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8 KAPITEL 1. EINSTIMMUNG

1.1 Einstimmung

1.1.1 Vollständige Induktion und binomische Formel

Satz 1.1.1.1. Für jede natürliche Zahl n ≥ 1 gilt 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)
2

.

Beispiel 1.1.1.2. Im Fall n = 5 behauptet unser Satz 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 5× 6/2
und in diesem Fall stimmt das schon mal: Beide Seiten sind 15. Man bemerke, daß
wir beim Rechnen mit Symbolen wie etwa n(n + 1) die Multiplikationssymbole
weggelassen haben, die nur beim Rechnen mit durch Ziffern dargestellten Zahlen
wichtig sind.

Beweis. Bei diesem Beweis sollen Sie gleichzeitig das Beweisprinzip der voll-
ständigen Induktion lernen. Wir bezeichnen mit A(n) die Aussage, daß die For-
mel im Satz für ein gegebenes n gilt, und zeigen:

Induktionsbasis: Die Aussage A(1) ist richtig. In der Tat gilt 1 = 1(1+1)
2

.

Induktionsschritt: Aus der Aussage A(n) folgt die Aussage A(n + 1). In der
Tat, unter der Annahme, daß unsere Formel für ein gegebenes n gilt, der so-
genannten Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung, rechnen
wir

1 + 2 + . . .+ n+ (n+ 1) = n(n+1)
2

+ 2(n+1)
2

= (n+2)(n+1)
2

= (n+1)((n+1)+1)
2

und folgern so, daß die Formel auch für n+ 1 gilt.

Es ist damit klar, daß unsere Aussage A(n) richtig ist alias daß unsere Formel gilt
für alle n = 1, 2, 3, . . .

1.1.1.3. Das Zeichen deutet in diesem Text das Ende eines Beweises an und ist
in der neueren Literatur weit verbreitet. Buchstaben in Formeln werden in der Ma-
thematik üblicherweise kursiv notiert, so wie etwa das n oder auch das A im vor-
hergehenden Beweis. Nur Buchstaben oder Buchstabenkombinationen, die stets
dasselbe bedeuten sollen, schreibt man nicht kursiv, wie etwa sin für den Sinus
oder log für den Logarithmus.

1.1.1.4. Der vorhergehende Beweis stützt sich auf unser intuitives Verständnis der
natürlichen Zahlen. Man kann das Konzept der natürlichen Zahlen auch formal
einführen und so die natürlichen Zahlen in gewisser Weise „besser“ verstehen.
Das wird in 2.1.6.11 und ausführlicher in 3.4.1.6 diskutiert. Das Wort „Indukti-
on“ meint eigentlich „Hervorrufen“, so wie etwa das Betrachten einer Wurst die



1.1. EINSTIMMUNG 9

Ausschüttung von Spucke induziert alias uns den Mund wässrig macht. Im Zu-
sammenhang der vollständigen Induktion ist es dahingehend zu verstehen, daß die
Richtigkeit unserer Aussage A(1) die Richtigkeit von A(2) induziert, die Richtig-
keit vonA(2) hinwiederum die Richtigkeit vonA(3), die Richtigkeit vonA(3) die
Richtigkeit von A(4), und immer so weiter.

1.1.1.5. Es herrscht keine Einigkeit in der Frage, ob man die Null eine natürliche
Zahl nennen soll. In diesem Text ist stets die Null mit gemeint, wenn von natürli-
chen Zahlen die Rede ist. Wollen wir die Null dennoch ausschließen, so sprechen
wir wie oben von einer „natürlichen Zahl n ≥ 1“.

1.1.1.6. Ich will kurz begründen, warum es mir natürlich scheint, auch die Null
eine natürliche Zahl zu nennen: Hat bildlich gesprochen jedes Kind einer Klasse
einen Korb mit Äpfeln vor sich und soll seine Äpfel zählen, so kann es ja durch-
aus vorkommen, daß in seinem Korb gar kein Apfel liegt, weil es zum Beispiel
alle seine Äpfel bereits gegessen hat. In der Begrifflichkeit der Mengenlehre aus-
gedrückt, die wir in 2.1.1 einführen werden, muß man die leere Menge endlich
nennen, wenn man erreichen will, daß jede Teilmenge einer endlichen Menge
wieder endlich ist. Will man dann zusätzlich erreichen, daß die Kardinalität je-
der endlichen Menge eine natürliche Zahl ist, so darf man die Null nicht aus den
natürlichen Zahlen herauslassen.

1.1.1.7. Man kann sich den Satz anschaulich, wie in nebenstehendem Bild ange-
deutet, klar machen als eine Formel für die Fläche des Querschnitts durch eine
Treppe der Länge n mit Stufenabstand und Stufenhöhe Eins. In der Tat bedeckt
ein derartiger Querschnitt ja offensichtlich ein halbes Quadrat der Kantenlänge n
nebst n halben Quadraten der Kantenlänge Eins. Ein weiterer Beweis geht so:

1 + 2 + 3 + . . .+ n = 1/2 + 2/2 + 3/2 + . . . + n/2
+ n/2 +(n− 1)/2 +(n− 2)/2 + . . . + 1/2

= n+1
2

+ n+1
2

+ n+1
2

+ . . . + n+1
2

= n(n+ 1)/2

Ich will letzteren Beweis benutzen, um eine neue Notation einzuführen.

Definition 1.1.1.8. Gegeben a1, a2, . . . , an schreiben wir

n∑
i=1

ai := a1 + a2 + . . .+ an

Das Symbol
∑

ist ein großes griechisches S und steht für „Summe“. Das Sym-
bol := deutet an, daß die Bedeutung der Symbole auf der doppelpunktbehafteten
Seite des Gleichheitszeichens durch den Ausdruck auf der anderen Seite unseres
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Die Gesamtfläche dieses Treppenquerschnitts ist offensichtlich
42/2 + 4/2 = 4 · 5/2
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Gleichheitszeichens definiert ist. Im obigen und ähnlichen Zusammenhängen hei-
ßen a1, . . . , an die Summanden und i der Laufindex, da er eben etwa in unserem
Fall von 1 bis n läuft und anzeigt alias „indiziert“, welcher Summand gemeint ist.

1.1.1.9 (Zur Sprache in der Mathematik). Das Wort „Definition“ kommt aus
dem Lateinischen und bedeutet „Abgrenzung“. In Definitionen versuchen wir, die
Bedeutung von Symbolen und Begriffen so klar wie möglich festzulegen. Sie wer-
den merken, daß man in der Mathematik die Angwohnheit hat, in Definitionen
Worte der Umgangssprache wie Menge, Gruppe, Körper, Unterkörper, Abbildung
etcetera „umzuwidmen“ und ihnen ganz spezielle und meist nur noch entfernt
mit der umgangssprachlichen Bedeutung verwandte neue Bedeutungen zu geben.
In mathematischen Texten sind dann überwiegend diese umgewidmeten Bedeu-
tungen gemeint. In dieser Weise baut die Mathematik also wirklich ihre eigene
Sprache auf, bei der jedoch die Grammatik und auch nicht ganz wenige Wörter
doch wieder von den uns geläufigen Sprachen übernommen werden. Das muß
insbesondere für den Anfänger verwirrend sein, der sich auch bei ganz harmlos
daherkommenden Wörtern stets wird fragen müssen, ob sie denn nun umgangs-
sprachlich gemeint sind oder vielmehr bereits durch eine Definition auf eine mehr
oder weniger andere und viel genauere Bedeutung festgelegt wurden. Um hier
zu helfen, habe ich mir große Mühe mit dem Index gegeben, den Sie ganz am
Schluß dieses Skriptums finden und in dem alle an verschiedenen Stellen einge-
führten oder umgewidmeten und dort fett gedruckten Begriffe verzeichnet sein
sollten. Und an dieser Stelle muß ich Sie schon bitten, das Wort „Index“ nicht als
Laufindex mißzuverstehen!
Beispiel 1.1.1.10. In der

∑
-Notation liest sich der in 18.2.4.18 gegebene Beweis

so: ∑n
i=1 i =

∑n
i=1

i
2

+
∑n

i=1
i
2

und nach Indexwechsel i = n+ 1− k hinten
=

∑n
i=1

i
2

+
∑n

k=1
n+1−k

2

dann mache k zu i in der zweiten Summe
=

∑n
i=1

i
2

+
∑n

i=1
n+1−i

2

und nach Zusammenfassen beider Summen
=

∑n
i=1

n+1
2

ergibt sich offensichtlich
= n(n+1

2
)

Beispiel 1.1.1.11. Einen anderen Beweis derselben Formel liefert die Gleichungs-
kette:

(n+ 1)2 =
n∑
i=0

(i+ 1)2 − i2 =
n∑
i=0

2i+ 1 = 2
n∑
i=0

i+
n∑
i=0

1 = n+ 1 + 2
n∑
i=0

i
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Definition 1.1.1.12. In einer ähnlichen Bedeutung wie das Symbol
∑

verwendet
man auch das Symbol

∏
, ein großes griechisches P , für „Produkt“ und schreibt

n∏
i=1

ai := a1a2 . . . an

Die a1, . . . , an heißen in diesem und ähnlichen Zusammenhängen die Faktoren
des Produkts.

Definition 1.1.1.13. Für jede natürliche Zahl n ≥ 1 definieren wir die Zahl n!
(sprich: n Fakultät) durch die Formel

n! := 1 · 2 · . . . · n =
n∏
i=1

i

Wir treffen zusätzlich die Vereinbarung 0! := 1 und haben also 0! = 1, 1! = 1,
2! = 2, 3! = 6, 4! = 24 und so weiter.

1.1.1.14 (Allgemeinere Summen und Produkte). Wir vereinbaren, daß Produk-
ten, bei denen die obere Grenze des Laufindex um Eins kleiner ist als seine untere
Grenze, der Wert 1 zugewiesen werden soll, also etwa 1 =

∏0
i=1 i = 0!. Eben-

so vereinbaren wir auch, daß Summen, bei denen die obere Grenze des Laufin-
dex um Eins kleiner ist als seine untere Grenze, der Wert 0 zugewiesen werden
soll, so daß wir in Erweiterung unserer Formel 1.1.1.1 etwa schreiben könnten
0 =

∑0
i=1 i. Der Sinn dieser Erweiterungen zeigt sich darin, daß damit Formeln

wie
∑l

i=k ai =
∑m

i=k ai +
∑l

i=m+1 ai auch für m = k − 1 richtig bleiben. Man
mag sogar noch weiter gehen und die Definition von Summen und Produkten auf
beliebige untere und obere Grenzen so erweitern, daß diese Formeln richtig blei-
ben, zumindest wenn alle Summanden ein Negatives beziehungsweise alle Fak-
toren einen Kehrwert haben. In dieser Allgemeinheit ist die fragliche Notation
jedoch nur beim kontinuierlichen Analogon

∫
des Summenzeichens üblich, wie

in 10.5.2.10 ausgeführt werden wird.

Satz 1.1.1.15 (Bedeutung der Fakultät). Es gibt genau n! Möglichkeiten, n von-
einander verschiedene Objekte in eine Reihenfolge zu bringen.

Beispiel 1.1.1.16. Es gibt genau 3! = 6 Möglichkeiten, die drei Buchstaben a, b
und c in eine Reihenfolge zu bringen, nämlich

abc bac cab
acb bca cba

In gewisser Weise stimmt unser Satz sogar für n = 0: In der Terminologie, die
wir in 10.2.3 einführen, gibt es genau eine Anordnung der leeren Menge.
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Beweis. Hat man n voneinander verschiedene Objekte, so hat man n Möglichkei-
ten, ein Erstes auszusuchen, dann (n−1) Möglichkeiten, ein Zweites auszusuchen
und so weiter, bis schließlich nur noch eine Möglichkeit bleibt, ein Letztes auszu-
suchen. Insgesamt haben wir also wie behauptet n! mögliche Reihenfolgen.

Definition 1.1.1.17. Wir definieren für beliebiges n und jede natürliche Zahl k
den Binomialkoeffizienten

(
n
k

)
(sprich: n über k) durch die Regeln(

n

k

)
:=

k−1∏
j=0

n− j
k − j

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)
k(k − 1) . . . 1

für k ≥ 1 und
(
n

0

)
:= 1.

Der Sonderfall k = 0 wird im Übrigen auch durch unsere allgemeine Formel ge-
deckt, wenn wir unsere Konvention 1.1.1.14 beherzigen. Im Lichte des folgenden
Satzes schlage ich vor, die Binomialkoeffizienten

(
n
k

)
statt „n über k“ inhaltsrei-

cher „k aus n“ zu sprechen.

1.1.1.18. Die Bezeichnung als Binomialkoeffizienten leitet sich von dem Auftre-
ten dieser Zahlen als Koeffizienten in der „binomischen Formel“ 1.1.1.23 ab.

Satz 1.1.1.19 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben natürliche Zah-
len n und k gibt es genau

(
n
k

)
Möglichkeiten, aus n voneinander verschiedenen

Objekten k Objekte auszuwählen.

Beispiel 1.1.1.20. Es gibt genau
(

4
2

)
= 4·3

2·1 = 6 Möglichkeiten, aus den vier Buch-
staben a, b, c, d zwei auszuwählen, nämlich

a, b b, c c, d
a, c b, d
a, d

Beweis. Wir haben n Möglichkeiten, ein erstes Objekt auszuwählen, dann n − 1
Möglichkeiten, ein zweites Objekt auszuwählen, und so weiter, also insgesamt
n(n− 1) . . . (n− k + 1) Möglichkeiten, k Objekte der Reihe nach auszuwählen.
Auf die Reihenfolge, in der wir ausgewählt haben, kommt es uns aber gar nicht an,
jeweils genau k! von unseren n(n− 1) . . . (n− k+ 1) Möglichkeiten führen nach
1.1.1.15 also zur Auswahl derselben k Objekte. Man bemerke, daß unser Satz
auch im Extremfall k = 0 noch stimmt, wenn wir ihn geeignet interpretieren: In
der Terminologie, die wir gleich einführen werden, besitzt in der Tat jede Menge
genau eine nullelementige Teilmenge, nämlich die leere Menge.

1.1.1.21. Offensichtlich gilt für alle natürlichen Zahlen n mit n ≥ k die Formel(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n

n− k

)
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Das folgt einerseits sofort aus der formalen Definition und ist andererseits auch
klar nach der oben erklärten Bedeutung der Binomialkoeffizienten: Wenn wir aus
nObjekten k Objekte auswählen, so bleiben n−k Objekte übrig. Es gibt demnach
gleichviele Möglichkeiten, k Objekte auszuwählen, wie es Möglichkeiten gibt,
n − k Objekte auszuwählen. Wir haben weiter

(
n
n

)
=
(
n
0

)
= 1 für jede natürliche

Zahl n ≥ 0 sowie
(
n
1

)
=
(
n
n−1

)
= n für jede natürliche Zahl n ≥ 1.

Definition 1.1.1.22. Wie in der Schule setzen wir ak :=
∏k

i=1 a und sprechen
diesen usdruck „a hoch k“. In Worten ist also gemeint „das Produkt von k-mal
dem Faktor a“. Im Lichte von 1.1.1.14 verstehen wir insbesondere a0 := 1.

Satz 1.1.1.23. Für jede natürliche Zahl n gilt die binomische Formel

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k

1.1.1.24. Man beachte, wie wichtig unsere Konvention a0 = 1 und insbesondere
auch ihr Spezialfall 00 = 1 für die Gültigkeit dieser Formel ist.

1.1.1.25. Die Bezeichung „binomische Formel“ leitet sich ab von der Vorsilbe
„bi“ für Zwei, wie etwa in englisch „bicycle“ für „Zweirad“ alias „Fahrrad“, und
dem lateinischen Wort „nomen“ für „Namen“. Mit den beiden „Namen“ sind hier
a und b gemeint. Mehr dazu wird in 10.3.2.37 erklärt.

Erster Beweis. Beim Ausmultiplizieren erhalten wir das Monom akbn−k so oft,
wie es Möglichkeiten gibt, aus unseren n Faktoren (a + b) die k Faktoren auszu-
suchen, „in denen wir beim Ausmultiplizieren das a nehmen“. Dieses Argument
werden wir in 2.1.2.11 noch besser formulieren.

Zweiter Beweis. Dieser Beweis ist eine ausgezeichnete Übung im Umgang mit
unseren Symbolen und mit der vollständigen Induktion. Er scheint mir jedoch
auch in einer für Beweise durch vollständige Induktion typischen Weise wenig
durchsichtig. Zunächst prüfen wir für beliebiges n und jede natürliche Zahl k ≥ 1
die Formel (

n

k − 1

)
+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k

)
durch explizites Nachrechnen. Dann geben wir unserer Formel im Satz den Na-
men A(n) und prüfen die Formel A(0) und zur Sicherheit auch noch A(1) durch
Hinsehen. Schließlich gilt es, den Induktionsschritt durchzuführen, als da heißt,
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A(n+ 1) aus A(n) zu folgern. Dazu rechnen wir

(a+ b)n+1 = (a+ b)(a+ b)n

und mit der Induktionsvoraussetzung
= (a+ b)

∑n
k=0

(
n
k

)
akbn−k

und durch Ausmultiplizieren
=

∑n
k=0

(
n
k

)
ak+1bn−k +

∑n
k=0

(
n
k

)
akbn−k+1

und Indexwechsel k = i− 1 in der ersten Summe
=

∑n+1
i=1

(
n
i−1

)
aibn−i+1 +

∑n
k=0

(
n
k

)
akbn−k+1

dann mit k statt i und Absondern von Summanden
= an+1b0 +

∑n
k=1

(
n
k−1

)
akbn−k+1+

+
∑n

k=1

(
n
k

)
akbn−k+1 + a0bn+1

und nach Zusammenfassen der mittleren Summen
= an+1b0 +

∑n
k=1

(
n+1
k

)
akbn−k+1 + a0bn+1

und Einbeziehen der abgesonderten Summanden
=

∑n+1
k=0

(
n+1
k

)
akbn+1−k

und folgern so tatsächlich A(n+ 1) aus A(n).

1.1.1.26. Die Formel
(
n
k−1

)
+
(
n
k

)
=
(
n+1
k

)
für k ≥ 1 kann man zur effektiven Be-

rechnung der Binomialkoeffizienten mit dem sogenannten Pascal’schen Dreieck
benutzen: Im Schema

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1

seien die Einsen an den Rändern vorgegeben und eine Zahl in der Mitte berechne
sich als die Summe ihrer beiden oberen „Nachbarn“. Dann stehen in der (n+ 1)-
ten Zeile der Reihe nach die Binomialkoeffizienten

(
n
0

)
= 1,

(
n
1

)
= n, . . ., bis(

n
n−1

)
= n,

(
n
n

)
= 1. Wir haben also zum Beispiel nach der untersten Zeile in

obigem Ausschnitt des Pascal’schen Dreiecks

(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4
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Übungen

Ergänzende Übung 1.1.1.27. Man zeige: Ist p eine Primzahl und n nicht durch p
teilbar und e ≥ 0 eine natürliche Zahl, so ist(

pen

pe

)
auch nicht durch p teilbar. Hinweis: Man möge bei der Lösung dieser Übung be-
reits die Erkenntnis verwenden, daß eine Primzahl ein Produkt nur teilen kann,
wenn sie einen der Faktoren teilt. Ein Beweis dieser Tatsache wird in 3.4.4.15
nachgeholt.

Übung 1.1.1.28. Man finde und beweise eine Formel für
∑n

i=1 i
2. Hinweis: Man

suche zunächst eine Formel für
∑n

i=1 i
3 − (i − 1)3 und beachte i3 − (i − 1)3 =

3i2 − 3i+ 1.

Ergänzende Übung 1.1.1.29. Man zeige, daß für jedes k ∈ N eine Formel der
Gestalt

∑n
i=1 i

k = 1
k+1

nk+1 + akn
k + . . .+ a1n+ a0 gilt mit aκ ∈ Q.

1.1.2 Fibonacci-Folge und Vektorraumbegriff
1.1.2.1. Ich beginne mit einigen Beispielen für eine mathematische Struktur, die
ihnen im weiteren Verlauf des Studiums als „Vektorraum“ geläufig werden wird.

Beispiel 1.1.2.2. Die Fibonacci-Folge

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .

entsteht, indem man mit f0 = 0 und f1 = 1 beginnt und dann jedes weitere
Folgenglied als die Summe seiner beiden Vorgänger bildet, in Formeln

fi+2 := fi+1 + fi

Wir suchen nun für die Glieder fi dieser Folge eine geschlossene Darstellung.
Dazu vereinbaren wir, daß wir Folgen x0, x1, x2, . . . mit xn = xn−1 + xn−2 für
n = 2, 3, 4, . . . Folgen vom Fibonacci-Typ nennen wollen. Kennen wir die bei-
den ersten Glieder einer Folge vom Fibonacci-Typ, so legt das natürlich bereits
die gesamte Folge fest. Nun bemerken wir, daß für jede Folge x0, x1, x2, . . . vom
Fibonacci-Typ und jedes α auch die Folge αx0, αx1, αx2, . . . vom Fibonacci-Typ
ist, und daß für jede weitere Folge y0, y1, y2, . . . vom Fibonacci-Typ auch die
gliedweise Summe (x0 + y0), (x1 + y1), (x2 + y2), . . . eine Folge vom Fibonacci-
Typ ist. Der Trick ist dann, danach zu fragen, für welche β die Folge xi := βi

vom Fibonacci-Typ ist. Das ist ja offensichtlich genau dann der Fall, wenn gilt
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β2 = β + 1, als da heißt für β± = 1
2
(1 ±

√
5). Für beliebige c, d ist mithin die

Folge
xi = cβi+ + dβi−

vom Fibonacci-Typ, und wenn wir c und d bestimmen mit x0 = 0 und x1 = 1, so
ergibt sich eine explizite Darstellung unserer Fibonacci-Folge. Wir suchen also c
und d mit

0 = c+ d

1 = c
(

1
2
(1 +

√
5)
)

+ d
(

1
2
(1−

√
5)
)

und folgern leicht c = −d und 1 = c
√

5 alias c = 1/
√

5 = −d. Damit ergibt sich
schließlich für unsere ursprüngliche Fibonacci-Folge die explizite Darstellung

fi =
1√
5

(
1 +
√

5

2

)i

− 1√
5

(
1−
√

5

2

)i

Im übrigen ist der zweite Summand hier immer kleiner als 1/2, so daß wir fi auch
beschreiben können als diejenige ganze Zahl, die am nächsten am ersten Sum-
manden liegt. Es wäre rückblickend natürlich ein Leichtes gewesen, diese Formel
einfach zu „raten“, um sie dann mit vollständiger Induktion 1.1.1.1 zu beweisen.
Diese Art mathematischer Zaubertricks halte ich jedoch für unehrenhaft. Ich den-
ke, unsere Aufgabe als Mathematiker besteht darin, Verständnis zu erzeugen und
nicht Bewunderung. Ich werde deshalb stets nach Kräften versuchen, das Tricksen
zu vermeiden, auch wenn die Beweise dadurch manchmal etwas länger werden
sollten. Eine Möglichkeit, auch den letzten verbleibenden Trick aus den vorher-
gehenden Überlegungen zu eliminieren, zeigt 3.5.5.18. Die bei unserer Lösung
auftretende reelle Zahl 1

2
(1 +

√
5) ist im Übrigen auch bekannt als „goldener

Schnitt“ aus Gründen, die in nebenstehendem Bild diskutiert werden. In 10.3.6.13
dürfen Sie dann zur Übung zeigen, daß der Quotient zweier aufeinanderfolgender
Fibonacci-Zahlen gegen den goldenen Schnitt strebt, daß also genauer und in For-
meln für unsere Fibonacci-Folge f0, f1, f2, . . . von oben gilt

lim
i→∞

fi+1

fi
=

1 +
√

5

2

Beispiel 1.1.2.3. Wir betrachten das Gleichungssystem

3x+ 3y + 7z = 0
4x+ y + 5z = 0

Wie man die Menge L aller Lösungen (x, y, z) ermittelt, sollen sie später in dieser
Vorlesung lernen. Zwei Dinge aber sind a priori klar:
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Der goldene Schnitt ist das Verhältnis, in dem eine Strecke geteilt werden muß,
damit das Verhältnis vom größeren zum kleineren Stück gleich dem Verhältnis

des Ganzen zum größeren Stück ist, also die positive Lösung der Gleichung
a/1 = (1 + a)/a alias a2 − a− 1 = 0, also a = (1 +

√
5)/2.
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1. Sind (x, y, z) und (x′, y′, z′) Lösungen, so ist auch ihre komponentenweise
Summe (x+ x′, y + y′, z + z′) eine Lösung;

2. Ist (x, y, z) eine Lösung und α eine reelle Zahl, so ist auch das komponen-
tenweise Produkt (αx, αy, αz) eine Lösung.

Beispiel 1.1.2.4. Wir betrachten die Menge aller Funktionen f : R → R, die
zweimal differenzierbar sind und der Differentialgleichung

f ′′ = −f

genügen. Lösungen sind zum Beispiel die Funktionen sin, cos, die Nullfunktion
oder auch die Funktionen f(x) = sin(x+a) für konstantes a. Wie man die Menge
L aller Lösungen beschreiben kann, sollen Sie in der Analysis lernen. Zwei Dinge
aber sind a priori klar:

1. Mit f und g ist auch die Funktion f + g eine Lösung;

2. Ist f eine Lösung und α eine reelle Zahl, so ist auch αf eine Lösung.

Beispiel 1.1.2.5. Wir betrachten die Gesamtheit aller Parallelverschiebungen der
Tafelebene. Graphisch stellen wir solch eine Parallelverschiebung dar durch einen
Pfeil von irgendeinem Punkt zu seinem Bild unter der Verschiebung. Im neben-
stehenden Bild stellen etwa alle gepunktelten Pfeile dieselbe Parallelverschiebung
dar. Was für ein Ding diese Gesamtheit P aller Parallelverschiebungen eigentlich
ist, scheint mir recht undurchsichtig, aber einiges ist a priori klar:

1. Sind p und q Parallelverschiebungen, so ist auch ihre „Hintereinanderaus-
führung“ p ◦ q, sprich „p nach q“, eine Parallelverschiebung.

2. Ist α eine reelle Zahl und p eine Parallelverschiebung, so können wir eine
neue Parallelverschiebung αp bilden, das „α-fache von p“. Bei negativen
Vielfachen vereinbaren wir hierzu, daß damit eine entsprechende Verschie-
bung in die Gegenrichtung gemeint ist.

3. Führen wir eine neue Notation ein und schreiben für die Hintereinanderaus-
führung puq := p◦q, so gelten für beliebige Parallelverschiebungen p, q, r
der Tafelebene und beliebige reelle Zahlen α, β die Formeln

(pu q)u r = pu (q u r)
pu q = q u p
α(βp) = (αβ)p

(α + β)p = (αp)u (βp)
α(pu q) = (αp)u (αq)
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Die Hintereinanderausführung der beiden Parallelverschiebungen der Tafel- oder
hier vielmehr der Papierebene, die durch die durchgezogenen Pfeile dargestellt

werden, wird die durch die gepunktelten Feile dargestellt.
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Will man sich die Gesamtheit aller Parallelverschiebungen der Tafelebene an-
schaulich machen, so tut man im Übrigen gut daran, einen Punkt als „Ursprung“
auszuzeichnen und jede Parallelverschiebung mit dem Punkt der Tafelebene zu
identifizieren, auf den unsere Parallelverschiebung diesen Ursprung abbildet.

Beispiel 1.1.2.6. Analoges gilt für die Gesamtheit der Parallelverschiebung des
Raums unserer Anschauung und auch für die Gesamtheit aller Verschiebungen
einer Geraden und, mit noch mehr Mut, für die Gesamtheit aller Zeitspannen.

1.1.2.7. Die Formeln unserer kleinen Formelsammlung von 1.1.2.5.3 gelten ganz
genauso auch für die Lösungsmenge unserer Differentialgleichung f ′′ = −f ,
wenn wir f u g := f + g verstehen, für die Lösungsmenge unseres linearen
Gleichungssystems, wenn wir

(x, y, z)u (x′, y′, z′) := (x+ x′, y + y′, z + z′)

als „komponentenweise Addition“ verstehen, und für die Menge aller Folgen vom
Fibonacci-Typ, wenn wir ähnlich die Summe u zweier Folgen erklären. Ein we-
sentliches Ziel der Vorlesungen über lineare Algebra ist es, einen abstrakten For-
malismus aufzubauen, dem sich alle diese Beispiele unterordnen. Dadurch soll
Zweierlei erreicht werden:

1. Unser abstrakter Formalismus soll uns dazu verhelfen, die uns als Augentieren
und Nachkommen von Ästehüpfern angeborene räumliche Anschauung nutzbar
zu machen zum Verständnis der bis jetzt gegebenen Beispiele und der vielen wei-
teren Beispiele von Vektorräumen, denen Sie im Verlauf Ihres Studiums noch be-
gegnen werden. So werden sie etwa lernen, daß man sich die Menge aller Folgen
vom Fibonacci-Typ durchaus als Ebene vorstellen darf und die Menge aller Fol-
gen mit einem vorgegebenem Folgenglied an einer vorgegebenen Stelle als eine
Gerade in dieser Ebene. Suchen wir also alle Folgen vom Fibonacci-Typ mit zwei
vorgegebenen Folgengliedern, so werden wir im allgemeinen genau eine derarti-
ge Lösung finden, da sich eben zwei Geraden aus einer Ebene im allgemeinen in
genau einem Punkt schneiden. In diesem Licht betrachtet soll der abstrakte For-
malismus uns also helfen, a priori unanschauliche Fragestellungen der Anschau-
ung zugänglich zu machen. Ich denke, diese Nähe zur Anschauung ist auch der
Grund dafür, daß die lineare Algebra meist an den Anfang des Studiums gestellt
wird: Von der Schwierigkeit des Formalismus her gesehen gehört sie nämlich kei-
neswegs zu den einfachsten Gebieten der Mathematik. Hier würde ich eher an
Gruppentheorie oder Graphentheorie oder dergleichen denken.

2. Unser abstrakter Formalismus soll so unmißverständlich sein und seine Spielre-
geln so klar, daß Sie in die Lage versetzt werden, alles nachzuvollziehen und mir
im Prinzip und vermutlich auch in der Realität Fehler nachzuweisen. Schwam-
mige Begriffe wie „Tafelebene“ oder „Parallelverschiebung des Raums“ haben in
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einem solchen Formalismus keinen Platz mehr. In diesem Licht betrachtet verfol-
gen wir mit dem Aufbau des abstrakten Formalismus auch das Ziel einer großen
Vereinfachung durch die Reduktion auf die Beschreibung einiger weniger Aspek-
te der uns umgebenden in ihrer Komplexität schwer faßbaren Wirklichkeit.

Die lineare Algebra hat in meinen Augen mindestens drei wesentliche Aspekte:
Einen geometrischen Aspekt, wie ihn das Beispiel 1.1.2.5 der Gesamtheit aller
Parallelverschiebungen illustriert; einen algorithmischen Aspekt, unter den ich
das Beispiel 1.1.2.3 der Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems und ins-
besondere explizite Verfahren zur Bestimmung dieser Lösungsmenge einordnen
würde; und einen abstrakt-algebraischen Aspekt, zu dem etwa die folgende De-
finition 1.1.2.8 gehört, eine Art gedankliches Skelett, das Algorithmik und Geo-
metrie verbindet und Brücken zu vielen weiteren Anwendungen schafft, die man
dann als das Fleisch auf diesem Gerippe ansehen mag. Ich will im Verlauf meiner
Vorlesungen zur linearen Algebra versuchen, diese drei Aspekte zu einer Einheit
zu fügen. Ich hoffe, daß Sie dadurch in die Lage versetzt werden, eine Vielzahl
von Problemen mit den verbundenen Kräften Ihrer räumlichen Anschauung, Ihrer
algorithmischen Rechenfähigkeiten und Ihres abstrakt-logischen Denkens anzu-
gehen. Als Motivation für den weiteren Fortgang der Vorlesungen über lineare
Algebra beschreibe ich nun das „Rückgrat unseres Skeletts“ und formuliere ohne
Rücksicht auf noch unbekannte Begriffe und Notationen die abstrakte Definition
eines reellen Vektorraums.

Definition 1.1.2.8. Ein reeller Vektorraum ist ein Tripel bestehend aus den fol-
genden drei Dingen:

1. Einer Menge V ;

2. Einer Verknüpfung V ×V → V , (v, w) 7→ vuw, die die Menge V zu einer
abelschen Gruppe macht;

3. Einer Abbildung R× V → V , (α, v) 7→ αv,

derart, daß für alle α, β ∈ R und alle v, w ∈ V gilt:

α(βv) = (αβ)v
(α + β)v = (αv)u (βv)
α(v u w) = (αv)u (αw)

1v = v

Hier ist nun viel zu klären: Was ist eine Menge? Eine Verknüpfung? Eine abelsche
Gruppe? Eine Abbildung? Was bedeuten die Symbole ×, →, 7→, ∈, R? Wir be-
ginnen in der nächsten Vorlesung mit der Klärung dieser Begriffe und Notationen.
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1.1.2.9. Bereits hier will ich die Symbole α und β erklären: Sie heißen „Alpha“
und „Beta“ und sind die beiden ersten Buchstaben des griechischen Alphabets,
das ja hinwiederum selbst nach ihnen benannt ist. Bei der Darstellung von Ma-
thematik hilft es, viele verschiedene Symbole und Symbolfamilien zur Verfügung
zu haben. Insbesondere werden die griechischen Buchstaben oft und gerne ver-
wendet. Ich schreibe deshalb hier zum Nachschlagen das griechische Alphabet
auf. In der ersten Spalte stehen der Reihe nach die griechischen Kleinbuchstaben,
dahinter die zugehörigen Großbuchstaben, dann ihr lateinisches Analogon soweit
vorhanden, und schließlich, wie man diesen griechischen Buchstaben auf Deutsch
benennt und spricht.

α A a alpha
β B b beta
γ Γ g gamma
δ ∆ d delta
ε, ε E e epsilon
ζ Z z zeta
η H ä eta
θ, ϑ Θ th theta
ι I i iota
κ K k kappa
λ Λ l lambda
µ M m my, sprich „mü“
ν N n ny, sprich „nü“
ξ Ξ x xi
o O o omikron, „kurzes o“
π Π p pi
ρ, % P r rho
σ, ς Σ s sigma
τ T t tau
υ Υ y ypsilon
φ, ϕ Φ f phi
χ X ch chi
ψ Ψ ps psi
ω Ω oh omega, „langes o“

Übungen

Übung 1.1.2.10. Ein Kredit von 10000 Euro wird am Ende jeden Jahres mit ei-
nem jährlichen Zinssatz von 5% auf die jeweilige Restschuld verzinst und der
Kreditnehmer zahlt zu Beginn jeden Jahres 1000 Euro zurück. Man finde eine ge-
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schlossene Formel für die Restschuld am Ende des n-ten Jahres. Hinweis: Man
mag es mit dem Ansatz xn = cβn + α versuchen.

Übung 1.1.2.11. Kann man für jede Folge x0, x1, . . . vom Fibonacci-Typ Zahlen
c, d finden mit xi = cβi++dβi− für alle i? Finden Sie eine geschlossene Darstellung
für die Glieder der Folge, die mit 0, 0, 1 beginnt und dem Bildungsgesetz xn =
2xn−1 + xn−2 − 2xn−3 gehorcht.

Übung 1.1.2.12. Die Fibonnacci-Folge erfüllt die Identität f 2
0 + f 2

1 + . . . + f 2
k =

fkfk+1 für alle k ≥ 0.
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Übung 1.1.2.13. Wer Alles mit ϕl µ kaπrt, hat eine gρßηt gηn.
Wer Hausis nur koπrt, steht am Pρβg hintan.

Gestern standen wir noch vor einem tiefen Abgrund,
aber heute haben wir einen gρßen Schritt nach vorne gηn

Liebe ist, wenn sich der τsendste Kuss noch wie der erste anϕlt.

Nach dem Takt, den man tρmmelt, wird auch gηnzt.

Vorgηn und nachβcht
hat manchem schon gρß Leid gebracht.

Was mit wenigem abgηn werden kann,
muss nicht mit ϕlem gηn werden.

Als ich eine ρse brach,
und mir in den ϕnger stach. . .

τsend Freunde sind zu wenig,
ein Feind jedoch ist zu ϕl
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In diesen Abschnitten habe ich Notationen und Begriffsbildungen zusammen-
gefaßt, von denen ich mir vorstelle, daß sie zu Beginn des Studiums in enger
Abstimmung zwischen den beiden Grundvorlesungen erklärt werden könnten.



30 KAPITEL 2. MENGEN UND VERKNÜPFUNGEN

2.1 Naive Mengenlehre und Kombinatorik

2.1.1 Mengen
2.1.1.1. Beim Arbeiten mit reellen Zahlen oder räumlichen Gebilden reicht auf
der Schule ein intuitives Verständnis meist aus, und wenn die Intuition in die Irre
führt, ist ein Lehrer zur Stelle. Wenn Sie jedoch selbst unterrichten oder etwas
beweisen wollen, reicht dieses intuitive Verständnis nicht mehr aus. Im folgen-
den werden deshalb zunächst der Begriff der reellen Zahlen und der Begriff des
Raums zurückgeführt auf Grundbegriffe der Mengenlehre, den Begriff der ratio-
nalen Zahlen und elementare Logik. Bei der Arbeit mit diesen Begriffen führt
uns die Intuition nicht so leicht in die Irre, wir geben uns deshalb mit einem in-
tuitiven Verständnis zufrieden und verweisen jeden, der es noch genauer wissen
will, auf eine Vorlesung über Logik. Wir beginnen mit etwas naiver Mengenleh-
re, wie sie von Georg Cantor in den Jahren 1874 bis 1897 begründet wurde und
von der der berühmte Mathematiker David Hilbert einmal sagte: „Aus dem Para-
dies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben können“. Natürlich
gab es auch vor der Mengenlehre schon hoch entwickelte Mathematik: Beim Tod
von Carl Friedrich Gauß im Jahre 1855 gab es diese Theorie noch gar nicht und
Fourier fand seine „Fourierentwicklung“ sogar bereits zu Beginn des 19.-ten Jahr-
hunderts. Er behauptete auch gleich in seiner „Théorie analytique de la chaleur“,
daß sich jede beliebige periodische Funktion durch eine Fouriereihe darstellen
lasse, aber diese Behauptung stieß bei anderen berühmten Mathematikern seiner
Zeit auf Ablehnung und es entstand darüber ein heftiger Disput. Erst in besagtem
„Paradies der Mengenlehre“ konnten die Fourier’s Behauptung zugrundeliegen-
den Begriffe soweit geklärt werden, daß dieser Disput nun endgültig beigelegt ist.
Ähnlich verhält es sich auch mit vielen anderen Fragestellungen. Da die Men-
genlehre darüber hinaus auch vom didaktischen Standpunkt aus eine äußerst klare
und durchsichtige Darstellung mathematischer Sachverhalte ermöglicht, hat sie
sich als Grundlage der höheren Mathematik und der Ausbildung von Mathema-
tikern an Universitäten schnell durchgesetzt und ist nun weltweit das „Alphabet
der Sprache der Mathematik“. Man wird an Universitäten sogar geradezu dazu er-
zogen, alle Mathematik in der Sprache der Mengenlehre zu fassen und geometri-
schen Argumenten keine Beweiskraft zuzugestehen. Ich halte das bei der Ausbil-
dung von Mathematikern auch für angemessen. Bei der Mathematik-Ausbildung
im allgemeinen scheint mir dieses Vorgehen dahingegen nicht zielführend: In die-
sem Kontext sollte man meines Erachtens nicht mit demselben Maß messen, auch
ohne alle Mengenlehre geometrisch erklärte Begriffe wie Gerade und Kreis, Ebe-
ne und Raum, als wohldefinierte Objekte der Mathematik zulassen und geometri-
schen Argumenten Beweiskraft zugestehen.

2.1.1.2. Im Wortlaut der ersten Zeilen des Artikels „Beiträge zur Begründung der
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transfiniten Mengenlehre (Erster Aufsatz)“ von Georg Cantor, erschienen im Jahre
1895, hört sich die Definition einer Menge so an:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objektenm unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu
einem Ganzen.

Verbinden wir mit einer Menge eine geometrische Vorstellung, so nennen wir ihre
Elemente auch Punkte und die Menge selbst einen Raum. Ein derartiges Her-
umgerede ist natürlich keine formale Definition und birgt durchaus verschiede-
ne Fallstricke, vergleiche 2.1.3.9. Das Ziel dieser Vorlesung ist aber auch nicht
eine formale Begründung der Mengenlehre, wie Sie sie in der Logik kennen-
lernen können. Sie sollen vielmehr die Bedeutung dieser Worte intuitiv erfassen
wie ein Kleinkind, das Sprechen lernt: Indem sie mir und anderen Mathematikern
zuhören, wie wir mit diesen Worten sinnvolle Sätze bilden, uns nachahmen, und
beobachten, welchen Effekt Sie damit hervorrufen. Unter anderem dazu sind die
Übungsgruppen da.

Ergänzung 2.1.1.3. Bei der Entwicklung der Mathematik aus der Umgangsspra-
che durch fortgesetztes Zuspitzen und Umwidmen des Wortschatzes muß ich an
den Baron von Münchhausen denken, wie er sich an seinen eigenen Haaren aus
dem Sumpf zieht. Schon verblüffend, daß es klappt. Aber bei Kleinkindern, die
Sprechen lernen, ist es ja noch viel verblüffender, wie sie die Bedeutung von Wor-
ten erfassen, ohne daß man sie ihnen in Worten erklären kann.

Beispiele 2.1.1.4. Endliche Mengen kann man durch eine vollständige Liste ihrer
Elemente in geschweiften Klammern angeben, zum Beispiel in der Form

X = {x1, x2, . . . , xn}

Diese geschweiften Klammern heißen auch Mengenklammern. Die Elemente
dürfen mehrfach genannt werden und es kommt nicht auf die Reihenfolge an, in
der sie genannt werden. Wir haben also {1, 1, 2} = {2, 1}. Die Aussage „x ist
Element von X“ wird mit x ∈ X abgekürzt, ihre Verneinung „x ist nicht Element
von X“ mit x 6∈ X . Zum Beispiel gilt 1 ∈ {2, 1} und 3 6∈ {2, 1}. Es gibt auch die
sogenannte leere Menge ∅ = { }, die gar kein Element enthält. Andere Beispiele
sind die Mengen

N := {0, 1, 2, . . .} der natürlichen Zahlen,

Z := {0, 1,−1, 2,−2, . . .} der ganzen Zahlen und

Q := {p/q | p, q ∈ Z, q 6= 0} der rationalen Zahlen.
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Der Name letzterer Menge kommt von lateinisch „ratio“ für „Verhältnis“, der
BuchstabeQ steht für „Quotient“. Man beachte, daß wir auch hier Elemente mehr-
fach genannt haben, es gilt ja p/q = p′/q′ genau dann, wenn pq′ = p′q. Auf
Deutsch bezeichnet man die rationalen Zahlen auch als Bruchzahlen, da man
sich etwa ein Viertel eines Kekses als den Anteil denken kann, der entsteht, wenn
man besagten Keks in vier gleiche Teile zerbricht. Einen Leitfaden zu einem for-
maleren Aufbau des Zahlensystems können Sie in 2.2.5.1 finden.

Ergänzung 2.1.1.5 (Herkunft des Gleichheitszeichens). Das Gleichheitszeichen
= scheint auf ein 1557 von Robert Recorde publiziertes Buch zurückzugehen
und soll andeuten, daß das, was auf der linken und rechten Seite dieses Zeichens
steht, so gleich ist wie die beiden Strichlein, die das uns heute so selbstverständli-
che Gleichheitszeichen bilden. Davor schrieb man statt einem Gleichheitszeichen
meist ae für „äquivalent“.

Ergänzung 2.1.1.6 (Diskussion der Notation). In Texten, in deren Konventionen
die Null keine natürliche Zahl ist, verwendet man meist die abweichenden No-
tationen N für die Menge {1, 2, . . .} und N0 für die Menge {0, 1, 2, . . .}. Die in
diesem Text verwendete Notation N = {0, 1, 2, . . .} stimmt mit der internationa-
len Norm ISO 31-11 überein.

2.1.1.7. Die Bedeutung der Symbole Z und Q ist in der Mathematik weitgehend
einheitlich. Man verwendet diesen Schrifttypus auch sonst gerne für Symbole, die
in ihrer Bedeutung über große Teile der Mathematik hinweg einheitlich verwendet
werden. Bei der Bedeutung von N ist man allerdings nie ganz sicher, ob die Null
mitgemeint ist. In den Konventionen dieses Textes gilt 0 ∈ N.

2.1.1.8. Eine Menge, die nur endlich viele Elemente hat, nennen wir eine endli-
che Menge. Eine präzisere Definition dieses Konzepts wird in 3.4.1.2 gegeben.
Wir vereinbaren bereits hier, daß wir auch die leere Menge endlich nennen. Die
Zahl der Elemente einer endlichen Menge X nennen wir ihre Kardinalität oder
Mächtigkeit und notieren sie

|X|

oder card(X). In der Literatur findet man auch die Notation ]X . Für endliche
Mengen X ist demnach ihre Kardinalität stets eine natürliche Zahl |X| ∈ N und
|X| = 0 ist gleichbedeutend zu X = ∅. Ist X unendlich, so schreiben wir bis auf
weiteres kurzerhand |X| = ∞ und ignorieren in unserer Notation, daß auch un-
endliche Mengen „verschieden groß“ sein können. Für ein Beispiel für „verschie-
den große unendliche Mengen“ siehe 10.2.5.2 und für eine genauere Diskussion
des Begriffs der Kardinalität vergleiche 6.5.3.1.
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2.1.2 Teilmengen

Definition 2.1.2.1. Eine Menge Y heißt Teilmenge einer Menge X , wenn jedes
Element von Y auch ein Element von X ist. Man schreibt dafür Y ⊂ X oder
X ⊃ Y .

Beispiel 2.1.2.2. Die leere Menge Teilmenge jeder Menge, in Formeln ∅ ⊂ X .
{x} ⊂ X ist gleichbedeutend zu x ∈ X . Es gilt ∅ ⊂ {2, 1} ⊂ Z ⊂ Q.

2.1.2.3 (Elemente und Teilmengen). Es ist im Kontext der Mengenlehre wich-
tig, bei einer Menge X sorgfältig zu unterscheiden zwischen ihren Elementen und
ihren Teilmengen. Gegeben ein Element x ∈ X ist für uns das Element x ∈ X
etwas anderes als die Teilmenge {x} ⊂ X , die nur aus dem einzigen Element x
besteht. Gegeben eine Menge X mit einer Teilmenge Y ⊂ X sage ich auch, X
umfaßt Y . Gegeben ein Element x ∈ X sage ich, x gehört zuX . Andere Sprech-
weisen möchte ich ungern auf eine so präzise Bedeutung festlegen. Gegeben eine
Teilmenge Y ⊂ X kann man sagen, „Y sei enthalten in X“ oder „Y liege in
X“, und gegeben ein Element x ∈ X kann man auch sagen, „x sei enthalten in
X“ oder „x liege in X“. Was genau gemeint ist, gilt es dann aus dem Kontext zu
erschließen.

2.1.2.4 (Diskussion der Notation). Gegeben eine Menge X verwenden wir die
Schreibweise Y ( X als Abkürzung für (Y ⊂ X und Y 6= X). Eine von der
ganzen Menge verschiedene Teilmenge Y einer Menge X nennen wir auch eine
echte Teilmenge von X . Bei diesen Notationen folgen wir Cantor und Bourbaki,
die sehr viel später festgelegte internationalen Norm ISO 31-11 weicht jedoch
davon ab. In der folgenden Tabelle stellen wir diese beiden Konventionen einander
gegenüber.

Cantor und Bourbaki Norm ISO 31-11 Bedeutung

⊂ ⊆ ist Teilmenge von
( ⊂ ist echte Teilmenge von

Ich ziehe die Konvention von Cantor und Bourbaki vor, weil ich sie gewohnt bin
und weil man sehr oft Teilmengen zu betrachten hat und nur vergleichsweise sel-
ten echte Teilmengen. Ich muß jedoch zugeben, daß die in diesem Text gewählte
Notation ⊂,( mit den üblichen Notationen ≤, < für Ungleichungen weniger gut
zusammenpaßt als die Konvention nach ISO 31-11.

2.1.2.5. Oft bildet man neue Mengen als Teilmengen bestehender Mengen. Ge-
bräuchlich ist dazu eine Notation, bei der man zwischen den Mengenklammern
hinter einem senkrechten Strich dazuschreibt, welche zusätzliche Eigenschaft die
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Elemente einer Teilmenge haben sollte, so daß man Teilmengen Y einer Menge
X angeben kann in der Form

Y = {x ∈ X | x hat eine zusätzlich noch gewisse Eigenschaft}

Zum Beispiel gilt N = {a ∈ Z | a ≥ 0}, lies „die Menge der natürlichen Zah-
len ist die Teilmenge der Menge der ganzen Zahlen bestehend aus allen ganzen
Zahlen, die ≥ 0 sind“, und {0, 1} = {a ∈ N | a2 = a}.

Definition 2.1.2.6. Es ist auch erlaubt, die „Menge aller Teilmengen“ einer ge-
gebenen Menge X zu bilden. Sie heißt die Potenzmenge von X und wird P(X)
oder Pot(X) notiert.

Beispiel 2.1.2.7. Die Potenzmenge P({1, 2, 3}) kann man als die Menge aller
möglichen Ausgänge einer Versuchsanordnung interpretieren, bei der man drei-
mal eine Münze wirft. Dazu mag man etwa jedem Ausgang die Menge der Wurf-
nummern zuordnet, bei denen Wappen herauskam. So würde etwa dem Ausgang
WZW die Teilmenge {1, 3} zugeordnet.

2.1.2.8 (Kardinalität der Potenzmenge). Ist X eine endliche Menge, so ist auch
ihre Potenzmenge endlich und es gilt die Formel |P(X)| = 2|X|. Für die drei-ele-
mentige Menge X = {1, 2, 3} besteht ihre Potenzmenge P(X) zum Beispiel aus
8 = 23 Elementen und wir haben genauer

P(X) =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}

}
Die Teilmenge {1} ⊂ {1, 2, 3}, die nur aus dem Element 1 besteht, ist also ein
Element der Potenzmenge {1} ∈ P({1, 2, 3}). Das Element 1 ist dahingegen
kein Element der Potenzmenge, sondern ein Element der ursprünglichen Menge
1 ∈ {1, 2, 3}.

Satz 2.1.2.9 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben natürliche Zah-
len n, k ∈ N gibt der Binomialkoeffizient

(
n
k

)
die Zahl der k-elementigen Teilmen-

gen einer n-elementigen Menge an. In Formeln ausgedrückt haben wir unter der
Annahme |X| = n also

|{Y ⊂ X | |Y | = k}| =
(
n
k

)
Beweis. Vollständige Induktion über n. Für n = 0 gilt die Aussage, denn eine
nullelementige Menge hat genau eine k-elementige Teilmenge falls k = 0 und
keine k-elementige Teilmenge falls k ≥ 1. Nehmen wir nun an, die Aussage sei
für ein n schon bewiesen. Eine (n + 1)-elementige Menge X schreiben wir als
X = M ∪{x} mit dem gleich in 2.1.3.1 formal eingeführten Vereingungszeichen
∪, wo M eine n-elementige Menge ist und x 6∈ M . Ist k = 0, so gibt es genau
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eine k-elementige Teilmenge vonM∪{x}, nämlich die leere Menge. Ist k ≥ 1, so
gibt es in M ∪{x} nach Induktionsannahme genau

(
n
k

)
k-elementige Teilmengen,

die x nicht enthalten. Die k-elementigen Teilmengen dahingegen, die x enthalten,
ergeben sich durch Hinzunehmen von x aus den (k− 1)-elementigen Teilmengen
von M , von denen es gerade

(
n
k−1

)
gibt. Insgesamt hat M ∪ {x} damit also genau(

n
k

)
+
(
n
k−1

)
=
(
n+1
k

)
Teilmengen mit genau k Elementen.

2.1.2.10. Wieder scheint mir dieser Beweis in der für vollständige Induktion typi-
schen Weise undurchsichtig. Ich ziehe deshalb den in 1.1.1.19 gegebenen weniger
formellen Beweis vor. Man kann auch diesen Beweis formalisieren und verstehen
als Spezialfall der sogenannten „Bahnformel“, vergleiche 4.5.2.3.

2.1.2.11 (Variante zum Beweis der binomischen Formel). Wir geben nun die
versprochene präzise Formulierung unseres ersten Beweises der binomischen For-
mel 1.1.1.23. Wir rechnen dazu

(a+ b)n =
∑

Y⊂{1,2,...,n}

a|Y |bn−|Y |

Die rechte Seite soll hier in Verallgemeinerung der in 1.1.1.8 eingeführten Nota-
tion bedeuten, daß wir für jede Teilmenge Y von {1, 2, . . . , n} den angegebenen
Ausdruck a|Y |bn−|Y | nehmen und alle diese Ausdrücke aufsummieren. Dann fas-
sen wir gleiche Summanden zusammen und erhalten mit 2.1.2.9 die binomische
Formel.

Übungen

Übung 2.1.2.12. Es gilt
∑

k

(
n
k

)
= 2n.

Übung 2.1.2.13. Man zeige (a+ b+ c)n =
∑

i+j+k=n
n!
i!j!k!

aibjck.

2.1.3 Mengenoperationen
Definition 2.1.3.1. Wir erinnern, daß wir := als Abkürzung für „ist definiert
als“ verwenden und daß „oder“ in der Mathematik stets das „nichtausschließende
oder“ meint. Gegeben zwei MengenX, Y können wir unter anderem auf folgende
Weisen neue Mengen bilden:

1. Die Vereinigung X ∪ Y := {z | z ∈ X oder z ∈ Y }, zum Beispiel ist
{1, 2} ∪ {2, 3} = {1, 2, 3};

2. Den Schnitt oder auch Durchschnitt X ∩ Y := {z | z ∈ X und z ∈ Y },
zum Beispiel ist {1, 2} ∩ {2, 3} = {2};
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Van-de-Ven-Diagramme für Vereinigung, Schnitt und Differenz
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3. Die Differenz X\Y := {z ∈ X | z 6∈ Y }, zum Beispiel haben wir
{1, 2}\{2, 3} = {1}. Man schreibt statt X\Y auch X−Y . Ist Y eine Teil-
menge von X , so heißt X\Y das Komplement von Y in X oder ausführli-
cher die Komplementmenge;

4. Das Produkt X × Y := {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y } oder ausführlicher
kartesische Produkt. Es gilt also (x, y) = (x′, y′) genau dann, wenn gilt
x = x′ und y = y′. Zum Beispiel haben wir

{1, 2} × {1, 2, 3} = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3)}

Oft benutzt man für das Produkt X ×X einer Menge X mit sich selbst die
Abkürzung X2 := X × X und nennt das die Menge aller angeordneten
Paare von Elementen von X .

2.1.3.2. Eine gute Anschauung für die ersten drei Operationen liefern die soge-
nannten van-de-Ven-Diagramme, wie sie die nebenstehenden Bilder zeigen. Sie
sind allerdings nicht zu genau zu hinterfragen, denn ob die Punkte auf einem Blatt
Papier im Sinne von Cantor „bestimmte wohlunterschiedene Objekte unserer An-
schauung“ sind, scheint mir nicht ohne weiteres so klar. Wenn man jedoch jedes
der schraffierten Gebiete im Bild als die Menge aller darin liegenden Kreuzungs-
punkte auf einem dazugedachten Millimeterpapier auffaßt und keine dieser Kreu-
zungspunkte auf den Begrenzungslinien liegen, so können sie wohl schon als eine
Menge im Cantor’schen Sinne angesehen werden.

2.1.3.3. Zwei Teilmengen einer gegebenen Menge, die kein gemeinsames Ele-
ment haben, heißen disjunkt. Äquivalent dazu ist die Bedingung, daß ihr Schnitt
die leere Menge ist.

2.1.3.4 (Mehrdeutigkeiten mit dem Komma als Trenner). Die Verwendung des
Kommas als Trenner ist hier problematisch, da (1, 2) nun zweierlei bedeuten kann:
Zum einen ein Element des kartesischen Produkts N×N, zum anderen aber auch
den eingeklammerten Dezimalbruch 1,2. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es
aus dem Kontext zu erschließen. In diesem Text werden Dezimalbrüche nur sel-
ten vorkommen. In deutschen Schulbüchern verwendet man für angeordnete Paare
meist die abweichende Notation (x|y), um auch Paare von Dezimalbrüchen un-
mißverständlich notieren zu können.

2.1.3.5 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung als „Schnitt“ kommt
wohl her von der Vorstellung des Schnitts zweier Geraden, wenn man sie als Teil-
mengen der Ebene denkt und diese hinwiederum als ein Blatt Papier, das man
längs der einen Gerade entzweischneiden kann. Der Punkt, an dem die andere
Gerade entzweigeschnitten wird, ist dann der Schnittpunkt und der Schnitt unse-
rer beiden Geraden besteht genau aus diesem einen Punkt.
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Anschauliche Darstellung des Produkts einer Menge mit fünf und einer Menge
mit drei Elementen. Hier wird ein Paar (x, y) dargestellt durch einen Punkt, der

über x und neben y liegt.

Dies Bild muß anders interpretiert werden als das Vorherige. Die Mengen X und
Y sind nun zu verstehen als die Mengen der Punkte der vertikalen und

horizontalen Geradensegmente und ein Punkt des Quadrats meint das Element
(x, y) ∈ X × Y , das in derselben Höhe wie y ∈ Y senkrecht über x ∈ X liegt.
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2.1.3.6 (Mengenlehre und das Bilden von Begriffen). Wir werden in unserer
naiven Mengenlehre die ersten drei Operationen „Vereinigung“, „Schnitt“ und
„Differenz“ aus 2.1.3.1 nur auf Teilmengen einer gemeinsamen Obermenge an-
wenden, die uns in der einen oder anderen Weise bereits zur Verfügung steht. Die
Potenzmenge und das kartesische Produkt dahingegen benutzen wir, um darüber
hinaus neue Mengen zu erschaffen. Diese Konstruktionen erlauben es, im Rah-
men der Mengenlehre so etwas wie Abstraktionen zu bilden: Wenn wir uns etwa
die Menge T aller an mindestens einem Tag der Weltgeschichte lebenden oder
gelebt habenden Tiere als eine Menge im Cantor’schen Sinne denken, so würden
wir Konzepte wie „männlich“ oder „Hund“ oder „Fleischfresser“ formal als Teil-
mengen dieser Menge alias als Elemente von P(T ) formalisieren. Das Konzept
„ist Kind von“ würde dahingegen formalisiert als eine Teilmenge K ⊂ T × T
des kartesischen Produkts unserer Menge T mit sich selbst alias als ein Element
K ∈ P(T × T ), nämlich als die Teilmenge

K := {(x, y) ∈ T × T | x ist Kind von y}

2.1.3.7. Für das Rechnen mit Mengen überlegt man sich die folgenden Regeln,
die ich gleich mit ihren üblichen Bezeichnungen angebe:

Assoziativgesetze: X ∩ (Y ∩ Z) = (X ∩ Y ) ∩ Z
X ∪ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y ) ∪ Z

Distributivgesetze: X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z)
X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z)

de Morgan’sche Regeln: X\(Y ∪ Z) = (X\Y ) ∩ (X\Z)
X\(Y ∩ Z) = (X\Y ) ∪ (X\Z)

Komplement der Differenzmenge: X\(X\Y ) = X ∩ Y

Eine gute Anschauung für diese Regeln liefern die van-de-Ven-Diagramme, wie
die nebenstehenden Bilder zeigen. Das liegt daran, daß alle acht möglichen Lagen
in Bezug auf unsere drei Mengen in diesen Diagrammen als Flächen zu sehen
sind.

2.1.3.8. Ich zeige beispielhaft die Regel X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z). Es
reicht, statt der Gleichheit die beiden Inklusionen ⊂ und ⊃ zu zeigen.

Ich beginne mit ⊂. Sicher gilt (Y ∩ Z) ⊂ Y , also auch X ∪ (Y ∩ Z) ⊂ X ∪ Y .
Ebenso zeigt man X ∪ (Y ∩ Z) ⊂ X ∪ Z und damit folgt schon mal ⊂.

Bleibt noch ⊃ zu zeigen. Das will mir nur durch Betrachtung von Elementen
gelingen. Gegeben a ∈ (X∪Y )∩ (X∪Z) gilt entweder a ∈ X oder a 6∈ X . Falls
a ∈ X haben wir eh a ∈ X∪(Y ∩Z). Falls a 6∈ X folgt aus a ∈ (X∪Y )∩(X∪Z)
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X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z)

X \ (Y ∩ Z) = (X \ Y ) ∪ (X \ Z)
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erst a ∈ (X ∪ Y ) und dann a ∈ Y und weiter erst a ∈ (X ∪ Z) und dann a ∈ Z,
also a ∈ Y ∩ Z ⊂ X ∪ (Y ∩ Z). Wir haben somit gezeigt, daß jedes Element a
von (X ∪ Y )∩ (X ∪Z) auch zu X ∪ (Y ∩Z) gehört. Damit folgt die behauptete
Inklusion ⊃.

Ergänzung 2.1.3.9 (Das Russell’sche Paradoxon). Ich will nicht verschweigen,
daß der in diesem Abschnitt dargestellte naive Zugang zur Mengenlehre durchaus
begriffliche Schwierigkeiten mit sich bringt: Zum Beispiel darf die GesamtheitM
aller Mengen nicht als Menge angesehen werden, da wir sonst die „Menge aller
Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten“, gegeben durch die formel-
hafte Beschreibung N = {A ∈ M | A 6∈ A}, bilden könnten. Für diese Menge
kann aber weder N ∈ N noch N 6∈ N gelten. Diese Art von Schwierigkeiten
kann erst ein formalerer Zugang klären und auflösen, bei dem man unsere naiven
Vorstellungen durch Ketten von Zeichen aus einem wohlbestimmten endlichen
Alphabet ersetzt und unsere Vorstellung von Wahrheit durch die Verifizierbarkeit
vermittels rein algebraischer „erlaubter Manipulationen“ solcher Zeichenketten,
die in „Axiomen“ festgelegt werden. Diese Verifikationen kann man dann durch-
aus auch einer Rechenmaschine überlassen, so daß wirklich auf „objektivem“ We-
ge entschieden werden kann, ob ein „Beweis“ für die „Richtigkeit“ einer unserer
Zeichenketten in einem vorgegebenen axiomatischen Rahmen stichhaltig ist. Al-
lerdings kann in derartigen Systemen von einer Zeichenkette algorithmisch nur
entschieden werden, ob sie eine „sinnvolle Aussage“ ist, nicht aber, ob sie „bewie-
sen“ werden kann. Noch viel stärker zeigt der Unvollständigkeitssatz von Gödel,
daß es in einem derartigen axiomatischen Rahmen, sobald er reichhaltig genug
ist für eine Beschreibung des Rechnens mit natürlichen Zahlen, stets sinnvolle
Aussagen gibt derart, daß entweder sowohl die Aussage als auch ihre Verneinung
oder aber weder die Aussage noch ihre Verneinung bewiesen werden können. Mit
diesen und ähnlichen Fragestellungen beschäftigt sich die Logik.

Vorschau 2.1.3.10 (Weitere Konstruktionen der Mengenlehre). Um mich nicht
dem Vorwurf auszusetzen, während des Spiels die Spielregeln ändern zu wollen,
sei bereits hier erwähnt, was noch hinzukommen soll. Die einzigen grundlegenden
Konstruktionen, die noch fehlen, sind das Bilden der „disjunkten Vereinigung“
und des „kartesischen Produkts“ zu einer „beliebigen Mengenfamilie“ in 4.7.7.17
und 4.7.7.7. In 11.1.1.2 besprechen wir weiter Schnitt und Vereinigung einer „be-
liebigen Familie von Teilmengen einer gegebenen Menge“. In 3.1.9 werden einige
weniger offensichtliche Argumentationen im Zusammenhang mit dem sogenann-
ten „Zorn’schen Lemma“ erläutert, die meines Erachtens bereits an den Rand des-
sen gehen, was man in unserem informellen Rahmen der naiven Mengenlehre als
Argumentation noch vertreten kann. In 3.4.1 wird die Konstruktion der natürli-
chen Zahlen im Rahmen der Mengenlehre diskutiert, insbesondere geben wir erst
dort eine formale Definition des Begriffs einer endlichen Menge. Sicher ist es in
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Aus X = X1 ∪X2 und Y = Y1 ∪ Y2 folgt noch lange nicht
X × Y = (X1 × Y1) ∪ (X2 × Y2)
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gewisser Weise unbefriedigend, das Fundament des Hauses der Mathematik erst
fertigzustellen, wenn bereits erste Stockwerke stehen und bewohnt sind. Anderer-
seits will ich aber auch vermeiden, daß Sie mir auf einem gewaltigen Fundament,
das die ganze Mathematik tragen kann, im ersten Winter(semester) jämmerlich
erfrieren.

2.1.3.11 (Der Sinn von Genauigkeit und sorgfältiger Sprache). Ich könnte mir
gut vorstellen, daß verschiedene meiner Leser denken, diese ganze Pedanterie sei
doch eigentlich überflüssig und jetzt sollten wir doch einfach mal fröhlich los-
rechnen wie das in der Schule ja auch sehr gut ging. Ich will hier erklären, warum
Pedanterie in diesem Zusammenhang wichtig ist. Viele von Ihnen werden wissen,
wie man mit einem einfachen Blatt Papier zum Mond kommt: 42-mal Falten und
draufsteigen, das war’s schon. So ähnlich ist es in der Mathematik: Etwas völlig
Banales wie die naive Mengenlehre wird in den etwa dreißig Vorlesungsdoppel-
stunden des Wintersemesters jedes Mal von neuem gefaltet und wenn Sie dann
am Ende des Wintersemesters zurückblicken, kann Ihnen schon leicht schwind-
lig werden. Das funktioniert mit wirklichem Papier nur eingeschränkt, aber wenn
man sehr festes und glattes „Gedankenpapier“ nimmt, und solches Gedankenpa-
pier ist eben gerade die Mengenlehre, dann klappt es verblüffend gut. Man muß
dazu aber mit der Herstellung dieses Gedankenpapiers ebenso wie beim Falten
sorgfältig sein bis zur Pedanterie, denn auch die kleinste Ungeschicklichkeit ver-
vielfacht sich bei diesem Vorgehen mit derselben Schnelligkeit wie die gedankli-
che Höhe und bringt, eh man sich’s versieht, alles zum Einsturz.

Übungen

Übung 2.1.3.12. Sind X und Y endliche Mengen, so gilt für die Kardinalitäten
|X × Y | = |X| · |Y | und |X ∪ Y | = |X|+ |Y | − |X ∩ Y |.

2.1.4 Abbildungen

Definition 2.1.4.1. Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung f : X → Y ist eine
Zuordnung, die jedem Element x ∈ X genau ein Element f(x) ∈ Y zuordnet,
das Bild von x unter f , auch genannt der Wert von f an der Stelle x. Man spricht
dann auch vom Auswerten der Funktion f an der Stelle x oder vom Einsetzen
von x in f und schreibt manchmal abkürzend f(x) = fx.

2.1.4.2. Wem das zu vage ist, der mag die alternative Definition vorziehen, nach
der eine Abbildung f : X → Y eine Teilmenge f ⊂ X × Y ist derart, daß es
für jedes x ∈ X genau ein y ∈ Y gibt mit (x, y) ∈ f . Dies eindeutig bestimmte
y schreiben wir dann f(x) und sind auf einem etwas formaleren Weg wieder an
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Eine Abbildung einer Menge mit fünf in eine mit drei Elementen

Der Graph der oben angegebenen Abbildung, wobei das X oben mit dem X hier
identifiziert wurde durch „Umkippen nach Rechts“
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demselben Punkt angelangt. In unseren Konventionen nennen wir besagte Teil-
menge den Graphen von f und notieren sie mit dem Symbol Γ (sprich: Gamma),
einem großen griechischen G, und schreiben

Γ(f) := {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊂ X × Y

Definition 2.1.4.3. Ist f : X → Y eine Abbildung, so nennen wir X ihren Defi-
nitionsbereich und Y ihren Wertebereich. Zwei Abbildungen nennen wir gleich,
wenn sie denselben DefinitionsbereichX , denselben Wertebereich Y und dieselbe
Abbildungsvorschrift f ⊂ X × Y haben.

2.1.4.4 (Die Notationen→ und 7→). Wir notieren Abbildungen oft in der Form

f : X → Y
x 7→ f(x)

und in verschiedenen Verkürzungen dieser Notation. Zum Beispiel sprechen wir
von „einer Abbildung N → N von der Menge der natürlichen Zahlen in sich
selber“ oder „der Abbildung n 7→ n3 von der Menge der natürlichen Zahlen in
sich selber“. Wir benutzen unsere zwei Arten von Pfeilen → und 7→ auch im
allgemeinen in derselben Weise.

Beispiel 2.1.4.5. Für jede Menge X haben wir die identische Abbildung oder
Identität

id = idX : X → X
x 7→ x

Ein konkreteres Beispiel für eine Abbildung ist das Quadrieren

q : Z → Z
n 7→ n2

Beispiel 2.1.4.6. Gegeben zwei Mengen X, Y erklärt man die Projektionsabbil-
dungen oder Projektionen prX : X ×Y → X beziehungsweise prY : X ×Y →
Y durch die Vorschrift (x, y) 7→ x beziehungsweise (x, y) 7→ y. In manchen Zu-
sammenhängen notiert man sie auch abweichend pr1 und pr2 für die „Projektion
auf die erste beziehungsweise zweite Komponente“.

Definition 2.1.4.7. Sei f : X → Y eine Abbildung.

1. Gegeben eine Teilmenge A ⊂ X erklären wir das Bild von A unter f , eine
Teilmenge f(A) ⊂ Y , durch

f(A) := {y ∈ Y | Es gibt x ∈ A mit f(x) = y}
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2. Gegeben eine Teilmenge B ⊂ Y erklären wir das Urbild von B unter f ,
eine Teilmenge von f−1(B) ⊂ X , durch

f−1(B) := {x ∈ X | f(x) ∈ B}

2.1.4.8. Das Bild von ganzX nennen wir das Bild von f und notieren es im(f) :=
f(X). Das Kürzel im steht für französisch und englisch image.

Beispiel 2.1.4.9. Für unsere Abbildung q : Z → Z, n 7→ n2 des Quadrierens von
eben könnten wir die Menge aller Quadratzahlen schreiben als

q(Z) = {a2 | a ∈ Z}

Ebenso wäre {2a | a ∈ N} eine mögliche formelmäßige Darstellung der Menge
aller geraden natürlichen Zahlen, und {ab | a, b ∈ N, a ≥ 2, b ≥ 2} wäre eine
formelmäßige Darstellung der Menge aller natürlichen Zahlen, die nicht prim und
auch nicht Null oder Eins sind.

2.1.4.10. Eine Abbildung, deren Bild aus höchstens einem Element besteht, nen-
nen wir eine konstante Abbildung. Eine Abbildung, deren Bild aus genau einem
Element besteht, nennen wir eine einwertige Abbildung. Eine einwertige Abbil-
dung ist also eine konstante Abbildung mit nichtleerem Definitionsbereich.

2.1.4.11 (Konstanten und konstante Abbildungen). Gegeben ein festes c ∈ Y
schreiben wir oft auch kurz c für die konstante Abbildung X → Y gegeben durch
x 7→ c für alle x ∈ X . Damit verbunden ist die Hoffnung, daß aus dem Kontext
klar wird, ob im Einzelfall die Abbildung c : X → Y oder das Element c ∈ Y
gemeint sind.

2.1.4.12. Gegeben eine Abbildung f : X → Y ist formal f−1 eine Abbildung
f−1 : P(Y )→ P(X) in der Gegenrichtung auf den Potenzmengen. BestehtB nur
aus einem Element x, so schreiben wir auch f−1(x) statt f−1({x}) und nennen
diese Menge die Faser von f über x oder bei x. Das Quadrieren q aus 2.1.4.9 hat
etwa die Faser q−1(1) = {1,−1} bei 1 und die Faser q−1(−1) = ∅ bei −1.

2.1.4.13 (Diskussion der Notation). Die Notation f−1(B) für das Urbild einer
Menge unter einer Abbildung führt leicht zu Verwirrung, da man a−1 aus der
Schule als alternative Notation für den Bruch a−1 = 1/a gewohnt ist. Diese bei-
den Notationen sind nur entfernt verwandt und werden beide in der Mathematik
durchgehend verwendet. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext
zu erschließen.

2.1.5 Verknüpfung von Abbildungen
Definition 2.1.5.1. Sind drei Mengen X, Y, Z gegeben und dazwischen Abbil-
dungen f : X → Y und g : Y → Z, so definieren wir die Verknüpfung unserer
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Abbildungen f und g, eine Abbildung g ◦ f : X → Z, durch die Vorschrift

g ◦ f : X → Z
x 7→ g(f(x))

2.1.5.2 (Diskussion der Notation). Die Notation g◦f , sprich „g nach f“, für „erst
f , dann g“ ist gewöhnungsbedürftig, erklärt sich aber durch die offensichtliche
Formel (g ◦ f)(x) = g(f(x)). Ich sage, g ◦ f entstehe aus g durch Vorschalten
von f und aus f durch Nachschalten von g. Oft kürzt man auch g ◦ f mit gf ab.
Mit dieser Abkürzung muß man jedoch sorgsam umgehen, da im Fall von zwei
Abbildungen f, g von derselben Menge in einen Zahlbereich, etwa f, g : X → Q,
der Ausdruck fg vielmehr für die Abbildung x 7→ f(x)g(x) reserviert ist, das
sogenannte „punktweise Produkt“ unserer beiden Funktionen.

Beispiel 2.1.5.3. Betrachten wir zusätzlich zum Quadrieren q : Z→ Z die Abbil-
dung t : Z→ Z, x 7→ x+ 1, so gilt (q ◦ t)(x) = (x+ 1)2 aber (t ◦ q)(x) = x2 + 1.

Definition 2.1.5.4. Sei f : X → Y eine Abbildung.

1. f heißt injektiv oder eine Injektion, wenn aus x 6= x′ folgt f(x) 6= f(x′).
Gleichbedeutend ist die Forderung, daß es für jedes y ∈ Y höchstens ein
x ∈ X gibt mit f(x) = y. Injektionen schreibt man oft ↪→.

2. f heißt surjektiv oder eine Surjektion, wenn es für jedes y ∈ Y mindestens
ein x ∈ X gibt mit f(x) = y. Surjektionen schreibt man manchmal�.

3. f heißt bijektiv oder eine Bijektion, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Gleichbedeutend ist die Forderung, daß es für jedes y ∈ Y genau ein x ∈ X
gibt mit f(x) = y. Bijektionen schreibt man oft ∼→.

2.1.5.5. Ist X ⊂ Y eine Teilmenge, so ist die Einbettung oder Inklusion i :
X → Y , x 7→ x stets injektiv. Ist g : Y → Z eine Abbildung und X ⊂ Y eine
Teilmenge, so nennen wir die Verknüpfung g ◦ i von g mit der Inklusion auch die
Einschränkung von g auf X und notieren sie

g ◦ i =: g|X = g|X : X → Z

Oft bezeichnen wir eine Einschränkung aber auch einfach mit demselben Buchsta-
ben g in der Hoffnung, daß der Leser aus dem Kontext erschließen kann, welche
Abbildung genau gemeint ist. Das ist nicht ganz unproblematisch: So ist etwa
unsere Abbildung q : Z → Z, n 7→ n2 nicht injektiv, ihre Restriktion zu einer
Abbildung q : N→ Z ist aber durchaus injektiv.
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Eine Surjektion

Eine Injektion

Eine Bijektion
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2.1.5.6 (Surjektion auf das Bild). Ist f : X → Y eine Abbildung, so ist die Ab-
bildung f : X → f(X), x 7→ f(x) stets surjektiv. Der Leser möge entschuldigen,
daß wir hier zwei verschiedene Abbildungen mit demselben Symbol f bezeich-
net haben. Das wird noch öfter vorkommen. Überhaupt ignorieren wir, gegeben
Mengen X, Y und eine Teilmenge Z ⊂ Y , im folgenden meist den Unterschied
zwischen einer „Abbildung von X nach Y , deren Bild in Z enthalten ist“ und
einer „Abbildung von X nach Z“.

Beispiele 2.1.5.7. Unsere Abbildung q : Z → Z, n 7→ n2 ist weder injektiv noch
surjektiv. Die Identität id : X → X ist stets bijektiv. Sind X und Y endliche
Mengen, so gibt es genau dann eine Bijektion von X nach Y , wenn X und Y
dieselbe Kardinalität haben, in Formeln |X| = |Y |.

Satz 2.1.5.8. Seien f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen.

1. Ist g ◦ f injektiv, so ist f injektiv;

2. Sind g und f injektiv, so auch g ◦ f ;

3. Genau dann ist g injektiv, wenn für beliebige Abbildungen f1, f2 : X → Y
aus g ◦ f1 = g ◦ f2 schon folgt f1 = f2.

Beweis. Übung. Besonders elegant ist es, zunächst die letzte Aussage zu zeigen,
und dann die vorderen Aussagen ohne weitere Betrachtung von Elementen zu
folgern.

2.1.5.9 (Universelle Eigenschaft von Injektionen). Sei i : Y ↪→ X eine injektive
Abbildung und ϕ : Z → X eine beliebige Abbildung. Genau dann gibt es eine
Abbildung ϕ̃ : Z → Y mit i ◦ ϕ̃ = ϕ, wenn gilt im(ϕ) ⊂ im(i). Nach dem
Vorhergehenden ist diese Abbildung ϕ̃ dann sogar eindeutig bestimmt.

Satz 2.1.5.10. Seien f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen.

1. Ist g ◦ f surjektiv, so ist g surjektiv;

2. Sind g und f surjektiv, so auch g ◦ f ;

3. Genau dann ist f surjektiv, wenn für beliebige Abbildungen g1, g2 : Y → Z
aus g1 ◦ f = g2 ◦ f schon folgt g1 = g2.

Beweis. Übung. Besonders elegant ist es, zunächst die letzte Aussage zu zeigen,
und dann die vorderen Aussagen ohne weitere Betrachtung von Elementen zu
folgern.
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2.1.5.11 (Universelle Eigenschaft von Surjektionen). Sei s : X � Y eine
surjektive Abbildung und ϕ : X → Z eine beliebige Abbildung. Offensichtlich
gibt es genau dann eine Abbildung ϕ̄ : Y → Z mit ϕ̄ ◦ s = ϕ, wenn ϕ auf
den Fasern von s konstant ist. Nach dem Vorhergehenden ist diese Abbildung ϕ̄
dann sogar eindeutig bestimmt. Diese Erkenntnis ist insbesondere für die Algebra
relevant.

2.1.5.12. Ist f : X
∼→ Y eine bijektive Abbildung, so ist offensichtlich die Men-

ge {(f(x), x) ∈ Y × X | x ∈ X} im Sinne von 2.1.4.2 eine Abbildung oder,
vielleicht klarer, der Graph einer Abbildung Y → X . Diese Abbildung in die
Gegenrichtung heißt die Umkehrabbildung oder Umkehrfunktion auch die in-
verse Abbildung zu f und wird mit f−1 : Y → X bezeichnet. Offensichtlich ist
mit f auch f−1 eine Bijektion.

2.1.5.13 (Diskussion der Notation). Mit dem vorhergehenden haben wir schon
eine dritte mögliche Bedeutung für das Symbol f−1 kennengelernt. Was im Ein-
zelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschließen.

Beispiel 2.1.5.14. Die Umkehrabbildung unserer Bijektion t : Z→ Z, x 7→ x+ 1
ist die Abbildung t−1 : Z→ Z, x 7→ x− 1.

Satz 2.1.5.15 (Bedeutung der Fakultät). Sind X und Y zwei Mengen mit je n
Elementen, so gibt es genau n! bijektive Abbildungen f : X

∼→ Y .

Beweis. Sei X = {x1, . . . , xn}. Wir haben n Möglichkeiten, ein Bild für x1 aus-
zusuchen, dann noch (n− 1) Möglichkeiten, ein Bild für x2 auszusuchen, und so
weiter, bis schließlich nur noch 1 Element von Y als mögliches Bild von xn in
Frage kommt. Insgesamt gibt es also n(n− 1) · · · 1 = n! Möglichkeiten für f . Da
wir 0! = 1 vereinbart hatten, stimmt unser Satz auch für n = 0.

Übungen

Übung 2.1.5.16. Gegeben eine Bijektion f : X → Y ist g = f−1 die einzige
Abbildung g : Y → X mit f ◦ g = idY . Ebenso ist auch h = f−1 die einzige
Abbildung h : Y → X mit h ◦ f = idX .

Ergänzende Übung 2.1.5.17. Gegeben endliche MengenX, Y gibt es genau |Y ||X|
Abbildungen von X nach Y und unter diesen Abbildungen sind genau |Y |(|Y | −
1)(|Y | − 2) . . . (|Y | − |X|+ 1) Injektionen.

Übung 2.1.5.18. Sind Abbildungen f : X → Y und g : Y → Z gegeben, so
haben wir (g ◦ f)(A) = g(f(A)) für jede Teilmenge A ⊂ X und umgekehrt auch
(g ◦ f)−1(C) = f−1(g−1(C)) für jede Teilmenge C ⊂ Z.

Ergänzende Übung 2.1.5.19. Sei X eine Menge mit n Elementen und seien na-
türliche Zahlen α1, . . . , αr ∈ N gegeben mit n = α1 + . . . + αr. Man zeige: Es
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gibt genau n!/(α1! · · ·αr!) Abbildungen f : X → {1, . . . , r}, die jedes i genau
αi-mal als Wert annehmen, in Formeln

n!

α1! · · ·αr!
= card{f | |f−1(i)| = αi für i = 1, . . . r}

Ergänzung 2.1.5.20. Manche Autoren bezeichnen die Zahlen aus der vorherigen
Übung 2.1.5.19 als Multinomialkoeffizienten und verwenden die Notation(

n

α1; . . . ;αr

)
:=

n!

α1! · · ·αr!
Mich überzeugt diese Notation nicht, da sie im Gegensatz zur Notation für Bino-
mialkoeffizienten nichts kürzer macht.
Ergänzende Übung 2.1.5.21. Man zeige die Formel

(x1 + . . .+ xr)
n =

∑
α1+...+αr=n

n!

α1! · · ·αr!
xα1

1 · · ·xαrr

Hier ist zu verstehen, daß wir für alle α1, . . . , αr ∈ N mit α1 + . . . + αr = n den
angegebenen Ausdruck nehmen und alle diese Ausdrücke aufsummieren.
Ergänzende Übung 2.1.5.22. Eine zyklische Anordnung einer endlichen Menge
M ist eine Abbildung z : M →M derart, daß wir durch mehrmaliges Anwenden
von z auf ein beliebiges Element x ∈ M jedes Element y ∈ M erhalten können.
Man zeige, daß es auf einer n-elementigen Menge mit n ≥ 1 genau (n − 1)!
zyklische Anordnungen gibt. Die Terminologie „zyklische Anordnung“ ist etwas
unglücklich, da unsere Struktur nun beim besten Willen keine Anordnung im Sin-
ne von 10.2.3 ist. Andererseits ist aber das Angeben einer Anordnung auf einer
endlichen Menge M schon auch etwas Ähnliches.

Ergänzende Übung 2.1.5.23. Sei X eine Menge mit n ≥ 1 Elementen und sei m
eine natürliche Zahl. Man zeige, daß es genau

(
n+m−1
n−1

)
Abbildungen f : X → N

gibt mit
∑

x∈X f(x) = m. Hinweis: Man denke sich X = {1, 2, . . . , n} und
veranschauliche sich dann f als eine Folge auf f(1) Punkten gefolgt von einem
Strich gefolgt von f(2) Punkten gefolgt von einem Strich und so weiter, insgesamt
also eine Folge aus n+m− 1 Symbolen, davon m Punkten und n− 1 Strichen.

2.1.6 Ergänzungen zur Mengenlehre*
2.1.6.1 (Kommutativität kartesischer Produkte). Ich insistiere darauf, daß ge-
geben Mengen X, Y die kartesischen Produkte X × Y und Y × X für uns ver-
schiedene Mengen sind. Es gibt zwischen diesen kartesischen Produkten zwar die
ausgezeichneten Bijektionen τX,Y : X×Y ∼→ Y ×X mit (x, y) 7→ (y, x) und τY,X
ist stets die Umkehrabbildung zu τX,Y , aber τX,X muß keineswegs die Identität auf
X2 sein, das gilt vielmehr nur für |X| ≤ 1.
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Versuch der graphischen Darstellung einer zyklischen Anordnung auf der Menge
{1, 2, . . . , 7}. Die Pfeile 7→ sollen jeweils den Effekt der Abbildung z

veranschaulichen.

Eine Abbildung f : {1, 2, . . . , n} → N im Fall n = 6 mit Wertesumme m = 10
und die Veranschaulichung nach der Vorschrift aus Übung 10.1.4.25 als Folge

bestehend aus m Punkten und n− 1 Strichen.
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Vorschau 2.1.6.2. In 6.5.3.6 zeigen wir den Satz von Schröder-Bernstein: Sind
X und Y Mengen und gibt es sowohl eine Injektion f : X ↪→ Y als auch eine
Injektion g : Y ↪→ X , so gibt es sogar eine Bijektion b : X

∼→ Y .

Definition 2.1.6.3. Die Menge aller Abbildungen von X nach Y bezeichne ich
mit

Ens(X, Y )

nach der französischen Übersetzung ensemble des deutschen Begriffs „Menge“.

2.1.6.4 (Diskussion der Terminologie). Üblicher ist statt unserem Ens(X, Y ) die
Notation Y X . Noch gebräuchlicher ist in der deutschen Literatur die Bezeichnung
Abb(X, Y ) für die Menge aller Abbildungen von X nach Y . Ich will jedoch in
4.7.1.4 die „Kategorie aller Mengen“ wie Gabriel [Gab62] mit Ens bezeichnen
und für je zwei Objekte X, Y einer Kategorie C die Menge aller „Morphismen“
von X nach Y mit C(X, Y ). Das erklärt die hier gewählte Bezeichnung für Men-
gen von Abbildungen.

2.1.6.5 (Exponentialgesetz). Gegeben drei Mengen X, Y, Z erhalten wir eine Bi-
jektion

Ens(X × Y, Z)
∼→ Ens(X,Ens(Y, Z))

durch die Vorschrift f 7→ f(x, ) mit der Notation f(x, ) für die Abbildung
y 7→ f(x, y). Etwas vage formuliert ist also eine Abbildung X × Y → Z von
einem kartesischen Produkt X × Y in eine weitere Menge Z dasselbe wie eine
Abbildung, die jedem x ∈ X eine Abbildung Y → Z zuordnet, und umgekehrt
natürlich auch dasselbe wie eine Abbildung, die jedem y ∈ Y eine Abbildung
X → Z zuordnet. In der exponentiellen Notation liest sich das besonders sug-
gestiv als kanonische Bijektion Z(X×Y ) ∼→ (ZX)Y . Wegen dieser Notation zitiert
man diese Aussage auch als das Exponentialgesetz. In wieder anderen Worten
sind also die in der Schule derzeit so beliebten „Funktionen mit Parameter“ nichts
anderes als „Funktionen von zwei Variablen, bei denen eine der beiden Variablen
als Parameter bezeichnet wird“.

Vorschau 2.1.6.6. Später bezeichnen wir eine Abbildung X × Y → Z auch als
eine 2-Multiabbildung und notieren sie XgY → Z mit dem als reinem Trenner
zu verstehenden Symbol g und erklären allgemeiner „r-Multiabbildungen“ für
beliebiges r ∈ N sowie deren „Multiverknüpfung“, aber alles zu seiner Zeit.

Ergänzung 2.1.6.7 (Unmögliche Surjektionen). Eine Abbildung f : X → P(X)
von einer Menge in ihre Potenzmenge kann nie surjektiv sein. In der Tat, betrach-
ten wir in X die Teilmenge A = {x ∈ X | x 6∈ f(x)}, so kann es kein y ∈ X
geben mit f(y) = A, denn für solch ein y hätten wir entweder y ∈ A oder y 6∈ A,
und aus y ∈ A alias y ∈ f(y) folgte y 6∈ A, wohingegen aus y 6∈ A alias y 6∈ f(y)
folgte y ∈ A. Ordnen wir etwa jedem Menschen die Menge aller der Menschen
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zu, die er liebt, und betrachten die Menge aller Menschen, die sich nicht selbst
lieben, so wird diese Menge für keinen Menschen genau aus all den Menschen
bestehen, die er liebt.

Ergänzung 2.1.6.8. Gegeben eine Menge X mag man sich eine Abbildung X →
N veranschaulichen als eine „Menge von Elementen von X , in der jedes Element
mit einer wohlbestimmten Vielfachheit vorkommt“. Aufgrund dieser Vorstellung
nennen wir eine Abbildung X → N auch eine Multimenge von Elementen von
X . Unter der Kardinalität einer Multimenge verstehen wir die Summe über die
Werte der entsprechenden Abbildung an allen Stellen x ∈ X , aufgefaßt als ein
Element von N t {∞}. Ich notiere Multimengen durch Mengenklammern mit
einem vorgestellten unteren Index µ. So wäre etwa µ{5, 5, 5, 7, 7, 1} eine Multi-
menge von natürlichen Zahlen der Kardinalität 6. Diese Notation ist aber nicht
gebräuchlich. Die Gesamtheit aller endlichen Multimengen von Elementen einer
Menge X notiere ich auch NX . Eine Multimenge der Kardinalität Zwei von Ele-
menten einer Menge X nenne ich ein ungeordnetes Paar von Elementen von
X .

2.1.6.9. Gegeben S ⊃ T eine Menge mit einer Teilmenge und f : S → S eine
Selbstabbildung von S sagen wir, T sei stabil unter f und f stabilisiert T , wenn
gilt f(T ) ⊂ T . Gilt sogar f(T ) = T , so sagen wir, T werde von f festgehalten.
Gilt noch stärker f(t) = t ∀t ∈ T , so sagen wir, T werde von f punktweise
festgehalten.

Beispiel 2.1.6.10. Für jede Menge X mag man die Mengenabbildung X ↪→
P(X), x 7→ {x} betrachten. Ihr Bild ist die Menge

P1(X) ⊂ P(X)

aller einelementigen Teilmengen von X . Die Umkehrabbildung der so entstehen-
den Bijektion X ∼→ P1(X) notieren wir elt : P1(X) → X und nennen sie die
Elementabbildung. Sie ordnet jeder einelementigen Teilmenge von X ihr einzi-
ges Element zu.

Vorschau 2.1.6.11 (Formalisierung des Begriffs der natürlichen Zahlen). Wir
werden in 3.4.1 zeigen, daß es Paare (N, s) gibt bestehend aus einer Menge N
und einer injektiven Abbildung s : N → N derart, daß N\s(N) aus genau einem
Element o besteht und daß jede s-stabile Teilmenge von N , die o enthält, bereits
ganz N sein muß. Weiter werden wir zeigen, daß solch ein Paar im Wesentli-
chen eindeutig bestimmt ist in dem Sinne, daß es für jedes weitere derartige Paar
(N ′, s′) genau eine Bijektion ϕ : N

∼→ N ′ gibt mit s′ϕ = ϕs. Im Rahmen der
ganz naiven Mengenlehre kann man solch ein Paar unmittelbar angeben als (N, s)
mit s : n 7→ (n + 1). Bei einem etwas formaleren Aufbau der Mathematik aus
der Mengenlehre mag man umgekehrt von derartigen Paaren ausgehen und so zu
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einer Definition von N und der Addition auf N gelangen, vergleiche 3.4.1 folgen-
de. Hier liegt auch der Schlüssel für eine formale Rechtfertigung des Prinzips der
vollständigen Induktion.

Vorschau 2.1.6.12. Sie sehen bereits an dieser Stelle, wie problematisch der Be-
griff der Gleichheit im Grunde genommen ist und wie nah er an der Wurzel mathe-
matischen Denkens liegt. Um ein besonders einfaches Beispiel zu bemühen, mag
man sich fragen, ob je zwei einelementige Mengen gleich sind. Unsere Antwort
hier muß lauten: Natürlich nicht, zwei einelementige Teilmengen einer gegebe-
nen Menge etwa sind genau dann gleich, wenn sie dasselbe Element enthalten.
Allerdings gibt es andererseits zwischen je zwei einelementigen Mengen genau
eine Bijektion, eine einelementige Menge ist also „eindeutig bis auf eindeutige
Bijektion“.

Übungen

Ergänzende Übung 2.1.6.13. Gegeben eine fest gedachte Menge Y können wir
für jede weitere Menge A eine Abbildung evA : A → Ens(Ens(A, Y ), Y ), ge-
nannt die Evaluations- oder Auswertungsabbildung, erklären durch die Vor-
schrift evA : a 7→ (f 7→ f(a)). Man zeige, daß für jede Menge X die Kom-
position

Ens(X, Y )→ Ens(Ens(Ens(X, Y ), Y ), Y )→ Ens(X, Y )

von evEns(X,Y ) mit dem Vorschalten (◦ evX) von evX die Identität auf Ens(X, Y )
ist. Später werden Sie diese Aussage möglicherweise als die „Dreiecksidentität“
im Kontext „adjungierter Funktoren“ in 16.4.8.1 verstehen lernen.

2.1.7 Logische Symbole und Konventionen

2.1.7.1. In der mathematischen Fachsprache meint oder immer, daß auch beides
erlaubt ist. Wir haben diese Konvention schon benutzt bei der Definition der Ver-
einigung in 2.1.3.1 durch die Vorschrift X ∪ Y = {z | z ∈ X oder z ∈ Y }. Zum
Beispiel haben wir {1, 2}∪{2, 3} = {1, 2, 3}. In diesem Zusammenhang muß ich
die schöne Geschichte erzählen von dem Logiker, der seinem Freund erzählt, er
habe ein Kind bekommen. Der Freund fragt: „Ist es ein Junge oder ein Mädchen?“
worauf der Logiker antwortet: „Ja!“

Ergänzung 2.1.7.2 (Herkunft des Vereinigungssymbols). In den „Arithmetes
principia“ von Guiseppe Peano scheint das Symbol ∪ zum ersten Mal vorzukom-
men, allerdings als Symbol für „oder“. Peano schreibt: „Signum ∪ legitur vel“ und
„vel“ heißt „oder“ auf lateinisch. Der Kontext legt nahe, daß ∪ an den Buchstaben
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v erinnern soll. Das Symbol ∨ hatte Peano schon als Symbol für „verum“ ver-
braucht. In der Bedeutung der Vereinigung zweier Mengen habe ich das Symbol
zuerst bei Bourbaki gesehen.

2.1.7.3. Sagt man der mathematischen Fachsprache, es gebe ein Objekt mit diesen
und jenen Eigenschaften, so ist stets gemeint, daß es mindestens ein derartiges Ob-
jekt geben soll. Hätten wir diese Sprachregelung rechtzeitig vereinbart, so hätten
wir zum Beispiel das Wörtchen „mindestens“ in Teil 2 von 10.1.4.8 bereits weg-
lassen können. Sagt ihnen also ein Mathematiker, er habe einen Bruder, so kann
es auch durchaus sein, daß er noch weitere Brüder hat! Will man in der mathema-
tischen Fachsprache Existenz und Eindeutigkeit gleichzeitig ausdrücken, so sagt
man, es gebe genau ein Objekt mit diesen und jenen Eigenschaften. Sagt ihnen
also ein Mathematiker, er habe genau einen Bruder, so können sie sicher sein, daß
er nicht noch weitere Brüder hat.

2.1.7.4. Die folgenden Abkürzungen erweisen sich als bequem und werden häufig
verwendet:

∀ für alle (ein umgedrehtes A wie „alle“)
∃ es gibt (ein umgedrehtes E wie „existiert“)
∃! es gibt genau ein

. . .⇒ · · · aus . . . folgt · · ·

. . .⇐ · · · . . . folgt aus · · ·

. . .⇔ · · · . . . ist gleichbedeutend zu · · ·

Ist zum Beispiel f : X → Y eine Abbildung, so können wir unsere Definitionen
injektiv, surjektiv, und bijektiv etwas formaler so schreiben:

f injektiv ⇔ ((f(x) = f(z))⇒ (x = z))
f surjektiv ⇔ ∀y ∈ Y ∃x ∈ X mit f(x) = y
f bijektiv ⇔ ∀y ∈ Y ∃!x ∈ X mit f(x) = y

2.1.7.5. In den Zeiten des Bleisatzes war es nicht einfach, neue Symbole in Druck
zu bringen. Irgendwelche Buchstaben verdreht zu setzen, war jedoch unproble-
matisch. So entstanden die Symbole ∀ und ∃. Sie heißen Quantoren.

2.1.7.6. Bei den „für alle“ und „es gibt“ kommt es in der mathematischen Fach-
sprache, anders als in der weniger präzisen Umgangssprache, entscheidend auf
die Reihenfolge an. Man betrachte zum Beispiel die beiden folgenden Aussagen:

„Für alle n ∈ N gibt es m ∈ N so daß gilt m ≥ n“

„Es gibt m ∈ N so daß für alle n ∈ N gilt m ≥ n“
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Offensichtlich ist die Erste richtig, die Zweite aber falsch. Weiter mache man sich
klar, daß die „für alle“ und „es gibt“ bei Verneinung vertauscht werden. Äquivalent
sind zum Beispiel die beiden folgenden Aussagen

„Es gibt kein n ∈ N mit n2 = 2“

„Für alle n ∈ N gilt nicht n2 = 2“

2.1.7.7. Wollen wir zeigen, daß aus einer AussageA eine weitere AussageB folgt,
so können wir ebensogut zeigen: GiltB nicht, so gilt auchA nicht. In formelhafter
Schreibweise haben wir also

(A⇒ B)⇔ ((nicht B)⇒ (nicht A))

Wollen wir zum Beispiel zeigen (g ◦ f surjektiv) ⇒ (g surjektiv), so reicht es,
wenn wir uns überlegen: Ist g nicht surjektiv, so ist g ◦ f erst recht nicht surjektiv.
Oder ein Beispiel aus dem täglichen Leben: Die Aussage (Wenn ein Mensch ein
Kind gebiert, ist er eine Frau) ist gleichbedeutend zur Aussage (Wenn ein Mensch
keine Frau ist, gebiert er auch keine Kinder). Nicht folgern kann man dahingegen
die Aussage (Wenn ein Mensch kein Kind gebiert, ist er keine Frau).

2.1.7.8. In der Literatur findet man oft die Abkürzung oBdA für „ohne Beschränkung
der Allgemeinheit“.
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2.2 Algebraische Grundbegriffe
Auf der Schule versteht man unter einer „reellen Zahl“ meist einen unendlichen
Dezimalbruch, wobei man noch aufpassen muß, daß verschiedene unendliche De-
zimalbrüche durchaus dieselbe reelle Zahl darstellen können, zum Beispiel gilt in
den reellen Zahlen ja

0,99999 . . . = 1,00000 . . .

Diese reellen Zahlen werden dann addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert
ohne tiefes Nachdenken darüber, wie man denn zum Beispiel mit den eventu-
ell unendlich vielen Überträgen bei der Addition und Subtraktion umgehen soll,
und warum dann Formeln wie (a + b) − c = a + (b − c) wirklich gelten, zum
Beispiel für a = b = c = 0,999 . . .. Dieses tiefe Nachdenken wollen wir im
Folgenden vom Rest der Vorlesung abkoppeln und müssen dazu sehr präzise for-
mulieren, welche Eigenschaften für die Addition, Multiplikation und Anordnung
in „unseren“ reellen Zahlen gelten sollen. In der Terminologie, die in den folgen-
den Abschnitten eingeführt wird, werden wir die reellen Zahlen charakterisieren
als einen angeordneten Körper, in dem jede nichtleere Teilmenge mit einer unte-
ren Schranke sogar eine größte untere Schranke besitzt. Von dieser Charakterisie-
rung ausgehend erklären wir dann, welche reelle Zahl ein gegebener unendlicher
Dezimalbruch darstellt, und errichten das Gebäude der Analysis. In demselben
Begriffsgebäude modellieren wir auch den Anschauungsraum, vergleiche 3.3.1.9
und 4.1.6.4. Um diese Charakterisierungen und Modellierungen verständlich zu
machen, führen wir zunächst einige grundlegende algebraische Konzepte ein, die
Ihnen im weiteren Studium der Mathematik noch oft begegnen werden.

2.2.1 Mengen mit Verknüpfung
Definition 2.2.1.1. Eine Verknüpfung > auf einer Menge X ist eine Abbildung

X ×X → X
(x, y) 7→ x>y

Jedem angeordneten Paar (x, y) mit x, y ∈ X wird also ein Element (x>y) ∈ X
zugeordnet.

2.2.1.2. Das unverfängliche Symbol> benutze ich, um mich an dieser Stelle noch
nicht implizit auf einen der Standardfälle Addition oder Multiplikation festlegen
zu müssen. Das Wort „Verknüpfung“ erhält damit eine gegenüber 2.1.5.1 erwei-
terte Bedeutung: Statt der Verknüpfung von zwei Abbildungen kann damit auch
allgemeiner eine abstrakte Verknüpfung auf einer beliebigen Menge gemeint sein.
Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschließen.
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Man kann Verknüpfungen auf endlichen Mengen darstellen durch ihre
Verknüpfungstafel. Hier habe ich etwa die Verknüpfungstafel der Verknüpfung

min auf der Menge {0, 1, 2, 3, 4} angegeben. Eigentlich muß man sich dazu
einigen, ob im Kästchen aus der Spalte m und der Zeile n nun m>n oder

vielmehr n>m stehen soll, aber bei einer kommutativen Verknüpfung wie min
kommt es darauf zum Glück nicht an.

Die Wahrheitstafeln für „und“ und „oder“. Gemeint ist hier wie stets in der
Mathematik das „nichtausschließende oder“. Sagen wir, es gelte A oder B, so ist

insbesondere auch erlaubt, daß beides gilt. Bei der Wahrheitstafel für das
„ausschließende oder“ müßte oben links als Verknüpfung von „Wahr“ mit

„Wahr“ ein „Falsch“ stehen.
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Beispiele 2.2.1.3. 1. Die Addition von ganzen Zahlen ist eine Verknüpfung

Z× Z → Z
(m,n) 7→ m+ n

2. Die Multiplikation von ganzen Zahlen ist eine Verknüpfung

Z× Z → Z
(m,n) 7→ m · n

3. Die Zuordnung min, die jedem Paar von natürlichen Zahlen die kleinere
zuordnet, wenn sie verschieden sind, und eben diese Zahl min(n, n) = n,
wenn sie gleich sind, ist eine Verknüpfung

min : N× N → N
(m,n) 7→ min(m,n)

4. Eine Abbildung Z → Z von einer Menge Z in sich selbst nennen wir ei-
ne Selbstabbildung von Z. Wir kürzen die Menge aller Selbstabbildungen
einer Menge Z Z mit Ens(Z) := Ens(Z,Z) ab. Die Verknüpfung von Ab-
bildungen liefert eine Verknüpfung auf der Menge Ens(Z) aller Selbstab-
bildungen von Z, in Formeln

Ens(Z)× Ens(Z) → Ens(Z)
(f, g) 7→ f ◦ g

5. Die Subtraktion von ganzen Zahlen ist eine Verknüpfung

Z× Z → Z
(m,n) 7→ m− n

6. Jede Verknüpfung > auf einer Menge induziert eine Verknüpfung auf ihrer
Potenzmenge vermittels der Vorschrift

U>V := {u>v | u ∈ U, v ∈ V }

7. Gegeben Mengen mit Verknüpfung (X,>) und (Y,⊥) erklären wir die
komponentenweise Verknüpfung auf ihrem ProduktX×Y durch die Vor-
schrift ((x, y), (x′, y′)) 7→ ((x>x′), (y ⊥ y′)).

8. Logische Operationen wie „und“, „oder“, „impliziert“ können als Verk-
nüpfungen auf der zweielementigen Menge {Wahr,Falsch} aufgefaßt wer-
den. Die zugehörigen Verknüpfungstabellen heißen Wahrheitstafeln. Bei
einem formalen Zugang werden diese Tafeln, wie sie für „und“ und „oder“
auf der vorhergehenden Seite zu finden sind, zur Definition der jeweiligen
Begriffe.
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2.2.1.4. Sei (X,>) eine Menge mit Verknüpfung.

1. Gegeben Elemente a, b ∈ X sagen wir, a ist ein Linksteiler von b, wenn es
d ∈ X gibt mit a>d = b. Analog erklären wir Rechtsteiler;

2. Ein Element a ∈ X heißt linkskürzbar, wenn die Verknüpfung mit a eine
Injektion (a·) : X ↪→ X liefert. Analog erklären wir die Eigenschaft rechts-
kürzbar. Ein Element, das linkskürzbar und rechtskürzbar ist, nennen wir
kürzbar. Ein nicht kürzbares Element nennen wir nichtkürzbar.

Beispiel 2.2.1.5. Die kürzbaren Elemente von (Z, ·) sind alle von Null verschiede-
nen Elemente. In (Z,+) sind alle Elemente kürzbar. Die linkskürzbaren Elemente
von Ens(Z) sind die Surjektionen. Die rechtskürzbaren Elemente von Ens(Z)
sind die Injektionen.

2.2.1.6. Sei (X,>) eine Menge mit Verknüpfung. Eine Teilmenge U ⊂ X heißt
abgeschlossen unter der Verknüpfung, wenn aus x, y ∈ U folgt x>y ∈ U . Na-
türlich ist in diesem Fall auch (U,>) eine Menge mit Verknüpfung. Man spricht
dann von der auf U induzierten Verknüpfung. Zum Beispiel ist N ⊂ Z abge-
schlossen unter der Addition, aber Z\{0} ⊂ Q\{0} ist nicht abgeschlossen unter
der durch die Division gegebenen Verknüpfung (m,n) 7→ m/n.

Definition 2.2.1.7. Eine Verknüpfung > auf einer Menge X heißt assoziativ,
wenn gilt x>(y>z) = (x>y)>z ∀x, y, z ∈ X . Sie heißt kommutativ oder
abelsch, wenn gilt x>y = y>x ∀x, y ∈ X . Gilt für zwei vorgegebene Elemente
die Identität x>y = y>x, so sagen wir, daß diese beiden Elemente kommutieren.

2.2.1.8 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung „abelsch“ ehrt den nor-
wegischen Mathematiker Nils Henrik Abel.

Beispiele 2.2.1.9. Von unseren Beispielen sind die ersten Drei assoziativ und kom-
mutativ, das Vierte ist assoziativ aber nicht kommutativ falls Z mehr als ein Ele-
ment hat, das Fünfte ist weder assoziativ noch kommutativ.

2.2.1.10. Ist eine Verknüpfung > auf einer Menge A assoziativ, so liefern auch
ungeklammerte Ausdrücke der Form a1>a2> . . .>an wohlbestimmte Elemente
von A, und zwar ist genauer das Resultat unabhängig davon, wie wir die Klam-
mern setzen. Um diese Erkenntnis zu formalisieren, vereinbaren wir für einen
ungeklammerten Ausdruck die „von hinten hochgeklammerte“ Interpretation

a1>a2> . . .>an := a1>(a2>(. . . (an−1>an) . . .))

und zeigen dann das folgende Lemma.
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Mögliche „Klammerungen“ mag man sich graphisch wie oben angedeutet
veranschaulichen. Die Assoziativität bedeutet dann graphisch so etwas wie

Das Gleichheitszeichen meint nur, daß beide Klammerungen stets dasselbe
liefern, wenn wir oben drei Elemente unserer Menge mit Verknüpfung einfüllen.
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Lemma 2.2.1.11 (Assoziativität macht Klammern überflüssig). Gegeben eine
Menge mit einer assoziativen Verknüpfung (A,>) und a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈
A gilt mit der von hinten hochgeklammerten Interpretation für ungeklammerte
Ausdrücke

(a1> . . .>an)>(b1> . . .>bm) = a1> . . .>an>b1> . . .>bm

Beweis. Wir folgern mit den Definitionen für die erste Gleichheit und dem Asso-
ziativgesetz für die zweite Gleichheit die Identität

(a1> . . .>an)>(b1> . . .>bm) = (a1>(a2> . . .>an))>(b1> . . .>bm)
= a1>((a2> . . .>an)>(b1> . . .>bm))

und sind fertig mit vollständiger Induktion über n.

2.2.1.12. Das Wort „Lemma“, im Plural „Lemmata“, kommt vom griechischen
Wort λαµβανειν für „nehmen“ und bezeichnet in der Mathematik kleinere Re-
sultate oder auch Zwischenschritte von größeren Beweisen, denen der Autor au-
ßerhalb ihres engeren Kontexts keine größere Bedeutung zumißt.

Vorschau 2.2.1.13. Die Zahl der Möglichkeiten, einen Ausdruck in n + 1 Fak-
toren so zu klammern, daß in jedem Schritt nur die Verknüpfung von je zwei
Elementen zu berechnen ist, heißt die n-te Catalan-Zahl und wird Cn notiert.
Die ersten Catalan-Zahlen sind C0 = C1 = 1, C2 = 2 und C3 = 5: Die
fünf möglichen Klammerungen von 4 Elementen sind etwa (ab)(cd), a(b(cd)),
a((bc)d), ((ab)c)d und (a(bc))d. Im allgemeinen zeigen wir in 10.6.3.8, daß sich
die Catalan-Zahlen durch die Binomial-Koeffizienten 1.1.1.17 ausdrücken lassen
vermittels der amüsanten Formel

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
2.2.1.14. Gegeben eine Menge mit assoziativer und kommutativer Verknüpfung
(A,>) kommt es beim Verknüpfen noch nicht einmal auf die Reihenfolge an. Sind
genauer a1, . . . , an mit n ≥ 1 gegeben und ist σ : {1, . . . , n} ∼→ {1, . . . , n} eine
bijektive Abbildung, so gilt

a1> . . .>an = aσ(1)> . . .>aσ(n)

Wir betrachten das als offensichtlich und schreiben keinen Beweis aus.

Definition 2.2.1.15 (Iterierte Verknüpfungen). Sei (X,>) eine Menge mit Ver-
knüpfung. Ist n ∈ {1, 2, . . .} eine von Null verschiedene natürliche Zahl und
x ∈ X , so schreiben wir

x>x> . . .>x︸ ︷︷ ︸
n-mal

=: n>x
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Ich erinnere daran, daß wir in 2.2.1.10 für derartige Ausdrücke im Zweifelsfall die
Interpretation als „von hinten hochgeklammerte Verknüpfung“ vereinbart hatten.

2.2.1.16. Wird unsere Verknüpfung + notiert, so schreibt man statt n+x meist
kurz nx. Wird unsere Verknüpfung mit einem runden Symbol wie etwa ∗ notiert,
so schreibt man statt n∗x meist kurz xn oder etwas ausführlicher x∗n oder x(∗n).

2.2.1.17 (Iterationsregeln). Sei (A,>) eine Menge mit assoziativer Verknüpfung.
Sind m,n zwei von Null verschiedene natürliche Zahlen, so erhalten wir mithilfe
unseres Lemmas 2.2.1.11 zur Überflüssigkeit von Klammern bei assoziativen Ver-
knüpfungen die Regeln (n + m)>a = (n>a)>(m>a) und (nm)>a = n>(m>a).
Ist unsere Verknüpfung außerdem auch noch kommutativ, so gilt zusätzlich die
Regel n>(a>b) = (n>a)>(n>b). Wenn man es ganz genau nimmt, muß man
für einen formalen Beweis die formale Einführung der natürlichen Zahlen 3.4.1.5
abwarten, wo Sie das dann als Übung 3.4.1.39 behandeln dürfen.

Definition 2.2.1.18. Gegeben eine Menge mit Verknüpfung (X,>) heißt ein Ele-
ment e ∈ X ein neutrales Element von (X,>), wenn gilt

e>x = x>e = x ∀x ∈ X

2.2.1.19 (Eindeutigkeit neutraler Elemente). In einer Menge mit Verknüpfung
(X,>) kann es höchstens ein neutrales Element e geben, denn für jedes weitere
Element e′ mit e′>x = x>e′ = x ∀x ∈ X haben wir e′ = e′>e = e. Wir dürfen
also den bestimmten Artikel verwenden und in einer Menge mit Verknüpfung von
dem neutralen Element reden und es mit eX bezeichnen.

Definition 2.2.1.20. Ein Monoid ist eine Menge mit einer assoziativen Verknüp-
fung, in der es ein neutrales Element gibt.

2.2.1.21. Das Wort „Monoid“ ist wohl von griechisch „µoνoς“ für „allein“ ab-
geleitet: Ein Monoid besitzt nur eine einzige Verknüpfung. Für ein kommutatives
Monoid schlage ich die abkürzende Bezeichnung Abmonoid vor, mit der Vorsilbe
„Ab“ für „abelsch“.

2.2.1.22 (Additiv und multiplikativ notierte Monoide). Notiert man in einem
Monoid M die Verknüpfung mit dem Symbol +, so notiert man das neutrale Ele-
ment meist 0M oder abkürzend 0 und nennt es das Null-Element oder abkürzend
die Null und spricht von einem additiv notierten Monoid. Nur kommutative Mo-
noide werden additiv notiert. Notiert man in einem Monoid M die Verknüpfung
mit einem eher runden Symbol wie · oder ◦ oder ∗ oder auch einfach durch Hin-
tereinanderschreiben, so notiert man das neutrale Element oft 1M oder abkürzend
1 und nennt es das Eins-Element oder abkürzend die Eins und spricht von einem
multiplikativ notierten Monoid.
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Beispiele 2.2.1.23. Die natürlichen Zahlen bilden mit der Addition ein Monoid
(N,+) mit neutralem Element 0. Sie bilden auch mit der Multiplikation ein Mo-
noid (N, ·) mit neutralem Element 1. Für jede Menge Z ist die Menge Ens(Z) der
Selbstabbildungen von Z mit der Verknüpfung ◦ von Abbildungen als Verknüp-
fung ein Monoid mit neutralem Element idZ . Die leere Menge ist kein Monoid,
ihr fehlt das neutrale Element. Jede einelementige Menge ist mit der einzig mögli-
chen Verknüpfung ein Monoid.

2.2.1.24 (Nullfach iterierte Verknüpfung in Monoiden). Ist (M,>) ein Mono-
id, so erweitern wir unsere Notation n>a aus 2.2.1.15 auf alle natürlichen Zahlen
n ∈ N, indem wir

0>a := eM

als das neutrale Element eM von M verstehen, für alle a ∈ M . Damit gelten
unsere Iterationsregeln 7.7.3.11 dann sogar für alle n,m ∈ N, vergleiche 3.4.1.29.

2.2.1.25 (Notationen für nullfach iterierte Verknüpfung). Sei ein Monoid M
gegeben. Wird seine Verknüpfung + notiert, so schreibt man auch für n = 0 statt
n+xmeist kurz nx und meint also mit 0x das neutrale Element vonM , in Formeln

0x := 0M

Wird seine Verknüpfung mit einem runden Symbol wie etwa ∗ notiert, so schreibt
man auch für n = 0 statt n∗x meist kurz xn oder etwas ausführlicher x∗n oder
x(∗n) und meint insbesondere mit x0 das neutrale Element von M , in Formeln

x0 := 1M

2.2.1.26 (Summen- und Produktzeichen). Gegeben eine Abbildung I → M ,
i 7→ ai von einer endlichen Menge in ein additiv beziehungsweise multiplikativ
notiertes Abmonoid M vereinbaren wir die Notationen∑

i∈I

ai beziehungsweise
∏
i∈I

ai

für die „Verknüpfung aller ai mit i ∈ I“. Ist I die leere Menge, so vereinbaren
wir, daß dieser Ausdruck das neutrale Element von M bedeuten möge, also 0
beziehungsweise 1. Für die konstante Abbildung I → N, i 7→ 1 haben wir zum
Beispiel ∑

i∈I

1 = |I|

Unsere Konvention 1.1.1.14 für mit einem Laufindex notierte Summen bezie-
hungsweise Produkte verwenden wir bei kommutativen Monoiden analog.
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Ergänzung 2.2.1.27. Gegeben eine Menge mit Verknüpfung (M,>) kann man
die Assoziativität und die Existenz eines neutralen Elements dahingehend zu-
sammenfassen, daß wir für jedes r ≥ 0 ausgezeichnete „Multiverknüpfungen“
M×r → M zur Verfügung haben, die eine gewisse „Multiassoziativität“ erfüllen,
die ich hier nicht genauer ausschreiben will. Das neutrale Element ist dabei die
„Multiverknüpfung des Nulltupels“. In diesem Licht betrachtet gehören bei einer
Verknüpfung die Forderungen der Assoziativität und der Existenz eines neutralen
Elements zusammen. Ich schlage vor, eine Verknüpfung mit diesen beiden Eigen-
schaften unitärassoziativ zu nennen. Ein Monoid ist damit eine Menge mit einer
unitärassoziativen Verknüpfung.

Übungen

Übung 2.2.1.28. Sei Z eine Menge. Das Schneiden von Teilmengen ist eine Ver-
knüpfung

∩ : P(Z)× P(Z) → P(Z)
(A,B) 7→ A ∩B

auf der Potenzmenge. Dasselbe gilt für die Vereinigung und das Bilden der Diffe-
renzmenge. Welche dieser Verknüpfungen sind kommutativ oder assoziativ? Wel-
che besitzen neutrale Elemente?

Ergänzende Übung 2.2.1.29. Man gebe die Wahrheitstafeln für ⇒ und ⇔ an.
Bezeichne weiter ¬ : {Wahr,Falsch} → {Wahr,Falsch} die „Verneinung“. Man
zeige, daß die Formel

(A⇒ B)⇔ ((¬B)⇒ (¬A))

beim Einsetzen beliebiger Wahrheitswerte aus {Wahr,Falsch} für A und B stets
den Wert Wahr ausgibt, in Übereinstimmung mit unseren eher intuitiven Überle-
gungen in 2.1.7.7.

2.2.2 Gruppen
2.2.2.1. Ich empfehle, bei der Lektüre dieses Abschnitts die Tabelle nach 2.2.2.13
gleich mitzulesen, die die Bedeutungen der nun folgenden Formalitäten in den
zwei gebräuchlichsten Notationssystemen angibt. In diesen Notationssystemen
sollten alle Formeln aus der Schulzeit vertraut sein. Ich erinnere daran, daß wir
ein Monoid definiert hatten als eine Menge mit einer assoziativen Verknüpfung,
für die es in unserer Menge ein neutrales Element gibt.

Definition 2.2.2.2. 1. Ist (M,>) ein Monoid und a ∈M ein Element, so nen-
nen wir ein weiteres Element ā ∈ M invers zu a, wenn gilt a>ā = e =
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ā>a für e ∈ M das neutrale Element unseres Monoids. Ein Element eines
Monoids, das ein Inverses besitzt, heißt invertierbar;

2. Eine Gruppe ist ein Monoid, in dem jedes Element ein Inverses besitzt;

3. Eine kommutative Gruppe oder abelsche Gruppe ist eine Gruppe, deren
Verknüpfung kommutativ ist.

Beispiele 2.2.2.3. Von unseren Beispielen 2.2.1.3 für Mengen mit Verknüpfung
oben ist nur (Z,+) eine Gruppe, und diese Gruppe ist kommutativ. Ein anderes
Beispiel für eine kommutative Gruppe ist die Menge Q der rationalen Zahlen
mit der Addition als Verknüpfung, ein weiteres die Menge Q\{0} der von Null
verschiedenen rationalen Zahlen mit der Multiplikation als Verknüpfung. Auch
jedes einelementige Monoid ist eine Gruppe.

2.2.2.4. Der Begriff einer „Gruppe“ wurde von Évariste Galois (1811-1832) in
die Mathematik eingeführt. Er verwendet den Begriff „Gruppe von Transforma-
tionen“ sowohl in der Bedeutung einer „Menge von bijektiven Selbstabbildungen
einer gegebenen Menge“ als auch in der Bedeutung einer „Menge von bijekti-
ven Selbstabbildungen einer gegebenen Menge, die abgeschlossen ist unter Ver-
knüpfung und Inversenbildung“, und die damit in der Tat ein Beispiel für eine
Gruppe im Sinne der obigen Definition bildet. Unsere obige Definition 2.2.2.2
geht auf eine Arbeit von Arthur Cayley aus dem Jahre 1854 mit dem Titel „On
the theory of groups as depending on the symbolic equation θn = 1“ zurück und
wurde damit formuliert, bevor Cantor die Sprache der Mengenlehre entwickelte.
Die Terminologie „abelsche Gruppe“ wurde zu Ehren des norwegischen Mathe-
matikers Niels Hendrik Abel eingeführt.

Lemma 2.2.2.5. Jedes Element eines Monoids besitzt höchstens ein Inverses.

Beweis. Aus a>ā = e und b>a = e folgt durch Anwenden von b> auf die erste
Gleichung mit dem Assoziativgesetz sofort ā = b.

2.2.2.6. Wir dürfen also den bestimmten Artikel benutzen und von nun an von
dem Inversen eines Elements eines Monoids und insbesondere auch einer Gruppe
reden. Gegeben ein invertierbares Element ist offensichtlich auch sein Inverses
invertierbar und das Inverse des Inversen ist wieder das ursprüngliche Element, in
Formeln ¯̄a = a.

2.2.2.7. Beim Beweis von Lemma 2.2.2.5 haben wir stärker gezeigt: Besitzt ein
Element eines Monoids ein „Rechtsinverses“ und ein „Linksinverses“, so stimmen
diese überein.

Lemma 2.2.2.8. Sind a und b invertierbare Elemente eines Monoids, so ist auch
a>b invertierbar mit Inversem (a>b) = b̄>ā.
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Die Verknüpfungstafel der Gruppe aller Permutationen der Menge {1, 2, 3}. Eine
solche Permutation σ habe ich dargestellt durch das geordnete Zahlentripel
σ(1)σ(2)σ(3), und im Kästchen aus der Zeile τ und der Spalte σ steht τ ◦ σ.
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Beweis. In der Tat rechnen wir schnell (a>b)>(b̄>ā) = e = (b̄>ā)>(a>b).
Diese Formel ist auch aus dem täglichen Leben vertraut: Wenn man sich morgends
zuerst die Strümpfe anzieht und dann die Schuhe, so muß man abends zuerst die
Schuhe ausziehen und dann die Strümpfe.

2.2.2.9 (Gruppe der invertierbaren Elemente eines Monoids). Die invertier-
baren Elemente eines Monoids bilden insbesondere stets eine unter der Verk-
nüpfung abgeschlossene Teilmenge. Diese Teilmenge enthält offensichtlich das
neutrale Element und ist folglich mit der induzierten Verknüpfung eine Gruppe.
Für die Gruppe der invertierbaren Elemente eines multiplikativ notierten Mono-
ids M verwenden wir die Notation M×. Zum Beispiel haben wir Z× = {1,−1}.
Dieses Kreuz soll nicht als x gelesen werden, es ist vielmehr ein mißbrauchtes
Multiplikationssymbol.

Beispiel 2.2.2.10. Für jede Menge Z ist die Menge aller Bijektionen von Z auf
sich selbst eine Gruppe, mit der Komposition von Abbildungen als Verknüpfung.
Wir notieren diese Gruppe Ens×(Z) in Übereinstimmung mit unserer Konvention
2.2.2.9, schließlich handelt es sich um die Gruppe der invertierbaren Elemente des
Monoids Ens(Z). Ihre Elemente heißen die Permutationen von Z. Die Gruppe
der Permutationen einer Menge Z ist für |Z| > 2 nicht kommutativ. Das Inverse
einer Bijektion ist ihre Umkehrabbildung.

Definition 2.2.2.11 (Negativ iterierte Verknüpfung invertierbarer Elemente).
Ist (M,>) ein Monoid und a ∈ M invertierbar, so erweitern wir unsere Notation
n>a aus 2.2.1.24 weiter auf alle ganzen Zahlen n ∈ Z, indem wir für n negativ
setzen n>a := (−n)>ā.

2.2.2.12 (Iterationsregeln). Gegeben ein invertierbares Element a eines Monoids
gelten offensichtlich sogar für alle ganzen Zahlen n ∈ Z die Regeln (n+m)>a =
(n>a)>(m>a) und (nm)>a = n>(m>a). Sind a, b invertierbare Elemente eines
Monoids mit ab = ba, so gilt zusätzlich n>(a>b) = (n>a)>(n>b) für alle n ∈ Z.
Wenn man es ganz genau nehmen will, muß man hierfür die formale Einführung
der ganzen Zahlen 3.4.2.12 abwarten.

2.2.2.13. Bei additiv geschriebenen Monoiden bezeichnet man das Inverse von
a, sofern es existiert, meist als das Negative von a und notiert es −a. Bei mul-
tiplikativ notierten kommutativen Monoiden verwendet man die Bruchnotation
1/a und b/a aus nebenstehender Tabelle, falls a invertierbar ist. Bei nichtkom-
mutativen multiplikativ notierten Monoiden benutzt man für das Inverse von a
die von der im folgenden erklärten allgemeinen Notation an abgeleitete Notation
a−1. Die nebenstehende Tabelle faßt die üblichen Notationen für unsere abstrak-
ten Begriffsbildungen in diesem Kontext zusammen und gibt unsere allgemeinen
Resultate und Konventionen in diesen Notationen wieder.
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abstrakt additiv multiplikativ

a>b a+ b a · b, a ◦ b, ab

e 0̂ 1̂

b̄ −b 1̂/b, b−1

a>b̄ a− b a/b, ab−1

n>a na an

e>a = a>e = a 0̂ + a = a+ 0̂ = a 1̂ · a = a · 1̂ = a

a>ā = e a− a = 0̂ a/a = 1̂

¯̄a = a −(−a) = a 1̂/(1̂/a) = a

(−1)>a = ā (−1)a = −a a−1 = 1̂/a

(a>b) = b̄>ā −(a+ b) = (−b) + (−a) (ab)−1 = b−1a−1,
1̂/ab = (1̂/b)(1̂/a)

(a>b̄) = b>ā −(a− b) = b− a 1̂/(a/b) = b/a

n>(m>a) = (nm)>a n(ma) = (nm)a (am)n = anm

(m+ n)>a = (m>a)>(n>a) (m+ n)a = (ma) + (na) a(m+n) = (am)(an)

n>a = (−n)>a −(na) = (−n)a (an)−1 = a−n

0>a = e 0a = 0̂ a0 = 1̂

n>(a>b) = (n>a)>(n>b) n(a+ b) = (na) + (nb) (ab)n = (an)(bn)

Konventionen und Formeln in verschiedenen Notationssystemen. Bereits diese
Tabelle muß mit einigen Hintergedanken gelesen werden, weil die Symbole +,−
darin in zweierlei Bedeutung vorkommen: Manchmal meinen sie konkrete Ope-
rationen in Z, manchmal stehen sie aber auch für Verknüpfung, Inversenbildung
und neutrale Elemente in abstrakten Monoiden. Ich habe den Symbolen 0, 1 einen
Hut aufgesetzt und 0̂, 1̂ geschrieben, wenn sie neutrale Elemente in abstrakten
Monoiden bedeuten. Das werde ich aber nicht durchhalten.
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2.2.2.14 (Notationen für negativ iterierte Verknüpfung). Sei ein MonoidM ge-
geben und sei x ∈ M invertierbar. Wird unser Monoid additiv notiert, so schreibt
man auch für negatives n ∈ Z statt n+x meist kurz nx und meint also mit nx
das Negative von (−n)x. Wird unser Monoid multiplikativ notiert, also mit einem
runden Symbol wie etwa ∗, so schreibt man auch für negatives n ∈ Z statt n∗x
meist kurz xn oder etwas ausführlicher x∗n oder x(∗n) und meint also mit xn das
Inverse von x−n.

Beispiel 2.2.2.15. Im Fall einer bijektiven Abbildung f : Z
∼→ Z ist die Um-

kehrabbildung f−1 : Z
∼→ Z das Inverse f−1 des invertierbaren Elements f des

Monoids Ens(Z). Ebenso ist im Fall einer von Null verschiedenen rationalen Zahl
a ∈ Q ihr Inverses im multiplikativen Monoid Q der Kehrbruch 1/a = a−1. Un-
sere Konvention verträgt sich also recht gut mit verschiedenen anderen Konven-
tionen, die Sie bereits kennen mögen.

Übungen

Übung 2.2.2.16. Ein Element a eines Monoids M ist invertierbar genau dann,
wenn es b, c ∈M gibt mit b>a = e = a>c für e das neutrale Element.

Übung 2.2.2.17 (Kürzen). Sind a, b, c Elemente einer Gruppe, so folgt aus a>b =
a>c bereits b = c. Ebenso folgt aus b>a = c>a bereits b = c. Dasselbe gilt
allgemeiner in einem beliebigen Monoid, wenn wir a invertierbar annehmen.

Ergänzende Übung 2.2.2.18. Seien M ein Monoid und e sein neutrales Element.
Man zeige: Unser Monoid ist genau dann eine Gruppe, wenn es für jedes a ∈
M ein ā ∈ M gibt mit ā>a = e, und dies Element ā ist dann notwendig das
Inverse von a in M . Noch Mutigere zeigen: Ist A eine Menge mit assoziativer
Verknüpfung und existiert ein e ∈ M mit e>a = a ∀a ∈ M sowie für jedes
a ∈ M ein ā ∈ M mit ā>a = e, so ist M eine Gruppe. Hinweis: Man zeige, daß
ā> bijektiv ist.

Ergänzende Übung 2.2.2.19. Gegeben eine Menge Z ist ihre Potenzmenge P(Z)
mit der Verknüpfung A+B := (A ∪B)\(A ∩B) eine abelsche Gruppe.

Ergänzende Übung 2.2.2.20. Gegeben Gruppen G,H können wir das kartesische
ProduktG×H zu einer Gruppe machen, indem wir darauf die komponentenweise
Verknüpfung (g, h)(g′, h′) := (gg′, hh′) betrachten.

Übung 2.2.2.21. Ein endliches Monoid (M,>), in dem für jedes Element a ∈M
die Multiplikationsabbildung eine Injektion (a>) : M ↪→M ist, muß bereits eine
Gruppe sein.
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2.2.3 Homomorphismen
Didaktische Anmerkung 2.2.3.1. Ich habe diesen Abschnitt einmal erst später im
Zusammenhang mit der Diskussion von linearen Abbildungen besprochen und
habe es bereut.

Definition 2.2.3.2. Eine Menge mit einer völlig beliebigen, nicht notwendig as-
soziativen Verknüpfung heißt ein Magma. Gegeben Magmas (X,>) und (Y,⊥)
verstehen wir unter einem Homomorphismus von Mengen mit Verknüpfung
oder auch Homomorphismus von Magmas eine Abbildung ϕ : X → Y der-
art, daß gilt ϕ(a>b) = ϕ(a) ⊥ ϕ(b) für alle a, b ∈ X . Die Menge aller solchen
Homomorphismen von Magmas bezeichnen wir mit

Mag(X, Y )

Beispiel 2.2.3.3. Sei Z eine Menge und P(Z) ihre Potenzmenge. Wir betrachten
auf P(Z) die Verknüpfung (A,B) 7→ A\B. Ist Z ↪→ W eine Injektion, so ist die
auf den Potenzmengen induzierte Abbildung ein Homomorphismus von Magmas

(P(Z), \)→ (P(W ), \)

2.2.3.4. Sind unsere beiden Mengen mit Verknüpfung Monoide, so verstehen
wir unter einem Monoidhomomorphismus einen Homomorphismus von Men-
gen mit Verknüpfung, der das neutrale Element auf das neutrale Element abbildet.
Gegeben Monoide M und N bezeichnen wir die Menge aller Monoidhomomor-
phismen von M nach N mit

Mon(M,N) := {ϕ ∈ Mag(M,N) | ϕ(eM) = eN}

Ergänzung 2.2.3.5. Die beiden Bedingungen an einen Monoidhomomorphismus
ϕ : M → N können in der in 2.2.1.27 eingeführten Terminologie dahingehend
zusammengefaßt werden, daß die beiden Abbildungen M×r → M → N und
M×r → N×r → N , die durch ϕ und unsere Multiverknüpfungen gegeben wer-
den, für alle r ≥ 0 übereinstimmen sollen.

Beispiel 2.2.3.6. Gegeben Monoide M,N kann Mon(M,N) ⊂ Mag(M,N) ei-
ne echte Teilmenge sein. Zum Beispiel ist die Abbildung (Z,+) → (Z, ·), die
jede ganze Zahl auf die Null wirft, ein Homomorphismus von Mengen mit Verk-
nüpfung, aber kein Monoidhomomorphismus.

2.2.3.7. Gegeben ein Monoid M und eine Gruppe G gilt stets

Mag(M,G) = Mon(M,G)

Jeder Homomorphismus ϕ von Mengen mit Verknüpfung von einem Monoid in
eine Gruppe bildet also das neutrale Element auf das neutrale Element ab. In der



2.2. ALGEBRAISCHE GRUNDBEGRIFFE 73

Tat folgt das aus ϕ(e) = ϕ(e · e) = ϕ(e) · ϕ(e) durch Kürzen. Einen Homomor-
phismus zwischen zwei Gruppen, in Formeln eine Abbildung ϕ : H → G mit
ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) für alle a, b ∈ H , nennen wir einen Gruppenhomomorphis-
mus. Gegeben Gruppen H und G bezeichnen wir die Menge aller Gruppenhomo-
morphismen von H nach G mit

Grp(H,G)

Die neue Notation hat gegenüber den beiden bereits eingeführten alternativen No-
tationen Mag(H,G) und Mon(H,G) den Vorteil, uns daran zu erinnern, daß wir
es mit Gruppen zu tun haben.

Definition 2.2.3.8. Ein Isomorphismus ist ein Homomorphismus φ mit der Ei-
genschaft, daß es einen Homomorphismus ψ in die Gegenrichtung gibt derart, daß
beide Kompositionen ψ◦φ und φ◦ψ die Identität sind. Zwei Gruppen oder Monoi-
de oder Magmas heißen isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Isomorphismus
gibt.

2.2.3.9. Die Terminologie kommt von griechisch „µoρϕη“ für „Gestalt, Struk-
tur“ und griechisch „oµoις“ für „gleich, ähnlich“. Auf deutsch könnte man statt
Homomorphismus auch „strukturerhaltende Abbildung“ sagen. Das Wort „Iso-
morphismus“ wird analog gebildet mit griechisch „ισoς“ für „gleich“.

2.2.3.10. In den Fällen der obigen Definition ist offensichtlich jeder bijektive Ho-
momorphismus bereits ein Isomorphismus. Im weiteren Verlauf dieser Vorlesun-
gen werden ihnen aber auch Arten von Homomorphismen begegnen, für die das
nicht mehr richtig oder nicht einmal eine sinnvolle Aussage ist. Der erste derartige
Fall wird Ihnen in diesen Vorlesungen in 3.1.4.8 begegnen: Im Kontext teilgeord-
neter Mengen muß eine bijektive monoton wachsende Abbildung keineswegs ein
„Isomorphismus von teilgeordneten Mengen“ sein alias eine monoton wachsende
Umkehrabbildung besitzen.

Ergänzung 2.2.3.11. Den Begriff eines Homomorphismus verwendet man auch
im Fall von Mengen ohne Verknüpfung: Unter einem Homomorphismus von
Mengen versteht man schlicht eine Abbildung, unter einem Isomorphismus von
Mengen eine Bijektion.

Beispiel 2.2.3.12 (Gruppen mit höchstens zwei Elementen). Je zwei Gruppen
mit genau einem Element sind isomorph und es gibt zwischen ihnen genau einen
Isomorphismus. Je zwei Gruppen mit genau zwei Elementen sind isomorph und es
gibt zwischen ihnen genau einen Isomorphismus, der eben das neutrale Element
auf das neutrale Element wirft und das nichtneutrale Element auf das nichtneutrale
Element.
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Beispiel 2.2.3.13 (Dreielementige Gruppen). Je zwei Gruppen mit genau drei
Elementen sind isomorph und es gibt zwischen ihnen genau zwei Isomorphismen.
Um das zu sehen, beschreiben wir eine endliche Menge mit Verknüpfung durch ih-
re Verknüpfungstabelle, die im Fall einer Gruppe auch Gruppentafel heißt. Zum
Beispiel bilden diejenigen Permutationen der Menge {1, 2, 3}, die nicht genau
eines unserer drei Elemente festhalten, unter der Hintereinanderausführung eine
Gruppe mit der Gruppentafel

1 ζ η
1 1 ζ η
ζ ζ η 1
η η 1 ζ

Bei einer Gruppentafel muß nach der Kürzungsregel 2.2.2.17 in jeder Spalte und
in jeder Zeile jedes Element genau einmal vorkommen. Man sieht so recht leicht,
daß jede weitere GruppeGmit genau drei Elementen zu der durch die obige Verk-
nüpfungstafel gegebenen Gruppe isomorph sein muß. Anschaulich denke ich mir
diese Gruppe meist als die Gruppe aller Drehungen der Ebene, die ein gleichseiti-
ges Dreieck in sich selbst überführen. Der Nachweis, daß es zwischen je zwei drei-
elementigen Gruppen genau zwei Isomorphismen gibt, sei dem Leser zur Übung
überlassen.

Beispiel 2.2.3.14 (Vierelementige Gruppen). Man sieht durch die Untersuchung
von Verknüpfungstafeln recht leicht, daß es bis auf Isomorphismus höchstens zwei
vierelementige Magmas mit neutralem Element gibt, in denen die Kürzungsregeln
gelten in dem Sinne, daß in jeder Zeile und Spalte der Verknüpfungstafel jedes
Element genau einmal vorkommt. Durch Betrachtung der nebenstehenden Bilder
oder Interpretation als spezielle Permutationen einer geeigneten endlichen Menge
überzeugt man sich auch leicht, daß diese Magmas sogar Gruppen sind, die sich
dadurch unterscheiden, ob jedes Element sein eigenes Inverses ist oder nicht. Sie
heißen im ersten Fall die Klein’sche Vierergruppe und im zweiten Fall die vier-
elementige zyklische Gruppe. Man mag zur Übung zeigen, daß es zwischen je
zwei Klein’schen Vierergruppen genau sechs Isomorphismen gibt und zwischen
zwei vierelementigen zyklischen Gruppen genau zwei Isomorphismen.

Definition 2.2.3.15. Eine Teilmenge eines Monoids heißt ein Untermonoid, wenn
sie abgeschlossen ist unter der Verknüpfung und wenn sie zusätzlich das neutrale
Element enthält.

Definition 2.2.3.16. Eine Teilmenge einer Gruppe heißt eine Untergruppe, wenn
sie abgeschlossen ist unter der Verknüpfung und der Inversenbildung und wenn
sie zusätzlich das neutrale Element enthält. Ist G eine multiplikativ geschriebene
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Die vier Symmetrien des Buchstabens H und des Sonnenrads, das wohl nicht
zuletzt auch wegen seiner Symmetriegruppe so unvermittelt an furchtbare Zeiten

der deutschen Geschichte erinnert.
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Gruppe, so ist eine Teilmenge U ⊂ G also eine Untergruppe genau dann, wenn in
Formeln gilt: a, b ∈ U ⇒ ab ∈ U , a ∈ U ⇒ a−1 ∈ U sowie 1 ∈ U .

Ergänzung 2.2.3.17 (Unter-was-auch-immer). Die Begriffsbildungen eines Un-
termonoids und einer Untergruppe können als Spezialfälle eines allgemeineren
Begriffsschemas verstanden werden. Danach wäre ein Untermonoid zu definieren
als eine Teilmenge eines Monoids, die so mit einer Monoidstruktur versehen wer-
den kann, daß die Einbettung ein Monoidhomomorphismus ist. Ebenso wäre eine
Untergruppe zu definieren als eine Teilmenge eine Gruppe, die so mit einer Grup-
penstruktur versehen werden kann, daß die Einbettung ein Gruppenhomomorphis-
mus ist. Da diese Definitionen jedoch für Anwendungen erst aufgeschlüsselt wer-
den müssen, haben ich die aufgeschlüsselten Fassungen als Definition genommen
und überlasse den Nachweis der Äquivalenz zu den eben gegebenen Definitionen
dem Leser zur Übung. Mehr dazu wird in 4.7.3.12 erklärt.

Beispiele 2.2.3.18. In jeder Gruppe ist die einelementige Teilmenge, die nur aus
dem neutralen Element besteht, eine Untergruppe. Wir nennen sie die trivia-
le Untergruppe. Ebenso ist natürlich die ganze Gruppe stets eine Untergruppe
von sich selber. Unsere kleinen Gruppen von eben lassen sich formal gut be-
schreiben als Untergruppen von Permutationsgruppen. Stellt man eine Permutati-
on σ der Menge {1, 2, . . . , n} dar, indem man σ(1)σ(2) . . . σ(n) hintereinander-
schreibt – bei n ≤ 9 mag das angehen – so ist unsere dreielementige Gruppe
die Untergruppe {123, 231, 312} der entsprechenden Permutationsgruppe, oder
ganz pedantisch isomorph dazu, unsere Klein’sche Vieregruppe die Untergrup-
pe {1234, 2143, 4321, 3412} der entsprechenden Permutationsgruppe und unsere
vierelementige zyklische Gruppe die Untergruppe {1234, 4123, 3412, 2341}.

Ergänzung 2.2.3.19. Eine Menge mit einer assoziativen Verknüpfung heißt auch
Halbgruppe. Gegeben Halbgruppen A und B schreiben wir Halb(A,B) statt
Mag(A,B) für die Menge aller mit der Verknüpfung verträglichen Abbildungen
von A nach B, als da heißt, aller Halbgruppenhomomorphismen. Wieder hat
diese Notation den Vorteil, uns daran zu erinnern, daß wir es mit Halbgruppen zu
tun haben. Für jede Halbgruppe A liefert die Vorschrift ϕ 7→ ϕ(1) eine Bijektion

Halb(N≥1, A)
∼→ A

Hierbei fassen wir N≥1 vermittels der Addition als Halbgruppe auf. Ein formaler
Beweis muß auf eine formale Definition der natürlichen Zahlen warten und ist in
3.4.1.5 enthalten.

Ergänzung 2.2.3.20. Betrachten wir die Menge M „aller möglichen Klammerun-
gen von einem oder mehr Symbolen“ im Sinne von 2.2.1.13 und darauf die durch
„Hintereinanderschreiben“ erklärte Verknüpfung sowie das Element ∗ ∈ M, das
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die einzig mögliche Verklammerung von einem einzigen Symbol meint, so liefert
für jedes Magma X die Vorschrift ϕ 7→ ϕ(∗) eine Bijektion

Mag(M, X)
∼→ X

Übungen

Übung 2.2.3.21 (Injektivität und Kern). Gegeben ein Gruppenhomomorphismus
oder allgemeiner ein Monoidhomomorphismus ϕ : G→ H erklärt man den Kern
von ϕ als das Urbild des neutralen Elements, in Formeln

kerϕ := {g ∈ G | ϕ(g) = e}

Man zeige, daß kerϕ stets eine Untergruppe beziehungsweise ein Untermonoid
von G ist. Man zeige weiter, daß im Gruppenfall ϕ genau dann injektiv ist, wenn
sein Kern nur aus dem neutralen Element besteht.

Übung 2.2.3.22. Das Bild eines Monoids unter einem Monoidhomomorphismus
ist stets ein Untermonoid. Das Urbild eines Untermonoids unter einem Monoid-
homomorphismus ist stets ein Untermonoid.

Übung 2.2.3.23. Jeder Monoidhomomorphismus M → N bildet invertierbare
Elemente auf invertierbare Elemente ab und induziert so einen Gruppenhomo-
morphismus M× → N×.

Übung 2.2.3.24. Das Bild einer Untergruppe unter einem Gruppenhomomorphis-
mus ist stets eine Untergruppe. Das Urbild einer Untergruppe unter einem Grup-
penhomomorphismus ist stets eine Untergruppe.

Übung 2.2.3.25. Gegeben eine Menge Z ist das Bilden des Komplements ein
Monoidhomomorphismus (P(Z),∩)→ (P(Z),∪).

Übung 2.2.3.26. Die Multiplikation mit 5 ist ein Gruppenhomomorphismus von
additiven Gruppen (5·) : Z→ Z.

Übung 2.2.3.27 (Induzierte Verknüpfung). Sei (X,>) eine Menge mit Verk-
nüpfung. Gegeben eine Injektion U ↪→ X gibt es höchstens eine Verknüpfung
auf U derart, daß unsere Injektion ein Homomorphismus ist. Wenn es solch eine
Verknüpfung gibt, heißt unsere Injektion an die Verknüpfung angepaßt und die
fragliche Verknüpfung auf U die auf U induzierte Verknüpfung. Die Einbettung
einer Teilmenge ist genau dann angepaßt, wenn unsere Teilmenge abgeschlossen
ist unter der Verknüpfung im Sinne von 2.2.1.6. Die Eigenschaften der Assoziati-
vität und Kommutativität übertragen sich auf die induzierte Verknüpfung.

Übung 2.2.3.28 (Koinduzierte Verknüpfung). Sei (X,>) eine Menge mit Ver-
knüpfung. Gegeben eine Surjektion X � Q gibt es höchstens eine Verknüpfung
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auf Q derart, daß unsere Surjektion ein Homomorphismus ist. Wenn es solch eine
Verknüpfung gibt, heißt unsere Surjektion an die Verknüpfung angepaßt und
die fragliche Verknüpfung auf Q die auf Q koinduzierte Verknüpfung. Zum
Beispiel ist die Surjektion N� {0, 1, . . . , 9}, die jeder Zahl die letzte Ziffer ihrer
Dezimaldarstellung zuordnet, angepaßt sowohl an die Addition als auch an die
Multiplikation. Mehr dazu in 3.5.2.4.

Übung 2.2.3.29 (Eigenschaften einer koinduzierten Verknüpfung). Die Eigen-
schaften der Assoziativität und Kommutativität übertragen sich auf die koindu-
zierte Verknüpfung. Das Bild des Einselements ist ein Einselement für die koin-
duzierte Verknüpfung, das Bild des Inversen ein Inverses. Jede koinduzierte Verk-
nüpfung zu einer angepaßten Surjektion von einer Gruppe auf eine Menge macht
besagte Menge zu einer Gruppe.

Ergänzende Übung 2.2.3.30 (Universelle Eigenschaft der natürlichen Zahlen).
Man zeige, daß für jedes Monoid M die Vorschrift ϕ 7→ ϕ(1) eine Bijektion

Mon(N,M)
∼→M

liefert. Ein Monoidhomomorphismus vom additiven Monoid der natürlichen Zah-
len in ein beliebiges weiteres Monoid ist also in Worten festgelegt und festlegbar
durch das Bild des Elements 1 ∈ N. Hinweis: Man erinnere 2.2.1.24. Wenn man
es ganz genau nimmt, muß man für diese Übung die formale Einführung der na-
türlichen Zahlen 3.4.1.5 abwarten.

Übung 2.2.3.31 (Universelle Eigenschaft der ganzen Zahlen). Man zeige, daß
für jede Gruppe G die Vorschrift ϕ 7→ ϕ(1) eine Bijektion

Grp(Z, G)
∼→ G

liefert. Ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe der ganzen Zah-
len in irgendeine weitere Gruppe ist also in Worten festgelegt und festlegbar durch
das Bild des Elements 1 ∈ Z. Hinweis: Man erinnere 2.2.2.12. Man beachte, daß
die 1 nicht das neutrale Element der Gruppe Zmeint, die hier vielmehr als additive
Gruppe zu verstehen ist. Man gebe explizit den GruppenhomomorphismusZ→ Z
mit 1 7→ 5 an. Man gebe explizit den Gruppenhomomorphismus Z→ Q\{0} mit
1 7→ 5 an. Wenn man es ganz genau nehmen will, muß man für diese Übung die
formale Einführung der ganzen Zahlen 3.4.2.12 abwarten.

Übung 2.2.3.32. Jeder Gruppenhomomorphismus ϕ : G → H vertauscht mit
Inversenbildung, in Formeln ϕ(a−1) = (ϕ(a))−1 ∀a ∈ G.

Ergänzende Übung 2.2.3.33. Gegeben eine Verknüpfung X ×X → X , (x, y) 7→
xy auf einer Menge X erklärt man die opponierte Verknüpfung durch die Vor-
schrift (x, y) 7→ yx. Oft schreibt man auch Xopp für die Menge X , versehen
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mit der opponierten Verknüpfung, und x◦ für das Element x ∈ X , aufgefaßt als
Element von Xopp. Das hat den Vorteil, daß man sich das Verknüpfungssymbol
sparen kann, die Definition der opponierten Verknüpfung läßt sich schreiben als
y◦x◦ := (xy)◦. Man zeige: Gegeben eine Gruppe G liefert das Bilden des In-
versen stets einen Gruppenisomorphismus Gopp ∼→ G, g◦ 7→ g−1 zwischen der
opponierten Gruppe und der ursprünglichen Gruppe.

Ergänzende Übung 2.2.3.34. Jede Halbgruppe A kann man zu einem Monoid Ã
erweitern, indem man noch ein Element hinzunimmt und ihm die Rolle des neu-
tralen Elements zuweist. Für jedes weitere MonoidM liefert dann das Vorschalten
der Einbettung A ↪→ Ã eine Bijektion

Mon(Ã,M)
∼→ Halb(A,M)

Übung 2.2.3.35. Eine Abbildung ϕ : G → H von Gruppen ist genau dann ein
Gruppenhomomorphismus, wenn ihr Graph Γ(ϕ) ⊂ G×H eine Untergruppe des
Produkts ist.

Übung 2.2.3.36. Jede Verknüpfung von Homomorphismen von Magmas ist wie-
der ein Homomorphismus von Magmas. Sind also in Formeln g : U → V und
f : V → W Homomorphismen, so ist auch f ◦ g : U → W ein Homomorphis-
mus.

Übung 2.2.3.37. Gegeben ein surjektiver Homomorphismus g : U � V von Mag-
mas und eine Abbildung f : V → W in ein weiteres Magma ist f genau dann ein
Homomorphismus, wenn die Verknüpfung f ◦ g : U → W ein Homomorphismus
ist. Gegeben ein injektiver Homomorphismus von Magmas f : V ↪→ W und eine
Abbildung g : U � V von einem weiteren Magma nach V ist g genau dann ein
Homomorphismus, wenn die Verknüpfung f ◦ g : U → W ein Homomorphismus
ist.

2.2.4 Körper im Sinne der Algebra
2.2.4.1. Die algebraische Struktur eines Körpers wird den Hauptbestandteil un-
seres Axiomensystems für die reellen Zahlen in 10.2.4 bilden. Gleichzeitig bildet
sie die Grundlage für die Modellierung des Raums unserer Anschauung in der
linearen Algebra.

Definition 2.2.4.2. Ein Körper (K,+, ·) (englisch field, französisch corps) ist
eine Menge K mit zwei kommutativen assoziativen Verknüpfungen, genannt die
Addition + und die Multiplikation · des Körpers, derart daß die folgenden drei
Bedingungen erfüllt sind:

1. (K,+) ist eine Gruppe, die additive Gruppe des Körpers;
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2. Die vom neutralen Element der Addition 0K ∈ K verschiedenen Elemen-
te von K bilden eine unter der Multiplikation abgeschlossene Teilmenge,
und diese Teilmenge K\{0K} ist unter der Multiplikation ihrerseits eine
Gruppe, die multiplikative Gruppe des Körpers;

3. Es gilt das Distributivgesetz

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) ∀a, b, c ∈ K

Beispiele 2.2.4.3. Ein erstes Beispiel ist der Körper der rationalen Zahlen (Q,+, ·).
Ein anderes Beispiel ist der zweielementige Körper mit den durch die Axiome er-
zwungenen Rechenregeln, der fundamental ist in der Informatik. Die ganzen Zah-
len (Z,+, ·) bilden keinen Körper, da (Z\{0}, ·) keine Gruppe ist, da es nämlich
in Z\{0} nur für 1 und−1 ein multiplikatives Inverses gibt. Es gibt keinen einele-
mentigen Körper, da das Komplement seines Nullelements die leere Menge sein
müßte: Dies Komplement kann dann aber unter der Multiplikation keine Gruppe
sein, da es kein neutrales Element haben könnte.

Ergänzung 2.2.4.4 (Ursprung der Terminologie). Der Begriff „Körper“ ist in
diesem Zusammenhang wohl zu verstehen als „besonders gut unter den verschie-
densten Rechenoperationen abgeschlossener Zahlbereich“, in Analogie zu geo-
metrischen Körpern wie Kugeln oder Zylindern, die man entsprechend als „be-
sonders gut in sich geschlossene Bereiche des Raums“ ansehen könnte. Die Be-
zeichnung als „Distributivgesetz“ rührt daher, daß uns dieses Gesetz erlaubt, beim
Multiplizieren eines Elements mit einer Summe den „Faktor auf die Summan-
den zu verteilen“. Das Wort „distribution“ für Verteilung von Nahrungsmitteln
und dergleichen auf Französisch und Englisch kommt von demselben lateinischen
Wortstamm, auf die auch unsere Bezeichnung „Distributivgesetz“ zurückgeht.

2.2.4.5 (Weglassen von Multiplikationssymbolen). Beim Rechnen mit Buchsta-
ben werden wir meist ab := a ·b abkürzen. Das wäre beim Rechnen mit durch Zif-
fernfolgen dargestellten Zahlen wenig sinnvoll, da man dann nicht wissen könnte,
ob 72 nun als „Zweiundsiebzig“ oder vielmehr als „Sieben mal Zwei“ zu verste-
hen sein soll. Beim Einsetzen von Zahlen für die Buchstaben müssen also wieder
Multiplikationssymbole eingefügt werden.

Ergänzung 2.2.4.6 (Weglassen von Additionssymbolen). In der Schule und au-
ßerhalb der Mathematik ist es üblich, 1 + 1

2
mit 11

2
abzukürzen und „Andert-

halb Stunden“ zu sagen oder „Dreieinviertel Pfund“. In diesem Fall wird also ein
Additionssymbol weggelassen. Das ist jedoch in der höheren Mathematik nicht
üblich. In der gesprochenen Sprache ist es ja noch viel merkwürdiger: Neun-
zehnhundertvierundachzig versteht jeder, in Symbolen geschrieben sieht 9 10 100
4 + 80 dahingegen ziemlich sinnlos aus, und statt der üblichen Interpretation
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((9+10)100)+4+80 wären durchaus auch andere Interpretationen denkbar. In der
gesprochenen Sprache scheint eher eine Konvention befolgt zu werden, nach der
die Operationen der Reihe nach auszuführen sind wie bei einem Taschenrechner,
wobei eine Multiplikation gemeint ist, wenn die zuerst genannte Zahl die Klei-
nere ist, und eine Addition, wenn sie die Größere ist. Nur die Zahlen von 13 bis
19 scheinen dieser Regel nicht zu gehorchen. Kein Wunder, daß es Erstklässlern
schwer fällt, sich den Zahlenraum zu erschließen, wenn sie zuvor dieses Dickicht
von Konventionen durchdringen müssen.

2.2.4.7 (Punkt vor Strich). Wir vereinbaren zur Vermeidung von Klammern die
Regel „Punkt vor Strich“, so daß also zum Beispiel unter zusätzlicher Beachtung
unserer Konvention des Weglassens von Multiplikationssymbolen, in diesem Fall
das Weglassen des Punktes, das Distributivgesetz kürzer in der Form a(b + c) =
ab+ ac geschrieben werden kann.

2.2.4.8 (Multiplikation mit Null). In jedem Körper K gilt a0K = 0K ∀a ∈ K.
Man folgert das aus a0K + a0K = a(0K + 0K) = a0K durch Hinzuaddieren von
−(a0K) auf beiden Seiten. Für das neutrale Element der multiplikativen Gruppe
des Körpers vereinbaren wir die Bezeichnung 1K . Nach dem Vorhergehenden gilt
1Kb = b auch für b = 0K , mithin für alle b ∈ K. Folglich ist (K, ·) ein Monoid
mit neutralem Element 1K und der Menge aller von Null verschiedenen Elemente
als Gruppe der invertierbaren Elemente, in Formeln K\{0K} = K×.

2.2.4.9 (Binomische Formel). Für alle a, b in einem Körper K und alle n ≥ 0
gilt die binomische Formel

(a+ b)n =
n∑
ν=0

(
n

ν

)
aνbn−ν

Um das einzusehen prüft man, daß wir bei der Herleitung nach 1.1.1.23 nur Körpe-
raxiome verwandt haben. Man beachte hierbei unsere Konvention 00

K = 1K aus
2.2.1.25, angewandt auf das Monoid (K, ·). Die Multiplikation mit den Binomial-
koeffizienten in dieser Formel ist zu verstehen als wiederholte Addition im Sinne
der Bezeichnungskonvention na aus 2.2.1.16, angewandt auf den Spezialfall der
additiven Gruppe unseres Körpers.
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Lemma 2.2.4.10 (Folgerungen aus den Körperaxiomen). In jedem Körper K
gelten die folgenden Aussagen und Formeln:

1. ab = 0K ⇒ (a = 0K oder b = 0K);

2. −a = (−1K)a ∀a ∈ K;

3. (−1K)(−1K) = 1K;

4. (−a)(−b) = ab ∀a, b ∈ K;

5. a
b
c
d

= ac
bd

für alle a, c ∈ K und b, d ∈ K×;

6. ac
bc

= a
b

für alle a ∈ K und b, c ∈ K×;

7. a
b

+ c
d

= ad+bc
bd

für alle a, c ∈ K und b, d ∈ K×;

8. m(ab) = (ma)b für alle m ∈ Z und a, b ∈ K.

Beweis. 1. In der Tat folgt aus (a 6= 0K und b 6= 0K) schon (ab 6= 0K) nach
den Körperaxiomen.

2. In der Tat gilt a+(−1K)a = 1Ka+(−1K)a = (1K+(−1K))a = 0Ka = 0K ,
und −a ist ja gerade definiert als das eindeutig bestimmte Element von K
mit der Eigenschaft a+ (−a) = 0K .

3. In der Tat gilt nach dem Vorhergehenden (−1K)(−1K) = −(−1K) = 1K .

4. Um das nachzuweisen ersetzen wir einfach (−a) = (−1K)a und (−b) =
(−1K)b und verwenden (−1K)(−1K) = 1K .

5. Das ist klar.

6. Das ist klar.

7. Das wird bewiesen, indem man die Brüche auf einen Hauptnenner bringt
und das Distributivgesetz anwendet.

8. Das folgt durch wiederholtes Anwenden des Distributivgesetzes.

2.2.4.11 (Minus mal Minus gibt Plus). Die Frage, wie das Produkt zweier ne-
gativer Zahlen zu bilden sei, war lange umstritten. Mir scheint der vorhergehende
Beweis das überzeugendste Argument für „Minus mal Minus gibt Plus“ : Es sagt
salopp gesprochen, daß man diese Regel vereinbaren muß, wenn man beim Rech-
nen das Ausklammern ohne alle Einschränkungen erlauben will.
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2.2.4.12 (Ganze Zahlen und allgemeine Körper). Für jeden Körper K und n ∈
Z setzen wir nK := n+1K = n1K in unserer Notation 2.2.2.11 beziehungsweise
ihrer für additiv notierte Monoide vereinbarten Abkürzung. Für n ∈ N bedeutet
das explizit nK := 1k+. . .+1K mit n Summanden. Nach der ersten Iterationsregel
in 2.2.2.12 gilt stets (n + m)K = nK + mK und aus dem Distributivgesetz folgt
leicht nK · a = n+a oder abgekürzt nKa = na für alle n ∈ Z und a ∈ K. Mit
der zweiten Iterationsregel in 2.2.2.12 folgt weiter für alle m,n ∈ Z die Identität
nKmK = (nm)K über die Gleichungskette

nK ·mK = n+mK = n+(m+1K) = (nm)+1K = (nm)K

Oft schreibt man deshalb kurz n, wenn eigentlich nK gemeint ist, und insbeson-
dere kürzt man eigentlich immer 0K ab durch 0 und 1K durch 1. Man beachte
jedoch, daß für verschiedene ganze Zahlen n 6= m durchaus nK = mK gelten
kann: Ist etwa K ein Körper mit zwei Elementen, so gilt nK = 0K für gerades n
und nK = 1K für ungerades n. Vom höheren Standpunkt wird das alles nochein-
mal in 3.5.1.11 ausführlicher diskutiert werden.

Ergänzung 2.2.4.13. Den Begriff eines Homomorphismus verwendet man bei
Mengen mit mehr als einer Verknüpfung analog. Zum Beispiel ist ein Körperho-
momorphismus ϕ von einem Körper K in einen Körper L definiert als eine Ab-
bildung ϕ : K → L derart, daß gilt ϕ(a+b) = ϕ(a)+ϕ(b) und ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)
für alle a, b ∈ K sowie ϕ(1) = 1. Die Bedingung ϕ(1) = 1 ist nur nötig, um
den Fall der Nullabbildung auszuschließen. In anderen Worten mag man einen
Körperhomomorphismus auch definieren als eine Abbildung, die sowohl für die
Addition als auch für die Multiplikation ein Monoidhomomorphismus ist. Un-
ter einem Körperisomorphismus verstehen wir wieder einen Körperhomomor-
phismus φ mit der Eigenschaft, daß es einen Körperhomomorphismus ψ in die
Gegenrichtung gibt mit φ ◦ ψ = id und ψ ◦ φ = id. Wieder ist jeder bijektive
Körperhomomorphismus bereits ein Körperisomorphismus.

Übungen

Übung 2.2.4.14. Ist K ein Körper derart, daß es kein x ∈ K gibt mit x2 = −1,
so kann man die Menge K ×K = K2 zu einem Körper machen, indem man die
Addition und Multiplikation definiert durch

(a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d)
(a, b) · (c, d) := (ac− bd, ad+ bc)

Die Abbildung K → K2, a 7→ (a, 0) ist dann ein Körperhomomorphismus.
Kürzen wir (a, 0) mit a ab und setzen (0, 1) = i, so gilt i2 = −1 und (a, b) = a+b i
und die Abbildung a+ b i 7→ a− b i ist ein Körperisomorphismus K2 ∼→ K2.
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2.2.4.15. Auf die in der vorhergehenden Übung 2.2.4.14 erklärte Weise können
wir etwa aus dem Körper K = R der „reellen Zahlen“, sobald wir ihn kennen-
gelernt haben, direkt den Körper C der komplexen Zahlen konstruieren. Unser
Körperisomorphismus gegeben durch die Vorschrift a+ b i 7→ a− b i heißt in die-
sem Fall die komplexe Konjugation und wird auch z 7→ z̄ notiert. Man beachte,
wie mühelos das alles in der Sprache der Mengenlehre zu machen ist. Als die
komplexen Zahlen erfunden wurden, gab es noch keine Mengenlehre und beim
Rechnen beschränkte man sich auf das Rechnen mit „reellen“ Zahlen, ja selbst
das Multiplizieren zweier negativer Zahlen wurde als eine fragwürdige Operation
angesehen, und das Ziehen einer Quadratwurzel aus einer negativen Zahl als eine
rein imaginäre Operation. In gewisser Weise ist es das ja auch geblieben, aber die
Mengenlehre liefert eben unserer Imagination eine wunderbar präzise Sprache, in
der wir uns auch über imaginierte Dinge unmißverständlich austauschen können.
Man kann dieselbe Konstruktion auch allgemeiner durchführen, wenn man statt
−1 irgendein anderes Element eines Körpers K betrachtet, das kein Quadrat ist.
Noch allgemeinere Konstruktionen zur „Adjunktion höherer Wurzeln“ oder so-
gar der „Adjunktion von Nullstellen polynomialer Gleichungen“ können Sie in
der Algebra kennenlernen, vergleiche etwa 17.7.2.5. In 3.2.7 diskutieren wir die
komplexen Zahlen ausführlicher.

Ergänzende Übung 2.2.4.16. Ein Körperhomomorphismus ist stets injektiv.

2.2.5 Aufbau des Zahlensystems*
2.2.5.1. Der Aufbau des Zahlensystems

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C

erscheint in diesem Text nur in einer Abfolge von Nebenbemerkungen und soll an
dieser Stelle zusammenfassend dargestellt werden.

1. Die Konstruktion der natürlichen Zahlen N aus Grundbegriffen der Men-
genlehre diskutiere ich in 3.4.1.5. Kurz wurde das auch schon in 2.1.6.11
angerissen. Eine vollständig überzeugende Diskussion dieser Struktur ist
meines Erachtens nur im Rahmen der Logik möglich.

2. Die Konstruktion der ganzen Zahlen Z aus den natürlichen Zahlen N, ja
der einhüllenden Gruppe eines beliebigen kommutativen Monoids wird in
3.4.2.12 erklärt. Nach 10.2.4.6 gibt es dann genau eine Multiplikation auf
Z, die unsere Multiplikation auf N fortsetzt und Z zu einem Ring macht.

3. Die Konstruktion des Körpers der rationalen Zahlen Q aus dem Integri-
tätsbereich der ganzen Zahlen Z, ja des Quotientenkörpers eines beliebigen
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kommutativen Integritätsbereichs wird in 3.5.5.2 ausgeführt. Die Anord-
nung auf Q dürfen Sie selbst in 3.5.5.19 konstruieren.

4. Die Konstruktion des angeordneten Körpers der reellen Zahlen R aus dem
angeordneten Körper der rationalen ZahlenQ wird zur Beginn der Analysis
in 10.2.4.3 erklärt.

5. Die Konstruktion des Körpers der komplexen Zahlen C aus dem Körper der
reellen Zahlen R wurde in 2.2.4.14 angerissen und wird in 3.2.7 ausführli-
cher behandelt.

2.2.5.2 (Gewinne und Verluste beim Aufbau des Zahlensystems). Oft wird der
Aufbau des Zahlensystems als eine Geschichte immer neuer Gewinne erzählt:
Beim Übergang von N zu Z gewinnt man die Lösbarkeit aller Gleichungen des
Typs a+ x = b, beim Übergang von Z zu Q die Lösbarkeit aller Gleichungen des
Typs ax = b für a 6= 0, beim Übergang von Q zu R die Lösbarkeit aller Glei-
chungen des Typs xa = b für a, b > 0, und nach Übergang von R zu C besitzen
sogar alle nichtkonstanten Polynome Nullstellen. Hier ist nur anzumerken, daß
man die Lösbarkeit aller Gleichungen des Typs xa = b für a, b > 0 auch schon
in einem abzählbaren Unterkörper von R erreichen könnte und daß der eigent-
liche Grund für den Übergang zu R analytischer Natur ist: Man gewinnt so den
Zwischenwertsatz 10.3.3.8. Man kann den Aufbau des Zahlensystems aber auch
als eine Geschichte immer neuer Verluste erzählen: Beim Übergang von N zu Z
verliert man die Existenz eines kleinsten Elements, beim Übergang von Z zu Q
die Existenz unmittelbarer Nachfolger, beim Übergang von Q zu R die Abzähl-
barkeit, und beim Übergang von R zu C die Anordnung. Man kann noch weiter
gehen zum Schiefkörper der sogenannten Quaternionen H ⊃ C aus 3.5.6.3, dabei
verliert man die Kommutativität der Multiplikation, oder sogar zu den sogenann-
ten Oktaven O ⊃ H aus 6.3.12.4, bei denen die Multiplikation nicht einmal mehr
assoziativ ist.

2.2.6 Verbände und Boole’sche Algebren*
Definition 2.2.6.1. Eine Boole’sche Algebra ist ein Tripel (B,∧,∨) bestehend
aus einer Menge mit zwei assoziativen kommutativen Verknüpfungen derart, daß
gilt:

1. Mit jeder unserer Verknüpfungen wird B ein Monoid. Man notiert 1 das
neutrale Element zu ∧ und 0 das neutrale Element zu ∨;

2. Jede unserer beiden Verknüpfungen ist „distributiv über der anderen“, in
Formeln a∧ (b∨ c) = (a∧ b)∨ (a∧ c) und a∨ (b∧ c) = (a∨ b)∧ (a∨ c);
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3. Zu jedem a ∈ B existiert c ∈ B mit a ∧ c = 0 und a ∨ c = 1. Man zeigt
mühelos, daß dies Element c durch a eindeutig bestimmt ist, und notiert es
c = ¬a oder c = ā .

Ein Homomorphismus von Boole’schen Algebren ist eine Abbildung, die für
beide Monoidstrukturen ein Homomorphismus von Monoiden ist. Gegeben Boo-
le’sche Algebren B,C notieren wir Boole(B,C) die Menge aller Homomorphis-
men von B nach C.

2.2.6.2. Ein typisches Beispiel einer Boole’schen Algebra erhält man, indem man
für eine beliebige Menge X das Tripel (Pot(X),∩,∪) bestehend aus ihrer Po-
tenzmenge mit den Operationen Schnitt und Vereinigung betrachtet. In dieser Si-
tuation haben wir 1 = X sowie 0 = ∅ und ¬A = X\A ist die Komplementmenge.

Definition 2.2.6.3. Ein Verband ist ein Tripel (B,∧,∨) bestehend aus einer Men-
ge mit zwei assoziativen kommutativen Verknüpfungen derart, daß die Absorp-
tionsgesetze a ∧ (a ∨ b) = a und a ∨ (a ∧ b) = a gelten für alle a, b ∈ B.

Beispiel 2.2.6.4. Als Übung 2.2.6.7 dürfen Sie zeigen, daß jede Boole’sche Alge-
bra ein Verband ist.

Vorschau 2.2.6.5. Wir werden in 10.2.3.9 sehen, daß eine teilgeordnete Menge, in
der jede zweielementige Teilmenge ein Supremum und ein Infimum hat, zu einem
Verband wird, wenn wir a∨ b := sup{a, b} und a∧ b := inf{a, b} setzen, und daß
wir so genau alle Verbände erhalten.

Übungen

Übung 2.2.6.6. Man zeige für jedes Element a einer Boole’schen Algebra die
Identitäten a ∧ 0 = 0 und a ∨ 1 = 1. Hinweis: Man gehe von 1 = a ∨ (ā ∧ 1) aus
und verwende Distributivität.

Übung 2.2.6.7. Man zeige, daß jede Boole’sche Algebra ein Verband ist. Hinweis:
Man gehe von (b ∧ 0) ∨ a = a nach 2.2.6.6 aus und verwende die Distributivität.

Übung 2.2.6.8. Man zeige für jedes Element a eines Verbandes a ∧ a = a und
a ∨ a = a. Hinweis: Absorptionsgesetze mit b = a ∧ a oder b = a ∨ a.
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2.3 Zur Darstellung von Mathematik*

2.3.1 Herkunft einiger Symbole
2.3.1.1. Ich habe versucht, etwas über die Herkunft einiger mathematischer Sym-
bole in Erfahrung zu bringen, die schon aus der Schule selbstverständlich sind.

2.3.1.2. Das Pluszeichen + ist wohl ein Auschnitt aus dem Symbol &, das hinwie-
derum enstanden ist durch Zusammenziehen der beiden Buchstaben im Wörtchen
„et“, lateinisch für „und“.

2.3.1.3. Die Dezimaldarstellung der natürlichen Zahlen kam Mitte des vorigen
Jahrtausends aus Indien über die Araber nach Italien. Bis dahin rechnete man
in Europa in römischer Notation. Sie müssen nur versuchen, in dieser Notation
zwei größere Zahlen zu multiplizieren, um zu ermessen, welchen wissenschaft-
lichen und auch wirtschaftlichen Fortschritt der Übergang zur Dezimaldarstel-
lung bedeutete. Das Beispiel der Dezimaldarstellung zeigt in meinen Augen auch,
wie entscheidend das sorgfältige Einbeziehen trivialer Spezialfälle, manchmal als
„Theorie der leeren Menge“ verspottet, für die Eleganz der Darstellung mathema-
tischer Sachverhalte sein kann: Sie wurde ja eben dadurch erst ermöglicht, daß
man ein eigenes Symbol für „gar nichts“ erfand! Ich denke, daß der Aufbau ei-
nes effizienten Notationssystems, obwohl er natürlich nicht denselben Stellenwert
einnehmen kann wie die Entwicklung mathematischer Inhalte, dennoch in der
Lehre ein wichtiges Ziel sein muß. In diesem Text habe ich mir die größte Mühe
gegeben, unter den gebräuchlichen Notationen diejenigen auszuwählen, die mir
am sinnvollsten schienen, und sie soweit wie möglich aufzuschlüsseln. Wo es mir
sinnvoll schien, habe ich auch nicht gezögert, neue Notationen einzuführen.

2.3.1.4. Das Wort von der „Theorie der leeren Menge“ scheint auf Carl Ludwig
Siegel zurückzugehen, der einmal gesagt haben soll: „Ich habe Angst, dass die
Mathematik vor dem Ende des Jahrhunderts zugrunde geht, wenn dem Trend nach
sinnloser Abstraktion – die Theorie der leeren Menge, wie ich es nenne – nicht
Einhalt geboten wird“.

2.3.1.5. Die Herkunft der logischen Symbole ∃ und ∀ als umgedrehte E und A
haben wir bereits in 2.1.7.4 erwähnt. Sie wurden von Cantor in seiner Mengen-
lehre zuerst verwendet. Die Symbole R,Q,N,Z wurden früher als fette Buchsta-
ben gedruckt und zunächst nur beim Tafelanschrieb in der hier gegebenen Gestalt
wiedergegeben, da man fetten Druck an der Tafel nicht gut darstellen kann.

2.3.2 Grundsätzliches zur Formulierung
2.3.2.1 (Redundanz). Es scheint mir wichtig, sich beim Schreiben über Mathe-
matik immer vor Augen zu halten, daß die mathematische Terminologie und For-
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melsprache sehr wenig Redundanz aufweisen. Auch kleinste Fehler oder Unge-
nauigkeiten können dadurch schon zu den größten Mißverständnissen führen. Ich
plädiere deshalb dafür, die Redundanz künstlich zu erhöhen und nach Möglich-
keit alles dreimal zu sagen: Einmal in mathematischer Terminologie, einmal in
Formeln, und dann noch einmal in weniger formellen Worten und mit Bildern.

2.3.2.2 (Versprachlichung). Ich halte es für ebenso wichtig wie delikat, den ma-
thematischen Inhalten griffige Bezeichnungen zu geben. Wir wollen uns ja auch
mit anderen Mathematikern unterhalten können, die nicht dasselbe Buch gelesen
haben. Sogar dann, wenn ich nur mit mir selbst und einem einzigen Buch be-
schäftigt bin und bei einem Beweis, den ich gerade verstehen will, ganz präzise
„Theorem 4.2“ zitiert wird, stört es mich: Ich muß blättern, bin abgelenkt und
mein Verstehen wird gebremst. Darüber hinaus kann ich mir Dinge viel besser
merken, die griffige Bezeichnungen haben. Diese Bezeichnungen wirken wie Gar-
derobenhaken im Kopf, an denen man Inhalte aufhängen und wiederfinden kann.
Delikat ist, daß die Wahl einer Bezeichnung oft auch eine politische und histo-
rische Dimension hat. Delikat ist weiter, daß bei vielen üblichen Bezeichnungen
verschiedene Varianten für ihre genaue Bedeutung im Umlauf sind. Ich versuche
beides nach bestem Wissen und Gewissen offenzulegen.

2.3.2.3 (Generalvoraussetzungen). Ich selber lese keineswegs immer alles von
vorne bis hinten durch und merke mir das bereits Gelesene. Vielmehr suche oft,
um nicht zu sagen meist, nur gezielt spezielle Resultate, und lese dazu eher dia-
gonal. Ich habe es deshalbnach Kräften vermieden, Generalvoraussetzungen ein-
zustreuen, von der Art „von nun an bis zum Ende des Abschnitts sind alle unsere
topologischen Räume Hausdorff“ und dergleichen. Wenn das einmal bei spezi-
ellen Themen zu umständlich werden sollte, will ich strikt die Regel befolgen,
daß Generalvoraussetzungen für eine Gliederungsstufe entweder direkt nach der
Überschrift besagter Gliederungsstufe stehen müssen, oder aber direkt vor dem
Beginn des ersten Abschnitts der nächsttieferen Gliederungsstufe, im Anschluß
an die Vorrede, und dann als eigener Abschnitt „Generalvoraussetzungen“.

2.3.2.4 (Definition-Satz-Beweis). Das Schema Definition-Satz-Beweis scheint
mir für die Darstellung von Mathematik sehr gut geeignet und auch zum Lesen
und Lernen äußerst effektiv, wenn es richtig angewendet wird: Wenn nämlich die
Sätze so formuliert werden, daß ihre Aussagen auch für sich genommen schon
sinnvoll und verständlich sind, sofern man die entsprechenden Definitionen parat
hat. Dann kann man dieses Schema verstehen als eine Anleitung zum diagonalen
Lesen. Demselben Ziel dient die Abstufung der Sätze durch die Bezeichnung als
Satz, Korollar, Proposition, Lemma und dergleichen: Sie soll dem Leser zu erlau-
ben, etwa durch Konzentration auf die Sätze eine schnelle Orientierung über die
wesentlichen Aussagen und Resultate zu gewinnen. Diese Form ersetzt zu einem
gewissen Maße, was man im Deutschunterricht lernt. Ich empfehle, mathemati-
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sche Texte und Vorträge nicht mit einer Gliederung zu beginnen und auch nicht
mit einem Schlußwort zu beenden, da das in Anbetracht der in der Mathematik eh
üblichen Strukturierung durch das Schema „Definition-Satz-Beweis“ leicht dazu
führt, daß die strukturellen Elemente im Vergleich zum eigentlichen Inhalt unver-
hältnismäßig viel Raum einnehmen.

2.3.2.5 (Andere nummerierte Passagen). In diesem Text gibt es auch viele Pas-
sagen, die einfach nur nummeriert sind. Hier handelt es sich meist um kleinere
Aussagen mit Beweis, die mir für die „große Form“ Definition-Satz-Beweis zu
unbedeutend oder zu offensichtlich schienen. Andere Textpassagen sind als Er-
gänzung oder Ergänzende Übung ausgewiesen: Damit ist gemeint, daß sie im un-
mittelbaren Zusammenhang ohne Schaden übersprungen werden können, daß sie
jedoch aus dem vorhergehenden heraus verständlich sein sollten. Wieder andere
Textpassagen sind als Vorschau oder Weiterführende Übung ausgewiesen: Damit
ist gemeint, daß sie im unmittelbaren Zusammenhang ohne Schaden übersprun-
gen werden können und daß ihr Verständnis Kenntnisse voraussetzt, bei denen
nicht davon ausgehe, daß sie dem Leser an der entsprechenden Stelle bereits zur
Verfügung stehen.

2.3.2.6 (Satzzeichen in mathematischen Texten). Satzzeichen wie Punkt und
Komma stören aus meiner Sicht die Ästhetik von aus dem Text herausgestellten
Formeln. Ich will deshalb die Regel aufstellen und befolgen, daß eine aus dem
Text herausgestellte Formel stets mit einem nicht gedruckten Punkt dahinter zu
denken ist, wenn der Text mit ihr aufhört oder wenn es darunter mit einem Groß-
buchstaben weitergeht. Ich werde den Fall vermeiden, daß hinter eine aus dem
Text herausgestellte Formel nach den Regeln der Grammatik ein Komma gehören
müßte.

2.3.2.7 (Eigennamen in mathematischen Texten). Ich übernehme aus dem Eng-
lischen den Apostroph bei Eigennamen und schreibe also zum Beispiel Zorn’sches
Lemma. In der deutschen Literatur sind stattdessen Kapitälchen üblich, wie etwa
ZORNsches Lemma, aber diese Hervorhebung im Schriftbild scheint mir unge-
bührlich viel Aufmerksamkeit zu binden.

2.3.3 Sprache und Mathematik
2.3.3.1. In diesem Abschnitt habe ich gesammelt, was mir beim Erklären von
Mathematik und Schreiben über Mathematik besonders schwer fällt.

2.3.3.2 (Umgangssprache versus mathematische Fachsprache). Die mathema-
tische Terminologie widmet freimütig Worte der Umgangssprache um und gibt
ihnen präzise mathematische Bedeutungen, die mal mehr und mal weniger zur
Ursprungsbedeutung verwandt sind. Man denke zum Beispiel an die Worte Men-
ge, Abbildung, Gruppe, Ring, Körper. Mit dem Adjektiv schmutzig betone ich,
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daß ein Wort umgangssprachlich zu verstehen ist und nicht als ein Begriff der
allein auf der Mengenlehre basierenden aseptisch steril perfekten Ideenwelt der
reinen Mathematik.

2.3.3.3. Im Gegensatz zu dem, was in der Schule im Deutschunterricht gelernt
wird, ist Wortwiederholung beim mathematischen Schreiben und Reden richtig
und wichtig.

2.3.3.4 (Erweiterung oder Zuspitzung durch Ergänzungen). Bereits erklärte
Begriffe werden in der mathematischen Fachsprache durch Ergänzungen mal spe-
zifiziert, mal abgeschwächt, und manchmal sogar beides zugleich. Der noch we-
nig informierte Leser kann nur schwer erraten, was im Einzelfall zutrifft. So ist
ein Primkörper etwas Spezielleres als ein Körper, ein Schiefkörper etwas Allge-
meineres, und ein Erweiterungskörper „etwas mit zusätzlichen Daten“. Ein lokal
kompakter Raum ist etwas allgemeineres als ein kompakter Raum. Eine universel-
le Überlagerung ist etwas Spezielleres als eine Überlagerung und eine verzweigte
Überlagerung etwas Allgemeineres, das aber nur im Spezialfall von Flächen über-
haupt sinnvoll definiert ist. Ein Borelmaß ist etwas Spezielleres als ein Maß und
ein signiertes Maß etwas Allgemeineres. Eine Mannigfaltigkeit mit Rand ist etwas
Allgemeineres als eine Mannigfaltigkeit, eine glatte Mannigfaltigkeit dahingegen
eine spezielle Art von Mannigfaltigkeit, und ich könnte noch lange so fortfahren.
Das führt leicht zu Verwirrung, aber ich habe auch keine Lösung.

2.3.3.5 (Bestimmte und unbestimmte Artikel). Problematisch scheint mir in
mathematischen Texten die Verwendung bestimmter und unbestimmter Artikel,
und ich bin fast neidisch auf die russische Sprache, die diese Unterscheidung nicht
kennt. Sind mathematische Strukturen „eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus“, wie Gruppen mit zwei Elementen oder Mengen mit einem Element, so fällt
mir die Verwendung des bestimmten Artikels leicht. Häufig sind mathematische
Strukturen jedoch nur „eindeutig bis auf nicht-eindeutigen Isomorphismus“: Et-
wa Mengen mit fünf Elementen, Gruppen mit drei Elementen oder Vektorräume
gegebener Dimension über einem vorgegebenen Köper. Soll man dann den be-
stimmten oder den unbestimmten Artikel verwenden? Hier ist die Terminologie
uneinheitlich: Man sagt üblicherweise „ein fünfdimensionaler reeller Vektorraum,
eine abzählbar unendliche Menge“ aber „die euklidische Ebene, der Zerfällungs-
körper, der algebraische Abschluß, die universelle Überlagerung“, ohne daß ich
dafür triftige Gründe ausmachen könnte. Vielleicht wäre es eine gute Idee, für nur
bis auf nichteindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmte mathematische Ob-
jekte die bestimmten Artikel mit einer „abschwächenden Schlange“ in der Form
„dẽr, dı̃e, dãs“ zu verwenden.

2.3.3.6 (Existenz in Definitionen). Ich plädiere dafür, in mathematischen Texten
die Formulierungen „Es existiert“ und „Es gibt“ ausschließlich in ihrer Bedeutung
als Quantoren zu verwenden, da es sonst leicht zu Mißverständnissen kommen
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kann. Insbesondere plädiere ich sehr dafür, diese Formulierungen zu vermeiden,
wenn es in Definitionen um die Vorstellung der „Ausgangsdaten“ geht. Die fol-
genden Beispiele mögen das illustrieren.

Mißverständlich: Eine Gruppe ist eine Menge, auf der es eine assoziative Verk-
nüpfung gibt derart, daß es ein neutrales Element gibt und zu jedem Element
ein Inverses.

Klarer: Eine Gruppe ist eine Menge mit einer assoziativen Verknüpfung derart,
daß es ein neutrales Element gibt und zu jedem Element ein Inverses.

Pedantisch: Eine Gruppe ist ein Paar bestehend aus einer Menge und einer asso-
ziativen Verknüpfung auf dieser Menge derart, daß es ein neutrales Element
gibt und zu jedem Element ein Inverses.

In der Tat gibt es ja auf jeder nichtleeren Menge eine assoziative Verknüpfung,
die sie zu einer Gruppe macht. Eine Gruppe ist aber keineswegs eine Menge mit
gewissen Eigenschaften, sondern eine Menge mit Verknüpfung mit gewissen Ei-
genschaften. Das Ausgangsdatum bei dieser Definition ist in anderen Worten und
ganz pedantisch formuliert ein Paar bestehend aus einer Menge zusammen mit
mit einer Verknüpfung auf dieser Menge. Ich gebe zu, daß man auch die „klare“
Definition falsch verstehen könnte, aber an dieser Stelle würde ich dieser Formu-
lierung wegen ihrer Kürze doch der Vorzug gegenüber der „pedantischen“ Formu-
lierung einräumen.

Mißverständlich: Ein Körper heißt angeordnet, wenn es auf ihm eine Anord-
nung gibt derart, daß. . .

Klarer: Ein angeordneter Körper ist ein Körper mit einer Anordnung derart,
daß. . .

Pedantisch: Ein angeordneter Körper ist ein Paar bestehend aus einem Körper
mit einer Anordnung auf der ihm zugrundeliegenden Menge derart, daß. . .

Zur Verdeutlichung zum Abschluß noch ein Beispiel, in dem die mißverständliche
Formulierung die korrekte Formulierung einer anderen Eigenschaft ist:

Mißverständlich: Eine Mannigfaltigkeit heißt orientiert, wenn es auf ihr eine
Orientierung gibt.

Klarer: Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit mit einer Ori-
entierung.

Pedantisch: Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist ein Paar bestehend aus einer
Mannigfaltigkeit mit einer Orientierung auf unserer Mannigfaltigkeit.
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Hier ist die erste Formulierung in der Tat bei der üblichen Interpretation von „es
gibt“ als Quantor die Definition einer orientierbaren, nicht die einer orientierten
Mannigfaltigkeit.

2.3.3.7 (Kampf dem Index). Beim Schreiben von Mathematik in Formeln hat
man oft mit der Schwierigkeit zu kämpfen, daß die wesentliche Information sich
in Indizes verstecken will und die besonders wesentliche Information in Subindi-
zes. Dem gilt es bewußt entgegenzuarbeiten.

2.3.4 Terminologisches zur leeren Menge*
Vorschau 2.3.4.1. Ich finde es oft schwierig, die leere Menge terminologisch kor-
rekt einzubinden. Das ist aber ebenso wichtig wie der Beckenrand beim Schwimm-
bad, den man ja auch nicht wegläßt, obwohl man nachher nur im Wasser schwim-
men will. Ich finde auch, daß das Bourbaki, den ich an sich sehr schätze, oft miß-
lungen ist. Meine Konventionen sind wie folgt:

1. Die leere Menge ist nach 10.3.2.1 ein Intervall. So sind beliebige Schnitte
von Intervallen wieder Intervalle;

2. Die leere Menge ist nach 3.3.5.2 konvex. So sind beliebige Schnitte konve-
xer Mengen wieder konvex;

3. Die leere Menge ist nicht zusammenhängend. Die Zusammenhangskompo-
nenten eines topologischen Raums sind seine maximalen zusammenhängen-
den Teilmengen und die leere Menge hat gar keine Zusammenhangskompo-
nente. So hat für einen topologischen Raum mit nur endlich vielen Zusam-
menhangskomponenten der Vektorraum der stetigen Abbildungen in den
Körper mit zwei Elementen als Dimension gerade die Zahl der Zusammen-
hangskomponenten. Die zusammenhängenden Teilmengen von R sind da-
mit genau die nichtleeren Intervalle und nur jede nichtleere konvexe Teil-
menge eines endlichdimensionalen reellen affinen Raums ist zusammen-
hängend;

4. Die Wirkung einer Gruppe G auf der leeren Menge ist nach 4.5.1.7 nicht
transitiv. Damit läßt sich jede G-Menge bis auf Reihenfolge und Isomor-
phismus eindeutig als eine disjunkte Vereinigung von transitivenG-Mengen
darstellen;

5. Die leere Menge ist nach 3.3.1.1 kein affiner Raum. Sie läßt ja nach der vor-
hergehenden Konvention auch keine transitive Operation eines Vektorraums
zu. Daß damit der Schnitt zweier affiner Teilräume nicht notwendig wieder
ein affiner Teilraum ist, nehme ich als kleineres Übel in Kauf;
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6. Eine Abbildung von der leeren Menge in eine beliebige weitere Menge ist
konstant, aber nicht einwertig, vergleiche 2.1.4.10;
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2.4 Philosophisches und Didaktisches

In diesen Abschnitten habe ich einige Gedanken zur Mathematik und zum Unter-
richten von Mathematik gesammelt, die nicht zum logisch kohärenten Aufbau des
Stoffes selber beitragen und teilweise auch stark persönlich gefärbt sind.

2.4.1 Was ist Mathematik?

2.4.1.1. Das Wort „Mathematik“ kommt vom griechischen „µαϑηµατικoς“, das
sich hinwiederum ableitet von „µαϑηµα“ für „der Lerngegenstand, die Wissen-
schaft“ nach dem Verb „µανϑανω“ für „lernen, verstehen“. Das Anhängen der
Endung „-ικoς“ oder im Anschluß an einen Vokal „-τικoς“ hat eine ähnliche
Bedeutung wie im Deutschen das Anhängen von „-ig“ oder „-lich“ beziehungs-
weise „-tlich“, etwa wie in Mut 7→ mutig, Haar 7→ haarig, wohnen 7→ wohnlich
oder eigen 7→ eigentlich. In diesem Sinne wäre die wörtliche Übersetzung von
„µαϑηµατικoς“ also „das Lernige“ oder „das Verständliche“. Platon verwendet
den Begriff „τo µαϑηµατικoν“ im Sinne von „der Forschungsgegenstand“ in
Sophista 219c:2 und Timaeus 88c:1. In der hellenistischen Zeit verengte sich die
Bedeutung ein erstes Mal und bezeichnete etwas, was wir heute eher als „Mathe-
matik und Naturwissenschaften“ bezeichnen würden. Erst in neuerer Zeit verengte
sich die Bedeutung weiter auf das, was wir heute unter Mathematik verstehen

2.4.1.2. Ich würde die heutige Mathematik in einem ersten Ansatz beschreiben als
die „Wissenschaft von den einfachsten Begriffen“: Wieviel einfacher sind doch
Zahlen und ihre Rechenregeln, Geraden und Ebenen, selbst Abbildungen zwi-
schen Mengen im Vergleich zu Pflanzen und Menschen, Hass und Liebe, ja selbst
Luft und Wasser! Diese einfachsten Begriffe müssen nun jedoch mit der größten
Vorsicht und Präzision gehandhabt werden, damit uns unsere an den Umgang mit
Pflanzen und Menschen, Hass und Liebe, Luft und Wasser gewöhnte Intelligenz
nicht in die Irre führt. Die eigentliche Mathematik besteht dann darin, diese ein-
fachsten Begriffe zu größeren Theorien zu kombinieren, und die eigentlichen Ein-
sichten entstehen auch erst in dieser Gesamtschau. Ich sehe darin eine Affinität
zur Musik, in der man ja auch von einfachsten Geräuschen, in der Klassik et-
wa von den Tönen der Tonleiter, ausgeht und diese einfachsten Grundbausteine
zu Kompositionen kombiniert, deren Sinnhaftigkeit sich erst in der Gesamtschau
erschließt. Auf einen Gegensatz zur Musik will ich im nächsten Absatz noch aus-
führlicher zu sprechen kommen: Während auch die schönste Musik meines Erach-
tens vom Komponisten nicht entdeckt sondern vielmehr erschaffen wird, scheint
es sich mir bei der Mathematik gerade umgekehrt zu verhalten. Sicher gibt es so-
zusagen „komponierte“ mathematische Artikel, aber die mathematischen Inhalte
selbst lassen sich von Menschenhand nicht formen und wollen entdeckt werden.
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2.4.1.3. In diesem Zusammenhang will ich auf eine gerne diskutierte Frage ein-
gehen: Wird Mathematik eigentlich entdeckt oder entwickelt? Aus meiner eige-
nen Erfahrung mit dieser widerspenstigen Materie und auch der Erfahrung beim
Erklären von Beweisen scheint es mir offensichtlich, daß mathematische Inhal-
te „objektiv da sind“, also unabhängig vom menschlichen Subjekt existieren und
entdeckt werden. Was jedoch entwickelt werden muß ist eine Sprache, die es uns
ermöglicht, uns über diese Inhalte zu verständigen und sie zu nutzen. Hier kam
und kommt es durchaus zu parallelen Entwicklungen, man denke etwa an die
beiden Notationen ẋ und dx

dt
für die Ableitung, an den Erwartungswert E(X) ei-

ner Zufallsvariable X in der Wahrscheinlichkeitstheorie, der ja nichts anderes ist
als das Integral

∫
f einer Funktion f in der Analysis, und nicht zuletzt an die

verschiedenen Notationen für die natürlichen Zahlen durch römische Buchstaben
oder arabische Ziffern.

2.4.1.4. Bildlich gesprochen scheint mir die Mathematik wie eine weitverzweigte
Höhle, voller Wunder und wertvoller Mineralien, die wir Mathematiker einerseits
erkunden und andererseits erschließen. Die Höhle selbst ist objektiv vorhanden
und es gilt, immer weiter in sie vorzudringen und Neues zu entdecken und Neues
wie Bekanntes nutzbar zu machen. Wo und wie dann jedoch Treppen und Wege
und Lampen angebracht werden und eventuell sogar eine kleine Eisenbahn zum
Transport der Mineralien, darin haben wir große Freiheit und in diesem Sinne wird
Mathematik auch entwickelt. Natürlich sind diese beiden Aufgaben eng miteinan-
der verwoben und wie weit wir selbst vordringen können hängt ganz wesentlich
davon ab, wie weit unsere Vorläufer gekommen sind und wie weit sie die Höhle
bereits zugänglich gemacht haben.

2.4.1.5. Die im vorhergehenden dargelegte Auffassung vom Sinn und Wesen der
Mathematik bezeichnet man wegen ihrer engen Verwandtschaft mit Plato’s Ideen-
lehre auch als „platonisch“. Barry Mazur fordert in seinem Aufsatz [Maz08] die
Platoniker auf, zu erklären, warum Beweise denn uns als Mathematikern so wich-
tig sein sollten, wenn es nur um das Erkennen einer unabhängig von uns exis-
tierenden Wirklichkeit geht. Dieser Aufforderung will ich gerne nachkommen.
Ich fasse Beweise auf als Beiträge zum großen Projekt, die Welt der mathema-
tischen Inhalte dem menschlichen Verstand zugänglich zu machen. Mir scheint
es in diesem Sinne eine wichtige Aufgabe, auch für bereits bewiesene Erkennt-
nisse möglichst glatte und für menschliche Gehirne transparente Beweise zu fin-
den, aufzuschreiben und öffentlich zugänglich zu machen. Was das Beweisen an-
geht, gibt es auch durchaus verschiedene Ansätze: Anschauliche Beweise aus der
Schulgeometrie, etwa für den Satz des Pythagoras oder andere elementargeome-
trische Sätze, wären um im Bild zu bleiben eher ein Art Wegesystem für Fuß-
gänger, wohingegen sich professionelle Mathematiker seit etwa 1900 meist auf
einem aus Mengenlehre aufgebauten Schienennetz bewegen, das zwar große an-
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fängliche Investitionen erfordert, danach aber dem Verstand ein sehr schnelles,
sicheres und tiefes Eindringen ermöglicht. Allerdings fällt es unseren durch die
Bequemlichkeit dieses Zugangs verwöhnten Studenten meist bitter schwer, dann
an interessanten und noch nicht erschlossenen Stellen wieder auszusteigen und
sich zu Fuß weiter fortzubewegen oder gar selbst Schienen zu legen. Rechner-
gestützte Beweise sind für mich wie eine Erkundung mit Robotern nicht in der-
selben Weise befriedigend wie der persönliche Augenschein, aber wenn man an
interessante Stellen partout nicht selbst hingelangen kann, sind doch schöne von
Robotern geschossene Bilder allemal besser als gar nichts.

2.4.1.6. Die Mathematik wird insbesondere von Außenstehenden oft als eine tote
Wissenschaft erlebt, in der „alles schon seit dreihundert Jahren bekannt sei“. Die-
ser Eindruck mag damit zusammenhängen, daß Mathematik durchaus „verholzt“
in dem Sinne, daß sie einen festen Stamm an Wissen und kodifizierter Sprache
ausbildet. Das aber ermöglicht es unserer Wissenschaft auch gerade wieder, hoch
hinaus zu wachsen, und damit das gelingen kann, müssen wir uns alle Mühe ge-
ben, in der mathematischen Terminologie keine Sprachverwirrung einreißen zu
lassen.

2.4.1.7. Beim Erlernen dieser Wissenschaft soll man, so denke ich, nach Kräften
versuchen, sich aller seiner gedanklichen Fähigkeiten zu bedienen. Geeignet für
das Durchdringen mathematischer Sachverhalte scheinen mir insbesondere die
räumliche oder noch besser die räumlich-zeitliche Anschauung, das abstrakte lo-
gische Denken und das formale Umformen von Zeichenketten auf Papier. Hilf-
reich kann auch unsere sprachliche Intelligenz sein: Bereits kleine Kinder lernen
ja das Zählen, indem sie zunächst „Eins-Zwei-Drei-Vier-Fünf“ memorieren wie
„Abrakadabra Simsalabim“, und ältere lernen ähnlich den Satz des Pythagoras
oder die binomischen Formeln.

2.4.1.8. Die Mathematik schöpft große Kraft aus abstrakten Theorien, und nur
allzuoft wollen diese ihre Herkunft verbergen und verkleiden sich als zufällig zu-
sammengewürfelte Haufen aus Daten und Axiomen. Man darf sich davon nicht
in die Irre führen lassen. Meist sind das vielmehr sehr sorgfältig konstruierte und
in immer neuen Versionen an zahlreichen Beispielen erprobte Maschinen, die es
einem erlauben, wie in einem Flugzeug mit großer Bequemlichkeit große Weg-
strecken zurückzulegen und dabei die meisten konkreten Schwierigkeiten am Bo-
den zu ignorieren. Das alles ist jedoch nur sinnvoll, wenn auch das Starten und
das Landen gelingt, und das Herrichten von Start- und Landebahnen kann auch
leicht so viel Arbeit bedeuten, daß das ganze Fliegen dadurch uninteressant wird.
Bei mancher Theorie habe ich sogar den Eindruck, daß man nur startet aber nie
mehr landet, oder noch schlimmer, daß man weder starten noch landen kann, son-
dern einfach nur sinnlos herumfliegt, aber das mag auch an meiner mangelnden
Kenntnis der jeweiligen Theorie liegen – ich nenne besser keine Beispiele.
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2.4.2 Didaktische Gedanken

2.4.2.1 (Warum Vorlesungen?). Warum hören und halten wir in der Mathema-
tik eigentlich Vorlesungen? In der Zeit, in der das Drucken von Büchern noch
nicht möglich oder zumindest schwierig und teuer war, mag es sinnvoll gewesen
sein, einfach ein Buch vorzulesen, das dann in mehreren Kopien mitgeschrieben
werden konnte: In Klöstern wurden etwa die Schriften der Antike und des Chris-
tentums lange Zeit auf diese Weise vor dem Vergessen und dem Zerfall gerettet. In
der Zeit von Internet und Kopiergeräten kann es jedoch nicht mehr das Ziel einer
Vorlesung sein, daß die beteiligten Studenten Mitschriften anfertigen, aus denen
sie dann den Stoff lernen: Zu viel wird in solchen Vorlesungen falsch verstanden
und falsch abgeschrieben, als daß ich nicht eher das Lernen aus Büchern empfeh-
len würde. Für den andauernden Erfolg der Vorlesung als Unterrichtsform fallen
mir verschiedene Gründe ein.

1. Der Mensch ist nicht gern allein. Es lernt sich besser gemeinsam, man kann
sich in der Pause und nach der Vorlesung untereinander über das Gelernte
und das nicht Verstandene unterhalten und auch einfach so mal treffen. Die
Pause dient insbesondere nicht allein zum Pinkeln oder zum Aufrechterhal-
ten der Konzentration, und es ist doppelt schade, wenn sie ausfällt.

2. Die Vorlesung gibt einen gewissen Rhytmus vor, in dem gelernt und nicht
Gelerntes ignoriert und auf später verschoben wird. Anfänger lernen aus
Büchern leicht so, wie ganz kleine Kinder spaziergehen: Jeder Kieselstein
ist interessant und eine Pause zur ausführlichen Betrachtung wert. Ganz zu
Anfang ist das ja auch richtig so, aber dann muß doch die Vorlesung etwas
schieben, damit es auch vorangeht.

3. Die Studenten müssen, insbesondere in der Mathematik, regelmäßig davon
überzeugt werden, daß prinzipiell durchaus verständlich ist, was sie da ler-
nen sollen, daß es sich nicht um eine Art Zauberformeln handelt, die von
Generation zu Generation nur abgeschrieben werden. Sie von der Verständ-
lichkeit des Stoffes zu überzeugen gelingt besonders gut durch das Entwi-
ckeln aus dem Kopf an der Tafel. Ein Beamer oder das Auflegen vorberei-
teter Folien oder das Ablesen eines vorbereiteten Manuskripts wirken im
Vergleich wesentlich weniger überzeugend.

2.4.2.2 (Welche Übungen?). Ich denke, daß man die Mathematik nicht erlernen
kann, ohne Übungsaufgaben zu lösen. Allerdings sollten diese zu großen Teilen
viel elementarer sein als die in diesem und den folgenden Texten vorgeschlagenen
Übungen. Diese dienen eher dazu, ergänzenden Stoff in knapper Form zu präsen-
tieren und sollen auf den Übungsblättern nur einen Teil der Übungen ausmachen.
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Insbesondere in den Grundvorlesungen müssen ihnen auch nicht wenig mehr al-
gorithmische Übungen zur Seite gestellt werden, von der Art: Löse dieses lineare
Gleichungssystem, invertiere jene Matrix, zerlege dieses Polynom in irreduzible
Faktoren und dergleichen mehr.
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3.3.1 Affine Räume und affine Abbildungen . . . . . . . 204
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Die Bezeichnung „Algebra“ kommt von arabisch „al-jabr“, das in der Medi-
zin das Wiedereinrenken eines Gelenks bezeichnete und in der Mathematik für
eine Umformung stand, die man heute das „Herüberschaffen durch Subtraktion“
eines Terms von der einen auf die andere Seite einer Gleichung nennen würde. In
diesem Zusammenhang wurde wohl auch das Rechnen mit negativen Zahlen ent-
wickelt. Der im folgenden vorgestellte Teil der Algebra heißt „linear“, da das ein-
fachste der darin untersuchten Gleichungssysteme dem geometrischen Problem
entspricht, den Schnittpunkt zweier Geraden alias Linien zu bestimmen. Ich habe
mir bei der Darstellung die größte Mühe gegeben, die abstrakte Sprache der Men-
genlehre und unsere räumliche Anschauung zu einer Einheit zu fügen, ohne dabei
die algorithmischen Aspekte zu kurz kommen zu lassen.



106 KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA 1

3.1 Gleichungssysteme und Vektorräume
In diesem Abschnitt will ich aufzeigen, inwiefern uns die räumliche Anschau-
ung beim Verständnis der Theorie linearer Gleichungssysteme helfen kann und in
welcher Weise die Theorie abstrakter Vektorräume eine Brücke zwischen diesen
beiden Begriffswelten schafft.

3.1.1 Lösen linearer Gleichungssysteme
3.1.1.1. Ich erinnere aus 2.2.4.2 die Definition eines Körpers, die dort in größerer
Ausführlichkeit besprochen wird.

Definition 3.1.1.2. Ein Körper (K,+, ·) ist eine Menge K mit zwei kommutati-
ven assoziativen Verknüpfungen, genannt die Addition + und die Multiplikation
· des Körpers, die meist schlicht durch Zusammenschreiben a·b = ab notiert wird,
derart daß mit der Konvention „Punkt vor Strich“ die folgenden drei Bedingungen
erfüllt sind:

1. (K,+) ist eine Gruppe, die additive Gruppe des Körpers;

2. Die vom neutralen Element der Addition 0K ∈ K verschiedenen Elemente
von K bilden eine unter der Multiplikation abgeschlossene Teilmenge und
diese Teilmenge K\{0K} ist unter der Multiplikation ihrerseits eine Grup-
pe, die multiplikative Gruppe des Körpers;

3. Es gilt das Distributivgesetz

a(b+ c) = ab+ ac ∀a, b, c ∈ K

Ergänzung 3.1.1.3. Fordert man hier nicht die Kommutativität der Multiplikation
und fordert zusätzlich das „Distributivgesetz für die Multiplikation von rechts“
(b+c)a = ba+ca ∀a, b, c ∈ K, das im Fall einer kommutativen Multiplikation ja
schon aus den anderen Axiomen folgte, so heißt unsere Struktur ein Schiefkörper.

3.1.1.4. Sei K ein Körper. Ich rate, zunächst einmal an den Körper K = Q der
rationalen Zahlen oder den Körper K = R der reellen Zahlen zu denken. Ich
werde im folgenden, weil ich selber meist an diese beiden Fälle denke, Elemen-
te eines allgemeinen Körpers K oft als „Zahlen“ bezeichnen. Gegeben seien n
Gleichungen in m Unbekannten alias Variablen x1, . . . , xm von der Gestalt

a11x1 + a12x2+ . . . +a1mxm = b1

a21x1 + a22x2+ . . . +a2mxm = b2
...

...
an1x1 + an2x2+ . . . +anmxm = bn
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Ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten.
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Hierbei denken wir uns aij, bi ∈ K fest vorgegeben und xj ∈ K gesucht. Der
in mathematischer Formelsprache geübte Leser wird das bereits erkannt haben,
denn es ist allgemeine Konvention, Buchstaben vom Anfang des Alphabets für
„bekannte Unbestimmte“ zu verwenden und Buchstaben vom Ende des Alpha-
bets für „gesuchte Unbestimmte“. Eine Gesamtheit von mehreren zu erfüllenden
Gleichungen bezeichnet man als Gleichungssystem. Ein Gleichungssystem des
obigen Typs nennt man ein lineares Gleichungssystem. Linear heißt es, weil dar-
in keine komplizierteren Ausdrücke in den Variablen wie Quadrate x2

1 oder Pro-
dukte von Variablen x1x2x3 vorkommen. Die aij heißen in diesem und ähnlichen
Zusammenhängen Koeffizienten von lateinisch „coefficere“ für deutsch „mitwir-
ken“. Gesucht ist eine Beschreibung aller m-Tupel (x1, . . . , xm) von Elementen
von K derart, daß alle n obigen Gleichungen gleichzeitig erfüllt sind. In der Be-
grifflichkeit und Notation, wie wir sie gleich in 3.1.3.8 einführen, bildet die Ge-
samtheit allerm-Tupel (x1, . . . , xm) von Elementen vonK eine neue MengeKm.
In dieser Terminologie suchen wir also eine möglichst explizite Beschreibung der
Teilmenge L ⊂ Km derjenigen m-Tupel, die alle unsere n Gleichungen erfüllen.
Sie heißt die Lösungsmenge L unseres Gleichungssystems.

3.1.1.5. Sind alle bi auf der rechten Seite unserer Gleichungen Null, so heißt unser
lineares Gleichungssystem homogen. Das lineare Gleichungssystem, das aus ei-
nem inhomogenen System in der oben angegebenen Notation entsteht, indem man
alle bi zu Null setzt, heißt das zugehörige homogenisierte Gleichungssystem.

3.1.1.6 (Schwierigkeiten der Notation). In obigem Gleichungssystem ist a12

nicht als a-Zwölf zu verstehen, sondern als a-Eins-Zwei. Sicher wäre es präzi-
ser gewesen, die beiden Bestandteile unserer Doppelindizes durch ein Komma zu
trennen und a1,2 und dergleichen zu schreiben. Das hätte unser Gleichungssystem
aber weniger übersichtlich gemacht. Man muß beim Schreiben und Verstehen von
Mathematik oft einen Ausgleich zwischen einer präzisen aber unübersichtlichen
und einer übersichtlichen aber unpräzisen Darstellung suchen. An dieser Stelle
schien mir das Weglassen der Kommata der bessere Weg. Einem Menschen etwas
verständlich zu machen ist eben eine andere Aufgabe als einen Computer zu pro-
grammieren. Beim Programmieren eines Computers kommt es an erster Stelle auf
die Eindeutigkeit der Anweisungen an und alles andere ist nebensächlich. Beim
Schreiben und Erklären für Menschen kommt es dahingegen eher auf die Über-
sichtlichkeit an und bei Mehrdeutigkeiten kann man erwarten, daß sie vom Leser
aus dem Kontext heraus aufgelöst werden und oft noch nicht einmal auffallen. Ins-
besondere in der Physik ist es üblich, einen der Indizes hochzustellen, also a2

1 statt
a12 zu schreiben, aber das kann auch wieder leicht als das Quadrat (a1)2 einer Zahl
a1 mißverstanden werden. Ich würde am liebsten 1a2 schreiben und eine Zeile un-
seres Gleichungssystems entsprechend als 1a1

1x+1a2
2x+. . .+1am

mx = 1b, aber
das schien mir zu viel Umgewöhnung auf einmal. Man beachte auch, daß bei Ma-
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Ein homogenes lineares Gleichungssystem, mit zwei Gleichungen und drei
Unbekannten, bei dem ich die Unbekannten statt mit x1, x2, x3 zur Abwechslung
einmal x, y, z notiert habe. Es ist beim Rechnen meist sinnvoll, eine Notation mit

möglichst wenig Indizes zu verwenden.

Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit einer Gleichung und einer
Unbekannten und leerer Lösungsmenge.
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trizen die Konventionen anders bei Koordinaten. Bei Matrizen wächst üblicher-
weise der erste Index nach unten der zweite Index nach rechts, bei Koordinaten
dahingegen der erste Index nach rechts und der zweite Index nach oben.

3.1.1.7. Um die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems zu bestimmen,
kann man den Gauß-Algorithmus verwenden. Er basiert auf der elementaren Er-
kenntnis, daß sich die Lösungsmenge nicht ändert, wenn wir in einer der beiden
folgenden Weisen zu einem neuen Gleichungssystem übergehen:

1. Wir ersetzen eine unserer Gleichungen durch ihre Summe mit einem Viel-
fachen einer anderen unserer Gleichungen;

2. Wir vertauschen zwei unserer Gleichungen.

Der noch zu besprechende Gauß-Algorithmus beschreibt, wie wir mithilfe die-
ser beiden Operationen, also ohne die Lösungsmenge zu ändern, zu einem Glei-
chungssystem übergehen können, das Zeilenstufenform hat. Nebenstehendes Bild
mag aufschlüsseln, was das anschaulich bedeuten soll. Formal sagen wir, ein
Gleichungssystem „habe Zeilenstufenform“, wenn man ein r ≥ 0 und Indizes
1 ≤ s(1) < s(2) < . . . < s(r) ≤ m so angeben kann, daß in unserem Glei-
chungssystem gilt ai,s(i) 6= 0 für 1 ≤ i ≤ r und daß aνµ 6= 0 nur gelten kann,
wenn es ein i gibt mit ν ≤ i und µ ≥ s(i).

3.1.1.8. Es ist üblich und erspart Schreibarbeit, die Symbole für die Variablen so-
wie die Pluszeichen und Gleichheitszeichen bei Rechnungen im Zusammenhang
mit linearen Gleichungssystemen wegzulassen und stattdessen ein Gleichungssys-
tem der oben beschriebenen Art abzukürzen durch seine erweiterte Koeffizien-
tenmatrix 

a11 a12 . . . a1m b1

a21 a22 a2m b2
...

...
...

an1 an2 . . . anm bn


Die Spezifikation „erweitert“ weist auf die letzte Spalte der bi hin. Die Matrix
der aij für sich genommen heißt die Koeffizientenmatrix unseres Gleichungs-
systems.

3.1.1.9 (Gauß-Algorithmus). Der Gauß-Algorithmus zum Bestimmen der Lösungs-
menge eines linearen Gleichungssystems funktioniert so: Sind alle Koeffizienten
in der ersten Spalte Null, so ignorieren wir die erste Spalte und machen mit der
auf diese Weise entstehenden Matrix weiter. Ist ein Koeffizient in der ersten Spal-
te von Null verschieden, so bringen wir ihn durch eine Zeilenvertauschung an
die oberste Stelle. Ziehen wir dann geeignete Vielfache der obersten Zeile von
den anderen Zeilen ab, so gelangen wir zu einem System, bei dem in der ersten
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Ein System in Zeilenstufenform ist ein System der obigen Gestalt, bei dem im
Teil mit den Koeffizienten aij wie angedeutet unterhalb solch einer „Treppe mit

der Stufenhöhe Eins aber mit variabler Breite der Stufen“ nur Nullen stehen,
vorn an den Stufenabsätzen aber von Null verschiedene Einträge. Hier ist r die
Zahl der Stufen. An die durch den senkrechten Strich abgetrennte letzte Spalte

mit den gewünschten Ergebnissen bi werden hierbei keinerlei Bedingungen
gestellt. Das Symbol unten links ist eine Null. Die Symbole ∗ oben rechts deuten

an, daß unerheblich ist, was dort steht.
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Spalte unterhalb des obersten Eintrags nur noch Nullen stehen. Für das weitere
ignorieren wir dann die oberste Zeile und die erste Spalte und machen mit der auf
diese Weise entstehenden Matrix weiter. Offensichtlich können wir so jedes linea-
re Gleichungssystem auf Zeilenstufenform bringen, ohne seine Lösungsmenge zu
ändern.

3.1.1.10 (Lösungsmenge bei Zeilenstufenform). Die Lösungsmenge eines li-
nearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform ist schnell bestimmt: Ist eine der
Zahlen br+1, . . . , bn nicht Null, so besitzt es gar keine Lösung. Gilt dahingegen
br+1 = . . . = bn = 0, so können wir Zahlen xµ für µ verschieden von den Spal-
tenindizes s(1), . . . , s(r) der Stufen beliebig vorgeben und finden für jede solche
Vorgabe der Reihe nach eindeutig bestimmte Zahlen xs(r), xs(r−1), . . . , xs(1) der-
art, daß das entstehende m-Tupel (x1, . . . , xm) eine Lösung unseres Gleichungs-
systems ist.

3.1.1.11. Eine Abbildung A : {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} → Z der Produktmenge
in eine Menge Z heißt ganz allgemein eine (n × m)-Matrix mit Einträgen in
Z. Gegeben solch eine Matrix A schreibt man meist Aij oder aij statt A(i, j)
und veranschaulicht sich die Abbildung A als ein rechteckiges Arrangement von
Elementen von Z wie eben im Fall Z = K. Das aij heißt dann der Eintrag
unserer Matrix in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Das i heißt der Zeilenindex, da
es angibt alias „indiziert“, in welcher Zeile unser Eintrag aij steht. Entsprechend
nennt man das j den Spaltenindex unseres Matrixeintrags. Ich erinnere daran,
daß wir für beliebige Mengen X, Y die Menge aller Abbildungen von X nach Y
mit Ens(X, Y ) bezeichnen. Die Menge aller (n×m)-Matrizen mit Koeffizienten
in einer Menge Z notieren wir

Mat(n×m;Z) := Ens({1, . . . , n} × {1, . . . ,m}, Z)

Im Fall n = m sprechen wir von einer quadratischen Matrix und kürzen unsere
Notation ab zu Mat(n;Z) := Mat(n × n;Z). Manchmal werden wir sogar für
beliebige Mengen X, Y, Z eine Abbildung X×Y → Z als eine (X×Y )-Matrix
mit Einträgen in Z ansprechen.

Ergänzung 3.1.1.12 (Ursprung der Terminologie). Die Bezeichnung „Matrix“
wurde meines Wissens vom englischen Mathematiker Joseph Sylvester in einem
1851 bei George Bell, Fleet Street erschienenen Artikel mit dem Titel „An essay
on canonical forms, supplement to a sketch of a memoir on elimination, trans-
formation and canonical forms“ in die Mathematik eingeführt. Die Bezeichnung
scheint auf das lateinische Wort „matrix“ für deutsch „Gebärmutter“ hervorzuge-
hen. Sylvester benutzt Matrizen mit einer Zeile mehr als Spalten und betrachtet die
„Determinanten“ der quadratischen Matrizen, die durch Streichen je einer Zeile
entstehen. Die Determinante führen wir erst in 3.6.2.1 ein.
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Ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und drei Unbekannten und
seine Lösung mit dem Gauß-Algorithmus. Für gewöhnlich wird beim Anwenden
des Gauß-Algorithmus ein Vertauschen der Zeilen gar nicht nötig sein. Gibt es

weiter genausoviele Gleichungen wie Unbekannte, so werden wir für gewöhnlich
so wie in obigem Beispiel genau eine Lösung erwarten dürfen.
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Satz 3.1.1.13 (Lösungsmengen inhomogener linearer Gleichungssysteme). Ist
die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems nicht leer, so erhalten wir
alle Lösungen, indem wir zu einer fest gewählten Lösung unseres Systems eine
beliebige Lösung des zugehörigen homogenisierten Systems komponentenweise
addieren.

Beweis. Ist c = (c1, . . . , cm) eine Lösung unseres linearen Gleichungssystems
und d = (d1, . . . , dm) eine Lösung des homogenisierten Systems, so ist offen-
sichtlich die komponentenweise Summe c u d = (c1 + d1, . . . , cm + dm) eine
Lösung des ursprünglichen Systems. Ist andererseits c′ = (c′1, . . . , c

′
m) eine wei-

tere Lösung unseres linearen Gleichungssystems, so ist offensichtlich die kompo-
nentenweise Differenz d = (c′1−c1, . . . , c

′
m−cm) eine Lösung des homogenisier-

ten Systems, für die gilt c′ = c u d mit unserer komponentenweisen Addition u
aus 1.1.2.7.

3.1.1.14 (Unabhängigkeit der Stufenzahl vom Lösungsweg). Die vorstehenden
Überlegungen zeigen, wie man die Lösungsmenge jedes linearen Gleichungssys-
tems bestimmen kann. Man erhält dabei nach 3.1.1.10 im Fall einer nichtleeren
Lösungsmenge durch die Transformation auf Zeilenstufenform sogar eine aus-
gezeichnete Bijektion zwischen t-Tupeln von Elementen von K und besagter
Lösungsmenge, für t = m−r die Zahl der Variablen abzüglich der „Zahl der Stu-
fen“, die eben jeder Vorgabe von xj für j verschieden von den „Spaltenindizes der
Stufen“ j 6= s(1), . . . , s(r) die durch diese Vorgabe eindeutig bestimmte Lösung
zuordnet. Der Gauß-Algorithmus gibt uns allerdings nicht vor, welche Zeilenver-
tauschungen wir unterwegs verwenden sollen. Damit stellt sich die Frage, ob wir
unabhängig von der Wahl dieser Zeilenvertauschungen stets bei derselben Ma-
trix in Zeilenstufenform ankommen. Das ist nun zwar nicht richtig, aber dennoch
sind die „Breiten der einzelnen Stufen“ alias die Spaltenindizes s(i) der Stufen
unabhängig von allen Wahlen. In der Tat lassen sie sich auch direkt beschreiben,
indem wir im zugehörigen homogenisierten Gleichungssystem unsere Variablen
von hinten durchgehen und jeweils fragen: Gibt es für jedes (xj+1, xj+2, . . . , xm),
das zu einer Lösung (x1, x2, . . . , xm) ergänzbar ist, nur ein xj derart, daß auch
(xj, xj+1, xj+2, . . . , xm) zu einer Lösung (x1, x2, . . . , xm) ergänzbar ist? Genau
dann lautet die Antwort „ja“, wenn in der j-ten Spalte eine neue Stufe beginnt.

3.1.1.15 (Unabhängigkeit der Stufenzahl von der Variablenreihung). Nun könn-
ten wir auch vor dem Anwenden des Gauß-Algorithmus zuerst unsere Variablen
umnummerieren alias die Spalten unserer Koeffizientenmatrix vertauschen. Wir
erhielten wieder eine Bijektion zwischen u-Tupeln von Elementen von K mit der
Lösungsmenge wie eben. Die Frage, der wir uns als nächstes zuwenden wollen,
lautet nun: Gilt stets u = t, in anderen Worten, landen wir bei einer Zeilenstufen-
form mit derselben Zahl von Stufen, wenn wir zuerst die Spalten unseres Systems
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Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Unbekannten,
dessen Lösungsmenge nach unser allgemeinen Theorie für jedes x3 genau einen

Punkt (x1, x2, x3) enthält, und zwar haben wir wegen der zweiten Gleichung
x2 = x3/4 und dann wegen der ersten Gleichung x1 = 1− (3/4)x3, so daß die

allgemeine Lösung lautet (1− (3/4)λ, λ/4, λ) für variables λ.
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willkürlich vertauschen, bevor wir den Gauß-Algorithmus durchführen? Die Ant-
wort lautet wieder „Ja“, aber hierzu ist mir kein ganz elementares Argument mehr
eingefallen. Darüber war ich sogar ganz froh: Diese Frage kann so nämlich zur
Motivation der Entwicklung der abstrakten Theorie der Vektorräume dienen, mit
der wir an dieser Stelle beginnen. Wir führen in diesem Rahmen den auch in vie-
len anderen Zusammenhängen äußerst nützlichen Begriff der „Dimension“ eines
„Vektorraums“ ein, und zeigen in 3.2.1.11, daß die Stufenzahl unabhängig von
allen Wahlen als die „Dimension des Lösungsraums“ des zugehörigen homoge-
nisierten Gleichungssystems beschrieben werden kann. Zunächst jedoch führen
wir einige weitere Begriffe ein, die wir dabei und auch darüber hinaus noch oft
brauchen werden.

3.1.2 Vektorräume
Definition 3.1.2.1. Ein Vektorraum V über einem Körper K ist ein Paar beste-
hend aus einer abelschen Gruppe V = (V,u) und einer Abbildung

K × V → V
(λ,~v) 7→ λ~v

derart, daß für alle λ, µ ∈ K und ~v, ~w ∈ V die folgenden Identitäten gelten:

λ(~v u ~w) = (λ~v)u (λ~w)
(λ+ µ)~v = (λ~v)u (µ~v)
λ(µ~v) = (λµ)~v
1K~v = ~v

Wie bei der Axiomatik eines Körpers 2.2.4.2 heißen die ersten beiden Gesetze die
Distributivgesetze. In Analogie zu der Sprechweise bei Mengen mit Verknüpfung
heißt das dritte Gesetz das Assoziativgesetz.

3.1.2.2. Die Elemente eines Vektorraums nennt man meist Vektoren. Die Ele-
mente des Körpers heißen in diesem Zusammenhang oft Skalare und der Körper
selber der Grundkörper. Die Abbildung (λ,~v) 7→ λ~v heißt die Multiplikation
mit Skalaren oder auch die Operation des Körpers K auf V . Sie ist nicht zu
verwechseln mit dem „Skalarprodukt“, das wir in 4.1.1.2 einführen und das aus
zwei Vektoren einen Skalar macht. Ich habe oben aus didaktischen Gründen die
Addition von Vektoren u notiert, um sie von der Addition von Körperelementen
zu unterscheiden, aber das werde ich nicht lange durchhalten. Mit der auch in die-
sem Zusammenhang allgemein üblichen Konvention „Punkt vor Strich“ und der
zu + vereinfachten Notation für die Addition von Vektoren und der Abkürzung
1K = 1 für das multiplikativ neutrale Element des Grundkörpers können unsere
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Vektorraumaxiome dann etwas übersichtlicher geschrieben werden als die Forde-
rung, daß für alle Skalare λ, µ und alle Vektoren ~v, ~w gelten möge

λ(~v + ~w) = λ~v + λ~w
(λ+ µ)~v = λ~v + µ~v
λ(µ~v) = (λµ)~v

1~v = ~v

Ich habe aus didaktischen Gründen bis hierher Vektoren stets mit einem Pfeil
notiert, das halte ich wohl etwas länger durch, aber auf Dauer werden Sie sich
auch den Pfeil selbst dazudenken müssen. Das neutrale Element der abelschen
Gruppe V notieren wir ~0 und nennen es den Nullvektor. Die letzte Bedingung
1~v = ~v schließt zum Beispiel den Fall aus, daß wir für V irgendeine von Null
verschiedene abelsche Gruppe nehmen und dann einfach λ~v = ~0 setzen für alle
λ ∈ K und ~v ∈ V .

Beispiel 3.1.2.3 (Die schmutzige Anschauung). Ich stelle mir als Vektorraum
gerne wie in 1.1.2.5 ausgeführt die Menge V aller Parallelverschiebungen der
schmutzigen Ebene oder auch die Menge V der Parallelverschiebungen des schmut-
zigen Raums der Anschauung vor, mit der „Hintereinanderausführung“ als Ad-
dition und der offensichtlichen Multiplikation mit reellen Skalaren. Diese Men-
gen von Parallelverschiebungen nenne ich den schmutzigen Richtungsraum der
Ebene beziehungsweise des Raums. Graphisch mag man diese Parallelverschie-
bungen alias Vektoren durch Pfeile in der Ebene oder oder im Raum darstellen und
ihre Addition wie in nebenstehendem Bild veranschaulichen. Das ist nur leider im
mathematischen Sinne kein recht eigentlich wohldefiniertes Beispiel: Schon die
Frage, ob diese Parallelverschiebungen eigentlich „wohlunterschiedene Objekte
unserer Anschauung oder unseres Denkens“ sind, und wie man sie eigentlich zu
definieren hätte, scheint mir nicht so einfach und eindeutig zu beantworten. So
bin ich in der schizophrenen Lage, daß mir dieses Beispiel einerseits besonders
nahrhaft und motivierend scheint, daß es aber andererseits für unsere rein auf
Mengenlehre aufgebaute aseptisch steril perfekte Mathematik zu schmutzig ist,
um als echtes Beispiel durchzugehen.

Ergänzung 3.1.2.4. Wann immer ich einen Begriff mit dem Zusatz „der Anschau-
ung“ oder „anschaulich“ oder „schmutzig“ versehe, soll gemeint sein, daß er nicht
in einem mathematisch wie auch immer präzise definierten Sinne zu verstehen ist,
also nicht als ein Gebilde der Mengenlehre, sondern eben anschaulich.

Beispiel 3.1.2.5 (Funktionenräume als Vektorräume). Gegeben eine Menge X
und ein Körper K ist die Menge Ens(X,K) aller Abbildungen X → K ein K-
Vektorraum, wenn man die Addition durch (f + g)(x) := f(x) + g(x) erklärt und
die Multiplikation mit Skalaren durch (λf)(x) := λ(f(x)). Insbesondere erhält
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Die Hintereinanderausführung der beiden Parallelverschiebungen der Tafel- oder
hier vielmehr der Papierebene, die durch die durchgezogenen Pfeile dargestellt

werden, wird die durch die gepunktelten Feile dargestellt.
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so auch die Menge Mat(n×m;K) aller (n×m)-Matrizen mit Einträgen in einem
Körper K aus 3.1.1.11 die Struktur eines K-Vektorraums.

Beispiel 3.1.2.6 (Lösungsmengen als Vektorräume). Gegeben ein homogenes
lineares Gleichungssystem in n Variablen wird seine Lösungsmenge L ein K-
Vektorraum, wenn wir sie mit der komponentenweisen Addition u und der kom-
ponentenweisen Multiplikation mit Skalaren versehen.

Ergänzung 3.1.2.7. Im Fall eines Schiefkörpers K muß man an dieser Stelle mehr
aufpassen. Lösungen eines linearen Gleichungssystems bleiben dann nur nur Lö-
sungen, wenn man sie von rechts mit Skalaren multipliziert. Das führt zur Er-
kenntnis, daß man in diesem Fall „Rechtsvektorräume“ und „Linksvektorräume“
unterscheiden muß und die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems, bei
dem die Koeffizienten von links an die Variablen daranmultipliziert werden, einen
Rechtsvektorraum bildet.

Ergänzung 3.1.2.8 (Ursprung der Terminologie). Die Bezeichnung als „Vektor“
kommt von lateinisch „vehere“ für „fahren, transportieren“. Sie rührt von unserem
Beispiel 1.1.2.5 der Gesamtheit aller Parallelverschiebungen der Ebene oder des
Raums her, die ja in gewisser Weise Punkte transportieren. Auf Deutsch könnte
man diese Intuition wiedergeben, indem man statt von Vektoren etwa von „Schie-
bern“ redet. Beim Gedanken an eine Vorlesung über die „Lehre von der Schie-
berei“ bin ich aber doch glücklicher mit der gewohnten, vom Latein geprägten
Terminologie. Die Bezeichnung „Skalare“ für Elemente des zugrundeliegenden
Körpers kommt von dem lateinischen Wort „scala“ für „Leiter“ und hat sich von
dort über eine Bezeichnung für das Metermaß entwickelt zu einer Bezeichnung für
das, was man auf einer Meßskala ablesen kann, als da heißt zu einer Bezeichnung
für reelle Zahlen. In Mathematik und Physik werden nun aber nicht nur reelle
Vektorräume betrachtet, und so überträgt man dann dieses Wort weiter und ver-
wendet es auch im allgemeinen als Bezeichnung für die Elemente des jeweiligen
Grundkörpers.

3.1.2.9 (Produkt mit dem Skalar Null). Gegeben ein Vektorraum V und ein
Vektor ~v ∈ V gilt 0K~v = ~0. Multipliziert man also einen beliebigen Vektor mit
dem Skalar Null, erhält man stets den Nullvektor. In der Tat finden wir mit dem
zweiten Distributivgesetz 0K~v = (0K + 0K)~v = 0K~v u 0K~v und Subtraktion von
0K~v alias Addition seines Negativen −0K~v auf beiden Seiten liefert ~0 = 0K~v.

3.1.2.10 (Produkt mit dem Skalar minus Eins). Gegeben ein Vektorraum V
und ein Vektor ~v ∈ V gilt (−1K)~v = −~v. Multipliziert man also in Worten das
Negative der Eins des Grundkörpers mit einem beliebigen Vektor, so erhält man
das Negative von besagtem Vektor. In der Tat finden wir mit der letzten und der
zweiten Formel aus der Definition ~v u (−1K)~v = 1K~v u (−1K)~v = (1K +
(−1K))~v = 0K~v = ~0. Damit ist (−1K)~v in der Tat das additive Inverse von ~v.
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Beispiel 3.1.2.11. Gegeben ein Körper K ist die abelsche Gruppe V = K mit
der durch die Multiplikation von K gegebenen Multiplikation mit Skalaren ein
K-Vektorraum.

Beispiel 3.1.2.12. Gegeben ein Körper K wird jede einelementige Menge V ver-
mittels der offensichtlichen Operationen zu einem K-Vektorraum. Wir sprechen
dann von einem Nullvektorraum, weil er eben nur aus dem Nullvektor besteht,
und verwenden oft auch den bestimmten Artikel und sprechen von dem Nullvek-
torraum, da er ja „im wesentlichen“ eindeutig bestimmt ist. Wir bezeichnen diesen
Vektorraum und allgemeiner die einelementige Gruppe gerne mit 0. Dieses Sym-
bol muß in der Mathematik für die verschiedensten Dinge herhalten.

Beispiel 3.1.2.13. Die additive Gruppe R der reellen Zahlen ist in offensichtlicher
Weise ein Q-Vektorraum. Ist allgemeiner ϕ : K → L ein Körperhomomorphis-
mus, so wird die additive Gruppe L ein K-Vektorraum vermittels der Multiplika-
tion mit Skalaren λa := ϕ(λ)a.

Beispiel 3.1.2.14 (Prozentrechnung). Bei der Prozentrechnung geht man stets
implizit von einem eindimensionalen reellen Vektorraum aus. Wenn man etwa
sagt, 80% einer Pralinenschachtel sei Luft, so mag man sich im formalen Rahmen
dieser Vorlesung einen eindimensionalen reellen Vektorraum V denken, dessen
Elemente gewisse „Volumina“ sind, und darin einen Vektor v ∈ V , das „Volumen
der Pralinenschachtel“, und will sagen, daß (80/100)v das in der Schachtel von
Luft eingenommene Volumen ist. Oft gibt man den fraglichen eindimensionalen
Vektorraum auh explizit an und spricht von Volumenprozent oder Gewichtspro-
zent oder dergleichen. Den Vektorraum der Volumina diskutieren wir noch aus-
führlich in 4.6.1.16. Es sollte aber auch hier schon zumindest anschaulich klar
sein, daß man Volumina addieren und mit Skalaren multiplizieren kann und daß
man so, wenn man formal auch noch negative Volumina zuläßt, einen eindimen-
sionalen reellen Vektorraum erhält alias daß alle Rechenregeln aus unserer Defi-
nition eines Vektorraums 3.1.2.1 gelten.

Übungen

Übung 3.1.2.15 (Produkt mit dem Nullvektor). Gegeben ein Vektorraum V über
einem KörperK zeige man für alle λ ∈ K die Identität λ~0 = ~0. Weiter zeige man,
daß aus λ~v = ~0 folgt λ = 0 oder ~v = ~0.

Übung 3.1.2.16. Gegeben ein Körper K und ein K-Vektorraum V und ein Vektor
~v ∈ V eine ganze Zahl n ∈ Z gilt mit unserer Notation nK aus 2.2.4.12 stets
nK~v = n~v oder ausgeschrieben in unserer Notation 2.2.2.11 für iterierte Verk-
nüpfungen (n+1K)~v = nu~v. Hinweis: Die Fälle n = 0 und n = (−1) dieser
Aussage wurden bereits in 3.1.2.9 und 3.1.2.10 besprochen.
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Ergänzende Übung 3.1.2.17. Für eine vorgegebene abelsche Gruppe (V,+) gibt
es höchstens eine AbbildungQ×V → V derart, daß sie mit dieser Abbildung als
Multiplikation mit Skalaren ein Q-Vektorraum wird.
Ergänzende Übung 3.1.2.18. Eine Gruppe, in der jedes Element sein eigenes In-
verses ist, kann auf genau eine Weise mit der Struktur eines Vektorraums über
dem Körper mit zwei Elementen versehen werden. Ein Beispiel ist unsere Gruppe
aus 2.2.2.19.
Übung 3.1.2.19. Gegeben eine MengeX und ein KörperK und einK-Vektorraum
V ist auch die Menge Ens(X, V ) aller Abbildungen X → V ein K-Vektorraum,
wenn man sie mit der Addition gegeben durch (f + g)(x) := f(x) + g(x) und mit
der Multiplikation mit Skalaren gegeben durch (λf)(x) := λ(f(x)) versieht. Das
verallgemeinert unser Beispiel 3.1.2.5.
Ergänzende Übung 3.1.2.20. Ist ϕ : L → K ein Körperhomomorphismus und
V ein K-Vektorraum, so wird die abelsche Gruppe V mit der durch die Formel
λ~v := ϕ(λ)~v erklärten Multiplikation mit Skalaren aus L ein L-Vektorraum. Man
sagt dann, dieser L-Vektorraum entstehe durch Restriktion der Skalare aus dem
K-Vektorraum V .

3.1.3 Endliche Produkte von Mengen
3.1.3.1 (Längere kartesische Produkte). Bis jetzt hatten wir nur das kartesische
Produkt X×Y von zwei Mengen X und Y betrachtet. Ebenso kann man auch für
mehr Mengen X1, . . . , Xn das kartesische Produkt

X1 × . . .×Xn := {(x1, . . . , xn) | xi ∈ Xi für 1 ≤ i ≤ n}

einführen. Die Elemente von so einem Produkt bezeichnet man als angeordne-
te n-Tupel oder auch einfach als Tupel. In diesem Zusammenhang heißen 2-
Tupel auch Paare oder genauer angeordnete Paare und 3-Tupel Tripel oder
genauer angeordnete Tripel. Die xi heißen die Komponenten unseres Tupels
(x1, . . . , xn). Die MengenXi heißen die Faktoren unseres kartesischen Produkts.
Wir vereinbaren, daß wir das „leere Produkt“ als die einelementige Menge inter-
pretieren.
3.1.3.2. Im deutschsprachigen Raum verwendet man auf der Schule für Tupel
vielfach auch die alternative Notation (x1| . . . |xn). Das geschieht, um Verwechs-
lungen zwischen 2-Tupeln von natürlichen Zahlen und Dezimalbrüchen zu ver-
meiden, die ja im deutschsprachigen Raum als „Kommazahlen“ notiert werden.
3.1.3.3 (Abbildungen in ein Produkt). Für ein kartesisches Produkt von Mengen
hat man stets die Projektionsabbildungen oder Projektionen

pri : X1 × . . .×Xn → Xi

(x1, . . . , xn) 7→ xi



122 KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA 1

Wir erhalten dann für jede weitere Menge Z eine Bijektion

Ens(Z,X1 × . . .×Xn)
∼→ Ens(Z,X1)× . . .× Ens(Z,Xn)

f 7→ (pr1 ◦f, . . . , prn ◦f)

zwischen Abbildungen in das Produkt und Tupeln von Abbildungen in seine Fak-
toren. Die Umkehrung dieser kanonischen Bijektion notieren wir sozusagen gar
nicht. Gegeben Abbildungen fi : Z → Xi notieren wir genauer die Abbildung
f : Z → X1 × . . .×Xn von Z in das kartesische Produkt der Xi gegeben durch
die Vorschrift z 7→ (f1(z), . . . , fn(z)) schlicht

f = (f1, . . . , fn)

In der exponentiellen Schreibweise geschrieben liest sich unsere Bijektion ganz
suggestiv als eine Bijektion (X1 × . . . × Xn)Z

∼→ XZ
1 × . . . × XZ

n . Besonders
wichtig ist die diagonale Einbettung oder Diagonale

∆ := ∆X := (id, id) : X → X ×X
x 7→ (x, x)

Vorschau 3.1.3.4 (Abbildungen aus kartesischen Produkten). Eine Abbildung
f : X1× . . .×Xn → Z von einem kartesischen Produkt in eine beliebige Menge
Z nennen wir auch eine n-Multiabbildung und notieren sie gerne

f : X1 g . . .gXn → Z

Unter einer 0-Multiabbildung nach Z verstehen wir in diesem Kontext ein Ele-
ment von Z. Solche Multiabbildungen lassen sich dann in offensichtlicher Weise
„multiverknüpfen“, aber das soll erst in 18.1.2.12 weiter formalisiert werden.

Ergänzung 3.1.3.5 (Kartesisches Produkt von Abbildungen). Sind ein weiteres
Produkt von der Form Y = Y1 × . . . × Yn sowie Abbildungen fi : Xi → Yi
gegeben, so können wir insbesondere die Abbildung

X1 × . . .×Xn → Y1 × . . .× Yn
(x1, . . . , xn) 7→ (f1(x1), . . . , fn(xn))

betrachten. Wir notieren sie f1×· · ·×fn := (f1 pr1, . . . , fn prn) mit der im Sinne
der in 3.1.3.3 eingeführten Notation zu verstehenden rechten Seite. Man beachte,
daß im allgemeinen keineswegs alle Abbildungen X1× . . .×Xn → Y1×· · ·×Yn
von dieser Form sind. Das kartesische Produkt von Surjektionen ist stets wieder
surjektiv. Das kartesische Produkt von Injektionen ist stets wieder injektiv.
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Das Bild der diagonalen Einbettung ∆ : R→ R2, t 7→ (t, t).
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Ergänzung 3.1.3.6 (Assoziativität kartesischer Produkte). Gegeben drei Men-
gen X, Y, Z mag man sich nun die Frage stellen, inwieweit die drei Mengen
(X × Y ) × Z, X × (Y × Z) und X × Y × Z übereinstimmen, und allgemei-
ner, inwieweit „das kartesische Produkt × assoziativ ist“. Wir werden derartige
Fragen später im Rahmen der Kategorientheorie ausführlicher diskutieren. Hier
sei nur bemerkt, daß zum Beispiel alle unsere drei Tripelprodukte wohlbestim-
me Projektionen prX , prY und prZ auf X , Y und Z haben und daß es eindeutig
bestimmte Bijektionen zwischen ihnen gibt, die mit diesen drei Projektionen ver-
träglich sind. Wegen dieser „Eindeutigkeit bis auf eindeutige Bijektionen“ werden
wir uns erlauben, die drei fraglichen Tripelprodukte schlicht als gleich anzusehen.
In derselben Weise verfahren wir in analogen Situationen mit mehr Faktoren.

3.1.3.7 (Einelementige Menge). In derselben Weise sprechen auch mit einem
bestimmten Artikel von „der“ einelementigen Menge. Wir notieren sie manchmal
ens, da es sich um das „finale Objekt der Kategorie Ens der Mengen“ handelt,
aber das brauchen Sie hier noch nicht zu verstehen. Das einzige Element der ein-
elementigen Menge notieren wir gerne ∗ und haben also in Formeln

ens = {∗}

3.1.3.8 (Tupel von Elementen einer Menge). Das kartesische Produkt von n
Kopien einer Menge X kürzt man meist ab mit

Xn

Die Elemente von Xn sind also n-Tupel von Elementen aus X . Es ist sinnvoll
und allgemeine Konvention, diese Notation auf den Fall n = 0 dadurch auszudeh-
nen, daß man X0 als die einelementige Menge auffaßt, in Formeln X0 = ens, so
daß wir für alle n,m ≥ 0 eine kanonische Bijektion Xn × Xm ∼→ Xn+m erhal-
ten. Wenn ich Verwechslungen mit anderen Notationen befürchte, die Sie später
kennenlernen werden, schreibe ich statt Xn auch ausführlicher X×n.

Beispiele 3.1.3.9 (Der Vektorraum der n-Tupel). Einige Beispiele für Vektor-
räume wurden bereits in 1.1.2 diskutiert. Besonders wichtig ist das Beispiel des
Vektorraums

V = Kn

über einem vorgegebenen Körper K. Hier verwenden wir die Notation 3.1.3.8,
die Elemente von Kn sind also n-Tupel von Elementen des Körpers K. Wir no-
tieren die Komponenten dieser n-Tupel im folgenden der Übersichtlichkeit halber
untereinander, nicht wie zuvor nebeneinander und durch Kommata getrennt. Die
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Addition von Vektoren und Multiplikation mit Skalaren seien gegeben durch
v1
......
vn

u

w1
......
wn

 :=


v1 + w1

......
vn + wn



λ


v1
......
vn

 :=


λv1

......
λvn


für λ, v1, . . . , vn, w1, . . . , wn ∈ K. Die Erste unserer Gleichungen definiert die
Summe zweier n-Tupel, also die Addition in unserem Vektorraum V = Kn, in-
dem sie diese durch die Addition im Körper K ausdrückt. Die zweite Gleichung
leistet dasselbe für die Multiplikation mit Skalaren. An dieser Stelle gebe ich einen
ersten Teil meiner didaktischen Notation auf und schreibe von nun an + statt u.
Gegeben ~v ∈ Kn schreibe ich seine Komponenten v1, v2, . . . , vn und versehe sie
nicht mit Pfeilen, da sie ja Elemente des Grundkörpers sind. Wenn irgendwo ein-
mal ~v1, ~v2, . . . , ~vn stehen sollte, so sind nicht die n Komponenten eines n-Tupels
~v gemeint, sondern vielmehr n Vektoren eines Vektorraums. Sobald ich die Pfeil-
Notation aufgegebe, muß der Leser aus dem Kontext erschließen, was im Einzel-
fall jeweils gemeint ist.

Übungen

Übung 3.1.3.10. Gegeben ein Körper K und K-Vektorräume V1, . . . , Vn können
wir das kartesische Produkt V1 × . . . × Vn zu einem K-Vektorraum machen, in-
dem wir die Addition sowie die Multiplikation mit Skalaren komponentenweise
definieren. In Formeln sieht das dann so aus wie 3.1.3.9, nur daß wir den vi und
wi Pfeile aufsetzen und statt vi, wi ∈ K wie dort nun ~vi, ~wi ∈ Vi nehmen müssen.
Den so entstehenden Vektorraum notieren wir auch

V1 ⊕ . . .⊕ Vn

und nennen ihn das Produkt oder auch die direkte Summe der Vi. Insbesondere
ist Kn die direkte Summe K ⊕ . . .⊕K von n Kopien des K-Vektorraums K.
Übung 3.1.3.11. Seien f : X → Y und g : Z → W Abbildungen und

f × g : X × Z → Y ×W

ihr Produkt. Ist f ×g surjektiv und gilt W 6= ∅, so ist f surjektiv. Ist f ×g injektiv
und gilt Z 6= ∅, so ist f injektiv.
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3.1.4 Ordnungen und Teilordnungen*
3.1.4.1. Bei den Inhalten dieses Abschnitts hoffe ich, daß sie rechtzeitig in der
Analysis besprochen werden, so daß sie in der linearen Algebra übersprungen
werden können. Ich habe ihn aus 10.2.3 kopiert, wo zusätzlich noch Supremum
und Infimum besprochen werden.

Definition 3.1.4.2. Eine Relation R auf einer Menge X ist eine Teilmenge R ⊂
X × X des kartesischen Produkts von X mit sich selbst, also eine Menge von
Paaren von Elementen von X . Statt (x, y) ∈ R schreiben wir in diesem Zusam-
menhang meist xRy. Eine Relation R heißt eine Ordnungsrelation oder eine
Teilordnung oder eine partielle Ordnung, wenn für alle x, y, z ∈ X gilt:

1. Transitivität: (xRy und yRz)⇒ xRz;

2. Antisymmetrie: (xRy und yRx)⇒ x = y;

3. Reflexivität: xRx für alle x ∈ X .

Eine Teilordnung heißt eine Ordnung oder Anordnung, wenn wir zusätzlich ha-
ben

4. Totalität: Für alle x, y ∈ X gilt xRy oder yRx.

3.1.4.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heißt eine Teilordnung
auch eine Halbordnung oder kurz eine „Ordnung“. Wir verstehen jedoch unter
einer Ordnung stets eine Ordnungsrelation, die auch die Eigenschaft der Totalität
besitzt. Auf Englisch benutzt man für eine teilgeordnete Menge alias „partially
ordered set“ gerne die Abkürzung poset. Eine Ordnung in unserem Sinne heißt in
der Literatur auch eine totale Ordnung oder eine lineare Ordnung.

Vorschau 3.1.4.4. Allgemeiner versteht man unter einer Relation R zwischen
einer Menge X und einer Menge Y eine Teilmenge R ⊂ X × Y . In diesem
Sinne sind dann auch unsere Abbildungen aus 2.1.4.2 spezielle Relationen. In
Teilen der Literatur heißen derartige Relationen auch „Korrespondenzen“. Noch
allgemeiner betrachtet man auch für n ≥ 0 und Mengen X1, . . . , Xn Teilmengen
R ⊂ X1 × . . . × Xn und nennt sie n-stellige Relationen, aber das ist für uns
vorerst noch nicht relevant.

3.1.4.5. Bei einer Ordnungsrelation R schreibt man meist x ≤ y statt xRy und
statt x ≤ y schreibt man dann oft auch y ≥ x. Weiter kürzt man (x ≤ y und
x 6= y) ab mit x < y und ebenso (x ≥ y und x 6= y) mit x > y. Auf jeder ange-
ordneten Menge definieren wir Verknüpfungen max und min in offensichtlicher
Verallgemeinerung von 2.2.1.3.
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Eine teilgeordnete Menge mit zwei minimalen und einem maximalen Element,
die weder ein kleinstes noch ein größtes Element besitzt. Die Darstellung ist in

der Weise zu verstehen, daß die fetten Punkte die Elemente unserer Menge
bedeuten und daß ein Element größer ist als ein anderers genau dann, wenn es

von diesem „durch einen aufsteigenden Weg erreicht werden kann“.
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Definition 3.1.4.6. Sei (Y,≤) eine teilgeordnete Menge.

1. Ein Element g ∈ Y heißt ein größtes Element von Y , wenn gilt g ≥ y ∀y ∈
Y . Ein Element g ∈ Y heißt ein maximales Element von Y , wenn es kein
y ∈ Y gibt mit y > g.

2. Ein Element k ∈ Y heißt ein kleinstes Element von Y , wenn gilt k ≤
y ∀y ∈ Y . Ein Element k ∈ Y heißt ein minimales Element von Y , wenn
es kein y ∈ Y gibt mit y < k.

3.1.4.7. Jede teilgeordnete Menge besitzt höchstens ein größtes und höchstens ein
kleinstes Element. Wir dürfen deshalb den bestimmten Artikel verwenden und von
dem größten beziehungsweise kleinsten Element reden. Besitzt eine teilgeordne-
te Menge ein größtes beziehungsweise ein kleinstes Element, so ist dies auch ihr
einziges maximales beziehungsweise minimales Element. Im allgemeinen kann
es jedoch maximale beziehungsweise minimale Elemente in großer Zahl geben,
zumindest dann, wenn unsere Teilordnung keine Anordnung ist. Es kann auch
durchaus passieren, daß es überhaupt kein minimales oder maximales Element
gibt, und zwar selbst dann, wenn unsere teilgeordnete Menge nicht die leere Men-
ge ist.

3.1.4.8. Gegeben teilgeordnete Mengen (X,≤) und (Y,≤) versteht man unter
einem Homomorphismus von teilgeordneten Mengen oder gleichbedeutend ei-
ner monoton wachsenden Abbildung eine Abbildung φ : X → Y mit x ≤
z ⇒ φ(x) ≤ φ(z). Wie immer erklärt man einen Isomorphismus als einen Ho-
momorphismus φ mit der Eigenschaft, daß es einen Homomorphismus ψ in die
Gegenrichtung gibt derart, daß ψ◦φ und φ◦ψ die Identität sind. Man beachte, daß
in diesem Fall ein bijektiver Homomorphismus keineswegs ein Isomorphismus zu
sein braucht.

3.1.5 Untervektorräume

Definition 3.1.5.1. Eine Teilmenge U eines Vektorraums V heißt ein Untervek-
torraum oder Teilraum, wenn U den Nullvektor enthält und wenn aus ~u,~v ∈ U
und λ ∈ K folgt ~u+ ~v ∈ U sowie λ~u ∈ U .

3.1.5.2. Statt zu fordern, daß unsere Teilmenge den Nullvektor enthält, reicht es
wegen 3.1.2.9 schon aus, in obiger Definition zu fordern, daß unsere Teilmenge
nicht leer ist. Diese Definitionsvariante wird oft vorgezogen, da sie zumindest
prinzipiell leichter nachzuprüfen ist. Ich mag sie nicht, da sie noch ferner von der
„eigentlich richtigen Definition“ ist, die ich in der folgenden Bemerkung erläutern
will.
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Ergänzung 3.1.5.3 (Untervektorräume vom höheren Standpunkt). Die vom
höheren Standpunkt aus „richtige“ Definition eines Untervektorraums lautet wie
folgt: Sei K ein Körper. Eine Teilmenge eines K-Vektorraums heißt ein Unter-
vektorraum, wenn sie so mit der Struktur eines K-Vektorraums versehen wer-
den kann, daß die Einbettung ein „HomomorphismusK-Vektorräumen“ wird. Ich
kann diese „bessere“ Definition hier noch nicht geben, da wir Homomorphismen
von K-Vektorräumen erst in 3.2.1.1 kennenlernen. Sie ist leider auch komplizier-
ter. Sie scheint mir dennoch besser, da man in derselben Weise auch korrekte Defi-
nitionen von Untermonoiden, Untergruppen, Unterkörpern und Unter-was-nicht-
noch-all-für-Strukturen erhält, die Sie erst später kennenlernen werden. Genaueres
diskutieren wir in 4.7.3.12.

3.1.5.4 (Lösungsmengen als Untervektorräume). Unter einem homogenen li-
nearen Gleichungssystem über einem gegebenen Körper K versteht man, wie in
3.1.1.5 besprochen, ein System von Gleichungen der Gestalt

a11x1 + a12x2+ . . . +a1mxm = 0
a21x1 + a22x2+ . . . +a2mxm = 0

...
...

an1x1 + an2x2+ . . . +anmxm = 0

Die Homogenität bedeutet, daß rechts nur Nullen stehen. Die Lösungsmenge eines
solchen homogenenen Gleichungssystems ist offensichtlich ein Untervektorraum
L ⊂ Km.

3.1.5.5 (Untervektorräume des schmutzigen Richtungsraums der Ebene). Das
nun folgende Geschwafel darf nicht als Teil des formalen Aufbaus der Theorie
mißverstanden werden. Ich erinnere an den schmutzigen Richtungsraum 3.1.2.3
der Ebene alias die Menge aller Parallelverschiebungen der Ebene mit ihrer Struk-
tur als reeller Vektorraum. Seine Untervektorräume sind (1) der Nullraum, (2) die
Teilmengen, die aus allen Verschiebungen bestehen, die eine vorgegebene Gerade
in sich selbst überführen, und (3) der ganze Richtungsraum. Will man diese Un-
tervektorräume graphisch darstellen, ist es hilfreich, einen festen Punkt der Ebe-
ne willkürlich als „Ursprung“ auszuzeichnen und die Menge derjenigen Punkte
zu schwarz zu machen, die wir aus diesem festen Punkt durch Verschiebungen
mit Vektoren unseres Untervektorraums erhalten können. Dann entsprechen die
Untervektorräume den folgenden Teilmengen der Ebene: (1) Der einelementigen
Teilmenge, die nur aus unserem Ursprung besteht, (2) allen Geraden, die unseren
Ursprung enthalten, und (3) der ganzen Ebene.

3.1.5.6 (Untervektorräume des schmutzigen Richtungsraums des Raums).
Das nun folgende Geschwafel darf nicht als Teil des formalen Aufbaus der Theo-
rie mißverstanden werden. Ich erinnere an den schmutzigen Richtungsraum 3.1.2.3
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des Raums alias die Menge aller Parallelverschiebungen des Raums mit ihrer
Struktur als reeller Vektorraum. Seine Untervektorräume sind (1) der Nullraum,
der nur aus der Identitätsverschiebung besteht, (2) die Teilmengen, die aus allen
Verschiebungen bestehen, die eine vorgegebene Gerade in sich selbst überführen,
(3) die Teilmengen, die aus allen Verschiebungen bestehen, die eine vorgegebene
Ebene in sich selbst überführen, und (4) der ganze Richtungsraum.

Proposition 3.1.5.7 (Von einer Teilmenge erzeugter Untervektorraum). Gege-
ben eine Teilmenge T eines Vektorraums V über einem Körper K gibt es unter
allen Untervektorräumen von V , die T umfassen, einen kleinsten Untervektor-
raum

〈T 〉 = 〈T 〉lin = 〈T 〉K ⊂ V

Er kann beschrieben werden als die Menge aller Vektoren α1~v1 + . . . + αr~vr mit
α1, . . . , αr ∈ K und ~v1, . . . , ~vr ∈ T zusammen mit dem Nullvektor im Fall T = ∅.

3.1.5.8. Ein Ausdruck der Gestalt α1~v1+. . .+αr~vr heißt eine Linearkombination
der Vektoren ~v1, . . . , ~vr. Hierbei sind nur endliche Summen erlaubt. Der kleinste
T umfassende Untervektorraum 〈T 〉 ⊂ V heißt der von T erzeugte Untervek-
torraum Untervektorraum oder der von T aufgespannte Untervektorraum oder
auch das Erzeugnis von T oder der Spann von T oder die lineare Hülle von T .
Wenn wir den Nullvektor als die „leere Linearkombination von r = 0 Vektoren“
verstehen, was hiermit vereinbart sei, so besteht das Erzeugnis von T demnach
auch im Fall T = ∅ genau aus allen Linearkombinationen von Vektoren aus T .

Ergänzung 3.1.5.9. Andere übliche Notationen für den von einer Teilmenge T
eines Vektorraums erzeugten Untervektorraum sind span(T ) und lin(T ).

Beweis. Es ist klar, daß die Linearkombinationen von Vektoren aus T einen Un-
tervektorraum von V bilden, der T umfaßt. Es ist ebenso klar, daß jeder Untervek-
torraum von V , der T umfaßt, auch alle Linearkombinationen von Vektoren aus
T enthalten muß.

Definition 3.1.5.10. Eine Teilmenge eines Vektorraums heißt ein Erzeugenden-
system unseres Vektorraums, wenn ihr Erzeugnis der ganze Vektorraum ist. Ein
Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzt, heißt endlich erzeugt.
Manche Autoren verwenden gleichbedeutend die vielleicht noch präzisere Termi-
nologie endlich erzeugbar.

Beispiel 3.1.5.11 (Erzeugnis in der schmutzigen Anschauung). Ich erinnere an
unsere Identifikation 3.1.5.6 des schmutzigen Vektorraums aller Parallelverschie-
bungen des Raums mit der Menge aller Punkte des Raums durch Auszeichnung
eines festen Punktes als Ursprung. Dem Erzeugnis des Nullvektors entspricht un-
ter dieser Identifikation die nur aus dem Ursprung bestehende Teilmenge; dem
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Erzeugnis eines von Null verschiedenen Vektors entspricht die anschauliche Ge-
rade durch den Ursprung und den Endpunkt des Pfeils, der vom Ursprung aus-
gehend unseren Vektor darstellt; und dem Erzeugnis zweier Vektoren, von denen
keiner ein Vielfaches des anderen ist, entspricht die anschauliche Ebene, auf der
unser fester Punkt und die Endpunkte der beiden Pfeile liegen, die vom Ursprung
ausgehend unsere Vektoren darstellen.

3.1.5.12 (Schnitt von Untervektorräumen). Der Schnitt von zwei Untervektor-
räumen eines gegebenen Vektorraums ist offensichtlich wieder ein Untervektor-
raum.

Definition 3.1.5.13. Gegeben eine MengeX erinnere ich an die Menge aller Teil-
mengenP(X) := {U | U ⊂ X} vonX , die sogenannte Potenzmenge vonX . Da
es mich verwirrt, über Mengen von Mengen zu reden, werde ich Teilmengen von
P(X) nach Möglichkeit als Systeme von Teilmengen von X ansprechen. Gege-
ben ein solches Mengensystem U ⊂ P(X) bildet man zwei neue Teilmengen von
X , den Schnitt und die Vereinigung der Mengen aus unserem System U , durch
die Vorschriften⋃

U∈U U := {x ∈ X | Es gibt U ∈ U mit x ∈ U}⋂
U∈U U := {x ∈ X | Für alle U ∈ U gilt x ∈ U}

Insbesondere ist der Schnitt über das leere System von Teilmengen von X ganz
X und die Vereinigung über das leere System von Teilmengen von X die leere
Menge. Um den Schnitt über ein leeres Mengensystem zu bilden, muß man also
spezifizieren, das leere System von Teilmengen welcher Menge man nun betrach-
tet. Bei allen anderen Operationen kommt es dahingegen nicht darauf an.

3.1.5.14 (Erzeugnis als Schnitt). Jeder Schnitt von Untervektorräumen eines
Vektorraums ist offensichtlich wieder ein Untervektorraum. Betrachten wir für
eine Teilmenge T eines Vektorraums V über einem Körper K den Schnitt al-
ler Untervektorräume von V , die T umfassen, so erhalten wir offensichtlich den
kleinsten Untervektorraum von V , der T umfaßt. Wir erhalten so einen von 3.1.5.7
unabhängigen Beweis für die Existenz solch eines kleinsten Untervektorraums.
Dieser Beweis hat den Vorteil, sich leichter auf andere Arten von Strukturen ver-
allgemeinern zu lassen.

Übungen

Übung 3.1.5.15. Sei K ein Körper. Man zeige, daß der K-Vektorraum K genau
zwei Untervektorräume besitzt.
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Ergänzende Übung 3.1.5.16. Eine Teilmenge eines Vektorraums heißt ganz allge-
mein eine Hyperebene oder präziser lineare Hyperebene, wenn unsere Teilmen-
ge ein echter Untervektorraum ist, der zusammen mit einem einzigen weiteren
Vektor unseren ursprünglichen Vektorraum erzeugt. Man zeige, daß eine Hyper-
ebene sogar zusammen mit jedem Vektor außerhalb besagter Hyperebene unseren
ursprünglichen Vektorraum erzeugt.

Übung 3.1.5.17. Gegeben ein Vektorraum über dem Körper mit zwei Elementen
ist jede Untergruppe bereits ein Untervektorraum.

Übung 3.1.5.18. Sei V ein Vektorraum mit zwei Untervektorräumen U,W . Ist
U ∪W ein Untervektorraum, so gilt U ⊂ W oder W ⊂ U .

3.1.6 Lineare Unabhängigkeit und Basen

Definition 3.1.6.1. Eine TeilmengeL eines Vektorraums heißt linear unabhängig,
wenn für paarweise verschiedene Vektoren ~v1, . . . , ~vr ∈ L und beliebige Skalare
α1, . . . , αr ∈ K aus α1~v1 + . . .+ αr~vr = ~0 bereits folgt α1 = . . . = αr = 0.

3.1.6.2. Gleichbedeutend ist die Forderung, daß keiner der Vektoren unserer Teil-
menge redundant ist in dem Sinne, daß er sich als eine Linearkombination der
anderen schreiben läßt. Der Nullvektor ist dabei in jeder Teilmenge redundant:
Selbst wenn er der einzige Vektor ist, läßt er sich noch als die leere Linearkombi-
nation schreiben.

Definition 3.1.6.3. Eine Teilmenge L eines Vektorraums heißt linear abhängig,
wenn sie nicht linear unabhängig ist, wenn es also ausgeschrieben paarweise ver-
schiedene Vektoren ~v1, . . . , ~vr ∈ L und Skalare α1, . . . , αr ∈ K gibt derart, daß
nicht alle αi Null sind und dennoch gilt α1~v1 + . . .+ αr~vr = ~0.

Beispiele 3.1.6.4. Die leere Menge ist in jedem Vektorraum linear unabhängig.
Eine einelementige Teilmenge ist linear unabhängig genau dann, wenn sie nicht
aus dem Nullvektor besteht: Für das Produkt des Nullvektors mit dem Skalar 1 gilt
nämlich 1 · ~0 = ~0, und nach unseren Annahmen gilt in einem Körper stets 1 6= 0,
also ist die aus dem Nullvektor bestehende Menge nicht linear unabhängig. Daß
jede andere einelementige Teilmenge linear unabhängig ist, folgt andererseits aus
unserer Erkenntnis 3.1.2.15, daß das Produkt von einem Vektor mit einem Skalar
nur dann Null ist, wenn entweder der Vektor Null ist oder der Skalar.

Beispiel 3.1.6.5. Denken wir uns wie in 3.1.5.6 den schmutzigen Raum der An-
schauung mit einem ausgezeichneten Urspung als reellen Vektorraum, so sind drei
Vektoren linear unabhängig genau dann, wenn sie nicht „zusammen mit unserem
Ursprung in einer anschaulichen Ebene liegen“.
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Definition 3.1.6.6. Eine Basis eines Vektorraums ist ein linear unabhängiges
Erzeugendensystem.

Beispiel 3.1.6.7. Denken wir uns wie in 3.1.5.6 den schmutzigen Raum der An-
schauung mit einem ausgezeichneten Ursprung als reellen Vektorraum, so ist jede
Menge von drei Vektoren, die nicht zusammen mit unserem Ursprung in einer
anschaulichen Ebene liegen, eine Basis. Die leere Menge ist eine Basis des Null-
vektorraums.
3.1.6.8. Gegeben Mengen A und I bezeichnet man eine Abbildung I → A ganz
allgemein auch als eine durch I indizierte Familie von Elementen von A und
benutzt die Notation

(ai)i∈I

Diese Sprechweise und Notation für Abbildungen verwendet man insbesondere
dann, wenn man der Menge I eine untergeordnete Rolle zugedacht hat. Im Fall
I = ∅ spricht man von der leeren Familie von Elementen von A.
3.1.6.9 (Linear unabhängige Familien). Manchmal ist es praktisch und führt zu
einer übersichtlicheren Darstellung, Varianten unserer Begriffe zu verwenden, die
sich statt auf Teilmengen unseres Vektorraums auf Familien von Vektoren (~vi)i∈I
beziehen. Eine derartige Familie heißt ein Erzeugendensystem, wenn die Men-
ge {~vi | i ∈ I} ein Erzeugendensystem ist. Sie heißt linear unabhängig oder
ganz pedantisch linear unabhängig als Familie, wenn für beliebige paarweise
verschiedene Indizes i(1), . . . , i(r) ∈ I und beliebige Skalare α1, . . . , αr ∈ K
aus α1~vi(1) + . . . + αr~vi(r) = ~0 bereits folgt α1 = . . . = αr = 0. Der wesentliche
Unterschied zur Begrifflichkeit für Teilmengen liegt darin, daß bei einer Familie
ja für verschiedene Indizes die zugehörigen Vektoren durchaus gleich sein könn-
ten, was aber durch die Bedingung der linearen Unabhängigkeit dann doch wie-
der ausgeschlossen wird. Eine Familie von Vektoren, die nicht linear unabhängig
ist, nennen wir eine linear abhängige Familie. Eine erzeugende und linear unab-
hängige Familie nennt man wieder eine Basis oder ausführlicher eine durch i ∈ I
indizierte Basis.
3.1.6.10. Besonders oft werden wir später Basen betrachten, die durch eine Menge
der Gestalt {1, . . . , n} mit n ∈ N indiziert sind. Hier ist dann der wesentliche
Unterschied zu einer Basis im Sinne von 3.1.6.6, daß wir zusätzlich festlegen,
welcher Basisvektor der Erste, welcher der Zweite und so weiter sein soll. In der
Terminologie aus 3.1.4 bedeutet das gerade, daß wir eine Anordnung auf unserer
Basis festlegen. Wollen wir das besonders hervorheben, so sprechen wir von einer
angeordneten Basis.
Beispiel 3.1.6.11. Seien K ein Körper und n ∈ N. Wir betrachten in unserem
Vektorraum Kn der n-Tupel die Vektoren

~ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
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mit einer Eins an der i-ten Stelle und Nullen sonst. Dann bilden ~e1, . . . ,~en eine
angeordnete Basis von Kn, die sogenannte Standardbasis des Kn. Wir notieren
diese Standardbasis S(n).

Satz 3.1.6.12 (über Linearkombinationen von Basiselementen). Seien V ein
Vektorraum über einem Körper K und ~v1, . . . , ~vr ∈ V Vektoren. Genau dann ist
die Familie der ~vi eine Basis von V , wenn das Auswerten von Linearkombinatio-
nen eine Bijektion Φ : Kr ∼→ V , (α1, . . . , αr) 7→ α1~v1 + . . .+ αr~vr liefert.

3.1.6.13. Bezeichnet A = (~v1, . . . , ~vr) unsere angeordnete Familie, so notieren
wir unsere Abbildung auch Φ = ΦA : Kr → V .

Beweis. Ausführlicher gilt für unsere Abbildung Φ sogar:

(~vi)1≤i≤r ist Erzeugendensystem ⇔ Φ ist eine Surjektion Kr � V
(~vi)1≤i≤r ist linear unabhängig ⇔ Φ ist eine Injektion Kr ↪→ V
(~vi)1≤i≤r ist Basis ⇔ Φ ist eine Bijektion Kr ∼→ V

Hier folgt die erste Äquivalenz direkt aus den Definitionen. Um bei der zweiten
Äquivalenz die Implikation ⇐ einzusehen, muß man nur bemerken, daß Φ den
Nullvektor auf Null wirft und folglich kein anderer Vektor aus Kr von Φ auf
Null geworfen werden kann. Um bei der zweiten Äquivalenz die Implikation⇒
einzusehen, argumentieren wir durch Widerspruch: Wäre Φ nicht injektiv, so gäbe
es (α1, . . . , αr) 6= (β1, . . . , βr) mit demselben Bild α1~v1 + . . . + αr~vr = β1~v1 +
. . .+ βr~vr. Dann aber wäre

(α1 − β1)~v1 + . . .+ (αr − βr)~vr = ~0

eine nichttriviale Darstellung der Null als Linearkombination der ~vi und dann
könnten unsere Vektoren nicht linear unabhängig gewesen sein. Die letzte Äqui-
valenz schließlich ist eine direkte Konsequenz der ersten beiden.

Satz 3.1.6.14 (Extremalcharakterisierungen von Basen). Für eine Teilmenge
eines Vektorraums sind gleichbedeutend:

1. Unsere Teilmenge ist eine Basis alias ein linear unabhängiges Erzeugen-
densystem;

2. Unsere Teilmenge ist minimal unter allen Erzeugendensystemen;

3. Unsere Teilmenge ist maximal unter allen linear unabhängigen Teilmengen.

3.1.6.15. Die Begriffe minimal und maximal sind hier zu verstehen im Sinne von
3.1.4.6 in Bezug auf Inklusionen zwischen Teilmengen, nicht etwa in Bezug auf



3.1. GLEICHUNGSSYSTEME UND VEKTORRÄUME 135

die Zahl der Elemente. Um das zu betonen, spricht man auch gerne von einem
verkürzbaren Erzeugendensystem, wenn man eben daraus noch so einen Vektor
weglassen kann, daß es ein Erzeugendensystem bleibt, und von einer verlänger-
baren linear unabhängigen Teilmenge, wenn man so einen Vektor dazunehmen
kann, daß sie linear unabhängig bleibt. Ein minimales Erzeugendensystem nennen
wir folgerichtig auch ein unverkürzbares Erzeugendensystem und eine maxi-
male linear unabhängige Teilmenge eine unverlängerbare linear unabhängige
Teilmenge.
3.1.6.16 (Existenz von Basen). Unsere Minimalcharakterisierung 3.1.6.14 von
Basen impliziert insbesondere, daß jeder endlich erzeugte Vektorraum eine end-
liche Basis besitzt: Wir lassen einfach aus einem endlichen Erzeugendensystem
so lange Vektoren weg, bis wir bei einem unverkürzbaren Erzeugendensystem an-
gekommen sind. Mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre kann man stärker
den Basisexistenzsatz zeigen, nach dem überhaupt jeder Vektorraum eine Basis
besitzt. Wir diskutieren das in 3.1.9.20.

Beweis. (1⇔2) Es gilt zu zeigen: Ein Erzeugendensystem ist linear unabhängig
genau dann, wenn es unverkürzbar ist. Es ist gleichbedeutend zu zeigen: Ein
Erzeugendensystem ist linear abhängig genau dann, wenn es verkürzbar ist. Ist
E ⊂ V ein Erzeugendensystem und ist E linear abhängig, so gilt eine Relation
λ1~v1 + . . . + λr~vr = ~0 mit r ≥ 1, mit den ~vi ∈ E paarweise verschieden und mit
allen λi 6= 0, aus der wir folgern

~v1 = −λ−1
1 λ2~v2 − . . .− λ−1

1 λr~vr ∈ 〈E\~v1〉

Damit ist auch E\~v1 bereits ein Erzeugendensystem und E war verkürzbar. Ist
umgekehrt E verkürzbar, so gibt es ~v ∈ E derart, daß E\~v immer noch ein Er-
zeugendensystem ist. Insbesondere existiert eine Darstellung

~v = λ1~v1 + . . .+ λn~vn

mit n ≥ 0 und ~vi ∈ E\~v paarweise verschieden. Daraus folgt ~v − λ1~v1 − . . . −
λn~vn = ~0 und E war linear abhängig.

(1⇔3) Es gilt zu zeigen: Eine linear unabhängige Teilmenge ist ein Erzeugenden-
system genau dann, wenn sie unverlängerbar ist. Wir argumentieren wieder durch
Widerspruch. Ist L ⊂ V linear unabhängig und kein Erzeugendensystem, so ist
für jedes ~v ∈ V \〈L〉 auch L ∪ {~v} linear unabhängig und L war verlängerbar.
Ist umgekehrt L verlängerbar, so gibt es einen Vektor ~v derart, daß auch L ∪ {~v}
linear unabhängig ist, und dann kann L kein Erzeugendensystem gewesen sein,
denn dieser Vektor ~v kann nicht zu seinem Erzeugnis gehört haben.

Satz 3.1.6.17 (Extremalcharakterisierungen von Basen, Variante). Sei V ein
Vektorraum.
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1. Ist L ⊂ V eine linear unabhängige Teilmenge und istE minimal unter allen
Erzeugendensystemen unseres Vektorraums mit E ⊃ L, so ist E eine Basis
unseres Vektorraums V ;

2. Ist E ⊂ V ein Erzeugendensystem und ist L maximal unter allen linear
unabhängigen Teilmengen unseres Vektorraums mit L ⊂ E, so ist L eine
Basis unseres Vektorraums V .

3.1.6.18. Die Begriffe minimal und maximal sind hier genau wie in 3.1.6.14 zu
verstehen im Sinne von 3.1.4.6 in Bezug auf Inklusionen zwischen Teilmengen,
nicht etwa in Bezug auf die Zahl ihrer Elemente.

Beweis. (1) Wäre E keine Basis, so gäbe es zwischen seinen Vektoren eine nicht-
triviale Relation λ1~v1 + . . . + λr~vr = ~0 mit r ≥ 1, den ~vi ∈ E paarweise ver-
schieden und allen λi 6= 0. Hier können nicht alle ~vi zu L gehören, da das ja
linear unabhängig angenommen war. Ein ~vi gehört also zu E\L und kann als Li-
nearkombination der anderen Elemente von E geschrieben werden. Dann aber ist
E\{~vi} auch schon ein Erzeugendensystem und E war nicht minimal.

(2) Wäre L keine Basis, so wäre L kein Erzeugendensystem und es gäbe notwen-
dig auch einen Vektor ~v ∈ E, der nicht im Erzeugnis von L läge. Nehmen wir ihn
zu L hinzu, so erhalten wir eine echt größere linear unabhängige Teilmenge und
L war nicht maximal.

3.1.6.19 (Lineare Unabhängigkeit und Erzeugen bei abelschen Gruppen). In
der Hoffnung, daß es zum Verständnis beiträgt, will ich kurz ausführen, inwie-
fern die Analoga der vorhergehenden Aussagen im Fall abelscher Gruppen im
allgemeinen nicht mehr gelten. Eine Teilmenge L einer abelschen Gruppe M
heißt linear unabhängig, wenn für beliebige paarweise verschiedene Elemente
m1, . . . ,mr ∈ L und beliebige ganze Zahlen α1, . . . , αr ∈ Z aus α1m1 + . . . +
αrmr = 0 bereits folgt α1 = . . . = αr = 0. Sie heißt ein Erzeugendensystem,
wenn sich jedes Gruppenelement als endliche Linearkombination von Elemen-
ten von L mit ganzzahligen Koeffizienten schreiben läßt. Sie heißt eine Basis,
wenn sie ein linear unabhängiges Erzeugendensystem ist. In der zweielementigen
Gruppe ist dann die leere Menge die einzige linear unabhängige Teilmenge und
das Komplement der Null das einzige minimale Erzeugendensystem und es gibt
keine Basis. Weiter besitzt abelsche Gruppe Z zwar eine Basis, etwa die Menge
{1}, aber mit {2, 3} auch ein minimales Erzeugendensystem, das nicht linear un-
abhängig ist ist, und mit {2} eine maximale linear unabhängige Teilmenge, die
kein Erzeugendensystem ist.
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Übungen

Übung 3.1.6.20. Eine zweielementige Teilmenge eines Vektorraums ist linear un-
abhängig genau dann, wenn keiner ihrer beiden Vektoren ein Vielfaches des an-
deren ist.

Übung 3.1.6.21. Eine Teilmenge eines Vektorraums ist linear abhängig genau
dann, wenn sich mindestens einer ihrer Vektoren als eine Linearkombination der
übrigen schreiben läßt.

Übung 3.1.6.22. Man zeige, daß im Vektorraum Ens(R,R) das Erzeugnis der
beiden Funktionen sin, cos aus allen Funktionen besteht, die sich in der Form
x 7→ A sin(x+ ϕ) schreiben lassen für A ≥ 0 und ϕ ∈ [0, 2π). In diesem Zusam-
menhang ist A wohlbestimmt und heißt die Amplitude. Im Fall A 6= 0 ist ϕ auch
wohlbestimmt und heißt die Phase.

3.1.7 Dimension eines Vektorraums
Satz 3.1.7.1 (Hauptabschätzung der linearen Algebra). In einem vorgegebenen
Vektorraum V hat eine linear unabhängige Teilmenge nie mehr Elemente als ein
Erzeugendensystem. Ist also in Formeln L ⊂ V eine linear unabhängige Teilmen-
ge und E ⊂ V ein Erzeugendensystem, so gilt stets

|L| ≤ |E|

Beweis. Sei K unser Grundkörper. Seien E = {~w1, . . . , ~wm} ein Erzeugenden-
system und ~v1, . . . , ~vn Vektoren. Dann können wir die Vektoren ~v1, . . . , ~vn als Li-
nearkombinationen der Vektoren unseres Erzeugendensystems schreiben. In For-
meln ausgedrückt können wir also Skalare aij ∈ K finden mit

~v1 = a11 ~w1 + a21 ~w2 + · · · + am1 ~wm
...

...
...

...
~vn = a1n ~w1 + a2n ~w2 + · · · + amn ~wm

Für x1, . . . , xn ∈ k ist damit x1~v1 + . . .+ xn~vn = ~0 gleichbedeutend zu(∑
xia1i

)
~w1 + . . .+

(∑
xiami

)
~wm = ~0

und gilt a forteriori, wenn die Koeffizienten aller ~wj verschwinden, also für jede
Lösung des Gleichungssystems

x1a11 + x2a12 + · · · + xna1n = 0
...

...
...

...
x1am1 + x2a12 + · · · + xnamn = 0
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Im Fall n > m hat dieses Gleichungssystem weniger Gleichungen hat als Unbe-
kannte und der Gauß-Algorithmus 3.1.1.9 liefert dafür mindestens eine von Null
verschiedene Lösung (x1, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0). Dann aber kann die Familie der
Vektoren ~v1, . . . , ~vn nicht linear unabhängig sein.

3.1.7.2 (Diskussion alternativer Zugänge). Die Terminologie „Hauptabschätzung
der linearen Algebra“ für diese Aussage ist unüblich. Wir verwenden bei ihrer
Formulierung unsere Konvention, nach der wir für alle unendlichen Mengen X
schlicht |X| = ∞ setzen. Damit macht der Satz also nur für endlich erzeugte
Vektorräume überhaupt eine Aussage. Er gilt aber auch mit einer feineren Inter-
pretation von |X| als „Kardinalität“. Genauer folgt aus dem „Zorn’schen Lemma“
die Existenz einer Injektion L ↪→ E, wie in 3.1.8.3 in größerer Allgemeinheit
diskutiert wird. Man benötigt dazu den „Austauschsatz von Steinitz“ 3.1.8.2, der
auch einen oft gewählten alternativen Zugang zur Hauptabschätzung der linearen
Algebra liefert. Der Kern des Arguments ist jedoch bei beiden Zugängen derselbe.

Korollar 3.1.7.3 (Basisergänzungssatz). Ist M eine linear unabhängige Teil-
menge in einem endlich erzeugten Vektorraum und E ein Erzeugendensystem, so
läßt sich M durch Hinzunahme von Vektoren aus E zu einer Basis unseres Vek-
torraums ergänzen.

Vorschau 3.1.7.4. Mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre kann man diesen
Satz sogar für jeden beliebigen, nicht notwendig endlich erzeugten Vektorraum
zeigen. Wir diskutieren das in 3.1.9.20.

Beweis. Nach der Maximalcharakterisierung 3.1.6.17 von Basen ist jede linear
unabhängige Teilmenge L unseres Vektorraums, die maximal ist unter allen li-
near unabhängigen Teilmengen L mit L ⊂ (M ∪ E), bereits eine Basis. Nach
der Hauptabschätzung 3.1.7.1 kann man M auch tatsächlich zu einer maximalen
linear unabhängigen Teilmenge von M ∪ E vergrößern.

Korollar 3.1.7.5 (Kardinalitäten von Basen). Jeder endlich erzeugte Vektor-
raum besitzt eine endliche Basis, und je zwei seiner Basen haben gleich viele
Elemente.

Vorschau 3.1.7.6. In 6.5.3.4 wird mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre
gezeigt, daß es auch im Fall eines nicht notwendig endlich erzeugten Vektorraums
für je zwei seiner Basen eine Bijektion zwischen der einen Basis und der anderen
Basis gibt.

Beweis. Wie bereits in 3.1.6.16 erwähnt, erhalten wir eine endliche Basis, wenn
wir ein beliebiges endliches Erzeugendensystem durch das Streichen von Vek-
toren zu einem unverkürzbaren Erzeugendensystem verkleinern. Gegeben zwei
Basen B und B′ eines Vektorraums haben wir nach der Hauptabschätzung 3.1.7.1
außerdem stets |B| ≤ |B′| ≤ |B|.
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Definition 3.1.7.7. Die Kardinalität einer und nach 3.1.7.5 jeder Basis eines end-
lich erzeugten Vektorraums V heißt die Dimension von V und wird dimV no-
tiert. Ist K ein Körper und wollen wir betonen, daß wir die Dimension als K-
Vektorraum meinen, so schreiben wir

dimV = dimK V

Ist der Vektorraum nicht endlich erzeugt, so schreiben wir dimV = ∞ und nen-
nen V unendlichdimensional und ignorieren für gewöhnlich die durchaus mögli-
chen feineren Unterscheidungen zwischen verschiedenen Unendlichkeiten. Derlei
Feinheiten werden erst in 6.5.3.4 besprochen.

Ergänzung 3.1.7.8 (Verschiedene Bedeutungen des Wortes „Dimension“). In
der Physik wird der Begriff der „Dimension“ leider auch noch in einer völlig ande-
ren Bedeutung verwendet: Physikalische Dimensionen wären im physikalischen
Sinne etwa die Länge, die Zeit, die Masse, die Frequenz und dergleichen mehr. In
der hier entwickelten Sprache würde man so eine physikalische Dimension wohl
am ehesten als einen „eindimensionalen reellen Vektorraum“ modellieren, viel-
leicht noch mit einer ausgezeichneten „Orientierung“. Ich kann nur hoffen, daß
der Leser aus dem Kontext erschließen kann, welcher Dimensionsbegriff im Ein-
zelfall jeweils gemeint ist.
3.1.7.9. Der Nullraum hat als Basis die leere Menge. Seine Dimension ist folg-
lich Null. Allgemeiner hat für jeden Körper K die Standardbasis aus 3.1.6.11 des
Vektorraums Kn genau n Elemente und das zeigt

dimK K
n = n

Korollar 3.1.7.10 (Kardinalitätskriterien für Basen). Sei V ein endlich erzeug-
ter Vektorraum.

1. Jede linear unabhängige Teilmenge L ⊂ V hat höchstens dimV Elemente
und im Fall |L| = dimV ist L bereits eine Basis;

2. Jedes Erzeugendensystem E ⊂ V hat mindestens dimV Elemente und im
Fall |E| = dimV ist E bereits eine Basis.

Beweis. Nach der Hauptabschätzung 3.1.7.1 gilt für L eine linear unabhängige
Teilmenge, B eine Basis und E ein Erzeugendensystem von V stets

|L| ≤ |B| ≤ |E|

Gibt es ein endliches Erzeugendensystem, so muß im Fall |L| = |B|mithin L eine
unverlängerbare linear unabhängige Teilmenge und damit nach der Maximalcha-
rakterisierung 3.1.6.14 eine Basis sein. Im Fall |B| = |E| muß E in derselben
Weise ein unverkürzbares Erzeugendensystem und damit nach der Minimalcha-
rakterisierung 3.1.6.14 eine Basis sein.
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Korollar 3.1.7.11 (Dimensionsabschätzung für Untervektorräume). Ein ech-
ter Untervektorraum eines endlichdimensionalen Vektorraums ist stets auch end-
lich erzeugt und hat darüber hinaus eine echt kleinere Dimension.

Beweis. Ist in Formeln U ⊂ V ein Untervektorraum eines endlichdimensionalen
Vektorraums, so behaupten wir mithin dimU ≤ dimV und behaupten zusätzlich,
daß aus dimU = dimV < ∞ folgt U = V . Nach der Hauptabschätzung 3.1.7.1
gibt es inU eine unverlängerbare linear unabhängige Teilmenge und jede derartige
Teilmenge hat höchstens dimV Elemente. Jede derartige Teilmenge ist aber nach
der Maximalcharakterisierung 3.1.6.14 notwendig eine Basis von U und das zeigt
dimU ≤ dimV . Gilt hier Gleichheit, so ist wieder nach der Hauptabschätzung
3.1.7.1 jede Basis von U auch eine Basis von V und das zeigt U = V .

Satz 3.1.7.12 (Dimensionssatz). Gegeben ein Vektorraum V und darin Teilräume
U,W ⊂ V gilt

dim(U +W ) + dim(U ∩W ) = dimU + dimW

3.1.7.13. Wir verwenden hier die bereits in 2.2.1.3 eingeführte Notation U + W
für den Teilraum U + W := {~u + ~w | ~u ∈ U, ~w ∈ W} von V . Wir beweisen
diesen Satz in 3.2.2.9 noch ein zweites Mal als Korollar der Dimensionsformel
für lineare Abbildungen.

Beispiel 3.1.7.14. Denken wir uns wie in 3.1.5.6 den Raum der schmutzigen An-
schauung mit einem ausgezeichneten festen Punkt als Vektorraum, so entsprechen
die zweidimensionalen Untervektorräume den anschaulichen Ebenen durch unse-
ren festen Punkt und je zwei verschiedene zweidimensionale Untervektorräume
U,W spannen den ganzen Raum auf, dim(U +W ) = 3. Zwei verschiedene Ebe-
nen durch unseren festen Punkt schneiden sich nun offensichtlich in einer an-
schaulichen Geraden, und das entspricht genau der Aussage unseres Satzes, die in
diesem Fall zur Identität 3 + 1 = 2 + 2 spezialisiert.

Beweis. Sind U oder W unendlichdimensional, so ist das eh klar. Sonst wählen
wir eine Basis s1, . . . , sd von U ∩W und ergänzen sie erst durch u1, . . . , ur ∈ U
zu einer Basis von U und dann weiter durch w1, . . . , wt ∈ W zu einer Basis von
U+W . Wir haben gewonnen, wenn wir zeigen können, daß bei derartigen Wahlen
bereits s1, . . . , sd, w1, . . . , wt eine Basis von W ist. Dazu reicht es zu zeigen, daß
diese Menge W erzeugt. Sicher können wir jedes w ∈ W schreiben als Linear-
kombination

w = λ1u1 + . . .+ λrur
+µ1s1 + . . .+ µdsd

+ν1w1 + . . .+ νtwt



3.1. GLEICHUNGSSYSTEME UND VEKTORRÄUME 141

Illustration zum Dimensionssatz nach 3.1.7.14: Zwei verschiedene Ebenen im
Raum, die beide einen ausgezeichneten festen Punkt enthalten, schneiden sich in

einer Geraden.
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Dabei gilt jedoch offensichtlich λ1u1 + . . .+λrur ∈ W ∩U . Dieser Ausdruck läßt
sich damit auch als Linearkombination der si schreiben, so daß w selbst auch als
Linearkombination der si und wj geschrieben werden kann, was zu zeigen war.
Im übrigen muß dann auch bei der obigen Darstellung bereits gelten λ1 = . . . =
λr = 0, aber das ist für unseren Beweis schon gar nicht mehr von Belang.

Übungen

Übung 3.1.7.15. Man zeige, daß jeder eindimensionale Vektorraum genau zwei
Untervektorräume besitzt.

Übung 3.1.7.16. Gegeben K-Vektorräume V und W mit Basen v1, . . . , vn und
w1, . . . , wm zeige man, daß die Paare (vi, 0) zusammen mit den Paaren (0, wj)
eine Basis von V⊕W bilden. Insbesondere gilt für die Dimension des kartesischen
Produkts die Formel

dim(V ⊕W ) = dim(V ) + dim(W )

GegebenK-Vektorräume V1, . . . , Vn gilt allgemeiner für die Dimension ihres kar-
tesischen Produkts die Formel

dim(V1 ⊕ . . .⊕ Vn) = dim(V1) + . . .+ dim(Vn)

Ergänzende Übung 3.1.7.17. Wir erinnern die Körper R ⊂ C aus 2.2.4.15. Na-
türlich kann jederC-Vektorraum V auch alsR-Vektorraum aufgefaßt werden. Wir
notieren diesenR-Vektorraum V R und nennen ihn die Reellifizierung von V . Man
zeige dimR V

R = 2 dimC V .

3.1.8 Austauschsatz von Steinitz*
3.1.8.1. Einen anderen Zugang zur Hauptabschätzung der linearen Algebra 3.1.7.1
liefert der folgende Austauschsatz von Steinitz, der sogar eine etwas feinere Aus-
sage liefert. Im hier verfolgten Zugang zur linearen Algebra ist er entbehrlich.
Mir scheint insbesondere seine Variante 6.5.3.5 relevant, da es mit ihr gelingt,
auch im Fall eines nicht endlich erzeugten Vektorraums die Existenz einer Bijek-
tion zwischen je zweien seiner Basen zu zeigen. Derlei Feinheiten gehören jedoch
eher nicht in eine Grundvorlesung. Ich habe den Austauschsatz hier dennoch be-
sprochen, da er beim üblichen Aufbau der Theorie eine wichtige Rolle spielt und
deshalb auch in Prüfungen oft danach gefragt wird.

Satz 3.1.8.2 (Austauschsatz von Steinitz). Ist V ein Vektorraum, L ⊂ V eine
endliche linear unabhängige Teilmenge und E ⊂ V ein Erzeugendensystem, so
gibt es eine Injektion ϕ : L ↪→ E derart, daß auch (E\ϕ(L)) ∪ L ein Erzeugen-
densystem von V ist.
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3.1.8.3. Wir können also in anderen Worten die Vektoren unserer linear unab-
hängigen Teilmenge so in unser Erzeugendensystem hineintauschen, daß es ein
Erzeugendensystem bleibt. Mit raffinierteren Methoden der Mengenlehre kann
obiger Austauschsatz auch ohne die Voraussetzung L endlich gezeigt werden. Der
Beweis in dieser Allgemeinheit wird in 6.5.3.5 skizziert.

Beweis. Der Austauschsatz folgt leicht induktiv aus dem Austauschlemma 3.1.8.4,
das wir im Anschluß beweisen: Dies Lemma erlaubt uns nämlich, die Elemente
von L der Reihe nach in E hineinzutauschen.

Lemma 3.1.8.4 (Austauschlemma von Steinitz). Seien V ein Vektorraum und
darin E ⊃ M ein Erzeugendensystem mit einer linear unabhängigen Teilmenge.
Ist ~w ∈ V \M ein Vektor außerhalb von M derart, daß auch M ∪ {~w} linear
unabhängig ist, so gibt es ~e ∈ E\M derart, daß auch (E\~e)∪{~w} ein Erzeugen-
densystem von V ist.

Beweis. Da E ein Erzeugendensystem von V ist, können wir ~w als Linearkombi-
nation von Vektoren aus E schreiben, sagen wir

~w = λ1~e1 + . . .+ λr~er

mit paarweise verschiedenen ~ei ∈ E und allen Koeffizienten verschieden von
Null. Da M ∪ {~w} linear unabhängig ist, können hier nicht alle ~ei bereits zu M
gehören. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir also ~e1 6∈ M anneh-
men. Nun schreiben wir unsere Identität um zu

~e1 = λ−1
1 (~w − λ2~e2 − . . .− λr~er)

und sehen so, daß auch (E\~e1) ∪ {~w} ein Erzeugendenystem ist.

3.1.9 Auswahlaxiom und Zorn’sches Lemma*
3.1.9.1. Wir erinnern an einige Begriffe im Zusammenhang mit teilgeordneten
Mengen aus 3.1.4, deren genaue Bedeutung im folgenden wesentlich ist. Ein Ele-
ment einer teilgeordneten Menge x ∈ X heißt maximal, wenn es keine Elemente
oberhalb von x gibt. Ein Element einer teilgeordneten Menge x ∈ X heißt das
größte Element von X , wenn alle anderen Elemente unterhalb von x liegen.

3.1.9.2. Es kann also in einer teilgeordneten Menge viele maximale Elemente
geben, aber nicht mehr als ein größtes Element. Falls es ein größtes Element gibt,
so ist dies auch das einzige maximale Element. Gibt es andererseits genau ein
maximales Element und ist X endlich, so ist dies maximale Element notwendig
das größte Element.
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3.1.9.3. SeienX ⊃ Y eine teilgeordnete Menge mit einer Teilmenge. Ein Element
o ∈ X heißt eine obere Schranke von Y , wenn gilt o ≥ y ∀y ∈ Y . Gibt es eine
kleinste derartige obere Schranke, so heißt sie das Supremum von Y in X und
wird supY = supX Y notiert.

3.1.9.4. Eine Teilmenge einer teilgeordneten Menge heißt eine Kette, wenn sie
total geordnet ist, wenn also darin je zwei Elemente vergleichbar sind. Eine teil-
geordnete Menge heißt induktiv teilgeordnet, wenn darin jede Kette eine obere
Schranke besitzt, und streng induktiv teilgeordnet, wenn darin jede Kette eine
kleinste obere Schranke besitzt.

3.1.9.5. Eine induktiv teilgeordnete Menge ist nie leer, denn die leere Menge ist
stets eine Kette und besitzt folglich eine obere Schranke. In der Literatur sagt man
meist einfacher „induktiv geordnet“ und „streng induktiv geordnet“.

Satz 3.1.9.6 (Fixpunktsatz von Bourbaki). Gegeben eine streng induktiv teil-
geordnete Menge (S,≤) besitzt jede Abbildung f : S → S mit der Eigenschaft
f(s) ≥ s ∀s ∈ S mindestens einen Fixpunkt.

Beweis. Sicher besitzt S ein kleinstes Element k ∈ S, nämlich das Supremum der
leeren Menge, die ja stets eine Kette ist. Eine Teilmenge T ⊂ S heiße ein f -Turm
oder kurz Turm, wenn gilt

1. Ist K ⊂ T eine Kette, so gehört auch supSK zu T ;

2. Aus t ∈ T folgt f(t) ∈ T , als da heißt, T ist stabil unter f .

Insbesondere gehört also das Supremum der leeren Menge alias das kleinste Ele-
ment von S zu jedem Turm. Der Schnitt über alle Türme in S ist sicher der
bezüglich Inklusion kleinste Turm R ⊂ S. Gegeben ein Turm T ⊂ S hei-
ße weiter ein Element e ∈ T eine Engstelle von T , wenn für alle a ∈ T gilt
(a < e)⇒ (f(a) ≤ e). Ist e ∈ T eine Engstelle eines Turms, so ist auch

Te := {a ∈ T | a ≤ e oder f(e) ≤ a}

ein Turm. Hier folgt f(Te) ⊂ Te aus der Definition einer Engstelle und die Supre-
mumseigenschaft ist auch offensichtlich erfüllt. Per definitionem gilt Te ⊂ T . Für
jede Engstelle e ∈ R des kleinsten Turms R gilt insbesondere

Re = R

Eine Engstelle von R ist also mit jedem Element von R vergleichbar. Wir zeigen
nun, daß unser kleinster TurmR überhaupt nur aus Engstellen besteht. Dazu reicht
es zu zeigen, daß die Menge seiner Engstellen E ⊂ R auch ihrerseits wieder
ein Turm ist. Prüfen wir also unsere beiden Eigenschaften. Die kleinste obere
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Schranke einer Kette von Engstellen eines Turms ist offensichtlich auch selbst
wieder eine Engstelle unseres Turms. Bleibt nur noch f(E) ⊂ E zu prüfen. Für
jede Engstelle e ∈ E unseres kleinsten Turms R gilt jedoch wie bereits erwähnt
Re = R. Damit ist auch f(e) eine Engstelle von R, denn für a ∈ R = Re folgt
aus a < f(e) offensichtlich f(e) 6≤ a und so a ≤ e, also entweder a < e oder
a = e. Im ersten Fall a < e folgt weiter f(a) ≤ e, weil e bereits als Engstelle
von R angenommen war, wohingegen im zweiten Fall a = e eh klar ist, daß gilt
f(a) ≤ f(e), ja sogar f(a) = f(e). Damit gilt also e ∈ E ⇒ f(e) ∈ E alias
f(E) ⊂ E und E ist in der Tat wieder ein Turm. Da R der kleinste Turm war,
folgern wir

E = R

Für alle e ∈ R gilt folglich Re = R und für jedes a ∈ R gilt damit a ≤ e oder
e ≤ a, ja sogar f(e) ≤ a. Mithin ist unser kleinster Turm R eine Kette und deren
kleinste obere Schranke ist dann notwendig das größte Element von R und ein
Fixpunkt von f .

Ergänzung 3.1.9.7. Anschaulich mag man sich unsere teilgeordnete Menge S mit
der Abbildung f vorstellen als eine mathematische Beschreibung für mehr oder
weniger geordnetes Schlangestehen, etwa um in ein Flugzeug zu gelangen. In
dieser Interpretation wäre S eine Menge möglicher Standplätze und die Abbildung
f wäre eine Vorschrift, die unsere Flugreisenden in jedem Zeitschritt von einem
Standplatz zu einem besseren Standplatz vorrücken oder aber stehenbleiben läßt.
Eine Engstelle einer beliebigen unter f stabilen Teilmenge R ⊂ S wäre etwa
ein Standplatz direkt vor einem Drehkreuz, an dem die Bordkarten eingesammelt
werden und an dem alle Reisenden, die auf Standplätzen aus R stehen, einzeln
vorbeigehen müssen, wenn sie denn überhaupt ins Flugzeug kommen wollen.

Ergänzung 3.1.9.8. Dieser Unterabschnitt ist nur motivierendes Geschwätz und
muß bei einem streng logischen Aufbau übersprungen werden. Aber sei’s drum!
In unserem kleinsten Turm liegen natürlich das kleinste Element k und dann auch
f(k), f 2(k), f 3(k) . . . Wird diese Folge stationär, etwa bei fn(k) = fn+1(k), so
ist diese endliche Menge der kleinste Turm. Wird sie nicht stationär, so gehört
ihr Supremum s = sup{fn(k)} nicht zu den Folgengliedern, gehört aber auch zu
unserem kleinsten Turm, ebenso wie auch f(s), f 2(s), f 3(s) . . . Wird diese Folge
stationär, etwa bei fn(s) = fn+1(s), so ist die Vereinigung der Glieder unserer
beiden Folgen der kleinste Turm. Sonst gehört das Supremum s1 = sup{fn(s)}
unserer zweiten Folge wieder nicht zu den Folgengliedern, gehört aber auch zu un-
serem kleinsten Turm, ebenso wie auch f(s1), f 2(s1), f 3(s1) . . . Terminiert „die-
ser Prozess“, so liefert er den kleinsten Turm als Vereinigung endlich vieler Fol-
gen, der letzten davon endlich. Sonst bilden wir die Folge s = s0, s1, . . . und
auch deren Supremum t = sup{sn} gehört zu unserem kleinsten Turm, ebenso
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Illustration im Fall, daß unsere Engstelle des kleinsten Turms c ∈ R kein
Fixpunkt von f ist. Die Teilordnung wird hier vage durch Striche angedeutet, die

von kleineren zu größeren Elementen aufsteigen.
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wie f(t), f 2(t), f 3(t) . . . Na ja, und dann geht es irgendwie immer so weiter und
wird recht unübersichtlich, weshalb diese Überlegungen beim Nachweis, daß der
kleinste Turm eine Kette sein muß, auch nicht direkt zum Ziel führen und wir den
obigen etwas komplizierterem Weg gegangen sind.

Lemma 3.1.9.9 (Auswahlaxiom). Für jede surjektive Abbildung f : X � Y von
Mengen existiert eine Abbildung g : Y → X mit f ◦ g = idY .

3.1.9.10. So eine Abbildung g heißt ein Rechtsinverses oder auch ein Schnitt.
Vom Standpunkt der naiven Mengenlehre aus, den wir bisher stets eingenommen
haben und den wir auch weiterhin einnehmen werden, kann man dieses Lemma
mühelos beweisen: Man wählt halt zu jedem Element y ∈ Y ein Element x ∈ X
aus mit f(x) = y und nennt dies Element g(y). Wenn man jedoch die Mengen-
lehre wie bei Zermelo und Fraenkel in einer Formelsprache formalisiert, so läßt
sich die Aussage dieses Lemmas nicht formal aus den nach Zermelo und Fraenkel
üblicherweise zugrundegelegten anderen Axiomen herleiten, die wir zwar ihrer-
seits auch nie formalisiert haben, die wir aber ständig in intuitiver Weise benutzen.
Daher rührt die Bezeichnung unseres Lemmas als „Axiom“. Wir werden das Aus-
wahlaxiom hier für die Herleitung des „Zorn’schen Lemmas“ 3.1.9.15 benötigen,
von dem man sogar zeigen kann, daß es zum Auswahlaxiom äquivalent ist.

Lemma 3.1.9.11 (Auswahlaxiom, Variante). Gegeben eine Menge X gibt es
stets eine Abbildung a : P(X)\∅ → X mit a(T ) ∈ T ∀T ∈ P(X).

3.1.9.12. In Worten wählt die Abbildung a also in jeder nichtleeren Teilmenge
T ⊂ X , T 6= ∅ von X ein Element aus. Man nennt solch eine Abbildung deshalb
auch eine Auswahlfunktion.

3.1.9.13. Vom Standpunkt der naiven Mengenlehre aus, den wir bisher stets ein-
genommen haben und den wir auch weiterhin einnehmen werden, kann man diese
Variante genauso mühelos beweisen: Man wählt halt in jeder nichtleeren Teilmen-
ge T ⊂ X ein Element aus und nennt es a(T ). Die etwas schwächere Forderung,
daß es für jede Folge X0, X1, . . . nichtleerer Teilmengen einer Menge X eine Fol-
ge von Elementen x0, x1, . . . gibt mit xi ∈ Xi ∀i, mag man das „Folgenauswahl-
axiom“ nennen. Es wird häufig bereits zu Beginn der ersten Grundvorlesung der
Analysis verwendet, zum Beispiel beim Nachweis, daß jede folgenstetige Funk-
tion das ε-δ-Kriterium erfüllt.

3.1.9.14. Man sieht leicht, daß die beiden hier vorgestellten Varianten des Aus-
wahlaxioms äquivalent sind. Um die Erste aus der Zweiten herzuleiten, betrachtet
man schlicht die Familie der Fasern von f . Um die Zweite aus der Ersten her-
zuleiten, betrachtet man für eine beliebige Menge X im Produkt X × P(X) die
Teilmenge Y = {(x, T ) | x ∈ T} und die durch die Projektion auf die zwei-
te Koordinate (x, T ) 7→ T gegebene Abbildung Y → P(X). Sie induziert eine
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Surjektion Y � P(X)\∅, und verknüpfen wir einen Schnitt dieser Surjektion mit
der Projektion auf die erste Koordinate (x, T ) 7→ x, so erhalten wir eine Auswahl-
funktion P(X)\∅ → X .

Lemma 3.1.9.15 (Zorn’sches Lemma). Sei (X,≤) eine teilgeordnete Menge.
Besitzt jede total geordnete Teilmenge Y ⊂ X eine obere Schranke in X , so gibt
es in unserer teilgeordneten Menge X mindestens ein maximales Element.

Ergänzung 3.1.9.16. Es reicht nicht aus, im Zorn’schen Lemma nur die Existenz
einer oberen Schranke für jede monoton wachsende Folge zu fordern, vergleiche
3.1.9.19.

Beweis. Das Zorn’sche Lemma besagt in unserer Terminologie, daß jede induktiv
teilgeordnete Menge ein maximales Element besitzt. Wir zeigen das zunächst nur
für eine streng induktiv teilgeordnete Menge (S,≤). In der Tat finden wir mit
dem Auswahlaxiom 3.1.9.11 eine Abbildung f : S → S mit f(s) ≥ s ∀s ∈ S
und f(s) = s nur für s maximal. Diese Abbildung muß nach dem Fixpunktsatz
von Bourbaki 3.1.9.6 einen Fixpunkt haben und dieser Fixpunkt ist notwendig
ein maximales Element von S. Ist (X,≤) eine beliebige induktiv teilgeordnete
Menge, so betrachten wir die bezüglich Inklusion teilgeordnete Menge S ⊂ P(X)
der Ketten von X . Diese Menge S ist dann sogar streng induktiv teilgeordnet, das
Supremum über ein total geordnetes SystemK ⊂ S alias eine Kette von Ketten ist
einfach ihre Vereinigung supK =

⋃
C∈K C. Nach der bereits bewiesenen Aussage

gibr es also ein maximales Element von S alias eine maximale Kette Cmax in
X . Eine obere Schranke einer solchen maximalen Kette Cmax alias ihr größtes
Element ist dann notwendig ein maximales Element von X .

3.1.9.17. Gegeben eine Menge X bezeichne wie üblich P(X) ihre Potenzmenge,
als da heißt die Menge aller Teilmengen von X . Teilmengen von P(X) werde ich
oft als Systeme von Teilmengen von X ansprechen. Besonders häufig benutzt
man das Zorn’sche Lemma in der folgenden Gestalt:

Korollar 3.1.9.18. Ist M eine Menge und X ⊂ P(M) ein System von Teilmengen
von M , das mit jedem bezüglich Inklusion total geordneten Teilsystem auch die
Vereinigungsmenge des besagten Teilsystems enthält, so besitzt X ein bezüglich
Inklusion maximales Element.

3.1.9.19. Hier verwenden wir die Konvention 3.1.5.13, nach der die Vereinigung
über überhaupt keine Teilmenge einer Menge die leere Menge ist. Insbesondere
folgt aus unseren Annahmen, daß die leere Menge zu X gehört. Es reicht hier
nicht, nur die Stabilität unter Vereinigungen von aufsteigenden Folgen in unse-
rem Mengensystem zu fordern: So bilden etwa alle abzählbaren Teilmengen einer
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überabzählbaren Menge ein Mengensystem, das zwar stabil ist unter Vereinigun-
gen von aufsteigenden Folgen, das aber keine maximalen Elemente besitzt. Wir
nennen ein SystemM⊂ P(X) von Teilmengen einer gegebenen MengeX stabil
unter aufsteigenden Vereinigungen, wenn es mit jedem total geordneten Teil-
system auch die Vereinigungsmenge des besagten Teilsystems enthält. In dieser
Terminologie kann unser Korollar dann dahingehend formuliert werden, daß jedes
System von Teilmengen einer gegebenen Menge, das stabil ist unter aufsteigenden
Vereinigungen, mindestens ein maximales Element besitzt.

Beweis. Wir können das Zorn’sche Lemma auf die teilgeordnete Menge X an-
wenden, denn für jede Kette in X gehört nach Annahme die Vereinigung ihrer
Mitglieder auch zu X , und diese Vereinigung ist offensichtlich eine obere Schran-
ke unserer Kette. Sie ist sogar eine kleinste obere Schranke, so daß wir nur die
erste Hälfte von unserem Beweis des Zorn’schen Lemmas wirklich brauchen.

Satz 3.1.9.20 (Basisexistenzsatz und Basisergänzungssatz). Jeder Vektorraum
besitzt eine Basis. Ist allgemeiner M ⊂ E eine linear unabhängige Teilmenge in
einem Erzeugendensystem eines Vektorraums, so gibt es stets eine BasisB unseres
Vektorraums mit M ⊂ B ⊂ E.

3.1.9.21. Bereits der Basisexistenzsatz ist hochgradig nichtkonstruktiv. Ich bin
etwa außerstande, Ihnen für irgendeinen Körper K, und sei es der Körper K = F2

mit zwei Elementen, eine Basis des K-Vektorraums Ens(N, K) hinzuschreiben.
Geeignet verstanden ist das sogar prinzipiell unmöglich. Mehr dazu mögen Sie in
der Logik lernen.

Beweis. Sei V unser Vektorraum und X ⊂ P(V ) das System aller linear unab-
hängigen Teilmengen A mit M ⊂ A ⊂ E, teilgeordnet durch Inklusion. Wir
zeigen zunächst, daß X stabil ist unter aufsteigenden Vereinigungen. Ist in der Tat
Y ein total geordnetes System von linear unabhängigen Teilmengen von V , so ist
auch

⋃
A∈Y A linear unabhängig, denn sind v1, . . . , vr ∈

⋃
A∈Y A paarweise ver-

schieden, so gibt es einA ∈ Y mit v1, . . . , vr ∈ A und folglich verschwindet keine
nichttriviale Linearkombination der vi. Also ist X stabil unter aufsteigenden Ver-
einigungen und nach dem vorhergehenen Korollar 3.1.9.18 gibt es damit ein maxi-
males Element von X alias eine linear linear unabhängige Teilmenge Amax ⊂ V ,
die M umfaßt und maximal ist unter allen linear unabhängigen Teilmengen A
mit A ⊂ E. Diese Teilmenge muß dann aber nach der Maximalcharakterisierung
3.1.6.17 eine Basis von V sein.

Übungen

Übung 3.1.9.22. Gegeben eine teilgeordnete Menge besitzt jede nichtleere Teil-
menge ein maximales Element genau dann, wenn jede monoton wachsende Folge
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stagniert.

Übung 3.1.9.23. Man zeige, daß es auf jeder Menge eine Anordnung gibt.
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3.2 Lineare Abbildungen

3.2.1 Homomorphismen und Isomorphismen
Definition 3.2.1.1. Seien V,W Vektorräume über einem Körper K. Eine Abbil-
dung f : V → W heißt linear und genauer K-linear, wenn für alle ~v, ~w ∈ V und
λ ∈ K gilt

f(~v + ~w) = f(~v) + f(~w)

f(λ~v) = λf(~v)

Lineare Abbildungen heißen auch Homomorphismen von K-Vektorräumen.

Definition 3.2.1.2. Eine lineare Abbildung φ heißt ein Isomorphismus von Vek-
torräumen, wenn es eine lineare Abbildung ψ in die Gegenrichtung gibt derart,
daß beide Kompositionen ψ◦φ und φ◦ψ die Identität sind. Gibt es zwischen zwei
Vektorräumen einen Isomorphismus, so heißen sie isomorph. Ein Homomorphis-
mus von einem Vektorraum in sich selber heißt ein Endomorphismus unseres
Vektorraums. Ein Isomorphismus von einem Vektorraum in sich selber heißt ein
Automorphismus unseres Vektorraums.

3.2.1.3. Die Automorphismen eines Vektorraums V bilden mit der Hintereinan-
derausführung als Verknüpfung eine Gruppe. Sie heißt die allgemeine lineare
Gruppe oder auch die Automorphismengruppe unseres Vektorraums V und
wird notiert

GL(V ) = Aut(V )

nach der englischen Bezeichnung general linear group. Wenn wir betonen wol-
len, daß wir K-lineare Automorphismen meinen, schreiben wir auch AutK(V ).

3.2.1.4. Jede lineare Abbildung bildet den Nullvektor auf den Nullvektor ab, denn
für f : V → W linear gilt f(~0) = f(~0 + ~0) = f(~0) + f(~0) und Addition des
Negativen von f(~0) auf beiden Seiten liefert die Behauptung. Man zeigt auch
leicht per Induktion über n, daß gegeben f : V → W linear gilt

f(λ1~v1 + . . .+ λn~vn) = λ1f(~v1) + . . .+ λnf(~vn)

für beliebige λi ∈ K und ~vi ∈ V .

Didaktische Anmerkung 3.2.1.5. Ich denke, an dieser Stelle mag auch der Ab-
schnitt 2.2.3 über Homomorphismen von Magmas und Monoiden und Gruppen
besprochen werden, ergänzt um Homomorphismen von Körpern. Besser wäre es
aber, diesen Abschnitt schon früher zu besprechen. Dann kann man hier an 2.2.3.7
erinnern, wonach sogar überhaupt jeder Gruppenhomomorphismus das neutrale
Element auf das neutrale Element werfen muß.
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Eine lineare Abbildung des Richtungsraums der Papierebene auf sich selbst. Sie
ist sogar ein Automorphismus.
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3.2.1.6 (Herkunft der Terminologie). Die Herkunft eines Teils dieser Termino-
logie haben wir bereits in 2.2.3.9 diskutiert. „Linear“ heißen unsere Abbildungen
vermutlich, weil im Fall R-linearer Abbildungen f : R → R ihre Graphen Ge-
raden alias gerade Linien sind. Allerdings sind auch allgemeiner die Graphen der
Funktionen f : R→ R, x 7→ ax+b gerade Linien, und diese Abbildungen sind in
unserem Sinne nur linear im Fall b = 0. Auf der Schule haben Sie möglicherweise
diese Funktionen auch im Fall b 6= 0 „linear“ genannt, aber in der mathematischen
Fachsprache heißen besagte Funktionen nur im Fall b = 0 linear und sonst „af-
fin“. Das Wort „Endomorphismus“ kommt von griechisch „ενδoν“ für deutsch
„drinnen“, und das Wort „Automorphismus“ von „αυτoς“ für deutsch „selbst“.

Beispiele 3.2.1.7. Die Projektionen auf die Faktoren pri : Kn → K sind linear.
Die Abbildung K2 → K gegeben durch (x, y) 7→ ax+ by ist linear für beliebige
aber feste a, b ∈ K. Gegeben ein Vektorraum V und ein Vektor ~v ∈ V ist die
Abbildung K → V gegeben durch λ 7→ λ~v linear. Jede lineare Abbildung von K
in einen K-Vektorraum ist von dieser Gestalt. Das Quadrieren K → K ist nicht
linear, es sei denn, K ist ein Körper mit zwei Elementen, so daß das Quadrieren
mit der Identität zusammenfällt.

Beispiele 3.2.1.8. Gegeben Vektorräume V,W sind die Projektionsabbildungen
prV : (V ⊕W )→ V und prW : (V ⊕W )→ W linear. Dasselbe gilt allgemeiner
für die Projektionen pri : V1 ⊕ . . . ⊕ Vn → Vi. Ebenso sind die kanonischen
Injektionen inV : V → (V ⊕W ), v 7→ (v, 0) und inW : W → (V ⊕W ), w 7→
(0, w) linear und dasselbe gilt allgemeiner für die analog definierten Injektionen
ini : Vi → V1 ⊕ . . .⊕ Vn.

3.2.1.9. Das Bild eines Erzeugendensystems unter einer surjektiven linearen Ab-
bildung ist ein Erzeugendensystem. Das Bild einer linear unabhängigen Teilmen-
ge unter einer injektiven linearen Abbildung ist eine linear unabhängige Teilmen-
ge.

Satz 3.2.1.10 (Klassifikation von Vektorräumen durch ihre Dimension). Ge-
geben eine natürliche Zahl n ist ein Vektorraum über einem KörperK genau dann
isomorph zu Kn, wenn er die Dimension n hat.

Beweis. Natürlich gehen unter einem Vektorraumisomorphismus Erzeugenden-
systeme in Erzeugendensysteme, linear unabhängige Teilmengen in linear unab-
hängige Teilmengen und Basen in Basen über. Sind also zwei Vektorräume iso-
morph, so haben sie auch dieselbe Dimension. Hat umgekehrt ein Vektorraum V
eine angeordnete Basis B = (~v1, . . . , ~vn) aus n Vektoren, so liefert die Vorschrift
(λ1, . . . , λn) 7→ λ1~v1 + . . . + λn~vn etwa nach 3.1.6.12 einen Vektorraumisomor-
phismus Kn ∼→ V.
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3.2.1.11 (Stufenzahl nach Durchführen des Gauß-Algorithmus). Nun können
wir auch unsere Ausgangsfrage 3.1.1.15 lösen, ob die „Zahl der freien Parame-
ter“ bei unserer Darstellung der Lösungsmenge eines linearen Gleichungssys-
tems eigentlich wohlbestimmt ist oder präziser, ob beim Anwenden des Gauss-
Algorithmus dieselbe Zahl von Stufen entsteht, wenn wir zuvor die Variablen
umnummerieren alias die Spalten vertauschen. Wenn wir das für homogene Sys-
teme zeigen können, so folgt es offensichtlich für beliebige Systeme. Bei ho-
mogenen Systemen ist jedoch die Lösungsmenge L ⊂ Km ein Untervektor-
raum und wir erhalten einen Vektorraumisomorphismus L ∼→ Km−r durch „Strei-
chen aller Einträge, bei denen eine neue Stufe beginnt“, also durch Weglassen
von xs(1), xs(2), . . . , xs(r) aus einem m-Tupel (x1, . . . , xm) ∈ L. Damit erhalten
wir für die Zahl r der Stufen die von allen Wahlen unabhängige Beschreibung
als Zahl der Variablen abzüglich der Dimension des Lösungsraums, in Formeln
r = m− dimK L.

Übungen

Übung 3.2.1.12. Ein Punkt, der unter einer Abbildung auf sich selbst abgebildet
wird, heißt ein Fixpunkt besagter Abbildung. Gegeben eine Abbildung f : X →
X notiert man die Menge ihrer Fixpunkte auch

Xf := {x ∈ X | f(x) = x}

Man zeige: Gegeben ein Vektorraum V und ein Endomorphismus f ∈ EndV
bildet die Menge der von f festgehaltenen Vektoren alias aller Fixvektoren von
f stets einen Untervektorraum V f ⊂ V .

Übung 3.2.1.13. Jede Verknüpfung von Vektorraumhomomorphismen ist wie-
der ein Vektorraumhomomorphismus. Sind also in Formeln g : U → V und
f : V → W Vektorraumhomomorphismen, so ist auch f ◦ g : U → W ein
Vektorraumhomomorphismus.

Übung 3.2.1.14. Gegeben ein surjektiver Vektorraumhomomorphismus g : U �
V und eine Abbildung f : V → W in einen weiteren Vektorraum ist f genau dann
linear, wenn die Verknüpfung f ◦ g : U → W linear ist. Gegeben ein injektiver
Vektorraumhomomorphismus f : V ↪→ W und eine Abbildung g : U � V von
einen weiteren Vektorraum nach V ist g genau dann linear, wenn die Verknüpfung
f ◦ g : U → W linear ist. Hinweis: 2.2.3.37.

Übung 3.2.1.15. Ist f : V → W ein bijektiver Vektorraumisomorphismus, so ist
auch die Umkehrabbildung f−1 : W → V ein Vektorraumhomomorphismus und
f ist folglich ein Isomorphismus.
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Illustration zu Übung 3.2.1.12, nach der die Fixpunktmenge jedes
Endomorphismus eines Vektorraums ein Untervektorraum ist. Zum Beispiel ist

die Spiegelung an einer Ursprungsgerade eine lineare Abbildung und ihre
Fixpunktmenge ist in der Tat ein Untervektorraum, nämlich besagte

Ursprungsgerade.
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Übung 3.2.1.16. Wieviele Untervektorräume besitzt der R2, die unter der Spie-
gelung (x, y) 7→ (x,−y) in sich selber überführt werden? Welche Untervektor-
räume des R3 werden unter der Spiegelung (x, y, z) 7→ (x, y,−z) in sich selber
überführt?

Ergänzende Übung 3.2.1.17. Eine Gruppe, in der jedes Element sein eigenes In-
verses ist, kann nach 3.1.2.18 auf genau eine Weise mit der Struktur eines Vek-
torraums über dem Körper mit zwei Elementen versehen werden. Ein Beispiel ist
unsere Gruppe aus 2.2.2.19 mit den Teilmengen einer Menge Z als Elementen.
Man zeige, daß dieser Vektorraum isomorph ist zum Vektorraum aller Abbildun-
gen der Menge Z in der Körper mit zwei Elementen.

Übung 3.2.1.18. Eine Abbildung f : V → W von Vektorräumen ist genau dann
linear, wenn ihr Graph Γ(f) ⊂ V ×W ein Untervektorraum des Produkts ist.

3.2.2 Dimensionsformel für lineare Abbildungen
Lemma 3.2.2.1. Das Bild eines Untervektorraums unter einer linearen Abbildung
ist ein Untervektorraum. Das Urbild eines Untervektorraums unter einer linearen
Abbildung ist ein Untervektorraum.

Beweis. 1. Sei f : V → W unsere lineare Abbildung. Sei U ⊂ V ein Untervek-
torraum. Wir müssen zeigen, daß auch f(U) ⊂ V ein Untervektorraum ist. Da
f ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen ist, ist f(U)
schon mal eine additive Untergruppe von W nach 2.2.3.24. Da U ein Untervek-
torraum ist, gilt weiter λ~u ∈ U . Dann folgt mit der Linearität λ~w = λf(~u) =
f(λ~u) ∈ f(U). Also hat f(U) alle von einem Untervektorraum geforderten Ei-
genschaften.

2. Sei f : V → W unsere lineare Abbildung. Sei Z ⊂ W ein Untervektor-
raum. Da f ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen ist,
ist f−1(Z) := {~v ∈ V | f(~v) ∈ Z} schon mal eine additive Untergruppe von V
nach 2.2.3.24. Gegeben ~v ∈ f−1(Z) und λ ∈ K gilt weiter f(λ~v) = λf(~v) ∈ Z
wegen der Linearität und da Z ein Untervektorraum ist. Aus der Definition des
Urbilds folgt λ~v ∈ f−1(Z). Also hat f−1(Z) alle von einem Untervektorraum
geforderten Eigenschaften.

3.2.2.2. Das Bild einer linearen Abbildung f : V → W alias die Teilmenge
(im f) := f(V ) ⊂ W ist nach 3.2.2.1 ein Untervektorraum von W .

3.2.2.3. Das Urbild des Nullvektors unter einer linearen Abbildung f : V → W
notiert man auch

(ker f) := f−1(0) = {v ∈ V | f(v) = 0}
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und nennt es den Kern der linearen Abbildung f . Der Kern ist nach 3.2.2.1 ein
Untervektorraum von V . Wir hatten ihn in 2.2.3.21 sogar bereits für beliebige
Gruppenhomomorphismen eingeführt.

Lemma 3.2.2.4 (Verschwindender Kern bedeutet Injektivität). Eine lineare
Abbildung f : V → W ist injektiv genau dann, wenn ihr Kern Null ist.

Beweis. Das sollten sie in Übung 2.2.3.21 bereits für beliebige Gruppenhomo-
morphismen zeigen. Hier geben wir das Argument nocheinmal in unserem Spe-
zialfall. Liegen im Kern außer dem Nullvektor von V noch andere Vektoren, so
werden verschiedene Vektoren aus V unter f auf den Nullvektor von W abgebil-
det und unsere Abbildung ist nicht injektiv. Ist umgekehrt unsere Abbildung nicht
injektiv, so gibt es v 6= v1 in V mit f(v) = f(v1) und es folgt f(v − v1) = 0 aber
v − v1 6= 0. Mit v − v1 liegt also ein von Null verschiedener Vektor im Kern, der
folglich nicht der Nullraum sein kann.

Satz 3.2.2.5. Für jede lineare Abbildung f : V → W von Vektorräumen gilt die
Dimensionsformel

dimV = dim(ker f) + dim(im f)

Beweis. Ist V endlich erzeugt, so ist auch (im f) endlich erzeugt, da ja für jedes
Erzeugendensystems E ⊂ V sein Bild f(E) ein Erzeugendensystem von f(V ) =
im f ist. Ebenso ist mit V auch (ker f) endlich erzeugt, nach 3.1.7.11 ist ja sogar
jeder Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraums endlich erzeugt. Gilt
also umgekehrt dim(ker f) =∞ oder dim(im f) =∞, so folgt dimV =∞ und
unser Satz gilt in diesen beiden Fällen. Wir brauchen ihn also nur noch in dem
Fall zu zeigen, daß (ker f) und (im f) beide endlichdimensional sind. In diesem
Fall folgt er aus dem anschließenden präziseren Lemma 3.2.2.6. Alternativ kann
man auch mit Übung 3.2.2.12 argumentieren.

Lemma 3.2.2.6. Sei f : V → W eine lineare Abbildung. Ist A eine Basis ihres
Kerns, B eine Basis ihres Bildes und g : B → V eine Wahl von Urbildern unserer
Basis des Bildes, so ist g(B) ∪ A eine Basis von V .

3.2.2.7. Wir zeigen sogar stärker: Erzeugt A den Kern und B das Bild, so erzeugt
g(B) ∪ A ganz V . Sind A und B linear unabhängig, so auch g(B) ∪ A.

Beweis. Gegeben ~v ∈ V haben wir f(~v) = λ1 ~w1 + . . . + λr ~wr mit ~wi ∈ B.
Offensichtlich liegt dann ~v − λ1g(~w1) − . . . − λrg(~wr) im Kern von f und so
folgt, daß g(B) ∪ A ganz V erzeugt. Um die lineare Unabhängigkeit zu zeigen
nehmen wir an, es gelte

λ1g(~w1) + . . .+ λrg(~wr) + µ1~v1 + . . .+ µs~vs = 0
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mit den ~vi ∈ A und ~wj ∈ B paarweise verschieden. Wenden wir f an, so folgt
λ1 ~w1 + . . . + λr ~wr = 0 und damit λ1 = . . . = λr = 0 wegen der linearen Un-
abhängigkeit der ~wi. Setzen wir diese Erkenntnis in die ursprüngliche Gleichung
ein, so folgt weiter µ1 = . . . = µs = 0 wegen der linearen Unabhängigkeit der
Vektoren ~vj .

Korollar 3.2.2.8 (Isomorphismus durch Dimensionsvergleich). Jede injektive
lineare Abbildung zwischen Vektorräumen derselben endlichen Dimension ist ein
Isomorphismus. Jede surjektive lineare Abbildung zwischen Vektorräumen dersel-
ben endlichen Dimension ist ein Isomorphismus.

Beweis. Sei f : V → W unsere lineare Abbildung. Ist f injektiv, so folgt kerf =
0 und dann dim(imf) = dimV = dimW aus der Dimensionsformel und so
imf = W mit 3.1.7.11. Ist f surjektiv, so folgt erst kerf = 0 aus der Dimensi-
onsformel und dann die Injektivität aus 3.2.2.4.

Korollar 3.2.2.9 (Dimensionssatz). Gegeben ein Vektorraum V mit Teilräumen
U,W ⊂ V gilt

dim(U +W ) + dim(U ∩W ) = dimU + dimW

Beweis. Wir haben diesen Satz bereits in 3.1.7.12 sozusagen zu Fuß bewiesen.
Mit unserer Dimensionsformel 3.2.2.5 können wir nun noch einen alternativen
Beweis geben. Betrachtet man nämlich die lineare Abbildung

f : U ⊕W → V

gegeben durch f(u,w) = u+w, so gilt (im f) = U +W und die Abbildung d 7→
(d,−d) definiert einen Isomorphismus (U ∩ W )

∼→ ker f . Die Formel 3.1.7.16
für die Dimension der direkten Summe in Verbindung mit der Dimensionsformel
liefert so

dimU + dimW = dim(U ⊕W ) = dim(U ∩W ) + dim(U +W )

Definition 3.2.2.10. Zwei Untervektorräume U,W eines Vektorraums V heißen
komplementär, wenn die Addition eine Bijektion

U ×W ∼→ V

liefert. Als lineare Abbildung ist das unter Verwendung der in 3.1.3.10 eingeführ-
ten Notation dann sogar ein Vektorraumisomorphismus + : U ⊕W

∼→ V . Des
weiteren sagt man in dieser Situation, W sei ein Vektorraumkomplement oder
kurz Komplement von U in V .
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3.2.2.11 (Vektorraumkomplement und Komplementmenge). Man unterschei-
de sorgfältig zwischen Vektorraumkomplement und Komplementmenge: Kom-
plementäre Untervektorräume sind keineswegs disjunkt, sondern schneiden sich
im Nullvektor, und die Vereinigung komplementärer echter Untervektorräume ist
auch nie der ganze Ausgangsraum, sondern nur ein Erzeugendensystem dessel-
ben. Auf französisch spricht man von einem „sousespace supplémentaire“, das ist
noch deutlicher. Allerdings werden sich beide Begriffe in 4.7.7.16 als Ausprägun-
gen von „Koprodukten“ erweisen, und das ist zumindest eine gewisse Rechtferti-
gung für diese möglicherweise verwirrende Terminologie.

Übungen

Übung 3.2.2.12. Sei f : V → W eine lineare Abbildung. Man zeige: Ist ~v1, . . . , ~vs
eine Basis des Kerns ker f und ~vs+1, . . . , ~vn eine Erweiterung zu einer linear un-
abhängigen Teilmenge ~v1, . . . , ~vn von V , so ist die Familie f(~vs+1), . . . , f(~vn)
linear unabhängig in W . Ist unsere Erweiterung sogar eine Basis von V , so ist
unsere Familie eine Basis des Bildes von f .

Übung 3.2.2.13. Man zeige: Zwei Untervektorräume U,W eines Vektorraums V
sind komplementär genau dann, wenn gilt V = U +W und U ∩W = 0.

Ergänzende Übung 3.2.2.14. Die Menge aller Untervektorräume eines gegebenen
Vektorraums bildet mit den Verknüpfungen + und ∩ als ∨ und ∧ einen Verband
im Sinne von 2.2.6.3 und in diesem Verband gilt zuätzlich

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = a ∨ (b ∧ (a ∨ c))

für alle a, b, c. Ein Verband mit dieser Eigenschaft heißt modular. Gleichbedeu-
tend ist die Forderung (a ∨ b) ∧ c = a ∨ (b ∧ c) für alle a, b, c mit a ∨ c = c. Mit
demselben Beweis wird in einer später eingeführten Terminologie folgen, daß die
Untermoduln eines gegebenen Moduls einen modularen Verband bilden, und da-
her rührt auch die Terminologie. Mit einem Verband ist auch der duale Verband
modular, wie man durch Einsetzen von a ∧ c für a erkennt.

Ergänzende Übung 3.2.2.15. Ein Verband (B,∧,∨) ist genau dann modular, wenn
wir für je zwei Elemente a, b ∈ B in Bezug auf die in 10.2.3.9 beschriebene
Ordnungrelation zueinander inverse Bijektionen zwischen den Intervallen [a∧b, b]
und [a, a∨ b] erhalten durch die Regeln w 7→ a∨w und v 7→ v∧ b. Hinweis: Man
setze ein Element w ∈ [a, a ∨ b] an als w = (a ∨ c) ∧ (a ∨ b) und transportiere es
hin und zurück. Dualitätsbetrachtungen liefern den Rest der Behauptung.

Übung 3.2.2.16. Man zeige: Zwei Untervektorräume U,W eines endlichdimen-
sionalen Vektorraums V sind komplementär genau dann, wenn gilt V = U + W
und dimU + dimW ≤ dimV . Hinweis: 3.1.7.16.
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Übung 3.2.2.17. Der Kern einer von Null verschiedenen linearen Abbildung in
den Grundkörper ist stets eine Hyperebene im Sinne von 3.1.5.16.

Ergänzende Übung 3.2.2.18. Sei ϕ : V → V ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums. Man zeige, daß ker(ϕ2) = kerϕ gleichbedeutend ist
zu + : kerϕ⊕ imϕ

∼→ V .

Ergänzende Übung 3.2.2.19. Ein Element f einer Menge mit Verknüpfung heißt
idempotent genau dann, wenn in multiplikativer Notation gilt f 2 = f . Die idem-
potenten Endomorphismen eines Vektorraums entsprechen eineindeutig seinen
Zerlegungen in eine direkte Summe von zwei komplementären Teilräumen. Ge-
geben ein Vektorraum V liefert genauer die Abbildung f 7→ (im f, ker f) eine
Bijektion

{f ∈ EndV | f 2 = f} ∼→
{

(I, J) ∈ P(V )2

∣∣∣∣ I, J ⊂ V sind Teilräume
und als solche komplementär

}
Für die Umkehrabbildung unserer Bijektion sagt man, sie ordne unserem Paar
(I, J) komplementärer Teilräume die Projektion von V auf I längs J zu.

Übung 3.2.2.20. Sei p : V � W eine surjektive lineare Abbildung. Man zei-
ge: Genau dann ist ein Teilraum U ⊂ V komplementär zu ker p, wenn p einen
Isomorphismus p : U

∼→ W induziert.

3.2.3 Räume von linearen Abbildungen
3.2.3.1. Seien V,W Vektorräume über einem Körper K. Die Menge aller Homo-
morphismen von V nach W notieren wir

HomK(V,W ) = Hom(V,W ) ⊂ Ens(V,W )

Lemma 3.2.3.2 (Lineare Abbildungen und Basen). Seien V,W Vektorräume
über einem Körper K und sei B ⊂ V eine Basis. So liefert das Einschränken von
Abbildungen eine Bijektion

HomK(V,W )
∼→ Ens(B,W )

Jede lineare Abbildung ist also in Worten festgelegt und festlegbar durch ihre
Werte auf einer Basis.

Beweis im Fall einer endlichen Basis. Seien f, g : V → W linear. Gilt f(~v) =
g(~v) für alle ~v ∈ B, so folgt f(λ1~v1 + . . .+ λr~vr) = g(λ1~v1 + . . .+ λr~vr) für alle
λ1, . . . , λr ∈ K und ~v1, . . . , ~vr ∈ B und damit f(~v) = g(~v) für alle ~v im Erzeugnis
von B alias für alle ~v ∈ V . Das zeigt die Injektivität der im Lemma betrachteten
Einschränkungsabbildung sogar allgemeiner für jedes Erzeugendensystem B von
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V . Ist B zusätzlich eine Basis und ist umgekehrt eine Abbildung von Mengen
g : B → W gegeben, so können wir sie zu einer linearen Abbildung g̃ : V → W
ausdehnen wie folgt: Jeder Vektor ~v ∈ V läßt sich ja nach 3.1.6.12 eindeutig als
Linearkombination der Basisvektoren schreiben, etwa ~v = λ1~v1 + . . . + λr~vr mit
paarweise verschiedenen ~vi ∈ B. Wir können nun schlicht g̃ definieren durch die
Vorschrift

g̃(~v) := λ1g(~v1) + . . .+ λrg(~vr)

Man sieht leicht, daß dann g̃ linear ist und auf der Basis zu g einschränkt.

3.2.3.3. Im Fall einer unendlichen Basis funktioniert derselbe Beweis, nur soll-
ten wir noch genauer sagen, was wir meinen mit der Aussage, jeder Vektor ~v ∈ V
lasse sich eindeutig als Linearkombination der Basisvektoren schreiben. Dazu ent-
wickeln wir die Terminologie des „freien Vektorraums über einer Menge“.

3.2.3.4 (Freie Vektorräume und ihre universelle Eigenschaft). Seien X eine
Menge und K ein Körper. Die Menge Ens(X,K) aller Abbildungen f : X → K
mit der punktweisen Addition und Multiplikation mit Skalaren ist offensichtlich
ein K-Vektorraum. Darin bilden alle Abbildungen, die nur an endlich vielen Stel-
len von Null verschiedene Werte annehmen, einen Untervektorraum

K〈X〉 ⊂ Ens(X,K)

Dieser Vektorraum K〈X〉 heißt der freie Vektorraum über der Menge X . Ge-
geben x ∈ X bezeichne δx : X → K die Abbildung mit δx(x) = 1 und δx(y) = 0
für y 6= x. So ist die sogenannte kanonische Einbettung can : X → K〈X〉 ge-
geben durch x 7→ δx offensichlich eine Basis im Sinne einer Familie von K〈X〉.
Weiter liefert für jeden K-Vektorraum V das Vorschalten der kanonischen Ein-
bettung can eine Bijektion

(◦ can) : HomK(K〈X〉, V )
∼→ Ens(X, V )

In der Tat kann man in diesem Fall eine Umkehrabbildung leicht angeben durch
die Vorschrift φ 7→ Φ mit

Φ : a 7→
∑

{x|a(x)6=0}

a(x)φ(x)

Wir sagen dann auch, die lineare Abbildung Φ : K〈X〉 → V entstehe aus der
Abbildung φ : X → V durch lineare Fortsetzung.

3.2.3.5 (Notationen im Zusammenhang mit freien Vektorräumen). Ein Ele-
ment a ∈ K〈X〉 des freien Vektorraums über einer Menge X fassen wir am
liebsten als „formale Linearkombination von Elementen von X“ auf und notieren
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es statt
∑
{x|a(x)6=0} a(x)δx lieber

∑
x∈X axx mit der Indexnotation a(x) = ax für

Abbildungen, der Abkürzung δx = x und der Konvention, daß bei unendlichen
Summen mit nur endlich vielen von Null verschiedenen Summanden eben nur
die Summe der von Null verschiedenen Summanden gemeint sein soll. In dieser
Notation wirkt dann die kanonische Einbettung wie die Einbettung einer Teil-
menge. Weiter wird in dieser Notation die lineare Fortsetzung Φ einer Abbildung
φ : X → V beschrieben durch die hoffentlich suggestivere Formel

Φ :
∑
x∈X

axx 7→
∑
x∈X

axφ(x)

Im Fall der Menge X = {], [, \} wäre ein typisches Element von Q〈X〉 etwa der
Ausdruck

1

2
]− 7

5
[+ 3 \

Im Fall einer endlichen Menge X = {x1, . . . , xn} schreiben wir statt dem etwas
umständlichen K〈{x1, . . . , xn}〉 auch abkürzend K〈x1, . . . , xn〉. Unseren Vektor-
raum von eben hätten wir also auch mit Q〈], [, \〉 bezeichnen können. Wenn wir
betonen wollen, daß X für eine Menge von Erzeugern und nicht etwa einen einzi-
gen Erzeuger steht, schreiben wir statt K〈X〉 genauer K〈!X〉. Manchmal lassen
wir auch die eckigen Klammern weg und schreiben statt K〈X〉 einfach KX .

Satz 3.2.3.6 (Linearkombinationen von Basiselementen, Variante). Seien K
ein Körper, V ein K-Vektorraum und (~vi)i∈I eine Familie von Vektoren aus V . So
sind gleichbedeutend:

1. Die Familie (~vi)i∈I ist eine Basis von V ;

2. Die durch lineare Fortsetzung von φ : I → V , i 7→ ~vi nach 3.2.3.4 entste-
hende lineare Abbildung ist ein Isomorphismus Φ : K〈I〉 ∼→ V .

Beweis. Ausführlicher gilt sogar:

(~vi)i∈I ist Erzeugendensystem ⇔ Φ ist eine Surjektion K〈I〉� V
(~vi)i∈I ist linear unabhängig ⇔ Φ ist eine Injektion K〈I〉 ↪→ V
(~vi)i∈I ist eine Basis ⇔ Φ ist eine Bijektion K〈I〉 ∼→ V

Der Beweis ist mutatis mutandis derselbe wie im in 3.1.6.12 behandelten Fall
einer endlichen Familie, mit einigen Vereinfachungen, die die bereits entwickelte
Theorie ermöglicht. Das Bild von Φ ist offensichtlich der von unserer Familie
erzeugte Untervektorraum. Andererseits ist Φ nach 3.2.2.4 genau dann injektiv,
wenn gilt ker(Φ) = 0. Diese Bedingung bedeutet aber nach unseren Definitionen
genau die lineare Unabhängigkeit unserer Familie.
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Beweis von Lemma 3.2.3.2 im allgemeinen. Ist V ein K-Vektorraum und B ⊂ V
eine Basis, so liefert die lineare Ausdehnung der Einbettung φ : B ↪→ V nach
3.2.3.6 einen Isomorphismus Φ : K〈B〉 ∼→ V . Wir erhalten so für jeden weiteren
K-Vektorraum Bijektionen

HomK(V,W )
∼→ HomK(K〈B〉,W )

∼→ Ens(B,W )

durch Vorschalten von Φ und can. Deren Verknüpfung alias das Vorschalten der
Einbettung B ↪→ V ist also auch eine Bijektion, und das war genau die Behaup-
tung.

3.2.3.7. Die folgende Definition mit den zugehörigen Übungen ist dazu gedacht,
die Diskussion der Determinante und allgemeinerer multilinearer Abbildungen
vorzubereiten. An dieser Stelle ist es wesentlich, daß wir über einem Körper und
nicht etwa über einem Schiefkörper arbeiten.

Definition 3.2.3.8. Seien U, V,W Vektorräume über einem Körper K. Eine Ab-
bildung F : U ×V → W alias 2-Multiabbildung F : U gV → W heißt bilinear,
wenn sie für jedes feste v ∈ V linear ist in u ∈ U und für jedes feste u ∈ U linear
in v ∈ V . In Formeln bedeutet das

F (u+ a, v) = F (u, v) + F (a, v)
F (λu, v) = λF (u, v)

F (u, v + b) = F (u, v) + F (u, b)
F (u, µv) = µF (u, v)

für alle λ, µ ∈ K und u, a ∈ U und v, b ∈ V . Die Menge aller solchen bilinearen
Abbildungen notieren wir

ModK(U g V,W ) = Hom
(2)
K (U × V,W ) ⊂ Ens(U × V,W )

Mir gefällt die erste Notation besser, in der g ein neues Trennsymbol ist und
ModK die „Schmelzkategorie der K-Moduln“ meint, die wir später einführen
werden. Diese Notation ist jedoch unüblich. Eine bilineare Abbildung V×V → K
in den Grundkörper heißt eine Bilinearform auf V . Die Menge, ja den Vektor-
raum aller Bilinearformen auf V notieren wir Bil(V ).

Übungen

Übung 3.2.3.9. Seien U, V,W Vektorräume und A ⊂ U sowie B ⊂ V jeweils
Basen. So liefert die Einschränkung eine Bijektion

ModK(U g V,W )
∼→ Ens(A×B,W )
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In Worten ist also eine bilineare Abbildung festgelegt und festlegbar durch ihre
Werte auf Paaren von Basisvektoren. Hinweis: Man orientiere sich am Beweis
von 3.2.3.2.

Ergänzende Übung 3.2.3.10. Seien (X,≤) eine teilgeordnete Menge und K ein
Körper. Seien für alle x ∈ X Abbildungen fx : X → K gegeben mit fx(x) 6=
0 und fx(y) 6= 0 ⇒ y ≥ x. Man zeige, daß dann die Familie (fx)x∈X linear
unabhängig ist im Vektorraum Ens(X,K) aller Abbildungen von X nach K.

Weiterführende Übung 3.2.3.11. Man zeige, daß für eine unendliche Menge X
weder der Vektorraum Ens(X,K) noch der freie Vektorraum K〈X〉 über X end-
lich erzeugt sind.

Übung 3.2.3.12 (Homomorphismen aus direkten Summen). Gegeben Vektor-
räume V1, . . . , Vn,W liefert die Vorschrift f 7→ (f ◦ ini)i einen Isomorphismus

Hom(V1 ⊕ . . .⊕ Vn,W )
∼→ Hom(V1,W )⊕ . . .⊕ Hom(Vn,W )

Die Umkehrabbildung ordnet einem Tupel linearer Abbildungen fi : Vi → W die
lineare Abbildung f : V1 ⊕ . . .⊕ Vn → W zu mit

f(~v1, . . . , ~vn) := f1(~v1) + . . .+ fn(~vn)

Wir notieren diese Abbildung auch f = (f1, . . . , fn) und denken sie uns als eine
“Zeilenmatrix von linearen Abbildungen“, die auf die “Spaltenmatrix von Vek-
toren“ (~v1, . . . , ~vn)> angewandt wird. Es erweist sich in diesem und ähnlichen
Kontexten als bequem, Elemente von direkten Summen als Spaltenvektoren zu
denken.

Übung 3.2.3.13 (Homomorphismen in direkte Summen). Gegeben Vektorräume
V,W1, . . . ,Wn liefert die Vorschrift g 7→ (pri ◦g)i einen Isomorphismus

Hom(V,W1 ⊕ . . .⊕Wn)
∼→ Hom(V,W1)⊕ . . .⊕ Hom(V,Wn)

Die Umkehrabbildung ordnet einem Tupel linearer Abbildungen gi : V → Wi die
lineare Abbildung g : V → W1 ⊕ . . . ⊕Wn zu mit g(~v) = (g1(~v), . . . , gn(~v)).
Wir notieren diese Abbildung auch g = (g1, . . . , gn)> und denken sie uns als eine
“Spaltenmatrix von linearen Abbildungen“, die aus einem Vektor ~v eine Spalte
von Vektoren macht, die wir dann als Elemente der direkten Summe auffassen.

Übung 3.2.3.14 (Der Hom-Raum und seine Dimension). Seien V,W Vektor-
räume über einem Körper K. Man zeige, daß HomK(V,W ) ein Untervektorraum
der Menge Ens(V,W ) aller Abbildungen von V nach W mit ihrer Vektorraum-
struktur aus 3.2.3.4 ist. Man zeige für die Dimension von HomK(V,W ) die For-
mel

dim HomK(V,W ) = (dimV )(dimW )
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unter der Konvention 0 ·∞ =∞·0 = 0. Diese Formel ist insofern mit Vorsicht zu
genießen, als sie bei einer feineren Interpretation der Dimension als Kardinalität
im Fall unendlichdimensionaler Räume ihre Gültigkeit verliert. Hinweis: 3.2.3.2.

Übung 3.2.3.15. Man zeige, daß für je drei Vektorräume U, V,W über einem
Körper die Verknüpfung Hom(U, V )×Hom(V,W )→ Hom(U,W ) von linearen
Abbildungen bilinear ist. Hier sind unsere Homomorphismenräume zu verstehen
mit ihrer in 3.2.3.14 erklärten Vektorraumstruktur.

Übung 3.2.3.16 (Exponentialgesetz für lineare Abbildungen). Gegeben Vektor-
räume U, V,W über einem Körper induziert die Identifikation Ens(U × V,W )

∼→
Ens(U,Ens(V,W )) aus dem Exponentialgesetz 2.1.6.5 einen Isomorphismus

Hom(2)(U × V,W )
∼→ Hom(U,Hom(V,W ))

zwischen dem Raum der bilinearen Abbildungen U × V → W und dem Raum
der linearen Abbildungen U → Hom(V,W ).

3.2.4 Lineare Abbildungen Kn→Km und Matrizen
Satz 3.2.4.1 (Lineare Abbildungen und Matrizen). Gegeben ein Körper K und
natürliche Zahlen n,m ∈ N erhalten wir eine Bijektion zwischen der Menge der
linearen Abbildungen Kn → Km und der Menge der K-wertigen Matrizen mit m
Zeilen und n Spalten

M : HomK(Kn, Km)
∼→ Mat(m× n;K)

f 7→ [f ]

durch die Vorschrift, die jeder linearen Abbildung f ihre darstellende Matrix
M(f) := [f ] zuordnet. Die darstellende Matrix wird dabei ihrerseits dadurch
erklärt, daß in ihren Spalten die Bilder unter f der Vektoren der Standardbasis
des Kn stehen, in Formeln

[f ] := (f(e1)|f(e2)| . . . |f(en))

Beweis. Das folgt unmittelbar aus unserer Erkenntnis 3.2.3.2, daß eine lineare
Abbildung festgelegt wird durch ihre Werte auf den Vektoren einer Basis, die
ihrerseits beliebig vorgegeben werden können.

Beispiel 3.2.4.2. Die Matrix der Identität auf Kn ist die Einheitsmatrix

I = In := [id] =


1 0

1
. . .

0 1
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mit Einträgen Ii,j = δi,j in der unter der Bezeichnung Kroneckerdelta bekannten
und allgemein gebräuchlichen Konvention

δi,j =

{
1 i = j;
0 sonst.

Ist allgemeiner n ≥ m, so ist die Matrix des „Weglassens der überzähligen Koor-
dinaten“ f : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xm) gerade

[f ] =


1 0 0 . . . 0

. . .
. . .

0 1 0 . . . 0


Die Matrix des „Vertauschens der Koordinaten“ g : K2 → K2, (x, y) 7→ (y, x)
schließlich ist

[g] =

(
0 1
1 0

)
Definition 3.2.4.3. Gegeben natürliche Zahlen m,n, l ∈ N und ein Körper K und
Matrizen A ∈ Mat(n ×m;K), B ∈ Mat(m × l;K) definieren wir ihr Produkt
A ◦B = AB ∈ Mat(n× l;K) durch die Formel

(AB)ik =
m∑
j=1

AijBjk

Diese Formel drückt den Eintrag der Produktmatrix AB in der i-ten Zeile und k-
ten Spalte durch die Einträge der Matrizen A und B aus. In Worten gilt es, jeweils
den j-ten Eintrag der i-ten Zeile vonAmit dem j-ten Eintrag der k-ten Spalte von
B zu multiplizieren, und die Summe dieser m Produkte ist dann der Eintrag der
Produktmatrix AB in der i-ten Zeile und k-ten Spalte. Manchmal schreiben wir
die Produktmatrix auch ausführlicher AB = A ◦ B. Die Matrixmultiplikation
liefert eine Abbildung

Mat(n×m;K)×Mat(m× l;K) → Mat(n× l;K)

(A , B) 7→ AB

3.2.4.4. In der Terminologie aus 3.2.3.8 ist unsere Matrixmultiplikation eine bili-
neare Abbildung, wie man unschwer einsieht. Den Ursprung dieser auf den ersten
Blick vielleicht absonderlich anmutenden Definition des Produkts zweier Matri-
zen und unserer leicht mit dem Verknüpfen von Abbildungen zu verwechselnden
alternativen Notation AB = A ◦B erklärt der folgende Satz.
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Produkt zweier Matrizen. Der gestrichelt eingekringelte Eintrag 4 in der zweiten
Zeile und dritten Spalte auf der rechten Seite etwa ergibt sich aus der gestrichelt

eingekringelten zweiten Zeile des ersten Faktors und der gestrichelt
eingekringelten dritten Spalte des zweiten Faktors vermittels der Rechnung

4 = 2 · 2 + 0 · 6.
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Satz 3.2.4.5 (Verknüpfen von Abbildungen und Matrixprodukt). Gegeben li-
neare Abbildungen g : K l → Km und f : Km → Kn ist die Matrix ihrer
Verknüpfung das Produkt der zugehörigen Matrizen, in Formeln

[f ◦ g] = [f ] ◦ [g]

Beweis. Sei (aij) die Matrix [f ] und (bjk) die Matrix [g]. Wir notieren die Stan-
dardbasen von Kn, Km und K l als ~ui, ~vj und ~wk in der Hoffnung, daß die fol-
gende Rechnung dadurch transparenter wird, daß wir nicht für die Standardbasis
in allen drei Räumen die sonst eigentlich übliche Notation ~er verwenden. Weiter
schreiben wir die Skalare hinter die Vektoren, was wir bei konsequenter Arbeit
mit einem Schiefkörper eh hätten tun müssen und was in jedem Fall die Formeln
transparenter macht. In dieser Notation haben wir also

g(~wk) = (b∗k) = ~v1b1k + . . .+ ~vmbmk

f(~vj) = (a∗j) = ~u1a1j + . . .+ ~unanj

und folgern
(f ◦ g)(~wk) = f(~v1b1k + . . .+ ~vmbmk)

= f(~v1)b1k + . . .+ f(~vm)bmk

=
∑m

j=1 f(~vj)bjk

=
∑m

j=1

(∑n
i=1 ~uiaij

)
bjk

=
∑n

i=1 ~ui
(∑m

j=1 aijbjk
)

Andererseits sind ja die Einträge (cik) der Matrix [f ◦g] gerade definiert durch die
Identität (f◦g)(~wk) = ~u1c1k+. . .+~uncnk, und durch einen Koeffizientenvergleich
folgt für die Einträge cik von [f ◦ g] wie gewünscht cik =

∑m
j=1 aijbjk.

Proposition 3.2.4.6 (Rechnen mit Matrizen). Für die Matrixmultiplikation gel-
ten die folgenden Rechenregeln:

(A+ A′)B = AB + A′B

A(B +B′) = AB + AB′

IB = B

AI = A

(AB)C = A(BC)

für beliebige k, l,m, n ∈ N undA,A′ ∈ Mat(n×m;K),B,B′ ∈ Mat(m×l;K),
C ∈ Mat(l × k;K) und I = Im die (m×m)-Einheitsmatrix.



3.2. LINEARE ABBILDUNGEN 169

Erster Beweis. Stures Rechnen, ich führe nur zwei Teile beispielhaft aus. Wir ha-
ben (AI)ij =

∑
k AikIkj =

∑
k Aikδkj = Aij und das zeigt AI = A. Für die

nächste Rechnung verwende ich einmal andere Notationen und nehme κ, λ, µ, ν
als Laufindizes. Dann haben wir

((AB)C)νκ =
∑l

λ=1(AB)νλCλκ

=
∑l

λ=1

(∑m
µ=1AνµBµλ

)
Cλκ

=
∑l,m

λ,µ=1 AνµBµλCλκ

(A(BC))νκ =
∑m

µ=1Aνµ(BC)µκ

=
∑m

µ=1Aνµ

(∑l
λ=1BµλCλκ

)
=

∑m,l
µ,λ=1 AνµBµλCλκ

und das zeigt (AB)C = A(BC).

Zweiter Beweis. Wir können unsere Rechenregeln für Matrizen auch mit 3.2.4.1
und 3.2.4.5 auf die entsprechenden Regeln für lineare Abbildungen zurückführen.
Um zum Beispiel (AB)C = A(BC) zu zeigen, betrachten wir die linearen Abbil-
dungen a, b, c mit den entsprechenden Matrizen im Sinne von 3.2.4.1, finden mit
3.2.4.5 sofort

(AB)C = ([a] ◦ [b]) ◦ [c] = [a ◦ b] ◦ [c] = [(a ◦ b) ◦ c]

A(BC) = [a] ◦ ([b] ◦ [c]) = [a] ◦ [b ◦ c] = [a ◦ (b ◦ c)]

und die Behauptung ergibt sich aus der für die Verknüpfung von Abbildungen
offensichtlichen Identität (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).

3.2.4.7 (Lineare Abbildungen Km → Kn als Matrixmultiplikationen). Mit
dem Formalismus der Matrixmultiplikation können wir auch die Umkehrung un-
serer Bijektion HomK(Km, Kn)

∼→ Mat(n×m;K), f 7→ [f ] aus 3.2.4.1, bei der
jeder linearen Abbildung ihre darstellende Matrix zugeordnet wird, elegant be-
schreiben. Dazu müssen wir nur die Elemente von Km beziehungsweise Kn als
Spaltenvektoren auffassen und einer Matrix A ∈ Mat(n ×m;K) die durch Ma-
trixmultiplikation gegebene Abbildung (A◦) : Mat(m× 1;K)→ Mat(n× 1;K)
alias

(A◦) : Km → Kn

zuordnen. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen. Statt A ◦ x schreibt man
dann auch einfacher schlicht Ax. Die Umkehrabbildung zu f 7→ [f ] kann mit
diesen Konventionen also in der Form A 7→ (x 7→ Ax) für x ∈ Km dargestellt
werden, oder noch knapper in der Form A 7→ (A◦). Auf die Dauer sollte einem
diese Identifikation von linearen Abbildungen Km → Kn und Matrizen eh so
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in Fleisch und Blut übergehen, daß man unterschiedslos A schreiben und damit
beides gleichzeitig meinen kann.

3.2.4.8 (Lineare Abbildungen als Matrixmultiplikationen, Variante). Gege-
ben ein Körper K liefert für jeden K-Vektorraum V das Auswerten auf dem Ele-
ment 1 ∈ K eine Bijektion Hom(K,V )

∼→ V . Deren Umkehrabbildung kann
explizit beschrieben werden als die Abbildung

V
∼→ Hom(K,V )

gegeben durch ~v 7→ (·~v) mit (·~v) : λ 7→ λ~v. Im Spezialfall V = Km ist für
~v ∈ Km die darstellende Matrix [·~v] von (·~v) : K → Km offensichtlich gerade ~v
selber, aufgefaßt als Spaltenmatrix. Wir notieren diese Spaltenmatrix abkürzend

[~v]

oder später auch einfach nur noch ~v. Ist nun f : V → W linear, so gilt auch
ganz allgemein sicher f ◦ (·~v) = (·f(~v)), denn diese beiden linearen Abbildungen
K → W nehmen auf dem Erzeuger 1 ∈ K denselben Wert f(~v) an. Im Spezi-
alfall W = Kn folgern wir für das Produkt der darstellenden Matrizen aus der
vorhergehenden Bemerkung 3.2.4.7 nocheinmal die Identität

[f ] ◦ [~v] = [f(~v)]

von Spaltenvektoren, diesmal aber als Konsequenz unseres Satzes 3.2.4.5 über die
Matrix einer Verknüpfung.

Ergänzung 3.2.4.9. Gegeben eine Matrix A ∈ Mat(n ×m;K) definiert man die
transponierte Matrix A> ∈ Mat(m× n;K) durch die Vorschrift (A>)ij = Aji.
Anschaulich gesprochen entsteht also A> aus A durch „Spiegeln an der Haupt-
diagonalen“. Zum Beispiel ist die Transponierte eines Spaltenvektors alias ei-
ner (n × 1)-Matrix ein Zeilenvektor alias eine (1 × n)-Matrix. Natürlich gilt
(A>)> = A. Viele Autoren verwenden für die transponierte Matrix auch die al-
ternative Notation tA.

3.2.4.10 (Zeilenvektoren versus Spaltenvektoren). An dieser Stelle will ich kurz
auf die Frage eingehen, „ob denn Elemente eines Kn nun eigentlich Zeilenvek-
toren oder Spaltenvektoren sein sollen“. A priori sind Elemente eines Kn halt
n-Tupel und wie wir sie schreiben ist egal. Wenn wir jedoch eine Matrix da-
vormultiplizieren wollen, ist es wichtig, unsere n-Tupel als Spaltenvektoren alias
Spaltenmatrizen aufzufassen. Da das oft vorkommt, plädiere ich dafür, sich n-
Tupel grundsätzlich als Spalten zu denken. Allerdings ist es in einem durchlau-
fenden Text ungeschickt, Spaltenvektoren auch als solche zu schreiben. Da fügen
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Die transponierte Matrix erhält man durch eine „Spiegelung an der
Hauptdiagonalen“.
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sich Zeilenvektoren einfach viel besser ein. Wenn ich dennoch auf Spaltenvekto-
ren bestehen will, schreibe ich sie im Text als „zu transponierende Zeilenvekto-
ren“, als da heißt, in der Form (x1, . . . , xn)>. Oft schreibe ich aber auch einfach
(x1, . . . , xn) und der Leser muß aus dem Kontext erschließen, was genau gemeint
ist, wenn es denn darauf überhaupt ankommen sollte.

3.2.4.11. Eine alternative Notation mag besser sein, in der (x1, . . . , xn) im Zwei-
felsfall einen Spaltenvektor meint und (x1| . . . |xn) stets einen Zeilenvektor. Im
vorliegenden Text wird diese Konvention jedoch nicht durchgehalten.

Ergänzung 3.2.4.12 (Homomorphismen zwischen direkten Summen). Gege-
ben Vektorräume V1, . . . , Vm und W1, . . . ,Wn über einem Körper k liefern die
Identifikationen 3.2.3.12 und 3.2.3.13 zusammen eine natürliche Identifikation

Hom(V1 ⊕ . . .⊕ Vm,W1 ⊕ . . .⊕Wn)
∼→
∏

i,j Hom(Vj,Wi)

f 7→ (pri ◦f ◦ inj)ij

Wir werden die Elemente einer endlichen direkten Summe oft als Spaltenveto-
ren auffassen und die Homomorphismen zwischen direkten Summen als Matri-
zen von Homomorphismen zwischen den Summanden. So fassen wir ein Element
(fij) des rechten Produkts oben auf als eine Matrix von Homomorphismen, mit
f11, f21, . . . , fn1 als erster Spalte, f12, f22, . . . , fn2 als zweiter Spalte und so weiter.
Diese Darstellung als Matrix erlaubt es dann, die Komposition solcher Homomor-
phismen mit dem Formalismus der Matrixmultiplikation zu berechnen: Entspricht
genauer einer weiteren linearen Abbildung g : U1⊕ . . .⊕Ul → V1⊕ . . .⊕Vm die
Matrix der gjk = prj ◦g ◦ ink : Uk → Vj , so entspricht der Verknüpfung f ◦ g die
Matrix mit Einträgen (∑

j

fij ◦ gjk

)
: Uk → Wi

Sind speziell alle unsere Vektorräume irgendwelche ka, so erhalten wir insbeson-
dere, daß das Produkt zweier multiplizierbarer Matrizen auch berechnet werden
kann, indem man sie „in verträglicher Weise“ als Blockmatrizen auffaßt und dann
diese Blockmatrizen nach den Regeln der Matrixmultiplikation „multipliziert, als
ob die Blöcke Zahlen wären“.

Übungen

Übung 3.2.4.13. Man zeige, daß die Abbildung M aus 3.2.4.1 sogar ein Vektor-
raumisomorphismus ist für die Vektorraumstruktur 3.2.3.14 auf dem Raum der
Homomorphismen und die Vektorraumstruktur 3.1.2.19 auf der Menge der Matri-
zen.
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Übung 3.2.4.14. Sei f : R2 → R2 die Spiegelung (x, y) 7→ (x,−y). Man zei-
ge, daß die linearen Abbildungen g : R2 → R2 mit der Eigenschaft fg = gf
einen Untervektorraum des Homomorphismenraums HomR(R2,R2) bilden und
gebe eine Basis dieses Untervektorraums des Homomorphismenraums an.
Übung 3.2.4.15. Man zeige für das Produkt transponierter Matrizen die Formel

(AB)> = B>A>

3.2.5 Eigenschaften von Matrizen
3.2.5.1. Eine Matrix mit gleichviel Zeilen wie Spalten heißt quadratisch. Für
jedes n ∈ N bilden die zugehörigen quadratischen Matrizen mit der Matrixmulti-
plikation als Verknüpfung ein Monoid, das wir abkürzend

Mat(n;K) := Mat(n× n;K)

notieren. Die invertierbaren Elemente dieses Monoids heißen die invertierbaren
oder gleichbedeutend auch die regulären (n × n)-Matrizen. In Formeln heißt
eine quadratische Matrix A ∈ Mat(n;K) also invertierbar, wenn es eine Matrix
B ∈ Mat(n;K) gibt mit AB = I = BA. Diese Matrix B heißt dann auch ih-
re Inverse. Im Einklang mit unseren allgemeinen Konventionen für multiplikativ
notierte Monoide notieren wir diese Matrix A−1 und nennen sie die inverse Ma-
trix zu A. Die invertierbaren (n× n)-Matrizen mit Einträgen in einem Körper K
bilden mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe
der (n× n)-Matrizen, die man notiert als

GL(n;K) := Mat(n;K)×

in Anlehnung an die englische Bezeichnung general linear group.

Lemma 3.2.5.2 (Invertierbarkeit a priori nicht quadratischer Matrizen). Sei
K ein Körper undA ∈ Mat(m×n;K) eine nicht notwendig quadratische Matrix.

1. Gilt n ≥ m und gibt es B ∈ Mat(n ×m;K) mit BA = I, so gilt n = m
und A ist invertierbar;

2. Gilt n ≤ m und gibt es B ∈ Mat(n ×m;K) mit AB = I, so gilt n = m
und A ist invertierbar.

Beweis. Gibt es B mit BA = I, so ist die durch BA gegebene lineare Abbildung
injektiv, also ist die durchA gegebene lineare Abbildung injektiv, also ist sie unter
der Annahme n ≥ m nach Dimensionsvergleich ein Isomorphismus. Gibt es B
mit AB = I, so ist die durch AB gegebene lineare Abbildung surjektiv, also ist
die durch A gegebene lineare Abbildung surjektiv, also ist sie unter der Annahme
n ≤ m nach Dimensionsvergleich ein Isomorphismus.
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3.2.5.3 (Lineare Gleichungssysteme und Matrixalgebra). Ein lineares Glei-
chungssystem

a11x1 + a12x2+ . . . +a1mxm = b1

a21x1 + a22x2+ . . . +a2mxm = b2
...

...
an1x1 + an2x2+ . . . +anmxm = bn

können wir in unseren neuen Notationen zur Gleichung von Spaltenvektoren

Ax = b

abkürzen, wobei links das Produkt der KoeffizientenmatrixAmit dem Spaltenvek-
tor x gemeint ist. Gesucht ist das Urbild von b ∈ Kn unter der linearen Abbildung
(A◦) : Km → Kn. Die Lösung des homogenisierten Systems ist genau der Kern
dieser linearen Abbildung, und die Erkenntnis 3.1.1.13, nach der die allgemeine
Lösung eines inhomogenen Systems die Summe einer speziellen Lösung des in-
homogenen Systems mit einer allgemeinen Lösung des homogenisierten Systems
ist, erweist sich als ein Spezialfall der Beschreibung 3.3.2.14 der Fasern linea-
rer Abbildungen. Die Operationen des Gauß-Algorithmus können wir in diesem
Rahmen wie folgt interpretieren: Bezeichnet

Eij

die Basismatrix mit dem Eintrag Eins in der i-ten Zeile und j-ten Spalte und
Nullen sonst, so kann für i 6= j das Gleichungssystem, das durch Addition des λ-
fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile entsteht, in Matrixschreibweise dargestellt
werden als

(I + λEij)Ax = (I + λEij)b

Wegen (I − λEij)(I + λEij) = I hat es offensichtlich dieselbe Lösungsmenge
wie das ursprüngliche System. Bezeichnet weiter Pij für i 6= j die Matrix zu der
linearen Abbildung Km ∼→ Km, die die i-te Koordinate mit der j-ten Koordinate
vertauscht und sonst alles so läßt wie es ist, so kann das Gleichungssystem, das
durch Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile entsteht, in Matrixschreib-
weise dargestellt werden als

PijAx = Pijb

Wegen PijPij = I hat es offensichtlich dieselbe Lösungsmenge wie das ursprüng-
liche System.

3.2.5.4. Man lasse sich durch die terminologische Inkonhärenz nicht verwirren:
Eij und Pij sind an dieser Stelle Matrizen, nicht wie vorher Einträge von Matrizen.
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3.2.5.5. Unter einer Elementarmatrix verstehen wir eine quadratische Matrix,
die sich in höchstens einem Eintrag von der Einheitsmatrix unterscheidet. Mit
Ausnahme der Matrizen, die entstehen, wenn man in der Einheitsmatrix eine
Eins durch eine Null ersetzt, sind alle Elementarmatrizen mit Einträgen in einem
Körper invertierbar.

Ergänzung 3.2.5.6 (Diskussion der Terminologie). Es herrscht in der Literatur
keine Einigkeit in der Frage, was man genau unter einer Elementarmatrix zu ver-
stehen hat. Manche Quellen bezeichnen zusätzlich zu unseren Elementarmatrizen
auch noch die Permutationsmatrizen Pij als Elementarmatrizen, andere Quellen
insbesondere im Zusammenhang mit der sogenannten „K-Theorie“ hinwiederum
lassen nur solche Matrizen zu, die sich von der Einheitsmatrix in höchstens einem
Eintrag außerhalb der Diagonale unterscheiden. Ich schlage vor, diese letzteren
Matrizen spezielle Elementarmatrizen zu nennen, da sie genau die Elementar-
matrizen sind, die zur speziellen linearen Gruppe 4.1.4.5 gehören.

3.2.5.7. Eine Matrix, die nur auf der Diagonalen von Null verschiedene Einträge
hat, und zwar erst einige Einsen und danach nur noch Nullen, nennen wir eine
Matrix in Smith-Normalform.

Satz 3.2.5.8 (Transformation auf Smith-Normalform). Gegeben ein Körper K
und eine Matrix A ∈ Mat(n×m;K) gibt es invertierbare Matrizen P,Q derart,
daß PAQ eine Matrix in Smith-Normalform ist.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der anschließenden technischen Variante 3.2.5.9.
In 3.2.6.11 geben wir einen noch alternativen eigenständigen Beweis.

Proposition 3.2.5.9 (Transformation auf Smith-Normalform, Variante). Ge-
geben ein Körper K und eine Matrix A ∈ Mat(n ×m;K) gibt es invertierbare
Elementarmatrizen S1, . . . , Sn, T1, . . . , Tm derart, daß Sn . . . S1A Zeilenstufen-
form hat und Sn . . . S1AT1 . . . Tm Smith-Normalform.

Beweis. Zunächst einmal beachten wir, daß die Permutationsmatrizen Pij mit i 6=
j sich als Produkte von Elementarmatrizen schreiben lassen, wir haben etwa

Pij = diag(1, . . . , 1,−1, 1, . . . , 1)(I + Eij)(I− Eji)(I + Eij)

Hier soll die (−1) an der j-ten Stelle stehen und diag(λ1, . . . , λn) meint die Dia-
gonalmatrix mit Einträgen aij = 0 für i 6= j und aii = λi. Dann beachte man,
daß die Rechtsoperation von Elementarmatrizen das Ausführen von Spaltenopera-
tionen bedeutet. Damit folgt unsere Proposition aus dem Gauß-Algorithmus.

Korollar 3.2.5.10. Jede quadratische Matrix mit Einträgen in einem Körper läßt
sich als ein Produkt von Elementarmatrizen darstellen.
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Eine Matrix in Smith-Normalform
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Ergänzung 3.2.5.11. Der Beweis zeigt sogar, daß es für jedes n ein N gibt derart,
daß sich jede (n×n)-Matrix als ein Produkt von höchstens N Elementarmatrizen
darstellen läßt.

Beweis. Nach 3.2.5.9 können wir invertierbare Elementarmatrizen Si, Tj finden
derart, daß Sn . . . S1AT1 . . . Tm die Gestalt diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) hat. Die letz-
tere Matrix schreiben wir leicht als Produkt von nun nicht mehr invertierbaren
diagonalen Elementarmatrizen, in Formeln etwa Sn . . . S1AT1 . . . Tm = D1 . . . Dr

und folgern
A = S−1

1 . . . S−1
n D1 . . . DrT

−1
m . . . T−1

1

3.2.5.12 (Invertieren von Matrizen). Um die Inverse einer (n × n)-Matrix A
zu berechnen, kann man wie folgt vorgehen: Man schreibt die Einheitsmatrix I
daneben und wendet dann auf die (n × 2n)-Matrix (A|I) Zeilenoperationen an,
einschließlich des Multiplizierens einer Zeile mit einem von Null verschiedenen
Skalar, bis man A erst in Zeilenstufenform gebracht und dann sogar zur Einheits-
matrix gemacht hat. Dann steht in der rechten Hälfte unserer (n× 2n)-Matrix die
Inverse zu A. In der Tat, sind unsere Zeilenumformungen etwa gegeben durch das
Davormultiplizieren der Matrizen S1, S2, . . . , St, so steht nach diesen Umformun-
gen da

(St . . . S2S1A|St . . . S2S1I)

und wenn dann gilt St . . . S2S1A = I, so folgt St . . . S2S1I = St . . . S2S1 =
A−1. Dasselbe Verfahren funktioniert auch, wenn wir statt mit Zeilen- mit Spal-
tenumformungen arbeiten. Es ist nur nicht erlaubt, diese zu mischen, denn aus
St . . . S1AT1 . . . Tr = I folgt keineswegs St . . . S1T1 . . . Tr = A−1.

Definition 3.2.5.13. Gegeben eine Matrix A ∈ Mat(n×m;K) heißt die Dimen-
sion des von ihren Spaltenvektoren aufgespannten Untervektorraums von Kn der
Spaltenrang unserer Matrix. Analog heißt die Dimension des von ihren Zeilen-
vektoren aufgespannten Untervektorraums von Km der Zeilenrang unserer Ma-
trix.

Satz 3.2.5.14. Für jede Matrix stimmen Zeilenrang und Spaltenrang überein, in
Formeln gilt also rg(A) = rg(A>).

3.2.5.15. Diese gemeinsame Zahl heißt dann der Rang oder auf englisch rank
unserer Matrix und wird rgA notiert. Ist der Rang einer Matrix so groß wie für
Matrizen derselben Gestalt möglich, sind also entweder die Spalten oder die Zei-
len linear unabhängig, so sagt man, unsere Matrix habe vollen Rang.

Beweis. Der Spaltenrang einer Matrix A ∈ Mat(n × m;K) kann interpretiert
werden als die Dimension des Bildes von

(A◦) : Km → Kn
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Diese Interpretation zeigt sofort, daß PAQ denselben Spaltenrang hat wie A für
beliebige invertierbare Matrizen P,Q. Durch Transponieren erkennen wir, daß
PAQ auch denselben Zeilenrang hat wie A für beliebige invertierbare Matrizen
P,Q. Nun finden wir jedoch nach 3.2.5.8 invertierbare Matrizen P,Q mit PAQ
in Smith-Normalform. Dann stimmen natürlich Zeilenrang und Spaltenrang von
PAQ überein, und dasselbe folgt für unsere ursprüngliche Matrix A.

Definition 3.2.5.16. Ganz allgemein nennt man die Dimension des Bildes einer
linearen Abbildung auch den Rang unserer linearen Abbildung. Dieser Rang kann
unendlich sein, es gibt aber auch zwischen unendlichdimensionalen Vektorräumen
durchaus von Null verschiedene Abbildungen endlichen Ranges.

Übungen

Übung 3.2.5.17. Gegeben lineare Abbildungen f : U → V und g : V → W zeige
man, daß der Rang ihrer Verknüpfung g ◦f sowohl beschränkt ist durch den Rang
von f als auch durch den Rang von g.
Übung 3.2.5.18. Man gebe eine ganzzahlige (3×3)-Matrix vom Rang Zwei ohne
Eintrag Null an, bei der je zwei Spalten linear unabhängig sind.
Übung 3.2.5.19. Eine quadratische Block-obere Dreiecksmatrix ist invertierbar
genau dann, wenn alle Blöcke auf der Diagonalen invertierbar sind. Hinweis:
3.2.4.12.
Ergänzende Übung 3.2.5.20. Die Automorphismengruppe eines zweidimensiona-
len Vektorraums über einem zweielementigen Körper ist isomorph zur Gruppe der
Permutationen von drei Elementen, in Formeln GL(2;F2) ∼= S3.
Ergänzende Übung 3.2.5.21. Eine quadratische Blockmatrix(

W11 W12

W21 W22

)
ist invertierbar, wenn W22 und W11 − W12W

−1
22 W21 invertierbar sind. Hinweis:

Multipliziere von rechts erst mit
(

I 0
0 W−1

22

)
und dann mit

(
I 0

−W21 I

)
.

Übung 3.2.5.22. Sei K ein Körper und sei n fest vorgegeben. Gegeben i, j ≤
n mit i 6= j bilden die speziellen Elementarmatrizen mit von Null verschie-
denem Eintrag höchstens in der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine Untergruppe
Uij ⊂ GL(n;K) eine Untergruppe und wir erhalten einen Gruppenisomorphis-
mus Uij

∼→ K in die additive Gruppe durch die Vorschrift A 7→ Aij .
Übung 3.2.5.23. Gegeben ein Körper K erhält man einen injektiven Monoidho-
momorphismus Sn ↪→ Mat(n;K) durch die Vorschrift σ 7→

∑
Eσ(i),i. Die Matri-

zen im Bild dieses Monoidhomomorphismus heißen die Permutationsmatrizen
und wir notieren sie gerne abkürzend auch σ.
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3.2.6 Lineare Abbildungen und Matrizen

3.2.6.1. Die im folgenden verwendeten Notationen B[v] und A[f ]B habe ich Urs
Hartl abgeschaut. Ähnlich wie die geschickt gewählten Steckverbindungen, die
man bei Computerzubehör gewohnt ist, sorgen sie dafür, daß man fast nichts mehr
falsch machen kann.

Satz 3.2.6.2 (Abstrakte lineare Abbildungen und Matrizen). SeienK ein Körper
und V,W Vektorräume über K mit angeordneten Basen A = (~v1, . . . , ~vm) und
B = (~w1, . . . , ~wn). Ordnen wir jeder linearen Abbildung f : V → W die dar-
stellende Matrix B[f ]A zu mit Einträgen aij , die durch die Identitäten f(~vj) =
a1j ~w1+. . .+anj ~wn gegeben werden, so erhalten wir eine Bijektion, ja sogar einen
Vektorraumisomorphismus

MAB : HomK(V,W )
∼→ Mat(n×m;K)

f 7→ B[f ]A

3.2.6.3. Wir nennen MAB (f) = B[f ]A die darstellende Matrix der Abbildung f
in Bezug auf die Basen A und B. In Worten ausgedrückt stehen in ihren Spalten
die Koordinaten der Bilder der Vektoren der BasisA des Ausgangsraums in Bezug
auf die Basis B des Zielraums. Beliebt ist statt B[f ]A und MAB (f) auch die ausführ-
lichere Notation MatAB (f). Die Matrix einer linearen Abbildung f : Km → Kn

in Bezug auf die jeweiligen Standardbasen S(m), S(n) nach 3.1.6.11 ist genau
unsere darstellende Matrix [f ] aus 3.2.4.1, in Formeln gilt also

[f ] = S(n)[f ]S(m)

Wir vereinbaren allgemeiner, daß wir bei unserer Notation Standardbasen hinfort
auch weglassen dürfen. Für eine lineare Abbildung f : Km → W schreiben wir
also abkürzend B[f ]S(m) = B[f ] und für eine lineare Abbildung f : V → Kn

entsprechend S(n)[f ]A = [f ]A.

Ergänzung 3.2.6.4. Wenn wir die Matrixmultiplikation in der offensichtlichen
Weise erweitern zur Definition des Produkts einer Matrix mit einer Spaltenma-
trix von Vektoren, so können wir die definierende Gleichung der darstellenden
Matrix M = B[f ]A auch schreiben in der Formf(~v1)

...
f(~vm)

 = M>

 ~w1
...
~wn
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Die Matrix der anschaulichen Spiegelung s : R2 → R2 an einer Gerade mit dem
Winkel α zur x-Achse hat die Gestalt

[s] =

(
cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

)
mit den Bildern der Vektoren der Standardbasis in den Spalten. Zum Beispiel hat
s(~e1) die x-Koordinate cos 2α und die y-Koordinate sin 2α und das erklärt bereits

die erste Spalte unserer Matrix. Bei s(~e2) scheint mir einsichtig, daß die
x-Koordinate von s(~e2) die y-Koordinate von s(~e1) ist und die y-Koordinate von
s(~e2) das Negative der x-Koordinate von s(~e1). Das erklärt dann auch die zweite

Spalte unserer Matrix.
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Beweis. Wir könnten hier eine Variation unseres Beweises von 3.2.4.5 ein weite-
res Mal ausschreiben, aber stattdessen erinnern wir einfacher unsere Isomorphis-
men ΦA : Km ∼→ V und ΦB : Kn ∼→ W aus 3.1.6.13 und beachten, daß unsere
Definition der darstellenden Matrix gleichbedeutend ist zur Identität

B[f ]A = [Φ−1
B fΦA]

Damit können wir unsere Abbildung dann schreiben als die Komposition von Bi-
jektionen

HomK(V,W )
∼→ HomK(Km, Kn)

∼→ Mat(n×m;K)

f 7→ Φ−1
B fΦA

mit unserer Abbildung : g 7→ [g] aus 3.2.4.1 rechts, die eben jeder Abbildung
g : Km → Kn ihre darstellende Matrix zuordnet.

Satz 3.2.6.5 (Darstellende Matrix einer Verknüpfung). Gegeben ein Körper
K und K-Vektorräume U, V,W endlicher Dimension mit angeordneten Basen
A,B, C und lineare Abbildungen f : U → V und g : V → W ist die darstellende
Matrix der Verknüpfung das Produkt der darstellenden Matrizen, in Formeln

C[g ◦ f ]A = C[g]B ◦ B[f ]A

Erster Beweis. Wir können die Behauptung nach Erinnern aller Notationen um-
schreiben zu [Φ−1

C gfΦA] = [Φ−1
C gΦB] ◦ [Φ−1

B fΦA], und in dieser Form folgt sie
offensichtlich aus dem in 3.2.4.5 behandelten Spezialfall.

Zweiter Beweis. Wir könnten auch expliziter vorgehen und den Beweis von 3.2.4.5
nocheinmal wiederholen mit der alternativen Interpretation von ~ui, ~vj und ~wk als
den Vektoren unserer angeordneten Basen A,B, C.

Definition 3.2.6.6. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V mit einer
angeordneten Basis A = (~v1, . . . , ~vn) notieren wir die Inverse unserer Bijektion
ΦA : Kn ∼→ V , (λ1, . . . , λn)> 7→ λ1~v1 + . . .+ λn~vn in der Form

~v 7→ A[~v]

Der Spaltenvektor A[~v] heißt die Darstellung des Vektors ~v in der Basis A.

Satz 3.2.6.7 (Darstellung des Bildes eines Vektors). Gegeben endlichdimen-
sionale Räume V,W mit angeordneten Basen A,B und eine lineare Abbildung
f : V → W gilt für jeden Vektor v ∈ V die Identität

B[f(v)] = B[f ]A ◦ A[v]
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Beweis. Hier wird bei genauerer Betrachtung nur die Gleichheit von Spaltenvek-
toren [Φ−1

B (f(v))] = [(Φ−1
B fΦA)] ◦ [Φ−1

A v] behauptet, die aus 3.2.4.7 folgt.

Ergänzung 3.2.6.8. Betrachtet man zu einem beliebigen Vektor v ∈ V die lineare
Abbildung (·v) : K → V , λ 7→ λv, und bezeichnet mit S(1) die Standardba-
sis (1) = (e1) des K-Vektorraums K, die wir ja eh aus der Notation weglassen
wollten, so ergibt sich die Identität A[v] = A[·v]S(1). Wegen (·f(v)) = f ◦ (·v)
können wir damit den vorhergehenden Satz 3.2.6.7 auch auffassen als den Spezi-
alfall B[·f(v)]S(1) = B[f ]A◦A[·v]S(1) von Satz 3.2.6.5 über die darstellende Matrix
einer Verknüpfung.

Definition 3.2.6.9. Gegeben zwei angeordnete Basen A = (v1, . . . , vn) und B =
(w1, . . . , wn) eines Vektorraums V nennt man die darstellende Matrix der Identität

B[idV ]A

in diesen Basen die Basiswechselmatrix. Ihre Einträge aij werden per definitio-
nem gegeben durch die Gleichungen vj =

∑n
i=1 aijwi.

3.2.6.10 (Änderung der darstellenden Matrix bei Basiswechsel). Offensicht-
lich ist A[id]A = I die Einheitsmatrix. Nach 3.2.6.5 ist damit die Basiswech-
selmatrix A[id]B invers zur Basiswechselmatrix in der Gegenrichtung B[id]A, in
Formeln A[id]−1

B = B[id]A. Haben wir nun eine lineare Abbildung f : V → W
und angeordnete Basen A,B von V und angeordnete Basen C,D von W , so folgt
aus 3.2.6.5 die Identität D[f ]B = D[idW ]C ◦ C[f ]A ◦ A[idV ]B. Sind noch spezi-
eller A,B zwei angeordnete Basen ein- und desselben Vektorraums V und ist
f : V → V ein Endomorphismus von V , so erhalten wir unmittelbar die Identität
B[f ]B = B[id]A ◦ A[f ]A ◦ A[id]B alias

N = T−1MT

für N = B[f ]B und M = A[f ]A die darstellenden Matrizen bezüglich unserer
beiden Basen und T = A[id]B die Basiswechselmatrix.

Satz 3.2.6.11 (Smith-Normalform). Gegeben eine lineare Abbildung zwischen
endlichdimensionalen Vektorräumen f : V → W existieren stets angeordnete
Basen A von V und B von W derart, daß die darstellende Matrix B[f ]A nur auf
der Diagonale von Null verschiedene Einträge hat, und zwar erst einige Einsen
und danach nur noch Nullen.

Beweis. Das folgt sofort aus 3.2.2.6: Wir wählen zunächst eine angeordnete Ba-
sis (w1, . . . , wr) des Bildes von f , dazu Urbilder v1, . . . , vr in V , ergänzen die-
se durch eine angeordnete Basis des Kerns von f zu einer angeordneten Basis
A = (v1, . . . , vn) von V , und ergänzen unsere angeordnete Basis des Bildes zu
einer angeordneten Basis B = (w1, . . . , wm) von W . In diesen Basen hat dann die
Matrix von f offensichtlich die behauptete Gestalt.
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Definition 3.2.6.12. Die Spur einer endlichen quadratischen Matrix ist definiert
als die Summe ihrer Diagonaleinträge. Auf englisch und französisch sagt man
trace, und ich werde die Spur einer Matrix A notieren als

tr(A)

Vorschau 3.2.6.13. Eine vielleicht natürlichere Definition der Spur wird in 4.6.1.46
erklärt. Im Rahmen der Analysis werden wir die Spur in 12.1.6.14 als das Diffe-
rential der Determinante an der Einheitsmatrix wiedersehen.

Übungen

Übung 3.2.6.14. Gegeben einK-Vektorraum V mit einer angeordneten BasisA =
(v1, . . . , vn) liefert die Zuordnung, die jeder weiteren angeordneten Basis B die
Basiswechselmatrix von A nach B zuordnet, eine Bijektion

{angeordnete Basen von V } ∼→ GL(n;K)

B 7→ B[id]A

Ergänzende Übung 3.2.6.15. Ein Endomorphismus f : V → V eines Vektor-
raums heißt nilpotent, wenn es d ∈ N gibt mit fd = 0. Sei f : V → V ein
nilpotenter Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums. Man zei-
ge, daß unser Vektorraum eine angeordnete Basis B besitzt derart, daß die Ma-
trix B[f ]B von f in Bezug auf diese Basis eine obere Dreiecksmatrix ist mit
Nullen auf der Diagonalen. Man zeige umgekehrt auch, daß für jede derarti-
ge (n × n)-Matrix D gilt Dn−1 = 0. Hinweis: Man betrachte die Teilräume
ker(f) ⊂ . . . ⊂ ker(fd−1) ⊂ ker(fd) = V , beginne mit einer Basis von ker(f)
und ergänze sie sukzessive zu einer Basis von V . Eine stärkere Aussage in dieser
Richtung werden wir als 4.3.4.2 zeigen.

Übung 3.2.6.16. Man zeige tr(AB) = tr(BA) wann immer A eine (m × n)-
Matrix ist und B eine (n × m)-Matrix. Man folgere daraus weiter die Identität
tr(BAB−1) = tr(A) wann immer A eine (n × n)-Matrix ist und B eine inver-
tierbare (n× n)-Matrix. Insbesondere kann man jedem Endomorphismus f eines
endlichdimensionalen Vektorraums V über einem Körper K seine Spur

tr(f) = tr(f |V ) = trK(f |V )

zuordnen als die Spur seiner Matrix in Bezug auf eine und jede Basis. Gegeben
endlichdimensionale Vektorräume V,W und lineare Abbildungen f : V → W
und g : W → V zeige man auch tr(fg) = tr(gf).
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Ergänzende Übung 3.2.6.17. Leser, die schon mit dem Inhalt des Abschnitts 3.2.7
über komplexe Zahlen vertraut sind, mögen zeigen: Ist f : V → V ein Endomor-
phismus eines endlichdimensionalen C-Vektorraums, so gilt für seine Spur auf
dem zugrundeliegenden reellen Vektorraum trR(f |V ) = 2 Re trC(f |V ).

Ergänzende Übung 3.2.6.18. Ist L ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
A : L→ L eine K-lineare Abbildung, so gilt

tr((A◦)|EndK L) = (dimK L) tr(A|L)

Ergänzung 3.2.6.19. Gegeben ein Endomorphismus f von endlichem Rang eines
Vektorraums V erklärt man die Spur

tr f = tr(f |V )

von f als die Spur der Verknüpfung im f ↪→ V� im f im Sinne unserer Defi-
nition 3.2.6.16 für die Spur eines Endomorphismus eines endlichdimensionalen
Vektorraums. Aus 3.2.6.16 folgt unmittelbar, daß diese Definition im Fall eines
endlichdimensionalen Raums V dieselbe Spur liefert wie unsere ursprüngliche
auf den endlichdimensionalen Fall beschränkte Definition 3.2.6.12.

Ergänzende Übung 3.2.6.20. Sind V,W Vektorräume und f : V → W sowie
g : W → V lineare Abbildungen und ist eine unserer Abbildungen von endlichem
Rang, so gilt tr(fg) = tr(gf). Hinweis: Der endlichdimensionale Fall kann nach
3.2.6.16 vorausgesetzt werden.

Ergänzende Übung 3.2.6.21. Gegeben ein Endomorphismus f von endlichem
Rang eines Vektorraums mit der Eigenschaft f 2 = af für ein Element a des
Grundkörpers gilt stets tr(f) = a dim(im f). Hinweis: 3.2.2.19.

Übung 3.2.6.22. Man finde alle Matrizen A ∈ Mat(2;R) mit A ◦ A = I der
Einheitsmatrix und beschreibe geometrisch die linearen Abbildungen, die durch
diese Matrizen A beschrieben werden.

3.2.7 Komplexe Zahlen
3.2.7.1. Viele mathematische Zusammenhänge werden bei einer Behandlung im
Rahmen der sogenannten „komplexen Zahlen“ besonders transparent. Ich denke
hier etwa an die Integration rationaler Funktionen 10.5.10, die Normalform ortho-
gonaler Matrizen 4.1.11.3 oder die Lösung der Schwingungsgleichung 10.7.3.1.
Die abschreckenden Bezeichnungen „komplexe Zahlen“ oder auch „imaginäre
Zahlen“ für diesen ebenso einfachen wie konkreten Körper haben historische
Gründe: Als Mathematiker in Italien bemerkten, daß man polynomiale Gleichun-
gen der Grade Drei und Vier lösen kann, wenn man so tut, als ob man aus (−1)
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Anschauung für das Quadrieren komplexer Zahlen in ihrer anschaulichen
Interpretation als Punkte der komplexen Zahlenebene
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eine Quadratwurzel ziehen könnte, gab es noch keine Mengenlehre und erst recht
nicht den abstrakten Begriff eines Körpers 2.2.4.2. Das Rechnen mit Zahlen, die
keine konkreten Interpretationen als Länge oder Guthaben oder zumindest als
Schulden haben, schien eine „imaginäre“ Angelegenheit, ein bloßer Trick, um
zu reellen Lösungen reeller Gleichungen zu kommen.

3.2.7.2. In diesem Abschnitt werden die komplexen Zahlen nur als algebraische
Struktur diskutiert. Für die Diskussion der analytischen Aspekte, insbesondere
die komplexe Exponentialfunktion und ihre Beziehung zu den trigonometrischen
Funktionen, verweise ich auf die Analysis, insbesondere auf 10.4.5. Die hier gege-
bene Konstruktion der komplexen Zahlen als Menge aller Matrizen zu Drehstre-
ckungen der Ebene paßt unter didaktischen Aspekten gut hierher, weil gleichzeitig
der Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen angewandt und
eingeübt werden kann.

Satz 3.2.7.3 (Charakterisierung der komplexen Zahlen). 1. Es gibt Tripel

(C, i, κ)

bestehend aus einem Körper C, einem Element i ∈ C und einem Körperho-
momorphismus κ : R → C derart, daß gilt i2 = −1 und daß i und 1 eine
R-Basis von C bilden in Bezug auf die durch R × C → C, (a, z) 7→ κ(a)z
auf C gegebene Struktur als R-Vektorraum;

2. Derartige Tripel sind eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Ist ge-
nauer (C′, i′, κ′) ein weiteres derartiges Tripel, so gibt es genau einen Kör-
perhomomorphismus ϕ : C ∼→ C′ mit ϕ : i 7→ i′ und ϕ ◦ κ = κ′ und der ist
stets ein Isomorphismus.

Definition 3.2.7.4. Wir wählen für den weiteren Verlauf der Vorlesung ein festes
Tripel (C, i, κ) der im Satz beschriebenen Art. Wegen der im zweiten Teil des Sat-
zes formulierten „Eindeutigkeit bis auf eindeutigen Isomorphismus“ erlauben wir
uns den bestimmten Artikel und nennen C den Körper der komplexen Zahlen.
Weiter kürzen wir für reelle Zahlen a ∈ R stets κ(a) = a ab und gehen sogar so
weit, die reellen Zahlen vermittels κ als Teilmenge von C aufzufassen.

Ergänzung 3.2.7.5 (Zur Eindeutigkeit der komplexen Zahlen). Man beachte,
daß C als Körper ohne weitere Daten im Gegensatz zum Körper der reellen Zah-
len 10.2.4.21 keineswegs eindeutig ist bis auf eindeutigen Isomorphismus. Ge-
nauer gibt es überabzählbar viele Körperisomorphismen C ∼→ C, überabzählbar
viele nicht-bijektive Körperhomomorphismen C → C und auch überabzählbar
viele Körperhomomorphismen R → C, wie etwa in 7.5.6.15 ausgeführt wird.
Zeichnet man jedoch einen Körperhomomorphismus κ : R → C aus derart, daß
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C darunter zu einem endlichdimensionalem R-Vektorraum wird, und versieht C
mit der dazugehörigen „natürlichen Topologie“ im Sinne von 11.2.3.15, so wird κ
seinerseits durch diese Topologie festgelegt als der einzige im Sinne von ?? „steti-
ge“ Körperhomomorphismen R→ C, und es gibt in Bezug auf unsere Topologie
nur genau zwei „stetige“ Körperhomomorphismen C → C, die Identität und die
sogenannte „komplexe Konjugation“, die wir demnächst kennenlernen werden.

3.2.7.6. Ich hoffe, Sie werden schnell merken, daß sich viele Fragestellungen bei
Verwendung dieser sogenannt komplexen Zahlen sehr viel leichter lösen lassen
und daß die komplexen Zahlen auch der Anschauung ebenso zugänglich sind wie
die reellen Zahlen. Früher schrieb man „complex“, deshalb die Bezeichnung C.
Unser i ist eine „Wurzel aus (−1)“, und weil es so eine Wurzel in den reellen
Zahlen nicht geben kann, notiert man sie i wie „imaginär“.

Ergänzung 3.2.7.7. Für feinere Untersuchungen finde ich es praktisch, auch Paare
(K,κ) zu betrachten, die aus einem Körper K nebst einem Körperhomomorphis-
mus κ : R→ K bestehen derart, daß es einen Körperisomorphismus a : K

∼→ C
gibt, der mit den vorgegebenen Einbettungen vonR verträglich ist. Auch bei solch
einem Paar notiere ich den Körper K gerne C und fasse die Einbettung von R als
Einbettung einer Teilmenge auf und notiere sie nicht. Ich rede dann von einem
Körper von vergeßlichen komplexen Zahlen, da es sich dabei salopp gesprochen
um eine „Kopie von C handelt, die vergessen hat, welche ihrer beiden Wurzeln
von (−1) sie als i auszeichnen wollte“.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Jedes Element z ∈ C läßt sich ja
nach Annahme und mit der Abkürzung κ(x) = x eindeutig schreiben in der Form
z = a + b i mit a, b ∈ R. Die Addition und Multiplikation in C haben in dieser
Notation die Gestalt

(a+ b i) + (c+ d i) = (a+ c) + (b+ d) i

(a+ b i)(c+ d i) = (ac− bd) + (ad+ bc) i

Damit ist auch bereits die im zweiten Teil formulierte Eindeutigkeitsaussage ge-
zeigt. Natürlich kann man auch die Existenz direkt anhand dieser Rechenregeln
prüfen. So gewinnt man an Unabhängigkeit von der linearen Algebra, verliert aber
an Anschauung und muß die Körperaxiome ohne Einsicht nachrechnen. Das soll-
ten Sie bereits als Übung 2.2.4.14 durchgeführt haben. Alternativ kann man die
im ersten Teil behauptete Existenz mit mehr Kenntnissen in linearer Algebra und
weniger Rechnung auch einsehen, wie es im folgenden ausgeführt werden soll.
Man betrachtet dazu die Menge C aller reellen (2× 2)-Matrizen der Gestalt

C :=

{(
a

b

−b
a

)∣∣∣∣ a, b ∈ R} ⊂ Mat(2;R)
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Anschaulich gesagt sind das genau die Matrizen zu Drehstreckungen der Ebene,
die den Ursprung festhalten. Die Addition und Multiplikation von Matrizen indu-
zieren offensichtlich eine Addition und Multiplikation auf C, man prüft mühelos
die Körperaxiome 2.2.4.2 und erhält so einen Körper C. Die Drehung um einen
rechten Winkel oder vielmehr ihre Matrix

i :=

(
0

1

−1

0

)
hat natürlich die Eigenschaft i2 = −1, und die Abbildung κ : R → C gegeben
durch κ : a 7→ diag(a, a) ist ein Körperhomomorphismus derart, daß das Tripel
(C, i, κ) die geforderten Eigenschaften besitzt.

3.2.7.8. Es ist allgemein üblich, komplexe Zahlen mit z zu bezeichnen und als
z = x+y i zu schreiben mit x, y ∈ R. Man mag sich die komplexe Zahl z = x+y i
vorstellen als den Punkt (x, y) der Koordinatenebene R2. Wenn wir diese Vor-
stellung evozieren wollen, reden wir von der komplexen Zahlenebene. Unter
dieser Identifikation von C mit R2 bedeutet für w ∈ C die Additionsabbildung
(w+) : C → C, z 7→ w + z anschaulich die Verschiebung um den Vektor w. Die
Multiplikationsabbildung (w·) : C → C, z 7→ wz dahingegen bedeutet anschau-
lich diejenige Drehstreckung, die (1, 0) in w überführt.

3.2.7.9. Gegeben eine komplexe Zahl z = x + y i nennt man x ihren Realteil
Re z := x und y ihren Imaginärteil Im z := y. Wir haben damit zwei Funktionen

Re, Im : C→ R

definiert und es gilt z = Re z + i Im z für alle z ∈ C. Man definiert weiter die
Norm |z| einer komplexen Zahl z = x + y i ∈ C durch |z| :=

√
x2 + y2 ∈ R≥0.

Im Fall einer reellen Zahl x ∈ R ist diese Norm genau unser Absolutbetrag aus
10.2.2.12, in Formeln |x| = |x|. In der Anschauung der komplexen Zahlenebene
bedeutet die Norm einer komplexen Zahl ihren Abstand vom Ursprung.

3.2.7.10 (Diskussion der Terminologie). Bei rechtem Lichte besehen scheint mir
an dieser Terminologie absonderlich, daß der Imaginärteil einer komplexen Zahl
darin eine reelle Zahl ist, aber so hat es sich nun einmal eingebürgert.

3.2.7.11. Stellen wir uns |z| vor als den Streckfaktor der Drehstreckung (z·), so
wird anschaulich klar, daß für alle z, w ∈ C gelten muß

|zw| = |z||w|

Besonders bequem rechnet man diese Formel nach, indem man zunächst für z =
x + y i ∈ C die konjugierte komplexe Zahl z̄ = x − y i ∈ C einführt. Im
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Dies Bild soll zusätzliche Anschauung für die Abbildung z 7→ z2 der komplexen
Zahlenebene auf sich selbst vermitteln. Es stellt diese Abbildung dar als die

Komposition einer Abbildung der Einheitskreisscheibe auf eine räumliche sich
selbst durchdringende Fläche, gegeben in etwa durch eine Formel der Gestalt
z 7→ (z2, ε(Im z)) in C× R ∼= R3 für geeignetes monotones und in einer
Umgebung von Null streng monotones ε, gefolgt von einer senkrechten

Projektion auf die ersten beiden Koordinaten. Das hat den Vorteil, daß im ersten
Schritt nur Punkte der reellen Achse identifiziert werden, was man sich leicht

wegdenken kann, und daß der zweite Schritt eine sehr anschauliche Bedeutung
hat, eben die senkrechte Projektion.
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Bild der komplexen Zahlenebene bedeutet das komplexe Konjugieren anschaulich
die Spiegelung an der reellen Achse. Nun prüft man durch explizite Rechnung
unschwer die Formeln

z + w = z̄ + w̄
z · w = z̄ · w̄
|z|2 = zz̄

Dann rechnet man einfach

|zw|2 = zwzw = zz̄ww̄ = |z|2|w|2

In der Terminologie aus 2.2.4.13 ist z 7→ z̄ ein Körperisomorphismus C → C.
Offensichtlich gilt auch ¯̄z = z und ebenso offensichtlich gilt |z| = |z̄|.

3.2.7.12. Die Formel z · w = z̄ · w̄ kann man auch prüfen, indem man davon
ausgeht, daß beide Seiten offensichtlich R-bilineare Abbildungen C×C→ C de-
finieren. Deren Gleichheit kann nach 3.2.3.9 auf Basen geprüft werden. Es reicht
also, sie für z, w ∈ {1, i} nachzuweisen, und das ist schnell getan.

3.2.7.13. Wir können den Realteil und den Imaginärteil von z ∈ C mithilfe der
konjugierten komplexen Zahl ausdrücken als

Re z =
z + z̄

2
Im z =

z − z̄
2 i

Weiter gilt offensichtlich z = z ⇔ z ∈ R, und für komplexe Zahlen z der
Norm |z| = 1 ist die konjugierte komplexe Zahl genau das Inverse, in For-
meln |z| = 1 ⇒ z̄ = z−1. Im Bild der komplexen Zahlenebene kann man
das Bilden des Inversen einer von Null verschiedenen komplexen Zahl anschau-
lich interpretieren als die „Spiegelung“ oder präziser Inversion am Einheitskreis
z 7→ z/|z|2 gefolgt von der Spiegelung an der reellen Achse z 7→ z̄. Der Ein-
heitskreis S1 := {z ∈ C× | |z| = 1} ist insbesondere eine Untergruppe der
multiplikativen Gruppe des Körpers der komplexen Zahlen und die Multiplika-
tion liefert einen Gruppenisomorphismus R>0 × S1 ∼→ C×. Wir nennen S1 die
Kreisgruppe. Im Fall eines vergeßlichen Körpers von komplexen Zahlen notie-
re ich die Untergruppe der Elemente der Norm Eins U(1), da uns in diesem Fall
keine ausgezeichnete Bijektion mit S1 ⊂ R2 mehr zur Verfügung steht.

3.2.7.14. Für unsere Norm komplexer Zahlen aus 3.2.7.9 gilt offensichtlich

|z| = 0⇔ z = 0

Da in einem Dreieck eine einzelne Seite nicht länger sein kann als die beiden
anderen zusammengenommen, erwarten wir weiter die Dreiecksungleichung

|z + w| ≤ |z|+ |w|
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Anschauung für das Invertieren komplexer Zahlen
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Formal mag man sie prüfen, indem man beide Seiten quadriert, wodurch die äqui-
valente Behauptung (z + w)(z̄ + w̄) ≤ zz̄ + 2|z||w| + ww̄ entsteht, und dann
vereinfacht zu immer noch äquivalenten Behauptung 2 Re(zw̄) ≤ 2|zw̄|. Die Ab-
schätzungen Re(u) ≤ |u| und Im(u) ≤ |u| sind aber für jede komplexe Zahl u
auch formal offensichtlich.

Ergänzung 3.2.7.15. Für eine Diskussion der analytischen Aspekte der komplexen
Zahlen, insbesondere die komplexe Exponentialfunktion und ihre Beziehung zu
den trigonometrischen Funktionen, verweise ich auf die Analysis 10.4.5.

Übungen

Übung 3.2.7.16. Man bestimme Real- und Imaginärteil einer Quadratwurzel von
i. Man bestimme Real- und Imaginärteil einer Quadratwurzel von 1 + i.

Übung 3.2.7.17. Gegeben eine von Null verschiedene komplexe Zahl z = x +
i y zeige man für Real- und Imaginärteil ihrer Inversen die Formeln Re(z−1) =
x/(x2 + y2) und Im(z−1) = −y/(x2 + y2).

Übung 3.2.7.18. Eine Teilmenge vonCt{∞} heißt ein verallgemeinerter Kreis,
wenn sie entweder ein Kreis

K(a; r) := {z ∈ C | |z − a|2 = r2}

ist für a ∈ C und r > 0 oder aber eine reelle affine Gerade vereinigt mit dem
Punkt ∞. Man prüfe, daß die Selbstabbildung von C t {∞} mit z 7→ z−1 für
z ∈ C× und 0 7→ ∞ und ∞ 7→ 0 verallgemeinerte Kreise in verallgemeinerte
Kreise überführt.

3.2.8 Möbiusfunktion*

3.2.8.1. Gegeben (X,≤) eine endliche teilgeordnete Menge betrachten wir die
(X ×X)-Matrix A mit Einträgen ax,y = 1 falls x ≤ y und Null sonst. Zählen wir
die Elemente von X auf als x1, x2, . . . , xn derart, daß gilt xi ≤ xj ⇒ i ≤ j, so
wird A eine obere Dreiecksmatrix mit ganzzahligen Einträgen und Einsen auf der
Diagonalen. Diese Matrix ist also invertierbar und ihre Inverse A−1 ist ebenfalls
ein obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen. Besitzt X ein kleinstes
Element x1 = k, so nennt man die oberste Zeile von A−1 die Möbiusfunktion
unserer teilgeordneten Menge

µ : X → Z
y 7→ (A−1)k,y
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Sie wird demnach charakterisiert duch die Formeln

µ(k) = 1 und
∑
y≤z

µ(y) = 0 falls z > k.

Analoges gilt allgemeiner für jede teilgeordnete Menge X , die man aufzählen
kann als x1, x2, . . . mit xi ≤ xj ⇒ i ≤ j.

3.2.8.2. Ist X = N = {0, 1, 2, . . .} mit der üblichen Ordnung, so haben wir
µ(0) = 1, µ(1) = −1 und µ(n) = 0 für n ≥ 2. Ist X = N≥1 = {1, 2, . . .}
mit der durch das Teilen gegebenen Ordung a ≤ b ⇔ a|b, so erhalten wir die
Möbiusfunktion der Zahlentheorie

µ(n) =


0 n enthält einen Primfaktor mindestens zweimal;
1 n ist quadratfrei mit gerade vielen Primfaktoren;
−1 n ist quadratfrei mit ungerade vielen Primfaktoren.

Dieser Fall kann im übrigen auch als das Produkt von abzählbar vielen Kopien
des zuvor behandelten Falls verstanden werden. Speziell haben wir in diesem Fall
also

µ(1) = 1 und
∑
d|n

µ(d) = 0 falls n > 1.

Übungen

Ergänzende Übung 3.2.8.3 (Kehrwerte der Riemann’schen ζ-Funktion). Mit µ
der Möbiusfunktion der Zahlentheorie zeige man, daß für s ∈ C mit Re s > 1 die
Inversen der Werte der Riemann’schen ζ-Funktion geschrieben werden können
als

1

ζ(s)
=
∑
n≥1

µ(n)

ns

Übung 3.2.8.4. Man bestimme die Inverse der (n × n)-Matrix gegeben durch
aij = 1 für i ≤ j und aij = 0 für i > j.

3.2.9 Dualräume und transponierte Abbildungen
Definition 3.2.9.1. Gegeben ein Körper K und ein K-Vektorraum V nennt man
eine lineare Abbildung V → K eine Linearform auf V oder einen Kovektor. Die
Menge aller solchen Linearformen bildet nach 3.2.3.14 einen Untervektorraum
HomK(V,K) ⊂ Ens(V,K) im Vektorraum aller Abbildungen von V nach K.
Man nennt diesen Vektorraum aller Linearformen den Dualraum von V . Wir
verwenden dafür die beiden Notationen

V ∗ = V > := HomK(V,K)
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Versuch der graphischen Darstellung eines Kovektors in der Ebene. Sei Wert auf
einem Vektor wäre zu verstehen als die Zahl der von unserem Vektorpfeil
gekreuzten Linien, beziehungsweise das Negative der Zahl der von seinem

Negativen gekreuzten Linien, wenn er in die falsche Richtung geht. Natürlich ist
der Wert nicht immer ganzzahlig, das Bild ist deshalb nur mäßig brauchbar. Man
sieht aber gut, welche Vektorraumautomorphismen unseren Kovektor festhalten.
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3.2.9.2 (Diskussion der Notation). Üblich für den Dualraum ist die Notation
V ∗. Im Zusammenhang mir darstellenden Matrizen und dergleichen schien mir
jedoch die Notation V > suggestivere Formeln zu liefern, weshalb ich diese sonst
eher unübliche Notation in diesem Zusammenhang vorziehe.

3.2.9.3. Die Bezeichnung als Form für Abbildungen mit Werten im Grundkörper
ist allgemein üblich: Wir kennen bis jetzt nur Linearformen, später werden aber
noch Bilinearformen und quadratische Formen und Multilinearformen hinzukom-
men. Über die Herkunft dieser Bezeichnungsweise weiß ich wenig. Vermutlich
steckt derselbe Wortstamm wie bei dem Wort „Formel“ dahinter.

Beispiel 3.2.9.4 (Frequenzraum als Dualraum des Raums der Zeitspannen).
Denken wir uns die Menge aller Zeitspannen als reellen Vektorraum, so können
wir uns den Dualraum dieses Vektorraums denken als die Gesamtheit aller „Fre-
quenzen“ oder vielleicht besser, weil man ja eigentlich nicht von negativen Fre-
quenzen reden kann, als den Raum aller möglichen „Drehgeschwindigkeiten von
Drehungen um eine feste Achse mit vorgegebenem positiven Drehsinn“. Dann
entpräche eine Drehgeschwindigkeit der Linearform, die jeder Zeitspanne die
Zahl der in dieser Zeitspanne erfolgten Umdrehungen zuordnet. An dieser Stelle
möchte ich Sie am liebsten wieder einmal davon überzeugen, daß das Abstrakte
das eigentlich Konkrete ist.

3.2.9.5 (Koordinatenfunktionen zu einer Basis als Kovektoren). Gegeben ein
Vektorraum V und eine Basis B ⊂ V erhalten wir im Dualraum V > eine linear
unabhängige Familie von Linearformen (b>)b∈B, indem wir b> = b>B : V → K
erklären durch

b>(c) = δbc ∀c ∈ B

Die Linearformen b> heißen die Koordinatenfunktionen oder kurz Koordinaten
zu unserer Basis B. Vielfach werden sie auch b∗ notiert. Ist etwa V = Rn und
B = S(n) = (~e1, . . . ,~en) die Standardbasis, so wird~e>i : Rn → R die „Projektion
auf die i-te Koordinate“ ~e>i = pri : (x1, . . . , xn) 7→ xi, die man oft auch einfach
xi : Rn → R notiert und die „i-te Koordinatenfunktion“ nennt. Man beachte, daß
solch eine Koordinatenfunktion b> keineswegs nur vom Basisvektor b abhängt,
auch wenn die Notation das suggerieren mag, sondern vielmehr von der ganzen
Basis B. Wenn man es ganz genau nehmen will, sollte man also b> = (b;B)>

schreiben.

Beispiel 3.2.9.6 (Dualraum eines Kn). In der Literatur findet man oft die Aus-
sage, daß der Dualraum des Raums der Spaltenvektoren der Länge n der Raum
der Zeilenvektoren der Länge n sei. Das kann man so sehen, wenn man den ka-
nonischen Isomorphismus Mat(1 × n;K)

∼→ Hom(Kn, K) aus 3.2.4.7 soweit
verinnerlicht hat, daß man beide Seiten schlicht als gleich ansieht.
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Beispiel 3.2.9.7 (Dualraum des Richtungsraums zum Raum der Anschauung).
Denken wir uns wie in 3.1.5.6 den Raum der Anschauung mit einem ausgezeich-
neten festen Punkt als reellen Vektorraum, so liefert jeder von Null verschiedene
Vektor eine Linearform auf unserem Vektorraum vermittels der anschaulich zu
verstehenden Vorschrift „projiziere jeden weiteren Vektor orthogonal auf die Ge-
rade durch den gegebenen Vektor und nimm die Zahl, mit der man den den gege-
benen Vektor multiplizieren muß, um die Projektion zu erhalten“. Diese Entspre-
chung hat nur den Nachteil, daß der doppelte Vektor die halbe Linearform liefert
und daß überhaupt die Addition von Vektoren keineswegs der Addition von Li-
nearformen entspricht. Wählt man eine feste anschaulich zu verstehende Längen-
einheit, so kann man den Raum der Linearformen auf dem Raum der Vektoren in
unserem Bild identifizieren mit dem Raum der Vektoren selber, indem man jedem
Vektor als Linearform dieselbe Linearform wie oben zuordnet, nur noch zusätzlich
geteilt durch das Quadrat seiner Länge. In anderen Worten kann diese Linearform
auch beschrieben werden als „beliebigem Vektor ordne zu Länge der Projektion
mal Länge des gegebenen Vektors“. Diese Identifikation entspräche dann einem
Vektorraumisomorphismus. Es ist vielleicht die Möglichkeit dieser Identifikation,
die es uns so schwer macht, eine Anschauung für den Dualraum zu entwickeln.
Sie benutzt jedoch die „euklidische Struktur“ des Raums der Anschauung, die das
Reden über orthogonale Projektionen eigentlich erst ermöglicht und die wir in erst
in 4.1.3 oder noch besser in 4.1.6 mathematisch modellieren werden. Formal dis-
kutieren wir obige Identifikation dann in 4.6.4.11. Auf allgemeinen Vektorräum-
en stehen uns keine orthogonalen Projektionen zur Verfügung und der Dualraum
kann dann nicht mehr so leicht mit dem Ausgangsraum identifiziert werden.

3.2.9.8. Gegeben ein k-Vektorraum V haben wir stets eine kanonische bilineare
Abbildung V × V > → k, die Auswertungsabbildung, auch genannt die kanoni-
sche Paarung von Vektoren mit Kovektoren.

3.2.9.9 (Dimension des Dualraums). Ist V ein Vektorraum und B ⊂ V eine
Basis, so liefert nach 3.2.3.2 das Einschränken von Abbildungen eine Bijekti-
on V >

∼→ Ens(B,K), der man leicht ansieht, daß sie sogar ein Vektorraumi-
somorphismus sein muß. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum stimmt
insbesondere seine Dimension mit der Dimension seines Dualraums überein, in
Formeln

dimV > = dimV

3.2.9.10. Ist B eine Basis eines endlichdimensionalen Vektorraums V , so muß
unsere linear unabhängige Familie B> := (b>)b∈B der zugehörigen Koordina-
tenfunktionen aus 3.2.9.5 nach 3.1.7.10 eine Basis des Dualraums V > sein, da die
Zahl ihrer Elemente mit der Dimension des Dualraums übereinstimmt. Man nennt
dann B> die duale Basis zur Basis B. Insbesondere besteht die duale Basis zur
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Standardbasis des Rn genau aus den üblichen Koordinatenfunktionen, in Formeln
S(n)> = (pri)

n
i=1.

Beispiel 3.2.9.11. Wir kehren nocheinmal zu unserem Beispiel 3.2.9.4 zurück.
Dort hatten wir besprochen, inwiefern man sich den Dualraum der Gesamtheit
aller Zeitspannen als den Raum aller Drehgeschwindigkeiten denken mag. Die zur
Basis „Minute“ der Gesamtheit aller Zeitspannen „duale Basis“, die wir gleich in
allgemeinen Dualräumen einführen werden, bestünde dann aus dem Vektor „eine
Umdrehung pro Minute in positivem Drehsinn“, den man üblicherweise Umin
notiert.

Vorschau 3.2.9.12 (Dualräume unendlichdimensionaler Vektorräume). Im Fall
eines unendlichdimensionalen Vektorraums ist wieder nach 3.2.3.14 auch sein
Dualraum unendlichdimensional, aber dessen Dimension ist „noch unendlicher“
als die Dimension des Ausgangsraums in einem Sinne, der in 6.5.3.14 präzisiert
wird.

Definition 3.2.9.13. Gegeben eine K-linare Abbildung f : V → W erklären wir
die duale oder auch transponierte Abbildung

f> : W> → V >

als das „Vorschalten von f“, in Formeln f>(λ) := λ ◦ f : V → K für jede
Linearform λ : W → K.

3.2.9.14. Man beachte, daß die duale Abbildung „in die umgekehrte Richtung“
geht. Oft wird die duale Abbildung auch f ∗ : W ∗ → V ∗ notiert. Nicht selten
schreibt man auch ein kleines t als Index oben links und notiert die duale alias
transponierte Abbildung tf .

3.2.9.15 (Verknüpfung und Transponieren). Sicher gilt stets id>V = idV > :
V > → V >. Man prüft auch leicht für eine Verknüpfung f ◦ g von linearen Abbil-
dungen die Identität

(f ◦ g)> = g> ◦ f>

In der Tat bedeutet das Vorschalten von f ◦ g nichts anderes, als erst f und dann
g vorzuschalten.

Proposition 3.2.9.16 (Matrix der dualen Abbildung). Gegeben eine lineare Ab-
bildung f : V → W von endlichdimensionalen Vektorräumen mit angeordneten
Basen A,B ist die darstellende Matrix der dualen Abbildung f> : W> → V >

bezüglich der dualen Basen B>,A> gerade Transponierte der Matrix von f , in
Formeln

A> [f>]B> = (B[f ]A)>
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Eine lineare Abbildung f : R2 → R2, deren Matrix in einer Basis e1, e2, und die
Matrix der dualen Abbildung auf der dualen Basis alias der Effekt des

Vorschaltens unserer Abbildung auf den Koordinatenfunktionen
x1, x2 : R2 → R.
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3.2.9.17. Diese Identität ist der Grund dafür, daß ich für den Dualraum vorzugs-
weise die Notation mit einem hochgestellten> verwenden will. Die dualen Basen
sind dabei mit der offensichtlichen Anordnung zu verstehen.

Beweis. Seien A = (v1, . . . , vn) und B = (w1, . . . , wn) unsere angeordneten Ba-
sen. Die Matrixeinträge aij der darstellenden Matrix B[f ]A sind festgelegt durch
die Identität von Vektoren f(vj) =

∑
i aijwi. Die Matrixeinträge bji der dar-

stellenden Matrix A> [f>]B> sind festgelegt durch die Identität von Linearformen
f>(w>i ) =

∑
j bjiv

>
j . Es gilt zu zeigen bji = aij . Um das zu sehen, werten wir

diese Identität von Linearformen auf den Vektoren vk aus und erhalten

bki =
∑
j

bjiv
>
j (vk) = (f>(w>i ))(vk) = w>i (f(vk)) = w>i

(∑
l

alkwl

)
= aik

Das aber war gerade zu zeigen.

3.2.9.18 (Auswerten als Matrixmultiplikation). Sei V ein endlichdimensionaler
Vektorraum mit einer angeordneten BasisA. Eine Linearform λ ∈ V > wird als li-
neare Abbildung λ : V → k beschrieben durch eine Zeilenmatrix [λ]A = S(1)[λ]A.
Für das Auswerten unserer Linearform λ auf einem Vektor v ∈ V erhalten wir
dann

λ(v) = [λ]A ◦ A[v]

unter der offensichtlichen Identifikation von Elementen unseres Grundkörpers mit
(1 × 1)-Matrizen. Erinnern wir dann noch für v ∈ V an die lineare Abbildung
(·v) : K → V mit α 7→ αv und an unsere Identität A[·v]S(1) = A[v], so kann auch
obige Formel interpretiert werden als der Spezialfall

S(1)[λ ◦ (·v)]S(1) = S(1)[λ]A ◦ A[·v]S(1)

der allgemeinen Formel 3.2.6.5 für die Matrix der Verknüpfung zweier linearer
Abbildungen.

3.2.9.19 (Darstellung einer Linearform in der dualen Basis). Sei V ein end-
lichdimensionaler Vektorraum mit einer angeordneten Basis A. Eine Linearform
λ ∈ V > kann auch als Element des Dualraums in Bezug auf die duale Basis dar-
gestellt werden durch die Spaltenmatrix A> [λ]. Es ist nun nicht schwer, die Formel

A> [λ] = ([λ]A)>

zu prüfen. Ich bin bei dieser Formel noch etwas unglücklich, das λ auf der lin-
ken Seite nicht transponiert zu sehen. Dieser Anschein von Inkonsistenz kommt
dadurch zustande, daß wir in unserer Formel links λ als Vektor auffassen und
rechts als lineare Abbildung. Erinnern wir, daß die Spaltenmatrix eines Vektors v
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ja auch die Matrix der vom Grundkörper mit seiner Standardbasis ausgehenden
linearen Abbildung (·v) ist, und beachten, daß die Abbildung (·λ) : k → V > bis
auf die offensichtliche Identifikation k ∼→ k> genau die transponierte Abbildung
zu λ : V → k ist, so erhalten wir

A> [λ] = A> [·λ]S(1) = A> [λ>]S(1)>

Wir erkennen die Übereinstimmung mit unserer allgemeinen Formel 3.2.9.16 für
die Matrix der dualen Abbildung, indem wir die linke Seite obiger Formel in die-
ser Weise umformen und ihre rechte Seite ausschreiben zu

(
S(1)[λ]A

)>.
Beispiel 3.2.9.20 (Transport von Linearformen unter Isomorphismen). Ge-
geben ein Vektorraumisomorphismus f : V

∼→ W ist die duale Abbildung ein
Vektorraumisomorphismus f> : W> ∼→ V > und ihre Inverse ist ein Vektorraumi-
somorphismus (f>)−1 : V >

∼→ W>. Dieser Isomorphismus leistet, was man sich
anschaulich vielleicht am ehesten unter dem „Transport einer Linearform“ vor-
stellt: Gegeben v ∈ V und λ ∈ V > nimmt (f>)−1(λ) auf f(v) denselben Wert an
wie λ auf v. Betrachten wir etwa die Scherung f : R2 ∼→ R2, (x, y) 7→ (x+ y, y)
mit der Matrix [f ] = (1

0
1
1)und f(~e1) = ~e1, f(~e2) = ~e1 + ~e2. Offensichtlich

bleibt die y-Koordinate eines Punktes unter solch einer Scherung unverändert,
(f>)−1(~e>2 ) = ~e>2 , und die x-Koordinate des Urbildpunkts entspricht der Dif-
ferenz zwischen x-Koordinate und y-Koordinate des Bildpunkts, (f>)−1(~e>1 ) =
~e>1 −~e>2 . Das entspricht auch unseren Formeln, nach denen f> bezüglich der Ba-
sis (~e>1 ,~e

>
2 ) dargestellt wird durch die transponierte Matrix ( 1

−1
0
1), was genau die

Formel (f>)−1 : ~e>1 7→ ~e>1 − ~e>2 und (f>)−1 : ~e>2 7→ ~e>2 beinhaltet.
3.2.9.21 (Anschauung für den Transport von Linearformen). Eine von Null
verschiedene Linearform λ : V → K mag man sich veranschaulichen, indem
man sich den affinen Teilraum λ−1(1) vorstellt, auf dem sie den Wert Eins an-
nimmt. In dieser Anschauung ist die Multiplikation von Linearformen mit von
Null verschiedenen Skalaren noch einigermasen sichtbar, für die Addition von
Linearformen oder die Nullform versagt sie jedoch grandios. Dahingegen ist in
dieser Anschauung für einen Automorphismus f : R2 ∼→ R2 der Effekt des Inver-
sen (f>)−1 der transponierten Abbildung auf Linearformen gut verständlich.

Definition 3.2.9.22. SeienK ein Körper und V einK-Vektorraum. Der Dualraum
des Dualraums von V heißt sein Bidualraum und wird (V >)> = : V >> notiert
oder in der Literatur meist V ∗∗. Wir erklären die kanonische Einbettung in den
Bidualraum alias Evaluationsabbildung

ev = evV : V ↪→ V >>

als die Vorschrift, die jedem Vektor v ∈ V das „Evaluieren auf v“ zuordnet. In
Formeln ist ev(v) ∈ V >> also definiert als die lineare Abbildung ev(v) : V > →
K mit λ 7→ λ(v).
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3.2.9.23 (Injektivität der Evaluationsabbildung). Die Injektivität der kanoni-
schen Abbildung V → V >> ergibt sich aus der Erkenntnis, daß es für jeden von
Null verschiedenen Vektor v 6= 0 eine Linearform λ ∈ V > gibt mit λ(v) 6= 0.
Man kann das etwa zeigen, indem man den Satz 3.2.10.3 über die Fortsetzbarkeit
linearer Abbildungen bemüht oder auch, indem man v zu einer Basis B von V er-
gänzt und dann λ = v> wählt. Im Fall unendlichdimensionaler Räume brauchen
wir jedoch in jedem Fall den Basiserweiterungssatz in seiner vollen Allgemeinheit
3.1.9.20. Man kann ohne die ihm zugrundeliegenden raffinierteren Methoden der
Mengenlehre noch nicht einmal zeigen, daß es auf einem beliebigen von Null ver-
schiedenen Vektorraum überhaupt irgendeine von Null verschiedene Linearform
gibt.

3.2.9.24 (Bidualraum im endlichdimensionalen Fall). Im Fall eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums V zeigt ein Dimensionsvergleich unmittelbar, daß die
Evaluationsabbildung einen Isomorphismus V ∼→ V >> liefern muß. Manchmal
wird diese Erkenntnis als Gleichung V = V >> geschrieben, aber das ist dann
mit einigen Hintergedanken zu lesen, denn gleich sind diese beiden Mengen ja
keineswegs. Den Hauptbestandteil dieser Hintergedanken macht die folgende Be-
merkung explizit.

3.2.9.25. Gegeben Mengen X, Y, Z,W und Abbildungen f : X → Y und g :
X → Z und h : Y → W und l : Z → W mit h ◦ f = l ◦ g sagt man auch, man
habe ein kommutatives Rechteck

X
f //

g

��

Y

h
��

Z
l //W

Ich finde diese Darstellung sehr viel übersichtlicher.

3.2.9.26 (Kanonische Einbettung und bitransponierte Abbildung). Gegeben
eine lineare Abbildung f : V → W kommutiert das Rechteck

V
evV //

f
��

V >>

f>>
��

W
evW // W>>

In Worten ausgedrückt gilt mithin die Identität evW ◦f = f>> ◦ evV von Abbil-
dungen V → W>>. Um das zu sehen, muß man nur für alle v ∈ V die Identität
f>>(evV (v)) = evW (f(v)) in W>> prüfen. Dazu gilt es zu zeigen, daß beide
Seiten auf allen λ ∈ W> denselben Wert annehmen, daß also gilt

(f>>(evV (v)))(λ) = (evW (f(v)))(λ)
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alias ((evV v) ◦ f>)(λ) = λ(f(v)) alias (evV v)(λ ◦ f) = λ(f(v)). Das ist jedoch
klar.

3.2.9.27 (Diskussion der Terminologie). Meines Erachtens ist es diese letzte Er-
kenntnis 3.2.9.26, die die Bezeichnung von V > als „Dualraum von V “ eigentlich
erst verständlich macht. „Dual“ kommt ja vom selben Wortstamm wie „Zwei“,
und die letzte Erkenntnis formalisiert die Intuition, daß der Bidualraum im Fall
endlichdimensionaler Vektorräume „im wesentlichen dasselbe“ ist wie der Aus-
gangsraum. Etwas formaler werden wir in 4.7.4.9 mit der dort eingeführten Be-
grifflichkeit die obige Erkenntnis dahingehend aussprechen können, daß für jeden
KörperK die Evaluationsabbildungen eine „Isotransformation des Identitätsfunk-
tors auf der Kategorie der endlichdimensionalen K-Vektorräume zum Bidual-
raumfunktor“ bilden.

3.2.9.28. Oft verwende ich für das Auswerten einer Linearform λ ∈ V > auf einem
Vektor v ∈ V auch die symmetrischeren Notationen 〈λ, v〉 oder sogar 〈v, λ〉.

Übungen

Ergänzende Übung 3.2.9.29. Seien K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Eine
endliche Familie von Linearformen f1, . . . , fn ∈ V > ist linear unabhängig genau
dann, wenn sie eine Surjektion (f1, . . . , fn) : V � Kn liefert.

Übung 3.2.9.30. Gegeben Vektorräume V,W liefern die transponierten Abbildun-
gen zu den kanonischen Injektionen nach 3.2.1.8 auf den Dualräumen einen Iso-
morphismus (in>V , in

>
W ) : (V ⊕W )>

∼→ V >⊕W>. Analoges gilt für allgemeinere
endliche Summen.

Übung 3.2.9.31. Für endlichdimensionale Vektorräume V ist die kanonische Ein-
bettung aus Dimensionsgründen stets ein Isomorphismus V ∼→ V >>. Gegeben ein
endlichdimensionaler Vektorraum V zeige man, daß unter der kanonischen Iden-
tifikation evV : V

∼→ V >> jede Basis B ihrer Bidualen entspricht, in Formeln

evV (b) = (b>)> ∀b ∈ B

Ergänzende Übung 3.2.9.32. Man zeige: Gegeben ein Vektorraum V ist die Ver-
knüpfung

V >
ev
V>−→ V >>>

ev>V−→ V >

der Auswertungsabbildung zum Dualraum von V mit der Transponierten der Aus-
wertungsabbildung von V die Identität auf dem Dualraum von V . Hinweis: 2.1.6.13
mag helfen. Vom höheren Standpunkt 16.4.3.10 hängt das damit zusammen, daß
„der Dualraumfunktor sein eigener Adjungierter ist“.

Übung 3.2.9.33. SeiK ein Körper. Wir erhalten Isomorphismen Mat(n×m;K)
∼→

Mat(m× n;K)> durch die Vorschrift A 7→ (B 7→ tr(AB)).
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Übung 3.2.9.34 (Spur einer transponierten Abbildung). Genau dann hat eine
lineare Abbildung endlichen Rang, wenn ihre transponierte Abbildung endlichen
Rang hat. Ein Endomorphismus endlichen Ranges eines Vektorraums hat stets
dieselbe Spur wie der transponierte Endomorphismus des Dualraums.

3.2.10 Ergänzungen zu linearen Abbildungen*
Satz 3.2.10.1. In einem Vektorraum besitzt jeder Untervektorraum ein Komple-
ment.

Beweis. Der Beweis benötigt im unendlichdimensionalen Fall das Zorn’sche Lem-
ma. Seien V ⊃ U unser Raum mit seinem Untervektorraum. Ist unser Raum V
endlich erzeugt, so ist auch U endlich erzeugt nach 3.1.7.11. Wir finden nach
3.1.6.16 eine Basis L von U und können sie nach 3.1.7.3 zu einer Basis B von
V ergänzen. Das Erzeugnis des Komplements B\L ist dann der gesuchte kom-
plementäre Teilraum. Ist unser Raum V beliebig, so funktioniert derselbe Beweis,
wenn wir die beiden letzten beiden Verweise durch Verweise auf den allgemeinen
Basisexistenz- und Ergänzungssatz 3.1.9.20 ersetzen.

Proposition 3.2.10.2. 1. Für jede injektive lineare Abbildung f : V ↪→ W
existiert ein Linksinverses, als da heißt, eine lineare Abbildung g : W → V
mit g ◦ f = idV ;

2. Für jede surjektive lineare Abbildung f : V � W existiert ein Rechts-
inverses, als da heißt, eine lineare Abbildung g : W → V mit f ◦ g = idW .

Beweis. Der Beweis beider Aussagen benötigt im unendlichdimensionalen Fall
das Zorn’sche Lemma. Um Teil 1 zu zeigen, wählen wir mit 3.2.10.1 ein Kom-
plement U ⊂ W von f(V ) und definieren g : W → V durch die Vorschrift
g(u + f(v)) = v ∀u ∈ U, v ∈ V . Das ist erlaubt, da nach unsern Annahmen die
Abbildung (u, v) 7→ u + f(v) eine Bijektion U × V ∼→ W induziert. Um Teil 2
zu zeigen, wählen wir ein Komplement U ⊂ V von ker f und prüfen, daß f einen
einen Isomorphismus U ∼→ W induziert. Dessen Inverses liefert unmittelbar das
gesuchte Rechtsinverse von f .

Übungen

Übung 3.2.10.3. Jede lineare Abbildung von einem Untervektorraum U eines
Vektorraums V in einen weiteren Vektorraum f : U → W läßt sich zu einer
linearen Abbildung f̃ : V → W auf den ganzen Raum V fortsetzen. Hinweis:
3.2.10.2.
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3.3 Affine Räume

3.3.1 Affine Räume und affine Abbildungen
Definition 3.3.1.1. Ein affiner Raum oder kurz Raum über einem Körper K ist
ein Tripel

E = (E, ~E, a)

bestehend aus einer Menge E, einer abelschen Untergruppe ~E ⊂ Ens×E der
Gruppe der Permutationen von E sowie einer Abbildung a : K × ~E → ~E derart,
daß gilt:

1. Die Menge E ist nicht leer und das Auswerten liefert für alle p ∈ E eine
Bijektion ~E

∼→ E, ~v 7→ ~v(p);

2. Mit der Abbildung a : K × ~E → ~E als der Multiplikation mit Skalaren
wird ~E ein K-Vektorraum.

Die Elemente von E heißen die Punkte unseres affinen Raums. Die Elemente
von ~E heißen Translationen oder Richtungsvektoren unseres affinen Raums.
Den Vektorraum ~E nennen wir den Richtungsraum unseres affinen Raums und
notieren ihn auch ~E = Richt(E). Das Resultat der Operation einer Translation
~v ∈ ~E auf einem Punkt p ∈ E notieren wir ~v + p := ~v(p) oder auch p+ ~v.

3.3.1.2 (Diskussion der Notation und Terminologie). Die leere Menge kann in
unseren Konventionen nie ein affiner Raum sein. Unser Richtungsraum wird in
manchen Quellen der Differenzraum genannt. Vielfach findet man auch die be-
griffliche Variante eines affinen Raums über einem vorgegebenen Vektorraum.
Darunter versteht man dann eine Menge E mit einer „freien transitiven Wirkung“
des vorgegebenen Vektorraums. Ich ziehe die oben gegebene Definition vor, da sie
jeden Bezug auf einen bereits vorgegebenen Vektorraum vermeidet und den Raum
unserer Anschauung dadurch meines Erachtens überzeugender modellieren kann.

Ergänzung 3.3.1.3. Die Notation des Richtungsraums mit einem Pfeil steht in
Konflikt zu unserer Notation aus 12.8.3.6, nach der das Versehen mit einem Pfeil
bei Mannigfaltigkeiten die Wahl einer Orientierung andeutet. Was im Einzelfall
jeweils gemeint ist, muß der Leser aus dem Kontext erschließen.

3.3.1.4. Unter der Dimension eines affinen Raums verstehen wir die Dimension
seines Richtungsraums. Ein affiner Raum über dem Körper R der reellen Zahlen
heißt auch ein reeller affiner Raum oder kurz reeller Raum.

3.3.1.5. Ein affiner Raum hat die Dimension Null genau dann, wenn er aus einem
einzigen Punkt besteht. Affine Räume der Dimension Eins heißen affine Gera-
den. Affine Räume der Dimension Zwei heißen affine Ebenen.
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3.3.1.6 (Einige Formeln für affine Räume). Ist E ein affiner Raum, so liefert
nach Annahme für jedes p ∈ E das Anwenden der Richtungsvektoren auf be-
sagten Punkt eine Bijektion ~E

∼→ E, ~v 7→ ~v + p und es gilt ~0 + p = p sowie
~u + (~v + p) = (~u + ~v) + p für alle ~u,~v ∈ ~E und p ∈ E. Flapsig gesprochen
ist also ein affiner Raum ein „Vektorraum, bei dem man den Ursprung vergessen
hat“. Gegeben p, q ∈ E erklären wir

p− q ∈ ~E

als denjenigen Richtungsvektor ~u ∈ ~E mit p = ~u + q. Das erklärt auch die
alternative Bezeichnung des Richtungsraums als „Differenzraum“.

Ergänzung 3.3.1.7. In Schulbüchern verwendet man für die Punkte eines affinen
Raums meist Großbuchstaben A,B,C, . . . und schreibt

−→
AB

für den Richtungsvektor, der A nach B schiebt und den wir hier B −A notieren.
In einem didaktischen Kontext mag man statt p− q auch p← q schreiben wollen.

3.3.1.8 (Vektorräume als affine Räume). Jeder Vektorraum V kann als ein affi-
ner Raum aufgefaßt werden, indem wir als Translationen die durch die Addition
von festen Vektoren gegebenen Abbildungen nehmen, so daß unsere Gruppe von
Translationen das Bild des injektiven Gruppenhomomorphismus V ↪→ Ens×(V ),
v 7→ (v+) wird. Die Vektorraumstruktur auf der Gruppe der Translationen er-
klären wir dabei dadurch, daß dieser Gruppenhomomorphismus einen Vektor-
raumisomorphismus auf sein Bild liefern soll. Insbesondere erhalten wir damit
eine kanonische Identifikation

trans : V
∼→ ~V = Richt(V )

zwischen unserem Vektorraum und dem Richtungsraum des dazu gebildeten af-
finen Raums. Diese Identifikation scheint mir derart kanonisch, daß ich sie in
Sprache und Notation oft so behandeln werde, als seien diese beiden Vektorräume
schlicht gleich.

Beispiel 3.3.1.9 (Der Raum unserer Anschauung als affiner Raum). Es scheint
mir besonders sinnfällig, den schmutzigen „Raum unserer Anschauung“ mathe-
matisch als einen dreidimensionalen reellen affinen Raum

E

zu modellieren. Dieses Modell werden wir in 4.1.6.2 folgende noch um die Vorga-
be einer ausgezeichneten „Bewegungsgruppe“ und je nach Kontext einer ausge-
zeichneten „Orientierung“ erweitern und so den „Anschauungsraum“ formal als
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ein Gebilde der Mengenlehre definieren. Die endgültige Definition muß aber noch
auf die Einführung dieser Begriffe warten. Der Buchstabe E soll an das französi-
sche Wort „espace“ für „Raum“ erinnern. Unser „Raum unserer Anschauung“ ist
der „Raum der klassischen Mechanik“. Manche Punkte dieses Raums können wir
uns direkt als Kirchturmspitzen, Zimmerecken und dergleichen denken, die Übri-
gen gilt es sich vorzustellen. Die „affinen Geraden“ entsprechen unseren Sichtlini-
en. Wir ignorieren dabei, daß die Erde sich um sich selber dreht und dabei gleich-
zeitig um die Sonne rast, die sich hinwiederum mit unvorstellbarer Geschwindig-
keit um das Zentrum der Milchstraße bewegt, und ich könnte noch eine Weile
so weitermachen. Den zum Raum unserer Anschauung gehörigen Richtungsraum
denke ich mir als die Gesamtheit aller „Parallelverschiebungen des Raums der An-
schauung“. In 3.3.3.3 werden Sie lernen, in welchem Sinne die Bedingung, daß
unsere Sichtlinien gerade den „affinen Geraden“ entsprechen sollen, die Struktur
als reeller affiner Raum bereits eindeutig festlegt. Daß wir als Grundkörper für die
Modellierung des Raums der Anschauung den Körper der reellen Zahlen nehmen,
hat analytische Gründe: Im Kern liegen sie darin, daß für diesen Körper der Zwi-
schenwertsatz 10.3.3.8 gilt. Deshalb modellieren reelle Vektorräume, insbeson-
dere wenn es später auch um Drehungen, Winkel im Bogenmaß und dergleichen
gehen wird, unsere geometrische Anschauung besser als etwa Vektorräume über
den rationalen Zahlen. Überspitzt könnte man sagen, daß im Gegensatz zu früher,
als die mathematische Modellierung der Ebene mithilfe der euklidischen Axiome
an den Anfang gestellt wurde, die Mathematik seit dem Anfang des 20.-ten Jahr-
hunderts mit der Modellierung der Gerade beginnt, genauer mit der Axiomatik
des Körpers der reellen Zahlen 10.2.4.
Beispiel 3.3.1.10. Man mag sich die Schreibfläche einer in jeder Richtung un-
begrenzten Tafel als einen zweidimensionalen reellen affinen Raum denken. Daß
dieses Beispiel schmutzig ist, versteht sich von selbst.
Beispiel 3.3.1.11. Die schmutzige Menge aller Zeitpunkte der klassischen Me-
chanik mag man mathematisch als einen eindimensionalen reellen affinen Raum

T
modellieren. Dieses Modell für die „Zeit“ werden wir in 3.6.5.11 noch durch die
Vorgabe einer ausgezeichneten „Orientierung“ erweitern. Der Buchstabe T soll
an das lateinische Wort „tempus“ für „Zeit“ erinnern. Ein Richtungsvektor dieses
affinen Raums wäre etwa die Vorschrift: Man warte von einem vorgegebenen Zeit-
punkt sieben Ausschläge eines bestimmten Pendels ab, dann erreicht man den um
besagte Translation verschobenen Zeitpunkt. Die Elemente des Richtungsraums ~T
dieses affinen Raums mag man sich als Zeitspannen denken, wobei jedoch auch
„negative Zeitspannen“ zugelassen sind. Die Flugbahn einer Fliege etwa würden
wir durch eine Abbildung T→ E oder genauer, da Fliegen ja sterblich sind, durch
die Abbildung von einer geeigneten Teilmenge I ⊂ T nach E beschreiben.
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Beispiel 3.3.1.12. Ein Vektor des Homomorphismenraums Hom(~T, ~E) vom Vek-
torraum der Zeitspannen in den Richtungsraum des Anschauungsraums model-
liert, was man in der Physik eine vektorielle Geschwindigkeit nennt.

Definition 3.3.1.13. Eine Abbildung ϕ : E → F zwischen affinen Räumen über
demselben Körper heißt eine affine Abbildung, wenn es eine lineare Abbildung
zwischen den zugehörigen Richtungsräumen ~ϕ : ~E → ~F gibt mit

ϕ(p)− ϕ(q) = ~ϕ(p− q) ∀p, q ∈ E

Diese lineare Abbildung ~ϕ ist dann durch ϕ eindeutig bestimmt und heißt der
lineare Anteil oder Richtungsanteil Richt(ϕ) := ~ϕ unserer affinen Abbildung.
Die Menge aller affinen Abbildungen von einem affinen RaumE in einen weiteren
affinen Raum F über demselben Grundkörper K notieren wir

Aff(E,F ) = AffK(E,F )

Eine bijektive affine Abbildung heißt ein Isomorphismus von affinen Räumen.
Die Menge aller Isomorphismen von E nach F notieren wir Aff×(E,F ). Ein Iso-
morphismus von einem affinen Raum auf sich selbst heißt ein Automorphismus
oder auch eine Affinität des besagten affinen Raums. Die Gruppe aller Affinitäten
eines affinen Raums E notieren wir Aff×(E) := Aff×(E,E).

Beispiel 3.3.1.14 (Affine Abbildungen zwischen Vektorräumen). Eine Abbil-
dung ϕ : V → W zwischen Vektorräumen ist affin als Abbildung zwischen
den dazu gebildeten affinen Räumen genau dann, wenn es eine lineare Abbildung
~ϕ : V → W und einen Punkt w ∈ W gibt mit

ϕ(v) = w + ~ϕ(v)

für alle v ∈ V . Jede affine Abbildung ϕ : Rn → Rm hat also die Gestalt v 7→
Av + b für A ∈ Mat(m × n;R) und b ∈ Rm. Dabei ist A = [~ϕ] die Matrix des
Richtungsanteils und b = ϕ(0) das Bild des Ursprungs.

Beispiel 3.3.1.15 (Affine Selbstabbildungen einer Gerade). Die affinen Abbil-
dungen einer Gerade auf sich selber sind anschaulich gesprochen alle Streckungen
von einem gegebenem Fixpunkt aus, alle Verschiebungen und alle konstanten Ab-
bildungen, die man auch als Streckungen mit Streckfaktor Null auffassen kann. Im
reellen Fall sind im Graphenbild aus der Schule die affinen Abbildungen R → R
genau diejenigen Abbildungen, deren Graph eine Gerade ist und die auf der Schu-
le meist als „lineare Abbildungen“ bezeichnet werden.
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Übungen

Übung 3.3.1.16. Die Verknüpfung affiner Abbildungen ist affin und der lineare
Anteil einer Verknüpfung affiner Abbildungen ist die Verknüpfung ihrer linearen
Anteile, in Formeln ~ϕ ◦ ~ρ = −−→ϕ ◦ ρ.

Übung 3.3.1.17. Eine Abbildung ϕ : E → F zwischen affinen Räumen ist genau
dann affin, wenn es einen Punkt p ∈ E und eine lineare Abbildung ~ϕ : ~E → ~F
zwischen den zugehörigen Richtungsräumen gibt mit

ϕ(p+ ~v) = ϕ(p) + ~ϕ(v) ∀~v ∈ ~E

Übung 3.3.1.18 (Affine Abbildungen mit der Identität als linearem Anteil).
Die Richtungsvektoren eines affinen Raums sind genau alle seine affinen Selbst-
abbildungen, deren linearer Anteil die Identität ist. In Formeln gilt für einen affi-
nen Raum E also

~E = {ϕ ∈ Aff(E,E) | ~ϕ = id ~E}

Übung 3.3.1.19 (Affine Abbildungen mit Null als linearem Anteil). Die affi-
nen Abbildungen mit verschwindendem linearen Anteil sind genau die konstan-
ten Abbildungen. Gegeben affine Räume E,F über demselben Körper gilt also in
Formeln

{ϕ ∈ Aff(E,F ) | ~ϕ = 0} = {ϕ ∈ Ens(E,F ) | ϕ ist konstant}

Übung 3.3.1.20. Gegeben ein affiner Raum E und ein Punkt p ∈ E zeige man,
daß die Abbildung E → E gegeben durch p + ~v 7→ p − ~v ∀~v ∈ ~E affin ist.
Sie heißt die Punktspiegelung an p. Allgemeiner zeige man, daß für alle Skalare
λ aus dem Grundkörper die Abbildung E → E gegeben durch p + ~v 7→ p + λ~v
affin ist. Sie heißt die Streckung oder auch Homothetie mit Zentrum p und
Streckfaktor λ.

Übung 3.3.1.21. Beschreiben Sie in schmutzigen Worten affine AbbildungenT→
E des affinen Raums der Zeiten in den Anschauungsraum. Natürlich ist das keine
mathematische Übung im eigentlichen Sinne!

Übung 3.3.1.22 (Produkt affiner Räume). Gegeben affine Räume X1, . . . , Xn

gibt es auf ihrem kartesischen Produkt X1 × . . . × Xn genau eine Struktur als
affiner Raum derart, daß alle Projektionen pri affin sind. Des weiteren liefern dann
die linearen Anteile der Projektionen einen Isomorphismus

( ~pr1, . . . , ~prn) : Richt(X1 × . . .×Xn)
∼→ ~X1 × . . .× ~Xn

zwischen dem Richtungsraum des Produkts und dem Produkt der Richtungsräume
der Faktoren.
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Beispiel 3.3.1.23. Bezeichnet E den Raum unserer Anschauung, mutig gedacht
für einen fest auf der Sonne stehenden Beobachter, so mag man jede mögliche
Konstellation von Erde und Mond als einen Punkt von E× E modellieren.

Übung 3.3.1.24 (Vorübung für affine Teilräume). Gegeben ein injektiver Ho-
momorphismus von affinen Räumen ϕ : F ↪→ E zeige man, daß sein linearer
Anteil ~ϕ einen Vektorraumisomorphismus ~ϕ : ~F

∼→ {~v ∈ ~E | ~v+ϕ(F ) = ϕ(F )}
induziert.

3.3.2 Affine Teilräume
Definition 3.3.2.1. Sei E ein affiner Raum. Eine Teilmenge F ⊂ E heißt ein
affiner Teilraum, wenn F so mit der Struktur eines affinen Raums (F, ~F, b) ver-
sehen werden kann, daß die Einbettung eine affine Abbildung ist. Übung 3.3.1.24
zeigt, daß diese Struktur als affiner Raum auf unserer Teilmenge F dann eindeu-
tig bestimmt ist und daß die Richtungsvektoren von F genau die Einschränkungen
derjenigen Richtungsvektoren von E sind, die F stabilisieren.

3.3.2.2. Gegeben F ⊂ E ein affiner Teilraum eines affinen Raums bezeichnen wir
mit ~F sowohl den Richtungsraum von F als auch sein Bild in ~F ⊂ ~E unter dem
Richtungsanteil der Einbettung und nennen auch dieses Bild den Richtungsraum
von F . Offensichtlich gilt dann F = p+ ~F für jeden Punkt p ∈ F . Umgekehrt ist
auch für jeden Punkt p ∈ E und jeden Untervektorraum W ⊂ ~E die Teilmenge
p+W ein affiner Teilraum von E.

Beispiel 3.3.2.3. Die affinen Teilräume des R3 sind genau: Alle einelementigen
Teilmengen, alle Geraden G = p+R~v mit ~v 6= ~0, alle Ebenen P = p+R~v+R~w
mit ~v, ~w linear unabhängig, sowie der ganze R3.

3.3.2.4. Eine Teilmenge eines affinen Raums heißt eine Gerade oder genauer ei-
ne affine Gerade, wenn sie ein affiner Teilraum der Dimension Eins ist. Eine
Teilmenge eines affinen Raums heißt eine Ebene oder genauer eine affine Ebe-
ne, wenn sie ein affiner Teilraum der Dimension Zwei ist. Eine Teilmenge eines
affinen Raums heißt kollinear, wenn sie in einer Geraden enthalten ist.

3.3.2.5. Ein nichtleerer Schnitt von affinen Teilräumen eines affinen Raums ist
stets wieder ein affiner Teilraum. Weiter ist der Richtungsraum des Schnitts der
Schnitt der Richtungsräume, wenn wir alle diese Richtungsräume wie in 3.3.2.2
als Teilmengen des Richtungsraums unseres ursprünglichen Raums betrachten.
Sie mögen den Beweis als Übung 3.3.2.19 ausschreiben.

Definition 3.3.2.6. Gegeben eine nichtleere Teilmenge T 6= ∅ eines affinen Raums
gibt es nach 3.3.2.5 einen kleinsten affinen Teilraum 〈T 〉aff , der sie umfaßt. Wir
bezeichnen ihn als den von unserer Teilmenge erzeugten affinen Teilraum. Ein
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Erzeugendensystem eines affinen Raums ist eine nichtleere Teilmenge, die ihn
erzeugt.

3.3.2.7. Man beachte, daß in unserer Terminologie insbesondere auch in einem
einpunktigen affinen Raum die leere Teilmenge kein Erzeugendensystem ist.

3.3.2.8 (Explizite Beschreibung affiner Erzeugnisse). Man mag den von einer
nichtleeren Teilmenge T 6= ∅ eines affinen Raums E erzeugten affinen Teilraum
〈T 〉aff auch beschreiben als

〈T 〉aff = T + 〈p− q | p, q ∈ T 〉lin

In Worten nehme man also den Untervektorraum des Richtungsraums von ~E,
der von allen zwei Punkte unserer Teilmenge ineinander überführenden Vekto-
ren erzeugt wird, und lasse seine Vektoren auf Punkte unserer Teilmenge los: Alle
Punkt, die man so erhalten kann, bilden einen affinen Teilraum, da ja offensicht-
lich gilt T + 〈p− q | p, q ∈ T 〉lin = t+ 〈p− q | p, q ∈ T 〉lin für alle t ∈ T .

3.3.2.9 (Anschauliche Interpretation linearer Gleichungssysteme). Wählen wir
im Anschauungsraum E einen festen Punkt p als Ursprung und eine angeordnete
Basis ~v1, ~v2, ~v3 seines Richtungsraums, so erhalten wir eine Bijektion

R3 ∼→ E

vermittels der Abbildungsvorschrift (x, y, z) 7→ p + x~v1 + y~v2 + z~v3. Die Abbil-
dungen E → R, die jedem Punkt die Komponenten seines Urbilds unter dieser
Identifikation zuordnen, heißen auch Koordinaten und in ihrer Gesamtheit ein
Koordinatensystem auf E. Unter jeder derartigen Identifikation des R3 mit dem
Raum unserer Anschauung kann man sich die Lösungsmenge einer homogenen li-
nearen Gleichung in drei Unbekannten als eine Ebene durch den Ursprung denken,
wenn man einmal von der „Nullgleichungen“ absieht, und die Lösungsmenge ei-
ner nicht notwendig homogenen linearen Gleichung in drei Unbekannten als eine
affine Ebene, wenn man wieder von dem Fall der „Nullgleichung“ absieht, bei de-
nen die Koeffizienten von x, y, z alle drei verschwinden. Die Lösungsmenge eines
linearen Gleichungssystems ohne Nullgleichung kann man sich demnach veran-
schaulichen als den Schnitt einiger affiner Ebenen, eben der Lösungsmengen sei-
ner einzelnen Gleichungen. So sieht man auch anschaulich ein, daß die Lösungs-
menge eines linearen Gleichungssystems ohne Nullgleichung mit zwei Gleichun-
gen in drei Veränderlichen im Allgemeinen einen eindimensionalen Lösungsraum
haben wird, da sich eben zwei Ebenen im Raum im Allgemeinen in einer Gera-
de schneiden, daß aber als Lösungsraum auch die leere Menge in Frage kommt,
als Schnitt zweier paralleler Ebenen, und eine Ebene, wenn nämlich die Lösungs-
räume unserer beiden Gleichungen übereinstimmen.
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3.3.2.10. Eine Teilmenge eines affinen Raums heißt eine Hyperebene oder genau-
er eine affine Hyperebene, wenn sie ein echter affiner Teilraum ist, der zusammen
mit einem einzigen weiteren Punkt unseren ganzen affinen Raum affin erzeugt.

Definition 3.3.2.11. Zwei affine Teilräume T, S ⊂ E eines affinen Raums E
heißen parallel, wenn sie disjunkt sind und im Richtungsraum ~E gilt ~T ⊂ ~S oder
~S ⊂ ~T .

3.3.2.12 (Diskussion der Terminologie). Die Konventionen scheinen in der Li-
teratur nicht ganz eindeutig zu sein. Die hier gegebene Definition von Parallelität
hat den Vorteil, die üblichen Definitionen für die Parallelität von Geraden oder
Ebenen im zweidimensionalen wie im dreidimensionalen Raum zu liefern. Aller-
dings hat sie den Nachteil, daß ein Punkt zu jedem Teilraum parallel ist, der ihn
nicht enthält, was meinem Sprachempfinden eigentlich zuwiderläuft.
Ergänzung 3.3.2.13. Der Begriff „parallel“ kommt aus dem Griechischen und
heißt „nebeneinander“.

Übungen

Übung 3.3.2.14 (Fasern linearer Abbildungen). Gegeben eine lineare Abbil-
dung f : V → W gilt für alle v ∈ V die Identität f−1(f(v)) = v + ker f von
Teilmengen von V . Für alle w ∈ W ist mithin die Faser f−1(w) entweder leer
oder aber ein affiner Teilraum von V .

Übung 3.3.2.15 (Urbilder affiner Teilräume). Ist f : V → W eine affine Ab-
bildung, so ist für jeden affinen Teilraum A ⊂ W sein Urbild f−1(A) entweder
leer oder aber ein affiner Teilraum von V . Das verallgemeinert die vorhergehende
Übung 3.3.2.14.
Übung 3.3.2.16. Durch je zwei verschiedene Punkte eines affinen Raums geht ge-
nau eine Gerade, als da heißt, es gibt genau einen affinen Teilraum der Dimension
Eins, der unsere beiden Punkte enthält. Bringt man also Kimme und Korn in eine
Sichtlinie mit dem Ziel, so ist das Gewehr bereits auf das Ziel ausgerichtet.
Übung 3.3.2.17. Durch je drei Punkte eines affinen Raums, die nicht auf einer
gemeinsamen Geraden liegen, geht genau eine Ebene. Insbesondere wird also ein
dreibeiniger Hocker nie kippeln.
Übung 3.3.2.18. Der von einer nichtleeren endlichen Teilmenge T eines affinen
Raums erzeugte Teilraum hat höchstens die Dimension |T | − 1.
Übung 3.3.2.19 (Richtungsraum eines Schnitts). Gegeben ein affiner Raum E
und affine Teilräume F,G ⊂ E mit nichtleerem Schnitt F ∩ G 6= ∅ ist der Rich-
tungsraum ihres Schnitts der Schnitt ihrer Richtungsräume, in Formeln

Richt(F ∩G) = Richt(F ) ∩ Richt(G)
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Die Fasern der durch (x, y) 7→ x+ y gegebenen linearen Abbildung R2 → R zu
den Werten 0, 1 und 3.
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Man zeige immer unter der Annahme, daß besagter Schnitt nicht leer ist, dasselbe
auch allgemeiner für den Schnitt eines beliebigen Systems affiner Teilräume.

Übung 3.3.2.20 (Erzwungene Schnitte). Gegeben ein affiner Raum E und affine
Teilräume F,G ⊂ E gilt

~F + ~G = ~E ⇒ F ∩G 6= ∅

Übung 3.3.2.21 (Dimension eines affinen Erzeugnisses). Gegeben zwei endlich-
dimensionale affine Teilräume A,B eines affinen Raums E gilt für die Dimension
des affinen Erzeugnisses C ihrer Vereinigung die Formel

dimC =

{
dimA+ dimB − dim(A ∩B) falls A ∩B 6= ∅;
dimA+ dimB − dim( ~A ∩ ~B) + 1 falls A ∩B = ∅.

Übung 3.3.2.22 (Kodimension eines Schnitts). Ist E ein endlichdimensionaler
affiner Raum und vereinbaren wir die Notation codim(A ⊂ E) := dimE−dimA
für die Dimensionsdifferenz, die sogenannte Kodimension von A in E, so gilt
unter der Annahme A ∩B 6= ∅ die Abschätzung

codim((A ∩B) ⊂ E) ≤ codim(A ⊂ E) + codim(B ⊂ E)

Die Kodimension des Schnitts ist also höchstens die Summe der Kodimensionen
der sich schneidenden Teilräume.

Vorschau 3.3.2.23. In der kommutativen Algebra 7.5.9.15 können Sie lernen, wie
man diese Abschätzung für die Kodimension eines Schnitts auf Nullstellenmen-
gen polynomialer Gleichungssysteme verallgemeinern kann, wenn der Grund-
körper algebraisch abgeschlossen ist. So etwas wie zwei Sphären im Raum, die
sich in einem Punkt berühren, kann es also im Komplexen nicht geben: Da kann
der Schnitt der Nullstellenmengen zweier Polynome in drei Variablen f, g ∈
C[X, Y, Z] nie isolierte Punkte haben.

Übung 3.3.2.24. Eine Abbildung f : E → F von affinen Räumen ist genau dann
affin, wenn ihr Graph Γ(f) ⊂ E × F ein affiner Teilraum des Produkts unserer
beiden Räume ist.

3.3.3 Affine Räume und ihre Geraden
Satz 3.3.3.1 (Charakterisierung affiner Abbildungen im Reellen). Eine injek-
tive Abbildung von einem mindestens zweidimensionalen reellen affinen Raum in
einen weiteren reellen affinen Raum ist affin genau dann, wenn das Bild jeder
Geraden wieder eine Gerade ist.
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3.3.3.2. Dieselbe Charakterisierung gilt allgemeiner über jedem Grundkörper, des-
sen einziger Körperautomorphismus die Identität ist. Wir diskutieren mehr dazu
in 3.3.3.5.

3.3.3.3 (Bezug zum schmutzigen Raum unserer Anschauung). Die affinen Ge-
raden des Raums unserer Anschauung denke ich mir als Sichtlinien: Drei Punkte
liegen auf einer Geraden genau dann, wenn man sich so hinstellen kann, daß man
sie hintereinander sieht. Der vorhergehende Satz 3.3.3.1 zeigt, daß im Fall reeller
affiner Räume ab der Dimension Zwei die Kenntnis aller Geraden auch umgekehrt
bereits die Struktur als reeller affiner Raum festlegt: Haben nämlich zwei Struk-
turen als affiner reeller Raum auf derselben Menge dieselben Geraden, und gibt
es in besagtem Raum mehr als nur eine Gerade, so ist nach 3.3.3.1 die Identität
auf unserer Menge ein Morphismus von affinen Räumen zwischen unserer Menge
einmal mit der einen Struktur als affiner Raum und ein andermal mit der anderen
Struktur als affiner Raum. Dann aber müssen diese beiden Strukturen bereits über-
einstimmen. Anschaulich gesprochen legt also im Raum unserer Anschauung „die
Kenntnis der Sichtlinien bereits fest, welche Abbildungen als Parallelverschiebun-
gen anzusehen sind“. Explizit kann man das wie folgt einsehen: Zunächst legt die
Kenntnis der Sichtlinien alias Geraden fest, welche Teilmengen die Bezeichung
als „Ebene“ verdienen; Dann vereinbart man, zwei Geraden „parallel“ zu nen-
nen, wenn sie in einer Ebene liegen und sich nicht schneiden; Und schließlich
kann man dann Parallelverschiebungen charakterisieren als diejenigen bijektiven
Abbildungen, die jede Gerade bijektiv auf sich selbst oder aber bijektiv in eine
parallele Gerade überführen. An dieser Stelle möchte ich Sie am liebsten wieder
einmal davon überzeugen, daß das Abstrakte das eigentlich Konkrete ist.

Beweis. Wir zeigen den Satz zunächst unter der Annahme, daß sowohl unser Aus-
gangsraum als auch der Raum, in den abgebildet wird, beide die Dimension Zwei
haben. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir dann annehmen, daß
es sich bei beiden Räumen um den R2 handelt, und indem wir unsere Abbildung
noch mit einer geeigneten Verschiebung verknüpfen, dürfen wir sogar annehmen,
daß sie den Ursprung festhält. Diesen Fall behandeln wir als eigenständiges Lem-
ma.

Lemma 3.3.3.4. Eine injektive Abbildung Φ : R2 → R2 mit Φ(0) = 0, unter der
das Bild jeder affinen Geraden wieder eine affine Gerade ist, muß linear sein.

Beweis. Indem wir eine geeignete lineare Abbildung dahinterhalten, dürfen daß
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß unser Φ die Vektoren
e1 und e2 der Standardbasis festhält. Unter dieser Zusatzannahme zeigen wir nun,
daß Φ sogar die Identität ist. Zunächst gibt es sicher Abbildungen ψ1, ψ2 : R→ R
mit Φ(aei) = ψi(a) ei. Da wir Φ injektiv angenommen haben, müssen unter Φ
parallele alias sich nicht schneidende Geraden parallel bleiben. Die Gerade durch
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ae1 und ae2 für a 6= 0, 1 ist parallel zu der durch e1 und e2, also ist für a 6= 0, 1
auch die Gerade durch Φ(ae1) = ψ1(a) e1 und Φ(ae2) = ψ2(a) e2 parallel zu der
durch Φ(e1) = e1 und Φ(e2) = e2. Es folgt ψ1(a) = ψ2(a) für a 6= 0, 1. Für a =
0, 1 ist das eh klar und wir notieren diese Abbildung nun ψ := ψ1 = ψ2. Natürlich
gilt ψ(0) = 0 und ψ(1) = 1. Da man die Addition von linear unabhängigen
Vektoren durch Parallelogramme darstellen kann, gilt Φ(v + w) = Φ(v) + Φ(w)
falls v und w linear unabhängig sind. Wir erhalten für a ∈ R damit

Φ(e1 +a e2) = e1 +ψ(a) e2

wegen der linearen Unabhängigkeit im Fall a 6= 0 und im Fall a = 0 wegen
ψ(0) = 0. Daraus folgt sofort die Erste der beiden Gleichungen

Φ(e1 +(a+ b) e2) = e1 +ψ(a+ b) e2

Φ(e1 +a e2 +b e2) = e1 +ψ(a) e2 +ψ(b) e2

Die Zweite folgt hier, indem wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit b 6= 0
annehmen und erst den letzten Summanden abspalten. Es folgt sofort ψ(a+ b) =
ψ(a) + ψ(b). Da für a, b ∈ R mit a 6= 0 und b 6= 0, 1 die Gerade durch e1

und ae2 parallel ist zu der durch be1 und bae2 folgt auch ψ(ba) = ψ(b)ψ(a) erst
für alle a, b 6= 0, 1, dann aber wegen ψ(0) = 0 und ψ(1) = 1 sogar für alle
a, b ∈ R. Da nach 10.2.4.3 oder besser 10.2.4.21 die Identität der einzige Körper-
homomorphismus ψ : R → R ist, folgt ψ = id. Da wie bereits erwähnt gilt
Φ(v + w) = Φ(v) + Φ(w) falls v und w linear unabhängig sind, folgt sofort
Φ = id.

Um nun Satz 3.3.3.1 zu zeigen, sei Φ : E ↪→ F unsere injektive Abbildung von
reellen affinen Räumen, unter der das Bild jeder Geraden eine Gerade ist. Oh-
ne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß E und F reelle
Vektorräume sind und daß gilt Φ(~0) = ~0. Unter diesen stärkeren Annahmen zu-
sammen mit der Annahme dimE ≥ 2 folgern wir nun sogar die Linearität von
Φ. Gegeben v, w ∈ E linear unabhängig kann offensichtlich die von v und w auf-
gespannt Ursprungsebene dargestellt werden als die Vereinigung des Ursprungs
mit allen affinen Geraden, die durch einen Punkt von Rv und einen Punkt von Rw
laufen, so daß also in Formeln ausgedrückt gilt

〈v, w〉 =
⋃

u∈Rv, x∈Rw

〈u, x〉aff

Gegeben v, w ∈ E linear unabhängig müssen auch Φ(v) und Φ(w) linear unab-
hängig sein, da sonst die zwei verschiedenen Geraden Rv und Rw bijektiv auf
dieselbe Gerade abgebildet würden im Widerspruch zur Injektivität von Φ. Da Φ
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Geraden auf Geraden abbildet, folgt Φ(〈v, w〉) = 〈Φ(v),Φ(w)〉. Von der mithin
von Φ induzierten Bijektion

Φ : 〈v, w〉 ∼→ 〈Φ(v),Φ(w)〉

wissen wir aber nun bereits, daß sie linear sein muß, daß also in Formeln ausge-
drückt gilt Φ(u + x) = Φ(u) + Φ(x) und Φ(λu) = λΦ(u) für alle u, x ∈ 〈v, w〉
und λ ∈ R. Da aber in einem Vektorraum der Dimension mindestens Zwei je
zwei Vektoren u, x in einem gemeinsamen zweidimensionalen Teilraum liegen,
zeigt das bereits die Linearität von Φ selbst.

Ergänzung 3.3.3.5. Geht man den Beweis von Lemma 3.3.3.4 nocheinmal durch,
so erkennt man, daß er auch die folgende feinere Aussage zeigt: SindK,LKörper
und ist Φ : K2 ↪→ L2 eine Injektion mit Φ(0) = 0, unter der das Bild jeder affinen
Geraden wieder eine affine Gerade ist, so ist Φ ein Gruppenhomomorphismus
und es gibt einen Körperisomorphismus ψ : K

∼→ L mit Φ(λ~v) = ψ(λ)Φ(~v)
für alle λ ∈ K und ~v ∈ K2. Salopp gesprochen ist also unsere Abbildung Φ
„linear bis auf einen Körperisomorphismus“. Geht man den Beweis von Lemma
3.3.3.4 ein drittes Mal durch, so erkennt man, daß er dasselbe sogar zeigt für
Schiefkörper K,L mit der Maßgabe, daß wir unter Geraden in K2 Teilmengen
der Gestalt p+ vK verstehen für p, v ∈ K2 mit v 6= 0.

Ergänzung 3.3.3.6 (Von der Geometrie zur Algebra). Geht man den Beweis
von Satz 3.3.3.1 im Lichte von 3.3.3.5 nocheinmal durch, so erkennt man, daß
er auch die folgende feinere Aussage zeigt: Haben zwei Strukturen (E, ~E, a) und
(E, ~E ′, a′) auf ein- und derselben Menge E als zweidimensionaler affiner Raum
über Körpern K beziehungsweise K ′ dieselben Geraden, so gilt ~E = ~E ′ und es
gibt genau einen Körperisomorphismus ϕ : K

∼→ K ′ mit a(λ,~v) = a′(ϕ(λ), ~v)

für alle λ ∈ K und ~v ∈ ~E. Flapsig gesagt kennt also ein weißes Blatt Papier
zusammen mit einem Lineal bereits den Körper R der reellen Zahlen! Gegeben
eine Menge E von „Punkten“ und eine Teilmenge G ⊂ P(E) ihrer Potenzmenge,
deren Elemente G ∈ G „Geraden“ heißen, kann man auch eine Liste von geome-
trisch sinnvollen Forderungen angeben, die genau dann erfüllt sind, wenn unsere
Menge E so mit der Struktur eines zweidimensionalen affinen Raums über einem
Körper versehen werden kann, daß G aus allen zugehörigen affinen Geraden be-
steht. Die einfachsten dieser Forderungen sind, daß durch je zwei verschiedene
Punkte genau eine Gerade gehen soll und daß sich je zwei Geraden in höchstens
einem Punkt schneiden. Die zusätzlichen Forderungen werden in 5.1.2 bespro-
chen. In dieser Weise lassen sich die Körperaxiome 2.2.4.2 sogar geometrisch
rechtfertigen.
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Wie man auf einer Gerade der Papierebene mit zwei verschiedenen als Null und
Eins ausgezeichneten Punkten zwei beliebige Punkte multipliziert, wenn man

nur ein Lineal zur Verfügung hat, das aber „unendlich lang“ ist in dem Sinne, daß
man durch einen gegebenen Punkt die zu einer gegebenen Gerade parallele

Gerade zeichnen kann.
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3.3.4 Baryzentrische Koordinaten*
3.3.4.1. Gegeben ein affiner Raum E über einem Körper K der Charakteristik
Null charK = 0 und eine nichtleere endliche Teilmenge ∅ 6= T ⊂ E erklärt man
den Schwerpunkt Bar(T ) von T als den eindeutig bestimmten Punkt Bar(T ) =
s ∈ E mit ∑

e∈T

(e− s) = ~0

Das ist gleichbedeutend dazu, daß für einen und jeden Punkt p ∈ E gilt∑
e∈T

(e− p) =
∑
e∈T

(e− p)−
∑
e∈T

(e− s)

und mit offensichlichen weiteren Umformungen sehen wir, daß es auch äquivalent
ist zur Identität ∑

e∈T

(e− p) = |T |(s− p)

Daß zeigt einerseits die Eindeutigkeit des Schwerpunkts und andererseits auch
dessen Existenz, da wir ja einen Schwerpunkt s von T finden können, indem wir
von einem beliebigen Punkt p ∈ E ausgehen und s := p + |T |−1

∑
e∈T (e − p)

nehmen. Nach griechisch „βαρυς“ für „schwer“ heißt der Schwerpunkt auch das
Baryzentrum.
3.3.4.2. Gegeben ein Körper K, ein affiner Raum E über K, Punkte e0, . . . , en ∈
E und Skalare λ0, . . . , λn ∈ K mit λ0 + . . .+λn 6= 0 erklärt man allgemeiner den
Schwerpunkt

s = Bar((e0, λ0), . . . , (en, λn))

der Punkte ei mit den Gewichten λi durch die Bedingung
∑n

i=0 λi(ei − s) = ~0.
Ich lasse hier die Indize bei Null beginnen, um besonders deutlich zu machen, daß
der Fall einer leeren Familie ausgeschlossen ist, auch wenn das unsere Bedingung∑
λi 6= 0 bereits impliziert. Um die Existenz und Eindeutigkeit des Schwerpunkts

mit Gewichten zu zeigen, prüft man wie zuvor für jeden Punkt p ∈ E, daß die
Schwerpunkteigenschaft von s ∈ E gleichbedeutend ist zur Identität

n∑
i=0

λi(ei − p) =

(
n∑
i=0

λi

)
(s− p)

Daraus folgt analog wie im Fall ohne Gewichte die Existenz und Eindeutigkeit.
3.3.4.3 (Affines Erzeugnis als Menge von Schwerpunkten). Gegeben eine nicht-
leere Teilmenge T ⊂ E eines affinen Raums kann ihr affines Erzeugnis offen-
sichtlich beschrieben werden als die Menge aller Schwerpunkte zu gewichteten
endlichen Teilmengen. Man erkennt das besonders leicht, indem man bei der zu-
vor gegebenen Beschreibung des Schwerpunkts p ∈ T wählt.
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3.3.4.4 (Eigenschaften des Schwerpunkts). Offensichtlich bleibt der Schwer-
punkt derselbe, wenn man alle Gewichte mit demselben von Null verschiedenen
Körperelement α ∈ K× multipliziert, in Formeln

Bar((e0, λ0), . . . , (en, λn)) = Bar((e0, αλ0), . . . , (en, αλn))

Offensichtlich bleibt der Schwerpunkt derselbe, wenn man Punkte mit Gewicht
Null wegläßt. Offensichtlich hängt der Schwerpunkt auch im Fall einer nichtleeren
gewichteten Punktfamilie nicht von der Reihenfolge ab. Wir können also sinnvoll

Bar((ei, λi)i∈I)

erklären, wann immer (ei, λi)i∈I eine nichtleere Familie von gewichteten Punkten
ist und nur für endlich viele i ∈ I gilt λi 6= 0 und zusätzlich

∑
i∈I λi 6= 0.

Definition 3.3.4.5. Eine Teilmenge eines affinen Raums heißt affin unabhängig,
wenn sie nicht leer ist und sich keiner ihrer Punkte als gewichteter Schwerpunkt
von endlich vielen anderen ihrer Punkte schreiben läßt.

Definition 3.3.4.6. Eine Familie von Punkten eines affinen Raums heißt affin un-
abhängig oder ganz pedantisch affin unabhängig als Familie, wenn sie nicht leer
ist und wenn sich für keinen Index der zugehörige Punkt als gewichteter Schwer-
punkt der Punkte zu endlich vielen anderen Indizes schreiben läßt.

Lemma 3.3.4.7 (Affine und lineare Unabhängigkeit). Gegeben eine nichtleere
Teilmenge T eines affinen Raums E sind gleichbedeutend:

1. Die Menge T ist affin unabhängig;

2. Es gibt ein p ∈ T derart, daß die Menge der Vektoren {t− p | t ∈ T\p} in
~E linear unabhängig ist;

3. Für alle p ∈ T ist die Menge {t− p | t ∈ T\p} in ~E linear unabhängig.

Analoges gilt für Familien.

Beweis. Übung.

3.3.4.8. Sind e0, . . . , en paarweise verschiedene Elemente einer endlichen affin
unabhängigen Teilmenge eines affinen Raums E, so folgt aus

Bar((e0, λ0), . . . , (en, λn)) = Bar((e0, µ0), . . . , (en, µn))

bereits, daß es α ∈ K× gibt mit µi = αλi ∀i. Läßt sich ein Punkt als gewichteter
Schwerpunkt zu geeigneten Gewichten auf einer affin unabhängigen Teilmenge
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Zwei fette Punkte der Gewichte 3 und 1 und ihr Schwerpunkt s nebst seiner
Bestimmung mithilfe eines beliebigen weiteren Punktes p.
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darstellen, so ist diese Darstellung mithin eindeutig, wenn wir zusätzlich Gesamt-
gewicht Eins fordern. Ist also in Formeln E ein affiner Raum und T ⊂ E ein affin
unabhängiges Erzeugendensystem von E, so liefert das Bilden der gewichteten
Schwerpunkte eine Bijektion

{
∑
att ∈ KT |

∑
at = 1} ∼→ E∑

att 7→ Bar((t, at)t∈T )

Für p = Bar((t, at)) heißen die at dann die baryzentrischen Koordinaten von p
in Bezug auf unser affin unabhängiges Erzeugendensystem T .

Übungen

Übung 3.3.4.9. Zeigen Sie, daß sich die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks
in einem Punkt schneiden, dessen baryzentrische Koordinaten in Bezug auf die
drei Ecken des Dreiecks jeweils (1/3) sind, und daß dieser Punkt alle drei Sei-
tenhalbierenden in zwei Stücke teilt, von denen eines doppelt so lang ist wie das
Andere. Kür: Rechnen Sie nach, daß dieser Punkt auch der Schwerpunkt des Drei-
ecks ist, wenn sie es aus Papier ausschneiden. Das braucht aber eher analytische
Fertigkeiten.

Übung 3.3.4.10. Bestimmen Sie in R3 die baryzenrischen Koordinaten des Punk-
tes (1, 1, 1) in Bezug auf die drei Vektoren der Standardbasis und den Ursprung.

3.3.5 Lineare und affine Ungleichungen*
Definition 3.3.5.1. Gegeben Punkte p, q in einem affinen Raum E über einem
angeordneten Körper schreiben wir

[p, q] := {p+ λ(q − p) | 0 ≤ λ ≤ 1}

und nennen diese Menge im Fall p 6= q das die Punkte p und q verbindende
Geradensegment.

Definition 3.3.5.2. Eine Teilmenge eines affinen Raums über einem angeordneten
Körper heißt konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch das ganze diese verbin-
dende Geradensegment enthält.

Definition 3.3.5.3. Sei E ein affiner Raum über einem angeordneten Körper. Of-
fensichtlich ist der Schnitt einer beliebigen Familie konvexer Teilmengen von E
wieder konvex. Gegeben eine Teilmenge T ⊂ E bezeichnet man die kleinste
konvexe Teilmenge des fraglichen affinen Raums, die T umfaßt, auch als die kon-
vexe Hülle von T . Natürlich existiert solch eine kleinste konvexe Teilmenge, wir
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Eine nicht konvexe Teilmenge der Ebene und eine endliche Teilmenge der
Ebene, dargestellt durch fette Punkte, mit ihrer konvexen Hülle, dargestellt als

schraffierter Bereich.
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können sie etwa konstruieren als den Schnitt aller konvexen Teilmengen, die T
umfassen. Wir verwenden für die konvexe Hülle von T die Notation

konv(T )

Beispiel 3.3.5.4. Gegeben zwei Punkte in einem affinen Raum über einem ange-
ordneten Körper ist ihre konvexe Hülle genau das verbindende Geradensegment,
in Formeln [p, q] = konv(p, q).

Definition 3.3.5.5. Seien V ein Vektorraum über einem angeordneten Körper und
T ⊂ V eine Teilmenge. Wir sagen, ein Vektor v ∈ V läßt sich aus T positiv
linear kombinieren, wenn er eine Darstellung

v = λ1t1 + . . .+ λntn

besitzt mit λi > 0 und ti ∈ T und n ≥ 0. Die leere Linearkombination mit
n = 0 verstehen wir hier wie immer als den Nullvektor, der sich also in unseren
Konventionen aus jeder Teilmenge positiv linear kombinieren läßt. Die Menge
aller positiven Linearkombinationen aus Vektoren von T notieren wir 〈T 〉>0.

3.3.5.6. Zum Beispiel ist die Menge der aus der Standardbasis des R2 positiv li-
near kombinierbaren Vektoren der abgeschlossene positive Quadrant: Die Punkte
im Inneren erhalten wir mit n = 2, die vom Ursprung verschiedenen Punkte auf
den Rändern mit n = 1 und den Ursprung mit n = 0. Statt αi > 0 hätten wir
in der Definition also gleichbedeutend auch λi ≥ 0 schreiben können. Wenn wir
aber im folgenden von einer positiven Linearkombination reden, so meinen wir
stets positive und nicht etwa nur nichtnegative Koeffizienten.

Proposition 3.3.5.7 (Satz von Caratheodory). Seien V ⊃ T ein Vektorraum
über einem angeordneten Körper mit einer ausgezeichneten Teilmenge. Läßt sich
ein Vektor v ∈ V aus T positiv linear kombinieren, so läßt er sich bereits aus
einer linear unabhängigen Teilmenge von T positiv linear kombinieren.

Beweis. Sei v = λ1v1 + . . .+λnvn eine Darstellung von v als positive Linearkom-
bination von Elementen von T . Sie die vi linear abhängig, so ist (λ1, . . . , λn) ∈ kn
ein Punkt aus dem positiven Quadranten einer ganzen affinen Gerade von Lösun-
gen. Der Punkt, an dem diese affine Gerade den positiven Quadranten verläßt, ist
dann eine kürzere Darstellung von v als positive Linearkombination von Elemen-
ten von T .

Satz 3.3.5.8 (Hauptsatz über lineare Ungleichungen). Ist V ein Vektorraum
über einem angeordneten Körper und T ⊂ V ein endliches Erzeugendensystem,
so gilt für jeden Vektor v ∈ V genau eine der beiden folgenden Aussagen:
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Eine Menge T = {e1, e2, e3} von drei Vektoren des Richtungsraums der
Papierebene, die bis auf ihre Bezeichnung nichts mit der Standardbasis des R3 zu

tun haben, sowie ein Vektor v außerhalb der Menge ihrer positiven
Linearkombinationen, der sich nach unserem Satz durch eine Hyperebene kerα,

in diesem Fall die gestrichelt eingezeichnete Gerade, von unserer Menge aller
positiven Linearkombinationen abtrennen läßt.
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1. Der Vektor v läßt sich aus T positiv linear kombinieren;

2. Es gibt eine Linearform α ∈ V > mit α(t) ≥ 0 ∀t ∈ T und α(v) < 0 und
der Eigenschaft, daß kerα von seinem Schnitt mit T erzeugt wird.

3.3.5.9. Lassen wir in unserem Satz die Forderung fallen, daß die endliche Teil-
menge T den Vektorraum V erzeugt, so können wir ihn immer noch auf das Er-
zeugnis von T anwenden und ein so gefundenes α dann irgendwie linear auf ganz
V fortsetzen. Wir können wir dann nur nicht mehr sicherstellen, daß kerα von
seinem Schnitt mit T erzeugt wird.

3.3.5.10. Der Satz und der hier gegebene Beweis stammen von Weyl [Wey35]. Im
Fall des Grundkörpers R geht er bereits auf Farkas zurück und heißt mancherorts
das Lemma von Farkas. Eine algorithmische Darstellung des Beweises und mehr
zur praktischen Bedeutung unseres Satzes in der linearen Optimierung findet man
in [Sch86].

3.3.5.11 (Der Hauptsatz über lineare Ungleichungen in Koordinaten). Spe-
zialisieren wir den Satz oder genauer 3.3.5.9 zu V = Rn, dessen Elemente wir
als Spaltenvektoren auffassen, und besteht unsere endliche Menge T aus den m
Spaltenvektoren einer Matrix A ∈ Mat(n ×m;R), so folgt, daß für einen Spal-
tenvektor v = b = (b1, . . . , bn)> ∈ Rn genau eine der folgenden Aussagen gilt:

1. Es gibt einen Spaltenvektor x ∈ (R≥0)m mit b = Ax;

2. Es gibt y = (y1, . . . , yn)> ∈ Rn mit y>A ∈ (R≥0)m und y>b < 0.

Unser α ist in diesem Fall der Zeilenvektor y> = (y1, . . . , yn).

3.3.5.12 (Variante zum Hauptsatz über lineare Ungleichungen). Besteht unse-
re endliche Menge T aus denm Spaltenvektoren einer MatrixC ∈ Mat(n×m;R)
und ihren Negativen sowie den Vektoren der Standardbasis, so erhalten wir aus
3.3.5.8, daß für einen Spaltenvektor b = (b1, . . . , bn)> ∈ Rn genau eine der fol-
genden Aussagen gilt:

1. Es gibt einen Spaltenvektor x ∈ Rm mit Cx ≤ b in dem Sinne, daß diese
Ungleichung koordinatenweise richtig ist;

2. Es gibt y = (y1, . . . , yn)> ∈ (R≥0)n mit y>C = 0 und y>b < 0.

Beispiel 3.3.5.13. Man denke sich einen Ikosaeder mit einer Ecke im Urprung,
und denke sich E als seine Eckenmenge. In diesem Fall hätte die Menge der posi-
tiven Linearkombinationen von Vektoren aus T die Gestalt eines eckigen Kegels
mit fünf Flächen, die übrigends genau die Kerne der „extremen Stützen von T “
aus dem gleich folgenden Beweis sind.
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Eine Menge von fünf Vektoren der Ebene, eingezeichnet als Pfeile, nebst der
Menge aller positiven Linearkombinationen von Teilmengen unserer fünf

Vektoren, eingezeichnet als der kreuzweise schraffierte Bereich, zu dem auch der
gestrichelt eingezeichnete Rand hinzuzurechnen ist. Die beiden gestrichelt

eingezeichneten Geraden sind die Kerne extremer Stützen, in diesem Fall gibt es
bis auf Multiplikation mit positiven Skalaren genau zwei extreme Stützen.

Einfach schraffiert die Bereiche, auf denen jeweils eine dieser extremen Stützen
nichtnegativ ist.
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3.3.5.14 (Der Fall positiver Linearkombinationen unendlicher Mengen). Ge-
geben eine Gerade in der Ebene R2, die die Menge der Punkte mit rationalen
Koordinaten Q2 nur im Nullpunkt trifft, betrachte man in Q2 einen der beiden
zugehörigen Halbräume mitsamt der Null. Dieser durch den Ursprung ergänz-
te Halbraum ist eine konvexe Teilmenge T von Q2, die von überhaupt keinem
Punkt aus ihrem Komplement durch eine Gerade des Q-Vektorraums Q2 getrennt
werden kann. Unser Hauptsatz über lineare Ungleichungen ist also für unendli-
ches T im allgemeinen nicht mehr richtig. Betrachten wir jedoch abgeschlossene
konvexe Kegel T im Sinne von 3.3.6.1 in reellen Banach-Räumen, so gibt es für
jeden Vektor v im Komplement eine stetige Linearform, die auf besagtem Ke-
gel nichtnegativ ist, auf dem Vektor aber negativ: Dieser Satz ist eine Variante
der grundlegenden Trennungssätze aus der Funktionalanalysis, der sogenannten
„Trennungssätze von Hahn-Banach“.

Beweis. Eine Linearform α ∈ V >\0 mit α(t) ≥ 0 ∀t ∈ T nennen wir eine
Stütze von T . Wird zusätzlich kerα erzeugt von (kerα)∩T , so nennen wir α eine
extreme Stütze von T . Wir notieren Ex(T ) = ExV (T ) die Menge der extremen
Stützen von T . Der Satz behauptet in diesen Notationen

〈T 〉>0 = {v ∈ V | α(v) ≥ 0 ∀α ∈ Ex(T )}

Die Inklusion ⊂ ist offensichtlich. Um auch ⊃ zu zeigen, argumentieren wir mit
vollständiger Induktion über die Dimension. Im Fall dimV = 0 bestehen beide
Seiten nur aus dem Nullvektor und unsere Aussage gilt. Im allgemeinen betrach-
ten wir einen festen Vektor v ∈ V und zeigen(

α(v) ≥ 0 ∀α ∈ Ex(T )
)
⇒ v ∈ 〈T 〉>0

durch eine Fallunterscheidung mit der Induktionsannahme.

Erster Fall: Es gibt eine extreme Stütze α ∈ Ex(T ) mit α(v) = 0. In diesem Fall
wenden wir die Induktionsannahme auf (T ∩ kerα) ⊂ kerα an. Dazu zeigen wir
zunächst, daß jede extreme Stütze β ∈ Exkerα(T ∩ kerα) Restriktion einer extre-
men Stütze β̂ ∈ Ex(T ) ist. Sicher läßt sich ja β ∈ (kerα)> ausdehnen zu einer
Linearform β̃ ∈ V >. Dann muß β̃+µα für hinreichend großes µ eine Stütze von T
sein und eine extreme Stütze von T , wenn wir µ dabei kleinstmöglich wählen. Für
dieses µ ist β̂ = β̃+µα die gesuchte Ausdehnung von β zu einer extremen Stütze
von T . Insgesamt folgt mit der Induktionsannahme nun sogar v ∈ 〈T ∩ kerα〉>0.

Zweiter Fall: Es gibt keine extreme Stütze α ∈ Ex(T ) mit α(v) = 0, aber es
gibt zumindest überhaupt eine extreme Stütze β ∈ Ex(T ). In diesem Fall finden
wir t ∈ T mit β(t) > 0 und betrachten das größte λ ∈ k mit α(v − λt) ≥
0 ∀α ∈ Ex(T ). Nach unseren Annahmen gibt es solch ein λ und es gilt λ > 0
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und v−λt liegt im Kern einer extremen Stütze. Der bereits behandelte Fall liefert
v − λt ∈ 〈T 〉>0 und es folgt sofort v ∈ 〈T 〉>0.

Dritter Fall: Unsere Menge T hat überhaupt keine extremen Stützen Ex(T ) = ∅.
In diesem Fall müssen wir 〈T 〉>0 = V zeigen. Wir dürfen V 6= 0 annehmen und
wählen unter allen α ∈ V >\0 mit kerα = 〈T ∩kerα〉 ein α aus, für das die Kardi-
nalität von T+ = T+(α) := {t ∈ T | α(t) ≥ 0} größtmöglich wird. Nach Annah-
me finden wir dennoch ein t− ∈ T mit α(t−) < 0 und dürfen ohne Beschränkung
der Allgemeinheit α(t−) = −1 annehmen. Dann betrachten wir die Projektion
π : v 7→ v + α(v)t− von V auf kerα längs t−. Hätte π(T+) eine extreme Stütze
β ∈ Exkerα(π(T+)), so könnten wir diese durch die Vorschrift β̂(t−) = 0 fort-
setzen zu einer Linearform β̂ ∈ V > mit β̂|T+ ≥ 0 und β̂(t−) = 0. Dann wäre
auch ker β̂ erzeugt von seinem Schnitt mit T , im Widerspruch zur Wahl von α.
Also hat π(T+) keine extreme Stütze und nach Induktionsvoraussetzung läßt sich
jeder Vektor aus kerα positiv linear aus π(T+) kombinieren. Also läßt sich jedes
v ∈ V schon mal aus T linear kombinieren unter der Einschränkung, daß nur
der Koeffizient vor t− negativ sein darf. Weiter gibt es aber auch mindestens ein
t+ ∈ T mit α(t+) > 0, sonst wäre ja −α eine extreme Stütze von T . Schreiben
wir−t+ in unserer eingeschränkten Weise und wenden α an, so erkennen wir, daß
der Koeffizient von t− positiv sein muß. Nach geeigneter Umformung stellen wir
−t− dar als positive Linearkombination von Elementen von T+. Damit läßt sich
nun offensichtlich jeder Vektor aus V positiv linear aus T , ja sogar aus T+∪{t−}
kombinieren.

Proposition 3.3.5.15 (Satz von Caratheodory im Affinen). IstE ⊃ T ein affiner
Raum über einem angeordneten Körper k mit einer ausgezeichneten Teilmenge,
so liegt jeder Punkt aus der konvexen Hülle von T bereits in der konvexen Hülle
einer endlichen affin unabhängigen Teilmenge von T .

Beweis. Jeder Punkt p ∈ konv(T ) der konvexen Hülle von T läßt sich schrei-
ben als Schwerpunkt einer nichtleeren endlichen Teilmenge p0, . . . , pn mit po-
sitiven Gewichten λ0, . . . , λn und λ0 + . . . + λn = 1. Sind unsere Punkte af-
fin abhängig, so gehört diese Lösung sogar zu einer ganzen affinen Gerade von
Lösungen (λ0, . . . , λn) ∈ kn+1, also von Tupeln mit der Summe Eins und mit

p = Bar((pi, λi))

Die Stelle, an der unsere affine Gerade den positiven Quadranten (k>0)n+1 ver-
läßt, ist dann eine Darstellung von p als Schwerpunkt einer kleineren endlichen
Teilmenge mit positiven Gewichten.
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Ein Kegel im Raum mit vier R>0-Bahnen von extremen Stützen, deren Kerne
von den vier Flächen unseres Kegels erzeugt werden. Die obere viereckige

Fläche habe ich nur eingezeichnet, um das Bild plastischer aussehen zu lassen.
Unser kerα aus dem Beweis ist die Vorderfläche.

Ein Schnitt durch obige Figur, der zeigen soll, wie man im Beweis die
fortgesetzte extreme Stütze γ in kerα zu einer extremen Stütze γ′ verwackelt.
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Eine Menge von neun Punkten der affinen Ebene, eingezeichnet als fette Punkte,
nebst ihrer konvexen Hülle, einem unregelmäßigen Fünfeck, zu dem auch der
gestrichelt eingezeichnete Rand hinzuzurechnen ist. Man erkennt, daß dieses
Fünfeck wie in 3.3.5.17 besprochen in der Tat genau der Schnitt derjenigen

„abgeschlossenen Halbebenen“ ist, die unsere neun Punkte umfassen und deren
„begrenzende Hyperebene“, in unserem Fall jeweils eine der gestrichelt
eingezeichneten Geraden, von ihrem Schnitt mit T affin erzeugt wird.
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Illustration zum Satz von Caratheodory. Die konvexe Hülle der sieben fetten
Punkte T ist das schraffierte Siebeneck, und jeder Punkt aus diesem Siebeneck
liegt in der Tat auf einem Dreieck, dessen drei Ecken Ecken unseres Siebenecks

sind.
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Korollar 3.3.5.16 (Hauptsatz über affine Ungleichungen). Ist T ein endliches
Erzeugendensystem eines affinen Raums E über einem angeordneten Körper k,
so gilt für jedes p ∈ E genau eine der beiden folgenden Aussagen:

1. Der Punkt p liegt in der konvexen Hülle von T ;

2. Es gibt eine affine Abbildung α : E → k mit α(e) ≥ 0 ∀e ∈ T und α(p) < 0
und der Eigenschaft, daß die Nullstellenmenge von α von ihrem Schnitt mit
T erzeugt wird.

3.3.5.17. Ist alsoE ein affiner Raum über einem angeordneten Körper und T ⊂ E
eine endliche Teilmenge, die unseren affinen Raum erzeugt, so ist die konve-
xe Hülle von T anschaulich gesprochen genau der Schnitt aller abgeschlosse-
nen Halbräume, die T umfassen und deren begrenzende Hyperebene von ihrem
Schnitt mit T erzeugt wird. Diese Formulierung ist meiner Anschauung beson-
ders gut zugänglich.

3.3.5.18. Eine Teilmenge eines affinen Raums über einem angeordneten Körper,
die die konvexe Hülle einer endlichen Teilmenge ist, heißt ein Polytop oder ge-
nauer ein konvexes Polytop. Eine Teilmenge eines affinen Raums über einem an-
geordneten Körper, die man als Schnitt einer endlichen Familie abgeschlossener
Halbräume schreiben kann, heißt ein Polyeder oder genauer ein konvexer Po-
lyeder. In einem endlichdimensionalen affinen Raum über einem angeordneten
Körper ist in dieser Terminologie nach unserem Hauptsatz über affine Unglei-
chungen jedes Polytop ein Polyeder.

3.3.5.19. Die Terminologie, die bei Wikipedia angegeben wird, ist etwas anders.
Insbesondere wird dort von Polytopen oder Polyedern nicht a priori die Konvexität
gefordert.

Beweis. Wir identifizieren unseren affinen Raum mit einer affinen nichtlinearen
Hyperebene in einem Vektorraum. Das Korollar folgt dann unmittelbar aus dem
Hauptsatz über lineare Ungleichungen 3.3.5.8.

3.3.6 Endlich erzeugte Kegel*
Definition 3.3.6.1. Ein Kegel in einem Vektorraum V über einem angeordneten
Körper k ist eine Teilmenge C ⊂ V , die den Ursprung enthält und stabil ist unter
der Multiplikation mit nichtnegativen Skalaren. Einen konvexen Kegel nennen wir
einen Konvexkegel. Ein Kegel, der keine Gerade umfaßt, heißt ein spitzer Kegel.

3.3.6.2. Auf Englisch sagt man cone für „Kegel“ und strongly convex cone für
„spitzer Konvexkegel“.
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3.3.6.3. Ein TeilmengeC in einem Vektorraum V über einem angeordneten Körper
k ist genau dann ein Konvexkegel, wenn sie den Ursprung enthält und stabil ist un-
ter Addition und unter der Multiplikation mit nichtnegativen Skalaren. In Formeln
ausgedrückt kann ein Konvexkegel also charakterisiert werden als eine Teilmen-
ge C ⊂ V mit den Eigenschaften 0 ∈ C und v, w ∈ C ⇒ v + w ∈ C und
v ∈ C ⇒ λv ∈ C ∀λ ∈ k≥0.

3.3.6.4. Natürlich ist jeder Schnitt von Kegeln wieder ein Kegel und jeder Schnitt
von Konvexkegeln wieder ein Konvexkegel. Der kleinste Konvexkegel, der eine
gegebene Menge von Vektoren umfaßt, heißt der von dieser Menge erzeugte Kon-
vexkegel. Er besteht genau aus allen Vektoren, die sich aus unserer Menge positiv
linear kombinieren lassen.

3.3.6.5. Man beachte den Unterschied zwischen dem von einer Menge erzeugten
Kegel und dem von derselben Menge erzeugten Konvexkegel.

Definition 3.3.6.6. Gegeben eine Teilmenge T ⊂ V eines Vektorraums über ei-
nem angeordneten Körper definieren wir im Dualraum V > unseres Vektorraums
ihre Polarenmenge T ◦ ⊂ V > durch die Vorschrift

T ◦ := {λ ∈ V > | λ(e) ≤ 1 ∀e ∈ T}

3.3.6.7. Die Polarenmenge eines Kegels C ist offensichtlich ein Konvexkegel und
kann beschrieben werden durch die Formel

C◦ = {λ ∈ V > | λ(c) ≤ 0 ∀c ∈ C}

Die Polarenmenge eines Kegels nennt man auch den dualen Kegel. Daß diese
Terminologie sinnvoll ist, zeigt der folgende Satz.

Satz 3.3.6.8 (von Farkas über duale Kegel). Ist C ein endlich erzeugter Kon-
vexkegel in einem endlichdimensionalen Vektorraum V über einem angeordneten
Körper, so ist auch seine Polarenmenge C◦ ⊂ V > ein endlich erzeugter Konvex-
kegel und der kanonische Isomorphismus V ∼→ V >> induziert eine Bijektion

C
∼→ C◦◦

3.3.6.9. Ein Konvexkegel in einem Vektorraum über einem angeordneten Körper
heißt ein polyedrischer Konvexkegel, wenn er ein Polyeder ist, wenn er also als
Schnitt endlich vieler abgeschlossener Halbräume geschrieben werden kann. In
einem endlichdimensionalen Vektorraum über einem angeordneten Körper sind
nach dem Satz von Farkas die endlich erzeugten Konvexkegel genau die polyedri-
schen Konvexkegel.
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Ein Konvexkegel und sein dualer Kegel im Richtungsraum ~P der Papierebene P ,
den wir dazu vermittels eines unter allen Kongruenzbewegungen invarianten
Skalarprodukts 〈 , 〉 durch can : ~P

∼→ ~P>, v 7→ 〈v, 〉 mit seinem Dualraum
identifiziert haben, so daß wir erhalten

can−1(C◦) = {v | 〈v, c〉 ≤ 0 ∀c ∈ C}

Ein Punkt der Papierebene stellt dabei denjenigen Richtungsvektor dar, der vom
„Zentrum“ unseres Bildes zum entsprechenden Punkt schiebt.
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Beweis. Wir identifizieren im folgenden V >> und V vermittels des kanonischen
Isomorphismus. Für jede Teilmenge T ⊂ V gilt T ⊂ T ◦◦ und für einen endlich
erzeugten Konvexkegel C haben wir nach dem Hauptsatz über lineare Unglei-
chungen 3.3.5.8 auch C ⊃ C◦◦, mithin C = C◦◦. Es bleibt nur zu zeigen, daß
auch C◦ ein endlich erzeugter Konvexkegel ist. Wir zeigen dazu erst einmal, daß
wir endlich viele Gleichungen λ1, . . . , λr ∈ V > finden können mit

C = {v ∈ V | λi(v) ≥ 0 ∀i}

Sei in der Tat T ⊂ C ein endliches Erzeugendensystem unseres Konvexkegels
C. Erzeugt T schon ganz V als Vektorraum, so folgt unsere Behauptung aus dem
Hauptsatz über lineare Ungleichungen 3.3.5.8, genauer seiner allerletzten Aussa-
ge. Andernfalls gilt es eben, geeignete Linearformen, λ1, . . . , λs auf dem von C
erzeugten Untervektorraum W zu wählen, diese auf V fortzusetzen, und noch ge-
nügend auf W verschwindende Linearformen hinzuzunehmen. Die Linearformen
−λ1, . . . ,−λr ∈ V > erzeugen nun per definitionem einen Konvexkegel K ⊂ V >

mit K◦ = C, und wegen K = K◦◦ = C◦ folgt, daß auch C◦ endlich erzeugt
ist.

Korollar 3.3.6.10 (Charakterisierungen spitzer Konvexkegel). Für einen end-
lich erzeugten Konvexkegel in einem endlichdimensionalen Vektorraum über ei-
nem angeordneten Körper sind gleichbedeutend:

1. Unser Konvexkegel ist spitz;

2. Es gibt eine Linearform auf unserem Vektorraum, die auf dem Konvexkegel
mit Ausnahme des Ursprungs echt positiv ist;

3. Die Polarenmenge unseres Konvexkegels erzeugt den Dualraum unseres
Vektorraums.

3.3.6.11. Die Bedingung „endlich erzeugt“ ist hier wesentlich. Zum Beispiel wäre
die Menge aller Punkt in Q2 echt unterhalb der x-Achse mitsamt dem Ursprung
ein spitzer Konvexkegel, dessen Polarenmenge nicht den ganzen Dualraum er-
zeugt.

Beweis. Für einen beliebigen Kegel C umfaßt C◦ eine Gerade genau dann, wenn
C nicht den ganzen Raum erzeugt. Mit 3.3.6.8 folgt (1) ⇔ (3). Die Implikation
(2)⇒ (1) ist offensichtlich. Um schließlich (3)⇒ (2) zu zeigen wählen wir nach
3.3.6.8 ein endliches Erzeugendensystem der Polarenmenge unseres Konvexke-
gels und betrachten die Summe seiner Elemente. Verschwindet diese Summe an
einem Punkt des Kegels, so verschwinden dort überhaupt alle Linearformen auf
unserem Vektorraum und damit ist besagter Punkt der Ursprung.
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Übungen

Übung 3.3.6.12 (Konvexe Hülle und Baryzentrum). Gegeben ein affiner Raum
E über einem angeordneten Körper und eine Teilmenge T ⊂ E ist die konvexe
Hülle von T genau die Menge aller Schwerpunkte zu nichtleeren endlichen mit
positiven Gewichten versehenen Teilmengen von T .

Übung 3.3.6.13. Man schreibe in Formeln und beweise: Ein System von end-
lich vielen homogenen linearen Ungleichungen über einem angeordneten Körper
hat genau dann eine nichttriviale Lösung, wenn es keine nichttriviale lineare Ab-
hängigkeit mit nichtnegativen Koeffizienten zwischen unseren Linearformen gibt.

Übung 3.3.6.14 (Lineare Fortsetzung positivlinearer Abbildungen). Gegeben
ein Konvexkegel in einem Vektorraum über einem angeordneten Körper C ⊂ V ,
der den ganzen Vektorraum erzeugt, in Formeln V = 〈C〉, läßt sich jede Abbil-
dung ϕ : C → W in einen weiteren Vektorraum mit ϕ(v + w) = ϕ(v) + ϕ(w)
sowie ϕ(αv) = αϕ(v) für alle v, w ∈ C und α > 0 auf genau eine Weise zu einer
linearen Abbildung V → W fortsetzen. Wir nennen eine Abbildung ϕ : C → W
mit diesen Eigenschaften positivlinear.

Ergänzende Übung 3.3.6.15 (Duale Kegel unter Körpererweiterung). Seien
K ⊃ k ein angeordneter Körper mit einem Teilkörper, den wir mit der induzierten
Anordnung versehen. Sei V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum, C ⊂ V ein
endlich erzeugter Konvexkegel, und CK ⊂ VK der davon erzeugte Konvexkegel
im zu Skalaren K erweiterten Vektorraum VK = V ⊗k K. So stimmt der duale
Kegel zum Kegel CK unter der kanonischen Identifikation (VK)>

∼→ (V >)K übe-
rein mit dem Erzeugnis in (V >)K des dualen Kegels C◦ ⊂ V > von C. In Formeln
gilt also

(CK)◦ = (C◦)K

Übung 3.3.6.16. Gegeben eine Teilmenge T eines affinen Raums über einem an-
geordneten Körper k bezeichne konv(T ) ihre konvexe Hülle. Ist T die Standard-
basis des kn und W ⊂ kn ein affiner Teilraum, so zeige man, daß ein Punkt p
extrem ist im Schnitt W ∩ konv(T ) genau dann, wenn er für mindestens eine
Teilmenge T ′ ⊂ T der einzige Punkt von W ∩ konv(T ′) ist.

Übung 3.3.6.17. Sei k ein angeordneter Körper. Gegeben Kegel C,D in einem
k-Vektorraum gilt für die dualen Kegel offensichtlich (C + D)◦ = C◦ ∩D◦. Für
endlich erzeugte KonvexkegelC,D in einem endlichdimensionalen k-Vektorraum
V folgere man mit dem Satz 3.3.6.8 über duale Kegel

(C ∩D)◦ = C◦ +D◦

Gegeben endlich viele Linearformen α1, . . . , αn ∈ V ∗ hat insbesondere der Kon-
vexkegel C := {v | αi(v) ≥ 0 ∀i} als dualen Kegel C◦ den Kegel aller negativen
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Linearkombinationen der αi, in Formeln

C◦ = {
∑

i xiαi|xi ≤ 0 ∀i}

Übung 3.3.6.18 (Starker Dualitätssatz der linearen Optimierung). Ungleichun-
gen zwischen Vektoren desRn oderRm sind im folgenden stets komponentenwei-
se zu verstehen. Seien A ∈ Mat(n × m;R) und b ∈ Rn und c ∈ Rm gegeben.
Man zeige, daß für d ∈ R gleichbedeutend sind:

1. Unser d ist das Maximum der linearen Funktion x 7→ c>x auf der Menge
{x ∈ Rm | Ax ≤ b};

2. Unser d ist das Kleinste aller δ ∈ R mit
{x ∈ Rm | c>x ≤ δ} ⊃ {x ∈ Rm | Ax ≤ b};

3. Unser d ist das Kleinste aller δ ∈ R mit
{(x, t) ∈ Rm+1 | (c>| − δ)

(
x
t

)
≤ 0} ⊃ {(x, t) ∈ Rm+1 |

(
A −b
0 −1

)(
x
t

)
≤ 0};

4. Unser d ist das Kleinste aller δ ∈ R mit
R≥0(−c>|δ) ⊂ {(y>|γ)

(
A −b
0 −1

)
| (y, γ) ∈ Rn+1, (y, γ) ≤ 0};

5. Unser d ist das Kleinste aller δ ∈ R, für das y ≥ 0 und γ ≥ 0 existieren mit
(−c>|δ) = (−y>A|y>b+ γ);

6. Unser d ist das Minimum der linearen Funktion y 7→ y>b auf der Menge
{y ∈ Rn | y ≥ 0 und c> = y>A}.

Beim Übergang zwischen 3 und 4 benötigt man Übung 3.3.6.17, die anderen Über-
gänge sind elementar. Die Äquivalenz von 1 und 6 heißt der starke Dualitätssatz.
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Illustration zum starken Dualitätssatz. Die Frage des Maximums wird übersetzt
in eine Frage nach dem Enthaltensein von Kegeln und dualisiert durch Übergang
zu den dualen Kegeln. Der duale Kegel zu einem Halbraum ist dabei ein Strahl.
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3.4 Zahlen

3.4.1 Konstruktion der natürlichen Zahlen*
3.4.1.1. Im folgenden diskutiere ich die Beschreibung der natürlichen Zahlen im
Rahmen der naiven Mengenlehre. Eine vollständig überzeugende Diskussion die-
ser Struktur ist meines Erachtens nur im Rahmen der Logik möglich.
3.4.1.2. Führt man die Mengenlehre axiomatisch ein, so definiert man eine Menge
als unendlich, wenn es eine injektive aber nicht bijektive Abbildung von unserer
Menge in sich selbst gibt. Eine Menge heißt endlich, wenn sie nicht unendlich
ist. Die Existenz einer unendlichen Menge ist eines der Axiome der Zermelo-
Fraenkel-Mengenlehre, wir nennen es das Unendlichkeitsaxiom. Bei Zermelo
und Fraenkel ist diese Axiomatik noch formaler und präziser, aber so weit gehen
wir hier nicht.
3.4.1.3. Es ist klar, daß jede Menge mit einer unendlichen Teilmenge auch selbst
unendlich sein muß. Es folgt, daß jede Teilmenge einer endlichen Menge wieder
endlich ist. Es ist klar, daß eine unendliche Menge unendlich bleibt, wenn wir
ihr ein Element wegnehmen: Wir können ja unsere injektive aber nicht bijekti-
ve Abbildung leicht so abändern, daß ein vorgegebenes Element auf sich selber
abgebildet wird. Es folgt, daß die Vereinigung einer endlichen Menge mit einer
einelementigen Menge wieder endlich ist.
Ergänzung 3.4.1.4 (Maximale Elemente endlicher teilgeordneter Mengen). Je-
de nichtleere endliche teilgeordnete Menge (E,≤) besitzt mindestens ein maxi-
males Element. Diese Erkenntnis haben wir bereits mehrfach als intuitiv klar ver-
wendet, etwa im Beweis 10.2.4.10 der Tatsache, daß zwischen je zwei verschie-
denen reellen Zahlen immer noch eine rationale Zahl liegt, oder beim Beweis
des Basisexistenzsatzes für endlich erzeugte Vektorräume 3.1.6.16, aber das war
noch vor der Formalisierung des Begriffs einer endlichen Menge. Etwas formaler
können wir durch Widerspruch argumentieren. In der Tat könnten wir andernfalls
eine Abbildung f : E → E finden, die jedem Element ein echt größeres Element
zuordnet. Halten wir dann a ∈ E fest, so erhielten wir eine injektive aber nicht
surjektive Abbildung von {x ∈ E | x ≥ a} zu sich selbst, und dieser Widerspruch
zeigt die Behauptung.

Satz 3.4.1.5 (Die natürlichen Zahlen). 1. Es gibt Paare (N, s) aus einer Men-
ge N und einer injektiven Abbildung s : N ↪→ N derart, daß N\s(N) aus
einem einzigen Element o besteht und daß jede s-stabile Teilmenge von N ,
die o enthält, bereits ganz N sein muß;

2. Sei (N, s) solch ein Paar. Ist dann (X, x, f) ein Tripel bestehend aus einer
Menge X , einem Element x ∈ X und einer Abbildung f : X → X , so gibt
es genau eine Abbildung ψ : N → X mit ψ(o) = x und ψs = fψ;



240 KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA 1

3. Ein Paar (N, s) wie im ersten Teil ist im wesentlichen eindeutig bestimmt.
Ist genauer (N ′, s′) ein weiteres derartiges Paar und {o′} = N ′\s′(N ′),
so ist die eindeutig bestimmte Abbildung ψ : N → N ′ mit s′ψ = ψs und
ψ(o) = o′ eine Bijektion.

3.4.1.6. Sobald der Satz bewiesen ist, halten wir ein derartiges Paar ein für allemal
fest, verwenden dafür die Notation (N, s), erlauben uns aufgrund der Eindeutig-
keit den bestimmten Artikel und nennen N die Menge der natürlichen Zahlen.
Gegeben a ∈ N heißt s(a) der Nachfolger oder genauer der unmittelbare Nach-
folger von a. Die Notation s steht für „successor“. Wir vereinbaren für das ein-
deutig bestimmte Element von N, das kein Nachfolger ist und daß oben o hieß,
die Notation 0 ∈ N und die Bezeichnung Null.

3.4.1.7. Gegeben eine Menge X und zwei Abbildungen ψ, φ : N → X mit
ψ(0) = φ(0) und

(
ψ(b) = φ(b)

)
⇒
(
ψ(s(b)) = φ(s(b))

)
folgt ψ = φ. In der Tat

bedeuten unsere Annahmen, daß die Teilmenge {b ∈ N | ψ(b) = φ(b)} das Ele-
ment 0 ∈ N enthält und stabil ist unter s und also aufgrund der charakterisierenden
Eigenschaft der natürlichen Zahlen ganz N sein muß. Diese Umformulierung der
Definition 3.4.1.6 heißt das Prinzip der vollständigen Induktion.

3.4.1.8. Die in diesem Satz gegebene Charakterisierung und im folgenden Beweis
durchgeführte Konstruktion der natürlichen Zahlen gehen auf einen berühmten
Artikel von Richard Dedekind zurück mit dem Titel „Was sind und was sollen die
Zahlen?“. Eine alternative Charakterisierung besprechen wir in 6.5.2.2.

Beweis. 1. Nach dem Unendlichkeitsaxiom 3.4.1.2 finden wir eine MengeA nebst
einer injektiven Abbildung s : A ↪→ A und einem Element o ∈ A\s(A). Unter
allen Teilmengen M ⊂ A mit o ∈M und s(M) ⊂M gibt es sicher eine kleinste,
nämlich den SchnittN aller derartigen Teilmengen. Für diese gilt dann notwendig
N ⊂ {o}∪s(N), da die rechte Seite auch eine mögliche TeilmengeM mit unseren
Eigenschaften ist. Da die andere Inklusion eh klar ist, folgt N = {o} ∪ s(N). So
haben wir bereits ein mögliches Paar (N, s) gefunden.

2. Gegeben (X, x, f) wie oben betrachten wir die Gesamtheit aller Teilmengen
G ⊂ N ×X mit (o, x) ∈ G und (n, y) ∈ G ⇒ (s(n), f(y)) ∈ G. Sicher gibt es
eine kleinste derartige Teilmenge Gmin = Γ, nämlich den Schnitt aller möglichen
derartigen Teilmengen G. Wir zeigen nun, daß Γ der Graph einer Funktion ist.
Dazu betrachten wir die Teilmenge M aller m ∈ N derart, daß es genau ein
y ∈ X gibt mit (m, y) ∈ Γ. Sicher gilt o ∈M , denn gäbe es y ∈ X mit x 6= y und
(o, y) ∈ Γ, so könnten wir (o, y) ohne Schaden aus Γ entfernen im Widerspruch
zur Minimalität von Γ. Ist ähnlich m ∈ M , so zeigen wir in derselben Weise
s(m) ∈ M . Also gilt M = N und Γ ist der Graph einer Funktion f : N → X
mit den gewünschten Eigenschaften. Finden wir eine weitere Funktion mit den
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Versuch der graphischen Darstellung einer Menge mit einer injektiven aber nicht
surjektiven Abbildung in sich selbst.
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gewünschten Eigenschaften, so ist deren Graph auch ein mögliches G und wir
folgern erst G ⊃ Γ und dann G = Γ.

3. Nach Teil 2 gibt es auch genau eine Abbildung ϕ : N ′
∼→ N mit sϕ = ϕs′ und

ϕ : o′ 7→ o. Nach Teil 2, diesmal der Eindeutigkeitsaussage, gilt dann ψφ = id
und φψ = id. Also ist unser ψ in der Tat eine Bijektion.

3.4.1.9. In unseren natürlichen Zahlen (N, s) erklären wir die Eins als den Nach-
folger der Null und setzen in Formeln

1 := s(0)

3.4.1.10 (Potenzen von Abbildungen). Sei (X, x, f) ein Tripel bestehend aus
einer Menge X , einem Element x ∈ X und einer Abbildung f : X → X . Für die
Werte der Abbildung ψ : N→ X aus Teil 2 vereinbaren wir die Notation

fn(x) := ψ(n)

Unser fn(x) wird also in Formeln charakterisiert durch f 0(x) = x und f s(n)(x) =
f(fn(x)). Indem wir es für alle x ∈ X betrachten, erhalten wir für alle n ∈ N
eine Abbildung

fn : X → X

Wir nennen fn die n-te Potenz von f . Per definitionem gilt f 0 = id und f 1 = f .
Vollständige Induktion zeigt idn = id für alle n.

Lemma 3.4.1.11. Für alle n ∈ N gilt n = sn(0).

Beweis. Wir argumentieren mit vollständiger Induktion über n. Für n = 0 sind
beide Seiten 0 und die Behauptung stimmt. Gilt die Formel für ein n, so folgt
s(n) = s(sn(0)) = ss(n)(0) mit der ersten Gleichung durch Anwenden von s und
der zweiten nach der definitorischen Gleichung f(fn(x)) = f s(n)(x) für Potenzen
3.4.1.10. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

3.4.1.12 (Funktorialität von Potenzen). Gegeben eine Abbildung h : X → Y
und Abbildungen f : X → X sowie g : Y → Y mit hf = gh gilt

hfn = gnh

für alle n ∈ N. In der Tat reicht es, für alle x ∈ X die Identität hfn(x) = gnh(x)
zeigen. Beide Seiten sind aber als Funktionen von n Abbildungen ψ : N → Y
mit demselben Wert ψ(0) = h(x) für n = 0 und derselben charakterisierenden
Eigenschaft ψs = gψ. Für je zwei Selbstabbildungen f, g : X → X einer Menge
mit fg = gf folgern wir gfa = fag und gbfa = fagb für alle a, b ∈ N.
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Definition 3.4.1.13. Für die Menge der natürlichen Zahlen mit Nachfolgerabbil-
dung (N, s) aus 3.4.1.6 erklären wir die Addition N × N → N, (a, b) 7→ a + b
durch die Vorschrift

a+ b := sa(b)

3.4.1.14. Wir finden 0 + b = s0(b) = id(b) = b und 1 + b = s1(b) = s(b) für alle
b ∈ N. Anderersits finden wir b+ 0 = sb(0) = b nach 3.4.1.11.

Lemma 3.4.1.15. Die Addition natürlicher Zahlen ist eine kommutative Verk-
nüpfung mit der Null als neutralem Element.

Beweis. Aus der Funktorialität von Potenzen 3.4.1.12 folgt sasb = sbsa für alle
a, b ∈ N. Werten wir beide Seiten auf 0 aus, so erhalten wir mit 3.4.1.11 die
Kommtativität sa(b) = sb(a). Daß 0 ein neutrales Element ist alias die Identitäten
0 + b = b = b+ 0 kennen wir bereits aus 3.4.1.14.

Lemma 3.4.1.16 (Produkt von Potenzen und Addition). Gegeben eine Menge
X und eine Abbildung f : X → X und a, b ∈ N gilt fa+b = faf b.

3.4.1.17. Es folgt, daß die Addition natürlicher Zahlen assoziativ ist, denn gege-
ben a, b, c ∈ N finden wir s(a+b)+c = (sasb)sc = sasbsc = sa(sbsc) = sa+(b+c)

und Auswerten bei 0 liefert die Behauptung.

Beweis. Wir zeigen das durch vollständige Induktion über a. Im Fall a = 0 ist es
klar. Für den Induktionsschritt wenden wir f an und finden von der Mitte ausge-
hend

f s(a)+b = f s(a+b) = ffa+b = f(faf b) = (ffa)f b = f s(a)f b

Hier nutzen wir nach rechts die Assoziativität der Verknüpfung von Abbildungen
und nach links die Identität s(a) + b = ss(a)(b) = s(sa(b)) = s(a+ b).

Satz 3.4.1.18 (Eigenschaften der Addition natürlicher Zahlen). Die Menge
der natürlichen Zahlen wird mit der Verknüpfung + ein kommutatives Monoid,
in dem die Kürzungsregel (a + b = c + b) ⇒ (a = c) gilt sowie die Regel
(a+ b = 0)⇒ (a = b = 0).

Beweis. Kommutativität, neutrales Element und Assoziativität haben wir bereits
in 3.4.1.15 und 3.4.1.17 erledigt. Was unsere Kürzungsregel angeht, enthält für
a 6= c die Menge aller b mit a + b 6= c + b sicher b = 0 und ist stabil unter s,
enthält also alle b ∈ N. Aus a+ b = 0 folgt zu guter Letzt a = 0, weil ja sonst die
Null gar nicht im Bild der Abbildung (a+) : N → N liegt, und dann folgt auch
b = 0 nach der Kürzungsregel.
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Satz 3.4.1.19 (Anordnung auf den natürlichen Zahlen). Sei (N, s) die Menge
der natürlichen Zahlen mit Nachfolgerabbildung aus 3.4.1.6 und Addition aus
3.4.1.18. Die Relation ≤ auf N gegeben durch die Vorschrift

(a ≤ b)⇔ (∃c ∈ N mit a+ c = b)

ist eine Anordnung auf N. Für diese Anordnung ist 0 ∈ N das kleinste Element
und jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes Element.

Beweis. Bis auf die allerletzte Aussage folgt das alles leicht aus den in 3.4.1.18
gezeigten Eigenschaften der Addition. Ist nunA ⊂ N eine Teilmenge ohne kleins-
tes Element, so ist {n ∈ N | n ≤ a ∀a ∈ A} stabil unter s und enthält die Null,
ist also ganz N, und es folgt A = ∅.

Satz 3.4.1.20 (Zählen endlicher Mengen). Eine Menge X ist genau dann end-
lich, wenn es ein n ∈ N und eine Bijektion N<n

∼→ X gibt. Dies n ist dann
wohlbestimmt und heißt die Kardinalität von X und wird n = |X| notiert.

Beweis. Daß es eine Injektion N<a
∼→ N<b nur für a ≤ b geben kann, zeigt man

leicht durch Induktion. Das zeigt die Eindeutigkeit von n. Umgekehrt liefert das
Zorn’sche Lemma ein maximales Paar bestehend aus einem a ∈ N t {∞} und
einer injektiven Abbildung N<a ↪→ X . Ist X endlich, so haben wir notwendig
a 6= ∞ und unsere maximale injektive Abbildung muß eine Bijektion N<a

∼→ X
gewesen sein.

Lemma 3.4.1.21 (Potenzen einer Verknüpfung kommutierender Abbildun-
gen). Gegeben Abbildungen f, g : X → X mit fg = gf gilt für alle a ∈ N die
Identität (fg)a = faga.

Beweis. Durch vollständige Induktion. Der Fall a = 0 ist offensichtlich. Für den
Induktionsschritt verwenden wir die Assoziativität der Verknüpfung von Abbil-
dungen implizit, schalten wir fg auf beiden Seiten nach und entwickeln mit der
Funktorialität von Potenzen 3.4.1.12 von der Mitte ausgehend

(fg)s(a) = (fg)(fg)a = fgfaga = ffagga = f s(a)gs(a)

Lemma 3.4.1.22 (Iterierte Potenzen). Gegeben eine Abbildung f : X → X gilt
für alle a, b ∈ N die Identität

(fa)b = (f b)a

Beweis. Induktion über a. Der Fall a = 0 ist offensichtlich. Für den Induktions-
schritt schalten wir auf beiden Seiten f b nach und finden von der Mitte ausgehend

(f s(a))b = (ffa)b = f b(fa)b = f b(f b)a = (f b)s(a)
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Nach links haben wir dabei die Regel 3.4.1.21 für Potenzen einer Verknüpfung
kommutierender Abbildungen verwendet. Das Kommutieren von f und fa folgt
aus der Funktorialität 3.4.1.12 von Potenzen.

Satz 3.4.1.23 (Multiplikation natürlicher Zahlen). Sei (N, s) die Menge der
natürlichen Zahlen mit Nachfolgerabbildung aus 3.4.1.6 und bezeichne + ihre
Addition aus 3.4.1.18. Die Verknüpfung

(a, b) 7→ ab = a · b := (b+)a(0)

ist kommutativ mit neutralem Element dem Nachfolger 1 = s(0) der Null. Weiter
folgt aus a 6= 0 und b 6= 0 bereits ab 6= 0.

3.4.1.24 (Produkt mit Null). Wir folgern a · 0 = (0+)a(0) = ida(0) = id(0) =
0 wegen der Neutralität von Null für die Addition und unseren Erkenntnissen
3.4.1.10 zu Potenzen der Identität.

Beweis. Per definitionem gilt (b+) = sb, also ab = (b+)a(0) = (sb)a(0). Sind
weder a noch b Null, so ist das ein echter Nachfolger der Null und folglich nicht
Null. Die Kommutativität der Multiplikation erhalten wir, indem wir die Identität
(sa)b = (sb)a aus 3.4.1.22 auf 0 anwenden. Um die Eins als neutral zu erkennen,
erinnern wir (1+) = s aus 3.4.1.14 und rechnen a · 1 = (1+)a(0) = sa(0) = a.
Mit der Kommutativität der Multiplikation folgt, daß 1 in der Tat neutral ist für
die Multiplikation.

Lemma 3.4.1.25 (Iterierte Potenzen und Multiplikation). Gegeben eine Abbil-
dung f : X → X und a, b ∈ N gilt (fa)b = fab.

Beweis. Induktion über a. Im Fall a = 0 ist die Aussage klar wegen unseren
Erkenntnissen f 0 = id und idb = id aus 3.4.1.10 und dem Verschwinden des Pro-
dukts mit Null 3.4.1.24. Für den Induktionsschritt rechnen wir b+ab = (b+)((b+)a(0)) =
(b+)s(a)(0) = s(a)b und damit

(f s(a))b = (ffa)b = f b(fa)b = f bfab = f b+ab = f s(a)b

nach Definition, der Regel für Potenzen von Verknüpfungen 3.4.1.21, der Induk-
tionsannahme und der Regel für Produkte von Potenzen 3.4.1.16. Wir verwenden
dabei implizit unsere stehende Vereinbarung „Punkt vor Strich“.

3.4.1.26 (Assoziativität der Multiplikation). Gegeben a, b, c ∈ N finden wir
mit unserer Formel für iterierte Potenzen 3.4.1.25 von der Mitte ausgehend die
Identität

sa(bc) = (sa)bc =
(
(sa)b

)c
=
(
sab
)c

= s(ab)c

Wenden wir beide Seiten auf 0 ∈ N an, ergibt sich mit 3.4.1.11 wie gewünscht
die Assoziativität der Multiplikation a(bc) = (ab)c. Unter der Multiplikation ist
N also ein kommutatives Monoid mit der Eins als neutralem Element.
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3.4.1.27 (Distributivgesetz). Wir finden mit unseren Regeln zum Produkt von
Potenzen 3.4.1.16 beziehungsweise zu iterierten Potenzen 3.4.1.25 die Identitäten

sab+ac = sabsac = (sa)b(sa)c = (sa)b+c = sa(b+c)

Das Distributivgesetz ab + ac = a(b + c) ergibt sich, indem wir beide Seiten auf
die Null anwenden und 3.4.1.11 beachten.

3.4.1.28. Zusammenfassend haben wir so auf unserer Menge mit Nachfolgerab-
bildung (N, s) ein Element Null ausgezeichnet als das einzige Element, das kein
Nachfolger ist, und ein Element Eins als dessen Nachfolger. Wir haben weiter auf
N eine Addition und Multiplikation eingeführt und gezeigt, daß beide assoziative
und kommutative Verknüpfungen sind mit neutralen Elementen Null beziehungs-
weise Eins und daß das Distributivgesetz gilt.

3.4.1.29 (Potenzgesetze). Gegeben ein multiplikativ notiertes MonoidM und a ∈
N erklären wir für jedes m ∈M seine a-te Potenz

ma := (m·)a(1M)

als den Wert der a-ten Potenz der Linksmultiplikation mit m auf dem neutralen
Element. Sie dürfen als Übung zeigen, daß es am Ergebnis nichts ändert, wenn
wir stattdessen mit der Rechtsmultiplikation arbeiten. Im Spezialfall des Monoids
Ens(X) aller Selbstabbildungen einer Menge erhalten wir unsere Potenzen von
Selbstabbildungen aus 3.4.1.6 zurück. Gegeben ein multiplikativ notiertes Mono-
id M übersetzen sich unsere Regeln für das Potenzieren von Selbstabbildungen in
die Regeln m0 = 1M , m1 = m, ma+b = mamb, (ma)b = mab und, im Fall von
kommutierenden m,n ∈M , die Zusatzregel (mn)a = mana in unserem Monoid.
Im Fall eines additiv notierten Monoids, das nach unseren Konventionen stets als
kommutativ angenommen wird, erhalten wir dahingegen die Regeln 0m = 0M ,
1m = m, (a + b)m = am + bm, b(am) = (ab)m und a(m + n) = am + an.
All diese Regeln gelten insbesondere auch für N selbst, auf dem wir ja sogar zwei
Strukturen als kommutatives Monoid erklärt hatten, die additive und die multi-
plikative Struktur. Letztere Formeln hatten wir in diesem Fall auch bereits zuvor
bereits gezeigt.

Satz 3.4.1.30 (Teilen mit Rest). Sei (N, s) die Menge der natürlichen Zahlen mit
Nachfolgerabbildung und Addition, Multiplikation und Anordnung wie in 3.4.1.23
und 3.4.1.19. Gegeben a, b ∈ N mit b 6= 0 gibt es eindeutig bestimmte c, d ∈ N
mit a = bc+ d und d < b.

Beweis. Übung.

3.4.1.31. Die Nachfolger von 0 notieren wir der Reihe nach 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 und nennen sie der Reihe nach Eins, Zwei, Drei, Vier, Fünf, Sechs, Sieben,
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Acht, Neun. Den Nachfolger von Neun nennen wir Zehn und notieren ihn vorerst
Z ∈ N. Dann vereinbaren wir für a0, a1, . . . , ar ∈ {0, 1, . . . , 9} die Dezimaldar-
stellung

ar . . . a1a0 := arZ
r + . . .+ a1Z1 + a0Z0

So erhalten wir insbesondere für unsere natürliche Zahl Zehn die Dezimaldar-
stellung Z = 10 = 1Z1 + 0Z0. Wenn ganz allgemein eine endliche Folge der
Symbole 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ohne Punkt und Komma nebeneinandersteht und
nichts anderes gesagt wird, ist davon auszugehen, daß eine natürliche Zahl in De-
zimaldarstellung gemeint ist. In diesem Kontext dürfen Multiplikationssymbole
natürlich nicht, wie sonst üblich, einfach weggelassen werden. Schließlich gilt es
zu zeigen, daß jede natürliche Zahl eine eindeutig bestimmte Dezimaldarstellung
hat mit r > 0⇒ ar 6= 0, was wieder dem Leser zur Übung überlassen sei.

3.4.1.32 (Zahldarstellungen). Gegeben eine beliebige natürliche Zahl b > 1 hat
jede natürliche Zahl n genau eine Darstellung der Form

n = arb
r + . . .+ a1b

1 + a0b
0

mit a0, a1, . . . , ar ∈ {0, 1, . . . , b − 1} und r > 0 ⇒ ar 6= 0. Wenn wir Symbole
alias Ziffern für die Elemente dieser Menge vereinbaren, so können wir die Se-
quenz von Ziffern ar . . . a0 als Darstellung der Zahl n interpretieren. Wir sagen
dann auch, sie stelle n im b-adischen System dar und schreiben

ar . . . a0 = [ar, . . . , a0]b = n

Wenn aber ganz links nicht eine Darstellung zur Basis zehn gemeint sein sollte,
muß man das deutlich dazusagen. Das zehnadische Sytem heißt das Dezimalsys-
tem und man spricht dann auch von der Dezimaldarstellung einer natürlichen
Zahl und wir haben etwa

[2, 5, 5]10 = 255

Bei b ≤ 10 wählt man als Ziffern meist die ersten b üblichen Ziffern des Dezimal-
systems. Das 2-adische Sytem heißt das Dualsystem und man spricht dann auch
von der Binärdarstellung einer natürlichen Zahl. So wäre

1010 = [1, 0, 1, 0]2 = 23 + 21 = 10

die Darstellung der Zahl Zehn im Dualsystem, wo ganz links dazugesagt wer-
den muß, daß 1010 als Binärdarstellung gemeint ist. Gebräuchlich sind auch Dar-
stellungen im 16-adischen Sytem alias Hexadezimalsystem mit den üblicherwei-
se verwendten Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,A,B,C,D,E,F. So hätten wir zum
Beispiel

FF = [F,F]16 = 15 · 16 + 15 = 255
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und müssen ganz links dazusagen, daß FF als Hexadesimaldarstellung gemeint
ist. Wenn aber in so einer Ziffernfolge die ersten sechs Buchstaben des Alphabets
als Großbuchstaben auftauchen, liegt der Verdacht einer Zahl in Hexadesimaldar-
stellung nahe.

Übungen

Übung 3.4.1.33. Man zeige, daß gilt s(a) 6= a für alle a ∈ N.

Übung 3.4.1.34. Man führe den Beweis für das Teilen mit Rest 3.4.1.30 aus.

Übung 3.4.1.35. Man zeige, daß die Vereinigung einer endlichen Menge mit einer
einelementigen Menge wieder endlich ist. Man zeige durch vollständige Induktion
über a, daß für alle a ∈ N die Menge N<a := {n ∈ N | n < a} endlich ist. Daß
umgekehrt jede endliche Menge in Bijektion zu genau einer dieser Mengen ist,
zeigen wir formal erst in 6.5.2.3, obwohl wir es natürlich schon oft verwendet
haben und weiter verwenden müssen. Der Beweis ist nicht schwer, aber alles zu
seiner Zeit.

Übung 3.4.1.36. Gegeben eine endliche Menge X und eine Abbildung f : X →
X und x ∈ X zeige man, daß es natürliche Zahlen n 6= m gibt mit fn(x) =
fm(x). Ist also X eine nichtleere endliche Menge und f : X → X eine Abbil-
dung, so gibt es y ∈ X und r ≥ 1 mit f r(y) = y.

Übung 3.4.1.37. Gegeben eine Menge X und eine Abbildung f : N × X → X
und ein Element a ∈ X gibt es genau eine Folge N → X , n 7→ xn mit x0 = a
und xn+1 = f(n, xn) ∀n ∈ N.

Übung 3.4.1.38. Gegeben ein multiplikativ notiertes Monoid M und a ∈ N zeige
man (m·)a(1M) = (·m)a(1M).

Übung 3.4.1.39. Man zeige die Iterationsregeln 7.7.3.11 für Mengen mit einer
assoziativen Verknüpfung.

3.4.2 Äquivalenzrelationen und ganze Zahlen
3.4.2.1. Unter einer Relation R auf einer Menge X verstehen wir wie in 3.1.4.2
eine Teilmenge R ⊂ X×X des kartesischen Produkts von X mit sich selbst, also
eine Menge von Paaren von Elementen von X . Statt (x, y) ∈ R schreiben wir in
diesem Zusammenhang meist xRy.

Definition 3.4.2.2. Eine Relation R ⊂ X × X auf einer Menge X heißt eine
Äquivalenzrelation, wenn für alle Elemente x, y, z ∈ X gilt:

1. Transitivität: (xRy und yRz)⇒ xRz;
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2. Symmetrie: xRy ⇔ yRx;

3. Reflexivität: xRx.

3.4.2.3. Ist eine Relation symmetrisch und transitiv und ist jedes Element in Rela-
tion zu mindestens einem weiteren Element, so ist unsere Relation bereits reflexiv.
Ein Beispiel für eine Relation, die symmetrisch und transitiv ist, aber nicht refle-
xiv, wäre etwa die „leere Relation“ R = ∅ auf einer nichtleeren Menge X 6= ∅.
Beispiel 3.4.2.4. Gegeben eine Abbildung f : X → Z erhalten wir eine Äquiva-
lenzrelation auf X durch die Vorschrift (x ∼ y) ⇔ (f(x) = f(y)). Die Äquiva-
lenzlassen sind dann genau die nichtleeren Fasern von f . Wir werden demnächst
zeigen, daß jede Äquivalenzrelation auf diese Weise beschrieben werden kann.

3.4.2.5. Gegeben eine Äquivalenzrelation ∼ auf einer Menge X betrachtet man
für x ∈ X die Menge A(x) := {z ∈ X | z ∼ x} und nennt sie die Äquivalenz-
klasse von x. Eine Teilmenge A ⊂ X heißt eine Äquivalenzklasse für unsere
Äquivalenzrelation genau dann, wenn es ein x ∈ X gibt derart, daß A = A(x)
die Äquivalenzklasse von x ist. Ein Element einer Äquivalenzklasse nennt man
auch einen Repräsentanten der Klasse. Eine Teilmenge Z ⊂ X , die aus jeder
Äquivalenzklasse genau ein Element enthält, heißt ein Repräsentantensystem.
Aufgrund der Reflexivität gilt x ∈ A(x), und man sieht leicht, daß für x, y ∈ X
die folgenden drei Aussagen gleichbedeutend sind:

1. x ∼ y;

2. A(x) = A(y);

3. A(x) ∩ A(y) 6= ∅.

3.4.2.6. Gegeben eine Äquivalenzrelation ∼ auf einer Menge X bezeichnen wir
die Menge aller Äquivalenzklassen, eine Teilmenge der Potenzmenge P(X), mit

(X/∼) := {A(x) | x ∈ X}

und haben eine kanonische Abbildung can : X → (X/∼), x 7→ A(x). Diese
kanonische Abbildung ist eine Surjektion und ihre Fasern sind genau die Äquiva-
lenzklassen unserer Äquivalenzrelation.

3.4.2.7. Ist f : X → Z eine Abbildung mit x ∼ y ⇒ f(x) = f(y), so gibt es nach
der universellen Eigenschaft von Surjektionen 2.1.5.11 genau eine Abbildung f̄ :
(X/∼) → Z mit f = f̄ ◦ can. Wir zitieren diese Eigenschaft manchmal als
die universelle Eigenschaft des Raums der Äquivalenzklassen. Sagt man, eine
Abbildung g : (X/∼) → Z sei wohldefiniert durch eine Abbildung f : X → Z,
so ist gemeint, daß f die Eigenschaft x ∼ y ⇒ f(x) = f(y) hat und daß man
g = f̄ setzt.
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3.4.2.8. Gegeben auf einer Menge X eine Relation R ⊂ X × X gibt es eine
kleinste Äquivalenzrelation T ⊂ X ×X , die R umfaßt. Man kann diese Äquiva-
lenzrelation entweder beschreiben als den Schnitt aller Äquivalenzrelationen, die
R umfassen, oder auch als die Menge T aller Paare (x, y) derart, daß es ein n ≥ 0
gibt und Elemente x = x0, x1, . . . , xn = y von X mit xνRxν−1 oder xν−1Rxν
für alle ν mit 1 ≤ ν ≤ n. Wir nennen T auch die von der Relation R erzeugte
Äquivalenzrelation auf X .
Beispiel 3.4.2.9. Denken wir uns die Menge X als die „Menge aller Tiere“ und
R als die Relation „könnten im Prinzip miteinander fruchtbaren Nachwuchs zeu-
gen“, so wären die Äquivalenzklassen unter der von dieser Relation erzeugten
Äquivalenzrelation eine mathematische Fassung dessen, was Biologen unter einer
„Tierart“ verstehen würden.
Beispiel 3.4.2.10. Gegeben eine Menge X und eine Abbildung f : X → X
betrachten wir die von der Relation f(x) ∼ x erzeugte Äquivalenzrelation. Man
zeigt unschwer, daß sie explizit beschrieben werden kann durch

(x ∼ y)⇔ (∃m,n ∈ N mit fn(x) = fm(y)).

Beispiel 3.4.2.11. Gegeben M ⊃ N ein kommutatives Monoid mit einem Un-
termonoid erhält man eine Äquivalenzrelation auf der Menge M × N durch die
Vorschrift

(a, s) ∼ (b, t)⇔ (∃x ∈ N mit atx = bsx)

Hier sind Symmetrie und Reflexivität offensichtlich. Um die Transitivität zu prüfen,
müssen wir etwas rechnen: Gilt außerdem (b, t) ∼ (c, r), also bry = cty für ein
y ∈ N , so folgt atxry = bsxry = ctysx und damit in der Tat (a, s) ∼ (c, r). Die
Menge der Äquivalenzklassen notieren wir

N−1M := (M ×N)/∼

und notieren s\a die Äquivalenzklasse von (a, s). Man prüft, daß es auf N−1M
eine Verknüpfung gibt mit (s\a)(t\b) = (st\ab) und daß N−1M mit dieser Ver-
knüpfung ein kommutatives Monoid wird und can : M → N−1M gegeben durch
a 7→ 1\a ein Monoidhomomorphismus, unter dem jedes s ∈ N auf ein inver-
tierbares Element von N−1M abgebildet wird. Offensichtlich ist can genau dann
ein Injektion M ↪→ N−1M , wenn N aus kürzbaren Elementen von M besteht.
Schließlich induziert das Vorschalten von can für jedes weitere Monoid L eine
Bijektion

Mon(N−1M,L)
∼→ {ϕ ∈ Mon(M,L) | ϕ(N) ⊂ L×}

wir sagen, das Monoid N−1M „gehe aus M durch formales Invertieren der Ele-
mente von N hervor“. Im Spezialfall N = M ist insbesondere M−1M stets eine
Gruppe. Sie heißt die einhüllende Gruppe des kommutativen Monoids M .
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3.4.2.12 (Konstruktion des Rings der ganzen Zahlen). Die einhüllende Gruppe
unseres Monoids (N,+) der natürlichen Zahlen aus 3.4.1.18 heißt die additive
Gruppe

Z

der ganzen Zahlen. Aufgrund der Kürzungsregel 3.4.1.18 ist die kanonische Ab-
bildung in diesem Fall eine Injektion N ↪→ Z. Man prüft leicht, daß wir auf Z eine
Anordnung erhalten durch die Vorschrift (a ≤ b)⇔ (Es gibt c ∈ N mit a+c = b).
Diese Anordnung hat die Eigenschaft (a ≤ b)⇒ (a + x ≤ b + x) und N = Z≥0.
Nach 3.4.1.23 induziert unsere Multiplikation aufZ≥0 eine Multiplikation aufZ>0

und diese ist nach 3.4.1.27 distributiv über der Addition. Aus 10.2.4.6 folgt dann
schließlich, daß sich unsere Multiplikation auf Z>0 aus 3.4.1.23 auf eine und nur
eine Weise zu einer kommutativen und über + distributiven Multiplikation auf Z
fortsetzen läßt. Von dieser Multiplikation ist a posteriori dann auch klar, daß sie
unsere Multiplikation auf N ⊃ Z>0 fortsetzt. Wenn wir in 3.5.1.1 lernen, was ein
„Ring“ ist, werden sich unsere ganzen Zahlen mit dieser Addition und Multipli-
kation als eines der ersten Beispiele für einen Ring erweisen.

Ergänzung 3.4.2.13. Gegeben RelationenR ⊂ X×X und S ⊂ Y ×Y ist auch das
Bild von (R×S) ⊂ (X×X)×(Y ×Y ) unter der durch Vertauschen der mittleren
Einträge gegebenen Identifikation (X ×X)× (Y × Y )

∼→ (X × Y )× (X × Y )
eine Relation. Wir notieren diese Relation auf dem Produkt kurz R × S. Sind R
und S Äquivalenrelationen, so auch R× S.

Übungen

Ergänzende Übung 3.4.2.14. IstG eine Gruppe undH ⊂ G×G eine Untergruppe,
die die Diagonale umfaßt, so ist H eine Äquivalenzrelation.

3.4.3 Untergruppen der Gruppe der ganzen Zahlen
Definition 3.4.3.1. Eine Teilmenge einer Gruppe heißt eine Untergruppe, wenn
sie abgeschlossen ist unter der Verknüpfung und der Inversenbildung und zusätz-
lich das neutrale Element enthält. Ist G eine multiplikativ geschriebene Grup-
pe, so ist eine Teilmenge U ⊂ G also eine Untergruppe, wenn in Formeln gilt:
a, b ∈ U ⇒ ab ∈ U , a ∈ U ⇒ a−1 ∈ U sowie 1 ∈ U .

Ergänzung 3.4.3.2. Nach der reinen Lehre sollte eine Teilmenge einer Gruppe
eine „Untergruppe“ heißen, wenn sie so mit der Struktur einer Gruppe versehen
werden kann, daß die Einbettung ein Gruppenhomomorphismus wird. Da diese
Definition jedoch für Anwendungen erst aufgeschlüsselt werden muß, haben wir
gleich die aufgeschlüsselte Fassung als Definition genommen und überlassen den
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Nachweis der Äquivalenz zur Definition nach der reinen Lehre dem Leser zur
Übung.

Beispiele 3.4.3.3. In jeder Gruppe ist die einelementige Teilmenge, die nur aus
dem neutralen Element besteht, eine Untergruppe. Wir nennen sie die triviale
Untergruppe. Ebenso ist natürlich die ganze Gruppe stets eine Untergruppe von
sich selber. Gegeben ein Vektorraum V ist die Menge aller Automorphismen eine
Untergruppe Aut(V ) ⊂ Ens×(V ) der Gruppe aller Permutationen der zugrunde-
liegenden Menge.

Satz 3.4.3.4 (Untergruppen der additiven Gruppe Z der ganzen Zahlen). Jede
Untergruppe H ⊂ Z ist von der Form H = mZ für genau ein m ∈ N. Die
Abbildungsvorschrift m 7→ mZ liefert mithin eine Bijektion

N ∼→ {H ⊂ Z | H ist Untergruppe von Z}

Beweis. Im Fall H = {0} ist m = 0 die einzige natürliche Zahl mit H = mZ.
Gilt H 6= {0}, so enthält H echt positive Elemente. Sei dann m ∈ H das kleinste
echt positive Element von H . Wir behaupten H = mZ. Die Inklusion H ⊃ mZ
ist hier offensichtlich. Aber gäbe es n ∈ H \mZ, so könnten wir n mit Rest teilen
durch m und also schreiben n = ms + r für geeignete s, r ∈ Z mit 0 < r < m.
Es folgte r = n−ms ∈ H im Widerspruch zur Minimalität von m. Das zeigt die
Surjektivität unserer Abbildung. Die Injektivität ist offensichtlich.

3.4.3.5. Der Schnitt über eine beliebige Familie von Untergruppen einer gege-
benen Gruppe ist selbst wieder eine Untergruppe. Für eine Teilmenge T einer
Gruppe G definieren wir die von T erzeugte Untergruppe

〈T 〉 ⊂ G

als die kleinste Untergruppe vonG, die T umfaßt. Natürlich gibt es so eine kleinste
Untergruppe, nämlich den Schnitt über alle Untergruppen von G, die T umfassen.
Für T 6= ∅ können wir 〈T 〉 konkret beschreiben als die Menge aller endlichen Pro-
dukte von Elementen aus T und deren Inversen. Für T = ∅ besteht 〈T 〉 dahingegen
nur aus dem neutralen Element. Ist T durch einen Ausdruck in Mengenklammern
gegeben, so lassen wir diese meist weg und schreiben also zum Beispiel kürzer
〈a1, . . . , an〉 statt 〈{a1, . . . , an}〉. Ob der Ausdruck 〈T 〉 in einem speziellen Fall
die von einer Menge T erzeugte Untergruppe oder vielmehr die von der einele-
mentigen Menge mit einzigem Element T erzeugte Untergruppe meint, muß der
Leser meist selbst aus dem Kontext erschließen. Schreiben wir jedoch 〈!T 〉, so ist
stets zu verstehen, daß T eine Menge von Erzeugern und nicht einen einzelnen
Erzeuger meint.
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3.4.3.6. Ist V ein k-Vektorraum und T ⊂ V eine Teilmenge, so muß der Leser
von nun an aus dem Kontext erschließen, ob mit 〈T 〉 die von T erzeugte Unter-
gruppe oder der von T erzeugte Untervektorraum gemeint ist. Zur Unterscheidung
schreiben wir manchmal 〈T 〉Z für die von T erzeugte Untergruppe und 〈T 〉k für
den von T erzeugten Untervektorraum.

Übungen

Ergänzende Übung 3.4.3.7. Eine endliche nichtleere Teilmenge einer Gruppe, die
mit je zwei Elementen auch die Verknüpfung der beiden enthält, ist notwendig
bereits eine Untergruppe.

Übung 3.4.3.8. Sind H,K ⊂ G zwei Untergruppen einer Gruppe mit H∩K = 1,
so induziert die Verknüpfung eine Injektion H ×K ↪→ G.

Übung 3.4.3.9. Wieviele Untergruppen hat die additive Gruppe eines zweidimen-
sionalen Vektorraums über dem Körper mit zwei Elementen? Wieviele Untergrup-
pen hat die additive Gruppe eines n-dimensionalen Vektorraums über dem Körper
mit zwei Elementen?

Ergänzende Übung 3.4.3.10. Sei G eine Gruppe und ϕ : G→ G ein Gruppenho-
momorphismus. Man zeige: Gilt für ein n ∈ N die Geichheit kerϕn = kerϕn+1,
so folgt kerϕn = kerϕn+1 = kerϕn+2 = . . .

Übung 3.4.3.11. Ist ϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt die Formel
|G| = | imϕ| · | kerϕ|. Man bemerke, daß diese Formel im Fall linearer Abbildun-
gen von Vektorräumen über endlichen Körpern äquivalent ist zur Dimensionsfor-
mel.

3.4.4 Primfaktorzerlegung
Definition 3.4.4.1. Eine Primzahl ist eine natürliche Zahl ≥ 2, die sich nicht als
das Produkt von zwei echt kleineren natürlichen Zahlen erhalten läßt.

Beispiel 3.4.4.2. Die Primzahlen unterhalb von 50 sind 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

3.4.4.3. Eine Möglichkeit, alle Primzahlen zu finden, ist das sogenannte Sieb des
Eratosthenes: Man beginnt mit der kleinsten Primzahl, der Zwei. Streicht man al-
le Vielfachen der Zwei, als da heißt, alle geraden Zahlen, so ist die erste Zahl unter
den Übrigen die nächste Primzahl, die Drei. Streicht man nun auch noch alle Viel-
fachen der Drei, so ist die erste Zahl unter den Übrigen die nächste Primzahl, die
Fünf, und so weiter. „Der Erste“ heißt auf lateinisch „Primus“ und auf griechisch
ähnlich und es könnte sein, daß die Bezeichnung „Primzahl“ daher rührt.
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Satz 3.4.4.4 (Existenz einer Primfaktorzerlegung). Jede natürliche Zahl n ≥ 2
kann als ein Produkt von Primzahlen n = p1p2 . . . pr dargestellt werden.

3.4.4.5. Der Satz gilt in unserer Terminologie auch für die Zahl n = 1, wenn
wir auch Produkte der Länge r = 0 erlauben und erinnern, daß nach unseren
Konventionen die Eins durch das „leere Produkt“ mit r = 0 dargestellt wird. Eine
Primzahl p ist darin als das Produkt p = p1 mit nur einem Faktor zu verstehen.

Beweis. Das ist klar mit vollständiger Induktion: Ist eine Zahl nicht bereits selbst
prim, so kann sie als Produkt echt kleinerer Faktoren geschrieben werden, von
denen nach Induktionsannahme bereits bekannt ist, daß sie Primfaktorzerlegungen
besitzen.

Satz 3.4.4.6. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Durch Widerspruch. Gäbe es nur endlich viele Primzahlen, so könnten
wir deren Produkt betrachten und dazu Eins hinzuzählen. Die so neu entstehende
Zahl müßte dann wie jede von Null verschiedene natürliche Zahl nach 3.4.4.4 eine
Primfaktorzerlegung besitzen, aber keine unserer endlich vielen Primzahlen käme
als Primfaktor in Frage.

Ergänzung 3.4.4.7. Noch offen (2019) ist die Frage, ob es auch unendlich vie-
le Primzahlzwillinge gibt, als da heißt, Paare von Primzahlen mit der Differenz
Zwei, wie zum Beispiel 5, 7 oder 11, 13 oder 17, 19. Ebenso offen ist die Frage, ob
jede gerade Zahl n > 2 die Summe von zwei Primzahlen ist. Die Vermutung, daß
das richtig sein sollte, ist bekannt als Goldbach-Vermutung. Bekannt ist, daß es
unendlich viele Paare von Primzahlen mit einem Abstand ≤ 246 gibt.

Satz 3.4.4.8 (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Die Darstellung einer
natürlichen Zahl n ≥ 1 als ein Produkt von Primzahlen n = p1p2 . . . pr ist ein-
deutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren. Nehmen wir zusätzlich p1 ≤ p2 ≤
. . . ≤ pr an, so ist unsere Darstellung mithin eindeutig.

3.4.4.9. Dieser Satz ist einer von vielen Gründen, aus denen man bei der Defini-
tion des Begriffs einer Primzahl die Eins ausschließt, obwohl das die Definition
verlängert: Hätten wir der Eins erlaubt, zu unseren Primzahlen dazuzugehören, so
wäre der vorhergehende Satz in dieser Formulierung falsch. In obigem Satz ist
r ≥ 0 gemeint, genauer ist die Eins das leere Produkt und Primzahlen werden
durch ein Produkt mit nur einem Faktor dargestellt.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes braucht einige Vorbereitungen. Ich bitte Sie,
gut aufzupassen, daß wir bei diesen Vorbereitungen den Satz über die Eindeu-
tigkeit der Primfaktorzerlegung nirgends verwenden, bis er dann im Anschluß an
Lemma 3.4.4.15 endlich bewiesen werden kann.
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Definition 3.4.4.10. Seien a, b ∈ Z ganze Zahlen. Wir sagen a teilt b oder a ist
ein Teiler von b und schreiben a|b, wenn es c ∈ Z gibt mit ac = b.

Definition 3.4.4.11. Sind ganze Zahlen a, b ∈ Z nicht beide Null, so gibt es eine
größte ganze Zahl c ∈ Z, die sie beide teilt. Diese Zahl heißt der größte gemein-
same Teiler von a und b. Ganze Zahlen a und b heißen teilerfremd, wenn sie
außer ±1 keine gemeinsamen Teiler besitzen. Insbesondere sind also a = 0 und
b = 0 nicht teilerfremd.

Satz 3.4.4.12 (über den größten gemeinsamen Teiler). Gegeben zwei ganze
Zahlen a, b ∈ Z, die nicht beide Null sind, kann ihr größter gemeinsamer Tei-
ler c als eine ganzzahlige Linearkombination unserer beiden Zahlen dargestellt
werden. Es gibt also in Formeln r, s ∈ Z mit

c = ra+ sb

Teilt weiter d ∈ Z sowohl a als auch b, so teilt d auch den größten gemeinsamen
Teiler von a und b.

3.4.4.13. Der letzte Teil dieses Satzes ist einigermaßen offensichtlich, wenn man
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt voraussetzt. Da wir besag-
te Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung jedoch erst aus besagtem zweiten Teil
ableiten werden, ist es wichtig, auch für den zweiten Teil dieses Satzes einen ei-
genständigen Beweis zu geben.

Beweis. Man betrachte die Teilmenge aZ + bZ = {ar + bs | r, s ∈ Z} ⊂ Z. Sie
ist offensichtlich eine von Null verschiedene Untergruppe von Z. Also ist sie nach
unserer Klassifikation 3.4.3.4 der Untergruppen vonZ von der Form aZ+bZ = ĉZ
für genau ein ĉ > 0 und es gilt:

i. ĉ teilt a und b. In der Tat haben wir ja a, b ∈ ĉZ;

ii. ĉ = ra+ sb für geeignete r, s ∈ Z. In der Tat haben wir ja ĉ ∈ aZ+ bZ;

iii. (d teilt a und b)⇒ (d teilt ĉ).

Daraus folgt sofort, daß ĉ der größte gemeinsame Teiler von a und b ist, und damit
folgt dann der Satz.

3.4.4.14 (Notation für größte gemeinsame Teiler). Gegeben a1, . . . , an ∈ Z
können wir mit der Notation 3.4.3.5 kürzer schreiben

a1Z+ . . .+ anZ = 〈a1, . . . , an〉

Üblich ist hier auch die Notation (a1, . . . , an), die jedoch oft auch n-Tupel von
ganzen Zahlen bezeichnet, also Elemente von Zn, und in der Analysis im Fall n =
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2 meist ein offenes Intervall. Es gilt dann aus dem Kontext zu erschließen, was
jeweils gemeint ist. Sind a und b nicht beide Null und ist c ihr größter gemeinsamer
Teiler, so haben wir nach dem Vorhergehenden 〈a, b〉 = 〈c〉. Wir benutzen von
nun an diese Notation. Über die Tintenersparnis hinaus hat sie den Vorteil, auch
im Fall a = b = 0 sinnvoll zu bleiben.

Lemma 3.4.4.15 (von Euklid). Teilt eine Primzahl ein Produkt von zwei ganzen
Zahlen, so teilt sie einen der Faktoren.

3.4.4.16 (Diskussion der Terminologie). Dies Lemma findet sich bereits in Eu-
klid’s Elementen in Buch VII als Proposition 30.
3.4.4.17. Wenn wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt vor-
aussetzen, so ist dies Lemma offensichtlich. Diese Argumentation hilft aber hier
nicht weiter, da sie voraussetzt, was wir gerade erst beweisen wollen. Sicher ist
Ihnen die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung aus der Schule und ihrer Re-
chenerfahrung wohlvertraut. Um die Schwierigkeit zu sehen, sollten Sie vielleicht
selbst einmal versuchen, einen Beweis dafür anzugeben. Im übrigen werden wir
in 6.2.4.8 sehen, daß etwa im Ring Z[

√
−5] das Analogon zur Eindeutigkeit der

Primfaktorzerlegung nicht mehr richtig ist.

Beweis. Sei p unsere Primzahl und seien a, b ∈ Z gegeben mit p|ab. Teilt p nicht
a, so folgt für den größten gemeinsamen Teiler 〈p, a〉 = 〈1〉, denn die Primzahl
p hat nur die Teiler ±1 und ±p. Der größte gemeinsame Teiler von p und a kann
aber nicht p sein und muß folglich 1 sein. Nach 3.4.4.12 gibt es also r, s ∈ Z mit
1 = rp+ sa. Es folgt b = rpb+ sab und damit p|b, denn p teilt natürlich rpb und
teilt nach Annahme auch sab.

Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung 3.4.4.8. Zunächst bemerken wir,
daß aus Lemma 3.4.4.15 per Induktion dieselbe Aussage auch für Produkte belie-
biger Länge folgt: Teilt eine Primzahl ein Produkt, so teilt sie einen der Faktoren.
Seien n = p1p2 . . . pr = q1q2 . . . qs zwei Primfaktorzerlegungen derselben Zahl
n ≥ 1. Da p1 unser n teilt, muß es damit eines der qi teilen. Da auch dies qi prim
ist, folgt p1 = qi. Wir kürzen den gemeinsamen Primfaktor und sind fertig per
Induktion.

3.4.4.18. Ich erkläre am Beispiel a = 160, b = 625 den sogenannten euklidischen
Algorithmus, mit dem man den größten gemeinsamen Teiler c zweier positiver
natürlicher Zahlen a, b bestimmen kann nebst einer Darstellung c = ra + rb. In
unseren Gleichungen wird jeweils geteilt mit Rest.

160 = 1· 145 + 15
145 = 9· 15 + 10
15 = 1· 10 + 5
10 = 2· 5 + 0
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Daraus folgt für den größten gemeinsamen Teiler 〈625, 160〉 = 〈160, 145〉 =
〈145, 15〉 = 〈15, 10〉 = 〈10, 5〉 = 〈5, 0〉 = 〈5〉. Die vorletzte Zeile liefert eine Dar-
stellung 5 = x · 10 + y · 15 unseres größten gemeinsamen Teilers 5 = ggT(10, 15)
als ganzzahlige Linearkombination von 10 und 15. Die vorvorletzte Zeile eine
Darstellung 10 = x′ · 15 + y′ · 145 und nach Einsetzen in die vorherige Gleichung
eine Darstellung 5 = x(x′ · 15 + y′ · 145) + y · 15 unseres größten gemeinsa-
men Teilers 5 = ggT(15, 145) als ganzzahlige Linearkombination von 15 und
145. Indem wir so induktiv hochsteigen, erhalten wir schließlich für den größten
gemeinsamen Teiler die Darstellung 5 = −11 · 625 + 43 · 160.

Ergänzung 3.4.4.19. Gegeben eine positive natürliche Zahl n bezeichne rad(n)
das Produkt ohne Vielfachheiten aller Primzahlen, die n teilen. Die ABC-Vermutung
besagt, daß es für jedes ε > 0 nur endlich viele Tripel von paarweise teilerfremden
positiven natürlichen Zahlen a, b, c geben soll mit a+ b = c und

c > (rad(abc))1+ε

Es soll also salopp gesprochen sehr selten sein, daß für teilerfremde positive na-
türliche Zahlen a, b mit vergleichsweise kleinen Primfaktoren ihre Summe auch
nur kleine Primfaktoren hat. Der Status der Vermutung ist zur Zeit (2019) noch un-
geklärt. Man kann zeigen, daß es unendlich viele Tripel von paarweise teilerfrem-
den positiven natürlichen Zahlen a < b < c gibt mit a+ b = c und c ≥ rad(abc).
Diese sind jedoch bereits vergleichsweise selten, so gibt es etwa nur 120 mögliche
Tripel mit c < 10000.

Übungen

Übung 3.4.4.20. Man berechne den größten gemeinsamen Teiler von 3456 und
436 und eine Darstellung desselben als ganzzahlige Linearkombination unserer
beiden Zahlen.

Übung 3.4.4.21. Gegeben zwei von Null verschiedene natürliche Zahlen a, b nennt
man die kleinste von Null verschiedene natürliche Zahl, die sowohl ein Vielfa-
ches von a als auch ein Vielfaches von b ist, das kleinste gemeinsame Vielfache
von a und b und notiert sie kgV(a, b). Man zeige in dieser Notation die Formel
kgV(a, b) ggT(a, b) = ab.

Ergänzende Übung 3.4.4.22. Beim sogenannten „Spirographen“, einem Zeichen-
spiel für Kinder, kann man an einem innen mit 105 Zähnen versehenen Ring ein
Zahnrad mit 24 Zähnen entlanglaufen lassen. Steckt man dabei einen Stift durch
ein Loch außerhalb des Zentrums des Zahnrads, so entstehen dabei die köstlich-
sten Figuren. Wie oft muß das Zahnrad auf dem inneren Zahnkranz umlaufen,
bevor solch eine Figur fertig gemalt ist?
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Der Spirograph aus Übung 3.4.4.22
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Ergänzende Übung 3.4.4.23. Berechnen Sie, wieviele verschiedene Strophen das
schöne Lied hat, dessen erste Strophe lautet:

Tomatensalat Tomatensalat Tooo-
-matensalat Tomatensaaaaaaaa-
-lat Tomatensalat Tomatensalat
Tomatensalat Tomatensaaaaaaa-
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3.5 Ringe und Polynome

3.5.1 Ringe
Definition 3.5.1.1. Ein Ring, französisch anneau, ist eine Menge mit zwei Ver-
knüpfungen (R,+, ·) derart, daß gilt:

1. (R,+) ist eine kommutative Gruppe;

2. (R, ·) ist ein Monoid; ausgeschrieben heißt das nach 2.2.1.20, daß auch die
Verknüpfung · assoziativ ist und daß es ein Element 1 = 1R ∈ R mit der
Eigenschaft 1 · a = a · 1 = a ∀a ∈ R gibt, das Eins-Element oder kurz
die Eins unseres Rings;

3. Es gelten die Distributivgesetze, als da heißt, für alle a, b, c ∈ R gilt

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c)
(a+ b) · c = (a · c) + (b · c)

Die beiden Verknüpfungen heißen die Addition und die Multiplikation in un-
serem Ring. Das Element 1 ∈ R aus unserer Definition ist wohlbestimmt als das
neutrale Element des Monoids (R, ·), vergleiche 2.2.1.19. Ein Ring, dessen Multi-
plikation kommutativ ist, heißt ein kommutativer Ring und bei uns in unüblicher
Verkürzung ein Kring.

3.5.1.2. Wir schreiben meist kürzer a · b = ab und vereinbaren die Regel „Punkt
vor Strich“, so daß zum Beispiel das erste Distributivgesetz auch übersichtlicher
in der Form a(b+ c) = ab+ ac geschrieben werden kann.

Beispiel 3.5.1.3. Die ganzen Zahlen Z bilden mit der üblichen Multiplikation und
Addition nach 3.4.2.12 einen kommutativen Ring.

3.5.1.4 (Ursprung der Terminologie). Der Begriff „Ring“ soll zum Ausdruck
bringen, daß diese Struktur nicht in demselben Maße „geschlossen“ ist wie ein
Körper, da wir nämlich nicht die Existenz von multiplikativen Inversen fordern.
Er wird auch im juristischen Sinne für gewisse Arten weniger geschlossenener
Körperschaften verwendet. So gibt es etwa den „Ring deutscher Makler“ oder
den „Ring deutscher Bergingenieure“.

3.5.1.5 (Diskussion der Terminologie). Eine Struktur wie in der vorhergehen-
den Definition, bei der nur die Existenz eines Einselements nicht gefordert wird,
bezeichnen wir im Vorgriff auf 7.1.5.7 als eine assoziativeZ-Algebra. In der Lite-
ratur wird jedoch auch diese Struktur oft als „Ring“ bezeichnet, sogar bei der von
mir hochgeschätzten Quelle Bourbaki. Die Ringe, die eine Eins besitzen, heißen
in dieser Terminologie „unitäre Ringe“.
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Ergänzung 3.5.1.6. Allgemeiner als in 3.2.6.15 erklärt heißt ein Element a eines
beliebigen Ringes, ja einer beliebigen assoziativen Z-Algebra nilpotent, wenn es
d ∈ N gibt mit ad = 0.
Beispiele 3.5.1.7. Die einelementige Menge mit der offensichtlichen Addition und
Multiplikation ist ein Ring, der Nullring. Jeder Körper ist ein Ring. Die ganzen
Zahlen Z bilden einen Ring. Ist R ein Ring und X eine Menge, so ist die Menge
Ens(X,R) aller Abbildungen vonX nachR ein Ring unter punktweiser Multipli-
kation und Addition. IstR ein Ring und n ∈ N, so bilden die (n×n)-Matrizen mit
Einträgen in R einen Ring Mat(n;R) unter der üblichen Addition und Multipli-
kation von Matrizen; im Fall n = 0 erhalten wir den Nullring, im Fall n = 1 ergibt
sich R selbst. Ist A eine abelsche Gruppe, so bilden die Gruppenhomomorphis-
men von A in sich selbst, die sogenannten Endomorphismen von A, einen Ring
mit der Verknüpfung von Abbildungen als Multiplikation und der punktweisen
Summe als Addition. Man notiert diesen Ring

EndA

und nennt ihn den Endomorphismenring der abelschen GruppeA. Ähnlich bil-
den auch die Endomorphismen eines Vektorraums V über einem Körper k einen
Ring EndkV , den sogenannten Endomorphismenring von V . Oft notiert man
auch den Endomorphismenring eines Vektorraums abkürzend EndV in der Hoff-
nung, daß aus dem Kontext klar wird, daß die Endomorphismen von V als Vek-
torraum gemeint sind und nicht die Endomorphismen der V zugrundeliegenden
abelschen Gruppe. Will man besonders betonen, daß die Endomorphismen als
Gruppe gemeint sind, so schreibt man manchmal auch EndZA aus Gründen, die
erst in 7.1.3.4 erklärt werden. Ich verwende für diesen Ring zur Vermeidung von
Indizes lieber die Notation EndZA = AbA, die sich aus den allgemeinen katego-
rientheoretischen Konventionen 4.7.1.6 ergibt.

Definition 3.5.1.8. Eine Abbildung ϕ : R → S von einem Ring in einen weite-
ren Ring heißt ein Ringhomomorphismus, wenn gilt ϕ(1) = 1 und ϕ(a + b) =
ϕ(a) + ϕ(b) sowie ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) für alle a, b ∈ R. In anderen Worten ist ein
Ringhomomorphismus also eine Abbildung, die sowohl für die Addition als auch
für die Multiplikation ein Monoidhomomorphismus ist. Die Menge aller Ringho-
momorphismen von einem Ring R in einen Ring S notieren wir

Ring(R, S)

Ergänzung 3.5.1.9. Von Homomorphismen zwischen Z-Algebren können wir na-
türlich nicht fordern, daß sie das Einselement auf das Einselement abbilden. Wir
sprechen dann von Algebrenhomomorphismen. In der Terminologie, in der un-
sere assoziativen Z-Algebren als Ringe bezeichnet werden, werden unsere Ring-
homomorphismen „unitäre Ringhomomorphismen“ genannt.



262 KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA 1

Proposition 3.5.1.10. Für jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphis-
mus Z→ R, in Formeln |Ring(Z, R)| = 1.

Beweis. Nach 2.2.3.31 gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus von addi-
tiven Gruppen ϕ : Z → R, der die 1 ∈ Z auf 1R ∈ R abbildet. Wir müssen nur
noch zeigen, daß er mit der Multiplikation verträglich ist, in Formeln ϕ(nm) =
ϕ(n)ϕ(m) für alle n,m ∈ Z. Mit 3.5.1.15 zieht man sich leicht auf den Fall
n,m > 0 zurück. In diesem Fall beginnt man mit der Erkenntnis ϕ(1 · 1) =
ϕ(1) = 1R = 1R · 1R = ϕ(1)ϕ(1) und argumentiert von da aus mit vollständiger
Induktion und dem Distributivgesetz.

3.5.1.11 (Ganze Zahlen und allgemeine Ringe). Gegeben ein Ring R notieren
wir den Ringhomomorphismus Z→ R aus 3.5.1.10 manchmal n 7→ nR und meist
n 7→ n. Ich will kurz diskutieren, warum das ungefährlich ist. Gegeben r ∈ R und
n ∈ Z gilt nämlich stets nr = nRr = rnR, wobei nr in Bezug auf die Struktur
vonR als additive abelsche Gruppe verstehen, also nr = n+r = r+r . . .+r mit n
Summanden falls n ≥ 1 und so weiter, wie in der Tabelle 2.2.2.13 und in 2.2.2.11
ausgeführt wird. Unsere Gleichung nr = nRr = rnR bedeutet dann hinwiederum,
daß es auf den Unterschied zwischen nR und n meist gar nicht ankommt. Deshalb
führt es auch selten zu Mißvertändnissen, wenn wir statt nR nur kurz n schreiben.
3.5.1.12. Eine Teilmenge eines Rings heißt ein Teilring, wenn sie eine additive
Untergruppe und ein multiplikatives Untermonoid ist. Ist also R unser Ring, so ist
eine Teilmenge T ⊂ R genau dann ein Teilring, wenn gilt 0R, 1R ∈ T , a ∈ T ⇒
(−a) ∈ T sowie a, b ∈ T ⇒ a + b, ab ∈ T . Wir diskutieren diesen Begriff hier
nur im Vorbeigehen, da er in dieser Vorlesung nur eine Nebenrolle spielt.

Übungen

Übung 3.5.1.13 (Quotientenring). Gegeben ein RingR und eine SurjektionR�
Q von R auf eine Menge Q, die an die Multiplikation und Addition von R ange-
paßt ist im Sinne von 2.2.3.28, ist Q mit der koinduzierten Addition und Multipli-
kation auch wieder ein Ring.
Ergänzende Übung 3.5.1.14. Auf der abelschen Gruppe Z gibt es genau zwei Ver-
knüpfungen, die als Multiplikation genommen die Addition zu einer Ringstruktur
ergänzen.
Übung 3.5.1.15. Man zeige, daß in jedem Ring R gilt 0a = 0 ∀a ∈ R; −a =
(−1)a ∀a ∈ R; (−1)(−1) = 1; (−a)(−b) = ab ∀a, b ∈ R.
Übung 3.5.1.16. Gegeben eine Überdeckung einer endlichen Menge X durch
Teilmengen X = X1 ∪ . . . ∪Xn zeige man die Einschluß-Ausschluß-Formel

0 =
∑

I⊂{1,...,n}

(−1)|I|
∣∣⋂

i∈I Xi

∣∣
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mit der Interpretation des leeren Schnitts als X . Im Fall n = 3 etwa können wir
das ausschreiben zu

|X ∪ Y ∪ Z| = |X|+ |Y |+ |Z| − |X ∪ Y | − |X ∪ Z| − |Y ∪ Z|+ |X ∪ Y ∪ Z|

Hinweis: Sogar im Fall einer beliebigen Menge X mit beliebigen Teilmengen Xi

mag man deren charakteristische Funktionen mit χi bezeichnen und im Ring der
Z-wertigen Funktionen aufX das Produkt (1−χ1) . . . (1−χn) ausmultiplizieren.

Übung 3.5.1.17. Für jeden Ring R gibt es höchstens einen Ringhomomorphismus
Q→ R, in Formeln |Ring(Q, R)| ≤ 1.

3.5.2 Restklassenringe des Rings der ganzen Zahlen
Definition 3.5.2.1. Gegeben G ⊃ H eine Gruppe mit einer Untergruppe definie-
ren wir den Quotienten G/H , eine Teilmenge G/H ⊂ P(G), durch die Vor-
schrift

G/H := {L ⊂ G | ∃g ∈ G mit L = gH}

Die Teilmenge gH ⊂ G heißt die H-Linksnebenklasse von g in G. Unser Quo-
tient ist also die Menge aller H-Linksnebenklassen in G. Jedes Element einer
Linksnebenklasse heißt auch ein Repräsentant besagter Linksnebenklasse. Eine
Teilmenge R ⊂ G derart, daß die Vorschrift g 7→ gH eine Bijektion R ∼→ G/H
induziert, heißt ein Repräsentantensystem für die Menge der Linksnebenklas-
sen.

Vorschau 3.5.2.2. Diese Konstruktion wird in 4.4.1.2 noch sehr viel ausführlicher
diskutiert werden.

Beispiel 3.5.2.3. Im Fall der additiven Gruppe Z mit der Untergruppe mZ haben
wir speziell Z/mZ = {L ⊂ Z | ∃a ∈ Z mit L = a+mZ}. Die Linksnebenklasse
von a heißt in diesem Fall auch die Restklasse von a modulo m, da zumindest
im Fall a ≥ 0 und m > 0 ihre nichtnegativen Elemente genau alle natürlichen
Zahlen sind, die beim Teilen durch m denselben Rest lassen wie a. Wir notieren
diese Restklasse auch ā. Natürlich ist ā = b̄ gleichbedeutend zu a − b ∈ mZ.
Gehören a und b zur selben Restklasse, in Formeln a+mZ = b+mZ, so nennen
wir sie kongruent modulo m und schreiben

a ≡ b (mod m)

Offensichtlich gibt es für m > 0 genau m Restklassen modulo m, in Formeln
|Z/mZ| = m, und wir haben genauer

Z/mZ = {0̄, 1̄, . . . ,m− 1}
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Da in dieser Aufzählung keine Nebenklassen mehrfach genannt werden, ist die
Teilmenge {0, 1, . . . ,m − 1} also ein Repräsentantensystem für die Menge von
Nebenklassen Z/mZ. Ein anderes Repräsentantensystem wäre {1, . . . ,m}, ein
Drittes {1, . . . ,m− 1, 7m}.

Satz 3.5.2.4 (Restklassenring). Für alle m ∈ Z gibt es auf der Menge Z/mZ
genau eine Struktur als Ring derart, daß die Abbildung Z � Z/mZ mit a 7→ ā
ein Ringhomomorphismus ist.

3.5.2.5. Das ist dann natürlich die Struktur als Quotientenring im Sinne unserer
Übung 3.5.1.13.

Beweis. Daß es höchstens eine derartige Ringstruktur gibt, es eh klar. Zu zei-
gen bleibt nur deren Existenz. Nach 2.2.1.3 induziert jede Verknüpfung auf einer
Menge A eine Verknüpfung auf ihrer Potenzmenge P(A). Für die so von der Ver-
knüpfung + auf Z induzierte Verknüpfung + auf P(Z) gilt offensichtlich

ā+ b̄ = (a+mZ) + (b+mZ) = (a+ b) +mZ = a+ b ∀a, b ∈ Z

Insbesondere induziert unsere Verknüpfung + auf P(Z) eine Verknüpfung + auf
Z/mZ und a 7→ ā ist für diese Verknüpfungen ein Morphismus von Magmas
alias Mengen mit Verknüpfung. Ebenso können wir auf P(Z) eine Verknüpfung
� = �m einführen durch die Vorschrift

T � S := T · S +mZ := {ab+mr | a ∈ T, b ∈ S, r ∈ Z}

Wieder prüft man für die so erklärte Multiplikation mühelos die Formel

ā� b̄ = ab

Daß Z/mZ mit unseren beiden Verknüpfungen ein Ring wird und a 7→ ā ein
Ringhomomorphismus, folgt ohne weitere Schwierigkeiten aus der Surjektivität
der natürlichen Abbildung Z� Z/mZ alias Übung 3.5.1.13.

3.5.2.6. Wir geben wir die komische Notation � nun auch gleich wieder auf und
schreiben stattdessen ā · b̄ oder noch kürzer āb̄. Auch die Notation ā werden wir
meist zu a vereinfachen, wie wir es ja in 3.5.1.11 eh schon vereinbart hatten.

Beispiel 3.5.2.7. Modulom = 2 gibt es genau zwei Restklassen: Die Elemente der
Restklasse von 0 bezeichnet man üblicherweise als gerade Zahlen, die Elemente
der Restklasse von 1 als ungerade Zahlen. Der Ring Z/2Z mit diesen beiden
Elementen 0̄ und 1̄ ist offensichtlich sogar ein Körper.
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Beispiel 3.5.2.8 (Der Ring Z/12Z der Uhrzeiten). Den Ring Z/12Z könnte man
als „Ring von Uhrzeiten“ ansehen. Er hat die zwölf Elemente {0̄, 1̄, . . . , 11} und
wir haben 11 + 5̄ = 16 = 4̄ alias „5 Stunden nach 11 Uhr ist es 4 Uhr“. Weiter
haben wir inZ/12Z etwa auch 3̄·8̄ = 24 = 0̄. In einem Ring kann es also durchaus
passieren, daß ein Produkt von zwei von Null verschiedenen Faktoren Null ist.
Vorschau 3.5.2.9. Sei m ≥ 1 eine natürliche Zahl. Eine Restklasse modulo m
heißt eine prime Restklasse, wenn sie aus zu m teilerfremden Zahlen besteht.
Wir zeigen in 14.6.2.1, daß es in jeder primen Restklasse unendlich viele Prim-
zahlen gibt. Im Fall m = 10 bedeutet das zum Beispiel, daß es jeweils unendlich
viele Primzahlen gibt, deren Dezimaldarstellung mit einer der Ziffern 1, 3, 7 und
9 endet.

Proposition 3.5.2.10 (Teilbarkeitskriterien über Quersummen). Eine natürli-
che Zahl ist genau dann durch Drei beziehungsweise durch Neun teilbar, wenn
ihre Quersumme durch Drei beziehungsweise durch Neun teilbar ist.

Beweis. Wir erklären das Argument nur an einem Beispiel. Das ist natürlich im
Sinne der Logik kein Beweis. Dies Vorgehen schien mir aber in diesem Fall be-
sonders gut geeignet, dem Leser den Grund dafür klarzumachen, aus dem unsere
Aussage im Allgemeinen gilt. Und das ist es ja genau, was ein Beweis in unserem
mehr umgangssprachlichen Sinne leisten soll! Also frisch ans Werk. Per definitio-
nem gilt

1258 = 1 · 103 + 2 · 102 + 5 · 10 + 8

Offensichtlich folgt

1258 ≡ 1 · 103 + 2 · 102 + 5 · 10 + 8 (mod 3)

Da 10 kongruent ist zu 1 modulo 3 erhalten wir daraus

1258 ≡ 1 + 2 + 5 + 8 (mod 3)

Insbesondere ist die rechte Seite durch Drei teilbar genau dann, wenn die linke
Seite durch Drei teilbar ist. Das Argument für Neun statt Drei geht genauso.

3.5.2.11. In Z/12Z gilt zum Beispiel 3̄ · 5̄ = 3̄ · 1̄. In allgemeinen Ringen dürfen
wir also nicht kürzen. Dies Phänomen werden wir nun begrifflich fassen. Da-
zu vereinbaren wir, daß bei Ringen unsere allgemeinen Konventionen 2.2.1.4 zu
Kürzbarkeit und Teilen stets in Bezug auf die Multiplikation zu verstehen sein
sollen. Wir schreiben das auch noch aus.

Definition 3.5.2.12. 1. Gegeben ein RingR und Elemente a, b ∈ R sagen wir,
a teilt b oder auch a ist ein Teiler von b und schreiben a|b, wenn es d ∈ R
gibt mit ad = b. Ist unser Ring nicht kommutativ, so nennen wir a genauer
einen Linksteiler von b und erklären analog Rechtsteiler;
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2. Ein Element a ∈ R eines Rings heißt linkskürzbar, wenn die Multipli-
kation mit a eine Injektion (a·) : R ↪→ R liefert. Analog erklären wir
die Eigenschaft rechtskürzbar. Ein Element, das linkskürzbar und rechts-
kürzbar ist, nennen wir kürzbar. Ein nicht kürzbares Element nennen wir
nichtkürzbar;

3. Ein Ring heißt ein Integritätsring oder Integritätsbereich, wenn er nicht
der Nullring ist und das Produkt von je zwei von Null verschiedenen Ele-
menten von Null verschieden ist. Einen kommutativen Integritätsring nen-
nen wir auch einen Integritätskring.

Beispiel 3.5.2.13. Die nichtkürzbaren Elemente inZ/12Z sind 0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10.
3.5.2.14 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heißen die nichtkürz-
baren Elemente eines Rings meist die „Nullteiler“. Mir gefiel diese Terminologie
nicht, da ja nach unseren sonstigen Definitionen alle Elemente eines Rings Teiler
der Null sind.
3.5.2.15 (Kürzen in Ringen). Sei R ein Ring. Natürlich ist der Gruppenhomo-
morphismus (a·) : R → R genau dann injektiv, wenn sein Kern Null ist, wenn
also gilt ax = 0⇒ x = 0.

Definition 3.5.2.16. Ein Element a eines Rings R heißt invertierbar oder ge-
nauer invertierbar in R oder auch eine Einheit von R, wenn es bezüglich der
Multiplikation invertierbar ist im Sinne von 2.2.2.2, wenn es also b ∈ R gibt mit
ab = ba = 1. Die Menge der invertierbaren Elemente eines Rings bildet unter der
Multiplikation eine Gruppe, die man die Gruppe der Einheiten von R nennt und
gemäß unserer allgemeinen Konventionen 8.2.2.9 mit R× bezeichnet.

Beispiel 3.5.2.17. Der RingZ der ganzen Zahlen hat genau zwei Einheiten, nämlich
1 und (−1). In Formeln haben wir also Z× = {1,−1}. Dahingegen sind die Ein-
heiten im Ring Q der rationalen Zahlen genau alle von Null verschiedenen Ele-
mente, in Formeln Q× = Q\0.
3.5.2.18. Eine Einheit eines Krings teilt alle Elemente unseres Krings und ist so-
gar dasselbe wie ein Teiler der Eins.

Definition 3.5.2.19. Zwei Elemente eines Krings heißen teilerfremd, wenn sie
außer Einheiten keine gemeinsamen Teiler haben.

3.5.2.20. Allgemeiner mag man eine Teilmenge eines Krings teilerfremd nen-
nen, wenn es keine Nichteinheit unseres Krings gibt, die alle Elemente unserer
Teilmenge teilt.
3.5.2.21 (Kürzbare Elemente endlicher Kringe). In einem endlichen Kring R
sind die Einheiten genau die kürzbaren Elemente. In der Tat ist in diesem Fall die
Multiplikation (a·) : R→ R genau dann injektiv, wenn sie bijektiv ist.
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Beispiel 3.5.2.22. Die Einheiten von Z/12Z sind mithin genau 1, 5, 7, 11. Man
prüft unschwer, daß sogar jedes dieser Elemente sein eigenes Inverses ist. Mithin
ist die Einheitengruppe (Z/12Z)× des Uhrzeitenrings gerade unsere Klein’sche
Vierergruppe. Im allgemeinen ein Inverses zu a in Z/mZ zu finden, läuft auf die
Lösung der Gleichung ax = 1 + my hinaus, von der wir bereits gesehen hatten,
daß der euklidische Algorithmus das leisten kann.
3.5.2.23 (Ursprung der Terminologie). A priori meint eine Einheit in der Physik
das, was ein Mathematiker eine Basis eines eindimensionalen Vektorraums nen-
nen würde. So wäre etwa die Sekunde s eine Basis des reellen Vektorraums ~T
aller Zeitspannen aus 3.3.1.11. In Formeln ausgedrückt bedeutet das gerade, daß
das Daranmultiplizieren von s eine Bijektion R ∼→ ~T liefert. Mit den Einheiten
eines kommutativen Ringes R verhält es sich nun genauso: Genau dann ist u ∈ R
eine Einheit, wenn das Daranmultiplizieren von u eine Bijektion R ∼→ R liefert.
Daher rührt dann wohl auch die Terminologie.
Ergänzung 3.5.2.24. In der Chemie rechnet man oft mit mol und versteht darun-
ter seit 2019 genau 6,02214076 · 1023 und verwendet das als eine Einheit. Ma-
thematisch gesehen sollte man das eigentlich eine Zahl nennen, aber natürlich ist
R auch ein eindimensionaler reeller Vektorraum und in diesem Sinne mag man
auch alle von Null verschiedenen Elemente von R Einheiten. Diese Konvention
war früher noch sinnvoller, als man ein Mol als die Zahl der Kohlenstoffatome in
einem Gramm des Standardisotops von Kohlenstoff erklärte und nicht so genau
sagen konnte, wie viele Atome das nun genau sind.
3.5.2.25. Ein Körper kann in dieser Begrifflichkeit definiert werden als ein Inte-
gritätsring, in dem jedes von Null verschiedene Element eine Einheit ist.

Proposition 3.5.2.26 (Endliche Primkörper). Sei m ∈ N. Genau dann ist der
Restklassenring Z/mZ ein Körper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit m ≥ 2. Ist m keine Primzahl,
so gibt es a, b ∈ N mit a < m und b < m aber ab = m. Dann gilt in Z/mZ
offensichtlich ā 6= 0 und b̄ 6= 0, aber ebenso offensichtlich gilt āb̄ = 0 und Z/mZ
hat von Null verschiedene nicht invertierbare Elemente. Damit kann Z/mZ kein
Körper sein. Ist dahingegen m = p eine Primzahl, so folgt aus dem Satz von
Euklid 3.4.4.15, daß Z/pZ ein Integritätsring ist. Dann aber sind nach 3.5.2.21
alle seine von Null verschiedenen Elemente Einheiten und Z/pZ ist folglich ein
Körper.

3.5.2.27 (Terminologie und Notation). Die Körper Z/pZ für Primzahlen p sowie
der Körper Q sind die „kleinstmöglichen Körper“ in einem Sinne, der in 6.3.1.6
präzisiert wird. Man nennt diese Körper deshalb auch Primkörper. Die endlichen
Primkörper werden meist

Fp := Z/pZ



268 KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA 1

notiert, mit einem F für „field“ oder „finite“. Die Notation Fq verwendet man
allerdings auch allgemeiner mit einer echten Primzahlpotenz q im Index als Be-
zeichnung für „den endlichen Körper mit q Elementen“, den wir erst in 6.3.7.1
kennenlernen werden, und der weder als Ring noch als abelsche Gruppe isomorph
ist zu Z/qZ.

Ergänzung 3.5.2.28. Ich bespreche kurz das Verfahren von Diffie-Hellman zum
öffentlichen Vereinbaren geheimer Schlüssel. Wir betrachten dazu das des folgen-
de Schema:

Geheimbereich Alice Öffentlicher Bereich Geheimbereich Bob
Bekanntgemacht wird
eine Gruppe G und ein
Element g ∈ G.

Alice wählt a ∈ N, be-
rechnet ga und macht es
öffentlich.

Bob wählt b ∈ N, be-
rechnet gb und macht es
öffentlich.

ga, gb

Nach dem öffentlichen
Austausch berechnet
Alice (gb)a = gba = gab.

Nach dem öffentlichen
Austauch berechnet
Bob (ga)b = gab = gba.

Das Gruppenelement gba = gab ist der gemeinsame hoffentlich geheime Schlüssel.
Der Trick hierbei besteht darin, geeignete Paare (G, g) und eine geeignete Zahl
a so zu finden, daß die Berechnung von ga unproblematisch ist, daß jedoch kein
schneller Algorithmus bekannt ist, der aus der Kenntnis vonG, g und ga ein mögli-
ches a bestimmt, der also, wie man auch sagt, einen diskreten Logarithmus von
ga zur Basis g findet. Dann kann Alice ga veröffentlichen und dennoch a geheim
halten und ebenso kann Bob gb veröffentlichen und dennoch b geheim halten. Zum
Beispiel kann man für G die Einheitengruppe G = (Z/pZ)× des Primkörpers zu
einer großen Primzahl p nehmen. Nun ist es natürlich denkbar, daß man aus der
Kenntnis von ga und gb direkt gab berechnen kann, ohne zuvor a zu bestimmen,
aber auch für die Lösung dieses sogenannten Diffie-Hellman-Problems ist in die-
sem Fall kein schneller Algorithmus bekannt. Mit den derzeitig verfügbaren Re-
chenmaschinen können also Alice und Bob mit einer Rechenzeit von unter einer
Minute einen geheimen Schlüssel vereinbaren, dessen Entschlüsselung auf dersel-
ben Maschine beim gegenwärtigen Stand der veröffentlichten Forschung Millio-
nen von Jahren bräuchte. Allerdings ist auch wieder nicht bewiesen, daß es etwa
Fall der Einheitengruppe eines großen Primkörpers nicht doch einen effizienten
Algorithmus zur Lösung des Diffie-Hellman-Problems geben könnte. Wenn wir
Pech haben, sind die mathematischen Abteilungen irgendwelcher Geheimdienste
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schon längst so weit.
Vorschau 3.5.2.29. Statt mit der Einheitengruppe endlicher Körper arbeitet man in
der Praxis auch oft mit sogenannten „elliptischen Kurven“ alias Lösungsmengen
kubischer Gleichungen, deren Gruppengesetz Sie in einer Vorlesung über alge-
braische Geometrie kennenlernen können.

Definition 3.5.2.30. Gegeben ein Ring R gibt es nach 3.5.1.10 genau einen Ring-
homomorphismus Z→ R. Dessen Kern alias das Urbild der Null ist nach 2.2.3.24
eine Untergruppe von Z und hat nach 3.4.3.4 folglich die Gestalt mZ für genau
ein m ∈ N. Diese natürliche Zahl m nennt man die Charakteristik des Rings R
und notiert sie m = charR.

3.5.2.31 (Bestimmung der Charakteristik eines Rings). Um die Charakteristik
eines Rings R zu bestimmen, müssen wir anders gesagt sein Einselement 1 ∈ R
nehmen und bestimmen, wiewiele Summanden wir mindestens brauchen, damit
gilt 1 + 1 + . . . + 1 = 0 mit einer positiven Zahl von Summanden links. Kriegen
wir da überhaupt nie Null heraus, so ist die Charakteristik Null, wir haben also
etwa charZ = charQ = charR = charC = 0. Gilt bereits 1 = 0, so ist die
Charakteristik 1 und wir haben den Nullring vor uns. Für p ∈ N gilt allgemein
char(Z/pZ) = p.
3.5.2.32 (Die Charakteristik eines Körpers ist stets prim). Es ist leicht zu se-
hen, daß die Charakteristik eines Körpers, wenn sie nicht Null ist, stets eine Prim-
zahl sein muß: Da der Nullring kein Körper ist, kann die Charakteristik nicht 1
sein. Hätten wir aber einen Körper der Charakteristik m = ab > 0 mit natürlichen
Zahlen a < m und b < m, so wären die Bilder von a und b in unserem Körper
von Null verschiedene Elemente mit Produkt Null. Widerspruch!
Ergänzung 3.5.2.33. Im Körper F7 ist (−1) kein Quadrat, wie man durch Aus-
probieren schnell prüft. Einen Körper mit 49 Elementen kann man deshalb nach
2.2.4.15 zum Beispiel erhalten, indem man analog wie bei der Konstruktion der
komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen formal eine Wurzel aus (−1) adjungiert.

Übungen

Ergänzende Übung 3.5.2.34. Gegeben eine abelsche Gruppe V und ein Körper
K induziert die kanonische Identifikation Ens(K × V, V )

∼→ Ens(K,Ens(V, V ))
aus 2.1.6.5 eine Bijektion{

Strukturen als K-Vektorraum
auf der abelschen Gruppe V

}
∼→
{

Ringhomomorphismen
K → AbV

}
Wir verwenden hier unsere alternative Notation AbV für den Endomorphismen-
ring der abelschen Gruppe V , um jede Verwechslung mit dem Endomorphismen-
ring als Vektorraum auszuschließen.
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Übung 3.5.2.35. Man finde das multiplikative Inverse der Nebenklasse von 22 im
Körper F31. Hinweis: Euklidischer Algorithmus.

Ergänzende Übung 3.5.2.36. Man konstruiere einen Körper mit 49 Elementen und
einen Körper mit 25 Elementen. Hinweis: 2.2.4.14 und 2.2.4.15.

Ergänzende Übung 3.5.2.37. SeiR ein Kring, dessen Charakteristik eine Primzahl
p ist, für den es also einen Ringhomomorphismus Z/pZ → R gibt. Man zeige,
daß dann der sogenannte Frobenius-Homomorphismus F : R→ R, a 7→ ap ein
Ringhomomorphismus von R in sich selber ist. Hinweis: Man verwende, daß die
binomische Formel 2.2.4.9 offensichtlich in jedem Kring gilt, ja sogar für je zwei
Elemente a, b eines beliebigen Rings mit ab = ba.

Ergänzende Übung 3.5.2.38. Wieviele Untergruppen hat die abelsche Gruppe
Z/4Z? Wieviele Untergruppen hat die abelsche Gruppe Z/2Z× Z/2Z?

Ergänzende Übung 3.5.2.39. Eine natürliche Zahl ist durch 11 teilbar genau dann,
wenn ihre „alternierende Quersumme“ durch 11 teilbar ist.

Ergänzende Übung 3.5.2.40. Eine natürliche Zahl, die kongruent zu sieben ist
modulo acht, kann nicht eine Summe von drei Quadraten sein.

Ergänzende Übung 3.5.2.41. Eine Zahl mit einer Dezimaldarstellung der Gestalt
abcabc wie zum Beispiel 349349 ist stets durch 7 teilbar.

Ergänzende Übung 3.5.2.42. Es kann in Ringen durchaus Elemente a geben, für
die es zwar ein b gibt mit ba = 1 aber kein c mit ac = 1: Man denke etwa an
Endomorphismenringe unendlichdimensionaler Vektorräume. Wenn es jedoch b
und c gibt mit ba = 1 und ac = 1, so folgt bereits b = c und a ist eine Einheit.

Übung 3.5.2.43. Jeder Ringhomomorphismus macht Einheiten zu Einheiten. Je-
der Ringhomomorphismus von einem Körper in einen vom Nullring verschiede-
nen Ring ist injektiv.

Übung 3.5.2.44. Sei p eine Primzahl. Eine abelsche Gruppe G kann genau dann
mit der Struktur eines Fp-Vektorraums versehen werden, wenn in additiver No-
tation gilt pg = 0 für alle g ∈ G, und die fragliche Vektorraumstruktur ist dann
durch die Gruppenstruktur eindeutig bestimmt.

Ergänzende Übung 3.5.2.45. Wieviele Untervektorräume hat ein zweidimensio-
naler Vektorraum über einem Körper mit fünf Elementen? Wieviele angeordnete
Basen?

Ergänzende Übung 3.5.2.46. Gegeben ein Vektorraum über einem endlichen Prim-
körper sind seine Untervektorräume genau die Untergruppen der zugrundeliegen-
den abelschen Gruppe.

Ergänzende Übung 3.5.2.47. Man zeige: In jedem endlichen Körper ist das Pro-
dukt aller von Null verschiedenen Elemente (−1). Hinweis: Man zeige zunächst,



3.5. RINGE UND POLYNOME 271

daß nur die Elemente ±1 ihre eigenen Inversen sind. Als Spezialfall erhält man
die Kongruenz (p− 1)! ≡ −1 (mod p) für jede Primzahl p. Diese Aussage wird
manchmal auch als Satz von Wilson zitiert. Ist n ∈ N≥1 keine Primzahl, so zeigt
man im übrigen leicht (n− 1)! ≡ 0 (mod n).

Übung 3.5.2.48. Gegeben m ≥ 1 sind die Einheiten des Restklassenrings Z/mZ
genau die Restklassen derjenigen Zahlen a mit 0 ≤ a < m, die zu m teiler-
fremd sind, in anderen Worten die primen Restklassen. In Formeln haben wir also
(Z/mZ)× = {ā | 0 ≤ a < m, 〈m, a〉 = 〈1〉}. Hinweis: 3.4.4.12.

Übung 3.5.2.49. Man zeige für Binomialkoeffizienten im Körper Fp die Identität(
p−1
i

)
= (−1)i.

3.5.3 Polynome
3.5.3.1. Ist R ein Ring, so bildet die Menge R[X] aller „formalen Ausdrücke“ der
Gestalt anXn+ . . .+a1X+a0 mit ai ∈ R unter der offensichtlichen Addition und
Multiplikation einen Ring, den Polynomring über R in einer Variablen X , und
wir haben eine offensichtliche Einbettung can : R ↪→ R[X]. Die Herkunft der
Bezeichnung diskutieren wir in 10.3.2.37. Die aν heißen in diesem Zusammen-
hang die Koeffizienten unseres Polynoms, genauer heißt aν der Koeffizient von
Xν . DasX heißt die Variable unseres Polynoms und kann auch schon mal mit ei-
nem anderen Buchstaben bezeichnet werden. Besonders gebräuchlich sind hierbei
Großbuchstaben vom Ende des Alphabets. Diese Beschreibung des Polynomrings
ist hoffentlich verständlich, sie ist aber nicht so exakt, wie eine Definition es sein
sollte. Deshalb geben wir auch noch eine exakte Variante.

Definition 3.5.3.2. Sei R ein Ring. Wir bezeichnen mit R[X] die Menge aller
Abbildungen ϕ : N→ R, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschiedene
Werte annehmen, und definieren auf R[X] eine Addition und eine Multiplikation
durch die Regeln

(ϕ+ ψ)(n) := ϕ(n) + ψ(n)
(ϕ · ψ)(n) :=

∑
i+j=n ϕ(i)ψ(j)

Mit diesen Verknüpfungen wird R[X] ein Ring, der Polynomring über R. Ord-
nen wir jedem a ∈ R die AbbildungN→ R zu, die bei 0 den Wert a annimmt und
sonst den Wert Null, so erhalten wir eine Einbettung, ja einen injektiven Ringho-
momorphismus

can : R ↪→ R[X]

Wir notieren ihn schlicht a 7→ a und nennen die Polynome im Bild dieser Einbet-
tung konstante Polynome. Bezeichnen wir weiter mit X die Abbildung N→ R,
die bei 1 den Wert 1 annimmt und sonst nur den Wert Null, so können wir jede
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Abbildung ϕ ∈ R[X] eindeutig schreiben in der Form ϕ =
∑

ν ϕ(ν)Xν und sind
auf einem etwas formaleren Weg wieder am selben Punkt angelangt.

Ergänzung 3.5.3.3. Im Fall eines Körpers K ist insbesondere K[X] als Gruppe
per definitionem der freie K-Vektorraum K[X] := K〈N〉 über der Menge N der
natürlichen Zahlen.

3.5.3.4. Die wichtigste Eigenschaft eines Polynomrings ist, daß man „für die Va-
riable etwas einsetzen darf“. Das wollen wir nun formal aufschreiben.

Proposition 3.5.3.5 (Einsetzen in Polynome). Seien R ein Kring und b ∈ R ein
Element. So gibt es genau einen Ringhomomorphismus

Eb : R[X]→ R

mit Eb(X) = b und Eb ◦ can = idR. Wir nennen Eb den Einsetzungshomomor-
phismus zu b.

Beweis. Dieser eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus Eb ist eben gegeben
durch die Vorschrift Eb(anX

n + . . .+ a1X + a0) = anb
n + . . .+ a1b+ a0.

3.5.3.6. Es ist üblich, das Bild unter dem Einsetzungshomomorphismus Eb eines
Polynoms P ∈ R[X] abzukürzen als

P (b) := Eb(P )

Ich verwende später meist die Notation Eb = δb, die die Interpretation als „Dirac-
Maß“ anklingen läßt.

3.5.3.7. Unsere übliche Darstellung einer Zahl in Ziffernschreibweise läuft dar-
auf hinaus, die Koeffizienten eines Polynoms anzugeben, das an der Stelle 10 die
besagte Zahl als Wert ausgibt, also etwa 7258 = P (10) für P (X) das Polynom
7X3 + 2X2 + 5X + 8.

3.5.3.8. Es geht auch noch allgemeiner, man darf etwa über einem Körper auch
quadratische Matrizen in Polynome einsetzen. Um das zu präzisieren, vereinba-
ren wir die Sprechweise, daß zwei Elemente b und c eines Rings kommutieren,
wenn gilt bc = cb. Das bedeutet also, daß sie in Bezug auf die Multiplikation
kommutieren im Sinne von 2.2.1.7.

Proposition 3.5.3.9 (Einsetzen in Polynome, Variante). Seien ϕ : R → S ein
Ringhomomorphismus und b ∈ S ein Element derart, daß b für alle a ∈ R mit
ϕ(a) kommutiert. So gibt es genau einen Ringhomomorphismus

Eϕ,b = Eb : R[X]→ S

mit Eb(X) = b und Eb ◦ can = ϕ. Wir nennen Eϕ,b den Einsetzungshomomor-
phismus zu b über ϕ.
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Beweis. Dieser eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus Eb ist gegeben durch
die Vorschrift Eb(anX

n+ . . .+a1X+a0) := ϕ(an)bn+ . . .+ϕ(a1)b+ϕ(a0).

3.5.3.10. Es ist auch in dieser Allgemeinheit üblich, das Bild unter dem Einset-
zungshomomorphismus Eϕ,b eines Polynoms P ∈ R[X] abzukürzen als

P (b) := Eϕ,b(P )

So schreiben wir im Fall eines Krings R zum Beispiel P (A) für die Matrix, die
beim Einsetzen einer quadratischen Matrix A ∈ Mat(n;R) in das Polynom P
ensteht. In diesem Fall hätten wir S = Mat(n;R) und ϕ wäre der Ringhomomor-
phismus, der jedem a ∈ R das a-fache der Einheitsmatrix zuordnet.

3.5.3.11 (Wechsel der Koeffizienten). Ist ϕ : R → S ein Ringhomomorphis-
mus, so erhalten wir einen Ringhomomorphismus ϕ = ϕ[X] : R[X] → S[X] der
zugehörigen Polynomringe durch das „Anwenden von ϕ auf die Koeffizienten“.
Formal können wir ihn als das „Einsetzen von X für X über ϕ“ beschreiben, also
als den Ringhomomorphismus ϕ[X] = Eϕ,X .

Definition 3.5.3.12. Seien R ein Kring und P ∈ R[X] ein Polynom. Ein Element
a ∈ R heißt eine Nullstelle oder auch eine Wurzel von P , wenn gilt P (a) = 0.

Definition 3.5.3.13. Sei R ein Ring. Jedem Polynom P ∈ R[X] ordnen wir sei-
nen Grad gradP ∈ N t {−∞} (englisch degree, französisch degré) durch die
Vorschrift

gradP = n für P = anX
n + . . .+ a1X + a0 mit an 6= 0;

gradP = −∞ für P das Nullpolynom.

Für ein von Null verschiedenes Polynom P = anX
n + . . . + a1X + a0 mit

n = gradP nennt man an ∈ R\0 seinen Leitkoeffizienten. Den Leitkoeffizi-
enten des Nullpolynoms erklären wir als die Null von R. Ein Polynom heißt nor-
miert, wenn sein Leitkoeffizient 1 ist. Das Nullpolynom ist demnach nur über
dem Nullring normiert, hat aber auch dort den Grad −∞. Auf Englisch heißen
unsere normierten Polynome monic polynomials. Ein Polynom vom Grad Eins
heißt linear, ein Polynom vom Grad Zwei quadratisch, ein Polynom vom Grad
Drei kubisch.

Lemma 3.5.3.14 (Grad eines Produkts). IstR ein Integritätsring, so ist auch der
Polynomring R[X] ein Integritätsring und der Grad eines Produkts ist die Summe
der Grade der Faktoren, in Formeln

grad(PQ) = gradP + gradQ

Beweis. Ist R ein Integritätsring, so ist offensichtlich der Leitkoeffizient von PQ
das Produkt der Leitkoeffizienten von P und von Q.
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Lemma 3.5.3.15 (Polynomdivision mit Rest). Sei R ein Ring. Gegeben Polyno-
me P,Q ∈ R[X] mit Q normiert gibt es eindeutig bestimmte Polynome A,B mit
P = AQ+B und gradB ≤ (gradQ)− 1.

Beispiel 3.5.3.16. Die Polynomdivision mit Rest des Polynoms X4 + 2X2 durch
X2 + 2X + 1 liefert

X4 + 2X2 = X2(X2 + 2X + 1)− 2X3 +X2

= X2(X2 + 2X + 1)− 2X(X2 + 2X + 1) + 5X2 + 2X
= (X2 − 2X + 5)(X2 + 2X + 1)− 8X − 5

Beweis. Ich habe mir bei der Formulierung des Lemmas Mühe gegeben, daß es
auch im Fall des Nullrings R = 0 richtig ist, wenn wir −∞ − 1 = −∞ verste-
hen. Für den Beweis dürfen wir damit annehmen, daß R nicht der Nullring ist.
Wir suchen ein Polynom A mit grad(P − AQ) kleinstmöglich. Gälte dennoch
grad(P − AQ) ≥ (grad(Q)), sagen wir B := P − AQ = aXr + . . . + c mit
a 6= 0 und r > d = grad(Q), so hätte P − (A + aXr−d)Q echt kleineren Grad
als B, im Widerspruch zur Wahl von A. Das zeigt die Existenz. Für den Nachweis
der Eindeutigkeit gehen wir aus von einer weiteren Gleichung P = A′Q+B′ mit
gradB′ < d. Es folgt zunächst (A − A′)Q = B′ − B und wegen der offensicht-
lichen Formel für den Grad des Produkts eines beliebigen Polynoms mit einem
normierten Polynom weiter A− A′ = 0 und dann auch B′ −B = 0.

Korollar 3.5.3.17 (Abspalten von Linearfaktoren bei Nullstellen). Sei R ein
Ring und P ∈ R[X] ein Polynom. Genau dann ist λ ∈ R eine Nullstelle von P ,
wenn das Polynom (X − λ) das Polynom P teilt, in Formeln

P (λ) = 0 ⇔ (X − λ)|P

Beweis. Nach Lemma 3.5.3.15 über die Division mit Rest finden wir ein Polynom
A ∈ R[X] und eine Konstante b ∈ R mit P = A(X − λ) + b. Einsetzen von λ für
X liefert dann b = 0.

3.5.3.18. Der im Sinne von 3.5.3.13 lineare Faktor (X − λ) unseres Polynoms
heißt auch ein Linearfaktor, daher der Name des Korollars.

Satz 3.5.3.19 (Zahl der Nullstellen eines Polynoms). Ist K ein Körper oder
allgemeiner ein kommutativer Integritätsring, so hat ein von Null verschiedenes
Polynom P ∈ K[X] höchstens gradP Nullstellen in K.

Beweis. Ist λ ∈ K eine Nullstelle, so finden wir nach 3.5.3.17 eine Darstellung
P = A(X−λ) mit gradA = gradP −1. Eine von λ verschiedene Nullstelle von
P ist für K ein Integritätsring notwendig eine Nullstelle von A und der Satz folgt
mit Induktion.
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Beispiel 3.5.3.20. In einem Körper K oder allgemeiner einem kommutativer Inte-
gritätsring gibt es zu jedem Element b ∈ K höchstens zwei Elemente a ∈ K
mit a2 = b. Ist nämlich a eine Lösung dieser Gleichung, so gilt X2 − b =
(X − a)(X + a), und wenn wir da für X etwas von ±a Verschiedenes einset-
zen, kommt sicher nicht Null heraus.
Ergänzung 3.5.3.21. Die Kommutativität ist hierbei wesentlich. In 3.5.6.4 werden
wir den sogenannten „Schiefkörper der Quaternionen“ einführen, einen Ring, der
außer der Kommutativität der Multiplikation alle unsere Körperaxiome erfüllt. In
diesem Ring hat die Gleichung X2 = −1 dann offensichtlich die sechs Lösun-
gen ± i, ± j, ± k und nicht ganz so offensichtlich 22.1.6.9 sogar unendlich viele
Lösungen.
3.5.3.22. Ist K ein Körper oder allgemeiner ein Kring, P ∈ K[X] ein Polynom
und λ ∈ K eine Nullstelle von P , so nennen wir das Supremum über alle n ∈ N
mit (X − λ)n|P die Vielfachheit der Nullstelle λ oder auch ihre Ordnung. Das
Nullpolynom hat insbesondere an jeder Stelle eine Nullstelle der Vielfachheit∞
und gar keine Nullstelle bei λ ist dasselbe wie eine „Nullstelle der Vielfachheit
Null“. Durch Abspalten von Nullstellen wie in 3.5.3.17 zeigt man, daß im Fall
eines Körpers oder allgemeiner eines kommutativen Integritätsrings auch die Zahl
der mit ihren Vielfachheiten gezählten Nullstellen eines von Null verschiedenen
Polynoms beschränkt ist durch seinen Grad.

Definition 3.5.3.23. Ein Körper K heißt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nichtkonstante Polynom P ∈ K[X]\K mit Koeffizienten in unserem Körper K
eine Nullstelle in unserem Körper K hat.

Beispiel 3.5.3.24. Der Körper K = R ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn
das Polynom X2 + 1 hat keine reelle Nullstelle.
Vorschau 3.5.3.25. Der Körper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abge-
schlossen. Das ist die Aussage des sogenannten Fundamentalsatzes der Alge-
bra, für den wir mehrere Beweise geben werden: Einen besonders elementaren
Beweis nach Argand in der Analysis in 10.5.1.7, einen sehr eleganten mit den
Methoden der Funktionentheorie in 14.3.1.8, und einen mehr algebraischen Be-
weis, bei dem die Analysis nur über den Zwischenwertsatz eingeht, in 6.4.3.8.
Mir selbst gefällt der noch wieder andere Beweis mit den Mitteln der Topolo-
gie 16.1.7.16 am besten, da er meine Anschauung am meisten anspricht. Er wird
in analytischer Verkleidung bereits in 12.7.8.17 vorgeführt. Eine heuristische Be-
gründung wird in nebenstehendem Bild gegeben.

Satz 3.5.3.26. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Körper, so hat jedes von
Null verschiedene Polynom P ∈ K[X]\0 eine Zerlegung in Linearfaktoren der
Gestalt

P = c(X − λ1) . . . (X − λn)
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Heuristische Begründung für den Fundamentalsatz der Algebra. Ein Polynom
n-ten Grades wird eine sehr große Kreislinie in der komplexen Zahlenebene mit
Zentrum im Ursprung abbilden auf einen Weg in der komplexen Zahlenebene,

der „den Ursprung n-mal umläuft“. Angedeutet ist etwa das Bild einer sehr
großen Kreislinie unter einem Polynom vom Grad Zwei. Schrumpfen wir nun

unsere sehr große Kreislinie zu immer kleineren Kreislinien bis auf einen Punkt,
so schrumpfen auch diese Wege zu einem konstanten Weg zusammen. Unsere
n-fach um einen etwa am Ursprung aufgestellten Pfahl laufende Seilschlinge
kann jedoch offensichtlich nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden,
ohne daß wir sie über den Pfahl heben, anders gesagt: Mindestens eines der

Bilder dieser kleineren Kreislinien muß durch den Ursprung laufen, als da heißt,
unser Polynom muß auf mindestens einer dieser kleineren Kreislinien eine

Nullstelle habe. In 12.7.8.20 oder besser 16.1.7.16 werden wir diese Heuristik zu
einem formalen Beweis ausbauen.
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mit n ≥ 0, c ∈ K× und λ1, . . . , λn ∈ K. Darüber hinaus ist diese Zerlegung
eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

3.5.3.27. Gegeben eine Nullstelle µ von P ist in diesem Fall die Zahl der Indizes
i mit λi = µ die Vielfachheit der Nullstelle µ. In der Sprache der Multimengen
aus 2.1.6.8 erhalten wir für jeden algebraisch abgeschlossenen Körper K eine
Bijektion zwischen der Menge aller „endlichen Multimengen von Elementen von
K“ und der Menge aller normierten Polynome mit Koeffizienten in K, indem wir
einer Multimenge µ{λ1, . . . , λn} das Polynom (X − λ1) . . . (X − λn) zuordnen.

Beweis. Ist P ein konstantes Polynom, so ist nichts zu zeigen. Ist P nicht kon-
stant, so gibt es nach Annahme eine Nullstelle λ ∈ K von P und wir finden genau
ein Polynom P̃ mit P = (X − λ)P̃ . Der Satz folgt durch vollständige Induktion
über den Grad von P .

Korollar 3.5.3.28 (Faktorisierung reeller Polynome). Jedes von Null verschie-
dene Polynom P mit reellen Koeffizienten besitzt eine Zerlegung in Faktoren der
Gestalt

P = c(X − λ1) . . . (X − λr)(X2 + µ1X + ν1) . . . (X2 + µsX + νs)

mit c, λ1, . . . , λr, µ1, . . . , µs, ν1, . . . , νs ∈ R derart, daß die quadratischen Fak-
toren keine reellen Nullstellen haben. Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf die
Reihenfolge der Faktoren.

Beweis. Da unser Polynom invariant ist unter der komplexen Konjugation, müs-
sen sich seine mit ihren Vielfachheiten genommenen komplexen Nullstellen so
durchnummerieren lassen, daß λ1, . . . , λr reell sind und daß eine gerade Zahl
nicht reeller Nullstellen übrigbleibt mit λr+2t−1 = λ̄r+2t für 1 ≤ t ≤ s und
r, s ≥ 0. Die Produkte (X − λr+2t−1)(X − λr+2t) haben dann reelle Koeffizien-
ten, da sie ja invariant sind unter der komplexen Konjugation, haben jedoch keine
reellen Nullstellen.

Vorschau 3.5.3.29. In der Algebra 6.2.4.1 können Sie lernen, inwiefern sowohl
die vorhergehenden Aussagen über die Faktorisierung von Polynomen als auch
die Primfaktorzerlegung natürlicher Zahlen Spezialfälle eines allgemeinen Satzes
über die „Faktorialität euklidischer Ringe“ sind.

3.5.3.30 (Polynomringe in mehreren Variablen). Ähnlich wie den Polynomring
in einer Variablen 3.5.3.2 konstruiert man auch Polynomringe in mehr Variablen
über einem gegebenen Grundring R. Ist die Zahl der Variablen endlich, so kann
man induktiv definieren

R[X1, . . . , Xn] = (R[X1, . . . , Xn−1])[Xn]
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Man kann aber auch für eine beliebige Menge I den PolynomringR[Xi]i∈I bilden
als die Menge aller „endlichen formalen Linearkombinationen mit Koeffizienten
aus R von endlichen Monomen in den Xi“. Ich verzichte an dieser Stelle auf eine
formale Definition.

Ergänzung 3.5.3.31. Bei Hochster kann man ein Beispiel für nichtisomorphe kom-
mutative Ringe A 6∼= B finden, deren Polynomringe in einer Variablen doch iso-
morph sind, A[T ] ∼= B[T ]. Die Konstruktion eines derartigen Beispiels ist aber
bereits höhere Mathematik und für uns an dieser Stelle nicht relevant.

Übungen

Übung 3.5.3.32. Welche Matrix entsteht beim Einsetzen der quadratischen Matrix
( 0
−1

1
0) in das Polynom X2 + 1 ?

Ergänzende Übung 3.5.3.33. Man zeige, daß jede Nullstelle α ∈ C eines normier-
ten Polynoms mit komplexen Koeffizienten Xn + an−1X

n−1 + . . . + a0 die Ab-
schätzung |α| ≤ 1+ |an−1|+ . . .+ |a0| erfüllt. Hinweis: Sonst gilt erst |α| > 1 und
dann |α|n > |an−1α

n−1|+ . . .+ |a0|. Umgekehrt zeige man auch, daß aus der Ab-
schätzung |α| ≤ C für alle komplexen Wurzeln die Abschätzung |ak| ≤

(
n
k

)
Cn−k

für die Koeffizienten folgt.

Übung 3.5.3.34. Ist P ∈ R[X] ein Polynom mit reellen Koeffizienten und µ ∈ C
eine komplexe Zahl, so gilt P (µ) = 0 ⇒ P (µ̄) = 0. Ist also eine komplexe Zahl
Nullstelle eines Polynoms mit reellen Koeffizienten, so ist auch die konjugiert
komplexe Zahl eine Nullstelle desselben Polynoms.

Ergänzende Übung 3.5.3.35. Seien k,K kommutative Ringe, i : k → K ein Ring-
homomorphismus und i : k[X] → K[X] der induzierten Ringhomomorphismus
zwischen den zugehörigen Polynomringen. Man zeige: Ist λ ∈ k eine Nullstelle
eines Polynoms P ∈ k[X], so ist i(λ) ∈ K eine Nullstelle des Polynoms i(P ).

Ergänzende Übung 3.5.3.36. Ist K ein Integritätsbereich, so induziert die kano-
nische Einbettung K ↪→ K[X] auf den Einheitengruppen eine Bijektion K× ∼→
K[X]×. Im Ring (Z/4Z)[X] aber ist etwa auch 1̄ + 2̄X eine Einheit.

Übung 3.5.3.37. Man zeige, daß es in einem endlichen Körper F einer von 2 ver-
schiedenen Charakteristik genau (|F|+ 1)/2 Quadrate gibt, wohingegen in einem
endlichen Körper der Charakteristik 2 jedes Element das Quadrat eines weiteren
Elements ist.

Übung 3.5.3.38. Man zerlege das Polynom X4 + 2 in R[X] in der in 3.5.3.28
beschriebenen Weise in ein Produkt quadratischer Faktoren ohne Nullstelle.

Ergänzende Übung 3.5.3.39. Ein reelles Polynom hat bei λ ∈ R eine mehrfache
Nullstelle genau dann, wenn auch seine Ableitung bei λ verschwindet.
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Die komplexen Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten, die nicht
reell sind, tauchen immer in Paaren aus einer Wurzel und ihrer komplex

Konjugierten auf, vergleiche auch Übung 3.5.3.34.



280 KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA 1

Ergänzende Übung 3.5.3.40. Gegeben ein reelles Polynom, dessen komplexe Null-
stellen bereits sämtlich reell sind, ist jede Nullstelle seiner Ableitung reell und
wenn sie keine Nullstelle der Funktion selbst ist, eine einfache Nullstelle der Ab-
leitung. Hinweis: Zwischen je zwei Nullstellen unserer Funktion muß mindestens
eine Nullstelle ihrer Ableitung liegen.
Ergänzende Übung 3.5.3.41. Man zeige: Die rationalen Nullstellen eines normier-
ten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten P ∈ Z[X] sind bereits alle ganz. In
Formeln folgt aus P (λ) = 0 für λ ∈ Q also bereits λ ∈ Z.
Ergänzende Übung 3.5.3.42. Gegeben ein Ring R bilden auch die formalen Po-
tenzreihen mit Koeffizienten in R der Gestalt

∑
n≥0 anX

n mit an ∈ R einen
Ring, der meist RJXK notiert wird. Man gebe eine exakte Definition dieses Rings
und zeige, daß seine Einheiten genau diejenigen Potenzreihen sind, deren kon-
stanter Term eine Einheit in R ist, in Formeln

RJXK× = R× +XRJXK

Man verallgemeinere die Definition und Beschreibung der Einheiten auf Potenz-
reihenringe RJX1, . . . , XnK in mehreren Variablen und konstruiere einen Ring-
isomorphismus

(RJX1, . . . , XnK)JXn+1K
∼→ RJX1, . . . , Xn, Xn+1K

Ergänzende Übung 3.5.3.43. Gegeben ein RingR bilden auch die formalen Lau-
rentreihen mit Koeffizienten in R der Gestalt

∑
n≥−N anX

n mit an ∈ R und
N ∈ N einen Ring, der meist R((X)) notiert wird. Man gebe eine exakte Defini-
tion dieses Rings und zeige, daß im Fall R 6= 0 seine Einheiten genau diejenigen
von Null verschiedenen Reihen sind, bei denen der Koeffizient der kleinsten mit
von Null verschiedenem Koeffizienten auftauchenden Potenz von X eine Einheit
in R ist, in Formeln

R((X))× =
⋃
n∈Z

XnRJXK×

Insbesondere ist im Fall eines Körpers K auch K((X)) ein Körper.
Ergänzung 3.5.3.44. Wir verwenden hier die Terminologie, nach der bei formalen
Laurentreihen im Gegensatz zu den Laurentreihen der Funktionentheorie nur
endlich viele Terme mit negativen Exponenten erlaubt sind.

3.5.4 Polynome als Funktionen*
Lemma 3.5.4.1 (Interpolation durch Polynome). Seien K ein Körper und x0,
. . . , xn ∈ K paarweise verschiedene Stützstellen und y0, . . . , yn ∈ K beliebig
vorgegebene Werte. So gibt es genau ein Polynom P ∈ K[X] vom Grad ≤ n mit
P (x0) = y0, . . . , P (xn) = yn.
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Das Polynom P (X) = 2X2 − 2X − 1 mit reellen Koeffizienten, das die an den
Stützstellen −1, 1, 2 vorgegebenen Werte 3,−1, 3 interpoliert.
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Beweis. Zunächst ist sicher (X − x1) . . . (X − xn) = : A0(X) ein Polynom vom
Grad n, das bei x1, . . . , xn verschwindet und an allen anderen Stellen von Null
verschieden ist, insbesondere auch bei x0. Dann ist L0(X) := A0(X)/A0(x0) ein
Polynom vom Grad n, das bei x0 den Wert Eins annimmt und bei x1, . . . , xn ver-
schwindet. In derselben Weise konstruieren wir auch PolynomeL1(X), . . . , Ln(X)
und erhalten ein mögliches Interpolationspolynom als

P (X) = y0L0(X) + . . .+ ynLn(X) =
n∑
i=0

yi

∏
j 6=i(X − xj)∏
j 6=i(xi − xj)

Das zeigt die Existenz. IstQ eine weitere Lösung derselben Interpolationsaufgabe
vom Grad ≤ n, so ist P − Q ein Polynom vom Grad ≤ n mit n + 1 Nullstellen,
eben bei den Stützstellen x0, . . . , xn. Wegen 3.5.3.19 muß dann aber P − Q das
Nullpolynom sein, und das zeigt die Eindeutigkeit.

3.5.4.2. Um die bisher eingeführten algebraischen Konzepte anschaulicher zu ma-
chen, will ich sie in Bezug setzen zu geometrischen Konzepten. Ist K ein Kring,
so können wir jedem Polynom f ∈ K[X1, . . . , Xn] die Funktion f̃ : Kn → K,
(x1, . . . , xn) 7→ f(x1, . . . , xn) zuordnen. Wir erhalten so einen Ringhomomor-
phismus

K[X1, . . . , Xn]→ Ens(Kn, K)

Dieser Homomorphismus ist im Allgemeinen weder injektiv noch surjektiv. Schon
für n = 1, K = R läßt sich ja keineswegs jede Abbildung R→ R durch ein Poly-
nom beschreiben, also ist sie in diesem Fall nicht surjektiv. Im Fall eines endlichen
Körpers K kann weiter für n ≥ 1 unsere K-lineare Auswertungsabbildung vom
unendlichdimensionalen K-Vektorraum K[X1, . . . , Xn] in den endlichdimensio-
nalen K-Vektorraum Ens(Kn, K) unmöglich injektiv sein. Wir haben jedoch den
folgenden Satz.

Satz 3.5.4.3 (Polynome als Funktionen). 1. Ist K ein unendlicher Körper, ja
allgemeiner ein unendlicher Integritätskring, so ist für alle n ∈ N die Aus-
wertungsabbildung eine Injektion K[X1, . . . , Xn] ↪→ Ens(Kn, K);

2. Ist K ein endlicher Körper, so ist für alle n ∈ N die Auswertungsabbildung
eine Surjektion K[X1, . . . , Xn] � Ens(Kn, K). Den Kern dieser Surjekti-
on beschreibt Übung 4.4.3.19.

Beweis. 1. Durch Induktion über n. Der Fall n = 0 ist eh klar. Für n = 1 folgt
die Behauptung aus der Erkenntnis, das jedes von Null verschiedene Polynom in
K[X] nur endlich viele Nullstellen in K haben kann. Der Kern der Abbildung

K[X]→ Ens(K,K)
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besteht also nur aus dem Nullpolynom. Für den Induktionsschritt setzen wirXn =
Y und schreiben unser Polynom in der Gestalt

P = adY
d + . . .+ a1Y + a0

mit ai ∈ K[X1, . . . , Xn−1]. Halten wir (x1, . . . , xn−1) = x ∈ Kn−1 fest, so ist
ad(x)Y d + . . .+ a1(x)Y + a0(x) ∈ K[Y ] das Nullpolynom nach dem Fall n = 1.
Also verschwinden ad(x), . . . , a1(x), a0(x) für alle x ∈ Kn−1, mit Induktion sind
somit alle ai schon das Nullpolynom und wir haben P = 0.

2. Das bleibt dem Leser überlassen. Man mag sich beim Beweis an 3.5.4.1 ori-
entieren. Wir folgern in 6.2.3.8 eine allgemeinere Aussage aus dem abstrakten
chinesischen Restsatz.

Übungen

Ergänzende Übung 3.5.4.4. Man zeige, daß jeder algebraisch abgeschlossene Körper
unendlich ist. Hinweis: Im Fall 1 6= −1 reicht es, Quadratwurzeln zu suchen.
Man zeige, daß jedes nichtkonstante Polynom P ∈ K[X, Y ] in zwei Veränderli-
chen über einem algebraisch abgeschlossenen Körper unendlich viele Nullstellen
in K2 hat.

Ergänzende Übung 3.5.4.5 (Nullstellensatz für Hyperebenen). SeiK ein unend-
licher Körper. Verschwindet ein Polynom im Polynomring in d Variablen über K
auf einer affinen Hyperebene in Kd, so wird es von jeder linearen Gleichung be-
sagter Hyperebene geteilt. Hinweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit mag
man unsere Hyperebene als eine der Koordinatenhyperebenen annehmen. Man
zeige auch allgemeiner: Verschwindet ein Polynom in d Veränderlichen über ei-
nem unendlichen Körper auf der Vereinigung der paarweise verschiedenen affinen
Hyperebenen H1, . . . , Hn ⊂ Kd, so wird es vom Produkt der linearen Gleichun-
gen unserer Hyperebenen geteilt.

Ergänzende Übung 3.5.4.6 (Pythagoreische Zahlen). Man zeige: Stellen wir ei-
ne Lampe oben auf den Einheitskreis und bilden jeden von (0, 1) verschiedenen
Punkt des Einheitskreises ab auf denjenigen Punkt der Parallelen zur x-Achse
durch (0,−1), auf den sein Schatten fällt, so entsprechen die Punkte mit rationa-
len Koordinaten auf dem Einheitskreis genau den Punkten mit rationalen Koordi-
naten auf unserer Parallelen. Hinweis: Hat ein Polynom in Q[X] vom Grad drei
zwei rationale Nullstellen, so ist auch seine dritte Nullstelle rational. Geben wir
das Bild vom Schattenwurf auf und nehmen den Schnitt des Lichtstrahls mit der
x-Achse, so steht eine explizite Formel für die Umkehrabbildung in 10.5.8.20.

Ergänzung 3.5.4.7. Unter einem pythagoreischen Zahlentripel versteht man ein
Tripel (a, b, c) von positiven natürlichen Zahlen mit a2 + b2 = c2, die also als
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Wir stellen eine Lampe oben auf den Einheitskreis und bilden jeden von (0, 1)
verschiedenen Punkt des Einheitskreises ab auf denjenigen Punkt der Parallelen

zur x-Achse durch (0,−1), auf den sein Schatten fällt. So entsprechen nach
Übung 3.5.4.6 die Punkte mit rationalen Koordinaten auf dem Einheitskreis

genau den Punkten mit rationalen Koordinaten auf unserer Parallelen. Ein Tripel
a, b, c ∈ Z mit a2 + b2 = c2 heißt ein pythagoreisches Zahlentripel. Die

pythagoreischen Zahlentripel mit größtem gemeinsamen Teiler 〈a, b, c〉 = 〈1〉
und c > 0 entsprechen nun offensichtlich eineindeutig den Punkten mit
rationalen Koordinaten auf dem Einheitskreis vermittels der Vorschrift

(a, b, c) 7→ (a/c, b/c). In dieser Weise liefert unser Bild also einen geometrischen
Zugang zur Klassifikation der pythagoreischen Zahlentripel.
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Seitenlängen eines rechtwinkligen Dreiecks auftreten können. Es scheint mir of-
fensichtlich, daß die Bestimmung aller pythagoreischen Zahlentripel im wesent-
lichen äquivalent ist zur Bestimmung aller Punkte mit rationalen Koordinaten auf
dem Einheitskreis, also aller Punkte (x, y) ∈ Q2 mit x2 + y2 = 1.
Übung 3.5.4.8. Man zeige, daß die Menge der Polynome in Q[X], die an allen
Punkten aus N ganzzahlige Werte annehmen, übereinstimmt mit der Menge aller
Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten der mithilfe der Binomial-
koeffizienten gebildeten Polynome(

X

k

)
:=

X(X − 1) . . . (X − k + 1)

k(k − 1) . . . 1
falls k ≥ 1 und

(
X

0

)
:= 1.

Hinweis: Man berechne die Werte unserer Polynome bei X = 0, 1, 2, . . . Die
Übung zeigt, daß diejenigen Polynome in Q[X], die an allen Punkten aus N ganz-
zahlige Werte annehmen, sogar an allen Punkten aus Z ganzzahlige Werte anneh-
men müssen. Sie heißen ganzwertige oder numerische Polynome. Man zeige
weiter für jedes Polynom in Q[X] vom Grad d ≥ 0, das an fast allen Punkten aus
N ganzzahlige Werte annimmt, daß es ein ganzwertiges Polynom sein muß und
daß das (d!)-fache seines Leitkoeffizienten mithin eine ganze Zahl sein muß.
Ergänzende Übung 3.5.4.9. Man zeige, daß die Menge aller Polynome mit ratio-
nalen Koeffizienten in Q[X1, . . . , Xr], die an allen Punkten aus Nr ganzzahlige
Werte annehmen, übereinstimmt mit der Menge aller Linearkombinationen mit
ganzzahligen Koeffizienten von Produkten der Gestalt(

X1

k1

)
. . .

(
Xr

kr

)
mit k1, . . . , kr ≥ 0. Hinweis: Man argumentiere wie in 3.5.4.8.

3.5.5 Quotientenkörper und Partialbruchzerlegung
3.5.5.1. Die Konstruktion des Körpers Q der Bruchzahlen aus dem Integritätsbe-
reich Z der ganzen Zahlen hatten wir bisher noch nicht formal besprochen. Hier
holen wir das gleich in größerer Allgemeinheit nach und zeigen, wie man zu je-
dem Integritätsbereich seinen „Quotientenkörper“ konstruieren kann.

Definition 3.5.5.2. Gegeben ein kommutativer Integritätsbereich R konstruieren
wir seinen Quotientenkörper

Quot(R)

wie folgt: Wir betrachten die Menge R × (R\0) und definieren darauf eine Rela-
tion ∼ durch die Vorschrift

(a, s) ∼ (b, t) genau dann, wenn gilt at = bs.
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Diese Relation ist eine Äquivalenzrelation, wie man leicht prüft. Wir bezeichnen
die Menge der Äquivalenzklassen mit Quot(R) und die Äquivalenzklasse von
(a, s) mit a

s
oder a/s. Dann definieren wir auf Quot(R) Verknüpfungen + und ·

durch die Regeln
a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
und

a

s
· b
t

=
ab

st

und überlassen dem Leser den Nachweis, daß diese Verknüpfungen wohldefiniert
sind und Quot(R) zu einem Körper machen und daß die Abbildung can : R →
Quot(R), r 7→ r/1 ein injektiver Ringhomomorphismus ist. Er heißt die kanoni-
sche Einbettung unseres Integritätsbereichs in seinen Quotientenkörper.

Ergänzung 3.5.5.3. Auf Englisch bezeichnet man den Quotientenkörper als frac-
tion field und auf Französisch als corps de fractions. Dort verwendet man folge-
richtig statt unserer Notation Quot(R) die Notation Frac(R). Die noch allgemei-
nere Konstruktion der „Lokalisierung“ lernen wir erst in 7.4.4 kennen.

Beispiel 3.5.5.4. Der Körper der rationalen ZahlenQ wird formal definiert als der
Quotientenkörper des Rings der ganzen Zahlen, in Formeln

Q := QuotZ

Sicher wäre es unter formalen Aspekten betrachtet eigentlich richtig gewesen,
diese Definition schon viel früher zu geben. Es schien mir jedoch didaktisch un-
geschickt, gleich am Anfang derart viel Zeit und Formeln auf die exakte Kon-
struktion einer Struktur zu verwenden, die Ihnen bereits zu Beginn ihres Studiums
hinreichend vertraut sein sollte. Wie bereits bei rationalen Zahlen nennt man auch
im allgemeinen bei einem Bruch g/h das g den Zähler und das h den Nenner des
Bruchs.

Satz 3.5.5.5 (Universelle Eigenschaft des Quotientenkörpers). Sei R ein kom-
mutativer Integritätsbereich. Ist ϕ : R → A ein Ringhomomorphismus, unter
dem jedes von Null verschiedene Element von R auf eine Einheit von A abgebil-
det wird, so faktorisiert ϕ eindeutig über QuotR, es gibt also in Formeln genau
einen Ringhomomorphismus ϕ̃ : QuotR→ A mit ϕ(r) = ϕ̃(r/1) ∀r ∈ R.

Beweis. Für jedes mögliche ϕ̃ muß gelten ϕ̃(r/s) = ϕ(r)ϕ(s)−1. Das zeigt be-
reits die Eindeutigkeit von ϕ̃. Um auch seine Existenz zu zeigen, betrachten wir
die Abbildung ϕ̂ : R × (R\0) → A gegeben durch ϕ̂(r, s) = ϕ(r)ϕ(s)−1 und
prüfen, daß sie konstant ist auf Äquivalenzklassen. Dann muß sie nach 3.4.2.6 ei-
ne wohlbestimmte Abbildung QuotR → A induzieren, von der der Leser leicht
selbst prüfen wird, daß sie ein Ringhomomorphismus ist.



3.5. RINGE UND POLYNOME 287

3.5.5.6 (Brüche mit kontrollierten Nennern). Gegeben ein kommutativer Inte-
gritätsbereich R und eine Teilmenge S ⊂ R\0 betrachten wir im Quotienten-
körper von R den Teilring

S−1R := {(r/s) ∈ QuotR | s ist ein Produkt von Elementen von S}

Hierbei ist die Eins auch als Produkt von Elementen von S zu verstehen, eben
als das leere Produkt. Insbesondere erhalten wir eine Einbettung R ↪→ S−1R
durch r 7→ (r/1). Ist nun ϕ : R → A ein Ringhomomorphismus, unter dem
jedes Element von S auf eine Einheit von A abgebildet wird, so faktorisiert ϕ mit
demselben Beweis wie zuvor eindeutig über S−1R, es gibt also in Formeln genau
einen Ringhomomorphismus ϕ̃ : S−1R→ A mit ϕ(r) = ϕ̃(r/1) ∀r ∈ R.

Beispiel 3.5.5.7 (Auswerten rationaler Funktionen). Ist K ein Körper, so be-
zeichnet man den Quotientenkörper des Polynomrings mit K(X) := QuotK[X]
und nennt ihn den Funktionenkörper zu K und seine Elemente rationale Funk-
tionen. Man lasse sich durch die Terminologie nicht verwirren, Elemente dieses
Körpers sind per definitionem formale Ausdrücke und eben gerade keine Funk-
tionen. Inwiefern man sie zumindest für unendliches K doch als Funktionen ver-
stehen darf, soll nun ausgeführt werden. Gegeben λ ∈ K betrachten wir dazu die
Menge Sλ := {P | P (λ) 6= 0} aller Polynome, die bei λ keine Nullstelle haben,
und bezeichnen mit

K[X]λ := S−1
λ K[X] ⊂ K(X)

der Teilring aller Quotienten von Polynomen, die sich darstellen lassen als ein
Bruch, dessen Nenner bei λ keine Nullstelle hat. Auf diesem Teilring ist das Aus-
werten bei λ nach 3.5.5.6 ein wohlbestimmter Ringhomomorphismus K[X]λ →
K, den wir notieren als f 7→ f(λ). Er ist der einzige derartige Ringhomomorphis-
mus mit X 7→ λ. Gegeben f ∈ K(X) heißen die Punkte λ ∈ K mit f 6∈ K[X]λ
die Polstellen von f und das kleinste n mit (X − λ)nf ∈ K[X]λ heißt die Pol-
stellenordnung von f bei λ. Natürlich hat jedes Element f ∈ K(X) höchstens
endlich viele Polstellen. Für jede rationale Funktion f ∈ K(X) erklärt man ih-
ren Definitionsbereich D(f) ⊂ K als die Menge aller Punkte a ∈ K, die kei-
ne Polstellen von f sind. Durch „Kürzen von Nullstellen“ überzeugt man sich
leicht, daß jede rationale Funktion so als Quotient f = g/h geschrieben wer-
den kann, daß Zähler und Nenner keine gemeinsamen Nullstellen in K haben,
und daß dann die Polstellen gerade die Nullstellen des Nenners sind. Vereinbart
man, daß f diesen Stellen als Wert ein neues Symbol ∞ zuweisen soll, so er-
hält man für jeden unendlichen Körper K sogar eine wohlbestimmte Injektion
K(X) ↪→ Ens(K,K t {∞}).

3.5.5.8. In der Schule mögen Sie gelernt haben, daß etwa die Funktion x/x bei
x = 0 nicht definiert ist. Von unserem Standpunkt aus ist das nicht so klar. Es
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gibt einerseits den Begriff einer Funktion als einer Abbildung, und um eine Ab-
bildung anzugeben müssen bei uns im Prinzip Definitionsbereich, Wertebereich
und Abbildungsvorschrift gleich mit angegeben werden, und die Abbildungsvor-
schrift x 7→ x/x kann in der Tat bei x = 0 nicht sinnvoll in der Art „setze erst
x = 0 für die Variable ein und führe dann die vorgeschriebenen Operationen im
Körper R aus“ ausgewertet werden. Im Sinne unserer obigen Definition gilt im
Funktionenköper R(X) dahingegen 1 = X/X und die Null gehört durchaus zum
Defintionsbereich dieser rationalen Funktion im in 3.5.5.7 erklärten Sinne.

Ergänzung 3.5.5.9. Es ist sogar richtig, daß jede rationale Funktion eine eindeuti-
ge maximal gekürzte Darstellung mit normiertem Nenner hat. Um das einzusehen,
benötigt man ein Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung für Polynomrin-
ge, das wir für allgemeines K erst in 6.2.4.19 zeigen.

3.5.5.10. Wir erinnern aus 3.5.3.42 und 3.5.3.43 die Ringe der Potenzreihen und
der Laurentreihen. Gegeben ein Körper K liefert die Verknüpfung von Einbet-
tungen K[X] ↪→ KJXK ↪→ K((X)) offensichtlich einen Ringhomomorphismus
und nach der universellen Eigenschaft 3.5.5.5 mithin eine Einbettung K(X) ↪→
K((X)). Das Bild von (1−X)−1 unter dieser Einbettung wäre etwa die „formale
geometrische Reihe“ 1 +X +X2 +X3 + . . .

Ergänzung 3.5.5.11. Sei K ein Körper. Ist p ∈ K fest gewählt und K(T )
∼→

K(X) der durch T 7→ (X + p) gegebene Isomorphismus, so bezeichnet man das
Bild von f ∈ K(T ) unter der Komposition K(T )

∼→ K(X) ↪→ K((X)) auch als
die Laurententwicklung von f um den Entwicklungspunkt p. Meist schreibt
man in einer Laurententwicklung statt X auch (T − p). So wäre die Laurent-
entwicklung von f = T 2/(T − 1) um den Entwicklungspunkt T = 1 etwa die
endliche Laurentreihe (T − 1)−1 + 2 + (T − 1).

Satz 3.5.5.12 (Partialbruchzerlegung). Gegeben ein algebraisch abgeschlosse-
ner Körper K wird eine K-Basis des Funktionenkörpers K(X) gebildet von ers-
tens den Potenzen der Variablen (Xn)n≥1 mitsamt zweitens den Potenzen der In-
versen der Linearfaktoren ((X − a)−n)n≥1, a∈K zuzüglich drittens der Eins 1 ∈
K(X).

3.5.5.13. Eine Darstellung einer rationalen Funktion als Linearkombination der
Elemente dieser Basis nennt man eine Partialbruchzerlegung unserer rationa-
len Funktion. Anschaulich scheint mir zumindest die lineare Unabhängigkeit der
behaupteten Basis recht einsichtig: Polstellen an verschiedenen Punkten können
sich ebensowenig gegenseitig aufheben wie Polstellen verschiedener Ordnung an
einem vorgegebenen Punkt. Alle rationalen Funktionen mag man auffassen als
Funktionen auf der projektiven Gerade P1K aus 5.1.4.18 und die (Xn)n≥1 als
Funktionen, die „eine Polstelle der Ordnung n im Unendlichen haben“. Das ist
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auch der Grund dafür, daß ich die 1 im Satz oben extra aufgeführt habe und nicht
stattdessen einfach kürzer (Xn)n≥0 schreibe.

3.5.5.14. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Körper, so sind die Polstellen ei-
nes Elements f ∈ K(X) im Sinne von 20.3.4.1 genau die Elemente a ∈ K mit der
Eigenschaft, daß für ein n ≥ 1 der Term (X − a)−n mit von Null verschiedenem
Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung von f auftritt.

Ergänzung 3.5.5.15. In Büchern zur Analysis findet man oft eine Variante dieses
Satzes für den Körper K = R : In diesem Fall werden die im Satz beschriebenen
Elemente ergänzt zu einer Basis durch die Elemente 1/((X−λ)(X− λ̄))n und die
Elemente X/((X−λ)(X− λ̄))n für λ ∈ Cmit positivem Imaginärteil und n ≥ 1
beliebig, wie der Leser zur Übung selbst zeigen mag. Eine Verallgemeinerung auf
den Fall eines beliebigen Körpers K wird in 6.3.7.16 diskutiert.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß unsere Familie den Funktionenkörper als K-
Vektorraum erzeugt. Sei also f ∈ K(X) dargestellt als Quotient von zwei Poly-
nomen f = P/Q mit Q 6= 0. Wir argumentieren mit Induktion über den Grad
von Q. Ist Q konstant, so haben wir schon gewonnen. Sonst besitzt Q eine Null-
stelle µ ∈ K und wir können schreiben Q(x) = (X − µ)mQ̃(x) mit m ≥ 1 und
Q̃(µ) 6= 0. Dann nehmen wir c = P (µ)/Q̃(µ) und betrachten die Funktion

P

Q
− c

(X − µ)m
=

P − cQ̃
(X − µ)mQ̃

Aufgrund unserer Wahl von c hat der Zähler auf der rechten Seite eine Nullstelle
bei X = µ, wir können im Bruch also (X − µ) kürzen, und eine offensichtliche
Induktion über dem Grad des Polynoms Q beendet den Beweis. Zum Beweis der
linearen Unabhängigkeit betrachten wir eine Linearkombination unserer Basis in
spe, die die Nullfunktion darstellt. Sei c(X − a)−n ein Summand darin mit n ≥ 1
größtmöglich für die gewählte Polstelle a. So multiplizieren wir mit (X − a)n

und werten aus bei a im Sinne von 3.5.5.6 und finden, daß schon c = 0 gegolten
haben muß. So argumentieren wir alle Polstellen weg, und daß die nichtnegati-
ven Potenzen von X linear unabhängig sind folgt ja schon aus der Definition des
Polynomrings.

3.5.5.16 (Berechnung einer Partialbruchzerlegung). Will man konkret eine Par-
tialbruchzerlegung bestimmen, so rate ich dazu, mit einer Polynomdivision zu be-
ginnen und P = AQ + R zu schreiben mit Polynomen A und R derart, daß der
Grad von R echt kleiner ist als der Grad von Q. Wir erhalten P/Q = A + R/Q,
und in der Partialbruchzerlegung vonR/Q tritt dann kein polynomialer Summand
mehr auf. Die Polstellen-Summanden gehören dann alle zu Nullstellen von Q und
ihr Grad ist beschränkt durch die Vielfachheit der entsprechenden Nullstelle von
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Q. Nun setzen wir die Koeffizienten unserer Linearkombination als Unbestimm-
te an, für die wir dann ein lineares Gleichungssystem erhalten, das wir mit den
üblichen Verfahren lösen.

Beispiel 3.5.5.17. Wir bestimmen von (X4 + 2X2)/(X2 + 2X + 1) die Partial-
bruchzerlegung. Die Polynomdivision haben wir bereits in 3.5.3.16 durchgeführt
und X4 + 2X2 = (X2 − 2X + 5)(X2 + 2X + 1)− 8X − 5 erhalten, so daß sich
unser Bruch vereinfacht zu

X4 + 2X2

X2 + 2X + 1
= X2 − 2X + 5− 8X + 5

X2 + 2X + 1

Jetzt zerlegen wir den Nenner in Linearfaktoren X2 + 2X + 1 = (X + 1)2 und
dürfen nach unserem Satz über die Partialbruchzerlegung

8X + 5

(X + 1)2
=

a

X + 1
+

b

(X + 1)2

ansetzen, woraus sich ergibt 8X + 5 = aX + a+ b und damit a = 8 und b = −3.
Die Partialbruchzerlegung unserer ursprünglichen Funktion hat also die Gestalt

X4 + 2X2

X2 + 2X + 1
= X2 − 2X + 5− 8

X + 1
+

3

(X + 1)2

3.5.5.18 (Geschlossene Darstellung der Fibonacci-Zahlen). Wir bilden die so-
genannte erzeugende Funktion der Fibonacci-Folge alias die formale Potenzrei-
he f(x) =

∑
n≥0 fnx

n mit den Fibonacci-Zahlen aus 1.1.2.2 als Koeffizienten.
Die Rekursionsformel für Fibonacci-Zahlen fn+2 = fn+1 + fn liefert unmittelbar
xf(x) + x2f(x) = f(x) − x. Wir folgern (1 − x − x2)f(x) = x. Umgekehrt
hat jede formale Potenzreihe, die diese Identität erfüllt, die Fibonacci-Zahlen als
Koeffizienten. Es gilt also, die Funktion x/(1−x−x2) in eine Potenzreihe zu ent-
wickeln. Dazu erinnern wir Satz 3.5.5.12 über die Partialbruchzerlegung, schrei-
ben x2 + x − 1 = (x + α)(x + β) mit α = 1

2
+ 1

2

√
5 und β = 1

2
− 1

2

√
5 und

dürfen x/(1 − x − x2) = a/(x + α) + b/(x + β) ansetzen. Zur Vereinfachung
der weiteren Rechnungen erinnern wir αβ = −1 und variieren unseren Ansatz
zu x/(1 − x − x2) = c/(1 − xα) + d/(1 − xβ). Das führt zu c + d = 0 alias
c = −d und αc + βd = −1 alias c = 1/(β − α) = 1/

√
5. Die Entwicklung

unserer Brüche in eine geometrische Reihe nach 3.5.5.10 liefert damit im Ring
der formalen Potenzreihen die Identität

x

1− x− x2
=
∑
i≥0

(xα)i√
5
− (xβ)i√

5
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und für den Koeffizienten von xi alias die i-te Fibonacci-Zahl fi ergibt sich wie in
1.1.2.2 die Darstellung

fi =
1√
5

(
1 +
√

5

2

)i

− 1√
5

(
1−
√

5

2

)i

Übungen

Übung 3.5.5.19. Man zeige: Besitzt ein kommutativer Integritätsbereich R eine
Anordnung ≤, unter der er im Sinne von 10.2.2.8 ein angeordneter Ring wird,
so besitzt sein Quotientenkörper QuotR genau eine Struktur als angeordneter
Körper, für die die kanonische Einbettung R ↪→ QuotR mit der Anordnung ver-
träglich alias monoton wachsend ist. Speziell erhalten wir so die übliche Anord-
nung auf Q = QuotZ.

Ergänzende Übung 3.5.5.20. Gegeben ein unendlicher Körper K und eine von
Null verschiedene rationale Funktion f ∈ K(X)× sind die Polstellen von f genau
die Nullstellen von (1/f), als da heißt, die Stellen aus dem Definitionsbereich
von (1/f), an denen diese Funktion den Wert Null annimmt. Fassen wir genauer
f als Abbildung f : K → K t {∞} auf, so entspricht (1/f) der Abbildung
a 7→ f(a)−1, wenn wir 0−1 =∞ und∞−1 = 0 vereinbaren.

Übung 3.5.5.21. IstK ein algebraisch abgeschlossener Körper, so nimmt eine von
Null verschiedene rationale Funktion f ∈ K(X)× auf ihrem Definitionsbereich
fast jeden Wert an gleichviel Stellen an, genauer an n = max(grad g, gradh)
Stellen für f = g/h eine unkürzbare Darstellung als Quotient zweier Polynome.
In anderen Worten haben unter f : D(f) → K fast alle Punkte a ∈ K genau n
Urbilder.

Übung 3.5.5.22. Sei P ∈ Q(X) gegeben. Man zeige: Gibt es eine Folge ganzer
Zahlen aus dem Definitionsbereich unserer rationalen Funktion an ∈ Z ∩ D(P )
mit an →∞ und P (an) ∈ Z für alle n, so ist P bereits ein Polynom P ∈ Q[X].

Übung 3.5.5.23. Sei K ein Köper und seien f, g ∈ K(X) gegeben. Man zeige:
Gibt es unendlich viele Punkte aus dem gemeinsamen Definitionsbereich D(f) ∩
D(g), an denen f und g denselben Wert annehmen, so gilt bereits f = g inK(X).

Ergänzende Übung 3.5.5.24. Man zeige, daß im Körper Q((X)) jede formale Po-
tenzreihe mit konstantem Koeffizienten Eins eine Quadratwurzel besitzt. Die Qua-
dratwurzel von (1 +X) kann sogar durch die binomische Reihe 10.6.1.23 explizit
angegeben werden, aber das sieht man leichter mit den Methoden der Analysis.

Übung 3.5.5.25. Man bestimme die Partialbruchzerlegung von 1/(1 + X4) in
C(X).
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Übung 3.5.5.26. Man zeige, daß bei einem Bruch P (T )/(T n(T −1)m) mit Zähler
P (T ) ∈ Z[T ] auch alle Koeffizienten bei der Partialbruchzerlegung ganze Zahlen
sind.

Übung 3.5.5.27. Man bearbeite nocheinmal die Übungen 1.1.2.10 und 1.1.2.11.

Übung 3.5.5.28 (Verknüpfung rationaler Funktionen). Ist K ein Körper und
P ∈ K[X] ein von Null verschiedenes Polynom, so liegt jede Nullstelle von P
im größeren Körper K(Y ) ⊃ K bereits im Teilkörper K. Gegeben f ∈ K(X)
gehört mithin jedes g ∈ K(Y )\K zum Definitionsbereich von f und wir können
mithin setzen

f ◦ g := f(g) ∈ K(Y )

Man zeige, daß die K-linearen Körperhomomorphismen ϕ : K(X)→ K(Y ) alle
die Gestalt ϕ : f 7→ f ◦ g haben für g = ϕ(X) ∈ K(Y )\K. Sind f und g beide
nicht konstant, so ist auch f ◦ g nicht konstant. Gegeben f, g, h ∈ K(X)\K zeige
man die Assoziativität (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h). Unsere Abbildung K(X) →
Ens(K,Kt{∞}) kann zu einer Abbildung K(X)→ Ens(Kt{∞}) fortgesetzt
werden, indem wir für f = P/Q den Wert f(∞) erklären als den Quotienten
an/bn der Leitkoeffizienten, falls P und Q denselben Grad n haben, und∞ falls
der Grad von P größer ist als der von Q, und 0 falls er kleiner ist. So erhalten wir
einen Monoidhomomorphismus (K(X), ◦) → (Ens(K t {∞}), ◦), der im Fall
eines unendlichen Körpers K injektiv ist.

Übung 3.5.5.29 (Quotientenkörper von Ringen formaler Potenzreihen). Ge-
geben ein kommutativer Integritätsbereich R zeige man, daß die universelle Ei-
genschaft des Quotientenkörpers einen Körperisomorphismus

Quot(RJXK) ∼→ (QuotR)((X))

induziert. Induktiv erhalten wir so etwa für jeden Körper K einen Körperisomor-
phismus (

K((X))
)
((Y ))

∼→
(
K((Y ))

)
((X))

Zum Beispiel ist (X − Y )−1 = X−1(1 − Y/X)−1 =
∑

n≥0X
−n−1Y n die Dar-

stellung eines Elements auf der linken Seite, das auf der rechten Seite auf den
Ausdruck

∑
n≥0−Y −n−1Xn abgebildet wird.

3.5.6 Quaternionen*
3.5.6.1. Dieser Abschnitt ist für den Rest der Vorlesung unerheblich. Allerdings
gehören die Quaternionen zur mathematischen Allgemeinbildung.

Definition 3.5.6.2. Ein Schiefkörper ist ein Ring R, der nicht der Nullring ist
und in dem alle von Null verschiedenen Elemente Einheiten sind. Auf englisch
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sagt man skew field, auf französisch corps gauche. Gleichbedeutend spricht man
auch von einem Divisionsring.

Satz 3.5.6.3 (Quaternionen). Es gibt Fünftupel (H, i, j, k, κ) bestehend aus einem
Ring H, Elementen i, j, k ∈ H und einem Ringhomomorphismus κ : R → H
derart, daß gilt

i2 = j2 = k2 = i j k = −1

und κ(a)q = qκ(a) ∀a ∈ R, q ∈ H und daß 1, i, j, k eine Basis von H bilden für
die durch die Vorschrift R × H → H, (a, q) 7→ κ(a)q auf H gegebene Struktur
als R-Vektorraum. Des weiteren ist in einem derartigem Fünftupel der RingH ein
Schiefkörper.

3.5.6.4. Ein derartiges Fünftupel ist im wesentlichen eindeutig bestimmt in der
offensichtlichen Weise. Um das zu sehen beachten wir, daß durch Multiplikation
der letzten Gleichung von rechts mit k folgt i j = k und durch Invertieren beider
Seiten weiter j i = − k. Von da ausgehend erhalten wir unmittelbar die Formeln

i j = k = − j i, j k = i = − k j, k i = j = − i k,

und so die Eindeutigkeit. Wegen dieser Eindeutigkeit erlauben wir uns den be-
stimmten Artikel und nennenH den Schiefkörper der Quaternionen, da er nämlich
als Vektorraum über den reellen Zahlen die Dimension Vier hat, oder auch den
Schiefkörper der Hamilton’schen Zahlen nach seinem Erfinder Hamilton. Wei-
ter kürzen wir für reelle Zahlen a ∈ R meist κ(a) = a ab. Jedes Element q ∈ H
hat also die Gestalt

q = a+ b i +c j +d k

mit wohlbestimmten a, b, c, d ∈ R. Die Abbildung C ↪→ H mit a + biC 7→ a + bi
ist ein Ringhomomorphismus und wir machen auch für komplexe Zahlen meist
in der Notation keinen Unterschied zwischen unserer Zahl und ihrem Bild in H
unter obiger Einbettung. In 6.3.12.2 diskutieren wir, warum und in welcher Weise
R,C und H bis auf Isomorphismus die einzigen Schiefkörper endlicher Dimensi-
on „über dem Körper R“ sind.

3.5.6.5. Auch die Abbildungen C → H mit a + biC 7→ a + bj oder mit a +
biC 7→ a + bk sind Ringhomomorphismen, und wir werden bald sehen, daß es
sogar unendlich viele R-lineare Ringhomomorphismen, ja eine ganze 3-Sphäre
von R-linearen Ringhomomorphismen C→ H gibt.

3.5.6.6. Hamilton war von seiner Entdeckung so begeistert, daß er eine Gedenk-
tafel an der Dubliner Broom Bridge anbringen ließ, auf der zu lesen ist: „Here
as he walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a
flash of genius discovered the fundamental formula for quaternion multiplication
i2 = j2 = k2 = i j k = −1 & cut it on a stone of this bridge“.
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Beweis. Bezeichne H die Menge aller komplexen (2× 2)-Matrizen der Gestalt

H =

{(
z

ȳ

−y
z̄

)∣∣∣∣ z, y ∈ C} ⊂ Mat(2;C)

Die Addition und Multiplikation von Matrizen induziert offensichtlich eine Addi-
tion und Multiplikation aufH und wir erhalten eine EinbettungC ↪→ H vermittels
z 7→ diag(z, z̄). Das Bilden der konjugierten transponierten Matrix definiert einen
Antiautomorphismus q 7→ q̄ von H, in Formeln qw = w̄q̄, und qq̄ ist für q 6= 0
stets positiv und reell. Folglich ist H ein Schiefkörper. Wir fassen C meist als
Teilmenge von H auf vermittels der eben erklärten Einbettung, aber vorerst un-
terscheiden wir noch zwischen den komplexen Zahlen 1C, iC und den Matrizen
1 = diag(1C, 1C), i = diag(iC,− iC). Unser H hat dann über R die Basis 1, i, j, k
mit i := diag(iC,− iC) und

j :=

(
0

−1

1

0

)
und k :=

(
0

iC

iC
0

)
und es gilt

i2 = j2 = k2 = i j k = −1

3.5.6.7. Jede zyklische Vertauschung von i, j, k liefert einen Automorphismus der
Quaternionen. Die Konjugation q 7→ q̄ aus der im Beweis gegebenen Konstruktion
hat in der Basis 1, i, j, k die Gestalt

a+ b i +c j +d k = a− b i−c j−d k

und hat wie bereits erwähnt die Eigenschaft qw = w̄q̄. Gegeben ein Quaterni-
on q = a + b i +c j +d k nennt man a = (q + q̄)/2 seinen Realteil und schreibt
a = Re(q). Für q = a + b i +c j +d k ist qq̄ = q̄q = a2 + b2 + c2 + d2 und
man setzt |q| =

√
qq̄ und nennt diese reelle Zahl den Betrag unseres Quaterni-

ons. Offensichtlich kann für q 6= 0 sein Inverses durch die Formel q−1 = q̄/|q|2
angegeben werden. Offensichtlich gilt dann |qw| = |q||w| für alle q, w ∈ H und
die Gruppe aller Quaternionen der Länge Eins besteht genau aus allen unitären
(2× 2)-Matrizen mit Determinante Eins. Darin enthalten ist die Untergruppe der
acht Quaternionen {±1,± i,± j,± k}, die sogenannte Quaternionengruppe, von
deren Multiplikationstabelle Hamilton bei seiner Konstruktion ausgegangen war.
Vorschau 3.5.6.8. Gegeben ein Kring R mitsamt einem selbstinversen Ringho-
momorphismus R → R, r 7→ r̄ und einem Element v ∈ R mit v̄ = v bildet
allgemeiner die Menge aller (2× 2)-Matrizen der Gestalt

H =

{(
z

ȳ

vy

z̄

)∣∣∣∣ z, y ∈ R} ⊂ Mat(2;R)

einen Teilring des Matrizenrings. Derartige Ringe heißen Quaternionenringe.
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3.5.6.9. Es gibt außer der Identität nur einen R-linearen Körperhomomorphismus
C→ C, nämlich die komplexe Konjugation. Im Fall der Quaternionen liefert da-
hingegen jede von Null verschiedene Quaternion q ∈ H× einen R-linearen Ring-
homomorphismus int q : H → H, w 7→ qwq−1, und int q = int q′ impliziert
bereits Rq = Rq′.

Übungen

Übung 3.5.6.10. Man zeige, daß es für jedes Quaternion q mit Realteil Re q = 0
und Betrag |q| = 1 einen R-linearen Ringhomomorphismus C → H gibt mit
iC 7→ q.

Ergänzende Übung 3.5.6.11. Man zeige: Sind zwei natürliche Zahlen jeweils eine
Summe von vier Quadraten, so auch ihr Produkt. Diese Erkenntnis ist ein wich-
tiger Schritt bei einem Beweis des sogenannten Vier-Quadrate-Satzes von La-
grange, nach dem jede natürliche Zahl eine Summe von vier Quadratzahlen ist,
etwa 3 = 12 + 12 + 12 + 02 oder 23 = 32 + 32 + 22 + 12.
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3.6 Determinanten und Eigenwerte

3.6.1 Das Signum einer Permutation

3.6.1.1. Wir beginnen hier mit dem Studium der sogenannten „symmetrischen
Gruppen“. Mehr dazu können Sie später in 6.1.5 lernen.

Definition 3.6.1.2. Die Gruppe aller Permutationen alias bijektiven Selbstabbil-
dungen der Menge {1, 2, . . . , n} notieren wir

Sn := Ens×{1, 2, . . . , n}

Sie heißt auch die n-te symmetrische Gruppe. Nach 2.1.5.15 hat diese Gruppe
|Sn| = n! Elemente. Viele Autoren verwenden statt Sn auch die alternative Nota-
tion Σn. Eine Permutation, die zwei Elemente unserer Menge vertauscht und alle
anderen Elemente festhält, heißt eine Transposition.

Definition 3.6.1.3. Ein Fehlstand einer Permutation σ ∈ Sn ist ein Paar (i, j) mit
1 ≤ i < j ≤ n aber σ(i) > σ(j). Die Zahl der Fehlstände heißt die Länge l(σ)
unserer Permutation, in Formeln

l(σ) := |{(i, j) | i < j aber σ(i) > σ(j)}|

Das Signum einer Permutation ist definiert als die Parität der Zahl ihrer Fehl-
stände, in Formeln

sgn(σ) = (−1)l(σ)

Eine Permutation mit Signum +1 alias gerader Länge heißt eine gerade Permu-
tation, eine Permutation mit Signum −1 alias ungerader Länge eine ungerade
Permutation.

Beispiel 3.6.1.4. Die Identität von Sn ist jeweils die einzige Permutation der Men-
ge {1, . . . , n} der Länge Null. Die Transposition, die die Zahlen i und j ver-
tauscht, hat die Länge 2|i − j| − 1, wie auch nebenstehendes Bild zeigt, und ist
insbesondere stets ungerade.

Lemma 3.6.1.5 (Multiplikativität des Signums). Für jede natürliche Zahl n ist
unser Signum ein Gruppenhomomorphismus sgn : Sn → {1,−1} von der sym-
metrischen Gruppe Sn in die zweielementige Gruppe der Vorzeichen, in Formeln
gilt also

sgn(στ) = sgn(σ) sgn(τ) ∀σ, τ ∈ Sn
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Diese Bilder illustrieren zwei mögliche Anschauungen für die Länge einer
Permutation, in diesem Fall der Permutation σ ∈ S6 mit 1 7→ 2, 2 7→ 4, 3 7→ 1,
4 7→ 5, 5 7→ 3 und 6 7→ 6 : Im oberen Bild ist die Länge ganz offensichtlich die
„Zahl der Kreuzungen von Abbildungspfeilen“, in unserem Fall haben wir also
l(σ) = 4. Im unteren Bild habe ich unter jede Zahl n jeweils σ(n) geschrieben
und dann gleiche Zahlen verbunden, und hier ist ähnlich l(σ) = 4 gerade die

„Zahl der Kreuzungen solcher Verbindungslinien“. Der Leser sei ermutigt, sich
auch die Produktformel für das Signum 3.6.1.5 mithilfe dieser Bilder anschaulich

zu machen.
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Die Transposition, die i und j vertauscht, hat genau 2|i− j| − 1 Fehlstände.
Insbesondere ist jede Transposition ungerade.
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Gar kein Beweis. Wir interpretieren Fehlstände als „Kreuzungspunkte“. Hängen
wir zwei unserer Bilder aneinander, so ist anschaulich klar, daß sich die Zahl der
Fehlstände der Komposition alias die „Zahl Kreuzungspunkte nach dem Glatt-
ziehen“ von der Summe der Zahlen der Fehlstände der Faktoren alias der „Zahl
Kreuzungspunkte vor dem Glattziehen“ nur um eine gerade Zahl unterscheiden
kann.

Erster Beweis. Wir vereinbaren speziell für diesen Beweis für das Vorzeichen ei-
ner von Null verschiedenen ganzen Zahl a ∈ Z\0 die Notation [a] := a/|a| ∈
{1,−1}. Damit können wir das Signum einer Permutation σ dann auch schreiben
als

sgn(σ) =
∏
i<j

[σ(j)− σ(i)]

Für eine beliebige weitere Permutation τ finden wir dann∏
i<j

[στ(j)− στ(i)] =
∏
i<j

[σ(τ(j))− σ(τ(i))]

[τ(j)− τ(i)]

∏
i<j

[τ(j)− τ(i)]

Da nun aber für eine beliebige weitere Permutation τ auch die {τ(j), τ(i)} für
i < j genau die zweielementigen Teilmengen von {1, . . . , n} durchlaufen, gilt für
eine beliebige weitere Permutation τ auch die Formel

sgn(σ) =
∏
i<j

[σ(τ(j))− σ(τ(i))]

[τ(j)− τ(i)]

Das zeigt die Behauptung.

Zweiter Beweis. Wir betrachten den Polynomring Z[X1, . . . , Xn] aus 3.5.3.30.
Für jede Permutation σ ∈ Sn erklären wir für diesen Ring einen Ringhomo-
morphismus σ : Z[X1, . . . , Xn] → Z[X1, . . . , Xn] zu sich selber vermittels der
Vertauschung der Variablen, in Formeln σ : Xi 7→ Xσ(i). Dann gilt für jedes
Polynom P sicher τ(σP ) = (τσ)P . Betrachten wir nun speziell das Polynom

P =
∏
i<j

(Xi −Xj)

Offensichtlich gilt σP = sgn(σ)P . Damit folgt aber unmittelbar die von der Mitte
aus zu entwickelnde Gleichungskette

sgn(τ) sgn(σ)P = τ(σP ) = (τσ)P = sgn(τσ)P

Daraus folgt dann die Behauptung.

Ergänzung 3.6.1.6. Für jedes n bilden die geraden Permutationen als Kern eines
Gruppenhomomorphismus nach 2.2.3.21 eine Untergruppe von Sn. Diese Gruppe
heißt die alternierende Gruppe und wird An notiert.
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Übungen

Übung 3.6.1.7. Die Permutation σ ∈ Sn, die i ganz nach vorne schiebt ohne die
Reihenfolge der übrigen Elemente zu ändern, hat (i− 1) Fehlstände und folglich
das Signum sgn(σ) = (−1)i−1.

Übung 3.6.1.8. Jede Permutation einer endlichen angeordneten Menge läßt sich
darstellen als eine Verknüpfung von Transpositionen benachbarter Elemente.

Ergänzende Übung 3.6.1.9. Ist T eine endliche Menge, so gibt es genau einen
Gruppenhomomorphismus

sign : Ens×(T )→ {1,−1}

derart, von der Gruppe der Permutationen von T in die zweielementige Gruppe
der Vorzeichen derart, daß jede Transposition auf (−1) abgebildet wird. Im Fall
|T | ≥ 2 ist das sogar der einzige surjektive Gruppenhomomorphismus zwischen
besagten Gruppen. Wir nennen unseren Gruppenhomomorphismus auch in dieser
Allgemeinheit das Signum und kürzen ihn wieder mit sign = sgn ab. Auch in
dieser Allgemeinheit nennen wir eine Permutation mit Signum +1 gerade, und
eine Permutation mit Signum −1 ungerade. Es ist allerdings nicht mehr sinnvoll,
in dieser Allgemeinheit von der „Länge“ einer Permutation zu reden.

Übung 3.6.1.10. Die symmetrische Gruppe Sn wird erzeugt von der Transposition
τ der Elemente 1 und 2 zusammen mit der „zyklischen Vertauschung“ σ : i 7→
i + 1 für 1 ≤ i < n und n 7→ 1. Die symmetrische Gruppe S5 wird sogar erzeugt
von der „zyklischen Vertauschung“ und einer beliebigen weiteren Transposition τ .
Mutige zeigen stärker: Die symmetrische Gruppe Sp für eine beliebige Primzahl
p wird erzeugt von der „zyklischen Vertauschung“ und einer beliebigen weiteren
Transposition τ .

Übung 3.6.1.11. Man gebe einen Gruppenisomorphismus S3
∼→ GL(2;F2) an.

Übung 3.6.1.12. Eine Permutation einer Menge, die „von vier Elementen unserer
Menge erst Zwei vertauscht und dann auch noch die anderen beiden vertauscht“,
heißt eine Doppeltranspositionen. Man zeige, daß in der symmetrischen Grup-
pe S4 die drei Doppeltranspositionen zusammen mit dem neutralen Element eine
Untergruppe bilden, die isomorph ist zur Klein’schen Vierergruppe Z/2Z×Z/2Z.

3.6.2 Determinante und ihre Bedeutung

Definition 3.6.2.1. Seien K ein Kring und n ∈ N. Die Determinante ist die
Abbildung det : Mat(n;K)→ K von den quadratischen Matrizen mit Einträgen
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in unserem Kring in besagten Kring selbst, die gegeben wird durch die Vorschrift

A =

 a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

 7→ detA :=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) . . . anσ(n)

Summiert wird über alle Permutationen von n und der Vorfaktor sgn(σ) meint
das Signum der Permutation σ nach 3.6.1.3. Unsere Formel heißt die Leibniz-
Formel. Für den Extremfall n = 0 der „leeren Matrix“ ist zu verstehen, daß ihr
die Determinante 1 zugeordnet wird: Formal gibt es genau eine Permutation der
leeren Menge, deren Signum ist Eins, und dies Signum wird multipliziert mit dem
leeren Produkt, das nach unseren Konventionen auch den Wert Eins hat.

3.6.2.2 (Herkunft der Terminologie). Wie wir in 3.6.4.2 sehen werden, bestimmt
alias determiniert die Determinante, ob ein quadratisches lineares Gleichungssys-
tem eindeutig lösbar ist. Daher rührt die Terminologie.

Beispiele 3.6.2.3. Wir erhalten etwa

det(a) = a

det

(
a b
c d

)
= ad− cb

det

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =
a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

−a31a22a13 − a32a23a11 − a33a21a12

Im Fall der (3×3)-Matrizen heißt das manchmal die Jägerzaunformel aus einem
Grund, den die nebenstehende Abbildung illustriert. Für n ≥ 4 macht die Be-
rechnung der Determinante anhand der Leibniz-Formel als Summe von n! ≥ 24
Termen keinen Spaß mehr. Wir besprechen in 3.6.3.9, wie man in diesen Fällen
geschickter vorgehen kann.

Beispiel 3.6.2.4 (Determinanten von Dreiecksmatrizen). Die Determinante ei-
ner oberen Dreiecksmatrix ist das Produkt ihrer Diagonaleinträge. In der Tat ist
die Identität die einzige Permutation σ mit σ(i) ≤ i für alle i, folglich trägt im Fall
einer oberen Dreiecksmatrix in der Leibniz-Formel nur der Summand mit σ = id
zur Determinante bei. Dasselbe gilt für untere Dreiecksmatrizen.

Lemma 3.6.2.5. Die Determinante einer Matrix ändert sich nicht beim Transpo-
nieren, in Formeln

detA> = detA
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Um die Determinante einer (3× 3)-Matrix zu berechnen mag man die erste und
zweite Spalte danebenschreiben und dann die Produkte der drei Dreierdiagonalen

nach rechts unten addieren und davon die Produkte der drei Dreierdiagonalen
nach rechts oben abziehen. Diese Eselsbrücke heißt auch die „Jägerzaunformel“.
Für (4× 4)-Matrizen liefert aber die analoge Regel nicht mehr die Determinante!
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Beweis. Per definitionem gilt detA> =
∑

σ∈Sn sgn(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n. Ist nun
τ = σ−1 die inverse Permutation, so haben wir sgn(τ) = sgn(σ) und darüber
hinaus a1τ(1) . . . anτ(n) = aσ(1)1 . . . aσ(n)n, denn diese Produkte unterscheiden sich
nur in der Reihenfolge ihrer Faktoren. Damit ergibt sich dann wie behauptet

detA> =
∑
τ∈Sn

sgn(τ)a1τ(1) . . . anτ(n)

3.6.2.6 (Schmutzige Anschauung: Betrag der Determinante und Volumen).
Vor der weiteren Entwicklung der Theorie will ich nun zunächst die anschauliche
Bedeutung der Determinante einer Matrix mit reellen Einträgen diskutieren. Ich
beginne mit der anschaulichen Bedeutung des Betrags der Determinante und be-
schränke mich dazu erst einmal auf den Fall n = 2. Hoffentlich ist anschaulich
klar, daß jede lineare Abbildung L : R2 → R2 einen „Flächenveränderungsfak-
tor“ c(L) haben sollte, daß es also dazu eine reelle Konstante c(L) ≥ 0 geben
sollte derart, daß „das Bild unter L eines Flächenstücks U der Fläche vol(U) die
Fläche vol(LU) = c(L) vol(U) hat“. Formal zeigt das die Transformationsformel
13.1.8.1, die für besagte Konstante auch gleich die Formel

c(L) = |detL|

liefert. Ich will diese Formel im folgenden heuristisch begründen. Anschaulich ist
hoffentlich klar, daß unsere durch die Vorschrift L 7→ c(L) gegebene „Flächen-
veränderungsfaktorabbildung“ c : Mat(2;R)→ R≥0 die folgenden Eigenschaften
haben sollte:

1. Sie sollte „multiplikativ“ sein, in Formeln c(LM) = c(L)c(M);

2. Die Streckung einer Achse sollte die Fläche eines Flächenstücks genau
durch Multiplikation mit dem Betrag des Streckfaktors ändern, in Formeln
c(diag(a, 1)) = c(diag(1, a)) = |a|;

3. Scherungen sollten Flächen unverändert lassen, in Formeln c(D) = 1 für D
eine obere oder untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonale.

Da sich nun nach 3.2.5.10 jede Matrix als Produkt von Elementarmatrizen dar-
stellen läßt, kann es höchstens eine Abbildung c : Mat(2;R) → R≥0 geben,
die diese drei Eigenschaften hat. In 3.6.4.1 werden wir für unsere Determinante
die „Multiplikationsformel“ det(LM) = det(L) det(M) zeigen, und zusammen
mit unserer Formel 3.6.2.4 für die Determinante einer oberen oder unteren Drei-
ecksmatrix wird dann auch umgekehrt klar, daß M 7→ |detM | eine Abbildung
mit unseren drei Eigenschaften ist. Das beendet unsere heuristische Argumentati-
on für die Stichhaltigkeit der Anschauung als Flächenveränderungsfaktor für den
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Die Determinante einer block-oberen Dreiecksmatrix ist, wie Sie in Übung
3.6.2.9 zeigen, das Produkt der Determinanten ihrer Blöcke auf der Diagonalen.
Dieses Bild illustriert den Fall von nur zwei Blöcken auf der Diagonalen. Das
Symbol unten links ist eine Null, das Symbol ∗ deutet an, daß unerheblich ist,

was da steht.
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Betrag der Determinante von reellen (2 × 2)-Matrizen. In höheren Dimensionen
liefert dieselbe Argumentation analoge Resultate, insbesondere kann der Betrag
der Determinante einer (3 × 3)-Matrix aufgefaßt werden als der Faktor, um den
die zugehörige lineare Abbildung Volumina ändert. Damit sollte auch anschaulich
klar werden, warum detL 6= 0 gleichbedeutend ist zur Invertierbarkeit von L, was
wir im allgemeinen als 3.6.4.2 zeigen.

3.6.2.7 (Schmutzige Anschauung: Determinantenvorzeichen und Drehsinn).
Das Vorzeichen der Determinante einer invertierbaren reellen (2×2)-Matrix zeigt
anschaulich gesprochen an, „ob die dadurch gegebene lineare Selbstabbildung
der Ebene R2 den Drehsinn erhält oder umkehrt“. Formal prüft man leicht, daß
GL(2;R) genau zwei „Wegzusammenhangskomponenten“ hat, nämlich die Ma-
trizen mit positiver Determinante und die mit negativer Determinante. Dasselbe
gilt für GL(n;R) und n ≥ 1 beliebig, vergleiche 12.7.5.19. Im Fall allgemeiner
angeordneter Körper wird diese anschauliche Erkenntnis ihrerseits unsere Defini-
tion 3.6.5.2 einer „Orientierung“ auf einem Vektorraum über einem angeordne-
ten Körper motivieren. Um die Beziehung zwischen Drehsinn und Determinante
heuristisch zu begründen, können wir ähnlich argumentieren wie zuvor: Zunächst
einmal führen wir ganz heuristisch eine angepaßte Notation ein und erklären für
eine invertierbare lineare Abbildung L : R2 ∼→ R2 ein Vorzeichen ε(L) durch die
Vorschrift

ε(L) =

{
1 L erhält den Drehsinn;
−1 L kehrt den Drehsinn um.

In Formeln ausgedrückt behaupten wir dann also

ε(L) = detL/| detL|

Diese Formel will ich im folgenden heuristisch begründen. Anschaulich ist hof-
fentlich klar, daß unser ε : GL(2;R) → {1,−1} die folgenden Eigenschaften
haben sollte:

1. Es sollte „multiplikativ“ sein, in Formeln ε(LM) = ε(L)ε(M);

2. Die Streckung einer Achse sollte den Drehsinn genau durch die Multipli-
kation mit dem Vorzeichen des Streckfaktors ändern, in Formeln sollte für
a ∈ R× also gelten ε(diag(a, 1)) = ε(diag(1, a)) = a/|a|;

3. Scherungen sollten den Drehsinn nicht ändern, in Formeln sollte also gelten
ε(D) = 1 für D eine obere oder untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der
Diagonale.

Da sich nun nach 3.2.5.10 jede invertierbare Matrix als Produkt von invertier-
baren Elementarmatrizen darstellen läßt, kann es höchstens eine Abbildung ε :
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GL(2;R) → {1,−1} geben, die diese drei Eigenschaften hat. In 3.6.4.1 werden
wir die „Multiplikationsformel“ det(LM) = det(L) det(M) für unsere Deter-
minante zeigen, und zusammen mit unserer Formel 3.6.2.4 für die Determinan-
te einer oberen oder unteren Dreiecksmatrix wird dann umgekehrt auch klar, daß
M 7→ detM/| detM | eine Abbildung mit unseren drei Eigenschaften ist. Das be-
endet unsere heuristische Argumentation für die Stichhaltigkeit der Anschauung
detM/| detM | = ε(L) für das Vorzeichen der Determinante von invertierbaren
(2 × 2)-Matrizen. In höheren Dimensionen liefert eine analoge Argumentation
analoge Resultate. So zeigt etwa das Vorzeichen der Determinante einer invertier-
baren Abbildung L : R3 → R3 an, ob sie die „Händigkeit“ erhält oder vielmehr
„Rechtsgewinde und Linksgewinde vertauscht“.

Ergänzung 3.6.2.8 (Händigkeit und Spiegel). Amüsant ist in diesem Zusammen-
hang die naive Frage, warum ein Spiegel „rechts und links vertauscht, aber nicht
oben und unten“. Die Antwort lautet, daß ein Spiegel ebensowenig rechts und
links vertauscht wie oben und unten, sondern vielmehr vorne und hinten. Wir ver-
suchen nur unbewußt, uns so gut wie möglich mit unserem Spiegelbild zu iden-
tifizieren, indem wir hinter den Spiegel treten, in Formeln also durch eine 180◦-
Drehung im Raum um eine geeignete vertikale Achse im Spiegel. Dann stellen
wir fest, daß das zwar fast gelingt aber nicht ganz, und daß genauer die Verk-
nüpfung der Spiegelung am Spiegel mit dieser Drehung gerade eine Spiegelung
ist, die rechts und links vertauscht.

Übungen

Übung 3.6.2.9. Die Determinante einer block-oberen Dreiecksmatrix ist das Pro-
dukt der Determinanten ihrer Blöcke auf der Diagonalen. Hinweis: Man variiere
das Argument für 3.6.2.4.

Übung 3.6.2.10. Man betrachte die (n × n)-Matrix mit Einträgen (−1) oberhalb
der Diagonalen und 1 auf und unterhalb der Diagonalen und zeige, daß ihre De-
terminante n! ist.

3.6.3 Charakterisierung der Determinante
Definition 3.6.3.1. Seien V, U Vektorräume über einem Körper K. Eine bilineare
Abbildung F : V × V → U heißt symmetrisch, wenn gilt

F (v, w) = F (w, v) ∀v, w ∈ V

Eine bilineare Abbildung F : V × V → U heißt alternierend, wenn gilt

F (v, v) = 0 ∀v ∈ V
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3.6.3.2 (Herkunft der Bezeichnung „alternierend“). Gegeben eine bilineare
Abbildung F : V × V → U mit der Eigenschaft F (v, v) = 0 ∀v ∈ V , die
also im Sinne unserer Definition 3.6.3.1 alternierend ist, gilt stets

F (v, w) = −F (w, v) ∀v, w ∈ V

In der Tat haben wir

0 = F (v + w, v + w)

= F (v, v + w) + F (w, v + w)

= F (v, v) + F (v, w) + F (w, v) + F (w,w)

= F (v, w) + F (w, v)

Gilt umgekehrt F (v, w) = −F (w, v) ∀v, w ∈ V , so folgt F (v, v) = −F (v, v)
alias (1K + 1K)F (v, v) = 0K für alle v ∈ V , und haben wir 1K + 1K 6= 0K alias
charK 6= 2, so folgt daraus auch wieder F (v, v) = 0.
3.6.3.3. Man mag eine bilineare Abbildung F : V × V → U antisymmetrisch
nennen, wenn gilt F (v, w) = −F (w, v) für alle v, w. Damit sind allerdings in
Charakteristik Zwei symmetrische Bilinearformen dasselbe wie antisymmetrische
Bilinearformen.

Definition 3.6.3.4. Seien V1, . . . , Vn,W Vektorräume über einem KörperK. Eine
Abbildung F : V1× . . .× Vn → W alias Multiabbildung F : V1g . . .g Vn → W
heißt multilinear, wenn für alle j und alle für i 6= j beliebig aber fest gewähl-
ten vi ∈ Vi die Abbildung Vj → W , vj 7→ F (v1, . . . , vj, . . . , vn) linear ist. Für
die Menge aller derartigen multilinearen Abbildungen verwenden wir analog zum
Fall bilinearer Abbildungen die beiden Notationen

HomK(V1 g V2 g . . .g Vn,W ) = Hom(n)(V1 × V2 × . . .× Vn,W )

Im Fall n = 2 erhalten wir unsere bilinearen Abbildungen aus 3.2.3.8. Im Fall
n = 1 erhalten wir unsere linearen Abbildungen. Im Fall n = 0 verwenden wir die
Notationen HomK(g,W ) = Hom

(0)
K ({∗},W ) für die Menge aller 0-multilinearen

Abbildungen vom leeren Produkt nach W alias aller beliebigen Abbildungen von
der einelementigen Menge ens = {∗} nach W . Das Auswerten bei ∗ liefert da-
mit eine Bijektion HomK(g,W )

∼→ W . Wir werden sie in der Notation oft so
behandeln, als seien diese Mengen schlicht gleich.

Definition 3.6.3.5. Seien V,W Vektorräume über einem Körper K. Eine mul-
tilineare Abbildung F : V × . . . × V → W heißt alternierend, wenn sie auf
jedem n-Tupel verschwindet, in dem zwei Einträge übereinstimmen, wenn also in
Formeln gilt

(∃i 6= j mit vi = vj) ⇒ F (v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . vn) = 0
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Wir verwenden für den Raum aller derartigen alternierenden multilinearen Ab-
bildungen die Notation Altn(V,W ). Ist W = K der Grundkörper, so sprechen
wir von Multilinearformen und verwenden die abkürzende Notation Altn(V ) :=
Altn(V,K).

3.6.3.6. Sei F : V × . . . × V → W eine alternierende multilineare Abbildung.
Mit 3.6.3.2 folgt, daß sich das Vorzeichen von F ändert, wann immer man zwei
Einträge vertauscht, in Formeln

F (v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn) = −F (v1, . . . , vj, n . . . , vi, . . . , vn)

Im Fall eines Grundkörpers einer von Zwei verschiedenen Charakteristik erhält
man wieder mit 3.6.3.2 auch die umgekehrte Implikation.

Satz 3.6.3.7 (Charakterisierung der Determinante). IstK ein Körper, so ist die
Determinante die einzige Abbildung det : Mat(n;K) → K, die multilinear und
alternierend ist als Funktion der n Spaltenvektoren und die der Einheitsmatrix die
Eins zuordnet.

Beweis. Daß unsere in 3.6.2.1 durch die Leibniz-Formel definierte Determinan-
te multilinear ist und der Einheitsmatrix die Eins zuordnet, scheint mir offen-
sichtlich. Stimmen weiter zwei Spalten einer Matrix überein, so verschwindet
ihre Determinante, denn für τ ∈ Sn die Transposition der entsprechenden In-
dizes gilt a1σ(1) . . . anσ(n) = a1τσ(1) . . . anτσ(n) und sgn(σ) = − sgn(τσ), so daß
sich in der Leibniz-Formel die entsprechenden Terme gerade wegheben. Unse-
re durch die Leibniz-Formel gegebene Abbildung hat also die geforderten Ei-
genschaften, und es gilt nur noch zu zeigen, daß es keine weiteren Abbildungen
d : Mat(n;K) → K mit den besagten Eigenschaften gibt. Nach 3.6.3.10 ist nun
eine multilineare Abbildung festgelegt und festlegbar durch ihre Werte auf Tupeln
von Basisvektoren. Insbesondere kennen wir aber unsere multilineare Abbildung
d bereits, wenn wir ihre Werte

d(eσ(1)| . . . |eσ(n))

kennen für alle Abbildungen σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Ist d zusätzlich al-
ternierend, so gilt d(eσ(1)| . . . |eσ(n)) = 0, falls σ nicht injektiv ist, und für jede
Transposition τ haben wir d(eστ(1)| . . . |eστ(n)) = −d(eσ(1)| . . . |eσ(n)). Da nach
3.6.1.8 die Transpositionen die symmetrische Gruppe erzeugen, folgt daraus

d(eσ(1)| . . . |eσ(n)) =

{
sgn(σ)d(e1| . . . |en) σ ∈ Sn;

0 sonst.

Erfüllt d dann auch noch unsere Bedingung d(e1| . . . |en) = 1 für die Determinante
der Einheitsmatrix, so folgt sofort d = det.
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3.6.3.8 (Multilineare alternierende Funktionen auf Matrizen). Im allgemeinen
folgt über einem beliebigen Körper K mit den Argumenten des vorhergehenden
Beweises für jede Abbildung d : Mat(n;K) → K, die multilinear und alternie-
rend ist als Funktion der n Spaltenvektoren, die Formel

d = d(e1| . . . |en) det

Das brauchen wir für den vorhergehenden Beweis zwar schon gar nicht mehr zu
wissen, es wird sich aber beim Beweis der Multiplikativität der Determinante als
hilfreich erweisen.
3.6.3.9 (Berechnung der Determinante). Will man die Determinante einer Ma-
trix explizit ausrechnen, so empfiehlt es sich bei größeren Matrizen, sie zunächst
mit dem Gauß-Algorithmus in Zeilenstufenform zu bringen: Addieren wir ein
Vielfaches einer Zeile zu einer anderen, ändert sich die Determinante nach 3.6.3.7
ja nicht, und vertauschen wir zwei Zeilen, so ändert sich nur ihr Vorzeichen. Bei
einer Matrix in Zeilenstufenform ist dann nach 3.6.2.4 die Determinante schlicht
das Produkt der Diagonaleinträge.

Übungen

Übung 3.6.3.10. Gegeben Vektorräume V1, V2, . . . , Vn,W über einem festen Körper
und Bi ⊂ Vi jeweils eine Basis liefert die Restriktion eine Bijektion

Hom
(n)
K (V1 × . . .× Vn,W )

∼→ Ens(B1 × . . .×Bn,W )

oder in unseren Notationen für multilineare Abbildungen und Multiabbildungen
gleichbedeutend

HomK(V1 g . . .g Vn,W )
∼→ Ens(B1 g . . .gBn,W )

Jede multilineare Abbildung ist also festgelegt und festlegbar durch die Bilder von
Tupeln von Basisvektoren. Den Spezialfall n = 1 kennen wir bereits aus 3.2.3.2,
den Spezialfall n = 2 aus 3.2.3.9, im Fall n = 0 ist die Aussage eh tautologisch.
Übung 3.6.3.11. Gegeben ein Körper K und ein K-Vektorraum der endlichen
Dimension dimV = n ≥ 0 ist der Raum der alternierenden multilinearen Abbil-
dungen V n → K eindimensional.
Übung 3.6.3.12 (Multiverknüpfung multilinearer Abbildungen). Man zeige:
Gegeben ein Körper K und natürliche Zahlen n ≥ 0 und m(1), . . . ,m(n) ≥ 0
und K-Vektorräume W,V1, . . . , Vn, U1,1, . . . U1,m(1), . . . , Un,m(n) und multilineare
Abbildungen f : V1 × . . . × Vn → W sowie gi : Ui,1 × . . . × Ui,m(i) → Vi ist
auch die Abbildung f ◦ (g1× . . .× gn) vom Produkt der Ui,j nach W multilinear.
Oder nein, das ist scheußlich auszuschreiben: Man behandle nur den Fall n = 3,
m(1) = m(2) = 2, m(3) = 0.
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3.6.4 Rechenregeln für Determinanten
Satz 3.6.4.1 (Multiplikativität der Determinante). Sei K ein Kring. Gegeben
quadratische Matrizen A,B ∈ Mat(n;K) gilt

det(AB) = (detA)(detB)

Erster Beweis. Wir notieren Tn := Ens({1, . . . , n}) die Menge aller Abbildungen
κ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} und rechnen

det(AB) =
∑

σ sgn(σ)
∏

i(AB)iσ(i)

=
∑

σ sgn(σ)
∏

i

∑
j aijbjσ(i)

=
∑

σ∈Sn, κ∈Tn sgn(σ)a1κ(1)bκ(1)σ(1) . . . anκ(n)bκ(n)σ(n)

=
∑

κ∈Tn a1κ(1) . . . anκ(n)

∑
σ∈Sn sgn(σ)bκ(1)σ(1) . . . bκ(n)σ(n)

=
∑

κ∈Tn a1κ(1) . . . anκ(n) det(Bκ)

mit der Vereinbarung, daßBκ diejenige Matrix bezeichnet, deren Zeilen der Reihe
nach die Zeilen mit den Indizes κ(1), . . . , κ(n) der Matrix B sind. Aus 3.6.3.7
folgt aber detBκ = 0 falls κ 6∈ Sn und (detBκ) = sgn(κ)(detB) falls κ ∈ Sn.
Damit erhalten wir dann det(AB) = (detA)(detB) wie gewünscht.

Zweiter Beweis im Körperfall. Die Formel ist klar, wenn die Zweite der beiden
Matrizen eine Elementarmatrix ist, also eine Matrix, die sich von der Einheits-
matrix in höchstens einem Eintrag unterscheidet. In der Tat entspricht in diesem
Fall die Rechtsmultiplikation mit besagter Matrix einer Spaltenoperation. Unse-
re Formel folgt im allgemeinen, da nach 3.2.5.10 jede Matrix ein Produkt von
Elementarmatrizen ist.

Dritter Beweis im Körperfall. Man hält die Matrix A fest und betrachtet die bei-
den Abbildungen Mat(n;K) → K gegeben durch B 7→ det(A) det(B) und
B 7→ det(AB). Beide sind multilinear und alternierend als Funktion der Spal-
ten von B, und beide ordnen der Einheitsmatrix B = I den Wert det(A) zu. Aus
3.6.3.8 folgt damit unmittelbar, daß unsere beiden Abbildungen übereinstimmen.
Dieser Beweis funktioniert auch für beliebige Kringe, sobald wir die Theorie li-
nearer und multilinearer Abbildungen entsprechend verallgemeinert haben.

Vierter Beweis im Körperfall. Im Rahmen der allgemeinen Theorie der Multili-
nearformen geben wir einen alternativen Beweis in 12.8.1.16 sowie ähnlich aber
in einem noch größeren Rahmen in 4.6.5.16.

Ableitung des Falls beliebiger Kringe aus dem Fall eines Körpers. Man betrach-
te die (n × n)-Matrizen mit Einträgen Xij und Yij im Polynomring Z[Xij, Yij]
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über Z in 2n2 Veränderlichen. Als kommutativer Integritätsbereich liegt dieser Po-
lynomring in einem Körper, eben in seinem Quotientenkörper, weshalb man aus
dem Körperfall folgern kann, daß die Multiplikationsformel auch für Matrizen mit
Einträgen in diesem Ring gelten muß, und insbesondere für die eben beschriebe-
nen Matrizen. Dann aber gilt sie auch, wenn wir für die Variablen irgendwelche
Elemente irgendeines Krings einsetzen.

Satz 3.6.4.2 (Determinantenkriterium für Invertierbarkeit). Die Determinan-
te einer quadratischen Matrix mit Einträgen in einem Körper ist von Null ver-
schieden genau dann, wenn unsere Matrix invertierbar ist.

Beweis. In Formeln behaupten wir für einen Körper K und eine beliebige qua-
dratische Matrix A ∈ Mat(n;K) also

detA 6= 0 ⇔ A invertierbar

Ist A invertierbar, so gibt es eine Matrix B = A−1 mit AB = I . Mit der Multi-
plikationsformel folgt (detA)(detB) = det I = 1 und folglich detA 6= 0. Das
zeigt die Implikation⇐. Ist A nicht invertierbar, so hat A nicht vollen Rang, die
Familie der Spaltenvektoren von A ist demnach linear abhängig. Wir können al-
so einen Spaltenvektor, ohne Beschränkung der Allgemeinheit den Ersten, durch
die Anderen ausdrücken, etwa a∗1 = λ2a∗2 + . . . + λna∗n. Dann folgt mit den
Eigenschaften multilinear und alternierend jedoch

detA = det(λ2a∗2 + . . .+ λna∗n|a∗2| . . . |a∗n)

= λ2 det(a∗2|a∗2| . . . |a∗n) + . . .+ λn det(a∗n|a∗2| . . . |a∗n)

= λ20 + . . .+ λn0

= 0

Damit ist auch die andere Implikation⇒ gezeigt.

3.6.4.3 (Determinante eines Endomorphismus). Aus der Multiplikationsformel
folgt sofort det(T−1) = (detT )−1 für jede invertierbare Matrix T und damit
ergibt sich für jede weitere quadratische Matrix M die Identität det(T−1MT ) =
detM . Nach 3.2.6.10 gilt für einen Endomorphismus f : V → V eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums über einem Körper K und N = B[f ]B und M = A[f ]A
die darstellenden Matrizen bezüglich zwei angeordneten Basen und T = A[id]B
die Basiswechselmatrix nun

N = T−1MT

Folglich hängt die Determinante einer darstellenden Matrix von f nicht von der
Wahl der zur Darstellung gewählten angeordneten Basis ab, in Formeln gilt also
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det(B[f ]B) = det(A[f ]A) für je zwei angeordnete Basen A und B von V . Diesen
Skalar notieren wir von nun an

det f = det(f |V ) = detK(f |V )

und nennen ihn die Determinante des Endomorphismus f . Dem einzigen Au-
tomorphismus des Nullraums ist insbesondere die Determinante 1 zuzuordnen.

Satz 3.6.4.4 (Laplace’scher Entwicklungssatz). Gegeben eine (n × n)-Matrix
A = (aij) und feste k, l bezeichne A〈k, l〉 die Streichmatrix, die aus A durch
Streichen der k-ten Zeile und l-ten Spalte entsteht. So gilt für jedes feste i die
Entwicklung der Determinante nach der i-ten Zeile

detA =
n∑
j=1

(−1)i+jaij detA〈i, j〉

und für jedes feste j die Entwicklung nach der j-ten Spalte

detA =
n∑
i=1

(−1)i+jaij detA〈i, j〉

3.6.4.5. Der folgende Beweis verwendet zwar die Sprache der Vektorräume, das
Argument funktioniert jedoch ganz genauso statt für Matrizen mit Einträgen in
einem Körper auch für Matrizen mit Einträgen in einem Kring.

Beweis. Wegen detA = detA> reicht es, die erste unserer beiden Formeln zu
zeigen. Wir wissen bereits, daß sich die Determinante einer quadratischen Ma-
trix nur um den Faktor (−1)j−1 ändert, wenn wir die j-te Spalte ganz nach vorne
schieben, ohne die Reihenfolge der übrigen Spalten zu ändern. Es reicht also, un-
sere Formel für die Entwicklung nach der ersten Spalte zu zeigen, was im folgen-
den Beweis insbesondere die Notation vereinfacht. Wir schreiben unsere Matrix
als Tupel von Spaltenvektoren A = (a∗1|a∗2| . . . |a∗n) und schreiben den ersten
Spaltenvektor als Linearkombination der Standardbasisvektoren

a∗1 = a11e1 + . . .+ an1en

Die Multilinearität der Determinante liefert sofort die erste Gleichung der Glei-
chungskette

detA =
n∑
i=1

ai1 det(ei|a∗2| . . . |a∗n) =
n∑
i=1

ai1(−1)i−1 detA〈i, 1〉

Die zweite Gleichung sehen wir ein, indem wir in der Matrix (ei|a∗2| . . . a∗n)
die i-te Zeile ganz nach oben schieben, ohne die Reihenfolge der übrigen Zeilen
zu ändern, um dann die Formel 3.6.2.9 für die Determinante von Block-oberen-
Dreiecksmatrizen anzuwenden.
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Satz 3.6.4.6 (Cramer’sche Regel). Bildet man zu einer quadratischen Matrix
A mit Einträgen in einem Kring die sogenannte adjunkte Matrix A] mit den
Einträgen A]ij = (−1)i+j detA〈j, i〉 für A〈j, i〉 die entsprechende Streichmatrix
nach 3.6.4.4, so gilt

A ◦ A] = (detA) · I

3.6.4.7 (Diskussion der Terminologie). Diese adjunkte Matrix ist nicht zu ver-
wechseln mit der adjungierten Abbildung aus 18.2.4.11, mit der sie außer der Be-
zeichnung rein gar nichts zu tun hat. Man beachte auch die Indexvertauschung: In
der i-ten Zeile und j-ten Spalte der adjungierten Matrix steht bis auf ein „schach-
brettartig verteiltes Vorzeichen“ die Determinante der Matrix, die entsteht, wenn
man die j-te Zeile und i-te Spalte der ursprünglichen Matrix streicht.

3.6.4.8. Meist versteht man unter der Cramer’schen Regel die Formel

xi =
det(a∗1| . . . |b∗| . . . |a∗n)

det(a∗1| . . . |a∗i| . . . |a∗n)

für die Lösung des Gleichungssystems x1a∗1 + . . . + xia∗i . . . + xna∗n = b∗,
wenn es denn eindeutig lösbar ist. Hier ist im Zähler wie angedeutet die i-te Spal-
te a∗i der Koeffizientenmatrix durch den Vektor b∗ zu ersetzen. Besagte Formel
ergibt sich unmittelbar durch Einsetzen der alternativen Darstellung von b∗ als Li-
nearkombination der Spalten in die Determinante im Zähler. Setzen wir in dieser
Formel für b∗ die Vektoren der Standardbasis ein, so erhalten wir die Einträge der
inversen Matrix in der Form, in der sie auch im Satz beschrieben werden. Diese
Formel wirkt zwar explizit, ist jedoch in der Praxis völlig unbrauchbar.

Beweis. Es gilt zu zeigen∑
i

(−1)i+jaki detA〈j, i〉 = δkj(detA)

Im Fall k = j folgt das direkt aus unserer Entwicklung der Determinante nach der
j-ten Zeile 3.6.4.4. Im Fall k 6= j steht die Formel für die Entwicklung nach der
j-ten Zeile der Determinante der Matrix Ã da, die aus A entsteht beim Ersetzen
der j-ten Zeile durch die k-te Zeile. Da diese Matrix jedoch zwei gleiche Zeilen
hat und damit Determinante Null, gilt unsere Formel auch in diesem Fall.

Korollar 3.6.4.9 (Invertierbarkeit ganzzahliger Matrizen). Eine quadratische
Matrix mit Einträgen in einem Kring besitzt genau dann eine Inverse mit Ein-
trägen in besagtem Kring, wenn ihre Determinante eine Einheit ist.

3.6.4.10. Eine quadratische Matrix mit ganzzahligen Einträgen besitzt insbeson-
dere genau dann eine Inverse mit ganzzahligen Einträgen, wenn ihre Determinante
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1 oder −1 ist, und eine quadratische Matrix mit Einträgen im Polynomring über
einem Körper besitzt genau dann eine Inverse mit polynomialen Einträgen, wenn
ihre Determinante ein von Null verschiedenes konstantes Polynom ist.

Beweis. Sei K unser Kring. Gegeben Matrizen A,B ∈ Mat(n;K) mit AB =
I gilt natürlich (detA)(detB) = det I = 1 und damit ist detA eine Einheit
in K. Ist umgekehrt detA eine Einheit in K, so liefert nach der Cramer’schen
Regel 3.6.4.6 die Formel B = (detA)−1A] eine Matrix B ∈ Mat(n;K) mit
AB = I . Indem wir dies Argument auf die transponierte Matrix anwenden und
das Resultat wieder transponieren, finden wir auch C ∈ Mat(n;K) mit CA = I .
Durch Multiplizieren der zweiten Gleichung mitB von rechts folgt sofortB = C,
folglich ist A in der Tat invertierbar in Mat(n;K) im Sinne von 2.2.2.2.

Übungen

Übung 3.6.4.11. Gegeben Endomorphismen f, g eines endlichdimensionalen Vek-
torraums gilt det(fg) = (det f)(det g).
Ergänzende Übung 3.6.4.12. Man zeige die Formel für die Vandermonde-Deter-
minante

det

 1 X0 X2
0 . . . Xn

0
...

...
1 Xn X2

n . . . Xn
n

 =
∏

0≤j<i≤n

(Xi −Xj)

Hinweis: Ich empfehle, vom Nullstellensatz für Hyperebenen 3.5.4.5 und dem
Fall des Grundkörpers Q auszugehen.
Übung 3.6.4.13. Sei K ein Körper. Für jedes r versteht man unter den r-Minoren
unserer Matrix die Determinanten aller derjenigen (r × r)-Matrizen, die wir aus
unserer Matrix durch das Streichen von Zeilen und Spalten erhalten können. Man
zeige: Die Matrizen vom Rang < r in Mat(m × n;K) sind genau diejenigen
Matrizen, bei denen alle r-Minoren verschwinden.
Ergänzende Übung 3.6.4.14. Jeder komplexe Vektorraum V kann auch als reel-
ler Vektorraum aufgefaßt werden. Man zeige im endlichdimensionalen Fall die
Formel detR(f |V ) = | detC(f |V )|2. Eine Verallgemeinerung auf allgemeinere
Körpererweiterungen wird in 7.8.3.12 diskutiert.
Ergänzende Übung 3.6.4.15 (Determinante geeignet geblockter Matrizen). Es
seien n2 paarweise kommutierende MatrizenA11, . . .,Ann mitm Zeilen und Spal-
ten und Einträgen in einem Kring R gegeben. Wir bilden die (mn×mn)-Matrix

B =

 A11 . . . A1n
...

...
An1 . . . Ann
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Man zeige, daß gilt

detB = det

(∑
σ∈Sn

sgn(σ)A1σ(1) . . . Anσ(n)

)

Hinweis: IstA11 die Einheitsmatrix, so folgt die Behauptung durch Nullen der ers-
ten Blockspalte und Induktion. Ist det(A11) kürzbar, so folgt die Aussage durch
Multiplizieren mit diag(A]11, I, . . . , I) für A]11 die adjunkte Matrix zu A11. Im all-
gemeinen kann man eine weitere Variable X einführen und A11 durch die Matrix
A11 + XI ersetzen, deren Determinante ein normiertes Polynom in R[X] und
deshalb kürzbar ist. Nachher setze man dann X = 0.

Übung 3.6.4.16 (Determinante geeignet geblockter Matrizen, Variante). Man
zeige dieselbe Formel wie in 3.6.4.15 auch für den Fall, daß die Matrizen Aij alle
obere Dreiecksmatrizen sind. Hinweis: Wir betrachten diejenige Abbildung

f : {1, . . . ,mn} → {1, . . . ,m}

die verträglich ist mit der Restklassenabbildung beider Mengen auf Z/mZ, und
beachten, daß für eine Permutation σ ∈ Smn mit f(σ(i)) ≤ f(i) ∀i notwendig
Gleichheit gilt für alle i.

Ergänzende Übung 3.6.4.17 (Satz von Hensel). Seien ein Körper K und ein
Gruppenhomomorphismus ϕ : GL(n;K) → K× gegeben. Man zeige, daß es
einen Gruppenhomomorphismus α : K× → K× gibt mit ϕ = α ◦ det. Hinweis:
Je zwei ElementarmatrizenA,B mit genau einem von Null verschiedenen Eintrag
an derselben Stelle außerhalb der Diagonalen sind zueinander konjugiert, als da
heißt, es gibt eine invertierbare Matrix C mit CAC−1 = B.

3.6.5 Orientierung
3.6.5.1. Wir verwandeln nun unsere anschauliche Interpretation 3.6.2.7 des Vor-
zeichens der Determinante in eine formale Definition. Gegeben ein Element a 6= 0
eines angeordneten Körpers K bezeichne sign(a) ∈ {1,−1} das Vorzeichen von
a, also sign(a) = 1 für a > 0 und sign(a) = −1 für a < 0.

Definition 3.6.5.2. Eine Orientierung eines endlichdimensionalen Vektorraums
V über einem angeordneten Körper ist eine Vorschrift ε, die jeder angeordneten
Basis A unseres Vektorraums ein Vorzeichen ε(A) ∈ {+1,−1} zuordnet und
zwar so, daß für je zwei angeordnete Basen A,B die Determinante der Basis-
wechselmatrix das Vorzeichen ε(A)ε(B) hat, in Formeln

ε(A)ε(B) = sign(detA[id]B)
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Das Vorzeichen ε(A) nennen wir die Orientierung der angeordneten Basis A
unseres orientierten Vektorraums. Eine angeordnete Basis der Orientierung +1
in einem orientierten Vektorraum nennen wir eine verträglich orientierte Ba-
sis, eine angeordnete Basis der Orientierung −1 eine unverträglich orientierte
Basis. Sprechen wir von der durch eine angeordnete Basis gegebenen Orien-
tierung, so meinen wir diejenige Orientierung, die besagter Basis das Vorzeichen
+1 zuordnet. Gegeben ein angeordneter Körper K bezeichnen wir diejenige Ori-
entierung des Kn als die Standardorientierung, die der Standardbasis mit ihrer
Standardanordnung das Vorzeichen +1 zuordnet. Unter der Standardorientie-
rung des Nullraums verstehen wir diejenige Orientierung, die der einzigen an-
geordneten Basis ∅ das Vorzeichen +1 zuordnet.

3.6.5.3. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V über einem angeordne-
ten Körper erklären wir seine Orientierungsmenge

or(V )

als die zweielementige Menge seiner beiden Orientierungen nach 3.6.5.2. Jeder
Vektorraumisomorphismus f : V

∼→ W liefert eine Bijektion or(f) : or(V )
∼→

or(W ) vermittels der von f zwischen den Mengen der angeordneten Basen beider
Räume induzierten Bijektion. Es gilt dann or(f ◦ g) = or(f) ◦ or(g) und or(id) =
id. Weiter gilt für jeden Automorphismus f : V

∼→ V offensichtlich

or(f) = idor(V ) ⇔ (det f) > 0

In Worten sind also die orientierungserhaltenden Automorphismen genau die mit
positiver Determinante und entsprechend die orientierungsumkehrenden Auto-
morphismen genau die mit negativer Determinante.

3.6.5.4. Unter einer Orientierung eines endlichdimensionalen affinen Raums
E über einem angeordneten Körper verstehen wir eine Orientierung seines Rich-
tungsraums und setzen or(E) := or( ~E) sowie or(ϕ) := or(~ϕ) für jeden Isomor-
phismus ϕ : E

∼→ F endlichdimensionaler affiner Räume über unserem angeord-
neten Körper.

Vorschau 3.6.5.5. In der Topologie werden wir jedem endlichdimensionalen reel-
len Vektorraum V auch seine „topologische Orientierungsmenge“ zuordnen als
die Menge ortop(V ) der beiden Erzeuger der relativen Homologie H(V, V \0).
Ähnlich werden wir auch jedem endlichdimensionalen reellen affinen Raum seine
„topologische Orientierungsmenge“ zuordnen. In diesem Kontext nennen wir die
hier eingeführten Begriffe präziser die algebraischen Orientierungsmengen und
verwenden dafür die Notation oralg.

Bemerkung 3.6.5.6 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur findet man
vielfach eine Definition, bei der eine Orientierung eines reellen Vektorraums als
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eine Äquivalenzklasse von Basen unter einer geeigneten Äquivalenzrelation er-
klärt wird. Diese Definition liefert dasselbe außer im Fall des Nullraums. In die-
sem Fall scheint mir die hier gegebene Definition, die auch dem Nullraum zwei
verschiedene Orientierungen erlaubt, das sinnvollere Konzept.

Beispiel 3.6.5.7. Eine Orientierung einer reellen Gerade anzugeben bedeutet an-
schaulich, auf dieser Gerade eine „Richtung“ auszuwählen, eben die Richtung, in
die diejenigen Vektoren zeigen, die verträglich orientierte Basen ihres Richtungs-
raums bilden. Wir nennen diese Vektoren dann kurzerhand positive Vektoren und
denken uns unsere Gerade mit derjenigen Anordnung versehen, für die die Additi-
on positiver Vektoren Elemente vergrößert. Mit diesen Konventionen können wir
für einen orientierten eindimensionalen Vektorraum L die Menge der positiven
Vektoren mit L>0 bezeichnen. Analog vereinbaren wir für die Elemente von L<0

die Bezeichnung negative Vektoren und nennen die Elemente von L≥0 die nicht-
negativen Vektoren.

Beispiel 3.6.5.8. Der schmutzige Raum unserer Anschauung aus 3.3.1.9 besitzt
die Rechte-Hand-Orientierung, in der Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der
entspannten rechten Hand als schmutzige angeordnete Basis des Richtungsraums
aufgefaßt eine verträgliche angeordnete Basis bilden. Mit der linken Hand erhalten
wir in derselben Weise die andere Orientierung, die Linke-Hand-Orientierung.
Daß diese Orientierungen sich nicht ändern, egal wie wir uns drehen und wenden
und auf den Kopf stellen, mag man als Illustration oder Konsequenz unserer Er-
kenntnis 3.6.5.16 sehen, daß zwei angeordnete Basen eines endlichdimensionalen
reellen Vektorraums dieselbe Orientierung liefern genau dann, wenn sie sich „im
Raum der Basen stetig ineinander deformieren lassen“.

Beispiel 3.6.5.9. Denken wir uns die Tafelebene als einen schmutzigen zweidi-
mensionalen reellen affinen Raum, so dürfen wir uns eine Orientierung der Ta-
felebene anschaulich als die Auszeichnung eines Drehsinns denken, nämlich den
Drehsinn mit der Eigenschaft, daß bei Drehung in diesem Drehsinn der erste Vek-
tor einer positiv orientierten angeordneten Basis ihres Richtungsraums zuerst in
ein positives Vielfaches des zweiten Vektors gedreht wird und erst dann in ein
negatives Vielfaches. Wenn, wie etwa bei der Tafelebene oder bei einem vor uns
liegenden Blatt Papier, zusätzlich klar ist, „von welcher Seite man auf die Ebe-
ne gucken soll“, so mag man diese beiden Orientierungen als im Uhrzeigersinn
und im Gegenuhrzeigersinn ansprechen. Ist unsere Ebene dahingegen eine Glas-
scheibe und die Betrachter stehen auf beiden Seiten, so legt man eine Orientie-
rung besser fest, indem man einen Drehsinn als Kreispfeil mit einem Wachsstift
einzeichnet.

Vorschau 3.6.5.10. In 16.1.8.5 werden wir einen Drehsinn formal definieren als
die „Auswahl eines Erzeugers der Fundamentalgruppe vom Komplement des Ur-
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Angeordnete Basen des Raums der Richtungsvektoren der Papierebene mit den
Vorzeichen, die der Orientierung „im Gegenuhrzeigersinn“ entsprechen
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sprungs“. Man kann dann trefflich darüber streiten, wie natürlich die hier skizzier-
te Identifikation zwischen Drehsinn und Orientierung ist und ob nicht die entge-
gengesetzte Identifikation genauso natürlich wäre, aber alles zu seiner Zeit.

Definition 3.6.5.11. Wir fixieren von nun an ein für allemal einen eindimensio-
nalen orientierten reellen affinen Raum

T

und nennen ihn die mathematische Zeit oder kurz Zeit.

3.6.5.12 (Die schmutzige Anschauung). Ich denke mir T als die Menge aller
Zeitpunkte und denke mir die ausgezeichnete Orientierung in der Weise, daß je-
der Richtungsvektor, der einen Zeitpunkt auf einen „späteren“ Zeitpunkt schiebt,
eine positiv orientierte Basis bildet. Das mag aber jeder halten wie er will, Sie
dürfen etwa bei den Elementen von T etwa auch an unendlich viele verschiedene
Gemüse denken, oder an was auch immer. Den Richtungsraum ~T bezeichnen wir
als den Raum aller Zeitspannen, seine positiv orientierten Vektoren nennen wir
Zeiteinheiten. Sie modellieren die Zeiteinheiten der Physik wie etwa die Sekun-
de s ∈ ~T.

3.6.5.13 (Herkunft der Zeiteinheiten). Die Einteilung eines Tages in vierund-
zwanzig Stunden und die Einteilung dieser Stunden in je sechzig Minuten geht
wohl auf die Babylonier zurück, die angeblich mit ihren Händen bis 60 zählten,
indem sie mit jedem der 5 Finger der rechten Hand der Reihe nach die 12 Finger-
glieder der linken Hand an den Fingern mit Ausnahme des Daumens berührten.
Die Einteilung jeder Minute in wiederum 60 Sekunden bot sich dann als natürliche
Verfeinerung an.

3.6.5.14 (Orientierung des Dualraums). Jede Orientierung auf einem Vektor-
raum induziert eine Orientierung auf seinem Dualraum vermittels der Vorschrift,
daß die Duale einer orientierten angeordneten Basis eine orientierte angeordnete
Basis des Dualraums sein soll. Die Elemente des positiven Teils ~T>>0 des Dual-
raums des Raums ~T der Zeitspannen nennt man Frequenzen. Eine solche Fre-
quenz ist etwa der einzige Vektor s> der dualen Basis zur orientierten Basis der
Sekunde s ∈ ~T. Statt s> schreibt man meist s−1 oder Hz und nennt diese Frequenz
ein Hertz nach dem Physiker Heinrich Rudolf Hertz.

Ergänzung 3.6.5.15. Die hier getroffene Wahl für die Orientierung des Dualraums
ist im Fall höherer Dimension nicht vollständig kanonisch, aber ich sehe keine
andere Möglichkeit, als sich auf eine Wahl festzulegen. Es ist jedoch wichtig,
diese Wahl passend zu gewissen weiteren ebenso unkanonischen Wahlen im Zu-
sammenhang mit den sogenannten „äußeren Potenzen“ zu treffen, die Sie später
kennen lernen werden. Wir diskutieren das in 4.6.5.18 noch ausführlich. Unsere
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Wahl wird im eindimensionalen Fall durch die in 4.6.1.15 für die Orientierung von
Tensorpotenzen orientierter eindimensionaler Räume getroffenen Wahlen verall-
gemeinert.

Vorschau 3.6.5.16 (Orientierung und Stetigkeit). Zwei angeordnete Basen ei-
nes endlichdimensionalen reellen Vektorraums liefern dieselbe Orientierung ge-
nau dann, wenn sie sich „stetig ineinander deformieren lassen“ alias in dersel-
ben „Wegzusammenhangskomponente“ im Sinne von 12.7.5.14 des Raums al-
ler angeordneten Basen liegen. Man kann sich davon etwa mithilfe der Iwasawa-
Zerlegung 4.1.11.9 überzeugen. Auch die präzise Formulierung und der formale
Beweis wird Ihnen davon ausgehend leicht gelingen, sobald Sie in der Analysis
die Grundtatsachen über Stetigkeit in mehreren Veränderlichen kennengelernt ha-
ben. Eine äquivalente Aussage dürfen Sie in der Analysis als Übung 12.7.5.19
zeigen. Der in meinen Augen natürlichste Zugang zu diesem Resultat verwendet
Methoden der Topologie und wird in 15.2.3.14 diskutiert.

3.6.5.17 (Zusammengesetzte Orientierung). Sei f : V � W eine surjektive
lineare Abbildung endlichdimensionaler Vektorräume über einem angeordneten
Körper und sei U := ker f ⊂ V ihr Kern. So gibt es genau eine Abbildung
or(U) × or(W ) → or(V ), (ε, η) 7→ εη mit der Eigenschaft, daß gegeben eine
angeordnete Basis A des Kerns U und eine angeordnete Basis B des Bildes W
und eine Wahl B̃ von Urbildern letzterer Basisvektoren in V für die durch Hinter-
einanderschreiben erhaltene angeordnete Basis (A, B̃) von V gilt

(εη)(A, B̃) = ε(A)η(B)

Diese 2-Multiabbildung alias „Funktion in zwei Variablen“ ist antikonstant in
dem Sinne, daß sich der Wert ändert, wann immer wir einen Eintrag in einem
der beiden Faktoren ihres Definitionsbereichs ändern. Wir nennen Orientierungen
ε, η, θ auf U,W, V verträglich, wenn gilt εη = θ, und nennen θ die zusammen-
gesetzte Orientierung. Wenn wir hier von unseren drei Orientierungen beliebige
Zwei festlegen, gibt es mithin stets genau eine Möglichkeit, die Dritte verträglich
zu wählen. Die so durch Orientierungen auf U und V festgelegte Orientierung auf
W nennen wir die Quotientenorientierung. Gegeben Orientierungen auf zwei
endlichdimensionalen Vektorräumen U,W erhalten wir auch auf U⊕W eine Ori-
entierung als die zusammengesetzte Orientierung für die offensichtliche kurze ex-
akte Sequenz U ↪→ U ⊕W � W . Wir nennen sie die Produktorientierung.

Beispiel 3.6.5.18 (Orientierungsverträglichkeiten im Anschauungsraum). Wir
denken uns im schmutzigen Raum der Anschauung von einer schmutzigen Tafel
und betrachten die orthogonale Projektion des Raums auf unsere Tafel. Der Kern
ihres linearen Anteils ist der eindimensionale Raum aller Richtungsvektoren, die
auf der Tafel senkrecht stehen. Geben wir ihm die Nach-vorne-Orientierung,
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in der die uns entgegenkommenden Richtungsvektoren positiv sind, so sind die-
se Nach-vorne-Orientierung, die Rechte-Hand-Orientierung des Raums und die
Gegenuhrzeigersinn-Orientierung der Tafelebene verträglich im Sinne von 3.6.5.17.

Vorschau 3.6.5.19. In 21.6.6.11 vereinbaren wir auch eine Konvention für die
„Schnittorientierung“ auf dem Schnitt eines angeordneten Paars zweier orientier-
ter Teilräume eines orientierten Raums unter der Voraussetzung, daß die Summe
unserer Teilräume der ganze Raum ist.

3.6.5.20. Unsere Definition der zusammengesetzten Orientierung ist in der Weise
willkürlich, als es nicht mehr und nicht weniger natürlich gewesen wäre, die Ab-
bildung or(W )× or(U)→ or(V ), (η, ε) 7→ ηε zu betrachten mit der Eigenschaft
(ηε)(B̃,A) = η(B)ε(A) und sie zu benutzen, um die Verträglichkeit zu definie-
ren. Ich sehe an dieser Stelle keine andere Möglichkeit, als einmal willkürlich
eine Wahl zu treffen. Unsere Wahl mag man salopp „Kern vorne“ nennen. Es ist
jedoch wichtig, diese Wahl passend zu gewissen ebenso unkanonischen Wahlen
im Zusammenhang mit den sogenannten „äußeren Potenzen“ zu treffen, die Sie
später kennen lernen werden. Das wird in 4.6.5.18 diskutiert.

Übungen

Übung 3.6.5.21 (Orientierung affiner Räume durch Erzeugendensysteme). Ge-
geben ein endlichdimensionaler affiner Raum E über einem angeordneten Körper
und ein minimales affines Erzeugendensystem p1, . . . , pn von E vereinbaren wir,
daß wir unter der zu p1, . . . , pn gehörigen Orientierung von E die durch die
angeordnete Basis p2 − p1, . . . , pn − p1 des Richtungsraums gegebene Orientie-
rung verstehen wollen. Man zeige, daß sich für jede Permutation σ ∈ Sn die zu
pσ(1), . . . , pσ(n) gehörigen Orientierung von E nur um das Vorzeichen sgn(σ) von
der zu p1, . . . , pn gehörigen Orientierung unterscheidet.

3.6.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 3.6.6.1. Sei f : V → V ein Endomorphismus eines Vektorraums über
einem Körper K. Ein Skalar λ ∈ K heißt ein Eigenwert von f , wenn es einen
von Null verschiedenen Vektor v 6= 0 aus V gibt mit

f(v) = λv

Jeder derartige von Null verschiedene Vektor heißt ein Eigenvektor von f zum
Eigenwert λ. Die Menge aller Eigenvektoren zum Eigenwert λ bildet zusammen
mit dem Nullvektor einen Untervektorraum von V , den Eigenraum Eig(f ;λ) von
f zum Eigenwert λ.
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Beispiel 3.6.6.2 (Eigenvektoren zu den Eigenwerten Null und Eins). Ein Ei-
genvektor zum Eigenwert Eins einer linearen Abbildung ist dasselbe wie ein vom
Nullvektor verschiedener Fixvektor unserer Abbildung. Ein Eigenvektor zum Ei-
genwert Null einer linearen Abbildung ist dasselbe wie ein vom Nullvektor ver-
schiedenes Element des Kerns unserer Abbildung.

Beispiel 3.6.6.3 (Die schmutzige Anschauung). Zunächst zwei nicht ganz ma-
thematisch ausformulierte Beispiele: Die Drehung des Richtungsraums der Pa-
pierebene um den rechten Winkel im Uhrzeigersinn besitzt keinen reellen Eigen-
wert. Eine Spiegelung des Richtungsraums der Papierebene an einer Geraden be-
sitzt stets Eigenvektoren zum Eigenwert Eins, nämlich alle Richtungsvektoren der
Spiegelachse, und Eigenvektoren zum Eigenwert (−1), die der Leser selbst finden
mag. Für das Ableiten, aufgefaßt als Endomorphismus des Raums aller reellen
polynomialen Funktionen, ist der einzige Eigenwert die Null und die zugehörigen
Eigenvektoren sind genau die von Null verschiedenen konstanten Polynome.

Satz 3.6.6.4 (Existenz von Eigenwerten). Jeder Endomorphismus eines von Null
verschiedenen endlichdimensionalen Vektorraums über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper besitzt einen Eigenwert.

3.6.6.5. Auf dem C-Vektorraum C[T ] der Polynome besitzt der Endomorphimus
„Multipliziere mit T “ keine Eigenwerte. Die Annahme endlicher Dimension ist
also wesentlich für die Gültigkeit unseres Satzes. Die Drehung des Richtungs-
raums der Papierebene um einen von 0◦ und 180◦ verschiedenen Winkel – hier
noch nicht formal eingeführt aber doch wohl anschaulich klar gesagt – besitzt
auch keinen reellen Eigenwert. Die Annahme eines algebraisch abgeschlossenen
Grundkörpers ist also auch wesentlich. Für den Beweis entwickeln wir zunächst
unsere Theorie etwas weiter und geben dann den Beweis im Anschluß an 3.6.6.9.

Definition 3.6.6.6. Seien K ein Körper und A ∈ Mat(n;K) eine quadratische
Matrix mit Koeffizienten in K. Bezeichne I ∈ Mat(n;K) die Einheitsmatrix. Das
Polynom det(A − T I) aus dem Polynomring K[T ] heißt das charakteristische
Polynom der Matrix A. Es wird mit einem griechischen χ notiert in der Form

χA(T ) := det(A− T I)

Satz 3.6.6.7 (Eigenwerte und charakteristisches Polynom). SeienK ein Körper
und A ∈ Mat(n;K) eine quadratische Matrix mit Koeffizienten in K. So sind die
Eigenwerte des durch unsere Matrix gegebenen Homomorphismus A : Kn → Kn

genau die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms χA.

Beweis. Bezeichnet I ∈ Mat(n;K) die Einheitsmatrix, so haben wir für λ ∈ K
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Die anschauliche Spiegelung s an der gestrichelt einegezeichneten Achse ist eine
lineare Abbildung s : R2 → R2 mit den Eigenwerten ±1. Eigenvektoren zum

Eigenwert 1 sind alle von Null verschiedenen Vektoren der Spiegelachse,
Eigenvektoren zum Eigenwert −1 sind alle von Null verschiedenen Vektoren, die

auf der Spiegelachse senkrecht stehen. Die Matrix unserer Abbildung in
Standardbasis ist nach dem Bild bei 3.2.6.4 die Matrix

A =

(
cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

)
mit charakteristischem Polynom

χA(T ) = (T − cos 2α)(T + cos 2α)− sin2 2α = T 2 − 1.



324 KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA 1

die Äquivalenzen

(λ ist Eigenwert von A) ⇔ ∃v 6= 0 mit Av = λv
⇔ ∃v 6= 0 mit (A− λI)v = 0
⇔ ker(A− λI) 6= 0
⇔ det(A− λI) = 0
⇔ χA(λ) = 0

3.6.6.8. Es ist üblich, bei charakteristischen Polynomen die Variable mit λ zu
bezeichen. Ich werde dieser Konvention von hier an meist folgen.

3.6.6.9. Sei K ein Körper und f : V → V ein Endomorphismus eines end-
lichdimensionalen K-Vektorraums. Mit demselben Argument wie in 3.6.4.3 se-
hen wir, daß bezüglich jeder angeordneten Basis von V die darstellende Matrix
von f dasselbe charakteristische Polynom hat, in Formeln det(B[f ]B − λ id) =
det(A[f ]A − λ id) für je zwei angeordnete Basen A und B von V . Dies Polynom
notieren wir dann

χf = χf (λ) = char(f |V )

und nennen es das charakteristische Polynom des Endomorphismus f . Die
Eigenwerte von f sind nach 3.6.6.6 genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms χf von f .

Beweis von Satz 3.6.6.4. Satz 3.6.6.4 besagt, daß jeder Endomorphismus eines
endlichdimensionalen von Null verschiedenen Vektorraums über einem algebra-
isch abgeschlossenen Körper einen Eigenwert besitzt. Um das zu zeigen, müssen
wir nur bemerken, daß das charakteristische Polynom unseres Endomorphismus
nicht konstant ist, da unser Raum nämlich nach Annahme nicht der Nullraum ist.
Im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers besitzt es also stets eine Null-
stelle, und die ist dann nach 3.6.6.9 auch bereits der gesuchte Eigenwert.

3.6.6.10. Das charakteristische Polynom einer Block-oberen-Dreiecksmatrix ist
nach 3.6.2.9 das Produkt der charakteristischen Polynome ihrer Blöcke auf der
Diagonalen.

Proposition 3.6.6.11 (Trigonalisierbarkeit). Gegeben ein Endomorphismus ei-
nes endlichdimensionalen Vektorraums f : V → V über einem Körper K sind
gleichbedeutend:

1. Der Vektorraum V besitzt eine angeordnete Basis B, bezüglich derer die
Matrix B[f ]B von f obere Dreiecksgestalt hat. Man sagt dann auch, f sei
trigonalisierbar;

2. Das charakteristische Polynom χf von f zerfällt bereits im Polynomring
K[λ] vollständig in Linearfaktoren.
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Beweis. 1 ⇒ 2 ist klar nach unserer Formel 3.6.2.4 für die Determinante einer
oberen Dreiecksmatrix: Hat B[f ]B obere Dreiecksgestalt mit Diagonaleinträgen
λ1, . . . , λn, so haben wir ja χf (λ) = (λ1 − λ) . . . (λn − λ). Um 2⇒ 1 zu zeigen,
dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit V = Kn annehmen, so daß
f durch die Multiplikation mit einer Matrix A gegeben ist. Zu zeigen ist dann
die Existenz von B ∈ GL(n;K) mit B−1AB = D von oberer Dreiecksgestalt:
Die Spaltenvektoren der Matrix B bilden dann nämlich die gesuchte Basis B.
Wir argumentieren mit vollständiger Induktion über n. Für n ≥ 1 gibt es nach
Voraussetzung eine Nullstelle λ1 von χA und dann nach 3.6.6.7 ein c1 ∈ Kn\0
mit Ac1 = λ1c1. Ergänzen wir c1 durch c2, . . . , cn zu einer Basis von Kn und
betrachten die Matrix C = (c1| . . . |cn), so gilt

AC = C

 λ1 ∗

0 H


mit H ∈ Mat((n − 1) × (n − 1);K). Nach unseren Erkenntnissen 3.6.2.9 zur
Determinante von Block-oberen-Dreiecksmatrizen haben wir dann χH = (λ2 −
λ) . . . (λn− λ) und per Induktion finden wir F ∈ GL(n− 1;K) mit F−1HF von
oberer Dreiecksgestalt. Bilden wir nun F̃ = diag(1, F ), so ist offensichtlich auch
F̃−1(C−1AC)F̃ von oberer Dreiecksgestalt und die Matrix B = CF̃ löst unser
Problem.

Proposition 3.6.6.12 (Charakterisierung nilpotenter Matrizen). Eine Matrix
mit Koeffizienten in einem Körper ist nilpotent genau dann, wenn ihr charakteris-
tisches Polynom nur aus dem Leitterm besteht. In Formeln ist alsoA ∈ Mat(n;K)
nilpotent genau dann, wenn gilt χA(λ) = (−λ)n.

Beweis. Ist unsere Matrix nilpotent, so ist sie nach 3.2.6.15 konjugiert zu einer
oberen Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen und unsere Behauptung
folgt aus 3.6.6.10. Besteht umgekehrt das charakteristische Polynom nur aus dem
Leitterm, so existiert nach 3.6.6.11 oder zumindest seinem Beweis eine invertier-
bare Matrix B ∈ GL(n;K) mit B−1AB von oberer Dreiecksgestalt mit Nullen
auf der Diagonale. Daraus folgt jedoch unmittelbar erst (B−1AB)n = 0 und dann
An = 0.

Ergänzung 3.6.6.13. Alternative Argumente für die Rückrichtung beim Beweis
der Proposition liefern der Satz von Cayley-Hamilton 3.6.6.20 und der Satz über
die Hauptraumzerlegung 4.3.2.13.

Definition 3.6.6.14. Seien K ein Körper und n ∈ N. Eine quadratische Matrix
A ∈ Mat(n;K) heißt diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S ∈
GL(n;K) gibt mit S−1AS = diag(λ1, . . . , λn) diagonal.
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Definition 3.6.6.15. Ein Endomorphismus eines Vektorraums heißt diagonali-
sierbar, wenn unser Vektorraum von den Eigenvektoren des besagten Endomor-
phismus erzeugt wird. Im Fall eines endlichdimensionalen Vektorraums ist das
gleichbedeutend dazu, daß unser Vektorraum V eine angeordnete Basis B =
(v1, . . . , vn) besitzt, für die die Matrix unserer Abbildung Diagonalgestalt hat, in
Formeln B[f ]B = diag(λ1, . . . , λn). In der Tat bedeutet das ja gerade f(vi) = λivi.

3.6.6.16 (Diagonalisierbare Endomorphismen und ihre Matrizen). Sei K ein
Körper und n ∈ N. Der durch Multiplikation mit einer Matrix A ∈ Mat(n;K)
gegebene Endomorphismus desKn ist genau dann diagonalisierbar, wenn die Ma-
trix A diagonalisierbar ist. In der Tat, genau dann ist v1, . . . , vn eine Basis des Kn

aus Eigenvektoren Avi = λivi, wenn die Matrix S = (v1| . . . |vn) mit den vi in
den Spalten invertierbar ist mit S−1AS = diag(λ1, . . . , λn) diagonal.

Beispiel 3.6.6.17. Eine nilpotente Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn
sie die Nullmatrix ist. Die folgende Proposition zeigt unter anderem, daß jede
(n×n)-Matrix, deren charakteristisches Polynom n paarweise verschiedene Null-
stellen hat, diagonalisierbar sein muß. Salopp gesprochen sind also „komplexe
quadratische Matrizen für gewöhnlich diagonalisierbar“.

Proposition 3.6.6.18 (Lineare Unabhängigkeit von Eigenvektoren). Sei f ein
Endomorphismus eines Vektorraums und seien v1, . . . , vn Eigenvektoren von f zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, . . . , λn. So sind unsere Eigenvektoren
linear unabhängig.

Beweis. Der Endomorphismus (f − λ2 id) . . . (f − λn id) macht v2, . . . , vn zu
Null, nicht aber v1. Gegeben x1, . . . , xn ∈ K mit x1v1 + . . . + xnvn = 0 folgt
demnach durch Anwenden unseres Endomorphismus x1 = 0. Ebenso zeigt man
x2 = . . . = xn = 0.

Variante des Beweises. Durch Widerspruch. Sei sonst v1, v2, . . . , vn ein Gegen-
beispiel mit der kleinstmöglichen Anzahl von Vektoren. So gilt sicher n ≥ 2 und
gegeben eine lineare Abhängigkeit x1v1 + . . .+xnvn = 0 müssen alle xi verschie-
den sein von Null. Dann aber folgte durch Anwenden von (f − λ1 id) die lineare
Abhängigkeit der Vektoren v2, . . . , vn im Widerspruch zu unserer Annahme.

Lemma 3.6.6.19 (Restriktion diagonalisierbarer Endomorphismen). Die Re-
striktion eines diagonalisierbaren Endomorphismus auf einen unter besagtem En-
domorphismus stabilen Teilraum ist stets wieder diagonalisierbar.

Beweis. Sei f : V → V unser Endomorphismus und W ⊂ V ein unter f
stabiler Teilraum. Gegeben v ∈ W haben wir nach Annahme eine Darstellung
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v = v1 + . . . + vn mit vi ∈ V Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten λ1, . . . , λn ∈ K. Dann gilt wegen (f − λi id)vi = 0 aber

(f − λ2 id) . . . (f − λn id)v = (λ1 − λ2) . . . (λ1 − λn)v1 ∈ W

und folglich v1 ∈ W . Ebenso zeigt man auch v2, . . . , vn ∈ W . Mithin wird auch
W von Eigenvektoren erzeugt.

Satz 3.6.6.20 (Cayley-Hamilton). Setzt man eine quadratische Matrix in ihr ei-
genes charakteristisches Polynom ein, so erhält man die Nullmatrix.

3.6.6.21. Ich gebe zwei Beweise. Der Erste baut auf der algebraischen Abge-
schlossenheit des Körpers der komplexen Zahlen auf und damit auf noch unbe-
wiesenen Tatsachen. Der Zweite ist in gewisser Weise elementarer, scheint mir
aber wenig transparent. Ein alternativer Beweis, der in meinen Augen mehr Ein-
sicht vermittelt, wird in 7.2.4.15 angedeutet.

Beweis mit dem Fundamentalsatz der Algebra. Wir beginnen mit dem Fall einer
komplexen Matrix E. Nach 3.6.6.11 ist sie trigonalisierbar. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß sie bereits obere Dreiecksgestalt hat.
Sind dann λ1, . . . , λn ihre Diagonaleinträge und betrachten wir die von den ersten
k Vektoren der Standardbasis aufgespannten Untervektorräume Ck × 0 ⊂ Cn, so
gilt (E − λk)(Ck × 0) ⊂ Ck−1 × 0 für alle k. Damit ist klar, daß das Produkt
aller (E−λk) alias χE(E) den ganzen Vektorraum Cn annulliert. Jetzt betrachten
wir den Fall der Matrix E über dem Polynomring Z[Xij] in n2 Variablen mit
Einträgen den Variablen, in Formeln Eij = Xij . Setzen wir diese Matrix in ihr
eigenes charakteristisches Polynom ein, so erhalten wir ein Polynom aus Z[Xij],
das nach dem vorhergehenden die Nullfunktion auf Cn2 liefert. Nach 3.5.4.3 ist es
also schon selbst das Nullpolynom und der Satz folgt.

Beweis ohne den Fundamentalsatz der Algebra. Gegeben eine quadratische Ma-
trix A mit Koeffizienten in einem Kring gibt es nach 3.6.4.6 eine weitere Matrix
A] mit Koeffizienten in demselben Kring derart, daß im Ring der quadratischen
Matrizen mit Einträgen in unserem Kring gilt

A]A = (detA) · I

für I die Einheitsmatrix. Nehmen wir speziell den Kring K[t] und die Matrix
A = F − tI für eine vorgegebene Matrix F ∈ Mat(n;K), so erhalten wir in
Mat(n;K[t]) die Gleichung

A](F − tI) = χF (t) · I
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(F − fE)(e>1 , . . . , e
>
n )> = 0 am Beispiel einer Matrix F mit drei Zeilen und

Spalten. Alle nicht ausgeschriebenen Einträge der obigen Matrizen sind als Null
zu verstehen.
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Bezeichne nun f : Kn → Kn die durch Multiplikation von Spaltenvektoren mit
der zu F transponierten Matrix F> gegebene lineare Abbildung. Wenden wir auf
beide Seiten unserer Gleichung von Matrizen den Ringhomomorphismus K[t]→
EndK K

n mit t 7→ f an, so erhalten wir in Mat(n; EndK K
n) alias Mat(n2;K)

die Gleichung
A](F − f I) = χF (f) · I

Betrachten wir nun die Standardbasis e1, . . . , en aus Spaltenvektoren des Kn und
wenden beide Seiten dieser Gleichung an auf den Vektor (e>1 , . . . , e

>
n )>, aufgefaßt

als Spaltenvektor in Kn2 , so ergibt auf der linken Seite schon die Multiplikation
mit (F − f I) den Nullvektor, denn bei

(F − f I)(e>1 , . . . , e
>
n )>

steht im i-ten Block von Kn2 genau Fi1 e1 + . . . + Fin en−f(ei) = 0. Also wird
die rechte Seite auch Null und es folgt χF (f) e1 = . . . = χF (f) en = 0. Hier
ist zwar χF a priori das charakteristische Polynom der zu einer Matrix von f
transponierten Matrix, aber das stimmt nach 3.6.2.5 mit dem charakteristischen
Polynom von f überein.

Proposition* 3.6.6.22. Seien f ein Endomorphismus eines Vektorraums V über
einem Körper K und P ∈ K[X] ein normiertes Polynom ohne mehrfache Null-
stellen, das in K vollständig in Linearfaktoren zerfällt und f annulliert, in For-
meln P (f) = 0. So ist f diagonalisierbar und seine Eigenwerte sind Nullstellen
von P .

Beweis. Man wähle einen festen Vektor v ∈ V und suche dazu einen normier-
ten Teiler Q = (X − λ1) . . . (X − λr) von P kleinstmöglichen Grades r mit
Q(f) : v 7→ 0. Dann ist E := 〈v, f(v), f 2(v), . . . f r−1(v)〉 ein unter f stabiler
Untervektorraum von V . Andererseits ist (f − λ2) . . . (f − λr)v nach Annahme
nicht Null und folglich ein Eigenvektor von f zum Eigenwert λ1 in E. In der-
selben Weise finden wir auch Eigenvektoren zu den Eigenwerten λ2, . . . , λr. Da
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten linear unabhängig sind
nach 3.6.6.18, ist damit f |E diagonalisierbar und v eine Summe von Eigenvekto-
ren von f . Die Proposition folgt.

Übungen

Übung 3.6.6.23. Seien K ein Körper und A ∈ Mat(n;K) eine quadratische Ma-
trix mit Koeffizienten in K. Man zeige, daß das charakteristische Polynom von A
die Gestalt

χA(T ) = (−T )n + tr(A)(−T )n−1 + . . .+ det(A)
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hat, in Worten also den Leitkoeffizienten (−1)n, als nächsten Koeffizienten bis auf
ein Vorzeichen die Spur von A, und als konstanten Term die Determinante von A.
Übung 3.6.6.24. Jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen reellen Vek-
torraums mit negativer Determinante besitzt einen negativen reellen Eigenwert.
Hinweis: Zwischenwertsatz. Man zeige weiter, daß er im zweidimensionalen Fall
zusätzlich auch noch einen positiven reellen Eigenwert besitzt.
Ergänzende Übung 3.6.6.25. Jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen
reellen Vektorraums ungerader Dimension besitzt einen reellen Eigenwert. Ist die
Determinante unseres Endomorphismus positiv, so besitzt er sogar einen positiven
reellen Eigenwert.
Ergänzende Übung 3.6.6.26. Sind k ⊂ K Körper und ist k algebraisch abge-
schlossen und gilt dimkK < ∞, so folgt K = k. Hinweis: Man betrachte
für alle a ∈ K die durch Multiplikation mit a gegebene k-lineare Abbildung
(a·) : K → K und deren Eigenwerte.
Ergänzende Übung 3.6.6.27. Gegeben ein Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen reellen Vektorraums gibt es stets eine Basis derart, daß die zugehöri-
ge Matrix Block-obere Dreiecksgestalt hat mit höchstens Zweierblöcken auf der
Diagonalen.
Übung 3.6.6.28. Sei ein diagonalisierbarer Endomorphismus eines vierdimen-
sionalen Vektorraums gegeben, dessen Eigenwerte paarweise verschieden sind.
Wieviele unter unserem Endomorphismus stabile Untervektorräume besitzt unser
Vektorraum?
Übung 3.6.6.29 (Endomorphismen, deren Quadrat die Identität ist). Sei V ein
Vektorraum über einem Körper einer von Zwei verschiedenen Charakteristik und
r : V → V eine lineare Abbildung mit r2 = idV . So ist r diagonalisierbar und
alle seine Eigenwerte sind ±1. Fordern wir zusätzlich dimV = 2 und r 6= idV ,
so hat r die Eigenwerte 1 und (−1) und die Determinante det(r) = −1. Hinweis:
v = (v + r(v))/2 + (v − r(v))/2.
Ergänzende Übung 3.6.6.30 (Jordanform für (2×2)-Matrizen). SeiK ein alge-
braisch abgeschlossener Körper. Man zeige, daß es für jede quadratische Matrix
A ∈ Mat(2;K) eine invertierbare Matrix P ∈ GL(2;K) gibt derart, daß P−1AP
eine der beiden Gestalten(

λ 0
0 µ

)
oder

(
λ 1
0 λ

)
hat.

Übung 3.6.6.31. Gegeben zwei quadratische Matrizen A,B derselben Größe gilt
χAB = χBA. Hinweis: Man erinnere beim Beweis der Multiplikativität der De-
terminante 3.6.4.1 das Argument zur Herleitung des Falls eines beliebigen Krings
aus dem Körperfall.
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4.6.2 Multiverknüpfung multilinearer Abbildungen* . . . 552

4.6.3 Bezug zur physikalischen Terminologie* . . . . . . 554

4.6.4 Geometrie in euklidischen Vektorräumen . . . . . . 557
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4.1 Skalarprodukt und Geometrie

4.1.1 Skalarprodukt und die Ebene von Euklid

4.1.1.1. Sei V ein Vektorraum über einem Körper K. Ich erinnere daran, daß man
unter einer Bilinearform auf V eine bilineare Abbildung s : V ×V → K versteht.
Ich erinnere weiter daran, daß eine Bilinearform symmetrisch heißt, wenn gilt

s(v, w) = s(w, v) ∀v, w ∈ V

Definition 4.1.1.2. Eine symmetrische Bilinearform s auf einem reellen Vektor-
raum V heißt positiv definit, wenn gilt

v 6= 0 ⇒ s(v, v) > 0

Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum ist eine positiv definite sym-
metrische Bilinearform. Ein reeller Vektorraum mit einem ausgezeichneten Ska-
larprodukt heißt ein Skalarproduktraum. Die Norm eines Vektors v in einem
Skalarproduktraum (V, s) erklärt man als die nichtnegative reelle Zahl

‖v‖ = ‖v‖s :=
√
s(v, v)

4.1.1.3 (Diskussion der Terminologie). Das Skalarprodukt trägt seinen Namen,
da es aus zwei Vektoren einen Skalar macht. Es darf nicht verwechselt werden
mit der „Multiplikation mit Skalaren“ aus der Axiomatik eines Vektorraums, die
aus einem Skalar und einem Vektor einen Vektor macht. Für Skalarprodukte sind
auch die Notationen s(v, w) = 〈v, w〉 = v · w = vw gebräuchlich.

Beispiel 4.1.1.4. Auf V = Rn erklärt man das Standard-Skalarprodukt durch
die Vorschrift

〈~v, ~w〉 := v1w1 + . . .+ vnwn

für ~v = (v1, . . . , vn) und ~w = (w1, . . . , wn). Im Formalismus der Matrixmultipli-
kation und mit unserer Interpretation von Elementen des Rn als Spaltenvektoren
und Elementen von R als (1×1)-Matrizen können wir das Standardskalarprodukt
auch schreiben als das Produkt 〈~v, ~w〉 = ~v> ◦ ~w eines Zeilenvektors mit einem
Spaltenvektor.

4.1.1.5. Sei V ein reeller Vektorraum. Gegeben eine Bilinearform s auf V und
ein Automorphismus g ∈ GL(V ) von V sagen wir, unsere Bilinearform s sei
invariant unter g und unser Automorphismus g erhalte s, wenn gilt

s(gv, gw) = s(v, w) ∀v, w ∈ V
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Ist G ⊂ GL(V ) eine Untergruppe, so heißt eine Bilinearform G-invariant, wenn
sie unter allen Elementen g ∈ G invariant ist. Die Gruppe aller Automorphismen
eines reellen Vektorraums V , die die Bilinarform s erhalten, notieren wir

O(V, s) := {g ∈ GL(V ) | s(gv, gw) = s(v, w) ∀v, w ∈ V }
Ist s ein Skalarprodukt, so heißen die s erhaltenden Automorphismen orthogonal
und O(V, s) heißt die orthogonale Gruppe von (V, s). Im Fall des Rn mit seinem
Standardskalarprodukt s bezeichnet O(n) := {[g] | g ∈ O(Rn, s)} für die Menge
aller Matrizen orthogonaler Automorphismen alias aller orthogonalen Matrizen.
Beispiel 4.1.1.6. Die einzigen orthogonalen Automorphismen von R mit seinem
Standardskalarprodukt sind die Identität und die Multiplikation mit (−1). In For-
meln haben wir also O(1) = {1,−1}. Wir verzichten hier darauf, in der Notation
einen Unterschied zwischen Zahlen und (1× 1)-Matrizen zu machen.
Beispiel 4.1.1.7. Wir zeigen

O(2) =

{(
c −d
d c

)
,

(
c d
d −c

)∣∣∣∣ c2 + d2 = 1

}
Man kann das ohne alle Theorie mühelos nachrechnen. Etwas konzeptueller mag
man bemerken, daß für g ∈ O(R2) ja gelten muß 〈g(e1), g(e1)〉 = 〈e1, e1〉 = 1
und folglich g(e1) = (c, d)> mit c2 + d2 = 1 in der ersten Spalte unserer Matrix
[g]. Ebenso muß gelten g(e2) = (a, b)> mit a2 + b2 = 1. Und da schließlich
auch gelten muß 〈g(e1), g(e2)〉 = 〈e1, e2〉 = 0, folgt zusätzlich ca + db = 0. Das
läßt für die zweite Spalte unserer Matrix [g] nur noch die beiden Möglichkeiten
±(−d, c)> offen. Da es umgekehrt ausreicht, die Bedingung 〈~v, ~w〉 = 〈g~v, g ~w〉 für
~v, ~w aus einem Erzeugendensystem zu prüfen, sagen wir dem Erzeugendensystem
der beiden Vektoren der Standardbasis, folgt die Behauptung. Anschaulich mag
man sich die Elemente der orthogonalen Gruppe O(2) ∼= O(R2) als „Drehungen“
und „Spiegelungen“ der Ebene R2 vorstellen, die den Ursprung festhalten. Wir
diskutieren das später noch ausführlich.
4.1.1.8 (Geometrie durch Symmetrie). Ich erwarte, daß Sie aus der Schule ei-
ne gewisse Vertrautheit mit dem Standardskalarprodukt mitbringen und wissen,
daß salopp gesprochen „Senkrechtstehen Skalarprodukt Null bedeutet“ und daß
„die Norm eines Vektors seine Länge bedeutet“. Das kann man sich, wenn man
auf der Papierebene eine Längeneinheit und ein Paar von aufeinander senkrecht
stehenden und orientierten Geraden wählt und die Papierebene darüber mit dem
R2 identifiziert, auch mit Hilfe des Satzes von Pythagoras leicht klarmachen. Mir
scheint jedoch eine andere Modellierung der Papierebene sinnvoller und unse-
rer Anschauung besser zugänglich, bei der man stattdessen von der Vorgabe ei-
ner ausgezeichneten Gruppe von „Kongruenzen“ ausgeht und die Begriffe Senk-
rechtstehen, Skalarprodukt und Länge sowie ihre Beziehungen untereinander dar-
aus entwickelt. Das mag auch gleich als eine erste Illustration für die Bedeutung
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von „Symmetrien“ alias „strukturerhaltenden Selbstabbildungen“ in der Geome-
trie dienen. Wir werden im folgenden, von diesen Symmetrien oder in unserem
Fall Kongruenzen ausgehend, sogar den Satz des Pythagoras selbst nocheinmal in
der Sprache der Mengenlehre herleiten.

Definition 4.1.1.9. Eine Teilmenge A eines reellen affinen Raums E heißt ei-
ne Halbgerade, wenn es einen Punkt p ∈ E und einen von Null verschiedenen
Richtungsvektor ~v ∈ ~E\0 gibt mit

A = p+ R≥0~v

Definition 4.1.1.10. Eine Untergruppe K ⊂ Aff×(E) der Automorphismengrup-
pe einer reellen affinen Ebene E heißt eine Kongruenzgruppe, wenn sie alle
Translationen enthält, in Formeln ~E ⊂ K, und wenn es für je zwei Halbgeraden
A,B ⊂ E genau zwei Elemente k, h ∈ K gibt mit

k(A) = B = h(A)

Eine Kongruenzebene (E,K) ist ein zweidimensionaler reeller affiner Raum E
mit einer ausgezeichneten Kongruenzgruppe K. Die Elemente unserer Kongru-
enzgruppe nennen wir die Kongruenzen unserer Kongruenzebene.

4.1.1.11. Unter einem invarianten Skalarprodukt einer Kongruenzebene (E,K)

verstehen wir ein unter der Gruppe ~K der linearen Anteile aller Kongruenzen in-
variantes Skalarprodukt auf ihrem Richtungsraum ~E.

4.1.1.12 (Diskussion der Terminologie). Unsere Kongruenzebenen sind unsere
erste axiomatische Beschreibung der schmutzigen Papierebene. Wir werden noch
zwei weitere äquivalente axiomatische Beschreibungen dieser Struktur einführen,
die eher algebraischen „euklidischen Ebenen“ alias „zweidimensionalen euklidi-
schen Räme“ aus 4.1.5.1 und besonders nah an der geometrischen Anschauung
und der Axiomatik von Euklid selbst die „fasteuklidischen Ebenen mit Paralel-
lenaxiom“ aus 5.1.1.17.

Vorschau 4.1.1.13. In 4.1.2.9 zeigen wir, daß es zu jeder Kongruenzebene (E,K)
ein invariantes Skalarprodukt s gibt und daß sich je zwei invariante Skalarproduk-
te zu ein- und derselben Kongruenzebene höchstens um eine positive multiplika-
tive Konstante unterscheiden. In 4.1.2.11 zeigen wir, daß die Kongruenzen sich
dann umgekehrt charakterisieren lassen als alle Affinitäten, deren linearer Anteil
in Bezug auf dieses Skalarprodukt s orthogonal ist. Daraus mögen Sie in Übung
4.1.2.13 folgern, daß je zwei Kongruenzebenen in einer dort genauer präzisierten
Weise isomorph sind.
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Einige Dreiecke in der Papierebene, die durch Kongruenzen ineinander überführt
werden können. Man nennt sie deshalb auch kongruente Dreiecke.
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4.1.1.14. Orientierungserhaltende Kongruenzen einer beliebig vorgegebenen Kon-
gruenzebene heißen gleichsinnige Kongruenzen und orientierungsumkehrende
Kongruenzen gegensinnige Kongruenzen. Sie werden in 4.1.2.14 zeigen, daß
jede gleichsinnige Kongruenz entweder eine Translation ist oder genau einen Fix-
punkt hat. Sie weden dort auch zeigen, inwiefern man sie sich im letzteren Fall
als eine „Drehung“ vorstellen darf. Andererseits werden sie in 4.1.2.15 zeigen,
daß jede gegensinnige Kongruenz genau eine affine Gerade stabilisiert, und wer-
den erklären, inwiefern man sie sich als eine „Gleitspiegelung“ vorstellen darf.
Spiegelungen fassen wir dabei als spezielle Gleitspiegelungen auf.

4.1.1.15 (Die schmutzige Anschauung). Man mag bei einer Kongruenzebene an
eine unendlich ausgedehnte Pappe denken und bei einer Kongruenz an eine an-
schauliche Bewegung im Raum, die diese Pappe in sich selber überführt. Gleich-
sinnige Kongruenzen erhält man, indem man sich die Pappe als auf einem Tisch
liegend denkt und sie auf dem Tisch verschiebt oder dreht, ohne sie dabei vom
Tisch hochzuheben. Gegensinnige Kongruenzen erhält man, indem man die Pap-
pe auf irgendeine Weise umdreht. An dieser Stelle möchte ich Sie am liebsten
wieder einmal davon überzeugen, daß das Abstrakte das eigentlich Konkrete ist.

4.1.1.16 (Norm als Länge). Gegeben eine Kongruenzebene (E,K) mit invarian-
tem Skalarprodukt 〈 , 〉 gilt für die zugehörige Norm ‖v‖ :=

√
〈v, v〉 offensicht-

lich
‖p− q‖ = ‖k(p)− k(q)‖ ∀p, q ∈ E, k ∈ K

sowie ‖λv‖ = |λ|‖v‖ für jeden reellen Skalar λ. In der schmutzigen Papierebene
entspricht folglich ‖p − q‖ der Zahl, die wir als Abstand zwischen den Punkten
p und q messen, wenn wir ein Lineal anlegen alias mit einer Kongruenzabbildung
entsprechend bewegen, und wenn wir zusätzlich unser Lineal dadurch eichen, daß
wir damit für einen fest vorgegebenen Richtungsvektorm 6= 0 die Länge ‖m‖ = 1
messen.

Satz 4.1.1.17 (Senkrechtstehen und Skalarprodukt). Gegeben eine Kongruenz-
ebene (E,K) mit invariantem Skalarprodukt 〈 , 〉 und Richtungsvektoren v, w ∈
~E sind gleichbedeutend:

1. Es gibt eine Kongruenz ϕ ∈ K mit ~ϕ(v) = −v und ~ϕ(w) = w;

2. Es gilt 〈v, w〉 = 0.

4.1.1.18. Die erste dieser Bedingungen knüpft an unsere geometrische Anschau-
ung an. Wir nennen im folgenden zwei Richtungsvektoren geometrisch senk-
recht, wenn sie diese Bedingung erfüllen. Die zweite dieser Bedingungen ist
Ihnen vermutlich bereits aus der Schule vertraut. Wir formulieren sie gleich als
Definition und nennen Vektoren v, w in einem Skalarproduktraum algebraisch
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senkrecht oder gleichbedeutend orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwin-
det.

4.1.1.19 (Ursprung der Terminologie). Das Wort „senkrecht“ kommt her von
„senken“, speziell dem Hinablassen eines Gewichts oder „Senkbleis“ an einem
Faden, um die Vertikale zu bestimmen. Vom Begriff des „senkrecht Stehens einer
Säule auf dem Boden“ zum „senkrecht Stehen eines Vektors auf einem anderen“
ist es dann nur noch ein kleiner Schritt. Das Wort „orthogonal“ ist griechisch für
„rechtwinklig“, und zwar ist „gon“ derselbe Wortstamm wie „Knie“ und meint
hier „Winkel“, wohingegen „ortho“ für „recht, richtig“ steht wie etwa in „Ortho-
graphie“ für „Rechtschreibung“.

Beweis. Gibt es eine Kongruenz ϕ mit ~ϕ(v) = −v und ~ϕ(w) = w, so folgt für
unser invariantes Skalarprodukt

〈v, w〉 = 〈~ϕ(v), ~ϕ(w)〉 = 〈−v, w〉

und damit 〈v, w〉 = 0. Im Fall w 6= 0 gibt es umgekehrt für alle p ∈ E genau eine
nichttriviale Kongruenz ϕ ∈ K\id, die die Halbgerade p + R≥0w festhält. Aus
ϕ(p) = p folgt ~ϕ 6= id. Andererseits gilt notwendig ϕ2 = id und folglich (~ϕ)2 =
id. Nach 3.6.6.29 hat ~ϕ also die Eigenwerte 1 und (−1) und beide Eigenräume
sind eindimensional. Nach der bereits bewiesenen Implikation umfaßt der (−1)-
Eigenraum den Untervektorraum {v ∈ ~E | 〈v, w〉 = 0}. Aus Dimensionsgründen
muß er dann bereits mit diesem Untervektorraum zusammenfallen und wir haben
für alle v, w ∈ ~E mit 〈v, w〉 = 0 und w 6= 0 eine Kongruenz ϕ gefunden mit
~ϕ(v) = −v und ~ϕ(w) = w. Im Fall w = 0 können wir dasselbe Argument für
irgendeinen Vektor w1 ∈ ~E\0 mit 〈v, w1〉 = 0 anwenden und das so konstruierte
ϕ erfüllt dann natürlich auch ~ϕ(w) = 0 = w.

Satz 4.1.1.20 (Pythagoras). Zwei Vektoren v, w des Richtungsraums einer Kon-
gruenzebene mit invariantem Skalarprodukt 〈 , 〉 stehen genau dann aufeinander
geometrisch senkrecht, wenn für die zugehörige Norm ‖ ‖ gilt

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2

Beweis. Per definitionem gilt ‖v‖2 = 〈v, v〉. Aus der Bilinearität und Symmetrie
des Skalarprodukts folgern wir für beliebige Richtungsvektoren v, w die Identität

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2〈v, w〉+ ‖w‖2

Aus 4.1.1.17 wissen wir bereits, daß das geometrische Senkrechtstehen gleich-
bedeutend ist zum algebraischen Senkrechtstehen alias dem Verschwinden des
Skalarprodukts. Der Satz folgt.
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Ergänzung 4.1.1.21 (Bezug zum geometrischen Beweis). Der auf der Schule
übliche geometrische Zugang zum Satz von Pythagoras durch Flächenvergleich ist
uns dadurch verbaut, daß in unserem formalen Aufbau das Konzept einer Fläche
noch gar nicht zur Verfügung steht. In der schmutzigen Anschauung mag man
jedoch 〈v, w〉 verstehen als die „orientierte Fläche 〈v, w〉 = vol(v, w′) des Par-
allelogramms mit den Kantenvektoren v, w′ für w′ den Vektor, der aus w durch
Drehung um einen rechten Winkel gegen den Uhrzeigersinn entsteht“. In dieser
Anschauung bedeutet die Bilinearität des Skalarprodukts dann insbesondere die
„Invarianz von Flächen unter Scherungen“. So erweist sich unsere algebraische
Rechnung als eine Übersetzung der in der Schule üblichen und adäquaten an-
schaulichen Argumentation in den hier entwickelten Formalismus.

Ergänzung 4.1.1.22. Ich will kurz auf die naheliegende Frage eingehen, warum
man nicht anstelle des Skalarprodukts einfacher die Zuordnung betrachtet, die je
zwei Vektoren einer euklidischen Ebene die Fläche des von ihnen aufgespann-
ten Parallelogramms zuordnet. Die Schwierigkeit dabei ist, daß diese Zuordnung
nicht bilinear wäre, man kann also nur schöne algebraische Formeln erwarten für
die Zuordnung, die je zwei Vektoren einer euklidischen Ebene die „orientierte
Fläche“ des von ihnen aufgespannten Parallelogramms zuordnet. Diese Zuord-
nung kann durchaus durch einen einfachen algebraischen Ausdruck beschrieben
werden, sie hängt aber von der Wahl einer Orientierung ab und ist nicht symme-
trisch, sondern vielmehr schiefsymmetrisch. Bei der zuvor beschriebenen geome-
trischen Bedeutung des Skalarprodukts geht dahingegen die Wahl einer Orientie-
rung zweimal ein und kürzt sich weg, so daß es im Endeffekt von dieser Wahl
doch nicht abhängt.

Ergänzung 4.1.1.23 (Allgemeinere Grundkörper als die reellen Zahlen). Bei
den hier und im folgenden ausgeführten Überlegungen mag man ein tieferes Ver-
ständnis aus der Frage gewinnen, inwieweit sie sich auch über allgemeineren an-
geordneten Körpern durchführen lassen. Für die meisten Resultate müssen wir nur
fordern, daß alle nichtnegativen Elemente des fraglichen angeordneten Körpers
Quadrate sind. Sobald es aber um Winkelmaße gehen wird, benötigen wir analy-
tische Hilfsmittel und müssen mit dem Körper der reellen Zahlen arbeiten oder
eine große Künstlichkeit der Konstruktionen und Argumente in Kauf nehmen.

Übungen

Übung 4.1.1.24 (Die komplexe Zahlenebene als Kongruenzebene). Man zei-
ge, daß die komplexen Zahlen C zu einer Kongruenzebene werden, wenn wir als
Kongruenzen diejenigen Abbildungen auszeichnen, die eine der beiden Gestal-
ten z 7→ az + b oder z 7→ az̄ + b haben mit a, b ∈ C und |a| = 1. Man zei-
ge, daß die Formel 〈z, w〉 := Re z̄w ein invariantes Skalarprodukt auf ~C = C
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liefert, für dessen Norm gilt ‖z‖ = |z|. Man mag mit mehr Mut weiter zei-
gen, daß unsere Kongruenzen genau alle Abbildungen k : C → C sind mit
|k(p)− k(q)| = |p− q| ∀p, q ∈ C.
Übung 4.1.1.25. Gegeben ein reeller Skalarproduktraum V mit Skalarprodukt
〈 , 〉 verwendet man üblicherweise die Notation ‖v‖ :=

√
〈v, v〉. Man zeige

in einem reellen Skalarproduktraum die Äquivalenz

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 ⇔ 〈v, w〉 = 0

Man zeige weiter in einem reellen Skalarproduktraum die Parallelogrammregel,
nach der die Summe der Quadrate der vier Seiten eines Parallelogramms gleich
der Summe der Quadrate der beiden Diagonalen ist, in Formeln

2‖v‖2 + 2‖w‖2 = ‖v − w‖2 + ‖v + w‖2

Übung 4.1.1.26 (Rechtfertigung der Konstruktion der Mittelsenkrechte). Sei-
en E eine reelle affine Ebene und 〈 , 〉 ein Skalarprodukt auf ihrem Richtungs-
raum. Gegeben paarweise verschiedene Punkte a, b, c, d ∈ E mit ‖a − c‖ =
‖a − d‖ und ‖b − c‖ = ‖b − d‖ zeige man, daß (a − b) senkrecht steht auf
(c − d). Gilt hier sogar ‖a − c‖ = ‖a − d‖ = ‖b − c‖ = ‖b − d‖, so zeige man,
daß der Schnittpunkt p der Geraden ab und cd durch a und b beziehungsweise c
und d denselben Abstand zu allen unseren vier Punkten a, b, c, d hat, in Formeln
‖a− p‖ = ‖b− p‖ = ‖c− p‖ = ‖d− p‖.

4.1.2 Invariante Skalarprodukte zu Drehspiegelgruppen
Definition 4.1.2.1. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Teilmenge A ⊂ V heißt
ein Strahl, wenn es einen Vektor v ∈ V \0 gibt mit A = R≥0v.

Definition 4.1.2.2. Gegeben ein zweidimensionaler reeller Vektorraum Z heiße
eine Untergruppe O ⊂ GL(Z) eine Drehspiegelgruppe, wenn es für je zwei
Strahlen A,B ⊂ Z genau zwei Elemente k, h ∈ O gibt mit k(A) = B = h(A).
Die Elemente einer ausgezeichneten Drehspiegelgruppe nennen wir im folgenden
Drehspiegelungen.

Beispiel 4.1.2.3. Gegeben ein zweidimensionaler reeller Vektorraum Z mit Ska-
larprodukt s ist die orthogonale Gruppe O(Z, s) eine Drehspiegelgruppe. Ich über-
lasse es dem Leser, dafür einen Beweis auszuschreiben.
4.1.2.4. Sei (Z,O) ein zweidimensionaler reeller Vektorraum mit ausgezeichne-
ter Drehspiegelgruppe. Für alle v ∈ Z\0 gibt es dann nach Annahme genau ein
nichttriviales Element rv ∈ O\ id mit rv(R≥0v) = R≥0v. Es folgt erst r2

v = id
und dann rv(v) = v. Aus r2

v = id folgt andererseits, daß rv die Eigenwerte 1 und
(−1) hat. Wir nennen rv die Spiegelung zu v. Die Notation mag an „Reflektion“
erinnern, der Buchstabe s ist schon für Skalarprodukte vergeben.
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Lemma 4.1.2.5 (Drehspiegelungen mit negativer Determinante). Sei (Z,O)
ein zweidimensionaler reeller Vektorraum mit ausgezeichneter Drehspiegelgrup-
pe. So sind die Drehspiegelungen mit negativer Determinante genau die Spiege-
lungen, in Formeln

{k ∈ O | det(k) < 0} = {rv | v ∈ Z\0}

Beweis. Ein Automorphismus r eines zweidimensionalen reellen Vektorraums
mit negativer Determinante muß nach 3.6.6.24 einen positiven und einen nega-
tiven Eigenwert haben. Ist r unsere Drehspiegelung und v ein Eigenvektor von r
zum positiven Eigenwert, so muß r die einzige nichttriviale Drehspiegelung sein,
die den Strahl R≥0v festhält.

Lemma 4.1.2.6. Sei (Z,O) ein zweidimensionaler reeller Vektorraum mit ausge-
zeichneter Drehspiegelgruppe. So werden je zwei Strahlen A,B ⊂ Z durch genau
eine Spiegelung aus O miteinander vertauscht.

Beweis. Sicher gibt es stets eine Drehspiegelung k, die A in B überführt, und
eine Spiegelung r, die A festhält. Dann hat von den beiden Drehspiegelungen r
und kr, die A in B überführen, genau eine negative Determinante, und diese ist
nach 4.1.2.5 die gesuchte Spiegelung.

4.1.2.7 (Einführen einer Norm). Sei (Z,O) ein zweidimensionaler reeller Vek-
torraum mit ausgezeichneter Drehspiegelgruppe. Sei m ∈ Z\0 ein fest gewählter
von Null verschiedener Vektor. Für jeden weiteren von Null verschiedenen Vektor
v ∈ Z\0 gibt es offensichtlich genau eine Drehspiegelung d ∈ O mit positiver
Determinante, die den Strahl R≥0v auf den Strahl R≥0m abbildet. Wir können
also eine positive reelle Zahl ‖v‖m = ‖v‖ definieren durch die Forderung

d(v) = ‖v‖m

Wir nennen diese positive reelle Zahl die durch m bestimmte Norm oder kurz
die m-Norm von v. Vereinbaren wir zusätzlich ‖0‖ = 0, so gilt offensichtlich
‖µv‖ = µ‖v‖ für alle Vektoren v ∈ Z und alle nichtnegativen reellen Zahlen
µ ∈ R≥0. Offensichtlich gilt auch ‖kv‖ = ‖v‖ für alle Drehspiegelungen k ∈ O
und wir haben für v, w ∈ Z sogar

‖v‖ = ‖w‖ ⇔ ∃k ∈ O mit k(v) = w.

Satz 4.1.2.8 (Invariante Skalarprodukte zu Drehspiegelgruppen). Sei (Z,O)
ein zweidimensionaler reeller Vektorraum mit ausgezeichneter Drehspiegelgrup-
pe. So gibt es auf Z ein O-invariantes Skalarprodukt und jede O-invariante Bili-
nearform auf Z ist ein Vielfaches dieses Skalarprodukts.
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Je zwei Strahlen in einem zweidimensionalen reellen Vektorraum mit
ausgezeichneter Drehspiegelgruppe werden durch eine Spiegelung vertauscht.

Der ausgezeichnete Punkt stellt den Ursprung dar.

Illustration der Definition von αv(w). Im Bild hätten wir etwa αv(w) = 1/3.
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Beweis. Gegeben Vektoren v, w ∈ Z mit v 6= 0 erklären wir einen Skalar αv(w) ∈
R durch die Vorschrift

αv(w)v = (w + rvw)/2

Das ist sinnvoll, da die rechte Seite offensichtlich ein Fixpunkt der Spiegelung rv
ist und folglich ein Vielfaches von v sein muß. Die rechte Seite ist genauer der
Fixpunktanteil von w bei seiner Zerlegung w = w+

v + w−v in Eigenvektoren von
rv zu den Eigenwerten ±1. Mit dieser Notation gilt also

αv(w)v = w+
v

In der schmutzigen Anschauung mag man sich w+
v als das Bild von w unter der

„orthogonalen Projektion auf die Gerade Rv“ vorstellen, wie Sie sie möglicher-
weise in der Schule bereits kennengelernt haben. Jetzt halten wir einen Vektor
m ∈ Z\0 fest und erklären eine Abbildung Z × Z → R, (v, w) 7→ 〈v, w〉 durch
die Vorschrift

〈v, w〉 :=

{
‖v‖2αv(w) v 6= 0;

0 v = 0.

Wir zeigen im folgenden, daß das ein invariantes Skalarprodukt ist. Offensicht-
lich gilt 〈v, v〉 = ‖v‖2 und w 7→ 〈v, w〉 ist linear für alle v. Ist weiter k ∈ O
eine Drehspiegelung, so gilt krv = rkvk, denn beide Abbildungen haben dieselbe
Determinante und bilden v auf kv ab. Daraus folgt αv(w) = αkv(kw) vermittels
der Umformungen

αv(w)kv = (kw + krvw)/2 = (kw + rkvkw)/2 = αkv(kw)kv

Es folgt die Invarianz 〈v, w〉 = 〈kv, kw〉 für alle k ∈ O. Um schließlich zu zeigen,
daß auch v 7→ 〈v, w〉 linear ist für alle w, reicht es, die Symmetrie 〈v, w〉 = 〈w, v〉
zu prüfen. Es reicht, das für v 6= 0 6= w zu prüfen. Es reicht sogar, das unter
der zusätzlichen Voraussetzung ‖v‖ = ‖w‖ zu prüfen, denn offensichtlich gilt
stets 〈λv, w〉 = λ〈v, w〉 = 〈v, λw〉. Damit dürfen wir nach 4.1.2.6 annehmen,
daß es eine Spiegelung r ∈ O gibt mit rv = w und r2 = id. Es folgt rw = v
und so die gewünschte Symmetrie 〈v, w〉 = 〈rv, rw〉 = 〈w, v〉. Damit liefert
unsere Konstruktion in der Tat das gesuchte invariante Skalarprodukt. Um die
Eindeutigkeit bis auf Skalar zu zeigen, wählen wir v ∈ Z\0 und einen Eigenvektor
w von rv zum Eigenwert −1 derart, daß es eine Drehspiegelung d ∈ O gibt mit
dv = w. Für jede invariante Bilinearform 〈 , 〉 gilt dann

〈v, w〉 = 〈rvv, rvw〉 = 〈v,−w〉 = −〈v, w〉

und damit 〈v, w〉 = 0. Weiter gilt 〈v, v〉 = 〈dv, dv〉 = 〈w,w〉 und so

〈av + bw, xv + yw〉 = (ax+ by)〈v, v〉

Das zeigt die behauptete Eindeutigkeit bis auf Skalar.
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Korollar 4.1.2.9 (Invariante Skalarprodukte zu Kongruenzebenen). Zu jeder
Kongruenzebene gibt es ein invariantes Skalarprodukt und jede invariante Biline-
arform ist ein Vielfaches dieses Skalarprodukts.

Beweis. Gegeben eine Kongruenzebene (E,K) ist offensichtlich ~K ⊂ GL( ~E)
eine Drehspiegelgruppe. Damit folgt die Behauptung aus Satz 4.1.2.8 über invari-
ante Skalarprodukte zu Drehspiegelgruppen.

Proposition 4.1.2.10 (Drehspiegelgruppe als orthogonale Gruppe). Sei (Z,O)
ein zweidimensionaler reeller Vektorraum mit ausgezeichneter Drehspiegelgrup-
pe und s ein O-invariantes Skalarprodukt. So ist unsere Drehspiegelgruppe die
orthogonale Gruppe zu s, in Formeln

O = O(Z, s)

Beweis. Per definitionem haben wir O ⊂ O(Z, s) und nach 4.1.2.3 ist auch
O(Z, s) eine Drehspiegelgruppe. Beide Gruppen haben also dieselben Elemen-
te mit negativer Determinante, nämlich unsere Spiegelungen rv mit v ∈ Z\0. Sie
mögen als Übung 4.1.2.12 zeigen, daß jede Drehspiegelgruppe von ihren Spiege-
lungen erzeugt wird. Das beendet dann den Beweis.

Korollar 4.1.2.11 (Kongruenzgruppe als orthogonalaffine Gruppe). Gegeben
ein invariantes Skalarprodukt s zu einer Kongruenzebene (E,K) sind die Kon-
gruenzen genau alle Affinitäten mit s-orthogonalem linearen Anteil, in Formeln

K = {ϕ ∈ Aff E | ~ϕ ∈ O(s)}

Beweis. Weil unsere Kongruenzgruppe nach Annahme alle Richtungsvektoren
enthält, haben wir schon mal K = {ϕ ∈ Aff E | ~ϕ ∈ ~K}. Damit folgt das
Korollar direkt aus unserer Proposition 4.1.2.10.

Übungen

Übung 4.1.2.12. Jede Drehspiegelgruppe wird von ihren Spiegelungen erzeugt.

Übung 4.1.2.13 (Eindeutigkeit von Kongruenzebenen). Ein Isomorphismus
von Kongruenzebenen (E,K) und (F,L) ist ein Isomorphismus ϕ : E

∼→ F von
affinen Räumen, unter dem sich die jeweils ausgezeichneten Kongruenzgruppen
entsprechen, in Formeln L = ϕKϕ−1. Man zeige, daß je zwei Kongruenzebenen
E,F isomorph sind. Man zeige genauer, daß es für beliebige Paare von je zwei
verschiedenen Punkten (p, q) ∈ E ×E sowie (b, d) ∈ F ×F genau zwei Isomor-
phismen φ, ψ : E

∼→ F von Kongruenzebenen gibt, die (p, q) in (b, d) überführen.
Man mag etwa zeigen, daß jedes Beispiel zu dem in 4.1.1.24 gegebenen Beispiel
isomorph sein muß.
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Übung 4.1.2.14 (Gleichsinnige Kongruenzen). Die einzige gleichsinnige Kon-
gruenz einer Kongruenzebene mit mehr als einem Fixpunkt ist die Identität. Jede
gleichsinnige Kongruenz einer Kongruenzebene ohne Fixpunkt ist eine Transla-
tion. Jede gleichsinnige Kongruenz unserer Kongruenzebene C aus 4.1.1.24 mit
Fixpunkt p hat die Gestalt p+ z 7→ p+ λz für λ ∈ C mit |λ| = 1.

Übung 4.1.2.15 (Gegensinnige Kongruenzen). Jede gegensinnige Kongruenz ei-
ner Kongruenzebene stabilisiert genau eine reelle affine Gerade. Jede gegensinni-
ge Kongruenz unserer Kongruenzebene C aus 4.1.1.24, die R stabilisiert, hat die
Gestalt z 7→ a+ z̄ für a ∈ R.

Übung 4.1.2.16 (Ähnlichkeiten). Ein Isomorphismus einer Kongruenzebene mit
sich selber heißt eine Ähnlichkeitsabbildung oder Ähnlichkeit. Man zeige, daß
die Ähnlichkeiten unserer Kongruenzebene C aus 4.1.1.24 genau alle Abbildun-
gen sind, die eine der beiden Gestalten z 7→ az + b oder z 7→ az̄ + b haben mit
a, b ∈ C und a 6= 0. Man folgere, daß alle Ähnlichkeiten einer Kongruenzebene,
die keine Kongruenzen sind, genau einen Fixpunkt haben müssen, und argumen-
tiere heuristisch, daß sie entweder „Drehstreckungen“ oder „Spiegelstreckungen“
sein müssen.

4.1.3 Geometrie von Skalarprodukträumen
4.1.3.1. Im Vorhergehenden haben wir aus der räumlichen Anschauung heraus
den Begriff des Skalarprodukts entwickelt. Im folgenden bauen wir umgekehrt für
allgemeine Vektorräume mit Skalarprodukt eine sich an dieser räumlichen An-
schauung orientierende Begrifflichkeit auf und zeigen, wie sich viele im Raum
unserer Anschauung offensichtliche Tatsachen algebraisch formalisieren und auf
diesen Kontext verallgemeinern lassen. Ich schreibe eine Weile wieder Vektoren
mit Pfeil, damit man die i-te Komponente vi eines Vektors ~v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn
und den i-ten Vektor ~vi einer Familie ~v1, . . . , ~vn von Vektoren besser auseinander-
halten kann.

4.1.3.2. Ich beginne mit Erinnerungen einiger grundlegender Begriffe. Gegeben
ein Körper K und ein K-Vektorraum V heißt eine bilineare Abbildung b : V ×
V → K wie in 3.2.3.8 eine Bilinearform auf V . Wie in 3.6.3.1 heißt eine Biline-
arform b symmetrisch, wenn gilt b(~v, ~w) = b(~w,~v) für alle ~v, ~w ∈ V . Ist K ein
angeordneter Körper, so heißt eine Bilinearform b wie in 4.1.1.2 positiv definit,
wenn gilt ~v 6= ~0 ⇒ b(~v,~v) > 0. Ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum über
einem angeordneten Körper ist wie in 4.1.1.2 eine symmetrische positiv definite
Bilinearform.

Beispiel 4.1.3.3. Auf V = Rn erhält man ein Skalarprodukt durch die Vorschrift

〈~v, ~w〉 := v1w1 + . . .+ vnwn
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Einige Dreiecke, die durch Ähnlichkeiten im Sinne von ?? ineinander überführt
werden können. Man nennt sie deshalb auch ähnliche Dreiecke.
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für ~v = (v1, . . . , vn) und ~w = (w1, . . . , wn). Es heißt das Standard-Skalar-
produkt. Man findet für das Standardskalarprodukt oft die alternative Notation
~v · ~w. Im Formalismus der Matrixmultiplikation und mit unserer Interpretation von
Elementen des Rn als Spaltenvektoren und Elementen von R als reellen (1 × 1)-
Matrizen können wir es auch schreiben als Produkt eines Zeilenvektors mit einem
Spaltenvektor 〈~v, ~w〉 := ~v> ◦ ~w.

4.1.3.4 (Motivation für Skalarprodukte im Komplexen). Für die nun folgende
Erweiterung des Begriffs eines Skalarprodukts ins Komplexe kenne ich keine an-
schauliche Begründung. Es wird sich jedoch erweisen, daß das Zusammenwirken
der algebraischen Abgeschlossenheit der komplexen Zahlen mit den Positivitäts-
eigenschaften eines Skalarprodukts Resultate liefert, die auch interessante Kon-
sequenzen für reelle Vektorräume haben. Beispiele dafür sind die Sätze über die
Normalform orthogonaler Matrizen 4.1.11.3 oder über die Hauptachsentransfor-
mation 4.2.2.7.

Definition 4.1.3.5. Ein Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum V ist
eine Abbildung V ×V → C, (~v, ~w) 7→ 〈~v, ~w〉 derart, daß für alle ~u,~v, ~w ∈ V und
λ, µ ∈ C gilt:

1. 〈~u,~v + ~w〉 = 〈~u,~v〉+ 〈~u, ~w〉 und 〈~v, λ~w〉 = λ〈~v, ~w〉;

2. 〈~u+~v, ~w〉 = 〈~u, ~w〉+〈~v, ~w〉 und 〈µ~v, ~w〉 = µ̄〈~v, ~w〉. Bei Herausziehen eines
Skalars µ im ersten Eintrag muß also besagter Skalar konjugiert werden;

3. 〈~v, ~w〉 = 〈~w,~v〉, insbesondere also 〈~v,~v〉 ∈ R;

4. ~v 6= ~0⇒ 〈~v,~v〉 > 0.

4.1.3.6. Nebenbei bemerkt folgt hier 2 schon aus 1 und 3, aber es kann auch nicht
schaden, diese Formeln nochmal explizit hinzuschreiben. Ganz allgemein heißt ei-
ne Abbildung f : V → W von komplexen Vektorräumen schieflinear, wenn gilt
f(~v + ~w) = f(~v) + f(~w) und f(µ~v) = µ̄f(~v) für alle ~v, ~w ∈ V und µ ∈ C. Die
ersten beiden Teile unserer Definition können also dahingehend zusammengefaßt
werden, daß unser Skalarprodukt schieflinear ist im ersten Eintrag und linear im
zweiten. Eine Abbildung V × V → C, die nur diese beiden Bedingungen 1 und
2 erfüllt, nennt man eine Sesquilinearform. Gilt zusätzlich 3, so heißt die Ses-
quilinearform hermitesch nach dem französischen Mathematiker Hermite. Das
Standardbeispiel ist V = Cn mit dem Skalarprodukt 〈~v, ~w〉 = v̄1w1 + . . .+ v̄nwn
für ~v = (v1, . . . , vn) und ~w = (w1, . . . , wn). Mithilfe der Matrixmultiplikation
kann dies Skalarprodukt auch geschrieben werden als

〈~v, ~w〉 = ~v
> ◦ ~w
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Der Strich über einer Matrix mit komplexen Einträgen meint dabei das komplexe
Konjugieren aller Einträge.

4.1.3.7 (Diskussion der Terminologie). Viele Autoren verwenden die abwei-
chende Konvention, nach der im komplexen Fall ein Skalarprodukt linear im ers-
ten und schieflinear im zweiten Eintrag sein soll. Ich ziehe die hier gegebene Kon-
vention vor, da dann bei der Interpretation von 〈~v, ~w〉 als „~v auf ~w angewendet“
dieses Anwenden von ~v linear ist. In der physikalischen Literatur findet man meist
die abweichende Notation 〈~v|~w〉.

Definition 4.1.3.8. Einen reellen beziehungsweise komplexen Vektorraum mit
Skalarprodukt nennen wir einen reellen beziehungsweise komplexen Skalarpro-
duktraum. In einem reellen oder komplexen Skalarproduktraum definiert man
die Skalarproduktnorm oder kurz Norm ‖~v‖ ∈ R eines Vektors ~v durch die
Formel

‖~v‖ :=
√
〈~v,~v〉

Vektoren ~v der Norm ‖~v‖ = 1 heißen normal. Mit dem Abstand zwischen zwei
Vektoren ~v, ~w meinen wir die Norm ‖~v − ~w‖ ihrer Differenz. Zwei Vektoren ~v, ~w
heißen orthogonal und man schreibt ~v ⊥ ~w, wenn gilt 〈~v, ~w〉 = 0. Man sagt
dann auch, ~v und ~w stehen senkrecht aufeinander. Manchmal verwendet man
das Symbol ⊥ auch für allgemeinere Teilmengen A,B eines Skalarproduktraums
und schreibt A ⊥ B als Abkürzung für die Aussage (~v ⊥ ~w ∀~v ∈ A, ~w ∈ B).

4.1.3.9. In einem reellen oder komplexen Skalarproduktraum gilt ‖λ~v‖ = |λ|‖~v‖
für alle Vektoren ~v und alle Skalare λ ∈ R beziehungsweise λ ∈ C. In der Tat
haben wir ja

‖λ~v‖2 = 〈λ~v, λ~v〉 = λ̄λ〈~v,~v〉 = |λ|2‖~v‖2

4.1.3.10. Einen komplexen Skalarproduktraum nennt man einen unitären Raum
und im Kontext der Definition allgemeiner Hilberträume auch einen Prähilbert-
raum oder im endlichdimensionalen Fall einen endlichdimensionalen Hilbert-
raum.

Vorschau 4.1.3.11 (Diskussion der Terminologie). Einen reellen Skalarproduk-
traum nennt man vielfach einen „euklidischen Vektorraum“. Ich schließe mich
dieser Terminologie nicht an und erkläre stattdessen einen euklidischen Vektor-
raum in 4.1.5.1 als einen reellen Vektorraum mit einem „nur bis auf einen Skalar
eindeutig bestimmten Skalarprodukt“.

4.1.3.12. Stehen zwei Vektoren ~v, ~w eines Skalarproduktraums senkrecht aufein-
ander, so gilt der Satz des Pythagoras

‖~v + ~w‖2 = ‖~v‖2 + ‖~w‖2



352 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

In der Tat folgt ja aus ~v ⊥ ~w schon

〈~v + ~w,~v + ~w〉 = 〈~v,~v〉+ 〈~v, ~w〉+ 〈~w,~v〉+ 〈~w, ~w〉 = 〈~v,~v〉+ 〈~w, ~w〉

Im Reellen gilt hier auch die Umkehrung. Im Komplexen ist dahingegen die Iden-
tität ‖~v + ~w‖2 = ‖~v‖2 + ‖~w‖2 gleichbedeutend zu Re〈~w,~v〉 = 0.

Definition 4.1.3.13. Eine Familie (~vi)i∈I von Vektoren eines Skalarproduktraums
heißt ein Orthonormalsystem, wenn die Vektoren ~vi alle die Norm 1 haben und
paarweise aufeinander senkrecht stehen, wenn also in Formeln mit dem Kronecker-
delta aus 3.2.4.2 gilt

〈~vi, ~vj〉 = δij

Ein Orthonormalsystem, das eine Basis ist, heißt eine Orthonormalbasis.

4.1.3.14. Eine Teilmenge T eines Skalarproduktraums heißt ein Orthonormal-
system beziehungsweise eine Orthonormalbasis, wenn die Vektoren von T alle
die Norm 1 haben, paarweise aufeinander senkrecht stehen und im Fall einer Or-
thonormalbasis zusätzlich eine Basis bilden. Das bedeutet in anderen Worten, daß
unsere Teilmenge als durch sich selbst indizierte Familie die jeweilige in 4.1.3.13
für Familien formulierte Eigenschaft hat.

4.1.3.15. Ist V ein Skalarproduktraum und (~vi)i∈I ein Orthonormalsystem und
~w =

∑
λi~vi die Darstellung eines Vektors ~w ∈ V , so erhalten wir durch Davor-

multiplizieren von ~vj sofort λj = 〈~vj, ~w〉. Insbesondere ist jedes Orthonormalsys-
tem linear unabhängig.

Proposition 4.1.3.16. Jeder endlichdimensionale reelle oder komplexe Skalarpro-
duktraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Ist unser Raum der Nullraum, so tut es die leere Menge. Sonst finden
wir einen von Null verschiedenen Vektor und erhalten, indem wir ihn mit dem
Kehrwert seiner Norm multiplizieren, sogar einen Vektor ~v1 der Norm Eins. Die
lineare Abbildung 〈~v1, 〉 ist nicht die Nullabbildung und hat folglich nach der Di-
mensionsformel 3.2.2.5 als Kern einen Untervektorraum einer um Eins kleineren
Dimension. Eine offensichtliche Induktion beendet den Beweis.

4.1.3.17. Gegeben ein Skalarproduktraum V und eine Teilmenge T ⊂ V setzen
wir

T⊥ := {v ∈ V | v ⊥ t ∀t ∈ T}

und nennen diese Menge den Orthogonalraum von T in V . Offensichtlich ist der
Orthogonaleraum einer beliebigen Teilmenge T ⊂ V ein Untervektorraum von V .
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Proposition 4.1.3.18 (Orthogonales Komplement). Gegeben ein Skalarprodukt-
raum V und ein endlichdimensionaler Untervektorraum U ⊂ V ist der Orthogo-
nalraum von U in V auch ein Vektorraumkomplement, in Formeln

V = U ⊕ U⊥

Ergänzung 4.1.3.19. Die Proposition gilt auch für Skalarprodukträume über ei-
nem beliebigen angeordneten Körper. Der Beweis muß für diesen Fall allerding
umgeschrieben werden, da in dieser Allgemeinheit auch ein endlichdimensionaler
Skalarproduktraum nicht notwendig eine Orthonormalbasis hat.

Beweis. Natürlich gilt U ∩ U⊥ = 0. Es reicht also zu zeigen, daß jeder Vektor
~w ∈ V dargestellt werden kann als

~w = ~p+ ~r

mit ~p ∈ U und ~r ∈ U⊥. Nach 4.1.3.16 besitzt nun U eine Orthonormalbasis
~v1, . . . , ~vn. Machen wir den Ansatz ~p =

∑
λi~vi, so folgt 〈~vi, ~w〉 = 〈~vi, ~p〉 = λi

und damit die Eindeutigkeit von ~p. Andererseits steht aber mit diesen λi der Vektor
~r = ~w −

∑
λi~vi auch tatsächlich senkrecht auf allen ~vi, denn wir finden

〈~vj, ~r〉 = 〈~vj, ~w〉 −
∑

λi〈~vj, ~vi〉 = 〈~vj, ~w〉 − λj = 0

4.1.3.20. Sagen wir von zwei Untervektorräumen eines Skalarproduktraums, sie
seien orthogonal, so ist gemeint, daß jeder Vektor des einen Teilraums zu jedem
Vektor des anderen Teilraums orthogonal ist.
4.1.3.21. Gegeben U ⊂ V ein Untervektorraum eines Skalarproduktraums verste-
hen wir unter einem orthogonalen Komplement von U in V einen Untervektor-
raum W ⊂ V , der sowohl ein Vektorraumkomplement ist als auch orthogonal zu
U . Wenn es ein derartiges orthogonales Komplement gibt, muß es offensichtlich
der Orthogonalraum W = U⊥ sein. Es kann aber im Fall unendlichdimensionaler
Skalarprodukträume durchaus vorkommen, daß der Orthogonalraum von U kein
Vektorraumkomplement ist und daß damit der Untervektorraum U kein orthogo-
nales Komplement besitzt. Ein Beispiel dafür gibt Übung 4.1.3.29.
4.1.3.22. Besitzt ein Untervektorraum eines Skalarproduktraums U ⊂ V ein or-
thogonales Komplement, haben wir also V = U ⊕ U⊥, so kann jeder Vektor
~w ∈ V eindeutig geschrieben werden als ~w = ~p + ~r mit ~p ∈ U und ~r ∈ U⊥.
Die Abbildung ~w 7→ ~p ist dann offensichtlich linear und heißt die orthogonale
Projektion auf den Untervektorraum U . Sie ist in der Terminologie von 3.2.2.19
die Projektion auf U längs U⊥. Man beachte, daß die orthogonale Projektion von
~w auf U genau derjenige Punkt ~p unseres Untervektorraums U ist, der den kleins-
ten Abstand zu ~w hat. Für jeden Vektor ~v 6= ~0 aus unserem Untervektorraum gilt
nämlich nach Pythagoras

‖(~p+ ~v)− ~w‖2 = ‖~p− ~w‖2 + ‖~v‖2 > ‖~p− ~w‖2
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Vorschau 4.1.3.23. Man beachte, daß unsere orthogonale Projektion mit Ausnah-
me des Extremfalls U = V keineswegs eine orthogonal Abbildung im Sinne von
4.1.4.1 ist.

Satz 4.1.3.24. 1. Für beliebige Vektoren ~v, ~w eines reellen oder komplexen
Skalarproduktraums gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

|〈~v, ~w〉| ≤ ‖~v‖‖~w‖

mit Gleichheit genau dann, wenn ~v und ~w linear abhängig sind;

2. Für beliebige Vektoren ~v, ~w eines reellen oder komplexen Skalarprodukt-
raums gilt die Dreiecksungleichung

‖~v + ~w‖ ≤ ‖~v‖+ ‖~w‖

mit Gleichheit genau dann, wenn einer unserer Vektoren ein nichtnegatives
Vielfaches des anderen ist, in Formeln ~v ∈ R≥0 ~w oder ~w ∈ R≥0~v.

Ergänzung 4.1.3.25. Dieser Satz zeigt insbesondere, daß unsere Skalarprodukt-
norm auch im Sinne der Analysis 11.2.3.2 eine Norm ist.

4.1.3.26 (Verschiedene Ansätze zum Beweis der Dreiecksungleichung). Man
mag versucht sein, die Dreiecksungleichung zu beweisen, indem man eine Ecke
des Dreiecks orthogonal auf die gegenüberliegende Kante projiziert und bemerkt,
daß die beiden anderen Kanten dabei nach Pythagoras nur kürzer werden können.
Leider führt diese anschaulich besonders überzeugende Beweisidee bei der Aus-
formulierung in ein unangenehmes Dickicht von Fallunterscheidungen, so daß ich
die im folgenden gegebene weniger anschauliche Darstellung vorgezogen habe.

Beweis. Um Teil 1 zu zeigen, nehmen wir zunächst ‖~v‖ = 1 an. Das Bild ~p
eines weiteren Vektors ~w unter der orthogonalen Projektion auf die Gerade R~v
wird dann nach 4.1.3.18 oder genauer seinem Beweis gegeben durch die Formel
~p = 〈~v, ~w〉~v. Erklären wir ~r durch ~w = ~p + ~r, so steht demnach oder auch nach
elementarer Rechnung ~r senkrecht auf ~v und wir erhalten unter Zuhilfenahme des
Pythagoras

|〈~v, ~w〉|2 = ‖~p‖2 ≤ ‖~p‖2 + ‖~r‖2 = ‖~w‖2

Das zeigt die Ungleichung |〈~v, ~w〉| ≤ ‖~v‖‖~w‖ mit Gleichheit genau dann, wenn
gilt ~r = ~0 alias wenn ~w ein Vielfaches von ~v ist. Diese Ungleichung muß aber
offensichtlich erhalten bleiben, wenn wir darin ~v durch ein Vielfaches ersetzen,
und so erhalten wir dann für beliebige Vektoren ~v, ~w eines beliebigen Skalar-
produktraums die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung |〈~v, ~w〉| ≤ ‖~v‖‖~w‖ mit
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Illustration zum Beweis der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung. Wir haben
darin ~v = (1, 0), ~w = (9, 6), 〈~v, ~w〉 = 9, ~p = (9, 0), ~r = (0, 6).
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Gleichheit genau dann, wenn ~v und ~w linear abhängig sind. Daraus hinwieder-
um ergibt sich, indem man beide Seiten quadriert, sofort die Dreiecksungleichung
‖~v + ~w‖ ≤ ‖~v‖+ ‖~w‖. Der Beweis der letzten Aussage von Teil 2 sei dem Leser
zur Übung überlassen.

Alternativer Beweis der Ungleichung von Cauchy-Schwarz. Man findet

f(t) := 〈~v + t~w,~v + t~w〉 = 〈~v,~v〉+ 2tRe〈~v, ~w〉+ t2〈~w, ~w〉 ≥ 0 ∀t ∈ R

Aus 〈~w, ~w〉 = 0 folgt Re〈~v, ~w〉 = 0 für alle ~v. Haben wir 〈~w, ~w〉 6= 0, so findet
man das Minimum unserer Funktion von t mit Hilfe der Bedingung f ′(t0) = 0
bei t0 = −Re〈~v, ~w〉/‖~w‖2. Aus f(t0) ≥ 0 folgt dann unmittelbar die Cauchy-
Schwarz’sche Ungleichung. Ich selbst ziehe den anderen Beweis vor, weil er mei-
ne Anschauung mehr anspricht und ähnlich für alle angeordneten Grundkörper
funktioniert. Der zweite Beweis läßt sich dahingegen leichter auf „positiv semi-
definite hermitesche Formen“ verallgemeinern.

4.1.3.27. Ist V ein Skalarproduktraum und ~v1, . . . , ~vn ein endliches Orthonormal-
system, so gilt für jeden Vektor ~w ∈ V die sogenannte Bessel’sche Ungleichung

‖~w‖2 ≥
n∑
i=1

|〈~vi, ~w〉|2

In der Tat ist nach Pythagoras für jeden Vektor ~w ∈ V seine orthogonale Pro-
jektion ~p auf den von unserem Orthonormalsystem erzeugten Teilraum höchstens
so lang wie der Vektor selbst, in Formeln ‖~w‖ ≥ ‖~p‖ alias ‖~w‖2 ≥ ‖~p‖2. Set-
zen wir in diese Erkenntnis unsere Darstellung ~p =

∑
〈~vi, ~w〉~vi der orthogonalen

Projektion aus dem Beweis von 4.1.3.18 ein, so ergibt sich unsere Ungleichung.

Übungen

Übung 4.1.3.28. Gegeben ein Skalarproduktraum V mit einem endlichdimensio-
nalen Untervektorraum U ⊂ V gilt U = (U⊥)⊥.
Ergänzende Übung 4.1.3.29 (Schwierigkeiten mit orthogonalen Projektionen).
Man zeige, daß die Menge L2

R(N) ⊂ Ens(N,R) aller reellen Folgen a0, a1, . . . mit∑
a2
i < ∞ im Raum aller Folgen einen Untervektorraum bildet und daß wir auf

diesem Untervektorraum durch die Vorschrift 〈(ai), (bi)〉 =
∑
aibi ein Skalar-

produkt einführen können. Dann betrachte man in L2
R(N) den Untervektorraum U

aller Folgen mit höchstens endlich vielen von Null verschiedenen Folgengliedern
und zeige U⊥ = 0. Insbesondere ist in diesem Fall U⊥ kein orthogonales Kom-
plement zu U . Proposition 4.1.3.18 gilt also im allgemeinen nicht mehr, wenn
wir unendlichdimensionale Untervektorräume U betrachten. Sie gilt jedoch wie-
der und sogar genau dann, wenn besagte Untervektorräume U zusätzlich „voll-
ständig“ sind, vergleiche 13.2.8.2.
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Übung 4.1.3.30. Man zeige, daß die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung allge-
meiner für jede hermitesche Sesquilinearform gilt, bei der das Produkt eines Vek-
tors mit sich selbst nie negativ ist.

Übung 4.1.3.31. Ist V ein reeller Skalarproduktraum und (~v1, . . . , ~vn) eine Ortho-
normalbasis und Φ : Rn ∼→ V der zugehörige Vektorraumisomorphismus nach
3.1.6.13, so entspricht unter Φ das Standardskalarprodukt auf dem Rn dem vor-
gegebenen Skalarprodukt auf V , in Formeln 〈x, y〉 = 〈Φ(x),Φ(y)〉 für alle x, y ∈
Rn. Dasselbe gilt entsprechend im Komplexen und auch allgemeiner für Ortho-
normalsysteme, bei denen Φ dann den Homomorphismus x 7→ x1~v1 + . . .+ xn~vn
meint und kein Isomorphismus zu sein braucht.

Übung 4.1.3.32. Man zeige, daß für einen Skalarproduktraum über einem belie-
bigen angeordneten Körper immer noch die Variante

〈~v, ~w〉2 ≤ 〈~v,~v〉〈~w, ~w〉

der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt mit Gleichheit genau dann, wenn ~v
und ~w linear abhängig sind.

4.1.4 Orthogonale und unitäre Abbildungen
Definition 4.1.4.1. Eine Abbildung f : V → W von Skalarprodukträumen heißt
skalarproduktverträglich oder orthogonal im Reellen und unitär im Komple-
xen, wenn sie linear ist und das Skalarprodukt erhält, in Formeln

〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉 ∀v, w ∈ V

4.1.4.2. Bisher hatten wir die Orthogonalität linearer Abbildungen nur im Fall von
Automorphismen von Skalarprodukträumen eingeführt. In der vorgehenden De-
finition dehnen wir diesen Begriff auf den Fall von Homomorphismen zwischen
Skalarprodukträumen aus.

Lemma 4.1.4.3 (Kriterien für die Orthogonalität einer linearen Abbildung).
Für eine lineare Abbildung von einem endlichdimensionalen reellen oder kom-
plexen Skalarproduktraum in einen weiteren Skalarproduktraum über demselben
Grundkörper sind gleichbedeutend:

1. Unsere Abbildung überführt eine Orthonormalbasis des Ausgangsraums in
ein Orthonormalsystem;

2. Unsere Abbildung überführt jede Orthonormalbasis des Ausgangsraums in
ein Orthonormalsystem;

3. Unsere Abbildung ist orthogonal beziehungsweise unitär.
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Beweis. 3 ⇒ 2 ⇒ 1 sind offensichtlich und wir müssen nur noch 1 ⇒ 3 zeigen.
Bezeichne dazu f : V → W unsere Abbildung und B ⊂ V eine Orthonormal-
basis, die es nach 4.1.3.16 geben muß, da wir den Ausgangsraum unserer Abbil-
dung endlichdimensional angenommen hatten. Es gilt zu zeigen 〈f(v), f(w)〉 =
〈v, w〉 ∀v, w ∈ V . Wir wissen nach Annahme bereits, daß das gilt für alle v, w ∈
B. Da beide Seiten bilinear beziehungsweise sesquilinear sind als Abbildungen
V × V → R beziehungsweise V × V → C, folgt es dann jedoch leicht für alle
v, w ∈ V .

Definition 4.1.4.4. Gegeben ein reeller Skalarproduktraum V bilden die orthogo-
nalen Automorphismen von V eine Untergruppe der GL(V ), die wir O(V ) notie-
ren. Gegeben ein komplexer Skalarproduktraum V bilden die unitären Automor-
phismen von V eine Untergruppe der GL(V ), die wir U(V ) notieren.

Definition 4.1.4.5. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V über einem
Körper K bilden die Automorphismen von V mit Determinante Eins eine Unter-
gruppe der Gruppe aller Automorphismen von V . Sie heißt die spezielle lineare
Gruppe zu V und wird

SL(V ) ⊂ GL(V )

notiert. Im Fall V = Kn schreibt man auch SL(n;K) ⊂ GL(n;K).

Definition 4.1.4.6. Für jeden endlichdimensionalen reellen Skalarproduktraum V
bezeichne SO(V ) ⊂ GL(V ) die Untergruppe aller orthogonalen Automorphis-
men mit Determinante Eins. Sie heißt die spezielle orthogonale Gruppe von V .

Definition 4.1.4.7. Für einen endlichdimensionalen komplexen Skalarproduktraum
V bezeichnet SU(V ) ⊂ GL(V ) die Untergruppe aller unitären Automorphismen
mit Determinante Eins. Sie heißt die spezielle unitäre Gruppe von V .

Satz 4.1.4.8 (Klassifikation endlichdimensionaler Skalarprodukträume). 1.
Zwischen je zwei reellen Skalarprodukträumen derselben endlichen Dimen-
sion gibt es einen orthogonalen Isomorphismus. Zu jeder Dimension gibt es
einen reellen Skalarproduktraum;

2. Zwischen je zwei komplexen Skalarprodukträumen derselben endlichen Di-
mension gibt es einen unitären Isomorphismus. Zu jeder Dimension gibt es
einen komplexen Skalarproduktraum.

Beweis. Wir wählen mit 4.1.3.16 in beiden Räumen jeweils eine Orthonormalba-
sis und erklären unseren Isomorphismus durch die Vorschrift, daß er von einer be-
liebig gewählten Bijektion zwischen den entsprechenden Basen herkommen soll.
Nach 4.1.4.3 ist er dann orthogonal beziehungsweise unitär.
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Satz 4.1.4.9. 1. (Matrizen orthogonaler Endomorphismen). Eine MatrixA ∈
Mat(n;R) beschreibt einen orthogonalen Endomorphismus des Rn mit sei-
nem Standardskalarpodukt genau dann, wenn ihre Transponierte ihre In-
verse ist. In Formeln gilt also

(A◦) ∈ O(Rn)⇔ A>A = I

2. (Matrizen unitärer Endomorphismen). Eine Matrix A ∈ Mat(n;C) be-
schreibt einen unitären Endomorphismus des Cn mit seinem Standardska-
larpodukt genau dann, wenn die Konjugierte ihrer Transponierten ihre In-
verse ist. In Formeln gilt also

(A◦) ∈ U(Cn)⇔ Ā>A = I

Beispiel 4.1.4.10. Eine komplexe (1 × 1)-Matrix ist unitär genau dann, wenn ihr
einziger Eintrag eine komplexe Zahl vom Absolutbetrag Eins ist, also in der kom-
plexen Zahlenebene auf dem Einheitskreis liegt.

Beweis. Wir zeigen gleich den komplexen Fall. Die Identität 〈Av,Aw〉 = 〈v, w〉
ist nach unserer Interpretation des Skalarprodukts in Termen der Matrixmultipli-
kation in 4.1.3.6 gleichbedeutend zu (Av)>(Aw) = v̄>w alias zu v̄>Ā>Aw =
v̄>w. Gilt Ā>A = I , so stimmt das natürlich für alle v, w ∈ Cn. Stimmt es
umgekehrt für alle v, w ∈ Cn, so insbesondere auch für die Vektoren der Stan-
dardbasis ei, ej . Damit erhalten wir von der Mitte ausgehend die Gleichungskette
(Ā>A)ij = e>i Ā

>A ej = e>i ej = δij ∀i, j alias Ā>A = I .

Definition 4.1.4.11. Eine reelle Matrix A ∈ Mat(n;R) heißt orthogonal, wenn
gilt A>A = I . Eine komplexe Matrix A ∈ Mat(n;C) heißt unitär, wenn gilt
Ā>A = I . Der vorhergehende Satz 4.1.4.9 oder auch direkte Rechnung zeigen,
daß diese Matrizen Untergruppen von GL(n;R) beziehungsweise GL(n;C) bil-
den. Sie heißen die orthogonale Gruppe beziehungsweise die unitäre Gruppe.
Man notiert sie

O(n) := {A ∈ GL(n;R) | A>A = I}
U(n) := {A ∈ GL(n;C) | Ā>A = I}

Die Notation O(n) kennen wir bereits aus 4.1.1.5. Die Elemente der orthogonalen
beziehungsweise unitären Gruppen mit Determinante Eins bilden jeweils Unter-
gruppen. Sie heißen die die spezielle orthogonale Gruppe beziehungsweise die
spezielle unitäre Gruppe. Man notiert sie

SO(n) := {A ∈ O(n) | detA = 1}
SU(n) := {A ∈ U(n) | detA = 1}

Die Gruppe SU(2) heißt auch die Spingruppe.
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4.1.4.12 (Betrag der Determinante orthogonaler oder unitärer Matrizen). Die
Determinante einer unitären oder orthogonalen Matrix hat stets den Betrag Eins.
In der Tat folgt aus Ā>A = I unmittelbar

1 = det(Ā>A) = det(Ā>) det(A) = det(Ā) det(A) = det(A) det(A)

Wir können insbesondere SO(n) auch als die Gruppe aller orientierungserhalten-
den orthogonalen Automorphismen des Rn beschreiben.

4.1.4.13 (Eigenwerte orthogonaler oder unitärer Matrizen). Jeder Eigenwert
eines unitären oder orthogonalen Endomorphismus eines Skalarproduktraums hat
den Betrag Eins, da derartige Abbildungen die Normen von Vektoren erhalten.

Satz 4.1.4.14 (Satz vom Fußball). Jede orthogonale Selbstabbildung eines drei-
dimensionalen reellen euklidischen Vektorraums, die die Orientierung erhält, hat
mindestens einen von Null verschiedenen Fixvektor.

4.1.4.15. Anschaulich gesprochen ist unsere Abbildung demnach eine Drehung
um eine Drehachse, eben um die von einem Fixvektor erzeugte Gerade. Wird bei
einem Fußballspiel der Ball also vor dem Anpfiff zur zweiten Halbzeit wieder in
die Mitte gelegt, so befinden sich zwei gegenüberliegende Punkte auf dem Ball
jeweils an genau derselben Stelle wie vor dem Anpfiff zur ersten Halbzeit.

Beweis. Sei D : V → V unsere Abbildung. Das charakteristische Polynom
von D hat den Leitterm −λ3 und den konstanten Term det(D) = 1. Nach dem
Zwischenwertsatz hat es also mindestens eine positive reelle Nullstelle. Da nach
4.1.4.13 als reelle Eigenwerte einer orthogonalen Abbildung nur ±1 in Frage
kommen, muß diese positive reelle Nullstelle bei 1 liegen. Also ist 1 ein Eigenwert
von D und D hat einen Fixvektor.

Übungen

Übung 4.1.4.16 (Variante zum Satz vom Fußball). Jede orthogonale Selbstab-
bildung eines dreidimensionalen reellen Skalarproduktraums, die die Orientierung
nicht erhält, besitzt einen Eigenvektor zum Eigenwert (−1). Hinweis: Man erin-
nere den Beweis des Satzes vom Fußball 4.1.4.14.

Übung 4.1.4.17. Die von den speziellen Elementarmatrizen in GL(n;R) erzeugte
Untergruppe ist die spezielle lineare Gruppe SL(n;R). Hinweis: Im Fall n = 2 ist
etwas Arbeit nötig, der allgemeine Fall ist dann nicht mehr schwer.

Übung 4.1.4.18 (Orthogonale Endomorphismen des R3). Die Gruppe SO(3)
besteht anschaulich gesprochen aus allen Drehungen des „Koordinatenraums“ um
den Ursprung. Ist genauer V ein dreidimensionaler reeller Skalarproduktraum,
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so hat jedes U ∈ SO(V ) in einer geeigneten Orthonormalbasis eine Matrix der
Gestalt 1 0 0

0 c −s
0 s c


mit s2 + c2 = 1. Hinweis: Satz vom Fußball 4.1.4.14. Man zeige weiter, etwa mit
Hilfe von 4.1.4.16: Nicht orientierungstreue orthogonale Selbstabbildungen des
R3 können stets dargestellt werden als eine Drehung gefolgt von einer Spiegelung
an der zur Drehachse senkrechten Ebene. In anderen Worten haben sie in einer
geeigneten Orthonormalbasis für geeignete s, c mit s2 + c2 = 1 eine Matrix der
Gestalt −1 0 0

0 c −s
0 s c


Übung 4.1.4.19. Man zeige, daß wir einen Isomorphismus S1 ∼→ SO(2) erhalten
durch die Abbildungsvorschrift z 7→ (1,i)[z·](1,i) alias die Abbildung, die z ∈ S1 ⊂
C die Matrix der R-linearen Abbildung (z·) : C→ C bezüglich der angeordneten
R-Basis (1, i) des R-Vektorraums C zuordnet.

Übung 4.1.4.20. Gegeben ein zweidimensionaler reeller Skalarproduktraum Z ist
die Gruppe SO(Z) kommutativ und für s ∈ O(Z)\ SO(Z) gilt s2 = 1 sowie
srs−1 = r−1 ∀r ∈ SO(Z). Hinweis: Wenn man eine geometrische Argumentation
sucht, mag es geschickt sein, mit dem Beweis der letzteren Aussagen zu beginnen.

Übung 4.1.4.21. Gegeben zwei Strahlen in einem reellen Skalarproduktraum gibt
es stets einen orthogonalen Automorphismus unseres Raums, der den einen Strahl
in den anderen überführt.

4.1.5 Euklidische Räume
4.1.5.1. Eine euklidische Struktur auf einem reellen Vektorraum V ist ein ein-
dimensionaler Untervektorraum S ⊂ Bil(V ), der mindestens ein Skalarprodukt
enthält. Einen euklidischen Vektorraum erklären wir als einen reellen Vektor-
raum mit einer ausgezeichneten euklidischen Struktur. Uner einem euklidischen
Raum verstehen wir einen reellen affinen Raum mit einer ausgezeichneten eukli-
dischen Struktur auf seinem Richtungsraum. Eine euklidische Ebene (E, S) ist
ein zweidimensionaler euklidischer Raum.

4.1.5.2 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur versteht man unter einem
„euklidischen Vektorraum“ für gewöhnlich das, was wir einen Skalarproduktraum
nennen, also einen reellen Vektorraum mit einem ausgezeichneten Skalarprodukt.
Ich denke jedoch, daß die hier gewählte Terminologie Euklid eher gerecht wird, in
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dessen wegweisender geometrisch-axiomatischer Modellierung der Ebene keine
„Strecke der Länge Eins“ vorkommt.

Vorschau 4.1.5.3. In anderen Zusammenhängen werden wir später auch euklidi-
sche Räume über beliebigen angeordneten Körpern betrachten. In der linearen
Algebra will ich diesen Begriff jedoch auf den Fall des Grundkörpers der reellen
Zahlen beschränken. Wenn das besonders betont werden soll, rede ich von einem
„reellen euklidischen Raum“.

4.1.5.4. Gegeben ein euklidischer Vektorraum (V, S) setzen wir ganz allgemein
O(V, S) = O(V, s) für ein und jedes Skalarprodukt s ∈ S und nennen diese
Gruppe die orthogonale Gruppe unseres euklidischen Vektorraums. Die Ele-
mente dieser Gruppe nennen wir die orthogonalen Automorphismen von V .
Gegeben ein euklidischer Raum (E, S) verstehen wir unter einem orthogonalaf-
finen Automorphismus von E eine Affinität mit orthogonalem linearen Anteil
und notieren die Gruppe aller orthogonalaffinen Automorphismen Oaff(E, S).

Beispiele 4.1.5.5. Ein nulldimensionaler reeller Vektorraum besitzt gar keine eu-
klidische Struktur. Ein eindimensionaler reeller Vektorraum besitzt genau eine eu-
klidische Struktur. Zweidimensionale euklidische Räume diskutieren wir gleich in
4.1.5.7. Ein besonders relevantes schmutziges Beispiel für einen dreidimensiona-
len euklidischen Raum wird der „Raum unserer Anschauung“ werden mit der in
4.1.6 konstruierten euklidischen Struktur der „unter allen Bewegungen invarianten
Bilinearformen“. Die Vorgabe einer euklidischen Struktur erlaubt im allgemeinen
die Definition von Winkeln und von „orthogonalen Projektionen“. Sie erlaubt es
jedoch nicht, Vektoren in natürlicher Weise eine reelle Zahl als ihre „Norm“ zu-
zuordnen. Vielmehr muß dazu erst eine „Längeneinheit“ gewählt werden, wie in
4.1.5.12 genauer diskutiert wird.

4.1.5.6 (Drehspiegelgruppen und euklidische Strukturen). Für jeden zweidi-
mensionalen reellen Vektorraum Z erhalten wir zueinander inverse Bijektionen

{Euklidische Strukturen S ⊂ Bil(Z)} ∼←→ {Drehspiegelgruppen O ⊂ GL(Z)}

dadurch, daß wir jeder euklidischen Struktur S ihre orthogonale Gruppe O(Z, S)
zuordnen und umgekehrt jeder DrehspiegelgruppeO die Menge SO der unter allen
Gruppenelementen invarianten Bilinearformen. Diese Aussage ist nur eine Um-
formulierung von Satz 4.1.2.8 über invariante Skalarprodukte zu Drehspiegelgrup-
pen und Proposition 4.1.2.10 von Drehspiegelgruppen als orthogonale Gruppen in
der Terminologie der euklidischen Strukturen.

4.1.5.7 (Kongruenzebenen und euklidische Ebenen). Für jeden zweidimensio-
nalen reellen affinen Raum E erhalten wir zueinander inverse Bijektionen

{Euklidische Strukturen S ⊂ Bil( ~E)} ∼←→ {Kongruenzgruppen K ⊂ Aff×(E)}
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dadurch, daß wir jeder Struktur S ihre orthogonalaffine Gruppe Oaff(E, S) zu-
ordnen und umgekehrt jeder Kongruenzgruppe K die Menge S ~K der unter ihren
linearen Anteilen invarianten Bilinearformen. Diese Aussage ist nur eine Um-
formulierung von Korollar 4.1.2.9 über invariante Skalarprodukte zu Kongruenz-
gruppen und Korollar 4.1.2.11 von Kongruenzgruppen als orthogonalaffine Grup-
pen in unsere neue Terminologie der euklidischen Strukturen. In diesem Sinne
sind unsere beiden Konzepte also zwei Seiten derselben Medaille. Die eine ist
algebraischen Rechnungen besser zugänglich, die andere spricht eher die geome-
trische Anschauung an.

4.1.5.8. Eine lineare Abbildung von euklidischen Vektorräumen heißt euklidisch,
wenn sie injektiv ist und jedes Skalarprodukt der euklidischen Struktur des Ziel-
raums zu einem Skalarprodukt der euklidischen Struktur des Ausgangsraums ein-
schränkt. Jeder von Null verschiedene Teilraum eines euklidischen Vektorraums
besitzt genau eine euklidische Struktur, für die die Einbettung eine euklidische
Abbildung wird. Sie heißt die auf unserem Teilraum induzierte euklidische Struk-
tur. Einen euklidischen Automorphismus eines euklidischen Vektorraums nennen
wir eine lineare Ähnlichkeitsabbildung.

4.1.5.9. Unter einem Morphismus von euklidischen Räumen verstehen wir eine
affine Abbildung, deren linearer Anteil euklidisch ist. Einen Automorphismus ei-
nes euklidischen Raums nennen wir eine Ähnlichkeitsabbildung oder kurz eine
Ähnlichkeit.
4.1.5.10. Eine Betragswurzel aus einem eindimensionalen reellen Vektorraum
F ist ein Paar (L,±q) bestehend aus einem eindimensionalen orientierten reellen
VektorraumL und einer bis auf Vorzeichen wohlbestimmten bilinearen Abbildung
±q : L×L→ F mit l 6= 0⇒ ±q(l, l) 6= 0. Genauer verstehen wir hier unter einer
„bis auf Vorzeichen wohlbestimmten bilinearen Abbildung“ eine Menge aus zwei
bilinearen Abbildungen, von denen die eine die Negative der anderen ist. Eine
Betragswurzel eines eindimensionalen reellen Vektorraums ist eindeutig bestimmt
bis auf eindeutigen Isomorphismus. Ist genauer (L′,±q′) ein zweites Paar wie
oben, so gibt es genau einen orientierungsverträglichen Isomorphismus i : L

∼→
L′ mit ±q′(il, il) = ±q(l, l) für alle l ∈ L. Unsere Betragswurzel verdient mithin
einen bestimmten Artikel und eine Notation. Ich verwende die Notation

L :=
√
|F |

für die Betragswurzel von F . Diejenige Abbildung F → L≥0, die f ∈ F das
l ∈ L≥0 mit ±q(l, l) = f zuordnet, notieren wir l =

√
|f | und nennen l die

Betragswurzel von f .

Vorschau 4.1.5.11. Allgemeiner kann man analog für jeden Gruppenhomomor-
phismus ϕ : R× → R>0 eine Vorschrift angeben, die jedem eindimensiona-
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len reellen Vektorraum F in natürlicher Weise einen orientierten eindimensio-
nalen reellen Vektorraum ϕ(F ) zuordnet und jedem Vektor f ∈ F einen Vektor
ϕ(v) ∈ ϕ(F )≥0. Das soll jedoch hier nicht weiter ausgeführt werden.

4.1.5.12 (Längen von Vektoren in euklidischen Vektorräumen). Gegeben eine
euklidische Struktur S auf einem reellen Vektorraum V 6= 0 notieren wir die
Betragswurzel ihres Dualraums

L = L(V ) = L(V, S) :=
√
|S>|

und nennen sie die Längengerade unseres euklidischen Vektorraums V . Jeder
Vektor v ∈ V liefert ein Element λv ∈ S> durch die Vorschrift λv(s) := s(v, v).
Dessen Betragswurzel nennen wir die Länge ‖v‖ ∈ L≥0 von v und setzen also in
Formeln

‖v‖ :=
√
|λv|

Damit gilt offensichtlich ‖gv‖ = ‖v‖ ∀g ∈ O(V, S) und ‖αv‖ = |α|‖v‖ ∀α ∈ R.

4.1.5.13. Für jede euklidische lineare Abbildung f : V → W von euklidischen
Vektorräumen gibt es genau eine lineare Abbildung

L(f) : L(V )→ L(W )

mit ‖v‖ 7→ ‖f(v)‖ ∀v ∈ V . Sie ist stets ein Isomorphismus, den wir insbesonde-
re verwenden, um die Längengerade jedes von Null verschiedenen Untervektor-
raums eines euklidischen Vektorraums stillschweigend mit der Längengerade des
ursprünglichen Vektorraums zu identifizieren.

4.1.5.14. Unter der Längengerade eines euklidischen Raums verstehen wir die
Längengerade seines Richtungsraums.

Beispiel 4.1.5.15. Ist Z ein zweidimensionaler reeller Vektorraum und m ∈ Z\0
ein fester von Null verschiedener Vektor, so gilt für unsere Norm ‖v‖m ∈ R≥0 aus
4.1.2.7 in der zugehörigen Längengerade L(Z) per definitionem die Identität

‖v‖ = ‖v‖m‖m‖

4.1.5.16 (Terminologisches zum Begriff einer Drehung). Wir vereinbaren, daß
wir von nun an unter einer Drehung einen orientierungserhaltenden orthogonalaf-
finen Automorphismus eines euklidischen Raums der Dimension Zwei oder Drei
verstehen wollen, der mindestens einen Fixpunkt hat. Unter einer linearen Dre-
hung oder auch kurz Drehung verstehen wir einen orientierungserhaltenden or-
thogonalen Automorphismus eines euklidischen Vektorraums V der Dimension
Zwei oder Drei alias in der in 4.1.4.6 eingeführten Terminologie und Notation
ein Element seiner speziellen orthogonalen Gruppe SO(V ). Im dreidimensiona-
len Fall nennen wir jede von einer Drehung punktweise festgehaltene Gerade eine
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Drehachse unserer Drehung. Im zweidimensionalen Fall nennen wir jeden von ei-
ner Drehung festgehaltenen Punkt ein Drehzentrum unserer Drehung und wissen
aus 4.1.2.14, daß jede gleichsinnige Kongruenz eine Drehung oder eine Verschie-
bung sein muß.

Übungen

Übung 4.1.5.17 (Vorbereitung für Winkel). Gegeben ein euklidischer Isomor-
phismus ϕ : Y

∼→ Z von zweidimensionalen euklidischen Vektorräumen betrach-
ten wir den induzierten Gruppenisomorphismus O(ϕ) : O(Y )

∼→ O(Z) gegeben
durch r 7→ ϕ ◦ r ◦ ϕ−1. Gegeben zwei Isomorphismen ϕ, ψ : Y

∼→ Z mit orien-
tierungserhaltender Verknüpfung ϕ ◦ ψ−1 : Z

∼→ Z zeige man, daß sie denselben
Isomorphismus

O(ϕ) = O(ψ) : SO(Y )
∼→ SO(Z)

zwischen den jeweiligen Drehgruppen induzieren. Andernfalls zeige man O(ϕ) =
O(ψ) ◦ inv für inv : SO(Z)

∼→ SO(Z) das Invertieren. Hinweis: 4.1.4.20.

Übung 4.1.5.18. Gegeben ein endlichdimensionaler euklidischer Raum E und
darin eine affine Hyperebene H ⊂ V gibt es genau einen orthogonalen Auto-
morphismus s : E → E mit unserer Hyperebene als Fixpunktmenge, in Formeln
mit H = Es. Diese Abbildung s heißt die orthogonale Spiegelung an der Hy-
perebene H oder kürzer die Spiegelung an H .

4.1.6 Euklidischer Raum und Anschauung*

4.1.6.1. Ich erinnere an die Begriffsbildung einer Kongruenzebene 4.1.1.10. Im
folgenden will ich erklären, wie man in ähnlicher Weise eine Modellierung des
schmutzigen Raums unserer Anschauung aus dem Bewegungsbegriff heraus ent-
wickeln kann.

Definition 4.1.6.2. Unter einer Bewegungsgruppe eines dreidimensionalen reel-
len affinen RaumsR verstehen wir eine alle Translationen umfassende Untergrup-
pe B seiner Automorphismengruppe, in Formeln

~R ⊂ B ⊂ Aff×R

derart, daß es für je zwei Paare (F,H) und (F ′, H ′) von Teilmengen von R be-
stehend aus einer Halbebene und einer Halbgerade auf ihrem Rand genau einen
Automorphismus b ∈ B gibt, der sie ineinander überführt, also mit bF = F ′ und
bH = H ′. In Formeln meinen wir hier Paare (F,H) von TeilmengenH ⊂ F ⊂ R,
die in der Gestalt H = p + R≥0~v und F = p + R~v + R≥0 ~w geschrieben werden
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können, mit p ∈ R einem Punkt und ~v, ~w ∈ ~R linear unabhängigen Richtungs-
vektoren. Die Elemente einer Bewegungsgruppe nennen wir Bewegungen. Unter
einem Bewegungsraum verstehen wir ein Paar (R,B) bestehend aus einem drei-
dimensionalen reellen affinen Raum R und einer ausgezeichneten Bewegungs-
gruppe B ⊂ Aff×R.

4.1.6.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur wird der Begriff einer
„Bewegung“ vielfach auch verwendet für gewisse Selbstabbildungen von euklidi-
schen Räumen, die die Orientierung nicht erhalten. Unsere Bewegungen werden
in dieser Terminologie als „eigentliche Bewegungen“ bezeichnet.

4.1.6.4 (Bezug zur Anschauung). Man mag sich den „schmutzigen Raum E un-
serer Anschauung“ als einen Bewegungsraum denken. Die Elemente von E sind
dabei „alle möglichen Orte im Raum“. Manche dieser Orte können direkt als
Kirchturmspitzen, Zimmerecken und dergleichen angegeben werden, die Übri-
gen gilt es sich vorzustellen. Affine Geraden in E denke man sich als Sichtlini-
en, wie in 3.3.1.9 und 3.3.3.3 besprochen. Bei Bewegungen denke man an, nun,
eben anschauliche Bewegungen. Kippen wir etwa einen Stuhl um, so werden die
Enden der Stuhlbeine, die Ecken der Sitzfläche, ja überhaupt alle seine Punkte
jeweils in andere Punkte des Raums unserer Anschauung überführt, und diese
Abbildung läßt sich, das entspricht zumindest unserer Erfahrung, zu einer bijek-
tiven Selbstabbildung des Raums unserer Anschauung fortsetzen, die Sichtlini-
en in Sichtlinien überführt und die nach 3.3.3.1 folglich einer affinen Abbildung
E→ E entsprechen muß. Unsere ausgezeichnete Bewegungsgruppe B modelliert
die Menge aller derartigen Selbstabbildungen des Raums unserer Anschauung.
Unsere Bedingung an eine Bewegungsgruppe aus 4.1.6.2 bedeutet anschaulich,
daß man etwa jedes Messer aus einer festen Position heraus durch genau eine
Bewegung in eine Position bringen kann, in der der Übergang vom Griff zur Klin-
ge an einer vorgegebenen Stelle stattfindet, die Messerspitze in eine vorgegebene
Richtung zeigt und der Schnitt den Raum entlang einer vorgegebenen Halbebene
zerteilen würde. An dieser Stelle möchte ich Sie am liebsten wieder einmal da-
von überzeugen, daß das Abstrakte das eigentlich Konkrete ist und daß der in der
Schule erlernte Koordinatenzirkus von der Realität viel weiter entfernt ist.

Ergänzung 4.1.6.5. Ich wage die Vermutung, daß Säuglinge nicht zuletzt deshalb
so gerne herumgetragen und herumgefahren werden, weil ihnen das eine genauere
Untersuchung dieser bemerkenswerten mathematischen Struktur ermöglicht, die
der Raum unserer Anschauung nun einmal ist. Bewegen Sie nur einmal selbst den
Kopf hin und her und versuchen Sie, von Ihrer jahrelangen Erfahrung zu abstra-
hieren und neu zu entdecken, in wie interessanter Weise sich dabei die Sinnesein-
drücke im Auge ändern!

Satz 4.1.6.6 (Euklidische Strukturen und Bewegungsgruppen). Gegeben ein
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dreidimensionaler reeller affiner Raum R erhalten wir zueinander inverse Bijek-
tionen

{Euklidische Strukturen S ⊂ Bil(~R)} ∼←→ {Bewegungsgruppen B ⊂ Aff×(R)}

dadurch, daß wir jeder euklidischen Struktur S auf ~R als Bewegungsgruppe die
Gruppe BS := SOaff(R, S) aller orientierungserhaltenden orthogonalaffinen Af-
finitäten von R zuordnen und umgekehrt jeder Bewegungsgruppe B die Menge S
aller darunter invarianten Bilinearformen auf dem Richtungsraum.

Beweis. Daß unsere Konstruktion jeder euklidischen Struktur auf ~R eine Bewe-
gungsgruppe zuordnet, scheint mir offensichtlich. Daß man aus dieser Bewe-
gungsgruppe die euklidische Struktur zurückgewinnen kann, daß also unsere Ab-
bildung von links nach rechts injektiv ist, mag man daraus erkennen, daß die Re-
striktionen aller Bewegungen, die eine vorgegebene affine Ebene stabilisieren, auf
besagte Ebene notwendig eine Kongruenzgruppe der besagten affinen Ebene bil-
den und so auf dem Richtungsraum dieser affinen Ebene nach 4.1.5.7 eine euklidi-
sche Struktur induzieren. Eine euklidische Struktur auf einem reellen Vektorraum
der Dimension mindestens Zwei wird aber offensichtlich durch ihre Restriktio-
nen auf alle zweidimensionalen Untervektorräume bereits eindeutig festgelegt. Es
bleibt damit nur noch zu zeigen, daß unsere Abbildung surjektiv ist. Das leistet
der im Anschluß bewiesene Satz 4.1.6.9.

Definition 4.1.6.7. Sei V ein dreidimensionaler reeller Vektorraum. Eine Halb-
raumfahne in V ist ein Paar (H,A) von Teilmengen bestehend aus einer Halb-
ebene und einem Strahl auf ihrem Rand. In Formeln ausgedrückt soll es also linear
unabhängige Vektoren v, w ∈ V geben mit H = R≥0v + Rw und A = R≥0w.

Definition 4.1.6.8. Sei V ein dreidimensionaler reeller Vektorraum. Eine Unter-
gruppe D ⊂ GL(V ) heiße eine Drehungsgruppe, wenn es für je zwei Halbraum-
fahnen in V genau ein Element d ∈ D gibt, das sie ineinander überführt. Die
Elemente einer ausgezeichneten Drehungsgruppe sprechen wir im folgenden als
Drehungen an.

Satz 4.1.6.9 (Drehungsgruppen und euklidische Strukturen). Gegeben ein drei-
dimensionaler reeller Vektorraum V erhalten wir zueinander inverse Bijektionen

{Euklidische Strukturen S ⊂ Bil(V )} ∼←→ {Drehungsgruppen D ⊂ GL(V )}

dadurch, daß wir jeder euklidischen Struktur S ihre spezielle orthogonale Gruppe
SO(V, S) zuordnen und umgekehrt jeder Drehungsgruppe D die Menge SD der
unter all ihren Elementen invarianten Bilinearformen.
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Zwei Paare von Teilmengen des Raums bestehend aus je einer Halbebene und
einer Halbgerade auf ihrem Rand.
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Beweis. Der Nachweis, daß SO(V, S) in der Tat eine Drehungsgruppe ist, bleibe
dem Leser überlassen. Um zu sehen, daß gegeben ein unter einer Drehungsgrup-
pe invariantes Skalarprodukt jede invariante Bilinearform ein skalares Vielfaches
desselben ist, muß man nur bemerken, daß die einen zweidimensionalen Teilraum
stabilisierenden Elemente einer Drehungsgruppe auf diesem Teilraum eine Dreh-
spiegelgruppe induzieren und nach 4.1.5.6 folglich die Restriktion einer invarian-
ten Bilinearform auf jeden zweidimensionalen Teilraum ein skalares Veilfaches
der Restriktion unseres invarianten Skalarprodukts ist. Es bleibt nur noch zu zei-
gen, daß es für jede Drehungsgruppe mindestens ein invariantes Skalarprodukt
gibt. Das zeigen wir nach einigen Vorbereitungen in 4.1.6.14.

Lemma 4.1.6.10. Sei (V,D) ein dreidimensionaler reeller Vektorraum mit aus-
gezeichneter Drehungsgruppe. Gegeben ein Vektor v ∈ V \0 gibt es genau eine
nichttriviale Drehung rv ∈ D\id mit rv(v) = v und r2

v = id, und diese Drehung
hat einen zweidimensionalen Eigenraum zum Eigenwert (−1). Wir nennen rv die
Achsenspiegelung an der Ursprungsgerade Rv.

4.1.6.11. In der schmutzigen Anschauung kann rv beschrieben werden als die
Drehung um die von v erzeugte Gerade mit dem Winkel 180◦.

Beweis. Wie bereits erwähnt ist es klar, daß alle Drehungen, die einen zweidimen-
sionalen Teilraum Z ⊂ V stabilisieren, auf Z eine Drehspiegelgruppe im Sinne
von 4.1.2.2 induzieren. Sei nun r eine nichttriviale Drehung mit r(v) = v und
r2 = id. Nach 3.6.6.29 ist r diagonalisierbar mit Eigenwerten ±1. Da r nichttri-
vial ist mit positiver Determinante, müssen seine Eigenwerte mit Multiplizitäten
1,−1,−1 sein. Folglich ist Rv der Eigenraum von r zum Eigenwert Eins und in
jedem zweidimensionalen Teilraum, der v enthält, muß auch ein Eigenvektor zum
Eigenwert (−1) liegen. Damit muß r jede derartige Ebene auf sich selbst abbil-
den und darauf unsere Spiegelung aus dem Beweis von 4.1.5.6 induzieren, die
wir dort rv notiert hatten. Das zeigt die Eindeutigkeit von r und unsere Behaup-
tung über den (−1)-Eigenraum. Um die Existenz zu zeigen, wählen wir w ∈ V
linear unabhängig zu v und betrachten die Drehung r = rv,w, die die Halbraum-
fahne (Rv + R≥0w,R≥0v) in die Halbraumfahne (Rv − R≥0w,R≥0v) überführt.
Offensichtlich gilt r2 = id und nach 3.6.6.29 ist dann r diagonalisierbar mit Ei-
genwerten ±1. Sicher ist v ein Eigenvektor von r zu einem positiven Eigenwert,
also zum Eigenwert Eins, also ein Fixvektor. Das zeigt dann auch die in unserem
Lemma behauptete Existenz der Achsenspiegelung rv.

Lemma 4.1.6.12. Sei (V,D) ein dreidimensionaler reeller Vektorraum mit aus-
gezeichneter Drehungsgruppe. Gegeben t ∈ D und m ∈ V folgt aus tm ∈ R≥0m
dann bereits tm = m.
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4.1.6.13. In der schmutzigen Anschauung entspricht das der Erkenntnis, daß beim
Drehen um eine Achse besagte Achse weder gestreckt noch gestaucht wird.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir m 6= 0 annehmen.
Dann betrachten wir die Achsenspiegelung rm nach 4.1.6.10 und wählen im zwei-
dimensionalen Teilraum Z der Fixpunkte von (−rm) einen Vektor w 6= 0. Wegen
trm = rmt gilt dann auch tw ∈ Z. Nach 4.1.2.6 werden je zwei Strahlen in einem
zweidimensionalen Vektorraum mit ausgezeichneter Drehspiegelgruppe durch ei-
ne Spiegelung vertauscht, es gibt also u ∈ Z\0 mit ru(R≥0w) = R≥0tw. Anderer-
seits zeigt unsere Diskussion des Senkrechtstehens in Kongruenzebenen 4.1.1.17
bereits ru(m) = −m und rw(m) = −m. Es folgt rurw = t, da beide Abbildun-
gen R≥0m festhalten und R≥0w in R≥0tw überführen. So erhalten wir schließlich
tm = rurwm = m.

Lemma 4.1.6.14 (Existenz invarianter Skalarprodukte). Sei (V,D) ein dreidi-
mensionaler reeller Vektorraum mit ausgezeichneter Drehungsgruppe. So gibt es
auf V ein D-invariantes Skalarprodukt.

Beweis. Wir wählen einen Vektor m ∈ V \0. Für jeden zweidimensionalen Teil-
raum Z ⊂ V und jede Drehung d ∈ D mit d(m) ∈ Z gibt es nach 4.1.5.6
genau ein Skalarprodukt auf Z, das invariant ist unter allen Drehungen, die Z
stabilisieren, und das d(m) die Norm Eins gibt. Lemma 4.1.6.12 zeigt, daß dies
Skalarprodukt auf Z nicht von der Wahl von d abhängt. Folglich sind alle die-
se Skalarprodukte Einschränkungen eines wohldefinierten Skalarprodukts auf V .
Die Konstruktion zeigt weiter, daß für jede Drehung d ∈ D und jeden zweidi-
mensionalen Teilraum Z ⊂ V die Abbildung d : Z

∼→ d(Z) verträglich ist mit
den jeweiligen Skalarprodukten. Folglich ist unser Skalarprodukt auf V invariant
unter D.

Ergänzung 4.1.6.15 (Verallgemeinerung auf beliebige Dimensionen). Ich skiz-
ziere Analoga unserer Sätze 4.1.5.6 und 4.1.6.9 für reelle Vektorräume beliebiger
endlicher Dimension. Man mag für jeden reellen Vektorraum V endlicher Dimen-
sion n eine vollständige Halbraumfahne erklären als eine Folge von Teilmengen
F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fn−1 ⊂ Fn ⊂ V derart, daß es linear unabhängige Vektoren
v1, . . . , vn ∈ V gibt mit Fi = Rv1 + . . . + Rvi−1 + R≥0vi. Eine Untergruppe
O ⊂ GL(V ) mag man dann eine Drehspiegelgruppe nennen, wenn es für je zwei
vollständige Halbraumfahnen genau ein k ∈ O gibt, das die eine Fahne in die an-
dere überführt. Man mag weiter eine fastvollständige Halbraumfahne erklären
als eine Folge von Teilmengen F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fn−1 ⊂ V derart, daß es linear
unabhängige Vektoren v1, . . . , vn−1 ∈ V gibt mit Fi = Rv1 + . . .+Rvi−1 +R≥0vi.
Eine Untergruppe D ⊂ GL(V ) mag man weiter eine Drehungsgruppe nennen,
wenn es für je zwei fastvollständige Halbraumfahnen genau ein Element d ∈ D



4.1. SKALARPRODUKT UND GEOMETRIE 371

gibt, die die eine Fahne in die andere überführt. In dieser Allgemeinheit zeigen
unsere Argumente, daß es für jede Drehspiegelgruppe bis auf konstante Vielfache
genau ein invariantes Skalarprodukt gibt, und daß im Fall einer von Zwei verschie-
denen Dimension dasselbe auch für jede Drehungsgruppe gilt. Im ebenen Fall gilt
das jedoch nur unter der zusätzlichen Annahme, daß unsere Drehungsgruppe eine
im Sinne der Topologie „abgeschlossene“ Untergruppe ist. Wählen wir genauer
ein Komplement V ⊂ R des Q-Untervektorraums Q ⊂ R, so finden wir einen
Gruppenisomorphismus R/Z ∼= V ×Q/Z und dann auch einen Gruppenisomor-
phismus S1 ∼= V × Q/Z. Es gibt mithin durchaus unstetige nichttriviale Grup-
penhomomorphismen ψ : S1 → R>0 für S1 die Gruppe der komplexen Zahlen
vom Betrag Eins, und dann bilden alle Abbildungen der Gestalt z 7→ ψ(a)z mit
a ∈ S1 eine Drehungsgruppe in AutR(C) im Sinne der obigen Definition, für die
kein invariantes Skalarprodukt existiert. Mehr dazu findet man in [Pic49, Bae50]
und unter dem Stichwort des Helmholtz’schen Raumproblems.

4.1.7 Zweistrahlen und Winkel

4.1.7.1. Unter einem Zweistrahl in einem Vektorraum V über einem angeordne-
ten Körper verstehen wir ein ungeordnetes Paar alias eine zweielementige Multi-
menge µ{A,B} von Strahlen. Unter einem angeordneten Zweistrahl verstehen
wir ein Paar (A,B) von Strahlen.

4.1.7.2. Gegeben ein zweidimensionaler euklidischer Vektorraum Z ist die Grup-
pe seiner orientierungserhaltenden orthogonalen Selbstabbildungen alias linearen
Drehungen SO(Z) nach 4.1.4.20 kommutativ und für jeden angeordneten Zwei-
strahl (A,B) in Z gibt es genau ein Element d ∈ SO(Z) mit d(A) = B.

4.1.7.3. Wir betrachten die Zuordnung W, die jedem orientierten zweidimensio-
nalen euklidischen Vektorraum (Z, ε) die Gruppe seiner linearen Drehungen zu-
ordnet. Wir nennen diese Gruppe die Winkelgruppe von (Z, ε) und notieren sie

W(Z, ε) := SO(Z)

Wir notieren W(Z, ε) im Gegensatz zu SO(Z) additiv. Wir bezeichnen die Ele-
mente unserer Gruppen je nachdem, ob wir ihre Verknüpfung multiplikativ oder
additiv notieren, als Drehungen oder als Winkel und noch genauer als konkrete
Winkel. Einen Winkel k ∈W(Z, ε) nennen wir positiv beziehungsweise negativ,
wenn für ein und jedes v ∈ Z\0 das Paar (v, k(v)) in Bezug auf die Orientierung
ε eine positiv orientierte beziehungsweise eine negativ orientierte Basis von Z ist.
Wir bezeichnen die Menge der nicht negativen Winkel mit

W(Z, ε)+ ⊂W(Z, ε)
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Es gibt zwei Winkel, die weder negativ noch positiv sind, nämlich den Nullwinkel
und einen weiteren Winkel, den wir später genauer diskutieren und den „gestreck-
ten Winkel“ nennen werden.

Beispiel 4.1.7.4 (Winkelgruppe der Zahlenebene). Wir erinnern den Körper der
komplexen Zahlen und genauer das bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeu-
tig bestimmte Tripel (C, i, κ) aus 3.2.7.4 mit κ : R ↪→ C. Wir erinnern auf dem
R-Vektorraum C das Skalarprodukt 〈z, w〉 := Re z̄w und versehen C mit der da-
durch bestimmten euklidischen Struktur. Wir versehen den R-Vektorraum C mit
seiner Standardorientierung st, für die (1, i) eine positiv orientierte angeordne-
te Basis ist. Die Abbildung, die jedem z ∈ S1 die Multiplikation (z·) zuordnet,
liefert dann einen Isomorphismus S1 ∼→ W(C, st) der Kreisgruppe mit der Win-
kelgruppe von C und eine Bijektion

{z ∈ S1 | Im(z) ≥ 0} ∼→ W(C, st)+

zwischen dem „abgeschlossenen oberen Halbkreis“ und der Menge der nichtne-
gativen Winkel von (C, st).

4.1.7.5 (Abstrakte Winkel). Nach 4.1.5.17 induzieren je zwei orientierungser-
haltende mit den euklidischen Strukturen verträgliche Isomorphismen zwischen
zweidimensionalen orientierten euklidischen Vektorräumen (Y, η) und (Z, ε) den-
selben Isomorphismus W(Y, η)

∼→W(Z, ε) zwischen ihren Winkelgruppen. Die-
ser Isomorphismus induziert darüber hinaus eine Bijektion W(Y, η)+ ∼→W(Z, ε)+

zwischen den jeweiligen Teilmengen nichtnegativer Winkel. Das Datum aus einer
Gruppe mit ausgezeichneter Teilmenge W(Z, ε)+ ⊂W(Z, ε) ist folglich eindeu-
tig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Es verdient damit eine Notation
und einen Namen. Ich schlage dafür die Notationen

W+ ⊂W

vor und nenne W die abstrakte Winkelgruppe und W+ die abstrakte Win-
kelmenge. Elemente von W heißen Winkel, Elemente von W+ nichtnegative
Winkel und Elemente von W\W+ negative Winkel. Das einem abstrakten Win-
kel ϑ ∈ W durch die Wahl einer Orientierung ε von Z zugeordnete Element von
SO(Z) nenne ich die Drehung um den Winkel ϑ und notiere es Rϑ = R

(ε)
ϑ mit

einem R für „Rotation“. Jedem angeordneten Zweistrahl (A,B) in einem orien-
tierten zweidimensionalen euklidischen Vektorraum (Z, ε) ordnen wir dann ein
wohlbestimmtes Element

ϑ = ](A,B) ∈W
der abstrakten Winkelgruppe zu als dasjenige ϑ ∈ W mit Rϑ(A) = B. Wir
nennen diesen Winkel ϑ den gerichteten Winkel von A nach B. Jedem Zwei-
strahl µ{A,B} in einem beliebigen euklidischen Vektorraum ordnen wir weiter
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ein wohlbestimmtes Element

ϑ = ∠(A,B) ∈W+

der Winkelmenge zu als denjenigen eindeutig bestimmten nichtnegativen Winkel
ϑ ∈ W+, für den es einen zweidimensionalen Teilraum Z und eine Orientierung
ε von Z gibt mit A,B ⊂ Z und R

(ε)
ϑ (A) = B. Wir nennen dies Element ϑ der

Winkelmenge den von den Strahlen A und B eingeschlossenen Winkel.

4.1.7.6. Die Zuordnung, die jedem zweidimensionalen euklidischen Vektorraum
Z die Gruppe SO(Z) seiner orientierungserhaltenden Automorphismen zuord-
net, liefert keine bis auf eindeutigen Isomorphismus wohlbestimmte Gruppe SO,
weil manche euklidischen Isomorphismen von Z zu sich selber, genauer die ori-
entierungsumkehrenden Isomorphismen, das Invertieren inv : SO(Z)

∼→ SO(Z)
induzieren.

4.1.7.7. Wir erklären eine Abbildung | | : W→W+ durch die Vorschrift

|α| :=
{

α α ∈W+;
−α α 6∈W+,

und nennen |α| den Betrag des Winkels α. Für jeden angeordneten Zweistrahl
(A,B) in einem orientierten zweidimensionalen euklidischen Vektorraum gilt dann

∠(A,B) = |](A,B)|

4.1.7.8 (Additivität von Winkeln). Gegeben Strahlen A,B,C in einem zweidi-
mensionalen orientierten euklidischen Vektorraum gilt in der Winkelgruppe W
offensichtlich die Identität

](A,B) + ](B,C) = ](A,C)

4.1.7.9. Mit der Standardorientierung auf C liefern unsere Konstruktionen aus
4.1.7.4 unmittelbar einen Isomorphismus

wk : S1 ∼→W

zwischen der Kreisgruppe und der Winkelgruppe, den Standardisomorphismus
von der Kreisgruppe zur Winkelgruppe. Er induziert eine Bijektion wk : {z ∈
S1 | Im(z) ≥ 0} ∼→W+, wir nennen sie die Standardbijektion. Die Umkehrab-
bildung des Standardisomorphismus ist ein Isomorphismus kw := wk−1 von der
Winkelgruppe in die Kreisgruppe, also in Formeln

kw : W ∼→ S1
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Wir nennen ihn den Standardisomorphismus von der Winkelgruppe zur Kreis-
gruppe. Unsere allgemeinen Erkenntnisse 3.5.3.19 über Nullstellen von Polyno-
men zeigen, daß es für jedes n ∈ N≥1 höchstens n Winkel ϑ ∈ W gibt mit
nϑ = 0. Eine genauere Untersuchung des Körpers der komplexen Zahlen zeigt,
daß es sogar stets genau n derartige Winkel gibt.

4.1.7.10 (Einige spezielle Winkel). Wir diskutieren nun die wichtigsten Winkel
und die zugehörigen Elemente der Kreisgruppe.

1. Das neutrale Element der Winkelgruppe nennen wir den Nullwinkel 0 ∈W.
Es gehört zur Menge W+ der nichtnegativen Winkel. Unter unserem Stan-
dardisomorphismus kw : W ∼→ S1 entspricht dies Element der komplexen
Zahl 1. Für einen Zweistrahl µ{A,B} in einem euklidischen Vektorraum ist
∠(A,B) = 0 gleichbedeutend zu A = B.

2. Man sieht mithilfe unseres Isomorphismus kw : W ∼→ S1 aus 4.1.7.9, daß
es in der Winkelgruppe genau ein Element ϑ gibt mit 2ϑ = 0 aber ϑ 6= 0. Es
heißt der gestreckte Winkel γ und gehört auch zur MengeW+ der nichtne-
gativen Winkel. Unter unserem Standardisomorphismus kw : W ∼→ S1 ent-
spricht dies Element der komplexen Zahl−1. Für einen Zweistrahl µ{A,B}
in einem euklidischen Vektorraum ist ∠(A,B) der gestreckte Winkel genau
dann, wenn gilt A = −B.

3. Man sieht mithilfe unseres Isomorphismus kw : W ∼→ S1 aus 4.1.7.9, daß es
in der Winkelgruppe genau zwei Elemente α gibt mit 4α = 0 aber 2α 6= 0,
und daß genau Eines davon in der Winkelmenge liegt. Dies Element der
Winkelmenge ρ ∈ W+ heißt der rechte Winkel. Unter unserem Standar-
disomorphismus kw : W ∼→ S1 entspricht der rechte Winkel der komple-
xen Zahl i. Für einen Zweistrahl µ{A,B} in einem euklidischen Vektor-
raum ist ∠(A,B) der rechte Winkel genau dann, wenn gilt A ⊥ B alias
v ⊥ w ∀v ∈ A,w ∈ B im Sinne von 4.1.5.1.

4.1.7.11 (Sinus und Cosinus). Für den R2 mit seiner Standardorientierung und
seinem Standardskalarprodukt erhalten wir per definitionem einen kanonischen
Isomorphismus W ∼→ SO(R2), ϑ 7→ Rϑ. Wir erklären Abbildungen Sinus und
Cosinus sin, cos : W→ R durch die Vorschrift

Rϑ

(
1
0

)
=

(
cosϑ
sinϑ

)
4.1.7.12. Der Cosinus induziert offensichtlich eine Bijektion cos : W+ ∼→ [−1, 1]
zwischen unserer Winkelmenge und dem reellen Intervall [−1, 1]. Der rechte Win-
kel hat offensichtlich cos(ρ) = 0 als Cosinus, der Nullwinkel cos(0) = 1 und der
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gestreckte Winkel cos(γ) = −1. Für alle Winkel ϑ ∈ W gilt sin2 ϑ + cos2 ϑ = 1
und für alle nichtnegativen Winkel ϑ ∈ W+ gilt sinϑ ≥ 0 und mithin sinϑ =√

1− cos2 ϑ.

4.1.7.13. Unser kanonischer Isomorphismus W ∼→ SO(R2), ϑ 7→ Rϑ wird in
diesen Notationen gegeben durch die Vorschrift

ϑ 7→
(

cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)
Unser Standardisomorphismus mit der Kreisgruppe kw : W ∼→ S1 wird in diesen
Notationen gegeben durch die Vorschrift ϑ 7→ cosϑ+ i sinϑ.

Vorschau 4.1.7.14 (Bezug zur Analysis). In der Analysis 10.4.5.12 führt man
Sinus und Cosinus meist als Funktionen sin, cos : R→ R ein. Wenn ich auf dem
Unterschied zu unseren hier erklärten Funktionen sin, cos : W→ R bestehen will,
unterscheide ich zwischen dem „analytischen“ und dem „geometrischen“ Sinus
beziehungsweise Cosinus und notiere Erstere sina, cosa : R → R und Letztere
sing, cosg : W→ R. Per definitionem gilt dann für die Komposition

wk ◦u : R→W

der Umlaufabbildung u : R → S1, t 7→ exp it mit unserem Standardisomorphis-
mus wk : S1 ∼→W aus 4.1.7.9 die Beziehung

sina = sing ◦wk ◦u und cosa = cosg ◦wk ◦u.

Mehr dazu besprechen wir in 4.1.8.1 im Zusammenhang mit Winkelmaßen.

4.1.7.15 (Winkel zwischen Vektoren). Wir erklären den Winkel

∠(v, w) ∈W+

zwischen zwei von Null verschiedenen Vektoren v 6= 0 6= w eines euklidischen
Vektorraums als den von den zugehörigen Strahlen R≥0v und R≥0w im Sinne
von 4.1.7.5 eingeschlossenen Winkel. Wir zeigen nun für diesen Winkel und ein
beliebiges Skalarprodukt der vorgegebenen euklidischen Struktur die Formel

cosg(∠(v, w)) =
〈v, w〉
‖v‖‖w‖

Per definitionem reicht es, sie für zweidimensionale Skalarprodukträume zu zei-
gen. Weiter reicht es, sie für Vektoren der Norm Eins zu zeigen. Da beide Seiten
gleich bleiben, wenn wir unsere Vektoren durch ihre Bilder unter einem Isomor-
phismus von Skalarprodukträumen ersetzen, dürfen wir sogar annehmen, daß un-
ser Skalarproduktraum die komplexe Zahlenebene C ist mit 〈z, w〉 = Re(z̄w) und
daß gilt z = 1. In diesem Fall ist die Behauptung jedoch offensichtlich.
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Vorschau 4.1.7.16. In 4.6.4.6 werden wir das kanonische „flächenwertige Skalar-
produkt“ eines euklidischen Vektorraums kennenlernen und sehen, wie man die
reelle Zahl 〈v, w〉/(‖v‖‖w‖) aus 4.1.7.15 auch und in besonders natürlicher Wei-
se als einen „Quotient von zwei Flächen“ verstehen kann.

Übungen

Übung 4.1.7.17 (Ähnliche Zweistrahlen und Winkel). Zwei angeordnete Zwei-
strahlen (A,B) und (A′, B′) in orientierten zweidimensionalen euklidischen Vek-
torräumen Z,Z ′ lassen sich genau dann durch einen orientierungserhaltenden Iso-
morphismus euklidischer Vektorräume ineinander überführen, wenn sie denselben
gerichteten Winkel einschließen, wenn also gilt

](A,B) = ](A′, B′)

Von zwei Zweistrahlen µ{A,B} und µ{A′, B′} in endlichdimensionalen eukli-
dischen Vektorräumen Z,Z ′ läßt sich genau dann einer der beiden durch eine
euklidische lineare Abbildung in den anderen überführen, wenn sie denselben un-
gerichteten Winkel einschließen, wenn also gilt

∠(A,B) = ∠(A′, B′)

4.1.8 Winkelmaße und Winkel im Dreieck
4.1.8.1 (Allgemeine Winkelmaße). Wir versehen die Winkelgruppe W mit der
induzierten Topologie 11.1.1.13 zur natürlichen Topologie 11.2.3.15 auf dem En-
domorphismenraum eines zweidimensionalen reellen Vektorraums. Aus der Ana-
lysis 10.4.5.8 wissen wir, daß es stetige nichtkonstante Gruppenhomomorphismen

w : R→W

von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in die Winkelgruppe gibt, daß alle
derartigen Gruppenhomomorphismen surjektiv sind und daß sich je Zwei von ih-
nen nur um das Vorschalten der Multiplikation mit einer von Null verschiedenen
reellen Zahl unterscheiden. Jeder derartige Gruppenhomomorphismus hat weiter,
immer nach 10.4.5.8, einen Kern der Gestalt Zb für wohlbestimmtes b > 0 und
induziert mithin Bijektionen

w : [0, b)
∼→W

Diese Bijektionen kann man verwenden, um Elemente der Winkelgruppe durch
reelle Zahlen zu beschreiben. Man beschränkt sich hierbei in der Mathematik
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meist auf Gruppenhomomorphismen w mit der Eigenschaft, daß für einen ori-
entierten zweidimensionalen euklidischen Vektorraum V und einen Vektor ~v ∈ V
ungleich Null und hinreichend kleines t > 0 das Paar

(
~v, w(t)(~v)

)
eine positiv

orientierte Basis ist. Derartige Gruppenhomomorphismen werden durch obiges
b bereits eindeutig festgelegt. Die Umkehrabbildung der zugehörigen Bijektion
heißt dann das durch b gegebene Winkelmaß.

.

4.1.8.2 (Gebräuchliche Winkelmaße). 1. Auf der Schule wird der Gruppen-
homomorphismus w meist so gewählt, daß b = 360 die kleinste positive
Zahl ist, die auf die Identität abgebildet wird. Das hat den Vorteil, daß alle
n ∈ N mit 1 ≤ n ≤ 6 Teiler von 360 sind, so daß die Winkelmaße vieler
Winkel in einfachen geometrischen Figuren natürliche Zahlen werden. Man
deutet das Anwenden dieses Gruppenhomomorphismus durch ein hochge-
stelltes ◦ an, also etwa w : 45 7→ 45◦, und spricht von Grad. Die Umkehr-
abbildung notieren wir Grad : W ∼→ [0, 360).

2. Bei Vermessungsarbeiten wird der Gruppenhomomorphismus w meist so
gewählt, daß b = 400 die kleinste positive Zahl ist, die auf die Identität ab-
gebildet wird. Dabei wird üblicherweise „im Uhrzeigersinn“ gemessen, als
da heißt, wenn man eine Uhr so auf die Erde legt, daß man sie von oben
lesen kann, hat der Winkel von zwölf Uhr nach drei Uhr in dieser Konven-
tion das Winkelmaß 100. Die Wahl 400 hat den Vorteil, daß einem rech-
ten Winkel als Winkelmaß die Zahl 100 entspricht. Das ist beim Arbeiten
mit Digitalanzeigen besonders praktisch. Man deutet das Anwenden dieses
Gruppenhomomorphismus durch ein nachgestelltes gon an, und spricht von
Neugrad oder Gon.

3. Beim Bedienen eines Taschenrechners arbeitet man oft mit einer Wahl des
Gruppenhomomorphismus w, die zusätzlich zu ihrer Verträglichkeit mit der
Orientierung dadurch ausgezeichnet ist, daß der „Geschwindigkeitsvektor“
von t 7→ w(t)(~v) für alle t und ~v dieselbe Länge hat wie ~v. Das bedeutet
dann die Wahl b = 2π, und hier ist das π = 3,1415 . . . aus der Analy-
sis gemeint, also das Verhältnis zwischen Umfang und Durchmesser einer
Kreislinie nach 10.3.4.1. Für diese Wahl gilt die Beziehung cosg ◦w = cosa

zwischen geometrischem und analytischem Cosinus und die analoge Be-
ziehung für den Sinus. Man deutet das Anwenden dieses Gruppenhomo-
morphismus durch ein nachgestelltes rad an und spricht von Radian oder
deutsch Bogenmaß.

4. In der Mathematik ist es üblich, zwar mit der Wahl b = 2π zu arbeiten, also
im eben eingeführten Bogenmaß, informell aber so zu tun, als ob man die
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Wahl b = 2 getroffen habe und dies durch das Symbol π andeute. Die da-
bei entstehenden Ausdrücke haben den Vorteil, daß sie informell besonders
gut verständlich sind. Sie haben den Nachteil, daß man aus dem Kontext er-
schließen muß, ob ein Winkel α ∈W oder vielmehr eine reelle Zahl α ∈ R
gemeint ist.

5. Es gibt Bestrebungen, eine neue Konvention einzuführen, bei der man statt
mit π mit τ := 2π arbeitet.

Zum Beispiel sind die Bezeichnungen für einen im Gegenuhrzeigersinn orientier-
ten rechten Winkel in den verschiedenen Notationssystemen

90◦ = 300 gon = π/2 = τ/4 ≈ 1,5708 rad

4.1.8.3 (Unsere Konventionen). Wir arbeiten im folgenden mit b = 2π und ver-
wenden die Bijektion w : (−π, π]

∼→W, die von unserem Gruppenhomomorphis-
mus w = wk ◦u : R → W aus 4.1.7.14 induziert wird. Wir erinnern an die in
4.1.7.14 erklärten Identitäten cosg ◦wk ◦u = cosa und sing ◦wk ◦u = sina. Die
Umkehrabbildung zu w : (−π, π]

∼→W notieren wir

Rad : W ∼→ (−π, π]

mit Rad als Abkürzung für Radian. Damit haben wir also cosa ◦Rad = cosg
und sina ◦Rad = sing und Rad(0,56 rad) = 0,56. Gegeben ein angeordneter
Zweistrahl (A,B) bezeichnet mithin

Rad](A,B) ∈ (−π, π]

das Bogenmaß des zugehörigen Elements der Winkelgruppe. Gegeben linear un-
abhängige Vektoren v, w ist ihr Winkelmaß Rad](v, w) positiv genau dann, wenn
sie eine positiv orientierte Basis bilden, und für v 6= 0 haben wir Rad](v,−v) =
π. Schließlich gilt in unseren Konventionen für jeden Winkel α ∈ W auch noch
die Beziehung Rad |α| = |Radα|.

4.1.8.4 (Terminologie). Im folgenden werden wir oft einfach nur Winkel sagen
und es dem Leser überlassen, aus dem Kontext zu erschließen, ob damit Zwei-
strahlen, angeordnete Zweistrahlen, Elemente von Winkelgruppen, Elemente von
Winkelmengen oder auch eines der üblichen Winkelmaße gemeint sind. Oft läßt
man auch die Spezifizierung des Winkelmaßes aus der Notation weg und hofft,
daß der Leser aus dem Kontext erschließen kann, ob ein abstrakter Winkel oder
sein Maß gemeint ist, und in letzterem Fall, nach welcher Konvention denn nun
gemessen werden soll.
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Beispiel 4.1.8.5. Die drei Vektoren der Standardbasis des R3 bilden ein gleich-
seitiges Dreieck und der Winkel an jeder Ecke sollte folglich das Bogenmaß π/3
haben. In der Tat finden wir für v = e3 − e1 und w = e2 − e1 als Skalarprodukt
〈v, w〉 = 1 und wegen ‖v‖ = ‖w‖ =

√
2 ergibt sich für den Winkel in der Tat

cos∠(v, w) = 1/2 und Rad∠(v, w) = π/3.

4.1.8.6. Unter einem Dreieck in einem affinen Raum verstehen wir eine Menge
von drei nicht kollinearen Punkten. Standardmäßig bezeichnen man diese Punk-
te mit A,B,C und nennt sie die Ecken des Dreiecks. Für ein Dreieck in einer
euklidischen Ebene E notieren wir

α := ∠(B − A)(C − A)

seinen Winkel bei A und notieren analog β, γ seine Winkel bei B,C.

Proposition 4.1.8.7 (Winkelsumme im Dreieck). Gegeben ein Dreieck in einer
euklidischen Ebene ist die Summe seiner drei Winkel der gestreckte Winkel.

Beweis. Sei E unsere euklidische Ebene. Seien A,B,C ∈ E die Ecken unseres
Dreiecks. Wir kürzen die „Kantenvektoren“ ab zu ~a := B − C, ~b := C − A
und ~c := A − B. Wählen wir eine Orientierung auf ~E, so wissen wir wegen der
Additivität 4.1.7.8 der orientierten Winkel bereits

](~a,−~b) + ](−~b,~c) + ](~c,−~a) = ](~a,−~a)

Wenn wir in der Mitte beide Vektoren negativ machen, ändert sich der orientierte
Winkel nicht. Wir haben also etwas übersichtlicher auch

](~a,−~b) + ](~b,−~c) + ](~c,−~a) = ](~a,−~a)

Andererseits gilt ~a+~b+~c = ~0. Aus dieser Identität folgt, daß (~a,−~b), (~b,−~c) und
(~c,−~a) drei gleich orientierte Basen sind, da die entsprechenden Basiswechselma-
trizen alle positive Determinante haben. Wir können also, indem wir andernfalls
die andere Orientierung wählen, alle drei positiv orientiert annehmen. Dann aber
stimmen die orientierten mit den nichtorientierten Winkeln überein und wir erhal-
ten

γ + α + β = ∠(~a,−~a)

4.1.8.8. Aus unserer Gleichung α + β + γ = ∠(~a,−~a) in der Winkelgruppe W
folgt

Rad γ + Radα + Rad β ∈ π + 2πZ
Für jeden Winkel ϑ eines Dreiecks gilt aber offensichtlich auch Rad(ϑ) ∈ (0, π).
Da damit alle drei Summanden links zu (0, π) gehören müssen und da weiter gilt
(0, 3π) ∩ (π + 2πZ) = {π}, folgt sogar

Radα + Rad β + Rad γ = π
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Der auf der Schule übliche Beweis dafür, daß die Winkelsumme im Dreieck 180◦

beträgt.



4.1. SKALARPRODUKT UND GEOMETRIE 381

Natürlich können wir genausogut mit dem Gradmaß Grad : W+ ∼→ [0, 180] ar-
beiten und erhalten so die äquivalente Aussage

Gradα + Grad β + Grad γ = 180

Sie entspricht vermutlich am ehesten dem, was Sie in der Schule gelernt haben.

4.1.8.9 (Weitere Notationen für Dreiecke). Gegeben ein Dreieck mit den Ecken
A,B,C in einer euklidischen Ebene E bezeichne

a := ‖B − C‖

je nach Kontext die m-Norm a ∈ R der der Ecke A gegenüberliegenden Seite
für fest gewähltes m ∈ ~E\0 oder ihre abstrakte Länge a ∈ L( ~E) im Sinne von
4.1.5.12. Meist wird es auf diesen Unterschied gar nicht ankommen und wir reden
unterschiedslos von der „Seitenlänge“. Analog erklären wir die Seitenlängen b und
c.

4.1.8.10. Gegeben ein Dreieck mit den EckenA,B,C in einer euklidischen Ebene
E mit einem rechten Winkel bei C gilt

cos(β) = a/c

In der Tat gibt es nach 4.1.2.13 einen Isomorphismus von euklidischen Ebenen
E

∼→ R2 mit B 7→ 0 und C 7→ e1. Nach einer Streckung dürfen wir annehmen,
daß A auf dem Einheitskreis zu liegen kommt und C auf R>0e1. Dann gilt also
c = 1 und a = cos(β) nach unserer Definition des Cosinus.

4.1.8.11. Dreiecke {A,B,C} und {A′, B′, C ′} in einer euklidischen Ebene hei-
ßen kongruent, wenn es eine Kongruenz k gibt mit k({A,B,C}) = {A′, B′, C ′}.
Ein Dreieck mit einer Anordnung seiner Ecken nenne ich ein angeordnetes Drei-
eck und notiere es (A,B,C). Angeordnete Dreiecke (A,B,C) und (A′, B′, C ′)
in einer euklidischen Ebene heißen angeordnet kongruent, wenn es eine Kon-
gruenz k gibt mit k(A,B,C) = (A′, B′, C ′).

Übungen

Übung 4.1.8.12. Man zeige den Cosinus-Satz a2 + b2 − 2ab cos γ = c2 für jedes
Dreieck mit positiven Seitenlängen a, b, c und jeweils den entsprechenden Sei-
ten gegenüberliegenden nichtorientierten Winkeln α, β, γ. Man zeige in denselben
Notationen auch den Sinus-Satz

sinα

a
=

sin β

b
=

sin γ

c

Hinweis: Man wähle eine Seite als horizontale Seite aus und berechne die Höhe
unseres Dreiecks auf verschiedene Weisen. Hier meinen a, b, c die m-Normen der
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jeweiligen Seiten in Bezug auf einen festen von Null verschiedenen Richtungs-
vektor m.

Übung 4.1.8.13. Je zwei angeordnete Dreiecke (A,B,C) und (A′, B′, C ′) einer
euklidischen Ebene mit zwei gleichen Seiten a = a′ sowie b = b′ und gleichem
eingeschlossenen Winkel γ = γ′ sind angeordnet kongruent. Gilt statt γ = γ′ eine
der Gleichheiten α = α′ oder β = β′, so brauchen unsere angeordneten Dreiecke
nicht kongruent sein.

Übung 4.1.8.14. Je zwei angeordnete Dreiecke (A,B,C) und (A′, B′, C ′) einer
euklidischen Ebene mit gleichen Seiten c = c′ sowie gleichen anliegenden Win-
keln α = α′ und β = β′ sind angeordnet kongruent. Dasselbe gilt auch unter der
Annahme (c = c′ und α = α′ und γ = γ′). Hinweis: Sinussatz und vorhergehende
Übungen.

Übung 4.1.8.15. Je zwei angeordnete Dreiecke (A,B,C) und (A′, B′, C ′) einer
euklidischen Ebene mit drei gleichen Seiten a = a′, b = b′, c = c′ sind angeordnet
kongruent. Hinweis: Cosinussatz und vorhergehende Übungen.

Übung 4.1.8.16. Gegeben Strahlen F,G,H in einem orientierten zweidimensio-
nalen euklidischen Vektorraum liefert die Additivität der orientierten Winkel 4.1.7.8
für ihre Bogenmaße die Regel

Rad](F,G) + Rad](G,H) ∈ Rad](F,H) + 2πZ

Übung 4.1.8.17. Gegeben von Null verschiedene Vektoren v, w in einem orien-
tierten zweidimensionalen reellen euklidischen Vektorraum haben wir stets die
Alternative Rad](v, w) + Rad](w,−v) = ±π.

Ergänzende Übung 4.1.8.18 (Winkelsumme im Vieleck). Sei in einer orientier-
ten euklidischen Ebene E eine sich periodisch wiederholende Folge p0, . . . , pn =
p0, pn+1 = p1, . . . mit p1, . . . , pn paarweise verschieden gegeben derart, daß die
halboffenen Segmente [pi−1, pi) für 1 ≤ i ≤ n paarweise disjunkt sind. Es gebe
einen Richtungsvektor ~v 6= 0 derart, daß p0 +R>0~v keines unserer Segmente trifft
und daß (~v, p1 − p0) eine positiv orientierte Basis von ~E ist. So gilt in unseren
Konventionen 4.1.8.3 die Identität

n∑
i=1

Rad](pi − pi−1, pi+1 − pi) = 2π

Hinweis: Gibt es zwei Ecken pr 6= ps derart, daß das offene Segment (pr, ps)
keines unserer Segmente [pi−1, pi] trifft und daß alle Ecken in ein- und derselben
abgeschlossenen Halbebene zur Gerade durch pr und ps liegen, so führt „Zerlegen
in zwei Polygonzüge durch Einfügen einer doppelten Kante [pr, ps]“ zusammen
mit vollständiger Induktion zum Ziel. Gibt es keine zwei derartigen Ecken, so
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erkennt man „unschwer“, daß unser Polygonzug „konvex“ ist in dem Sinne, daß
für je zwei Ecken pr 6= ps mit s 6= r±1 das offene Segment (pr, ps) keines unserer
Segmente [pi−1, pi] trifft, und dann kommen wir wieder durch „Zerlegen in zwei
Polygonzüge“ und Induktion ans Ziel.

4.1.9 Kreuzprodukt und Spatprodukt
Satz 4.1.9.1. Gegeben ein dreidimensionaler orientierter reeller Skalarprodukt-
raum V gibt es genau eine alternierende bilineare Abbildung V × V → V mit
der Eigenschaft (~v1, ~v2) 7→ ~v3 für jede orientierte Orthonormalbasis ~v1, ~v2, ~v3. Sie
heißt das Kreuzprodukt wegen der für unsere Abbildung allgemein gebräuchli-
chen Notation

(~v, ~w) 7→ ~v × ~w

4.1.9.2. Aus der Definition folgt sofort, daß (~v × ~w) auf ~v und ~w senkrecht steht,
indem wir etwa eine angeordnete Orthonormalbasis derart wählen, daß ~v und ~w
im Erzeugnis der ersten beiden Basisvektoren liegen.

4.1.9.3 (Diskussion von Varianten des Begriffs und der Terminologie). Eine
mit den benötigten Einheiten versehene Variante des Kreuzprodukts für dreidi-
mensionale euklidische Vektorräume diskutieren wir in 4.6.4.9. Andere Autoren
bezeichnen unser Kreuzprodukt als Vektorprodukt, da es als Resultat eben Vek-
toren liefert im Gegensatz zum Skalarprodukt, das Skalare liefert. Ich habe für
das Kreuzprodukt alias Vektorprodukt auch schon die alternative Notation [~v, ~w]
gesehen, die aber erst im Kontext von 22.1.3.7 ihre Verträglichkeit mit an wieder
anderer Stelle üblichen Notationen zeigt. Noch seltener sieht man die Notation
~v ∧ ~w, die hinwiederum in 4.6.5.29 ihre Verträglichkeit mit dem dort eingeführ-
ten „Dachprodukt“ ∧ zeigt. Ich mag diese letzte Notation nicht, denn das Dach-
produkt in seiner üblichen Definition ist im Gegensatz zu unserem Kreuzprodukt
durchaus assoziativ.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir anehmen, V sei der
R3 mit seinem Standard-Skalarprodukt und seiner Standard-Orientierung. Wenn
es in diesem Fall überhaupt eine bilineare Abbildung R3 × R3 → R3 mit den
im Satz geforderten Eigenschaften gibt, dann muß diese offenichtlich durch die
Vorschrift v1

v2

v3

 ,

w1

w2

w3

 7→

v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1


gegeben werden. Es bleibt damit nur noch zu zeigen, daß die durch diese Formel
definierte bilineare Abbildung, die wir schon mal (~v, ~w) 7→ ~v × ~w notieren und
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für den Rest dieses Beweises das konkrete Kreuzprodukt nennen, auch wirklich
die im Satz geforderte Eigenschaft hat. In Anbetracht der Jägerzaunformel 3.6.2.3
gilt für unser konkretes Kreuzprodukt offensichtlich schon mal die Identität

〈~u,~v × ~w〉 = det(~u|~v|~w)

Umgekehrt legt aber diese Eigenschaft für alle ~u ∈ R3, ja sogar schon für ~u =
~e1,~e2,~e3 auch bereits den Vektor ~v × ~w fest. Daraus folgern wir hinwiederum für
alle Drehungen A ∈ SO(3) die Identität

(A~v)× (A~w) = A(~v × ~w)

In der Tat folgt diese Identität von Vektoren, wenn wir zeigen können, daß die
Skalarprodukte beider Seiten mit allen Vektoren ~u oder auch mit allen Vektoren
A~u übereinstimmen. Dafür rechnen wir einfach 〈A~u,A(~v × ~w)〉 = 〈~u,~v × ~w〉 =
det(~u|~v|~w) = detA(~u|~v|~w) = det(A~u|A~v|A~w) = 〈A~u, (A~v)× (A~w)〉. Also gilt
in der Tat A(~v × ~w) = (A~v) × (A~w) für alle A ∈ SO(3). Da sich aber je zwei
orientierte Orthonormalbasen des R3 durch eine Drehung A ∈ SO(3) ineinander
überführen lassen, folgt unmittelbar, daß unser konkretes Kreuzprodukt die im
Satz geforderte Eigenschaft hat.

Ergänzung 4.1.9.4. Für den Ausdruck 〈~u,~v× ~w〉 = det(~u|~v|~w) aus dem vorherge-
henden Beweis mit ~u,~v, ~w ∈ R3 findet man manchmal auch die Notation 〈~u,~v, ~w〉
und die Bezeichnung als Spatprodukt, die darauf anspielt, daß diese Determinan-
te ja nach 3.6.2.6 bis auf ein Vorzeichen gerade das Volumen des durch die frag-
lichen drei Vektoren gegebenen Parallelpipeds angibt. Die Kristalle des Feldspats
haben aber nun oft die Gestalt eines Parallelpipeds, weswegen derartige Körper
auch als Spate bezeichnet werden. In 4.6.4.3 diskutieren wir eine Variante des
Spatprodukts für beliebige dreidimensionale euklidische Vektorräume.
4.1.9.5 (Die schmutzige Anschauung für das Kreuzprodukt). Setzen wir im
Fall eines linear unabhängigen Paares (~v, ~w) in obiger Formel 〈~u,~v × ~w〉 =
det(~u|~v|~w) für die Beziehung von Kreuzprodukt, Skalarprodukt und Determinan-
te den Vektor

~u = (~v × ~w)/‖~v × ~w‖
ein, so erkennen wir aus der anschaulichen Bedeutung 3.6.2.6 der Determinante
als Volumen, daß wir uns die Länge von ~v × ~w gerade als das Volumen des von
~u,~v, ~w aufgespannten Spats alias die Fläche des von ~v, ~w aufgespannten Paralle-
lograms denken dürfen. Damit erkennen wir, daß das Kreuzprodukt anschaulich
wie folgt interpretiert werden kann: Für ~v, ~w linear abhängig gilt ~v× ~w = ~0; Sonst
ist ~v × ~w der Vektor, der senkrecht steht auf ~v und ~w, dessen Länge der anschau-
lichen Fläche des von ~v und ~w aufgespannten Parallelogramms entspricht, und
dessen Richtung dadurch festgelegt wird, daß (~v × ~w,~v, ~w) eine orientierte Basis
ist.
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Übungen

Übung 4.1.9.6 (Einzigkeit des Kreuzprodukts). Man zeige: Gegeben ein drei-
dimensionaler reeller Skalarproduktraum V bilden die bilinearen Abbildungen
ϕ : V × V → V mit der Eigenschaft ϕ(Av,Aw) = Aϕ(v, w) für alle v, w ∈ V
und A ∈ SO(V ) einen eindimensionalen Untervektorraum des Vektorraums aller
Abbildungen V × V → V . Es besteht insbesondere keine Hoffnung, neben dem
Kreuzprodukt noch weitere „geometrisch bedeutsame“ bilineare Verknüpfungen
auf V zu finden. Hinweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei V derR3 mit
dem Standardskalarprodukt. Es gibt eine Drehung mit e1 7→ e2 und e2 7→ − e1.
Man folgere, daß ϕ alternierend sein muß. Es gibt eine Drehung mit e1 7→ e2 und
e2 7→ e1 und Drehachse e2 + e1. Man folgere, daß ϕ(e1, e2) auf e2 + e1 senkrecht
stehen muß.
Übung 4.1.9.7. Gegeben ein dreidimensionaler orientierter reeller Skalarprodukt-
raum zeige man ~u× (~v × ~w) = 〈~u, ~w〉~v − 〈~u,~v〉~w.

4.1.10 Abstandserhaltende Abbildungen
Proposition 4.1.10.1. Gegeben reelle Skalarprodukträume V,W ist eine Abbil-
dung f : V → W linear und orthogonal genau dann, wenn sie den Ursprung auf
den Ursprung abbildet und alle Abstände erhält, in Formeln f(0) = 0 und

‖f(v)− f(w)‖ = ‖v − w‖ ∀v, w ∈ V

4.1.10.2. Man beachte, daß die Linearität von f nicht vorausgesetzt, sondern viel-
mehr aus unseren Annahmen gefolgert wird.

Beweis. Zunächst beachten wir die Polarisierungsidentität

2〈v, w〉 = ‖v + w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2

oder für diesen Beweis besser ihre Variante 2〈v, w〉 = ‖v‖2 + ‖w‖2 − ‖v − w‖2.
Da unsere Abbildung den Ursprung und alle Abstände erhält, erhält sie auch die
Norm aller Vektoren, und wir folgern schon einmal

〈f(v), f(w)〉 = 〈v, w〉 ∀v, w ∈ V

Um weiter f(λv) = λf(v) zu zeigen, beachten wir

〈f(λv)− λf(v), f(u)〉 = 〈λv, u〉 − λ〈v, u〉 = 0

für alle u ∈ V und folgern 〈f(λv) − λf(v), z〉 = 0 für alle z im Erzeugnis des
Bildes f(V ). Nehmen wir dann speziell z = f(λv) − λf(v), so ergibt sich erst
‖f(λv)− λf(v)‖2 = 0 und dann f(λv) = λf(v). In derselben Weise finden wir

〈f(v + w)− f(v)− f(w), f(u)〉 = 〈v + w, u〉 − 〈v, u〉 − 〈w, u〉 = 0
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für alle u ∈ V und folgern f(v + w) = f(v) + f(w), womit dann auch die
Linearität von f gezeigt wäre.

4.1.10.3. Ein affiner Skalarproduktraum ist ein Paar bestehend aus einem reel-
len affinen Raum und einem Skalarprodukt auf seinem Richtungsraum. Gegeben
zwei Punkte p, q definieren wir dann ihren Abstand alias ihre Distanz als die
Norm des zugehörigen Richtungsvektors, in Formeln

d(p, q) := ‖p− q‖

Eine Abbildung f : E → E ′ zwischen affinen Skalarprodukträumen, die alle Ab-
stände erhält, nennt man auch isometrisch oder eine Isometrie. Die Terminologie
geht auf griechisch ισoς für deutsch „gleich“ zurück. In Formeln fordern wir von
einer Isometrie also

d(f(p), f(q)) = d(p, q) ∀p, q ∈ E

Ergänzung 4.1.10.4. Dieselbe Begriffsbildung verwendet man auch allgemeiner
für Abbildungen zwischen sogenannten „metrischen Räumen“, wie sie etwa in
11.1.3.1 erklärt werden. Ist eine Isometrie bijektiv, so spricht man von einem iso-
metrischen Isomorphismus.

Ergänzung 4.1.10.5 (Diskussion der Terminologie). Ich habe auch schon die al-
ternative Terminologie gesehen, in der nur unsere isometrischen Isomorphismen
als „Isometrien“ bezeichnet werden und unsere Isometrien als „isometrische Ab-
bildungen“.

Satz 4.1.10.6 (Isometrien zwischen affinen Skalarprodukträumen). Eine Ab-
bildung zwischen affinen Skalarprodukträumen ist eine Isometrie genau dann,
wenn sie affin ist mit orthogonalem linearen Anteil.

Beweis. Sei ϕ : E → F unsere Abbildung und sei p ∈ E beliebig gewählt.
Erklären wir ~ϕp : ~E → ~F durch ϕ(p+ ~v) = ϕ(p) + ~ϕp(~v), so bildet ~ϕp : ~E → ~F
offensichtlich den Ursprung auf den Ursprung ab und erhält alle Abstände. Nach
der Proposition 4.1.10.1 ist folglich ~ϕp linear und orthogonal und nach 3.3.1.17 ist
damit ϕ affin mit orthogonalem linearem Anteil. Der Beweis der Gegenrichtung
kann dem Leser überlassen bleiben.

4.1.10.7 (Diskussion der Terminologie). Aus der Schule kennen Sie vermutlich
bereits Punktspiegelungen an einem Punkt p, die durch die Vorschrift p + ~v 7→
p − ~v gegeben werden. Wir wollen jedoch vereinbaren, daß mit Spiegelungen
stets lineare oder affine Abbildungen mit einer Fixpunktmenge der Kodimension
Eins gemeint sind, deren Quadrat die Identität ist. Punktspiegelungen heißen zwar
verwirrenderweise ähnlich, sind aber nur im eindimensionalen Fall Spiegelungen
in unserem Sinne.
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4.1.10.8. Gegeben ein euklidischer Raum E verstehen wir unter dem Abstand
zweier Punkte p, q ∈ E das Element ‖p− q‖ ∈ L( ~E) der zugehörigen Längenge-
rade. Eine Selbstabbildung f : E → E heißt abstandserhaltend, wenn gilt

‖p− q‖ = ‖f(p)− f(q)‖ ∀p, q ∈ E

Aus dem Vorhergehenden folgt, daß die abstandserhaltenden Selbstabbildungen
eines endlichdimensionalen euklidischen Raums genau seine orthogonalaffinen
Automorphismen aus 4.1.5.4 sind. Insbesondere sind die abstandserhaltenden Selbst-
abbildungen einer euklidischen Ebene nach 4.1.5.7 genau ihre Kongruenzen.

Satz 4.1.10.9 (Abstandserhaltende Selbstabbildungen euklidischer Räume).
Jede abstandserhaltende Selbstabbildung ϕ : E → E eines endlichdimensiona-
len euklidischen Raums E läßt sich eindeutig darstellen als die Hintereinander-
ausführung

ϕ = (+~w) ◦ d

einer abstandserhaltenden Selbstabbildung d : E → E mit Fixpunkt gefolgt von
einer Verschiebung um einen Richtungsvektor ~w, der unter dieser abstandserhal-
tenden Selbstabbildung d invariant ist, in Formeln ~d(~w) = ~w.

4.1.10.10. Gegeben eine abstandserhaltende Selbstabbildung ϕ eines endlichdi-
mensionalen euklidischen Raums E gibt es also in Formeln ausgedrückt genau
ein Paar (d, ~w) bestehend aus einer abstandserhaltenden Selbstabbildung d mit
mindestens einem Fixpunkt sowie einem Richtungsvektor ~w derart, daß gilt

ϕ = (+~w) ◦ d und ~d(~w) = ~w.

Offensichtlich gilt dann sogar ϕ = (+~w) ◦ d = d ◦ (+~w). Natürlich haben d

und ϕ denselben linearen Anteil, in Formeln ~d = ~ϕ. Jede abstandserhaltende
Selbstabbildung kann also nochmal anders gesagt dargestellt werden durch eine
Abbildungsvorschrift der Gestalt ϕ(p + ~u) = p + A(~u) + ~w mit p ∈ E und
A ∈ O( ~E) orthogonal und ~w ∈ ~EA einem Fixvektor von A.

Beweis. Wir beginnen mit einer Vorüberlegung. Gegeben ein orthogonaler Au-
tomorphismus f eines endlichdimensionalen Skalarproduktraums V ist der Fix-
punktraum ker(f − id) = V f das orthogonale Komplement von im(f − id) in V ,
in Formeln

V f = im(f − id)⊥

In der Tat zeigt die Dimensionsformel 3.2.2.5 in Verbindung mit 4.1.3.18, daß es
ausreicht, die Inklusion V f ⊂ im(f − id)⊥ zu zeigen. Aus f(~w) = ~w folgt aber
offensichtlich 〈~w, f(~v) − ~v〉 = 〈f(~w), f(~v)〉 − 〈~w,~v〉 = 0 für alle ~v ∈ V . Nun
beginnt der eigentliche Beweis. Natürlich kann man für einen beliebigen Punkt
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q ∈ E stets einen Vektor ~v ∈ ~E finden mit ϕ(q) = q + ~v und folglich ϕ(q + ~u) =

q + ~v + ~ϕ(~u) ∀~u ∈ ~E. Gegeben ein Richtungsvektor ~w besitzt damit (−~w) ◦ ϕ
genau dann einen Fixpunkt, wenn es ~u ∈ ~E gibt mit

q + ~u = q + ~v + ~ϕ(~u)− ~w

alias (~u− ~ϕ(~u))+ ~w = ~v. Wegen der Zerlegung ~E = im(~ϕ− id)⊕ ~E ~ϕ aus unserer
Vorüberlegung gibt es also genau ein ~w ∈ ~E ~ϕ derart, daß (−~w)◦ϕ einen Fixpunkt
hat.

Beispiel 4.1.10.11 (Abstandserhaltende Selbstabbildungen der Gerade). Jede
abstandserhaltende Selbstabbildung einer Gerade ist entweder eine Verschiebung
x 7→ x + a oder eine Spiegelung x 7→ b − x: In der Tat, ist der lineare Anteil
unserer Selbstabbildung die Identität, so handelt es sich nach 4.1.10.10 um eine
Verschiebung; ist ihr linearer Anteil dahingegen das Negative der Identität, so
muß in der Darstellung nach 4.1.10.10 der Vektor ~w der Nullvektor sein und wir
haben für ein festes p eine Abbildung der Gestalt p + u 7→ p − u vor uns. Diese
Abbildung mag man als eine Spiegelung am Punkt p auffassen, sie kann etwas
weniger geometrisch auch in der Form x 7→ 2p− x geschrieben werden.

Beispiel 4.1.10.12 (Abstandserhaltende Selbstabbildungen der Ebene). Jede
abstandserhaltende Selbstabbildung einer euklidischen Ebene ist entweder (1) ei-
ne Verschiebung oder (2) eine von der Identität verschiedene Drehung um einen
Punkt oder (3) eine Gleitspiegelung, als da heißt eine Spiegelung an einer Ge-
rade gefolgt von einer Verschiebung in Richtung eben dieser Gerade. In der Tat
erhalten wir nach 4.1.10.10 unseren Fall (1) für die Abbildungen mit der Identi-
tät als linearem Anteil; Fall (2) für die Abbildungen mit einer von der Identität
verschiedenen Drehung als linearem Anteil; und Fall (3) für die Abbildungen mit
einer Spiegelung als linearem Anteil. Die Spiegelung an einer Gerade finden wir
in unserer Liste als spezielle Gleitspiegelung wieder.

Beispiel 4.1.10.13 (Abstandserhaltende Selbstabbildungen des Raums). Jede
abstandserhaltende Selbstabbildung eines dreidimensionalen euklidischen Raums
ist entweder (1) eine Verschraubung alias eine nichttriviale Drehung um eine
Achse gefolgt von einer Verschiebung in Richtung eben dieser Achse, oder (2)
eine Drehspiegelung alias eine Drehung um eine Achse gefolgt von einer Spiege-
lung an einer Ebene senkrecht zu besagter Achse, oder (3) eine Gleitspiegelung
alias eine Spiegelung an einer Ebene gefolgt von einer Verschiebung um einen
Richtungsvektor besagter Ebene. In der Tat erhalten wir nach 4.1.10.10 unseren
Fall (1) für die Abbildungen mit einer Drehung als linearem Anteil; Fall (2) für
die Abbildungen mit linearem Anteil bestehend aus einem nichttrivialen Dreh-
block und einem Eintrag (−1) auf der Diagonalen; und Fall (3) für die Abbildun-
gen mit einer Spiegelung an einer Ebene als linearem Anteil. Die Verschiebungen
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Das Bild der durchgezeichneten Figur unter einer Verschiebung (gepunktelt) und
unter einer Gleitspiegelung (gestrichelt). Durchgezogen eingezeichnet ist auch

die Gerade, längs derer die Gleitspiegelung geschieht. Unsere Gleitspiegelung ist
natürlich, wie von unserem Satz 4.1.10.9 vorhergesagt, die Verknüpfung einer

Isometrie mit mindestens einem Fixpunkt, hier einer Spiegelung, mit einer
Translation in einer unter dem linearen Anteil dieser Isometrie invarianten

Richtung, hier in Richtung der Spiegelachse.



390 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

finden wir in unserer Liste als spezielle Verschraubungen wieder, die Identität als
eine spezielle Verschiebung, und die Spiegelung an einer Ebene als eine spezielle
Gleitspiegelung.

Übungen

Übung 4.1.10.14. Man betrachte die komplexe Zahlenebene als euklidische Ebene
und betrachte die Drehung dmit Fixpunkt p ∈ C im Uhrzeigersinn um den rechten
Winkel, in Formeln gegeben durch d : p + z 7→ p + iz. Man schreibe für einen
beliebigen Richtungsvektor w ∈ C die Verknüpfung (w+) ◦ d wieder als eine
Drehung. Was ist der Fixpunkt dieser neuen Drehung?

Übung 4.1.10.15. Jeder zweidimensionale reelle affine Raum E mit einem Ska-
larprodukt auf seinem Richtungsraum wird zu einer euklidischen Ebene, wenn wir
als Kongruenzen alle Abbildungen k : E → E nehmen mit

‖k(p)− k(q)‖ = ‖p− q‖ ∀p, q ∈ R

Übung 4.1.10.16 (Dreispiegelungssatz). Man zeige, daß sich jedes Element der
Kongruenzgruppe einer euklidischen Ebene als Verknüpfung von einer, zwei oder
drei Spiegelungen darstellen läßt.

Übung 4.1.10.17. Welcher Fall im vorhergehenden Beispiel 4.1.10.13 deckt die
sogenannten räumlichen Punktspiegelungen ab, die für einen festen Punkt p
durch die Vorschrift p+ ~v 7→ p− ~v gegeben werden?

Ergänzende Übung 4.1.10.18. Sei E ein euklidischer Raum. Man zeige:

1. Eine bijektive affine Abbildung ϕ : E
∼→ E ist genau dann eine Ähnlich-

keitsabbildung, wenn für jeden orientierungserhaltenden abstandserhalten-
den Automorphismus g von E auch ϕ ◦ g ◦ ϕ−1 abstandserhaltend ist;

2. Eine bijektive affine Abbildung ϕ : E → E ist genau dann eine Ähnlich-
keitsabbildung, wenn sie alle Winkel zwischen Strahlen im Richtungsraum
im Sinne von 4.1.7.15 erhält;

3. Jede Ähnlichkeit mit einem Fixpunkt p ∈ E läßt sich eindeutig darstel-
len als die Verknüpfung eines abstandserhaltenden Automorphismus, der
besagten Punkt p festhält, mit einer Streckung oder Stauchung der Gestalt
p+ ~v 7→ p+ λ~v für wohlbestimmtes λ ∈ R>0;

4. Jede Ähnlichkeit, die nicht abstandserhaltend ist, besitzt genau einen Fix-
punkt.

Hinweis: Letztere Aussage kann man besonders elegant mit dem Banach’schen
Fixpunktsatz 12.3.1.10 einsehen.
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4.1.11 Normalformen und Matrixzerlegungen
Satz 4.1.11.1 (Spektralsatz für unitäre Automorphismen). Gegeben ein unitä-
rer Automorphismus eines endlichdimensionalen komplexen Skalarproduktraums
existiert stets eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Beweis. Ist unser Raum der Nullraum, so tut es die leere Menge. Sonst finden
wir nach 3.6.6.4 einen Eigenvektor und durch Renormieren natürlich auch einen
Eigenvektor der Länge Eins. Da unser Automorphismus unitär ist, erhält er auch
den Orthogonalraum dieses Eigenvektors und induziert auf diesem Orthogonal-
raum eine unitäre Abbildung. Mit Induktion über die Dimension finden wir in
unserem Orthogonalraum eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, und durch
Hinzunehmen unseres ursprünglichen Eigenvektors der Länge Eins erhalten wir
daraus die gesuchte Orthonormalbasis aus Eigenvektoren des ganzen Raums.

Korollar 4.1.11.2. Für jede unitäre Matrix U ∈ U(n) gibt es eine weitere unitäre
Matrix B ∈ U(n) mit B−1UB = diag(z1, . . . , zn), wobei zi ∈ S1 ⊂ C komplexe
Zahlen der Länge Eins sind.

Beweis. Man findet solch eine Matrix B, indem man eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von U : Cn → Cn nach 4.1.11.1 als die Spalten von B nimmt:
Dann gilt ja sicher UB = diag(z1, . . . , zn)B und die Matrix B ist unitär nach
Lemma 4.1.4.3.

Satz 4.1.11.3 (Normalform für orthogonale Matrizen). Gegeben ein endlichdi-
mensionaler reeller Skalarproduktraum V und eine orthogonale Selbstabbildung
U : V → V gibt es stets eine angeordnete Orthonormalbasis B von V , bezüglich
derer die Matrix B[U ]B unserer Abbildung eine blockdiagonale Gestalt der Form

diag

(
1, . . . , 1,−1, . . . ,−1,

(
c1 −s1

s1 c1

)
, . . . ,

(
cr −sr
sr cr

))
hat mit 1 > c1 ≥ . . . ≥ cr > −1 und c2

i + s2
i = 1. Unter den angegebenen

Einschränkungen wird umgekehrt besagte blockdiagonale Matrix durch unsere
orthogonale Abbildung U bereits eindeutig festgelegt.

4.1.11.4. Dieser Satz beinhaltet den Satz vom Fußball 4.1.4.14 und seine Variante
4.1.4.16 sowie die in 4.1.1.6 und 4.1.4.18 betrachteten Resultate, die sich schlicht
als die Fälle n ≤ 3 des obigen Satzes erweisen.

Beweis. Der Drehblock zu (cρ, sρ) hat die komplexen Eigenwerte cρ±i sρ, und das
zeigt bereits die behauptete Eindeutigkeit. Die Existenz ist klar im Fall dimR V ≤
2 nach unserer Diskussion der Gruppe O(2) aus 4.1.1.6. Zu beachten ist hierbei,
daß jede ebene Spiegelung in einer geeigneten Orthonormalbasis die darstellende
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Matrix diag(1,−1) hat und jede ebene Drehung in einer geeigneten Orthonormal-
basis als darstellende Matrix entweder diag(1, 1) oder diag(−1,−1) oder einen
Drehblock wie oben. Die Existenz folgt mit Induktion im allgemeinen, sobald
wir zeigen, daß es unter der Voraussetzung V ≥ 0 in V stets einen von Null
verschiedenen unter U invarianten Teilraum der Dimension ≤ 2 gibt, indem wir
dann nämlich die Induktionsannahme auf diesen Teilraum und sein orthogonales
Komplement anwenden. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir von
jetzt an V = Rn mit n 6= 0 annehmen und uns U als reelle Matrix denken. Nun
hat U wegen n 6= 0 stets einen Eigenvektor v = (v1, . . . , vn)> ∈ Cn, sagen wir
Uv = λv mit λ ∈ C. Dann folgt für v̄ = (v̄1, . . . , v̄n)> sofort Uv̄ = λ̄v̄ und das
komplexe Erzeugnis 〈v, v̄〉C dieser beiden Vektoren ist sicher auch ein U -stabiler
Teilraum von Cn der Dimension Eins oder Zwei. Der Schnitt 〈v, v̄〉C ∩Rn ist also
ein U -stabiler Teilraum von Rn einer Dimension≤ 2. Dieser Schnitt ist aber auch
nicht Null, denn er enthält sowohl v + v̄ als auch i(v − v̄), die wegen v 6= 0 nicht
beide verschwinden können.

4.1.11.5. Der vorhergehende Beweis illustriert in meinen Augen sehr gut, wie
wunderbar unsere Theorie durch ihre Erweiterung ins Komplexe vereinfacht wird.
Ich selbst kenne jedenfalls keinen vergleichbar transparenten Beweis der obigen
Klassifikation, der ohne die komplexen Zahlen auskommt.

Satz 4.1.11.6 (Gram-Schmidt). Seien v1, . . . , vk linear unabhängige Vektoren
eines reellen oder komplexen Skalarproduktraums. So existiert in unserem Ska-
larproduktraum genau ein Orthonormalsystem w1, . . . , wk mit

wi ∈ R>0vi + 〈vi−1, . . . , v1〉 ∀i

Ergänzung 4.1.11.7 (Bezug zur Definition einer Bewegungsgruppe). Ist V ein
dreidimensionaler reeller Skalarproduktraum, so gibt es zu je zwei Tripeln beste-
hend aus einem Halbraum, einer Halbebene auf seinem Rand und einem Strahl auf
deren Rand genau eine orthogonale Abbildung, die das eine Tripel in das andere
überführt. Etwas präziser und in Formeln meinen wir hier Tripel von Teilmengen
(H,E,A) von V derart, daß es linear unabhängige Vektoren v1, v2, v3 gibt mit
A = R≥0v1 und E = R≥0v2 +Rv1 und H = R≥0v3 +Rv2 +Rv1. In der Tat sagt
uns Gram-Schmid, daß jedes solche Tripel (H,E,A) durch genau eine Orthonor-
malbasis w1, w2, w3 beschrieben werden kann. Der letzte Vektor w3 wird dabei im
übrigen durch die beiden anderen bereits bis auf ein Vorzeichen festgelegt, und
Analoges gilt in beliebiger endlicher Dimension. Das zeigt den Bezug des Satzes
von Gram-Schmid zu unserer Definition einer Bewegungsgruppe 4.1.6.8.

Beweis. Nach 4.1.3.18 können wir vi eindeutig zerlegen als vi = pi + ri mit
pi der orthogonalen Projektion von vi auf 〈vi−1, . . . , v1〉 und ri im orthogona-
len Komplement dieses Teilraums. Wegen der linearen Unabhängigkeit der vi gilt
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hier ri 6= 0. Für die Vektoren wi := ri/‖ri‖ gilt dann wj ∈ 〈vj, . . . , v1〉 und
wi ⊥ 〈vi−1, . . . , v1〉 und damit 〈wi, wj〉 = 0 für i > j. Da andererseits auch gilt
〈wi, wi〉 = 1 nach Konstruktion, bilden sie in der Tat ein Orthonormalsystem, und
unsere Konstruktion zeigt zusätzlich

wi = vi/‖ri‖ − pi/‖ri‖ ∈ R>0vi + 〈vi−1, . . . , v1〉

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, bemerken wir zunächst wj ∈ 〈vj, . . . , v1〉 und
folgern mit Dimensionsbetrachtungen 〈wj, . . . , w1〉 = 〈vj, . . . , v1〉. So folgt

〈wi〉 = 〈vi−1, . . . , v1〉⊥ ∩ 〈vi, . . . , v1〉

Diese Bedingung legt wi fest bis auf Multiplikation mit einem Skalar der Länge
Eins. Es ist dann klar, daß wi durch die zusätzliche Bedingung im Satz sogar
eindeutig festgelegt wird.

4.1.11.8 (Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt). In Worten läuft
der Beweis wie folgt ab: Gegeben ist eine endliche angeordnete linear unabhängi-
ge Teilmenge unseres Skalarproduktraums. Wir beginnen mit dem ersten Vektor
und normieren ihn auf Länge Eins. Dann nehmen wir uns den zweiten Vektor vor,
machen ihn senkrecht zum ersten Vektor, indem wir seine orthogonale Projektion
auf die vom ersten Vektor erzeugte Gerade von ihm abziehen, und normieren den
so entstehenden Vektor wieder auf Länge Eins. Dann nehmen wir uns den dritten
Vektor vor, machen ihn senkrecht zu den ersten beiden Vektoren, indem wir seine
orthogonale Projektion auf die von den ersten beiden Vektoren erzeugte Ebene
von ihm abziehen, und normieren den so entstehenden Vektor wieder auf Länge
Eins. Und so machen wir immer weiter, bis wir alle Eingaben verarbeitet haben.
Mit dem Normieren eines von Null verschiedenen Vektors ist dabei das Multipli-
zieren unseres Vektors mit dem Inversen seiner Länge gemeint. Wir schreiben das
nun noch in Formeln mit den Notationen des vorhergehenden Satzes. Für unsere
Basen gilt sicher 〈wi−1, . . . , w1〉 ⊂ 〈vi−1, . . . , v1〉 und Dimensionsvergleich liefert
sogar die Gleichheit dieser Erzeugnisse. Nach der Formel für orthogonale Projek-
tionen aus dem Beweis von 4.1.3.18 können wir also die wi induktiv bestimmen
durch die Formeln

r1 = v1

w1 = r1/‖r1‖
...

ri = vi −
∑i−1

ν=1〈wν , vi〉wν
wi = ri/‖ri‖

...
Das ist das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren oder etwas un-
gewöhnlich aber genauer Orthonormalisierungsverfahren.
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Korollar 4.1.11.9 (Iwasawa-Zerlegung für GL(n;R)). BezeichneA ⊂ GL(n;R)
die Menge aller Diagonalmatrizen mit positiven Einträgen auf der Diagonale und
N ⊂ GL(n;R) die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Dia-
gonale. So liefert die Multiplikation eine Bijektion

O(n)× A×N ∼→ GL(n;R)

Ergänzung 4.1.11.10. Eine Zerlegung einer Matrix M als Produkt M = QR mit
Q orthogonal und R einer oberen Dreiecksmatrix gibt es auch für nicht notwen-
dig invertierbare Matrizen. Sie wird als QR-Zerlegung bezeichnet, läßt sich nach
Householder effektiv berechnen, und spielt eine wichtige Rolle in der Numerik.

Beweis. Sicher gilt A∩N = {I}, folglich definiert die Multiplikation eine Injek-
tion

A×N ↪→ GL(n;R)

Deren Bild AN ist eine Untergruppe, die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen
mit positiven Diagonaleinträgen, und wegen O(n) ∩ AN = {I} definiert die
Multiplikation schon mal eine Injektion O(n) × AN ↪→ GL(n;R). Es bleibt,
deren Surjektivität zu zeigen. Dazu betrachten wir in Rn die Standardbasis S,
eine beliebige angeordnete Basis B und die im Gram-Schmidt-Verfahren daraus
entstehende angeordnete OrthonormalbasisA. Unser Satz liefert für die zugehöri-
ge Basiswechselmatrix obere Dreiecksgestalt mit positiven Diagonaleinträgen, in
Formeln

B[id]A ∈ AN

Aus der Identität B[id]A ◦ A[id]S = B[id]S folgt dann die Surjektivität der Multi-
plikation AN ×O(n)→ GL(n;R). Invertieren liefert den Rest.

Korollar 4.1.11.11 (Iwasawa-Zerlegung für GL(n;C)). BezeichneA ⊂ GL(n;C)
die Menge aller Diagonalmatrizen mit reellen positiven Einträgen auf der Diago-
nale und N ⊂ GL(n;C) die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf
der Diagonale. So liefert die Multiplikation eine Bijektion

U(n)× A×N ∼→ GL(n;C)

Beweis. Der Beweis geht analog wie im reellen Fall 4.1.11.9.

Definition 4.1.11.12. Eine Matrix M heißt symmetrisch, wenn sie mit ihrer ei-
genen Transponierten übereinstimmt, in Formeln M> = M . Eine symmetrische
Matrix M ∈ Mat(n;R) heißt positiv definit, wenn gilt x>Mx ≤ 0⇒ x = 0. Sie
heißt positiv semidefinit, wenn gilt x>Mx ≥ 0 ∀x ∈ Rn.
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Korollar* 4.1.11.13 (Cholesky-Zerlegung). Gegeben eine positiv definite sym-
metrische Matrix M ∈ Mat(n;R) gibt es genau eine untere Dreiecksmatrix L mit
positiven Diagonaleinträgen und der Eigenschaft

M = LL>

4.1.11.14. Das L steht hier für englisch „lower triangular“.

Beweis. Wir betrachten auf dem Rn das durch die Vorschrift s(x, y) := x>My
erklärte Skalarprodukt s = sM . Wenden wir nun das Gram-Schmidt-Verfahren in
Bezug auf dies neue Skalarprodukt an auf die Standardbasis e1, . . . , en des Rn,
so erhalten wir eine neue Basis w1, . . . , wn des Rn mit w>i Mwj = δi,j und wi ∈
R>0 ei +〈ei−1, . . . , e1〉. Die Matrix N := (w1| . . . |wn) mit den wi in den Spalten
ist also eine obere Dreiecksmatrix mit der Eigenschaft N>MN = I . Mit L =
(N>)−1 ergibt sich dann die gesuchte Zerlegung. Deren Eindeutigkeit zeigt man,
indem man den Beweis rückwärts liest.

Ergänzung 4.1.11.15. Das Invertieren einer oberen Dreiecksmatrix N mit positi-
ven Diagonaleinträgen ist im Prinzip unproblematisch. Bei der numerischen Be-
rechnung der Cholesky-Zerlegung empfiehlt es sich jedoch, das Invertieren gleich
mit dem Algorithmus des Gram-Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens zu
verschmelzen. Mehr dazu mögen Sie in der Numerik lernen.

Übungen

Übung 4.1.11.16. Eine lineare Abbildung von komplexen Skalarprodukträumen
ist unitär genau dann, wenn sie die Norm aller Vektoren erhält. Hinweis: Man
beginne mit einer Variante der Polarisierungsidentität.

Übung 4.1.11.17. Man zeige: Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Skalar-
produktraum V und darin eine lineare Hyperebene H ⊂ V gibt es genau eine
orthogonale lineare Abbildung s : V → V mit unserer Hyperebene als Fixpunkt-
menge, in Formeln H = V s. Diese Abbildung s heißt die orthogonale Spiege-
lung an der Hyperebene H oder auch kürzer die Spiegelung an H .

Übung 4.1.11.18. Man zeige, daß sich zwei Vektoren eines endlichdimensionalen
reellen Skalarproduktraums genau dann durch eine orthogonale Abbildung inein-
ander überführen lassen, wenn sie dieselbe Länge haben.

Übung 4.1.11.19 (Zeichnen eines Würfels). Man zeige: Zeichnet man einen mas-
siven Würfel so, daß an einer Ecke alle drei angrenzenden Flächen zu sehen sind,
so treffen sich auf dem Papier die drei von dieser Ecke ausgehenden Kanten je-
weils in einem echt stumpfen Winkel, also einem Winkel mit negativem geome-
trischen Cosinus. Zeichnet man also ein räumliches Koordinatensystem perspek-
tivisch korrekt von einem Punkt des positiven Oktanten (R>0)3 aus gesehen, so
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müssen sich je zwei positive Koordinatenachsen in einem echt stumpfen Winkel
treffen.

Ergänzende Übung 4.1.11.20. Jede orthogonale Selbstabbildung mit Determinan-
te (−1) eines dreidimensionalen reellen Skalarproduktraums ist die Verknüpfung
einer Drehung um eine Achse mit einer Spiegelung an der zu dieser Achse senk-
rechten Hyperebene.

Ergänzende Übung 4.1.11.21. Jede bezüglich Inklusion maximale kommutative
Untergruppe der Drehgruppe SO(3) ist entweder die Gruppe aller Drehungen um
eine Achse oder konjugiert zur Gruppe aller Diagonalmatrizen aus SO(3).

Übung 4.1.11.22. Sei V ein reeller Skalarproduktraum. Man zeige:

1. Eine endliche Familie v1, . . . , vn von Vektoren von V ist orthonormal genau
dann, wenn die zugehörige Abbildung Φ : Rn → V orthogonal ist für das
Standard-Skalarprodukt auf Rn.

2. Gegeben endliche angeordnete Basen A, B von V mit A orthonormal ist B
orthonormal genau dann, wenn die Basiswechselmatrix B[id]A orthogonal
ist. Hinweis: Man betrachte das kommutative Diagramm

V V
idoo

Rn
ΦB

OO

Rn
ΦA

OO

B[id]Aoo

Man formuliere und zeige auch die analogen Aussagen im Komplexen.

Übung 4.1.11.23. Ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen komplexen
Skalarproduktraums ist genau dann unitär, wenn er diagonalisierbar ist und wenn
zusätzlich alle Eigenwerte den Betrag Eins haben.

Ergänzende Übung 4.1.11.24. Bezeichne Rx
ϕ ∈ SO(3) die Drehung um die x-

Achse Re1 mit dem Winkel mit Bogenmaß ϕ, in Formeln

Rx
ϕ =

1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ


Bezeichne Rz

ϕ ∈ SO(3) die Drehung um die z-Achse Re3 mit dem Winkel mit
Bogenmaß ϕ, in Formeln

Rz
ϕ =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1
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Man zeige: Jede Drehung U ∈ SO(3) läßt sich darstellen als

U = Rz
ϕR

x
ψR

z
ϑ

mit ψ ∈ [0, π] und ϕ, ϑ ∈ [0, 2π), und unter der Voraussetzung e3 6= ±U(e3)
ist diese Darstellung sogar eindeutig. Die fraglichen Winkel heißen dann die Eu-
ler’schen Winkel unserer Drehung U . Hinweis: Aus der Anschauung, deren For-
malisierung Ihnen überlassen bleiben möge, finden wir ψ ∈ [0, π] und ϕ ∈ [0, 2π)
mit Rz

ϕR
x
ψ(e3) = U(e3). Es folgt U−1Rz

ϕR
x
ψ = Rz

−ϑ für geeignetes ϑ ∈ [0, 2π).

Ergänzende Übung 4.1.11.25 (Spingruppe und Quaternionen). Wir erhalten
einen Isomorphismus SU(2)

∼→ {q ∈ H | |q| = 1} der Spingruppe mit der Gruppe
der Quaternionen der Norm Eins, indem wir bemerken, daß bei unserer Konstruk-
tion der Quaternionen im Beweis von 3.5.6.3 beide Seiten dieselbe Untergruppe
von Mat(2;C) sind.
Ergänzende Übung 4.1.11.26 (Spingruppe und Drehgruppe). Sei su(2) := {A ∈
Mat(2;C) | A + Ā> = 0, trA = 0} der dreidimensionale reelle Vektorraum
der schiefhermiteschen spurlosen (2 × 2)-Matrizen. Man zeige: Die Vorschrift
〈A,B〉 := − tr(AB) liefert ein Skalarprodukt auf su(2) und wir erhalten einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus ρ : SU(2) � SO(su(2)) mit Kern ±I
durch die Vorschrift ρ(U) : A 7→ UAU−1. Insbesondere gibt es also einen surjek-
tiven Gruppenhomomorphismus

SU(2)� SO(3)

mit Kern±I . Hinweis: Um die Surjektivität zu zeigen, kann man den Satz 4.1.11.24
über die Eulerschen Winkel verwenden und zeigen, daß die von den drei Ein-
bettungen C ↪→ H mit iC 7→ i, j, k nach 4.1.11.25 induzierten Einbettungen
S1 ↪→ SU(2) unter Nachschalten von ρ die Kreislinie surjektiv auf die Grup-
pen der Drehungen um drei paarweise orthogonale Achsen in su(2) abbilden. Ein
konzeptionelles Argument wird in 22.1.5.2 ausgeführt.
Übung 4.1.11.27. Man zeige: Für jede komplexe quadratische Matrix A gibt es
eine unitäre Matrix U derart, daß UAU−1 obere Dreiecksgestalt hat. Hinweis:
Trigonalisierbarkeit und Gram-Schmidt.
Ergänzende Übung 4.1.11.28. Man zeige, daß die orthogonale Gruppe eines end-
lichdimensionalen reellen Skalarproduktraums von Spiegelungen an Hyperebenen
erzeugt wird. Hinweis: Normalform 4.1.11.3.
Ergänzende Übung 4.1.11.29 (Iwasawa-Zerlegung für SL(n;C)). BezeichneA ⊂
SL(n;C) die Menge aller Diagonalmatrizen mit reellen positiven Einträgen auf
der Diagonale und N ⊂ GL(n;C) die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen mit
Einsen auf der Diagonale. So liefert die Multiplikation eine Bijektion

SU(n)× A×N ∼→ SL(n;C)
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Hinweis: Man gehe vom Fall 4.1.11.11 der GL(n;C) aus.

Übung 4.1.11.30. Gegeben eine nicht notwendig quadratische Matrix A mit Ein-
trägen in einem angeordneten Körper haben A und A>A denselben Rang.

Übung 4.1.11.31 (Ausgleichsrechnung). Gegeben A ∈ Mat(m × n;R) und b ∈
Rm nimmt die Funktion x 7→ ‖Ax − b‖ genau an denjenigen Stellen x ∈ Rn
ihr Minimum an, für die gilt A>Ax = A>b. Hinweis: Nach 4.1.11.30 ist letztere
Gleichung stets lösbar. Man prüfe nun für beliebige x, b, h die Identität

‖A(x+ h)− b‖2 − ‖Ax− b‖2 = ‖Ah‖2 + 2h>(A>Ax− A>b)

In typischen Anwendungen ist Ax = b ein überbestimmtes und deshalb unlösba-
res Gleichungssystem, etwa mit einer Proportionalitätskonstanten x als einziger
Variablen, die man aus einer durch Meßfehler gestörten Meßreihe bestimmen will.
Hat A den Rang n, so ist unser Minimum x sogar eindeutig bestimmt, wie man
obiger Identität auch leicht ansieht. Etwas allgemeiner könnten wir für Meßwerte
(a1, b1), . . . , (am, bm) Koeffizienten x1, x2 so suchen, daß a 7→ x1 + x2a unsere
Meßreihe ai 7→ bi möglichst gut beschreibt. Hier ist zu beachten, daß wir statt
x 7→ ax+ b wie üblich die Buchstaben ganz anders verwenden.

4.1.12 Selbstadjungierte Endomorphismen
Satz 4.1.12.1 (Hauptachsentransformation). Gegeben eine homogene quadra-
tische Form auf demRn alias eine Funktion q : Rn → R der Gestalt q(x1, . . . , xn) =∑

i≤j cijxixj gibt es stets eine Drehung U ∈ SO(n) und Skalare λ1, . . . , λn ∈ R
mit

(q ◦ U)(y1, . . . , yn)> = λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n

Des weiteren ist die Multimenge µ{λ1, . . . , λn} durch q bereits eindeutig bestimmt.

4.1.12.2. Dieser Satz wird sich als ein einfaches Korollar des Spektralsatzes er-
weisen und soll der Motivation dienen. Wir gegen den Beweis im Anschluß an
4.1.12.20. In 4.2.2.7 diskutieren wir Hauptachsentransformationen noch ausführ-
licher.

4.1.12.3 (Anschauung für Hauptachsentransformationen). Man kann sich die
Bedeutung dieses Satzes auf zwei Weisen veranschaulichen: Entweder „aktiv“ in
dem Sinne, daß der Graph unserer Funktion q unter der DrehungU−1 oder präziser
der Abbildung U−1 × id in den Graphen unserer Linearkombination von Quadra-
ten übergeht; Oder „passiv“ in dem Sinne, daß unsere Funktion beim Einführen
neuer Koordinaten mit Koordinatenachsen in Richtung der Spaltenvektoren von
U in den neuen Koordinaten ausgedrückt die fragliche Form annimmt, in Formeln
q(y1~v1 + . . . + yn~vn) = λ1y

2
1 + . . . + λny

2
n für ~vi die Spalten von U , also für
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Dieses Bild zeigt die Ellipse, auf der die positiv definite quadratische Form
17x2 − 12xy + 8y2 bei einer geeigneten Wahl des Maßstabs den Wert Eins

annimmt. Gestrichelt sind die Hauptachsen eingetragen, die in diesem Fall die
Richtungsvektoren (2, 1) und (−1, 2) haben.
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U = (~v1| . . . |~vn) und folglich U(y1, . . . , yn)> = y1~v1 + . . . + yn~vn. Die Menge
der von den Spalten der Matrix U erzeugten Geraden heißen dann ein System von
Hauptachsen für unsere quadratische Form q. Die Multimenge der λi nennen wir
die Multimenge der Eigenwerte unserer quadratischen Form.

Beispiel 4.1.12.4 (Transformation einer Hyperbel auf ihre Hauptachsen). Die
Identität xy = (1/4)((x+y)2−(x−y)2) zeigt, daß im Fall der quadratischen Form
q(x, y) = xy die Hauptachsen gerade die Diagonale die Nebendiagonale sind, also
die Ursprungsgeraden mit den Gleichungen x = ±y. Mögliche Drehungen U , die
unsere Form auf ihre Hauptachsen transformieren, sind also die Drehungen um
die Winkel 45◦+n ·90◦ mit n = 0, 1, 2, 3. Eine Matrix für eine derartige Drehung
ist

U =

(√
2
−1 −

√
2
−1

√
2
−1 √

2
−1

)
Schreiben wir genauer x = x1 und y = x2, so nimmt unsere Form die Gestalt
q(x1, x2) = x1x2 an und für den Koordinatenwechsel (x1, x2)> = U(y1, y2)>

alias x1 = 2−1/2y1 − 2−1/2y2 und x2 = 2−1/2y1 + 2−1/2y2 oder gleichbedeutend
U−1(x1, x2)> = (y1, y2)> alias y1 = 2−1/2x1 + 2−1/2x2 und y2 = 2−1/2x1 −
2−1/2x2 ergibt sich

q(x1, x2) = x1x2 =
1

2
y2

1 −
1

2
y2

2

Definition 4.1.12.5. Gegeben Skalarprodukträume V,W heißen lineare Abbil-
dungen f : V → W und g : W → V zueinander adjungiert, wenn gilt

〈f(v), w〉 = 〈v, g(w)〉 ∀v ∈ V,w ∈ W

4.1.12.6. Ich kann für das Konzept adjungierter Abbildungen leider keinerlei An-
schauung anbieten. Die adjungierte Abbildung darf nicht mit der adjungierten
oder besser adjunkten Matrix aus 3.6.4.6 verwechselt werden, mit der sie außer
der Bezeichnung rein gar nichts zu tun hat.

4.1.12.7 (Eindeutigkeit von Adjungierten). Jede lineare Abbildung f zwischen
Skalarprodukträumen hat höchstens eine Adjungierte: Sind nämlich g, h beide
adjungiert zu f , so folgt 〈v, g(w) − h(w)〉 = 0 ∀v, w und insbesondere für
v = g(w)− h(w) und damit g(w) = h(w) ∀w.

4.1.12.8 (Adjungierte in Koordinaten). Versehen wir Rn,Rm jeweils mit dem
Standardskalarprodukt, so wird fürA ∈ Mat(m×n;R) die adjungierte Abbildung
zu A : Rn → Rm gegeben durch die transponierte Matrix als A> : Rm → Rn.
Ebenso wird im Komplexen die adjungierte Abbildung zu A : Cn → Cm gegeben
durch Ā> : Cm → Cn. In der Tat finden wir mühelos

〈Ax, y〉 = (Ax)>y = x̄>Ā>y = 〈x, Ā>y〉 ∀x ∈ Cm, y ∈ Cn
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4.1.12.9 (Existenz von Adjungierten im endlichdimensionalen Fall). Wir fol-
gern aus der Klassifikation endlichdimensionaler Skalarprodukträume 4.1.4.8 mit-
hilfe der vorhergehenden Bemerkung, daß jede lineare Abbildung von endlichdi-
mensionalen reellen oder komplexen Skalarprodukträumen genau eine Adjungier-
te besitzt.

4.1.12.10 (Eine Abbildung ohne Adjungierte im Unendlichdimensionalen).
Wir betrachten den freien R-Vektorraum V = W über N mit der Basis (en)n∈N
und dem Skalarprodukt, für das diese Basis ein Orthonormalsystem ist. Die linea-
re Abbildung f : V → V mit en 7→ (e1 + . . . + en) besitzt keine Adjungierte,
denn diese müßte e1 auf einen Vektor v ∈ V werfen mit 〈v, en〉 = 1 für alle n und
solch einen Vektor gibt es nicht.

Definition 4.1.12.11. Ein Endomorphismus eines reellen oder komplexen Skalar-
produktraums heißt selbstadjungiert, wenn er zu sich selbst adjungiert ist.

4.1.12.12 (Anschauung für selbstadjungierte Endomorphismen). Die „schief-
adjungierten“ alias zu ihrem Negativen adjungierten Endomorphismen eines end-
lichdimensionalen Skalarproduktraums V mag man sich als die Richtungsvekto-
ren des „Tangentialraums im neutralen Element an die Gruppe der unitären Au-
tomorphismen“ vorstellen. Ist in der Tat γ : R → GL(V ) eine differenzierbare
Abbildung mit γ(0) = id und 〈γ(t)v, γ(t)w〉 = 〈v, w〉 für alle v, w ∈ V und alle
Zeiten t, so folgt

〈γ′(0)v, w〉+ 〈v, γ′(0)w〉 = 0

für alle v, w ∈ V alias γ′(0) schiefadjungiert. Ist umgekehrt A schiefadjungiert,
gilt also für die darstellende MatrixA bezüglich einer OrthonormalbasisA+Ā> =
0, so ist γ : t 7→ exp(tA) ein Weg mit

γ(t)γ(t)> = exp(tA)exp(tA)> = exp(tA+ tĀ>) = exp(0) = I

für alle t, der mithin ganz in der unitären Gruppe verläuft. Das gibt hoffentlich
eine gewisse Vorstellung für schiefadjungierte Endomorphismen und macht an-
schaulich klar, daß sie mit einem vorgegebenen Teilraum auch dessen orthogona-
les Komplement stabilisieren. Selbstadjungierte Endomorphismen sind dann die
i-fachen der schiefadjungierten Endomorphismen, und mehr als die so vererb-
te Anschauung kann ich für diese Bedingung auch nicht anbieten. Geometrisch
aber liefert der Spektralsatz oder besser sein Korollar 4.1.12.38 eine sehr explizite
Beschreibung: Die selbstadjungierten Endomorphismen eines endlichdimensio-
nalen Skalarproduktraums sind genau diejenigen Endomorphismen, die in einer
geeigneten Orthogonalbasis durch eine Diagonalmatrix mit reellen Einträgen dar-
gestellt werden.
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4.1.12.13 (Symmetrisch beziehungsweise hermitesch heißt selbstadjungiert).
Eine reelle (n × n)-Matrix A beschreibt eine selbstadjungierte Abbildung A :
Rn → Rn in Bezug auf das Standardskalarprodukt genau dann, wenn sie sym-
metrisch ist, in Formeln A = A>. Das folgt sofort aus 4.1.12.7. Eine komplexe
(n× n)-Matrix A beschreibt ähnlich eine selbstadjungierte Abbildung A : Cn →
Cn in Bezug auf das Standardskalarprodukt genau dann, wenn sie die Identität
A = Ā> erfüllt. Solche Matrizen heißen auch hermitesch.

Lemma 4.1.12.14 (Selbstadjungierte Abbildungen in Orthonormalbasen). Sei
V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum und f : V → V eine lineare
Abbildung. So sind gleichbedeutend:

1. Die Abbildung f ist selbstadjungiert;

2. Es gibt eine angeordnete Orthonormalbasis B = (v1, . . . , vn) von V derart,
daß die Matrix B[f ]B hermitesch ist;

3. Für jede angeordnete Orthonormalbasis B = (v1, . . . , vn) von V ist die
Matrix B[f ]B hermitesch.

Beweis. (1)⇒(3): Die Einträge aji unserer Matrix sind definiert durch die Vor-
schrift f(vi) =

∑
j ajivj . Im Fall einer Orthonormalbasis folgt aji = 〈vj, f(vi)〉.

Ist dann f selbstadjungiert, so folgt

aji = 〈vj, f(vi)〉 = 〈f(vj), vi〉 = 〈vi, f(vj)〉 = aij

(3)⇒(2) bietet keine Schwierigkeiten. Um (2)⇒(1) zu zeigen bemerken wir, daß
die Identität 〈f(v), w〉 = 〈v, f(w)〉 für alle v, w folgt, sobald wir sie für alle
v, w aus einer festen Basis B, ja aus einem beliebigen Erzeugendensystem zei-
gen können. Das aber folgt dann aus der Hermitizität der Matrix von f mit der
Rechnung, die wir bereits durchgeführt haben.

Satz 4.1.12.15 (Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen). Für je-
den selbstadjungierten Endomorphismus eines reellen oder komplexen endlich-
dimensionalen Skalarproduktraums besitzt unser Vektorraum eine Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren, und auch im komplexen Fall sind alle Eigenwerte eines
selbstadjungierten Endomorphismus reell.

4.1.12.16. Einen noch allgemeineren Spektralsatz für „normale“ Endomorphis-
men dürfen Sie später als Übung 4.3.2.19 selbst beweisen. Er enthält sowohl den
Spektralsatz für selbstadjungierte Endomorphismen als auch den Spektralsatz für
unitäre Endomorphismen als Spezialfälle.
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Erster Beweis. Sei V unser Skalarproduktraum und f : V → V selbstadjungiert.
Gegeben 0 6= v ∈ V und λ ∈ C mit f(v) = λv folgern wir von der Mitte
ausgehend die Gleichungskette

λ̄〈v, v〉 = 〈λv, v〉 = 〈f(v), v〉 = 〈v, f(v)〉 = 〈v, λv〉 = λ〈v, v〉

und daraus folgt bereits λ ∈ R. Weiter ist das orthogonale Komplement v⊥ eines
Eigenvektors v stabil unter f , denn aus 〈v, w〉 = 0 folgt 〈v, f(w)〉 = 〈f(v), w〉 =
λ̄〈v, w〉 = 0. Bis hierher brauchen wir noch nicht einmal V als endlichdimen-
sional vorraussetzen. Nun können wir den Beweis im Komplexen mit Induktion
beenden: Im Fall V = 0 ist der Satz klar. Sonst finden wir einen Eigenvektor v1

von f , den wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit normiert annehmen dürfen.
Dann wenden wir auf die auf seinem orthogonalen Komplement induzierte Ab-
bildung f : v⊥1 → v⊥1 die Induktionsvoraussetzung an und finden darin eine
Orthonormalbasis v2, . . . , vn aus Eigenvektoren von f . Damit ist v1, . . . , vn die
gesuchte Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f und der komplexe
Fall ist erledigt. Im reellen Fall überlegen wir uns zunächst, daß die darstellende
Matrix von f in Bezug auf eine Orthonormalbasis von V symmetrisch sein muß.
Diese Matrix hat im Fall dimR V > 0, wenn sie also nicht die (0× 0)-Matrix ist,
mindestens einen komplexen Eigenwert, und da sie auch einen selbstadjungierten
Endomorphismus eines komplexen Vektorraums darstellt, muß dieser Eigenwert
nach unseren Überlegungen zu Beginn des Beweises sogar reell sein. Zu diesem
Eigenwert finden wir dann wieder einen Eigenvektor aus V , und der Beweis läuft
von da an wie im komplexen Fall.

Zweiter Beweis im Reellen. Man betrachte auf V \0 die zu f gehörige quadrati-
sche Form q(v) := 〈f(v), v〉 und die zum Skalarprodukt gehörige quadratische
Form n(v) := 〈v, v〉 = ‖v‖2 und deren Quotienten

v 7→ R(v) :=
q(v)

n(v)

Sie heißt der Raleigh-Quotient, deshalb der Buchstabe R. Schränken wir die-
se Funktion ein auf die Einheitssphäre {v | ‖v‖ = 1}, so nimmt sie dort nach
Heine-Borel 11.2.1.10 und 11.2.1.13 ihr Maximum an, etwa an einer Stelle v+.
Da unsere Funktion konstant ist auf jeder Geraden durch den Nullpunkt, muß sie
an derselben Stelle auch als Funktion V \0→ R ihr Maximum annehmen. Wir be-
trachten nun für w ∈ V die für hinreichend kleines t ∈ R wohldefinierte Funktion
t 7→ R(v+ + tw), ausgeschrieben

R(v+ + tw) =
q(v+ + tw)

n(v+ + tw)
=
〈f(v+ + tw), v+ + tw〉
〈v+ + tw, v+ + tw〉
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Sie ist offensichtlich differenzierbar, folglich muß ihre Ableitung bei t = 0 ver-
schwinden. Dann verschwindet also, wenn wir diese Ableitung mithilfe der Quo-
tientenregel berechnen, auch der Zähler, und wir folgern

(〈f(w), v+〉+ 〈f(v+), w〉)〈v+, v+〉 − 2〈f(v+), v+〉〈v+, w〉 = 0

für alle w ∈ V . Mithilfe der Selbstadjungiertheit von f folgern wir insbesondere

w ⊥ v+ ⇒ w ⊥ f(v+)

Das liefert offensichtlich f(v+) ∈ Rv+ und wir haben einen Eigenvektor gefun-
den. Der Rest des Arguments läuft von da an wie beim ersten Beweis.

4.1.12.17 (Vergleich beider Beweise). Der zweite Beweis vermeidet zwar den
Fundamentalsatz der Algebra, benutzt jedoch einen wesentlichen Teil derjenigen
Resultate aus der reellen Analysis, aus denen wir in 10.5.1.7 auch den Funda-
mentalsatz der Algebra herleiten. Anschaulich scheint mir die im zweiten Beweis
versteckte Erkenntnis recht klar: Durch den Punkt der Ellipse {v | 〈f(v), v〉 = 1},
der am nächsten am Ursprung liegt, geht in der Tat eine Hauptachse. Dasselbe
gilt natürlich für den Punkt, der dem Ursprung am fernsten liegt, als da heißt,
der kleinstmögliche Wert des Raleigh-Quotienten ist auch ein Eigenwert und jede
Stelle, an der er angenommen wird, ist ein Eigenvektor unseres selbstadjungierten
Operators zu diesem Eigenwert.

Korollar 4.1.12.18 (Spektralsatz für hermitesche Matrizen). Für jede hermi-
tesche Matrix A ∈ Mat(n;C) gibt es eine unitäre Matrix mit Determinante Eins
U ∈ SU(n) derart, daß Ū>AU = U−1AU diagonal ist mit reellen Einträgen.

4.1.12.19. Die Gleichung U>AU = U−1AU folgt aus unserer Identität Ū> =
U−1, die ja für jede unitäre Matrix U gilt.

Beweis. Nach dem Spektralsatz für selbstadjungierte Abbildungen 4.1.12.15 fin-
den wir eine Orthonormalbasis (v1, . . . , vn) von Cn aus Eigenvektoren von A :
Cn → Cn zu reellen Eigenwerten. Die Matrix U := (v1| . . . |vn) ist also unitär mit
AU = U diag(λ1, . . . , λn) für λi ∈ R. Indem wir notfalls noch eine Spalte einer
komplexen Zahl vom Betrag Eins multiplizieren, können wir sogar um detU = 1
erreichen.

Korollar 4.1.12.20 (Spektralsatz für reelle symmetrische Matrizen). Gegeben
eine symmetrische Matrix A ∈ Mat(n;R) gibt es stets eine orthogonale Matrix
mit Determinante Eins U ∈ SO(n) derart, daß U>AU = U−1AU diagonal ist.

Beweis. Wie im komplexen Fall in 4.1.12.18.
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Beweis des Satzes über Hauptachsentransformationen 4.1.12.1. Für unsere qua-
dratische Form q(x1, . . . , xn) =

∑
i≤j cijxixj finden wir eine symmetrische Ma-

trix A ∈ Mat(n;R) mit
q(x) = x>Ax

für den Spaltenvektor x = (x1, . . . , xn)>, indem wir als diagonale Matrixein-
träge aii = cii nehmen und außerhalb der Diagonalen aij = aji = cij/2 setzen.
Nach dem Spektralsatz für symmetrische Matrizen 4.1.12.20 gibt es dann eine
Drehung U ∈ SO(n) mit U−1AU = U>AU = diag(λ1, . . . , λn) für geeignete
λ1, . . . , λn ∈ R, nämlich für die Eigenwerte von A mit ihren Vielfachheiten. Es
folgt

q(Uy) = y>U>AUy = λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n

In 4.2.2.7 gebe ich noch einen zweiten Beweis, der ohne Koordinaten auskommt
und mir dadurch transparenter scheint.

Definition 4.1.12.21. Eine hermitesche Matrix P ∈ Mat(n;C) heißt positiv de-
finit, wenn gilt x 6= 0 ⇒ x̄>Px > 0. Sie heißt positiv semidefinit, wenn gilt
x̄>Px ≥ 0 ∀x ∈ Cn.

Beispiel 4.1.12.22. Gegeben eine beliebige Matrix A ∈ Mat(n;C) ist Ā>A stets
positiv semidefinit, denn es gilt x̄>Ā>Ax = Ax

>
Ax ≥ 0 ∀x ∈ Cn. Gegeben eine

invertierbare Matrix A ∈ GL(n;C) zeigt dasselbe Argument, daß Ā>A positiv
definit ist.

Satz 4.1.12.23 (Polarzerlegung von Automorphismen). Sei n ∈ N.

1. Jede Matrix A ∈ GL(n;R) besitzt eine eindeutige Darstellung als Produkt
A = UP mit U ∈ O(n) orthogonal und P symmetrisch positiv definit;

2. Jede Matrix A ∈ GL(n;C) besitzt eine eindeutige Darstellung als Produkt
A = UP mit U ∈ U(n) unitär und P hermitesch positiv definit.

4.1.12.24. Offensichtlich bilden die Determinanten der Polarzerlegung einer in-
vertierbaren Matrix die Polarzerlegung ihrer Determinante. So erhalten wir Polar-
zerlegungen in SL(n;R) und SL(n;C). In dieser und noch größerer Allgemeinheit
heißt sie oft Cartan-Zerlegung. Ich will jedoch lieber auch ganz allgemein von
der Polarzerlegung reden, da diese Terminologie so viel Anschauung transportiert.

Beispiele 4.1.12.25. Im Fall GL(1;R) ist das die Zerlegung a = (a/|a|) · |a| einer
von Null verschiedenen reellen Zahl als das Produkt von einem Vorzeichen mit ei-
ner positiven reellen Zahl. Im Fall GL(1;C) ist es die Zerlegung a = (a/|a|) · |a|
einer von Null verschiedenen komplexen Zahl als das Produkt von einer komple-
xen Zahl auf dem Einheitskreis mit einer positiven reellen Zahl. Dieser Fall hat
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Die Polarzerlegung der Scherung (x, y) 7→ (x, y − x) stellt diese Abbildung dar
als Verknüpfung einer Streckung beziehungsweise Stauchung längs orthogonaler

Achsen mit einer Drehung. Im unteren Bild sieht man durchgezogen den
Einheitskreis, und gestrichelt sein Bild unter dem selbstadjungiertem Faktor der

Verscherung nebst den Hauptachsen, längs derer der Einheitskreis dabei
gestreckt beziehungsweise gestaucht wird. Im oberen Bild sieht man dann den

verscherten Einheitskreis alias die mit dem orthogonalen Faktor der Verscherung
verdrehte Ellipse aus dem unteren Bild. Auch noch gestrichelt eingezeichnet sind

die Hauptachsen dieser Ellipse.
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wohl auch unserer Zerlegung ihren Namen gegeben. Im Fall GL(3;R) beschreibt
A eine Abbildung A : R3 → R3. Nimmt man die Abbildung A als orientierungs-
erhaltend an, so mag man sich ihre Polarzerlegung dahingehend denken, daß sich
unsere Abbildung in eindeutiger Weise darstellen läßt als Verknüpfung einer Ab-
bildung, die entlang geeigneter paarweise orthogonaler Koordinatenachsen dehnt
oder staucht, mit einer Abbildung, die dreht. Wenden wir etwa A auf den mit
Schaumgummi oder was auch immer gefüllt gedachten Raum an, so ist allein der
positiv definite Faktor P für die Materialspannungen verantwortlich: Eine Kugel
unseres Materials wird bei Anwenden von A „erst mit P zu einem Ellipsoid ver-
zerrt und dann noch mit U gedreht“.

Beweis. Wir zeigen das im reellen Fall, im Komplexen muß man nur von jeder
transponierten Matrix zusätzlich noch die komplex Konjugierte nehmen. Wir be-
ginnen mit dem Nachweis der Eindeutigkeit. Gegeben eine Zerlegung A = UP
wie oben haben wir sicher A>A = P>U>UP = P>P = P 2. Jede Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren von P ist also auch eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren von A>A und P muß die Matrix sein, die auf Eigenvektoren von A>A zum
Eigenwert λ jeweils operiert durch den Skalar

√
λ. Das zeigt die Eindeutigkeit un-

serer Zerlegung. Andererseits folgt aus A>Av = λv sofort v>A>Av = λ‖v‖2 =
‖Av‖2 und somit λ > 0. Wir können also P symmetrisch und positiv definit fin-
den mit P 2 = A>A. Für U = AP−1 folgt dann U>U = P−1A>AP−1 = I und
folglich ist U orthogonal.

4.1.12.26. Jetzt diskutieren wir dasselbe nocheinmal koordinatenfrei und in etwas
größerer Allgemeinheit.

Definition 4.1.12.27. Ein selbstadjungierter Endomorphismus P eines Skalarpro-
duktraums V mit Skalarprodukt 〈 , 〉 heißt positiv definit, wenn gilt x 6= 0 ⇒
〈x, Px〉 > 0. Er heißt positiv semidefinit, wenn gilt 〈x, Px〉 ≥ 0 ∀x ∈ V .

4.1.12.28. Im endlichdimensionalen Fall ist das gleichbedeutend dazu, daß al-
le Eigenwerte positiv beziehungsweise nichtnegativ sind. Die Begriffsbildung ist
aber auch im Fall unendlichdimensionaler Räume relevant.

Definition 4.1.12.29. Unter einer partiellen Isometrie von Skalarprodukträumen
versteht man eine lineare Abbildung, deren Restriktion auf den Orthogonalraum
ihres Kerns isometrisch ist.

Satz* 4.1.12.30 (Polar-Zerlegung von Endomorphismen). Jeder Endomorphis-
mus A eines endlichdimensionalen Skalarproduktraums V besitzt eine eindeutige
Darstellung als Produkt A = UP mit P selbstadjungiert positiv semidefinit und
U einer partiellen Isometrie derart, daß gilt (kerU)⊥ = imP .
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4.1.12.31. Dieser Satz gilt sowohl für komplexe als auch für reelle Vektorräume.
Er verallgemeinert unseren Satz 4.1.12.23 über die Polarzerlegung von Automor-
phismen. Natürlich gibt es für diesen Satz auch eine Fassung für Matrizen und
für den vorhergehenden Satz 4.1.12.23 auch eine Fassung für Automorphismen
abstrakter endlichdimensionaler Skalarprodukträume. In 13.4.5.15 zeigen wir so-
gar eine Fassung im unendlichdimensionalen Fall, genauer für sogenannte „be-
schränkte Operatoren auf Hilberträumen“. Eine Verallgemeinerung in eine wieder
andere Richtung ist die sogenannte „Singulärwertzerlegung“ 4.2.3.29, für die ich
jedoch kein so schönes Eindeutigkeitskriterium kenne.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Gegeben eine derartige Zerlegung
A = UP können wir sicher auch eine orthogonale Abbildung M finden mit
A = MP . Es folgt Ā>A = P 2 und folglich ist P eindeutig bestimmt als die
einzige positiv semidefinite selbstadjungierte Abbildung P mit P 2 = Ā>A. Dann
ist auch U eindeutig festgelegt auf dem Bild (imP ), und unsere letzte Bedin-
gung impliziert U = 0 auf (imP )⊥ und legt damit auch U eindeutig fest. Um
die Existenz zu zeigen, gehen wir diese Argumentation rückwärts durch. Das
Argument des vorhergehenden Beweises zeigt, daß es ein selbstadjungiertes po-
sitiv semidefinites P gibt mit P 2 = Ā>A. Wegen 〈Av,Av〉 = 〈v, Ā>Av〉 =
〈v, P 2v〉 = 〈Pv, Pv〉 gilt kerA = kerP . Das ist aber auch das orthogonale
Komplement des Bildes U := imP . Bezeichnet also Q : V � U die ortho-
gonale Projektion auf U und J : U ↪→ V die Einbettung, so haben wir mit-
hin A = AJQ. Nun induziert P einen Isomorphismus PU : U

∼→ U und wir
können die Komposition C = AJP−1

U : U → V betrachten. Dann gilt einer-
seits CQP = CPUQ = AJQ = A und andererseits ist C isometrisch. Dann ist
U = CQ eine partielle Isometrie mit den gewünschten Eigenschaften.

Ergänzung 4.1.12.32 (Existenz von Adjungierten, koordinatenfrei). Lineare
Abbildungen f, g zwischen komplexen Skalarprodukträumen sind in anderen For-
meln ausgedrückt genau dann zueinander adjungiert, wenn das Diagramm

V

f
��

canV // V >

g>
��

W
canW //W>

kommutiert, mit g> : V > → W> der „transponierten“ alias „dualen“ Abbildung
zu g : W → V und canV : V → V > der Abbildung v 7→ 〈v, 〉 und canW ana-
log definiert. Diese „kanonischen“ Abbildungen can landen zwar wie behauptet
im Dualraum, da unsere Skalarprodukte linear sind im zweiten Eintrag, sie sind
jedoch selbst nur im reellen Fall linear und im komplexen Fall vielmehr schief-
linear im Sinne von 4.1.3.6. Man überzeugt sich dennoch leicht, daß diese ka-
nonischen Abbildungen im endlichdimensionalen Fall Bijektionen sein müssen,
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und da die Verknüpfung einer linearen und einer schieflinearen Abbildung schief-
linear ist und die Verknüpfung von zwei schieflinearen Abbildung linear, liefert
das einen alternativen Beweis für die Existenz und Eindeutigkeit der adjungierten
Abbildung im endlichdimensionalen Fall. Noch bequemer wird die Argumentati-
on, wenn man wie im nächsten Abschnitt den komplex konjugierten Vektorraum
einführt.

Ergänzung 4.1.12.33. Zu jedem komplexen Vektorraum V bilden wir den kom-
plex konjugierten Vektorraum V , indem wir die additive Gruppe von V neh-
men, die Operation von a ∈ C auf v ∈ V jedoch abändern zu einer Operation
a · v, die mit der ursprünglichen Operation av verknüpft ist durch die Formel
a · v = āv alias ā · v = av. Es ist in diesem Zusammenhang praktisch, für jedes
Element v ∈ V dasselbe Element in seiner Eigenschaft als Element des komplex
konjugierten Vektorraums v̄ ∈ V zu notieren, so daß wir unseren Punkt für die
neue Operation der Skalare gleich wieder weglassen können und unsere zweite
Formel besonders suggestiv in der Form

āv̄ = av

geschrieben werden kann. Für jedeC-lineare Abbildung f : V → W von komple-
xen Vektorräumen ist dieselbe Abbildung auch eineC-lineare Abbildung V → W
der komplex konjugierten Räume. Wir bezeichnen diese Abbildung dennoch mit
einem neuen Symbol f̄ : V → W und nennen sie die konjugierte Abbildung.
SindA und B angeordnete Basen von V und W , so hat die konjugierte Abbildung
die konjugierte Matrix, in Formeln

B̄[f̄ ]Ā = B[f ]A

Hier kriegen die Basen wie die einzelnen Vektoren einen Querstrich, um daran zu
erinnern, daß sie im konjuguierten Vektorraum zu verstehen sind. Eine koordina-
tenfreie Konstruktion der adjungierten Abbildung erhält man nun wie folgt: Jedes
Skalarprodukt 〈 , 〉 auf V liefert eine injektive C-lineare Abbildung

can : V ↪→ V >

v̄ 7→ 〈v, 〉

des konjugierten Raums zu V in den Dualraum von V . Lineare Abbildungen f, g
zwischen komplexen Skalarprodukträumen sind in diesem Formalismus adjun-
giert genau dann, wenn das Diagramm

V

f̄
��

can // V >

g>

��
W can //W>
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kommutiert, mit g> : V > → W> der „transponierten“ alias „dualen“ Abbildung
zu g : W → V . Im endlichdimensionalen Fall sind unsere kanonischen Abbildun-
gen can in den Horizontalen jedoch nach Dimensionsvergleich Isomorphismen. In
diesem Fall liefert also das obige kommutative Diagramm auch einen alternativen
Beweis für die Existenz und Eindeutigkeit adjungierter Abbildungen.

Übungen

Übung 4.1.12.34 (Inhomogene reelle quadratische Formen). Gegeben eine Po-
lynomfunktion vom Grad höchstens Zwei mit reellen Koeffizienten alias eine Ab-
bildung q : Rn → R der Gestalt

q(x1, . . . , xn) =
∑
i≤j

cijxixj +
∑
i

bixi + a

gibt es eine Isometrie B : Rn ∼→ Rn mit

(q ◦B)(y1, . . . , yn) = λ1y
2
1 + . . .+ λky

2
k + µyn + ν

für geeignetes k und geeignete reelle λi 6= 0 und µ ≥ 0 und (k = n ⇒ µ = 0)
und (µ > 0⇒ ν = 0). Unter den gegebenen Annahmen sind zusätzlich die Multi-
menge der λi sowie µ und ν eindeutig bestimmt. Man sagt dann, die quadratische
Form q gehe unter unserer Bewegung B in ihre Standardform über. Im Fall
n 6= 1 können wir zusätzlich erreichen, daßB orientierungserhaltend ist. Hinweis:
Man mag unser µ beschreiben als das Minimum der Norm des Gradienten und,
wenn dieses Minimum Null ist, unser ν als den Wert an einer kritischen Stelle.

Übung 4.1.12.35. Man finde eine Bewegung, die die Quadrik xy + 3x in ihre
Standardform 4.1.12.34 überführt.

Übung 4.1.12.36. Man zeige, daß sich die Nullstellenmenge einer inhomogenen
reellen quadratischen Form ax2 + by2 + cxy+dx+ ey+ f in zwei Variablen stets
als Urbild des Doppelkegels {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = z2} unter einer Isometrie
R2 ↪→ R3 schreiben läßt, es sei denn, die Nullstellenmenge unserer quadratischen
Form ist leer oder besteht aus zwei parallelen Geraden.

Übung 4.1.12.37. Bei einem unitären Isomorphismus zwischen Skalarproduk-
träumen ist die adjungierte Abbildung die inverse Abbildung.

Ergänzende Übung 4.1.12.38. Man zeige: Ein Endomorphismus eines endlichdi-
mensionalen Skalarproduktraums ist genau dann selbstadjungiert, wenn es dazu
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren gibt und alle Eigenwerte reell sind.

Übung 4.1.12.39. Gegeben eine symmetrische positiv definite reelle (n × n)-
Matrix A hat die Funktion y 7→ 〈y, Ay〉/2−〈b, y〉 ihr einziges globales Minimum
bei der Lösung der Gleichung Ax = b.
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4.1.12.40 (Elliptische Beete). Gärtner erstellen elliptische Beete wie folgt: Sie
schlagen zwei Pfosten ein, legen eine Seilschlinge darum, und fahren mit einem
dritten Pfosten soweit außen, wie die Seilschlinge es erlaubt, um die beiden fest
eingeschlagenen Pfosten herum. Eine einfache Rechnung zeigt, daß man so die
Lösungsmenge einer quadratischen Gleichung und, da unsere Lösungsmenge be-
schränkt ist und nicht nur aus einem Punkt besteht, notwendig eine Ellipse erhält:
Wenn man definieren müßte, welche Teilmengen einer affinen reellen Ebene denn
nun Ellipsen heißen sollen, würde man nämlich genau diese Eigenschaft zur Defi-
nition erheben, und 4.1.12.34 zeigt, daß das auch unserer Anschauung entspricht,
nach der eine Ellipse eine „zusammengedrückte Kreislinie“ sein sollte. Die bei-
den Pfosten heißen die Brennpunkte unserer Ellipse. Das hat hinwiederum mit
dem Grenzfall der Parabel zu tun, zu dem wir gelangen, indem wir einen Pfos-
ten vom anderen Pfosten weg auf geradem Wege ins Unendliche schieben und
gleichzeitig das Seil so verlängern, daß immer gleich viel Spiel bleibt. Wäre die
Ellipse ein Spiegel, so sollte anschaulich klar sein, daß sich das von einer Laterne
auf einem der Pfosten ausgesandte Licht beim anderen Pfosten wieder sammeln
muß. Im Grenzfall der Parabel wird sich folglich parallel aus der Richtung des
unendlich fernen Pfostens einfallendes Licht beim anderen Pfosten sammeln und
ihn, wenn auf dem unendlich fernen Pfosten statt einer Laterne die Sonne steht,
möglicherweise sogar entzünden: Deshalb heißt er der Brennpunkt der Parabel,
und von diesem Beispiel überträgt man das Wort auf Ellipsen und von dort wei-
ter auf Hyperbeln, bei denen statt der Summe die Differenz der Abstände zu den
beiden „Brennpunkten“ konstant ist.

Übung 4.1.12.41 (Polar-Zerlegung von Endomorphismen, Variante). Sei V ein
endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Man zeige, daß jeder Endomorphismus
A ∈ EndV auch eine eindeutige Darstellung als Produkt A = P ′U ′ besitzt mit
P ′ selbstadjungiert positiv semidefinit und U ′ einer partiellen Isometrie derart,
daß gilt imU ′ = (kerP ′)⊥.
Übung 4.1.12.42. Man gebe eine von Null verschiedene komplexe symmetrische
nilpotente (2× 2)-Matrix an. Gibt es auch eine von Null verschiedene reelle sym-
metrische nilpotente (2× 2)-Matrix?
Ergänzende Übung 4.1.12.43. Bezeichne S ⊂ Mat(n;R) den Untervektorraum
der symmetrischen Matrizen. Gegeben eine symmetrische Matrix P ∈ S be-
trachte man die lineare Abbildung fP : S → S gegeben durch die Vorschrift
fP : A 7→ PAP . Man zeige für die Determinante von fP im Sinne von 3.6.4.3
die Formel det(fP ) = (detP )n+1. Hinweis: Man ziehe sich auf den Fall zurück,
daß P diagonal ist.
Übung 4.1.12.44. Man zeige, daß vier paarweise verschiedene Elemente der Zah-
lenkugel C t {∞} genau dann ein reelles Doppelverhältnis haben, wenn sie auf
einem gemeinsamen verallgemeinerten Kreis liegen.
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Konstruktion elliptischer Beete
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Übung 4.1.12.45 (Reelle Formen und schieflineare Involutionen). Unter einer
reellen Form eines komplexen Vektorraums V versteht man einen reellen Un-
tervektorraum VR ⊂ V derart, daß VR ganz V als C-Vektorraum erzeugt und daß
jede über R linear unabhängige Teilmenge unseres Untervektorraums VR auch
über C linear unabhängig ist in V . Unter einer schieflinearen Involution eines
komplexen Vektorraums V versteht man eine schieflineare Abbildung θ̄ : V → V
mit θ̄2 = idV . Man zeige: Gegeben ein komplexer Vektorraum V liefert die Vor-
schrift, die jeder schieflinearen Involution von V ihre Fixpunktmenge zuordnet,
eine Bijektion{

schieflineare Involutionen
θ̄ : V → V

}
∼→
{

reelle Formen
VR ⊂ V

}
θ̄ 7→ V θ̄
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4.2 Allgemeine Bilinearformen

4.2.1 Fundamentalmatrix
Definition 4.2.1.1. Gegeben ein Körper K und ein K-Vektorraum V erinnern wir
daran, daß wir in 4.1.3 bilineare Abbildungen b : V ×V → K in den Grundkörper
auch Bilinearformen auf V genannt hatten. Die Menge aller Bilinearformen auf
einem K-Vektorraum V notieren wir

BilK(V ) = Bil(V )

Sie bilden einen Untervektorraum im Vektorraum Ens(V ×V,K) aller Abbildun-
gen von V ×V nachK. In der alternativen in 3.2.3.8 eingeführten Notation hätten
wir BilK(V ) = Hom(2)(V × V,K).

Satz 4.2.1.2 (Fundamentalmatrix einer Bilinearform auf Kn). Gegeben ein
Körper K und eine natürliche Zahl n ∈ N erhalten wir eine Bijektion

F : Bil(Kn)
∼→ Mat(n;K)

b 7→ [b]

dadurch, daß wir jeder Bilinearform b ihre Fundamentalmatrix F(b) := [b]
zuordnen, deren Einträge die Werte unserer Bilinearform auf Paaren von Vek-
toren der Standardbasis sind, in Formeln [b]ij := b(ei, ej). Die Umkehrabbildung
kann beschrieben werden durch die Abbildungsvorschrift F 7→ bF mit bF (v, w) =
v>Fw.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Übung 3.2.3.9, nach der eine
bilineare Abbildung festgelegt und festlegbar ist durch ihre Werte auf Paaren von
Basisvektoren. Um unsere Beschreibung der Umkehrabbildung zu prüfen, reicht
es aus, für jede Matrix F die Identität [bF ] = F alias bF (ei, ej) = Fij ∀i, j zu
zeigen. Das hinwiederum folgt unmittelbar aus bF (ei, ej) = Fij = e>i F ej .

Satz 4.2.1.3 (Fundamentalmatrix einer Bilinearform im Abstrakten). Gege-
ben ein endlichdimensionaler Vektorraum V über einem Körper K erhalten wir
für jede angeordnete Basis A = (v1, . . . , vn) von V eine Bijektion

FA : Bil(V )
∼→ Mat(n;K)

b 7→ [b] = [b]A,A

dadurch, daß wir jeder Bilinearform b ihre Fundamentalmatrix FA(b) := [b]
bezüglich unserer BasisA zuordnen vermittels der Vorschrift [b]ij = b(vi, vj). Die
Umkehrabbildung kann in diesem Fall beschrieben werden durch die Abbildungs-
vorschrift F 7→ bF mit

bF (v, w) = A[v]> ◦ F ◦ A[w]
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Beweis. Die erste Aussage folgt wieder unmittelbar aus der Erkenntnis 3.2.3.9,
daß eine bilineare Abbildung festgelegt und festlegbar ist durch ihre Werte auf
Paaren von Basisvektoren. Für die zweite Aussage zeigen wir nun zur Abwechs-
lung einmal bF(b) = b alias bF(b)(v, w) = b(v, w) für alle v, w. Dazu müssen wir ja
nur zeigen bF(b)(vi, vj) = b(vi, vj) für alle i, j alias

A[vi]
> ◦ FA(b) ◦ A[vj] = (FA(b))ij

Das ist jedoch klar wegen A[vi] = ei.

4.2.1.4 (Notationsfragen). Die Notation [b]A,A für die darstellende Matrix hat
den Vorteil, daß sie sich als Spezialisierung eines noch allgemeineren Falls ver-
stehen läßt. Wir können etwa für Vektorräume U, V mit angeordneten Basen A =
(u1, . . . , un) und B = (v1, . . . , vm) eine bilineare Abbildung b : U × V → K be-
schreiben durch eine (n ×m)-Matrix [b] = [b]A,B mit Einträgen [b]ij = b(ui, vj).
Ist noch allgemeiner b : U × V → W eine bilineare Abbildung in einen weiteren
Vektorraum und sind A,B, C Basen unserer Räume, so erhalten wir eine Abbil-
dung

C[b]A,B = [b] : A× B × C → K

durch die Vorschrift, daß [b](ui, vj, wk) der Koeffizient von wk bei einer Darstel-
lung des Vektors b(ui, vk) ∈ W in der Basis C = {w1, . . . , wl} von W sein möge.
Da sich solch ein „Zahlenwürfel“ alias „räumliche Matrix“ eh schlecht hinschrei-
ben läßt, hilft die Wahl einer Anordnung der Basen auch nicht mehr weiter und
ich bin zu einer Darstellung übergegangen, die die Wahl derartiger Anordnungen
nicht benötigt. Wie es noch allgemeiner geht, besprechen wir in 4.2.1.10.

4.2.1.5. Wenn man viel zu rechnen hat, mag es praktisch sein, Matrizen von Bi-
linearformen als [b]ij zu indizieren und Matrizen von linearen Abbildungen zur
Unterscheidung anders als zuvor k[f ]j und Skalare systematisch von rechts an
Vektoren zu schreiben, also f(~vj) =

∑
i ~wk

k[f ]j für f : V → W und entspre-
chende Basen sowie b(~vi, ~vj) = [b]ij und für allgemeinere bilineare Abbildungen
b : U × V → W entsprechend

b(~ui, ~vj) =
∑
k

~wk
k[b]ij

Für eine lineare Abbildung f : W → X ergäbe sich dann etwa die angenehm
übersichtliche Formel l[f ◦ b]ij =

∑
k
l[f ]k

k[b]ij . Die Darstellung eines Vektors
v ∈ V wäre v =

∑
~vj

j[v] und die lineare Abbildung b( , v) mit u 7→ b(u, v)
hätte die Matrix k[b( , v)]i =

∑
j
k[b]ij

j[v]. Die Darstellung einer Linearform λ :
U → K schließlich wäre der Zeilenvektor mit Einträgen [λ]i = λ(~ui) und das
Auswerten auf u =

∑
~uj

j[u] wäre λ(u) =
∑

[λ]i
i[u].
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4.2.1.6 (Fundamentalmatrizen symmetrischer Bilinearformen). Eine Biline-
arform ist symmetrisch genau dann, wenn ihre Fundamentalmatrix bezüglich ei-
ner gegebenen Basis symmetrisch ist. Ist also in Formeln V ein K-Vektorraum
und B eine angeordnete Basis von V und b : V × V → K eine Bilinearform, so
gilt

b symmetrisch ⇔ FB(b) symmetrisch

In der Tat, ist (v1, . . . , vn) unsere angeordnete Basis, so gilt für symmetrisches
b ja b(vi, vj) = b(vj, vi) und damit die Identität Fij = Fji für die Einträge
Fij = b(vi, vj) der Fundamentalmatrix F = FB(b). Bezeichnet ganz allgemein
τ : V × V ∼→ V × V das Vertauschen τ : (v, w) 7→ (w, v), so haben wir für jede
Bilinearform b offensichtlich die Identität FB(b ◦ τ) = FB(b)>. Ist also die Fun-
damentalmatrix symmetrisch, in Formeln FB(b)> = FB(b), so folgt mit 4.2.1.3
sofort b ◦ τ = b alias b symmetrisch.
4.2.1.7 (Fundamentalmatrizen alternierender Bilinearformen). Eine Bilinear-
form ist alternierend genau dann, wenn ihre Fundamentalmatrix bezüglich einer
gegebenen Basis antisymmetrisch ist und auf der Diagonale verschwindet. Wir
nennen derartige quadratische Matrizen auch alternierend.

Proposition 4.2.1.8 (Fundamentalmatrix und Basiswechsel). Gegeben ein Körper
K und ein endlichdimensionaler K-Vektorraum V mit zwei angeordneten Basen
A,B gilt zwischen den Fundamentalmatrizen einer Bilinearform b ∈ Bil(V ) in
Bezug auf unsere beiden Basen die Beziehung

A[id]>B ◦ FA(b) ◦ A[id]B = FB(b)

4.2.1.9. Man berechnet also in Worten gesagt die Fundamentalmatrix einer Bili-
nearform bezüglich einer Basis aus ihrer Fundamentalmatrix bezüglich einer an-
deren Basis, indem man von rechts die Basiswechselmatrix dranmultipliziert und
von links ihre Transponierte.

Beweis. Gegeben v, w ∈ V gilt

b(v, w) = B[v]> ◦ FB(b) ◦ B[w]

b(v, w) = A[v]> ◦ FA(b) ◦ A[w]

= (A[id]B ◦ B[v])> ◦ FA(b) ◦ A[id]B ◦ B[w]

= B[v]> ◦ A[id]>B ◦ FA(b) ◦ A[id]B ◦ B[w]

Gilt für Matrizen F,G ∈ Mat(n ×m;K) jedoch v>Fw = v>Gw für alle Spal-
tenvektoren v ∈ Kn, w ∈ Km, so folgt durch Einsetzen der Vektoren der Stan-
dardbasis F = G. Damit liefern unsere Gleichungen die gewünschte Identität
A[id]>B ◦ FA(b) ◦ A[id]B = FB(b).
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Ergänzung 4.2.1.10. Seien K ein Körper oder allgemeiner ein Kring und r ≥ 0
eine natürliche Zahl und M1, . . . ,Mr, N Mengen. Wir setzen

MatK(M1 g . . .gMr, N) :=


Abbildungen

T : M1 × . . .×Mr ×N → K
derart, daß es für beliebige m1, . . . ,mr

höchstens endlich viele n gibt mit
mit T (m1, . . . ,mr, n) 6= 0


und nennen derartige Abbildungen Multimatrizen. Gegeben K-Vektorräume V1,
. . . , Vr, W mit Basen A1, . . . ,Ar,B erhalten wir dann eine Bijektion

HomK(V1 g . . .g Vr,W )
∼→ MatK(A1 g . . .gAr,B)

durch die Vorschrift f 7→ [f ] mit der Multimatrix [f ] = B[f ]A1,...,Ar gegeben
durch

f(v1, v2, . . . , vr) =
∑
w∈B

[f ](v1, v2, . . . , vr, w) w

für beliebige Tupel (v1, v2, . . . , vr) ∈ A1× . . .×Ar von Basisvektoren. All unse-
re bisherigen Matrixbildungen ordnen sich dieser allgemeinen Konvention unter.
In der üblichen Weise hinschreiben lassen sich unsere Multimatrizen aber nur in
wenigen Spezialfällen:

1. Im Fall einer linearen Abbildung zwischen endlichdimensionalen Räumen
und nach Wahl einer Anordnung auf beiden Basen, das sind dann unsere
Matrizen B[f ]A linearer Abbildungen. Im Spezialfall einer Abbildung in den
Grundkörper mit seiner Standardbasis S(1) erhalten wir unsere Darstellung
S(1)[f ]A = [f ]A einer Linearform als Zeilenmatrix;

2. Im Fall einer bilinearen Abbildung in den Grundkörper b : V1 × V2 → K
von endlichdimensionalen Räumen und nach Wahl einer Anordnung auf
beiden Basen, das sind dann Matrizen S(1)[b]A1,A2 mit der Konvention für
die Zeilen und Spalten, daß sie als [b]i,j := [b](vi, wj, 1) dargestellt werden
sollen. Im Spezialfall V1 = V2 = V und A1 = A2 = A erhalten wir dann
unsere Fundamentalmatrix FA(b) = S(1)[b]A,A = [b]A,A;

3. Im Fall einer 0-linearen Abbildung in einen endlichdimensionalen Vektor-
raum V mit angeordneter Basis B erhalten wir unsere Darstellung B[v] eines
Vektors v ∈ V als Spaltenmatrix.

4.2.2 Hauptachsentransformation
Definition 4.2.2.1. Gegeben ein KörperK und einK-Vektorraum V versteht man
unter einer homogenen quadratischen Form auf V oder kurz quadratischen
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Form eine Abbildung q : V → K derart, daß es eine Bilinearform b auf V gibt
mit q(v) = b(v, v).

4.2.2.2. Gegeben ein Körper K heißt eine quadratische Form auf dem Kn auch
eine quadratische Form über K in n Variablen. Eine quadratische Form über
Q in drei Variablen wäre etwa x2 + 6xy + zx− 13z2.

Ergänzung 4.2.2.3 (Quadratische Formen und kritische Stellen). In der Ana-
lysis, etwa in 12.2.4.10, können Sie lernen, wie man eine hinreichend differen-
zierbare Funktion Rn → R etwa um den Ursprung bis zu zweiter Ordnung appro-
ximieren kann durch eine polynomiale Funktion vom Totalgrad höchstens Zwei
alias die Summe einer Konstanten mit einer Linearform und einer quadratischen
Form. Ist die fragliche Linearform Null alias hat der Graph unserer Funktion am
Ursprung eine horizontale Tangentialebene alias hat unsere Funktion am Ursprung
eine „kritische Stelle“, so wird sie dort bis zur Ordnung Zwei approximiert durch
die fragliche quadratische Form plus die Konstante. So führt uns das Studium von
Funktionen mehrerer Veränderlichen in der Umgebung ihrer kritischen Stellen
ganz natürlich auf das Studium quadratischer Formen.

4.2.2.4 (Quadratische Formen und symmetrische Bilinearformen). Ist die Cha-
rakteristik des Grundkörpers K ungleich Zwei, so liefert für jeden K-Vektorraum
V die Vorschrift „werte auf zweimal demselben Vektor aus“ eine Bijektion{

symmetrische Bilinearformen
auf dem Vektorraum V

}
∼→
{

quadratische
Formen auf V

}
a 7→ (v 7→ a(v, v))

In der Tat liefern dann die Bilinearform b und die symmetrische Bilinearform
a mit a(v, w) := (b(v, w) + b(w, v))/2 dieselbe quadratische Form, mithin ist
unsere Abbildung surjektiv. Weiter wird die symmetrische Bilinearform a durch q
eindeutig bestimmt vermittels der Relation 2a(v, w) = q(v + w) − q(v) − q(w),
mithin ist unsere Abbildung auch injektiv. Wir nennen über einem Körper einer
Charakteristik ungleich Zwei eine quadratische Form nichtausgeartet, wenn die
zugehörige symmetrische Bilinearform nichtausgeartet ist.

4.2.2.5 (Bilinearformen und lineare Abbildungen). Übung 3.2.3.16 liefert uns
für jeden Vektorraum V einen kanonischen Isomorphismus

Bil(V )
∼→ Hom(V, V >)

a 7→ â

zwischen dem Raum der Bilinearformen auf V und dem Raum der linearen Abbil-
dungen von V in seinen Dualraum V >, gegeben durch die Abbildungsvorschrift
a 7→ â mit â : w 7→ a( , w) alias (â(w))(v) = a(v, w).
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4.2.2.6 (Bilinearformen und selbstadjungierte Endomorphismen). Gegeben
ein endlichdimensionaler reeller Skalarproduktraum E erhalten wir eine natürli-
che Bijektion{

selbstadjungierte
Endomorphismen von E

}
∼→
{

symmetrische
Bilinearformen auf E

}
f 7→ (a : (v, w) 7→ 〈f(v), w〉)

Bezeichnet in der Tat s unser Skalarprodukt, so ist unser ŝ aus 4.2.2.5 offensicht-
lich eine Injektion und damit ein Isomorphismus ŝ : E

∼→ E>. Gegeben eine
weitere Bilinearform a können wir den Endomorphismus f := ŝ−1 ◦ â von E
bilden und erhalten so eine Bijektion Bil(E)

∼→ EndE. Formal wird f charak-
terisiert durch die Formel 〈f(v), w〉 = a(v, w) für alle w. Insbesondere ist der
Endomorphismus f genau dann selbstadjungiert, wenn die Bilinearform a sym-
metrisch ist.

Satz 4.2.2.7 (Hauptachsentransformation abstrakt). Gegeben eine quadrati-
sche Form q : E → R auf einem endlichdimensionalen reellen Skalarproduk-
traumE gibt es stets eine Orthonormalbasis ~v1, . . . , ~vn vonE und Skalare λ1, . . . , λn ∈
R mit

q(y1~v1 + . . .+ yn~vn) = λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n ∀y1, . . . , yn ∈ R

4.2.2.8. Den Spezialfall E = Rn mit dem Standardskalarprodukt hatten wir be-
reits in 4.1.12.1 diskutiert. Die von den ~vi erzeugten Geraden nennen wir wieder
ein System von Hauptachsen für unsere?? quadratische Form q. Beim Beweis
wird sich wieder herausstellen, daß die Multimenge der λi durch unsere quadrati-
sche Form eindeutig bestimmt ist. Wir nennen sie die Multimenge der Eigenwer-
te unserer quadratischen Form. Weiter wird sich herausstellen, daß die von den
Hauptachsen zu einem festen Eigenwert erzeugten Teilräume eindeutig bestimmt
sind. Wir nennen sie die Eigenräume unserer quadratischen Form. Sowohl die
Hauptachsen als auch die Eigenwerte hängen hierbei von dem auf dem zugrunde-
liegenden Vektorraum gewählten Skalarprodukt ab.

Vorschau 4.2.2.9 (Hauptachsentransformation für euklidische Vektorräume).
Gegeben eine quadratische Form q auf einem endlichdimensionalen euklidischen
Vektorraum V gibt es stets eine Zerlegung in paarweise orthogonale Teilräume
V = V1 ⊕ . . .⊕ Vr und „inverse Flächen“ λ1, . . . , λr ∈ L−2 mit

q(v1 + . . .+ vr) = λ1‖v1‖2 + . . .+ λr‖vr‖2

für beliebige vi ∈ Vi. Gilt außerdem λ1 > . . . > λr und Vi 6= 0 ∀i, so werden
die Vi und die λi durch unsere quadratische Form q bereits eindeutig festgelegt
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und wir nennen wieder die Vi die Eigenräume und die λi die Eigenwerte unserer
quadratischen Form auf unserem euklidischen Vektorraum und die Dimensionen
der Vi die Vielfachheiten der jeweiligen Eigenwerte. Diese Umformulierung von
4.2.2.7 wird Ihnen leicht fallen, sobald Sie sich mit dem entsprechenden Forma-
lismus vertraut gemacht haben, wie er etwa in 4.6.1.16 erklärt wird.

Erster Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, E
sei der Rn mit seinem Standardskalarprodukt. In diesem Fall hatten wir den Satz
bereits als 4.1.12.1 bewiesen. Allerdings war der dort gegebene Beweis in mei-
nen Augen zu sehr von Koordinaten abhängig, um transparent zu sein. Ich gebe
deshalb hier noch einen zweiten Beweis, der mir natürlicher scheint.

Zweiter Beweis. In diesem Beweis notieren wir Vektoren wieder ohne Pfeil. Nach
4.2.2.4 finden wir zu unserer quadratischen Form q eine symmetrische Bilinear-
form a mit q(v) = a(v, v) ∀v ∈ E, und nach 4.2.2.6 finden wir zu a weiter einen
selbstadjungierten Endomorphismus f vonE mit a(v, w) = 〈f(v), w〉 ∀v, w ∈ E.
Der Spektralsatz 4.1.12.15 liefert uns dann eine Orthonormalbasis v1, . . . , vn von
E aus Eigenvektoren von f , so daß also gilt f(vi) = λivi für geeignete λi ∈ R.
Unser Satz folgt unmittelbar.

4.2.3 Klassifikation symmetrischer Bilinearformen

4.2.3.1. Unter einer Klassifikation einer gewissen Art von mathematischen Struk-
turen versteht man im allgemeinen die Angabe einer Liste von „Standardstruktu-
ren“ derart, daß jede Struktur der vorgegebenen Art zu genau einer der Strukturen
besagter Liste „isomorph“ ist. Oft sind derartige Listen sehr schwer anzugeben,
und man ist schon froh, wenn man eine Liste von „Standardstrukturen“ ange-
ben kann derart, daß jede Struktur der vorgegebenen Art zu mindestens einer der
Strukturen besagter Liste „isomorph“ ist. Meist wird in der Darstellung das jewei-
lige Konzept von Isomorphie nicht explizit gemacht und muß vom Leser erraten
werden. In der Sprache der Kategorientheorie ?? können wir das viel genauer sa-
gen: Eine Klassifikation der Objekte einer Kategorie bedeutet die Angabe eines
Repräsentantensystems für die Isomorphieklassen von Objekten unserer Katego-
rie.

Beispiel 4.2.3.2 (Klassifikation endlich erzeugter Vektorräume). Für die Struk-
tur eines endlich erzeugten Vektorraums über einem vorgegebenen Körper K bil-
den die Vektorräume Kn für n ∈ N eine solche Liste, denn jeder endlich erzeugte
K-Vektorraum ist isomorph zu genau einem Kn. Man sagt deshalb auch, die end-
lich erzeugten Vektorräume seien „klassifiziert durch ihre Dimension“. Ähnlich
und noch einfacher werden die endlichen Mengen klassifiziert durch ihre Kardi-
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nalität. Ähnlich aber schwieriger werden die endlich erzeugten reellen oder kom-
plexen Skalarprodukträume klassifiziert durch ihre Dimension.
Beispiel 4.2.3.3 (Klassifikation endlicher Gruppen). Die Klassifikation endli-
cher Gruppen haben wir in 2.2.3.9 begonnen: Bis auf Isomorphie gibt es nur je
eine Gruppe G der Kardinalitäten |G| = 1, 2, 3. Dahingegen gibt es bis auf Iso-
morphie genau zwei Gruppen der Kardinalität Vier.
Beispiel 4.2.3.4 (Klassifikation linearer Abbildungen). Lineare Abbildungen
zwischen endlich erzeugten Vektorräumen werden „klassifiziert durch die Dimen-
sionen der beteiligten Vektorräume und den Rang der Abbildung“. Nennen wir
genauer lineare Abbildungen f : V → W und f ′ : V ′ → W ′ „isomorph“, wenn
es Vektorraumisomorphismen φ : V

∼→ V ′ und ψ : W
∼→ W ′ gibt mit ψf = f ′φ,

so daß also das Diagramm

V

φo
��

f //W

ψo
��

V ′
f ′ //W ′

kommutiert, so ist jede lineare Abbildung isomorph zu genau einer linearen Ab-
bildung Kn → Km mit einer Matrix in Smith-Normalform nach 3.2.5.7.
4.2.3.5 (Klassifikation der symmetrischer Bilinearformen). Im folgenden sol-
len grundlegende Resultate zur Klassifikation symmetrischer Bilinearformen über
einem vorgegebenen KörperK vorgestellt werden. Klassifiziert werden sollen ge-
nauer Paare (V, a) bestehend aus einem endlichdimensionalen Vektorraum V mit
einer symmetrischen Bilinearform a : V × V → K, wobei zwei derartige Paa-
re (V, a) und (V ′, a′) isomorph heißen, wenn es einen Vektorraumisomorphismus
ϕ : V

∼→ V ′ gibt mit a(v, w) = a′(ϕ(v), ϕ(w)) für alle v, w ∈ V . Eine derartige
Klassifikation ist eng mit der Struktur des Körpers verknüpft und im allgemei-
nen schwierig. Wir geben zumindest im Fall eines algebraisch abgeschlossenen
Körpers einer Charakteristik ungleich Zwei in 4.2.3.14 sowie im Fall K = R in
4.2.3.23 Klassifikationen an. Die Klassifikation im Fall K = Q ist ein interessan-
tes Problem der Zahlentheorie.
4.2.3.6 (Physikalische Motivation). In der speziellen Relativitätstheorie model-
liert man die Welt, in der wir leben, als einen vierdimensionalen reellen affinen
Raum X aller „Raum-Zeit-Punkte“ alias „Ereignisse“. Wählen wir ein räumli-
ches Koordinatensystem und einen Beginn der Zeitrechnung und eine Zeiteinheit,
so können wir X mit dem R4 identifizieren und jedes Ereignis wird spezifiziert
durch eine Zeitkoordinate und drei Raumkoordinaten, also durch ein Viertupel
von reellen Zahlen (t, x, y, z). Das Licht breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit
aus. Genau dann wird also eine Explosion am Raumzeitpunkt p = (t, x, y, z) ge-
sehen bei p′ = (t′, x′, y′, z′), wenn gilt

t′ ≥ t und c2(t′ − t)2 − (x′ − x)2 − (y′ − y)2 − (z′ − z)2 = 0
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für c die Lichtgeschwindigkeit. Betrachten wir auf dem Raum R4 die sogenannte
Lorentzmetrik alias die symmetrische Bilinearform l mit der Fundamentalmatrix
diag(c2,−1,−1,−1), so kann die Zweite unserer Bedingungen auch umgeschrie-
ben werden zur Bedingung l(~v,~v) = 0 für ~v = p′ − p. Wenn Sie bereits die
Definition einer Metrik kennen, seien Sie gewarnt, daß diese Lorentzmetrik im
Sinne der in der Mathematik üblichen Terminologie keine Metrik ist. Nun verges-
sen wir wieder unsere Koordinaten und modellieren die Welt, in der wir leben, als
einen vierdimensionalen reellen affinen Raum X mitsamt einer symmetrischen
Bilinearform

l : ~X × ~X → R
auf seinem Richtungsraum. Wir fordern, daß deren Fundamentalmatrix bezüglich
mindestens einer Basis die oben angegebene Gestalt hat und daß sie die Ausbrei-
tung des Lichts in der Weise beschreibt, daß l(~v,~v) = 0 gleichbedeutend ist dazu,
daß eine Explosion am Raumzeitpunkt p ∈ X entweder bei p + ~v oder bei p − ~v
gesehen werden kann. Manchmal nennt man die Menge {~v | l(~v,~v) = 0} auch
den Lichtkegel und seine Elemente lichtartige Vektoren. Wir werden später zei-
gen, daß jede weitere symmetrische Bilinearform l′ mit der Eigenschaft l′(~v,~v) =
0 ⇔ l(~v,~v) = 0 bereits ein Vielfaches von l sein muß. Die Wahl eines möglichen
l bedeutet die Wahl einer Längeneinheit oder gleichbedeutend einer Zeiteinheit in
der speziellen Relativitätstheorie. Das ist jedoch nicht, was an dieser Stelle disku-
tiert werden soll. Wir stellen uns die viel einfachere Frage, ob unsere Bilinearform
nicht etwa bezüglich einer anderen Basis zum Beispiel diag(1, 1, 1,−1) als Fun-
damentalmatrix haben könnte. Das geht nun zwar nicht, aber wir wollen eben
unter anderem verstehen, warum es nicht geht, und entwickeln dazu die Anfänge
der allgemeinen Theorie der symmetrischen Bilinearformen.
4.2.3.7 (Klassifikation quadratischer Formen). In Charakteristik ungleich Zwei
ist nach 4.2.2.4 die Klassifikation symmetrischer Bilinearformen gleichbedeutend
zur Klassifikation quadratischer Formen. Genauer meinen wir hier die Klassifi-
kation von Paaren (V, q) bestehend aus einem endlichdimensionalen Vektorraum
V mit einer quadratischen Form q : V → K, wobei zwei derartige Paare (V, q)
und (V ′, q′) isomorph heißen mögen, wenn es einen Vektorraumisomorphismus
ϕ : V

∼→ V ′ gibt mit q(v) = q′(ϕ(v)) für alle v ∈ V .
4.2.3.8 (Klassifikation quadratischer Formen auf der reellen Ebene). Über
dem KörperK = R kann jede quadratische Form in zwei Variablen durch linearen
Koordinatenwechsel in genau eine der folgenden fünf Formen überführt werden:
Den „parabolischen Topf“ x2 + y2, die „Sattelfläche“ x2 − y2, den „umgestülpten
parabolischen Topf“ −x2 − y2, das „Tal“ x2, das „umgestülpte Tal“ −x2 und die
„Ebene“ 0. Formal sagt uns das der Trägheitssatz von Sylvester 4.2.3.23.
4.2.3.9 (Klassifikation quadratischer Formen auf der komplexen Ebene). Über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper K kann jede quadratische Form in



4.2. ALLGEMEINE BILINEARFORMEN 423

zwei Variablen durch linearen Koordinatenwechsel in genau eine der folgenden
drei Formen überführt werden: Das Produkt linear unabhängiger Linearformen
xy, das Quadrat einer von Null verschiedenen Linearform x2, und die Nullform
0. In der Tat hat unsere Form Gestalt ax2 + bxy + cy2 mit a, b, c ∈ K. Ist a 6= 0,
so setzen wir y = 1, faktorisieren das so entstehende Polynom in einer Variablen,
und finden uns in einem der beiden ersten Fälle wieder. Ist c 6= 0, so machen wir
es analog. Der Fall a = c = 0 ist eh einfach. Dasselbe gilt allgemeiner mit dem-
selben Beweis, wenn das Quadrieren eine Surjektion K � K ist und K nicht die
Charakteristik Zwei hat.

4.2.3.10 (Klassifikation quadratischer Formen auf Skalarprodukträumen).
Lassen wir nur orthogonale Koordinatenwechsel zu, so kann jede quadratische
Form auf R2 in genau eine Form der Gestalt λx2 + µy2 überführt werden mit
λ ≤ µ reell: Das sagt uns der Satz über die Hauptachsentransformation 4.2.2.7,
der auch seinerseits ein Klassifikationsproblem löst: Die Klassifikation quadrati-
scher Formen auf endlichdimensionalen reellen Skalarprodukträumen. Hier sind
die zu klassifizierenden Strukturen Tripel (V, s, q) mit V einem endlichdimensio-
nalen reellen Vektorraum, s : V × V → R einem Skalarprodukt und q : V →
R einer quadratischen Form. Zwei derartige Tripel (V, s, q) und (V ′, s′, q′) hei-
ßen isomorph, wenn es einen Vektorraumisomorphismus ϕ : V

∼→ V ′ gibt mit
s(v, w) = s′(ϕ(v), ϕ(w)) und q(v) = q′(ϕ(v)) für alle v, w ∈ V . Die Klassifika-
tion derartiger Tripel leistet also wie gesagt der Satz über die Hauptachsentrans-
formation 4.2.2.7.

Satz 4.2.3.11 (Existenz einer Orthogonalbasis). Sei V ein endlichdimensio-
naler Vektorraum über einem Körper K mit charK 6= 2. So gibt es für je-
de symmetrische Bilinearform a auf V eine Orthogonalbasis alias eine Basis
B = (v1, . . . , vn) von V mit

i 6= j ⇒ a(vi, vj) = 0

4.2.3.12. Der Wortbestandteil „orthogonal“ möge Sie nicht dazu verleiten, sich
hier für b ein Skalarprodukt vorzustellen. Dieser Fall wurde eh bereits durch
4.1.3.16 erledigt. Sie mögen stattdessen etwa an die Nullform b = 0 denken oder
an die Lorentzmetrik 4.2.3.6.

Beweis. Gilt für jeden Vektor v ∈ V bereits a(v, v) = 0, so folgt 2a(v, w) =
a(v + w, v + w) − a(v, v) − a(w,w) = 0 für alle v, w. Wegen 2 6= 0 in K
folgt a = 0 und jede Basis ist orthogonal. Sonst gibt es einen Vektor v1 ∈ V mit
a(v1, v1) 6= 0. Dann ist

ϕ : V → K
w 7→ a(v1, w)
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eine lineare Abbildung mit v1 6∈ kerϕ. Aus Dimensionsgründen gilt sicherKv1⊕
kerϕ = V . Mit Induktion über die Dimension dürfen wir annehmen, daß kerϕ
eine Orthogonalbasis (v2, . . . , vn) besitzt. Dann ist aber (v1, v2, . . . , vn) eine Or-
thogonalbasis von V .

Definition 4.2.3.13. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und b eine Bili-
nearform auf V , so erklären wir den Rang von b als den Rang einer Fundamen-
talmatrix

rg(b) = rg FB(b)

in Bezug auf eine und jede angeordnete Basis B von V . Nach unserer Formel
4.2.1.8 für die Umrechnung zwischen den Fundamentalmatrizen zu verschiedenen
Basen hängt diese Zahl in der Tat nicht von der Basis B ab.

4.2.3.14 (Klassifikation komplexer quadratischer Formen). Ist K ein Körper
einer Charakteristik charK 6= 2 und ist das Quadrieren x 7→ x2 eine Surjektion
K � K und ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer symmetri-
schen Bilinearform, so können wir die im Satz 4.2.3.11 gefundene Orthogonal-
basis offensichtlich sogar dahingehend abändern, daß die Fundamentalmatrix die
Gestalt diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) hat. Die Zahl der Einsen ist hierbei wohldefiniert
als der Rang unserer Bilinearform. Insbesondere werden also komplexe quadrati-
sche Formen klassifiziert durch ihren Rang und die Dimension des zugrundelie-
genden Vektorraums.

Definition 4.2.3.15. Eine Bilinearform auf einem Vektorraum V heißt nichtaus-
geartet, wenn es für jedes v ∈ V \0 ein w ∈ W gibt mit b(v, w) 6= 0 und um-
gekehrt auch für jedes w ∈ W\0 ein v ∈ V mit b(v, w) 6= 0. Andernfalls heißt
unsere Bilinearform ausgeartet.

Definition 4.2.3.16. Gegeben ein Körper K und ein K-Vektorraum V und eine
Bilinearform b : V × V → K erklären wir den Ausartungsraum alias das Radi-
kal von V als den Untervektorraum

rad b := {v ∈ V | b(w, v) = 0 ∀w ∈ V }

Wir werden dieses Konzept im wesentlichen nur für symmetrische oder alternie-
rende Bilinearformen verwenden und verzichten deshalb darauf, unseren Ausar-
tungsraum feiner „Rechtsausartungsraum“ zu nennen und zusätzlich noch einen
„Linksausartungsraum“ einzuführen.

Satz 4.2.3.17 (Rang und Dimension des Radikals). Der Rang und die Dimensi-
on des Radikals einer Bilinearform b auf einem endlichdimensionalen Vektorraum
V sind verknüpft durch die Beziehung

rg(b) + dim(rad(b)) = dimV



4.2. ALLGEMEINE BILINEARFORMEN 425

4.2.3.18. Eine Bilinearform auf einem endlichdimensionalen Vektorraum ist ins-
besondere genau dann nichtausgeartet, wenn sie maximalen Rang hat.

Beweis. Ist B eine angeordnete Basis von V , so können wir FB(b) auch verstehen
als die Matrix der Abbildung b̂ : V → V >, die jedemw ∈ V die Linearform „paa-
re mit w unter b“ alias (b̂(w))(v) := b(v, w) zuordnet. Genauer und in Formeln
haben wir

B> [b̂]B = FB(b)

In der Tat, setzen wir B = (v1, . . . , vn) und machen den Ansatz b̂(vi) = a1iv
>
1 +

. . . + aniv
>
n , so liefert das Auswerten der Linearformen auf beiden Seiten dieser

Gleichung auf dem Basisvektor vj die Identität b(vi, vj) = (b̂(vj))(vi) = aij und
damit die Gleichheit aller Einträge unserer beiden Matrizen. Insbesondere gilt
rg(b) = rg(b̂) = dim(im b̂). Wegen rad(b) = ker(b̂) folgt unsere Identität damit
aus der Dimensionsformel 3.2.2.5, angewandt auf die lineare Abbildung b̂ : V →
V >.

Ergänzung 4.2.3.19. Die Identität B> [b̂]B = FB(b) aus dem vorhergehenden Be-
weis liefert auch einen zweiten Zugang zu unserer Formel 4.2.1.8 über das Ver-
halten der Fundamentalmatrix unter Basiswechsel: Wir rechnen einfach

FB(b) = B> [b̂]B = B> [id]A> ◦ A> [b̂]A ◦ A[id]B = (A[id]B)> ◦ FA(b) ◦ A[id]B

unter Verwendung unserer Formel 3.2.9.16 für die Matrix der transponierten Ab-
bildung.

Ergänzung 4.2.3.20 (Bilinearformen und lineare Abbildungen). Übung 3.2.3.16
liefert uns wie in 4.2.2.5 für jeden Vektorraum V einen kanonischen Isomorphis-
mus

Bil(V )
∼→ Hom(V, V >)

b 7→ b̂

zwischen dem Raum der Bilinearformen auf V und dem Raum der linearen Abbil-
dungen von V in seinen Dualraum V >, gegeben durch die Abbildungsvorschrift
b 7→ b̂ mit b̂ : w 7→ b( , w) alias (b̂(w))(v) = b(v, w). In 12.7.3.13 verwen-
de ich die alternative Notation b̂ = can2

b und betrachte zusätzlich auch noch
can1

b : V → V > gegeben durch v 7→ b(v, ).

Definition 4.2.3.21. Eine quadratische Form q : V → R auf einem reellen Vek-
torraum V heißt

1. positiv definit, wenn gilt v 6= 0⇒ q(v) > 0;

2. positiv semidefinit, wenn gilt q(v) ≥ 0 ∀v ∈ V ;
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3. negativ definit, wenn gilt v 6= 0⇒ q(v) < 0;

4. negativ semidefinit, wenn gilt q(v) ≤ 0 ∀v ∈ V ;

5. indefinit, wenn es v, w ∈ V gibt mit q(v) > 0 und q(w) < 0.

Dieselben Bezeichnungen verwendet man auch für reelle symmetrische Matrizen
A ∈ Mat(n;R), wenn die zugehörige quadratische Form qA : Rn → R gegeben
durch qA(v) = v>Av die entsprechende Eigenschaft hat. Allgemeiner verwenden
wir sie auch im Fall eines beliebigen angeordneten Grundkörpers. Positive defini-
te Matrizen kennen wir bereits aus 4.1.12.21 im Fall von reellen symmetrischen
und, über die hier diskutierte Terminologie hinausgehend, im Fall von komplexen
hermiteschen Matrizen.

4.2.3.22 (Prüfen von Definitheitseigenschaften). Um die Definitheitseigenschaf-
ten einer reellen symmetrischen quadratischen Matrix zu bestimmen, bringt man
sie am einfachsten durch Basiswechsel in Diagonalgestalt, wie im Beweis von
4.2.3.11 erklärt. Bei kleineren Matrizen kann auch das Hauptminoren-Kriterium
4.2.3.25 schnell zum Ziel führen.

Satz 4.2.3.23 (Sylvester’scher Trägheitssatz). Gegeben ein endlichdimensiona-
ler R-Vektorraum V mit einer symmetrischen Bilinearform a gibt es stets eine
angeordnete Basis B = (v1, . . . , vn), in der die Fundamentalmatrix von a die
Gestalt

FB(a) = diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0)

annimmt. Die Zahl der Einsen, Minus-Einsen und Nullen wird hierbei durch be-
sagte Bilinearform bereits eindeutig festgelegt.

4.2.3.24. Die Differenz zwischen der Zahl der Minus-Einsen und der Zahl der
Einsen heißt in diesem Kontext die Signatur unserer symmetrischen Bilinear-
form. Ich nenne das Tripel (p,m, n) aus der Zahl der Einsen, der Minus-Einsen
und der Nullen den Typ unserer quadratischen Form. Die Signatur ist dann p−m
und der Rang p + m. Das Supremum über die Dimensionen aller „negativ de-
finiten“ Teilräume, also das m, nennt man den Index unserer Bilinearform. Er
ist auch im Fall unendlichdimensionaler Vektorräume über einem angeordneten
Körper mit einer symmetrischen Bilinearform noch sinnvoll definiert, kann aber
dann den Wert∞ annehmen.

Beweis. Die Existenz einer Basis mit den geforderten Eigenschaften folgt unmit-
telbar aus der Existenz einer Orthogonalbasis 4.2.3.11, indem wir deren Vektoren
mit geeigneten Skalaren multiplizieren. Die Zahl der Nullen ist wohlbestimmt als
die Dimension des Radikals V0. Ich behaupte, daß die Zahl der Einsen beziehungs-
weise Minus-Einsen beschrieben werden kann als die jeweils maximal mögliche
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Dimension für einen Teilraum, auf dem unsere Bilinearform positiv definit bezie-
hungsweise negativ definit ist. Sind in der Tat V+ ⊂ V und V− ⊂ V Teilräume
der maximal möglichen Dimension mit dieser Eigenschaft, ja sogar irgendwelche
Teilräume mit dieser Eigenschaft, so folgt V− ∩ V0 = 0 und V+ ∩ (V− ⊕ V0) = 0
und damit

dimV+ + dimV− + dimV0 ≤ dimV

Für jede Orthogonalbasis B bezeichne nun B+, B− und B0 die Teilmenge derje-
nigen Basisvektoren, deren Paarung mit sich selber eine positive Zahl beziehungs-
weise eine negative Zahl beziehungsweise Null ergibt. So haben wir natürlich

|B+|+ |B−|+ |B0| = dimV

Da aber wegen der Maximalität von V± offensichtlich gilt |B±| ≤ dimV± und da
|B0| ≤ dimV0 eh klar ist, muß bei diesen letzten Ungleichungen überall Gleich-
heit gelten.

Satz 4.2.3.25 (Hauptminoren-Kriterium für positive Definitheit). Eine reelle
symmetrische (n × n)-Matrix ist positiv definit genau dann, wenn für alle l ≤ n
die quadratische Untermatrix, die man durch Wegstreichen der letzten l Spalten
und der untersten l Zeilen erhält, eine positive Determinante hat.

4.2.3.26. Unser Kriterium wird auch als Hurwitz-Kriterium zitiert. Es gilt mit
demselben Beweis auch für Matrizen mit Einträgen in einem beliebigen angeord-
neten Körper. Die naheliegende Verallgemeinerung mit positiv semidefinit und
nichtnegativen Determinanten gilt nicht, wie schon das Beispiel der Diagonal-
matrix diag(0,−1) zeigt. Weitere Definitheitskriterien speziell für Matrizen mit
nichtnegativen Einträgen außerhalb der Diagonalen findet man in 23.1.10.

Beweis. Wählen wir eine Orthogonalbasis der zu unserer Matrix gehörigen sym-
metrischen Bilinearform auf Rn, so hat die Determinante der zugehörigen dia-
gonalen Fundamentalmatrix nach unserer Transformationsformel 4.2.1.8 für die
Fundamentalmatrizen zu verschiedenen Basen dasselbe Vorzeichen wie die De-
terminante unserer Ausgangsmatrix. Ist also unsere Ausgangsmatrix nicht posi-
tiv definit und hat positive Determinante, so existiert ein zweidimensionaler Teil-
raum, auf dem sie negativ definit ist. Dieser Teilraum schneidet die Hyperebene
(Rn−1 × 0) ⊂ Rn nach dem Dimensionssatz 3.2.2.9 nicht nur in Null. Ist also un-
sere Ausgangsmatrix nicht positiv definit und hat positive Determinante, so ist die
quadratische Untermatrix, die man durch Wegstreichen der letzten Spalte und der
untersten Zeile erhält, nicht positiv definit. Eine offensichtliche Induktion beendet
den Beweis.

Satz 4.2.3.27 (Satz über Hauptachsentransformationen, Variante). Gegeben
ein endlichdimensionaler R-Vektorraum mit zwei symmetrischen Bilinearformen,
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von denen die Erste ein Skalarprodukt ist, besitzt unser Vektorraum eine Basis,
die sowohl orthonormal ist für die erste als auch orthogonal für die zweite Biline-
arform.

4.2.3.28. Ist also in Formeln V unser endlichdimensionaler reeller Vektorraum
und s ein Skalarprodukt auf V und a eine weitere symmetrische Bilinearform, so
besitzt V eine Basis (v1, . . . , vn) mit s(vi, vj) = δij und a(vi, vj) = 0 für i 6= j.
Dieselbe Aussage gilt mit demselben Beweis auch für endlichdimensionale kom-
plexe Vektorräume mit zwei hermiteschen Bilinearformen, von denen die erste ein
Skalarprodukt ist.

Beweis. Das ist nur eine Umformulierung des Satzes über Hauptachsentransfor-
mationen 4.2.2.7. Es ist aber schneller, den Beweis zu wiederholen. Wir finden
nach 4.2.2.6 einen bezüglich unseres Skalarprodukts s selbstadjungierten Endo-
morphismus A von V mit

a(v, w) = s(Av,w) ∀v, w ∈ V

Nach dem Spektralsatz 4.1.12.15 besitzt V eine Orthonormalbasis v1, . . . , vn in
Bezug auf s aus Eigenvektoren von A. Sie leistet das Gewünschte.

Korollar 4.2.3.29 (Singulärwertzerlegung). Gegeben eine lineare Abbildung zwi-
schen endlichdimensionalen reellen oder komplexen Skalarprodukträumen gibt
es stets eine Orthonormalbasis des Definitionsbereichs, die auf eine Familie von
paarweise orthogonalen Vektoren des Wertebereichs abgebildet wird.

4.2.3.30. In geeigneten Orthonormalbasen ist die Matrix unserer Abbildung mit-
hin eine Diagonalmatrix mit nichtnegativen Einträgen auf der Diagonalen. Diese
Einträge sind wohldefiniert als die Quadratwurzeln der Eigenwerte des Produkts
unserer Abbildung mit ihrer Adjungierten. Sie heißen die Singulärwerte unserer
Abbildung.

4.2.3.31. Die Singulärwertzerlegung verallgemeinert unsere Polarzerlegungen von
Automorphismen 4.1.12.23 und Endomorphismen 4.1.12.30: Wir erhalten genau-
er eine Polarzerlegung aus einer Singulärwertzerlegung, indem wir „zunächst die
Vektoren unserer Orthonormalbasis mit einer positiv semidefiniten Abbildung auf
die Länge ihrer Bilder strecken oder stauchen, und die so auf die richtige Länge
gebrachten Vektoren durch eine Drehung in die richtigen Richtungen bringen“.

4.2.3.32. In der Sprache der Matrizen ausgedrückt besagt unser Korollar, daß
es für jede reelle beziehungsweise komplexe Matrix A orthogonale beziehungs-
weise unitäre quadratische Matrizen C,K gibt derart, daß CAK = D diago-
nal ist mit nichtnegativen Einträgen. Diese Einträge sind dann wieder wohldefi-
niert und heißen die Singulärwerte unserer Matrix. Die Darstellung als Produkt
A = C−1DK−1 schließlich heißt eine Singulärwertzerlegung unserer Matrix A.
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Beweis. Sei f : V → W unsere Abbildung. Wir betrachten auf V zusätzlich zum
Skalarprodukt s = sV die positiv semidefinite symmetrische beziehungsweise
hermitesche Bilinearform a(u, v) := sW (f(u), f(v)). Die vorhergehenden Vari-
anten 4.2.3.27 und 4.2.3.28 des Satzes über Hauptachsentransformationen liefern
dann unmittelbar die Behauptung.

4.2.3.33 (Gram’sche Determinante und Volumen). Gegeben ein reeller Ska-
larproduktraum V mit Vektoren v1, . . . , vn heißt die quadratische Matrix mit den
Skalarprodukten 〈vi, vj〉 als Einträgen auch die Gram’sche Matrix unserer Vek-
toren und ihre Determinante die Gram’sche Determinante. Bilden unsere Vekto-
ren eine Basis, so ist die Gram’sche Matrix die Fundamentalmatrix unseres Skalar-
produkts bezüglich dieser Basis. Sind die Vektoren v1, . . . , vn linear abhängig, so
ist die Gram’sche Determinante offensichtlich Null. Sind sie linear unabhängig,
so mag man die Wurzel der Gram’schen Determinante in der schmutzigen An-
schauung als das „Volumen des von den Vektoren v1, . . . , vn in ihrem Erzeug-
nis aufgespannten Parallelpipeds“ verstehen. Sei in der Tat ohne Beschränkung
der Allgemeinheit V = Rn mit seinem Standardskalarprodukt. Für die Matrix
M := (v1| . . . |vn) mit unseren Vektoren in den Spalten bedeutet dann, wie bereits
in 3.6.2.6 diskutiert, in der schmutzigen Anschauung | detM | das Volumen un-
seres Parallelpipeds. Unsere Gram’sche Matrix aber ist in diesem Fall gerade das
Produkt M>M und dessen Determinante ergibt sich zu det(M>M) = (detM)2

wie behauptet.

Übungen

Übung 4.2.3.34. Ist s ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum über einem an-
geordneten Körper und v1, . . . , vn eine endliche Familie von Vektoren von V , so
ist die Matrix (s(vi, vj))ij positiv semidefinit. Es reicht hierfür sogar, die Bilinear-
form s symmetrisch und positiv semidefinit anzunehmen. Hinweis: Man betrachte
den Beweis von Satz 4.2.3.29 zur Singulärwertzerlegung.

Ergänzende Übung 4.2.3.35. Unter einer bilinearen Paarung von zwei Vektor-
räumen V,W über demselben Grundkörper K versteht man eine bilineare Abbil-
dung b : V ×W → K. Solch eine Paarung heißt nichtausgeartet, wenn es für
jedes v ∈ V \0 ein w ∈ W gibt mit b(v, w) 6= 0 und umgekehrt auch für jedes
w ∈ W\0 ein v ∈ V mit b(v, w) 6= 0. Andernfalls heißt unsere Paarung ausgear-
tet. Man zeige das Lemma von Mackey: Gegeben eine nichtausgeartete Paarung
b : V ×W → K zwischen zwei Vektorräumen V,W unendlicher Dimension mit
abzählbarer Basis gibt es stets eine Basis (vn)n∈N von V und eine Basis (wn)n∈N
von W derart, daß gilt b(vi, wj) = δij . Hinweis: Man beginne mit zwei beliebigen
Basen und wechsle geeignet Basen.
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Ergänzende Übung 4.2.3.36. Gegeben zwei Vektorräume V,W mit einer bilinea-
ren Paarung b : V × W → K und eine Teilmenge T ⊂ W setzen wir ganz
allgemein

T⊥ := {v ∈ V | b(v, t) = 0 ∀t ∈ T}

und nennen T⊥ wie in 4.1.3.17 den Orthogonalraum von U . Gegeben zwei Vek-
torräume V,W mit einer nichtausgearteten Paarung b : V × W → K und ein
Untervektorraum U ⊂ W zeige man für die Dimension des Orthogonalraums U⊥

von U die Formel dimU + dimU⊥ = dimV .

Ergänzende Übung 4.2.3.37 (Restriktionen reeller quadratischer Formen). Sei
V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einer quadratischen Form ali-
as symmetrischen Bilinearform s und sei U ⊂ V ein Untervektorraum der Ko-
dimension codim(U ⊂ V ) = 1. Sei (V, s) vom Typ (p,m, n) in der Termi-
nologie aus 4.2.3.24. So gibt es für den Typ von U nur die vier Alternativen
(p− 1,m, n), (p,m− 1, n), (p,m, n− 1) und (p− 1,m− 1, n+ 1). Des weiteren
werden von diesen Alternativen alle, die keine negativen Einträge haben, auch tat-
sächlich realisiert. Hinweis: Am einfachsten ist der Fall U⊥ + U = V . Sonst gilt
V ⊥ ⊂ U⊥ ⊂ U und man unterscheidet die Fälle V ⊥ = U⊥ und V ⊥ 6= U⊥. Im
zweiten Fall wählt man v ∈ V \U beliebig und findet w ∈ U⊥ mit s(v, w) 6= 0.
Dann ist die Form nichtausgeartet auf 〈v, w〉 und das orthogonale Komplement
〈v, w〉⊥ dieser Ebene ist auch ein Vektorraumkomplement und der Fall ist erle-
digt. Im ersten Fall kann man zu U/U⊥ ⊂ V/U⊥ übergehen. Da dann die Form
auf U/U⊥ nicht ausgeartet ist, ist wieder das orthogonale Komplement ein Vek-
torraumkomplement und das Argument ist schnell fertig.

Ergänzende Übung 4.2.3.38 (Signatur auf Subquotienten). Sei V ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum mit einer nichtausgearteten quadratischen Form
alias symmetrischen Bilinearform s und sei S ⊂ V ein Untervektorraum, auf
dem die Restriktion unserer Bilinearform verschwindet. So hat die auf S⊥/S in-
duzierte Form dieselbe Signatur wie die ursprüngliche Form. Hinweis: Man mag
sich mit Induktion auf den Fall dimS = 1 zurückziehen und diesen Fall auf die
vorhergehende Übung 4.2.3.37 zurückführen.

Ergänzende Übung 4.2.3.39. Man zeige, daß im Raum aller invertierbaren sym-
metrischen reellen quadratischen Matrizen zwei Matrizen genau dann zu dersel-
ben Wegzusammenhangskomponente gehören, wenn sie denselben Typ im Sinne
von 4.2.3.24 haben.

Ergänzende Übung 4.2.3.40. Gegeben zwei verschiedene Punkte der Ebene p, q ∈
R2 und eine positive Zahl b < ‖p − q‖ zeige man, daß die Punkte r ∈ R2 mit
‖r − p‖ − ‖r − q‖ = b einen Hyperbelast bilden, als da heißt, daß die Menge
dieser Punkte unter einer geeigneten Bewegung in die Menge der Lösungen mit
positiver x-Koordinate eines Gleichungssystems der Gestalt x2 − µy2 = c mit
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µ, c positiv übergeht. Gegeben zwei verschiedene Punkte der Ebene p, q ∈ R2

und eine positive Zahl a > ‖p − q‖ zeige man weiter, daß die Punkte r ∈ R2

mit ‖r − p‖ + ‖r − q‖ = a eine Ellipse bilden, als da heißt, daß die Menge
dieser Punkte unter einer geeigneten Bewegung in die Menge der Lösungen eines
Gleichungssystems der Gestalt x2 +µy2 = cmit µ, c positiv übergeht. So erstellen
übrigends Gärtner elliptische Beete: Sie rammen zwei Pflöcke ein, legen um diese
eine Seilschlaufe und fahren mit einem dritten Pflock in der Schlaufe um diese
beiden Pflöcke herum, soweit außen wie möglich.

Übung 4.2.3.41 (Inhomogene quadratische Formen). Man zeige: Gegeben eine
Polynomfunktion vom Grad höchstens Zwei mit Koeffizienten in einem Körper
K mit charK 6= 2, also eine Abbildung q : Kn ∼→ K der Gestalt

q(x1, . . . , xn) =
∑
i≤j

cijxixj +
∑
i

bixi + a

gibt es entweder einen Automorphismus von affinen Räumen D : Kn → Kn mit

(q ◦D)(y1, . . . , yn) = λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n + c

oder einen Automorphismus von affinen Räumen D : Kn → Kn mit

(q ◦D)(y1, . . . , yn) = λ1y
2
1 + . . .+ λn−1y

2
n−1 + yn

für geeignete λi, c ∈ K. Hier können wir sogar erreichen, daß alle λi in einem
vorgegebenen Repräsentantensystem des Quotienten K×/(K×)2 disjunkt verei-
nigt mit der Null liegen, im Fall K = R also etwa in {−1, 0, 1} oder im Fall eines
algebraisch abgeschlossenen Körpers in {0, 1}.

Übung 4.2.3.42 (Klassifikation inhomogener quadratischer Formen). Gege-
ben ein Körper K und ein affiner Raum E über K verstehen wir unter einer in-
homogenen quadratischen Form auf E eine Abbildung Q : E → K, die sich
schreiben läßt in der Gestalt Q(p + ~v) = q(~v) + a(p + ~v) mit q : ~E → K einer
quadratischen Form auf ~E und a : E → K affin. Man diskutiere die Klassifikati-
on inhomogener quadratischer Formen auf endlichdimensionalen affinen Räumen
über den Körpern R und C. Hinweis: 4.2.3.41.

Übung 4.2.3.43 (Klassifikation von Geradenpaaren im Raum). Man zeige, daß
die möglichen Vorgaben bestehend aus einem ungeordneten Paar von Geraden in
einem dreidimensionalen affinen Raum über einem festen Körper in genau vier
Isomorphieklassen zerfallen. In der Schule lernt man diese man üblicherweise als
„gleich, parallel, sich schneidend und windschief“ kennen.
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4.2.4 Satz von Witt*
4.2.4.1. Seien (V, a) und (W, b) Vektorräume mit symmetrischen Bilinearformen.
Eine lineare Abbildung f : V → W heißt isometrisch, wenn gilt

a(u, v) = b(f(u), f(v)) ∀u, v ∈ V

Satz 4.2.4.2 (von Witt). Seien K ein Körper einer Charakteristik charK 6= 2
und V ein K-Vektorraum endlicher Dimension und b : V × V → K eine nicht
ausgeartete symmetrische Bilinearform. Ist U ⊂ V ein Untervektorraum und ϕ :
U ↪→ V eine isometrische Injektion, so gibt es eine Fortsetzung von ϕ zu einem
isometrischen Isomorphismus ϕ : V

∼→ V .

Beispiel 4.2.4.3. Ist etwa der R4 versehen mit der Lorentzmetrik, so können je
zwei von Null verschiedene lichtartige Vektoren ineinander überführt werden durch
einen Automorphismus, der die Lorentzmetrik erhält.

Beweis. Es reicht, die Existenz einer Fortsetzung von ϕ auf einen echt größeren
Teilraum nachzuweisen. Wir unterscheiden zwei Fälle.

Fall 1: Die Einschränkung b : U × U → K unserer Form ist ausgeartet. Dann
gibt es u ∈ U\0 mit b(u, v) = 0 ∀v ∈ U . Wir suchen zunächst ein u1 ∈ V mit
b(u, u1) = 1 und finden es, da b auf V nicht ausgeartet ist. Indem wir notfalls u1

durch u1 + λu mit λ ∈ K ersetzen, dürfen wir b(u1, u1) = 0 annehmen, und nach
Annahme gilt u1 6∈ U . Ebenso finden wir u2 ∈ V mit b(u2, ϕ(v)) = b(u1, v) für
alle v ∈ U , ja sogar für alle v ∈ V . Wieder können wir, indem wir notfalls u2

durch u2 + µϕ(u) ersetzen, b(u2, u2) = 0 annehmen. Dann aber können wir ϕ
ausdehnen auf U + 〈u1〉 durch die Vorschrift ϕ(u1) = u2. Das erledigt den Fall,
daß b auf U ausgeartet ist.

Fall 2: Die Einschränkung von b auf U ist nichtausgeartet. In diesem Fall argu-
mentieren wir mit Induktion über dimK U . Für die Induktionsbasis sei U = 〈u〉
eindimensional. Dann gilt also b(u, u) 6= 0 und ebenso b(ϕ(u), ϕ(u)) 6= 0. Gälte
b(u + ϕ(u), u + ϕ(u)) = 0 = b(u − ϕ(u), u − ϕ(u)), so folgte 2b(u, u) +
2b(u, ϕ(u)) = 0 = 2b(u, u)− 2b(u, ϕ(u)) und damit 4b(u, u) = 0 alias b(u, u) =
0. Da das nicht sein kann, dürfen wir, indem wir notfalls ϕ durch−ϕ ersetzen, für
v := u − ϕ(u) annehmen, daß gilt b(v, v) 6= 0. Dann betrachten wir die lineare
Abbildung s = sv mit s(v) = −v und s(w) = w ∀w ∈ v⊥. Sie ist isometrisch
und hat die Eigenschaft s : u+ϕ(u) 7→ u+ϕ(u) und s : u−ϕ(u) 7→ ϕ(u)−u und
folglich s : u 7→ ϕ(u). Diese Abbildung dehnt folglich ϕ sogar orthogonal auf
ganz V aus. Für den Induktionsschritt sei dimK U > 1. Dann können wir sicher
U = W ⊕W⊥

U zerlegen mit W 6= 0 6= W⊥
U , wobei mit W⊥

U der Orthogonalraum
in U gemeint ist. Zu unserem ϕ : U ↪→ V gibt es nach Induktionsannahme einen
mit der Bilinarform verträglichen Automorphismus s : V

∼→ V mit s|W = ϕ|W .
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Also ist s−1 ◦ ϕ : U ↪→ V die Identität auf W und seine Restriktion zu einer
Einbettung W⊥

U ↪→ W⊥ läßt sich wieder nach Induktion zu einem isometrischen
Isomorphismus t : W⊥ ∼→ W⊥ ausdehnen. Dann ist (idW ⊕t) : V

∼→ V eine
Ausdehnung von s−1 ◦ ϕ und damit s ◦ (idW ⊕t) die gesuchte Ausdehnung von
ϕ.

Übungen

Übung 4.2.4.4 (Variante des Satzes von Witt für ausgeartete Bilinearformen).
Man gebe ein Gegenbeispiel zum Satz von Witt an im Fall einer ausgearteten
symmetrischen Bilinearform. Man zeige andererseits, daß die Aussage des Satzes
weiter gilt, wenn wir ausgeartete Bilinearformen b erlauben, dafür aber zusätzlich
U ∩ rad(b) = ϕ(U) ∩ rad(b) = 0 fordern.

4.2.5 Alternierende Bilinearformen
4.2.5.1. Man erinnere aus 3.6.3.1, daß eine Bilinearform alternierend heißt, wenn
Null herauskommt, sobald wir zweimal denselben Vektor einsetzen. Ich kann für
dieses Konzept leider keine Anschauung anbieten.

Satz 4.2.5.2 (Klassifikation alternierender Bilinearformen). Gegeben ein end-
lichdimensionaler Vektorraum V über einem Körper K und eine alternierende
Bilinearform ω : V ×V → K besitzt V stets eine angeordnete Basis B, bezüglich
derer die Fundamentalmatrix von ω die Gestalt

FB(ω) =



0 −1
1 0

. . .

0 −1
1 0

0
. . .

0


hat. Die Zahl der Zweierblöcke hängt hierbei nicht von der Wahl der Basis ab.

Vorschau 4.2.5.3. Eine Variante für freie abelsche Gruppen mit alternierender
nicht ausgearteter Bilinearform wird in 7.2.9.1 bewiesen.

Beweis. Ist unsere Form nicht Null, so finden wir v, w ∈ V mit ω(v, w) 6= 0.
Durch Multiplikation von v mit einem Skalar erreichen wir sogar ω(v, w) = 1
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und damit ω(w, v) = −1. Diese beiden Vektoren v, w können wir schon einmal
als die ersten beiden Vektoren unserer Basis in spe festhalten. Wir betrachten nun
die Linearformen ω(v, ) : V → K und ω(w, ) : V → K. Sie sind beide nicht
Null und ihre Kerne sind verschieden, genauer liegt v im Kern der ersten, nicht
aber der zweiten Abbildung und w im Kern der Zweiten, nicht aber der Ersten.
Für den Schnitt

S = {u ∈ V | ω(v, u) = 0 = ω(w, u)}

haben wir also dimS = dimV − 2 und (Kv ⊕Kw) ∩ S = 0. Aus Dimensions-
gründen folgt

V = (Kv ⊕Kw)⊕ S

und eine offensichtliche Induktion über die Dimension beendet den Beweis der
Existenz. Die Zahl der Nullen nach den Zweierkästchen kann beschrieben werden
als die Dimension des Radikals unserer Bilinearform und ist deshalb ebenso wie
die Zahl der Zweierkästchen von der Wahl der Basis unabhängig.

4.2.5.4. Eine im Sinne von 4.2.3.35 nichtausgeartete alternierende Bilinearform
heißt auch eine symplektische Form, und ein mit einer symplektischen Form
versehener Vektorraum heißt ein symplektischer Vektorraum. Symplektische
Vektorräume spielen in der Hamilton’schen Mechanik eine wichtige Rolle. Nach
4.2.5.2 ist die Dimension eines endlichdimensionalen symplektischen Vektorraums
stets gerade.

Übungen

Übung 4.2.5.5. In einem endlichdimensionalen symplektischen Vektorraum können
je zwei von Null verschiedene Vektoren durch einen die symplektische Form er-
haltenden Automorphismus ineinander überführt werden.

Übung 4.2.5.6. Gegeben eine symmetrische Bilinearform auf einem endlichdi-
mensionalen Vektorraum V über einem Körper der Charakteristik Zwei existiert
stets eine Zerlegung in paarweise orthogonale Teilräume V = Vd ⊕ Va derart,
daß die Restriktion auf Vd eine Orthogonalbasis besitzt und die Restriktion auf
Va alternierend ist. Man zeige durch ein dreidimensionales Beispiel, daß selbst
im Fall nichtausgearteter Formen die Dimensionen von Vd und Va durch unsere
Bilinearform keineswegs eindeutig festgelegt werden.

Ergänzende Übung 4.2.5.7. Gegeben eine alternierende Bilinearform ω auf einem
Vektorraum V der Dimension 2n zeige man, daß man eine alternierende (2n)-
Multilinearform ω∧n auf V erklären kann durch die Vorschrift

ω∧n(v1, . . . , v2n) :=
∑
σ∈R

sgn(σ)ω(vσ(1), vσ(2)) . . . ω(vσ(2n−1), vσ(2n))
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mit R ⊂ S2n der Menge aller Permutationen von {1, . . . , 2n} mit den Eigen-
schaften σ(2i − 1) < σ(2i) für alle i und σ(1) < σ(3) < . . . < σ(2n − 1). Für
g ∈ GL(V ) zeige man (ω ◦ (g × g))∧n = (det g)ω∧n. Weiter zeige man, daß
für ω eine symplektische Form die Multilinearform ω∧n von Null verschieden ist.
Sobald Sie einmal mit dem Dachprodukt ∧ in der äußeren Algebra

∧
V ∗ vertraut

sind, können Sie ω∧n auch als die n-te Potenz ω∧n = ω ∧ . . . ∧ ω in der äußeren
Algebra verstehen, daher die Notation.

Ergänzende Übung 4.2.5.8. Sei K ein Körper. Gegeben eine alternierende Ma-
trix A ∈ Mat(2n;K) alias eine Matrix mit A = −A> und mit Nullen auf der
Diagonale erklären wir ihre Pfaff’sche Determinante Pf(A) mithilfe ihrer alter-
nierenden Bilinearform ωA(v, w) := v>Aw und der zugehörigen Multilinearform
ω∧nA aus 4.2.5.7 durch die Identität

ω∧nA = Pf(A) det

im eindimensionalen Raum Alt2n(K2n) aller Multilinearformen auf demK2n. Für
B ∈ Mat(2n;K) folgere man

Pf(B>AB) = (detB) Pf(A)

Weiter zeige man Pf(S) = 1 für S ∈ Mat(2n;K) die blockdiagonale Matrix mit
n Blöcken ( 0

−1
1
0) und folgere, daß das Quadrat der Paff’schen Determinante die

übliche Determinante ist, in Formeln

Pf(A)2 = det(A)

Ergänzende Übung 4.2.5.9. Gegeben ein symplektischer Vektorraum (V, ω) heißt
ein Vektorraumautomorphismus g : V

∼→ V symplektisch, wenn gilt ω(gv, gw) =
ω(v, w) ∀v, w ∈ V . Man zeige, daß jeder symplektische Automorphismus g eines
endlichdimensionalen symplektischen Vektorraums die Determinante det(g) = 1
hat. Hinweis: 4.2.5.7.

Ergänzende Übung 4.2.5.10. Gegeben ein Vektorraum V erhalten wir eine sym-
plektische Form ω auf V ⊕ V ∗ durch die Vorschrift

ω((v, φ), (w,ψ)) := φ(w)− ψ(v)

4.2.6 Relativistische Raumzeit*
4.2.6.1 (Erinnerungen zu klassischem Raum und klassischer Zeit). In der Mo-
dellierung von Zeit und Raum für die Belange der Newton’schen Mechanik in ??
oder 4.1.6.4 haben wir erst einmal ignoriert, daß die Erde sich um sich selber dreht
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und dabei gleichzeitig um die Sonne rast, die sich hinwiederum mit unvorstell-
barer Geschwindigkeit um das Zentrum der Milchstraße bewegt, und so weiter,
und sind schlicht von einem dreidimensionalen affinen Raum ausgegangen, von
dessen Punkten man einige ganz explizit als Kirchturmspitzen, Zimmerecken und
dergleichen angeben kann. Dann haben wir eine Gruppe von „Bewegungen“ unse-
res Raums postuliert und verwendet, um den eindimensionalen Raum der Längen
einzuführen, in dem das Pariser Urmeter eine Basis auszeichnet. Zusätzlich ha-
ben wir einen orientierten eindimensionalen affinen Raum aller „Zeitpunkte“ pos-
tuliert und in dessen Richtungsraum die Basis „Sekunde“ mithilfe von Tag und
ausgezeichnet. In diesem Rahmen ist dann schon klar, was gemeint ist, wenn wir
sagen, die Lichtgeschwindigkeit betrage so in etwa 300 000 Kilometer pro Sekun-
de.

4.2.6.2 (Motivation für relativistische Raumzeit). Sobald wir jedoch dies alles
nicht mehr ignorieren, ist es plötzlich gar nicht mehr so klar: Es gibt dann sozusa-
gen gar keinen „festen Raum“ mehr, in dem unsere Lichtgeschwindigkeit konstant
sein könnte, sondern „alles ist relativ“. Denken wir uns etwa zwei Raketen, die in
entgegengesetzter Richtung aneinander vorbeifliegen, und einen Lichtstrahl, der
in Richtung der einen Rakete zwischen ihnen hindurchsaust. Müßte in diesem
Fall nicht von den beiden Besatzungen für diesen Lichtstrahl eine unterschiedli-
che Geschwindigkeit gemessen werden? Statt im weiteren stets von „Rakete Eins“
und „Rakete Zwei“ zu reden, denken wir uns der Klarheit der Darstellung halber
lieber den einen Beobachter in einem sehr langen Zug und nennen ihn den Schaff-
ner, und denken uns den anderen Beobachter auf einem Bahnhof, durch den der
besagte Zug fährt, und nennen ihn den Bahnhofsvorsteher. Der Schaffner mißt sei-
nen Zug sorgfältig aus und setzt sich genau in die Mitte. Gerade zu dem Zeitpunkt,
zu dem sich Schaffner und Bahnhofsvorsteher gegenüberstehen, sehen beide auch
noch die Vorder- und die Rücklichter des Zuges aufleuchten. Daraus ziehen sie
jedoch unterschiedliche Schlüsse. Der Schaffner sagt: Na klar, die sind gleichzei-
tig angegangen. Der Bahnhofsvorsteher dahingegen meint: Als diese Lampen ihr
Licht ausgesandt haben, das ist ja nun eine kleine Weile her, war die Lokomo-
tive noch näher am Bahnhof als der Schlußwagen, folglich müssen die Lichter
des Schlußwagens etwas früher angegangen sein, damit ihr Licht dennoch meine
Augen zur selben Zeit erreichen konnte wie das Licht aus den Lampen der Loko-
motive. Wer hat aber denn nun recht? Unmittelbar würde man wohl erst einmal
sagen: Der Bahnhofsvorsteher hat recht, denn er bewegt sich nicht; Dann aber er-
innert man sich, daß ja auch der Bahnhof selbst durchs Weltall rast und daß es
sich auch um unsere zwei Raketen handeln könnte, und dann fällt uns die Ent-
scheidung möglicherweise schon nicht mehr so leicht, wer von beiden denn nun
recht hat.

4.2.6.3 (Das Konzept einer absoluten Zeit muß aufgegeben werden). Die „Re-
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Dies Bild zeigt eine ruhende und eine bewegte „Lichtuhr“, bestehend aus zwei
Spiegeln und einem Zähler, der zählt, wie oft ein Lichtstrahl dazwischen hin- und
hersaust. Offensichtlich scheint die bewegte Lichtuhr langsamer zu gehen als die

Zeit im im Koordinatensystem der ruhenden Lichtuhr. Hier müssen wir uns
denken, daß im ruhenden Koordinatensystem ganz viele Lichtuhren aufgestellt

und synchronisiert wurden wie oben schematisch dargestellt. Der Beobachter im
bewegten System wird jedoch einwenden, daß von seinem Gesichtspunkt aus

diese ganzen Uhren keineswegs synchron gehen.
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lativitätstheorie“ löst diesen Widerspruch wie folgt auf: Beide haben recht und
wir müssen unsere Vorstellung von einer „absoluten Zeit“ aufgeben. Was für den
einen Beobachter gleichzeitig ist, ist es für den anderen noch lange nicht! Präzi-
ser modelliert man in der Relativitätstheorie Raum und Zeit gemeinsam als eine
Menge von „Raum-Zeit-Punkten“ oder „Ereignissen“. Das Aufleuchten eines Vor-
derlichts unseres Zuges etwa wäre solch ein Ereignis, oder auch das Aufleuchten
eines Rücklichts. Jeder unserer beiden Beobachter ordnet jedem derartigen Ereig-
nis in einer Weise, die wir noch ausführlich diskutieren werden, vier reelle Zahlen
zu: Drei Raumkoordinaten und eine Zeitkoordinate. Und in unserem speziellen
Fall würde eben der Schaffner den beiden fraglichen Aufleucht-Ereignissen die-
selbe Zeitkoordinate zuordnen, der Bahnhofsvorsteher dahingegen verschiedene
Zeitkoordinaten.

4.2.6.4 (Längenkontraktion). Das hat hinwiederum auch für die Längenmes-
sung Konsequenzen: Der Bahnhofsvorsteher würde ja wohl vernünftigerweise die
Länge des Zuges erklären, indem er gleichzeitig in seinem Sinne die Ortskoor-
dinaten von Lokomotive und Schlußwagen bestimmt und die Differenz bildet.
Er wird dabei eine kürzere Länge erhalten als der Schaffner, der seinerseits be-
haupten würde, der Bahnhofsvorsteher habe etwas früher den Ort der Lokomotive
bestimmt und erst etwas später den Ort des Schlußwagens. Wie ist es aber nun
um die Breite des Zuges bestellt? Nun, beide messen in der Tat dieselbe Breite
für unseren Zug, was die absonderliche Konsequenz hat, daß der Bahnhofsvor-
steher mit vollem Recht behaupten wird, ein Zollstock, mit dem der Schaffner
die Breite des Zuges gemessen hat, verkürze sich, wenn der Schaffner ihn nun
in Richtung des Zuges dreht, um damit die Länge des Zuges auszumessen. Man
mache sich jedoch auch bewußt, daß ein Zollstock ja genau genommen aus einer
großen Menge von Atomen besteht, deren wechselseitige Position durch elektro-
magnetische Kräfte bestimmt wird, also in gewisser Weise durch den Austausch
von Lichtsignalen. Nach diesen informellen Vorüberlegungen beginnen wir nun
mit der präzisen Formulierung.

4.2.6.5. In der Relativitätstheorie modelliert man Raum und Zeit zusammen als
eine Menge

X

Deren Elemente heißen Raum-Zeit-Punkte oder auch Ereignisse. Die Menge X
selbst nennt man die Raumzeit. Die Bewegung einer Fliege etwa wird durch eine
Teilmenge vonX beschrieben. Ort und Zeit einer Klausur wird beschrieben durch
ein Element von X oder, da eine Klausur ja eine Weile dauert und in einem nicht
ganz kleinen Hörsaal stattfindet, vielleicht auch eher durch eine Teilmenge von
X . Die Ausbreitung des Lichts modellieren wir durch eine Teilmenge

L+ ⊂ X2
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Diese Bilder stellen die Sichtweisen des Bahnhofsvorstehers und des Schaffners
in 4.2.6.3 dar. Beide benutzen Einheiten, in denen die Lichtgeschwindigkeit Eins
ist. Die Lichtbewegung ist jeweils gestrichelt eingetragen. Im linken Schaubild
hat der Bahnhofsvorsteher Ort gegen Zeit aufgetragen von Rücklicht, Schaffner

und Vorderlicht, wobei seine Zeitachse senkrecht nach oben zeigt und seine
Ortsachse waagerecht nach rechts. Der Zug fährt halbe Lichtgeschwindigkeit,
und die Zackenlinie durch die beiden „Lampen-gehen-an-Punkte“ besteht aus
Ereignissen, denen der Schaffner allen dieselbe Zeitkoordinate geben würde,

sagen wir die Zeitkoordinate Null. Das rechte Schaubild hat der Schaffner
gezeichnet. Beide wählen ihre Orts- und Zeitkoordinaten (x(p), t(p)) ∈ R2 für
den Bahnhofsvorsteher beziehungsweise (x′(p), t′(p)) ∈ R2 für den Schaffner

eines Ereignisses p derart, daß für je zwei Ereignisse p, q gilt

(x(p)− x(q))2 − (t(p)− t(q))2 = (x′(p)− x′(q))2 − (t′(p)− t′(q))2

Sie finden so die Umrechnung x′ = (
√

1 + b2)x+ bt und
t′ = bx+ (

√
1 + b2)t+ 4/

√
3 mit b = −

√
1/3. Wie Sie sehen, scheint dem

Schaffner sein Zug um den Faktor 2/
√

3 länger als dem Bahnhofsvorsteher.
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Wir denken uns diese Teilmenge in der schmutzigen Anschauung als die Men-
ge aller Paare von Raum-Zeit-Punkten (p, q) ∈ X2 derart, daß eine am Raum-
Zeitpunkt p stattfindende Explosion am Raum-Zeitpunkt q gesehen würde. Wir
sagen dann, q liege kausal lichtartig zu p. Um mathematische Präzision zu errei-
chen, vereinbaren wir explizit (p, p) ∈ L+ ∀p ∈ X .

4.2.6.6. In der speziellen Relativitätstheorie nimmt man zusätzlich an, daß X
so mit der Struktur eines vierdimensionalen reellen affinen Raums versehen wer-
den kann, daß die folgenden beiden Verträglichkeiten zwischen L+ und dieser
Struktur gelten: Erstens soll L+ stabil sein unter der diagonalen Operation des
Richtungsraums ~X auf X2. Liegt also q kausal lichtartig zu p, so soll auch q + v
kausal lichtartig zu p + v liegen für jeden Richungsvektor v ∈ ~X . Und zweitens
soll die Menge der kausal lichtartigen Vektoren

~L+ := {v ∈ ~X | (p, p+ v) ∈ L+ ∀p ∈ X}

die „Hälfte einer Quadrik vom Typ (1, 1, 1,−1)“ sein, es soll also in Formeln
linear unabhängige Linearformen x, y, z, t : ~X → R geben mit

~L+ = {v ∈ ~X | x(v)2 + y(v)2 + z(v)2 − t(v)2 = 0, t(v) ≥ 0}

Einen Vektor, der entweder selbst kausal lichtartig ist oder dessen Negatives kau-
sal lichtartig ist, heißt lichtartig. Die Elemente der konvexen Hülle der Menge der
kausal lichtartigen Vektoren nennt man dann kausal, ihre Negativen antikausal,
die weder kausalen noch antikausalen Vektoren raumartig und die weder raum-
artigen noch lichtartigen Vektoren zeitartig. In unserer Terminologie ist also der
Nullvektor weder raumartig noch zeitartig. Die Bezeichnung als „kausaler Vektor“
soll das fundamentale Postulat zum Ausdruck bringen, daß ein Ereignis nur Ereig-
nisse beeinflussen kann, die von ihm aus durch die Addition derartiger Vektoren
erreichbar sind, daß also „keine Wirkung schneller als mit Lichtgeschwindigkeit
ausgeübt werden kann“.

Übungen

Übung 4.2.6.7 (Der Schaffner will den Zollstock in einen Gulli werfen). Neh-
men wir in 4.2.6.4 einmal an, der Zollstock des Schaffners sei etwas länger als
der Durchmesser eines offenen Gullis auf dem Bahnhof. Der Schaffner streckt
den Arm aus dem Fenster und läßt den Zollstock genau zum richtigen Zeitpunkt
genau waagerecht runterfallen. Paßt er dann dank Längenkontraktion doch durch
die Öffnung des Gullis, oder eben nicht? Wie beschreibt der Bahnhofsvorsteher,
was er sieht?
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4.2.7 Relativistische Längeneinheiten*

4.2.7.1. Die Papierebene haben wir in 4.1.1.10 als Kongruenzebene durch die
Angabe einer ausgezeichneten Gruppe von Kongruenzen modelliert und haben
gesehen, wie dieses Datum eine euklidische Struktur 4.1.5.1 auf dem Richtungs-
raum liefert und damit nach 4.1.5.12 eine Gerade von Längeneinheiten. Für den
Anschauungsraum der klassischen Mechanik kann man genauso vorgehen, ver-
gleiche 4.1.6. Im Fall des Raumzeit gehen wir stattdessen davon aus, daß wir in
ihrem Richtungsraum den Lichtkegel kennen, und zeigen im folgenden, wie man
davon ausgehend eine „pseudoeuklidische Struktur“ erklären kann, aus der wir
dann ein Gerade von „relativistischen Längeneinheiten“ konstruieren.

Lemma 4.2.7.2 (Bestimmung quadratischer Formen aus ihren Nullstellen).
Haben zwei nichtausgeartete indefinite quadratische Formen auf einem endlichdi-
mensionalen reellen Vektorraum dieselben Nullstellen, so sind sie linear abhängig
alias gleich bis auf eine multiplikative Konstante.

Beweis. Sicher reicht es zu zeigen, daß jede quadratische Form q : Rn → R,
die für 0 < s < n auf der Nullstellenmenge L des Polynoms x2

1 + . . . + x2
s −

x2
s+1 . . . − x2

n verschwindet, ein skalares Vielfaches dieses Polynoms sein muß.
Schränken wir unsere Form auf die Ebene ein, auf der alle Koordinaten außer
x1 und xn verschwinden, so wird sie nach 3.5.4.5 ein skalares Vielfaches von
x2

1 − x2
n = (x1 + xn)(x1 − xn). Schränken wir unsere Form allgemeiner auf eine

Ebene {r~v+ t~w} ein mit ~v ∈ Rs×0 und ~w ∈ 0×Rn−s Vektoren der euklidischen
Norm ‖~v‖ = ‖~w‖ = 1, so gibt es aus demselben Grund a(~v, ~w) ∈ R× mit

q(r~v + t~w) = a(~v, ~w)(r2 − t2)

von r2 − t2 = (r + t)(r − t). Auswerten auf ~v zeigt a(~v, ~w1) = a(~v, ~w2) für alle
~w1, ~w2 und Auswerten auf ~w zeigt ebenso a(~v1, ~w) = a(~v2, ~w) für alle ~v1, ~v2. Die
Behauptung folgt.

4.2.7.3. Unter einer bilinearen Struktur auf einem reellen Vektorraum V verste-
hen wir einen eindimensionalen Untervektorraum S ⊂ Bil(V ) im Raum der Bi-
linearformen auf V . Ein bilinear strukturierter Vektorraum ist ein Paar (V, S)
aus einem reellen Vektorraum mit einer bilinearen Struktur S. Den Nullkegel in
einem strukturierten Vektorraum (V, S) erklären wir als die Menge aller Vektoren
v ∈ V mit s(v, v) = 0 ∀s ∈ S. Eine lineare Abbildung f : V → W von bilinear
strukturierten Vektorräumen (V, S), (W,T ) heißt strukturverträglich, wenn die
Bilinearformen aus S genau die Rückzüge von Bilinearformen aus T sind. Einen
strukturverträglichen Automorphismus eines bilinear strukturierten Vektorraums
nennen wir eine lineare Ähnlichkeitsabbildung.



442 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

4.2.7.4. Eine bilineare Struktur S, deren von Null verschiedene Elemente nicht-
ausgeartete symmetrische Bilinearformen sind, nennen wir eine pseudoeuklidi-
sche Struktur. Ist auf dem eindimensionalen Raum S zusätzlich eine Orientie-
rung ausgezeichnet, reden wir von einer orientiert pseudoeuklidischen Struk-
tur. Gegeben eine pseudoeuklidische Struktur S, deren von Null verschiedene
Elemente einen Typ (m,n) haben mit m 6= n, erklären wir ihre Standardorien-
tierung als diejenige Orientierung von S, die die Formen mit m > n als positiv
orientiert auszeichnet.
Beispiel 4.2.7.5. Der Richtungsraum der „Raumzeit der speziellen Relativitäts-
theorie“ trägt eine nach 4.2.7.2 durch den Lichtkegel wohlbestimmte pseudoeukli-
dische Struktur S. Gegeben s ∈ S vom Typ (3, 1) gilt für einen Richtungsvektor
v ganz allgemein

s(v, v) > 0 ⇔ v ist raumartig
s(v, v) = 0 ⇔ v ist lichtartig
s(v, v) < 0 ⇔ v ist zeitartig

4.2.7.6. Gegeben ein bilinear strukturierter Vektorraum (V, S) erklären wir sei-
ne Längengerade L = L(V, S) wie im euklidischen Fall als die Betragswurzel
4.1.5.10 aus dem Dualraum von S, in Formeln

L(V, S) :=
√
|S>|

Die Längengerade ist also ein orientierter eindimensionaler reeller Vektorraum.
Wie im euklidischen Fall erklären wir die Länge

‖ ‖ : V → L

durch die Vorschrift ‖v‖ :=
√
|λv| für λv : S → R gegeben durch s 7→ s(v, v)

und haben ‖αv‖ = |α|‖v‖ ∀α ∈ R. Für jede strukturverträgliche Abbildung
f : V → W von bilinear strukturierten Vektorräumen gibt es genau eine lineare
Abbildung L(f) : L(V )→ L(W ) mit ‖v‖ 7→ ‖f(v)‖ ∀v ∈ V .
Beispiel 4.2.7.7. Die positiven Elemente der Längengerade des Richtungsraums
der Raumzeit der speziellen Relativitätstheorie heißen relativistische Zeiteinhei-
ten oder gleichbedeutend relativistische Längeneinheiten.
4.2.7.8. Einen linearen Automorphismus eines bilinear strukturierten Vektorraums
(V, S) nennen wir orthogonal, wenn er jede Bilinearform s ∈ S erhält. Die Grup-
pe aller orthogonalen Automorphismen eines von (V, S) nennen wir seine ortho-
gonale Gruppe und notieren sie

O(V ) = O(V, S)

Ist V darüber hinaus endlichdimensional, so erklären wir weiter seine spezielle
orthogonale Gruppe

SO(V ) = SO(V, S)
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als die Untergruppe SO(V ) ⊂ O(V ) aller orientierungserhaltenden orthogonalen
Automorphismen von V . Im Fall einer pseudoeuklidischen Struktur haben offen-
sichtlich alle Elemente von O(V ) bereits die Determinante ±1.

4.2.7.9. Gegeben ein reeller affiner Raum E mit einer bilinearen Struktur auf sei-
nem Richtungsraum nennen wir diejenigen Affinitäten, deren Richtungsanteil or-
thogonal ist, die orthogonalen Affinitäten. Die Gruppe aller orthogonalen Affi-
nitäten notieren wir Oaff(E) und nennen sie die orthogonalaffine Gruppe. Die-
jenigen Affinitäten, deren Richtungsanteil eine lineare Ähnlichkeit ist, nennen wir
Ähnlichkeiten. Die Gruppe der Ähnlichkeiten notieren wir GOaff(E).

Übungen

Übung 4.2.7.10. Gegeben der Vektorraum V = R2 mit der symmetrischen Biline-
arform 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y2 + x2y1 zeige man, daß die orthogonale Gruppe
O(V ) beschrieben werden kann als

O(V ) =

{(
a 0
0 a−1

)
,

(
0 a
a−1 0

)∣∣∣∣ a ∈ R×}
Man verwendet vielfach die Notation Rp+q für den Vektorraum Rp+q mit der sym-
metrischen Bilinearform zur Fundamentalmatrix diag(Ip,−Iq) und die Notation
O(p, q) := O(Rp+q). Man zeige, daß die eben beschriebene Gruppe O(V ) iso-
morph ist zu O(1, 1). Man mag die ersteren Elemente oben „hyperbolische Rota-
tionen“ nennen und die letzteren Elemente „hyperbolische Spiegelungen“.

4.2.8 Affine Struktur durch Lichtkegel*
Satz 4.2.8.1 (Alexandroff). Auf einer MengeX mit einer RelationL+ ⊂ X2 exis-
tiert höchstens eine Struktur als reeller affiner Raum der Dimension dimRX = 4
derart, daß es linear unabhängige Linearformen x, y, z, t auf dem zugehörigen
Richtungsraum ~X gibt mit

L+ = {(p, p+ v) | v ∈ ~X mit x(v)2 + y(v)2 + z(v)2 − t(v)2 = 0 und t(v) ≥ 0}

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der anschließenden Proposition 4.2.8.3.

4.2.8.2. Dieser Satz sagt uns, daß in der speziellen Relativitätstheorie die Struktur
der Raumzeit als reeller affiner Raum bereits durch die Vorgabe der Lichtkegel
eindeutig bestimmt ist. Eine analoge Aussage für die klassische Mechanik ist Satz
3.3.3.1, nach dem die Struktur des Raums der klassischen Mechanik als reeller
affiner Raum bereits durch die Vorgabe der Sichtlinien eindeutig bestimmt ist.



444 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

Proposition 4.2.8.3. Man betrachte auf X := R4 die Relation

L+ := {(p, p+ (x, y, z, t)>) ∈ X2 | x2 + y2 + z2 − t2 = 0, t ≥ 0}

Alle Bijektionen φ : X
∼→ X , die diese Relation festhalten, die also in Formeln

die Eigenschaft (φ× φ)(L+) = L+ haben, sind affin.

Beweis. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1. Geraden mit lichtartigem Richtungsvektor können allein mithilfe der Daten
(X,L+) beschrieben werden als die maximalen Teilmengen L ⊂ X mit der Ei-
genschaft, daß für alle p, q ∈ L gilt (p, q) ∈ L+ oder (q, p) ∈ L+. Unsere Bijek-
tion φ überführt folglich Geraden mit lichtartigem Richtungsvektor in ebensolche.

2. Gegeben ein Ereignis p ∈ X bezeichne L+
p := {x ∈ X | (p, x) ∈ L+} den

„vom Ereignis p ausgehenden Lichtkegel“ und L−p := {x ∈ X | (x, p) ∈ L+}
den „beim Ereignis p endenden inversen Lichtkegel“ und

Lp := L+
p ∪ L−p

den „beidseitigen Lichtkegel zu p“. Von einem Punkt p ausgehende Lichtstrahlen
können allein mithilfe der Daten (X,L+) beschrieben werden als Schnitte des von
p ausgehenden Lichtkegels mit durch p laufenden Geraden mit lichtartigem Rich-
tungsvektor. Bei einem Punkt p ankommende Lichtstrahlen können ebenso allein
mithilfe der Daten (X,L+) beschrieben werden als Schnitte des bei p endenden
inversen Lichtkegels mit durch p laufenden Geraden mit lichtartigem Richtungs-
vektor.

3. Auf der Raumzeit X betrachten wir die kleinste transitive und reflexive Rela-
tion K+ im Sinne von 10.2.2.1, die die Relation L+ umfaßt. Explizit haben wir
also (p, q) ∈ K+ genau dann, wenn es eine Sequenz p = p0, p1, . . . , pn = q von
Ereignissen gibt mit (pi−1, pi) ∈ L+ für i = 1, . . . , n. Es scheint mir klar, daß
(p, q) ∈ K+ gleichbedeutend ist dazu, daß q− p kausal ist. Wann also q kausal zu
p liegt oder umgekehrt, ist auch bereits durch die Daten (X,L+) festgelegt. Wann
weder das eine noch das andere gilt, wann also p raumartig zu q liegt, ist mithin
auch bereits durch die Daten (X,L+) festgelegt.

4. Wir zeigen nun, daß auch Geraden mit raumartigem Richtungsvektor allein mit-
hilfe der Daten (X,L+) beschrieben werden können. Gegeben zwei verschiedene
Punkte p, q ∈ X mit raumartigem Verbindungsvektor q − p setzen wir dazu

N(p, q) := {r ∈ X | Lp ∩ Lq ∩ Lr = ∅}

In der anschließenden Bemerkung 4.2.8.4 geben wir eine explizite Beschreibung
dieser Menge N(p, q). Sie zeigt, daß ein Punkt r ∈ X\{p, q} genau dann auf
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der Geraden durch p und q liegt, wenn gilt r ∈ N(p, q) und wenn es zusätzlich
weder einen von r ausgehenden noch einen bei r ankommenden Lichtstrahl gibt,
der ganz in N(p, q) enthalten ist. Das zeigt, daß auch Geraden mit raumartigem
Richtungsvektor allein mithilfe der Daten (X,L+) beschrieben werden können.

5. Zu je zwei Geraden mit raumartigem Richtungsvektor, die sich in genau einem
Punkt p treffen, bildet nun die Vereinigung aller raumartigen Geraden, die unsere
beiden vorgegebenen Geraden in verschiedenen Punkten treffen, zusammen mit p
eine affine Ebene in X , und wir erhalten so alle affinen Ebenen in X . Also macht
unsere Bijektion φ affine Ebenen zu affinen Ebenen und damit beliebige affine
Geraden alias Schnitte verschiedener affiner Ebenen mit mindestens zwei Punkten
zu affinen Geraden. Dann aber muß unsere Abbildung nach 3.3.3.1 bereits affin
sein.

4.2.8.4. Hier holen wir die explizite Beschreibung der Menge N(p, q) nach, die
im vorhergehenden Beweis benötigt wurde. Gegeben r ∈ X\{p, q} sind wir in
genau einem der folgenden Fälle:

1. r liegt auf einer Gerade mit p und q. Dann gilt offensichtlich r ∈ N(p, q);

2. r spannt mit p und q eine affine Ebene auf, deren von Null verschiedene Rich-
tungsvektoren sämtlich raumartig sind. Dann gilt offensichtlich r 6∈ N(p, q);

3. r spannt mit p und q eine affine Ebene auf, auf deren Richtungsraum unsere Bi-
linearform ausgeartet ist. Für derartige r gilt r ∈ N(p, q)⇔ r ∈ Lp∪Lq. Um das
zu sehen, müssen wir etwas rechnen. Da unsere Fragestellung unter Streckungen
invariant ist, dürfen wir nach der Variante 4.2.4.4 des Satzes von Witt ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit p = (0, 0, 0, 0), q = (2, 0, 0, 0) und r = (x, 0, t, t)
annehmen mit t 6= 0. Dann ist r ∈ N(p, q) gleichbedeutend zur Unlösbarkeit des
Gleichungssystems

λ2 + µ2 + ν2 − τ 2 = 0
(λ− 2)2 + µ2 + ν2 − τ 2 = 0

(λ− x)2 + µ2 + (ν − t)2 − (τ − t)2 = 0

Durch Subtraktion der obersten Gleichung von den beiden anderen erhalten wir
das äquivalente System

λ2 + µ2 + ν2 − τ 2 = 0
λ = 1

x2 − 2λx+ t2 − 2νt− t2 + 2τt = 0

und weiter das äquivalente System

1 + µ2 + (ν + τ)(ν − τ) = 0
x2 − 2x = 2t(ν − τ)



446 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

und schließlich das äquivalente System

1 + µ2 + (ν + τ)(x2 − 2x)/2t = 0

Dies System aber ist unlösbar für x2−2x = 0 und lösbar sonst, was genau unserer
Behauptung entspricht.

4. r spannt mit p und q eine affine Ebene auf, auf deren Richtungsraum unsere
Bilinearform indefinit ist. In diesem Fall zeigen wir

r ∈ N(p, q) ⇔ r liegt raumartig zum einen und kausal oder
antikausal zum anderen unserer beiden Punkte p, q,
liegt jedoch mit keinem der beiden auf einer Lichtgerade.

Der Nachweis geschieht wieder durch Rechnung. Diesmal dürfen wir ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit p = (0, 0, 0, 0), q = (2, 0, 0, 0) und r = (x, 0, 0, t)
mit t 6= 0 annehmen. Dann ist r ∈ N(p, q) äquivalent zur Unlösbarkeit des Glei-
chungssystems

λ2 + µ2 + ν2 − τ 2 = 0
(λ− 2)2 + µ2 + ν2 − τ 2 = 0

(λ− x)2 + µ2 + ν2 − (τ − t)2 = 0

Wie zuvor gelangen wir durch Subtraktion der ersten Gleichungen von den ande-
ren zum äquivalenten Gleichungssystem

1 + µ2 + ν2 − τ 2 = 0
x2 − 2x+ 2τt− t2 = 0

Die zweite Gleichung liefert τ = (t2 +2x−x2)/2t und das System ist genau dann
lösbar wenn für dies τ = τ(x, t) gilt τ 2 ≥ 1. Suchen wir die (x, t) ∈ R2 mit t 6= 0
und τ(x, t) = 1, so ergibt sich

2(t− x) = (t− x)(t+ x)

alias t = x oder t = 2−x. Suchen wir die (x, t) ∈ R2 mit t 6= 0 und τ(x, t) = −1,
so ergibt sich analog

−2(t+ x) = (t− x)(t+ x)

alias t = −x oder t = x − 2. Wir erhalten auf diese Weise nebenstehendes Bild
für die Stellen, an denen τ den Wert Eins beziehungsweise Minus Eins annimmt.
Es folgt, daß τ 2 in den offenen schraffierten Bereichen kleiner ist als Eins, so daß
wir dort keine Lösungen haben. Ebenso folgt, daß τ 2 in allen übrigen Bereichen
größer als Eins ist, so daß wir dort Lösungen haben. Keine Lösungen finden wir
also genau dann, wenn r strikt raumartig zu einem unserer Punkte p, q und strikt
zeitartig zum anderen liegt.
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4.3 Hauptraumzerlegung und Jordanzerlegung

4.3.1 Motivation durch Differentialgleichungen*
4.3.1.1. Wie in 10.7.2.3 im Reellen und beim Beweis von 10.7.3.6 im Komplexen
besprochen wird, erklärt man die Exponentialabbildung auf komplexen quadrati-
schen Matrizen durch die Exponentialreihe

exp : Mat(n;C) → Mat(n;C)

A 7→
∑∞

k=0
1
k!
Ak

Wie dort besprochen wird, spielt diese Abbildung eine zentrale Rolle bei der
Lösung von Systemen linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten. Ist genauer A ∈ Mat(n;C) eine quadratische Matrix und c ∈ Cn ein
Spaltenvektor, so gibt es genau eine differenzierbare Abbildung γ : R → Cn mit
Anfangswert γ(0) = c und γ̇(t) = Aγ(t) für alle t ∈ R, nämlich die Abbildung

γ(t) = exp(tA)c

Fast noch grundlegender zeigen wir in 22.1.4.3, und diesen Beweis könnten Sie
mit den Kenntnissen von Analysis 2 auch jetzt schon verstehen, daß jeder steti-
ge Gruppenhomomorphismus ϕ : R → GL(V ) in die Automorphismengruppe
eines endlichdimensionalen reellen oder komplexen Vektorraums V die Gestalt
ϕ(t) = exp(tA) hat für genau ein A ∈ EndV . Es ist also wichtig, die Exponenti-
alabbildung für Matrizen A 7→ expA zu verstehen.

4.3.1.2. Um die Exponentialabbildung für Matrizen A 7→ expA zu verstehen
bemerkt man zunächst die Formel exp(PAP−1) = P (expA)P−1 für invertierba-
res P . Sie folgt direkt aus der Definition. Des weiteren erklären wir in 10.7.2.4,
warum für kommutierende quadratische Matrizen A,B stets gilt

exp(A+B) = (expA)(expB)

In 4.3.3.1 werden wir im folgenden die „Jordan-Zerlegung“ herleiten, nach der
sich jede komplexe quadratische Matrix A auf genau eine Weise zerlegen läßt als
eine SummeA = D+N mitD diagonalisierbar undN nilpotent undDN = ND.
Ist zusätzlich P invertierbar mit PDP−1 = diag(λ1, . . . , λn), so folgt

expA = (expD)(expN)
= P−1 exp(diag(λ1, . . . , λn))P expN
= P−1 diag(eλ1 , . . . , eλn)P expN

exp tA = P−1 diag(etλ1 , . . . , etλn)P exp tN
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Hierbei bricht die Reihe für exp tN ab und wir erhalten so ein recht befriedi-
gendes qualitatives Bild und mit der „Jordan’schen Normalform“ 4.3.4.5 und et-
was mehr Rechnen auch eine sehr explizite Beschreibung der Lösungen unserer
Differentialgleichung γ̇(t) = Aγ(t) und für stetige Gruppenhomomorphismen
R→ GL(n;C).

Übungen

Ergänzende Übung 4.3.1.3. Die Exponentialabbildung von reellen Matrizen lie-
fert eine Bijektion

exp : {symmetrische Matrizen} ∼→ {positiv definite symmetrische Matrizen}

4.3.2 Hauptraumzerlegung

Definition 4.3.2.1. Gegeben ein Endomorphismus f : V → V eines Vektorraums
V und ein Skalar λ aus dem Grundkörper K erklären wir den Eigenraum von f
zum Eigenwert λ durch

Eig(f ;λ) = Eig(f |V ;λ) := {v ∈ V | f(v) = λv} = ker(f − λ id)

und den Hauptraum von f zum Eigenwert λ durch

Hau(f ;λ) = Hau(f |V ;λ) :=
⋃
n≥0

ker(f − λ id)n

Der Eigenraum zum Eigenwert λ besteht also aus allen Eigenvektoren zum Ei-
genwert λ und dem Nullvektor. Die Elemente des Hauptraums zum Eigenwert λ
heißen die Hauptvektoren zum Eigenwert λ. Der Nullvektor ist insbesondere
ein Hauptvektor zu jedem Eigenwert. Ist λ ∈ K kein Eigenwert von f , so haben
wir Eig(f ;λ) = 0 und offensichtlich oder nach 4.3.2.6 auch Hau(f ;λ) = 0.

4.3.2.2 (Eigenräume zu den Eigenwerten Null und Eins). Der Eigenraum zum
Eigenwert Null einer linearen Abbildung f : V → V ist ihr Kern

Eig(f |V ; 0) = ker f

Der Eigenraum zum Eigenwert Eins einer linearen Abbildung f : V → V besteht
aus den Fixpunkten unserer Abbildung, in Formeln

Eig(f |V ; 1) = V f
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Beispiel 4.3.2.3 (Hauptraum zum Eigenwert Null und Nilpotenz). Der Haupt-
raum zum Eigenwert Null des durch Ableiten gegebenen Endomorphismus des
Raums der Polynomfunktionen ∂ : R[t] → R[t] ist der ganze Raum, in Formeln
Hau(∂; 0) = R[t]. Allgemeiner hat ein Endomorphismus f : V → V eines Vek-
torraums die Eigenschaft Hau(f ; 0) = V genau dann, wenn es für jeden Vektor
v ∈ V ein n ∈ N gibt mit fn(v) = 0. Ein Endomorphismus f eines Vektorraums
mit dieser Eigenschaft heißt lokal nilpotent. Der Hauptraum zum Eigenwert Null
des durch Ableiten gegebenen Endomorphismus ∂ : C∞ → C∞ des Raums der
glatten reellwertigen Funktionen C∞ := C∞R (R) auf der reellen Zahlengeraden
besteht aus den Polynomfunktionen, in Formeln

Hau(∂|C∞; 0) = R[t]

Präziser zeigt man in der Analysis, daß eine glatte Funktion R → R genau dann
durch ein Polynom vom Grad höchstens n dargestellt werden kann, wenn ihre
(n+ 1)-te Ableitung die Nullfunktion ist.

Definition 4.3.2.4. Gegeben eine Abbildung f : X → X von einer Menge in sich
selbst nennen wir eine Teilmenge Y ⊂ X stabil unter f , wenn gilt f(Y ) ⊂ Y
alias x ∈ Y ⇒ f(x) ∈ Y .

4.3.2.5 (Stabilität der Haupt- und Eigenräume). Gegeben ein Endomorphismus
f : V → V eines Vektorraums V sind alle seine Eigenräume und Haupträume Un-
tervektorräume. Sie sind auch offensichtlich stabil unter unserem Endomorphis-
mus f , ja sogar unter jedem Endomorphismus g : V → V , der mit f kommutiert.
Ist noch allgemeiner g : V → W eine lineare Abbildung und sind x ∈ EndV und
y ∈ EndW gegeben mit gx = yg, so gilt

g(Eig(x;λ)) ⊂ Eig(y;λ) und g(Hau(x;λ)) ⊂ Hau(y;λ).

4.3.2.6 (Verschwinden von Haupt- und Eigenräumen). Ist der Hauptraum zu
einem Eigenwert λ nicht Null, so ist auch der zugehörige Eigenraum nicht Null.
Ist in der Tat ein Vektor v 6= 0 gegeben mit (f − λ id)nv = 0 für ein n ∈ N, so
gibt es auch ein kleinstmögliches derartiges n ≥ 1, und dann ist (f − λ id)n−1v
ein Eigenvektor zum Eigenwert λ.

Proposition 4.3.2.7 (Direktheit der Summe der Haupträume). Gegeben ein
Vektorraum V über einem Körper K und ein Endomorphismus f : V → V von V
und paarweise verschiedene Skalare λ1, . . . , λr ∈ K liefern die Einbettungen der
Haupträume eine Injektion

Hau(f ;λ1)⊕ . . .⊕ Hau(f ;λr) ↪→ V
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Vorschau 4.3.2.8. In 4.7.8.8 will ich erklären, in welchem Sinne das sogar gilt,
wenn wir alle Skalare λ ∈ K gleichzeitig betrachten.

Beweis. Wir beginnen mit einer Vorüberlegung und zeigen zunächst für λ 6= µ,
daß ein Hauptvektor v 6= 0 zum Eigenwert λ nie ein Eigenvektor zum Eigenwert
µ sein kann. In der Tat hätten wir sonst für hinreichend großes n eine Identität der
Gestalt

0 = (f − λ id)n(v) = (µ− λ)n(v)

und es folgte v = 0. In anderen Worten induziert (f − µ id) für λ 6= µ eine
Injektion

(f − µ id) : Hau(f ;λ) ↪→ Hau(f ;λ)

auf dem Hauptraum zu λ. Seien nun v1, . . . , vr Hauptvektoren zu paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten λ1, . . . , λr. Es gilt zu zeigen, daß aus v1 + . . . + vr = 0
folgt v1 = . . . = vr = 0. Sicher finden wir ein n ∈ Nmit (f−λi id)nvi = 0 für alle
i. Wenden wir nun (f−λ2 id)n . . . (f−λr id)n auf unsere Identität v1+. . .+vr = 0
an, so folgt bereits (f − λ2 id)n . . . (f − λr id)n(v1) = 0 und damit nach unserer
Vorüberlegung zu Injektionen auf Haupträumen v1 = 0. Dasselbe Argument zeigt
vi = 0 für alle i.

Beispiel 4.3.2.9 (Lineare Unabhängigkeit der Funktionen tneλt). Wir zeigen,
daß im R-Vektorraum C∞ := C∞R (R) der glatten reellwertigen Funktionen die
Funktionen t 7→ tneλt eine linear unabhängige Familie (tneλt)(n,λ)∈N×R bilden.
In der Tat, betrachten wir den durch das Ableiten gegebenen Endomorphismus
∂ : C∞ → C∞, so liegen alle tneλt für festes λ im λ-Hauptraum Hau(∂;λ). We-
gen 4.3.2.7 reicht es also, für jedes feste λ die lineare Unabhängigkeit der tneλt zu
zeigen. Diese folgt hinwiederum unmittelbar aus unserer Erkenntnis 3.5.3.19, daß
ein reelles Polynom nur dann überall den Wert Null annimmt, wenn es das Nullpo-
lynom ist. In derselben Weise zeigt man auch, daß im C-Vektorraum C∞(R) aller
beliebig oft differenzierbaren Funktionen R → C die Funktionen t 7→ tneλt für
komplexe λ eine linear unabhängige Familie (tneλt)(n,λ)∈N×C bilden, vergleiche
10.7.4.2.

Satz 4.3.2.10 (Fitting-Zerlegung). Gegeben ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums besitzt der Hauptraum zum Eigenwert Null genau ein
unter unserem Endomorphismus stabiles Komplement und die Restriktion unseres
Endomorphismus auf dies Komplement ist ein Isomorphismus.

Beweis. Bezeichnet f : V → V unseren Endomorphismus, so zeigen wir zunächst,
daß für hinreichend großes n� 0 unser Vektorraum V in die direkte Summe

(ker fn)⊕ (im fn)
∼→ V



452 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

zerfällt. Die Bilder der f ν bilden in der Tat für wachsendes ν eine monoton fal-
lende Folge von Untervektorräumen. Da V nach Annahme endliche Dimension
hat, gibt es eine Stelle n, ab der diese Folge konstant wird. Für dieses n muß
die Surjektion fn : (im fn) � (im f 2n) aus Dimensionsgründen ein Isomor-
phismus sein, also haben wir (ker fn) ∩ (im fn) = 0, und nochmaliger Dimen-
sionsvergleich mit der Dimensionsformel 3.2.2.5 zeigt über 3.2.2.16 die behaup-
tete Zerlegung. Sie heißt die Fitting-Zerlegung. Ab derselben Stelle n muß aus
Dimensionsgründen auch die aufsteigende Folge der Untervektorräume (ker f ν)
stagnieren, so daß gilt (ker fn) = Hau(f ; 0). Ist schließlichW ⊂ V ein f -stabiler
Teilraum mit W ∩ (ker fn) = 0, so folgt f(W ) = W und damit W ⊂ (im fn).
Das zeigt die behauptete Eindeutigkeit.

Proposition 4.3.2.11 (Hauptraumdimension als Nullstellenordnung). Gege-
ben ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums stimmt die Di-
mension jedes Hauptraums überein mit der Vielfachheit des entsprechenden Ei-
genwerts als Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

4.3.2.12. Man nennt diese Vielfachheit auch die algebraische Vielfachheit des
Eigenwerts, im Gegensatz zu seiner geometrischen Vielfachheit, unter der man
die Dimension des zugehörigen Eigenraums versteht.

Beweis. Sei f : V → V unser Endomorphismus und λ ein Skalar. Die Fitting-
Zerlegung zu (f − λ id) zerlegt V in die direkte Summe des λ-Hauptraums und
eines f -stabilen Komplements

V = Hau(f ;λ)⊕W

derart, daß λ kein Eigenwert von f : W → W ist. Auf dem Hauptraum ist
(f − λ id) nilpotent. Nach 3.2.6.15 finden wir also darin eine Basis, bezüglich
derer die Matrix von (f − λ id) obere Dreiecksgestalt hat mit Nullen auf der Dia-
gonalen. Bezüglich derselben Basis hat die Matrix von f obere Dreiecksgestalt
mit lauter Einträgen λ auf der Diagonalen. Ergänzen wir diese Basis durch eine
Basis des Komplements W zu einer Basis von V , so ist die zugehörige Matrix
von f : V → V blockdiagonal. Unsere Formel 3.6.6.10 für die Determinante
einer blockdiagonalen Matrix liefert dann für das charakteristische Polynom die
Darstellung

χf (T ) = (λ− T )d · χf |W (T )

für d := dim Hau(f ;λ) die Dimension des λ-Hauptraums und χf |W (T ) ein Poly-
nom ohne Nullstelle bei λ.

Satz 4.3.2.13 (Hauptraumzerlegung). Ein Vektorraum endlicher Dimension über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper zerfällt unter jedem Endomorphismus
in die direkte Summe seiner Haupträume.
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4.3.2.14. Ist f : V → V unser Endomorphismus und sind λ1, . . . , λn seine Ei-
genwerte, so gilt also in Formeln Hau(f ;λ1)⊕ . . .⊕ Hau(f ;λn)

∼→ V unter der
durch die Addition gegebenen Abbildung.

4.3.2.15. Der Satz gilt mit dem ersten Beweis auch, wenn wir statt der algebrai-
schen Abgeschlossenheit des Grundkörpers nur voraussetzen, daß das charakte-
ristische Polynom unseres Endomorphismus über unserem Körper vollständig in
Linearfaktoren zerfällt.

Erster Beweis. Der Satz folgt mit der Direktheit der Summe der Haupträume
4.3.2.7 und Dimensionsvergleich unmittelbar aus Proposition 4.3.2.11, nach der
die Dimensionen der Haupträume mit den Vielfachheiten der entsprechenden Ei-
genwerte als Nullstellen des charakteristischen Polynoms zusammenfallen.

Zweiter Beweis. Gegeben ein Skalar λ zeigt die Fittingzerlegung, wenn wir sie
auf (f − λ id) anwenden, daß der Hauptraum Hau(f ;λ) ein f -stabiles Komple-
ment hat. Mit Induktion über die Dimension folgt, daß unser Vektorraum von
seinen Haupträumen erzeugt wird. Die Direktheit der Summe der Haupträume
kennen wir schon aus 4.3.2.7.

Übungen

Ergänzende Übung 4.3.2.16. Ein Vektorraum über einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper zerfällt unter einem Endomorphismus in die direkte Summe seiner
Haupträume genau dann, wenn unser Endomorphismus lokal endlich ist, als da
heißt, jeder Vektor liegt in einem endlichdimensionalen unter unserem Endomor-
phismus stabilen Teilraum.

Ergänzende Übung 4.3.2.17. Gegeben ein diagonalisierbarer Endomorphismus f
eines Vektorraums V und ein unter f stabiler Teilraum W ⊂ V gilt stets f(W ) =
W ∩ f(V ). Man gebe auch ein Gegenbeispiel für allgemeines f .

Ergänzende Übung 4.3.2.18 (Simultane Eigenvektoren). Für jede Menge von
paarweise kommutierenden trigonalisierbaren Endomorphismen eines von Null
verschiedenen endlichdimensionalen Vektorraums gibt es mindestens einen si-
multanen Eigenvektor. Hinweis: 4.3.2.5

Übung 4.3.2.19 (Spektralsatz für normale Endomorphismen). Ein Endomor-
phismus eines Skalarproduktraums heißt normal, wenn er einen Adjungierten
besitzt und mit seinem Adjungierten kommutiert. Man zeige: Ein Endomorphis-
mus eines endlichdimensionalen komplexen Skalarproduktraums ist genau dann
normal, wenn es dazu eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren gibt. Hinweis:
Kommutierende Endomorphismen stabilisieren die Eigenräume aller beteiligten
Endomorphismen. Ist A∗ adjungiert zu A, so sind A+A∗ und i(A−A∗) selbstad-
jungiert. Alternativer Zugang: Man beginne mit einem gemeinsamen Eigenvektor
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von A und A∗ und wiederhole von dort ausgehend den Beweis des Spektralsatzes
für selbstadjungierte Endomorphismen.

Ergänzende Übung 4.3.2.20. Gegeben ein Vektorraum mit einem lokal endlichen
Endomorphismus besitzt der Hauptraum zu Null stets genau ein unter besagtem
Endomorphismus stabiles Komplement.

Ergänzung 4.3.2.21 (Ein Nullhauptraum ohne stabiles Komplement). Betrach-
ten wir Vektorräume unendlicher Dimension, so besitzt der Hauptraum zum Ei-
genwert Null eines Endomorphismus im allgemeinen kein unter besagtem Endo-
morphismus stabiles Komplement mehr. Betrachten wir zum Beispiel den Vek-
torraum V aller Abbildungen von der Menge {(i, j) ∈ N2 | i ≥ j} in unseren
Grundkörper und den Endomorphismus, der „jede Zeile eins nach unten rückt
und die unterste Zeile zu Null macht“. Der Hauptraum H zum Eigenwert Null be-
steht aus allen Funktionen, die nur auf endlich vielen Zeilen von Null verschieden
sind. Nun betrachten wir den Vektor v ∈ V mit

v(i, j) =

{
1 i = 2j;
0 sonst.

Sein Bild ist im in 4.4.5.4 diskutierten Quotientenvektorraum v̄ ∈ V/H ein von
Null verschiedener Vektor, der im Bild jeder Potenz unseres Endomorphismus
liegt. In V selbst gibt es jedoch keinen derartigen von Null verschiedenen Vektor,
folglich kann H ⊂ V kein unter unserem Endomorphismus stabiles Komplement
besitzen.
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4.3.3 Jordanzerlegung
Satz 4.3.3.1 (Jordanzerlegung). Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper und x ∈ EndV ein Endomor-
phismus von V . So gibt es genau eine Zerlegung x = xs + xn mit xs diagonali-
sierbar, xn nilpotent und xsxn = xnxs.

4.3.3.2. Statt den Grundkörper algebraisch abgeschlossen anzunehmen, reicht für
die Gültigkeit unseres Satzes auch die Annahme aus, daß das charakteristische
Polynom unseres Endomorphismus über unserem Körper vollständig in Linear-
faktoren zerfällt. Der Beweis bleibt derselbe.

4.3.3.3. Daß der Endomorphismus jetzt plötzlich x heißt, obwohl er sonst immer
f hieß, hat keine tieferen Gründe. Es hat jedoch den Vorteil, den Buchstaben f
freizumachen für andere lineare Abbildungen.

4.3.3.4. Der untere Index s bei xs steht für semisimple, die deutsche Übersetzung
dafür ist halbeinfach. In der Situation des Satzes heißt xs der halbeinfache und
xn der nilpotente Anteil von x. Die Zerlegung aus dem Satz bezeichnet man
genauer auch als additive Jordan-Zerlegung, wenn man Verwechslungen mit
der „multiplikativen Jordan-Zerlegung“ aus 4.3.3.20 befürchtet.

Vorschau 4.3.3.5. Ganz allgemein heißt ein Endomorphismus x eines k-Vektor-
raums V halbeinfach, wenn V mit der Struktur als k[T ]-Modul, bei der die Va-
riable T durch x operiert, halbeinfach ist im Sinne von 8.2.3.1 alias die Summe
seiner einfachen Untermoduln. Mit den dort eingeführten Methoden zeigt man
leicht, daß das gleichbedeutend dazu ist, daß unser Endomorphismus x „nach Er-
weiterung der Skalare zum algebraischen Abschluß“ diagonalisierbar ist. Ersetzen
wir im Satz die Bedingung „diagonalisierbar“ durch die Bedingung „halbeinfach“,
so bleibt er auch ohne alle Forderungen an das charakteristische Polynom gültig
für im Sinne von 6.3.9.21 „vollkommene“ Grundkörper, wie Sie im Rahmen der
sogenannten „Galoistheorie“ als Übung 6.4.1.27 zeigen mögen.

Beweis. Gegeben ein Endomorphismus x eines Vektorraums endlicher Dimensi-
on über einem algebraisch abgeschlossenen Körper erklären wir einen weiteren
Endomorphismus xs durch die Vorschrift, daß er auf dem Hauptraum Hau(x;λ)
von x zum Eigenwert λ jeweils durch die Multiplikation mit λ operieren soll.
Dann ist xs diagonalisierbar, und setzen wir xn = x − xs, so ist xn nilpotent und
xs kommutiert mit x und dann auch mit xn. Das zeigt die Existenz unserer Zerle-
gung. Ist x = s+n eine weitere Zerlegung mit s diagonalisierbar, n nilpotent und
sn = ns, so folgt zunächst sx = xs und dann, da s die Haupträume von x stabi-
lisieren muß, auch sxs = xss. So erkennen wir, daß x, s, n, xs und xn paarweise
kommutieren. Natürlich ist dann xn−n nilpotent. Da s die Haupträume von x sta-
bilisiert und da nach 3.6.6.19 auch die Restriktion von s auf besagte Haupträume
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diagonalisierbar ist, folgt aus der Definition von xs, daß auch xs−s diagonalisier-
bar sein muß. Aus xn − n = s− xs folgt dann aber sofort, daß beide Seiten Null
sein müssen. Das zeigt die Eindeutigkeit unserer Zerlegung.

Ergänzung 4.3.3.6 (Halbeinfacher Anteil als Wert eines Polynoms). In der Si-
tuation des Satzes lassen sich xs und xn sogar als Polynome in x ohne konstan-
ten Term ausdrücken, als da heißt, es gibt P,Q ∈ TC[T ] mit xs = P (x) und
xn = Q(x). In der Tat, falls N so groß ist, daß gilt Hau(x;λ) = ker(x− λ)N für
alle λ, so erhält man ein mögliches P aus dem chinesischen Restsatz 6.2.3.4 als
simultane Lösung der Kongruenzen P ≡ λ (mod (T − λ)N) für alle Eigenwerte
λ von x und für λ = 0, und ein mögliches Q ist dann T − P (T ). Ich mag die
in der Literatur übliche Argumentation mit diesen Polynomen nicht, sie sind mir
zu willkürlich. Stattdessen ziehe ich die Argumentation mit der Funktorialität der
Jordan-Zerlegung vor, die im Anschluß diskutiert wird.

Satz 4.3.3.7 (Funktorialität der Jordan-Zerlegung). Gegeben eine lineare Ab-
bildung von endlichdimensionalen Vektorräumen über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper f : V → W und x ∈ EndV sowie y ∈ EndW Endomor-
phismen folgt aus fx = yf bereits fxs = ysf und fxn = ynf .

Beweis. Aus fx = yf folgt zunächst f(Hau(x;λ)) ⊂ Hau(y;λ). Nach der im
Beweis von 4.3.3.1 gegebenen Beschreibung der Jordan-Zerlegung impliziert das
unmittelbar fxs = ysf und dann auch fxn = ynf .

4.3.3.8. Stabilisiert speziell ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vek-
torraums über einem algebraisch abgeschlossenen Körper einen vorgegebenen
Teilraum, so stabilisieren nach 4.3.3.7 auch sein halbeinfacher und sein nilpo-
tenter Anteil besagten Teilraum.

Ergänzung 4.3.3.9. Unsere Sätze über die Jordan-Zerlegung 4.3.3.1 und deren
Funktorialität 4.3.3.7 gelten analog, wenn man statt der Endlichdimensionalität
der darin auftauchenden Vektorräume nur fordert, daß die fraglichen Endomor-
phismen x und y im Sinne von 4.3.2.16 lokal endlich sein sollen, und von xn und
yn schwächer nur fordert, daß sie im Sinne von 4.3.2.3 lokal nilpotent sein sollen.

Übungen

Übung 4.3.3.10. Gegeben kommutierende Endomorphismen x, y eines endlich-
dimensionalen Vektorraums über einem algebraisch abgeschlossenen Körper gilt
(x+ y)s = xs + ys und (x+ y)n = xn + yn.

Weiterführende Übung 4.3.3.11. Gegeben x, y kommutierende lokal endliche En-
domorphismen eines Vektorraums über einem algebraisch abgeschlossenen Körper.
ist auch x+y lokal endlich und es gilt (x+y)s = xs +ys sowie (x+y)n = xn +yn.
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Ergänzende Übung 4.3.3.12 (Operatornorm und Spektralradius). Sei x ein En-
domorphismus eines von Null verschiedenen endlichdimensionalen komplexen
normierten Vektorraums V im Sinne von 11.2.3.2. Bezeichne ‖ ‖ die zugehöri-
ge Operatornorm auf EndV im Sinne von 11.2.3.16. Man zeige, daß die Folge
n
√
‖xn‖ für n → ∞ gegen das Maximum der Beträge der Eigenwerte alias den

Spektralradius von x strebt. Hinweis: Zunächst folgere man aus 11.2.3.13, daß
der fragliche Grenzwert nicht von der auf unserem Vektorraum gewählten Norm
abhängt. Dann behandle man den diagonalisierbaren Fall mithilfe der Maximums-
norm in Bezug auf eine geeignete Basis. Schließlich behandle man den allgemei-
nen Fall mithilfe der Jordan-Zerlegung und erinnere 10.4.3.16.

Ergänzende Übung 4.3.3.13 (Bilder halbeinfacher Anteile). Gegeben ein end-
lichdimensionaler Vektorraum V über einem algebraisch abgeschlossenen Körper
und ein Endomorphismus x : V → V haben wir stets

imx ⊃ imxs

Hinweis: Das Bild von xs ist genau die Summe der Haupträume zu von Null ver-
schiedenen Eigenwerten und das Bild von x umfaßt offensichtlich diese Summe.
Alternativ erkennt man imx ⊃ im(xNs ) für hinreichend großes N durch Entwick-
lung von xNs = (x − xn)N nach der binomischen Formel und Ausklammern von
x, und die Behauptung folgt wegen imxs = imxNs .

Ergänzende Übung 4.3.3.14 (Automorphismen der Ordnung Zwei). Jeder En-
domorphismus der Ordnung zwei eines Vektorraums über einem Körper einer von
zwei verschiedenen Charakteristik ist diagonalisierbar. Hinweis: Später zeigen wir
das als 8.1.1.14. Jeder Endomorphismus der Ordnung vier eines komplexen Vek-
torraums ist diagonalisierbar. Hinweis: Man zerlege zunächst in Eigenräume un-
ter dem Quadrat unseres Endomorphismus. Allgemeiner werden Sie in 4.3.3.15
zeigen, daß jeder Endomorphismus endlicher Ordnung eines komplexen Vektor-
raums diagonalisierbar ist.

Ergänzende Übung 4.3.3.15 (Automorphismen endlicher Ordnung). Sei K ein
algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik Null. Sei V ein K-Vektor-
raum und ϕ : V → V ein Automorphismus „endlicher Ordnung“, als da heißt, es
gebe n ≥ 1 mit ϕn = id. So ist V die direkte Summe der Eigenräume von ϕ. All-
gemeiner zeige man das auch unter der schwächeren Voraussetzung, daß die Cha-
rakteristik kein Teiler der Ordnung n unseres Automorphismus ist. Hinweis: Man
behandle zunächst den endlichdimensionalen Fall mithilfe der Jordan-Zerlegung
und beachte dabei, daß nach 3.4.3.10 höhere Potenzen eines nilpotenten Endo-
morphismus stets größere Kerne haben müssen, solange nicht beide fraglichen
Potenzen bereits Null sind. Fortgeschrittene erkennen einen Spezialfall des Satzes
von Maschke 8.4.1.1.
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Ergänzende Übung 4.3.3.16. Gegeben ein Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen Vektorraums über einem algebraisch abgeschlossenen Körper besteht ein
Hauptraum des transponierten Endomorphismus des Dualraums genau aus allen
Linearformen, die auf allen Haupträumen zu anderen Eigenwerten des ursprüng-
lichen Endomorphismus verschwinden.
Ergänzung 4.3.3.17. Ein Endomorphismus f eines Vektorraums heißt unipotent,
wenn (f− id) nilpotent ist. Ein Endomorphismus f eines Vektorraums heißt lokal
unipotent, wenn (f − id) lokal nilpotent ist. Oft wird aber hier das Wörtchen
„lokal“ auch weggelassen.
Ergänzende Übung 4.3.3.18. Ein unipotenter Endomorphismus endlicher Ord-
nung eines Vektorraums über einem Körper der Charakteristik Null ist bereits
die Identität. Hinweis: 4.3.3.15.
Ergänzende Übung 4.3.3.19. Das Produkt von zwei kommutierenden nilpoten-
ten Endomorphismen ist nilpotent. Das Produkt von zwei kommutierenden uni-
potenten Endomorphismen ist unipotent. Das Produkt von zwei kommutierenden
halbeinfachen Endomorphismen ist halbeinfach.
Ergänzende Übung 4.3.3.20 (Multiplikative Jordan-Zerlegung). Jeder Auto-
morphismus x eines endlichdimensionalen Vektorraums über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper läßt sich auf genau eine Weise darstellen als Produkt
x = xuxs mit xs halbeinfach alias „semisimple“ alias diagonalisierbar, xu unipo-
tent und xuxs = xsxu. Hinweis: Ist x = xs +xn die additive Jordan-Zerlegung, so
betrachte man x = xs(id +x−1

s xn). Man zeige weiter, daß dieselbe Aussage auch
für lokal endliche Automorphismen eines beliebigen Vektorraums gilt, diesmal
mit xu lokal unipotent, und zeige die zu 4.3.3.7 analogen Funktorialitätseigen-
schaften.
Ergänzende Übung 4.3.3.21. Gegeben ein Endomorphismus A eines endlichdi-
mensionalen komplexen Vektorraums V liegt Z im Kern des Gruppenhomomor-
phismus ϕA : R → GL(V ) gegeben durch t 7→ exp(tA) genau dann, wenn A
diagonalisierbar ist mit sämtlichen Eigenwerten aus 2πiZ. Weiter ist ϕA genau
dann nicht injektiv, wenn A diagonalisierbar ist mit rein imaginären Eigenwerten,
und wenn der von seinen Eigenwerten aufgespannte Q-Vektorraum höchstens die
Dimension Eins hat.
Ergänzende Übung 4.3.3.22 (Schmelzfunktorialität der Jordanzerlegung). Ge-
geben über einem algebraisch abgeschlossenen Körper eine multilineare Abbil-
dung ϕ : V1× . . .× Vr → W sowie lokal endliche Endomorphismen xi ∈ EndVi
und y ∈ EndW mit ϕ ◦ (x1 × . . .× xr) = y ◦ ϕ gilt auch

ϕ ◦ ((x1)s × . . .× (xr)s) = ys ◦ ϕ

Das gilt sogar für r = 0 und bedeutet in diesem Fall, daß für jeden Vektor w ∈ W
gilt yw = w ⇒ ysw = w.
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4.3.4 Jordan’sche Normalform
Definition 4.3.4.1. Gegeben r ≥ 1 definieren wir eine (r × r)-Matrix J(r), ge-
nannt der nilpotente Jordan-Block der Größe r, durch die Vorschrift J(r)i,j = 1
für j = i+ 1 und J(r)i,j = 0 sonst. Insbesondere ist also J(1) die (1× 1)-Matrix
mit dem einzigem Eintrag Null.

Satz 4.3.4.2 (Normalform nilpotenter Endomorphismen). Gegeben ein nilpo-
tenter Endomorphismus N eines endlichdimensionalen Vektorraums gibt es stets
eine angeordnete Basis B derart, daß die Matrix unseres Endomorphismus in die-
ser Basis blockdiagonal ist mit nilpotenten Jordanblöcken auf der Diagonalen, in
Formeln

B[N ]B = diag(J(r1), . . . , J(rn))

Die positiven natürlichen Zahlen r1, . . . , rn sind hierbei durch unseren nilpotenten
Endomorphismus eindeutig bestimmt bis auf Reihenfolge.

Ergänzung 4.3.4.3 (Klassifikation nilpotenter Endomorphismen). Der vorher-
gehende Satz leistet im Sinne von 4.2.3.1 die Klassifikation aller Paare (V,N)
bestehend aus einem endlichdimensionalen Vektorraum V über einem fest vor-
gegebenen Körper mitsamt einem nilpotenten Endomorphismus N . Zwei Paare
(V,A) und (W,B) bestehend aus einem k-Vektorraum mit einem Endomorphis-
mus nennen wir dazu „isomorph“ und schreiben (V,A) ∼= (W,B), wenn es einen
Isomorphismus φ : V

∼→ W gibt mit B ◦ φ = φ ◦ A, so daß wir also ein kommu-
tatives Diagramm erhalten der Gestalt

V

φo
��

A // V

φo
��

W
B //W

Für jeden Körper k werden in diesem Sinne also die Paare bestehend aus ei-
nem endlichdimensionalen k-Vektorraum und einem nilpotenten Endomorphis-
mus desselben klassifiziert durch endliche Multimengen von positiven natürlichen
Zahlen.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist unproblematisch: Ist N : V → V unser nilpoten-
ter Endomorphismus mit Matrix diag(J(r1), . . . , J(rn)), so finden wir für n ≥ 1
unmittelbar

dim(imNn−1)− dim(imNn) = |{i | ri ≥ n}|
Die Kenntnis aller dieser Zahlen legt aber die Multimenge der ri bereits fest. Die
Existenz folgt unmittelbar aus Lemma 4.3.4.4, das wir gleich im Anschluß bewei-
sen.
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Der nilpotente Jordan-Block J(r) der Größe r. Steht auf der Diagonalen statt der
Nullen ein Skalar λ, so nennen wir die entsprechende Matrix einen

Jordan-Block der Größe r zum Eigenwert λ und notieren diese Matrix

J(r;λ) := J(r) + λIr
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Ich denke mir eine nilpotente Abbildung gerne in der hier gezeigten Weise. Die
Kästchen stehen für Basisvektoren, unser Vektorraum hätte also die Dimension
14. Die Abbildung schiebt jedes Kästchen um eins nach links beziehungsweise

nach Null, wenn es dabei aus unserem Bild herausfällt. Die Matrix dieser
Abbildung hat in der geeignet angeordneten Kästchenbasis offensichtlich

Normalform, und die Längen der Zeilen entsprechen hierbei den Größen der
Jordanblöcke.

Schraffiert eine Basis des Bildes von N , kreuzweise schraffiert eine Basis des
Bildes von N2. Die Höhe der zweiten Spalte ist also genau

dim(imN)− dim(imN2).
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Lemma 4.3.4.4. Ist N : V → V ein nilpotenter Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V , so gibt es eine Basis B von V derart, daß Bt{0}
stabil ist unter N und daß jedes Element von B unter N höchstens ein Urbild in
B hat. Wir nennen solch eine Basis eine Jordan-Basis.

Beweis. Wir betrachten die Sequenz

kerN ↪→ V � imN

Mit Induktion über die Dimension von V dürfen wir annehmen, daß wir für das
Bild von N eine derartige Basis bereits gefunden haben, sagen wir die Basis A.
Jetzt ergänzen wir {a ∈ A | N(a) = 0} durch irgendwelche b1, . . . , bs zu einer
Basis des Kerns von N und wählen Urbilder c1, . . . , cr ∈ V für die Elemente von
A\N(A) und behaupten, daß

B = A ∪ {b1, . . . , bs} ∪ {c1, . . . , cr}

eine Basis von V ist mit den geforderten Eigenschaften. Nach Konstruktion istBt
{0} stabil unter N und jedes Element von B hat unter N höchstens ein Urbild in
B. Wir müssen also nur noch zeigen, daß B eine Basis von V ist. Dazu schreiben
wir B als die Vereinigung der beiden Mengen

{a ∈ A | N(a) 6= 0} ∪ {c1, . . . , cr}
{a ∈ A | N(a) = 0} ∪ {b1, . . . , bs}

und bemerken, daß die erste Menge ein System von Urbildern unter N für unsere
Basis A von (imN) ist, wohingegen die zweite eine Basis von (kerN) ist. Damit
ist unsere große Vereinigung eine Basis von V nach 3.2.2.6.

Korollar 4.3.4.5 (Jordan’sche Normalform). Gegeben ein Endomorphismus f
eines endlichdimensionalen Vektorraums über einem algebraisch abgeschlosse-
nen Körper gibt es eine angeordnete Basis B unseres Vektorraums derart, daß
die Matrix unseres Endomorphismus bezüglich dieser Basis blockdiagonal ist mit
Jordan-Blöcken auf der Diagonale, in Formeln

B[f ]B = diag(J(r1;λ1), . . . , J(rt;λt))

Die Jordan-Blöcke auf der Diagonale sind hierbei durch unseren Endomorphis-
mus wohlbestimmt bis auf Reihenfolge.
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Zum Beweis von 4.3.4.4. Die fetten Punkte stellen die Elemente der Basis A des
Bildes imN dar. Die ci zusammen mit den a ∈ A mit N(a) 6= 0 bilden ein

System von Urbildern unter N der Elemente von A.
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Ein Matrix in Jordan’scher Normalform mit drei Jordanblöcken. Genau dann hat
eine komplexe (6× 6)-Matrix A diese Jordan’sche Normalform, wenn ihr

charakteristisches Polynom eine einfache Nullstelle bei 7 und eine fünffache
Nullstelle bei 5 hat und ker(A− 5I) zweidimensional ist sowie ker(A− 5I)2

vierdimensional.
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4.3.4.6 (Jordan’sche Normalform als Lösung eines Klassifikationsproblems).
Dieser Satz leistet im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grundkörpers K im
Sinne von 4.2.3.1 die Klassifikation der endlichdimensionalen K-Vektorräume
mit einem ausgezeichneten Endomorphismus, in Bezug auf den in 4.3.4.3 er-
klärten Isomorphie-Begriff. Genauer werden solche Daten „klassifiziert durch end-
liche Multimengen von Paaren aus (K ×N≥1)“. Man beachte den fundamentalen
Unterschied zur „Smith-Normalform“ 3.2.6.11.

Ergänzung 4.3.4.7 (Das Klassifikationsproblem für allgemeine Grundkörper).
Im Fall eines beliebigen Grundkörpers K wird die entsprechende Klassifikations-
aufgabe in 7.2.4.8 gelöst: Endlichdimensionale K-Vektorräume mit einem aus-
gezeichneten Endomorphismus werden in Bezug auf den in 4.3.4.3 erklärten Iso-
morphiebegriff „klassifiziert durch endliche Multimengen von Elementen des Pro-
dukts ((irnpK[X])×N≥1)“ mit der Notation irnpK[X] für die Menge aller irre-
duziblen normierten Polynome aus K[X].

4.3.4.8. Unser Korollar 4.3.4.5 gilt mit demselben Beweis auch, wenn wir statt
der algebraischen Abgeschlossenheit des Grundkörpers nur voraussetzen, daß das
charakteristische Polynom unseres Endomorphismus über unserem Körper voll-
ständig in Linearfaktoren zerfällt. Gegeben eine quadratische Matrix ist die expli-
zite Berechnung einer „Jordan-Basis“ im allgemeinen nicht ganz einfach. Hierzu
gibt es auch Algorithmen, mit denen ich Sie jedoch nicht belasten will, da die ex-
plizite Berechnung einer Jordan-Basis in der Praxis selten gebraucht wird. Wich-
tig an diesem Korollar sind vielmehr die darin enthaltenen strukturellen Aussagen
über Endomorphismen von Vektorräumen.

Beweis. Sei f unser Endomorphismus. Der Satz über die Hauptraumzerlegung
4.3.2.13 zeigt, daß wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen dürfen,
daß es einen Skalar λ gibt, für den (f − λ id) nilpotent ist. Der Satz über die
Normalform nilpotenter Endomorphismen 4.3.4.2 beendet dann den Beweis.

Ergänzung 4.3.4.9 (Beispiele für lokal nilpotente Endomorphismen). Lemma
4.3.4.4 über die Existenz einer Jordan-Basis gilt sogar ohne die Voraussetzung,
daß V endlichdimensional ist. Um das zu zeigen, müssen wir nur die Induktion
statt über die Dimension von V über die Nilpotenzordnung von N laufen lassen
und 3.1.9.20 verwenden. Für einen lokal nilpotenten Endomorphismus N findet
man jedoch im Allgemeinen keine Jordan-Basis mehr, nebenstehendes Bild zeigt
ein Gegenbeispiel. Im Fall abzählbarer Dimension kann man noch zeigen, daß es
stets eine Jordan-Basis gibt, wenn der Schnitt der Bilder aller Potenzen Null ist.
Das beruht auf dem „Satz von Ulm“ aus der Logik. Im Fall beliebiger Dimension
gilt auch das nicht mehr, ja wir finden im allgemeinen noch nicht einmal eine Basis
B derart, daßBt{0} unterN stabil ist. Betrachten wir zum Beispiel den Raum V
aller Abbildungen von der Menge {(i, j) ∈ N2 | i ≥ j} nach R, die nur in endlich
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vielen Zeilen nicht identisch Null sind, und den Endomorphismus N : V → V ,
der „jede Zeile um eins nach unten drückt und die nullte Zeile annulliert“, in
Formeln (N(f))(i, j) = f(i, j + 1) falls i > j und (N(f))(i, j) = 0 falls i = j.
Sicher hat V/NV eine abzählbare Basis, so daß A := B\NB abzählbar sein
müßte. Andererseits ist in unserem Beispiel der Schnitt der Bilder aller Potenzen⋂

imNn der Nullraum, und das zeigt B t {0} = A ∪ NA ∪ N2A ∪ . . . im
Widerspruch dazu, daß V selbst keine abzählbare Basis besitzt. Das alles habe ich
in Diskussion mit Martin Ziegler gelernt.

Übungen

Übung 4.3.4.10 (Jacobson-Morozov). Sei N : V → V ein nilpotenter Endo-
morphismus eines Vektorraums V . So besitzt V genau eine endliche Filtrierung
(V ≥r)r∈Z derart, daß für alle r giltN(V ≥r) ⊂ V ≥r+2 und für alle r ∈ N zusätzlich

N r : V ≥−r/V ≥−r+1 ∼→ V ≥r/V ≥r+1
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Eine Basis mit der Eigenschaft aus Lemma 4.3.4.4 nennen wir auch eine
Jordan-Basis. Dieses Bild zeigt einen lokal nilpotenten Endomorphismus, für

den keine Jordan-Basis existiert. Die fetten Punkte stehen für Basisvektoren, die
Pfeile zeigen, wie sie abgebildet werden. Wir erhalten so eine lokal nilpotente

Abbildung, bei der der Schnitt der Bilder aller Potenzen nicht Null ist. Dennoch
ist kein Element des zugehörigen Vektorraums „unendlich divisibel“, folglich

kann es in diesem Fall keine Jordan-Basis geben.
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4.4 Quotienten
In diesem Abschnitt wird die Gruppentheorie weiter ausgebaut. Insbesondere ler-
nen Sie die Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen kennen. Man
versteht unter solch einer Klassifikation die Angabe einer Liste von endlich er-
zeugten abelschen Gruppen derart, daß jede endlich erzeugte abelsche Gruppe zu
genau einer Gruppe dieser Liste isomorph ist. Die Klassifikation endlich erzeug-
ter Vektorräume über einem vorgegebenen Körper K kennen Sie bereits: Jeder
solche Vektorraum K ist isomorph zu genau einem Kn mit n ∈ N, und dieses n
heißt dann auch die Dimension des K-Vektorraums V . Wir werden sehen, daß die
Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen raffinierter ist.

4.4.1 Nebenklassen
4.4.1.1. Ist (G,⊥) eine Menge mit Verknüpfung und sind A,B ⊂ G Teilmengen,
so schreiben wir A ⊥ B = {a ⊥ b | a ∈ A, b ∈ B} ⊂ G und erhalten auf diese
Weise eine Verknüpfung auf der Menge aller Teilmengen von G, der sogenannten
Potenzmenge P(G). Ist unsere ursprüngliche Verknüpfung assoziativ, so auch die
induzierte Verknüpfung auf der Potenzmenge. Wir kürzen in diesem Zusammen-
hang oft die einelementige Menge {a} mit a ab, so daß also zum Beispiel a ⊥ B
als {a} ⊥ B zu verstehen ist.

Definition 4.4.1.2. Ist G eine Gruppe, H ⊂ G eine Untergruppe und g ∈ G ein
Element, so nennen wir die Menge gH die Linksnebenklasse von g unter H
und die Menge Hg die Rechtsnebenklasse von g unter H . Diese Nebenklassen
sind also Teilmengen von G. Ein Element einer Nebenklasse nennt man einen
Repräsentanten der besagten Nebenklasse. Weiter betrachten wir inG die beiden
Mengensysteme

G/H = {gH | g ∈ G}
H\G = {Hg | g ∈ G}

aller Links- beziehungsweise Rechtsnebenklassen von H in G. Die Elemente von
G/H und von H\G sind also Teilmengen von G. Die Symbole G/H sowie H\G
bezeichnen dementsprechend Teilmengen der Potenzmenge P(G) von G.

4.4.1.3 (Disjunktheit der Nebenklassen). Gegeben G ⊃ H eine Gruppe mit
einer Untergruppe sind die H-Rechtsnebenklassen in G paarweise disjunkt. In
der Tat folgt aus g ∈ xH alias g = xh für h ∈ H bereits gH = xhH = xH .
Analoges gilt für die Linksnebenklassen.

Beispiel 4.4.1.4. Im Fall G = Z ⊃ H = mZ haben wir die Menge der Neben-
klassen Z/mZ bereits in 3.5.2.4 diskutiert und sogar selbst mit der Struktur ei-
ner Gruppe, ja sogar mit der Struktur eines Rings versehen. Im allgemeinen trägt
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Die drei Nebenklassen der Gruppe {±1,±i} der vierten Einheitswurzeln in der
Gruppe der zwölften Einheitswurzeln. Da diese Gruppe kommutativ ist, fallen

hier Rechtsnebenklassen und Linksnebenklassen zusammen.
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G/H nur dann eine natürliche Gruppenstruktur, wenn wir an unsere Untergruppe
H zusätzliche Forderungen stellen, vergleiche 4.4.2.

Satz 4.4.1.5 (Lagrange). Gegeben eine endliche Gruppe teilt die Kardinalität je-
der Untergruppe die Kardinalität der ganzen Gruppe. Ist G eine endliche Gruppe
und H ⊂ G eine Untergruppe, so gilt genauer

|G| = |H| · |G/H| = |H| · |H\G|

Beweis. Jedes Element von G gehört zu genau einer Links- beziehungsweise
Rechtsnebenklasse unter H , und jede dieser Nebenklassen hat genau |H| Ele-
mente.

4.4.1.6. In anderen Worten kann man diesen Beweis etwa im Fall der Linksne-
benklassen auch dahingehend formulieren, daß alle Fasern der offensichtlichen
Abbildung can : G → G/H genau |H| Elemente haben, denn diese Fasern sind
gerade die Linksnebenklassen von H in G.

Definition 4.4.1.7. Gegeben eine Gruppe G mit einer Untergruppe H heißt die
Zahl |G/H| der Restklassen auch der Index von H in G.

Übungen

Ergänzende Übung 4.4.1.8. Haben zwei Untergruppen ein- und derselben Gruppe
endlichen Index, so hat auch ihr Schnitt endlichen Index.

Ergänzende Übung 4.4.1.9. Seien G ⊃ H eine Gruppe und eine Untergruppe.
Man zeige, daß es eine Bijektion zwischen G/H und H\G gibt.

Ergänzende Übung 4.4.1.10. Haben zwei endliche Untergruppen einer Gruppe
teilerfremde Kardinalitäten, so besteht ihr Schnitt nur aus dem neutralen Element.

Übung 4.4.1.11. Sei ϕ : G→ L ein Gruppenhomomorphismus und seien H ⊂ G
sowie H ′ ⊂ G′ Untergruppen. Gilt ϕ(H) ⊂ H ′, so gibt es genau eine Abbildung
ϕ̄ : G/H → G′/H ′ derart, daß im Diagramm

H

��

// G

��

// G/H

��
H ′ // G′ // G′/H ′

auch das rechte Rechteck kommutiert, und die nichtleeren Fasern dieser Abbil-
dung ϕ̄ sind die Mengen ϕ̄−1(ϕ(g)H ′) = {gxH | x ∈ ϕ−1(H ′)} und haben
insbesondere alle dieselbe Kardinalität wie ϕ−1(H ′)/H . Sind weiter zwei der ver-
tikalen Abbildungen unseres Diagramms Bijektionen, so auch die Dritte. Allge-
meinere Aussagen liefert später das Neunerlemma 4.4.7.5.
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Ergänzende Übung 4.4.1.12 (Zu unipotenten oberen Dreiecksmatrizen). Sei R
ein Ring und n ≥ 2. Gegeben i, j ≤ n mit i 6= j betrachten wir die Untergruppen
Uij := I +REij ⊂ GL(n;R) und die Untergruppe U ⊂ GL(n;R) aller oberen
Dreiecksmatrizen mit Einträgen in R. Man zeige, daß das Aufmultiplizieren in
beliebiger aber fest gewählter Reihenfolge stets eine Bijektion∏

i<j

Uij
∼→ U

induziert. Hinweis: Man betrachte rechts die Folge von Untergruppen Uν := {A |
Aij = 0 für 0 < |i − j| ≤ ν} und verwende 4.4.1.11. Allgemeiner zeige man,
daß für jede Permutation w ∈ Sn die Multiplikation bei beliebiger aber fester
Reihenfolge der Faktoren eine Bijektion

∏
i<j, w(i)<w(j) Uij

∼→ U∩w−1Uw liefert.
Hinweis: Natürlich gilt stets Uw(i)w(j)w = wUij .

4.4.2 Normalteiler und Nebenklassengruppen
Satz 4.4.2.1 (Universelle Eigenschaft surjektiver Gruppenhomomorphismen).
Seien G eine Gruppe, s : G � Q ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und
ϕ : G → H ein beliebiger Gruppenhomomorphismus. Genau dann existiert ein
Gruppenhomomorphismus ϕ̄ : Q→ H mit ϕ = ϕ̄ ◦ s, wenn gilt ker(ϕ) ⊃ ker(s).

4.4.2.2. Dieser Gruppenhomomorphismus ϕ̄ ist dann natürlich eindeutig bestimmt.
In diesem Sinne kann man unseren Satz auch dahingehend zusammenfassen, daß
das Vorschalten eines surjektiven Gruppenhomomorphismus s : G � Q für jede
weitere Gruppe H eine Bijektion

(◦s) : Grp(Q,H)
∼→ {ϕ ∈ Grp(G,H) | ker(ϕ) ⊃ ker(s)}

liefert. Der Übersichtlichkeit halber stelle ich die in diesem Satz auftauchenden
Gruppen und Morphismen auch noch wieder anders in einem Diagramm dar:

G

ϕ
��????????

s // // Q

ϕ̄
���
�
�

H

Man sagt dann, ϕ faktorisiere in eindeutiger Weise über s.

Beweis. Offensichtlich gilt s−1(s(x)) = x ker(s) für alle x ∈ G. Die Fasern von
unseres surjektiven Gruppenhomomorphismus s sind also genau die Nebenklas-
sen unter ker(s). Damit ist ϕ konstant auf den Fasern von s und wir finden nach
der universellen Eigenschaft von Surjektionen 2.1.5.11 schon einmal genau ei-
ne Abbildung ϕ̄ wie behauptet. Man prüft ohne weitere Schwierigkeiten, daß sie
sogar ein Gruppenhomomorphismus sein muß.
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Beispiel 4.4.2.3. Wir haben etwa

Z

ϕ : n 7→ in !!DDDDDDDD
can // // Z/8Z

ϕ̄
���
�
�

C×

oder in Worten: Die Abbildung ϕ : n 7→ in faktorisiert über Z/8Z und induziert
so einen Gruppenhomomorphismus ϕ̄ : Z/8Z→ C×, n̄ 7→ in.

4.4.2.4 (Surjektive Gruppenhomomorphismen mit demselben Kern). Gege-
ben eine Gruppe G und zwei surjektive Gruppenhomomorphismus s : G � Q
und t : G � P mit demselben Kern ker(s) = ker(t) sind die Gruppenhomomor-
phismen t̄ : Q → P mit t̄ ◦ s = t und s̄ : P → Q mit s̄ ◦ t = s nach 4.4.2.1
zueinander inverse Isomorphismen Q ∼→ P

∼→ Q. Salopp gesprochen wird al-
so bei einem surjektiven Gruppenhomomorphismus „das Ziel bereits durch die
Ausgangsgruppe und den Kern festgelegt bis auf eindeutigen Isomorphismus“.

4.4.2.5. Die vorstehenden Überlegungen legen die Frage nahe, welche Untergrup-
pen einer gegebenen Gruppe denn als Kerne von von unserer Gruppe ausgehenden
Gruppenhomomorphismen in Frage kommen. Das diskutieren wir im folgenden.

Definition 4.4.2.6. Eine Untergruppe N einer Gruppe G heißt normal oder auch
ein Normalteiler vonG, wenn inG dieN -Rechtsnebenklassen mit denN -Links-
nebenklassen übereinstimmen, wenn also gilt

gN = Ng ∀g ∈ G

Die Aussage „N ⊂ G ist ein Normalteiler“ kürzt man oft ab mit N / G.

Beispiele 4.4.2.7. In einer kommutativen Gruppe ist jede Untergruppe ein Nor-
malteiler. In der Gruppe S3 der Permutationen von 3 Elementen ist die Untergrup-
pe S2 ⊂ S3 aller Permutationen, die die dritte Stelle festhalten, kein Normalteiler.

4.4.2.8 (Diskussion der Terminologie). Normal zu sein ist für eine Untergruppe
etwas ganz Besonderes. In diesem Licht betrachtet ist unsere Terminologie ge-
wöhnungsbedürftig. Aber gut, vielleicht ist ja bei Menschen auch normal zu sein
etwas ganz Besonderes.

4.4.2.9. Man sieht leicht, daß der Kern eines Gruppenhomomorphismus stets ein
Normalteiler sein muß. Wir zeigen nun, daß auch umgekehrt jeder Normalteiler
der Kern eines surjektiven Gruppenhomomorphismus ist.

Satz 4.4.2.10. Seien G eine Gruppe und N ⊂ G ein Normalteiler. So gilt:
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Die acht Symmetrien des Quadrats. Eine Linksnebenklasse gH der von der
Spiegelung an der Nordost-Diagonalen erzeugten Untergruppe besteht aus den

beiden Symmetrien des Quadrats, die die obere rechte Ecke in eine vorgegebene
weitere Ecke überführen. Eine Rechtsnebenklasse Hg besteht dahingegen aus

den beiden Symmetrien des Quadrats, bei denen die obere rechte Ecke von einer
vorgegebenen weiteren Ecke herkommt. Insbesondere ist H kein Normalteiler in

der Gruppe der acht Symmetrien des Quadrats.
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1. Die Menge G/N der Nebenklassen ist abgeschlossen unter der induzierten
Verknüpfung auf der Potenzmenge P(G) von G und wird mit dieser Verk-
nüpfung eine Gruppe, die Nebenklassengruppe oder auch der Quotient
von G nach N ;

2. Die Abbildung G� G/N , die jedem Element seine Nebenklasse zuordnet,
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern N .

Beweis. Es gilt (gN)(g1N) = gNg1N = gg1NN = gg1N , also ist unsere Menge
stabil unter der Verknüpfung. Das Assoziativgesetz gilt eh, das neutrale Element
ist N , und das Inverse zu gN ist g−1N . Die zweite Aussage ist eh klar.

Beispiel 4.4.2.11. Die Nebenklassengruppe Z/mZ kennen wir bereits aus 3.5.2.4,
wo wir darauf sogar noch eine Multiplikation erklärt hatten, die sie zu einem Ring
macht. Sie hat genau m Elemente.

Satz 4.4.2.12 (Isomorphiesatz). Jeder Homomorphismus ϕ : G→ H von Grup-
pen induziert einen Isomorphismus ϕ̄ : G/ kerϕ

∼→ imϕ.

Beispiel 4.4.2.13. In unserem Beispiel 4.4.2.3 liefert uns der Isomorphiesatz einen
Isomorphismus Z/4Z ∼→ {in | n ∈ Z} ⊂ C×.
Beispiel 4.4.2.14. Die Abbildung ϕ = 2 can : Z → Z/10Z, n 7→ (2n + 10Z)
hat den Kern kerϕ = 5Z und das Bild imϕ = {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄} ⊂ Z/10Z. Der
Isomorphiesatz liefert in diesem Fall also einen Gruppenisomorphismus

Z/5Z ∼→ {0̄, 2̄, 4̄, 6̄, 8̄}

Beweis. Das folgt sofort aus unserern Erkenntnissen 4.4.2.4 über surjektive Grup-
penhomomorphismen mit demselben Kern, denn wir finden surjektive Gruppen-
homomorphismen von G auf beide Seiten, die ein kommutatives Dreieck entste-
hen lassen und denselben Kern haben.

Korollar 4.4.2.15 (Noether’scher Isomorphiesatz). Ist G eine Gruppe und sind
K ⊂ H ⊂ G zwei Normalteiler von G, so induziert die Komposition von kanoni-
schen Abbildungen G� (G/K)� (G/K)/(H/K) einen Isomorphismus

G/H
∼→ (G/K)/(H/K)

4.4.2.16. Ist G eine Gruppe und sind K ⊂ H ⊂ G Untergruppen mit K normal
in H , so werden wir bald (G/K)/(H/K) als „Raum der Bahnen einer Operation
der Gruppe H/K auf der Menge G/K“ verstehen können, und unsere Abbildung
ist dann immer noch wohldefiniert und nach 4.5.1.26 eine Bijektion.

Beweis. Nach unserern Erkenntnissen 4.4.2.4 über surjektive Gruppenhomomor-
phismen mit demselben Kern4.4.2.4 reicht es zu zeigen, daß unsere Kompsition
den Kern H hat. Das ist jedoch klar.
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Übungen

Übung 4.4.2.17. Man zeige, daß in der symmetrischen Gruppe S4 die Doppel-
transpositionen aus 3.6.1.12 zusammen mit dem neutralen Element einen Nor-
malteiler D ⊂ S4 bilden, und konstruiere einen Isomorphismus S4/D

∼→ S3.
Ergänzende Übung 4.4.2.18. Sei m ∈ N eine natürliche Zahl. Man zeige, daß die
Vorschrift ϕ 7→ ϕ(1̄) für eine beliebige Gruppe G eine Bijektion

Grp(Z/mZ, G)
∼→ {g ∈ G | gm = 1}

liefert. Man beachte, daß hierbei 1̄ nicht das neutrale Element der additiv notierten
Gruppe Z/mZ bezeichnet, sondern die Nebenklasse der Eins, einen Erzeuger,
wohingegen 1 ∈ G das neutrale Element der multiplikativ notierten Gruppe G
meint. Wieviele Gruppenhomomorphismen gibt es von Z/mZ nach Z/nZ?
Übung 4.4.2.19. Gegeben ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ϕ : G � Ḡ
und ein Normalteiler N̄ ⊂ Ḡ mit Urbild ϕ−1(N̄) = N ⊂ G induziert ϕ einen
Gruppenisomorphismus

ϕ : G/N
∼→ Ḡ/N̄

Übung 4.4.2.20. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ist stets ein Normal-
teiler. Allgemeiner ist das Urbild eines Normalteilers unter einem Gruppenhomo-
morphismus stets ein Normalteiler, und das Bild eines Normalteilers unter einem
surjektiven Gruppenhomomorphismus ist wieder ein Normalteiler.
Ergänzende Übung 4.4.2.21. Jede Untergruppe vom Index Zwei ist ein Normal-
teiler.
Ergänzende Übung 4.4.2.22. Jede Untergruppe von endlichem Index umfaßt einen
Normalteiler von endlichem Index.
Ergänzende Übung 4.4.2.23. Man nennt einen Gruppenhomomorphismus A →
A′′ linksspaltend, wenn er ein Rechtsinverses besitzt, und nennt solch ein Rechts-
inverses dann eine Spaltung. Man zeige: Jeder linksspaltende Gruppenhomomor-
phismus ist surjektiv. Ist ϕ : A→ A′′ ein Homomorphismus von abelschen Grup-
pen, A′ ⊂ A sein Kern und ψ : A′′ → A ein Rechtsinverses von ϕ alias ϕψ = id,
so erhalten wir vermittels der Vorschrift (a′, a′′) 7→ a′ + ψ(a′′) einen Isomorphis-
mus A′ × A′′

∼→ A. Verallgemeinerungen auf den Fall nichtabelscher Gruppen
besprechen wir in 6.1.2.10.
Ergänzende Übung 4.4.2.24. Man nennt einen Gruppenhomomorphismus A′ →
A rechtsspaltend, wenn er ein Linksinverses besitzt, und nennt solch ein Links-
inverses dann eine Spaltung. Man zeige: Jeder rechtsspaltende Gruppenhomo-
morphismus ist injektiv. Ist ψ : A′ → A ein Homomorphismus von abelschen
Gruppen und φ : A → A′ ein Linksinverses alias φψ = id und A′′ ⊂ A dessen
Kern, so ist φ linksspaltend und wir erhalten für A′′ := kerφ wie in 4.4.2.23 einen
Isomorphismus A′ × A′′ ∼→ A.
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Ergänzende Übung 4.4.2.25. Jede Surjektion von einer abelschen Gruppe auf Zr
besitzt ein Rechtsinverses. Man gebe ein Beispiel für einen surjektiven Gruppen-
homomorphismus, der kein Rechtsinverses besitzt.

Übung 4.4.2.26. Man zeige, daß das Multiplizieren von Matrizen mit Spaltenvek-
toren eine Bijektion Mat(n × m;Z)

∼→ Grp(Zm,Zn), A 7→ (A◦) zwischen der
Menge aller (n × m)-Matrizen mit ganzzahligen Einträgen und der Menge aller
Gruppenhomomorphismen Zm → Zn liefert.

Ergänzende Übung 4.4.2.27. Seien A,B,C abelsche Gruppen. Eine Abbildung
ϕ : A × B → C heißt biadditiv, wenn jedes feste b ∈ B einen Gruppenho-
momorphismus A → C, a 7→ ϕ(a, b) liefert und jedes feste a ∈ A einen Grup-
penhomomorphismus B → C, b 7→ ϕ(a, b). Man zeige: Gegeben eine biadditive
Abbildung ϕ : A × B → C und surjektive Homomorphismen s : A � P sowie
t : B � Q mit ϕ(ker(s)×B) = 0 = ϕ(A× ker(t)) gibt es genau eine biadditive
Abbildung ϕ̄ : P ×Q→ C derart, daß das folgende Diagramm kommutiert:

A×B ϕ //

s×t
����

C

P ×Q ϕ̄ //___ C

Analog erklärt man multiadditive Abbildungen für abelsche Gruppen und zeigt
für diese eine analoge Aussage.

4.4.3 Zyklische Gruppen
Definition 4.4.3.1. Eine Gruppe heißt zyklisch, wenn sie im Sinne von 3.4.3.5
von einem einzigen Element erzeugt wird.

Definition 4.4.3.2. Sei g ein Element einer Gruppe G. Die Ordnung ord g von
g ist die kleinste natürliche Zahl n ≥ 1 mit gn = 1G. Gibt es kein solches n, so
setzen wir ord g =∞ und sagen, g habe unendliche Ordnung.

4.4.3.3. In jeder Gruppe ist das einzige Element der Ordnung 1 das neutrale Ele-
ment. Elemente der Ordnung ≤ 2 heißen auch Involutionen.

Proposition 4.4.3.4 (Struktur zyklischer Gruppen). Ist G eine Gruppe und g ∈
G ein Element, so stimmt die Ordnung von g überein mit der Kardinalität der von
g erzeugten Untergruppe, in Formeln ord g = |〈g〉|. Genauer gilt:

1. Hat g unendliche Ordnung, so ist die Abbildung ν 7→ gν ein Isomorphismus
Z ∼→ 〈g〉;
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2. Hat g endliche Ordnung ord g = n, so induziert ν 7→ gν einen Isomorphis-
mus Z/nZ ∼→ 〈g〉.

Beweis. Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus ϕ : Z → G, ν 7→ gν .
Nach dem Isomorphiesatz 4.4.2.12 haben wir einen Isomorphismus

Z/ kerϕ
∼→ imϕ = 〈g〉

Nach der Klassifikation 3.4.3.4 der Untergruppen von Z ist kerϕ von der Form
kerϕ = nZ für eindeutig bestimmtes n ∈ N, und dann gilt notwendig n =
ord g für g von endlicher Ordnung beziehungsweise n = 0 für g von unendlicher
Ordnung.

4.4.3.5. Motiviert durch diese Proposition nennt man die Kardinalität einer Grup-
pe oft die Ordnung der Gruppe. Wir haben mit unserer Proposition im Übrigen
auch bewiesen, daß jede Gruppe mit genau 5 Elementen isomorph ist zu Z/5Z,
denn für jedes vom neutralen Element verschiedene Element unserer Gruppe ist
〈g〉 eine Untergruppe mit mindestens zwei Elementen, also nach Lagrange bereits
die ganze Gruppe. Wir formulieren das gleich noch allgemeiner.
Ergänzung 4.4.3.6 (Diskussion der Notation). Für die endlichen zyklischen Grup-
pen Z/nZ mit n ≥ 1 sind viele alternative Notationen gebräuchlich. Ich kenne
insbesondere die alternativen Notationen Cn, Zn und Zn, von denen ich die letzte
am wenigsten mag, da sie im Fall einer Primzahl n = p auch für die sogenannten
p-adischen Zahlen benutzt wird.

Korollar 4.4.3.7. Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch. Ist genauer p
eine Primzahl und G eine Gruppe mit |G| = p Elementen, so gibt es für jedes
Element g ∈ G\1G genau einen Gruppenisomorphismus Z/pZ ∼→ G mit 1̄ 7→ g.

Beweis. Nach dem Satz von Lagrange 4.4.1.5 teilt die Ordnung jeder Untergrup-
pe die Ordnung der ganzen Gruppe. Eine Gruppe von Primzahlordnung hat also
nur genau zwei Untergruppen, nämlich die einelementige Untergruppe, die nur
aus dem neutralen Element besteht, und die ganze Gruppe als Untergruppe von
sich selbst. Die von einem Element, das nicht das neutrale Element ist, erzeugte
Untergruppe muß also notwendig bereits die ganze Gruppe sein.

Korollar 4.4.3.8. Bei einer endlichen Gruppe G teilt die Ordnung jedes Elements
g ∈ G die Ordnung der ganzen Gruppe und es gilt mithin

g|G| = 1

Beweis. Man wende den Satz von Lagrange 4.4.1.5 an auf die von unserem Ele-
ment erzeugte Untergruppe. Es folgt, daß r := ord g = |〈g〉| ein Teiler von |G|
ist, |G| = ra mit a ∈ N. Damit erhalten wir aber

g|G| = gra = (gr)a = 1a = 1
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Korollar 4.4.3.9. Ist p eine Primzahl, so gilt für alle ganzen Zahlen a ∈ Z die
Fermat’sche Kongruenz

ap ≡ a (mod p)

Beweis. Die multiplikative Gruppe (Z/pZ)× des Körpers Z/pZ hat genau p − 1
Elemente, nach 4.4.3.8 gilt also bp−1 = 1 für alle b ∈ (Z/pZ)×. Es folgt bp = b
für alle b 6= 0, und für b = 0 gilt diese Gleichung eh. Mit b = a + pZ ergibt sich
dann die Behauptung.

4.4.3.10. Gibt es natürliche Zahlen n ∈ N, die

bei Division durch 6 Rest 4 lassen,

bei Division durch 13 Rest 2, und

bei Division durch 11 Rest 9?

Da 〈6, 13〉 = 〈13, 11〉 = 〈6, 11〉 = 〈1〉 lautet die Antwort ja, wie man aus dem
anschließenden Korollar 4.4.3.13 folgert.

Satz 4.4.3.11. Ist m = ab ein Produkt von zwei zueinander teilerfremden positi-
ven natürlichen Zahlen, so liefert die Abbildung κ : n 7→ (n+ aZ, n+ bZ) einen
Isomorphismus

Z/mZ ∼→ Z/aZ× Z/bZ

4.4.3.12. Übung 4.4.4.25 zeigt, daß die fraglichen Gruppen im Fall nicht teiler-
fremder Faktoren auch nicht isomorph sind.

Beweis. Der Kern unserer Abbildung

κ : Z → Z/aZ× Z/bZ
n 7→ (n+ aZ, n+ bZ)

besteht aus allen n ∈ Z, die durch a und b teilbar sind, also aus allen Vielfa-
chen von m. Unser Isomorphiesatz 4.4.2.12 liefert mithin einen Isomorphismus
Z/mZ ∼→ imκ. Daraus folgt hinwiederum imκ = Z/aZ × Z/bZ, da unsere
Untergruppe imκ bereits selbst m = ab Elemente hat.

Korollar 4.4.3.13 (Chinesischer Restsatz). Ist m = q1 . . . qs ein Produkt von
paarweise teilerfremden ganzen Zahlen, so liefert die offensichtliche Abbildung
einen Isomorphismus

Z/mZ ∼→ Z/q1Z× . . .× Z/qsZ

Beweis. Das folgt induktiv aus dem in 4.4.3.11 behandelten Fall s = 2. Die De-
tails mag der Leser als Übung selbst ausführen.
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Ergänzung 4.4.3.14. Ein Element endlicher Ordnung in einer Gruppe heißt ein
Torsionselement. Eine Gruppe, in der alle Elemente außer dem neutralen Element
unendliche Ordnung haben, heißt torsionsfrei. Zum Beispiel sind die abelschen
Gruppen Z, Q und R torsionsfrei. Die Menge aller Torsionselemente ist in jeder
abelschen Gruppe A eine Untergruppe, die Torsionsuntergruppe Ator. In der Tat
folgt, wenn wir unsere Gruppe einmal additiv notieren, für x, y ∈ A aus nx = 0
und my = 0 bereits nm(x+ y) = 0.

Satz 4.4.3.15 (Primzahltorsion in abelschen Gruppen). Gegeben eine abelsche
Gruppe A gilt:

1. Für jede Primzahl p ist die Teilmenge A(p) aller Elemente von p-Potenz-
Ordnung eine Untergruppe;

2. Sind p1, . . . , pr paarweise verschiedene Primzahlen, so liefert das Verk-
nüpfen einen injektiven Gruppenhomomorphismus

A(p1)× . . .× A(pr) ↪→ A

3. Das Bild unseres Gruppenhomomorphismus aus Teil 2 besteht genau aus
den Elementen von A, deren Ordnung endlich ist und von keinen von pi
verschiedenen Primzahlen geteilt wird.

Vorschau 4.4.3.16. Dieser Satz wird sich in 7.4.8.1 ebenso wie der Satz 4.3.2.7
über die Direktheit der Summe der Haupträume als Spezialfall desselben allge-
meinen Resultats zu „Moduln über Kringen“ erweisen.

Beweis. (1) Wir notieren unsere abelsche Gruppe A additiv. Gegeben x, y ∈ A
der Ordnungen pr und ps liefert die Vorschrift (n,m) 7→ nx+my einen Gruppen-
homomorphismus Z/prZ × Z/psZ → A. Offensichtlich landet er sogar in A(p)
und sein Bild enthält x und y. Das zeigt die erste Behauptung.

(2) Es gilt zu zeigen, daß der Kern Null ist. Sei sonst (x1, . . . , xr) im Kern aber
nicht Null. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir x1 6= 0 annehmen.
die Gleichung

−x1 = x2 + . . .+ xr

zeigt dann (p2 . . . pr)
Nx1 = 0 für hinreichend großes N , im Widerspruch zu un-

serer Annahme, daß die Ordnung von x1 eine Potenz von p1 sein soll.

(3) Es reicht, das für zyklische Torsionsgruppen zu zeigen. In diesem Fall folgt es
aber unmittelbar aus dem chinesischen Restsatz.

Korollar 4.4.3.17 (Primzerlegung endlicher abelscher Gruppen). Sei E eine
endliche abelsche Gruppe.
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1. Gegeben eine Primzahl p ist die Teilmenge E(p) aller Elemente, deren Ord-
nung eine p-Potenz ist, eine Untergruppe von p-Potenzordnung;

2. Sind p1, . . . , pr die paarweise verschiedenen Primzahlen, die in der Prim-
faktorzerlegung von |E| mindestens einmal vorkommen, so liefert die Verk-
nüpfung einen Gruppenisomorphismus

E(p1)× . . .× E(pr)
∼→ E

Beweis. Unser Korollar folgt unmittelbar aus Satz 4.4.3.15 über Primzahltorsion
in abelschen Gruppen mit Ausnahme der Aussage, daß E(p) eine Gruppe von p-
Potenzordnung ist. Das folgt aber für alle endlichen abelschen Gruppen, in denen
jedes Element p-Potenzordnung hat, durch Induktion über die Gruppenordnung.
Unser Korollar wird alternativ auch unmittelbar aus dem Klassifikationssatz für
endlich erzeugte abelsche Gruppen 4.4.4.5 folgen.

Ergänzung 4.4.3.18 (Satz von Cauchy im abelschen Fall). Teilt eine Primzahl p
die Ordnung einer endlichen abelschen GruppeE, so gibt es insbesondere inE ein
Element der Ordnung p : In der Tat ist dann E(p) nicht trivial; es gibt darin also
ein vom neutralen Element verschiedenes Element a; dessen Ordnung ist etwa pr

mit r ≥ 1; und dann ist in additiver Notation pr−1a das gesuchte Element der
Ordnung p. Dieselbe Aussage gilt auch für beliebige endliche Gruppen und heißt
der „Satz von Cauchy“, aber der Beweis ist dann schwieriger, vergleiche 4.5.1.35
oder 6.1.4.8.

Übungen

Ergänzende Übung 4.4.3.19 (Polynomfunktionen über endlichen Körpern). Sei
k ein endlicher Körper mit |k| = q Elementen. Man zeige aq = a für alle
a ∈ k. Man zeige weiter, daß der Kern unserer Surjektion k[X1, . . . , Xn] →
Ens(kn, k) aus 3.5.4.3 genau aus denjenigen Polynomen besteht, die sich als Sum-
me P1(Xq

1 − X1) + . . . + Pn(Xq
n − Xn) der Produkte von irgendwelchen Poly-

nomen Pi ∈ k[X1, . . . , Xn] mit den Polynomen (Xq
i −Xi) schreiben lassen. Hin-

weis: Unsere Summen von Produkten bilden einen Untervektorraum, zu dem der
Untervektorraum aller Polynome, in denen kein Xi in der Potenz q oder höher
vorkommt, komplementär ist.

Übung 4.4.3.20 (Untergruppen zyklischer Gruppen). Man zeige: Jede Unter-
gruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Genauer haben wir für beliebiges
m ∈ N eine Bijektion

{Teiler d ∈ N von m} ∼→ {Untergruppen von Z/mZ}
d 7→ dZ/mZ
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Man folgere, daß jede echte, als da heißt von der ganzen Gruppe verschiedene
Untergruppe einer zyklischen Gruppe von Primzahlpotenzordnung Z/prZ in der
Untergruppe pZ/prZ ⊂ Z/prZ enthalten sein muß. Hinweis: 3.4.3.4.

Ergänzende Übung 4.4.3.21. Man zeige: Jede endlich erzeugte Untergruppe von
Q ist zyklisch.

Ergänzende Übung 4.4.3.22. Man zeige, daß die additive Gruppe aller Gruppen-
homomorphismen Grp(Z/nZ,Q/Z) unter punktweiser Addition isomorph ist zu
Z/nZ, für alle n ≥ 1.

Übung 4.4.3.23. Man gebe alle Zahlen an, die bei Division durch 6 Rest 4 lassen,
bei Division durch 13 Rest 2, und bei Division durch 11 Rest 9. Hinweis: Der
euklidische Algorithmus liefert schon mal Lösungen, wenn ein Rest 1 ist und die
anderen Null.

Übung 4.4.3.24. Man zeige, daß es in einer zyklischen Gruppe der Ordnung n
genau dann Elemente der Ordnung d gibt, wenn d ein Teiler von n ist.

Übung 4.4.3.25. Gibt es ein Vielfaches von 17, dessen letzte Ziffern 39 lauten?

Ergänzende Übung 4.4.3.26. Gegeben x, y zwei Elemente endlicher Ordnung in
einer abelschen GruppeG teilt die Ordnung ihres Produkts das kleinste gemeinsa-
me Vielfache ihrer Ordnungen, und sind die Ordnungen von x und y teilerfremd,
so gilt sogar ord(xy) = (ord x)(ord y).

Ergänzende Übung 4.4.3.27. In jeder endlichen abelschen Gruppe wird die ma-
ximal von einem Gruppenelement erreichte Ordnung geteilt von den Ordnungen
aller Gruppenelemente. Hinweis: Bezeichnet M ⊂ N die Menge aller Ordnungen
von Elementen unserer Gruppe, so enthält M mit jeder Zahl auch alle ihre Teiler.
Weiter enthältM nach 4.4.3.26 mit je zwei teilerfremden Zahlen auch ihr Produkt.

Übung 4.4.3.28 (Verallgemeinerte Fermat’sche Kongruenz). Gegeben Prim-
zahlen p1, . . . , pr und eine Zahl e mit e ≡ 1 (mod (pi − 1)) ∀i zeige man für
alle a ∈ Z die Kongruenz ae ≡ a (mod (p1 . . . pr)). Hinweis: Man folgere das
zunächst im Fall r = 1 aus dem Kleinen Fermat. Für den allgemeinen Fall kom-
biniere man den Chinesischen Restsatz mit dem Kleinen Fermat.

Ergänzung 4.4.3.29 (Verschlüsselung nach dem RSA-Verfahren). Ich will ver-
suchen, das sogenannte RSA-Verfahren nach Rivest, Shamir und Adleman zum
öffentlichen Vereinbaren geheimer Schlüssel anhand des folgenden Schemas zu
erklären.
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Geheimbereich Alice Öffentlicher
Bereich

Geheimbereich Bob

Alice wählt zwei große
Primzahlen p, q und berech-
net das Produkt N = pq. Sie
wählt Zahlen s, t ∈ N mit
st ≡ 1 (mod (p−1)(q−1)).
Sie macht N und t öffent-
lich.

N , t
Bob wählt eine Restklasse
a ∈ Z/NZ, berechnet at,
und macht es öffentlich.

at ∈ Z/NZ
Alice berechnet (at)s = a.

Die Restklasse a ∈ Z/NZ ist dann der gemeinsame geheime Schlüssel. Die be-
hauptete Gleichheit von Restklassen (at)s = a prüft man mit Hilfe des Ringiso-
morphismus

Z/NZ ∼→ Z/pZ× Z/qZ

In Z/pZ haben wir ja ax = awann immer gilt x ≡ 1 (mod p−1). In Z/qZ haben
wir ebenso ax = a wann immer gilt x ≡ 1 (mod q− 1). Falls beides gilt und erst
recht falls gilt x ≡ 1 (mod (p− 1)(q− 1)) haben wir also ax = a in Z/NZ. Die-
se Identität ist ein Spezialfall unserer verallgemeinerten Fermat’schen Kongruenz
4.4.3.28. Der Trick beim RSA-Verfahren besteht darin, daß alle derzeit bekann-
ten Verfahren zum Faktorisieren einer großen Zahl wie N sehr viel Rechenzeit
brauchen. Es ist also möglich, N zu veröffentlichen und dennoch p, q geheim zu
halten, die hinwiederum für die Berechnung von s benötigt werden. Des weiteren
braucht es mit allen derzeit bekannten Verfahren auch sehr viel Rechenzeit, um
aus at auf a zurückzuschließen, also eine „t-te Wurzel modulo N“ zu finden.

4.4.4 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Proposition 4.4.4.1. Jede Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Grup-
pe ist endlich erzeugt, und für die Untergruppe benötigt man höchstens soviele
Erzeuger wie für die ganze Gruppe.

Ergänzung 4.4.4.2. Eine Untergruppe einer nicht abelschen endlich erzeugten
Gruppe muß im allgemeinen keineswegs endlich erzeugt sein. Ein Beispiel ge-
ben wir in 16.4.5.15.
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Beweis. Induktion über die Zahl der Erzeuger. Im Fall einer zyklischen Gruppe
wissen wir nach 4.4.3.20 oder eigentlich 3.4.3.4 bereits, daß auch jede Untergrup-
pe zyklisch ist. Sei nun unsere Gruppe X additiv notiert und sei x0, . . . , xn ein
Erzeugendensystem. Sei Y ⊂ X eine Untergruppe. Nach 4.4.3.20 ist Y ∩ 〈x0〉
zyklisch, etwa erzeugt von y0. Nach Induktionsannahme ist das Bild von Y in
X/〈x0〉 endlich erzeugt, etwa von den Nebenklassen ȳ1, . . . , ȳn gewisser Elemen-
te y1, . . . , yn ∈ Y . Der Leser wird nun in Anlehnung an den Beweis von 3.2.2.6
unschwer zeigen können, daß y0, y1, . . . , yn bereits ganz Y erzeugen.

4.4.4.3. Unter einer Primzahlpotenz oder kurz Primpotenz verstehen wir eine
natürliche Zahl der Gestalt q = pe für p prim und e ≥ 0. Unter einer echten
Primzahlpotenz verstehen wir eine von 1 verschiedene Primzahlpotenz. Gege-
ben eine Primzahl p verstehen wir unter einer p-Potenz eine natürliche Zahl der
Gestalt q = pe für p prim und e ≥ 0. Die beiden folgenden Sätze geben zwei
Klassifikationen der endlich erzeugten abelschen Gruppen.

Satz 4.4.4.4 (Klassifikation durch Teilerfolgen). Für jede endlich erzeugte abel-
sche Gruppe X gibt es genau ein s ≥ 0 und ein s-Tupel von von 1 verschiedenen
natürlichen Zahlen (a1, . . . , as) ∈ {0, 2, 3, . . .}s mit ai|ai+1 für 1 ≤ i < s derart,
daß gilt

X ∼= Z/a1Z× . . .× Z/asZ

Satz 4.4.4.5 (Klassifikation durch Rang und Primzahlpotenzen). Für jede end-
lich erzeugte abelsche Gruppe X gibt es echte Primzahlpotenzen q1, . . . , qt und
eine natürliche Zahl r ∈ N mit

X ∼= Z/q1Z× . . .× Z/qtZ× Zr

Die Zahl r wird durch X eindeutig festgelegt und heißt der Rang von X . Wir
notieren sie r = rang(X). Die Primzahlpotenzen qτ sind eindeutig bis auf Rei-
henfolge.

Vorschau 4.4.4.6. Die zweite Klassifikation wird sich in 7.2.4.8 zusammen mit der
Jordan’schen Normalform als Spezialfall derselben Klassifikation von „Moduln
über Hauptidealringen“ erweisen. Auch die erste Klassifikation läßt sich in dieser
Allgemeinheit formulieren und beweisen, vergleiche 7.2.4.5.

4.4.4.7. Es wird im zweiten Satz nicht gefordert, daß die Primzahlpotenzen paar-
weise verschieden sein sollen. Ich erinnere daran, daß wir in 2.1.6.8 eine Multi-
menge von Elementen einer Menge P erklärt hatten als eine Abbildung P → N. In
diesem Sinne werden also die endlich erzeugten abelschen Gruppen klassifiziert
durch ihren Rang, eine natürliche Zahl, zusammen mit einer endlichen Multimen-
ge von echten Primzahlpotenzen.
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4.4.4.8 (Übergang zwischen beiden Klassifikationen). Um von der Darstellung
im ersten Klassifikationssatz zu der im Zweiten überzugehen, kann man sich auf
den Fall endlicher Gruppen beschränken, indem man die Nullen an der Ende der
Folge der ai abschneidet, die eben für den Faktor Zr verantwortlich sind. Die
anderen ai zerlegt man in ein Produkt von echten Primzahlpotenzen, und die zu-
gehörigen Faktoren Z/aiZ zerfallen dann nach dem chinesischen Restsatz ent-
sprechend in ein Produkt zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung. Um
von der Darstellung im zweiten Klassifikationssatz zu der im Ersten überzugehen,
kann man sich wieder auf den Fall endlicher Gruppen beschränken. Gegeben ein
Produkt zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung betrachtet man zunächst
von jeder dabei auftauchenden Primzahl die höchste jeweils vorkommende Potenz
und multipliziert diese zusammen: Das gibt as. Dann streicht man alle „verbrauch-
ten“ Potenzen und macht genauso weiter.

Korollar 4.4.4.9. Jede endliche abelsche Gruppe ist ein endliches Produkt von zy-
klischen Gruppen von Primzahlpotenzordnung, und die dabei auftretenden echten
Primzahlpotenzen und ihre Vielfachheiten sind wohlbestimmt bis auf Reihenfolge.
In Formeln erhalten wir so eine Bijektion{

Endliche Multimengen
von echten Primzahlpotenzen

}
∼→

{
Endliche abelsche Gruppen

bis auf Isomorphismus

}
µ{q1, q2, . . . , qt} 7→ Z/q1Z× Z/q2Z× . . .× Z/qtZ

4.4.4.10. Man beachte bei den vorhergehenden Sätzen, daß die Faktoren keines-
wegs eindeutig sind „als Untergruppen unserer abelschen Gruppe“. Partielle Ein-
deutigkeitsaussagen liefern 4.4.3.15 und 4.4.3.17. Die Beweise werden uns bis
zum Ende des Abschnitts beschäftigen. Eine erste wesentliche Zutat ist der gleich
folgende Elementarteilersatz 4.4.4.13.

Beispiel 4.4.4.11. Die Gruppen (Z/9Z)2×Z/4Z und Z/3Z×Z/27Z×Z/4Z sind
nicht isomorph, denn sie entsprechen den beiden unterschiedlichen Multimengen
von Primzahlpotenzen µ{9, 9, 4} und µ{3, 27, 4} oder alternativ den beiden un-
terschiedlichen Teilerfolgen 9|36 und 3|108. Man kann das aber auch ohne alle
Theorie unschwer einsehen: Die zweite Gruppe enthält Elemente der Ordnung
27, die erste nicht. Der Beweis, daß die explizit angegebenen Gruppen in unse-
ren Klassifikationssätzen jeweils paarweise nicht isomorph sind, verfeinert diese
Grundidee.

4.4.4.12 (Endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppen). Jede endlich er-
zeugte torsionsfreie abelsche Gruppe ist nach jeder unserer beiden Klassifikatio-
nen 4.4.4.4 und 4.4.4.5 isomorph zu Zr für genau ein r ∈ N.
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Satz 4.4.4.13 (Elementarteilersatz). 1. Gegeben eine nicht notwendig qua-
dratische Matrix A mit ganzzahligen Einträgen gibt es stets quadratische
ganzzahlig invertierbare Matrizen mit ganzzahligen Einträgen P und Q
derart, daß B := PAQ eine Matrix mit Nullen außerhalb der Diagonalen
ist, in der die Diagonaleinträge weiter vorn jeweils die Diagonaleinträge
weiter hinten teilen, in Formeln i 6= j ⇒ Bi,j = 0 und Bi,i|Bi+1,i+1 ∀i;

2. Wir können durch geeignete Wahl von P und Q sogar zusätzlich erreichen,
daß alle Diagonaleinträge nichtnegativ sind, und unter dieser Zusatzannah-
me werden besagte Diagonaleinträge durch die Matrix A bereits eindeutig
festgelegt.

4.4.4.14. Ich nenne die Multimenge der Diagonaleinträge von B die Multimenge
der Elementarteiler der Matrix A. Den Beweis der analogen Aussage für Po-
lynomringe dürfen Sie selbst als Übung 4.4.4.30 ausarbeiten. Eine gemeinsame
Verallgemeinerung für sogenannte „Hauptidealringe“ wird in 7.2.4.1 dargestellt.

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis der Existenz. Ist A die Nullmatrix, so
ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir P,Q invertierbar derart, daß PAQ oben
links einen positiven Eintrag hat. Es gibt dann natürlich auch Pmin, Qmin derart,
daß PminAQmin den kleinstmöglichen positiven Eintrag hat unter allen PAQ mit
positivem Eintrag dort. Dann teilt dieser Eintrag notwendig alle anderen Einträge
der ersten Spalte, da wir sonst durch Zeilenoperationen, genauer durch Subtrakti-
on eines Vielfachen der ersten Zeile von einer anderen Zeile, Multiplikation einer
Zeile mit −1 und Vertauschung zweier Zeilen, einen noch kleineren positiven
Eintrag oben links erzeugen könnten. Ebenso teilt unser Eintrag auch alle anderen
Einträge in der ersten Zeile. Durch entsprechende Zeilen- und Spaltenoperationen
können wir also zusätzlich die erste Zeile und Spalte bis auf den ersten Eintrag
als genullt annehmen. Teilt nun unser positiver Eintrag oben links nicht alle an-
deren Einträge unserer Matrix, sagen wir nicht den Eintrag ai,j mit i 6= 1 6= j,
so könnten wir durch Addieren der ersten Zeile zur i-ten Zeile gefolgt von einer
Subtraktion eines Vielfachen der ersten Spalte von von der j-ten Spalte einen noch
kleineren positiven Eintrag an der Stelle (i, j) erzeugen, und ihn durch Zeilen-
und Spaltenvertauschung in die linke obere Ecke bringen im Widerspruch zu un-
serer Annahme. Also teilt unser positiver Eintrag oben links alle anderen Einträge
unserer Matrix und eine offensichtliche Induktion beendet den Beweis der Exis-
tenz. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, betrachten wir für jedes r die sogenannten
r-Minoren unserer Matrix. Man versteht darunter die Determinanten aller derje-
nigen (r×r)-Matrizen, die wir aus unserer Matrix durch das Streichen von Zeilen
und Spalten erhalten können. Dann bemerken wir, daß sich für gegebenes r ≥ 1
der größte gemeinsame Teiler Gr aller (r × r)-Minoren unter Zeilen- und Spal-
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Berechnung der Elementarteiler einer ganzzahligen Matrix durch ganzzahlige
ganzzahlig invertierbare Zeilen- und Spaltenoperationen. Wir finden die

Elementarteiler 2, 10, 0 jeweils mit der Vielfachheit Eins.
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tenoperationen nicht ändert. Folglich sind die Gr = d1 . . . dr wohlbestimmt durch
A, und dasselbe gilt dann auch für die di.

4.4.4.15 (Herkunft der Terminologie). Der Begriff der „Minoren einer Matrix“
wurde meines Wissens in einer Arbeit von Arthur Cayley in Crelles Journal im
Jahre 1855, Band 50, Seite 282, mit dem Titel „Sept différents mémoires d’analyse.
No 3: Remarques sur la notation des fonctions algébriques“ eingeführt. Cayley
war mit Sylvester befreundet, auf den wie bereits in 3.1.1.12 erwähnt die Verwen-
dung des Begriffs einer „Matrix“ in der Mathematik zurückgeht.

Beweis der Klassifikationen 4.4.4.4 und 4.4.4.5. Wir notieren die abelsche Grup-
pe X im folgenden additiv. Gegeben ein Erzeugendensystem x1, . . . , xn von X
erklären wir durch die Vorschrift (a1, . . . , an) 7→ a1x1 + . . .+ anxn einen surjek-
tiven Gruppenhomomorphismus

Zn � X

Dessen Kern ist nach 4.4.4.1 wieder eine endlich erzeugte abelsche Gruppe K,
für die wir wieder einen surjektiven Gruppenhomomorphismus Zm � K finden
können. Mit der Notation ψ für die Komposition Zm � K ↪→ Zn erhalten wir
also einen Isomorphismus abelschen Gruppen

Zn/ imψ ∼= X

Genau wie bei Vektorräumen überlegt man sich, daß die Gruppenhomomorphis-
men Zm → Zn genau die Multiplikationen von links mit ganzzahligen (n ×m)-
Matrizen sind, falls Elemente aus Zm beziehungsweise Zn als Spaltenvektoren
aufgefaßt werden, vergleiche 4.4.2.26. Weiter überlegt man sich, daß auch in die-
ser Situation die Verknüpfung von Homomorphismen der Multiplikation von Ma-
trizen entspricht. Bezeichnet nun A die Matrix unserer Abbildung Zm → Zn, und
wählen wir P und Q wie im Elementarteilersatz, so ergibt sich ein kommutatives
Diagramm von abelschen Gruppen

Zm A // Zn

P o
��

Zm
oQ

OO

D // Zn

für eine nicht notwendig quadratische Diagonalmatrix D mit nichtnegativen Ein-
trägen d1|d2| . . . |dr für r = min(m,n). In anderen Worten bildet der Gruppen-
isomorphismus P : Zn ∼→ Zn in dieser Situation imψ = imA bijektiv auf imD
ab und wir erhalten Isomorphismen

X ∼= Zn/ imψ = Zn/ imA ∼= Zn/ imD
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Für die Diagonalmatrix D mit Diagonaleinträgen di ist aber klar, daß Zn/ imD
isomorph ist zu einem Produkt der Gruppen Z/diZ mit soviel Kopien von Z, wie
es in unserer Matrix D mehr Spalten als Zeilen gibt, also mit (n − r) Kopien
von Z. Formaler kann das auch mit dem allgemeinen Resultat 4.4.6.13 begründet
werden, nach dem „Produkte exakter Sequenzen wieder exakt sind“. Lassen wir
von unserer Folge d1|d2| . . . |dr nun alle Einsen vorne weg und ergänzen am En-
de (n − r) Nullen, so erhalten wir eine Folge a1| . . . |as wie in der Klassifikation
durch Teilerfolgen 4.4.4.4 gefordert, und die Existenz dort ist gezeigt. Mit dem
Chinesischen Restsatz 4.4.3.13 folgt dann auch sofort die Existenzaussage der
Klassifikation durch Primzahlpotenzen 4.4.4.5. Um die Eindeutigkeit in unseren
Klassifikationen zu zeigen bemerken wir, daß für jede endlich erzeugte abelsche
Gruppe X und jede Primzahl p und alle n ≥ 1 der Quotient pn−1X/pnX nach
3.5.2.44 ein endlichdimensionaler Vektorraum über Fp ist. Wir notieren seine Di-
mension

Dn
p (X) := dimFp(p

n−1X/pnX)

Alternativ mag manDn
p (X) auch als die eindeutig bestimmte natürliche ZahlD ∈

N mit |pn−1X/pnX| = pD charakterisieren. Man sieht nun leicht oder folgert
formal mit 4.4.6.13 die Formel Dn

p (X × Y ) = Dn
p (X) + Dn

p (Y ) für je zwei
endlich erzeugte abelsche Gruppen X und Y . Für zyklische Gruppen X ∼= Z/aZ
finden wir schließlich

Dn
p (Z/aZ) =

{
1 falls pn teilt a;
0 sonst.

In der Tat ist das klar für a = pm, für a teilerfremd zu p ist es eh klar, und mit
dem Chinesischen Restsatz 4.4.3.11 folgt es im allgemeinen. Für jede Zerlegung
X ∼= Z/d1Z× . . .× Z/dtZ finden wir also

Dn
p (X) = |{i | pn teilt di}|

Für X ∼= Zr × Z/q1Z × . . . × Z/qtZ wie in 4.4.4.5 finden wir insbesondere mit
den Notationen von dort

Dn
p (X) = r + |{i | pn teilt qi}|

Wenden wir diese Erkenntnis an auf alle Primzahlen p, so folgt die im Satz be-
hauptete Eindeutigkeit ohne weitere Schwierigkeiten: Wir erhalten genauer für
jede Primzahl p und jedes n ≥ 1 die nur von unserer Gruppe abhängenden Dar-
stellungen |{i | qi = pn}| = Dn

p (X)−Dn+1
p (X) und r = limn→∞D

n
p (X) für die

Zahl der zyklischen Faktoren von vorgegebener Primzahlpotenzordnung und den
Rang r des freien Anteils. Die Eindeutigkeit in 4.4.4.4 hinwiederum kann man
leicht aus der Eindeutigkeit in 4.4.4.5 folgern: Verschiedene Teilerfolgen führen
offensichtlich zu verschiedenen Multimengen von echten Primzahlpotenzen oder
verschiedenen Rängen.
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Definition 4.4.4.16. Gegeben eine Gruppe G heißt die kleinste Zahl e ≥ 1 mit
ge = 1 ∀g ∈ G der Exponent unserer Gruppe. Gibt es kein solches e, so sagen
wir, die Gruppe habe unendlichen Exponenten.

Satz 4.4.4.17 (Endliche Gruppen von Einheitswurzeln). Jede endliche Unter-
gruppe der multiplikativen Gruppe eines Körpers ist zyklisch.

4.4.4.18. Die Elemente ζ endlicher Ordnung in der multiplikativen Gruppe eines
Körpers sind per definitionem genau diejenigen Elemente, die eine Gleichung der
Gestalt ζn = 1 erfüllen. Man nennt sie deshalb auch die Einheitswurzeln des
Körpers.

Beispiel 4.4.4.19. Um uns auf den gleich folgenden Beweis einzustimmen zeigen
wir zunächst beispielhaft, daß jede 18-elementige Untergruppe der multiplikativen
Gruppe eines Körpers zyklisch ist. Nach 4.4.4.4 muß unsere Gruppe ja isomorph
sein zu genau einer der beiden GruppenZ/18Z undZ/6Z×Z/3Z. Es gilt also nur,
die zweite Möglichkeit auszuschließen. Im zweiten Fall gäbe es jedoch in unserer
Gruppe 8 Elemente der Ordnung drei und 9 Elemente, deren Ordnung drei teilt,
und das steht im Widerspruch dazu, daß das Polynom X3 − 1 in unserem Körper
höchstens drei Nullstellen haben kann.

Beweis. In jeder endlichen kommutativen Gruppe wird die maximale von einem
Gruppenelement erreichte Ordnung n geteilt von den Ordnungen aller Gruppen-
elemente, zum Beispiel nach dem Klassifikationssatz 4.4.4.4 oder direkter nach
Übung 4.4.3.27. Wäre eine endliche Untergruppe E der multiplikativen Gruppe
eines Körpers nicht zyklisch, so gäbe es also n < |E| mit ζn = 1 ∀ζ ∈ E
im Widerspruch dazu, daß das Polynom Xn − 1 in unserem Körper höchstens n
Nullstellen haben kann.

Ergänzung 4.4.4.20 (Nichtspalten der Einbettung der Torsionsuntergruppe).
Gegeben eine abelsche Gruppe A bilden die Elemente endlicher Ordnung nach
4.4.3.14 stets eine Untergruppe Ator ⊂ A und der Quotient A/Ator ist offen-
sichtlich torsionsfrei. Allerdings gibt es im Gegensatz zum Fall endlich erzeugter
abelscher Gruppen im allgemeinen keinen Gruppenisomorphismus zwischen A
und Ator × (A/Ator). Betrachten wir etwa in der Gruppe A aller Folgen an mit
an ∈ Z/pnZ, die wir später einmal A =

∏∞
n=0 Z/pnZ notieren, das Element

v = (p0, 0, p1, 0, p2, 0, . . .),

So ist v kein Torsionselement und seine Nebenklasse v̄ ∈ A/Ator ist folglich
nicht Null und für alle i ≥ 0 gibt es w = wi ∈ A/Ator mit piw = v. Das
einzige Element von A, das in dieser Weise „durch alle p-Potenzen teilbar ist“, ist
jedoch die Null. Folglich existiert kein Gruppenisomorphismus zwischen A und
Ator × (A/Ator). Dies Beispiel ist im übrigen eine Variation von 4.3.2.21.
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Übungen

Übung 4.4.4.21. Sei k ein Körper. Die Matrizen vom Rang < r in Mat(m×n; k)
sind genau die Matrizen, bei denen alle r-Minoren verschwinden.

Ergänzende Übung 4.4.4.22. Der Rang einer endlich erzeugten abelschen Gruppe
X kann beschrieben werden als die Dimension des Q-Vektorraums Grp(X,Q)
aller Gruppenhomomorphismen vonX nachQ, mit seiner Vektorraumstruktur als
Teilraum des Q-Vektorraums Ens(X,Q).

Ergänzende Übung 4.4.4.23. Man gebe ein dreielementiges bezüglich Inklusion
minimales Erzeugendensystem der Gruppe Z an.

Übung 4.4.4.24 (Untergruppen freier endlich erzeugter abelscher Gruppen).
Gegeben eine Untergruppe U ⊂ Zn gibt es stets einen Automorphismus ϕ von
Zn und 0 ≤ r ≤ n und positive natürliche Zahlen d1|d2| . . . |dr mit ϕ(U) =
〈d1e1, d2e2, . . . , drer〉. Eine analoge Aussage für Polynomringe in einer Veränder-
lichen mögen Sie selber formulieren und beweisen. Eine gemeinsame Verallge-
meinerung für „Hauptidealringe“ diskutueren wir in 7.2.4.19.

Ergänzende Übung 4.4.4.25. Gegeben a, b ∈ N≥1 gibt es einen Gruppenisomor-
phismus Z/abZ ∼= Z/aZ× Z/bZ genau dann, wenn a und b teilerfremd sind.

Ergänzende Übung 4.4.4.26. Man zeige, daß für jede nichttriviale zyklische Grup-
pe gerader Ordnung 2n in additiver Notation die Multiplikation mit n als Bild die
einzige Untergruppe mit zwei Elementen hat und als Kern die einzige Untergrup-
pe vom Index Zwei. Des weiteren zeige man, daß es nur einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus von unserer zyklischen Gruppe gerader Ordnung auf „die“
zweielementige Gruppe gibt.

Ergänzende Übung 4.4.4.27. Man berechne die Elementarteiler der Matrix2 3 4 5
6 7 8 9
5 5 5 5


Ergänzende Übung 4.4.4.28. Man zeige, daß jede von Null verschiedene Zeilen-
matrix als einzigen Elementarteiler den größten gemeinsamen Teiler der Matrix-
einträge hat.

Ergänzende Übung 4.4.4.29. Sind a, b ∈ Z teilerfremd, in Formeln 〈a, b〉 = 〈1〉,
so läßt sich das Element (a, b) ∈ Z2 ergänzen zu einem Erzeugendensystem von
Z2. Man formuliere und zeige auch die analoge Aussage für Zn.

Ergänzende Übung 4.4.4.30 (Smith-Zerlegung). Gegeben eine nicht notwendig
quadratische Matrix A mit Einträgen im Polynomring k[X] mit Koeffizienten in
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Ein Erzeugendensystem von Z2
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einem Körper k zeige man: (1) Es gibt quadratische im Matrizenring über k[X] in-
vertierbare Matrizen mit polynomialen Einträgen P und Q derart, daß B = PAQ
eine Matrix mit Nullen außerhalb der Diagonalen ist, in der die Diagonalein-
träge weiter vorn jeweils die Diagonaleinträge weiter hinten teilen, in Formeln
i 6= j ⇒ Bi,j = 0 und Bi,i|Bi+1,i+1 ∀i; (2) Wir können durch geeignete Wahl
von P und Q sogar zusätzlich erreichen, daß alle von Null verschiedenen Diago-
naleinträge normiert sind, und unter dieser Zusatzannahme werden besagte Dia-
gonaleinträge durch die Matrix A bereits eindeutig festgelegt.

Vorschau 4.4.4.31. Die Smith-Zerlegung aus der vorhergehenden Übung wird sich
in 7.2.4.1 als ein Spezialfall des „Elementarteilersatzes für Hauptidealringe“ er-
weisen. Die Smith-Zerlegung ist der Schlüssel zum vertieften Verständnis der Jor-
dan’schen Normalform und liefert auch Verallgemeinerungen über nicht notwen-
dig algebraisch abgeschlossenen Körpern, vergleiche etwa 7.2.4.11 folgende.

Übung 4.4.4.32 (Einheitengruppen von Restklassenringen). Nach dem chine-
sischen Restsatz kennen wir die Einheitengruppen (Z/mZ)×, sobald wir sie für
jede Primzahlpotenz m kennen. In dieser Übung sollen sie zeigen:

(Z/prZ)× ∼=
{
Z/pr−1Z× Z/(p− 1)Z p ist eine ungerade Primzahl, r ≥ 1;
Z/2r−2Z× Z/2Z p = 2, r ≥ 2.

Man beachte, daß hier links die Multiplikation als Verknüpfung zu verstehen ist,
rechts dahingegen die Addition. Hinweis: Nach 4.4.4.17 ist (Z/pZ)× stets zy-
klisch. Bei ungeradem p gehe man von der Abbildung (Z/prZ)× → (Z/pZ)×

aus und zeige, daß sie surjektiv ist und daß die Restklasse von 1 + p den Kern
erzeugt. Dazu beachte man, daß für alle b ∈ Z und n ≥ 1 gilt (1 + pn + bpn+1)p ∈
1 + pn+1 + pn+2Z. Dann beachte man, daß diese Formel unter der stärkeren An-
nahme n ≥ 2 auch für p = 2 gilt, und folgere, daß der Kern der Abbildung
(Z/2rZ)× → (Z/4Z)× für r ≥ 2 von der Restklasse von 5 erzeugt wird. In die-
sem Fall kann eine Spaltung unserer Abbildung leicht explizit angegeben werden.

Übung 4.4.4.33. Gibt es eine Potenz von 17, deren Dezimaldarstellung mit den
Ziffern 37 endet?

Übung 4.4.4.34 (Primitivwurzeln in Restklassenringen). Man zeige, daß für
m ≥ 2 die Einheitengruppe (Z/mZ)× des Restklassenrings Z/mZ zyklisch ist
genau dann, wenn m eine Potenz einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte
einer Potenz einer ungeraden Primzahl oder Zwei oder Vier ist. Hinweis: Man
beachte 4.4.4.32, den chinesischen Restsatz 4.4.3.11, und die Tatsache, daß eine
zyklische Gruppe nie Z/2Z×Z/2Z als Quotienten haben kann. Ein Erzeuger der
Einheitengruppe (Z/mZ)× heißt im übrigen auch eine Primitivwurzel modulo
m und die vorhergehende Aussage darüber, modulo welcher natürlichen Zahlenm
Primitivwurzeln existieren, wird als der Satz von Euler zitiert. Bis heute (2011)
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ungelöst ist die Vermutung von Artin, nach der die 2 modulo unendlich vieler
Primzahlen eine Primitivwurzel sein sollte.

Ergänzende Übung 4.4.4.35. Eine Untergruppe eines endlichdimensionalen Q-
Vektorraums heißt ein Z-Gitter, wenn sie von einer Basis unseresQ-Vektorraums
erzeugt wird. Man zeige: Eine endlich erzeugte Untergruppe eines endlichdimen-
sionalen Q-Vektorraums ist ein Z-Gitter genau dann, wenn sie besagten Vektor-
raum als Q-Vektorraum erzeugt. Ist Γ ⊂ V ein Z-Gitter eines endlichdimensio-
nalen Q-Vektorraums und ϕ : V � W eine surjektive lineare Abbildung, so ist
ϕ(Γ) ein Z-Gitter in W . Ist U ⊂ V ein Untervektorraum, so ist U ∩Γ ein Z-Gitter
in U .

Übung 4.4.4.36 (Klassifikation ganzzahliger symmetrischer Bilinearformen).
Die Klassifikation von Paaren (Γ, s) bestehend aus einer endlich erzeugten freien
abelschen Gruppe Γ und einer symmetrischen biadditiven Abbildung s : Γ ×
Γ → Z ist eine interessante Aufgabe. Man zeige, daß sich für Γ vom Rang zwei
und s positiv definit stets ein Repräsentant (Z2, s) finden läßt, dessen quadrierte
Längenfunktion die Gestalt ax2 + 2bxy + cy2 hat mit 0 ≤ 2b ≤ a ≤ c. Hinweis:
Man suche in Γ ein von Null verschiedenes Element v kleinstmöglicher Länge;
Man zeige, daß es sich zu einer Basis von Γ ergänzen läßt, sagen wir durch einen
weiteren Vektor u; Man mache nun für den verbesserten zweiten Basisvektor w
den Ansatz w = ±(u + nv). Hat zusätzlich die Fundamentalmatrix von s die
Determinante Eins, so finden wir unmittelbar a = 1, b = 0 und c = 1 und damit
gibt es bis auf Isomorphismus nur ein mögliches Paar mit diesen Eigenschaften,
nämlich Z2 mit dem Standardskalarprodukt.

Ergänzung 4.4.4.37. In der Literatur wird statt der in 4.4.4.36 erklärten Aufgabe
oft implizit die Klassifikation von Tripeln (Γ, s, ω) besprochen mit dem zusätzli-
chen Datum einer Orientierung ω. Dann läßt sich in derselben Weise zumindest
noch −a < 2b ≤ a < c oder 0 ≤ 2b ≤ a = c erreichen. Hat zusätzlich die Fun-
damentalmatrix von s die Determinante Eins, so finden wir immer noch a = 1,
b = 0 und c = 1 und damit gibt es bis auf Isomorphismus nur ein mögliches Tripel
mit diesen Eigenschaften.

Übung 4.4.4.38 (Ternäre ganzzahlige symmetrische Bilinearformen). Zur Klas-
sifikation von Paaren (Γ, s) bestehend aus einer endlich erzeugten freien abel-
schen Gruppe Γ vom Rang drei und einer positiv definiten symmetrischen biaddi-
tiven Abbildung s : Γ×Γ→ Z zeige man ähnlich, daß sich stets ein Repräsentant
(Z3, s) finden läßt, für dessen Fundamentalmatrix gilt

0 ≤ 2m13 ≤ 2m12 ≤ m11 < 2
3
√

detM

Hinweis: Man suche in Γ ein von Null verschiedenes Element v kleinstmögli-
cher Länge; Man zeige, daß es sich zu einer Basis von Γ ergänzen läßt, sagen
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wir durch weitere Vektoren u1, u2; Man mache nun für die verbesserten weiteren
Basisvektoren w1, w2 den Ansatz wi = ±(ui + niv). So erreicht man die ers-
ten Ungleichungen. Für die letzte Ungleichung beachte man, daß

√
detM nach

12.4.3.5 das Volumen des von einer und jeder Basis von Γ im Skalarproduk-
traum V := Γ ⊗Z R aufgespannten Parallelpipeds ist. Hat die Kugel mit Radi-
us r mindestens das Volumen der Grundmasche, in Formeln 4πr3/3 ≥

√
detM ,

so können die Kugeln um die Punkte aus Γ nicht paarweise disjunkt sein und es
gibt einen von Null verschiedenen Gittervektor der Länge ≤ 2r. So einen Vektor
gibt es also für (2r)6(π/6)2 ≥ detM alias (2r)2 ≥ (6/π)2/3 3

√
detM und wir

finden m11 < 2 3
√

detM . Hat zusätzlich die Fundamentalmatrix von s die Deter-
minante Eins, so finden wir unmittelbar einen Repräsentanten mit m11 = 1 und
m12 = m13 = 0 und sehen mit 4.4.4.36, daß es bis auf Isomorphismus nur ein
mögliches Paar mit diesen Eigenschaften gibt, nämlich Z3 mit dem Standardska-
larprodukt.

Ergänzung 4.4.4.39. In der Literatur wird statt der in 4.4.4.38 erklärten Aufgabe
oft implizit die Klassifikation von Tripeln (Γ, s, ω) besprochen mit dem zusätz-
lichen Datum einer Orientierung ω. Das verkompliziert dann die Argumentation
und die Ergebnisse. Mit expliziten aber weniger anschaulichen Abschätzungen
läßt sich darüber hinaus unschwer m11 < (4/3) 3

√
detM zeigen.

Ergänzung 4.4.4.40 (Symmetrische Bilinearformen und quadratische Formen).
Gegeben ein KringK und einK-Modul V verstehe ich unter einer quadratischen
Form auf V wie im Fall eines Körpers K aus 4.2.2.1 eine Abbildung q : V → K
derart, daß es eine Bilinearform b auf V gibt mit q(v) = b(v, v). In der Literatur
versteht man darunter auch oft eine symmetrische Bilinearform, aber die natürli-
che Abbildung s 7→ qs von symmetrischen Bilinearformen zu quadratischen For-
men gegeben durch qs(v) := s(v, v) ist nur dann eine Bijektion, wenn die Zwei
in K invertierbar ist, in Formeln 2 ∈ K×. In unserer Terminologie ist etwa XY
eine quadratische Form über Z, die nicht von einer symmetrischen Bilinearform
herkommt.

4.4.5 Quotientenvektorräume

Satz 4.4.5.1 (Universelle Eigenschaft surjektiver Homomorphismen). Seien
s : V � Q eine surjektive lineare Abbildung und ϕ : V → W eine beliebige
lineare Abbildung. Genau dann existiert ein Homomorphismus ϕ̄ : Q → W mit
ϕ = ϕ̄ ◦ s, wenn gilt ker(ϕ) ⊃ ker(s).

4.4.5.2. Dieser Homomorphismus ϕ̄ ist dann natürlich eindeutig bestimmt. In die-
sem Sinne kann man diesen Satz auch dahingehend zusammenfassen, daß das
Vorschalten eines surjektiven Homomorphismus s : V � Q für jeden weiteren
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Vektorraum W eine Bijektion

(◦s) : Homk(Q,W )
∼→ {ϕ ∈ Homk(V,W ) | ker(ϕ) ⊃ ker(s)}

liefert. Der Übersichtlichkeit halber stelle ich die in diesem Satz auftauchenden
Gruppen und Morphismen auch noch wieder anders in einem Diagramm dar:

V

ϕ
  @@@@@@@@

s // // Q

ϕ̄
���
�
�

W

Man formuliert diesen Satz auch mit den Worten, ϕ faktorisiere in eindeutiger
Weise über s.

Beweis. Offensichtlich ist ϕ konstant auf den Fasern von s. Damit finden wir
schon mal eine Abbildung ϕ̄ wie behauptet. Man prüft leicht, daß sie ein Homo-
morphismus ist.

4.4.5.3 (Surjektive Homomorphismen mit gleichem Kern). Gegeben ein Vek-
torraum V und zwei surjektive Homomorphismus s : V � Q und t : V � P
mit demselben Kern ker(s) = ker(t) sind die Homomorphismen t̄ : Q → P mit
t̄ ◦ s = t und s̄ : P → Q mit s̄ ◦ t = s nach 4.4.5.1 offensichtlich zueinan-
der inverse Isomorphismen Q ∼→ P

∼→ Q. Salopp gesprochen wird also bei einem
surjektiven Homomorphismus „das Ziel bereits durch den Ausgangsraum und den
Kern festgelegt bis auf eindeutigen Isomorphismus“.

Satz 4.4.5.4 (Quotientenvektorraum). Sei k ein Körper. Gegeben V ⊃ U ein
k-Vektorraum mit einem Teilraum existiert auf der Restklassengruppe V/U aus
4.4.2.10 genau eine Struktur als k-Vektorraum k × V/U → V/U derart, daß die
kanonische Projektion

can : V � V/U

aus 4.4.2.10 eine k-lineare Abbildung wird. Mit dieser Vektorraumstruktur heißt
V/U der Quotient von V nach U .

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

k × P(V ) → P(V )
(λ , A) 7→ λ.A := λA+ U

Für A = v + U finden wir λ.A = λA + U = λv + U , so daß unsere Abbildung
eine Abbildung k × V/U → V/U induziert, die die Eigenschaft λv = λ.v̄ hat für
alle λ ∈ k, v ∈ V . Damit folgt sofort, daß unsere Abbildung k × V/U → V/U
auf der abelschen Gruppe V/U eine Struktur als k-Vektorraum definiert, und daß
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die Projektion V � V/U für diese Struktur k-linear ist. Umgekehrt ist auch klar,
daß das die einzige Struktur als k-Vektorraum auf der abelschen Gruppe V/U ist,
für die die Projektion V � V/U eine k-lineare Abbildung sein kann.

Zweiter Beweis. Wir betrachten das Diagramm

k × V m //

��

V

��
k × V/U m̄ //___ V/U

mit der Skalarmultiplikation in der oberen Horizontalen. Nach Übung 4.4.2.27
und wegen m(k×U) ⊂ U gibt es genau eine biadditive Abbildung in der unteren
Horizontalen, die dies Diagramm zum Kommutieren bringt. Daß die Nebenklas-
sengruppe V/U mit dieser Abbildung als Skalarmultiplikation ein k-Vektorraum
mit den geforderten Eigenschaften ist, prüft man dann ohne weitere Schwierigkei-
ten.

4.4.5.5 (Isomorphiesatz für Vektorräume). Jeder Vektorraumhomomorphismus
f : V → W induziert einen Vektorraumisomorphismus V/ ker f

∼→ im f . Das
folgt unmittelbar aus dem Isomorphiesatz für Gruppen 4.4.2.12.

4.4.5.6. Gegeben Vektorräume V ⊃ W ⊃ U induziert die Komposition von ka-
nonischen Abbildungen V � V/U � (V/U)/(W/U) einen Vektorraumisomor-
phismus V/W ∼→ (V/U)/(W/U). Das folgt unmittelbar aus dem Noether’schen
Isomorphiesatz 4.4.2.15.

Definition 4.4.5.7. Gegeben V ⊃ U ein Vektorraum mit einem Untervektorraum
heißt die Dimension des Quotienten V/U auch die Kodimension von U in V und
wird notiert als codim(U ⊂ V ) := dim(V/U).

4.4.5.8. Ist V endlichdimensional, so haben wir nach dem Isomorphiesatz 4.4.5.5
und der Dimensionsformel 3.2.2.5 die Identität

codim(U ⊂ V ) = dim(V )− dim(U)

Es gibt aber auch in unendlichdimensionalen Räumen durchaus Teilräume endli-
cher Kodimension. Eine Teilmenge eines Vektorraums ist eine lineare Hyperebene
im Sinne von 3.1.5.16 genau dann, wenn sie ein Untervektorraum der Kodimen-
sion Eins ist.
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Übungen

Übung 4.4.5.9 (Auf Quotienten induzierte multilineare Abbildungen). Gege-
ben eine bilineare Abbildung b : V ×W → L und surjektive lineare Abbildun-
gen s : V � P und t : W � Q mit der Eigenschaft b(ker(s) × W ) = 0 =
b(V × ker(t)) gibt es genau eine bilineare Abbildung b̄ : P ×Q→ L derart, daß
das Diagramm

V ×W b //

s×t
��

L

P ×Q b̄ // L

kommutiert. Analoges gilt für multilineare Abbildungen.
Übung 4.4.5.10. Gegeben ein Vektorraum V mit Untervektorräumen U,W zeige
man, daß sich jede Linearform auf V , die auf U ∩W verschwindet, schreiben läßt
als Summe einer Linearform, die auf U verschwindet, und einer Linearform, die
auf W verschwindet.
Übung 4.4.5.11 (Simultane Trigonalisierbarkeit). Eine Menge von paarweise
kommutierenden trigonalisierbaren Endomorphismen eines endlichdimensiona-
len Vektorraums ist stets simultan trigonalisierbar, als da heißt, es gibt eine Basis,
bezüglich derer alle unsere Endomorphismen eine Matrix von oberer Dreiecksge-
stalt haben. Hinweis: Existenz eines simultanen Eigenvektors 4.3.2.18 und voll-
ständige Induktion durch betrachen des Quotienten nach dem davon erzeugten
Teilraum.
Ergänzende Übung 4.4.5.12 (Quotienten affiner Räume). Gegeben eine surjek-
tive affine Abbildung von affinen Räumen ϕ : E � F zeige man, daß jede affine
Abbildung η : E → G mit ker ~η ⊃ ker ~ϕ in eindeutiger Weise über ϕ faktorisiert.
Gegeben ein affiner Raum E und ein Teilraum U ⊂ ~E zeige man andererseits,
daß es eine surjektive affine Abbildung ϕ : E � F gibt mit ker ~ϕ = U . Man mag
F konstruieren als den Bahnenraum von U in E und mag diesen affinen Raum
E/U notieren. Die zu diesem Datum gehörige surjektive affine Abbildung mag
can : E � E/U notiert werden.

4.4.6 Exakte Sequenzen
4.4.6.1. Beim Arbeiten mit Quotienten ermöglicht der Formalismus der „exakten
Sequenzen“ oft besonders transparente Formulierungen. Wir führen deshalb im
folgenden auch diese Sprache ein.

Definition 4.4.6.2. Eine Menge mit einem ausgezeichneten Element heißt eine
bepunktete Menge. Das ausgezeichnete Element einer bepunkteten Menge heißt
der Basispunkt.
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Definition 4.4.6.3. Eine Sequenz X
f→ Y

g→ Z von bepunkteten Mengen mit
basispunkterhaltenden Abbildungen heißt exakt, wenn das Urbild in Y des aus-
gezeichneten Punktes z ∈ Z mit dem Bild von X → Y zusammenfällt, in For-
meln f(X) = g−1(z). Eine längere Sequenz von bepunkteten Mengen heißt exakt,
wenn sie an jeder Stelle exakt ist.

Beispiel 4.4.6.4. Sei ens die einelementige Menge. Eine Sequenz X → Y →
ens ist exakt genau dann, wenn ihre erste Abbildung surjektiv ist. Eine Sequenz
ens→ Y → Z ist exakt genau dann, wenn ihre zweite Abbildung injektiv ist.

Definition 4.4.6.5. Eine kurze exakte Sequenz von bepunkteten Mengen ist eine
Sequenz X → Y → Z derart, daß die Sequenz ens → X → Y → Z → ens
exakt ist oder gleichbedeutend, daßX → Y → Z exakt ist sowieX → Y injektiv
und Y → Z surjektiv. Wir notieren kurze exakte Sequenzen meist

X ↪→ Y � Z

4.4.6.6 (Exakte Sequenzen von Gruppen). Eine Gruppe fassen wir in diesem
Kontext stets auf als eine bepunktete Menge mit dem neutralen Element als aus-
gezeichnetem Punkt. Eine Sequenz von Gruppen und Gruppenhomomorphismen

X
f→ Y

g→ Z

heißt also exakt, wenn das Bild der ersten Abbildung zusammenfällt mit dem Kern
der zweiten Abbildung, in Formeln im f = ker g.
Beispiel 4.4.6.7. Für jeden Homomorphismus x : M → N von additiv notierten
abelschen Gruppen ist die Sequenz

0→ (kerx)→M → N → (N/ imx)→ 0

exakt. Man nennt wegen dieser Symmetrie den Quotienten nach dem Bild auch
den Kokern unseres Morphismus von abelschen Gruppen. Wir verwenden für den
Kokern die Notation cokx := (N/ imx).
4.4.6.8. Die Dimensionsformel 3.2.2.5 kann in dieser Terminologie auch dahin-
gehend formuliert werden, daß für jede kurze exakte Sequenz V ′ ↪→ V � V ′′ von
Vektorräumen gilt

dimV = dimV ′ + dimV ′′

Definition 4.4.6.9. Gegeben Sequenzen A
r→ B

s→ C und A′
r′→ B′

s′→ C ′

verstehen wir unter einem Homomorphismus von Sequenzen ein Tripel (f, g, h)
von Homomophismen derart, daß das folgende Diagramm kommutiert:

A
r→ B

s→ C
↓f ↓g ↓h
A′

r′→ B′
s′→ C ′
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Solch ein Morphismus heißt ein Isomorphismus von Sequenzen, wenn alle drei
vertikalen Abbildungen f, g und h Isomorphismen sind. Je nach Kontext mei-
nen wir mit Homomorphismen hier Vektorraumhomomorphismen, Gruppenho-
momorphismen oder schlicht Abbildungen.

4.4.6.10. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen A
r
↪→ B

s
�

C sind gleichbedeutend: (1) r besitzt ein Linksinverses, (2) s besitzt ein Rechtsin-
verses und (3) es gibt einen Isomorphismus der Gestalt (idA, f, idC) von unserer
Sequenz mit der Sequenz

A
in1
↪→ A⊕ C

pr2

� C

Das ist eine Umformulierung der Übungen 4.4.2.23 und 4.4.2.24. Eine kurze ex-
akte Sequenzen mit diesen Eigenschaften heißt eine spaltende kurze exakte Se-
quenz von abelschen Gruppen. Die kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen
Z ↪→ Z � Z/2Z mit der Multiplikation mit Zwei als erster Abbildung spaltet
nicht.

4.4.6.11 (Kurze exakte Sequenzen von Vektorräumen spalten). Arbeiten wir
speziell mit Vektorräumen, so finden wir mit 3.2.10.1 für jeden Untervektorraum
N ⊂ A einen zu N komplementären Teilraum U und nach 3.2.2.20 induziert die
kanonische Abbildung einen Isomorphismus U ∼→ A/N . In diesem Fall erhalten
wir also zusätzlich einen Isomorphismus von kurzen exakten Sequenzen

N ↪→ N ⊕ U � U
‖ o↓g o↓h
N ↪→ A � A/N

Implizit ist dabei zu verstehen, daß die Morphismen der oberen Horizontale die
kanonische Injektion und Projektion sein sollen.

4.4.6.12 (Die Duale einer kurzen exakten Sequenz ist exakt). Gegeben eine
kurze exakte Sequenz von Vektorräumen ist auch die duale Sequenz eine kurze
exakte Sequenz. Das ist in der Tat offensichtlich im Fall einer kurzen exakten Se-
quenz der Gestalt N ↪→ N ⊕U � U und folgt dann mit 4.4.6.11 im allgemeinen.
Speziell ist die Transponierte einer Injektion eine Surjektion und die Transponier-
te einer Surjektion eine Injektion.

Übungen

Übung 4.4.6.13 (Quotienten und Produkte). Gegeben zwei Sequenzen von be-
punkteten Mengen A→ B → C und A′ → B′ → C ′ ist ihr Produkt

(A× A′)→ (B ×B′)→ (C × C ′)
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exakt genau dann, wenn die beiden Ausgangssequenzen exakt sind. Analoges gilt
sowohl für das Produkt als auch für die direkte Summe einer beliebigen Familie
von Sequenzen von bepunkteten Mengen. Diese Aussage präzisiert unter ande-
rem die etwas vage Aussage, daß das „Bilden von Produkten mit dem Bilden von
Quotienten kommutiert“.

Ergänzende Übung 4.4.6.14 (Additivität der Spur). Gegeben ein kommutatives
Diagramm von endlichdimensionalen Vektorräumen mit zweimal derselben kurz-
en exakten Zeile

V ′ ↪→ V � V ′′

f ′ ↓ f ↓ f ′′ ↓
V ′ ↪→ V � V ′′

gilt für die Spuren der Vertikalen die Identität tr(f) = tr(f ′) + tr(f ′′). Hat allge-
meiner im Fall beliebiger Vektorräume der Homomorphismus f endlichen Rang,
so haben auch f ′ und f ′′ endlichen Rang, und unter dieser Voraussetzung gilt für
die Spuren der Vertikalen auch wieder die Identität tr(f) = tr(f ′) + tr(f ′′).

4.4.7 Mehr zu exakten Sequenzen*

Proposition 4.4.7.1 (Exakte Vektorraumsequenzen bis auf Isomorphismus).
Jede exakte drei-Term-Sequenz von Vektorräumen ist isomorph zu einer Sequenz
der Gestalt

V2

⊕
V3

V1

⊕
V2

(0 id
0 0)oo

V0

⊕
V1

(0 id
0 0)oo

4.4.7.2. Wir verwenden hier die Matrixnotation 3.2.4.12.

Beweis. Sei C r← B
s← A unsere Sequenz. Wir setzen V0 := ker s und wählen

ein Komplement V1 ⊂ A zu V0. Dann induziert s einen Isomorphismus s : V1
∼→

im s = ker r und wir wählen ein Komplement V2 ⊂ B zu ker r. Nun induziert r
einen Isomorphismus r : V2

∼→ im r und wir wählen ein Komplement V3 ⊂ C zu
im r. Insgesamt erhalten wir dann mit der Notation iν für die Einbettung von Vν
ein kommutatives Diagramm

V2

⊕
V3

(r,i3) o
��

V1

⊕
V2

(0 id
0 0)oo

(s,i2) o
��

V0

⊕
V1

(0 id
0 0)oo

(i0,i1) o
��

C Boo Aoo
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Korollar 4.4.7.3 (Erhaltung der Exaktheit unter Hom). Gegeben eine exakte
Sequenz U r→ V

s→ W von Vektorräumen erhalten wir für jeden weiteren Vektor-
raum L exakte Sequenzen

Hom(W,L)
◦s→ Hom(V, L)

◦r→ Hom(U,L)

Hom(L,U)
r◦→ Hom(L, V )

s◦→ Hom(L,W )

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der vorhergehenden Proposition 4.4.7.1 zu-
sammen mit der Erkenntnis, daß das Bilden des Homomorphismenraums, wie
in 3.2.3.12 und 3.2.3.13 ausgeführt wird, „mit endlichen direkten Summen ver-
tauscht“.

4.4.7.4 (Die Duale einer exakten Sequenz ist exakt). Nehmen wir in diesem
Korollar als L den Grundkörper, so folgt insbesondere, daß jede exakte Sequenz
von Vektorräumen beim Dualisieren wieder eine exakte Sequenz liefert.

Lemma 4.4.7.5 (Neunerlemma). Sei gegeben ein Diagramm von Gruppen mit
kurzen exakten Zeilen der Gestalt

A′ ↪→ A � A′′

↓ ↓ ↓
B′ ↪→ B � B′′

↓ ↓ ↓
C ′ ↪→ C � C ′′

und seien die senkrechten Kompositionen jeweils trivial. Sei unser Diagramm
kommutativ in dem Sinne, daß alle vier Quadrate „kommutieren“, daß also die
Komposition A′ → A → B übereinstimmt mit der Komposition A′ → B′ → B
etcetera. Sind unter diesen Voraussetzungen zwei der Spalten kurze exakte Se-
quenzen, so auch die dritte.

4.4.7.6. Wir brauchen gar nicht zu fordern, daß die Abbildungen der rechten Ver-
tikale Gruppenhomomorphismen sind, und noch nicht einmal, daß sie Gruppen
sind, wenn wir nur annehmen, daß alle Horizontalen als Sequenzen von bepunk-
teten Mengen isomorph sind zu Sequenzen der Gestalt H ↪→ G� G/H für eine
Gruppe G mit einer Untergruppe H und dem neutralen Element von G als ausge-
zeichnetem Punkt in der Mitte. Der Beweis bleibt derselbe und 4.4.1.11 zeigt, daß
auch in der rechten Spalte alle nichtleeren Fasern gleich viele Elemente haben.
Die letzte Aussage von 4.4.1.11 etwa ist ein Spezialfall des so verallgemeinerten
Neunerlemmas.

4.4.7.7. Das Neunerlemma kann als eine Verallgemeinerung des Noether’schen
Isomorphiesatzes 4.4.2.15 verstanden werden, den man im Fall A′ = A zurück-
gewinnt. Im Fall abelscher Gruppen werden Sie eine noch allgemeinere Aussage
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eventuell später einmal als „lange exakte Homologiesequenz“ 17.2.2.2 kennenler-
nen. Der folgende Beweis ist ein schönes Beispiel für eine Beweismethode, die
als Diagrammjagd bekannt ist.

Beweis. Es ist einfacher, eine allgemeinere Aussage zu zeigen: Sei ein kommuta-
tives Diagramm von Gruppen mit kurzen exakten Zeilen

∂
��

∂
��

∂
��

Xi+1

∂
��

� � f // Yi+1

∂
��

g // // Zi+1

∂
��

Xi
� � f //

∂
��

Yi
g // //

∂
��

Zi

∂
��

Xi−1

∂
��

� � f // Yi−1
g // //

∂
��

Zi−1

∂
��

gegeben derart, daß die Komposition aufeinanderfolgender Pfeile in den Spalten
jeweils einwertig ist. Sind dann zwei der Spalten exakt, so auch die Dritte. Das
Neunerlemma folgt durch die Erweiterung seines Diagramms durch triviale Grup-
pen nach oben und unten. Wir schreiben den Beweis gleich so auf, daß auch für
die allgemeinere Situation 4.4.7.6 funktioniert, und notieren dazu die ausgezeich-
neten Punkte der rechten Spalte mit 1̄. Wir diskutieren die drei Fälle der Reihe
nach.

Fall 1: Die letzten beiden Spalten sind exakt und es gilt, die Exaktheit der ersten
bei Xi zu zeigen. Sei also xi ∈ Xi mit ∂xi = 1. Für yi := fxi folgt ∂yi = 1,
also yi = ∂yi+1. Für zi+1 := gyi+1 folgt weiter ∂zi+1 = 1̄, also zi+1 = ∂zi+2.
Wir finden nun yi+2 mit gyi+2 = zi+2, also g∂yi+2 = zi+1 = gyi+1, woraus für
ỹi+1 := (∂yi+2)−1yi+1 folgt yi = ∂ỹi+1 und gỹi+1 = 1̄. Dann aber gibt es x̃i+1 mit
fx̃i+1 = ỹi+1 und es folgt f∂x̃i+1 = yi und somit ∂x̃i+1 = xi.

Fall 2: Die beiden äußeren Spalten sind exakt und es gilt, die Exaktheit der mittle-
ren bei Yi zu zeigen. Sei yi ∈ Yi mit ∂yi = 1. Für zi := gyi folgt ∂zi = 1̄, also gibt
es zi+1 mit ∂zi+1 = zi und dann yi+1 mit gyi+1 = zi+1 und g∂yi+1 = zi = gyi. Für
ỹi := (∂yi+1)−1yi folgt also ∂ỹi = 1 und gỹi = 1̄. Also gibt es x̃i mit fx̃i = ỹi und
notwendig ∂x̃i = 1, also x̃i = ∂x̃i+1 und ỹi = ∂fx̃i+1. So erhalten wir schließlich
yi = ∂(yi+1f(x̃i+1)).

Fall 3: Die ersten beiden Spalten sind exakt und es gilt, die Exaktheit der letzten
bei zi zu zeigen. Sei also ∂zi = 1̄. Sicher gibt es yi mit gyi = zi und es folgt
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g∂yi = 1̄, also gibt es xi−1 mit fxi−1 = ∂yi. Es folgt f∂xi−1 = 1, also ∂xi−1 = 1,
also gibt es xi mit ∂xi = xi−1. Für ỹi := yi(fxi)

−1 folgt ∂ỹi = 1 und g(ỹi) = zi.
Also gibt es ỹi+1 mit ỹi = ∂ỹi+1 und dann gilt zi = ∂gỹi+1.

Übungen

Übung 4.4.7.8. Man folgere den Noether’schen Isomorphiesatz 4.4.2.15 aus dem
Neunerlemma.
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4.5 Symmetrie*
Symmetrie ist ein grundlegendes Konzept in Mathematik und Physik. Wir haben
es bei der Modellierung des Anschauungsraums bereits in Aktion gesehen. Hier
soll es in einem allgemeineren und formaleren Rahmen diskutiert und mit anders-
artigen Beispielen illustriert werden.

4.5.1 Gruppenwirkungen
Definition 4.5.1.1. Eine Operation oder Wirkung eines Monoids M auf einer
Menge X ist eine Abbildung

M ×X → X
(g, x) 7→ gx

derart, daß gilt g(hx) = (gh)x für alle g, h ∈ M , x ∈ X sowie ex = x für das
neutrale Element e ∈ M und alle x ∈ X . Eine Menge mit einer Operation eines
Monoids M nennt man eine M -Menge. Die Aussage „X ist eine M -Menge“
schreiben wir in Formeln

M%X

4.5.1.2. Die erste Eigenschaft werde ich auch als die Assoziativität der Operati-
on ansprechen und beide Eigenschaften zusammen als Unitärassoziativität. Ich
ziehe die Bezeichnung als Operation an dieser Stelle vor, da das Wort „Wirkung“
in der Physik in einer anderen Bedeutung verwendet wird.

Ergänzung 4.5.1.3. In derselben Weise erklärt man noch allgemeiner auch den
Begriff der Operation einer Menge Ω auf einer Menge X als einer Abbildung
Ω×X → X , von der nichts weiter zu fordern ist.

Beispiele 4.5.1.4. 1. Das Anwenden einer Abbildung definiert für jede Menge
X eine Operation Ens(X)×X → X des Monoids Ens(X) auf X und eine
Operation Ens×(X)×X → X der Gruppe Ens×(X) auf X . Insbesondere
operiert so die symmetrische Gruppe Sn auf der Menge {1, 2, . . . , n}.

2. Das Anwenden einer linearen Abbildung definiert für jeden Vektorraum V
eine Operation End(V ) × V → V des Monoids End(V ) auf V und eine
Operation GL(V )× V → V der Gruppe GL(V ) auf V .

3. Jedes Monoid M operiert vermittels seiner Verknüpfung M ×M →M auf
sich selbst.

4. Jedes Monoid M operiert auf jeder Menge X vermittels der trivialen Ope-
ration ax = x ∀a ∈M,x ∈ X .
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5. Ist M ein Monoid und X eine M -Menge und N ⊂ M ein Untermonoid,
so ist X auch eine N -Menge in offensichtlicher Weise. Ist allgemeiner X
eine M -Menge und N → M ein Monoidhomomorphismus, so kann X in
offensichtlicher Weise mit einer Operation von N versehen werden.

6. Ist X ein M -Menge, so ist auch die Potenzmenge P(X) eine M -Menge in
natürlicher Weise.

4.5.1.5. Gegeben ein Monoid M und eine Menge X induziert das Exponentialge-
setz Ens(M ×X,X)

∼→ Ens(M,Ens(X,X)) aus 2.1.6.5 eine Bijektion{
Operationen des Monoids M

auf der Menge X

}
∼→

{
Monoidhomomorphismen

M → Ens(X)

}
In gewisser Weise ist also eine Operation eines Monoids M auf einer Menge X
„dasselbe“ wie ein Monoidhomomorphismus M → Ens(X). Ist G eine Gruppe,
so erhalten wir insbesondere eine Bijektion{

Operationen der Gruppe G
auf der Menge X

}
∼→

{
Gruppenhomomorphismen

G→ Ens×(X)

}
In gewisser Weise ist also eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X
„dasselbe“ wie ein Gruppenhomomorphismus G→ Ens×(X).
4.5.1.6. Ist ganz allgemein X×Y → Z eine Abbildung, etwa (x, y) 7→ x>y, und
sind A ⊂ X und B ⊂ Y Teilmengen, so notieren wir (A>B) ⊂ Z die Teilmenge

(A>B) = {x>y | x ∈ A, y ∈ B}

Wir haben diese Notationen in Spezialfällen bereits oft verwendet, zum Beispiel,
wenn wir das Erzeugnis eines Vektors in einem reellen Vektorraum als 〈v〉 = Rv
schreiben, oder wenn wir das Erzeugnis von zwei Teilräumen U,W eines Vektor-
raums V als U +W schreiben.

Definition 4.5.1.7. SeiX eine Menge mit einer Operation eines MonoidsM , also
eine M -Menge.

1. Die Menge aller Fixpunkte von M in X notiert man

XM := {x ∈ X | ax = x ∀a ∈M}

In vielen Situationen nennt man die Fixpunkte auch Invarianten.

2. Der Fixator oder auch Stabilisator eines Punktes x ∈ X ist die Menge

Mx := {a ∈M | ax = x}

Sie ist ein Untermonoid von M . Im Fall einer Gruppenwirkung ist sie sogar
eine Untergruppe und heißt die Standgruppe oder Isotropiegruppe des
Punktes x.
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3. Gegeben eine Teilmenge Y ⊂ X unterscheiden wir zwischen ihrem Sta-
bilisator {a ∈ M | aY ⊂ Y }, ihrem Fixator oder mengenweisen Fi-
xator {a ∈ M | aY = Y } und schließlich ihrem punktweisen Fixator
{a ∈ M | ay = y ∀y ∈ Y }. Alle drei sind Untermonoide und die letz-
ten beiden im Fall einer Gruppenoperation sogar Untergruppen. Den Fixa-
tor nennen wir insbesondere im Fall, daß Y mehr als nur ein Element be-
sitzt und daß eine Gruppe operiert, die Symmetriegruppe von Y . Natürlich
kann der Fixator von Y ⊂ X auch beschrieben werden als der Fixator des
Punktes Y ∈ P(X) für die auf der Potenzmenge P(X) induzierte Operati-
on. Wir notieren ihn MY .

4. Eine M -Menge X heißt frei, wenn es eine Teilmenge Z ⊂ X gibt derart,
daß die Operation M ×X → X eine Bijektion M ×Z ∼→ X induziert. Sie
mögen als Übung zeigen, daß eine Menge mit Gruppenwirkung genau dann
frei ist, wenn die Standgruppen aller ihrer Punkte trivial sind, in Formeln
(gx = x für ein x ∈ X)⇒ (g = e).

5. Für Z ⊂ X , N ⊂ M schreiben wir kurz NZ für die Menge NZ := {bz |
b ∈ N, z ∈ Z}. Für jede Teilmenge Z ⊂ X ist MZ eine M -Menge in
offensichtlicher Weise. Eine Teilmenge Z ⊂ X heißt N -stabil, wenn gilt
NZ ⊂ Z, wenn also N im Stabilisator der Teilmenge Z liegt. Ist N = G
eine Untergruppe von M , so wird jede G-stabile Teilmenge Z sogar von
allen Elementen von G festgehalten, in Formeln

(GZ ⊂ Z)⇒ (g(Z) = Z ∀g ∈ G)

6. Sei x ∈ X . Die Menge

Mx := {ax | a ∈M} ⊂ X

heißt die Bahn von x. Auf Englisch und Französisch sagt man dazu orbit.

7. Eine Operation heißt transitiv, wenn es ein x ∈ X gibt mit X = Mx. Im
Fall einer Gruppenwirkung gilt dann X = Gx für alle x ∈ X und X heißt
ein homogener Raum für G.

8. Eine Menge X mit einer freien transitiven Operation einer Gruppe G heißt
ein prinzipaler homogener G-Raum oder auch ein G-Torsor.

4.5.1.8. IstG eine Gruppe undH ⊂ G eine Untergruppe, so sind per definitionem
die Rechtsnebenklassen von H in G genau die Bahnen der durch Multiplikation
gegebenen Operation von H auf G.
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Einige Bahnen von S1 auf C
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Einige Bahnen der Symmetriegruppe eines Quadrats
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4.5.1.9. Ist G eine Gruppe und H ⊂ G eine Untergruppe, so ist die Menge der
Linksnebenklassen X = G/H eine G-Menge in offensichtlicher Weise.

Beispiele 4.5.1.10. In jedem eindimensionalen Vektorraum über einem Körper k
bilden die von Null verschiedenen Vektoren einen Torsor über der multiplikativen
Gruppe k× unseres Körpers. Jeder affine Raum ist ein Torsor über seinem Rich-
tungsraum. Jede Menge mit genau zwei Elementen ist in natürlicher Weise ein
(Z/2Z)-Torsor. Jede Gruppe G kann in offensichtlicher Weise aufgefaßt werden
als ein G-Torsor.

4.5.1.11 (Diskussion der Terminologie). Die Wirkung eines Monoids auf der
leeren Menge ist in unseren Konventionen nicht transitiv. Hier sind jedoch auch
andere Konventionen gebräuchlich, zum Beispiel nennt Bourbaki die Wirkung
einer Gruppe auf der leeren Menge durchaus transitiv. Noch mehr Terminologie
zu Mengen mit Gruppenwirkung führen wir in 16.3.2 ein.

Ergänzung 4.5.1.12 (Begriff eines Torsors, Varianten). Es gibt auch Varianten
des Torsor-Begriffs, bei denen man nicht auf eine vorgegebene Gruppe Bezug
nimmt.

1. Man kann einen Torsor definieren als eine Menge X mitsamt einer ausge-
zeichneten Untergruppe G ⊂ Ens×(X), die frei und transitiv auf X wirkt.

2. Man kann einen Torsor auch definieren als eine Menge X nebst einer Äqui-
valenzrelation auf X × X mit gewissen Eigenschaften, die ich hier nicht
ausschreibe. Von der üblichen Definition aus gesehen erklären wir dabei die
Äquivalenzrelation dadurch, daß ihre Äquivalenzklassen genau die Graphen
der durch die Gruppenelemente gegebenen Selbstabbildungen von X sind.

3. Man kann einen Torsor schließlich auch definieren kann als eine Menge X
nebst einer Abbildung ϕ : X×X×X → X mit gewissen Eigenschaften, die
ich hier nicht ausschreibe. Von der üblichen Definition aus gesehen setzen
wir dazu ϕ(x, gx, y) = gy.

Lemma 4.5.1.13 (Zerlegung in Bahnen). Gegeben eine Menge mit Gruppenope-
ration sind je zwei Bahnen entweder gleich oder disjunkt.

Ergänzung 4.5.1.14. Im Fall der Operation eines Monoids gibt im allgemeinen
keine Zerlegung in Bahnen: Man betrachte für ein Gegenbeispiel etwa die Opera-
tion durch Addition des additiven Monoids N auf Z.

4.5.1.15. Unter einer Partition einer Menge X versteht man ein System U ⊂
P(X) von paarweise disjunkten nichtleeren Teilmengen, deren Vereinigung ganz
X ist. In dieser Terminologie besagt unser Lemma also, daß die Bahnen unter der
Operation einer Gruppe auf einer Menge eine Partition besagter Menge bilden.
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Eine Partition einer Menge mit dreizehn Elementen durch vier Teilmengen.
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Beweis. Sei G%X unsere Menge mit Gruppenoperation. Wegen unserer Forde-
rung ex = x an eine Gruppenoperation liegt jedes x ∈ X in einer G-Bahn,
nämlich in derG-BahnGx. Andererseits folgt ausGx∩Gy 6= ∅ schonGx = Gy :
In der Tat liefert gx = hy wegen Gg = G unter Verwendung der Assoziativitäts-
bedingung an eine Gruppenoperation ja Gx = Ggx = Ghy = Gy. Die Bahnen
sind also auch paarweise disjunkt.

Definition 4.5.1.16. Gegeben eine Menge mit Gruppenoperation bezeichnet man
das Mengensystem der Bahnen auch als den Bahnenraum. IstG%X unsere Men-
ge mit Gruppenoperation, so ist der Bahnenraum in Formeln ausgedrückt also
die Teilmenge {Gx | x ∈ X} ⊂ P(X) der Potenzmenge von X . Wir notieren
den Bahnenraum meist G\X oder X/lG oder X/G. Wir haben eine kanonische
Surjektion can : X � G\X , x 7→ Gx, die jedem Element von X seine Bahn
zuordnet.

4.5.1.17 (Diskussion der Notation). Alle Notationen für den Bahnenraum haben
ihre Tücken: Die Notation G\X könnte auch die in 2.1.2.6 eingeführte Differenz-
menge bedeuten, die Notation X/G hinwiederum könnte auch für den Bahnen-
raum einer Rechtsoperation stehen, wie wir ihn gleich einführen werden. Was im
Einzelfall gemeint ist, muß aus dem Kontext erschlossen werden. Die Notation
X/lG vermeidet zwar diese Probleme, ist aber unüblich und umständlich.

Beispiel 4.5.1.18. Wir betrachten die Menge X = C der komplexen Zahlen mit
der Operation von G = S1 = {z ∈ C | |z| = 1} durch Multiplikation. Die
Standgruppen sind Gx = 1 falls x 6= 0 und G0 = S1. Die Bahnen sind genau alle
Kreise um den Nullpunkt mit Radius r ≥ 0. Die Einbettung R≥0 ↪→ C induziert
eine Bijektion mit dem Bahnenraum R≥0

∼→ (S1\C).

4.5.1.19 (Universelle Eigenschaft des Bahnenraums). Gegeben eine Menge mit
Gruppenoperation G%X und eine Abbildung in eine weitere Menge ϕ : X → Y
mit der Eigenschaft ϕ(gx) = ϕ(x) für alle g ∈ G, x ∈ X existiert genau eine
Abbildung ϕ̄ : G\X → Y mit ϕ̄ ◦ can = ϕ, im Diagramm

X

ϕ
""DDDDDDDDD

can // G\X
ϕ̄

��
Y

In der Tat können und müssen wir ϕ̄(Gx) als das einzige Element der Menge
ϕ(Gx) definieren. Das ist ein Spezialfall der universellen Eigenschaft von Sur-
jektionen 2.1.5.11. Man mag es auch als einen Spezialfall der universellen Eigen-
schaft des Raums der Äquivalenzklassen einer Äquivalenzrelation im Sinne von
3.4.2.6 verstehen.
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Definition 4.5.1.20. Sei X eine Menge und M ein Monoid. Eine Rechtsopera-
tion von M auf X ist eine Abbildung

X ×M → X
(x, a) 7→ xa

derart, daß x(ab) = (xa)b für alle a, b ∈ M , x ∈ X , und daß gilt xe = x für das
neutrale Element e ∈ M und alle x ∈ X . Eine Menge mit einer Rechtsoperation
eines Monoids M nennt man auch eine M -Rechtsmenge.

Beispiel 4.5.1.21. Ist M ein Monoid und X eine M -Menge und E eine weitere
Menge, so wird der Abbildungsraum Ens(X,E) zu einer M -Rechtsmenge ver-
mittels der Operation „durch Vorschalten“ (fa)(x) := f(ax).

4.5.1.22 (Beziehung von Rechts- und Linksoperationen). IstG eine Gruppe, so
wird jede G-Rechtsmenge X zu einer G-Menge durch die Operation gx = xg−1,
die Begriffsbildung einer G-Rechtsmenge ist also für Gruppen in gewisser Wei-
se obsolet. Sie dient im wesentlichen dem Zweck, in manchen Situationen sug-
gestivere Notationen zu ermöglichen. Unsere Begriffe für Linksoperationen wie
Bahn, Standgruppe et cetera verwenden wir analog auf für Rechtsoperationen.
Den Bahnenraum notieren wir in diesem Fall stets X/G. Die kanonische Abbil-
dung X � X/G hat dann offensichtlich eine zu 4.5.1.19 analoge universelle
Eigenschaft.

4.5.1.23. Unter dem Exponentialgesetz Ens(X ×M,X)
∼→ Ens(M,Ens(X,X))

aus 2.1.6.5 entsprechen die Rechtsoperationen eines Monoids M auf einer Menge
X gerade den Monoidhomomorphismen Mopp → Ens×(X). Hierbei meint Mopp

das opponierte Monoid nach 2.2.3.33, die entsteht, indem wir die Menge M mit
der opponierten Verknüpfung a◦b◦ = (ba)◦ versehen. In diesem Sinne ist also eine
M -Rechtsoperation dasselbe wie eine Linksoperation von Mopp.

Ergänzung 4.5.1.24. SeiG eine Gruppe. Eine freie transitiveG-Rechtsmenge nen-
nen wir einen G-Rechtstorsor oder auch kurz einen G-Torsor in der Hoffnung,
daß der Leser aus dem Kontext erschließen kann, ob im jeweils vorliegenden Fall
eine Menge mit freier und transitiver Rechts- oder mit freier und transitiver Links-
operation gemeint ist.

4.5.1.25 (Operationen auf dem projektiven Raum). Wir erinnern für einen
Körper K und n ∈ N aus 5.1.4.18 den projektiven Raum

PnK := (Kn+1\0)/K×

Sicher operiert die Gruppe GL(n + 1;K) auf dem projektiven Raum PnK. Die
offensichtliche Operation von GL(2;K) auf P1K entspricht unter unserer Identi-
fikation von K t {∞} mit P1K durch x 7→ 〈1, x〉 und∞ 7→ 〈0, 1〉 der Operation
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von GL(2;K) auf K t {∞}, unter der eine Matrix durch die Transformation(
a b
c d

)
: x 7→ c+ dx

a+ bx

wirkt. Der Punkt ∞ muß hier mit etwas Sorgfalt ins Spiel gebracht werden und
ich schreibe nicht alle Fälle aus. Man sie jedoch leicht erschließen, wenn man
weiß, daß diese Operation im Fall K = R stetig ist für die natürliche Topologie
aus 5.1.4.19. Zum Beispiel geht∞ im Fall b 6= 0 nach d/b.

Übungen

Übung 4.5.1.26 (Noether’scher Isomorphiesatz, Variante). Seien H ⊃ N eine
Gruppe mit einem Normalteiler und X eine Menge mit H-Operation. So gibt es
auf dem BahnenraumX/N genau eine Operation der QuotientengruppeH/N mit
der Eigenschaft (hN)(Nx) = Nhx. Ist speziell G ⊃ H ⊃ N eine Gruppe mit
zwei Untergruppen und istN ein Normalteiler inH , so induziert die Komposition
G� G/N � (G/N)/(H/N) eine Bijektion G/H ∼→ (G/N)/(H/N).

Übung 4.5.1.27. Unter der Operation von GL(n+1;Q) auf dem projektiven Raum
PnQ operiert bereits die Gruppe SL(n;Z) aller (n×n)-Matrizen mit ganzzahligen
Einträgen und Determinante Eins transitiv. Hinweis: 4.4.4.29.

Übung 4.5.1.28. Ist E ein affiner Raum über einem Körper der Charakteristik
Null und G ⊂ Aff×E eine endliche Untergruppe seiner Automorphismengruppe,
so besitzt G stets einen Fixpunkt in E. Hinweis: Man betrachte den Schwerpunkt
einer Bahn.

Übung 4.5.1.29 (Smith-Normalformen als Bahnrepräsentanten). Sei K ein
Körper. Man zeige, daß wir eine Operation der Gruppe GL(n;K)×GL(m;K) auf
der Menge Mat(n × m;K) erhalten durch die Vorschrift (A,B)M = AMB−1.
Man zeige weiter, daß die Bahnen unserer Operation genau die nichtleeren Fa-
sern der durch den Rang gegebenen Abbildung rk : Mat(n ×m;K) → N sind.
Hinweis: Smith-Normalform 3.2.6.11.

Übung 4.5.1.30 (Jordan-Normalformen als Bahnrepräsentanten). Sei K ein
Körper. Man zeige, daß wir eine Operation der Gruppe GL(n;K) auf der Menge
Mat(n;K) erhalten durch die Vorschrift A.M := AMA−1. Man zeige, wie für
einen algebraisch abgeschlossenen Körper K die Theorie der Jordan’schen Nor-
malform eine Bijektion liefert zwischen dem Bahnenraum zu dieser „Operation
durch Konjugation“ und der Menge aller endlichen Multimengen von Paaren aus
N≥1 ×K, deren erste Komponenten sich zu n aufaddieren.

Ergänzende Übung 4.5.1.31. Sei K ein Körper. Man zeige, daß der Teilraum der
quadratischen Formen Q ⊂ Ens(Kn, K) stabil ist unter der Rechtsoperation der
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Gruppe GL(n;K) durch Vorschalten auf Ens(Kn, K). Man diskutiere, inwiefern
die Frage nach der Klassifikation der quadratischen Formen im wesentlichen die
Frage nach einem Repräsentantensystem für die Bahnen dieser Operation ist.

Ergänzende Übung 4.5.1.32. Man gebe für jedes ungerade n einen Gruppeniso-
morphismus SO(n)× Z/2Z ∼→ O(n) an; Man zeige, daß es für gerades n keinen
derartigen Isomorphismus gibt.

Ergänzende Übung 4.5.1.33. Ein Gitter in C ist eine Untergruppe Γ ⊂ C, die
man als Gruppenerzeugnis einer R-Basis von C erhalten kann. Auf der Menge
Gitt aller Gitter in C operiert C× in offensichtlicher Weise. Man zeige, daß es
genau zweiC×-Bahnen in Gitt gibt, deren Elemente nichttriviale Isotopiegruppen
haben, nämlich die Bahnen der beiden Gitter Z+ Zi und Z+ Zeπi/3.

Ergänzende Übung 4.5.1.34. Man finde ein Repräsentantensystem für die Bahnen
unter der offensichtlichen Wirkung von GL(n;Z)×GL(m;Z) auf dem Matrizen-
raum Mat(n×m;Q). Hinweis: 4.4.4.13.

Übung 4.5.1.35. In dieser Übung sollen Sie den Satz von Cauchy zeigen: Je-
der Primfaktor der Ordung einer endlichen Gruppe tritt auch als Ordnung eines
Elements besagter Gruppe auf. Man zeige der Reihe nach:

1. Für eine Primzahl p und G = GL(n;Fp) und die Untergruppe N ⊂ G der
unipotenten oberen Dreiecksmatrizen ist p kein Teiler von |G/N | und |N |
eine Potenz von p;

2. Jede endliche Untergruppe Γ ⊂ G ohne Elemente der Ordnung p operiert
mit trivialen Standgruppen auf G/N , folglich muß ihre Ordnung |Γ| zu p
teilerfremd sein;

3. Jede endliche Gruppe Γ läßt sich als Untergruppe in GL(n;Fp) für n = |Γ|
oder kanonischer in GL(Fp〈Γ〉) einbetten.

Einen anderen Beweis, bei dem vollständig innerhalb der Gruppentheorie argu-
mentiert wird, können Sie in 6.1.4.8 finden. Er scheint mir jedoch im ganzen eher
komplizierter.

4.5.2 Bahnformel
Lemma 4.5.2.1 (Bahnen als Quotienten). Seien G eine Gruppe, X eine G-
Menge und x ∈ X ein Punkt. So induziert die Abbildung G → X , g 7→ gx
eine Bijektion

G/Gx
∼→ Gx

zwischen dem Quotienten nach der Standgruppe von x und der Bahn von x.
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Beweis. Für jede Gx-Linksnebenklasse L ⊂ G im Sinne von 4.4.1.2 besteht die
Menge Lx nur aus einem Punkt, für L = gGx haben wir genauer Lx = gGxx =
{gx}. Die Abbildung im Lemma wird nun definiert durch die Bedingung, daß
sie jeder Nebenklasse L ∈ G/Gx das einzige Element von Lx zuordnet. Diese
Abbildung ist offensichtlich surjektiv. Sie ist aber auch injektiv, denn aus gGxx =
hGxx folgt gx = hx, also h−1g ∈ Gx, also gGx = hGx.

Zweiter Beweis. Die durch das Anwenden auf x ∈ X gegebene Abbildung G �
Gx und die kanonische Surjektion G � G/Gx sind Surjektionen mit denselben
Fasern. Die Behauptung folgt so aus 2.1.5.11.

4.5.2.2. Ist G eine endliche Gruppe und X eine G-Menge, so folgt mit dem vor-
hergehenden Lemma 4.5.2.1 aus dem Satz von Lagrange 4.4.1.5 für alle x ∈ X
insbesondere die sogenannte Bahnformel

|G| = |Gx| · |Gx|

Die Kardinalität jeder Bahn teilt also die Kardinalität der ganzen Gruppe, und die
Kardinalität der Standgruppen ist konstant auf den Bahnen. Genauer prüft man für
beliebiges G die Formel Ggx = gGxg

−1 für g ∈ G, x ∈ X . Ist weiter X endlich
und X = X1 t . . . t Xn seine Zerlegung in Bahnen und x(i) ∈ Xi jeweils ein
Element, so folgt

|X| = |X1|+ . . .+ |Xn| = |G|/|Gx(1)|+ . . .+ |G|/|Gx(n)|

Beispiel 4.5.2.3. Seien k ≤ n natürliche Zahlen. Auf der Menge X aller k-
elementigen Teilmengen der Menge {1, 2, . . . , n} operiert die symmetrische Grup-
pe Sn transitiv. Die Standgruppe des Punktes x ∈ X , der durch die k-elementige
Teilmenge {1, 2, . . . , k} gegeben wird, ist isomorph zu Sk × Sn−k. Die Bahn-
formel liefert folglich |X| = n!/(k!(n − k)!) in Übereinstimmung mit unseren
Erkenntnissen aus 1.1.1.19. Ähnlich kann man auch die in 2.1.5.19 diskutierten
Formeln für die Multinomialkoeffizienten herleiten.

Beispiel 4.5.2.4 (Zahl der Drehsymmetrien eines Würfels). Wir können unsere
Bahnformel auch umgekehrt anwenden. Nehmen wir zum Beispiel an, wir wollten
die Drehungen zählen, die einen Würfel in sich überführen. Die Gruppe G dieser
Drehungen operiert sicher transitiv auf der Menge E der acht Ecken des Würfels
und die Standgruppe jeder Ecke p hat drei Elemente. Wir folgern |G| = |Gp| ·
|E| = 3 · 8 = 24.

Übungen

Ergänzende Übung 4.5.2.5. SindQ,H Untergruppen einer GruppeG, so induziert
die Einbettung Q ↪→ G eine Bijektion Q/(Q ∩ H)

∼→ QH/H . Gemeint ist auf
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der rechten Seite der Bahnenraum der Operation von rechts durch Multiplikation
der Gruppe H auf der Teilmenge QH ⊂ G.
Ergänzende Übung 4.5.2.6. Ist G eine Gruppe und X eine G-Menge und Y eine
G-Rechtsmenge, so erklärt man ihr balanciertes Produkt

Y ×/G X

als die Menge allerG-Bahnen in Y ×X unter der Operation g(y, x) = (yg−1, gx).
Man zeige: Sind P,Q Untergruppen einer Gruppe G mit Schnitt S := P ∩Q, so

induziert die Multiplikation eine Bijektion

P ×/S Q
∼→ PQ

Ergänzende Übung 4.5.2.7. Ist in der Bruhat-Zerlegung 4.5.6.1 der Köper k ein
endlicher Körper k = Fq, so wird die Kardinalität der Doppelnebenklasse BxB
für x ∈ Sn und B die oberen Dreicksmatrizen gegeben durch die Formel

|BxB| = |B|ql(x)

mit l(x) der Zahl der Fehlstände der Permutation x. Hinweis: Man wende auf die
(B ×B)-Bahnen von x ∈ Sn ⊂ G die Bahnformel an.

4.5.3 Konjugationsklassen
Definition 4.5.3.1. IstG eine Gruppe und x ∈ G ein Element, so ist die Abbildung

intx : G → G
g 7→ xgx−1

ein Isomorphismus der Gruppe G mit sich selber. Er heißt die Konjugation mit
x. Ganz allgemein nennt man einen Isomorphismus einer Gruppe mit sich selber
auch einen Automorphismus der Gruppe. Die Automorphismen einer Gruppe
G bilden selber eine Gruppe mit der Verknüpfung von Abbildungen als Verk-
nüpfung. Sie heißt die Automorphismengruppe von G und wir verwenden für
sie die beiden Notationen Aut(G) = Grp×(G). Diejenigen Automorphismen
einer Gruppe, die sich als Konjugation mit einem geeigneten Gruppenelement
schreiben lassen, heißen innere Automorphismen und auf englisch interior au-
tomorphisms, daher die Notation int. Sicher gilt intx ◦ inty = intxy, folglich ist
int : x 7→ int(x) := intx ein Gruppenhomomorphismus int : G → Grp×(G)
und insbesondere eine Operation der Gruppe G auf der Menge G, die Operation
durch Konjugation

G×G → G
(x, y) 7→ intx(y) = xyx−1

Die Bahnen dieser Operation heißen die Konjugationsklassen unserer Gruppe.
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Beispiele 4.5.3.2. Die Konjugationsklassen in einer kommutativen Gruppe sind
einelementig. Die Theorie der Jordan’schen Normalform beschreibt die Konjuga-
tionsklassen in GL(n;C), vergleiche 4.5.1.30.

Übungen

Ergänzende Übung 4.5.3.3. Sei A eine zyklische Gruppe der Ordnung n ∈ N. So
gibt es genau einen Ringisomorphismus Z/nZ ∼→ EndA, und dieser Ringisomor-
phismus induziert einen Isomorphismus zwischen der Einheitengruppe (Z/nZ)×

und der Automorphismengruppe von A.

Ergänzende Übung 4.5.3.4. Man gebe jeweils ein Repräsentantensystem an für
die Konjugationsklassen der Gruppe aller Isometrien des affinen Skalarprodukt-
raums R2 und der Untergruppe ihrer orientierungserhaltenden Isometrien.

Ergänzende Übung 4.5.3.5. Wir betrachten die Gruppen G ⊃ K der Ähnlichkei-
ten und der Kongruenzen einer euklidischen Ebene. Man zeige, daß K stabil ist
unter der Konjugation mit g ∈ G und daß die Konjugationsklassen von G, die in
K enthalten sind, wie folgt beschrieben werden können:

1. Die Identität bildet für sich allein eine Konjugationsklasse;

2. Alle Verschiebungen, die nicht die Identität sind, bilden eine Konjugations-
klasse;

3. Alle Spiegelungen an affinen Geraden bilden eine Konjugationsklasse;

4. Alle Gleitspiegelungen, die keine Spiegelungen sind, bilden eine Konjuga-
tionsklasse;

5. Für jeden Winkel θ mit 0 < θ ≤ 180◦ bilden alle Drehungen um einen
beliebigen Punkt und um einen Winkel mit dem Betrag θ eine Konjugati-
onsklasse.

Darüber hinaus gibt es keine weiteren Konjugationsklassen von G in K. Hinweis:
4.1.10.12.

Ergänzende Übung 4.5.3.6. Wir betrachten die Gruppen G ⊃ B der Ähnlich-
keiten und der Bewegungen eines dreidimensionalen euklidischen Raums. Man
zeige, daß B stabil ist unter der Konjugation mit g ∈ G und daß die Konjugati-
onsklassen von G, die in B enthalten sind, wie folgt beschrieben werden können:

1. Die Identität bildet für sich allein eine Konjugationsklasse;

2. Alle Verschiebungen, die nicht die Identität sind, bilden eine Konjugations-
klasse;
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3. Für jeden Winkel θ mit 0 < θ ≤ 180◦ bilden alle Drehungen um eine
beliebige Achse und um einen Winkel mit dem Betrag θ eine Konjugations-
klasse;

4. Für jeden Winkel θ mit 0 < θ ≤ 180◦ bilden alle Verschraubungen um
einen Winkel mit dem Betrag θ, die keine Drehungen sind, eine Konjugati-
onsklasse.

Darüber hinaus gibt es keine weiteren Konjugationsklassen von G in B. Hinweis:
4.1.10.13.

4.5.4 Endliche Untergruppen von Bewegungsgruppen
4.5.4.1. Die orthogonalaffinen orientierungserhaltenden Automorphismen eines
euklidischen Raums R der Dimension drei nennen wir seine Bewegungen. Die
Gruppe B aller Bewegungen von R nennen wir die Bewegungsgruppe von R.
Gegeben eine Teilmenge des Raums T ⊂ R nennen wir eine Bewegung b ∈ B
mit b(T ) = T eine Symmetriebewegung von T . Die Symmetriebewegungen
einer Teilmenge T ⊂ R bilden eine Untergruppe seiner Bewegungsgruppe. Bis
auf Isomorphismus gibt es nur einen dreidimensionalen euklidischen Raum und
man mag sich darunter den Anschauungsraum denken. Der folgende Satz ist in
dieser Anschauung und in Bezug auf die aus der Schule bekannten platonischen
Körper formuliert in der Hoffnung, daß er durch diesen Stilbruch verständlicher
wird. Das exakte Formulieren im Rahmen der in dieser Vorlesung entwickelten
Sprache holen wir später nach.

Satz 4.5.4.2 (Endliche Untergruppen von Bewegungsgruppen). Jede endliche
Untergruppe der Bewegungsgruppe ist genau eine der folgenden Gruppen:

1. Eine zyklische Gruppe Ck mit k ≥ 1 Elementen, bestehend aus allen Dre-
hungen zu einer festen Drehachse um Winkel der Gestalt 2πn/k. Der Fall
k = 1 deckt hier den Fall der trivialen Gruppe ab, die nur aus der Identität
besteht.

2. Eine Diedergruppe Dk mit 2k Elementen für k ≥ 2. Im Fall k > 2 ist
das die Gruppe aller Symmetriebewegungen eines ebenen gleichseitigen k-
Ecks, aufgefaßt als räumliche Figur. Im Fall k = 2 ist es die Gruppe aller
derjenigen Drehungen, die von einem Paar sich schneidender orthogonaler
Geraden jede in sich überführen.

3. Eine Tetraedergruppe T aller 12 Symmetriebewegungen eines Tetraeders.

4. Eine Würfelgruppe W aller 24 Symmetriebewegungen eines Würfels.
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5. Eine Ikosaedergruppe I aller 60 Symmetriebewegungen eines Ikosaeders.

4.5.4.3. Will man diesen Satz einem Laien erklären, der mit dem Gruppenbegriff
nicht vertraut ist, so mag man nach 3.4.3.7 auch einfacher von endlichen Men-
gen von Bewegungen reden, die mit je zwei Bewegungen stets auch deren Hin-
tereinanderausführung enthalten. Vom mathematischen Standpunkt aus mag man
das Resultat als eine Aufzählung der „Konjugationsklassen von endlichen Unter-
gruppen der Bewegungsgruppe“ ansehen, also der Bahnen unter der Operation
durch Konjugation unserer Bewegungsgruppe auf der Menge ihrer endlichen Un-
tergruppen. Die endlichen Untergruppen der Isometriegruppe des Anschauungs-
raums werden in 4.5.4.25 diskutiert.
4.5.4.4. Das Evozieren der platonischen Körper stellt insofern einen Stilbruch
dar, als wir uns zumindest implizit darauf verständigt hatten, alle unsere Überle-
gungen ausschließlich im Rahmen der Mengenlehre durchzuführen. Ein mögli-
cher Würfel ist schnell beschrieben, man mag als Ecken für irgendeine Orthonor-
malbasis (~v1, ~v2, ~v3) die acht Vektoren ±~v1 ± ~v2 ± ~v3 nehmen, im R3 also etwa
(±1,±1,±1). Die Ecken eines Tetraeders erhält man, wenn man nur die vier
Ecken dieses Würfels nimmt, bei denen das Produkt der Koordinaten Eins ist. Den
Ikosaeder besprechen wir in 4.5.4.12 noch ausführlich. Zu den fünf sogenannten
„platonischen Körpern“ rechnet man außer diesen dreien noch den Oktaeder und
den Dodekaeder. Die Eckenmenge eines Oktaeders bilden etwa die drei Vekto-
ren der Standardbasis des R3 mitsamt ihren Negativen. Die Eckenmenge eines
Dodekaeders mag man anschaulich als die Menge der „Flächenmitten eines Iko-
saeders“ beschreiben und formal als die Menge der „Pole der Polordnung drei“ im
Sinne des gleich folgenden Beweises im Fall der Symmetriegruppe eines Ikosa-
eders. Die Bezeichnungen Tetraeder, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder für die
platonischen Körper außer dem Würfel kommen von den griechischen Worten für
die Anzahlen 4, 8, 12 und 20 ihrer Flächen und dem griechischen Wort εδρα für
„Sitz“ und dann auch „Sitzfläche“ her. Man findet für den Würfel wegen seiner
6 Flächen manchmal auch die Bezeichnung „Hexaeder“. „Dieder“ heißt eigent-
lich „Zweiflach“, womit wohl gemeint ist, daß er in gewisser Weise zwei Flächen
hat, da man ihn ja wie einen Bierdeckel von beiden Seiten verschieden anmalen
könnte.
4.5.4.5. Die Diedergruppe D4 mag man sich auch als die Gruppe aller acht räum-
lichen Bewegungen veranschaulichen, die einen Bierdeckel in sich überführen.
Sie wird deshalb auch die Bierdeckelgruppe genannt.
Ergänzung 4.5.4.6 (Beziehungen zur Kritallographie). Unser Satz 4.5.4.2 ist ein
möglicher Ausgangspunkt der Kristallographie: Unter einem n-dimensionalen
Kristall verstehen wir hier eine TeilmengeK eines n-dimensionalen euklidischen
RaumsE, etwa die Menge der Orte der Atome eines Kristallgitters, mit der Eigen-
schaft, daß (1) die Translationen aus ihrer Symmetriegruppe den Richtungsraum
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aufspannen und daß es (2) eine positive untere Schranke gibt für die Längen aller
von Null verschiedenen Translationen aus besagter Symmetriegruppe. Die zweite
Eigenschaft schließt etwa den Fall aus, daß unsere Teilmenge einfach der ganze
besagte Raum ist. Unter der Punktgruppe P eines Kristalls verstehen wir die
Untergruppe P ⊂ O( ~E) aller linearen Anteile von Symmetrien unseres Kristalls,
unter seiner Drehgruppe D ⊂ SO( ~E) die Menge aller orientierungserhaltenden
Elemente der Punktgruppe. Man zeigt, daß die Punktgruppe eines Kristalls stets
endlich sein muß, und daß als Drehgruppen von räumlichen, als da heißt dreidi-
mensionalen Kristallen nur die Gruppen Ck und Dk mit k ∈ {1, 2, 3, 4, 6} sowie
die Tetraedergruppe und die Würfelgruppe auftreten können. Die Einteilung nach
Drehgruppen entspricht in etwa, aber leider nicht ganz genau, der in der Kris-
tallographie gebräuchlichen Einteilung in die sieben Kristallsysteme. Genauer
entsprechen dem „kubischen System“ die Würfelgruppe und die Tetraedergruppe,
dem „tetragonalen System“ die Drehgruppen C4 und D4, dem „hexagonalen Sys-
tem“ die Drehgruppen C6 und D6, dem „trigonalen System“ die Drehgruppen C3

und D3, aber das „orthorhombische“, „monokline“ und „trikline System“ lassen
sich erst anhand ihrer Punktgruppen unterscheiden. Auch in den übrigen Fällen
liefert die Punktgruppe eine feinere Klassifikation. Für sie gibt es 32 Möglich-
keiten, nach denen die Kristalle in die sogenannten Kristallklassen eingeteilt
werden. Die eigentliche Klassifikation beschreibt alle als Symmetriegruppen von
räumlichen Kristallen möglichen Bewegungsgruppen des Anschauungsraums bis
auf Konjugation mit orientierungstreuen Automorphismen des unserem euklidi-
schen Raum zugrundeliegenden affinen Raums. Das darf nicht dahingehend miß-
verstanden werden, daß diese Automorphismengruppe durch Konjugation auf der
Menge der möglichen Symmetriegruppen räumlicher Kristalle operieren würde,
aber in vielen Fällen sind eben doch zwei derartige Symmetriegruppen konjugiert
zueinander, und dann betrachtet man sie als zur selben Klasse gehörig. Es gibt im
Raum genau 230 Kristallklassen. Erlaubt man auch Konjugation mit nicht orien-
tierungstreuen Automorphismen, so sinkt die Zahl der Klassen auf 219. Das acht-
zehnte Hilbert’sche Problem fragte unter anderem danach, ob es analog in jeder
Dimension nur endlich viele Möglichkeiten für wesentlich verschiedene Kristalle
gibt. Bieberbach konnte dafür einen Beweis geben.

4.5.4.7 (Beziehungen zwischen den Symmetriegruppen platonischer Körper).
Eine Würfelgruppe kann auch als die Gruppe aller Symmetriebewegungen desje-
nigen Oktaeders aufgefaßt werden, dessen Ecken die Mittelpunkte der Flächen
des Würfels sind. Ähnlich kann eine Ikosaedergruppe auch als Gruppe aller Sym-
metriebewegungen eines Dodekaeders aufgefaßt werden. Die Kantenmitten eines
Tetraeders bilden die Ecken eines Oktaeders, so erhält man eine Einbettung der
Tetraedergruppe in die Würfelgruppe.

4.5.4.8 (Symmetriegruppen platonischer Körper als abstrakte Gruppen). Die
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Einer der fünf eingeschriebenen Würfel eines Dodekaeders, mit gestrichelt
eingezeichneten Kanten.



522 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

Diedergruppe D2 ist isomorph zur Klein’schen Vierergruppe Z/2Z × Z/2Z. Sie
kann vielleicht übersichtlicher auch beschrieben werden als die Gruppe aller Dre-
hungen, die von einem Tripel paarweise orthogonaler Geraden jede in sich über-
führen. Neben der Identität liegen darin also die Drehungen um 180◦ um jede
dieser drei Geraden. Die Tetraedergruppe kann man in die symmetrische Gruppe
S4 einbetten vermittels ihrer Operation auf den Ecken des Tetraeders. Wir erhal-
ten so einen Isomorphismus der Tetraedergruppe mit der alternierenden Gruppe
A4 aller geraden Permutationen von vier Elementen. Die Würfelgruppe operiert
auf der Menge der vier räumlichen Diagonalen des Würfels und wir erhalten so
einen Isomorphismus W ∼= S4. Die Ikosaedergruppe operiert auf der Menge der
fünf eingeschriebenen Würfel eines Dodekaeders, von denen einer in nebenste-
hendem Bild schematisch dargestellt ist. Mit etwas Geduld kann man direkt ein-
sehen, daß diese Operation einen Isomorphismus der Ikosaedergruppe I mit der
alternierenden Gruppe A5 aller geraden Permutationen von 5 Elementen liefert.
In 6.1.2.5 werden wir erklären, wie man das auch mit weniger Geduld aber mehr
Gruppentheorie einsehen kann, und in 6.1.6.10 werden wir zusätzlich einen Iso-
morphismus dieser Gruppe mit der Gruppe SL(2;F5)/{± id} herleiten.

Beweis von Satz 4.5.4.2. Nach 4.5.1.28 besitzt jede endliche Gruppe von Auto-
morphismen eines reellen affinen Raums mindestens einen Fixpunkt, genauer ist
der Schwerpunkt 3.3.4.2 jeder Bahn ein Fixpunkt. Folglich reicht es, die endli-
chen Untergruppen der Drehgruppe SO(3) zu klassifizieren. Sei also G ⊂ SO(3)
eine endliche Untergruppe. Für jede nichttriviale Drehung g ∈ SO(3)\1 erklären
wir ihre „Pole“ als die beiden Schnittpunkte ihrer Drehachse mit der Einheitss-
phäre S2. Sei P die Menge aller Pole von Elementen von G\1. Natürlich ist P
eine endliche Menge und G operiert auf P . Wir zählen nun die Menge

M := {(g, p) ∈ G× S2 | g 6= 1, gp = p}

aller Paare (g, p) mit g ∈ G\1 und p einem Pol von g auf zwei Weisen. Einerseits
gehört jedes von 1 verschiedene Gruppenelement g ∈ G\1 zu genau zwei Polen,
andererseits gehört jeder Pol p ∈ P mit Standgruppe Gp zu genau |Gp| − 1 von 1
verschiedenen Gruppenelementen. Zusammen erhalten wir so

2(|G| − 1) = |M | =
∑
p∈P

(|Gp| − 1)

Sei nun P = P1t. . .tPr die Bahnzerlegung von P und seien pi ∈ Pi fest gewählt.
Die Standgruppe von pi habe sagen wir ni ≥ 2 Elemente. Die zugehörige Bahn
hat dann |Pi| = |G|/ni Elemente und alle Standgruppen zu Polen p ∈ Pi haben
|Gp| = ni Elemente. Die Kardinalität der Standgruppe eines Pols nennen wir
abkürzend auch die Polordnung. Insbesondere ist also ni die Polordnung des Pols
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Die „von vorne sichtbaren“ Pole der Würfelgruppe mit den Kardinalitäten der
jeweiligen Standgruppen
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pi. Fassen wir dann die Pole jeder Bahn in unserer Summe zu einem Summanden
zusammen, so können wir in unserer Gleichung die rechte Seite umformen zu∑r

i=1(|G|/ni)(ni − 1) und Wegteilen von |G| liefert die Gleichung

2− 2

|G|
=

r∑
i=1

(
1− 1

ni

)
Jeder Summand auf der rechten Seite ist mindestens 1/2, der Ausdruck links ist
aber kleiner als 2. Es kommen also nur bis zu drei Bahnen von Polen in Betracht.
Wir machen nun eine Fallunterscheidung nach der Zahl r der Bahnen von Polen.

Fall 0: Es gibt überhaupt keine Pole. In diesem Fall besteht G nur aus dem neu-
tralen Element und wir haben die triviale Gruppe C1 vor uns.

Fall 1: Ganz P ist eine Bahn. Das ist unmöglich, denn es muß gelten |G| ≥ 2
wenn es überhaupt Pole geben soll, und damit hätten wir 2− 2

|G| ≥ 1 > 1− 1
n1

im
Widerspruch zu unserer Gleichung.

Fall 2: Es gibt genau zwei Bahnen P1 und P2 in P . Wir haben dann

2

|G|
=

1

n1

+
1

n2

Natürlich haben wir ni ≤ |G| und damit notwendig n1 = n2 = |G|. Alle Po-
le werden also von der Gruppe festgehalten, es gibt folglich nur zwei Pole, die
sich notwendig gegenüberliegen müssen. Damit sind wir im Fall der zyklischen
Gruppen Ck mit k = n1 = n2 > 1.

Fall 3: Es gibt genau drei Bahnen P1, P2 und P3 in P , wir haben also

2

|G|
=

1

n1

+
1

n2

+
1

n3

− 1

Wir dürfen annehmen n1 ≤ n2 ≤ n3. Sicher gilt dann n1 = 2, sonst wäre die
rechte Seite ≤ 0. Haben wir auch n2 = 2, so kann n3 beliebige Werte anneh-
men und wir haben |G| = 2n3. Die Bahn P3 besteht dann aus zwei Polen, die
sich notwendig gegenüberliegen müssen, da sonst bereits die Bewegung eines
dieser beiden Pole mit einer nichttrivialen Drehung und den anderen ein drittes
Element der Bahn P3 liefern würde. Alle Gruppenelemente permutieren die bei-
den Pole aus P3 und unsere Gruppe wird damit eine Diedergruppe. Bleibt der
Fall n2 > 2. Hier sind (2, 4, 4) und (2, 3, 6) unmöglich für (n1, n2, n3), da ja gilt
1
2

+ 1
4

+ 1
4

= 1 = 1
2

+ 1
3

+ 1
6
. Also bleiben nur die Fälle (2, 3, 3), (2, 3, 4) und

(2, 3, 5) und man berechnet leicht die zugehörigen Gruppenordnungen zu 12, 24,
und 60.
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Den Stand unseres Beweises bis hierher können wir wie folgt zusammenfassen:
Wir haben eine Abbildung konstruiert – man mag sie die Bahnpolordnungsab-
bildung nennen – die jeder endlichen Untergruppe der Drehgruppe eine endliche
Multimenge natürlicher Zahlen zuordnet, und haben gezeigt, daß in ihrem Bild
höchstens die folgenden Multimengen liegen:

∅, µ{k, k} und µ{2, 2, k} für k ≥ 2, µ{2, 3, 3}, µ{2, 3, 4}, und µ{2, 3, 5}.

Wir müssen nun noch zeigen, daß (1) die angegebenen Multimengen genau das
Bild unserer Bahnpolordnungsabbildung sind, und daß (2) je zwei Drehgruppen
mit demselben Bild unter der Bahnpolordnungsabbildung zueinander konjugiert
sind. Wenn wir das alles gezeigt haben, so folgt, daß die Bahnpolordnungsabbil-
dung eine Bijektion

endliche Untergruppen
der Drehgruppe SO(3),

bis auf Konjugation

 ∼→
{
∅, µ{k, k} und µ{2, 2, k} für k ≥ 2,

µ{2, 3, 3}, µ{2, 3, 4}, µ{2, 3, 5}

}

liefert. Zusammen mit der beim Beweis erzeugten Anschauung zeigt das dann
unseren Satz. Die Existenz endlicher Untergruppen der Drehgruppe mit derarti-
gen Polbahnen und Polordnungen scheint mir anschaulich klar. Zum Beispiel hat
die Würfelgruppe drei Polbahnen, als da sind: Eine Bahn aus den 8 Ecken zur
Polordnung 3; eine Bahn aus den auf Länge Eins normierten 12 Mittelpunkten
der Kanten, zur Polordnung 2; und eine Bahn aus den auf Länge Eins normier-
ten 6 Mittelpunkten der Flächen, zur Polordnung 4. Diese Anschauung läßt sich
auch leicht zu einem formalen Beweis präzisieren in allen Fällen mit Ausnah-
me des Ikosaeder-Falls (2, 3, 5). In diesem Fall folgt die Existenz formal erst aus
4.5.4.12. Daß je zwei zyklische Gruppen derselben endlichen Ordnung und je
zwei Diedergruppen derselben endlichen Ordnung in der Drehgruppe zueinan-
der konjugiert sind, scheint mir offensichtlich. Die folgenden beiden Lemmata
4.5.4.10 und 4.5.4.11 zeigen, daß auch je zwei Gruppen mit gegebenen Bahnpol-
ordnungen oder, wie wir von jetzt an abkürzend sagen werden, zu gegebenem Typ
(2, 3, n) in der Drehgruppe zueinander konjugiert sind. Damit vervollständigen sie
den Beweis unseres Satzes.

4.5.4.9. Man mag eine Teilmenge eines dreidimensionalen euklidischen Raums
eine platonische Eckenmenge nennen, wenn die Gruppe ihrer Symmetriebewe-
gungen endlich ist und transitiv auf unserer Teilmenge operiert und jedes ihrer
Elemente von mindestens drei Symmetriebewegungen festgehalten wird. Man
mag einen platonischen Körper erklären als die konvexe Hülle einer platoni-
schen Eckenmenge. Unsere Überlegungen zeigen dann, daß es bis auf Ähnlichkeit
in unserem Raum genau fünf platonische Körper gibt.
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Lemma 4.5.4.10. 1. Jede endliche Untergruppe einer Drehgruppe von einem
der beiden Typen (2, 3, 4) oder (2, 3, 5) ist maximal unter allen endlichen
Untergruppen der Drehgruppe;

2. Eine endliche Drehgruppe von einem der Typen (2, 3, n) mit n ≥ 3 kann
beschrieben werden als der Stabilistor jeder ihrer beiden kleineren Bahnen
von Polen.

Beweis. Nach unseren bisherigen Erkenntnissen kommen bei endlichen Dreh-
gruppen für die Paare (Ordnung eines Pols, Kardinalität seiner Bahn) nur die Paa-
re (n, 1), (n, 2), (2, n), (3, 4), (3, 8), (3, 20), (4, 6) und (5, 12) in Frage. Für jeden
Pol müssen sich bei Übergang zu einer echt größeren Gruppe nach der Bahn-
formel entweder seine Polordnung oder die Kardinalität seiner Bahn oder beide
vervielfachen. Das ist aber bei (4, 6) und (5, 12) unmöglich und wir erhalten die
erste Behauptung. In den drei Fällen der zweiten Behauptung enthält weiter jede
Bahn von Polen mindestens drei Punkte, also auch zwei verschiedene sich nicht
gegenüberliegende Punkte. Folglich operiert sogar der Stabilisator in SO(3) der
Bahn Pi treu auf Pi und ist insbesondere endlich. Nun muß Pi auch unter diesem
Stabilisator eine Bahn von Polen sein. Wenn die Symmetriegruppe von Pi größer
sein will als die Drehgruppe, von der wir ausgegangen sind, muß sie also an den
Polen aus Pi größere Polordnungen haben. Wieder ist das unmöglich bei (3, 4),
(3, 8), (3, 20), (4, 6) und (5, 12).

Lemma 4.5.4.11. Sind zwei endliche Drehgruppen vom selben Typ (2, 3, n) mit
n ≥ 3 gegeben und sind P3 und P̃3 jeweils zugehörige Polbahnen kleinstmöglicher
Kardinalität, so gibt es eine Drehung, die P3 in P̃3 überführt.

Beweis. Für die Operation der Drehgruppe SO(3) auf Paaren von Vektoren (p, q)
durch g(p, q) := (gp, gq) ist klar, daß die Standgruppe jedes linear unabhängigen
Paars trivial ist. Gegeben eine endliche Untergruppe G ⊂ SO(3) und eine Bahn
von Polen Pi ist insbesondere die Standgruppe eines Paars (p, q) mit p 6= ±q tri-
vial. Nach dieser Vorüberlegung betrachten wir die drei Fälle der Reihe nach.

Im Fall (2, 3, 3) haben wir |P3| = 4. Folglich gibt es in P3×P3 ein Paar mit trivia-
ler Standgruppe, das also eine 12-elementige Bahn hat, die wegen |P3×P3| = 16
notwendig aus allen (p, q) mit p 6= q bestehen muß. Je zwei verschiedene Punkte
aus P3 haben also denselben Abstand. Ich hoffe, daß damit sowohl die Aussage
des Lemmas im Fall n = 3 klar wird als auch, daß die Punkte aus P3 die Ecken
eines Tetraeders bilden.

Im Fall (2, 3, 4) haben wir |P3| = 6. Folglich gibt es in P3×P3 ein Paar mit trivia-
ler Standgruppe, das also eine 24-elementige Bahn hat, die wegen |P3×P3| = 36
notwendig aus allen (p, q) mit p 6= ±q bestehen muß. Die anderen Bahnen müssen



4.5. SYMMETRIE* 527

aus Paaren mit nichttrivialer Standgruppe bestehen, und da die Bahn der sechs
Paare der Gestalt (p, p) noch nicht genug Elemente liefert, muß auch noch eine
Bahn aus Paaren der Gestalt (p,−p) vorkommen. Wir sehen so einerseits, daß
P3 stabil ist unter Punktspiegelung am Ursprung, und andererseits, daß je zwei
voneinander verschiedene Pole aus P3, die sich nicht gegenüberliegen, denselben
Abstand haben. So erkennen wir hoffentlich sowohl die Aussage des Lemmas im
Fall n = 4 als auch, daß die Elemente von P3 die Ecken eines Oktaeders bilden
müssen.

Im Fall (2, 3, 5) haben wir |P3| = 12 und |P3 × P3| = 144. Wieder haben wir an
Bahnen in |P3×P3| die zwölfelementige Bahn aller Paare (p, p), möglicherweise
noch eine zwölfelementige Bahn aller Paare (p,−p), und daneben nur Bahnen mit
60 Elementen. Es folgt, daß P3×P3 in vier Bahnen zerfällt, und zwar die Bahn der
Paare gleicher Pole, die Bahn der Paare von sich gegenüberliegenden Polen, und
zwei weitere Bahnen von Polpaaren. Nehmen wir irgendeinen Pol p ∈ P3, so bil-
den die Bilder von jedem Pol q ∈ P3 mit q 6= ±p unter den Drehungen aus unserer
Gruppe mit Fixpunkt p ein regelmäßiges Fünfeck, denn die Polordnung der Pole
aus P3 war ja 5. Für zwei verschiedene Ecken eines regelmäßigen Fünfecks gibt
es zwei Möglichkeiten für ihren Abstand, deren Verhältnis nebenbei bemerkt nach
10.4.5.30 oder elementargeometrischen Überlegungen gerade der goldene Schnitt
ist. Unsere beiden 60-elementigen Bahnen müssen sich also im Abstand zwischen
den Polen ihrer Paare unterscheiden. Zu jedem Pol aus P3 gibt es damit außer dem
Pol selbst und dem gegenüberliegenden Pol noch 5 „nahe“ Pole und 5 „weite“ Po-
le. Nun bilden zwei sich gegenüberliegende Pole aus P3 mit jedem weiteren Pol
ein Dreieck, das nach dem Satz des Thales bei diesem weiteren Pol einen rech-
ten Winkel hat, wobei dieser Pol notwendig zu einem von unseren beiden sich
gegenüberliegenden Polen nah sein muß und zum anderen weit, da ja zu jedem
unserer sich gegenüberliegenden Pole von den zehn verbleibenden Polen fünf nah
und fünf weit sein müssen. Da unser Dreieck eine Hypothenuse der Länge 2 hat,
wird dadurch der Abstand zwischen nahen Polen und der zwischen weiten Polen
bereits vollständig beschrieben und hängt insbesondere nicht von unserer Gruppe
ab. Damit erkennen wir, daß im Fall (2, 3, 5) die Bahn P3 bestehen muß aus (1)
zwei gegenüberliegenden Punkten N und S = −N sowie (2) zwei regelmäßigen
Fünfecken der fünf zuN nahen Pole und der fünf zu S nahen Pole mit jeweils von
der speziellen Gruppe unabhängigem Abstand der Ecken dieser Fünfecke zu den
jeweiligen Polen. Jede Ecke des „nördlichen“ Fünfecks muß aber auch einer Ecke
des „südlichen“ Fünfecks gegenüberliegen. Unser Lemma folgt unmittelbar.

Lemma 4.5.4.12 (Existenz der Ikosaedergruppe). Es gibt endliche Untergrup-
pen der Drehgruppe SO(3) mit Elementen der Ordnungen drei und fünf.

Beweis. Wir betrachten die Menge D ⊂ P(S2) aller gleichseitigen Dreiecke mit
Ecken auf der Einheitssphäre, die nicht in einer Ebene mit dem Ursprung liegen,
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formal also

D =

{a, b, c}
∣∣∣∣∣∣
a, b, c ∈ R3, ‖a‖ = ‖b‖ = ‖c‖ = 1,
‖a− b‖ = ‖b− c‖ = ‖c− a‖,

〈a, b, c〉R = R3.


Gegeben ein Dreieck ∆ ∈ D und eine Ecke a ∈ ∆ definieren wir das umgeklapp-
te Dreieck ∆a ∈ D als das eindeutig bestimmte gleichseitige Dreieck ∆a ∈ D
mit ∆ ∩∆a = {b, c}. Definieren wir zu einem Dreieck ∆ ∈ D die Menge

D(∆)

als die kleinste Teilmenge D(∆) ⊂ D, die ∆ enthält und stabil ist unter dem Um-
klappen von Dreiecken, so gilt offensichtlichD(∆) = D(∆′) für alle ∆′ ∈ D(∆).
Ist r ∈ O(3) orthogonal, so gilt sicher {ra, rb, rc}ra = r({a, b, c}a) für jedes
Dreieck {a, b, c} ∈ D, das mit r gedrehte Dreieck am Bild r(a) der Ecke a um-
klappen liefert also dasselbe wie das an der Ecke a umgeklappte Dreieck mit
r drehen, und insbesondere gilt r(D(∆)) = D(r∆). Haben wir nun zusätzlich
|(r∆) ∩ ∆| ≥ 2, so folgt r∆ ∈ D(∆) und damit D(r∆) = D(∆). Nach die-
sen Vorüberlegungen gehen wir nun aus von einem regelmäßigen Fünfeck, bilden
darauf die Pyramide mit SpitzeN und aufsteigenden Kanten von derselben Länge
wie die Kanten des Fünfecks, und schrumpfen oder strecken diese Pyramide so,
daß wir sie als „Polkappe“ in die Einheitssphäre legen können. Dann gehen offen-
sichtlich die fünf gleichseitigen Dreiecke dieser Polkappe durch Umklappen aus-
einander hervor. Bezeichne D∗ ⊂ D die kleinste unter Umklappen stabile Menge
von Dreiecken, die diese fünf Dreiecke umfaßt. Wir zeigen im folgenden, daß D∗
endlich ist: Dann bilden alle Drehungen, die D∗ in sich überführen, offensichtlich
eine endliche Untergruppe der Drehgruppe mit Elementen der Ordnungen drei
und fünf und wir sind fertig. Um zu zeigen, daß D∗ endlich ist, bilden wir zu D∗
einen Graphen im Sinne von 4.5.4.22 wie folgt: Als Graphenecken nehmen wir
alle fünfelementigen Teilmengen von D∗ vom Typ „Polkappe“, die also aus ei-
nem festen Dreieck mit ausgezeichneter Ecke durch wiederholtes Umklappen un-
ter Festhalten dieser einen ausgezeichneten Ecke gewonnen werden können. Nun
verbinden wir zwei verschiedene derartige Graphenecken durch eine Graphenkan-
te genau dann, wenn sie mindestens ein Dreieck gemeinsam haben. So erhält man
aus D∗ einen zusammenhängenden Graphen mit den Eigenschaften aus Übung
4.5.4.22: Jede Graphenecke hat genau fünf Nachbarn, und je zwei benachbarte
Graphenecken haben genau zwei gemeinsame Nachbarn. Nach Übung 4.5.4.22
ist ein zusammenhängender Graph mit diesen Eigenschaften jedoch endlich und
damit muß auch unsere Menge von Dreiecken D∗ endlich gewesen sein.

Ergänzung 4.5.4.13. Die obigen Überlegungen kann man dahingehend zusam-
menfassen, daß gegeben ein gleichseitiges Dreieck ∆ = {a, b, c}, für das es eine
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Drehung r um die Ursprungsgerade durch a gibt mit r5 = id und r : b 7→ c, die
MengeD(∆) der daraus durch Umklappen entstehenden Dreiecke endlich ist. Die
hier geforderte Eigenschaft hat sicher jedes Dreieck, das anschaulich gesprochen
„Fläche eines Ikosaeders“ ist. Es gibt aber auch noch andere gleichseitige Drei-
ecke mit dieser Eigenschaft, nämlich diejenigen gleichseitigen Dreiecke, die an-
schaulich gesprochen die „Diagonale unseres Ausgangsfünfecks“ als Seitenlänge
haben.

Ergänzung 4.5.4.14. Mit welchen platonischen Körpern kann man den Raum
füllen? Ich vermute, das geht nur mit Würfeln: Die anderen sollten als Winkel
zwischen an einer Kante angrenzenden Flächen nie einen Winkel der Gestalt 2π/n
haben.

Ergänzung 4.5.4.15. Vielleicht ist es vernünftig, platonische Körper zu definieren
über die Mengen ihrer Ecken, die man wohl wie folgt charakterisieren kann: Man
definiere für eine endliche Teilmenge E des Raums ihre Abständezahl A(E) als
die Zahl der möglichen von Null verschiedenen verschiedenen Abstände zwischen
ihren Elementen. Eine endliche Teilmenge E einer Sphäre heißt nun Tetraeder bei
|E| = 4, A(E) = 1, Würfel bei |E| = 8, A(E) = 3, Oktaeder bei |E| = 6,
A(E) = 2, Ikosaeder bei |E| = 12, A(E) = 3, Dodekaeder bei |E| = 20,
A(E) = 4. Stimmt das eigentlich? Möglicherweise sollte man bei allen außer
dem Tetraeder noch fordern, daß E stabil ist unter Punktspiegelung am Ursprung.

Übungen

Übung 4.5.4.16. Man berechne den Cosinus des Winkels zwischen zwei Seiten-
flächen eines Tetraeders. Hinweis: Man argumentiere, daß die Normalenvektoren
auf die Flächen eines Tetraeders die Ecken eines Tetraeders bilden. Man bemer-
ke, daß die Standardbasisvektoren im R4 einen Tetraeder bilden. Wieviele Te-
traeder kann man längs einer gemeinsamen Kante zusammenlegen? Bleibt dann
noch Luft? Hier mag ein Taschenrechner helfen.

Weiterführende Übung 4.5.4.17. Gegeben ein zusammenhängender ebener Graph,
bei dem an jeder Ecke drei Kanten ankommen, leite man aus der Eulerschen For-
mel E − K + F = 2 her, daß es eine Fläche mit höchstens fünf Kanten geben
muß. Hier haben wir die unbeschränkte Fläche mitgezählt.

Ergänzende Übung 4.5.4.18 (Kristallgitter des Diamants). Seien v1, . . . , v4 Rich-
tungsvektoren des dreidimensionalen Anschauungsraums, die vom Schwerpunkt
eines Tetraeders zu seinen vier Ecken zeigen. Wir betrachten alle Linearkom-
binationen

∑4
i=1 nivi mit

∑4
i=1 ni ∈ {0, 1} und behaupten, daß diese Linear-

kombinationen gerade die Punkte beschreiben, an denen in einem Diamant die
Kohlenstoffatome sitzen. In der Tat sind unsere Linearkombinationen paarwei-
se verschieden, die „einzige“ Relation v1 + v2 + v3 + v4 = 0 unserer Vektoren
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führt aufgrund unserer Einschränkungen nicht zu Mehrdeutigkeiten, und unsere
Linearkombinationen lassen sich auch beschreiben als die Elemente des von den
Richtungsvektoren v1 − v2, v1 − v3 und v1 − v4 erzeugten Gitters mitsamt dem
um v1 verschobenen Gitter. Jeder Punkt hat vier nächste Nachbarn, der Nullpunkt
etwa v1, . . . , v4, und zu diesen ist er gebunden im Diamantkristall. Anschaulich
mag man sich eine Lage von parallelen horizontalen Zick-Zack-Linien denken,
die Zick-Zacks darin nach oben und unten, dann eine weitere horizontale Lage
senkrecht dazu, bei denen die Tiefpunkte immer gerade die Hochpunkte der Lage
darunter berühren, und so weiter, und schließlich an jedem dieser Berührungs-
punkte ein Kohlenstoffatom.

Ergänzende Übung 4.5.4.19. Man konstruiere einen surjektiven Gruppenhomo-
morphismus S4 � S3. Hinweis: Geometrisch mag man sich die S4 nach 4.5.4.8
als die Gruppe der Symmetriebewegungen eines Würfels denken und den frag-
lichen Gruppenhomomorphismus konstruieren über die Operation dieser Gruppe
auf der Menge der drei Mittelsenkrechten auf den Flächen des Würfels. Später
werden wir verstehen, daß dieser Homomorphismus etwas ganz besonderers ist:
Surjektive nicht bijektive Gruppenhomomorphismen Sn � G einer symmetri-
schen Gruppe auf irgendeine andere Gruppe gibt es unter der Annahme n ≥ 5 nur
für |G| = 2 und dann jeweils nur genau Einen, vergleiche 6.1.6.9.

Ergänzende Übung 4.5.4.20. Die Multiplikation definiert einen Isomorphismus
zwischen der Gruppe aller Symmetrien aus O(3) eines Ikosaeders und dem Pro-
dukt der Gruppe seiner Symmetriebewegungen mit der zweielementigen Grup-
pe, die von der Punktspiegelung am Ursprung erzeugt wird. Insbesondere ist die
„nichtorientierte Ikosaedergruppe“ keineswegs isomorph zur symmetrischen Grup-
pe S5.

4.5.4.21. Unter einem Graphen oder genauer einem kombinatorischen Gra-
phen (ungerichtet, ohne mehrfache Kanten, ohne Schleifen) verstehen wir ein
Paar (E,K) bestehend aus einer Menge E und einem System K ⊂ P(E) von
zweielementigen Teilmengen von E. Die Elemente von E heißen die Ecken un-
seres Graphen, die Elemente von K seine Kanten. Zwei verschiedene Ecken, die
zu einer gemeinsamen Kante gehören, heißen benachbart. Ein Isomorphismus
zwischen zwei Graphen ist eine Bijektion zwischen ihren Eckenmengen, die ei-
ne Bijektion zwischen ihren Kantenmengen induziert. Zwei Graphen heißen iso-
morph, wenn es zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt. Die Äquivalenzklas-
sen der kleinsten Äquivalenrelation auf der Eckenmenge eines Graphen, unter der
benachbarte Elemente äquivalent sind, heißen die Zusammenhangskomponen-
ten unseres Graphen. Ein Graph heißt zusammenhängend, wenn er aus einer
einzigen Zusammenhangskomponente besteht.
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Versuch einer graphischen Darstellung der räumlichen Struktur des
Diamantkristalls. Die durchgezogenen und gestrichelten Linien sind nur der
Transparenz halber verschiedenartig gezeichnet und bedeuten die Bindungen

zwischen den Kohlenstoffatomen, die jeweils an den Ecken der
Zick-Zack-Linien sitzen. Die hier gezeichnete Struktur gilt es nun

übereinanderzuschichten, so daß sich jeweils die Ecken treffen.
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Ein zusammenhängender Graph mit fünf Punkten, von denen drei vier Nachbarn
haben und zwei nur drei Nachbarn. Die beiden Punkte „auf halber Höhe auf dem

Rand“ haben drei gemeinsame Nachbarn.
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Übung 4.5.4.22. Man zeige: Ein zusammenhängender Graph, in dem jede Ecke
genau fünf (vier, drei) Nachbarn besitzt und je zwei benachbarte Ecken genau
zwei gemeinsame Nachbarn, ist notwendig endlich und sogar isomorph zu je-
dem weiteren Graphen mit diesen beiden Eigenschaften. Den so charakterisierten
Graphen mag man den „Kantengraphen des Ikosaeders (Oktaeders, Tetraeders)“
nennen. Hinweis: Ausprobieren.
Übung 4.5.4.23 (Endliche Untergruppen der SU(2)). Man zeige, daß die Grup-
pe SU(2) nur zwei Elemente g besitzt mit g2 = 1, nämlich g = ± id. Man zeige,
daß jede endliche Untergruppe ungerader Kardinalität n von SU(2) konjugiert ist
zur Untergruppe {diag(ζr, ζ−r)|1 ≤ r ≤ n} für ζ = exp(2πi/n). Man zeige, daß
die endlichen Untergruppen gerader Kardinalität von SU(2) genau die Urbilder
von endlichen Untergruppen von SO(3) unter unserer Surjektion SU(2)� SO(3)
aus 4.1.11.26 sind, die wir nach 4.5.4.2 bereits kennen. Das benötigt den Satz von
Cauchy 4.5.1.35.
Übung 4.5.4.24 (Ikosaeder). Es gibt in der Einheitssphäre zwölfelementige Teil-
mengen, die stabil sind unter der Drehung mit den Winkeln ±2π/5 um die Ur-
sprungsgeraden durch jeden ihrer Punkte, und je zwei derartige Teilmengen lassen
sich durch eine Drehung ineinander überführen.
Übung 4.5.4.25 (Endliche Untergruppen der Isometriegruppe des Raums).
Jede Wahl eines von Null verschiedenen Richtungsvektors versieht den Anschau-
ungsraum mit einer Metrik. Alle diese Metriken unterscheiden sich nur um ei-
ne positive reelle Konstante und liefern folglich dieselben Isometrien. Die Grup-
pe aller Isometrien des Anschauungsraums ist damit wohldefiniert. Sie kann im
übrigen auch beschrieben werden als die von allen Bewegungen und allen Punkt-
spiegelungen erzeugte Gruppe von Selbstabbildungen. Diejenigen Isometrien des
Anschauungsraums, die eine gegebene Teilmenge festhalten, nenne ich ihre Iso-
metriesymmetrien oder im folgenden auch kurz Symmetrien. Man zeige, daß
jede endliche Untergruppe der Gruppe der Isometrien alias abstandserhaltenden
Selbstabbildungen des Anschauungsraums konjugiert ist zu genau einer Unter-
gruppe der folgenden Liste:

1. Der Gruppe aller Symmetrien beziehungsweise Symmetriebewegungen ei-
nes Tetraeders, Würfels, oder Ikosaeders, insgesamt 6 Fälle mit den Kardi-
nalitäten 24, 12, 48, 24, 120, 60;

2. Der Gruppe aller Symmetrien bzw. Symmetriebewegungen eines regelmäßi-
gen k-eckigen Bierdeckels, k ≥ 3, also 2 Fälle für jedes k von Gruppen der
Kardinalitäten 4k und 2k;

3. Der Gruppe aller Symmetrien beziehungsweise Symmetriebewegungen ei-
ner regelmäßigen k-eckigen Schale, k ≥ 3, also 2 Fälle für jedes k von
Gruppen der Kardinalitäten 2k und k;
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4. Der Gruppe aller Symmetrien beziehungsweise Symmetriebewegungen, die
von einem Tripel bestehend aus drei durch einen gemeinsamen Punkt lau-
fenden paarweise orthogonalen Geraden jede der drei Geraden stabilisieren
und eine beziehungsweise zwei dieser Geraden punktweise festhalten. In
Formeln übersetzt und nach den entsprechenden Identifikationen also einer
der Untergruppen diag(±1, 1, 1), diag(±1,±1, 1), diag(±1,±1 ± 1) oder
ihrer Schnitte mit der Drehgruppe SO(3), insgesamt 6 Fälle mit den Kardi-
nalitäten 2, 1, 4, 2, 8, 4;

Übung 4.5.4.26 (Existenz des Ikosaeders, Alternative). Die Würfelgruppe ist
isomorph zur Gruppe S4 aller Permutationen seiner Raumdiagonalen. Die Dre-
hungen an Raumdiagonalen erzeugen darin die UntergruppeA4 aller geraden Per-
mutationen seiner Raumdiagonalen. Es gibt zwei Möglichkeiten, jeder Fläche des
Würfels ein Paar von parallelen Kanten derselben Fläche so zuzuordnen, daß diese
Wahl stabil ist unter A4. Jetzt sollen einige der Kanten des Ikosaeders in der Mitte
der Flächen unseres Würfels liegen, parallel zu den jeweils ausgewählten beiden
Kanten, und nun muß man nur noch ihre Länge so bestimmen, daß die Abstände
zwischen „benachbarten Kantenenden“ gleich der Kantenlängen sind. Man muß
dann allerdings noch etwas argumentieren, um zu zeigen, daß die so gewonnene
Menge von „Ecken des Ikosaeders“ Symmetrien der Ordnung fünf hat.

4.5.5 Diskussion der Eulerformel*
4.5.5.1. Indem man bei unseren platonischen Körpern die Zahlen E,K, F der
Ecken, Kanten und Flächen bestimmt, prüft man unmittelbar in allen fünf Fällen
die Eulerformel

E −K + F = 2

Diese Beziehung gilt allgemeiner für jede „kompakten konvexen dreidimensiona-
len Polyeder“, nur habe ich gar nicht definiert, was das eigentlich sein soll, und
habe selbst bei den platonischen Körpern nur definiert, was für Teilmengen des
Raums nun diesen Namen verdienen sollen, und nicht, wie denn nun die „Kan-
ten“ oder „Flächen“ dieser Gebilde definiert werden sollen, die wir bereits so
unbekümmert gezählt haben. Eine Formalisierung des Begriffs eines „dreidimen-
sionalen konvexen Polyeders“ und seiner „Ecken, Kanten und Flächen“ wird in
3.3.5.18 ausgeführt, aber das schien mir hier unangemessen und sogar irreführend,
da unsere Eulerformel anderer Natur ist. Im folgenden formuliere ich sehr präzise
eine sehr allgemeine Fassung dieser Formel, gebe jedoch statt eines Beweises nur
einige sehr unvollkommene heuristische Argumente.

4.5.5.2. Ich erinnere den Begriff eines Homöomorphismus aus 12.3.4.3. Man be-
merke, daß R2 nicht homöomorph ist zu R1. In R2 ist nämlich das Komplement
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jedes Punktes zusammenhängend, in R1 dahingegen ist das Komplement jedes
Punktes unzusammenhängend.

Satz 4.5.5.3 (Topologische Eulerformel). Sei S2 = A1 t . . . t An eine Zerle-
gung der Einheitssphäre S2 := {x ∈ R3 | ‖x‖ = 1} in endlich viele paarweise
disjunkte Teilmengen Ai, die die beiden folgenden Eigenschaften hat:

1. Für jeden Index i ist A1 t . . . t Ai abgeschlossen in S2;

2. Jedes Ai ist homöomorph zu R2 oder R1 oder R0 alias einem Punkt.

So gilt die Euler-Formel E−K +F = 2 für E,F und K die Zahl der jeweils zu
R0,R1 und R2 homöomorphen Ai.

4.5.5.4. Die BezeichnungenE,K und F stehen für „Ecken, Kanten und Flächen“.
Man prüft die Formel leicht explizit für die durch die Zentralprojektion eines pla-
tonischen Körpers auf die Einheitssphäre gegebene Zerlegung derselben in die
Bilder seiner Ecken, Kanten und Flächen. Besitzt allgemeiner ein lokal kompak-
ter Hausdorffraum X eine Zerlegung

X = A1 t . . . t An

in endlich viele paarweise disjunkte Teilmengen derart, daß für jeden Index i gilt
A1 t . . .tAi ⊂∧ X und daß jedes Ai homöomorph ist zu Rd(i) für ein d(i) ≥ 0, so
ist
∑

i(−1)d(i) unabhängig von der Wahl einer derartigen Zerlegung. Den Beweis
der topologischen Euler-Formel 4.5.5.3 und auch dieser allgemeineren Aussage
für beliebige lokal kompakte Hausdorffräume können Sie in 19.4.8.22 finden. Er
benötigt vertiefte Kenntnisse in Topologie.

4.5.5.5 (Diskussion einiger nicht erlaubter Zerlegungen). Um die Aussage des
Satzes herauszuarbeiten, will ich einige nicht erlaubte Zerlegungen angeben. Be-
trachten wir die ganze Einheitssphäre als eine einzige Fläche, so gilt unsere For-
mel sicher nicht. Die Einheitssphäre ist aber auch nicht homöomorph zu R2, zum
Beispiel, da sie kompakt ist. Zerlegen wir die Einheitssphäre in den Äquator und
die beiden Hemisphären, so gilt unsere Formel ebensowenig. Der Äquator ist aber
auch nicht homöomorph zu R1, zum Beispiel, da er kompakt ist. Zerlegen wir den
Äquator in einen Punkt und eine Kante, so gelten unserer Annahmen und unsere
Formel. Malen wir noch einen zweiten in derselben Weise zerlegten Äquator da-
neben, so wird sie wieder falsch. Das liegt daran, daß die „ringförmige Fläche“
zwischen unseren beiden Äquatoren nicht homöomorph ist zu R2, was hier nicht
formal gezeigt werden soll. Verbinden wir aber die beiden ausgewählten Punk-
te auf unseren beiden Äquatoren noch durch eine Kante, so wir unsere Formel
wieder richtig und die Bedingungen des Satzes sind auch wieder erfüllt.
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4.5.5.6 (Heuristische Begründung der Eulerformel). Wir gehen aus von der
Zerlegung der Einheitssphäre in einen Punkt und sein Komplement. In diesem
Fall gilt die Eulerformel. Jetzt argumentieren wir induktiv und gehen von einer
Zerlegung der Einheitssphäre in Ecken, Kanten und Flächen aus, in der wir die
Eulerformel bereits geprüft haben.

1. Ergänzen wir eine Ecke, indem wir eine bereits existierende Kante in zwei
Kanten zerteilen, so entsteht eine neue Zerlegung mit einer zusätzlichen
Ecke und einer zusätzlichen Kante.

2. Ergänzen wir eine Kante, indem wir zwei Ecken auf dem Rand einer bereits
vorhandenen Fläche innerhalb dieser Fläche durch eine Kante verbinden, so
entsteht eine neue Zerlegung mit einer zusätzlichen Kante und einer zusätz-
lichen Fläche, da ja unsere Fläche von unserer neuen Kante in zwei Teile
geschnitten wird.

Induktiv folgt so die Eulerformel für alle Zerlegungen der Einheitssphäre in Ecken,
Kanten und Flächen, die wir auf diese Weise induktiv konstruieren können. Die
Schwäche der vorhergehenden Argumentation ist zusätzlich zur allgemeinen Un-
schärfe der darin verwendeten Begriffe, daß nicht klar ist, welche Zerlegungen
der Einheitssphäre in Ecken, Kanten und Flächen wir denn mit dem im Beweis
beschriebenen Verfahren induktiv erreichen können. Da aber diese Fragen nur
mit dem Aufbau eines entsprechend starken Begriffsapparats befriedigend geklärt
werden können, will ich sie hier nicht weiter verfolgen.

4.5.6 Bruhatzerlegung*
Satz 4.5.6.1 (Bruhatzerlegung). Gegeben ein Kring R und eine natürliche Zahl
n ≥ 1 zerfällt die Gruppe GL(n;R) unter der beidseitigen Operation der Un-
tergruppe der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen B ⊂ GL(n;R) in die dis-
junkte Vereinigung

GL(n;R) =
⊔
w∈Sn

BwB

der Doppelnebenklassen der Permutationsmatrizen.

Beweis. Multiplikation mit oberen Dreicksmatrizen von rechts bedeutet solche
Spaltenoperationen, bei denen eine Spalte mit einem invertierbaren Skalar multi-
pliziert oder ein Vielfaches einer Spalte zu einer Spalte weiter rechts addiert wird.
Ähnlich bedeutet die Multiplikation mit oberen Dreicksmatrizen von links solche
Zeilenoperationen, bei denen eine Zeile mit einem invertierbaren Skalar multi-
pliziert oder ein Vielfaches einer Zeile zu einer Zeile weiter oben addiert wird.
Also besteht für jede Permutationsmatrix w die Nebenklasse Bw aus gewissen
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„Zahnlückenmatrizen“ und die Nebenklasse wB aus gewissen „Regaleinräumma-
trizen“, wie nebenstehendes Bild andeuten mag. Man erkennt so einerseits, daß
aus Bw ∩ vB 6= ∅ folgt v(i) ≤ w(i) für 1 ≤ i ≤ n, wobei wir unsere Permu-
tationsmatrizen nun als echte Permutationen aufgefaßt haben. Das zeigt v = w
und wir erkennen, daß die Doppelnebenklassen BwB für w ∈ Sn paarweise dis-
junkt sind. Andererseits können wir eine beliebige invertierbare Matrix g durch
Davormultiplizieren von b ∈ B stets in eine Regaleinräummatrix transformie-
ren: Wir beginnen dazu mit der ersten Spalte, nehmen darin den tiefsten von Null
verschiedenen Eintrag, und benutzen Zeilenoperationen „nach oben“, um alle Ein-
träge darüber auch auszuräumen. Dann streichen wir die Zeile dieses Eintrags und
machen immer so weiter. Das zeigt, daß die Doppelnebenklassen BwB auch die
ganze Gruppe überdecken.

4.5.6.2. Für die meisten Matrizen g wird der tiefste von Null verschiedene Eintrag
jedesmal in der untersten noch nicht gestrichenen Zeile auftauchen. Dann liegt die
Matrix in der DoppelnebenklasseBw◦B der Permutationsmatrix mit Einsen in der
Nebendiagonalen und Nullen sonst. Die zugehörige Permutation w◦ ∈ Sn ist die
Permutation, die „die Reihenfolge umdreht“. Diese Doppelnebenklasse heißt die
dicke Zelle.

Ergänzung 4.5.6.3. Sei weiter w◦ die Permutationsmatrix mit Einsen in der Ne-
bendiagonalen und Nullen sonst, der also die Permutation w◦ ∈ Sn entspricht, die
„die Reihenfolge umdreht“. Dann besteht L := w◦Bw◦ genau aus allen invertier-
baren unteren Dreiecksmatrizen. Die mit w◦ verschobene dicke Zelle kann also
auch beschrieben werden als

w◦Bw◦B = LB

Bezeichnet U := U(n;R) die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen
auf der Diagonale, so besteht L ∩ U nur aus der Einheitsmatrix und wir haben
LU = LB. Mithin liefert die Multiplikation eine Bijektion

L× U ∼→ LB

auf die mit w◦ verschobene dicke Zelle. In der Numerik nennt man diese Darstel-
lung einer Matrix aus der verschobenen dicken Zelle LB als Produkt einer unte-
ren mit einer oberen Dreiecksmatrix die LR-Zerlegung für „Links-Rechts“ oder
LU-Zerlegung für „lower-upper“. Allgemeiner zeigt man, daß für eine beliebige
Permutation w ∈ Sn die Abbildung (a, u) 7→ awu eine Bijektion

L× (U ∩ w−1Uw)
∼→ LwB

liefert. Die Surjektivität folgt hierbei in den Notationen von 4.4.1.12 aus der Er-
kenntnis, daß das Aufmultiplizieren in einer beliebigen aber festen Reihenfol-
ge eine Bijektion

∏
i<j, w(i)>w(j) Uij × (U ∩ w−1Uw)

∼→ U liefert und daß gilt
wUij = Uw(i)w(j)w ∈ Lw für alle Faktoren des großen Produkts.
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Die Nebenklassen einer Permutationsmatrix unter der Operation der oberen
Dreiecksmatrizen. Das Symbol ∗ steht für einen beliebigen Matrixeintrag, das

Symbol ∗. für einen invertierbaren Matrixeintrag.
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Übungen

Übung 4.5.6.4. Seien R ein Ring. Wir betrachten in GL(n;R) die Untergruppen
B,U und U− := w◦Uw◦ der obereren Dreiecksmatrizen, oberen Dreiecksmatri-
zen mit Einsen auf der Diagonale und unteren Dreiecksmatrizen mit Einsen auf
der Diagonale. Man zeige, daß für jedes w ∈ Sn die Abbildung (b, u) 7→ bwu eine
Bijektion

B × (U ∩ w−1U−w)
∼→ BwB

induziert. Man zeige: Für je zwei Permutationen v, w ∈ Sn mit l(vw) = l(v) +
l(w) für l(σ) wie in 3.6.1.3 die Zahl der Fehlstände einer Permutation σ liefert die
Multiplikation eine Bijektion

BvB ×/B BwB
∼→ BvwB

des balancierten Produkts nach 4.5.2.6 unserer Doppelnebenklassen mit einer wei-
teren Doppelnebenklasse. Ist dahingegen s ∈ Sn eine Permutation mit nur einem
Fehlstand und w ∈ Sn beliebig und gilt l(sw) ≤ l(w), so haben wir l(sw) =
l(w)− 1 und

BsBwB = BswB tBwB

Übung 4.5.6.5. Genau dann besitzt eine invertierbare quadratische Matrix mit Ko-
effizienten in einem Kring eine LU-Zerlegung, wenn alle Untermatrizen, die durch
Streichen von hinteren Spalten und gleichviel unteren Zeilen entstehen, alle auch
invertierbar sind.
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4.6 Multilineare Algebra

4.6.1 Tensorprodukte
Satz 4.6.1.1. Seien r ≥ 0 eine natürliche Zahl und V1, . . . , Vr Vektorräume über
einem Körper K. So gilt:

1. Es gibt ein Paar (T, τ) bestehend aus einem K-Vektorraum T und einer
multilinearen Abbildung τ : V1 × . . . × Vr → T derart, daß für jeden
weiteren K-Vektorraum W das Vorschalten von τ eine Bijektion

(◦τ) : HomK(T,W )
∼→ Hom

(r)
K (V1 × . . .× Vr,W )

zwischen der Menge aller linearen Abbildungen T → W und der Menge
aller multilinearen Abbildungen V1 × . . .× Vr → W induziert. Wir nennen
solch ein τ : V1× . . .× Vr → T eine universelle multilineare Abbildung;

2. Gegeben ein weiteres derartiges Paar (S, σ) existiert genau eine lineare
Abbildung c : T → S mit c ◦ τ = σ und genau eine lineare Abbildung
d : S → T mit d ◦ σ = τ und diese Abbildungen sind zueinander inverse
Isomorphismen zwischen T und S.

Beweis der Eindeutigkeit 4.6.1.1.2. Die Existenz und Eindeutigkeit von c folgt
sofort aus der universellen Eigenschaft von (T, τ). Die Existenz und Eindeutig-
keit von d folgt ebenso aus der universellen Eigenschaft von (S, σ). Schließlich
gilt (d ◦ c) ◦ τ = τ = idT ◦τ und damit folgt d ◦ c = idT wieder nach der
universellen Eigenschaft von τ . Die Identität c ◦ d = idS zeigt man genauso.

4.6.1.2. Unsere Paare sind nach Teil 2 „eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen
Isomorphismus“, wenn sie denn existieren. Insbesondere kommt es auf die genaue
Konstruktion ebensowenig an wie auf die genaue Konstruktion der natürlichen
oder der reellen Zahlen. Solch ein Paar verdient damit eine eigene Notation und
den bestimmten Artikel. Man nennt T das Tensorprodukt der Vi und notiert es
im Fall r > 0 als

T := V1 ⊗ . . .⊗ Vr
und notiert die universelle multilineare Abbildung (v1, . . . , vr) 7→ v1 ⊗ . . . ⊗ vr.
Im Fall r = 1 nimmt man üblicherweise T = V1 und wählt als universelle multi-
lineare alias 1-lineare alias lineare Abbildung die Identität, so daß es nicht drauf
ankommt, ob V1 das Tensorprodukt mit nur einem Faktor oder eben den Vektor-
raum V1 bezeichnet. Im Fall r = 0 nimmt man üblicherweise als T = K den
Grundkörper und wählt als universelle multilineare alias 0-lineare alias beliebige
Abbildung ens→ K vom leeren Produkt alias der einelementigen Menge nach K
die Abbildung ∗ 7→ 1.
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4.6.1.3 (Arbeiten in Strukturen bis auf eindeutigen Isomorphismus). Ich will
nicht verschweigen, daß es durchaus seine Tücken hat, mit bis auf eindeutigen
Isomorphismus wohlbestimmten Objekten zu arbeiten. Es bedeutet, die definie-
renden Eigenschaften nie aus den Augen zu verlieren, und das erfordert eine ge-
wisse Übung. In manchen Situationen haben wir diese Übung bereits. Wenn wir
etwa

2 · 2 = 4

behaupten, könnten wir uns daran erinnern, daß die natürlichen Zahlen nach 3.4.1.5
ja eigentlich nur ein bis auf eindeutigen Isomorphismus wohlbestimmtes Paar
(N, s) aus einer Menge N und einer Abbildung s : N → N mit gewissen Ei-
genschaften sind; daß zu diesen Eigenschaften die Forderung gehört, daß nur ein
Element von N nicht im Bild von s liegt; daß wir für dies Element die Notati-
on 0 vereinbart hatten; daß wir die Notationen 1 := s(0), 2 := s(1), 3 := s(2)
und 4 := s(3) vereinbart hatten; und so weiter. Wir bewegen uns hier also in
einem System von Konstruktionen und Konventionen, das allein aus den Daten
und Eigenschaften aufgebaut ist, die unsere Struktur der natürlichen Zahlen bis
auf eindeutigen Isomorphismus charakterisieren. Bei der Arbeit mit anderen bis
auf eindeutigen Isomorphismus wohlbestimmten Objekten wie etwa unseren Ten-
sorprodukten verhält es sich genauso. Es fehlt Ihnen nur möglicherweise noch
die Übung und mir kann es leicht passieren, daß ich manche Konstruktionen und
Konventionen nicht explizit genug einführe und bespreche.

Erster Beweis der Existenz 4.6.1.1.1. Um die Existenz in Teil 1 zu zeigen wählen
wir Basen Bi ⊂ Vi und bemerken, daß die offensichtlichen Abbildungen Bijek-
tionen

Hom
(r)
K (V1×. . .×Vr,W )

∼→Ens(B1×. . .×Br,W )
∼→HomK(K〈B1×. . .×Br〉,W )

liefern. Wir können also als Tensorprodukt den freien Vektorraum über dem Pro-
dukt der Basen T := K〈B1 × . . . × Br〉 nehmen mit derjenigen multilinearen
Abbildung τ , die dadurch charakterisiert wird, daß sie Tupel von Basisvektoren
(b1, . . . , br) auf das Element can(b1, . . . , br) des freien Vektorraums wirft.

4.6.1.4 (Basen allgemeiner Tensorprodukte). Gegeben Vektorräume V1, . . . , Vr
über einem Körper K und Basen Bi ⊂ Vi bilden die Tensoren b1 ⊗ . . . ⊗ br mit
bi ∈ Bi eine Basis des Tensorprodukts V1 ⊗ . . . ⊗ Vr. Das folgt sofort aus dem
vorhergehenden Beweis. Speziell folgt dim(V ⊗W ) = dim(V ) dim(W ).

Zweiter Beweis der Existenz 4.6.1.1.1. Ich gebe noch einen alternativen Beweis
für die Existenz universeller multilinearer Abbildungen, der ohne den Basisexis-
tenzsatz und damit ohne Auswahlaxiom und Zorn’sches Lemma auskommt und
mir natürlicher und im Grunde auch einfacher scheint. Er benötigt jedoch die
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Kontruktion des Quotientenvektorraums, die wir erst in 4.4.5.4 kennenlernen. Der
Einfachkeit halber schreibe ich die Details nur für bilineare Abbildungen aus. Wir
beginnen mit dem freien K-Vektorraum K〈V × W 〉 über der Menge V × W .
Darin betrachten wir den Untervektorraum U ⊂ K〈V ×W 〉, der erzeugt wird von
allen Ausdrücken

(v + v′, w)− (v, w)− (v′, w)
(λv, w)− λ(v, w)
(v, w + w′)− (v, w)− (v, w′)
(v, λw)− λ(v, w)

für v, v′ ∈ V , w,w′ ∈ W und λ ∈ K. Schließlich definieren wir T als den
Quotientenvektorraum

T := K〈V ×W 〉/U

und erklären τ : V ×W → T als die Abbildung, die jedem Paar (v, w) die Ne-
benklasse τ(v, w) := can(v, w) +U von can(v, w) zuordnet. Die Bilinearität von
τ folgt dann unmittelbar aus der Definition des herausgeteilten Untervektorraums
U . Um die im Satz behauptete universelle Eigenschaft nachzuweisen, arbeiten wir
mit dem Diagramm

V ×W //

''NNNNNNNNNNNNN K〈V ×W 〉 //

��

T

yyssssssssssss

R

Für jede Abbildung b : V ×W → R gibt es nach der universellen Eigenschaft des
freien Vektorraums über einer vorgegebenen Menge genau eine K-lineare Abbil-
dung b̃ : K〈V ×W 〉 → R mit b̃ ◦ can = b. Ist hier b bilinear, so gilt offensichtlich
b̃(U) = 0, also gibt es nach der universellen Eigenschaft des Quotientenvektor-
raums genau eine lineare Abbildung b̂ : T → R mit b̂τ(v, w) = b(v, w). Diese
Abbildung b̂ ist eindeutig bestimmt durch b, da die τ(v, w) das Tensorprodukt als
Vektorraum erzeugen.

4.6.1.5 (Elemente von Tensorprodukten). Bereits unsere universellen bilinearen
Abbildungen V × W → V ⊗ W, (v, w) 7→ v ⊗ w sind im allgemeinen weder
injektiv noch surjektiv. Genauer sind sie nur injektiv im Fall V = W = 0, denn es
gilt ja stets λv⊗w = v⊗λw. Weiter sind sie nur surjektiv, wenn einer der beiden
Räume eine Dimension ≤ 1 hat. Im Fall V = R2 und W = R2 etwa können wir
unsere universelle bilineare Abbildung als eine stetig differenzierbare Abbildung
R4 → R4 auffassen, die auf den Teilmengen {(λv, λ−1w) | λ ∈ R×} konstant ist,
und für eine derartige Abbildung ist hoffentlich zumindest anschaulich klar, daß
sie nicht surjektiv sein kann. Formal behandeln Sie das in Übung 4.6.1.31.
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4.6.1.6 (Tensorpotenzen). Gegeben ein Vektorraum V über einem KörperK und
eine natürliche Zahl r ∈ N vereinbaren wir

V ⊗r := V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
r Faktoren

und verstehen insbesondere V ⊗0 := K im Sinne von 4.6.1.2. Gegeben v ∈ V
schreiben wir kurz v⊗r := v ⊗ . . . ⊗ v für das Bild von (v, . . . , v) unter der
universellen multilinearen Abbildung V ×r → V ⊗r und verstehen im Sinne von
4.6.1.2 insbesondere v⊗0 := 1 ∈ K.

Beispiel 4.6.1.7 (Tensorprodukte und physikalische Einheiten). Wir betrachten
den schmutzigen Raum unserer Anschauung als einen dreidimensionalen euklidi-
schen affinen Raum E. Dessen schmutzige Längengerade L besitzt die beiden
Basen Meter m und Kilometer km und es gilt km = 1000 m. In L⊗2 erhalten
wir mithin (km)⊗2 = 106 m⊗2. In unserem Formalismus ist also in der Tat und
wie es sich gehört ein Quadratkilometer eine Million Quadratmeter. Es ist üblich,
in diesem Kontext die Klammern und Tensorzeichen wegzulassen, so daß unsere
Identität die möglicherweise besser vertraute Gestalt

km2 = 106 m2

annimmt. Allgemeiner gilt für zwei beliebige Vektoren v, w eines eindimensiona-
len Vektorraums L mit v = λw im Tensorquadrat L⊗2 aufgrund der Bilinearität
der universellen bilinearen Abbildungen die Identität v⊗2 = λ2(w⊗2).

4.6.1.8 (Lineare Abbildungen aus Tensorprodukten). Seien V,W Vektorräume.
Die Elemente der Gestalt v ⊗ w erzeugen das Tensorprodukt als Vektorraum und
sogar als abelsche Gruppe. Geben wir eine Abbildung von einem Tensorprodukt
in einen Vektorraum R an durch eine Vorschrift der Gestalt v ⊗ w 7→ b(v, w), so
ist der Leser implizit gefordert, die Bilinearität der Abbildung b : V ×W → R
zu prüfen, und gemeint ist dann eigentlich die durch die universelle Eigenschaft
definierte lineare Abbildung b̂ : V ⊗W → R. Analoge Vereinbarungen treffen wir
für Abbildungen aus Tensorprodukten mit einer beliebigen Zahl von Faktoren.

Definition 4.6.1.9. Sind f : V → V ′ und g : W → W ′ lineare Abbildungen,
so definieren wir eine lineare Abbildung f ⊗ g : V ⊗W → V ′ ⊗W ′ durch die
Vorschrift

(f ⊗ g)(v ⊗ w) := f(v)⊗ g(w)

in unserer Konvention 4.6.1.8. Wir nennen f ⊗ g das Tensorprodukt der Abbil-
dungen f und g. Analog erklären wir das Tensorprodukt einer beliebigen endli-
chen Familie von linearen Abbildungen. Gegeben eine lineare Abbildung f : V →
W verwenden wir weiter die Abkürzung f⊗r := (f ⊗ . . .⊗ f) : V ⊗r → W⊗r.
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Proposition 4.6.1.10 (Assoziativität von Tensorprodukten). Sind V1, . . . , Vn Vek-
torräume und 0 ≤ i ≤ j ≤ . . . ≤ k ≤ n Indizes, so liefert die Abbildungsvor-
schrift v1⊗ . . .⊗vn 7→ (v1⊗ . . .⊗vi)⊗ (vi+1⊗ . . .⊗vj)⊗ . . .⊗ (vk+1⊗ . . .⊗vn)
einen Isomorphismus

V1 ⊗ . . .⊗ Vn
∼→ (V1 ⊗ . . .⊗ Vi)⊗ (Vi+1 ⊗ . . .⊗ Vj)⊗ . . .⊗ (Vk+1 ⊗ . . .⊗ Vn)

4.6.1.11. Die Abbildungsvorschrift ist hier im Sinne unserer Vereinbarung 4.6.1.8
zu lesen. Leere Tensoren sind zu verstehen als das ausgezeichnete Element des
leeren Tensorprodukts alias die Eins des Grundkörpers. Ich habe statt 0 = i0 ≤
i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ir = n etwas weniger korrekt 0 ≤ i ≤ j ≤ . . . ≤ k ≤ n
geschrieben um Subindizes zu vermeiden.

Beweis. Wir prüfen leicht, daß unsere Abbildung eine Bijektion zwischen einer
Basis des Ausgangsraums und einer Basis des Zielraums induziert.

Proposition 4.6.1.12 (Kommutativität von Tensorprodukten). Sind V1, . . . , Vn
Vektorräume und ist σ ∈ Sn eine Permutation, so liefert die Abbildungsvorschrift
v1 ⊗ . . .⊗ vn 7→ vσ(1) ⊗ . . .⊗ vσ(n) einen Isomorphismus

V1 ⊗ . . .⊗ Vn
∼→ Vσ(1) ⊗ . . .⊗ Vσ(n)

Beweis. Wir prüfen leicht, daß unsere Abbildung eine Bijektion zwischen einer
Basis des Ausgangsraums und einer Basis des Zielraums induziert.

4.6.1.13 (Identifikationen zwischen längeren Tensorausdrücken). Wir sehen
mit 4.6.1.10, daß es bei Tensorprodukten mit mehreren Faktoren „nicht auf even-
tuelle Klammerung ankommt und FaktorenK weggelassen werden dürfen“. Präzi-
ser formuliert erhalten wir so natürliche Isomorphismen zwischen verschiedenen
Tensorprodukten mit mehreren Faktoren. Unter Verwendung der Vertauschungsi-
somorphismen 4.6.1.12 erkennen wir weiter, daß es hier auch auf die Reihenfolge
der Tensorfaktoren nicht ankommt. Das alles ist in dieser Situation noch derart ex-
plizit, daß mir eine stärkere Formalisierung unangemessen scheint. Der entspre-
chende Formalismus ist der einer „Schmelzkategorie“, der in Ansätzen in 4.6.2
und im Vollausbau in 18.1.1 folgende besprochen wird.

4.6.1.14 (Negative Tensorpotenzen im eindimensionalen Fall). Im Fall eines
eindimensionalen Vektorraums L über einem Körper K erklären wir die r-te Ten-
sorpotenz von L sogar für alle r ∈ Z, indem wir unsere Definition 4.6.1.6 für
nichtnegative Tensorpotenzen ergänzen durch die Vorschrift, daß negative Ten-
sorpotenzen zu verstehen sein mögen als die entsprechenden positiven Potenzen
des Dualraums, in Formeln

L⊗r := (L>)⊗(−r) für r < 0.
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Erklären wir dann weiter für jedes l ∈ L\0 und r < 0 den Vektor l⊗r ∈ L⊗r

als l⊗r := (l>)⊗r mit l> ∈ L> definiert durch l>(l) = 1, so haben wir (λl)⊗r =
λr(l⊗r) für alle λ ∈ K× und r ∈ Z und es gibt für beliebige r, s ∈ Z eindeutig
bestimmte Isomorphismen

L⊗r ⊗ L⊗s ∼→ L⊗(r+s)

mit der Eigenschaft l⊗r ⊗ l⊗s 7→ l⊗(r+s) für alle l ∈ L\0. Schließlich gibt es in
diesem Fall zu jedem Isomorphismus f : L

∼→M für alle r ∈ Z einen ausgezeich-
neten Isomorphismus f⊗r : L⊗r

∼→M⊗r mit l⊗r 7→ f(l)⊗r für alle l ∈ L\0. Es ist
auch in diesem Zusammenhang üblich, die Abkürzung lr := l⊗r sowie Lr := L⊗r

zu verwenden. Insbesondere ist damit l−1 die duale Basis zu l.

4.6.1.15 (Orientierung von Tensorpotenzen). Gegeben ein orientierter eindi-
mensionaler Vektorraum L über einem angeordneten Körper erhält man aus jeder
Orientierung von L eine Orientierung aller Tensorpotenzen L⊗r durch die Vor-
schrift, daß für l ∈ L>0 ein positiver Vektor auch seine Potenzen lr positiv sein
sollen. Die damit auf den geraden Potenzen L⊗2r gegebene Orientierung hängt
dann noch nicht einmal von der auf L gewählten Orientierung ab. Im Fall des
Dualraums L−1 eines eindimensionalen Raums stimmt diese Orientierung mit der
in 3.6.5.14 erklärten Orientierung eines Dualraums überein.

Beispiel 4.6.1.16 (Beispiele für Tensorpotenzen). In der schmutzigen Anschau-
ung mag man sich die positiven Elemente einiger Tensorpotenzen der Längenge-
rade L wie folgt vorstellen: Elemente von L⊗2 als Flächenmaße, Elemente von
L⊗3 als Volumenmaße, Elemente von L⊗(−1) als „lineare Dichten“ wie etwa die
Belegung eines Wanderwegs mit Personen pro Länge, Elemente von L⊗(−2) als
„Flächendichten“ wie etwa die Bevölkerungsdichte in Personen pro Fläche, und
Elemente von L⊗(−3) als „Volumendichten“ wie etwa die Dichte eines Gases in
Zahl der Moleküle pro Volumen.

Beispiel 4.6.1.17. Wir erinnern den Richtungsraum ~T der Zeitachse und seine
Basis s mit dem Namen Sekunde ebenso wie seine Basis min mit dem Namen
Minute und seine Basis std mit dem Namen Stunde. Zwischen diesen Basen
besteht die Relation min = 60s und 60min = std. Den Raum

~T> ⊗ L = L⊗ ~T−1

oder vielmehr seine nichtnegativen Elemente in Bezug auf die offensichtliche Ori-
entierung nennen wir absolute Geschwindigkeiten. Mit der Abkürzung m/s :=
m⊗ s−1 und ihren Analoga gelten in diesem Raum etwa die Identitäten

m/s = 3600m/3600s = 3,6km/std
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4.6.1.18 (Matrix des Tensorprodukts linearer Abbildungen). Gegeben Vektor-
räume V,W mit angeordneten Basen A = (v1, . . . vn) und B = (w1, . . . , wn)
bilden wir in V ⊗W die angeordnete Basis

A⊗ B := (v1 ⊗ w1, v1 ⊗ w2, . . . , v1 ⊗ wm,
v2 ⊗ w1, v2 ⊗ w2, . . . , v2 ⊗ wm,

. . . . . . . . .
vn ⊗ w1, vn ⊗ w2, . . . , vn ⊗ wm)

Gegeben zusätzlich weitere Vektorräume V ′,W ′ mit angeordneten Basen A′ =
(v′1, . . . , v

′
n′) und B′ = (w′1, . . . , w

′
m′) und lineare Abbildungen f : V → V ′ und

g : W → W ′ können wir die Matrix A′⊗B′ [f ⊗ g]A⊗B von f ⊗ g in den Basen
A ⊗ B und A′ ⊗ B′ wie folgt durch die Matrizen A = A′ [f ]A und B = B′ [g]B
ausdrücken: Haben wir etwa A = (aij), so wird

A′⊗B′ [f ⊗ g]A⊗B =

a11B . . . a1nB
...

...
an′1B . . . an′nB


Auf der rechten Seite ist die Matrix geblockt geschrieben, es handelt sich ja ei-
gentlich um eine (n′m′ × nm)-Matrix. Sie heißt auch das Kronecker-Produkt
der Matrizen A und B und wird A ⊗ B notiert, so daß wir unsere Identität oben
also auch schreiben können in der Form

A′⊗B′ [f ⊗ g]A⊗B = A′ [f ]A ⊗ B′ [g]B

Um diese Identität zu prüfen beginnen wir mit den Identitäten

f(vi) =
∑
j

ajiv
′
j und g(wk) =

∑
l

blkw
′
l

und folgern
(f ⊗ g)(wi ⊗ wk) =

∑
j,l

ajiblkv
′
j ⊗ w′l

Die Einträge der Matrix von f ⊗ g sind also alle Produkte von einem Eintrag der
Matrix von f mit einem Eintrag der Matrix von g. Daß diese Einträge dann auch
noch an den oben beschriebenen Stellen der Matrix von f ⊗ g stehen, mag sich
der Leser am einfachsten selbst überlegen.

Proposition 4.6.1.19 (Adjunktion von Tensor und Hom). Gegeben Vektorräume
U, V,W erhalten wir durch die Vorschrift f 7→ f̃ mit f̃(u⊗ v) = (f(u))(v) einen
Isomorphismus

Hom(U,Hom(V,W ))
∼→ Hom(U ⊗ V,W )
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Vorschau 4.6.1.20. Diese Aussage bedeutet in einer Terminologie, die Sie in die-
ser Vorlesung nicht mehr lernen werden, daß „die Funktoren ⊗V und Hom(V, )
zueinander adjungiert sind“. Ich verwende in diesem Kontext gerne die alternative
Notation (VVW ) := Hom(V,W ).

Beweis. Beide Seiten sind in offensichtlicher und mit der angegebenen Abbildung
verträglicher Weise in Bijektion zur Menge Hom(2)(U × V,W ) aller bilinearen
Abbildungen U × V → W .

Satz 4.6.1.21 (Homomorphismenräume als Tensorprodukt). Gegeben ein Körper
K liefert für beliebig vorgegebeneK-Vektorräume V,W die Abbildungsvorschrift
f ⊗ w 7→ (v 7→ f(v)w) eine Bijektion

can : V > ⊗W ∼→ {f ∈ Hom(V,W ) | rg(f) <∞}

zwischen dem Tensorprodukt des Dualraums von V mit W und dem Raum aller
Homomorphismen endlichen Ranges.

Beispiel 4.6.1.22. Unsere vektoriellen Geschwindigkeiten aus 3.3.1.12 können
wir mithin auch verstehen als Elemente des Tensorprodukts ~T−1⊗~E = Hom(~T, ~E)

des Richtungsraums ~E unseres AnschauungsraumsEmit dem Dualraum des Raums
der Zeitspannen.

4.6.1.23. Das Bild der Verknüpfung V >×W → V >⊗W ↪→ Hom(V,W ) besteht
genau aus allen Homomorphismen vom Rang Eins oder Null.

4.6.1.24. Ist v1, . . . , vn ∈ V eine Basis von V und v>1 , . . . , v
>
n ∈ V > die duale

Basis von V >, so können wir im Satz die inverse Abbildung explizit angeben
durch die Vorschrift f 7→ v>1 ⊗f(v1)+ . . .+v>n ⊗f(vn). Ist zusätzlich w1, . . . , wm
eine Basis von W , so wird v>i ⊗ wj abgebildet auf diejenige lineare Abbildung,
deren Matrix in Bezug auf die gegebenen Basen die Basismatrix Eji aus 3.2.5.3
ist, in Formeln

B[can(v>i ⊗ wj)]A = Eji

für A = (v1, . . . , vn) und B = (w1, . . . , wm) unsere angeordneten Basen von V
und W . Im Fall endlichdimensionaler Räume kann der Satz also leicht mit Basen
überprüft werden. Der Beweis gilt den unendlichdimensionalen Fällen.

Beweis. Wir beginnen mit der Injektivität. Jeder Tensor auf der linken Seite kann
offensichtlich in der Form f1 ⊗w1 + . . .+ fr ⊗wr dargestellt werden mit den wi
linear unabhängig. Geht er nach Null, so folgt f1(v)w1+. . .+fr(v)wr = 0 für alle
v ∈ V . Daraus aber folgt f1(v) = . . . = fr(v) = 0 für alle v ∈ V und damit f1 =
. . . = fr = 0 und unser Tensor war schon Null. Das zeigt die Injektivität. Unsere
kanonischen Abbildung landet im Unterraum der Homomorphismen endlichen
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Ranges, da ja das Bild von can(f1 ⊗ w1 + . . . + fr ⊗ wr) stets im Erzeugnis
〈w1, . . . , wr〉 der wi liegt. Es liegt aber sogar jeder Homomorphismus endlichen
Ranges ϕ : V → W im Bild von can, denn ist w1, . . . , wr eine Basis von imϕ
und setzten wir fi := w>i ◦ ϕ, so gilt offensichtlich

can(f1 ⊗ w1 + . . .+ fr ⊗ wr) = ϕ

Korollar 4.6.1.25 (Tensorprodukt und Dualität). Gegeben Vektorräume V,W
liefert die Abbildung f ⊗ g 7→ (v ⊗ w 7→ f(v)g(w)) eine Injektion

V > ⊗W> ↪→ (V ⊗W )>

vom Tensorprodukt der Dualräume in den Dualraum des Tensorprodukts. Sie ist
ein Isomorphismus genau dann, wenn einer unserer beiden Räume endlichdimen-
sional ist.

4.6.1.26. Im Fall endlichdimensionaler Räume kann das Korollar leicht mit Ba-
sen überprüft werden. Der Beweis gilt den unendlichdimensionalen Fällen. Im
Fall eines eindimensionalen Raums L liefert uns die Korollar induktiv natürliche
Isomorphismen L⊗(−r) ∼→ (L⊗r)>.

Beweis. Wir argumentieren mit dem Diagramm

(V ⊗W )> Hom(V ⊗W,K)

Hom(V,Hom(W,K))

o

OO

V > ⊗W> � � // Hom(V,W>)

Der vertikale Isomorphismus kommt aus 4.6.1.19, die horizontale Injektion aus
4.6.1.21. Daß deren Komposition genau die im Korollar beschriebene Abbildung
ist, mag der Leser selbst prüfen.

Übungen

Übung 4.6.1.27 (Orientierter Flächeninhalt). Sei V ein orientierter zweidimen-
sionaler euklidischer Vektorraum mit Längengerade L. Man zeige, daß es genau
eine alternierende bilineare Abbildung

ω : V × V → L⊗2

gibt mit ω(v, w) = ‖v‖⊗‖w‖ wann immer v ⊥ w orthogonale Vektoren sind und
(v, w) eine orientierte Basis von V .
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Übung 4.6.1.28. Gegeben Vektorräume U, V,W kommutiert das Diagramm

U> ⊗ V ⊗ V > ⊗W

��

� � // Hom(U, V )⊗ Hom(V,W )

��
U> ⊗W � � // Hom(U,W )

mit den von den kanonischen Injektionen 4.6.1.21 induzierten Horizontalen, dem
Verknüpfen von linearen Abbildungen als rechter Vertikale, und in der linken Ver-
tikalen der Verknüpfung

U> ⊗ V ⊗ V > ⊗W → U> ⊗K ⊗W ∼→ U> ⊗W

der vom Auswerten id⊗ ev⊗ id induzierten Abbildung gefolgt vom Isomorphis-
musU>⊗K⊗W ∼→ U>⊗W , f⊗λ⊗w 7→ λ(f⊗w). Die eben erklärte Abbildung
in der linken Vertikalen bezeichnet man in dieser und ähnlichen Situationen auch
als die Verjüngung von Tensoren.
Übung 4.6.1.29. Gegeben VektorräumeW,V, V ′ liefert w⊗(v, v′) 7→ (w⊗v, w⊗
v′) einen Isomorphismus W ⊗ (V ⊕ V ′) ∼→ (W ⊗ V )⊕ (W ⊗ V ′). Analoges gilt
auch für den ersten Tensorfaktor.
Übung 4.6.1.30. Besitzt ein von Null verschiedenes Element eines Tensorpro-
dukts eine Darstellung der Gestalt v ⊗ w, so sind seine möglichen Darstellungen
dieser Gestalt genau alle Ausdrücke λv ⊗ λ−1w mit λ ∈ K× einer Einheit des
Grundkörpers K.
Übung 4.6.1.31. Seien V,W Vektorräume über demselben Grundkörper. Man zei-
ge, daß die universelle bilineare Abbildung V ×W → V ⊗W genau dann surjektiv
ist, wenn einer der beiden beteiligten Räume eine Dimension ≤ 1 hat. Hinweis:
4.6.1.23.
Übung 4.6.1.32. Gegeben ein topologischer Raum X und ein endlichdimensio-
naler reeller Vektorraum V zeige man, daß die offensichtliche Abbildung einen
Vektorraumisomorphismus C(X,R)⊗R V

∼→ C(X, V ) induziert. Hier bezeichnet
C(X, V ) den Raum aller stetigen Abbildungen von X nach V .
Ergänzende Übung 4.6.1.33. Jede exakte Sequenz von Vektorräumen bleibt beim
Darantensorieren eines weiteren Vektorraums exakt. Hinweis: 4.4.7.1, oder alter-
nativ 4.7.8.11 und 4.4.6.13.
Übung 4.6.1.34. Gegeben ein Endomorphismus f ∈ EndV eines Vektorraums
mit f ⊗ f = id in End(V ⊗ V ) gilt f = ± id.
Ergänzende Übung 4.6.1.35. Gegeben ein Körper K und K-Vektorräume V,W
und Endomorphismen endlichen Ranges f ∈ EndV und g ∈ EndW hat auch
f ⊗ g ∈ End(V ⊗W ) endlichen Rang und es gilt

tr(f ⊗ g) = tr(f) tr(g)
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Ergänzende Übung 4.6.1.36. Hinweis: 3.6.4.15. Gegeben ein Körper K und end-
lichdimensionaleK-Vektorräume V,W der Dimensionen n,m und Endomorphis-
men f ∈ EndV und g ∈ EndW gilt

det(f ⊗ g) = (det(f))m(det(g))n

Ergänzende Übung 4.6.1.37 (Tensorprodukt und Orientierung). Seien V ein
Vektorraum und L ein eindimensionaler Vektorraum über demselben angeordene-
ten Körper. Gegeben eine Orientierung ε von V und eine Orientierung η von L
gibt es genau eine Orientierung ε⊗ η von V ⊗ L mit

(ε⊗ η)(v1 ⊗ l, . . . , vn ⊗ l) = ε(v1, . . . , vn)η(l)n

für jede angeordnete Basis (v1, . . . , vn) von V und jede angeordnete Basis alias
jeden von Null verschiedenen Vektor l ∈ L.

Übung 4.6.1.38 (Evaluationspaarung im Tensorkalkül). Für jeden Vektorraum
V über einem Körper K definiert das Auswerten oder lateinisierend „Evaluieren“
eine bilineare Abbildung, die Evaluationspaarung ev : V > × V → K, (ξ, v) 7→
ξ(v). Man zeige, daß sie unter dem Isomorphismus aus 4.6.1.19 einerseits der
Identität auf V > entspricht und andererseits, wenn wir die Faktoren vertauschen,
der Evaluation ev : V → V >> aus 3.2.9.22.

Ergänzende Übung 4.6.1.39. Gegeben ein Körper K induziert die Multiplikation
einen Isomorphismus K[X]⊗K K[Y ]

∼→ K[X, Y ] zwischen dem Tensorprodukt
zweier Polynomringe in einer Variablen und dem Polynomring in zwei Variablen.

Ergänzende Übung 4.6.1.40. Die Multiplikation induziert einen Isomorphismus
von reellen Vektorräumen R⊗QQ[X]

∼→ R[X]. Analoges gilt, wenn man R ⊃ Q
ersetzt durch ein beliebiges Paar K ⊃ k bestehend aus einem Körper mit einem
Teilkörper.

Ergänzende Übung 4.6.1.41. Gegeben Vektorräume V,W über einem Körper K
und ein Untermonoid G ⊂ End(W ) ist die offensichtliche lineare Abbildung ein
Isomorphismus V ⊗ (WG)

∼→ (V ⊗W )G. Der obere Index G steht hier für den
Teilraum der G-Invarianten.

Ergänzende Übung 4.6.1.42. Gegeben Körper k ⊂ K und ein k-Vektorraum V
wird VK = K ⊗k V in offensichtlicher Weise ein K-Vektorraum. Man sagt, er
entstehe aus V durch Erweiterung der Skalare. Die „kanonische“ k-lineare Ab-
bildung can : V → VK , v 7→ 1 ⊗ v hat dann die universelle Eigenschaft, daß für
jeden K-Vektorraum W das Vorschalten von can : V → VK eine Bijektion

HomK(VK ,W )
∼→ Homk(V,W )
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liefert. Weiter ist das Bild unter can jeder k-Basis von V eine K-Basis von VK ,
und gegeben ein weiterer k-Vektorraum W induziert die k-lineare Abbildung
V ⊗k W → VK ⊗K WK , v ⊗ w 7→ can(v)⊗ can(w) einen Isomorphismus

(V ⊗k W )K
∼→ VK ⊗K WK

Ist V oder K endlichdimensional über k, so liefert auch die k-lineare Abbildung
Homk(V,W ) → HomK(VK ,WK) gegeben durch f 7→ id⊗f einen Isomorphis-
mus

(Homk(V,W ))K
∼→ HomK(VK ,WK)

und insbesondere „vertauscht das Erweitern der Skalare mit dem Bilden des Dual-
raums“ sowohl unter der Annahme dimkK < ∞ als auch unter der Annahme
dimk V < ∞. In voller Allgemeinheit vertauschen diese Operationen jedoch
nicht. Im Spezialfall R ⊂ C bezeichnet man VC als Komplexifizierung von V .

Ergänzende Übung 4.6.1.43. Ist V ein k-Vektorraum und f : V → V ein En-
domorphismus endlichen Ranges und k ⊂ K eine Körpererweiterung, so gilt
trk(f |V ) = trK(id⊗f |VK).

Ergänzung 4.6.1.44. Ein alternativer vom Tensorprodukt unabhängiger Zugang
zur Komplexifizierung wird in 22.2.2.13 erklärt. Etwas allgemeiner können wir,
nun wieder mit unserem Tensorprodukt, für jeden Körperhomomorphismus ϕ :
k ↪→ K zu einem k-Vektorraum V den k-VektorraumK⊗ϕkV erklären. Ist speziell
ϕ die komplexe Konjugation c : C → C, so erhalten wir einen Isomorphismus
C ⊗cC V

∼→ V mit unserem komplex konjugierten Vektorraum V aus 4.1.12.33
vermittels der Abbildungsvorschrift 1⊗ v 7→ v̄.

Ergänzende Übung 4.6.1.45. Gegeben ein Vektorraum V und eine Teilmenge T ⊂
V setzen wir T⊥ = {f ∈ V > | f(t) = 0 ∀t ∈ T}. Ist V endlichdimensional und
W ⊂ V ein Teilraum, so zeige man, daß unter der Identifikation EndV

∼→ V⊗V >
die Identität idV stets im Teilraum W ⊗ V > + V ⊗W⊥ landet.

Ergänzende Übung 4.6.1.46. Gegeben ein endlichdimensionaler K-Vektorraum
V kommutiert das Diagramm∑n

i=1 vi ⊗ v>i ∈ V ⊗ V > ev−→ K
↓ ↓o ‖
id ∈ EndV

tr−→ K

Hier meint v1, . . . , vn eine beliebige Basis von V und v>1 , . . . , v
>
n die duale Basis

von V > und die mittlere Vertikale die in 4.6.1.21 erklärte Injektion und ev das
Auswerten im Sinne von 4.6.1.38. Die lineare Abbildung K → V ⊗ V > mit
1 7→

∑n
i=1 vi⊗v>i nennen wir auch die Expansion der Identität und notieren sie

ex : K → V ⊗ V >
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Hat V unendliche Dimension, so kommutiert das rechte Quadrat immer noch,
wenn wir unten links nur Endomorphismen endlichen Ranges betrachten und ihre
Spur wie in 3.2.6.19 nehmen. Allerdings sind dann unser Tensorausdruck und un-
sere Expansion der Identität nicht mehr sinnvoll definiert und die Identität gehört
auch nicht mehr zu den Endomorphismen endlichen Ranges.
Ergänzende Übung 4.6.1.47. Gegeben MengenX, Y und ein beliebiger KörperK
liefert die offensichtliche Abbildung f ⊗ g 7→ f � g gegeben durch die Vorschrift
(f � g)(x, y) := f(x)g(y) eine Injektion

Ens(X,K)⊗ Ens(Y,K) ↪→ Ens(X × Y,K)

Man mag sich dazu auf 4.6.1.25 stützen. Alternativ mag man auch unabhängig
zeigen, daß für g1, . . . , gn ∈ Ens(Y,K) linear unabhängig und f1, . . . , fn ∈
Ens(X,K) beliebig aus

∑
fi(x)gi(y) = 0 für alle x, y bereits folgt, daß alle

fi die Nullfunktion sein müssen. Betrachtet man hier statt einem Körper K einen
Kring, so ist die analoge Aussage im allgemeinen nicht mehr richtig, vergleiche
7.2.7.2.
Ergänzende Übung 4.6.1.48. Gegeben Vektorräume V, V ′,W,W ′ liefert das Ten-
sorieren von Abbildungen eine Injektion

Hom(V, V ′)⊗ Hom(W,W ′) ↪→ Hom(V ⊗W,V ′ ⊗W ′)

Hinweis: Man mag V und W als direkte Summe eindimensionaler Räume schrei-
ben und 4.7.8.12 anwenden. Alternative: Man mag ohne Beschränkung der All-
gemeinheit annehmen, daß unsere Vektorräume frei sind über den Mengen X,X ′,
Y, Y ′, und kann dann unter Verwendung von 4.6.1.47 beide Seiten in verträglicher
Weise einbetten in den Raum Ens(X ×X ′ × Y × Y ′, K) aller Abbildungen von
besagtem Produkt in den Grundkörper K.
Übung 4.6.1.49. Bezeichne τ : V ⊗ V → V ⊗ V die Vertauschung der Tensor-
faktoren. Man zeige, daß in Charakteristik Zwei der Teilraum der τ -Invarianten
erzeugt wird von allen (v ⊗ w + w ⊗ v) zusammen mit allen (v ⊗ v). Man zeige,
daß in anderer Charakteristik Erstere ausreichen.
Übung 4.6.1.50. Bezeichne σ : V ⊗ V ⊗ V → V ⊗ V ⊗ V die zyklische Vertau-
schung der Tensorfaktoren. Man zeige, daß in Charakteristik Drei der Teilraum
der σ-Invarianten erzeugt wird von allen (u⊗ v ⊗ w + v ⊗ w ⊗ u + w ⊗ u⊗ v)
zusammen mit allen (v⊗ v⊗ v). Man zeige, daß in anderer Charakteristik Erstere
ausreichen.

4.6.2 Multiverknüpfung multilinearer Abbildungen*
Beispiel 4.6.2.1. Gegeben Vektorräume U ′, U ′′, U, V,W und eine bilineare Abbil-
dung f : U × V → W sowie eine bilineare Abbildung g : U ′ × U ′′ → U erhalten
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wir offensichtlich eine trilineare Abbildung

U ′ × U ′′ × V → W

durch die Vorschrift (u′, u′′, v) 7→ f(g(u′, u′′), v). Gegeben zusätzlich ein ausge-
zeichneter Vektor v ∈ V erhalten wir eine bilineare Abbildung

U ′ × U ′′ → W

durch die Vorschrift (u′, u′′) 7→ f(g(u′, u′′), v). Diese Konstruktionen sind beide
Spezialfälle für die „Multiverknüpfung“ multilinearer Abbildungen, die wir im
folgenden besprechen.

4.6.2.2 (Notation für multilineare Abbildungen). Seien K ein Körper, n ≥ 0
eine natürliche Zahl und V1, . . . , Vn,W Vektorräume über K. Wir verwenden im
folgenden für Mengen von multilinearen Abbildungen die alternative Notation

ModK(V1 g . . .g Vn,W ) := Hom
(n)
K (V1 × . . .× Vn,W )

Da durch die Verwendung des Symbolsg als Trenner keine Verwechslungsgefahr
mit linearen Abbildungen aus dem Produktvektorraum besteht, können wir den
oberen Index (n) auf der linken Seite weglassen. Im Fall n = 0 notieren wir diese
Menge ModK(g,W ). Das Kürzel ModK steht für „K-Modul“, ein Synonym für
„K-Vektorraum“.

4.6.2.3 (Multiverknüpfung multilinearer Abbildungen). Seien K ein Körper
und n,m ≥ 0 und U1, . . . , Um, V1, . . . , Vn,W Vektorräume über K. Seien f eine
multilineare Abbildung

f ∈ ModK(V1 g . . .g Vn,W )

und ϕ : {1, . . . ,m} → {1, . . . , n} eine Abbildung und

gi ∈ ModK(Uϕ−1(i), Vi)

multilineare Abbildungen von der auf die Faser ϕ−1(i) eingeschränkte Familie
mit der induzierten Anordnung. Ausgeschrieben meinen wir also

gi ∈ ModK(Uν(1) g . . .g Uν(r), Vi)

für ν(1) < . . . < ν(r) die der Größe nach geordneten Elemente der Faser ϕ−1(i).
So erklären wir in der hoffentlich offensichtlichen Weise die Multiverknüpfung
unserer multilinearen Abbildungen, eine multilineare Abbildung

f ◦ (ϕ, g1 g . . .g gn) ∈ ModK(U1 g . . .g Um,W )
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Die Symbole g sind dabei auch links nur als Trenner zu verstehen, die andeuten,
daß wir mit Multiverknüpfungen arbeiten. Ist ϕ monoton wachsend und surjektiv,
so lassen wir es gerne aus der Notation weg. Unsere trilineare Abbildung aus obi-
gen Beispiel hieße dann f ◦ (gg idV ) und unsere letzte bilineare Abbildung wäre
die Multiverknüpfung f ◦ (g g v) für v ∈ MultK(g, V ) das Bild von v unter der
kanonischen Bijektion V ∼→ MultK(g, V ). Die Multiverknüpfung multilinearer
Abbildungen ist „assoziativ“ in einer hoffentlich offensichtlichen Weise, die ich
an dieser Stelle nicht weiter formalisieren will.

4.6.2.4 (Multiverknüpfung universeller multilinearer Abbildungen). Sei K
ein Körper. Viele unserer Regeln für das Rechnen mit Tensorprodukten lassen
sich zusammenfassen als einfache Konsequenzen der Tatsache, daß jede Multi-
verknüpfung universeller multilinearer Abbildungen wieder universell ist. Sind
also in der obigen Notation f und alle gi universell, so auch f ◦ (ϕ, g1g . . .g gn).
Zum Beispiel ist die Identität idV : V → V universell 1-linear und der Morphis-
mus 1 : ∗ → K universell 0-linear und τ : V ×K → V ⊗K universell bilinear. Es
folgt, daß auch τ ◦ (idV g1) universell 1-linear alias ein Isomorphismus ist, als da
heißt, die Abbildung V → V ⊗K gegeben durch v 7→ v⊗1 ist ein Isomorphismus.
Das zeigt dann auch, daß das Vorschalten der 0-linearen Abbildung ∗ → K für
jeden Vektorraum W eine Bijektion ModK(V gK,W )

∼→ ModK(V,W ) liefert.
Einen für diese und ähnliche Situationen maßgeschneiderten formalen Rahmen
bilden die „Schmelzkategorien“, die in 18.1.1 eingeführt werden.

4.6.3 Bezug zur physikalischen Terminologie*

4.6.3.1 (Diskussion der Notation). Im folgenden verwende ich die in der Physik
übliche Notation mit oberen und unteren Indizes und der Konvention, daß übli-
cherweise die Summationsindizes einmal oben und einmal unten auftreten.

4.6.3.2 (Kontravariante Tensoren erster Stufe sind Vektoren). Sei V ein end-
lichdimensionaler Vektorraum. Unter einem kontravarianten physikalischen Ten-
sor erster Stufe zu V verstehen wir eine Vorschrift T , die jeder angeordneten
Basis B = (~w1, . . . , ~wn) von V ein Zahlentupel (T (B)k)nk=1 so zuordnet, daß für
jede weitere angeordnete BasisA = (~v1, . . . , ~vn) von V mit den Einträgen Aik der
Basiswechselmatrix gegeben durch ~wk =

∑
iA

i
k~vi gilt

T (A)i =
∑
k

T (B)kAik alias T (B)k =
∑
i

T (A)i(A−1)ki

mit den Einträgen der inversen Matrix rechts. Für jeden Vektor ~u erhalten wir
einen derartigen kontravarianten Tensor erster Stufe T = T~u durch die Vorschrift,
daß jeder angeordneten Basis dasjenige Tupel (T (B)k) zuordnet werden möge,
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das gegeben wird durch ~u =
∑
T (B)k ~wk. In der Tat gilt dann

~u =
∑
k

T (B)k ~wk =
∑
k,i

T (B)kAik~vi =
∑
i

T (A)i~vi

und somit T (A)i =
∑

k T (B)kAik. Unsere Abbildung ~u 7→ T~u liefert sogar, wie
man leicht prüft, eine Bijektion zwischen der Menge V und der Menge aller kon-
travarianten Tensoren erster Stufe zu V .

4.6.3.3 (Kovariante Tensoren erster Stufe sind Kovektoren). SeienK ein Körper
und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ein kovarianter physikalischer
Tensor erster Stufe zu V ist eine Vorschrift T , die jeder angeordneten Basis
B = (~w1, . . . , ~wn) von V ein Zahlentupel (T (B)k)

n
k=1 so zuordnet, daß für je-

de weitere angeordnete Basis A = (~v1, . . . , ~vn) von V mit den Einträgen Aik der
Basiswechselmatrix gegeben durch ~wk =

∑
iA

i
k~vi gilt

T (B)k =
∑
i

AikT (A)i

Für jede Linearform λ : V → K alias jedes Element des Dualraums λ ∈ V >

erhalten wir einen derartigen kovarianten Tensor erster Stufe T = Tλ durch die
Vorschrift, daß jeder angeordneten Basis dasjenige Tupel (T (B)k) zuordnet wer-
den möge, das gegeben wird durch die Koeffizienten der Darstellung von λ in der
dualen Basis, in Formeln λ =

∑
k T (B)k ~w

>
k . In der Tat gilt dann

T (B)k = λ(~wk) =
∑
i

Aikλ(~vi) =
∑
i

AikT (A)i

Unsere Abbildung λ 7→ Tλ liefert sogar, wie man leicht prüft, eine Bijektion
zwischen dem Dualraum V > und der Menge aller kovarianten Tensoren erster
Stufe zu V .

4.6.3.4 (Kovariante Tensoren zweiter Stufe sind Bilinearformen). Sei V ein
endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper K. Ein kovarianter physi-
kalischer Tensor zweiter Stufe zu V ist eine Vorschrift T , die jeder angeordneten
Basis B = (~w1, . . . , ~wn) von V ein Zahlentupel (T (B)kl)

n
k,l=1 so zuordnet, daß für

jede weitere angeordnete BasisA = (~v1, . . . , ~vn) von V mit den Einträgen Aik der
Basiswechselmatrix gegeben durch ~wk =

∑
iA

i
k~vi gilt

T (B)kl =
∑
i,j

AjlA
i
kT (A)ij

Für jede bilineare Abbildung b : V → K erhalten wir einen derartigen kovarianten
Tensor zweiter Stufe T = Tb durch die Vorschrift, daß jeder angeordneten Basis
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dasjenige Tupel (T (B)kl) zuordnet werden möge, das gegeben wird durch die
Vorschrift T (B)kl := b(~wk, ~wl). In der Tat gilt dann

T (B)kl = b(~wk, ~wl) =
∑
i,j

AikA
j
l b(~vi, ~vj) =

∑
i,j

AikA
j
lT (A)ij

Unsere Abbildung b 7→ Tb liefert sogar, wie man leicht prüft, eine Bijektion zwi-
schen dem Raum Hom

(2)
K (V × V,K) von bilinearen Abbildungen und der Menge

aller kovarianten Tensoren zweiter Stufe zu V .

4.6.3.5 (Kontravariante Tensoren zweiter Stufe sind duale Bilinearformen).
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper K. Ein kontra-
varianter physikalischer Tensor zweiter Stufe ist eine Vorschrift T , die jeder
angeordneten Basis B = (~w1, . . . , ~wn) von V ein Zahlentupel (T (B)kl)nk,l=1 so
zuordnet, daß für jede weitere angeordnete BasisA = (~v1, . . . , ~vn) von V mit den
Einträgen Aik der Basiswechselmatrix gegeben durch ~wk =

∑
iA

i
k~vi gilt

T (A)ij =
∑
k,l

AikA
j
lT (B)kl alias T (B)kl =

∑
i,j

(A−1)ki (A
−1)ljT (A)ij

Für jede bilineare Abbildung β : V > × V > → K erhalten wir einen derartigen
kovarianten Tensor zweiter Stufe T = Tβ durch die Vorschrift, daß jeder angeord-
neten Basis dasjenige Tupel (T (B)kl) zuordnet werden möge, das gegeben wird
durch die Vorschrift T (B)kl := β(~w>k , ~w

>
l ). In der Tat folgt aus ~wk =

∑
iA

i
k~vi

bereits ~v>i (~wk) = Aik alias ~v>i =
∑

k A
i
k ~w
>
k und somit

T (A)ij = β(~v>i , ~v
>
j ) =

∑
k,l

AikA
j
lβ(~w>k , ~w

>
l ) =

∑
k,l

AikA
j
lT (B)kl

Unsere Abbildung b 7→ Tβ liefert sogar, wie man leicht prüft, eine Bijektion zwi-
schen dem Raum Hom

(2)
K (V >×V >, K) von bilinearen Abbildungen und der Men-

ge aller kontravarianten Tensoren zweiter Stufe zu V . Zusammen mit 4.6.1.25
erhalten wir dann auch eine Bijektion zwischen V ⊗ V und der Menge aller kon-
travarianten Tensoren zweiter Stufe zu V .

4.6.3.6 (Ko-kontravariante Tensoren zweiter Stufe sind Endomorphismen).
Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ein ko-kontravarianter physi-
kalischer Tensor zweiter Stufe zu V ist eine Vorschrift T , die jeder angeordneten
Basis B = (~w1, . . . , ~wn) ein Zahlentupel (T (B)lk)

n
k,l=1 so zuordnet, daß für jede

weitere angeordnete Basis A = (~v1, . . . , ~vn) von V mit den Einträgen Aik der
Basiswechselmatrix gegeben durch ~wk =

∑
iA

i
k~vi gilt

T (B)lk =
∑
i,j

(A−1)ljA
i
kT (A)ji
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Für jede lineare Abbildung f : V → V erhalten wir einen derartigen ko-kontra-
varianten Tensor zweiter Stufe T = Tf durch die Vorschrift, daß jeder angeord-
neten Basis dasjenige Tupel (T (B)lk) zuordnet werden möge, das gegeben wird
durch die Vorschrift f(~wk) =

∑
l T (B)lk ~wl. In der Tat gilt dann∑

l

T (B)lk ~wl =f(~wk)=
∑
i

Aikf(~vi) =
∑
i,j

AikT (A)ji~vj =
∑
i,j,l

AikT (A)ji (A
−1)lj ~wl

Unsere Abbildung f 7→ Tf liefert sogar, wie man leicht prüft, eine Bijektion
zwischen der Menge EndK(V ) aller Endomorphismen von V und der Menge aller
ko-kontravarianten Tensoren zweiter Stufe zu V .

4.6.3.7 (Allgemeine physikalische Tensoren als multilineare Abbildungen).
Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Gegeben r, s ≥ 0 definiert man
einen r-ko-s-kontravarianten physikalischen Tensor zu V als eine Vorschrift
T , die jeder angeordneten Basis B = (~w1, . . . , ~wn) ein von r unteren und s obe-
ren Indizes aus 1, . . . , n abhängendes Zahlentupel so zuordnet, daß die Tupel zu
verschiedenen angeordneten Basen in einer Weise zusammenhängen, die ich hier
nur noch im Fall r = 2 und s = 1 ausführe: In diesem Fall fordert man, daß für
jede weitere angeordnete BasisA = (~v1, . . . , ~vn) von V mit den Einträgen Aik der
Basiswechselmatrix gegeben durch ~wk =

∑
iA

i
k~vi gilt

T (B)mkl =
∑
i,j,p

(A−1)mp A
i
kA

j
lT (A)pij

Wie zuvor kann man jeder multilinearen Abbildung u : V r × (V >)s → K einen
r-ko-s-kontravarianten Tensor Tu zuordnen, der in unserem Spezialfall (r, s) =
(2, 1) gegeben wird durch Tu(B)mkl = u(~wk, ~wl, ~w

>
m), und wieder erhalten wir so

eine Bijektion zwischen der Menge Hom
(r+s)
K (V r × (V >)s, K) von multilinearen

Abbildungen und der Menge aller r-ko-s-kontravarianten Tensoren zweiter Stufe
zu V . Alternativ erhalten wir mit unserem Satz 4.6.1.25 auch zu jedem Element
von t ∈ (V >)⊗r ⊗ V ⊗s einen r-ko-s-kontravarianten Tensor Tt, der in unserem
Spezialfall (r, s) = (2, 1) gegeben wird durch

t =
∑
m,k,l

Tt(B)mkl ~w
>
k ⊗ ~w>l ⊗ ~wm

Auch diese Zuordnung ist bijektiv und erklärt den Zusammenhang der beiden
Tensorbegriffe.

4.6.4 Geometrie in euklidischen Vektorräumen
4.6.4.1. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V über einem angeordne-
ten Körper K erinnern wir seine zweielementige Orientierungsmenge or(V ) aus



558 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

Das folgende ist eine nicht ganz mathematische Übung: Man schätze ab, ob das
durch die eingezeichnete Längeneinheit und die anschauliche Kongruenzgruppe

gegebene Skalarprodukt der beiden hier gezeichneten Vektoren größer ist als
Zehn. Man verwende dabei nur ein Papier mit einer geraden Kante, das man

kniffen darf, um einen rechten Winkel zu erzeugen, einen Bleistift zum Abtragen
von Längen, und Augenmaß. Man beachte, wie hierbei die Kongruenzgruppe zu

Anwendung kommt.
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3.6.5.3 und erklären seine Orientierungsgerade als den eindimensionalen Vek-
torraum

orK(V ) := {a : or(V )→ K | Die Summe der beiden Werte von a ist Null}

Wir erhalten eine Injektion or(V ) ↪→ orK(V ), indem wir jeder Orientierung
ε ∈ or(V ) diejenige Funktion a ∈ orK(V ) mit f(ε) = 1 zuordnen. Besagte
Injektion behandeln wir von nun an in der Notation wie die Einbettung einer
Teilmenge. Für jeden Vektorraumisomorphismus f : V

∼→ W läßt sich unsere
Bijektion or(f) zwischen den Orientierungsmengen auf genau eine Weise zu ei-
nem Isomorphismus orK(f) : orK(V )

∼→ orK(W ) ihrer Orientierungsgeraden
ausdehnen.

4.6.4.2. Ich erinnere an den Begriff 4.1.5.12 eines euklidischen Vektorraums V
mit seiner Längengerade L = L(V ).

4.6.4.3. Für jeden endlichendimensionalen euklidischen Vektorraum V gibt es
genau eine alternierende Abbildung mit v1 ⊗ . . . ⊗ vn 7→ ε ⊗ ‖v1‖ ⊗ . . . ⊗ ‖vn‖
für eine und jede angeordnete Basis v1, . . . , vn der Orientierung ε aus paarweise
orthogonalen Vektoren, die geometrische Volumenform

ω : V ⊗n → orR(V )⊗ L(V )⊗n

In der Tat hat jede orthogonale Matrix die Determinante ±1 und das zeigt, daß
eine alternierende Abbildung, die diese Eigenschaft für eine Basis aus paarweise
orthogonalen Vektoren hat, sie für jede solche Basis haben muß. Den Fall n = 2
haben Sie im orientierten Fall bereits in Übung 4.6.1.27 diskutiert. Im Fall n = 3
notieren wir unsere Abbildung

u⊗ v ⊗ w 7→ 〈u, v, w〉

und nennen sie das geometrische Spatprodukt. Für jeden euklidischen Homo-
morphismus f : V → W von euklidischen Vektorräumen derselben Dimension n
kommutiert weiter das Diagramm

V ⊗n //

f⊗n

��

orR(V )⊗ L(V )⊗n

orR(f)⊗L(f)⊗n

��
W⊗n // orR(W )⊗ L(W )⊗n

Diese Erkenntnis bringt die Natürlichkeit unserer Konstruktion formal zum Aus-
druck und rechtfertigt die Bezeichnung „geometrisch“. Mehr dazu diskutieren wir
im Zusammenhang mit „Transformationen von Funktoren“ in 4.7.4.8.
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4.6.4.4. Das Tensorquadrat der Längengerade eines euklidischen Vektorraums
nennen wir seine Gerade von Flächeneinheiten oder kurz seine Flächengera-
de.

Vorschau 4.6.4.5 (Flächen- und Volumenmaße). Gegeben ein euklidischer Raum
E endlicher Dimension nmit Längengerade L ordnen wir in 12.4.5.15 jeder kom-
pakten k-Fastfaltigkeit M ⊂ E ein Volumen

∫
M

1 ∈ L⊗k so zu, daß für beliebige
paarweise orthogonale von Null verschiedene Richtungsvektoren v1, . . . , vk ∈ ~E
und jeden Punkt p ∈ E der kompakten k-Fastfaltigkeit M := p+ [0, 1]v1 + . . .+
[0, 1]vk das Volumen

∫
M

1 = ‖v1‖ ⊗ . . . ⊗ ‖vk‖ ∈ L⊗k zugeordnet wird und im
Fall dimE = 3 der Sphäre S := {q ∈ E | ‖q − p‖ = l} mit Zentrum p ∈ E
und Radius l ∈ L die Fläche

∫
S

1 = 4πl⊗2. Auch in der Mathematik werden also
salopp gesprochen „Flächen in Quadratmetern gemessen“.

4.6.4.6. Für jeden euklidischen Vektorraum V erklären wir sein geometrisches
Skalarprodukt als die eindeutig bestimmte symmetrische bilineare Abbildung

〈 , 〉 = 〈 , 〉V : V × V → L⊗2

in seine Flächengerade derart, daß für jeden Vektor v ∈ V gilt 〈v, v〉 = ‖v‖2. Es
kann beschrieben werden durch die Polarisierungsidentität 〈v, w〉 = 1

2
(‖v+w‖2−

‖v‖2 − ‖w‖2) oder auch durch die Formel

〈ae1 + . . .+ cen, xe1 + . . .+ zen〉 = (ax+ . . .+ cz)l2

für beliebige paarweise orthogonale Vektoren e1, . . . , en derselben Länge ‖e1‖ =
. . . = ‖en‖ = l ∈ L. Für jeden euklidischen Homomorphismus f : V → W von
euklidischen Vektorräumen kommutiert dann das Diagramm

V × V 〈 , 〉V //

f×f
��

L(V )⊗2

L(f)⊗2

��
W ×W 〈 , 〉W // L(W )⊗2

Es bringt die Natürlichkeit unserer Konstruktion formal zum Ausdruck und recht-
fertigt die Bezeichnung „geometrisch“. Mehr dazu diskutieren wir im Zusammen-
hang mit „Transformationen von Funktoren“ in 4.7.4.8.

4.6.4.7 (Pythagoras). In einem euklidischen Vektorraum sind zwei Vektoren v, w
genau dann orthogonal, wenn in der zugehörigen Flächengerade L⊗2 gilt

‖v‖2 + ‖w‖2 = ‖v + w‖2

In der Tat folgt das unmittelbar aus der entsprechenden Aussage für Skalarpro-
dukträume. Insbesondere gilt es für den Richtungsraum einer Kongruenzebene.
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Anschauliche Bedeutung des geometrischen Skalarprodukts 〈v, w〉 als Fläche
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4.6.4.8 (Zusätzliche Anschauung für das Skalarprodukt). Man mag sich das
geometrische Skalarprodukt 〈v, w〉 im Fall eines zweidimensionalen euklidischen
Vektorraums V vorstellen, indem man eine der beiden Drehungen um einen rech-
ten Winkel auswählt, sie r nennt, und dann bemerkt, daß 〈v, w〉 = ω(rv, w) der
orientierte Flächeninhalt von (rv, w) im Sinne von 4.6.4.3 ist für diejenige Orien-
tierung ε = εr von V , die mit r verträglich ist in der Weise, daß (ru, u) für alle
u 6= 0 eine positiv orientierte Basis von V ist.

4.6.4.9 (Kreuzprodukt für dreidimensionale euklidische Vektorräume). Ge-
geben ein dreidimensionaler euklidischer Vektorraum V mit Längengerade L gibt
es genau eine alternierende bilineare Abbildung

× = ×V : V × V → V ⊗ orR(V )⊗ L

mit der Eigenschaft (v1, v2) 7→ v3 ⊗ ε ⊗ l für jede angeordnete Orthogonalbasis
v1, v2, v3 der Orientierung ε aus Vektoren derselben Länge ‖v1‖ = ‖v2‖ = ‖v3‖ =
l ∈ L. Wir nennen sie das geometrische Kreuzprodukt und notieren sie wieder
(v, w) 7→ v × w. Für jeden euklidischen Homomorphismus f : V → W von
euklidischen Vektorräumen kommutiert dann das Diagramm

V × V ×V //

f×f
��

V ⊗ orR(V )⊗ L(V )

f⊗orR(f)⊗L(f)

��
W ×W ×W //W ⊗ orR(W )⊗ L(W )

Es bringt die Natürlichkeit unserer Konstruktion formal zum Ausdruck und recht-
fertigt die Bezeichnung „geometrisch“. Mehr dazu diskutieren wir im Zusammen-
hang mit „Transformationen von Funktoren“ in 4.7.4.8.

4.6.4.10 (Spezialisierungen des geometrischen Kreuzprodukts). Jede Orientie-
rung auf V induziert andererseits einen Isomorphismus R ∼→ orR(V ) und unser
geometrisches Kreuzprodukt vereinfacht sich so im Fall eines dreidimensionalen
orientierten euklidischen Vektorraums zu einem Kreuzprodukt der Gestalt

V × V → V ⊗ L

Jedes Skalarprodukt aus der euklidischen Struktur eines euklidischen Vektorraums
induziert einen Isomorphismus R ∼→ L und unser geometrisches Kreuzprodukt
vereinfacht sich so im Fall eines dreidimensionalen Skalarproduktraums zu einem
Kreuzprodukt der Gestalt

V × V → V ⊗ orR(V )

Im Fall eines dreidimensionalen orientierten Skalarproduktraums schließlich grei-
fen beide Vereinfachungen und wir erhalten noch einmal unser bereits in 4.1.9.1
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betrachtetes Kreuzprodukt V ×V → V . Im Fall V = R3 mit seiner Standardorien-
tierung und seinem Standardskalarprodukt schließlich spezialisiert dieses Kreuz-
produkt zu dem aus der Schule bekannten Kreuzprodukt

(x, y, z)× (a, b, c) = (yc− yb, za− xc, xb− ya)

Übungen

Übung 4.6.4.11. Man diskutiere, inwiefern das geometrische Skalarprodukt für
jeden endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum V einen natürlichen Iso-
morphismus

V >
∼→ V ⊗ L(V )⊗(−2)

induziert. Man drücke dessen Natürlichkeit durch ein kommutatives Rechteck aus.

Übung 4.6.4.12. Man zeige, daß 4.6.4.3 für pseudoeuklidische Vektorräume V
einer endlichen Dimension unverändert gilt: Es gibt immer noch genau eine alter-
nierende multilineare Abbildung

V ⊗n → orR(V )⊗ L(V )⊗n

mit v1 ⊗ . . . ⊗ vn 7→ ε ⊗ ‖v1‖ ⊗ . . . ⊗ ‖vn‖ für eine und jede angeordnete Basis
v1, . . . , vn der Orientierung ε aus paarweise orthogonalen Vektoren. Die Längen-
gerade L(V ) und die Längen ‖v‖ sind dabei die in 4.2.7.6 erklärten.

4.6.5 Alternierende Tensoren und äußere Potenzen
4.6.5.1 (Alternierende multilineare Abbildungen). Gegeben Vektorräume V,C
über einem Körper K und r ≥ 0 bezeichne

AltK(V ×r, C) ⊂ Hom
(r)
K (V ×r, C)

den Teilraum der alternierenden multilinearen Abbildungen. Ich erinnere daran,
daß eine multilineare Abbildung von mehreren Kopien ein- und desselben Vektor-
raums in einen weiteren Vektorraum alternierend heißt, wenn sie den Nullvek-
tor ausgibt, wann immer man sie auf einem Tupel mit zwei oder mehr gleichen
Einträgen auswertet. Wir vereinbaren zusätzlich wie in 12.8.1.1 die Abkürzung
AltrK(V ) := AltK(V ×r, K) für den Raum der alternierenden Multilinearformen.
Statt „alternierend multilinear“ sagen meist kürzer nur „alternierend“. Die Deter-
minante kann als ein Element det ∈ AltnK(Kn) aufgefaßt werden.

Satz 4.6.5.2. 1. Gegeben r ≥ 0 und ein Vektorraum V über einem Körper K
existiert ein Paar (A,α) bestehend aus einem K-Vektorraum A und einer
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alternierenden Abbildung α : V ×r → A derart, daß für jeden weiteren
K-Vektorraum C das Vorschalten von α eine Bijektion

(◦α) : HomK(A,C)
∼→ AltK(V ×r, C)

zwischen der Menge aller linearen Abbildungen A → C und der Menge
aller alternierenden Abbildungen V ×r → C induziert. Wir nennen solch
ein α : V ×r → A eine universelle r-alternierende Abbildung;

2. Gegeben eine weitere universelle r-alternierende Abbildung β : V ×r → B
existiert genau eine lineare Abbildung c : A→ B mit c ◦ α = β und genau
eine lineare Abbildung d : B → A mit d ◦ β = α und diese Abbildungen
sind zueinander inverse Isomorphismen zwischen A und B.

4.6.5.3 (Notation für äußere Potenzen). Der Beweis von Teil 2 ist identisch zum
Beweis der Eindeutigkeit im Fall des Tensorprodukts zweier Vektorräume. Unsere
Paare sind also „eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus“, wenn
sie existieren. Insbesondere kommt es auf die genaue Konstruktion ebensowenig
an wie auf die genaue Konstruktion der natürlichen oder der reellen Zahlen. So
eine universelle r-alternierende Abbildung α : V ×r → A verdient damit den
bestimmten Artikel und eine Notation. Man nennt A die r-te äußere Potenz von
V und notiert diesen Vektorraum ∧r V

und (v1, . . . , vr) 7→ v1∧. . .∧vr die universelle alternierende Abbildung für r ≥ 1.
Im Fall r = 1 wählen wir stets

∧1 V := V mit der Identität als universeller 1-
linearer Abbildung α : V ×1 → V , so daß unsere Notation auch in diesem Fall
nicht zweideutig wird. Im Fall r = 0 wählen wir üblicherweise

∧0 V := K
mit der durch ∗ 7→ 1K bestimmten 0-alternierenden alias beliebigen Abbildung
α : ens = V ×0 → K.

Beweis. Es bleibt nur Teil 1 zu zeigen. Dazu bilden wir in der r-ten Tensorpotenz
von V das Erzeugnis Jr ⊂ V ⊗r aller Tensoren mit zwei oder mehr gleichen Ein-
trägen und betrachten die Verknüpfung α : V ×. . .×V → V ⊗r � V ⊗r/Jr der ka-
nonischen multilinearen Abbildung mit der kanonischen Abbildung auf den Quo-
tienten. Aufgrund der universellen Eigenschaften von Tensorprodukt und Quotient
erhalten wir Isomorphismen

Alt(V ×r, C)
∼← {g ∈ Hom(V ⊗r, C) | g(Jr) = 0} ∼← Hom(V ⊗r/Jr, C)

So sehen wir, daß α die geforderte universelle Eigenschaft hat.
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4.6.5.4 (Dachprodukt). Sei V ein Vektorraum. Gegeben r, s ≥ 0 gibt es genau
eine bilineare Abbildung ∧r V ×

∧s V →
∧r+s V

derart, daß mit dem Zusammentensorieren von Tensoren in der oberen Horizontale
und besagter Abbildung in der unteren Horizontale das Diagramm

V ⊗r × V ⊗s //

����

V ⊗(r+s)

����∧r V ×
∧s V //

∧r+s V

kommutiert. Man folgert das unschwer aus Übung 4.4.5.9 zu auf Quotienten in-
duzierten multilinaren Abbildungen, da die obere Horizontale unseres Diagramms
sowohl Jr × V ⊗s als auch V ⊗r × Js auf Teilmengen von Jr+s abbildet. Unsere
so konstruierte bilineare Abbildung

∧r V ×
∧s V →

∧r+s V notieren wir ∧̄. Per
definitionem gilt

(v1 ∧ . . . ∧ vp) ∧̄ (w1 ∧ . . . ∧ wq) = v1 ∧ . . . ∧ vp ∧ w1 ∧ . . . ∧ wq

für alle vi, wj ∈ V . Wir folgern die Assoziativität (ω ∧̄η) ∧̄ξ = ω ∧̄(η ∧̄ξ) für alle
ω ∈

∧r V , η ∈
∧s V und ξ ∈

∧t V , da allgemein multilineare und hier trilineare
Abbildungen übereinstimmen, wenn sie auf Tupeln von Erzeugern dieselben Wer-
te annehmen. Wir folgern weiter v1 ∧ . . . ∧ vp = v1 ∧̄ . . . ∧̄ vp für alle vi ∈ V ,
wobei wir rechts implizit unsere Identifikation V =

∧1 V aus 4.6.5.3 verwendet
haben. Dadurch wird insbesondere unsere Notation ∧̄ obsolet und wir dürfen und
werden sie zu ∧ vereinfachen ohne Mehrdeutigkeiten befürchten zu müssen. Die
Verknüpfung (ω, η) 7→ ω ∧ η heißt das Dachprodukt, englisch wedge-product,
französisch produit extérieur. Dafür gilt v ∧ w = −w ∧ v und sogar stärker
v ∧ v = 0 für alle v, w ∈ V .

Definition 4.6.5.5. Seien K ein Körper, V ein K-Vektorraum, (vi)i∈I eine Basis
von V und ≤ eine Anordnung von I . Gegeben eine endliche Teilmenge R ⊂ I
mit |R| = r erklären wir vR ∈

∧r V als das Dachprodukt

vR := vi1 ∧ . . . ∧ vir

für i1 < i2 < . . . < ir die der Größe nach geordneten Elemente von R. Im
Extremfall r = 0 vereinbaren wir v∅ := 1 ∈ K =

∧0 V .

Proposition 4.6.5.6 (Basis und Dualraum für äußere Potenzen). Seien K ein
Körper, V ein K-Vektorraum und r ≥ 0. So gilt:
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1. Es existiert genau eine bilineare Abbildung

β :
∧r(V >)×

∧r V → K

mit ((f1 ∧ . . . ∧ fr), (w1 ∧ . . . ∧ wr)) 7→ det(fi(wj));

2. Diese bilineare Abbildung ist eine nichtausgeartete Paarung;

3. Ist (vi)i∈I eine Basis von V und wählen wir auf der Indexmenge I eine
Anordnung, so bilden die Monome vR mit R ⊂ I und |R| = r eine Basis
der r-ten äußeren Potenz

∧r V .

4.6.5.7. Man beachte, daß unsere Abbildung von äußeren Potenzen des Dual-
raums zum Dualraum der äußeren Potenzen gewisse unkanonische Vorzeichen-
wahlen beinhaltet. Hier wären auch andere sinnvolle Wahlen von Vorzeichen denk-
bar, aber man muß sich halt einmal auf eine Konvention festlegen.

Beispiel 4.6.5.8. Eine Basis von
∧2R4 besteht etwa aus den sechs Dachprodukten

e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3, e2 ∧ e4 und e3 ∧ e4.

4.6.5.9. Im Zweifelsfall interpretieren wir
∧r V > im folgenden als

∧r(V >). Un-
sere nichtausgeartete Paarung aus 4.6.5.6 induziert in der üblichen Weise eine
natürliche Injektion

∧r(V >) ↪→ (
∧r V )

>. In Verbindung mit unserem kanoni-
schen Isomorphismus (

∧r V )>
∼→ Altr(V ) aus 4.6.5.3 induziert sie damit auch

eine natürliche Injektion
r∧

(V >) ↪→ Altr(V )

Im endlichdimensionalen Fall dimV < ∞ zeigt ein Dimensionsvergleich unter
Verwendung der vorhergehenden Proposition, daß alle diese Injektionen Isomor-
phismen sind. Im allgemeinen gilt das jedoch nicht.

Beweis. 1. Unsere Abbildungsvorschrift definiert offensichtlich eine bilineare Ab-
bildung

(V >)⊗r × V ⊗r → K

Diese bilineare Abbildung verschwindet offensichtlich auf allen Paaren, bei de-
nen rechts oder links zwei Tensorfaktoren gleich sind. Nach Übung 4.4.5.9 zu auf
Quotienten induzierten multilinearen Abbildungen induziert sie folglich die Ab-
bildung, deren Existenz in der Proposition behauptet wird.

3. Alle Tensoren vi1 ⊗ . . . ⊗ vir für i1, . . . , ir ∈ I beliebig erzeugen nach 4.6.1.4
die r-te Tensorpotenz V ⊗r. Alle Dachprodukte vi1 ∧ . . . ∧ vir erzeugen folglich
die r-te äußere Potenz

∧r V . Beim Umordnen derartiger Dachprodukte ändert
sich höchstens das Vorzeichen, und kommt ein Vektor doppelt vor, ist das frag-
liche Dachprodukt eh Null. Folglich erzeugen die Dachprodukte vi1 ∧ . . . ∧ vir
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mit i1 < . . . < ir unsere r-te äußere Potenz, und es bleibt nur, ihre lineare
Unabhängigkeit nachzuweisen. Dazu betrachten wir die Koordinatenfunktionen
fi := v>i ∈ V > zu unserer Basis und aus den Eigenschaften der Determinante
folgt für je zwei r-elementige Teilmengen R, S ⊂ I unmittelbar

β(fS, vR) =

{
1 falls S = R;
0 sonst.

Das impliziert die lineare Unabhängigkeit der vR.

2. Der vorherige Punkt zeigt auch die lineare Unabhängigkeit der fS und zeigt so,
daß unsere Paarung im Fall eines endlichdimensionalen Raums V nichtausgeartet
ist. Der allgemeine Fall folgt daraus ohne weitere Schwierigkeiten.

4.6.5.10 (Dimensionen der äußeren Potenzen). Aus 4.6.5.6 folgt für einen Vek-
torraum V endlicher Dimension dimV = d < ∞ sofort, daß die Dimensionen
seiner äußeren Potenzen durch Binomialkoeffizienten gegeben werden und daß
genauer gilt

dim
∧r V =

(
d
r

)
Insbesondere gilt dim

∧d V = 1 und
∧r V = 0 für r > d. Man schreibt deshalb

im endlichdimensionalen Fall oft
∧max V :=

∧dimV V . Dieser Vektorraum ist
natürlich stets eindimensional.
4.6.5.11 (Zugang zu äußeren Potenzen über angeordnete Basen). Im Rück-
blick erkennen wir, daß gegeben ein KörperK und einK-Vektorraum V mit einer
angeordneten Basis (B,≤) eine alternierende multilineare Abbildung V ×r → C
in einen weiteren VektorraumC durch ihre Werte auf streng monoton wachsenden
r-Tupeln von Basisvektoren festgelegt und festlegbar ist. Bezeichnet also B×r< die
Menge aller derartigen Tupel von Basisvektoren, so liefert in Formeln ausgedrückt
die Restriktion eine Bijektion

Altr(V ×r, C)
∼→ Ens(B×r< , C)

Wir hätten die Theorie auch ähnlich wie im Fall von Tensorprodukten beliebiger
Länge in der Weise entwickeln können, daß wir zunächst diese Aussage beweisen,
um dann zu folgern, daß der freie Vektorraum K〈B×r< 〉 zusammen mit der von der
kanonischen Einbettung can : B×r< → K〈B×r< 〉 unter obiger Bijektion induzierten
alternierenden Abbildung

α : V ×r → K〈B×r< 〉

eine universelle r-alternierende Abbildung ist. Dieser Zugang hat den Vorteil, daß
unsere Proposition 4.6.5.6 über Basen äußerer Potenzen zu einer Tautologie wird.
Sie hat den Nachteil, daß es etwas unangenehm ist, den Nachweis obiger Bijektion
in Formeln auszuschreiben.
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4.6.5.12 (Äußere Potenzen und alternierende Tensoren). Gegeben ein Vektor-
raum V definiert jede Permutation σ ∈ Sr einen Endomorphismus seiner r-ten
Tensorpotenz [σ] : V ⊗r

∼→ V ⊗r durch das „Permutieren der Tensorfaktoren“, in
Formeln [σ] : v1 ⊗ . . . ⊗ vr 7→ vσ(1) ⊗ . . . ⊗ vσ(r). Wir schreiben diese Ope-
ration auch [σ] : t 7→ tσ. Diese Endomorphismen liefern eine Rechtsoperation,
in Formeln tσ◦τ = (tσ)τ . Um das einzusehen, können wir etwa das kommutative
Diagramm

Ens({1, . . . , n}, V )

◦σ
��

∼ // V n // V ⊗n

[σ]
��

Ens({1, . . . , n}, V ) ∼ // V n // V ⊗n

betrachten. Unter alternierenden Tensoren versteht man diejenigen Elemente
von V ⊗r, die beim Vertauschen von zwei Tensorfaktoren ihr Vorzeichen wech-
seln, in Formeln die Elemente des Teilraums

(V ⊗r)sgn := {t ∈ V ⊗r | tσ = (sgnσ)t ∀σ ∈ Sr}

Nehmen wir nun zusätzlich an, daß unser Grundkörper Charakteristik Null oder
eine Charakteristik größer als r hat, so können wir den sogenannten Alternator
alt : V ⊗r → (V ⊗r)sgn erklären durch die Abbildungsvorschrift

t 7→ 1

r!

∑
σ∈Sr

sgn(σ)tσ

Wir haben alt(t) = t für jeden alternierenden Tensor t, für die Inklusion des Teil-
raums der alternierenden Tensoren inkl : (V ⊗r)sgn ↪→ V ⊗r gilt also alt ◦ inkl =
id, insbesondere ist unser Alternator alt surjektiv. Bezeichne proj : V ⊗r �

∧r V
die kanonische Projektion. Sicher verschwindet alt auf Jr = ker(proj), folglich
faktorisiert alt über eine wohlbestimmte Abbildung

∧r V → (V ⊗r)sgn. Anderer-
seits faktorisiert auch die kanonische Projektion proj : V ⊗r �

∧r V über alt
als proj = proj ◦ inkl ◦ alt. Zusammen folgt ker(alt) = ker(proj). Damit muß
proj ◦ inkl surjektiv und injektiv sein und ist folglich in der Tat ein Isomorpismus

(V ⊗r)sgn ∼→
∧r V

4.6.5.13 (Zugang zu äußeren Potenzen über alternierende Tensoren). Manche
Autoren machen es sich im Fall eines Grundkörpers der Charakteristik Null bei
der Definition der äußeren Algebra eines Vektorraums V bequem, setzen schlicht∧r V =:= (V ⊗r)sgn und erklären das Dachprodukt entsprechend durch die For-
mel ω ∧ η := alt(ω ⊗ η). Das hat allerdings über die Einschränkungen an die
Charakteristik hinaus den Nachteil, daß die Assoziativität des äußeren Produkts,
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die wir sozusagen gratis erhalten haben, nun durch wenig transparente Rech-
nungen nachgewiesen werden muß. In der Physik werden Ausdrücke der Gestalt
alt(v1 ⊗ . . .⊗ vn) auch Slater-Determinanten genannt, da der Alternator an die
Leibniz-Formel für Determinanten erinnert.

Ergänzung 4.6.5.14 (Beziehung zum Dachprodukt der Analysis). Man beach-
te, daß sich im Fall eines endlichdimensionalen Vektorraums V unser Isomor-
phismus (

∧r V )>
∼→ Altr(V ) aus 4.6.5.3 mithilfe unserer Proposition 4.6.5.6 zu

einem Isomorphismus
∧r(V >)

∼→ Altr(V ) verlängern läßt. Mit den durch diese
Isomorphismen gegebenen Vertikalen und dem Dachprodukt in der oberen Hori-
zontalen und dem Dachprodukt, wie wir es im Rahmen des Stokes’schen Satzes
in 12.8.1.9 direkt einführen, in der unteren Horizontalen kommutiert dann das
Diagramm ∧r V > ×

∧s V > //

o
��

∧r+s V >

o
��

Altr(V )× Alts(V ) // Altr+s(V )

Die hier gegebene Konstruktion des Dachprodukts benötigt zwar den größeren
begrifflichen Aufwand, scheint mir aber durchsichtiger als die im Rahmen des
Beweises von 12.8.1.9 gegebene direkte Konstruktion. Die dort gegebene direk-
te Konstruktion funktioniert erfreulicherweise ohne alle Einschränkungen an die
Charakteristik, liefert aber nur für die Graßmann-Algebra des Dualraums eines
endlichdimensionalen Vektorraums eine direkte Beschreibung.

Vorschau 4.6.5.15. Vom höheren Standpunkt aus mag man
∧
V mit Dachprodukt

und Shuffle-Koprodukt als ein Biabmonoid der Schmelzkategorie gsModk ver-
stehen und AltV =

⊕
Altn V als das duale Objekt mit seiner Algebrenstruktur

und der Isomorphismus
∧

(V >)
∼→ AltV im endlichdimensionalen Fall ist das

eigentlich besondere. Mehr dazu wird in 18.2.2.21 erklärt.

4.6.5.16 (Maximale äußere Potenz und Determinante). Jede lineare Abbildung
f : V → W induziert vermittels der universellen Eigenschaft lineare Abbildun-
gen

∧r f :
∧r V →

∧rW . Natürlich gilt auch
∧r(f ◦ g) = (

∧r f) ◦ (
∧r g) und∧r(id) = id. Ist speziell f : V → V ein Endomorphismus eines endlichdimen-

sionalen Vektorraums, so ist
∧max f :

∧max V →
∧max V ein Endomorphismus

eines eindimensionalen Vektorraums alias ein Skalar. Wir zeigen nun, daß dieser
Skalar genau die Determinante von f ist, in Formeln∧max f = det f

Ist etwas allgemeiner f : V → W eine lineare Abbildung zwischen Vektor-
räumen derselben endlichen Dimension n und sind A = (v1, . . . , vn) sowie B =



570 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

(w1, . . . , wn) angeordnete Basen, so gilt

(
∧n f)(v1 ∧ . . . ∧ vn) = det(B[f ]A)w1 ∧ . . . ∧ wn

In der Tat folgt aus f(vi) =
∑
ajiwj mit kurzer Rechnung

(
∧
f)(v1 ∧ . . . ∧ vn) = f(v1) ∧ . . . ∧ f(vn)

= (
∑
aj1wj) ∧ . . . ∧ (

∑
alnwl)

=
∑

σ:{1,...,n}→{1,...,n} aσ(1)1wσ(1) ∧ . . . ∧ aσ(n)nwσ(n)

=
∑

σ∈Sn sgn(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)nw1 ∧ . . . ∧ wn
= (det(aji))w1 ∧ . . . ∧ wn

Die Multiplikationsregel für Determinanten folgt mit diesen Erkenntnissen unmit-
telbar aus der Relation

∧max(f ◦g) = (
∧max f)◦(

∧max g). Daß die Determinante
eines Endomorphismus f : V → V verschwindet, falls dieser nicht vollen Rang
hat, kann man in diesem Formalismus auch wie folgt einsehen: Man schreibt f als
Verknüpfung V � im f ↪→ V , und unter der Annahme d = dimV > dim(im f)
folgt

∧d(im f) = 0, womit dann auch die Komposition
∧d V →

∧d(im f) →∧d V die Nullabbildung sein muß.

Ergänzung 4.6.5.17. Für einenK-Vektorraum V endlicher Dimension dimV = n
liefert das Dachprodukt nichtausgeartete Paarungen

∧d V ×
∧n−d V →

∧n V
im Sinne von 4.2.3.35, denn wir haben vI ∧ vJ = ±v1 ∧ . . . ∧ vn, falls I das
Komplement von J ist, und Null sonst. Jeder Isomorphismus ω :

∧n V
∼→ K

liefert also insbesondere einen Isomorphismus ω̂ :
∧n−1 V ∼= V > gegeben durch

(ω̂(η))(v) = ω(η ∧ v).

Ergänzung 4.6.5.18 (Äußere Potenzen und Orientierung). Gegeben ein end-
lichdimensionaler Vektorraum V über einem angeordneten Körper erhalten wir
eine Bijektion

or(V )
∼→ or (

∧max V )

durch die Vorschrift ε 7→ ε∧ mit ε∧(v1∧. . .∧vn) = ε(v1, . . . , vn) für eine und jede
angeordnete Basis von V . Es verhält sich nun so, daß es im Rückblick eigentlich
richtiger gewesen wäre, diese Bijektion zu einer Definition des Orientierungsbe-
griffs zu machen. Das wäre nur aus didaktischen Gründen problematisch gewesen.
Dafür müssen wir nun den Preis zahlen, daß verschiedene Veträglichkeiten zwi-
schen leicht unkanonischen Wahlen zu prüfen sind, als da wären:

1. Ist U ↪→ V � W eine kurze exakte Sequenz endlichdimensionaler k-
Vektorräume und sind ε, η Orientierungen auf U und W mit Elementen ε̂, η̂
der zugehörigen offenen Halbgeraden in den jeweiligen äußeren Potenzen,
so entspricht die zusammengesetzte Orientierung εη auf V aus 3.6.5.17 der
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offenen Halbgerade vom Bild von ε̂⊗ η̂ unter dem kanonischen Isomorphis-
mus

∧max U ⊗
∧maxW

∼→
∧max V aus 4.6.5.26;

2. Ist V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und ε eine Orientierung auf V
und ε̂ ein Element der zugehörigen offenen Halbgeraden in

∧max(V ) und η
die zu ε duale Orientierung auf dem Dualraum V > nach 3.6.5.14 und η̂ ein
Element der zugehörigen offenen Halbgeraden in

∧max(V >), so ist unter
unserer ausgezeichneten Paarung

∧max(V >) ×
∧max V → k aus 4.6.5.6

das Bild von (η̂, ε̂) positiv.

4.6.5.19 (Kanonische Form maximalen Grades). Gegeben ein orientierter n-
dimensionaler reeller Vektorraum V mit einer nichtausgearteten symmetrischen
Bilinearform t kann man im eindimensionalen Raum

∧n V ein von Null verschie-
denes Element ω = ωt auszeichnen durch die Bedingung, daß gilt

ω = εv1 ∧ . . . ∧ vn

für jede angeordnete Basis v1, . . . , vn der Orientierung ε mit |t(vi, vj)| = δij .
In der Tat erfüllt die Basiswechselmatrix A zwischen zwei derartigen Basen eine
Gleichung der GestaltA>JA = J ′ mit det J = det J ′ 6= 0 im allgemeinen, so daß
der Multiplikationssatz für Determinanten detA = ±1 liefert. Das Vorzeichen
ergibt sich dann aus den jeweiligen Orientierungen.

4.6.5.20. Ist V ein n-dimensionaler pseudoeuklidischer Vektorraum mit Längen-
gerade L im Sinne von 4.2.7.6, so können wir ähnlich ein kanonisches Element

ω ∈ orR(V )⊗
∧n(V )⊗ L⊗(−n)

erklären durch ω = ε ⊗ (v1 ∧ . . . ∧ vn) ⊗ ‖v1‖−1 ⊗ . . . ⊗ ‖vn‖−1 für eine und
jede angeordnete Basis v1, . . . , vn aus paarweise orthogonalen Vektoren mit ε der
durch besagte Basis gegebenen Orientierung.

Übungen

Übung 4.6.5.21 (Partielles Einsetzen in alternierende Formen). Gegeben ein
Vektorraum V und eine Linearform λ ∈ V > zeige man, daß es für alle n ≥ 0
genau eine lineare Abbildung

iλ :
∧n+1 V →

∧n V

gibt mit iλ(v0 ∧ . . . ∧ vn) =
∑

(−1)νλ(vν)v0 ∧ . . . ∧ v̂ν ∧ . . . ∧ vn. Um mit
Beschränkungen der Indizes keinen Ärger zu kriegen, vereinbaren wir

∧n V = 0
für n < 0 und setzen iλ in der einzig möglichen Weise zu allen n ∈ Z fort. Man
zeige in dieser Situation i2λ = 0 und zeige für alle v ∈ V die Identität (v∧) ◦ iλ +



572 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

iλ ◦ (v∧) = (λ(v)·) von Endomorphismen der äußeren Algebra. Weiter setzen wir
auch Altn(V ) = 0 für n < 0 und man zeige für v ∈ V die Kommutativität des
Diagramms ∧n+1 V >

��

iev(v) //
∧n V >

��
Altn+1(V )

iv // Altn(V )

mit der durch (ivη)(v1, . . . , vn) := η(v, v1, . . . , vn) gegebenen beziehungsweise
iv = 0 für n < 0 unteren Horizontale und den Vertikalen aus 4.6.5.9 und zeige
i2v = 0 sowie die Identität (λ∧)◦iv+iv◦(λ∧) = (λ(v)·) von Endomorphismen der
Algebra der alternierenden Formen. Der Buchstabe i steht für englisch insertion.
Auf Deutsch heißen diese Abbildungen Einsetzungshomomorphismen.

Übung 4.6.5.22. Gegeben ein Vektorraum V und ω ∈
∧r V und η ∈

∧s V gilt
ω ∧ η = (−1)rsη ∧ ω.

Ergänzende Übung 4.6.5.23. (Hinweis: 4.6.5.16). Gegeben eine (n ×m)-Matrix
A und eine (m × n)-Matrix B kann man die Determinante der (n × n)-Matrix
AB bestimmen wie folgt: Für jede n-elementige Teilmenge I ⊂ {1, . . .m} mit
Elementen i1 < . . . < in möge AI gerade aus den Spalten von A der Indizes
i1, . . . , in bestehen und BI aus den Zeilen von B der Indizes i1, . . . , in. So gilt die
Cauchy-Binet-Formel

det(AB) =
∑
|I|=n

(detAI)(detBI)

Übung 4.6.5.24. Gegeben ein Endomorphismus f ∈ EndV eines Vektorraums
mit f⊗r = id : V ⊗r → V ⊗r für ein r ≥ 1 gilt f = ζ id mit ζr = 1. Hinweis:
4.6.1.34.

Ergänzende Übung 4.6.5.25. Sei V ein Vektorraum. Man zeige: Das Erzeugnis
Jr ⊂ V ⊗r aller Tensoren mit zwei gleichen Einträgen fällt zusammen mit dem
Erzeugnis J ′r ⊂ V ⊗r aller Tensoren mit zwei benachbarten gleichen Einträgen.

Weiterführende Übung 4.6.5.26. Ist U ↪→ V � W eine kurze exakte Sequenz
endlichdimensionaler Vektorräume, so induziert mit der Notation d = dimW das
Dachprodukt

∧max U ⊗
∧d V →

∧max V einen Isomorphismus∧max U ⊗
∧maxW

∼→
∧max V

Wir nennen ihn den kanonischen Isomorphismus, aber man bemerke, daß an die-
ser Stelle auch andere sinnvolle Wahlen von Vorzeichen möglich wären. Auf eine
solche Wahl muß man sich aber halt mal einigen und die hier getroffene Wahl ist
verträglich mit unserem Begriff 3.6.5.17 der „zusammengesetzten Orientierung“.
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Ergänzende Übung 4.6.5.27. Sei L ↪→ V � W eine kurze exakte Sequenz von
Vektorräumen mit dimL = 1. So faktorisiert für alle m ≥ 1 das Dachprodukt
L ⊗

∧m−1 V →
∧m V über L ⊗

∧m−1W und wir erhalten so eine kurze exakte
Sequenz

L⊗
∧m−1W ↪→

∧m V �
∧mW

Hinweis: Man mag mit vollständiger Induktion über m argumentieren.

Ergänzende Übung 4.6.5.28. Gegeben ein endlichdimensionaler symplektischer
Vektorraum (V, ω) der Dimension 2n zeige man für die in 4.2.5.7 erklärte (2n)-
Multilinearform ω(n) auf V die Identität

n!ω(n) = ω∧n

Ergänzende Übung 4.6.5.29 (Kreuzprodukt als Dachprodukt). Gegeben ein
dreidimensionaler euklidischer Vektorraum V mit Längengerade L nach 4.1.5.12
und Orientierungsgerade orR(V ) betrachte man die Komposition von Isomorphis-
men ∧2 V

∼→ Hom
(
V,
∧3 V

) ∼→ V > ⊗ L⊗3 ⊗ orR(V )
∼→ L⊗ orR(V )⊗ V

Hier werde die erste Abbildung durch η 7→ η∧ gegeben, die zweite durch das
Spatprodukt 4.6.4.3 zusammen mit der Darstellung 4.6.1.21 von Homomorphis-
menräumen als Tensorprodukt und die dritte vom Isomorphismus V > ∼→ V ⊗
L⊗(−2) aus 4.6.4.11. Man zeige, daß die Verknüpfung der Abbildung V × V →∧2 V , (v, w) 7→ v ∧ w mit obiger Identifikation gerade unser Kreuzprodukt aus
4.6.4.9 ist.

Übung 4.6.5.30. Sei f : V → V ein Endomorphismus eines endlichdimensiona-
len komplexen Vektorraums. Man zeige für den k-ten Koeffizienten ak des cha-
rakteristischen Polynoms die Formel

ak = (−1)k tr
(∧k f

∣∣∣∧k V
)

Hinweis: Man ziehe ich auf den Fall einer oberen Dreiecksmatrix zurück. Die For-
mel gilt auch für beliebige Körper, da mag man sich mit einer Einbettung in einen
algebraisch abgeschlossenen Körper behelfen, die nach 6.3.11.5 stets existiert.
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4.7 Kategorien und Funktoren*
Viele Konstruktionen der linearen und insbesondere der multilinearen Algebra,
wie etwa Dualräume, Tensorpotenzen oder äußere Potenzen, zeigen erst in der
Sprache der Kategorientheorie ihre wahre Natur. Es geht bei diesen Konstruktio-
nen nämlich keineswegs darum, irgendwelche neuen Vektorräume zu konstruie-
ren: Wir wissen ja bereits aus 3.2.1.10, daß wir hier zumindest im Fall endlicher
Dimension nichts wesentlich Neues finden können. Vielmehr geht es darum, zu-
sammen mit diesen neuen Vektorräumen auch neue lineare Abbildungen zu kon-
struieren, wie etwa bei Dualräumen die transponierten Abbildungen. Erst zusam-
men mit diesen zusätzlichen Konstruktionen erhält man nützliche und anwendbare
Begriffsbildungen.

Die Sprache der Kategorien und Funktoren liefert für derartige Konstruktio-
nen einen begrifflichen Rahmen. Sie ist ähnlich ausdrucksstark, grundlegend und
elegant wie die Sprache der Mengenlehre, auf der sie aufbaut, und gehört meines
Erachtens in den Rucksack jeder Mathematikerin und jedes Mathematikers. Ich
bin sogar der Ansicht, daß die „naive Mengenlehre“ aus den Grundvorlesungen
am besten durch eine axiomatische Beschreibung der „Kategorie aller Mengen“
wie etwa in [LR03] formalisiert wird. So formal will ich bei der hier gegebenen
Darstellung jedoch nicht werden und arbeite deshalb weiter auf der Grundlage
der naiven Mengenlehre. Eine ausführlichere Behandlung der Kategorientheorie
findet man zum Beispiel in [Mac98].

4.7.1 Kategorien
Definition 4.7.1.1. Eine Kategorie C ist ein Datum bestehend aus

a. einer Menge Ob C von Objekten;

b. einer Menge C(X, Y ) von Morphismen für je zwei Objekte X, Y ∈ Ob C;

c. einer Abbildung C(X, Y )×C(Y, Z)→ C(X,Z), (f, g) 7→ g ◦ f für je drei
Objekte X, Y, Z ∈ C, genannt die Verknüpfung von Morphismen,

derart, daß folgende Axiome erfüllt sind:

1. Die Verknüpfung ist assoziativ, es gilt also (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h) für
Morphismen f, g und h, wann immer diese Verknüpfungen sinnvoll sind;

2. Für jedes Objekt X ∈ Ob C gibt es einen Morphismus idX ∈ C(X,X), die
Identität auf X , so daß gilt idX ◦f = f und g ◦ idX = g für Morphismen f
und g wann immer diese Verknüpfungen sinnvoll sind. Die üblichen Argu-
mente zeigen, daß es für jedes X höchstens einen derartigen Morphismus
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geben kann, womit auch die Verwendung des bestimmten Artikels gerecht-
fertigt wäre.

4.7.1.2. Seien C eine Kategorie und X, Y ∈ Ob C Objekte. Statt f ∈ C(X, Y )
sagen wir auch, f sei ein Morphismus von X nach Y und schreiben kurz

f : X → Y

Statt idX schreiben wir oft nur id. StattX ∈ Ob C schreiben wir oft kürzerX ∈ C.

4.7.1.3. Wir fordern nicht, daß die Morphismenmengen C(X, Y ) einer Kategorie
C paarweise disjunkt sein sollen. Wir erklären dahingegen die Menge aller Mor-
phismen von C als die disjunkte Vereinigung

Mor(C) :=
⊔

X,Y ∈C

C(X, Y )

Beispiel 4.7.1.4 (Kategorie der Mengen). Als erstes Beispiel hätte ich gerne die
Kategorie C := Ens aller Mengen eingeführt. Das ist jedoch nicht möglich, da
die „Gesamtheit aller Mengen“, wie in 2.1.3.9 ausgeführt wird, nicht als Menge
angesehen werden darf. Um diese Untiefen der Logik zu umschiffen, betrachten
wir feiner ein Mengensystem U alias eine Menge U von Mengen und erklären
die Kategorie UEns aller Mengen X ∈ U. Ihre Objekte sind beliebige Mengen
X ∈ U, in Formeln

Ob(UEns) := U

Für je zwei Objekte alias je zwei Mengen X, Y ∈ U erklären wir die Morphis-
menmenge als die Menge aller Abbildungen von X nach Y , in Formeln

UEns(X, Y ) := Ens(X, Y )

Die Verknüpfung ordnet jedem Paar (f, g) von Abbildungen ihre Komposition
g ◦ f zu. Daß diese Daten unsere Axiome erfüllen, scheint mir offensichtlich.
Unser idX ∈ UEns(X,X) ist die identische Abbildung idX(x) = x ∀x ∈ X .

Vorschau 4.7.1.5 (Mengen, Klassen, Universen). In vielen Quellen umschifft
man die in 4.7.1.4 angesprochenen Untiefen der Logik, indem man nicht fordert,
daß die Objekte einer Kategorie eine Menge bilden, sondern stattdessen, daß sie
eine „Klasse“ bilden sollen. Das hat den Vorteil, daß man die Kategorie aller Men-
gen bilden kann. Es hat den Nachteil, daß man den Begriff einer Klasse einführen
muß und erklären muß, wie man damit umgeht. Statt mit „Klassen“ werden wir
zu gegebener Zeit mit „Universen“ arbeiten, die in 4.7.11.3 eingeführt werden.
Für unsere Bedürfnisse läuft das auf dasselbe hinaus und erspart uns die Vertrei-
bung aus dem Paradies der Mengenlehre. Ich werde aber oft kategorientheore-
tische Sprache auch in einem weiteren Sinn als „Metasprache“ verwenden und
dabei derartige Feinheiten kurzerhand ignorieren.
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Kategorie Morphismen Kürzel

{Mengen} alle Abbildungen Ens
{teilgeordnete Mengen} monoton wachsende Ord

Abbildungen
{Monoide} Morphismen von Monoiden Mon
{Gruppen} Gruppenhomomorphismen Grp
{abelsche Gruppen} Gruppenhomomorphismen Ab
{topologische Räume} stetige Abbildungen Top
{bepunktete Mengen} Abbildungen, Ens∗

die den Basispunkt erhalten
{bepunktete Räume} stetige Abbildungen, Top∗

die den Basispunkt erhalten
{K-Vektorräume} K-lineare Abbildungen K -Mod, ModK
{Affine Räume über K} affine Abbildungen K -Aff, AffK
{nicht unitäre Ringe} Rng-Homomorphismen Rng
{Ringe} Ringhomomorphismen Ring
{kommutative Ringe} Ringhomomorphismen Kring
{K-Algebren} K-Algebren-Homomorphismen K -Alg, AlgK
{K-Ringalgebren} K-Ringalgebren-Homomorphismen K -Ralg, RalgK
{K-Kringalgebren} K-Kringalgebren-Homomorphismen K -Kralg, KralgK

Hier einige Beispiele von Kategorien. Als Verknüpfung von Morphismen ist für
die Kategorien dieser Liste stets die Komposition von Abbildungen gemeint. Um

logische Abstürze zu vermeiden, müssen wir uns genauer stets ein
Mengensystem U dazudenken, aus dem die zugrundeliegende Menge der

jeweiligen Struktur kommen muß und das wir in der Notation meist
unterschlagen. Wenn wir es doch notieren wollen, schreiben wir

UModK

und dergleichen. Wir denken uns das Mengensystem U meist als ziemlich riesig
und fordern zumindest implizit für gewöhnlich, daß es unter dem Bilden von
Teilmengen stabil sein möge und die reellen Zahlen enthält. Etwas genauer
werden wir zu gegebener Zeit oft fordern, daß es ein „Universum“ sein soll.
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Beispiel 4.7.1.6. Zu jedem Monoid M können wir die Kategorie [M ] mit einem
einzigen Objekt ∗ bilden, deren Morphismen die Elemente von besagtem Monoid
sind mit der Verknüpfung in unserem Monoid als Verknüpfung von Morphismen.
Wir nennen sie die Ein-Objekt-Kategorie unseres Monoids. Umgekehrt ist für
jedes Objekt X einer Kategorie C die Menge C(X,X) mit der von der Kategori-
enstruktur herkommenden Verknüpfung ein Monoid. In diesem Sinne ist also eine
Kategorie mit einem einzigen Objekt nichts anderes als ein Monoid. Das Monoid
der Morphismen von einem Objekt X zu sich selber in einer Kategorie C nennen
wir das Monoid der Endomorphismen von X und kürzen es in Zukunft oft ab
mit

C(X) := C(X,X)

Beispiel 4.7.1.7. Sei K ein Körper oder allgemeiner ein Ring. Wir erklären die
Matrixkategorie Mat = MatK = Mat(K) über K durch die Vorschriften

Ob(MatK) := N und MatK(m,n) := Mat(n×m;K)

mit der Matrixmultiplikation als Verknüpfung von Morphismen. Die Axiome sind
erfüllt aufgrund unserer Rechenregeln 3.2.4.6 für die Matrixmultiplikation.

Beispiel 4.7.1.8 (Teilgeordnete Menge als Kategorie). Jede teilgeordnete Menge
(A,≤) kann als Kategorie aufgefaßt werden wie folgt: Objekte sind die Elemente
von A; Morphismen gibt es jeweils einen von einem Element zu jedem kleineren
und zu sich selber; und die Verknüpfung von Morphismen ist die einzig Mögliche.

Beispiel 4.7.1.9 (Kategorie der Vektorräume). Als nächstes Beispiel hätte ich
gerne die Kategorie C = ModK aller Vektorräume über einem Körper K einge-
führt. Die Notation ModK für Vektorräume über K steht dabei für ihre alternative
Bezeichnung als K-Moduln. Wieder gerät man dabei in Untiefen der Logik. Um
diese zu umschiffen betrachten wir wieder ein Mengensystem U und erklären dazu
eine Kategorie

UModK

Als Objekte dieser Kategorie nehmen wir alle K-Vektorräume, deren Grundmen-
ge zu unserem Mengensystem U gehört. Für je zwei Vektorräume V,W ∈ UModK
erklären wir die Morphismenmenge als die Menge aller linearen Abbildungen, in
Formeln

UModK(V,W ) := HomK(V,W )

Die Verknüpfung ordnet wieder jedem Paar (f, g) von Abbildungen ihre Kompo-
sition g ◦ f zu. Die Axiome sind offensichtlich erfüllt.

4.7.1.10 (Verwendung des Symbols Hom). Das Symbol „Hom“ für Mengen von
Morphismen versuche ich nach Möglichkeit zu vermeiden: Ich will es reservieren
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für die sogenannten „internen Hom-Räume“. Darunter versteht man Vorschriften,
die in sehr speziellen Situationen zwei Objekten einer Kategorie ein Drittes zuord-
nen, im Fall der Vektorräume etwa die Morphismenmenge mit ihrer natürlichen
Vektorraumstruktur. Wenn die Morphismenmenge als Menge gemeint ist, soll-
te ich ModK(V,W ) schreiben, aber das halte ich im Fall der Vektorräume nicht
durch. Das Kürzel „Mod“ mit etwelchen oberen und unteren Indizes wird stets
für Kategorien von abelschen Gruppen mit Zusatzstrukturen stehen, meist Opera-
tionen von Ringen oder Gruppen. Gehen diese Zusatzstrukturen aus dem Kontext
hervor, so lasse ich die entsprechenden Indizes auch manchmal weg. Für abelsche
Gruppen ohne Zusatzstrukturen benutze ich stets das Kürzel „Ab“.

Definition 4.7.1.11. 1. Ein Morphismus f ∈ C(X, Y ) in einer Kategorie heißt
ein Isomorphismus oder Iso und als Adjektiv iso, wenn es einen Morphis-
mus g ∈ C(Y,X) gibt mit f ◦ g = idY und g ◦ f = idX . Wir notieren
Isomorphismen oft f : X

∼→ Y ;

2. Zwei Objekte X und Y einer Kategorie heißen isomorph, wenn es einen
Iso f : X

∼→ Y gibt. Man schreibt dann auch kurz X ∼= Y .

Beispiele 4.7.1.12. Isomorphismen in der Kategorie der Mengen nennt man Bi-
jektionen, Isomorphismen in der Kategorie der topologischen Räume Homöo-
morphismen, Isomorphismen in der Kategorie der Vektorräume Vektorraumiso-
morphismen.

4.7.1.13. Eine Kategorie, in der alle Morphismen Isomorphismen sind, heißt ein
Gruppoid. Eine Kategorie, in denen es außer den Identitäten keine Morphismen
gibt, heißt diskret. Natürlich ist jede diskrete Kategorie ein Gruppoid.

4.7.1.14 (Diskussion des Begriffs eines Isomorphismus). Bisher hatten wir ver-
schiedentlich Isomorphismen abweichend erklärt als bijektive Homomorphismen,
zum Beispiel bei Gruppen, Körpern, Vektorräumen und affinen Räumen. In allen
diesen Fällen sollte es jedoch klar sein, daß die Umkehrabbildung im Sinne der
Mengenlehre auch selbst wieder ein Homomorphismus ist, so daß wir in der Tat
auch Isomorphismen im Sinne der Kategorientheorie vor uns haben. Ein typisches
Beispiel für eine Kategorie von „Mengen mit Zusatzstrukturen“, in der bijektive
Homomorphismen keine Isomorphismen zu sein brauchen, ist die Kategorie der
teilgeordneten Mengen.

4.7.1.15. Viele mathematische Fragestellungen lassen sich in der Sprache der Ka-
tegorientheorie dahingehend formulieren, daß man einen Überblick über alle Ob-
jekte einer Kategorie gewinnen will, wobei man zwischen isomorphen Objekten
nicht unterscheidet. Formal will man also für eine gegebene Kategorie C die Men-
ge aller Äquivalenzklassen von Objekten

C/∼=
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unter der Äquivalenzrelation der Isomorphie beschreiben. Man spricht dann auch
von Isomorphieklassen von Objekten und nennt Fragestellungen dieser Art Klas-
sifikationsprobleme. Zum Beispiel werden die endlich erzeugten Vektorräume
über einem fest vorgegebenen Körper klassifiziert durch ihre Dimension, die end-
lich erzeugten abelschen Gruppen durch die Sätze 4.4.4.4 und 4.4.4.5, die endli-
chen Mengen durch ihre Kardinalität 2.1.1.8, und beliebige Mengen, vorsichtshal-
ber aus einem fest vorgegebenen Mengensystem, ebenfalls durch ihre Kardinalität
6.5.3.1.

4.7.1.16. Unter einer Unterkategorie einer Kategorie versteht man ein Paar beste-
hend aus einer Teilmenge der Objektmenge nebst Teilmengen der Morphismen-
mengen für je zwei Objekte unserer Teilmenge der Objektmenge derart, daß die
offensichtlichen Bedingungen erfüllt sind. Eine Unterkategorie heißt voll, wenn
die fraglichen Teilmengen der Morphismenmengen jeweils aus allen Morphismen
in der ursprünglichen Kategorie bestehen.

4.7.1.17. Zu jeder Kategorie C erklären wir eine Unterkategorie, die Isomorphis-
menkategorie C× von C, durch die Vorschrift, daß sie dieselben Objekte haben
soll, aber nur die Isomorphismen von C als Morphismen. Die Menge aller Iso-
morphismen von einem Objekt X einer Kategorie C in ein Objekt Y derselben
Kategorie notieren wir folgerichtig C×(X, Y ). Die Isomorphismen von einem Ob-
jekt X einer Kategorie C auf sich selber heißen die Automorphismen von X . Sie
bilden stets eine Gruppe, die Automorphismengruppe C×(X) von X . Für die
Automorphismengruppe Mod×k (V ) eines k-Vektorraums V hatten wir die Notati-
on GL(V ) vereinbart, für die Automorphismengruppe Ens×(X) einer Menge X
die Bezeichnung als „Gruppe der Permutationen von X“.

Definition 4.7.1.18. Ein Objekt F einer Kategorie C heißt final, wenn es für alle
X ∈ C genau einen Morphismus von X nach F gibt, in Formeln

|C(X,F )| = 1 ∀X ∈ C

Definition 4.7.1.19. Ein Objekt K einer Kategorie C heißt initial oder gleichbe-
deutend kofinal, wenn es für alle Y ∈ C genau einen Morphismus von K nach Y
gibt, in Formeln

|C(K,Y )| = 1 ∀Y ∈ C

Beispiele 4.7.1.20 (Finale und initiale Objekte in Kategorien von Mengen).
Ist U ein Mengensystem, das nicht nur aus der leeren Menge besteht, so sind
die finalen Objekte von UEns genau die einpunktigen Mengen aus U. Ist U ein
Mengensystem, das nicht nur aus einelementigen Mengen besteht, so ist die lee-
re Menge ist das einzige kofinale Objekt von UEns, wenn sie denn zu unserem
Mengensystem U dazugehört.



580 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

4.7.1.21 (Weitere Notationen). Zwischen je zwei finalen beziehungsweise kofi-
nalen Objekten gibt es offensichtlich genau einen Isomorphismus. Wir erlauben
uns deshalb, etwas lax von dem finalen beziehungsweise dem kofinalen Objekt
zu reden, und bezeichnen „das“ finale Objekt mit pt = pt(C) für „Punkt“ oder
fin(C) und Morphismen dahin mit fin für „final“. Meist verwenden wir als Be-
zeichnung des finalen Objekts die kleingeschriebene Bezeichnung der Kategorie,
etwa top für den einelementigen topologischen Raum oder ens für die einelemen-
tige Menge. Morphismen vom finalen Objekt zu einem beliebigen Objekt notieren
wir gerne em wie „embedding“ mit einem Index, der angibt, welcher Morphismus
genau gemeint ist. Gegeben eine Menge X und ein Element x ∈ X meint etwa
emx : ens → X die Einbettung der einelementigen Menge mit Bild x. Wir be-
zeichnen mit ini = ini(C) das initiale Objekt einer Kategorie C, wenn es denn ein
solches gibt.

Übungen

Übung 4.7.1.22. Ein Morphismus f ∈ C(X, Y ) in einer Kategorie ist ein Isomor-
phismus genau dann, wenn er ein Rechtsinverses und ein Linksinverses besitzt,
wenn es also Morphismen g, h ∈ C(Y,X) gibt mit f ◦ g = idY und h ◦ f = idX ,
und unter diesen Voraussetzungen gilt bereits g = h. Wir nennen diesen Mor-
phismus dann den inversen Morphismus zu f und notieren ihn f−1. Derartige
Rechtsinverse bezeichnet man auch oft als Schnitt oder Spaltung. Allgemeiner
nennt man jeden Morphismus rechtsspaltend, der ein Linksinverses besitzt, und
jeden Morphismus linksspaltend, der ein Rechtsinverses besitzt

Übung 4.7.1.23. Kann ein Morphismus f ∈ C(X, Y ) in einer Kategorie sowohl
durch Vorschalten eines Morphismus g ∈ C(W,X) als auch durch Nachschalten
eines Morphismus h ∈ C(Y, Z) zu einem Isomorphismus gemacht werden, so
muß er bereits selbst ein Isomorphismus gewesen sein.

Übung 4.7.1.24. Seien C eine Kategorie und f : X → Y ein Morphismus. Man
zeige, daß f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn das Vorschalten von f für
jedes weitere Objekt Z eine Bijektion C(Y, Z)

∼→ C(X,Z) induziert. Man zeige
dual, daß f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn das Nachschalten von f für
jedes weitere Objekt Z eine Bijektion C(Z,X)

∼→ C(Z, Y ) induziert. Allgemei-
nere Aussagen in dieser Richtung macht das sogenannte Yoneda-Lemma 4.7.10.2.

Übung 4.7.1.25. Man finde finale und kofinale Objekte in den Kategorien der
Gruppen, Ringe, topologischen Räume und Vektorräume aus einem vorgegebenen
Mengensystem U.
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4.7.2 Funktoren
Definition 4.7.2.1. Ein Funktor F : A → B von einer Kategorie A in eine
Kategorie B ist ein Datum bestehend aus

a. einer Abbildung F = FOb : ObA → ObB, X 7→ FX;

b. einer Abbildung F = FX,Y : A(X, Y ) → B(FX,FY ), f 7→ Ff für je
zwei Objekte X, Y ∈ ObA,

derart, daß gilt:

1. F (f ◦ g) = (Ff) ◦ (Fg) für beliebige verknüpfbare Morphismen f und g
aus der Kategorie A;

2. F (idX) = idFX für jedes Objekt X ∈ A.

Ich nenne in diesem Zusammenhang A die Ausgangskategorie und B die Ziel-
kategorie des Funktors F .

Beispiel 4.7.2.2. Gegeben ein Körper K erhalten wir einen Funktor

MatK → ModK

n 7→ Kn

A ↓ 7→ (A◦) ↓
m 7→ Km

von der Matrixkategorie 4.7.1.7 über K in die Kategorie der K-Vektorräume, in-
dem wir wie angedeutet jedem Objekt n der Matrixkategorie den Vektorraum Kn

zuordnen und jeder Matrix die durch diese Matrix gegebene lineare Abbildung.
Wir nennen ihn den Realisierungsfunktor.
Beispiel 4.7.2.3 (Der Richtungsraum als Funktor). Wir erklären die Kategorie
Aff = AffK der affinen Räume über einem gegebenen Körper K. Als Objek-
te nehmen wir unsere affinen Räume, als Morphismen affine Abbildungen. Das
Bilden des Richtungsraums Richt : E 7→ ~E ist dann zusammen mit der Zuord-
nung, die jeder affinen Abbildung ϕ : E → F ihren linearen Anteil ~ϕ : ~E → ~F
zuordnet, ein Funktor

Richt : AffK → ModK

Beispiel 4.7.2.4 (Die Längengerade als Funktor). Wir erklären die Kategorie
Euk der euklidischen Vektorräume. Objekte sind wie in 4.1.5.1 reelle Vektor-
räume mit einer R>0-Bahn von Skalarprodukten, Morphismen die euklidischen
Abbildungen nach 4.1.5.8. Unsere Konstruktion 4.1.5.12 der Längengerade eines
euklidischen Raums und der zwischen Längengeraden induzierten Abbildungen
ist dann ein Funktor

L : Euk → ModR



582 KAPITEL 4. LINEARE ALGEBRA 2

4.7.2.5. Man gibt bei einem Funktor F meist nur die Abbildung X 7→ FX auf
den Objekten an in der Hoffnung, daß vom Leser erraten werden kann, welche
Abbildung f 7→ Ff auf den Morphismen gemeint ist.
4.7.2.6. Für jede Kategorie C haben wir den Identitätsfunktor Id = IdC von
besagter Kategorie zu sich selber. Sind F : A → B und G : B → C Funktoren, so
ist auch G ◦ F : A → C ein Funktor.

Lemma 4.7.2.7 (Funktoren erhalten Isomorphie). Ein Funktor bildet stets Iso-
morphismen auf Isomorphismen ab. Insbesondere haben isomorphe Objekte unter
einem Funktor stets isomorphe Bilder.

Beweis. Sei F unser Funktor. Mithilfe unserer Bedingung F (id) = id schließen
wir:

f ist Isomorphismus ⇒ Es gibt g mit f ◦ g = id und g ◦ f = id
⇒ (Ff) ◦ (Fg) = id und (Fg) ◦ (Ff) = id
⇒ Ff ist Isomorphismus.

Beispiel 4.7.2.8. Für jede Kategorie C bildet man die opponierte Kategorie Copp.
Man setzt dazu

Ob Copp := Ob C und Copp(X, Y ) := C(Y,X)

und erklärt die Verknüpfung von Morphismen in Copp als die vertauschte Verk-
nüpfung. Wir notieren einen Morphismus f als f ◦, wenn er in der opponierten
Kategorie aufgefaßt werden soll, und haben also in Formeln g◦ ◦ f ◦ := (f ◦ g)◦.
Beispiel 4.7.2.9 (Bilden des Dualraums als Funktor). Sei K ein Körper. Das
Bilden des Dualraums mit dem Bilden der transponierten Abbildung auf dem Ni-
veau der Homomorphismen ist auf den ersten Blick ein Funktor

ModK → Modopp
K

V 7→ V >

f ↓ 7→ ↑ f>
W 7→ W>

von der Kategorie der K-Vektorräume in ihre eigene opponierte Kategorie, ver-
gleiche 3.2.9.15. Wenn wir es allerdings genau nehmen und ein Mengensystem U
festhalten, so werden wir auf diese Weise im allgemeinen nur einen Funktor

UModK → VModopp
K

für ein eventuell größeres Mengensystem V erhalten. Als konkretes Beispiel be-
achte man, daß über einem endlichen Körper der Dualraum eines abzählbaren
Vektorraums im allgemeinen nicht mehr abzählbar ist. Ist jedoch unser Mengen-
system U ein „Universum“ im Sinne von 4.7.11.3 und gehört die Grundmenge
unseres Körpers K zu U, so ist UModK sogar stabil unter dem Dualraumfunktor.
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Definition 4.7.2.10. Ein Funktor F : A → Bopp heißt auch ein kontravarianter
Funktor von A nach B.

4.7.2.11. Ausgeschrieben besteht ein kontravarianter Funktor vonA nach B dem-
nach aus einer Abbildung F : ObA → ObB sowie für je zwei ObjekteX, Y ∈ A
einer Abbildung F : A(X, Y ) → B(FY, FX) derart, daß gilt F (id) = id und
F (f ◦ g) = Fg ◦ Ff für alle verknüpfbaren Morphismen f, g.

Beispiel 4.7.2.12. Gegeben Kategorien A,B bildet man ihr Produkt, eine weite-
re Kategorie A × B, wie folgt: Man setzt Ob(A × B) := ObA × ObB, erklärt
Morphismen in der Produktkategorie als Paare von Morphismen in den Ausgangs-
kategorien, und erklärt die Verknüpfung von Morphismen in der Produktkategorie
in der offensichtlichen Weise.

Beispiel 4.7.2.13. Das Bilden des Homomorphismenraums ist ein Funktor

Modopp
K ×ModK → ModK

(V,W ) 7→ HomK(V,W ) 3 h
(f ◦, g) ↓ 7→ ↓ ↓

(V ′,W ′) 7→ HomK(V ′,W ′) 3 g ◦ h ◦ f

Hier sollte der ganz rechte vertikale Pfeil eigentlich ein 7→ sein, was ich aber
mit meinem Schreibprogramm nicht hingekriegt habe. Die Notation HomK(V,K)
betont, daß wir besagte Menge von Morphismen mit ihrer Vektorraumstruktur
betrachten wollen.

Ergänzendes Beispiel 4.7.2.14. Das Bilden des Tensorprodukts ist ein Funktor

ModK ×ModK → ModK

(V,W ) 7→ V ⊗W
(f, g) ↓ 7→ f ⊗ g ↓

(V ′,W ′) 7→ V ′ ⊗W ′

Ergänzendes Beispiel 4.7.2.15. Das Bilden der r-ten Tensorpotenz nach 4.6.1.6
ist ein Funktor ModK → ModK , V 7→ V ⊗r, f 7→ f⊗r. Das Bilden der r-ten
äußeren Potenz nach 4.6.5.3 ist ein Funktor ModK → ModK , V 7→

∧r V mit
f 7→

∧r f nach 4.6.5.16.

Beispiel 4.7.2.16. Das „Vergessen der Gruppenstruktur“ ist ein Funktor v : Grp→
Ens von der Kategorie der Gruppen in die Kategorie der Mengen. Es gibt noch
viele weitere derartige Vergiß-Funktoren.

Beispiel 4.7.2.17. Jeder Funktor F : A → B liefert in offensichtlicher Weise einen
Funktor F opp : Aopp → Bopp zwischen den zugehörigen opponierten Kategorien.
Oft notiert man ihn auch einfach F .
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Beispiel 4.7.2.18. Gegeben ein Körper K bezeichne ModfK mit f für „finitely
generated“ die Kategorie der endlich erzeugten K-Vektorräume und Modf×K die
zugehörige Isomorphismenkategorie. Gegeben ein angeordneter Körper K ist das
Bilden der Orientierungsmenge nach 3.6.5.3 ein Funktor

or : Modf×K → Ens×

Definition 4.7.2.19. 1. Ein Funktor F : A → B heißt treu, wenn er Injektio-
nen F : A(A,A′) ↪→ B(FA, FA′) auf den Morphismen induziert, für alle
A,A′ ∈ A.

2. Ein Funktor F : A → B heißt voll, wenn er auf den Morphismenmengen
Surjektionen F : A(A,A′)� B(FA, FA′) induziert, für alle A,A′ ∈ A.

3. Ein Funktor F : A → B heißt volltreu, wenn er voll und treu ist, wenn
er also er Bijektionen F : A(A,A′)

∼→ B(FA, FA′) auf den Morphismen-
mengen induziert. Ich notiere volltreue Funktoren gerne ∼

↪→.

4. Ein Funktor F : A → B heißt essentiell surjektiv, wenn er eine Surjektion
auf Isomorphieklassen von Objekten induziert, wenn es also in Formeln für
alle B ∈ B ein A ∈ A gibt mit FA ∼= B.

5. Ein Funktor F : A → B heißt eine Äquivalenz von Kategorien, wenn er
volltreu und essentiell surjektiv ist. Ich notiere Äquivalenzen von Kategori-
en ≈→. Die doppelte Schlange soll andeuten, daß dieser Begriff schwächer
ist als der Begriff eines Isomorphismus von Kategorien, wie er im Anschluß
eingeführt wird.

6. Ein Funktor F : A → B heißt ein Isomorphismus von Kategorien, wenn
er bijektiv ist auf Objekten und auf Morphismen, wenn er also ein Isomor-
phismus ist in der Kategorie der Kategorien aus ??. Ich notiere Isomorphis-
men von Kategorien ∼→.

Beispiel 4.7.2.20. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt X ∈ C erhalten wir
einen Isomorphismus von Kategorien [C(X)]

∼→ {X} zwischen der Ein-Objekt-
Kategorie des Monoids der Endomorphismen von X und der vollen Unterkatego-
rie von C mit dem einzigen Objekt X , indem wir die Identität auf den Morphis-
menmengen und die einzig mögliche Abbildung auf den Objektmengen nehmen.

Beispiel 4.7.2.21. Sei K ein Körper. Wir betrachten die Kategorie ModfK al-
ler endlichdimensionalen K-Vektorräume mit linearen Abbildungen als Morphis-
men. Dann ist unser Realisierungsfunktor n 7→ Kn aus 4.7.2.2 eine Äquivalenz
von Kategorien

MatK
≈→ ModfK
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zwischen unserer Matrixkategorie MatK und der Kategorie der endlich erzeugten
K-Vektorräume, aber unser Funktor ist natürlich kein Isomorphismus von Ka-
tegorien. Diese Aussage faßt eine Vielzahl von Aussagen der linearen Algebra
zusammen und illustriert meines Erachtens recht gut die Kraft und Eleganz der
Sprache der Kategorientheorie.

Ergänzendes Beispiel 4.7.2.22 (Die Matrixkategorie eines Mengensystems). Ge-
geben ein Körper K und ein Mengensystem U bilden wir die abstrakte Ma-
trixkategorie UMatK wie folgt: Objekte sind alle Mengen aus U, in Formeln
Ob(UMat) := U. Die Morphismenmengen erklären wir durch die Vorschrift

UMatK(X, Y ) :=

{
T : X × Y → K

∣∣∣∣ Für jedes x ∈ X gilt
T (x, y) = 0 für fast alle y ∈ Y

}
Zumindest im Fall, daß U keine überabzählbaren Mengen enthält, mag man sich
als Elemente dieser Morphismenmengen Matrizen mit möglicherweise unendlich
vielen Zeilen und Spalten aber höchstens endlich vielen von Null verschiedenen
Einträgen in jeder Spalte denken. Die Verknüpfungen werden in der hoffentlich
offensichtlichen Weise durch Summation über gleiche Indizes erklärt. Wir erhal-
ten dann einen Funktor UMatK → ModK , der auf Objekten durch die Konstruk-
tion freier Vektorräume X 7→ K〈X〉 über den entsprechenden Mengen gegeben
wird und auf Morphismen leicht vom Leser erraten werden kann. Ist U ein „Uni-
versum“ im Sinne von 4.7.11.3, das den Körper K enthält, so erweist sich dieser
Funktor sogar als eine Äquivalenz von Kategorien

UMatK
≈→ UModK

4.7.2.23. Gegeben ein Mengensystem U verstehen wir unter einer U-Kategorie
eine Kategorie C, bei der für alle Objekte X, Y ∈ C die Morphismenmenge zu
unserem Mengensystem U gehört, in Formeln C(X, Y ) ∈ U.

4.7.2.24. Die Menge aller Funktoren von einer Kategorie A in eine Kategorie B
notieren wir

Cat(A,B)

Sie ist eine Teilmenge Cat(A,B) ⊂ Ens(ObA,ObB)×Ens(MorA,MorB). In
19.5.1.21 werden wir eine Kategorie erklären, deren Objekte gerade die Funktoren
A → B alias die Elemente von Cat(A,B) sind, aber alles zu seiner Zeit.

Beispiel 4.7.2.25. Gegeben ein Mengensystem U und eine U-Kategorie C und ein
Objekt X ∈ C ist die Zuordnung Y 7→ C(X, Y ) ein Funktor C(X, ) : C → UEns
und die Zuordnung Y 7→ C(Y,X) ein Funktor C( , X) : C → UEnsopp.

Beispiel 4.7.2.26 (Funktoren zwischen Einobjektkategorien). Gegeben Monoi-
de G,H und die zugehörigen Einobjekttategorien [G], [H] nach 4.7.1.6 erhalten
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wir in der offensichtlichen Weise eine Bijektion zwischen der Menge aller Mo-
noidhomomorphismen G → H und der Menge aller Funktoren [G] → [H], in
Formeln also eine Bijektion

Mon(G,H)
∼→ Cat([G], [H])

Übungen

Übung 4.7.2.27. Hat ein Funktor sogar die Eigenschaft, daß alle Morphismen,
die er auf Isomorphismen abbildet, bereits zuvor Isomorphismen gewesen sein
müssen, so nennt man ihn konservativ. Man gebe Beispiele für konservative und
nichtkonservative Funktoren.

Übung 4.7.2.28. Jede Äquivalenz von Kategorien induziert eine Bijektion zwi-
schen den zugehörigen Isomorphieklassen von Objekten. Zum Beispiel werden
die endlichdimensionalen k-Vektorräume klassifiziert durch ihre Dimension, alias
durch Elemente von N, alias durch Isomorphieklassen der Matrixkategorie.

Übung 4.7.2.29 (Zwei aus Drei für Äquivalenzen von Kategorien). Seien F :
A → B und G : B → C Funktoren. Sind zwei der drei Funktoren F,G,GF
Äquivalenzen von Kategorien, so auch der Dritte.

Übung 4.7.2.30. Bilden wir zu einer Kategorie eine volle Unterkategorie, indem
wir aus jeder Isomorphieklasse von Objekten ein Objekt willkürlich auswählen,
so ist der Einbettungsfunktor eine Äquivalenz von Kategorien.

Übung 4.7.2.31. Sind in einer Kategorie C je zwei Objekte isomorph, so ist für
jedes Objekt X ∈ C der offensichtliche Funktor eine Äquivalenz von Kategorien

[C(X)]
≈→ C

zwischen der Ein-Objekt-Kategorie des Endomorphismenmonoids C(X) von X
und unserer Kategorie.

Übung 4.7.2.32. Gegeben Kategorien A,B, C liefert jedes Paar (F,G) von Funk-
toren F : A → B und G : A → C einen wohlbestimmten Funktor in die Produkt-
kategorie (F,G) : A → B × C.

4.7.3 Objekte mit Zusatzstrukturen*
4.7.3.1. Gegeben ein treuer Funktor v : S → C und ein Objekt X ∈ C erklären
wir eine (S, v)-Struktur auf X als eine Äquivalenzklasse von Paaren (S, ϕ) be-
stehend aus einem Objekt S ∈ S und einem Isomorphismus ϕ : v(S)

∼→ X mit
der Maßgabe, daß (S, ϕ) äquivalent ist zu (T, ψ), wenn es einen Isomorphismus
i : S

∼→ T gibt mit ϕ = ψ ◦ v(i).
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Beispiel 4.7.3.2. Sei U ein Mengensystem. Wir erhalten für jede Menge X ∈ U
eine offensichtliche Bijektion zwischen der Menge aller Verknüpfungen auf X ,
die X zu einer Gruppe machen, und der Menge aller (UGrp, v)-Strukturen auf X
für v : UGrp→ UEns der Vergißfunktor.

Beispiel 4.7.3.3. Sei U ein Mengensystem. Wir erhalten für jede Menge X ∈
U eine offensichtliche Bijektion zwischen der Menge aller Verknüpfungen auf
X , die X zu einer abelschen Gruppe machen, und der Menge aller (UAb, v)-
Strukturen auf X für v : UAb→ UEns der Vergißfunktor.

Beispiel 4.7.3.4. Sei U ein Mengensystem. Wir erhalten für jede Menge X ∈ U
eine offensichtliche Bijektion zwischen der Menge aller Topologien aufX und der
Menge aller (UTop, v)-Strukturen aufX für v : UTop→ UEns der Vergißfunktor.

Beispiel 4.7.3.5. Seien k ein Körper und U ein Mengensystem. Wir erhalten für
jede abelsche GruppeX ∈ UAb eine offensichtliche Bijektion zwischen der Men-
ge aller Abbildungen k×X → X , die als Multiplikation mit Skalaren die Gruppe
X zu einem k-Vektorraum machen, und der Menge aller (UModk, v)-Strukturen
auf X für v : UModk → UAb der Vergißfunktor.

4.7.3.6. Gegeben ein treuer Funktor v : S → C und ein Morphismus f ∈ C(X, Y )
von Objekten mit (S, v)-Struktur sagen wir, unser Morphismus sei verträglich
mit der (S, v)-Struktur, wenn für beliebige Wahlen von Repräsentanten (S, ϕ)
und (T, ψ) der jeweiligen (S, v)-Strukturen auf X und Y unser f das Bild un-
ter v eines Morphismus F : S → T ist, genauer f = ψ ◦ v(F ) ◦ ϕ−1. Offen-
sichtlich ist die Identität auf einem Objekt mit jeder (S, v)-Struktur auf besagtem
Objekt verträglich und die Verknüpfung von verträglichen Morphismen ist wie-
der verträglich. Die so erklärte Kategorie der Objekte von C mit (S, v)-Struktur
notieren wir

C(S,v)

Wir erhalten eine Äquivalenz von Kategorien S ≈→ C(S,v) durch die Vorschrift
S 7→ (S, idv(S)).

Beispiel 4.7.3.7. Gegeben ein Mengensystem U ist unsere Äquivalenz aus 4.7.3.6
sogar ein Isomorphismus

UGrp
∼→ UEns(UGrp,v)

zwischen der Kategorie aller Mengen G ∈ U mit einer Verknüpfung, die sie zu
einer Gruppe macht, und der Kategorie aller Mengen G ∈ U versehen mit ei-
ner Äquivalenzklasse von Paaren (S, ϕ) bestehend aus einem Objekt S ∈ UGrp
zusammen mit einer Bijektion von Mengen ϕ : S

∼→ G unter der in 4.7.3.1 ge-
gebenen Äquivalenzrelation. Dasselbe gilt für das Vergessen der Topologie v :
UTop→ UEns oder das Vergessen der Operation der Skalare v : UModk → UAb
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in der Kategorie der Moduln über einem Ring k und überhaupt in allen konkreten
Anwendungen, die mir in den Sinn kommen.

4.7.3.8. Gegeben ein treuer Funktor v : S → C nennen wir einen Morphismus
f : X → Y in C(S,v) initial, wenn für alle W ∈ C(S,v) gilt

C(S,v)(W,X) = {e ∈ C(W,X) | fe ∈ C(S,v)(W,Y )}

Initiale Morphismen heißen oft Einbettungen. Es ist klar, daß jede Verknüpfung
initialer Morphismen initial ist und daß eine Verknüpfung von zwei Morphismen
in C(S,v) nur dann initial sein kann, wenn der erste initial ist. Einen Morphismus
in S nennen wir v-initial, wenn er unter v einen (S, v)-initialen Morphismus in-
duziert.

Beispiel 4.7.3.9. Sei U ein Mengensystem. Im Fall der U-Mengen mit (UGrp, v)-
Struktur sind genau die injektiven mit der Struktur verträglichen Abbildungen in-
itial. Ist in der Tat f : X ↪→ Y ein Gruppenhomomorphismus und W eine Grup-
pe, so ist eine Abbildung e : W → X genau dann ein Gruppenhomomorphismus,
wenn fe : W → Y ein Gruppenhomomorphismus ist.

4.7.3.10. Gegeben ein treuer Funktor v : S → C und ein Morphismus f : X → Y
in C und eine (S, v)-Struktur auf Y gibt es höchstens eine (S, v)-Struktur auf X
derart, daß f initial wird. In der Tat, repräsentieren (S, ϕ) und (T, ψ) zwei derarti-
ge Strukturen, so muß die Identität auf X verträglich sein sowohl als Morphismus
(X,S, ϕ)→ (X,T, ψ) als auch als Morphismus in die Gegenrichtung und daraus
folgt leicht, daß diese beiden Daten dieselbe Struktur repräsentieren. Wir nennen
sie die induzierte Struktur oder die initiale Struktur auf X .

Beispiel 4.7.3.11. Sei U ein Mengensystem. Im Fall der U-Mengen mit (UTop, v)-
Struktur alias topologischen Räume aus U heißt unsere induzierte Struktur die
Initialtopologie und im Fall der Einbettung einer Teilmenge auch die induzierte
Topologie oder Spurtopologie oder Teilraumtopologie. In dieser Situation gibt es
stets eine initiale Struktur.

Beispiele 4.7.3.12. Sei U ein Mengensystem. Im Fall des Vergessens der Verk-
nüpfung v : UGrp→ UEns existiert eine induzierte Struktur genau für diejenigen
Abbildungen, die injektiv sind und deren Bild eine Untergruppe ist. Die induzier-
te Struktur ist dann die induzierte Gruppenstruktur. Eine Teilmenge X ⊂ Y einer
Menge Y mit (S, v)-Struktur nennt man ganz allgemein ein (S, v)-Unterobjekt,
wenn sie eine induzierte Struktur besitzt. Beispiele sind Untergruppen, Untervek-
torräume, affine Teilräume, Unterringe und so weiter.

4.7.3.13. Gegeben ein treuer Funktor v : S → C ist auch vopp : Sopp → Copp ein
treuer Funktor und wir erhalten in der offensichtlichen Weise einen Isomorphis-
mus von Kategorien

(C(S,v))
opp ∼→ Copp

(Sopp,vopp)
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Morphismen f : X → Y in C(S,v) mit f ◦ initial in Bezug auf die jeweiligen
(Sopp, vopp)-Strukturen nennen wir final. Ausgeschrieben bedeutet das, daß für
jedes weitere Objekt Z ∈ C(S,v) gilt

C(S,v)(Y, Z) = {g ∈ C(Y, Z) | gf ∈ C(S,v)(X,Z)}

Finale Morphismen heißen oft Quotienten. Es ist klar, daß jede Verknüpfung fi-
naler Morphismen final ist und daß eine Verknüpfung von zwei Morphismen in
C(S,v) nur dann final sein kann, wenn der zweite final ist. Einen Morphismus in S
nennen wir v-final, wenn er unter v einen (S, v)-finalen Morphismus induziert.

4.7.3.14. Gegeben ein treuer Funktor v : S → C und ein Morphismus f : X → Y
in C und eine (S, v)-Struktur auf X gibt es höchstens eine (S, v)-Struktur auf Y
derart, daß f final wird. Wir nennen sie die koinduzierte Struktur oder die finale
Struktur auf Y .

Beispiel 4.7.3.15. Sei U ein Mengensystem. Im Fall der U-Mengen mit (UTop, v)-
Struktur alias topologischen Räume heißt unsere koinduzierte Struktur die Final-
topologie und insbesondere im Fall von surjektiven Abbildungen auch die Quoti-
ententopologie.

Beispiele 4.7.3.16. Sei U ein Mengensystem. Im Fall des Vergessens der Verknüp-
fung v : UGrp → UEns existiert eine koinduzierte Struktur genau für diejenigen
Abbildungen von einer Gruppe in eine Menge, die faktorisieren in einen surjekti-
ven Gruppenhomomorphismus gefolgt von einer Bijektion, und die koinduzierte
Struktur ist die von einer und jeder derartigen Bijektion induzierte Gruppenstruk-
tur.

Vorschau 4.7.3.17. In 15.1.6.16 und 15.1.7.8 führen wir allgemeiner „gesamthaft
initiale“ und „gesamthaft finale“ Familien ein.

Übungen

Übung 4.7.3.18. Gegeben ein treuer Funktor v : S → C, der zusätzlich konserva-
tiv ist, kann die Identität auf einem Objekt X ∈ C nicht für zwei unterschiedliche
(S, v)-Strukturen (S, ϕ) und (T, ψ) aufX ein Morphismus (X,S, ϕ)→ (X,T, ψ)
sein.

4.7.4 Transformationen
4.7.4.1. Bis hierher hat sich unsere Theorie noch in leidlich vertrauten Bahnen
bewegt: Wir haben eben eine neue Art von Strukturen erklärt, die Kategorien,
und dazwischen strukturerhaltende Abbildungen alias Morphismen betrachtet, die
Funktoren. Insoweit paßt alles noch in den strukturellen Rahmen, an den man in
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der linaren Algebra durch das Studium von Vektorräumen und linearen Abbildun-
gen oder Gruppen und Gruppenhomomorphismen gewöhnt worden ist. Das Neue
bei der Kategorientheorie ist nun, daß es auch „Morphismen zwischen Morphis-
men“ gibt. Sie heißen „Transformationen von Funktoren“ und sind das Thema
dieses Abschnitts.

Definition 4.7.4.2. Seien A,B Kategorien und F,G : A → B Funktoren. Eine
Transformation τ : F ⇒ G ist eine Vorschrift, die jedem Objekt X ∈ A einen
Morphismus τX ∈ B(FX,GX) zuordnet derart, daß für jeden Morphismus f :
X → Y in A das Rechteck

FX
τX //

Ff

��

GX

Gf

��
FY

τY // GY

in B kommutiert. In Formeln meint das die Gleichheit (Gf) ◦ τX = τY ◦ (Ff)
in der Morphismenmenge B(FX,GY ). Ob ein Doppelpfeil eine Transformati-
on von Funktoren oder vielmehr eine Implikation meint, muß der Leser aus dem
Kontext erschließen. Sind alle τX Isomorphismen, so nenne ich τ eine Isotrans-
formation und notiere sie ∼⇒, aber diese Terminologie ist nicht gebräuchlich. In
der Literatur spricht man eher von einem Isomorphismus von Funktoren oder
auch von einer Äquivalenz von Funktoren. Gibt es zwischen zwei Funktoren
eine Isotransformation, so heißen sie isomorph.

4.7.4.3 (Diskussion der Doppelpfeil-Notation). Ich finde die Notation von Trans-
formationen durch Doppelpfeile didaktisch hilfreich in derselben Weise wie die
Notation ~v für Vektoren am Anfang der linearen Algebra. Andererseits werden
wir sie nicht konsequent durchhalten können und das ist auch nicht sinnvoll, denn
wie in 19.5.1.21 erklärt können auch die Transformationen als Morphismen einer
Kategorie aufgefaßt werden, der „Funktorkategorie“.

4.7.4.4 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heißen unsere Transfor-
mationen meist „natürliche Transformationen“. Diese Terminologie schien mir
jedoch unnötig umständlich und entspricht auch nicht meinem Sprachempfinden:
Ich möchte zum Beispiel unter der „natürlichen“ Transformation des Identitäts-
funktors auf der Kategorie aller R-Vektorräume in den Bidualraumfunktor gerne
die in 4.7.4.9 gegebene Transformation verstehen, die zwar keineswegs die einzi-
ge Transformation zwischen diesen Funktoren ist, aber vielleicht schon die „na-
türlichste“.

Beispiel 4.7.4.5 (Die Länge als Transformation). Ich betrachte den Vergißfunk-
tor und den Längengeradenfunktor 4.7.2.4 von der Kategorie der euklidischen
Vektorräume in die Kategorie der reellen Vektorräume. Schalten wir noch einen
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weiteren Vergißfunktor nach, so werden sie zu Funktoren Euk→ Ens. Unsere in
4.1.5.12 erklärten Längenabbildungen ‖ ‖V : V → L(V ) bilden dann in ihrer Ge-
samtheit eine Transformation verg⇒ L zwischen Funktoren Euk→ Ens. Ob ich
nämlich erst einen Vektor vermittels eines Homomorphismus von euklidischen
Vektorräumen in einen weiteren euklidischen Vektorraum abbilde und dann seine
Länge in Bezug auf den Bildraum nehme, oder erst seine Länge nehme und die-
se vermittels des auf den Längengeraden induzierten Homomorphismus zu einer
Länge in Bezug auf den Bildraum mache, es kommt beidesmal dasselbe heraus.

Beispiel 4.7.4.6 (Winkelmaße als Transformationen). Wir betrachten den Funk-
tor W : KongEb → Grp, der jeder Kongruenzebene (E,K) ihre Winkelgruppe
W(E) := ~K+ zuordnet, also die Gruppe ihrer orientierungserhaltenden Rich-
tungskongruenzen. Unsere Winkelmaße aus 4.1.8.1 können wir auffassen als Trans-
formationen

orR ◦Richt⇒W

von Funktoren KongEb → Grp alias „natürliche“ Gruppenhomomorphismen
orR( ~E)→W(E) von der Orientierungsgerade in die Winkelgruppe.

4.7.4.7. Winkelmaße sind etwas grundsätzlich anderes als Einheiten. Ein Win-
kelmaß in einer Kongruenzebene anzugeben bedeutet, ein Winkelmaß in allen
Kongruenzebenen anzugeben. Eine Längeneinheit in einer Kongruenzebene an-
zugeben bedeutet dahingegen keineswegs, eine Längeneinheit in allen Kongruen-
zebenen anzugeben.

Beispiel 4.7.4.8 (Das kanonische Skalarprodukt als Transformation). Unsere
kanonischen Skalarprodukte 〈 , 〉V : V ⊗ V → L(V )⊗2 für euklidische Vektor-
räume aus 4.6.4.6 bilden in ihrer Gesamtheit eine Transformation

verg⊗2 ⇒ L⊗2

zwischen Funktoren Euk → ModR von der Kategorie der euklidischen Vektor-
räume in die Kategorie der R-Vektorräume.

Beispiel 4.7.4.9 (Evaluation als Transformation). Gegeben ein Körper K be-
zeichneB : ModK → ModK den Bidualraumfunktor, der jedemK-Vektorraum
V seinen Bidualraum BV := V >> zuordnet. So bilden die Evaluationsabbildun-
gen evV : V → V >>, v 7→ (f 7→ f(v)) in ihrer Gesamtheit eine Transformation

ev : Id⇒ B

und eine Isotransformation zwischen den Restriktionen dieser Funktoren auf die
Kategorie der endlichdimensionalenK-Vektorräume, vergleiche 3.2.9.26. Oft for-
malisiert man Situationen dieser Art nicht bis ins Letzte aus und spricht von ka-
nonischen Abbildungen beziehungsweise kanonischen Isomorphismen, wenn
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bei formalerer Betrachtung Abbildungen τX : FX → GX oder Isomorphismen
τX : FX

∼→ GX gemeint sind, die in ihrer Gesamtheit eine Transformation be-
ziehungsweise Isotransformation von Funktoren τ : F

∼⇒ G bilden.

Beispiel 4.7.4.10 (Dualraum und Transponieren). Seien K ein Körper und D :
ModK → Modopp

K der Dualraumfunktor, der jedem Raum seinen Dualraum zu-
ordnet. Sei weiter MatK die Matrixkategorie aus 4.7.1.7 und T : MatK → Matopp

K

der Funktor, der die Objekte festhält und Matrizen transponiert. Sei schließlich
R : MatK → ModK unser Realisierungsfunktor n 7→ Kn aus 4.7.2.2 und be-
zeichne Ropp den entsprechenden Funktor zwischen den jeweils opponierten Ka-
tegorien. So erhalten wir eine Isotransformation

τ : RoppT
∼⇒ DR

durch die Vorschrift, die jeder natürlichen Zahl alias jedem Objekt n ∈ MatK den
offensichtlichen Isomorphismus τn : Kn ∼→ (Kn)> zuordnet. Es kann hilfreich
sein, durch Doppelpfeile in Diagrammen von Kategorien und Funktoren klarzu-
machen, zwischen welchen Funktoren eine Transformation gemeint ist. So wäre
etwa in diesem Beispiel unser τ ein möglicher Doppelpfeil im Diagramm

MatK

R

��

T //Matopp
K

τ
∼

u} ttttttttt

ttttttttt
Ropp

��
ModK

D //Modopp
K

Beispiel 4.7.4.11 (Tensor und Hom). Die natürlichen Abbildungen

can : V > ⊗K W → HomK(V,W )

aus 4.6.1.21 für K-Vektorräume V,W liefern eine Transformation zwischen den
durch diese Vorschriften gegebenen Funktoren

Modopp
K ×ModK → ModK

4.7.4.12 (Kategorien von Funktoren). Sind τ : F ⇒ G und σ : G ⇒ H Trans-
formationen, so ist auch σ ◦ τ : F ⇒ H gegeben durch (σ ◦ τ)X := σX ◦ τX für
jedes Objekt X der Ausgangskategorie von F eine Transformation. Des weiteren
gibt es für jeden Funktor F die identische Transformation id = idF von besag-
tem Funktor zu sich selber, gegeben durch (idF )X := idFX für jedes ObjektX der
Ausgangskategorie unseres Funktors. Sind A,B Kategorien, so bilden die Funk-
toren A → B sogar selbst eine Kategorie, mit Funktoren als Objekten und Trans-
formationen als Morphismen und der eben erklärten Verknüpfung von Transfor-
mationen als Verknüpfung von Morphismen. Ich verwende für diese Funktorka-
tegorie verschiedene Notationen. Erst einmal dieselbe Notation Cat(A,B) wie



4.7. KATEGORIEN UND FUNKTOREN* 593

für die Menge der Objekte, dann die Notation Cat(A,B) wenn es darum geht, die
Zusatzstruktur als Kategorie zu betonen, weiter die Notation (AVB), weil es sich
um einen Spezialfall von „internem Hom“ erweisen wird, und als besonders kurze
Form die exponentielle Notation BA, so daß etwa für Funktoren F,G : A → B
die Menge der Transformationen

Cat(A,B)(F,G) = BA(F,G)

notiert werden kann. Wenn die Kategorien selber durch größere Ausdrücke gege-
ben werden, sind für die Menge der Transformationen auch abkürzende Notatio-
nen wie etwa Trans(F,G) sinnvoll und üblich. Unsere Isotransformationen sind
genau die Isomorphismen der Funktorkategorie.

Ergänzung 4.7.4.13 (Exponentialgesetz für Kategorien). Man zeige, daß man
für je drei Kategorien A,B, C eine Bijektion

Cat(A,Cat(B, C)) ∼→ Cat(A× B, C)

erhält durch die Vorschrift F 7→ F̃ mit F̃ (A,B) = (F (A))(B) auf Objekten und
eine vom Leser zu spezifizierende Vorschrift auf Morphismen. Man baut diese
auch leicht zu einem Isomorphismus von Kategorien aus, und das folgt alternativ
auch aus allgemeinen Aussagen zu „internem Hom“, wie sie etwa in 18.1.5.12
diskutiert werden.

Beispiel 4.7.4.14. Seien F,G : A → B Funktoren und τ : F ⇒ G eine Transfor-
mation. Gegeben ein weiterer Funktor H : B → C erhalten wir in offensichtlicher
Weise eine Transformation Hτ : HF ⇒ HG. Gegeben ein weiterer Funktor
K : D → A erhalten wir in offensichtlicher Weise ebenso eine Transforma-
tion τK : FK ⇒ GK. Offensichtlich liefern diese Konstruktionen ihrerseits
Funktoren Cat(A,B) → Cat(A, C) und Cat(A,B) → Cat(D,B) zwischen den
entsprechenden Funktorkategorien, die wir als das Nachschalten von H bezie-
hungsweise Vorschalten von K bezeichnen.

4.7.4.15 (Schwierigkeiten der Notation). Die Notationen τK und Hτ führen
leicht zu Verwirrung, sobald nicht aus der Art der Symbole heraus klar ist, welche
Symbole Funktoren und welche Transformationen darstellen. Ich kenne keine ge-
nerelle Lösung für diese Schwierigkeiten der Notation. In diesem Abschnitt habe
ich versucht, eine gewisse Übersichtlichkeit dadurch zu erreichen, daß ich syste-
matisch lateinische Großbuchstaben für Funktoren und kleine griechische Buch-
staben für Transformationen verwende.

Übungen

Übung 4.7.4.16. Gegeben ein Körper K zeige man, daß der Funktor Modf×K →
Modf×K von der Isomorphiekategorie der endlichdimensionalen K-Vektorräume
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zu sich selber, der jedem Raum seinen Dualraum zuordnet und jedem Isomor-
phismus die Inverse der transponierten Abbildung ϕ 7→ (ϕ>)−1, nicht isomorph
ist zum Identitätsfunktor. Hinweis: Man passe im Fall des Körpers mit zwei Ele-
menten besonders gut auf.

Übung 4.7.4.17. Seien K ein Körper und Id : ModK → ModK der Identitäts-
funktor. Man bestimme alle Transformationen von diesem Funktor zu sich selber.
Ebenso bestimme man alle Transformationen von diesem Funktor zum Bidual-
raumfunktor.

Übung 4.7.4.18. Sind zwei Funktoren isomorph und ist der eine eine Äquivalenz
von Kategorien, so auch der andere.

Übung 4.7.4.19. Man diskutiere, inwiefern die in 4.6.5.3 für jeden Vektorraum V
konstruierten kanonischen Isomorphismen (

∧r V )>
∼→ Altr(V ) eine Isotransfor-

mation bilden. Idem für die in 4.6.5.9 für jeden endlichdimensionalen Vektorraum
V konstruierten kanonischen Isomorphismen

∧r(V >)
∼→ Altr(V ).

Übung 4.7.4.20. Gegeben ein Monoid G heißt eine Abbildung φ : X → Y von
G-Mengen äquivariant, wenn gilt φ(gx) = gφ(x) für alle g ∈ G und x ∈ X . Die
G-Mengen mit den äquivarianten Abbildungen als Morphismen bilden dann eine
Kategorie, für die ich die beiden Notationen G-Ens = EnsG% verwende. Bilden
wir zu unserem Monoid G die Ein-Objekt-Kategorie [G], so liefert der hoffentlich
offensichtliche Funktor einen Isomorphismus von Kategorien

G-Ens
∼→ Cat([G],Ens)

Ergänzende Übung 4.7.4.21 (Komplexifizierung einer Reellifizierung). Wir er-
halten eine Isotransformation zwischen Funktoren ModC → ModC vermittels der
Abbildungen iV : C ⊗R V

∼→ V ⊕ V gegeben durch α ⊗ v 7→ (αv, αv̄) in den
Notationen 4.1.12.33. Die inverse Isotransformation wird beschrieben durch die
Abbildungsvorschrift

(v, w̄) 7→ (1/2)⊗ (v + w)− (i/2)⊗ (iv − iw)

Im übrigen bildet unser Isomorphismus oben den Eigenraum Eig(1⊗ i|C⊗R V ; i)
isomorph auf V ab und den Eigenraum Eig(1 ⊗ i|C ⊗R V ;−i) isomorph auf
V . Der schieflineare Automorphismus α ⊗ v 7→ ᾱ ⊗ v von C ⊗R V schließ-
lich entspricht unter unserem Isomorphismus dem schieflinearen Automorphis-
mus (v, w̄) 7→ (w, v̄) von V ⊕ V .

Ergänzende Übung 4.7.4.22. Wir erhalten eine Isotransformation zwischen Funk-
toren ModC → Modopp

C vermittels der Abbildungen V > ∼→ V
>

gegeben durch
ϕ̄ 7→ c̄ ◦ ϕ in den Notationen 4.1.12.33, mit c̄ : C → C der komplexen Konjuga-
tion. Diese Identifikation scheint mir so kanonisch, daß ich auch oft ϕ̄ statt c̄ ◦ ϕ
schreiben werde.
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Ergänzung 4.7.4.23 (Dualraum und Restriktion der Skalare). Gegeben ein kom-
plexer Vektorraum V erklären wir einen natürlichen Isomorphismus

resRC(V >)
∼→ (resRC V )>

zwischen der Reellifizierung seines Dualraums und dem Dualraum seiner Reelli-
fizierung durch die Vorschrift λ 7→ 2Reλ. Es kommutiert dann das Diagramm

C⊗R resRC(V >) ∼ //

oi
V>
��

C⊗R (resRC V )> ∼ // (C⊗R resRC V )>

V > ⊕ V > ∼ // V > ⊕ V >
o i>V

OO

Hier kommen die Vertikalen von 4.7.4.21 her, unten ist die von 4.7.4.22 gelieferte
Abbildung (λ, µ̄) 7→ (λ, c̄ ◦ µ) gemeint mit c̄ : C → C der komplexen Konju-
gation, und in der oberen Horizontale die Abbildung, die aus obiger Identifikati-
on resRC(V >)

∼→ (resRC V )> unter der Komplexifikation entsteht, gefolgt von der
Identifikation (W>)C

∼→ (WC)> aus 4.6.1.42. Der Faktor 2 zu Beginn scheint mir
nicht nur angemessen, da er obiges Diagramm zum Kommutieren bringt, sondern
auch, da man allgemeiner für jede „endliche separable Körpererweiterung“ ver-
nünftigerweise einen natürlichen Isomorphismus reskK(V >)

∼→ (reskK V )> erklärt
durch die Vorschrift λ 7→ SkK ◦ λ mit SkK : K → k der Spur aus 7.8.3.1.

Ergänzende Übung 4.7.4.24. Gegeben ein KörperK erhalten wir eine Isotransfor-
mation von Funktoren ModK ×ModK → ModK vermittels der durch das Dach-
produkt gegebenen Abbildungen

⊕
i+j=k

i∧
V ⊗

j∧
W

∼→
k∧

(V ⊕W )

Zusammen mit Übung 4.7.4.21 erhalten wir insbesondere Isotransformationen
von Funktoren ModC → ModC alias für komplexe Vektorräume V kanonische
Isomorphismen

⊕
i+j=k

∧i V ⊗
∧j V

∼→
∧k(C⊗R V ).

Ergänzende Übung 4.7.4.25. Gegeben Funktoren F, F ′ : A → B und G,G′ :
B → C sowie Transformationen α : F ⇒ F ′ und β : G ⇒ G′ gilt die Gleichheit
βF ′ ◦ Gα = G′α ◦ βF von Transformationen GF ⇒ G′F ′. Wir notieren diese
Transformation auch α ∗ β : GF ⇒ G′F ′ und nennen sie die Juxtaposition
unserer beiden Transformationen. Unsere Identität ist auch gleichbedeutend zu
der Aussage, daß das Nachschalten einen Funktor Cat(B, C) → Cat(BA, CA)
liefert, oder auch in ausführlicherer Notation das Vorschalten einen Funktor

Cat(A,B)→ Cat(Cat(B, C),Cat(A, C))
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Übung 4.7.4.26. Man zeige: Ein Funktor F : A → B ist genau dann eine Äqui-
valenz von Kategorien, wenn es eine Äquivalenz von Kategorien in die Gegen-
richtung G : B → A gibt nebst einer Isotransformation τ : IdA

∼⇒ GF . Die
Äquivalenz G oder genauer das Paar (G, τ) heißt dann ein quasiinverser Funk-
tor zu F . Man zeige weiter: Zu jedem Paar (G, τ) wie eben gibt es genau eine
Isotransformation η : FG

∼⇒ IdA mit (ηF ) ◦ (Fτ) = idF .

Übung 4.7.4.27. Man zeige: Genau dann ist ein Funktor F : A → B eine Äquiva-
lenz von Kategorien, wenn es einen Funktor G : B → A gibt derart, daß FG
isomorph ist zum Identitätsfunktor auf B und GF isomorph zum Identitätsfunktor
auf A.

Übung 4.7.4.28. Man zeige: Gegeben eine Äquivalenz von Kategorien F : A ≈→
B und ein Funktor G : B → A nebst einer Isotransformation τ : FG

∼⇒ IdA ist
auch G eine Äquivalenz von Kategorien und (G, τ) quasiinvers zu F .

Übung 4.7.4.29 (Äquivalenzen von Funktorkategorien). Sind A,B Kategorien
und ist K : A′ ≈→ A eine Äquivalenz von Kategorien, so liefert das Vorschalten
von K eine Äquivalenz von Funktorkategorien

Cat(A,B)
≈→ Cat(A′,B)

Ist ähnlichH : B ≈→ B′ eine Äquivalenz von Kategorien, so liefert das Nachschal-
ten von H eine Äquivalenz von Funktorkategorien

Cat(A,B)
≈→ Cat(A,B′)

4.7.5 Natürliche Konstruktionen in der Geometrie
4.7.5.1 (Kanonische Skalarprodukte als Transformationen). Wir interessieren
uns nun für die Kategorie Euk der euklidischen Vektorräume und für Funktoren

Euk→ ModR

Beispiele sind das Vergessen der euklidischen Struktur verg oder das Bilden der
Längengerade L oder Tensorpotenzen dieser Funktoren wie etwa verg⊗r oder
L⊗r. Unsere kanonischen Skalarprodukte sind Transformationen

verg⊗2 ⇒ L⊗2

von Funktoren alias Morphismen in der Funktorkategorie Cat(Euk,ModR).

4.7.5.2 (Kanonische Skalarprodukte brauchen Einheiten). Wir betrachten den
konstanten Funktor CR : Euk → ModR, der jedem euklidischen Vektorraum den
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reellen Vektorraum R zuordnet und jeder euklidischen linearen Abbildung die
Identität. Wir zeigen, daß es außer der Nulltransformation keine Transformation

verg⊗2 ⇒ CR

gibt. In der Tat ist die Multiplikation mit jeder reellen Zahl λ 6= 0 für jeden eu-
klidischen Vektorraum V eine euklidische Abbildung (λ·) : V → V und jede
bilineare Abbildung η : V × V → CR mit η(v, w) = η(λv, λw) ∀λ ∈ R× ist
offensichtlich Null. Salopp gesprochen gibt es also „kein kanonisches Skalarpro-
dukt auf euklidischen Räumen mit Werten in den reellen Zahlen“.

4.7.5.3 (Kanonische Spatprodukte als Transformation). Nun halten wir n ∈
N>0 fest und interessieren uns für die Kategorie Eukn der n-dimensionalen eu-
klidischen Vektorräume und die Funktorkategorie Cat(Eukn,ModR). Zu dieser
Funktorkategorie gehören etwa die Funktoren verg⊗n : V 7→ V ⊗n und orR⊗L⊗n :
V 7→ orR(V ) ⊗ L(V )⊗n und eine Transformation τ : verg⊗n ⇒ orR⊗L⊗n wird
gegeben wird durch die Gesamtheit der in 4.6.4.3 konstruierten linearen Abbil-
dungen τV : V ⊗n → orR(V ) ⊗ L(V )⊗n und im Fall n = 3 speziell durch unsere
kanonischen Spatprodukte

〈 , , 〉 : V ⊗3 → orR(V )⊗ L(V )⊗3

Man überzeugt sich unschwer, daß wir auf diese Weise sogar für jedes n eine
Isotransformation τ :

∧n verg
∼⇒ orR⊗L⊗n erhalten.

4.7.5.4 (Kanonische Kreuzprodukte als Transformation). Das Kreuzprodukt
ist eine Transformation × : verg⊗2 ⇒ verg⊗ orR⊗L alias ein Morphismus in
der Funktorkategorie Cat(Euk3,ModR), der gegeben wird durch die in 4.6.4.9
konstruierten Morphismen

× : V ⊗ V → V ⊗ orR(V )⊗ L(V )

4.7.5.5 (Klassifikationsfragen und Gruppenhomomorphismen). Um die Funk-
torkategorie Cat(Eukn,ModR) für vorgegebenes n besser zu verstehen, mag man
von der Erkenntnis ausgehen, daß in der Kategorie Eukn der n-dimensionalen eu-
klidischen Vektorräume je zwei Objekte isomorph sind und nach 4.7.2.31 folglich
der Einbettungsfunktor eine Äquivalenz

[Euk(Rn)]
≈→ Eukn

ist. Die Automorphismengruppe des Rn mit seiner Standardstruktur als euklidi-
scher Raum ist nun die Gruppe GO(n) := R×O(n) = Euk(Rn) aller seiner
linearen Ähnlichkeiten. Wir können so unsere Äquivalenz von oben umschrei-
ben zu einer Äquivalenz [GO(n)]

≈→ Eukn. Bezeichnet andererseits Modd-dim
R die
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Kategorie der d-dimensionalen reellen Vektorräume, so erhalten wir ebenso eine
Äquivalenz [MatR(d)]

≈→ Modd-dim
R . Weil nach 4.7.4.29 Äquivalenzen von Kate-

gorien Äquivalenzen von Funktorkategorien induzieren, erhalten wir so Äquiva-
lenzen von Kategorien

Cat(Eukn,Modd-dim
R )

≈→ Cat([GO(n)],Modd-dim
R )

≈← Cat([GO(n)], [MatR(d)])

und damit nach 4.7.2.28 Bijektionen zwischen den jeweiligen Mengen von Iso-
morphieklassen. Objekte von Cat([GO(n)], [MatR(d)]) sind nun Monoidhomo-
morphismen GO(n) → MatR(d) alias Gruppenhomomorphismen GO(n) →
GL(d;R), und zwei solche Gruppenhomomorphismen φ, ψ sind isomorphe Ob-
jekte genau dann, wenn es A ∈ GL(d;R) gibt mit (intA) ◦ φ = ψ. So erkennen
wir zum Beispiel, daß Funktoren, die jedem n-dimensionalen euklidischen Vek-
torraum einen eindimensionalen Vektorraum zuordnen, klassifiziert werden durch
die Menge aller Gruppenhomomorphismen GO(n) → R×. Die folgende Tabelle
gibt einige Beispiele für solche Funktoren in die Kategorie der eindimensionalen
reellen Vektorräume und die zugehörigen Gruppenhomomorphismen.

Funktoren Eukn → Mod1-dim
R Morphismen GO(n)→ R×

konstanter Funktor CR konstanter 1
Maximalpotenz

∧n Determinante det

Orientierungsgerade orR det /| det |
Längengerade L n

√
| det |

Übungen

Ergänzende Übung 4.7.5.6. Gibt es für zweidimensionale euklidische Vektor-
räume V nichttriviale natürliche Gruppenhomomorphismen orR(V )→ O(V ) von
der Orientierungsgerade in die orthogonale Gruppe?

4.7.6 Köcher*
4.7.6.1. Der Begriff einer Transformation ist in noch größerer Allgemeinheit na-
türlich und sinnvoll, wie hier kurz skizziert werden soll.

Definition 4.7.6.2. Ein Köcher ist ein Datum Q = (P,E, a, e) bestehend aus
zwei Mengen P,E und zwei Abbildungen a, e : P → E. Wir nennen die Elemen-
te von E die Ecken oder auch Punkte des Köchers und die Elemente von P seine
Pfeile. Für einen Pfeil ~p ∈ P nennen wir a(~p ) seinen Anfangspunkt und e(~p )
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seinen Endpunkt. Ein Morphismus F von unserem Köcher in einen weiteren
Köcher (P ′, E ′, a′, e′) ist ein Paar bestehend aus einer Abbildung F : P → P ′

und einer Abbildung F : E → E ′ derart, daß gilt Fa = a′F und Fe = e′F . Wir
erhalten so die Kategorie der Köcher

Car

Ähnlich wie bei Kategorien schreiben wir auch gerne abkürzendQ für die Ecken-
menge eines Köchers Q = (P,E, a, e) und Q(x, y) für die Menge der Pfeile mit
Anfangspunkt x und Endpunkt y.

4.7.6.3. Auf Englisch sagt man quiver, auf Französisch carquois. Auf Englisch
heißen die Ecken vertices und die Pfeile arrows oder edges.

4.7.6.4. Jede Kategorie liefert einen Köcher, mit den Objekten als Ecken und den
Morphismen als Pfeilen. Zu jeder Menge Ω bilden wir den Ein-Punkt-Köcher
[Ω], mit nur einem Punkt ∗ und für jedes ω ∈ Ω einem Pfeil von diesem Punkt zu
sich selbst. Ein Köcher heißt endlich, wenn er nur endlich viele Punkte und Pfei-
le hat. Manche Autoren nennen einen Köcher auch ein Diagrammschema. Ein
Köchermorphismus von einem Köcher in eine Kategorie heißt eine Darstellung
unseres Köchers in besagter Kategorie oder auch eine Realisierung unseres Dia-
grammschemas in besagter Kategorie oder, wenn wir auf das zugrundeliegende
Diagrammschema nicht Bezug nehmen wollen, ein Diagramm in besagter Kate-
gorie.

Ergänzung 4.7.6.5. Bezeichne ⇒ die Kategorie mit zwei Objekten Pf,Ec und
vier Morphismen, von denen Zwei die Identitäten sind und Zwei von Pf nach
Ec gehen und „Anfang“ und „Ziel“ heißen mögen. Dann kann die Kategorie der
Köcher verstanden werden als die Funktorkategorie Cat(⇒,Ens).

Ergänzung 4.7.6.6. Eine Verknüpfung auf einem Köcher Q ist eine Sammlung
von AbbildungenQ(x, y)×Q(y, z)→ Q(x, z) für alle x, y, z ∈ Q. Einen Köcher
mit Verknüpfung nennen wir auch einen Magmaoid. Ein Morphismus von Mag-
maoiden ist ein Köchermorphismus, der mit den jeweiligen Verknüpfungen ver-
träglich ist. Eine Kategorie ist in dieser Terminologie Magmaoid, das noch zu-
sätzliche Eigenschaften hat, die man „Assoziativität“ und „Existenz von Identi-
tätspfeilen“ nennen mag und die wir zur Bedingung unitärasoziativ zusammen-
fassen.

Definition 4.7.6.7. Seien Q ein Köcher, B eine Kategorie und F,G : Q → B
Köchermorphismen. Eine Transformation τ : F ⇒ G ist eine Vorschrift, die
jeder Ecke x ∈ Q einen Morphismus τx ∈ B(F (x), G(x)) zuordnet derart, daß
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Veranschaulichung eines endlichen Köchers mit 5 Ecken und 6 Pfeilen.
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für jeden Pfeil ~p : x→ y in unserem Köcher Q das Diagramm

F (x)
τx−→ G(x)

F (~p) ↓ ↓ G(~p)

F (y)
τy−→ G(y)

in unserer Kategorie B kommutiert. Sind alle τx Isomorphismen, so heißt τ ei-
ne Isotransformation. Die Menge aller Transformationen bezeichnen wir mit
Car(Q,B)(F,G) oder TransQ→B(F,G) oder abkürzend mit TransQ(F,G) oder
auch nur mit Trans(F,G).

4.7.6.8. Wie in 19.5.1.21 die Funktoren bilden für jeden Köcher Q und jede Ka-
tegorie C die Köchermorphismen Q → C die Objekte einer Kategorie Car(Q, C)
mit Transformationen als Morphismen.

Beispiel 4.7.6.9. Seien K ein Körper und ↓ der Köcher mit zwei Punkten und
einem Pfeil vom einen zum anderen. Die Isomorphieklassen in der Kategorie
von Köchermorphismen Car(↓,ModfK) werden durch die Theorie der Smith-
Normalform 3.2.5.7 bestimmt: Die Dimensionen der beiden beteiligten Vektor-
räume sowie der Rang der linearen Abbildung legen eine Darstellung dieses Kö-
chers in endlichdimensionalen Vektorräumen bereits bis auf Isomorphie eindeutig
fest.

Beispiel 4.7.6.10. Seien K ein Körper und 	 der Köcher mit einem Punkt und ei-
nem Pfeil von diesem Punkt zu sich selber. Die Isomorphieklassen in der Katego-
rie Car(	,ModfK) werden zumindest im Fall eines algebraisch abgeschlossenen
Körpers K bestimmt durch die Theorie der Jordan’schen Normalform 4.3.4.5.

Übungen

Übung 4.7.6.11. Seien A,A′ Köcher und B,B′ Kategorien. Ist K : A′ ∼→ A ein
Isomorphismus von Köchern, so liefert das Vorschalten von K einen Isomorphis-
mus von Kategorien

Car(A,B)
∼→ Car(A′,B)

Ist ähnlichH : B ≈→ B′ eine Äquivalenz von Kategorien, so liefert das Nachschal-
ten von H eine Äquivalenz von Kategorien

Car(A,B)
≈→ Car(A,B′)

Übung 4.7.6.12. Seien C und Q Köcher und F : C → Q ein Köchermorphismus,
der für je zwei Ecken x, y ∈ C eine Surjektion C(x, y)� Q(x, y) induziert. Gege-
ben eine Verknüpfung auf C gibt es höchstens eine Verknüpfung aufQ derart, daß
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F ein Morphismus von Magmaoiden wird. Wenn es solch eine Verknüpfung gibt,
heißt unser Köchermorphismus angepaßt an die Verknüpfung und die fragliche
Verknüpfung auf Q die auf Q koinduzierte Verknüpfung. Ist unser Magmaoid
C eine Kategorie, so auch der Köcher Q mit der koinduzierten Verknüpfung.

4.7.7 Produkte und Koprodukte in Kategorien
Definition 4.7.7.1. Seien C eine Kategorie und X, Y Objekte von C. Ein Produkt
von X und Y ist ein Datum (P, p, q) bestehend aus (1) einem Objekt P ∈ C und
(2) Morphismen p : P → X und q : P → Y , den sogenannten Projektionen,
derart daß gilt: Ist Z ∈ C ein Objekt und sind a : Z → X , b : Z → Y Morphis-
men, so gibt es genau einen Morphismus c : Z → P mit p ◦ c = a und q ◦ c = b.
Wir notieren diesen Morphismus dann c = (a, b) oder, ganz pedantisch und wenn
wir ihn von den Morphismen aus einem Koprodukt absetzen wollen, als Spalte
c = (a, b)>.

Beispiele 4.7.7.2. In der Kategorie der Mengen ist das sogenannte kartesische
Produkt P = X × Y mit p, q den üblichen Projektionsabbildungen ein Produkt
von X und Y . Analoges gilt in der Kategorie der Vektorräume, der Gruppen, der
Ringe, der Monoide, der abelschen Gruppen, und vielen weiteren Strukturen der
Bauart „Menge mit ausgezeichneten Verknüpfungen und speziellen Elementen“.

4.7.7.3 (Eindeutigkeit von Produkten). Produkte in Kategorien sind im wesent-
lichen eindeutig, falls sie existieren. Sind genauer (P, p, q) und (P̃, p̃, q̃) zwei
mögliche Produkte der Objekte X und Y , so gibt es aufgrund der universellen
Eigenschaft von P genau ein c : P̃ → P mit p ◦ c = p̃ und q ◦ c = q̃ und ebenso
genau ein d : P → P̃ mit p̃ ◦ d = p und q̃ ◦ d = q. Weiter gibt es auch genau ein
f : P → P mit p ◦ f = p und q ◦ f = q, und da sowohl f = id als auch f = c ◦ d
diese Bedingung erfüllen, folgt c ◦ d = id. Ebenso erhalten wir d ◦ c = id, mithin
sind c und d zueinander inverse Isomorphismen. Aufgrund dieser Eindeutigkeit
sprechen wir ab jetzt meist von dem Produkt und notieren es

(X × Y, prX , prY )

oder auch noch ausführlicher X ×C Y . Morphismen in das Produkt schreiben wir
auch (a, b). Sind schließlich Morphismen f : X → X ′, g : Y → Y ′ gegeben und
existieren die Produkte X × Y und X ′ × Y ′, so benutzen wir die Abkürzung (f ◦
prX , g ◦prY ) = f × g und nennen diesen Morphismus den Produktmorphismus

f × g : X × Y → X ′ × Y ′

Definition 4.7.7.4. Sei F : A → B ein Funktor. Sind in AMorphismen p : P →
X und q : P → Y gegeben, so erhalten wir Morphismen Fp : FP → FX und
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Fq : FP → FY in B. Wenn das Produkt FX × FY existiert, erhalten wir so
auch einen Morphismus (Fp, Fq) : FP → FX × FY . Wenn schließlich auch
das Produkt X × Y existiert, so erhalten wir, indem wir es als unser P nehmen,
in unserer ausführlichen Notation einen natürlichen Morphismus

F (X ×A Y )→ FX ×B FY

4.7.7.5. Der Morphismus von eben muß im allgemeinen kein Isomorphismus sein.
Im Fall des Vergißfunktors von Vektorräumen über einem vorgegebenen Körper
zu Mengen ist er jedoch stets ein Isomorphismus von Mengen alias eine bijektive
Abbildung.

4.7.7.6. Produkte können auch für allgemeine Familien von Objekten ein- und
derselben Kategorie erklärt werden, wie im folgenden ausgeführt werden soll.
Wir besprechen dies Konzept zunächst im Fall der Kategorie der Mengen.

4.7.7.7 (Produkte von Mengen, Variante). Allgemeiner als in 3.1.3.1 diskutiert
kann man auch für eine beliebige Familie von Mengen (Xi)i∈I eine neue Men-
ge bilden als die Menge aller Tupel (xi)i∈I mit xi ∈ Xi für alle i ∈ I . Diese
Produktmenge notiert man l

i∈I

Xi

und die Projektionsabbildungen werden mit prj :
d
i∈I Xi → Xj oder ähn-

lich bezeichnet. Wieder können wir für beliebige Abbildungen fi : Z → Xi

eine Abbildung f = (fi)i∈I : Z →
d
i∈I Xi definieren durch die Vorschrift

f(z) = (fi(z))i∈I und jede Abbildung von einer Menge Z in ein Produkt ist von
dieser Form mit fi = pri ◦f . In Formeln ausgedrückt liefert das Nachschalten der
Projektionen also für jede Menge Z eine Bijektion

Ens
(
Z,
d
i∈I Xi

) ∼→
d
i∈I Ens(Z,Xi)

f 7→ (pri ◦f)

Definition 4.7.7.8. Seien C eine Kategorie und (Xi)i∈I eine Familie von Objekten
von C. Ein Produkt der Xi ist ein Datum (P, (pi)i∈I) bestehend aus (1) einem
Objekt P ∈ C und (2) Morphismen pi : P → Xi, den sogenannten Projektionen,
derart daß gilt: Ist Y ∈ C ein Objekt und sind qi : Y → Xi Morphismen, so gibt es
genau einen Morphismus q : Y → P mit pi ◦ q = qi ∀i ∈ I . Wir notieren diesen
Morphismus dann q = (qi)i∈I oder ganz pedantisch auch schon mal q = (qi)

>
i∈I .

Beispiele 4.7.7.9. In der Kategorie der Mengen ist P =
d
i∈I Xi mit pi den übli-

chen Projektionsabbildungen ein Produkt der Xi. Produkte in der Kategorie der
Vektorräume diskutieren wir in 4.7.8.4.
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Beispiel 4.7.7.10 (Nichtexistenz übergroßer Produkte in UEns). Wählen wir
ein Mengensystem U und betrachten präziser die Kategorie UEns der Mengen aus
U, so wird es im allgemeinen beliebige durch eine Menge I indizierte Produkte
in UEns nicht geben. Enthält zum Beispiel U eine Menge Z mit mindestens zwei
Elementen, so überlegt man sich leicht, daß etwa ein Produkt

d
i∈U Z in UEns

nicht existieren kann.

Beispiel 4.7.7.11 (Nichtexistenz übergroßer Produkte im allgemeinen). Ist all-
gemein C eine Kategorie und I :=

⊔
X,Y ∈C C(X, Y ) die Menge der Morphismen

von C und gibt es ObjekteZ,W mit mindestens zwei Morphismen |C(Z,W )| ≥ 2,
so kann das Produkt P :=

d
i∈IW in C nicht existieren, da wir |C(Z, P )| ≥ |P(I)|

hätten und die Kardinalität der Menge aller Morphismen in ganz C nach Annahme
|I| ist und da stets gilt |I| < |P(I)|.
4.7.7.12 (Eindeutigkeit von Produkten, Variante). Produkte in Kategorien sind
im wesentlichen eindeutig, falls sie existieren. Sind genauer (P, (pi)) und (P̃, (p̃i))
zwei mögliche Produkte der Objekte Xi, so gibt es aufgrund der universellen Ei-
genschaft von P genau ein p̃ : P̃ → P mit pi ◦ p̃ = p̃i und ebenso genau ein
p : P → P̃ mit p̃i ◦ p = pi. Weiter gibt es auch genau ein f : P → P mit
pi ◦ f = pi, und da sowohl f = id als auch f = p̃ ◦ p diese Bedingung erfüllen,
folgt p̃◦p = id. Ebenso erhalten wir p◦ p̃ = id, mithin sind p und p̃ zueinander in-
verse Isomorphismen. Aufgrund dieser Eindeutigkeit sprechen wir ab jetzt meist
von dem Produkt und notieren es(

l

i∈I

Xi, (pri)i∈I

)

oder
dC , wenn wir auch noch die Kategorie C spezifizieren wollen, oder im Fall

endlicher angeordneter FamilienX1× . . .×Xn und benutzen für die Projektionen
manchmal auch die Notation prXi . Morphismen in das Produkt schreiben wir im
Fall endlicher angeordneter Familien auch (q1, . . . , qn) oder ganz pedantisch als
Spalte (q1, . . . , qn)>.

4.7.7.13 (Umindizierung). Die Frage der Abhängigkeit eines Produkts von der
Wahl der Indexmenge ist subtiler als es auf den ersten Blick scheinen mag. Na-
türlich liefert jede Umindizierung vermittels einer Bijektion zwischen der Index-
menge und einer weiteren Menge einen ausgezeichneten Isomorphismus zwi-
schen den jeweiligen Produkten. Jedoch liefert die Umindizierung vermittels einer
Permutation der Indexmenge im allgemeinen nicht die Identität auf dem jeweili-
gen Produkt.

4.7.7.14 (Produkte über leere Familien). Das Produkt über eine leere Familie
von Mengen erklärt man als „die“ einpunktige Menge. Damit wird das Bilden
von Produkten von Mengen „assoziativ“ in der Weise, daß wir bei einer Familie



4.7. KATEGORIEN UND FUNKTOREN* 605

(Ij)j∈J von Indexmengen mit disjunkter Vereinigung I =
⊔
j Ij stets eine kano-

nische Bijektion
l

i∈I

Xi
∼→
l

j∈J

l

i∈Ij

Xi


haben. Das Produkt über eine leere Familie in einer beliebigen Kategorie C ver-
stehen wir analog als „das“ finale Objekt, da dann die offensichtliche Abbildung
auch in diesem Fall Bijektionen C(Y,

d
i∈I Xi)

∼→
d
i∈I C(Y,Xi) liefert. Wenn wir

sagen, eine Kategorie habe endliche Produkte, so meinen wir stets implizit, daß
auch die Existenz eines finalen Objekts mit gefordert sein soll.
4.7.7.15. Produkte in der opponierten Kategorie heißen „Koprodukte“. Im folgen-
den schreiben wir das aus.

Definition 4.7.7.16. Sei C eine Kategorie und (Xi)i∈I eine Familie von Objekten
aus C. Ein Koprodukt der Xi ist ein Datum (K, (ini)i∈I) bestehend aus einem
Objekt K ∈ C und Morphismen ini : Xi → K derart, daß gilt: Ist Z ∈ C ein
Objekt und sind fi : Xi → Z Morphismen, so gibt es genau einen Morphismus
f : K → Z mit f ◦ ini = fi ∀i ∈ I . Wir notieren diesen Morphismus dann auch
(fi)i∈I und hoffen, daß der Leser aus dem Kontext erschließen kann, wann damit
ein Morphismus aus einem Koprodukt und wann ein Morphismus in ein Produkt
gemeint ist. Wenn es drauf ankommt, mag ein Morphismus in ein Produkt eben
als Spalte mit einem hochgestellten > notiert werden und ein Morphismus aus
einem Koprodukt als Zeile. Wir notieren Koprodukte

⊔
i∈I Xi oder ausführlicher⊔C

i∈I Xi und bei endlich vielen Faktoren auchX1t . . .tXn. Ein leeres Koprodukt
ist dasselbe wie ein initiales Objekt.

Beispiel 4.7.7.17 (Disjunkte Vereinigungen von Mengen). Das Koprodukt in
der Kategorie der Mengen über eine beliebige Familie (Xi)i∈I von Mengen heißt
ihre disjunkte Vereinigung⊔

i∈I

Xi :=
⋃
i∈I

(Xi × {i})

Das Anhängen der Indizes auf der rechten Seite ist hier nur eine Vorsichtsmaßnah-
me für den Fall, daß unsere Mengen nicht disjunkt gewesen sein sollten. Jede der-
artige disjunkte Vereinigung ist versehen mit Inklusionsabbildungen inj : Xj →⊔
i∈I Xi. Weiter können wir für beliebige Abbildungen fi : Xi → Z in eine Men-

ge Z die Abbildung f :
⊔
i∈I Xi → Z bilden durch die Vorschrift f(x) = fi(x)

für x ∈ Xi, und jede Abbildung der disjunkten Vereinigung in eine Menge Z ist
von dieser Form mit fi = f ◦ ini. In Formeln ausgedrückt liefert das Vorschalten
der Injektionen also für jede Menge Z eine Bijektion

Ens
(⊔

i∈I Xi, Z
) ∼→

d
i∈I Ens(Xi, Z)

f 7→ (f ◦ ini)
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Die disjunkte Vereinigung von endlich vielen Mengen X1, . . . , Xn notieren wir
auch X1 t . . . tXn.

4.7.7.18 (Notationen für disjunkte Vereinigungen). Gegeben eine Menge X
und darin eine Familie (Xi)i∈I von Teilmengen schreiben wir statt

⋃
i∈I Xi auch⊔

i∈I Xi, wenn wir zusätzlich andeuten wollen, daß unsere Teilmengen paarweise
disjunkt sind. In der Tat ist die Eigenschaft, paarweise disjunkt zu sein, ja gleich-
bedeutend dazu, daß die offensichtliche Abbildung

⊔
i∈I Xi → X eine Bijektion⊔

i∈I Xi
∼→
⋃
i∈I Xi liefert. In derselben Weise verwenden wir bei endlich vielen

Teilmengen X1, . . . , Xn einer gegebenen Menge die Notation X1 t . . . t Xn. In
der Literatur werden statt t alternativ auch die Symbole ·∪ und ] verwendet.

Vorschau 4.7.7.19. Das Koprodukt in der Kategorie der Vektorräume über einem
vorgegebenen Körper heißt auch die „direkte Summe“ und wird in 4.7.8.4 bespro-
chen.

4.7.7.20. Wie in 4.7.7.4 im Fall von zwei Faktoren besprochen erhalten wir für
einen Funktor F : A → B und eine Familie (Xi)i∈I von Objekten von A, wenn
Produkte der Xi und der FXi existieren, einen natürlichen Morphismus

F
(l

Xi

)
→

l
FXi

Ist er „stets“ ein Isomorphismus, so sagen wir metasprachlich, der Funktor F
sei verträglich mit beliebigen Produkten. Gilt das nur für Produkte endlicher
Familien, so sagen wir, unser Funktor sei verträglich mit endlichen Produkten.
Bereits die Verträglichkeit mit endlichen Produkten schließt die Eigenschaft mit
ein, daß finale Objekte auf finale Objekte abgebildet werden. Dual erklären wir
die Verträglichkeit mit beliebigen beziehungsweise endlichen Koprodukten.

Beispiel 4.7.7.21. Sei K ein Körper. Der vergeßliche Funktor v : ModK → Ens
ist verträglich mit beliebigen Produkten, aber nicht mit beliebigen, nicht einmal
mit endlichen, ja noch nicht einmal mit dem leeren Koprodukt. Mehr dazu disku-
tieren wir im folgenden Abschnitt 4.7.8.

Vorschau 4.7.7.22. Für die algebraisch Gebildeten unter Ihnen sei bemerkt, daß
in der Kategorie Kring der kommutativen Ringe das Tensorprodukt über Z im
Sinne von 7.2.6 ein Koprodukt ist, sofern die Multiplikation auf A ⊗ B durch
(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′ erklärt wird und die kanonischen Morphismen durch
a 7→ a⊗ 1 und b 7→ 1⊗ b.

Übungen

Übung 4.7.7.23. Man präzisiere und zeige die „Assoziativität“ von Produkten, die
die Formel (X × Y )× Z ∼= X × (Y × Z) andeutet.
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Übung 4.7.7.24. Man zeige, daß in der Kategorie der kommutativen Monoide
das Produkt M × N zusammen mit in1 : M → M × N , m 7→ (m, 0) und
in2 : N →M ×N , m 7→ (0, n) ein Koprodukt ist.

4.7.8 Produkte und Summen von Vektorräumen*
Definition 4.7.8.1. Gegeben eine Familie (Vi)i∈I von Vektorräumen über einem
Körper K bilden wir zwei neue K-Vektorräume, ihr Produkt

d
Vi und ihre di-

rekte Summe oder kurz Summe
⊕

Vi durch die Regeln
d
i∈I Vi := {(vi)i∈I | vi ∈ Vi}⊕
i∈I Vi := {(vi)i∈I | vi ∈ Vi und nur endlich viele vi sind nicht null}

Die Vektorraumstruktur ist dabei komponentenweise zu verstehen. Dieselben Kon-
struktionen sind auch im Fall von Gruppen sinnvoll, wenn wir „null“ als das je-
weilige neutrale Element verstehen, und wir werden beide Konstruktionen auch
in diesem Kontext verwenden.

4.7.8.2. Für eine endliche Familie von Gruppen oder Vektorräumen V1, . . . , Vs
stimmen die direkte Summe und das Produkt überein. Wir benutzen dann alterna-
tiv die beiden Notationen

V1 ⊕ . . .⊕ Vs = V1 × . . .× Vs

Wir zeigen im folgenden, daß die direkte Summe ein Koprodukt in der Kategorie
der Vektorräume ist. Die allgemeine Notation t für Koprodukte benutzen wir für
Vektorräume aber nur ungern und verwenden sie in konkreten Situationen vor-
zugsweise für das Koprodukt von Mengen alias deren disjunkte Vereinigung.

Beispiel 4.7.8.3 (Summe und Produkt konstanter Familien). Im Fall der kon-
stanten Familie (K)x∈X erhalten wir einen Isomorphismus des freien Vektorraums
über X im Sinne von 3.2.3.4 mit unserer direkten Summe

K〈X〉 ∼→
⊕
x∈X

K

vermittels der Abbildungsvorschrift
∑

x∈X axx 7→ (ax)x∈X . Auch im Fall einer
allgemeineren konstanten Familie (V )x∈X erhalten wir einen Vektorraumisomor-
phismus

Ens(X, V )
∼→
l

x∈X

V

vermittels der Abbildungsvorschrift f 7→ (f(x))x∈X .
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4.7.8.4 (Universelle Eigenschaften von Summe und Produkt). Das Produkt be-
ziehungsweise die Summe haben im Fall von Vektorräumen oder allgemeiner von
abelschen Gruppen die folgenden Eigenschaften: Die offensichtlichen Einbettun-
gen und Projektionen sind Homomorphismen

ini : Vi ↪→
⊕
i∈I

Vi beziehungsweise pri :
l

i∈I

Vi � Vi

und ist V ein weiterer K-Vektorraum, so induzieren die durch Vorschalten der
ini bezihungsweise Nachschalten der pri gegebenen Abbildungen Bijektionen, ja
sogar Isomorphismen

HomK

(⊕
i∈I Vi, V

) ∼→
d
i∈I HomK(Vi, V )

f 7→ (f ◦ ini)i∈I

HomK

(
V,
d
i∈I Vi

) ∼→
d
i∈I HomK(V, Vi)

f 7→ (pri ◦f)i∈I

Im Fall nichtabelscher Gruppen ist nur die Zweite dieser Abbildungen eine Bi-
jektion. Ich gebe zu, daß das Symbol ini nun in zweierlei Bedeutung verwendet
wird: Einmal bei Mengen für die Einbettung in eine disjunkte Vereinigung und
ein andermal bei Vektorräumen für die Einbettung in eine direkte Summe. Was
jeweils gemeint ist, muß aus dem Kontext erschlossen werden. Betrachten wir im
Fall des ersten Isomorphismus speziell den Fall V = K, so erhalten wir einen
Isomorphismus zwischen dem Dualraum einer direkten Summe und dem Produkt
der Dualräume der Summanden.
4.7.8.5. Gegeben eine Familie (Vi)i∈I von Untervektorräumen eines Vektorraums
V bezeichnet man den von ihrer Vereinigung erzeugten Untervektorraum auch
als ihre Summe und notiert ihn

∑
i∈I Vi. Diese Summe kann auch interpretiert

werden als das Bild des natürlichen Homomorphismus
⊕

i∈I Vi → V von der
direkten Summe nach V . Ist dieser Homomorphismus injektiv, so sagen wir, die
Summe der Untervektorräume Vi sei direkt.
4.7.8.6. Untervektorräume V1, V2 eines Vektorraums V sind komplementär als
Untervektorräume genau dann, wenn die durch die Einbettungen gegebene linea-
re Abbildung aus ihrem Koprodukt in der Kategorie der Vektorräume alias ihrer
direkten Summe ein Isomorphismus V1 t V2 = V1 ⊕ V2

∼→ V ist. Da Koprodukte
eh nur wohlbestimmt sind bis auf eindeutigen Isomorphismus, schreiben wir im
Fall komplementärer Untervektorräume auch abkürzend V1 ⊕ V2 = V .

Übungen

Ergänzende Übung 4.7.8.7 (Basis einer direkten Summe). Ist (Vi)i∈I eine Fa-
milie von Vektorräumen und Bi ⊂ Vi jeweils eine Basis, so ist die Vereinigung
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⋃
i∈I ini(Bi) der Bilder ihrer Basen eine Basis der direkten Summe

⊕
i∈I Vi. Diese

Basis ist auch in offensichtlicher Bijektion zur disjunkten Vereinigung von Basen⊔
i∈I Bi.

Ergänzende Übung 4.7.8.8. Man zeige, daß für jeden Endomorphismus f eines
Vektorraums V über einem Körper K die Einbettungen der Haupträume eine In-
jektion ⊕

λ∈K

Hau(f ;λ) ↪→ V

liefern. Der Hauptraum Hau(f ;λ) ist hier im Fall, daß λ kein Eigenwert von f ist,
als der Nullraum zu verstehen.

Ergänzende Übung 4.7.8.9. Ich erinnere daran, daß ein Endomorphismus eines
Vektorraums nach 3.6.6.15 diagonalisierbar heißt, wenn unser Vektorraum von
den Eigenvektoren des besagten Endomorphismus erzeugt wird. Man zeige, daß
ein Endomorphismus f eines Vektorraums V über einem Körper K genau dann
diagonalisierbar ist, wenn V in die Summe seiner Eigenräume zerfällt, in Formeln⊕

λ∈K

Eig(f ;λ)
∼→ V

wobei der Eigenraum Eig(f ;λ) in dem Fall, daß λ kein Eigenwert ist, als der
Nullraum zu verstehen ist.

Ergänzende Übung 4.7.8.10. Seien V ein Vektorraum und T ⊂ EndV ein end-
lichdimensionaler Untervektorraum seines Endomorphismenraums, der aus dia-
gonalisierbaren und paarweise kommutierenden Endomorphismen besteht. So be-
sitzt V unter T eine simultane Eigenraumzerlegung

V =
⊕
λ∈T ∗

Vλ

in die simultanen Eigenräume Vλ := {v ∈ V | xv = λ(x)v ∀x ∈ T}. Hinweis:
Sei x0, . . . , xn eine Basis von T . Da x0 diagonalisierbar ist, zerfällt V in Eigen-
räume unter x0. Da die xi für i ≥ 1 mit x0 kommutieren, stabilisieren sie dessen
Eigenräume. Nach 3.6.6.19 sind die xi auch auf diesen Eigenräumen diagonali-
sierbar. Eine Induktion beendet den Beweis.

Ergänzende Übung 4.7.8.11. Gegeben ein Vektorraum V und eine Familie von
Vektorräumen (Wi)i∈I liefert die kanonische Abbildung stets einen Isomorphis-
mus

V ⊗
(⊕

Wi

)
∼→
⊕

(V ⊗Wi)

Analoges gilt für den anderen Tensorfaktor. Für jeden K-Vektorraum V ist in
anderen Worten der Funktor V⊗ : ModK → ModK verträglich mit beliebigen
Koprodukten.
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Ergänzende Übung 4.7.8.12. Gegeben ein Vektorraum V und eine Familie von
Vektorräumen (Wi)i∈I liefert die kanonische Abbildung stets eine Injektion

V ⊗
(l

Wi

)
↪→

l
(V ⊗Wi)

Sie ist jedoch im allgemeinen kein Isomorphismus. Genauer ist sie nur dann ein
Isomorphismus, wenn entweder V endlichdimensional ist oder wenn nur für end-
lich viele i der zugehörige Vektorraum Wi von Null verschieden ist. Diese Übung
sagt insbesondere, daß für jeden K-Vektorraum V der Funktor V⊗ : ModK →
ModK mit endlichen Produkten verträglich ist, und daß für jeden endlichdimen-
sionalen K-Vektorraum V der Funktor V⊗ : ModK → ModK mit beliebigen
Produkten verträglich ist. Hinweis: Man folgere aus 4.6.1.21 die Injektivität der
Komposition V ⊗ W → V >> ⊗ W → Hom(V >,W ) und bette beide Seiten
verträglich ein in

d
Hom(V >,Wi)

∼→ Hom(V >,
d
Wi).

4.7.9 Algebren*

4.7.9.1. Sei K ein Körper. Ganz allgemein bezeichnet man einen K-Vektorraum
A mit einer bilinearen Verknüpfung A × A → A als eine K-Algebra und ver-
steht unter einem Algebrenhomomorphismus in eine weitere K-Algebra eine
K-lineare Abbildung, die mit den jeweiligen Verknüpfungen verträglich ist. Ge-
geben zwei K-Algebren A,B bezeichnen wir mit AlgK(A,B) die Menge der
Algebrenhomomorphismen von A nach B.

4.7.9.2. Ist die Verknüpfung einer Algebra assoziativ, so spricht man von einer
assoziativen Algebra. Üblich ist in diesem Zusammenhang die Konvention, daß
man eine Algebra stets als assoziativ versteht, wenn aus dem Kontext nichts ande-
res hervorgeht. Gibt es für diese Verknüpfung ein neutrales Element, so spricht
man von einer unitären Algebra und nennt das fragliche Element das Eins-
Element. Eine Algebra ist also genau dann assoziativ und unitär, wenn die zu-
grundeliegende Menge mit der Vektorraum-Addition als Addition und der bili-
nearen Verknüpfung als Multiplikation ein Ring ist. Ich schlage deshalb vor, der-
artige Algebren Ringalgebren und im Fall, daß sie auch noch kommutativ sind,
Kringalgebren zu nennen. Unter einem Homomorphismus von Ringalgebren
verstehen wir einen Algebrenhomomorphismus, der auch ein Ringhomomorphis-
mus ist. Wir können diese Abbildungen sowohl charakterisieren als Algebrenho-
momorphismen, die das Einselement auf das Einselement werfen, als auch als
Ringhomomorphismen, die über dem Grundkörper linear sind. Wir vereinbaren
für die Menge der Ringalgebrenhomomorphismen von einer K-Ringalgebra A in
eine K-Ringalgebra B die Notation RalgK(A,B). Sind beide beteiligten Alge-
bren sogar Kringalgebren, so schreiben wir für diese Menge auch KralgK(A,B).
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Beispiel 4.7.9.3. Sei K ein Körper. Der Polynomring K[X] ist eine K-Ringal-
gebra, ja eine K-Kringalgebra. Dasselbe gilt für Polynomringe in mehreren Va-
riablen. Gegeben ein K-Vektorraum V ist der Endomorphismenring EndV ei-
ne K-Ringalgebra. Dasselbe gilt für die Matrizenringe Mat(n;K). Eine weder
assoziative noch unitäre Algebra wäre etwa Mat(n;K) mit der bilinearen Verk-
nüpfung (A,B) 7→ [A,B] := AB − BA. Der Vektorraum Mat(n;K) mit die-
ser Verknüpfung gehört zu einem speziellen Typ von Algebren, den sogenannten
„Lie-Algebren“. Mit dieser Struktur heißt er auf englisch die „general linear Lie-
algebra“ und wird gl(n;K) notiert. Die Lie-Algebren spielen eine zentrale Rolle
beim Studium von abgeschlossenen Untergruppen der GL(n;R) und ganz allge-
mein beim Studium von „kontinuierlicher Symmetrie“.

4.7.9.4 (Diskussion der Terminologie). Für den Begriff einer Algebra sind in
der Literatur leider auch viele andere Konventionen gebräuchlich, bei denen mehr
oder weniger der oben explizit aufgeführten zusätzlichen Eigenschaften bereits
für eine Algebra implizit mit gefordert werden.

4.7.9.5. Eine Unteralgebra einer Algebra ist ein unter der Verknüpfung stabi-
ler Untervektorraum. Eine Unterringalgebra einer Ringalgebra ist ein unter der
Verknüpfung stabiler Untervektorraum, der das Eins-Element enthält. Beide Be-
griffsbildungen ordnen sich der allgemeinen Begriffsbildung 4.7.3.12 eines Un-
terobjekts unter.

4.7.9.6. Sei V ein Vektorraum. Die direkte Summe∧
V =

⊕
r≥0

r∧
V

der äußeren Potenzen von V wird mit dem „bilinear erweiterten“ Dachprodukt
aufgrund der Assoziativität des Dachprodukts eine Ringalgebra mit Eins-Element
1 ∈ K =

∧0 V . Sie heißt die äußere Algebra oder auch Graßmann-Algebra des
Vektorraums V . Die übliche Identifikation V ∼→

∧1 V notieren wir kurzerhand
v 7→ v und behandeln sie auch sprachlich als Gleichheit. Gegeben v ∈ V gilt
in
∧2 V wegen v ⊗ v ∈ J2 natürlich v ∧ v = 0. Mit 3.6.3.2 folgt daraus in der

Graßmann-Algebra die Identität

v ∧ w = −w ∧ v ∀v, w ∈ V

Gegeben eine lineare Abbildung f : V → W liefern die auf den äußeren Poten-
zen induzierten Abbildungen

∧r f :
∧r V →

∧rW in ihrer Gesamtheit einen
Ringhomomorphismus ∧

f :
∧

V →
∧

W

Natürlich gilt auch
∧

(f ◦ g) = (
∧
f) ◦ (

∧
g) und

∧
(id) = id.
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Ergänzung 4.7.9.7. Sei V ein Vektorraum über einem Körper K. Eine weitere
Ringalgebra, die man jedem K-Vektorraum in natürlicher Weise zuordnen kann,
ist die sogenannte Tensoralgebra TKV über V . Sie ist definiert als

T(V ) = TKV = TenKV :=
⊕
r≥0

V ⊗r = K ⊕V ⊕ (V ⊗V )⊕ (V ⊗V ⊗V )⊕ . . .

mit der K-bilinearen Multiplikation „Zusammentensorieren“, die festgelegt wird
durch die Vorschrift (v1⊗. . .⊗vr)·(w1⊗. . .⊗wt) := (v1⊗. . . vr⊗w1⊗. . .⊗wt).
Für die K-lineare Einbettung τ : V ↪→ TKV des zweiten Summanden gilt dabei
die folgende universelle Eigenschaft: Ist A eine K-Ringalgebra und ϕ : V →
A eine K-lineare Abbildung, so gibt es genau einen Homomorphismus von K-
Ringalgebren ϕ̂ : TKV → A mit ϕ = ϕ̂ ◦ τ , im Diagramm

V
τ //

ϕ
""EEEEEEEEE TKV

∃!ϕ̂
���
�
�

A

In der Tat sieht man leicht, daß die Vorschrift ϕ̂(v1 ⊗ . . .⊗ vr) := ϕ(v1) . . . ϕ(vr)
das einzig mögliche ϕ̂ liefert. In wieder anderen Worten liefert also das Vorschal-
ten der kanonischen Einbettung für jede K-Ringalgebra A eine Bijektion

RalgK(TV,A)
◦τ
∼→ HomK(V,A)

Ist (xλ)λ∈Λ eine Basis von V , so bilden nach 4.6.1.4 die „nichtkommutierenden
Monome in den xλ“ alias die Tensoren xλ(1)⊗ . . .⊗xλ(r) für beliebige r ∈ N und
beliebige Abbildungen λ : {1, 2, . . . , r} → Λ eine K-Basis der Tensoralgebra
TV . Das „leere Monom“ mit r = 0 steht dabei für das Einselement. In diesem
Sinne kann man die Tensoralgebra also salopp gesprochen auch als einen „Poly-
nomring in nichtkommutierenden Variablen“ auffassen. Mehr dazu wird in 8.3.7.5
erklärt.

Vorschau 4.7.9.8. Es gibt noch eine dritte Ringalgebra, die man jedem Vektorraum
V in natürlicher Weise zuordnen kann. Diese sogenannte „symmetrische Algebra“
SV diskutieren wir in 7.3.5.1. In 7.3.5.7 diskutieren wir auch die Beschreibung der
Graßmann-Algebra vom höheren Standpunkt als „Quotient der Tensoralgebra TV
nach dem von allen v ⊗ v mit v ∈ V erzeugten Ideal“.

Übungen

Ergänzende Übung 4.7.9.9. SeiK ein Körper. Man zeige, daß in der Kategorie der
K-Kringalgebren das Tensorprodukt ein Koprodukt ist, sofern die Multiplikation
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auf A ⊗ B durch (a ⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′ erklärt wird und die kanonischen
Morphismen durch a 7→ a⊗ 1 und b 7→ 1⊗ b. Man zeige weiter, daß die analoge
Aussage in der Kategorie der K-Ringalgebren nicht richtig ist.

Ergänzende Übung 4.7.9.10. Sei K ein Körper. Man zeige, daß der auf Objekten
durch X 7→ Ens(X,K) gegebene Funktor

{Endliche Mengen} → {K-Kringalgebren}opp

verträglich ist mit endlichen Produkten.

4.7.10 Yonedalemma*

4.7.10.1. Einen Funktor von einer Kategorie C in eine Kategorie von Mengen
nennen wir kurz einen Mengenfunktor auf C. Gegeben ein Mengensystem U und
eine U-Kategorie bildet die Menge aller Funktoren C → UEns mit Transforma-
tionen als Morphismen eine Kategorie Cat(C,UEns). Jedes Objekt X ∈ C liefert
einen derartigen Mengenfunktor X̌ = X∨ gegeben durch X̌ : A 7→ C(X,A).

Proposition 4.7.10.2 (Yoneda-Lemma). Seien U ein Mengensystem, C eine U-
Kategorie, X ∈ C ein Objekt und F : C → UEns ein Mengenfunktor auf C. So
liefert die Abbildungsvorschrift τ 7→ τX(idX) eine Bijektion

Cat(C,UEns)(X̌, F )
∼→ F (X)

zwischen der Menge aller Transformationen X̌ ⇒ F und der Menge F (X).

Vorschau 4.7.10.3. Sie mögen als Übung 4.7.10.16 zeigen, inwiefern diese Bijek-
tionen natürlich sind in X und F .

4.7.10.4. Die zur Kategorie dieser Mengenfunktoren auf C opponierte Kategorie

C∨ = C∨U := Cat(C,UEns)opp

kann man als eine „Vervollständigung“ von C interpretieren. In der Tat liest sich
unser Yoneda-Lemma in dieser Notation als eine Bijektion C∨(F, X̌)

∼→ F (X).
Spezialisieren wir zu F = Y̌ , so erhalten wir eine Bijektion C∨(Y̌, X̌)

∼→ C(Y,X),
von der man leicht zeigt, daß sie zur offensichtlichen Abbildung C(Y,X) →
C∨(Y̌, X̌) invers ist. So folgt, daß die Vorschrift X 7→ X̌ einen volltreuen Funktor
C ∼
↪→ C∨ induziert, die Yoneda-Einbettung. Im weiteren lassen wir das Men-

gensystem U wieder in den Hintergrund treten und ignorieren es meist in unserer
Notation.
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4.7.10.5 (Diskussion der Notation). Die hier verwendeten Notationen C∨ und das
in 4.7.10.11 eingeführte C∧ sind genau umgekehrt wie in [KS90]. Dafür stimmt
die Notation C∧ dann mit der in [Gro72] verwendeten Notation überein, und auch
die Autoren von [KS90] verwenden in [KS00] letztere Notation, die mit der unse-
ren übereinstimmt.

4.7.10.6 (Das Yonedalemma im Fall einer Einobjektkategorie). Im Spezialfall
einer Einobjektkategorie C = [G] ist das Yonedalemma besonders leicht einzuse-
hen: Es besagt dann im Lichte von 4.7.4.20, daß die äquivarianten Abbildungen
von einem Monoid G in eine beliebige G-Menge F festgelegt sind und festgelegt
werden können durch das Bild des neutralen Elements.

Beweis. Wir konstruieren zunächst eine Abbildung in die andere Richtung. Für
beliebiges a ∈ F (X) betrachten wir dazu die Abbildungen

τY : C(X, Y ) → F (Y )
f 7→ (Ff)(a)

Man prüft ohne Schwierigkeiten, daß sie eine Transformation τ : X̌ ⇒ F bilden,
die wir mit τ̂(a) bezeichnen. Jetzt gilt es nur noch zu zeigen, daß die Abbildung
a 7→ τ̂(a) invers ist zu unserer Abbildung τ 7→ â(τ) := τX(idX) aus der Pro-
position. Dafür müssen wir also prüfen, daß gilt a = â(τ̂(a)) für alle a ∈ F (X)
und τ = τ̂(â(τ)) für alle Transformationen τ : X̌ ⇒ F . Das überlassen wir dem
Leser.

Definition 4.7.10.7. 1. Diejenigen Mengenfunktoren auf C, die isomorph sind
zu Mengenfunktoren im Bild von C → C∨, heißen darstellbare Funktoren.

2. Ist genauer ein Mengenfunktor F : C → Ens isomorph zu X̌ = C(X, )
für ein X ∈ C, so sagen wir, der Funktor F werde dargestellt durch das
Objekt X .

3. Ist noch genauer F : C → Ens ein Mengenfunktor und X ∈ C ein Ob-
jekt und a ∈ F (X) ein Element, das unter der Bijektion aus dem Yoneda-
Lemma einer Isotransformation C(X, )

∼⇒ F entspricht, so sagen wir, der
Funktor F werde strikt dargestellt durch das Paar (X, a). Ausgeschrie-
ben bedeutet das, daß die Vorschrift f 7→ (Ff)(a) für alle Y ∈ C eine
Bijektion C(X, Y )

∼→ F (Y ) liefert. Oft lassen wir das „strikt“ aber auch
weg.

Beispiel 4.7.10.8. Der Vergißfunktor ModK → Ens von den K-Vektorräumen
in die Mengen wird dargestellt durch das Paar (K, 1) oder auch durch jeden an-
deren eindimensionalen Vektorraum zusammen mit einem beliebigen von Null
verschiedenen Element.
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Beispiel 4.7.10.9. Der Vergißfunktor Grp → Ens von den Gruppen in die Men-
gen wird strikt dargestellt durch das Paar (Z, 1) oder auch durch jedes andere
Paar (Z, e) bestehend aus einer unendlich zyklischen Gruppe und einem Erzeuger
derselben.

Beispiel 4.7.10.10 (Das Tensorprodukt als Darstellung eines Funktors). Seien
K ein Körper und V,W zwei K-Vektorräume. Der Funktor der bilinearen Abbil-
dungen ModK → Ens, L 7→ Hom

(2)
K (V ×W,L) wird strikt dargestellt durch das

Paar (V ⊗W, τ) mit τ : V ×W → V ⊗W der kanonischen bilinearen Abbildung
aus 4.6.1.2. Diese Aussage ist eine Umformulierung der universellen Eigenschaft
des Tensorprodukts aus 4.6.1.1.

4.7.10.11. In derselben Weise kann man für jede U-Kategorie C auch die Katego-
rie

C∧ = C∧U := Cat(Copp,UEns)

aller kontravarianten Funktoren C → UEns betrachten und erhält mit X 7→
C( , X) eine volltreue Einbettung C ∼

↪→ C∧, die Ko-Yoneda-Einbettung. Wieder
heißen die Funktoren im Bild dieser Einbettung darstellbare Funktoren oder,
wenn wir es ganz genau nehmen wollen, kodarstellbare Funktoren. Die Objek-
te von C∧ werden Sie später vielleicht einmal unter der Bezeichnung als „men-
genwertige Prägarben auf C“ wiedertreffen. Notieren wir wieder zu X ∈ C mit
X̂ ∈ C∧ den zugehörigen Funktor X̂ : A 7→ C(A,X), so liefert diesmal das
Auswerten auf idX eine Bijektion C∧(X̂, F )

∼→ F (X).

4.7.10.12. Gegeben eine Kategorie C kann man leicht explizite Isomorphismen
von Kategorien (C∨)opp ∼→ (Copp)∧ und (C∧)opp ∼→ (Copp)∨ angeben. In diesem
Sinne sind unsere beiden Konzepte zueinander dual.

Vorschau 4.7.10.13. Gegeben eine Kategorie C ist die volltreue Einbettung C ↪→
C∧ verträglich mit Produkten, wann immer diese in C existieren. Ebenso ist die
volltreue Einbettung C ↪→ C∨ verträglich mit Koprodukten, wann immer diese in
C existieren. Mehr dazu wird in 20.3.1.4 diskutiert.

Vorschau 4.7.10.14. Ein Zugang zu der von Grothendieck konstruierten Katego-
rie der Schemata ist es, diese Kategorie zu realisieren als volle Unterkategorie
der Kategorie Kring∨, die wir erhalten, wenn wir die Kategorie der kommuta-
tiven Ringe mit der nötigen Sorgfalt bei Fragen der Mengenlehre in der oben
erklärten Weise vervollständigen. Der affine Raum der Dimension n wird dann
zum Beispiel definiert als der Funktor, der jedem kommutativen Ring R die Men-
ge Rn zuordnet, und der projektive Raum der Dimension n als der Funktor, der
jedem kommutativen Ring R die Menge derjenigen direkten Summanden D des
R-Moduls Rn+1 zuordnet, die „vom Rang Eins“ sind in dem Sinne, daß „bei je-
dem Primideal p ⊂ R ihre Lokalisierung Dp ein freier Rp-Modul vom Rang Eins
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ist“. Man kann mit Schemata so effizient und geometrisch arbeiten, daß sie mittler-
weile zum eigentlichen Arbeitspferd der sogenannten „algebraischen Geometrie“
geworden sind.

Übungen

Übung 4.7.10.15 (Yoneda-Einbettungen und Exponentialgesetz). Das Expo-
nentialgesetz 4.7.4.13 spezialisiert zu Bijektionen

Cat(Copp,Cat(C,Ens))
∼→ Cat(Copp × C,Ens)

∼← Cat(C,Cat(Copp,Ens))

In der Mitte betrachten wir nun den Mengenfunktor MorC : (X, Y ) 7→ C(X, Y )
der Morphismen. Man prüfe, daß er rechts der Koyonedaeinbettung C ∼

↪→ C∧ aus
4.7.10.11 entspricht und links dem Opponierten der Yonedaeinbettung C ∼

↪→ C∨.

Übung 4.7.10.16 (Natürlichkeit im Yoneda-Lemma). Man zeige, daß für jede
Kategorie C die Bijektionen des Yoneda-Lemmas 4.7.10.2 eine Isotransformation
zwischen den beiden Wegen im Diagramm

Cat(C,Ens)opp × Cat(C,Ens) → Ens
↑ ‖

C × Cat(C,Ens) → Ens

liefern, also zwischen den beiden Funktoren C×Cat(C,Ens), die durch (X,F ) 7→
Cat(C,Ens)(X̌, F ) und (X,F ) 7→ F (X) gegeben werden. Insbesondere liefern
sie dann auch eine Isotransformation zwischen den Funktoren C × Copp → Ens
gegeben durch (X, Y ) 7→ Cat(C,Ens)(X̌, Y̌ ) und (X, Y ) 7→ Y̌ (X) = C(Y,X)
und wir sehen so ein weiteres Mal, daßX 7→ X̌ eine volltreue Einbettung Copp ∼

↪→
Cat(C,Ens) ist.

Übung 4.7.10.17 (Eindeutigkeit darstellender Objekte). Wird ein Mengenfunk-
tor F : C → Ens strikt dargestellt durch das Paar (X, a) und durch das Paar
(Y, b), so gibt es genau einen Isomorphismus i : X

∼→ Y mit der Eigenschaft
F (i) : a 7→ b.

Übung 4.7.10.18. Welche Mengenfunktoren werden durch finale und initiale Ob-
jekte dargestellt oder kodargestellt?

Übung 4.7.10.19. Seien K ein Körper, V ein K-Vektorraum, und U ⊂ V ein
Teilraum. Welchen Mengenfunktor stellt der Quotient V/U dar?

Übung 4.7.10.20. Seien K ein Körper, V ein K-Vektorraum. Welchen Mengen-
funktor stellt die Tensoralgebra dar?

Ergänzende Übung 4.7.10.21. Welchen Mengenfunktor stellt das Produkt im Sin-
ne von 4.7.10.7 dar?
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Ergänzende Übung 4.7.10.22. Seien K ein endlicher Körper und MatK die Ma-
trixkategorie aus 4.7.1.7 und U ein Mengensystem derart, daß MatK eine U-
Kategorie ist. Wir betrachten die Yonedaeinbettung

MatK
∼
↪→ Cat(Matopp

K ,UEns)

Gilt X ∈ U⇒ |X| <∞, so induziert sie eine Äquivalenz von MatK mit der vol-
len Unterkategorie aller mit endlichen Produkten verträglichen Funktoren rechts.
Gibt es zwar unendliche, aber keine überabzählbaren Mengen X ∈ U, so ist die
volle Unterkategorie aller mit endlichen Produkten verträglichen Funktoren aus
Cat(Matopp

K ,UEns) äquivalent zur Kategorie aller abzählbaren K-Vektorräume.
Analoge Aussagen gelten für andere Kardinalitäten und mutatis mutandis auch für
unendliche Körper.

4.7.11 Universen*
4.7.11.1. Um diese Leitplanken zur Vermeidung logischer Abstürze zu beschrei-
ben, erfinde ich das Wort Mengel als zusammenfassende Bezeichnung für Men-
gen und Elemente von Mengen, die ja in unserer Terminologie selbst wieder Men-
gen sein dürfen, aber eben nicht sein müssen. Diese Terminologie ist allerdings
nicht gebräuchlich.
Ergänzung 4.7.11.2. Baut man die Mengenlehre im Rahmen der Logik systema-
tisch auf, vergleiche etwa [Ebb94], so verwendet man statt unserem „Mengel“
schlicht das Wort Menge. Aufgrund der Vereinbarung, daß zwei Mengen gleich
sind genau dann, wenn sie dieselben Elemente haben, kann es dann nur eine ein-
zige Menge geben, die kein Element hat. Man notiert sie ∅.
Definition 4.7.11.3. Ein Universum ist eine Menge U mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. x ∈M und M ∈ U implizieren zusammen x ∈ U;

2. x ∈ U⇒ {x} ∈ U;

3. A ∈ U⇒ P(A) ∈ U;

4. Gegeben I ∈ U und eine Abbildung f : I → U gilt
(⋃

i∈I f(i)
)
∈ U.

Ergänzung 4.7.11.4 (Diskussion der Terminologie). Diese Definition steht fast
genauso bei Grothendieck [Gro72, Exposé I]. Abweichend will Grothendieck nur
die leere Menge nicht als Universum zulassen und fordert statt unserer zweiten
Bedingung scheinbar stärker x, y ∈ U ⇒ {x, y} ∈ U. Da jedoch für jedes nicht-
leere Universum gilt ∅ ∈ U und folglich {∅} ∈ U und {∅, {∅}} ∈ U, ergibt sich das
wegen {x, y} = {x} ∪ {y} aus dem letzten Axiom, angewandt auf die Abbildung
f : {∅, {∅}} → U mit f(∅) = {x} und f({∅}) = {y}.
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4.7.11.5 (Elemente eines Universums versus Teilmengen eines Universums).
Gegeben ein Universum U gilt es genau zu unterscheiden zwischen Mengeln x ∈
U, die Elemente des Universums sind, die also in unserer Terminologie 2.1.2.3
zu unserem Universum gehören, und Mengeln M ⊂ U, die nur Teilmengen des
Universums sind. Nach dem ersten Axiom ist jedes Element eines Universums,
wenn es denn eine Menge ist, auch eine Teilmenge besagten Universums, aber
das Umgekehrte gilt nicht. Die Formel M := {x ∈ U | x 6∈ x} definiert dann
eine Teilmenge M ⊂ U, die kein Element von U zu sein braucht, und die Formel
A := {M ⊂ U |M 6∈M} definiert eine Menge A, die keine Teilmenge von U zu
sein braucht, so daß keine dieser beiden Formeln auf den in 2.1.3.9 beschriebenen
Widerspruch führt.

4.7.11.6 (Stabilitäten eines Universums). Wenn wir mit Kuratowski (x, y) :=
{x, {y}} setzen, erhalten wir sofort x, y ∈ U ⇒ (x, y) ∈ U. Das Produkt von
je zwei Mengen, die Elemente unseres Universums sind, ist auch selbst Element
unseres Universums, zum Beispiel indem wir die Vereinigung erst über alle x ∈ X
und dann über alle y ∈ Y der Mengen {(x, y)} bilden. Weiter ist mit je zwei
Mengen X, Y ∈ U auch die Menge der Abbildungen Ens(X, Y ) Element von U
und dasselbe gilt für jedes Produkt

d
i∈I Xi mit I ∈ U und Xi ∈ U für alle i ∈ I .

Ebenso folgt, daß jede Teilmenge eines Elements unseres Universums wieder ein
Element unseres Universums ist.

4.7.11.7. GegebenM ∈ U ein Element eines Universums haben wir stetsM ⊂ U.
Es kann also keine injektive Abbildung U ↪→ M geben, denn dann müßte es eine
injektive Abbildung P(M) ↪→ M geben und die gibt es nicht. Die Kardinalität
eines Universums ist also stets echt größer als die Kardinalität eines jeden seiner
Elemente.

4.7.11.8 (Existenz von Universen). Die Annahme, daß jede Menge Element ei-
nes Universums ist, müssen wir der Mengenlehre als zusätzliches Axiom hinzu-
fügen. Es scheint nicht auf Widersprüche zu führen, hat aber die bemerkenswerte
Konsequenz, daß es zu jeder Menge ein kleinstes Universum gibt, zu dem sie
als Element gehört, eben den Schnitt aller Universen, zu denen sie als Element
gehört. Insbesondere ist natürlich auch jedes Universum Element eines Univer-
sums. Gegeben ein Körper k und ein Universum U mit k ∈ U können wir dann
auf der Kategorie k -UMod der k-Vektorräume, deren zugrundeliegende Menge
zu U gehört, in der Tat den Dualraumfunktor erklären.

4.7.11.9. Das kleinste Universum, das die leere Menge als Element enthält, be-
steht aus endlichen Mengen.
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5.1 Inzidenzgeometrie

5.1.1 Axiomatik der euklidischen Ebene
Definition 5.1.1.1. Eine Inzidenzgeometrie ist ein Paar (X,G) bestehend aus
einer Menge X mit einem System von Teilmengen G ⊂ P(X) derart, daß jedes
g ∈ G mindestens zwei Elemente hat und daß es für je zwei Elemente x, y ∈ X
mit x 6= y genau ein g ∈ G gibt mit x, y ∈ g.

5.1.1.2. Wir nennen die Elemente von X die Punkte unserer Inzidenzgeometrie
und die Elemente von G ihre Geraden. Wir notieren xy die eindeutig bestimmte
Gerade durch zwei verschiedene Punkte x und y. In der damit frisch eingeführten
Terminologie ausgedrückt fordern wir in unserer Definition einer Inzidenzgeome-
trie also, daß auf jeder Gerade mindestens zwei Punkte liegen und daß durch je
zwei verschiedene Punkte genau eine Gerade geht.

5.1.1.3 (Ursprung der Terminologie). Bei der Diskussion der „Punkt-Geraden-
Dualität projektiver Inzidenzebenen“ in 5.1.7, die Punkte zu Geraden macht und
Geraden zu Punkten, ist es geschickt und üblich, statt ein Punkt „liegt auf einer
Geraden“ zu sagen, der Punkt „indiziere mit der Geraden“. Daher rührt die Be-
zeichnung als „Inzidenzgeometrie“.

Beispiel 5.1.1.4. Gegeben ein Körper oder auch ein Schiefkörper LwirdX := Ln

eine Inzidenzgeometrie, wenn wir als Geraden alle Teilmengen der Gestalt g =
p+ Lv auszeichnen für p, v ∈ Ln mit v 6= 0.

Beispiel 5.1.1.5. Diejenigen unter Ihnen, die die Terminologie affiner Räume be-
reits kennen, sehen unmittelbar: Jeder affine Raum X über einem Körper L wird
eine Inzidenzgeometrie, wenn wir als Geraden alle affinen Geraden auszeichnen.
Das ist im wesentlichen auch nur das vorangegangene Beispiel, aber in koordina-
tenfreier Terminologie.

5.1.1.6. Eine Menge von Punkten einer Inzidenzgeometrie, die auf einer gemein-
samen Geraden liegen, heißt kollinear. Eine Menge von Geraden einer Inzidenz-
geometrie, die einen Punkt gemeinsam haben, heißt konfluent. Eine Menge von
drei nicht kollinearen Punkten heißt ein Dreieck.

Definition 5.1.1.7. Eine Zwischenrelation auf einer Inzidenzgeometrie (X,G)
ist eine Teilmenge Z ⊂ X3, die aus kollinearen Tripeln besteht und die die beiden
im folgenden erklärten Eigenschaften „verträgliche Anordnungen“ und „Axiom
von Pasch“ hat.

Verträgliche Anordnungen: Auf jeder Gerade g ∈ G gibt es eine Anordnung≤
derart, daß für x, y, z ∈ g gilt (x, y, z) ∈ Z genau dann, wenn x ≤ y ≤ z
oder x ≥ y ≥ z.
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So eine Anordnung auf einer Gerade heißt mit der Zwischenrelation verträglich.
Wir bilden weiter für p, q ∈ X die Menge [p, q] := {x ∈ X | (p, x, q) ∈ Z} und
nennen sie die Strecke mit Endpunkten p, q. Es gibt in unserer Terminologie
also auch Strecken, die nur aus einem einzigen Punkt bestehen. In dieser Begriff-
lichkeit fordern wir dann weiter:

Axiom von Pasch: Gegeben Punkte p, q, r ∈ X trifft jede Gerade g ∈ G von den
drei Strecken [p, q], [q, r] und [r, p] entweder keine oder mindestens zwei.

5.1.1.8. Manche Quellen nennen eine Inzidenzgeometrie mit ausgezeichneter Zwi-
schenrelation eine „angeordnete Inzidenzgeometrie“.
Beispiel 5.1.1.9 (Zwischenrelation auf affiner Ebene zu angeordnetem Körper).
Es ist leicht zu sehen, daß wir für jeden angeordneten Körper L eine Zwischenre-
lation auf L2 erhalten durch die Vorschrift, daß (x, y, z) ∈ Z gleichbedeutend ist
zu y = λx+ µz mit 0 ≤ λ, µ ≤ 1 und λ+ µ = 1. Weiter erhalten wir die Anord-
nung auf unserem Körper L zurück, indem wir einen affinen Isomorphismus von
L mit irgendeiner Gerade von L2 wählen und diejenige mit der Zwischenrelation
verträgliche Anordnung auf besagter Gerade zurückziehen, für die die zurückge-
zogene Anordnung die Eigenschaft 0 < 1 hat.
5.1.1.10. Gegeben eine Inzidenzgeometrie (X,G) mit Zwischenrelation Z heiße
eine Teilmenge A ⊂ X eine Halbgerade, wenn es eine Gerade g ∈ G gibt und
einen Punkt p ∈ g und eine mit unserer Zwischenrelation verträgliche Anordnung
≤ auf g mit A = {x ∈ g | x ≤ p}.

Definition 5.1.1.11. Gegeben eine Inzidenzgeometrie X mit Zwischenrelation
Z verstehen wir unter einer Kongruenzgruppe von (X,Z) eine Gruppe K von
Automorphismen von (X,Z) derart, daß je zwei Halbgeraden von X durch ge-
nau zwei Automorphismen aus K ineinander überführt werden. In Formeln for-
dern wir also, daß es für je zwei Halbgeraden A,B ⊂ X genau zwei Elemente
h, k ∈ K gibt mit

h(A) = B = k(A)

Die Automorphismen ausK nennen wir in diesem Zusammenhang Kongruenzen
und das Tripel (X,Z,K) eine Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation und
Kongruenzen.

5.1.1.12. Wir sagen, eine Zwischenrelation auf einer Inzidenzgeometrie habe die
Supremumseigenschaft, wenn für jede Anordnung einer Gerade, die mit der
Zwischenrelation verträglich ist, jede nichtleere nach oben beschränkte Teilmenge
ein Supremum besitzt.

Definition 5.1.1.13. Eine Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation und Kongru-
enzen, in der es eine Gerade gibt und in der die Supremumseigenschaft erfüllt ist,
nennen wir eine fasteuklidische Geometrie.
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5.1.1.14. Wir sagen, eine fasteuklidische Geometrie erfülle das Parallelenaxiom,
wenn es zu jeder Gerade g und jedem Punkt p 6∈ g höchstens eine Gerade h durch
p gibt mit h ∩ g = ∅.
5.1.1.15 (Diskussion der Terminologie). In einer allgemeinen Inzidenzgeometrie
nenne ich Geraden, die sich nicht schneiden, disjunkt. In speziellen Situationen
wie etwa unserer InzidenzgeometrieL2 und erst rechtR2 sind zwei Geraden genau
dann disjunkt, wenn sie parallel sind im Sinne von 3.3.2.11. Daher rührt oben die
Bezeichnung als Parallelenaxiom. In Inzidenzgeometrien mit Zwischenrelation
erlaube ich mir dieselbe Terminologie und nenne zwei Geraden parallel, wenn
sie disjunkt sind.

Beispiel 5.1.1.16. Der R2 ist eine fasteuklidische Geometrie, wenn wir als Kon-
gruenzen alle Abbildungen der Gestalt v 7→ Av + b nehmen mit A ∈ O(2) und
b ∈ R2. Dieses Beispiel ist unser Standardmodell für eine fasteuklidische Geome-
trie mit Parallelenaxiom.

Satz 5.1.1.17 (Charakterisierung der euklidischen Ebene). Je zwei fasteuklidi-
sche Geometrien mit Parallelenaxiom sind zueinander isomorph und sind insbe-
sondere isomorph zu unserem Standardmodell R2.

5.1.1.18. Der Beweis füllt diesen Abschnitt und wird in 5.1.1.46 zum Abschluß
gebracht. Genauer zeigen wir, daß unsere Inzidenzgeometrie der R2 sein muß und
stützen uns für den Rest des Beweises auf Sätze, die wir bereits in der linearen
Algebra bewiesen hatten. Die hier gegebene Axiomatik für die euklidische Ebene
ist eine Variante der Hilbert-Axiomatik. Sie ist recht ähnlich zu einer Variante der
Hilbert-Axiomatik aus einer unveröffentlichten Arbeit von Maximilian Gerhards
und zu den Anmerkungen in [Fil93], Abschnitt 2.7.2, Bewegungsaxiome B1 bis
B4.

Beispiel 5.1.1.19. Gegeben ein echter Teilkörper L ( R, in dem jedes positi-
ve Element eine Wurzel besitzt, erfüllt die Inzidenzgeometrie L2 aus 5.1.1.9 mit
der offensichtlichen Zwischenrelation und als Kongruenzen allen affinen Auto-
morphismen, deren Richtungsanteil das Standardskalarprodukt erhält, alle unsere
Axiome mit Ausnahme der Supremumseigenschaft.

Lemma 5.1.1.20 (Geraden, keine Ecke eines Dreiecks treffen). Gegeben ein
Dreieck in einer Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation trifft jede Gerade, die
durch keine Ecke unseres Dreiecks geht, von unserem Dreieck entweder genau
zwei Kanten oder gar keine Kante.

Beweis. Sei {x, y, z} unser Dreieck. Unsere Gerade g treffe [x, y] in p und [x, z]
in q. Die Gerade zp trifft [x, y] in p und trifft [x, q] nicht, folglich trifft sie [y, q],
und dieser Schnittpunkt kann offensichtlich nicht q sein. Ebenso trifft die Gerade
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Illustration zu Lemma 5.1.1.20
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yq das Segment [z, p] , und dieser Schnittpunkt kann offensichtlich nicht p sein.
Damit treffen sich [z, p] und [y, q], sagen wir in r mit r 6= p und r 6= q. Träfe g
die dritte Kante [y, z] unseres ursprünglichen Dreiecks, so träfe g auch [r, y] oder
[r, z]. Das steht aber im Widerspruch zu q 6∈ [r, y] und p 6∈ [r, z].

5.1.1.21 (Halbebenen in Inzidenzgeometrien mit Zwischenrelation). In einer
Inzidenzgeometrie X mit Zwischenrelation erhalten wir auf dem Komplement je-
der Gerade g eine Äquivalenzrelation durch die Vorschrift (x ∼ y) ⇔ [x, y] ⊂
X\g. Deren Äquivalenzklassen nennen wir die Halbebenenalkoven g. Nach Lem-
ma 5.1.1.20 über Geraden, die keine Ecke eines Dreiecks treffen, gibt es zu jeder
Gerade höchstens zwei Halbebenenalkoven. Die Vereinigung eines Halbebenen-
alkoven zu einer Gerade g mit der Gerade selbst nennen wir eine Halbebene zu
g.

5.1.1.22 (Konvexität in Inzidenzgeometrien mit Zwischenrelation). In einer
Inzidenzgeometrie X mit Zwischenrelation nennen wir eine Teilmenge T ⊂ X
konvex, wenn gilt x, y ∈ T ⇒ [x, y] ⊂ T . Offensichtlich ist jeder Schnitt von
konvexen Teilmengen konvex. Gegeben eine Gerade g ⊂ X sind die Halbebenen-
alkoven zu g genau die maximalen konvexen Teilmengen von X\g.

Lemma 5.1.1.23 (Unendlichkeit von Halbgeraden). Gegeben eine Inzidenzgeo-
metrie mit Zwischenrelation und Kongruenzen hat jede Halbgerade unendlich vie-
le Punkte und jede Kongruenz, die eine Halbgerade bijektiv auf sich selber abbil-
det, hält besagte Halbgerade sogar punktweise fest.

5.1.1.24. Insbesondere gibt es zu jeder Halbgerade A genau eine nichttriviale
Kongruenz sA, die sie festhält und damit auch punktweise festhält. Wir nennen
sie die Spiegelung von A. Damit gibt es auch zu jeder Gerade g genau eine nicht-
triviale Kongruenz sg, die sie punktweise festhält, nämlich sA = sg für jede Halb-
gerade A ⊂ g. Wir nennen sie die Spiegelung an g. Diejenigen Kongruenzen k,
für die es eine Gerade g gibt mit k = sg, heißen Spiegelungen.

5.1.1.25 (Existenz eines Dreiecks). Da Spiegelungen nach Annahme nie die Iden-
tität sind, impliziert in einer Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation und Kongru-
enzen die Existenz einer Gerade bereits die Existenz eines Tripels nicht kollinearer
Punkte alias eines Dreiecks. Ebenso sehen wir, daß es zu jeder Gerade genau zwei
Halbebenen geben muß.

Beweis. Nach unserer Definition einer Inzidenzgeometrie hat jede Gerade min-
destens zwei Punkte. Gibt es eine Gerade, so gibt es folglich auch eine Halbge-
rade mit mindestens zwei Punkten. Also hat jede Halbgerade mindestens zwei
Punkte. Es folgt, daß eine und damit jede Halbgerade eine weitere Halbgerade
als echte Teilmenge enthält. Daraus folgt weiter, daß jede Halbgerade unendlich
viele Punkte haben muß und daß davon nur einer nicht zwischen zwei anderen
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liegt. Seien nun g eine Gerade und ≤ eine mit der Zwischenrelation verträgliche
Anordnung auf g. Seien weiter x ∈ g ein Punkt und A := {z ∈ g | z ≥ x} eine
der beiden zugehörigen Halbgeraden. Sei schließlich k ∈ K\id die nichttriviale
Kongruenz mit k(A) = A. Natürlich gilt k(x) = x und k2 = id und k ist streng
monoton wachsend auf g. Gäbe es einen Punkt z ∈ A mit k(z) 6= z, so könnten
wir k(z) > z annehmen und es folgte k(k(z)) > k(z) > z im Widerspruch zu
k2 = id. Folglich gilt k(z) = z ∀z ∈ A.

5.1.1.26. Gegeben eine Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation und Kongruen-
zen gibt es insbesondere auf jeder Halbgerade nur genau einen Punkt, der nicht
zwischen zwei anderen Punkten unserer Halbgerade liegt. Er heiße der Endpunkt
unserer Halbgerade.

Lemma 5.1.1.27 (Unendlichkeit von Geradensegmenten). Gegeben eine Inzi-
denzgeometrie mit Zwischenrelation und Kongruenzen liegt auf der Strecke [p, q]
zwischen je zwei verschiedenen Punkten p 6= q stets ein weiterer Punkt, der von
beiden verschieden ist.

Beweis. Aus der Existenz eines Dreiecks 5.1.1.25 folgt, daß es eine HalbgeradeA
mit Endpunkt p gibt, die nicht kollinear ist mit der Halbgerade B mit Endpunkt p,
auf der q liegt. Auf A finden wir von p verschiedene und untereinander verschie-
dene Punkte x 6= y mit (x, y, p) in unserer Zwischenrelation. Auf der Gerade xq
finden wir einen Punkt r, der nicht zur Kante [x, q] des Dreiecks {p, q, x} gehört.
Die Gerade ry muß dann [p, q] treffen, kann aber weder p noch q enthalten.

Lemma 5.1.1.28 (Spiegelungen vertauschen Halbebenen). In einer Inzidenz-
geometrie mit Zwischenrelation und Kongruenzen werden von der Spiegelung sg
an einer Gerade g die beiden nach 5.1.1.25 zugehörigen Halbebenen vertauscht.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch. Wir finden sicher x ∈ X\g mit
y := sg(x) 6= x. Werden die beiden Halbebenen nicht vertauscht, so kann die Ge-
rade h := xy unsere Gerade g nicht treffen, da mit einem eventuellen Schnittpunkt
z nur genau eine der Zwischenrelationen (z, x, y) und (z, y, x) gelten könnte im
Widerspruch dazu, daß sg unsere Zwischenrelation erhält. Das Komplement un-
serer beiden Geraden zerfällt also in die disjunkte Vereinigung

X\(g ∪ h) = Hg t S tHh

eines Halbebenenalkoven zu g, des Streifens zwischen unseren beiden Geraden
alias dem Schnitt des anderen Halbebenenalkoven zu g mit einem Halbebenenal-
koven zu h sowie dem anderen Halbebenenalkoven zu h. Gegeben p ∈ g können
wir sicher q ∈ g\p so wählen, daß x und q auf verschiedenen Seiten von py liegen.
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Illustration zu Lemma 5.1.1.28
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Dann trifft [q, x] die Gerade py notwendig in einem Punkt z des Streifens S, da
dieser Schnittpunkt ja weder q noch x sein kann. Es folgt z ∈ [p, y]. Nun ist sg(z)
notwendig im Schnitt von [p, x] mit [q, y]. Dieser Schnitt ist aber leer, da [q, y]\y
und [p, x]\p in verschiedenen Halbebenenalkoven zu py liegen. Widerspruch!

5.1.1.29. In einer Inzidenzgeometrie X mit Zwischenrelation und Kongruenzen
sagen wir, die Gerade h stehe senkrecht auf der Geraden g und schreiben in
Formeln h ⊥ g, wenn gilt h 6= g und sg(h) = h. Weil Spiegelungen nach 5.1.1.28
Halbebenen vertauschen, müssen sich unsere Geraden dann schneiden.

5.1.1.30. In einer Inzidenzgeometrie X mit Zwischenrelation und Kongruenzen
seien zwei verschiedene sich schneidende Geraden g 6= h, g∩h 6= ∅ gegeben. Wir
betrachten die gröbste Partition von X , die die beiden Partitionen in die jeweili-
ge Gerade und ihre beiden Halbebenenalkoven verfeinert. Sie hat neun Stücke:
Den Schnittpunkt, die vier davon ausgehenden Halbgeraden längs g und h ver-
mindert um ihren Endpunkt, die wir Halbgeradenfacetten nennen, sowie vier
weitere Stücke, die wir Winkelalkoven nennen. Daß diese Stücke auch in der
Tat alle nicht leer sind, wie wir es von einer Partition stets fordern, folgt aus der
Unendlichkeit von Halbgeraden 5.1.1.23 und Geradensegmenten 5.1.1.27. Alle
diese Stücke sind konvex. Wir nennen zwei Stücke benachbart, wenn ihre Ver-
einigung auch konvex ist. Der kombinatorische Graph im Sinne von 4.5.4.21 mit
den Stücken unserer Partition als Ecken und jeweils einer Kante zwischen zwei
benachbarten Stücken hat die Gestalt eines „Rades mit 8 Speichen“, die das ein-
elementige Stück abwechselnd verbinden mit einer Halbgeradenfacette und einem
Winkelalkoven.

Lemma 5.1.1.31 (Eigenschaften des Senkrechtstehens). Gegeben eine Inzidenz-
geometrie X mit Zwischenrelation und Kongruenzen gilt:

1. Zu jeder Gerade g ⊂ X und jedem Punkt x ∈ X gibt es genau eine Gerade
h durch x mit h ⊥ g, das Lot durch x auf g;

2. Gegeben Geraden g 6= h inX gilt h ⊥ g genau dann, wenn die zugehörigen
Spiegelungen kommutieren, in Formeln shsg = sgsh;

3. Gegeben Geraden g, h in X gilt (h ⊥ g)⇔ (g ⊥ h);

4. Stehen Geraden h1 und h2 senkrecht auf einer Geraden g in verschiedenen
Punkten x1 6= x2 von g, so gilt h1 ∩ h2 = ∅.

Beweis. Für x 6∈ g ist offensichtlich die Gerade durch x und sg(x) die einzige
zu g senkrechte Gerade durch x. Mit Kongruenzen folgt, daß es auch durch jeden
Punkt x ∈ g mindestens eine zu g senkrechte Gerade h gibt. Jede weitere Gerade
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durch x muß durch zwei im kombinatorischen Graphen aus 5.1.1.30 gegenüber-
liegende Winkelalkoven zu g, h gehen und kann folglich nicht unter sg stabil sein.
Das zeigt die erste Aussage. Es folgt weiter sgshsg = sh, da beide Kongruen-
zen die Halbebenen von h vertauschen und die Halbgeraden auf h mit Endpunkt
x stabilisieren. Umgekehrt folgt aus sgshsg = sh aber auch, daß sg die Menge
der Fixpunkte von sh stabilisiert, also sg(h) = h, und somit die zweite Aussage.
Die dritte Aussage folgt unmittelbar aus der zweiten Aussage. Die letzte Aussage
folgt, da für jeden Schnittpunkt auch sein Bild unter der Spiegelung sg an g ein
Schnittpunkt sein müßte.

5.1.1.32 (Existenz von Parallelen und Paralellogramme). Insbesondere gibt es
in jeder Inzidenzgeometrie X mit Zwischenrelation und Kongruenzen zu jeder
Gerade g durch jeden Punkt x außerhalb dieser Gerade stets mindestens eine Par-
allele: Wir fällen mit 5.1.1.31 das Lot h von unserem Punkt x auf unsere Gerade
g und errichten dann wieder mit 5.1.1.31 auf diesem Lot die Senkrechte g′ durch
besagten Punkt x. Die so erhaltene Gerade g′ ist nach 5.1.1.31 parallel zu unserer
ursprünglichen Gerade. Das Parallelenaxiom fordert, daß es in dieser Situation
auch nicht mehr als eine Parallele gibt. Nehmen wir zusätzlich auch noch das Par-
allelenaxiom an, so ist unsere eben konstruierte Parallele sogar die einzige Par-
allele zu g durch x. Das bedeutet, daß wenn wir zwei parallele Geraden gegeben
haben und von einem beliebigen Punkt der einen das Lot auf die andere fällen,
daß dieses Lot dann auf unseren beiden parallelen Geraden senkrecht stehen muß.

5.1.1.33 (Verschiebungen längs Geraden). Sei (X,K) eine Inzidenzgeometrie
mit Zwischenrelation und Kongruenzen. Gegeben eine Gerade g untersuchen wir
die Gruppe K|g ⊂ K aller Kongruenzen, die sowohl g als auch die beiden Halb-
ebenen zu g nach 5.1.1.25 stabilisieren. Wir nennen sie halbebenenerhaltend.
Diejenigen halbebenenerhaltenden Kongruenzen v, die beide mit der Zwischen-
relation verträglichen Anordnungen auf g erhalten, in Formeln x ≤ y ⇒ v(x) ≤
v(y), bilden eine Untergruppe

~g ⊂ K|g

vom Index Zwei. Offensichtlich operiert ~g frei und transitiv auf g. Wir nennen die
Elemente dieser Gruppe Verschiebungen längs g.

Lemma 5.1.1.34 (Richtung einer Verschiebung). Seien X eine fasteuklidische
Geometrie und g ⊂ X eine Gerade und ≤ eine mit der Zwischenrelation ver-
trägliche Anordnung auf g. Gegeben eine nichttriviale Verschiebung v 6= id längs
g gilt dann entweder v(x) > x ∀x ∈ g oder v(x) < x ∀x ∈ g.

Beweis. In der Tat seien sonst p, q ∈ g gegeben mit v(p) > p und v(q) < q. Indem
wir andernfalls v durch v−1 ersetzen, dürfen wir p < q annehmen und finden
also p < v(p) < v(q) < q. Induktiv sehen wir, daß die vn(p) streng monoton
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wachsen und die vn(q) streng monoton fallen, wobei aber stets gilt vn(p) < vn(q).
Dann besitzen die vn(p) aber nach der Supremumseigenschaft eine kleinste obere
Schranke z := sup{vn(p) | n ∈ N} und z ist ein Fixpunkt von v im Widerspruch
dazu, daß wir v nichttrivial angenommen hatten.

Lemma 5.1.1.35 (Halbebenenerhaltende Nichtverschiebungen). Gegeben eine
fasteuklidische Geometrie X und eine Gerade g ⊂ X sind alle Nichtverschiebun-
gen aus K|g ihre eigenen Inversen.

Beweis. Gegeben k ∈ K|g\~g gilt es, k2 = id zu zeigen. Klar ist, daß k jede
verträgliche Anordnung auf g umkehrt und daß k2 jede verträgliche Anordnung
auf g erhält, in Formeln k2 ∈ ~g. Es reicht damit zu zeigen, daß k2 als die Identität
auf g operiert. Sonst gäbe es aber x ∈ g mit k2(x) 6= x. Sei ≤ diejenige mit
der Zwischenrelation verträgliche Anordnung auf g mit x < k(x). Dann folgt
k(x) > k2(x) und indem wir notfalls zu k−1 übergehen, dürfen wir zusätzlich
k2(x) < x annehmen. Dann folgt k3(x) > k(x) und insgesamt

k2(x) < x < k(x) < k3(x)

Das Anwenden der Verschiebung k2 verkleinert also x und vergrößert k(x) und
dieser Widerspruch zu 5.1.1.34 beendet den Beweis.

Lemma 5.1.1.36 (Vertauschen von Punkten durch Spiegelungen). Sei X eine
fasteuklidische Geometrie. Gegeben zwei verschiedene Punkte x 6= y gibt es stets
genau eine Spiegelung s ∈ K, die x und y vertauscht, und diese stabilisiert beide
Halbebenen zu xy.

Beweis. Wir setzen g := xy. Es gibt in K|g genau eine Nichtverschiebung s mit
s : x 7→ y, nämlich eine der beiden Kongruenzen, die die Halbgerade durch y mit
Endpunkt x auf die Halbgerade durch x mit Endpunkt y abbildet. Es reicht zu zei-
gen, daß s eine Spiegelung ist. Nach 5.1.1.35 gilt schon mal s2 = id und insbeson-
dere s : y 7→ x. Sei z ein Punkt außerhalb von g. Bezeichne T := ∆(x, y, z) ⊂ X
die Dreiecksfläche zu unserem Dreieck, einen Schnitt von drei Halbebenen und
gleichbedeutend die konvexe Hülle von {x, y, z}. Aus dieser Teilmenge können
wir die Ecken unseres Dreiecks zurückgewinnen als die eindeutig bestimmten
Punkte, bei deren Entfernung unsere Teilmenge jeweils konvex bleibt. Wegen
s2 = id gilt entweder s(T ) = T und damit s(z) = z oder s(T ) 6⊂ T und da-
mit s(z) 6∈ T . Dann muß aber s(z) entweder auf der falschen Seite von xz liegen
und ys(z) trifft xz, oder s(z) muß auf der falschen Seite von yz liegen und xs(z)
trifft yz. In beiden Fällen ist so ein Schnittpunkt w ein Fixpunkt unserer Kongru-
enz s außerhalb von g. Nach 5.1.1.31 gibt es eine Gerade h durch w mit h ⊥ g
und dann gilt offensichtlich s(h) = h. Weiter hält s eine Halbgerade A von h mit
dem Schnittpunkt von g und h als Endpunkt fest, in Formeln s(A) = A, und es
folgt s = sh.
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5.1.1.37. Gegeben eine Gerade g in einer fasteuklidischen Geometrie (X,K) und
dazu eine ausgezeichnete Halbebene H liefert das Bilden des Endpunkts eine
Bijektion zwischen g und der Menge g⊥H aller Halbgeraden mit Endpunkt in g,
die auf g senkrecht stehen und in H enthalten sind. Zu je zwei Halbgeraden
A,B ∈ g⊥H sind die beiden Kongruenzen k ∈ K mit k(A) = B nach 5.1.1.36
mithin (1) eine Verschiebung aus ~g und (2) eine Spiegelung aus K|g, die ihrerseits
die Gestalt k = sC hat für genau ein C ∈ g⊥H .

Lemma 5.1.1.38 (Gruppe halbebenenerhaltender Kongruenzen). Seien eine
fasteuklidische Geometrie (X,K) und eine Gerade g ⊂ X gegeben. So gilt:

1. Alle Nichtverschiebungen aus K|g sind Spiegelungen und diese Spiegelun-
gen erzeugen K|g;

2. Jede Verschiebung aus ~g ist das Quadrat einer weiteren Verschiebung aus
~g und konjugieren wir eine Verschiebung mit einer Spiegelung aus K|g, so
erhalten wir die inverse Verschiebung;

3. Die Gruppe der Verschiebungen längs einer Gerade ist kommutativ.

Beweis. 1. Nach 5.1.1.37 werden je zwei Halbgeraden A,B ∈ g⊥H von einer Spie-
gelung s ∈ K|g vertauscht. Die zweite Kongruenz, die A in B überführt, ist
ssA = sBs und ist offensichtlich eine Verschiebung. Nach 5.1.1.37 haben wir
damit alle Elemente von K|g untersucht.

2. Sei v ∈ ~g eine Verschiebung und sei A ∈ g⊥H beliebig. Sei s die Spiegelung,
die A und v(A) vertauscht, und sei B ∈ g⊥H bestimmt durch s = sB. Für die
Verschiebung ϕ ∈ ~g mit ϕ(A) = B behaupten wir dann ϕ2 = v. Um das zu se-
hen betrachten wir die Spiegelung σ, die A und B vertauscht. Natürlich ist dann
τ := sBσsB die Spiegelung, die v(A) und B vertauscht. Aus ϕ = sBσ folgt so
ϕ = τsB und ϕ2(A) = v(A). Das zeigt ϕ2 = v. Aus ϕ = σsA folgt weiter
sAϕsA = sAσ = σsB = ϕ−1 und damit auch sAvsA = v−1.

3. Die Konjugation mit einer beliebigen Spiegelung aus K|g ist ein Automorphis-
mus von ~g und bildet jedes Element auf sein Inverses ab. Das zeigt, daß ~g kom-
mutativ sein muß.

5.1.1.39. Wir nennen zwei Halbebenen in einer fasteuklidischen Geometrie zwi-
schenäquivalent, wenn die eine in der anderen enthalten ist oder umgekehrt. Der
Leser mag zur Übung zeigen, daß das in der Tat eine Äquivalenzrelation ist.

Proposition 5.1.1.40 (Verschiebungsgruppe bei Parallelenaxiom). Sei (X,K)
eine fasteuklidische Geometrie mit Parallelenaxiom. So gilt:

1. Die Verschiebungen längs paralleler Geraden sind dieselben, in Formeln
g‖h⇒ ~g = ~h;
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2. Alle Verschiebungen längs irgendwelcher Geraden bilden eine kommutative
Untergruppe ~X ⊂ K, die frei und transitiv auf der Menge X der Punkte
unserer Geometrie operiert.

5.1.1.41. Wir notieren die Gruppe ~X der Verschiebungen einer fasteuklidischen
Geometrie X mit Parallelenaxiom additiv. Wir setzen weiter v + x := v(x) für
v ∈ ~X und x ∈ X .

Beweis. Nach 5.1.4.9 besteht ~g genau aus allen Kongruenzen, die wir als Verk-
nüpfung von zwei Spiegelungen an zu g senkrechten Geraden schreiben können.
Unter der Annahme des Parallelenaxioms sind nach 5.1.1.32 die zu g senkrechten
Geraden dieselben wie die zu h senkrechten Geraden. Das zeigt Teil 1. In einer
fasteuklidischen Geometrie mit Parallelenaxiom kann man die Verschiebungen
beschreiben als die Gesamtheit aller Kongruenzen, die jede Halbebene in eine da-
zu zwischenäquivalente Halbebene überführen. Es dann klar, daß es für jedes Paar
von Punkten nur genau eine Verschiebung gibt, die den einen in den anderen über-
führt. Daraus hinwiederum folgt die Kommutativität mit unseren Erkenntnissen
5.1.1.32 zu Parallelogrammen beziehungsweise der Kommutativität der Gruppe
der Verschiebungen längs einer Geraden.

Lemma 5.1.1.42 (Angeordnete Gruppen als Untergruppen der reellen Zah-
len). Sei A eine angeordnete Gruppe, in der keine nichttriviale zyklische Un-
tergruppe eine obere Schranke hat und in der jedes Element das Quadrat eines
weiteren Elements ist. So gibt es für jedes a ∈ A oberhalb des neutralen Ele-
ments genau einen ordnungserhaltenden Gruppenhomomorphismus A → (R,+)
mit a 7→ 1, und dieser Gruppenhomomorphismus ist injektiv.

5.1.1.43. Die Bedingung, daß jedes Element das Quadrat eines anderen sein soll,
ist nach einem Satz von Hölder hier überflüssig. Allerdings wird der Beweis dann
schwieriger.

Beweis. Wir setzen A nicht als abelsch voraus, notieren es aber dennoch additiv,
um das Kleingedruckte klein zu halten. Gegeben x ∈ A und b ∈ A>0 positiv
erklären wir bx : bc ∈ Z als die größte ganze Zahl n ∈ Z mit x ≥ nb. Sicher gilt
bx + y : bc ∈ bx : bc + by : bc + {0, 1} sowie bx : bc ∈ 2bx : 2bc + {0, 1}. Für
unser ausgezeichnetes Element a = a0 ∈ A>0 finden wir nach Annahme genau
eine Folge (an) in A mit 2an = an−1 für n ≥ 1. Jetzt erklären wir eine Abbildung
ϕ : A→ R durch

ϕ(x) = [x : a] := lim
n→∞

bx : anc
2n

Der Grenzwert existiert, da der Abstand vom n-ten zum vorhergehenden Folgen-
glied entweder Null oder 1/2n ist. Die Abbildung ist nach dem Vorhergehenden
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offensichtlich ein mit den jeweiligen Anordnungen verträglicher Gruppenhomo-
morphismus und offensichtlich der Einzige, der das Element a ∈ A>0 auf 1 ∈ R
wirft. Wäre ihr Kern nicht trivial, so müßte er ein nichttriviales Element x > 0
enthalten, und dann gäbe es ein n mit 2nx ≥ a und a forteriori x ≥ an und
ϕ(x) ≥ 1/2n im Widerspruch zu ϕ(x) = 0. Also ist ϕ ein injektiver ordnungser-
haltender Gruppenhomomorphismus.

5.1.1.44 (Vektorraumstruktur der Verschiebungsgruppe längs einer Gerade).
Gegeben eine Gerade g in einer fasteuklidischen Geometrie induziert jede mit der
Zwischenordnung verträgliche Anordnung unserer Gerade eine Anordnung auf
der Gruppe ~g der Verschiebungen längs unserer Gerade. Eine zyklische Unter-
gruppe H ⊂ ~g mit oberer Schranke müßte eine kleinste obere Schranke s haben
und für jedes h ∈ H wäre dann auch s + h eine kleinste obere Schranke, also
s + h = s und h = id. Das vorhergehende Lemma 5.1.1.42 zeigt somit, daß
unsere Gruppe ~g als angeordnete Gruppe isomorph ist zu R und daß es auf ~g ge-
nau eine Struktur als R-Vektorraum gibt, für die alle diese Isomorphismen lineare
Abbildungen sind.

Proposition 5.1.1.45 (Vektorraumstruktur der Verschiebungsgruppe). Gege-
ben eine fasteuklidische Geometrie X mit Parallelenaxiom besitzt die Gruppe der
Verschiebungen ~X genau eine Struktur als reeller Vektorraum derart, daß für jede
Gerade g die Einbettung der Untergruppe ~g ⊂ ~X linear ist in Bezug auf die in
5.1.1.44 auf ~g erklärte Struktur als reeller Vektorraum. In Bezug auf diese Struktur
gilt dimR ~X = 2.

Beweis. Um die behauptete Vektorraumstruktur auf ~X zu erhalten, müssen wir
nur noch für je zwei Verschiebungen v, w ∈ ~X und λ ∈ R zeigen

λ(v + w) = λv + λw

Das ist klar für λ ∈ Z. Da jede Verschiebung genau eine Wurzel alias Hälfte
hat, folgt es für jeden Bruch λ ∈ Z[2−1] mit einer Zweierpotenz im Nenner. Um
es im allgemeinen zu zeigen, dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit
annehmen, daß v und w nicht zu derselben Untergruppe ~g gehören. Dann erhal-
ten wir für jeden Punkt p ∈ X eine Bijektion R2 ∼→ X durch die Vorschrift
(µ, ν) 7→ p + µv + νw. Unter dieser Bijektion werden Halbebenen zu Paralle-
len der Koordinatenachsen auf Halbebenen abgebildet und zwischenäquivalente
Halbebenen zu Parallelen der Koordinatenachsen auf zwischenäquivalente Halb-
ebenen. Damit werden auch abgeschlossene Quader in R2 auf konvexe Teilmen-
gen von X abgebildet. Für λ ∈ [2−na, 2−n(a + 1)] mit a ∈ Z liegen dann sowohl
p+ λ(v +w) als auch p+ λv + λw im Bild des Quaders [2−na, 2−n(a+ 1)]2. Da
das für alle n ∈ N gilt, folgt die behauptete Gleichheit.
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Satz 5.1.1.46 (Charakterisierung der euklidischen Ebene). Je zwei fasteuklidi-
sche Geometrien mit Parallelenaxiom sind zueinander isomorph und sind insbe-
sondere isomorph zu unserem Standardmodell R2.

Beweis. Nach 5.1.1.45 ist unsere Inzidenzgeometrie eine reelle affine Ebene. Nach
Annahme bilden die Elemente unserer Kongruenzgruppe Geraden auf Geraden
ab, sind nach 3.3.3.1 also Affinitäten. Folglich kommt unsere Struktur von einer
Kongruenzebene im Sinne von 4.1.1.10 her. Wir wissen aber bereits, etwa aus
4.1.2.13, daß je zwei Kongruenzebenen isomorph sind.

Vorschau 5.1.1.47. In 5.2.4.3 konstruieren wir eine fasteuklidische Geometrie, in
der das Parallelenaxiom nicht gilt, die sogenannte „hyperbolische Geometrie“.
Die Frage nach der Existenz solcher „nichteuklidischer Geometrien“ hat die Ma-
thematik lange umgetrieben.

5.1.2 Affine Inzidenzebenen
Definition 5.1.2.1. Eine affine Inzidenzebene ist eine Inzidenzgeometrie (X,G)
mit den beiden folgenden zusätzlichen Eigenschaften:

1. (Parallelenaxiom) Gegeben g ∈ G und x ∈ X\g gibt es genau ein h ∈ G
mit x ∈ h und h ∩ g = ∅;

2. (Dreieck) Es gibt in unserer Inzidenzgeometrie ein Dreieck, also eine Men-
ge von drei nicht kollinearen Punkten.

5.1.2.2. Im Kontext fasteuklidischer Ebenen konnten wir das zugehörige Paral-
lelenaxiom schwächer fassen als die Forderung 5.1.1.14 nach der Existenz von
höchstens einer Parallele. Diese schächere Forderung liefert jedoch im Kontext
allgemeiner Inzidenzgeometrien keine interessante Theorie mehr.

5.1.2.3. Geraden in einer affinen Inzidenzebene, die sich nicht schneiden, nennt
man parallel. Mit diesen Worten können wir die erste Bedingung dahingehend
umformulieren, daß es gegeben eine Gerade und ein Punkt außerhalb besagter Ge-
raden genau eine Parallele durch besagten Punkt zu besagter Gerade gibt. Unsere
affinen Inzidenzebenen heißen „affin“, um sie von den „projektiven“ Inzidenzebe-
nen zu unterscheiden, von denen wir in dieser Vorlesung einige Beispiele, aber
keine formale Definition sehen werden. Wir beschäftigen uns im folgenden mit
der Frage, unter welchen Zusatzannahmen eine affine Inzidenzebene sogar eine
affine Ebene im Sinne der linearen Algebra ist.

Beispiel 5.1.2.4. Gegeben ein Körper oder auch ein Schiefkörper K ist unsere
Inzidenzgeometrie X = K2 aus 5.1.1.4 eine affine Inzidenzebene. Wir nennen
diese Struktur die affine Standardinzidenzebene über dem Schiefkörper K.
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Definition 5.1.2.5. Unter einem Isomorphismus von Inzidenzgeometrien oder
gleichbedeutend einer Kollineation versteht man eine Bijektion der zugrunde-
liegenden Punktmengen, die eine Bijektion zwischen den jeweiligen Mengen von
Geraden induziert. Zwei Inzidenzgeometrien heißen isomorph, wenn es zwischen
ihnen einen Isomorphismus gibt. Ein Isomorphismus einer Inzidenzgeometrie mit
sich selber heißt ein Automorphismus unserer Inzidenzgeometrie.

Beispiel 5.1.2.6. Im Fall des Körpers mit zwei Elementen besteht die zugehörige
affine Standardinzidenzbene aus vier Punkten und ihre Geraden sind alle zwei-
elementigen Teilmengen, so daß es insgesamt genau sechs Geraden gibt. Man
überlegt sich leicht, daß jede affine Inzidenzebene, in der es eine Gerade mit nur
einer einzigen Parallele gibt, zu dieser vierelementigen Inzidenzebene isomorph
sein muß.

Beispiel 5.1.2.7. Für diejenigen unter Ihnen, die die Terminologie affiner Räume
bereits kennen, sei bemerkt, daß für jeden zweidimensionalen affinen Raum X
über einem Körper K unsere Inzidenzgeometrie aus 5.1.1.5 eine affine Inzidenz-
ebene ist und daß jede Wahl eines Koordinatensystems bestehend aus einem aus-
gezeichneten Punkt und zwei linear unabhängigen Richtungsvektoren eine Kolli-
neation K2 ∼→ X liefert.

5.1.2.8. Sei (X,G) eine affine Inzidenzebene. Wir überlegen uns, daß die Relation
„gleich oder parallel“ eine Äquivalenzrelation auf G ist. In der Tat, haben zwei
Parallelen zu einer gegebenen Geraden einen Schnittpunkt, so müssen sie beide
die eindeutig bestimmte Parallele durch diesen Schnittpunkt sein. Wir notieren
diese Äquivalenzrelation im folgenden

‖

Definition 5.1.2.9. Wir sagen, eine affine Inzidenzebene habe die Desargues-Ei-
genschaft, wenn gegeben drei paarweise verschiedene Geraden g1, g2, g3 mit ei-
nem gemeinsamen Punkt z und für i ∈ {1, 2, 3} Punkte xi, yi ∈ gi\z stets gilt

(x1x2 ‖ y1y2 und x2x3 ‖ y2y3)⇒ x1x3 ‖ y1y3

Satz 5.1.2.10 (Desargueseigenschaft und Koordinatisierung). Eine affine Inzi-
denzebene hat genau dann die Desargueseigenschaft, wenn sie isomorph ist zur
affinen Standardinzidenzebene K2 über einem Schiefkörper K.

5.1.2.11. Dieser Satz ist in meinen Augen eine besonders schöne Illustration der
innigen Beziehung zwischen Geometrie und Algebra. Wir schicken dem Beweis
ein Lemma voraus.



5.1. INZIDENZGEOMETRIE 637

Die Desargueseigenschaft besagt, daß in jeder Situation der hier dargestellten Art
die Parallelität der beiden eingestrichenen und der beiden zweigestrichenen

Geraden die Parallelität der beiden dreigestrichenen Geraden impliziert.
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Skizze zur ausgearteten Desargueseigenschaft 5.1.2.12
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Lemma 5.1.2.12 (Ausgeartete Desargueseigenschaft). Sei X eine affine Inzi-
denzebene mit der Desargueseigenschaft. Gegeben drei paarweise verschiedene
parallele Geraden g1, g2, g3 und Punkte xi, yi ∈ gi gilt dann

(x1x2 ‖ y1y2 und x2x3 ‖ y2y3)⇒ x1x3 ‖ y1y3

Vorschau 5.1.2.13. Die Aussage des Lemmas kann als ein Analogon der Desar-
gueseigenschaft verstanden werden, bei der der Punkt z ein „unendlich ferner
Punkt“ ist. Im Rahmen des Studiums projektiver Ebenen werden wir diese Intui-
tion zu einer präzisen Aussage machen und sie als eine Konsequenz der sehr viel
stärkeren „projektiven Desargueseigenschaft“ verstehen lernen.

Beweis. Sind die xi kollinear, so ist das eh klar. Anderfalls können wir y(3) er-
klären durch x1x3‖y1y(3) und y(3) ∈ y2y3. Die Gerade g(3) := x3y(3) schneidet
g2 in einem Punkt z, und dann müßte g1 auch durch z gehen im Widerspruch zu
unseren Annahmen.

Beweis des Koordinatisierungssatzes 5.1.2.10. Um zu sehen, daß die Standardin-
zidenzebene über einem Schiefkörper stets die Desargueseigenschaft hat, dürfen
wir als Schnittpunkt z unserer drei Geraden den Ursprung (0, 0) ∈ K2 annehmen.
Weiter beachten wir λg ‖ g für jede Gerade g und alle λ ∈ K×. Für das λ ∈ K
mit λx1 = y1 folgt dann aus x1x2 ‖ y1y2 sofort λx2 = y2 und aus x2x3 ‖ y2y3

weiter λx3 = y3 und so schließlich x1x3 ‖ y1y3. Um umgekehrt zu zeigen, daß
jede affine Inzidenzebene mit der Desargueseigenschaft isomorph ist zur Stan-
dardinzidenzebene über einem Schiefkörper, gehen wir in mehreren Schritten vor.

1.a. Unter einem Parallelogramm in einer affinen InzidenzebeneX verstehen wir
ein Quadrupel von Punkten (x11, x12, x21, x22) ∈ X4 derart, daß es Paare von Ge-
raden g1 ‖ g2 und h1 ‖ h2 gibt mit hi 6 ‖ gj und hi ∩ gj = xij . Hier verwenden wir
unsere Notation ‖ für „gleich oder parallel“. Gegeben eine affine InzidenzebeneX
betrachten wir auf der Menge X2 aller Punktpaare aus X die Parallelogramm-
relation ∼ mit (x, y) ∼ (x′, y′), wenn unsere vier Punkte ein Parallelogramm
(x, y, x′, y′) bilden. Die Parallelogrammrelation ist sicher symmetrisch und refle-
xiv. Bezeichne ≈ die davon erzeugte Äquivalenzrelation, die Parallelogramm-
äquivalenz. Per definitionem gilt also (x, y) ≈ (x′, y′) genau dann, wenn es eine
endliche Folge von Punktpaaren (xi, yi) gibt mit

(x, y) = (x0, y0) ∼ . . . ∼ (xn, yn) = (x′, y′)

1.b. Wir überlegen uns, daß sich unter der Annahme der Desargueseigenschaft je
zwei parallelogrammäquivalente Punktpaare (x, y) ≈ (x′, y′) auch durch einen



640 KAPITEL 5. ELEMENTARGEOMETRIE

Skizze zum Beweis der ausgearteten Desargueseigenschaft 5.1.2.12
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„Zweisprung von Parallelogrammen“ verbinden lassen, als da heißt durch eine
Folge wie oben der Länge n ≤ 2. Dazu vereinbaren wir die Notation gi := xiyi.
Gilt gi = gi+1, so folgt (xi, yi) = (xi+1, yi+1) und wir können unsere Folge ver-
kürzen. Sind die Geraden gi, gi+1, gi+2 paarweise verschieden, so folgt aus Lem-
ma 5.1.2.12 bereits (xi, yi) ∼ (xi+2, yi+2) und wir können unsere Folge auch
verkürzen. Haben wir schließlich gi = gi+2 6= gi+1 = gi+3, so können wir, da
der Fall der vierelementigen Ebene eh unproblematisch ist, mit 5.1.2.6 annehmen,
daß es eine weitere Gerade g gibt mit g ‖ gi aber gi 6= g 6= gi+1. Es gibt dann nach
Lemma 5.1.2.12 Punkte x′′′, y′′′ ∈ g mit (xν , yν) ∼ (x′′′, y′′′) für i ≤ ν ≤ i+3 und
wir können unsere Folge auch wieder verkürzen. Damit ist klar, daß wie behauptet
je zwei äquivalente Paare durch eine Folge mit höchstens einem Zwischenschritt
verbunden werden können.

1.c. Es folgt, daß die Äquivalenzklassen unserer Äquivalenzrelation Graphen von
AbbildungenX → X sind. Die Abbildung zu einem Punktepaar (x, y) notiere ich
−→xy = ←−yx und nenne sie die Verschiebung zu unserem Punktepaar. Ich behaupte,
daß unsere Verschiebungen eine Untergruppe der Automorphismengruppe unse-
rer Inzidenzebene bilden. Es ist klar, daß ←−yx ◦ ←−xy = idX die Identität auf X
sein muß. Es ist auch klar, daß jede Verschiebung Geraden in Geraden überführt.
Folglich sind alle unsere Verschiebungen Automorphismen unserer Inzidenzebe-
ne. Die Identität ist die Verschiebung ←−xx und so bleibt nur zu zeigen, daß die
Verknüpfung von zwei Verschiebungen stets wieder eine Verschiebung ist. Sind
x, y, z kollinear, so folgt ←−zy ◦ ←−yx = ←−zx direkt aus den Definitionen. Andernfalls
folgt

(←−zy ◦←−yx)(p) =←−zx(p)

für jeden Punkt p auf keiner der drei Geraden zy, yx, zx aus der ausgearteten
Desargues-Eigenschaft 5.1.2.12 und für jeden Punkt p ∈ zy aus den Definitionen
und für jeden Punkt auf einer der beiden anderen Geraden aus dieser Erkenntnis
zusammen mit←−yx ◦ ←−xy = idX . Unsere Verschiebungen bilden folglich in der Tat
eine Gruppe von Automorphismen unserer Inzidenzebene.

1.d. Wir zeigen, daß unsere Gruppe von Verschiebungen kommutativ ist. Liegen
x, y, z ∈ X nicht auf einer Geraden, so ergänzen wir sie zu einem Parallelogramm
(x, y, z, w) und die Definitionen zeigen←−zy◦←−yx =←−zx =←−zw◦←−wx und←−zy =←−wx und
←−zw =←−yx und die Kommutativität←−zy ◦←−yx =←−yx ◦←−zy folgt. Liegen alle drei Punkte
auf einer Geraden, so finden wir w außerhalb und schreiben←−yx = ←−yw ◦ ←−wx und
beide Verschiebungen rechts kommutieren mit ←−yz, also auch ihre Verknüpfung.
So sehen wir, daß unsere Gruppe kommutativ sein muß. Wir schreiben ihre Verk-
nüpfung von nun an + und notieren unsere Gruppe ~X .

1.e. Wir bemerken, daß jeder Isomorphismus ϕ : X
∼→ Y von affinen Inzidenze-
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Skizze zur Parallelogrammäquivalenz
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benen mit Desargueseigenschaft einen Isomorphismus ~ϕ : ~X
∼→ ~Y zwischen den

zugehörigen Gruppen von Verschiebungen induziert mit

~ϕ : −→xy 7→
−−−−−−→
ϕ(x)ϕ(y)

2. Sei weiter X eine affine Inzidenzebene. Wir halten einen Punkt o ∈ X will-
kürlich fest. Unter einem o-Trapez in X verstehen wir dann ein Quadrupel von
Punkten (x11, x12, x21, x22) ∈ (X\o)4 derart, daß es Geraden h1, h2 durch o und
Geraden g1 ‖ g2 gibt mit hi ∩ gj = xij . Nun betrachten wir auf der Menge P :=
{(x, y) ∈ (X\o)2 | x, y, o sind kollinear} die Relation ∼ mit (x, y) ∼ (x′, y′),
wenn unsere vier Punkte (x, y, x′, y′) ein o-Trapez bilden. Diese Relation ist sicher
symmetrisch und reflexiv. Bezeichne ≈ die davon erzeugte Äquivalenzrelation.
Genau wie zuvor zeigen wir, daß unter der Annahme der Desargueseigenschaft ih-
re Äquivalenzklassen die Graphen von bijektiven Abbildungen (X\o) ∼→ (X\o)
sind, und daß die Fortsetzungen dieser Bijektionen durch die Vorschrift o 7→ o
die einzigen Automorphismen ψ unserer Inzidenzebene sind mit Fixpunkt o und
ψ(g) ‖ g für jede Gerade g. Diese Automorphismen bilden dann natürlich auch
eine Gruppe von Automorphismen unserer affinen Ebene, die wir die Homothe-
tien mit Zentrum o nennen undHo = H notieren.

3. Sei X eine affine Inzidenzebene mit der Desargueseigenschaft. Gegeben ein
Punkt o ∈ X erhalten wir eine Bijektion X ∼→ ~X durch die Vorschrift x 7→ −→ox.
Wir erklären eine Verknüpfung +o auf X durch die Vorschrift, daß sie unter un-
serer Injektion der Addition in ~X entsprechen soll. So wird (X,+o) eine abelsche
Gruppe mit neutralem Element o. Jede Gerade K ⊂ X mit o ∈ K ist offensicht-
lich eine Untergruppe und jeder Isomorphismus ϕ : X

∼→ Y von Inzidenzebenen
ein Gruppenisomorphismus

ϕ : (X,+o)
∼→ (Y,+ϕ(o))

4. Sei X eine affine Inzidenzebene mit der Desargueseigenschaft. Gegeben eine
Gerade K ⊂ X und zwei Punkte ı 6= o in K liefert das Anwenden auf ı ∈ K
offensichtlich eine Bijektion

Ho
∼→ K\o

ψ 7→ ψ(ı)

zwischen unserer Gruppe von Homothetien und dem Komplement des Punktes o
in unserer Geraden K. Die Umkehrabbildung notieren wir λ 7→ (λ∗) = (λ∗ı,o).



644 KAPITEL 5. ELEMENTARGEOMETRIE

Skizze zur Äquivalenzrelation durch iterierte o-Trapeze
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Vereinbaren wir zusätzlich o ∗ x = o für alle x ∈ X , so erhalten wir eine Verk-
nüpfung

∗ : K ×X → X

mit ı∗x = x. Für diese Verknüpfung gilt λ∗(µ∗x) = (λ∗µ)∗x für alle λ, µ ∈ K
und alle x ∈ X , was wir nur für x = ı prüfen müssen und dann für alle x folgern
können. Unsere Verknüpfung induziert eine Verknüpfung K ×K → K und dar-
unter ist K\o abgeschlossen und wird offensichtlich eine Gruppe mit neutralem
Element ı. Da alle Homothetien Automorphismen unserer Inzidenzebene sind, die
o festhalten, liefern sie Gruppenhomomorphismen λ∗ : (X,+o)

∼→ (X,+o) und
es folgt

λ ∗ (x+o y) = (λ ∗ x) +o (λ ∗ y)

für alle x, y ∈ X und λ ∈ K\o und dann offensichtlich sogar für alle λ ∈ K. Um
zu zeigen, daß K mit diesen Verknüpfungen ein Schiefkörper wird, müssen wir
nur noch die Distributivität für die Multiplikation von rechts auf K zeigen.

5. Seien X eine affine Inzidenzebene mit der Desargueseigenschaft, K ⊂ X eine
Gerade und ı 6= o zwei Punkte aus K. Wir kürzen +o = + und ∗ı,o = ∗ ab.
Das nebenstehende Bild zeigt (ı + λ) ∗ x = x + λ ∗ x für alle x ∈ X\K und
λ ∈ K\{o,−ı}. Indem wir in derselben Weise „von unseren drei Punkten auf
der Gerade ox ausgehen und mit Parallelen auf die Gerade K zurückgehen“, folgt
dasselbe für alle x ∈ X\o. Mit explizitem Prüfen der zusätzlichen Fälle, das dem
Leser zur Übung überlassen sei, folgt es für alle x ∈ X und λ ∈ K. Zusammen
mit der Assoziativität erhalten wir so die Distributivität

(µ+ λ) ∗ x = µ ∗ x+ λ ∗ x

für alle x ∈ X und λ, µ ∈ K. Insbesondere wird unsere Gerade K mit + als
Addition und ∗ als Multiplikation ein Schiefkörper.

6. Seien weiter X eine affine Inzidenzebene mit der Desargueseigenschaft und
K ⊂ X eine Gerade mit zwei ausgezeichneten Punkten ı 6= o und der zugehörigen
Struktur als Schiefkörper. Für x 6= o liefert sicher λ 7→ λ ∗ x eine Bijektion
K

∼→ ox. Gegeben x, y ∈ X derart, daß x, y, o nicht kollinear ist, erhalten wir
damit eine Bijektion und sogar einen Gruppenisomorphismus

K2 ∼→ X
(λ, µ) 7→ λ ∗ x + µ ∗ y

Offensichtlich entsprechen unter ϕ die eindimensionalen Untervektorräume von
K2 eineindeutig den Geraden durch o in X . Verschiebung zeigt dann, daß unter
dieser Bijektion die Geraden vonX den affinen Geraden vonK2 entsprechen.
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Skizze zum Beweis einer Distributivität beim Beweis der Koordinatisierbarkeit
von affinen Ebenen mit der Desargueseigenschaft
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5.1.2.14. Gegeben Schiefkörper K,L und eine Kollineation ϕ : K2 ∼→ L2 indu-
ziert die Abbildung Ens×(K2)

∼→ Ens×(L2) gegeben durch π 7→ ϕ ◦ π ◦ ϕ−1

einen Gruppenisomorphismus ~ϕ zwischen den jeweiligen Richtungsräumen und
es gibt genau einen Ringisomorphismus alias Schiefkörperisomorphismus

ϕ̃ : K
∼→ L

mit ~ϕ(λ~v) = ϕ̃(λ)~ϕ(~v) für alle λ ∈ K. Diese Aussage ist in den Konstruktionen
des obigen Beweises enthalten und erlaubt uns, mit einem bestimmten Artikel von
dem Koordinatenschiefkörper einer affinen Inzidenzebene mit der Desargues-
eigenschaft zu reden.

Definition 5.1.2.15. Wir sagen, eine affine Inzidenzebene habe die Pappos-Ei-
genschaft, wenn gegeben Geraden g, h und für i ∈ {1, 2, 3} Punkte xi ∈ g\h und
yi ∈ h\g stets gilt

(x1y2 ‖ x2y1 und x2y3 ‖ x3y2)⇒ x1y3 ‖ x3y1

5.1.2.16. Sie dürfen als Übung 5.1.2.27 zeigen, daß diese Eigenschaft für belie-
bige Geraden g, h bereits folgt, wenn wir sie nur für sich schneidende Geraden
fordern.

5.1.2.17. Unter einer Papposebene verstehen wir eine affine Inzidenzebene mit
der Papposeigenschaft und der Desargueseigenschaft.

5.1.2.18. Es ist nicht schwer zu sehen, daß eine affine Inzidenzebene mit der De-
sargueseigenschaft genau dann die Papposeigenschaft hat, wenn ihr nach 5.1.2.14
bis auf Isomorphismus wohlbestimmter Koordinatenschiefkörper kommutativ ist.
Hierfür muß man nur die Streckfaktoren der Streckungen untersuchen, die die
verschiedenen Parallelen in der Papposeigenschaft ineinander überführen. Der im
folgenden bewiesene Satz von Hessenberg 5.1.2.19 zeigt sogar, daß die Papposei-
genschaft bereits die Desargueseigenschaft impliziert.

Satz* 5.1.2.19 (Hessenberg). Jede affine Inzidenzebene mit der Papposeigen-
schaft hat auch die Desargueseigenschaft.

Beweis. Gegeben eine Konstellation aus drei paarweise verschiedene Geraden
g1, g2, g3 mit einem gemeinsamen Punkt z und für i ∈ {1, 2, 3} Punkte xi, yi ∈
gi\z mit x1x2 ‖ y1y2 und x2x3 ‖ y2y3 gilt es, aus der Papposeigenschaft

x1x3 ‖ y1y3

zu folgern. Wir sagen dann, „Desargues gelte für diese Konstellation“. Wenn die
xi kollinear sind, so folgt auch ohne Pappos bereits, daß die yi kollinear sind und
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Die Papposeigenschaft besagt, daß in jeder Situation der hier dargestellten Art
die Parallelität der beiden eingestrichenen und der beiden zweigestrichenen

Geraden die Parallelität der beiden dreigestrichenen Geraden impliziert.
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damit gilt Desargues für die gegebene Konstellation. Wir dürfen also zusätzlich
annehmen, daß die xi und dann auch die yi jeweils nicht kollinear sind. Gilt x1x3 ‖
g2 und y1y3 ‖ g2, so folgt wieder Desargues für die gegebene Konstellation auch
ohne Pappos. Wir dürfen also zusätzlich auch noch annehmen, daß y1y3 nicht zu
g2 parallel ist. Jetzt betrachten wir die zu g2 parallele Gerade g durch x3 und setzen

p := g ∩ g1 q := g ∩ y1y3 und r := qy2 ∩ x2x3

und holen das Argument dafür nach, daß auch r sinnvoll definiert ist. Wir haben
nämlich q 6∈ y2y3, da die yi nicht kollinear sind und damit andernfalls q = y3

folgern würde im Widerspruch dazu, daß y3 nicht auf g liegen kann. Damit gilt
schon mal q 6= y2 und qy2 ist eine wohldefinierte Gerade. Diese Gerade schließlich
ist nicht parallel zu x2x3, da sie nicht parallel ist zu y2y3, da eben gilt q 6∈ y2y3.
Damit ist also auch r sinnvoll definiert. Jetzt wenden wir dreimal Pappos an.

1. Wir betrachten die Geraden rq sowie g3 und darauf die Punkte r, y2, q sowie
y3, x3, z. Wir bemerken r 6= x3, da sonst x3, q und y2 kollinear wären und
wir g = g2 folgern könnten im Widerspruch zu x3 6∈ g2. Wir haben nun
r 6∈ g3 wegen x2 6∈ g3 und y2 6∈ g3 nach Annahme und q 6∈ g3, da sonst
folgte q = x3 und wieder x3, q und y2 kollinear wären, was ja nicht sein
kann. Andererseits haben wir y3 6∈ rq, weil die yi nicht kollinear sind, und
x3 6∈ rq, weil x3 6= q, und z 6∈ rq, weil g2 nicht parallel ist zu rq. Nun haben
wir rx3 ‖ y2y3 und y2z ‖ qx3 und mit Pappos folgt

rz ‖ qy3

2. Wir betrachten die Geraden ry2 sowie g1 und darauf die Punkte r, q, y2 so-
wie y1, z, p. Wir haben r 6∈ g1 wegen rz ‖ qy3 = y1y3. Wir haben q 6∈ g1, da
sonst folgte q = y1 und dann die yi kollinear wären. Wir haben y2 6∈ g1 nach
Annahme. Wir haben weiter z 6∈ ry2, weil g2 nicht parallel ist zu ry2 = qy2.
Haben wir außerdem y1, p 6∈ ry2, so können wir aus rz ‖ qy1 und qp ‖ y2z
mit Pappos folgern

rp ‖ y2y1

Haben wir andererseits p ∈ ry2 oder y1 ∈ ry2, so folgt p = q = y1. Auch
in diesem Fall haben wir jedoch r 6= p, da sonst gälte r ∈ g und folglich
r = x3. Auch in diesem Fall ist also rp eine wohlbestimmte Gerade und wir
haben sogar rp = y2y1 und a forteriori rp ‖ y2y1.

3. Wir betrachten die Geraden x2x3 sowie g1 und darauf die Punkte x3, x2, r
sowie z, p, x1. Nach Annahme gilt x3, x2 6∈ g1 und r 6∈ g1 hatten wir bereits
geprüft. Unsere Annahmen zeigen auch unmittelbar z, x1 6∈ x2x3. Aus p ∈
x2x3 schließlich folgte p = x3 und das ist unmöglich wegen x3 6∈ g1. Wegen
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Skizze zum Beweis des Satzes von Hessenberg
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x3p ‖ x2z und x2x1 ‖ rp, letzeres nach dem vorhergehenden, folgern wir
mit Pappos

x3x1 ‖ rz

Zusammen zeigen der erste und dritte Teil x3x1 ‖ rz ‖ qy3 = y1y3.

5.1.2.20 (Anordnung des Koordinatenkörpers und Geometrie). Sei X eine
Papposebene mit Zwischenrelation Z. Es ist zunächst einmal klar, daß für jede
Verschiebung ϕ und jede Gerade g mit ϕ(g) 6= g und x, y, z ∈ g mit (x, y, z) ∈ Z
auch gilt (ϕ(x), ϕ(y), ϕ(z)) ∈ Z. Daraus folgt dieselbe Aussage auch im Fall
ϕ(g) = g und wir sehen, daß jede Verschiebung die Zwischenrelation erhält. Ins-
besondere muß jede Verschiebung, die eine Gerade stabilisiert, die beiden Anord-
nungen auf unserer Gerade, die mit der Zwischenrelation verträglich sind, ent-
weder festhalten oder vertauschen. Diejenigen Verschiebungen, die sie festhalten,
bilden eine Untergruppe vom Index höchstens Zwei. Haben also Geraden mehr
als zwei Punkte, so gibt es eine von der Identität verschiedene Verschiebung, die
unsere Gerade und beide Anordnungen festhält. Es folgt, daß unser Koordinaten-
körper, wenn er denn mehr als zwei Elemente hat, die Charakteristik Null haben
muß. Dann aber ist jede Verschiebung, die eine Gerade stabilisiert, das Quadrat ei-
ner weiteren Verschiebung, die dieselbe Gerade stabilisiert, und hält folglich jede
der beiden mit unserer Zwischenrelation verträglichen Anordnungen fest. Eben-
so ist für jede Homothetie ψ mit Zentrum o klar, daß aus (o, x, ψ(x)) ∈ Z für
ein x ∈ X\o folgt (o, y, ψ(y)) ∈ Z für alle y ∈ X\o und daß ebenso aus
(o, ψ(x), x) ∈ Z für ein x ∈ X\o folgt (o, ψ(y), y) ∈ Z für alle y ∈ X\o. Die Ho-
mothethien ψ ∈ Ho mit (x, o, ψ(x)) ∈ Z ⇒ x = o bilden also eine Untergruppe.
Halten wir also eine Gerade K fest und zeichnen auf ihr zwei verschiedene Punk-
te o 6= ι aus und versehen K mit der beim Beweis des Koordinatisierungssatzes
konstruierten Struktur eines Körpers, so macht diejenige mit der Zwischenrelation
verträgliche Anordnung von K, für die zusätzlich gilt o < ι, unser K zu einem
angeordneten Körper, wenn K mehr als zwei Elemente hat. Ergänzen wir nun o
zu einem nicht kollinearen Tripel x, y, o und betrachten die zugehörige Bijekti-
on K2 ∼→ X aus dem Beweis des Koordinatisierungssatzes, so sieht man leicht,
daß die durch unsere Anordnung auf K gegebene Zwischenordnung auf K2 der
Zwischenordnung auf X entsprechen muß. Wir erhalten also eine Bijektion auf
Isomorphieklassen{

Angeordnete
Körper

}
∼→
{

Papposebenen mit Zwischenrelation
und mehr als zwei Punkten auf jeder Gerade

}
K 7→ K2

Schließlich prüft man, daß gegeben angeordnete Körper K,L eine Kollineation
K2 ∼→ L2 genau dann die jeweiligen Zwischenrelationen ineinander überführt,
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wenn der ihr nach 5.1.2.14 zugeordnete Körperisomorphismus die jeweiligen An-
ordnungen ineinander überführt. So erhält man auch für jeden KörperK mit mehr
als zwei Elementen eine Bijektion{

Anordnungen
auf dem Körper K

}
∼→
{

Zwischenrelationen
auf der Papposebene K2

}
Satz 5.1.2.21 (Geometrische Charakterisierung reeller Inzidenzebenen). Ge-
nau dann kann eine Papposebene, deren Geraden mehr als zwei Punkte haben,
mit einer Zwischenrelation versehen werden, die die Supremumseigenschaft hat,
wenn sie isomorph ist zu R2. Des weiteren ist in diesem Fall die fragliche Zwi-
schenrelation bereits eindeutig bestimmt.

Beweis. Nach dem Vorhergehenden finden wir einen Isomorphismus von Inzi-
denzebenen X

∼→ K2 für einen Körper K und unserer Zwischenrelation ent-
spricht eineindeutig eine Anordnung auf K. Hat unsere Zwischenrelation zusätz-
lich die Supremumseigenschaft, so erfüllt die fragliche Anordnung auf K alle
Axiome 10.2.4.3, die den Körper der reellen Zahlen charakterisieren. Unsere affi-
ne Inzidenzebene ist folglich isomorph zu R2, und da es auf dem Körper R nur ei-
ne einzige Körperanordnung gibt, ist die fragliche Zwischenrelation bereits durch
die Struktur als Inzidenzgeometrie eindeutig bestimmt.

Übungen

Übung 5.1.2.22. Man zeige, daß eine affine Inzidenzebene, in der es eine Gerade
mit nur einer einzigen Parallele gibt, isomorph sein muß zu F2

2.

Übung 5.1.2.23. Man zeige, daß für jeden Schiefkörper K die Punktmenge K2

mit den in 5.1.2.7 beschriebenen Geraden eine affine Inzidenzebene ist und daß
diese affine Inzidenzebene die affine Desargues-Eigenschaft hat.

Übung 5.1.2.24. Man prüfe die Formel (−ı) ∗ x +o x = o, deren Nachweis im
Beweis des Koordinatisierungssatzes noch offen geblieben war.

Übung 5.1.2.25. Man zeige, daß es in einer affinen Inzidenzebene zwischen je
zwei Geraden eine Bijektion gibt. Salopp gesprochen haben also „je zwei Geraden
gleich viele Punkte“.

Übung 5.1.2.26. Gibt es in einer affinen Inzidenzebene eine endliche Gerade mit
genau n Punkten, so hat unsere affine Inzidenzebene genau n2 Punkte und n2 + n
Geraden.

Übung 5.1.2.27. Man zeige, daß die Papposeigenschaft für parallele Geraden be-
reits folgt, wenn wir sie nur für sich schneidende Geraden fordern. Hinweis: Man
mag sich am Beweis der analogen Aussage 5.1.2.12 in Bezug auf die Desargues-
eigenschaft orientieren.
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Eine Parallelprojektion



654 KAPITEL 5. ELEMENTARGEOMETRIE

5.1.3 Parallelprojektion und Zentralprojektion
5.1.3.1. Je nach Vorkenntnissen müssen hier erst einmal affine Räume und affine
Teilräume etwa im Umfang von 3.3.1, 3.3.2 besprochen werden. Die Annahme
endlicher Dimension ist im folgenden meist überflüssig und dient nur dazu, die
Darstellung zu vereinfachen. Besonders wichtig ist die Erkenntnis, daß in einem
affinen Raum der Schnitt einer Gerade mit einem weiteren affinen Teilraum ent-
weder leer ist oder ein Punkt oder die ganze Gerade. Ist unser affiner Teilraum eine
Hyperebene H und ~v der Richtungsvektor unserer Gerade g, so folgt des weiteren
aus ~v 6∈ ~H bereits |g ∩H| = 1.
5.1.3.2. GegebenE ⊃ H ein endlichdimensionaler affiner Raum mit einer Hyper-
ebene sowie ein Vektor ~v ∈ ~E\ ~H erklären wir die Parallelprojektion in Rich-
tung ~v von E auf H als die eindeutig bestimmte Abbildung

π = π~v = π~v,H : E → H

mit der Eigenschaft π(e) ∈ e+ 〈~v〉.
5.1.3.3. Gegeben E ⊃ H ein endlichdimensionaler affiner Raum mit einer Hy-
perebene sowie ein Punkt q ∈ E\H erklären wir die Zentralprojektion mit Zen-
trum q von E auf H als die eindeutig bestimmte Abbildung

ζ = ζq = ζq,H : E\(q + ~H)→ H

mit q, e, ζ(e) kollinear. Die MengeE\(q+ ~H) nennen wir den Definitionsbereich
unserer Zentralprojektion, die HyperebeneH ihre Bildebene, das Zentrum q auch
den Augpunkt.

Beispiel 5.1.3.4 (Foto als Zentralprojektion). Ein schmutziges Beispiel für ei-
ne Zentralprojektion ist das Fotographieren mit einer Lochkamera und in erster
Näherung überhaupt jedes Foto. In diesem Fall ist die Linse oder besser das Loch
der Augpunkt. Etwas genauer gesagt erhält man beim Fotographieren eine auf
die „Punkte vor der Linse“ eingeschränkte Zentralprojektion und unsere Kamera
projiziert auch von diesen Punkten nur einen Ausschnitt auf einen Auschnitt der
Hyperebene H , nämlich auf die Bildplatte unseres Fotoapparats.

Satz 5.1.3.5 (Bilder von Geraden unter Zentralprojektionen). Als das Bild
einer Gerade unter einer Zentralprojektion, genauer als das Bild ihres Schnittes
mit dem Definitionsbereich unserer Zentralprojektion können wir erhalten: Eine
Gerade, bei der ein Punkt fehlt, der Fluchtpunkt; Eine Gerade; Einen Punkt;
und die leere Menge.

Beweis. Wie das Bild einer Gerade aussieht, hängt nur davon ab, ob sie den Aug-
punkt trifft und ob sie die Bildebene in genau einem Punkt trifft, wie es die fol-
gende Tabelle präzisiert.
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Eine Zentralprojektion
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trifft Augpunkt trifft Augpunkt nicht
trifft Bildebene Punkt Gerade ohne einen Punkt

in genau einem Punkt
trifft Bildebene nicht leer Gerade
in genau einem Punkt

Wir überlegen uns nun, daß diese Tabelle korrekt ist. Seien dazu E ⊃ H unser
endlichdimensionaler affiner Raum mit der Bildebene und q ∈ E\H der Aug-
punkt und ζq : E\(q + ~H) → H die Zentralprojektion. Gegeben eine Gerade
g ⊂ E ist klar, daß ζq(g\(q + ~H)) im Schnitt 〈g, q〉aff ∩ H des affinen Erzeug-
nisses von q und g mit der Bildebene H enthalten sein muß. Indem wir E durch
〈g, q〉aff ersetzen, ziehen wir uns darauf zurück, den Fall dimE ≤ 2 zu betrach-
ten. In diesem Fall aber kann man die Aussage anhand einer Zeichnung mühelos
einsehen.

5.1.3.6 (Fluchtpunkte in Fotographien). Bei Fluchtpunkten in Fotographien et-
wa von Eisenbahngleisen sieht man als Bild eines Gleises üblicherweise nur eine
Halbgerade, die im Fluchtpunkt endet. Das liegt daran, daß wir mit der Kamera
„nur nach vorne fotographieren“, während unsere mathematische Zentralprojekti-
on auch die „Gleise hinter dem Betrachter“ noch ins Bild projiziert.

Ergänzung 5.1.3.7. Der Satz gilt unverändert auch ohne die Annahme endlicher
Dimension. Ein mit Quotientenräumen geübter Leser wird keine Schwierigkeiten
haben, unseren Beweis auf diesen Fall zu verallgemeinern.

5.1.3.8 (Ein Fußballfeld und seine Fotographie). Jetzt denken wir uns einmal,
wir fotographierten ein Fußballfeld. Formal und in Koordinaten ausgedrückt be-
trachten wir Einbettungen i, j : R2 ↪→ R3 der Gestalt i : (x, y)> 7→ A(0, x, y)>+~v
und j : (x, y)> 7→ B(0, x, y)>+ ~w fürA,B ∈ SO(3) Drehmatrizen und ~v, ~w ∈ R3

Vektoren und wählen als Augpunkt einen Punkt q ∈ R3, der weder im Bild von i
noch im Bild von j liegt, also weder in der Fotoplatte alias Bildebene H := j(R2)
noch auf dem Fußballfeld alias der Urebene U := i(R2). Die „partiell definierte
Abbildung“

φ := j−1ζq,Hi : R2 99K R2

beschreibt dann die „Umrechnung zwischen dem durch i mit Koordinaten verse-
henen Fußballfeld i(R2) und seiner durch j mit Koordinaten versehenen Fotogra-
phie j(R2)“. Ihr Definitionsbereich ist genauer i−1(R3\(q + ~H)). Wir nennen sie
eine Fototransformation.

Beispiel 5.1.3.9. Betrachten wir etwa i : R2 → R3, (x, y) 7→ (x, y, 1) und j :
(x, y) 7→ (1, x, y) und q = (0, 0, 0), so wird die Zentralprojektion ζq = ζ auf die
Ebene j(R2) = {(x, y, z) | x = 1} gegeben durch (x, y, z) 7→ (1, y/x, z/x) und
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Das Bild unter einer Zentralprojektion einer zur Projektionsebene nicht
parallelen und mit dem Projektionszentrum nicht inzidenten Gerade g ist eine

Gerade abzüglich eines Punktes, genauer abzüglich des Fluchtpunkts.
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ist nicht definiert auf den Punkten „neben der Linse“, also den Punkten mit x = 0.
So finden wir in diesem Fall

φ(x, y) = j−1ζ(x, y, 1) = j−1(1, y/x, 1/x) = (y/x, 1/x)

Vorschau 5.1.3.10 (Umrechnen von Fotographien). Im folgenden wollen wir
salopp gesagt zeigen, daß die partiell definierten Abbildungen, die durch das wie-
derholte Fotographieren von Fotographien entstehen, genau alle partiell definier-
ten Abbildungen sind, die durch Formeln der Gestalt

φ

(
x
y

)
=

a11x+a12y+a13

a31x+a32y+a33

a21x+a22y+a23

a31x+a32y+a33


gegeben werden mit (aij) einer invertierbaren (3 × 3)-Matrix. Um das korrekt
formulieren zu können, erweitern wir unsere Ebene durch Hinzunahme geeigne-
ter „unendlich ferner Punkte“ in der Weise, daß unsere partiell definierten Abbil-
dungen zu global definierten Abbildungen werden, den sogenannten „Projektivi-
täten“. Eine entsprechend präzisierte Aussage zeigen wir dann als Satz 5.1.5.4.

5.1.4 Projektive Räume
5.1.4.1 (Projektivisierung von Vektorräumen). Gegeben ein Körper K und ein
K-Vektorraum V bezeichnen wir die Menge aller Ursprungsgeraden in V mit

PV = PKV := {L ⊂ V | L ist ein eindimensionaler Untervektorraum}

Wir nennen diese Menge die Projektivisierung des Vektorraums V . Jeder Punkt
von PV hat die Gestalt 〈v〉 für v ∈ V \0 und wir haben 〈v〉 = 〈w〉 genau dann,
wenn es λ ∈ K× gibt mit λv = w. Eine Teilmenge g ⊂ PV heißt eine pro-
jektive Gerade, wenn sie aus allen eindimensionalen Untervektorräumen in ei-
nem zweidimensionalen Untervektorraum Vg ⊂ V besteht. Offensichtlich wird
die Projektivisierung PV von V so zu einer Inzidenzgeometrie, als da heißt, durch
je zwei verschiedene Punkte von PV geht genau eine projektive Gerade und jede
projektive Gerade hat mindestens zwei Punkte.

Beispiele 5.1.4.2. Ist V der Nullvektorraum, so ist PV leer. Ist V eindimensional,
so besteht PV aus einem einzigen Punkt. Man mag sich P(R3) veranschaulichen
als eine „Sphäre, bei der gegenüberliegende Punkte jeweils als derselbe Punkt
zu denken sind“. Um zusätzliche Anschauung bereitzustellen, bespreche ich nun
die alternative Interpretation der Inzidenzgeometrien PV als „projektive Vervoll-
ständigungen affiner Räume“.
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Die von einer Zentralprojektion von einer Geraden auf eine andere Gerade
induzierte Abbildung. Bei der hier angegebenen Situation und Parametrisierung

ist a ∈ H der Fluchtpunkt und b ∈ g die Definitionslücke unserer
Zentralprojektion ζq und die davon auf dem Definitionsbereich induzierte

Abbildung ist b+ x~w 7→ a+ (1/x)~v.
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Die projektive Ebene P2F2 über dem Körper mit zwei Elementen hat sieben
Punkte und sieben Geraden.
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5.1.4.3 (Projektive Vervollständigung affiner Räume). Gegeben ein affiner Raum
E über einem Körper K können wir die disjunkte Vereinigung

VE := E t P ~E

von E mit der Projektivisierung P ~E seines Richtungsraums ~E mit einer Struk-
tur als Inzidenzgeometrie versehen, indem wir folgende Teilmengen als Geraden
auszeichnen:

1. Die Teilmengen g t {~g} für g ⊂ E eine affine Gerade;

2. Die projektiven Geraden l ⊂ P ~E nach 5.1.4.1.

Wir nennen diese Inzidenzgeometrie die projektive Vervollständigung von E.
Die Punkte von P ~E heißen die unendlich fernen Punkte unserer Vervollständi-
gung, die eben gerade entsteht, indem wir zu unserem affinen Raum noch diese un-
endlich fernen Punkte mit hinzunehmen. Die Geraden dieser Vervollständigung,
soweit sie nicht nur aus unendlich fernen Punkten bestehen, entstehen, indem wir
zu einer affinen Gerade jeweils noch einen unendlich fernen Punkt hinzunehmen.
Ist E zweidimensional, so gibt es in VE eine einzige Gerade aus unendlich fer-
nen Punkten, nämlich die unendlich ferne Gerade, die genau aus allen unendlich
fernen Punkten besteht.

5.1.4.4 (Projektive Vervollständigung als Projektivisierung). Gegeben ein affi-
ner Raum E über einem Körper K und eine affine Einbettung i : E ↪→ V als eine
den Ursprung vermeidende affine Hyperebene in einem K-Vektorraum erhalten
wir durch die Abbildungsvorschrift e 7→ 〈i(e)〉 und 〈~v〉 7→ 〈~ı(~v)〉 offensichtlich
eine Kollineation

VE ∼→ PV

5.1.4.5. Im Spezialfall E = Kn wählen wir standardmäßig die durch das Davor-
schreiben einer 1 als erster Koordinate gegebene affine Einbettung Kn ↪→ Kn+1

als eine den Ursprung vermeidende Hyperebene und setzen PnK := P(Kn+1)
und nennen für n ≥ 0 diese Inzidenzgeometrie den n-dimensionalen projekti-
ven Raum über dem Körper K. Wir erhalten so unsere Standardidentifikation

s : Kn t Pn−1K = VKn ∼→ PnK

Im Fall n = 1 notiert man das Bild des einzigen Punktes von P0K ebenso wie
sein Bild in P1K meist ∞. Damit wird unsere Standardidentifikation in diesm
Fall eine Bijektion s : K t {∞} = VK ∼→ P1K und wir erhalten, wenn wir kur-
zerhand K mit seinem Bild identifizieren, eine mit den nötigen Hintergedanken
zu verstehende Zerlegung

K t {∞} = P1K
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Versuch einer graphischen Darstellung von P2R. Jede Ursprungsgerade im R3

geht durch einen Punkt der oberen Hemisphäre in der Einheitssphäre. Nun lassen
wir aus dieser Hemisphäre auch noch an ihrem Rand den halben Äquator weg

und betrachten genauer die Menge

H := {(x, y, z) ∈ S2 | z ≥ 0, z = 0⇒ y ≥ 0, z = y = 0⇒ x ≥ 0}

Dann erhalten wir eine Bijektion P2R ∼→ H , indem wir jeder Ursprungsgerade
ihren Schnittpunkt mit H zuordnen. Weiter liefert die Zentralprojektion mit

Augpunkt in (0, 0,−1) auf die xy-Ebene eine Bijektion von H mit der
Einheitskreisscheibe, von der man dabei denselben halben Äquator am Rand
wegzulassen hat. Die Bilder der projektiven Geraden unter der Verknüpfung

dieser Bijektionen sind die Schnitte unserer halbentrandeten Einheitskreisscheibe
mit beliebigen Kreisen oder Geraden durch gegenüberliegende Punkte auf dem

Einheitskreis. Die unendlich ferne Gerade entspricht dem Schnitt mit dem
Einheitskreis. Im Bild sind zwei parallele Geraden g, h eingezeichnet sowie eine

weitere Gerade l und gestrichelt die unendlich ferne Gerade.



5.1. INZIDENZGEOMETRIE 663

Versuch einer graphischen Darstellung von P2R in der Art des Kubismus. Hier
habe ich die zwei unendlich fernen Punkte zu drei affinen Geraden durch

bepunktete Doppelpfeile symbolisiert. Bei dieser Darstellung kommt es nur auf
die Richtung der Doppelpfeile an, nicht auf die Stelle, an der sie auf’s Papier

gemalt sind, noch auf ihre Länge, und jeder Doppelpfeil symbolisiert den durch
seine Richtung gegebenen unendlich fernen Punkt. Wie im Kubismus stellen
verschiedene Teile dieses Bildes verschiedene Aspekte der reell projektiven

Ebene dar und es gibt keine gemeinsame Perspektive oder globale Regel, der sich
all diese Darstellungen unterordnen ließen.
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5.1.4.6. Unter einer Einbettung von Inzidenzgeometrien verstehen wir eine in-
jektive AbbildungX ↪→ Y der zugehörigen Punktmengen derart, daß Teilmengen
vonX mit mindestens drei Elementen genau dann kollinear sind, wenn ihre Bilder
in Y kollinear sind.

Beispiele 5.1.4.7. Jede bijektive Einbettung von Inzidenzgeometrien ist eine Kol-
lineation. Jeder injektive Vektorraumhomomorphismus W ↪→ V induziert eine
Einbettung von Inzidenzgeometrien PW ↪→ PV . Im Fall eines Untervektorraums
W ⊂ V ist das die Einbettung einer Teilmenge PW ⊂ PV . Gegeben ein affiner
Raum E sind sowohl E ↪→ VE als auch P ~E ↪→ VE Einbettungen von Inzidenz-
geometrien. Jede injektive affine Abbildung F ↪→ E von affinen Räumen ist eine
Einbettung von Inzidenzgeometrien und induziert eine Einbettung VE ↪→ VF
zwischen ihren projektiven Vervollständigungen. Ist E ⊂ F ein affiner Teilraum,
so behandeln wir die zugehörige Einbettung der projektiven Vervollständigungen
in unserer Notation auch als eine Einbettung VE ⊂ VF von Mengen. Gegeben
eine affine Gerade g ⊂ E ist insbesondere Vg = g t {~g} ihre Vervollständigung
zu einer projektiven Gerade.

5.1.4.8. Sei V ein Vektorraum. Eine Teilmenge P ⊂ PV seiner Projektivisierung
heißt eine projektive Hyperebene, wenn sie aus allen eindimensionalen Unter-
vektorräumen eines Untervektorraums W ⊂ V der Kodimension Eins besteht,
wenn also in Formeln gilt P = PW für codim(W ⊂ V ) = 1.

Lemma 5.1.4.9 (Schnitte von Geraden und projektiven Hyperebenen). Gege-
ben V ein Vektorraum, PV seine Projektivisierung und P ⊂ PV eine projektive
Hyperebene trifft jede projektive Gerade g ⊂ PV , die nicht in unserer projektiven
Hyperebene P enthalten ist, besagte projektive Hyperebene in genau einem Punkt.

5.1.4.10. Der Punkt ist hierbei, daß im Projektiven der Schnitt einer Gerade mit
einer Hyperebene nie leer sein kann. Das steht im Gegensatz zur Situation im
Affinen, bei der das ja durchaus möglich ist.

Beweis. Wir haben per definitionem g = PVg und P = PW mit dimVg = 2
und codim(W ⊂ V ) = 1. Dann folgt aus Vg 6⊂ W bereits dim(Vg ∩ W ) =
1, denn wäre der Schnitt Null, so könnte W keine Hyperebene gewesen sein.
Dieser eindimensionale Untervektorraum (Vg ∩W ) ⊂ V ist dann als Punkt des
projektiven Raums PV aufgefaßt der gesuchte Schnittpunkt.

5.1.4.11. Gegeben in der Projektivisierung PV eines Vektorraums V eine projek-
tive Hyperebene P ⊂ PV sowie ein Punkt q ∈ PV \P im Komplement unserer
Hyperebene erklären wir die Projektion mit Zentrum q auf die Hyperebene P
als die durch die Eigenschaft {πq(x)} = qx∩P nach 5.1.4.9 eindeutig bestimmte
Abbildung

πq : PV \q → P
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Hier meint qx die Gerade durch q und x in der Inzidenzgeometrie PV . In anderen
Worten wird also πq(x) ∈ P durch die Bedingung festgelegt, daß q, x und πq(x)
kollinear sind. Wenn wir besonders betonen wollen, daß wir diesen Projektions-
begriff meinen, sprechen wir von einer projektiven Projektion.

Proposition 5.1.4.12 (Projektive Projektionen projektiver Geraden). Unter
der projektiven Projektion eines projektiven Raums auf eine projektive Hyperebe-
ne wird jede projektive Gerade, die nicht durch das Zentrum der Projektion geht,
bijektiv auf eine projektive Gerade abgebildet.

Vorschau 5.1.4.13. In 5.1.4.15 wird sich erweisen, in welchem Sinn dieser Satz
als eine Verbesserung unseres Satzes 5.1.3.5 über die Bilder von Geraden unter
Zentralprojektionen in affinen Räumen verstanden werden kann.

Beweis. Seien V ⊃ W ein Vektorraum mit einer Hyperebene und q ∈ PV \PW
ein Punkt und π = πq : PV \q → PW die projektive Projektion. Gegeben ~v ∈ V
mit 〈~v〉 = q erhalten wir ein kommutatives Diagramm

V

π~v

��

V \〈~v〉

��

? _oo // // PV \q
πq

��
W W\0? _oo // // PW

mit einer Parallelprojektion ganz links. Diese Parallelprojektion ist eine lineare
Abbildung und bildet folglich Untervektorräume von V , die 〈~v〉 nicht umfassen,
auf Untervektorräume von W derselben Dimension ab. Mithin bildet unsere Pro-
jektion πq jede projektive Gerade in PV , die nicht durch q läuft, bijektiv auf eine
projektive Gerade in PW ab.

Proposition 5.1.4.14 (Projektionen in projektiven Vervollständigungen). Sei-
en E ⊃ H ein affiner Raum mit einer Hyperebene und q ∈ VE\VH ein Punkt.
So gibt es für alle e ∈ VE\q genau ein Element πq(e) ∈ VH mit q, e und πq(e)
kollinear, und die durch die Vorschrift e 7→ πq(e) erklärte projektive Projektion

π = πq : VE\q → VH

bildet projektive Geraden in VE, die nicht durch q gehen, bijektiv auf projektive
Geraden in VH ab.

Beweis. Offensichtlich gibt es stets ein Paar V ⊃ W aus einem Vektorraum mit
einem Teilraum der Kodimension Eins und eine Kollineation VE ∼→ PV , unter
dem VH bijektiv auf PW abgebildet wird. Damit folgen unsere Behauptungen
unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen für projektive Räume 5.1.4.9 und
5.1.4.12.



666 KAPITEL 5. ELEMENTARGEOMETRIE

5.1.4.15 (Zentralprojektion als Einschränkung einer projektiven Projektion).
Gegeben ein affiner Raum E mit einer Hyperebene H ⊂ E und ein Punkt q ∈
E\H erhalten wir für die Zentralprojektion ζq ein kommutatives Diagramm

E\(q + ~H)

ζq
��

� � // VE\q
πq

��
H �
� // VH

5.1.4.16 (Nocheinmal Bilder von Geraden unter Zentralprojektionen). Nach
unseren Erkenntnissen in 5.1.4.14 werden unter projektiven Projektionen Geraden
von VE, die nicht durch den Augpunkt q laufen, bijektiv auf Geraden in VH
abgebildet. Das liefert einen alternativen Zugang zu unserem Satz 5.1.3.5 über
Bilder von affinen Geraden unter Zentralprojektionen. Gegeben eine Gerade g ⊂
E\q wird ihre Vervollständigung Vg ⊂ VE\q nach 5.1.4.14 unter πq bijektiv auf
eine projektive Gerade

πq(Vg) ⊂ VH

abgebildet. Jetzt gibt es nach 5.1.4.9 nur die beiden Möglichkeiten πq(Vg) ⊂ P ~H
oder |πq(Vg) ∩ P ~H| = 1, und im letzteren Fall ist dieser eindeutige Schnittpunkt
entweder πq(~g) oder eben ein anderer Punkt. Im ersten Fall trifft g den Definiti-
onsbereich unserer Zentralprojektion ζq überhaupt nicht. Im zweiten Fall wird g
bijektiv auf eine Gerade in H abgebildet. Im dritten Fall haben wir πq(~g) ∈ H
und dieses Bild des unendlich fernen Punktes ist der Fluchtpunkt zu g.

5.1.4.17 (Parallelprojektion als Einschränkung einer projektiven Projektion).
Gegeben ein affiner RaumE mit einer HyperebeneH ⊂ E und ein Richtungsvek-
tor ~v ∈ ~E\ ~H mit zugehörigem unendlich fernen Punkt q := 〈~v〉 ∈ VE erhalten
wir für die Parallellprojektion π~v ein kommutatives Diagramm

E

π~v
��

� � // VE\q
πq

��
H �
� // VH

Zusmmen mit 5.1.4.15 sehen wir so, daß sowohl Parallelprojektionen wie auch
Zentralprojektionen beide Einschränkungen projektiver Projektionen zwischen den
jeweiligen Vervollständigungen sind.

5.1.4.18 (Homogene Koordinaten). Gegeben x0, x1, . . . , xn ∈ K nicht alle Null
bezeichnen wir die Gerade durch den Ursprung und den Punkt mit den Koordina-
ten x0, x1, . . . , xn, aufgefaßt als Punkt des n-dimensionalen projektiven Raums,
mit

〈x0, x1, . . . , xn〉 := 〈(x0, x1, . . . , xn)〉
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Üblich sind auch die Schreibweisen [x0, x1, . . . , xn] und (x0;x1; . . . ;xn) für die-
sen Punkt des projektiven Raums PnK. Unsere Standardeinbettung Kn ↪→ PnK
wird gegeben durch (x1, . . . , xn) 7→ 〈1, x1, . . . , xn〉.

Vorschau 5.1.4.19. Die projektiven Räume PV zu endlichdimensionalen reellen
oder komplexen Vektorräumen V können mit einer Topologie versehen werden
durch die Vorschrift, daß eine Teilmenge offen sein soll genau dann, wenn ihr
Urbild in V \0 offen ist. Mehr zu dieser sogenannten „Quotiententopologie“ dis-
kutieren wir in 15.2.3. Bereits hier sei erwähnt, daß es für diese Topologien ste-
tige Bijektionen mit stetiger Umkehrung gibt, die P1R mit der Kreislinie S1 und
P1C mit der Kugelschale S2 identifizieren. Deshalb heißt die komplexe projekti-
ve Gerade P1C auch die Riemann’sche Zahlenkugel. Genauer erhalten wir eine
derartige Identifikation für P1C, indem wir eine Kugelschale auf die komplexe
Zahlenebene legen, eine Lampe an den höchsten Punkt P stellen und jeden Punkt
der Kugelschale, der nicht gerade der höchste Punkt ist, auf seinen Schatten in der
Ebene C abbilden, den höchsten Punkt P jedoch auf ∞. Für P1R verfährt man
analog. Weiter ist P2R nach 15.2.3.8 homöomorph ist zu einer Kugelschale, in die
man ein kreisrundes Loch geschnitten hat, um dort ein Möbiusband einzukleben.
Um das präzise zu verstehen und zu beweisen, braucht es jedoch eine gewisse
Übung im Umgang mit den Grundbegriffen der mengentheoretischen Topologie.

Proposition* 5.1.4.20. Gegeben ein endlicher Körper F gibt es eine zyklische
Gruppe von Automorphismen der Inzidenzgeometrie P2F, die frei und transitiv
sowohl auf der Menge der Punkte als auch auf der Menge der Geraden operiert.

Beweis. Wir betrachten für eine Primzahlpotenz q die Körpererweiterung Fq3/Fq.
Dann ist Fq3 ein dreidimensionaler Fq-Vektorraum und wir erhalten so eine Un-
tergruppe F×q3 ↪→ GL(3;Fq), die frei und transitiv auf dem Komplement des Ur-
spungs operiert. Als multiplikative Gruppe eines endlichen Körpers ist sie zy-
klisch nach 4.4.4.17. Der Quotient F×q3/F×q ist dann auch zyklisch und operiert
frei und transitiv auf P2Fq und bildet Geraden auf Geraden ab. Weiter ist die
Spurform unserer Körpererweiterung Fq3/Fq nach Übung 6.4.1.36 nicht ausge-
artet und induziert einen F×q3-äquivarianten Isomorphismus von Fq-Vektorräumen
Fq3

∼→ HomFq(Fq3 ,Fq). So sehen wir, daß F×q3 auch frei und transitiv auf der
Menge der von Null verschiedenen Fq-Linearformen auf Fq3 operiert und F×q3/F×q
folglich frei und transitiv auf der Menge der Geraden in P2Fq.

Übungen

Übung 5.1.4.21. Gegeben ein affiner Raum E sind zwei affine Geraden g, h ⊂ E
genau dann gleich oder parallel, wenn sie sich im Unendlichen schneiden. Genau-
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Versuch einer Darstellung der reell-projektiven Ebene P2R als topologischer
Raum. Unten denke man sich an die Kreislinie eine Hemisphäre angeklebt, oben
verbindet man je zwei gegenüberliegende Punkte des Einheitskreises durch einen

Bogen mit variierender mittlerer Höhe. So entsteht eine sich selbst
durchdringende räumliche Fläche, bei der man sich die Selbstdurchdringung

leicht wegdenken kann. Man nennt sie auch die Kreuzhaube.
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er und in Formeln gilt also

g‖h ⇔ Vg ∩ Vh ∩ P ~E 6= ∅

Übung 5.1.4.22. Gegeben ein Vektorraum V und im projektiven Raum PV zwei
projektive Hyperebenen U,H ⊂ PV sowie ein Punkt q ∈ PV \(H ∪ U) im Kom-
plement ihrer Vereinigung induziert unsere Projektion aus 19.1.5.7 eine Bijektion

πq : U
∼→ H

Ergänzende Übung 5.1.4.23 (Linearisierung). SeiE ein affiner Raum über einem
KörperK. Jede affine Einbettung i : E ↪→ V als affine den Ursprung vermeidende
Hyperebene in einen Vektorraum V hat die universelle Eigenschaft, daß für jeden
K-Vektorraum W das Vorschalten von i eine Bijektion

HomK(V,W )
∼→ AffK(E,W )

induziert. Eine solche affine Einbettung ist folglich eindeutig bestimmt bis auf
eindeutigen Isomorphismus. Wir nennen sie die Linearisierung von E. Jede Li-
nearisierung vonE liefert offensichtlich eine Bijektion (E×K×)t ~E ∼→ V durch
(e, λ) 7→ λi(e) und ~v 7→ ~ı(~v). Man gebe Formeln an für diejenige Verknüpfung
auf (E × K×) t ~E, die unter dieser Bijektion der Addition von Vektoren in V
entspricht.

Ergänzende Übung 5.1.4.24. Sei K ein Körper. Man zeige, daß die Homothetien
und Translationen bereits alle Permutationen von K2 sind, die sich so zu Kolli-
neationen von VK2 fortsetzen lassen, daß die unendlich ferne Gerade punktweise
festgehalten wird. Hinweis: Nach 3.3.3.5 sind alle Kollineationen K2 ∼→ L2 die
von einem Körperisomorphismus von K ∼→ L induzierte Abbildung gefolgt von
einer bijektiven K-linearen Abbildung und einer Translation.

Übung 5.1.4.25. Gegeben ein Körper K scheiden sich je zwei verschiedene Ge-
raden von P2K in genau einem Punkt.

Übung 5.1.4.26 (Kartenspiel zu endlicher projektiver Ebene). Ich habe zu Hau-
se ein Spiel mit gut 50 Karten und 8 Symbolen auf jeder Karte derart, daß je zwei
Karten genau ein Symbol gemeinsam haben. Es gilt dann, als erster das Symbol
zu nennen, das die erste Karte vom Kartenstapel eines Spielers mit dem in der
Mitte liegenden Ablagestapel gemeinsam hat, und dann darf man seine Karte in
der Mitte ablegen. Wer als Erster alle Karten seines eigenen Stapels in der Mitte
abgelegt hat, hat gewonnen. Können Sie so ein Spiel entwerfen? Mit wievielen
Karten kriegen Sie es maximal hin? Wieviele Symbole verwenden Sie dabei?
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5.1.5 Projektivitäten und Fotographien

5.1.5.1. Gegeben ein Körper K induziert der offensichtliche Gruppenhomomor-
phismus GL(n+1;K)→ Ens×(Kn+1) einen natürlichen Gruppenhomomorphis-
mus GL(n+ 1;K)→ Ens×(PnK). Dessen Bild heißt die projektive Gruppe

PGL(n+ 1;K) ⊂ Ens×(PnK)

Die Elemente der projektiven Gruppe heißen Projektivitäten. Der Kern der Sur-
jektion GL(n+1;K)� PGL(n+1;K) besteht aus allen invertierbaren skalaren
Matrizen, wie Sie als Übung 5.1.5.8 selbst zeigen dürfen. So liefert unsere Sur-
jektion einen Isomorphismus GL(n+ 1;K)/K×I

∼→ PGL(n+ 1;K).

5.1.5.2. Offensichtlich sind alle Projektivitäten Kollineationen. Offensichtlich gibt
es für je zwei projektive Geraden in einem projektiven Raum eine Projektivität,
die sie ineinander überführt.

5.1.5.3 (Vervollständigte Fototransformationen). Wir erinnern aus 5.1.3.8 un-
sere Fototransformationen φ := j−1ζq,Hi : R2 99K R2 zu Einbettungen i, j :
R2 → R3 der Gestalt i : (x, y)> 7→ A(0, x, y)>+~v und j : (x, y)> 7→ B(0, x, y)>+
~w für A,B ∈ SO(3) Drehmatrizen und ~v, ~w ∈ R3 Vektoren und einem Augpunkt
q ∈ R3, der weder im Bild von i noch im Bild von j liegt. Sicher erhalten wir die-
selben Fototransformationen, wenn wir uns auf den Fall beschränken, daß q = 0
der Ursprung des Koordinatensystems ist. Dann induzieren i und j Bijektionen
ı̂, ̂ : VR2 ∼→ P2R, die für gewöhnlich von unseren Standardidentifikationen ab-
weichen, und unsere partiell definierte Fototransformation ist eine Einschränkung
der Bijektion

φ̂ := ̂−1ı̂ : VR2 ∼→ VR2

Wir nennen auch diese Bijektionen Fototransformationen oder, wenn wir sie
von unseren partiell definierten Fototransformationen aus 5.1.3.8 unterscheiden
wollen, vervollständigte Fototransformationen. Sie sind stets Kollineationen.

Satz 5.1.5.4 (Projektive Gruppe und Fotographien). Die von den vervollständig-
ten Fototransformationen erzeugte Untergruppe F ⊂ Ens×(VR2) entspricht un-
ter unserer Standardidentifikation s : VR2 ∼→ P2R der projektiven Gruppe, in
Formeln

sFs−1 = PGL(3;R)

Beweis. Wir zeigen zunächst die Inklusion ⊂. In der Tat bilden ja nach Annahme
und in den Notationen aus 5.1.5.3 die Vektoren i(0, 0), i(1, 0) und i(0, 1) eine
Basis des R3 und dasselbe gilt für die Vektoren j(0, 0), j(1, 0) und j(0, 1). Für
den linearen Automorphismus L ∈ GL(3;R), der die Erste dieser Basen in die
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Zweite überführt, kommutieren sicher die Diagramme

R2 � � i // R3

L
��

R2 � � j // R3

VR2
∼
ı̂ // P2R

L
��

VR2
∼
̂ // P2R

Es folgt ̂̂ı−1 ∈ PGL(3;R) und wegen s = σ̂ für σ : (x, y) 7→ (1, x, y) auch
s(̂−1ı̂)s−1 = (σ̂̂−1)(̂ıσ̂−1) ∈ PGL(3;R). Um die andere Inklusion ⊃ zu zei-
gen, bemerken wir zunächst s(σ̂−1ı̂)s−1 = ı̂σ̂−1 ∈ sFs−1 für alle i, und dies
Element der projektiven Gruppe hinwiederum wird nach unseren Diagrammen
repräsentiert durch die lineare Abbildung L, die e1, e1 + e2 und e1 + e3 auf i(0, 0),
i(1, 0) und i(0, 1) wirft. Geht etwa das zweite Tripel durch eine „Verschiebung
der Fotoplatte gegen das Gemälde um λe2“ aus dem ersten Tripel hervor, so daß
in Formeln e1 + λe2, e1 + e2 + λe2, e1 + e3 + λe2 unser zweites Tripel ist, so wird
die zugehörige Projektivität induziert durch die Matrix

L =

1 0 0
λ 1 0
0 0 1


Weiter sehen wir, daß auch die Projektivitäten zu Permutationsmatrizen alle zu
sFs−1 gehören, indem wir für eine Permutation τ ∈ S3 eben eτ(1), eτ(1) + eτ(2)

und eτ(1) + eτ(3) als unser zweites Tripel nehmen. Die Untergruppe sFs−1 ⊂
PGL(3;R) umfaßt damit die Klassen aller speziellen Elementarmatrizen. Da aber
die speziellen Elementarmatrizen nach 4.1.4.17 bereits die ganze spezielle lineare
Gruppe SL(3;R) erzeugen, folgt sFs−1 = PGL(3;R).

Satz 5.1.5.5 (Projektive Gruppe und Kollineationen). Die Gruppe aller Kolli-
neationen in Ens×(P2R) ist genau die projektive Gruppe PGL(3;R).

5.1.5.6. Salopp gesprochen sind also unsere „Umrechnungen zwischen verschie-
denen Fotographien“ aus 5.1.5.4 genau diejenigen Permutationen der reell-pro-
jektiven Ebene, die Geraden in Geraden überführen.

Ergänzung 5.1.5.7. Dasselbe sollte auch in allen endlichen höheren Dimensio-
nen gelten mit im wesentlichen demselben Beweis. Als neue Zutat gilt es nur zu
zeigen, daß jede maximale echte Teilmenge eines PnR, die mit je zwei verschie-
denen Punkten auch die ganze projektive Gerade durch sie umfaßt, eine projektive
Hyperebene ist.

Beweis. Es ist klar, daß die projektive Gruppe PGL(3;R) aus Kollineationen be-
steht. Gegeben eine Kollineation k : P2R ∼→ P2R wird andererseits die unend-
lich ferne Gerade P1R auf eine Gerade abgebildet und wir finden ein Element
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g ∈ PGL(3;R) derart, daß gk die unendlich ferne Gerade stabilisiert. Dann indu-
ziert gk nach 3.3.3.1 eine affine Abbildung auf dem Komplement R2 der unend-
lich fernen Gerade, und indem wir g geeignet abändern, dürfen wir annehmen, daß
gk auf diesem Komplement die Identität ist. Eine derartige Kollineation muß aber
auch auf der unendlich fernen Geraden die Identität sein und so folgt k = g−1.

Übungen

Übung 5.1.5.8. Ein Automorphismus eines Vektorraums, der jeden eindimensio-
nalen Untervektorraum stabilisiert, ist ein skalares Vielfaches der Identität.
Übung 5.1.5.9. Gegeben in einem projektiven Raum zwei Paare (gi, xi)i=1,2 aus
einer eine Gerade und einen Punkt außerhalb dieser Gerade gibt es stets eine Pro-
jektivität, die das eine Paar in das andere ineinander überführt. Idem für einen
Punkt auf einer Gerade. Idem für zwei verschiedene Punkte auf einer Gerade.
Übung 5.1.5.10. Sei K ein Körper. Man zeige: Gegeben zwei Tripel von paar-
weise verschiedenen Ursprungsgeraden in der Ebene K2 gibt es stets eine lineare
Abbildung, die das eine Tripel in das andere überführt, und diese lineare Abbil-
dung ist eindeutig bestimmt bis auf einen Skalar.
Übung 5.1.5.11. Sei K ein Körper. Die vorhergehende Übung zeigt, daß es für
jedes Quadrupel (x1, x2, x3, x4) von paarweise verschiedenen Punkten der pro-
jektiven Gerade P1K genau ein Element g ∈ PGL(2;K) gibt, das es in ein Qua-
drupel der Gestalt (x, 0, 1,∞) überführt. Man zeige, daß hier x im Fall, daß keiner
unserer ursprünglichen Punkte∞ ist, gegeben wird durch die Formel

x =
x1 − x2

x1 − x4

/
x3 − x2

x3 − x4

Übung 5.1.5.12. Sei K ein Körper. Wir erinnern an die kanonische Bijektion
K t {∞} ∼→ P1K aus 5.1.4.18 mit z 7→ 〈1, z〉 und∞ 7→ 〈0, 1〉. Man zeige: Ge-
geben zwei Tripel von paarweise verschiedenen Geraden in der Ebene K2 gibt es
stets eine lineare Abbildung, die das eine Tripel in das andere überführt, und diese
lineare Abbildung ist eindeutig bestimmt bis auf einen Skalar. Für unsere Opera-
tion von PGL(2;K) auf (P1K)3 liefert demnach die Vorschrift g 7→ g(0, 1,∞)
eine Bijektion

PGL(2;K)
∼→ (P1K)3\∆

für ∆ die „dicke Diagonale“ alias die Menge aller Tripel mit mindestens zwei
gleichen Einträgen. Man definiert das Doppelverhältnis

b : (P1K)4\∆ ∼→ K\{0, 1}

auf der Menge aller Quadrupel mit vier paarweise verschiedenen Einträgen durch
die Vorschrift, daß jedem derartigen Quadrupel (x1, x2, x3, x4) derjenige eindeutig
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bestimmte Punkt x ∈ K zugeordnet werden soll, für den es ein g ∈ GL(2;K)
gibt mit g : (x1, x2, x3, x4) 7→ (x, 0, 1,∞). Man zeige für dies Doppelverhältnis
im Fall, daß keiner unserer vier Punkte der Punkt∞ ist, die Formel

b(x1, x2, x3, x4) =
x1 − x2

x1 − x4

/
x3 − x2

x3 − x4

Sie erklärt auch die Herkunft der Bezeichnung als Doppelverhältnis. Im Fall, daß
einer unserer vier Punkte∞ ist, gilt unsere Formel dem Sinne nach immer noch,
muß aber mit einer gewissen Sorgfalt interpretiert werden.

Weiterführende Übung 5.1.5.13. Ich bin ziemlich sicher, daß die vervollständig-
ten Fototransformationen eine offene dichte Teilmenge der projektiven Gruppe
PGL(3;R) bilden. Daraus würde unmittelbar folgen, daß jedes Element der pro-
jektiven Gruppe als Verknüpfung von zwei vervollständigten Fototransformatio-
nen dargestellt werden kann. Ich hätte gerne eine etwas explizitere Beschreibung
derjenigen Elemente der projektiven Gruppe, die keine vervollständigten Foto-
transformationen sind. Ich erwarte, daß sich insbesondere die meisten Scherungen
nicht als Fototransformationen realisieren lassen.

5.1.6 Die Sätze von Desargues und Pappos
5.1.6.1 (Motivation durch Fotographie). Ich erinnere an die Desargueseigen-
schaft 5.1.2.9 und die Papposeigenschaft 5.1.2.15 für affine Inzidenzebenen. Wir
wissen, daß sie für R2 und allgemeiner für jede zweidimensionale affine Ebene
über einem Körper gelten und diese sogar charakterisieren. Wenn wir nun die
Figur zu einem dieser Sätze auf ein Papier malen und dies Papier von irgendwo-
her mit einer Lochkamera fotographieren, bleiben salopp gesprochen in unserer
Fotographie Geraden immer noch Geraden, aber parallele Geraden bleiben nicht
parallel. Vielmehr schneiden sich die Bilder paralleler Geraden in ihrem gemein-
samen Fluchtpunkt und alle diese Fluchtpunkte von parallelen Geraden in Ebene
des Papiers, das sagen wir auf einem Tisch liegt, bilden ihrerseits eine Gerade,
den Horizont. Diese Erkenntnis führt uns zur Formulierung und dem Beweis der
beiden folgenden Sätze.

Satz 5.1.6.2 (von Desargues). Seien in der projektiven Ebene P2K über einem
Körper K drei paarweise verschiedene projektive Geraden g1, g2, g3 mit einem
gemeinsamen Punkt z gegeben und für i ∈ {1, 2, 3} Punkte xi, yi ∈ gi\z mit
xi 6= yi. So sind die Schnittpunkte x1x2 ∩ y1y2 und x2x3 ∩ y2y3 und x1x3 ∩ y1y3

kollinear.

Beweis. Wir bezeichnen unsere drei Schnittpunkte mit dem jeweils fehlenden In-
dex als s3, s1 und s2. Fallen zwei dieser Schnittpunkte zusammen, so bleibt eh
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Der Satz von Desargues besagt, daß die drei als hohle Kreise dargestellten
Schnittpunkte stets auf einer hier gestrichelt gezeichneten Gerade liegen.
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nichts mehr zu zeigen. Sonst betrachten wir die projektive Gerade l := s3s1 durch
die ersten beiden unserer Schnittpunkte und finden nach 5.1.5.2 eine Kollinea-
tion, die l in die projektive Gerade der unendlich fernen Punkte transformiert.
Liegt keiner der Punkte xi, yi auf l, so verwandelt sich unser Satz von Desargues
unter dieser Kollineation in die Desargueseigenschaft aus 5.1.2.9 falls z 6∈ l be-
ziehungsweise die ausgeartete Desargueseigenschaft aus 5.1.2.12 falls z ∈ l und
wir sind fertig. Nun argumentieren wir noch, warum keiner der Punkte xi, yi auf
l liegen kann. Der Schnittpunkt s3 := x1x2 ∩ y1y2 kann weder auf g1 noch auf
g2 liegen, höchstens auf g3. Analog kann s1 nicht auf g2 und g3 liegen, höchstens
auf g1. So folgt schon einmal l 6= gi für alle i. Hätten wir nun etwa x1 ∈ l, so
folgte x1 = l ∩ g1 = s3 und so g1 = y1y2 im Widerspruch zu unseren Annahmen.
Analog argumentieren wir für die anderen Punkte xi, yi.

Satz 5.1.6.3 (von Pappos). Seien in der projektiven Ebene P2K über einem Körper
K Geraden g, h gegeben und für i ∈ {1, 2, 3} paarweise verschiedene Punkte
xi ∈ g\h und yi ∈ h\g. So sind die Schnittpunkte x1y2 ∩ x2y1 und x2y3 ∩ x3y2

und x1y3 ∩ x3y1 kollinear.

5.1.6.4. Salopp ausgedrückt sagt unsere Eigenschaft: Gegeben zwei verschiedene
Geraden und ein Sechseck, dessen Ecken abwechselnd auf der einen und auf der
anderen Gerade liegen, sind die drei Schnittpunkte jeweils gegenüberliegender
Kantengeraden unseres Sechsecks kollinear.

Beweis. Wir bezeichnen unsere drei Schnittpunkte mit dem jeweils fehlenden In-
dex als s3, s1 und s2. Fallen zwei dieser Schnittpunkte zusammen, so bleibt eh
nichts mehr zu zeigen. Sonst betrachten wir die projektive Gerade l := s3s1 durch
die ersten beiden unserer Schnittpunkte und finden nach 5.1.5.2 eine Kollineation,
die l in die projektive Gerade der unendlich fernen Punkte transformiert. Liegt
keiner der Punkte xi, yi auf l, so verwandelt sich unser Satz von Pappos unter die-
ser Kollineation in die Papposeigenschaft aus 5.1.2.15 und wir sind fertig. Nun
argumentieren wir noch, warum keiner der Punkte xi, yi auf l liegen kann. Der
Schnittpunkt s3 := x1y2∩x2y1 kann nicht auf g liegen, da wir sonst x1 = s3 = x2

haben müßten. Wir folgern l 6= g und ebenso l 6= h. Weiter finden wir l 6= x1y2,
da wir sonst s1 = y2 ∈ h haben müßten. Also gilt l ∩ x1y2 = {s3} und so x1 6∈ l.
Analog argumentieren wir für die anderen Punkte xi, yi.

5.1.7 Punkt-Geraden-Dualität
Definition 5.1.7.1. Eine Inzidenzstruktur ist ein Datum (X,G, I) bestehend aus
zwei Mengen X und G und einer Teilmenge I ⊂ X ×G. Statt (x, g) ∈ I schrei-
ben wir auch xIg oder gIx und sagen x inzidiert mit g und g inzidiert mit x.
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Der Satz von Pappos besagt, daß die drei als hohle Kreise dargestellten
Schnittpunkte stets auf einer hier gestrichelt gezeichneten Gerade liegen.
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Gegeben zwei Inzidenzstrukturen (X,G, I) und (X ′, G′, I ′) verstehen wir unter
einem Isomorphismus von Inzidenzstrukturen ein Paar (ϕ, ψ) bestehend aus
einer Bijektion ϕ : X

∼→ X ′ und einer Bijektion ψ : G
∼→ G′ derart, daß gilt

(ϕ× ψ)(I) = I ′.

Beispiel 5.1.7.2. Jeder Inzidenzgeometrie (X,G) können wir eine Inzidenzstruk-
tur (X,G, I) zuordnen durch die Vorschrift I := {(x, g) | x ∈ g}. Gegeben
eine weitere Inzidenzgeometrie (X ′, G′) ist darüber hinaus eine Abbildung ψ :
X → X ′ genau dann eine Kollineation, wenn sie sich zu einem Isomorphismus
der zugehörigen Inzidenzstrukturen fortsetzen läßt, und diese Fortsetzung ist dann
eindeutig bestimmt.

Beispiel 5.1.7.3. Gegeben eine Inzidenzstruktur (X,G, I) betrachten wir die Ver-
tauschungsabbildung τ : X × G ∼→ G ×X gegeben durch τ(x, g) := (g, x) und
nennen (G,X, τ(I)) die duale Inzidenzstruktur.

Satz 5.1.7.4 (Punkt-Geraden-Dualität). Seien V ein dreidimensionaler Vektor-
raum und V ∗ sein Dualraum.

1. Wir erhalten eine Bijektion ϕ zwischen P(V ∗) und der Menge der projekti-
ven Geraden in P(V ) durch die Abbildungsvorschrift 〈λ〉 7→ P(kerλ);

2. Wir erhalten eine Bijektion ϕ∗ zwischen P(V ) und der Menge der projekti-
ven Geraden in P(V ∗) durch die Abbildungsvorschrift 〈v〉 7→ P(ker ev(v));

3. Das Paar (ϕ, ϕ−1
∗ ) ist ein Isomorphismus zwischen der Inzidenzstruktur zur

Inzidenzgeometrie P(V ∗) und dem Dualen der Inzidenzstruktur zur Inzi-
denzgeometrie P(V ).

Beweis. Ganz allgemein liefert für jeden endlichdimensionalen Vektorraum V die
Vorschrift U 7→ U⊥ eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen der Menge
aller Untervektorräume von V und der Menge aller Untervektorräume von V ∗.
Der Satz folgt.
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5.2 Möbiusgeometrie und hyperbolische Ebene

5.2.1 Kreisspiegelungen
5.2.1.1. Unter einer euklidischen Ebene verstehen wir wie in 4.1.5.1 ein Paar
E = (E, S) bestehend aus einem zweidimensionalen reellen affinen Raum E und
einer R>0-Bahn S von Skalarprodukten auf seinem Richtungsraum.
5.2.1.2. Wir hatten in 4.1.5.12 jedem euklidischen Vektorraum (V, S) einen orien-
tierten eindimensionalen reellen Vektorraum L = L(V ) zugeordnet und ihn seine
Längengerade genannt. Weiter hatten wir eine Längenabbildung

‖ ‖ : V → L

erklärt. Unter dem Nachschalten eines beliebigen orientierungserhaltenden Iso-
morphismus L ∼→ R wird diese Abbildung zur Norm eines Skalarprodukts der
euklidischen Struktur S. Im Fall des Richtungsraums ~E unserer euklidischen Ebe-
ne nennen wir L = L( ~E) die Längengerade unserer euklidischen Ebene.
5.2.1.3. Seien E eine euklidische Ebene und L ihre Längengerade. Wir setzen

Ê := E t {∞}

und nennen diese Menge die erweiterte Ebene. Eine Teilmenge K ⊂ Ê heißt
ein verallgemeinerter Kreis, wenn sie entweder ein Kreis in E ist, also von der
Gestalt

K = K(c; r) := {x ∈ E | ‖x− c‖ = r}
für c ∈ E und r ∈ L>0, oder eine affine Gerade g disjunkt vereinigt mit der
einpunktigen Menge {∞}. Im ersten Fall sprechen wir von einem echten Kreis.
Im zweiten Fall sprechen wir von einer erweiterten Gerade und verwenden dafür
die Notation K = ĝ := g t {∞}.
5.2.1.4. Sei E eine euklidische Ebene. Jedem verallgemeinerten Kreis K ⊂ Ê
ordnen wir eine Abbildung

sK : Ê → Ê

der erweiterten Ebene in sich selber zu, die wir die Spiegelung an unserem Kreis
oder Kreisspiegelung oder auch Inversion nennen, und zwar die übliche ortho-
gonale Spiegelung E → E an der Geraden mit der Zusatzregel∞ 7→ ∞ im Fall,
daß unser verallgemeinerter Kreis eine erweiterte Gerade ĝ ist, und die Inversion

c+ ~v 7→ c+ (r/‖~v‖)2~v für ~v 6= 0

mit der Zusatzregel c 7→ ∞ und ∞ 7→ c im Fall eines echten Kreises K =
K(c; r). Es ist leicht zu sehen, daß auch im Fall einer echten Kreises K Zentrum
und Radius und damit auch die Kreisspiegelung sK bereits durch die Teilmenge
K ⊂ E eindeutig festgelegt werden.
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5.2.1.5. Offensichtlich gibt es für je zwei verschiedene Punkte einer erweiterten
euklidischen Ebene eine Kreisspiegelung, die sie vertauscht.

5.2.1.6. Man beachte den fundamentalen Unterschied zwischen der hier betrach-
teten erweiterten Ebene Ê = E t {∞} und der projektiven Vervollständigung
VE von E aus 5.1.4.3, bei der eine ganze projektive Gerade aus unendlich fer-
nen Punkten zu E mit hinzugenommen wird. Wir werden im weiteren Verlauf
sehen, daß unsere erweiterte Ebene Ê hier vielmehr eine Variante der komplex-
projektiven Gerade alias Riemann’schen Zahlenkugel P1C = Ĉ = C t {∞} ist.

Lemma 5.2.1.7 (Kreisspiegelungen erhalten Kreise). Jede Kreisspiegelung auf
einer erweiterten euklidischen Ebene macht verallgemeinerte Kreise zu verallge-
meinerten Kreisen.

Beweis. Das war bereits Übung 3.2.7.18. Es reicht, es für die Kreispiegelung am
Einheitskreis im Fall E = R2 zu zeigen. Die Schnitte unserer verallgemeinerten
Kreise mit R2 sind die Nullstellenmengen in R2 von Gleichungen der Gestalt

p〈x, x〉 − 2〈x, v〉+ q

für v ∈ R2 und p, q ∈ R mit 〈v, v〉 > pq. Gegeben x 6= 0 gilt aber für y :=
x/〈x, x〉 nach kurzer Rechnung

p〈x, x〉 − 2〈x, v〉+ q = 0 ⇔ q〈y, y〉 − 2〈y, v〉+ p = 0

Daß das mit den Punkten 0 und∞ auch paßt, prüft man leicht explizit.

Beispiel 5.2.1.8. Eine Kreisspiegelung an einem echten Kreis macht jeden ver-
allgemeinerten Kreis, der durch sein Zentrum geht, zu einem verallgemeinerten
Kreis, der durch∞ geht, mithin zu einer erweiterten Geraden.

5.2.1.9 (Kreisspiegelungen mit Zirkel und Lineal). Sei E eine euklidische Ebe-
ne. Gegeben ein Kreis K mit Zentrum c und ein Punkt p ∈ E außerhalb unseres
Kreises können wir sein Bild unter der Kreisspiegelung sK mit Zirkel und Lineal
konstruieren. Wir zeichnen dazu die Gerade pc durch p und c und den Kreis L
durch p und c mit Zentrum auf pc, so daß gilt {p, c} = pc ∩ L. Dann ist not-
wendig sK(L) die Gerade durch die beiden Punkte von K ∩ L und wir haben
{sK(p)} = pc ∩ sK(L). Indem wir diese Konstruktion umgekehren, erhalten wir
auch eine Konstruktion für die Bildpunkte unter sK von Punkten innerhalb unse-
res Kreises.

5.2.1.10. SeiE eine euklidische Ebene. Gegeben ein verallgemeinerter KreisK ⊂
Ê zerfällt E\K in zwei Wegzusammenhangskomponenten. Nehmen wir im Fall
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Eine Kreisspiegelung sowie einige verallemeinerte Kreise und ihre Bilder unter
besagter Kreisspiegelung
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∞ 6∈ K zur unbeschränkten Komponente noch den Punkt ∞ hinzu, so erhalten
wir für jeden verallgemeinerten Kreis K ⊂ Ê eine Partition

Ê = K tKb tKu

mit sK : Kb ∼→ Ku. Im Fall eines echten Kreises meint Ku die unbeschränkte
Komponente zusammen mit dem Punkt∞ und Kb die beschränkte Komponente.
Ansonsten sei die Indizierung willkürlich gewählt. Es wäre natürlicher, für jeden
verallgemeinerten Kreis K ⊂ Ê und jeden Punkt p ∈ Ê\K gleich die disjunkte
Zerlegung Ê = K t K3p t K 63p einzuführen, aber so weit will ich hier nicht
gehen.
5.2.1.11. SeiE eine euklidische Ebene. Gegeben verallgemeinerte KreiseK,L ⊂
Ê sind wir in genau einem der folgenden vier Fälle:

1. Es gilt K ∩ L = ∅ und L ist entweder in Ku oder in Kb enthalten. Wir
sagen, die Kreise sind disjunkt;

2. Es gilt |K ∩ L| = 1 und L liegt entweder in K ∪Ku oder in K ∪Kb. Wir
sagen, die Kreise berühren sich;

3. Es gilt |K ∩ L| = 2 und L trifft K, Ku und Kb. Wir sagen, die Kreise
schneiden sich transversal;

4. Es gilt K = L. Wir sagen, die Kreise sind gleich.

Insbesondere ist klar, daß sich zwei verallgemeinerte Kreise genau dann berühren,
wenn sich ihre Bilder unter einer beliebigen Kreisspiegelung berühren. Ich ver-
zichte auf einen formalen Beweis der in der obigen Fallunterscheidung enthalte-
nen Behauptungen in der Erwartung, daß sich der Leser davon leicht selbst in der
von ihm gewünschten Ausführlichkeit und Exaktheit wird überzeugen können.

5.2.1.12 (Apollonisches Problem). Es geht erst einmal ganz salopp gesprochen
darum, Kreise zu konstruieren, die drei verschiedene vorgegebene Kreise berühren.
Manchmal gibt es gar keine Lösung, wenn nämlich ein Kreis die beiden anderen
trennt. Es kann bis zu acht Lösungen geben. Ich diskutiere nun beispielhaft den
Fall, daß wir drei paarweise disjunkte echte Kreise vor uns haben, von denen kei-
ner in einem anderen enthalten ist. Wir suchen einen verallgemeinerten Kreis, der
sie alle berührt und so, daß sie alle in derselben Komponente seines Komplements
liegen. Indem wir die Radien unserer drei vorgegebenen Kreise um den Radius
des kleinsten schrumpfen, können wir uns auf den ausgearteten Fall zurückziehen,
daß mindestens einer unserer drei Ausgangskreise ein Punkt ist. Indem wir eine
Kreisspiegelung an einem Kreis mit Zentrum in diesem besagten Punkt durch-
führen, wird der gesuchte Kreis eine zu suchende Gerade und wir können uns
weiter auf das Problem zurückziehen, gemeinsame Tangenten an zwei vorgegebe-
ne Kreise zu finden. Das aber ist nun nicht mehr weiter schwierig.
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Kreisschrumpfung zur Lösung des Appollonischen Problems
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5.2.2 Möbiustransformationen

5.2.2.1. Sei E eine euklidische Ebene. Wir erinnern an ihre Vervollständigung
Ê := E t {∞} und an verallgemeinerte Kreise K ⊂ Ê und an die Spiegelung
an einem verallgemeinerten Kreis sK : Ê → Ê. Eine Verknüpfung von Spie-
gelungen an verallgemeinerten Kreisen heißt eine Möbiustransformation. Die
Möbiustransformationen bilden eine Untergruppe

Möb = Möb(Ê) ⊂ Ens×(Ê)

der Gruppe der Permutationen der erweiterten Ebene Ê = E t {∞}. Alle Möbi-
ustransformationen machen nach 5.2.1.7 verallgemeinerte Kreise zu verallgemei-
nerten Kreisen.

Satz 5.2.2.2 (Möbiustransformationen, die den Punkt ∞ festhalten). Sei E
eine euklidische Ebene. Die Möbiustransformationen von Ê, die den Punkt ∞
festhalten, sind genau alle Fortsetzungen durch ∞ 7→ ∞ von Ähnlichkeiten von
E.

5.2.2.3. Der folgende Beweis zeigt allgemeiner für eine euklidische Ebene E,
daß jede bijektive Selbstabbildung von Ê mit Fixpunkt ∞, die verallgemeinerte
Kreise in verallgemeinerte Kreisen überführt, eine Fortsetzung durch ∞ 7→ ∞
einer Ähnlichkeit von E sein muß. Insbesondere sind mit 5.2.1.5 alle bijektiven
Selbstabbildungen von Ê, die verallgemeinerte Kreise in verallgemeinerte Kreise
überführen, bereits Möbiustransformationen.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei E = R2. Alle Ähnlichkeiten
vonR2 liefern, wenn man sie durch die Vorschrift∞ 7→ ∞ fortsetzt, Möbiustrans-
formationen. In der Tat erhält man alle Kongruenzen durch sukzessive Spiegelun-
gen an Geraden und alle Streckungen mit positivem Streckfaktor als Verknüpfung
der Kreisspiegelungen an zwei konzentrischen echten Kreisen. Sei nun umgekehrt
ϕ eine Möbiustransformation mit ϕ(∞) =∞. So überführt die induzierte Abbil-
dung ϕ : R2 ∼→ R2 Geraden in Geraden und ist damit nach 3.3.3.1 schon einmal
affin. Wir finden andererseits eine Ähnlichkeit ψ : R2 ∼→ R2 derart, daß ψϕ so-
wohl (0, 0) als auch (1, 0) festhält. Da dann ψϕ affin ist und (0, 0) festhält, muß
ψϕ linear sein. Da ψϕ außerdem (1, 0) festhält und echte Kreise in echte Kreise
überführt, muß ψϕ Längen von Vektoren erhalten und ist damit eine orthogona-
le Abbildung, genauer die Identität oder die Spiegelung an der x-Achse. Also ist
auch ϕ eine Ähnlichkeit.

Lemma 5.2.2.4. Je zwei verallgemeinerte Kreise können durch eine Möbiustrans-
formation ineinander überführt werden.
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Beweis. Je zwei erweiterte Geraden können offensichtlich ineinander überführt
werden, und jeder echte Kreis kann in eine erweiterte Gerade überführt werden
durch eine Kreisspiegelung an einem echten Kreis mit Zentrum auf unserem ech-
ten Kreis.

Proposition 5.2.2.5 (Charakterisierung von Kreispiegelungen). Jede Möbius-
transformation, die einen vorgegebenen verallgemeinerten Kreis K punktweise
festhält, ist die Kreisspiegelung sK an besagtem Kreis oder die Identität.

Beweis. Da sich nach 5.2.2.4 je zwei verallgemeinerte Kreise durch eine Möbi-
ustransformation ineinander überführen lassen, dürfen wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, unser K sei eine erweiterte Gerade. Nach 5.2.2.2
müssen wir also nur zeigen, daß alle Ähnlichkeiten, die eine erweiterte Gerade
punktweise festhalten, entweder die Identität oder die Spiegelung an besagter Ge-
rade sind. Das ist aber klar.

Korollar 5.2.2.6. Gegeben eine Möbiustransformation ϕ und ein verallgemeiner-
ter Kreis K gilt ϕsKϕ−1 = sϕ(K).

Beweis. Beide Seiten sind Möbiustransformationen, die nicht die Identität sind
und den verallgemeinerten Kreis ϕ(K) punktweise festhalten. Das Korollar folgt
so aus der Charakterisierung von Kreispiegelungen 5.2.2.5.

Korollar 5.2.2.7. Gegeben eine Möbiustransformation ϕ und ein verallgemeiner-
ter Kreis K ist ϕ(K) = K gleichbedeutend zu ϕsK = sKϕ.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Korollar 5.2.2.6.

Definition 5.2.2.8. SeiE eine euklidische Ebene. Gegeben verallgemeinerte Krei-
se K,L ⊂ Ê sagen wir, K stehe senkrecht auf L und schreiben K ⊥ L, wenn
gilt K 6= L und sKsL = sLsK .

5.2.2.9 (Bezug zur Anschauung). Nach 5.2.2.7 ist sKsL = sLsK gleichbedeu-
tend zur Bedingung sK(L) = L, die vielleicht besser unserem anschaulichen Be-
griff von Senkrechtstehen entspricht, die aber weniger symmetrisch ist.

5.2.2.10 (Bezug zur Differentialgeometrie). Wenn Sie etwa aus 12.3.2.6 wissen,
welche Teilmengen M ⊂ E „eindimensionale C1-Untermannigfaltigkeiten“ hei-
ßen, und etwa aus 12.6.5.2, wie für jeden Punkt p ∈M solch einer Untermannig-
faltigkeit der „Tangentialraum“ TpM ⊂ ~E erklärt wird, so werden Sie unschwer
erkennen, daß die Schnitte unserer verallgemeinerten Kreise mit E eindimensio-
nale C1-Untermannigfaltigkeiten sind und daß zwei verallgemeinerte Kreise K,L
genau dann aufeinander senkrecht stehen im Sinne der obigen Definition, wenn sie
mindestens einen Schnittpunkt in E haben und wenn für jeden Punkt p ∈ K ∩ L
mit p 6=∞ gilt TpK ⊥ TpL.
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Proposition 5.2.2.11. Sei E eine euklidische Ebene. Sind K,L ⊂ Ê verallge-
meinerte Kreise mit K ⊥ L und ist ϕ eine Möbiustransformation, so gilt auch
ϕ(K) ⊥ ϕ(L).

Vorschau 5.2.2.12. Wenn Sie bereits etwas mit den Anfängen der Funktionentheo-
rie vertraut sind, mag Ihnen bekannt sein, daß alle biholomorphen Abbildungen
„winkeltreu“ sind. Mit den Resultaten des folgenden Abschnitts oder Grundkennt-
nissen in Differentialgeometrie folgt leicht, daß auch alle Möbiustransformationen
„winkeltreu“ sind. Ich will aber an dieser Stelle nicht diskutieren, was das nun
ganz genau bedeuten soll.

Beweis. Kommutieren die Kreisspiegelungen sK und sL, so gilt dasselbe für die
Kreisspiegelungen sϕ(K) = ϕsKϕ

−1 und sϕ(L) = ϕsLϕ
−1.

5.2.2.13. Gegeben zwei disjunkte verallgemeinerte Kreise K,L verstehen wir un-
ter einer geschlossenen Kreiskette zwischen K und L eine Familie

M1, . . . ,Mn

von verallgemeinerten Kreisen, die alle K und L berühren und so, daß Mi und
Mi+1 sich für i = 1, . . . , n − 1 jeweils auch untereinander berühren und daß Mn

auch M1 berührt, daß aber Mi und Mj sonst disjunkt sind.

Satz 5.2.2.14 (Kreiskettensatz von Steiner). Seien zwei disjunkte Kreise gege-
ben. Gehört ein Kreis, der sie beide berührt, zu einer geschlossenen Kreiskette
zwischen unseren beiden disjunkten Kreisen, so gehört jeder Kreis, der sie bei-
de berührt, zu einer geschlossenen Kreiskette zwischen unseren beiden disjunkten
Kreisen.

5.2.2.15. In diesem Satz und seinem Beweis sind Kreise, wenn nicht explizit et-
was anderes gesagt wird, stets im verallgemeinerten Sinne zu verstehen. Wenn
man den Satz auf den Fall von zwei echten Kreisen K,L spezialisiert, von denen
einer im anderen liegt, in Formeln L ⊂ Kb, so muß man das noch nicht einmal
dazusagen.

Beweis. Für zwei disjunkte konzentrische echte Kreise ist das klar. Für zwei belie-
bige disjunkte Kreise gilt es offensichtlich genau dann, wenn es für ihre Bilder un-
ter irgendeiner Möbiustransformation gilt. Es reicht also zu zeigen, daß wir für je
zwei disjunkte Kreise eine Möbiustransformation finden, die sie in konzentrische
echte Kreise überführt. Das schließlich leistet das folgende Lemma 5.2.2.16.

Lemma 5.2.2.16. Zu je zwei disjunkten verallgemeinerten Kreisen K,L finden
wir eine Möbiustransformation, die sie in konzentrische echte Kreise überführt.
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Illustration zum Kreiskettensatz. Da sich die durchgezogen eingezeichnete
Kreiskette schließt, muß sich auch die nur teilweise und gestrichelt

eingezeichnete Kreiskette schließen und muß dann ebenfalls aus acht Kreisen
bestehen.
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Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß L eine
erweiterte Gerade ist. Dann ist notwendig K ein echter Kreis. Nun finden wir
sicher eine erweiterte Gerade A mit A ⊥ L durch das Zentrum von K, also mit
A ⊥ K. Außerdem finden wir mit elementaren Konstruktionen einen echten Kreis
B mit Zentrum in A∩L, der auf K senkrecht steht. Für jede Inversion s an einem
Punkt von A ∩ B sind dann s(A) und s(B) aufeinander senkrechte erweiterte
Geraden, die beide auf s(K) und s(L) senkrecht stehen. Damit aber sind s(K)
und s(L) konzentrische echte Kreise.

Übungen

5.2.2.17. Die folgenden vier Übungen 5.2.2.18, 5.2.2.19, 5.2.2.20 und 5.2.2.21
werden wir bei unserer Konstruktion 5.2.4.5 einer nichteuklidischen Ebene benöti-
gen.

Übung 5.2.2.18. Gegeben ein verallgemeinerter Kreis L und zwei Punkte p, q gibt
es stets einen verallgemeinerten KreisK, der durch unsere beiden Punkte geht und
auf L senkrecht steht. Unter der Annahme p 6= q, sL(q) ist K eindeutig bestimmt.

Übung 5.2.2.19. Gegeben zwei verallgemeinerte Kreise K ⊥ L und zwei Punkte
p, q ∈ L\K gibt es stets eine Möbiustransformation, die unsere beiden verallge-
meinerten Kreise stabilisiert und den einen Punkt auf den anderen abbildet.

Übung 5.2.2.20. Gegeben zwei verallgemeinerte Kreise, die beide auf einem Drit-
ten senkrecht stehen, gibt es stets eine Möbiustransformation, die den Dritten sta-
bilisiert und den Ersten auf den Zweiten abbildet.

Übung 5.2.2.21. Es gibt genau zwei Möbiustransformationen von R2 t {∞}, die
sowohl die erweiterte x-Achse als auch das Stück {(0, y) | 0 < y ≤ 1} der
y-Achse stabilisieren.

5.2.3 Möbiusgeometrie und komplexe Zahlen

5.2.3.1. Eine Abbildung ϕ : V → W von komplexen Vektorräumen heißt schief-
linear, wenn sie ein Homomorphismus der zugrundeliegenden additiven Gruppen
ist und wenn zusätzlich für alle λ ∈ C und v ∈ V gilt

ϕ(λv) = λ̄ϕ(v)

5.2.3.2 (Projektivisierte schieflineare Automorphismen). Bezeichne γ : C2 →
C2 die schieflineare Abbildung γ : (w, z) 7→ (w̄, z̄). Die Gruppe

GL(2;C)〈γ〉 := GL(2;C) tGL(2;C)γ ⊂ Ens×(C2)
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aller linearen oder schieflinearen Automorphismen des komplexen Vektorraums
C2 operiert offensichtlich auf der Menge P1C aller Ursprungsgeraden in C2 und
wir erhalten in Formeln einen Gruppenhomomorphismus

GL(2;C)〈γ〉 → Ens×(P1C)

Unter der Bijektion Ĉ ∼→ P1C mit z 7→ 〈1, z〉 und ∞ 7→ 〈0, 1〉 wird daraus ein
Gruppenhomomorphismus

GL(2;C)〈γ〉 → Ens×(Ĉ)

Man sieht leicht ein, daß unter unserer Operation die Untergruppe GL(2;R)〈γ〉
die erweiterte Gerade R̂ ⊂ Ĉ stabilisiert. Unser γ wird zur Spiegelung an der
erweiterten Gerade R̂ und eine Matrix

(
a b
c d

)
∈ GL(2;C) liefert die Abbildung

Ĉ ∼→ Ĉ mit z 7→ (c + dz)/(a + bz) falls z 6= ∞ und a + bz 6= 0 sowie gewissen
Sonderregeln an den verbleibenden Stellen.

Satz 5.2.3.3 (Möbiustransformationen und Projektivitäten). Der in 5.2.3.2
konstruierte Gruppenhomomorphismus GL(2;C)〈γ〉 → Ens×(Ĉ) induziert einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

GL(2;C)〈γ〉� Möb(Ĉ)

auf die Gruppe der Möbiustransformationen. Der Kern dieses Homomorphismus
ist die GruppeC×I aller von Null verschiedenen skalaren Vielfachen der Einheits-
matrix.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß unser Gruppenhomomorphismus in der Gruppe
der Möbiustransformationen landet. Es reicht zu zeigen, daß er irgendwelche Er-
zeuger unserer Gruppe GL(2;C)〈γ〉 auf Möbiustransformationen abbildet. Erzeu-
ger sind etwa die Elementarmatrizen sowie γ oder auch die Matrizen diag(λ, µ)
und

(
1 1
0 1

)
und

(
0 1
1 0

)
sowie γ. Von den letzteren Erzeugern geht diag(λ, µ) auf ei-

ne Drehstreckung und
(

1 1
0 1

)
auf die Translation z 7→ z + 1, beide erweitert um

∞ 7→ ∞, die nach 5.2.2.2 beide Möbiustransformationen sind. Weiter geht
(

0 1
1 0

)
auf die Abbildung z 7→ z−1 alias die Kreispiegelung am Einheitskreis gefolgt
von der Spiegelung an der erweiterten Gerade R̂ ⊂ Ĉ, also auch auf eine Möbi-
ustransformation. Und schließlich geht γ auf die Spiegelung an der erweiterten
Gerade R̂ ⊂ Ĉ und wir sehen so, daß unser Gruppenhomomorphismus in der Tat
in Möb(C) landet. Um zu sehen, daß er surjektiv ist, bemerken wir, daß in seinem
Bild die Inversion am Einheitskreis liegt sowie alle Streckungen und Translatio-
nen, mithin alle Inversionen an echten Kreisen. Weiter bemerken wir, daß in sei-
nem Bild die Spiegelung an einer erweiterten Geraden liegt sowie alle Drehungen
um den Ursprung und alle Translationen, mithin alle Spiegelungen an erweiterten
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Geraden. Folglich ist unser Gruppenhomomorphismus surjektiv. Es bleibt, den
Kern zu betimmen. Nun kann ein schieflinearer Automorphismus ϕ von C2 nicht
alle Geraden stabilisieren, denn aus ϕ(1, 0) = (λ, 0) und ϕ(0, 1) = (0, µ) folgt
ϕ(1, 1) = (λ, µ), also λ = µ und dann ϕ(i, 1) = λ(− i, 1) und das zeigt, daß die
Gerade mit Richtungsvektor (i, 1) nicht stabilisiert wird, wenn die Geraden mit
den Richtungsvektor (1, 0), (0, 1) und (1, 1) stabilisiert werden. Im Kern können
also nur lineare Automorphismen liegen, und von denen wissen wir bereits aus
5.1.5.8, daß genau die skalaren Matrizen als die Identität auf der projektiven Ge-
rade operieren.

5.2.3.4. Sei E eine euklidische Ebene. Jede Möbiustransformation ϕ : Ê → Ê
induziert eine stetig differenzierbare Abbildung ϕ : E\{ϕ−1(∞)} → E und die
Funktionaldeterminante dieser Abbildung hat keine Nullstelle. Sie ist also entwe-
der an jeder Stelle positiv oder an jeder Stelle negativ. Es ist klar, daß wir einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

Möb(Ê)� {+1,−1}

erhalten, indem wir jeder Möbiustransformation das Vorzeichen dieser Funktio-
naldeterminante zuordnen. Dessen Kern bezeichnen wir mit Möb+(Ê) und nen-
nen seine Elemente orientierungserhaltende Möbiustranformationen. Das Kom-
plement des Kerns bezeichnen wir mit Möb−(Ê) und nennen seine Elemente ori-
entierungsumkehrende Möbiustranformationen. Natürlich haben wir dann ei-
ne Zerlegung

Möb(Ê) = Möb+(Ê) tMöb−(Ê)

Alle Kreisspiegelungen sind orientierungsumkehrende Möbiustranformationen.
Man prüft leicht, daß unser Gruppenhomomorphismus aus Satz 5.2.3.3 einen Iso-
morphismus

PGL(2;C)
∼→ Möb+(Ĉ)

der projektiven Gruppe mit der Gruppe der orientierungserhaltenden Möbiustran-
formationen induziert. Salopp gesprochen sind also die orientierungserhaltenden
Möbiustransformationen das Analogon im komplex-eindimensionalen Fall unse-
rer Fototransformationen 5.1.5.4 im reell-zweidimensionalen Fall, wo wir einen
Isomorphismus PGL(3;R)

∼→ F angegeben hatten.

Übungen

Übung 5.2.3.5 (Stabilisator von P1R ⊂ P1C in den Möbiustransformationen).
Bezeichne R̂ ⊂ Ĉ die durch R ⊂ C bestimmte erweiterte Gerade in der er-
weiterten euklidischen Ebene zu C und MöbR̂(Ĉ) ⊂ Möb(Ĉ) die Gruppe al-
ler Möbiustransformationen, die diese erweiterte Gerade stabilisieren. Man zeige,
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daß unser Gruppenhomomorphismus GL(2;C)〈γ〉 � Möb(Ĉ) aus 5.2.3.3 einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus

GL(2;R)〈γ〉� MöbR̂(Ĉ)

mit Kern R×I induziert. Hinweis: Nach 5.2.2.7 besteht das Bild aus denjenigen
Möbiustransformationen, die mit dem Bild von γ kommutieren.

5.2.3.6. Im folgenden bezeichnet H nicht den Schiefkörper der Quaternionen,
sondern die offene obere Halbebene in der komplexen Zahlenebene. Ich hoffe,
der Leser kann aus dem Kontext erschließen, was jeweils gemeint ist.

Übung 5.2.3.7 (Stabilisator einer Hemisphäre der Zahlenkugel). Bezeichne
H := {x + iy ∈ C | y > 0} ⊂ C die durch die reelle Achse begrenzte offene
obere Halbebene und MöbH(Ĉ) die Gruppe aller Möbiustransformationen, die
diese offene Halbebene stabilisieren. Wir setzen τ := diag(1,−1). Man zeige,
daß unser surjektiver Gruppenhomomorphismus GL(2;R)〈γ〉 � MöbR̂(Ĉ) aus
5.2.3.5 einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

SL(2;R)〈τγ〉� MöbH(Ĉ)

mit Kern± I induziert, wobei das Bild von SL(2;R) gerade MöbH(Ĉ)∩Möb+(Ĉ)
ist und τγ der Spiegelung an der imaginären Achse Ri entspricht. Explizit wird
diese Operation von SL(2;R)〈τγ〉 auf H gegeben durch die Formeln(

a b

c d

)
z =

c+ dz

a+ bz
und (τγ)z = −z̄.

Übung 5.2.3.8 (Die Hemisphäre als homogener Raum). Man zeige, daß die in
5.2.3.7 konstruierte Operation von SL(2;R) auf H transitiv ist und daß SO(2) die
Standgruppe von i ist. Unsere Operation induziert mithin eine Bijektion

SL(2;R)/ SO(2)
∼→ H

A forteriori induziert die in 5.2.3.7 konstruierte Operation von SL(2;R)〈τγ〉 aufH
eine Bijektion SL(2;R)〈τγ〉/ SO(2)〈τγ〉 ∼→ H und die Fixpunktmenge von τγ ist
die offene halbe imaginäre AchseHτγ = iR>0. Im übrigen induziert die Operation
von SL(2;R) auf i ∈ H eine Bijektion der Untergruppe {diag(λ, λ−1) | λ ∈ R>0}
mit unserer Fixpunktmenge Hτγ .

5.2.4 Die hyperbolische Ebene
5.2.4.1. Über zweitausend Jahre lang wurde die Geometrie nach einem axiomati-
schen Aufbau gelehrt, den Euklid in seinen „Elementen“ niedergelegt hat. Dieses
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Buch war auch ein Modell für den axiomatischen Aufbau einer Theorie überhaupt
und spielte damit eine zentrale Rolle beim Aufbau der modernen Mathematik. Als
Grundlage für die heutige Mathematik reichen jedoch Euklid’s Definitionen wie
etwa „Ein Punkt ist, was keine Teile hat“ oder „Eine Linie ist eine breitenlose
Länge“ nicht mehr aus. Stattdessen bauen wir die heutige Mathematik seit Can-
tor auf den Begriffen der Mengenlehre auf. Natürlich sind die Grundbegriffe der
naiven Mengenlehre ähnlich vage, aber hier existiert mittlerweile in der Logik ein
solider Unterbau, auf den man sich im Notfall stützen kann. Eine Formalisierung
der Ebene des Euklid im Rahmen der Mengenlehre sind unsere fasteuklidischen
Ebenen mit Parallelenaxiom aus 5.1.1.17. Wir haben dort auch gezeigt, daß und
wie die Strukturen auf einer MengeX als fasteuklidische Ebene mit Parallelenaxi-
om eineindeutig den Strukturen auf derselben Menge X als euklidische Ebene im
Sinne der linearen Algebra 4.1.5.1 entsprechen.

5.2.4.2. Über Jahrhunderte ist versucht worden, das Parallelenaxiom aus den an-
deren Axiomen von Euklid herzuleiten, bis man im 19.-ten Jahrhundert Geometri-
en fand, die alle Axiome von Euklid mit Ausnahme des Parallelenaxioms erfüllen.
Sie heißen die nichteuklidischen Geometrien. Wir geben nun eine unserer Axio-
matik angepaßte Präzisierung für die Behauptung der Existenz nichteuklidischer
Geometrien.

Satz 5.2.4.3 (Nichteuklidische Geometrien). Es gibt fasteuklidische Geometri-
en, in denen das Parallelenaxiom nicht gilt.

5.2.4.4. Der Beweis besteht in der Konstruktion eines Beispiels, ja einer ganzen
Klasse von paarweise isomorphen Beispielen, die unter dem Oberbegriff der hy-
perbolischen Ebene zusammengefaßt werden. Für den Beweis unseres Satzes
reicht natürlich eines dieser Beispiele bereits aus. Die anderen Beispiele aber hel-
fen, diese Struktur besser zu verstehen.

5.2.4.5 (Kreisscheibenmodell der hyperbolischen Ebene). Als Punktmenge X
nehmen wir alle Punkte der offenen Einheitskreisscheibe

X := {x+ iy ∈ C | x2 + y2 < 1}

Als Geraden nehmen wir alle Schnitte mit der offenen Einheitskreisscheibe von
solchen verallgemeinerten Kreisen alias gewöhnlichen Kreisen oder Geraden, die
auf dem Einheitskreis senkrecht stehen. Nach 5.2.2.18 ist das eine Inzidenzgeo-
metrie. Als Zwischenrelation nehmen wir die Offensichtliche und verzichten auf
das formale Prüfen der Eigenschaften, das keine wesentlichen Schwierigkeiten
aufwirft und dem Leser leicht selbst gelingen wird. Als Gruppe K von Kongru-
enzen schließlich nehmen wir die Gruppe aller Möbiustransformationen, die die
offene Einheitskreisscheibe in sich selber überführen. Mit den Übungen 5.2.2.19



692 KAPITEL 5. ELEMENTARGEOMETRIE

Kreisscheibe von Poincaré mit einer Gerade g und einem Punkt p außerhalb
dieser Gerade und zwei verschiedenen Parallelen zu g durch den Punkt p
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und 5.2.2.20 und 5.2.2.21 sieht man leicht, daß es für je zwei Halbgeraden A,B
in X genau zwei Transformationen h, k ∈ K gibt mit h(A) = k(A) = B. Daß
es in dieser Inzidenzgeometrie durch einen Punkt außerhalb einer Geraden mehr
als eine Parallele zu besagter Geraden gibt, ist offensichtlich. Dieses Modell der
hyperbolischen Ebene heißt die Kreisscheibe von Poincaré.

5.2.4.6 (Halbebenenmodell der hyperbolischen Ebene). Die offene Einheits-
kreisscheibe können wir mithilfe einer Möbiustransformation bijektiv mit der obe-
ren Halbebene H := {x + iy ∈ C | y > 0} identifizieren. Unter einer und jeder
solchen Identifikation entsprechen die Möbiustransformationen den Möbiustrans-
formationen. Weiter entsprechen die verallgemeinerten Kreise, die senkrecht auf
dem Einheitskreis stehen, den verallgemeinerten Kreisen, die senkrecht auf der
erweiterten reellen Achse stehen. Wir erhalten so ein weiteres Modell derselben
Struktur, die obere Halbebene von Poincaré

X = H

Im Bild der Kreisscheibe sind die durch Rotation gegebenen Automorphismen be-
sonders gut zu sehen, im Bild der oberen Halbebene die durch Translation in Rich-
tung der reellen Achse gegebenen Automorphismen. Für die Kongruenzgruppe K
liefert 5.2.3.7 in diesem Modell einen Gruppenisomorphismus PSL(2;R)

∼→ K+

mit den Notationen PSL(2;R) := SL(2;R)/±I und K+ := K ∩Möb+(Ĉ).

5.2.4.7 (Gruppentheoretisches Modell der hyperbolischen Ebene). Das Mo-
dell der oberen Halbebene führt mit unseren Bijektionen aus 5.2.3.8 zum grup-
pentheoretischen Modell als die Nebenklassenmenge

X := SL(2;R)/ SO(2)

oder äquivalent X := SL(2;R)〈τγ〉/ SO(2)〈τγ〉. In diesem Modell ist unsere
Kongruenzgruppe K das Bild des durch Linksmultiplikation gegebenen Grup-
penhomomorphismus SL(2;R)〈τγ〉 → Ens×(X). Eine erste Gerade ist die Fix-
punktmenge Xτγ , die anderen Geraden sind die Bilder dieser Gerade unter K.
In diesem Modell sind alle Automorphismen gut zu sehen, aber die Struktur als
Inzidenzgeometrie mit Zwischenrelation ist weniger offensichtlich und ich kann
sie von unserem Kenntnisstand aus nur über die Isomorphie mit den anderen Mo-
dellen begründen.

5.2.4.8 (Hyperboloidmodell der hyperbolischen Ebene). Die Gruppe SL(2;R)
operiert durch Konjugation auf dem reellen Vektorraum sl(2;R) aller reellen (2×
2)-Matrizen mit Spur Null. Man prüft unschwer, daß die Standgruppe von

(
0 1
−1 0

)
gerade SO(2) ist und die Bahn dieses Elements unter SL(2;R) die Menge al-
ler spurlosen Matrizen A der Gestalt

(
a b
c −a

)
mit tr(A2) = 2(a2 + bc) = −2

und b > 0. Diese Bahn ist also ein Hyperboloid und ebenfalls in Bijektion zu
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SL(2;R)/ SO(2). Daher mag auch die Bezeichnung als hyperbolische Ebene
rühren. In Hyperboloidmodell kann man die Inzidenzstruktur gut sehen, die Ge-
raden sind in diesem Fall genau alle nichtleeren Schnitte von zweidimensiona-
len Untervektorräumen von sl(2;R) mit unserem Hyperboloid. Das Hyperbo-
loidmodell ist jedoch schwer zu zeichnen, da es sich um eine Fläche im drei-
dimensionalen Raum handelt. Führen wir neue Koordinaten ein durch a = x,
b = y+z und c = y−z, so wird unser Hyperboloid gegeben durch die Gleichung
x2 + y2 − z2 = −1 und die Zusatzbedingung z > 0, wir haben also in Formeln

X = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 = −1, z > 0}

Diese Definition verallgemeinern wir in ?? zur Definition des „n-dimensionalen
hyperbolischen Raums“, einer speziellen „riemannschen Mannigfaltigkeit“.

5.2.4.9 (Klein’sches Modell der hyperbolischen Ebene). Es ist klar, daß die
Zentralprojektion mit Augpunkt im Ursprung auf die affine Ebene {(x, y, 1)} un-
ser Hyperboloid bijektiv mit der offenen Kreisscheibe {(x, y, 1) | x2 + y2 < 1}
identifiziert. Unter dieser Bijektion entsprechen die Geraden unserer Inzidenz-
struktur den mehrpunktigen Schnitten von Geraden mit der besagten Kreisscheibe
alias den „Sehnen“. Insbesondere ist dies Modell verschieden von der Kreisschei-
be von Poincaré. Es heißt das Klein’sche Modell der hyperbolischen Ebene. In
diesem Modell ist die Inzidenzstruktur mit Zwischenrelation besonders gut zu se-
hen, aber die meisten Kongruenzen sind eher schwer zu sehen.

5.2.5 Möbiusgeometrie in beliebigen Dimensionen

5.2.5.1 (Spiegelungen an verallgemeinerten Sphären). SeiE ein endlichdimen-
sionaler euklidischer Raum mit Längengerade L. Wir setzen Ê := Et{∞}. Eine
Teilmenge

K ⊂ Ê

heiße eine verallgemeinerte Sphäre, wenn sie entweder eine Sphäre inE ist, also
K = K(c; r) := {x ∈ E | ‖x − c‖ = r} für c ∈ E und r ∈ L>0, oder aber eine
affine Hyperebene disjunkt vereinigt mit der einpunktigen Menge {∞}. Im ersten
Fall sprechen wir von einer echten Sphäre, im Zweiten von einer erweiterten
Hyperebene. Die Bezeichnung K rührt von der alternativen Bezeichnung einer
Sphäre als „Kugelschale“ her. Jeder verallgemeinerten Sphäre K ordnen wir eine
Abbildung

sK : Ê → Ê

zu, die wir die Spiegelung an unserer verallgemeinerten Sphäre nennen, und
zwar die übliche Spiegelung E → E mit der Zusatzregel ∞ 7→ ∞ im Fall, daß
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unsere verallgemeinerte Sphäre eine Hyperebene ist, und die Inversion

y 7→ c+
r2

‖y − c‖2
(y − c)

mit der Zusatzregel c 7→ ∞ und∞ 7→ c im Fall einer echten Sphäre K = K(c; r).
Die von Spiegelungen an verallgemeinerten Sphären erzeugte Untergruppe von
Ens×(Ê) heißt die Möbiusgruppe Möb(Ê) und ihre Elemente heißen Möbi-
ustransformationen. Die von allen Verknüpfungen von zwei solchen Spiege-
lungen erzeugte Untergruppe heißt die Gruppe der orientierungserhaltenden
Möbiustransformationen. Sie besteht genau aus denjenigen Möbiustransforma-
tionen, deren Differential 12.1.3.1 an jeder Stelle von E, die nicht gerade nach∞
abgebildet wird, die Orientierung erhält.

5.2.5.2 (Möbiustransformationen erhalten verallgemeinerte Sphären). Mö-
biustransformationen überführen verallgemeinerte Sphären stets in verallgemei-
nerte Sphären. Man erkennt das, indem man die Argumentation aus 5.2.1.7 wie-
derholt. Andererseits zeigt man wie in 5.2.2.4 auch in beliebiger Dimension leicht,
daß sich je zwei verallgemeinerte Sphären durch eine Möbiustransformation in-
einander überführen lassen.

5.2.5.3 (Identifikation der erweiterten Ebene mit einer Sphäre). Gegeben ein
euklidischer Raum mit einer Hyperebene E ⊃ H induziert die Inversion an jeder
echten Sphäre K ⊂ E, deren Mittelpunkt nicht auf H liegt, eine Bijektion

Ĥ
∼→ L

von der erweiterten Hyperebene Ĥ = H t {∞} mit einer echten Sphäre L ⊂ E.
Man prüft unschwer, daß es genau eine Topologie auf Ĥ gibt, für die alle diese
Bijektionen Homöomorphismen sind. So versehen wir unsere erweiterten Räume
und insbesondere auch P1C = C t {∞} mit einer Topologie. Will man an diese
Vorstellung appellieren, so nennt man P1C die Riemann’sche Zahlenkugel.
5.2.5.4 (Kreise auf der Riemann’sche Zahlenkugel). Unter jeder der Identifi-
kationen S2 ∼→ R2 t {∞} aus 5.2.5.3 entsprechen die anschaulichen Kreise auf
der Einheitssphäre genau unseren verallgemeinerten Kreisen in R2 t {∞}. In der
Tat haben wir unsere Identifikation ja als die Restriktion einer Möbiustransforma-
tion auf R3 t {∞} konstruiert, und diese muß mehrpunktige Schnitte von zwei
verallgemeinerten Sphären auf ebensolche abbilden.

Übungen

Übung 5.2.5.5 (Reelle Formen und verallgemeinerte Kreise). Man zeige: Unter
der Komposition Pot(C2) → Pot(C2\0) → Pot(C t {∞}) ∼→ Pot(R2 t {∞})
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Der gestrichelte Kreis wird durch die „stereographische Projektion“ mit der
gestrichelten Geraden identifiziert. Demnächst werden Sie diese Abbildung auch
als „Inversion“ am durchgezogenen Kreis verstehen lernen. Diese Inversion hält
jeden Punkt auf dem durchgezogenen Kreis fest und wirft sein Zentrum nach∞.

Folglich vertauscht die Inversion am durchgezogenen Kreis den gestrichelten
Kreis mit der gestrichelten Geraden. Die gezackte Gerade oder vielmehr der

zugehörige verallgemeinerte Kreis wird von besagter Inversion auf sich selbst
geworfen, folglich wirkt unsere Inversion auf den Punkten des gestrichelten

Kreises wie die stereographische Projektion.



5.2. MÖBIUSGEOMETRIE UND HYPERBOLISCHE EBENE 697

der offensichtlichen Abbildungen wird das System ReFo ⊂ Pot(C2) der reellen
Formen nach 4.1.12.45 von C2 auf das System VerKr ⊂ Pot(R2 t {∞}) der
verallgemeinerten Kreise abgebildet. Hinweis: Das System der verallgemeinerten
Kreise ist die Bahn der erweiterten x-Achse in Pot(R2 t {∞}) unter der Gruppe
der Möbiustransformationen. Unter der so gegebenen Surjektion ReFo� VerKr
oder ausgeschrieben{

Reelle Formen von C2
}
�
{

Verallgemeinerte Kreise in R2 t {∞}
}

werden zwei reelle Formen genau dann auf denselben verallgemeinerten Kreis
abgebildet, wenn sie durch die Multiplikation mit einer von Null verschiedenen
komplexen Zahl auseinander hervorgehen.

Übung 5.2.5.6. Man zeige, daß Inversionen Winkel erhalten in dem Sinne, daß
ihr Differential an jedem vom Zentrum der Inversion verschiedenen Punkt Winkel
erhält. Hinweis: Es reicht zu zeigen, daß eine Orthonormalbasis unter dem Dif-
ferential an jedem festen Punkt eine mit einem festen Faktor skalierte Orthonor-
malbasis wird. Man betrachte hierzu Orthonormalbasen, bei denen ein Vektor die
Richtung vom Zentrum der Inversion zu unserem festen Punkt angibt. Alternativ
löst das auch 12.1.6.18 in sogar noch größerer Allgemeinheit.

Ergänzende Übung 5.2.5.7. Sei E ein endlichdimensionaler euklidischer Raum.
Die Möbiustransformationen Ê → Ê mit Fixpunkt∞ sind genau die Fortsetzun-
gen der Ähnlichkeiten von E durch die Vorschrift ∞ 7→ ∞. Hinweis: Mithilfe
von 3.3.3.1 folgere man dann, daß unsere Abbildung auf E affin sein muß. Mit
4.1.10.18 folgere man dann, daß diese affine Abbildung eine Ähnlichkeit sein
muß.

Ergänzende Übung 5.2.5.8. Sei E ein endlichdimensionaler euklidischer Raum
einer Dimension dimE ≥ 2. Man zeige, daß jede bijektive Abbildung Ê ∼→ Ê
mit der Eigenschaft, daß das Bild jeder verallgemeinerten Sphäre eine verallge-
meinerte Sphäre ist, bereits eine Möbiustransformation sein muß. Hinweis: Man
ziehe sich auf den Fall zurück, daß∞ ein Fixpunkt unserer Abbildung ist, so daß
man 5.2.5.7 anwenden kann.

Ergänzende Übung 5.2.5.9. Wir betrachten für n ≥ 1 das Anfügen einer Null
Rn t {∞} ↪→ Rn+1 t {∞}. Man zeige, daß eine Selbstabbildung von Rn t {∞}
eine Möbiustransformation ist genau dann, wenn sie sich zu einer Möbiustrans-
formation auf Rn+1 t {∞} fortsetzen läßt. Hinweis: Will man direkte Rechnung
vermeiden, mag man mit 5.2.5.8 argumentieren.

Ergänzende Übung 5.2.5.10. Hält eine Möbiustransformation auf Rn t {∞} für
n ≥ 1 eine verallgemeinerte Sphäre punktweise fest, so ist sie entweder die Identi-
tät oder aber die Inversion an besagter verallgemeinerter Sphäre. Hinweis: 5.2.5.7
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Ergänzende Übung 5.2.5.11. Man betrachte die stereographische Projektion der
Einheitssphäre auf die xy-Ebene vermehrt um einen Punkt ∞, die jedem Punkt
außer dem Nordpol n = (0, 0, 1) den Schnittpunkt mit der xy-Ebene der Geraden
durch diesem Punkt und den Nordpol zuordnet, und die den Nordpol auf∞ wirft.
Sie kann verstanden werden als Restriktion der Inversion an derjenigen Sphäre
mit Zentrum im Nordpol, die die xy-Ebene im Einheitskreis schneidet. Mit der
vorhergehenden Übung 5.2.5.6 erkennt man so, daß unter der stereographischen
Projektion Kreise auf der Einheitssphäre als Schnitte der Einheitssphäre mit ande-
ren Sphären übergehen in verallgemeinerte Kreise in der xy-Ebene, und daß die
stereographische Projektion Winkel erhält.
Ergänzende Übung 5.2.5.12 (Möbiustransformationen als Liegruppe). Gege-
ben p, q ∈ N erklären wir O(p, q) ⊂ GL(p+ q;R) als die Gruppe aller derjenigen
Matrizen, die die quadratische Form f = x2

1+. . .+x2
p−x2

p+1−. . .−x2
p+q aufRp+q

invariant lassen. Den Spezialfall O(1, 1) haben wir bereits in 4.2.7.10 recht expli-
zit beschrieben. Die Gruppe O(p, q) stabilisiert den Nullkegel N aller Vektoren,
auf denen unsere quadratische Form verschwindet, und induziert eine Operation
auf dem Quotienten (N\0)/R>0. Da die Einbettung Sp−1 × Sq−1 ↪→ Rp × Rq
offensichtlich eine Bijektion Sp−1×Sq−1 ∼→ (N\0)/R>0 induziert, erbt die linke
Seite eine Operation von O(p, q). Speziell erhalten wir eine Operation der Gruppe
O(n + 1, 1) auf Sn × S0. Bezeichnet O(n + 1, 1)+ die Untergruppe der Ma-
trizen, die beide Komponenten von Sn × S0 stabilisieren, so erhalten wir eine
Operation von O(n+1, 1)+ auf Sn. Man erinnere die stereographische Projektion
ster : Sn

∼→ Rn t {∞} und zeige, daß wir einen Isomorphismus

ϕ : O(n+ 1, 1)+ ∼→ Möb(Rn t {∞})
angeben können durch die Vorschrift ster(gx) = ϕ(g) ster(x). Vergleiche auch
15.2.2.22. Unsere Gruppe O(n + 1, 1)+ operiert auch auf dem Komplement des
Nullkegels und stabilisiert darin die Teilmenge I := {x | f(x) < 0, xn+2 > 0}
und den zugehörigen Quotienten I/R>0, der mit dem „(n + 1)-dimensionalen
hyperbolischen Raum“ aus ?? identifiziert werden kann.
Ergänzende Übung 5.2.5.13. Gegeben c, s ∈ R mit c2− s2 = 1 gehört die Matrix(
c s
s c

)
zu O(1, 1) und folglich gehört die Matrix1 0 0

0 c s
0 s c


zu O(2, 1). Man prüfe durch explizite Rechnung, daß die Operation unserer Ma-
trix auf dem projektivisierten Lichtkegel unter seiner Identifikation mit S1 durch
(x, y) 7→ 〈x, y, 1〉 und der Identifikation S1 ∼→ R t {∞} mit der stereographi-
schen Projektion gegeben durch (x, y) 7→ x/(1 − y) mit ihrer Inversen t 7→
(2t/(1 + t2), (1− t2)/(1 + t2)) der Streckung um den Faktor a = c− s entspricht.
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Die Abschnitte bis zur Galois-Theorie einschließlich sollten in etwa den Stan-
dardstoff einer Algebra-Vorlesung für das dritte Semester abdecken. Ich habe
mich bei der Entwicklung der Theorie besonders darum bemüht, die Verwen-
dung des Zorn’schen Lemmas zu vermeiden. Mein Ziel war es, dem falschen Ein-
druck entgegenzuwirken, unsere Sätze über die Auflösbarkeit von polynomialen
Gleichungen oder die Bestimmung quadratischer Reste oder die Konstruierbarkeit
regelmäßiger Vielecke basierten auf Subtilitäten der Mengenlehre. Insbesondere
wird der algebraische Abschluß in den Beweisen nicht verwendet und der Begriff
eines maximalen Ideals spielt nur eine Nebenrolle. Ich bedanke mich bei vielen
Freiburger Studierenden für Hinweise, die mir geholfen haben, die Darstellung zu
klären und zu glätten und Fehler zu beheben.
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6.1 Mehr zu Gruppen

6.1.1 Die Frage nach der Klassifikation

6.1.1.1. Ich erinnere an die Definition 2.2.2.2. Eine Gruppe ist eine Menge G mit
einer Verknüpfung G × G → G, (a, b) 7→ ab derart, daß für alle a, b, c ∈ G gilt
(ab)c = a(bc), daß es ein Element 1 ∈ G gibt mit 1a = a1 = a ∀a ∈ G, und
daß es für alle a, b ∈ G ein Element c ∈ G gibt mit ac = b. Gegeben eine weitere
Gruppe H ist ein Gruppenhomomorphismus ϕ : G → H eine Abbildung von
G nach H mit ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) für alle a, b ∈ G. Die Menge aller Gruppen
homomorphismen von G nach H notiere ich Grp(G,H).

6.1.1.2. Wir wollen im folgenden der Frage nachgehen, welche endlichen Grup-
pen „es überhaupt gibt“. Wir nennen zwei Gruppen isomorph, wenn es zwischen
ihnen einen Isomorphismus als da heißt einen bijektiven Homomorphismus gibt.
Die Frage, welche endlichen Gruppen es überhaupt gibt, können wir dann konkret
fassen als die folgende Aufgabe: Man gebe eine Liste von endlichen Gruppen an
derart, daß jede beliebige endliche Gruppe isomorph ist zu genau einer Gruppe
dieser Liste. In mathematischer Terminologie ist das die Frage nach der Klassifi-
kation der endlichen Gruppen.

Beispiel 6.1.1.3. Für Gruppen mit höchstens 4 Elementen können wir diese Auf-
gabe noch ohne alle Theorie auf direktem Wege lösen. Eine endliche Menge mit
Verknüpfung beschreiben wir dazu durch ihre Verknüpfungstabelle, die im Fall
einer Gruppe auch Gruppentafel heißt. Zum Beispiel bilden die dritten Einheits-
wurzeln 1, ζ = exp(2π i /3) und η = exp(4π i /3) in C unter der Multiplikation
eine Gruppe mit der Gruppentafel

1 ζ η
1 1 ζ η
ζ ζ η 1
η η 1 ζ

Bei einer Gruppentafel muß nach der Kürzungsregel 2.2.2.17 in jeder Spalte und
in jeder Zeile jedes Element genau einmal vorkommen. Man sieht so recht leicht,
daß es bis auf Isomorphismus nur eine Gruppe G gibt mit |G| Elementen für
|G| = 1, 2, 3. Man sieht so auch, daß es für |G| = 4 bis auf Isomorphismus genau
zwei Möglichkeiten gibt, die sich dadurch unterscheiden, ob jedes Element sein
eigenes Inverses ist oder nicht: Je nachdem haben wir, bis auf Isomorphismus, die
sogenannte Klein’sche Vierergruppe Z/2Z × Z/2Z oder die zyklische Gruppe
Z/4Z vor uns.
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Die vier Symmetrien des Buchstabens H und des Sonnenrads, das wohl nicht
zuletzt auch wegen seiner Symmetriegruppe so unvermittelt an furchtbare Zeiten

der deutschen Geschichte erinnert.
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6.1.1.4. Warum interessieren wir uns überhaupt für Gruppen? Stellen wir uns doch
einmal eine ebene Figur vor, zum Beispiel eine stilisierte Blüte, einen Buchsta-
ben, oder allgemein eine beliebige Teilmenge der Ebene A ⊂ R2. Unter einer
„Symmetriebewegung“ oder kurz Symmetrie unserer Figur verstehen wir eine
abstandserhaltende Selbstabbildung g der Ebene, die unsere Figur in sich selber
überführt, in Formeln gA = A. Alle Symmetrien unserer Figur bilden unter der
Hintereinanderausführung als Verknüpfung eine Gruppe, die Symmetriegruppe
der Figur. Bei den meisten Figuren besteht die Symmetriegruppe nur aus einem
Element, der Identität, aber ein Herz hat schon zwei Symmetrien, die Identität
und eine Spiegelung. Der Buchstabe H hat sogar 4 Symmetrien, ebensoviele wie
das Sonnenrad, aber die Symmetriegruppen dieser beiden Figuren sind nicht iso-
morph. In diesem Sinne kann man das Konzept einer Gruppe interpretieren als
eine Formalisierung der Idee eines „abstrakten Symmetrietyps“.

6.1.2 Kompositionsreihen

6.1.2.1. Ich erinnere an Restklassen 4.4.1, Normalteiler 4.4.2, Gruppenwirkungen
4.5.1.1, Bahnformel 4.5.2 und Konjugationsklassen 4.5.3.

Definition 6.1.2.2. Eine Gruppe heißt einfach, wenn sie nicht nur aus dem neu-
tralen Element besteht, aber außer dem neutralen Element und der ganzen Gruppe
keine weiteren Normalteiler hat.

Beispiele 6.1.2.3. Beispiele einfacher Gruppen sind die zyklischen Gruppen von
Primzahlordnung und die sogenannten alternierenden Gruppen

Ar := ker(sgn : Sr → {±1})

aller geraden Permuationen von r Objekten unter der Annahme r ≥ 5, wie wir als
Satz 6.1.6.2 zeigen werden. Nicht zeigen werden wir, daß die alternierende Grup-
pe A5 die kleinste nichtabelsche einfache Gruppe ist. Diese Gruppe ist übrigends
genau unsere Ikosaedergruppe aus 4.5.4.2 aller Drehsymmetrien eines Ikosaeders,
was wir im anschließenden Satz 6.1.2.5 zeigen.

Ergänzung 6.1.2.4. Alle endlichen einfachen Gruppen sind seit etwa 1980 be-
kannt, ihre Klassifikation ist jedoch schwierig und man kann nur hoffen, daß zu-
künftige Forschungen noch substantielle Vereinfachungen der Argumente erlau-
ben. Eine wesentliche Zutat ist ein berühmter Satz von Feit-Thompson, nach dem
jede endliche einfache nicht abelsche Gruppe eine gerade Ordnung haben muß.

Satz 6.1.2.5. Die Ikosaedergruppe ist einfach und isomorph zur alternierenden
Gruppe A5.
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Beweis. Ein Ikosaeder hat 12 Ecken, 20 Flächen und 30 Kanten. Jedes Paar von
gegenüberliegenden Ecken liefert vier Elemente der Ordnung 5 in I , macht 24
Elemente der Ordnung 5. Jedes Paar von gegenüberliegenden Flächen liefert zwei
Elemente der Ordnung 3 in I , macht 20 Elemente der Ordnung 3. Jedes Paar von
gegenüberliegenden Kanten liefert ein Element der Ordnung 2 in I , macht 15
Elemente der Ordnung 2. Zusammen mit dem neutralen Element haben wir damit
alle Gruppenelemente aufgelistet, denn es gilt

60 = 1 + 15 + 20 + 24

Da je zwei Kanten des Ikosaeders durch eine Drehsymmetrie des Ikosaeders in-
einander überführt werden können, bilden die 15 Elemente der Ordnung 2 eine
Konjugationsklasse: Sind in der Tat K und L Kanten und dk, dL die nichttrivialen
Drehsymmetrien, die sie jeweils in sich selbst überführen, und ist g eine Dreh-
symmetrie mit g(K) = L, so gilt dK = g−1dLg. Ähnlich sieht man, daß alle 20
Elemente der Ordnung 3 eine Konjugationsklasse bilden. Für die Elemente der
Ordnung 5 kann das nicht gelten, denn 24 ist kein Teiler von 60. Mit ähnlichen
Überlegungen erkennt man jedoch, daß die 24 Elemente der Ordnung 5 zerfal-
len in zwei Konjugationsklassen von je 12 Elementen, bestehend aus Drehungen
einmal um Winkel ±2π

5
und ein andermal ±4π

5
. Die Kardinalitäten der Konjuga-

tionsklassen sind also genau die Summanden auf der rechten Seite der Gleichung

60 = 1 + 15 + 20 + 12 + 12

Gäbe es nun in I einen echten Normalteiler N , so müßte die Ordnung von N ein
Teiler sein von 60 und eine Summe von Kardinalitäten von Konjugationsklassen,
darunter die Konjugationsklasse des neutralen Elements. Die einzigen solchen
Zahlen sind aber 1 und 60, folglich ist die Ikosaedergruppe I einfach. Man über-
legt sich nun anhand der nebenstehenden Zeichnung, daß es genau fünf Möglich-
keiten gibt, aus den 20 Ecken eines Dodekaeders, die ja gerade die Flächenmitten
eines Ikosaeders bilden, 8 Ecken so auszusuchen, daß sie die Ecken eines Würfels
bilden: Auf der Menge dieser 5 einbeschriebenen Würfel operiert unsere Gruppe
dann natürlich auch. Wir erhalten so einen Gruppenhomomorphismus

ϕ : I → S5

Der Kern von sgn ◦ϕ : I → {+1,−1} ist ein von 1 verschiedener Normalteiler
von I , es folgt ker(sgn ◦ϕ) = I und ϕ induziert einen Gruppenhomomorphismus
nach A5 = ker(sgn) ⊂ S5. Der Kern von ϕ : I → S5 ist ein von I verschiedener
Normalteiler von I , es folgt kerϕ = 1, und durch Abzählen folgt dann, daß ϕ
einen Isomorphismus ϕ : I

∼→ A5 induziert.
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Einer der fünf eingeschriebenen Würfel eines Dodekaeders, mit gestrichelt
eingezeichneten Kanten. Diese Würfel entsprechen im übrigen auch eineindeutig

den 2-Sylows unserer Ikosaedergruppe: Diese sind genau die vierelementigen
Diedergruppen, die von den drei durch die Flächenmitten eines festen Würfels

stechenden Geraden jede in sich überführen. Wenn Sie dieser Anschauung nicht
so recht trauen, wofür ich durchaus Sympathie hätte, können Sie auch abstrakt

die „Symmetriegruppe des Graphen mit den durchgezogenen Kanten“
betrachten. Sie würde den „Dreh- und Spiegelsymmetrien“ eines Ikosaeders

entsprechen, aber wenn Sie zusätzlich an jeder Ecke auf der Menge der von ihr
ausgehenden Kanten in der Terminologie 2.1.5.22 die zyklische Anordnung „im

Uhrzeigersinn“ festlegen, so wird die Gruppe derjenigen Symmetrien unseres
Graphen, die diese zyklischen Anordnungen respektieren, genau die

Ikosaedergruppe werden.



6.1. MEHR ZU GRUPPEN 709

Definition 6.1.2.6. Eine Kompositionsreihe einer Gruppe G ist eine Folge von
Untergruppen

G = Gr ⊃ Gr−1 ⊃ . . . ⊃ G0 = 1

derart, daß jede Gruppe unserer Folge ein Normalteiler in der nächstgrößeren
Gruppe ist und daß die sukzessiven Quotienten einfach sind, daß also in Formeln
Gi/Gi−1 einfach ist für 1 ≤ i ≤ r. Die Gruppen Gi/Gi−1 heißen die Subquoti-
enten der Kompositionsreihe.

Satz 6.1.2.7 (Jordan-Hölder). Je zwei Kompositionsreihen einer endlichen Grup-
pe haben dieselbe Länge und bis auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten, die
man die Kompositionsfaktoren unserer Gruppe nennt. Ist genauer G eine endli-
che Gruppe und sind G = Mr ⊃ . . . ⊃ M0 = 1 und G = Ns ⊃ . . . ⊃ N0 = 1
Kompositionsreihen von G, so haben wir r = s und es gibt eine Permutation
σ ∈ Sr mit Ni/Ni−1

∼= Mσ(i)/Mσ(i)−1 für alle i.

Beispiel 6.1.2.8. Jede abelsche Gruppe mit n Elementen hat als Kompositions-
faktoren die zyklischen Gruppen Z/piZ für n = p1 . . . pr die Primfaktorzerlegung
von n. Jeder endlichdimensionale Vektorraum V über Fp für eine Primzahl p hat
insbesondere als Kompositionsfaktoren dimV Kopien von Fp. Die Kompositi-
onsfaktoren der symmetrischen Gruppen Sr werden wird in 6.1.6.2 und 6.1.6.3
diskutieren: Ab r = 5 ist der Kern des Signums ein einfacher Normalteiler und
unsere Gruppe hat folglich nur zwei Kompositionsfaktoren: Diesen Normalteiler
und Z/2Z.

Beweis. Wir zeigen das durch Induktion über die Gruppenordnung. Seien

G ⊃ M ⊃ . . . ⊃ 1
G ⊃ N ⊃ . . . ⊃ 1

zwei Kompositionsreihen. Gilt M = N , so folgt der Satz per Induktion. Sonst
ist das Bild von M in G/N ein von 1 verschiedener Normalteiler, und da G/N
einfach ist, liefert die offensichtliche Abbildung notwendig eine Surjektion M �
G/N und einen Isomorphismus M/(M ∩N)

∼→ G/N . Ebenso erhalten wir auch
N/(M∩N)

∼→ G/M . Deuten wir mit (M∩N) ⊃ . . . ⊃ 1 eine Kompositionsreihe
des Schnitts an, so hat die Gruppe G also Kompositionsreihen

G ⊃ M ⊃ . . . ⊃ 1
G ⊃ M ⊃ (M ∩N) ⊃ . . . ⊃ 1
G ⊃ N ⊃ (M ∩N) ⊃ . . . ⊃ 1
G ⊃ N ⊃ . . . ⊃ 1

Je zwei in dieser Liste benachbarte Kompositionsreihen haben aber nun nach In-
duktionsvoraussetzung und den oben erwähnten Isomorphismen bis auf Reihen-
folge dieselben Subquotienten.
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Übungen

Ergänzende Übung 6.1.2.9. Man zeige die Aussage des Satzes von Jordan-Hölder
6.1.2.7, ohne die Endlichkeit der Gruppe vorauszusetzen. Man zeige auch, daß in
einer Gruppe mit Kompositionsreihe eine absteigende Folge von Untergruppen,
die jeweils echte Normalteiler in der nächstgrößeren Untergruppe sind, höchstens
so lang sein kann wie besagte Kompositionsreihe.

Ergänzende Übung 6.1.2.10 (Semidirektes Produkt). Seien ϕ : G � B ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern N := kerϕ und σ : B ↪→ G eine
Spaltung von ϕ, also ein Gruppenhomomorphismus mit σ ◦ ϕ = idB. Man zeige,
daß dann die Abbildung (n, b) 7→ nσ(b) eine Bijektion N × B ∼→ G liefert und
daß die Verknüpfung von G unter dieser Bijektion derjenigen Verknüpfung auf
N ×B entspricht, die gegeben wird durch

(m, a)(n, b) = (m intσ(a)(n), ab) ∀m,n ∈ N und a, b ∈ B.

Sind umgekehrt N,B Gruppen und τ : B → Grp×N, a 7→ τa ein Gruppenhomo-
morphismus von B in die Automorphismengruppe von N , so wird N ×B mit der
Verknüpfung

(m, a)(n, b) := (mτa(n), ab) ∀m,n ∈ N und a, b ∈ B

zu einer Gruppe. Diese Gruppe heißt das semidirekte Produkt von N mit B
über τ und wird notiert als

N oB = N oτ B

Ergänzung 6.1.2.11. Ist speziell eine Gruppe N ein Produkt von n Kopien einer
festen Gruppe N = An = A × . . . × A und operiert eine weitere Gruppe B dar-
auf durch Vertauschung der Faktoren, also in hoffentlich offensichtlicher Weise
vermittels eines Gruppenhomomorphismus B → Sn, so bezeichnet man das zu-
gehörige semidirekte Produkt als Kranzprodukt und notiert es N oB =: A oB.

Ergänzende Übung 6.1.2.12. Man zeige, daß die symmetrische Gruppe S4 iso-
morph ist zum semidirekten Produkt der S3 mit der Klein’schen Vierergruppe F2

2

in Bezug auf einen und jeden Isomorphismus S3
∼→ GL(2;F2).

6.1.3 p-Gruppen
Definition 6.1.3.1. Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge

Z(G) := {x ∈ G | xg = gx ∀g ∈ G}

derjenigen Gruppenelemente, die mit allen anderen Gruppenelementen kommu-
tieren.
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6.1.3.2. Offensichtlich ist das Zentrum ein Normalteiler, was im Übrigen auch
die alternative Beschreibung Z(G) = ker(int : G → Grp×(G)) als Kern eines
Gruppenhomomorphismus in den Notationen aus 4.5.3 sofort zeigt.

Definition 6.1.3.3. Die Standgruppe von g ∈ G unter der Operation von G auf
sich selbst durch Konjugation heißt der Zentralisator ZG(g) von g, in Formeln

ZG(g) = {x ∈ G | xgx−1 = g}

6.1.3.4. Ist G eine endliche Gruppe, G = C1 t . . . tCr ihre Zerlegung in Konju-
gationsklassen und gi ∈ Ci jeweils ein Element, so liefert die Bahnformel 4.5.2.2
die sogenannte Klassengleichung

|G| = |C1| + . . . + |Cr|
= |G|/|ZG(g1)|+ . . .+ |G|/|ZG(gr)|

Die einelementigen Konjugationsklassen sind dabei genau die Konjugationsklas-
sen der Elemente des Zentrums.

Definition 6.1.3.5. Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe,
deren Ordnung eine Potenz von p ist. Die triviale Gruppe hat p0 Elemente und ist
damit nach unserer Konvention 4.4.4.3 eine p-Gruppe für jede Primzahl p.

Proposition 6.1.3.6. Jede nichttriviale p-Gruppe hat nichttriviales Zentrum.

Beweis. Wir zerlegen unsere Gruppe in Konjugationsklassen G = C1 t . . . t Cr.
Nach der Bahnformel sind alle Kardinalitäten von Konjugationsklassen |Ci| Teiler
von |G|, also p-Potenzen. Die einelementigen Konjugationsklassen gehören dabei
genau zu den Elementen des Zentrums von G und wir folgern

|G| ≡ |Z(G)| (mod p)

Da nun das Zentrum stets mindestens ein Element hat, nämlich das neutrale Ele-
ment, muß es im Fall einer nichttrivialen p-Gruppe sogar mindestens p Elemente
haben.

Korollar 6.1.3.7. Ist die Ordnung einer Gruppe das Quadrat einer Primzahl p,
so ist die besagte Gruppe abelsch, in Formeln:

|G| = p2 ⇒ Z(G) = G

Beweis. Nach der vorhergehenden Proposition 6.1.3.6 hat das Zentrum unserer
Gruppe mindestens p Elemente. Gäbe es nun außerhalb des Zentrums noch ein
Element unserer Gruppe, so müßte dieses Element zusammen mit dem Zentrum
eine kommutative Untergruppe mit mehr als p Elementen erzeugen, und diese
wäre dann nach dem Satz von Lagrange 4.4.1.5 bereits die ganze Gruppe.
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Satz 6.1.3.8 (Struktur von p-Gruppen). Ist G eine p-Gruppe, so gibt es in G
eine Kette G = Gr ⊃ Gr−1 ⊃ . . . ⊃ G0 = 1 von Normalteilern von G mit
|Gi/Gi−1| = p für alle i. Zusätzlich können wir sogar erreichen, daß Gi/Gi−1

jeweils im Zentrum von G/Gi−1 liegt.

Beweis. Wir führen den Beweis durch Induktion über die Gruppenordnung. Ist
G nicht trivial, in Formeln G 6= 1, so hat G nach 6.1.3.6 nichttrivales Zentrum
Z(G) 6= 1. Indem wir von irgendeinem nichttrivialen Element des Zentrums eine
geeignete Potenz nehmen, finden wir im Zentrum sogar ein Element x der Ord-
nung p. Die von x erzeugte Untergruppe G1 = 〈x〉 ist also isomorph zu Z/pZ,
und da x im Zentrum liegt, ist G1 ein Normalteiler in G. Nach Induktion finden
wir nun im Quotienten Ḡ := G/G1 eine Kette Ḡ = Ḡl ⊃ . . . ⊃ Ḡ1 ⊃ Ḡ0 = 1 wie
gewünscht. Dann nehmen wir Gi := can−1(Ḡi−1) für can : G � Ḡ die Projek-
tion. Wegen 4.4.2.20 erhalten wir so eine Kette von Normalteilern von G. Wegen
4.4.1.6 haben wir |Gi| = p|Ḡi−1| = pi. Damit hatGi/Gi−1 genau p Elemente.

6.1.3.9. Eine Gruppe G heißt auflösbar, wenn es eine Folge von Untergruppen
G = Gr ⊃ Gr−1 ⊃ Gr−2 ⊃ . . . ⊃ G0 = 1 gibt mit Gi−1 normal in Gi und
Gi/Gi−1 abelsch für 1 ≤ i ≤ r. Aus 6.1.3.16 wird folgen, daß wir dann so-
gar solch eine Folge finden können, bei der jedes Gi bereits in ganz G normal
ist. Die Terminologie „auflösbar“ kommt von der Beziehung dieses Begriffs zum
Auflösen von Gleichungen her und wird erst im Licht von Satz 6.4.6.22 verständ-
lich. Bemerkung 6.1.6.3 zeigt, daß die symmetrische Gruppe S4 auflösbar ist. Eine
nichtabelsche einfache Gruppe kann nie auflösbar sein. Alle Gruppen mit weni-
ger als 60 Elementen sind auflösbar, und die Ikosaedergruppe alias die Gruppe
der geraden Permutationen von 5 Elementen ist bis auf Isomorphsmus die einzi-
ge nichtauflösbare Gruppe mit 60 Elementen. Beides werden wir aber hier nicht
zeigen.

Übungen

Übung 6.1.3.10. Eine Gruppe G heißt nilpotent, wenn es eine Folge G = Gr ⊃
Gr−1 ⊃ Gr−2 ⊃ . . . ⊃ G0 = 1 von Untergruppen von G gibt derart, daß Gi/Gi−1

für 1 ≤ i ≤ r im Zentrum von G/Gi−1 liegt. Jede endliche p-Gruppe ist nilpo-
tent nach 6.1.3.8. Natürlich können wir zu jeder Gruppe G die Gruppe G/Z(G)
konstruieren. Man zeige: Eine Gruppe ist nilpotent genau dann, wenn wiederhol-
tes Anwenden dieser Konstruktion in endlich vielen Schritten von unserer Gruppe
zur trivialen Gruppe führt.

Ergänzende Übung 6.1.3.11. Diese Übung soll die Herkunft der Bezeichnung
„nilpotent“ erklären. Gegeben Elemente a, b einer Gruppe G setzt man (a, b) :=
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aba−1b−1 und nennt dies Element den Kommutator von a und b. Gegeben Teil-
mengen A,B einer Gruppe bezeichnen wir mit 〈(A,B)〉 die von den Kommutato-
ren erzeugte Untergruppe. Vielfach wird sie auch vereinfacht (A,B) notiert. Jetzt
definiert man induktiv die absteigende Zentralreihe einer Gruppe G durch

G0 := G,G1 := 〈(G,G)〉, . . . , Gi+1 := 〈(Gi, G)〉, . . .

Man zeige, daß eine Gruppe genau dann nilpotent ist, wenn ihre absteigende Zen-
tralreihe nach endlich vielen Schritten bei der trivialen Gruppe landet, wenn also
in Formeln gilt Gi = 1 für i� 0.

Übung 6.1.3.12. Eine Gruppe G heißt überauflösbar, wenn es eine Folge G =
Gr ⊃ Gr−1 ⊃ Gr−2 ⊃ . . . ⊃ G0 = 1 von Normalteilern von G gibt mit Gi/Gi−1

zyklisch für 1 ≤ i ≤ r. Man zeige: Jede endliche nilpotente Gruppe ist überauf-
lösbar.

Ergänzende Übung 6.1.3.13. Jede Untergruppe einer nilpotenten Gruppe ist nil-
potent. Für jedes n ist die Gruppe der oberen (n×n)-Dreiecksmatrizen mit Einsen
auf der Diagonale und Einträgen in irgendeinem Ring nilpotent.

Ergänzende Übung 6.1.3.14. Man bestimme das Zentrum der Gruppe GL(n; k)
für n ∈ N und k ein Körper. Man bestimme das Zentrum der Symmetriegruppe
eines Quadrats.

Übung 6.1.3.15. Jede Untergruppe einer auflösbaren Gruppe ist auflösbar. Gege-
benG ⊃ N eine Gruppe mit Normalteiler ist die ganze GruppeG auflösbar genau
dann, wenn N und G/N auflösbar sind. Hinweis: 4.4.2.19.

Ergänzende Übung 6.1.3.16. Gegeben eine Gruppe G erklärt man ihre derivierte
Gruppe als DG := 〈(G,G)〉 und setzt induktiv Di+1G := D(DiG). Man zeige,
daß eine Gruppe genau dann auflösbar ist, wenn ihre höheren derivierten Gruppen
irgendwann trivial werden, wenn also in Formeln gilt DiG = 1 für i � 0. Man
zeige weiter, daß alle höheren derivierten Gruppen DiG Normalteiler von G sind.

6.1.4 Sylowsätze
Definition 6.1.4.1. Seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Eine Un-
tergruppe P ⊂ G heißt eine p-Sylowuntergruppe oder kurz p-Sylow von G,
wenn ihre Kardinalität |P | die höchste p-Potenz ist, die die Gruppenordnung |G|
teilt.

Beispiel 6.1.4.2. Eine 2-Sylow in der Gruppe der 24 Drehsymmetrien eines Würfels
ist per definitionem eine Untergruppe mit 8 Elementen. Zum Beispiel wäre jede
Untergruppe, die die Achse durch die Mittelpunkte zweier gegenüberliegender
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Flächen stabilisiert, eine solche 2-Sylow. Die einzige 5-Sylow in derselben Grup-
pe wäre in unserer Terminologie die einelementige Untergruppe. Viele Autoren
verstehen aber auch abweichend unter Sylowuntergruppen nur diejenigen Unter-
gruppen, die wir in unserer Terminologie als „nichttriviale Sylowuntergruppen“
ansprechen würden.

6.1.4.3. Die Operation durch Konjugation einer Gruppe G auf sich selber indu-
ziert eine Operation unserer Gruppe auf ihrer Potenzmenge P(G), die wir auch
als „Konjugation“ ansprechen. Im folgenden verwenden wir oft die davon auf der
Teilmenge U(G) ⊂ P(G) aller Untergruppen induzierte Operation. Insbesonde-
re heißen also zwei Untergruppen H,K ⊂ G zueinander konjugiert, wenn es
g ∈ G gibt mit H = gKg−1.

Satz 6.1.4.4 (Sätze von Sylow). Seien G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl
und pr die größte p-Potenz, die die Gruppenordnung |G| teilt. So gilt:

1. Unsere Gruppe G besitzt Untergruppen der Ordnung pr alias p-Sylows;

2. Je zwei p-Sylows von G sind zueinander konjugiert;

3. Jede Untergruppe von G, deren Ordnung eine p-Potenz ist, liegt in einer
p-Sylow von G;

4. Die Zahl der p-Sylows von G ist ein Teiler von |G|/pr und kongruent zu 1
modulo p.

Beispiel 6.1.4.5. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so gibt es insbesondere ge-
nau eine p-Sylow für alle p. Wir kennen diese Untergruppe schon aus Proposition
4.4.3.17: Es ist die Untergruppe G(p) aller Elemente von G, deren Ordnung eine
p-Potenz ist.

Beispiel 6.1.4.6. Im Fall der Gruppe der 24 Drehsymmetrien eines Würfels liefern
die drei Paare gegenüberliegender Flächen drei paarweise verschiedene 2-Sylows,
bestehend aus allen Drehsymmetrien, die das jeweilige Paar in sich überführen.
Das müssen dann auch bereits alle 2-Sylows alias alle 8-elementigen Untergrup-
pen dieser Gruppe sein, wie man unschwer aus Teil 2 oder auch aus Teil 4 des
vorhergehenden Satzes folgern kann.

Beweis. 1. Wir argumentieren durch Induktion über |G|. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß p die Ordnung unserer Gruppe teilt. Ist
G = C1t. . .tCs die Zerlegung in Konjugationsklassen und gi ∈ Ci für 1 ≤ i ≤ t
jeweils ein Element aus jeder Konjugationsklasse mit mehr als einem Element, so
liefert die Bahnformel nach 6.1.3.4 die Klassengleichung

|G| = |G|/|ZG(g1)|+ . . .+ |G|/|ZG(gt)|+ |Z(G)|
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Teilt p die Ordnung |Z(G)| des Zentrums von G, so gibt es nach 4.4.3.18 in Z(G)
ein Element g der Ordnung p. Nach der Induktionsannahme finden wir nun eine
p-Sylow von G/〈g〉, und deren Urbild in G ist notwendig eine p-Sylow von G.
Gilt sonst p - |Z(G)|, so finden wir auch ein i mit p - |G|/|ZG(gi)| und dann folgt
die Behauptung direkt aus der Induktionsannahme angewendet auf die Gruppe
ZG(gi).

5. Vor dem weiteren Fortgang des Beweises ergänzen wir nun unseren Satz um
einen technischeren Teil 5, der dann als nächstes bewiesen wird. Bezeichne S die
Menge aller p-Sylows vonG. Sicher operiertG auf S durch Konjugation. Wir ver-
einbaren als Notation für den weiteren Verlauf des Beweises die folgenden Kon-
ventionen: Bezeichnen wir eine Sylow durch einen kleinen Buchstaben, so fassen
wir sie primär als ein Element x ∈ S auf und notieren die mit g ∈ G konjugierte
Sylow gx. Bezeichnen wir eine Sylow jedoch durch einen großen Buchstaben, so
fassen wir sie primär als eine Teilmenge P ⊂ G auf und notieren die mit g ∈ G
konjugierte Sylow gPg−1. Ich ergänze nun mit diesen Notationen den Satz um die
folgende technische Aussage:

5. IstH ⊂ G eine p-Gruppe und y = Q ∈ S ein Fixpunkt vonH in der Menge
aller p-Sylows von G, so gilt H ⊂ Q.

In der Tat besagt die Fixpunkteigenschaft hQh−1 = Q ∀h ∈ H . Mithin ist
HQ = QH eine Untergruppe von G. Ihre Ordnung ist |QH| = |QH/H| · |H|.
Nun ist QH/H unter der Operation von Q durch Linksmultiplikation eine einzige
Q-Bahn und damit ist |QH/H| eine p-Potenz. Da auch |H| eine p-Potenz ist, muß
QH eine p-Gruppe sein. Es folgt QH = Q, also H ⊂ Q. Nun beweisen wir die
restlichen Teile des Satzes.

2&3. Sei eine p-Sylow P = x gegeben. Für ihre Standgruppe Gx gilt Gx ⊃ P ,
also ist nach der Bahnformel 4.5.2.2 die Kardinalität |Gx| der Bahn Gx ⊂ S von
x teilerfremd zu p. Sei weiter H ⊂ G eine Untergruppe von p-Potenzordnung.
Sicher zerfällt Gx in Bahnen unter H , und die Ordnung jeder solchen Bahn muß
eine p-Potenz sein. Folglich gibt es in Gx einen Fixpunkt y von H . Nach dem
eben bewiesenen Teil 5 ist dieser Fixpunkt y = Q eine p-Sylow Q mit Q ⊃ H ,
und wegen y ∈ Gx gibt es g ∈ G mit gPg−1 = Q.

4. Nach Teil 5 gibt es nur einen Fixpunkt unserer Sylow P auf der Menge aller
p-Sylows S, nämlich den Punkt x = P selber. Alle anderen P -Bahnen in S haben
als Kardinalität eine echte p-Potenz, und das zeigt |S| ≡ 1 (mod p). Die Stand-
gruppe Gx von x ∈ S umfaßt schließlich unsere Sylow P = x. Da nun je zwei
p-Sylows konjugiert sind alias ganz S ein homogener G-Raum ist, folgt auch, daß
|S| = |G/Gx| ein Teiler ist von |G/P |.

Ergänzung 6.1.4.7. Ein alternativer Beweis des ersten Teils geht so: Man betrach-
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tet das SystemM ⊂ P(G) aller Teilmengen unserer Gruppe mit pr Elementen.
Die Gruppe G operiert aufM durch Konjugation. Hat der Stabilisator von einem
M ∈M genau pr Elemente, so ist er eine p-Sylow. Sonst haben alle Stabilisatoren
weniger Elemente und damit alle Bahnen eine durch p teilbare Kardinalität: Wi-
derspruch dazu, daß nach expliziter Rechnung die Kardinalität vonM teilerfremd
ist zu p, vergleiche 1.1.1.27.

Satz 6.1.4.8 (von Cauchy über Gruppenelelemente von Primzahlordnung).
Jeder Primfaktor der Ordung einer endlichen Gruppe tritt auch als Ordnung eines
Elements besagter Gruppe auf.

6.1.4.9. Man beachte, daß wir diese Aussage im Fall abelscher Gruppen bereits
in 4.4.3.18 bewiesen hatten, und daß wir sie in diesem Fall ihrerseits beim Be-
weis der Sylowsätze verwendet haben. Einen alternativen Beweis konnten Sie
als Übung 4.5.1.35 ausarbeiten. Allgemeinere Teiler der Ordung einer endlichen
Gruppe müssen keineswegs als Ordnung eines Elements besagter Gruppe auftre-
ten. So gibt es etwa in der symmetrischen Gruppe S5 keine Untergruppe mit 15
Elementen, was Sie als Übung gleich zeigen können. Ebenso sieht man leicht ein,
daß die alternierende Gruppe A4 keine Untergruppe der Ordnung 6 hat. Teilt je-
doch eine Primzahlpotenz die Ordnung einer Gruppe, so gibt es eine Untergruppe
mit besagter Primzahlpotenz als Ordnung: Das folgt ähnlich wie im anschließen-
den Beweis leicht aus den Sylowsätzen zusammen mit unseren Erkenntnissen zur
Struktur von p-Gruppen 6.1.3.8.

Beweis. Sei p unser Primfaktor. Man findet zunächst nach 6.1.4.4 in unserer Grup-
pe eine p-Sylow. Darin findet man ein Element, das nicht das neutrale Element ist.
Dieses erzeugt eine zyklische Untergruppe, die isomorph ist zu Z/prZ für r ≥ 1.
Darin ist dann die Nebenklasse von pr−1 das gesuchte Element der Ordnung p.

Proposition 6.1.4.10. Jede Gruppe mit genau sechs Elementen ist entweder zy-
klisch oder isomorph zur symmetrischen Gruppe S3.

Beweis. Sei G unsere Gruppe der Ordnung |G| = 6. Wir finden nach dem Satz
von Cauchy 6.1.4.8 Elemente a, b ∈ G der Ordnungen 2 und 3. Nach Übung
3.4.3.8 zum Satz von Lagrange gilt 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 1, also liefert die Multiplikation
eine Bijektion

〈a〉 × 〈b〉 ∼→ G

Sicher kann unter diesen Umständen baweder eine Potenz von a noch eine Potenz
von b sein. Gilt ba = ab, so ist unsere Gruppe kommutativ und folglich isomorph
zu Z/2Z×Z/3Z ∼= Z/6Z. Gilt ba = ab2, so legt diese Gleichung schon die ganze
Gruppenstruktur fest und wir haben die S3 vor uns.

Korollar 6.1.4.11. Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch.
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Beweis. Die Zahl der 3-Sylows teilt 5 und ist kongruent zu 1 modulo 3. Es gibt
also genau eine 3-Sylow und damit genau zwei Elemente der Ordnung 3. Ähnlich
gibt es genau eine 5-Sylow und damit genau 4 Elemente der Ordnung 5. Zusam-
men mit dem neutralen Element sind das nur 7 Elemente. Die übrigen 8 Elemente
haben notwendig die Ordnung 15.

Ergänzung 6.1.4.12 (Gruppen mit höchstens 15 Elementen). Mit den folgen-
den Übungen können Sie die Klassifikation der Gruppen mit höchstens 15 Ele-
menten zu Ende bringen. Gruppen mit 2, 3, 5, 7, 11 oder 13 Elementen sind ja
zyklisch nach 4.4.3.5. Gruppen mit 4 oder 9 Elementen sind abelsch nach 6.1.3.7
und werden damit durch 4.4.4.5 klassifiziert. Gruppen mit 6 Elementen hatten wir
in 6.1.4.10 diskutiert. Für Gruppen mit 10 oder 14 Elementen funktioniert diesel-
be Argumentation, wie Sie als Übung 6.1.4.15 ausarbeiten dürfen. Gruppen mit 8
Elementen klassifizieren wir in 6.1.4.13, Gruppen mit 12 Elementen klassifizieren
Sie in 6.1.4.19, und jede Gruppe mit 15 Elementen ist zyklisch nach 6.1.4.11. Bei
Gruppen mit 16 Elementen fängt es aber an, unübersichtlich zu werden, es gibt
von ihnen bereits 14 Isomorphieklassen.

Ergänzung 6.1.4.13 (Gruppen mit 8 Elementen). Es gibt 5 Isomorphieklassen
von Gruppen der Ordnung acht, als da wären die drei abelschen Gruppen Z/8Z,
Z/4Z× Z/2Z und (Z/2Z)3, die Diedergruppe der Ordnung acht sowie die Qua-
ternionengruppe der acht Quaternionen {±1,± i,± j,± k} nach 3.5.6.4. Um das
einzusehen, kann man argumentieren wie folgt: Jede nichtabelsche Gruppe der
Ordnung acht besitzt nach 3.1.2.18 Elemente der Ordnung vier, also nach 4.4.2.21
einen zyklischen Normalteiler der Ordnung vier. Gibt es eine Involution außerhalb
dieses Normalteilers, so sehen wir schnell, daß unsere Gruppe ein semidirektes
Produkt (Z/4Z) o (Z/2Z) sein muß für die einzige nichttriviale Operation, so
daß wir eine Diedergruppe vor uns haben. Sonst haben alle Elemente außerhalb
unseres Normalteilers die Ordnung vier und in unserer Gruppe bleibt nur noch
Platz für ein einziges Element der Ordnung zwei. Unsere Gruppe ist also die Ver-
einigung von drei zyklischen Gruppen der Ordnung vier, und der Schnitt dieser
Gruppen ist auch der Schnitt von je zweien unter ihnen und ist zyklisch von der
Ordnung zwei und zentral. Bezeichne 1 das neutrale Element und −1 das ande-
re Element dieses Schnitts. Wählen wir i und j Erzeuger von zwei verschiedenen
zyklischen Untergruppen der Ordnung vier, so müssen i j und auch k := (−1) i j
die dritte zyklische Untergruppe der Ordnung vier erzeugen, denn diese Elemente
sind weder eine Potenz von i noch eine Potenz von j. Von hier aus ist leicht zu
sehen, daß wir gerade die Quaternionengruppe vor uns haben.

Ergänzung 6.1.4.14. Jede Gruppe der Ordnung 18 ist auflösbar. In der Tat gibt es
nur eine 3-Sylow, die ist notwendig normal, und wir sind fertig.
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Übungen

Ergänzende Übung 6.1.4.15. Für jede Primzahl p gibt es bis auf Isomorphismus
genau zwei Gruppen der Ordnung 2p, eine zyklische Gruppe und eine Dieder-
gruppe. Hinweis: Man erinnere die Argumentation im Fall p = 3 und interessiere
sich für die Anzahl der 2-Sylows.
Ergänzende Übung 6.1.4.16. Sind p > q Primzahlen und ist q kein Teiler von
p− 1, so ist jede Gruppe der Ordnung pq zyklisch. Hinweis: 6.1.4.11.
Ergänzende Übung 6.1.4.17 (Struktur endlicher nilpotenter Gruppen). Man
zeige: In einer endlichen nilpotenten Gruppe ist jede Sylow ein Normalteiler. Ins-
besondere gibt es zu jeder Primzahl p nur eine Sylow, die aus allen Elementen
von p-Potenzordnung besteht. Hinweis: Vollständige Induktion über die Gruppen-
ordnung. Man zeige weiter, daß in einer endlichen nilpotenten Gruppe Elemente
aus verschiedenen Sylowuntergruppen kommutieren und daß unsere Gruppe iso-
morph ist zum Produkt ihrer nichttrivialen Sylowuntergruppen.
Ergänzende Übung 6.1.4.18 (Funktorialität semidirekter Produkte). Seien A,
M ,B,N Gruppen und κ : A→ Grp×M sowie τ : B → Grp×N Gruppenhomo-
morphismen. Wie bei der Definition semidirekter Produkte in 6.1.2.10 schreiben
wir (κ(a))(m) = : (am) und (τ(b))(n) = : (bn). Seien weiter ψ : A → B und
ϕ : M → N Gruppenhomomorphismen mit ψ(a)ϕ(m) = ϕ(am) für alle a ∈ A
und alle m ∈ M alias τ(ψ(a)) ◦ ϕ = ϕ ◦ κ(a) für alle a ∈ A. So ist ϕ × ψ ein
Homomorphismus der semidirekten Produkte

(ϕ× ψ) : M o A→ N oB

Speziell haben wirN oτ B ∼= N oκB im Fall κ = (intϕ) ◦ τ für einen Automor-
phismus ϕ ∈ Grp×N der Gruppe N .
Ergänzende Übung 6.1.4.19 (Gruppen mit 12 Elementen). In dieser Übung sol-
len Sie zeigen, daß es bis auf Isomorphismus genau 5 Gruppen der Ordnung
12 gibt: Die beiden abelschen Gruppen (Z/2Z)2 × Z/3Z und Z/4Z × Z/3Z,
die Diedergruppe D6, die alternierende Gruppe A4 und ein semidirektes Produkt
Z/4Z n Z/3Z, für das mir keine konkrete Interpretation eingefallen ist. Ich rate,
der Reihe nach folgendes zu zeigen:

1. In einer Gruppe mit 12 Elementen gibt es entweder nur eine 2-Sylow oder
nur eine 3-Sylow. Hinweis: Mehr Platz ist nicht vorhanden.

2. Schreiben wir im folgenden o nur für semidirekte Produkte, die nicht ge-
wöhnliche Produkte sind, so gehört jede Gruppe mit 12 Elementen zu einer
der sechs Typen

(Z/2Z)2 × Z/3Z (Z/2Z)2 n Z/3Z (Z/2Z)2 o Z/3Z

Z/4Z× Z/3Z Z/4Z n Z/3Z Z/4Z o Z/3Z
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3. Vom letzten dieser Typen existiert keine Gruppe, von jedem anderen Typ
existiert bis auf Isomorphismus genau eine, und diese fünf Gruppen sind
paarweise nicht isomorph. Hinweis: Man beachte 6.1.4.18 und beachte auch,
daß für den Fall, in dem es von beiden Typen von Sylow nur eine gibt, die
Gruppe kommutativ sein muß: Sind H,K die beiden Sylows, so gilt dann
ja hkh−1k−1 ∈ H ∩K für alle h ∈ H, k ∈ K.

Ergänzende Übung 6.1.4.20. Man zeige, daß die 2-Sylow in der symmetrischen
Gruppe S4 der Drehsymmetrien eines Würfels isomorph ist zur Diedergruppe der
Ordnung 8.

Ergänzende Übung 6.1.4.21. Gegeben in einer endlichen Gruppe G zwei Sylow-
Untergruppen P,Q gilt stets {p ∈ P | pQp−1 = Q} = P ∩ Q. Hinweis: Die
Lösung ist im Beweis der Sylowsätze versteckt.

Übung 6.1.4.22. Seien G ⊃ N eine endliche Gruppe mit einem Normalteiler und
sei p prim. Man zeige: Genau dann ist eine Untergruppe P ⊂ G eine p-Sylow von
G, wenn P ∩N eine p-Sylow von N ist und das Bild von P in G/N eine p-Sylow
von G/N .

Übung 6.1.4.23. Eine Gruppe mit 30 Elementen kann nie einfach sein. Hinweis:
Entweder besitzt sie nur eine 3-Sylow oder nur eine 5-Sylow.

6.1.5 Symmetrische Gruppen
Definition 6.1.5.1. Eine Partition λ einer natürlichen Zahl n ∈ N ist eine mo-
noton fallende Folge von natürlichen Zahlen λ1 ≥ λ2 ≥ . . . derart, daß fast alle
Folgenglieder verschwinden und die von Null verschiedenen Folgenglieder sich
zu n aufsummieren. Die Menge aller Partitionen von n notieren wir Pn.

Beispiel 6.1.5.2. Die Zahl 5 hat genau sieben Partitionen. Salopp können wir sie
beschreiben als die Zerlegungen

5 = 5
5 = 4 + 1
5 = 3 + 2
5 = 3 + 1 + 1
5 = 2 + 2 + 1
5 = 2 + 1 + 1 + 1
5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1

Hier haben wir nur die von Null verschiedenen Folgenglieder aufgeschrieben und
sie durch + getrennt. Formal meinen wir zum Beispiel im vierten Fall die Folge
3, 1, 1, 0, 0, . . .. Zur Abkürzung verwendet man auch oft die sogenannte exponen-
tielle Schreibweise, in der unsere Partitionen von 5 der Reihe nach als 5, 41, 32,
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312, 221, 213 und 15 geschrieben würden. Sie ist allerdings nur für Partitionen von
Zahlen ≤ 9 geschickt.
Ergänzung 6.1.5.3. Eine in vielen Zusammenhängen geschickte Art, sich Parti-
tionen zu veranschaulichen, sind die sogenannten Youngdiagramme. Unter einem
Youngdiagramm verstehen wir eine endliche Teilmenge Y ⊂ N × N mit der
Eigenschaft

((i, j) ∈ Y und i′ ≤ i und j′ ≤ j) ⇒ (i′, j′) ∈ Y

Die Elemente von Y nennen wir die Kästchen unseres Youngdiagramms und stel-
len uns ein Element (i, j) vor als das Kästchen auf einem Rechenpapier, bei dem
die Koordinaten der linken unteren Ecke gerade (i, j) sind. Zum Beispiel stellt das
Bild

die Menge {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (2, 0), (3, 0)} dar. In der Praxis den-
ke ich bei Youngdiagrammen stets an Bilder dieser Art.
Ergänzung 6.1.5.4. Jedes Youngdiagramm Y mit nKästchen im Sinne von 6.1.5.3
liefert zwei Partitionen der Zahl n, die Partition durch die Zeilenlängen z(Y ) und
die Partition durch die Spaltenlängen s(Y ). BezeichnetYn die Menge aller Young-
diagramme mit n Kästchen und Pn die Menge aller Partitionen der Zahl n, so
erhalten wir auf diese Weise zwei Bijektionen

Pn
z
∼← Yn

s
∼→ Pn

die zusammen eine selbstinverse Bijektion Pn
∼→ Pn liefern. Diese Bijektion

notieren wir λ 7→ λ′ und nennen λ′ die duale Partition zu λ. Zum Beispiel ist die
duale Partition zu 3, 2 die Partition 2, 2, 1 und die duale Partition zu 3, 2, 1, 1 ist
4, 2, 1, im Bild also ist

dual zu

6.1.5.5. Unter einer Partition einer Menge X verstehen wir wie in 4.5.1.15 ein
System U ⊂ P(X) von paarweise disjunkten nichtleeren Teilmengen, deren Ver-
einigung ganz X ist. Die Menge aller Partitionen einer gegebenen Menge X no-
tieren wir PX . Hat X genau n Elemente, so erhalten wir, indem wir die Kardi-
nalitäten der Teilmengen unserer Mengensysteme der Größe nach aufführen und
danach Nullen anhängen, eine offensichtliche Surjektion

PX � Pn
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Eine Partition einer Menge mit dreizehn Elementen durch vier Teilmengen. Die
im Sinne von 6.1.5.5 zugehörige Partition der Zahl 13 wäre 13 = 5 + 4 + 3 + 1.

Eine Permutation σ ∈ S7, unter der die Bilder der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 der
Reihe nach gerade 2, 5, 3, 4, 1, 7, 6 sind. Die zugehörige Partition der Menge
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ist durch die gestrichelten Linien angedeutet und wäre in

Formeln die Zerlegung {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} = {1, 2, 5} ∪ {6, 7} ∪ {3} ∪ {4}. Die
zugehörige Partition der Zahl 7 ist 7 = 3 + 2 + 1 + 1.
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6.1.5.6. Jede Permutation σ ∈ Ens×(X) einer Menge X liefert eine Partition
von X , nämlich die Partition in die Bahnen der von σ erzeugten Untergruppe
〈σ〉 = {σr | r ∈ Z}. Im Fall |X| = n <∞ erhalten wir durch Verknüpfung dieser
Abbildung Ens×(X) → PX mit der in 6.1.5.5 diskutierten Abbildung PX � Pn
die sogenannte Zykellängenabbildung Ens×(X)→ Pn. Im FallX = {1, . . . , n}
ist das eine Abbildung Sn → Pn.

6.1.5.7. Ich erinnere an die Operation durch Konjugation einer Gruppe auf sich
selber aus 4.5.3.1 und an ihre Bahnen, die Konjugationsklassen.

Satz 6.1.5.8 (Konjugationsklassen in den symmetrischen Gruppen). IstX eine
endliche Menge mit |X| = n Elementen, so sind die Fasern der Zykellängenab-
bildung

Ens×(X)→ Pn
genau die Konjugationsklassen in der Permutationsgruppe Ens×(X).

Ergänzung 6.1.5.9. Eine analoge Aussage gilt mit demselben Beweis auch für
eine beliebige Menge X .

Beweis. Seien Permutationen σ, τ ∈ Ens×(X) gegeben. Ist X = X1 ∪ . . . ∪ Xr

die Partition von X in die Bahnen von 〈σ〉, so ist

X = τ(X1) ∪ . . . ∪ τ(Xr)

die Partition in die Bahnen von 〈τστ−1〉, folglich ist die Zykellängenabbildung
konstant auf Konjugationsklassen. Die Zykellängenabbildung ist auch offensicht-
lich surjektiv. Um schließlich zu zeigen, daß je zwei Permutationen mit denselben
Zykellängen konjugiert sind, seien etwa σ, κ ∈ Ens×(X) unsere beiden Permuta-
tionen und

X = X1 ∪ . . . ∪Xr

X = Y1 ∪ . . . ∪ Yr

die Zerlegungen in Bahnen unter 〈σ〉 und 〈κ〉 mit |Xi| = |Yi| = ri. Gegeben
z ∈ Xi und u ∈ Yi haben wir dann

Xi = {z, σ(z), σ2(z), . . . , σri(z) = z}
Yi = {u, κ(u), κ2(u), . . . , κri(u) = u}

Definieren wir also τ : Xi
∼→ Yi durch τ(σν(z)) = κν(u), so kommutiert das

Diagramm
Xi

τ

��

σ // Xi

τ

��
Yi

κ // Yi
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Setzen wir dann alle diese τ : Xi
∼→ Yi zusammen zu τ : X

∼→ X , so gilt ebenso
κτ = τσ alias κ = τστ−1.

Definition 6.1.5.10. Hat 〈σ〉 außer einer p-elementigen Bahn nur einelementige
Bahnen, so nennt man σ einen p-Zykel. Die Zweizykel heißen auch Transposi-
tionen.

6.1.5.11 (Zykelschreibweise für Permutationen). Eine Möglichkeit, Permuta-
tionen zu notieren, besteht darin, unter jedes Element sein Bild zu schreiben, also
etwa

τ =

[
1 2 3 4 5 6
6 4 2 3 5 1

]
Eine andere Möglichkeit ist die Notation als Produkt paarweise disjunkter Zykel.
Ein p-Zykel σ wird notiert in der Form σ = (z, σ(z), σ2(z), . . . , σp−1(z)) wobei
σp(z) = z zu verstehen ist. In Zykelschreibweise hätten wir für unsere Permuta-
tion τ von eben etwa

τ = (1, 6)(2, 4, 3)(5)

und das ist so zu verstehen, daß jedes Element auf das dahinterstehende abgebildet
wird, außer wenn es direkt vor einer Klammer steht: Dann wird es auf das erste
Element innerhalb seiner Klammer abgebildet. Oft werden Fixpunkte nicht mit
notiert, so daß wir also auch schreiben könnten

τ = (1, 6)(2, 4, 3)

Das ist übrigends auch das Produkt der Transposition κ = (1, 6) mit den Dreizykel
ρ = (2, 4, 3) und wir haben τ = κρ = ρκ, was die Sinnhaftigkeit unserer Notation
zeigt. Zwei Zykel heißen disjunkt genau dann, wenn jedes Element von einem
der beiden festgehalten wird. Ganz allgemein kommutieren disjunkte Zykel, so
gilt etwa (1, 6)(2, 3, 4) = (2, 3, 4)(1, 6) in S6.

Übungen

Ergänzende Übung 6.1.5.12 (Partitionen und nilpotente Matrizen). Gegeben
ein n-dimensionaler Vektorraum V bildet für jeden nilpotenten Endomorphismus
N ∈ EndV die Folge der Dimensionen dim(imN r/ imN r+1) eine Partition von
n, und die Fasern der so konstruierten Abbildung

{N ∈ EndV | N nilpotent} → Pn

sind genau die Bahnen der Operation von GL(V ) durch Konjugation auf der Men-
ge der nilpotenten Endomorphismen von V .
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Zwei Permutationen σ, σ′ ∈ S5, die dieselbe Partition 5 = 3 + 2 liefern, und eine
Permutation τ , die sie ineinander konjugiert.
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Übung 6.1.5.13. Die symmetrische Gruppe S5 besitzt genau sieben Konjugations-
klassen.

Ergänzende Übung 6.1.5.14. Das Signum eines p-Zykels ist stets (−1)p+1.

Übung 6.1.5.15. Man zeige unabhängig von unseren geometrischen Betrachtun-
gen zur Ikosaedergruppe 6.1.2.5, daß es in der alternierenden Gruppe A5 genau 5
Konjugationsklassen gibt, die die Kardinalitäten 20, 15, 12, 12 und 1 haben. Man
folgere, daß die alternierende Gruppe A5 einfach ist.

Ergänzende Übung 6.1.5.16 (Zentralisatoren in symmetrischen Gruppen). Sei-
en X eine endliche Menge und σ ∈ S := Ens×X eine Permutation von X . Ihr
Zentralisator ZS(σ) nach 6.1.3.3 operiert auf dem Bahnenraum von 〈σ〉 und jede
Permutation des Bahnenraums X/〈σ〉, die die Kardinalitäten von Bahnen erhält,
kann durch ein Element unseres Zentralisators realisiert werden. Hat unser σ je-
weils n(i) Zykel der Länge i und keinen Zykel einer Länge > r, so hat das Bild
von ZS(σ) → Ens×(X/〈σ〉) also genau n(1)!n(2)! . . . n(r)! Elemente. Der Kern
hinwiederum besteht aus denjenigen Elementen des Zentralisators, die jede Bahn
von 〈σ〉 auf sich selber abbilden, und davon gibt es offensichtlich 1n(1) . . . rn(r)

Stück. Zusammen erhalten wir mit 3.4.3.11 so

|ZS(σ)| =
r∏
i=1

n(i)!in(i)

6.1.6 Alternierende Gruppen*
6.1.6.1. Die Abbildung sgn, die jeder Permutation τ ∈ Sr ihr Signum zuordnet,
ist ein Gruppenhomomorphismus sgn : Sr → {1,−1}. Der Kern dieses Gruppen-
homomorphismus, d.h. die Gruppe aller geraden Permutationen von r Objekten,
heißt die r-te alternierende Gruppe und wird notiert als

Ar = ker(sgn : Sr → {1,−1})

Satz 6.1.6.2. Die alternierenden Gruppen Ar sind einfach für r ≥ 5.

6.1.6.3. In der alternierenden Gruppe A4 bilden die drei Doppeltranspositionen
zusammen mit dem neutralen Element einen Normalteiler, der isomorph ist zur
Klein’schen Vierergruppe Z/2Z × Z/2Z. Insbesondere ist A4 nicht einfach. Die
Gruppen A1 und A2 sind trivial, A3

∼= Z/3Z ist jedoch auch noch einfach. Daß
A5 einfach ist, kann man wie beim Beweis der Einfachkeit der Ikosaedergrup-
pe unmittelbar einsehen, indem man die Kardinalitäten der Konjugationsklassen
berechnet. Dem Beweis des Satzes im allgemeinen schicken wir zwei Lemmata
voraus.
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6.1.6.4. Hat das Erzeugnis 〈σ〉 einer Permutation σ genau zwei zweielementige
und sonst nur einelementige Bahnen, so heißt σ eine Doppeltransposition. Hat
〈σ〉 genau zwei dreielementige und sonst nur einelementige Bahnen, so nennen
wir σ einen Doppeldreizykel.

Lemma 6.1.6.5. Die symmetrischen Gruppen Sr werden von den Transpositionen
erzeugt, die alternierenden Gruppen Ar von den Dreizykeln.

Beweis. Die erste Aussage war Übung 3.6.1.8. Die Zweite folgt daraus, daß man
jede Doppeltransposition als Produkt von zwei Dreizykeln schreiben kann, (ab)(cd) =
(abc)(bcd), und daß das Produkt von zwei nicht kommutierenden Transpositionen
ein Dreizykel ist, (ab)(ac) = (acb). Jedes Produkt einer geraden Zahl von Trans-
positionen läßt sich demnach auch als ein Produkt von Dreizykeln darstellen.

Lemma 6.1.6.6. Für r ≥ 5 wird die alternierende Gruppe Ar nicht nur erzeugt
von den Dreizykeln, sondern auch von den Doppeltranspositionen. Des weiteren
sind für r ≥ 5 je zwei Doppeltranspositionen und je zwei Dreizykel auch schon in
Ar konjugiert.

Beweis. Jeder Dreizykel kann als Verknüpfung von zwei Transpositionen seiner
drei Elemente dargestellt werden. Haben wir noch zwei weitere Elemente zur
Verfügung, so können wir diese beiden Transpositionen durch das Verknüpfen
mit der Vertauschung dieser beiden Elemente zu Doppeltranspositionen machen.
Das zeigt die erste Aussage. Zwei Doppeltranspositionen (ab)(cd) und (a′b′)(c′d′)
sind konjugiert unter jeder Permutation τ mit a 7→ a′, . . . , d 7→ d′ und auch unter
τ ◦ (ab). Entweder τ oder τ ◦ (ab) ist aber stets gerade. Zwei Dreizykel (abc) und
(a′b′c′) sind konjugiert unter jeder Permutation τ mit a 7→ a′, . . . , c 7→ c′ und
insbesondere auch unter τ ◦ (de) für (de) disjunkt von (abc). Entweder τ oder
τ ◦ (de) ist aber stets gerade. Das zeigt die zweite Aussage.

Beweis von 6.1.6.2. Sei ab jetzt r beliebig und N ⊂ Ar ein nichttrivialer Normal-
teiler. Nach dem vorhergehenden Lemma 6.1.6.6 reicht es zu zeigen, daß es in N
entweder eine Doppeltransposition oder einen Dreizykel gibt. Dazu zeigen wir,
wie man zu jedem nichttrivialen Element g ∈ N , das weder eine Doppeltranspo-
sition noch ein Dreizykel ist, ein anderes nichttriviales Element g̃ ∈ N mit noch
mehr Fixpunkten konstruieren kann. Indem wir zu Potenzen von g übergehen,
können wir g von Primzahlordnung annehmen.

Ist ord g ≥ 5, so wählen wir einen Zykel von g und betrachten einen Drei-
zykel h, der von einem festen Ausgangspunkt auf dem Zykel von g zwei Schritte
mitläuft um dann wieder zum Ausgangspunkt zurückzukehren. Dann ist unser
Ausgangspunkt ein Fixpunkt von g̃ = h−1g−1hg und wir haben ein nichttriviales
g̃ ∈ N gefunden, das mehr Fixpunkte hat als g.



6.1. MEHR ZU GRUPPEN 727

Die durchgezogenen Pfeile stellen eine Permutation g der Ordnung ≥ 5 auf der
Menge der fetten Punkte dar, die gestrichelten Pfeile den im Beweis

beschriebenen Dreizykel h, der umrandete Punkt unseren „Ausgangspunkt“.

Die durchgezogenen Pfeile stellen einen Doppeldreizykel g auf der Menge der
fetten Punkte dar, die gestrichelten Pfeile den im Beweis beschriebenen dazu
konjugierten Doppeldreizykel h, der umrandete Punkt einen Fixpunkt von hg.
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Ist ord g = 3 und ist g kein Dreizykel, so muß g ein Produkt sein von min-
destens zwei disjunkten Dreizykeln. Dann stimmen die Konjugationsklassen von
g in Ar und in Sr überein, da es nämlich eine ungerade Permutation gibt, die mit
g kommutiert, zum Beispiel eine geeignete „Dreifachtransposition zwischen zwei
Dreizykeln von g“. Es ist nun ein Leichtes, in S6 zwei Doppeldreizykel zu finden
derart, daß ihr Produkt nicht trivial ist und dennoch einen Fixpunkt hat. Wenn wir
also einen Doppeldreizykel von g auf der zugehörigen 6-elementigen Menge kon-
jugieren zu einem geeigneten anderen Doppeldreizykel, so erhalten wir ein h ∈ N
derart, daß hg nicht trivial ist und mehr Fixpunkte hat als g.

Ist schließlich ord g = 2 und g keine Doppeltransposition, so muß g ein Pro-
dukt sein von mindestens zwei disjunkten Doppeltranspositionen. Wieder stim-
men dann die Konjugationsklassen von g in Ar und in Sr überein, da es eine
ungerade Permutation gibt, die mit g kommutiert, zum Beispiel eine „Transposi-
tion aus einer Doppeltransposition von g“. Wir finden also h ∈ N derart, daß h
auf einer vierelementigen Teilmenge eine andere Doppeltransposition ist als g und
außerhalb dieser vierelementigen Teilmenge mit g übereinstimmt. Dann ist hg die
dritte Doppeltransposition auf unserer vierelementigen Teilmenge und die Identi-
tät außerhalb, ist also einerseits nicht trivial und hat andererseits mehr Fixpunkte
als g.

Übungen

Übung 6.1.6.7. Man zeige, daß die Gruppe aller jeweils nur endlich viele Elemen-
te bewegenden geraden Permutationen einer unendlichen Menge eine einfache
aber nicht endlich erzeugte Gruppe ist.

Ergänzende Übung 6.1.6.8. Man zeige für r ≥ 5, daß Ar der einzige nichttri-
viale echte Normalteiler von Sr ist. Man bestimme alle Kompositionsreihen aller
symmetrischen Gruppen.

6.1.6.9. Nach der vorhergehenden Übung ist für r ≥ 5 jeder Gruppenhomomor-
phismus von der symmetrischen Gruppe Sr in eine weitere Gruppe entweder in-
jektiv oder konstant oder hat denselben Kern wie das Signum. Salopp gesprochen
kann es also kein „verbessertes Signum“ geben.

Ergänzende Übung 6.1.6.10. In dieser Übung sollen Sie zeigen, daß die Gruppe
SL(2;F5) genau fünf 2-Sylows besitzt und daß die Operation dieser Gruppe auf
der Menge ihrer 2-Sylows einen Isomorphismus

SL(2;F5)/{± id} ∼→ A5

mit der sogenannten „alternierenden Gruppe“ aller geraden Permutationen ei-
ner fünfelementigen Menge induziert. Den Quotienten auf der linken Seite no-
tiert man auch PSL(2;F5), er liegt als Untergruppe vom Index 2 in der Gruppe
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PGL(2;F5) aller von invertierbaren Matrizen induzierten Automorphismen der
projektiven Gerade alias dem Quotienten von GL(2;F5) nach der Gruppe der vier
darin enthaltenen Diagonalmatrizen. Ich rate, der Reihe nach folgendes zu zeigen:

1. Jedes Element der Ordnung 4 in SL(2;F5) ist diagonalisierbar und der Nor-
malisator seines Erzeugnisses ist eine 2-Sylow. Jede 2-Sylow enthält 6 Ele-
mente der Ordnung 4.

2. Es gibt in SL(2;F5) genau dreißig Elemente der Ordnung 4 und fünf 2-
Sylows, und der Schnitt von je zwei verschiedenen 2-Sylows besteht nur
aus ± id.

3. Jede 2-Sylow von PSL(2;F5) ist eine Klein’sche Vierergruppe und ope-
riert nach 6.1.4.21 frei auf der Menge der vier anderen 2-Sylows. Vom Bild
unseres Homomorphismus PSL(2;F5) → S5 wissen wir damit, daß es al-
le Doppeltranspositionen enthält und aus höchstens 60 Elementen besteht.
Nach 6.1.6.6 muß dieses Bild folglich die A5 sein.

Ergänzung 6.1.6.11. Genau dann ist jede gerade Permutation von n Objekten ein
Produkt von zwei l-Zykeln, falls gilt 3n/4 ≤ l. Edward Bertram: Even permuta-
tions as a product of two conjugate cycles. J. Combinatorial Theory Ser. A, 12: S.
368-380, 1972.
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6.2 Mehr zu Ringen

6.2.1 Quotientenringe
6.2.1.1. Wir erinnern die grundlegenden Definitionen zu Ringen aus 3.5.1. Un-
ter einem Ring versteht man eine Menge mit zwei Verknüpfungen (R,+, ·) der-
art, daß (R,+) eine abelsche Gruppe ist und (R, ·) ein Monoid und daß für alle
a, b, c ∈ R die Distributivgesetze a(b + c) = ab + ac sowie (a + b)c = ac + bc
gelten.

6.2.1.2. Das neutrale Element des multiplikativen Monoids eines Rings notiert
man meist 1R = 1. Ein typisches Beispiel ist der Ring Z der ganzen Zahlen mit
der üblichen Addition und Multiplikation als Verknüpfung. Ebenfall typisch ist
der Ring Mat(n;R) der (n × n)-Matrizen mit Einträgen aus einem beliebigen
Ring R mit der Addition und Multiplikation von Matrizen als Verknüpfung.

6.2.1.3. Eine Abbildung ϕ : R → S von einem Ring in einen anderen heißt ein
Ringhomomorphismus, wenn sie sowohl ein Gruppenhomomorphismus ist für
die zugrundeliegenden additiven Gruppen als auch ein Monoidhomomorphismus
ist für die zugrundeliegenden multiplikativen Monoide.

6.2.1.4. Wir fordern von einem Monoidhomomorphismus stets, daß er das neu-
trale Element auf das neutrale Element abbildet. Insbesondere fordern wir damit
von einem Ringhomomorphismus stets ϕ(1R) = 1S . Die Menge aller Ringhomo-
morphismen von einem Ring R in einen Ring S notieren wir Ring(R, S).

6.2.1.5. Die Stärke der Ringtheorie liegt unter anderem darin, daß es sehr viele
Vefahren gibt, die zu einem gegebenen Ring einen weiteren Ring konstruieren,
und daß man auf diese neuen Ringe dann wieder alle bereits bekannten Sätze an-
wenden kann. Beispiele sind das Bilden von Polynomringen, Potenzreihenringen
3.5.3.42 und Matrizenringen. Wir besprechen im folgenden zusätzlich das Bilden
von Restklassenringen.

Satz 6.2.1.6 (Universelle Eigenschaft surjektiver Ringhomomorphismen). Sei-
en s : R � Q ein surjektiver Ringhomomorphismus und ϕ : R → S ein be-
liebiger Ringhomomorphismus. Genau dann existiert ein Ringhomomorphismus
ϕ̄ : Q→ S mit ϕ = ϕ̄ ◦ s, wenn gilt ker(ϕ) ⊃ ker(s).

6.2.1.7. Dieser Homomorphismus ϕ̄ ist dann natürlich eindeutig bestimmt. In die-
sem Sinne kann man diesen Satz auch dahingehend zusammenfassen, daß das
Vorschalten eines surjektiven Homomorphismus s : R � Q für jeden weiteren
Ring S eine Bijektion

(◦s) : Ring(Q,S)
∼→ {ϕ ∈ Ring(R, S) | ker(ϕ) ⊃ ker(s)}
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liefert. Der Übersichtlichkeit halber stelle ich die in diesem Satz auftauchenden
Ringe und Morphismen auch noch wieder anders in einem Diagramm dar:

R

ϕ
��????????

s // // Q

ϕ̄
���
�
�

S

Man formuliert diesen Satz auch mit den Worten, ϕ faktorisiere in eindeutiger
Weise über s.

Beweis. Offensichtlich ist ϕ konstant auf den Fasern von s. Damit, oder auch
indem wir die universelle Eigenschaft von surjektiven Gruppenhomomorphismen
4.4.2.1 zitieren, finden wir schon mal eine Abbildung ϕ̄ wie behauptet. Man prüft
leicht, daß sie ein Ringhomomorphismus ist.

6.2.1.8 (Surjektive Ringhomomorphismen mit gleichem Kern). Gegeben ein
Ring R und zwei surjektive Ringhomomorphismen s : R � Q und t : R � P
mit demselben Kern ker(s) = ker(t) sind die Ringhomomorphismen t̄ : Q → P
mit t̄ ◦ s = t und s̄ : P → Q mit s̄ ◦ t = s nach 6.2.1.6 offensichtlich zueinander
inverse Isomorphismen Q ∼→ P

∼→ Q. Salopp gesprochen wird also bei einem
surjektiven Ringhomomorphismus „das Ziel bereits durch den Ausgangsraum und
den Kern festgelegt bis auf eindeutigen Isomorphismus“.

Definition 6.2.1.9. Sei R ein Ring. Ein Ideal von R ist eine Teilmenge I ⊂ R
mit der Eigenschaft, daß I eine Untergruppe ist von (R,+) und daß zusätzlich gilt
RI ⊂ I und IR ⊂ I .

6.2.1.10. Anders gesagt ist also Teilmenge I ⊂ R eines Rings ein Ideal genau
dann wenn gilt 0 ∈ I , a, b ∈ I ⇒ a + b ∈ I , a ∈ I ⇒ (−a) ∈ I sowie
r ∈ R, a ∈ I ⇒ ra, ar ∈ I . Die Bedingung (−a) ∈ I ist dabei sogar überflüssig,
weil ja eh gilt (−a) = (−1)a für alle a ∈ R. Weiter kann die Bedingung 0 ∈ I
durch die Bedingung I 6= ∅ ersetzt werden, da ja gilt 0 = 0b für alle b ∈ R.

Beispiele 6.2.1.11. Ein Ideal von Z ist dasselbe wie eine Untergruppe von Z, die
Ideale von Z sind also nach 3.4.3.4 genau die Teilmengen der Gestalt Zm für
m ∈ N. Für ein beliebiges Element a in einem kommutativen Ring R ist die
Menge Ra aller Vielfachen von a ein Ideal. Der ganze Ring R und {0} sind stets
Ideale.

6.2.1.12. Ist ϕ : R → S ein Ringhomomorphismus, so ist kerϕ := ϕ−1(0) ein
Ideal von R. Man versteht bei Ringhomomorphismen den Kern stets in Bezug
auf die additive Struktur. Allgemeiner ist das Urbild von einem Ideal unter ei-
nem Ringhomomorphismus stets wieder ein Ideal, und desgleichen das Bild eines
Ideals unter einem surjektiven Ringhomomorphismus.



732 KAPITEL 6. ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE

Proposition 6.2.1.13. Seien R ein Ring und I ⊂ R ein Ideal. So gibt es einen von
R ausgehenden surjektiven Ringhomomorphismus mit I als Kern.

6.2.1.14. Nach 6.2.1.8 ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern I ein-
deutig bis auf das Nachschalten eines eindeutigen Isomorphismus. Wir notieren
ihn

can = canq : R� R/I

Vorsichtig veranlagte Leser mögen unter R/I alternativ das im folgenden Beweis
konstruierte explizite Beispiel für solch einen Ringhomomorphismus verstehen.
Das Bild in R/I von a ∈ R bezeichnet man auch oft mit can(a) = ā. Man nennt
R/I einen Restklassenring oder Quotientenring oder abkürzend Quotienten
oder auch einen Faktorring. Er darf nicht verwechselt werden mit dem Quoti-
entenkörper eines kommutativen Integritätsbereichs, wie er in 3.5.5.2 eingeführt
wurde.

Beispiel 6.2.1.15. Den Spezialfall der Restklassenringe Z/mZ kennen wir bereits
aus 3.5.2.4. Ich ziehe im allgemeinen die Bezeichnung als Quotientenring vor.

Beweis. Wir gehen aus von der Surjektion q : R� R/I auf die Quotientengrup-
pe in Bezug auf die additive Struktur. Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung
m̄ : R/I × R/I → R/I derart, daß mit der Multiplikation m in der oberen Hori-
zontale das Diagramm

R×R m //

q×q
��

R

q

��
R/I ×R/I m̄ //___ R/I

kommutiert, denn q ◦m ist konstant auf den Fasern von q×q. In der Tat haben wir
(r+i)(s+j) = rs+is+rj+ij ∈ rs+I für alle i, j ∈ I und r, s ∈ R. In größerer
Allgemeinheit haben Sie das möglicherweise bereits als Übung 4.4.2.27 geprüft.
Es ist dann leicht zu sehen, daß m̄ als Multiplikation die NebenklassengruppeR/I
zu einem Ring macht.

6.2.1.16. Ganz allgemein ist ein Schnitt von Idealen eines Rings R stets wieder
ein Ideal. Gegeben eine Teilmenge T ⊂ R bezeichen wir mit 〈T 〉 ⊂ R das kleinste
Ideal von R, das T umfaßt, und nennen es das von T erzeugte Ideal. Wir können
〈T 〉 entweder beschreiben als den Schnitt aller Ideale, die T umfassen, oder als
die Menge aller endlichen Ausdrücke

〈T 〉 = {a1t1b1 + . . .+ antnbn | n ≥ 0, ai, bi ∈ R, ti ∈ T}

Hierbei ist der leere Ausdruck mit n = 0 wie üblich als die Null von R zu ver-
stehen. Ist T = {t1, . . . , tr} eine endliche Menge, so schreiben wir auch 〈T 〉 =
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〈t1, . . . , tr〉. Insbesondere gilt für einen kommutativen RingR zum Beispiel 〈a〉 =
Ra für alle a ∈ R. Wollen wir betonen, daß das Symbol zwischen den Spitzklam-
mern für eine Menge von Erzeugern und nicht für einen einzigen Erzeuger steht,
so schreiben wir 〈T 〉 = 〈!T 〉. Ideale, die von einem einzigen Element erzeugt wer-
den können, heißen Hauptideale. Insbesondere ist nach 3.4.3.4 jedes Ideal in Z
ein Hauptideal.
Ergänzung 6.2.1.17. Sei R ein Ring und T ⊂ R eine Teilmenge. Wenn wir beto-
nen wollen, daß 〈T 〉 das von T erzeugte Ideal und nicht etwa die von T erzeug-
te Untergruppe meint, schreiben wir auch R〈T 〉R oder 〈RTR〉 und im Fall eines
kommutativen Rings 〈T 〉R oder 〈TR〉. Im Fall eines nichtkommutativen Rings da-
hingegen meint 〈T 〉R = 〈TR〉 das von T erzeugte Rechtsideal, wie es in 7.2.3.4
eingeführt wird.
Ergänzung 6.2.1.18 (Herkunft der Bezeichnung „Ideal“ ). Die Bezeichnung als
„Ideal“ ist abgeleitet von Kummer’s Begriff einer „idealen Zahl“. Diese „idea-
len Zahlen“ führte Kummer ein, um Schwierigkeiten im Zusammenhang mit der
Nichtexistenz eindeutiger Primfaktorzerlegungen in sogenannten „Ganzheitsrin-
gen von Zahlkörpern“ zu umgehen. Das einfachste Beispiel o = Z[

√
−5] für die-

ses Phänomen besprechen wir in 6.2.4.8. Erklären wir auf der Menge aller von
Null verschiedenen Ideale eines solchen Ganzheitsrings o eine Verknüpfung, in
dem wir IJ als das von allen Produkten ab mit a ∈ I und b ∈ J erzeugte Ide-
al alias die von allen solchen Produkten erzeugte Untergruppe verstehen, die wir
eigentlich 〈IJ〉 notieren müßten, so gilt in dieser Menge aller Ideale nämlich das
Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung, vergleiche etwa 7.8.2.11. Ordnen
wir nun jeder Zahl a ∈ o das von a erzeugte Hauptideal 〈a〉 zu, so erhalten wir
eine Einbettung

o/o× ↪→ {I ⊂ o | I ist Ideal}
des Monoids aller „bis auf Einheiten wohlbestimmten Elemente von o“, in dem
das Analogon der eindeutigen Primfaktorzerlegung nicht immer gilt, in das Mono-
id aller von Null verschiedenen Ideale, in dem es im Fall des Ganzheitsrings eines
Zahlkörpers eben doch immer gilt. Kummer konnte das in einigen Fällen bereits
selbst zeigen und bezeichnete deshalb die Elemente dieses größeren Monoids, das
er selbst auf recht verschlungenen Wegen konstruierte, als „ideale Zahlen“.
6.2.1.19 (Ideale und Teilerbeziehung). Gegeben ein KringR und Elemente a, b ∈
R ist a ein Teiler von b genau dann, wenn gilt 〈a〉 3 b oder gleichbedeutend
〈a〉 ⊃ 〈b〉, in Formelsprache

a|b ⇔ b ∈ 〈a〉 ⇔ 〈b〉 ⊂ 〈a〉

Gegeben ein Kring R und ein Element u ∈ R ist u eine Einheit genau dann, wenn
gilt 〈u〉 = R. Gegeben ein kommutativer Integritätsbereich folgt aus 〈a〉 = 〈b〉,
daß es eine Einheit u ∈ R× gibt mit au = b.
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Beispiel 6.2.1.20 (Quotienten von Polynomringen). Gegeben ein Körper k und
ein von Null verschiedenes Polynom P ∈ k[X]\0 haben wir

dimk k[X]/〈P 〉 = gradP

Genauer bilden für gradP = d die Nebenklassen der Monome 1, X, . . . , Xd−1

eine k-Basis des Restklassenrings k[X]/〈P 〉. Noch etwas allgemeiner liefert Po-
lynomdivision mit Rest 3.5.3.15 für jeden Kring k und jedes normierte Polynom
P ∈ k[X], daß die Polynome von einem Grad ≤ (gradP ) − 1 ein Repräsentan-
tensystem für die Menge k[X]/〈P 〉 der Nebenklassen nach dem von P erzeugten
Hauptideal bilden. Bezeichnet also k[X]≤n ⊂ k[X] die Menge aller Polynome
vom Grad ≤ n, so liefert für jedes normierte Polynom P die kanonische Projekti-
on einen Gruppenisomorphismus

k[X]≤(gradP )−1 ∼→ k[X]/〈P 〉

Beispiel 6.2.1.21 (Die komplexen Zahlen als Quotient). Wir erinnern die kom-
plexen Zahlen C mit ihrem ausgezeichneten Element i ∈ C. Das Einsetzen von i
für X im Sinne von 3.5.3.5 liefert mithilfe der universellen Eigenschaft des Quo-
tienten 6.2.1.13 Isomorphismen von Ringen

R[X]/〈X2 + 1〉 ∼→ C

und Z[X]/〈X2 + 1〉 ∼→ Z[i]. Hier ist Z[i] im Sinne von 6.2.2.1 zu verstehen als
der Ring aller komplexen Zahlen mit ganzzahligem Real- und Imaginärteil. Ich
mache die Nebenrechnung (X − (2 + i))(X − (2 + i)) = X2 − 4X + 3. Das
Einsetzen von 2 + i für X liefert also auch einen Isomorphismus

R[X]/〈X2 − 4X + 2〉 ∼→ C

Allgemeiner könnten wir hier den Quotienten nach jedem Polynom vom Grad
Zwei ohne reelle Nullstelle nehmen.
6.2.1.22. Gegeben ein Kring k und ein Element λ ∈ k kommutiert das Diagramm

k[X]

δλ

~~}}}}}}}}} q

&&NNNNNNNNNNN

k ∼ // k[X]/〈X − λ〉

mit der Auswertungsabbildung δλ und der von der Einbettung k ↪→ k[X] indu-
zierten unteren Horizontalen.
6.2.1.23 (Polynomringe über Restklassenringen). Gegeben sei ein Ring R mit
einem Ideal I . Bezeichnet I[X] ⊂ R[X] das von unserem Ideal I im Polynomring
erzeugte Ideal, so induziert der offensichtliche Ringhomomorphismus R[X] �
(R/I)[X] aus 3.5.3.11 offensichtlich einen Isomorphismus

R[X]/I[X]
∼→ (R/I)[X]
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Übungen

Ergänzende Übung 6.2.1.24. Man zeige: Gegeben ein surjektiver Ringhomomor-
phismus ϕ : R � S liefert das Bilden des Urbilds eine Bijektion zwischen der
Menge der Ideale von S und der Menge derjenigen Ideale von R, die kerϕ um-
fassen.

Übung 6.2.1.25. Gegeben ein normiertes Polynom P mit Koeffizienten in einem
Körper k ist das P bis auf ein Vorzeichen genau das charakteristsche Polynom der
Multiplikation mit X als Endomorphismus des k-Vektorraums k[X]/〈P 〉.

6.2.2 Teilringe

Definition 6.2.2.1. Eine Teilmenge eines Rings heißt ein Teilring, wenn sie so
mit der Struktur eines Rings versehen werden kann, daß die Einbettung ein Ring-
homomorphismus wird. Gleichbedeutend und expliziter ist das eine Teilmenge
eines Rings, die sein Einselement enthält, die abgeschlossen ist unter Addition
und Multiplikation, und die mit diesen Verknüpfungen zu einem Ring wird.

Ergänzung 6.2.2.2. Die in 3.5.1.5 bereits angesprochene Begriffsverwirrung setzt
sich hier fort: Autoren, deren Ringe kein Einselement zu enthalten brauchen, for-
dern von ihren Teilringen zwar dem Wortlaut nach dasselbe wie wir im ersten
Satz der Definition 6.2.2.1. Es bedeutet dann aber in unserer Terminologie nur
noch, daß unsere Teilmenge unter Addition und Multiplikation abgeschlossen ist
und mit diesen Verknüpfungen zu einem Rng wird. Wir nennen eine derartige
Teilmenge eine Z-Unteralgebra. Jedes Ideal eines Rings ist eine Z-Unteralgebra,
aber das einzige Ideal, das ein Teilring ist, ist der ganze Ring selber. Es ist im
übrigen auch durchaus möglich, daß eine Z-Unteralgebra eine Rings selbst wie-
der ein Ring ist, ohne aber in unserem Sinne ein Teilring zu sein: Der Nullring
etwa ist eine Z-Unteralgebra aber kein Teilring vonQ, und der Ring Z×0 ist eine
Z-Unteralgebra aber kein Teilring von Z× Z.

6.2.2.3. Jeder Schnitt von Teilringen ist selbst ein Teilring. Den kleinsten Teilring
eines Ringes R, der eine gegebene Teilmenge T ⊂ R umfaßt, heißt der von T
erzeugte Teilring. Gegeben S ⊃ R ein Kring mit einem Teilring und Elemente
a1, . . . , an ∈ S bezeichnet man mit

R[a1, . . . , an] ⊂ S

den Teilring von S, der von R und den ai erzeugt wird, in anderen Worten den
kleinsten Teilring von S, der R umfaßt und alle ai enthält.
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6.2.2.4. Die Notation aus 6.2.2.1 führt leicht zu Verwechslungen mit Polynomrin-
gen. Viele Autoren verwenden die Konvention, nach der die „freien“ oder „unab-
hängigen“ Variablen in Polynomringen mit großen Buchstaben vom Ende des Al-
phabets geschrieben werden, die „abhängigen“ Erzeuger eines Teilrings in einem
bereits gegebenen Ring dahingegen mit kleinen Buchstaben. Nebenbei bemerkt
kann man R[a1, . . . , an] auch beschreiben als das Bild des Einsetzungshomomor-
phismus R[X1, . . . , Xn] → S mit Xi 7→ ai. Ist dieser Einsetzungshomomorphis-
mus injektiv, also ein Isomorphismus auf sein Bild, so heißen die Elemente ai
algebraisch unabhängig über R. Wollen wir besonders betonen, daß wir mit
freien Veränderlichen arbeiten, so setzen wir ein kleines „Freiheitsstrichlein“ vor-
ne in die Klammer und schreiben R[′X1, . . . , Xn]. Diese Notation gibt es jedoch
meines Wissens bisher nur in diesem Skriptum.

6.2.2.5 (Isomorphiesatz für Ringe). Gegeben ein Ringhomomorphismus ϕ :
R → S ist nach 6.2.1.12 der Kern kerϕ ein Ideal von R und das Bild imϕ of-
fensichtlich ein Teilring von S. Nach 6.2.1.13 und dem Isomorphiesatz 4.4.2.12
faktorisiert ϕ dann über einen Ringisomorphismus

R� R/(kerϕ)
∼→ imϕ ↪→ S

Übungen

Ergänzende Übung 6.2.2.6. Seien K ⊂ L Körper, I ⊂ K[X1, . . . , Xn] ein Ideal.
Bezeichne 〈IL[X1, . . . , Xn]〉 das von I im Polynomring über L erzeugte Ideal. So
gilt

I = K[X1, . . . , Xn] ∩ 〈IL[X1, . . . , Xn]〉

Hinweis: Jedes Element von 〈IL[X1, . . . , Xn]〉 hat die Gestalt c1f1 + . . . + crfr
mit fν ∈ I und cν ∈ L linear unabhängig über K.

Übung 6.2.2.7. Man zeige, daß der Teilring Q[
√

2] ⊂ R ein Körper ist.

Übung 6.2.2.8. Man zeige, daß Z der einzige Teilring von Q ist, der endlich er-
zeugt ist als abelsche Gruppe.

6.2.3 Abstrakter chinesischer Restsatz
6.2.3.1. Gegeben Ringe R1, . . . , Rs bilden wir den Produktring R1 × . . . × Rs

mit komponentenweiser Addition und Multiplikation. Gegeben ein weiterer Ring
R und Ringhomomorphismen fi : R → Ri erhalten wir natürlich einen Ringho-
momorphismus

(f1, . . . , fs) : R → R1 × . . .×Rs

r 7→ (f1(r), . . . , fs(r))
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Genauer sind die Projektionen Ringhomomorphismen pri : R1 × . . .× Rs → Ri

und das Nachschalten der Projektionen liefert für jeden weiteren Ring R eine
Bijektion

Ring(R,R1 × . . .×Rs)
∼→ Ring(R,R1)× . . .× Ring(R,Rs)

In der Terminologie 4.7.7.8 liefert unsere Konstruktion also ein Produkt in der
Kategorie der Ringe.

Definition 6.2.3.2. Gegeben Ideale a, b in einem RingR ist auch ihre Summe a+
b := {a+b | a ∈ a, b ∈ b} ein Ideal, und wir nennen ihr Produkt und bezeichnen
mit 〈ab〉 dasjenige Ideal oder gleichbedeutend diejenige additive Untergruppe von
R, das beziehungsweise die von allen Produkten ab mit a ∈ a und b ∈ b erzeugt
wird. Analog notieren wir auch Produkte von mehr als zwei Idealen.

6.2.3.3. Für das Produkt zweier Ideale ist die Notation ab gebräuchlicher, die wir
aber bereits für die von der Multiplikation eines Rings auf seiner Potenzmenge
induzierte Verknüpfung vergeben haben. Dennoch werden wir später meist diese
abkürzende Notation für das Produkt von Idealen verwenden.

Satz 6.2.3.4 (Abstrakter chinesischer Restsatz). Seien a1, . . . , as endlich vie-
le Ideale eines Rings R. Gilt ai + aj = R für i 6= j, so ist die offensichtliche
Abbildung eine Surjektion

κ : R� R/a1 × . . .×R/as

mit Kern (kerκ) =
⋂
i ai dem Schnitt unserer Ideale. Für einen kommutativen

Ring alias Kring R fällt dieser Schnitt auch mit dem Produktideal 〈a1 . . . as〉 zu-
sammen und wir erhalten einen Ringisomorphismus

R/〈a1 . . . as〉
∼→ R/a1 × . . .×R/as

Beispiel 6.2.3.5. Der Name dieses Satzes rührt von seiner Bedeutung im Ring der
ganzen Zahlen her, die wir bereits in 4.4.3.11 folgende besprochen hatten.

Beispiel 6.2.3.6. Wir finden etwa

R[X]/〈X2 − 1〉 ∼→ R[X]/〈X + 1〉 × R[X]/〈X − 1〉 ∼→ R× R

und ähnlich für den Quotienten R[X]/〈P 〉 nach dem Hauptideal eines beliebigen
quadratischen Polynoms P mit zwei reellen Nullstellen im Gegensatz zum Fall
6.2.1.21 eines reellen quadratischen Polynoms ohne reelle Nullstelle.
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Beweis. Für die Surjektivität reicht es nachzuweisen, daß alle nur in einem Ein-
trag von Null verschiedenen Tupel im Bild liegen. Ohne Beschränkung der Allge-
meinheit reicht es also zu zeigen, daß für alle r ∈ R das Tupel (r̄, 0, . . . , 0) im Bild
liegt. Es reicht sogar, wenn wir das für r = 1 zeigen, denn aus κ(x) = (1̄, 0, . . . , 0)
folgt κ(rx) = κ(r)κ(x) = (r̄, 0, . . . , 0). Nach Annahme gilt für i 6= 1 jedoch
ai + a1 = R, wir finden für i 6= 1 also eine Darstellung ai + bi = 1 mit ai ∈ ai
und bi ∈ a1. Für das Ringelement ai = 1− bi hat κ(ai) dann natürlich die Gestalt

κ(ai) = (1, ∗, . . . , ∗, 0, ∗, . . . ∗)

mit einer Null an der i-ten Stelle. Für das Bild des Produkts der ai folgt dann
κ(a2a3 . . . as) = (1, 0, . . . , 0) und die Surjektivität ist gezeigt. Der Kern dieser
Surjektion ist offensichtlich genau der Schnitt der ai, und wir müssen nur noch
zeigen, daß er für kommutatives R mit dem Produktideal zusammenfällt. Im Fall
s = 2 impliziert a+ b = R schon mal a∩ b = 〈ab〉, denn schreiben wir 1 = a+ b
mit a ∈ a und b ∈ b, so gilt x = xa+ xb auch für alle x ∈ a ∩ b. Im allgemeinen
beachten wir, daß das Aufmultiplizieren unserer Identitäten ai + bi = 1 von eben
für 2 ≤ i ≤ n sogar zeigt a1 + 〈a2 . . . as〉 = R. Mit vollständiger Induktion
erhalten wir dann a1 ∩ (a2 ∩ . . . ∩ as) = a1 ∩ 〈a2 . . . as〉 = 〈a1〈a2 . . . as〉〉 =
〈a1a2 . . . as〉.

6.2.3.7. Wir schreiben auch 〈In〉 für das n-fache Produkt eines Ideals mit sich
selbst. Betrachten wir zum Beispiel R = k[X, Y ] für einen Körper k und darin
das Ideal I = 〈X, Y 〉, so gilt 〈I2〉 = 〈X2, XY, Y 2〉, 〈I3〉 = 〈X3, X2Y,XY 2, Y 3〉
und so weiter.

Korollar 6.2.3.8 (Polynominterpolation). Seien k ein Körper und n ∈ N. Wir
finden stets ein Polynom P ∈ k[X1, . . . , Xn], das an endlich vielen vorgegebenen
Stellen des kn vorgegebene Werte annimmt und sogar eine beliebig vorgegebene
Taylorentwicklung bis zu einem festen endlichen Grad hat.

Beweis. Für einen Punkt p ∈ kn bezeichne I(p) das Ideal aller Polynome, die
bei p verschwinden. Mit der vagen Formulierung „die Taylorentwicklung bei p
eines Polynoms P ∈ k[X1, . . . , Xn] bis zum Grad m − 1 vorzugeben“ meinen
wir, seine Nebenklasse in k[X1, . . . , Xn]/〈I(p)m〉 vorzugeben. Damit wir den ab-
strakten chinesischen Restsatz anwenden können, müssen wir nur noch zeigen
〈I(p)m〉+ 〈I(q)m〉 = 〈1〉 falls p 6= q. Offensichtlich gilt I(p) + I(q) = 〈1〉, denn
p und q unterscheiden sich in mindestens einer Koordinate, sagen wir pi 6= qi, und
dann ist (Xi − pi) + (qi − Xi) eine Einheit im Polynomring. Schreiben wir nun
1 = a+ b mit a ∈ I(p) und b ∈ I(q) und nehmen von dieser Gleichung die 2m-te
Potenz, so folgt 1 ∈ 〈I(p)m〉+ 〈I(q)m〉 wie gewünscht.
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Eine Interpolation in einer Variablen mit vorgegebenen Werten an zwei Punkten
und vorgegebenem Wert und Wert der Ableitung an einem weiteren Punkt.
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6.2.4 Euklidische Ringe und Primfaktorzerlegung

6.2.4.1. Die folgende schematische Übersicht soll die Struktur dieses Abschnitts
und die Beziehungen der darin neu eingeführten Begriffe untereinander verdeut-
lichen:

Interessante Ringe, etwa Z, Z[i], oder der Ring k[X] für einen Körper k;
∩

Euklidische Ringe, in denen es eine „Division mit Rest“ gibt;
∩

Hauptidealringe, in denen jedes Ideal von einem Element erzeugt wird;
∩

Faktorielle Ringe, alias Ringe mit „eindeutiger Primfaktorzerlegung“.

Wir arbeiten nun unser Schema von unten nach oben ab und beginnen mit fakto-
riellen Ringen.

Definition 6.2.4.2. Ein Element a eines Krings R heißt irreduzibel oder genauer
irreduzibel in R, wenn es weder eine Einheit ist noch sich als ein Produkt von
zwei Nichteinheiten darstellen läßt. In Formeln fordern wir also a 6∈ R× und
a = bc⇒ (b ∈ R× oder c ∈ R×).

Beispiele 6.2.4.3. Die Null ist nie irreduzibel, denn im Nullring ist sie eine Einheit
und in anderen Kringen das Produkt der zwei Nichteinheiten 0 = 0 ·0. Eine ganze
Zahl n ∈ Z ist irreduzibel in Z genau dann, wenn ihr Betrag |n| eine Primzahl ist.
In einem Körper gibt es überhaupt keine irreduziblen Elemente, insbesondere ist
auch keine ganze Zahl n irreduzibel in Q.

6.2.4.4. Ich erinnere daran, daß man unter einem Integritätsbereich oder Inte-
gritätsring einen von Null verschiedenen Ring versteht, bei dem das Produkt je
zweier von Null verschiedener Elemente stets auch wieder von Null verschieden
ist.

Definition 6.2.4.5. Ein Ring R heißt faktoriell, wenn er ein kommutativer Inte-
gritätsbereich ist und wenn zusätzlich gilt:

1. Jedes a ∈ R\(R×t{0}) läßt sich darstellen als ein Produkt von irreduziblen
Elementen, in Formeln a = p1 . . . pn mit pi irreduzibel und n ≥ 1.

2. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf Einheiten und die Reihenfolge der
Faktoren. Ist genauer a = q1 . . . qm eine zweite Darstellung wie eben, so
gilt n = m und es gibt eine Permutation τ ∈ Sn von n sowie Einheiten
ui ∈ R× mit qi = uipτ(i) für 1 ≤ i ≤ n.
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6.2.4.6. Unsere einzigen Beispiele für faktorielle Ringe sind bisher nur Z und al-
le Körper. Im folgenden werden wir viele weitere Beispiele für faktorielle Ringe
kennenlernen und insbesondere zeigen, daß Polynomringe über Körpern, ja Poly-
nomringe über faktoriellen Ringen stets faktoriell sind.

Ergänzung 6.2.4.7. Gegeben ein Integritätsbereich bilden die von Null verschie-
denen Elemente ein Monoid und unser Integritätsbereich ist faktoriell genau dann,
wenn dieses Monoid isomorph ist zum Produkt einer abelschen Gruppe, eben der
Einheitengruppe unseres Integritätsbereichs, mit einem freien Abmonoid. Ein frei-
es Abmonoid ist hierbei zu verstehen als ein „freies Objekt“ im Sinne von 12.4.2.8
oder explizit als ein Monoid, das isomorph ist zum Monoid aller fast überall ver-
schwindenden Abbildungen von einer Menge in das additive Monoid N.

Beispiele 6.2.4.8 (Ein Integritätsbereich, der nicht faktoriell ist). Als Beispiel
für einen nicht faktoriellen kommutativen Integritätsbereich betrachten wir den
Teilring Z[

√
−5] der komplexen Zahlen, der gegeben wird durch

Z[
√
−5] := {a+ b i

√
5 | a, b ∈ Z} ⊂ C

Ich behaupte, daß 6 = 2·3 = (1+
√
−5)·(1−

√
−5) zwei Zerlegungen in irreduzi-

ble Faktoren sind, die sich nicht nur um Einheiten und Reihenfolge unterscheiden.
Das folgt leicht unter Verwendung der Multiplikativität der Norm |zw| = |z||w|
für z, w ∈ C aus der anschließenden Tabelle, in der alle Elemente z ∈ Z[

√
−5]

der Quadratlänge |z|2 ≤ 9 aufgelistet sind.

|z|2 mögliche z ∈ Z[
√
−5]

0 0
1 ±1
4 ±2
5 ±

√
−5

6 (±1) + (±
√
−5)

9 ±3, (±2) + (±
√
−5)

Definition 6.2.4.9. Ein Ring R heißt ein Hauptidealring, wenn R ein kommuta-
tiver Integritätsbereich ist aber kein Körper und jedes Ideal von R ein Hauptideal
ist, also von einem einzigen Element erzeugt wird.

Beispiel 6.2.4.10. Nach 3.4.3.4 ist der Ring Z der ganzen Zahlen ein Hauptideal-
ring. Der Polynomring in zwei Variablen C[X, Y ] ist kein Hauptidealring, denn
das Ideal aller beim Ursprung von C2 verschwindenden Polynome ist kein Haupt-
ideal: Jedes Polynom, das am Ursprung verschwindet, verschwindet auch sonst
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Einige Elemente des Rings Z[
√
−5] als Punkte in der Gauß’schen Zahlenebene
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noch irgendwo, und dasselbe gilt für alle Polynome des von ihm erzeugten Haupt-
ideals.

Satz 6.2.4.11. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Ergänzung 6.2.4.12. In diesem Beweis verwenden wir implizit das Auswahlaxi-
om, um die Existenz einer Faktorisierung in Irreduzible zu zeigen. Will man das
Zorn’sche Lemma an dieser Stelle vermeiden, mag man sich auf den Fall euklidi-
scher Ringe beschränken, für den wir in 6.2.4.18 einen Beweis ohne Auswahlaxi-
om geben.

Beweis. Wir zeigen als erstes, daß in einem Hauptidealring jedes Element a ∈
R\(R× t {0}) ein Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen ist. Wir
argumentieren durch Widerspruch. Gäbe es ein Element a ∈ R\(R× t {0}), das
kein Produkt von Irreduziblen ist, so wäre insbesondere a selbst nicht irreduzibel,
also von der Gestalt a = a1b1 mit a1, b1 6∈ R×. Hier können nicht sowohl a1 als
auch b1 Produkte von Irreduziblen sein. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allge-
meinheit annehmen, a1 sei kein Produkt von Irreduziblen, und können schreiben
a1 = a2b2 mit a2, b2 6∈ R× und a2 keinem Produkt von Irreduziblen. Wir bemerken
nun, daß in einem Integritätsbereich R die Gleichheit 〈a〉 = 〈b〉 von Hauptidealen
zu a, b ∈ R\0 äquivalent ist zu a = ub mit einer Einheit u ∈ R×. Indem wir wie
oben immer weitermachen, finden wir also inR eine unendliche echt aufsteigende
Folge von Hauptidealen

〈a〉 ( 〈a1〉 ( 〈a2〉 ( . . .

Die Vereinigung über alle diese Hauptideale ist auch ein Ideal, also ein Hauptideal
〈h〉. Diese Vereinigung ist aber aber auch das Erzeugnis 〈h〉 = 〈a1, a2, . . .〉 der ai.
Es folgt eine Relation der Gestalt h = r1a1 + . . .+ rnan und damit 〈h〉 = 〈an〉 im
Widerspruch zu 〈an〉 6= 〈an+1〉. Dieser Widerspruch zeigt, daß jedes Element, das
weder Null ist noch eine Einheit, ein Produkt von Irreduziblen sein muß. Jetzt zei-
gen wir die Eindeutigkeit. Es reicht dazu, ähnlich wie wir das im Fall der ganzen
Zahlen bereits gesehen hatten, wenn wir für jedes irreduzible Element p zeigen

p|ab ⇒ p|a oder p|b

Wir wiederholen dafür unseren Beweis des Lemmas von Euklid 3.4.4.15. Gleich-
bedeutend dürfen wir zeigen, daß aus p - a und p|ab folgt p|b. Weil wir in einem
Hauptidealring sind, gibt es aber c mit 〈a, p〉 = 〈c〉 und wegen c|p und p irreduzi-
bel haben wir entweder c ∈ R×p oder c ∈ R×. Der erste Fall c ∈ R×p wird durch
p - a ausgeschlossen, also haben wir c ∈ R× alias 〈a, p〉 = R alias 1 = ax + py
für geeignete x, y ∈ R. Multiplikation mit b liefert dann b = abx + bpy und
zusammen mit p|ab folgt p|b wie gewünscht.
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Definition 6.2.4.13. Ein euklidischer Ring ist ein kommutativer Integritätsbe-
reich mit einer Abbildung σ : R\0 → N derart, daß man für alle a, b ∈ R mit
a 6= 0 Elemente q, r ∈ R finden kann mit b = aq+r und r = 0 oder σ(r) < σ(a).

6.2.4.14. Salopp gesprochen ist also ein euklidischer Ring ein Integritätsbereich,
in dem man „teilen kann mit Rest“, wobei der Rest in einer präzisen, durch σ
spezifizierten Weise „kleiner“ sein soll als der Teiler. Alle unsere Argumente
funktionieren auch noch, wenn σ allgemeiner Werte in einer beliebigen „wohl-
geordneten“ Menge annimmt, als da heißt einer angeordneten Menge, in der jede
nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.

Beispiele 6.2.4.15. 1. R = Z mit σ(n) = |n|;

2. R = k[X] für einen Körper k und σ(P ) = gradP , siehe 3.5.3.15;

3. R = Z[i] = {x + y i | x, y ∈ Z}, σ(x + y i) = x2 + y2. Dieser Ring der
sogenannten Gauß’schen Zahlen ist als Teilring von C zu verstehen. Wir
werden dies Beispiel in 6.2.6 noch ausführlich besprechen.

Satz 6.2.4.16. Jeder euklidische Ring ist ein Körper oder ein Hauptidealring und
damit insbesondere faktoriell.

Ergänzung 6.2.4.17. Dieser Satz verallgemeinert unseren Satz 3.4.3.4, mit dem
wir alle Untergruppen der Gruppe Z der ganzen Zahlen beschrieben hatten. Der
Beweis ist auch im wesentlichen derselbe.

Beweis. Sei I ⊂ R ein Ideal. Ist I = 0, so ist I = 〈0〉 ein Hauptideal. Sonst finden
wir a ∈ I\0 mit σ(a) kleinstmöglich. Wir behaupten I = 〈a〉. Gäbe es nämlich
b ∈ I\〈a〉, so könnten wir schreiben b = aq+ r mit r 6= 0 und σ(r) < σ(a). Dann
gilt aber auch r = b− aq ∈ I , und das steht im Widerspruch zur Wahl von a.

Ergänzung 6.2.4.18 (Faktorialität ohne Zorn). Für die Beweise der zentralen
Resultate dieser Vorlesung müssen wir nur wissen, daß euklidische Ringe fakto-
riell sind. In diesem Fall können wir die Existenz einer Faktorisierung in Irredu-
zible auch ohne Auswahlaxiom einsehen. Dazu brauchen wir nur die Erkenntnis
aus dem vorhergehenden Beweis, nach der jedes von Null verschiedene Ideal von
jedem seiner von Null verschiedenen Elemente mit kleinstmöglichem σ-Wert er-
zeugt wird. Gäbe es nun von Null verschiedene Elemente ohne Faktorisierung in
Irreduzible, so auch ein derartiges Element a mit kleinstmöglichem σ-Wert. Es
hätte dann eine Faktorisierung in ein Produkt von zwei Nichteinheiten a = bc,
und die Hauptideale 〈b〉 und 〈c〉 wären echt größer als 〈a〉. Das Minimum von σ
auf 〈b〉\0 müßte also echt kleiner sein als das Minimum von σ auf 〈a〉\0, denn
wir haben b = aq + r mit r 6= 0 und σ(r) < σ(a). Wird das Minimum von σ
auf 〈b〉\0 bei β angenommen, so folgt weiter β|b und damit β ∈ R×b. Genauso
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finden wir γ ∈ R×c mit σ(γ) < σ(a). Dann aber müßten β und γ und damit auch
b und c Faktorisierungen in Irreduzible besitzen und damit auch a selbst. Dieser
Widerspruch zeigt die Behauptung.

Korollar 6.2.4.19. Der Polynomring in einer Veränderlichen mit Koeffizienten in
einem Körper ist stets ein Hauptidealring und ist insbesondere stets faktoriell.

Beweis. Wie in 6.2.4.15 ausgeführt wird, ist unser Polynomring ein euklidischer
Ring. Das Korollar folgt damit aus 6.2.4.16.

6.2.4.20. Die irreduziblen Elemente des Polynomrings k[X] mit Koeffizienten
in einem Körper k nennt man irreduzible Polynome. Wenn wir mit mehreren
Körpern gleichzeitig arbeiten, werden wir auch von k-irreduziblen Polynomen
reden, da dieser Begriff ganz entscheidend von k abhängt: Zum Beispiel ist das
Polynom X2 + 1 zwar R-irreduzibel, aber keineswegs C-irreduzibel.

Beispiel 6.2.4.21. Die irreduziblen Polynome in C[X] sind nach 3.5.3.26 genau
die Polynome vom Grad Eins. Die irreduziblen Polynome in R[X] sind nach
3.5.3.28 genau die Polynome vom Grad Eins sowie die Polynome vom Grad Zwei
ohne reelle Nullstelle. Die irreduziblen Polynome in Q[X] lassen sich nicht so
leicht aufzählen.

Satz 6.2.4.22 (Quotienten von Hauptidealringen). Gegeben ein von Null ver-
schiedenes Element a eines Hauptidealrings R sind gleichbedeutend:

1. Der Quotient R/〈a〉 ist ein Körper;

2. Der Quotient R/〈a〉 ist ein Integritätsbereich;

3. Unser Element a ist irreduzibel.

Beweis. (1)⇒(2) ist klar. Wir zeigen nun (2)⇒(3) alias (nicht 3)⇒(nicht 2). Ist
a ∈ R nicht irreduzibel, so haben wir a ∈ R× oder a = bc mit b, c 6∈ R×. Im
ersten Fall ist der Quotient der Nullring und mithin kein Integritätsbereich. Im
zweiten Fall folgt, da R ein Integritätsbereich ist, schon mal b, c 6∈ 〈a〉. Für die
Nebenklassen in R/〈a〉 gilt also b̄ 6= 0 und c̄ 6= 0 aber b̄c̄ = 0. Deshalb kann für
a nicht irreduzibel der Quotient R/〈a〉 kein Integritätsbereich sein, und das gilt
sogar für einen beliebigen kommutativen Integritätsbereich R. Schließlich zeigen
wir noch (3)⇒(1). Gegeben a, b ∈ R gibt es c ∈ R mit 〈a, b〉 = 〈c〉. Insbesondere
ist c ein Teiler von a, und ist a irreduzibel, so folgt 〈c〉 = 〈a〉 oder 〈c〉 = R.
Gilt zusätzlich b 6∈ 〈a〉, so folgt 〈a, b〉 = R und folglich gibt es x, y ∈ R mit
1 = ax+ by. Dann aber ist ȳ ein multiplikatives Inverses zu b̄ in R/〈a〉.

Beispiel 6.2.4.23. Gegeben p ∈ Z ist Z/pZ ist genau dann ein Körper, wenn p
oder −p eine Primzahl ist.
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Beispiel 6.2.4.24. R[X]/〈X2 + 1〉 ist ein Körper, genauer induziert das Einsetzen
von i für X einen Isomorphismus dieses Körpers mit C.

Beispiel 6.2.4.25. R[X]/〈X2 + 2〉 ist ein Körper, genauer induziert das Einsetzen
von i

√
2 für X einen Isomorphismus dieses Körpers mit C.

Beispiel 6.2.4.26. R[X]/〈X + 1〉 ist ein Körper, genauer induziert das Einsetzen
von −1 für X einen Isomorphismus dieses Körpers mit R.

Beispiel 6.2.4.27. R[X]/〈X2−1〉 ist kein Körper. Vielmehr liefert der chinesische
Restsatz in Verbindung mit dem vorhergehenden Beispiel einen Ringisomorphis-
mus R[X]/〈X2 − 1〉 ∼→ R × R, und R × R ist kein Köper, es gilt darin ja etwa
(1, 0) · (0, 1) = (0, 0).

Übungen

Übung 6.2.4.28. Man zeige, daß Z[X] kein Hauptidealring ist.

Übung 6.2.4.29. Sei k ein Körper. Man zeige: (1) Alle Polynome vom Grad 1
sind irreduzibel in k[X]. (2) Ist P ∈ k[X] irreduzibel und gradP > 1, so hat P
keine Nullstelle in k. (3) Ist P ∈ k[X] \ k vom Grad gradP ≤ 3 und hat P keine
Nullstelle in k, so ist P irreduzibel in k[X]. (4) Ist k algebraisch abgeschlossen,
so sind die irreduziblen Polynome in k[X] genau die Polynome vom Grad 1. Man
gebe auch (5) ein Polynom positiven Grades in R[X] an, das keine Nullstelle hat,
aber dennoch nicht irreduzibel ist.

Ergänzende Übung 6.2.4.30. In einem Polynomring in mindestens einer Variablen
über einem Körper gibt es stets unendlich viele normierte irreduzible Polynome.
Hinweis: Man multipliziere sonst alle zusammen und ziehe 1 ab.

Ergänzende Übung 6.2.4.31. Man zeige: Gegeben ein Körper k ist der Ring kJXK
der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten aus k aus 3.5.3.42 ein Hauptideal-
ring, und die Ideale dieses Rings sind das Nullideal sowie die Ideale XnkJXK für
n ∈ N. Man bespreche die Primfaktorzerlegung in diesem Hauptidealring.

Übung 6.2.4.32. Seien R ein faktorieller Ring und q ∈ Quot(R) ein Element
seines Quotientenkörpers und n ≥ 1 mit qn ∈ R. Man zeige q ∈ R.

Übung 6.2.4.33 (Eindeutigkeitsaussagen für teilerfremde Polynome). Seien k
ein Körper und f, g ∈ k[T ] teilerfremde Polynome. Man zeige, daß es dann für
jedes Polynom h Polynome a, b gibt mit h = af + bg. Man zeige, daß man un-
ter der zusätzlichen Annahme g 6= 0 hier (a, b) sogar so wählen kann, daß gilt
grad a < grad g, und daß im Fall grad(h) ≤ grad(f) + grad(g) − 1 unser Paar
(a, b) dadurch dann eindeutig bestimmt ist. Hinweis: Dimensionsabschätzung. Die
analoge Aussage gilt nicht für k = Z, selbst wenn wir f und g normiert annehmen.

Übung 6.2.4.34. Der Quotient eines faktoriellen Rings R nach einem Hauptideal
〈a〉 ist genau dann ein Integritätsbereich, wenn gilt a = 0 oder a irreduzibel.
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Übung 6.2.4.35. Im Quotienten eines faktoriellen Rings R nach dem Hauptideal
zu einem Element a 6= 0 ist das Bild von b ∈ R genau dann kürzbar, wenn a und
b teilerfremd sind.

Übung 6.2.4.36. Seien k ein Körper und R eine Ringalgebra über k. Ein Element
α ∈ R heißt algebraisch über k, wenn es ein von Null verschiedenes Polynom
P ∈ k[X]\0 gibt mit P (α) = 0. Man zeige, daß es in diesem Fall genau ein
normiertes Polynom Q ∈ k[X] kleinstmöglichen Grades gibt mit Q(α) = 0. Es
heißt dann das Minimalpolynom von α.

6.2.5 Primelemente und maximale Ideale*
Definition 6.2.5.1. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element p ∈ R heißt ein
euklidisches Element oder üblicher Primelement, falls es (1) weder Null noch
eine Einheit ist und falls (2) aus p|ab folgt p|a oder p|b. Wir sagen auch abkürzend,
so ein Element sei euklidisch alias prim.

6.2.5.2 (Diskussion der Terminologie). Mir scheint die Bezeichnung als Prim-
element eine unglückliche Wahl, aber sie ist nun einmal historisch gewachsen.
Einerseits sind nun zwar die positiven Primelemente des Rings der ganzen Zahlen
Z genau unsere Primzahlen, aber das ist bereits ein nichttrivialer Satz, den wir in
3.4.4.15 als „Lemma von Euklid“ bewiesen hatten. Von ihrer ursprünglichen De-
finition her versteht man unter Primzahlen ja viel eher die positiven irreduziblen
Elemente des Rings der ganzen Zahlen. Andererseits wäre es auch eine vernünfti-
ge Terminologie, in einem beliebigen kommutativen Ring diejenigen Elemente als
Primelemente zu bezeichnen, die im Sinne von 7.4.2.4 „ein Primideal erzeugen“,
aber dann müßten wir in unserer Definition auch die Null als Primelement zulas-
sen. So gesehen sitzt man mit der obigen und allgemein gebräuchlichen Definition
eines Primelements leider zwischen allen Stühlen.

6.2.5.3 (Primelemente und irreduzible Elemente). Euklidische Elemente p alias
Primelemente in Integritätsbereichen sind stets irreduzibel, denn aus p = ab folgt
p|a oder p|b, also ohne Beschränkung der Allgemeinheit a = pα und dann p =
ab = pαb und so 1 = αb und b ist eine Einheit. Irreduzible Elemente müssen auch
in Integritätsbereichen im allgemeinen keineswegs euklidisch alias prim sein, wie
das Beispiel 6.2.4.8 des Rings Z[

√
−5] mit den Zerlegungen 6 = 2 · 3 = (1 +√

−5) · (1−
√
−5). Wir hatten uns ja überlegt, daß hier alle Faktoren irreduzibel

sind, sich aber nicht gegenseitig teilen. Also teilt (1 +
√
−5) das Produkt 2 · 3,

teilt aber keinen der Faktoren. In einem faktoriellen Ring sind die euklidischen
Elemente alias Primelemente aber offensichtlich genau die irreduziblen Elemente.

Definition 6.2.5.4. Ein Ideal in einem Ring heißt ein echtes Ideal, wenn es nicht
der ganze Ring ist. Ein Ideal in einem Ring heißt ein maximales echtes Ideal,
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wenn es ein maximales Element der durch Inklusion teilgeordneten Menge al-
ler echten Ideale unseres Ringes ist. Es ist eine allgemeine Konvention, unsere
maximalen echten Ideale abkürzend als maximale Ideale zu bezeichnen, obwohl
sie natürlich nicht die maximalen Elemente der Menge aller Ideale unseres Rin-
ges sind: Diese Menge hat nämlich nur genau ein maximales Element, den Ring
selbst. Ich werde dieser allgemeinen Konvention folgen.

Beispiele 6.2.5.5. Die maximalen Ideale eines Hauptidealrings sind genau die von
den irreduziblen Elementen erzeugten Hauptideale. Jeder Körper besitzt nur ge-
nau ein maximales Ideal, nämlich das Nullideal. Ist umgekehrt in einem Kring R
das Nullideal ein maximales Ideal, so muß unser Kring offensichtlich ein Körper
sein, denn wir haben R 6= 0 und für a ∈ R\0 gilt Ra = 〈a〉 = R 3 1. Der
Nullring besitzt überhaupt kein maximales Ideal. In 7.1.6.4 zeigen wir, daß er der
einzige Ring ohne maximales Ideal ist.

Proposition 6.2.5.6 (Quotienten nach maximalen Idealen). Ein Ideal in einem
Kring ist maximal genau dann, wenn der Quotientenring nach besagtem Ideal ein
Körper ist.

Erster Beweis. Sei R unser Kring und m ⊂ R unser Ideal. Ist R/m ein Körper,
so gilt m 6= R und es gibt für jedes a 6∈ m ein b ∈ R mit ab ∈ 1 + m. Folglich
gilt 〈a,m〉 = R für jedes a 6∈ m und damit ist m ein maximales Ideal von R. Ist
umgekehrt m ein maximales Ideal von R, so ist R/m nicht der Nullring und für
jedes a 6∈ m gilt 〈a,m〉 = R und folglich gibt es b ∈ R undm ∈ m mit ab+m = 1.
Dann aber folgt āb̄ = 1 in R/m und dieser Quotient ist ein Körper.

Zweiter Beweis. Nach 6.2.5.5 ist ein Kring genau dann ein Körper, wenn er ge-
nau zwei Ideale besitzt, das Nullideal und den ganzen Kring. Nach 6.2.1.24 ent-
sprechen die Ideale von R/m eindeutig den Idealen von R, die m umfassen. Die
Proposition folgt.

6.2.5.7. Für unseren Satz 6.2.4.22, nach dem ein Quotient von einem Hauptideal-
ring nach einem Hauptideal 〈a〉 genau dann ein Körper ist, wenn a ein irreduzibles
Element ist, können wir damit einen neuen Beweis geben: Beide Eigenschaften
von a sind nach 6.2.5.5 beziehungsweise 6.2.5.6 gleichbedeutend zur Forderung,
daß 〈a〉 ein maximales Ideal ist. Bei genauerer Betrachtung ist dieser neue Beweis
aber doch nur der alte in neuen Worten.

Übungen

Übung 6.2.5.8. Ein kommutativer Integritätsbereich ist faktoriell genau dann, wenn
(1) jedes von Null verschiedene Element als Produkt von einer Einheit mit einigen
Irreduziblen dargestellt werden kann und (2) jedes irreduzible Element prim ist.
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6.2.6 Irreduzible im Ring der Gauß’schen Zahlen
Lemma 6.2.6.1. Der Ring Z[i] der Gauß’schen Zahlen ist euklidisch und mithin
faktoriell.

Beweis. Die Elemente des von einem festen von Null verschiedenen Element 0 6=
a = x + iy ∈ Z[i] im Ring Z[i] der Gauß’schen Zahlen erzeugten Hauptideals
bilden die Ecken eines quadratischen Rasters auf der komplexen Zahlenebene,
mit |a| =

√
x2 + y2 der Seitenlänge der Quadrate. Jedes b ∈ Z[i] liegt in einem

dieser Quadrate und hat von einer der Ecken einen Abstand ≤
√

2|a|/2 < |a|.
Folglich ist unser Ring euklidisch mit σ(a) = |a|2.

6.2.6.2. Von nun an wird in diesem Abschnitt der Begriff „Quadrat“ nicht mehr
in seiner geometrischen Bedeutung verwendet, sondern in seiner algebraischen
Bedeutung als Abkürzung für „Quadratzahl“. Die ersten Quadrate in Z sind also
0, 1, 4, 9, 16, 25, . . .

Lemma 6.2.6.3 (Irreduzible im Ring der Gauß’schen Zahlen). 1. Jedes ir-
reduzible Element π ∈ Z[i] teilt genau eine Primzahl p ∈ N;

2. Jede Primzahl p ∈ N bleibt entweder irreduzibel in Z[i] oder zerfällt dort
in ein Produkt aus zwei irreduziblen Elementen, die dann notwendig zuein-
ander komplex konjugiert sind und nur im Fall p = 2 = (1 + i)(1− i) durch
Multiplikation mit einer Einheit auseinander hervorgehen.

6.2.6.4. Gleich im Anschluß in 6.2.6.5 zeigen wir, daß eine Primzahl genau dann
im Ring der Gauß’schen Zahlen irreduzibel bleibt, wenn sie beim Teilen durch
Vier den Rest Drei läßt.

Beweis. Aus π|ππ̄ folgt π|p für mindestens einen Primteiler p von ππ̄, also teilt
π mindestens eine Primzahl. Aus π|p und π|q für Primzahlen p und q folgt um-
gekehrt ππ̄|p2 und ππ̄|q2 und so p = q. Das zeigt Teil 1. Gegeben eine Primzahl
p würde jede Zerlegung p = αβγ in Nichteinheiten von Z[i] eine Zerlegung in
Nichteinheiten p2 = (αᾱ)(ββ̄)(γγ̄) in Z liefern, was unmöglich ist. Folglich ist
p entweder irreduzibel in Z[i] oder zerfällt in ein Produkt von Irreduziblen als
p = αβ. Dann folgt sofort p2 = (αᾱ)(ββ̄) und damit p = αᾱ = ββ̄ alias β = ᾱ.
Gibt es nun eine Einheit ε mit ᾱ = εα, so haben wir notwendig ε = ±i, da sonst p
keine Primzahl gewesen wäre. Bis auf eine eventuelle Vertauschung der Faktoren
dürfen wir also ᾱ = −iα annehmen, und das impliziert offensichtlich α ∈ Z(1+i)
und, wenn α auch noch irreduzibel sein soll, α = ±(1 + i).

Proposition 6.2.6.5. Für eine Primzahl p ∈ N sind gleichbedeutend:

1. p bleibt nicht prim im Ring Z[i] der Gauß’schen Zahlen;
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Die Elemente des von 1 + 3 i im Ring der Gauß’schen Zahlen erzeugten
Hauptideals habe ich in diesem Bild als fette Punkte dargestellt, die anderen

Elemente des Rings der Gauß’schen Zahlen durch kleine Punkte.
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2. p ist Summe von zwei Quadraten, in Formeln p = x2 + y2;

3. p läßt beim Teilen durch Vier den Rest Eins oder Zwei, in Formeln p ≡ 1
(mod 4) oder p = 2;

4. Das Polynom (X2 + 1) ist nicht irreduzibel in Fp[X];

5. (−1) ist ein Quadrat in Fp.

Beispiele 6.2.6.6. 2 = 12 + 12, 5 = 12 + 22, 13 = 22 + 32, 17 = 12 + 42, . . .

Beweis. Ist π = x + iy ein irreduzibler Faktor echt kleinerer Länge von p, so ist
ππ̄ = x2 + y2 ein Primfaktor echt kleinerer Länge von p2, also x2 + y2 = p. Das
zeigt 1⇒2. Aus p = x2 + y2 folgt umgekehrt p = (x+ iy)(x− iy), also haben wir
auch 2⇒1. Die Implikation 2⇒3 folgt daraus, daß jedes Quadrat kongruent ist zu
Null oder Eins modulo Vier, da nämlich gilt {x2 | x ∈ Z/4Z} = {0̄, 1̄}. Eine
Summe von zwei Quadraten kann also modulo 4 nie zu 3 kongruent sein. 1⇔4
folgert man durch die Betrachtung des Diagramms von Ringen

Z[X]

++ ++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

uuuukkkkkkkkkkkkkkkkk

Fp[X]

)) ))SSSSSSSSSSSSSSS Z[i] = Z[X]/〈X2 + 1〉

tttthhhhhhhhhhhhhhhhhh

Fp[X]/〈X2 + 1〉 = Z[i]/〈p〉

Alle vier Morphismen sind hierbei Surjektionen mit einem Hauptideal als Kern.
Nach 6.2.4.22 sind also sowohl 1 als auch 4 gleichbedeutend dazu, daß der Ring
Fp[X]/〈X2+1〉 kein Körper ist, und damit sind sie auch untereinander äquivalent.
4⇔5 ist evident. Schließlich zeigen wir noch 3⇒5. Sicher ist nämlich −1 ein
Quadrat in F2. Unter der Vorausetzung p ≡ 1 (mod 4) gilt dasselbe in Fp. Wir
wissen nämlich aus 4.4.4.17, daß F×p als endliche Untergruppe der multiplikativen
Gruppe eines Körpers zyklisch ist, und in einer zyklischen Gruppe von durch
Vier teilbarer Ordnung gibt es offensichtlich Elemente der Ordnung Vier. So ein
Element der Ordnung Vier löst dann die Gleichung x2 = −1 in F×p .

6.2.6.7. Man beachte, daß jede Gauß’sche Zahl ungleich Null durch Multiplikati-
on mit einer Einheit auf genau eine Gauß’sche Zahl x+ iy mit x ≥ y > −x, also
auf genau eine Gauß’sche Zahl im „um 45◦ im Uhrzeigersinn verdrehten offenen
ersten Quadranten mitsamt seiner oberen Kante ohne den Ursprung“ abgebildet
werden kann. Die im wesentlichen eindeutige Zerlegung einer Primzahl p ∈ N
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Versuch einer graphischen Darstellung des Zerfallens der gewöhnlichen
Primzahlen im Ring der Gauß’schen Zahlen. Die Zwei ist ein Sonderfall, weil bei

ihr ein irreduzibles Element des Rings der Gauß’schen Zahlen als zweifacher
Faktor auftritt.
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in ein Produkt irreduzibler Elemente von Z[i] hat nach unserem Satz folgende
Gestalt:

p ≡ 3 (mod 4) p = p;
p 6≡ 3 (mod 4) p = (x+ iy)(x− iy) für x2 + y2 = p.

Beschränken wir uns auf die irreduziblen Elemente x+ iy mit x ≥ y > −x, so ist
das die eindeutige Faktorisierung von p in eine Einheit und irreduzible Elemente
dieser Art in allen Fällen mit Ausnahme des Falls p = 2, in dem diese eindeutige
Faktorisierung die Gestalt 2 = −i(1 + i)2 hat.

Ergänzung 6.2.6.8. Es gibt auch einen sehr elementaren Beweis „durch Zauberei“
nach Zagier für die Tatsache, daß jede Primzahl p, die bei Teilen durch Vier den
Rest Eins läßt, eine Summe von zwei Quadraten ist: Man betrachtet die endliche
Menge S := {(x, y, z) ∈ N3 | x2 + 4yz = p} und definiert darauf eine Involution
durch die Vorschrift

(x, y, z) 7→


(x+ 2z, z, y − x− z) falls x < y − z;
(2y − x, y, x− y + z) falls y − z < x < 2y;
(x− 2y, x− y + z, y) falls x > 2y.

Diese Involution hat genau einen Fixpunkt, also ist die Zahl der Elemente von S
ungerade und die Involution (x, y, z) 7→ (x, z, y) von S muß auch einen Fixpunkt
haben. Für den aber gilt x2 + (2y)2 = p. Bei diesem Beweis sind noch einige
implizit enthaltene Behauptungen zu prüfen, das geht alles mit Schulstoff. Aber
man muß die Zauberformel auswendig hersagen können!

Korollar 6.2.6.9 (Summen von zwei Quadraten). Eine positive natürliche Zahl
ist Summe von zwei Quadratzahlen genau dann, wenn in ihrer Primfaktorzerle-
gung alle diejenigen Primfaktoren, die modulo Vier kongruent sind zu Drei, in
geraden Potenzen auftreten.

Beweis. Genau dann ist n ∈ Z Summe von zwei Quadratzahlen, wenn es a ∈ Z[i]
gibt mit n = aā. Ist n 6= 0 und a = επ1π2 . . . πr eine Darstellung als Produkt
einer Einheit ε mit Primelementen, von denen wir π1, . . . , πs weder reell noch
rein imaginär annehmen und πs+1, . . . , πr aus N, so muß

n = (εε̄)(π1π̄1) . . . (πsπ̄s)πs+1πs+1 . . . πrπr

die Primfaktorzerlegung in N sein. Damit folgt das Korollar aus unserer Beschrei-
bung 6.2.6.7 der Primelemente im Ring der Gauß’schen Zahlen.

6.2.6.10. Um aus einer Primfaktorzerlegung einer natürlichen Zahl n ≥ 1 im Ring
der Gauß’schen Zahlen alle möglichen Darstellungen als Summe zweier Quadra-
te zu erhalten, muß man alle Zerlegungen n = (x + iy)(x − iy) finden, also alle
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Zerlegungen n = aā, wobei der Übergang von a zu εa mit einer Einheit ε ∈ Z[i]×

und der Übergang von a zu ā bis auf Reihenfolge dieselbe Zerlegung liefert. Dafür
ist es besonders übersichtlich, mit dem in 6.2.6.7 beschriebenen Repräsentanten-
system modulo Einheiten aller irreduziblen Elemente zu arbeiten, das stabil wird
unter der komplexen Konjugation, sobald wir die Ausnahmestelle 1 + i entfernen.

6.2.6.11. Gegeben ein faktorieller Ring R bezeichne irk(R) die Menge Irredu-
ziblenklassen, als da heißt der Bahnen unter der Einheitengruppe R× in der Men-
ge der irreduziblen Elemente von R. Gegeben ein irreduzibles r ∈ R bezeichne
[r] ∈ irk(R) seine Klasse.

Proposition* 6.2.6.12 (Irreduziblenklassen in Invariantenringen). SeienR ein
faktorieller Ring und Γ eine endliche Gruppe von Automorphismen von R und es
sei auch der Ring RΓ der Γ-Invarianten faktoriell. So gilt:

1. Wir erhalten eine Bijektion

irk(RΓ)
∼→ irk(R)/Γ

durch die Abbildung, die jedem RΓ-irreduziblen Element p die Menge der
Klassen seiner R-irreduziblen Faktoren π zuordnet;

2. Die Vielfachheit von π in p teilt die Ordnung |Γ[π]| der Isotropiegruppe der
Irreduziblenklasse [π].

6.2.6.13. Diese Proposition systematisiert unsere obigen Betrachtungen zu irredu-
ziblen Gauß’schen Zahlen. Betrachten wir genauerR = Z[i] mit der Operation der
zweielementigen Gruppe Γ, deren nichttriviales Element als die komplexe Kon-
jugation operiert, so erhalten wir RΓ = Z und sehen ein weiteres Mal, daß jede
irreduzible Gauß’schen Zahl π nur genau eine Primzahl p teilt und daß die Abbil-
dung, die ihr diese Primzahl zuordnet, surjektiv ist mit bis auf Einheiten höchstens
zweielementigen Fasern. Teil 2 zeigt dann weiter, daß die Vielfachheit von π in
p höchstens Zwei ist und nur dann genau Zwei sein kann, wenn gilt π̄ ∈ Z[i]×π.
Davon ausgehend analysiert man wie oben erklärt, daß 2 = −i(1 + i)2 bis auf
Einheiten die einzige Möglichkeit für Vielfachkeit Zwei ist.

Beweis. Für π ∈ R gehört das Produkt b(π) :=
∏

γ∈Γ γ(π) zuRΓ. Mithin ist jedes
R-irreduzible Element ein Teiler mindestens eines RΓ-irreduziblen Elements und
unsere Abbildung ist surjektiv. Teilt andererseits ein R-irreduzibles Element π
zwei RΓ-Irreduzible p und q, so teilt b(π) sowohl b(p) = p|Γ| als auch b(q) = q|Γ|,
und da b(π) keine Einheit sein kann, können sich p und q höchstens um eine
Einheit unterscheiden und unsere Abbildung ist auch injektiv. Wir finden sogar
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genauer b(π) = εpn für ε ∈ RΓ eine Einheit. Wenn r die Vielfachheit von π in p
ist und Γ[π] die Standgruppe der Irreduziblenklasse [π], so haben wir weiter

p = η
∏

γ̄∈Γ/Γ[π]

γ(π)r

mit einer Einheit η ∈ R×, die von der Wahl der Repräsentanten γ unserer Neben-
klassen γ̄ abhängt, und für d = |Γ[π]| gilt folglich pd ∈ b(π)rR× = (pn)rR× und
folglich d = rn.

Übungen

Übung 6.2.6.14. Man bestimme sämtliche Zerlegungen von 1000000 in eine Sum-
me von zwei Quadratzahlen.

6.2.7 Primfaktorzerlegung in Polynomringen
6.2.7.1. Gegeben ein faktorieller Ring R und ein irreduzibles Element p ∈ R
erklären wir

vp : QuotR→ Z t {∞}
als die eindeutig bestimmte Abbildung mit vp (pna/b) = n für a, b ∈ R\0 teiler-
fremd zu p und mit vp(0) = ∞. Diese Abbildung vp heißt die p-Bewertung oder
englisch p-valuation. Offensichtlich gilt vp(fg) = vp(f)+vp(g) für alle Elemente
f, g ∈ QuotR.

Beispiele 6.2.7.2. Wir haben v2(16/6) = 3, v3(16/6) = −1, v5(16/6) = 0. Ist k
ein Körper und R = k[t] der Polynomring, so ist per definitionem QuotR = k(t)
der Funktionenkörper und für f ∈ k(t) und λ ∈ k ist v(t−λ)(f) die Nullstel-
lenordnung beziehungsweise das Negative der Polstellenordnung der gebrochen
rationalen Funktion f an der Stelle λ.

6.2.7.3 (Bewertung von Polynomen). Gegeben ein faktorieller RingRmit einem
irreduziblen Element p sowie ein Polynom A = anX

n + . . . + a1X + a0 ∈
(QuotR)[X] erklären wir die p-Bewertung des Polynoms A durch

vp(A) := min(vp(ai))

Insbesondere ist das Nullpolynom das einzige Polynom A mit vp(A) =∞.

Beispiele 6.2.7.4. Im Fall R = Z haben wir etwa v2(10X2 + 6X + 8) = 1.

Proposition 6.2.7.5 (Lemma von Gauß). Gegeben ein faktorieller Ring R und
ein irreduzibles Element p ∈ R und Polynome A,B ∈ (QuotR)[X] gilt

vp(AB) = vp(A) + vp(B)
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Beweis. Ist eines unserer Polynome konstant, so gilt die Gleichung offensichtlich.
Mit dieser Erkenntnis können wir uns auf den Fall zurückziehen, daß A und B
Koeffizienten in R haben und daß gilt vp(A) = vp(B) = 0. Es bleibt, aus diesen
Annahmen vp(AB) = 0 zu folgern. Für ein Polynom A ∈ R[X] ist vp(A) = 0
nun gleichbedeutend dazu, daß sein Bild Ā ∈ (R/〈p〉)[X] nicht das Nullpolynom
ist. Wir haben also

vp(A) = 0 = vp(B) ⇒ Ā 6= 0 6= B̄
⇒ ĀB̄ 6= 0
⇒ AB 6= 0
⇒ vp(AB) = 0

mit der zweiten Implikation, da R/〈p〉 nach 6.2.4.34 und dann auch (R/〈p〉)[X]
Integritätsbereiche sind.

Definition 6.2.7.6. Sei R ein faktorieller Ring. Ein Polynom
∑r

i=0 aiX
i aus dem

Polynomring R[X] heißt primitiv, wenn es kein irreduzibles Element von R gibt,
das alle seine Koeffizienten teilt. Ein Polynom mit Koeffizienten im Quotienten-
körper P ∈ (QuotR)[X] nennen wir primitiv oder genauer R-primitiv, wenn es
bereits in R[X] liegt und dort primitiv ist.

6.2.7.7 (Diskussion der Terminologie). Ich bin nicht glücklich darüber, daß mit
dieser Definition auch alle Einheiten von R primitive Polynome in R[X] sind. An
primitive Polynome aber noch zusätzliche Bedingungen zu stellen, schien mir ein
größeres Übel.

6.2.7.8. Offensichtlich ist ein Polynom A ∈ (QuotR)[X] primitiv genau dann,
wenn gilt vp(A) = 0 für alle irreduziblen Elemente p von R. Offensichtlich gibt
es für jedes von Null verschiedene Polynom A ∈ (QuotR)[X]\0 ein Element
c ∈ QuotR mit cA primitiv.

6.2.7.9 (Lemma von Gauß, ursprüngliche Form). In seiner ursprünglichen Form
sagt das Lemma von Gauß, daß das Produkt zweier primitiver Polynome mit ganz-
zahligen Koeffizienten auch selbst wieder primitiv ist. Das folgt sofort aus 6.2.7.5
und ist auch im wesentlichen die Aussage, auf die wir uns dort beim Beweis zu-
rückgezogen haben.

Beispiele 6.2.7.10. Die Polynome X2 + 2X + 10 und 3X2 + 20X + 150 sind
primitiv in Z[X]. Das Polynom 10X2 + 6X + 8 ist nicht primitiv in Z[X].

Satz 6.2.7.11 (Polynomringe über faktoriellen Ringen). Ist R ein faktorieller
Ring, so ist auch der Polynomring R[X] ein faktorieller Ring und die irreduziblen
Elemente von R[X] sind genau:

1. Alle irreduziblen Elemente von R;
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2. Alle primitiven Polynome aus R[X], die irreduzibel sind in (QuotR)[X].

Beweis. Man sieht leicht, daß die unter 1 und 2 aufgeführten Elemente irreduzi-
bel sind. Wir nennen sie für den Moment kurz die 1&2-Irreduziblen von R[X].
Wir vereinbaren für das weitere die Notation QuotR = K. Gegeben A ∈ R[X]
zerlegen wir A = P1 . . . Pn als Produkt von irreduziblen Polynomen in K[X] und
schreiben Pi = ciP̃i mit ci ∈ K× und P̃i primitiv. So erhalten wir eine Zerlegung
A = cP̃1 . . . P̃n mit P̃i primitiv und irreduzibel in K[X] sowie c ∈ K×. Nach dem
Lemma von Gauß 6.2.7.5 folgt vp(c) = vp(A) ≥ 0 für alle Irreduziblen p von R
und damit c ∈ R. Wir können also c faktorisieren in c = up1 . . . pr mit u ∈ R×
und pi ∈ R irreduzibel und folgern so die Existenz einer Zerlegung von A in ein
Produkt einer Einheit mit 1&2-Irreduziblen. Das zeigt insbesondere, daß wir unter
1 und 2 in der Tat alle irreduziblen Elemente von R aufgelistet haben. Sind

A = up1 . . . prP1 . . . Pm = vq1 . . . qsQ1 . . . Qn

zwei Zerlegungen von A in ein Produkt einer Einheit mit irreduziblen Elementen,
sagen wir u, v ∈ R×, pi, qj ∈ R irreduzibel und Pk, Ql ∈ R[X] irreduzibel
in K[X] und R-primitiv, so liefert die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in
K[X] zunächst n = m und Pi = aiQσ(i) für geeignetes σ ∈ Sn und ai ∈ K×. Aus
der Primitivität folgt dann ai ∈ R× und aus der Faktorialität von R schließlich
die Gleichheit r = s sowie die Existenz einer Permutation τ ∈ Sr mit qi ∈
pτ(i)R

×.

Ergänzung 6.2.7.12. Die Zerlegung eines Polynoms aus Z[X] in irreduzible Fak-
toren kann im Prinzip durch Ausprobieren in endlicher Zeit bestimmt werden. Ein
Polynoms vom Grad n muß ja, wenn es nicht irreduzibel ist, einen Faktor haben
von höchstens dem halben Grad, sagen wir höchstens Grad m. Nehmen wir dann
m + 1 ganzzahlige Stellen, so müssen die Werte unseres Faktors die Werte des
ursprünglichen Polynoms teilen. Wir müssen also nur für alle Wahlen von Teilern
der Werte des ursprünglichen Polynoms an besagten Stellen das Interpolationspo-
lynom bilden und prüfen, ob es unser ursprüngliches Polynom teilt.

Korollar 6.2.7.13. Sei R ein faktorieller Ring. Ist ein von Null verschiedenes Po-
lynom P ∈ R[X]\0 nicht irreduzibel als Element des Polynomrings über dem
Quotientenkörper P ∈ (QuotR)[X], so gibt es bereits in R[X] Polynome A,B
positiven Grades mit AB = P .

Erster Beweis. Ist P primitiv, so folgt das unmittelbar aus unserem Satz. Andern-
falls schreiben wir P = cP̃ mit c ∈ R und P̃ primitiv und argumentieren genau-
so.
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Beispiel 6.2.7.14. Ich will auch noch an einem Beispiel erklären, wie man dies
Korollar direkt aus dem Gauß’schen Lemma folgern kann. Nehmen wir an, wir
hätten für 7X2 − 7 in Q[X] die Faktorisierung

7X2 − 7 = (3X/7 + 3/7)(49X/3− 49/3)

gefunden. Dann gilt v7(3X/7 + 3/7) + v7(49X/3 − 49/3) = 1 ≥ 0 nach dem
Gauß’schen Lemma und wir können folglich so Primfaktoren 7 zwischen den Fak-
toren unserer Faktorisierung austauschen, daß beide Faktoren dadurch eine posi-
tive 7-Bewertung kriegen. Diese Möglichkeiten wären hier 7X2 − 7 = (3X +
3)(7X/3 − 7/3) und 7X2 − 7 = (21X + 21)(X/3 − 1/3). Ebenso können wir
für den Primfaktor 3 vorgehen und erhalten so die beiden Zerlegungen 7X2−7 =
(X + 1)(7X − 7) und 7X2 − 7 = (7X + 7)(X − 1) in Z[X].

Korollar 6.2.7.15. Für jeden Körper k ist der Polynomring k[X1, . . . , Xn] fakto-
riell. Sogar Z[X1, . . . , Xn] ist ein faktorieller Ring.

Korollar 6.2.7.16. Ist k ein Körper und sind f, g ∈ k[X, Y ] teilerfremde Polyno-
me, so haben f und g höchstens endlich viele gemeinsame Nullstellen in k2.

Vorschau 6.2.7.17. In 6.2.10.2 werden wir genauer die „Schranke von Bézout“ für
die maximal mögliche Zahl gemeinsamer Nullstellen herleiten.

Beweis. Unsere Polynome haben nach der Beschreibung 6.2.7.11 der irreduziblen
Elemente in Polynomringen über faktoriellen Ringen außer Einheiten erst recht
keine gemeinsamen Teiler im Ring k(X)[Y ]. Da dieser Ring nach 6.2.4.19 ein
Hauptidealring ist, und da jeder Erzeuger des von unseren beiden Polynomen dar-
in erzeugten Ideals ein gemeinsamer Teiler ist, gibt es notwendig p, q ∈ k(X)[Y ]
mit 1 = pf + qg. Nach Multiplikation mit so einer Art Hauptnenner h von p und
q erhalten wir eine Identität der Gestalt

h = p̃f + q̃g

mit 0 6= h ∈ k[X] und p̃, q̃ ∈ k[X, Y ]. Die endlich vielen Nullstellen von h
sind dann die einzigen x-Koordinaten, die für gemeinsame Nullstellen von f und
g in Frage kommen. Ebenso kommen auch nur endlich viele y-Koordinaten für
gemeinsame Nullstellen in Frage. Das Korollar folgt.

Übungen

Übung 6.2.7.18. Ist R ein faktorieller Ring mit Quotientenkörper K und sind
P,Q ∈ K[X] normierte Polynome mit PQ ∈ R[X], so folgt bereits P,Q ∈ R[X].
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Die Nullstellenmengen zweier Polynome f, g ∈ R[X, Y ] ohne gemeinsamen
nichtkonstanten Teiler als durchgezogener Kreis und gestrichelter Umriß eines
auf dem Rücken liegenden Kamels. Hierfür ist die Papierebene vermittels eines
Koordinatensystems mit dem R2 zu identifizieren. Legen wir etwa den Ursprung
ins Zentrum des durgezogenen Kreises, so würden wir f(X, Y ) = X2 + Y 2 − 1
und g(X, Y ) = X4 − 2X2 + 3

2
− Y in etwa die skizzierten Nullstellenmengen

besitzen.
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Übung 6.2.7.19. Sei k ein Körper. Gibt es für ein Polynom P aus dem Poly-
nomring P ∈ k[X1, . . . , Xn] ein Element Q ∈ k(X1, . . . , Xn) aus dem Quotien-
tenkörper mit Q2 = P , so ist Q bereits selbst ein Polynom, in Formeln Q ∈
k[X1, . . . , Xn]. Hinweis: 6.2.4.32.

Übung 6.2.7.20. Seien k ein Körper und 0 < n(1) < n(2) < . . . < n(r) < n
natürliche Zahlen, r ≥ 0. Man zeige, daß das Polynom

T n + arT
n(r) + . . .+ a1T

n(1) + a0

irreduzibel ist in K[T ], für K = Quot k[′a0, . . . , ar] der Funktionenkörper. Hin-
weis: Jede Zerlegung käme nach 6.2.7.18 und 6.2.7.11 notwendig von einer Zer-
legung im Polynomring k[′a0, . . . , ar, T ] her und müßte unter dem Einsetzen a1 =
. . . = ar = 0 zu einer Zerlegung von T n + a0 in k[′a0, T ] führen.

Übung 6.2.7.21. Sei K ein Körper und K(X) sein Funktionenkörper. Man zeige,
daß jedes K-irreduzible Polynom in K[T ] auch K(X)-irreduzibel ist. Hinweis:
6.2.7.18.

Übung 6.2.7.22 (Satz über rationale Nullstellen). Man zeige: Gegeben ein Po-
lynom

anT
n + . . .+ a1T + a0

mit ganzzahligen Koeffizienten und eine rationale Wurzel p/q mit p, q teilerfrem-
den ganzen Zahlen ist p ein Teiler von a0 und q ein Teiler von an.

6.2.8 Kreisteilungspolynome
6.2.8.1. Wir interessieren uns in dieser Vorlesung besonders für uns die Zerlegung
der Polynome Xn−1 in irreduzible Faktoren in Z[X]. Die komplexen Nullstellen
von Xn − 1 heißen die komplexen n-ten Einheitswurzeln. Sie bilden in der
komplexen Zahlenebene die Ecken eines in den Einheitskreis eingeschriebenen
regelmäßigen n-Ecks. In C[X] gilt natürlich

Xn − 1 =
∏
ζn=1

(X − ζ)

Nun bilden wir in C[X] die Polynome

Φd(X) =
∏

ord ζ=d

(X − ζ)

Dann gilt offensichtlich
Xn − 1 =

∏
d|n

Φd(X)
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Sicher sind alle unsere Polynome Φd normiert. Daraus folgt durch Teilen mit Rest
3.5.3.15 und Induktion Φn(X) ∈ Z[X] für alle n ≥ 1. Dies Polynom Φn heißt
das n-te Kreisteilungspolynom oder bei griechisch Gebildeten das n-te zykloto-
mische Polynom. Natürlich gilt grad(Φn) = ϕ(n), der Grad des n-ten Kreistei-
lungspolynoms ist also genau der Wert der Euler’schen ϕ-Funktion an der Stelle
n, und das macht auch die Notation plausibel. Wir werden in 6.4.4.2 zeigen, daß
alle Kreisteilungspolynome irreduzibel sind in Q[X], so daß wir das n-te Kreis-
teilungspolynom auch und vielleicht eher noch besser charakterisieren können
als das eindeutig bestimmte normierte in Q[X] irreduzible Polynom, das die n-te
Einheitswurzel exp(2πi/n) als Nullstelle hat. Natürlich haben wir für p > 1 stets
die Zerlegung Xp − 1 = (X − 1)(Xp−1 + Xp−2 + . . . + X + 1), also ist für p
prim der zweite Faktor das p-te Kreisteilungspolynom Φp. In diesem Fall können
wir die Irreduzibilität mithilfe des gleich folgenden „Eisensteinkriteriums“ bereits
hier zeigen.

Satz 6.2.8.2 (Eisensteinkriterium). Sei P = anX
n + . . .+a1X+a0 ∈ Z[X] ein

Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und p eine Primzahl. Gilt p - an, p|an−1,
. . ., p|a0 und p2 -a0, so ist P irreduzibel in Q[X].

6.2.8.3. Eine analoge Aussage gilt mit demselben Beweis auch für Polynome mit
Koeffizienten in einem beliebigen faktoriellen Ring.

Beweis. Ist P nicht irreduzibel in Q[X], so besitzt es nach 6.2.7.13 bereits eine
Faktorisierung P = QR in Z[X] mit Q,R von positiven Graden r, s > 0 und
r + s = n. Wir reduzieren nun die Koeffizienten modulo p und folgern in Fp[X]
eine Faktorisierung

P̄ = Q̄R̄

Nach Annahme haben wir aber P̄ = ānX
n mit ān 6= 0. Es folgt Q̄ = bXr und

R̄ = cXs für geeignete b, c ∈ F×p und denselben positiven r, s > 0, denn das sind
die einzig möglichen Faktorisierungen von ānXn als Produkt von Nichteinheiten
im faktoriellen Ring Fp[X]. Daraus folgt hinwiederum, daß die konstanten Terme
vonQ undR durch p teilbar sind, und dann muß der konstante Term vonQR = P
teilbar sein durch p2 im Widerspruch zur Annahme.

Korollar 6.2.8.4. Für jede Primzahl p ist das p-te Kreisteilungspolynom Φp(X) =
Xp−1 +Xp−2 + . . .+X + 1 irreduzibel in Q[X].

Beweis. Wir haben Xp − 1 = (X − 1)Φp(X). Reduzieren wir diese Gleichung
modulo p und beachten die Gleichung Xp − 1 = (X − 1)p in Fp[X], so folgt
Φ̄p(X) = (X − 1)p−1 in Fp[X] und nach der Substitution X = Y + 1 haben wir
Φ̄p(Y +1) = Y p−1 in Fp[Y ], als da heißt, alle Koeffizienten von Φp(Y +1) bis auf
den Leitkoeffizienten sind durch p teilbar. Jetzt prüfen wir einfach explizit, daß
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der konstante Term von Φp(Y + 1) genau p ist, und haben gewonnen nach dem
Eisensteinkriterium 6.2.8.2.

Ergänzung 6.2.8.5. Nach ersten Rechnungen mag man vermuten, daß als Koef-
fizienten von Kreisteilungspolynomen nur 1, 0 und −1 in Frage kommen. Das
erste Gegenbeispiel für diese Vermutung liefert das 105-te Kreisteilungspolynom,
in dem X7 mit dem Koeffizienten 2 auftritt. Man kann allgemeiner sogar zeigen
[Suz87, SDAT00], daß jede ganze Zahl als Koeffizient mindestens eines Kreistei-
lungspolynoms auftritt.

Übungen

Übung 6.2.8.6 (Kreisteilungspolynome zu Primzahlpotenzen). Man zeige die
Formel Φ9(X) = X6 +X3 + 1 für das neunte Kreisteilungspolynom. Man zeige
allgemeiner Φpr(X) = Φp(X

pr−1
) für p prim und r ≥ 1. Man gebe auch explizite

Formeln für alle kleineren Kreisteilungspolynome Φ1, . . . ,Φ8.
Übung 6.2.8.7. Man zeige, daß das neunte Kreisteilungspolynom Φ9(X) = X6 +
X3 + 1 in Q[X] irreduzibel ist. Hinweis: Man substituiere X = Y + 1 und wen-
de das Eisensteinkriterium an. Mit einem bereits weiter oben verwendeten Trick
kann die Rechnung stark vereinfacht werden. Dasselbe Argument zeigt, daß alle
Kreisteilungspolynome Φpr(X) für eine Primzahl p in Q[X] irreduzibel sind.
Übung 6.2.8.8. Man zeige, daß X7 − 9 ein irreduzibles Polynom in Z[X] ist.
Hinweis: Man betrachte die Einbettung Z[X] ↪→ Z[Y ] mit X 7→ Y 2.
Ergänzende Übung 6.2.8.9. Man zerlege (Xn − Y n) in C[X, Y ] in ein Produkt
irreduzibler Faktoren.
Ergänzende Übung 6.2.8.10 (Quantisierte Binomialkoeffizienten). Ist F ein end-
licher Körper mit q Elementen, so ist die Zahl der k-dimensionalen Teilräume von
Fn genau

(qn − 1)(qn − q) . . . (qn − qk−1)

(qk − 1)(qk − q) . . . (qk − qk−1)

Setzen wir [n]q := qn−1 + qn−1 + . . .+ 1 = (qn− 1)/(q− 1), so können wir unser
Ergebnis auch darstellen als

[n]q[n− 1]q . . . [n− k + 1]q
[k]q[k − 1]q . . . [1]q

Für diese quantisierten Binomialkoeffizienten ist auch eine Notation wie für die
gewöhnlichen Binomialkoeffizienten mit eckigen statt runden Klammern üblich.
Man zeige, daß unsere quantisierten Binomialkoeffizienten, wenn wir sie als Ele-
ment des Quotientenkörpers Q(′q) lesen, für alle k, n mit 0 ≤ k ≤ n bereits im
Polynomring Z[′q] ⊂ Q(′q) liegen. Hinweis: Man finde eine induktive Beschrei-
bung der Art, wie sie dem Pascal’schen Dreieck zugrunde liegt.
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6.2.9 Symmetrische Polynome

Definition 6.2.9.1. Sei k ein Ring. Für jede Permutation σ ∈ Sn setzen wir die
Identität auf k fort zu einem Ringhomomorphismus

σ : k[X1, . . . , Xn] → k[X1, . . . , Xn]
Xi 7→ Xσ(i)

Ein Polynom f ∈ k[X1, . . . , Xn] heißt symmetrisch, wenn gilt f = σf ∀σ ∈
Sn. Die Menge aller symmetrischen Polynome ist ein Teilring des Polynomrings
k[X1, . . . , Xn]. Wir notieren ihn k[X1, . . . Xn]Sn .

6.2.9.2. Operiert ganz allgemein eine Gruppe G auf einem Ring R durch Ring-
homomorphismen, so bilden die G-Invarianten stets einen Teilring RG, den soge-
nannten Invariantenring.

6.2.9.3. Operiert eine Gruppe G auf einem Ring R durch Ringhomomorphismen,
so operiert unsere Gruppe natürlich auch auf dem Polynomring über R in einer
oder sogar in mehreren Veränderlichen. Die Invarianten des Polynomrings fal-
len dann mit dem Polynomring über dem Invariantenring zusammen, in Formeln
R[T ]G = RG[T ].

Beispiele 6.2.9.4. Das Produkt X1 . . . Xn und die Summe X1 + . . . + Xn sind
symmetrische Polynome. Allgemeiner definieren wir die elementarsymmetri-
schen Polynome in n Veränderlichen si(X1, . . . , Xn) ∈ Z[X1, . . . , Xn]Sn durch
die Identität

(T +X1)(T +X2) . . . (T +Xn) = T n + s1T
n−1 + s2T

n−2 + . . .+ sn

im Ring Z[X1, . . . , Xn][T ]Sn = Z[X1, . . . , Xn]Sn [T ], so daß wir also haben

si =
∑
|I|=i

(∏
j∈I

Xj

)

Die Summe läuft über alle i-elementigen Teilmengen I ⊂ {1, . . . , n}. Speziell
ergibt sich s1 = X1 + . . .+Xn und s2 = X1X2 +X1X3 + . . .+X1Xn +X2X3 +
. . .+X2Xn + . . .+Xn−1Xn und sn = X1 . . . Xn.

6.2.9.5. Gegeben ein kommutativer Ring k sind für beliebige ζ1, . . . , ζn ∈ k die
Koeffizienten des Polynoms

∏n
i=1(T − ζi) ∈ k[T ] per definitionem die elementar-

symmetrischen Polynome in den (−ζi). Grob gesprochen sind also „die Koeffizi-
enten eines Polynoms bis auf Vorzeichen die elementarsymmetrischen Polynome
in seinen Nullstellen“.
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Satz 6.2.9.6 (über symmetrische Polynome). Alle symmetrischen Polynome sind
polynomiale Ausdrücke in den elementarsymmetrischen Polynomen, und die ele-
mentarsymmetrischen Polynome si sind algebraisch unabhängig. Für einen belie-
bigen Ring k haben wir also in Formeln

k[X1, . . . , Xn]Sn = k[′s1, . . . , sn]

mit einem „Freiheitsstrichlein“ an der eröffnenden Klammer im Sinne unserer
Notation 6.2.2.4.

Beispiel 6.2.9.7. Wir haben X3
1 +X3

2 +X3
3 = s3

1 − 3s1s2 + 3s3.

Beispiel 6.2.9.8. Die Darstellung von (X1 −X2)2 durch elementarsymmetrische
Polynome ist

(X1 −X2)2 = (X1 +X2)2 − 4X1X2

= s2
1 − 4s2

Ein quadratisches Polynom T 2 − pT + q = (T − ζ)(T − ξ) mit Koeffizienten
p, q und Nullstellen ζ, ξ in einem Integritätsbereich k hat also genau dann eine
doppelte Nullstelle ζ = ξ, wenn gilt

0 = p2 − 4q

In diesem Spezialfall läuft unsere Argumentation darauf hinaus, für unsere p, q
die Identität (ζ − ξ)2 = (ζ + ξ)2 − 4ζξ = p2 − 4q zu zeigen, was nicht schwer
nachzurechnen ist.

Beweis. Da die symmetrischen Polynome einen Ring bilden, folgt aus s1, . . .,
sn ∈ k[X1, . . . , Xn]Sn sofort k[X1, . . . , Xn]Sn ⊃ k[s1, . . . , sn]. Für das weitere
verwenden wir die Multiindexnotation wie in 12.2.2.3 und vereinbaren für einen
Multiindex α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn die Abkürzung

Xα := Xα1
1 . . . Xαn

n

Um nun die umgekehrte Inklusion ⊂ zu zeigen, betrachten wir auf Nn die lexiko-
graphische Ordnung, also etwa (5, 1, 3) ≥ (4, 7, 1) ≥ (4, 7, 0) ≥ (4, 6, 114) im
Fall n = 3. In Formeln ist sie induktiv definiert durch

(α1, . . . , αn) ≥ (β1, . . . , βn) ⇔ α1 > β1

oder
α1 = β1 und (α2, . . . , αn) ≥ (β2, . . . , βn).

Bezüglich dieser Ordnung besitzt jede nichtleere Teilmenge von Nn ein kleinstes
Element. Für ein von Null verschiedenes Polynom 0 6= f =

∑
cαX

α nennen wir
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das größte α ∈ Nn mit cα 6= 0 seinen „Leitindex“. Zum Beispiel hat das i-te ele-
mentarsymmetrische Polynom si den Leitindex (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) mit i Einsen
vorneweg und dann nur noch Nullen. Gälte unsere Inklusion ⊂ nicht, so könn-
ten wir unter allen symmetrischen Polynomen außerhalb von k[s1, . . . , sn] ein f
mit kleinstmöglichem Leitindex α wählen. Wegen f =

∑
cαX

α symmetrisch gilt
cα = cβ , falls sich die Multiindizes α und β nur in der Reihenfolge unterscheiden.
Der Leitindex von f hat folglich die Gestalt

α = (α1, . . . , αn) mit α1 ≥ . . . ≥ αn

Dann hat das Produkt

g := sα1−α2
1 sα2−α3

2 . . . s
αn−1−αn
n−1 sαnn

denselben Leitindex wie f und den Koeffizienten Eins vor dem entsprechenden
Monom. Die Differenz f−cαg ist folglich entweder Null oder hat zumindest einen
echt kleineren Leitindex, gehört also zu k[s1, . . . , sn]. Dann gehört aber auch f
selbst zu k[s1, . . . , sn] im Widerspruch zu unseren Annahmen. Um schließlich die
lineare Unabhängigkeit der Monome sγ1

1 . . . sγnn in den elementarsymmetrischen
Funktionen zu zeigen beachten wir, daß diese Monome paarweise verschiedene
Leitindizes haben. Ist nun eine Linearkombination mit Koeffizienten in k unserer
Monome null, so notwendig auch der Koeffizient des Monoms mit dem größten
Leitindex, und dann induktiv alle Koeffizienten aller Monome.

Definition 6.2.9.9. Gegeben ein Multiindex α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn verwenden
wir wie in 12.2.2.3 die Notation

|α| := α1 + . . .+ αn

Ein Polynom in mehreren Veränderlichen mit Koeffizienten in einem beliebigen
Ring heißt homogen vom Grad d, wenn es eine Linearkombination von Mono-
men Xα ist mit |α| = d, in Formeln

f =
∑
|α|=d

cαX
α

Nennt man ein Polynom einfach nur homogen, so ist gemeint, daß es einen Grad
d gibt derart, daß unser Polynom homogen ist vom Grad d. Das Nullpolynom ist
homogen von jedem Grad, aber jedes von Null verschiedene homogene Polynom
ist homogen von nur genau einem Grad. Das Produkt zweier homogener Poly-
nome ist homogen vom Grad der Summe der Grade der Faktoren. Gegeben ein
nicht notwendig homogenes Polynom g =

∑
α cαX

α heißt
∑
|α|=d cαX

α seine
homogene Komponente vom Grad d. Jedes Polynom ist mithin die Summe sei-
ner homogenen Komponenten, und fast alle dieser homogenen Komponenten sind
Null.
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6.2.9.10 (Diskussion der Terminologie). Das Nullpolynom hat in unserer Ter-
minologie einerseits den Grad −∞ und ist andererseits homogen von jedem Grad
d ∈ N. Diese terminologische Schwierigkeit gilt es auszuhalten.

Beispiel 6.2.9.11. Das Polynom X3Y 3Z +X2Z5 − 98X4Y Z2 ist homogen vom
Grad 7. Das elementarsymmetrische Polynom sd ist homogen vom Grad d.

Beispiel 6.2.9.12. Wir versuchen, das symmetrische Polynom ∆ := (X−Y )2(Y−
Z)2(Z − X)2 durch elementarsymmetrische Funktionen auszudrücken, wo ich
statt X1, X2, X3 die Notation X, Y, Z verwendet habe. Unser Polynom ist homo-
gen vom Grad 6 und das i-te elementarsymmetrische Polynom si ist homogen
vom Grad i. Wir machen also den Ansatz

∆ = As6
1 +Bs4

1s2 + Cs3
1s3 +Ds2

1s
2
2 + Es1s2s3 + Fs3

2 +Gs2
3

Hier haben wir die Summanden nach ihren Leitindizes geordnet. Da in ∆ keine
Monome X6 oder X5Y vorkommen, gilt A = B = 0. Setzen wir Z = 0, so folgt

(XY )2(X2 − 2XY + Y 2) = D(X + Y )2(XY )2 + F (XY )3

und damit D = 1 und F = −4. Wir kommen so zu einer Darstellung der Form

∆ = Cs3
1s3 + s2

1s
2
2 + Es1s2s3 − 4s3

2 +Gs2
3

Zählen wir die Monome X4Y Z auf beiden Seiten, so folgt C = −4. Setzen wir
jetzt für (X, Y, Z) speziell die Werte (1, 1,−1) und (2,−1,−1) ein, so erhalten
für (s1, s2, s3) die Werte (1,−1,−1) und (0,−3, 2) und finden

4 + 1 + E +G+ 4 = 0 = 4G+ 4 · 27

Daraus folgt sofort G = −27, E = 18, und dann als Endresultat

∆ = s2
1s

2
2 − 4s3

1s3 + 18s1s2s3 − 4s3
2 − 27s2

3

Ein kubisches Polynom T 3 + aT 2 + bT + c = (T + α)(T + β)(T + γ) mit
Koeffizienten a, b, c und Nullstellen−α,−β,−γ in einem Integritätsbereich k hat
also mehrfache Nullstellen genau dann, wenn gilt

0 = a2b2 − 4a3c+ 18abc− 4b3 − 27c2

Das Negative Disk3 := −∆ dieses Ausdrucks in den Koeffizienten werden wir
gleich in 6.2.9.13 für normierte Polynome beliebigen Grades als deren „Diskrimi-
nante“ einführen.
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Satz 6.2.9.13. Es gibt für jedes n ∈ N genau ein Polynom in n Variablen, genannt
die n-te Diskriminante Diskn ∈ Z[′a1, . . . , an], mit der Eigenschaft, daß beim
Einsetzen derjenigen Polynome ai ∈ Z[′ζ1, . . . , ζn] in die Variablen, die durch die
Identität T n + a1T

n−1 + . . . + an = (T + ζ1) . . . (T + ζn) gegeben werden, im
Polynomring Z[′ζ1, . . . , ζn] gilt

Diskn(a1, . . . , an) =
∏
i 6=j

(ζi − ζj)

6.2.9.14 (Ursprung der Terminologie). Die Bezeichnung „Diskriminante“ wird
verständlich, wenn man mehrfache Nullstellen ansieht als „eigentlich verschie-
dene“ Nullstellen, die nur unglücklicherweise zusammenfallen und deshalb nicht
mehr voneinander unterschieden oder lateinisierend „diskriminiert“ werden können.

Beweis. Unser Produkt ist offensichtlich symmetrisch und läßt sich nach 6.2.9.6
folglich eindeutig schreiben als Polynom in den elementarsymmetrischen Polyno-
men.

6.2.9.15. Für jeden kommutativen Integritätsbereich k und jedes normierte Poly-
nom T n + a1T

n−1 + . . . + an im Polynomring k[T ], das in k[T ] vollständig in
Linearfaktoren zerfällt, sind für die eben definierte Diskriminante Diskn offen-
sichtlich gleichbedeutend:

1. Diskn(a1, . . . , an) = 0;

2. Das Polynom T n + a1T
n−1 + . . .+ an hat mehrfache Nullstellen.

Man nennt das Element Diskn(a1, . . . , an) ∈ k auch die Diskriminante des nor-
mierten Polynoms T n + a1T

n−1 + . . . + an. Eine explizite Formel für die Dis-
kriminante geben wir in 6.3.9.27. Manche Quellen definieren die Diskriminate
abweichend als

∏
i<j(ζi − ζj)2 = (−1)n(n−1)/2 Diskn.

Beispiel 6.2.9.16. Gilt speziell im Polynomring k[T ] über irgendeinem Kring k
die Identität T 2 − pT + q = (T − ζ)(T − ξ) für p, q, α, β, γ ∈ k, so erhalten wir
in k die Identität −(ζ − ξ)2 = −p2 + 4q. Das bedeutet

Disk2(p, q) = −p2 + 4q

Beispiel 6.2.9.17. Gilt speziell im Polynomring k[T ] über irgendeinem Kring k
die Identität T 3 + pT + q = (T − α)(T − β)(T − γ) für p, q, α, β, γ ∈ k, so
erhalten wir in k die Identität −(α − β)2(β − γ)2(γ − α)2 = 4p3 + 27q2. Das
bedeutet

Disk3(0, p, q) = 4p3 + 27q2
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Übungen

Übung 6.2.9.18. Was ist die Summe der λ3
1 + λ3

2 + λ3
3 + λ3

4 dritten Potenzen der
vier komplexen Nullstellen λ1, . . . , λ4 des Polynoms X4 + 3X3− 5X2 +X + 1?

Ergänzende Übung 6.2.9.19. Man zeige für symmetrische Polynome im Fall n ≥
k die Identität

s2k(X1, . . . , Xn,−X1, . . . ,−Xn) = (−1)ksk(X
2
1 , . . . , X

2
n)

Ergänzende Übung 6.2.9.20. Man zeige, daß die Polynome P ∈ Z[X, Y ], die bei
Vertauschung von X und Y in ihr Negatives übergehen, gerade die Produkte von
(X − Y ) mit symmetrischen Polynomen sind.

Ergänzende Übung 6.2.9.21. Sei k ein Körper einer von Zwei verschiedenen Cha-
rakteristik. Ein Polynom f ∈ k[X1, . . . , Xn] heißt antisymmetrisch genau dann,
wenn gilt σf = sgn(σ)f ∀σ ∈ Sn. Man zeige, daß die antisymmetrischen Poly-
nome genau die Produkte von

∏
i<j(Xi−Xj) mit symmetrischen Polynomen sind.

Hinweis: 3.5.4.5. Man zeige dasselbe auch allgemeiner im Fall eines faktoriellen
Rings k einer von Zwei verschiedenen Charakteristik.

Ergänzende Übung 6.2.9.22. Ist der Koeffizientenring k ein unendlicher Integri-
tätsbereich, so ist ein Polynom f ∈ k[X1, . . . , Xn] homogen vom Grad d genau
dann, wenn gilt

f(λX1, . . . , λXn) = λdf(X1, . . . , Xn) ∀λ ∈ k

Übung 6.2.9.23. Man stelle X4 + Y 4 + Z4 +W 4 als Polynom in den elementar-
symmetrischen Polynomen dar.

Ergänzende Übung 6.2.9.24. Ist R ein Kring mit einer Primzahl p als Charakte-
ristik, so bilden die Elemente a ∈ R mit ap = a einen Teilring.

Übung 6.2.9.25. Man zeige: Die Darstellung eines symmetrischen Polynoms vom
Grad d durch elementarsymmetrische Polynome ist dieselbe für jede Zahl von
Variablen ≥ d. Zum Beispiel impliziert unsere Formel X3

1 + X3
2 + X3

3 = s3
1 −

3s1s2 +3s3, daß auch in 14 Variablen giltX3
1 +X3

2 + . . .+X3
14 = s3

1−3s1s2 +3s3.

Ergänzende Übung 6.2.9.26. Der Ring der symmetrischen Funktionen in nVeränder-
lichen mit Koeffizienten ausQ wird auch als Ring erzeugt vonQ und den Potenz-
summen Xk

1 + . . .+Xk
n für 1 ≤ k ≤ n. Hinweis: Wir schreiben Xn

1 + . . .+Xn
n =

P (s1, . . . , sn) und müssen zeigen, daß rechts der Summand sn mit von Null ver-
schiedenem Koeffizienten auftritt. Dann kommen wir mit 6.2.9.25 und Induktion
zum Ziel. Spezialisieren wir aber die Xν zu den Negativen der n-ten Einheits-
wurzeln exp(2πiν/n) alias den Negativen der Nullstellen von Xn − 1, so werden
alle sn−1 = . . . = s1 zu Null. Eine (n × n)-Matrix A über einem Körper der
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Charakteristik Null ist nilpotent genau dann, wenn für die Spuren ihrer Potenzen
gilt

0 = tr(A) = tr(A2) = . . . = tr(An)

Übung 6.2.9.27. Seien k ein Körper und f, g ∈ k[X, Y ] teilerfremde Polynome,
die homogen sind von den Graden m und n. Man zeige, daß sich jedes homogene
Polynom h vom Grad m + n − 1 eindeutig schreiben läßt als h = af + bg mit a
homogen vom Grad n− 1 und b homogen vom Grad m− 1. Hinweis: 6.2.4.33.

6.2.10 Schranke von Bézout*
Definition 6.2.10.1. Sei k ein Körper. Ein Polynom in zwei Veränderlichen f ∈
k[X, Y ] können wir in eindeutiger Weise schreiben in der Gestalt f =

∑
cpqX

pY q

mit cpq ∈ k. Wir definieren den Grad oder genauer Totalgrad von f durch die
Vorschrift

grad f := sup{p+ q | cpq 6= 0}

Speziell geben wir im Lichte von 10.3.2.3 dem Nullpolynom wie in einer Veränder-
lichen den Grad −∞. Analog definieren wir auch den Grad eines Polynoms in
beliebig vielen Veränderlichen.

Satz 6.2.10.2 (Schranke von Bézout). Sei k ein Körper und seien im Polynom-
ring k[X, Y ] in zwei Veränderlichen über k zwei von Null verschiedene teiler-
fremde Polynome f, g gegeben. So haben f und g in der Ebene k2 höchstens
(grad f)(grad g) gemeinsame Nullstellen.

Vorschau 6.2.10.3. Ist k = k̄ algebraisch abgeschlossen und zählt man die ge-
meinsamen Nullstellen von f und g mit geeignet definierten Vielfachheiten und
nimmt auch noch die „Nullstellen im Unendlichen“ mit dazu, so haben f und g in
diesem verfeinerten Sinne sogar genau (grad f)(grad g) gemeinsame Nullstellen.
Mehr dazu können Sie in der algebraischen Geometrie 7.6.10.6 lernen.

Beispiel 6.2.10.4. Ist eines unserer Polynome von der Gestalt anXn+ . . .+a1X+
a0−Y und seine Nullstellenmenge mithin der Graph des Polynoms anXn+ . . .+
a1X + a0 in einer Veränderlichen, so kann man diese Schranke schnell einsehen:
Man setzt einfach in das andere Polynom Y = anX

n + . . . + a1X + a0 ein und
erhält ein Polynom in X , das eben nur höchstens so viele Nullstellen haben kann,
wie sein Grad ist.

Beweis. Sicher reicht es, wenn wir unsere Schranke zeigen für geeignet trans-
formierte Polynome f ◦ ϕ, g ◦ ϕ mit ϕ ∈ GL(2; k) als da heißt ϕ : k2 ∼→ k2

linear. Wir interessieren uns hier insbesondere für die Scherungen ϕλ : k2 → k2,
(x, y) 7→ (x+λy, y) mit λ ∈ k. Gegeben f ∈ k[X, Y ] ein Polynom vom Totalgrad
grad f = n enthält f ◦ϕλ für alle λ ∈ k mit höchstens endlich vielen Ausnahmen
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Zwei verschiedene Ellipsen schneiden sich in höchstens vier Punkten. In der Tat
sind sie jeweils Nullstellenmengen von Polynomfunktionen vom Totalgrad Zwei,

so daß wir das unmittelbar aus der Schranke von Bézout folgern können.
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einen Term cY n mit c 6= 0. Das ist formal leicht einzusehen und entspricht der an-
schaulichen Erkenntnis, daß „das Nullstellengebilde von f nur höchstens endlich
viele Asymptoten besitzt“. Wir wissen nach 6.2.7.16 schon, daß unsere beiden
Polynome höchstens endlich viele gemeinsame Nullstellen haben können. Ist k
unendlich, und jeder Körper k läßt sich notfalls in den unendlichen Körper k(t)
einbetten, so finden wir nun λ ∈ k derart, daß unsere transformierten Polynome
f ◦ ϕλ beziehungsweise g ◦ ϕλ beide Monome der Gestalt cY n beziehungsweise
dY m mit c 6= 0 6= d enthalten, für n = grad f , m = grad g, und daß zusätzlich
die gemeinsamen Nullstellen unserer transformierten Polynome paarweise ver-
schiedene x-Koordinaten haben. Anschaulich gesprochen bedeutet das, daß wir
die y-Achse so kippen, daß keine unserer Nullstellenmengen „einen in Richtung
unserer gekippten y-Achse ins Unendliche gehenden Teil hat“ und daß jede Paral-
lele zu unserer gekippten y-Achse höchstens eine gemeinsame Nullstelle unserer
beiden Polynome trifft. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir also
annehmen, daß unsere Polynome f und g die Gestalt

f = Y n + a1(X)Y n−1 + . . .+ an(X)
g = Y m + b1(X)Y m−1 + . . .+ bm(X)

haben mit ai, bj ∈ k[X], grad ai ≤ i, grad bj ≤ j, und daß darüber hinaus die
gemeinsamen Nullstellen von f und g paarweise verschiedene x-Koordinaten ha-
ben. Die x-Koordinaten gemeinsamer Nullstellen sind aber genau die Nullstellen
der im folgenden definierten „Resultante“ Res(f, g) ∈ k[X], und in 6.2.10.9 zei-
gen wir, daß diese Resultante als Polynom in X höchstens den Grad nm hat. Das
beendet dann den Beweis.

Satz 6.2.10.5 (über die Resultante). Gegeben m,n ≥ 0 gibt es genau ein Po-
lynom Res = Resn,m ∈ Z[′a1, . . . , an, b1, . . . , bm] mit ganzzahligen Koeffizienten
in n + m Veränderlichen derart, daß unter der Substitution der ai und bj durch
diejenigen Elemente von Z[′ζ1, . . . , ζn, ξ1, . . . , ξm], die erklärt sind durch die Glei-
chungen

T n + a1T
n−1 + . . .+ an = (T + ζ1) . . . (T + ζn),

Tm + b1T
m−1 + . . .+ bm = (T + ξ1) . . . (T + ξm),

im Polynomring in den ζi und ξj gilt

Res(a1, . . . an, b1, . . . , bm) =

n,m∏
i=1,j=1

(ζi − ξj)

Definition 6.2.10.6. Gegeben normierte Polynome f(T ) = T n+a1T
n−1+. . .+an

und g(T ) = Tm+b1T
m−1 + . . .+bm mit Koeffizienten in einem Kring k benutzen

wir die Abkürzung

Res(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) = Res(f, g)
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Das Nullstellengebilde von f = Y 3 + a2(X)Y 2 + . . .+ a0(X) als
durchgezognene und von g = Y 2 + b1(X)Y + . . .+ b0(X) als gestrichelte

Linien. Über jedem Punkt der x-Achse liegen genau drei beziehungsweise zwei
Lösungen von f beziehungsweise g.
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und nennen dies Element von k die Resultante von f und g. Bei der Determi-
nantenbeschreibung der Resultante erklären wir allgemeiner für jede zwei nicht
notwendig normierte Polynome f, g der Grade ≤ n beziehungsweise ≤ m ihre
Resultante Resn,m(f, g).

6.2.10.7 (Bedeutung der Resultante). Ist k = k̄ ein algebraisch abgeschlosse-
ner Körper, so verschwindet die Resultante von zwei normierten Polynomen mit
Koeffizienten in k per definitionem genau dann, wenn die beiden Polynome eine
gemeinsame Nullstelle haben. Im allgemeinen verschwindet die Resultante jeden-
falls, wann immer die beiden Polynome eine gemeinsame Nullstelle haben.

Beispiel 6.2.10.8. Im Fall m = n = 2 folgt aus T 2 +a1T +a2 = (T −ζ1)(T −ζ2)
und T 2 + b1T + b2 = (T − ξ1)(T − ξ2) unmittelbar

a2 = ζ1ζ2, a1 = ζ1 + ζ2,
b2 = ξ1ξ2, b1 = ξ1 + ξ2,

Eine kurze Rechnung liefert dann

(ζ1 − ξ1)(ζ2 − ξ2)(ζ1 − ξ2)(ζ2 − ξ1) = (a2 − b2)2 − (a2 + b2)a1b1 + a2b
2
1 + b2a

2
1

Der Ausdruck rechts in den Koeffizienten ist also die Resultante der Polynome
f(T ) = T 2 + a1T + a2 und g(T ) = T 2 + b1T + b2. Zum Beispiel sehen wir,
daß im Fall a1 = b1 unsere Polynome f und g in einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper genau dann eine gemeinsame Nullstelle haben, wenn gilt a2 = b2.
Das hätten wir natürlich auch so schon gewußt, aber es ist doch ganz beruhigend,
unseren Argumenten mal in einem überschaubaren Spezialfall bei der Arbeit zu-
gesehen zu haben.

Beweis. Das Polynom
∏n,m

i=1,j=1(ζi − ξj) ∈ Z[ζ1, . . . , ζn][ξ1, . . . , ξm] ist symme-
trisch in den ξj und liegt nach 6.2.9.6 folglich in

Z[ζ1, . . . , ζn][b1, . . . , bm] = Z[b1, . . . , bm][ζ1, . . . , ζn]

Unser Polynom ist aber auch symmetrisch in den ζi, folglich liegt es wieder nach
6.2.9.6 sogar in Z[b1, . . . , bm][a1, . . . , an].

6.2.10.9 (Grad der Resultante). Wir zeigen nun noch die Behauptungen für den
Grad der Resultante, die beim Beweis für die Schranke von Bézout benötigt wur-
den. Als Polynom in Z[ζ1, . . . , ζn, ξ1, . . . , ξm] ist die Resultante ja offensichtlich
homogen vom Grad mn. Dahingegen sind die ai ∈ Z[ζ1, . . . , ζn] homogen vom
Grad i und die bj ∈ Z[ξ1, . . . , ξm] homogen vom Grad j. Aus der algebraischen
Unabhängigkeit der elementarsymmetrischen Polynome folgt, daß ein Monom
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aλ1
1 . . . aλnn b

µ1

1 . . . bµmm nur dann mit von Null verschiedenem Koeffizienten in der
Resultante auftauchen kann, wenn gilt

λ1 + 2λ2 + . . .+ nλn + µ1 + 2µ2 + . . .+mµm = nm

Setzen wir hier insbesondere für ai gewisse ai(X) ∈ k[X] vom Grad ≤ i und für
bj gewisse bj(X) ∈ k[X] vom Grad ≤ j ein, so ist die Resultante ein Polynom in
k[X] vom Grad ≤ mn.

Ergänzung 6.2.10.10 (Die Resultante als Determinante). Sei M die Matrix aus
nebenstehendem Bild. Eine explizite Formel für die Resultante ist

Res(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) = detM

Um das einzusehen, kann man wie folgt argumentieren: Gegeben zwei normierte
nicht konstante Polynome f, g ∈ k[T ] mit Koeffizienten in einem Körper k sind
ja gleichbedeutend:

(1) Unsere beiden Polynome sind teilerfremd in k[T ];

(2) Es gibt Polynome p, q mit deg p < deg g und deg q < deg f , für die gilt
pf + qg = 1.

In der Tat ist (2) ⇒ (1) offensichtlich und (1) ⇒ (2) folgt unmittelbar aus dem
abstrakten chinesischen Restsatz 6.2.3.4, wenn wir etwa das Urbild kleinsten Gra-
des von (0, 1) ∈ k[T ]/〈f〉 × k[T ]/〈g〉 in k[T ] aufsuchen. Insbesondere sehen wir
so, daß p und q bereits eindeutig bestimmt sind, wenn es sie denn gibt. Nun können
wir die Gleichung pf + qg = 1 als ein lineares Gleichungssystem für die Koeffi-
zienten von p und q auffassen, und die Matrix dieses Systems ist dann genau die
oben gegebene Matrix, wie der Leser leicht selbst einsehen wird. Genau dann ist
also unser System eindeutig lösbar, wenn die Determinante der fraglichen Matrix
nicht Null ist. Genau dann verschwindet also diese Determinante, wenn f und g
nicht teilerfremd sind, und im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers k
ist das gleichbedeutend dazu, daß f und g eine gemeinsame Nullstelle haben. Spe-
ziell erkennen wir so mit 3.5.4.5, daß das Polynom

∏
(ζi − ξj) in Q[ζi, ξj] unsere

Determinante teilt, wenn wir sie zu den Polynomen aus 6.2.10.5 mit Koeffizien-
ten in Q[ζi, ξj] bilden. Wir erkennen sogar genauer, daß unsere Determinante bis
auf eine von Null verschiedene Konstante ein Produkt von Faktoren (ζi − ξj) ist,
wobei jeder Faktor mindestens einmal vorkommt. Daß hier keine Faktoren mehr-
fach auftreten und daß die besagte von Null verschiedene Konstante eine Eins ist,
können wir unschwer prüfen, indem wir alle ζi Null setzen.
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Die Matrix M , deren Determinante die Resultante liefert. Gegeben zwei nicht
notwendig normierte Polynome vom Grad ≤ n und ≤ m der Gestalt

a0T
n + a1T

n−1 + . . .+ an und b0T
m + b1T

m−1 + . . .+ bm nehmen wir diese
Determinante mit den Einsen ersetzt durch a0 beziehungsweise b0 von nun an als

unsere Definition der Resultante Resn,m.
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Übungen

Ergänzende Übung 6.2.10.11. Zwei beliebige homogene Polynome f(X, Y ) =
a0X

n+a1X
n−1Y +. . .+anY

n und g(X, Y ) = b0X
m+b1X

m−1Y +. . .+bmY
m mit

Koeffizienten in einem algebraisch abgeschlossenen Körper k haben genau dann
eine gemeinsame Nullstelle außerhalb des Ursprungs, wenn die Determinante der-
jenigen Variante der nebenstehenden Matrix verschwindet, die entsteht, wenn wir
die erste Reihe von Einsen durch a0 und die zweite Reihe von Einsen durch b0

ersetzen. Diese Determinante heißt dann auch die Sylvester-Determinante.
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6.3 Mehr zu Körpern

6.3.1 Grundlagen und Definitionen

Beispiele 6.3.1.1. Ein Körper ist nach 3.5.2.25 ein kommutativer von Null ver-
schiedener Ring, in dem jedes Element ungleich Null eine Einheit ist. Aus den
Grundvorlesungen bekannt sind die Körper R und C der reellen und komple-
xen Zahlen sowie der Körper Q der rationalen Zahlen. Allgemeiner haben wir
in 3.5.5 zu jedem kommutativen Integritätsbereich R seinen Quotientenkörper
QuotR konstruiert, zum Beispiel ist QuotZ = Q der Körper der rationalen
Zahlen und QuotK[X] = K(X) der Funktionenkörper über einem gegebenen
Körper K. Weiter ist nach 6.2.4.22 der Restklassenring R/pR von einem Haupt-
idealring nach dem von einem irreduziblen Element p ∈ R erzeugten Ideal ein
Körper. Insbesondere sind die Restklassenringe Fp = Z/pZ für p eine Primzahl
in Z Körper und ebenso die Quotienten K[X]/〈P 〉 des Polynomrings K[X] über
einem Körper K nach einem irreduziblen Polynom P ∈ K[X].

Definition 6.3.1.2. Eine Teilmenge eines Körpers heißt ein Unterkörper, wenn
sie so mit der Struktur eines Körpers versehen werden kann, daß die Einbettung
ein Körperhomomorphismus ist. Gleichbedeutend ist die Forderung, daß unsere
Teilmenge ein Teilring und mit der induzierten Ringstruktur ein Körper ist.

6.3.1.3. Sicher ist ein beliebiger Schnitt von Unterkörpern eines Körpers wie-
der ein Unterkörper. Ist K ein Körper und T ⊂ K eine Teilmenge, so heißt der
kleinste Unterkörper von K, der T enthält, der von T erzeugte Unterkörper.
Den kleinsten Unterkörper von K, in anderen Worten den von der leeren Menge
T = ∅ erzeugten Unterkörper, nennt man den Primkörper von K.

6.3.1.4. Für jeden Körper, ja jeden Ring K erinnern wir uns aus 3.5.2.30 an die
Definition seiner Charakteristik, eines Elements (charK) ∈ N, durch die Iden-
tität

ker(Z→ K) = Z · (charK)

Hier meint Z → K den nach 3.5.1.10 eindeutig bestimmten Ringhomomorphis-
mus von Z nach K.

6.3.1.5 (Diskussion der Charakteristik). Die Charakteristik ist also Null, wenn
das neutrale Element der multiplikativen Gruppe K× als Element der additiven
Gruppe (K,+) unendliche Ordnung hat, und ist sonst genau diese Ordnung. Gibt
es demnach in noch anderen Worten eine natürliche Zahl d > 0 derart, daß in
unserem Körper K gilt 1 + 1 + . . . + 1 = 0 (d Summanden), so ist das kleinst-
mögliche derartige d > 0 die Charakteristik d = charK von K, und gibt es kein
derartiges d, so hat K die Charakteristik Null.
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Lemma 6.3.1.6 (Kleinster Unterkörper eines Körpers). Die Charakteristik ei-
nes Körpers ist entweder Null oder eine Primzahl und es gilt:

charK = 0 ⇔ Der kleinste Unterkörper von K ist isomorph zu Q;
charK = p > 0 ⇔ Der kleinste Unterkörper von K ist isomorph zu Fp.

Beweis. Sei d = charK. Da wir eine Inklusion Z/dZ ↪→ K haben, muß Z/dZ
ein Integritätsring sein, also ist die Charakteristik eines Körpers nach 3.5.2.26 ent-
weder null oder eine Primzahl. Im Fall charK = p > 0 prim induziertZ→ K un-
ter Verwendung der universellen Eigenschaft des Restklassenrings 6.2.1.13 oder
spezieller 6.2.2.5 einen Isomorphismus von Fp = Z/pZ auf einen Unterkörper
von K. Im Fall d = 0 induziert Z → K unter Verwendung der universellen Ei-
genschaft des Quotientenkörpers 3.5.5.5 einen Isomorphismus von Q = QuotZ
auf einen Unterkörper von K. Man prüft leicht, daß die Bilder jeweils die kleins-
ten Unterkörper von K sind.

6.3.2 Körpererweiterungen
Definition 6.3.2.1. Eine Körpererweiterung ist ein Paar L ⊃ K bestehend aus
einem Körper L mit einem Unterkörper K. So ein Paar L ⊃ K nennt man dann
auch eine Körpererweiterung von K. Man schreibt statt L ⊃ K meist L/K und
nennt K den Grundkörper und L den Erweiterungskörper oder Oberkörper
der Körpererweiterung. Von einer echten Körpererweiterung fordern wir zusätz-
lich, daß der Erweiterungskörper nicht mit dem Grundkörper zusammenfällt.

Beispiele 6.3.2.2. Ein Grundbeispiel ist die Körpererweiterung C ⊃ R. Das Bei-
spiel C(X) ⊃ C(X2) zeigt, daß es auch bei einer echten Körpererweiterung
durchaus vorkommen kann, daß es einen Körperisomorphismus zwischen Grund-
körper und Oberkörper gibt. In diesem Beispiel ist mit C(X2) der Quotienten-
körper des Rings der geraden Polynome C[X2] ⊂ C[X] gemeint.

Vorschau 6.3.2.3. In 6.3.8.7 werden wir unsere Definition abändern und eine
Körpererweiterung als Synonym für einen Körperhomomorphismus erklären. Zum
jetzigen Zeitpunkt führt dieser Standpunkt jedoch noch nicht zu mehr Klarheit,
sondern vielmehr nur zu einer unnötig aufgeblähten Notation, unter der das Ver-
ständnis, so fürchte ich, mehr leidet als unter einer späteren Umwidmung des
Begriffs einer Körpererweiterung.

Definition 6.3.2.4 (Erzeugung von Körpererweiterungen). Gegeben eine Kör-
pererweiterung L/K und Elemente des Erweiterungskörpers α1, . . . , αn ∈ L
bezeichnet man mit K(α1, . . . , αn) ⊂ L den von K und den αi erzeugten Un-
terkörper von L. Er ist im allgemeinen verschieden von dem von K und den
αi erzeugten Teilring K[α1, . . . , αn] ⊂ L. Eine Körpererweiterung L/K heiße
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körperendlich, wenn der Erweiterungskörper über dem Grundkörper als Körper
endlich erzeugt ist, wenn es also in Formeln endlich viele Elemente α1, . . . , αn ∈
L gibt mit

L = K(α1, . . . , αn)

6.3.2.5 (Diskussion der Notation). Das Symbol K(X) kann nun leider auf zwei-
erlei Weisen interpretiert werden: Einerseits als der Quotientenkörper des Poly-
nomrings K[X] über K in einer Veränderlichen X , andererseits als der von K
und einem weiteren ElementX in einem größeren KörperL erzeugte Unterkörper.
Wie viele Autoren benutzen wir nach Möglichkeit große Buchstaben vom Ende
des Alphabets für die „algebraisch unabhängigen“ Variablen in einem Funktio-
nenkörper, also im ersten Fall, und kleine Buchstaben für Elemente einer bereits
gegebenen Körpererweiterung, also im zweiten Fall. Wollen wir die Freiheit un-
serer Veränderlichen besonders betonen, so setzen wir wie in 6.2.2.4 ein „Frei-
heitsstrichlein“ oben an die eröffnende Klammer und schreiben K(′X) für den
Funktionenkörper in einer Variablen X .

Ergänzung 6.3.2.6. Gegeben Körper K ⊂ L und eine Teilmenge T ⊂ L bezeich-
nen wir mit K(T ) ⊂ L auch den von K und T in L erzeugten Teilkörper und
nennen ihn den über K von T erzeugten Teilkörper von L. Wenn wir besonders
betonen wollen, daß hier T eine Teilmenge von L ist und nicht etwa ein Element
von L, schreiben wir auch ausführlicher K(!T ). Gegeben Körper K ⊂ L und eine
Teilmenge T ⊂ L kann der von K und T erzeugte Teilkörper K(!T ) ⊂ L von
L beschrieben werden als die Vereinigung aller von endlichen Teilmengen von T
über K erzeugten Teilköper, in Formeln

K(!T ) =
⋃
n≥0

α1,...,αn∈T

K(α1, . . . , αn)

Beispiele 6.3.2.7. Wir haben R(i) = R[i] = C und Q[
√

2] = Q(
√

2), aber
K[′X] 6= K(′X), der Polynomring ist nämlich verschieden von seinem Quoti-
entenkörper.

Übungen

Übung 6.3.2.8. Alle Elemente von Q(
√

2) lassen sich eindeutig schreiben in der
Form a + b

√
2 mit a, b ∈ Q, vergleiche 2.2.4.15. Man schreibe das Inverse von

7 +
√

2 in dieser Form.

Übung 6.3.2.9. Man zeige
√

5 6∈ Q(
√

2).

Übung 6.3.2.10. Gegeben a, b ∈ Q× zeige man, daß gilt Q(
√
a) ∈ Q(

√
b) genau

dann, wenn a/b in Q ein Quadrat ist. Gegeben allgemeiner Körper K ⊂ L einer
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von zwei verschiedenen Charakteristik und α, β ∈ L× mit α2, β2 ∈ K zeige man,
daß gilt K(α) = K(β) genau dann, wenn α/β ∈ K.

Übung 6.3.2.11. Sei L/K eine Körpererweiterung und seien P,Q ∈ K[X] tei-
lerfremd in K[X]. So haben P und Q auch in L keine gemeinsame Nullstelle.
Hinweis: Unser Polynomring ist ein Hauptidealring. Nun verwende man ein Ana-
logon des Satzes von Bezout. Weitergehende Aussagen in Richtung dieser Übung
faßt Proposition 6.3.9.11 zusammen.

Ergänzung 6.3.2.12. Sehr viel allgemeiner kann man für paarweise verschiedene
Primzahlen p, q, . . . w und beliebige n,m, . . . , r ≥ 2 zeigen, daß gilt

n
√
p 6∈ Q( m

√
q, . . . , r

√
w)

Das und vieles weitere in dieser Richtung lernt man in der algebraischen Zah-
lentheorie, die auf dieser Vorlesung aufbaut. Den Fall n = m = . . . = r = 2
behandeln wir in 6.4.1.34. Noch allgemeiner zeigt Besicovich [Bes40], daß gege-
ben paarweise verschiedene Primzahlen p1, . . . , ps und positive natürliche durch
keine dieser Primzahlen teilbare Zahlen a1, . . . , as und beliebige positive natürli-
che Zahlen n1, . . . , ns stets gilt

[Q( n1
√
p1a1, . . . , ns

√
psas) : Q] = n1 . . . ns

Die Wurzeln sind hierbei stets als die positiven Wurzeln in R zu verstehen.

Übung 6.3.2.13. Seien K ein Körper und P ∈ K[X]\K ein nichtkonstantes Po-
lynom. So ist der Ringhomomorphismus K[Y ]→ K[X] mit Y 7→ P injektiv und
die davon induzierte Körpererweiterung K(Y ) ↪→ K(X) hat als Grad den Grad
von P .

6.3.3 Elemente von Körpererweiterungen
Definition 6.3.3.1. Sei L/K eine Körpererweiterung und α ∈ L. Gibt es ein vom
Nullpolynom verschiedenes Polynom 0 6= Q ∈ K[X] mit Q(α) = 0, so heißt α
algebraisch über K. Sonst heißt α transzendent über K. Unter einer algebrai-
schen beziehungsweise transzendenten Zahl versteht man eine komplexe Zahl,
die algebraisch beziehungsweise transzendent ist über dem Körper der rationa-
len Zahlen. Ein berühmter Satz von Lindemann besagt, daß die Kreiszahl π ∈ R
transzendent ist über dem Körper Q der rationalen Zahlen, vergleiche 10.3.4.2.

6.3.3.2. Gegeben eine KörpererweiterungL/K und ein Element α ∈ L betrachten
wir die Auswertungsabbildung

K[X] → L
Q 7→ Q(α)
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Ist α transzendent, so ist diese Abbildung injektiv und induziert nach der univer-
sellen Eigenschaft des Quotientenkörpers 3.5.5.5 einen Isomorphismus K(X) =
QuotK[X]

∼→ K(α) ⊂ L. Den anderen Fall klärt der folgende Satz.

Satz 6.3.3.3 (über das Minimalpolynom). Seien L/K eine Körpererweiterung
und α ∈ L algebraisch über K. So gilt:

1. Es gibt in K[X] unter allen normierten Polynomen P mit P (α) = 0 genau
eines von minimalem Grad. Es heißt das Minimalpolynom P = Irr(α,K)
von α über K;

2. Dies Minimalpolynom ist K-irreduzibel und jedes Polynom Q ∈ K[X] mit
einer Nullstelle bei α ist ein Vielfaches des Minimalpolynoms von α;

3. Gegeben ein normiertes K-irreduzibles Polynom Q ∈ K[X] mit einer Null-
stelle bei α ist Q bereits das Minimalpolynom von α;

4. Das Auswerten bei α liefert einen Isomorphismus

K[X]/〈Irr(α,K)〉 ∼→ K(α)

5. Ist d = grad(Irr(α,K)) der Grad des Minimalpolynoms von α über K, so
bilden die Potenzen 1, α, α2, . . . , αd−1 eine Basis desK-VektorraumsK(α).

Beispiel 6.3.3.4. Wir betrachten die Körpererweiterung C/R. Das Element i ∈ C
ist algebraisch überRmit Minimalpolynom Irr(i,R) = X2 +1. Wir habenR(i) =
C und die Abbildung R[X] → C mit X 7→ i definiert einen Ringisomorphismus
R[X]/〈X2 + 1〉 ∼→ C. Die beiden Elemente 1 = i0 und i = i1 bilden eine Basis
von C über R.

Beweis. Da K[X] nach 6.2.4.19 ein Hauptidealring ist und da das Auswerten
ϕα : K[X] → L mit Q 7→ Q(α) keine Injektion ist, wir hatten ja α algebraisch
über K angenommen, gibt es ein von Null verschiedenes und dann natürlich auch
ein normiertes Polynom P ∈ K[X] mit ker(ϕα) = 〈P 〉. Alle anderen normier-
ten Polynome aus 〈P 〉 haben offensichtlich einen Grad, der echt größer ist als der
Grad von P , und das zeigt bereits den ersten Teil des Satzes. Für unser P haben
wir nach 6.2.2.5 weiter eine Einbettung K[X]/〈P 〉 ↪→ L, folglich ist K[X]/〈P 〉
ein Integritätsbereich. Nach 6.2.4.22 ist also P irreduzibel und K[X]/〈P 〉 sogar
ein Körper. Dann induziert aber offensichtlich die Einbettung einen Isomorphis-
mus K[X]/〈P 〉 ∼→ K(α). Nach 6.2.1.20 bilden für d = gradP die Bilder der
Potenzen 1, X,X2, . . . , Xd−1 eine Basis von K[X]/〈P 〉 über K, und damit bil-
den dann auch 1, α, α2, . . . , αd−1 eine Basis von K(α) über K.
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6.3.3.5. Ich will die Irreduzibilität des Minimalpolynoms auch noch einmal ganz
explizit begründen. Wäre das Minimalpolynom P ein Produkt P = QR von Po-
lynomen positiven Grades, so gälte Q(α) 6= 0 6= R(α) wegen der Minimalität des
Minimalpolynoms, und das würde sofort zum Widerspruch P (α) 6= 0 führen.

6.3.3.6. Sei L/K ein Körpererweiterung und α ∈ L. Das Minimalpolynom von α
über K ist im allgemeinen nur in K[X] irreduzibel, in L[X] spaltet es zumindest
einen Faktor (X − α) ab und ist also reduzibel, es sei denn, wir sind im Fall
α ∈ K. Zum Beispiel ist X3 − 2, da es ja Q-irreduzibel ist, das Minimalpolynom
von 3
√

2 über Q und es gilt

Q(
3
√

2) = {a+ b
3
√

2 + c(
3
√

2)2 | a, b, c ∈ Q}

6.3.3.7. Ist eine Körpererweiterung als Körpererweiterung erzeugt von einem ein-
zigen Element über dem Grundkörper, so nennt man sie eine einfache oder auch
eine primitive Körpererweiterung des Grundkörpers und das fragliche Element
heißt ein primitives Element der Körpererweiterung. In dieser Terminologie ge-
ben die vorhergehenden Überlegungen einen Überblick über die primitiven Erwei-
terungen eines gegebenen Körpers: Bis auf den Funktionenkörper sind das genau
die Quotienten des Polynomrings nach irreduziblen Polynomen. Dabei können
allerdings verschiedene normierte irreduzible Polynome durchaus zu „derselben“
primitiven Körpererweiterung führen – und was hier genau mit „derselben“ Körperer-
weiterung gemeint ist, wird im weiteren noch ausführlich diskutiert werden müssen.

Übungen

Übung 6.3.3.8. Alle Elemente von Q( 3
√

2) lassen sich eindeutig schreiben in der
Form a+ b 3

√
2 + c( 3

√
2)2 mit a, b, c ∈ Q. Man schreibe das Inverse von 7 + 3

√
2 in

dieser Form.

Übung 6.3.3.9. Gegeben eine Körpererweiterung L/K und ein Element a ∈ L,
das algebraisch ist über K, zeige man, daß das Minimalpolynom Irr(a;K) bis
auf ein Vorzeichen mit dem charakteristischen Polynom nach 3.6.6.9 des durch
Multiplikation mit a gegebenen Endomorphismus des K-Vektorraums K(a) zu-
sammenfällt. Hinweis: Cayley-Hamilton.

Übung 6.3.3.10. Man bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 1 + i
über R.

Ergänzende Übung 6.3.3.11. Zeigen Sie, daß das Minimalpolynom von 3
√

2 über
Q in Q( 3

√
2) nicht in Linearfaktoren zerfällt. Zeigen Sie, daß für jede Einheits-

wurzel ζ das Minimalpolynom von ζ über Q in Q(ζ) in Linearfaktoren zerfällt.
Zeigen Sie, daß für ζ eine nichttriviale dritte Einheitswurzel und K = Q(ζ) das
Minimalpolynom von 3

√
2 über K in K( 3

√
2) in Linearfaktoren zerfällt.
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Ergänzende Übung 6.3.3.12. Sei K ⊃ C eine Körpererweiterung von C. Gilt
K 6= C, so kann der C-Vektorraum K nicht von einer abzählbaren Teilmenge
erzeugt werden, d.h. K hat „überabzählbare Dimension“ über C. Hinweis: C ist
algebraisch abgeschlossen nach 10.5.1.7 und abzählbar viele gebrochen rationale
Funktionen aus C(X) können nur abzählbar viele Polstellen haben.

Übung 6.3.3.13. Seien R ⊃ K ein Kring mit einem Teilring, der sogar ein Körper
ist. Genau ist α ∈ R Nullstelle eines von Null verschiedenen Polynoms P ∈
K[X], wenn K[α] endlichdimensional ist als K-Vektorraum.

Übung 6.3.3.14. Seien R ⊃ K ein Kring mit einem Teilring, der sogar ein Körper
ist. Ist R endlichdimensional als K-Vektorraum und ein Integritätsring, so ist R
auch selbst bereits ein Körper.

Übung 6.3.3.15. Sei K ein Körper und K(X) der Funktionenkörper über K. So
sind die Elemente von K die einzigen Elemente von K(X), die algebraisch sind
über K.

6.3.4 Endliche Körpererweiterungen
Definition 6.3.4.1. Gegeben eine Körpererweiterung L/K ist der Oberkörper L
in natürlicher Weise ein Vektorraum über dem Unterkörper K. Die Dimension
von L als K-Vektorraum notieren wir

[L : K] := dimK L ∈ N ∪ {∞}

und nennen sie den Grad der Körpererweiterung. Eine Körpererweiterung von
endlichem Grad heißt eine endliche Körpererweiterung.

6.3.4.2 (Diskussion der Terminologie). Jede endliche Körpererweiterung ist kör-
perendlich im Sinne unserer Definition 6.3.2.4, aber das Umgekehrte gilt nicht.
Wenn wir einmal Moduln über Ringen eingeführt haben, werden wir unsere end-
lichen Körpererweiterungen manchmal auch ausführlicher modulendlich nennen,
um diesen Unterschied zu betonen.

6.3.4.3 (Grad einer primitiven Körpererweiterung). Ist L/K eine Körperer-
weiterung und α ∈ L algebraisch über K, so stimmt nach dem letzten Teil des
Satzes 6.3.3.3 über das Minimalpolynom der Grad [K(α) : K] der von α erzeug-
ten Körpererweiterung überein mit dem Grad grad(Irr(α,K)) des Minimalpoly-
noms von α über K. Daher rührt wohl auch die Begriffsbildung des „Grades einer
Körpererweiterung“. Wir vereinbaren für diese Zahl die abkürzende Bezeichnung

gradK(α) := grad(Irr(α,K)) = [K(α) : K]

und nennen sie den Grad von α über K.
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Ergänzung 6.3.4.4 (Diskussion der Notation). Man kann sich fragen, warum
man für den Grad einer Körpereweiterung L/K zusätzlich zu dimK L noch ei-
ne eigene Notation einführen sollte. Meine Antwort auf diese Frage wäre, daß in
der Notation dimK L der Körper K unten im Index steht und dadurch weniger
wichtig erscheint und schlecht selbst mit Indizes versehen werden kann. Diese
Notation ist deshalb nur für das Arbeiten über einem festen Körper K praktisch.
Im Zusammenhang der Körpertheorie aber sind alle auftretenden Körper gleicher-
maßen Hauptdarsteller, und in derartigen Situationen ist eine Notation wie [L : K]
geschickter.

Beispiele 6.3.4.5. Es gilt [Q(
√

2) : Q] = 2, [C : R] = 2, [R : Q] =∞.

Beispiel 6.3.4.6. Jede endliche Körpererweiterung L/K eines algebraisch abge-
schlossenen Körpers ist trivial, als da heißt, es gilt L = K. In der Tat muß das
Minimalpolynom jedes Elements von L den Grad Eins haben. Eine andere For-
mulierung eines sehr ähnlichen Arguments war Übung 3.6.6.26.

Proposition 6.3.4.7. Sei L/K eine Körpererweiterung. Für α ∈ L sind gleichbe-
deutend:

1. α ist algebraisch über K;

2. [K(α) : K] <∞;

3. Es gibt einen Zwischenkörper K ⊂ L′ ⊂ L mit [L′ : K] <∞ und α ∈ L′.

Beweis. 1 ⇒ 2 folgt unmittelbar aus 6.3.3.3. Die Implikation 2 ⇒ 3 ist of-
fensichtlich. Aber falls gilt dimK L

′ < ∞, können die Potenzen αν von α für
ν = 0, 1, 2, . . . nicht K-linear unabhängig sein, also 3⇒ 1.

Definition 6.3.4.8. Eine Körpererweiterung vom Grad 2 heißt eine quadratische
Körpererweiterung.

Proposition 6.3.4.9 (Quadratische Körpererweiterungen). Für eine Körperer-
weiterung L/K mit charK 6= 2 sind gleichbedeutend:

1. L/K ist eine quadratische Körpererweiterung, in Formeln [L : K] = 2.

2. L entsteht aus K durch Adjunktion einer Quadratwurzel, in Formeln L =
K(α) für ein α ∈ L\K mit α2 ∈ K.

Beweis. 2 ⇒ 1 ist klar. Für die andere Richtung 1 ⇒ 2 beachte man, daß jedes
β ∈ L\K ja notwendig ein Minimalpolynom P (X) = X2 + aX + b vom Grad
zwei hat. Schreiben wir das um zu P (X) = (X + a

2
)2 + (b − a2

4
), so finden wir

(β + a
2
)2 = a2

4
− b und das gesuchte α ist α = β + a

2
.
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Ergänzung 6.3.4.10. Wir werden in 6.3.7.1 sehen, daß auch der Körper F2 eine
Erweiterung vom Grad 2 besitzt. Diese Erweiterung entsteht jedoch sicher nicht
durch Adjunktion einer Quadratwurzel, da jedes Element von F2 seine eigene
Quadratwurzel ist.

Satz 6.3.4.11 (Multiplikativität des Grades). Für Körper M ⊃ L ⊃ K gilt

[M : K] = [M : L][L : K]

Beweis. Wir betrachten nur den endlichen Fall. Sei m1, . . . ,mr eine Basis von
M über L und l1, . . . , ls eine Basis von L über K. Wir behaupten, daß dann die
Produkte limj eine Basis von M über K bilden. Natürlich sind sie ein Erzeugen-
densystem. Gilt andererseits

∑
i,j kijlimj = 0 mit kij ∈ K, so folgt zunächst∑

i kijli = 0 für alle j aufgrund der linearen Unabhängigkeit der mj über L und
dann kij = 0 für alle i, j aufgrund der linearen Unabhängigkeit der li über K.

Korollar 6.3.4.12 (Grade von Elementen in Körpererweiterungen). Gegeben
eine endliche Körpererweiterung ist jedes Element des Oberkörpers algebraisch
über dem Unterkörper und sein Grad über dem Unterkörper teilt den Grad unse-
rer Körpererweiterung.

Beweis. Sei L/K unsere Körpererweiterung und α ∈ L unser Element. Die Kette
L ⊃ K(α) ⊃ K zeigt [L : K] = [L : K(α)][K(α) : K].

Beispiel 6.3.4.13. Es gilt
√

2 6∈ Q( 3
√

2). In der Tat sind nach 6.2.4.29 die Polyno-
me X2 − 2 und X3 − 2 irreduzibel in Q[X], nach 6.3.3.6 sind sie also bereits die
Minimalpolynome von

√
2 beziehungsweise 3

√
2, und folglich hat

√
2 den Grad 2

über Q und 3
√

2 den Grad 3.

Korollar 6.3.4.14. Seien L/K eine Körpererweiterung und α1, . . . , αn ∈ L alge-
braisch über K. So ist K(α1, . . . , αn) endlich über K und insbesondere sind alle
Elemente dieser Körpererweiterung auch algebraisch über K.

Beweis. Im Körperturm K ⊂ K(α1) ⊂ K(α1, α2) ⊂ . . . ⊂ K(α1, . . . , αn) sind
alle Schritte endliche Körpererweiterungen. Nach 6.3.4.11 ist also auch die ganze
Erweiterung endlich.

Übungen

Ergänzende Übung 6.3.4.15. Ist
√

2 +
√

3 algebraisch über Q? Wenn ja, was ist
sein Minimalpolynom über Q? Liegt

√
2 in Q(

√
2 +
√

3)?
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Ergänzende Übung 6.3.4.16. Sei K ein Körper und seien P,Q ∈ K[X] irredu-
zibel mit gradP und gradQ teilerfremd. Sei L = K(α) eine Körpererweiterung
von K, wobei α ∈ L eine Nullstelle von P ist. Dann ist Q auch irreduzibel in
L[X]. Hinweis: Wäre sonst β Nullstelle eines irreduziblen Faktors vonQ in L[X],
so hätte K(α, β) zu kleinen Grad über K, denn es umfaßt K(α) und K(β).

Übung 6.3.4.17. Die durch den Funktionenkörper K(X) über einem vorgegebe-
nen KörperK gegebene KörpererweiterungK(X)/K ist stets körperendlich, aber
nie endlich.

Übung 6.3.4.18. Man zeige für jede Körpererweiterung L/K, daß ihr Grad über-
einstimmt mit dem Grad der auf den Funktionenkörpern induzierten Erweiterung,
in Formeln [L : K] = [L(X) : K(X)]. Hinweis: Man ziehe sich auf den Fall
primitiver Erweiterungen zurück und verwende 6.2.7.21 und 6.3.3.15.

6.3.5 Notationen für Erzeugung**

6.3.5.1. Im folgenden sollen die folgenden Konventionen befolgt werden:

| 〉 Unsymmetrische Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Monoid an-
zudeuten, manchmal in der Form | ;>〉 im Fall der Verknüpfung >;

〈 〉 Spitze Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Modul oder Erzeugung
als Gruppe anzudeuten, manchmal in der Form 〈 〉k im Fall von Moduln
über einem Ring k;

[ ] Eckige Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Kring anzudeuten, all-
gemeiner auch Erzeugung als Ring über einem nicht notwendig kommuta-
tiven Ring, aber mit paarweise kommutierenden Erzeugern;

b c Oben offene eckige Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Ring an-
zudeuten, insbesondere im Fall von nicht kommutierenden Erzeugern;

( ) Runde Klammern verwenden wir, um Erzeugung als Körper anzudeuten;

|! 〉, 〈! 〉, [! ], b! c, (! ) Steht zwischen den Klammern nur ein Symbol und meint
dies Symbol eine Menge von Erzeugern und nicht einen einzigen Erzeuger,
so kann das aber muß nicht durch ein Ausrufezeichen unten an der eröff-
nenden Klammer angezeigt werden, den Mengenanzeiger;

|′ 〉, 〈′ 〉, [′ ], b′ c Freies Erzeugen als Monoid oder Modul oder Kring oder Krin-
gerweiterung kann aber muß nicht durch ein kleines Freiheitsstrichlein
oben an der eröffnenden Klammer angezeigt werden;
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(′ ) Im Fall einer Körpererweiterung meint das Freiheitsstrichlein, daß zwischen
den Klammer algebraisch unabhängige Erzeuger stehen.

Beispiele 6.3.5.2. Wir schreiben k[′x1, . . . , xn] = k[x1, . . . , xn] für Polynomring
über k in den Variablen x1, . . . , xn. Der freie k-Vektorraum über einer Menge
X aus 3.2.3.4 kann bezeichnet werden mit k〈′!X〉 = k〈X〉 = kX . Ist ein k-
Vektorraum M bereits gegeben und X ⊂ M eine Teilmenge, so schreiben wir
〈!X〉k = 〈X〉k = 〈kX〉 ⊂ M für den von X erzeugten Untervektorraum. Wir
kürzen 〈{x1, . . . , xn}〉k = 〈x1, . . . , xn〉k = k〈x1, . . . , xn〉 ab und lassen k ganz
weg, wenn wir hoffen, daß es aus dem Kontext hervorgeht oder wenn die Erzeu-
gung als Untergruppe gemeint ist. Allerdings setzen wir nur dann ein Freiheits-
strichlein, wenn die Erzeuger linear unabhängig sind. Sind weiter R ⊃ k ein
Kring mit einem Teilring und sind x1, . . . , xn Elemente von R, so notieren wir
k[x1, . . . , xn] ⊂ R den von den xi über k in R erzeugten Teilring und erlauben
uns das Freiheitsstrichlein nur, wenn die Erzeuger über k algebraisch unabhängig
sind.

6.3.6 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
Definition 6.3.6.1. Sei E ⊂ C eine Teilmenge der komplexen Zahlenebene.

1. Eine reelle affine Gerade durch zwei verschiedene Punkte von E heißt eine
„aus E elementar konstruierbare Gerade“;

2. Ein Kreis durch einen Punkt von E mit Mittelpunkt in einem anderen Punkt
von E heißt ein „aus E elementar konstruierbarer Kreis“ ;

3. Alle aus E elementar konstruierbaren Geraden und Kreise fassen wir zu-
sammen unter dem Oberbegriff der „aus E elementar konstruierbaren Figu-
ren“;

4. Ein Punkt z ∈ C heißt elementar konstruierbar ausE, wenn er im Schnitt
von zwei verschiedenen aus E elementar konstruierbaren Figuren liegt.

Satz 6.3.6.2 (Konstruierbarkeit und quadratische Erweiterungen). Die fol-
genden beiden Teilmengen K und Q von C stimmen überein:

1. Die kleinste Teilmenge K ⊂ C, die 0 und 1 enthält und stabil ist unter
elementaren Konstruktionen, also die Eigenschaft hat, daß jede aus K ele-
mentar konstruierbare komplexe Zahl wieder in K liegt. Wir nennen die
Elemente von K die konstruierbaren Zahlen;

2. Die kleinste Teilmenge Q ⊂ C, die sowohl ein Teilkörper ist als auch stabil
unter dem Bilden von Quadratwurzeln.
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6.3.6.3. Als allererstes und eigentlich noch vor der Formulierung des Satzes soll-
ten wir uns hier überlegen, daß es solche kleinsten Teilmengen überhaupt gibt.
Das ist aber klar: Wir können jeweils einfach den Schnitt aller Teilmengen mit
besagter Eigenschaft nehmen, und der hat offensichtlich wieder besagte Eigen-
schaft.

Beweis. Wir beginnen mit der Inklusion Q ⊂ K. Dazu reicht es zu zeigen, daß
die Menge K ⊂ C der konstruierbaren Zahlen ein Teilkörper ist und stabil unter
dem Bilden von Quadratwurzeln. Offensichtlich ist K stabil unter Addition. Um
die Stabilität unter Multiplikation und Inversenbildung zu zeigen beachten wir,
daß für a ∈ C× offensichtlich gleichbedeutend sind:

1. a liegt in K;

2. |a| und a
|a| liegen in K;

3. Re(a) und Im(a) liegen in K.

Nun ist es unproblematisch, Punkte auf dem Einheitskreis mithilfe von Zirkel
und Lineal zu invertieren und zu multiplizieren. Daß das auch für reelle Zahlen
möglich ist, zeigen die nebenstehenden Abbildungen. Also ist K ein Teilkörper
von C. Nun zeigen wir, daß er stabil ist unter dem Bilden von Quadratwurzeln.
In der Tat ist klar, wie wir die Wurzeln von Punkten auf dem Einheitskreis mit
Zirkel und Lineal bestimmen können, und daß das Wurzelziehen mit Zirkel und
Lineal aus einer positiven reellen Zahl möglich ist, zeigt das nebenstehende Bild,
in dem ja gilt (h2 + a2) + (h2 + 12) = (a + 1)2, also h2 = a. Also ist K ⊂ C
ein Teilkörper, der stabil ist unter dem Bilden von Quadratwurzeln, und wir haben
Q ⊂ K gezeigt. Wir zeigen nun umgekehrtK ⊂ Q. Dafür müssen wir nur zeigen,
daß Q stabil ist unter elementaren Konstruktionen. Sicher ist Q stabil unter der
komplexen Konjugation, denn mit Q ist auch Q ∩ Q̄ ein unter dem Bilden von
Quadratwurzeln stabiler Unterkörper vonC. Eine komplexe Zahl z gehört folglich
zu Q genau dann, wenn ihr Real- und Imaginärteil zu Q gehören. Mit z = x+ iy
werden unsere aus Q elementar konstruierbaren Figuren nun aber beschrieben
durch Gleichungen der Gestalt

(x− a)2 + (y − b)2 = c
ax+ by = c

für geeignete a, b, c ∈ Q ∩ R, und simultane Lösungen zweier verschiedener der-
artiger Gleichungen sind in der Tat Lösungen von linearen oder quadratischen
Gleichungen mit Koeffizienten aus Q, ja sogar aus Q ∩ R. Im kompliziertesten
Fall des Schnitts zweier Kreise bildet man hierzu zunächst die Differenz beider
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Zur Konstruktion von Produkten und Inversen reeller Zahlen mit Zirkel und
Lineal
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Zur Konstruktion der Wurzel aus einer positiven reellen Zahl mit Zirkel und
Lineal
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Gleichungen und erhält so eine lineare Gleichung in x und y, die man anschlie-
ßend nach einer Variable auflöst und in eine der Kreisgleichungen einsetzt. Das
zeigt, daß Q ⊂ C stabil ist unter elementaren Konstruktionen. Da auch 0 und 1 zu
Q gehören, folgt K ⊂ Q.

Korollar 6.3.6.4 (Eine notwendige Bedingung für Konstruierbarkeit). Jede
konstruierbare Zahl ist algebraisch und ihr Grad über Q ist eine Zweierpotenz.

Vorschau 6.3.6.5. Das Umgekehrte gilt nicht. Es gibt durchaus algebraische kom-
plexe Zahlen, deren Grad über Q eine Zweierpotenz ist, die aber keineswegs
konstruierbar sind. Ein hinreichendes und notwendiges Kriterium können Sie in
6.4.4.15 kennenlernen: Eine algebraische komplexe Zahl ist konstruierbar genau
dann, wenn der Grad des Zerfällungskörpers ihres Minimalpolynoms als Körperer-
weiterung von Q eine Zweierpotenz ist.

Beweis. Es scheint mir offensichtlich, daß Q auch beschrieben werden kann als
die Vereinigung aller Teilkörper von C der Gestalt Q(α1, α2, . . . , αr) für Folgen
α1, α2, . . . , αr komplexer Zahlen mit der Eigenschaft α2

i ∈ Q(α1, α2, . . . , αi−1)
für alle i. In der Tat ist die Vereinigung aller derartigen Teilkörper offensichtlich
selbst ein Teilkörper von C und damit sicher der Kleinste unter dem Ziehen von
Quadratwurzeln stabile Teilkörper von C. Sei nun z unsere konstruierbare Zahl.
Nach dem Satz gibt es eine Kette von Körpererweiterungen

Q = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kr

mit [Ki : Ki−1] = 2 und z ∈ Kr. Es folgt [Kr : Q] = 2r und der Grad von z über
Q ist nach 6.3.4.12 ein Teiler von [Kr : Q].

Korollar 6.3.6.6 (Klassische unlösbare Konstruktionsaufgaben). 1. Das re-
gelmäßige Siebeneck ist nicht konstruierbar mit Zirkel und Lineal;

2. Die Seitenlänge eines Würfels mit Volumen Zwei ist nicht konstruierbar mit
Zirkel und Lineal;

3. Es gibt keine Konstruktion mit Zirkel und Lineal, die es erlaubt, einen be-
liebig vorgegebenen Winkel zu dritteln.

Ergänzung 6.3.6.7. Wir werden in 6.4.4.7 allgemeiner zeigen, daß sich für n ≥ 3
das regelmäßige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruieren läßt genau dann, wenn
die Anzahl ϕ(n) = |{a | 1 ≤ a ≤ n, 〈a, n〉 = 1}| der zu n teilerfremden
Zahlen unter n eine Zweierpotenz ist. Zum Beispiel ist das regelmäßige Dreieck
konstruierbar, aber nicht das regelmäßige Neuneck. Das heißt, daß der Winkel
2π/3 nicht mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden kann. Hier geben wir für diese
beiden Aussagen schon mal direkte Argumente.
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Ergänzung 6.3.6.8. Die Griechen scheinen in der hellenistischen Hochkultur Kon-
struktionen mit Zirkel und Lineal auf Papyrus in derselben Weise eingesetzt zu ha-
ben, wie bei uns bis etwa 1960 Rechenschieber, dann Taschenrechner, und mitt-
lerweile Laptops eingesetzt wurden und werden: Als unverzichtbare Hilfsmittel
des Ingenieurs. Das Ziehen von Kubikwurzeln etwa war wichtig, um gemäß der
Formel eines gewissen Philon die Dicke des Spannseils einer Wurfmaschine so zu
berechnen, daß sie ein vorgegebenes Gewicht über eine vorgegebene Entfernung
schleuderte. Mehr dazu findet man in [Rus05] in Abschnitt 2.3 und zu Ende des
Abschnitts 4.3.

Ergänzung 6.3.6.9. Die Frage der Würfelverdopplung, also die Frage, mit Zir-
kel und Lineal aus einer gegebenen Strecke eine weitere Strecke zu konstruieren
derart, daß das Längenverhältnis der beiden Strecken gerade 3

√
2 ist, heißt das De-

li’sche Problem. Diese Bezeichnung geht auf eine Geschichte zurück, nach der
das Orakel in Delphi den Deliern aufgab, zur Abwehr einer Pest den würfelförmi-
gen Altar ihres Tempels zu verdoppeln.

Beweis. 1. Nach der Bestimmung des siebten Kreisteilungspolynoms in 6.2.8.4
und der Gleichheit 6.3.3.6 vom Grad einer primitiven Körpererweiterung und dem
Grad des Minimalpolynoms eines jeden Erzeugers hat exp(2πi/7) den Grad 6
über Q und ist nach 6.3.6.4 also nicht konstruierbar.

2. Nach 6.3.3.6 hat die gesuchte Länge 3
√

2 als algebraische Zahl den Grad 3 über
Q und ist nach 6.3.6.4 also nicht konstruierbar.

3. Sicher gilt exp(2πi/3) ∈ K. Es reicht, exp(2πi/9) 6∈ K zu zeigen. Sicher ist
exp(2πi/9) = ζ eine Nullstelle des Polynoms X9 − 1. Natürlich zerfällt dieses
Polynom in

X9 − 1 = (X3 − 1)(X6 +X3 + 1)

und ζ ist Nullstelle des zweiten Faktors, unseres neunten Kreisteilungspolynom
aus 6.2.8.6. Es reicht zu zeigen, daß dieses Polynom irreduzibel ist über Q, denn
dann hat ζ den Grad 6 über Q und kann nach 6.3.6.4 nicht konstruierbar sein. In
6.4.4.2 werden wir zeigen, daß alle Kreisteilungspolynome irreduzibel sind. Hier
basteln wir nur ein schnelles Argument für unseren speziellen Fall zusammen,
vergleiche auch 6.2.8.7. In F3[X] gilt sicher (X9−1) = (X−1)9 und (X3−1) =
(X−1)3 und folglich X6 +X3 +1 = (X−1)6. Substituieren wir in X6 +X3 +1
nun X = Y + 1, so erhalten wir in F3[Y ] also das Polynom Y 6. Gehen wir wieder
über zuQ[Y ], so hat (Y +1)6+(Y +1)3+1 den konstanten Term 3. Damit können
wir aus dem Eisenstein-Kriterium 6.2.8.2 folgern, daß unser Polynom irreduzibel
ist.

Satz 6.3.6.10 (Konstruierbarkeit, Variante). Gegeben eine Teilmenge A ⊂ C
stimmen die folgenden beiden Teilmengen KA und QA von C überein:
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1. Die kleinste Teilmenge KA ⊂ C, die 0 und 1 enthält und A umfaßt und
stabil ist unter elementaren Konstruktionen;

2. Der kleinste Teilkörper QA ⊂ C, der A und Ā umfaßt und stabil ist unter
dem Bilden von Quadratwurzeln.

6.3.6.11. Gegeben eine Teilmenge A ⊂ C nennen wir die Elemente der Menge
KA aus 6.3.6.10 die ausA konstruierbaren Zahlen. Der Beweis unserer Variante
ist vollständig analog zum Beweis von 6.3.6.2 und bleibe dem Leser überlassen.
Durch Anwendung auf die einelementige Menge A = {a} und Beachtung der
Formel aā = 1 für Punkte auf dem Einheitskreis erkennt man daraus, daß ein
Winkel genau dann mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden kann, wenn für den
zugehörigen Punkt a auf dem Einheitskreis das Polynom X3 − a über Q(a) nicht
irreduzibel ist alias eine Nullstelle hat. Zum Beispiel lassen sich 360◦ und 180◦ mit
Zirkel und Lineal dritteln, denn X3 − 1 und X3 + 1 haben rationale Nullstellen.
Ebenso läßt sich 135◦ = 3 × 45◦ mit Zirkel und Lineal dritteln, denn für die pri-
mitive achte Einheitswurzel a = (i−1)/

√
2 ist a3 eine Nullstelle von X3−a. An-

dererseits läßt sich ein durch einen tranzendenten Punkt a auf dem Einheitskreis
gegebener Winkel nie mit Zirkel und Lineal dritteln, denn im Funktionenkörper
Q(X) ∼= Q(a) besitzt die Variable X offensichtlich keine dritte Wurzel.

6.3.7 Endliche Körper
Satz 6.3.7.1 (Klassifikation endlicher Körper). Die Kardinalität eines endlichen
Körpers ist stets eine echte Primzahlpotenz, und zu jeder echten Primzahlpotenz
gibt es bis auf nichteindeutigen Isomorphismus genau einen endlichen Körper mit
dieser Kardinalität.

6.3.7.2. Gegeben eine echte Primzahlpotenz q notiert man „den“ Körper mit q
Elementen meist Fq. Ich weiß nicht, ob F in diesem Zusammenhang für „finite“
oder für „field“, die englische Bezeichnung für Körper, steht.

Vorschau 6.3.7.3. Man kann zeigen, daß jeder endliche Schiefkörper schon ein
Körper ist, siehe zum Beispiel [Wei74], I, §1.

Beweis. Ein endlicher Körper F hat notwendig eine positive Charakteristik p =
charF > 0. Nach 6.3.1.6 ist diese Charakteristik p eine Primzahl und wir haben
eine Einbettung Fp ↪→ F. Damit wird F ein endlichdimensionaler Fp-Vektorraum.
Für r = dimFp F = [F : Fp] gilt dann offensichtlich |F| = pr. Das zeigt, daß
die Kardinalität eines endlichen Körpers stets eine Primzahlpotenz ist. Unser Satz
behauptet darüber hinaus, daß die Kardinalität eine Bijektion

{endliche Körper}/∼=
∼→ {echte Primzahlpotenzen}
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liefert. Wir unterbrechen nun den Beweis durch einen Satz und zwei Lemmata,
um die nötigen Hilfsmittel bereitzustellen.

Satz 6.3.7.4 (Zerfällung von Polynomen in Körpererweiterungen). Gegeben
ein Körper K und ein von Null verschiedenes Polynom P ∈ K[X] gibt es eine
endliche Körpererweiterung L von K derart, daß P als Element von L[X] in
Linearfaktoren zerfällt.

Beweis. Das folgt mit Induktion aus dem anschließenden Lemma 17.7.2.5, wenn
wir beachten, daß nach 3.5.2.43 jeder Körperhomomorphismus injektiv ist.

Vorschau 6.3.7.5. Natürlich folgt obiger Satz auch unmittelbar aus der Existenz
eines algebraischen Abschlusses 6.3.11.5. Diese Argumentation ist jedoch zumin-
dest im Rahmen der hier gegebenen Darstellung unzulässig, da unser Satz selbst
einen wesentlichen Baustein beim Beweis der Existenz algebraischer Abschlüsse
darstellt. Zumindest um das folgende Lemma kommt meines Wissens kein Beweis
für die Existenz algebraischer Abschlüsse herum.

Lemma 6.3.7.6 (Adjunktion von Nullstellen). Seien ein KörperK und ein nicht-
konstantes Polynom P ∈ K[X]\K gegeben. So gibt es einen Körperhomomor-
phismus i : K → L derart, daß das Bild i(P ) von P unter der von i auf den
Polynomringen induzierten Abbildung i = i[X] : K[X] → L[X] in L eine Null-
stelle hat.

6.3.7.7. Die Adjunktion von Quadratwurzeln haben Sie möglicherweise bereits
sozusagen zu Fuß als Übung 2.2.4.14 ausgearbeitet, um die komplexen Zahlen aus
den reellen Zahlen zu gewinnen. Das Verfahren aus dem Beweis unseres Lem-
mas wird in manchen Quellen als die Kronecker-Konstruktion bezeichnet. Es
ist eine gute Übung, im Fall der Adjunktion einer Quadratwurzel einen expliziten
Isomorphismus zwischen der hier konstruierten und der in 2.2.4.14 beschriebenen
Körpererweiterung anzugeben.

Beweis. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit P irreduzibel in K[X]. Dann
ist L := K[X]/〈P 〉 nach 6.2.4.22 als Quotient eines Hauptidealrings nach einem
von einem irreduziblen Element erzeugten Ideal ein Körper. Wir notieren Q̄ ∈ L
die Nebenklasse eines Polynoms Q ∈ K[X]. Jetzt betrachten wir den offensicht-
lichen Körperhomomorphismus

i : K → L = K[X]/〈P 〉

mit i(a) = ā und behaupten, daß die Nebenklasse X̄ ∈ L von X ∈ K[X] eine
Nullstelle des Polynoms i(P ) ∈ L[X] ist. In der Tat finden wir für unser Polynom
P = anX

n + . . . + a1X + a0 mit Koeffizienten aν ∈ K sofort i(P ) = ānX
n +

. . .+ ā1X + ā0 und dann

(i(P ))(X̄) = ānX̄
n

+ . . .+ ā1X̄ + ā0 = anXn + . . .+ a1X + a0 = P̄ = 0
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6.3.7.8. Gegeben ein Körper K und ein Polynom P ∈ K[X] und eine Körperer-
weiterung K ⊂ L und eine Nullstelle α ∈ L unseres Polynoms P sagen wir
auch, der Körper K(α) ⊂ L entstehe aus K durch Adjunktion einer Nullstelle
von P . Ist P ∈ K[X] irreduzibel, so induziert das Einsetzen von α für X einen
Körperisomorphismus

K[X]/〈P 〉 ∼→ K(α)

In diesem Sinne darf man also an die linke Seite denken, wenn von der „Adjunkti-
on einer Nullstelle eines Polynoms zu einem Körper“ die Rede ist, sofern besagtes
Polynom irreduzibel ist.

Beispiel 6.3.7.9. In F5 sind 0 und ±1 die einzigen Quadrate. Wir erhalten also
einen Körper mit 25 Elementen, indem wir zu F5 eine Wurzel aus 2 adjungieren,
und können alle Elemente dieses Körpers dann eindeutig schreiben in der Form
a+ b

√
2 mit a, b ∈ F5.

Lemma 6.3.7.10. Seien p eine Primzahl, q = pr mit r ≥ 1 eine echte Potenz
von p und L ein Körper der Charakteristik p. Zerfällt das Polynom Xq −X über
dem Körper L vollständig in Linearfaktoren, so bilden die Nullstellen unseres
Polynoms in L einen Unterkörper der Kardinalität q.

Beweis. Nach 3.5.2.37 ist die Abbildung F : L → L, a 7→ aq ein Körperho-
momorphismus. Die Nullstellen unseres Polynoms sind nun genau die Fixpunkte
dieses Körperautomorphismus, und als Fixpunkte eines Körperautomorphismus
bilden sie damit einen Unterkörper F vonL. Um zu zeigen, daß dieser Unterkörper
F genau q Elemente hat, müssen wir nachweisen, daß das Polynom Xq − X nur
einfache Nullstellen hat. Ist aber a eine Nullstelle, so gilt im Polynomring Fp[X]
die Gleichheit Xq−X = (X−a)q− (X−a) = ((X − a)q−1 − 1) (X−a). Also
ist jede Nullstelle unseres Polynoms einfach.

Beweis von 6.3.7.1, Fortsetzung. Jetzt können wir zeigen, daß es zu jeder echten
Potenz q einer Primzahl p auch tatsächlich einen Körper mit genau q Elementen
gibt. Wir finden ja nach 6.3.7.4 eine Körpererweiterung L von Fp, in der das Po-
lynom Xq −X ∈ Fp[X] vollständig in Linearfaktoren zerfällt, und nach 6.3.7.10
bilden die Nullstellen dieses Polynoms in L dann einen Unterkörper der Kardina-
lität q. Schließlich müssen wir, um unsere Klassifikation der endlichen Körper ab-
zuschließen, noch zeigen, daß je zwei endliche Körper derselben Kardinalität iso-
morph sind. Ist F ein endlicher Körper mit q = pr Elementen, so gilt aq−1 = 1 für
alle a ∈ F× nach 4.4.3.8, also haben wir aq − a = 0 für alle a ∈ F. Insbesondere
sind die Minimalpolynome der Elemente von F über Fp genau die Fp-irreduziblen
Faktoren des Polynoms Xq − X ∈ Fp[X]. Die Erzeuger der Körpererweiterung
F sind damit genau die Nullstellen der Fp-irreduziblen Faktoren P vom Grad r
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unseres Polynoms Xq−X . Nach 4.4.4.17 gibt es solche Erzeuger und damit auch
solche Faktoren und mit 6.3.3.3 folgt

F ∼= Fp[X]/〈P 〉

für einen und jeden Fp-irreduziblen Faktor P vom Grad r des Polynoms Xq −X .
Das zeigt, daß ein endlicher Körper durch die Zahl seiner Elemente bis auf Iso-
morphismus eindeutig bestimmt ist. Das Argument zeigt nebenbei bemerkt auch,
wie man in endlichen Körpern explizit rechnen kann.

6.3.7.11. Teile dieses Beweises lassen sich mithilfe der allgemeinen Theorie, so-
bald wir sie einmal entwickelt haben, auch schneller erledigen: Die Eindeutigkeit
erhält man aus dem Satz 6.3.8.2 über die Eindeutigkeit von Zerfällungskörpern.
Die Existenz folgt wie oben daraus, daßXq−X keine mehrfachen Nullstellen hat,
aber das kann man nach 6.3.9.14 auch daraus folgern, daß die Ableitung dieses
Polynoms keine Nullstellen hat.

Satz 6.3.7.12 (Endliche Erweiterungen endlicher Körper). Gegeben ein endli-
cher Körper F liefert die Kardinalität eine Bijektion

{Unterkörper K ⊂ F} ∼→ {q ∈ N | ∃d ∈ N mit qd = |F |}
K 7→ |K|

6.3.7.13. Gegeben zwei endliche Körper läßt sich insbesondere der eine in den
anderen einbetten genau dann, wenn die Kardinalität des einen eine Potenz der
Kardinalität des anderen ist. Mit den Methoden der Galois-Theorie werden wir
dies Resultat in 6.4.3.3 sehr viel müheloser einsehen können als im folgenden
Beweis.

Beweis. Für den Grad d = [F : K] unserer Körpererweiterung gilt sicher |F | =
|K|d, also liefert die Kardinalität jedenfalls eine Abbildung zwischen den im Satz
beschriebenen Mengen. Weiter muß unser Unterkörper K, wenn es ihn denn gibt,
genau aus den (|K| − 1)-ten Einheitswurzeln von F mitsamt der Null bestehen,
und das zeigt die Injektivität unserer Abbildung. Für den Nachweis ihrer Surjek-
tivität überlegen wir uns zunächst, daß es in Fqr stets genau (q − 1) Elemente der
Ordnung q−1 gibt. Das ist klar, da F×qr eine zyklische Gruppe der Ordnung qr−1
ist und da gilt (q−1)|(qr−1), genauer ist der Quotient ja qr−1 +qr−2 + . . .+q+1.
Also gibt es in Fqr genau q Lösungen der Gleichung Xq − X und nach 6.3.7.10
bilden diese einen Unterkörper von Fqr mit q Elementen.

Übungen

Übung 6.3.7.14. Ein endlicher Körper kann nie algebraisch abgeschlossen sein.
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Übung 6.3.7.15. Geben Sie einen Körperisomorphismus F5(
√

2)
∼→ F5(

√
3) an

als F5-lineare Abbildung in Bezug auf die Basen 1,
√

2 links und 1,
√

3 rechts.

Ergänzende Übung 6.3.7.16 (Partialbruchzerlegung). Ist k ein Körper, so wird
eine k-Basis des Funktionenkörpers k(X) gebildet von erstens den (Xn)n≥1 mit-
samt zweitens den

(XdP−n)n≥1, gradP>d≥0

für P ∈ k[X] normiert und irreduzibel zuzüglich drittens der 1 aus k(X). Für
den Fall k algebraisch abgeschlossen vergleiche man 3.5.5.12. Sonst ziehe man
sich für den Beweis der linearen Unabhängigkeit mit 6.3.7.4 auf den Fall von in
Linearfaktoren zerfallenden Nennern zurück.

Ergänzende Übung 6.3.7.17. Man bestimme die Partialbruchzerlegung, also die
Darstellung in der Basis aus 6.3.7.16, von (1 + x4)−1 in R(X).

Übung 6.3.7.18. Man zeige, daß es im Polynomring über einem endlichen Körper
irreduzible Polynome von jedem positiven Grad gibt.

Ergänzende Übung 6.3.7.19. Geben Sie Verknüpfungstafeln für die Addition und
die Multiplikation eines Körpers mit vier Elementen an.

6.3.8 Zerfällungskörper
Definition 6.3.8.1. Sei K ein Körper und P ∈ K[X]\0 ein von Null verschiede-
nes Polynom. Unter einem minimalen Zerfällungskörper oder kurz Zerfällungs-
körper von P verstehen wir eine Körpererweiterung L/K derart, daß (1) das Po-
lynom P in L[X] vollständig in Linearfaktoren zerfällt und daß (2) der Körper
L über K erzeugt wird von den Nullstellen von P . Mit einem Zerfällungskörper
meint man also eigentlich eine Körpererweiterung und sollte deshalb besser von
einer Zerfällungserweiterung reden, aber das tut kein Mensch.

Satz 6.3.8.2 (Existenz und Eindeutigkeit von Zerfällungskörpern). Seien K
ein Körper und P ∈ K[X]\0 ein von Null verschiedenes Polynom. So existieren
Zerfällungskörper von P , und sind L/K und L′/K zwei Zerfällungskörper von P ,
so gibt es einen Körperisomorphismus L ∼→ L′, der auf K die Identität induziert.

6.3.8.3. Die Existenz eines Zerfällungskörpers folgt leicht aus Satz 6.3.7.4, nach
dem es für jedes Polynom eine Körpererweiterung gibt, in der es in Linearfaktoren
zerfällt: Wir müssen darin dann nur noch den von besagten Nullstellen erzeugten
Teilkörper betrachten. Die Eindeutigkeit zeigen wir erst nach den Beweis von
6.3.8.13.

6.3.8.4 (Fragen der Eindeutigkeit und Terminologie). Da ein Zerfällungskörper
für ein Polynom damit in gewisser Weise eindeutig ist, spricht man auch oft von
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dem Zerfällungskörper eines Polynoms. Das ist jedoch auch wieder irreführend:
Im allgemeinen gibt es nämlich zwischen zwei Zerfällungskörpern L,L′ dessel-
ben Polynoms durchaus verschiedene Isomorphismen L ∼→ L′, und das auch dann
noch, wenn wir die naheliegende Forderung stellen, daß unsere Isomorphismen
auf K die Identität induzieren sollen. Zerfällungskörper eines vorgegebenen Po-
lynoms sind in diesem Sinne „wohlbestimmt bis auf nicht eindeutigen Isomor-
phismus“. Sie sollten bereits einige Strukturen kennen, die wohlbestimmt sind bis
auf nicht eindeutigen Isomorphismus: Mengen mit zwei Elementen, Gruppen mit
drei Elementen, eindimensionale Vektorräume über einem gegebenen Körper, etc.
Beispiele für Strukturen, die wohlbestimmt sind bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus, wären dahingegen: Mengen mit einem Element, Gruppen mit zwei Elemen-
ten, der Ring der ganzen Zahlen, der Körper der rationalen Zahlen, der Körper
der reellen Zahlen. Eigentlich bräuchte man eben zum Schreiben über Mathema-
tik außer dem bestimmten und dem unbestimmten Artikel noch ein Zwischending
für „wohlbestimmt bis auf nicht eindeutigen Isomorphismus“, aber es wäre wohl
vermessen, die deutsche Grammatik dahingehend erweitern zu wollen. Wir sind
mit unseren beiden Arten von Artikeln verglichen etwa mit dem Russischen so-
gar schon gut bedient. Sie werden das merken, sobald Sie mathematische Artikel
lesen, die aus dieser Sprache übersetzt sind: Oft sind dann in der Übersetzung oh-
ne Verstand bestimmte oder unbestimmte Artikel gewählt worden, was man dann
beim Lesen erst im Geiste korrigieren muß, damit sich ein sinnvoller Text ergibt.
Um diese Phänomene der „Wohlbestimmtheit bis auf nicht eindeutigen Isomor-
phismus“ im vorliegenden Fall begrifflich zu fassen, führen wir zunächst einmal
eine geeignete Terminologie ein.

Definition 6.3.8.5. SeiK ein Kring. Unter einemK-Kring verstehen wir ein Paar
(L, i) bestehend aus einem Kring L und einem Ringhomomorphismus i : K → L.
Ist (M, j) ein weitererK-Kring, so verstehen wir unter einem Homomorphismus
vonK-Kringen L→M einen Kringhomomorphismus ϕ : L→M mit ϕ◦i = j.
Alternativ sprechen wir auch von einem Homomorphismus über K. Die Menge
aller solchen Homomorphismen notieren wir

KringK(L,M)

Einen bijektiven Ringhomomorphismus über K nennen wir auch einen Isomor-
phismus von K-Kringen oder einen Isomorphismus über K.

Beispiel 6.3.8.6. Unser Satz 3.5.3.5 über das Einsetzen in Polynome kann in dieser
Terminologie dahingehend formuliert werden, daß für jeden Kring K und jeden
K-Kring (R, i) das Auswerten ϕ 7→ ϕ(X) bei X eine Bijektion

KringK(K[X], R)
∼→ R
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liefert. Die Umkehrabbildung ordnet jedem Element b ∈ R den durch das Einset-
zen von b nach 3.5.3.9 erklärten Ringhomomorphismus K[X] → R zu. Dasselbe
gilt allgemeiner für jede K-Ringalgebra R.

Definition 6.3.8.7. Ist K ein Körper, so bezeichnen wir einen K-Kring, der sei-
nerseits ein Körper ist, auch als eine Körpererweiterung von K. Das hatten
wir bereits in 6.3.2.3 angedeutet. Wenn wir pedantisch sein wollen, sprechen
wir von einer „Körpererweiterung im verallgemeinerten Sinne“. Unsere Homo-
morphismen und Isomorphismen von K-Kringen nennen wir in diesem Kontext
Homomorphismen beziehungsweise Isomorphismen von Körpererweiterun-
gen. Fassen wir i : K ↪→ L auf als die Einbettung eines Unterkörpers K ⊂ L
und ist j : K → M ein weiterer Körperhomomorphismus, so nennen wir einen
Körperhomomorphismus L → M über K auch eine Ausdehnung von j auf L
und benutzen Notationen wie zum Beispiel ̃ : L→M .

Ergänzung 6.3.8.8. Ist K ein Körper, so ist jeder K-Kring im Sinne der vor-
hergehenden Definition 6.3.8.5 eine K-Kringalgebra im Sinne unserer Definition
4.7.9.1, und jede K-Kringalgebra A wird umgekehrt durch den einzigen Homo-
morphismus K → A von K-Kringalgebren zu einem K-Kring. Diese beiden
Konzepte sind also äquivalent.

Proposition 6.3.8.9 (Ausdehnungen auf primitive Erweiterungen). Gegeben
eine Körpererweiterung j : K ↪→M und eine primitive algebraische Erweiterung
K(α) vonK werden die Ausdehnungen von j zu einer Einbettung ̃ : K(α) ↪→M
parametrisiert durch die Nullstellen in M des Minimalpolynoms von α über K.
Genauer liefert das Auswerten an α eine Bijektion

KringK(K(α),M)
∼→ {β ∈M | Irr(α,K)(β) = 0}

ϕ 7→ ϕ(α)

6.3.8.10. In der Formulierung dieser Proposition haben wir beim Auswerten des
Polynoms Irr(α,K) ∈ K[X] auf β ∈M stillschweigend die Elemente vonK mit
ihren Bildern in M unter j identifiziert. Die Proposition gilt unverändert und mit
demselben Beweis auch allgemeiner für jeden K-Kring M , ja für jede Ringalge-
bra M über K.
Beispiel 6.3.8.11. Wir haben im Fall K = Q, M = C, α = i etwa

KringQ(Q(i),C)
∼→ {β ∈ C | β2 + 1 = 0}

ϕ 7→ ϕ(i)

Beweis. Wir setzen P := Irr(α,K) und etablieren der Reihe nach die Bijektionen

KringK(K[X],M)
∼→ M ϕ 7→ ϕ(X)

KringK(K[X]/〈P 〉,M)
∼→ {β ∈M | P (β) = 0} ϕ 7→ ϕ(X̄)

KringK(K(α),M)
∼→ {β ∈M | P (β) = 0} ϕ 7→ ϕ(α)
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Die Erste in 6.3.8.6 und gilt für jeden KringK und jedenK-KringM . Die Zweite
gilt für jeden Kring K und jeden K-Kring M und jedes Polynom P ∈ K[X] und
folgt aus der universellen Eigenschaft des Quotienten, da für ϕ gegeben durch
ϕ(X) = β eben ϕ(P ) = 0 gleichbedeutend ist zu P (β) = 0. Die Dritte folgt, da
unter den Annahmen der Proposition das Einsetzen von α einen Isomorphismus
K[X]/〈P 〉 ∼→ K(α) induziert.

Lemma 6.3.8.12 (Primitives Ausdehnbarkeitskriterium). Sei ein kommutati-
ves Dreieck von Körperhomomorphismen gegeben wie in der rechten Hälfte des
Diagramms

K

  @@@@@@@@
// L //

��

L(α)

||y
y

y
y

M

und sei L ⊂ L(α) eine primitive Körpererweiterung von L mit α algebraisch
über K derart, daß das Minimalpolynom Irr(α,K) in M [X] vollständig in Line-
arfaktoren zerfällt. So laßt sich der Körperhomomorphismus L → M wie durch
den gestrichelten Pfeil angedeutet zu einem Körperhomomorphismus L(α)→M
ausdehnen.

Beweis. Das Minimalpolynom Irr(α,L) ist ein Teiler von Irr(α,K) und muß des-
halb nach Annahme eine Nullstelle β ∈ M haben. Nach 6.3.8.9 erhalten wir für
jede solche Nullstelle eine Ausdehnung durch α 7→ β.

Proposition 6.3.8.13 (Allgemeines Ausdehnbarkeitskriterium). Sei ein kom-
mutatives Dreieck von Körperhomomorphismen gegeben wie in der rechten Hälfte
des Diagramms

K

  @@@@@@@@
// L //

��

L(α1, . . . , αn)

xxq q q q q q

M

und seien α1, . . . , αn algebraisch über K derart, daß alle ihre Minimalpolyno-
me Irr(αi, K) in M [X] vollständig in Linearfaktoren zerfallen. So laßt sich der
Körperhomomorphismus L→M wie durch den gestrichelten Pfeil angedeutet zu
einem Körperhomomorphismus L(α1, . . . , αn)→M ausdehnen.

Beweis. Das folgt induktiv aus dem Ausdehnbarkeitskriterium für primitive Er-
weiterungen 6.3.8.12.

Vorschau 6.3.8.14. Diese Proposition wird auch unmittelbar aus der allgemeine-
ren und vielleicht „glatteren“ Aussage 6.3.11.9 über Einbettungen in den algebrai-
schen Abschluß folgen: Mit 6.3.11.3.2 dürfen wir M algebraisch über K anneh-
men. Nach 6.3.11.9 läßt sich M dann über K in einen algebraischen Abschluß K̄
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von K einbetten. Wieder nach 6.3.11.9 können wir auch K(α1, . . . , αn) über K
in K̄ einbetten, und nach Annahme liegt sein Bild dann notwendig im Bild von
M .

Beweis der Eindeutigkeit von Zerfällungskörpern 6.3.8.2. Proposition 6.3.8.13 lie-
fert uns Injektionen L ↪→ L′ und L′ ↪→ L über K. Da hier beide Seiten endlichdi-
mensionale Vektorräume sind über K, und da unsere Injektionen beide K-linear
sind, müssen sie beide Isomorphismen sein.

Satz 6.3.8.15 (Maximalzahl von Ausdehnungen). Gegeben eine Körpererweite-
rung ist die Zahl der Ausdehnungen auf den Erweiterungskörper eines Homomor-
phismus des Grundkörpers in irgendeinen weiteren Körper beschränkt durch den
Grad unserer Körpererweiterung. Ist also in Formeln L/K eine endliche Körper-
erweiterung und j : K ↪→M ein Körperhomomorphismus, so gilt

|KringK(L,M)| ≤ [L : K]

Erster Beweis. Gibt es einen Zwischenkörper L′ mitK ⊂ L′ ⊂ L aberK 6= L′ 6=
L, so folgt der Satz mit vollständiger Induktion über den Grad unserer Körperer-
weiterung. Sonst gilt L = K(α) für ein α ∈ L, und die Erweiterungen von j zu
einer Einbettung von K(α) in M werden nach 6.3.8.9 parametrisiert durch die
Nullstellen in M des Minimalpolynoms von α über K. Dieses Polynom hat aber
den Grad [K(α) : K] und höchstens ebensoviele Nullstellen in M .

Zweiter Beweis. Seien σ1, . . . , σr paarweise verschiedene K-lineare Körperho-
momorphismen L → M . Nach Satz 6.3.8.16 über die lineare Unabhängigkeit
von Charakteren, den wir im Anschluß beweisen, sind sie linear unabhängig im
M -Vektorraum Ens(L,M). Gegeben eineK-BasisB ⊂ L von L bleiben ihre Re-
striktionen imM -Vektorraum Ens(B,M) offensichtlich linear unabhängig und es
folgt r ≤ |B|.

Satz 6.3.8.16 (Lineare Unabhängigkeit von Charakteren). Die Menge aller
Homomorphismen von einer Gruppe in die multiplikative Gruppe eines Körpers
ist stets linear unabhängig im Vektorraum aller Abbildungen von besagter Gruppe
in besagten Körper.

6.3.8.17. Dasselbe gilt mit demselben Beweis allgemeiner auch für die Menge
aller Homomorphismen von einem Monoid in die multiplikative Gruppe eines
Körpers.

Beweis. Bezeichnen wir unsere Gruppe mit G und unserem Körper mit M , so
behaupten wir in Formeln, daß Grp(G,M×) eine linear unabhängige Teilmenge
des M -Vektorraums Ens(G,M) ist. Sei in der Tat sonst

a1χ1 + a2χ2 + . . .+ anχn = 0
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eine nichttriviale lineare Relation kürzestmöglicher Länge mit ai ∈ M und χi :
G→ M× paarweise verschiedenen Gruppenhomomorphismen. Wegen χ(1) = 1
für alle Charaktere χ haben wir notwendig n ≥ 2. Wegen χ1 6= χ2 finden wir
g ∈ G mit χ1(g) 6= χ2(g). Unsere Gleichung impliziert nun aber für jedes und
insbesondere auch für dieses g ∈ G durch Substituieren von gh für h beziehungs-
weise Multiplizieren mit χ1(g) die Gleichungen

a1χ1(g)χ1 + a2χ2(g)χ2 + anχn(g)χn = 0
a1χ1(g)χ1 + a2χ1(g)χ2 + anχ1(g)χn = 0

Deren Differenz wäre dann eine kürzere und wegen χ1(g) 6= χ2(g) nichttriviale
Linearkombination im Widerspruch zu unserer Annahme.

Definition 6.3.8.18. Eine Körpererweiterung heißt algebraisch, wenn alle Ele-
mente der Erweiterung algebraisch sind über dem Grundkörper.

6.3.8.19. Jede endliche Körpererweiterung ist also nach 6.3.4.7 auch algebraisch.
Genauer ist nach 6.3.4.7 eine Körpererweiterung algebraisch genau dann, wenn
sie eine Vereinigung von Teilerweiterungen ist, die jeweils endlich sind über dem
Grundkörper.

Definition 6.3.8.20. Eine Körpererweiterung L/K heißt normal, wenn sie alge-
braisch ist und wenn gilt: Jedes irreduzible Polynom mit Koeffizienten im Grund-
körper P ∈ K[X], das im Erweiterungskörper L eine Nullstelle hat, zerfällt im
Polynomring L[X] über dem Erweiterungskörper bereits vollständig in Linearfak-
toren.

6.3.8.21 (Diskussion der Terminologie). In der älteren Literatur, zum Beispiel in
[Art], wird der Begriff „normal“ manchmal auch abweichend definiert als diejeni-
ge Eigenschaft einer Körpererweiterung, die wir später mit „Galois“ bezeichnen
werden. Ich finde die Begriffsbildung in beiden Varianten ungeschickt: Normaler-
weise ist eine Körpererweiterung nämlich keineswegs normal im mathematischen
Sinne, oder um es anders auszudrücken: Normal zu sein ist für Körpererweite-
rungen etwas ganz Besonderes. Aber gut, ein Psychologe ist vermutlich durchaus
auch der Ansicht, daß es für einen Menschen etwas ganz Besonderes ist, normal
zu sein, und für eine Körpererweiterung erst recht: So fern vom umgangssprach-
lichen Wortsinn ist unsere mathematische Terminologie also auch wieder nicht.

Beispiele 6.3.8.22. Q(
√

2) ist normal über Q, aber Q( 3
√

2) ist nicht normal über
Q, denn wir können Q( 3

√
2) einbetten in R und die beiden anderen Wurzeln des

in Q[X] irreduziblen Polynoms X3 − 2 sind nicht reell.

Satz 6.3.8.23 (Charakterisierung normaler Erweiterungen). Für eine endliche
Körpererweiterung L/K sind gleichbedeutend:
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1. L/K ist normal;

2. L ist der Zerfällungskörper eines Polynoms P ∈ K[X].

Beweis. 1⇒2. Ist L normal über K und erzeugt von α1, . . . , αr, so ist L ein Zer-
fällungskörper für das Produkt der Minimalpolynome Irr(αi, K) der αi über K.
Für die andere Implikation machen wir einen Umweg und zeigen zusätzlich die
Äquivalenz zu der folgenden technischen Aussage:

3. Für jede Einbettung j : K ↪→ M von K in einen beliebigen weiteren
Körper M haben alle Fortsetzungen von j zu Einbettungen ϕ, ψ : L ↪→ M
dasselbe Bild, in Formeln

ϕ(L) = ψ(L) ∀M, ∀j : K ↪→M, ∀ϕ, ψ ∈ KringK(L,M)

Jetzt zeigen wir 2⇒3⇒1 und beginnen mit 2⇒3. Sowohl ϕ als auch ψ identifi-
zieren die Nullstellen von P in L mit den Nullstellen von P in M , wenn auch
nicht notwendig in derselben Weise. Da nun L erzeugt wird über K von den Null-
stellen von P , ist sowohl ϕ(L) als auch ψ(L) der von allen Nullstellen von P
in M über K erzeugte Teilkörper und es folgt ϕ(L) = ψ(L). Schließlich zei-
gen wir noch 3⇒1. Sei P ∈ K[X] irreduzibel mit einer Nullstelle α ∈ L. Wir
ergänzen α zu einem endlichen Erzeugendensystem von L über K, sagen wir
L = K(α, α1, . . . , αr). Dann wählen wir für M eine Körpererweiterung von L,
in der sowohl das Minimalpolynom von α als auch die Minimalpolynome aller αi
vollständig in Linearfaktoren zerfallen. Für jede Nullstelle β ∈ M von P können
wir unsere Einbettung K ↪→ M zunächst nach 6.3.8.9 fortsetzen zu einer Einbet-
tung K(α) ↪→ M mit α 7→ β und dann nach 6.3.8.13 weiter zu einer Einbettung
ϕ : L ↪→ M . Jede Nullstelle von P in M liegt also in ϕ(L) für ein und damit
jedes ϕ ∈ KringK(L,M). Also zerfällt unser Polynom P bereits in ϕ(L) und a
forteriori in L vollständig in Linearfaktoren.

6.3.8.24. Unter formalen Gesichtspunkten ist es im vorhergehenden Beweis un-
schön um nicht zu sagen falsch, über alle Körper zu quantifizieren. Es reicht aber
offensichtlich aus, Aussage 3 nur für die Zerfällungskörper M aller von Null ver-
schiedenen Polynomen aus K[X] zu fordern, um daraus wieder Aussage 1 zu
folgern.

Proposition 6.3.8.25 (Vergrößern zu normaler Erweiterung). Jede endliche
Körpererweiterung läßt sich zu einer endlichen normalen Körpererweiterung ver-
größern.

Beweis. Gegeben eine endliche Körpererweiterung L/K behaupten wir in For-
meln, daß es stets eine endliche Erweiterung N/L gibt, für die N/K normal ist.
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Um das zu zeigen, nehmen wir Erzeuger α1, . . . , αr von L über K und konstruie-
ren N als einen Zerfällungskörper über L des Produkts ihrer Minimalpolynome.
Dies N ist dann natürlich auch ein Zerfällungskörper des besagten Produkts über
K und damit normal über K.

Übungen

Übung 6.3.8.26. Man zeige, daß eine algebraische Körpererweiterung eines un-
endlichen Körpers stets dieselbe Kardinalität hat wie der Ausgangskörper. Die-
se Erkenntnis wird bei einer Konstrution des algebraischen Abschlusses benötigt
werden.

Übung 6.3.8.27. Es sei K ein Körper, P ∈ K[X] ein Polynom vom Grad n und
L/K der Zerfällungskörper von P . Zeigen Sie die Abschätzung [L:K] ≤ n!.
Mutige zeigen stärker [L:K]|n!. Hinweise: Induktion über den Grad n von P .
Man beachte n!m!|(n+m)! nach der Formel für die Binomialkoeffizienten im Fall
eines nicht irreduziblen Polynoms. Im Fall eines irreduziblen Polynoms entsteht
durch Adjunktion einer Nullstelle eine Körpereweiterung vom Grad n.

Übung 6.3.8.28. Es seien M/L und L/K endliche oder allgemeiner algebraische
Körpererweiterungen. Ist M/K normal, so ist auch M/L normal. Sind L1 und L2

normale Körpererweiterungen vonK und L1, L2 ⊂M , so ist L1∩L2 normal über
K. Geben Sie ein Beispiel für Körper M ⊃ L ⊃ K an, bei dem M/L und L/K
jeweils normal sind, M/K jedoch nicht normal ist.

Übung 6.3.8.29. Man formuliere präzise und zeige, daß es bis auf nichteindeuti-
gen Isomorphismus genau ein minimales N wie in Proposition 6.3.8.25 gibt. Dies
N heißt die normale Hülle von L über K.

Übung 6.3.8.30. Jede endliche Körpererweiterung von R ist isomorph im Sinne
von 6.3.8.5 zu R oder C. Hinweis: C ist bekanntlich algebraisch abgeschlossen.

Ergänzende Übung 6.3.8.31. Sei k ein Körper und a ∈ k× und n ≥ 1. Man zeige,
daß im Zerfällungskörper des PolynomsXn−a auch das PolynomXn−1 stets in
Linearfaktoren zerfällt, daß aber umgekehrt im Zerfällungskörper des Polynoms
Xn − 1 ein Polynom Xn − a nicht notwendig in Linearfaktoren zerfallen muß.

Übung 6.3.8.32. Gegeben eine endliche Körpererweiterung K ⊂ L zeige man,
daß jedes Polynom aus dem Polynomring L[X] Teiler eines Polynoms aus dem
Polynomring K[X] ist.

Übung 6.3.8.33. Gegeben eine Primzahl p und zwei primitive p-te Einheitswur-
zeln ζ, ξ ∈ C gilt Q(ζ) = Q(ξ) und es gibt genau einen Körperhomomorphismus
Q(ζ) → Q(ζ) mit ζ 7→ ξ. Hinweis: Irreduzibilität des p-ten Kreisteilungspoly-
noms 6.2.8.4.
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6.3.9 Vielfachheit von Nullstellen
6.3.9.1. Unter einer mehrfachen Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten in
einem Körper oder allgemeiner einem kommutativen Integritätsbereich verstehen
wir eine Nullstelle der Vielfachheit mindestens Zwei. Sagen wir, unser Polynom
habe „mehrfache Nullstellen“, so ist gemeint, daß es mindestens eine mehrfache
Nullstelle haben soll. Eigentlich wäre es gemäß unserer allgemeinen Konventio-
nen 2.1.7.3 präziser, zu sagen, es habe „eine mehrfache Nullstelle“, aber das ist
unüblich. Möglicherweise rührt das daher, daß man eine mehrfache Nullstelle ger-
ne denkt als „mehrere Nullstellen, die zusammenfallen“. Das Nullpolynom hat
stets mehrfache Nullstellen, bei ihm haben ja sogar alle Nullstellen die Vielfach-
heit∞.

Satz 6.3.9.2 (Mehrfache Nullstellen bei Irreduzibilität über Teilkörper). Seien
K ⊂ L Körper. Gilt charK = 0 oder ist K endlich, so hat ein K-irreduzibles
Polynom P ∈ K[X] keine mehrfachen Nullstellen in L.

6.3.9.3. Wir werden in 6.3.9.17 und 6.3.9.24 sogar noch etwas allgemeinere Aus-
sagen zeigen. Das braucht jedoch einige Vorbereitungen.
Beispiel 6.3.9.4 (Ein K-irreduzibles Polynom mit mehrfachen L-Nullstellen).
In positiver Charakteristik können irreduzible Polynome über einem Körper durch-
aus mehrfache Nullstellen in einem Erweiterungskörper haben. Um ein Beispiel
anzugeben, beachten wir zunächst, daß für K ein Körper positiver Charakteristik
charK = p > 0 jedes Element a ∈ K höchstens eine p-te Wurzel in K hat. In
der Tat folgt aus bp = a leicht (Xp − a) = (X − b)p, mithin ist b die einzige
Nullstelle des Polynoms Xp − a. Betrachten wir nun den Körper K := Fp(T ),
so besitzt das Element a := T keine p-te Wurzel in K, denn die Menge der p-ten
Potenzen von Elementen von Fp(T ) kann explizit beschrieben werden als Fp(T p)
und enthält T nicht. Das Polynom Xp − T ist nun sogar K-irreduzibel, da je-
der seiner normierten K-irreduziblen Faktoren das Minimalpolynom Irr( p

√
T ,K)

sein muß, so daß unser Polynom, da es auch selbst normiert ist, eine Potenz die-
ses Minimalpolynoms sein muß. Das läßt aber wegen p prim nur die Möglichkeit
Xp − T = Irr( p

√
T ,K) offen. Dies Polynom ist also K-irreduzibel und hat in

seinem Zerfällungskörper mehrfache Nullstellen, genauer eine einzige Nullstelle
p
√
T der Vielfachheit p.

Definition 6.3.9.5. Für ein Polynom P = anX
n + . . . + a2X

2 + a1X + a0 mit
Koeffizienten in einem beliebigen Ring R erklären wir seine Ableitung oder
genauer formale Ableitung P ′ ∈ R[X] durch die Vorschrift

P ′ := nanX
n−1 + . . .+ 2a2X + a1

Lemma 6.3.9.6 (Ableitungsregeln). Auch für unser formales Ableiten gelten die
Summenregel (P +Q)′ = P ′ +Q′ und die Produktregel (PQ)′ = P ′Q+ PQ′.
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Beweis. Die Summenregel ist offensichtlich. Bei der Produktregel sind mithin
beide Seiten additiv in P und Q und wir dürfen uns deshalb auf den Fall P =
aX i und Q = bXj zurückziehen. In diesem Fall prüft man die Formel leicht
explizit.

Lemma 6.3.9.7 (Ableitung und mehrfache Nullstellen). GegebenK ein Körper,
g ∈ K[X] ein Polynom und α ∈ K eine Nullstelle von g ist α genau dann eine
mehrfache Nullstelle von g, wenn auch die Ableitung g′ von g bei α verschwindet.

Beispiel 6.3.9.8. Sei p eine Primzahl. Unser Polynom P := Xp − T mit Koeffi-
zienten in Fp(T ) hat nach 6.3.9.4 in seinem Zerfällungskörper Fp( p

√
T ) nur eine

einzige Nullstelle α = p
√
T der Vielfachheit p. Nach unserem Lemma muß also

gelten P ′(α) = 0. In unserem Fall ist sogar stärker P ′ = 0 selbst das Nullpoly-
nom.

Beweis. Aus g = (x − α)2f folgt mit der Produktregel 6.3.9.6 leicht g′(α) = 0.
Gilt umgekehrt g(α) = g′(α) = 0 und schreiben wir g = (x−α)h, so folgt wieder
mit der Produktregel 6.3.9.6 aus g′(α) = 0 unmittelbar h(α) = 0.

6.3.9.9. Gegeben ein Körper K und Polynome f, g ∈ K[X], die nicht beide Null
sind, gibt es genau ein normiertes Polynom d ∈ K[X], das das von f und g
erzeugte Ideal erzeugt, in Formeln

〈f, g〉 = 〈d〉

Per definitionem gilt d|f und d|g und es gibt a, b ∈ K[X] mit d = af + bg.
Insbesondere folgt für ein Polynom c aus c|f und c|g bereits c|d. Mithin ist d der
eindeutig bestimmte normierte gemeinsame Teiler größtmöglichen Grades von f
und g. Wir nennen d den normierten größtgradigen gemeinsamen Teiler von f
und g. Man kann ihn, analog wie in 3.4.4.18 im Fall der ganzen Zahlen erklärt,
mit dem euklidischen Algorithmus unschwer explizit berechnen.

Ergänzung 6.3.9.10. Analog finden wir, daß jede Menge von Polynomen in einer
Veränderlichen mit Koeffizienten einem Körper, die mindestens ein von Null ver-
schiedenes Polynom enthält, genau einen normierten größtgradigen gemeinsamen
Teiler besitzt.

Proposition 6.3.9.11 (Körpererweiterungen und Polynomdivision). Es seien
K ⊂ L Körper und f, g ∈ K[X] Polynome mit g 6= 0. So gilt:

1. Das Teilen mit Rest von f durch g führt zum selben Resultat unabhängig
davon, ob wir es in K[X] oder in L[X] durchführen;

2. Genau dann ist g ein Teiler von f in L[X], wenn dasselbe gilt in K[X];
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3. Der normierte größtgradige gemeinsame Teiler von f und g in K[X] ist
auch der normierte größtgradige gemeinsame Teiler von f und g in L[X].

Beweis. 1. Schreiben wir f = qg + r mit grad r < grad g, so sind q und r schon
eindeutig bestimmt. Insbesondere ist die Lösung in K[X] auch die einzig mögli-
che Lösung in L[X].

2. Das ist der Spezialfall von Teil 1 mit Rest r = 0.

3. Seien dazu dK beziehungsweise dL der normierte größtgradige gemeinsame
Teiler von f und g in K[X] beziehungsweise in L[X] nach 6.3.9.9. Natürlich ist
dK auch ein gemeinsamer Teiler in L[X], also gilt dK |dL nach 6.3.9.9. Anderer-
seits haben wir eine Darstellung dK = qf + pg mit q, p ∈ K[X], also gilt auch
umgekehrt dL|dK . Zusammen folgt dL = dK .

6.3.9.12. Ich erinnere an unsere Definition 3.5.2.16: Zwei Elemente eines Krings
oder allgemeiner die Elemente einer beliebigen Teilmenge eines Krings heißen
teilerfremd, wenn sie außer Einheiten keine gemeinsamen Teiler haben. Im Fall
eines Hauptidealrings ist das offensichtlich gleichbedeutend dazu, daß das von
unseren Elementen erzeugte Ideal der ganze Ring ist.

6.3.9.13 (Gemeinsame Nullstellen und gemeinsame Teiler). Gegeben ein Körper
K haben zwei Polynome f, g ∈ K[X] genau dann eine gemeinsame Nullstelle in
mindestens einem Erweiterungskörper L/K, wenn sie nicht teilerfremd sind. In
der Tat dürfen wir annehmen, daß f und g nicht beide das Nullpolynom sind.
Gibt es nun eine Körpererweiterung L/K und α ∈ L mit f(α) = g(α) = 0, so
folgt (X − α)|f und (X − α)|g und f und g sind nicht teilerfremd in L[X] und
dann nach unserer Proposition 6.3.9.11 auch nicht in K[X]. Haben umgekehrt f
und g einen gemeinsamen Teiler positiven Grades, so hat dieser Teiler in mindes-
tens einer Körpererweiterung L/K eine Nullstelle, und diese ist dann auch eine
Nullstelle von f und von g.

Lemma 6.3.9.14 (Ableitung und Existenz mehrfacher Nullstellen). Für ein
von Null verschiedenes Polynom mit Koeffizienten in einem Körper sind gleichbe-
deutend:

1. Das Polynom hat mehrfache Nullstellen in seinem Zerfällungskörper;

2. Das Polynom hat mehrfache Nullstellen in mindestens einer Erweiterung
seines Koeffizientenkörpers;

3. Das Polynom und seine Ableitung sind nicht teilerfremd.

6.3.9.15. Bei der Bedingung „teilerfremd“ kommt es wegen 6.3.9.11 nicht darauf
an, ob wir sie in unserem ursprünglichen Polynomring oder im Polynomring mit
Koeffizienten in einem beliebigen Erweiterungskörper verstehen.
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Beweis. Seien K unser Körper und P ∈ K[X]\0 unser Polynom.

1⇒ 2. Das ist offensichtlich.

2⇒ 3. Ist α eine mehrfache Nullstelle des Polynoms P in einer Körpererweite-
rung L von K, so ist (X − α) ein Teiler sowohl von P als auch von P ′ in L[X]
und es folgt 〈P, P ′〉 6= 〈1〉.
3⇒ 1. Es gibt eine KörpererweiterungM/K, in der P und falls P ′ 6= 0 auch P ′ in
Linearfaktoren zerfallen. Gilt 〈P, P ′〉 6= 〈1〉, so gibt es in M ein Element α derart,
daß (X − α) sowohl P als auch P ′ teilt. In anderen Worten ist α eine Nullstelle
von P und P ′ und damit eine mehrfache Nullstelle von P nach 6.3.9.7.

6.3.9.16. Ein Polynom, das in keinem Erweiterungskörper seines Koeffizienten-
körpers mehrfache Nullstellen hat, heißt separabel. Gleichbedeutend ist die Be-
dingung, daß unser Polynom keine mehrfachen Nullstellen in seinem Zerfällungs-
körper hat.

Satz 6.3.9.17 (Mehrfache Nullstellen bei Irreduzibilität über Teilkörper). Sei-
en K ein Körper und P ∈ K[X] ein K-irreduzibles Polynom. So sind gleichbe-
deutend:

1. Das Polynom P ist nicht separabel, hat also mindestens eine mehrfache
Nullstelle in mindestens einer Erweiterung seines Koeffizientenkörpers;

2. Die Ableitung P ′ von P ist das Nullpolynom;

3. Es gilt charK = p > 0 und es gibt Q ∈ K[X] mit P (X) = Q(Xp);

4. Jede Nullstelle unseres Polynoms in einer beliebigen Erweiterung seines
Koeffizientenkörpers ist ein mehrfache Nullstelle.

Beweis. 1⇒ 2. Hat P mehrfache Nullstellen, so ist es nach 6.3.9.14 nicht teiler-
fremd zu seiner Ableitung. Wenn aber ein irreduzibles Polynom nicht teilerfremd
ist zu einem weiteren Polynom echt kleineren Grades, muß dieses weitere Poly-
nom das Nullpolynom sein.

2⇔ 3. Das scheint mir offensichtlich.

2 ⇒ 4. Ist die Ableitung das Nullpolynom, so ist jede Nullstelle unseres Poly-
noms auch eine Nullstelle seiner Ableitung, mithin nach 6.3.9.7 eine mehrfache
Nullstelle unseres Polynoms.

4⇒ 1. Das scheint mir offensichtlich.

Definition 6.3.9.18. Sei L/K eine Körpererweiterung. Ein Element α ∈ L heißt
separabel über K, wenn es über K algebraisch und eine einfache Nullstelle sei-
nes Minimalpolynoms ist. Unsere Körpererweiterung heißt separabel, wenn jedes
Element von L separabel ist über K.
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6.3.9.19. Nach 6.3.9.17 ist ein Element eines Körpers separabel über einem Teil-
körper genau dann, wenn es über diesem algebraisch ist mit separablem Minimal-
polynom.

Beispiel 6.3.9.20. In Charakteristik Null ist jede algebraische Körpererweiterung
separabel nach 6.3.9.17. Nicht separabel ist Fp( p

√
T ) über Fp(T ) nach 6.3.9.4.

Definition 6.3.9.21. Ein Körper heißt vollkommen, wenn er entweder die Cha-
rakteristik Null hat oder aber für p = charK > 0 die Abbildung x 7→ xp eine
Surjektion K � K ist.

Ergänzung 6.3.9.22. Für „vollkommen“ sagt man in diesem Zusammenhang auf
Englisch perfect und auf Französisch parfait.
Beispiel 6.3.9.23 (Endliche Körper sind vollkommen). Jeder endliche Körper
vollkommen, denn jeder Körperhomomorphismus und damit auch der Frobenius-
homomorphismus ist injektiv und folglich im Fall eines endlichen Körpers auch
surjektiv.

Satz 6.3.9.24 (Irreduzible Polynome über vollkommenen Körpern). Jedes ir-
reduzible Polynom über einem vollkommenen Körper ist separabel. Jede algebrai-
sche Erweiterung eines vollkommenen Körpers ist separabel.

Beweis. Sei K unser vollkommener Körper. Den Fall charK = 0 haben wir
bereits durch 6.3.9.2 oder besser 6.3.9.17 erledigt. Sei also ohne Beschränkung
der Allgemeinheit charK = p > 0 und P ∈ K[X] irreduzibel. Wäre P nicht
separabel, so hätte P nach 6.3.9.17 die Form P = bn(Xp)n + . . . + b1X

p + b0.
Nehmen wir aber nun an, . . . , a0 ∈ K mit api = bi und betrachten Q = anX

n +
. . .+ a0, so folgt P = Qp im Widerspruch zur Irreduzibilität von P .

6.3.9.25 (Algebraische Körpererweiterungen endlicher Körper sind separa-
bel). Jede algebraische Körpererweiterung eines endlichen Körpers ist separabel,
da jeder endliche Körper vollkommen ist nach 12.7.1.11 und folglich jedes irre-
duzible Polynom darüber separabel nach 6.3.9.24.

Satz 6.3.9.26 (Charakterisierung separabler Erweiterungen). Für eine Körperer-
weiterung L/K sind gleichbedeutend:

1. L/K ist separabel;

2. L wird erzeugt über K von Elementen, die separabel sind über K.

Ist L/K endlich, so sind auch gleichbedeutend:

3. Für jede Vergrößerung N/L von L zu einer normalen Erweiterung von K
gilt |KringK(L,N)| = [L : K];
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Illustration zum Beweis von 6.3.9.26, Implikation 2⇒ 3. Die durchgezogenen
Pfeile ganz oben sollen mögliche Erweiterungen des durchgezogenen Pfeils in

der Mitte andeuten. Jeder andere der [K(α) : K] Pfeile in der Mitte besitzt
genauso [L : K(α)] Erweiterungen nach ganz oben, nur sind diese nicht

eingezeichnet.
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4. Es gibt mindestens eine Körpererweiterung N/K von K mit der Eigen-
schaft |KringK(L,N)| = [L : K].

Beweis. Zeigen wir 1⇔ 2 für endliche Erweiterungen, so folgt es mit 6.3.2.6 im
allgemeinen. Wir dürfen uns also für den Rest des Beweises auf den Fall L/K
endlich beschränken. 1⇒ 2 ist klar. Für 2⇒ 3 dürfen wir mit Induktion über den
Grad [L : K] annehmen L = K(α). Da α separabel ist, sind die [L : K] Nullstel-
len seines Minimalpolynoms in N paarweise verschieden und liefern mit 6.3.8.9
paarweise verschiedene Erweiterungen der Einbettung K ↪→ N zu Körperhomo-
morphismen K(α) ↪→ N . Die Implikation 3 ⇒ 4 ist klar. Für 4 ⇒ 1 argumen-
tieren wir durch Widerspruch: Wäre ein α ∈ L nicht separabel, so gäbe es nach
6.3.8.9 für jedes N weniger als [K(α) : K] Ausdehnungen von K ↪→ N zu einer
Einbettung K(α) ↪→ N und damit nach Satz 6.3.8.15 über die maximal mögliche
Zahl von Ausdehnungen notwendig auch weniger als [L : K] Ausdehnungen von
K ↪→ N zu einer Einbettung L ↪→ N .

Ergänzung 6.3.9.27 (Die Diskriminante als Determinante). Ich erkläre noch ei-
ne alternative Beschreibung der Diskriminante, deren Herleitung 6.3.9.14 verwen-
det. Ich behaupte genauer für die ai ∈ Z[′ζ1, . . . , ζn], die gegeben werden durch
die Identität T n+a1T

n−1 + . . .+an = (T +ζ1) . . . (T +ζn), daß die Determinante
der nebenstehenden Matrix M gegeben wird durch die Formel

detM =
∏
i 6=j

(ζi − ζj)

und folglich genau unsere Diskriminante aus 6.2.9.13 ist. Um das zu zeigen, be-
achten wir zunächst, daß beide Seiten symmetrische Polynome sind und daß zu-
mindest inQ[′ζ1, . . . , ζn] alle (ζi−ζj) nach 6.3.9.14 und 3.5.4.5 und 6.2.10.10 das
Polynom (detM) teilen. Dann aber wechselt der Ausdruck (detM)/(ζi− ζj) un-
ter der Vertauschung von ζi und ζj sein Vorzeichen und muß nach 3.5.4.5 folglich
ein weiteres Mal durch (ζi − ζj) teilbar sein. Mithin ist detM in Q[′ζ1, . . . , ζn]
durch

∏
i 6=j(ζi − ζj) teilbar. Sicher ergibt das Wegteilen ein symmetrisches Poly-

nom, das höchstens auf den Hyperebenen ζi = ζj verschwindet. Wäre dies Poly-
nom nicht konstant, so könnten wir mit denselben Argumenten ein weiteres Mal
einen Faktor

∏
i 6=j(ζi−ζj) herausziehen. Das führt jedoch zu einem Widerspruch,

wenn wir etwa erst durch ζ2(n−1)
1 teilen, für ζ2, . . . , ζn paarweise verschiedene ra-

tionale Zahlen einsetzen, und ζ1 ∈ Q gegen ∞ streben lassen: (detM)/ζ
2(n−1)
1

bleibt dann nämlich beschränkt, wie wir sehen, indem wir alle Spalten außer der
Ersten mit ζ−1

1 multiplizieren, und (
∏

i 6=j(ζi − ζj))/ζ
2(n−1)
1 strebt gegen eine von

Null verschiedene Zahl, aber (
∏

i 6=j(ζi − ζj))r/ζ
2(n−1)
1 strebt für r ≥ 2 stets nach
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Unendlich. Es gilt also nur noch, die Konstante c ∈ Q zu bestimmen mit

detM = c
∏
i 6=j

(ζi − ζj)

Dazu setzen wir ζi = −ζ i mit ζ einer primitiven n-ten Einheitswurzel. Dann folgt
(T + ζ1) . . . (T + ζn) = T n − 1 und (detM) = nn(−1)n−1 und andererseits

∏
i 6=j

(ζi − ζj) =
n∏
i=1

(
ζ i
∏
j 6=i

(1− ζj−i)

)

Das Produkt aller n-ten Einheitswurzeln ist nun sicher (−1)n−1 und das zweite
Produkt kann berechnet werden als der Wert an der Stelle t = 1 des Polynoms
(tn − 1)/(t− 1) = tn−1 + . . .+ t+ 1. So erhalten wir für die gesuchte Konstante
c schließlich (−1)n−1nn = (−1)n−1nnc und damit c = 1 wie gewünscht.

Übungen

Übung 6.3.9.28 (Diskriminante eines Produkts). Gegeben normierte Polynome
f, g zeige man

Disk(fg) = Disk(f) Res(f, g) Res(g, f) Disk(g)

Übung 6.3.9.29. Man bestimme den normierten größtgradigen gemeinsamen Tei-
ler der beiden PolynomeX4 +X3−2X2 +3X−15 undX3−6X2−12X+35 in
Q[X]. Haben diese Polynome in einer Körperwerweiterung von Q eine gemein-
same Nullstelle?

Übung 6.3.9.30. Finden Sie alle komplexen mehrfachen Nullstellen des Polynoms
X4 − 4X3 + 5X2 − 4X + 4.

Übung 6.3.9.31. Man zeige nocheinmal mit Sonderbetrachtungen in kleiner Cha-
rakteristik, daß gegeben ein Körper k und p, q ∈ k das Polynom X3 + pX + q
genau dann nicht separabel ist, wenn gilt 27q2 + 4p3 = 0.

Übung 6.3.9.32 (Ableitung und logarithmische Ableitung von Reihen). Ge-
geben ein Ring R erklärt man die formale Ableitung einer Laurentreihe f =∑
ant

n ∈ R((t)) durch f ′ :=
∑
nant

n−1. Wieder zeige man Summenregel und
Produktregel. Für f ∈ 1+tRJtK undQ ⊂ R zeige man zusätzlich (log f)′ = f ′/f
für log f wie in 10.6.3.11.

Ergänzende Übung 6.3.9.33. Seien P,Q nicht konstante Polynome mit Koeffi-
zienten in einem algebraisch abgeschlossenen Körper k der Charakteristik Null.
Man zeige: Haben unsere beiden Polynome dieselben Nullstellen und dieselben
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Die Determinante dieser Matrix stimmt überein mit der Diskriminante des
Polynoms T n + a1T

n−1 + . . .+ an, wie sie in 6.2.9.15 für jedes normierte
Polynom erklärt wird. In der in 6.2.10.6 eingeführten Terminologie ist die
Diskriminante eines normierten Polynoms f vom Grad n also genau die

Resultante Diskn(f) = Resn,n−1(f, f ′) unseres Polynoms mit seiner Ableitung.
Das sei von nun ab auch unsere Definition der Diskriminante Diskn(f) eines

beliebigen Polynoms f vom Grad ≤ n. Man kann, wie obige Formel zeigt, von
diesem Polynom Diskn sogar noch einen Faktor a0 abspalten.
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„Einsstellen“, gelten also in Formeln für die zugehörigen Abbildungen P,Q :
k → k die Gleichheiten P−1(0) = Q−1(0) und P−1(1) = Q−1(1) von Teil-
mengen von k, so folgt P = Q. Hinweis: Wäre P 6= Q, so wäre P − Q ein
von Null verschiedenes Polynom mit |P−1(1) ∪ P−1(0)| Nullstellen und folglich
mindestens diesem Grad. Für d das Maximum der Grade unserer Polynome folgt
d ≥ |P−1(1) ∪ P−1(0)|. Für P vom maximalen Grad folgt, daß P ′ mit Vielfach-
heiten gerechnet zu viele Nullstellen haben muß und deshalb Null ist.

Übung 6.3.9.34. Ein Polynom mit Koeffizienten in einem Körper der Charakteris-
tik Null ist separabel genau dann, wenn es von keinem Quadrat eines irreduziblen
Polynoms geteilt wird.

Übung 6.3.9.35. Seien M ⊃ L ⊃ K Körper. Ist M/L separabel und L/K sepa-
rabel, so ist M/K separabel. Hinweis: Man ziehe sich zunächst auf den Fall end-
licher Erweiterungen zurück und verwende dann 6.3.9.26, insbesondere 4 ⇒ 1,
mit N einer Vergrößerung von M zu einer normalen Erweiterung von K.

Ergänzende Übung 6.3.9.36. In jeder KörpererweiterungM/K gibt es unter allen
Zwischenkörpern L ⊂ M , die separabel sind über K, einen größten. Er heißt der
separable Abschluß von K in M . Hinweis: Man verwende 6.3.9.35.

Übung 6.3.9.37. Eine algebraische Körpererweiterung derart, daß nur die Elemen-
te des kleinen Körpers über diesem separabel sind, heißt rein inseparabel. Man
zeige, daß eine algebraische ErweiterungL/K eines KörpersK der Charakteristik
p rein inseparabel ist genau dann, wenn für jedes Element von L die pr-te Potenz
für hinreichend großes r in K liegt. Salopp gesprochen sind also rein insepara-
ble Erweiterungen genau die Erweiterungen, die durch die sukzessive Adjunktion
p-ter Wurzeln in Charakteristik p entstehen. Hinweis: 6.3.9.17.

Ergänzende Übung 6.3.9.38. Man zeige: Ist M/K eine algebraische Körperer-
weiterung und L ⊂ M der separable Abschluß von K in M , so ist die Körperer-
weiterung M/L rein inseparabel. Hinweis: Man verwende 6.3.9.35.

Vorschau 6.3.9.39. Man kann im Fall positiver Charakteristik p > 0 auch für jede
Körpererweiterung L/K die Menge Li aller Elemente von L betrachten, die unter
wiederholtem Anwenden des Frobenius, also unter wiederholtem Bilden der p-ten
Potenz irgendwann einmal in K landen. Dann ist Li der größte über K rein inse-
parable algebraische Unterkörper von L. Auch wenn L/K algebraisch oder sogar
endlich ist, muß hier L/Li nicht separabel sein. Das gilt jedoch, wenn zusätzlich
L/K eine normale algebraische Körpererweiterung ist, vergleiche 6.4.1.30.

Übung 6.3.9.40. Man zeige für jede rein inseparable algebraische Körpererweite-
rung L/K und jede weitere Körpererweiterung N/K die Abschätzung

|KringK(L,N)| ≤ 1
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Ergänzende Übung 6.3.9.41. Gegeben eine algebraische Körpererweiterung L/K
erklärt man ihren Separabilitätsgrad als [L : K]s := [S : K] für S ⊂ L den
separablen Abschluß von K in L.

1. Gegeben eine endliche Körpererweiterung L/K zeige man

[L : K]s := supN/K |KringK(L,N)|

Das Supremum der Zahl möglicher Homomorphismen ist dabei über alle
Körpererweiterungen N/K zu bilden und alle Werte in N t {∞} sind er-
laubt. Hinweis: 6.3.9.38 und 6.3.9.40.

2. Man zeige, daß der Separabilitätsgrad im Fall endlicher Körpererweiterun-
gen multiplikativ ist, daß also für M/L/K endliche Erweiterungen gilt

[M : K]s = [M : L]s[L : K]s

Die beiden Identitäten aus der vorhergehenden Übung gelten auch für beliebi-
ge algebraische Körpererweiterungen. Um das zu zeigen, muß man nur wissen,
daß sich jeder Körper in einen algebraisch abgeschlossenen Körper einbetten
läßt, und muß sich überlegen, daß für jede algebraische Körpererweiterung L/K
und jede algebraisch abgeschlossene Körpererweiterung N/K gilt [L : K]s =
|KringK(L,N)|.
Übung 6.3.9.42 (Rein inseparable Erweiterungen eines Funktionenkörpers).
Sei k ein vollkommener Körper positiver Charakteristik p > 0 und L/k(T ) ei-
ne endliche rein inseparable Erweiterung seines Funktionenkörpers. So ist unsere
Körpererweiterung für genau ein r ∈ N zur Körpererweiterung k(X)/k(T ) ge-
geben durch X 7→ T p

r isomorph. Hinweis: Man mag ohne Beschränkung der
Allgemeinheit [L : k(T )] = p annehmen. Dann überlegt man sich, daß in k( p

√
T )

bereits alle Elemente von k(T ) eine p-te Wurzel haben.

Ergänzende Übung 6.3.9.43. Gegeben ein Körper k induzieren die Einbettungen
k[X] ↪→ kJXK ↪→ k((X)) einen Ringhomomorphismus und nach 3.5.5.5 eine
Einbettung k(X) ↪→ k((X)). Man zeige, daß im Fall char k = 0 diese Einbettung
für rationale Funktionen, die bei X = 0 keinen Pol haben, durch ein formales
Analogon der Taylorformel beschrieben werden kann. Hierbei gilt es zunächst,
die Ableitung eines Quotienten vermittels der Quotientenregel zu erklären.

6.3.10 Satz vom primitiven Element
Lemma 6.3.10.1 (Überdeckung durch affine Teilräume). Ein affiner Raum über
einem unendlichen Körper kann nicht durch endlich viele echte affine Teilräume
überdeckt werden.
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Illustration zum Beweis von 6.3.10.1



6.3. MEHR ZU KÖRPERN 817

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch und gehen von einer Überdeckung
durch möglichst wenige Teilräume aus. Wir finden also einen Punkt, der im ers-
ten Teilraum liegt, aber nicht in den anderen, und einen weiteren Punkt, der im
zweiten Teilraum liegt, aber nicht in den anderen. Eine Gerade durch diese beiden
Punkte trifft jeden unserer Teilräume in höchstens einem Punkt, hat aber selbst
unendlich viele Punkte.

Lemma 6.3.10.2 (Überdeckung durch Untervektorräume). Ein Vektorraum
kann nicht durch endlich viele Untervektorräume von unendlicher Kodimension
überdeckt werden.

Beweis. Sei sonst V = U1 ∪ . . . ∪ Ur ein Gegenbeispiel mit r kleinstmöglich.
Natürlich gilt notwendig r ≥ 2. Ganz allgemein liefern die offensichtlichen Ab-
bildungen Isomorphismen U1/(U1 ∩Ui)

∼→ (U1 +Ui)/Ui. Wäre das für ein i > 1
ein endlichdimensionaler Raum, so hätte mit Ui auch U1 + Ui unendliche Kodi-
mension in V und wir hätten ein noch kürzeres Gegenbeispiel gefunden. Das kann
nicht sein, also haben alle (U1∩Ui) mit i > 1 unendliche Kodimension in U1. Ge-
geben eine Ursprungsgerade G ⊂ V haben dann auch alle (G + U1) ∩ (G + Ui)
mit i > 1 unendliche Kodimension in G+ U1 und können wegen der Minimalität
unseres Gegenbeispiels G+ U1 nicht überdecken, in Formeln

G+ U1 6⊂
⋃
i>1

(G+ Ui)

Dann können sie aber auch für kein g ∈ G die Nebenklasse g+U1 überdecken und
a forteriori liegt keine Nebenklasse g + U1 in der Vereinigung der Ui mit i > 1.
Wählen wir nun g 6∈ U1, so kann mithin g + U1 nicht in der Vereinigung der Ui
mit i ≥ 1 enthalten sein.

6.3.10.3. Ein Vektorraum V einer Dimension ≥ 2 über einem endlichen Körper
F kann durchaus durch endlich viele echte Untervektorräume überdeckt werden.
In der Tat ist F2 die Vereinigung seiner endlich vielen Ursprungsgeraden L und
V = F2 ×W damit die Vereinigung seiner echten Teilräume L×W .

Korollar 6.3.10.4 (Überdeckung durch Teilkörper). Ein Körper kann nicht durch
endlich viele echte Teilkörper überdeckt werden.

Beweis im Fall von Charakteristik Null. Jeder Unterkörper ist in diesem Fall ein
Q-Untervektorraum. Die Behauptung folgt so aus Lemma 6.3.10.1, nach dem ein
Q-Vektorraum nicht durch endlich viele echte Untervektorräume überdeckt wer-
den kann.

Beweis im Fall eines endlichen Körpers. Ein endlicher Körper kann nicht durch
echte Teilkörper überdeckt werden, da seine multiplikative Gruppe nach 4.4.4.17
zyklisch ist.
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Beweis im Fall eines unendlichen Körpers in positiver Charakteristik. Jeder ech-
te Teilkörper eines unendlichen Körpers ist entweder unendlich oder endlich und
hat in beiden Fällen als Untervektorraum in Bezug auf den Primkörper unendliche
Kodimension. Die Behauptung folgt so aus Lemma 7.4.1.22, nach dem ein Vektor-
raum nicht durch endlich viele Untervektorräume von unendlicher Kodimension
überdeckt werden kann.

Proposition 6.3.10.5 (Unterscheidung von Körperhomomorphismen). Gege-
ben Körpererweiterungen L/K und M/K desselben Grundkörpers K und end-
lich viele paarweise verschiedene Homomorphismen σ1, . . . , σr ∈ KringK(L,M)
von Körpererweiterungen gibt es stets ein Element α ∈ L, dessen Bilder σi(α) un-
ter unseren Körperhomomorphismen paarweise verschieden sind.

Beweis. Sicher ist Lij := {β ∈ L | σi(β) = σj(β)} stets ein Teilkörper von
L und für i 6= j ist Lij sogar ein echter Teilkörper von L. Da ein Körper nach
6.3.10.4 nicht durch endlich viele echte Teilkörper überdeckt werden kann, gibt
es stets ein α ∈ L\

⋃
i 6=j Lij .

Korollar 6.3.10.6 (Teilkörper und Primitivität). Eine Körpererweiterung ist ge-
nau dann endlich und primitiv, wenn sie nur endlich viele Zwischenkörper zuläßt.

Beweis. Läßt eine Körpererweiterung L/K nur endlich viele Zwischenkörper zu,
so kann sie von ihren echten Zwischenkörpern nach 6.3.10.4 nicht überdeckt wer-
den. Also gibt es ein α ∈ L, das in keinem echten Zwischenkörper liegt. Dann
gilt notwendig L = K(α) und es ist leicht zu sehen, daß α nicht transzendent
sein kann. Ist umgekehrt L = K(α) eine primitive endliche Körpererweiterung,
so betrachten wir die Abbildung{

Zwischenkörper M,
K ⊂M ⊂ K(α)

}
→

{
Normierte Teiler in L[X]

des Minimalpolynoms Irr(α,K)

}
M 7→ Irr(α,M)

Es reicht zu zeigen, daß sie injektiv ist. In der Tat wird aber M über K bereits
von den Koeffizienten des Minimalpolynoms Irr(α,M) erzeugt, denn für den von
diesen Koeffizienten über K erzeugten Teilkörper M ′ ⊂ M gilt [L : M ′] =
grad(Irr(α,M)) = [L : M ]. Da jedes Polynom nur endliche viele normierte
Teiler besitzt, folgt die Behauptung.

Satz 6.3.10.7 (vom primitiven Element). Ist L/K eine endliche separable Kör-
pererweiterung, so gibt es ein Element α ∈ L mit L = K(α).

Beweis. Nach 6.3.8.25 können wir L vergrößern zu einer normalen Erweiterung
N von K. Wegen der Separabilität von L/K gibt es dann nach 6.3.9.26 genau
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[L : K] Körperhomomorphismen über K von L nach N , in Formeln

|KringK(L,N)| = [L : K]

Nach 6.3.10.5 gibt es Elemente α ∈ L derart, daß die σ(α) für σ ∈ KringK(L,N)
paarweise verschieden sind. Gegeben solch ein α liefert die Restriktion eine Injek-
tion KringK(L,N) ↪→ KringK(K(α), N), denn verschiedene σ 6= τ links bilden
auch schon unser α auf verschiedene Elemente vonN ab. Die Identität L = K(α)
folgt dann unmittelbar aus der Kette von Gleichungen und Ungleichungen

[L : K] = |KringK(L,N)| ≤ |KringK(K(α), N)| ≤ [K(α) : K] ≤ [L : K]

Lemma* 6.3.10.8 (Überdeckung durch Nebenklassen). Eine abelsche Gruppe
kann nicht durch endlich viele Nebenklassen zu Untergruppen von unendlichem
Index überdeckt werden.

Ergänzung 6.3.10.9. Dies Lemma ist eine gemeinsame Verallgemeinerung unse-
rer beiden Lemmata 6.3.10.1 und 7.4.1.22 vom Beginn dieses Abschnitts, aber
abgesehen davon für uns nicht von Belang. Noch stärker gilt sogar: Eine Über-
deckung einer Gruppe durch endlich viele Linksnebenklassen bleibt eine Über-
deckung, wenn wir daraus alle Linksnebenklassen zu Untergruppen von unendli-
chem Index weglassen. Diese Aussage wird als Neumann’s Lemma zitiert. Bern-
hard Neumann studierte in den dreißiger Jahren Mathematik in Freiburg und Ber-
lin. Die Machtübernahme durch die Nationalsozialisten trieb ihn in die Emigrati-
on.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch und gehen von einem Gegenbei-
spiel einer Überdeckung durch möglichst wenige Nebenklassen aus. Bezeichne
bei so einem Gegenbeispiel G unsere abelsche Gruppe und H0, H1, . . . , Hn ⊂ G
unsere überdeckenden Nebenklassen. Die zugehörigen Untergruppen notieren wir
~H0, ~H1, . . . , ~Hn. Für alle i dürfen wir |( ~H0 + ~Hi)/ ~Hi| ∈ {1,∞} annehmen, in-
dem wir andernfalls für alle i mit |( ~H0 + ~Hi)/ ~Hi| < ∞ die Nebenklasse Hi von
~Hi zur Nebenklasse ~H0 + Hi von ~H0 + ~Hi vergrößern und beachten, daß die
Untergruppe ~H0 + ~Hi in diesem Fall immer noch unendlichen Index in G hat.
Weiter können unsere Nebenklassen nicht alle Nebenklassen unter derselben Un-
tergruppe sein, wir dürfen also ~H0 6⊂ ~H1 annehmen. Da wir von einem kleinsten
Gegenbeispiel ausgegangen waren, finden wir g ∈ H1\

⋃
i 6=1 Hi. Wegen g 6∈ H0

gilt g + ~H0 ⊂ H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hn alias

~H0 ⊂
n⋃
i=1

(
(Hi − g) ∩ ~H0

)
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Hier sind aber die (Hi − g) ∩ ~H0 entweder leer oder Nebenklassen unter ~Hi ∩
~H0, das wegen |( ~H0 + ~Hi)/ ~Hi| = | ~H0/( ~Hi ∩ ~H0)| ∈ {1,∞} jeweils entweder
ganz ~H0 ist oder eine Untergruppe von unendlichem Index. Ersteres kann nicht
passieren, da g + ~H0 in keinem der Hi enthalten ist. Wir hätten also ein noch
kürzeres Gegenbeispiel konstruiert. Dieser Widerspruch zeigt das Lemma.

6.3.11 Algebraischer Abschluß*
6.3.11.1. In der Literatur ist es üblich, sich bei der Entwicklung der Körpertheorie
stark auf den Satz von der Existenz eines algebraischen Abschlusses zu stützen.
Das hat meines Erachtens den Nachteil, daß der Beweis dieses Satzes eher men-
gentheoretischer Natur ist und zu den anderen Themen der Vorlesung nicht recht
passen will. Um die Entwicklung der Grundlagen der Algebra von den Schwie-
rigkeiten bei der Formalisierung der Mengenlehre zu entlasten, entwickle ich in
diesem Text die Grundzüge der Körpertheorie unabhängig vom Satz über die Exis-
tenz eines algebraischen Abschlusses. Ich diskutiere den Satz und seinen Beweis
hier nur, damit weiterführende Vorlesungen darauf zurückgreifen können. Der fol-
gende Abschnitt ist also für die weitere Entwicklung dieser Vorlesung unerheblich
und kann ohne Schaden übersprungen werden.

6.3.11.2. Ich erinnere daran, daß eine Körpererweiterung nach 6.3.8.18 algebra-
isch heißt, wenn alle Elemente der Erweiterung algebraisch sind über dem Grund-
körper. Ich erinnere daran, daß eine Körpererweiterung L/K körperendlich heißt,
wenn der Erweiterungskörper über dem Grundkörper als Körper endlich erzeugt
ist.

Satz 6.3.11.3 (über algebraische Körpererweiterungen). 1. Jede körperend-
liche algebraische Körpererweiterung ist endlich;

2. Sei L/K eine Körpererweiterung. Diejenigen Elemente von L, die algebra-
isch sind über K, bilden einen Unterkörper von L;

3. Seien M ⊃ L ⊃ K Körper. Ist M algebraisch über L und L algebraisch
über K, so ist M algebraisch über K.

Beweis. 1. Sei L = K(α1, . . . , αn). Sind alle αi algebraisch über K, so sind sie
erst recht algebraisch über K(α1, . . . , αi−1). Wir betrachten die Körperkette

K ⊂ K(α1) ⊂ K(α1, α2) ⊂ . . . ⊂ K(α1, . . . , αn) = L

Da hier alle Schritte endlich sind nach 6.3.4.7, ist auchL/K endlich nach 6.3.4.11.

2. Sind α und β ∈ L algebraisch über K, so haben wir [K(α, β) : K] < ∞ nach
Teil 1. Mithin sind alle Elemente von K(α, β) algebraisch über K nach 6.3.4.7.
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3. Für α ∈M betrachten wir die Koeffizienten β0, . . . , βr ∈ L seines Minimalpo-
lynoms über L. Dann ist α sogar algebraisch über K(β0, . . . , βr). Der Turm von
endlichen Körpererweiterungen

K ⊂ K(β0, . . . , βr) ⊂ K(β0, . . . , βr, α)

zeigt damit, daß α algebraisch ist über K.

Definition 6.3.11.4. Ein algebraischer Abschluß eines Körpers ist eine algebrai-
sche Erweiterung durch einen algebraisch abgeschlossenen Körper.

Satz 6.3.11.5 (über den algebraischen Abschluß). Jeder Körper besitzt einen
algebraischen Abschluß und dieser algebraische Abschluß ist eindeutig bis auf im
allgemeinen nicht eindeutigen Isomorphismus von Körpererweiterungen.

6.3.11.6. Wegen dieser partiellen Eindeutigkeit erlaubt man sich meist den be-
stimmten Artikel und eine Notation und spricht von dem algebraischen Abschluß
eines Körpers K und notiert ihn

K̄

Ein algebraischer Abschluß von R wäre etwa der Körper C, wie wir ihn in 3.2.7.4
als Teilring des Rings der reellen (2× 2)-Matrizen eingeführt haben, mit der dort
konstruierten Einbettung von R. Ein weiterer algebraischer Abschluß wäre der
wie in 2.2.4.14 zuK = R durch das explizite Erklären einer Multiplikation aufR2

konstruierte Körper, wieder mit der dort konstruierten Einbettung von R. Sicher
sind diese beiden Körpererweiterungen von R isomorph, aber es gibt zwischen
ihnen sogar genau zwei Isomorphismen, von denen keiner „besser“ ist als der
andere.

6.3.11.7. Die größte separable Teilerweiterung in einem algebraischen Abschluß
eines Körpers nennt man seinen separablen Abschluß.

Beweis. Gegeben ein Körper K konstruiert man ohne Schwierigkeiten eine Ein-
bettung K ↪→ Ω in eine Menge Ω derart, daß es für keine algebraische Erweite-
rung vonK eine surjektive Abbildung nach Ω gibt. Die Menge Ω = P(K[X]×N)
wäre etwa eine Möglichkeit: Jedes Element einer algebraischen Erweiterung L
von K ist ja eine von endlich vielen Nullstellen eines Polynoms aus K[X], so
daß wir unter Zuhilfenahme des Auswahlaxioms eine injektive Abbildung L ↪→
K[X]× N finden können. Die Existenz einer Surjektion L� Ω stünde damit im
Widerspruch zu 2.1.6.7, wonach es keine Surjektion K[X]×N� P(K[X]×N)
geben kann. Jetzt betrachte man die Menge aller Tripel (M, s, ϕ) bestehend aus
einer Teilmenge M ⊂ Ω, einer Struktur s eines Körpers darauf und einem Köper-
homomorphismus ϕ : K → M , bezüglich dessen M algebraisch ist über K.
Nach dem Zorn’schen Lemma 3.1.9.15 existiert bezüglich der offensichtlichen
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Teilordnung ein maximales derartiges Tripel, und bei solch einem maximalen Tri-
pel ist M notwendig algebraisch abgeschlossen: Sonst könnten wir nämlich mit
der Kronecker-Konstruktion 17.7.2.5 eine endliche Erweiterung L/M von M fin-
den und die EinbettungM ↪→ Ω zu einer Einbettung von Mengen L ↪→ Ω ausdeh-
nen – hier verwenden wir implizit nocheinmal das Zorn’sche Lemma, nach dem es
eine maximale Ausdehnung auf eine Teilmenge von L geben muß, die aber nicht
surjektiv sein kann und deshalb bereits auf ganz L definiert sein muß. So erhielten
wir ein noch größeres Tripel und dieser Widerspruch zeigt die Existenz. Seien nun
K ↪→ K̄ und K ↪→ E zwei algebraische Abschlüsse von K. Nach Proposition
6.3.11.9 über Ausdehnungen von Körpereinbettungen, die wir im Anschluß be-
weisen, läßt sich die Identität auf K fortsetzen zu einem Körperhomomorphismus
ϕ : K̄ → E. Er ist wie jeder Körperhomomorphismus injektiv und liefert für je-
des Polynom P ∈ K[X] eine Bijektion zwischen den Nullstellen von P in K̄ und
den Nullstellen von P in E. Folglich muß er auch surjektiv sein.

Alternativer Beweis für die Existenz eines algebraischen Abschlusses. Dieser Be-
weis basiert auf Grundkenntnissen über maximale Ideale, die in dieser Vorlesung
nicht behandelt wurden, genauer auf 7.1.6.4 und 7.1.6.7. Sei K unser Körper. Wir
betrachten die Menge S = K[X]\K aller nicht konstanten Polynome mit Koeffi-
zienten in K und bilden den riesigen Polynomring

R = K[Xf ]f∈S

Hier gibt es also für jedes nichtkonstante Polynom f aus K[X] eine eigene Varia-
ble Xf . In diesem riesigen Polynomring betrachten wir das Ideal a ⊂ R, das von
allen f(Xf ) erzeugt wird, und zeigen a 6= R. Sonst könnten wir nämlich 1 ∈ R
schreiben als eine endliche Summe

1 =
∑
f∈E

gff(Xf )

für E ⊂ S endlich und geeignete gf ∈ R. Nun gibt es nach 6.3.7.4, angewandt
auf das Produkt der f aus E, eine Körpererweiterung L von K derart, daß alle
f aus E in L eine Nullstelle αf ∈ L haben. Für die übrigen f ∈ S wählen wir
Elemente αf ∈ L beliebig und betrachten den Einsetzungshomomorphismus

ϕ : R → L
Xf 7→ αf

Dieser Ringhomomorphismus müßte nun die Eins in R auf die Null in L abbilden
und das kann nicht sein. Folglich gilt a 6= R und es gibt nach 7.1.6.4, bei dessen
Beweis das Zorn’sche Lemma eingeht, ein maximales Ideal m ⊃ a. Dann istK1 =
R/m nach 7.1.6.7 ein Körper und jedes nichtkonstante Polynom f ∈ K[X]\K



6.3. MEHR ZU KÖRPERN 823

hat eine Nullstelle in K1, nämlich die Nebenklasse von Xf . Iterieren wir diese
Konstruktion, so erhalten wir ein Kette von Körpern

K = K0 ↪→ K1 ↪→ K2 ↪→ . . .

derart, daß jedes nichtkonstante Polynom mit Koeffizienten in Ki eine Nullstelle
hat in Ki+1. Die aufsteigende Vereinigung

⋃∞
i=0Ki ist dann ein algebraisch abge-

schlossener Körper, der K enthält.

Ergänzung 6.3.11.8. Eigentlich hatte ich versprochen, beliebige Vereinigungen
nur zu bilden von Systemen von Teilmengen einer bereits anderweitig bekannten
Menge, und recht eigentlich müssen unsere Inklusionen auch keine Einbettungen
von Teilmengen sein. Wenn Sie es so genau nehmen, muß ich daran erinnern, daß
wir disjunkte Vereinigungen von beliebigen Familien von Mengen erlaubt hatten.
Dann kann ich mich darauf zurückziehen, daß hier eigentlich der Quotient der
disjunkten Vereinigung

⊔∞
i=0Ki nach derjenigen Äquivalenzrelation gemeint sein

soll, die erzeugt wird durch die Bedingung, daß für alle i jedes x ∈ Ki äquivalent
sein soll zu seinem Bild in Ki+1. Formal ist diese Konstruktion ein Spezialfall der
allgemeinen Konstruktion eines „Kolimes in der Kategorie der Mengen“, wie Sie
ihn in 17.7.1.2 in voller Allgemeinheit kennenlernen können.

Proposition 6.3.11.9 (Ausdehnung von Körpereinbettungen). Eine Einbettung
eines Körpers in einen algebraisch abgeschlossenen Körper läßt sich auf jede
algebraische Erweiterung unseres ursprünglichen Körpers ausdehnen.

6.3.11.10. Ist also in Formeln K ↪→ L eine algebraische Körpererweiterung, so
läßt sich jede Einbettung K ↪→ F von K in einen algebraisch abgeschlossenen
Körper F ausdehnen zu einer Einbettung L ↪→ F . Es reicht hier sogar, wenn wir
von F nur fordern, daß die Minimalpolynome Irr(α,K) aller Elemente α irgend-
eines Erzeugendensystems von L über K vollständig in Linearfaktoren zerfallen,
sobald wir sie als Polynome in F [X] betrachten.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir K ⊂ L annehmen.
Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es unter allen Zwischenkörpern M mit K ⊂
M ⊂ L, auf die sich unsere Einbettung K ↪→ F fortsetzen läßt, mindestens einen
Maximalen. Ich behaupte M = L. Sonst gäbe es nämlich α ∈ L\M , und dies α
wäre algebraisch überM , mit Minimalpolynom f ∈M [X]. Die Minimalpolynom
hätte eine Nullstelle β ∈ F , und nach Proposition 6.3.8.9 über das Ausdehnen auf
primitive Erweiterungen könnten wir dannM ↪→ F fortsetzen zu einer Einbettung
M(α)→ F durch α 7→ β im Widerspruch zur Maximalität von M .

6.3.11.11. Der algebraische Abschluß des Körpers Q der rationalen Zahlen ist
abzählbar nach 6.3.8.26.
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Beispiel 6.3.11.12 (Algebraischer Abschluß endlicher Körper). Einen algebrai-
schen Abschluß eines endlichen Primkörpers Fp können wir wie folgt konstruie-
ren: Wir wählen eine Folge r(0), r(1), . . . von natürlichen Zahlen so, daß jeweils
gilt r(i)|r(i+ 1) und daß jede natürliche Zahl eines unserer Folgenglieder teilt.
Dann gibt es nach 6.3.7.12 Einbettungen Fpr(i) ↪→ Fpr(i+1) . Wir wählen nun jeweils
eine derartige Einbettung und bilden mit ihrer Hilfe die aufsteigende Vereinigung

F̄p =
∞⋃
i=0

Fpr(i)

Das ist dann offensichtlich ein algebraischer Abschluß von Fp. Wie diese auf-
steigende Vereinigung ganz genau zu verstehen ist, hatte ich bereits zu Ende des
alternativen Beweises für die Existenz eines algebraischen Abschlusses 6.3.11.5
erläutert. Der Nachweis, daß wir so in der Tat einen algebraischen Abschluß von
Fp erhalten, ist nicht schwer und bleibe dem Leser überlassen.

6.3.11.13. Ich erinnere an dem KörperC((t)) der formalen Laurentreihen mit kom-
plexen Koeffizienten aus 3.5.3.43.

Satz 6.3.11.14 (Algebraischer Abschluß des Laurentreihenkörpers). Der in
hoffentlich offensichtlicher Weise präzise zu definierende Körper⋃

γ∈N≥1

C((t1/γ))

der Puiseux-Reihen mit komplexen Koeffizienten ist algebraisch abgeschlossen
und damit der algebraische Abschluß des Körpers der formalen Laurentreihen
C((t)) = QuotCJtK.

6.3.11.15. Analoges gilt, wenn wir C durch einen beliebigen algebraisch abge-
schlossenen Körper der Charakteristik Null ersetzen.

Beweis. Das folgt sofort aus dem im Anschluß bewiesenen Lemma 6.3.11.17.

6.3.11.16. Die obige Konstruktion kann auch für einen beliebigen Koeffizienten-
ring k durchgeführt werden. Wir erhalten so den Ring der Puiseux-Reihen mit
Koeffizienten in k. Für eine formal befriedigende Definition mag man sich auf
das allgemeine Konzept eines „Kolimes“ aus 17.7.1.9 stützen.

Lemma 6.3.11.17 (Nullstellen von Polynomen in Laurentreihen). Seien k = k̄
ein algebraisch abgeschlossener Körper, P ∈ kJtK[X] ein Polynom mit Koeffizi-
enten im Potenzreihenring über k, und λ ∈ k eine n-fache Nullstelle von seinem
Bild P̄ ∈ k[X]. Wird n nicht von der Charakteristik unseres Körpers geteilt, so
besitzt P für geeignetes γ mit 1 ≤ γ ≤ n eine Nullstelle in λ+ t1/γkJt1/γK.



6.3. MEHR ZU KÖRPERN 825

6.3.11.18. Wir erlauben hier nur Nullstellen endlicher Ordnung und machen ins-
besondere keine Aussage für den Fall, daß P̄ ∈ k[X] das Nullpolynom ist. Mit
dem Symbol kJt1/γK ist der Ring kJsK gemeint mit seiner durch t 7→ sγ gege-
benen Einbettung von kJtK. Ich bin verblüfft, daß mir der Beweis auch für nicht
notwendig normiertes P zu gelingen scheint.

Beweis. Indem wir X durch X + λ substituieren, dürfen wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit λ = 0 annehmen. Nach unseren Annahmen hat P dann die
Gestalt

P (X) = a0 + a1X + . . .+ anX
n + . . .+ aNX

N

mit a0, . . . , an−1 ∈ tkJtK und an ∈ k×+ tkJtK. Wir verwenden nun die Bewertung
v : kJtK → N t {∞}, die jeder Potenzreihe a den Grad ihres Terms niedrigster
Ordnung v(a) := sup{ν | tν |a} zuordnet. Im Spezialfall v(a0) = 1 alias a0 ∈
k×t+ t2kJtK führt für unsere Nullstelle der Ansatz

µ1t
1/n + µ2t

2/n + . . .

mit µi ∈ k zum Ziel. Ist etwa a0 ∈ ã0t + t2kJtK und an ∈ ãn + tkJtK, so erhal-
ten wir die Gleichung ã0 + ãnµ

n
1 = 0 und können dazu eine Lösung µ1 finden,

die notwendig verschieden ist von Null. Dann erhalten wir leicht induktiv eines
unserer µi aus den Vorhergehenden: Der wesentliche Punkt ist dabei, daß in einer
Entwicklung

(µ1t
1/n + h)n = µ.t+ (nµn−1

1 t(n−1)/n)h+ . . .

der Koeffizient des linearen Terms nicht Null ist. Im etwas allgemeineren Fall,
daß für das kleinste k < n mit ak 6= 0 auch die Bewertung b := v(ak) minimal
ist unter den Bewertungen der Koeffizienten v(a0), . . . , v(an−1), müssen wir „in
erster Näherung“ eine Lösung der Gleichung ãktbXk + ãnX

n = 0 finden, mit
der Notation ã ∈ k× für den Koeffizienten der t-Potenz niedrigsten Grades in
a ∈ kJtK\0. Solch eine Lösung finden wir in der Form µ1t

α mit α = b/(n − k),
und wir finden sogar eine von Null verschiedene Lösung mit µ1 ∈ k×. Dann führt
ähnlich der Ansatz

µ1t
α + µ2t

α +1/(n−k) + µ3t
α +2/(n−k) + . . .

für eine Nullstelle mit µ2, µ3, . . . ∈ k zum Erfolg. Um schließlich unser Problem
in voller Allgemeinheit zu lösen, dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemein-
heit a0 6= 0 annehmen, da ja sonst die Null von kJtK bereits eine Lösung ist. Dann
suchen wir das Minimum α der v(ak)/(n − k) mit 0 ≤ k < n, es werde et-
wa an den Stellen i, j, . . . , l angenommen, und müssen „in erster Näherung“ eine
Lösung der Gleichung

ãit
v(ai)X i + ãjt

v(aj)Xj + . . .+ ãlt
v(al)X l + ãnX

n = 0
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finden. Wegen v(ai) + iα = v(aj) + jα = . . . = v(al) + lα = nα finden wir
mit dem Ansatz X = µ1t

α eine Lösung dieser Gleichung, und zwar sogar eine
Lösung mit µ1 ∈ k×. Ist nun γ der Nenner von α in seiner maximal gekürzten
Darstellung, so führt wieder der Ansatz

µ1t
α + µ2t

α +1/γ + µ3t
α +2/γ + . . .

und induktiv zu bestimmenden µ2, µ3, . . . ∈ k zum Erfolg.

Definition 6.3.11.19. Seien K ein Körper und P ⊂ K[X]\0 ein Menge von von
Null verschiedenen Polynomen. Unter einem Zerfällungskörper von P verste-
hen wir eine Körpererweiterung L/K derart, daß (1) jedes Polynom P ∈ P in
L[X] vollständig in Linearfaktoren zerfällt und daß (2) der Körper L über K er-
zeugt wird von den Nullstellen der Polynome P ∈ P .

Übungen

Ergänzende Übung 6.3.11.20. Man zeige, daß eine Körpererweiterung L/K nor-
mal ist genau dann, wenn sie der Zerfällungskörper einer Menge von Polynomen
P ⊂ K[X]\0 ist. Hinweis: Man kopiere den Beweis von 6.3.8.23. Bei Punkt 3
dort reicht es, für M einen algebraischen Abschluß von K zu betrachten.

Übung 6.3.11.21. Gegeben ein endlicher Körper ist die multiplikative Gruppe sei-
nes algebraischen Abschlusses in unkanonischer Weise isomorph zur Gruppe al-
ler Elemente von Q/Z, deren Ordnung teilerfremd ist zur Charakteristik unseres
Körpers.

Übung 6.3.11.22. Ist L/K eine Körpererweiterung durch einen algebraisch ab-
geschlossenen Körper, so bilden die über K algebraischen Elemente von L einen
algebraischen Abschluß von K.

Übung 6.3.11.23. Sei L/K eine Körpererweiterung durch einen algebraisch ab-
geschlossenen Körper. Man zeige, daß jede normale Körpererweiterung von K
als Körpererweiterung von K isomorph ist zu genau einem Unterkörper M ⊂ L
mit M ⊃ K.

Übung 6.3.11.24. Unter der normalen Hülle einer Körpererweiterung L/K ver-
steht man eine KörpererweiterungN/L derart, daßN/K normal ist und daß es für
jede weitere Körpererweiterung N1/L mit dieser Eigenschaft einen Körperhomo-
morphismus N → N1 über K gibt. Man zeige, daß jede algebraische Körperer-
weiterung eine normale Hülle besitzt, und daß jeder Homomorphismus über K
zwischen zwei normalen Hüllen ein Isomorphismus sein muß. Das rechtfertigt
dann zu einem gewissen Maße den bestimmten Artikel.
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6.3.12 Schiefkörper über den reellen Zahlen*
6.3.12.1. Der Inhalt des folgenden Abschnitts ist für die weitere Entwicklung die-
ser Vorlesung nicht von Belang. Die Thematik schien mir jedoch zu interessant,
um sie ganz auszulassen. Anwendungen ergeben sich insbesondere in der Darstel-
lungstheorie endlicher Gruppen und allgemeiner in der abstrakten Theorie nicht
notwendig kommutativer Ringe, in der Schiefkörper eine wichtige Rolle spielen.
Unter einem Schiefkörper verstehen wir wie in 3.1.1.3 einen RingR, der nicht der
Nullring ist, und in dem alle von Null verschiedenen Elemente Einheiten sind.

Proposition 6.3.12.2 (Schiefkörper über den reellen Zahlen). Jede endlichdi-
mensionale R-Ringalgebra, die ein Schiefkörper ist, ist als R-Ringalgebra iso-
morph zu R, C, oder zum Schiefkörper H der Quaternionen aus 3.5.6.4.

Ergänzung 6.3.12.3. Statt endlicher Dimension über R brauchen wir sogar nur
anzunehmen, daß unsere Ringalgebra als R-Vektorraum abzählbar erzeugt ist.
Derselbe Beweis funktioniert, da wir etwa nach 6.3.3.12 wissen, daß auch jede
Erweiterung abzählbarer Dimension von R bereits algebraisch ist.

Beweis. Sei K unsere R-Ringalgebra. Die Struktur als R-Ringalgebra liefert uns
einen eindeutig bestimmten Homomorphismus von R-Ringalgebren R→ K, der
wegen K 6= 0 sogar injektiv sein muß. Wir fassen ihn von nun an zur Verein-
fachung der Notation als die Inklusion einer Teilmenge R ⊂ K auf. Gegeben
α ∈ K\R können wir unsere Einbettung R ↪→ K zu einer Einbettung C ↪→ K
fortsetzen, deren Bild α enthält: In der Tat ist die R-Ringalgebra R[α] ein Integri-
tätsring und nach 6.3.3.14 notwendig eine echte algebraische Körpererweiterung
von R und muß nach 6.3.8.30 also isomorph sein zu C. Um die Notation nicht
unnötig aufzublähen, denken wir uns von nun an vermittels dieser Einbettung C
als einen Teilkörper C ⊂ K. Jetzt machen wir K zu einem C-Vektorraum durch
Multiplikation von links. Die Multiplikation mit i ∈ C von rechts wird dann ein
C-linearer Endomorphismus J ∈ EndCK mit J2 = − idK . Als Endomorphismus
endlicher Ordnung 4.3.3.15 oder einfacher als Endomorphismus der Ordnung Vier
ist er diagonalisierbar nach 4.3.3.14 und liefert wegen J2 = − id eine Zerlegung
K = K+ ⊕ K− mit K± = {a ∈ K | i a = ±a i}. Für alle α ∈ K+ ist nun
C[α] nach 6.3.3.14 ein Körper und es folgt K+ = C. Gilt K 6= C, so gibt es nach
dem Beginn des Beweises auch in K− ⊕ R ein Element j mit j2 = −1. Setzen
wir j = β + α mit β ∈ K− und α ∈ R, so folgt −1 = j2 = β2 + 2αβ + α2

mit dem ersten und letzten Term in K+ und dem mittleren Term in K−. Damit
folgt erst 2αβ = 0 und dann α = 0 und man erkennt j ∈ K−. Für jedes von
Null verschiedene j ∈ K− induziert aber die Multiplikation mit j von rechts einen
Isomorphismus K+ ∼→ K−. Setzen wir k := ij, so ist also {1, i, j, ij} eine R-
Basis von K und es gilt i2 = j2 = −1 und ij = −ji. Daraus aber folgt sofort
k2 = −1 = ijk.
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Ergänzung 6.3.12.4. Eine Kompositionsalgebra ist ein reeller endlichdimensio-
naler Skalarproduktraum V mit einer bilinearen Verknüpfung µ : V × V → V
derart, daß gilt ‖µ(v, w)‖ = ‖v‖·‖w‖ ∀v, w ∈ V . Topologische Methoden zeigen,
daß die Dimension eine Bijektion{

Kompositionsalgebren mit Einselement,
bis auf Isomorphismus

}
∼→ {0, 1, 2, 4, 8}

liefert. Genauer ist µv : w → µ(v, w) für jeden festen Vektor v ∈ V der Länge
Eins orthogonal und induziert folglich eine Permutation der Einheitssphäre von V .
Für jedesw ∈ V gibt es mithin genau ein ρ(w) = ρv(w) ∈ V mit µ(v, ρ(w)) = w.
Gilt also dimV > 1 und halten wir einen weiteren Einheitsvektor tmit t ⊥ v fest,
so ist µ(t, ρ(w)) ein Einheitsvektor, der auf w senkrecht steht. Man sieht leicht,
daß er stetig von w abhängt und so ein stetiges tangentiales Vektorfeld ohne Null-
stelle auf der Einheitsshpäre in V liefert. Mit topologischen Methoden kann man
aber zeigen, daß es derartige Vektorfelder nur auf Sphären der Dimensionen 1, 3, 7
geben kann, daß das also in anderer Terminologie die einzigen parallelisierbaren
Sphären sind. Die fraglichen Kompositionsalgebren sind 0, R, C, H und die sehr
merkwürdige Struktur der sogenannten Oktaven O, auch genannt Oktonionen
oder Cayley’sche Zahlen, bei denen die Multiplikation nicht mehr assoziativ ist.
Zur Konstruktion dieser Struktur erinnern wir aus 3.5.6.7 den dort ausgezeichne-
ten Isomorphismus H ∼→ Hopp, q 7→ q̄ und setzen O := H × H mit der nicht
assoziativen Multiplikation µ((a, b), (x, y)) := (ax− ȳb, bx̄+ya). Das Skalarpro-
dukt ist jeweils das „offensichtliche“. Mehr dazu findet man etwa bei [E+92].

Übungen

Ergänzende Übung 6.3.12.5. Explizit gilt für das Skalarprodukt auf den Oktaven
‖(a, b)‖2 = aā + bb̄. Man zeige, daß die Oktaven in der Tat eine Kompositions-
algebra bilden. Ich empfehle, bei der Rechnung die übrigen gemischten Terme zu
zwei Realteilen von Quaternionen zusammenzufassen, die sich dann zu Null ad-
dieren. Man zeige weiter: Sind zwei natürliche Zahlen jeweils eine Summe von
acht Quadraten, so auch ihr Produkt.
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6.4 Galoistheorie

6.4.1 Galoiserweiterungen
Definition 6.4.1.1. Ein Isomorphismus von einem Körper zu sich selbst heißt auch
ein Automorphismus unseres Körpers. Gegeben eine Körpererweiterung L/K
heißt die Gruppe aller Körperautomorphismen von L, die K punktweise festhal-
ten, die Galoisgruppe Gal(L/K) der Körpererweiterung L/K.

Ergänzung 6.4.1.2. Bezeichnet Ring die Kategorie der Ringe und RingK die Ka-
tegorie der Ringe unter K, so können wir die Galoisgruppe in kategorientheo-
retischer Notation schreiben als Gal(L/K) = (KringK)×(L) und im Fall einer
endlichen Erweiterung als Gal(L/K) = KringK(L,L), da dann alle Körperho-
momorphismen über K von L in sich selber bereits injektiv und durch Vergleich
der K-Dimensionen sogar Isomorphismen sind.

Beispiele 6.4.1.3. Gal(C/R) ist eine Gruppe mit zwei Elementen, der Identität
und der komplexen Konjugation. Betrachten wir in R die dritte Wurzel 3

√
2 von 2,

so besteht Gal(Q( 3
√

2)/Q) nur aus der Identität, denn jeder Körperhomomorphis-
mus Q( 3

√
2) → Q( 3

√
2) muß die einzige Lösung der Gleichung x3 = 2 in diesem

Körper auf sich selbst abbilden.

Lemma 6.4.1.4. Der Grad einer Körpererweiterung ist eine obere Schranke für
die Kardinalität ihrer Galoisgruppe. Ist also in Formeln L/K unsere Körperer-
weiterung, so gilt in N t {∞} die Ungleichung

|Gal(L/K)| ≤ [L : K]

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 6.3.8.15, nach dem sogar die Zahl der Körper-
homomorphismen über K von L in einen beliebigen weiteren Körper M über K
beschränkt ist durch der Erweiterunggrad, |RingK(L,M)| ≤ [L : K].

Proposition 6.4.1.5. Ist q eine echte Primzahlpotenz und r ≥ 1, so ist die Galois-
gruppe Gal(Fqr/Fq) eine zyklische Gruppe der Ordnung r, erzeugt vom Frobe-
nius-Homomorphismus oder kurz Frobenius

F : Fqr
∼→ Fqr , a 7→ aq

6.4.1.6. In 3.5.2.37 hatten wir bereits einen Frobeniushomomorphismus einge-
führt. Der Frobeniushomomorphismus hier ist seine l-te Potenz für l gegeben
durch q = pl mit p prim.

Beweis. Sicher erzeugt F in der Galoisgruppe eine zyklische Untergruppe der
Ordnung r. Nach dem vorhergehenden Satz 6.4.1.4 hat die Galoisgruppe jedoch
höchstens r Elemente.
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Definition 6.4.1.7. Eine Körpererweiterung L/K heißt eine Galoiserweiterung
oder kurz Galois, wenn sie normal und separabel ist.

6.4.1.8. Operiert eine Gruppe G auf einer Menge X , so schreiben wir ganz all-
gemein XG für die Menge der Fixpunkte. Ist speziell X ein Körper L und G
eine Gruppe von Körperautomorphismen von L, so ist LG ⊂ L offensichtlich ein
Unterkörper von L. Er heißt der Fixkörper von G.

Satz 6.4.1.9 (Galoiserweiterungen durch Gruppenoperationen). Seien L ein
Körper, G eine endliche Gruppe von Automorphismen von L und LG der Fix-
körper von G. So gilt:

1. Jedes Element α ∈ L ist algebraisch über LG und sein Minimalpolynom
über LG wird gegeben durch die Formel

Irr(α,LG) =
∏
β∈Gα

(X − β)

2. Die KörpererweiterungL/LG ist eine endliche Galoiserweiterung vom Grad
[L : LG] = |G| mit Galoisgruppe Gal(L/LG) = G.

Beweis. Wir setzen K := LG. Schreiben wir
∏

β∈Gα(X − β) =
∑
aiX

i, so gilt
für jedes Element σ ∈ G die von der Mitte her zu entwickelnde Gleichungskette∑

σ(ai)X
i =

∏
β∈Gα

(X − σ(β)) =
∏
β∈Gα

(X − β) =
∑

aiX
i

Also gehört unser Produkt zu K[X]. Es teilt das Minimalpolynom Irr(α,K), da
mit α auch alle σ(α) für σ ∈ G Nullstellen des besagten Minimalpolynoms sein
müssen. Es wird aber auch vom fraglichen Minimalpolynom geteilt, da es bei α
verschwindet. Da unser Produkt ebenso wie das Minimalpolynom normiert ist,
müssen diese beiden Polynome übereinstimmen und der erste Punkt ist erledigt.
Per definitionem ist dann L/K normal und separabel, also Galois. Als nächstes
zeigen wir die Identität

[L : K] = |G|

Wir bemerken dazu, daß es nach Proposition 6.3.10.5 über die Unterscheidung
von Körperhomomorphismen ein α ∈ L gibt mit |Gα| = |G|. Unsere Beschrei-
bung des Minimalpolynoms von α über K zeigt dann [K(α) : K] = |G|. Für
β ∈ L ist aber auch K(α, β) eine endliche separable Erweiterung von K und
nach dem Satz vom primitiven Element 6.3.10.7 gibt es γ mit K(α, β) = K(γ).
Aus grad(Irr(γ,K)) ≤ |G| folgt dann K(γ) = K(α) und damit β ∈ K(α). Ins-
gesamt folgt K(α) = L und [L : K] = [K(α) : K] = |G|. Mit dieser Erkenntnis
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bewaffnet folgern wir schließlich die Gleichheit G = Gal(L/K) ohne weitere
Schwierigkeiten aus der Ungleichungskette

|G| ≤ |Gal(L/K)| ≤ [L : K] = |G|

Hier kommt die mittlere Ungleichung von 6.4.1.4 her und wir müssen unsere Er-
kenntnis, daß sie im Fall endlicher Galois-Erweiterungen sogar eine Gleichheit
ist, gar nicht bemühen.

Alternative zum Beweis der Abschätzung [L : LG] ≤ |G|. Wir können hier alter-
nativ auch durch Widerspruch mit dem Satz über die lineare Unabhängigkeit von
Charakteren argumentieren. Nehmen wir an, die Elemente von G seien σ1, . . . , σr
und es gebe in L eine um Eins größere über K := LG linear unabhängige Familie
x0, . . . , xr. In der Matrix der σi(xj) sind dann notwendig die Spalten σ∗(xj) linear
abhängig, wir finden also y0, . . . , yr in L nicht alle Null mit

∑
j yjσi(xj) = 0 ∀i.

Durch Umnummerieren der xj dürfen wir hier ohne Beschränkung der Allgemein-
heit y0 6= 0 annehmen, und indem wir von y0, . . . , yr zu yy0, . . . , yyr übergehen,
finden wir sogar eine lineare Relation unserer Spaltenvektoren für beliebig vor-
gegebenes y0 = z ∈ L. Schreiben wir das um zu

∑
j σ
−1
i (yj)xj = 0 ∀i und

summieren diese Gleichungen, so ergibt sich∑
j

λjxj = 0

für λj =
∑

i σ
−1
i (yj). Sicher gilt auch λj ∈ K für alle j, und aus der linearen

Unabhängigkeit der xj folgt so λj = 0 für alle j und insbesondere λ0 = 0. Nach
der linearen Unabhängigkeit von Charakteren 6.3.8.16, angewandt auf die Homo-
morphismen σi : L× → L×, gibt es jedoch ein z ∈ L× mit

∑
i σ
−1
i (z) 6= 0. Das

ist der gesuchte Widerspruch.

6.4.1.10. Aus 6.4.1.9 folgt, daß bei einer endlichen Körpererweiterung die Kar-
dinalität der Galoisgruppe sogar den Grad der Körpererweiterung teilen muß, in
Formeln

|Gal(L/K)| | [L : K]

In der Tat folgt für G := Gal(L/K) sowohl |G| = [L : LG] als auch LG ⊃ K,
also |G|[LG : K] = [L : K].
Vorschau 6.4.1.11. Ist L/K eine endliche Galois-Erweiterung, so ist α ∈ L nach
dem ersten Beweis von 6.4.1.9 ein primitives Element genau dann, wenn es von
keinem Element der Galoisgruppe festgehalten wird. Wir können sogar stets ein
α ∈ L so wählen, daß es mit seinen Galois-Konjugierten eine K-Basis von L bil-
det: Das sagt uns der „Satz von der Normalbasis“ 6.6.1.6. Diese schärfere Aussage
stimmt keineswegs für jedes primitive Element, wie das Beispiel L = C, K = R,
α = i zeigt.
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Satz 6.4.1.12 (Charakterisierung endlicher Galoiserweiterungen). Seien L/K
eine endliche Körpererweiterung und G = Gal(L/K) ihre Galoisgruppe. So sind
gleichbedeutend:

1. L/K ist eine Galoiserweiterung;

2. Die Ordnung der Galoisgruppe stimmt überein mit dem Grad der Körper-
erweiterung, in Formeln |G| = [L : K];

3. Der Unterkörper K stimmt überein mit dem Fixkörper der Galoisgruppe,
in Formeln K = LG.

Beweis. Wir beginnen mit 1⇒2. Nach (6.3.9.26, 1⇒3) gibt es fürL endlich, sepa-
rabel und normal über K genau [L : K] Körperhomomorphismen L→ L über K.
Als Körperhomomorphismen sind diese natürlich injektiv, und wegen der Gleich-
heit der K-Dimensionen sind sie dann auch surjektiv. Die Implikation 2⇒3 folgt
daraus, daß wir |G| = [L : LG] ja bereits nach 6.4.1.9 wissen. Gilt dann außerdem
|G| = [L : K] für einen Unterkörper K ⊂ LG, so erhalten wir aus der Multipli-
kativität des Grades von Körpererweiterungen unmittelbar erst [LG : K] = 1 und
dann LG = K. Die Implikation 3⇒1 folgt direkt aus 6.4.1.9.

Ergänzung 6.4.1.13. Auch für eine beliebige algebraische Körpererweiterung gilt
noch, daß sie genau dann Galois ist, wenn der Unterkörper der Fixkörper der
Galoisgruppe ist. Hier folgt die eine Implikation aus 6.4.1.33, und die andere aus
6.3.11.10.

Beispiel 6.4.1.14. Unter der Voraussetzung charK 6= 2 ist jede quadratische
Körpererweiterung L von K Galois mit Galoisgruppe Z/2Z und die Elemente
α ∈ L\K mit α2 ∈ K sind genau diejenigen von Null verschiedenen Elemente
von L, die vom nichttrivialen Element der Galoisgruppe auf ihr Negatives ge-
schickt werden.

Definition 6.4.1.15. Eine Wirkung einer Gruppe auf einer Menge heißt treu, eng-
lisch faithful, französisch fidèle, wenn nur das neutrale Element jedes Element
der Menge festhält.

6.4.1.16. Wir erinnern aus 4.5.1.7, daß eine Wirkung einer Gruppe auf einer Men-
ge transitiv heißt, wenn unsere Menge nicht leer ist und je zwei ihrer Elemente
durch ein geeignetes Gruppenelement ineinander überführt werden können.

Satz 6.4.1.17 (Operation der Galoisgruppe auf Nullstellen). Gegeben L/K ei-
ne endliche normale Körpererweiterung und P ∈ K[X] ein Polynom betrachte
man die Operation der Galoisgruppe Gal(L/K) auf der Menge {α ∈ L | P (α) =
0} der Nullstellen von P in L.
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1. Ist P ein K-irreduzibles Polynom, das in L zerfällt, so ist die Operation der
Galoisgruppe auf seinen L-Nullstellen transitiv;

2. Ist P ∈ K[X] ein beliebiges von Null verschiedenes Polynom und L sein
Zerfällungskörper, so ist die Operation der Galoisgruppe auf den L-Null-
stellen von P treu.

Ergänzung 6.4.1.18. Dasselbe gilt auch ohne daß wir [L : K] < ∞ annehmen
und folgt in dem Fall unmittelbar aus 6.3.11.10.

Beweis. Für je zwei Nullstellen α, β von P gibt es nach unserer Proposition
6.3.8.9 über das Ausdehnen auf primitive Erweiterungen einen Körperhomomor-
phismus K(α) → L über K mit α 7→ β, der sich dann nach 6.3.8.13 weiter
ausdehnen läßt zu einem Körperhomomorphismus L → L über K. Treu ist die
Operation, da der Zerfällungskörper eines Polynoms bereits von den Nullstellen
des besagten Polynoms erzeugt wird.

6.4.1.19 (Grundfrage der Galoistheorie). Die Grundfrage der Galoistheorie ist,
welche Permutationen der Nullstellenmenge eines vorgegebenen irreduziblen Po-
lynoms denn nun von einem Automorphismus seines Zerfällungskörpers oder ge-
nauer von einem Element der Galoisgruppe seiner Zerfällungserweiterung her-
kommen. Man nennt diese Galoisgruppe die Galoisgruppe unseres irreduziblen
Polynoms. Hierzu gebe ich gleich drei Beispiele.

Beispiel 6.4.1.20 (Ein kubisches Polynom mit Galoisgruppe S3). Ist L der Zer-
fällungskörper von X3 − 2 über Q, so kommen alle Permutationen der Nullstel-
lenmenge unseres Polynoms von Elementen der Galoisgruppe her und wir haben
folglich Gal(L/Q) ∼= S3. In der Tat ist L/Q normal als Zerfällungskörper und
sogar Galois, da in Charakteristik Null jede Körpererweiterung separabel ist. Da-
mit folgt insbesondere [L : Q] = |Gal(L/Q)|. Jetzt realisieren wir L als einen
Teilkörper

L = Q(
3
√

2, ζ
3
√

2, ζ2 3
√

2) ⊂ C

der komplexen Zahlen, mit 3
√

2 ∈ R der reellen dritten Wurzel von 2 und ζ =
exp(2π i /3) einer dritten Einheitswurzel. Diese Darstellung zeigt L 6= Q( 3

√
2), da

ja unser L nicht in R enthalten ist. In Q( 3
√

2)[X] zerfällt unser Polynom X3 − 2
also in einen linearen und einen irreduziblen quadratischen Faktor, folglich ist
L eine quadratische Erweiterung von Q( 3

√
2). Zusammen ergibt sich [L : Q] =

6 und mithin |Gal(L/Q)| = 6. Die Operation von Gal(L/Q) auf der Menge
{ 3
√

2, ζ 3
√

2, ζ2 3
√

2} definiert nun nach 6.4.1.17 eine Einbettung Gal(L/Q) ↪→ S3,
und da beide Seiten gleichviele Elemente haben, muß diese Einbettung ein Iso-
morphismus sein.
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Beispiel 6.4.1.21 (Ein kubisches Polynom mit zyklischer Galoisgruppe). Ist L
der Zerfällungskörper von X3 + X2 − 2X − 1 über Q, so kommen genau die
zyklischen Permutationen der Nullstellenmenge unseres Polynoms von Elemen-
ten der Galoisgruppe her und wir haben folglich Gal(L/Q) ∼= Z/3Z. In der Tat
können wir mit ζ = exp(2π i /7) einer siebten Einheitswurzel die drei komple-
xen Nullstellen unseres Polynoms schreiben als α = ζ + ζ̄ , β = ζ2 + ζ̄2 sowie
γ = ζ3 + ζ̄3, wie man leicht nachrechnet. Ich bin im übrigen den umgekehrten
Weg gegangen und habe mein Polynom aus den Linearfaktoren zu diesen drei
Nullstellen zusammenmultipliziert. Wie dem auch sei besitzt unser Polynom kei-
ne ganzzahligen Nullstellen, also nach 3.5.3.41 auch keine Nullstellen in Q, und
ist als Polynom vom Grad 3 folglich irreduzibel über Q. Unsere Nullstellen er-
füllen nun jedoch die Relationen α2 = β+ 2, β2 = γ+ 2 und γ2 = α+ 2, woraus
unmittelbar die Behauptung folgt. In 6.4.7.12 geben wir im übrigen ein Kriterium
an, das es erlaubt, die Galoisgruppe einer kubischen Gleichung ganz mechanisch
zu bestimmen.

Beispiel 6.4.1.22 (Ein kubisches Polynom mit trivialer Galoisgruppe). Man
betrachte den Funktionenkörper F3(T ) über dem Körper mit drei Elementen und
darüber das Polynom X3 − T . Es hat nur eine einzige Nullstelle in seinem Zer-
fällungskörper, die aber eben eine dreifache Nullstelle ist. Seine Galoisgruppe
ist folglich trivial. Im übrigen ist ein Zerfällungskörper hier die Körpererwei-
terung F3(T ) ↪→ F3(U) mit T 7→ U3 und darin zerfällt unser Polynom als
X3 − T = X3 − U3 = (X − U)3.

Proposition 6.4.1.23 (Quotientenkörper eines Invariantenrings). Operiert eine
endliche Gruppe G auf einem kommutativen Integritätsbereich R, so liefert die
offensichtliche Einbettung einen Isomorphismus

Quot(RG)
∼→ (QuotR)G

des Quotientenkörpers seines Invariantenrings mit den Invarianten seines Quoti-
entenkörpers.

Beweis. Jeden Bruch f/h ∈ (QuotR)G können wir mit
∏

σ∈G\1 σ(h) erweitern
zu einem Bruch, dessen Nenner im Invariantenring RG liegt, da er ja das Produkt
aller σ(h) mit σ ∈ G ist und bei diesem Produkt die Gruppenoperation nur die
Faktoren permutiert. So ein Bruch kann aber nur dannG-invariant sein, wenn auch
sein Zähler in RG liegt.

Beispiel 6.4.1.24. Für jeden Körper k ist nach 6.4.1.9 und 6.4.1.23 in den Nota-
tionen von 6.2.9.6 die Erweiterung

k(′s1, . . . , sn) = k(′X1, . . . , Xn)Sn ⊂ k(′X1, . . . , Xn)
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eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Sn. Unsere Erweiterung ist natürlich
auch ein Zerfällungskörper der allgemeinen Gleichung

T n + s1T
n−1 + . . .+ sn−1T + sn

Hier fassen wir die si schlicht als algebraisch unabhängige Variablen des Funk-
tionenkörpers k(′s1, . . . , sn) über k auf. Nach unserer Konvention sollten wir
hier vielleicht sogar große Buchstaben vom Ende des Alphabets benutzen, zum
Beispiel Yi statt si. Insbesondere ist die allgemeine Gleichung nach 6.4.1.9 ir-
reduzibel, da ja alle ihre Wurzeln einfach sind und zueinander konjugiert unter
der Galoisgruppe. Die Irreduzibilität dieses Polynoms kann aber auch bereits aus
6.2.7.20 abgeleitet werden.

Übungen

Übung 6.4.1.25. Gegeben eine endliche separable Körpererweiterung ist ihre nor-
male Hülle Galois. Mutigere zeigen dasselbe, ohne die Endlichkeit vorauszuset-
zen.

Übung 6.4.1.26. Gegeben n ≥ 1 zeige man, daß C(Xn) ⊂ C(X) eine Galoiser-
weiterung vom Grad n ist mit zyklischer Galoisgruppe.

Ergänzende Übung 6.4.1.27. Man zeige, daß sich jede endliche Erweiterung ei-
nes vollkommenen Körpers zu einer endlichen Galoiserweiterung vergrößern läßt.
Man zeige, daß sich wie in 4.3.3.2 behauptet jeder Endomorphismus x eines end-
lichdimensionalen Vektorraums über einem vollkommenen Körper auf genau ei-
ne Weise zerlegen läßt als x = xs + xn mit xs halbeinfach, xn nilpotent und
xsxn = xnxs.

Übung 6.4.1.28. Man zeige: Gegeben eine Körpererweiterung L/K und zwei ver-
schiedene normierte irreduzible Polynome in K[X] kann kein Element der Ga-
loisgruppe eine Nullstelle des einen Polynoms in eine Nullstelle des anderen Po-
lynoms überführen.

Übung 6.4.1.29. Sei k ein Körper der Charakteristik p und λ ∈ k× und t = tλ :
k(X)

∼→ k(X) der Körperautomorphismus über k mit X 7→ X + λ. Man zeige,
daß der Körper der Invarianten genau das Bild derjenigen Einbettung k(Y ) ↪→
k(X) ist, die durch Y 7→ Xp − λp−1X gegeben wird. Man zeige, daß auch die
induzierte Einbettung k[Y ] ↪→ k[X] einen Isomorphismus auf den Ring der t-
Invarianten von k[X] induziert.

Ergänzende Übung 6.4.1.30. Jede normale Körpererweiterung mit trivialer Ga-
loisgruppe ist rein inseparabel im Sinne von 6.3.9.37. Für jede normale Körperer-
weiterungK/k mit GaloisgruppeG istKG/k rein inseparabel. Hinweis: 6.3.9.17.
Im Fall unendlicher Erweiterungen verwende man 6.3.11.9.
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Ergänzende Übung 6.4.1.31 (Satz von Gilmer). Man zeige, daß eine algebraische
Körpererweiterung L/K derart, daß jedes Polynom aus K[X] in L eine Nullstelle
hat, ein algebraischer Abschluß von K sein muß. Hinweis: Man beginne mit dem
Fall der Charakteristik Null. Jede endliche Körpererweiterung von K besitzt dann
nach 6.3.10.7 ein primitives Element und läßt sich folglich in L einbetten. Gege-
ben ein Polynom P ∈ L[X] gilt das insbesondere für seinen Zerfällungskörper
über dem von seinen Koeffizienten in L erzeugten Teilkörper über K. Im Fall po-
sitiver Charakteristik argumentiere man erst mit dem separablen Abschluß von K
in unserem Zerfällungskörper und dann mit 6.3.9.37.

Übung 6.4.1.32. Man bestimme die Galoisgruppe des Zerfällungskörpers des Po-
lynoms X4 − 5 über Q und über Q[i].

Ergänzende Übung 6.4.1.33. Ist L/K eine algebraische, aber nicht notwendig
endliche Körpererweiterung und G ⊂ Gal(L/K) eine beliebige, nicht notwen-
dig endliche Untergruppe, so ist L/LG immer noch eine Galoiserweiterung, deren
Galoisgruppe jedoch nicht mit G übereinzustimmen braucht. Zum Beispiel er-
zeugt der Frobenius-Homomorphismus nicht die Galoisgruppe Gal(F̄p/Fp), aber
der Fixkörper seines Erzeugnisses ist dennoch Fp.

Übung 6.4.1.34. Gegeben eine KörpererweiterungL/K in Charakteristik ungleich
zwei und α, β ∈ L\K mit α2, β2 ∈ K zeige man α ∈ K(β) ⇔ α ∈ Kβ. Hin-
weis: 6.4.1.14 oder 6.3.2.10. Gegeben paarweise teilerfremde quadratfreie natürli-
che Zahlen a1, . . . , an zeige man, daß an kein Quadrat ist in Q(

√
a1, . . . ,

√
an−1).

Hinweis: Andernfalls gäbe es ein kürzestmögliches Gegenbeispiel, und dann wäre
Q(
√
a1, . . . ,

√
an−2) mit an−1an ein noch kürzeres Gegenbeispiel. Schließlich zei-

ge man, daß die Körpererweiterung Q(
√
a1, . . . ,

√
an) über Q Galois ist mit Ga-

loisgruppe (Z/2Z)n. Diese Aussage kann auch als Spezialfall der sogenannten
Kummertheorie 6.6.5.3 verstanden werden.

Übung 6.4.1.35 (Artin-Schreier-Erweiterungen). Gegeben ein Körper F posi-
tiver Charakteristik p > 0 betrachten wir für a ∈ F das Polynom Xp − X − a.
Ist β eine Nullstelle dieses Polynoms in einer Körpererweiterung L/K, so sind
die anderen Nullstellen β + λ für λ ∈ Fp. Insbesondere ist F (β) bereits der Zer-
fällungskörper von Xp−X−a und alle irreduziblen Faktoren von Xp−X−a in
F [X] haben denselben Grad, a forteriori den Grad Eins oder den Grad p. Hat un-
ser Polynom keine Nullstelle in F , so ist F (β)/F mithin eine Galoiserweiterung
vom Grad p zyklischer Galoisgruppe.

Übung 6.4.1.36. Gegeben eine endliche Galoiserweiterung L/K ist die Spurab-
bildung SKL : L→ K gegeben durch

x 7→
∑

σ∈Gal(L/K)

σ(x)
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eine K-lineare von Null verschiedene Abbildung und die Spurform L× L→ K
gegeben durch (x, y) 7→ SKL (xy) ist eine nichtausgeartete Bilinearform aufdem
K-Vektorraum L. Hinweis: Lineare Unabhängigkeit von Charakteren 6.3.8.16. In
7.8.3.1 wird die Spur auf beliebige endliche Körperwerweiterungen verallgemei-
nert.

6.4.2 Anschauung für die Galoisgruppe*
6.4.2.1. Formal ist der nun folgende Abschnitt für die logische Kohärenz dieser
Vorlesung nicht von Belang. Es wird darin auch nichts bewiesen. Ich denke je-
doch, daß die im folgenden erklärten Ideen bei der historischen Entwicklung der
Theorie von zentraler Bedeutung waren und hoffe, daß sie Ihnen beim Verständnis
helfen.

6.4.2.2 (Reelle Nullstellen einer Familie reeller Polynome). Zum Aufwärmen
betrachten wir zunächst einmal ein normiertes Polynom P ∈ R(t)[X] mit Ko-
effizienten im Funktionenkörper R(t) = QuotR[t] über dem Körper der reellen
Zahlen. Sei E = EP ⊂ R die endliche Menge aller Punkte, an denen mindes-
tens ein Koeffizient von P eine Polstelle hat. An jeder anderen Stelle λ ∈ R\E
können wir die Koeffizienten von P bei t = λ auswerten und erhalten so ein
Polynom Pλ ∈ R[X]. Die Punkte λ ∈ R\E nennen wir „die Parameter λ, für
die Pλ definiert ist“. Die reellen Nullstellen der Polynome Pλ hängen dann vom
Parameter λ ab und eine bildliche Darstellung der simultanen Nullstellenmenge

Z(P ) := {(λ, α) ∈ R2 | λ 6∈ E, Pλ(α) = 0}

als Teilmenge der Ebene vermittelt eine gewisse Anschauung für diese Abhängig-
keit. Ist etwa P = X2 − (1/t), so ist Pλ definiert für λ 6= 0 und wir haben
Z(P ) = {(λ, α) | λ 6= 0, α2 − (1/λ) = 0}.
6.4.2.3 (Komplexe Nullstellen einer Familie komplexer Polynome). Nun be-
trachten wir analog ein normiertes Polynom P ∈ C(z)[X] mit Koeffizienten im
Funktionenkörper C(z) = QuotC[z] über dem Körper der komplexen Zahlen.
Sei wieder E = EP ⊂ C die endliche Menge aller Punkte, an denen mindes-
tens ein Koeffizient von P eine Polstelle hat. An jeder anderen Stelle λ ∈ C\E
können wir die Koeffizienten von P bei z = λ auswerten und erhalten so ein Po-
lynom Pλ ∈ C[X]. Die Punkte λ ∈ C\E nennen wir „die Parameter λ, für die
Pλ definiert ist“. Die komplexen Nullstellen der Polynome Pλ hängen dann vom
Parameter λ ab und wir betrachten analog die simultane Nullstellenmenge

Z(P ) := {(λ, α) ∈ C2 | λ 6∈ E, Pλ(α) = 0}

Ist etwa zur Abwechslung diesmal P = X2 − z, so ist Pλ definiert für alle λ und
wir haben Z(P ) = {(λ, α) | α2 − λ = 0}.
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Graphische Darstellung der Menge {(λ, α) | λ 6= 0, α2 − 1/λ = 0}
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Dies Bild kam bereits in 3.2.7.6 vor als Illustration für die Abbildung z 7→ z2 der
komplexen Zahlenebene auf sich selbst. Für die durch Adjunktion einer

Quadratwurzel aus z entstehende Erweiterung L des Funktionenkörpers C(z) ist
nun P = X2 − z das Minimalpolynom eines Erzeugers und wir erhalten eine
stetige Bijektion C ∼→ Z(P ) mit stetiger Umkehrung vermittels der Vorschrift
z 7→ (z2, z). Die Komposition C ∼→ Z(P )→ C mit der Projektion auf die erste
Koordinate ist also gerade unsere Abbildung z 7→ z2. Wir sehen so anschaulich,

daß die Galoisgruppe von L/C(z) gerade Z/2Z ist. Ähnlich zeigt diese
Anschauung, daß die Galoisgruppe der durch Adjunktion einer n-ten Wurzel von
t entstehende und oft C( n

√
z)/C(z) notierten Körpererweiterung gerade Z/nZ

sein sollte, was Sie bereits als Übung 6.4.1.26 formal bewiesen haben.
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6.4.2.4. Gegeben eine stetige Abbildung p : Z → C von metrischen oder auch
von topologischen Räumen verstehen wir unter einer stetigen Selbstabbildung
über C eine stetige Abbildung f : Z → Z mit p ◦ f = p. Das Monoid dieser
speziellen Selbstabbildungen notieren wir

Topp(Z)

6.4.2.5. Ist p : Z → C eine sogenannte „Überlagerungsabbildung“, so nennen wir
die Elemente von Topp(Z) auch „Decktransformationen“. Wir diskutieren später,
warum wir uns im folgenden bereits diese Terminologie erlauben.
6.4.2.6 (Galoisgruppe und Decktransformationen). Sei P ∈ C(z)[X] normier-
tes irreduzibles Polynom. Wir bilden die KörpererweiterungL := C(z)[X]/〈P (X)〉
und betrachten ihre Galoisgruppe Γ := Gal(L/C(z)). In dieser Situation finden
wir stets ein u ∈ C[z]\0 derart, daß gilt P ∈ C[z, u−1][X] und daß alle Elemente
der Galoisgruppe Γ den Teilring

L0 := C[z, u−1][X]/〈P (X)〉

auf sich selber abbilden. In der Tat reicht es dazu, u so zu wählen, daß alle γ(X̄)
für γ ∈ Γ zu diesem Teilring gehören, und das ist sicher möglich. Ab nun halten
wir solch ein u fest und erhalten offensichtlich eine Bijektion

KringC(L0,C)
∼→ Z(P )u := {(λ, α) ∈ Z(P ) | u(λ) 6= 0}

durch die Vorschrift ϕ 7→ (ϕ(z), ϕ(X̄)). Die Operation von Γ auf L0 induziert
durch Vorschalten eine Rechtsoperation von Γ auf KringC(L0,C) und vermittels
unserer Bijektion eine Rechtsoperation aufZ(P )u. Die versprochene Anschauung
für die Galoisgruppe liefert nun ein Satz, nach dem diese Rechtsoperation einen
Isomorphismus

Γopp ∼→ Toppr1
(Z(P )u)

der Opponierten der Galoisgruppe mit dem Monoid der stetigen Selbstabbildun-
gen über C des (u(λ) 6= 0)-Teils der simultanen Nullstellenmenge von P indu-
ziert. Wir zeigen im folgenden, daß unsere Rechtsoperation durch stetige Abbil-
dungen über C geschieht, aber nicht, daß sie einen Isomorphismus liefert. Gege-
ben γ ∈ Γ haben wir sicher γ(X̄) = c0 + c1X̄ + . . . + cn−1X̄

n−1 für gewisse
cν ∈ C[z, u−1]. Bezeichnet (λ, α) 7→ ϕ(λ,α) die Umkehrabbildung unserer Bijek-
tion ϕ 7→ (ϕ(z), ϕ(X̄)), so finden wir . (ϕ(λ,α) ◦ γ)(X̄) = c0(λ) + c1(λ)α+ . . .+
cn−1(λ)αn−1. Die Rechtsoperation von γ ∈ Γ auf Z(P )u wird also in Formeln
gegeben durch die Vorschrift

(λ, α) 7→ (λ, c0(λ) + c1(λ)α + . . .+ cn−1(λ)αn−1)

und geschieht insbesondere durch stetige Selbstabbildungen über C. Das löst un-
ser Versprechen ein.
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6.4.2.7 (Hilfen zur graphischen Darstellung). Seien P ∈ C(z)[X] normiertes
irreduzibles Polynom und uwie zuvor. Die Abbildung pr1 : Z(P )u → C hat dann
endliche nichtleere Fasern. Weiter ist die Diskriminante von P nicht die Null von
C(z), und ändern wir u dahingehend, daß es auch an allen Null- und Polstellen
dieser Diskriminante verschwindet, so hat jede Faser von pr1 : Z(P )u → Cu6=0

genau gradP Elemente und ist nebenbei bemerkt eine „Überlagerung“. Indem
wir nun um jede Nullstelle von u einen Kreis zeichnen, der keine andere Null-
stelle von u umläuft, und alle diese Kreise durch sich nicht kreuzende Wege
mit einem festen Punkt verbinden, und weiter das Urbild eines solchen Gebil-
des in der simultanen Nullstellenmenge Z(P )u zeichnen, erhalten wir eine ge-
wisse Anschauung für die Abbildung pr1 : Z(P )u → Cu6=0 und das Monoid
ihrer Decktransformationen. Bezeichnet genauer S ⊂ C2 unser in der komple-
xen Zahlenebene gezeichnetes Gebilde aus verbundenen Kreisen, so liefert die
Restriktion auf pr−1

1 (S) eine Bijektion zwischen dem Monoid der Decktransfor-
mationen von pr1 : Z(P )u → Cu6=0 und dem Monoid der Decktransformationen
von pr1 : pr−1

1 (S)→ S.

Vorschau 6.4.2.8. Statt „Funktionen mit Parametern“ betrachtet man auch in der
Algebra besser „Funktionen in mehreren Variablen“. Diese Sichtweise können
Sie in der Algebraischen Geometrie kennenlernen. Der dort als 7.8.6.2 bewiesene
Satz über „Körper und ihre Kurven“ istx eine Variante der obigen Aussagen für
einen beliebigen algebraischen Grundkörper statt C. Einen Beweis der oben gege-
benen Behauptungen wird man jedoch eher in einer Vorlesung über Riemann’sche
Flächen finden, die sich an eine Vorlesung zur Funktionentheorie anschließt.

6.4.3 Zwischenkörper durch Untergruppen

Satz 6.4.3.1 (Galoiskorrespondenz). Gegeben eine endliche Galoiserweiterung
L/K mit Galoisgruppe G = Gal(L/K) liefern das Bilden der Galoisgruppe
M 7→ Gal(L/M) und das Bilden des Fixkörpers H 7→ LH zueinander inverse
inklusionsumkehrende Bijektionen

Zwischenkörper M
unserer Körpererweiterung

K ⊂M ⊂ L

 ∼↔


Untergruppen H

ihrer Galoisgruppe
H ⊂ G


M

φ7→ H := Gal(L/M)

M := LH
ψ←[ H

Unter dieser Bijektion entsprechen die Normalteiler H von G genau denjenigen
ZwischenkörpernM , die normal sind überK, und in diesen Fällen liefert das Ein-
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Anschauung für die durch Adjunktion einer dritten Wurzel aus t entstehende
Körpererweiterung des Funktionenkörpers C(t) nach 6.4.2.7. Ich finde, man

sieht in diesem Fall auch recht anschaulich, daß die Galoisgruppe zyklisch von
der Ordnung drei sein sollte.

Versuch der bildlichen Darstellung einer Körpererweiterung vom Grad 3 mit
trivialer Galoisgruppe, die also insbesondere nicht normal ist.
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schränken von Elementen der Galoisgruppe einen Isomomorphismus von Grup-
pen G/H ∼→ Gal(LH/K) alias eine kurze exakte Sequenz

Gal(L/M) ↪→ Gal(L/K)� Gal(M/K)

Vorschau 6.4.3.2. In der Sprache der Kategorientheorie ausgedrückt liefert für
L/K eine endliche Galoiserweiterung mit GaloisgruppeG der Funktor KringK( , L)
der K-linearen Körperhomomorphismen nach L eine Äquivalenz von Kategorien{

Körpererweiterungen von K,
die sich in L einbetten lassen

}
≈→
{

transitive
G-Mengen

}opp

Das folgt aus obigem Satz mit einfachen Zusatzüberlegungen. Umgekehrt kann
man auch obigen Satz auch leicht aus dieser Aussage folgern.

Beweis. Nach Eigenschaft 6.3.8.28 der Normalität und der Definition der Separa-
bilität 6.3.9.18 ist für jeden Zwischenkörper M auch L/M normal und separabel,
also Galois, und damit folgt ψ ◦ φ = id aus unserer Erkenntnis 6.4.1.12, daß bei
einer endlichen Galoiserweiterung der Grundkörper gerade der Fixkörper der Ga-
loisgruppe ist. Ohne alle Schwierigkeiten folgt φ ◦ ψ = id aus unserer Erkenntnis
6.4.1.9, daß das Bilden des Fixkörpers zu einer endlichen Gruppe von Körperau-
tomorphismen stets eine Galoiserweiterung mit besagter Gruppe als Galoisgruppe
liefert. Das zeigt die erste Behauptung. Man prüft nun leicht g(LH) = LgHg

−1 für
alle g ∈ G, das gilt sogar für eine beliebige Operation einer beliebigen Gruppe auf
einer beliebigen Menge. In Worten entspricht unter unserer Galoiskorrespondenz
also das Verschieben von Zwischenkörpern mit einem Element der Galoisgruppe
g ∈ G der Konjugation von Untergruppen mit besagtem Element g ∈ G. Insbe-
sondere ist LH invariant unter G genau dann, wenn H in G ein Normalteiler ist.
Da aber G nach 6.4.1.17 transitiv operiert auf den Wurzeln der Minimalpolyno-
me aller Elemente von L, ist LH invariant unter G genau dann, wenn es normal
ist über K. Schließlich faktorisiert dann die durch Einschränken von Körperho-
momorphismen gegebene Abbildung G → Gal(LH/K) über G/H und liefert
eine Injektion G/H ↪→ Gal(LH/K), die mit einem Abzählargument bijektiv sein
muß.

Beispiel 6.4.3.3. Nach 6.4.1.5 ist für jede Potenz q = pr mit r ≥ 1 einer Prim-
zahl p die Galoisgruppe Gal(Fq/Fp) eine zyklische Gruppe der Ordnung r, er-
zeugt vom Frobenius-Homomorphismus a 7→ ap. Die Untergruppen dieser Grup-
pe Z/Zr sind nach 4.4.3.20 genau die Gruppen Zd/Zr für Teiler d von r. Das lie-
fert im Licht der Galoiskorrespondenz 6.4.3.1 einen neuen Beweis unserer Klas-
sifikation 6.3.7.12 aller Unterkörper eines endlichen Körpers.
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Definition 6.4.3.4. Eine Körpererweiterung L/K heißt biquadratisch, wenn sie
den Grad [L : K] = 4 hat und erzeugt ist von zwei Elementen α, β ∈ L mit
α2, β2 ∈ K.

Beispiel 6.4.3.5. Q(
√

3,
√

5) ist biquadratisch über Q, denn (a + b
√

5)2 = a2 +
2ab
√

5 + 5b2 kann nie 3 sein, weder für a = 0 noch für b = 0 und erst recht nicht
für a 6= 0, b 6= 0.

Lemma 6.4.3.6. Jede biquadratische Erweiterung in einer von zwei verschiene-
den Charakteristik ist Galois und ihre Galoisgruppe ist die Klein’sche Vierergrup-
pe Z/2Z× Z/2Z.

Beweis. Sei L = K(α, β) mit α2, β2 ∈ K unsere biquadratische Erweiterung.
Für die nichttrivialen Elemente σ ∈ Gal(L/K(α)) , τ ∈ Gal(L/K(β)) haben wir

σ :

{
α 7→ α
β 7→ −β τ :

{
α 7→ −α
β 7→ β

und wir haben {id, σ, τ, στ} ⊂ Gal(L/K). Das muß dann aber schon die ganze
Galois-Gruppe sein.

6.4.3.7. Die Klein’sche Vierergruppe Z/2Z×Z/2Z ∼= F2
2 hat fünf Untergruppen:

Den Nullpunkt, drei Geraden, und die ganze Gruppe. Sie entsprechen in unserer
biquadratischen Erweiterung aus 6.4.3.6 den Unterkörpern

L ⊃ K(α), K(β), K(αβ) ⊃ K

Eine K-Basis von L besteht aus 1, α, β, αβ, wie die simultane Eigenraumzerle-
gung von L unter σ und τ zeigt. Ein primitives Element ist zum Beispiel α + β,
da es von keinem nichttrivialen Element der Galoisgruppe festgehalten wird.

Satz 6.4.3.8 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Körper der komplexen Zahlen
ist algebraisch abgeschlossen.

6.4.3.9. Alternative Beweise diskutieren wir in 3.5.3.25. Als Übung dürfen Sie
zeigen, daß aus einem beliebigen angeordneten Körper R, in dem jedes Polynom
ungerader Ordnung eine Nullstelle hat und jedes positive Element eine Quadrat-
wurzel, durch Adjunktion einer Quadratwurzel von (−1) bereits ein algebraisch
abgeschlossener Körper entsteht.

Beweis. Sei [L : R] eine endliche normale Erweiterung vonR. SeiG = Gal(L/R)
ihre Galoisgruppe und S ⊂ G eine 2-Sylow von G, die in unseren Konventionen
auch die triviale Gruppe sein darf. So haben wir [L : R] = |G| und [L : LS] = |S|
und folglich ist LS/R eine Erweiterung von ungeradem Grad. Da jedes Polynom
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Dies Bild ist wie in 6.4.2.7 zu verstehen und stellt eine biquadratische
Erweiterung des Funktionenkörpers C(t) dar, etwa durch die Adjunktion von
Quadratwurzeln aus (t± 1), wo die beiden Punkte ±1 in den beiden Kreisen

unten zu denken sind.

Links die fünf Untergruppen der Klein’schen Vierergruppe, rechts die ihnen
unter der Galoiskorrespondenz entsprechenden fünf Zwischenkörper einer

biquadratischen Erweiterung im Fall einer von Zwei verschiedenen
Charakteristik.
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aus R[X] von ungeradem Grad nach dem Zwischenwertsatz 10.3.3.8 eine reelle
Nullstelle hat, folgt LS = R. Mithin haben wir S = G und G ist eine 2-Gruppe.
Damit entsteht nach unserem Satz 6.1.3.8 über die Struktur von p-Gruppen und
unter Zuhilfenahme der Galoiskorrespondenz und Übung 6.4.3.10 die Körperer-
weiterung L aus R durch sukzessive Körpererweiterungen vom Grad 2, also nach
6.3.4.9 durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln. Adjungiert man aber
eine echte Quadratwurzel zu R, so erhält man C und in C hat jedes Element schon
eine Quadratwurzel. Daraus folgt L = R oder L = C.

Übungen

Übung 6.4.3.10. Gegeben eine endliche Galoiserweiterung L/K und zwei Unter-
gruppen I ⊂ H ihrer Galoisgruppe zeige man für den Grad der Erweiterung der
zugehörigen Fixkörper die Formel

[LI : LH ] = |H/I|

Hinweise: 6.4.1.12, 6.3.4.11, 4.4.1.5, 6.4.3.1.

Übung 6.4.3.11. Man drücke
√

3 aus als Polynom in
√

3 +
√

5 mit rationalen
Koeffizienten: Das muß möglich sein, da dies Element nach 6.4.3.7 primitiv ist in
Q(
√

3,
√

5).

Übung 6.4.3.12. Seien L/K eine endliche Körpererweiterung und K1, K2 ⊂ L
zwei Zwischenkörper mit Ki/K Galois und K1 ∩ K2 = K. So ist auch der
von K1 und K2 erzeugte Unterkörper K1K2 ⊂ L Galois über K und es gilt
Gal(K1K2/K)

∼→ Gal(K1/K)×Gal(K2/K) vermittels der Restriktionen.

Ergänzende Übung 6.4.3.13. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Ga-
loisgruppe G und sei H ⊂ G eine Untergruppe. Man konstruiere einen Isomor-
phismus zwischen Gal(LH/K) und dem Quotienten N/H nach H des Normali-
sators N = NG(H) := {g ∈ G | gHg−1 = H} von H in G.

Übung 6.4.3.14. Für jeden Körper k, dessen Charakteristik kein Teiler von n ist,
hat der Zerfällungskörper des Polynoms

T n + a2T
n−2 + . . .+ an−1T + an

mit Koeffizienten im Funktionenkörper k(′a2, . . . , an) in n − 1 algebraisch un-
abhängigen Veränderlichen als Galoisgruppe die volle symmetrische Gruppe Sn.
Hinweis: Man gehe aus von 6.4.1.24; Die Galoisgruppe eines Polynoms über ei-
nem Körper K ändert sich nicht unter Substitutionen des Typs T = Y + λ für
λ ∈ K; die Galoisgruppe ändert sich nicht beim Übergang zu Funktionenkörpern
Gal(L/K) = Gal(L(X)/K(X)). Die Irreduzibilität folgt bereits aus 6.2.7.20.
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Ergänzung 6.4.3.15. Bei der Behandlung kubischer Gleichungen in 6.4.7.6 wer-
den wir sehen, daß auch im Fall eines Körpers k der Charakteristik drei das Poly-
nom T 3 + pT + q über k(′p, q) die volle symmetrische Gruppe als Galoisgruppe
hat. Andererseits ist im Fall eines Körpers k der Charakteristik zwei das Polynom
T 2 + p über k(′p) inseparabel und seine Galoisgruppe ist trivial und ist nicht die
volle symmetrische Gruppe.

6.4.4 Galoisgruppen von Kreisteilungskörpern
6.4.4.1. Gegeben n ≥ 1 interessieren wir uns nun für den Zerfällungskörper über
Q des Polynoms Xn − 1. Dieser Zerfällungsköper heißt der n-te Kreisteilungs-
körper und wird unter Mißbrauch der Notation bezeichnet mit Q( n

√
1). Er ist

normal als Zerfällungskörper und separabel über Q wegen Charakteristik Null
und mithin eine Galois-Erweiterung von Q. Ich stelle mir als n-ten Kreisteilungs-
körper meist konkret den Unterkörper Q(ζ) ⊂ C vor mit ζ = e2πi/n. Auch ohne
Rückgriff auf den Körper der komplexen Zahlen wissen wir nach 4.4.4.17, daß
die n-ten Einheitswurzeln in Q( n

√
1) eine zyklische Gruppe der Ordnung n bil-

den. Die Erzeuger dieser Gruppe heißen die primitiven n-ten Einheitswurzeln.
Nach unserer Definition der Kreisteilungspolynome in 6.2.8.1 sind sie gerade die
Nullstellen des n-ten Kreisteilungspolynoms

Φn =
∏

ord ζ=n

(X − ζ)

Wir hatten schon in 6.2.8.1 mit Induktion über n gezeigt, daß dieses Polynom
Koeffizienten in Q und sogar in Z hat, und 6.2.8.4 besagte, daß für n = p prim
das p-te Kreisteilungspolynom Φp irreduzibel ist in Q[X]. Nun zeigen wir ganz
allgemein, daß für alle n ≥ 1 das n-te Kreisteilungspolynom Φn irreduzibel ist
in Q[X]. Nach 6.2.7.11 ist das ganz allgemein für normierte Polynome in Z[X]
gleichbedeutend dazu, irreduzibel zu sein in Z[X].

Satz 6.4.4.2 (Galoisgruppen der Kreisteilungskörper). 1. Die Kreisteilungs-
polynome Φn(X) sind irreduzibel in Q[X];

2. Bezeichnet µn die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln im n-ten Kreisteilungs-
körper Q( n

√
1) und Aut(µn) ihre Automorphismengruppe, so liefern die of-

fensichtichen Abbildungen Isomorphismen

Gal(Q(
n
√

1)/Q)
∼→ Aut(µn)

∼← (Z/nZ)×

Auf diese Weise erhalten wir einen ausgezeichneten Isomorphismus zwi-
schen der Galoisgruppe des n-ten Kreisteilungskörpers und der Einheiten-
gruppe des Restklassenrings Z/nZ;
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Die zwölften Einheitswurzeln in C, eingekringelt die vier primitiven zwölften
Einheitswurzeln
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3. Gegeben zwei primitive n-te Einheitswurzeln ζ, ξ ∈ Q( n
√

1) existiert genau
ein Körperhomomorphismus σ : Q( n

√
1)→ Q( n

√
1) mit σ(ζ) = ξ.

6.4.4.3. Die Irreduzibilität der Kreisteilungspolynome für prime Einheitswurzeln
haben wir bereits in 6.2.8.4 gezeigt. In diesem Fall vereinfacht sich der Beweis
entsprechend.

6.4.4.4. Wählt man eine Einbettung des n-ten Kreisteilungskörpers Q( n
√

1) nach
C, so ist das Bild stets der von Q und e2πi/n in C erzeugte Teilkörper. Von den
Automorphismen unseres Kreisteilungskörpers läßt sich jedoch außer der Identi-
tät nur ein einziger stetig aufC fortsetzen, und dieser Automorphismus ist für jede
Wahl der Einbettung derselbe und kann beschrieben werden als der Automorphis-
mus, der jede Einheitswurzel auf ihr multiplikatives Inverses wirft.

6.4.4.5. Ich schicke dem Beweis einige allgemeine Betrachtungen zu zyklischen
Gruppen voraus. Für n ≥ 1 liefert ja sicher die Multiplikation einen Isomor-
phismus (Z/nZ)×

∼→ Aut(Z/nZ) zwischen der Einheitengruppe unseres Rest-
klassenrings und der Automorphismengruppe seiner zyklischen Gruppe. Die Um-
kehrabbildung kann angegeben werden durch die Abbildungsvorschrift ψ 7→ ψ(1)
für jeden Automorphismus ψ. Ist allgemeiner C irgendeine additiv notierte zy-
klische Gruppe der Ordnung n, so erhalten wir folglich einen Isomorphismus
(Z/nZ)×

∼→ Aut(C) durch die Abbildungsvorschrift a 7→ (c 7→ ac), und ist
µ irgendeine multiplikativ notierte zyklische Gruppe der Ordnung n, so erhalten
wir ebenso einen Isomorphismus (Z/nZ)×

∼→ Aut(µ) durch die Abbildungsvor-
schrift a 7→ (ζ 7→ ζa). Des weiteren gibt es für je zwei Erzeuger einer zyklischen
Gruppe genau einen Automorphismus, der den einen in den anderen überführt.

Beweis. 1. Ist ζ eine primitive n-te Einheitswurzel, so sind alle anderen primiti-
ven n-ten Einheitswurzeln von der Form ζa für a ∈ Z mit a teilerfremd zu n alias
mit 〈a, n〉 = 〈1〉. Sei nun Φn = fg eine Zerlegung in Z[X] mit f dem Minimal-
polynom von ζ . Sicher ist dann auch g normiert. Es reicht zu zeigen, daß für jede
Nullstelle ζ ∈ C von f und p ∈ N prim mit p - n auch ζp eine Nullstelle von f ist,
denn dann sind alle Wurzeln von Φn schon Wurzeln von f und es folgt Φn = f .
Aber sei sonst p prim mit p - n und g(ζp) = 0. Nach Annahme teilt dann f das
Polynom g(Xp) in Q[X] und nach Gauß sogar in Z[X] und nach Übergang zu
Fp[X] ist f̄ Teiler von ḡ(Xp) = ḡp. Dann haben aber f̄ und ḡ eine gemeinsame
Nullstelle im Zerfällungskörper vonXn−1 über Fp, und das steht im Widerspruch
dazu, daß nach 6.3.9.14 das Polynom Xn − 1 über Fp für p - n keine mehrfachen
Nullstellen in seinem Zerfällungskörper hat.

2. Sicher wird Q( n
√

1) erzeugt von jeder primitiven n-ten Einheitswurzel ζ , und
da Φn nach Teil 1 ihr Minimalpolynom ist, folgt mit 6.3.3.3

[Q(
n
√

1) : Q] = deg Φn = |(Z/nZ)×|
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Sicher liefert die Operation der Galoisgruppe auf den n-ten Einheitswurzeln wei-
ter eine Einbettung Gal(Q( n

√
1)/Q) ↪→ Aut(µn) und nach 4.5.3.3 haben wir

einen kanonischen Isomorphismus (Z/nZ)×
∼→ Aut(µn). Da diese drei Gruppen

alle gleichviele Elemente haben, folgt der Satz.

6.4.4.6. Man erklärt die Euler’sche ϕ-Funktion ϕ : Z≥1 → Z≥1 durch die Vor-
schrift

ϕ(n) = Zahl der zu n teilerfremden d ∈ N mit 1 ≤ d ≤ n
= Zahl der Erzeuger der Gruppe Z/nZ
= |{x ∈ Z/nZ | ord(x) = n}|
= |(Z/nZ)×|

Wir haben etwa ϕ(1) = ϕ(2) = 1, ϕ(3) = ϕ(4) = 2, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2 und so
weiter. Nach 6.4.4.2 haben wir auch ϕ(n) = deg Φn = [Q( n

√
1) : Q].

Satz 6.4.4.7 (Konstruierbarkeit regelmäßiger n-Ecke). Genau dann ist das re-
gelmäßige n-Eck konstruierbar mit Zirkel und Lineal, wenn der Wert ϕ(n) der
Euler’schen ϕ-Funktion an der Stelle n eine Zweierpotenz ist.

Beweis. Sei ζ eine primitive n-te Einheitswurzel. Ist ϕ(n) = [Q(ζ) : Q] kei-
ne Zweierpotenz, so kann ζ nicht konstruierbar sein nach 6.3.6.4. Ist ϕ(n) eine
Zweierpotenz, so ist G = Gal(Q(ζ)/Q) eine 2-Gruppe. Nach 6.1.3.8 oder einfa-
cher induktiv nach 4.4.3.18 gibt es dann in G eine Kette von Normalteilern von G
der Gestalt

G = Gr ⊃ Gr−1 ⊃ . . . ⊃ G0 = 1

mit Gi/Gi−1
∼= Z/2Z für 1 ≤ i ≤ r. Deren Fixkörper bilden eine Kette

Q = Kr ⊂ Kr−1 ⊂ . . . ⊂ K0 = Q(ζ)

von Teilkörpern mit [Ki−1 : Ki] = 2 für 1 ≤ i ≤ r. Diese Kette hinwiederum
zeigt mit 6.3.6.2, daß ζ konstruierbar ist.

Lemma 6.4.4.8 (Rechenregeln für die Euler’sche ϕ-Funktion). 1. Sind po-
sitive natürliche Zahlen n und m teilerfremd, so gilt ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m);

2. Für p eine Primzahl und r ≥ 1 beliebig gilt ϕ(pr) = pr−1(p− 1).

Beweis. 1. Der Isomorphismus Z/nmZ ∼= Z/nZ × Z/mZ von Ringen induziert
einen Isomorphismus (Z/nmZ)× ∼= (Z/nZ)× × (Z/mZ)× der zugehörigen Ein-
heitengruppen.

2. Es gibt pr−1 Vielfache n von p mit 1 ≤ n ≤ pr, also gilt

ϕ(pr) = pr − pr−1 = pr−1(p− 1)
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6.4.4.9 (Diskussion der Zahlen n mit ϕ(n) eine Zweierpotenz). Damit ϕ(n)
eine Zweierpotenz ist, darf nach den eben erklärten Rechenregeln 6.4.4.8 nur der
Primfaktor 2 in n mehrfach vorkommen, und alle anderen Primfaktoren müssen
die Gestalt 2r + 1 haben. Nur dann kann aber 2r + 1 eine Primzahl sein, wenn r
selbst eine Zweierpotenz ist, denn sonst wäre r = st mit t > 1 ungerade, und wir
könnten die Gleichung

(1−X t) = (1−X)(1 +X + . . .+X t−1)

spezialisieren zu X = −2s und so 1 + 2r nichttrivial faktorisieren. Genau dann
ist also ϕ(n) eine Zweierpotenz, wenn alle Primfaktoren von n Fermat’sche Prim-
zahlen im Sinne der folgenden Bemerkung sind und keine Primfaktoren außer der
Zwei mehrfach vorkommen.

Ergänzung 6.4.4.10. Die Zahlen Fk := 1 + 22k heißen Fermat’sche Zahlen.
F0, F1, F2, F3, F4 sind prim, aber F5 = 1 + 232 = 641 · 6700417 ist nach Eu-
ler nicht prim. Es ist nicht bekannt, ob es außer den 5 Ersten noch weitere Fer-
mat’sche Zahlen gibt, die prim sind. Bekannt ist, daß die Fermat’schen Zahlen
Fk für 5 ≤ k ≤ 32 nicht prim sind, jedenfalls habe ich das 2020 mit Zitat in
Wikipedia gelesen.

Ergänzung 6.4.4.11. Wie gesagt kann ϕ(m) auch interpretiert werden als die Ord-
nung der Einheitengruppe des Restklassenrings Z/mZ, in Formeln

ϕ(m) = |(Z/mZ)×|

Wenden wir auf diese Gruppe unsere Erkenntnis 4.4.3.8 an, daß die Ordnung jedes
Elements einer endlichen Gruppe die Gruppenordnung teilt, so erhalten wir für b
teilerfremd zu m insbesondere die sogenannte Euler’sche Kongruenz

bϕ(m) ≡ 1 (mod m)

Ergänzung 6.4.4.12. Wenn man die Eulersche ϕ-Funktion einführt, so darf die
witzige Identität

n =
∑
d|n

ϕ(d)

nicht fehlen. Um sie zu zeigen bemerke man, daß auch für jedes Vielfache n = cd
einer Zahl d schon gilt ϕ(d) = |{x ∈ Z/nZ | ord(x) = d}|. In der Tat liefert
nämlich die Multiplikation mit c eine Einbettung Z/dZ ↪→ Z/nZ, deren Bild
genau aus allen x ∈ Z/nZ besteht, deren Ordnung d teilt.
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Übungen

Übung 6.4.4.13. Man zeige, daß man aus einem regelmäßigen 7-Eck mit Zirkel
und Lineal ein regelmäßiges 35-Eck konstruieren kann. Hinweis: Man verwende
6.3.6.10.

Übung 6.4.4.14. Wieviele zu 140000 teilerfremde Zahlen a mit 1 ≤ a ≤ 140000
gibt es?

Übung 6.4.4.15 (Konstruierbarkeitskriterium). Man zeige: Eine algebraische
komplexe Zahl ist konstruierbar genau dann, wenn der Grad des Zerfällungs-
körpers ihres Minimalpolynoms über Q eine Zweierpotenz ist.

Übung 6.4.4.16. Man zeige, daß die Einheitswurzeln des n-ten Kreisteilungs-
körpers für gerades n genau die n-ten Einheitswurzeln sind und für ungerades
n genau die 2n-ten Einheitswurzeln.

Übung 6.4.4.17. Man zeige für die Euler’sche ϕ-Funktion und alle n ≥ 1 die
Identität ϕ(n2) = nϕ(n).

Übung 6.4.4.18. Seien m,n ≥ 1 natürliche Zahlen und k ihr kleinstes gemein-
sames Vielfaches. Man zeige Q( n

√
1, m
√

1) = Q( k
√

1) für beliebige entsprechende
primitive Einheitswurzeln Hinweis: Ist k = an = bm mit (a, b) = 1, so gibt es
x, y mit ax+ by = 1 alias ζk = (ζak )x(ζbk)

y.

Übung 6.4.4.19. Gegeben n > 2 zeige man, daß im KreisteilungskörperQ( n
√

1) =
Q(ζ) für ζ eine primitive n-te Einheitswurzel gilt [Q(ζ) : Q(ζ + ζ−1)] = 2 und
[Q(ζ + ζ−1) : Q(ζ)] = ϕ(n)/2. Man folgere Φn(X) = Xϕ(n)Φn(X−1).

6.4.5 Quadratisches Reziprozitätsgesetz
6.4.5.1. Gegeben ganze Zahlen a, b ∈ Z stellen wir uns nun die Frage, ob es ganze
Zahlen x, y ∈ Z gibt mit

a = x2 + by

Ist das der Fall, so nennt man a einen quadratischen Rest modulo b. Gleich-
bedeutend können wir auch fragen, ob eine Restklasse x̄ ∈ Z/bZ existiert mit
ā = x̄2, ob also ā ein Quadrat ist in Z/bZ. Es mag a priori nicht klar sein, ob diese
Frage derart wichtig ist, daß ihre Behandlung einen eigenen Abschnitt verdient.
A posteriori hat sich die Untersuchung dieser Frage und ihrer Verallgemeinerun-
gen jedoch als derart fruchtbar erwiesen, daß es mir angemessen scheint, sie hier
zu diskutieren. Zunächst reduzieren wir unsere Frage dazu auf den Fall b prim
und erklären dann, wie sie in diesem Fall durch das sogenannte „quadratische
Reziprozitätsgesetz“ gelöst wird. Es gibt verschiedene Beweise des quadratischen
Reziprozitätsgesetzes, dessen verblüffende Aussage viele Mathematiker fasziniert
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hat. Wir geben hier einen Beweis mit den Methoden der Galoistheorie. Er ist viel-
leicht nicht der elementarste Beweis, aber in meinen Augen doch der Beweis, bei
dem am wenigsten „gezaubert“ wird. Darüber hinaus weist er die Richtung, in der
die meines Erachtens interessantesten Verallgemeinerungen zu finden sind.

6.4.5.2 (Reduktion auf b = pn eine Primzahlpotenz). Gegeben b1, b2 ∈ Z
teilerfremd ist a ein Quadrat modulo b1b2 genau dann, wenn es ein Quadrat ist
modulo b1 und ein Quadrat modulo b2. Das folgt unmittelbar aus unserem Ring-
isomorphismus

Z/b1b2Z
∼→ Z/b1Z× Z/b2Z

alias dem chinesischen Restsatz 4.4.3.11. Nach dieser Bemerkung werden wir uns
bei der Untersuchung unserer ursprünglichen Frage auf den Fall beschränken, daß
b eine echte Primzahlpotenz ist. Für Zahlen b, deren Primfaktorzerlegung wir nicht
kennen, ist uns damit zwar wenig geholfen, aber für diese b ist nun einmal schlicht
kein schnelles Verfahren bekannt, mit dem die Frage entschieden werden könnte,
ob ein gegebenes a quadratischer Rest modulo b ist oder nicht.

6.4.5.3 (Reduktion auf a teilerfremd zu b = pn). Sei nun also b eine echte
Primzahlpotenz, sagen wir b = pn. Ist dann a = prα die Darstellung von a als
Produkt mit α teilerfremd zu p, so ist die Gleichung

a = prα = x2 + ypn

für r ≥ n bereits mit x = 0 lösbar. Haben wir dahingegen r + t = n mit t > 0,
so folgt aus der Identität prα = x2 + yprpt, daß die maximale p-Potenz, die die
rechte Seite teilt, entweder gerade ist oder mindestens pr+1. Diese Gleichung ist
also für t > 0 nur unter der Annahme r gerade lösbar, und unter dieser Annahme
genau dann, wenn die Gleichung

α = x̃2 + ypt

lösbar ist alias wenn α ein Quadrat ist modulo pt. Auf diese Weise können wir
uns bei der Untersuchung unserer ursprünglichen Frage weiter auf den Fall zu-
rückziehen, daß b eine echte Primzahlpotenz ist und zusätzlich a teilerfremd zu
b.

6.4.5.4 (Reduktion von b = pn auf b = p für p 6= 2). Ist p eine ungerade
Primzahl und a teilerfremd zu p, so ist a ein Quadrat modulo pn für n ≥ 2 genau
dann, wenn a ein Quadrat ist modulo p. Das folgt leicht aus 4.4.4.32 oder besser
seinem Beweis, wo Sie gezeigt haben, daß die Projektion (Z/pnZ)× � (Z/pZ)×

faktorisiert über einen Isomorphismus mit der Projektion als zweitem Pfeil in der
Form

(Z/pnZ)×
∼→ Z/pn−1Z× (Z/pZ)× � (Z/pZ)×
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Da die Zwei teilerfremd ist zu p, ist nun jedes Element von Z/pn−1Z das Dop-
pelte von einem anderen, und das beendet auch bereits unsere Reduktion. Durch
Induktion über n kann man sogar explizit eine Lösung finden: Gegeben x̃, ỹ ∈ Z
mit a = x̃2 + ỹpn machen wir zur Lösung der Gleichung a = x2 + ypn+1 den
Ansatz x = x̃+ λpn und finden für λ die Gleichung

a = x̃2 + 2λpnx̃+ λ2p2n + ypn+1

Wegen a− x̃2 = ỹpn kann sie umgeschrieben werden zu

2λx̃ = ỹ − λ2pn − yp

Da nun nach Annahme 2 und a und damit auch x̃ invertierbar sind in Z/pZ, hat
diese Gleichung stets eine Lösung λ.

6.4.5.5 (Reduktion von b = 2n auf b = 8). Eine ungerade Zahl ist ein quadra-
tischer Rest modulo 2n für n ≥ 3 genau dann, wenn sie ein quadratischer Rest
ist modulo 8 alias kongruent zu 1 modulo 8. Daß diese Bedingung notwendig ist,
scheint mir offensichtlich. Um zu zeigen, daß sie auch hinreichend ist, erinnern
wir wieder aus 4.4.4.32 oder besser seinem Beweis, daß sich die offensichtliche
Surjektion (Z/2nZ)× � (Z/8Z)× als rechte Vertikale in ein kommutatives Dia-
gramm

(Z/2nZ)×
∼→ Z/2n−2Z× (Z/4Z)×

∼→ Z/2n−2Z× Z/2Z
↓ ↓ ↓

(Z/8Z)×
∼→ Z/2Z× (Z/4Z)×

∼→ Z/2Z× Z/2Z

mit den offensichtlichen Surjektionen in den Vertikalen einbetten läßt. Aus die-
sem Diagramm ist die Behauptung dann unmittelbar ersichtlich. Um eine explizi-
te Lösung zu finden, machen wir wieder Induktion über s und gehen also aus von
einer Lösung der Gleichung a = x2 + y2s mit s ≥ 3. Ist y gerade, also y = 2ỹ, so
steht unsere Lösung für s + 1 schon da. Sonst ersetzen wir x durch x + 2s−1 und
finden so auch eine Lösung mit y gerade.

6.4.5.6. Mit diesen Überlegungen haben wir also unsere ursprüngliche Frage zu-
rückgeführt auf die Frage, welche Zahlen quadratische Reste sind modulo ungera-
der Primzahlen und modulo 8. Ganz allgemein wissen wir seit 3.5.3.37, wiewiele
Elemente eines endlichen Körpers F Quadrate sind, nämlich im Fall der Charak-
teristik Zwei alle und im Fall einer von 2 verschiedenen Charakteristik knapp über
die Hälfte, genauer (|F|+ 1)/2 Elemente. Aber welche? In 6.4.5.18 erklären wir,
wie diese Frage für endliche Primkörper durch das Zusammenwirken von quadra-
tischem Reziprozitätsgesetz 6.4.5.7 und Ergänzungssatz 6.4.5.14 effizient gelöst
werden kann.
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Satz 6.4.5.7 (Quadratisches Reziprozitätsgesetz). Seien p und q zwei verschie-
dene ungerade Primzahlen.

1. Ist p oder q kongruent zu 1 modulo 4, so ist p ein Quadrat modulo q genau
dann, wenn q ein Quadrat ist modulo p;

2. Sind p und q kongruent zu 3 modulo 4, so ist p ein Quadrat modulo q genau
dann, wenn q kein Quadrat ist modulo p.

Beispiel 6.4.5.8. Wir betrachten p = 7 und q = 103. Wir finden 103 ≡ 5 (mod 7)
und durch Ausprobieren sehen wir, daß 0, 1, 2, 4 die einzigen Quadrate im Körper
mit 7 Elementen sind. Insbesondere ist 103 kein Quadrat modulo 7. Unsere Prim-
zahlen sind nun beide kongruent zu 3 modulo 4, und Teil zwei des quadratischen
Reziprozitätsgesetzes sagt uns dann, daß 7 notwendig ein Quadrat modulo 103
sein muß. Ausprobieren liefert in der Tat 252 = 625 = 6× 103 + 7.

6.4.5.9 (Allgemeines zu zyklischen Gruppen). Wir schicken dem Beweis einige
allgemeine Überlegungen voraus. Ich erinnere zunächst daran, daß nach 4.4.4.26
jede nichttriviale zyklische Gruppe G gerader Ordnung 2n genau eine Untergrup-
pe mit zwei Elementen und genau eine Untergruppe vom Index 2 hat. Für den in
additiver Notation geschriebenen Gruppenhomomorphismus

(n·) : G→ G

ist das Bild die einzige Untergruppe mit zwei Elementen und der Kern die einzige
Untergruppe vom Index 2. Für den in additiver Notation geschriebenen Gruppen-
homomorphismus

(2·) : G→ G

ist dahingegen das Bild die einzige Untergruppe vom Index 2 und der Kern die
einzige Untergruppe mit zwei Elementen.

Beispiel 6.4.5.10. Im Fall der additiven Gruppe Z/2nZ ist {0̄, n̄} = nZ/2nZ die
einzige zweielementige Untergruppe und 2Z/2nZ die einzige Untergruppe vom
Index 2.

6.4.5.11. Im Fall der multiplikativen Gruppe F×p für p eine ungerade Primzahl ist
entsprechend {1,−1} die einzige zweielementige Untergruppe und (F×p )2 einzige
Untergruppe vom Index 2 und das Potenzieren mit (p − 1)/2 ist ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus F×p � {1,−1} mit Kern (F×p )2. Wir führen nun für p
prim und a ∈ Z das sogenannte Legendre-Symbol ein durch die Vorschrift

(
a

p

)
:=


0 a ist ein Vielfaches von p;
1 a ist ein Quadrat modulo p, aber kein Vielfaches von p;
−1 sonst.
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Für p eine ungerade Primzahl erhalten wir damit die Kongruenz(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p)

In der Tat folgt das für a teilerfremd zu p aus den vorhergehenden Überlegungen
und in den anderen Fällen ist es eh klar. Des weiteren hängt auch für beliebige
Primzahlen p das Legendresymbol nur von der Restklasse modulo p ab und es gilt
die Multiplikativität (

ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
In der Tat folgt das für a und b teilerfremd zu p aus den vorhergehenden Überle-
gungen und in den anderen Fällen ist es eh klar.

6.4.5.12 (Quadratische Teilerweiterungen in Galoiserweiterungen). SeienL/K
eine endliche Galoiserweiterung und G := Gal(L/K) ihre Galoisgruppe. Gege-
ben eine Untergruppe H ⊂ G der Galoisgruppe vom Index 2 ist nach der Galois-
korrespondenz oder auch bereits nach 6.4.1.9 ihr Fixkörper LH eine quadratische
Erweiterung von K. Ist die Charakteristik kein Teiler von |H|, so kann dieser
Fixkörper offensichtlich beschrieben werden durch die Formel

LH =

{∑
σ∈H

σ(γ)

∣∣∣∣∣ γ ∈ L
}

Die Bedingung an die Charakteristik wird dabei für die Inklusion⊂ benötigt, weil
man damit α ∈ LH schreiben kann als α = |H|−1

∑
σ∈H σ(α). Gilt zusätzlich

charK 6= 2, so sind die Elemente α ∈ LH\K mit α2 ∈ K genau die Eigen-
vektoren zum Eigenwert (−1) des nichttrivialen Elements τ der zweielementigen
Gruppe Gal(LH/K) ∼= G/H und man überlegt sich leicht, daß dieser Eigenraum
beschrieben werden kann als

Eig(τ |LH ;−1) =

∑
σ∈H

σ(γ)−
∑

σ ∈G\H

σ(γ)

∣∣∣∣∣∣ γ ∈ L


Gegeben γ ∈ L gilt für α :=
∑

σ∈H σ(γ)−
∑

σ ∈G\H σ(γ) auch ohne Vorausetzun-
gen an die Charakteristik stets α ∈ LH und α2 ∈ K sowie unter den zusätzlichen
Annahmen α 6= 0 und char(K) 6= 2 zusätzlich LH = K(α) = K +Kα.

6.4.5.13 (Quadratwurzeln in Kreisteilungskörpern). Gegeben p eine ungera-
de Primzahl betrachten wir den p-ten Kreisteilungskörper Q( p

√
1) und erinnern

unseren Isomorphismus F×p
∼→ Gal(Q( p

√
1),Q) aus 6.4.4.2 und die Erkenntnis



6.4. GALOISTHEORIE 857

aus 4.4.4.17, daß F×p eine zyklische Gruppe ist. Nach 6.4.5.9 hat die Galoisgrup-
pe genau eine Untergruppe vom Index Zwei. Nach der Galoiskorrespondenz liegt
damit in Q( p

√
1) genau eine quadratische Erweiterung von Q und nach 6.4.5.12

und 20.3.4.15 hat für ζ ∈ Q( p
√

1) eine primitive p-te Einheitswurzel das Element

α :=
∑
a∈F×p

(
a

p

)
ζa

die Eigenschaft α2 ∈ Q. Dies Element α erzeugt folglich, wenn es nicht Null ist,
die fragliche quadratische Erweiterung. Wir zeigen nun genauer durch explizite
Rechnung die Formel

α2 = (−1)
p−1

2 p

In der Tat, beachten wir (ab
2

p
) = (a

p
), so ergibt sich durch Substitution von ab für

a die zweite Gleichung der Kette

α2 =
∑
a,b∈F×p

(
ab

p

)
ζa+b =

∑
a∈F×p

(
a

p

)∑
b∈F×p

(ζa+1)b

Bei a = −1 ergibt sich ganz rechts der Beitrag (−1
p

)(p− 1). Bei a 6= −1 beachten
wir, daß für η = ζa+1 wie für jede primitive p-te Einheitswurzel die Relation

1 + η + η2 + . . .+ ηp−1 = 0

erfüllt ist, so daß die Summanden mit a 6= −1 jeweils den Beitrag−(a
p
) liefern. Da

nun die Summe der (a
p
) über alle a ∈ F×p verschwindet, und erst dafür brauchen

wir p 6= 2, liefern alle Summanden mit a 6= −1 zusammen den Beitrag (−1
p

) und
mit 20.3.4.15 folgern wir

α2 =

(
−1

p

)
p = (−1)

p−1
2 p

Im übrigen folgt α2 ∈ Z auch ohne alle Rechnung aus der IdentitätQ∩Z[ζ] = Z.
Um sie einzusehen, bemerkt man, daß Z[ζ] eine endlich erzeugte abelsche Gruppe
ist, der Schnitt ist mithin nach 4.4.4.1 auch eine endlich erzeugte abelsche Grup-
pe. Andererseits aber ist er auch ein Teilring von Q, und diese beiden Eigenschaf-
ten zusammen zeigen nach Übung 6.2.2.8 bereits, daß unser Schnitt Z sein muß.
Explizit prüft man für eine von Null verschiedene dritte Einheitswurzel ζ leicht
(ζ−ζ2)2 = −3 und damit±

√
−3 ∈ Q( 3

√
1). Die Beziehung zwischen regelmäßi-

gem Fünfeck und dem goldenen Schnitt 10.4.5.30 zeigt weiter
√

5 ∈ Q( 5
√

1).
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Beweis des quadratischen Reziprozitätsgesetzes. Sei weiter p eine ungerade Prim-
zahl. Wir betrachten die eindeutige quadratische Teilerweiterung unseres p-ten
Kreisteilungskörpers, die wir in 20.1.5 bestimmt hatten zuQ(ζ) ⊃ Q(α) ⊃ Qmit
α2 = (−1)

p−1
2 p. Die Teilringe

Z[ζ] ⊃ Z[α] ⊃ Z

sind offensichtlich stabil unter der Galoisgruppe Gal(Q(ζ)/Q). Jede Primzahl q 6=
p liefert unter Z\pZ � F×p

∼→ Gal(Q(ζ)/Q) ein Element σq der Galoisgruppe
mit σq(ζ) = ζq und der von diesem Element auf R := Z[ζ]/qZ[ζ] induzierte
Ringautomorphismus ist folglich der Frobenius r 7→ rq. Das Bild von α in R
notieren wir

ᾱ ∈ R
Das Bild der offensichtlichen Einbettung Fq ↪→ R notieren wir von nun an kurzer-
hand auch Fq ⊂ R. Wir nehmen nun zusätzlich q 6= 2 an und sind dann in genau
einem der beiden folgenden Fälle:

1. ᾱ ∈ Fq und ᾱ2 ∈ (F×q )2 und σq(ᾱ) = ᾱ;

2. ᾱ 6∈ Fq undX2−ᾱ2 irreduzibel in Fq[X] und Fq[ᾱ] ∼= Fq2 und σq(ᾱ) = −ᾱ.

Nun haben wir ᾱ2 = (−1)
p−1

2 p̄ und zusammen mit unserer vergleichsweise bana-
len Erkenntnis σq(α) = ( q

p
)α folgt(
−1

q

) p−1
2
(
p

q

)
=

(
q

p

)
Zusammen mit unserer Erkenntnis (−1

q
) = (−1)

q−1
2 aus 20.3.4.15 folgt dann das

quadratische Reziprozitätsgesetz.

Proposition 6.4.5.14 (Ergänzungssatz). Für jede ungerade Primzahl p gilt(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 =

{
1 für p ≡ ±1 (mod 8);
−1 für p ≡ ±3 (mod 8).

Beweis. Wir beginnen wie beim Beweis des Reziprozitätsgesetzes und betrachten
feiner

β := (α + 1)/2 =
∑

a∈(F×p )2

ζa

Dann haben wir wieder Z[ζ] ⊃ Z[β] ⊃ Z und diese Teilringe sind stabil unter
der Galoisgruppe Gal(Q(ζ)/Q) und für alle zu p teilerfremden ganzen Zahlen q
finden wir

σq(β) =

{
β falls ( q

p
) = 1;

β − α falls ( q
p
) = −1.
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Unsere Einbettungen induzieren weiter für alle q ∈ Z Einbettungen

Z[ζ]/qZ[ζ] ⊃ Z[β]/qZ[β] ⊃ Z/qZ

Man kann das etwa daraus folgern, daß Z[ζ] eine freie abelsche Gruppe vom Rang
p− 1 mit Erzeugern 1, ζ, . . . , ζp−2 oder besser Erzeugern ζ, . . . , ζp−1 ist. Für jede
Primzahl q ist damit der von σq auf Z[β]/qZ[β] induzierte Ringautomorphismus
der Frobeniushomomorphismus. Weiter finden wir β2 = (α2 + 2α+ 1)/4. Da wir
stets α2 = (−1)

p−1
2 p = 4u+1 schreiben können mit u ∈ Z, ergibt sich β2 = u+β

und das Einsetzen von β̄ für X induziert einen Ringisomorphismus

Fq[X]/〈X2 −X − u〉 ∼→ Z[β]/qZ[β]

Wir sind also in genau einem der folgenden zwei Fälle:

1. Das Polynom X2 −X − u ist irreduzibel in Fq[X] und es gilt σq(β̄) 6= β̄;

2. Das Polynom X2 −X − u ist reduzibel in Fq[X] und es gilt σq(β̄) = β̄.

Für q 6= 2 fallen wir von hier aus auf die bereits beim Beweis des Reziprozitäts-
gesetzes angestellten Überlegungen zurück. Für q = 2 jedoch zeigt das

(−1)u =

(
2

p

)
Die Parität von u hängt nun offensichtlich nur von der Restklasse von p modu-
lo 8 ab und kurzes Durchprobieren zeigt, daß wir so genau den Ergänzungssatz
erhalten.

Vorschau 6.4.5.15. In der „algebraischen Zahlentheorie“ werden gewisse Tricks
der vorhergehenden Argumentation zu einer Theorie ausgebaut. Gegeben ein Zahl-
körper alias eine endliche Körpererweiterung K/Q kann man ganz allgemein in
K stets einen ausgezeichneten Teilring konstruieren, der als abelsche Gruppe end-
lich erzeugt ist und der stabil ist unter der GaloisgruppeG := Gal(K/Q), nämlich
den sogenannten Ganzheitsring oder Ganzzahlenring

R = oK := {r ∈ K | r ist Nullstelle eines normierten Polynoms aus Z[X]}

Daß diese Teilmenge R ⊂ K in der Tat ein Teilring ist, zeigen wir in 7.5.1.8. In
unserem BeispielQ(ζ) ⊃ Q(α) ⊃ Q sind die Ganzheitsringe gerade die Teilringe
Z[ζ] ⊃ Z[β] ⊃ Z, die wir beim Beweis des Ergänzungssatzes haben vom Himmel
fallen lassen. Gegeben eine Erweiterung L/K von Zahlkörpern mit Ganzheitsrin-
gen oL ⊃ oL ist nach 7.8.2.13 dann für jedes Ideal a ⊂ oK die offensichtliche
Abbildung eine Injektion oK/a ↪→ oL/aoL.



860 KAPITEL 6. ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE

6.4.5.16. Die Abbildung n 7→ (−1)
n−1

2 von der Menge der ungeraden ganzen
Zahlen in das Monoid der Vorzeichen ist die Verknüpfung der Restklassenabbil-
dung mit dem einzigen Gruppenisomorphismus

2Z+ 1→ (Z/4Z)×
∼→ Z×

Insbesondere ist sie multiplikativ alias ein Monoidhomomorphismus.

6.4.5.17. Die Abbildung n 7→ (−1)
n2−1

8 von der Menge der ungeraden ganzen
Zahlen in das Monoid der Vorzeichen ist die Verknüpfung der Restklassenabbil-
dung mit einem surjektiven Gruppenhomomorphismus

2Z+ 1→ (Z/8Z)× � Z×

Insbesondere ist sie multiplikativ alias ein Monoidhomomorphismus. In diesem
Fall beachte man, daß es sogar vier Gruppenhomomorphismen (Z/8Z)× → Z×
alias F2

2 → F2 gibt, von denen drei surjektiv sind.

Ergänzung 6.4.5.18. Will man Legendre-Symbole tatsächlich ausrechnen, so er-
weist sich deren Erweiterung zu den sogenannten Jacobi-Symbolen als praktisch.
Man definiert genauer für a ∈ Z beliebig und n ∈ N≥1 mit Primfaktorzerlegung
n = p1p2 . . . pr das Jacobi-Symbol als Produkt von Legendre-Symbolen(a

n

)
:=

(
a

p1

)(
a

p2

)
· · ·
(
a

pr

)
Aus den entsprechenden Eigenschaften des Legendre-Symbols folgt, daß auch das
Jacobi-Symbol nur von der Restklasse von a modulo n abhängt und daß gilt(

ab

n

)
=
(a
n

)( b
n

)
und für n ungerade

(
−1

n

)
= (−1)

n−1
2 .

Schließlich folgt aus dem quadratischen Reziprozitätsgesetz 6.4.5.7, daß allge-
meiner für je zwei ungerade Zahlenm,n ≥ 1 das Reziprozitätsgesetz für Jacobi-
Symbole (m

n

)
= (−1)

n−1
2

m−1
2

( n
m

)
gilt, denn auch die Vorzeichen sind multiplikativ in ungeraden m und n, wie
man durch Fallunterscheidung prüft. Für jede ungerade Zahl n ≥ 1 folgt schließ-
lich aus dem Ergänzungssatz 6.4.5.14 mühelos der Ergänzungssatz für Jacobi-
Symbole (

2

n

)
= (−1)

n2−1
8 =

{
1 für n ≡ ±1 (mod 8);
−1 für n ≡ ±3 (mod 8).
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Für die Primzahlen 1231 und 1549 finden wir so etwa(
1231
1549

)
=
(

1549
1231

)
=
(

318
1231

)
=
(

2
1231

) (
159
1231

)
=
(

159
1231

)
= −

(
1231
159

)
= −

(
118
159

)
=

= −
(

2
159

) (
59
159

)
= −

(
59
159

)
= −

(
159
59

)
= −

(
41
59

)
= −

(
59
41

)
= −

(
18
41

)
=

= −
(

2
41

) (
9
41

)
= −

(
9
41

)
= −

(
41
9

)
= −

(
5
9

)
= −

(
9
5

)
= −

(
4
5

)
= −

(
2
5

)2
= −1

mit unserem Reziprozitätsgesetz und Ergänzungssatz für Jacobi-Symbole. Die
Zahl 1231 ist demnach kein quadratischer Rest modulo 1549. Alternativ hätten wir
auch den Rest von 12311548/2 = 1231774 modulo 1548 ausrechnen können. Das
dauert so lange auch wieder nicht, da wir zur Beschleunigung der Rechnung 774 in
eine Summe von Zweierpotenzen entwickeln können als 774 = 512+256+4+2,
und dann müssen wir nur noch neun Quadrate in Z/1549Z berechnen und vier
dieser Quadrate in Z/1549Z multiplizieren. Ganz so schnell wie obige Rechnung
geht das dann aber doch nicht.

Übungen

Übung 6.4.5.19. Sei a ∈ Z fest vorgegeben. Man zeige: Ob a ein Quadrat ist
modulo einer Primzahl q hängt nur von der Restklasse von q modulo 4a ab.

Ergänzung 6.4.5.20. Im Fall a = −1 kennen wir das das Resultat der vorher-
gehenden Übung 6.4.5.19 im Übrigen bereits aus 6.2.6.5. In der Sprache der
algebraischen Zahlentheorie ist das eine starke Aussage über die Beziehungen
zwischen dem „Verzweigungsverhalten der Erweiterung Q(

√
a)/Q an verschie-

denen Primstellen“. Unser Beweis des Reziprozitätsgesetzes, das erst mal den
Fall a prim liefert, geht aus vom explizit bekannten Verzweigungsverhalten bei
Kreisteilungserweiterungen und folgert das Resultat daraus durch eine Art Galois-
Abstieg.

Ergänzende Übung 6.4.5.21. Ein berühmter Satz von Kronecker-Weber besagt,
daß jede endliche Galoiserweiterung des Körpers Q der rationalen Zahlen mit
abelscher Galoisgruppe als Unterkörper eines Kreisteilungskörpers realisiert wer-
den kann. Man zeige das für alle quadratischen Erweiterungen von Q.

Ergänzung 6.4.5.22. Man mag den Satz von Kronecker-Weber interpretieren als
eine explizite Beschreibung der „maximalen abelschen Erweiterung“ von Q : Sie
entsteht durch die Adjunktion aller Einheitswurzeln. Hilbert’s zwölftes Problem
fragt nach einer ähnlich expliziten Beschreibung der „maximalen abelschen Er-
weiterung“ eines beliebigen Zahlkörpers, als da heißt, eines beliebigen Körpers
der Charakteristik Null von endlichem Grad über Q.

Übung 6.4.5.23. Ist 283 ein quadratischer Rest modulo 397? Hinweis: 397 ist eine
Primzahl.
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Übung 6.4.5.24. Gibt es eine Quadratzahl, deren Darstellung im Dezimalsystem
mit der Ziffernfolge 39 endet? Für welche Ziffern a, b ∈ {0, 1, . . . , 9} gibt es eine
Quadratzahl, die mit der Ziffernfolge ab endet?

6.4.6 Radikalerweiterungen
Definition 6.4.6.1. Eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe heißt ei-
ne zyklische Erweiterung. Eine Galoiserweiterung mit abelscher Galoisgruppe
heißt eine abelsche Erweiterung.

6.4.6.2. Zerfällt das Polynom Xn − 1 in einem Körper vollständig in Linear-
faktoren, so sagen wir, der besagte Körper enthalte alle n-ten Einheitswurzeln.
Wir sagen, eine Körpererweiterung L/K entstehe durch Adjunktion einer n-
ten Wurzel, wenn gilt L = K(α) für ein α ∈ L mit αn ∈ K.

Satz 6.4.6.3 (Zyklische Erweiterungen). Seien K ein Körper und n ≥ 2 eine
natürliche Zahl derart, daß unser Körper alle n-ten Einheitswurzeln enthält und
daß seine Charakteristik n nicht teilt. So gilt:

1. Alle zyklischen Erweiterungen von K vom Grad n entstehen durch die Ad-
junktion einer n-ten Wurzel;

2. Adjungieren wir zu K eine n-te Wurzel, so erhalten wir eine zyklische Er-
weiterung, deren Grad n teilt.

6.4.6.4. Der Beweis des ersten Teils beschreibt die Elemente sogar genauer, de-
ren n-te Potenz im Grundkörper liegt und die unsere Erweiterung erzeugen: Es
handelt sich genau um die Eigenvektoren eines beliebigen Erzeugers der Galois-
gruppe mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel als Eigenwert. Im Fall einer qua-
dratischen Erweiterung wissen wir das schon länger.

6.4.6.5 (Adjunktion von Einheitswurzeln und anderen Wurzeln im Vergleich).
Man beachte den fundamentalen Unterschied zwischen der Erweiterung eines
Körpers durch n-te Einheitswurzeln und der Erweiterung eines Körpers mit n-
ten Einheitswurzeln durch n-te Wurzeln aus von Eins verschiedenen Elemen-
ten: Setzen wir der Einfachkeit halber Charakteristik Null voraus, so ist im ers-
ten Fall nach 6.4.4.2 und 6.4.6.10 die Ordnung der Galois-Gruppe ein Teiler von
ϕ(n) = |(Z/nZ)×| und im zweiten Fall ein Teiler von n.

Beweis. 2. Bezeichne µn ⊂ K× die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Entsteht
L = K(α) durch Adjunktion einer n-ten Wurzel aus a = αn ∈ K, so sind
die Wurzeln des Polynoms Xn − a genau alle ζα mit ζ den n-ten Einheitswur-
zeln und unsere Erweiterung ist folglich Galois. Weiter erhalten wir eine Injektion
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Anschauung für die durch Adjunktion einer dritten Wurzel aus T entstehenden
Körpererweiterung des Funktionenkörpers C(T ). In 6.4.2.7 wird erklärt, wie

auch dies Bild zu interpretieren ist. Ich finde, man sieht in diesem Fall auch recht
anschaulich, daß die Galoisgruppe zyklisch von der Ordnung drei ist.
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der Galois-Gruppe in die Gruppe µn der n-ten Einheitswurzeln, indem wir jedem
σ ∈ Gal(L/K) diejenige Einheitswurzel ζ zuordnen mit σ(α) = ζα, also die
Einheitswurzel σ(α)/α. An dieser Stelle verwenden wir, daß unser Grundkörper
K alle n-ten Einheitswurzeln enthält, um nämlich zu zeigen, daß σ 7→ σ(α)/α ein
Gruppenhomomorphismus Gal(L/K) → µn ist. Da nach 4.4.4.17 jede endliche
Gruppe von Einheitswurzeln zyklisch ist, liefert die Adjunktion n-ter Wurzeln in
der Tat zyklische Erweiterungen, deren Ordnung n teilt.

1. Sei umgekehrt L/K eine zyklische Erweiterung vom Grad n. Sei σ 6= id
ein Erzeuger der Galoisgruppe. Wir fassen σ auf als eine K-lineare Abbildung
σ : L → L. Da gilt σn = id nach Voraussetzung und da Xn − 1 in K[X] voll-
ständig in Linearfaktoren zerfällt und paarweise verschiedene Nullstellen hat, ist
σ nach der im Anschluß bewiesenen Proposition 6.4.6.6 diagonalisierbar und sei-
ne Eigenwerte sind n-te Einheitswurzeln. Da aus σ(α) = ζα und σ(β) = ηβ für
n-te Einheitswurzeln ζ und η folgt σ(αβ) = ζηαβ, bilden die Eigenwerte von σ
sogar eine Untergruppe U ⊂ µn. Enthielte diese Untergruppe nicht alle n-ten Ein-
heitswurzeln, so gäbe es einen Teiler d von nmit d 6= n derart, daß σd als einzigen
Eigenwert die 1 hätte. Dann müßte aber σd aufgrund seiner Diagonalisierbarkeit
bereits selbst die Identität sein im Widerspruch zu unseren Annahmen. Also be-
steht U aus allen n-ten Einheitswurzeln und es gibt ein von Null verschiedenes
α ∈ L mit σ(α) = ζα für ζ eine primitive n-ten Einheitswurzel. Wir haben dann
notwendig σ(αn) = αn, also αn ∈ K, aber die Potenzen α, α2, . . . , αn sind linear
unabhängig über K als Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
von σ. Es folgt [K(α) : K] = n und damit L = K(α).

Proposition 6.4.6.6. Seien f ein Endomorphismus eines Vektorraums V über ei-
nem Körper K und P ∈ K[X] ein normiertes Polynom ohne mehrfache Nullstel-
len, das in K vollständig in Linearfaktoren zerfällt und f annulliert, in Formeln
P (f) = 0. So ist f diagonalisierbar und seine Eigenwerte sind Nullstellen von P .

Beweis. Man wähle einen festen Vektor v ∈ V und suche dazu einen normier-
ten Teiler Q = (X − λ1) . . . (X − λr) von P kleinstmöglichen Grades r mit
Q(f) : v 7→ 0. Dann ist E := 〈v, f(v), f 2(v), . . . f r−1(v)〉 ein unter f stabiler
Untervektorraum von V . Andererseits ist (f − λ2) . . . (f − λr)v nach Annahme
nicht Null und folglich ein Eigenvektor von f zum Eigenwert λ1 in E. In der-
selben Weise finden wir auch Eigenvektoren zu den Eigenwerten λ2, . . . , λr. Da
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten linear unabhängig sind
nach 3.6.6.18, ist damit f |E diagonalisierbar und v eine Summe von Eigenvekto-
ren von f . Die Proposition folgt.

Zweiter Beweis. Wenn man bereits weiß, daß ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums genau dann diagonalisierbar ist, wenn sein Minimal-
polynom vollständig in Linearfaktoren zerfällt und keine mehrfachen Nullstellen
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hat, so bleibt im Fall eines endlichdimensionalen Raums nichts zu zeigen. Der
Fall eines unendlichdimensionalen Raums ist für uns aber eh nicht relevant, und
man kann sich von dort auch unschwer auf den Fall eines endlichdimensionalen
Raums zurückziehen.

Dritter Beweis. Der chinesische Restsatz liefert einen Ringisomorphismus

K[X]/〈P 〉 ∼→ K[X]/〈X − λ1〉 × . . .×K[X]/〈X − λn〉

für λi die Nullstellen von P . Ist 1 = e1 + . . . + en die zugehörige Zerlegung der
Eins in die Einselemente der Faktoren und vereinbaren wir für jeden Vektor v ∈ V
und Q ∈ K[X]/〈P 〉 die Notation Qv = (Q(f))(v), so wird v = e1v + . . . + env
eine Zerlegung mit eiv ∈ Eig(f ;λi).

Korollar 6.4.6.7 (Adjunktion primer Wurzeln). Seien p eine Primzahl und K
ein Körper einer Charakteristik charK 6= p, der alle p-ten Einheitswurzeln ent-
hält. Genau dann ist eine echte Erweiterung unseres Körpers Galois vom Grad p,
wenn sie durch Adjunktion einer p-ten Wurzel entsteht.

Beweis. Eine Galoiserweiterung von Primzahlordnung ist notwendig zyklisch,
denn jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch. Das Korollar folgt damit
aus 6.4.6.3.

Definition 6.4.6.8. Sind in einem Körper Ω zwei Teilkörper K,L ⊂ Ω gegeben,
so bezeichnet (KL) ⊂ Ω den von K und L in Ω erzeugten Teilkörper. Man nennt
diesen Körper das Kompositum von K und L.

6.4.6.9 (Diskussion der Notation). Für das Kompositum ist die abkürzende Nota-
tion (KL) = KL üblich. Ich verwende hier etwas pedantisch die Notation (KL),
da ja KL in unseren Konventionen 2.2.1.3 a priori nur die Menge aller Produkte
bedeutet und man oft runde Klammern als Symbol für die „Erzeugung als Körper“
verwendet.

Satz 6.4.6.10 (Translationssatz der Galoistheorie). Seien in einem Körper Ω
zwei Teilkörper K,L ⊂ Ω gegeben. Ist L ⊃ (K ∩L) eine endliche Galoiserweite-
rung, so ist auch (KL) ⊃ K eine endliche Galoiserweiterung und die Restriktion
liefert einen Isomorphismus von Galoisgruppen

Gal((KL)/K)
∼→ Gal(L/K ∩ L)

6.4.6.11. Insbesondere gilt dieser Situation [L : K ∩ L] = [(KL) : K]. Ohne
die Galois-Bedingung gilt das im Allgemeinen nicht. Als Gegenbeispiel betrachte
man in Ω := C die von zwei verschiedenen dritten Wurzeln aus 2 über Q erzeug-
ten Teilkörper K und L. Da jeder von ihnen nur zwei Teilkörper hat, muß hier
gelten K ∩ L = Q. Ihr Kompositum (KL) hat Grad 6 über Q und damit Grad 2
über K und über L.
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Vorschau 6.4.6.12. Der obige Translationssatz gilt auch ohne die Annahme, unse-
re Erweiterung sei endlich. Sogar wenn wir nur L ⊃ (K ∩ L) normal annehmen,
folgt bereits (KL) ⊃ K normal und die Restriktion liefert einen Isomorphismus
von Galoisgruppen. Wir zeigen das in 6.6.2.2.

Beweis. Mit L/(K ∩ L) ist auch (KL)/K erzeugt von endlich vielen separa-
blen Elementen beziehungsweise ein Zerfällungskörper. Also ist (KL)/K Ga-
lois und K ist nach 6.4.1.12 der Fixkörper der Galoisgruppe K = (KL)G für
G = Gal((KL)/K). Da L normal ist über (K ∩ L), stabilisieren alle Körperau-
tomorphismen von (KL) über K den Unterkörper L, und die durch Restriktion
gegebene Abbildung ρ : Gal((KL)/K) → Gal(L/(K ∩ L)) zwischen den Ga-
loisgruppen ist offensichtlich injektiv. Der Fixkörper des Bildes von ρ ist aber
genau Lρ(G) = K∩L, und das zeigt mit unserem Satz 6.4.1.9 über Galoiserweite-
rungen durch Gruppenoperationen ρ(G) = Gal(L/(K∩L)) alias die Surjektivität
der Restriktionsabbildung.

Korollar 6.4.6.13. Sind in einem Körper Ω Teilkörper M sowie T ⊃ S gegeben
und ist T ⊃ S endlich und Galois, so ist auch (TM) ⊃ (SM) endlich und Galois
und die Restriktion liefert eine Inklusion von Galoisgruppen

Gal((TM)/(SM)) ↪→ Gal(T/S)

Beweis. Wir wenden den Translationssatz an auf K := T und L := (SM). Mit
T ⊃ S ist ja erst recht T ⊃ (T ∩ (SM)) Galois, etwa nach der Galoiskorrespon-
denz. Also ist nach dem Translationssatz 6.4.6.10 auch die Körpererweiterung
(TM) = (T (SM)) ⊃ (SM) Galois und letztere beiden Erweiterungen haben
nach dem Translationssatz dieselbe Galoisgruppe.

Definition 6.4.6.14. Sei L/K eine Körpererweiterung. Wir nennen L eine Radi-
kalerweiterung von K, wenn es eine Körperkette

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kr = L

gibt derart, daß der nächstgrößere Körper jeweils entsteht durch Adjunktion einer
Wurzel, daß es also in Formeln jeweils αi ∈ Ki und ni ≥ 2 gibt derart, daß gilt
αnii ∈ Ki−1 und Ki = Ki−1(αi).

6.4.6.15. Das Wort „Radikal“ ist der lateinische Ausdruck für „Wurzel“. Unsere
Radikalerweiterungen würde man also auf Deutsch bezeichnen als „Erweiterun-
gen, die durch sukzessives Wurzelziehen entstehen“.

Definition 6.4.6.16. Sei M/K eine Körpererweiterung. Wir sagen, ein Element
α ∈ M läßt sich darstellen durch Radikale über K, wenn sich K(α) in eine
Radikalerweiterung von K einbetten läßt.
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Beispiel 6.4.6.17. Die folgende reelle Zahl läßt sich darstellen durch Radikale
über dem Körper Q der rationalen Zahlen:

7
√

5
√

6 + 3 + 13
2
√

3 + 8
− 17
√

19876 + sin(π/7)

Definition 6.4.6.18. Seien K ein Körper und P ∈ K[X]\0 ein von Null verschie-
denes Polynom. Wir sagen, die Gleichung P (X) = 0 läßt sich auflösen durch
Radikale, wenn sich alle Nullstellen des Polynoms P in seinem Zerfällungs-
körper durch Radikale über K darstellen lassen.

6.4.6.19. Ist unser Polynom irreduzibel, so läßt es sich offensichtlich genau dann
auflösen durch Radikale, wenn sich eine Nullstelle durch Radikale über K dar-
stellen läßt.

6.4.6.20. Ich erinnere, daß eine Gruppe G nach 6.1.3.9 auflösbar heißt, wenn es
eine Folge von Untergruppen G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ . . . ⊃ Gr = 1 gibt mit Gi

normal in Gi−1 und Gi−1/Gi abelsch für 1 ≤ i ≤ r.

Proposition 6.4.6.21 (Radikalerweiterungen und Galoiserweiterungen). Sei
K ein Körper der Charakteristik charK = 0 und sei L/K eine Körpererweite-
rung von K. So sind gleichbedeutend:

1. Die ErweiterungL läßt sich einbetten in eine Radikalerweiterung des Körpers
K;

2. Die Erweiterung L läßt sich einbetten in eine endliche Galoiserweiterung
des Körpers K mit auflösbarer Galoisgruppe.

Beweis. 2⇒ 1. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit auflösbarer Galois-
gruppe G = Gal(L/K). So gibt es eine Folge von Untergruppen

G = G0 ⊃ G1 ⊃ . . . ⊃ Gr = 1

mitGi normal inGi−1 undGi−1/Gi zyklisch von Primzahlordnung für 1 ≤ i ≤ r.
Die zugehörige Kette von Fixkörpern ist eine Kette von zyklischen Erweiterungen
von Primzahlordnung

K = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kr = L

Adjungieren wir eine primitive |G|-te Einheitswurzel ζ , so erhalten wir nach dem
Translationssatz 6.4.6.10 oder besser seinem Korollar 6.4.6.13 und zusätzlich un-
serer Diskussion von Kreisteilungserweiterungen für den ersten Schritt wieder
eine Kette

K = K0 ⊂ K0(ζ) ⊂ K1(ζ) ⊂ . . . ⊂ Kr(ζ) = L(ζ)
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von Galoiserweiterungen. Nach unserem Satz über Adjunktion primer Wurzeln
6.4.6.7 ensteht hier auch jede höhere Stufe durch Adjunktion einer geeigneten
Wurzel aus der vorherigen Stufe. Mithin läßt sich L in eine Radikalerweiterung
von K einbetten, nämlich in die Radikalerweiterung L(ζ).

1⇒ 2. Sei L/K eine Radikalerweiterung. Offensichtlich können wir L auch er-
halten, indem wir sukzessive Wurzeln von Primzahlordnung pi

√
ai adjungieren, für

geeignete Primzahlen pi. Es gibt also eine Körperkette

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kr = L

sowie geeignete αi ∈ Ki und Primzahlen pi derart, daß für alle i ≥ 1 gilt Ki =
Ki−1(αi) und αpii ∈ Ki−1. Ist n das Produkt dieser pi und adjungieren wir zu L
eine primitive n-te Einheitswurzel ζ , so ist im Körperturm

K = K0 ⊂ K0(ζ) ⊂ K1(ζ) ⊂ . . . ⊂ Kr(ζ) = L(ζ)

jeder Schritt eine abelsche Erweiterung: Das folgt, indem wir den Translationssatz
der Galoistheorie oder besser sein Korollar 6.4.6.13 im ersten Schritt auf die nach
6.4.4.2 abelsche Kreisteilungserweiterung Q ⊂ Q(ζ) anwenden und danach auf
die Ki ⊂ Ki+1. Vergrößern wir nun L(ζ) zu einer normalen Erweiterung N/K
und darin das Kompositum M ⊂ N aller ϕ(L(ζ)) mit ϕ ∈ RingK(L(ζ), N), also
in anderer Terminologie die normale Hülle M von L(ζ), so ist M eine Galoiser-
weiterung von K und es gibt einen Körperturm

K = M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ . . . ⊂Mt = M

derart, daß jede Stufe eine abelsche Erweiterung ist: Um solch einen Körperturm
anzugeben, zählen wir unsere ϕ auf als ϕ1, . . . , ϕm, beginnen mit M1 = M0(ζ)
und adjungieren der Reihe nach ϕ1(α1), ϕ1(α2), . . ., ϕ1(αr), ϕ2(α1), ϕ2(α2),
. . . , ϕ2(αr), . . . , ϕm(α1), ϕm(α2), . . ., ϕm(αr). Die Galoiskorrespondenz zeigt
dann, daß die Galoisgruppe Gal(M/K) auflösbar ist.

Satz 6.4.6.22 (Auflösbarkeit von Gleichungen durch Radikale). Seien K ein
Körper der Charakteristik charK = 0 und P ∈ K[X]\0 ein von Null verschie-
denes Polynom. So sind gleichbedeutend:

1. Die Gleichung P (X) = 0 läßt sich auflösen durch Radikale;

2. Die Galoisgruppe des Zerfällungskörpers von P über K ist auflösbar.

Beweis. Die Gleichung P (X) = 0 läßt sich auflösen durch Radikale genau dann,
wenn sich der Zerfällungskörper L unseres Polynoms in eine Radikalerweiterung
von K einbetten läßt. Nach Proposition 6.4.6.21 ist das gleichbedeutend dazu,
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daß sich L in eine endliche Galoiserweiterung M des Körpers K mit auflösbarer
Galoisgruppe einbetten läßt. Und da L schon selbst Galois ist und da seine Ga-
loisgruppe Gal(L/K) ein Quotient der Galoisgruppe Gal(M/K) ist, und da nach
6.1.3.15 Quotienten auflösbarer Gruppen auflösbar sind, ist das auch gleichbedeu-
tend dazu, daß L selbst eine auflösbare Galoisgruppe hat.

Proposition 6.4.6.23. Hat ein irreduzibles Polynom fünften Grades aus Q[X] ge-
nau drei reelle und zwei komplexe Nullstellen, so ist seine Galoisgruppe die volle
symmetrische Gruppe S5 und ist damit nicht auflösbar.

Beweis. Die komplexe Konjugation τ vertauscht zwei Nullstellen und läßt die
übrigen fest. Da die Galoisgruppe G transitiv auf der 5-elementigen Menge der
Nullstellen operiert, teilt nach der Bahnformel 5 die Gruppenordnung und es gibt
nach 6.1.4.8 ein g ∈ G von der Ordnung ord g = 5. Man sieht etwa mit 3.6.1.10,
daß g und τ schon ganz S5 erzeugen.

Beispiel 6.4.6.24. Das Polynom X(X2 + 4)(X2− 4) = X5− 16X hat genau drei
reelle Nullstellen und Extrema bei X = ±2/ 4

√
5 mit Werten ±32(1

5
− 1)1/ 4

√
5,

die im Absolutbetrag größer sind als zwei. Das Polynom X5 − 16X + 2 hat al-
so ebenfalls genau drei reelle und zwei komplexe Nullstellen, und es ist darüber
hinaus irreduzibel in Q[X] nach dem Eisensteinkriterium 6.2.8.2. Seine Galois-
gruppe ist nach 6.4.6.23 folglich nicht auflösbar, und damit kann nach 6.4.6.22
die Gleichung X5 − 16X + 2 = 0 nicht durch Radikale gelöst werden.

Beispiel 6.4.6.25. Das Polynom X5 − 2 in Q[X] ist irreduzibel nach dem Eisen-
steinkriterium 6.2.8.2. Es ist jedoch durchaus auflösbar durch Radikale.

6.4.6.26 (Adjunktion höherer Wurzeln). Seien K ein Körper und a ∈ K ein
Element und n ≥ 1. Ich will diskutieren, wie eine Körpererweiterung K(α) mit
αn = a und der Zerfällungskörper von Xn−a aussehen können. Zunächst einmal
muß ein Polynom der Gestalt Xn − a nicht irreduzibel sein, wie bereits X2 −
1 = (X + 1)(X − 1) zeigt. Im Zerfällungskörper von Xn − a müssen auch
keineswegs alle n-ten Wurzeln von a isomorphe Teilkörper erzeugen, etwa haben
wir X4 − 9 = (X2 + 3)(X2 − 3) und Q(i

√
3) ist nicht isomoph zu Q(

√
3).

Übungen

Übung 6.4.6.27. Gegeben Primzahlen p, q ist die Galoisgruppe des Zerfällungs-
körpers L von Xp − q ∈ Q[X] isomorph zum semidirekten Produkt Fp o F×p in
Bezug auf die offensichtliche Wirkung von F×p auf Fp. Hinweis: Mit 6.4.7.8 kann
man das sogar allgemeiner zeigen für q ∈ Q×\(Q×)p. Wählt man zu einem Er-
zeuger von Gal(Q( p

√
1)/Q) ein Urbild ρ ∈ Gal(L/Q), so ist σ := ρp von der

Ordnung p− 1 und restringiert zu einem Erzeuger von Gal(Q( p
√

1)/Q).
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Übung 6.4.6.28. Seien in einem Körper Ω zwei Teilkörper K,L ⊂ Ω gegeben.
Sind K ⊃ (K ∩ L) und L ⊃ (K ∩ L) endliche Galoiserweiterungen, so ist auch
(KL) ⊃ (K ∩ L) eine endliche Galoiserweiterung und die Restriktionen liefern
einen Gruppenisomorphismus

Gal((KL)/K ∩ L)
∼→ Gal(K/K ∩ L)×Gal(L/K ∩ L)

6.4.7 Lösung kubischer Gleichungen
6.4.7.1. Jetzt interessieren wir uns für kubische Gleichungen, also Gleichungen
der Gestalt

x3 + ax2 + bx+ c = 0

Ihre Galoisgruppen sind auflösbar als Untergruppen von S3, also müssen sich ku-
bische Gleichungen zumindest in Charakteristik Null durch Radikale lösen lassen.
Um explizite Lösungsformeln anzugeben, bringen wir zunächst durch die Substi-
tution x = y − a/3 den quadratischen Term zum Verschwinden und gehen über
zu einer Gleichung der Gestalt y3 + py + q = 0. Für die Lösungen derartiger
Gleichungen gibt der folgende Satz eine explizite Formel.

Satz 6.4.7.2. Gegeben komplexe Zahlen p, q erhält man genau die Lösungen der
Gleichung y3 + py + q = 0, wenn man in der Cardano’schen Formel

y1/2/3 =
3

√
−q

2
+

√(q
2

)2

+
(p

3

)3

+
3

√
−q

2
−
√(q

2

)2

+
(p

3

)3

bei beiden Summanden dieselbe Quadratwurzel fest wählt und dann die beiden
Kubikwurzeln so zieht, daß ihr Produkt gerade −p/3 ist.

6.4.7.3. Dasselbe gilt sogar für jeden beliebigen algebraisch abgeschlossenen Körper
einer von zwei und drei verschiedenen Charakteristik. Dieser Trick war bei den
Italienern schon im 16. Jahrhundert bekannt und wurde von den Experten sorg-
sam geheimgehalten. Diese schlagende Anwendung der komplexen Zahlen war
der Ausgangspunkt ihres Siegeszugs in der höheren Mathematik. Selbst wenn alle
drei Nullstellen unserer kubischen Gleichung reell sind, ist es nicht möglich, unser
Lösungsverfahren ohne die Verwendung der komplexen Zahlen anzuwenden. Die
Bemerkung 6.4.7.10 zeigt, daß der Übergang zu komplexen Zahlen hier wirklich
notwendig und nicht etwa nur unserer Ungeschicklichkeit geschuldet ist.

Beweis. Daß wir auf diese Weise wirklich nur Lösungen unserer Gleichung er-
halten, kann man unschwer nachrechnen. Daß wir alle Lösungen erhalten, folgt
auch recht schnell: Stimmen zwei derartige Lösungen überein, sagen wir u+ v =
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ζu+ζ−1v für verträgliche Wahlen u und v der beiden Kubikwurzeln und eine pri-
mitive dritte Einheitswurzel ζ , so folgern wir (1− ζ)u = (ζ−1−1)v, also ζu = v,
also u3 = v3, damit das Verschwinden der Diskriminante 27q2 + 4p3, und damit
gibt es auch nur höchstens zwei Lösungen nach 6.2.9.17. Stimmen alle drei so
konstruierten Lösungen überein, so folgt zusätzlich ζ−1u = v, also u = v = 0
und q = p = 0 und unsere Gleichung hat in der Tat als einzige Lösung y = 0.

6.4.7.4. Wie wir sehen, ist es nicht schwer, die Cardano’sche Formel nachzu-
prüfen. Ich will nun erklären, wie man durch Galois-Theorie auf diese Formel
geführt wird, und beginne mit einer Vorbemerkung zur linearen Algebra.

6.4.7.5 (Zerlegung unter Endomorphismus endlicher Ordnung). Seien K ein
Körper und V ein K-Vektorraum und f : V → V eine K-lineare Abbildung und
n ∈ N mit fn = id. Die Charakteristik charK sei kein Teiler von n und das
Polynom Xn − 1 zerfalle vollständig in K. Wir wissen etwa aus 6.4.6.6, daß sich
jeder Vektor v ∈ V eindeutig als eine Summe von Elementen der Eigenräume
von f zu den verschiedenen Eigenwerten darstellen lassen muß. Hier geben wir
nun diese Darstellung ganz explizit an. Gegeben eine n-te Einheitswurzeln ζ ∈ K
setzen wir dazu

vζ :=
1

n

n−1∑
i=0

ζ if i(v)

So gilt f(vζ) = ζ−1vζ alias vζ ∈ Eig(f ; ζ−1) aus
∑

ζn=1 ζ
i = 0 für 0 < i < n

folgt
v =

∑
ζn=1

vζ

Das ist also die Darstellung von v als Summe von Elementen der jeweiligen Ei-
genräume von f .

6.4.7.6 (Herleitung der Cardano’schen Formeln). Sei nun L/K eine endliche
Galoiserweiterung mit der symmetrischen Gruppe S3 als Galoisgruppe. Die ge-
raden Permutationen bilden einen Normalteiler A3 und dessen Fixkörper ist ein
Zwischenkörper Q ⊂ L mit L/Q Galois vom Grad 3 und Q/K Galois vom Grad
2. Gilt charK 6= 3 und enthält K eine nichttriviale dritte Einheitswurzel ζ und ist
σ ein Erzeuger der Galoisgruppe Gal(L/Q), so können wir nach 6.4.7.5 und in
der Notation von dort jedes α ∈ L schreiben als

α = α1 + αζ + αζ2

mit α1 ∈ Q und α3
ζ , α

3
ζ2 ∈ Q und bei uns auch αζαζ2 ∈ Q = Lσ. Jetzt nehmen

wir speziell an, L sei der Zerfällungskörper eines Polynoms Y 3 + pY + q ∈ K[Y ]
und es habe die Zerlegung

Y 3 + pY + q = (Y − α)(Y − β)(Y − γ)
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mit α, β, γ ∈ L. Dann war unser Polynom notwendig irreduzibel und separabel
und die Operation der Galoisgruppe auf den Nullstellen induziert einen Isomor-
phismus

Gal(L/K)
∼→ Ens×{α, β, γ}

zwischen der Galoisgruppe und der Gruppe aller Permutationen der drei Nullstel-
len, deren Bezeichnung wir so wählen können, daß gilt σ(α) = β und σ(β) = γ.
Da nun der quadratische Term unseres kubischen Polynoms nach Annahme ver-
schwindet, gilt

α + β + γ = 0
αβ + βγ + γα = p

−αβγ = q = α2β + β2α

So erhalten wir α1 = 0 und obige Gleichung spezialisiert zu

α = u+ v

mit u3, v3 ∈ Q und

3u = α + ζβ + ζ2γ = (1− ζ2)α + (ζ − ζ2)β
3v = α + ζ2β + ζγ = (1− ζ)α + (ζ2 − ζ)β

Diese Gleichungen liefern

9uv = α2 + β2 + γ2 + (ζ + ζ2)(αβ + αγ + βγ)
= (α + β + γ)2 + (ζ + ζ2 − 2)(αβ + αγ + βγ)
= −3p

alias uv = −p/3. Weiter kann man das nichttriviale Element τ der Galoisgruppe
Gal(Q/K) erhalten als die Einschränkung von τ ∈ Gal(L/K) mit τ(α) = β und
τ(β) = α und unter der zusätzlichen Annahme charK 6= 2 erhalten wir

u3 = a+ b
v3 = c+ d

mit a, c, b2, d2 ∈ K und

2a = (u3 + τ(u3)) 2b = (u3 − τ(u3))
2c = (v3 + τ(v3)) 2d = (v3 − τ(v3))

Von bwissen wir a priori, daß es ein Vielfaches vonE := (α−β)(β−γ)(γ−α) =
2α3 +3α2β−3αβ2−2β3 sein muß, da dies Element auch invariant ist unter σ und
antiinvariant unter τ . Bereits im Zusammenhang mit symmetrischen Polynomen
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in 6.2.9.17 hatten wir E2 = −4p3 − 27q2 gefunden. Wir rechnen fleißig weiter
und erhalten 3u/(1− ζ2) = α− ζ2β und dann

9u3/(ζ − ζ2) = α3 − 3ζ2α2β + 3ζαβ2 − β3

9τ(u3)/(ζ − ζ2) = −α3 + 3ζα2β − 3ζ2αβ2 + β3

18a/(ζ − ζ2) = 3(ζ − ζ2)(α2β + αβ2)
a = −q/2

18b/(ζ − ζ2) = 2α3 + 3(α2β − αβ2)− 2β3

b = (ζ − ζ2)E/18

unter Beachtung von q = −αβγ = α2β + β2α und (ζ − ζ2)2 = −3 im vorvor-
letzten Schritt. Die Formeln für v unterscheiden sich von denen für u nur dadurch,
daß darin ζ und ζ2 vertauscht sind. Dieselbe Rechnung liefert damit

c = −q/2
d = (ζ2 − ζ)E/18

So erhalten wir wegen a = c und d = −b schließlich

α = u + v

= 3
√
−(q/2) + b+ 3

√
−(q/2)− b

mit der Maßgabe, daß die beiden dritten Wurzeln mit uv = −p/3 zu wählen sind
und daß gilt b2 = −3E2/3422 = (p/3)3 + (q/2)2. Das sind genau die Carda-
no’schen Formeln.

Ergänzung 6.4.7.7 (Die Cardano’schen Formeln für Kringe). Ist unser Poly-
nom nicht irreduzibel oder besteht seine Galoisgruppe nur aus den drei geraden
Permutationen der drei Nullstellen, so funktioniert das obige Argument nur noch
in mehr oder weniger stark modifizierter Form. Wir können aber ganz allgemein
den Kring k := Z[2−1, 3−1, ζ] betrachten für eine von Eins verschiedene dritte
Einheitswurzel ζ und auf dem Polynomring

L := k[′α, β, γ]

die Gruppe S3 der Permutationen der drei Variablen operieren lassen. Dann ist der
Invariantenring der Polynomring K := k[′p, q, r] mit

(Y − α)(Y − β)(Y − γ) = Y 3 + rY 2 + pY + q

Die Injektion K ↪→ L induziert auf den Quotienten beider Ringe nach dem von
−r = α+β+ γ erzeugt Ideal wieder eine Injektion K̄ ↪→ L̄ und S3 operiert auch
auf dem Quotienten und K̄ ist der Invariantenring und wir haben L̄ = k[′α, β]
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sowie K̄ = k′[p, q] mit der Bezeichnung α, β, γ, p, q für die Bilder dieser Ele-
mente in den jeweiligen Quotientenringen. In diesem Kontext bleiben alle un-
sere Rechnungen sinnvoll und wir erhalten α = u + v mit uv = −p/3 und
u3 = −(q/2) + b sowie v3 = −(q/2) − b mit b2 = (p/3)3 + (q/2)2. Hierdurch
sind zwar u und v nicht eindeutig bestimmt, aber wenn wir eine Wahl fest treffen
und dann α := u+v sowie β := ζu+ ζ−1v sowie γ := ζ−1u+ ζv setzen, so prüft
man in L̄ der Tat

(Y − α)(Y − β)(Y − γ) = Y 3 + pY + q

Alle diese Formeln bleiben nun natürlich richtig unter jedem Homomorphismus
von L̄ in einen beliebigen Körper oder sogar beliebigen Ring und bedeuten die
Cardano’schen Formeln in großer Allgemeinheit. Wir haben bei der Herleitung
sogar den Vorteil, daß wir zusätzlich den Ringautomorphismus κ : k

∼→ k mit
κ(ζ) = ζ2 und κ2 = id zur Verfügung haben. Offensichtlich gilt dann κ(u) = v
und das formalisiert die Beobachtung in obiger Rechnung, daß „für v alles genau-
so geht wie für u, nur mit ζ und ζ2 vertauscht“.

Ergänzung 6.4.7.8 (Ziehen primer Wurzeln). Gegeben ein Körper K und eine
Primzahl p ist für a ∈ K das Polynom Xp−a entweder irreduzibel oder es besitzt
eine Nullstelle. In der Tat zerfällt unser Polynom in seinem Zerfällungskörper für
eine p-te Einheitswurzel ζ als Xp− a =

∏p
ν=1(X − ζνb). Zerfällt es nun in K als

Xp − a = fg mit f, g normiert und 0 < d := grad f < p, so kann man aus dem
konstanten Term von f und a eine p-te Wurzel von a zusammenmultiplizieren.
In der Tat hat der konstante Term c von f die Gestalt c = (−1)dξbd für eine p-te
Einheitswurzel ξ. Es folgt cp = bdp = ad. Damit führt der Ansatz (cnam)p = a zur
Gleichung and+mp = a alias nd+mp = 1 und jede Lösung (m,n) ∈ Z2 liefert für
a 6= 0 eine p-ten Wurzel cnam von a in K. Der Fall a = 0 ist eh unproblematisch.

Ergänzung 6.4.7.9 (Ziehen beliebiger Wurzeln). In [Rom06, 14.1.4] findet man
ein hinreichendes und notwendiges Kriterium für die Irreduzibilität des Polynoms
T n − a ∈ K[T ] gegeben n ∈ N>0 beliebig und K ein beliebiger Körper und
a ∈ K. Daß das nicht ganz trivial sein kann, zeigt die Zerlegung

X4 + 4a4 =
(
(X2 + 2a2) + 2aX

)(
(X2 + 2a2)− 2aX

)
Dort können wir natürlich nochX = T r substitutieren. Weiter istXm−am offen-
sichtlich durchX−a teilbar, und auch diese Teilbarkeit bleibt bei der Substitution
X = T r erhalten. Gilt also 4|n und a ∈ −4K4, so ist T n − a nicht irreduzibel,
und gibt es m > 1 mit m|n und a ∈ Km, so ist T n−a auch nicht irreduzibel. Das
Kriterium sagt nun, daß wenn keine dieser beiden Bedingungen zutrifft, daß dann
unser Polynom T n − a auch in der Tat irreduzibel ist.
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6.4.7.10 (Notwendigkeit des Ausgreifens in die komplexen Zahlen). Sei eine
kubische GleichungX3 +pX+q = 0 mit p, q ∈ R gegeben, die drei reelle Lösun-
gen besitzt, von denen jedoch keine zum Koeffizientenkörper K := Q(p, q) ⊂ R
gehört, etwa X3− 3

4
X + 3

16
. Wir zeigen, daß es dann nicht möglich ist, eine Kette

K = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kr ⊂ R

von Teilkörpern von R so zu finden, daß unser Polynom in Kr vollständig zer-
fällt und Ki+1 jeweils durch Adjunktion der positiven li-ten Wurzel aus einem
positiven Element ai ∈ Ki entsteht, in Formeln

Ki+1 = Ki( li
√
ai)

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir hier die li als prim anneh-
men. Weiter ist das Quadrat ∆ = −4p3 − 27q2 des Produkts der Differenzen
der Nullstellen aus 6.2.9.17 in unserem Fall notwendig positiv und wir dürfen
K1 = K(

√
∆) annehmen. Unser irreduzibles kubisches Polynom ist dann auch

irreduzibel über K1, denn es kann erst in einer Körpererweiterung vom Grad Drei
eine Nullstelle haben. Seinen Zerfällungskörper Z über K können wir in eine
Körperkette K ⊂ K1 ⊂ Z ⊂ R einfügen und Z/K1 ist dann Galois vom Grad
[Z : K1] = 3. Gegeben eine Wurzel α ∈ R unseres kubischen Polynoms mit
α 6∈ Ks ist für s ≥ 1 nach dem Translationssatz also Ks(α)/Ks Galois vom Grad
Drei. Für r kleinstmöglich mit α ∈ Kr muß damit [Kr : Kr−1] ein Vielfaches
von Drei sein. Wegen Kr = Kr−1( l

√
a) mit a = ar und l = lr prim muß aber

nach 6.4.7.8 unser Polynom X l − a irreduzibel gewesen sein in Kr−1[X] und wir
folgern [Kr : Kr−1] = l. Zusammen zeigt das l = 3 und Kr = Kr−1(α) und
damit Kr/Kr−1 Galois vom Grad drei. Dann hinwiederum muß X3 − a in Kr

vollständig in Linearfaktoren zerfallen und Kr muß drei dritte Einheitswurzeln
enthalten und das steht im Widerspruch zu unserer Annahme Kr ⊂ R. Der Über-
gang ins Komplexe oder alternativ die Verwendung trigonometrischer Funktionen
zu ihrer Lösung „durch Radikale“ ist in anderen Worten unumgänglich. Latei-
nisch spricht man bei reellen Gleichungen dritten Grades dieser Art vom casus
irreducibilis.

Übungen

Ergänzende Übung 6.4.7.11. Sei n ≥ 1 und K ein Körper, der alle n-ten Ein-
heitswurzeln enthält und dessen Charakteristik n nicht teilt. Man zeige: Gegeben
a ∈ K ist das PolynomXn−a irreduzibel inK[X] genau dann, wenn a für keinen
Teiler d > 1 von n eine d-te Wurzel in K besitzt.

Übung 6.4.7.12. Ein irreduzibles Polynom dritten Grades der Gestalt Y 3 +pY +q
mit Koeffizienten in einem Körper k der Charakteristik char k 6= 2 hat genau dann
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die Galoisgruppe S3 über k, wenn −4p3 − 27q2 kein Quadrat in k ist. In unserer
Terminologie ist −4p3− 27q2 das Negative der Diskriminante unseres Polynoms,
aber hier sind auch andere Konventionen verbreitet.

Beispiel 6.4.7.13. Das Polynom X3 − 2 hat nach 6.4.1.20 oder 6.4.7.12 die Ga-
loisgruppe S3 über Q, denn −108 = (−27)4 ist kein Quadrat in Q. Dasselbe
Polynom hat jedoch Galoisgruppe A3 über Q( 3

√
1) nach unserem Satz über Radi-

kalerweiterungen 6.4.6.3. Damit alles zusammenpaßt, muß −108 ein Quadrat im
dritten Kreisteilungskörper Q( 3

√
1) sein. Zum Glück stimmt das auch, für ζ eine

primitive dritte Einheitswurzel gilt nämlich (ζ − ζ−1)2 = −3.

6.4.8 Einheitswurzeln und reelle Radikale*

6.4.8.1. Die Tabelle

sin cos
π 0 −1

π/2 1 0

π/3
√

3/2 1/2

π/4 1/
√

2 1/
√

2

π/5
√

5−
√

5/2
√

2 (
√

5 + 1)/4

π/6 1/2
√

3/2

π/7 ? ?

π/8
√

1
2
−
√

2
√

1
2

+
√

2

π/9 ? ?

π/10 (
√

5− 1)/4
√

5 +
√

5/2
√

2

π/11 ? ?

aus 10.4.5.33 zeigt einige n ≥ 1, für die sin(π/n) und cos(π/n) in geschlosse-
ner Form als „reelle algebraische Ausdrücke“ dargestellt werden können, ohne
daß wir bei der Berechnung der besagten Ausdrücke den Körper der reellen Zah-
len verlassen müßten. Sie zeigt auch einige Fragezeichen für Fälle, in denen keine
derartige Darstellung zur Verfügung steht. Wir zeigen im Folgenden, daß das nicht
etwa an unserer Ungeschicklichkeit liegt, sondern daß es derartige reelle Darstel-
lungen für die meisten n schlicht nicht gibt. Diese Aussage gilt es zunächst einmal
zu präzisieren.
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Definition 6.4.8.2. Gegeben eine Körpererweiterung F ⊂ E definieren wir den
Radikalabschluß von F in E als den kleinsten Zwischenkörper R ⊂ E derart,
daß für alle p ≥ 1 gilt (xp ∈ R)⇒ (x ∈ R). Wir notieren ihn

R = rad(F ⊂ E)

Beispiel 6.4.8.3. Die folgende reelle Zahl gehört zum Radikalabschluß des Körpers
Q der rationalen Zahlen im Körper R der reellen Zahlen:

7
√

5
√

6 + 3 + 13
2
√

3 + 8
− 17
√

19876

Definition 6.4.8.4. Gegeben eine Körpererweiterung F ⊂ E definieren wir den
Quadratwurzelabschluß von F in E als den kleinsten Zwischenkörper Q ⊂ E
derart, daß gilt (x2 ∈ Q)⇒ (x ∈ Q). Wir notieren ihn

Q = quad(F ⊂ E)

6.4.8.5. Den Quadratwurzelabschluß quad(Q ⊂ C) der rationalen Zahlen in den
komplexen Zahlen hatten wir bereits in 6.3.6.2 betrachtet und gezeigt, daß er ge-
nau aus allen konstruierbaren Zahlen besteht.

Satz 6.4.8.6 (Markus Rost). Der Radikalabschluß der rationalen Zahlen in den
reellen Zahlen trifft jeden Kreisteilungskörper nur innerhalb des Quadratwurzel-
abschlusses der rationalen Zahlen in den reellen Zahlen. Für jedes n ∈ N gilt
also in Formeln

rad(Q ⊂ R) ∩Q(
n
√

1) ⊂ quad(Q ⊂ R)

Ergänzung 6.4.8.7. Für jeden Teilkörper K ⊂ R und jedes n ≥ 1 gilt allgemei-
ner rad(K ⊂ R) ∩ K( n

√
1) ⊂ quad(K ⊂ R). Der Beweis ist im wesentlichen

derselbe.
6.4.8.8. Der Satz von Rost zeigt, daß cos(2π/7) nicht zum Radikalabschluß von
Q in R gehören kann. In der Tat gehört diese reelle Zahl zu einem Kreisteilungs-
körper und müßte nach dem Satz von Rost anderfalls sogar zum Quadratwur-
zelabschluß von Q in R gehören. Das steht jedoch im Widerspruch zu unserer
Erkenntnis, daß das regelmäßige Siebeneck nicht mit Zirkel und Lineal konstru-
iert werden kann. Weiter ist cos(2π/7) nach 6.4.1.21 auch eine von drei reellen
Nullstellen des Polynoms X3 +X2− 2X− 1. Wir sehen so ein weiteres Mal, daß
kubische Gleichungen mit rationalen Koeffizienten, selbst wenn sie drei reelle
Nullstellen haben, im allgemeinen nicht durch „algebraische Rechenoperationen
im Rahmen der reellen Zahlen“ gelöst werden können. Im übrigen ist cos(2π/7)
ein Erzeuger des Schnitts des siebten Kreisteilungskörpers mit der reellen Achse,
dieser Schnitt muß Grad 6/2 = 3 über Q haben, und besagtes Polynom ist gerade
das Minimalpolynom von cos(2π/7) über Q.



878 KAPITEL 6. ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE

6.4.8.9. Genau dann gehört sin(π/n) zum Radikalabschluß der rationalen Zahlen
in den reellen Zahlen, wenn das regelmäßige n-Eck konstruierbar alias ϕ(n) eine
Zweierpotenz ist. In der Tat liegt sin(π/n) sicher in einem Kreisteilungskörper.
Liegt sin(π/n) auch im Radikalabschluß rad(Q ⊂ R) der rationalen in den reellen
Zahlen, so folgt sin(π/n) ∈ quad(Q ⊂ R) aus dem Satz 6.4.8.6 von Rost. Damit
ist sin(π/n) aber nach 6.3.6.2 konstruierbar und damit dann unschwer auch das
regelmäßige n-Eck. Der Beweis der Gegenrichtung bleibe dem Leser überlassen.

Beweis des Satzes von Rost 6.4.8.6. Wir halten eine natürliche Zahl n ≥ 1 für
den folgenden Beweis fest und vereinbaren die Abkürzung Q := quad(Q ⊂ R)
für den Quadratwurzelabschluß der rationalen Zahlen in den reellen Zahlen und
E := Q( n

√
1) für den n-ten Kreisteilungskörper, mit einem E wie Einheitswurzel.

Um den Satz zu zeigen, reicht es sicher nachzuweisen, daß für jeden Teilkörper
R ⊂ R mit der Eigenschaft R ∩ E ⊂ Q auch der durch Adjunktion einer primen
reellen Wurzel, also durch Adjunktion eines Elements x ∈ R mit xp ∈ R für
eine Primzahl p entstehende Teilkörper R(x) ⊂ R diese Eigenschaft hat. Im Fall
[R(x) : R] < p folgt aus unseren Annahmen bereits R(x) = R. In der Tat haben
wir für q = [R(x) : R] und a = xp ja

detR(x|R(x))p = detR(xp|R(x)) = aq

Es gibt also c ∈ R mit cp = aq. Im Fall q < p können wir 1 = αp+ βq schreiben,
es folgt a = aαp+βq = (aαcβ)p und a hat bereits eine p-te Wurzel y = aαcβ in R,
woraus wegen R ⊂ R und x ∈ R folgt y = ±x und R(x) = R. Es bleibt also nur
noch, den Fall [R(x) : R] = p zu diskutieren und in diesem Fall die Implikation

R ∩ E ⊂ Q ⇒ R(x) ∩ E ⊂ Q

zu zeigen. Im Fall R(x) ∩E = R ∩E ist das klar. Sonst ist (R(x) ∩E)/(R ∩E)
eine nichttriviale Galoiserweiterung, denn das sind beides Zwischenkörper einer
endlichen abelschen Erweiterung. Nach dem Translationssatz 6.4.6.10 ist dann
auch ((R(x) ∩ E)R)/R eine nichttriviale Galoiserweiterung. Da R(x)/R Prim-
zahlgrad hat, folgt ((R(x) ∩ E)R) = R(x), und R(x)/R ist mithin selbst eine
Galoiserweiterung vom Grad p. Das Polynom Xp− a ist dann notwendig das Mi-
nimalpolynom von x über R, und da jede Galoiserweiterung normal ist, müssen
alle seine Nullstellen auch zu R(x) gehören, also alle ζx für ζ eine beliebige p-te
Einheitswurzel. Damit müssen aber alle p-ten Einheitswurzeln zu R(x) gehören,
also zu R, und das gilt nur im Fall p = 2. Mithin sind wir in diesem Fall, und
durch das Rückverfolgen unserer Argumente erhalten wir

[(R(x) ∩ E) : (R ∩ E)] = 2

Der Körper R(x) ∩ E entsteht also aus dem Teilkörper R ∩ E ⊂ Q durch Ad-
junktion einer Quadratwurzel. Folglich liegt R(x)∩E in der Tat bereits selbst im
Quadratwurzelabschluß Q von Q in R.
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6.5 Verallgemeinerungen ins Unendliche*

6.5.1 Ordinalzahlen
Definition 6.5.1.1. Eine Anordnung einer Menge heißt eine Wohlordnung, wenn
jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt.

Beispiel 6.5.1.2. Die Menge der natürlichen Zahlen N ist wohlgeordnet mit ihrer
üblichen Anordnung aus 3.4.1.19, wie wir in 6.5.2.2 formal zeigen werden. Die
Menge der rationalen Zahlen ist nicht wohlgeordnet mit ihrer üblichen Anord-
nung.

6.5.1.3. Gegeben eine teilgeordnete Menge X versteht man unter einem unmit-
telbaren Nachfolger oder kurz Nachfolger eines Elements x ∈ X das kleins-
te Element „oberhalb von x“, also in Formeln das kleinste Element der Menge
{y ∈ X | y > x}, wenn es denn existiert. Jedes Element hat höchstens einen
unmittelbaren Nachfolger. Ebenso versteht man unter einem unmittelbaren Vor-
gänger oder kurz Vorgänger eines Elements x ∈ X das größte Element „unter-
halb von x“, in Formeln also das größte Element der Menge {y ∈ X | y < x},
wenn es denn existiert. Jedes Element hat höchstens einen unmittelbaren Vor-
gänger.

6.5.1.4. Jede nichtleere wohlgeordnete Menge besitzt ein kleinstes Element, das
wir meist mit 0 bezeichnen. In einer wohlgeordneten Menge (Ω,≤) hat weiter je-
des Element a außer dem größten, wenn denn ein größtes Element existiert, einen
unmittelbaren Nachfolger, nämlich das kleinste Element von Ω>a. Wir notieren
diesen unmittelbaren Nachfolger

S(a)

für englisch „successor“. Manche Elemente besitzen auch unmittelbare Vorgänger,
aber keineswegs alle.

Definition 6.5.1.5. Eine Teilmenge A einer wohlgeordneten Menge Ω heißt ein
Anfangsstück, wenn A mit einem Element von Ω auch alle kleineren Elemente
von Ω enthält.

6.5.1.6. Jedes von der ganzen Menge verschiedene Anfangsstück A einer wohl-
geordneten Menge Ω ist von der Gestalt A = Ω<a für genau ein a ∈ Ω, nämlich
für a das kleinste Element des Komplements Ω\A.

Definition 6.5.1.7. Eine Abbildung f : X → Y von teilgeordneten Mengen heißt
ein Morphismus von teilgeordneten Mengen, wenn gilt x ≤ x′ ⇒ f(x) ≤
f(x′). Ein Isomorphismus von teilgeordneten Mengen oder auch Ordnungsi-
somorphismus ist ein bijektiver Morphismus von teilgeordneten Mengen, dessen
Inverses auch ein Morphismus von teilgeordneten Mengen ist. Zwei teilgeordnete
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Mengen heißen ordnungsisomorph, wenn es zwischen ihnen einen Ordnungsi-
somorphismus gibt.

Satz 6.5.1.8 (Vergleich von wohlgeordneten Mengen). 1. Gegeben wohlge-
ordnete Mengen (Ω,≤) und (Ω′,≤′) gibt es höchstens einen Isomorphismus
von (Ω,≤) mit einem Anfangsstück von (Ω′,≤′);

2. Gegeben wohlgeordnete Mengen (Ω,≤) und (Ω′,≤′) ist mindestens eine
von beiden ordnungsisomorph zu einem Anfangsstück der anderen.

6.5.1.9. Insbesondere sind zwei Anfangsstücke einer wohlgeordneten Menge nur
dann ordnungsisomorph, wenn sie gleich sind als Teilmengen.

Beweis. 1. Gegeben zwei verschiedene derartige Isomorphismen f, g gäbe es ein
kleinstes Element b ∈ Ω, auf dem sie verschiedene Werte annähmen. Dies Ele-
ment müßte jedoch sowohl unter f als auch unter g auf das kleinste Element von
Ω′\f(Ω<b) = Ω′\g(Ω<b) abgebildet werden. Widerspruch!

2. Wir betrachten das Mengensystem aller Anfangsstücke A ⊂ Ω, die zu einem
Anfangsstück von Ω′ ordnungsisomorph sind. Die Vereinigung über dieses Men-
gensystem ist offensichtlich das größte Anfangsstück Amax ⊂ Ω, das zu einem
Anfangsstück von Ω′ ordnungsisomorph ist. Gilt Amax = Ω oder Amax

∼= Ω′, so
sind wir fertig. Sonst aber wäre Amax vereinigt mit dem kleinsten Element außer-
halb auch ordnungsisomorph zum Bild vonAmax in Ω′ vereinigt mit dem kleinsten
Element außerhalb, im Widerspruch zur Maximalität von Amax.

Lemma 6.5.1.10. Auf jeder Menge existiert eine Wohlordnung.

Beweis. Sei X unsere Menge. Wir betrachten die Menge W aller Paare (Ω,≤)
mit Ω ⊂ X einer Teilmenge und ≤ einer Wohlordnung auf Ω. Auf dieser Menge
W erklären wir eine Teilordnung durch die Vorschrift (Ω,≤) ≤ (Ω′,≤′) genau
dann, wenn (Ω,≤) ein Anfangsstück von (Ω′,≤′) ist. Das Zorn’sche Lemma lie-
fert die Existenz eines maximalen Paares (Ωmax,≤max) ∈ W . Für solch ein Paar
gilt Ωmax = X , da wir sonst (Ωmax,≤max) noch vergrößern könnten, indem wir
ein weiteres Element vonX hinzunehmen und die Anordnung dahingehend erwei-
tern, daß es das größte Element der dadurch neu entstehenden Menge wird.

6.5.1.11. Unter einer Ordinalzahl versteht man eine Isomorphieklasse von wohl-
geordneten Mengen. Gegeben zwei Ordinalzahlen ω und ω′ nennen wir ω klei-
nergleich ω′, wenn ω isomorph ist zu einem Anfangsstück von ω′. Wir schreiben
dann

ω ≤ ω′
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Der zweite Teil des Satzes 6.5.1.8 bedeutet, daß je zwei Ordinalzahlen vergleich-
bar sind, wohingegen der zweite Teil bedeutet, daß gegeben eine durch eine wohl-
geordnete Menge (Ω,≤) repräsentierte Ordinalzahl die angeordnete Klasse aller
Ordinalzahlen, die echt kleiner sind als diese, isomorph ist als angeordnete Klasse
zur angeordneten Menge (Ω,≤) selber. Jede Ordinalzahl besitzt einen unmittel-
baren Nachfolger. Diejenigen Ordinalzahlen, die keinen unmittelbaren Vorgänger
besitzen, heißen Limeszahlen. In diesem Sinne ist 0 also auch eine Limeszahl.
Problematisch ist hierbei allerdings, daß wir uns mit unserem Begriff einer Iso-
morphieklasse in die „Klasse aller Mengen“ begeben, die schon am Rande des
Gebietes liegt, in dem ich mich mit dem alleinigen Rüstzeug der naiven Mengen-
lehre noch sicher fühle. Man kann jedoch auch alternativ kanonische Repräsen-
tanten wählen und mit von Neumann eine Ordinahlzahl definieren als eine wohl-
geordnete Menge Ω mit der Eigenschaft, daß jedes ihrer Elemente mit der Menge
der kleineren Elemente, zusammenfällt, in Formeln

a = {b ∈ Ω | b < a} ∀a ∈ Ω

Ergänzung 6.5.1.12. Man definiert die Addition von Ordinalzahlen als das Hin-
tereinandersetzen von wohlgeordneten Mengen. Sie ist sicher assoziativ. Es gilt
jedoch zu beachten, daß diese Addition nicht kommutativ ist, zum Beispiel haben
wir für die durch die wohlgeordnete Menge N repräsentierte Ordinalzahl ω die
Formeln 1 + ω = ω 6= ω + 1. Wieder eine andere Ordinalzahl wäre etwa ω + ω.
Man erklärt das Produkt zweier Ordinalzahlen als das kartesische Produkt von
wohlgeordneten Mengen, versehen mit der lexikographischen Ordnung, und hätte
für ω wie eben etwa

ω · ω = ω + ω + . . .

in hoffentlich verständlicher Schreibweise. Dieses Produkt ist sicher assoziativ,
aber nicht kommutativ, zum Beispiel gilt 2 · ω = ω + ω 6= ω = ω · 2.

6.5.2 Wohlordnung und natürliche Zahlen
6.5.2.1. Ich erinnere an 3.4.1.2. Führt man die Mengenlehre axiomatisch ein, so
definiert man eine Menge als unendlich, wenn es eine injektive aber nicht bijek-
tive Abbildung von unserer Menge in sich selbst gibt. Eine Menge heißt endlich,
wenn sie nicht unendlich ist. Die Existenz einer unendlichen Menge ist eines der
Axiome der Mengenlehre, wir nennen es kurz das Unendlichkeitsaxiom.

Satz 6.5.2.2 (Charakterisierung der natürlichen Zahlen). Die Menge der na-
türlichen Zahlen mit ihrer Anordnung aus 3.4.1.19 ist die bis auf eindeutigen
Ordnungsisomorphismus eindeutig bestimmte kleinste unendliche wohlgeordne-
te Menge.
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6.5.2.3. Insbesondere ist jede endliche wohlgeordnete Menge isomorph zu genau
einem Anfangsstück der Menge der natürlichen Zahlen. Um welches Anfangs-
stück es sich dabei handelt, kann noch nicht einmal von der gewählten Wohlord-
nung abhängen, denn verschiedene Möglichkeiten würden schnell zu einer injek-
tiven nicht surjektiven Selbstabbildung unserer Menge führen, die es ja wegen der
Endlichkeit nicht geben kann. Insbesondere ist jede endliche Menge X in Bijek-
tion zu einer Menge der Gestalt {n ∈ N | n < a} für genau ein a ∈ N. Diese
natürliche Zahl nennen wir dan ihre Kardinalität und schreiben |X| = a.

Beweis. Nach 6.5.1.10 und 6.5.1.8 können wir „die kleinste unendliche Ordinal-
zahl“ bilden: Dazu wählen wir mithilfe des Unendlichkeitsaxioms 6.5.2.1 eine
unendliche Menge, erklären darauf mithilfe von 6.5.1.10 eine Wohlordnung, ver-
einigen disjunkt mit einem weiteren Element, und erweitern unsere Wohlordnung
so, daß das neue Element das Größte wird. In der so entstehenden unendlichen
wohlgeordneten Menge (Ω,≤) mit einem größten Element betrachten das kleins-
te b derart, daß Ω<b unendlich ist. Dieses ω = Ω<b ist dann die kleinste unendliche
wohlgeordnete Menge in dem Sinne, daß sie in jeder unendlichen wohlgeordne-
ten Menge als Anfangsstück auftritt. Zwischen je zwei derartigen wohlgeordneten
Mengen gibt es nach 6.5.1.8 genau einen Ordnungsisomorphismus. Es gilt nun zu
zeigen, daß ω ordnungsisomorph ist zu unserer in 3.4.1.19 beschriebenen angeord-
neten Menge N. Die Menge ω hat sicher kein größtes Element, denn ein solches
könnten wir ihr wegnehmen und so ein unendliches echtes Anfangsstück erhalten.
Mithin hat in ω jedes Element einen Nachfolger. Die Abbildung S : ω → ω, die
jedem Element seinen Nachfolger zuordnet, ist injektiv, denn haben zwei Elemen-
te x und y denselben Nachfolger, so führen beide Annahmen x < y und x > y
leicht zum Widerspruch. Offensichtlich gehört auch das kleinste Element o ∈ ω
nicht zum Bild von S. Um zu zeigen, daß das Tripel (ω, o, S) die definierenden Ei-
genschaften der natürlichen Zahlen nach 3.4.1.5 hat, müssen wir nur noch prüfen,
daß es keine echte S-stabile Teilmenge Z ( ω gibt mit o ∈ Z. Gegeben eine
echte Teilmenge Z ( ω gäbe es aber in ω\Z ein kleinstes Element b. Gilt zusätz-
lich o ∈ Z, so folgt b 6= o. Jedes Element von ω außer der Null hat aber einen
Vorgänger, denn für jedes b ∈ ω ist ω<b endlich und im Fall b 6= o nicht leer und
hat damit als nichtleere endliche angeordnete Menge nach 3.4.1.4 ein größtes Ele-
ment a. Aus a ∈ Z folgt dann aber sofort S(a) = b ∈ Z, und das ist der gesuchte
Widerspruch.

6.5.3 Dimension als Kardinalität

Definition 6.5.3.1. Gibt es zwischen zwei Mengen eine Bijektion, so sagt man
auch, sie seien gleichmächtig.
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Vorschau 6.5.3.2. Unter einer Kardinalzahl versteht man eine Äquivalenzklasse
in der Klasse aller Mengen unter der Äquivalenzrelation, die durch die Existenz
einer Bijektion erklärt wird. Die Äquivalenzklasse einer Menge heißt dann ihre
Kardinalität. Hier rede ich sehr vorsichtig von der „Klasse“ aller Mengen, da
wir ja bereits aus 2.1.3.9 wissen, daß es nicht sinnvoll ist, von der „Menge aller
Mengen“ zu reden. Die Gesamtheit aller Kardinalitäten ist dann auch keine Men-
ge mehr, und wir stoßen hier wieder an die Grenze dessen, was im Rahmen der
naiven Mengenlehre noch sinnvoll behandelt werden kann. Die Gesamtheit aller
Kardinalitäten von Mengen, die Elemente eines gegebenen Universums 4.7.11.3
sind, ist aber durchaus noch eine wohldefinierte Teilmenge besagten Universums.
6.5.3.3. Nach 2.1.6.7 ist keine Menge gleichmächtig zu ihrer Potenzmenge.

Satz 6.5.3.4 (Kardinalitäten von Basen). Zwischen je zwei Basen ein- und des-
selben Vektorraums gibt es eine Bijektion.

Beweis. Nach dem Austauschsatz 6.5.3.5 gibt es eine Injektion von jeder Basis
in jede andere Basis. Die Behauptung folgt dann mit dem Satz von Schröder-
Bernstein 6.5.3.6.

Lemma 6.5.3.5 (Austauschsatz). Ist V ein Vektorraum,E ⊂ V ein Erzeugenden-
system und L ⊂ V eine linear unabhängige Teilmenge, so gibt es eine Injektion
ϕ : L ↪→ E derart, daß auch (E\ϕ(L)) ∪ L ein Erzeugendensystem von V ist.

Beweis. In 3.1.8.2 hatten wir das für L endlich bereits gezeigt. Wir erweitern nun
unseren Beweis und betrachten die „durch Einschränkung“ angeordnete Menge
aller „partiellen Austauschungen“ (L′, ϕ′) bestehend aus einer Teilmenge L′ ⊂ L
und einer dazu gegebenen Injektion ϕ′ : L′ ↪→ E mit der Eigenschaft, daß auch
(E\ϕ′(L′))∪L′ ein Erzeugendensystem von V ist. Dann zeigen wir, daß gegeben
ein angeordnetes System L von partiellen Austauschungen auch die Vereinigung
L◦ mit dem darauf durch Fortsetzung definierten ϕ◦ eine partielle Austauschung
ist, daß also (E\ϕ◦(L◦)) ∪ L◦ ein Erzeugendensystem ist. Aber wählen wir für
einen Vektor von V unter allen Darstellung als Linearkombination von Vektoren
aus einem (E\ϕ′(L′)) ∪ L′ mit (L′, ϕ′) ∈ L eine Darstellung aus, für die wir so
wenig Vektoren aus E\ϕ′(L′) wie möglich brauchen, so ist leicht zu sehen, daß
dabei diese Vektoren bereits alle zu E\ϕ◦(L◦) gehören. Nach dem Zorn’schen
Lemma gibt es also eine maximale partielle Ausdehnung (Lmax, ϕmax), und es
bleibt zu zeigen Lmax = L. Sonst gäbe es aber einen Vektor w ∈ L\Lmax, und
nach 3.1.8.4 könnten wir den auch noch in unser Erzeugendensystem hereintau-
schen alias ϕmax ausdehnen aufLmax∪{w}, im Widerspruch zur Maximalität.

Satz 6.5.3.6 (Schröder-Bernstein). Seien X und Y zwei Mengen. Gibt es eine
Injektion f : X ↪→ Y und eine Injektion g : Y ↪→ X , so gibt es auch eine
Bijektion zwischen X und Y .
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Illustration der vier Typen von Äquivalenzklassen im Beweis des Satzes von
Schröder-Bernstein



6.5. VERALLGEMEINERUNGEN INS UNENDLICHE* 885

Beweis. Wir dürfen unsere beiden Mengen X und Y als disjunkt annehmen, in-
dem wir sie andernfalls etwa durchX×{0} und Y ×{1} ersetzen. Wir betrachten
auf der Vereinigung X ∪ Y nun die Äquivalenzrelation ∼, die erzeugt wird von
x ∼ f(x) und y ∼ g(y), und interessieren uns für deren Äquivalenzklassen. Be-
sitzt in einer derartigen Äquivalenzklasse A ein Element x ∈ A ∩X kein Urbild
unter g, so hat unsere Äquivalenzklasse die Gestalt „einer in X beginnenden Ket-
te“

A = {x, f(x), gf(x), fgf(x), . . . }
Besitzt ein Element y ∈ A∩Y kein Urbild unter f , so hat unsere Äquivalenzklasse
die Gestalt „einer in Y beginnenden Kette“

A = {y, g(y), fg(y), gfg(y), . . . }

Sind wir in keinem der beiden vorhergehenden Fälle und ist unsere Äquivalenz-
klasse endlich, so hat sie die Gestalt „einer geschlossenen Kette“

A = {x, f(x), gf(x), fgf(x), . . . , (gf)i(x) = x}

für ein i ≥ 1 und jedes x ∈ A ∩ X . Sind wir schließlich in keinem der drei vor-
hergehenden Fälle, so hat unsere Äquivalenzklasse die Gestalt „einer nach beiden
Seiten unendlichen Kette“

A = {xi, yi | i ∈ Z}

mit xi und yi paarweise verschieden und f(xi) = yi, g(yi) = xi+1 ∀ i ∈ Z. Man
überzeugt sich nun leicht, dass für jede Äquivalenzklasse entweder f oder g oder
beide eine Bijektion zwischen den Elementen aus X in unserer Äquivalenzklasse
und den Elementen aus Y in unserer Äquivalenzklasse liefern. Im Zweifelsfall
wählen wir hier f und erhalten auf diese Weise eine wohlbestimmte Bijektion
zwischen X und Y .

6.5.3.7 (Vergleichbarkeit von Kardinalitäten). Gegeben zwei Mengen X, Y
gibt es stets entweder eine Inklusion X ↪→ Y oder eine Inklusion Y ↪→ X . In der
Tat, betrachten wir auf der Menge aller Tripel (X ′, f, Y ′) mit X ′ ⊂ X , Y ′ ⊂ Y
und f : X ′

∼→ Y ′ einer Bijektion die offensichtliche Teilordnung, so können wir
das Zorn’sche Lemma anwenden und ein maximales Tripel finden, für das dann
offensichtlich entweder X ′ = X oder Y ′ = Y gilt. Wir schreiben |X| ≤ |Y |
falls es eine Inklusion X ↪→ Y gibt. Mit dem Satz von Schröder-Bernstein 6.5.3.6
sehen wir, daß |X| ≤ |Y | ≤ |X| bereits |X| = |Y | impliziert.
Ergänzung 6.5.3.8. Es liegt nun nahe, auf der Gesamtheit aller möglichen Kardi-
nalitäten, etwa von Mengen eines gegebenen Universums, eine Teilordnung ein-
zuführen durch die Vorschrift |X| ≤ |Y | genau dann, wenn eine InjektionX ↪→ Y
existiert. Daß diese Teilordnung total ist, daß also darunter je zwei Kardinalitäten
vergleichbar sind, folgt dann aus 6.5.3.7.
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Satz 6.5.3.9 (Multiplikationssatz der Mengenlehre). Für jede unendliche Men-
ge ist ihr kartesisches Quadrat gleichmächtig zur Menge selber, in Formeln

|M ×M | = |M |

Beweis. Wir zeigen zunächst eine schwächere Aussage.

Lemma 6.5.3.10. Für jede unendliche Menge M gilt |N×M | = |M |.

Beweis. Um dies Lemma zu zeigen, müssen wir nach Schröder-Bernstein 6.5.3.6
nur die Existenz einer Injektion N ×M ↪→ M nachweisen. Dazu betrachten wir
die Menge aller Paare (A,ϕ) mit A ⊂M und ϕ : N×A ↪→ A einer Injektion. Sie
ist ein offensichtlicher Weise induktiv teilgeordnet und besitzt folglich ein maxi-
males Element (Amax, ϕmax). Gilt |Amax| = |M |, so haben wir schon gewonnen.
Sonst gilt nach 6.5.3.7 jedoch |Amax| 6= |M | und wir finden nach 6.5.3.12 eine
abzählbare unendliche Menge Z ⊂ M\Amax. Dann aber können wir unsere In-
jektion zu einer Injektion N × (Amax ∪ Z) ↪→ Amax ∪ Z ausdehnen, indem wir
eine Injektion N× Z ∼→ Z wählen. Widerspruch!

Nun zeigen wir den Multiplikationssatz. Wir betrachten dazu die Menge aller
Paare (A,ϕ) mit A ⊂ M und ϕ : A × A ↪→ A einer Injektion. Sie ist in
offensichtlicher Weise induktiv teilgeordnet und besitzt folglich ein maximales
Element (Amax, ϕmax). Sicher ist dann Amax unendlich. Im Fall |Amax| = |M |
haben wir schon gewonnen. Sonst gilt |Amax| < |M | nach 6.5.3.7 und dann
nach Lemma 6.5.3.10 sogar |N × Amax| < |M |. Wir finden also eine Einbet-
tung ψ : N× Amax ↪→ M , von der wir sogar ψ(0, a) = a fordern dürfen. Wählen
wir nun eine Injektion ξ : N× N ↪→ N mit ξ(0, 0) = 0, können wir die Injektion

(N× Amax)× (N× Amax) ↪→ (N× Amax)

((i, a), (j, b)) 7→ (ξ(i, j), ϕmax(a, b))

bilden. Vermittels ψ erhalten wir eine Injektion (imψ) × (imψ) ↪→ (imψ), die
ϕmax fortsetzt. Widerspruch zur Maximalität von (Amax, ϕmax) !

Ergänzung 6.5.3.11. Gegeben Mengen X, Y mit 2 ≤ |X| ≤ |Y | und Y unend-
lich kann man zeigen, daß gilt |Ens(Y,X)| = |Ens(Y, {0, 1})| = |Pot(Y )|. Im
allgemeinen ist die Frage nach der Kardinalität einer Menge von Abbildungen
Ens(Y,X) nicht so leicht zu beantworten.

Übungen

Übung 6.5.3.12. Lassen wir aus einer unendlichen Menge endlich viele Elemente
weg, so erhalten wir eine gleichmächtige Menge.
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Übung 6.5.3.13. Gegeben ein von Null verschiedener Vektorraum abzählbarer Di-
mension über einem unendlichen Körper zeige man, daß der Vektorraum dieselbe
Kardinalität hat wie der Grundkörper. Gegeben ein Vektorraum unendlicher Di-
mension über einem abzählbaren Körper zeige man, daß die Kardinalität jeder
seiner Basen übereinstimmt mit der Kardinalität des ganzen Vektorraums. Jede
algebraische Körpererweiterung eines unendlichen Körpers hat dieselbe Kardina-
lität wie besagter Körper. Hinweis: 6.5.3.10.

Übung 6.5.3.14. Gegeben ein unendlichdimensionaler Vektorraum zeige man, daß
sein Dualraum stets eine im Sinne von Kardinalitäten echt größere Dimension hat.
Hinweis: Man beginne mit der Betrachtung von Vektorräumen über dem Körper
mit zwei Elementen und verwende 6.5.3.13 sowie 2.1.6.7.

Übung 6.5.3.15. Jede unendliche Menge ist gleichmächtig zur Menge ihrer endli-
chen Teilmengen. Gegeben eine surjektive Abbildung mit endlichen Fasern zwi-
schen unendlichen Mengen sind unsere beiden Mengen gleichmächtig.

6.5.4 Anwendungen in der Analysis*
6.5.4.1 (Die kleinste überabzählbare Ordinalzahl). Wir können nach 6.5.1.10
und 6.5.1.8 insbesondere auch „die kleinste überabzählbare Ordinalzahl“ bilden:
Dazu wählen wir mit 6.5.1.10 eine Wohlordnung auf einer überabzählbaren Men-
ge, etwa auf R, und betrachten in der so entstehenden überabzählbaren wohlge-
ordneten Menge (Ω,≤) das kleinste b derart, daß Ω<b überabzählbar ist. Dieses
ω = Ω<b ist dann die kleinste überabzählbare wohlgeordnete Menge in dem Sin-
ne, daß sie in jeder überabzählbaren wohlgeordneten Menge als Anfangsstück
auftritt. Aber versuchen sie bloß nicht, eine derartige kleinste überabzählbare
wohlgeordnete Menge explizit anzugeben! Bereits einen Repräsentanten für die
„kleinste unendliche Ordinalzahl“ schreiben wir zwar leichthin auf’s Papier als
N = {0, 1, 2, . . .}, aber ob das eigentlich eine explizite Darstellung ist, scheint
mir bei näherem Hinsehen auch schon recht fragwürdig.

6.5.4.2. Die kleinste überabzählbare Ordinalzahl (ω,≤) besitzt kein größtes Ele-
ment, denn ein solches könnten wir ihr leicht wegnehmen. Die Alexandroff’sche
Halbgerade wird erklärt, indem man ω× [0, 1) lexikographisch anordnet und mit
der Topologie versieht, die von allen Teilmengen {x | x > y} und {x | x < y} für
y ∈ ω× [0, 1) erzeugt wird. Läßt man aus ω× [0, 1) das kleinste Element weg, so
entsteht eine nicht parakompakte wegzusammenhängende eindimensionale Man-
nigfaltigkeit, wie wir im folgenden zeigen werden. Zunächst zeigen wir, daß wir
so eine wegzusammenhängende eindimensionale Mannigfaltigkeit erhalten. Ge-
nauer behaupten wir, daß ω<a× [0, 1) homöomorph ist zu [0, 1) für alle a ∈ ω: Ist
sonst b kleinstmöglich mit ω<b × [0, 1) nicht homöomorph zu [0, 1), so könnte b
keinen direkten Vorgänger haben, wäre also eine Limeszahl, wir fänden also eine
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streng monoton wachsende Folge mit Supremum b, und abzählbar viele [0, 1) zu
verkleben ist unproblematisch. Daß unser Raum nicht parakompakt ist, zeigen wir
nach einer Vorbemerkung als 6.5.4.4.

Lemma 6.5.4.3. Eine Selbstabbildung einer überabzählbaren wohlgeordneten
Menge, die das kleinste Element auf sich selbst abbildet und jedes andere Ele-
ment auf ein echt Kleineres, hat mindestens eine überabzählbare Faser.

Beweis. Sei Ω unsere überabzählbare wohlgeordnete Menge und f : Ω → Ω
unsere Selbstabbildung, von der wir in Formeln ausgedrückt fordern f(0) = 0
und f(a) < a ∀a 6= 0. Es gilt zu zeigen, daß ein b ∈ Ω existiert mit f−1(b)
überabzählbar. Nun muß für alle a ∈ Ω die Menge {fn(a) | n ≥ 0} ein kleinstes
Element besitzen, und das kann nur das kleinste Element 0 unserer wohlgeord-
neten Menge Ω sein. In anderen Worten gibt es für alle a ∈ Ω ein n ∈ N mit
fn(a) = 0. Wären nun alle Fasern von f abzählbar, so wären auch die Mengen
(fn)−1(0) abzählbar für alle n ∈ N und Ω wäre abzählbar als die Vereinigung all
dieser abzählbar vielen abzählbaren Mengen. Widerspruch!

Lemma 6.5.4.4. Die Alexandroff’sche Halbgerade aus 6.5.4.2 ist nicht parakom-
pakt. Dasselbe gilt auch für das Komplement des kleinsten Elements der Alexan-
droff’schen Halbgerade.

Beweis. Wir betrachten für jedes a ∈ ω das offene Intervall Ua aller Punkte, die
kleiner sind als mindestens ein Punkt von {a} × [0, 1). Sicher bilden diese Ua
eine offene Überdeckung, und ich behaupte, daß diese Überdeckung keine lokal
endliche Verfeinerung zuläßt. In der Tat kann man für jede Verfeinerung eine Ab-
bildung f : ω → ω finden mit f(0) = 0 und f(a) < a falls a 6= 0 derart, daß für
a 6= 0 jeweils ein ta ∈ (0, 1) existiert, für das das Intervall [(f(a), ta), (a, 0)] ganz
in einer offenen Menge unserer Verfeinerung enthalten ist. Diese Abbildung f hat
nun nach 6.5.4.3 eine überabzählbare Faser. Ist etwa f−1(b) überabzählbar, so hat
f−1(b) keine obere Schranke in ω, aber es gibt natürlich ein kleinstes Element
c ∈ f−1(b). Wir erkennen nun, daß (c, 0) zu unendlich vielen offenen Mengen
unserer Verfeinerung gehört, denn für alle a ∈ f−1(b) gibt es eine offene Menge
unserer Verfeinerung, die (a, 0) und (c, 0) beide enthält.

Lemma 6.5.4.5. Seien gegeben eine Menge X und darin ein System von Teilmen-
gen E ⊂ P(X).

1. Hat E eine Kardinalität ≤ |R|, so hat auch die davon erzeugte σ-Algebra
M(E) eine Kardinalität ≤ |R|, in Formeln

|E| ≤ |R| ⇒ |M(E)| ≤ |R|
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2. Hat E eine Kardinalität ≥ |R|, so hat die davon erzeugte σ-AlgebraM(E)
dieselbe Kardinalität wie E , in Formeln

|E| ≥ |R| ⇒ |M(E)| = |E|

6.5.4.6 (Vergleich von Lebesgue-Mengen und Borel-Mengen). Die σ-Algebra
der Borelmengen in R kann von einem abzählbaren Mengensystem erzeugt wer-
den, mithin gilt nach unserem Satz 6.5.4.5 die Abschätzung |Borel(R)| ≤ |R|.
Dahingegen hat die Cantormenge 13.1.2.39 dieselbe Kardinalität wie R und alle
ihre Teilmengen sind Lebesgue-meßbar. Folglich stimmt wieder nach 6.5.4.5 die
Kardinalität der σ-Algebra der Lebesgue-Mengen in R überein mit der Kardinali-
tät von P(R).

Beweis. Die von einem Mengensystem E ⊂ P(X) erzeugte σ-Algebra M(E)
kann wie folgt beschrieben werden: Wir beginnen mit der kleinsten überabzählba-
ren Ordinalzahl ω und behaupten zunächst die Existenz und Eindeutigkeit zweier
Abbildungen [0, ω] → P(M(E)), α 7→ Πα und α 7→ Σα mit der Eigenschaft
Π0 = Σ0 = E und so, dass für α > 0 gilt

Πα =

{
abzählbare Schnitte von Mengen aus

irgendwelchen Σβ mit β < α

}
Σα =

{
abzählbare Vereinigungen von Mengen

aus irgendwelchen Πβ mit β < α

}
Sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit dieser Abbildungen folgt leicht
durch „transfinite Induktion“, d.h. man betrachtet das kleinste α, für das Πα oder
Σα nicht mehr mit diesen Eigenschaften definiert werden kann oder für das es
verschiedene Möglichkeiten gibt und kommt sofort zu einem Widerspruch. Wir
behaupten nun Πω = Σω =M(E). Hier folgt offensichtlich die zweite Gleichung
aus der ersten, denn alle unsere Πα sind stabil unter abzählbaren Schnitten und
alle unsere Σα sind stabil unter abzählbaren Vereinigungen. Nun haben wir aber
Πα ⊂ Σα+1 und Σα ⊂ Πα+1 per definitionem. Ein M ∈ Πω alias eine abzählbare
Vereinigung

M1 ∪M2 ∪ . . .

mit Mi ∈ Πα(i) und α(i) < ω gehört also wegen α(i) + 1 < ω auch zu Σω und
die umgekehrte Inklusion Σω ⊂ Πω zeigt man ähnlich. Geht man speziell von
einem Mengensystem der Kardinalität |E| ≤ |R| aus, so haben alle unsere Πα und
Σα auch höchstens die Kardinalität |R| und es folgt |M(E)| ≤ |R|. Geht man
dahingegen von einem Mengensystem der Kardinalität |E| ≥ |R| aus, so haben
alle unsere Πα und Σα dieselbe Kardinalität wie E und es folgt |M(E)| = |E|.
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Übungen

Ergänzende Übung 6.5.4.7. Die Alexandroff’sche Halbgerade ist folgenkompakt,
aber nicht überdeckungskompakt.

Übung 6.5.4.8. Sei Ω = Ωα die kleinste wohlgeordnete Menge einer vorgegebe-
nen unendlichen Kardinalität α und X ⊂ Ω eine Teilmenge einer echt kleineren
Kardinalität. So gibt es ω ∈ Ω mit X ⊂ Ω<ω. Hinweis: Eine Vereinigung einer
Familie von höchstens α Mengen einer Kardinalität höchstens α hat auch selbst
nur höchstens die Kardinalität α nach dem Multiplikationssatz der Mengenlehre
6.5.3.9.
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6.6 Ergänzungen zur Körpertheorie*

6.6.1 Tensorprodukte von Körpern
6.6.1.1 (Beispiele für Tensorprodukte von Körpern). Gegeben Körpererweite-
rungen L/K und M/K muß L ⊗K M keineswegs wieder ein Körper sein, wie
bereits das Beispiel C ⊗R C zeigt. Solch ein Tensorprodukt kann sogar von Null
verschiedene nilpotente Elemente enthalten: Für ein Beispiel sei k ein Körper po-
sitiver Charakteristik char k = p > 0. Betrachten wir nun den Funktionenkörper
K = k(T ) und seine Erweiterung L = k( p

√
T ) = K[X]/〈Xp − T 〉, so ergibt sich

L ⊗K L ∼= L[X]/〈Xp − T 〉 und in diesem Ring ist X − p
√
T nilpotent und von

Null verschieden.

6.6.1.2 (Tensorprodukt mit endlicher separabler Körpererweiterung). IstL/K
eine endliche separable Körpererweiterung und M/K eine beliebige Körperer-
weiterung, so ist L ⊗K M stets ein Produkt von Körpern, die ihrerseits endlich
separabel sind über M . Ist genauer α ∈ L ein primitives Element und P ∈ K[X]
sein Minimalpolynom, so entsprechen die Faktoren von L⊗KM den irreduziblen
Faktoren P = Q1 . . . Qr von P in M [X], denn wir haben ja natürliche Isomor-
phismen

L⊗K M
∼→ (K[X]/PK[X])⊗K M

∼→M [X]/PM [X]
∼→

r∏
i=1

M [X]/QiM [X]

Für den letzten Schritt verwenden wird den chinesischen Restsatz und brauchen
dazu, daß die Qi paarweise teilerfremd sind. Das hinwiederum folgt aus der Se-
parabilität von P .

6.6.1.3 (Endomorphismenring einer endlichen Galoiserweiterung). Gegeben
eine Körpererweiterung L/K mit Galoisgruppe Γ liefert der Satz über die lineare
Unabhängigkeit von Charakteren 6.3.8.16 eine L-lineare Einbettung

LΓ ↪→ HomK(L,L)

Hierbei soll die Operation von L auf dem Hom-Raum durch Nachschalten ge-
schehen, also (lf)(x) = lf(x). Verstehen wir hier LΓ als getwisteten Gruppen-
ring LΓ = Lo〈Γ〉 im Sinne von 8.3.9.4 mit der Multiplikation charakterisiert
durch γ · l = γ(l) · γ, so wird unsere Einbettung ein Ringhomomorphismus
Lo〈Γ〉 ↪→ EndK(L). Ist schließlich unsere Körpererweiterung auch noch end-
lich und Galois, so ist unsere Einbettung wegen der Gleichheit der Dimensionen
sogar ein Ringisomorphismus

Lo〈Γ〉 ∼→ EndK L
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6.6.1.4 (Tensorquadrat einer endlichen Galoiserweiterung). Für jede Körper-
erweiterung L/K mit Galoisgruppe Γ haben wir einen Ringhomomorphismus

L⊗K L → Ens(Γ, L)
x⊗ y 7→ (σ 7→ xσ(y))

Der Ring der Abbildungen von Γ nach L ist hierbei schlicht mit der punktweisen
Multiplikation zu verstehen. Im Fall einer Galoiserweiterung ist unser Ringho-
momorphismus injektiv, wie wir aus der linearen Unabhängigkeit von Charak-
teren folgern werden. Sind genauer x1, . . . , xr ∈ L linear unabhängig über K,
so können wir sie zu einer K-Basis einer endlichen Galoiserweiterung E ⊂ L
von K ergänzen durch geeignete xr+1, . . . , xs. Bilden dann σ1, . . . , σs ∈ Γ ein
Repräsentantensystem von G := Gal(E/K), so hat die Matrix der (σi(xj)) vol-
len Rang wegen der linearen Unabhängigkeit von Charakteren. Für yj ∈ L folgt
aus

∑
j yjσi(xj) = 0 für alle i also y1 = . . . = ys = 0. Im Fall einer endlichen

Galoiserweiterung dimK L <∞ entlarvt damit ein Dimensionsvergleich unseren
Homomorphismus sogar als Isomorphismus

L⊗K L
∼→ Ens(Γ, L)

Ergänzung 6.6.1.5. Gegeben eine endliche Galoiserweiterung L/K mit Galois-
gruppe Γ kann man zeigen, daß unsere Isomorphismen L⊗K L

∼→ Ens(Γ, L) und
Lo〈Γ〉 ∼→ EndK L einander entsprechen unter dem von der sogenannten „Spur-
form“ induzierten Isomorphismus L ∼→ HomK(L,K) und dem davon abgeleite-
ten Isomorphismus L⊗K L

∼→ EndK(L). Ich führe das hier nicht weiter aus.

Satz 6.6.1.6 (über die Normalbasis). Gegeben eine endliche Galoiserweiterung
L/K mit Galoisgruppe Γ ist L ein freier K〈Γ〉-Modul vom Rang Eins.

Beweis. Nach 6.6.1.4 ist L ⊗K L für die Operation von Γ auf dem zweiten Ten-
sorfaktor ein freier K〈Γ〉-Modul vom Rang [L : K]. Der Satz von Krull-Schmid
8.7.2.15 zeigt jedoch, daß zwei endlichdimensionaleK〈Γ〉-Moduln, die nach end-
licher Erweiterung der Skalare isomorph werden, schon von Anfang an isomorph
gewesen sein müssen, denn die Erweiterung der Skalare gefolgt von der Restrik-
tion bedeutet schlicht, eine direkte Summe von [L : K] Kopien des Moduls zu
nehmen.

Ergänzung 6.6.1.7. Gegeben eine Erweiterung endlicher Körper kann man zeigen,
daß jeder Erzeuger der multiplikativen Gruppe des großen Körpers zusammen mit
seinen Bildern unter der Galoisgruppe eine Basis des großen Körpers über dem
kleinen Körper bildet. Der Beweis soll hier nicht gegeben werden.
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6.6.2 Allgemeiner Translationssatz
Satz 6.6.2.1 (Kompositum als Tensorprodukt). Gegeben Unterkörper K,L ei-
nes gemeinsamen Körpers mit K normal über K ∩ L liefert die Multiplikation
stets einen Isomorphismus mit dem Kompositum

K ⊗K∩L L
∼→ (KL)

Beweis. Da K algebraisch ist über S := K ∩ L, fällt das Erzeugnis als Ring mit
dem Erzeugnis als Körper zusammen, in Formeln [KL] = (KL), und unser Ho-
momorphismus ist schon mal surjektiv. Es reicht also, die Injektivität zu zeigen,
und dazu können wir uns auf den Fall beschränken, daß L/S als Körpererwei-
terung endlich erzeugt ist. Mit einer offensichtlichen Induktion können wir uns
weiter beschränken auf den Fall, daß L/S eine primitive Körpererweiterung ist,
etwa L = S(α). Wir dürfen uns sogar auf drei Fälle beschränken: Erstens α tran-
szendent über S, zweitens α eine p-te Wurzel eines Elements aus S für p die
Charakteristik, und drittens α separabel über S. Diese drei Fälle gehen wir nun
der Reihe nach durch. Ist α transzendent über S, so auch über K, und die Multi-
plikation liefert schon mal einen Ringisomorphismus

K ⊗S S[α]
∼→ K[α]

Damit erhalten wir für jedes von Null verschiedene Polynom P ∈ S[α]\0 auch
einen Isomorphismus K ⊗S P−1S[α]

∼→ P−1K[α], und das zeigt die Injektivität
der durch Multiplikation gegebenen Abbildung K⊗S S(α)→ K(α) für den Fall,
daß α transzendent ist über S. Ist α algebraisch über S mit α 6∈ S, aber αp ∈ S
für p > 0 die Charakteristik, so folgt [S(α) : S] = p und [K(α) : K] = p und
die Injektivität folgt durch Dimensionsvergleich. Ist schließlich α algebraisch und
separabel über S, so können wir, indem wir notfalls unseren großen Körper noch
weiter vergrößern, auch einen Unterkörper L′ finden, der Zerfällungskörper über
S des Minimalpolynoms von α über S ist. Betrachten wir nun das Diagramm

(KL)

K K(α) (KL′)

K ∩ L′

G

(K ∩ L′)(α) G
L′

K ∩ L (K ∩ L)(α)

S L
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von Teilkörpern unseres großen Körpers. Für jedes in unserem Diagramm ent-
haltene Rechteck steht in der Ecke oben rechts das Kompositum der Körper an
den beiden benachbarten Ecken. Zusätzlich zu den beiden mit G bezeichneten
Körpererweiterungen ist auch noch die ganze mittlere Horizontale L′/(K ∩ L′)
offensichtlich Galois. In den drei Rechtecken über diesen Galois-Erweiterungen
sind nach dem bereits bewiesenen Translationssatz für endliche Galoiserweiterun-
gen 6.4.6.10 also gegenüberliegende Kanten jeweils Körpererweiterungen vom
selben Grad, in Formeln

[(KL′) : K(α)] = [L′ : (K ∩ L′)(α)]

[(K ∩ L′)(α) : K ∩ L′] = [(K ∩ L)(α) : K ∩ L]

[(KL′) : K] = [L′ : K ∩ L′]

Aus der ersten und der letzten Gleichung für das obere große Rechteck und sein
rechtes Quadrat folgt aber sofort die Identität

[K(α) : K] = [(K ∩ L′)(α) : K ∩ L′]

in seinem linken Quadrat, und zusammen mit der mittleren unserer drei Gleichun-
gen aus dem unteren Quadrat ergibt sich schließlich

[K(α) : K] = [(K ∩ L)(α) : K ∩ L]

Mithilfe dieser Identität erhalten wir dann die Injektivität der Multiplikations-
abbildung

K ⊗K∩L L→ (KL)

aus der Gleichheit der Dimensionen besagter K-Vektorräume.

Satz 6.6.2.2 (Translationssatz der Galoistheorie). Seien in einem großen Körper
zwei Teilkörper K,L gegeben. Ist K ⊃ (K ∩ L) eine Galoiserweiterung, so ist
auch (KL) ⊃ L eine Galoiserweiterung. Ist K ⊃ (K ∩ L) eine normale Erwei-
terung, so ist auch (KL) ⊃ L eine normale Erweiterung. In beiden Fällen liefert
die Restriktion einen Isomorphismus von Galoisgruppen

Gal((KL)/L)
∼→ Gal(K/K ∩ L)

Beweis. Ist K Zerfällungskörper einer Familie separabler Polynome über K ∩L,
so ist auch (KL) Zerfällungskörper derselben Familie separabler Polynome über
L. Ist K Zerfällungskörper einer Familie von Polynomen über K ∩ L, so ist auch
(KL) Zerfällungskörper derselben Familie von Polynomen über L. Das zeigt die
ersten Aussagen. Daß der von der Restriktion induzierte Homomorphismus auf
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den Galoisgruppen injektiv ist, scheint mir offensichtlich. Daß er auch surjektiv
ist erkennt man, indem man den Isomorphismus

K ⊗K∩L L
∼→ (KL)

aus 23.3.3.13 beachtet: Wir können mit seiner Hilfe nämlich eine Spaltung unseres
Homomorphismus explizit angeben durch die Vorschrift σ 7→ σ ⊗ id.

Korollar 6.6.2.3. Sind k ⊂ K ⊂ M Körper und ist K/k normal und α ∈ M
algebraisch über k, so gilt für die Minimalpolynome von α die Identität

Irr(α; k(α) ∩K) = Irr(α;K)

Beweis. Man wende 23.3.3.13 an auf L = k(α).

6.6.3 Krull-Topologie
Definition 6.6.3.1. Gegeben eine algebraische Körpererweiterung L/K erklärt
man auf der Galoisgruppe Gal(L/K) die Krull-Topologie als die gröbste Topo-
logie mit der Eigenschaft, daß für jedes Element a ∈ L die durch das Anwenden
auf a gegebene Abbildung Gal(L/K)→ L nach Lmit seiner diskreten Topologie
stetig ist.

6.6.3.2. Mit ihrer KrullTopologie wird die Galoisgruppe jeder algebraischen Kör-
pererweiterung L/K eine kompakte Hausdorff’sche topologische Gruppe, und ist
L/K Galois, so liefern die Abbildungen der Galoiskorrespondenz eine einein-
deutige Entsprechung zwischen abgeschlossenen Untergruppen und Zwischen-
körpern.

6.6.3.3 (Nichtoffene Untergruppen von endlichem Index). Untergruppen von
endlichem Index in einer Galoisgruppe müssen für die Krulltopologie nicht ab-
geschlossen oder gleichbedeutend offen sein. Das folgende Beispiel habe ich von
Franziska Jahnke gelernt: Man betrachtet die Galoiserweiterung von Q, bei der
man die Quadratwurzeln aller Primzahlen adjungiert, in Formeln die Erweiterung

Q(
√
p | p prim)/Q

Die Galoisgruppe dieser Erweiterung ist ein abzählbares Produkt von Kopien von
Z/2Z. Diese Gruppe hat nur abzählbar viele offene Untergruppen, aber überab-
zählbar viele Untergruppen von endlichem Index. Da die Restriktionsabbildung
ein offener Epimorphismus ist, gilt das auch für Gal(Q̄/Q).

Ergänzung 6.6.3.4. Eine Vermutung von Serre, nach der in jeder endlich erzeugten
profiniten Gruppe jede Untergruppe von endlichem Index offen sein sollte, wurde
2007 von Segal und Nikolov gezeigt.
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6.6.3.5. Gegeben eine Galoiserweiterung L/K mit Galoisgruppe Γ erhalten wir
eine Bijektion

L⊗K L
∼→ Top(Γ, L)

durch die Vorschrift p⊗ q 7→ (σ 7→ pσ(q)). Hierbei ist die Galoisgruppe mit ihrer
Krulltopologie zu verstehen und Lmit der diskreten Topologie. Das folgt aus dem
Fall 6.6.1.4 einer endlichen Galoiserweiterung durch Übergang zum Kolimes.

6.6.4 Formen von Vektorräumen und Algebren
Definition 6.6.4.1. Seien K/k eine Galoiserweiterung und Γ = Gal(K/k) ihre
Galoisgruppe. Unter einer abstrakten galoislinearen Operation von Γ auf einem
K-Vektorraum V verstehen wir eine Operation Γ × V → V, (γ, v) 7→ γ(v) auf
der Menge V derart, daß für alle v ∈ V , λ ∈ K gilt

γ(λ · v) = γ(λ) · γ(v)

Von einer stetigen galoislinearen Operation fordern wir zusätzlich die Stetig-
keit der zugehörigen Abbildung Γ × V → V für die Krull-Topologie auf Γ und
die diskrete Topologie auf V . Wenn wir ohne weitere Spezifikationen von einer
galoislinearen Operation reden, meinen wir eine stetige galoislineare Operation.

6.6.4.2. Oft ist für solch eine Operation auch die exponentielle Schreibweise
aγ := γ−1(a) praktisch. Das Invertieren sorgt dabei für die Identität a(γσ) = (aγ)σ.

Definition 6.6.4.3. Sei K/k eine Körpererweiterung. Eine k-Form eines K-Vek-
torraums V ist ein k-Untervektorraum Vk ⊂ V derart, daß die Multiplikation
einen Isomorphismus K ⊗k Vk

∼→ V liefert. Gleichbedeutend ist die Forderung,
daß Vk ganz V als K-Vektorraum erzeugt und daß jede über k linear unabhängige
Teilmenge unseres Untervektorraums Vk auch über K linear unabhängig ist in V .

Satz 6.6.4.4 (Formen und galoislineare Operationen bei Vektorräumen). Sei-
en K/k eine Galoiserweiterung und Γ = Gal(K/k) ihre Galoisgruppe. Gegeben
ein K-Vektorraum V mit einer galoislinearen Operation von Γ induziert die Mul-
tiplikation einen Isomorphismus

K ⊗k V Γ ∼→ V

6.6.4.5. Gegeben eine Galois-Erweiterung K/k mit Galoisgruppe Γ und ein K-
Vektorraum V erhalten wir nach diesem Satz zueinander inverse Bijektionen{

k-Formen
Vk ⊂ V

}
∼↔
{

galoislineare Operationen
Γ× V → V

}
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durch die Vorschriften, daß wir jeder k-Form Vk ⊂ V wir die galoislineare Opera-
tion von Γ zuordnen, die durch γ : a⊗ v 7→ γ(a)⊗ v ∀a ∈ K, v ∈ Vk gegeben ist,
und umgekehrt jeder galoislinearen Operation Γ × V → V ihre Fixpunktmenge
Vk = V Γ.

Beweis. Wir beginnen mit der Surjektivität. Gegeben v ∈ V finden wir nach An-
nahme und der Definition der Krull-Topologie eine endliche Galois’sche Unter-
erweiterung K0/k derart, daß die Operation von Γ auf v über Γ0 := Gal(K0/k)
faktorisiert. Sind σ, τ, . . . , ρ die Elemente von Γ0 und ist aσ, aτ , . . . , aρ eine Basis
von K0 über k, so ist nach dem Satz über die lineare Unabhängigkeit von Charak-
teren 6.3.8.16 die Matrix (aστ )τ,σ∈Γ0

invertierbar, deren Einträge wie angedeutet
durch das Anwenden der Elemente σ, τ, . . . , ρ der Galoisgruppe Γ0 auf die Ele-
mente aσ, aτ , . . . , aρ des Körpers K0 entstehen. Es gibt also Elemente bρ,σ ∈ K
mit

∑
σ bρ,σa

τ
σ = δρτ für alle ρ, τ . Bilden wir nun die Vektoren

vσ :=
∑
τ∈Γ0

(aσv)τ =
∑
τ∈Γ0

aτσv
τ ∈ V Γ, so erkennen wir

∑
σ

b1,σvσ = v

für 1 ∈ Γ0 das neutrale Element. Das zeigt die Surjektivität. Nun erfüllt der Kern
ker unserer Abbildung auch die Bedingung des Satzes, aus ker 6= 0 folgt demnach
mit dem, was wir schon wissen, sofort kerΓ 6= 0. Es bleibt also nur zu zeigen, daß
die Γ-Invarianten in K ⊗k V Γ mit dem Bild von k⊗k V Γ zusammenfallen. Dabei
können wir uns leicht auf den Fall V Γ = k einschränken, und in diesem Fall ist es
offensichtlich.

Definition 6.6.4.6. Gegeben ein K-Vektorraum mit einer k-Form V ⊃ Vk heißt
ein K-Untervektorraum W ⊂ V definiert über k, wenn es einen k-Untervektor-
raum Wk ⊂ Vk gibt derart, daß die Multiplikation einen Isomorphismus K ⊗k
Wk

∼→ W liefert.

6.6.4.7. Seien K/k eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Γ und V ⊃ Vk ein
K-Vektorraum mit einer k-Form. Sei Γ × V → V die zugehörige galoislineare
Operation. Offensichtlich ist ein K-Untervektorraum W ⊂ V genau dann defi-
niert über k, wenn er unter Γ stabil ist, wenn also in Formeln gilt γ(W ) ⊂ W oder
gleichbedeutend γ(W ) = W für alle γ ∈ Γ.

6.6.4.8 (Formen und bepunktete Torsoren). SeienK/k eine Galoiserweiterung,
Γ = Gal(K/k) ihre Galoisgruppe und V ein K-Vektorraum. Für jede k-Form
V̂ ⊂ V erhalten wir eine Rechtsoperation von Γ durch Konjugation auf der Grup-
pe Mod×K(V ) der Automorphismen des K-Vektorraums V , in Formeln gegeben
durch

pγ := γ̂−1 ◦ p ◦ γ̂
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für γ̂ : V → V unsere galoislineare Operation. Ich notiere unsere Automor-
phismengruppe dann Mod×K(V̂ ), um anzudeuten, daß die Γ-Operation von der
Form V̂ abhängt. Versehen wir Mod×K(V̂ ) mit der Topologie, in der die Fixatoren
endlicher Teilmengen von V eine Umgebungsbasis des neutralen Elements bil-
den, und versehen unsere Galoisgruppe Γ mit der Krull-Topologie, so ist unsere
Rechtsoperation von Γ stetig. Gegeben eine weitere k-Form Ṽ ⊂ V liefert die
offensichtliche Identifikation

Mod×K(Ṽ ⊗k K, V̂ ⊗k K)
∼→ Mod×K(V )

eine Rechtsoperation der Galoisgruppe Γ auf dieser Menge durch die Vorschrift
q(γ) := γ̂−1 ◦ q ◦ γ̃. Mit ihrer Mod×K(V̂ )-Linksoperation durch Nachschalten wird
unsere Menge dann ein topologischer Γ-äquivarianter Mod×K(V̂ )-Torsor im Sinne
von 19.3.8.10, in Formeln gilt insbesondere

(pq)(γ) = pγq(γ)

Unser Torsor besitzt auch einen ausgezeichneten Punkt, die Identität auf V . Diese
Konstruktion liefert sogar für jede feste k-Form V̂ ⊂ V eine Bijektion{

k-Formen Ṽ ⊂ V
des K-Vektorraums V

}
∼→


Bepunktete topologische

Γ-äquivariante Mod×K(V̂ )-Torsoren,
bis auf Isomorphismus


Gemeint sind rechts Isomorphismen bepunkteter Torsoren, die also den ausge-
zeichneten Punkt in den ausgezeichneten Punkt überführen. Die Umkehrabbil-
dung kann wie folgt beschrieben werden: Gegeben ein bepunkteter topologischer
Γ-äquivarianter Mod×K(V̂ )-Torsor (X, x) erhalten wir die zugehörige galoislinea-
re Γ-Operation auf V mit Fixpunktmenge Ṽ , indem wir eine Abbildung z : Γ →
Mod×K(V̂ ) erklären durch die Identität x(γ) = z(γ)x und daraus eine galoislinea-
re Γ-Wirkung auf V machen vermittels der Vorschrift γ̃ := γ̂ ◦ z(γ) und eben
Ṽ ⊂ V definieren als deren Fixpunktmenge. Gegeben ϕ ∈ Mod×K(V̂ ) entspricht
nun der umbepunktete äquivariante Torsor (X,ϕx) der k-Form ϕ(Ṽ ) ⊂ V . Da
aber je zwei k-Formen einesK-Vektorraums V durch einen Automorphismus von
V auseinander hervorgehen, gibt es insbesondere, wenn wir keinen Basispunkt
auszeichnen, bis auf Isomorphismus nur einen einzigen topologischen Γ-äquiva-
rianten Mod×K(V̂ )-Torsor. In der Sprache der Gruppenkohomologie 19.3.8.10 gilt
also H1

st(Γ; Mod×K(V̂ )) = 0 und insbesondere

H1
st(Γ; GL(n;K)) = 0

für die Gruppe GL(n;K) mit ihrer offensichtlichen Γ-Operation. Diese Aussage
wird meist zitiert als Hilbert’s Satz 90. Hilbert selbst formuliert sie allerdings nur
im Fall n = 1.
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Korollar 6.6.4.9 (Pythagoreische Zahlen). Gegeben a, b, c ∈ Z mit a2 + b2 = c2

ist entweder a oder b gerade. Nehmen wir zusätzlich an, b sei gerade, so gibt es
r, s, t ∈ Z mit a = (r2 − s2)t und b = 2rst und c = (r2 + s2)t.

Beweis. Modulo Vier sind Null und Eins die einzigen Quadrate. Das zeigt bereits
die erste Aussage. Im Fall der quadratischen Erweiterung Q(i)/Q liefert die Be-
schreibung 19.3.8.6 der nichtabelschen Gruppenkohomologie durch Zykel zusam-
men mit Hilbert’s Satz 90, daß jedes von Null verschiedene Element p+qi ∈ Q(i)
mit (p+ qi)(p− qi) = 1 von der Gestalt p+ qi = (r+ si)(r− si)−1 ist für ein von
Null verschiedenes Element r + si ∈ Q(i). Sicher dürfen wir dabei annehmen,
daß gilt r, s ∈ Z und 〈r, s〉 = 1. Gegeben a, b, c ∈ Z nicht alle Null mit

a2 + b2 = c2

finden wir also r, s ∈ Z mit 〈r, s〉 = 1 und

a+ bi = (r2 − s2 + 2rsi)c2/(r2 + s2)

Aus b = 2rsc2/(r2 + s2) ∈ 2Z folgt dann t := c2/(r2 + s2) ∈ Z. Auf diese Weise
finden wir r, s, t ∈ Z mit a = (r2 − s2)t und b = 2rst und c = (r2 + s2)t, wenn
a, b, c nicht alle Null sind. Im Fall a = b = c = 0 können wir schlicht t = 0 und
r, s beliebig nehmen.

Definition 6.6.4.10. Sei K/k eine Körpererweiterung. Eine k-Form einer K-
Algebra A ist eine k-Form Â ⊂ A des Vektorraums A, die gleichzeitig eine
k-Unteralgebra von A ist.

6.6.4.11 (Formen von Algebren und galoislineare Operationen). Gegeben eine
Galoiserweiterung K/k mit Galoisgruppe Γ und eine K-Algebra A liefern die
Bijektionen aus 6.6.4.5 auch zueinander inverse Bijektionen

k-Formen
Â ⊂ A

der K-Algebra A

 ∼↔


galoislineare Operationen

Γ× A→ A
auf der K-Algebra A


Hier fordern wir von einer Operation auf einer Algebra zusätzlich, daß sie mit
der Verknüpfung in unserer Algebra verträglich sein soll, in Formeln γ̂(a · b) =
γ̂(a) · γ̂(b) für alle a, b ∈ A und γ ∈ Γ.

6.6.4.12 (Formen von Algebren und Torsoren). Gegeben eine Galoiserweite-
rung K/k mit Galoisgruppe Γ und eine K-Algebra A mit einer ausgezeichneten
k-Form Â ⊂ A stabilisiert unsere Γ-Operation auf Mod×K(Â) aus 6.6.4.8 die Un-
tergruppe Alg×K(Â) der Automorphismen von K-Algebren und unsere Bijektion
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aus 6.6.4.8 induziert eine Bijektion{
k-Formen Ã ⊂ A
der K-Algebra A

}
∼→


bepunktete topologische

Γ-äquivariante Alg×K(Â)-Torsoren,
bis auf Isomorphismus


Ã 7→ Alg×K(Ã, Â)

Hier ist rechts zu verstehen, daß wir beim Übergang vom Fall der Vektorräume
zum Fall der Algebren jedem bepunkteten Mod×K(Â)-Torsor die Alg×K(Â)-Bahn
des ausgezeichneten Punktes zuordnen. Entspricht die k-Form Ã ⊂ A dem be-
punkteten Torsor (X, x) und ist ϕ ∈ Alg×K(Â) ein Automorphismus von K-
Algebren, so entspricht nun der bepunktete Torsor (X,ϕx) der k-Form ϕ(Ã) ⊂ A.
Insbesondere induziert unsere Bijektion eine Bijektion

k-Formen Ã ⊂ A
der K-Algebra A,

bis auf Isomorphismus
k-Algebren

 ∼→


topologische

Γ-äquivariante
Alg×K(Â)-Torsoren,

bis auf Isomorphismus


Vorschau 6.6.4.13. In der Sprache der Gruppenkohomologie 19.3.8.4 lesen sich
die obigen Bijektionen als Bijektionen

{k-Formen der K-Algebra A} ∼→ Z1
st(Γ; Alg×K(Â))

{k-Formen der K-Algebra A}/∼=k
∼→ H1

st(Γ; Alg×K(Â))

Hier meint ∼=k, daß wir in der zweiten Zeile nur k-Formen bis auf Isomorphismus
von k-Algebren betrachten, und der untere Index st erinnert jeweils daran, daß nur
stetige Einskozykel zu betrachten sind.
6.6.4.14. Gegeben ein Körper k und eine k-Ringalgebra Â und eine Galoiserwei-
terung K/k mit Galoisgruppe Γ und A := Â⊗kK erhält man wie in 6.6.4.12 eine
Bijektion

{k-Formen der K-Ringalgebra A}/∼=k
∼→ H1

st(Γ; Ralg×K(Â))

Rechts steht hier die Gruppe derK-Ringalgebrenautomorphismen vonAmit ihrer
von Â herrührenden Γ-Operation. Ist Ĵ ⊂ Â ein Ideal derart, daß J := Ĵ ⊗k K
stabil ist unter allen Automorphismen der K-Ringalgebra A, so erhalten wir mit
B̂ := Â/Ĵ ein kommutatives Diagramm

{k-Formen der K-Ringalgebra A}/∼=k
∼→ H1

st(Γ; Ralg×K(Â))

↓ ↓
{k-Formen der K-Ringalgebra B}/∼=k

∼→ H1
st(Γ; Ralg×K(B̂))

Das alles sollte direkt aus der Konstruktion dieser Bijektionen folgen.
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6.6.4.15 (Innere Formen algebraischer Gruppen). Analoges gilt für Koalge-
bren und Bialgebren und überhaupt sehr allgemein für Vektorräume A mit einer
Familie ausgezeichneter Homomorphismen zwischen Tensorpotenzen von A, et-
wa einem Homomorphismus A⊗A→ A und einem weiteren Homomorphismus
A → A ⊗ A. Insbesondere gilt es für affine algebraische Gruppen G. In diesem
Fall induziert die Operation der Gruppe G(K) durch Konjugation einen Gruppen-
homomorphismus int : G(K)→ GrpVar×K(G). Ist Ĝ eine k-Form vonG, so trägt
Ĝ(K) := Ralgk(O(Ĝ), K) eine stetige Γ-Wirkung durch Nachschalten, die wir
durch Invertieren zu einer Rechtsoperation machen können. Der Homomorphis-
mus int : Ĝ(K) → GrpVar×K(Ĝ) ist verträglich mit der Rechtsoperation von Γ.
Die k-Formen von G, die Kohomologieklassen im Bild der von int induzierten
Abbildung

H1
st(Γ; Ĝ(K))→ H1

st(Γ; GrpVar×K(Ĝ))

entsprechen, heißen dann die zu Ĝ inneren k-Formen von G. Gegeben ein Eins-
kozykel alias eine stetige Abbildung z : Γ → Ĝ(K) mit z(γβ) = z(γ)βz(β)
wie in 19.3.8.4 wird die Galoisoperation zur neuen Form also gegeben durch
γ̃ := γ̂ ◦ int(z(γ)).

Ergänzung 6.6.4.16. Ich wollte mir überlegen, daß gegeben zwei Bilinearformen
auf einem endlichdimensionalen k-Vektorraum, die über K isomorph werden, die
zugehörigen Automorphismengruppen innere Formen voneinander sind. Ich woll-
te mir ferner überlegen, daß zueinander innere Formen isomorphe k-lineare Ten-
sorkategorien endlichdimensionaler Darstellungen besitzen.

6.6.5 Kummer-Theorie
Definition 6.6.5.1. Sei n ∈ N eine natürliche Zahl. Eine Körpererweiterung L/K
heißt eine Kummer-Erweiterung durch n-te Wurzeln oder kurz eine n-Kum-
mererweiterung, wenn (1) unser n kein Vielfaches der Charakteristik unserer
Körper ist, (2) der KörperK alle n-ten Einheitswurzeln enthält und (3) der Körper
L über K erzeugt wird von n-ten Wurzeln von Elementen aus K, in Formeln

L = K(α | α ∈ L, αn ∈ K)

Nennen wir L/K eine Kummererweiterung, so ist gemeint, daß es ein n gibt
derart, daß L/K eine Kummererweiterung durch n-te Wurzeln ist.

6.6.5.2. Für jedes multiplikativ notierte Monoid M vereinbaren wir die Notation
M ·n := {αn | α ∈ M}. Der kleine Punkt vor dem n soll klar machen, daß nicht
das kartesische Produkt von n Kopien der Menge M gemeint ist.

Satz 6.6.5.3 (Kummertheorie). Seien K ein Körper und n ∈ N kein Vielfaches
der Charakteristik von K und K enthalte alle n-ten Einheitswurzeln. So gilt:
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1. Genau dann ist eine Körpererweiterung L/K eine n-Kummererweiterung,
wenn L/K eine Galois-Erweiterung ist mit abelscher Galois-Gruppe von
endlichem n teilenden Exponenten, also mit gn = 1 für alle g ∈ Gal(L/K);

2. Die Abbildungsvorschrift L 7→ ∆(L) := ((L×)·n∩K×)/(K×)·n liefert eine
Bijektion{
n-Kummererweiterungen von K in einem
festen algebraischen Abschluß K̄ von K

}
∼→
{

Untergruppen von
K×/(K×)·n

}
Wir nennen ∆(L) die Kummergruppe unserer Kummererweiterung. Ge-
geben eine Untergruppe ∆ ⊂ K×/(K×)·n wird die zugehörige Kummer-
erweiterung E(∆) erzeugt von den n-ten Wurzeln der Repräsentanten der
Elemente von ∆;

3. Ist L/K eine n-Kummererweiterung mit Kummergruppe ∆ = ∆(L) und
Galoisgruppe G := Gal(L/K) und bezeichnet µn die Gruppe der n-ten
Einheitswurzeln vonK, so erhalten wir eine wohldefinierte bilineare Abbil-
dung, die Kummerpaarung

G×∆ → µn

(g , a) 7→ g( n
√
a)/ n
√
a

4. Ist L/K eine n-Kummererweiterung, so liefert die Kummerpaarung einen
Isomorphismus

G
∼→ Hom(∆, µn)

Insbesondere haben wir für jede endliche Kummererweiterung einen unka-
nonischen Isomorphismus G ∼= ∆ zwischen ihrer Galoisgruppe und ihrer
Kummergruppe;

5. IstL/K eine n-Kummererweiterung, so liefert unsere Kummerpaarung einen
Isomorphismus

∆
∼→ Homst(G, µn)

Hierbei sind rechts stetige Gruppenhomomorphismen gemeint für die Krull-
Topologie auf der Galoisgruppe und die diskrete Topologie auf µn.

6.6.5.4. Wir könnten im Satz statt µn ebensogut an jeder StelleK× schreiben, alle
Abbildungen landen automatisch in µn ⊂ K×.

6.6.5.5. Seien K ein Körper und K̄ ein algebraischer Abschluß von K. Da Kum-
mererweiterungen per definitionem Galois sind, ist jede Kummererweiterung von
K isomorph über K zu genau einem Unterkörper von K̄, der K umfaßt.
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Beispiel 6.6.5.6. Unsere Bestimmung der Galoisgruppe von Q(
√
a1, . . . ,

√
an)

über Q in 6.4.1.34 mag eine erste Anschauung für 2-Kummererweiterungen lie-
fern.

Beweis. 3. Das ist klar.

1. Per definitionem ist jede Kummererweiterung ein Zerfällungskörper separabler
Polynome und mithin nach 6.3.11.20 Galois. Die in Teil 3 angegebene Paarung
G × ∆ → µn liefert offensichtlich einen injektiven Gruppenhomomorphismus
G ↪→ Ens(∆, µn) und zeigt so, daß für jede n-Kummererweiterung die Galois-
gruppe G abelsch ist mit gn = 1 ∀g ∈ G. Sei andererseits L/K eine Erweiterung
mit abelscher Galoisgruppe von endlichem n teilenden Exponenten. Jedes Ele-
ment von L liegt schon in einem Zwischenkörper, der Galois und endlich ist über
K. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir also L/K endlich anneh-
men. Dann finden wir etwa nach 4.4.4.9 Untergruppen H1, . . . , Hr ⊂ Gal(L/K)
mit trivialem Schnitt H1∩ . . .∩Hr = 1 und zyklischen Quotienten G/Hi. Die zu-
gehörigen Unterkörper L1, . . . , Lr erzeugen L und entstehen nach 6.4.6.3 jeweils
durch Adjunktion einer n-ten Wurzel zu K. Damit ist auch 1 bewiesen.

4&5. Gegeben eine abelsche Gruppe G definieren wir ihre duale Gruppe oder
Charaktergruppe als X(G) := Hom(G,Q/Z). Die offensichtliche Paarung G ×
X(G) → Q/Z liefert eine natürliche Abbildung von G in sein Biduales. Für
G = Z/mZ prüft man X(G) ∼= Z/mZ und prüft sogar, daß die natürliche Abbil-
dung von G in sein Biduales eine Bijektion ist. Dieselben Aussagen X(G) ∼= G
und ev : G

∼→ X(X(G)) folgen dann für alle endlichen abelschen Gruppen G.
Betrachten wir nur Gruppen vom Exponenten n, so kann hier auch µn den Part
von Q/Z übernehmen. Nun wissen wir bereits, daß unsere Paarung G×∆→ µn
eine Injektion

G ↪→ Hom(∆, µn)

induziert. Ebenso ist umgekehrt klar, daß sie eine Injektion

∆ ↪→ Hom(G, µn)

induziert, denn für a ∈ ∆ und α ∈ L× mit αn = a folgt aus g(α) = α ∀g ∈ G
schon α ∈ K×, also a ∈ (K×)·n. Im Fall einer endlichen n-Kummererweiterung
zeigt die zweite Injektion, daß ∆ endlich ist, und mit unserer Dualität folgt dann,
daß unsere Injektionen beide Isomorphismen sein müssen. So erhalten wir 4 und 5
im Fall einer endlichen Kummererweiterung. Im allgemeinen folgt dann 4 durch
Übergang zum Limes über alle endlichen Teilerweiterungen und 5 durch Über-
gang zum Kolimes über alle endlichen Teilerweiterungen.

2. Sei K̄ ein fester algebraischer Abschluß von K. Für eine beliebige Teilmenge
D ⊂ K×/(K×)·n können wir eine n-Kummererweiterung E(D) ⊂ K̄ von K bil-
den, indem wir zu K alle n-ten Wurzeln von Repräsentanten in K× der Elemente
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aus D in K̄ adjungieren. Sicher erhalten wir dann für eine n-Kummererweiterung
L ⊂ K̄ vonK unser L aus seiner Kummergruppe ∆(L) zurück als L = E(∆(L)).
Es gilt nur noch umgekehrt zu zeigen, daß für jede UntergruppeD ⊂ K×/(K×)·n

auch gilt D = ∆(E(D)). Offensichtlich ist hier D ⊂ ∆(E(D)). Um Gleichheit
zu zeigen, dürfen wir ohne Beschränkung der AllgemeinheitD endlich annehmen.
Dann ist auch E(D)/K endlich. Nun bezeichne man mit G die Galoisgruppe die-
ser Körpererweiterung und betrachte das Diagramm

G
∼→ Hom(∆(E(D)), µn)

‖ ↓
G ↪→ Hom(D,µn)

Die obere Horizontale ist bijektiv aufgrund der bereits bewiesenen Teile. Die unte-
re Horizontale ist injektiv, da die n-ten Wurzeln der Repräsentanten der Elemente
von D bereits E(D) erzeugen. Die rechte Vertikale ist surjektiv als duale Abbil-
dung zu einer Injektion. Es folgt, daß die rechte Vertikale ein Isomorphismus sein
muß. Dualisieren liefert schließlich D = ∆(E(D)) wie gewünscht.

Ergänzung 6.6.5.7 (Isotypische Zerlegung von Kummererweiterungen). Ge-
geben n ∈ N≥1 und eine n-Kummererweiterung L/K mit Galoisgruppe G ist für
jeden stetigen Gruppenhomomorphismus χ : G → K× die χ-isotypische Kom-
ponente

Lχ := {l ∈ L | gl = χ(g)l ∀g ∈ G}

der Darstellung L von G über K eindimensional, in Formeln dimK Lχ = 1, und
sie werden erzeugt von einer beliebigen n-ten Wurzel eines beliebigen Repräsen-
tanten des Urbilds von χ unter der im letzten Teil unseres Satzes 6.6.5.3 zur Kum-
mertheorie gegebenen Bijektion. Daß die eben beschriebenen Elemente in Lχ\0
liegen, folgt direkt aus den Definitionen. Daß kein Lχ eine Dimension echt größer
als Eins haben kann, folgt im Fall einer endlichen Kummererweiterung aus der
Identität |X(G)| = |G| = [L : K] zusammen mit der Zerlegung in isotypischen
Komponenten L =

⊕
χ∈X(G) Lχ aus der Darstellungstheorie. Alternativ kann man

die Aussage aus dem Satz über die Normalbasis 6.6.1.6 folgern. Im Fall beliebiger
Kummererweiterungen leitet man die Aussage leicht aus dem endlichen Fall ab.
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6.7 Vorlesung Algebra und Zahlentheorie WS 19/20
Es handelte sich um eine vierstündige Vorlesung, also 4×45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Übungen.

22.10 Gruppen 2.2.2 und Gruppenhomomorphismen 2.2.3. Monoide, Magmas 2.2.3.2.
Klassifikation der Gruppen mit höchstens vier Elementen 6.1.1 zu Fuß.
Klassifikation der Gruppen F mit fünf Elementen durch Theorie: Unter-
gruppen „richtige“ Definition. Untergruppen von Z nach 3.4.3.4, Neben-
klassen 4.4.1 und Lagrange: F hat nur die beiden Untergruppen 1 und F .

24.10 Bijektion Grp(Z, G)
∼→ G, ϕ 7→ ϕ(1) nach 2.2.3.31 für jede Gruppe G.

Also für |G| = 5 Surjektion Z� G durch 1 7→ g mit g 6= e. Universelle Ei-
genschaft surjektiver Gruppenhomomorphismen 4.4.2.1. Normalteiler 4.4.2
und Quotient danach. Isomorphiesätze. Ordnung von Gruppenelementen,
Struktur zyklischer Gruppen. Gruppen von Primzahlordnung sind zyklisch.
Kleiner Fermat für Kongruenzen von Potenzen modulo Primzahl.

29.10 Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung 3.4.4.8. Satz über den
größten gemeinsamen Teiler. Euklidischer Algorithmus. Chinesischer Rest-
satz mit zwei Resten. Beide Klassifikationen endlich erzeugter abelscher
Gruppen angegeben. Elementarteilersatz bewiesen.

31.10 Beide Klassifikationen endlich erzeugter abelscher Gruppen bewiesen. End-
liche Untergruppen der multiplikativen Gruppe eines Körpers sind zyklisch.
Operationen von Gruppen und Monoiden auf Mengen. Bahnen als homoge-
ne Räume. Bahnformel.

5.11 Operation durch Konjugation. Endliche Untergruppen der Drehgruppe bis
auf Konjugation. Einfache Gruppen. Klassengleichung. Konjugationsklas-
sen in der Ikosaedergruppe. Die Ikosaedergruppe ist einfach 6.1.2.5. Kom-
positionsreihen und Satz von Jordan-Hölder, noch ohne Beweis.

7.11 Beweis Jordan-Hölder. Struktur von p-Gruppen. Sylowsätze. Gruppen mit
6 und 15 Elementen. Gruppen mit 8 Elementen ohne Beweis.

12.11 Die natürlichen Zahlen axiomatisch, 3.4.1.2 bis 3.4.1.17, nicht Kürzungsre-
gel ??, nicht Anordnung 3.4.1.19, aber noch 3.4.1.21 und ?? und Definition
der Multiplikation.

14.11 Leonardo vertritt mich. Ringe und Restklassenringe Z/mZ ohne Diffie-
Hellmann. Quotient eines Rings nach einem Ideal 6.2.1.13.
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19.11 Teilringe und Notationen für ihre Erzeugung. Notationen für Erzeugung von
Idealen. Beispiele für Restklassenringe, insbesondere R[X]/〈P 〉 für Poly-
nome vom Grad zwei und allgemeinere Polynome. Abstrakter chinesischer
Restsatz und Bezug zur Interpolation. Quotientenkörper eines kommutati-
ven Integritätsbereichs und seine universelle Eigenschaft. Damit Q aus Z
konstruiert.

21.11 Euklidische Ringe, Faktorielle Ringe, Hauptidealringe, Beispiele, deren Be-
ziehung untereinander. Quotienten von Hauptidealringen. Der Ring der Gauß’schen
Zahlen ist euklidisch.

26.11 Gauß’sche Zahlen und Summen von zwei Quadraten. Polynomringe über
faktoriellen Ringen noch ohne Beweis.

28.11 Polynomringe über faktoriellen Ringen. Gemeinsame Nullstellen von zwei
teilerfremden Polynomen in zwei Variablen. Kreisteilungspolynome, Eisen-
steinkriterium, Irreduzibilität des p-ten Kreisteilungspolynoms für p prim.

3.12 Symmetrische Polynome, Hauptsatz. Diskriminante eines Polynoms vom
Grad Drei. Nicht allgemeine Diskriminante. Schranke von Bézout mit Be-
weisskizze.

5.12 Körpererweiterungen. Algebraische und transzendente Elemente. Minimal-
polynom. Endliche Körpererweiterungen, Grad einer Körpererweiterung.
Elemente von endlicher Körpererweiterung sind algebraisch.

10.12 Quadratische Körpererweiterungen. Multiplikativität des Grades. Konstruk-
tionen mit Zirkel und Lineal.

12.12 Endliche Körper und deren Unterkörper. Zerfällungskörper definiert, Satz
über Eindeutigkeit formuliert, aber noch nicht bewiesen. Satz über Ausdeh-
nung von Körperhomomorphismen auf primitive algebraische Erweiterun-
gen bewiesen, aber kurz. Beweis nochmal!

17.12 Eindeutigkeit des Zerfällungskörpers. Normale Erweiterungen. Angekündigt:
Algebraischer Abschluß.

19.12 Algebraischer Abschluß.

7.1 Separable Polynome. Definition separabler Körpererweiterungen. Noch nicht,
daß von separablen Elementen erzeugte Körpererweiterungen separabel sind.
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9.1 Charakterisierung separabler Körpererweiterungen. Unmöglichkeit einer Über-
deckung eines Körpers durch endlich viele echte Teilkörper. Satz vom pri-
mitiven Element, Körpererweiterungen mit nur endlich vielen Zwischen-
körpern, Unterscheidung von Körperhomomorphismen an einem einzigen
Element.

14.1 Galoiserweiterungen und ihre Beschreibung als Erweiterungen über dem
Fixkörper. Beispiele für Galoisgruppen.

16.1 Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung. Anschauung. Galois-Korrespondenz.

21.1 Biquadratische Erweiterungen. Beweis mit Galoistheorie, daß C algebra-
isch abgeschlossen ist. Irreduzibilität von Kreisteilungspolynomen. Galois-
gruppen von Kreisteilungskörpern.

23.1 Hinreichendes Kriterium für die Konstruierbarkeit regelmäßiger n-Ecke mit
Zirkel und Lineal. Euler’sche ϕ-Funktion. Reziprozitätsgesetz. Beweis bis
zu α2 = (−1)

p−1
2 p für ein gewisses explizites α im p-ten Kreisteilungs-

körper. Legendre-Symbole bereits eingeführt.

28.1 Beweis von Reziprozitätsgesetz und Ergänzungssatz. Jacobi-Symbole, ihre
Eigenschaften und ihr Nutzen. Zyklische Erweiterungen, der Beweis eines
Lemmas aus der linearen Algebra steht aber noch aus, ebenso das Korollar
über Erweiterungen von Primzahlordnung.

30.1 Lemma aus der linearen Algebra. Erweiterungen von Primzahlordnung. Trans-
lationssatz. Radikalerweiterungen. Hauptsatz noch nicht bewiesen über auf-
lösbare Galoisgruppen und auflösbare Gleichungen.

4.2 Hauptsatz über auflösbare Galoisgruppen und auflösbare Gleichungen. Bei-
spiel einer Gleichung fünften Grades, die sich nicht durch Radikale lösen
läßt. Cardano’sche Formeln. Begonnen mit deren Herleitung aus der Ga-
loistheorie.

6.2 Herleitung der Cardano’schen Formeln aus der Galoistheorie. Notwendig-
keit des Ausgreifens in die komplexen Zahlen.

11.2 Ansage: Tutoren werden gesucht. Mehr zu Zahlbereichen: Konstruktion Z
aus N und R aus Q.

13.2 Quaternionen?
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6.8 Vorlesung Algebra und Zahlentheorie WS 16/17
Es handelte sich um eine vierstündige Vorlesung, also 4×45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Übungen.

19.10 Gruppen und Gruppenhomomorphismen. Klassifikation der Gruppen mit
höchstens vier Elementen 6.1.1 zu Fuß. Klassifikation der Gruppen F mit
fünf Elementen durch Theorie: Untergruppen, Untergruppen von Z nach
3.4.3.4, Nebenklassen 4.4.1 und Lagrange: F hat nur die beiden Untergrup-
pen 1 und F . Bijektion Grp(Z, G)

∼→ G, ϕ 7→ ϕ(1) für jede Gruppe G.
Also für |G| = 5 Surjektion Z � G durch 1 7→ g mit g 6= e. Universelle
Eigenschaft surjektiver Gruppenhomomorphismen.

21.10 Normalteiler 4.4.2 und Quotient danach. Isomorphiesätze. Ordnung von
Gruppenelementen, Struktur zyklischer Gruppen. Gruppen von Primzahl-
ordnung sind zyklisch. Kleiner Fermat für Kongruenzen von Potenzen mo-
dulo Primzahl. Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Satz
über den größten gemeinsamen Teiler.

26.10 Chinesischer Restsatz mit zwei Resten. RSA-Verschlüsselung. Einfache Grup-
pen, Satz von Jordan-Hölder. Operationen von Gruppen und Monoiden auf
Mengen. Operation durch Konjugation ganz kurz. Noch nicht Bahnformel.

28.10 Bahnen als homogene Räume. Bahnformel. Operation durch Konjugation.
Konjugationsklassen in der Würfelgruppe und der Ikosaedergruppe. Die
Ikosaedergruppe ist einfach 6.1.2.5.

2.11 Struktur von p-Gruppen. Gruppen mit p2 Elementen sind abelsch. Sylow-
Sätze bewiesen. Noch nachholen: Jeder Primteiler der Ordnung einer abel-
schen Gruppe ist die Ordnung eines Elements 4.4.3.15, 4.4.3.17.

4.11 Jeder Primteiler der Ordnung einer abelschen Gruppe ist die Ordnung ei-
nes Elements 4.4.3.15, 4.4.3.17. Klassifikation endlich erzeugter abelscher
Gruppen durch Multimengen von Primpotenzen, ohne Beweis. Gruppen mit
6 Elementen mit Beweis. Gruppen mit 8 Elementen ohne Beweis. Dann
Konstruktion der natürlichen Zahlen im Rahmen der Mengenlehre. Kon-
struktion der Addition, noch ohne Beweis der Eigenschaften.

9.11 Konstruktion und Eigenschaften der Addition. Ringe, Ringhomomorphis-
men. Universelle Eigenschaft surjektiver Ringhomomorphismen. Ideale. Kon-
struktion von Restklassenringen, noch nicht ganz fertig.

11.11 Konstruktion von Restklassenringen. Von Teilmengen erzeugte Ideale. Quo-
tientenringe von Polynomringen nach von normierten Polynomen erzeugten
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Hauptidealen. Konstruktion von C als Quotient R[X]/〈X2 + 1〉. Teilringe.
Von Teilmengen erzeugte Teilringe. Algebraische Unabhängigkeit. Produk-
te von Ringen. Abstrakter chinesischer Restsatz. Interpolation als Beispiel.

16.11 Euklidische Ringe, Faktorielle Ringe, Hauptidealringe, Beispiele, deren Be-
ziehung untereinander. Quotienten von Hauptidealringen. Noch nicht der
Ring der Gauß’schen Zahlen.

18.11 Gauß’sche Zahlen und Summen von zwei Quadraten. Endliche Untergrup-
pen der multiplikativen Gruppe eines Körpers sind zyklisch. Konstruktion
des Quotientenkörpers. Bewertung auf dem Quotientenkörper eines fakto-
riellen Rings an einem irreduziblen Element.

23.11 Polynomringe über faktoriellen Ringen, Bewertung von Polynomen, Lem-
ma von Gauß. Zwei teilerfremde Polynome in zwei Variablen haben höchs-
tens endlich viele gemeinsame Nullstellen. Kreisteilungspolynome haben
ganze Zahlen als Koeffizienten. Noch nicht Irreduzibilität von Kreisteilungs-
polynomen.

25.11 Irreduzibilität von Kreisteilungspolynomen. Eisensteinkriterium. Symme-
trische Polynome, Hauptsatz.

30.11 Diskriminante eines Polynoms vom Grad Drei. Allgemeine Diskriminante.
Schranke von Bézout mit Beweis.

2.12 Konstruktion der ganzen Zahlen aus den natürlichen Zahlen. Konstruktion
der reellen Zahlen.

7.12 Körpererweiterungen. Algebraische und transzendente Elemente. Minimal-
polynom.

9.12 Endliche und algebraische Körpererweiterungen. Quadratische Körperer-
weiterungen.

14.12 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Angefangen mit endlichen Körpern.
Gezeigt, daß deren Kardinalität stets Charakteristik hoch Grad über dem
Primkörper ist.

16.12 Endliche Körper und deren Unterkörper. Zerfällungskörper definiert, Satz
über Eindeutigkeit formuliert, aber noch nicht bewiesen. Satz über Ausdeh-
nung von Körperhomomorphismen auf primitive algebraische Erweiterun-
gen bewiesen, aber kurz. Beweis nochmal!
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21.12 Ausdehnungen von Körperhomomorphismen. Maximalzahl, Existenz. Ein-
deutigkeit des Zerfällungskörpers. Normale Erweiterungen, Definition und
Anschauung. Formuliert, aber nicht bewiesen, daß Zerfällungskörper nor-
mal sind.

23.12 Ich will nur die Ableitung einführen mit Summen- und Produktregel und
zeigen, daß mehrfache Nullstellen Nullstellen der Ableitung sind. Dann ha-
be über den Koordinatisierungssatz geredet und gezeigt, wie man in jeder
Desargues-Ebene Richtungsvektoren einführt. Nicht gezeigt, daß diese eine
kommutative Gruppe bilden.

11.1 Ableitung von Polynomen und Separabilität von Polynomen und Körperer-
weiterungen. Noch nicht den Satz über die Zahl von Ausdehnungen von
Körperhomomorphismen auf separable Erweiterungen fertig bewiesen.

13.1 Satz über separable Körpererweiterungen fertig bewiesen. Satz vom primiti-
ven Element, Charakterisierung endlicher primitiver Körpererweiterungen.
Konstruktion und Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses.

18.1 Galoisgruppe, Galois-Erweiterungen. Galois-Erweiterungen über Fixkörper.
Transitive treue Operation der Galoisgruppe eines Zerfällungskörpers eines
irreduziblen Polynoms auf den Nullstellen. Noch nicht: Invarianten eines
Quotientenkörpers.

20.1 Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung. Anschauung für die Galoisgrup-
pe. Galois-Korrespondenz, aber noch keine Anwendungen dazu.

25.1 Biquadratische Erweiterungen. Beweis mit Galoistheorie, daß C algebra-
isch abgeschlossen ist. Irreduzibilität von Kreisteilungspolynomen.

27.1 Galoisgruppen von Kreisteilungskörpern und hinreichendes Kriterium für
die Konstruierbarkeit regelmäßiger n-Ecke mit Zirkel und Lineal. Euler’sche
ϕ-Funktion.

1.2 Erweiterungen durch Radikale: Zyklische Erweiterungen, Translationssatz,
Zusammenhang zwischen Radikalerweiterungen und endlichen Galoiser-
weiterungen mit auflösbarer Galoisgruppe. Noch nicht Auflösbarkeit von
Gleichungen gleichbedeutend zur Auflösbarkeit ihrer Galoisgruppe.

3.2 Auflösbarkeit von Gleichungen gleichbedeutend zur Auflösbarkeit ihrer Ga-
loisgruppe. Unmöglichkeit der Auflösung kubischer Gleichungen nur durch
reelle Wurzeln aus positiven reellen Zahlen selbst im Fall von drei reellen
Lösungen.
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8.2 Herleitung der Cardano’schen Formeln aus der Galoistheorie. Quadratisches
Reziprozitätsgesetz, Legendre-Symbol, Beispiele. Quadratische Erweiterun-
gen in Kreisteilungskörpern zu Einheitswurzeln von ungerader Primzahl-
ordnung. Beides noch ohne Beweis.

10.2 Beweis quadratisches Reziprozitätsgesetz. Beweis quadratische Erweiterun-
gen in Kreisteilungskörpern zu Einheitswurzeln von ungerader Primzahl-
ordnung.
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Wichtige Grundlage für dieses Kapitel ist Abschnitt 6.2.1 aus der Algebra
über Restklassenringe und Teilringe. Nach und nach wird dann immer mehr aus
den anderen Abschnitten von 6.2 verwendet, insbesondere der Satz, daß Polynom-
ringe über faktoriellen Ringen wieder faktoriell sind. Nach und nach wird auch
die Begrifflichkeit topologischer Räume immer wichtiger: Zunächst genügen ele-
mentarste Kenntnisse, etwa im Umfang von 11.1.1, später verwenden wir auch
weitergehende Konstruktionen im Umfang von 15.1.6. Grundbegriffe der Kate-
gorientheorie im Umfang von 4.7.1.1 sollten vorhanden sein oder im Rahmen
dieser Vorlesung mit erlernt werden.
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7.1 Endliches Erzeugen und Nullstellensatz

7.1.1 Formulierung des Hilbert’schen Nullstellensatzes
7.1.1.1. Ich erinnere daran, daß bei uns jeder Ring eine Eins hat und daß von
jedem Ringhomomorphismus gefordert wird, daß er die Eins auf die Eins wirft.
Ein Ideal eines Rings ist nach 6.2.1.9 eine Untergruppe seiner additiven Gruppe,
die unter der Multiplikation mit beliebigen Elementen unseres Rings von links
wie von rechts stabil ist. Einen kommutativen Ring nenne ich auch einen Kring.

7.1.1.2. Seien k ein Kring und k[T1, . . . , Tn] der Polynomring über k in n Varia-
blen. Das Auswerten liefert eine Abbildung

k[T1, . . . , Tn]× kn → k

Definition 7.1.1.3. Gegeben ein Kring k und eine Teilmenge E ⊂ k[T1 . . . , Tn]
des Polynomrings in n Variablen mit Koeffizienten in k erklären wir die Nullstel-
lenmenge oder kurz die Nullstellen von E als die Menge derjenigen Punkte des
kn, an denen alle Polynome aus E verschwinden. Wir notieren diese Menge

Z(E) := {x ∈ kn | f(x) = 0 ∀f ∈ E}

mit Z wie „zeroes“. Im Fall E = {f1, . . . , fr} verwenden wir die abkürzende
Notation Z(E) = Z(f1, . . . , fr). Eine Teilmenge Z ⊂ kn heißt algebraisch,
wenn sie die Nullstellenmenge eines Systems von Polynomen ist, wenn es also
eine Teilmenge E ⊂ k[T1 . . . , Tn] gibt mit Z = Z(E).

7.1.1.4 (Diskussion der Notationen). Eine andere in der Literatur gängige Nota-
tion für unserZ(E) ist V(E) mit V wie „Varietät“. Wir verwenden jedoch die Be-
zeichnung als Varietät nur über einem algebraisch abgeschlossenen Grundkörper
k und verwenden die Notation V(E) überhaupt nicht.

7.1.1.5. Im ersten Teil dieser Vorlesung geht es um die Untersuchung „geome-
trischer“ Eigenschaften algebraischer Teilmengen von kn für algebraisch abge-
schlossene Körper k und die entsprechenden „algebraischen“ Aussagen aus der
Theorie der kommutativen Ringe. Den tragenden Pfeiler der Brücke zwischen der
„geometrischen“ und der „algebraischen“ Welt bildet der folgende Satz, dessen
Beweis mit den nötigen Vorbereitungen uns bis 7.1.6.11 beschäftigen wird.

Satz 7.1.1.6 (Hilbert’scher Nullstellensatz). Sei k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper. Ist f ∈ k[T1, . . . , Tn] ein Polynom in endlich vielen Varia-
blen, das auf der Nullstellenmenge eines Ideals a ⊂ k[T1, . . . , Tn] verschwindet,
so liegt eine Potenz unseres Polynoms bereits selbst in besagtem Ideal. In Formeln
gilt also

Z(f) ⊃ Z(a) ⇒ fN ∈ a für N � 0
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Beispiel 7.1.1.7. Die gemeinsame Nullstellenmenge von x2, z3 ∈ k[x, y, z] ist die
y-Achse. Das Polynom f := (x + z)y verschwindet auf der y-Achse und wie
vom Nullstellensatz vorhergesagt gehört eine Potenz von f zum Ideal 〈x2, z3〉, in
unserem Fall etwa die vierte Potenz

f 4 =
(
(x2 + 4xz + 6z2)y4

)
x2 +

(
(4x+ z)y4

)
z3

Beispiel 7.1.1.8. Für k nicht algebraisch abgeschlossen ist unser Satz falsch. Als
Beispiel betrachte man für k = R in R[T ] das Ideal a = 〈T 2 + 1〉. Obwohl das
konstante Polynom f = 1 auf der Nullstellenmenge Z(a) = ∅ unseres Ideals
verschwindet, liegt keine seiner Potenzen 1N = 1 in besagtem Ideal.

7.1.1.9. Wir werden den Hilbert’schen Nullstellensatz erst im Anschluß an Lem-
ma 7.1.6.11 zeigen können. Manche Aussagen aus seinem Umfeld sind jedoch
sehr einfach zu haben, wie ich im folgenden ausführen will.

Definition 7.1.1.10. Ist k ein Kring und X ⊂ kn eine Teilmenge, so bilden die-
jenigen Polynome, die an allen Punkten von X verschwinden, offensichtlich ein
Ideal des Polynomrings k[T1, . . . , Tn]. Es heißt das Verschwindungsideal von X
und wir notieren es

I(X) := {f ∈ k[T1, . . . , Tn] | f(x) = 0 ∀x ∈ X}

7.1.1.11. Sei k ein Kring. Offensichtlich gilt für ein beliebiges System E von
Teilmengen von k[T1, . . . , Tn] die Identität

⋂
E∈E Z(E) = Z

(⋃
E∈E E

)
und ins-

besondere auch
E ⊂ F ⇒ Z(E) ⊃ Z(F )

Ebenso offensichtlich gilt für ein beliebiges System X von Teilmengen des kn die
Identität I

(⋃
X∈X X

)
=
⋂
X∈X I(X) und insbesondere auch

Y ⊂ X ⇒ I(Y ) ⊃ I(X)

Des weiteren gilt sicher E ⊂ I(Z(E)) für jede Teilmenge E ⊂ k[T1, . . . , Tn] und
X ⊂ Z(I(X)) für jede Teilmenge X ⊂ kn. Es folgt I(X) = I(Z(I(X))) für
jede Teilmenge X ⊂ kn, indem wir einerseits I auf X ⊂ Z(I(X)) anwenden
und andererseits E ⊂ I(Z(E)) auf E = I(X). Ebenso folgt für jede Teilmenge
E ⊂ k[T1, . . . , Tn] die Identität Z(E) = Z(I(Z(E))). Insbesondere gilt für jede
algebraische Teilmenge X ⊂ kn die Identität X = Z(I(X)), die offensichtlich
auch umgekehrt algebraische Teilmengen charakterisiert.

Ergänzung 7.1.1.12. Allgemeiner versteht man unter einer Inzidenzstruktur ein
Tripel (A,B,R) bestehend aus zwei Mengen A und B mit einer Teilmenge R ⊂
A × B alias einer Relation zwischen A und B im Sinne von 10.2.2.5. Zum Bei-
spiel können wir die Menge A = k[T1, . . . , Tn] der Polynome und die Menge
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Die Kreislinie ist die Nullstellenmenge in R2 des Polynoms
x2 + y2 − 1 ∈ R[x, y]. Das ist also eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge der
Ebene R2. Jeder Punkt (a, b) ∈ R2 ist die simultane Nullstellenmenge in R2 der
Polynome x− a und y − b aus R[x, y]. Also ist auch jede einpunktige Menge
Zariski-abgeschlossen. Alle Zariski-abgeschlossenen Teilmengen von R2 sind

offensichtlich auch metrisch abgeschlossen, also abgeschlossen in der
natürlichen Topologie des R2 aus 11.2.3.15, aber das Umgekehrte gilt nicht. Man
zeige zur Übung, daß eine echte Zariski-abgeschlossene Teilmenge von R2 keine

nichtleere metrisch offene Teilmenge von R2 umfassen kann.
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B = kn der Punkte zu betrachten mit der Relation (f, x) ∈ R genau dann, wenn
gilt f(x) = 0. Für eine beliebige Inzidenzstruktur können wir in derselben Weise
wie in diesem Beispiel Abbildungen Z : P(B) → P(A) und I : P(A) → P(B)
erklären. Auch in dieser Allgemeinheit verwandeln sich Vereinigungen in Schnit-
te, Inklusionen kehren sich um und es gilt stets X ⊂ Z(I(X)) sowie I(X) =
I(Z(I(X))) und symmetrisch E ⊂ I(Z(E)) sowie Z(E) = Z(I(Z(E))).

7.1.1.13. Um Sie zu ermuntern, sich in Vorbereitung auf spätere Kapitel mit den
Grundbegriffen der Topologie auseinanderzusetzen, beginne ich bereits hier mit
der Diskussion der sogenannten „Zariski-Topologie“. Ich erinnere zunächst an
einige grundlegende Definitionen aus der Begriffwelt der Topologie, wie sie in
11.1.1.5 ausführlicher eingeführt werden. Eine Topologie T auf einer Menge X
ist ein System von Teilmengen T ⊂ P(X), das stabil ist unter dem Bilden von
endlichen Schnitten und beliebigen Vereinigungen. Ein Paar (X, T ) bestehend aus
einer Menge mit einer Topologie heißt ein topologischer Raum. Die Teilmengen
aus T heißen dann die offenen Teilmengen unseres topologischen Raums. Statt
U ∈ T schreibe ich auch U ⊂◦ X . Die Komplemente der offenen Teilmengen hei-
ßen die abgeschlossenen Teilmengen unseres topologischen Raums. Für A ⊂ X
schreiben wir statt (X\A) ∈ T auch A ⊂∧ X . Das System der abgeschlossenen
Teilmengen eines topologischen Raums ist stabil unter endlichen Vereinigungen
und beliebigen Schnitten. Jedes Mengensystem in einer Menge X mit diesen Ei-
genschaften ist auch umgekehrt das System der abgeschlossenen Teilmengen ei-
ner wohlbestimmten Topologie auf X . Gegeben eine Teilmenge M ⊂ X eines
topologischen Raums wird ihr Abschluß M̄ erklärt als die kleinste abgeschlos-
sene Teilmenge von X , die M umfaßt, alias der Schnitt aller abgeschlossenen
Teilmengen von X , die M umfassen. Eine Abbildung f : X → Y von topologi-
schen Räumen heißt stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist, oder
gleichbedeutend das Urbild jeder abgeschlossenen Menge abgeschlossen.

7.1.1.14. Ich erinnere 11.1.1.13. Ist X ein topologischer Raum und Y ⊂ X eine
Teilmenge, so erklärt man die induzierte Topologie oder Spurtopologie auf Y
durch die Vorschrift

U ⊂◦ Y ⇔ ∃V ⊂◦ X mit U = V ∩ Y

In Worten ist also eine Teilmenge von Y offen für die induzierte Topologie genau
dann, wenn sie der Schnitt mit Y einer offenen Teilmenge von X ist. Ab jetzt
fassen wir stillschweigend jede Teilmenge Y eines topologischen Raums X als
topologischen Raum mit der induzierten Topologie auf.

Lemma 7.1.1.15. Ist k ein kommutativer Integritätsbereich, so bilden die alge-
braischen Teilmengen von kn die abgeschlossenen Mengen einer Topologie, der
Zariski-Topologie auf dem kn.
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Beweis. Daß beliebige Schnitte algebraischer Teilmengen wieder algebraisch sind,
folgt sofort aus 7.1.1.11. Ist k nicht der Nullring, so gilt weiter Z(1) = ∅. Ist k
sogar ein Integritätsring, so gilt zusätzlich Z(E) ∪ Z(F ) = Z(EF ) mit der No-
tation EF = {ef | e ∈ E, f ∈ F}. Folglich bilden die Z(E) das System der
abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf dem kn.

7.1.1.16. Ist k ein kommutativer Integritätsbereich, so folgt für den Abschluß ei-
ner beliebigen Teilmenge X ⊂ kn in Bezug auf die eben erklärte Zariskitopologie
die Formel

X̄ = Z(I(X))

In der Tat ist die rechte Seite eine algebraische alias abgeschlossene Menge, die
X umfaßt, und für jede algebraische alias abgeschlossene Teilmenge Z ⊃ X gilt
Z = Z(I(Z)) ⊃ Z(I(X)).

7.1.1.17. Ein Element eines faktoriellen Rings heißt quadratfrei, wenn es von
Null verschieden ist und darin kein Primfaktor mehrfach auftritt. Sei nun k = k̄
ein algebraisch abgeschlossener Körper. Eine Teilmenge Z ⊂ kn heißt eine

Hyperebene, wenn sie Nullstellenmenge eines linearen Polynoms ist, also eines
Polynoms vom Totalgrad 1;

Quadrik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien quadratischen Polynoms
ist;

Kubik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien kubischen Polynoms ist;

Quartik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien Polynoms vom Total-
grad 4 ist;

Quintik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien Polynoms vom Total-
grad 5 ist;

Vorschau 7.1.1.18. Wir zeigen in 7.5.4.12, daß für k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper auf einer algebraischen Teilmenge X ⊂∧ kn jedes Polynom
P ∈ k[T1, . . . , Tn], wenn wir es als Abbildung P : X → k auffassen, entweder
nur endlich viele Werte annimmt oder nur endlich viele Werte nicht annimmt. Un-
ser Beweis dort ist nicht ganz einfach. Ich wüßte gerne, wie man das möglichst
leicht einsehen kann.

Ergänzung 7.1.1.19. Man kann zeigen, daß für k = k̄ ein algebraisch abgeschlos-
sener Körper und n ≥ 1 jede algebraische Teilmenge von kn bereits als die
Nullstellenmenge von n Polynomen beschrieben werden kann, vergleiche etwa
[Kun80]. Im Gegensatz dazu kann keineswegs jedes Ideal des Polynomrings in n
Variablen von n Polynomen erzeugt werden. Zum Beispiel ist leicht zu sehen, daß
das Ideal 〈x2, xy, y2〉 ⊂ C[x, y] nicht von zwei Elementen erzeugt werden kann.
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Übungen

Übung 7.1.1.20. Ist k ein Körper, ja ein beliebiger Kring, und x ∈ kn ein Punkt,
so ist das Verschwindungsideal dieser einelementigen Menge das Ideal I(x) =
〈T1 − x1, . . . , Tn − xn〉 ⊂ k[T1, . . . , Tn].

Übung 7.1.1.21. Sei k ein Körper. Man zeige, daß die von ganz k verschiede-
nen algebraischen Teilmengen von k genau die endlichen Teilmengen sind. Man
zeige, daß die algebraischen Teilmengen von k2 genau die endlichen Teilmen-
gen, die Vereinigungen der Nullstellenmengen einzelner Polynome mit endlichen
Teilmengen, sowie ganz k2 sind. Hinweis: Nach 6.2.7.16 haben zwei teilerfremde
Polynome in zwei Veränderlichen höchstens endlich viele gemeinsame Nullstel-
len.

Übung 7.1.1.22. Sei k ein Körper. Man zeige für jedes Ideal a ⊂ k[T1, . . . , Tn] die
Abschätzung |Z(a)| ≤ dimk k[T1, . . . , Tn]/a. Insbesondere kann ein Ideal end-
licher Kodimension nur höchstens endlich viele simultane Nullstellen besitzen.
Hinweis: Interpolation in mehreren Variablen 6.2.3.8.

Übung 7.1.1.23. Unter einem Homöomorphismus versteht man eine bijektive
stetige Abbildung zwischen topologischen Räumen, deren Umkehrung auch stetig
ist. Man zeige: Ist γ : k

∼→ k ein Körperautomorphismus, so induziert γ einen
Homöomorphismus γ : kn

∼→ kn, (x1, . . . , xn) 7→ (γ(x1), . . . , γ(xn)) von kn

versehen mit der Zariskitopologie auf sich selbst.

Übung 7.1.1.24. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heißt dicht, wenn ihr
Abschluß der ganze Raum ist. Sei k ein kommutativer Integritätsbereich. Man zei-
ge: Jede unendliche Teilmenge von k ist Zariski-dicht. Sind A ⊂ km und B ⊂ kn

Zariski-dicht, so gilt dasselbe für A×B ⊂ km+n. Jede offene nichtleere Teilmen-
ge von kn ist Zariski-dicht. Je zwei offene nichtleere Teilmengen von kn haben
nichtleeren Schnitt.

Übung 7.1.1.25. Gegeben ein Körper k und Matrizen M,N ∈ Mat(n; k) haben
MN und NM dasselbe charakteristische Polynom. Hinweis: 7.1.1.24.

Übung 7.1.1.26. Man zeige, daß jede unendliche Teilmenge der Kreislinie in der
reellen Ebene {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} Zariski-dicht liegt in der Kreislinie mit
ihrer Spurtopologie nach 7.1.1.14. Hinweis: 6.2.7.16.

Übung 7.1.1.27. Man zeige: Verschwindet ein Polynom P ∈ R[x, y] auf der
Kreislinie {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}, so wird es von x2 + y2 − 1 geteilt.

Übung 7.1.1.28. Man folgere aus dem Hilbert’schen Nullstellensatz: Haben zwei
irreduzible Polynome in C[T1, . . . , Tn] dieselben Nullstellen, so ist das eine ein
skalares Vielfaches des anderen. Im Fall n = 1 ist das klar. In Fall n = 2 folgt
es bereits aus Korollar 6.2.7.16, nach dem zwei teilerfremde Polynome in C[x, y]
höchstens endlich viele gemeinsame Nullstellen haben.
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Übung 7.1.1.29. Gegeben eine endlichdimensionale Ringalgebra über einem Körper
bilden die Einheiten stets eine Zariski-offene Teilmenge.

7.1.2 Allgemeinheiten zu Moduln
7.1.2.1. Gegeben eine abelsche GruppeM bilden wir den Ring Ab(M) = End(M)
aller Gruppenhomomorphismen ϕ : M → M , den Endomorphismenring von
M , vergleiche 3.5.1.7. Seine Addition ist die Addition von Abbildungen, (ϕ +
ψ)(m) := ϕ(m) + ψ(m), und seine Multiplikation die Verknüpfung von Abbil-
dungen, ϕψ := ϕ ◦ ψ. Das Einselement ist die Identität id : M →M .

Definition 7.1.2.2. Sei Ω eine Menge. Unter einem Ω-Mengenmodul versteht
man ein Paar (M,σ) bestehend aus einer abelschen Gruppe M und einer Ab-
bildung σ : Ω → Ab(M) unserer Menge Ω in den Endomorphismenring der
abelschen Gruppe M .

Definition 7.1.2.3. Sei R ein Ring. Unter einem R-Modul oder ausführlicher ei-
nem R-Ringmodul versteht man ein Paar (M,σ) bestehend aus einer abelschen
Gruppe M und einem Ringhomomorphismus σ : R → Ab(M) unseres Rings R
in den Endomorphismenring der abelschen Gruppe M .

7.1.2.4. Natürlich ist jeder Ringmodul auch ein Mengenmodul für die dem fragli-
chen Ring zugrundeliegenden Menge. Unter dem Exponentialgesetz, also der Bi-
jektion Ens(Ω,Ens(M,M))

∼← Ens(Ω×M,M) aus 2.1.6.5, entsprechen unsere
Strukturen auf einer abelschen Gruppe (M,+) als Ω-Mengenmodul eineindeutig
den Abbildungen Ω ×M → M , (ω,m) 7→ ωm derart, daß für alle ω ∈ Ω und
m,n ∈M gilt

ω(m+ n) = ωm+ ωn

Weiter entsprechen für einen Ring R unsere Strukturen auf einer abelschen Grup-
pe (M,+) als R-Ringmodul eineindeutig den Abbildungen R ×M → M derart,
daß für alle r, s ∈ R und m,n ∈M gilt

r(m+ n) = (rm) + (rn)
(r + s)m = (rm) + (sm)
r(sm) = (rs)m

1m = m

7.1.2.5 (Diskussion alternativer terminologischer Konventionen). Arbeitet man
mit der alternativen Konvention, nach der Ringe nicht notwendig unitär zu sein
brauchen, so ist hier die letzte Bedingung 1m = m nicht mehr sinnvoll und wird
weggelassen. Moduln, wie wir sie in 7.1.2.3 definiert haben, würde man in dieser
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alternativen Konvention als „unitäre Moduln über einem unitären Ring“ bezeich-
nen. Wir nennen eine abelsche Gruppe A mit einer assoziativen biadditiven Verk-
nüpfung eine assoziative Z-Algebra und eine abelsche Gruppe M mit einer biad-
ditiven Abbildung A×M → M derart, daß gilt a(bm) = (ab)m ∀a, b ∈ A,m ∈
M einen A-Assoziativmodul. Bei Assoziativmoduln fordern wir also nichts für
die Operation eines Einselements, selbst wenn es ein solches geben sollte.

7.1.2.6. Wir vereinbaren auch in diesem Kontext die Regel „Punkt vor Strich“.
Wie bei Vektorräumen zeigt man auch bei Moduln M über einem Ring R für alle
m ∈M die Formel 0m = 0, genauer 0Rm = 0M , und folgert (−1)m = −m.

7.1.2.7 (Vergleich von Ringmoduln und Mengenmoduln). Moduln über Ringen
können als spezielle Moduln über Mengen aufgefaßt werden. Es gibt offensicht-
lich im allgemeinen viel weniger Moduln über einem Ring als Mengenmoduln
über der zugrundeliegenden Menge und wir können für Moduln über speziel-
len Ringen entsprechend stärkere Aussagen erwarten. So sind zum Beispiel die
Ringmoduln über einem Körper genau unsere Vektorräume aus der linearen Al-
gebra. Umgekehrt können Moduln über einer Menge Ω auch aufgefaßt werden
als Ringmoduln über dem „nichtkommutativen Polynomring über Z in durch Ω
indizierten Variablen“ alias dem „freien Ring über Ω“, den wir in der Notation
aus 16.4.8.7 etwa Ring0 Ω notieren würden. Insofern sind unsere beiden Begriffs-
bildungen im Prinzip austauschbar. Ich werde im folgenden allgemeine Aussagen
soweit möglich für Mengenmoduln formulieren, weil diese a priori eine geringere
Komplexität haben.

Beispiele 7.1.2.8. Jeder Ring R ist in offensichtlicher Weise ein R-Modul. Das-
selbe gilt für Rn, ja gegeben eine beliebige Menge X für Ens(X,R) und gegeben
zusätzlich ein beliebiger R-Modul M auch für die Menge Ens(X,M) aller Ab-
bildungen von X nach M .

7.1.2.9 (Abelsche Gruppen als Z-Moduln). Jede abelsche Gruppe M trägt ge-
nau eine Struktur als Z-Modul, denn für jeden Ring E gibt es genau einen Ring-
homomorphismus Z → E und das gilt insbesondere auch für E := Ab(M). Wir
können diese Modulstruktur auch explizit beschreiben: Für a ∈ N ist notwendig
1m = m, also 2m = (1 + 1)m = m + m, induktiv (a + 1)m = am + m, und
dann auch (−a)m = (−1)am = −(am).

7.1.2.10. Ist ϕ : R → S ein Ringhomomorphismus, so wird jeder S-Modul und
insbesondere auch S selbst ein R-Modul vermittels der Operation rm = ϕ(r)m.
Dies Verfahren heißt Restriktion der Skalare, und zwar selbst dann, wenn der
Ringhomomorphismus ϕ : R → S nicht die Inklusion eines Teilrings ist. Wir
notieren resϕ(M) den so aus einem S-Modul konstruierten R-Modul. Zum Bei-
spiel ist für jedes Ideal a ⊂ R der Quotient R/a aus 6.2.1.13 ein R-Modul in
natürlicher Weise.
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7.1.2.11. Ist X eine Menge und x ∈ X ein Punkt und k ein Ring, so liefert
das Auswerten an der Stelle x einen Ringhomomorphismus δx : Ens(X, k) →
k. Den zugehörigen Modul über den Funktionenring Ens(X, k) nennen wir den
Auswertungsmodul und notieren ihn kx.

Übungen

Übung 7.1.2.12 (k[T ]-Moduln als k-Vektorräume mit Endomorphismus). Ge-
geben eine abelsche GruppeM und ein Körper k haben wir natürliche Bijektionen{

Strukturen als k[T ]-Modul
auf der abelschen Gruppe M

}
∼→

{
Ringhomomorphismen

k[T ]→ AbM

}
o↓

Paare (ψ,A) bestehend aus
einer k-Vektorraumstruktur

ψ : k ×M →M
auf der abelschen Gruppe M
und einem Endomorphismus

A ∈ Endk(M)


∼→



Paare (ϕ,A) bestehend aus
einem Ringhomomorphismus

ϕ : k → AbM
und einem mit seinem Bild
kommutierenden Element

A ∈ AbM


Genauer liefert 7.1.2.4 die obere horizontale Bijektion und 3.5.3.5 die vertikale
Bijektion. In diesem Sinne ist also ein k[T ]-Modul „dasselbe“ wie ein k-Vektorraum
mit einem k-linearen Endomorphismus. Für einen beliebigen Ring k gilt Analo-
ges.

7.1.3 Homomorphismen, Untermoduln, Quotienten

Definition 7.1.3.1. Sei Ω eine Menge. Eine Abbildung f : M → N von einem
Ω-Mengenmodul in einen weiteren Ω-Mengenmodul heißt ein Modulhomomor-
phismus, wenn gilt

f(m+m′) = f(m) + f(m′) und f(rm) = rf(m) ∀m,m′ ∈M, r ∈ Ω.

Einen Homomorphismus von Ringmoduln erklären wir als einen Homomor-
phismus der zugrundeliegenden Mengenmoduln.

7.1.3.2. Die Gesamtheit aller Mengenmoduln über einer vorgegebenen Menge Ω
bildet mit den Modulhomomorphismen als Morphismen eine Kategorie

Ω -MMod
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7.1.3.3. Die Gesamtheit aller Moduln über einem vorgegebenen RingR bildet mit
den Modulhomomorphismen als Morphismen eine Kategorie

R -Mod

In der Sprache der Kategorientheorie ist das Vergessen der Z-Modulstruktur ein
Isomorphismus von Kategorien Z -Mod

∼→ Ab zwischen der Kategorie der Z-
Moduln und der Kategorie der abelschen Gruppen.

Definition 7.1.3.4. Die Menge aller Homomorphismen von einem R-Modul M
in einen R-Modul N schreiben wir auch HomR(M,N). Sie bildet eine Unter-
gruppe und für kommutatives R sogar einen R-Untermodul von Ens(M,N). Ein
bijektiver Homomorphismus heißt ein Isomorphismus von R-Moduln. Gibt es
einen Isomorphismus zwischen zwei R-Moduln M und N , so schreiben wir auch
M ∼= M und sagen, M und N seien isomorph. Ein Homomorphismus von einem
Modul zu sich selbst heißt ein Endomorphismus unseres Moduls. Die Menge
aller Endomorphismen des R-Moduls M notiert man EndR(M). Sie bildet einen
Ring unter der Verknüpfung als Multiplikation.

Ergänzung 7.1.3.5. Ich will das Symbol Hom ohne Index reservieren für Funkto-
ren, die aus zwei Objekten einer Kategorie ein drittes Objekt derselben Katego-
rie machen. Nur im Fall von Vektorräumen oder kommutativen Ringen darf man
dann, wenn man dieser Konvention folgen will, den Grundring aus der Notati-
on weglassen. Die Morphismenmenge in einer beliebigen Kategorie C notiere ich
C(X, Y ). Wenn sie mit zusätzlicher Struktur verstanden werden soll, benutze ich
auch Hom, aber dann mit ergänzenden Indizes.

Lemma 7.1.3.6 (Modulhomomorphismen vom Grundring zu einem Modul).
Die R-Modulhomomorphismen von einem Ring R, aufgefaßt als R-Modul, zu ei-
nem beliebigen weiteren R-Modul werden parametrisiert durch die Elemente des
besagten R-Moduls. Für jeden R-Modul M liefert genauer die Abbildungsvor-
schrift m 7→ (r 7→ rm) einen Isomorphismus

M
∼→ HomR(R,M)

m 7→ (r 7→ rm)

von abelschen Gruppen mit Inversem ϕ 7→ ϕ(1).

Beweis. Dem Leser überlassen.

Definition 7.1.3.7. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Eine Teilmenge N ⊂
M heißt ein Untermodul genau dann, wenn N eine Untergruppe ist und wenn
zusätzlich gilt m ∈ N , r ∈ R⇒ rm ∈ N .
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7.1.3.8. Die Untermoduln eines kommutativen Rings sind genau seine Ideale. Die
Untermoduln eines allgemeinen Rings heißen seine Linksideale. Jeder Schnitt
von Untermoduln ist wieder ein Untermodul. Ist T ⊂ M eine Teilmenge eines
Moduls M , so heißt der kleinste Untermodul von M , der T enthält, auch der von
T erzeugte Untermodul und wir bezeichnen ihn mit R〈T 〉 oder wenn die genaue
Bedeutung eh aus dem Kontext hervorgeht etwas nachlässig mit 〈T 〉R oder auch
abkürzend mit 〈T 〉. Man kann den von T erzeugten Untermodul beschreiben als
die Menge aller Linearkombinationen

{r1t1 + . . . rsts | s ≥ 0, ri ∈ R, ti ∈ T}

Hierbei steht die leere Linearkombination mit s = 0 für die Null in M . Ein Mo-
dul, der von einer endlichen Teilmenge erzeugt wird, heißt endlich erzeugt. Ein
Modul, der von einem einzigen Element erzeugt wird, heißt zyklisch.

7.1.3.9. Das Bild eines Untermoduls unter einem Modulhomomorphismus ist wie-
der ein Untermodul. Dasselbe gilt für das Urbild eines Untermoduls. Insbesondere
sind Bild und Kern eines Modulhomomorphismus stets Untermoduln.

Proposition 7.1.3.10 (Quotientenmoduln). Seien R ein Ring, M ein R-Modul
und N ⊂M ein Untermodul.

1. Es gibt genau eine Struktur eines R-Moduls auf der Restklassengruppe
M/N aus 4.4.2.10 derart, daß die Projektion can : M �M/N ein Homo-
morphismus von R-Moduln ist;

2. Jeder Homomorphismus von R-Moduln ϕ : M → M ′ mit ϕ(N) = 0 fak-
torisiert in eindeutiger Weise über M/N , es gibt also zu ϕ genau einen
R-Modulhomomorphismus ϕ̃ : M/N →M ′ mit ϕ = ϕ̃ ◦ can.

Beweis. Sehr ähnlich zum Beweis der entsprechenden Aussagen im Fall von Vek-
torräumen 4.4.5.4 und dem Leser überlassen.

Definition 7.1.3.11. Ein Subquotient eines Moduls ist ein Quotient eines Unter-
moduls.

Übungen

Übung 7.1.3.12. Gegeben ein R-Modul M wird M ein Modul über seinem En-
domorphismenring EndR(M) vermittels der Vorschrift fm = f(m) für alle f ∈
EndR(M) und m ∈M .

Übung 7.1.3.13. Ist R ein Ring und e ∈ R ein idempotentes Element und M ein
R-Modul, so induziert das Auswerten bei e eine Bijektion HomR(Re,M)

∼→ eM .
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Ergänzende Übung 7.1.3.14. In einem endlich erzeugten Modul umfaßt jedes Er-
zeugendensystem ein endliches Erzeugendensystem.

Übung 7.1.3.15. Sei R ein Ring und a ⊂ R ein Ideal und M ein R-Modul. Be-
zeichne aM ⊂ M den Untermodul, der von allen Elementen am mit a ∈ a und
m ∈ M erzeugt wird, und der bei sorgfältigerer Notation eigentlich 〈aM〉 notiert
werden müßte. Man zeige, daß die Operation von R auf M/aM in natürlicher
Weise faktorisiert über R/a, so daß also M/aM in natürlicher Weise ein R/a-
Modul wird.

Übung 7.1.3.16. Man zeige, daß gegeben ein Ring R und ein R-Modul M für
jedes Linksideal I ⊂ R das Auswerten an der Nebenklasse 1R + I eine Bijektion
HomR(R/I,M)

∼→ {m ∈M | Im = 0} induziert.

Übung 7.1.3.17. Gegeben Moduln Mi über Ringen Ri kann man das Produkt M
der Mi in offensichtlicher Weise mit der Struktur eines Moduls über dem Produkt
R derRi versehen. Ergibt sich in derselben Weise einR-ModulN als das Produkt
gewisser Ri-Moduln Ni, so haben wir einen kanonischen Isomorphismus

HomR(M,N)
∼→
∏
i

HomRi(Mi, Ni)

Übung 7.1.3.18. Ich erinnere an exakte Sequenzen im Sinne von 4.4.6.5. Eine
Sequenz von Gruppen M ′ → M → M ′′ heißt linksexakt, wenn die erweiterte
Sequenz 1→M ′ →M →M ′′ exakt ist, wenn sie also in anderen Worten bei M
exakt ist und M ′ → M injektiv ist. Wir schreiben linksexakte Sequenzen meist
M ′ ↪→ M → M ′′. Man zeige: Eine Sequenz M ′ → M → M ′′ von Moduln über
einem Ring R ist linkssexakt genau dann, wenn für jeden weiteren R-Modul N
die induzierte Sequenz

HomR(N,M ′)→ HomR(N,M)→ HomR(N,M ′′)

linksexakt ist.

Übung 7.1.3.19. Ich erinnere an exakte Sequenzen im Sinne von 4.4.6.5. Eine
Sequenz von Gruppen M ′ → M → M ′′ heißt rechtsexakt, wenn die erweiterte
Sequenz M ′ →M →M ′′ → 1 exakt ist, wenn sie also in anderen Worten bei M
exakt ist und M →M ′′ surjektiv ist. Wir schreiben rechtsexakte Sequenzen meist
M ′ → M � M ′′. Man zeige: Eine Sequenz M ′ → M → M ′′ von Moduln über
einem Ring R ist rechtsexakt genau dann, wenn für jeden weiteren R-Modul N
die induzierte Sequenz

HomR(M ′′, N)→ HomR(M,N)→ HomR(M ′, N)

linksexakt ist.
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7.1.4 Noethersche Moduln und Ringe
7.1.4.1. Dieser Abschnitt betrifft kommutative und nichtkommutative Ringe glei-
chermaßen.

Definition 7.1.4.2. Ein Modul über einem Ring heißt noethersch, wenn alle seine
Untermoduln endlich erzeugt sind.

7.1.4.3. Mit gemeint ist dabei die Forderung, daß unser Modul selbst endlich er-
zeugt sein soll. Die Bezeichnung erinnert an die Mathematikerin Emmy Noether,
eine Pionierin der abstrakten Algebra jüdischen Ursprungs, die in Göttingen ar-
beitete bis sie in die Emigration gezwungen wurde.

Definition 7.1.4.4. Ein Ring heißt linksnoethersch beziehungsweise rechtsnoe-
thersch, wenn er noethersch ist als Links- beziehungsweise Rechtsmodul über
sich selbst, und noethersch, wenn er linksnoethersch und rechtsnoethersch ist.
In anderen Worten ist also etwa ein Ring linksnoethersch genau dann, wenn alle
seine Linksideale endlich erzeugt sind.

Beispiel 7.1.4.5. Ein Vektorraum über einem Körper k ist noethersch als k-Modul
genau dann, wenn er endlichdimensional ist. Jeder Hauptidealring ist noethersch.

Beispiel 7.1.4.6. Der Polynomring R = Z[T1, T2, . . .] in abzählbar vielen Varia-
blen ist nicht noethersch, denn das von allen Ti erzeugte Ideal ist nicht endlich
erzeugt: In der Tat bilden die 〈T1〉 ( 〈T1, T2〉 ( . . . eine unendliche echt auf-
steigende Folge von Idealen, deren Vereinigung 〈T1, T2, . . .〉 nicht endlich erzeugt
sein kann.

Proposition 7.1.4.7. Jeder Quotient und jeder Untermodul eines noetherschen
Moduls ist noethersch. Besitzt ein Modul M einen noetherschen Untermodul M ′

mit noetherschem Quotient M/M ′, so ist M bereits selbst noethersch.

Ergänzung 7.1.4.8. Für diejenigen Leser, die mit exakten Sequenzen nach 4.4.6.5
vertraut sind, können wir die Proposition auch wie folgt formulieren: Ist M ′ ↪→
M � M ′′ eine kurze exakte Sequenz von Moduln über einem Ring, so ist M
noethersch genau dann, wenn M ′ und M ′′ noethersch sind. Leser, die noch nicht
mit dieser Terminologie vertraut sind, werden ermuntert, sich damit vertraut zu
machen.

Beweis. Der erste Teil bleibt dem Leser überlassen. Wir müssen im zweiten Teil
zeigen, daß jeder Untermodul U ⊂M endlich erzeugt ist. Nach Annahme ist aber
sein Bild Ū ⊂ M/M ′ endlich erzeugt, wir finden also Elemente u1, . . . , ur ∈
U , deren Bilder Ū erzeugen. Ganz genauso ist U ∩ M ′ endlich erzeugt, sagen
wir von v1, . . . , vs ∈ U , und dann sieht man leicht, daß die u1, . . . , ur, v1, . . . , vs
zusammen ganz U erzeugen.
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Satz 7.1.4.9. Ein Modul über einem linksnoetherschen Ring ist noethersch genau
dann, wenn er endlich erzeugt ist.

Beweis. Ein noetherscher Modul ist immer endlich erzeugt. Ist umgekehrtM end-
lich erzeugt, so ist M ein Quotient von Rn, und für R linksnoethersch ist auch Rn

noethersch als Modul, wie man induktiv aus 7.1.4.7 folgert.

Beispiel 7.1.4.10. Dieser Satz zeigt insbesondere, daß jede Untergruppe einer end-
lich erzeugten abelschen Gruppe endlich erzeugt ist. In der Tat ist ja eine abelsche
Gruppe dasselbe wie ein Z-Modul, und Z ist ein Hauptidealring, also noethersch.
Wir hatten in diesem Fall in 4.4.4.1 sogar gesehen, daß man für die Untergruppe
nicht mehr Erzeuger benötigt als für die ganze Gruppe. Das folgt mit demsel-
ben Argument allgemein für Moduln über Ringen, in denen jedes Linksideal ein
Hauptideal ist. Im allgemeinen kann es aber durchaus vorkommen, daß man für
einen Untermodul mehr Erzeuger benötigt als für den ursprünglichen Modul. Ins-
besondere kann es ja vorkommen, daß man für ein Ideal mehr als einen Erzeuger
benötigt und damit mehr Erzeuger als für den Ring, der ja als Modul über sich
selber stets zyklisch ist.

Satz 7.1.4.11 (Hilbert’scher Basissatz). Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist
auch der Polynomring R[T ] mit Koeffizienten in R ein linksnoetherscher Ring.
Dasselbe gilt analog für rechtsnoethersch und noethersch.

Beweis. Sei I ⊂ R[T ] ein Linksideal. Wir betrachten das Linksideal a ⊂ R, das
erzeugt wird von den Leitkoeffizienten aller Polynome aus I . Da R noethersch
ist, gibt es endlich viele Polynome f1, . . . , ft ∈ I , deren Leitkoeffizienten das
Linksideal a ⊂ R erzeugen. Sei m das Maximum der Grade der fi. Gegeben
h ∈ I mit deg h ≥ m finden wir offensichtlich pi ∈ R[T ] derart, daß

h− (p1f1 + . . .+ ptft)

echt kleineren Grad hat als h. Induktiv finden wir dann sogar pi derart, daß die-
se Differenz echt kleineren Grad hat als m. Die Polynome aus R[T ] vom Grad
< m und, wieder da R linksnoethersch ist, dann auch die Polynome aus I vom
Grad < m bilden aber einen endlich erzeugten R-Modul. Wählen wir Erzeuger
g1, . . . , gr diesesR-Moduls, so erzeugen offensichtlich f1, . . . , ft, g1, . . . , gr unser
Linksideal I über R[T ].

7.1.4.12. Man erkennt induktiv, daß ein Polynomring in endlich vielen Varia-
blen k[T1, . . . , Tn] mit Koeffizienten in einem Körper k, ja mit Koeffizienten in
einem beliebigen noetherschen Ring ein noetherscher Ring ist. Das zeigt insbe-
sondere, daß jede algebraische Teilmenge X ⊂∧ kn bereits durch endlich viele
Gleichungen beschrieben werden kann, denn ihr Verschwindungsideal I(X) ⊂
k[T1, . . . , Tn] muß endlich erzeugt sein, und für Erzeuger f1, . . . , fr gilt dann si-
cher Z(f1, . . . , fr) = Z(I(X)) = X .
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Lemma 7.1.4.13 (Charakterisierungen noetherscher Moduln). Für einen Mo-
dul sind gleichbedeutend:

1. Unser Modul ist noethersch, als da heißt, jeder Untermodul ist endlich er-
zeugt;

2. Jedes nichtleere System von Untermoduln unseres Moduls besitzt ein maxi-
males Element;

3. Jede aufsteigende Folge M0 ⊂M1 ⊂ . . . von Untermoduln unseres Moduls
wird stationär alias stagniert.

7.1.4.14. Ein Ring ist insbesondere linksnoethersch genau dann, wenn jede auf-
steigende Folge von Linksidealen stagniert.

7.1.4.15. Beim Nachweis der Implikationen (2)⇒(3) und (1)⇒(3) kommen wir
noch ohne Auswahlaxiom aus. Die Beweise der anderen Implikationen benötigen
jedoch, soweit ich sehen kann, das Auswahlaxiom.

Beweis. (1) ⇒ (3) : Sei M unser Modul. Ist jeder Untermodul von M endlich
erzeugt, so auch die Vereinigung

⋃∞
i=0Mi über unsere aufsteigende Folge von Un-

termoduln. Es gibt also ein j derart, daß alle Erzeuger dieser Vereinigung schon
in Mj liegen, und dann gilt notwendig Mj = Mj+1 = . . . =

⋃∞
i=0Mi.

(3) ⇒ (1) : Ist ein Untermodul N ⊂ M nicht endlich erzeugt, so finden wir
induktiv eine Folge m0,m1, . . . in N derart, daß für jedes i ≥ 0 das i-te Fol-
genglied mi nicht im Erzeugnis der vorhergehenden m0,m1, . . . ,mi−1 liegt. Die
Mi = 〈m0,m1, . . . ,mi〉 bilden dann eine aufsteigende Folge von Untermoduln
von M , die nicht stagniert.

(2) ⇔ (3) : Offensichtlich und auch nach Übung 3.1.9.22 besitzt in einer teilge-
ordneten Menge jede nichtleere Teilmenge ein maximales Element genau dann,
wenn jede monoton wachsende Folge in unserer Menge stagniert. Diese Erkennt-
nis gilt es anzuwenden auf das System alias die Menge aller Untermoduln unseres
Moduls.

Ergänzung 7.1.4.16. Ein Tensorprodukt noetherscher Ringe muß nicht wieder
noethersch sein. Ist etwa k ein Körper und K = Quot k[X1, X2, . . .] der Quotien-
tenkörper des Polynomrings über k in unendlich vielen Variablen, so ist K ⊗k K
nicht noethersch: Die Ideale 〈(X1 − Y1), (X2 − Y2), . . . , (Xn − Yn)〉 bilden ei-
ne unendliche aufsteigende Idealkette, mit den Abkürzungen Xi = Xi ⊗ 1 und
Yi = 1⊗ Yi. Um das zu sehen, mag man davon ausgehen, daß K ⊗k K faktoriell
ist als Lokalisierung des faktoriellen Rings k[X1, Y1, X2, Y2, . . .].
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Übungen

Übung 7.1.4.17. Jedes Erzeugendensystem eines noetherschen Moduls umfaßt ein
endliches Erzeugendensystem.

Übung 7.1.4.18. Jeder Quotient eines linksnoetherschen Rings ist linksnoethersch.
Jeder Quotient eines rechtsnoetherschen Rings ist rechtsnoethersch. Jeder Quoti-
ent eines noetherschen Rings ist noethersch.

Übung 7.1.4.19. Man zeige: Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist auch der Po-
tenzreihenring RJT K mit Koeffizienten in R ein linksnoetherscher Ring. Dasselbe
gilt analog für rechtsnoethersch und noethersch. Hinweis: Man argumentiere wie
bei Beweis des Basissatzes, aber betrachte diesmal das von den Koeffizienten der
„Anfangsterme“ erzeugte Linksideal von R. Insbesondere sind auch die Potenz-
reihenringe in mehreren Variablen RJT1, . . . , TsK linksnoethersch, wenn R selbst
linksnoethersch ist.

Übung 7.1.4.20. Sei k ein Körper oder allgemeiner ein noetherscher Integritäts-
bereich. Gegeben f ∈ k[T1, . . . , Tn] bezeichne Uf := {x ∈ kn | f(x) 6= 0} das
Komplement der Nullstellenmenge von f . Man zeige, daß die offenen Teilmengen
von kn genau alle endlichen Vereinigungen solcher Uf sind.

Ergänzende Übung 7.1.4.21. Jede direkte Summe von injektiven Linksmoduln
über einem linksnoetherschen Ring ist injektiv. Hinweis: Man verwende das In-
jektivitätskriterium über Ideale 19.3.2.28.

Übung 7.1.4.22 (Jedes Monoidideal von (Nr,+) ist endlich erzeugt). Sei T ⊂
Nr eine Teilmenge, die unter der Addition mit beliebigen Elementen von Nr stabil
ist. Man zeige, daß es endlich viele t1, . . . , tl ∈ T gibt mit

T =
l⋃

i=1

(ti + Nr)

Man nennt eine Teilmenge T in einem Monoid (M,>) ein Monoidideal, wenn
aus t ∈ T und m ∈ M folgt t>m ∈ T und m>t ∈ T . In dieser Begrifflichkeit
besagt unsere Erkenntnis, daß jedes Monoidideal von (Nr,+) endlich erzeugt ist.

Übung 7.1.4.23. Jeder surjektive Endomorphismus eines noetherschen Moduls ist
ein Isomorphismus.

7.1.5 Ringendliche Körpererweiterungen
Definition 7.1.5.1. Unter einer Kringerweiterung verstehen wir ein Paar A ⊂ B
bestehend aus einem KringB mit einem Teilring A. Später verstehen wir darunter
auch allgemeiner einen beliebigen injektiven Kringhomomorphismus.
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Definition 7.1.5.2. Sei A ⊂ B eine Kringerweiterung.

1. Wir sagen, B sei von endlichem Typ über A oder ringendlich über A,
wenn B als Ring von A zusammen mit endlich vielen weiteren Elementen
erzeugt werden kann.

2. Wir sagen,B sei endlich überA oder genauer modulendlich überA, wenn
B als A-Modul endlich erzeugt ist.

3. Ein Element b ∈ B heißt ganz über A, wenn es Nullstelle eines normierten
Polynoms mit Koeffizienten in A ist, wenn also eine Gleichung der Gestalt

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0

gilt mit n ≥ 1 und ai ∈ A. Im Fall einer Körpererweiterung A ⊂ B sagt
man stattdessen auch, b sei algebraisch über A.

Analog verwenden wir diese Begriffe auch für beliebige Kringhomomorphismen
A→ B, die nicht notwendig Einbettungen von Teilmengen, ja noch nicht einmal
injektiv zu sein brauchen.

7.1.5.3. Im Fall von Körpererweiterungen reicht in Teil 3 die Forderung, daß wir
ein von Null verschiedenes Polynom finden. Im Fall von Kringerweiterungen je-
doch ist die Forderung wesentlich, daß das Polynom in Teil 3 normiert sein soll.

Beispiel 7.1.5.4. Gegeben ein von Null verschiedener Kring R und die Kringer-
weiterung R[T ] ⊂ R[T, T−1] ist T−1 nicht ganz über R[T ].

7.1.5.5. Ich erinnere die in 6.3.8.5 eingeführten Begriffsbildungen und Notatio-
nen. Sei A ein Kring. Unter einem A-Kring verstehen wir ein Paar (B,ϕ) be-
stehend aus einem Kring B und einem Kringhomomorphismus ϕ : A → B. Ist
(C,ψ) ein weiterer A-Kring, so verstehen wir unter einem Homomorphismus
von A-KringenB → C einen Kringhomomorphismus η : B → C mit η ◦ϕ = ψ.
Alternativ sprechen wir auch von einem Homomorphismus über A. Die Menge
aller solchen Homomorphismen notieren wir

KringA(B,C)

Einen bijektiven Kringhomomorphismus über A nennen wir auch einen Isomor-
phismus von A-Kringen oder einen Isomorphismus über A.

Ergänzung 7.1.5.6. Unser KringA ist ebenso wie seine nichtkommutative Varian-
te RingA ein Speziallfall der allgemeinen kategorientheoretischen Konstruktion
16.2.2.4 der Kategorie CX der „Objekte unter X“ zu einer Kategorie C mit einem
ausgezeichneten Objekt X .
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7.1.5.7. Gegeben ein Kring k verstehe ich wie in 4.7.9.1 unter einer k-Algebra
einen k-Modul M mitsamt einer k-bilinearen Abbildung M × M → M . Hier
bedeutet „bilinear“ wie im Fall eines Körpers k die Linearität in beiden Einträgen.
Üblich ist in diesem Zusammenhang die Konvention, daß man eine Algebra stets
als assoziativ versteht, wenn aus dem Kontext nichts anderes hervorgeht. Ist die
bilineare Verknüpfung assoziativ und besitzt M dazu noch ein neutrales Element,
so nenne ichM eine k-Ringalgebra, und ist sie zusätzlich auch noch kommutativ,
eine k-Kringalgebra.

7.1.5.8 (k-Kringe und k-Kringalgebren). In der hier gewählten Terminologie ist
für jeden Kring k eine k-Kringalgebra dasselbe wie ein k-Kring: Die Multiplika-
tion eines k-Krings (B,ϕ) zusammen mit der von ϕ induzierten k-Modulstruktur
macht jeden k-Kring zu einer k-Kringalgebra, und umgekehrt wird jede k-Kring-
algebra M zu einem k-Kring durch den Kringhomomorphismus ϕ : k → M ,
λ 7→ λ1M . Ich verwende die Bezeichnung als Kringalgebra insbesondere, wenn
ich den Grundring k nicht explizit erwähnen will. Viele Autoren, deren Fokus
mehr auf der algebraischen Geometrie und kommutativen Algebra liegt, nennen
letztere Struktur kurzerhand eine „k-Algebra“. Ich verwende diese Terminologie
nicht, da bei mir auch nicht-kommutative Algebren und nicht-unitäre Algebren
eine wichtige Rolle spielen. Allerdings will ich der Konvention folgen, daß eine
Algebra als assoziativ angenommen sei, wenn aus dem Kontext nichts anderes
hervorgeht.

7.1.5.9 (Ringendliche Erweiterungen noetherscher Kringe sind noethersch).
Ist ein KringB ringendlich über einem noetherschen KringA, so ist auchB selbst
noethersch. Man folgert das mit dem Hilbert’schen Basissatz 7.1.4.11 zunächst für
einen Polynomring in endlich vielen Variablen über A und dann mit 7.1.4.18 für
Quotienten solcher Polynomringe.

Satz 7.1.5.10 (Ringendliche Körpererweiterungen). Jede ringendliche Körper-
erweiterung ist modulendlich. In anderen Worten ist also jede Körpererweiterung,
die endlich erzeugt ist als Ringerweiterung, bereits endlichdimensional über dem
Grundkörper.

7.1.5.11. Wegen seiner engen Verwandtschaft zum Nullstellensatz heißt dieser
Satz in vielen Quellen der körpertheoretische Nullstellensatz. Einen alternativen
Beweis, der auf dem Noether’schen Normalisierungslemma und Eigenschaften
ganzer Ringerweiterungen basiert, diskutieren wir in 7.5.4.9.

Beweis im Fall eines überabzählbaren Grundkörpers. Sei k ⊂ L unsere Körper-
erweiterung. Ist L ein endlich erzeugter k-Ring, so ist L von abzählbarer Dimensi-
on über k. Gäbe es nun ein t ∈ L\k, das transzendent ist über k, so hätten wir mit
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Sind A ⊂ B ⊂ C Kringe und ist C ringendlich über A, so muß B keineswegs
ringendlich über A sein. Als Gegenbeispiel betrachte man etwa C ⊂ B ⊂ C[x, y]
mit B dem Ring aller Polynomfunktionen, deren Einschränkung auf die y-Achse

konstant ist. Eine C-Basis von B bildet dann etwa die Eins und alle Monome
xiyj mit i > 0, und man sieht leicht, daß kein Teilring von B von endlichem Typ

über C alle xyj enthalten kann. Dies Bild illustriert, wie ich mir diesen Ring
veranschauliche: Jedes ausgemalte Kästchen mit unterer linker Ecke (i, j) steht

für einen Basisvektor xiyj von B.
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T 7→ t eine Einbettung k(T ) ↪→ L. Der Funktionenkörper k(T ) hat aber überab-
zählbare Dimension über k, da die Familie der Brüche (T − λ)−1 parametrisiert
durch λ ∈ k linear unabhängig ist über k, vergleiche 6.3.7.16. Widerspruch!

Beweis im Allgemeinen. Sei k ⊂ L unsere ringendliche Körpererweiterung. Sei-
en e1, . . . , en Erzeuger des k-Krings L, in Formeln L = k[e1, . . . , en]. Wir argu-
mentieren mit Induktion über n. Der Fall n = 1 ist unproblematisch, der Polynom-
ring in einer Veränderlichen ist eben kein Körper, und jeder Quotient davon nach
einem von Null verschiedenen Ideal ist endlichdimensional als k-Vektorraum. Für
den Induktionsschritt dürfen wir annehmen, daß wir bereits wissen, daß L modul-
endlich ist über K := k(e1). Ist e1 algebraisch über k, so sind wir wieder fertig.
Also dürfen wir e1 transzendent über k annehmen, in Formeln K ∼= k(′T ). Be-
trachten wir nun den Teilring A ⊂ K, der über k von e1 und den Koeffizienten der
Minimalpolynome über K von e2, . . . , en erzeugt wird, so ist A per definitionem
ringendlich über k. Wir haben also unseren Funktionenkörper K eingebettet in
ein Sandwich von Kringen

k ⊂ A ⊂ K ⊂ L

mit L modulendlich über A und A ringendlich über k und damit nach 7.1.5.9 ins-
besondere A noethersch. Also muß auch K modulendlich sein über A und damit
ringendlich über k. Das ist nun der gesuchte Widerspruch, denn ein Funktionen-
körper K ∼= k(′T ) kann nie ringendlich über seinem Grundkörper k sein: Es gibt
ja nach 6.2.4.30 unendlich viele irreduzible Polynome in k[′T ], und nur endlich
viele davon könnten in den Nennern von endlich vielen hypothetischen Erzeugern
des k-Krings k(′T ) vorkommen.

Vorschau 7.1.5.12. Einen alternativen Beweis geben wir im Anschluß an 7.5.5.3.

Übungen

Übung 7.1.5.13. SeienA ⊂ B ⊂ C Kringerweiterungen. Man zeige: IstC modul-
endlich über B und B modulendlich über A, so ist C bereits modulendlich über
A. Ist C ringendlich überB undB ringendlich überA, so ist C bereits ringendlich
über A.

Übung 7.1.5.14. Man bestimme alle Elemente von Q, die ganz sind über Z. Sei
k ein Körper. Man bestimme alle Elemente von k(T1, . . . , Tn), die ganz sind über
dem Polynomring k[T1, . . . , Tn].

Übung 7.1.5.15. Man zeige, daß C[x, y]/〈y2 − x3〉 ein Integritätsbereich ist, und
daß die über diesem Ring ganzen Elemente seines Quotientenkörpers selbst einen
Ring bilden, der isomorph ist zum Polynomring in einer Veränderlichen.
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Übung 7.1.5.16. Wird einA-KringB alsA-Kring erzeugt von endlich vielen über
A ganzen Elementen, haben wir also in Formeln B = A[x1, . . . , xn] mit xi ganz
über A für 1 ≤ i ≤ n, so ist er bereits modulendlich über A. Hinweis: Man
beginne mit dem Fall eines einzigen Erzeugers und verwende dann 7.1.5.13.

7.1.6 Beweis des Hilbert’schen Nullstellensatzes
7.1.6.1. In einem unvoreingenommenen Sprachgebrauch hat jeder Ring genau ein
maximales Ideal, nämlich das Ideal, das aus allen Elementen unseres Rings be-
steht. Ich erinnere jedoch daran, daß wir in 6.2.5.4 vereinbart hatten, vielmehr die
maximalen echten Ideale eines Rings seine „maximalen Ideale“ zu nennen.

7.1.6.2. Die Menge der maximalen Ideale eines Rings A notieren wir

MaxA

Statt MaxA findet man für die Menge der maximalen Ideale eines Rings A auch
oft Notationen wie SpecmaxA oder SpecmA, die aber im hier verfolgten Aufbau
der Theorie erst in 7.4.2.4 verständlich werden.

7.1.6.3. In vom Nullring verschiedenen noetherschen Ringen ist es offensichtlich,
daß sich jedes Ideal zu einem maximalen Ideal vergrößern läßt: Das System aller
echten Ideale ist dann nicht leer und besitzt folglich mindestens ein maximales
Element. In allgemeinen Ringen folgt das aus dem Zorn’schen Lemma, wie nun
gleich gezeigt werden soll.

Satz 7.1.6.4 (Existenz von maximalen Idealen). In jedem von Null verschiede-
nen Ring gibt es mindestens ein maximales Ideal. Allgemeiner läßt sich in einem
beliebigen Ring jedes Ideal, das nicht der ganze Ring ist, vergrößern zu einem
maximalen Ideal unseres Rings.

Beweis. SeiR unser Ring und a 6= R unser Ideal. Wir betrachten das System aller
Ideale von R, die a umfassen und nicht ganz R sind oder, gleichbedeutend, nicht
die 1 von R enthalten. Dieses System von Teilmengen ist offensichtlich stabil un-
ter aufsteigenden Vereinigungen. Jetzt folgt der Satz aus dem Zorn’schen Lemma
in der Gestalt 3.1.9.18.

Ergänzung 7.1.6.5. In der Logik wird gezeigt, daß die Annahme, jedes Ideal eines
Krings möge sich zu einem maximalen Ideal vergrößern lassen, echt schwächer
ist als das Auswahlaxiom. Der Beweis scheint allerdings nicht ganz einfach zu
sein.

7.1.6.6. Ist ϕ : R� S ein surjektiver Ringhomomorphismus, so erhalten wir eine
Bijektion

{Ideale in R, die kerϕ umfassen} ∼→ {Ideale in S}
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vermittels der Abbildungen I 7→ ϕ(I) für I ⊂ R beziehungsweise in der Ge-
genrichtung J 7→ ϕ−1(J) für J ⊂ S. Insbesondere liefert das Zurückholen
mit einem surjektiven Ringhomomorphismus eine Injektion MaxS ↪→ MaxR,
m 7→ ϕ−1(m).

Lemma 7.1.6.7. Ein Kring ist ein Körper genau dann, wenn in ihm das Nullideal
ein maximales Ideal ist. Ein Ideal in einem Kring ist maximal genau dann, wenn
der Quotientenring nach besagtem Ideal ein Körper ist.

Beweis. Die zweite Aussage und damit implizit auch die Erste haben wir bereits
als 6.2.5.6 bewiesen. Hier geben wir noch eine Beweisalternative. In einem Körper
ist natürlich das Nullideal maximal. Ist umgekehrt das Nullideal ein maximales
Ideal, so gilt k = 〈1〉 6= 〈0〉 und damit 1 6= 0. Weiter gilt 〈a〉 = k für jedes
a 6= 0, also gibt es für jedes a 6= 0 ein b mit ab = 1. Wenden wir nun die
Erkenntnis 7.1.6.6 an auf die Surjektion R � R/m für irgendein Ideal m von R,
so folgt, daß m ⊂ R ein maximales Ideal ist genau dann, wenn 〈0〉 ⊂ R/m ein
maximales Ideal ist. Das Nullideal in einem Kring ist aber, wie bereits gezeigt,
maximal genau dann, wenn besagter Kring ein Körper ist.

7.1.6.8. Die nun folgenden Lemmata 7.1.6.9 und 7.1.6.11 formulieren einfache
Konsequenzen des Nullstellensatzes 7.1.1.6. Da wir uns jedoch beim Beweis des
Nullstellensatzes auf diese Lemmata stützen wollen, dürfen wir sie hier nicht aus
dem Nullstellensatz herleiten. Stattdessen folgern wir sie aus dem bereits bewie-
senen Satz über ringendliche Körpererweiterungen 7.1.5.10.

Lemma 7.1.6.9 (Maximale Ideale in Polynomringen). Ist k = k̄ ein algebra-
isch abgeschlossener Körper, so sind die maximalen Ideale im Polynomring in n
Variablen k[T1, . . . , Tn] genau die Verschwindungsideale von Punkten des kn. In
Formeln liefert das Bilden des Verschwindungsideals also eine Bijektion

kn
∼→ Max k[T1, . . . , Tn]

x 7→ I(x)

7.1.6.10. Da jeder Punkt des kn abgeschlossen ist, können wir die inverse Abbil-
dung beschreiben durch die Abbildungsvorschrift m 7→ Z(m).

Beweis. Ist k ein Körper und x ∈ kn ein Punkt, so ist ganz offensichtlich I(x) =
〈T1 − x1, . . . , Tn − xn〉 ⊂ k[T1, . . . , Tn] ein maximales Ideal: In der Tat induziert
das Auswerten bei x einen Isomorphismus k[T1, . . . , Tn]/I(x)

∼→ k. Ist umge-
kehrt m ⊂ k[T1, . . . , Tn] ein maximales Ideal, so betrachten wir den Körper L :=
k[T1, . . . , Tn]/m. Wir haben natürlich einen Ringhomomorphismus ϕ : k → L
und die Nebenklassen der Ti erzeugen L als k-Algebra. Mit dem Satz über ring-
endliche Körpererweiterungen 7.1.5.10 folgt, daß ϕ : k ↪→ L eine algebraische
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Körpererweiterung sein muß. Aus unserer Annahme k algebraisch abgeschlossen
folgt dann weiter, daß ϕ eine Bijektion sein muß. Ist xi ∈ k das Urbild der Ne-
benklasse T̄i ∈ L von Ti unter dieser Bijektion, so folgt Ti − xi ∈ m. Bezeichnet
x = (x1, . . . , xn) den Punkt mit den Koordinaten xi, so folgt I(x) ⊂ m und damit
I(x) = m.

Lemma 7.1.6.11 (Ideale ohne simultane Nullstellen). Hat ein Ideal in einem
Polynomring in endlich vielen Variablen über einem algebraisch abgeschlossenen
Körper keine Nullstelle, so ist besagtes Ideal schon der ganze Polynomring.

Beweis. Bezeichnet k = k̄ unseren Körper und a ⊂ k[T1, . . . , Tn] unser Ideal, so
behauptet unser Lemma in Formeln

Z(a) = ∅ ⇒ a = k[T1, . . . , Tn]

Das zeigen wir durch Widerspruch: Ist ein Ideal a nicht der ganze Ring, so gibt es
ein maximales Ideal m über a und wir folgern aus a ⊂ m erst Z(a) ⊃ Z(m) und
dann mit 7.1.6.9 weiter Z(a) 6= ∅.

7.1.6.12. Nun erinnern und beweisen wir den bereits in 7.1.1.6 angekündigten
Hilbert’schen Nullstellensatz.

Satz 7.1.6.13 (Hilbert’scher Nullstellensatz). Seien k = k̄ ein algebraisch ab-
geschlossener Körper und a ⊂ k[T1, . . . , Tn] ein Ideal. Ist f ∈ k[T1, . . . , Tn] ein
Polynom, das auf der Nullstellenmenge unseres Ideals verschwindet, so liegt eine
Potenz unseres Polynoms bereits selbst in besagtem Ideal, in Formeln

Z(f) ⊃ Z(a) ⇒ fN ∈ a für N � 0

Beweis. Wir verwenden den sogenannten Rabinovitch-Trick und betrachten in
dem um eine Variable T vergrößerten Polynomring k[T1, . . . , Tn, T ] das von a
und fT − 1 erzeugte Ideal b. Da wir Z(f) ⊃ Z(a) angenommen hatten, besitzt
dies Ideal b überhaupt keine simultanen Nullstellen. Anschaulich gesprochen ent-
weicht Z(fT − 1) bei jeder Nullstelle von f in Richtung der zusätzlichen Ko-
ordinate T ins Unendliche und die Nullstellenmenge von a im um eine Variable
größeren Polynomring ist das kartesische Produkt von Z(a) mit der zusätzlichen
Koordinatenachse: Der Schnitt dieser beiden Mengen ist dann offensichtlich leer.
Nach 7.1.6.11 gilt also in unserem um eine Variable vergrößerten Polynomring
eine Gleichung der Gestalt

r0(fT − 1) + r1f1 + . . .+ rmfm = 1

mit fj ∈ a und rj Elementen unseres um eine Variable vergrößerten Polynom-
rings. Nun durften wir sicher von Anfang an f 6= 0 annehmen. Setzen wir dann in
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unserer Gleichung für T das Element f−1 des Funktionenkörpers k(T1, . . . , Tn)
ein, wenden also den Ringhomomorphismus k[T1, . . . , Tn, T ] → k(T1, . . . , Tn)
mit T 7→ f−1 an, so ergibt sich in diesem Funktionenkörper und sogar bereits in
seinem Teilring k[T1, . . . , Tn, f

−1] eine Gleichung der Gestalt

s1f1 + . . .+ smfm = 1

wo die sj ∈ k[T1, . . . , Tn, f
−1] eben aus den rj hervorgehen durch Einsetzen von

f−1 für T . Nach Multiplikation mit einer geeigneten Potenz fN von f erhalten
wir schließlich eine Gleichung in k[T1, . . . , Tn] der Gestalt

c1f1 + . . .+ cmfm = fN

mit cj = fNsj Elementen unseres ursprünglichen Polynomrings k[T1, . . . , Tn].
Diese Gleichung zeigt dann fN ∈ a.

Definition 7.1.6.14. Gegeben ein Ideal a in einem Kring R definiert man sein
Radikal

√
a durch die Vorschrift

√
a := {f ∈ R | fN ∈ a für N � 0}. Ein Ideal

heißt ein Radikalideal, wenn es sein eigenes Radikal ist.

7.1.6.15 (Diskussion der Terminologie). In 24.4.4.8 führen wir den Begriff des
„Radikals eines Moduls“ ein. Das Radikal eines Ideals im obigen Sinne ist etwas
völlig anderes als sein Radikal als Modul. Wenn es nötig sein sollte, werde ich
unterscheiden zwischen dem Potenzradikal und dem Modulradikal eines Ideals.

7.1.6.16 (Abgeschlossene Mengen und Radikalideale). Ist k = k̄ ein algebra-
isch abgeschlossener Körper, so gilt für jedes Ideal a ⊂ k[T1, . . . , Tn] nach dem
Nullstellensatz die Formel I(Z(a)) =

√
a. Andererseits wissen wir schon lan-

ge um die Formel Z(I(X)) = X̄ für Teilmengen X ⊂ kn. Die Vorschriften
Z und I liefern also zueinander inverse Bijektionen zwischen der Menge aller
Zariski-abgeschlossenen Teilmengen des kn und der Menge aller Radikalideale in
k[T1, . . . , Tn], in Formeln{

Radikalideale
b ⊂ k[T1, . . . , Tn]

} Z−→∼←−I

{
Algebraische Teilmengen

Z ⊂∧ kn
}

Übungen

Übung 7.1.6.17. Ist k algebraisch abgeschlossen und a ⊂ k[T1, . . . , Tn] ein Ide-
al, so induziert die Bijektion kn ∼→ Max k[T1, . . . , Tn] aus Lemma 7.1.6.9 eine
Bijektion Z(a)

∼→ Max(k[T1, . . . , Tn]/a).

Übung 7.1.6.18. Warum kann man nicht mit demselben Argument wie in 7.1.6.4
zeigen, daß jede Gruppe eine maximale echte Untergruppe besitzt? Man zeige
auch, daß die additive Gruppe Q keine maximale echte Untergruppe besitzt.
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Übung 7.1.6.19. Gegeben ein kommutativer von Null verschiedener Ring R folgt
aus Rn ∼= Rm schon n = m. Hinweis: Man benutze 7.1.3.15 und wähle mit
7.1.6.4 ein maximales Ideal a ⊂ R, so daß R/a nach 7.1.6.7 ein Körper ist. Ein
alternativer Beweis, der ohne das Zorn’sche Lemma auskommt, wird in 7.2.3.10
gegeben. Der hier skizzierte Beweis zeigt jedoch mit 6.5.3.4 allgemeiner für be-
liebige Mengen I, J , daß aus der Isomorphie von freien Moduln RI ∼= RJ folgt,
daß I und J dieselbe Kardinalität haben.

Übung 7.1.6.20. Der Schnitt aller maximalen Ideale eines Krings R kann auch
beschrieben werden als die Menge aller Elemente unseres Rings mit der Eigen-
schaft, daß die Summe eines beliebigen Vielfachen unseres Elements mit der Eins
stets eine Einheit ist, in Formeln⋂

m∈MaxR

m = {a ∈ R | (ra+ 1) ∈ R× ∀r ∈ R}

Diese Menge heißt das Jacobson-Radikal unseres Krings. Im Fall nichtkommu-
tativer Ringe versteht man unter dem Jacobson-Radikal feiner den Schnitt aller
maximalen Links- oder gleichbedeutend aller maximalen Rechtsideale.

Übung 7.1.6.21. (k = k̄). In Erweiterung von 7.1.1.22 zeige man, daß ein Ideal
a ⊂ k[T1, . . . , Tn] genau dann von endlicher Kodimension ist, wenn es höchstens
endlich viele simultane Nullstellen besitzt, in Formeln

|Z(a)| <∞ ⇔ codimk(a ⊂ k[T1, . . . , Tn]) <∞

Ergänzende Übung 7.1.6.22. Noch allgemeiner als in 7.1.6.21 zeige man für einen
beliebigen Körper k, daß ein Ideal a ⊂ k[T1, . . . , Tn] genau dann von endlicher
Kodimension ist, wenn es nur in endlich vielen maximalen Idealen enthalten ist.

Übung 7.1.6.23. Man zeige, daß für ein Ideal a eines Krings R das Radikal
√
a

wieder ein Ideal von R ist und daß
√
a sein eigenes Radikal ist.

Übung 7.1.6.24. (k = k̄). Ist A ein ringendlicher k-Kring, so liefert das Bilden
des Kerns ϕ 7→ kerϕ eine Bijektion Kringk(A, k)

∼→ MaxA.

Übung 7.1.6.25. Seien k ein Körper und A ein ringendlicher k-Kring. Man zeige:
Ist der Quotient von A nach seinem Nilradikal A/

√
0 endlichdimensional über k,

so ist bereits A selbst endlichdimensional über k.
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7.2 Mehr zu Moduln
Die Resultate dieses Abschnitts werden erst nach und nach gebraucht. Ich schlage
vor, ihn hier zu überspringen und dieses eher technische Material erst bei Bedarf
nachzuholen.

7.2.1 Summen und Produkte von Moduln
7.2.1.1. Die folgenden Konstruktionen verallgemeinern unsere Konstruktionen im
Fall von Vektorräumen aus 4.7.8.

Definition 7.2.1.2. Gegeben eine Familie (Mλ)λ∈Λ von Moduln über einem Ring
R bilden wir zwei neue R-Moduln, das Produkt

∏
Mλ und die direkte Summe

oder kurz Summe
⊕

Mλ durch die Regeln∏
λ∈Λ Mλ = {(mλ)λ∈Λ | mλ ∈Mλ}⊕
λ∈ΛMλ = {(mλ)λ∈Λ | mλ ∈Mλ, nur endlich viele mλ sind nicht null}

mit der offensichtlichen komponentenweisen Addition und Multiplikation mit Ska-
laren aus R.

7.2.1.3. Für eine endliche Familie von Moduln M1, . . . ,Ms stimmen die direkte
Summe und das Produkt überein. Wir benutzen dann alternativ die Notationen

M1 × . . .×Ms = M1 ⊕ . . .⊕Ms

7.2.1.4. Das Produkt beziehungsweise die Summe sind das Produkt beziehungs-
weise Koprodukt in der Kategorie der R-Moduln im Sinne unserer allgemeinen
Definitionen 4.7.7.1 beziehungsweise 4.7.7.16. Ausformuliert bedeutet das: Die
offensichtlichen Einbettungen und Projektionen sind Homomorphismen

inλ : Mλ ↪→
⊕
λ∈Λ

Mλ beziehungsweise prλ :
∏
λ∈Λ

Mλ �Mλ

und ist M ein weiterer R-Modul, so induzieren die durch Vorschalten der inλ
beziehungsweise Nachschalten der prλ gegebenen Abbildungen Bijektionen

HomR(
⊕

λ∈ΛMλ,M)
∼→
∏

λ∈Λ HomR(Mλ,M)

f 7→ (f ◦ inλ)λ∈Λ

HomR(M,
∏

λ∈ΛMλ)
∼→

∏
λ∈Λ HomR(M,Mλ)

f 7→ (prλ ◦f)λ∈Λ
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7.2.1.5. Gegeben eine Familie (Mλ)λ∈Λ von Untermoduln eines Moduls M be-
zeichnet man den von ihrer Vereinigung erzeugten Untermodul von M auch als
ihre Summe und notiert ihn

∑
λ∈ΛMλ. Diese Summe kann auch interpretiert

werden als das Bild eines natürlichen Homomorphismus
⊕

λ∈Λ Mλ → M von
der direkten Summe nach M . Ist dieser Homomorphismus injektiv, so sagen wir,
die „Summe der Untermoduln Mλ sei direkt“ und schreiben statt

∑
λ∈ΛMλ auch⊕

λ∈ΛMλ. Zwei Untermoduln N1, N2 ⊂ M heißen komplementär genau dann,
wenn ihre Einbettungen einen Isomorphismus N1 ⊕ N2

∼→ M induzieren. Ein
Untermodul, der ein Komplement besitzt, heißt ein Summand.

7.2.1.6. Auch bei Moduln über Ringen nennt man eine Familie (mλ)λ∈Λ linear
unabhängig genau dann, wenn nur die triviale endliche Linearkombination ver-
schwindet, wenn also für eine Familie (rλ)λ∈Λ von Elementen unseres Rings mit
nur endlich vielen von Null verschiedenen Mitgliedern gilt∑

λ∈Λ

rλmλ = 0 ⇒ alle rλ sind null

Ein linear unabhängiges Erzeugendensystem heißt wie bei Vektorräumen eine Ba-
sis, und wie dort erklären wir die Begriffsvarianten einer Basis als Teilmenge,
einer Basis als Familie, und einer angeordneten Basis. Allerdings besitzen kei-
neswegs alle Moduln eine Basis, wie man das von Vektorräumen gewohnt ist. Die
Moduln, die eine Basis besitzen, nennt man freie Moduln. Die Moduln, die eine
Basis bestehend aus genau einem Element besitzen, nenne ich frei zyklisch.

Beispiel 7.2.1.7. Z/5Z ist kein freier Z-Modul, aber durchaus ein freier Modul
über dem Ring Z/5Z. Jede Familie von Elementen eines Moduls über dem Null-
ring, der notwendig aus genau einem Element besteht, ist eine Basis.

Beispiel 7.2.1.8. Für jede Menge Λ ist der Modul

RΛ := {f : Λ→ R | f(λ) = 0 für fast alle λ}

frei, denn die Abbildungen, die an einer Stelle den Wert 1 annehmen und sonst
den Wert Null, bilden eine Basis. Wir nennen RΛ den freien R-Modul über
der Menge Λ. Nach unseren Definitionen ist umgekehrt eine Familie (mλ)λ∈Λ

in einem Modul M eine Basis genau dann, wenn die Abbildung RΛ → M mit
(rλ) 7→

∑
rλmλ ein Isomorphismus ist.

7.2.1.9 (Ungewohnte Isomorphismen zwischen freien Moduln). Für beliebi-
ge Ringe R folgt aus Rn ∼= Rm im allgemeinen keineswegs n = m. Das ein-
fachste Gegenbeispiel ist der Nullring, und das ist nach 7.2.3.10 auch das ein-
zige kommutative Gegenbeispiel. Unter den nicht kommutativen Ringen gibt es
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jedoch auch interessantere Gegenbeispiele. Betrachten wir etwa zu einem belie-
bigen Körper den freien Vektorraum V über der Menge N, so gibt es einen Iso-
morphismus V ∼→ V ⊕ V , und für den Endomorphismenring R = EndV er-
halten wir einen Isomorphismus von R-Moduln R ∼= R2 als die Verknüpfung
R = EndV ∼= Hom(V ⊕ V, V ) ∼= R⊕R.

Ergänzung 7.2.1.10. Wir erhalten mit 7.2.1.9 auch ein Paar A ( B bestehend
aus einem Ring mit einem echten Teilring und der Eigenschaft, daß dennoch ein
Isomorphismus A ∼= B von A-Linksmoduln existiert: Betrachten wir R wie in
7.2.1.9 und den Teilring (R × R) ⊂ Mat(2;R) der Diagonalmatrizen, haben wir
einerseits einen Isomorphismus (R×R)2 ∼= Mat(2;R) von (R×R)-Linksmoduln,
soviel gilt sogar für jeden Ring R, und andererseits gibt es nach den vorherigen
Überlegungen auch einen Isomorphismus (R × R) ∼= (R × R)2 von (R × R)-
Linksmoduln.

Lemma 7.2.1.11 (Kriterium für die Direktheit einer Summe). Gegeben eine
Familie (Vi)i∈I von Untergruppen einer abelschen Gruppe V ist der natürliche
Homomorphismus

⊕
i∈I Vi → V eine Injektion genau dann, wenn für jedes i ∈ I

gilt
Vi ∩

∑
j 6=i

Vj = 0

Beweis. Ist der natürliche Homomorphismus eine Injektion, so offensichtlich Vi∩∑
j 6=i Vj = 0. Ist der natürliche Homomorphismus keine Injektion, so liegt ein

von Null verschiedenes Element v = (vi)i∈I der direkten Summe in seinem Kern.
Dieses Element hat eine von Null verschiedene Komponente, die Menge K :=
{i | vi 6= 0} ist also endlich und nicht leer. Per definitionem gilt nun

∑
k∈K vk = 0.

Wählen wir i ∈ K, so folgt 0 6= −vi =
∑

j 6=i vj und damit Vi ∩
∑

j 6=i Vj 6= 0.

Satz* 7.2.1.12. Für jede freie abelsche Gruppe F ist die offensichtliche Abbildung
in das Bidual ein Isomorphismus F ∼→ F ∗∗.

Beweis. Wir zeigen das nur für F = Z[T ], der allgemeine Fall geht genauso. Das
Dual F ∗ ist in diesem Fall ein Produkt abzählbar vieler Kopien vonZ und heißt die
Baer-Specker-Gruppe. Wir verwenden im folgenden die Inkarnation von F ∗ als
der Potenzreihenring. In Formeln ausgedrückt haben wir eine bilineare Abbildung

ZJT K× Z[T ]→ Z

gegeben durch (P,Q) 7→ (der Koeffizient von T 0 in PQ̄), wobei Q̄ aus Q entste-
he durch Substitution von T−1 für T . Diese Paarung liefert offensichtlich einen
Isomorphismus ZJT K ∼→ HomZ(Z[T ],Z). Es gilt zu zeigen, daß sie auch einen
Isomorphismus

Z[T ]
∼→ HomZ(ZJT K,Z)
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induziert. Um das einzusehen, zeigt man zunächst

HomZ(ZJT K/Z[T ],Z) = 0

Jeder Homomorphismus f : ZJT K/Z[T ]→ Z macht jede Nebenklasse einer Rei-
he der Gestalt

∑
bi3

iT i zu Null, da seine Werte darauf durch jede Potenz von drei
teilbar sein müssen. Auf der Nebenklasse einer beliebigen Reihe

∑
aiT

i kann f
also nur gerade Zahlen als Werte annehmen, da

∑
aiT

i +
∑

ai ungerade 3iT i stets
das Doppelte einer anderen Reihe ist. Das zeigt, daß f Null sein muß. Jeder Grup-
penhomomorphismus ZJT K→ Z ist also durch seine Restriktion auf Z[T ] bereits
eindeutig festgelegt. Es bleibt zu zeigen, daß eine Linearform f : Z[T ] → Z,
die nicht auf fast allen T i Null ist, nicht auf ZJT K fortgesetzt werden kann. Ist
aber f auf unendlich vielen T i nicht Null, so finden wir eine monoton wachsende
Folge α(0) ≤ α(1) ≤ . . . von natürlichen Zahlen mit cn := |f(T 0)2α(0) + . . . +
f(T n)2α(n)| → ∞ für n → ∞ und 2α(n+1) > 2cn für alle n ∈ N. Werten wir
dann unsere Linearform auf der Reihe

∑∞
i=0 2α(i)T i aus, so muß das Ergebnis im

Betrag mindestens cn sein für alle n, wie man durch Aufteilen in einen Anfang
und einen Schwanz aus 2α(n+1)ZJT K sieht, und das ist unmöglich.

Übungen

Übung 7.2.1.13. Man zeige: Jeder endlich erzeugte Modul über einem Schief-
körper D ist isomorph zu Dn für wohlbestimmtes n ∈ N. Hinweis: Man kopiere
die Argumentation aus der linearen Algebra.

Übung 7.2.1.14. Sei k ein von Null verschiedener Ring. Man gebe ein minimales
alias unverkürzbares Erzeugendensystem des Rings R := (k× k) als Linksmodul
über sich selber an, das keine Basis ist. Man gebe eine maximale linear unab-
hängige Teilmenge von Z als Linksmodul über sich selber an, die keine Basis
ist.

Übung 7.2.1.15. Sei k ein Ring und k[ε] := k[T ]/〈T 2〉 mit ε = T̄ der Ring der
dualen Zahlen über k. Man zeige: Ein k[ε]-Modul ist frei genau dann, wenn
gilt: M/εM ist ein freier k-Modul und die Multiplikation mit ε induziert einen
Isomorphismus

M/εM
∼→ εM

Übung 7.2.1.16. Jeder Modul ist isomorph zu einem Quotient eines freien Mo-
duls.

Übung 7.2.1.17. Gegeben ModulnM1, . . . ,Mm undN1, . . . , Nn über einem Ring
R haben wir eine natürliche Identifikation

HomR(M1 ⊕ . . .⊕Mm, N1 ⊕ . . .⊕Nn)
∼→
∏
i,j

HomR(Mj, Ni)
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Wir werden die Elemente einer endlichen direkten Summe oft als Spaltenvetoren
von Elementen der Summanden auffassen und die Homomorphismen zwischen
direkten Summen als Matrizen von Homomorphismen zwischen den Summan-
den. Das erlaubt uns, die Komposition solcher Homomorphismen mit dem For-
malismus der Matrixmultiplikation zu berechnen.

Übung 7.2.1.18. Gegeben eine Familie von Moduln Mij mit i ∈ I , j ∈ J haben
wir stets eine kanonische Injektion

⊕
i(
∏

jMji) ↪→
∏

j(
⊕

iMji), die im allge-
meinen aber kein Isomorphismus ist.

Übung 7.2.1.19. Das folgende verallgemeinert 4.4.2.23. Sei R ein Ring. Man
nennt einen Homomorphismus von R-Moduln M � M ′′ linksspaltend, wenn
er ein Rechtsinverses besitzt, und nennt solch ein Rechtsinverses dann eine Spal-
tung. Man zeige: Ist ϕ : M � M ′′ ein Homomorphismus, M ′ ⊂ M sein Kern
und ψ : M ′′ → M ein Rechtsinverses von ϕ, so erhalten wir vermittels der Vor-
schrift (a′, a′′) 7→ a′ + ψ(a′′) einen Isomorphismus M ′ ×M ′′ ∼→ M . Man nennt
einen Modulhomomorphismus M ′ ↪→ M rechtsspaltend, wenn er ein Links-
inverses besitzt, und nennt solch ein Linksinverses ψ auch eine Spaltung. Für
s : M � M ′′ die Surjektion auf den Kokern eines rechtsspaltenden Morphismus
zeige man, daß (ψ, s) einen Isomorphismus M ∼→M ′ ×M ′′ liefern.

7.2.1.20. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von Moduln A
r
↪→ B

s
� C sind

gleichbedeutend: (1) r besitzt ein Linksinverses, (2) s besitzt ein Rechtsinverses
und (3) es gibt einen Isomorphismus der Gestalt (idA, f, idC) von unserer Sequenz
mit der Sequenz

A
in1
↪→ A⊕ C

pr2

� C

Das ist eine Umformulierung der Übungen 4.4.2.23 und 4.4.2.24. Eine kurze ex-
akte Sequenzen mit diesen Eigenschaften heißt eine spaltende kurze exakte Se-
quenz von abelschen Gruppen. Die kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen
Z ↪→ Z � Z/2Z mit der Multiplikation mit Zwei als erster Abbildung spaltet
nicht. Das ist eine offensichtliche Verallgemeinerung der entsprechenden Aussa-
gen für abelsche Gruppen 4.4.6.10.

Übung 7.2.1.21. Sei R ein Ring. Für jeden surjektiven Homomorphismus f :
M � F von einem R-Modul M auf einen freien R-Modul F existiert eine Spal-
tung, als da heißt ein Homomorphismus s : F →M mit fs = idF .

7.2.2 Endliche Produkte von Ringen
7.2.2.1. Unter dem Zentrum Z(R) eines Rings R verstehen wir die Menge derje-
nigen Elemente vonR, die mit allen anderen Elementen kommutieren, in Formeln

Z(R) = {z ∈ R | za = az ∀a ∈ R}
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Das Zentrum ist stets ein kommutativer Teilring von R.

7.2.2.2. Gegeben eine Familie von Ringen (Ai)i∈I können wir den Produktring
A :=

∏
i∈I Ai bilden. Die Elemente ei mit einer 1 an der i-ten Stelle und Nullen

sonst liegen im Zentrum des Produktrings und die von den ei erzeugten zweisei-
tigen Ideale AeiA werden unter den Projektionen prj : A → Aj bijektiv auf Ai
abgebildet im Fall i = j und auf Null sonst. Des weiteren gilt eiej = 0 für i 6= j
und e2

i = ei. Ist unsere Familie endlich, so gilt zusätzlich 1 =
∑

i∈I ei.

7.2.2.3. Seien umgekehrt ein RingA gegeben und darin eine endliche Familie von
zentralen Idempotenten e1, . . . , en mit eiej = 0 falls i 6= j und

1 = e1 + . . .+ en

Wir nennen eine solche Darstellung eine Zerlegung der Eins in paarweise or-
thogonale zentrale Idempotente. Sie liefert eine Zerlegung

A = Ae1 ⊕ . . .⊕ Aen

in eine direkte Summe von Idealen, die jeweils selbst Ringe sind mit Einselement
ei, und sogar einen Ringisomorphismus

Ae1 × . . .× Aen
∼→ A

Fassen wir in einer derartigen Zerlegung der Eins einige Summanden zusammen,
so sprechen wir von einer Vergröberung unserer Zerlegung. Natürlich haben je
zwei derartige Zerlegungen eine gemeinsame Verfeinerung, bestehend aus allen
Produkten von einem Idempotenten der einen Zerlegung und einem Idempotenten
der anderen Zerlegung. Existiert eine feinste Zerlegung mit von Null verschie-
denen Summanden, so ist sie demnach eindeutig. Die zugehörige Zerlegung des
Rings heißt dann seine Block-Zerlegung A = A1× . . .×An und die zugehörigen
Faktoren Ai heißen die Blöcke des Rings A.

Ergänzung 7.2.2.4. Gegeben Ringe R1, . . . , Rn mit Produkt R = R1 × . . . × Rn

erhalten wir für jede abelsche Gruppe M eine Bijektion{
Strukturen auf M

als R-Modul

}
∼→

{
Zerlegungen M = M1 ⊕ . . .⊕Mn mit
jeweils einer Ri-Modulstruktur auf Mi

}
indem wir in R die Elemente ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) mit einer 1 an der i-ten Stelle
und Nullen sonst betrachten und in M die Untergruppen Mi := eiM nehmen und
sie mit der hoffentlich offensichtlichen von der R-Modulstruktur auf M induzier-
ten Struktur eines Ri-Moduls versehen.
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Übung 7.2.2.5. Gegeben ein Modul M über einem Ring R und ein Element m ∈
M heißt die Teilmenge

AnnR(m) := {r ∈ R | rm = 0}

der Annullator von m. Man zeige, daß der Annullator jedes Elements ein Links-
ideal ist. Weiter heißt die Teilmenge

AnnR(M) := {r ∈ R | rm = 0 ∀m ∈M}

der Annullator des Moduls M . Man zeige, daß der Annullator eines Moduls stets
ein zweiseitiges Ideal ist.

7.2.3 Rechtsmoduln und Matrizenrechnung
Definition 7.2.3.1. Sei R ein Ring. Ein R-Rechtsmodul ist ein Paar bestehend
aus einer abelschen Gruppe (M,+) mitsamt einer Abbildung M × R → M ,
(m, r) 7→ mr derart, daß gilt für alle m,n ∈M und r, s ∈ R :

(m+ n)r = mr + nr
m(r + s) = mr +ms
m(rs) = (mr)s
m1 = m

7.2.3.2. Unsere R-Moduln aus Definition 7.1.2.3 nennt man manchmal auch ge-
nauer Linksmoduln. Um den Unterschied klar zu machen, definieren wir für je-
den Ring R = (R,+, ·) den opponierten Ring Ropp = (R,+, ·) als die abelsche
Gruppe R mit der „vertauschten“ Multiplikation r◦s◦ = sr für r, s ∈ R. Wir ver-
wenden dabei die Notation 2.2.3.33, insbesondere meint r◦ das Element r aufge-
faßt als Element des opponierten Rings. Man prüft ohne Schwierigkeiten, daß ein
R-Rechtsmodul dasselbe ist wie einRopp-Linksmodul, alias eine abelsche Gruppe
M mitsamt einem Ringhomomorphimus Ropp → EndM . Insbesondere braucht
man bei kommutativen Ringen zwischen Rechtsmoduln und Linksmoduln keinen
Unterschied zu machen.

Definition 7.2.3.3. Sei R ein Ring und M ein R-Rechtsmodul. Eine Teilmenge
N ⊂ M heißt ein Untermodul oder ganz pedantisch Unterrechtsmodul genau
dann, wenn N eine Untergruppe ist und wenn zusätzlich gilt m ∈ N , r ∈ R ⇒
mr ∈ N .

7.2.3.4. Die Unterrechtsmoduln eines Rings heißen seine Rechtsideale. Jeder
Schnitt von Untermoduln ist wieder ein Untermodul. Ist T ⊂ M eine Teilmenge
eines Moduls M , so heißt der kleinste Untermodul von M , der T enthält, auch
der von T erzeugte Untermodul und wir bezeichnen ihn mit 〈T 〉R oder auch
abkürzend mit 〈T 〉.
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7.2.3.5. FürR-RechtsmodulnM,N nennen wir einen Homomorphismus von abel-
schen Gruppen f : M → N mit f(mr) = f(m)r ∀m ∈ M, r ∈ R auch einen
Homomorphismus von R-Rechtsmoduln und bezeichnen die Menge aller Ho-
momorphimen von R-Rechtsmoduln mit

Hom−R(M,N)

Genau wie bei Körpern haben wir auch bei Ringen R eine natürliche Bijektion

Hom−R(Rp, Rq)
∼→ Mat(q × p;R)

f 7→ [f ]

wo die Spalten der Matrix [f ] = (aij) die Bilder unter f der Vektoren e1, . . . , ep
der Standardbasis des Rp sind, in Formeln f(ej) = (a1j, . . . , amj) für 1 ≤ j ≤
p. Die inverse Abbildung ordnet jeder Matrix A die R-rechtslineare Abbildung
x 7→ Ax zu, wo wir die Elemente x ∈ Rp beziehungsweise Ax ∈ Rq als Spal-
tenmatrizen auffassen. Wie bei Körpern entspricht die Matrixmultiplikation der
Verknüpfung von Abbildungen, in Formeln [f ◦ g] = [f ] ◦ [g], und f ist ein Iso-
morphismus genau dann, wenn seine Matrix [f ] invertierbar ist.

7.2.3.6. Für die Kategorie der Rechtsmoduln über einem Ring R verwenden wir
die beiden Notationen

Mod-R = Mod−R

7.2.3.7. GegebenR-RechtsmodulnM,N mit endlichen angeordneten BasenA,B
der Kardinalitäten p, q erhalten wir genau wie bei Körpern auch bei RingenR eine
natürliche Bijektion

Hom−R(M,N)
∼→ Mat(q × p;R)

f 7→ B[f ]A

und nennen wieder B[f ]A die darstellende Matrix der Abbildung f in Bezug
auf die Basen A und B. Die Formel C[g ◦ f ]A = C[g]B ◦ B[f ]A gilt entsprechend.

7.2.3.8. Ich erinnere an die Definition der Determinante quadratischer Matrizen
mit Einträgen in einem Kring durch die Leibnizformel 3.6.2.1, an die Multiplika-
tionsformel det(AB) = (detA)(detB) aus 3.6.4.1 und daran, daß eine quadra-
tische Matrix nach 4.6.1.50 genau dann invertierbar ist, wenn ihre Determinante
eine Einheit in fraglichen kommutativen Ring ist.

Ergänzung 7.2.3.9. Die Leibnizformel ist zwar auch für nichtkommutative Ringe
noch sinnvoll, aber die Formel det(AB) = (detA)(detB) ist dann nicht mehr
richtig, und deshalb sind Determinanten in der Allgemeinheit nichtkommutativer
Ringe nicht mehr von Nutzen.
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Proposition 7.2.3.10 (Wohlbestimmtheit des Rangs). Ist R ein kommutativer
Ring und nicht der Nullring, so folgt für m,n ∈ N aus der Existenz eines Isomor-
phismus von Moduln Rn ∼= Rm bereits n = m.

7.2.3.11. Ein alternativer Beweis wird in Übung 7.1.6.19 skizziert. Ein Gegenbei-
spiel für nichtkommutative Ringe erklärt 7.2.1.9.

Beweis. Ein Isomorphismus Rn ∼= Rm wird notwendig beschrieben durch Matri-
zen A und B. Wäre hier n 6= m, so wären unsere Matrizen nicht quadratisch. Hat
ohne Beschränkung der Allgemeinheit A mehr Zeilen als Spalten und ergänzen
wir unsere Matrizen durch Nullen zu quadratischen Matrizen Ã und B̃, so gilt im-
mer noch ÃB̃ = I mit I der Einheitsmatrix, im Widerspruch zu det Ã = 0.

7.2.3.12. Ist M ein endlich erzeugter freier Modul über einem kommutativen und
vom Nullring verschiedenen Ring R, so heißt die Zahl n ∈ N mit M ∼= Rn

der Rang von M . Wir nennen diese Zahl etwas unüblich wie im Körperfall die
Dimension unseres Moduls und verwenden dafür die Notation

n = dimRM = dimM

Das Beispiel 7.2.1.9 zeigt, daß man über nichtkommutativen Ringen im allgemei-
nen nicht mehr sinnvoll vom Rang eines freien Moduls reden kann.

Ergänzung 7.2.3.13. Es gibt Schiefkörper K ⊂ L derart, daß L über K endlich
erzeugt ist als Linksmodul, nicht aber als Rechtsmodul. Die Frage nach einem sol-
chen Beispiel war lange als Artin’s Problem bekannt. Eine explizite Konstruktion
kann man in [Coh95] finden.

Übungen

Übung 7.2.3.14. Gegeben ein RingR liefert die durch Rechtsmultiplikation gege-
bene Abbildung aus 7.1.3.6 einen Ringisomorphismus Ropp ∼→ EndR(R) und die
durch Linksmultiplikation gegebene Abbildung einen Ringisomorphismus R ∼→
End−R(R). Hier ist es wichtig zu erinnern, daß in unseren Konventionen Ringe
stets ein Einselement haben.

Übung 7.2.3.15. Ein Element eines Rings r ∈ R ist genau dann eine Einheit,
wenn sowohl die Rechtsmultiplikation als auch die Linksmultiplikation mit r eine
Bijektion von R mit sich selbst liefert.

Übung 7.2.3.16. Man zeige: Gegeben ein Kring R und n ∈ N ist jeder surjektive
Homomorphismus Rn � Rn bereits ein Isomorphismus. Hinweis: Man finde ein
Halbinverses und rechne mit Matrizen. Weiter zeige man: Ist S ⊂ R ein Teilring
und der R-Modul M sowohl über R als auch über S frei vom Rang n, so gilt
S = R.
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Ergänzende Übung 7.2.3.17. Für jeden Ring R und jede natürliche Zahl n ≥ 1
liefert die Zuordnung M 7→Mn eine Äquivalenz von Kategorien

R -Mod
≈→ Mat(n;R) -Mod

In anderen Worten ist jeder Modul über S := Mat(n;R) isomorph zu einem Mo-
dul der GestaltMn mitM ∈ R -Mod und unsere Zuordnung induziert Bijektionen
HomR(M,N)

∼→ HomS(Mn, Nn). Diese Aussagen sind im übrigen Spezialfälle
unserer allgemeinen Überlegungen 7.2.8.1 zur Tensor-Hom-Adjunktion und erste
Beispiele der sogenannten Morita-Äquivalenz.

Übung 7.2.3.18. Man zeige, daß jeder endlich erzeugte freie Modul über eine
endliche Basis besitzt.

7.2.4 Moduln über Hauptidealringen
Satz 7.2.4.1 (Elementarteilersatz). Sei f ein Homomorphismus zwischen zwei
endlich erzeugten freien Moduln über einem Hauptidealring. So gilt:

1. Es gibt angeordnete Basen A,B unserer Moduln derart, daß die darstel-
lende Matrix D := B[f ]A unseres Homomorphismus eine Diagomalmatrix
ist, deren vordere Diagonaleinträge jeweils die hinteren teilen, in Formeln
(i 6= j ⇒ dij = 0) und d11|d22| . . . |drr für r das Minimum der Kardinali-
täten beider Basen;

2. Die Diagonaleinträge dii einer derartigen darstellenden Matrix durch die
Abbildung f wohlbestimmt bis auf Multiplikation mit Einheiten.

Beispiele 7.2.4.2. Die analoge Aussage im Fall eines Körpers kennen wir bereits
aus 3.2.6.11 als Smith-Normalform, den Fall des Hauptidealrings Z aus 4.4.4.13,
den Fall eines Polynomrings aus 4.4.4.30 als Smith-Zerlegung.

7.2.4.3. Nach unserer Definition 6.2.4.9 ist ein Hauptidealring ein kommutati-
ver Integritätsbereich, der kein Körper ist und in dem jedes Ideal ein Hauptide-
al ist. Wir können unseren Satz auch verstehen als die Beschreibung eines Sys-
tems von Repräsentanten für die Bahnen der offensichtlichen Wirkung der Gruppe
GL(n;R)×GL(m;R) auf der Menge Mat(n×m;R) im Fall eines Hauptideal-
rings R.

Beweis. Wir dürfen E = Rm und F = Rn annehmen. Die Abbildung f wird
beschrieben durch eine Matrix A ∈ Mat(n × m;R) und es gilt, invertierbare
Matrizen P ∈ Mat(n × n;R) und Q ∈ Mat(m × m;R) zu finden derart, daß
PAQ = D diagonal ist von der gewünschten Form. Für eine Matrix A bezeichne
〈A〉 ⊂ R das von den Einträgen vonA erzeugte Ideal. Sicher gilt 〈XA〉 ⊂ 〈A〉 für
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jede Matrix X , also 〈XA〉 = 〈A〉 für X invertierbar. Ebenso gilt 〈AY 〉 ⊂ 〈A〉 für
jede Matrix Y und 〈AY 〉 = 〈A〉 für Y invertierbar. Wir geben im folgenden ein
Verfahren an, das im Fall 〈a11〉 6= 〈A〉 invertierbare Matrizen X und Y liefert der-
art, daß der obere linke Eintrag von XAY ein echt größeres Ideal erzeugt als a11.
Da unser Kring noethersch ist, oder auch mit einer elementaren Argumentation
wie beim Beweis von 6.2.4.11 finden wir dann sogar X̃ und Ỹ invertierbar derart,
daß der obere linke Eintrag von X̃AỸ das Ideal 〈X̃AỸ 〉 = 〈A〉 erzeugt, als da
heißt, daß er alle Einträge von X̃AỸ teilt. Da nun Zeilen- und Spaltenoperationen
auch durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links beziehungsweise
rechts gegeben werden, finden wir dann sogar invertierbare Matrizen X̂, Ŷ derart,
daß X̂AŶ außer einem Eintrag a11 = d11 in der oberen linken Ecke nur Nullen in
der ersten Zeile und erste Spalte stehen hat und daß zusätzlich gilt 〈d11〉 = 〈A〉.
Dann können wir aber den Beweis beenden mit einer offensichtlichen Induktion.
Es bleibt, das versprochene Verfahren anzugeben. Wir unterscheiden drei Fälle.

(i) Falls a11 nicht alle Elemente der ersten Zeile teilt, sagen wir a11 teilt nicht
a12, so betrachten wir das Ideal 〈a11, a12〉 und wählen dafür einen Erzeuger
d. Wir können nun schreiben d = xa11 + ya12 sowie zusätzlich a11 =
dλ, a12 = dµ und folgern 1 = xλ+ yµ. Jetzt beachten wir a11 a12

∗ ∗ ∗

∗ ∗

 x −µ
y λ

0

0 I

 =

 d ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗


mit I der Einheitsmatrix und haben schon gewonnen.

(ii) Falls a11 nicht alle Elemente der ersten Spalte teilt, gehen wir analog vor.

(iii) Teilt a11 alle Elemente der ersten Zeile und der ersten Spalte, so finden
wir schon mal invertierbare X, Y derart, daß XAY außer einem Eintrag
a11 in der oberen linken Ecke nur Nullen in der ersten Zeile und der ersten
Spalte stehen hat. Unter der Annahme 〈a11〉 6= 〈A〉 kann aber a11 nicht
alle Einträge von A teilen. Addieren wir nun eine geeignete Zeile zur ersten
Zeile, so landen wir im Fall (i) und haben wieder gewonnen.

Damit haben wir das versprochene Verfahren angegeben und Teil 1 ist gezeigt.

2. Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Diagonaleinträge bis auf Einheiten. Dazu
betrachten wir für i ≥ 1 das von allen Determinanten von (i × i)-Untermatrizen
von A erzeugte Ideal Ji(A). Ist X eine weitere Matrix, so gilt Ji(XA) ⊂ Ji(A),
denn die Zeilen von XA sind Linearkombinationen von Zeilen von A. Insbeson-
dere gilt also Ji(XA) = Ji(A) für invertierbares X und ebenso Ji(AY ) = Ji(A)
für invertierbares Y . Es folgt sofort, daß Ji(A) das vom Produkt d11d22 · · · dii
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erzeugte Ideal ist, in Formeln Ji(A) = 〈d11d22 · · · dii〉. Daraus folgt dann die Ein-
deutigkeit der dii bis auf Einheiten.

7.2.4.4. Wir geben nun zwei Formen der Klassifikation endlich erzeugter Moduln
über Hauptidealringen an. Wenden wir diese Klassifikationen an auf den Haupt-
idealring Z, so erhalten wir die Klassifikation der endlich erzeugten abelschen
Gruppen 4.4.4.4 und 4.4.4.5 vom Beginn der Vorlesung. Wenden wir unsere Sätze
an auf einen Polynomring über einem algebraisch abgeschlossenen Körper, so er-
gibt sich die Jordan’sche Normalform 4.3.4.5, wie als Korollar 7.2.4.11 ausgeführt
wird.

Satz 7.2.4.5 (Klassifikation durch Idealketten). Ist M ein endlich erzeugter
Modul über einem Hauptidealring R, so gibt es genau eine aufsteigende Kette
a1 ⊂ a2 ⊂ . . . ⊂ as ⊂ R von Idealen von R mit as 6= R und

M ∼= R/a1 × . . .×R/as

Der Nullmodul wird abgedeckt durch den Fall s = 0.

7.2.4.6. Ist R ein faktorieller Ring, so nennen wir die Potenzen irreduzibler Ele-
mente von R auch die Primpotenzen von R und die von Eins verschiedenen
Potenzen die echten Primpotenzen von R. Jede echte Primpotenz q hat also die
Form q = pe mit p irreduzibel und e ≥ 1.

Ergänzung 7.2.4.7. Die Existenz ist mir auch klar für Kringe, in denen jedes Ideal
ein Hauptideal ist. Wie steht es in dieser Allgemeinheit mit der Eindeutigkeit?

Satz 7.2.4.8 (Klassifikation durch Multimengen von Primpotenzen). Gegeen
ein endlich erzeugter Modul M über einem Hauptidealring R gibt es r ∈ N und
echte Primpotenzen q1, . . . , qt ∈ R derart, daß gilt

M ∼= Rr ×R/q1R× . . .×R/qtR

Hier ist r wohlbestimmt und die qi sind wohlbestimmt bis auf Einheiten und Rei-
henfolge. Der Nullmodul wird abgedeckt durch den Fall r = t = 0.

7.2.4.9. Der Beweis beider Sätze ist mutatis mutandis derselbe wie der Beweis
ihrer als 4.4.4.4 und 4.4.4.5 diskutierten Spezialisierungen für den Hauptidealring
Z der ganzen Zahlen.

7.2.4.10. Ein Modul heißt torsionsfrei genau dann, wenn die Multiplikation mit
jedem von Null verchiedenen Ringelement eine injektive Abbildung von unserem
Modul in sich selber liefert. Nach dem Satz ist insbesondere jeder endlich erzeugte
torsionsfreie Modul über einem Hauptidealring frei.
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Beweis von 7.2.4.5. Gegeben ein Erzeugendensystem g1, . . . , gn von M erklären
wir durch die Vorschrift (a1, . . . , an) 7→ a1g1 + . . .+ angn einen surjektiven Mo-
dulhomomorphismus

Rn �M

Dessen Kern ist nach 7.1.4.9 ein endlich erzeugter R-Modul K, für den wir wie-
der einen surjektiven Homomorphismus Rm � K finden können. Der Formalis-
mus noetherscher Ringe kann an dieser Stelle noch vermieden werden, man kann
ebenso wie in 4.4.4.1 sogar stärker und unabhängig zeigen, daß man für jeden
Untermodul eines endlich erzeugten Moduls über einem Hauptidealring höchs-
tens soviele Erzeuger benötigt wie für den großen Modul. Mit der Komposition
Rm � K ↪→ Rn als erster Abbildung entsteht so eine im Sinne von 4.4.6.5 exakte
Sequenz von R-Moduln

Rm → Rn →M → 0

Nach 7.2.3.5 sind die Homomorphismen Rm → Rn genau die Multiplikationen
von links mit (n×m)-Matrizen mit Einträgen inR. Weiter überlegt man sich, daß
auch in dieser Situation die Verknüpfung von Homomorphismen der Multiplika-
tion von Matrizen entspricht. Bezeichnet nun A die Matrix unserer Abbildung
Rm → Rn und wählen wir P und Q wie im Elementarteilersatz oder vielmehr
dem Beginn seines Beweises, so ergibt sich ein kommutatives Diagramm von R-
Moduln

Rm A◦ // Rn

P◦ o
��

Rm

oQ◦

OO

D◦ // Rn

für eine nicht notwendigerweise quadratische Diagonalmatrix D mit Einträgen
d1|d2| . . . |dr für r = min(m,n). Bilden wir nun andererseits das Produkt der
exakten Sequenzen R di→ R → R/〈di〉 → 0 für 1 ≤ i ≤ r mit m − r Kopien
der exakten Sequenzen R → 0 → 0 → 0 im Fall m > n beziehungsweise n − r
Kopien der exakten Sequenzen 0 → R

id→ R → 0 im Fall n > m, so erhalten
wir mit 4.4.6.13 die untere Horizontale in einem kommutativen Diagramm mit
exakten Zeilen

Rm A◦ // Rn

P◦ o
��

//M // 0

��
Rm

oQ◦

OO

D◦ // Rn // R/〈d1〉 × . . .×R/〈dr〉 ×Rn−r // 0

Damit liefert 4.4.2.4 oder vielmehr eine offensichtliche Variante dieses Resultats
für Moduln einen Isomorphismus M ∼→ R/〈d1〉 × . . .× R/〈dr〉 × Rn−r. Lassen
wir von unserer Folge d1|d2| . . . |dr alle Einheiten vorne weg und ergänzen am
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Ende (n−r) Nullen und drehen die Nummerierung um, so erhalten wir eine Folge
as| . . . |a1 derart, daß die von ihren Gliedern erzeugten Ideale eine Kette bilden wie
im Satz 7.2.4.5 gefordert, und die Existenz dort ist gezeigt. Um die Eindeutigkeit
zu zeigen bemerken wir, daß für jeden endlich erzeugten R-Modul M und jedes
irreduzible Element p und alle n ≥ 1 der Quotient pn−1M/pnM nach 7.1.3.15
ein endlichdimensionaler Vektorraum über dem Restklassenring R/〈p〉 ist, der
hinwiederum nach 6.2.4.22 ein Körper sein muß. Wir notieren seine Dimension

Dn
p (M) := dimR/〈p〉(p

n−1M/pnM)

Man folgert unmittelbar Dn
p (M × N) = Dn

p (M) + Dn
p (N) für je zwei endlich

erzeugte R-Moduln M und N . Für zyklische R-Moduln M ∼= R/aR behaupten
wir nun

Dn
p (R/aR) =

{
1 pn teilt a;
0 sonst.

In der Tat ist das klar für a = pm, für a teilerfremd zu p ist es eh klar, und mit
dem chinesischen Restsatz 6.2.3.4 folgt es im allgemeinen. Für eine Zerlegung
M ∼= R/〈d1〉 × . . .×R/〈ds〉 wie in 7.2.4.5 finden wir also

Dn
p (M) = |{i | pn teilt di}|

Die Zahl der Nullen unter unseren di wird damit für jedes p gegeben durch die
Formel |{i | di = 0}| = limn→∞D

n
p (M), und welche Potenz von jedem irredu-

ziblen Element p in jedem von Null verschiedenen di stecken muß, kann man an
den Zahlen Dn

p (M) auch ablesen. Folglich hängen die Ideale 〈di〉 nur von M und
nicht von der gewählten Zerlegung ab.

Beweis von 7.2.4.8. Aus 7.2.4.5 folgt sofort die Existenzaussage in Satz 7.2.4.8,
indem wir im Fall ai 6= 0 einen Erzeuger di von ai als Produkt von paarweise
teilerfremden Primpotenzen di = q1 . . . qk schreiben und mit dem chinesischen
Restsatz zerlegen

R/ai ∼= R/q1R× . . .×R/qkR
Für die Eindeutigkeit argumentieren wir wie im vorhergehenden Beweis: Für
M ∼= Rr ×R/q1R× . . .×R/qtR wie in 7.2.4.8 finden wir diesmal

Dn
p (M) = r + |{i | pn teilt qi}|

Wenden wir diese Erkenntnis an auf alle irreduziblen Elemente p, so folgt die im
Satz behauptete Eindeutigkeit ohne weitere Schwierigkeiten: Die Zahl der Prim-
potenzen qi, die bis auf eine Einheit pn sind, muß nämlich bei jeder Zerlegung
gerade Dn

p (M) − Dn+1
p (M) sein, und den Rang r des freien Anteils können wir

als die auch von allen Wahlen unabhängige Zahl r = limn→∞D
n
p (M) beschrei-

ben, für jedes irreduzible Element p.
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Korollar 7.2.4.11 (Jordan’sche Normalform). Seien k ein algebraisch abge-
schlossenen Körper, V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und A : V → V
eine lineare Abbildung. So gibt es eine Basis von V derart, daß die Matrix von
A bezüglich dieser Basis blockdiagonal ist, wobei die Blöcke konstant sind auf
der Diagonale, konstant Eins auf der ersten oberen Nebendiagonale, und Null an
allen anderen Stellen.

7.2.4.12. Das ist genau unser Satz 4.3.4.5 aus der linearen Algebra, der hier also
ein weiteres Mal bewiesen wird.

Beweis. Mithilfe von 7.1.2.12 fassen wir V als Modul über dem Polynomring
k[T ] auf und mit 7.2.4.8 finden wir einen Isomorphismus von k[T ]-Moduln

V ∼= k[T ]/〈(T − λ1)n1〉 × . . .× k[T ]/〈(T − λt)nt〉

Wählen wir auf der rechten Seite im Summanden k[T ]/〈(T −λ)n〉 als angeordne-
te Basis die Nebenklassen von (T − λ)n−1, . . . , (T − λ) und 1, so erhält man die
Matrix der Multiplikation mit T , indem man zunächst die Matrix der Multiplika-
tion mit (T − λ) berechnet und dann die Diagonalmatrix λI addiert. So erkennt
man dann leicht, daß die Matrix der Multiplikation mit T die gewünschte Form
hat.

7.2.4.13. Auf ähnliche Weise erhält man auch Normalformen für die Matrizen von
Endomorphismen über nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Körpern,
wie in den folgenden Übungen ausgeführt wird.

Übungen

Übung 7.2.4.14. Jedes normierte Polynom P ∈ k[T ] ist bis auf Vorzeichen das
charakteristische Polynom der k-linearen Abbildung

(T ·) : k[T ]/〈P 〉 → k[T ]/〈P 〉

Hat unser Polynom die Gestalt P = T n + an−1T
n−1 + . . .+ a1T + a0, so bilden

die Nebenklassen von 1, T, . . . , T n−1 eine angeordnete Basis des Quotienten, und
in Bezug auf diese Basis hat die durch Multiplikation mit T gegebene k-lineare
Abbildung die in nebenstehender Abbildung angegebene Matrix. Hinweis: Eine
Methode ist die explizite Berechnung mithilfe der Determinante. Alternativ mag
man k algebraisch abgeschlossen annehmen und sich mithilfe des chinesischen
Restsatzes auf den Fall zurückziehen, daß P eine Potenz eines linearen Polynoms
ist.
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Illustration zu 7.2.4.14
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Übung 7.2.4.15 (Charakteristisches Polynom eines k[T ]-Moduls). Sei ein En-
domorphismus A : V → V eines endlichdimensionalen Vektorraums über einem
Körper k gegeben. Man zeige: Genau dann hat A das charakteristische Polynom
P , wenn es eine Faktorisierung P = Q1 . . . Qr gibt derart, daß der (V,A) entspre-
chende k[T ]-Modul isomorph ist zu

k[T ]/〈Q1〉 × . . .× k[T ]/〈Qr〉

Man nutze diese Erkenntnis, um einen alternativen Beweis des Satzes von Cayley-
Hamilton 3.6.6.20 zu geben. Hinweis: Man verwende 7.2.4.14 und 7.2.4.5 oder
7.2.4.8. In anderen Worten kann das Aufmultiplizieren einer endlichen Multimen-
ge von normierten Polynomen demnach geschrieben werden als die Verknüpfung

µ{Q1, . . . , Qr} ∈
{

endliche Multimengen
von Polynomen aus k[T ]\0

}
↓ ↓

k[T ]/〈Q1〉 × . . .× k[T ]/〈Qr〉 ∈
{

endlichdimensionale
k[T ]-Moduln

}
↓

(V,A) ∈


endlichdimensionale
k-Vektorräume V

mit Endomorphismus


↓ ↓

(−1)dimV χA ∈ k[T ]

mit unserer Entsprechung M 7→ (M, (T ·)) aus 7.1.2.12 als mittlerem Pfeil.

Ergänzende Übung 7.2.4.16. Sei A : V → V ein Endomorphismus eines Vek-
torraums über einem Körper k. Man zeige: Genau dann liefert (V,A) einen k[T ]-
Modul, der isomorph ist zu k[T ]/〈P 〉 für ein Polynom P ∈ k[T ], wenn es einen
Vektor v ∈ V gibt derart, daß die Aiv den Vektorraum V erzeugen. Ein derartiger
Vektor heißt auch ein zyklischer Vektor.

Ergänzende Übung 7.2.4.17. Sei A : V → V ein Endomorphismus eines end-
lichdimensionalen Vektorraums über einem Körper k. Man zeige: Kommen im
charakteristischen Polynom χA von A keine k-irreduziblen Faktoren mehrfach
vor, so liefert (V,A) einen k[T ]-Modul, der isomorph ist zu k[T ]/〈χA〉.
Übung 7.2.4.18 (Mit dem Elementarteilersatz zur Jordan’schen Normalform).
Sei A ∈ Mat(n×n; k) eine quadratische Matrix mit Koeffizienten in einem Ring.
So liefert die offensichtliche Einbettung kn ↪→ k[T ]n gefolgt von der Projektion
auf den Kokern einen Isomorphismus von k-Rechtsmoduln

kn
∼→ cok

(
(A− T I) : k[T ]n → k[T ]n

)
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und der durch Multiplikation von rechts mit T gegebene k-lineare Endomor-
phismus des Kokerns entspricht unter diesem Isomorphismus dem Morphismus
(A·) : kn → kn links. Ist speziell k ein Körper, so liefern die Elementarteiler
der Matrix von Polynomen (A− T I) eine Beschreibung des k[T ]-Moduls kn, der
durch Einsetzen von A für T entsteht. Die Bestimmung der Elementarteiler ist al-
gorithmisch gut machbar, zum Erreichen der Jordan’schen Normalform oder ver-
wandter Normalformen wäre jedoch zusätzlich die Zerlegung der Elementarteiler
in irreduzible Faktoren zu leisten, die im allgemeinen algorithmisch schwierig ist.

Übung 7.2.4.19. Gegeben F ⊃ U ein endlich erzeugter freier Modul über einem
Hauptidealring R mit einem Untermodul gibt es stets eine Basis f1, . . . , fn von
F und 0 ≤ r ≤ n und d1|d2| . . . |dr in R derart, daß die difi eine Basis von U
bilden. In Worten gibt es also insbesondere eine Basis von F derart, daß geeignete
Vielfache der Basisvektoren unseren Untermodul erzeugen. Ist F nicht endlich
erzeugt, so ist das nicht mehr richtig. Zwar ist jeder Untermodul von F frei nach
17.5.5.11, aber wenn wir eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen U ↪→
F � Q betrachten mit F und dann auch U frei, so ist klar, daß F keine derartige
Basis haben kann.

7.2.5 Tensorprodukte über Kringen
7.2.5.1. Ganz genauso, wie wir es bei Vektorräumen alias Moduln über Körpern in
4.6.1.2 im zweiten Beweis gesehen hatten, erklärt man auch für ModulnM1, . . . ,Mr

über einem Kring K multilineare Abbildungen und universelle multilineare Ab-
bildungen und zeigt, daß sie im wesentlichen eindeutig sind und existieren, und
verwendet dafür die Notation

M1 × . . .×Mr → M1 ⊗ . . .⊗Mr

(m1, . . . ,mr) 7→ m1 ⊗ . . .⊗mr

beziehungsweise im Fall r = 0 üblicherweise ens → K, ∗ 7→ 1. Wenn man den
Grundring präzisieren will, schreibt man ⊗K . Wie in 4.6.1.19 konstruiert man
auch einen ausgezeichneten Isomorphismus von K-Moduln

Hom(M,Hom(N,L))
∼→ Hom(M ⊗N,L)

In der Tat sind auch hier beide Seiten sind in offensichtlicher Weise in Bijektion
zur Menge Hom(2)(M ×N,L) aller K-bilinearen Abbildungen M ×N → L.

Beispiel 7.2.5.2. Es gilt (Z/5Z) ⊗Z Q = 0, denn wir haben für jeden Tensor
a⊗ q = a⊗ 5(q/5) = 5a⊗ (q/5) = 0⊗ (q/5) = 0.

7.2.5.3. Um präzise zu formulieren, was man salopp die „Asoziativität, Kommuta-
tivität und Unitarität des Tensorprodukts über einem Kring“ nennen man, erinnere
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ich an die Multiverknüpfung multilinearer Abbildungen, wie wir sie in 4.6.2 im
Fall von Körpern formuliert hatten. Die präzise Aussage ist dann, daß jede Multi-
verknüpfung universeller multilinearer Abbildungen auch selbst wieder universell
ist. Das hinwiederum folgt leicht, wenn man nachweist, daß das entsprechende
Vorschalten stets eine Bijektion

Hom
(1+s)
K ((M1 ⊗ . . .⊗Mr)×N1 × . . .×Ns, L)

↓ o
Hom

(r+s)
K (M1 × . . .×Mr ×N1 × . . .×Ns, L)

induziert. Das aber sehen wir unschwer, indem wir beide Seiten ähnlich wie zuvor
mit Hom

(r)
K (M1×. . .×Mr,Hom

(s)
K (N1×. . .×Ns, L)) identifizieren. Zum Beispiel

entsteht durch Multiverknüpfung der universellen bilinearen AbbildungM×N →
M ⊗N mit der universellen bilinearen Abbildung (M ⊗N)×L→ (M ⊗N)⊗L
die trilineare AbbildungM×N×L→ (M⊗N)⊗Lmit (m,n, l) 7→ (m⊗n)⊗ l,
die nach unseren Erkenntnissen auch wieder universell sein muß, so daß wir einen
eindeutig bestimmten Isomorphismus

M ⊗N ⊗ L ∼→ (M ⊗N)⊗ L

erhalten mit der Eigenschaft m⊗ n⊗ l 7→ (m⊗ n)⊗ l. Oder als zweites Beispiel
entsteht durch Multiverknüpfung der universellen bilinearen AbbildungM×K →
M ⊗ K mit der universellen nulllinearen Abbildung ens → K gegeben durch
∗ 7→ 1 die lineare Abbildung M →M ⊗K mit m 7→ m⊗ 1. Sie ist folglich auch
universell alias ein Isomorphismus

M
∼→M ⊗K

In derselben Weise folgt bei einem etwas sorgfältigeren Ausformulieren des Kon-
zepts einer Multiverknüpfung wie in 4.6.2.3 oder auch direkt, daß es genau einen
Morphismus M ⊗N → N ⊗M gibt mit m⊗n 7→ n⊗m für alle m ∈M,n ∈ N
und daß wir so einen Isomorphismus

M ⊗N ∼→ N ⊗M

erhalten. Er heißt der Vertauschungsisomorphismus.

7.2.5.4 (Funktorialität des Tensorprodukts). Sei K ein Kring. Aufgrund der
universellen Eigenschaft definieren je zwei K-lineare Abbildungen f : M → M ′

und g : N → N ′ eine K-lineare f ⊗ g : M ⊗K N → M ′ ⊗K N ′, m ⊗ n 7→
f(m)⊗ g(n), und wir erhalten so einen Funktor

ModK ×ModK → ModK
(M , N) 7→ M ⊗K N
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Lemma 7.2.5.5 (Tensorprodukte vertauschen mit Summen). Gegeben ein Kring
K liefert die offensichtliche Abbildung für jeden K-Modul M und eine beliebige
Familie von K-Moduln (Ni) einen Isomorphismus

M ⊗K
(⊕

Ni

)
∼→
⊕

(M ⊗K Ni)

Beweis. In der Tat haben wir sowohl für die linke als auch für die rechte Seite S
offensichtliche bilineare Abbildungen cani : M ×Ni → S und diese sind univer-
sell: Ist irgendeine abelsche Gruppe A gegeben und eine Familie von bilinearen
Abbildungen bi : M × Ni → A, so gibt es jeweils genau einen Gruppenhomo-
morphismus b̃ : S → A mit bi = b̃ ◦ cani.

Beispiel 7.2.5.6. Wir haben (Z/5Z)⊗ Z7 ∼= (Z/5Z)7.

Definition 7.2.5.7. Eine Sequenz A′ → A → A′′ von abelschen Gruppen heißt
rechtsexakt, wenn sie exakt ist bei A und wenn zusätzlich A → A′′ eine Surjek-
tion ist. Wir schreiben rechtsexakte Sequenzen meist A′ → A� A′′.

Lemma 7.2.5.8 (Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Ist K ein Kring, M ein
K-Modul und N ′ → N � N ′′ eine rechtsexakte Sequenz von K-Moduln, so
entsteht durch Darantensorieren vonM eine rechtsexakte Sequenz vonK-Moduln
M ⊗K N ′ →M ⊗K N �M ⊗K N ′′.

Beweis. Daß hier die Surjektivität erhalten bleibt und daß die Verknüpfung auch
nach dem Tensorieren verschwindet, ist offensichtlich. Wir kürzen für den weite-
ren Beweis ⊗K = ⊗ ab und haben also eine Surjektion

cok(M ⊗N ′ →M ⊗N)�M ⊗N ′′

Wir müssen zeigen, daß sie eine Injektion ist. Nun gibt es aber offensichtlich eine
wohldefinierte K-bilineare Abbildung M × N ′′ → cok mit (m, n̄) 7→ m⊗ n für
alle n ∈ N . Sie induziert folglich eine AbbildungM⊗N ′′ → cok. Man sieht, daß
wir so eine inverse Abbildung zu unserer Surjektion cok�M⊗N ′′ erhalten.

Zweiter Beweis. Aufgrund der Tensor-Hom-Adjunktion 7.2.6.18 ist M⊗K links-
adjungiert zu einem Funktor Ab → ModK . Mit 7.1.3.19 folgt die Rechtsexakt-
heit.

Beispiel 7.2.5.9. Wir erhalten (Z/2Z)⊗ (Z/4Z) ∼= Z/2Z, indem wir die Sequenz
Z ↪→ Z� Z/2Z mit der Multiplikation (2·) als erster Abbildung tensorieren mit
Z/4Z und die Rechtsexaktheit des Tensorprodukts ausnutzen.

Beispiel 7.2.5.10. Das Tensorprodukt ist im allgemeinen nicht linksexakt: Wendet
man auf die Multiplikation (2·) : Z ↪→ Z den Funktor ⊗ZZ/2Z an, so erhält man
die Nullabbildung Z/2Z→ Z/2Z.
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7.2.5.11. Tensorprodukte mit freien Moduln sind sogar exakt, machen also kurze
exakte Sequenzen zu kurzen exakten Sequenzen. Das folgt leicht aus dem Vertau-
schen mir direkten Summen 7.2.5.5 und den Erkenntnissen zum Tensorieren mit
dem Grundring 7.2.5.3.

7.2.5.12. Ein Modul über einem Kring heißt flach, wenn das Tensorieren mit be-
sagtem Modul über besagtem Kring ein exakter Funktor ist, und treuflach, wenn
darüberhinaus das Darantensorieren von besagtem Modul keinen von Null ver-
schiedenen Modul zu Null macht. Jeder freie Modul ist flach und jeder von Null
verschiedene freie Modul ist treuflach.

Ergänzung 7.2.5.13. Diese Definition ist ungewöhnlich, weil „alle Moduln“ gar
keine Menge zu bilden brauchen. Da jedoch das Tensorprodukt mit filtierenden
Kolimites vertauscht, kann man gleichbedeutend fordern, daß für jeden Untermo-
dul eines endlich erzeugten Moduls die Einbettung unter dem Darantensorieren
eine Injektion bleibt. Für diese Bedingung reicht es dann offensichtlich aus, sie
auf einer Menge von Paaren aus Modul und Untermodul zu prüfen.

7.2.5.14 (Tensorprodukt und Restklassenbildung). Ist K ein Kring, M ein K-
Modul, m ⊂ K ein Ideal alias ein Untermodul des K-Moduls K, und betrachten
wir in M den Untermodul mM := {

∑
aimi | ai ∈ m,mi ∈ M}, so induziert die

Multiplikation einen Isomorphismus

(K/m)⊗K M
∼→M/mM

In der Tat folgt das sofort, wenn wir auf die exakte Sequenz m ↪→ K � K/m den
Funktor ⊗KM anwenden.

Definition 7.2.5.15. Eine abelsche Gruppe heißt torsionsfrei, wenn die Multi-
plikation mit jeder von Null verschiedenen ganzen Zahl auf unserer Gruppe eine
Injektion induziert. Allgemeiner heißt ein Modul über einem Ring torsionsfrei,
wenn die Multiplikation mit jedem von Null verschiedenen Ringelement auf un-
serem Modul eine Injektion induziert.

Lemma 7.2.5.16. Aus einer Injektion N ′ ↪→ N von abelschen Gruppen entsteht
durch Darantensorieren einer torsionsfreien abelschen Gruppe M eine Injektion
M ⊗Z N ′ ↪→M ⊗Z N .

7.2.5.17. Einen flachen Z-Modul nenne ich auch eine flache abelsche Gruppe.
Jede torsionsfreie abelsche Gruppe ist nach Lemma 7.2.5.16 also flach. Eine abel-
sche Gruppe ist sogar genau dann torsionsfrei, wenn sie flach ist. Ist in der Tat eine
abelsche Gruppe M nicht torsionsfrei, gibt es also m ∈M\0 und t ∈ Z mit t 6= 0
aber tm = 0, so ist (t·) : Z→ Z injektiv aber (idM ⊗(t·)) : M ⊗Z Z→ M ⊗Z Z
nicht injektiv und folglich ist M nicht flach.
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Beweis. Ist M endlich erzeugt, so ist M frei nach 4.4.4.12 und das Lemma folgt
aus 7.2.5.5. Wir führen nun den allgemeinen Fall darauf zurück. Jedes Element
t ∈M ⊗Z N ′ ist ja Bild eines t1 ∈M1 ⊗Z N ′ für eine geeignete endlich erzeugte
Untergruppe M1 ⊂ M . Geht t nach Null in M ⊗Z N , so auch in M2 ⊗Z N für
eine geeignete endlich erzeugte Untergruppe M2 ⊂ M mit M1 ⊂ M2. Nach dem
bereits behandelten Fall verschwindet damit t1 schon in M2 ⊗Z N ′ und erst recht
in M ⊗Z N ′ und es folgt t = 0.

Vorschau 7.2.5.18. In einer Sprache, die wir später einführen werden, hört sich
dieser Beweis so an: Für endlich erzeugte torsionsfreie Gruppen gilt das Lem-
ma, da sie frei sind. Eine beliebige torsionsfreie Gruppe ist der filtrierende Ko-
limes ihrer endlich erzeugten Untergruppen, das Tensorprodukt kommutiert nach
17.7.1.37 mit Kolimites, und filtrierende Kolimites exakter Sequenzen sind exakt
nach 17.7.1.18.

7.2.5.19. Gegeben drei KategorienA,B, C mit additiver Struktur nennt man einen
Funktor F : A× B → C biadditiv, wenn er bilineare Abbildungen

A(A,A′)× B(B,B′)→ C(F (A,B), F (A′, B′))

induziert. Unser Tensorfunktor ist ein typisches Beispiel.

7.2.5.20. Sind S,R Ringe, so versteht man unter einem S-R-Bimodul eine abel-
sche Gruppe M mit einer Struktur als S-Linksmodul und einer Struktur als R-
Rechtsmodul derart, daß gilt

(sm)r = s(mr) ∀s ∈ S,m ∈M, r ∈ R

Wir notieren die Kategorie aller S-R-Bimoduln als S -Mod-R. Aufgrund seiner
Funktorialität und Biadditivität ist das Tensorprodukt automatisch auch ein Funk-
tor

(S -Mod-R)× (R -Mod-T )→ (S -Mod-T )

für beliebige Ringe S,R, T . Die Operation von S beziehungsweise von T ge-
schieht dabei durch s(m⊗ n) = (sm)⊗ n, (m⊗ n)t = m⊗ (nt). Ist speziell R
ein kommutativer Ring, so fallen die beiden R-Operationen auf dem Tensorpro-
dukt, die von den Operationen von R auf den beiden Tensorfaktoren herkommen,
zusammen und das Tensorprodukt von zwei R-Moduln ist in natürlicher Weise
wieder ein R-Modul. Diesen Fall lernt man oft zuerst kennen, wir haben ihn auch
bereits in 7.2.5.1 besprochen.

7.2.6 Allgemeine Tensorprodukte*
7.2.6.1. Wir beginnen mit dem Fall der Mengenmoduln 7.1.2.2 über einer Menge
Ω. Dabei kommt es nicht darauf an, ob wir ein r ∈ Ω von links oder von rechts
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an unseren Modul dranschreiben, aber wir machen es schon mal so, wie es dann
später im Fall von Moduln über nichtkommutativen Ringen praktisch ist.

Definition 7.2.6.2. Seien Ω eine Menge und M,N Mengenmoduln über Ω und A
eine abelsche Gruppe. Eine Abbildung b : M×N → A heißt Ω-balanciert, wenn
sie biadditiv ist und wenn gilt

b(mr, n) = b(m, rn) ∀m ∈M,n ∈ N, r ∈ Ω

Für die Menge aller biadditiven Ω-balancierten Abbildungen M × N → A ver-
wenden wir die Notation BabΩ(M ×N,A).

Satz 7.2.6.3. 1. Gegeben eine Menge Ω und Ω-ModulnM,N existiert ein Paar
(T, τ) bestehend aus einer abelschen Gruppe T und einer biadditiven Ω-
balancierten Abbildung τ : M × N → T derart, daß für jede weitere
abelsche Gruppe A das Vorschalten von τ eine Bijektion

Ab(T,A)
◦τ
∼→ BabΩ(M ×N,A)

zwischen der Menge aller Gruppenhomomorphismen T → A und der Men-
ge aller biadditiven Ω-balancierten Abbildungen M × N → A induziert.
Wir nennen τ eine universelle biadditive Ω-balancierte Abbildung;

2. Gegeben zwei universelle biadditive Ω-balancierte Abbildungen τ : M ×
N → T und σ : M×N → S existiert genau ein Gruppenhomomorphismus
c : T → S mit c ◦ τ = σ und genau ein Gruppenhomomorphismus d :
S → T mit d ◦ σ = τ . Des weiteren sind diese Homomorphismen c und d
zueinander inverse Isomorphismen zwischen T und S.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit des Homomorphismus c in Teil 2 folgt
sofort aus der universellen Eigenschaft von (T, τ), in der Notation von eben hätten
wir genauer c = σ̂, und die Existenz und Eindeutigkeit von d folgt ebenso aus der
universellen Eigenschaft von (S, σ). Schließlich gilt (d ◦ c) ◦ τ = τ = idT ◦τ
und damit folgt d ◦ c = idT wieder nach der universellen Eigenschaft von τ . Die
Identität c◦d = idS zeigt man genauso. Um die Existenz universeller balancierter
Abbildungen zu zeigen, gehen wir von der universellen biadditiven Abbildung
M×N →M⊗ZN aus, die wir ja bereits aus 7.2.5.1 kennen, und erklärenM⊗ΩN
als den Quotienten dieser abelschen Gruppe nach der von allen mr⊗ n−m⊗ rn
erzeugten Untergruppe.

7.2.6.4. Unsere Paare sind nach Teil 2 „eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen
Isomorphismus“, wenn sie existieren. Insbesondere kommt es auf die genaue Kon-
struktion ebensowenig an wie auf die genaue Konstruktion der natürlichen oder
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der reellen Zahlen. Solch eine universelle biadditive Ω-balancierte Abbildung τ :
M × N → T verdient damit den bestimmten Artikel. Man nennt T das Tensor-
produkt von M und N über Ω und notiert es

T = M ⊗Ω N

Die universelle biadditive balancierte Abbildung notieren wir τ : (m,n) 7→ m⊗n.
Aufgrund der universellen Eigenschaft erhalten wir auf diese Weise sogar einen
Funktor

ModΩ×ModΩ → Ab
(M , N) 7→ M ⊗Ω N

7.2.6.5 (Tensor-Hom-Adjunktion). Gegeben Ω-Mengenmoduln M,N und eine
abelsche Gruppe A erhalten wir offensichtliche Bijektionen

Ab(M ⊗Ω N,A)
∼→ BabΩ(M ×N,A)

∼← HomΩ(M,HomZ(N,A))

mit der Maßgabe, daß die Operation von Ω auf der abelschen Gruppe HomZ(N,A)
die von der Operation auf N induzierte sein soll. Die durch die Verknüpfung un-
serer Bijektionen gegebenen Bijektionen bilden eine Adjunktion

(⊗ΩN,HomZ(N, ))

von Funktoren zwischen ModΩ und Ab.

7.2.6.6. Als Linksadjungierter vertauscht ⊗ΩN mit Koprodukten und ist rechts-
exakt, ja vertauscht mit beliebigen Kolimites. Insbesondere ist er ein additiver
Funktor nach 19.2.5.5. Man kann Beweise für diese Behauptungen in diesem Fall
aber auch leicht elementar ausschreiben wie in 7.2.5.5 und 7.2.5.8.

7.2.6.7. Jede spaltende kurze exakte Sequenz von Ω-Moduln M ′ ↪→ M � M ′′

induziert, da ⊗ΩN ein additiver Funktor ist, eine spaltende kurze exakte Sequenz
M ′⊗ΩN ↪→M⊗ΩN �M ′′⊗ΩN . Ist speziell e ein idempotenter Endomorphis-
mus des Ω-Moduls M , so induziert die offensichtliche Abbildung (eM)⊗Ω N →
M ⊗Ω N einen Isomorphismus

(eM)⊗Ω N
∼→ e(M ⊗Ω N)

Beispiel 7.2.6.8 (Tensorieren eines Moduls mit seinem Ring). Ist R ein Ring
und M ∈ R -Mod ein R-Modul, so ist die Multiplikation mult : R ×M → M
eine universelle R-balancierte Abbildung für die Operation von R auf sich selbst
durch Multiplikation von rechts. Ist in der Tat ϕ : R ×M → A irgendeine R-
balancierte Abbildung, so faktorisiert sie als ϕ = ϕ̂ ◦mult mit ϕ̂(m) = ψ(1,m)
und das ist auch offensichtlich die einzig mögliche derartige Faktorisierung. Die
Abbildung m 7→ 1⊗m induziert also einen Isomorphismus

M
∼→ R⊗RM
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Beispiel 7.2.6.9 (Tensorieren bei vielen Idempotenten). SeienR eine Z-Algebra
und J ⊂ R eine Menge von paarweise kommutierenden Idempotenten derart, daß
es für jedes r ∈ R ein e ∈ J gibt mit er = r und für je zwei e, f ∈ J ein g ∈ J
gibt mit e = eg und f = fg. Ist nun M ein R-Assoziativmodul und gibt es für
alle m ∈ M ein e ∈ J mit em = m, so ist die Multiplikation eine universelle
balancierte Abbildung mult : R×M →M in Bezug auf die Rechtsoperation von
R auf sich selber und induziert mithin einen Isomorphismus

R⊗RM
∼→M

Ist in der Tat ϕ : R×M → A eine balancierte Abbildung in eine abelsche Gruppe
und ist m ∈ M gegeben, so folgt für je zwei e, f ∈ J mit em = m und fm = m
durch Wahl eines g ∈ J mit eg = e und fg = f wegen m = em = egm =
gem = gm und analog für f bereits

ϕ(e,m) = ϕ(g,m) = ϕ(f,m)

Diesen gemeinsamen Wert nehmen wir als ϕ̂(m) und erhalten so ϕ̂ : M → A.
Gegeben r ∈ R und m ∈M finden wir e ∈ J mit er = r und folgern

ϕ(r,m) = ϕ(er,m) = ϕ(e, rm) = ϕ̂(rm)

wegen erm = rm. Es gilt also ϕ̂ ◦ mult = ϕ. Daß es kein anderes ϕ̂ mit dieser
Eigenschaft geben kann, ist eh klar. Mithin ist die Multiplikation R×M →M in
die abelsche Gruppe M unter den getroffenen Annahmen in der Tat eine univer-
selle balancierte Abbildung. Nach 7.2.6.7 liefert dann die Multiplikation auch für
jedes idempotente Element h ∈ R einen Isomorphismus

(hR)⊗RM
∼→ hM

Ist R ein Ring, so ist offensichlich J = {1} eine Menge von Idempotenten mit
den fraglichen Eigenschaften in Bezug auf jeden Modul und wir erhalten das Ten-
sorieren eines Moduls mit seinem Ring 7.2.6.8 als Spezialfall.

Übungen

Übung 7.2.6.10. Genau dann besteht eine abelsche Gruppe M nur aus Elementen
endlicher Ordnung, wenn gilt M ⊗Z Q = 0. Im Rahmen der kommutativen Alge-
bra erweist sich das im Lichte der Beschreibung 7.4.3.60 der Lokalisierung eines
Moduls als Tensorprodukt mit dem lokalisierten Kring als ein Spezialfall der Be-
schreibung des Kerns 7.4.3.9 der Abbildung eines Moduls in seine Lokalisierung.
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Übung 7.2.6.11. Sei ϕ : A→ B ein Kringhomomorphismus und seienB-Moduln
M,N gegeben. Wird B als Ring erzeugt vom Bild ϕ(A) von A mitsamt den In-
versen der Elemente aus ϕ(A) ∩ B×, so ist der offensichtliche Morphismus ein
Isomorphismus

M ⊗A N
∼→M ⊗B N

Übung 7.2.6.12. In der Kategorie der Kringe ist

C

��

// A

��
B // A⊗C B

für beliebige Kringhomomorphismen C → A und C → B und die offensicht-
lichen weiteren Kringhomomorphismen stets ein Pushout. Ist die linke Vertikale
flach, so ist auch die rechte Vertikale in den Pushout.

Übung 7.2.6.13. Ist N ′ ↪→ N � N ′′ eine spaltende kurze exakte Sequenz von
Ω-Moduln, so bleibt die Sequenz exakt unter M⊗Ω. Insbesondere ist also das
Tensorieren über einem Körper stets exakt.

Ergänzende Übung 7.2.6.14. Seien ϕ : R → S ein Ringhomomorphismus und
e ∈ Z(R) ein Element des Zentrums von R mit ϕ(e) = 1. So liefern für jeden
R-Modul M die Einbettung eM ↪→ M und die Multiplikation (e·) : M � eM
zueinander inverse Isomorphismen S ⊗R eM

∼→ S ⊗RM
∼→ S ⊗R eM .

Übung 7.2.6.15 (Ringwechsel unter Tensorprodukten). Gegeben Ringe A,B
und M ∈ Mod-A und X ∈ A -Mod-B und N ∈ B -Mod Moduln beziehungs-
weise Bimoduln. So liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

M ⊗A (X ⊗B N)
∼→ (M ⊗A X)⊗B N

Ist insbesondere ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus, so induziert die offen-
sichtliche Abbildung einen Isomorphismus M ⊗A N

∼→ (M ⊗A B)⊗B N alias

M ⊗A resAB N
∼→ prodBAM ⊗B N

in den Notationen aus 7.2.8.5 und 7.2.8.7. Ist etwa a ⊂ A ein Ideal und N ein
(A/a)-Modul, so liefert nach 7.2.5.14 die offensichtliche Abbildung einen Iso-
morphismus M ⊗A N

∼→ (M/Ma) ⊗A/a N . Wird zusätzlich B als Ring erzeugt
vom Bild ϕ(A) von A mitsamt den Inversen der Elemente aus ϕ(A) ∩ B×, so ist
die Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus M ∼→ prodBAM und der offen-
sichtliche Morphismus ist in vereinfachter Notation ein Isomorphismus

M ⊗A N
∼→M ⊗B N



968 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

Speziell liefert für ein Ideal a ⊂ A und M ∈ Mod-A/a sowie N ∈ A/a -Mod
die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus M ⊗A N

∼→M ⊗A/a N und
für je zwei Q-Vektorräume M,N liefert die offensichtliche Abbildung einen Iso-
morphismus M ⊗Z N

∼→M ⊗Q N .

Übung 7.2.6.16. Sei S → R ein Ringhomomorphismus. Ist M ein S-Modul und
(mi)i∈I eine Basis vonM , so bilden die 1⊗mi eine Basis desR-ModulsR⊗SM .

Übung 7.2.6.17 (Variante zur Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Gegeben
M ′ → M � M ′′ und N ′ → N � N ′′ rechtsexakte Sequenzen von Rechts-
beziehungsweise Linksmoduln über einem Ring R, so ist auch die Sequenz

(M ′ ⊗R N)⊕ (M ⊗R N ′)→M ⊗R N �M ′′ ⊗R N ′′

wie durch die Notation bereits angedeutet eine rechtsexakte Sequenz.

Übung 7.2.6.18 (Rechtsadjungierter eines Tensorprodukts). Gegeben ein Ring
und ein R-Rechtsmodul M erhalten wir aus der universellen Eigenschaft des Ten-
sorprodukts ein adjungiertes Paar von Funktoren (M⊗R,Ab(M, )) zwischen den
Kategorien R -Mod und Ab. In größerer Allgemeinheit wird das in 7.2.8.1 disku-
tiert.

Ergänzende Übung 7.2.6.19. Gegeben ein Ring R und M ∈ Mod-R und N ∈
R -Mod gibt es genau einen Isomorphismus von abelschen Gruppen M ⊗R N

∼→
N ⊗Ropp M mit m⊗ n 7→ n⊗m.

Ergänzende Übung 7.2.6.20. Man zeige: Gegeben ein RingA und ein Idempoten-
tes e ∈ A liefert die Multiplikation einen Isomorphismus eA⊗AM

∼→ eM .

Ergänzende Übung 7.2.6.21. In dieser Übung meint ⊗ ohne unteren Index stets
⊗Z. Gegeben Ringe R und S wird das Tensorprodukt R ⊗ S ein Ring mit der
Multiplikation (r ⊗ s)(a ⊗ b) := ra ⊗ sb. Für den Ringhomomorphismus R →
R ⊗ S mit r 7→ r ⊗ 1 und einen R-Rechtsmodul M haben wir prodR⊗SR M

∼→
M ⊗ S unter der offensichtlichen Abbildung. Speziell liefert 7.2.6.15 für jeden
(R⊗ S)-Modul N einen Isomorphismus

M ⊗R N
∼→ (M ⊗ S)⊗R⊗S N

Ist insbesondere N flach als (R ⊗ S)-Modul und S flach als Z-Modul, so ist N
auch flach als R-Modul.

Übung 7.2.6.22. Ein Kringhomomorphismus ϕ : A → B heißt flach, wenn dar-
unterB ein flacherA-Modul wird. Man zeige, daß die Verknüpfung zweier flacher
Kringhomomorphismen auch wieder flach ist.

Übung 7.2.6.23. Gegeben ein noetherscher Ring R ist jedes Produkt von Kopien
von R ein flacher R-Modul. Hinweis: Man zeige zunächst, daß für jeden end-
lich präsentierten R-Modul M die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus
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(
∏

I R)⊗RM
∼→
∏

IM ist. Allgemeiner reicht es, statt „R noethersch“ anzuneh-
men, daß jedes endlich erzeugte Ideal von R ein endlich präsentierter R-Modul
ist.

Übung 7.2.6.24. Gegeben ein Ring R und ein endlich präsentierter R-Modul M
und eine Menge I ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus (

∏
I R)⊗R

M
∼→
∏

IM .

7.2.7 Merkwürdigkeiten bei Tensorprodukten*
Ergänzendes Beispiel 7.2.7.1. Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist für je zwei
Mengen X, Y die offensichtliche Abbildung eine Injektion

Ens(X,R)⊗R Ens(Y,R) ↪→ Ens(X × Y,R)

In der Tat gehe a1⊗ b1 + . . .+ an⊗ bn nach Null. Die Menge aller (r1, . . . , rn) ∈
Rn mit r1b1 + . . . + rnbn = 0 in Ens(Y,R) ist ein Untermodul von Rn. Ist R
linksnoethersch, so ist dieser Untermodul endlich erzeugt, etwa von c1, . . . , ck ∈
Rn. Für alle x ∈ X gibt es also r1(x), . . . , rk(x) ∈ R derart, daß für alle i mit
1 ≤ i ≤ n gilt ai(x) = r1(x)c1i + . . .+ rk(x)cki. Es folgt

a1 ⊗ b1 + . . .+ an ⊗ bn =
∑
i,j

rjcji ⊗ bi =
∑
i,j

rj ⊗ cjibi = 0

Ergänzung 7.2.7.2 (Tensorprodukte von Funktionenräumen). Heike Milden-
berger und Martin Ziegler haben mir ein Beispiel konstruiert, das zeigt, daß die
kanonische Abbildung

Ens(N, R)⊗R Ens(N, R)→ Ens(N× N, R)

nicht für jeden Ring R injektiv ist. Der Ring R ist dabei der Polynomring in ab-
zählbar vielen Variablen x0, x1, x2, . . . , y0, y1, y2, . . . modulo der quadratischen
Relationen xiyj = 0 ∀i, j und xixj = yiyj = 0 falls |i − j| 6= 1. Man betrach-
te nun die Elemente a : i 7→ xi und b : j 7→ yj von Ens(N, R). Natürlich hat
a⊗ b in Ens(N×N, R) das Bild Null. Es reicht zu zeigen, daß a⊗ b nicht bereits
selbst Null ist. Dazu betrachte man das Ideal I ⊂ Ens(N, R) aller Abbildungen
mit endlichem Träger und setze R∗ := Ens(N, R)/I . Die Komposition

R ↪→ Ens(N, R)� R∗

mit der Einbettung als konstante Funktionen links ist ein Ringhomomorphismus.
Seien a∗, b∗ ∈ R∗ die Bilder von a, b ∈ Ens(N, R). Man zeigt nun, daß R∗ einen
R-linearen Ringautomorphismus f besitzt mit der Eigenschaft f(a∗)b∗ 6= 0. Wir
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betrachten dazu die involutiven Automorphismen f2n = f2n+1 : R
∼→ R des Rings

R mit f2n(x2n) = y2n+1 und f2n(y2n) = x2n+1. Jedes Element von R wird nur
von endlich vielen dieser Automorphismen überhaupt bewegt. Zusammen liefern
die fi einen Ringautomorphismus f : Ens(N, R) → Ens(N, R) gegeben durch
(ui)i∈N 7→ (fi(ui))i∈N. Dieser Automorphismus ist nicht R-linear, hält jedoch
das Ideal I fest und der davon induzierte Automorphismus f : R∗

∼→ R∗ des
Quotienten ist sogarR-linear, da eben jedes Element vonR nur von endlich vielen
unserer Automorphismen fi überhaupt bewegt wird und folglich jede konstante
Folge nur an endlich vielen Stellen verändert wird. Damit ist f(a∗)b∗ das Bild der
Folge (y2y1, y1y2, y4y3, y3y4, . . .) in R∗, und das ist nicht Null.

7.2.7.3. Gibt es einen KringR undR-ModulnM,N und linear unabhängigeK ⊂
M und L ⊂ N derart, daß die k⊗ l mit k ∈ K und l ∈ L in M ⊗RN nicht linear
unabhängig sind über R? Ich denke schon, kenne aber kein Gegenbeispiel.

7.2.8 Induktion und Koinduktion für Ringe*
7.2.8.1 (Tensor-Hom-Adjunktion). In diesem Abschnitt fasse ich einige Allge-
meinheiten über Tensorprodukte zusammen, die oft nützlich sind. Für den Fort-
gang der Vorlesung werden die hier erklärten Methoden erst viel später benötigt
werden. Wir setzen neben der Kenntnis allgemeiner Tensorprodukte im Umfang
von 7.2.6 die Begrifflichkeit adjungierter Funktoren im Umfang von 16.4.3 vor-
aus. Seien Ω,Θ Mengen undX ein Ω-Θ-Modul, als da heißt eine abelsche Gruppe
mit einer Operation von Ω und einer Operation von Θ, die kommutieren. Ich no-
tiere im folgenden die Operation von Ω durch davorschreiben und die Operation
von Θ durch dahinterschreiben, so daß die Bedingung des Kommutierens ausge-
schrieben werden kann zu (ωx)θ = ω(xθ) ∀ω, x, θ. Wir erhalten Funktoren

X⊗Θ : Θ -Mod → Ω -Mod
HomΩ(X, ) : Ω -Mod → Θ -Mod

Die Adjunktionsisomorphismen Ab(X ⊗Θ M,N)
∼→ HomΘ(M,HomZ(X,N))

aus 7.2.6.5 induzieren Isomorphismen

HomΩ(X ⊗Θ M,N)
∼→ HomΘ(M,HomΩ(X,N))

Diese hinwiederum bilden eine Adjunktion zwischen unseren Funktoren.

Ergänzung 7.2.8.2. Gegeben RingeA,B versteht man unter einemA-B-Bimodul
X eine abelsche Gruppe mit einer Struktur als A-Modul und einer Struktur als B-
Rechtsmodul derart, daß gilt (ax)b = a(xb) ∀a, x, b. Dann istX∗ := HomA(X,A)
stets ein B-A-Bimodul vermittels der Rechtsoperation von a ∈ A durch Nach-
schalten der Rechtsmultiplikation, fa := (·a) ◦ f für jeden Homomorphismus f .
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Wir erhalten dann natürliche Homomorphismen X∗ ⊗A N → HomA(X,N). Un-
ter der zusätzlichen Annahme, daß X als A-Modul ein Summand von An ist für
n <∞ alias endlich erzeugt und projektiv, sind das sogar Isomorphismen

X∗ ⊗A N
∼→ HomA(X,N)

Beispiel 7.2.8.3 (Eine Morita-Äquivalenz). Ist R ein Ring und X = Rn für n ≥
1 mit der natürlichen Linksoperation von A = Mat(n;R) und Rechtsoperation
von B = R, so liefert unser adjungiertes Paar eine Äquivalenz von Kategorien

R -Mod
≈→ Mat(n;R) -Mod

Beispiel 7.2.8.4 (Eine weitere Morita-Äquivalenz). Seien M1, . . . ,Mn Moduln
über einem Ring und r1, . . . , rn positive natürliche Zahlen. Wir setzen

A := End(M1 ⊕ . . .⊕Mn)
B := End(M⊕r1

1 ⊕ . . .⊕M⊕rn
n )

X := Hom(M1 ⊕ . . .⊕Mn,M
⊕r1
1 ⊕ . . .⊕M⊕rn

n )

So liefert unser adjungiertes Paar eine Äquivalenz von Kategorien

A -Mod
≈→ B -Mod

Statt Moduln über einem Ring hätten wir dabei auch Objekte einer beliebigen
additiven Kategorie nehmen können. Das alles ist ein Spezialfall der sogenannten
Morita-Äquivalenz.

7.2.8.5. Ist ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus, so können wir speziell B
vermittels ϕ auffassen als einen A-B-Bimodul. Dann wird der erste Funktor nach
7.2.5.3 die Restriktion der Skalare resϕ = resAB : B -Mod → A -Mod und der
zweite Funktor die sogenannte Induktion

indϕ = indBA := HomA(B, ) : A -Mod→ B -Mod

und wir erhalten eine Adjunktion (resAB, indBA).

7.2.8.6 (Diskussion der Notation). Viele Autoren schreiben statt unserem resAB
auch resBA . Ich vermute, daß dem die Vorstellung zugrundeliegt, daß Induktion aus
Objekten niederer Komplexität solche höherer Komplexität macht und Restriktion
umgekehrt aus Objekten höherer Komplexität solche niederer Komplexität. Das
ist in den üblichen Anwendungen sicher richtig, aber in der hier vorgeschlage-
nen Allgemeinheit gilt es nicht mehr. Ich verfolge stattdessen die Konvention, die
„Ausgangskategorie“ durch einen unteren Index anzudeuten und die „Zielkatego-
rie“ durch einen oberen Index.
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7.2.8.7. Umgekehrt können wir natürlich vermittels unseres Ringhomomorphis-
mus B auch auffassen als einen B-A-Bimodul. Dann wird der zweite Funktor die
Restriktion der Skalare und der erste Funktor die sogenannte Erweiterung der
Skalare oder Koinduktion. Wir nennen ihn der Symmetrie der Begrifflichkeit
halber manchmal auch die Produktion und notieren ihn

prodBA := B⊗A : A -Mod→ B -Mod

Damit erhalten wir eine Adjunktion (prodBA, resAB). Für jeden A-Modul M und
jeden B-Modul N liefert insbesondere das Vorschalten von m 7→ 1 ⊗ m einen
Isomorphismus

HomB(B ⊗AM,N)
∼→ HomA(M,N)

7.2.8.8. Die Adjunktionen (res, ind) und (prod, res) werden üblicherweise als
Frobenius-Reziprozitäten bezeichnet. Gegeben des weiteren Ringhomomorphis-
men A → B → C liefert die Gleichheit resAB ◦ resBC = resAC vermittels dieser
Adjunktionen nach 16.4.8.22 Isotransformationen

indCB ◦ indBA
∼⇒ indCA und prodCB ◦ prodBA

∼⇒ prodCA .

Sie sind gemeint, wenn von der Transitivität der Induktion beziehungsweise Ko-
induktion die Rede ist.

Beispiel 7.2.8.9. Für die in 4.6.1.42 besprochene Komplexifizierung VC eines re-
ellen Vektorraums V induziert die dort erklärte kanonische Einbettung V ↪→ VC
einen Isomorphismus von komplexen Vektorräumen C⊗R V

∼→ VC.

Ergänzung 7.2.8.10 (Hom-Hom-Adjunktion). Gegeben Ringe A,B und ein A-
B-Bimodul X liefern die offensichtlichen Identifikationen aus dem Exponential-
gesetz 2.1.6.5 Identifikationen

BilA−Z−B(M ×N,X)
o ↓ ↓ o

HomA(M,Hom−B(N,X)) Hom−B(N,HomA(M,X))

Hier bezeichnet in der Mitte BilA−Z−B(M ×N,X) die Menge aller Z-bilinearen
Abbildungen ϕ : M × N → X mit ϕ(am, n) = aϕ(m,n) und ϕ(m,nb) =
ϕ(m,n)b für alle m ∈ M , n ∈ N , a ∈ A, b ∈ B. Wir können diese Identifi-
kationen auch als die Adjunktionen eines adjungierten Paars von Funktoren

A -Modopp
HomA( ,X) //

Mod-B
Hom−B( ,X)
oo

auffassen. Der obere Funktor ist dabei rechtsadjungiert zum unteren Funktor.
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Ergänzung 7.2.8.11 (Tensorprodukte mit allgemeineren Objekten). Ist A eine
abelsche Kategorie und X ∈ A ein Objekt und B ein Ring und Bopp → A(X)
ein Homomorphismus in den Endomorphismenring von X , so erhalten wir in der-
selben Weise auch einen Funktor

A(X, ) : A → B -Mod

Er besitzt im allgemeinen keinen Linksadjungierten, aber natürlich wie jeder Funk-
tor einen partiellen Linksadjungierten, der eben auf den Objekten M ∈ B -Mod
erklärt ist, für die N 7→ HomB(M,A(X,N)) ein darstellbarer Funktor ist. Wir
notieren das darstellende Objekt dann wieder

X ⊗B M
Zur Übung mag der Leser zeigen, daß für jeden endlich präsentierten B-Modul
alias jeden B-Modul M , der in eine rechtsexakte Sequenz Bn → Bm � M von
B-Moduln paßt mit n,m ∈ N, solch ein darstellendes Objekt X ⊗B M ∈ A
tatsächlich existiert und beschrieben werden kann als der Kokern des hoffentlich
offensichtlichen Morphismus Xn → Xm. Unser X ⊗B M ist im übrigen auch
funktoriell in X in der hoffentlich offensichtlichen Weise.
Ergänzung 7.2.8.12 (Hom-Funktoren in allgemeinere Objekte). IstA eine abel-
sche Kategorie und X ∈ A ein Objekt und B ein Ring und Bopp → A(X) ein
Homomorphismus in seinen Endomorphismenring, so hat in derselben Weise wie
in 7.2.8.11 der Funktor

A( , X) : Aopp →Mod-B

zumindest einen partiellen Rechtsadjungierten. Ist dieser auf N ∈ Mod-B defi-
niert, so notieren wir sein Bild wieder

Hom−B(N,X)

und erhalten damit ein Objekt von A. Ist hier unser N endlich präsentierbar, etwa
durch Bn → Bm → N , so erhalten wir ein mögliches solches Objekt als Kern
eines Morphismus Xm → Xn, dessen genaue Definition dem Leser überlassen
bleiben möge. Unser Hom−B(N,X) ist sogar auch noch funktoriell in X , aber
das soll an dieser Stelle nicht weiter ausgeführt werden.

Übungen

Übung 7.2.8.13. Gegeben ein Kring k und k-Moduln M,N konstruiere man na-
türliche Isomorphismen

Homk(M,Homk(N, k))
∼← Homk(M ⊗k N, k)

∼→ Homk(N,Homk(M,k))

Im Rahmen unserer Diskussion von „Schmelzkategorien“ werden wir diese Iso-
morphismen in einem allgemeineren Kontext wiedersehen.



974 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

7.2.9 Ganzzahlige symplektische Formen*
Satz 7.2.9.1 (Symplektische Formen über Z). Gegeben eine endlich erzeugte
freie abelsche Gruppe Γ mit einer nichtausgearteten alternierenden Bilinearform
ω : Γ×Γ→ Z existiert stets eine Basis von Γ, bezüglich derer die Matrix unserer
Form eine Blockmatrix der Gestalt(

0 D
−D 0

)
ist mit D = diag(d1, . . . , dr) und di > 0 und di|di+1 für alle i. Die di sind dabei
durch die Form ω eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir wählen λ, µ ∈ Γ derart, daß ω(λ, µ) = d die kleinstmögliche posi-
tive Zahl ist, die so dargestellt werden kann. Dann behaupten wir Γ = 〈λ, µ〉 ⊕
〈λ, µ〉⊥. Aus Dimensionsgründen gilt das über Q. Für jedes γ ∈ Γ finden wir also
m ∈ Z>0 derart, daß mγ eine Darstellung

mγ = aλ+ bµ+ κ

besitzt mit κ ∈ 〈λ, µ〉⊥. Es folgt sofort mω(γ, µ) = da. Wäre m kein Teiler
von a, so wäre d kein Teiler von ω(γ, µ) und wir könnten x, y ∈ Z finden mit
0 < xω(γ, µ) + γω(λ, µ) = ω(xγ + γλ, µ) < d, im Widerspruch zur Wahl von
λ, µ. Das kann nicht sein, folglich teilt m unser a und ebenso auch b. Dann aber
teilt m auch κ und wir finden wie gewünscht

Γ = 〈λ, µ〉 ⊕ 〈λ, µ〉⊥

Vollständige Induktion beendet den Beweis der Existenz vonD, wenn auch zunächst
noch ohne die Zusatzbedingung di|di+1. Es ist jedoch leicht zu sehen, daß im Fall,
daß d1 nicht d2 teilt, unser d1 nicht das Kleinstmögliche gewesen sein kann, und
induktiv folgt so auch di|di+1. Die Eindeutigkeit der di schließlich folgt, indem
wir die Eindeutigkeit im Elementarteilersatz 4.4.4.13 auf den Fall der von ω indu-
zierten Abbildung Γ ↪→ Γ∗ anwenden.
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7.3 Affine Varietäten

7.3.1 Polynomiale Funktionen

Definition 7.3.1.1. Seien k ein Körper und X ⊂ kn eine Teilmenge. Eine k-
wertige Funktion f : X → k auf X heißt eine polynomiale Funktion, wenn es
ein Polynom P ∈ k[T1, . . . , Tn] gibt mit f(x) = P (x) ∀x ∈ X .

7.3.1.2. Sei k ein Körper. Im Fall einer algebraischen TeilmengeX ⊂∧ kn notieren
wir den Ring der polynomialen Funktionen auf X als

O(X) ⊂ Ens(X, k)

Nach dem Isomorphiesatz 4.4.2.12 liefert die Einschränkung von Funktionen einen
Isomorphismus von k-Kringen

k[T1, . . . , Tn]/I(X)
∼→ O(X)

zwischen dem Restklassenring des Polynomrings nach dem Verschwindungsideal
von X und dem Ring der polynomialen Funktionen auf X . Das gilt sogar für
beliebige Teilmengen X ⊂ kn, nur wollen wir in diesen allgemeineren Fällen die
Notation O(X) für andere Ringe von Funktionen reservieren.

7.3.1.3 (Notationen für Ringe von polynomialen Funktionen). Viele Autoren
verwenden statt O(X) die alternative Notation k[X] für den k-Kring der polyno-
mialen Funktionen auf X . Die Aussage, daß für einen unendlichen Kring k die
polynomialen Funktionen auf X = k durch obigen Isomorphismus mit dem Po-
lynomring in einer Veränderlichen T identifiziert werden, schreibt sich in dieser
Notation k[T ]

∼→ k[k] und in unserer Notation k[T ]
∼→ O(k).

7.3.1.4 (Polynomiale Funktionen auf Produkten). Gegeben ein Körper k und
algebraische Teilmengen X ⊂∧ kn und Y ⊂∧ km ist die durch f ⊗ g 7→ f � g
erklärte Abbildung ein Isomorphismus von k-Kringen

O(X)⊗k O(Y )
∼→ O(X × Y )

Die Multiplikation auf der linken Seite ist dabei die Offensichtliche aus 4.7.9.9.
Die Surjektivität folgt leicht aus der offensichtlichen Surjektivität im Fall X =
km, Y = kn. Die Injektivität folgt aus der Injektivität der Abbildung Ens(X, k)⊗k
Ens(Y, k) → Ens(X × Y, k), f ⊗ g 7→ f � g, die für beliebige Mengen X, Y
in 4.6.1.47 diskutiert wird. Unser Isomorphismus existiert sogar genauso für nicht
notwendig algebraische Teilmengen, für diese haben wir jedoch keine Notation
für Ringe polynomialer Funktionen bereitgestellt.



976 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

Übungen

Übung 7.3.1.5. (k = k̄). Man zeige: Gegeben nilpotentfreie k-Kringe A,B ist
auch ihr Tensorprodukt A⊗k B nilpotentfrei. Hinweis: 7.3.1.4.

Ergänzung 7.3.1.6. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, so ist die Aussage der
vorhergehenden Übung im allgemeinen falsch. Ein Gegenbeispiel steht in 6.6.1.1.
Ist jedoch k̄/k separabel, so stimmt unsere Aussage doch wieder. Allgemeiner ist
für jede Galoiserweiterung K/k und jeden k-Kring A seine Erweiterung A⊗k K
nilpotentfrei genau dann, wenn A nilpotentfrei ist. In der Tat ist das Nilradikal
von A ⊗k K stabil unter der Galoisgruppe, und wäre es nicht Null, so wäre nach
6.6.4.4 auch sein Schnitt mit A nicht Null.

Übung 7.3.1.7 (Disjunktes Verkleben polynomialer Funktionen). (k = k̄). Sei-
en disjunkte und Zariski-abgeschlossene Teilmengen X, Y ⊂∧ kn gegeben sowie
polynomiale Funktionen f : X → k und g : Y → k. Man zeige, daß die Abbil-
dung

h : X t Y → k

mit h|X = f und h|Y = g dann auch polynomial ist. Hinweis: Nach dem Null-
stellensatz ist die Summe der Verschwindungsideale der ganze Polynomring. Nun
verwende man den abstrakten chinesischen Restsatz 6.2.3.4. Insbesondere kann
man eine Vorgabe von endlich vielen Funktionswerten an endlich vielen Punkten
stets durch eine polynomiale Funktion interpolieren, was wir aber eigentlich in
diesem Fall schon aus 6.2.3.8 wissen.

Übung 7.3.1.8 (Kein abgeschlossenes Verkleben polynomialer Funktionen).
Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Körper k = k̄ und algebraische Teil-
mengen X, Y ⊂∧ kn sowie polynomiale Funktionen f : X → k und g : Y → k
mit f |X∩Y = g|X∩Y muß die Abbildung

h : X ∪ Y → k

mit h|X = f und h|Y = g keineswegs polynomial sein. Als Beispiel untersu-
che man den k2 mit X dem Achsenkreuz und Y einer weiteren Ursprungsgera-
den. Mutige zeigen, daß das Verkleben im allgemeinen genau dann gelingt, wenn
I(X) + I(Y ) ein Radikalideal ist.

7.3.2 Räume als Ringe
7.3.2.1. Seien k ein Körper undX ⊂∧ kn sowie Y ⊂∧ km algebraische Teilmengen.
Eine Abbildung ϕ : X → Y heißt polynomial, wenn es Polynome P1, . . . , Pm ∈
k[T1, . . . , Tn] gibt mit

ϕ(x) = (P1(x), . . . , Pm(x)) ∀x ∈ X



7.3. AFFINE VARIETÄTEN 977

Ist zusätzlich eine algebraische Teilmenge Z ⊂∧ kl gegeben sowie polynomiale
Abbildungen ϕ : X → Y und ψ : Y → Z, so ist offensichtlich auch deren
Verknüpfung ψ ◦ ϕ : X → Z polynomial.

Definition 7.3.2.2. Sei k ein Körper. Jede polynomiale Abbildung ϕ : X →
Y zwischen algebraischen Teilmengen X ⊂∧ kn und Y ⊂∧ km liefert auf den
polynomialen Funktionen einen Ringhomomorphismus

ϕ] : O(Y )→ O(X)

in die Gegenrichtung, das Vorschalten von ϕ alias Zurückholen von Funktio-
nen f 7→ f ◦ ϕ. Wir nennen ϕ] den zu ϕ gehörigen Komorphismus.

Definition 7.3.2.3. Ein Ring heißt nilpotentfrei oder gleichbedeutend reduziert,
wenn er außer der Null keine nilpotenten Elemente hat.

7.3.2.4. Für die weitere Entwicklung der algebraischen Geometrie verwenden wir
die Sprache der Kategorientheorie in dem Umfang, wie sie etwa in 4.7.1.1 folgen-
de entwickelt wird, und insbesondere den Begriff einer Äquivalenz von Kategori-
en 4.7.2.19. In dieser Sprache ausgedrückt haben wir in 7.1.5.5 die Kategorie der
k-Kringe eingeführt.

Satz 7.3.2.5 (Räume als Ringe). (k = k̄). Betrachten wir die algebraischen Men-
gen in irgendwelchen kn als die Objekte einer Kategorie mit den polynomialen
Abbildungen als Morphismen, so liefert das Bilden des k-Krings der polynomia-
len Funktionen eine Äquivalenz von Kategorien{

Algebraische Mengen
in irgendwelchen kn

}
≈→
{

Nilpotentfreie
ringendliche k-Kringe

}opp

X O(X)

ϕ ↓ 7→ ϕ] ↑
Y O(Y )

7.3.2.6 (Endlichdimensionale nilpotentfreie k-Kringe). (k = k̄). Insbesondere
liefert das Bilden des k-Krings aller k-wertigen Funktionen eine Äquivalenz von
Kategorien

{Endliche Mengen} ≈→ {Nilpotentfreie k-Kringe A mit dimk A <∞}opp

X 7→ Ens(X, k)

In diesem Fall können wir aber auch einfacher argumentieren. Gegeben ein end-
lichdimensionaler nilpotentfreier k-Kring A liefert ja die Linksmultiplikation ei-
ne Einbettung A ↪→ EndA, a 7→ (a·), deren Bild nach 7.2.3.14 genau aus allen
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Ein reelles Bild der sogenannten Neil’schen Parabel, der Nullstellenmenge von
x3 = y2 in der Ebene.

Ein reelles Bild der sogenannten nodalen Kubik, der Nullstellenmenge von
x3 + x2 = y2 in der Ebene.
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Endomorphismen besteht, die mit allen Rechtsmultiplikationen (·b) für b ∈ A
kommutieren. Aufgrund der Funktorialität der Jordanzerlegung 4.3.3.7 gehört mit
(a·) dann auch sein nilpotenter Anteil zum Bild unserer Einbettung, und ist A
nilpotentfrei, muß der nilpotente Anteil Null und (a·) diagonalisierbar sein. Dann
gibt es aber nach 4.7.8.10 in A eine Basis, bezüglich derer alle (a·) durch Diago-
nalmatrizen dargestellt werden, und aus Dimensionsgründen liefert dann unsere
Einbettung A ↪→ EndA einen Isomorphismus von A mit dem Ring der Diago-
nalmatrizen, also mit k × . . . × k. Das zeigt, daß unser Funktor surjektiv ist auf
Isomorphieklassen. Der Rest des Beweises bleibe dem Leser überlassen.
Beispiele 7.3.2.7 (Neil’sche Parabel und nodale Kubik). (k = k̄). Für n ≥ m
entspricht der Projektion kn � km durch Weglassen der letzten Koordinaten hier
die Einbettung von Polynomringen durch Hinzufügen von Variablen k[T1, . . . , Tm] ↪→
k[T1, . . . , Tm, Tm+1, . . . , Tn]. Der Einbettung X ↪→ kn einer algebraischen Teil-
menge entspricht in der Gegenrichtung die Surjektion

k[T1, . . . , Tn]� k[T1, . . . , Tn]/I(X)
∼→ O(X)

Umgekehrt, und jetzt schreiben wir zur Abwechslung und zum Vermeiden von
Indizes mal X, Y für Variablen eines Polynomrings, entspricht die Komposition

k[X, Y ]� k[X, Y ]/〈X3 − Y 2〉 ∼→ 〈1, T 2, T 3, . . .〉k = k + 〈T 2〉 ⊂ k[T ]

mit dem mittleren Isomorphismus gegeben durch X 7→ T 2, Y 7→ T 3 der Abbil-
dung, die die Gerade „geknifft“ in die Ebene legt vermittels k → k2, t 7→ (t2, t3).
Weiter entspricht die Komposition

k[X, Y ]� k[X, Y ]/〈X3 +X2 − Y 2〉 ∼→ 1 + 〈T 2 − 1〉 ⊂ k[T ]

mit dem mittleren Isomorphismus gegeben durch die Vorschrift X 7→ (T 2 − 1),
Y 7→ T (T 2 − 1) der Abbildung, die die Gerade „mit Selbstüberschneidung“ in
die Ebene legt vermittels k → k2, t 7→ (t2 − 1, t(t2 − 1)). Hier haben alle Fa-
sern höchstens einen Punkt mit Ausnahme der Faser über dem Ursprung, die aus
den beiden Punkten ±1 ∈ k besteht und im Fall einer von 2 verschiedenen Cha-
rakteristik zwei Punkte hat. Man beachte, daß 1 + 〈T 2 − 1〉 ⊂ k[T ] der Teilring
aller Polynome ist, die bei T = −1 und T = 1 jeweils denselben Wert anneh-
men. Die mittleren Isomorphismen in den letzten beiden Beispielen sind nicht
ganz offensichtlich und sollten vom Leser zur Übung bewiesen werden. Die frag-
lichen Abbildungen k → k2 gehen sogar surjektiv auf die Nullstellenmengen
der fraglichen Polynome, aber zumindest im letzten Beispiel scheint mir das mit
der uns bis jetzt zur Verfügung stehenden Theorie gar nicht so leicht einzusehen:
Warum sollte sich denn jede Lösung der Gleichung x3 + x2 = y2 in der Form
(x, y) = (t2−1, t(t2−1)) mit t ∈ k schreiben lassen? Na gut, mit etwas Rechnen
geht das dann schon. In 7.5.2.17 werden Sie es auch ohne weitere Mühen aus dem
Going-up-Theorem folgern können. Mehr dazu diskutieren wir in 7.3.3.14.
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Beweis. Zunächst einmal zeigen wir, daß es für jeden nilpotentfreien ringendli-
chen k-Kring A eine algebraische Teilmenge X ⊂∧ kn gibt mitsamt einem Iso-
morphismus von k-Kringen O(X)

∼→ A. Sind in der Tat t1, . . . , tn ∈ A Erzeuger
unseres k-Krings, so erhalten wir durch die Vorschrift Ti 7→ ti eine Surjektion

k[T1, . . . , Tn]� A

Bezeichne a ihren Kern. Besitzt A außer der Null keine nilpotenten Elemente, so
ist a ein Radikalideal, und ist k algebraisch abgeschlossen, so ist ein Radikalideal
im Polynomring das Verschwindungsideal seiner Nullstellenmenge, in Formeln
a = I(Z(a)). Wir erhalten damit Isomorphismen von k-Kringen

O(Z(a))
∼← k[T1, . . . , Tn]/a

∼→ A

und haben gezeigt, daßA isomorph ist zum k-Kring der polynomialen Funktionen
der algebraischen Menge Z(a) ⊂ kn. Unser Funktor ist also essentiell surjektiv.
Jetzt müssen wir noch zeigen, daß er auch volltreu ist, daß also unsere Vorschrift
ϕ 7→ ϕ] Bijektionen zwischen den Morphismenräumen liefert. Das gilt sogar ohne
die Annahme k = k̄. Wir notieren dazu die Menge der polynomialen Abbildungen
zwischen zwei algebraischen Mengen mit Pol(X, Y ). Homomorphismen von k-
Kringen notieren wir Kringk(A,B). Dann erinnern wir uns an die Formel Y =
Z(I(Y )) ⊂ km und bilden das kommutative Diagramm

Pol(X, Y ) → Kringk(O(Y ),O(X))
↓ ↓

Pol(X, km)
∼→ O(X)m

∼→ Kringk(k[T1, . . . , Tm],O(X))

Darin seien die Horizontalen durch ϕ 7→ ϕ] gegeben und die Vertikalen durch
Y ⊂ km beziehungsweise k[T1, . . . , Tm] � O(Y ) und die beiden einzelnen Ab-
bildungen in der unteren Horizontale durch das Nachschalten der Projektionen
auf die Koordinaten und das Einsetzen von polynomialen Funktionen für die Va-
riablen. Diese beiden Abbildungen sind sicher Bijektionen, folglich ist auch die
untere Horizontale insgesamt eine Bijektion. Die obere Horizontale ist dann eben-
so eine Bijektion, denn dort sind nun beide Seiten in natürlicher Bijektion zu

{(ϕ1, . . . , ϕm) ∈ O(X)m | f(ϕ1, . . . , ϕm) = 0 ∀f ∈ I(Y )}

Um das zu sehen, verwenden wir die universelle Eigenschaft der Quotientenabbil-
dung k[T1, . . . , Tm]/I(Y )

∼→ O(Y ) auf der rechten Seite und die Definition des
Verschwindungsideals I(Y ) auf der linken Seite.
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Übungen

Übung 7.3.2.8 (Stetigkeit polynomialer Abbildungen). Ich erinnere daran, daß
eine Abbildung zwischen topologischen Räumen stetig heißt, wenn das Urbild
jeder offenen Menge wieder offen ist. Man zeige: Gegeben ein Körper k sind
polynomiale Abbildungen X → Y mit X ⊂∧ kn und Y ⊂∧ km stetig für die von
der Zariskitopologie auf unseren Teilmengen induzierte Topologie.

7.3.3 Naive affine Varietäten
Definition 7.3.3.1. Gegeben ein Körper k verstehen wir unter einer k-geringten
Menge ein Paar

(X,O(X))

bestehend aus einer Menge X und einem k-Unterring O(X) ⊂ Ens(X, k) im k-
Kring aller k-wertigen Funktionen aufX . Die Elemente vonO(X) nennen wir die
strukturierenden Funktionen unserer k-geringten Menge X . Ein Morphismus
von (X,O(X)) in eine weitere k-geringte Menge (Y,O(Y )) ist eine Abbildung
ϕ : X → Y derart, daß gilt f ∈ O(Y )⇒ f ◦ϕ ∈ O(X). Mit diesen Morphismen
bilden die k-geringten Mengen eine Kategorie

Ensrk

Den durch Vorschalten von ϕ erklärten Homomorphismus von k-Kringen nennen
wir den Komorphismus zu ϕ und notieren ihn ϕ] : O(Y )→ O(X).

Definition 7.3.3.2. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Eine nai-
ve affine k-Varietät oder kürzer affine k-Varietät ist eine k-geringte Menge
(X,O(X)) derart, daß ihr Ring von strukturierenden Funktionen O(X) ringend-
lich ist über k und daß wir eine Bijektion

X
∼→ Kringk(O(X), k)

x 7→ δx

von X mit der Menge der k-linearen RinghomomorphismenO(X)→ k erhalten,
wenn wir jedem Punkt x ∈ X den durch das Auswerten bei x gegebenen Ring-
homomorphismus δx : O(X) → k, f 7→ f(x) zuordnen. Die strukturierenden
Funktionen einer affinen Varietät nennen wir auch ihre regulären Funktionen.

7.3.3.3 (Diskussion der Terminologie). Es wird sich bald erweisen, daß unsere
naiven affinen Varietäten bis auf Isomorphismus genau unsere k-geringten Men-
gen (X,O(X)) zu algebraischen Teilmengen X ⊂∧ kn sind. Das Adjektiv „affin“
dient dazu, in der Terminologie Platz zu lassen für allgemeinere Varietäten, wie



982 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

wir sie in 7.6.4.2 kennenlernen werden. Das Adjektiv „naiv“ bringt zum Ausdruck,
daß wir unsere naiven affinen Varietäten als spezielle k-geringte Mengen betrach-
ten und noch nicht, wie im Fall allgemeiner Varietäten, als spezielle „k-geringte
Räume“. Dieser Unterschied wird sich jedoch als unwesentlich erweisen, weshalb
wir auf das Adjektiv „naiv“ im folgenden meist verzichten.
7.3.3.4. Unter einem Morphismus von affinen k-Varietäten verstehen wir einen
Morphismus von k-geringten Mengen. Die affinen k-Varietäten bilden damit eine
volle Unterkategorie

Varaffk ⊂ Ensrk

in der Kategorie aller k-geringten Mengen. Gegeben affine Varietäten X, Y no-
tieren wir die Menge aller Morphismen von X nach Y statt Varaffk(X, Y ) meist
kürzer Vark(X, Y ) und greifen damit der volltreuen Einbettung Varaffk

∼
↪→ Vark

in die Kategorie aller k-Varietäten vor, die wir zusammen mit der Definition all-
gemeiner Varietäten in 7.6.4.2 kennenlernen werden. Wenn wir hoffen, daß der
Grundkörper aus dem Kontext hervorgeht, schreiben wir auch kurz Var.
7.3.3.5. Ich verwende das Wort Varietät nur für k-Varietäten über algebraisch
abgeschlossenen Körpern k = k̄. Wenn das Wort „Varietät“ fällt, ist also implizit
zu verstehen, daß der zugehörige Grundkörper algebraisch abgeschlossen ist. Ich
werde das nicht immer noch extra erwähnen.
Beispiele 7.3.3.6. (k = k̄).

1. Jede endliche Menge X wird mit O(X) := Ens(X, k) eine affine Varietät.

2. Die Menge X = kn wird mit O(X) := k[T1, . . . , Tn] eine affine Varietät.

3. (Nullstellenmengen). Gegeben eine affine Varietät X und eine Teilmenge
E ⊂ O(X) des Rings der regulären Funktionen wird die Menge der ge-
meinsamen Nullstellen

Y = Z(E) := {x ∈ X | f(x) = 0 ∀f ∈ E}

mit den Einschränkungen O(Y ) := {f |Y | f ∈ O(X)} regulärer Funktio-
nen von X als den regulären Funktionen von Y eine affine Varietät. In der
Tat kommt jeder k-lineare Ringhomomorphismus O(Y )→ k von einem k-
linearen RinghomomorphismusO(X)→ k her, der durch Auswerten δx an
einem Punkt x ∈ X gegeben wird, der dann notwendig bereits zu Y gehört
haben muß.

4. (Nichtnullstellenmengen einzelner Funktionen). Gegeben eine affine Va-
rietät (X,O(X)) und eine reguläre Funktion f ∈ O(X) wird ihre Nicht-
nullstellenmenge

Xf := X\Z(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}
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eine affine Varietät mit O(Xf ) := O(X)[f−1] ⊂ Ens(Xf , k) dem von
den Restriktionen der regulären Funktionen aus O(X) zusammen mit der
Funktion 1/f erzeugten Teilring. In der Tat liefert dann jeder Ringalgebren-
homomorphismus O(X)[f−1] → k einen Ringalgebrenhomomorphismus
O(X) → k, der von der Auswertung an einem Punkt x ∈ X herkommt,
und von diesem Punkt hinwiederum sieht man leicht ein, daß er bereits zu
Xf gehört haben muß.

7.3.3.7 (Gegenbeispiele). Die Menge X := C× geringt durch O(X) := C[T ]
ist keine affine Varietät, da es für den Ringalgebrenhomomorphismus C[T ] → C
„nimm den konstanten Term“ keinen Punkt x ∈ X gibt, für den er der Auswer-
tungshomomorphismus wäre. Die Zahlenebene X := Ct{0̃} „mit verdoppeltem
Nullpunkt“ geringt durch O(X) := C[T ] mit der Maßgabe P (0̃) = P (0) ∀P ∈
C[T ] ist auch keine affine Varietät, da hier die beiden Punkte 0 6= 0̃ denselben
Auswertungshomomorphismus δ0 = δ0̃ liefern. Die Kreislinie X := S1 geringt
durch alle stetigen komplexwertigen Funktionen O(X) := C(X) schließlich ist
keine affine Varietät, da C(X) nicht ringendlich ist über C. Man kann das etwa
daran sehen, daß C(X) nicht noethersch ist, denn es gibt in der Kreislinie eine ab-
steigende Folge von abgeschlossenen Mengen, die nicht stagniert, und deren Ver-
schwindungsideale bilden dann eine aufsteigende Folge von Idealen von C(X),
die ebenfalls nicht stagniert. Man beachte in diesem letzten Beispiel, daß unsere
Bedingung X ∼→ KringC(O(X),C) durchaus erfüllt ist, da ja allgemein für jeden
kompakten Hausdorffraum X die Abbildungsvorschrift x 7→ δx eine Bijektion
X

∼→ KringC(C(X),C) liefert, vergleiche 15.3.4.11.

Vorschau 7.3.3.8. Seien X eine affine Varietät und f, g ∈ O(X). In 9.1.1.21
zeigen wir, daß aus Xf = Xg folgt O(Xf ) = O(Xg) und daß allgemeiner aus
Xf ⊂ Xg und h ∈ O(Xg) folgt h|Xf ∈ O(Xf ).

Beispiel 7.3.3.9 (Affine Räume als affine Varietäten). Jeder endlichdimensiona-
le affine Raum A über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k wird offen-
sichtlich eine affine k-Varietät, wenn wir O(A) ⊂ Ens(A, k) erklären als die von
allen affinen Abbildungen A→ k erzeugte k-Unterringalgebra. Jede affine Abbil-
dung von endlichdimensionalen affinen Räumen ist in Bezug auf diese Strukturen
ein Morphismus von affinen Varietäten und im Fall A = kn erhalten wir wieder
unsere aus 7.3.3.6 bekannte affine Varietät mit O(kn) = k[T1, . . . , Tn] zurück.

7.3.3.10 (Verschiedene Bedeutungen von „affin“). Unglücklich ist in diesem
Zusammenhang die Verwendung des Wortes „affin“ in zwei verschiedenen Be-
deutungen: Jeder endlichdimensionale affine Raum trägt zwar in dieser Weise ei-
ne natürliche Struktur als affine Varietät, aber es gibt durchaus auch noch andere
affine Varietäten, ja „die meisten“ affinen Varietäten sind keineswegs isomorph zu
affinen Räumen.
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Beispiel 7.3.3.11. Alle Definitionen und Sätze vom Beginn dieses Abschnitts bis
hierher würden auch für einen beliebigen Grundkörper k funktionieren. Allerdings
müßte man dann in Kauf nehmen, daß etwa die reelle Gerade X = R mit dem
Ring von regulären Funktionen O(X) = R[T, (T 2 + 1)−1] auch eine naive affine
R-Varietät wäre, und das stünde im Widerspruch zur allgemein üblichen Termino-
logie. Dies Beispiel zeigt auch, daß die in unserer Vorschau 7.3.3.8 aufgestellten
Behauptungen dieser Allgemeinheit nicht mehr richtig wären.

Satz 7.3.3.12 (über affine Varietäten). (k = k̄). Unsere Äquivalenz von Katego-
rien aus 7.3.2.5 läßt sich einbetten in ein kommutatives Diagramm von Äquiva-
lenzen{

Algebraische Mengen
in irgendwelchen kn

}
≈−→

{
Nilpotentfreie ring-
-endliche k-Kringe

}opp

≈↘ ↗≈{
Affine k-Varietäten

}
Der Funktor ↘ ordnet dabei jeder algebraische Menge X ⊂∧ kn die affine Va-
rietät (X,O(X)) zu und der Funktor↗ jeder affinen k-Varietät (X,O(X)) den
k-Kring O(X) ihrer regulären Funktionen.

7.3.3.13. In meinen Augen ist dieser Satz zentral für das Verständnis sowohl der
kommutativen Algebra als auch der algebraischen Geometrie. Er stellt in einem
besonders einfachen Kontext die Beziehung zwischen eingebetteter Geometrie,
koordinatenfreier Geometrie und abstrakter Algebra her, die das ganze Gebiet
prägt. Motiviert durch diesen Satz heißen ringendliche nilpotentfreie k-Kringe
über algebraisch abgeschlossenen Körpern auch affine k-Kringe.

Vorschau 7.3.3.14 (Verkleben von Punkten in affinen Varietäten). In 7.5.2.15
werden wir lernen, daß gegeben eine affine Varietät (X,O(X)) und eine surjekti-
ve Abbildung ϕ : X → Y auf eine Menge Y mit endlichen Fasern und höchstens
endlich vielen Fasern mit mehr als einem Punkt unser Y mit O(Y ) := {f : Y →
k | f ◦ ϕ ∈ O(X)} zu einer affinen Varietät wird. Weiter werden wir in 7.5.2.19
sehen, daß man die nodale Kubik in dieser Weise durch das Verkleben von zwei
verschiedenen Punkten einer Gerade erhalten kann, und werden in 7.5.2.22 auch
sehen, inwiefern man beim Verkleben von zwei „infinitesimal benachbarten Punk-
ten“ die Neil’sche Parabel erhält.

Beweis. Gegeben X ⊂∧ kn ist O(X) ringendlich über k und die k-linearen Ring-
homomorphismen O(X) → k sind etwa nach 7.3.2.5 genau die Auswertungsab-
bildungen an Punkten von X . Unser Funktor↘ landet also in der Tat in unserer
Kategorie von affinen Varietäten. Daß unser funktorielles Diagramm kommutiert,
ist offensichtlich. Jede affine VarietätX ist isomorph zu einer affinen Varietät vom
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Typ Z(I) ⊂∧ kn. In der Tat ist nach AnnahmeO(X) ringendlich über k. Bilden et-
wa die Funktionen f1, . . . , fn ein Erzeugendensystem, so erhalten wir eine Surjek-
tion k[T1, . . . , Tn] � O(X) mit Ti 7→ fi. Die Abbildung (f1, . . . , fn) : X → kn

induziert dann einen IsomorphismusX ∼→ Z(I) für I den Kern obiger Surjektion.
Das zeigt, daß↘ eine Surjektion auf Isomorphieklassen von Objekten induziert.
Nach 7.3.2.5 induzieren demnach alle drei Funktoren Bijektionen auf Isomorphie-
klassen von Objekten. Um den Satz zu folgern, müssen wir nur noch zeigen, daß
↗ Injektionen auf den Morphismenräumen induziert. Das ist aber klar.

7.3.3.15 (Universelle Eigenschaft von Nullstelleneinbettungen). Gegeben X
eine affine Varietät und E ⊂ O(X) eine Menge regulärer Funktionen und Y :=
Z(E) deren simultane Nullstellenmenge ist die Einbettung Y ↪→ X offensichtlich
ein Morphismus. Ist weiter ϕ : Z → X ein Morphismus von affinen Varietäten
mit ϕ(Z) ⊂ Y , so ist auch die induzierte Abbildung ϕ : Z → Y offensichtlich
ein Morphismus von affinen Varietäten.

7.3.3.16 (Regularität der Kehrwerte nullstellenfreier regulärer Funktionen).
Gegeben eine affine Varietät X und eine reguläre Funktion f ∈ O(X) ohne Null-
stelle ist auch 1/f regulär. Das zeigen wir, indem wir die gegenteilige Annahme
zum Widerspruch führen. Ist genauer f ∈ O(X) keine Einheit, so ist das von f
erzeugte Ideal nicht der ganze Ring und kann mithin zu einem maximalen Ideal m
vergrößert werden. Jetzt sagt der Hilbert’sche Nullstellensatz in seiner körpertheo-
retischen Form 7.1.5.10, daß die Komposition k → O(X) → O(X)/m eine
endliche Körpererweiterung sein muß, also wegen k = k̄ ein Isomorphismus. So
erhalten wir dann einen HomomorphismusO(X)→ k von k-Kringen mit f 7→ 0.
Das aber bedeutet im Lichte unserer Definition 7.3.3.2 einer affinen Varietät, daß
f ein Nullstelle auf X gehabt haben muß.

7.3.3.17 (Universelle Eigenschaft von Nichtnullstelleneinbettungen). Gegeben
X eine affine Varietät und f ∈ O(X) eine reguläre Funktion ist die Einbettung
Xf ↪→ X offensichtlich ein Morphismus. Ist weiter ϕ : Z → X ein Morphismus
von affinen Varietäten mit ϕ(Z) ⊂ Xf , so ist auch die induzierte Abbildung ϕ :
Z → Xf ein Morphismus von affinen Varietäten. In der Tat ist (1/f) ◦ ϕ =
1/ϕ](f) nach 9.1.1.19 auch eine reguläre Funktion auf Z. Insbesondere folgt für
f, g ∈ O(X) mit Xg ⊂ Xf sofort res(O(Xf )) ⊂ O(Xg). Insbesondere folgt aus
Xf = Xg dann auch O(Xg) = O(Xf ), was aus unseren Definitionen noch nicht
unmittelbar hervorgeht.

Übungen

Übung 7.3.3.18. Die regulären Funktionen einer affinen k-Varietät X sind genau
die Morphismen von Varietäten X → k, in Formeln O(X) = Var(X, k).
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Übung 7.3.3.19 (Automorphismen offener Teilmengen der Gerade). Jeder Iso-
morphismus von Varietäten k ∼→ k hat die Gestalt t 7→ at + b für a ∈ k× und
b ∈ k. Jeder Isomorphismus von Varietäten k× ∼→ k× hat die Gestalt t 7→ atε für
a ∈ k× und ε ∈ {1,−1}. Die Varietäten k\E für E ⊂ k endlich mit zwei oder
mehr Elementen haben nur endlich viele Automorphismen. Hinweis: 3.5.5.21.

Übung 7.3.3.20 (Bijektive Morphismen müssen keine Isomorphismen sein).
Es gibt durchaus bijektive Morphismen zwischen affinen Varietäten, die keine
Isomorphismen von Varietäten sind. Als Beispiele betrachte man im Fall einer
Charakteristik char k = p > 0 die Abbildung k → k, t 7→ tp und im Fall char k
beliebig die Abbildung k → Z(X3 − Y 2), t 7→ (t2, t3).

Übung 7.3.3.21 (Frobenius-Twist). Gegeben eine affine Varietät (X,O(X)) über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper k positiver Charakteristik p > 0 erhal-
ten wir eine weitere affine k-Varietät X [1] = (X [1],O(X [1])) durch die Vorschrift
X [1] := X und O(X [1]) := {fp | f ∈ O(X)}. Die Identität auf den zugrunde-
liegenden Mengen ist dann stets ein Morphismus von Varietäten, der Frobenius-
Morphismus

X → X [1]

Er ist im allgemeinen kein Isomorphismus, ja die Varietäten X und X [1] sind im
allgemeinen nicht isomorph. Die Varietät X [1] heißt der Frobenius-Twist von X .
Jeder Morphismus X → Y ist auch ein Morphismus X [1] → Y [1]. Der Morphis-
mus F : kn → kn gegeben durch F : (x1, . . . , xn) 7→ (xp1, . . . , x

p
n) induziert

einen Isomorphismus (kn)[1] ∼→ kn und induziert für jede abgeschlossene Unter-
varietät X ⊂∧ kn einen Isomorphismus X [1] ∼→ F (X). Definierende Gleichun-
gen in k[T1, . . . , Tn] für F (X) kann man erhalten, indem man in definierenden
Gleichungen für X alle Koeffizienten zur p-ten Potenz erhebt. In der Sprache der
affinen k-Kringe entspricht X → X [1] dem Frobeniushomomorphismus A → A
aus 3.5.2.37, den wir als einen Homomorphismus von k-Kringen A[1] → A lesen,
indem wir als Ringe A[1] = A setzen, aber den strukturellen Homomorphismus
k → A[1] definieren als die Komposition k → k → A des strukturellen Homo-
morphismus k → A mit dem Inversen des Frobenius k ∼→ k. Schließlich zeige
man, daß der Funktor X 7→ X [1] eine Äquivalenz von Kategorien ist. Vielleicht
noch natürlicher wird diese Konstruktion in der Sprache der Schemata, vergleiche
??.

7.3.4 Nullstellensatz für affine Varietäten

7.3.4.1 (Räume und Ringe als übergreifendes Thema). Ein großer Teil der so-
genannten „kommutativen Algebra“ besteht aus geometrischen Erkenntnissen, die
man unter Zuhilfenahme des vorhergehenden Satzes 7.3.3.12 in die Sprache der
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affinen k-Kringe übersetzt und von dort auf möglichst große Klassen von kommu-
tativen Ringen verallgemeinert. Zu jedem topologischen Raum können wir auch
den Ring der stetigen reellwertigen Funktionen auf unserem Raum bilden, zu jeder
C∞-Mannigfaltigkeit den Ring der C∞-Funktionen und zu jeder Riemann’schen
Fläche den Ring der holomorphen Funktionen. Es zeigt sich, daß diese Ringe
wieder die ursprünglichen „strukturierten Räume“ sehr weitgehend kodieren. Für
kompakte Hausdorff-Räume ist das die Aussage des Satzes 15.3.4.6 und in den
anderen und vielen weiteren Fällen gelten ähnliche Aussagen. Man kann sich des-
halb durchaus auf den Standpunkt stellen, daß „Ringe die besseren Räume“ sind.
Mein Ziel ist im folgenden, diese geometrische Intuition offenzulegen, die großen
Teilen der kommutativen Algebra zugrunde liegt.

Vorschau 7.3.4.2. Der „Hauptsatz von Zariski“ 9.2.4.17 besagt, daß in Charakte-
ristik Null die Umkehrabbildung eines bijektiven Morphismus von einer affinen
Varietät in eine „glatte“ affine Varietät stets wieder ein Morphismus ist. In posi-
tiver Charakteristik muß man zusätzlich voraussetzen, daß der fragliche bijektive
Morphismus auch in jedem Punkt bijektives „Differential“ hat.

7.3.4.3 (Nullstellenmengen und Verschwindungsideale für affine Varietäten).
Unsere bis jetzt entwickelten Notationen und Resultate lassen sich ohne große
Schwierigkeiten von kn auf beliebige affine Varietäten X verallgemeinern. Das
Auswerten liefert wieder eine Paarung

X ×O(X)→ k

und wir können für Y ⊂ X beziehungsweise E ⊂ O(X) das Verschwindungs-
ideal beziehungsweise die Nullstellenmenge

I(Y ) = IX(Y ) := {f ∈ O(X) | f(x) = 0 ∀x ∈ Y }
Z(E) = ZX(E) := {x ∈ X | f(x) = 0 ∀f ∈ E}

bilden. Wieder kehren I beziehungsweise Z die Inklusionen um und die Z(E)
bilden eine Topologie auf X , die Zariski-Topologie.

7.3.4.4. Gegeben eine affine Varietät X wird nach 7.3.3.6 jede abgeschlossene
Teilmenge Y ⊂∧ X mit O(Y ) := {f |Y | f ∈ O(X)} selbst eine affine Varietät.
Wir nennen diese Struktur die induzierte Struktur auf Y . Natürlich induziert die
Restriktion dann einen Isomorphismus

O(X)/I(Y )
∼→ O(Y )

Weiter ist die Einbettung Y ↪→ X ein Morphismus und ist ϕ : Z → X ein
Morphismus von affinen Varietäten mit ϕ(Z) ⊂ Y , so ist offensichtlich auch die
induzierte Abbildung ϕ : Z → Y ein Morphismus von affinen Varietäten.



988 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

7.3.4.5. Für einen Morphismus ϕ : Y → X von affinen Varietäten sind gleichbe-
deutend:

1. Der Morphismus ϕ ist injektiv mit abgeschlossenem Bild und induziert
einen Isomorphismus Y ∼→ ϕ(Y ) auf sein Bild mit der induzierten Struktur;

2. Der Komorphismus ist eine Surjektion ϕ] : O(X)� O(Y ).

Der Nachweis dieser Äquivalenz bleibe dem Leser zur Übung. Einen Morphismus
mit diesen Eigenschaften nennen wir eine abgeschlossene Einbettung.

Satz 7.3.4.6 (Nullstellensatz für affine Varietäten). Für jede affine Varietät X
gilt:

1. Ist a ⊂ O(X) ein Ideal und verschwindet f ∈ O(X) auf der Nullstellen-
menge von a, so liegt eine Potenz von f bereits in a. In Formeln ausgedrückt
gilt also Z(f) ⊃ Z(a) ⇒ fN ∈ a für N � 0;

2. Die Zuordnungen b 7→ Z(b) und Z 7→ I(Z) liefern zueinander inver-
se Bijektionen zwischen der Menge aller Radikalideale von O(X) und der
Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von X;

3. Für jede Teilmenge Y ⊂ X ist die Nullstellenmenge ihres Verschwindungs-
ideals der Abschluß von Y in X , in Formeln Z(I(Y )) = Ȳ ;

4. Für jede Teilmenge E ⊂ O(X) ist das Verschwindungsideal ihrer Null-
stellenmenge das Radikal des von E erzeugten Ideals, in Formeln gilt also
I(Z(E)) =

√
〈E〉;

5. Die Zuordnung m 7→ Z(m) ist eine Bijektion MaxO(X)
∼→ X . Die Zuord-

nung x 7→ I(x) beschreibt ihre Umkehrabbildung.

Beweis. Das folgt ohne Schwierigkeiten aus den entsprechenden Aussagen im
Fall X = kn, die wir als 7.1.6.13, 7.1.6.16 und 7.1.6.9 bereits besprochen haben.
Die Details überlasse ich dem Leser zur Übung.

7.3.4.7 (Das Maximalspektrum). Sei k = k̄ algebraisch abgeschlossen. Wir no-
tieren Kringkre die Kategorie der ringendlichen k-Kringe und Kringore

k ihre oppo-
nierte Kategorie. Wir konstruieren einen Funktor

Max : Kringore
k → Ensrk

in die Kategorie der k-geringten Mengen durch die Vorschrift, daß wir einem
Kring A die Menge Max(A) der maximalen Ideale von A zuordnen und als Ring
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der strukturierenden Funktionen O(Max(A)) ⊂ Ens(MaxA, k) das Bild des Ho-
momorphismus von k-Kringen τ = τA : A → Ens(MaxA, k), der dadurch ge-
geben wird, daß (τ(a))(m) und a dasselbe Bild in A/m haben. Diese Definition
ist sinnvoll, da unter unseren Endlichkeitsannahmen die Komposition k → A �
A/m ein Isomorphismus ist. Wir nennen Max(A) das Maximalspektrum von
A. Ist n ⊂ A ein aus nilpotenten Elementen bestehendes Ideal, so induziert die
Surjektion A� A/n offensichtlich einen Isomorphismus

Max(A/n)
∼→ Max(A)

Insbesondere ist für A ∈ Kringkre nicht nur der Schnitt aller Primideale, sondern
auch der Schnitt aller maximalen Ideale das Nilradikal.

7.3.4.8. Sei k = k̄ algebraisch abgeschlossen. Ist (X,O(X)) eine affine k-Varietät,
so ist unsere Bijektion ηX : Max(O(X))

∼→ X aus dem Nullstellensatz für Varie-
täten 7.3.4.6 offensichtlich sogar ein Isomorphismus von k-geringten Mengen für
die in 7.3.4.7 auf Max(O(X)) erklärte Struktur als k-geringte Menge. Da jeder
affine k-Kring A isomorph ist zum Ring der regulären Funktionen einer affinen
k-Varietät und da jeder ringendliche k-Kring ein affiner k-Kring wird, wenn wir
darin das Ideal aller nilpotenten Elemente herausteilen, ist unser Maximalspek-
trum sogar ein Funktor

Max : Kringore
k → Varaffk

Satz 7.3.4.9. (k = k̄). Die Einschränkung unseres Funktors Max auf die volle
Unterkategorie der affinen alias ringendlichen nilpotentfreien k-Kringe Kringkrenf

und genauer ihre opponierte Kategorie ist eine Äquivalenz von Kategorien

Max : Kringorenf
k

≈→ Varaffk

Ergänzung 7.3.4.10. In der Sprache der Kategorientheorie ist Max zusammen mit
weiteren Daten ein „quasiinverser Funktor“ zu unserer ÄquivalenzO aus 7.3.3.12.
Das wird in der weiterführenden Übung 7.3.4.23 ausgeführt, in der wir eine Ad-
junktion (O,Max) angeben.

Beweis. In der Tat zeigen unsere Isomorphismen ηX : MaxO(X)
∼→ X , daß jede

affine Varietät isomorph ist zu einem Objekt im Bild unseres Funktors. Man sieht
weiter leicht ein, daß für jeden Morphismus ϕ : X → Y von affinen Varietäten
das Diagramm

MaxO(X)
∼→ X

Max(ϕ]) ↓ ϕ ↓
MaxO(Y )

∼→ Y
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mit diesen Isomorphismen in den Horizontalen kommutiert. Mithin ist für belie-
bige affine Varietäten X, Y die Verknüpfung

Var(X, Y )→ Kringk(O(Y ),O(X))→ Var(MaxO(X),MaxO(Y ))

eine Bijektion. Da wir aber bereits wissen, daß auch die erste Abbildung ϕ 7→ ϕ]

dieser Verknüpfung bijektiv ist, muß auch die zweite Abbildung ψ 7→ Maxψ
bijektiv sein. Dann aber muß auch Max : Kringk(B,A) → Var(MaxA,MaxB)
bijektiv sein für alle A,B ∈ Kringkrenf und wir sind fertig.

7.3.4.11. Das Argument des vorherigen Beweises gehört eigentlich zur Kate-
gorientheorie. Ist genauer F : A ≈→ B eine Äquivalenz von Kategorien und
G : B → A ein Funktor und sind Isomorphismen ηX : GFX

∼→ X für alle
X ∈ A gegeben derart, daß für alle ϕ : X → Y das Diagramm

GFX
∼→ X

GFϕ ↓ ϕ ↓
GFY

∼→ Y

mit ηX und ηY in den Horizontalen kommutiert, so ist auchG eine Äquivalenz von
Kategorien. Meist liegt einer derartigen Situation eine „Adjunktion“ zugrunde, so
auch in unserem speziellen Fall, vergleiche 7.3.4.23.

7.3.4.12 (Produkt affiner Varietäten). Gegeben affine Varietäten X, Y wird ihr
Produkt X × Y zu einer affinen Varietät durch die Vorschrift

O(X × Y ) := [f � g | f ∈ O(X), g ∈ O(Y )]

Hier ist f � g erklärt durch (f � g)(x, y) := f(x)g(y) und die eckigen Klammern
meinen den von all diesen Funktionen in Ens(X × Y, k) erzeugten Teilring. In
der Tat ist er sicher ringendlich über k. Nach 4.6.1.47 induziert die Abbildung
f ⊗ g 7→ f � g weiter eine Injektion Ens(X, k)⊗k Ens(Y, k) ↪→ Ens(X × Y, k),
und das liefert uns unmittelbar einen Ringisomorphismus

O(X)⊗k O(Y )
∼→ O(X × Y )

Da aber nun nach 4.7.9.9 für zwei beliebige k-Kringe A,B jeder Homomorphis-
mus von k-Kringen A ⊗k B → k die Form a ⊗ b 7→ φ(a)ψ(b) hat für wohlbe-
stimmte Homomorphismen φ : A→ k, ψ : B → k, folgt auch die Zweite unserer
Bedingungen an eine affine Varietät. Die beiden Projektionen prX : X × Y � X
und prY : X × Y � Y sind dann Morphismen von affinen Varietäten und
(X×Y, prX , prY ) ist ein Produkt in der Kategorie der affinen Varietäten im Sinne
von 4.7.7.1. Die einpunktige Varietät ist ein finales Objekt in dieser Kategorie.
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Affine k-Varietäten X, Y Affine k-Kringe A,B Quelle
Produkt Tensorprodukt 7.3.4.12
X × Y A⊗k B

Koprodukt Produkt 7.3.4.19
X t Y A×B

abgeschlossene Einbettung surjektiver Homomorphismus 7.3.4.5
X ↪→ Y B � A

Einbettung Xf ↪→ X kanonischer Homomorphismus 7.4.4.12
für f ∈ O(X) regulär A→ A[f−1] für f ∈ A

Morphismus X → Y injektiver Homomorphismus 7.3.4.15
mit dichtem Bild B ↪→ A

Zusammenhangskomponente Block 7.3.4.22

abgeschlossene Radikalideal 7.3.4.6
Teilmenge

Punkt maximales Ideal 7.3.4.6.5

irreduzible Primideal 7.4.2.8
Teilmenge

irreduzible minimales Primideal 7.4.2.8
Komponente

Diese Tabelle faßt einige Entsprechungen zwischen Räumen und Ringen zusam-
men. Ganz rechts ist jeweils die Quelle angegeben und einige Entsprechungen
sind noch Zukunftsmusik. Das Tensorprodukt ist im Sinne von 4.7.9.9 zu verste-
hen.
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Satz 7.3.4.13 (Offenes Verkleben von regulären Funktionen). Seien X eine
affine Varietät und H ⊂ O(X) eine Menge regulärer Funktionen, deren Nicht-
nullstellenmengen unsere Varietät überdecken, in Formeln Z(H) = ∅. Gegeben
eine Funktion f : X → k gilt dann

f ∈ O(X) ⇔ f |Xh ∈ O(Xh) ∀h ∈ H
Beweis. Daß die Einbettung Xh ↪→ X für alle h ∈ O(X) ein Morphismus ist,
daß also reguläre Funktionen zu regulären Funktionen auf Nichtnullstellenmen-
gen einschränken, das ist Teil unserer Definition in 7.3.3.6 des Rings der regu-
lären Funktionen auf Nichtnullstellenmengen. Wenn umgekehrt die Nichtnullstel-
lenmengen Xh für h ∈ H unser X überdecken, so gilt Z(H) = ∅ und aus dem
Nullstellensatz für affine Varietäten 7.3.4.6 folgt 〈H〉O(X) = O(X) und wir finden
ai ∈ O(X) mit

a1h1 + . . .+ arhr = 1

Es folgt, daß bereits gilt Z(h1) ∩ . . . ∩ Z(hr) = ∅. Nach Annahme gibt es nun
g1, . . . , gr ∈ O(X) und n ∈ N mit f(x) = gi(x)/hi(x)n ∀x ∈ X\Z(hi). Indem
wir die hi durch ihre n-ten Potenzen ersetzen, dürfen wir n = 1 annehmen. Wir
finden auch mit demselben Argument wir zuvor ci ∈ O(X) mit

c1h
2
1 + . . .+ crh

2
r = 1

Es reicht nun zu zeigen, daß f und c1h1g1 + . . . + crhrgr an jedem Punkt x ∈ X
denselben Wert annehmen. Für beliebiges x ∈ X haben wir mit S = S(x) = {i |
hi(x) 6= 0} in der Tat

f(x) =
∑r

i=1 ci(x)h2
i (x)f(x)

=
∑

i∈S ci(x)h2
i (x)f(x)

=
∑

i∈S ci(x)hi(x)gi(x)

=
∑r

i=1 ci(x)hi(x)gi(x)

Übungen

Übung 7.3.4.14. Jeder Morphismus von affinen Varietäten ist stetig für die Zaris-
kitopologie.
Übung 7.3.4.15. SeienX und Y affine Varietäten. Man zeige, daß ein Morphismus
ϕ : X → Y dichtes Bild hat genau dann, wenn der zugehörige Komorphismus
eine Injektion ϕ] : O(Y )→ O(X) induziert.
Übung 7.3.4.16. Sei ϕ : X → Y ein Morphismus von affinen Varietäten. Gegeben
eine Teilmenge H ⊂ O(X) ist die Nullstellenmenge ihres Urbilds (ϕ])−1(H) ⊂
O(Y ) der Abschluß des Bildes ihrer Nullstellenmenge, in Formeln

ϕ(Z(H)) = Z((ϕ])−1(H))
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Übung 7.3.4.17. Sei ϕ : X → Y ein Morphismus von affinen Varietäten. Gegeben
eine Teilmenge J ⊂ O(Y ) ist das Urbild ihrer Nullstellenmenge die Nullstellen-
menge ihres Bildes, in Formeln

ϕ−1(Z(J)) = Z(ϕ](J))

Übung 7.3.4.18. Gegeben ein Morphismus X → Y von affinen Varietäten zeige
man: Ist unter dem Komorphismus O(Y ) → O(X) der Ring O(X) modulend-
lich überO(Y ), so hat unser Morphismus endliche Fasern. Hinweis: 7.1.1.22 und
7.3.4.17.

Übung 7.3.4.19 (Koprodukt affiner Varietäten). Gegeben affine VarietätenX, Y
wird ihre disjunkte Vereinigung X t Y zu einer affinen Varietät durch die Vor-
schrift

O(X t Y ) := {f : X t Y → k | f |X ∈ O(X) und f |Y ∈ O(Y )}

Die beiden Einbettungen inX : X ↪→ X t Y und inY : Y ↪→ X t Y sind dann
Morphismen von affinen Varietäten und (XtY, inX , inY ) ist ein Koprodukt in der
Kategorie der affinen Varietäten im Sinne von 4.7.7.16. Die leere Varietät ist ein
initiales Objekt in dieser Kategorie.

Übung 7.3.4.20 (Faserprodukt affiner Varietäten). Gegeben affine Varietäten
X, Y mit Morphismen a : X → T und b : Y → T ist auch

X ×T Y := {(x, y) ∈ X × Y | ax) = b(y)}

eine affine Varietät mit der als abgeschlossene Teilmenge von X × Y induzierten
Struktur. Wir erhalten so ein Faserprodukt im Sinne der Kategorientheorie von
affinen Varietäten. Die offensichtliche Abbilddung

O(X)⊗O(T ) O(Y )→ O(X ×T Y )

ist eine Surjektion mit dem Nilradikal des Ausgangsrings als Kern.

Übung 7.3.4.21 (Produkt mit kn). Gegeben eine affine Varietät X zeige man,
daß wir einen Isomorphismus O(X)[T1, . . . , Tn]

∼→ O(X × kn) erhalten, wenn
wir den Kringhomomorphismus betrachten, der aufO(X) durch das Zurückholen
gegeben ist und unter dem der Variablen Ti die Projektion auf kn gefolgt von der
Projektion auf den i-ten Eintrag zugeordnet wird. Dieser Morphismus ist so na-
türlich, daß wir ihn oft in Sprache und Notation als Gleichheit behandeln werden.

Übung 7.3.4.22. Ein Block eines Krings kann charakterisiert werden als ein un-
zerlegbarer direkter Summand unseres Krings, betrachtet als Modul über sich sel-
ber. Mehr zur Blockzerlegung wird in 7.2.2.3 erklärt. Man konstruiere eine Bijek-
tion zwischen der Menge der Zusammenhangskomponenten einer affinen Varietät
X und der Menge der Blöcke ihres Rings von strukturierenden FunktionenO(X).
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Übung 7.3.4.23 (Adjunktion von Maximalspektrum und Funktionenring). Wir
notieren Kringo := Kringopp die opponierte Kategorie zur Kategorie der Kringe
und Kringore

k die opponierte Kategorie zur Kategorie zur Kategorie der ringendli-
chen k-Kringe. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Körper k = k̄ erinnern
wir aus 7.3.4.7 den Funktor

Max : Kringore
k → Varaffk

von der Opponierten der Kategorie der ringendlichen k-Kringe zur Kategorie der
affinen k-Varietäten. Gegeben ein ringendlicher k-Kring A und eine affine k-
Varietät X betrachten wir nun die Menge AH = AH(A,X) aller Abbildungen
A × X → k, die für jedes feste a ∈ A eine reguläre Funktion X → k liefern
und für jedes feste x ∈ X einen Homomorphismus von k-Kringen A → k. Das
Kürzel meint „Adjunktionshelfer“. Das Exponentialgesetz für Mengen induziert
dann Bijektionen

Varaffk(X,MaxA)
∼← AH

∼→ Kringkre(A,O(X)) = Kringore
k (O(X), A)

Genauer betrachten wir AH ↪→ Ens(X,Kringk(A, k))
∼→ Ens(X,MaxA) mit

der ersten Abbildung nach dem Exponentialgesetz und der zweiten durch Nach-
schalten der Bijektion Kringk(A, k)

∼→ MaxA und prüfen, daß sie die behauptete
Bijektion induziert. So erhalten wir eine Adjunktion

(O,Max)

Insbesondere ist Max verträglich mit endlichen Produkten, ja mit beliebigen Li-
mites soweit sie existieren, und macht Gruppenobjekte zu Gruppenobjekten sowie
abelsche Gruppenobjekte zu abelschen Gruppenobjekten.

Weiterführende Übung 7.3.4.24. Gegeben eine affine VarietätX liefert das Bilden
des Maximalspektrums einen Funktor

Max : KringoO(X)
re → VaraffX

von opponierten ringendlichen O(X)-Kringen zu affinen Varietäten über X mit
Linksadjungiertem O. Insbesondere ist Max verträglich mit endlichen Produkten
und macht Gruppenobjekte zu Gruppenobjekten sowie abelsche Gruppenobjekte
zu abelschen Gruppenobjekten. Die Einschränkung auf affine Kringalgebren ist
eine Äquivalenz von Kategorien

Max : Kringo
O(X)
renf

≈→ VaraffX
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7.3.5 Die symmetrische Algebra*
Definition 7.3.5.1. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k erklärt man
die symmetrische Algebra über V als den Quotienten

SkV = SymkV := TkV/〈v ⊗ w − w ⊗ v〉

der Tensoralgebra aus 4.7.9.7 nach dem von allen v ⊗ w − w ⊗ v mit v, w ∈ V
erzeugten Ideal. Wenn sich der Grundkörper von selbst versteht, schreiben wir
auch kürzer SV .

7.3.5.2. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k hat die offensichtliche
k-lineare Abbildung can : V ↪→ SkV die zur universellen Eigenschaft 4.7.9.7 der
Tensoralgebra analoge universelle Eigenschaft für Kringalgebrenhomomorphis-
men. Ist genauer A ein k-Kring und ϕ : V → A eine k-lineare Abbildung, so gibt
es genau einen Homomorphismus von k-Kringen ϕ̂ : SkV → A mit ϕ = ϕ̂ ◦ can,
im Diagramm

V can //

ϕ
!!CCCCCCCCC SkV

ϕ̂
���
�
�

A

Wieder anders gesagt liefert das Vorschalten von can für jeden k-Kring A eine
Bijektion (◦ can) : Kringk(SV,A)

∼→ Homk(V,A). Ist B ⊂ V eine Basis von V ,
so erhalten wir mithin durch sukzessives Einschränken Bijektionen

Kringk(SV,A)
∼→ Homk(V,A)

∼→ Ens(B,A)

Daraus folgt mit dem Yoneda-Lemma, daß die Einbettung B ↪→ SV einen Iso-
morphismus von k-Kringen k[′!B]

∼→ SV zwischen dem Polynomring in der Va-
riablenmenge B und unserer symmetrischen Algebra induziert. Ist insbesondere
v1, . . . , vn eine Basis von V , so erhalten wir einen Isomorphismus von Kringalge-
bren

k[′T1, . . . , Tn]
∼→ SkV

durch die Vorschrift Ti 7→ vi.

7.3.5.3 (Reguläre Funktionen auf Vektorräumen). Gegeben ein Körper k und
ein k-Vektorraum V liefert die universelle Eigenschaft einen Homomorphismus
SkV → Ens(V ∗, k) von Kringalgebren in die Kringalgebra aller k-wertigen Funk-
tionen auf dem Dualraum von V . Ist k ein unendlicher Körper, so ist dieser Ho-
momorphismus injektiv und induziert einen Isomorphismus zwischen SkV und
derjenigen Unterringalgebra von Ens(V ∗, k), die von allen Auswertungen an Vek-
toren v ∈ V erzeugt wird. Ist zusätzlich V endlichdimensional, so erhalten wir auf
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diese Weise einen Isomorphismus von Sk(V
∗) mit der von allen Linearformen er-

zeugten Unterringalgebra von Ens(V, k). Arbeiten wir über einem algebraisch ab-
geschossenen Körper k = k̄, so induziert mithin für jeden endlichdimensionalen
k-Vektorraum V die Einbettung V ∗ ↪→ Ens(V, k) einen Ringalgebrenisomorphis-
mus

S(V ∗)
∼→ O(V )

von der symmetrischen Algebra über dem Dualraum V ∗ mit der Algebra der regu-
lären Funktionen auf V in Bezug auf seine Struktur als k-Varietät nach 9.1.1.10.
Ergänzung 7.3.5.4 (Symmetrische Algebra und symmetrische Tensoren). Ich
halte die allgemein übliche Bezeichnung von SV als „symmetrische Algebra“
nicht für besonders glücklich und würde dazu lieber die „universelle Kringalge-
bra über V “ sagen. Ich will kurz die Herkunft der allgemein üblichen Bezeichnung
erklären. Die symmetrische Gruppe Sr operiert durch Vertauschung der Tensor-
faktoren auf V ⊗r. Die Invarianten unter dieser Operation, also die Elemente von
(V ⊗r)Sr , heißen die symmetrischen Tensoren der Stufe r. In Charakteristik Null
liefert nun für jedes r ≥ 0 die Projektion

proj : V ⊗r � SrV

einen Isomorphismus (V ⊗r)Sr
∼→ SrV zwischen dem Raum der symmetrischen

Tensoren der Stufe r und der homogenen Komponente SrV der Algebra SV .
Daher kommt die Bezeichnung als „symmetrische Algebra“. Das Inverse dieses
Isomorphismus heißt die Symmetrisierung und kann auf Monomen beschrieben
werden durch die Formel v1 . . . vr 7→ 1

r!

∑
σ∈Sr vσ(1) ⊗ . . . ⊗ vσ(r). Um das alles

einzusehen führen wir den Symmetrisator

sym : V ⊗r → (V ⊗r)Sr

ein durch die Abbildungsvorschrift sym : t 7→ 1
r!

∑
σ∈Sr t

σ. Wir haben offensicht-
lich sym(t) = t für jeden symmetrischen Tensor t der Stufe r. Für die Inklusion

inkl : (V ⊗r)Sr ↪→ V ⊗r

des Raums der symmetrischen Tensoren gilt in anderen Worten sym ◦ inkl = id
und sym ist insbesondere surjektiv. Weiter verschwindet sym auf ker(proj) =
〈v⊗w−w⊗v〉∩V ⊗r, in Formeln ker(proj) ⊂ ker(sym). Andererseits faktorisiert
auch die kanonische Projektion proj : V ⊗r � SrV über sym als

proj = proj ◦ inkl ◦ sym

Also gilt auch umgekehrt ker(sym) ⊂ ker(proj). Zusammen folgt ker(sym) =
ker(proj) und damit muß proj ◦ inkl surjektiv und injektiv sein und damit in der
Tat, immer im Fall eines Grundkörpers der Charakteristik Null, ein Isomorpismus

(V ⊗r)Sr
∼→ SrV
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Ergänzung 7.3.5.5. Über Körpern positiver Charakteristik sind die beiden Funk-
toren V 7→ SrV und V 7→ (V ⊗r)Sr im allgemeinen nicht mehr isomorph. Man
nennt sie die r-te symmetrische Potenz und die r-te dividierte Potenz. Im end-
lichdimensionalen Fall ist der eine dieser Funktoren konjugiert zum anderen unter
dem Dualraumfunktor, wie wir gleich in 7.3.5.6 sehen werden. Die Situation ist
im Fall symmetrischer Algebren also delikater als bei den äußeren Potenzen, die
im endlichdimensionalen Fall schlicht mit dem Dualraumfunktor kommutieren.

Ergänzung 7.3.5.6 (Symmetrische Multilinearformen). Gegeben ein Vektor-
raum V über einem Körper k und r ≥ 0 bezeichnen wir mit

Symur V := {s : V × . . .× V → k | s ist multilinear und symmetrisch}

die Menge aller symmetrischen r-Multilinearformen, als da heißt aller Multiline-
arformen, die ihren Wert nicht ändern, wenn man die Einträge permutiert. Un-
ter der Identifikation des Raums aller r-Multilinearformen mit (V ⊗r)∗ entspricht
Symur V dem Bild von (SrV )∗ in (V ⊗r)∗, wir haben also einen kanonischen Iso-
morphismus

(SrV )∗
∼→ Symur V

Andererseits ist die offensichtliche Einbettung (V ∗)⊗r ↪→ (V ⊗r)∗ verträglich mit
der Operation der symmetrischen Gruppe und induziert eine kanonische Einbet-
tung ((V ∗)⊗r)Sr ↪→ Symur V , die im endlichdimensionalen Fall sogar ein Iso-
morphismus ist. Zusammen erhalten wir eine kanonische Einbettung

((V ∗)⊗r)Sr ↪→ (SrV )∗

und auch diese ist dann im endlichdimensionalen Fall ein Isomorphismus.

Übungen
Ergänzende Übung 7.3.5.7. Man zeige: Ist V ein Vektorraum über einem Körper
k, so induziert der durch unsere Konstruktion der äußeren Algebra in 4.6.5.4 ge-
gebene Ringalgebrenhomomorphismus TkV �

∧
V von der Tensoralgebra aus

4.7.9.7 auf die äußere Algebra einen Isomorphismus

TkV/〈v ⊗ v | v ∈ V 〉
∼→
∧
V

der äußeren Algebra mit dem Quotienten der Tensoralgebra nach dem von allen
v ⊗ v mit v ∈ V erzeugten Ideal.

Ergänzende Übung 7.3.5.8. Bezeichnet SrV ⊂ SV das Bild von V ⊗r ⊂ TV , so
haben wir eine Zerlegung

SV =
⊕
r≥0

SrV
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und das Produkt eines Elements von SrV mit einem Element von SpV liegt in
Sr+pV . Hier heißt SrV die homogene Komponente vom Grad r der symmetri-
schen Algebra SV .

Übung 7.3.5.9. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k erhalten wir eine
Bijektion der zweiten symmetrischen Potenz seines Dualraums S2(V ∗) mit dem
Raum der quadratischen Formen auf V nach 4.2.2.1, indem wir der Nebenklasse
des Tensors f1⊗g1 + . . .+fn⊗gn die quadratische Form v 7→ f1(v)g1(v)+ . . .+
fn(v)gn(v) zuordnen.
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7.4 Primideale und Lokalisierung

7.4.1 Irreduzible Komponenten
Definition 7.4.1.1. Ein topologischer Raum heißt noethersch, wenn darin jede
absteigende Folge von abgeschlossenen Mengen stationär wird.

7.4.1.2. Offensichtlich und formal nach Übung 3.1.9.22 besitzt in einer partiell
geordneten Menge jede nichtleere Teilmenge ein minimales Element genau dann,
wenn jede monoton fallende Folge in unserer Menge stagniert. Ein topologischer
Raum ist insbesondere noethersch genau dann, wenn es in jedem nichtleeren Sys-
tem von abgeschlossenen Teilmengen unseres Raums ein bezüglich Inklusion mi-
nimales Element gibt.

Lemma 7.4.1.3. Für jeden Körper k ist der kn mit seiner Zariskitopologie ein
noetherscher topologischer Raum.

Beweis. Nach 7.1.1.16 gilt unter unseren Annahmen für jede abgeschlossene Teil-
menge X ⊂∧ kn die Formel X = Z(I(X)). Ist nun X0 ⊃ X1 ⊃ . . . eine abstei-
gende Folge abgeschlossener Mengen in kn, so ist I(X0) ⊂ I(X1) ⊂ . . . eine
aufsteigende Folge von Idealen im Polynomring über k. Nach dem Hilbert’schen
Basissatz ist aber ein Polynomring in endlich vielen Veränderlichen über einem
Körper stets noethersch, also wird unsere Folge von Idealen stationär und damit
auch die Folge der Xν = Z(I(Xν)).

Definition 7.4.1.4. Ein topologischer Raum X heißt irreduzibel, wenn er nicht
leer ist und sich nicht schreiben läßt als eine Vereinigung von zwei echten abge-
schlossenen Teilmengen. Ein topologischer Raum heißt reduzibel, wenn er nicht
irreduzibel ist. Insbesondere ist der leere Raum in unserer Terminologie reduzibel.

7.4.1.5. Eine Teilmenge eines topologischen Raums nennen wir reduzibel bezie-
hungsweise irreduzibel, wenn sie diese Eigenschaft für die Spurtopologie hat.

Beispiel 7.4.1.6. In einer Menge mit der diskreten Topologie sind die irreduziblen
Teilmengen genau die einpunktigen Teilmengen.

Beispiel 7.4.1.7. Sei k ein Körper. Das Achsenkreuz Z(T1T2) ⊂ k2 ist reduzibel
in der Zariskitopologie, denn es läßt sich als die Vereinigung der beiden Achsen
schreiben, die beide echte abgeschlossene Teilmengen sind.

Beispiel 7.4.1.8. Gegeben ein unendlicher Körper k ist für alle n ≥ 0 der kn

irreduzibel in der Zariskitopologie. Nach 7.1.1.24 haben darin nämlich je zwei
nichtleere offene Teilmengen nichtleeren Schnitt.

Definition 7.4.1.9. Die maximalen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen ei-
nes topologischen Raums heißen seine irreduziblen Komponenten.
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Ergänzung 7.4.1.10. Die maximalen irreduziblen Teilmengen eines topologischen
Raums sind nach Übung 7.4.1.28 stets abgeschlossen, wir könnten mithin das
Wort „abgeschlossen“ in der vorhergehenden Definition auch weglassen.

Beispiel 7.4.1.11. Ist k ein unendlicher Körper, so sind die irreduziblen Kompo-
nenten des Achsenkreuzes Z(T1T2) ⊂ k2 genau die beiden Koordinatenachsen.
Ähnlich kann man sich die irreduziblen Komponenten von beliebigen zariskiab-
geschlossenen Mengen in kn vorstellen. Ich rate davon ab, für das Konzept der
irreduziblen Komponenten außerhalb der Zariskitopologie nach Anschauung zu
suchen.

Satz 7.4.1.12 (Zerlegung in irreduzible Komponenten). Ein noetherscher topo-
logischer Raum besitzt nur endlich viele irreduzible Komponenten. Keine seiner
Komponenten ist in der Vereinigung der Übrigen enthalten, und alle Komponenten
zusammen überdecken den ganzen Raum.

7.4.1.13. Wir schicken dem Beweis des Satzes zwei Lemmata voraus, von denen
das erste eine einfache Konsequenz unseres Satzes ist. Wir geben jedoch für bei-
de einen eigenständigen Beweis, damit wir uns beim Beweis des Satzes darauf
stützen können. Mit dem Zorn’schen Lemma kann man im übrigen allgemeiner
zeigen, daß überhaupt jeder beliebige topologische Raum die Vereinigung seiner
irreduziblen Komponenten ist.

Lemma 7.4.1.14. Jede abgeschlossene Teilmenge eines noetherschen topologi-
schen Raums läßt sich schreiben als Vereinigung von endlich vielen irreduziblen
abgeschlossenen Teilmengen.

Beweis. Bezeichne X unseren Raum und A ⊂ Pot(X) das System aller abge-
schlossenen Teilmengen und F ⊂ A das System aller abgeschlossenen Teilmen-
gen Y ⊂∧ X , die sich nicht als endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlos-
senen Teilmengen schreiben lassen. Wäre das Lemma falsch, so wäre F nicht leer
und hätte nach 7.4.1.2 ein minimales Element Y ∈ F . Dies minimale Element Y
wäre weder leer noch irreduzibel, besäße also eine Darstellung Y = Y1 ∪ Y2 mit
Yi ⊂∧ Y und Yi 6= Y . Aufgrund der Minimalität von Y hätten wir aber Y1, Y2 6∈ F
und damit Y 6∈ F im Widerspruch zur Wahl von Y .

Lemma 7.4.1.15. Sei X = X1 ∪ . . . ∪ Xr eine Darstellung eines topologischen
Raums als endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlossenen TeilmengenXi.
Gibt es keine nichttrivialen Inklusionen zwischen unseren Teilmengen, in Formeln
Xi ⊂ Xj ⇒ i = j, so sind die Xi genau die irreduziblen Komponenten von X .

Beweis. Ist Y ⊂∧ X eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge, so haben wir

Y = (Y ∩X1) ∪ . . . ∪ (Y ∩Xr)
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und folglich Y = Y ∩Xi alias Y ⊂ Xi für mindestens ein i. Also ist jede Kompo-
nente von X eines der Xi, und wäre ein Xj keine Komponente von X , so fänden
wir ein i 6= j mit Xj ⊂ Xi.

Beweis von Satz 7.4.1.12. Nach 7.4.1.14 können wir X schreiben als endliche
Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen

X = X1 ∪ . . . ∪Xr

Indem wir überflüssige Teilmengen weglassen, dürfen wir weiter annehmen, daß
kein Xi ganz in der Vereinigung der Xj mit j 6= i enthalten ist. Der Satz folgt nun
aus 7.4.1.15.

7.4.1.16. Das Beweisprinzip von 7.4.1.14 heißt noethersche Induktion. Um es
abstrakt zu fassen, sei A eine teilgeordnete Menge, in der jede absteigende Folge
stagniert alias jede nichtleere Teilmenge mindestens ein minimales Element hat.
Eine Teilmenge Z ⊂ A derart, daß jedes Element von A, für das alle echt kleine-
ren Elemente zu Z gehören, bereits selbst zu Z gehört, muß dann bereits mit A
zusammenfallen. In der Tat, wäre F := A\Z nicht leer, so hätte es ein minimales
Element, das nach Annahme aber doch zu Z gehören müßte.

Definition 7.4.1.17. Die Krulldimension kdim(X) eines topologischen Raums
X ist das Supremum über alle Längen l von echt aufsteigenden Ketten

X0 ( X1 ( . . . ( Xl ⊂ X

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X . Mögliche Werte sind na-
türliche Zahlen,∞ und−∞. Die hier verwendete Notation kdim(X) ist unüblich,
meist schreibt man stattdessen schlicht dim(X). Etwas allgemeiner erklären wir
für jede Teilmenge Y ⊂ X die Krullkodimension kdim(Y ⊂ X) von Y in X
als das Supremum über alle Längen l von echt aufsteigenden Ketten

Y ⊂ X0 ( X1 ( . . . ( Xl ⊂ X

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X . Im Spezialfall einer ein-
punktigen Menge Y = {x} schreiben wir kdimxX := kdim({x} ⊂ X) und
nennen das die lokale Krulldimension von X bei x. Die Krullkodimension ver-
wenden wir nur, wenn Y in X irreduziblen Abschluß hat.

7.4.1.18 (Diskussion der Notation). Sicher ist es fragwürdig, das Inklusionssym-
bol als Trenner in einer Notation zu mißbrauchen. Mir schien aber die Notation
kdim(Y ⊂ X) so viel suggestiver als etwa kdim(Y,X), daß ich diese Bedenken
hintangestellt habe.
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Die Krulldimension der Ebene ist Zwei. Jede Kette maximaler Länge von
irreduziblen Teilmengen besteht wie angedeutet aus einem Punkt, einer

irreduziblen Kurve im Sinne von 7.4.1.21 durch diesen Punkt, und der ganzen
Ebene.
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Beispiel 7.4.1.19. Wir haben kdim(∅) = −∞ und kdim(X) = 0 für jeden nicht-
leeren diskreten Raum X . Für einen unendlichen Körper k mit seiner Zariskito-
pologie gilt sicher kdim(k) = 1. Offensichtlich gilt auch stets

kdim(X) = sup
Y⊂∧X

irreduzibel

kdim(Y )

Hier ist zu verstehen, daß das Supremum wie angedeutet über alle abgeschlosse-
nen irreduziblen Teilmengen Y von X gebildet wird.

Vorschau 7.4.1.20. Im weiteren Verlauf der Vorlesung soll gezeigt werden, daß
die Krulldimension in Bezug auf die Zariskitopologie einen vernünftigen Dimen-
sionsbegriff für affine Varietäten liefert. Schon allein um in 7.5.4.5 zu zeigen, daß
die Krulldimension von kn eben n ist, müssen wir tiefer in die kommutative Al-
gebra einsteigen. Offensichtlich ist nur die Abschätzung kdim(kn) ≥ n, wie eine
beliebige Folge aus jeweils ineinander enthaltenen affinen Teilräumen wachsender
Dimension

Punkt ( Gerade ( Ebene ( . . . ( Hyperebene ( kn

zeigt, da nach 7.4.1.8 alle kl irreduzibel sind. Ein weiteres wesentliches Ziel ist
der Nachweis der Formel

kdimY + kdim(Y ⊂ X) = kdimX

für eine beliebige irreduzible affine Varietät X mit einer irreduziblen abgeschlos-
senen Teilmenge Y ⊂∧ X . Offensichtlich ist nur die Ungleichung ≤. Die andere
Ungleichung zeigen wir in 7.5.7.14.

7.4.1.21. Ein noetherscher topologischer Raum heißt äquidimensional, wenn al-
le seine irreduziblen Komponenten dieselbe endliche Dimension haben. Er heißt
äqui-d-dimensional, wenn alle seine irreduziblen Komponenten die Dimensi-
on d haben. Der leere Raum ist mithin äqui-d-dimensional von jeder Dimensi-
on d und ein äqui-d-dimensionaler Raum für d < 0 muß der leere Raum sein.
Eine äqui-eindimensionale affine Varietät heißt eine affine Kurve. Eine äqui-
zweidimensionale affine Varietät heißt eine affine Fläche.

Übungen

Übung 7.4.1.22. Ein noetherscher topologischer Raum kann nie isomorph sein zu
einer echten Teilmenge von sich selbst.

Ergänzende Übung 7.4.1.23. Ein topologischer Raum ist noethersch genau dann,
wenn jede seiner offenen Teilmengen kompakt ist.
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Übung 7.4.1.24. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper. Man zeige, daß die
irreduziblen algebraischen Teilmengen von k genau die einpunktigen Teilmengen
sowie ganz k sind. Man zeige, daß die irreduziblen algebraischen Teilmengen von
k2 genau die einpunktigen Teilmengen, die Nullstellenmengen einzelner irredu-
zibler Polynome, sowie ganz k2 sind. Hinweis: 7.1.1.21 listet alle algebraischen
Teilmengen. 3.5.4.4 besagt, daß jedes nichtkonstante Polynom in zwei Veränderli-
chen über einem algebraisch abgeschlossenen Körper unendlich viele Nullstellen
hat.

Übung 7.4.1.25. Das Bild eines irreduziblen Raums unter einer stetigen Abbil-
dung ist stets irreduzibel.

Übung 7.4.1.26. Für einen topologischen Raum X sind gleichbedeutend: (1) X
ist irreduzibel; (2) X ist nicht leer und je zwei nichtleere offene Teilmengen von
X haben nichtleeren Schnitt; und (3) X ist nicht leer und jede offene nichtleere
Teilmenge von X ist dicht in X .

Übung 7.4.1.27. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Man zeige,
daß k die Krulldimension Eins hat und k2 die Krulldimension Zwei. Hinweis:
Die irreduziblen algebraischen Teilmengen wurden in diesen Fällen in 7.4.1.24
bestimmt.

Übung 7.4.1.28. Eine Teilmenge eines topologischen Raums ist genau dann irre-
duzibel, wenn ihr Abschluß irreduzibel ist.

7.4.2 Irreduzible algebraische Mengen und Primideale
Satz 7.4.2.1 (Reguläre Funktionen auf irreduziblen affinen Varietäten). Eine
affine Varietät X ist irreduzibel genau dann, wenn ihr Ring von regulären Funk-
tionen O(X) ein Integritätsring ist.

7.4.2.2. Ist k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper, so ist insbesondere kn

irreduzibel, denn jeder Polynomring über einem Körper ist ein Integritätsring. Daß
kn irreduzibel ist, wissen wir nach 7.4.1.8 sogar allgemeiner für jeden unendlichen
Körper k.

Beweis. Eine affine Varietät ist leer genau dann, wenn ihr Ring von regulären
Funktionen der Nullring ist. Es reicht also zu zeigen, daß eine nichtleere Varietät
genau dann irreduzibel ist, wenn in ihrem Ring von regulären Funktionen gilt ab =
0 ⇒ (a = 0 oder b = 0). Gibt es nun in O(X) von Null verschiedene Elemente
a 6= 0 6= b mit ab = 0, so sind Z(a) und Z(b) echte abgeschlossene Teilmengen
von X mit Z(a) ∪ Z(b) = X und X ist nicht irreduzibel. Ist umgekehrt X nicht
leer und nicht irreduzibel, so gibt es Teilmengen I, J ⊂ O(X) mitZ(I)∪Z(J) =
X aber Z(I) 6= X 6= Z(J). Dann gibt es auch Elemente a ∈ I und b ∈ J mit
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Z(a) 6= X 6= Z(b), und für diese gilt erst recht Z(a) ∪ Z(b) = X . Damit gilt
insbesondere a 6= 0 6= b aber ab = 0.

Beispiel 7.4.2.3 (Irreduzibilität der Determinante). Wir zeigen, daß die Deter-
minante det ∈ k[Xij | 1 ≤ i, j ≤ n] für alle n ≥ 1 ein irreduzibles Polynom ist.
Ihre Nullstellenmenge ist irreduzibel als das Bild der durch die Abbildungsvor-
schrift (A,B) 7→ A diag(1, . . . , 1, 0)B gegebenen polynomialen Abbildung

Mat(n; k)×Mat(n; k)→ Mat(n; k)

Hätten wir det = fg mit nichtkonstanten f und g, so müßten demnach f und g
dieselbe Nullstellenmenge haben wie det. Wenn wir also einen Punkt D finden
mit det(D) = 0, an dem die partielle Ableitung nach mindestens einer unserer
Variablen Xij nicht verschwindet, so sind wir fertig. Das aber ist nun nicht mehr
schwierig.

Definition 7.4.2.4. Ein Ideal I eines Krings R heißt ein Primideal, wenn gilt
I 6= R und a, b 6∈ I ⇒ ab 6∈ I . Die Menge aller Primideale eines Krings R
heißt das Spektrum oder ausführlicher das Primspektrum vonR und man notiert
diese Menge

SpecR := {p ⊂ R | p ist ein Primideal von R}

7.4.2.5 (Primideale und Integritätsbereiche). Genau dann ist ein Ideal in einem
Kring ein Primideal, wenn der Quotientenring nach besagtem Ideal ein Integritäts-
bereich ist. Insbesondere ist jedes maximale Ideal in einem Kring ein Primideal,
denn der Quotient nach einem maximalen Ideal ist nach 7.1.6.7 ein Körper und
jeder Körper ist ein Integritätsbereich.

Vorschau 7.4.2.6. Man kann den Begriff eines Primideals auf verschiedene Arten
auf den Fall nicht notwendig kommutativer Ringe verallgemeinern. Diejenigen
Ideale, die die Bedingung der obigen Definition wortwörtlich erfüllen, heißen im
nichtkommutativen Kontext vollprime Ideale. Unter einem Primideal versteht
man im nichtkommutativen Kontext dahingegen ein vom ganzen Ring verschie-
denes Ideal P mit der Eigenschaft, daß für beliebige Ideale I, J ⊂ R aus IJ ⊂ P
folgt I ⊂ P oder J ⊂ P . Unter Idealen sind im nichtkommutativen Kontext
immer beidseitige Ideale zu verstehen, andernfalls spricht man von Links- bezie-
hungsweise Rechtsidealen.

Beispiele 7.4.2.7 (Primideale im Ring der ganzen Zahlen). Die Primideale im
Ring Z der ganzen Zahlen sind genau das Nullideal und die von Primzahlen er-
zeugten Hauptideale. Allgemein ist ein Element eines Krings ein Primelement
im Sinne von 6.2.5.1 genau dann, wenn unser Element nicht Null ist und das von
besagtem Element erzeugte Hauptideal ein Primideal ist.
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Satz 7.4.2.8 (Primideale und irreduzible Mengen im geometrischen Fall). Ge-
geben eine affine Varietät X liefert das Bilden des Verschwindungsideals eine Bi-
jektion zwischen der Menge aller irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von
X und der Menge aller Primideale im Ring O(X) der regulären Funktionen

{Y ⊂∧ X | Y irreduzibel } ∼→ SpecO(X)

Y 7→ I(Y )

7.4.2.9. Natürlich sind alle einpunktigen Teilmengen von X irreduzibel. Sie ent-
sprechen nach 7.3.4.6 unter unserer Bijektion genau den maximalen Idealen von
O(X). Man mag sich im Licht des Satzes SpecO(X) vorstellen als die Menge X
erweitert um jeweils einen zusätzlichen Punkt für jede irreduzible Teilmenge, die
nicht bereits selbst nur aus einem Punkt besteht.

Beweis. Nach 7.3.4.6 liefern das Bilden des Verschwindungsideals I und das Bil-
den der Nullstellenmenge Z zueinander inverse Bijektionen zwischen den ab-
geschlossenen Teilmengen von X und den Radikalidealen von O(X), und nach
dem noetherschen Isomorphiesatz liefert für alle Y ⊂ X die Einschränkung von
Funktionen einen IsomorphismusO(X)/I(Y )

∼→ O(Y ). Nun ist nach 7.4.2.1 der
RingO(Y ) genau dann ein Integritätsbereich, wenn Y irreduzibel ist, und das gilt
nach 7.4.2.5 genau dann, wenn I(Y ) ein Primideal ist. Unter unseren Bijektionen
entsprechen also die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen genau den primen
Radikalidealen alias den Primidealen.

7.4.2.10 (Urbilder von Primidealen sind Primideale). Ist f : R→ S ein Kring-
homomorphismus und p ⊂ S ein Primideal, so ist auch f−1(p) ⊂ R ein Primideal.
In der Tat haben wir eine Einbettung R/f−1(p) ↪→ S/p und jeder Teilring eines
Integritätsbereichs ist selbst ein Integritätsbereich. Jeder Kringhomomorphismus
induziert also auf den Spektren der beteiligten Kringe eine Abbildung in der Ge-
genrichtung

SpecS → SpecR

Vorschau 7.4.2.11. Für Homomorphismen beliebiger Kringe A → B induziert
die zugehörige Abbildung SpecB → SpecA im allgemeinen keine Abbildung
MaxB → MaxA mehr und man kann auch nicht so einfach jedem Element a ∈
A eine Abbildung von MaxA oder SpecA in irgendein festes k zuordnen. Mit
etwas mehr technischem Aufwand gelingt es aber dennoch, jedem Kring A ein
unser MaxA verallgemeinerndes geometrisches Objekt SpecA zuzuordnen, das
„Spektrum von A“ in der Kategorie der „Schemata“.

Lemma 7.4.2.12 (Primideale über einem Produkt von Idealen). In einem Kring
R ist ein echtes Ideal p ( R genau dann ein Primideal, wenn für beliebige Ideale
a, b ⊂ R aus ab ⊂ p folgt a ⊂ p oder b ⊂ p.
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Beweis. Sei p ( R ein Ideal. Ist p kein Primideal, so gibt es a, b ∈ R\p mit ab ∈ p
und damit 〈a〉 6⊂ p sowie 〈b〉 6⊂ p aber 〈a〉〈b〉 ⊂ p. Gibt es Ideale a, b ⊂ R mit
ab ⊂ p aber a 6⊂ p und b 6⊂ p, so gibt es a ∈ a\p und b ∈ b\p und für diese gilt
nach Annahme ab ∈ ab ⊂ p und deshalb kann p dann kein Primideal sein.

7.4.2.13 (Primideale über einem Schnitt von Idealen). Gegeben Ideale a1, . . . , as
eines Krings R und ein Primideal p ⊂ R mit p ⊃ a1∩ . . .∩as, ja sogar schwächer
mit p ⊃ a1 . . . as, gilt insbesondere p ⊃ ai für mindestens ein i. Liegt also ei-
ne irreduzible abgeschlossene Teilmenge einer affinen Varietät in einer endlichen
Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen, so liegt sie bereits in einer der ver-
einigten Teilmengen. Ist insbeosndere p = a1 ∩ . . . ∩ as prim, so folgt p = ai für
mindestens ein i.

Proposition 7.4.2.14 (Ideale in einer Vereinigung von Primidealen). Gegeben
Primideale p1, . . . , ps eines Krings R und ein Ideal a ⊂ R folgt aus der Inklusion
a ⊂ p1 ∪ . . . ∪ ps bereits a ⊂ pj für mindestens ein j.

Beweis. Durch Widerspruch. Wir nehmen an, daß für alle j gilt a 6⊂ pj . Dann
finden wir jeweils ein gj ∈ a\pj . Im geometrischen Fall ist das eine Funktion
gj ∈ a, die auf Z(pj) nicht identisch verschwindet. Es gilt, ein Element g ∈
a\(p1 ∪ . . . ∪ ps) zu konstruieren. Im geometrischen Fall ist das eine reguläre
Funktion g ∈ a, die auf keinem der Z(pj) identisch verschwindet. Sicher dürfen
wir dazu annehmen, daß es zwischen den pj keine Inklusionsrelationen gibt. Im
geometrischen Fall bedeutet das, daß es zwischen den Z(pj) keine Inklusions-
relationen gibt. Dann existieren für i 6= j stets Elemente fij ∈ pi\pj . Im geo-
metrischen Fall sind das Funktionen, die auf Z(pi) verschwinden, aber nicht auf
Z(pj). Das Produkt gj

∏
i 6=j fij gehört dann zu a und zu allen pi mit i 6= j, gehört

aber nicht zu pj . Im geometrischen Fall ist es eine Funktion aus a, die auf allen
Z(pi) mit i 6= j identisch verschwindet, aber nicht auf Z(pj). Die Summe dieser
Produkte ist dann unser gesuchtes g.

Definition 7.4.2.15. Die Krulldimension kdim(R) eines Krings R wird erklärt
als das Supremum aller Längen von echt aufsteigenden Ketten

p0 ( p1 ( . . . ( pl ⊂ R

vom Primidealen von R. Wir haben also kdim(R) ∈ N t {±∞}.

Vorschau 7.4.2.16. Es gibt noethersche Kringe von unendlicher Krulldimension.
Es gibt auch kommutative noethersche Integritätsbereiche endlicher Krulldimen-
sion, in denen sich nicht jede Primidealkette zu einer Primidealkette maximaler
Länge verfeinern läßt. Für von Null verschiedene Kringe, die ringendlich sind
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über einem Körper, werden wir jedoch im folgenden zeigen, daß die Krulldimen-
sion endlich ist, und daß sich im Fall eines über einem Körper ringendlichen In-
tegritätsrings sogar jede Primidealkette zu einer Primidealkette maximaler Länge
verfeinern läßt.

Beispiel 7.4.2.17. Wir haben kdim(0) = −∞ und kdim(k) = 0 für jeden Körper
k und kdim(Z) = 1 und kdim(k[T ]) = 1 für jeden Körper k.

7.4.2.18 (Krulldimension von Kringen und Varietäten). Ist X eine affine al-
gebraische Varietät, so entsprechen nach 7.4.2.8 die abgeschlossenen irreduziblen
Teilmengen von X eineindeutig den Primidealen von O(X). Die Krulldimension
des topologischen Raums X nach 7.4.1.17 stimmt folglich überein mit der Krull-
dimension des Krings O(X) im Sinne der vorhergehenden Definition 7.4.2.15, in
Formeln

kdim(X) = kdimO(X)

Um mit der Krulldimension arbeiten zu können, ja allein um zu zeigen, daß für
k = k̄ algebraisch abgeschlossen der kn die Krulldimension n hat, müssen wir
tiefer in die kommutative Algebra einsteigen. Bis hierher haben wir nur gezeigt,
daß gilt kdim(kn) = kdim k[T1, . . . , Tn], aber jetzt müssen wir die rechte Seite
bestimmen. Das gelingt in 7.5.4.4. Zunächst aber bestimmen wir in 7.4.7.18 die
noetherschen Kringe der Krulldimension Null und beginnen im folgenden Ab-
schnitt mit den Vorbereitungen.

Vorschau 7.4.2.19. In 7.5.6.13 zeigen wir, daß in gewissen Situationen die a priori
anschaulichere Krulldimension mit dem leichter zu berechnenden „Transzendenz-
grad des Körpers der rationalen Funktionen“ übereinstimmt.

7.4.2.20. SeiX ein topologischer Raum. Unter einer Hyperfläche inX verstehen
wir eine Teilmenge Y ⊂ X derart, daß jede ihrer irreduziblen Komponenten Z
die Krullkodimension kdim(Z ⊂ X) = 1 hat. Insbesondere ist damit für uns auch
die leere Menge in jedem topologischen Raum stets eine Hyperfläche.

Proposition 7.4.2.21 (Gleichungen für Hyperflächen). Gegeben eine affine Va-
rietät X mit einem faktoriellen Ring O(X) von regulären Funktionen liefert das
Bilden der Nullstellenmenge eine Bijektion{

Irreduzible Elemente von
O(X), bis auf Einheiten

}
∼→
{

Abgeschlossene irreduzible
Hyperflächen in X

}
[f ] 7→ Z(f)

Beweis. Ist O(X) faktoriell, so ist für f irreduzibel das Hauptideal 〈f〉 prim und
offensichtlich sind die minimalen Elemente der durch Inklusion angeordneten
Menge aller von Null verschiedenen Primideale offensichtlich genau diese Haupt-
ideale.
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7.4.2.22. Ebenso erhalten wir eine Bijektion zwischen quadratfreien Elementen
von O(X), bis auf Einheiten, und Hyperflächen in X . Ist O(X) nicht faktoriell,
so ist die Aussage im allgemeinen nicht mehr richtig: In diesem Fall kann die
Nullstellenmenge eines irreduziblen Elements mehrere Komponenten haben und
es kann umgekehrt passieren, daß für das Verschwindungsideal einer irreduziblen
Hyperfläche mehr als ein Erzeuger benötigt wird.

Vorschau 7.4.2.23. Was wir an dieser Stelle noch nicht zeigen können und worauf
wir hinarbeiten ist die Erkenntnis 7.5.7.15, daß für jede nichtleere Hyperfläche
Z in einer irreduziblen affinen Varietät X gilt kdimZ = kdimX − 1. In 7.5.4.5
zeigen wir kdim kn = n und kdimZ(f) = n−1 für jedes nichtkonstante Polynom
in n Variablen. Noch später zeigt der Krull’sche Hauptidealsatz 7.5.9.4, daß die
Nullstellenmenge einer beliebigen von Null verschiedenen regulären Funktion auf
einer beliebigen irreduziblen affinen Varietät eine Hyperfläche ist.

Übungen

Übung 7.4.2.24 (Irreduzibilität der Gruppe SLn). (k = k̄). Man zeige, daß die
spezielle lineare Gruppe SL(n; k) stets irreduzibel ist. Hinweis: Ähnlich wie in
3.2.5.10 erkennt man, daß es für jedes n ein N gibt derart, daß sich jede (n× n)-
Matrix der Determinante Eins darstellen läßt als Produkt von N Faktoren, die
jeweils Diagonalmatrizen der Determinante Eins oder Elementarmatrizen der De-
terminante Eins sind. Man folgere, daß auch 1 − det für n ≥ 1 ein irreduzibles
Polynom ist. Hinweis: 7.4.2.3.

Übung 7.4.2.25 (Irreduzibilität von Produkten). Seien k ein Körper und X ⊂
kn und Y ⊂ km irreduzibel für die Zariskitopologie. Man zeige, daß dann auch
X × Y ⊂ kn+m irreduzibel ist für die Zariskitopologie. Hinweis: Man betrachte
zunächst den Fall, daß Y nur aus einem Punkt besteht.

Ergänzung 7.4.2.26 (Tensorprodukte von Integritätskringen). Wir zeigen, daß
das Tensorprodukt von zwei Integritätskringen über einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper k = k̄ stets wieder ein Integritätskring ist. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit dürfen wir uns auch auf den Fall ringendlicher Integritätskringe
über k zurückziehen. Dann sind unsere Integritätskringe aber nach 7.3.2.5 iso-
morph zu Ringen polynomialer Funktionen auf Teilmengen gewisser kn, und be-
sagte Teilmengen sind irreduzibel nach 7.4.2.1. Damit ist auch ihr Produkt irre-
duzibel nach 7.4.2.25, dann bilden die polynomialen Funktionen auf dem Pro-
dukt einen Integritätsring nach 7.4.2.1, und nach 7.3.1.4 ist dieser Integritätsring
gerade das Tensorprodukt über k unserer ursprünglichen Integritätsringe. Die R-
Kringalgebra C ⊗R C ∼= C × C ist kein Integritätsring, für Kringalgebren über
einem nicht algebraisch abgeschlossenen Körper gilt die Aussage also im allge-
meinen nicht.



1010 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

Übung 7.4.2.27 (Filtrierung durch Quotienten nach Primidealen). Jeder end-
lich erzeugte Modul über einem noetherschen Kring besitzt eine endliche Filtrie-
rung durch Untermoduln derart, daß alle Subquotienten isomorph sind zu Quoti-
enten unseres Krings nach Primidealen. Hinweis: Man wähle mit 7.1.4.13 einen
maximalen Untermodul, der eine Filtrierung der beschriebenen Art besitzt. Dann
zeige man mit 7.1.4.13, daß im Fall eines von Null verschiedenen Moduls das
System der Annullatoren aller seiner von Null verschiedenen Elemente maximale
Elemente besitzt und daß diese maximalen Elemente Primideale sind. Schließlich
zeige man, daß unser maximaler Untermodul bereits der ganze Modul gewesen
sein muß.
Übung 7.4.2.28. Ein Primideal eines Krings muß alle nilpotenten Elemente des
besagten Krings enthalten.
Übung 7.4.2.29 (Urbilder von Primidealen im geometrischen Fall). Ist ϕ :
X → Y ein Morphismus von affinen Varietäten und ϕ] : O(Y ) → O(X) der
zugehörige Komorphismus, so kommutiert das Diagramm

X
∼→ MaxO(X) ⊂ SpecO(X)

ϕ ↓ ↓ (ϕ])−1

Y
∼→ MaxO(Y ) ⊂ SpecO(Y )

Hier ist zu verstehen, daß die Vertikale rechts jedem Primideal sein Urbild unter
ϕ] zuordnet. Hinweis: 7.3.4.16. Man zeige allgemeiner, daß das Diagramm

{Z ⊂∧ X | Z irreduzibel } ∼→ SpecO(X)
↓ ↓ (ϕ])−1

{W ⊂∧ Y | W irreduzibel } ∼→ SpecO(Y )

kommutiert mit den durch 7.4.2.8 gegebenen Horizontalen und der Abbildung
Z 7→ ϕ(Z) als linker Vertikale.
Übung 7.4.2.30. Man zeige: Gegeben Ideale a1, . . . , ar und Primideale p1, . . . , ps
eines Krings R mit ai 6⊂ pj für alle i, j gibt es stets f ∈ R mit f ∈ ai ∀i aber
f 6∈ pj ∀j. Hinweis: Man verwende 7.4.2.14 und 7.4.2.13.
Übung 7.4.2.31. Man zeige für jeden Körper k die Formeln kdim(k×k) = 0 und
kdim(k[T ]/〈T 2〉) = 0.
Übung 7.4.2.32. Gegeben ein surjektiver Kringhomomorphismus A � B zeige
man kdim(A) ≥ kdim(B).

7.4.3 Lokalisierung
Definition 7.4.3.1. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge. Ein R-Modul
M heißt S-lokal, wenn für alle s ∈ S die Multiplikation mit s einen Isomorphis-
mus (s·) : M

∼→M liefert.
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Definition 7.4.3.2. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge und M ein R-
Modul. Eine Lokalisierung vonM an S ist ein Paar (L, lok) bestehend aus einem
S-lokalenR-Modul L und einem Homomorphismus vonR-Moduln lok : M → L
derart, daß jeder Homomorphismus vonM in einen S-lokalenR-Modul eindeutig
über lok faktorisiert.

7.4.3.3. In Formeln fordern wir also, daß für jeden weiteren S-lokalen R-Modul
N das Vorschalten von lok eine Bijektion

(◦ lok) : HomR(L,N)
∼→ HomR(M,N)

liefert. Diese Eigenschaft heißt die universelle Eigenschaft der Lokalisierung.
Die üblichen Argumente zeigen, daß solch eine Lokalisierung eindeutig ist bis
auf eindeutigen Isomorphismus, wenn sie denn existiert. Daß so eine Lokalisie-
rung stets existiert, werden wir gleich in voller Allgemeinheit zeigen. Sie verdient
deshalb eine Notation und einen bestimmten Artikel. Wir notieren die Lokalisie-
rung eines Moduls M meist

(S−1M, lok)

Ist unser Modul M bereits S-lokal, so ist (M, id) seine Lokalisierung.
7.4.3.4 (Diskussion der Terminologie). Die Herkunft der Bezeichnung wird hof-
fentlich im nächsten Abschnitt deutlich, in dem wir zeigen, inwiefern Ringe von
regulären Funktionskeimen auf affinen Varietäten als Lokalisierungen des Rings
aller regulären Funktionen beschrieben werden können.
7.4.3.5. Gegeben ein Monoid (M, ◦) und eine Teilmenge T ⊂ M notieren wir
ganz allgemein |T 〉 = |T, ◦〉 = 〈T ; Mon〉 wie in 6.3.5.1 das von T in M erzeugte
Untermonoid. Man beachte, daß das von einer Teilmenge S eines Rings erzeugte
multiplikative Monoid |S〉 etwas sehr anderes ist als das von S erzeugte Ideal 〈S〉.
7.4.3.6. Eine Teilmenge T eines Rings R heißt multiplikativ abgeschlossen,
wenn die 1 zu T gehört und wenn gilt s, t ∈ T ⇒ st ∈ T . Unser |S〉 ist in
diesem Sinne die kleinste multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R, die S
umfaßt. Die meisten Quellen gehen bei der Definition der Lokalisierung gleich
von einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge aus, aber das schien mir für
das folgende weniger geschickt.

Satz 7.4.3.7 (Existenz der Lokalisierung). Gegeben ein Kring R und eine Teil-
menge S ⊂ R und ein R-Modul M existiert stets eine Lokalisierung

lok : M → S−1M

Beweis. Wir betrachten das von S erzeugte multiplikative Untermonoid |S〉 ⊂ R
und bilden die Menge M × |S〉 und definieren darauf eine Relation ∼ durch die
Vorschrift

(m, s) ∼ (n, t) genau dann, wenn es r ∈ |S〉 gibt mit rtm = rsn.
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Diese Relation ist eine Äquivalenzrelation, wie man unschwer einsieht. Wir be-
zeichnen die Menge der Äquivalenzklassen mit S−1M und die Äquivalenzklasse
von (m, s) mit m

s
oder m/s. Dann definieren wir auf S−1M eine Verknüpfung +

durch die Regel
m

s
+
n

t
:=

tm+ sn

st

und überlassen dem Leser den Nachweis, daß diese Verknüpfung wohldefiniert
ist und S−1M zu einer abelschen Gruppe macht. Schließlich definieren wir eine
Abbildung R× S−1M → S−1M durch die Regel

a · n
t

=
an

t

und prüfen, daß sie wohldefiniert ist und die abelsche Gruppe S−1M zu einem
S-lokalen R-Modul macht. Als Umkehrabbildung beim Nachweis der universel-
len Eigenschaft kann und muß man jedem Homomorphismus ϕ : M → N in
einen S-lokalen R-Modul N die Abbildung ϕ̃ : S−1M → N zuordnen, die durch
ϕ̃(m/s) = s−1ϕ(m) wohldefiniert ist.

Beispiel 7.4.3.8. Die Lokalisierung eines kommutativen IntegritätsbereichsR nach
allen von Null verschiedenen Elementen ist sein Quotientenkörper Quot(R) aus
3.5.5.2. An dieser Stelle können wir nur einen Isomorphismus als R-Modul be-
haupten, aber die Konstruktion der Ringstruktur wird nicht lange auf sich warten
lassen.

7.4.3.9 (Kern der kanonischen Abbildung in die Lokalisierung). Nach Kon-
struktion besteht der Kern der kanonischen Abbildung lok : M → S−1M genau
aus allen m ∈M , für die es ein r ∈ |S〉 gibt mit rm = 0.

7.4.3.10 (Die Lokalisierung als Funktor). Seien R ein Kring und S ⊂ R eine
Teilmenge. Wir ordnen jedem Homomorphismus vonR-Moduln ϕ : M → N den
nach 7.4.3.3 eindeutig bestimmten Homomorphismus S−1ϕ : S−1M → S−1N
mit (S−1ϕ) ◦ lok = lok ◦ϕ : M → S−1N zu, der explizit gegeben wird durch

S−1ϕ :
m

s
7→ ϕ(m)

s

So erhalten wir einen Funktor von der Kategorie der R-Moduln in sich selber und
sogar in die volle Unterkategorie der S-lokalen R-Moduln.

Proposition 7.4.3.11 (Exaktheit der Lokalisierung). SeienR ein Kring und S ⊂
R eine Teilmenge. Ist M ′ →M →M ′′ eine exakte Sequenz von R-Moduln, so ist
auch S−1M ′ → S−1M → S−1M ′′ eine exakte Sequenz.
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7.4.3.12. Insbesondere können und werden wir für jeden Untermodul N ⊂ M
auch seine Lokalisierung als Untermodul des lokalisierten Moduls auffassen. In
Formeln bezeichnen wir mit S−1N also sowohl die Lokalisierung von N als auch
ihr Bild S−1N ⊂ S−1M unter der offensichtlichen Einbettung. Es wird jedoch
auf diesen Unterschied nie ankommen.

Beweis. Gehtm/s auf Null inM ′′, alsom 7→ m′′ mitm′′/s = 0, so gibt es t ∈ |S〉
mit tm′′ = 0. Damit gibt es n ∈M ′ mit n 7→ tm und n/ts 7→ tm/ts = m/s.

7.4.3.13 (Lokalisierung und Restriktion der Skalare). Ist ϕ : A → B ein
Kringhomomorphismus und S ⊂ A eine Teilmenge und M ein B-Modul, so ist
der durch die universelle Eigenschaft gegebene Morphismus ein Isomorphismus

S−1(resϕM)
∼→ resϕ(ϕ(S)−1M)

In der Tat liefert die Funktorialität der Lokalisierung eine Struktur als B-Modul
auf der linken Seite, und dieser ist offensichtlich ϕ(S)-lokal. Die universelle Ei-
genschaft der Lokalisierung liefert damit einen Homomorphismus von B-Moduln
ϕ(S)−1M → S−1(resϕM) in die Gegenrichtung und man prüft leicht, daß diese
Abbildung invers ist zu unserem behaupteten Isomorphismus.
7.4.3.14 (Lokalisierung und multilineare Abbildungen). Gegeben R ⊃ S ein
Kring mit einer Teilmenge und R-Moduln M,N und eine R-bilineare Abbildung
ϕ : M × N → L in einen S-lokalen R-Modul L gibt es genau eine R-bilineare
Abbildung

ϕ̃ : S−1M × S−1N → L

mit ϕ = ϕ̃ ◦ (lok× lok). Das folgt unmittelbar aus der Konstruktion. Alternativ
mag man bilineare Abbildungen mit linearen Abbildungen in den Hom-Raum
identifizieren und bemerken, daß mit L auch HomR(N,L) ein S-lokalerR-Modul
ist. Analoges gilt für multilineare Abbildungen.
Vorschau 7.4.3.15. In der in 18.1.6.1 eingeführten Terminologie ist die Lokalisie-
rung ein Schmelzfunktor und ist sogar verträglich mit universellen Verschmelzun-
gen, aber so weit will ich hier nicht gehen.
7.4.3.16 (Lokalisierung von Kringen). Ist R ein Kring und S ⊂ R eine Teil-
menge, so induziert die R-bilineare Abbildung der Multiplikation R × R → R
eine R-bilineare Abbildung

S−1R× S−1R→ S−1R

Man sieht unmittelbar, daß damit S−1R auch wieder ein Kring ist. Ist weiter M
ein R-Modul, so induziert die R-bilineare Abbildung R×M →M der Operation
eine R-bilineare Abbildung

S−1R× S−1M → S−1M
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Man sieht unmittelbar, daß so S−1M zu einem S−1R-Modul wird.

7.4.3.17. Ist R ein Integritätsbereich und 0 6∈ S, so ist auch S−1R ein Integri-
tätsbereich und die kanonische Einbettung S−1R ↪→ QuotR identifiziert unsere
Lokalisierung mit dem Teilring des Quotientenkörpers derjenigen Elemente, die
sich als Bruch mit Nenner aus |S〉 darstellen lassen und für den wir bereits in
3.5.5.6 die Notation S−1R eingeführt hatten. Ist unser Kring R ein Integritätsbe-
reich und S die Menge aller seiner von Null verschiedenen Elemente, so erhalten
wir insbesondere genau unseren Quotientenkörper S−1R = QuotR aus 3.5.5.2.

7.4.3.18 (Lokalisierung von Ringalgebren). Ist R ein Kring und S ⊂ R ei-
ne Teilmenge und A eine R-Algebra, so induziert die R-bilineare Abbildung der
Multiplikation A× A→ A eine R-bilineare Abbildung

S−1A× S−1A→ S−1A

Man sieht unmittelbar, daß die Assoziativität, Kommutativität und Unitarität sich
vonA auf S−1A übertragen. Ist weiterA eine Ringalgebra undM einA-Modul, so
induziert die R-bilineare Abbildung A×M →M der Operation eine R-bilineare
Abbildung

S−1A× S−1M → S−1M

Man sieht unmittelbar, daß so S−1M zu einem S−1A-Modul wird.

7.4.3.19 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung von Kringen). Seien R
ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge. Offensichtlich ist dann lok : R → S−1R
ein Ringhomomorphismus und unter diesem Ringhomomorphismus wird jedes
Element von S auf eine Einheit abgebildet. Gegeben andererseits ein Kringhomo-
morphismus ϕ : R → A mit ϕ(S) ⊂ A× ist der universelle R-Modulhomomor-
phismus S−1R → A sogar ein Ringhomomorphismus. In anderen Worten fakto-
risiert jeder Kringhomomorphismus R → A, unter dem alle Elemente von S auf
Einheiten abgebildet werden, eindeutig über die Lokalisierung lok : R→ S−1R.

7.4.3.20 (Lokale Moduln als Moduln über dem lokalisierten Kring). Gegeben
R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge ist die Restriktion der Skalare unter dem
Kringhomomorphismus lok : R → S−1R eine offensichtlich Äquivalenz, ja ein
Isomorphismus von Kategorien

S−1R -Mod
∼→ {M ∈ R -Mod |M ist S-lokal}

Vorschau 7.4.3.21 (Lokalisierung als Skalarerweiterung). Für die mit allge-
meinen Tensorprodukten und Erweiterung der Skalare 7.2.8.5 vertrauten Leser
sei angefügt, daß für R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge die Abbildung
M → (S−1R)⊗RM gegeben durch m 7→ 1⊗m stets eine Lokalisierung von M
ist. In anderen Worten ist die Lokalisierung eines Moduls nichts anderes als die
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Erweiterung der Skalare zur entsprechenden Lokalisierung unseres Krings und da-
mit ein Spezialfall der allgemeinen Skalarerweiterung. Allerdings haben die bei
der Lokalisierung auftretenden Skalarerweiterungen sehr spezielle Eigenschaften,
insbesondere die Exaktheit, die man mithilfe der hier gegebenen alternativen Kon-
struktion der Lokalisierung eines Moduls besser einsehen kann.
7.4.3.22 (Lokalisieren nach einem einzigen Element). Besteht S = {f} nur
aus einem einzigen Element, so benutzt man für die Lokalisierung nach S auch
die Notationen

S−1M = f−1M = Mf = M [f−1]

7.4.3.23 (Lokalisieren an einem Primideal). Ist R ein Kring und p ⊂ R ein
Primideal, so benutzt man für die Lokalisierung eines R-Moduls M nach dem
Komplement S = R\p unseres Primideals p auch die Notation

S−1M =: Mp

und nennt Mp die Lokalisierung von M an der Stelle p. Man beachte, daß S =
R\p in diesem Fall bereits multiplikativ abgeschlossen ist.
7.4.3.24 (Diskussion der Notation). Die beiden im vorhergehenden eingeführten
Notationen für die Lokalisierung nach einem Element und die Lokalisierung an
einem Primideal passen schlecht zusammen: Bei der Ersten schreibt man als unte-
ren Index, was zu Invertieren ist, bei der Zweiten, was nicht zu invertieren ist. Was
im Einzelfall gemeint ist, muß der Leser aus dem Kontext erschließen. Sprachlich
unterscheide ich Lokalisierung an einem Primideal oder auch bei einem Prim-
ideal von der Lokalisierung nach irgendwelchen Elementen. Die Notation R[f−1]
ist nicht ganz eindeutig: Es könnte auch gemeint sein, daß wir allgemeiner einen
injektiven Kringhomomorphismus R ↪→ A gegeben haben und für ein invertier-
bares Element f ∈ A×, das nicht im Bild von R liegt, den vom Bild von R und
f−1 erzeugten Teilring meinen.
7.4.3.25 (Diskussion der Notation). Man nehme sich beim Studium der Literatur
in acht, daß Zp meist nicht eine Lokalisierung von Zmeint, sondern vielmehr eine
Vervollständigung wie in ??.
7.4.3.26 (Lokal-global-Prinzip). Gegeben ein Kring R und ein R-Modul M ist
die offensichtliche Abbildung stets eine Injektion

M ↪→
∏

m∈MaxR

Mm

in das Produkt der Lokalisierungen von M an allen maximalen Idealen von R. In
der Tat, ist x ∈ M nicht Null, so ist sein Annullator nicht ganz R und folglich
enthalten in einem maximalen Ideal m. Dann aber kann das Bild von x in Mm

nicht Null sein. Insbesondere ist ein Modul Null, wenn seine Lokalisierungen an
allen maximalen Idealen Null sind.
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Satz 7.4.3.27 (Lokalisierung ist verträglich mit Koprodukten). Gegeben R ein
Kring und S ⊂ R eine Teilmenge ist der durch M 7→ S−1M erklärte Lokalisie-
rungsfunktor R -Mod→ S−1R -Mod verträglich mit Koprodukten.

Ergänzung 7.4.3.28. Die Aussage des Satzes ebenso wie ihr Beweis spezialisieren
ein allgemeines Resultat der Kategorientheorie, nach dem jeder Linksadjungierte
Koprodukte und sogar beliebige Kolimites erhält.

7.4.3.29. Gegeben ein Koprodukt (K, ini) einer Familie (Mi)i∈I von R-Moduln
im Sinne von 4.7.7.16 ist also ausgeschrieben auch (S−1K,S−1 ini) ein Kopro-
dukt der Familie (S−1Mi)i∈I von S−1R-Moduln. In anderen Worten gilt

S−1

(⊕
i∈I

Mi

)
∼→
⊕
i∈I

S−1Mi

unter der „offensichtlichen Abbildung“. Man beachte, daß die analoge Aussage
für Produkte im allgemeinen nicht richtig ist: Die Lokalisierung ist nicht mit be-
liebigen Produkten verträglich. Bereits für das Produkt abzählbar unendlich vie-
ler Kopien von Z und S = {2} ist die natürliche Abbildung S−1

(∏
i∈N Z

)
→∏

i∈N S
−1Z kein Isomorphismus, da das Tupel (2−i)i∈N nicht in ihrem Bild liegt.

Für endliche Produkte von Moduln wird die natürliche Abbildung aber natürlich
ein Isomorphismus sein, endliche Produkte stimmen ja mit direkten Summen alias
Koprodukten überein.

Beweis. Es gilt zu zeigen, daß für jeden S−1R-Modul N das Vorschalten aller
S−1 ini eine Bijektion

HomS−1R(S−1K,N)
∼→
∏
i∈I

HomS−1R(S−1Mi, N)

induziert. Vermittels unserer universellen Eigenschaft 7.4.3.3 läuft das auf den
Nachweis der Tatsache hinaus, daß für jeden S−1R-Modul N Vorschalten aller
ini eine Bijektion

HomR(K,N)
∼→
∏
i∈I

HomR(Mi, N)

induziert. Das ist jedoch klar, da K ja ein Koprodukt war.

Beispiel 7.4.3.30. Die Lokalisierung nach allen von Null verschiedenen ganzen
Zahlen macht jede abelsche Gruppe alias jeden Z-Modul zu einemQ-Modul alias
Q-Vektorraum. Gegeben eine endlich erzeugte abelsche GruppeM ist die Dimen-
sion dieses Q-Vektorraums die Zahl, die wir in 4.4.4.5 den Rang von M genannt
hatten.
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7.4.3.31 (Lokalisierung erhält die Eigenschaft noethersch). Jede Lokalisierung
eines noetherschen Moduls ist wieder noethersch. Seien in der Tat R ein Kring,
S ⊂ R eine Teilmenge, M ein R-Modul und lok : M → S−1M die Abbil-
dung in die Lokalisierung. Ist U ⊂ S−1M ein Untermodul und E ⊂ lok−1(U)
ein Erzeugendensystem seines Urbilds, so ist lok(T ) ein Erzeugendensystem des
S−1R-Moduls U . Hat also jeder R-Untermodul von M ein endliches Erzeugen-
densystem, so auch jeder S−1R-Untermodul von S−1M . A forteriori ist jede Lo-
kalisierung eines noetherschen Krings wieder noethersch.

Lemma* 7.4.3.32 (Bild des Primspektrums unter Kringhomomorphismen).
Gegeben eine Kringerweiterung A ⊂ B ist ein Primideal p ⊂ A der Schnitt mit
A eines Primideals q ⊂ B genau dann, wenn gilt p = A ∩ 〈Bp〉.

Beweis. Ist p der Schnitt mit A irgendeines Ideals von B, so gilt offensichtlich
p = A∩〈Bp〉. Hierzu brauchen wir noch nicht einmal p prim vorauszusetzen. Gilt
umgekehrt diese Identität und ist p prim und setzen wir S = A\p und betrachten
wir die Ringerweiterung S−1A ⊂ S−1B, so folgt

S−1p = (S−1A) ∩ (S−1〈Bp〉)

Das folgt formal etwa aus 19.4.8.15 mit der Interpretation der Lokalisierung als
Lokalisierung von A-Moduln. Nun ist S−1〈Bp〉 ein echtes Ideal in S−1B, da es
S−1A in einem echten Ideal trifft, und läßt sich damit vergrößern zu einem maxi-
malen Ideal m ⊂ S−1B. Das Urbild in A dieses maximalen Ideals trifft nicht S
und umfaßt p, ist folglich p selbst. Das Urbild in B dieses maximalen Ideals ist
mithin unser gesuchtes Primideal q ⊂ B mit q ∩ A = p.

Ergänzung 7.4.3.33. Ein Modul M über einem Ring A heißt endlich präsentier-
bar oder kürzer endlich präsentiert, wenn es eine exakte Sequenz An → Am �
M gibt mit n,m ∈ N. Über einem linksnoetherschen Ring ist ein Modul genau
dann endlich präsentiert, wenn er endlich erzeugt ist.

7.4.3.34 (Lokalisierung und Homomorphismenräume). Gegeben ein Kring R
und eine Teilmenge S ⊂ R und eine R-Ringalgebra A und A-Moduln M,N
mit M endlich präsentiert ist mit der Lokalisierung von Ringalgbren und ihren
Moduln nach 7.4.3.18 die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

S−1 HomA(M,N)
∼→ HomS−1A(S−1M,S−1N)

In der Tat können wir dann eine im Sinne von 7.1.3.19 rechtsexakte Sequenz
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An → Am �M finden, die hinwiederum ein kommutatives Diagramm

S−1 HomA(M,N) //
_�

��

HomS−1A(S−1M,S−1N)
_�

��
S−1 HomA(Am, N) //

��

HomS−1A(S−1Am, S−1N)

��
S−1 HomA(An, N) // HomS−1A(S−1An, S−1N)

liefert. Die beiden unteren Horizontalen darin sind Isomorphismen, da beide Räume
jeweils mit S−1Nm und S−1Nn identifiziert werden können, und damit ist auch
die obere Horizontale ein Isomorphismus, wie man leicht direkt sieht und formal
aus dem Fünferlemma folgern mag.

Beispiel 7.4.3.35. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge S ⊂ R und R-
Moduln M,N ist die offensichtliche Abbildung

S−1 HomR(M,N)→ HomS−1R(S−1M,S−1N)

im allgemeinen kein Isomorphismus. Im Fall der Z-Moduln M = N = Q/Z
und S = Z\0 etwa haben wir HomS−1Z(S−1(Q/Z), S−1(Q/Z)) = 0 und sogar
S−1(Q/Z) = 0, aber die Identität id ∈ HomZ(Q/Z,Q/Z) hat nach 7.4.3.9 ein
von Null verschiedenes Bild in S−1 HomZ(Q/Z,Q/Z). Geometrischer kann man
auch R = k[X] betrachten für einen Körper k und M = N = k[X,X−1]/k[X]
und S = {X} und wieder verschwinden die lokalisierten Moduln, nicht aber der
lokalisierte Homomorphismenraum.

7.4.3.36 (Projektivitätskriterium). Ein Modul über einem Kring ist projektiv
und endlich erzeugt genau dann, wenn er endlich präsentierbar und lokal frei ist,
als da heißt, wenn seine Lokalisierung an jedem maximalen Ideal frei ist. Die
schwierige Richtung beim Beweis geht so: Gegeben K ↪→ F � M exakt mit
F frei von endlichem Rang und K endlich erzeugt und M lokal frei wollen wir
Hom(M,F ) � Hom(M,M) zeigen. Da wir aber Surjektivität nach 7.4.3.41 lo-
kal prüfen dürfen, folgt das aus 7.4.3.34.

Übungen

Übung 7.4.3.37. SeienR ein Kring undM einR-Modul und a, b ∈ R. Operiert ab
als Isomorphismus auf M , so auch a und b. Ist S ⊂ R eine Teilmenge und T die
Menge der Faktoren von Elementen von S, so ist die offensichtliche Abbildung
ein Isomorphismus S−1M

∼→ T−1M .
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Übung 7.4.3.38 (Wiederholtes Lokalisieren). Seien R ein Kring und S, T ⊂ R
Teilmengen und M ein R-Modul. So ist die offensichtliche Abbildung ein Iso-
morphismus

T−1(S−1M)
∼→ (S ∪ T )−1M

Übung 7.4.3.39 (Lokalisierung bei kleinem Träger). Gegeben ein Kring R und
eine Teilmenge S ⊂ R und ein R-Modul M betrachten wir die Teilmenge

M(S) := {m ∈M | Ann(m) +Rf = R ∀f ∈ S}

Man zeige, daß sie ein Untermodul M(S) ⊂M ist und sich nicht ändert, wenn wir
S durch sein multiplikatives Erzeugnis |S〉 ersetzen. Man zeige, daß die Kompo-
sition M(S) ↪→M → S−1M Isomorphismen

M(S)
∼→ S−1(M(S))

∼→ (S−1M)(S)

induziert, wobei wir ganz rechts auch nur die R-Modulstruktur verwenden. Gege-
ben R-Moduln M,N mit M = M(S) liefert, da ein Homomorphismus M → N
stets M(S) nach N(S) abbilden muß, folglich die offensichtliche Abbildung einen
Isomorphismus

HomR(M,N)
∼→ HomS−1R(S−1M,S−1N)

Übung 7.4.3.40 (Lokal-global-Prinzip, Variante). Gegeben ein Kring R und
Elemente f, g, . . . , h ∈ R, die als Ideal ganz R erzeugen, zeige man, daß die
offensichtliche Abbildung eine Injektion N ↪→ Nf ×Ng × . . .×Nh induziert.

Übung 7.4.3.41 (Lokal-global-Prinzip, zweite Variante). Seien R ein Kring
und ϕ : M → N ein Homomorphismus von R-Moduln. Man zeige, daß ϕ ge-
nau dann surjektiv beziehungsweise injektiv ist, wenn für alle maximalen Ideale
m ∈ MaxR die auf den Lokalisierungen induzierte Abbildung Mm → Nm sur-
jektiv beziehungsweise injektiv ist. Allgemeiner zeige man, daß eine Sequenz von
Moduln exakt ist genau dann, wenn ihre Lokalisierung an jedem maximalen Ideal
exakt ist. Hinweis: Exaktheit der Lokalisierung 7.4.3.11 und lokal-global-Prinzip
7.4.3.26.

Übung 7.4.3.42 (Lokalität der Flachheit). Ein Modul M über einem Kring R ist
flach genau dann, wenn für alle m ∈ MaxR der lokalisierte Modul Mm flach ist
über R oder gleichbedeutend über Rm. Hinweis: Lokal-global-Prinzip 7.4.3.41.

Übung 7.4.3.43 (Lokal-global-Prinzip, dritte Variante). Gegeben ein Kring R,
ein R-Modul N und eine Teilmenge E ⊂ R, die als Ideal ganz R erzeugt, zeige
man die Exaktheit der Sequenz

0→ N →
∏
f∈E

Nf →
∏

(f,g)∈E×E

Nfg
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mit dem Produkt der Differenzen der natürlichen Abbildungen Nf → Nfg und
Ng → Nfg in die Lokalisierung nach dem Produkt fg an letzter Stelle. Hinweis:
Man ziehe sich auf den Fall zurück, daß E endlich ist.

Übung 7.4.3.44. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge. Gegeben ein R-
Modul M mit Untermoduln K,L ⊂ M zeige man die Identität S−1(K ∩ L) =
(S−1K) ∩ (S−1L).

Übung 7.4.3.45. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge. Gegeben Ideale
I, J ⊂ R zeige man die Identität S−1(IJ) = (S−1I)(S−1J) von Idealen von
S−1R.

Ergänzende Übung 7.4.3.46. Gegeben ein endlich präsentierter Modul M über
einem von Null verschiedenen Kring R gibt es stets ein von Null verschiedenes
Element f ∈ R\0 mit Mf frei von endlichem Rang über Rf . Hinweis: Man ver-
suche, eine präsentierende Matrix in Smith-Normalform zu bringen.

Übung 7.4.3.47. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge und M ein R-
Modul. Ist S endlich und f das Produkt aller Elemente von S ist die offensichtli-
che Abbildung ein Isomorphismus Mf

∼→ S−1M .

Übung 7.4.3.48 (Lokalisierung von Invariantenringen). Seien A ein Kring und
G ⊂ Kring×(A) eine endliche Menge von Ringautomorphismen von A und
S ⊂ A eine G-stabile multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Man zeige, daß
die Einbettung AG ↪→ A einen Isomorphismus

(SG)−1(AG)
∼→ (S−1A)G

zwischen der Lokalisierung des Invariantenrings und dem Invariantenring der Lo-
kalisierung induziert. Hinweis: Die Exakteit der Lokalisierung 7.4.3.11 mag hier
helfen.

Übung 7.4.3.49 (Lokalisierung von Invariantenringen, Variante). Seien A ein
noetherscher Kring und G ⊂ Kring×(A) eine Menge von Ringautomorphismen
von A und s ∈ AG ein Element des Invariantenrings. Man zeige, daß die Einbet-
tung AG ↪→ A einen Isomorphismus

s−1(AG)
∼→ (s−1A)G

zwischen der Lokalisierung des Invariantenrings und dem Invariantenring der Lo-
kalisierung induziert. Hinweis: Die Exakteit der Lokalisierung 7.4.3.11 mag hier
helfen. Weiter beachte man, daß die Kette der Annullatoren der Potenzen sn von
s stagnieren muß.

Übung 7.4.3.50. Seien R ein Kring und S ⊂ R eine Teilmenge. Genau dann ist
S−1R der Nullring, wenn das Monoid |S〉 die Null von R enthält. Genau dann ist
a/s eine Einheit in S−1R, wenn es b ∈ R und t ∈ |S〉 gibt mit ab = t.
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Übung 7.4.3.51. Gegeben ein Integritätsbereich A zeige man in QuotA die Iden-
tität

A =
⋂

m∈MaxA

Am

Hinweis: Gegeben f ∈ QuotA\A kann das Ideal I = {g ∈ A | gf ∈ A} nie ganz
A sein.

Übung 7.4.3.52. Ein Element eines Moduls heißt ein Torsionselement, wenn es
von einem von Null verschiedenen Element des operierenden Rings annulliert
wird. Ein Torsionselement einer abelschen Gruppe nach 4.4.3.14 ist also ein Tor-
sionselement im hier erklärten Sinne des zugehörigen Z-Moduls. Man zeige, daß
gegeben ein ModulM über einem IntegritätskringA der Kern der natürlichen Ab-
bildung M →M ⊗A QuotA genau aus allen Torsionselementen von M besteht.

Übung 7.4.3.53. Ist speziell f die Variable f = t in einem Polynomring R[t] über
einem Kring R, so schreibt man kurz R[t][t−1] = R[t, t−1] und nennt diesen Ring
den Ring der Laurentpolynome über R. Man zeige, daß sich jedes Element von
R[t, t−1] eindeutig darstellen läßt als eine endliche Linearkombination

∑
i∈Z ait

i

mit Koeffizienten ai ∈ R, daß also die ti eine Basis desR-ModulsR[t, t−1] bilden.
Man konstruiere des weiteren einen Isomorphismus RJtK[t−1]

∼→ R((t)) zwischen
der Lokalisierung an der Variablen des Rings der formalen Potenzreihen und dem
Ring der formalen Laurentreihen aus 3.5.3.43.

Übung 7.4.3.54 (Lokalisierung faktorieller Ringe). Gegeben ein faktorieller Ring
R bezeichne

irk(R)

die Menge Irreduziblenklassen, als da heißt der Bahnen irreduzibler Elemente
von R unter der Einheitengruppe R×. Gegeben ein irreduzibles r ∈ R bezeichne
[r] ∈ irk(R) seine Klasse. Man zeige: Lokalisiert man einen faktoriellen Ring R
nach einer Teilmenge S, die nicht die Null enthält, so ist auch die Lokalisierung
S−1R faktoriell und die Einbettung R ↪→ S−1R induziert eine Bijektion

{[r] ∈ irk(R) | r teilt kein s ∈ S} ∼→ irk(S−1R)

Zum Beispiel ist also Z[d−1] für d 6= 0 faktoriell und seine Primelemente sind bis
auf Einheiten genau die Primzahlen, die d nicht teilen.

Übung 7.4.3.55 (Lokalisierung nilpotentfreier Kringe). Man zeige, daß jede
Lokalisierung eines nilpotentfreien Krings wieder nilpotentfrei ist.

Übung 7.4.3.56 (Lokalisierung und Radikal). Man zeige, daß jede Lokalisie-
rung des Radikals eines Ideals mit dem Radikal des lokalisierten Ideals überein-
stimmt.



1022 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

Übung 7.4.3.57. Gegeben ein KringA und ein Element f ∈ A zeige man, daß das
Einsetzen von f−1 für T einen Ringisomorphismus

A[T ]/〈fT − 1〉 ∼→ A[f−1]

induziert. Insbesondere ist nach 7.4.3.55 für einen nilpotentfreien Kring A das
Ideal 〈fT − 1〉 stets ein Radikalideal. Hinweis: Man konstruiere eine inverse Ab-
bildung mithilfe der universellen Eigenschaft der Lokalisierung.

Übung 7.4.3.58 (Lokalisierung endlichdimensionaler Kringalgebren). Gege-
ben k ein Körper und R eine endlichdimensionale k-Kringalgebra und f ∈ R
beliebig induziert die kanonische Abbildung in die Lokalisierung einen Isomor-
phismus R/Hau((f ·)|R; 0)

∼→ Rf zwischen dem Quotient nach dem Hauptraum
zum Eigenwert Null der Multiplikation mit f und der Lokalisierung nach f .

Übung 7.4.3.59 (Lokalisierung vertauscht mit Restklassenbildung). Gegeben
ein KringR und ein Ideal I ⊂ R und eine Teilmenge S ⊂ R ist die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus

S−1R/S−1I
∼→ S̄−1(R/I)

für S̄ ⊂ R/I das Bild von S unter der Quotientenabbildung. Hinweis: Exaktheit
der Lokalisierung und Verträglichkeit mit der Restriktion der Skalare 7.4.3.13.

Ergänzende Übung 7.4.3.60 (Tensorprodukt und Lokalisierung). Gegeben ein
Kring A, eine Teilmenge S ⊂ A und ein A-Modul M zeige man, daß die offen-
sichtliche Abbildung einen Isomorphismus

S−1A⊗AM
∼→ S−1M

liefert. Hinweis: Man mag die inverse Abbildung explizit angeben, oder auch mit-
hilfe von 7.2.8.7 die universellen Eigenschaften vergleichen. Ist zusätzlich N ein
S−1A-Modul, so ist nach 7.2.6.15 die offensichtliche Abbildung ein Isomorphis-
mus M ⊗A N

∼→ S−1M ⊗S−1A N .

7.4.4 Lokalisierung im geometrischen Kontext
7.4.4.1. Gegeben (X, x) ein bepunkteter topologischer Raum und k ein Kring
erklären wir die k-Kringalgebra

Ens(X, k)x

der Keime k-wertiger Funktionen bei x als die Menge aller Äquivalenzklassen
von Paaren (U, f) mit x ∈ U ⊂◦ X und f : U → k unter der Äquivalenzrelation

(U, f) ∼ (U ′, f ′) ⇔ ∃W ⊂◦ U ∩ U ′ mit x ∈ W und f |W = f ′|W .



7.4. PRIMIDEALE UND LOKALISIERUNG 1023

Quasi per definitionem induziert für jede offene Teilmenge V ⊂◦ X mit x ∈ V
die Restriktion von Funktionen einen Isomorphismus Ens(X, k)x

∼→ Ens(V, k)x
zwischen den jeweiligen Räumen von Funktionskeinem.

Beispiel 7.4.4.2 (Lokalisierung und Funktionskeime). Seien (X, x) eine be-
punktete affine Varietät. Im Ring der Funktionskeime betrachten wir den Teilring

OX,x ⊂ Ens(X, k)x

aller regulären Funktionskeime alias aller Funktionskeime mit einem Repräsen-
tanten der Gestalt (Xh, f) für h ∈ O(X) mit x ∈ Xh und f ∈ O(Xh). Der von
der universellen Eigenschaft der Lokalisierung von O(X) am maximalen Ideal
I(x) herrührende Homomorphismus ist dann sogar ein Isomorphismus

O(X)I(x)
∼→ OX,x

In der Tat ist er per definitionem surjektiv, und liefert ein Bruch f/s die Nullfunk-
tion, so muß f bereits auf einer offenen Umgebung U von x verschwinden, die
wir von der Gestalt Xh für h ∈ O(X) mit h(x) 6= 0 annehmen dürfen. Daraus
folgt jedoch f/s = hf/th = 0 in unserer Lokalisierung.

7.4.4.3 (Reguläre Funktionen auf offenen Teilmengen). Gegeben eine affine
Varietät X und eine offene Teilmenge U ⊂◦ X nennen wir eine Funktion f : U →
k lokal regulär und demnächst regulär, wenn sie an jeder Stelle x ∈ U einen
regulären Funktionskeim alias ein Element von OX,x repräsentiert. Die Menge
aller lokal regulären Funktionen U → k notieren wir

OX(U)

7.4.4.4 (Lokal reguläre Funktionen sind regulär). Sei X eine affine Varietät.
Unsere Erkenntnisse 7.3.4.13 zum offenen Verkleben regulärer Funktionen zeigen
unmittelbar OX(X) = O(X). Ist andererseits h ∈ O(X) eine reguläre Funktion
und x ∈ Xh ein Punkt ihrer Nichtnullstellenmenge, so induziert quasi per defi-
nitionem die Restriktion einen Isomorphismus OX,x

∼→ OXh,x auf den regulären
Funktionskeimen und wir folgern die erste Gleichung der Gleichungskette

OX(Xh) = OXh(Xh) = O(Xh)

mit der zweiten Gleichung durch Anwenden der Erkenntnis OX(X) = O(X)
auf die affine Varietät Xh. Da wir mithin keine Mehrdeutigkeiten zu befürchten
haben, verwenden wir im folgenden auch oft die abkürzende Notation

OX(U) = O(U)

und nennen unsere lokal regulären Funktionen auf U von nun an einfacher die
regulären Funktionen auf U .



1024 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

7.4.4.5. Gegeben X ein topologischer Raum, Y ⊂ X eine Teilmenge und k ein
Kring erklären wir die k-Kringalgebra

Ens(X, k)Y

der Keime k-wertiger Funktionen längs Y als die Menge aller Äquivalenz-
klassen von Paaren (U, f) bestehend aus einer offenen Teilmenge U ⊂◦ X mit
U ∩ Y = Y und einer Abbildung f : U → k unter der Äquivalenzrelation

(U, f) ∼ (U ′, f ′) ⇔ ∃W ⊂◦ U ∩ U ′ mit W ∩ Y = Y und f |W = f ′|W .

Übung 15.1.2.21, nach der in jedem topologischen Raum der Schnitt je zweier
dichter offener Teilmengen wieder dicht ist, stellt dabei sicher, daß unsere Rela-
tion transitiv ist. Ich skizziere kurz ihre Lösung. Sind in der Tat A,B ⊂◦ Y offen
und dicht und ist y ∈ Y ein Punkt und U eine offene Umgebung von Y , so gilt
∅ 6= A∩U ⊂◦ Y und da A∩U eine Umgebung eines jeden seiner Punkte ist, folgt
B ∩ A ∩ U 6= ∅.
Beispiel 7.4.4.6 (Lokalisierung und Funktionskeime, Variante). Seien X eine
affine Varietät und Y ⊂∧ X abgeschlossen. Im Ring der Funktionskeime längs Y
betrachten wir den Teilring

OX,Y ⊂ Ens(X, k)Y

aller regulären Funktionskeime längs Y alias aller Funktionskeime längs Y mit
mindestens einem Repräsentanten aus O(Xh) für h ∈ O(X) mit Xh ∩ Y = Y
oder nach 7.4.4.4 gleichbedeutend mindestens einem Repräsentanten aus O(U)
für U ⊂◦ X und U ∩ Y = Y . Seien Y1, . . . , Yr die irreduziblen Komponenten von
Y und

S := O(X)\(I(Y1) ∪ . . . ∪ I(Yr))

Der von der universellen Eigenschaft der Lokalisierung von O(X) herkommende
Homomorphismus ist dann sogar ein Isomorphismus

S−1O(X)
∼→ OX,Y

In der Tat ist er per definitionem surjektiv. Liefert andererseits ein Bruch f/s die
Nullfunktion, so muß f bereits auf einer offenen TeilmengeU ⊂◦ X verschwinden,
die Y dicht trifft, und die wir nach nochmaliger Verkleinerung von der Gestalt Xh

für h ∈ S annehmen dürfen. Daraus folgt aber f/s = hf/hs = 0 in unserer
Lokalisierung. Ist Y irreduzibel, so erhalten wir speziell einen Isomorphismus

O(X)I(Y )
∼→ OX,Y
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7.4.4.7. Gegeben eine affine Varietät X vereinbaren wir die Notation

M(X) := OX,X

für den Ring der regulären Funktionskeime längs X und nennen solche Äquiva-
lenzklassen rationale Funktionen aufX . Unsere Erkenntnisse 7.4.4.6 liefern im
Fall einer irreduziblen affinen Varietät X insbesondere einen Isomorphismus

QuotO(X)
∼→M(X)

und damit eine Interpretation der Elemente des Quotientenkörpers als rationale
Funktionen.
7.4.4.8 (Diskussion der Notation). Der BuchstabeM soll dabei an den Begriff
der „meromorphen“ Funktionen erinnern, einem analogen Konzept aus der Funk-
tionentheorie. Üblich ist stattdessen die Notation k(X) mit k dem Grundkörper,
die aber leicht als Notation für den Quotientenkörper eines Polynomrings mißver-
standen werden kann.
7.4.4.9 (Definitionsbereich einer rationalen Funktion). Gegeben eine affine Va-
rietät X hat jede rationale Funktion f ∈ M(X) offensichtlich einen größten re-
gulären Repräsentanten (U, fmax) mit U ⊂◦ X offen dicht und fmax ∈ O(U) in
dem Sinne, daß für jeden weiteren regulären Repräsentanten (U1, f1) gilt U1 ⊂ U
und f1 = fmax|U . Diese Menge U ⊂◦ X notieren wir auch D(f) und nennen sie
den Definitionsbereich von f . Statt fmax schreiben wir dann auch kurz f .
Beispiel 7.4.4.10 (Nennernullstellen als Definitionslücken). Sei X eine affine
Varietät X mit O(X) faktoriell. Schreiben wir f ∈ M(X)× als maximal gekürz-
ten Bruch f = p/q mit p, q ∈ O(X) und p, q 6= 0, so ist der Definitionsbereich
von f gegeben durch

D(f) = X\Z(q)

7.4.4.11. Gegeben Z ⊂∧ Y ⊂∧ X ein noetherscher topologischer Raum mit abge-
schlossenen Teilmengen derart, daß Z jede irreduzible Komponente von Y trifft,
liefert das Einschränken von Repräsentanten einen Ringhomomorphismus, das
Generisieren

Ens(X, k)Z → Ens(X, k)Y

Für eine affine Varietät induziert er einen Ringhomomorphismus auf den regulären
Funktionskeimen, von dem Sie zur Übung zeigen mögen, daß er stets eine Injek-
tion OX,Z ↪→ OX,Y ist. Zum Beispiel liefert das Generisieren für jede bepunktete
irreduzible affine Varietät (X, x) eine natürliche Einbettung

OX,x ↪→M(X)

und in diesem Fall kann der Definitionsbereich von f ∈M(X) auch beschrieben
werden als D(f) = {x ∈ X | f ∈ OX,x}.
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Satz 7.4.4.12 (Lokalisierung nach einem Element im geometrischen Fall). Sei-
en X eine affine Varietät, f ∈ O(X) eine reguläre Funktion auf X und Xf die
Nichtnullstellenmenge von f . So ist der von der universellen Eigenschaft der Lo-
kalisierung herkommende Homomorphismus ein Isomorphismus

O(X)f
∼→ O(Xf )

zwischen der Lokalisierung des Rings der regulären Funktionen auf X an f und
dem Ring der regulären Funktionen auf Xf .

Beweis. Die Injektivität ist schnell gezeigt: Geht g/fn nach Null, so verschwindet
g auf Xf , folglich ist gf die Nullfunktion auf ganz X und wir folgern g/fn =
gf/fn+1 = 0 in O(X)f . Die Surjektivität ist eh klar.

Proposition* 7.4.4.13 (Lokale Surjektivität von Komorphismen). Sei ein Mor-
phismus von affinen Varietäten ϕ : X → Y gegeben und sei x ∈ X ein Punkt mit
Bild ϕ(x) = y. Induziert unser Morphismus eine Surjektion OY,y � OX,x auf
den jeweiligen lokalen Ringen, so gibt es reguläre Funktionen u ∈ O(X) und
v ∈ O(Y ) mit u(x) 6= 0 und v(y) 6= 0 und ϕ(Xu) ⊂ Yv und der Eigenschaft, daß
ϕ eine Surjektion O(Yv)� O(Xu) induziert.

Beweis. Seien f1, . . . , fn ∈ O(X) gegeben mit O(X) = k[f1, . . . , fn]. Bezeiche
f̄i ∈ OX,x die Bilder der fi. Es gibt nach Annahme h̄i ∈ OY,y mit h̄i 7→ f̄i. Dann
finden wir s ∈ O(Y ) mit s(y) 6= 0 derart, daß alle h̄i von geeigneten hi ∈ O(Ys)
herkommen. Dann gibt es t ∈ O(X) mit t(x) 6= 0 und ϕ(Xt) ⊂ Ys derart,
daß die hi ◦ ϕ auf Xt mit den Restriktionen der fi übereinstimmen. Nun gibt es
P ∈ k[T1, . . . , Tn] mit t = P (f1, . . . , fn) in O(X). In O(Xt) folgt t = r ◦ ϕ
für r = P (h1, . . . , hn) ∈ O(Ys). Mithin induziert die Restriktion eine Surjektion
O(Yrs)� O(Xt).

Übungen

Übung 7.4.4.14. Gegeben ein Morphismus X → Y von affinen Varietäten und
ein Punkt x ∈ X mit x 7→ y gibt es genau einen Ringhomomorphismus OY,y →
OX,x, der mit dem Komorphismus O(Y ) → O(X) in der offensichtlichen Weise
verträglich ist.

7.4.5 Lokalisierung und Primideale
7.4.5.1. Gegeben ein KringR und eine Teilmenge S ⊂ R und ein Ideal b ⊂ S−1R
nennen wir sein Urbild lok−1(b) das Zählerideal von b. Dies Zählerideal ist dann
ein Ideal von R selbst.
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Proposition 7.4.5.2 (Primideale in Lokalisierungen). Gegeben ein KringR und
eine Teilmenge S ⊂ R liefert der Übergang zum Zählerideal eine Bijektion

Spec(S−1R)
∼→ {p ∈ SpecR | p ∩ S = ∅}

p 7→ lok−1(p)

zwischen der Menge der Primideale der Lokalisierung und der Menge derjenigen
Primideale des ursprünglichen Rings, die die Teilmenge S der zu invertierenden
Elemente nicht treffen. Die Inverse dieser Bijektion ist die Abbildung q 7→ S−1q.

Beispiel 7.4.5.3. Ist R = O(X) der Ring der regulären Funktionen auf einer affi-
nen VarietätX und besteht S aus einer einzigen Funktion f , so besagt diese Propo-
sition nach 7.4.2.8 anschaulich, daß das Herunterschneiden eine Bijektion liefert
zwischen abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von Xf und abgeschlossenen
irreduziblen Teilmengen von X , die nicht in Z(f) enthalten sind.

Beweis. Da alle Elemente aus S bei der Lokalisierung Einheiten werden, landet
das Zurückholen Spec(S−1R) → SpecR in der Menge der Primideale von R,
die S nicht treffen. Unsere Abbildung ist also sinnvoll definiert. Für jedes Ideal
b ⊂ S−1R gilt wie bereits erwähnt b = S−1(lok−1(b)). Wir müssen nur noch
zeigen, daß für jedes Primideal q ⊂ R, das S nicht trifft, seine Lokalisierung
S−1q ⊂ S−1R ein Primideal ist mit Zählerideal lok−1(S−1q) = q. Um zu sehen,
daß S−1q ⊂ S−1R ein Primideal ist, gehen wir aus von (a/s)(b/t) = (c/r) mit
c ∈ q. Das impliziert die Existenz von u ∈ |S〉 mit urab = ustc. Nun gilt sicher
q ∩ S = ∅ ⇒ q ∩ |S〉 = ∅, folglich impliziert urab ∈ q bereits a ∈ q oder
b ∈ q und S−1q ist in der Tat ein Primideal. Um schließlich einzusehen, daß q
das Zählerideal von S−1q ist, beachten wir, daß aus c/s = a/1 mit c ∈ q folgt
tc = tsa für ein t ∈ |S〉 und wegen ts 6∈ q folgt a ∈ q.

7.4.5.4 (Primideale in Quotientenringen). Sei R ein Kring und I ⊂ R eine
Teilmenge und quot : R � R/〈I〉 die Abbildung auf den Quotienten. So liefert
quot−1 eine Bijektion

Spec(R/〈I〉) ∼→ {p ∈ SpecR | p ⊃ I}
p 7→ quot−1(p)

zwischen der Menge der Primideale des Restklassenrings und der Menge derjeni-
gen Primideale des ursprünglichen Rings, die die Teilmenge der herausgeteilten
Elemente umfassen. Die Inverse dieser Bijektion ist die Abbildung q 7→ quot(q).
In der Tat induzieren diese Abbildungen sogar Bijektionen zwischen den entspre-
chenden Mengen beliebiger Ideale und wegen (R/〈I〉)/p ∼= R/ quot−1(p) ent-
sprechen sich darunter Ideale mit einem Integritätsbereich als Quotientenring alias
Primideale.
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Definition 7.4.5.5. Die Menge aller nilpotenten Elemente eines Krings alias das
Radikal des Nullideals heißt das Nilradikal

√
0 unseres Krings.

Korollar 7.4.5.6 (Schnitt aller Primideale). Der Schnitt aller Primideale eines
Krings ist sein Nilradikal. Der Schnitt aller Primideale eines Krings, die ein ge-
gebenes Ideal umfassen, ist das Radikal des besagten Ideals.

7.4.5.7. Der Beweis dieser Aussage beruht im Fall nicht noetherscher Kringe auf
dem Zorn’schen Lemma.

Beweis. Sicher liegt jedes nilpotente Element in jedem Primideal. Ist umgekehrt
R unser Ring und f ∈ R nicht nilpotent, so ist nach 7.4.3.50 die Lokalisierung
R[f−1] nicht der Nullring und besitzt folglich mindestens ein Primideal, ja sogar
mindestens ein maximales Ideal. Das Urbild dieses Ideals in R ist dann das ge-
suchte Primideal, das f nicht enthält. Ist I ⊂ R ein beliebiges Ideal, so wende
man die bereits bewiesene Aussage auf den Quotientenring R/I an und beachte
7.4.5.4.

7.4.5.8. Anders als bei „maximalen Idealen“, worunter man ja stets „maximale
Elemente in der Menge aller vom ganzen Ring verschiedenen Ideal“ versteht, ver-
steht man unter einem minimalen Primideal schlicht ein Primideal, das eben mi-
nimal ist in der durch Inklusion teilgeordneten Menge aller Primideale. Ein kom-
mutativer Integritätsbereich hat insbesondere stets genau ein minimales Primideal,
nämlich das Nullideal.

7.4.5.9 (Existenz minimaler Primideale). Jedes Primideal eines Krings umfaßt
ein minimales Primideal. In der Tat ist ein Schnitt einer Kette von Primidealen
offensichtlich auch selbst prim, denn läge ein Produkt ab in allen geschnittenen
Primidealen und läge a nicht in jedem von ihnen, so müßte b in jedem von ihnen
liegen. Unsere Behauptung folgt so aus dem Zorn’schen Lemma. Mit 7.4.5.6 folgt
weiter, daß auch der Schnitt aller minimalen Primideale eines Krings stets das
Nilradikal sein muß.

Korollar 7.4.5.10 (Minimale Primideale und nichtkürzbare Elemente). 1.
In einem beliebigen Kring besteht jedes minimale Primideal aus nichtkürz-
baren Elementen;

2. In einem nilpotentfreien Kring ist die Vereinigung der minimalen Primidea-
le die Menge der nichtkürzbaren Elemente.

7.4.5.11. Wir diskutieren kurz den geometrischen Fall. Ist X eine affine Varietät,
so gehört offensichtlich eine reguläre Funktion zu einem minimalen Primideal von
O(X) genau dann, wenn sie auf einer irreduziblen Komponente von X identisch
verschwindet, und genau dann ist sie andererseits auch nicht kürzbar.
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Beweis. Lokalisieren wir unseren Kring R an unserem minimalen Primideal p
zu Rp, so erhalten wir nach 7.4.5.4 einen Kring mit genau einem Primideal pp.
Gegeben f ∈ R kürzbar mit f ∈ p wäre sein Bild (f/1) ∈ Rp nach 7.4.3.11
auch kürzbar mit (f/1) ∈ pp. Aus Rp 6= 0 folgte Rp[(f/1)−1] 6= 0. Dann aber
gäbe es aber in Rp[(f/1)−1] ein Primideal und in Rp ein von p verschiedenes
Primideal im Widerspruch zu unseren Annahmen. Das zeigt Teil 1. Umgekehrt
ist nach 7.4.5.9 der Schnitt aller minimalen Primideale das Nilradikal. Ist unser
Kring R nilpotentfrei, so liefert die Diagonale mithin eine Einbettung von R in
ein Produkt von Integritätsbereichen

R ↪→
∏

p minimal

R/p

Jedes nichtkürzbare Element vonRmuß dabei auf ein nichtkürzbares Element des
Produkts abgebildet werden und folglich bereits in einem der minimalen Prim-
ideale liegen.

7.4.5.12. Gegeben ein KringR betrachten wir die Teilmenge vonR×SpecR aller
Paare (r, p) mit r ∈ p. Das ist eine Inzidenzstruktur im Sinne von 7.1.1.12 und lie-
fert so Konstruktionen mit analogen Eigenschaften zu unseren Konstruktionen Z
und I aus 7.1.1.15, die wir hierA und S notieren und im folgenden ausführlicher
diskutieren.

Definition 7.4.5.13. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge I ⊂ R bezeichnen
wir mit A(I) die Menge aller Primideale von R, die I umfassen, in Formeln

A(I) := {p ∈ SpecR | p ⊃ I} = {p ∈ SpecR | r ∈ p ∀r ∈ I}

Definition 7.4.5.14. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge X ⊂ SpecR be-
zeichnen wir mit S(X) den Schnitt aller Primideale aus X , in Formeln

S(X) :=
⋂
p∈X

p = {r ∈ R | r ∈ p ∀p ∈ X}

7.4.5.15. Diese Konstruktionen A und S erfüllen ähnliche Formeln wie die ana-
logen Konstruktionen Z und I aus 7.1.1.15 und 7.1.1.11, was nun genauer ausge-
führt werden soll. SeiR ein beliebiger Kring. Offensichtlich gilt für ein beliebiges
System J von Teilmengen von R die Identität

⋂
J∈J A(J) = A

(⋃
J∈J J

)
und

insbesondere auch
I ⊂ J ⇒ A(I) ⊃ A(J)

Ebenso offensichtlich gilt für ein beliebiges SystemX von Teilmengen des SpecR
die Identität S

(⋃
X∈X X

)
=
⋂
X∈X S(X) und insbesondere auch

Y ⊂ X ⇒ S(Y ) ⊃ S(X)
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Des weiteren gilt sicher J ⊂ S(A(J)) für jede Teilmenge J ⊂ R und X ⊂
A(S(X)) für jede Teilmenge X ⊂ SpecR. Es folgt S(X) = S(A(S(X))) für je-
de Teilmenge X ⊂ SpecR, indem wir einerseits S auf X ⊂ A(S(X)) anwenden
und andererseits J ⊂ S(A(J)) auf J = S(X). Ebenso folgt für jede Teilmenge
J ⊂ R die Identität A(J) = A(S(A(J))).

7.4.5.16. Man zeigt ohne Schwierigkeiten, daß die Mengen A(I) für I ⊂ R die
abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf dem Spektrum von R bilden. Sie
heißt die Zariskitopologie auf SpecR. Insbesondere gilt für jede abgeschlossene
Teilmenge X ⊂ SpecR die Identität X = A(S(X)), die offensichtlich auch
umgekehrt abgeschlossene Teilmengen charakterisiert.

7.4.5.17 (Abgeschlossene Mengen und Radikalideale, Variante). Für jede Teil-
menge I eines Krings R ist nach 7.4.5.6 unser S(A(I)) das Radikal des von I
erzeugten Ideals, in Formeln S(A(I)) =

√
〈I〉. Umgekehrt ist nach den Defini-

tionen für jede Teilmenge X ⊂ SpecR unser A(S(X)) der Abschluß von X in
der Zariskitopologie, in Formeln A(S(X)) = X̄ . Insbesondere liefern A und S
ähnlich wie in 7.1.6.16 zueinander inverse Bijektionen

A :

{
Radikalideale

I ⊂ R

}
∼→
{

Abgeschlossene Teilmengen
Y ⊂∧ SpecR

}
7.4.5.18. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge I ⊂ R liefert das Bilden des
Urbilds unter der kanonischen Projektion auf den Restklassenring nach 7.4.5.4
eine Bijektion

Spec(R/〈I〉) ∼→ A(I)

zwischen der Menge aller Primideale des Quotienten R/〈I〉 von R nach dem von
I erzeugten Ideal und der Menge aller Primideale von R, die I umfassen.

7.4.5.19. Ist R = O(X) der Ring der regulären Funktionen auf einer affinen
Varietät X , so hatten wir für I ⊂ O(X) in 7.3.4.3 die Nullstellenmenge Z(I) ⊂
X erklärt. Unter der Komposition

X
∼→ MaxO(X) ⊂ SpecO(X)

ist nun unser Z(I) genau das Urbild in X von A(I) und die Zariskitopologie auf
X wird induziert von unserer Zariskitopologie auf SpecO(X).

Proposition 7.4.5.20 (Primideale und irreduzible Mengen, Variante). Die ir-
reduziblen abgeschlossenen Teilmengen des Spektrums eines Krings entsprechen
seinen Primidealen unter der Abbildung, die jedem Primideal die Menge aller es
umfassenden Primideale zuordnet. In Formeln ausgedrückt liefert also für jeden
Kring R die Abbildung p 7→ A(p) eine Bijektion

SpecR
∼→ {Y ⊂∧ SpecR | Y irreduzibel }



7.4. PRIMIDEALE UND LOKALISIERUNG 1031

7.4.5.21. Man kann A(p) auch als den Abschluß des Punktes p in Bezug auf die
Zariskitopologie interpretieren, so daß also unsere Abbildung jedem Punkt seinen
Abschluß zuordnet. Das Spektrum eines Krings ist also ein topologischer Raum
X mit der Eigenschaft, daß x 7→ x̄ eine Bijektion

X
∼→ {Y ⊂∧ X | Y irreduzibel }

induziert. Gegeben umgekehrt eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y ⊂∧
SpecR heißt der Punkt x ∈ Y mit x̄ = Y der generische Punkt von Y .

Beweis. Daß der Abschluß eines Punktes irreduzibel sein muß, gilt sogar in einem
beliebigen topologischen Raum. Unsere Abbildungsvorschrift ist mithin sinnvoll.
Gegeben Y ⊂∧ SpecR gibt es per definitionem eine Teilmenge I ⊂ R mit Y =
A(I). Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, I sei ein Ra-
dikalideal, denn alle Primideale, die I umfassen, umfassen auch das Radikal des
von I erzeugten Ideals. Ich zeige nun, daß für Y irreduzibel unser I ein Prim-
ideal sein muß. Ist in der Tat I kein Primideal, so gibt es a, b 6∈ I mit ab ∈ I .
Nach 7.4.5.6 gibt es ein Primideal über I , das a nicht enthält, und ebenso ein
Primideal über I , das b nicht enthält. Folglich haben wir A(a) 6⊃ A(I) und
A(b) 6⊃ A(I). Jedes Primideal, das ab enthält, muß jedoch a oder b enthalten,
folglich gilt A(a) ∪ A(b) ⊃ A(I) und A(I) war nicht irreduzibel. Ist also Y ir-
reduzibel und I das Radikalideal mit Y = A(I), so ist I prim und wir schreiben
hinfort I = p. Bezeichnen wir mit x den durch p gegebenen Punkt von SpecR,
so gilt x̄ = A(p) = Y . Das zeigt die Surjektivität unserer Abbildung. Zur Injek-
tivität bemerken wir, daß y ∈ x̄ gleichbedeutend ist zur Inklusion py ⊃ px der
zugehörigen Primideale, wir können also p aus Y zurückgewinnen als den Schnitt
aller Primideale py mit y ∈ Y .

7.4.5.22. Ich will kurz auf die Beziehung dieses Satzes zu seinem geometrischen
Analogon 7.4.2.8 eingehen. Ist ein Kring R ringendlich über einem Körper, so
können wir obige Bijektionen ergänzen zu einer Sequenz von Bijektionen

SpecR
∼→ {Y ⊂∧ SpecR | Y irreduzibel} ∼→ {Z ⊂∧ MaxR | Z irreduzibel}

wo MaxR die von SpecR induzierte Topologie erhält und die rechte Abbildung
schlicht das Schneiden mit MaxR meint. Ist sogar k ein algebraisch abgeschlos-
sener Körper und X eine affine k-Varietät und beachten wir unsere Bijektion
X

∼→ MaxO(X), so liefert diese Verknüpfung die Inverse der in 7.4.2.8 dis-
kutierten Bijektion

{Y ⊂∧ X | Y irreduzibel} ∼→ SpecO(X)

Korollar 7.4.5.23 (Minimale Primideale in noetherschen Kringen). In einem
noetherschen Kring gibt es nur endlich viele minimale Primideale.
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Beweis. Gegeben ein noetherscher Kring ist sein Spektrum ein noetherscher topo-
logischer Raum und ist nach 7.4.1.12 folglich die Vereinigung von endlich vielen
irreduziblen Komponenten. Die nach 7.4.5.21 zu diesen Komponenten gehören-
den Primideale sind dann die fraglichen minimalen Primideale.

Korollar 7.4.5.24 (Endliche Produkte von Integritätsbereichen). Genau dann
ist ein Kring ein endliches Produkt von Integritätsbereichen, wenn seine Lokali-
sierung nach jedem maximalen Ideal ein Integritätsbereich ist und er nur endlich
viele minimale Primideale hat.

Beweis. Daß ein endliches Produkt von Integritätsbereichen diese Eigenschaften
hat, ist klar. Für die andere Implikation bemerken wir zunächst, daß nach dem
lokal-global-Prinzip 7.4.3.26 unser Kring keine von Null verschiedenen nilpoten-
ten Elemente haben kann. Der Schnitt der minimalen Primideale ist also Null nach
7.4.5.9. Damit reicht es nach dem chinesischen Restsatz 6.2.3.4 zu zeigen, daß für
je zwei minimale Primideale p 6= q gilt 1 ∈ p + q. Andernfalls gäbe es aber ein
maximales Ideal m ⊃ p+q und die Lokalisierung unseres Krings an m hätte zwei
verschiedene minimale Primideale und könnte kein Integritätsbereich sein.

Übungen

Übung 7.4.5.25. Seien X eine affine Varietät und x ∈ X ein Punkt. Man zeige,
daß die lokale Krulldimension vonX bei x übereinstimmt mit der Krulldimension
des lokalen Ringes, in Formeln kdimxX = kdimOX,x.

Übung 7.4.5.26. Gegeben ein Kring R bilden die Teilmengen U(f) := {p ∈
SpecR | f 6∈ p} für f ∈ R eine Basis der Zariskitopologie auf SpecR. Wir
nennen sie die Standardbasis.

Ergänzende Übung 7.4.5.27. Für jeden Kringhomomorphismus R → S ist die
induzierte Abbildung SpecS → SpecR stetig für die Zariskitopologie. Ist unser
Kringhomomorphismus injektiv, so hat die induzierte Abbildung dichtes Bild.

Übung 7.4.5.28. Hinweis: 7.4.5.23 und 7.4.5.6. Gegeben ein noetherscher Kring
mit einem Ideal I besitzt die Menge aller Primideale von R über I endlich viele
minimale Elemente P1, . . . , Pn und deren Schnitt ist das Radikal von besagtem
Ideal, in Formeln √

I = P1 ∩ . . . ∩ Pn

Übung 7.4.5.29. Sind in einem Kring endlich viele Primideale gegeben, deren
Schnitt aus nilpotenten Elementen besteht, so umfaßt jedes Primideale unseres
Krings eines dieser endlich vielen Primideale.
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Übung 7.4.5.30. Gegeben ein Modul M über einem Kring R und ein Element
m ∈ M setzen wir supp(m) := A(AnnR(m)) und nennen diese abgeschlossene
Teilmenge von Spec(R) den Träger von m. Die Vereinigung

supp(M) :=
⋃
m∈M

supp(m)

heißt der Träger von M und braucht nicht abgeschlossen zu sein. Man zeige, daß
der C[X]-Modul M := C[X,X−1]/C[X] einpunktigen Träger hat, bestehend aus
dem einzigen Primideal 〈X〉, wohingegen sein Annullator das Nullideal ist. Ist
aber M endlich erzeugt, sagen wir von m1, . . . ,mr, so gilt

supp(M) =
n⋃
i=1

supp(mi) = A(AnnM)

Übung 7.4.5.31 (Träger und Lokalisierung). Gegeben ein Modul M über einem
Kring R und ein Element m ∈M und p ∈ SpecR zeige man, daß das Bild von m
in der Lokalisierung Mp genau dann verschwindet, wenn gilt p 6⊃ AnnR(m) alias
p 6∈ supp(m) in der Notation aus 7.4.5.30.

7.4.6 Lemma von Nakayama
7.4.6.1. Gegeben ein Kring R und ein Ideal a ⊂ R und ein R-Modul M ver-
einbaren wir die abkürzende Bezeichnung aM statt 〈aM〉 für den in M von den
Elementen am mit a ∈ a und m ∈M erzeugten Untermodul.

Proposition 7.4.6.2 (Lemma von Nakayama). Seien R ein Kring, a ⊂ R ein
Ideal und Q ein endlich erzeugter R-Modul. Gilt Q = aQ, so gibt es f ∈ 1 + a
mit fQ = 0.

Vorschau 7.4.6.3. Eine Variante für nicht notwendig kommutative Ringe zeigen
wir in [NAS]. Sie ist schwächer und ihr Beweis benötigt das Zorn’sche Lemma.
Für beliebige nicht notwendig kommutative Ringe R erklärt man das Jacobson-
Radikal J(R) als den Schnitt aller maximalen Linksideale. In dieser Situation
besagt das nichtkommutative Nakayamalemma 8.3.6.3, daß für jeden endlich
erzeugten R-Modul M gilt

J(R)M = M ⇒ M = 0

Es folgt, daß gegeben ein endlich erzeugter R-Modul M und ein endliches Er-
zeugendensystem von M/ J(R)M eine beliebige Wahl von Urbildern bereits ein
Erzeugendensystem vomM ist. Wenn wir betonen wollen, daß wir obige Variante
7.4.6.2 meinen, reden wir vom kommutativen Nakayamalemma, das im übrigen
auf Matsumura zurückzugehen scheint.
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7.4.6.4. Die Bedingung, Q sei endlich erzeugt, ist an dieser Stelle wesentlich.
Gegeben ein Körper k ist die Folgerung zum Beispiel offensichtlich falsch für den
k[T ]-Modul Q := k(T ) und das Ideal a := 〈T 〉 in R := k[T ].

7.4.6.5 (Anschauung zum Lemma von Nakayama). In geometrischer Sprache
besagt das kommutative Nakayamalemma, daß aM = M für einen endlich er-
zeugten R-Modul M gleichbedeutend ist zu A(AnnM) ∩ A(a) = ∅.

Beweis. Wir müssen aus Q = aQ folgern fQ = 0 für ein f ∈ 1 + a oder
gleichbedeutend S−1Q = 0 für die Lokalisierung von Q nach der multiplikativ
abgeschlossenen Teilmenge S := 1 + a. Aber seien sonst q1, . . . , qt ∈ Q gewählt
mit kleinstmöglichem t ≥ 1 derart, daß ihre Bilder S−1Q als Modul über S−1R
erzeugen. Natürlich haben wir auch S−1Q = S−1aQ und können also in S−1Q
schreiben q1 = b1q1 + . . . + btqt mit bi ∈ S−1a. Dann können wir auch in Q
schreiben sq1 = a1q1 + . . . + atqt mit ai ∈ a, s ∈ S und folgern (s − a1)q1 =
a2q2 + . . . + atqt. Wegen (s − a1) ∈ S zeigt diese Gleichung aber, daß auch
q2, . . . , qt schon S−1Q erzeugen als Modul über S−1R. Widerspruch!

Beweis ohne Lokalisierung. Seien q1, . . . , qn Erzeuger des R-Moduls Q. Wir fin-
den aij ∈ a mit

qi = ai1q1 + . . .+ ainqn

Das können wir umschreiben zur Matrixgleichung 1 0
. . .

0 1


 q1

...
qn

 =

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


 q1

...
qn


Ziehen wir nun beide Seiten voneinander ab und multiplizieren mit der adjun-
gierten Matrix 3.6.4.6, so erkennen wir, daß für P das charakteristische Polynom
der Matrix der (aij) gilt P (1)q1 = . . . = P (1)qn = 0. Dies P (1) ist dann unser
gesuchtes f ∈ 1 + a.

Korollar 7.4.6.6 (Lemma von Nakayama, Variante). Seien R ein Kring, a ⊂ R
ein Ideal undM ein endlich erzeugterR-Modul. Seien Elementem1, . . . ,mr ∈M
gegeben derart, daß ihre Nebenklassen den Quotienten M/aM erzeugen. So gibt
es f ∈ 1 + a derart, daß die mi auch schon M [f−1] über R[f−1] erzeugen.

7.4.6.7. Aus unserer Variante 7.4.6.6 folgt unmittelbar Proposition 7.4.6.2, indem
wir den Fall r = 0 betrachten. Wir gehen jedoch beim Beweis den umgekehrten
Weg. Ich selbst kann mir die Variante viel besser merken, da ich mir darunter mehr
vorstellen kann. Das soll im nächsten Punkt ausgeführt werden.
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7.4.6.8 (Anschauung für das Lemma von Nakayama). Der Anschauung beson-
ders gut zugänglich scheint mir die Variante 7.4.6.6 des Lemmas von Nakayama,
und zwar besonders in dem Fall, daß R = O = O(X) der Ring der regulären
Funktionen auf einer affinen Varietät X ist, M = On ein freier Modul endlichen
Ranges, und a = I(x) das Verschwindungsideal eines Punktes x ∈ X . Unsere
mi ∈M verstehen wir dann als Spaltenvektoren mj = (m1j, . . . ,mnj) mit Funk-
tionenmij ∈ O als Einträgen, und unser Lemma besagt: Erzeugen die Spaltenvek-
torenmj(x) := (m1j(x), . . . ,mnj(x)) für 1 ≤ j ≤ r den kn, so gibt eine Funktion
f ∈ O, die bei x den Wert Eins annimmt und mit der die mj bereits O[f−1]n er-
zeugen alsO[f−1]-Modul. Daß solch ein f existiert, kann man nun auch ohne viel
Theorie leicht einsehen: Wenn wir erst mal etwas allgemeiner nur ein f wie oben
finden, das bei x nicht den Wert Null annimmt, multiplizieren wir es mit dem Ska-
lar f(x)−1 und sind auch fertig. Erzeugen nun die mj(x) für 1 ≤ j ≤ r den kn, so
kann man nach Umnummerieren annehmen, daß m1(x), . . . ,mn(x) bereits eine
Basis des kn bilden. Dann aber ist die Determinante der Matrix derA = (mij)

n
i,j=1

nicht Null bei x. Nehmen wir f = det(A) als unsere Funktion, so gibt es nach
der Cramer’schen Regel 3.6.4.6 eine Matrix B = f−1A] mit Einträgen in O[f−1]
und BA = I der Einheitsmatrix. Das aber zeigt, daß die mj bereits O[f−1]n als
O[f−1]-Modul erzeugen.

Herleitung des Korollars 7.4.6.6 aus der Proposition 7.4.6.2. Seien Elementem1,
. . . , mr ∈ M gegeben derart, daß ihre Nebenklassen den Quotienten M/aM er-
zeugen. Sei N ⊂M das Erzeugnis von m1, . . . ,mr und Q = M/N . Wir betrach-
ten das Diagramm mit exakten Spalten

N ∩ aM ↪→ aM � aQ
↓ ↓ ↓
N ↪→ M � Q
↓ ↓ ↓

N/(N ∩ aM) ↪→ M/aM � Q/aQ

Seine beiden oberen Zeilen sind exakt, also nach dem Neunerlemma auch die
untere Zeile. Aus der Wahl von N folgt nun Q/aQ = 0, also Q = aQ, also
fQ = 0 für ein f ∈ 1 + a nach Proposition 7.4.6.2, also Q[f−1] = 0, also
N [f−1]

∼→ M [f−1] wegen der Exaktheit des Lokalisierens 7.4.3.11 und wir sind
fertig.

7.4.6.9. Ein Ring heißt lokal, wenn seine Nichteinheiten ein Ideal bilden. Dies
Ideal ist dann natürlich das größte echte Ideal unseres Rings. Der Nullring ist
insbesondere nicht lokal, denn die leere Menge ist kein Ideal. In einem lokalen
Ring ist die Summe aus einer Nichteinheit und einer Einheit offensichtlich stets
eine Einheit.
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7.4.6.10. Mit der Sprechweise „Sei (A,m) ein lokaler Kring“ ist gemeint, daß
A ein lokaler Kring sein soll und m sein per definitionem eindeutig bestimmtes
maximales Ideal.

Beispiel 7.4.6.11. Gegeben ein KringR und ein Primideal p ⊂ R ist die Lokalisie-
rung Rp von R an der Stelle p nach 7.4.5.4 stets ein lokaler Kring mit maximalem
Ideal pp. Insbesondere sind unsere Ringe von Funktionskeimen OX,x aus 7.4.4.2
und allgemeiner unsere Ringe von Funktionskeimen OX,Y aus 7.4.4.6 stets lokal.

7.4.6.12 (Lemma von Nakayama für lokale Kringe). Seien (A,m) ein lokaler
Kring undM ein endlich erzeugterA-Modul. Sindm1, . . . ,mr ∈M gegeben der-
art, daß ihre Nebenklassen den Quotienten M/mM erzeugen, so erzeugen die mi

bereits M selbst. Das folgt sofort aus der Variante 7.4.6.6 des kommuntativen Na-
kayamalemmas, denn die Menge 1 + m besteht aus Einheiten von A. Obwohl wir
im Rückblick ein endliches Erzeugendensystem von M angeben, gilt die Aussage
nicht, wenn wir nicht M von Anfang an als endlich erzeugt annehmen.

Satz 7.4.6.13 (Durchschnittssatz von Krull). Gegeben a ⊂ R ein Ideal in einem
noetherschen Kring und M ein noetherscher R-Modul gilt⋂

anM = {m ∈M | ∃a ∈ a mit am = m}

Beweis. Sei zunächst R ein Kring und a ⊂ R ein beliebiges Ideal. Im Polynom-
ringR[X] bilden die Polynome

∑
rnX

n mit rn ∈ an für alle n ≥ 0 einen Teilring,
den sogenannten Rees-Ring Ra[X]. Sind a1, . . . , ar Erzeuger von a, so finden wir
eine Surjektion R[Y1, . . . , Yr] � Ra[X] des Polynomrings auf den Reesring mit
Yν 7→ aνX . Folglich ist mit R auch der Reesring noethersch. Des weiteren ist im
in offensichtlicher Weise erklärtenR[X]-ModulM [X] die TeilmengeMa[X] aller∑
mnX

n mit mn ∈ anM für alle n ≥ 0 ein Untermodul über dem Reesring. Die-
ser UntermodulMa[X] ist offensichtlich endlich erzeugt über dem Reesring, wenn
M endlich erzeugt ist über R. Für S :=

⋂
anM ist weiter S[X] ⊂Ma[X] ein Un-

termodul dieses Moduls über dem Reesring und ist folglich auch endlich erzeugt,
also insbesondere erzeugt von einer Teilmenge der Gestalt S + SX + . . .+ SXn.
Das hinwiederum zeigt aS = S und mit dem Lemma von Nakayama 7.4.6.2 folgt
sogar die Existenz von einem a ∈ a mit (1 + a)S = 0 alias am = m ∀m ∈ S.
Das zeigt im Satz die Inklusion ⊂. Die andere Inklusion ist offensichtlich.

Korollar 7.4.6.14. Gegeben ein noetherscher Kring R mit Jacobsonradikal J ⊂
R und ein noetherscher R-Modul M gilt⋂

n

JnM = 0
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7.4.6.15. Besonders oft wird diese Aussage im Fall lokaler noetherscher Kringe
verwendet, in dem das Jacobsonradikal mit dem einzigen maximalen Ideal zu-
sammenfällt, so daß also der Schnitt aller Potenzen des maximalen Ideals das
Nullideal sein muß.

Beweis. Wenden wir den Durchschnittssatz 7.4.6.13 auf das Jacobsonradikal a =
J an, so folgt für unseren Schnitt S erst JS = S und dann mit dem Lemma von
Nakayama ?? sofort S = 0.

Beispiel 7.4.6.16. Um zu sehen, daß Durchschnittssatz für nicht noethersche Krin-
ge im allgemeinen nicht mehr gilt, mag man den RingR der Keime stetiger reeller
Funktionen um den Ursprung der reellen Zahlengeraden im Sinne von 7.4.4.1 be-
trachten. Dieser Ring R ist lokal und sein maximales Ideal J ist nicht Null, aber
dennoch gilt J2 = J .

Übungen

Übung 7.4.6.17. Gegeben ein endlich erzeugter freier Modul M über einem lo-
kalen Kring (A,m) bilden Elemente v1, . . . , vr ∈ M eine A-Basis von M genau
dann, wenn ihre Bilder v̄1, . . . , v̄r ∈M/mM eine Basis des Quotienten über A/m
bilden.
Übung 7.4.6.18. Sei A ⊂ B eine modulendliche Kringerweiterung. Ist A lokal
und B ein freier A-Modul, so spaltet die Einbettung A ↪→ B als Homomorphis-
mus von A-Moduln. Hinweis: 20.3.2.10.
Übung 7.4.6.19. Seien X eine affine Varietät und M ein O(X)-Modul. Gege-
ben x ∈ X heißt M ⊗O(X) kx der geometrische Halm von M an der Stelle x.
Man zeige: Ein endlich erzeugterO(X)-Modul M ist genau dann projektiv, wenn
die Dimensionen seiner geometrischen Halme eine lokal konstante Funktion bil-
den. Hinweis: Man finde für jeden Punkt x ∈ X eine Funktion f ∈ O(X) mit
f(x) 6= 0 undMf frei überO(X)f . Man erinnere aus 7.4.3.36, daß unter gewissen
Endlichkeitsbedingungen projektiv äquivalent ist zu lokal frei.

7.4.7 Einfache Moduln und Kompositionsreihen
7.4.7.1. Dieser Abschnitt steht leicht variiert auch in 8.2.2. Er ist weitgehend un-
abhängig von der bis hierher entwickelten Theorie.

Definition 7.4.7.2. Ein Modul heißt einfach, wenn er nicht Null ist, aber außer
sich selbst und Null keine Untermoduln hat.

Beispiele 7.4.7.3. Die einfachen Moduln über einem Körper oder allgemeiner ei-
nem Schiefkörper sind genau die eindimensionalen Vektorräume. Jeder Vektor-
raum ist einfach als Modul über seinem Endomorphismenring.
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7.4.7.4. Die einfachen Z-Moduln sind genau die zyklischen abelschen Gruppen
von Primzahlordnung. Allgemeiner sind alle einfachen Moduln über einem Ring
isomorph zu einem Quotienten des besagten Rings nach einem maximalen Links-
ideal. Ist der Ring kommutativ, so kann man besagtes Linksideal aus dem Mo-
dul zurückgewinnen als seinen Annullator. Genauer ist dann der Quotient unseres
Rings nach unserem maximalen Ideal bereits ein Körper, vergleiche 7.1.6.7, und
unser einfacher Modul ist ein eindimensionaler Vektorraum über diesem Körper.
Bei nichtkommutativen Ringen können die Quotienten nach verschiedenen maxi-
malen Linksidealen jedoch durchaus als Moduln isomorph sein: Man denke etwa
an den Matrizenring Mat(r; k) mit Einträgen in einem Körper k und den einfa-
chen Modul kr dieses Rings: Hier sind ja die Annullatoren verschiedener von Null
verschiedener Elemente im allgemeinen durchaus verschiedene Linksideale.

7.4.7.5. Der Hilbert’sche Nullstellensatz 7.1.5.10 besagt, daß alle einfachen Mo-
duln über einem Polynomring in endlich vielen Variablen mit Koeffizienten in
einem Körper endlichdimensional sind über besagtem Körper. Ist der Körper al-
gebraisch abgeschlossen, so sind sie sogar eindimensional.

Lemma 7.4.7.6 (Homomorphismen von und zu einfachen Moduln). Seien R
ein Ring, E,E ′ einfache R-Moduln, und M ein beliebiger R-Modul. So gilt:

1. Jeder Homomorphismus E →M ist injektiv oder Null;

2. Jeder Homomorphismus M → E ′ ist surjektiv oder Null;

3. Jeder Homomorphismus E → E ′ ist bijektiv oder Null;

4. Der Endomorphismenring EndRE ist ein Schiefkörper.

Beweis. ker(E → M) und im(M → E ′) sind Untermoduln von E beziehungs-
weise von E ′ und sind folglich Null oder ganz E beziehungsweise ganz E ′.

Korollar 7.4.7.7. SeiR ein kommutativer Ring, der einen algebraisch abgeschlos-
senen Körper k als Teilring hat. So ist ein einfacher R-Modul, der endlichdimen-
sional ist als k-Vektorraum, notwendig eindimensional als k-Vektorraum.

Beweis. Die Multiplikation mit einem beliebigen Element r ∈ R besitzt notwen-
dig einen Eigenwert, und der zugehörige Eigenraum ist ein von Null verschiedener
Untermodul, also der ganze Modul. Also operiert jedes r ∈ R durch einen Skalar,
und dann kann unser Modul nur einfach sein, wenn er eindimensional ist.

Definition 7.4.7.8. Gegeben ein ModulM über einem RingR definieren wir seine
Länge

LängeR(M) = Länge(M) = lR(M) = l(M) ∈ N t {∞}
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als das Supremum über alle n derart, daß es in M eine echt absteigende Kette
von Untermoduln gibt der Gestalt M = Mn ) Mn−1 ) . . . ) M0 = 0, die
also salopp gesprochen in n echten Schritten vom ganzen Modul zum Nullmodul
führt.

Beispiel 7.4.7.9. Ist k ein Körper, so ist die Länge eines k-Moduls die Dimension
des fraglichen k-Vektorraums.

7.4.7.10. Bei einer endlichen echt absteigenden Kette maximal möglicher Länge
ist natürlich stets Mi/Mi−1 einfach für 1 ≤ i ≤ n. Offensichtlich hat ein Modul
die Länge Null genau dann, wenn er der Nullmodul ist, und die Länge Eins genau
dann, wenn er einfach ist.

Definition 7.4.7.11. Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Eine Kompositions-
reihe von M ist eine endliche Kette von Untermoduln

M = Mr ⊃Mr−1 ⊃ . . . ⊃M0 = 0

derart, daß Mi/Mi−1 einfach ist für 1 ≤ i ≤ r. Der Modul Mi/Mi−1 heißt dann
der i-te Subquotient unserer Kompositionsreihe. Gegeben ein Modul M über
einem Ring erklären wir seine Kompositionslänge

λR(M) = λ(M) ∈ N t {∞}

wie folgt: Besitzt unser Modul eine Kompositionsreihe, so sei λ(M) die kleinst-
mögliche Länge einer Kompositionsreihe vonM . Besitzt unser Modul keine Kom-
positionsreihe, so sagen wir, seine Kompositionslänge sei unendlich und schreiben
λ(M) =∞.

Satz 7.4.7.12 (Jordan-Hölder). Die Länge und die Kompositionslänge stimmen
für jeden Modul überein. Weiter haben je zwei Kompositionsreihen eines Moduls
dieselbe Länge und bis auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten.

7.4.7.13. In Formeln ausgedrückt besagt der zweite Teil: Sind M = Mr ⊃ . . . ⊃
M0 = 0 und M = Ns ⊃ . . . ⊃ N0 = 0 zwei Kompositionsreihen eines Mo-
duls M , so gilt r = s und es gibt eine Permutation σ ∈ Sr mit Ni/Ni−1

∼=
Mσ(i)/Mσ(i)−1 für alle i. Diese Subquotienten oder genauer ihre Isomorphieklas-
sen heißen die Kompositionsfaktoren unseres Moduls endlicher Länge M , und
unser Satz sagt auch, daß jeder Kompositionsfaktor mit einer wohlbestimmten
Vielfachheit auftritt. Gegeben ein einfacher Modul L notiert man die Vielfachheit
von L als Kompositionsfaktor von M meist

[M : L]
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Beweis. Die erste Aussage unseres Satzes behauptet in Formeln l(M) = λ(M).
Offensichtlich ist a priori nur die Abschätzung l(M) ≥ λ(M). Als nächstes zeigen
wir nun, daß für jeden ModulM endlicher Kompositionslänge und jeden von Null
verschiedenen Untermodul 0 6= N ⊂M gilt

λ(M/N) < λ(M)

Seien in der Tat M = Mr ⊃ . . . ⊃ M0 = 0 eine Kompositionsreihe von M und
N ⊂ M ein Untermodul. Wir betrachten den Quotienten M̄ = M/N und die
Bilder M̄i der Mi in M̄ und erhalten kurze exakte Sequenzen

Mi ∩N/Mi−1 ∩N ↪→Mi/Mi−1 � M̄i/M̄i−1

durch explizites Nachdenken: Geht ein Element m + Mi−1 aus der Mitte rechts
nach Null, landet es also in M̄i−1, so muß es aus N + Mi−1 stammen und sich
folglich mitm ∈Mi∩N darstellen lassen. Alternativ mag man das Neunerlemma
4.4.7.5 auf das kommutative Diagramm

Mi−1 ∩N ↪→ Mi ∩N � Mi ∩N/Mi−1 ∩N
↓ ↓ ↓

Mi−1 ↪→ Mi � Mi/Mi−1

↓ ↓ ↓
M̄i−1 ↪→ M̄i � M̄i/M̄i−1

anwenden. Gilt zusätzlich N 6= M , so kann nicht M̄i = M̄i−1 gelten für alle i.
Zu jeder Kompositionsreihe von M haben wir also eine echt kürzere Kompositi-
onsreihe von N konstruiert und erkennen damit, daß in der Tat aus λ(M) < ∞
und N 6= N folgt λ(N) < λ(M). Man sieht so, daß die Länge einer beliebigen
echt absteigenden Kette von Untermoduln eines Moduls endlicher Kompositions-
längeM nach oben beschränkt ist durch eben diese Kompositionslänge λ(M) und
folgert sofort l(M) ≤ λ(M). Im Fall λ(M) = ∞ ist das eh klar. So ergibt sich
schließlich für jeden Modul M die Gleichheit

l(M) = λ(M)

Daß je zwei Kompositionsreihen dieselbe Länge haben, folgt sofort. Ist weiter
N ⊂M ein einfacher Untermodul, so gibt es oben genau einen Index j mit

Mj ∩N = N aber Mj−1 ∩N = 0

Für diesen Index haben wir Mj/Mj−1
∼= N und M̄j/M̄j−1 = 0, wohingegen für

die anderen Indizes i 6= j gilt Mi/Mi−1
∼= M̄i/M̄i−1. Nun folgt der Rest des

Satzes mit Induktion. Ist genauer M = Nr ⊃ . . . ⊃ N1 = N eine weitere Kom-
positionsreihe, so dürfen wir induktiv annehmen, daß die Kompositionsfaktoren
Nk/Nk−1 für k ≥ 2 von M̄ = M/N bis auf Reihenfolge und Isomorphismus mit
den M̄i/M̄i−1 für i 6= j übereinstimmen.
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Korollar 7.4.7.14 (Längenformel). Gegeben M ⊃ N ein Modul mit einem Un-
termodul gilt in N t {∞} die Gleichheit l(M) = l(M/N) + l(N).

Beweis. Für jeden Untermodul N ⊂M sind die Ungleichungen

l(M) ≥ l(M/N) + l(N)

λ(M) ≤ λ(M/N) + λ(N)

offensichtlich. Da nach dem Satz 7.4.7.12 von Jordan-Hölder aber die Länge und
die Kompositionslänge übereinstimmen, folgt die Behauptung.

Korollar 7.4.7.15. Sei R ein Ring, der einen Körper k als Teilring hat. Ist R end-
lichdimensional als Linksmodul über k, so gibt es bis auf Isomorphismus höchs-
tens dimk R einfache R-Moduln.

Beweis. Natürlich istR von endlicher Länge alsR-Modul und es gilt sogar l(R) ≤
dimk R. Jeder einfache R-Modul ist aber ein Quotient von R und taucht folglich
in einer und damit in jeder Kompositionsreihe von R als Subquotient auf.

Ergänzung 7.4.7.16. Eine Variante zum hier gewählten Zugang zum Satz von
Jordan-Hölder findet man etwa in [JS06]: Man zeigt, wie dort ausgeführt, ohne
große Schwierigkeiten, daß je zwei endliche Filtrierungen eines Moduls durch
das Einfügen geeigneter weiterer Untermoduln so verfeinert werden können, daß
die Subquotienten der beiden so enstehenden Filtrierungen bis auf Reihenfolge
isomorph sind.

Ergänzung 7.4.7.17. Ein Ring von endlicher Länge ist ein Ring, der sowohl als
Linksmodul als auch als Rechtsmodul über sich selber von endlicher Länge ist.

Satz 7.4.7.18 (Noethersche Kringe der Krulldimension Null). Für Kring sind
gleichbedeutend:

1. Unser Kring ist von endlicher Länge;

2. Unser Kring ist noethersch von der Krulldimension Null oder der Nullring;

3. Unser Kring ist isomorph zu einem endlichen Produkt von noetherschen
Kringen mit genau einem Primideal, das dann notwendig sowohl maximal
als auch nilpotent sein muß.

Vorschau 7.4.7.19. Die Äquivalenz dieser Aussagen wird sich als eine wesentliche
Zutat beim Beweis des Hauptidealsatzes von Krull 7.5.9.4 erweisen, einer der
zentralen Aussagen der Dimensionstheorie.
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Beweis. (2)⇒(3). Ist unser Kring R noethersch, so ist nach 7.4.5.28 sein Nilradi-
kal der Schnitt seiner endlich vielen minimalen Primideale m1, . . . ,mr. Ist zusätz-
lich seine Krulldimension Null, so sind das auch seine maximalen Ideale. Es gibt
also n mit (m1 . . .mr)

n = 0 und der abstrakte chinesische Restsatz liefert einen
Isomorphismus

R
∼→ R/mn

1 × . . .×R/mn
r

(3)⇒(1). Jedes mt
i/m

t+1
i ist ein endlich erzeugter Vektorraum über dem Körper

R/mi und folglich von endlicher Länge alsR-Modul. Zusammen mit der Längen-
formel 7.4.7.14 zeigt das, daß R endliche Länge hat.

(1)⇒(2). Natürlich ist jeder Modul von endlicher Länge auch noethersch. Weiter
kann unser Kring von endlicher Länge bis auf Isomorphismus nur endlich viele
einfache Moduln haben, also nur endlich viele maximale Ideale m1, . . . ,mr. Of-
fensichtlich gilt (m1 . . .mr)

l = 0 für l die Länge unseres Krings. Dies Produkt
liegt mithin in jedem Primideal p unseres Rings. Umfaßte unser p keines der mi,
so würden wir mit 7.4.2.12 schnell bei einem Widerspruch landen. Also ist jedes
Primideal maximal und die Krulldimension ist Null.

Definition 7.4.7.20. Ein Modul heißt artinsch nach dem Mathematiker Emil Ar-
tin genau dann, wenn jede absteigende Folge von Untermoduln stationär wird.
Man sagt dann auch, unser Modul „erfülle die absteigende Kettenbedingung“.

Ergänzung 7.4.7.21. Auf Englisch spricht man von der descending chain con-
dition oder kurz dcc oder auch von artinian modules. Darin liegt eine gewisse
Ironie der Geschichte: Emil Artin war nämlich armenischen Ursprungs und seine
Familie hatte ihren Familiennamen Artinian extra zu Artin eingedeutscht.

Ergänzung 7.4.7.22. Man kann auch zeigen, daß ein Kring genau dann endliche
Länge hat, wenn er ein artinscher Kring alias artinsch als Modul über sich sel-
ber ist. Diese Erkenntnis scheint mir im Gesamtgebäude der Theorie eher neben-
sächlich und ich selber werde stets von Kringen endlicher Länge reden. Ich gebe
dennoch einen Beweis, da die Terminologie eines artinschen Krings oft verwen-
det wird. Problematisch ist nur der Nachweis, daß jeder artinsche Kring bereits
von endlicher Länge ist. Wir zeigen dazu zunächst, daß jedes Primideal eines
artinschen Krings maximal ist. In der Tat ist der Restklassenring ein artinscher
Integritätsbereich, und solch ein Kring muß ein Körper sein: Wäre sonst x eine
von Null verschiedene Nichteinheit, so müste es n geben mit 〈xn〉 = 〈xn+1〉, also
xny = xn+1 für eine Einheit y, und dann folgte x = y im Widerspruch zu unserer
Annahme, x sein keine Einheit. Weiter kann ein artinscher Kring nur endlich viele
maximale Ideale haben, da wir sonst aus Schnitten von immer größeren endlichen
Familien maximaler Ideale eine unendliche absteigende Folge von Idealen bilden
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könnten. Nach 7.4.5.6 ist der Schnitt unserer maximalen Ideale das Nilradikal n
unseres Krings. Wenn wir zeigen können, daß es ein n gibt mit nn = 0, so sind
wir fertig mit derselben Argumentation wie oben. Sicher wird die Folge der nn

stabil, sagen wir nn = nn+1 = . . . = a. Ist a 6= 0, so folgt a2 = a 6= 0, und
dann gibt es auch ein minimales Ideal b ⊂ a mit ab 6= 0. Offensichtlich ist jedes
solche minimale b ein Hauptideal, also b = 〈x〉 mit x 6= 0. Andererseits gilt für
jedes solche minimale b auch ab = b, zusammen also ax = 〈x〉. Dann gibt es
aber y ∈ a mit yx = x und damit yrx = x für alle r. Da aber y nilpotent ist, steht
das im Widerspruch zu x 6= 0.

Ergänzung 7.4.7.23. Analoges gilt mit einem umfangreicheren Beweis sogar für
beliebige, nicht notwendig kommutative Ringe: Jeder Ring, der als Linksmodul
über sich selber artinsch ist, ist als Linksmodul über sich selber bereits von end-
licher Länge. Solche Ringe heißen auch linksartinsch. Einen Beweis findet man
zum Beispiel in [JS06].

Übungen

Übung 7.4.7.24. Man zeige: Ist ein Ring einfach als Linksmodul über sich selbst,
so ist unser Ring ein Schiefkörper.

Übung 7.4.7.25. In jedem Ring läßt sich auch jedes echte Links- beziehungswei-
se Rechtsideal vergrößern zu einem maximalen echten Links- beziehungsweise
Rechtsideal. Genau dann ist ein Linksideal maximal, wenn der Quotient danach
ein einfacher Modul ist. Jeder von Null verschiedene Modul über einem Ring
besitzt einen einfachen Subquotienten. Insbesondere besitzt jeder von Null ver-
schiedene Ring mindestens einen einfachen Modul. Hinweis: 7.1.6.4.

Übung 7.4.7.26. Jeder endlich erzeugte und von Null verschiedene Modul besitzt
einen einfachen Quotienten. Hinweis: 7.4.7.25. Der Z-Modul Q besitzt als Z-
Modul weder einfache Untermoduln noch einfache Quotienten. Als Q-Modul ist
Q dahingegen einfach.

Übung 7.4.7.27. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Körper, so ist jeder einfa-
che k[X]-Modul eindimensional und isomorph zu k[X]/〈X − λ〉 für genau ein
λ ∈ k.

Übung 7.4.7.28. Der Quotient eines Moduls nach einem maximalen echten Un-
termodul ist stets ein einfacher Modul.

Übung 7.4.7.29. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Körper k und eine k-
KringalgebraA von endlichem Typ ist jederA-Modul von endlicher Länge bereits
endlichdimensional, und seine Länge fällt mit seiner Dimension als k-Vektorraum
zusammen.
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Übung 7.4.7.30. Der einzige einfache Modul über dem Endomorphismenring ei-
nes endlichdimensionalen Vektorraums ist der besagte Vektorraum selber, bis auf
Isomorphismus.
Übung 7.4.7.31. Man zeige: Ein Z-ModulM ist von endlicher Länge genau dann,
wenn er endlich ist. Seine Länge ist dann die Zahl der Primfaktoren seiner Kardi-
nalität |M |, mit Vielfachheiten gerechnet.
Ergänzende Übung 7.4.7.32. Man zeige, daß jeder Modul endlicher Länge ar-
tinsch ist. Ein Beispiel für einen artinschen Z-Modul unendlicher Länge ist der
Quotient Z[2−1]/Z.
Übung 7.4.7.33. Sei A ein noetherscher Kring. Man zeige: Ist der Quotient von
A nach seinem Nilradikal A/

√
0 von endlicher Länge, so ist bereits A selbst von

endlicher Länge.

7.4.8 Hauptraumzerlegung von Moduln*
Lemma 7.4.8.1 (Verallgemeinerte Hauptraumzerlegung). Gegeben ein Modul
M über einem Kring R und ein maximales Ideal χ ∈ MaxR setze man M(χ) :=
{m ∈M | χkm = 0 für k � 0}. Mit dieser Notation liefern die Inklusionen eine
Einbettung ⊕

χ∈MaxR

M(χ) ↪→M

Weiter ist das Bild dieser Einbettung die Vereinigung aller Untermoduln endlicher
Länge.

7.4.8.2. Im Spezialfall eines Polynomrings in einer Veränderlichen über einem
algebraisch abgeschlossenen Körper k ist das die Hauptraumzerlegung 4.3.2.7,
vergleiche auch 4.3.2.16. Unter der Bijektion k ∼→ Max(k[X]), λ 7→ 〈X − λ〉
entspricht genauer die Hauptraumzerlegung des durch Multiplikation mit X ge-
gebenen Endomorphismus des k-VektorraumsM genau der Zerlegung in der Pro-
position.

Beweis. Wäre die Summe derM(χ) nicht direkt, so wäre auch schon eine endliche
Teilsumme nicht direkt und wir hätten notwendig eine endliche direkte Teilsumme
M(ν) ⊕ . . . ⊕ M(µ), die von einem weiteren M(χ) nichttrivial geschnitten wird.
Wegen (M ⊕N)(χ) = M(χ) ⊕N(χ) hätten wir dann µ 6= χ mit M(µ) ∩M(χ) 6= 0.
Das ist aber absurd, da gilt R = χ + µ, also 1 = a + b mit a ∈ χ, b ∈ µ, also
für alle n auch 1 = (a + b)2n = c + d mit c ∈ χn, d ∈ µn, und damit 1m = 0
für alle m ∈ M(µ) ∩M(χ). Die Summe ist also direkt und es reicht, wenn wir für
M von endlicher Länge M =

∑
M(χ) zeigen. Unter dieser Annahme ist klar, daß

wir paarweise verschiedene χ1, . . . , χr ∈ MaxR finden können und n ∈ N mit

(χ1 . . . χr)
nM = 0
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Der chinesische Restsatz 6.2.3.4 liefert dann einen Isomorphismus

R/(χ1 . . . χr)
n ∼→ R/χn1 × . . .×R/χnr

den wir benutzen können, um unser M aufzufassen als einen Modul über dem
Produktring. Die Elemente ei in diesem Produktring mit einem einzigen Eintrag
1 an der i-ten Stelle und Nullen sonst haben als Elemente der rechten Seite die
Eigenschaft χni ei = 0 und für alle m ∈ M gehört m = e1m+ . . .+ erm folglich
zur Summe der M(χ).

Übungen

Übung 7.4.8.3. Man bestimme die verallgemeinerte Hauptraumzerlegung des Z-
Moduls Z/1000Z.

Übung 7.4.8.4 (Hauptraumzerlegung über Kringen endlicher Länge). Ist R
ein Kring undM einR-Modul, der die Vereinigung seiner Untermoduln endlicher
Länge ist, so sind für alle χ ∈ MaxR die Kompositionen M(χ) ↪→ M → Mχ

Isomorphismen mit der Lokalisierung nach χ und für maximale Ideale χ 6= µ
ist die Komposition M(χ) ↪→ M → Mµ die Nullabbildung. Insbesondere ist für
jeden Modul M über einem Kring endlicher Länge die Abbildung aus 7.4.3.26
ein Isomorphismus

M
∼→

∏
χ∈MaxR

Mχ
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7.5 Ganze Kringerweiterungen und Dimension

7.5.1 Ganze Kringerweiterungen
7.5.1.1. Ich beginne mit einigen Erinnerungen. SeiA ⊂ B eine Kringerweiterung.
Ein Element b ∈ B heißt wie in 7.1.5.2 ganz über A, wenn es Nullstelle eines
normierten Polynoms mit Koeffizienten in A ist, wenn es also n ≥ 1 und ai ∈ A
gibt mit

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0

Definition 7.5.1.2. Eine Kringerweiterung A ⊂ B heißt ganz, wenn jedes Ele-
ment b ∈ B ganz ist über A. Einen Kringhomomorphismus ϕ : A → B nennen
wir ganz, wenn ϕ(A) ⊂ B eine ganze Kringerweiterung ist.

Beispiel 7.5.1.3. Die Kringerweiterung R[T ] ⊂ R[T, T−1] ist, wie bereits in
7.1.5.4 besprochen, nicht ganz für jeden von Null verschiedenen Kring R.

7.5.1.4 (Ganz bleibt ganz unter Quotienten und Lokalisierungen). Ist A ⊂ B
eine ganze Kringerweiterung und I ⊂ B ein Ideal, so ist auch (A/A ∩ I) ⊂ B/I
eine ganze Kringerweiterung. IstA ⊂ B eine ganze Kringerweiterung und T ⊂ A
eine Teilmenge, so ist auch T−1A ⊂ T−1B eine ganze Kringerweiterung.

Satz 7.5.1.5 (Charakterisierung ganzer ringendlicher Kringerweiterungen).
Für eine Kringerweiterung A ⊂ B sind gleichbedeutend:

1. Der Ring B wird als Kringerweiterung von endlich vielen über A ganzen
Elementen erzeugt;

2. Unsere Kringerweiterung ist ganz und ringendlich;

3. Unsere Kringerweiterung ist modulendlich.

Beweis. 2⇒1 ist offensichtlich und 1⇒3 hatten Sie bereits als Übung 7.1.5.16
ausgeführt. Wir müssen nur noch 3⇒2 zeigen. Seien dazu b1, . . . , bn Erzeuger des
A-Moduls B. Gegeben b ∈ B finden wir dann aij ∈ A mit

bbi = ai1b1 + . . .+ ainbn

was wir umschreiben können zur Matrixgleichung b 0
. . .

0 b


 b1

...
bn

 =

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


 b1

...
bn


Ziehen wir nun beide Seiten voneinander ab und multiplizieren mit der adjun-
gierten Matrix 3.6.4.6, so erkennen wir, daß für P das charakteristische Polynom
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der Matrix der (aij) gilt P (b)b1 = . . . = P (b)bn = 0. Das hinwiederum zeigt
P (b) = 0, denn wir können ja die Eins vonB als Linearkombination der bi schrei-
ben.

Ergänzung 7.5.1.6. Ein Modul über einem Ring heißt treu, wenn nur die Mul-
tiplikation mit dem Nullelement des Rings darauf die Nullabbildung liefert. Der
vorhergehende Beweis zeigt allgemeiner: Ist A ⊂ B eine Kringerweiterung und
gibt es einen treuen B-Modul M , der endlich erzeugt ist als A-Modul, so ist B
ganz über A. Ist darüber hinaus a ⊂ A ein Ideal und gilt bM ⊂ aM für ein b ∈ B,
so erfüllt b sogar eine Ganzheitsgleichung der Gestalt bn+an−1b

n−1 +. . .+a0 = 0
mit ai ∈ a. Das Argument bleibt dasselbe.

7.5.1.7 (Anschauung für ganze Kringerweiterungen). Um für den Begriff ei-
ner ganzen Kringerweiterung eine Anschauung zu entwickeln, betrachte man den
Fall, daß A = O(X) der Ring der regulären Funktionen auf einer affinen Va-
rietät X ist und daß B nilpotentfrei ist und als A-Ring erzeugt wird von einem
einzigen Element b. Ist f ∈ O(X)[T ] = O(X × k) ein normiertes Polynom mit
f(b) = 0, so ist B der Ring der polynomialen Funktionen auf einer abgeschlos-
senen Teilmenge des Nullstellengebildes Z(f) ⊂ X × k und unsere Inklusion
A ⊂ B entspricht geometrisch der durch das Weglassen der letzten Koordinate
definierten Abbildung. Die Faser über x ∈ X besteht also aus den Wurzeln des
Polynoms f(x, T ) ∈ k[T ] und daß unser Polynom f normiert sein soll, bedeutet
geometrisch, daß „an keiner Stelle x ∈ X eine dieser Wurzeln nach Unendlich
streben kann“.

7.5.1.8. Sei A ⊂ B eine Kringerweiterung. Sind Elemente x1, . . . , xn ∈ B ganz
über A, so ist A[x1, . . . , xn] nach 7.5.1.5 ganz über A. Ist A ⊂ B eine Kringer-
weiterung, so bilden mithin alle über A ganzen Elemente von B einen Teilring
von B. Der Kring aller über A ganzen Elemente von B heißt der ganze Abschluß
von A in B.

Beispiel 7.5.1.9. Nach 3.5.3.41 ist Z sein eigener ganzer Abschluß in Q.

7.5.1.10 (Transitivität der Ganzheit von Kringerweiterungen). Sind C ⊃ B ⊃
A Kringe und ist C ganz über B und B ganz über A, so ist auch C ganz über A.
Ist in der Tat c ∈ C gegeben, so existiert für c eine Ganzheitsgleichung cn +
bn−1c

n−1 + . . . + b0 über B. Im Turm A[b0, . . . , bn−1, c] ⊃ A[b0, . . . , bn−1] ⊃ A
ist dann jede der beiden Ringerweiterungen modulendlich nach 7.5.1.5. Damit
ist aber nach 7.1.5.13 auch die gesamte Ringerweiterung modulendlich und nach
7.5.1.5 ist folglich c ganz über A.

Lemma 7.5.1.11 (Sandwich-Lemma). Gegeben ein Sandwich B ⊃ A ⊃ k von
Kringen mit B modulendlich über A und B ringendlich über k und k noethersch
ist A ringendlich über k.
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Die Erweiterung k[X, Y ]/〈Y 3 −X〉 ⊃ k[X] ist ganz.

Die Erweiterung k[X, Y ]/〈(XY − 1)Y 〉 ⊃ k[X] ist nicht ganz. Formal zeigt das
die Surjektion k[X, Y ]/〈(XY − 1)Y 〉� k[X, Y ]/〈(XY − 1)〉 ∼→ k[X,X−1]

zusammen mit Beispiel 7.5.1.3.
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Bemerkung 7.5.1.12. Ein Spezialfall dieses Lemmas, für das die Theorie ganzer
Kringerweiterungen nicht in voller Stärke benötigt wird, bildet das Rückgrat des
in 7.1.5.10 gegebenen Beweises für den Hilbert’schen Nullstellensatz in seiner
körpertheoretischen Form. Wir werden das Sandwich-Lemma im weiteren Verlauf
insbesondere beim „Verkleben von Punkten“ 7.5.2.15 benötigen.

Beweis. Wir wählen ein endliches Erzeugendensystem b1, . . . , bn von B als A-
Modul, das gleichzeitig B als k-Kring erzeugt. Nach 7.5.1.5 finden wir für jedes
Element dieses Erzeugendensystems eine Ganzheitsgleichung überA. Bezeichnet
K ⊂ A den von allen Koeffizienten dieser Gleichungen über k erzeugten Teilring,
so erhalten wir ein erweitertes Sandwich

B ⊃ A ⊃ K ⊃ k

mit B modulendlich über K und K ringendlich über k. Nach dem Hilbert’schen
Basissatz 7.1.4.11 ist K also noethersch und damit A modulendlich über K und
damit A ringendlich über k.

Beispiel 7.5.1.13. Ist k ein Körper und B eine ringendliche k-Kringalgebra, so
ist jede Unterringalgebra A ⊂ B endlicher Kodimension auch ringendlich über
k. Zum Beispiel ist A = {P | P ′(0) = 0} = k + 〈T 2〉 ⊂ k[T ] der Ring der
polynomialen Funktionen auf der Neil’schen Parabel und A = {P | P (1) =
P (−1)} = k + 〈T 2 − 1〉 ⊂ k[T ] der Ring der polynomialen Funktionen auf der
nodalen Kubik, vergleiche 7.3.2.7.

Übungen

Übung 7.5.1.14. Man zeige, daß der ganze Abschluß von C[X, Y ]/〈X3 − Y 2〉 in
seinem Quotientenkörper isomorph ist zum Polynomring C[T ].
Übung 7.5.1.15. Man berechne die ganzen Abschlüsse von Z[

√
3] und Z[

√
5] je-

weils in ihren Quotientenkörpern.
Ergänzende Übung 7.5.1.16. Ist A ⊂ B eine Kringerweiterung und B ein Integri-
tätsring und gibt es ein Ideal I ⊂ B mit B = A ⊕ I , so ist außer den Elementen
von A selbst kein Element von B ganz über A.

7.5.2 Going-up
Satz 7.5.2.1 (Ganze Kringerweiterungen und Primideale). Gegeben eine ganze
Kringerweiterung A ⊂ B gilt:

1. Jedes Primideal von A ist der Schnitt mit A eines Primideals von B. Das
Herunterschneiden von Primidealen induziert also in Formeln eine Surjek-
tion SpecB � SpecA;
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2. Für je zwei echt ineinander enthaltene Primideale q ( p des großen Krings
B gilt auch für ihre Schnitte mit dem kleinen Kring (q ∩ A) ( (p ∩ A).

7.5.2.2. Der Satz impliziert insbesondere, daß das Urbild von MaxA unter unserer
Surjektion SpecB � SpecA genau MaxB ist. Mit einem ersten vorbereitenden
Lemma und dem Beweis dieser Aussage in 7.5.2.4 werden wir den Beweis des
Satzes vorbereiten, der dann im Anschluß an den Beweis von 7.5.2.4 gegeben
wird. Ist A ⊂ B keine ganze Kringerweiterung, so muß das Herunterschneiden
keine Surjektion auf den Primspektren liefern. Das einfachste Gegenbeispiel ist
Z ⊂ Q. Ein Gegenbeispiel im geometrischen Fall wäre die Erweiterung

k[X] ⊂ k[X, Y ]/〈XY − 1〉

Geometrisch entspricht sie der Projektion einer Hyperbel auf die x-Achse. Hier
liegt der Ursprung nicht im Bild. In algebraischer Sprache kann also das Primideal
〈X〉 nicht durch Herunterschneiden erhalten werden.

Lemma 7.5.2.3. Gegeben eine ganze Kringerweiterung zwischen Integritätsrin-
gen ist der eine Integritätsring ein Körper genau dann, wenn der andere ein
Körper ist.

Beweis. Sei A ⊂ B unsere Kringerweiterung. Ist A ein Körper und b ∈ B gege-
ben, so finden wir eine Gleichung

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a1b+ a0 = 0

mit n ≥ 1 und ai ∈ A. Da B ein Integritätsring ist, dürfen wir im Fall b 6= 0 sogar
a0 6= 0 annehmen. Bringen wir nun a0 auf die andere Seite, teilen durch (−a0)
und klammern b aus, so erhalten wir das Inverse zu b. Also ist mit A auch B ein
Körper. Ist umgekehrt B ein Körper, so besitzt jedes a ∈ A\0 ein Inverses b ∈ B,
und multiplizieren wir eine Gleichung für b wie oben mit an−1, so folgt b ∈ A.
Also ist mit B auch A ein Körper.

Lemma 7.5.2.4. Seien A ⊂ B eine ganze Kringerweiterung und p ⊂ B ein
Primideal. Genau dann ist p ein maximales Ideal in B, wenn A∩p ein maximales
Ideal in A ist.

Beweis. Wir betrachten die ganze Erweiterung von Integritätsringen

(A/A ∩ p) ⊂ (B/p)

und müssen nach 7.1.6.7 zeigen, daß der eine Integritätsring ein Körper ist genau
dann, wenn der andere ein Körper ist. Das aber sagt gerade das vorhergehende
Lemma 7.5.2.3.
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Bemerkung 7.5.2.5. Der folgende Beweis für den ersten Teil von 7.5.2.1 benötigt
das Zorn’sche Lemma, um in einer Lokalisierung eines Restklassenrings von B
die Existenz eines maximalen Ideals sicherzustellen. Arbeiten wir mit noether-
schen Kringen, so könnten wir das auch noch mit einer etwas schwächeren Versi-
on des Auswahlaxioms zeigen. Im Anschluß zeigen wir noch, wie man die Aus-
sagen des Satzes im Fall einer modulendlichen Kringerweiterung auch ohne das
Zorn’sche Lemma zeigen kann.

Beweis des Satzes 7.5.2.1 über ganze Kringerweiterungen. 1. Sei P ⊂ A ein Prim-
ideal. Wir lokalisieren am Komplement S := A\P von P in A und erhalten ein
kommutatives Diagramm

B → S−1B
∪ ∪
A → S−1A

Seine Vertikalen sind ganze Ringerweiterungen. Nun ist S−1P das einzige ma-
ximale Ideal von S−1A und S−1B ist nicht der Nullring. Mithin besitzt S−1B
maximale Ideale, und jedes maximale Ideal m ⊂ S−1B schneidet S−1A nach
7.5.2.4 im einzigen maximalen Ideal S−1P . Das Urbild von m in B ist also unser
gesuchtes Primideal p ⊂ B mit p ∩ A = P .

2. Betrachten wir in A die multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S := A\p, so
ist S−1(A ∩ p) ein maximales Ideal in S−1A. In S−1B haben wir nach 7.4.5.4 je-
doch S−1q ( S−1p. Folglich ist das Ideal S−1q nicht maximal in S−1B, folglich
ist S−1q∩ S−1A = S−1(q∩A) nicht maximal in S−1A nach 7.5.2.4, folglich gilt
q ∩ A 6= p ∩ A.

Ergänzung 7.5.2.6 (Beweis ohne Zorn im modulendlichen Fall). Ist ganz allge-
mein A ⊂ B eine ganze Kringerweiterung und a ( A ein echtes Ideal, so ist auch
das Erzeugnis 〈aB〉 von a inB ein echtes Ideal. Das kann man aus 7.5.2.1 folgern,
da jedes echte Ideal zu einem maximalen Ideal vergrößert weden kann, aber wir
können es auch ohne Zorn zeigen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen
wir unsere Kringerweiterung dabei modulendlich annehmen, denn läßt sich die
Eins von B als Linearkombination von Elementen von a darstellen, so auch schon
die Eins des von den Koeffizienten über A erzeugten Teilrings. Ist b1, . . . , bn ein
Erzeugendensystem des A-Moduls B, so folgt aus 〈aB〉 = B die Existenz von
Gleichungen

b1 = a11b1 + . . .+ a1nbn
...

...
bn = an1b1 + . . .+ annbn

mit aij ∈ a oder in Matrixschreibweise ~b = A~b alias (A − I)~b = ~0. Multipli-
zieren wir mit der adjungierten Matrix, so folgt erst det(A − I) = 0 und durch
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Auswerten der Determinante dann 1 ∈ a alias a = A. Um nun auch 7.5.2.1 im
modulendlichen Fall ohne Zorn zu zeigen, bemerken wir, daß das einzige maxi-
male Ideal a = S−1P von S−1A nach unserer Vorüberlegung ein echtes Ideal in
S−1B erzeugt. Teilen wir diese Ideale weg, so erhalten wir eine modulendliche
Kringerweiterung eines Körpers. Darin gibt es offensichtlich ein maximales Ide-
al, und dessen Urbild ist notwendig ein maximales Ideal in S−1B. Nun kann der
Beweis so weiterlaufen wie zuvor.

Korollar 7.5.2.7 (Going-up). Sei A ⊂ B eine ganze Kringerweiterung. Gegeben
ein Ideal b des Krings B gibt es für jedes Primideal P von A mit (b∩A) ⊂ P ein
Primideal p von B mit b ⊂ p und p ∩ A = P .

7.5.2.8. Im Diagramm mit einer ganzen Kringerweiterung in der rechten Vertika-
len

b ⊂ p ⊂ B7→
∩A

7→

∩A ∪
b ∩ A ⊂ P ⊂ A

sind also das Ideal b und das Primideal P mit den dargestellten Inklusionsrelatio-
nen vorgegeben und die Existenz des eingekastelten Primideals p wird behauptet.
Sind in einem Diagramm mit unserer ganzen Kringerweiterung in der rechten
Vertikalen

p0 ⊂ p1 ⊂ p2 ⊂ . . . ⊂ pr ⊂ B

7→

∩A

7→

∩A

7→

∩A

7→

∩A ∪
P0 ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ . . . ⊂ Pr ⊂ A

die nicht eingekastelten Primideale mit vorgegeben, so können wir also induktiv
der Reihe nach die mehr und mehr eingekastelten Primideale finden. Daher rührt
die Bezeichnung als „Going-Up“. Das analoge „Going-down-Theorem“, bei dem
man stattdessen absteigende Primidealketten in A betrachtet, gilt nur unter we-
sentlich stärkeren Voraussetzungen, vergleiche 7.5.7.6. Es mag merkwürdig wir-
ken, daß hier die „kleinen“ Primideale mit großen Buchstaben bezeichnet werden
und die „großen“ Primideale mit kleinen Buchstaben. Das gefiel mir nur deshalb
besser, weil so die meisten explizit notierten Primideale, wie es sich gehört, durch
kleine Buchstaben in Fraktur notiert werden.

Beweis. Wir gehen zur ganzen Kringerweiterung A/(b ∩ A) ⊂ B/b über und
erinnern, daß nach 7.5.2.1 für jede ganze Kringerweiterung das Herunterschnei-
den eine Surjektion zwischen den Mengen der Primideale der jeweiligen Ringe
induziert.
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Ergänzung 7.5.2.9. Dieser Satz wurde zuerst von Wolfgang Krull für Integritäts-
kringe bewiesen. Irvin Cohen und Abraham Seidenberg verallgemeinerten ihn
dann auf den Fall beliebiger Kringe und vereinfachten gleichzeitig den Beweis.
Wolfgang Krull begann sein Studium in Freiburg und kam auch zur Promotion
wieder nach Freiburg, wo er zwei Jahre als außerordentlicher Professor tätig war.

7.5.2.10 (Geometrie ganzer Kringerweiterungen). Eine Abbildung von topo-
logischen Räumen heißt abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen
Teilmengen wieder abgeschlossen ist. Unser Going-up 7.5.2.7 kann geometrisch
dahingehend formuliert werden, daß jede ganze Kringerweiterung A ⊂ B eine
abgeschlossene Surjektion SpecB � SpecA zwischen den Spektren der betei-
ligten Ringe induziert, die wir uns dafür mit ihrer Zariskitopologie aus 7.4.5.16
versehen denken.

Satz 7.5.2.11 (Ganze Kringerweiterungen und Krulldimension). Ist A ⊂ B
eine ganze Kringerweiterung, so haben beide Kringe dieselbe Krulldimension, in
Formeln

kdimA = kdimB

Beweis. Nach 7.5.2.1.2 liefert jede echt aufsteigende Primidealkette von B durch
Herunterschneiden eine echt aufsteigende Primidealkette von A. Nach Going-up
7.5.2.7 läßt sich umgekehrt jede echt aufsteigende Primidealkette von A induktiv
zu einer echt aufsteigenden Primidealkette von B hochheben.

Satz 7.5.2.12 (Endlichkeitskriterium für die Fasern eines Morphismus). Ist
A ⊂ B eine ganze Kringerweiterung und B noethersch, so hat SpecB � SpecA
endliche Fasern, als da heißt, das Urbild jedes Elements ist endlich.

7.5.2.13. Einen geometrischen Spezialfall haben wir schon in 7.3.4.18 gesehen.
Ein Gegenbeispiel für nicht noethersches B erhält man, indem man für A einen
Körper und für B ein unendliches Produkt von Kopien von A nimmt. Ein Ge-
genbeispiel mit einem Integritätsring B erhält man, indem man von A = C[X]
ausgeht und als B den ganzen Abschluß von A in einem algebraischen Abschluß
von C(X) nimmt: Die Fasern sind dann nach 7.5.7.9 die Galoisbahnen, und man
kann sich überlegen, daß in diesem Fall alle Galoisbahnen von maximalen Idealen
unendlich sind.

Beweis. Gegeben P ∈ SpecA ist
√
〈PB〉 =

⋂n
i=1 pi nach 7.4.5.28 der Schnitt

der endlich vielen minimalen Primideale pi ∈ SpecB, die 〈PB〉 enthalten. Sei
nun q ∈ SpecB mit q ∩ A = P . So folgt q ⊃

√
〈PB〉, also q ⊃ pi für ein i, also

q = pi für ein i, denn nach Going-up 7.5.2.7 haben wir

q ) pi ⇒ q ∩ A ) pi ∩ A ⊃ P
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Beispiel 7.5.2.14. Der ganze Abschluß von Z in Q[
√

3] ist Z[
√

3]. Hinweis: Mit
a + b

√
3 liegt auch a − b

√
3 im ganzen Abschluß, also 2a, woraus folgt 2a ∈ Z

und a2 − 3b2 ∈ Z, also 3(2b)2 ∈ Z, also 2b ∈ Z. Setzen wir 2a := α und 2b := β,
so folgt weiter α2 − 3β2 ∈ 4Z. Quadrate in Z/4Z sind aber nur 0 und 1, woraus
folgt α2, β2 ∈ 4Z und damit a, b ∈ Z.

Proposition 7.5.2.15 (Verkleben von Punkten in affinen Varietäten). Seien X
eine affine k-Varietät über k = k̄ undϕ : X � Y eine surjektive Abbildung vonX
auf eine Menge Y , bei der alle Fasern endlich und fast alle Fasern einelementig
sind. So ist Y mit O(Y ) := {f : Y → k | f ◦ ϕ ∈ O(X)} als regulären
Funktionen auch eine affine Varietät.

Beweis. Offensichtlich brauchen wir nur den Fall zu betrachten, daß es genau
zwei Punkte p, q ∈ X gibt mit p 6= q aber ϕ(p) = ϕ(q). In O(X) hat der
Teilring {f ∈ O(X) | f(p) = f(q)} dann endliche Kodimension, folglich
ist O(X) modulendlich über O(Y ). Damit ist einerseits nach dem Sandwich-
Lemma 7.5.1.11 unser O(Y ) ringendlich über k und andererseits ist O(X) ganz
überO(Y ). Nach unseren allgemeinen Erkenntnissen 7.5.2.2 über ganze Kringer-
weiterungen liefert also der Homomorphismus O(Y ) ↪→ O(X) eine Surjektion
π : MaxO(X) � MaxO(Y ). Daß hier die Faser über π(p) = π(q) genau aus
den beiden Elementen p und q besteht und daß alle anderen Fasern einelementig
sind, ist leicht zu sehen: Zu je zwei verschiedenen Punkten x, y ∈ X\{p, q} gibt
es ja eine reguläre Funktion mit f(x) = 1 und f(y) = f(p) = f(q) = 0. Folglich
erhalten wir eine Bijektion Y ∼→ MaxO(Y ) durch y 7→ ker δy und die geringte
Menge (Y,O(Y )) ist in der Tat eine affine Varietät.

Beispiel 7.5.2.16. Verkleben wir drei Geraden in einem Punkt, so erhalten wir
eine affine Varietät. Sie ist isomorph zur affinen Varietät der drei Koordinatenach-
sen im Raum und besitzt einen bijektiven Morphismus zur Vereinigung von drei
paarweise verschiedenen Ursprungsgeraden in der Ebene, der jedoch ein Isomor-
phismus ist.

Übungen

Übung 7.5.2.17. Zeigen Sie die letzte Behauptung aus 7.3.2.7, daß sich für k = k̄
ein algebraisch abgeschlossener Körper jede Lösung der Gleichung x3 + x2 = y2

in der Form (x, y) = (t2 − 1, t(t2 − 1)) mit t ∈ k schreiben läßt.
Übung 7.5.2.18 (Eigenschaften von Morphismen mit ganzen Komorphismen).
Sei ϕ : X → Y ein Morphismus von affinen Varietäten. Ist der Komorphismus
ganz, so ist ϕ abgeschlossen mit endlichen Fasern und für jede irreduzible abge-
schlossene Teilmenge Z ⊂∧ X gilt

kdimZ = kdimϕ(Z)
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Übung 7.5.2.19 (Nodale Kubik als Verklebung). Wir erhalten die nodale Kubik,
wenn wir zwei verschiedene Punkte der affinen Gerade miteinander verkleben.

Übung 7.5.2.20. Seien A ⊂ B ⊂ C kommutative Integritätsringe und sei C ein
freier A-Modul von endlichem Rang r. Ist auch QuotC eine Körpererweiterung
von QuotB vom Rang r, so gilt A = B.

Übung 7.5.2.21 (Verklebungen eines Punktes mit sich selber). Gegeben eine
bepunktete affine k-Varietät (X, x) und ein Ideal b ⊂ O(X) mit Radikal

√
b =

I(x) ist der Teilring A := k + b ⊂ O(X) auch affin und der der Inklusion A ↪→
O(X) entsprechende Morphismus von affinen Varietäten X → Y := MaxA ist
bijektiv und ein Homöomorphismus und induziert Isomorphismen von Varietäten
von jeder Nichtnullstellenmenge, die den Punkt x vermeidet, auf ihr Bild.

Beispiel 7.5.2.22 (Neil’sche Parabel als Verklebung). Ist etwa X = kn und b
ein Ideal der Kodimension zwei, so mag man es sich als Ideal der Funktionen
denken, die bei x verschwinden und bei denen auch die Richtungsableitung längs
einer vorgegebenen Gerade durch x bei x verschwindet. Unsere Konstruktion mag
man dann anschaulich verstehen als das „Verkleben von x mit einem in Richtung
unserer Gerade infinitesimal nahen benachbarten Punktes“. Verklebt man in dieser
Weise einen Punkt der Gerade mit einem infinitesimal nahen benachbarten Punkt,
so erhält man die Neil’sche Parabel.

7.5.3 Quotienten nach endlichen Gruppen*
Satz 7.5.3.1 (Noether). Ist A ein Kring und operiert eine endliche Gruppe W auf
A durch Ringautomorphismen, so ist A ganz über dem Invariantenring AW . Ist
A ringendlich über einem noetherschen Kring k und operiert W durch k-lineare
Automorphismen, so ist A modulendlich über AW und AW ringendlich über k.

7.5.3.2. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch noch, wenn wir statt der End-
lichkeit von W schwächer nur fordern, daß alle Bahnen von W in A endlich sein
sollen. Dieser Fall tritt typisch bei der Wirkung von Galoisgruppen auf.

Beweis. Jedes a ∈ A ist Nullstelle des normierten Polynoms
∏

b∈Wa(X − b) aus
AW [X], folglich ist A ganz über AW . Ist A ringendlich über k, so ist es auch
ringendlich über AW und damit modulendlich über AW nach 7.5.1.5. Nach dem
Sandwichlemma 7.5.1.11 ist damit AW ringendlich über k.

Satz 7.5.3.3 (Quotienten affiner Varietäten nach endlichen Gruppen). Ope-
riert eine endliche Gruppe W auf einer affinen k-Varietät X , so wird auch der
Bahnenraum X/W mit O(X/W ) := {f : X/W → k | f ◦ can ∈ O(X)} eine
affine Varietät.
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7.5.3.4. Unter den Annahmen des Satzes liefert die kanonische Abbildung insbe-
sondere einen Isomorphismus

O(X/W )
∼→ O(X)W

zwischen den regulären Funktionen auf dem Bahnenraum und den W -invarianten
regulären Funktionen auf X .

Beweis. Nach 7.5.3.1 ist der Invariantenring O(X)W ringendlich über k, und nil-
potentfrei ist er eh. Damit entspricht er einer affinen k-Varietät. Der von der Ein-
bettung von k-Ringalgebren O(X)W ↪→ O(X) induzierte Morphismus von affi-
nen Varietäten π : X → Max(O(X)W ) ist sicher konstant auf W -Bahnen und
induziert folglich eine Abbildung

κ : X/W → Max(O(X)W )

Diese Abbildung ist surjektiv, da bereits X → Max(O(X)W ) surjektiv ist nach
7.5.2.2, angewandt auf die ganze Ringerweiterung O(X)W ↪→ O(X). Wir zei-
gen, daß sie auch injektiv und damit bijektiv ist. Nach 7.3.1.7 gibt für je zwei ver-
schiedeneW -Bahnen eine reguläre Funktion, die auf der einen Bahn verschwindet
und auf der anderen konstant den Wert Eins annimmt. Das Produkt über alle W -
Verschobenen einer derartigen Funktion ist dann sogar eine invariante Funktion
mit besagter Eigenschaft. Die Existenz einer solchen Funktion zeigt, daß unser
Morphismus κ auf den zugrundeliegenden Punktmengen auch injektiv ist. Per de-
finitionem entsprechen unter unserer Bijektion κ : X/W

∼→ Max(O(X)W ) die
regulären Funktionen auf der affinen Varietät Max(O(X)W ) genau den Funktio-
nen aus dem eben definierten Teilring O(X/W ) ⊂ Ens(X/W, k). Damit muß
dann auch (X/W,O(X/W )) eine affine Varietät sein.

Ergänzung 7.5.3.5. Operiert die endliche Gruppe W auf der affinen k-Varietät X
und ist p ∈ X/W ein Punkt des Quotienten, so nenne ich den Restklassenring
O(X)/〈O(X)mp〉 den Faserring bei p. In der Tat wird sich sein Spektrum als
die „schementheoretische Faser bei p“ der Projektionsabbildung erweisen. Mit
〈O(X)mp〉 ist hierbei das von mp ⊂ O(X/W ) in O(X) erzeugte Ideal gemeint.

Übungen

Übung 7.5.3.6. Man zeige, daß die Quotientenvarietät C2/{± id} isomorph ist
zum Kegel {(x, y, z) ∈ C3 | x2 + y2 = z2}. Idem, wenn man C durch einen be-
liebigen algebraisch abgeschlossenen Körper einer von Zwei verschiedenen Cha-
rakteristik ersetzt.



7.5. GANZE KRINGERWEITERUNGEN UND DIMENSION 1057

Übung 7.5.3.7. Die symmetrische Gruppe Sn operiert auf der Varietät kn durch
Vertauschen der Koordinaten. Man zeige, daß der durch die elementarsymmetri-
schen Polynome (s1, . . . , sn) : kn → kn gegebene Morphismus einen Isomor-
phismus

kn/Sn
∼→ kn

induziert. Hinweis: Das ist wenig mehr als eine geometrische Formulierung des
Hauptsatzes über symmetrische Polynome 6.2.9.6.

7.5.4 Noether-Normalisierung
7.5.4.1. Ich erinnere aus der Algebra 6.2.2.4 den Begriff der algebraischen Unab-
hängigkeit. Gegeben Kringe A ⊂ B heißt eine Familie b1, . . . , bn von Elementen
von B algebraisch unabhängig über A, wenn der Einsetzungshomomorphismus
A[T1, . . . , Tn] → B mit Ti 7→ bi injektiv ist. Ich schreibe dann für sein Bild
auch A[′b1, . . . , bn] mit einem Freiheitsstrichlein an der eröffnenden Klammer. Ist
besagter Einsetzungshomomorphismus nicht injektiv, so heißt unsere Familie al-
gebraisch abhängig über A.

Proposition 7.5.4.2 (Noether-Normalisierung von Hyperflächen). Gegeben ein
Körper k und ein nichtkonstantes Polynom f ∈ k[′X1, . . . , Xn]\k gibt es eine Ein-
bettung von k-Kringen k[′Y1, . . . , Yn−1] ↪→ k[′X1, . . . , Xn]/〈f〉, die eine ganze
Kringerweiterung ist.

7.5.4.3. Die Bezeichnung, die wir für diese Proposition gewählt haben, bezieht
sich auf den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers k = k̄. Die Aussage
zeigen wir jedoch für einen beliebigen Körper k.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall eines unendlichen Grundkörpers k und ha-
ben in Multiindexnotation f =

∑
cαX

α. Die homogene Komponente von f von
maximalem Grad im Sinne von 6.2.9.9 liefert eine Funktion auf dem kn, die im
Fall eines unendlichen Grundkörpers k nicht identisch verschwinden kann und die
demnach an mindestens einer Stelle (λ1, . . . λn) nicht Null ist. Diese Stelle kann
nicht der Ursprung sein. Machen wir eine lineare Koordinatentransformation und
wählen in anderen Worten neue Erzeuger Y1, . . . , Yn als Linearkombinationen der
alten, so können wir mithin erreichen, daß die homogene Komponente von ma-
ximalem Grad bei (0, . . . , 0, 1) nicht verschwindet. Das bedeutet jedoch gerade,
daß in den neuen Variablen f ein skalares Vielfaches eines normierten Polynoms
positiven Grades aus dem Polynomring (k[′Y1, . . . , Yn−1])[Yn] ist, also eines nor-
mierten Polynoms positiven Grades aus dem Polynomring mit Koeffizienten in
k[′Y1, . . . , Yn−1]. Damit ist klar, daß

k[′Y1, . . . , Yn−1]→ k[′X1, . . . , Xn]/〈f〉 = (k[′Y1, . . . , Yn−1])[Yn]/〈f〉
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ein injektiver ganzer Kringhomomorphismus ist. Im Fall eines endlichen Grund-
körpers gelingt derselbe Trick, wenn man auch nichtlineare Variablentransforma-
tionen zuläßt. Sei etwa β maximal in der lexikographischen Ordnung mit cβ 6= 0.
Wählen wir als neue Erzeuger Yi = Xi +Xri

n für i < n und Yn = Xn und suchen
uns dafür ri mit der Eigenschaft, daß gilt β1r1 + β2r2 + . . . + βn−1rn−1 + βn >
α1r1 +α2r2 + . . .+αn−1rn−1 +αn für alle Multiindizes α 6= β mit cα 6= 0, so wird
wieder f bis auf einen Skalar ein normiertes Polynom in (k[′Y1, . . . , Yn−1])[Yn]
sein und wir können den Beweis in derselben Weise beenden. Mögliche ri mag
man finden, indem man sie induktiv von oben alias mit rn−1 beginnend so wählt,
daß für alle α mit cα 6= 0, die sich erst in der i-ten Stelle von β unterscheiden
und für die wir folglich βi > αi ≥ 0 haben, gilt βiri + . . . + βn−1rn−1 + βn >
αiri + . . .+ αn−1rn−1 + αn.

Satz 7.5.4.4 (Krulldimension von Polynomringen). Gegeben ein Körper k ist
die Krulldimension des Polynomrings in n Variablen genau

kdim k[T1, . . . , Tn] = n

und für jedes nichtkonstante Polynom f ∈ kdim k[T1, . . . , Tn]\k ist die Krulldi-
mension des Quotienten genau

kdim k[T1, . . . , Tn]/〈f〉 = n− 1

7.5.4.5. Im geometrischen Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers k = k̄
ist insbesondere die Krulldimension des kn genau n.

Beweis. Daß die Krulldimension von k[T1, . . . , Tn] mindestens n ist, scheint mir
offensichtlich. Die andere Abschätzung kdim k[T1, . . . , Tn] ≤ n zeigen wir durch
Induktion über n. Ist p minimal unter allen von Null verschiedenen Primidealen,
so ist es ein Hauptideal p = 〈f〉 erzeugt von einem irreduziblen Polynom f und
dann erhalten wir

kdim(k[T1, . . . , Tn]/p) = kdim(k[T1, . . . , Tn]/〈f〉)
= kdimk[T1, . . . , Tn−1]
= n− 1

nach der Normalisierung für Hyperflächen 7.5.4.2 und Satz 7.5.2.11 über die In-
varianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen. Die Behauptung
folgt.

Satz 7.5.4.6 (Noether’s Normalisierungslemma). Gegeben ein Körper k und ein
von Null verschiedener ringendlicher k-Kring A gibt es x1, . . . , xd ∈ A algebra-
isch unabhängig über k derart, daß A ganz ist über k[′x1, . . . , xd].
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Illustration zum Noether’schen Normalisierungslemma, genauer seiner in 7.5.4.8
formulierten Verfeinerung im Fall eines unendlichen Grundkörpers. Hier ist

A = k[x, y]/〈xy〉 die Algebra der regulären Funktionen auf einer Hyperbel. Sie
ist weder ganz über k[x] noch ganz über k[y], aber wählen wir eine geeignete

Linearkombination dieser Erzeuger, etwa x1 := x− y, so ist A ganz über k[x1].
In der Tat haben wir ja x2 − x1x = 0 und y2 + x1y = 0. Geometrisch bedeutet
das, daß im neu gestrichelt eingezeichneten Koordinatensystem „auf keinem

Zweig unserer affinen Kurve die zweite Koordinate, etwa y1 := x+ y oder auch
irgendeine andere mögliche zweite Koordinate, ins Unendliche strebt, wenn wir

die Koordinate x1 auf der Nebendiagonalen gegen einen Punkt im Endlichen
streben lassen“.
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7.5.4.7. Nach der Invarianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen
7.5.2.11 muß die Zahl der algebraisch unabhängigen Elemente d in diesem Satz
genau die Krulldimension von A sein.

7.5.4.8 (Noether-Normalisierung im geometrischen Fall). Wird ein von Null
verschiedener k-Kring A erzeugt von einem k-Untervektorraum V und ist k un-
endlich, so zeigen wir beim Beweis des Normalisierungslemmas sogar, daß die
x1, . . . , xd aus V gewählt werden können. Geometrisch bedeutet das, daß wir im
Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers k für jede Zariski-abgeschlossene
Teilmenge X ⊂∧ kn eine lineare Abbildung kn → kd finden können derart, daß
ihre Restriktion X → kd auf den regulären Funktionen einer ganzen Ringerweite-
rungO(kd) ↪→ O(X) entspricht. Hierbei muß natürlich unsere lineare Abbildung
notwendig eine Surjektion kn � kd sein und im Fall X 6= kn gilt d < n.

Beweis. Induktion über die minimal mögliche Zahl von Erzeugern unserer k-
Algebra A. Brauchen wir gar keinen Erzeuger, so folgt aus unserer Annahme
A 6= 0 bereits k = A und wir sind fertig mit d = 0. Sei sonst x1, . . . , xn ein
Erzeugendensystem mit so wenig Elementen wie möglich. Sind sie algebraisch
unabhängig über k, so sind wir schon fertig. Sonst finden wir zwischen ihnen ei-
ne nichttriviale Relation f und erhalten mit der Normalisierung für Hyperflächen
7.5.4.2 Homomorphismen von k-Kringen

k[′Y1, . . . , Yn−1] ↪→ k[′X1, . . . , Xn]/〈f〉� A

derart, daß die erste Inklusion eine ganze Ringerweiterung ist. Das Bild dieser
Verknüpfung ist dann ein Teilring B ⊂ A derart, daß A ganz ist über B und daß
B über k bereits von n − 1 Elementen erzeugt wird. Induktion im Verein mit der
Transitivität der Ganzheit 7.5.1.10 beendet dann den Beweis.

7.5.4.9 (Alternativer Beweis des Nullstellensatzes). Der Noether’sche Norma-
lisierungssatz 7.5.4.6 in Verbindung mit Going-up 7.5.2.7 oder vielmehr dem bei
seinem Beweis benötigten Lemma 7.5.2.4 eröffnet einen alternativen Zugang zum
Nullstellensatz, der mir besonders anschaulich scheint. Das einzige Problem da-
bei ist, daß diese Anschaulichkeit erst über die Brücke 7.3.2.5 zwischen Ringen
und Räumen erreicht wird, die ihrerseits auf dem Nullstellensatz beruht. Aber
sei’s drum: Es gilt zu zeigen, daß für jedes maximale Ideal eines Polynomrings
m ⊂ k[T1, . . . , Tn] über einem Körper k, den sich der Leser der besseren An-
schaulichkeit halber algebraisch abgeschlossen denken mag, die offensichtliche
Abbildung eine algebraische Körpererweiterung

k ↪→ k[T1, . . . , Tn]/m
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liefert. Nach dem Normalisierungssatz können wir x1, . . . , xd ∈ k[T1, . . . , Tn]/m
finden derart, daß x1, . . . , xd algebraisch unabhängig sind über k und daß der Rest-
klassenring k[T1, . . . , Tn]/m ganz ist über k[x1, . . . , xd]. Nach 7.5.2.4 ist dann
auch k[x1, . . . , xd] ein Körper. Das zeigt d = 0 und damit die Behauptung.

Korollar 7.5.4.10. Seien k ein Körper und A ⊂ B ringendliche kommutative
Integritätsringe über k. So gibt es ein Element t ∈ A\0 und über A algebraisch
unabhängige Elemente z1, . . . , zd ∈ B mit Bt ganz über At[′z1, . . . , zd].

Beweis. Zunächst sei S := A\0. Sicher ist S−1B ringendlich über dem Körper
S−1A. Nach Noether’s Normalisierungslemma 7.5.4.6 finden wir z1, . . . , zd ∈
S−1B mit S−1B ganz über S−1A[′z1, . . . , zd]. Durch Wegmultiplizieren der Nen-
ner dürfen wir sogar z1, . . . , zd ∈ B annehmen. Nach Annahme können wir auch
ein endliches Erzeugendensystem der k-Ringalgebra B wählen. Jetzt betrachten
wir je eine Ganzheitsgleichung über S−1A[′z1, . . . , zd] für jeden dieser Erzeuger
und nehmen als t ∈ S einen Hauptnenner für alle diese Ausdrücke.

7.5.4.11 (Faktorisierungssatz). Im geometrischen Fall bedeutet das Korollar un-
ter Verwendung von 7.3.4.21, daß für jeden dominanten Morphismus ϕ : X → Y
von irreduziblen affinen Varietäten ein t ∈ O(Y )\0 existiert derart, daß sich
ϕ : ϕ−1(Yt)→ Yt faktorisieren läßt als eine Komposition

ϕ−1(Yt)→ kd × Yt → Yt

mit einem ersten Morphismus, der einer ganzen Ringerweiterung entspricht und
insbesondere surjektiv ist mit endlichen Fasern, und der Projektion auf den hinte-
ren Faktor als zweitem Morphismus. Insbesondere nimmt eine reguläre Funktion
auf einer affinen Varietät entweder nur endlich viele Werte an oder aber alle Wer-
te mit höchstens endlich vielen Ausnahmen. Ich würde dafür gerne einen noch
einfacheren Beweis geben können.

Korollar 7.5.4.12 (Bilder von Morphismen von Varietäten). Gegeben ein Mor-
phismus ϕ : X → Y von affinen Varietäten umfaßt sein Bild stets eine offene
dichte Teilmenge vom Abschluß des Bildes, in Formeln

∃U ⊂ ϕ(X) mit U ⊂◦ ϕ(X) und Ū = ϕ(X).

Beweis. Wir dürfen annehmen, daß unser Morphismus dichtes Bild hat. Dann zer-
legen wir Y in irreduzible Komponenten und jede irreduzible Komponente von X
wird in eine von ihnen abgebildet. Dann gibt es sogar für jede irreduzible Kom-
ponente Yν ⊂∧ Y eine irreduzible Komponente von Xµ ⊂∧ X derart, daß das Bild
von Xµ in Yν enthalten ist und dicht liegt. Nach dem Faktorisierungssatz 7.5.4.11
umfaßt das Bild von Xµ dann sogar eine offene nichtleere Teilmenge von Yν . Das
Korollar folgt.
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Ergänzung 7.5.4.13 (Satz von Chevalley). Diejenigen Teilmengen eines topolo-
gischen Raums, die in der von den offenen Teilmengen erzeugten Mengenalgebra
liegen, heißen die konstruktiblen Teilmengen unseres topologischen Raums. In
anderen Worten sind die konstruktiblen Teilmengen eines topologischen Raums
genau alle endlichen Vereinigungen von lokal abgeschlossenen Teilmengen oder
mit 13.1.2.33 auch alle endlichen disjunkten Vereinigungen von lokal abgeschlos-
senen Teilmengen. Der Satz von Chevalley besagt nun, daß das Bild einer kon-
struktiblen Teilmenge einer Varietät unter einem Morphismus von Varietäten stets
konstruktibel ist. Man folgert das unschwer durch Induktion über die Dimensi-
on der Varietät, von der unser Morphismus ausgeht. Sicher reicht es, wenn wir
im Induktionsschritt im Fall eines dominanten Morphismus irreduzibler Varie-
täten zeigen können, daß sein Bild konstruktibel ist. Dann ist aber nach 7.5.4.12
das Bild mindestens einer offenen dichten Teilmenge offen, mithin konstruktibel,
und das Bild ihres Komplements ist nach Induktionsannahme auch konstruktibel.
Umgekehrt zeigt man leicht, daß jede konstruktible Teilmenge eines noetherschen
topologischen Raums eine dichte offene Teilmenge ihres Abschlusses umfaßt. So
folgt umgekehrt 7.5.4.12 aus dem Satz von Chevalley.

7.5.4.14. Unter dem Separabilitätsgrad [L : K]s einer algebraischen Körpererwei-
terung verstehen wir wie in 6.3.9.41 den Grad über K der maximalen separablen
Teilerweiterung.

Satz 7.5.4.15 (Fasern von Morphismen zu endlichen Körpererweiterungen).
Seix ϕ : X → Y ein dominanter Morphismus von irreduziblen affinen Varietäten
derselben Dimension. So gibt es eine dichte offene Teilmenge V ⊂◦ Y derart, daß
die Kardinalität der Faser über jedem Punkt von V so groß ist wie der Separabi-
litätsgrad der zugehörigen Körpererweiterung, in Formeln

|ϕ−1(y)| = [M(X) :M(Y )]s ∀y ∈ V

Vorschau 7.5.4.16. Mit dem Satz über generische Freiheit 7.5.5.3 können wir zu-
sätzlich erreichen, daß V und ϕ−1(V ) Nichtnullstellenmengen regulärer Funktio-
nen sind und daßO(ϕ−1(V )) frei ist als Modul überO(V ), der dann natürlich frei
sei muß vom Rang

dimO(V )O(ϕ−1(V )) = [M(X) :M(Y )]

In 9.2.4.14 verallgemeinern wir die Ausage des Satzes auf beliebige, nicht not-
wendig affine Varietäten.

Beweis. Zunächst zeigen wir, daß unser Satz für die Verknüpfung X → Y → Z
von zwei Morphismen folgt, wenn er für die beiden einzelnen Morphismen ϕ :
X → Y und ψ : Y → Z gilt. Dazu finden wir zunächst eine dichte offene Teil-
menge V ⊂◦ Y wie im Satz für den ersten Morphismus und beachten, daß ψ(Y \V )



7.5. GANZE KRINGERWEITERUNGEN UND DIMENSION 1063

aus Dimensionsgründen nicht in Z dicht liegen kann. Dann finden wir eine dichte
offene TeilmengeW ⊂◦ Z wie im Satz, die außerdem ψ(Y \V ) nicht trifft, und die-
se ist dann aufgrund der Multiplikativität des Separabilitätsgrades 6.3.9.41 auch
geeignet für die Verknüpfung. Nach dem Faktorisierungssatz 7.5.4.11 dürfen wir
annehmen, daßO(X) ganz ist überO(Y ). Aus Lemma 7.5.2.3 folgt dann, daß die
Lokalisierung von O(X) nach S := O(Y )\0 bereits ein Körper ist. Insbesondere
dürfen wir M(X) = S−1O(X) annehmen. Sicher finden wir andererseits auch
einen Körperturm

M(Y ) = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kr =M(X)

derart, daß jeder Schritt entweder durch Adjunktion eines über Ki−1 separablen
Elements fi ∈ Ki entsteht oder im Fall positiver Charakteristik p > 0 durch Ad-
junktion eines Elements fi ∈ Ki mit fpi ∈ Ki−1. Indem wir alle fi als Brüche in
S−1O(X) schreiben und Y verkleinern zur Nichtnullstellenmenge des Produkts
der beteiligten Nenner, dürfen wir annehmen, daß alle diese Elemente bereits zu
O(X) gehören. Indem wir notfalls unsere Kette noch verlängern, dürfen wir zu-
sätzlich annehmen, daß unsere Kette durch Lokalisieren nach S aus einer Kette
von Zwischenringen

O(Y ) = R0 ⊂ R1 ⊂ . . . ⊂ Rr = O(X)

entsteht mit Ri = Ri−1[fi]. Insgesamt können wir uns so auf die beiden Spe-
zialfälle zurückziehen, daß gilt O(X) = O(Y )[f ] mit fp ∈ M(Y ) oder f se-
parabel überM(Y ). Indem wir Y weiter verkleinern zur Nichtnullstellenmenge
des Produkts der Nenner des Minimalpolynoms P von f können wir zusätzlich
P ∈ O(Y )[T ] und

O(X) = O(Y )[T ]/〈P 〉

annehmen. Unser Morphismus kann dann identifiziert werden mit der Projektion
auf den ersten Faktor

X := {(y, λ) ∈ Y × k | P (y, λ) = 0} → Y

Im ersten Fall fp ∈M(Y ) ist dann bereits klar, daß diese Projektion eine Bijekti-
onX ∼→ Y sein muß und die Körpererweiterung rein inseparabel und die Aussage
des Satzes gilt. Im zweiten Fall eines separablen Polynomes ist die Diskriminante
6.2.9.15 unseres Polynoms P nicht Null inM(Y ), also nicht Null in O(Y ), und
über allen Nichtnullstellen der Diskriminante in Y liegen genau so viele Punkte
von X , wie der Grad von P angibt. Folglich gilt die Aussage des Satzes auch in
diesem Fall.
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Übungen

Übung 7.5.4.17. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Körper k = k̄ und
zwei nichtleere algebraische Teilmengen X ⊂∧ kn und Y ⊂∧ km zeige man die
Formel kdim(X × Y ) = kdimX + kdimY . Hinweis: Noether-Normalisierung
7.5.4.6.

Übung 7.5.4.18 (Dimension von Bildern und Fasern). Gegeben ein Morphismus
von Varietäten ϕ : X → Y mit X irreduzibel zeige man, daß es eine offene dichte
Teilmenge V ⊂◦ ϕ(X) gibt derart, daß für alle y ∈ V gilt

kdim(X) = kdim(ϕ(X)) + kdim(ϕ−1(y))

Hinweis: Faktorisierungssatz und Eigenschaften von Morphismen mit ganzen Ko-
morphismen 7.5.2.18. Mehr über Bilder und Fasern von Morphismen wird im Zu-
sammenhang mit dem Krull’schen Hauptidealsatz in 7.5.9.12 und 7.5.10.5 erklärt.

Übung 7.5.4.19 (Überdeckung einer Varietät durch Untervarietäten). Eine ir-
reduzible affine Varietät über einem überabzählbaren algebraisch abgeschlossenen
Körper k kann nicht durch abzählbar viele echte abgeschlossene Teilmengen über-
deckt werden. Hinweis: Mit dem Normalisierungssatz ziehe man sich auf den Fall
zurück, daß unsere Varietät der kn ist. Dann findet man eine Hyperebene, die in
keiner unserer Teilmengen enthalten ist, und argumentiert mit Induktion.

7.5.5 Flache Morphismen
Definition 7.5.5.1. Ein Morphismus von affinen Varietäten ϕ : X → Y heißt
flach, wenn sein Komorphismus O(Y )→ O(X) flach ist.

Beispiel 7.5.5.2. Offensichtlich ist die Verknüpfung von flachen Morphismen flach.
Aufgrund der Exaktheit der Lokalisierung ist für jede reguläre Funktionen f ∈
O(X) auf einer affinen Varietät X die Einbettung Xf ↪→ X der Nichtnullstellen-
menge flach.

Satz 7.5.5.3 (Generische Freiheit ringendlicher Kringerweiterungen). Gege-
ben ϕ : A → B ein Kringhomomorphismus mit A einem Integritätsbereich und
B ringendlich über A gibt es a ∈ A\0 derart, daß die Lokalisierung Ba ein freier
Aa-Modul ist.

7.5.5.4. Einen Kringhomomorphisms A→ B nenne ich modulfrei, wenn darun-
ter B ein freier A-Modul wird. Weiter nenne ich eine Kringerweiterung A → B
modulspaltend, wenn sie injektiv ist und als Homomorphismus von A-Moduln
spaltet. Im Beweis zeigen wir, daß wir a ∈ A\0 sogar so wählen können, daß
entweder gilt Ba = 0 oder daß Aa ↪→ Ba eine modulfreie und modulspaltende
Kringerweiterung ist.
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Beweis. Wir wählen b1, . . . , br ∈ B mit B = ϕ(A)[b1, . . . , br]. Auf der Menge
Nr der Multiindizes erklären wir eine Anordung ≤ durch ν ≤ µ falls |ν| < |µ|
oder |ν| = |µ| und ν lexikographisch kleinergleich µ. Dann setzen wir B<ν :=∑

µ<ν Ab
µ und B≤ν :=

∑
µ≤ν Ab

µ und finden kurze exakte Sequenzen von A-
Moduln

B<ν ↪→ B≤ν � A/I(ν)

mit I(ν) = {a ∈ A | abν ∈ B<ν}. Offensichtlich gilt µ ≤ ν ⇒ µ + λ ≤ ν + λ
und daraus folgt I(ν) ⊂ I(ν + λ) für alle λ. Die Menge T := {ν | I(ν) 6= 0}
ist also ein Monoidideal von Nr im Sinne von 19.3.2.28 und ist folglich endlich
erzeugt, sagen wir

T =
⋃
η∈E

(η + Nr)

für eine endliche Teilmenge E ⊂ T . Dann finden wir Elemente aη ∈ I(η)\0 für
η ∈ E und für deren Produkt a ∈ A\0 gilt I(ν) 6= 0 ⇒ a ∈ I(ν). Für dieses
a ∈ A\0 bilden schließlich die bν mit I(ν) = 0 eine Aa-Basis von Ba.

Alternativer Beweis des körpertheoretischen Nullstellensatzes 7.1.5.10. Sei L ⊃
k eine ringendliche Körpererweiterung. Es gilt zu zeigen, daß L algebraisch ist
über k. Andernfalls gäbe es x ∈ L mit x transzendent über k. Nach 7.5.5.3 gibt
es also f ∈ k[x] mit L frei als k[x]f -Modul. Nach 6.2.4.30 gibt es aber in k[X]f
ein Element g, das weder Null ist noch eine Einheit, und das steht nunmehr im
Widerspruch zu (g·) : L

∼→ L.

Beispiel 7.5.5.5 (Generische Flachheit). Gegeben ein Morphismus ϕ : X → Y
von affinen Varietäten gibt es eine Funktion s ∈ O(Y ) mit dichter Nichtnullstel-
lenmenge Ys derart, daß O(X)s◦ϕ = O(Xs◦ϕ) flach ist über O(Y )s = O(Ys).
Ist Y irreduzibel, so zeigt 7.5.5.3 sogar, daß wir erreichen können, daß O(X)s◦ϕ
ein freier Modul über O(Y )s ist. Sonst können wir zunächst t so finden, daß Yt
in Y dicht liegt und die disjunkte Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten
ist, und können dann für jede irreduzible Komponente separat das vorherige Ar-
gument anwenden.

Satz 7.5.5.6 (Flach impliziert offenes Bild). Sei k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper. Ist ϕ : A → B ein Homomorpismus von über k ringend-
lichen k-Kringen und ist B flach als A-Modul, so ist die induzierte Abbildung
ϕ̄ : MaxB → MaxA offen.

7.5.5.7. Dieser Satz ist eine besonders einfache Variante einer ganzen Vielfalt
von Aussagen, die für Kringhomomorphismen Kriterien dafür angeben, wann die
induzierte Abbildung auf den Spektren offen ist.
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Beweis. Jede offene Teilmenge von MaxB ist eine Vereinigung von Bildern von
MaxBg für g ∈ B. DaB → Bg flach ist, müssen wir nur zeigen, daß das Bild von
MaxB offen ist. Wir argumentieren mit Induktion über die Krulldimension von
A. Ist sie Null oder ist A der Nullring, so trägt MaxA die diskrete Topologie und
es bleibt nichts zu zeigen. Ist A → D irgendein Kringhomomorphismus, so ist
auch D ⊗A B flach als D-Modul. Wenden wir diese Erkenntnis an auf A� A/p
für die minimalen Primideale p ⊂ A, von denen es nach 7.4.5.23 nur höchstens
endlich viele gibt, so können wir uns auf den Fall zurückziehen, daßA ein Integri-
tätsbereich der kleinsten Krulldimension ist, für die wir unsere Behauptung noch
nicht gezeigt haben. Ist nun das Bild ϕ̄(MaxB) nicht dicht, so gibt es f ∈ A\0
mit ϕ̄(MaxB) ⊂ A(f) in unserer Notation aus 7.4.5.13. In anderen Worten liegt
ϕ(f) in jedem maximalen Ideal von B und damit nach 7.3.4.7 im Nilradikal von
B. Aufgrund der Flachheit muß andererseits die Injektion (f ·) : A ↪→ A eine
Injektion (ϕ(f)·) : B ↪→ B induzieren und wir sehen so, daß aus ϕ̄(MaxB) nicht
dicht bereits folgt B = 0. Da die leere Menge eh offen ist, dürfen wir annehmen,
daß ϕ̄(MaxB) dicht ist in MaxA, und müssen zeigen, daß es dann auch offen
ist. Zuächst einmal umfaßt ϕ̄(MaxB) nach 7.5.4.12 eine offene dichte Teilmenge
U ⊂◦ MaxA. Deren Komplement ist eine abgeschlossene Teilmenge Y ⊂∧ MaxA
echt kleinerer Krulldimension und per Induktion wissen wir bereits, daß das Bild
von Max(O(Y )⊗AB)→ Y alias Y ∩ ϕ̄(MaxB) offen ist in Y . Die Behauptung
folgt.

7.5.5.8. Wir nennen einen Morphismus ϕ : X → Y von affinen k-Varietäten
scheinflach, wenn es ein kommutatives Diagramm von ringendlichen k-Kringal-
gebren

A � O(Y )
↓ ↓
B � O(X)

gibt derart, daß die Horizontalen Surjektionen sind mit den jeweiligen Nilradika-
len als Kern und daß A → B ein flacher Kringhomomorphismus ist. Ich erwarte
nicht, daß jede Verknüpfung scheinflacher Morphismen wieder scheinflach ist.
Dieser Begriff ist nur im Kontext vom Varietäten nützlich und kommt in der Lite-
ratur sonst noch nicht vor. Jeder flache Morphismus ist auch scheinflach.

Korollar 7.5.5.9 (Eigenschaften scheinflacher Morphismen). 1. Jeder schein-
flache Morphismus ϕ : X → Y von affinen Varietäten induziert eine offene
Abbildung der zugrundeliegenden topologischen Räume;

2. Ist ϕ : X → Y ein scheinflacher Morphismus von affinen Varietäten und
T → Y ein beliebiger Morphismus von affinen Varietäten, so ist auch der
induzierte Morphismus X ×Y T → T scheinflach.
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Vorschau 7.5.5.10. Zusätzliche Eigenschaften, die insbesondere die Dimensionen
von Fasern betreffen, diskutieren wir in 7.5.10.5.

7.5.5.11. Zum Beispiel folgt, daß gegeben ein flacher oder auch nur scheinflacher
Morphismus ϕ : X → Y und Z ⊂∧ Y abgeschlossen auch ϕ : ϕ−1(Z) → Z
scheinflach und insbesondere offen ist.

Beweis. Teil 1 folgt sofort aus Satz 7.5.5.6. Teil 2 folgt sofort aus den Definitionen
und der Beschreibung des Faserprodukts 7.3.4.20.

7.5.6 Transzendenzgrad
7.5.6.1. Ich erinnere an den Satz 6.3.11.3 über algebraische Körpererweiterungen
und insbesondere daran, daß für Körper M ⊃ L ⊃ K mit M/L algebraisch und
L/K algebraisch auch M/K algebraisch ist.

Definition 7.5.6.2. Sei K/k eine Körpererweiterung. Eine Teilmenge B ⊂ K
heißt algebraisch abhängig über k, wenn es paarweise verschiedene x1, . . . , xn ∈
B und ein von Null verschiedenes Polynom P ∈ k[X1, . . . , Xn]\0 gibt derart, daß
gilt P (x1, . . . , xn) = 0. Andernfalls nennen wir unsere Teilmenge B algebraisch
unabhängig über k.

Definition 7.5.6.3. Sei K/k eine Körpererweiterung. Eine Teilmenge E ⊂ K
heißt ein System von Transzendenzerzeugern, wennK algebraisch ist über dem
von E erzeugten Teilkörper. Ein algebraisch unabhängiges System von Transzen-
denzerzeugern heißt eine Transzendenzbasis unserer Körpererweiterung.

Satz 7.5.6.4 (Extremalcharakterisierungen von Transzendenzbasen). SeiK/k
eine Körpererweiterung.

1. Ist A ⊂ K eine über k algebraisch unabhängige Teilmenge und ist E mi-
nimal unter allen Systemen von Transzendenzerzeugern unserer Körperer-
weiterung mit A ⊂ E, so ist E eine Transzendenzbasis;

2. Ist E ⊂ K ein Systemen von Transzendenzerzeugern und A maximal unter
allen über k algebraisch unabhängigen Teilmengen von K mit A ⊂ E, so
ist A eine Transzendenzbasis.

7.5.6.5. Hier sind die Begriffe minimal und maximal in Bezug auf die Teilordnung
durch Inklusion zu verstehen.

Beweis. 1. Gegeben ein algebraisch abhängiges SystemE ⊃ A finden wir ein von
Null verschiedenes Polynom kleinstmöglichen Totalgrades, das auf einem Tupel
von paarweise verschiedenen Elementen aus E verschwindet. Da A algebraisch
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unabhängig ist, muß die Variable zu mindestens einem Element von E\A in un-
serem Polynom auch wirklich mit positivem Exponenten in einem Monom mit
von Null verschiedenem Koeffizienten vorkommen. Fassen wir unseren Ausdruck
dann als Polynom in dieser Variable auf, so sind die Koeffizienten mit Ausnahme
des konstanten Terms alle von kleinerem Totalgrad und unser Polynom wird folg-
lich nicht das Nullpolynom, wenn wir in die anderen Variablen die jeweiligen Ele-
mente einsetzen. Also ist das in diese Variable einzusetzende Element algebraisch
über den anderen und E war kein minimales System von Transzendenzerzeugern
über A.

2. Wäre unsere algebraisch unabhängige Teilmenge A kein System von Transzen-
denzerzeugern, so fänden wir ein Element e ∈ E, daß über dem von unserer
Teilmenge erzeugten Teilkörper nicht algebraisch wäre. Das könnten wir zu un-
serer algebraisch unabhängigen Teilmenge hinzunehmen und das Resultat wäre
immer noch algebraisch unabhängig. Also wäre unsere algebraisch unabhängige
Teilmenge nicht maximal gewesen.

7.5.6.6 (Existenz einer Transzendenzbasis). Wir finden für jede Körpererweite-
rung mit dem Zorn’schen Lemma eine Transzendenzbasis als ein maximales alge-
braisch unabhängiges System, ja gegeben A ⊂ E eine algebraisch unabhängige
Teilmenge in einem System von Transzendenzerzeugern können wir stets eine
Transzendenzbasis B finden mit A ⊂ B ⊂ E.

Satz 7.5.6.7 (Austauschsatz). Gegeben K/k eine Körpererweiterung, E ⊂ K
ein System von Transzendenzerzeugern und A ⊂ K eine über k algebraisch
unabhängige Teilmenge gibt es eine Injektion ϕ : A ↪→ E derart, daß auch
(E\ϕ(A)) ∪ A ein System von Transzendenzerzeugern ist.

Beweis. Das folgt leicht induktiv aus dem Austauschlemma 7.5.6.8, das wir im
Anschluß beweisen. Es erlaubt uns nämlich, die Elemente von A der Reihe nach
in E hineinzutauschen. Ist A unendlich, so verwendet man transfinite Induktion
oder argumentiert analog wie in 6.5.3.5 mit dem Zorn’schen Lemma.

Lemma 7.5.6.8 (Austauschlemma). SeiK/k eine Körpererweiterung. Seien wei-
ter E ⊃ B ein System von Transzendenzerzeugern mit einer über k algebraisch
unabhängigen Teilmenge. Ist a ∈ K\B ein Element außerhalb von B derart, daß
auch B ∪ {a} über k algebraisch unabhängig ist, so gibt es e ∈ E\B derart, daß
auch (E\e) ∪ {a} ein System von Transzendenzerzeugern von K/k ist.

Beweis. Wir finden eine endliche Teilmenge F ⊂ E mit {a}∪B ∪F algebraisch
abhängig. Wir wählen eine derartige Teilmenge F der kleinstmöglichen Kardi-
nalität, so daß a forteriori gilt F ∩ B = ∅, und finden darin F0 ⊂ F maximal
mit {a} ∪ B ∪ F0 algebraisch unabhängig. Dann gilt F0 ( F und jedes Element
e ∈ F\F0 hat die geforderte Eigenschaft.
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7.5.6.9 (Hauptabschätzung). Gegeben eine KörpererweiterungK/k undE ⊂ K
ein System von Transzendenzerzeugern undA ⊂ K eine algebraisch unabhängige
Teilmenge gibt es nach dem Austauschsatz 7.5.6.7 stets eine Injektion A ↪→ E
und es gilt mithin

|A| ≤ |E|
7.5.6.10 (Kardinalitäten von Transzendenzbasen). Jede Körpererweiterung mit
einem endlichen System von Transzendenzerzeugern besitzt insbesondere eine
endliche Transzendenzbasis und je zwei ihrer Transzendenzbasen haben gleich
viele Elemente. Allgemeiner haben nach 7.5.6.9 und Schröder-Bernstein über-
haupt je zwei Transzendenzbasen einer Körpererweiterung dieselbe Kardinalität.

Definition 7.5.6.11. Die Kardinalität einer und jeder Transzendenzbasis einer
Körpererweiterung mit einem endlichen System von Transzendenzerzeugern heißt
ihr Transzendenzgrad und wird

trgr(K/k) = trgrkK

notiert. Besitzt eine Körpererweiterung kein endliches System von Transzendenz-
erzeugern, so setzten wir trgr(K/k) = ∞ und ignorieren in unserer Notation
im allgemeinen die auch hier durchaus möglichen Unterscheidungen zwischen
verschiedenen unendlichen Kardinalitäten.

Korollar 7.5.6.12. Sei k ein Körper. Gibt es einen Isomorphismus von k-Kringen
k(′X1, . . . , Xn)

∼→ k(′Y1, . . . , Ym), so gilt m = n.

Beweis. Die Variablen bilden eine Transzendenzbasis für den Quotientenkörper
eines Polynomrings und wir haben folglich trgrk k(′X1, . . . , Xn) = n.

Satz 7.5.6.13 (Transzendenzgrad als Krulldimension). Gegeben ein ringendli-
cher IntegritätsringA über einem Körper k stimmt die Krulldimension des Krings
A überein mit dem Transzendenzgrad über k seines Quotientenkörpers, in For-
meln

kdimA = trgrk Quot(A)

Beweis. Wir wählen mit dem Normalisierungslemma 7.5.4.6 über k algebraisch
unabhängige Elemente x1, . . . , xd ∈ A derart, daß A ganz ist über dem Polynom-
ring k[′x1, . . . , xd], und finden

kdimA = kdimk[′x1, . . . , xd] = d = trgrk k(′x1, . . . , xd) = trgrk Quot(A)

mit der Invarianz 7.5.2.11 der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen,
der Berechnung 7.5.4.4 der Krulldimension von Polynomringen, und der Invari-
anz 7.5.6.10 des Transzendenzgrades unter algebraischen Körpererweiterungen.
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Korollar 7.5.6.14. Gegeben eine Erweiterung A ↪→ B von ringendlichen k-
Kringen über einem vorgegebenen Körper k haben wir stets

kdimA ≤ kdimB

Beweis. Sowohl A als auch B haben nach 7.4.5.23 nur endlich viele minimale
Primideale und deren Schnitt ist jeweils das Nilradikal. Jedes minimale Primide-
al von A ist mithin der Schnitt mit A eines minimalen Primideals von B. Indem
wir ein Primideal von A auswählen, mit dem eine längstmögliche Primidealkette
beginnt, und zu den Quotienten übergehen, dürfen wir A und B als Integritätsrin-
ge annehmen. Der Faktorisierungssatz oder genauer seine algebraische Fassung
7.5.4.10 zeigt dann trgr(QuotA)/k ≤ trgr(QuotB)/k und die Behauptung folgt
aus der Interpretation 7.5.6.13 der Krulldimension als Transzendenzgrad.

Beweis in geometrischer Sprache. Ist der Grundkörper k algebraisch abgeschlos-
sen, so können wir dieselbe Argumentation auch geometrisch fassen, wie nun
ausgeführt werden soll. Zunächst man man die Nilradikale wegteilen, so daß un-
sere Kringerweiterung einem Morphismus ϕ : X → Y von affinen Varietäten
mit dichtem Bild entspricht. Wählen wir in Y eine irreduzible Komponente ma-
ximaler Dimension aus, so muß die der Abschluß des Bildes einer irreduziblen
Komponente von X sein. Wir dürfen also X und Y irreduzibel und ϕ domi-
nant annehmen. Damit induziert ϕ eine Körpererweiterung M(Y ) ↪→ M(X)
und die Interpretation 7.5.6.13 der Krulldimension als Transzendenzgrad zeigt die
Behauptung. Alternativ könnten wir auch Übung 7.5.4.18 anwenden.

Ergänzung 7.5.6.15. Als abstrakter Körper besitzt C eine Transzendenzbasis B
überQ. WäreB abzählbar, so wäre auchQ(!B) abzählbar und damit nach 6.5.3.13
auch eine algebraische Erweiterung C. Da dem nicht so ist, muß B überabzählbar
und insbesondere unendlich sein, und daraus folgt dann mit 6.5.3.13 leicht |B| =
|Q(!B)| = |C|. Als abstrakter Körper ist C also isomorph zum algebraischen
Abschluß eines Funktionenkörpers über Q in überabzählbar vielen, genauer in
|C| Veränderlichen. Insbesondere besitzt C jede Menge Körperautomorphismen,
und es gibt auch zahllose nicht surjektive Körperhomomorphismen C → C. Das
steht in scharfem Kontrast zum Körper R, nach 10.2.4.21 gibt es nämlich außer
der Identität keinen Körperhomomorphismus R→ R.

Bemerkung 7.5.6.16. Das vierzehnte Hilbert’sche Problem fragt, ob für eine
endlich erzeugte Körpererweiterung k ⊂ K und einen Zwischenkörper M ⊂ K
und einen „Zwischenring“ R ⊂ K, der als Ring über k endlich erzeugt ist, auch
R ∩M ein über k endlich erzeugter Ring sein muß. Nagata fand dazu das erste
Gegenbeispiel. Inzwischen sind viele weitere Gegenbeispiele bekannt, von Mukai,
Winkelmann, Steinberg, Kuroda und anderen.
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Ergänzung 7.5.6.17. Gegeben α1, . . . , αn ∈ C linear unabhängig über Q besagt
die Vermutung von Schanuel, daß der von den αi und den Werten der Exponen-
tialfunktion bei αi erzeugte Unterkörper der komplexen Zahlen

Q(α1, . . . , αn, exp(α1), . . . , exp(αn))

über Q mindestens den Transzendenzgrad n haben sollte. Im Spezialfall algebrai-
scher αi spezialisiert er zum Satz von Hermite-Lindemann, den wir in 10.4.5.24
erwähnt aber nicht bewiesen haben.

Vorschau 7.5.6.18. Eindimensionale holomorphe Mannigfaltigkeiten heißen auch
„Riemann’sche Flächen“, da sie erstmals von dem Mathematiker Bernhard Rie-
mann betrachtet wurden und als reelle Mannigfaltigkeiten zweidimensional sind.
Die Zuordnung, die jeder zusammenhängenden Riemann’schen Fläche X den
KörperM(X) der meromorphen Funktionen auf X zuordnet, liefert eine Bijekti-
on 

kompakte
zusammenhängende

Riemann’sche Flächen

 ∼→


endlich erzeugte

Körpererweiterungen von C
vom Transzendenzgrad Eins


Genauer meinen wir hier rechts Riemann’sche Flächen bis auf Isomorphie und
links Körpererweiterungen bis auf Isomorphie von Körpern über C. Zum Beispiel
entspricht die Riemannsche Zahlenkugel P1C unter dieser Bijektion dem Körper
der gebrochen rationalen Funktion M(P1C) = C(t). Man kann weiter zeigen,
daß gegeben zwei kompakte zusammenhängende Riemann’sche FlächenX, Y das
Zurückholen von meromorphen Funktionen eine Bijektion auf Isomorphieklassen{

nichtkonstante holomorphe
Abbildungen X → Y

}
∼→ RingC(M(Y ),M(X))

liefert. In diesem Licht wird die Galoistheorie im Fall endlich erzeugter algebrai-
scher Erweiterungen des FunktionenkörpersC(t) sehr anschaulich. In der Sprache
der Kategorientheorie haben wir eine „Äquivalenz von Kategorien“ vor uns. Eine
algebraische Version dieser Äquivalenz werden wir in 7.8.6.2 herleiten.

7.5.6.19 (Endomorphismen von Funktionenkörpern). Unser Monoidhomomor-
phismusK(X)→ Ens(Kt{∞}) aus 3.5.5.28 verwandelt sich unter der üblichen
Identifikation K t {∞} ∼→ P1K in einen Monoidhomomorphismus K(X) →
Ens(P1K), der in Formeln beschrieben werden kann durch die Vorschrift f :
〈1, x〉 7→ 〈Q(x), P (x)〉 für f = P/Q eine Darstellung mit P und Q ohne gemein-
same Nullstelle in K oder besser, wenn man den Wert bei 〈0, 1〉 auch korrekt er-
halten will, durch f : 〈y, x〉 7→ 〈Q̃(y, x), P̃ (y, x)〉 für Q̃, P̃ ∈ K[Y,X] diejenigen
homogenen Polynome vom gleichen Grad in zwei Variablen, die beim Einsetzen
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von Y = 1 unsere ursprünglichen Polynome liefern und bei denen der gemein-
same Grad unter diesen Bedingungen kleinstmöglich ist. Für P (X) = X2 + 1
und Q(X) = X5 + X hätten wir etwa P̃ (Y,X) = X2Y 3 + Y 5 und Q̃(Y,X) =
X5 +XY 4. Die offensichtliche Operation von GL(2;K) auf P1K durch(

a b

c d

)
: 〈y, x〉 7→ 〈ay + bx, cy + dx〉

kommt dann offensichtlich her von einer Operation auf K(X) durch Einsetzen
von (c+dX)/(a+bX) fürX . Man kann sich auch überlegen, daß man so alle K-
linearen Körperautomorphismen vonK(X) erhält, daß also das Einsetzen anderer
nichtkonstanter rationaler Funktionen keinen Körperautomorphismus liefert: Ist
K algebraisch abgeschlossen, so folgt das daraus, daß unter K(X)→ Ens(P1K)
andere Elemente keine Injektion liefern. Im allgemeinen gilt es, zu einem alge-
braischen Abschluß überzugehen.

Übungen

Übung 7.5.6.20. Gegeben eine Körpererweiterung K/k von endlichem Transzen-
denzgrad t und ebensoviele Elemente x1, . . . , xt ∈ K, die entweder algebraisch
unabhängig sind über k oder aber ein System von Transzendenzerzeugern sind
über k, bilden unsere Elemente bereits eine Transzendenzbasis.
Übung 7.5.6.21. Sind M ⊃ K ⊃ k Körper, so ist der Transzendenzgrad von M
über k die Summe der Transzendenzgrade von M über K und von K über k, in
Formeln

trgr(M/k) = trgr(M/K) + trgr(K/k)

Übung 7.5.6.22. Seien k ⊂ K ⊂ M Körper und sei K algebraisch über k. Man
zeige: Sind x1, . . . , xn ∈ M algebraisch unabhängig über k, so sind sie auch
algebraisch unabhängig über K. Hinweis: 7.5.6.21.
Übung 7.5.6.23. Jeder Zwischenkörper in einer körperendlichen Körpererweite-
rung ist auch körperendlich über dem kleineren Körper. Hinweis: Man beachte
7.5.6.21 sowie 6.3.4.18 und das Diagramm

L ⊂ L(xs+1, . . . , xr) ⊂ M
∪ ∪

k ⊂ k(x1, . . . , xs) ⊂ k(x1, . . . , xs, xs+1, . . . , xr)

Ergänzende Übung 7.5.6.24. Gegeben zwei Körpererweiterungen eines gegebe-
nen Körpers existiert stets eine weitere Körpererweiterung des gegebenen Körpers,
in die sie beide eingebettet werden können. Mutige zeigen noch allgemeiner: Ge-
geben eine Familie von Körpererweiterungen eines gegebenen Körpers existiert
stets eine weitere Körpererweiterung des gegebenen Körpers, in die sie alle ein-
gebettet werden können.
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7.5.7 Going-Down und maximale Primidealketten
Lemma 7.5.7.1. Seien A ⊂ B Kringe und C ⊂ B der ganze Abschluß von A in
B. So ist für jedes S ⊂ A auch S−1C der ganze Abschluß von S−1A in S−1B.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei S multiplikativ abgeschlos-
sen. Daß alle Elemente von S−1C ganz sind über S−1A ist klar. Ist umgekehrt b/s
mit b ∈ B und s ∈ S ganz über S−1A, so gilt in S−1B eine Gleichung der Gestalt(

b

s

)n
+

(
b

s

)n−1
an−1

sn−1

+ . . .+
a0

s0

= 0

mit si ∈ S, ai ∈ A. Setzen wir t = s0s1 . . . sn−1 und multiplizieren unsere
Gleichung mit (st)n, so zeigt sie, daß bt/1 ganz ist über lok(A) ⊂ S−1A und es
folgt, daß btu ganz ist überA für ein u ∈ |S〉. Es folgt btu ∈ C und b ∈ S−1C.

Definition 7.5.7.2. Ein Integritätsring heißt ganz abgeschlossen, wenn er kom-
mutativ ist und sein eigener ganzer Abschluß in seinem Quotientenkörper.

7.5.7.3. Ein Kring A heißt normal, wenn für jedes Primideal p ⊂ A die Lokali-
sierung Ap ein ganz abgeschlossener Integritätsring ist. Nach 7.4.3.51 und 7.5.7.1
ist ein kommutativer Integritätsring genau dann normal, wenn er ganz abgeschlos-
sen ist. Die Bedeutung der Normalitätsbedingung für beliebige Kringe diskutieren
wir in den Übungen.

Beispiel 7.5.7.4. Nach 3.5.3.41 ist Z ganz abgeschlossen. Dasselbe gilt mit dem-
selben Beweis für jeden faktoriellen Ring. Insbesondere ist nach 6.2.7.15 auch
jeder Polynomring k[T1, . . . , Tn] mit Koeffizienten in einem Körper ganz abge-
schlossen.

Satz 7.5.7.5 (Going-down). Sei A ⊂ B eine ganze Kringerweiterung von In-
tegritätsringen und sei A ganz abgeschlossen. So gibt es für je zwei Primideale
Q ⊂ P von A und jedes Primideal p ⊂ B mit p ∩ A = P ein Primideal q ⊂ B
mit q ∩ A = Q und q ⊂ p.

7.5.7.6. Im Diagramm mit einer ganzen Kringerweiterung von Integritätsringen
und A ganz abgeschlossen in der rechten Vertikalen

q ⊂ p ⊂ B7→

∩A

7→

∩A ∪
Q ⊂ P ⊂ A

sind also das Primideal p und das Primideal Q mit den dargestellten Inklusions-
relationen vorgegeben und die Existenz des eingekastelten Primideals q wird be-
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Ein Gegenbeispiel zu Going-Down im Fall, daß B kein Integritätsring ist, liefert
bereits die diagonale Einbettung k[T ] ⊂ k[T ]× k für einen Körper k.

Geometrisch sieht man, daß der mit p bezeichnet Punkt oben, der eigentlich Z(p)
darstellt, nicht zu einer irreduziblen Teilmenge Z(q) vergrößert werden kann,

deren Bild als Abschluß die ganze Gerade Z(Q) unten hat.



7.5. GANZE KRINGERWEITERUNGEN UND DIMENSION 1075

hauptet. Sind in einem Diagramm mit unserer ganzen Kringerweiterung von Inte-
gritätsringen mit A ganz abgeschlossen in der rechten Vertikalen

p0 ⊂ . . . ⊂ pr−2 ⊂ pr−1 ⊂ pr ⊂ B

7→

∩A

7→

∩A

7→

∩A

7→

∩A ∪
P0 ⊂ . . . ⊂ Pr−2 ⊂ Pr−1 ⊂ Pr ⊂ A

die nicht eingekastelten Primideale mit vorgegeben, so können wir also induktiv
der Reihe nach die mehr und mehr eingekastelten Primideale finden. Daher rührt
die Bezeichnung als „Going-Down“ im Gegensatz zum Going-Up aus 7.5.2.8.
7.5.7.7. Ich gebe hier einen Beweis, der mir besonders transparent scheint, der
aber eine gewisse Vertrautheit mit Galoistheorie voraussetzt. In 7.5.8 gebe ich
einen alternativen Beweis, der versucht, mit einem Minimum an Galoistheorie
auszukommen.

Beweis im ringendlichen Fall. Wir beginnen mit dem einfacheren und für unse-
re Anwendungen ausreichenden Fall, daß B ringendlich ist über A. Dann ist
QuotB/QuotA eine modulendliche Körpererweiterung. Wir vereinbaren die Ab-
kürzungK := QuotA. Vergrößern wir unsere Körpererweiterung zu einer modul-
endlichen normalen ErweiterungN/K wie in 6.3.8.25 und betrachten den von den
Bildern der Elemente von B unter der Galoisgruppe G = Gal(N/K) erzeugten
TeilringC ⊂ N , so ist auchC ganz und ringendlich überA. Da wir P nach Going-
up als Schnitt mit B eines Primideals von C erhalten können, reicht es sicher, die
Aussage von Going-down für unsere Kringerweiterung A ⊂ C zu zeigen. Das
folgt jedoch leicht aus dem anschließenden Satz 7.5.7.8.

Satz 7.5.7.8 (Fasern als Galoisbahnen). Seien A ein ganz abgeschlossener In-
tegritätsring, N/QuotA eine normale Körpererweiterung mit endlicher Galois-
gruppe und C ⊂ N ein Teilring, der ganz ist über A und stabil unter der Galois-
gruppe. So sind die Fasern der Surjektion

SpecC � SpecA

genau die Bahnen der Galoisgruppe Γ in SpecC und für q, p ∈ SpecC gilt ge-
nauer

(q ∩ A) ⊂ (p ∩ A) ⇔ ∃τ ∈ Γ mit τ(q) ⊂ p

Ergänzung 7.5.7.9. Der Satz gilt allgemeiner auch ohne Endlichkeitsannahmen
an die Galoisgruppe. Den Beweis dieser Verallgemeinerung überlassen wir dem
Leser als Übung. Man benötigt hierzu die Kompaktheit der Galoisgruppe in der
Krull-Topologie und wendet 12.4.1.13 an auf die Teilmengen der Galoisgruppe,
die in endlichen normalen Teilerweiterungen die Schnitte von zwei Elementen
einer Faser mit dieser Teilerweiterung ineinander überführen.
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Ein Gegenbeispiel zu Going-Down liefert die endliche Kringerweiterung, die
durch Verkleben zweier verschiedener Punkte der affinen Ebene im Sinne von

7.5.2.15 entsteht: Nehmen wir in unserer Ebene eine Gerade durch genau einen
unserer Punkte, davon das Bild und dann wieder dessen Urbild, so besteht es aus
einer Gerade nebst einem Punkt. Dieser Punkt definiert ein maximales Ideal, das

sich nicht so zu einem Primideal verkleinern läßt, daß dessen Schnitt mit dem
verklebten Ring gerade das Definitionsideal des Bildes unserer Gerade wäre,

oder geometrisch gesagt: Dieser Punkt liegt auf keiner irreduziblen
abgeschlossenen echten Teilmenge unserer Ebene, die unsere ursprüngliche

Gerade umfaßt. In diesem Fall ist der verklebte Ring unten nicht ganz
abgeschlossen.
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Ergänzung 7.5.7.10. Ist unter den Annahmen des Satzes m ∈ MaxC ein maxi-
males Ideal, so ist C/m eine normale Körpererweiterung von A/A ∩ m. In der
Tat hat für c ∈ C das Minimalpolynom Irr(c,QuotA) Nullstellen in C und damit
Koeffizienten in C ∩ QuotA = A und kann folglich modulo A ∩ m reduziert
werden.

Beweis. Es reicht für q, p ∈ SpecC zu zeigen, daß aus τ(q) 6⊂ p ∀τ ∈ Γ bereits
folgt (q ∩A) 6⊂ (p ∩A). Sicher folgt jedoch τ(q) 6⊂ σ(p) für alle τ, σ ∈ Γ und so
mit 7.4.2.30 die Existenz eines f ∈ C mit f ∈ τ(q) ∀τ ∈ Γ und f 6∈ σ(p) ∀σ ∈
Γ. Das Produkt über alle Galoiskonjugierten von f ist dann ein galoisinvariantes
Element g ∈ CΓ mit derselben Eigenschaft, also mit g ∈ τ(q) ∀τ ∈ Γ und
g 6∈ σ(p) ∀σ ∈ Γ. Nun ist NΓ/Quot(A) rein inseparabel nach 6.4.1.30 und nach
6.3.9.37 liegt folglich eine hinreichend hohe Potenz gN von g sogar in Quot(A).
Da aber gN ganz ist über A, folgt gN ∈ A. Nach Konstruktion haben wir nun
gN ∈ q ∩ A aber gN 6∈ p ∩ A.

Beweis von Going-down im allgemeinen. IstB nicht ringendlich überA, so funk-
tioniert derselbe Beweis, solange sich QuotB derart zu einer normalen Körperer-
weiterung von K := QuotA vergrößern läßt, daß die zugehörige Galoisgruppe
endlich ist. Sonst lassen wir alle Rücksichten fallen und vergrößern QuotB zu
einem algebraischen Abschluß K̄ von K, in dem wir dann den ganzen Abschluß
Ā ⊂ K̄ von A betrachten. Wieder reicht es, die Behauptung von Going-Down
für A ⊂ Ā zu zeigen. Wir betrachten dazu die Menge aller Paare (L, qL) beste-
hend aus einem Zwischenkörper L von K̄/K und einem Primideal qL des ganzen
Abschlusses AL ⊂ L von A in L mit qL ⊂ p∩AL und qL ∩A = Q. Sie ist offen-
sichtlich induktiv teilgeordnet und hat folglich ein maximales Element (M, qM).
Wäre aber dabei M 6= K̄, so könnten wir unser Paar noch vergrößern unter Zu-
hilfenahme des bereits bewiesenen Falles endlicher Galoisgruppen, indem wir M
vergrößern zum Zerfällungskörper eines geeigneten Polynoms mit Koeffizienten
in M und beachten, daß AM ganz abgeschlossen ist.

Satz 7.5.7.11 (Topologisches Going-down). Sei A ⊂ B eine ganze Kringerwei-
terung von Integritätsringen und sei A ganz abgeschlossen. So induziert unsere
Kringeinbettung auf den Spektren eine offene Surjektion

π : SpecB � SpecA

Beweis. Wie zuvor ziehen wir uns auf den Fall zurück, daß QuotB/QuotA eine
normale Körpererweiterung ist und B ⊂ QuotB stabil unter der Galoisgruppe Γ.
Dann folgt aus 7.5.7.8 die Identität

(SpecA)\π(U) = π((SpecB)\ΓU)
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für ΓU die Vereinigung aller Galoiskonjugierten von U . Ist nun U offen, so ist
ΓU offen und (SpecB)\ΓU abgeschlossen und damit ist nach Going-up 7.5.2.7,
7.5.2.10 auch (SpecA)\π(U) abgeschlossen und π(U) offen.

Definition 7.5.7.12. Ein Kettenlängenring ist ein Kring, in dem es eine obere
Schranke für die möglichen Längen von Primidealketten gibt und in dem je zwei
maximale Primidealketten dieselbe Länge haben. In unserer Terminologie ist ins-
besondere auch der Nullring ein Kettenlängenring.

7.5.7.13. Die Maximalität ist hier in Bezug auf die offensichtliche Teilordnung
auf der Menge aller Primidealketten zu verstehen. Die Bezeichnung als Ketten-
längenring ist in der Literatur nicht gebräuchlich. In der üblichen Terminologie
würde man solch einen Ring einen „äquidimensionalen und äquikodimensionalen
Kettenring endlicher Krulldimension“ nennen.

Satz 7.5.7.14 (Geometrisch relevante Ringe sind Kettenlängenringe). Jeder
Integritätskring, der ringendlich ist über einem Körper, ist ein Kettenlängenring.

7.5.7.15 (Krulldimension und Krullkodimension). Im geometrischen Fall be-
deutet dieser Satz für Y ⊂∧ X eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge einer
irreduziblen oder allgemeiner einer äquidimensionalen affinen Varietät die Identi-
tät

kdimY + kdim(Y ⊂ X) = kdimX

7.5.7.16. Es gibt noethersche Integritätskringe endlicher Krulldimension, die kei-
ne Kettenlängenringe sind. Für ein Gegenbeispiel mag man eine Lokalisierung
eines Polynomrings betrachten, bei der alle Elemente im Komplement der Verei-
nigung zweier Primideale invertiert werden. Es gibt sogar noethersche lokale In-
tegritätskringe endlicher Krulldimension, die keine Kettenlängenringe sind. Hier
sind Gegenbeispiele jedoch nicht so leicht zu konstruieren. Bei lokalen noether-
schen Integritätskringen ist aber zumindest die Endlichkeit der Krulldimension
nach 7.7.3.18 noch im allgemeinen gesichert.

Beweis. Sei k unser Körper und B unser Integritätskring. Wir argumentieren mit
Induktion über kdimB. Wir finden eine Noether-Normalisierung, also einen poly-
nomialen UnterringA = k[x1, . . . , xn] ⊂ B mitB ganz über besagtem Unterring.
Im Fall kdimB = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir ein Primideal p ) 0 von
B und nach Going-up gilt auch p ∩ A ) 0. Ist p minimal unter den von Null
verschiedenen Primidealen von B, so ist nach Going-down 7.5.7.5 auch p∩A mi-
nimal unter den von Null verschiedenen Primidealen unseres Polynomrings. Also
ist p ∩ A = 〈f〉 ein Hauptideal erzeugt von einem irreduziblen Polynom. Damit
hat A/(p ∩ A) nach 7.5.4.4 eine um Eins kleinere Krulldimension und mit der
Invarianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen folgt

kdimB/p = kdimA/(p ∩ A) = kdimA− 1 = kdimB − 1
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Nach Induktionsannahme wissen wir aber bereits, daß jede nicht weiter verfeiner-
bare Kette von Primidealen in B/p die Länge kdimB− 1 hat. Der Satz folgt.

Übungen

Übung 7.5.7.17. Operiert eine endliche Gruppe auf einem ganz abgeschlossenen
kommutativen Integritätsring, so ist auch der Invariantenring ganz abgeschlossen.

Übung 7.5.7.18. Sei K ⊂ L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Γ
und A ⊂ K ein ganz abgeschlossener Teilring und B ⊂ L sein ganzer Abschluß
in L ist B stabil unter Γ und für den Invariantenring gilt

A = BΓ

Übung 7.5.7.19. Man zeige, daß jede Lokalisierung eines Kettenlängenrings an
einem Primideal und jeder Quotient eines Kettenlängenrings nach einem Prim-
ideal auch selbst wieder ein Kettenlängenring ist.

Übung 7.5.7.20. Sei A ein Kring und S ⊂ A eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge und S−1A ⊂ B eine Kringerweiterung. Ist b ∈ B ganz über S−1A, so
gibt es s ∈ S mit sb ganz über A.

Übung 7.5.7.21. Man zeige, daß der Ring der regulären Funktionen auf einer af-
finen Varietät genau dann ein Kettenlängenring ist, wenn unsere Varietät äquidi-
mensional ist.

Übung 7.5.7.22 (Normalität über maximale Ideale). Ein Kring A ist bereits
normal, wenn für jedes maximale Ideal m ⊂ A die Lokalisierung Am ein ganz
abgeschlossener Integritätsring ist.

Übung 7.5.7.23 (Normalität über Komponenten). Ein Kring A mit endlich vie-
len minimalen Primidealen p1, . . . , pr ist genau dann normal, wenn die offensicht-
liche Abbildung einen Isomorphismus

A
∼→ A/p1 × . . .× A/pr

liefert und alle A/pi ganz abgeschlossen sind. Hinweis: 7.4.5.24.

7.5.7.24. Eine affine VarietätX heißt normal, wenn ihr Ring von regulären Funk-
tionen O(X) normal ist. Nach 7.5.7.23 ist das gleichbedeutend dazu, daß unsere
affine Varietät die disjunkte Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten ist und
daß diese jeweils einen ganz abgeschlossenen Ring von regulären Funktionen ha-
ben.
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7.5.8 Beweis von Going-Down ohne Galois-Theorie**
7.5.8.1. In diesem Abschnitt gebe ich einen alternativen Beweis von Going-Down,
der mit einem Minimum an Galois-Theorie auskommt. Ich kenne diesen Beweis
aus [AM69]. Die Begriffsbildungen und Aussagen dieses Abschnitts dienen nur
diesem alternativen Beweis und werden davon abgesehen im weiteren Verlauf der
Vorlesung nicht benötigt.

Definition 7.5.8.2. Seien A ⊂ B Kringe und a ⊂ A ein Ideal. Ein Element b ∈ B
heißt ganz über dem Ideal a, wenn es n ≥ 1 und ai ∈ a gibt mit

bn + an−1b
n−1 + . . .+ a0 = 0

Lemma 7.5.8.3. Sei A ⊂ B eine Kringerweiterung und C ⊂ B der ganze Ab-
schluß von A in B. So kann der ganze Abschluß von a in B beschrieben werden
als das Radikal

√
〈aC〉 des von a in C erzeugten Ideals.

Beweis. Gegeben x ∈ B mit xn + an−1x
n−1 + . . . + a0 = 0 für ai ∈ a gilt

sicher x ∈ C und xn ∈ 〈aC〉 und folglich x ∈
√
〈aC〉. Gegeben x ∈

√
〈aC〉

gilt umgekehrt xn = a1x1 + . . . + anxn mit ai ∈ a und xi ∈ C. Dann ist M :=
A[x1, . . . , xn] ein endlich erzeugter A-Modul und für die Multiplikation mit xn

gilt
xn : M → aM

Mit 7.5.1.6 folgern wir dann, daß xn ganz ist über a.

Lemma 7.5.8.4. Seien A ⊂ B Integritätsringe, A ganz abgeschlossen und x ∈ B
ganz über einem Ideal a ⊂ A. So ist x algebraisch über K := QuotA und die
Koeffizienten seines Minimalpolynoms liegen in

√
a.

Beweis. Sei L/K der Zerfällungskörper des Minimalpolynoms von x. Alle seine
Nullstellen gehören zum ganzen Abschluss von a in L, und nach 7.5.8.3 gehören
damit auch alle seine Koeffizienten zum ganzen Abschluß von a inL. Andererseits
gehören sie auch zu K und damit zum ganzen Abschluß von a in K, und da A
ganz abgeschlossen ist, sogar zum ganzen Abschluß von a in A. Dieser ganze
Abschluß ist aber nach 7.5.8.3 genau

√
a.

Beweis von Going-Down ohne Galois-Theorie. Wir gehen zuBp über und müssen
nur A ∩ 〈QBp〉 = Q zeigen, um mit 7.4.3.32 den Satz folgern zu können. Nun,
jedes x ∈ 〈QBp〉 hat die Gestalt x = y/s mit y ∈ 〈QB〉 und s ∈ B\p. Nach
7.5.8.3 ist y ganz über Q und nach 7.5.8.4 liegen die Koeffizienten seines Mini-
malpolynoms überK := QuotA inQ und unser Minimalpolynom hat die Gestalt

yn + qn−1y
n−1 + . . .+ q0
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mit qi ∈ Q. Liegt nun x = y/s in A und ist nicht Null, so haben wir s = yx−1

und das Minimalpolynom von s über K ist

sn + (qn−1/x)sn−1 + . . .+ (q0/x
n)

Für die Koeffizienten vi dieses Polynoms gilt also xn−ivi = qi ∈ Q. Da aber s
ganz ist über A folgt vi ∈ A wieder mit 7.5.8.3. Hätten wir nun x 6∈ Q, so hätten
wir vi ∈ Q für alle i und damit sn ∈ 〈QB〉 im Widerspruch zu s 6∈ p. Also gilt
x ∈ Q was zu zeigen war.

7.5.9 Hauptidealsatz von Krull
Definition 7.5.9.1. Gegeben ein Kring R und ein Primideal p ⊂ R erklärt man
die Höhe von p als die Krulldimension der Lokalisierung an p, in Formeln

ht(p) := kdimRp = sup{l | Es gibt in R eine Primidealkette p0 ( . . . ( pl = p}

Das Supremum soll also in Worten gebildet werden über die Längen aller zu p
aufsteigenden Ketten von Primidealen vonR. Die Notation erinnert an französisch
„hauteur“ und englisch „height“.

7.5.9.2. In einem KettenlängenringR gilt natürlich für jedes Primideal p die Iden-
tität

ht(p) + kdim(R/p) = kdim(R)

In allgemeineren Ringen kann man nur ≤ erwarten, weil es ja passieren könnte,
daß alle längeren Primidealketten das Primideal p vermeiden. Der Hauptsatz der
Dimensionstheorie lokaler noetherscher Kringe 7.7.3.18 wird zumindest zeigen,
daß die Höhe eines Primideals in einem noetherschen Kring stets endlich ist.

7.5.9.3 (Anschauliche Bedeutung der Höhe im geometrischen Fall). IstX eine
affine Varietät und p ⊂ O(X) ein Primideal, so ist seine Nullstellemenge eine
irreduzible abgeschlossene Teilmenge Z(p) ⊂∧ X . Die Höhe von p kann dann
geometrisch beschrieben werden als Krullkodimension durch die Identität

ht(p) = kdim(Z(p) ⊂ X)

Ist X selbst irreduzibel oder auch nur äquidimensional, so istO(X) nach 7.5.7.14
beziehungsweise 7.5.7.15 ein Kettenlängenring und nach 7.5.9.2 gilt zusätzlich
die Identität kdim(Z(p) ⊂ X) = kdimX − kdimZ(p).

Satz 7.5.9.4 (Hauptidealsatz von Krull). Gegeben ein noetherscher KringR und
ein Element f ∈ R gilt für jedes Primideal p ⊂ R, das f enthält und minimal ist
unter allen Primidealen mit dieser Eigenschaft, die Abschätzung ht(p) ≤ 1. Ist f
kürzbar, so gilt sogar ht(p) = 1.
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Vorschau 7.5.9.5. Ein unabhängiger Beweis wird in 7.7.3.21 gegeben. Dort zei-
gen wir sogar allgemeiner für Elemente f1, . . . , fs eines noetherschen Krings und
jedes Primideal p ⊂ R, das f1, . . . , fs enthält und minimal ist unter allen Prim-
idealen mit dieser Eigenschaft, die Abschätzung ht(p) ≤ s.

Beweis. Die Verschärfung für f kürzbar folgt unmittelbar daraus, daß jedes mini-
male Primideal eines Krings nach 7.4.5.10 aus nichtkürzbaren Elementen besteht.
Indem wir zu Rp übergehen, dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit
annehmen, daß p das einzige maximale Ideal von R ist. Es gilt dann, für jedes
Primideal q ⊂ R mit q 6= p zu zeigen, daß q ein minimales Primideal von R
ist. Nach Annahme gilt f 6∈ q. Wir betrachten nun die kanonische Abbildung
λ : R → Rq in die Lokalisierung und setzen q(i) := λ−1(qiq). Dann bilden wir in
R die Kette von Idealen

q + 〈f〉 ⊃ q(2) + 〈f〉 ⊃ q(3) + 〈f〉 ⊃ . . .

Da R/〈f〉 nach Konstruktion ein noetherscher Kring der Krulldimension Null
ist und folglich nach 7.4.7.18 endliche Länge hat, wird diese Kette von Idealen
stationär, sagen wir bei

q(n) + 〈f〉 = q(n+1) + 〈f〉

So kann jedes a ∈ q(n) dargestellt werden als a = b + rf mit b ∈ q(n+1) und
r ∈ R. Nun impliziert rf ∈ q(n) aber λ(rf) ∈ qnq und wegen λ(f) ∈ R×q weiter
λ(r) ∈ qnq und so r ∈ q(n). Mithin haben wir sogar

q(n) = q(n+1) + fq(n)

Es folgt f(q(n)/q(n+1)) = (q(n)/q(n+1)), und da f im einzigen maximalen Ideal
unseres Rings liegt, liefert das Lemma 7.4.6.12 von Nakayama q(n) = q(n+1) und
damit qnq = qn+1

q . Wieder mit Nakayama zeigt das jedoch qnq = 0 und damit ist das
maximale Ideal von Rq bereits nilpotent, also etwa nach 7.4.2.28 ein minimales
Primideal von Rq. Es folgt sofort, daß q ein minimales Primideal von R ist.

7.5.9.6. Ein Primideal eines Rings R, das ein gegebenes Element f enthält und
minimal ist unter allen Primidealen mit dieser Eigenschaft, nennen wir ein über
f minimales Primideal. Wenn ich stattdessen aus Versehen einmal „minimales
Primideal über f“ schreiben sollte, bitte ich um Nachsicht.

7.5.9.7 (Bedeutung des Hauptidealsatzes im geometrischen Fall). Ist X eine
affine Varietät und f ∈ O(X) eine reguläre Funktion, so sind die über f minima-
len Primideale genau die Verschwindungsideale der irreduziblen Komponenten
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der Nullstellenmenge Z(f) ⊂ X von f . Unser Satz besagt also, daß für jede
irreduzible Komponente Z von Z(f) gilt

kdim(Z ⊂ X) ≤ 1

Des weiteren ist f kürzbar genau dann, wenn es auf keiner irreduziblen Kompo-
nente von X verschwindet. Ist f kürzbar, so besagt unser Satz für jede irreduzible
Komponente Z von Z(f) genauer kdim(Z ⊂ X) = 1. In unserer Terminologie
7.4.2.20 ist dann also Z(f) eine Hyperfläche in X . Ist zusätzlich X auch noch
irreduzibel oder auch nur äquidimensional, so können wir mit 7.5.7.15 noch einen
Schritt weitergehen und für jede irreduzible Komponente Z von Z(f) folgern

kdimZ = kdimX − 1

7.5.9.8 (Alternativer Beweis des Hauptidealsatzes im geometrischen Fall). Im
Fall des Rings R = O(X) der regulären Funktionen auf einer affinen Varietät
skizziere ich noch einen alternativen Zugang, der den Beweis der Kettenlängen-
ringeigenschaft 7.5.7.14 verfeinert. Man zieht sich dabei zunächst auf den Fall
zurück, daß X affin und irreduzibel ist und daß f ∈ O(X)\0 eine irreduzible
Nullstellenmenge hat und zeigt direkt

kdim(Z(f)) = kdimX − 1

Dazu wählt man eine Noethernormalisierung X � kd und betrachtet die norma-
le Hülle N zur Körpererweiterung M(X)/M(kn) und die Galoisgruppe Γ :=
Gal(N/M(kn)). Weil NΓ/M(kn) eine endliche rein inseparable Körpererwei-
terung ist, gibt es für alle h ∈ NΓ ein b ∈ N≥1 mit hb ∈ M(kn). Betrachten
wir auch noch das Ringerzeugnis A ⊂ N der Galoiskonjugierten von O(X), so
erhalten wir einen Turm ganzer Ringerweiterungen

O(kn) ⊂ O(X) ⊂ A

Nehmen wir nun für h das Produkt der Galoiskonjugierten von f , so gilt sogar
hb ∈ O(kn), da nämlich O(kn) ganz abgeschlossen ist. Unter den minimalen
Primidealen von A über hb gibt es sicher ein Primideal q, das f enthält. Dann ist
es auch minimal über f und Going-up liefert, daß q ∩ O(X) minimal ist über f ,
also mit p zusammenfällt, und daß q ∩ O(kn) minimal ist über hb. Zusammen
sehen wir, daß p ∩ O(kn) minimal ist über hb. Aus der Noether-Normalisierung
von Hyperflächen 7.5.4.2 folgt kdimZ(p ∩O(kn)) = n− 1. Aus Going-up folgt
dann kdimZ(p) = n − 1 wie gewünscht. Daraus folgt auch direkt, daß jede
maximale echte irreduzible abgeschlossene Teilmenge Z einer ireduziblen affinen
Varietät X eine um Eins kleinere Krulldimension hat und wir erhalten die Ketten-
längenringeigenschaft 7.5.7.14 als Korollar, aus der man dann hinwiederum den
Krull’schen Hauptidealsatz in seiner Höhenform in diesem Fall folgern kann.
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Korollar 7.5.9.9 (Nullstellenmengen endlich vieler Funktionen). Gegeben eine
irreduzible affine Varietät X und r reguläre Funktionen f1, . . . , fr ∈ O(X) ha-
ben alle irreduziblen Komponenten Z der simultanen Nullstellenmenge unserer r
Funktionen ZX(f1, . . . , fr) eine Dimension

kdimZ ≥ kdimX − r

Beweis. Vollständige Induktion durch wiederholte Anwendung der Aussage im
Fall r = 1, in dem sie aus 7.5.9.7 bereits bekannt ist. Der Fall einer echten Un-
gleichung tritt im Fall r = 1 nur für die Nullfunktion aus, aber im Verlauf der
Induktion kann ja auch nicht ausgeschlossen werden, daß die r-te Funktion auf ei-
ner irreduziblen Komponente der gemeinsamen Nullstellenmenge der ersten r−1
Funktionen verschwindet.

Korollar 7.5.9.10 (Darstellung algebraischer Mengen durch Gleichungen).
Seien Z ⊂∧ X nichtleere äquidimensionale affine Varietäten mit der Dimensi-
onsdifferenz c := kdimX − kdimZ. So gibt es Elemente f1, . . . , fc ∈ O(X) mit
fi|Z = 0 und Z(f1, . . . , fc) äquidimensional von derselben Dimension wie Z.

7.5.9.11. Insbesondere ist dann also Z eine Vereinigung von irreduziblen Kom-
ponenten von Z(f1, . . . , fc).

Beweis. Im Fall c = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir ein kürzbares Element
f1 ∈ O(X) mit Z ⊂ Z(f1), etwa indem wir auf jeder irreduziblen Komponente
von X einen Punkt wählen, der nicht zu Z gehört, und eine Funktion f1, die an
allen diesen Punkten den Wert Eins annimmt und auf Z verschwindet. Nach Krull
hat jede irreduzible Komponente von Z(f1) eine um Eins kleinere Dimension als
X . Der Beweis kann nun mit Induktion über c zu Ende geführt werden.

Korollar 7.5.9.12 (Mindestdimension der Fasern von Morphismen). Gegeben
ϕ : X → Y ein Morphismus von irreduziblen affinen Varietäten und eine irredu-
zible abgeschlossene Teilmenge Z ⊂∧ Y gilt für jede irreduzible Komponente K
von ϕ−1(Z) mit ϕ(K) = Z die Abschätzung

kdimX − kdimK ≤ kdimY − kdimZ

Vorschau 7.5.9.13. Dasselbe folgt für irreduzible, aber nicht notwendig affine Va-
rietäten, wie wir sie im weiteren Verlauf dieser Vorlesung einführen. Für ϕ flach
zeigen wir sehr viel stärkere Aussagen in 7.5.10.5.

Beweis. Für c := kdimY − kdimZ finden wir Funktionen f1, . . . , fc ∈ O(Y )
mit Z := Z(f1, . . . , fc) äquidimensional und Z einer irreduziblen Komponente
von Z nach 7.5.9.10. Nach 7.5.9.9 hat jede irreduzible Komponente W von

ϕ−1(Z) = Z(f1 ◦ ϕ, . . . , fc ◦ ϕ)



7.5. GANZE KRINGERWEITERUNGEN UND DIMENSION 1085

mindestens die Dimension kdimW ≥ kdimX − c. Jede irreduzible Komponente
V von ϕ−1(Z) mit ϕ(V ) = Z ist aber notwendig auch eine irreduzible Kompo-
nente von ϕ−1(Z).

7.5.9.14. Die Proposition zeigt zum Beispiel, daß es Morphismen X → Y zwi-
schen irreduziblen affinen Varietäten mit mindestens einer endlichen aber nicht
leeren Faser nur dann geben kann, wenn gilt kdimX ≤ kdimY .

Korollar 7.5.9.15 (Kodimension von Schnittmengen). (k = k̄). Gegeben irre-
duzible abgeschlossene Teilmengen X, Y ⊂∧ kn gilt für jede irreduzible Kompo-
nente Z ihres Schnitts X ∩ Y die Abschätzung

(n− kdimZ) ≤ (n− kdimX) + (n− kdimY )

Beweis. Die Diagonale ∆ = {(v, v) ∈ kn × kn} kann als Nullstellenmenge von
n regulären Funktionen beschrieben werden. Der Schnitt mit ∆ ∩ (X × Y ) ist
isomorph zu X ∩ Y und kann andererseits als Nullstellenmenge von n regulären
Funktionen aus O(X × Y ) beschrieben werden. Nach 7.5.9.9 hat also jede irre-
duzible Komponente des Schnitts mindestens die behauptete Dimension.

7.5.9.16. Ich hätte gleichbedeutend auch kdimZ ≥ kdimX + kdimY − n schrei-
ben können, aber in der im Korollar gegebenen Form kann ich mir die Aussage
besser merken. Die Aussage des Korollars gilt analog auch für Schnitte in be-
liebigen „glatten“ äquidimensionalen Varietäten mit im wesentlichen demselben
Beweis, vergleiche 7.7.4.20. Für Schnitte in allgemeinen irreduziblen Varietäten
gilt sie nicht mehr. Zum Beispiel ist Q := Z(T1T2 − T3T4) ⊂∧ k4 eine irreduzible
Hyperfläche, also dreidimensional, und darin liegen die beiden zweidimensiona-
len Untervarietäten Z(T1, T3) und Z(T2, T4) scheiden sich nur in einem einzigen
Punkt, dem Ursprung des Koordinatensystems.

7.5.9.17. In meinen Augen ist dieses Korollar eine großartige Verallgemeinerung
der Abschätzung für die Kodimension des Schnitts affiner Teilräume eines affinen
Raums in 3.3.2.21 zum Fall von Teilmengen, die durch kompliziertere, nicht mehr
notwendig lineare, sondern polynomiale Gleichungen gegeben werden.

7.5.9.18. Für das Korollar ist es wesentlich, daß wir über einem algebraisch ab-
geschlossenen Körper arbeiten: Zwei Sphären im R3 etwa können sich berühren
und so eine einpunktige Schnittmenge haben. Im Komplexen aber muß nach un-
serem Korollar jede irreduzible Komponente des Schnitts zweier algebraischer
Flächen imC3 entweder eine Kurve oder eine Fläche sein. Gegeben komplexe Po-
lynome f, g in drei Variablen kann also ihre gemeinsame Nullstellenmenge keine
isolierten Punkte haben. Genauer muß sogar der Schnitt zweier verschiedener ir-
reduzibler algebraischer Flächen in C3 stets eine Kurve alias äqui-eindimensional
sein, wie Sie sich in Übung 7.5.9.25 selbst überlegen dürfen.
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Satz* 7.5.9.19 (Definitionslücken rationaler Funktionen). Jeder ganz abge-
schlossene noethersche IntegritätskringA ist in seinem Quotientenkörper der Schnitt
über alle seine Lokalisierungen nach Primidealen der Höhe Eins. In Formeln gilt
mithin in QuotA die Identität

A =
⋂

ht(q)=1

Aq

7.5.9.20. Wir diskutieren eine Konsequenz dieses Satzes im geometrischen Fall.
SeiX eine irreduzible affine Varietät, deren RingO(X) von regulären Funktionen
ganz abgeschlossen ist. Sei U ⊂◦ X eine offene Teilmenge, deren Komplement
eine Kodimension größergleich Zwei hat. So ist die Restriktion eine Bijektion

O(X)
∼→ O(U)

zwischen dem Ring der regulären Funktionen auf ganz X und dem Ring der re-
gulären Funktionen auf U . In der Tat liegt jede rationale Funktion f ∈ M(X)
mit der Eigenschaft, daß das Komplement X\D(f) ihres Definitionsbereichs aus
7.4.4.9 keine irreduzible Komponente der Kodimension Eins hat, bereits im Schnitt
der OX,Y für Y ⊂∧ X irreduzibel von der Kodimension Eins und liegt damit nach
7.4.4.6 und unserem Satz 7.5.9.19 in O(X). Ist O(X) faktoriell, so können wir
das auch ohne den vorstehenden Satz leicht einsehen, denn dann ist der Definiti-
onsbereich nach 7.4.4.10 genau das Komplement der Nullstellenmenge des Nen-
ners in einer maximal gekürzten Darstellung unserer rationalen Funktion und ist
nach dem Hauptidealsatz 7.5.9.7 folglich eine Hyperfläche. Ist O(X) nicht ganz
abgeschlossen, so gilt die Aussage im allgemeinen nicht mehr. Für ein Gegenbei-
spiel verklebe man zwei Punkte einer affinen Ebene im Sinne von 7.5.2.15 und
betrachte eine reguläre Funktion auf unserer Ebene, die an diesen beiden Punkten
verschiedene Werte annimmt. Dann ist der Definitionsbereich der entsprechenden
rationlen Funktion auf der verklebten Varietät das Komplement des verklebten
Punktes und sein Komplement hat die Kodimension Zwei.

Beispiel 7.5.9.21. Nach 7.5.9.20 und sogar dem sehr viel einfacheren Beweis im
Fall faktorieller Ringe liefert für n ≥ 2 und k = k̄ die Restriktion von regulären
Funktionen von regulären Funktionen auf ganz kn zu regulären Funktionen auf
dem Komplement des Ursprungs eine Bijektion

O(kn)
∼→ O(kn\0)

Beweis. Für f ∈ (QuotA)\A ist das Ideal I := {g ∈ A | gf ∈ A} nicht ganz
A. Seien p = p0, p1, . . . , pr die paarweise verschiedenen über I minimalen Prim-
ideale von A nach 7.4.5.28. Man zeigt leicht Ip = {g ∈ Ap | gf ∈ Ap}. Die
analoge Formel gälte sogar für eine Lokalisierung nach einer beliebigen Teilmen-
ge. Es folgt f 6∈ Ap. Können wir ht(p) = 1 zeigen, so sind wir fertig. Indem wir
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sonst zu Ap übergehen, das nach 7.5.7.1 auch ganz abgeschlossen ist, dürfen wir
gleich A = Ap annehmen, also A lokal mit maximalem Ideal p und I ⊂ A ein
Ideal mit Radikal

√
I = p. Wir folgern pn ⊂ I für n � 0. Aus If ⊂ A folgt

damit insbesondere pnf ⊂ A. Jetzt betrachten wir das kleinstmögliche l ≥ 0 mit
plf ⊂ A. Sicher gilt l > 0, und wählen wir g ∈ pl−1f\A, so gilt g 6∈ A aber
pg ⊂ A. Nun ist A ganz abgeschlossen, also kann g nicht ganz sein über A. Dann
kann aber nach 7.5.1.6 die Multiplikation mit g auch nicht den endlich erzeugten
von Null verschiedenen A-Modul p stabilisieren, wir haben also pg 6⊂ p. Ande-
rerseits wissen wir jedoch bereits, daß gilt pg ⊂ A, woraus folgt pg = A alias
p = g−1A. Nun liefert der Krull’sche Hauptidealsatz 7.5.9.4 oder sogar einfacher
7.5.9.22 in der Tat ht(p) = 1.

Ergänzung 7.5.9.22. Ein lokaler noetherscher Integritätsring, dessen maximales
Ideal ein von Null verschiedenes Hauptideal ist, hat als einziges weiteres Prim-
ideal das Nullideal. Dieser Spezialfall des Krull’schen Hauptidealsatzes 7.5.9.4
ist nicht schwer direkt einzusehen: Ist (A, 〈g〉) unser lokaler Integritätsring und
q ⊂ A ein Primideal mit g 6∈ q, so gilt q = gq, denn jedes a ∈ q läßt sich dar-
stellen als a = gb mit b ∈ A und dann notwendig b ∈ q. Dann aber zeigt das
Nakayama-Lemma sofort q = 0.

Übungen

Übung 7.5.9.23. (k = k̄). Man zeige, daß für jede offene Teilmenge U ⊂◦ kn
der Ring Okn(U) der regulären Funktionen auf U ringendlich ist über k. Hin-
weis: Man erinnere, daß der Polynomring faktoriell ist, und überlege sich, daß
eine reguläre Funktion global durch ihre maximal gekürzte Darstellung gegeben
sein muß.
Übung 7.5.9.24. Gegeben ein noetherscher faktorieller Ring R induziert das Bil-
den des Hauptideals irreduzibler Elemente eine Bijektion

irkR
∼→ {p ∈ SpecR | ht(p) = 1}

zwischen der Menge der Irreduziblenklassen von R und der Menge aller Prim-
ideale der Höhe Eins. Hinweis: Man kopiere den Beweis von 7.4.2.21.
Übung 7.5.9.25. Seien X eine affine Varietät mit einem faktoriellen Ring von
regulären Funktionen, Y ⊂∧ X eine Hyperfläche und Z ⊂∧ X eine irreduzible
Teilmenge. IstZ nicht in Y enthalten, so ist Y ∩Z eine Hyperfläche inZ. Hinweis:
7.5.9.7, 7.4.2.21.
Übung 7.5.9.26. Gegeben ein von Null verschiedener noetherscher Kettenlängen-
ring R und darin ein kürzbares Element f ist auch R/〈f〉 ein Kettenlängenring
und es gilt

kdimR/〈f〉 = kdimR− 1
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7.5.10 Flachheit und Faserdimension

Satz 7.5.10.1 (Höhenvergleich in flachen Kringerweiterungen). Gegeben ein
flacher Kringhomomorpismus ϕ : A → B von noetherschen Kettenlängenringen
haben für jedes Primideal p ⊂ A die über ϕ(p) minimalen Primideale q ⊂ B
dieselbe Höhe wie p und es gilt für sie zusätzlich

ϕ−1(q) = p

7.5.10.2. Als Gegenbeispiel für den Fall, daß A kein Kettenlängenring ist, mag
man den durch Auswerten bei T = 0 gegebenen Homomorphismus k[T ] × k →
k × k betrachten.

7.5.10.3. Der Satz und sein Beweis bleiben richtig, wenn wir von unseren beiden
Ringen nur fordern, daß sie noethersch sind und daß je zwei Primidealketten, die
zu einem fest vorgegebenen Primideal aufsteigen und nicht weiter verfeinerbar
sind, dieselbe endliche Länge haben. In 7.7.3.21 werden wir zeigen, daß in einem
noetherschen Kring jedes Primideal eine endliche Höhe hat. Insbesondere gibt es
dann zumindest mindestens eine endliche nicht verfeinerbare Primidealkette, die
zu einem gegebenen Primideal aufsteigt.

7.5.10.4. Gegeben ein flacher Kringhomomorphismus ϕ : A → B und ein be-
liebiger Kringhomomorphismus A → C ist der induzierte Homomorphismus
C → B ⊗A C stets wieder flach. Weiter ist für jedes kürzbare Element f ∈ A
auch sein Bild ϕ(f) kürzbar in B. Ist insbesondere A ein Integritätsbereich und
B nicht der Nullring, so muß jeder flache Kringhomomorphismus eine Injektion
ϕ : A ↪→ B sein.

Beweis. Wir zeigen das, indem wir mit Spezialfällen beginnen und in mehreren
Schritten zum allgemeinen Fall übergehen.

Fall 1: Der Ring A ist ein Integritätsring und p = 0. Im Fall B = 0 ist nichts zu
zeigen, andernfalls dürfen wir A ⊂ B annehmen nach 7.5.10.4. Die über p mini-
malen Primideale von B sind dann genau die minimalen Primideale von B und
haben auch die Höhe Null. Weiter schneiden sie den Integritätsbereich A in Null,
denn schneidet ein Ideal q ⊂ B den Teilring A nicht im Nullideal, so enthält es
kürzbare Elemente von A und diese sind nach 7.5.10.4 wegen der Flachheit auch
kürzbar in B und nach 7.4.5.10 kann unser q dann kein minimales Primideal in B
sein.

Fall 2: Das Primideal p ist ein minimales Primideal von A. Das Darantensorie-
ren ⊗AA/p zeigt mit 7.5.10.4, daß auch ϕ̄ : A/p → B/pB flach ist mit der
abkürzenden Notation pB für das von ϕ(p) in B erzeugte Ideal. Die über ϕ(p)
minimalen Primideale q ⊂ B sind nun genau die Urbilder unter der Projektion
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πB : B � B/pB der minimalen Primideale q̄ von B/pB. Nach dem bereits
behandelten Fall gilt ϕ̄−1(q̄) = 0 und dann auch

ϕ−1(q) = ϕ−1(π−1
B (q̄)) = π−1

A (ϕ̄−1(q̄)) = π−1
A (0) = p

Es bleibt zu zeigen, daß die über ϕ(p) minimalen Primideale q ⊂ B auch als Prim-
ideale von B minimal sind. Andernfalls gäbe es aber in B ein Primideal q1 ( q
und wir hätten notwendig auch ϕ−1(q1) = p und q1 ⊃ pB und q̄1 ( q̄ wäre ein
echt kleineres Primideal von B/pB im Widerspruch dazu, daß q̄ dort ein minima-
les Primideal war.

Fall 3: Der allgemeine Fall. Wir argumentieren durch Induktion über die Höhe von
p. Die Basis der Induktion bildet Fall 2, bei dessen Behandlung wir sogar ohne die
Bedingung ausgekommen sind, daß unsere Ringe noethersche Kettenlängenringe
sein sollen. Im allgemeinen ziehen wir uns zunächst einmal auf den Fall zurück,
daß A nilpotentfrei ist, indem wir sonst A und B durch das Nilradikal n ⊂ A be-
ziehungsweise das von ϕ(n) in B erzeugte Ideal nB teilen. Da diese Ideale beide
aus nilpotenten Elementen bestehen, liegen sie jeweils in allen Primidealen. Des
weiteren ist der induzierte Ringhomomorphismus A/n → B/nB nach 7.5.10.4
auch flach, so daß sich an unserer Aussage nichts ändert. Sei also von nun an A
nilpotentfrei. Ist p ⊂ A ein Primideal positiver Höhe c ≥ 1, so enthält p ein kürz-
bares Element f von A, da es nach 7.4.2.14 nicht in einer endlichen Vereinigung
minimaler Primideale enthalten sein kann, da es aber nach 7.4.5.23 in unserem
noetherschen Ring A nur endlich viele minimalen Primideale gibt und da deren
Vereinigung nach 7.4.5.10 in unserem nilpotentfreien Ring genau die Menge der
nichtkürzbaren Elemente ist. Dann ist nach 7.5.10.4 aufgrund der Flachheit f auch
kürzbar in B und der Kringhomomorphismus ϕ̄ : A/fA → B/fB ist flach und
nach dem Krull’schen Hauptidealsatz 7.5.9.4, für den wir wieder die Bedingung
noethersch brauchen, sind A/fA sowie B/fB Kettenlängenringe. Da wir A als
Kettenlängenring angenommen hatten, hat p̄ := p/fA die Höhe ht p̄ = c − 1 in
A/fA. Mit Induktion folgt für jedes Primideal q̄ ⊂ B/fB, das minimal ist über
ϕ̄(p̄), daß gilt ht q̄ = c− 1 und ϕ̄−1(q̄) = p̄. Da wir B als Kettenlängenring ange-
nommen hatten, zeigt der Krull’sche Hauptidealsatz weiter, daß das Zurückholen
Bijektionen

Specht=c−1(B/fB)
∼→ {q ∈ Specht=cB | f ∈ q}

induziert. Dann folgt aber auch für jedes Primideal q ⊂ B, das minimal ist über
ϕ(p), daß gilt ht q = c und ϕ−1(q) = p.

Korollar 7.5.10.5 (Scheinflache Morphismen äquidimensionaler Varietäten).
Gegeben ein scheinflacher Morphismus ϕ : X → Y von einer nichtleeren äqui-
n-dimensionalen affinen Varietät zu einer äqui-m-dimensionalen affinen Varietät
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gilt n ≥ m und gegeben eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge Z ⊂∧ Y gilt
für jede irreduzible Komponente K ihres Urbilds ϕ−1(Z) sowohl ϕ(K) = Z als
auch

kdimX − kdimK = kdimY − kdimZ

7.5.10.6. Das mag im Kontrast zum Fall 7.5.9.12 eines dominanten Morphismus
irreduzibler affiner Varietäten gesehen werden, in dem wir selbst unter der zusätz-
lichen Annahme ϕ(K) = Z nur die Abschätzung ≤ zeigen konnten und insbe-
sondere nur eine untere Abschätzung für die Dimension der Fasern. Im Fall eines
scheinflachen Morphismus finden wir viel stärker, daß alle Komponenten aller
Fasern die zu erwartende Dimension haben.

Beweis. Wir zeigen das nur im flachen Fall. Im scheinflachen Fall geht es genau-
so, man muß nur mehr Notation einführen. Genau dann hat eine abgeschlossene
irreduzible Teilmenge W ⊂∧ X die Eigenschaft ϕ(W ) ⊂ Z, wenn für die zu-
gehörigen Primideale gilt ϕ](IY (Z)) ⊂ IX(W ). Die irreduziblen Komponenten
von ϕ−1(Z) entsprechen also den kleinstmöglichen Primidealen q ⊂ O(X), die
ϕ](IY (Z)) umfassen. Nach 7.5.10.1 haben alle diese Primideale q dieselbe Höhe
wie IY (Z). Folglich gilt für alle irreduziblen Komponenten W von ϕ−1(Z) die
Identität

kdim(W ⊂ X) = kdim(Z ⊂ Y )

Die obige Dimensionsidentität folgt damit aus unserer Beziehung 7.5.7.15 zwi-
schen Krulldimension und Krullkodimension in äquidimensionalen Varietäten.
Die Gleichheit ϕ(K) = Z dahingegen folgt aus der Gleichheit (ϕ])−1(q) =
IY (Z) aus 7.5.10.1.

Satz 7.5.10.7 (Halbstetigkeit der Faserdimension). Gegeben ein Morphismus
von affinen Varietäten ϕ : X → Y ist die Funktion f : X → N der lokalen
Faserdimension

f(x) := kdimx ϕ
−1(ϕ(x))

halbstetig auf X in dem Sinne, daß für alle n ∈ N die Menge {x ∈ X | f(x) ≥ n}
abgeschlossen ist.

7.5.10.8. Hier verwenden wir unsere Notation kdimz Z aus 7.4.1.17 für das Ma-
ximum der Dimensionen irreduzibler Komponenten von Z, die den Punkt z ent-
halten. Für das folgende vereinbaren wir die Notation

X≥n := {x ∈ X | f(x) ≥ n}

Vorschau 7.5.10.9. Sobald wir allgemeine, nicht notwendig affine Varietäten und
ihre Morphismen kennenlernen, wird klar sein, daß der Satz für sie genauso gilt.
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Beweis. Wir zeigen das durch Induktion über die Dimension von Y . Wissen wir
es bei festem Y für X irreduzibel, so folgt es leicht für X beliebig. Im Fall
kdimY = 0 ist die Behauptung klar für X irreduzibel und folgt dann für X
beliebig. Für den Induktionsschritt dürfen wir wieder X irreduzibel annehmen
und, indem wir Y durch ϕ(Y ) ersetzen, auch noch Y irreduzibel. Setzen wir nun
c := kdimX − kdimY , so folgt aus unseren Erkenntnissen 7.5.9.12 zur Min-
destdimension von Fasern bereits X = X≥c. Aufgrund der generischen Flach-
heit 7.5.5.5 und der Dimensionseigenschaften flacher Morphismen 7.5.10.5 be-
sitzt weiter Y eine offene dichte Teilmenge V ⊂◦ Y derart, daß unsere Funktion f
auf ϕ−1(V ) konstant den Wert c annimmt. Setzen wir Z := Y \V , so hat Z ⊂∧ Y
echt kleinere Dimension als Y und wir dürfen auf ϕ : ϕ−1(Z) → Z die Indukti-
onsvorausetzung anwenden und haben gewonnen.
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7.6 Algebraische Varietäten

7.6.1 Einführung
7.6.1.1 (Streitgespräch). Ich will die Theorie allgemeiner algebraischer Varie-
täten durch einen kurzen Dialog motivieren.

A: Kennst Du schon diesen super Satz von Bézout, nach dem zwei Polynome
in zwei Veränderlichen genau so viele gemeinsame Nullstellen haben, wie
das Produkt ihrer Grade angibt?

B: Ist doch offensichtlich Quatsch. Denk nur an zwei parallele Geraden in der
Ebene!

A: Na ja, die schneiden sich halt im Unendlichen.

B: Hättest Du auch gleich dazusagen können, was da noch alles mitzuzählen
ist! Dann denk halt an zwei Kreise, Nullstellenmengen von quadratischen
Polynomen. Die schneiden sich doch meist gar nicht, bestenfalls in zwei
und nie in vier Punkten.

A: Na ja, die anderen Schnittpunkte liegen eben im Komplexen.

B: Wird ja ziemlich komplex. Eine Ausrede nach der anderen. Dann denk eben
an den Schnitt der Standardparabel mit der x-Achse.

A: Der muß natürlich doppelt gezählt werden!

B: Argh! Natürlich, selbstverständlich. Und was wäre, wenn wir schlicht zwei-
mal dasselbe Polynom in zwei Veränderlichen nehmen?

A: Oups, ich vergaß, teilerfremd müssen die beiden Polynome schon sein. Aber
dann stimmt es auch wirklich!

B: Ich glaub vorerst gar nichts mehr. Jetzt erklär mir erst mal ganz genau, was
Du mit „gemeinsamen Nullstellen im Unendlichen“ meinst und mit welcher
„Vielfachheit“ eine vorgegebene gemeinsame Nullstelle denn nun gezählt
werden soll, dann sehen wir weiter.

7.6.1.2. Nun, dieses „ganz genaue Erklären“ wird ein Weilchen dauern, weil ich
es auch wieder nicht minimalistisch machen will. Vielmehr erkläre ich zunächst
ganz allgemein abstrakte algebraische Varietäten als spezielle k-geringte Räume.
Dann wird diskutiert, inwiefern für k = k̄ unsere algebraischen Teilmengen von
kn oder auch unsere naiven affinen Varietäten in diesem Sinne eine natürliche
Struktur als algebraische Varietäten tragen, und inwiefern dasselbe auch für die
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projektiven Räume Pnk aus 5.1.4.18 gilt. In diesem Rahmen schließlich wird das
„ganz genaue Erklären“ dann leicht von der Hand gehen, vergleiche 7.6.10.6.

7.6.2 Geringte Räume
Definition 7.6.2.1. Sei k ein Kring. Unter einer k-Ringalgebra verstehen wir
ein Paar (R,ϕ) bestehend aus einem Ring R und einem Ringhomomorphismus
ϕ : k → R, dessen Bild im Zentrum von R liegt und der meist vom Leser erraten
werden muß. Von einer k-Teilringalgebra fordern wir, daß sie das Bild dieses aus-
gezeichneten Ringhomomorphismus umfassen soll. In 4.7.9.1 hatten wir derartige
Strukturen im Fall eines Körpers k bereits kennengelernt.

Definition 7.6.2.2. Sei k ein Kring. Ein k-geringter Raum X = (X,O) ist ein
topologischer Raum X mitsamt einer Vorschrift O, die jeder offenen Teilmenge
U ⊂◦ X eine k-Teilringalgebra O(U) ⊂ Ens(U, k) in der k-Ringalgebra aller
Abbildungen von U nach k zuordnet, deren Elemente wir die strukturierenden
Funktionen auf U nennen und von denen wir fordern:

Ist U ein System offener Teilmengen von X und V :=
⋃
U∈U U seine

Vereinigung, so ist eine Funktion f : V → k strukturierend genau
dann, wenn ihre Restriktionen auf alle U ∈ U strukturierend sind.

7.6.2.3. Unter anderem impliziert unsere Definition, daß alle konstanten Funktio-
nen strukturierend sind, daß also für jedes U ⊂◦ X die konstanten Abbildungen
von U nach k in O(U) liegen: Eine Teilringalgebra muß nämlich nach unseren
Definitionen stets das Einselement der ursprünglichen Ringalgebra enthalten.

Ergänzung 7.6.2.4 (Diskussion der Terminologie). Im Zusammenhang mit der
Definition von „Schemata“ und „Supermannigfaltigkeiten“ wird eine noch all-
gemeinere Definition des Konzepts eines geringten Raums benötigt. Wenn wir
betonen wollen, daß wir den hier erklärten einfacheren Begriff meinen, reden
wir genauer von einem durch Funktionen k-geringten Raum. In der Sprache
der Garbentheorie, die ich hier noch vermeiden will, ist O eine „k-Ringalgebren-
Untergarbe der k-Ringalgebren-Garbe aller k-wertigen Funktionen auf X“.

Beispiel 7.6.2.5 (Mannigfaltigkeiten alsR-geringte Räume). Ein typisches Bei-
spiel sind die „Mannigfaltigkeiten“, die wir in 22.3.2.4 definiert haben als gewisse
R-geringte Räume X , bei denen wir als strukturierende Funktionen auf einer of-
fenen Teilmenge U ⊂◦ X alle „glatten“ Funktionen nehmen.

Beispiel 7.6.2.6 (Affine Varietäten als k-geringte Räume). Gegeben ein algebra-
isch abgeschlossener Körper k = k̄ und eine naive affine k-Varietät (X,O(X))
erhalten wir einen k-geringten Raum (X,OX), indem wir X mit seiner Zariski-
topologie versehen und für U ⊂◦ X unsere regulären Funktionen aus 7.4.4.3 als
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strukturierende Funktionen U → k nehmen. Die Menge dieser Funktionen hatten
wir bereits in 7.4.4.3 mit OX(U) = O(U) bezeichnet. Die so aus naiven affinen
Varietäten entstehenden k-geringten Räume nennen wir affine Varietäten.

Definition 7.6.2.7. Seien k ein Kring und (X,OX) sowie (Y,OY ) zwei k-geringte
Räume. Eine Abbildung ϕ : X → Y heißt ein Morphismus von k-geringten
Räumen, wenn sie stetig ist und wenn das Davorschalten unserer Abbildung
strukturierende Funktionen zu strukturierenden Funktionen macht, wenn also in
Formeln aus U ⊂◦ Y und f ∈ OY (U) folgt f ◦ ϕ ∈ OX(ϕ−1(U)). Die Kategorie
der k-geringten, genauer der durch Funktionen k-geringten Räume notieren wir

Gerfk

Beispiel 7.6.2.8. Die Morphismen R-geringter Räume im Fall von Mannigfaltig-
keiten sind genau alle glatten Abbildungen.
Beispiel 7.6.2.9. Die Morphismen k-geringter Räume im Fall von affinen k-Varietäten
sind genau alle Morphismen von naiven affinen Varietäten im Sinne von 7.3.3.2.
Es ist deshalb im weiteren nicht so wichtig, zwischen naiven affinen Varietäten
im Sinne von speziellen k-geringten Mengen und affinen Varietäten im Sinne von
speziellen k-geringten Räumen zur Zariskitopologie zu unterscheiden.
7.6.2.10 (Schnitt von Strukturen als k-geringter Raum). Sind auf ein und der-
selben Menge X mehrere Strukturen als k-geringter Raum gegeben, so bilden wir
ihren Schnitt, indem wir diejenigen Mengen offen nennen, die in jeder unserer
Strukturen offen sind, und diejenigen Funktion strukturierend, die in jeder unse-
rer Strukturen strukturierend sind. Dieser Schnitt ist dann offensichtlich auch eine
Struktur als k-geringter Raum auf X.
7.6.2.11 (Vergleich von Strukturen als k-geringter Raum). Gegeben zwei Struk-
turen als k-geringter Raum auf derselben Menge X nennen wir die eine größer-
gleich als die andere genau dann, wenn ihr Schnitt die andere Struktur ist. Salopp
gesprochen sind also größere Strukturen solche „mit mehr offenen Mengen oder
mehr strukturierenden Funktionen oder beidem“. Auf diese Weise erhalten wir
eine Teilordnung auf der Menge aller Strukturen als k-geringter Raum auf einer
vorgegebenen Menge X .

Definition 7.6.2.12. Eine Familie (ϕi : Xi → Y )i∈I von Morphismen k-geringter
Räume heißt gesamthaft final, wenn für jeden weiteren k-geringten RaumW und
jede Abbildung ψ : Y → W gilt

(ψϕi Morphismus ∀i)⇒ (ψ Morphismus)

Lemma 7.6.2.13. Gegeben k-geringte Räume (Xi)i∈I , eine Menge Y und Abbil-
dungen ϕi : Xi → Y gibt es genau eine Struktur als k-geringter Raum auf Y
derart, daß unsere Familie gesamthaft final wird. Sie heißt die finale Struktur zu
unserer Familie.
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Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sind (T1,O1) und (S2,O2) zwei
derartige Strukturen auf Y , jeweils bestehend aus einer Topologie und einer Vor-
gabe strukturierender Funktionen, für die unsere Familie gesamthaft final wird,
so ist id : (Y, Ti,Oi) → (Y, Tj,Oj) für beliebige i, j ∈ {1, 2} ein Morphisms.
Das zeigt die Eindeutigkeit. Nun zeigen wir noch, daß für die größte Struktur
auf Y , für die alle die ϕi Morphismen werden, die von einer gesamthaft finalen
Struktur geforderte Eigenschaft erfüllt ist. Diese größte Struktur kann ja explizit
dadurch beschrieben werden, daß ihre Topologie die Finaltopologie T = {V ⊂
Y | ϕ−1

i (V ) ⊂◦ Xi ∀i} ist und die strukturierenden Funktionen gegeben werden
durch

O(V ) = {f : V → k | f ◦ ϕi ∈ O(ϕ−1
i (V )) ∀i}

Damit ist klar, daß diese Struktur die von einer gesamthaft finalen Struktur gefor-
derte Eigenschaft erfüllt.

7.6.2.14 (Transitivität gesamthaft finaler Familien). Seien eij : Wij → Xi

und fi : Xi → Y Familien von k-geringten Räumen und Morphismen. Ist die
Familie der fieij gesamthaft final, so auch die Familie der fi. Ist die Familie der
eij gesamthaft final für alle i und die Familie der fi gesamthaft final, so ist auch die
Familie der fieij gesamthaft final. Das alles folgt unmittelbar aus der Definition.

7.6.2.15. Ein Morphismus f : X → Y von k-geringten Räumen heißt final, wenn
Y die finale Struktur in Bezug auf die einelementige Familie f trägt. Zum Beispiel
ist die Identität auf einem k-geringten Raum stets final.

7.6.2.16 (Disjunkte Vereinigung k-geringter Räume). Gegeben eine Familie
k-geringter Räume (Xi) versehen wir ihre disjunkte Vereinigung

⊔
Xi mit der

finalen Struktur bezüglich der Inklusionen, wenn nichts anderes gesagt wird. Wir
erhalten so ein Koprodukt in der Kategorie Gerk.

Definition 7.6.2.17. Eine Familie (ϕi : X → Yi)i∈I von Morphismen k-geringter
Räume heißt gesamthaft initial, wenn für jeden weiteren k-geringten Raum W
und jede Abbildung ψ : W → X gilt

(ϕiψ Morphismus ∀i)⇒ (ψ Morphismus)

7.6.2.18. Ganz allgemein nennen wir einen Morphismus f : X → Y initial, wenn
er als einelementige Familie gesamthaft initial ist. Zum Beispiel ist die Identität
auf einem k-geringten Raum stets initial. Ist ψ : X ↪→ Y ein injektiver Morphis-
mus von k-geringten Räumen und trägt X die initiale Struktur, so nennen wir ψ
eine Einbettung von k-geringten Räumen.

7.6.2.19 (Diskussion der Terminologie). In der algebraischen Geometrie ist für
unsere Einbettungen auch die Bezeichnung Immersion gebräuchlich. In der Dif-
ferentialgeometrie versteht man jedoch unter einer Immersion stattdessen meist
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wie in 22.3.3.14 einen nicht notwendig injektiven Morphismus mit injektivem
Differential an jedem Punkt.

Ergänzung 7.6.2.20. Ich will den Begriff der Einbettung nur verwenden in dem
allgemeinen in 15.1.4.2 erklärten Kontext. Den Begriff einer Immersion will ich
weiter fassen als Morphismus in einer Kategorie, der unter einem natürlichen
Mengenfunktor zu einer Injektion wird. Insbesondere will ich, anders als in der
Differentialgeometrie üblich, differentialinjektive Abbildungen glatter Mannigfal-
tigkeiten nur dann Immersionen nennen, wenn sie zusätzlich auch noch injektiv
sind.

7.6.2.21. Besonders oft werden uns offene Einbettungen und abgeschlossene
Einbettungen begegnen, bei denen zusätzlich gefordert wird, daß sie als Ab-
bildungen topologischer Räume offen beziehungsweise abgeschlossen sind, oder
gleichbedeutend, daß ihr Bild offen beziehungsweise abgeschlossen ist.

Lemma 7.6.2.22. Gegeben k-geringte Räume (Yi)i∈I , eine Menge X und Abbil-
dungen ϕi : X → Yi gibt es genau eine Struktur als k-geringter Raum auf X
derart, daß unsere Familie gesamthaft initial wird. Sie heißt die initiale Struktur
zu unserer Familie.

Beweis. Die Eindeutigkeit zeigt man wie im Fall gesamthaft finaler Strukturen in
7.6.2.13. Für den Nachweis der die Existenz zeigen wir genauer, daß die kleinste
Struktur I eines k-geringten Raums auf X , für die alle unsere ϕi Morphismen
werden, die geforderte universelle Eigenschaft hat. Ist in der Tat ψ : W → X eine
Abbildung mit der Eigenschaft, daß alle ϕiψ Morphismen sind, so muß ja die
finale Struktur T auf X in Bezug auf ψ größergleich unserer kleinsten Struktur I
sein. Das zeigt, daß ψ auch in Bezug auf I ein Morphismus ist.

7.6.2.23. Ist X ⊂ Y eine Teilmenge eines k-geringten Raums, so nennen wir die
initiale Struktur zur Inklusion die induzierte Struktur eines k-geringten Raums
auf X und notieren sie (X,OY |X). Explizit kann man die induzierte Struktur be-
schreiben wie folgt: Als Topologie auf X erhält man die von Y induzierte Topo-
logie, und eine Funktion g auf U ⊂◦ X ist strukturierend genau dann, wenn es für
alle x ∈ U eine offene Umgebung V ⊂◦ Y von x in Y gibt und eine Funktion
f ∈ OY (V ) mit g|U∩V = f |U∩V .

7.6.2.24 (Transitivität gesamthaft initialer Familien). Seien ϕi : X → Yi und
ψji : Yi → Zji Familien von k-geringten Räumen und Morphismen. Sind die ϕi
gesamthaft initial und sind für jedes i die ψji gesamthaft initial, so ist auch die Fa-
milie der ψjiϕi gesamthaft initial. Ist andererseits die Familie der ψjiϕi gesamthaft
initial, so auch die Familie der ϕi. All das folgt direkt aus den Definitionen.

7.6.2.25. Bemerkung 7.6.2.24 besagt unter anderem, daß die Verknüpfung von
zwei initialen Morphismen stets initial ist, und daß Verknüpfung ψϕ von zwei
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Morphismen nur dann initial sein kann, wenn ϕ initial ist. Insbesondere ist jeder
Morphismus initial, zu dem es einen linksinversen Morphismus gibt. Weiter ist
die Verknüpfung von zwei Einbettungen stets wieder eine Einbettung.
Ergänzung 7.6.2.26. Diese Aussagen und ihr Beweis sind ebenso wie die Aussa-
gen zur Transitivität finaler Familien völlig analog zum Beweis der entsprechen-
den Aussagen 15.1.6.14, 15.1.7.5 im Kontext topologischer Räume. Sie sind noch
allgemeiner sinnvoll und richtig für einen beliebigen treuen Funktor, vergleiche
15.1.6.16.

Übungen

Übung 7.6.2.27. Für m ≤ n ist die Projektion auf die ersten Koordinaten Rn →
Rm final in Bezug auf die in 22.3.1.4 erklärten C1-Strukturen R-geringter Räume.
Übung 7.6.2.28. Man folgere aus 22.3.1.12: Die Verknüpfung von zwei finalen
Morphismen ist stets final. Ist die Verknüpfung ϕ ◦ψ von zwei Morphismen final,
so ist ϕ final. Insbesondere ist jeder Morphismus final, der ein Rechtsinverses alias
einen Schnitt besitzt, für den es also einen Morphismus s gibt mit fs = id.
Übung 7.6.2.29 (Finalität offener Überdeckungen). Ist (Ui)i∈I eine offene Über-
deckung eines k-geringten Raums X, so trägt X die finale Struktur in Bezug auf
die Einbettungen Ui ↪→ X. Eine AbbildungX → Y in einen weiteren k-geringten
Raum ist also genau dann ein Morphismus, wenn ihre Restriktionen auf alle Ui
Morphismen sind.
Übung 7.6.2.30 (Finalität ist lokal in der Basis). Ist ein Morphismus von k-ge-
ringten Räumen f : Y → X final, so ist auch für jede offene Teilmenge U ⊂◦ X
die induzierte Abbildung f−1(U) → U final für die induzierten Strukturen. Ist
umgekehrt f : Y → X ein Morphismus von k-geringten Räumen und besitzt X
eine offene Überdeckung U derart, daß f : f−1(U) → U für alle U ∈ U final ist,
so ist unser Morphismus bereits selbst final.

7.6.3 Gesättigte geringte Räume
7.6.3.1. Für das Studium von Varietäten sind besonders diejenigen k-geringten
Räume relevant, die wir im folgenden als „gesättigte k-geringte Räume“ ein-
führen.

Definition 7.6.3.2. Sei k ein Körper. Ein k-geringter Raum X heiße gesättigt,
wenn für U ⊂◦ X offen und f : U → k regulär auch die Menge {x ∈ U | f(x) 6=
0} offen ist und 1/f darauf eine reguläre Funktion.

7.6.3.3 (Diskussion der Terminologie). Der Begriff eines „gesättigten geringten
Raums“ ist nicht gebräuchlich. Kempf [Kem93] bezeichnet solche Strukturen als
„spaces with functions“. Der Begriff ist nur sinnvoll, wenn k ein Körper ist.
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7.6.3.4. Offensichtlich ist ein beliebiger Schnitt gesättigter Strukturen wieder ge-
sättigt. Offensichtlich ist die finale Struktur zu irgendwelchen Abbildungen von
gesättigten Strukturen in eine vorgegebene Menge auch selbst gesättigt.

Definition 7.6.3.5. Eine Familie (ϕi : X → Yi)i∈I von Morphismen k-geringter
Räuma heißt gesamthaft gesättigt initial, wenn X gesättigt ist und wenn für
jeden weiteren gesättigten k-geringten Raum W und jede Abbildung ψ : W → X
gilt

(ϕiψ Morphismus ∀i)⇒ (ψ Morphismus)

Lemma 7.6.3.6. Gegeben eine Familie (ϕi : X → Yi)i∈I von Abbildungen einer
Menge k-geringter Räume gibt es stets genau eine Struktur als k-geringter Raum
auf X derart, daß unsere Familie gesamthaft gesättigt initial wird. Wir nennen sie
die gesättigte initiale Struktur auf X .

Beweis. Die Eindeutigkeit zeigt man wie in 7.6.2.13. Um die Existenz zu zeigen,
weisen wir nach, daß die kleinste Struktur als gesättigter k-geringter Raum aufX ,
für die alle ϕi Morphismen werden, die behauptete universelle Eigenschaft hat.
Das hinwiederum folgt daraus, daß die finale Struktur zu ψ : W → X gesättigt
ist und größergleich dieser kleinsten Struktur sein muß.

Beispiel 7.6.3.7 (Sättigung einer geringten Menge). Sei k ein Körper. Jede k-
geringte Menge (X,O(X)) ist für die Klumpentopologie ein k-geringter Raum.
Die gesättigte initiale Struktur für id : X → X alias die kleinste gesättigte
Struktur (X,OX), die diese Struktur umfaßt, nennen wir die Sättigung unserer
k-geringten Menge. Sie kann explizit beschrieben werden wie folgt:

1. Abgeschlossen sind alle simultanen Nullstellenmengen Z(E) für Mengen
von Funktionen E ⊂ O(X);

2. Die strukturierenden Funktionen OX(U) für U ⊂◦ X offen in Bezug auf die
im ersten Teil erklärte Topologie sind alle Funktionen f : U → k mit der
Eigenschaft, daß es für jeden Punkt x ∈ U eine offene Umgebung V ⊂◦ U
gibt und Funktionen g, h ∈ O(X) mit h(y) 6= 0 und f(y) = g(y)/h(y) für
alle y ∈ V .

In der Tat müssen offensichtlich in jeder gesättigten Struktur, die die gegebene
Struktur umfaßt, alle Z(E) abgeschlossen sein und alle lokal durch Quotien-
ten von Funktionen aus O(X) darstellbaren Funktionen auf offenen Teilmengen
strukturierend. Andererseits erkennt man auch leicht, daß X mit der in Teil 1 an-
gegebenen Topologie und den in Teil zwei angegebenen strukturierenden Funk-
tionen auf offenen Teilmengen ein gesättigter geringter Raum ist.
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Beispiel 7.6.3.8 (Affine Varietät als Sättigung). Gegeben eine naive affine Va-
rietät X ist die Topologie auf ihrer Sättigung 20.1.4.16 unsere Zariski-Topologie
aus 7.3.4.3 und die Struktur als k-geringter Raum die in 7.6.2.6 beschriebene und
die Identität ist folglich ein gesättigt initialer Morphismus

(X,OX)→ (X,O(X))

7.6.3.9. Die initiale Struktur zu einer Abbildung von einer Menge in eine ge-
sättigte Struktur ist offensichtlich stets wieder gesättigt. Für die initiale Struktur
in Bezug auf eine Familie von mehr als einer Abbildung gilt das jedoch im allge-
meinen nicht mehr, wie schon das Beispiel der Produktstruktur auf k2 bald zeigen
wird.

7.6.3.10 (Transitivität gesamthaft gesättigt initialer Familien). Seienϕi : X →
Yi und ψji : Yi → Zji Familien von k-geringten Räumen und Morphismen. Sind
die ϕi gesamthaft gesättigt initial und sind für jedes i die ψji gesamthaft initial
oder gesamthaft gesättigt initial, so ist auch die Familie der ψjiϕi gesamthaft ge-
sättigt initial. Ist andererseits die Familie der ψjiϕi gesamthaft gesättigt initial, so
auch die Familie der ϕi. All das folgt direkt aus den Definitionen.

7.6.3.11 (Vergleich induzierter Strukturen auf abgeschlossenen Teilmengen).
Gegeben i : Y ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge in eine
naive affinen Varietät ist die Verknüpfung (Y,OY ) → (Y,O(Y )) → (X,O(X))
eines gesättigt initialen Morphismus mit einem initialen Morphismus wieder ge-
sättigt initial. Aufgrund der universellen Eigenschaft der Sättigung faktorisiert sie
über (X,OX), folglich ist die Inklusion ein initialer Morphismus

(Y,OY )→ (X,OX)

7.6.3.12 (Vergleich induzierter Strukturen auf Nichtnullstellenmengen). Ge-
geben in einer naiven affinen Varietät X die Nichtnullstellenmenge U einer re-
gulären Funktion betrachten wir die Verknüpfung (U,OU) → (U,O(U)) →
(X,O(X)) und prüfen explizit, daß sie gesättigt initial ist. Sie faktorisiert an-
dererseits aufgrund der universellen Eigenschaft der Sättigung als (U,OU) →
(X,OX)→ (X,O(X)), folglich ist die Inklusion ein initialer Morphismus

(U,OU)→ (X,OX)

Proposition 7.6.3.13 (Verkleben von Punkten). Seien X eine affine k-Varietät
und ϕ : X � Y eine surjektive Abbildung von X auf eine Menge Y . Sind alle
Fasern von ϕ endlich und fast alle Fasern einelementig, so ist Y mit seiner finalen
Struktur eines k-geringten Raums auch eine affine k-Varietät.
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Beweis. In 7.5.2.15 hatten wir bereits gezeigt, daß Y mit O(Y ) := {f : Y →
k | f ◦ ϕ ∈ O(X)} eine naive affine Varietät wird. Da O(Y ) ↪→ O(X) ganz
ist, zeigen unsere allgemeinen Erkenntnisse 7.5.2.10 über die Geometrie ganzer
Ringerweiterungen, daß ϕ abgeschlossen und insbesondere „topologisch final“
ist: Eine Teilmenge von Y ist genau dann offen, wenn ihr Urbild in X es ist. Um
zu zeigen, daß ϕ eine finale Abbildung auf den zugehörigen k-geringten Räumen
ist, müssen wir noch für jede offene Teilmenge U ⊂◦ Y zeigen, daß eine Funktion
h : U → k genau dann regulär ist, wenn h ◦ ϕ regulär ist. Für globale Funktionen
ist das offensichtlich. Für den allgemeinen Fall reicht es, wenn wir unsere Aussage
für offene Teilmengen der Gestalt U = Yg = {g 6= 0} zeigen, mit g ∈ O(Y ).
Offensichtlich brauchen wir nur den Fall zu betrachten, daß es genau zwei Punkte
p, q ∈ X gibt mit p 6= q aber ϕ(p) = ϕ(q). Nun betrachten wir die kurze exakte
Sequenz

O(Y ) ↪→ O(X)� k

mit rechter Abbildung f 7→ f(p)−f(q). Lassen wir g ∈ O(Y ) auf dem k in dieser
Sequenz durch Multiplikation mit seinem Wert g(p) = g(q) operieren, so besteht
sie aus Homomorphismen von O(Y )-Moduln und bleibt exakt bei Lokalisierung
nach g. Das zeigt O(Y )g

∼→ O(X)g im Fall g(p) = g(q) = 0 und O(Y )g
∼→

{f ∈ O(X)g | f(p) = f(q)} im Fall g(p) = g(q) 6= 0. Die Proposition ist
bewiesen.

7.6.4 Algebraische Varietäten
7.6.4.1. Ich erinnere daran, daß wir in 7.6.2.6 eine affine Varietät erklärt hatten als
einen k-geringten Raum, der aus einer naiven affinen Varietät hervorgeht, indem
wir sie mit der Zariskitopologie versehen und als die strukturierenden Funktionen
auf offenen Teilmengen unsere regulären Funktionen nehmen.

Definition 7.6.4.2. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper.

1. Eine k-Varietät ist ein k-geringter Raum (X,OX), der eine endliche Über-
deckung besitzt durch offene Teilmengen U derart, daß alle (U,OX |U) affi-
ne k-Varietäten sind. Die Elemente von OX(V ) für V ⊂◦ X nennen wir in
diesem Kontext die regulären Funktionen auf V ;

2. Ein Morphismus von Varietäten ist ein Morphismus von geringten Räumen.
Wir erhalten so die Kategorie Vark der k-Varietäten.

7.6.4.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur ist für die Struktur, die
wir hier eine Varietät genannt haben, die Bezeichnung als Prävarietät üblich. Un-
ter einer „Varietät“ versteht man in der Literatur dann meist, was wir in 7.6.12.1
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als eine „separierte Varietät“ einführen. Meine Motivation für diese Abweichung
ist, daß man in der allgemeineren Theorie der Schemata genauso vorgeht. Man-
che Quellen fordern von ihren Varietäten zusätzlich noch, daß sie irreduzibel sein
sollen.

7.6.4.4. Wenn wir im Folgenden wie im Vorhergehenden von einer Varietät reden,
so denken wir uns stets einen algebraisch abgeschlossenen Grundkörper k = k̄
fest gewählt, über dem sie definiert ist. Analoga über nicht algebraisch abgeschlos-
senen Körpern werden wir erst im Rahmen der allgemeinen Theorie der Schemata
behandeln und nicht als Varietäten ansprechen. Der Leser sei gewarnt, daß man
eine andere und recht nutzlose Kategorie erhält, wenn man im Fall eines nicht
algebraisch abgeschlossenen Grundkörpers die vohergehende Definition 7.6.4.2
wortwörtlich übernimmt.

Vorschau 7.6.4.5. Wir zeigen in 7.6.11.4, daß es in der Kategorie der Varietäten
alle endlichen Produkte gibt und daß Produkte affiner Varietäten wieder affin sind.
Bis dahin betrachten wir nur Produkte affiner Varietäten und verwenden nur deren
universelle Eigenschaft in Bezug auf affine Varietäten.

Lemma 7.6.4.6. Jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge einer Varietät ist
mit der induzierten Struktur wieder eine Varietät.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus den Erkenntnissen ?? und 7.6.3.12, daß in einer
affinen Varietät jede abgeschlossene Teilmenge und jede Nichtnullstellenmenge
einer regulären Funktion wieder eine affine Varietät ist. Es gilt nur zu beachten,
daß jede offene Teilmenge einer affinen Varietät X bereits eine endliche Überde-
ckungen durch Nichtnullstellenmengen Xf besitzt.

Definition 7.6.4.7. Eine quasiaffine k-Varietät ist ein k-geringter Raum, der iso-
morph ist zu einer offenen Teilmenge einer affinen k-Varietät.

7.6.4.8. Eine Teilmenge eines topologischen Raums, die ein Schnitt einer offe-
nen mit einer abgeschlossenen Menge ist, heißt lokal abgeschlossen. Jede lokal
abgeschlossene Teilmenge einer Varietät ist mit ihrer induzierten Struktur eines
k-geringten Raums selbst wieder eine Varietät. Wir nennen die lokal abgeschlos-
senen Teilmengen einer Varietät auch ihre Untervarietäten und denken sie uns
dabei stets mit der induzierten Struktur versehen. Jede lokal Untervarietät einer
quasiaffinen Varietät ist quasiaffin.

7.6.4.9 (Diskussion der Terminologie). Unsere Untervarietäten sind kategori-
sche Unterobjekte in der Kategorie der Varietäten, aber die meisten Varietäten
besitzen durchaus noch weitere, nicht zu Untervarietäten isomorphe kategorische
Unterobjekte. Beispiele liefern unsere bijektiven Morphismen von Varietäten aus
9.1.1.37 oder 7.3.3.21, die keine Isomorphismen sind.
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7.6.4.10 (Eine quasiaffine aber nicht affine Varietät). Das Komplement k2\0
des Ursprungs in der Ebene ist keine affine Varietät: In der Tat liefert nach 7.5.9.21
die Restriktion eine BijektionO(k2)

∼→ O(k2\0), auf affinen Varietäten ist jedoch
O volltreu. Mithin kann ein Morphismus von affinen Varietäten nur dann einen
Isomorphismus auf den globalen regulären Funktionen induzieren, wenn er bereits
selbst ein Isomorphismus war.

Vorschau 7.6.4.11. Es gibt durchaus auch offene affine Teilmengen affiner Varie-
täten, die nicht das Komplement der Nullstellenmenge einer regulären Funktion
sind. Die Konstruktion eines Beispiels braucht jedoch mehr Theorie, als sie uns
hier zur Verfügung steht: Man betrachte eine elliptische Kurve ohne ihr neutra-
les Element. Das ist eine affine Varietät. Jeder Punkt dieser affinen Varietät, der
die einzige Nullstelle einer regulären Funktion ist, muß dann von endlicher Ord-
nung sein. Andererseits ist das Komplement in einer elliptischen Kurve von zwei
beliebigen Punkten stets affin.

7.6.4.12. Offensichtlich ist jede Varietät ein noetherscher topologischer Raum.

Definition 7.6.4.13. Unter der Dimension einer Varietät versteht man die Krull-
Dimension des zugrundeliegenden topologischen Raums.

Proposition 7.6.4.14. Gegeben eine irreduzible Varietät stimmt die Dimension je-
der nichtleeren offenen Teilmenge überein mit der Dimension der ganzen Varietät.

Beweis. In der Tat, jede echt aufsteigende endliche Kette irreduzibler Mengen
enthält einen gemeinsamen Punkt und liefert durch Herunterschneiden auf eine
affine offene Umgebung dieses Punktes eine echt aufsteigende Kette irreduzibler
Mengen dort. Das zeigt, daß die Krulldimension beschränkt ist durch das Maxi-
mum der Krulldimensionen der Mengen jeder offenen affinen Überdeckung. Jede
nichtleere offene Teilmenge ist aber auch irreduzibel, und jeder der zu unserer
Überdeckung gehörigen affinen k-Kringe ist folglich ein Integritätsbereich und
damit ein Kettenring. Da schließlich je zwei nichtleere offene Teilmengen nicht-
leeren Schnitt haben, folgt die Behauptung.

7.6.4.15. Eine äqui-eindimensionale Varietät heißt eine Kurve oder genauer eine
algebraische Kurve.

Definition 7.6.4.16. Gegeben ein k-geringter Raum (X,OX) und ein Punkt x ∈
X erklären wir den lokalen Ring

OX,x

von X bei x als die Menge aller Funktionskeime in Ens(X, k)x, die von einer
strukturierenden Funktion repräsentiert werden.
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7.6.4.17 (Lokale Ringe im Fall affiner Varietäten). Im Fall einer affinen Varietät
X stimmt der hier definierte Ring OX,x offensichtlich überein mit dem in 7.4.4.2
definierten RingOX,x aller Funktionskeime, die einen Repräsentanten der Gestalt
(Xg, f) für g ∈ O(X) mit x ∈ Xg und f ∈ O(Xg) haben.

Ergänzung 7.6.4.18. Ist (X,OX) eine k-Varietät und liefern die Auswertungen
an Punkten eine Bijektion X ∼→ Ringk(OX(X), k), so wüßte ich gerne, ob X
affin sein muß. Nimmt man zusätzlich an, daß OX(X) ringendlich ist über k und
X → MaxOX(X) ein Homöomorphismus, so kann ich das wohl zeigen.

Ergänzung 7.6.4.19. Ist der k-Kring der regulären Funktionen auf einer Varietät
stets wieder ringendlich über k? Ich denke schon, kenne aber kein ganz einfaches
Argument.

Übungen

Übung 7.6.4.20 (Morphismen in affine Varietäten). Jede k-Varietät ist ein ge-
sättigter k-geringter Raum. Gegeben eine Varietät X und eine affine Varietät Y
liefert der Rückzug eine Bijektion Var(X, Y )

∼→ Kringk(O(Y ),O(X)). Hinweis:
Universelle Eigenschaft der gesättigten initialen Struktur 7.6.3.5.

Übung 7.6.4.21. Jeder Punkt einer Varietät liegt in einer dichten offenen affinen
Teilmenge.

Übung 7.6.4.22. Gegeben eine Varietät X und f ∈ OX(X) regulär setzen wir

Xf := {x ∈ X | f(x) 6= 0}

Man zeige, daß es für alle h ∈ OX(Xf ) ein n� 0 gibt derart, daß die Fortsetzung
durch Null von fnh eine reguläre Funktion auf ganz X ist. Man folgere, daß die
RestriktionOX(X)→ OX(Xf ) einen IsomorphismusOX(X)f

∼→ OX(Xf ) zwi-
schen der Lokalisierung vonOX(X) an f und dem Ring der regulären Funktionen
auf Xf induziert.

Übung 7.6.4.23 (Affine offene Teilmengen affiner Varietäten). Gegeben eine
Varietät X , offene affine Teilmengen U, V ⊂◦ X und ein Punkt x ∈ U ∩ V zeige
man: Es gibt stets s ∈ O(U) und t ∈ O(V ) mit x ∈ Us und Us = Vt. In dieser
Situation ist natürlich auch Us = Vt affin. Hinweis: 7.6.4.22.

Übung 7.6.4.24. Man zeige, daß für jede affine Varietät Z der von einer Verkle-
bung ϕ : X � Y affiner Varietäten im Sinne von 7.6.3.13 induzierte Morphismus
X × Z → Y × Z abgeschlossen, ja selbst wieder final ist. Man gebe ein Beispiel
an, in dem diese Verklebung kein offener Morphismus ist.

Übung 7.6.4.25 (Verkleben von Punkten in allgemeinen Varietäten). Seien X
eine k-Varietät und ϕ : X � Y eine surjektive Abbildung von X auf eine Menge
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Y . Sind alle Fasern von ϕ endlich und fast alle Fasern einelementig, und liegen
die Urbilder aller Punkte mit nicht einelementiger Faser in einer gemeinsamen
offenen affinen Teilmenge von X , so ist Y mit seiner finalen Struktur eines k-
geringten Raums auch eine k-Varietät. Hinweis: 7.6.3.13. In 7.6.12.18 zeigen wir
im Übrigen, daß diese Konstruktion auch die „Separabilität“ erhält.
Übung 7.6.4.26. Eine auf einer offenen Teilmenge einer irreduziblen affinen Va-
rietät definierte reguläre Funktion f , die lokal als Quotient f = g/h geschrieben
werden kann, stimmt bereits auf der der Differenz ihres Definitionsbereichs und
der Nullstellenmenge von h mit g/h überein.
Übung 7.6.4.27 (Frobenius-Twist). Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper
positiver Charakteristik. char k = p > 0 und sei X = (X,O) eine Varietät über
k. So ist auch X [1] := (X,O[1]) mit

O[1](U) := {fp | f ∈ O(U)} ∀U ⊂◦ X

eine Varietät über k. Sie heißt der Frobenius-Twist unserer ursprünglichen Varie-
tät. Weiter ist die Identität auf X ein Morphismus X → X [1] von Varietäten über
k, der Frobenius-Morphismus, und jeder Morphismus X → Y induziert einen
Morphismus X [1] → Y [1]. Schließlich zeige man, daß der Funktor X 7→ X [1] ei-
ne Äquivalenz von Kategorien ist. Hinweis: 7.3.3.21. Vielleicht noch natürlicher
wird diese Konstruktion in der Sprache der Schemata, vergleiche ??.
Vorschau 7.6.4.28. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper von positiver
Charakteristik. Eine k-Varietät X heißt Frobenius-spaltend, wenn O[1] ein di-
rekter Summand des O[1]-Moduls O ist.
Übung 7.6.4.29 (Normale Varietäten). Eine Varietät heißt normal, wenn für je-
den Punkt x ∈ X der lokale Ring OX,x ein ganz abgeschlossener Integritätsbe-
reich ist. Man zeige, daß eine affine Varietät genau dann normal ist, wenn ihr
Ring von regulären Funktionen normal ist. Man zeige, daß jede normale Varietät
die disjunkte Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten ist.
Übung 7.6.4.30 (Reguläre Funktionskeime längs abgeschlossener Teilmengen).
Gegeben ein noetherscher k-geringter Raum X mit einer abgeschlossenen Teil-
menge Y ⊂∧ X erklären wir den Ring

OX,Y ⊂ Ens(X, k)Y

aller strukturierenden Funktionskeime längs Y als den Ring aller Funktions-
keime nach 7.4.4.5 mit mindestens einer strukturierenden Funktion unter seinen
Repräsentanten. Im Fall einer einpunktigen Teilmenge ist das unser lokaler Ring
OX,x aus 7.6.4.16. Ist U ⊂◦ X offen mit U ∩ Y dicht in Y , so induziert die Re-
striktion einen Isomorphismus

OX,Y
∼→ OU,Y ∩U
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Gegeben Z ⊂∧ Y ⊂∧ X abgeschlossene Teilmengen derart, daß Z jede irredu-
zible Komponente von Y trifft, induziert weiter das Generisieren 7.4.4.11 einen
Ringhomomorphismus

OX,Z → OX,Y
auf den regulären Funktionskeimen. Ist X eine affine Varietät, so spezialisiert das
zu den bereits in 7.4.4.6 erklärten regulären Funktionskeimen. Für eine beliebige
Varietät X übernehmen wir diese Terminologie und nennen die Elemente von
OX,Y reguläre Funktionskeime längs Y und setzenM(X) := OX,X und nennen
diese „dicht definierten regulären Funktionen“ die rationalen Funktionen auf
X . In der Literatur ist in diesem Fall statt M(X) die Notation k(X) üblich. Ist
X eine irreduzible k-Varietät, so bilden die rationalen Funktionen auf X einen
Körper vom Transzendenzgrad

trgrkM(X) = kdimX

Übung 7.6.4.31. Sei X eine Varietät. Offensichtlich stimmen je zwei Repräsen-
tanten (U, fU) und (V, fV ) einer rationalen Funktion f ∈ M(X) bereits auf
U ∩ V überein. Jede rationale Funktion hat mithin einen eindeutig bestimmten
größten Repräsentanten, der eben auf der Vereinigung der Definitionsbereiche
aller Repräsentanten definiert ist. Der Definitionsbereich des größten Repräsen-
tanten heißt der Definitionsbereich unserer rationalen Funktion.

Übung 7.6.4.32 (Definitionsbereiche und lokale Ringe). Ist X eine irreduzible
Varietät, so liefert das Generisieren 7.4.4.11 für jeden Punkt x ∈ X eine natürliche
Injektion OX,x ↪→ M(X), die wir von nun an in Notation und Sprache oft als
Einbettung einer Teilmenge betrachten werden. Man zeige: Ein Punkt x ∈ X
gehört genau dann zum Definitionsbereich einer rationalen Funktion f ∈M(X),
wenn f im lokalen Ring OX,x ⊂M(X) liegt.

7.6.5 Projektive Räume
7.6.5.1. Ich erinnere aus 5.1.4.1, daß wir gegeben ein k-VektorraumW die Menge
aller Geraden in W durch den Ursprung mit

PW = PkW := {V ⊂ W | V ist ein eindimensionaler Untervektorraum}

bezeichnen und diese Menge den projektiven Raum zu W nennen. Die kanoni-
sche Projektion π : W\0 � PW , w 7→ 〈w〉, die jedem von Null verschiedenen
Vektor sein Vektorraumerzeugnis zuordnet, ist eine Surjektion, deren Fasern ge-
rade die Bahnen von k× sind.

7.6.5.2 (Projektive Räume als k-geringte Räume). (k = k̄). Wir erklären für
jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum W auf dem projektiven Raum PW
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die Struktur eines k-geringten Raums, indem wir von der natürlichen Struktur
9.1.1.10 auf W als naive affine Varietät ausgehen, sie wie in 7.6.2.6 zu einer affi-
nen Varietät im Sinne spezieller k-geringter Räume machen, darin das Ursprungs-
komplement W\0 mit der induzierten Struktur nehmen und schließlich PW mit
der finalen Struktur zur kanonischen Projektion

π : W\0� PW

versehen. Damit ist eine Teilmenge U ⊂ PW per definitionem offen, wenn ihr
Urbild unter der kanonischen Projektion offen ist, und eine Funktion auf U ⊂◦ PW
ist regulär, wenn die zurückgezogene Funktion auf π−1(U) ⊂◦ W\0 regulär ist.

7.6.5.3. (k = k̄). Speziell schreibt man Pnk := P(kn+1). Elemente darin notieren
wir abkürzend 〈x0, . . . , xn〉 := 〈(x0, . . . , xn)〉. Genau dann ist per definitionem
U ⊂ Pnk offen, wenn π−1(U) ⊂ kn+1\0 offen ist, und eine Funktion f : U → k
ist regulär genau dann, wenn die zurückgezogene Funktion f ◦ π auf π−1(U)
regulär ist, als da heißt, lokal als Quotient von Polynomfunktionen geschrieben
werden kann.

Lemma 7.6.5.4 (Projektive Räume sind Varietäten). (k = k̄). Gegeben ein
endlichdimensionaler k-Vektorraum W ist der zugehörige projektive Raum PW
mit seiner eben erklärten Struktur als k-geringter Raum eine Varietät über k.

Vorschau 7.6.5.5. Die „Separiertheit“ projektiver Varietäten diskutieren wir erst in
7.6.12.6. In unserer Terminologie wird diese Eigenschaft auch von einer Varietät
nicht gefordert.

7.6.5.6 (Lokale Trivialität der Projektion). Bezeichne π : W\0 � PW die
Projektion. Im anschließenden Beweis zeigen wir sogar, daß jeder Punkt von PW
eine offene Umgebung U ⊂◦ PW besitzt, für die die Projektion π−1(U) → U
einen Schnitt σ : U → π−1(U) besitzt derart, daß die Abbildung (λ, x) 7→ λσ(x)
ein Isomorphismus k× × U ∼→ π−1(U) ist.

Beweis. Wir zeigen, daß für jede affine Hyperebene H ⊂ W , die den Ursprung
vermeidet, die Injektion iH : H ↪→ PW gegeben durch v 7→ 〈v〉 eine offene
Einbettung ist. Ist in der Tat ~H ⊂ W der Untervektorraum der Richtungsvektoren
unserer affinen Hyperebene H , so ist π−1(π(H)) = W\ ~H offen in W\0. Mit-
hin hat unsere Injektion iH : H ↪→ PW offenes Bild. Nun betrachten wir das
kommutative Diagramm

W\ ~H
π

$$ $$HHHHHHHHH

}}}}{{{{{{{{{

H // iH(H)



7.6. ALGEBRAISCHE VARIETÄTEN 1107

Illustration zum Beweis von 7.6.5.4
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Der linke schräge Pfeil ordne jedem Punkt den Schnittpunkt mit H der durch ihn
verlaufenden Ursprungsgeraden zu. Er ist ein Morphismus, denn ist in Formeln
λH : W → k die Linearform, deren Niveaufläche zum Wert Eins gerade H ist, so
wird er gegeben durch die Formel w 7→ λH(w)−1w. Er ist nach ?? sogar final, da
er einen Schnitt besitzt, eben die EinbettungH ↪→ W\ ~H . Der rechte schräge Pfeil
ist final, da diese Eigenschaft nach 7.6.2.30 lokal ist in der Basis. Zusammen folgt,
daß die horizontale Bijektion ein Isomorphismus H ∼→ iH(H) von k-geringten
Räumen sein muß. Damit ist PW in der Tat eine Varietät.

7.6.5.7 (Die Standardkarten von Pnk). (k = k̄). Speziell zeigt der vorherge-
hende Beweis, daß wir eine offene Einbettung i0 : kn ↪→ Pnk erhalten durch die
Vorschrift (x1, . . . , xn) 7→ 〈1, x1, . . . , xn〉. In derselben Weise erhalten wir offene
Einbettungen iν : kn ↪→ Pnk für 0 ≤ ν ≤ n, deren Bilder Pnk überdecken.

7.6.5.8 (Projektive Vervollständigungen als Varietäten). Gegeben ein endlich-
dimensionaler affiner Raum E über einem Körper k erinnern wir seine projektive
Vervollständigung VE := E t P ~E aus 5.1.4.3. Weiter erinnern wir, wie wir für
jede Einbettung E ↪→ V als den Ursprung vermeidende Hyperebene in einen
Vektorraum eine Bijektion VE ∼→ PV konstruiert hatten. Jede dieser Bijektio-
nen versieht VE im Fall k = k̄ mit der Struktur einer Varietät. Der Leser mag
zur Übung prüfen, daß diese Struktur nicht von der gewählten Einbettung als Hy-
perebene abhängt und daß E ↪→ VE eine offene Einbettung von Varietäten alias
k-geringten Räumen ist sowie P ~E ↪→ VE eine abgeschlossene Einbettung.

Proposition 7.6.5.9 (Globale Funktionen auf projektiven Räumen). (k = k̄).
Die einzigen globalen regulären Funktionen auf unseren projektiven Räumen Pnk
sind die konstanten Funktionen, in Formeln gilt für alle n ≥ 0 also

O(Pnk) = k

Beweis. Im Fall n = 0 ist das eh klar. Für jedes n kann O(Pnk) identifiziert
werden mit der Menge aller der regulären Funktionen f auf kn+1\0, die auf allen
Ursprungsgeraden konstant sind. Da sich aber nach 7.5.9.21 unser f für n ≥ 1 zu
einer regulären Funktion auf ganz kn+1 fortsetzen läßt, die dann natürlich auch auf
allen Ursprungsgeraden konstant ist, muß unsere Funktion f konstant denselben
Wert annehmen wie ihre reguläre Fortsetzung auf ganz kn+1 am Ursprung.

7.6.5.10 (Explizites Prüfen im eindimensionalen Fall). Für P1k = k t {∞}
kann man das auch einsehen, indem man ihn als Verklebung von zwei Kopien von
k längs k× mit der Verklebungsidentifikation z 7→ z−1 versteht. Genauer haben
wir in diesem Fall i0(k) ∩ i1(k) = i0(k×) = i1(k×) und i0(z) = i1(z−1) für
alle z ∈ k×. Eine reguläre Funktion f : P1k → k schränkt unter i0 ein zu einem
Polynom f ◦i0 :∈ O(k) mit der Eigenschaft, daß die Funktion f ◦i0◦inv : k× → k
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für inv : k× → k, z 7→ z−1 auch die Restriktion eines Polynoms ist, eben des
Polynoms f ◦ i1. So folgt auch leicht, daß f konstant sein muß.

Definition 7.6.5.11. Eine abstrakte projektive k-Varietät oder kurz projekti-
ve Varietät ist ein k-geringter Raum, der isomorph ist zu einer abgeschlossenen
Teilmenge eines Pnk. Eine quasiprojektive k-Varietät ist ein k-geringter Raum,
der isomorph ist zu einer offenen Teilmenge einer projektiven k-Varietät.

7.6.5.12. Da es eine offene Einbettung kn ↪→ Pnk gibt, ist jede quasiaffine Varie-
tät auch quasiprojektiv.

7.6.5.13. Unter einer in Pnk eingebetteten projektiven k-Varietät oder kurz ei-
ner eingebetteten projektiven Varietät verstehen wir eine abgeschlossene Teil-
menge eines Pnk.

7.6.5.14 (Diskussion des Begriffs einer projektiven Varietät). Ich meine in die-
sem Text mit einer projektiven Varietät stets eine abstrakte projektive Varietät. In
der Literatur werden jedoch sowohl abstrakte wie eingebettete projektive Varie-
täten oft abkürzend als projektive Varietäten bezeichnet. Der Unterschied dieser
Begriffsbildungen ist jedoch erheblich, wie Sie noch zur Genüge feststellen wer-
den: Ein- und dieselbe abstrakte projektive Varietät kann nämlich durchaus auf
sehr verschiedene Weisen in vorgegebene projektive Räume eingebettet werden.
Manche Autoren fordern zusätzlich von einer Varietät, daß sie irreduzibel sein
soll. Ich schließe mich dieser Konvention nicht an.

7.6.5.15. Unter einer projektiven Kurve verstehen wir eine äqui-eindimensionale
projektive Varietät. Unter einer ebenen projektiven Kurve verstehen wir eine
projektive Kurve, die in eine projektive Ebene eingebettet ist. Unter einer projek-
tiven Ebene verstehen wir den P2k oder die dazu isomorphen Varietäten V(k2)
oder koordinatenfrei V(E) für einen zweidimensionalen affinen Raum E.

7.6.5.16 (Kegelkonstruktion). Sei k ein Körper. Um die Topologie des Pnk zu
untersuchen, gehen wir aus von der Projektion π : (kn+1\0) � Pnk. Natürlich
liefert die Abbildungsvorschrift W 7→ C(W ) := π−1(W ) t {0} eine Bijektion{

Teilmengen
von Pnk

}
∼→
{
k×-stabile Teilmengen von kn+1,

die den Ursprung enthalten

}
Hier heißt C(W ) auch der Kegel über W mit dem Buchstaben C für englisch
cone. Genau dann ist eine Teilmenge W ⊂ Pnk abgeschlossen, wenn ihr Kegel
C(W ) ⊂ kn+1 eine abgeschlossene Teilmenge von kn+1 ist. Insbesondere ist der
Kegel über dem Abschluß der Abschluß des Kegels C(W̄ ) = C(W ), denn der
Abschluß einer k×-stabilen Teilmenge muß auch selbst wieder k×-stabil sein, und
damit ist die kleinste k×-stabile abgeschlossene Teilmenge über C(W ) auch die
kleinste abgeschlossene Teilmenge über C(W ).



1110 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

Lemma 7.6.5.17. Sei k ein unendlicher Körper. Genau dann ist eine Teilmenge
W ⊂ Pnk irreduzibel, wenn ihr Kegel C(W ) irreduzibel ist und nicht nur aus dem
Ursprung besteht.

Beweis. Um das einzusehen, dürfen wir uns auf abgeschlossene TeilmengenW ⊂∧
Pnk beschränken. Ist W = Y ∪ Z eine Zerlegung in echte abgeschlossene Teil-
mengen, so auch C(W ) = C(Y )∪C(Z). IstW leer, so besteht C(W ) nur aus dem
Ursprung. Ist also W nicht irreduzibel, so ist auch C(W ) nicht irreduzibel oder
besteht nur aus dem Urspung. Sei umgekehrt C(W ) = Y1∪ . . .∪Yr die Zerlegung
in irreduzible Komponenten. Die Abbildung k× × C(W ) → C(W ) ist ein Mor-
phismus von Varietäten und die k×× Yi sind irreduzibel nach 7.4.2.25. Das zeigt,
daß ihre Bilder jeweils ganz in einer irreduziblen Komponente von C(W ) landen
müssen, und man sieht leicht, daß dafür nur die Komponente Yi in Frage kommt.
Also sind alle Komponenten Yi von C(W ) auch k×-stabil. Besteht also C(W ) nur
aus dem Urspung oder ist nicht irreduzibel, so ist W auch nicht irreduzibel.

Satz 7.6.5.18 (Erzwungene Schnitte in projektiven Räumen). (k = k̄). Sind
X, Y ⊂∧ Pnk nichtleere abgeschlossene Teilmengen und ist die Summe ihrer Di-
mensionen mindestens n, so haben sie nichtleeren Schnitt, in Formeln

kdimX + kdimY ≥ n ⇒ X ∩ Y 6= ∅

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir X und Y irreduzibel
annehmen. Durch Übergang zu den Kegeln erhalten wir nach Übung 7.6.5.23 ir-
reduzible abgeschlossene Teilmengen C(X),C(Y ) ⊂ kn+1 von jeweils um Eins
größerer Dimension. Da der Ursprung in ihrem Schnitt liegt, gilt C(X)∩C(Y ) 6=
∅. Nach 7.5.9.15 hat aber nun jede Komponente des Schnitts dieser Kegel mindes-
tens die Dimension Eins und muß folglich auch Punkte außerhalb des Ursprungs
und mithin eine ganze Gerade durch den Ursprung enthalten. Das zeigt hinwie-
derum X ∩ Y 6= ∅.

Satz 7.6.5.19 (Kodimension von Schnittmengen). (k = k̄). Gegeben irreduzible
abgeschlossene Teilmengen X, Y ⊂∧ Pnk gilt für jede irreduzible Komponente Z
ihres Schnitts X ∩ Y die Abschätzung

(n− kdimZ) ≤ (n− kdimX) + (n− kdimY )

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der entsprechenden Aussage 7.5.9.15 für affine
Varietäten.

Übungen

Übung 7.6.5.20. Man zeige, daß es keinen Morphismus von Varietäten P1k →
P1k ohne Fixpunkt gibt. Salopp gesprochen ist es also nicht möglich, „in alge-
braischer Weise jeder Ursprungsgerade in k2 ein Komplement zuzuordnen“. In
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stetiger Weise gelingt das etwa im Komplexen durchaus: Es reicht, ein Skalarpro-
dukt auszuzeichnen und jeder Gerade ihr orthogonales Komplement zuzuordnen.

Ergänzende Übung 7.6.5.21. Gegeben ein endlichdimensionaler k-Vektorraum V
und seine d-te symmetrische Potenz SdV induziert der Morphismus von Varietäten
V → SdV, v 7→ vd einen Morphismus von Varietäten

PV ↪→ P(SdV )
〈v〉 7→ 〈vd〉

Man zeige, daß dieser Morphismus für d ≥ 1 eine Einbettung ist. Sie heißt die
d-te Veronese-Einbettung unseres projektiven Raums PV .

Übung 7.6.5.22 (Automorphismen der projektiven Gerade). (k = k̄). Man
zeige, daß jeder Isomorphismus P1k

∼→ P1k von der Restriktion eines Vektor-
raumautomorphismus von k2 auf k2\0 induziert wird und daß wir so einen Grup-
penisomorphismus

GL(2; k)/k×
∼→ Var×(P1k)

des besagten Quotienten mit der Automorphismengruppe der projektiven Gerade
erhalten. Hinweis: Man erinnere zunächst die Automorphismen der Gerade k aus
9.1.1.36.

Übung 7.6.5.23. Gegeben eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge W ⊂∧ Pnk
zeige man für die Dimension ihres Kegels die Formel kdim C(W ) = kdimW+1.
Hinweis: Lokale Trivialität der Projektion 7.6.5.6.

7.6.6 Graduierte Gruppen und Ringe
Definition 7.6.6.1. Eine Graduierung auf einer abelschen Gruppe V ist eine Fa-
milie von Untergruppen V r für r ∈ Z derart, daß gilt V =

⊕
r∈Z V

r. Die Ele-
mente von V r heißen dann homogen vom Grad r. Jedes Element v ∈ V läßt sich
demnach eindeutig darstellen als Summe v =

∑
vr mit vr ∈ V r, wobei fast alle

vr verschwinden. Das besagte vr heißt dann die homogene Komponente von v
vom Grad r.

Ergänzung 7.6.6.2. Ist etwas allgemeiner Γ eine Menge, so versteht man unter
einer Γ-Graduierung auf einer abelschen Gruppe V eine Familie von Untergrup-
pen V γ für γ ∈ Γ derart, daß gilt V =

⊕
γ∈Γ V

γ . Eine Graduierung im obigen
Sinne ist also genauer eine Z-Graduierung.

7.6.6.3. Eine multilineare Abbildung ϕ : V1 × . . . × Vr → V von graduierten
abelschen Gruppen heißt graduierungsverträglich, wenn gilt

ϕ
(
V
a(1)

1 × . . .× V a(r)
r

)
⊂ V a(1)+...+a(r)
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für alle a(1), . . . , a(r) ∈ Z. Die nulllinearen Abbildung nach V sind speziell Ab-
bildungen ϕ : {∗} → V der einelementigen Menge nach V mit ϕ(∗) ∈ V 0

und können durch ϕ 7→ ϕ(∗) mit den Elementen von V 0 identifiziert werden.
Allgemeiner bleibt der Begriff graduierungsverträglicher multilinearer Abbildun-
gen sinnvoll für abelsche Gruppen mit einer Graduierung durch eine beliebiges
abelsches Monoid Γ. Im Fall eines nichtabelschen Monoids wird dieser Begriff
abhängig von der Reihenfolge der Eingänge in unserer multilinearen Abbildung
und wir verfolgen das hier nicht weiter.

Definition 7.6.6.4. Eine Graduierung eines Rings A ist eine Graduierung der
additiven Gruppe A derart, daß gilt ArAs ⊂ Ar+s für alle r, s und 1 ∈ A0. Ein
graduierter Modul über einem graduierten Ring A ist ein A-Modul M mit einer
Graduierung M =

⊕
M i derart, daß gilt ArM s ⊂M r+s für alle r, s.

Ergänzung 7.6.6.5. Etwas allgemeiner erklärt man ähnlich für jedes abelsche Mo-
noid Γ den Begriff einer Γ-Graduierung auf einem Ring und eines Γ-graduierten
Moduls über einem Γ-graduierten Ring. Etwas formaler ist die Forderung im Fall
eines Rings, daß die Multiplikation A×A→ A eine graduierungsverträgliche bi-
lineare Abbildung ist und das Einselement einer graduierungsverträglichen nullli-
nearen Abbildung entspricht.

7.6.6.6 (Diskussion der Homogenität der Eins). Im Fall eines Z-graduierten
Rings kann man aus den anderen Eigenschaften bereits herleiten, daß das Eins-
Element notwendig homogenen sein muß vom Grad Null, in Formeln 1 ∈ A0. Um
das zu sehen, berechne man das Produkt der homogenen Komponenten von 1 mit
beliebigen homogenen Elementen des Rings. Im Fall allgemeinerer Γ-graduierter
Ringe geht das jedoch nicht mehr. Es ist dehalb unnatürlich, diese Bedingung aus
der Definition wegzulassen.

7.6.6.7. Für eine Untergruppe U ⊂ V beziehungsweise einen Quotienten V/U
einer graduierten abelschen Gruppe V bilden die Schnitte U r = V r ∩ U bezie-
hungsweise die Bilder der V r in V/U im allgemeinen keine Graduierung von U
beziehungsweise von V/U . Das gilt nur, wenn mit jedem v ∈ U auch alle homo-
genen Komponenten von v zu U gehören, wenn also für die U r = U ∩ V r gilt
U =

⊕
r U

r. Eine Untergruppe einer graduierten abelschen Gruppe mit dieser Ei-
genschaft nennt man eine homogene Untergruppe, und für den Quotienten einer
graduierten abelschen Gruppe nach einer homogenen Untergruppe bilden die Bil-
der der V r in der Tat auch eine Graduierung des Quotienten V/U und wir haben
dann (V/U)r = V r/U r.

7.6.6.8. Jeder Quotient A/I eines graduierten Rings A nach einem homogenen
Ideal I ist mit der natürlichen Graduierung wieder ein graduierter Ring.

7.6.6.9. Analog definiert man graduierte Vektorräume und graduierte Alge-
bren.
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Beispiel 7.6.6.10. Gegeben ein Körper k oder auch ein beliebiger Ring besitzt der
Polynomring k[T1, . . . , Tn] genau eine Graduierung derart, daß die homogenen
Elemente vom Grad r eben die homogenen Polynome vom Grad r aus 6.2.9.9
sind. Diese Graduierung nennen wir die Standardgraduierung auf unserem Po-
lynomring. Etwas allgemeiner besitzt er auch für beliebige d1, . . . , dn ∈ Z genau
eine Graduierung derart, daß Ti jeweils homogen ist vom Grad di.

Ergänzung 7.6.6.11. Gegeben ein Vektorraum V besitzen die Tensoralgebra TV
nach 4.7.9.7, die Graßmann-Algebra

∧
V nach 4.6.5.4 und die symmetrische Al-

gebra SV nach 7.3.5.1 jeweils eine natürliche Graduierung durch die Teilräume,
die wir im jeweiligen Kontext TrV ,

∧r V und SrV notiert hatten.

Ergänzung 7.6.6.12. Gegeben ein graduierter Ring A =
⊕

i∈ZA
i mag es na-

heliegend scheinen, einen weiteren graduierten Ring einzuführen als die Grup-
pe A mit der Multiplikation a ∗ b = (−1)|a||b|ab für homogene a, b ∈ A. Das
liefert jedoch nichts Neues, genauer gilt mit der Notation [|a|/2] für die größte
ganze Zahl kleinergleich |a|/2 für den Gruppenisomorphismus ϕ : A

∼→ A ge-
geben durch ϕ(a) = (−1)[|a|/2]a für beliebige homogene a ∈ A die Relation
ϕ(ab) = ϕ(a) ∗ ϕ(b). Ich kenne für die dieser Erkenntnis zugrundeliegende mit
beliebigen α, β ∈ Z gültige Kongruenz

[(α + β)/2] ≡ αβ + [α/2] + [β/2] (mod 2)

keinen besseren Beweis als den Vergleich der beiden Verknüpfungstabellen für
α, β ∈ Z/4Z.

Übungen

Übung 7.6.6.13 (Radikale homogener Ideale). Gegeben ein homogenes Ideal in
einem graduierten Kring ist auch sein Radikal wieder homogen. Hinweis: Man
zeige, daß für xn + xn+1 + . . .+ xm aus dem Radikal mit xi homogen vom Grad
i auch xn zu fraglichem Radikal gehört.

Ergänzende Übung 7.6.6.14. Man zeige, daß es auf jedem Schiefkörper nur eine
einzige Graduierung gibt, die ihn zu einem graduierten Ring macht.

Übung 7.6.6.15 (Charakterisierung homogener Integritätsringe). Ein gradu-
ierter Ring ist ein Integritätsring genau dann, wenn er nicht Null ist und wenn
für je zwei homogene von Null verschiedene Elemente auch ihr Produkt von Null
verschieden ist. Ein homogenes Ideal in einem graduierten Ring ist vollprim ge-
nau dann, wenn es nicht der ganze Ring ist und für je zwei homogene Elemente
außerhalb unseres homogenen Ideals auch ihr Produkt außerhalb unseres homo-
genen Ideals liegt.
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Übung 7.6.6.16. Jeder graduierte noethersche Modul über einem graduierten Kring
besitzt eine endliche Filtrierung durch homogene Untermoduln derart, daß al-
le Subquotienten isomorph sind zu Quotienten unseres Krings nach homogenen
Primidealen. Hinweis: 7.4.2.27 und 7.6.6.15.

Übung 7.6.6.17 (Graduierung und Lokalisierung). Gegeben ein graduierter Kring
A und eine Teilmenge S ⊂ A, die aus homogenen Elementen besteht, sowie ein
graduierter A-Modul M gibt es genau eine Graduierung auf dem A-Modul S−1M
derart, daß lok : M → S−1M die Graduierung erhält. Die von einer graduierungs-
verträglichen multilinearen Abbildung auf den Lokalisierungen induzierte mul-
tilineare Abbildung ist auch wieder graduierungsverträglich. Insbesondere wird
S−1A ein graduierter Kring und S−1M ein graduierter A-Modul.

Übung 7.6.6.18 (Moduln als graduierte Moduln). SeienA ein Ring undA[T, T−1]
der Ring der Laurentpolynome mit Koeffizienten in A und der durch grad(T ) = 1
gegebenen Z-Graduierung. Man zeige, daß der Funktor M 7→ M0 eine Äquiva-
lenz

A[T, T−1] -ModZ
≈→ A -Mod

ist zwischen der Kategorie aller Z-graduierten A[T, T−1]-Moduln und der Kate-
gorie aller A-Moduln und daß die Einbettung einen Isomorphismus

M0 ∼→M/(T − 1)M

induziert. Man zeige auch: Im Fall eines kommutativen Rings liefert für jede Teil-
menge S ⊂ A und jeden graduierten A[T, T−1]-Modul M der durch die univer-
selle Eigenschaft gegebene Morphismus einen Isomorphismus

S−1(M0)
∼→ (S−1M)0

Vorschau 7.6.6.19. In einer geometrischen Sprache, die wir später entwickeln, be-
sagt die vorhergehende Übung anschaulich insbesondere, daß wir für jede affine
k-Varietät X eine Äquivalenz von Kategorien erhalten zwischen k×-äquivarian-
ten quasikohärenten Modulgarben auf k××X und quasikohärenten Modulgarben
auf X . Eine analoge Aussage für ein beliebiges affines Schema X ist dann sogar
gleichbedeutend zur Hauptaussage unserer Übung im Fall eines beliebigen kom-
mutativen Rings A.

7.6.7 Graduierte Variante des Elementarteilersatzes**
Proposition 7.6.7.1. Gegeben ein Körper k ist jeder endlich erzeugte graduier-
te Modul über dem Polynomring k[t] mit seiner Standardgraduierung die direkte
Summe von endlich vielen Untermoduln, die jeweils von einem homogenen Ele-
ment erzeugt werden.
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Beweis. Sei M unser Modul und T der Untermodul seiner Torsionselemente. So
ist M/T frei und dann auch graduiert frei und die Surjektion M � M/T besitzt
eine graderhaltende Spaltung und liefert einen Isomorphismus von graduierten
Moduln M ∼= T ⊕M/T . Das anschließende Lemma 7.6.7.3 beendet dann den
Beweis.

7.6.7.2. Wir erinnern die Notation, nach der für eine Z-graduierte abelsche Grup-
pe M =

⊕
Mn mit M [j] die in der Graduierung verschobene Gruppe bezeichnet

wird. Genauer setzen wir (M [j])n = Mn+j .

Lemma 7.6.7.3. Gegeben ein Körper k wird jeder endlichdimensionale gradu-
ierte und graduiert unzerlegbare k[t]-Modul M von einem homogenen Element
erzeugt. In Formeln ausgedrückt gibt es also i ∈ N, j ∈ Z und einen graderhal-
tenden Isomorphismus

M ∼= k[t]/〈ti+1〉[j]

Beweis. Sei M ein von Null verschiedener endlichdimensionaler Z-graduierter
k[t]-Modul und m ∈ M ein Vektor mit kleinstmöglichem Annullator, sagen wir
Ann(m) = 〈ti+1〉. So ist M sogar ein Modul über k[t]/〈ti+1〉 und m besitzt auch
eine homogene Komponente, die von ti nicht annulliert wird. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit dürfen wir alsom homogen annehmen, etwa vom Grad j. Dann
liefert m eine graderhaltende Einbettung

k[t]/〈ti+1〉[−j] ↪→M

Nehmen wir auf beiden Seiten den k-dualen k[t]-Modul, so wir sie zu einer gra-
derhaltenden Surjektion M∗ � k[t]/〈ti+1〉[l] für geeignetes l und muß spalten
als Surjektion auf einen freien Modul. Folglich spaltete auch schon unsere Ein-
bettung. War M graduiert unzerlegbar, so muß sie folglich ein Isomorphismus
gewesen sein.

Korollar 7.6.7.4 (Graduierte Variante des Elementarteilersatzes). Seien k ein
Körper undM,N endlich erzeugte graduierte graduiert freie k[t]-Moduln. So gibt
es für jeden graderhaltenden Homomorphismus von k[t]-Moduln

f : M → N

Basen von M und N aus homogenen Elementen, bezüglich derer die Matrix unse-
res Homomorphismus höchstens auf der Diagonalen von Null verschiedene Ein-
träge hat.

Beweis. Das Bild vonM ist graduiert frei, folglich spaltetM alsM ∼= ker f⊕imf.
Wir dürfen also ohne Beschränkung der Allgemeinheit f injektiv annehmen. In-
dem wir sonst M durch tM ersetzen, dürfen wir sogar M ⊂ tN annehmen.
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Jetzt finden wir nach 7.6.7.1 homogene Elemente n1, . . . , nr ∈ N derart, daß
die n̄i ∈ N/M von Null verschieden sind und N/M die direkte Summe der von
den n̄i erzeugten zyklischen Untermoduln ist. Sind genau die ersten s dieser zykli-
schen Moduln endlichdimensional von den Dimensionen d(1), . . . , d(s), so bilden
td(1)+1n1, . . . , t

d(s)+1ns die gesuchte Basis von M .

7.6.8 Rechnen in projektiven Varietäten

7.6.8.1. Um die Zariskitopologie auf Pnk konkret zu beschreiben, erinnere ich an
die Begrifflichkeit graduierter Gruppen und Ringe. Gegeben ein Körper k besitzt
der Polynomring k[T1, . . . , Tn] genau eine Graduierung derart, daß die homoge-
nen Elemente vom Grad r eben die homogenen Polynome vom Grad r aus 6.2.9.9
sind.

7.6.8.2. Sei k ein Körper. Gegeben eine Menge I ⊂ k[T0, . . . , Tn] von homogenen
Polynomen ist ihre Nullstellenmenge Z(I) ⊂ kn+1 stets stabil unter k×.

Lemma 7.6.8.3. Gegeben k ein unendlicher Körper und C ⊂ kn+1 eine k×-
stabile Teilmenge ist das Verschwindungsideal I(C) ⊂ k[T0, . . . , Tn] homogen.

Ergänzung 7.6.8.4. Im Fall eines endlichen Körpers k ist das nicht mehr richtig.
Im Fall |k| = q < ∞ verschwindet zum Beispiel das Polynom Xq−1 − 1 auf
k×, nicht aber seine homogene Komponente vom Grad Null. Es wird in diesem
Fall auch nicht richtiger, wenn man nur k×-stabile Teilmengen betrachtet, die den
Ursprung enthalten: Das Produkt (Xq−1 − 1)(Y q − Y ) etwa verschwindet auf
beiden Koordinatenachsen, nicht aber seine homogene Komponente Y vom Grad
Eins.

Beweis. Wir betrachten für alle λ ∈ k× die Multiplikation λ : kn+1 → kn+1. Sie
induziert auf den polynomialen Funktionen eine Abbildung λ∗ : k[T0, . . . , Tn]→
k[T0, . . . , Tn] gegeben durch die Vorschrift Ti 7→ λTi. Wir haben also in For-
meln P (λx) = (λ∗P )(x) für alle Polynome P und alle Punkte x ∈ kn+1. Das
Verschwindungsideal einer k×-stabilen Teilmenge ist mithin stabil unter allen λ∗.
Die Aussage folgt nun aus dem anschließenden Lemma 7.6.8.5, angewandt auf
den Z-graduierten Vektorraum V = k[T0, . . . , Tn].

Lemma 7.6.8.5 (Graduierungen und k×-Operationen). Gegeben ein Z-gradu-
ierter Vektorraum V =

⊕
i V

i über einem Körper k erkläre man für jedes λ ∈ k×
einen Automorphismus λ∗ von V durch die Vorschrift λ∗(v) := λiv für alle v ∈
V i. Ist k unendlich, so sind die unter allen λ∗ stabilen Teilräume von V genau die
homogenen Teilräume.
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Vorschau 7.6.8.6. (k = k̄). In 7.9.4.5 werden wir zeigen, daß die „algebraischen“
Operationen der multiplikativen Gruppe k× auf einer affinen k-Varietät X unter
der durch das Lemma gegebenen Konstruktion eineindeutig den Z-Graduierungen
auf ihrem Ring von regulären Funktionen O(X) entsprechen.

Beweis. Daß alle homogenen Teilräume unter allen λ∗ stabil sind, ist klar. Sei um-
gekehrt U ⊂ V ein unter allen λ∗ stabiler Teilraum und v ∈ U ein Vektor. Sicher
gibt es ein r ∈ Nmit v ∈

⊕
|i|≤r V

i. Da k unendlich angenommen war, finden wir
λ ∈ k× mit λr, λr−1, . . . , λ−r paarweise verschieden. Da U ⊂ V unter λ∗ stabil
ist, muß λ∗ nach 3.6.6.19 auch auf U diagonalisierbar sein. Nach 4.7.8.9 zerfällt
mithin U in die direkte Summe der Eigenräume von λ∗. Insbesondere zerfällt auch
v auf genau eine Weise in eine Summe v =

∑
ui mit ui ∈ U und λ∗ui = λiui.

Das muß aber bereits die Zerlegung von v nach homogenen Komponenten in V
sein. Da folglich für jedes u ∈ U auch seine homogenen Komponenten zu U
gehören, muß damit U ein homogener Teilraum sein.

7.6.8.7 (Homogene Ideale und k×-stabile Teilmengen). Gegeben eine affine Va-
rietät X betrachten wir X × kn mit der k×-Operation λ(x, v) = (x, λv) und den
offensichtlichen Isomorphismus O(X)[T1, . . . , Tn]

∼→ O(X × kn) aus 7.3.4.21
und versehen die linke Seite mit der Standardgraduierung und die rechte Seite mit
der induzierten Graduierung. So ist für jedes homogene Ideal I ⊂ O(X × kn) die
Nullstellenmenge Z(I) stabil unter der Operation von k×, und umgekehrt ist für
jede k×-stabile Teilmenge Y ⊂ X × kn das Verschwindungsideal I(Y ) homogen
nach 7.6.8.5.
7.6.8.8. Wir verwenden im Fall eines unendlichen Grundkörpers k für jede Teil-
menge W ⊂ Pnk die Notation

I∗(W ) := I(C(W ))

für das Verschwindungsideal des Kegels überW und nennen I∗(W ) das homoge-
ne Verschwindungsideal von W . In der Tat ist I∗(W ) im Fall eines unendlichen
Grundkörpers nach 7.6.8.3 stets ein homogenes Ideal, ja sogar ein echtes homo-
genes Radikalideal. Der Quotient

O∗(W ) := k[T0, . . . , Tn]/I∗(W ) = O(C(W ))

heißt der homogene Koordinatenring von W . In unseren Konventionen haben
wir insbesondere O∗(∅) = k für die leere Teilmenge ∅ ⊂ Pnk.
7.6.8.9. Umgekehrt verwenden wir sowohl für jede aus homogenen Elementen
bestehende Teilmenge als auch für jedes homogene Ideal I ⊂ k[T0, . . . , Tn] die
Notation

Z∗(I) := π(Z(I)\0)

und nennen Z∗(I) die projektive Nullstellenmenge von I .
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7.6.8.10. Die Abbildungen I∗ und Z∗ kehren wieder Inklusionen um. Wir haben
stetsW ⊂ Z∗(I∗(W )). Wenn wir uns auf homogene Teilmengen I ⊂ I(0) bezie-
hungsweise homogene Ideale I ( k[T0, . . . , Tn] beschränken, die also keine von
Null verschiedenen Konstanten enthalten, so gilt auch I ⊂ I∗(Z∗(I)).

Korollar 7.6.8.11 (Zariskitopologie auf Pnk und homogene Ideale). (k = k̄).
Ordnen wir jedem homogenen Radikalideal I ⊂ k[T0, . . . , Tn] seine projektive
Nullstellenmenge zu, so erhalten wir eine Bijektion

Z∗ :

{
Homogene Radikalideale

I ( k[T0, . . . , Tn]

}
∼→
{

Abgeschlossene Teilmengen
Y ⊂∧ Pnk

}
mit Umkehrabbildung Y 7→ I∗(Y ).

Beweis. Wir erinnern die Projektion π : kn+1\0 � Pnk. Das Bilden des Urbilds
unter π, das Hinzufügen des Ursprungs und das Bilden des Verschwindungsideals
liefern Bijektionen{

abgeschlossene
Teilmengen von Pnk

}
∼→

{
k×-stabile abgeschlossene
Teilmengen von kn+1\0

}
↓ o{

homogene Radikalideale
I ( k[T0, . . . , Tn]

}
∼←

{
k×-stabile abgeschlossene

Teilmengen X ⊂∧ kn+1 mit 0 ∈ X

}
Die Zusammenfassung der ersten beiden Bijektionen hatten wir bereits in 7.6.5.16
als Kegelkonstruktion Y 7→ C(Y ) eingeführt. Beim letzten Schritt verwenden wir,
daß nach 7.6.8.3 und 7.6.8.2 unter unserer Bijektion 7.1.6.16 zwischen algebrai-
schen Teilmengen von kn+1 und Radikalidealen die k×-invarianten Teilmengen
genau den homogenen Radikalidealen entsprechen müssen.

7.6.8.12. Nach 7.6.5.17 induziert unsere Bijektion auch eine Bijektion

Z∗ :

{
Homogene Primideale

mit I ( I(0)

}
∼→
{

Irreduzible abgeschlossene
Teilmengen Y ⊂∧ Pnk

}
Da wir im kn bereits nach 7.4.2.22 wissen, daß die irreduziblen Hyperflächen
genau die Nullstellenmengen der irreduziblen Polynome sind, erhalten wir weiter
für n ≥ 1 Bijektionen

Z∗ :

{
Homogene irreduzible

Polynome f ∈ k[T0, . . . , Tn]

}
/k×

∼→
{

Irreduzible
Hyperflächen Y ⊂∧ Pnk

}

Z∗ :

{
Homogene quadratfreie

Polynome f ∈ k[T0, . . . , Tn]

}
/k×

∼→
{

Beliebige
Hyperflächen Y ⊂∧ Pnk

}
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Eine Hyperfläche in einem projektiven Raum heißt ganz allgemein eine projek-
tive Hyperfläche. Der Grad eines und jedes zu einer projektiven Hyperfläche
gehörigen quadratfreien homogenen Polynoms heißt der Grad unserer projek-
tiven Hyperfläche. Den Grad einer projektiven Hyperfläche H ⊂∧ Pnk notieren
wir

gradH

Grad Null hat nur die leere Hyperfläche. Hyperflächen der Grade Eins, Zwei, Drei,
Vier und Fünf und Sechs heißen Hyperebene, Quadrik, Kubik, Quartik, Quin-
tik und Sextik.

7.6.8.13. Vereinigen wir zwei projektive Hyperflächen ohne gemeinsame irredu-
zible Komponente in demselben projektiven Raum, so addieren sich ihre Grade.
So ist zum Beispiel die Vereinigung zweier verschiedener Hyperebenen stets eine
Quadrik.

7.6.8.14 (Projektive Vervollständigung ohne Koordinaten). Für einen koor-
dinatenfreien und dadurch hoffentlich anschaulicheren Zugang mag man wie in
7.6.5.8 jedem endlichdimenionalen affinen RaumE seine projektive Vervollständi-
gung VE = E t P ~E zuordnen. Gegeben X ⊂∧ E bedeutet das Bilden seines
Abschlusses X̄ ⊂ VE anschaulich, daß wir „alle Richtungen aus P ~E mit hin-
zunehmen, in die X ins Unendliche entweicht“. Bei der Parabel x2 = y in der
Ebene k2 wäre das etwa die Richtung der y-Achse und bei der Hyperbel xy = 1
die Richtungen beider Koordinatenachsen.

Proposition* 7.6.8.15 (Darstellung algebraischer Mengen durch Gleichun-
gen). (k = k̄). Seien Z ⊂∧ X ⊂∧ Pnk nichtleere äquidimensionale projektive
Varietäten und sei c = kdimX−kdimZ. So gibt es Elemente f1, . . . , fc ∈ O∗(X)
mit Z∗(f1, . . . , fc) ⊃ Z äquidimensional von derselben Dimension wie Z.

Beweis. Analog zu 7.5.9.10. Im Fall c = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden
wir ein homogenes kürzbares Element f1 ∈ O∗(X) mit Z ⊂ Z∗(f1). In der Tat
finden wir homogene Funktionen, die auf C(Z) und endlich vielen vorgegebe-
nen Ursprungsgeraden verschwinden, auf einer weiteren Ursprungsgerade außer-
halb von C(Z) aber nicht verschwinden. Indem wir solche Funktionen potenzie-
ren und dann die Summe bilden, finden wir homogene Funktionen, die auf C(Z)
verschwinden, aber auf endlich vielen vorgegebenen Ursprungsgeraden außerhalb
von C(Z) nicht verschwinden. Der Beweis kann nun mit Induktion über c zu Ende
geführt werden.

Übungen

Übung 7.6.8.16. (k = k̄). Man zeige: Gegeben W ⊂ Pnk ist Z∗(I∗(W )) = W̄
der Abschluß vonW in der Zariskitopologie. Für beliebige Teilmengen I ⊂ I(0),
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die aus homogenen Elementen bestehen, sowie für beliebige homogene Ideale
I ⊂ I(0) ist I∗(Z∗(I)) =

√
〈I〉 das Radikal des von I erzeugten Ideals.

Übung 7.6.8.17. Das Komplement einer nichtleeren Hyperfläche im projektiven
Raum ist stets eine affine Varietät.

Übung 7.6.8.18 (Homogenisierung und Dehomogenisierung). (k = k̄). Wir be-
trachten für n ≥ 1 die Einbettung i0 : kn ↪→ Pnk gegeben durch das Hinzufügen
einer ersten Koordinate Eins und den Übergang zur davon erzeugten Geraden

i0 : (x1, . . . , xn) 7→ 〈1, x1, . . . , xn〉

Das Komplement H0 := Pnk\i0(kn) ihres Bildes ist eine projektive Hyperebene
im Sinne von 5.1.4.8 und damit isomorph zu Pn−1k. Wir erhalten eine offensicht-
liche Bijektion{

Abgeschlossene Teilmengen
Y ⊂ kn

}
∼→
{

Abgeschlossene Teilmengen
A ⊂ Pnk mit H0 ⊂ A

}
durch Y 7→ i0(Y ) ∪H0 und A 7→ i−1

0 (A). Wir folgern eine weitere Bijektion{
Echte abgeschlossene
Teilmengen Y ( kn

}
∼→
{

Echte abgeschlossene Teilmengen
B ( Pnk ohne Komponente in H0

}
durch Y 7→ i0(Y ) und B 7→ i−1

0 (B). Ist I ⊂ k[T0, . . . , Tn] eine Menge von
homogenen Polynomen oder ein homogenes Ideal und B ⊂ Pnk eine beliebige
Teilmenge, so gelten die Identitäten

i−1
0 Z∗(I) = Z(a0(I)) (7.1)

a0(I∗(B)) = I(i−1
0 B) (7.2)

für a0 : k[T0, . . . , Tn] → k[T1, . . . , Tn] gegeben durch T0 7→ 1. Sei umgekehrt
die Homogenisierung h0(f) ∈ k[T0, . . . , Tn] von f ∈ k[T1, . . . , Tn] erklärt durch
die Vorschrift h0(a) = aT0 für a ∈ k und auf nichtkonstanten Polynomen durch
h0(
∑
cαT

α) =
∑
cαT

αT
d−|α|
0 für d = sup{|α| | cα 6= 0} der Totalgrad. Zum

Beispiel haben wir

hz(X
2Y + Y 3 + 4Y 2X3) = Z2X2Y + Z2Y 3 + 4Y 2X3

mit der Konvention, daß wir bei den wenigen Variablen statt (T0, T1, T2) der Über-
sichtlichkeit halber (Z, Y,X) schreiben und die Homogenisierung statt h0 in die-
sem Kontext hz notieren, da sie ja „durch die zusätzliche Variable Z“ geschieht
und nicht „durch die zusätzliche Variable T0“. Mit dieser Notation finden wir für
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eine beliebige Teilmenge J ⊂ k[T1, . . . , Tn] und eine beliebige Teilmenge Y ⊂ kn

die Identitäten
i0Z(J) ∪H0 = Z∗(h0(J) ∪ {T0})

〈h0(I(Y )), T0〉 = I∗(i0(Y ) ∪H0)

Ist schließlich J ( k[T1, . . . , Tn] ein echtes Ideal und Y ⊂ kn eine Teilmenge, so
gelten die Identitäten

i0Z(J) = Z∗(h0(J))

〈h0(I(Y ))〉 = I∗(i0(Y ))

Ist J ⊂ k[T1, . . . , Tn] beliebig, so haben wir Z∗(h0(J)) = i0Z(J) ∪R mit einem
Rest R ⊂∧ H0, über den wir a priori wenig wissen.

7.6.9 Hilbertpolynome

7.6.9.1. Ich erinnere an Übung 3.5.3.43, nach der wir für jeden Ring k den Ring
k((u)) der formalen Laurentreihen mit Koeffizienten in k der Gestalt

∑
n≥N anu

n

mit an ∈ k und N ∈ Z bilden können. Ich erinnere weiter daran, daß formale
Laurentreihen

∑
n≥N anu

n mit aN ∈ k× einer Einheit des Grundrings k selbst
Einheiten des Rings der formalen Laurentreihen sind. Unter der offensichtlichen
Einbettung k[u, u−1] ↪→ k((u)) der formalen Laurent-Polynome in die formalen
Laurentreihen, ja bereits unter der offensichtlichen Einbettung k[u] ↪→ kJuK des
Polynomrings in den Ring der formalen Potenzreihen wird zum Beispiel (1 − u)
eine Einheit mit Inversem 1 + u+ u2 + . . .

Satz 7.6.9.2 (Erzeugende Funktionen zu Moduln über Polynomringen). Seien
k ein Körper und M =

⊕
i∈ZM

i ein endlich erzeugter graduierter Modul über
dem Polynomring k[T1, . . . , Tn] mit seiner Standardgraduierung. So gibt es genau
ein Laurent-Polynom fM ∈ Z[u, u−1] derart, daß im Ring Z((u)) der formalen
Laurentreihen gilt ∑

(dimkM
i)ui =

fM(u)

(1− u)n

7.6.9.3. Dasselbe gilt mit demselben Beweis, wenn wir für k einen Kring endli-
cher Länge nehmen und statt dimkM

i die Länge lk(M i) des k-Moduls M i be-
trachten. Man überlegt sich, daß auch in diesem Fall jeder endlich erzeugte gra-
duierte Modul von endlich vielen homogenen Elementen erzeugt wird, und da die
homogenen Komponenten des Polynomrings k[T1, . . . , Tn] mit seiner Standard-
graduierung endliche Länge haben, folgt dasselbe für die homogenen Komponen-
ten unseres endlich erzeugten Moduls M .
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Beweis. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich, nur die Existenz bleibt zu zeigen.
Wir notieren die linke Seite E(M,u) und argumentieren mit vollständiger Indukti-
on über die Zahl der Variablen. Der Fall n = 0 ist offensichtlich. Sonst betrachten
wir die exakte Sequenz ker ↪→M

T1·−→M � cok und folgern durch mehrmaliges
Anwenden der Dimensionsformel 3.2.2.5 leicht

dim keri− dimM i + dimM i+1 − dim coki+1 = 0

alias uE(ker, u)− uE(M,u) + E(M,u)−E(cok, u) = 0 alias (1− u)E(M,u) =
E(cok, u)− uE(ker, u). Nun wirkt T1 aber auf ker und cok durch Null. Induktion
zeigt dann, daß E(M,u) die gewünschte Form hat.

Satz 7.6.9.4 (Hilbertpolynom). Seien k ein Körper und M =
⊕

iM
i ein end-

lich erzeugter graduierter Modul über dem Polynomring k[T1, . . . , Tn]. So gibt es
Polynome QM ,PM ∈ Q[t] derart, daß für alle hinreichend großen i ∈ N gilt

dimkM
i = QM(i) und dimkM

≤i = PM(i).

Beide Polynome sind eindeutig bestimmt. PM heißt das Hilbert-Polynom vonM .
Es hat höchstens den Grad n. Ich nenne diesen Grad die Hilbert-Dimension des
graduierten Moduls M und notiere ihn

hdim(M) := grad PM

7.6.9.5. Dasselbe gilt mit demselben Beweis, wenn wir für k einen Kring endli-
cher Länge nehmen und statt dimkM

i die Länge lk(M i) des k-Moduls M i be-
trachten.

7.6.9.6. Nur der Nullmodul hat die Hilbertdimension−∞. Hilbertdimension Null
haben genau die graduierten Moduln, die als k-Vektorräume eine endliche positive
Dimension beziehungsweise als k-Moduln eine endliche positive Länge haben.

Beweis. Die Binomialreihe 10.6.1.23 oder auch elementare Überlegungen liefern
die Entwicklung

1

(1− u)n
=
∞∑
i=0

(
−n
i

)
(−u)i =

∞∑
i=0

(
n+ i− 1

n− 1

)
ui

in QJuK. Die Binomialkoeffizienten ganz rechts sind offensichtlich die Werte bei
i des Polynoms

Qn(t) :=

(
n+ t− 1

n− 1

)
=

(n+ t− 1)(n+ t− 2) . . . (t+ 1)

(n− 1)!
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So folgt aus dem vorhergehenden Satz 7.6.9.2 schon mal die Existenz eines Poly-
noms QM vom Grad ≤ n− 1 mit dimkM

i = QM(i) für i� 0. Nun mache man
N :=

⊕
iM

≤i zu einem graduierten Modul über dem erweiterten Polynomring
k[T0, T1, . . . , Tn], indem man T0 als Einbettung M≤i ↪→ M≤i+1 operieren läßt
und die anderen Tν als die Multiplikationsabbildungen (Tν ·) : M≤i → M≤i+1.
Man sieht leicht, daß mit M auch N endlich erzeugt ist. Das Polynom QN für den
so konstruierten Modul N ist dann das gesuchte Polynom PM .

7.6.9.7 (Multiplizitäten). Gegeben ein Körper k und ein endlich erzeugter gra-
duierter Modul M über dem Polynomring k[T1, . . . , Tn] und d ∈ N setzen wir

multd(M) := lim
i→∞

d! dimkM
≤i/id

und behaupten, daß dieser Grenzwert stets in Nt{∞} existiert. In der Tat wissen
wir aus 3.5.4.8, daß Polynome P ∈ Q[t], die auf allen hinreichend großen na-
türlichen Zahlen positive ganzzahlige Werte annehmen, stets die Gestalt P (t) =
aht

h + ah−1t
h−1 + . . . + a0 haben mit h ≥ 0 und h!ah ∈ N≥1. Diese Erkennt-

nis gilt es dann auf das Hilbertpolynom PM(t) anzuwenden. Für M 6= 0 von der
Hilbertdimension h = hdimM finden wir

multd(M) =


0 d > h;
h!ah d = h;
∞ d < h.

mit ah dem Leitkoeffizient des Hilbertpolynoms PM von M . Wir nennen unser
multd(M) ∈ Nt{∞} die d-Multiplizität vonM . FürM 6= 0 und h = hdim(M)
heißt die Zahl multh(M) ∈ N≥1 die Multiplizität von M und wir notieren sie
mult(M). Im Fall des Nullmoduls sind alle d-Multiplizitäten Null. All das gilt
analog für einen beliebigen Kring k endlicher Länge.

7.6.9.8 (Additivität der Multiplizitäten). Gegeben ein Körper k und eine kur-
ze exakte Sequenz N ↪→ M � Q von endlich erzeugten graduierten Moduln
über dem Polynomring k[T1, . . . , Tn] gilt für die Hilbertdimensionen hdim(M) =
max(hdim(N), hdim(Q)) und für d ∈ N haben wir

multd(M) = multd(N) + multd(Q)

Weiter bleiben die Hilbertdimension ebenso wie die Multiplizitäten bei Verschie-
bungen der Graduierung unverändert. Dasselbe gilt offensichtlich analog im Fall
eines beliebigen Krings k endlicher Länge.

Ergänzung 7.6.9.9 (Multiplizität und Hilbertdimension, Variante). Sei M 6= 0
ein endlich erzeugter graduierter Modul über einem Polynomring k[T1, . . . , Tn]
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mit Koeffizienten in einem Körper k. Offensichtlich müssen sich die Multiplizi-
täten und die Hilbertdimension auch direkt an der erzeugenden Funktion E(M,u)
aus 7.6.9.2 ablesen lassen. Ich behaupte, daß der Grad d des Hilbertpolynoms PM

dann genau die Polordnung der erzeugenden Funktion bei u = 1 ist und mult(M)
ist der tiefste von Null verschiedene Koeffizient in der Laurententwicklung der
erzeugenden Funktion E(M,u) nach Potenzen von (1 − u). Sei dazu allgemein
E(u) ∈ Z((u)) eine von Null verschiedene formale Potenzreihe aus dem Bild der
offensichtlichen Einbettung

Z[u, u−1, (1− u)−1] ↪→ Z((u))

Zunächst einmal zeigt man wie zuvor, daß es Polynome Q,P ∈ Q[t] gibt mit

E(u) ∈
∑
i≥0

Q(i)ui + Z[u, u−1] und E(u)(1− u)−1 ∈
∑
i≥0

P (i)ui + Z[u, u−1]

Die Partialbruchzerlegung von E hat notwendig die Gestalt

E(u) =
−1∑

ν=−d

aν(1− u)−ν +
−1∑

µ=−m

bµu
−µ +R(u)

mit einem Polynom R(u) ∈ Q[u] und aν , bµ ∈ Q. Rechnen wir uns von hier aus
in den RingQ((u)) der formalen Laurentreihen zurück, so erkennen wir leicht, daß
der Grad des Polynoms Q aus dem vorhergehenden Beweis Eins kleiner ist als die
Polordnung von E bei u = 1 und daß gilt Q = 0 falls E bei u = 1 gar keinen Pol
hat. Denken wir etwas schärfer nach oder erinnern 3.5.5.26, so sehen wir weiter,
daß hier sogar notwendig gilt aν , bµ ∈ Z für alle ν sowie R ∈ Z[u]. Zusätzlich
erkennen wir, daß im Fall Q 6= 0 für d > 0 größtmöglich mit a−d 6= 0 unser
Polynom Q den Leitkoeffizienten a−d/(d− 1)! hat. Mehr war nicht zu zeigen.

Übungen

Übung 7.6.9.10 (Kokerne homogener Selbstinjektionen). Seien k ein Körper
und M =

⊕
iM

i ein endlich erzeugter von Null verschiedener graduierter Modul
über dem Polynomring k[T1, . . . , Tn]. Ist f : M ↪→ M ein injektiver Endomor-
phismus von M und gibt es r > 0 mit f(M i) ⊂ M i+r für alle i, so hat cok f im
Vergleich zu M eine um Eins kleinere Hilbertdimension und die r-fache Multipli-
zität, in Formeln

hdim(cok f) = hdim(M)− 1 und mult(cok f) = rmult(M).

Ist f zwar nicht notwendig injektiv, aber kennen wir für d := hdim(M) dennoch
die Abschätzung hdim(cok f) < d, so folgt hdim(ker f) < d und

multd−1(cok f)−multd−1(ker f) = rmultd(M)
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Dasselbe gilt im Fall eines beliebigen Krings k endlicher Länge.

Übung 7.6.9.11. Für den Polynomring M = k[T1, . . . , Tn] über einem Körper als
graduierter Modul über sich selbst haben wir dimk(M

≤m) =
(
n+m
n

)
etwa nach

10.1.4.25 und folglich PM(t) =
(
n+t
n

)
und hdimM = n und multM = 1. Ist

k ein von Null verschiedener Kring endlicher Länge l, so haben wir allgemeiner
PM(t) = l

(
n+t
n

)
und hdimM = n sowie multM = l.

7.6.10 Satz von Bézout
7.6.10.1. Sei (X, x) eine bepunktete Varietät. Gegeben eine abgeschlossene Teil-
menge C ⊂∧ X erklären wir ihr lokales Verschwindungsideal Ix(C) ⊂ OX,x
als die Menge aller Funktionskeime, die einen Repräsentanten (U, f) besitzen mit
x ∈ U ⊂◦ X und f ∈ OX(U) und f |U∩C = 0. Im Fall x 6∈ C ist insbesondere das
lokale Verschwindungsideal der ganze lokal Ring.

7.6.10.2. Gegeben eine bepunktete Varietät (X, x) und abgeschlossene Teilmen-
gen C,D ⊂∧ X erklären wir die Vielfachheit von x als Schnittpunkt von C und
D oder kurz die Schnittmultiplizität als

sx(C,D) := dimkOX,x/(Ix(C) + Ix(D)) ∈ N t {∞}

7.6.10.3. Unsere Definition ist eigentlich nur für einen „glatten Punkt x ∈ X“
gemeint, aber diesen Begriff lernen wir erst später kennen. Weiter ist unsere Defi-
nition nur für den Fall kdimx(C) + kdimx(D) = kdimx(X) gemeint, in anderen
Fällen ist sie in der Allgemeinheit unserer Definition nur formal sinnvoll.

7.6.10.4 (Anschauung für Schnittpunkte im Unendlichen). Zwei ebene Kur-
ven, die „in derselben Richtung nach Unendlich gehen“, haben in dieser Richtung
einen Schnittpunkt im Unendlichen. Zum Beispiel schneiden sich die Abschlüsse
der Kurven Z(y − x2) und Z(x + 1) in dem Punkt von P2k = V(k2), der durch
die y-Achse repräsentiert wird.

Beispiel 7.6.10.5. Im Spezialfall X = k2 und von Kurven C,D ⊂∧ k2 gibt es
nach 7.4.2.22 quadratfreie Polynome f, g mit I(C) = f und I(D) = g. Genau-
er zeigen wir das in 7.4.2.22 für Hyperflächen in k2, also abgeschlossene Teil-
mengen, deren irreduzible Komponenten alle die Krullkodimension Eins haben,
und daß diese wirklich genau unsere Kurven sind, also die äqui-eindimensionalen
abgeschlossenen Teilmengen, folgt dann aus 7.5.4.4. Sind unsere Polynome tei-
lerfremd, so ist der Quotient k[T, S]/〈f, g〉 endlichdimensional als k-Vektorraum
nach 7.1.6.21, da unsere beiden Polynome höchstens endlich viele gemeinsame
Nullstellen besitzen nach 6.2.10.2 oder auch, da jede abgeschlossene echte Teil-
menge einer irreduziblen eindimensionalen Varietät eine nulldimensionale Varie-
tät und folglich endlich sein muß und wir diese Erkenntnis auf alle irreduziblen
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Komponenten unserer Kurven anwenden können. Die Lokalisierung unseres Quo-
tienten ist dann auch endlichdimensional als k-Vektorraum nach 7.4.3.58. Insbe-
sondere ist unsere Vielfachheit sx(C,D) also endlich, wenn die Komponenten der
Kurve C, die durch x laufen, paarweise verschieden sind von den Komponenten
der Kurve D, die durch x laufen. Im folgenden listen wir noch einige genauere
Aussagen für die Schnittmultiplizität sx(C,D) unserer Kurven C,D ⊂∧ k2 auf
und nehmen dabei an, daß sie keine gemeinsamen Komponenten haben, die durch
x gehen, und daß sie die Nullstellenmengen der quadratfreien Polynome f, g sind.

1. Die Schnittmultiplizität ist Null sx(C,D) = 0 genau dann, wenn eine un-
serer Kurven nicht durch x geht, denn genau dann ist f oder g im lokalen
Ring OX,x eine Einheit und andernfalls gehören sie beide zum maximalen
Ideal;

2. Die Schnittmultiplizität ist Eins sx(C,D) = 1 genau dann, wenn f̄ und
ḡ bereits mx/m

2
x erzeugen, denn genau dann erzeugen sie nach Nakaya-

ma bereits ganz mx. In anderen Worten und vielleicht anschaulicher gesagt
bedeutet diese Bedingung, daß die Gradienten von f und g bei x linear un-
abhängig sind;

3. Im Fall g(S, T ) = T , wenn also die zweite unserer Kurven eine Koordina-
tenachse ist, finden wir als Schnittmultiplizität

s(0,0)(C,D) = inf{n | Sn teilt f(S, 0)}

den kleinstmöglichen Grad eines Monoms in S, das mit von Null verschie-
denem Koeffizienten in f(S, 0) auftaucht. Das ist leicht einzusehen. In ande-
ren Worten ist das der Grad der Nullstelle am Ursprung der Einschränkung
von f auf unsere Koordinatenachse. Analog bestimmt man die Schnittmul-
tiplizitäten von beliebigen Kurven mit beliebigen affinen Geraden in k2;

4. Sind f̃, g̃ die von Null verschiedenen homogenen Komponenten kleinst-
möglichen Grades von f, g und r, s deren Grade, so gilt s(0,0)(C,D) ≥ rs

mit Gleichheit genau dann, wenn f̃ und g̃ auch ihrerseits teilerfremd sind.
Das verallgemeinert die Aussage über transversalen Schnitt, ist aber nicht
ganz so leicht einzusehen. Wir zeigen die Aussage in 7.7.4.37.

5. Ist C = C1 ∪ . . . ∪ Cn die Zerlegung in irreduzible Komponenten, so gilt
sx(C,D) = sx(C1, D) + . . .+ sx(Cn, D). Der Nachweis bleibe dem Leser
zur Übung überlassen.

Satz 7.6.10.6 (von Bézout über Schnitte ebener Kurven). (k = k̄). Zwei ebene
projektive Kurven C,D ⊂∧ P2k ohne gemeinsame irreduzible Komponente haben
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mit Vielfachheiten gerechnet genau so viele Schnittpunkte, wie das Produkt ihrer
Grade angibt, in Formeln∑

x∈C∩D

sx(C,D) = (gradC)(gradD)

7.6.10.7. Mehr zur Motivation und anschaulichen Bedeutung findet man in 7.6.1.1.

Beweis. Nach 7.6.8.12 sind C,D die projektiven Nullstellenmengen teilerfrem-
der quadratfreier homogener Polynome f, g ∈ k[T0, T1, T2] der Grade c = gradC
und d = gradD. Da es mir übersichtlicher scheint, schreibe ich von nun an
statt k[T0, T1, T2] kürzer O(k3). Nach unseren Annahmen ist f kürzbar in O(k3)
und g kürzbar in O(k3)/〈f〉. Mit unseren Erkenntnissen zur Hilbertdimension in
7.6.9.10 folgt erst hdimO(k3)/〈f〉 = 2 sowie multO(k3)/〈f〉 = c und dann
hdimO(k3)/〈f, g〉 = 1 sowie multO(k3)/〈f, g〉 = cd. Weiter hat unser Quotient
Q := O(k3)/〈f, g〉 nach Übung 7.6.6.16 eine Filtrierung

0 = Q0 ⊂ Q1 ⊂ . . . ⊂ Qm = Q

durch homogene Ideale, bei der sämtliche Subquotienten Qa/Qa−1 isomorph sind
zu Quotienten O(k3)/pa nach jeweils einem homogenen Primideal pa. In un-
serem Fall kommen aus Dimensionsgründen für die homogenen Primideale pa
nur die Verschwindungsideale von Ursprungsgeraden I∗(x) für x ∈ P2k so-
wie das Verschwindungsideal I(0) des Ursprungs in Betracht. Nun gilt sicher
multO(k3)/I∗(x) = multO∗(x) = 1. Wegen der Additivität der Multiplizität
7.6.9.8 tritt in unserer Filtrierung von Q also als Subquotient genau cd mal ein
Quotient nach dem Verschwindungsideal einer Ursprungsgeraden auf, in Formeln

cd = card{a | ∃x ∈ P2k mit Qa/Qa−1
∼= O∗(x)}

Unser Satz folgt, sobald wir für alle x ∈ P2k die Identität

sx(C,D) = card{a | Qa/Qa−1
∼= O∗(x)}

zeigen können. Dazu dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit anneh-
men, daß x im Bild der offenen Einbettung i0 : k2 ↪→ P2k gegeben durch
(x1, x2) 7→ 〈1, x1, x2〉 liegt. Wir erklären nun für jeden Modul M über O(k3)
den O(k2)-Modul

M̄ := M/(T0 − 1)M

Wir werden später lernen, inwiefern er aus M durch „Restriktion unter der Ein-
bettung i0 : k2 ↪→ k3 der Ebene als affine Ebene im Raum“ entsteht, aber bisher
wissen wie noch nicht, was ein „Modul auf einer Varietät“ sein sollte und wie wir
so einen Modul auf eine abgeschlossene Untervarietät einzuschränken hätten. Ist
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M ein graduierterO(k3)-Modul, so ist die Multiplikation mit (T0− 1) eine Injek-
tion (T0−1) : M ↪→M , denn für jedes Element ungleich Null im Kern muß seine
tiefste von Null verschiedene homogene Komponente verschwinden und das geht
eben nicht. Ist nun N ↪→ M � Q eine kurze exakte Sequenz graduierter O(k3)-
Moduln, so zeigt das Neunerlemma

N �
� //
_�

��

M_�

��

// // Q
_�

��
N �
� //

����

M

����

// // Q

����
N̄ // M̄ // Q̄

mit der Multiplikation mit (T0 − 1) als oberer Vertikale, daß auch die Sequenz
N̄ ↪→ M̄ � Q̄ exakt ist. Insbesondere wird die durch die Zeilenmatrix (f, g)
gegebene rechtsexakte Sequenz O(k3)2 → O(k3) � O(k3)/〈f, g〉 unter dem
Bilden des Kokerns von (T0 − 1) wieder eine rechtsexakte Sequenz O(k2)2 →
O(k2) → O(k2)/〈f̄, ḡ〉 für f̄, ḡ ∈ O(k2) die Polynome, die aus den homo-
genen Polynomen f, g durch Einsetzen von T0 = 1 entstehen. Für unser Q =
O(k3)/〈f, g〉 erhalten wir damit Q̄ ∼= O(k2)/〈f̄, ḡ〉. Unsere Filtrierung von oben
liefert weiter eine Filtrierung

0 = Q̄0 ⊂ Q̄1 ⊂ . . . ⊂ Q̄m = Q̄

von Q̄ = O(k2)/〈f̄, ḡ〉 mit Subquotienten Q̄a/Q̄a−1
∼= Qa/Qa−1. Lokalisieren

wir jetzt noch an einer Stelle y ∈ k2, kürzen MI(y) =: M(y) ab und erinnern, daß
Lokalisieren exakt ist, so erhalten wir für Q̄(y)

∼= O(k2)(y)/〈f̄, ḡ〉(y) eine Filtrie-
rung mit Subquotienten (Qa/Qa−1)(y). Diese Subquotienten sind aber eindimen-
sional für Qa/Qa−1

∼= O∗(i0(y)) und Null sonst. Im Licht unserer Definition der
Schnittmultiplizität zeigt das dann für x = i0(y) die gewünschte Identität

sx(C,D) = dimkO(k2)(y)/〈f̄, ḡ〉(y) = card{a | Qa/Qa−1
∼= O∗(x)}

Übungen

Übung 7.6.10.8. Man bestimme die Schnittpunkte in P2C der konzentrischen
Kreise x2 + y2 = 1 und x2 + y2 = 2 sowie ihre jeweiligen Vielfachheiten.

7.6.11 Produkte von Varietäten
7.6.11.1 (Produkt gesättigter k-geringter Räume). Gegeben ein Körper k und
gesättigte k-geringte Räume X und Y erhalten wir offensichtlich ein Produkt in
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der Kategorie der gesättigten k-geringten Räume, das gesättigte Produkt von X
und Y , indem wir auf der Produktmenge X × Y die gesättigte initiale Struktur zu
den Projektionen auf X und Y betrachten.

7.6.11.2 (Der kn als gesättigtes Produkt). Versehen wir einen Körper k mit der
kleinstmöglichen Struktur (k,Ok) eines k-geringten Raums derart, daß die Iden-
tität k → k eine strukturierende Funktion auf k ist, so erhalten wir offensichtlich
Klumpentopologie mit den polynomialen Funktionen als strukturierenden Funk-
tionen. Nehmen wir k = k̄ algebraisch abgeschlossen an, so ist die kleinste ge-
sättigte Struktur (k,Ok) als k-geringter Raum auf k derart, daß die Identität k → k
eine strukturierende Funktion ist, offensichtlich genau unsere Struktur als affine
Varietätauf k, die durch Sättigung aus unserer Struktur als naive affine Varietät
7.3.3.6 hervorgeht. Versehen wir schließlich kn mit der Struktur eines gesättigten
Produkts von einigen Kopien von (k,Ok), so erhalten wir offensichtlich genau
unsere Struktur als affine Varietät auf kn, die durch Sättigung aus unserer Struktur
als naive affine Varietät 7.3.3.6 hervorgeht.

Lemma 7.6.11.3. Sei k ein Körper. Jedes gesättigte Produkt von initialen Mor-
phismen gesättigter k-geringter Räume ist wieder initial.

Beweis. Das folgt aus der Transitivität gesättigter initialer Familien 7.6.3.10. Sei-
en genauer φ : X → Y und ψ : Z → W unsere initialen Morphismen. Die
Definition des Produktmorphismus φ × ψ liefert prZ ◦(φ × ψ) = φ ◦ prX und
prW ◦(φ× ψ) = ψ ◦ prY . Die Definition des gesättigten Produkts X × Y liefert,
daß die Projektionen prX , prY dafür eine gesättigt initiale Familie bilden. Die
Transitivität gesättigter initialer Familien 7.6.3.10 zeigt dann, daß auch φ ◦ prX ,
ψ ◦ prY alias prZ ◦(φ×ψ), prW ◦(φ×ψ) dafür eine gesättigt initiale Familie bil-
den. Die zweite Aussage in 7.6.3.10 impliziert dann weiter, daß auch φ × ψ eine
gesättigte initiale Familie und mithin nach 7.6.3.9 initial ist.

Satz 7.6.11.4 (Produkte von Varietäten). 1. Die Kategorie der Varietäten hat
endliche Produkte und diese stimmen überein mit den Produkten in der Ka-
tegorie der gesättigten k-geringten Räume;

2. Das in der Kategorie der Varietäten gebildete Produkt von affinen Varie-
täten ist stets wieder affin.

Beweis. Das Produkt in der Kategorie der gesättigten k-geringten Räume macht
nach 7.6.11.3 aus je zwei Einbettungen eine Einbettung und macht nach 7.6.11.7
auch aus je zwei abgeschlossenen Einbettungen eine abgeschlossene Einbettung.
Das zeigt, daß unter diesem gesättigten Produkt aus je zwei affinen Varietäten
wieder eine affine Varietät wird. Nach 7.6.11.7 macht das gesättigte Produkt je-
doch auch aus je zwei offenen Einbettungen eine offene Einbettung. Das zeigt,
daß unter dem gesättigten Produkt aus je zwei Varietäten eine Varietät wird.
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7.6.11.5 (Irreduzibilität von Produkten). Das Produkt von zwei irreduziblen
Varietäten ist stets wieder irreduzibel. Sei in der Tat X ×Y = A∪B Vereinigung
von zwei abgeschlossenen Teilmengen. Wir betrachten

XA := {x ∈ X | {x} × Y ⊂ A}
XB := {x ∈ X | {x} × Y ⊂ B}

und folgern X = XA ∪ XB aus der Irreduzibilität von Y . Da X irreduzibel ist,
können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit XA dicht in X annehmen. Für
alle y ∈ Y gilt nunXA×{y} ⊂ A und wegenA abgeschlossen auchX×{y} ⊂ A.
Das zeigt A = X × Y.
7.6.11.6 (Morphismen in affine Varietäten). Es bezeichne Tj : km → k die j-te
Koordinate. Für jeden gesättigten k-geringten Raum (X,OX) liefert das Zurück-
holen von Funktionen aufgrund der universellen Eigenschaft der Produktstruktur
auf kn eine Bijektion Gerfk(X, k

m)
∼→ OX(X)m, ϕ 7→ (Tj ◦ ϕ)mj=1. Ist allge-

meiner Y affin, so liefert der Übergang zu den globalen regulären Funktionen für
jeden gesättigten k-geringten Raum X eine Bijektion

Gerfk(X, Y )
∼→ Kringk(OY (Y ),OX(X))

Um das zu sehen, nehme man Y ⊂∧ km an. Dann sind beide Seiten in natürlicher
Bijektion zu

{(ϕ1, . . . , ϕn) ∈ OX(X)m | f(ϕ1, . . . , ϕm) = 0 ∀f ∈ I(Y )}

wegen der Definition des Verschwindungsideals I(Y ) und der universellen Ei-
genschaft der induzierten Struktur und wegen der universellen Eigenschaft des
Quotienten k[T1, . . . , Tm]/I(Y ) ∼= OY (Y ).

Übungen

Übung 7.6.11.7. Seien k ein Körper und X ,Y gesättigte k-geringte Räume. Sind
U ⊂◦ X sowie V ⊂◦ Y offene Teilmengen, so ist auch U × V offen in X × Y .
Sind weiter A ⊂∧ X sowie B ⊂∧ Y abgeschlossene Teilmengen, so ist auch A×B
abgeschlossen in X × Y .

Übung 7.6.11.8 (Rationale Funktionen auf Produkten). Gegeben Varietäten
X, Y gibt es genau eine Einbettung M(X) ⊗ M(Y ) ↪→ M(X × Y ), die für
beliebige offene dichte affine Teilmengen U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y den in 7.3.1.4
erklärten Isomorphismus O(U)⊗O(V )

∼→ O(U × V ) fortsetzt.

Übung 7.6.11.9 (Lokale Ringe von Produkten). Gegeben bepunktete Varietäten
(X, x) und (Y, y) gibt es genau einen Ringhomomorphismus OX,x ⊗ OY,y →
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OX×Y,(x,y), der für beliebige offene affine Umgebungen U von x und V von y
den in 7.3.1.4 erklärten Isomorphismus O(U) ⊗ O(V )

∼→ O(U × V ) fortsetzt.
Genauer liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

S−1(OX,x ⊗OY,y)
∼→ OX×Y,(x,y)

für S das Urbild von k× unter OX,x ⊗OY,y � k ⊗ k ∼→ k.

Übung 7.6.11.10. Gegeben bepunktete irreduzible Varietäten (X, x) und (Y, y)
kommutiert das Diagramm

OX,x ⊗OY,y → OX×Y,(x,y)

↓ ↓
M(X)⊗M(Y ) → M(X × Y )

mit den im vorhergehenden erklärten natürlichen Abbildungen.

Übung 7.6.11.11. Die Projektion von einem Produkt in der Kategorie der gesättig-
ten geringten Räume auf einen der Faktoren ist stets offen.

Übung 7.6.11.12. Seien m,n ≥ 1. Man zeige, daß die von der Abbildung kn ×
km → kmn gegeben durch (xi, yj) 7→ (xiyj) induzierte Abbildung

Pn−1k × Pm−1k → Pnm−1k

eine abgeschlossene Einbettung ist. Sie heißt die Segre-Einbettung. Man folgere,
daß das Produkt von zwei projektiven Varietäten wieder eine projektive Varietät
ist. Hinweis: Das Bild in kmn ist die Nullstellenmenge der Gleichungen zijzkl =
zilzkj . Dann rechne man in Koordinaten 7.6.5.7. Alternativ mag man auch von
7.9.2.12 ausgehen.

Ergänzende Übung 7.6.11.13. Man zeige, daß für beliebige Varietäten X, Y die
Abbildung f ⊗ g 7→ f � g einen Isomorphismus

O(X)⊗O(Y )
∼→ O(X × Y )

induziert. Hinweis: Für affine Varietäten wissen wir das bereits aus 7.3.1.4. Als
nächstes betrachte man den Fall, daß nur eine unserer Varietäten affin ist, und
erinnere dazu die Exakheit des Tensorprodukts.

7.6.12 Separierte Varietäten
Definition 7.6.12.1. Eine k-Varietät X heißt separiert, wenn die Diagonale im
Produkt unserer Varietät mit sich selbst eine abgeschlossene Teilmenge ist, wenn
also in Formeln gilt

∆(X) ⊂∧ X ×X
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7.6.12.2 (Diskussion der Terminologie). Bei den meisten Autoren meint der Be-
griff einer Varietät das, was wir eine separierte Varietät nennen. Bei manchen
Autoren meint der Begriff der Varietät noch stärker das, was wir eine irreduzible
separierte Varietät nennen.

Beispiel 7.6.12.3 (Eine Varietät, die nicht separiert ist). Wir betrachten die „Ge-
rade mit verdoppeltem Nullpunkt“ X := k t {0̃} mit der finalen Struktur zu den
beiden Abbildungen ψ : k ↪→ X und ψ̃ : k ↪→ X, die gegeben werden durch
ψ(x) = ψ̃(x) = x für x 6= 0 aber ψ(0) = 0, ψ̃(0) = 0̃. Diese Varietät ist nicht
separiert, denn die Punkte (0, 0̃) und (0̃, 0) aus X ×X liegen beide im Abschluß
der Diagonale. In der Tat ist das Urbild jeder offenen Umgebung von (0̃, 0) unter
(ψ̃, ψ) : k → X ×X eine offene Umgebung von 0 ∈ k, folglich trifft jede offene
Umgebung von (0̃, 0) die Diagonale.

7.6.12.4 (Folgerungen aus der Separiertheit). Zwei Morphismen φ, ψ : Y →
X von einer Varietät in eine separierte Varietät, die auf einer dichten Teilmenge
übereinstimmen, sind gleich. In der Tat, ist die Diagonale inX×X abgeschlossen,
so auch ihr Urbild unter dem Morphismus (φ, ψ) : Y → X ×X .

7.6.12.5 (Affine Varietäten sind separiert). Da für affines X die globalen regu-
lären Funktionen die Punkte trennen, können wir die Diagonale beschreiben als
die simultane Nullstellenmenge der Funktionen f � 1 − 1 � f für f ∈ OX(X).
Folglich ist die Diagonale abgeschlossen in X ×X.

Satz 7.6.12.6 (Projektive Räume sind separiert). Für jeden endlichdimensiona-
len k-Vektorraum V ist der zugehörige projektive Raum PV separiert.

Beweis. Wir erinnern aus dem Beweis von 7.6.5.4 für jede affine Hyperebene
H ⊂ V , die den Ursprung vermeidet, die zugehörige offene Einbettung iH :
H → PV , v 7→ 〈v〉 und die Linearform λH : V → k, deren Niveaumenge
zum Wert Eins gerade H ist. Gegeben eine weitere affine Hyperebene E ⊂ V ,
die den Ursprung vermeidet, besteht das Urbild der Diagonale unter dem Produkt
iH × iE : H × E ↪→ PV × PV aus allen (v, w) mit λH(w) 6= 0, λH(w)−1w = v,
λE(v) 6= 0 und λE(v)−1v = w. Diese Bedingungen sind jedoch gleichbedeutend
zu den beiden Bedingungen w = λH(w)v und v = λE(v)w, die offensichtlich
eine abgeschlossene Teilmenge vonH×E definieren. Das zeigt, daß PV separiert
ist.

Proposition 7.6.12.7 (Produkte von separierten Varietäten). Das Produkt von
separierten Varietäten ist separiert.

Beweis. Das folgt aus unserer Erkenntnis 7.6.11.7, daß in der Kategorie der ge-
sättigten k-geringten Räume das Produkt abgeschlossener Teilmengen abgeschlos-
sen ist im Produkt besagter Räume.
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7.6.12.8. Im folgenden identifizieren wir im Fall einer irreduziblen Varietät Z alle
lokalen Ringe und alle Ringe von regulären Funktionen auf nichtleeren offenen
Teilmengen mit ihren Bildern inM(Z).

Lemma 7.6.12.9 (Lokale Ringe charakterisieren Punkte). Sind x, y Punkte ei-
ner irreduziblen separierten Varietät X und gilt OX,y ⊂ OX,x in Körper der
rationalen FunktionenM(X), so folgt x = y.

Beweis. Wir zeigen das, indem wir die gegenteilige Annahme x 6= y zum Wider-
spruch führen. In der Tat liefert Übung 7.6.11.9 sofort OX×X,(x,y) ⊂ OX×X,(x,x).
Sind U, V ⊂◦ X offene affine Umgebungen von x, y, so trifft U × V nach An-
nahme die Diagonale ∆ in einer abgeschlossenen Teilmenge und es gibt folglich
f ∈ O(U × V ) mit f(x, y) 6= 0 aber f(p, p) = 0 für alle p ∈ U ∩ V . Als ra-
tionale Funktion auf X × X ist f bei (x, y) und dann nach 7.6.4.32 notwendig
auch bei (x, x) definiert, da es in den entsprechenden lokalen Ringen liegt, und
muß an beiden Stellen denselben Wert annehmen. Nun verschwindet jedoch f
auf einer offenen dichten Teilmenge der Diagonale und mithin auf dem Schnitt
seines Definitionsbereichs mit der Diagonale. Wir landen so beim Widerspruch
0 6= f(x, y) = f(x, x) = 0.

7.6.12.10. Seien X, Y Varietäten über k. Ein rationaler Morphismus f : X 99K
Y ist eine Äquivalenzklasse von Paaren (U, fU) mit U ⊂◦ X offen dicht und
fU : U → Y einem Morphimus, unter der Äquivalenzrelation der Übereinstim-
mung auf einer offenen dichten Teilmenge im Schnitt der Definitionsbereiche. Ist
Y separiert, so stimmen nach 7.6.12.4 je zwei Repräsentanten (U, fU) und (V, fV )
eines rationalen Morphismus f : X 99K Y bereits auf U ∩ V überein. Jeder ratio-
nale Morphismus in eine separierte Varietät hat mithin einen eindeutig bestimmten
größten Repräsentanten, der eben auf der Vereinigung der Definitionsbereiche
aller Repräsentanten definiert ist. Der Definitionsbereich des größten Repräsen-
tanten heißt der Definitionsbereich unseres rationalen Morphismus.
7.6.12.11 (Schnitte affiner offener Teilmengen). In einer separierten Varietät
X ist der Schnitt von je zwei offenen affinen Teilmengen U, V wieder affin. In
der Tat ist U ∩ V isomorph zu (U × V ) ∩ ∆X und ∆X ist abgeschlossen in
X ×X nach Annahme. Ist etwas allgemeiner ϕ : V → X ein Morphismus einer
affinen Varietät V in eine separierte Varietät X und ist U ⊂◦ X offen affin, so
ist auch ϕ−1(U) affin, denn es ist isomorph zum Urbild der Diagonale ∆X unter
ϕ× i : V × U → X ×X für i : U ↪→ X die Inklusion.
7.6.12.12. Gegeben eine Eigenschaft (E) von Morphismen einer Kategorie C mit
endlichen Produkten heiße ein Morphismus ϕ : X → Y produktfest (E) oder
ausführlicher produktfest (E) in C, wenn für jedes weitere Objekt Z auch der
Morphismus ϕ× id : X × Z → Y × Z die Eigenschaft (E) hat. Mir schien diese
Terminologie bequem, sie ist aber unüblich.
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Übungen

Übung 7.6.12.13 (Fixpunktmengen in separierten Varietäten). Gegeben eine
separierte Varietät X und ein Morphismus ϕ : X → X ist die Menge der Fix-
punkte Xϕ := {x ∈ X | ϕ(x) = x} abgeschlossen. Die entsprechende Aussage
für eine allgemeine Varietät ist falsch: Ist zum Beispiel Y eine nicht separierte
Varietät und betrachten wir die Vertauschung der Einträge auf X = Y × Y , so ist
die Menge der Fixpunkte nicht abgeschlossen.

Übung 7.6.12.14. Der Graph eines Morphismus von einer beliebigen Varietät in
eine separierte Varietät ist stets abgeschlossen.

Übung 7.6.12.15. Jede lokal abgeschlossene Teilmenge einer separierten Varietät
ist mit ihrer induzierten Struktur wieder separiert.

Übung 7.6.12.16. Ein Morphismus von VarietätenX → Y heißt eigentlich, wenn
er produktfest abgeschlossen ist. Man zeige, daß es dafür ausreicht zu zeigen, daß
für jede affine Varietät Z der induzierte MorphismusX×Z → Y ×Z abgeschlos-
sen ist. Man zeige, daß gegeben ein surjektiver eigentlicher Morphismus X � Y
mit X separiert auch Y separiert sein muß.

Vorschau 7.6.12.17. Die vorstehende Definition eines „eigentlichen“ Morphismus
kann nicht wortwörtlich auf „Schemata“ übertragen werden. Um in dieser Allge-
meinheit einen nützlichen Begriff zu erhalten, muß man eigentliche Morphismen
als „basisfest“ abgeschlossene Morphismen erklären.

Übung 7.6.12.18 (Verkleben erhält Separiertheit). Eine Verklebung X � Y
im Sinne von 7.6.4.25 ist eigentlich nach 7.6.4.24. Ist also X separiert, so ist nach
7.6.12.16 auch Y separiert.
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7.7 Hilbertpolynome und reguläre Ringe

7.7.1 Filtrierungen von Gruppen
Definition 7.7.1.1. Eine Filtrierung auf einer abelschen Gruppe V ist eine Fa-
milie von Untergruppen V ≤r für r ∈ Z derart, daß gilt V ≤r ⊂ V ≤r+1 für alle
r ∈ Z.

7.7.1.2. Manchmal notieren wir eine Filtrierung auf einer abelschen Gruppe V
auch als eine Familie von Untergruppen V ≥r für r ∈ Z derart, daß gilt V ≥r ⊃
V ≥r+1 für alle r ∈ Z.

7.7.1.3. 1. Eine ausschöpfende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der die
Vereinigung der filtrierenden Untergruppen die ganze Gruppe ist, in For-
meln

⋃
r V
≤r = V .

2. Eine voll endende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der bereits eine der
filtrierenden Untergruppen die ganze Gruppe ist, bei der also in Formeln ein
r existiert mit V ≤r = V .

3. Eine Hausdorff’sche oder auch separierte Filtrierung ist eine Filtrierung,
bei der der Schnitt über alle filtrierenden Untergruppen Null ist, in Formeln⋂
r V
≤r = 0.

4. Eine von Null kommende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der bereits
eine der filtrierenden Untergruppen Null ist, bei der also in Formeln ein r
existiert mit V ≤r = 0.

5. Eine endliche Filtrierung ist eine von Null kommende und voll endende
Filtrierung.

7.7.1.4 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren fordern auch ganz all-
gemein von einer Filtrierung noch zusätzlich implizit eine oder mehrere der oben
angegebenen Eigenschaften. Außerdem mag man statt durch Z indizierte Fil-
trierungen auch noch allgemeinere Filtrierungen betrachten. Unsere Filtrierungen
hier nennen wir dann präziser Z-Filtrierungen.

7.7.1.5. Eine letzte Eigenschaft von Filtrierungen, die oft verwendet wird, ist die
Vollständigkeit. Diese Bedingung besagt im Fall einer Hausdorff’schen Filtrie-
rung, daß V vollständig ist für die Metrik

d(v, w) := inf
(
{1} t {2r | (v − w) ∈ V ≤r}

)
Im Fall einer beliebigen Filtrierung erklärt man sie dadurch, daß der Quotient
V/
⋂
r V
≤r vollständig ist in der zuvor beschriebenen Weise.
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7.7.1.6 (Diskussion der Terminologie). Kennt man die Terminologie uniformer
Räume 15.4.1.3 und versieht V mit der durch die Filtrierung gegebenen Struktur
als uniformer Raum nach 15.4.1.7, so ist V vollständig beziehungsweise Haus-
dorff als topologischer Raum genau dann, wenn unsere Filtrierung vollständig
beziehungsweise Hausdorff ist im Sinne der vorhergehenden Definitionen.

7.7.1.7. Ein Homomorphismus φ : V → W von filtrierten abelschen Gruppen
heißt mit den Filtrierungen verträglich, wenn gilt φ(V ≤r) ⊂ W≤r für alle
r ∈ Z. Die filtrierten abelschen Gruppen werden mit den filtrierungsverträglichen
Homomorphismen als Morphismen zu einer Kategorie filAb.

7.7.1.8 (Finale Filtrierung). Gegeben ein Homomorphismus von abelschen Grup-
pen ϕ : V → W und eine Filtrierung auf V erklären wir die zugehörige finale
Filtrierung auf W durch W≤r := ϕ(V ≤r). Im Fall eines Quotienten nennen wir
sie auch die Quotientenfiltrierung.

7.7.1.9 (Initiale Filtrierung). Gegeben ein Homomorphismus von abelschen Grup-
pen ϕ : V → W und eine Filtrierung auf W erklären wir die zugehörige initiale
Filtrierung auf V durch V ≤r := ϕ−1(W≤r). Im Fall der Einbettung einer Unter-
gruppe nennen wir sie auch die Untergruppenfiltrierung.

7.7.1.10. Gegeben Untergruppen U ⊂ V ⊂ W einer filtrierten abelschen Gruppe
W stimmt auf dem Subquotienten V/U die Untergruppenfiltrierung zur Quotien-
tenfiltrierung aufW/U überein mit der Quotientenfiltrierung zur Untergruppenfil-
trierung auf V . In 16.2.3.7 besprechen wir die dieser Erkenntnis zugrundeliegen-
den Tatsachen, den „Basiswechsel für Untergruppen“, in einem größeren Rahmen.

7.7.1.11. Gegeben eine Zerlegung W = U ⊕V einer filtrierten abelschen Gruppe
W stimmt die Untergruppenfiltrierung auf U für die offensichtliche Einbettung
im allgemeinen keineswegs überein mit der Quotientenfiltrierung auf U für die
offensichtliche Projektion.

Vorschau 7.7.1.12. Wir erklären eine r-Verschmelzung von filtrierten abelschen
Gruppen als eine multilineare Abbildung ϕ : V1 × . . .× Vr → W mit

ϕ
(
V ≤n1

1 × . . .× V ≤nrr

)
⊂ W≤(n1+...+nr)

und insbesondere eine 0-Verschmelzung nach W als ein Element von W≤0. Mit
der offensichtlichen Multiverknüpfung von Verschmelzungen werden die filtrier-
ten abelschen Gruppen dann zu einer Schmelzkategorie im Sinne von 18.1.1.4. In
unserer Schmelzkategorie erhalten wir stark universelle Verschmelzungen, indem
wir das Tensorprodukt mit der Tensorfiltrierung versehen, die im Fall von zwei
Faktoren gegeben wird durch die Vorschrift

(M ⊗N)≤n := 〈ten(M≤i ×N≤j) | i+ j ≤ n〉Z

für ten : M ×N →M ⊗N die universelle bilineare Abbildung.
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7.7.1.13. Eine Graduierung V =
⊕

r V
r auf einer abelschen Gruppe liefert eine

Filtrierung durch die Vorschrift V ≤r :=
⊕

ν≤r V
ν . Zu jeder filtrierten abelschen

Gruppe können wir umgekehrt die assoziierte graduierte Gruppe

grV =
⊕
r∈Z

V ≤r/V ≤r−1

bilden. Wir notieren ihren homogenen Teil vom Grad r auch (grV )r = grr V =
V ≤r/V ≤r−1 Kommt die Filtrierung auf V schon von einer Graduierung her, so
induzieren die Verknüpfungen V r ↪→ V ≤r � V ≤r/V ≤r−1 = grr V einen kanoni-
schen Isomorphismus V ∼→ grV .
7.7.1.14. Jeder filtrierungsverträgliche Homomorphismus V → W von filtrier-
ten abelschen Gruppen induziert einen Homomorphismus grφ : grV → grW
zwischen den assoziierten graduierten Gruppen. Analoges gilt für multilineare
Abbildungen. Der Übergang zum assoziierten Graduierten ist in der Terminol-
gie aus 18.1.6.1 genauer ein Schmelzfunktor, und in der analogen Situation von
Vektorräumen über einem Körper k ist er sogar verträglich mit universellen Ver-
schmelzungen, die offensichtlichen Abbildungen sind also etwa im Fall von zwei
zu verschmelzenden Objekten Isomorphismen

(grM)⊗k (grN)
∼→ gr(M ⊗k N)

In der Tat finden wir in dieser Situation an unsere Filtrierungen angepaßte Basen,
mit denen wir diese Behauptung leicht explizit prüfen können.

Übungen

Übung 7.7.1.15. Ist V eine filtrierte abelsche Gruppe und U ⊂ V eine Untergrup-
pe und betrachten wir auf U und V/U die induzierten Filtrierungen, so erhalten
wir mit dem Neunerlemma eine kurze exakte Sequenz

grU ↪→ grV � gr(V/U)

Übung 7.7.1.16. Sei φ : V → W ein Homomorphismus filtrierter abelscher Grup-
pen, der mit den Filtrierungen verträglich ist. Man zeige:

1. Ist die Filtrierung auf W bei Null beginnend und ausschöpfend und ist die
assoziierte graduierte Abbildung grφ : grV → grW surjektiv, so ist φ
bereits selbst surjektiv.

2. Ist die Filtrierung auf V Hausdorff und ausschöpfend und ist die assoziierte
graduierte Abbildung grφ : grV → grW injektiv, so ist φ bereits selbst
injektiv.

Übung 7.7.1.17. Jede bei Null beginnende und ausschöpfende Filtrierung auf ei-
nem Vektorraum kommt von einer Graduierung her.
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7.7.2 Filtrierungen von Ringen
7.7.2.1. Benutzt man die oben eingeführten Begriffe für Ringe, so wird stets im-
plizit die Verträglichkeit mit der Multiplikation gefordert. Genauer treffen wir fol-
gende Vereinbarungen.

Definition 7.7.2.2. Eine Filtrierung eines Rings A ist eine Filtrierung der ad-
ditiven Gruppe A derart, daß gilt A≤rA≤s ⊂ A≤r+s für alle r, s und zusätzlich
1 ∈ A≤0. Wenn wir besonders betonen wollen, daß wir die Verträglichkeit mit der
Ringstruktur fordern, reden wir von einer Ringfiltrierung.

7.7.2.3. Die Bedingung 1 ∈ A≤0 wird benötigt, um sicherzustellen, daß der in
7.7.2.6 erklärte assoziierte graduierte Ring auch in der Tat wieder ein Ring in
unserem Sinne ist, also ein Einselement hat. Vom kategoriellen Standpunkt aus
liefert sie, was wir in 18.3.1.2 ein „Ringobjekt der Schmelzkategorie der filtrierten
abelschen Gruppen“ nennen werden.

7.7.2.4. Sicher ist bei einem filtrierten Ring A≤0 ein Teilring und alle A≤n für
n ≤ 0 sind Ideale von A≤0. Allgemeiner definiert man filtrierte Moduln über fil-
trierten Ringen als Moduln M mit Filtrierung derart, daß gilt A≤rM≤s ⊂ M≤r+s

für alle r, s. Dann sind für jeden filtrierten Modul M alle M≤n Untermoduln für
die Restriktion unseres filtrierten Moduls auf den Teilring A≤0.

7.7.2.5. Jeder Quotient eines filtrierten Rings ist für die Quotientenfiltrierung wie-
der ein filtrierter Ring. Jeder Teilring eines filtrierten Rings ist für die induzierte
Filtrierung wieder ein filtrierter Ring.

7.7.2.6. Eine Graduierung A =
⊕

r A
r eines Rings liefert eine Filtrierung durch

A≤r =
⊕

ν≤r A
ν . Zu jedem filtrierten Ring können wir umgekehrt den assoziier-

ten graduierten Ring
grA =

⊕
r∈Z

A≤r/A≤r−1

bilden, die Multiplikation auf grA wird in der naheliegenden Weise definiert und
die Existenz eines Eins-Elements in grA folgt aus unserer Bedingung 1 ∈ A≤0

an einen filtrierten Ring. Kommt die Filtrierung auf dem Ring A schon von ei-
ner Graduierung her, so haben wir einen kanonischen Isomorphismus graduierter
Ringe A ∼→ grA.

7.7.2.7. Ein Ringhomomorphismus φ : A → B von einem filtrierten Ring A in
einen filtrierten Ring B, der mit den Filtrierungen verträglich ist, induziert na-
türlich einen Homomorphismus grφ : grA → grB zwischen den assoziierten
graduierten Ringen.

7.7.2.8. Analog definiert man filtrierte Vektorräume und filtrierte Algebren.
Bei der Definition einer filtrierten Ringalgebra fordert man zusätzlich, daß die
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Filtrierung auch im Sinne von 7.7.2.2 mit der zugrundeliegenden Ringstruktur
verträglich sein soll, daß also die 1 im Teilraum zu ≤ 0 enthalten ist.

Lemma 7.7.2.9. Ist A ein Ring mit einer Hausdorff’schen ausschöpfenden Fil-
trierung, so gilt

(grA) ist Integritätsring ⇒ A ist Integritätsring

Beweis. In der Tat, seien a, b ∈ A\0 gegeben. Sind r, s minimal mit a ∈ A≤r,
b ∈ A≤s, so sind auch die Bilder ā ∈ A≤r/A≤r−1 und b̄ ∈ A≤s/A≤s−1 von Null
verschieden. Ist grA ein Integritätsring, so folgt āb̄ 6= 0. Dies Produkt ist aber die
Nebenklasse von ab in A≤r+s/A≤r+s−1, und wenn schon die Nebenklasse von ab
nicht verschwindet, so ist erst recht ab selbst von Null verschieden.

Lemma* 7.7.2.10. Ist A ein filtrierter Ring und M ein filtrierter A-Modul mit
einer bei Null beginnenden und ausschöpfenden Filtrierung, so ist mit grM auch
M selbst endlich erzeugt und es gilt sogar

(grM) noethersch über (grA) ⇒ M noethersch über A

7.7.2.11. Es reicht nicht, die Filtrierung auf M Hausdorff anzunehmen, wie das
Beispiel desC[X]-ModulsCJXK zeigt, mit der Filtrierung beider Strukturen durch
die von den verschiedenen Xr erzeugten Ideale.

Beweis. Ist der assoziierte graduierte Modul grM endlich erzeugt, so finden wir
dafür auch ein endliches Erzeugendensystem aus homogenen Elementen. Wählen
wir Urbilder dieser Elemente in M, so erzeugen sie über A einen Untermodul
N ⊂M mit grN

∼→ grM. Mit 7.7.1.15 folgt daraus hinwiederum gr(M/N) = 0
und mit unseren Voraussetzungen an die Filtrierung dann M/N = 0, als da heißt
unsere Urbilder erzeugen bereits M. Ist schließlich grM noethersch, so ist für
jeden Untermodul N ⊂ M der assoziierte Graduierte grN endlich erzeugt als
Untermodul von grM, und dann ist auch N selbst endlich erzeugt nach dem, was
wir bereits bewiesen haben.

7.7.3 Dimensionstheorie lokaler noetherscher Kringe
Definition 7.7.3.1. Gegeben ein Ring A und ein Ideal a ⊂ A bilden seine Poten-
zen an eine absteigende Filtrierung des Rings A, mit der Konvention an = A für
n ≤ 0. Den assoziierten graduierten Ring notieren wir

graA :=
⊕
i≥0

ai/ai+1 = A/a⊕ a/a2 ⊕ a2/a3 ⊕ . . .
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7.7.3.2. Gegeben ein noetherscher Kring A und q ⊂ A ein Ideal mit
√
q maximal

ist A/q von endlicher Länge. In der Tat ist ja dann A/q ein Kring der Krulldimen-
sion Null und wir können 7.4.7.18 anwenden, oder auch den hier einzig relevanten
Teil des Beweises erinnern und das Bild von

√
q mit m ⊂ A/q notieren und beach-

ten, daß die Subquotienten der Filtrierung A/q ⊃ m ⊃ m2 ⊃ . . . ⊃ mr endliche
Länge haben und daß gilt mr = 0 für r � 0.

Satz 7.7.3.3 (Hilbertpolynome im Fall lokaler noetherscher Kringe). Seien A
ein noetherscher lokaler Kring, q ⊂ A ein Ideal mit

√
q dem maximalen Ideal und

M ein endlich erzeugter A-Modul. So gilt:

1. Es gibt genau ein Polynom P = Pq
M ∈ Q[t], das für große i die Länge von

M/qiM berechnet, in Formeln l(M/qiM) = P (i) für i� 0;

2. Der Grad dq(M) dieses Polynoms ist beschränkt durch die Kardinalität je-
des Erzeugendensystems von q;

3. Für m =
√
q das maximale Ideal vonA haben Pq

M und Pm
M denselben Grad.

Wir nennen ihn die Hilbert-Dimension von M und notieren ihn

hdimAM = hdimM

Ergänzung 7.7.3.4. Die Hilbertdimension eines endlich erzeugten ModulsM über
einem lokalen noetherschen Kring (A,m) im Sinne des vorhergehenden Satzes
und die Hilbertdimension eines endlich erzeugten graduierten Moduls über ei-
nem Polynomring im Sinne von 7.6.9.4 sind mithin verknüpft durch die Bezie-
hung hdim(M) = hdim(grmM). Hilbertdimension −∞ hat nur der Nullmodul,
in Formeln

hdim(M) = −∞ ⇔ M = 0

Hilbertdimension Null haben genau alle von Null verschiedenen A-Moduln end-
licher Länge.

Beweis. Für k := A/q und x1, . . . , xn ein Erzeugendensystem von q erhalten
wir durch X 7 → x̄i eine Surjektion k[X1, . . . , Xn] � grqA. Die ersten beiden
Behauptungen folgen damit aus dem Satz über das Hilbertpolynom 7.6.9.4 oder
eigentlich und genauer seiner Erweiterung 7.6.9.5. Die dritte Aussage folgt, da es
l gibt mit ml ⊂ q und da folglich gilt Pq

M(i) ≥ Pm
M(i) sowie Pm

M(li) ≥ Pq
M(i) für

i� 0.

Satz 7.7.3.5 (Hilbertdimension der Kokerne injektiver Endomorphismen).
Seien (A,m) ein lokaler noetherscher Kring und M 6= 0 ein endlich erzeugter
von Null verschiedener A-Modul. Ist f : M ↪→ M ein injektiver Endomorphis-
mus, so gilt

hdim(cok f) < hdimM
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7.7.3.6. Der Beweis dieses zentralen Resultats braucht einige Vorbereitungen und
wird erst im Anschluß an den Beweis von 7.7.3.10 gegeben. Man bemerke den
Kontrast in der Schwierigkeit zwischen dieser Aussage und ihrem graduierten
Analogon 7.6.9.10, das Ihnen als Übung aufgegeben war.

Definition 7.7.3.7. Seien A ein Ring und a ⊂ A ein Ideal. Eine Filtrierung eines
A-Moduls M heißt a-stabil, wenn sie (1) bei M endet, wenn sie (2) mit der Fil-
trierung von A durch die an verträglich ist, in Formeln aM≥i ⊂M≥i+1 für alle i,
und wenn es (3) ein d gibt derart, daß für alle i ≥ d sogar gilt aM≥i = M≥i+1.

Lemma 7.7.3.8 (Vergleich stabiler Filtrierungen). Gegeben ein Ring A und ein
Ideal a ⊂ A und ein A-Modul M sind je zwei a-stabile Filtrierungen Ω und Γ auf
M in der Weise vergleichbar, daß es c gibt mit Γ≥i+cM ⊂ Ω≥iM für alle i.

Beweis. Es reicht, das unter der Annahme zu zeigen, daß eine unserer Filtrie-
rungen die offensichtliche Filtrierung durch die aiM ist. Wir können also unsere
Notation vereinfachen und die andere Filtrierung M≥i notieren. Nach Annahme
gibt es ein c mit M = M≥−c und dann haben wir notwendig aiM ⊂ M≥−c+i für
alle i. Nach Annahme gibt es aber auch ein d mit M≥i+d = aiM≥d für alle i ≥ 0
und somit M≥i+d ⊂ aiM für alle i.

Proposition 7.7.3.9 (Von stabilen Filtrierungen induzierte Filtrierungen). Sei-
en A ein noetherscher Kring, a ⊂ A ein Ideal und M ein endlich erzeugter A-
Modul. So ist die von einer a-stabilen Filtrierung von M auf einem Untermodul
N ⊂M induzierte Filtrierung auch selbst wieder a-stabil.

Beweis. Wir erinnern aus dem Beweis von 7.4.6.13 die Konstruktion des Rees-
rings

⊕
n≥0 a

n und den Nachweis, daß dieser Ring im Fall eines Ideals a eines
noetherschen Krings wieder noethersch ist. Es ist leicht zu sehen, wie

⊕
n∈ZM

≥n

im Fall einer mit der Filtrierung von A durch die ai verträglichen Filtrierung
von M ein Modul über dem Reesring wird, und daß dieser Modul im Fall ei-
ner a-stabilen Filtrierung von M sogar endlich erzeugt alias noethersch sein muß.
Dasselbe folgt für den zu seinem Untermodul mit der induzierten Filtrierung
N≥n := N ∩ M≥n gebildeten Modul

⊕
n∈ZN

≥n über dem Reesring. Daraus,
daß dieser Modul endlich erzeugt ist, folgt dann, daß die induzierte Filtrierung
auch a-stabil ist: Ist genauer g der größte Grad für ein Element eines homogenen
Erzeugendensystems von

⊕
n∈ZN

≥n über dem Reesring, so folgt aN≥i = N≥i+1

für alle i ≥ g.

7.7.3.10 (Multiplizitäten im Fall lokaler noetherscher Kringe). Seien (A,m)
ein lokaler noetherscher Kring, q ⊂ A ein Ideal mit

√
q = m und M ein endlich
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erzeugterA-Modul. Für alle d ∈ Nt{−∞} erklären wir im folgenden einen Wert
multdq(M) ∈ N t {∞}. Für d ∈ N setzen wir

multdq,A(M) = multdq(M) := lim
i→∞

l(M/qiM)d!/id

und folgern aus der Existenz der Hilbertpolynoms wie im graduierten Fall 7.6.9.7,
daß dieser Grenzwert stets in N t {∞} existiert. Für d = −∞ vereinbaren wir
ergänzend mult−∞q (M) = 0 falls M = 0 und mult−∞q (M) = ∞ sonst. Für M
von der Hilbertdimension h = hdimM mit ah dem Leitkoeffizienten des Hilbert-
polynoms Pq

M von M finden wir dann

multdq(M) =


0 d > h;
h!ah d = h ≥ 0;
0 d = h = −∞;
∞ d < h.

Wir nennen unser multdq(M) ∈ Nt{∞} die d-q-Multiplizität vonM . Mit diesen
Konventionen haben wir stets

mult0
q(M) = Länge(M)

Lassen wir in unserer Notation q weg, so meinen wir q = m. Lassen wir den
oberen Index d weg, so meinen wir d = hdim(M). Die Multiplizität von M
erklären wir insbesondere als

mult(M) := multdm(M)

für d = hdim(M). Die Multiplizität eines lokalen noetherschen Krings A als A-
Modul heißt die Multiplizität von A. Ist speziell (X, x) eine bepunktete Varietät,
so setzen wir

multx(X) := multOX,x

und nennen diese Zahl die Multiplizität von X an der Stelle x.

7.7.3.11 (Permanenzen von Multiplizität und Hilbertdimension). Ist A ein lo-
kaler noetherscher Kring und B ein von Null verschiedener Quotient von A und
M ein B-Modul, so stimmen die Multiplizitäten von M als B-Modul und die
Hilbertdimension offensichtlich überein mit den Multiplizitäten und der Hilbert-
dimension von M als A-Modul, in Bezug auf die maximalen Ideale ebenso wie in
Bezug auf ein allgemeines Ideal in B mit maximalem Radikal und dessen Urbild,
in Formeln multdq,A(M) = multdq̄,B(M) und hdimA(M) = hdimB(M).
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Proposition 7.7.3.12 (Additivität der Multiplizitäten im Fall lokaler Kringe).
Seien (A,m) ein lokaler noetherscher Kring, q ⊂ A ein Ideal mit

√
q = m ma-

ximal und N ↪→ M � Q eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten A-
Moduln. So gilt hdim(M) = max(hdim(N), hdim(Q)) für die Hilbertdimensio-
nen und für alle d ∈ N t {−∞} haben wir

multdq(M) = multdq(N) + multdq(Q)

Beweis. Wir betrachten das Diagramm mit exakten Spalten

N ∩ qiM ↪→ qiM � qiQ
↓ ↓ ↓
N ↪→ M � Q
↓ ↓ ↓

N/(N ∩ qiM) ↪→ M/qiM � Q/qiQ

Seine beiden oberen Zeilen sind exakt, also nach dem Neunerlemma auch die
untere Zeile. Sie liefert die Relation

l(M/qiM) = l(N/(N ∩ qiM)) + l(Q/qiQ)

Nun bilden jedoch dieN∩qiM nach 7.7.3.9 auch eine q-stabile Filtrierung vonN ,
folglich gibt es ein Polynom P̃N(t) mit l(N/(N ∩qiM)) = P̃N(i) für i� 0. Hier
und im folgenden lassen wir der Übersichtlichkeit halber das q aus der Notation
weg. Es folgt die Identität von Polynomen

PM(t) = P̃N(t) + PQ(t)

Nach 7.7.3.8 gibt es jedoch c mit PN(i+c) ≥ P̃N(i) ≥ PN(i−c) für i� 0, folg-
lich haben PN und P̃N denselben Grad und, wenn sie nicht Null sind, denselben
Leitkoeffizienten. Daraus folgt unsere Behauptung dann unmittelbar.

Beweis von Satz 7.7.3.5. Seien A ein lokaler noetherscher Ring und M 6= 0 ein
endlich erzeugter von Null verschiedener A-Modul. Gegeben ein injektiver Ho-
momorphismus f : M ↪→M behauptet unser Satz 7.7.3.5 die strikte Ungleichung
hdim(cok f) < hdimM . Um sie zu zeigen, betrachten wir die kurze exakte Se-
quenz M ↪→ M � cok f . Wegen M 6= 0 haben wir d = hdimM ≥ 0. So folgt
aus 7.7.3.12 sofort multdm(cok f) = 0 und damit die Behauptung.

Satz* 7.7.3.13 (Multiplizitäten der Kokerne von Multiplikationen). Seien ein
lokaler noetherscher Kring (A,m) und ein endlich erzeugter A-Modul M gege-
ben. Für d ≥ 1 und q ⊂ A ein Ideal mit

√
q = m und x ∈ qr gilt dann

multd−1
q (M/xM) ≥ rmultdq(M)



1144 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

7.7.3.14. Wir verwenden hier unsere allgemeine Konvention 0 · ∞ = 0.

7.7.3.15. Unser Satz liefert insbesondere für alle x ∈ m und M von positiver
Hilbertdimension die Abschätzung hdim(M/xM) ≥ hdim(M) − 1. Wissen wir
zusätzlich, daß die Multiplikation mit x eine Injektion (x·) : M ↪→ M induziert,
so erhalten wir zusammen mit der umgekehrten Abschätzung 7.7.3.5 sogar die
Identität

hdim(M/xM) = hdim(M)− 1

Beweis. Für den Untermodul N := xM finden wir qixM ⊂ xM ∩ qi+rM und
folglich die zweite Unleichung der Kette

l(M/qiM) ≥ l(xM/qixM) ≥ l(xM/(xM ∩ qi+rM))

Die erste dieser Ungleichungen ist klar, weil die Multiplikation mit x eine Sur-
jektion des ersten Quotienten auf den zweiten induziert. In den Notationen des
Beweises von 7.7.3.12 haben wir für i ≥ 0 also PM(i) ≥ P̃xM(i + r) und aus
unserer Identität von Polynomen PM(t) = P̃xM(t) + PM/xM(t) folgt

PM/xM(i) = PM(i)− P̃xM(i) ≥ PM(i)− PM(i− r)

für i ≥ r. Jetzt unterscheiden wir den Fall M = 0, in dem unsere Behauptung eh
klar ist, und den FallM 6= 0, was wir hinfort annehmen. Ist dann adtd der Leitterm
von PM(t), so ergibt sich der Leitterm von PM(t) − PM(t − r) zu rdadtd−1 und
unsere Behauptung folgt leicht im Fall r 6= 0. Der Fall r = 0 ist aber in unseren
Konventionen eh unproblematisch, da alle unsere Multiplizitäten ≥ 0 sind.

Definition 7.7.3.16. Gegeben ein lokaler noetherscher Kring heißt die kleinst-
mögliche Anzahl von Elementen unseres Krings, deren Idealerzeugnis das maxi-
male Ideal unseres Krings zum Radikal hat, seine Einbettungsdimension.

7.7.3.17 (Geometrische Bedeutung der Einbettungsdimension). Im geometri-
schen Fall des lokalen Rings OX,x einer affinen k-Varietät ist die Einbettungsdi-
mension das kleinste n derart, daß es eine offene Umgebung U von x und einen
Morphismus U → kn gibt, für den x ein isolierter Punkt seiner Faser ist.

Satz 7.7.3.18 (Hauptsatz zur Dimension lokaler noetherscher Kringe). Gege-
ben ein lokaler noetherscher Kring stimmen seine Hilbertdimension, seine Krull-
dimension und seine Einbettungsdimension überein.

7.7.3.19. Speziell hat jeder lokale noethersche Kring endliche Krulldimension, ja
die Zahl der für sein maximales Ideal benötigten Erzeuger ist eine obere Schranke
für seine Krulldimension.
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Beweis. Sei A unser lokaler noetherscher Kring. Wir notieren δ(A) die Einbet-
tungsdimension. Zum Beweis zeigen wir δ(A) ≤ kdim(A) ≤ hdim(A) ≤ δ(A).
Die Abschätzung hdim(A) ≤ δ(A) folgt unmittelbar aus unserem Satz 7.7.3.3
über Hilbertpolynome lokaler noetherscher Kringe. Die Abschätzung kdim(A) ≤
hdim(A) zeigen wir durch Induktion über hdim(A). Im Fall hdim(A) = 0 sta-
gniert die Folge der Ideale mn und nach dem Lemma von Nakayama 7.4.6.12
stagniert sie bei Null. Folglich umfaßt jedes Primideal unser m und damit ist m
das einzige Primideal und die Krulldimension ist Null. Für den Induktionsschritt
sei

p0 ( p1 ( . . . ( pl

eine Primidealkette inA. Im Integritätsbereich Ā := A/p0 betrachten wir das Bild
p̄1 ⊂ Ā von p1 und wählen x ∈ p̄1\0. Die kurze exakte Sequenz

Ā
x·
↪→ Ā� Ā/Āx

zeigt mit 7.7.3.5 sofort hdim(Ā/Āx) < hdim Ā, und hdim Ā ≤ hdimA ist eh
klar. Aus der Induktionsannahme folgt so, dass die Primidealkette p̄1 ( . . . ( p̄l
in Ā/Āx der Bilder der pi in Ā/Āx höchstens die Länge l−1 ≤ hdimA−1 haben
kann. Es bleibt δ(A) ≤ kdimA zu zeigen. Wir argumentieren mit Induktion über
δ(A). Im Fall δ(A) = 0 ist m =

√
0 das Nilradikal und wir finden kdimA = 0.

Gilt sonst δ(A) > 0, so ist m kein minimales Primideal von A und nach 7.4.5.23
gibt es nur endlich viele minimale Primideale in A und nach 7.4.2.14 können sie
m nicht überdecken. Es gibt also ein Element x ∈ m, das in keinem minimalen
Primideal enthalten ist. Wir setzen Ā := A/Ax und finden δ(Ā) = δ(A) − 1
und, da nach 7.4.5.9 jedes Primideal stets ein minimales Primideal umfaßt, auch
kdim Ā ≤ kdimA− 1. Die Behauptung folgt mit vollständiger Induktion.

Korollar 7.7.3.20 (Abschätzung für die Krulldimension lokaler Kringe). Ge-
geben ein lokaler noetherscher Kring A mit maximalem Ideal m gilt stets

dimA/m(m/m2) ≥ kdimA

Beweis. Jedes Repräsentantensystem eines Erzeugendensystem des A/m-Vektor-
raums m/m2 erzeugt nach Nakayama bereits das Ideal m als Ideal von A. Damit
erweist sich unsere Behauptung als Konsequenz der Aussage δ(A) = kdimA aus
dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 7.7.3.18.

Korollar 7.7.3.21 (Verallgemeinerter Krull’scher Hauptidealsatz). Gegeben
ein noetherscher Kring R gilt für die Höhe jedes Primideals p ⊂ R, das vorgege-
bene Elemente f1, . . . , fs von R enthält und minimal ist unter allen Primidealen
mit dieser Eigenschaft, die Abschätzung ht(p) ≤ s.
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Beweis. Im lokalen Kring Rp muß pp das Radikal des von f1, . . . , fs erzeugten
Ideals sein. Damit erweist sich unsere Behauptung als Konsequenz der Aussage
δ(A) = kdimA aus dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 7.7.3.18.

Definition 7.7.3.22. Gegeben ein lokaler noetherscher Kring (A,m) versteht man
unter einem Parametersystem von A eine Familie x1, . . . , xd von d = kdimA
Elementen des maximalen Ideals m mit der Eigenschaft, daß das Radikal des von
ihnen erzeugten Ideals gerade das maximale Ideal m selbst ist. Die Existenz sol-
cher Parametersysteme folgt aus dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 7.7.3.18.

Proposition 7.7.3.23 (Parametersysteme sind algebraisch unabhängig). Be-
sitzt ein lokaler noetherscher Kring (A,m) einen Unterkörper k ⊂ A mit k ∼→
A/m unter der natürlichen Abbildung und ist x1, . . . , xd ein Parametersystem von
A, so sind die xi algebraisch unabhängig über k.

Beweis. Ist q das Erzeugnis der xi, so liefern die offensichtlichen Abbildungen
Homomorphismen

k[X1, . . . , Xd] ↪→ (A/q)[X1, . . . , Xd]� grqA

von graduierten Ringen. Wäre die Komposition nicht injektiv, so gäbe es ein von
Null verschiedenes homogenes Polynom in ihrem Kern. Dies Element müßte auch
in der Mitte kürzbar sein, da die erste Abbildung offensichtlich von Null verschie-
dene Polynome auf kürzbare Elemente abbildet, und mit Übung 7.6.9.10 über
Kokerne homogener Selbstinjektionen folgte hdimA < d im Widerspruch zu un-
seren Annahmen. Also liefert die Komposition eine Injektion k[X1, . . . , Xd] ↪→
grqA. Mit Übung 7.7.1.16 folgt, daß die offensichtliche Abbildung bereits eine
Injektion k[X1, . . . , Xd] ↪→ A gewesen sein muß.

Übungen

Übung 7.7.3.24. (k = k̄). Man zeige: Gegeben I ⊂ k[T0, . . . , Tn] ein homogenes
Ideal mit nichtleerer projektiver Nullstellenmenge Z∗(I) 6= ∅ alias unendlicher
Kodimension ist die Hilbertdimension des Restklassenrings genau um Eins größer
als die Krulldimension der projektiven Nullstellenmenge, in Formeln

hdim(k[T0, . . . , Tn]/I) = kdimZ∗(I) + 1

Hinweis: Hauptsatz 7.7.3.18 zur Dimension lokaler noetherscher Kringe.
Übung 7.7.3.25. Gegeben (A,m) ein lokaler noetherscher Kring der Dimension d
und Elemente f1, . . . , fd ∈ A mit fi ∈ mr(i) gilt die Abschätzung

l(A/〈f1, . . . , fd〉) ≥ r(1) . . . r(d) mult(A)

Hinweis: 7.7.3.13 und vollständige Induktion und Interpretation der Länge als
Multiplizität.
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Übung 7.7.3.26. Gegeben ein lokaler noetherscher KringA und ein Parametersys-
tem x1, . . . , xd ∈ m zeige man für jedes s mit 0 ≤ s ≤ d für die Krulldimension
des Quotienten nach einem Teil der Parameter die Identität

kdim(A/〈x1, . . . , xs〉) = d− s

Hinweis: Für jeden lokalen noetherschen Kring B gilt kdimB = δ(B).

7.7.4 Glattheit und Regularität
Definition 7.7.4.1. (k = k̄). Eine algebraische Teilmenge X ⊂∧ kn heißt glatt an
der Stelle x ∈ X , wenn es f1, . . . fr ∈ k[T1, . . . , Tn] und eine Umgebung U ⊂◦ kn
von x gibt derart, daß X ∩U = Z(f1, . . . fr)∩U die simultane Nullstellenmenge
der fi in U ist und daß die Gradienten der fi bei x linear unabhängig sind.

7.7.4.2. Mit Gradienten meinen wir hier wie in der Analysis die Vektoren

(grad f)(x) := ((∂f/∂Tν)(x)) ∈ kn

Es wird erst später klar werden, daß die obige Bedingung nur von der bepunkteten
affinen Varietät (X, x) und nicht von ihrer Einbettung in einen kn abhängt. Wenn
ich im Verlauf der folgenden Argumentation besonders betonen will, daß die Be-
dingung wie oben in Bezug auf eine explizit vorgegebene Einbettung verstanden
werden soll, nenne ich X extrinsisch glatt an der Stelle x. Es ist klar und die
Aussage von Übung 7.7.4.26, daß die extrinsisch glatten Punkte von X ⊂∧ kn ei-
ne offene Teilmenge von X bilden. Was an dieser Stelle fehlt, ist der Nachweis,
daß die glatten Stellen sogar eine dichte offene Teilmenge bilden. Das wird erst in
7.7.5.5 bewiesen, wobei wir im Fall eines Grundkörpers positiver Charakteristik
zusätzlich Resultate aus [AAG] benötigen.

7.7.4.3 (Generische Glattheit von Hyperflächen). (k = k̄). Für ebene Kurven
C ⊂∧ k2 können wir auch hier schon einsehen, daß ihre glatten Punkte eine offene
dichte Teilmenge bilden. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir sie ja
irreduzibel annehmen, also C = Z(f) für ein irreduzibles Polynom f ∈ k[X, Y ].
Für so ein Polynom können auch in positiver Charakteristik p > 0 die partiellen
Ableitungen ∂xf und ∂yf nicht beide identisch verschwinden, sonst gäbe es ein
Polynom g mit f(X, Y ) = g(Xp, Y p) und mit Ziehen der p-ten Wurzeln aus den
Koeffizienten von g auch ein hmit hp = f im Widerspruch zur Irreduzibilität. Gilt
ohne Beschränkung der Allgemeinheit ∂xf 6= 0, so sind f und ∂xf teilerfremd
und haben folglich höchstens endlich viele gemeinsame Nullstellen. In derselben
Weise zeigt man, daß in jeder HyperflächeX ⊂∧ kn die glatten Punkte dicht liegen.

7.7.4.4 (Beziehung zum Begriff einer Mannigfaltigkeit). (k = k̄). Die Moti-
vation für die Begiffsbildung „glatter“ algebraischer Teilmengen kommt von der
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Beschreibung 12.3.2.20 von Untermannigfaltigkeiten des Rn als Urbilder her. Die
verschiedenen äquivalenten Beschreibungen von Untermannigfaltigkeiten des Rn
als Bilder 12.3.4.1 sowie als „lokal plättbare Teilmengen“ 12.3.2.6 haben in der
algebraischen Geometrie keine unmittelbaren Analoga, da der Satz über implizite
Funktionen ?? im Fall der Zariskitopologie für Morphismen von Varietäten nicht
mehr gilt. Bereits in einer Variablen gilt ja der Satz über die Umkehrabbildung
in dieser Situation nicht mehr, wie das Beispiel der Abbildung k → k, x 7→ x2

zeigt. Später mögen Sie lernen, wie es gelingt, diese Schwierigkeiten durch die
Einführung der sogenannten „étalen Topologie“, die allerdings im engeren Sinne
unserer Definition 11.1.1.5 gar keine Topologie ist, sozusagen „wegzudefinieren“.

7.7.4.5 (Diskussion von Varianten der Definition). (k = k̄). In der Literatur
ist auch eine andere Definition des Begriffs einer extrinsisch glatten Stelle ge-
bräuchlich: Gegeben X ⊂∧ kn heißt danach eine Stelle x ∈ X glatt, wenn der von
den Gradienten bei x der Funktionen f ∈ I(X), als da heißt von den Vektoren
(grad f)(x) := ((∂f/∂Ti)(x)) ∈ kn für f ∈ I(X) aufgespannte Teilraum die
Dimension n − kdimOX,x hat. Diese Definition ist aber zu schwach, um Übung
7.7.4.28 zu lösen, nach der die glatten Punkte einer äqui-d-dimensionalen alge-
braischen Teilmenge von Cn eine glatte reell 2d-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit bilden. Die Äquivalenz beider Definitionen zeigen wir in 7.7.4.13.

7.7.4.6 (Intrinsische Natur der Glattheit). (k = k̄). Unser nächstes Ziel ist zu
zeigen, daß unsere Definition glatter Punkte in der Weise „intrinsisch“ ist, daß ge-
geben ein Isomorphismus ϕ : X

∼→ Y in der Kategorie 7.3.2.5 der algebraischen
Teilmengen irgendwelcher kn unser X glatt ist bei x ∈ X genau dann, wenn Y
glatt ist bei ϕ(x) ∈ Y .

Definition 7.7.4.7. Ein lokaler Kring A heißt regulär, wenn er noethersch ist und
wenn für sein maximales Ideal m gilt

dimA/m(m/m2) = kdimA

Eine Familie von Elementen x1, . . . , xd ∈ m, deren Nebenklassen eine Basis von
m/m2 bilden, heißt dann ein reguläres Parametersystem von A.

Beispiel 7.7.4.8. Für alle Primzahlen p ist die Lokalisierung Z〈p〉 an dem von p
erzeugten Primideal ein regulärer lokaler Kring. Für jeden Körper k und jeden
Punkt x ∈ kn ist der lokalisierte Polynomring k[T1, . . . , Tn]I(x) regulär.

Satz 7.7.4.9 (Assoziierte graduierte regulärer lokaler Kringe). Jeder reguläre
lokale Kring ist ein Integritätsring und der assoziierte graduierte Ring zu seiner
Filtrierung durch die Potenzen des maximalen Ideals ist ein Polynomring.
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Beweis. Für jeden regulären lokalen Kring (A,m) der Dimension d und jedes
reguläre Parametersystem x1, . . . , xd muß die offensichtliche durch Xi 7→ x̄i ge-
gebene Surjektion ein Isomorphismus

(A/m)[X1, . . . , Xd]
∼→ grmA

sein, denn sonst folgte wie beim Beweis von 7.7.3.23 aus Übung 7.6.9.10 zu
Kokernen homogener Selbstinjektionen bereits die Abschätzung hdimA < d.
Die Filtrierung durch die mi ist jedoch Hausdorff nach dem Durchschnittssatz
7.4.6.14. Da der assoziierte graduierte Ring ein Integritätsring ist, folgt dasselbe
mit 7.7.2.9 für A selber.

Satz 7.7.4.10 (Reguläre Quotienten regulärer lokaler Kringe). Seien (A,m)
ein regulärer lokaler Kring und I ⊂ A ein Ideal. So sind gleichbedeutend:

1. Der Quotient A/I nach unserem Ideal ist ein regulärer lokaler Kring;

2. Unser Ideal I wird von einer Teilmenge eines regulären Parametersystems
des regulären lokalen Krings A erzeugt.

Beweis. 1⇒ 2. Ist A/I lokal, so folgt A 6= I und mithin I ⊂ m. Wir vereinbaren
die Abkürzungen A/I =: Ā und m/I =: m̄ und betrachten das Diagramm

I ∩m2 � � //
_�

��

m2 // //
_�

��

m̄2
_�

��
I

����

� � // m

����

// // m̄

����
I/(I ∩m2) �

� // m/m2 // // m̄/m̄2

mit exakten Zeilen und Spalten, bei dem die Exaktheit der unteren Zeile aus dem
Neunerlemma folgt. Sei d die Krulldimension von A und d̄ die Krulldimension
von Ā und s = d− d̄. Wir finden sicher Elemente f1, . . . , fs ∈ I , deren Bilder den
Kern in der unteren Zeile erzeugen. Für den Quotienten Ã := A/〈f1, . . . , fs〉 nach
dem von ihnen erzeugten Ideal mit seinem maximalen Ideal m̃ := m/〈f1, . . . , fs〉
erhalten wir dann m/m2 � m̃/m̃2 � m̄/m̄2 und nach Wahl der fi ist die Zweite
dieser Abbildungen ein Isomorphismus und wir erhalten

kdim Ã ≤ dimÃ/m̃ m̃/m̃2 = dimĀ/m̄ m̄/m̄2 = kdim Ā ≤ kdim Ã

mit ersten Abschätzung nach Korollar 7.7.3.20 des Hauptsatzes der Dimensions-
theorie und der letzten aufgrund der Surjektion Ã � Ā. Zusammen folgt, daß
auch Ã regulär ist und mithin nach 7.7.4.9 ein Integritätsbereich. Wäre der Kern
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von Ã � Ā nicht Null, so müßte er ein Primideal ungleich Null sein und unsere
Kringe könnten nicht dieselbe Krulldimension haben. Das zeigt Ã ∼→ Ā und da-
mit I = 〈f1, . . . , fs〉.
2 ⇒ 1. Sei f1, . . . , fd ∈ m ein reguläres Parametersystem. Es gilt zu zeigen,
daß für alle s auch Ā := A/〈f1, . . . , fs〉 ein regulärer lokaler Kring ist. Nun lie-
fert Übung 7.7.3.26 uns die Identität kdim(Ā) = kdim(A) − s und die Identität
dimĀ/m̄(m̄/m̄2) = dimA/m(m/m2)− s ist leicht zu sehen.

Definition 7.7.4.11. Ein Punkt x einer algebraischen Varietät X heißt ein regu-
lärer Punkt von X oder gleichbedeutend ein glatter Punkt von X , wenn der
RingOX,x der Funktionskeime bei x ein regulärer lokaler Ring ist. Ein Punkt, der
nicht regulär ist, heißt singulär.

7.7.4.12. Ich erinnere daran, daß in unserer Terminologie Varietäten stets über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper definiert sind. Verallgemeinert man
die Definitionen auf den Fall beliebiger Grundkörper, so ist das Analogon der
extrinsischen Glattheit stärker als die lokale Regulärität, vergleiche 7.7.4.25.

Korollar 7.7.4.13 (Regularität und Glattheit). (k = k̄). Eine algebraische Teil-
menge X ⊂∧ kn ist genau dann extrinsisch glatt an einer Stelle x ∈ X , wenn der
lokale Ring OX,x regulär ist.

7.7.4.14. Mit der in der Literatur üblichen Definition glatter Stellen, wie sie in
7.7.4.5 erklärt wird, ist dieses Korollar fast eine Tautologie. Wie in 7.7.4.5 aus-
geführt wird, macht es die in der Literatur übliche Definition aber mühsam, die
Brücke zur Analysis und damit zur Anschauung zu schlagen.

Beweis. Wir wenden Satz 7.7.4.10 über reguläre Quotienten regulärer lokaler
Kringe an auf die Lokalisierung Okn,x = O(kn)I(x) des Polynomrings nach allen
bei x nicht verschwindenden Polynomen und seinen Quotienten OX,x nach der
Lokalisierung I := I(X)I(x) des Verschwindungsideals von X . Das maximale
Ideal von O(kn)I(x) notiere wir m := I(x)I(x). Das Auswerten f 7→ (grad f)(x)
des Gradienten an der Stelle x liefert einen Vektorraumisomorphismus

m/m2 ∼→ kn

Ein reguläres Parametersystem vonOkn,x ist folglich dasselbe wie ein System von
Funktionskeimen f1, . . . , fn ∈ Okn,x mit f1(x) = . . . = fn(x) = 0 derart, daß ih-
re Gradienten bei x eine Basis des kn bilden. Ist OX,x = Okn,x/I regulär, so kann
I nach 7.7.4.10 erzeugt werden von einem Teil eines regulären Parametersystems,
also von bei x verschwindenden Funktionskeimen mit linear unabhängigen Gra-
dienten bei x. Beliebig gewählte Repräsentanten dieser Funktionskeime erzeu-
gen dann auch I(X)g für eine geeignet gewählte Funktion g ∈ k[T1, . . . , Tn] mit
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g(x) 6= 0 und damit istX extrinsisch glatt bei x. Ist umgekehrtX extrinsisch glatt
bei x, so gibt es Funktionen f1, . . . , fs ∈ O(kn) mit linear unabhängigen Gradi-
enten an der Stelle x und eine weitere reguläre Funktion g ∈ O(kn) mit g(x) 6= 0
und

X ∩ {g 6= 0} = Z(f1, . . . , fs) ∩ {g 6= 0}

Die fi müssen im lokalen Ring bei x bereits ein Primideal erzeugen, da der Quo-
tient nach 〈f1, . . . , fs〉I(x) ja nach 7.7.4.10 ein regulärer lokaler Ring und folg-
lich nach 7.7.4.9 ein Integritätsring ist. Andererseits folgt aus unseren Annahmen
I(X)g =

√
〈f1, . . . , fs〉g in der Lokalisierung O(kn)g. Da das Bilden des Ra-

dikals nach Übung 7.4.3.56 mit Lokalisierung vertauscht und da jedes Primideal
bereits sein eigenes Radikal ist, folgt

I(X)I(x) =
√
〈f1, . . . , fs〉I(x) = 〈f1, . . . , fs〉I(x)

Der Quotient vonOkn,x = O(kn)I(x) nach I(X)I(x) ist nun isomorph zum lokalen
Ring OX,x und damit ist dieser lokale Ring nach 7.7.4.10 regulär.

Definition 7.7.4.15. Eine Varietät heißt glatt, wenn sie glatt alias regulär ist an
jeder Stelle.

Korollar 7.7.4.16 (Lokale Irreduzibilität bei glatten Stellen). Ist der lokale
Ring OX,x einer bepunkteten affinen Varietät (X, x) regulär, so geht durch den
Punkt x nur genau eine irreduzible Komponente von X .

7.7.4.17. Insbesondere ist jede glatte Varietät die disjunkte Vereinigung ihrer ir-
reduziblen Komponenten.

Beweis. Ginge mehr als nur eine irreduzible Komponente von X durch den Punkt
x, so hätte der lokale RingOX,x mehr als nur ein minimales Primideal. Dann wäre
er aber kein Integritätsbereich und mithin nach 7.7.4.9 auch nicht regulär.

7.7.4.18 (Schwierigkeiten mit lokalen Koordinaten). Gegeben eine glatte Stelle
x einer affinen k-Varietät X und ein reguläres Parametersystem f1, . . . , fd ihres
lokalen Rings OX,x werden die Funktionen fi bereits alle in einer offenen Umge-
bung U ⊂◦ X von x definiert sein und folglich einen Morphismus ϕ : U → kd

liefern. Im Gegensatz zur analogen Situation im Fall differenzierbarer Mannigfal-
tigkeiten wird diese Abbildung jedoch im allgemeinen auf keiner Zariski-offenen
Umgebung U von x injektiv sein, und das für jedes System lokaler Parameter. Es
ist also im allgemeinen nicht möglich, im algebraischen Fall in der Zariskitopolo-
gie so etwas wie „lokale Koordinatensysteme“ zu finden.
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7.7.4.19. Gegeben eine Varietät verstehen wir unter einem System von Pseudo-
koordinaten eine Familie von regulären Funktionen f1, . . . , fd mit der Eigen-
schaft, daß an jeder Stelle x ∈ X die Funktionen fi− fi(x) ein reguläres Parame-
tersystem bilden. Mit den bis hierher erzielten äquivalenten extrinsischen und int-
rinsischen Beschreibungen glatter Punkte sieht man leicht ein, daß jedes reguläre
Parametersystem an einem Punkt durch Restriktion von einem System von Pseu-
dokoordinaten auf einer irreduziblen offenen affinen Umgebung von besagtem
Punkt herkommt. Weiter ist klar, daß gegeben ein System von Pseudokoordinaten
die Nullstellenmenge einer beliebigen Auswahl von d unserer Pseudokoordinaten
stets glatt ist und jede irreduzible Komponente eine um d kleinere Dimension hat.

Satz 7.7.4.20 (Kodimension von Schnittmengen). Gegeben irreduzible abge-
schlossene Teilmengen X, Y ⊂∧ W einer glatten äquidimensionalen Varietät W
gilt für jede irreduzible Komponente Z ihres Schnitts X ∩ Y die Abschätzung

kdim(Z ⊂ W ) ≤ kdim(X ⊂ W ) + kdim(Y ⊂ W )

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß W ir-
reduzibel und affin ist und daß es darauf ein System f1, . . . , fn von Pseudokoor-
dinaten gibt. Offensichtlich bilden dann die Funktionen fi� 1− 1� fi und fi� 1
ein System von Pseudokoordinaten auf W ×W . Betrachten wir den durch unsere
Pseudokoordinaten gegebenen Morphismus ϕ : W → kn, so ist das Urbild der
Diagonale unter ϕ × ϕ : W ×W → kn × kn glatt und äqui-n-dimensional als
Nullstellenmenge der ersten n unserer Pseudokoordinaten. Mithin ist das Urbild
der Diagonale die disjunkte Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten und
die Diagonale ∆W ⊂∧ W ×W ist notwendig eine dieser Komponenten. Nun ist
aberX∩Y isomorph zu (X×Y )∩∆W und damit isomorph zu einer irreduziblen
Komponente der Nullstellenmenge der n Funktionen fi � 1− 1� fi auf X × Y .
Damit folgt die Behauptung aus unserer Abschätzung 7.5.9.9.

Satz 7.7.4.21. Jeder reguläre lokale Kring ist ganz abgeschlossen.

Vorschau 7.7.4.22. Man kann sogar zeigen, daß jeder reguläre lokale Kring fak-
toriell ist. Beweise findet man etwa in [Eis95, Ais ]. Für die lokalen Ringe von
Varietäten schreibe ich in 7.7.6.14 einen Beweis aus.

Beweis. Sei (A,m) unser regulärer lokaler Kring. Sei x ∈ QuotA ganz über A.
Es gilt zu zeigen x ∈ A. Dazu schreiben wir x = r/s mit r, s ∈ A und s 6= 0. Da
x ganz ist über A, gibt es n ∈ N mit

A[x] = A+ Ax+ . . .+ Axn

Wir folgern snxm ∈ A für alle m ∈ N und damit rm ∈ sm−nA für alle m ∈ N.
Nehmen wir zusätzlich r 6= 0 an, so gibt es i maximal mit r ∈ mi und wir
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haben 0 6= r̄ ∈ mi/mi+1. Ebenso gibt es j maximal mit s ∈ mj und wir haben
0 6= s̄ ∈ mj/mj+1 und folgern, daß s̄m−n für m ≥ n stets ein Teiler von r̄m ist
in grmA. Da dieser Ring jedoch nach 7.7.4.9 faktoriell ist, muß sogar s̄ ein Teiler
von r̄ sein. Wir haben also i ≥ j und es gibt a1 ∈ mi−j ⊂ A und r1 ∈ mi+1 mit

r = a1s+ r1

und das gilt sogar ohne die Annahme r 6= 0. Dann ist aber r1/s auch wieder ganz
über A und wir finden genauso r1 = a2s + r2 mit a2 ∈ A und r2 ∈ mi+2 und
induktiv folgt

r ∈
∞⋂
ν=1

(As+ mi+ν)

Nach dem Durchschnittssatz von Krull 7.4.6.14, angewandt auf den Restklassen-
ring A/As, folgt daraus aber sofort r ∈ As alias x ∈ A.

Satz* 7.7.4.23 (Differentielles Dominanzkriterium für affine Räume). Seien
k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper und f ∈ k[T1, . . . , Tn] ein Poly-
nom und X := kn\Z(f) das Komplement seiner Nullstellenmenge und ϕ : X →
km ein Morphismus. Induziert für einen Punkt x ∈ X der Komorphismus eine
Injektion mϕ(x)/m

2
ϕ(x) ↪→ mx/m

2
x, so umfaßt ϕ(X) eine offene Teilmenge von km.

Vorschau 7.7.4.24. Dieses Kriterium ist insbesondere in der Theorie der Liealge-
bren hilfreich. Im weiteren Verlauf dieser Vorlesung spielt es dahingegen keine
Rolle. In der Sprache der Differentiale aus 9.3.1.1 besagt unserer Bedingung, daß
das Differential bei x eine Surjektion dxϕ : TxX � TyY sein soll. Eine Variante
in dieser Sprache und in größerer Allgemeinheit zeigen wir in 9.3.1.31.

Beweis. Wir setzen y := ϕ(x). Offensichtlich folgt aus unserer Annahme, daß
unser Morphismus ϕ eine Injektion grmyOY,y ↪→ grmxOX,x der assozierten gradu-
ierten Ringe induziert. Da unsere Filtrierungen ausschöpfend und Hausdorff sind,
folgt mit 7.7.1.16 die Injektivität OY,y ↪→ OX,x des Komorphismus und unser
Morphismus ϕ ist dominant. Unser Satz folgt damit aus Korollar 7.5.4.12 über
Bilder von Morphismen.

Vorschau 7.7.4.25 (Regularität und Glattheit in größerer Allgemeinheit). Ar-
beitet man nicht mehr über einem algebraisch abgeschlossenen Körper, so ist
das Analogon von Glattheit stärker als Regularität. Sei genauer k ein Kring. Ein
Kringhomomorphismus k → A heißt standardglatt, wenn natürliche Zahlen
n ≥ r ≥ 0 und Polynome f1, . . . fr ∈ k[T1, . . . , Tn] und ein Isomorphismus
von k-Kringen

k[T1, . . . , Tn]/〈f1, . . . fr〉
∼→ A
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existieren derart, daß das Bild von det((∂jfi)
r
i,j=1) inA eine Einheit ist. Ein Kring-

homomorphismus k → A heißt glatt, wenn es Erzeuger s, . . . , t des Einsideals
von A gibt derart, daß die Lokalisierungen As, . . . , At jeweils standardglatt sind
über k. Ist k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper und X ⊂∧ kn eine ab-
geschlossene Teilmenge, so sind nach unserem Korollar 7.7.4.13 über Regularität
und Glattheit gleichbedeutend:

1. Unsere Teilmenge X ⊂∧ kn ist extrinsisch glatt an jeder Stelle x ∈ X;

2. Alle lokalen Ringe OX,x von X sind regulär;

3. Der Ring O(X) der regulären Funktionen auf X ist ein glatter k-Kring.

Arbeiten wir über nicht vollkommenen Körpern k, so ist jedoch lokale Regula-
rität schwächer als Glattheit. Ist etwa L/k eine endliche inseparable Körperer-
weiterung, so ist L ein regulärer lokaler k-Kring, aber der Ringhomomorphismus
k ↪→ L ist nicht glatt.

Übungen

Übung 7.7.4.26. (k = k̄). Man zeige, daß die glatten Stellen einer algebraischen
Teilmenge X ⊂∧ kn stets eine offene Teilmenge bilden.
Übung 7.7.4.27. (k = k̄). Gegeben p ∈ X ⊂∧ kn eine glatte Stelle einer al-
gebraischen Teilmenge zeige man, daß für jedes System x1, . . . , xd von lokalen
Parametern um p der Ringhomomorphismus k[T1, . . . , Td] → OX,p zum lokalen
Ring bei p gegeben durch Ti 7→ xi einen Isomorphismus

kJT1, . . . , TdK→ O∧X,p
zwischen dem Ring der formalen Potenzreihen und der Vervollständung des loka-
len Rings von X bei p an seinem maximalen Ideal induziert.
Übung 7.7.4.28 (Algebraische Teilmengen in Cn als Mannigfaltigkeiten). Man
zeige, daß die glatten Stellen einer irreduziblen algebraischen TeilmengeX ⊂∧ Cn
eine orientierbare Untermannigfaltigkeit des Cn der Dimension d = 2 kdimX
von im Sinne von 12.3.2.6 und 12.8.3.6 bilden, genauer sogar eine glatte Unter-
mannigfaltigkeit im Sinne von 22.3.2.7. Hinweis: 12.3.2.20.
Übung 7.7.4.29 (Verschwindungsideale glatter Varietäten). Sei X ⊂∧ kn glatt
in jedem Punkt und seien Polynome f1, . . . , fr ∈ I(X) gegeben derart, daß für
alle x ∈ X gilt

dimk〈(grad f1)(x), . . . , (grad fr)(x)〉k + kdimOX,x = n

So erzeugen die fi bereits das Verschwindungsideal von X , in Formeln ausge-
drückt gilt also 〈f1, . . . , fr〉 = I(X).
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Übung 7.7.4.30. (k = k̄). Man zeige, daß die MatrizenM ∈ Mat(3; k) vom Rang
≤ 1 eine irreduzible algebraische Teilmenge des k9 der Dimension 5 bilden und
bestimme Erzeuger ihres Verschwindungsideals. Hinweis: 7.7.4.29.
Übung 7.7.4.31 (Lokale Multiplizitäten). Sei (A,m) ein regulärer lokaler Kring
einer Krulldimension d ≥ 1. Gegeben f ∈ A\0 und r maximal mit f ∈ mr zeige
man hdim(A/Af) < d und

r = multd−1
m (A/Af)

und damit auch f ∈ m ⇒ hdim(A/Af) = d − 1. Man schreibt dann abkürzend
r = mult(f) und im Fall einer affinen Varietät X mit A := OX,x dem lokalen
Ring an einer regulären Stelle x ∈ X alternativ r = multx(f). Da der assoziierte
graduierte Ring ein Polynomring über einem Körper ist, gilt

mult(fg) = mult(f) + mult(g)

Hinweis: Man gehe den Beweis von 7.7.3.12 nocheinmal durch und erkenne in
diesem Fall P̃Af (t) = trPA(t). Die nun folgende Rechnung finde ich in der Vari-
ante 7.6.9.9 besonders transparent: Die rationale Funktion 1/(1−u)d−ur/(1−u)d

hat um u = 1 eine Laurent-Entwicklung, die mit dem Term r/(1− u)d−1 beginnt.
Übung 7.7.4.32 (Glattheit und lokale Multiplizität). Gegeben y ∈ Y ⊂∧ X
eine bepunktete abgeschlossene Hyperfläche in einer glatten irreduziblen affinen
Varietät zeige man, daß Y genau dann glatt ist bei y, wenn gilt multy Y = 1.
Hinweis: 7.7.4.10 und 7.7.4.31.
Ergänzung 7.7.4.33. In [Bou06], exercice 25 zu §7 wird ein Argument dafür skiz-
ziert, daß aus multx(X) = 1 schon folgt, daß x ∈ X ein glatter Punkt der Varietät
X sein muß. In [Bou06], exercice 24 zu §7 wird ein Argument dafür skizziert, daß
ein lokaler noetherscher Kring A genau dann regulär ist, wenn er die Multiplizität
Eins hat und seine Vervollständigung Â ein Integritätsbereich ist. In der entspre-
chenden Arbeit [Nag55] von Nagata findet man auch ein Beispiel dafür, daß in
diesem Zusammenhang die zusätzliche Bedingung an Â notwendig ist.
Übung 7.7.4.34 (Schnittmultiplizität an singulären Stellen). SeienX eine glatte
Varietät der Dimension kdimX = 2 und C,D ⊂∧ X Kurven mit Schnittpunkt
x ∈ C ∩D. Sind C oder D nicht glatt bei x, so gilt für die Schnittmultiplizität

sx(C,D) ≥ 2

Übung 7.7.4.35 (Maximalzahl singulärer Stellen ebener Kurven). (k = k̄).
Eine Kurve C = Z(f) ⊂∧ k2 für ein quadratfreies Polynom f ∈ k[X, Y ] hat
höchstens d(d − 1)/2 singuläre Punkte für d = grad(f). Hinweis: Man überlege
sich zunächst, daß es eine Richtung v ∈ k2\0 gibt derart, daß die Richtungsablei-
tung Dvf nur höchstens endlich viele gemeinsame Nullstellen mit f hat. Dann
verwende man 7.7.4.34.
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Übung 7.7.4.36 (Vorbereitung feinerer Aussagen zur Schnittmultiplizität). Sei
(A,m) ein regulärer lokaler Kring der Krulldimension Zwei. Gegeben f ∈ mr und
g ∈ ms liefert 7.7.3.25 die Abschätzung

l(A/〈f, g〉) ≥ rs

Bezeichne nun f̄ ∈ mr/mr+1 und ḡ ∈ ms/ms+1 die Nebenklassen. Sind f̄ und ḡ
teilerfremd in grmA, so folgere man mr+s ⊂ 〈f, g〉 aus dem Nakayama-Lemma
und Übung 6.2.9.27, nach der sich jedes homogene Polynom h̄ vom Grad r+s−1
schreiben läßt als h̄ = āf̄ + b̄ḡ mit ā homogen vom Grad s − 1 und b̄ homogen
vom Grad r − 1. Dann folgere man aus Übung 6.2.9.27, daß wir kurze exakte
Sequenzen A/ms⊕A/mr ↪→ A/mr+s � A/〈f, g〉 erhalten mit (a, b) 7→ af + bg
als erster Abbildung und daraus, immer unter der Annahme f̄, ḡ teilerfremd, daß
sogar gilt

l(A/〈f, g〉) = rs

Sind dahingegen f̄, ḡ nicht teilerfremd, so ist die erste Abbildung unserer Se-
quenz nicht injektiv und es folgt sogar l(A/(〈f, g〉+ mr+s)) > rs und a forteriori
l(A/〈f, g〉) > rs.
Beispiel 7.7.4.37 (Feinere Aussagen zur Schnittmultiplizität). (k = k̄). Ist spe-
ziell X = k2 die Ebene und x = 0 der Ursprung und sind f, g ∈ k[T, S]\0 teiler-
fremde Polynome und f̄, ḡ deren von Null verschiedene homogene Komponenten
kleinstmöglichen Grades und r sowie s deren Grade, so gilt dimk(OX,x/〈f, g〉) ≥
rs mit Gleichheit genau dann, wenn f̄ und ḡ auch ihrerseits teilerfremd sind.

7.7.5 Birationale Äquivalenz
Definition 7.7.5.1. Zwei irreduzible k-Varietäten, deren Funktionenkörper als Kör-
pererweiterungen von k isomorph sind, heißen birational äquivalent.

Definition 7.7.5.2. Ein Morphismus ϕ : X → Y von irreduziblen k-Varietäten
heißt birational, wenn er dominant ist und einen IsomorphismusM(Y )

∼→M(X)
induziert.

7.7.5.3. Gegeben irreduzible k-Varietäten X, Y und zwischen ihren Funktionen-
körpern ein Körperisomorphismus M(X)

∼→ M(Y ) über k gibt es nichtleere
offene affine Teilmengen U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y sowie einen Isomorphismus von
k-Varietäten V ∼→ U derart, daß die zugehörigen Ringhomomorphismen unseren
Körperisomorphismus ergänzen zu einem kommutativen Diagramm

O(U) ∼ //

��

O(V )

��
M(X) ∼ //M(Y )
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In der Tat dürfen wir X und Y affin annehmen. Bezeichne A,B ⊂M :=M(Y )
die Bilder von von O(X) und O(Y ). Alle Lokalisierungen dieser Integritäts-
bereiche nach von Null verschiedenen Elementen identifizieren wir stillschwei-
gend mit ihren Bildern in M. Da B ringendlich ist über k, gibt es f ∈ A\0
mit A[f−1] ⊃ B. Ebenso gibt es g ∈ B\0 mit B[g−1] ⊃ A. Wir haben also
A[f−1, g−1] = B[f−1, g−1] und können U = (Xf )g und V = (Yg)f nehmen.

Proposition 7.7.5.4. Jede irreduzible k-Varietät ist birational äquivalent zu einer
irreduziblen Hyperfläche, also zur Nullstellenmenge eines einzigen irreduziblen
Polynoms in einem ks.

Beweis unter der Annahme char k = 0. Sei X unsere Varietät. Ohne Beschrän-
kung der Allgemeinheit sei X affin. Wir setzen O(X) := A. Sicher finden wir
eine Noether-Normalisierung k[′x1, . . . , xn] ⊂ A, so daß also A ganz ist über die-
sem Polynomring. Gehen wir zu den Quotientenkörpern über, so erhalten wir eine
modulendliche Körpererweiterung, und diese muß nach 6.3.10.7 und wegen unse-
rer Annahme der Charakteristik Null ein primitives Element r ∈ QuotA besitzen.
Der Ring B := k[x1, . . . , xn, r] ⊂ QuotA hat also denselben Quotientenkörper
wie A. Andererseits ist B ein Integritätsbereich und ein Quotient des Polynom-
rings in n+ 1 Variablen von der Krulldimension n, mithin nach 7.4.2.22 der Quo-
tient nach dem von einem irreduziblen Polynom erzeugten Hauptideal.

Beweis im Allgemeinen. Sei X unsere Varietät. SeiM(X) ihr Funktionenkörper.
Da M(X)/k körperendlich ist und k vollkommen, gibt es nach 9.3.5.8 alge-
braisch unabhängige x1, . . . , xn ∈ M(X) derart, daß M(X) separabel ist über
k(x1, . . . , xn). Nun kann der Beweis wie zuvor zu Ende geführt werden.

Proposition 7.7.5.5. Die glatten Stellen einer algebraischen Teilmenge X ⊂∧ kn

bilden stets eine offene dichte Teilmenge. Dasselbe gilt für die glatten Stellen einer
beliebigen Varietät.

7.7.5.6. Der Beweis basiert auf 7.7.5.4. Das Argument ist deshalb vorerst nur für
char k = 0 vollständig und benötigt im allgemeinen 9.3.5.8.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei X ⊂∧ kn irreduzibel. Daß die
Teilmenge der glatten Stellen offen ist, wissen wir schon aus Übung 7.7.4.26. Es
bleibt zu zeigen, daß sie nicht leer ist. Nach 7.7.5.4 dürfen wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, daß X die Nullstellenmenge eines einzigen irredu-
ziblen Polynoms P ist. Verschwindet eine partielle Ableitung ∂iP unseres Poly-
noms auf ganz X , so muß von P geteilt werden und folglich das Nullpolynom
sein. Es ist jedoch unmöglich, daß alle partiellen ∂iP Ableitungen Null sind: In
Charakteristik Null, da unser Polynom ja nicht konstant sein kann; In Charakteris-
tik p, da unser Polynom dann, wenn es nicht konstant wäre, eine p-te Potenz eines
anderen Polynoms sein müßte und wieder nicht irreduzibel sein könnte.
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7.7.5.7 (Komplex-algebraische Mengen als verklebte Mannigfaltigkeiten). Zu-
sammen mit 7.7.4.26 liefert 7.7.5.5 induktiv, daß jede algebraische Teilmenge
X ⊂∧ Cn eine Folge von Zariski-abgeschlossenen Teilmengen

X = Xd ⊃ Xd−1 ⊃ . . . ⊃ X0

besitzt derart, daß Xi\Xi−1 jeweils eine Untermannigfaltigkeit des Cn der reellen
Dimension 2i im Sinne von 12.3.2.6 ist. Genauer können wir derartige Mengen
induktiv finden, indem wir als Xi−1 die Menge aller nicht regulären Stellen von
Xi vereinigt mit allen irreduziblen Komponenten von Xi einer Krulldimension
< i nehmen.

Übungen

Übung 7.7.5.8. Ist X eine beliebige Varietät, so ist für jede dichte offene affine
Teilmenge U ⊂◦ X die von der universellen Eigenschaft induzierte Abbildung ein
Ringisomorphimus S−1O(U)

∼→M(X) für S ⊂ O(U) die Menge der kürzbaren
Elemente.

Übung 7.7.5.9. Ein Morphismus von Varietäten mit dichtem Bild heißt ein do-
minanter Morphismus. Man zeige: Gegeben irreduzible k-Varietäten X, Y und
ein Körperhomomorphismus M(Y ) → M(X) über k gibt es nichtleere offene
affine Teilmengen U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y sowie einen dominanten Morphismus von
k-Varietäten U → V derart, daß die zugehörigen Ringhomomorphismen unseren
Körperhomomorphismus ergänzen zu einem kommutativen Diagramm

O(V ) //

��

O(U)

��
M(Y ) //M(X)

Gibt es für eine irreduzible k-Varietät X der Dimension n einen Körperisomor-
phismusM(X)

∼→M(kn) über k, so heißtX eine rationale Varietät. Gibt es für
eine irreduzible k-Varietät X der Dimension n eine endliche Körpererweiterung
M(X) ↪→M(kn) über k, so heißt X eine unirationale Varietät.

7.7.6 Beispiele für faktorielle lokale Ringe*
7.7.6.1. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist Korollar 7.7.6.14, nach dem die loka-
len Ringe affiner Varietäten an glatten Punkten stets faktoriell sind. Nach 7.5.9.24
bedeutet das geometrisch, daß in einer irreduziblen affinen Varietät die irredu-
ziblen Untervarietäten der Kodimension Eins, die durch einen festen glatten Punkt
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laufen, in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses Punktes stets als die Null-
stellenmenge einer einzigen regulären Funktion geschrieben werden können. Sehr
viel allgemeiner besagt der Satz von Alexander-Buchsbaum, daß reguläre lokale
Kringe stets faktoriell sind.

7.7.6.2. Ein lokaler Ring (A,m) heiße Hausdorff, wenn die Filtrierung durch
die Potenzen seines maximalen Ideals Hausdorff ist, wenn also gilt

⋂
r∈Nm

r =
0. Nach dem Krull’schen Durchschnittssatz 7.4.6.14 ist jeder noethersche lokale
Kring Hausdorff.

7.7.6.3. Ein lokaler Ring (A,m) heiße vollständig, wenn die Filtrierung durch
die Potenzen seines maximalen Ideals vollständig ist, wenn also anders gesagt die
natürliche Abbildung eine Surjektion A� limr A/m

r ist.

Lemma 7.7.6.4 (Teilen mit Rest bei Potenzreihen). Seien (R,m) ein vollständi-
ger Hausdorffscher lokaler Kring und n ∈ N und P,Q ∈ RJXK formale Potenz-
reihen mit Q ∈ Xn + mJXK. So gibt es eindeutig bestimmte A ∈ RJXK und
B ∈ R[X] mit P = AQ+B und gradB < n.

7.7.6.5. Dieselbe Aussage folgt, wenn wir nur Q ∈ RJXK×Xn + mJXK fordern.
Das ist gleichbedeutend zu Q̄ ∈ R̄JXK×Xn für R̄ := R/m den Restklassenring
und Q̄ das Bild von Q unter der Quotientenabbildung. Formale Potenzreihen über
einem lokalen Kring R mit dieser Eigenschaft heißen regulär vom Grad n. Ex-
plizit sind das Potenzreihen, bei denen der Koeffizient von Xn eine Einheit von R
ist und alle Koeffizienten von kleineren Potenzen keine Einheiten von R. Ist ein
Produkt von zwei Potenzreihen regulär, so offensichtlich auch die Faktoren.

7.7.6.6. Ist R selber ein Ring von formalen Potenzreihen in mehreren Variablen
über einem Körper, so erhält man ein formales Analogon des sogenannten Weier-
straß’schen Teilersatzes.

Beweis. Für die Eindeutigkeit reicht es, den Fall P = 0 zu betrachten. Wegen
der Hausdorffeigenschaft reicht weiter zu zeigen, daß dann das Bild von A in
(R/ms)JXK verschwindet für alle s. Das schließlich folgert man leicht mit voll-
ständiger Induktion über s. Die Existenz zeigt man mit einer Induktion derselben
Art, diesmal unter Verwendung der Vollständigkeit.

Lemma 7.7.6.7. Gegeben (R,m) ein vollständiger Hausdorffscher lokaler Kring
und n ∈ N induziert die Multiplikation eine Bijektion

RJXK× × (Xn + m[X]<n)
∼→ RJXK×Xn + mJXK

mit der Notation m[X]<n für die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in m von
einem Grad, der echt kleiner ist als n.



1160 KAPITEL 7. KOMMUTATIVE ALGEBRA UND GEOMETRIE

7.7.6.8. Sei (R,m) ein lokaler Ring. Ein Element von Xn + m[X]<n nennen
wir ein Weierstraß-Polynom vom Grad n. Gegeben ein vollständiger Haus-
dorff’scher lokaler Kring läßt sich also jede reguläre Potenzreihe vom Grad n
mit Koeffizienten in unserem Kring eindeutig schreiben als Produkt eines Weier-
straßpolynoms vom Grad n mit einer Einheit des Potenzreihenrings.

Beweis. Gegeben ein Element Q der rechten Seite alias eine reguläre Potenzreihe
suchen wir zunächst ein Element A des Potenzreihenrings mit AQ = Xn − B
für B ∈ m[X]<n. Diese Gleichung können wir umschreiben zu Xn = AQ + B.
Das Teilen mit Rest von Xn durch Q im Sinne von 7.7.6.4 besitzt nun genau eine
Lösung und das zeigt bereits die Injektivität unserer Abbildung. Unsere Annah-
men an Q zeigen dann, daß für diese Lösung gilt B ∈ m[X]<n und A ∈ RJXK×
und das Lemma ist bewiesen.

Lemma 7.7.6.9. Sei (R,m) ein vollständiger Hausdorffscher lokaler Kring und
seienA,B,C ∈ RJXK gegeben mitAB = C. SindA und C Weierstraßpolynome,
so ist auch B ein Weierstraßpolynom.

Beweis. Sicher ist B regulär, also besitzt es nach 7.7.6.7 eine eindeutige Darstel-
lung B = DU als Produkt eines Weierstraßpolynoms D mit einer Einheit U des
Potenzreihenrings. Es folgt ADU = C und AD ist offensichtlich seinerseits ein
Weierstraßpolynom. Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung der regulären Potenz-
reihe C als Produkt eines Weierstraßpolynoms mit einer Einheit des Potenzrei-
henrings 7.7.6.7 folgt dann U = 1 wie gewünscht.

Lemma 7.7.6.10. Gegeben ein Körper k gibt es für jedes von Null verschiedene
Element P ∈ kJX1, . . . , XnK einen Automorphismus ϕ unseres Potenzreihenrings
derart, daß in ϕ(P ) eines der Monome (Xn)a mit einem von Null verschiedenen
Koeffizienten auftritt.

Beweis. Wir schreiben in Multiindexschreibweise P =
∑

α∈Nn cαX
α. Sei β der

lexikographisch kleinste Multiindex mit cβ 6= 0. Wir betrachten nun Automor-
phismen ϕ der Gestalt Xi 7→ Xi + X

r(i)
n für 1 ≤ i < n und Xn 7→ Xn. Dann

kommt in ϕ(Xβ) unser Xn zur Potenz β1r(1) + . . .+ βn−1r(n− 1) + βn vor. Wir
müssen nun unsere r(i) nur noch so wählen, daß für jeden lexikographisch größe-
ren Multiindex α unserXn in ϕ(Xα) zu einer echt höheren Potenz vorkommt, daß
also gilt

β1r(1) + . . .+ (βi + 1)r(i) > β1r(1) + . . .+ βn−1r(n− 1) + βn

für 1 ≤ i < n alias r(i) > βi+1r(i + 1) + . . . + βn−1r(n− 1) + βn. Das können
wir aber leicht erreichen, indem wir zuerst r(n− 1) wählen, dann r(n− 2) und so
weiter.
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Satz 7.7.6.11. Potenzreihenringe in endlich vielen Variablen über einem Körper
sind stets faktoriell.

Beweis. Nach 7.1.4.19 sind unsere Ringe noethersch, also besitzt mit demselben
Argument, wie wir es in 6.2.4.11 im Fall von Hauptidealringen gegeben haben,
jedes Element eine Darstellung als Produkt irreduzibler Elemente. Sei nun k un-
ser Grundkörper. Mit Induktion dürfen wir annehmen, daß wir bereits wissen, daß
der Potenzreihenring R über k in allen Variablen außer der letzten faktoriell ist.
Es bleibt zu zeigen, daß jede irreduzible Potenzreihe P ∈ RJXK ein Primele-
ment ist. Teile also P ein Produkt AB, sagen wir PQ = AB. Es gilt zu zei-
gen, daß P einen der Faktoren teilt. Wir dürfen AB 6= 0 annehmen und nach
7.7.6.10 dürfen wir auch annehmen, daß AB regulär ist. Dann sind nach 7.7.6.5
notwendig P,Q,A,B alle regulär. Indem wir unsere Potenzreihen um Einheiten
abändern, dürfen wir mit 7.7.6.7 annehmen, daß A,B und P Weierstraßpolynome
sind. Dann ist aber nach 7.7.6.9 auch Q ein Weierstraßpolynom und wir finden
PQ = AB mit P,Q,A,B ∈ R[X]. Mit R ist aber nach 6.2.7.11 auch der Poly-
nomring R[X] faktoriell, folglich teilt P entweder A oder B.

Proposition 7.7.6.12. Seien A ⊂ Â noethersche lokale Kringe. Für die maxima-
len Ideale m, m̂ gelte 〈mÂ〉 = m̂ sowie m̂n ∩ A = mn und m̂n + A = Â jeweils
für alle n ∈ N. Ist unter diesen Annahmen Â faktoriell, so auch A.

7.7.6.13. Hier und im folgenden meint 〈 〉 stets das Erzeugnis als additive Unter-
gruppe und Verknüpfungssymbole zwischen Teilmengen einer Menge mit Verk-
nüpfung meinen die auf der Potenzmenge induzierte Verknüpfung. Nur bei Poten-
zen von Idealen erlauben wir uns die abkürzende Schreibweise bn für das Ideal,
das wir nach obigen Konventionen eigentlich 〈bn〉 notieren müßten. Produkte von
Idealen schreiben wir dahingegen aus als die von allen Produkten ab mit a ∈ a
und b ∈ b erzeugte additive Untergruppe 〈ab〉.

Beweis. Aus unseren Annahmen folgt insbesondere A/mn ∼→ Â/m̂n. Als erstes
zeigen wir nun für jedes Ideal a ⊂ A die Identität

〈aÂ〉 ∩ A = a

Nur die Inklusion 〈aÂ〉 ∩ A ⊂ a ist nicht a priori klar. Aus unseren Annahmen
folgt erst 〈aÂ〉 ⊂ a+m̂n für alle n und dann 〈aÂ〉∩A ⊂ a+mn für alle n. Mit dem
Krull’schen Durchschnittssatz oder vielmehr seinem Korollar 7.4.6.14 folgt dann
auch die a priori nicht offensichtliche Inklusion. Insbesondere folgt aus a = γb
mit a, b ∈ A\0 und γ ∈ Â bereits γ ∈ A. Jetzt müssen wir nur noch zeigen, daß je
zwei inA teilerfremde Elemente a, b ∈ A\0 auch in Â teilerfremd bleiben. Daraus
zusammen mit der Faktorialität von Â können wir nämlich unschwer ableiten, daß
ein irreduzibles Element von A nur dann ein Produkt teilen kann, wenn es einen
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der Faktoren teilt. Wir führen dazu die umgekehrte Annahme zum Widerspruch,
es gebe α, β, γ ∈ Â mit a = αγ und b = βγ und γ 6∈ Â× und α, β teilerfremd.
Zunächst einmal haben wir α 6∈ Â×, sonst hätten wir ja a|b in Â und damit auch in
A. Nach dem dem Krull’schen Durchschnittssatz oder vielmehr seinem Korollar
7.4.6.14 finden wir nun n ≥ 1 mit α ∈ m̂n−1\m̂n. Jetzt finden wir x, y ∈ A
und ε, η ∈ m̂n mit α = x + ε und β = y + η. Die Identität aβ = bα liefert
a(y + η) = b(x + ε) und damit für a := 〈a, b〉A das von a und b in A erzeugte
Ideal

ay − bx ∈ 〈am̂n〉 ∩ A = 〈〈amn〉Â〉 ∩ A = 〈amn〉

Wir finden mithin s, t ∈ mn mit ay − bx = bt − as alias a(y + s) = b(x + t)
und damit auch α(y + s) = β(x+ t). Da wir α, β teilfremd angenommen hatten,
gibt es λ ∈ Â mit λα = (x + t). Wir wissen aber aus unseren Konstruktionen,
daß α und (x + t) zu m̂n−1\m̂n gehören. Es folgt λ 6∈ m̂ alias λ ∈ Â×. Damit
aber können wir unsere Ausgangsgleichung umschreiben zu a = (αλ)(λ−1γ) mit
αλ = (x + t) ∈ A und folglich λ−1γ ∈ A. Dann aber ist λ−1γ ein gemeinsamer
Teiler von a und b in A im Widerspruch zu unserer Annahme.

Korollar 7.7.6.14. Der lokale Ring einer affinen Varietät an einem glatten Punkt
ist stets faktoriell.

Beweis. Nach 7.7.4.13 sind unsere lokalen Ringe regulär. Aus 7.7.4.9 und folgt
und Übung ?? besagt, daß ihre Vervollständigungen Ringe von Potenzreihen in
endlich vielen Variablen sind und daß die Einbettungen unserer lokalen Ringe in
ihre Vervollständigungen die Annahmen in unserer Proposition 7.7.6.12 erfüllen.
Nach 7.7.6.11 sind diese Potenzreihenringe faktoriell und nach 7.7.6.12 erben un-
sere lokalen Ringe diese Eigenschaft von den Potenzreihenringen.

Übungen

Ergänzende Übung 7.7.6.15. Gegeben (R,m) ein vollständiger Hausdorffscher
lokaler Kring bleibt ein Weierstraßpolynom, das in R[X] irreduzibel ist, irreduzi-
bel in RJXK.

Ergänzende Übung 7.7.6.16. Gegeben (R,m) ein kommutativer lokaler Integri-
tätsbereich ist jedes Weierstraßpolynom ein Produkt von irreduziblen Weierstraß-
polynomen.
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7.8 Krulldimension Eins

7.8.1 Diskrete Bewertungsringe
7.8.1.1. Ich erinnere daran, daß wir noethersche Kringe der Krulldimension Null
bereits in 7.4.7.18 untersucht hatten und insbesondere wissen, daß nilpotentfreie
derartige Ring endliche Produkte von Körpern sind und daß alle Varietäten der
Krulldimension Null endliche Mengen sind mit der diskreten Topologie und allen
Funktionen als regulären Funktionen. Der Fall noetherschen Kringen der Krull-
dimension Eins und von Varietäten der Krulldimension Eins ist schon sehr viel
reichhaltiger, wie im folgenden ausgeführt werden soll. Wir beginnen mit regu-
lären lokalen Ringen der Krulldimension Eins. Satz 7.8.1.11 wird uns, daß sie
genau die diskreten Bewertungsringe sind, die in 7.8.1.8 eingeführt werden. Aber
davor führen wir erst einmal die diskreten Bewertungen selber ein.

Definition 7.8.1.2. Eine diskrete Bewertung, englisch discrete valuation, auf
einem Körper K ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus v : K× � Z mit
der Eigenschaft, daß für seine Ausdehnung durch v(0) := ∞ zu einer Abbildung
v : K � Z t {∞} gilt

v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y)) für alle x, y ∈ K.

Ein diskret bewerteter Körper (K, v) ist ein Körper mit einer ausgezeichneten
diskreten Bewertung.

Ergänzung 7.8.1.3 (Indiskrete Bewertungen). Allgemein versteht man unter ei-
ner Anordnung einer abelschen Gruppe Γ eine Anordnung der zugrundeliegen-
den Menge mit der Eigenschaft a ≤ b⇒ (a+c) ≤ (b+c) für alle a, b, c ∈ Γ. Dann
erklärt man eine Bewertung auf einem Körper K als einen surjektiven Gruppen-
homomorphismus v : K× � Γ in eine angeordnete abelsche Gruppe mit der
Eigenschaft, daß für seine Ausdehnung durch v(0) := ∞ zu einer Abbildung
v : K � Γ t {∞} gilt v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y)) für alle x, y ∈ K.

Beispiel 7.8.1.4 (Bewertung von Laurentreihen). Auf dem Körper der formalen
Laurentreihen k((t)) über einem beliebigen Körper k erhalten wir eine diskrete
Bewertung durch die Vorschrift

v
(∑

ant
n
)

= inf{n | an 6= 0}

Beispiel 7.8.1.5 (Bewertungen rationaler Funktionen). Auf dem Körper der ra-
tionalen Funktionen k(T ) über einem beliebigen Körper k liefert jedes Element
p ∈ k eine diskrete Bewertung vp vermittels der Vorschrift

vp(f) = sup{n ∈ Z | (T − p)−nf hat bei p keine Polstelle}
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Eine positive Bewertung vp(f) > 0 bedeutet in diesem Fall also, daß f bei p eine
Nullstelle hat; eine negative Bewertung vp(f) < 0, daß f bei p eine Polstelle
hat; und die Bewertung vp(f) = ∞ hat nur die Nullfunktion. Für die durch die
Entwicklung in eine Laurentreihe um p gegebene Einbettung C(T ) ↪→ C((t)) ist
diese Bewertung vp offensichtlich gerade die Einschränkung unserer Bewertung v
von oben. Auf dem Körper der rationalen Funktionen k(T ) über einem beliebigen
Körper k können wir zusätzlich die diskrete Bewertung v∞ erklären durch die
Vorschrift

v∞(P/Q) = (gradQ)− (gradP )

für beliebige von Null verschiedene Polynome P,Q ∈ k[T ] und v∞(0) = ∞. Im
Rahmen der algebraischen Geometrie mag man sich k(T ) als Funktionen auf der
projektiven Gerade denken, und diese Bewertung v∞ beschreibt dann die Null-
beziehungsweise Polstellenordnung am unendlich fernen Punkt.

Ergänzung 7.8.1.6 (Bewertungen meromorpher Funktionen). Typisch ist auch
das Beispiel 14.4.1.22 des Körpers Man(X) der meromorphen Funktionen auf
einer zusammenhängenden offenen Teilmenge X ⊂◦ C oder allgemeiner einer
zusammenhängenden Riemann’schen FlächeX . In diesem Fall liefert jeder Punkt
p ∈ X eine diskrete Bewertung vp :Man(X)→ Z durch die Vorschrift

vp(f) = sup{n ∈ Z | (z − p)−nf ist holomorph bei p}

Eine positive Bewertung vp(f) > 0 bedeutet in diesem Fall also, daß f bei p ei-
ne Nullstelle hat; eine negative Bewertung vp(f) < 0, daß f bei p eine Polstelle
hat; und die Bewertung vp(f) = ∞ hat nur die Nullfunktion. Für die durch die
Entwicklung in eine Laurentreihe um p gegebene EinbettungMan(X) ↪→ C((t))
ist diese Bewertung vp die Einschränkung unserer Bewertung v aus dem vorher-
gehenden Beispiel 7.8.1.4. Unter unserem Körperisomorphismus Man(P1C)

∼→
C(T ) aus ?? entspricht dann die Bewertung v∞ links, die die Pol- beziehungs-
weise Nullstellenordnung einer meromorphen Funktion an der Stelle ∞ ∈ P1C
angibt, genau der „Grad-Bewertung“ v∞ aus 7.8.1.5 auf C(T ). Im übrigen kann
man zeigen, daß für jede zusammenhängende kompakte Riemann’sche Fläche X
die Zuordnung p 7→ vp eine Bijektion zwischen der Menge aller Punkte von X
und der Menge aller diskreten Bewertungen des KörpersMan(X) liefert, verglei-
che etwa ??.

Beispiel 7.8.1.7 (Bewertungen rationaler Zahlen). Typisch ist schließlich das
Beispiel des Körpers der rationalen Zahlen Q. In diesem Fall definiert jede Prim-
zahl p eine diskrete Bewertung vp auf Q durch die Vorschrift, daß für a, b ∈ Z\0
teilerfremd zu p gilt

vp(p
na/b) = n
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In derselben Weise definiert jedes irreduzible Element eines faktoriellen Ringes
eine diskrete Bewertung seines Quotientenkörpers. Im Spezialfall des Polynom-
rings C[T ] über C erhalten wir so genau die in 7.8.1.5 betrachteten diskreten Be-
wertungen auf C(T ).

Definition 7.8.1.8. Ein diskreter Bewertungsring ist ein kommutativer Integri-
tätsring mit der Eigenschaft, daß es auf seinem Quotientenkörper eine diskrete
Bewertung 7.8.1.2 gibt, für die unser Integritätsring gerade aus allen Elementen
mit nichtnegativer Bewertung besteht.

7.8.1.9. Wir werden gleich sehen, daß die fragliche diskrete Bewertung auf dem
Quotientenkörper in Definition 7.8.1.8 durch den besagten Integritätsring bereits
eindeutig bestimmt ist.

Beispiele 7.8.1.10. Der Ring der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in ei-
nem Körper ist ein diskreter Bewertungsring. Der Ring der Potenzreihen mit kom-
plexen oder auch reellen Koeffizienten und positivem Kovergenzradius ist ein dis-
kreter Bewertungsring.

Satz 7.8.1.11 (Charakterisierungen diskreter Bewertungsringe). Gegeben ein
Kring sind gleichbedeutend:

1. Unser Kring ist ein diskreter Bewertungsring;

2. Unser Kring ist ein Hauptidealring mit genau zwei Primidealen;

3. Unser Kring ist ein regulärer lokaler Ring der Krulldimension Eins;

4. Unser Kring ist ein ganz abgeschlossener noetherscher lokaler Integritäts-
ring der Krulldimension Eins.

Beispiel 7.8.1.12. Der lokale Ring beim verklebten Punkt derjenigen komplexen
algebraischen Varietät, die aus C entsteht durch das Verkleben zweier verschiede-
ner Punkte, ist ein lokaler noetherscher kommutativer Integritätsbereich der Krull-
dimension Eins, aber eben nicht ganz abgeschlossen und mithin auch kein diskre-
ter Bewertungsring. Dasselbe gilt für den lokalen Ring der Neil’schen Parabel an
ihrer Spitze.

Beweis. 1 ⇒ 2. Sei A unser Bewertungsring und v : QuotA � Z t {∞} eine
diskrete Bewertung mit A = {q ∈ QuotA | v(q) ≥ 0}. Offensichtlich sind dann
die Einheiten A× = {a ∈ A | v(a) = 0} genau die Elemente mit der Bewertung
Null und das Komplement m := A\A× = {a ∈ A | v(a) > 0} ist ein Ideal
von A, notwendig das einzige maximale Ideal. Da wir v surjektiv annehmen, gibt
es t ∈ m mit v(t) = 1. Für jedes solche t folgt sofort m = At. Jedes derartige
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Hier der zugegebenermaßen waghalsige Versuch, das Konzept eines diskreten
Bewertungsrings in Bilder zu fassen. Im geometrischen Fall ist eben der lokale

Ring einer affinen Varietät an einem Punkt genau dann ein diskreter
Bewertungsring, wenn nur eine Komponente der Varietät durch besagten Punkt

geht, wenn diese Komponente darüber hinaus die Dimension Eins hat, und wenn
schließlich unser Punkt sogar eine glatte Stelle besagter Varietät ist.



7.8. KRULLDIMENSION EINS 1167

Element t heißt im übrigen eine Uniformisierende unseres diskreten Bewertungs-
rings. Gegeben ein Ideal a ⊂ A ungleich Null sei a ∈ a gegeben mit i = v(a)
kleinstmöglich. Es folgt sofort a = Ati = mi und A ist in der Tat ein Hauptideal-
ring mit genau einem Primideal ungleich Null. Nebenbei sehen wir auch, daß für
a ∈ A gilt v(a) = sup{i | a ∈ mi} und daß so die Bewertung v schon durch den
Teilring A ⊂ QuotA eindeutig festgelegt wird.

2⇒ 1. Nach 6.2.4.11 ist unser Hauptidealring A faktoriell und hat bis auf Einhei-
ten genau ein irreduzibles Element t. Jede Wahl von t liefert also eine Bijektion
A××N ∼→ A\0, (u, i) 7→ uti und dann auch eine BijektionA××Z ∼→ (QuotA)×,
gegeben durch dieselben Formel (u, i) 7→ uti. Eine mögliche Bewertung wird
dann gegeben durch v(uti) = i und v(0) =∞.

2⇒ 3. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen.

3 ⇒ 2. Gegeben ein regulärer lokaler Ring (A,m) der Krulldimension Eins wis-
sen wir um die Existenz einer Fortsetzung der Identität auf A/m zu einem Iso-
morphismus von graduierten Ringen

(A/m)[X]
∼→ grmA

Insbesondere sind die Subquotienten mi/mi+1 für alle i ≥ 0 einfach und es folgt,
daß jeder echte Untermodul von mi bereits in mi+1 enthalten sein muß. Nach dem
Krull’schen Durchschnittssatz sind also die mi alle von Null verschiedenen Ideale
und mit Nakayama sieht mal leicht mi = 〈ti〉 für jeden Erzeuger t von m.

2 ⇒ 4. Das folgt, da jeder Hauptidealring faktoriell und damit ganz abgeschlos-
sen ist.

4 ⇒ 3. Es gilt zu zeigen, daß das das maximale Ideal m ⊂ A ein Hauptideal ist.
Da die Krulldimension Eins ist, kann m nicht das Nullideal sein. Sei nun a ∈ m
mit a 6= 0 gewählt. Nach der Beschreibung 7.4.5.28 des Radikals eines Ideals als
Schnitt der darüberliegenden Primideale und da die Krulldimension Eins ist, gilt√
〈a〉 = m. Da m endlich erzeugt ist, folgt mn ⊂ 〈a〉 für n � 0. Sei n ≥ 1 mi-

nimal mit mn ⊂ 〈a〉 und sei b ∈ mn−1\〈a〉. So haben wir y = b/a ∈ (QuotA)\A
und folglich ym 6⊂ m, da sonst A[y] und damit y nach 7.5.1.6 angewandt auf den
treuen A[y]-Modul m ganz sein müßte über A. Andererseits gilt nach Konstrukti-
on bm ⊂ mn ⊂ 〈a〉 und mithin ym ⊂ A, also ym = A als einziges Ideal von A,
das nicht in m enthalten ist. Damit ist m das Hauptideal erzeugt von x := y−1.

Korollar 7.8.1.13 (Bewertungen zu glatten Stellen von Kurven). Gegeben X
eine Kurve über k = k̄ und ein glatter Punkt x ∈ X ist der Ring OX,x der
regulären Funktionskeime ein diskreter Bewertungsring und für die zugehörige
Bewertung v = vx gilt

vx(f) = dimkOX,x/〈f〉 ∀f ∈ OX,x
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7.8.1.14. Gegeben f ∈ OX,x nennen wir vx(f) die Nullstellenordnung von f an
der Stelle x. Ist X irreduzibel, so nennen wir für f ∈ M(X)\OX,x das Nega-
tive −vx(f) seiner Bewertung die Polstellenordnung von f an der Stelle x. Es
ist klar, daß im Fall der Gerade X = k die in 3.5.3.22 beziehungsweise 3.5.5.7
erklärte Nullstellenordnung beziehungsweise Polstellenordnung mit den hier er-
klärten Begriffen zusammenfällt.

Beweis. Das folgt sofort aus unserer Charakterisierung 7.8.1.11 diskreter Bewer-
tungsringe und der Beziehung 7.7.4.13 von Glattheit und Regularität.

Proposition* 7.8.1.15 (Definitionslücken durch Polstellen). Sei X eine irredu-
zible k-Varietät, x ∈ X ein Punkt mit ganz abgeschlossenem lokalen Ring OX,x
und f ∈M(X)\OX,x eine am Punkt x nicht definierte rationale Funktion auf X .
So liegt x im Abschluß der Menge aller Punkte, an denen f−1 definiert ist und den
Wert Null annimmt.

7.8.1.16. In gewisser Weise ist also im Fall eines ganz abgeschlossenen lokalen
Rings „die Nicht-Definiertheit einer rationalen Funktion stets durch das Vorliegen
einer Polstelle bedingt“. Um zu sehen, was im Fall eines nicht ganz abgeschlos-
senen lokalen Rings passieren kann, verklebe man zwei verschiedene Punkte von
C×. So entsteht eine C-Varietät X , bei der am verklebten Punkt x ∈ X der lokale
Ring OX,x nicht ganz abgeschlossen ist. Die reguläre Funktion f auf C× gegeben
durch f(z) = z liegt dann nicht in OX,x, obwohl f−1 außerhalb von x überall de-
finiert ist und keine Nullstelle hat. Dies Beispiel zeigt, daß man im Lemma auf die
Bedingung „ganz abgeschlossen“ nicht verzichten kann. Salopp gesprochen ist in
unserem Gegenbeispiel die Nicht-Definiertheit von f am Verklebepunkt x nicht
durch eine „Polstelle“ bedingt, sondern durch „schlechtes Zusammenpassen“.

Beweis. Wir setzen A := OX,x. Nach 7.5.9.19 gibt es ein Primideal q ⊂ A der
Höhe Eins mit f 6∈ Aq. Nach 7.8.1.11.4 ist Aq ein diskreter Bewertungsring. Es
folgt unmittelbar f−1 ∈ qq, also f−1 = g/h mit g ∈ q und h ∈ A\q. Nun dürfen
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß X affin ist und daß g
und h beide auf ganzX definiert sind. Dann gibt es aber auch ein maximales Ideal
m ⊃ q ∩ O(X) mit h ∈ O(X)\m. Das ist dann das Verschwindungsideal eines
Punktes z ∈ X , an dem f−1 definiert ist und den Wert Null annimmt. Läge x
nicht im Abschluß der Menge aller derartigen Punkte z ∈ X , so könnten wir den
fraglichen Abschluß aus X entfernen und die so entstehende Varietät als unser X
nehmen und erhielten unmittelbar einen Widerspruch.

Übungen

Übung 7.8.1.17. Gegeben eine algebraische Körpererweiterung K ⊂ L und eine
diskrete Bewertung v auf L gilt v(K×) 6= 0.
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Übung 7.8.1.18. Man zeige, daß es auf einem algebraisch abgeschlossenen Körper
keine diskrete Bewertung geben kann. Man zeige, daß es auf einem vollkomme-
nen Körper positiver Charakteristik keine diskrete Bewertung geben kann. Man
zeige, daß es auf dem Körper der konstruierbaren Zahlen keine diskrete Bewer-
tung gibt.

Übung 7.8.1.19 (Maximalität diskreter Bewertungsringe). Seien K ein Körper
und A ⊂ K ein diskreter Bewertungsring. Man zeige, daß K nur genau zwei
Teilringe besitzt, die A umfassen, nämlich A und K.

Übung 7.8.1.20. Sei R ein noetherscher kommutativer Integritätsbereich. Man
zeige:

1. Für jedes Primideal p ⊂ R der Höhe Eins und jedes f ∈ R\0 hat der
Quotient Rp/〈f〉 der Lokalisierung Rp endliche Länge.

2. Für jedes Primideal p ⊂ R der Höhe Eins gibt es genau einen Gruppenho-
momorphismus vp : (QuotR)× → Z mit der Eigenschaft, daß sein Wert
auf allen f ∈ R\0 die Länge des Quotienten Rp/〈f〉 angibt, in Formeln
vp(f) = l(Rp/〈f〉).

3. Ist Rp regulär, so ist dies vp gerade die Restriktion der diskreten Bewertung
auf QuotR mit Bewertungsring Rp.

Übung 7.8.1.21 (Bewertung als lokale Multiplizität). Gegeben ein diskreter
Bewertungsring R mit seiner Bewertung v und ein Element f ∈ R haben wir
v(f) = mult(f) für die in 7.7.4.31 erklärte Multiplizität.

Übung 7.8.1.22. Sei A ⊂ B eine modulendliche Kringerweiterung. Ist A ein
diskreter Bewertungsring und B ein Integritätsbereich, so spaltet die Einbettung
A ↪→ B als Homomorphismus von A-Moduln. Hinweis: 7.4.6.18.

7.8.2 Dedekindringe
Definition 7.8.2.1. Ein Dedekind-Ring ist ein noetherscher ganz abgeschlossener
kommutativer Integritätsbereich der Krulldimension Eins.

7.8.2.2 (Diskussion der Terminologie). Manche Quellen fordern statt der letz-
ten Bedingung von Dedekindringen nur Krulldimension kleinergleich Eins. Da-
mit werden zusätzlich auch alle Körper als Dedekindringe zugelassen und viele
der im folgenden getroffenen Aussagen müssen in komplizierterer Weise formu-
liert werden.

Proposition 7.8.2.3 (Dedekindringe im geometrischen Fall). Eine affine Varie-
tät X ist genau dann glatt, irreduzibel und eindimensional, wenn ihr Ring O(X)
von regulären Funktionen ein Dedekindring ist.
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Beweis. Das folgt daraus, daß nach 7.8.1.11 ein lokaler noetherscher Kring der
Krulldimension Eins genau dann ganz abgeschlossen ist, wenn er regulär ist. Ist
alsoOX,x regulär für alle x ∈ X , so ist es auch ganz abgeschlossen für alle x ∈ X .
Dasselbe folgt für den Schnitt O(X) =

⋂
x∈X OX,x in QuotO(X). Ist umgekehrt

O(X) ganz abgeschlossen, so nach 7.5.7.1 auch seine Lokalisierungen OX,x für
alle x ∈ X .

Beispiele 7.8.2.4. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Dedekindring. Jeder dis-
krete Bewertungsring ist ein Dedekindring, ja die diskreten Bewertungsringe sind
nach 7.8.1.11 genau die lokalen Dedekindringe. Jede Lokalisierung eines Dede-
kindrings an einer Teilmenge, die mindestens ein maximales Ideal nicht trifft,
ist wieder ein Dedekindring. Insbesondere ist jede Lokalisierung eines Dedekin-
drings an einem maximalen Ideal ein diskreter Bewertungsring.

Proposition 7.8.2.5. Ein noetherscher kommutativer Integritätsbereich ist genau
dann ein Dedekindring, wenn seine lokalen Ringe an maximalen Idealen sämtlich
diskrete Bewertungsringe sind.

Beweis. Dieser Beweis ist vollständig analog zu unserer Diskussion von Dedekin-
dringen im geometrischen Fall. IstA ein Dedekindring und m ⊂ A ein maximales
Ideal, so ist Am normal, noethersch und von der Krulldimension Eins und nach
7.8.1.11 folglich ein diskreter Bewertungsring. Sind umgekehrt die lokalen Rin-
ge an maximalen Idealen m ⊂ A sämtlich diskrete Bewertungsringe, so haben
nach 7.8.1.11 alle Am und damit auch A die Krulldimension Eins. Weiter sind
nach 7.8.1.11 auch alle Am ganz abgeschlossen und damit nach 7.4.3.51 auch
A =

⋂
Am.

Vorschau 7.8.2.6 (Ganzheitsringe sind Dedekindringe). Ein Zahlkörper ist ein
Körper K der Charakteristik Null, der endlich ist über seinem Primkörper, in For-
meln [K : Q] < ∞. Der Ring der ganzen Zahlen oder auch Ganzheitsring
oK ⊂ K unseres Zahlkörpers K ist per definitionem der ganze Abschluß von Z
in K. Nach dem Endlichkeitsresultat 7.8.3.9 für ganze Abschlüsse, das wir im
nächsten Abschnitt beweisen, ist oK ein endlich erzeugter Z-Modul, und nach der
Stabilität der Krulldimension bei ganzen Kringerweiterungen 7.5.2.11 hat oK wie
Z die Krulldimension Eins. Ganz abgeschlossen ist oK als ganzer Abschluß eh,
also muß unser Ganzheitsring oK ein Dedekindring sein.

Satz 7.8.2.7 (Bewertungen und maximale Ideale). Gegeben ein Dedekindring
B liefert die Vorschrift, die jedem maximalen Ideal m die durch den diskreten
Bewertungsring Bm nach 7.8.2.4 gegebene Bewertung auf QuotB zuweist, eine
Bijektion

MaxB
∼→
{

Diskrete Bewertungen auf QuotB,
deren Bewertungsring B umfaßt

}
m 7→ vm
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Beweis. Die Injektivität unserer Abbildung ist klar, es bleibt die Surjektivität zu
zeigen. Sei dazu v : QuotB � Zt{∞} eine diskrete Bewertung mit Bewertungs-
ring A ⊃ B. Der Schnitt des maximalen Ideals mA ⊂ A mit B kann nicht das
Nullideal sein, da sonst die Bewertung v auf (QuotB)× identisch verschwinden
müßte. Also ist der Schnitt ein maximales Ideal m ⊂ B. Natürlich gilt Bm ⊂ A
und aus der Maximalität diskreter Bewertungsringe 7.8.1.19 folgt Bm = A.

7.8.2.8. Wir bestimmen nun die Ganzheitsringe der Kreisteilungskörper und be-
ginnen mit einer allgemeinen Vorüberlegung. Seien a1, . . . , as Ideale eines Krings
R. Gilt ai + aj = R für i 6= j, so ist mit einer zweifachen Anwendung des
chinesischen Restsatzes 6.2.3.4 die offensichtliche Abbildung für alle n ≥ 1 ein
Isomorphismus

〈a1 . . . as〉/〈(a1 . . . as)
n〉 ∼→ a1/〈an1 〉 × . . .× as/〈ans 〉

Wird die linke Seite von einem einzigen Element erzeugt, so auch jeder der Fak-
toren auf der rechten Seite. Im Fall R = Z[X]/〈P 〉 für ein normiertes Polynom P
gilt für a ∈ Z stets P (a) ∈ 〈X̄ − a〉 ⊂ R. Haben wir speziell P (a) 6= 0 und ist
P (a) = q1 . . . qr eine Zerlegung in ein Produkt paarweise teilerfremder Faktoren,
so folgern wir in R die Darstellung als Produktideal

〈X̄ − a〉 = 〈X̄ − a, q1〉 . . . 〈X̄ − a, qr〉

Hier gilt ⊂, weil das Produkt nach 6.2.3.4 mit dem Schnitt zusammenfällt, und ⊃
wegen q1 . . . qr ∈ 〈X̄− a〉. So sehen wir, daß für ai := 〈X̄− a, qi〉 die Quotienten
ai/a

2
i jeweils von einem Element erzeugt werden.

Proposition 7.8.2.9 (Ganzheitsringe von Kreisteilungskörpern). Für jede Ein-
heitswurzel ζ ∈ C ist Z[ζ] ein Dedekindring und damit der Ganzheitsring des
Kreisteilungskörpers Q(ζ).

Beweis. Nach 7.5.1.5 ist Z ⊂ Z[ζ] eine ganze und modulendliche Ringerwei-
terung. Nach 7.5.2.11 haben damit beide Ringe dieselbe Krulldimension und es
folgt kdimZ[ζ] = 1. Es bleibt also nur zu zeigen, daß für jedes maximale Ideal
m ⊂ Z[ζ] der Quotient m/m2 von einem einzigen Element erzeugt wird. Wir be-
handeln zunächst den Fall einer primitiven pr-ten Einheitswurzel für p prim. Wir
kennen das zugehörige Kreisteilungspolynom Φpr(X) = Φp(X

pr−1
) aus 6.2.8.6

und folgern insbesondere Φpr(1) = p. Für den Ring R := Z[X]/〈Φpr(X)〉 bedeu-
tet das die Beziehung p ∈ 〈X̄ − 1〉. Das liefert die linke Vertikale eines kommu-
tativen Diagramms

R/pR ∼ //

����

Fp[X]/〈Φ̄pr(X)〉 Fp[X]/〈(X − 1)(p−1)pr−1〉

����
R/〈X̄ − 1〉 ∼ // Fp[X]/〈X − 1〉 ∼ // Fp
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Über pR liegt also genau ein maximales Ideal von R, und das wird von einem
einzigen Element erzeugt, nämlich dem Element X̄−1. Ist andererseits l eine von
p verschiedene Primzahl, so ist für n ≥ 1 teilerfremd zu l das Polynom Xn − 1
separabel in Fl[X] und folglich zerfällt auch das Bild Φ̄n von Φn in Fl[X] in ein
Produkt von paarweise teilerfremden irreduziblen Faktoren Φ̄n = Q1 . . . Qs. Für
R := Z[X]/〈Φn(X)〉 gilt demnach

R/lR ∼= Fl[X]/〈Φ̄n(X)〉 ∼= R/m1 × . . .×R/ms

für die paarweise verschiedenen maximalen Ideale mi ⊂ R, die l enthalten. Es
folgt lR = 〈m1 . . .ms〉 und nach 7.8.2.8 werden dann auch alle mi/〈m2

i 〉 vom
jeweiligen Bild von l erzeugt. Das erledigt den Fall einer primitiven pr-ten Ein-
heitswurzel. Es bleibt zu zeigen, daß auch für m ≥ 1 teilfremd zu p und eine
primitive mpr-te Einheitswurzel ζ für alle maximalen Ideale m von Z[ζ], die p
enthalten, der Quotient m/m2 von einem einzigen Element erzeugt wird. Da wir
bereits wissen, daß Z[ζm] ganz abgeschlossen ist, muß das Minimalpolynom P
von ζ über Q(ζm) Koeffizienten in R := Z[ζm] haben und wir finden

R[Y ]/〈P (Y )〉 ∼→ Z[ζ]

Als Teiler von Y m − ζ bleibt nun P separabel bei Reduktion modulo dem maxi-
malen Ideal 〈ζm−1〉 vonR über p, denn darunter wird es ein Teiler des Polynoms
Y m − 1 ∈ Fp[Y ]. Dasselbe Argument wie zuvor zeigt nun, daß für alle maxima-
len Ideale m von Z[ζ] über p oder gleichbedeutend über 〈ζm − 1〉 der Quotient
m/〈m2〉 von ζm − 1 erzeugt wird.

Übungen

Übung 7.8.2.10 (Ganzheitsringe quadratischer Zahlkörper). Eine Körperer-
weiterung K/Q vom Grad Zwei heißt ein quadratischer Zahlkörper. Offen-
sichtlich hat jeder quadratische Zahlkörper die Gestalt K = Q(

√
d) für genau ein

d ∈ Z\{0, 1} ohne mehrfachen Primfaktor. Gegeben solch ein d kann der Ring
der ganzen Zahlen in der quadratischen Erweiterung Q(

√
d) beschrieben werden

als

oQ(
√
d) =

{
Z+ Z

√
d d 6∈ 1 + 4Z,

Z+ Z
(
(1 +

√
d)/2

)
d ∈ 1 + 4Z.

Es ist damit klar, daßA := Z[X]/〈X2−5〉 nicht an allen maximalen Idealen einen
regulären lokalen Ring haben kann. Man zeige speziell, daß für das maximale
Ideal m := 〈2, X − 1〉 gilt dimA/mm/m2 = 2.
Übung 7.8.2.11. Sei B ein Dedekindring. Ein von Null verschiedener endlich er-
zeugter B-Untermodul von QuotB heißt ein gebrochenes Ideal von B. Wir er-
halten eine Bijektion

{gebrochene Ideale von B} ∼→ ZMaxB
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mit dem freien Z-Modul über MaxB, indem wir jedem gebrochenen Ideal I die
Funktion fI zuordnen mit fI(m) = inf{vm(b) | b ∈ I} für m ∈ MaxB. Erklären
wir das Produkt IJ zweier gebrochener Ideale I, J als das von allen Produkten ab
von Elementen a ∈ I, b ∈ J erzeugte gebrochene Ideal, so wird diese Bijektion
sogar ein Gruppenisomorphismus. Natürlich induziert sie auch eine Bijektion

{Ideale von B} ∼→ NMaxB

mit der Menge aller endlichen Multimengen von maximalen Idealen. Ist speziell
k = k̄ und X eine irreduzible glatte affine Kurve über k, so entsprechen die ge-
brochenen Ideale des Rings der regulären Funktionen O(X) eineindeutig forma-
len endlichen Z-Linearkombinationen von Punkten aus X , und zwar entspricht∑
nxx gerade der Menge der rationalen Funktionen f ∈ M(X), die an allen

Stellen x mit nx ≥ 0 definiert sind, an allen Stellen x mit nx > 0 eine nx-fache
Nullstelle haben, und an allen Stellen mit nx < 0 entweder definiert sind oder
einen Pol der Ordnung höchstens nx haben. In Formeln ausgedrückt haben wir
also

{gebrochene Ideale von O(X)} ∼← ZX

{f ∈M(X) | vx(f) ≥ nx ∀x ∈ X} ← [
∑
nxx

Übung 7.8.2.12 (Moduln über Dedekindringen). Jeder endlich erzeugte Modul
über einem Dedekindring ist isomorph zur direkten Summe eines projektiven Mo-
duls mit einem Torsionsmodul. Hinweis: 7.4.3.39 und die Klassifikation endlich
erzeugter Moduln über Hauptidealringen.

Übung 7.8.2.13. Sei A ⊂ B eine modulendliche Kringerweiterung. Ist A ein De-
dekindring und B ein Integritätsbereich, so induziert unsere Einbettung für jedes
Ideal a ⊂ A eine Einbettung A/a ↪→ B/aB. Hinweis: Man ziehe sich auf den
Fall eines lokalen Dekekindrings A zurück und verwende 7.8.1.22.

7.8.3 Norm, Spur, Endlichkeit ganzer Abschlüsse*
Definition 7.8.3.1. Gegeben eine endliche Körpererweiterung L/K erklären wir
zwei Abbildungen N, S : L → K, die Norm und die Spur, indem wir für a ∈ L
die K-lineare Abbildung (a·) : L→ L betrachten und setzen

Norm(a) = N(a) = NK
L (a) := detK((a·)|L)

Spur(a) = S(a) = SKL (a) := trK((a·)|L)

7.8.3.2. Für a ∈ K haben wir offensichtlich NK
L (a) = a[L:K] und SKL (a) = [L :

K]a. Für σ : L
∼→M ein Isomorphismus von endlichen Körpererweiterungen von

K gilt offensichtlich NK
L (a) = NK

M(σ(a)) und SKL (a) = SKM(σ(a)).
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7.8.3.3 (Diskussion der Terminologie). Unglücklicherweise erhalten wir so im
Fall der Körpererweiterung C/R die Abbildung NR

C : C → R, z 7→ zz̄ und da-
mit gerade das Quadrat der Norm einer komplexen Zahl, wie wir sie in 3.2.7.9
erklärt hatten. Was im Einzelfall genau gemeint ist, muß der Leser aus dem Kon-
text erschließen. Ist allgemeiner D eine endlichdimensionale Ringalgebra über
einem Körper K, so findet man auch in dieser Allgemeinheit manchmal die Nota-
tion NK

D(a) = det((a·)|D). Im Fall eines Schiefkörpers D wird aber die Notation
N(a) alternativ auch verwendet als Abkürzung für NK

K(a)(a).

Lemma 7.8.3.4 (Transitivität von Norm und Spur). SindK ⊂ L ⊂M endliche
Körpererweiterungen, so gelten die Formeln

NK
M = NK

L ◦ NL
M

SKM = SKL ◦ SLM

Beweis. Die zweite Formel folgt daraus, daß sich für eine (m × m)-Matrix von
(n × n)-Matrizen die Gesamtspur auch berechnen läßt, indem man zunächst alle
(n × n)-Blöcke auf der Diagonalen aufaddiert und dann von dieser Summe die
Spur nimmt. Die erste Formel folgt daraus, daß man nach 3.6.4.15 ganz analog
auch die Determinante einer Blockmatrix mit paarweise kommutierenden Blöcken
berechnen kann als die Determinante der (n×n)-Matrix, die sich als „Blockdeter-
minante“ ergibt. Ist etwas genauer m1, . . . ,mr eine L-Basis von M , so wird die
Multiplikation mit b ∈ M gegeben durch eine (r × r)-Matrix (aij) ∈ Mat(r;L).
Ist weiter l1, . . . , ls eine K-Basis von L, so werden die Multiplikationen mit aij
dargestellt durch gewisse (s× s)-Matrizen

Aij ∈ Mat(s;K)

Die Multiplikation mit b ∈M wird dann in der K-Basis von M , die aus den milν
besteht, durch die Blockmatrix B = (Aij) dargestellt.

Satz 7.8.3.5 (Norm und Spur über Galoistheorie). Gegeben L/K eine endliche
separable Körpererweiterung und M eine Vergrößerung von L zu einer normalen
Erweiterung von K gilt

SKL (a) =
∑

σ∈KringK(L,M)

σ(a) und NK
L (a) =

∏
σ∈KringK(L,M)

σ(a)

7.8.3.6. Ist also speziell L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe
Γ, so gilt S(a) =

∑
γ∈Γ γ(a) und N(a) =

∏
γ∈Γ γ(a).

Beweis. Ist L′ ⊂ L ein Unterkörper, der a enthält, so gilt wegen der Transitivi-
tät von Norm und Spur 7.8.3.4 und unseren Erkenntnissen 7.8.3.1 für Norm und



7.8. KRULLDIMENSION EINS 1175

Spur von Elementen des Grundkörpers offensichtlich SKL (a) = [L : L′]SKL′(a)
und NK

L (a) = (NK
L′(a))[L:L′]. Die rechten Seiten der behaupteten Formeln verhal-

ten sich nun in derselben Weise beim Übergang von L′ zu L, so daß wir ohne
Beschränkung der Allgemeinheit L = K(a) annehmen dürfen. Dann definiert
jedoch X 7→ a einen Körperisomorphismus

K[X]/〈Irr(a,K)〉 ∼→ L

Das charakteristische Polynom der K-linearen Abbildung (a·) : L → L ist mit
6.2.1.25 folglich det(Xid − (a·)) = Irr(a,K) =

∏
(X − σ(a)). Setzen wir hier

X = 0, so ergibt sich die Formel für die Norm. Vergleichen wir dahingegen die
Koeffizienten der zweithöchsten Potenzen von X auf beiden Seiten, so ergibt sich
die Formel für die Spur.

Korollar 7.8.3.7 (Spur und Separabilität). Eine endliche Körpererweiterung ist
genau dann separabel, wenn die zugehörige Spurabbildung nicht identisch ver-
schwindet.

Beweis. Ist unsere Erweiterung separabel, so kann ihre Spurabbildung nicht iden-
tisch verschwinden nach ihrer Darstellung als Summe von Galoiskonjugierten aus
7.8.3.5 und dem Satz über die lineare Unabhängigkeit von Charakteren 6.3.8.16.
Ist unsere Erweiterung nicht separabel, so überlassen wir das Argument dem Leser
mit dem Hinweis, sich vom Beweis von 7.8.3.5 inspirieren zu lassen.

7.8.3.8. Für jede endliche Körpererweiterung L/K liefert die Spur eine K-bili-
neare Paarung, die Spurform

L× L → K
(x, y) 7→ SKL (xy)

Sie ist offensichtlich invariant unter der Galoisgruppe. Für L/K endlich separabel
ist diese Paarung nach 7.8.3.7 nicht ausgeartet.

Satz 7.8.3.9 (Endlichkeit ganzer Abschlüsse). SeienA ein ganz abgeschlossener
noetherscher Integritätsring und L/QuotA eine endliche separable Körpererwei-
terung seines Quotientenkörpers. So ist der ganze Abschluß B von A in L modul-
endlich über A.

Beweis. Nach 7.8.3.7 liefert für jede endliche separable Erweiterung die Spur
SKL : L→ K eine symmetrische nichtausgeartete Bilinearform

L× L → K

(x, y) 7→ SKL (xy)
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Aus der Beschreibung der Spur als Summe von Galoiskonjugierten 7.8.3.5 folgt,
daß SKL (b) ganz ist über A für alle b ∈ B. Also gilt nach unserer Annahme
SKL (B) ⊂ A. Nun finden wir nach 7.5.7.20 sicher b1, . . . , bn ∈ B, die eine Ba-
sis von L über K bilden. Sie spannen in L einen freien A-Modul V vom Rang n
auf. Die duale Basis b∗1, . . . , b

∗
n in Bezug auf unsere Bilinearform spannt dann in L

einen weiteren freien A-Modul V ∗ vom Rang n auf, der auch beschrieben werden
kann durch die Formel

V ∗ = {x ∈ L | SKL (xy) ∈ A ∀y ∈ V }

Insbesondere gilt B ⊂ V ∗. Aus A noethersch folgt dann sofort, daß B endlich
erzeugt ist als A-Modul.

Satz 7.8.3.10 (Endlichkeit ganzer Abschlüsse im geometrischen Fall). SeienA
ein über einem Körper k ringendlicher Integritätskring und L/QuotA eine endli-
che Körpererweiterung seines Quotientenkörpers. So ist auch der ganze Abschluß
von A in L ringendlich über k und a forteriori modulendlich über A.

7.8.3.11. Insbesondere ist auch der ganze Abschluß von A in QuotA ringendlich
über k. Im Gegensatz zum vorhergehenden Satz 7.8.3.9 brauchen wir in diesem
„geometrischen“ Fall weder A ganz abgeschlossen noch unsere Körpererweite-
rung separabel anzunehmen.

Beweis. Noether’s Normalisierungslemma 7.5.4.6 liefert uns einen Teilring

k[′x1, . . . , xn] ⊂ A

mitAmodulendlich über diesem Teilring. Der ganze Abschluß vonA in L ist also
auch der ganze Abschluß von k[′x1, . . . , xn] in L. Ist L/k(′x1, . . . , xn) separabel,
so sind wir fertig mit dem Satz über die Endlichkeit ganzer Abschlüsse im Fall
ganz abgeschlossener Ringe 7.8.3.9, da ja Polynomringe ganz abgeschlossen sind.
Sonst vergrößern wir L mit 6.3.8.25 zu einer endlichen normalen Erweiterung
N/k(′x1, . . . , xn) mit Galoisgruppe G und betrachten die Körperkette

k(′x1, . . . , xn) ⊂ NG ⊂ N

Sie besteht nach 6.4.1.30 aus einer rein inseparablen Erweiterung gefolgt von ei-
ner separablen Erweiterung. Nach 6.3.9.37 gibt es mithin eine p-Potenz q, für
p > 0 die Charakteristik von k, mit f q ∈ k(′x1, . . . , xn) für alle f ∈ NG. Neh-
men wir Erzeuger f1, . . . , fr ∈ NG der ersten Körpererweiterung und notieren
h eine endliche Körpererweiterung von k, die für alle Koeffizienten der Zähler
und Nenner der f qi jeweils q-te Wurzeln enthält, so erhalten wir eine Einbettung
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NG ⊂ h(′x
1/q
1 , . . . , x

1/q
n ) und können N vergrößern zu einer endlichen separablen

Erweiterung h(x
1/q
1 , . . . , x

1/q
n ) ⊂M , so daß im Diagramm

k(′x1, . . . , xn) ⊂ NG ⊂ N
∩ ∩

h(′x
1/q
1 , . . . , x

1/q
n ) ⊂ M

die untere rechte Inklusion auch separabel ist. Der ganze Abschluß des Teilrings
k[′x1, . . . , xn] in h(′x

1/q
1 , . . . , x

1/q
n ) ist aber offensichtlich h[x

1/q
1 , . . . , x

1/q
n ] und da-

mit modulendlich über k[′x1, . . . , xn]. Der ganze Abschluß in M ist dann modu-
lendlich nach 7.8.3.9.

Übungen

Ergänzende Übung 7.8.3.12. Sei L/K eine endliche Körpererweiterung, V ein
endlichdimensionaler L-Vektorraum und ϕ : V → V eine lineare Abbildung.
So gilt die Identität detK ϕ = NK

L (detL ϕ). Hinweis: 3.6.4.15. Alternative: Man
ziehe sich durch geeignete Körpererweiterung von L auf den Fall zurück, daß für
eine Basis von V die Matrix von ϕ obere Dreiecksgestalt hat, und argumentiere
dann mit der Formel für die Determinante block-oberer Dreiecksmatrizen 3.6.2.9.

7.8.4 Bewertungen und Körpererweiterungen*
Definition 7.8.4.1. Ein Homomorphismus von diskret bewerteten Körpern heißt
bewertungsverträglich, wenn seine Verknüpfung mit der Bewertung des Bild-
körpers ein positives Vielfaches der Bewertung auf dem Ausgangskörper ist.

7.8.4.2. Für einen bewertungsverträglichen Homomorphismus ϕ : K → L von
diskret bewerteten Körpern gibt es demnach per definitionem genau eine positive
natürliche Zahl d ∈ N>0 derart, daß das Diagramm

K
vK // //

ϕ

��

Z
(d·)
��

L
vL // // Z

kommutiert. Diese natürliche Zahl d heißt der Verzweigungsgrad unserer bewer-
tungsverträglichen Körpererweiterung. Auf Englisch sagt man dazu ramification
index, auf Französisch indice de ramification. Ein bewertungsverträglicher Ho-
momorphismus vom Verzweigungsgrad Eins heißt unverzweigt. Ein Unterkörper
eines diskret bewerteten Körpers besitzt genau dann eine verträgliche Bewertung,
wenn die Bewertung des großen Körpers auf dem Unterkörper auch Werte außer-
halb von {0,∞} annimmt.
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Dies Bild erinnert unsere Anschauung für die Abbildung z 7→ z2 der
Einheitskreisscheibe auf sich selbst. Es stellt diese Abbildung dar als die

Komposition einer Abbildung der Einheitskreisscheibe auf eine räumliche sich
selbst durchdringende Fläche, gegeben in etwa durch eine Formel der Gestalt
z 7→ (z2, ε(Im z)) in C× R ∼= R3 für geeignetes monotones und in einer
Umgebung von Null streng monotones ε, gefolgt von einer senkrechten

Projektion auf die ersten beiden Koordinaten. Das Zurückholen meromorpher
Funktionen unter dieser Abbildung induziert für die Bewertungen nach der

Nullstellen- beziehungsweise Polordnung am Ursprung einen Homomorphismus
diskret bewerteter Körper vom Verzweigungsgrad Zwei.
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Beispiel 7.8.4.3. Dieses Beispiel ist für Leser mit Grundkenntnissen in Funk-
tionentheorie gedacht. Die Abbildung C → C, z 7→ zn induziert durch Vor-
schalten eine Einbettung in der Gegenrichtung auf dem Körper der meromorphen
Funktionen Man(C) ↪→ Man(C). Gegeben p ∈ C mit pn = q ist das zum
Beispiel ein bewertungsverträglicher Körperhomomorphismus (Man(C), vp) ↪→
(Man(C), vq) mit Verzweigungsgrad Eins für p 6= 0 6= q und Verzweigungsgrad n
für p = q = 0. Ist allgemeiner f : X → Y ein nichtkonstanter Homomorphismus
von zusammenhängenden Riemann’schen Flächen und p ∈ X ein Punkt mit Bild
f(p) = q ∈ Y, so liefert das Zurückholen von meromorphen Funktionen einen
Homomorphismus von diskret bewerteten Körpern

(Man(Y ), vq) ↪→ (Man(X), vp)

und der zugehörige Verzweigungsgrad ist genau der „topologische“ Verzweigungs-
grad im Sinne von ??.

Beispiel 7.8.4.4. Die Einbettung C((T )) ↪→ C((Y )) des Körpers der Laurentreihen
über C in sich selber vermittels T 7→ Y n für ein fest vorgegebenes n > 0 ist
ein bewertungsverträglicher Morphismus diskret bewerteter Körper vom Verzwei-
gungsgrad n.

Beispiel 7.8.4.5. Die Einbettung Q((T )) ↪→ C((T )) des Körpers der Laurentreihen
über Q in den Körper der Laurentreihen über C ist ein bewertungsverträglicher
Morphismus diskret bewerteter Körper vom Verzweigungsgrad Eins.

Definition 7.8.4.6. Ein Homomorphismus von lokalen Ringen heißt lokal, wenn
das Urbild des größten echten Ideals das größte echte Ideal ist.

Proposition 7.8.4.7 (Verzweigung bei Körpern und Ringen). Das Bilden des
Teilrings aller Elemente mit nichtnegativer Bewertung liefert eine Äquivalenz von
Kategorien

diskret bewertete Körper,
bewertungsverträgliche

Körperhomomorphismen

 ≈→
{

diskrete Bewertungsringe,
lokale Ringhomomorphismen

}
(K, v) 7→ oK := {x ∈ K | v(x) ≥ 0}

Die Uniformisierenden des diskreten Bewertungsrings oK sind dabei genau die
Elemente unseres diskret bewerteten Körpers mit Bewertung Eins.

7.8.4.8. Man verwendet diese Entsprechung, um die Begriffe Verzweigungsgrad
und unverzweigt auf den Fall lokaler Ringhomomorphismen diskreter Bewer-
tungsringe zu übertragen. Im Fall eines lokalen Ringhomomorphismus diskreter
Bewertungsringe (A,m) → (B, n) ist der Verzweigungsgrad mithin das d ≥ 1
mit Bm = nd.
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Beispiel 7.8.4.9. Sei X eine zusammenhängende Riemann’sche Fläche und x ∈
X ein Punkt. Dem diskret bewerteten KörperMan

x der „meromorphen Funktions-
keime bei x“ entspricht unter unserer Äquivalenz der RingOan

x der „holomorphen
Funktionskeime bei x“. Eine Uniformisierende wäre in diesem Fall ein holomor-
pher Funktionskeim u bei x mit einer einfachen Nullstelle bei x. Per definitionem
besitzt x eine zusammenhängende offene Umgebung U ⊂◦ X , auf der sich unser
Funktionskeim u realisieren läßt und auf der u sogar einen Isomorphismus von
bepunkteten Riemann’schen Flächen

u : (U, x)
∼→ (W, 0)

mit W = u(U) ⊂◦ C induziert. Man sagt dann auch, die Funktion u liefere eine
„Uniformisierung der Riemann’schen Fläche X in einer Umgebung von x“ und
daher rührt die Bezeichnung „Uniformisierende“ im Beweis von 7.8.1.11.

Beweis. Sei (K, v) ein diskret bewerteter Körper. Offensichtlich ist oK ⊂ K ein
Teilring und seine Einheitengruppe ist o×K = {x ∈ K | v(x) = 0}. Die Nichtein-
heiten von oK bilden also ein Ideal mK = {x ∈ K | v(x) ≥ 1}, das notwendig
das einzige maximale Ideal sein muß. Jedes π ∈ K mit v(π) = 1 liefert einen
Gruppenisomorphismus

o×K × Z
∼→ K×

(u, n) 7→ uπn

Dieselbe Abbildung induziert auch eine Bijektion o×K × N
∼→ oK\0. Die Ideale

von oK sind also genau das Nullideal und die Ideale 〈πn〉 für n ∈ N. Das zeigt,
daß unser Ring oK ein Hauptidealring ist und π bis auf Einheiten sein einziges
irreduzibles Element. Weiter liefert jeder Körperhomomorphismus ϕ : K → L
von diskret bewerteten Körpern mit vL(ϕ(x)) ∈ N>0vK(x) ∀x ∈ K einen Ring-
homomorphismus ϕ : oK → oL mit ϕ−1(mL) = mK . Damit liefert die Vorschrift
aus unserem Lemma in der Tat einen Funktor der beschriebenen Art. Der Rest des
Beweises kann dem Leser überlassen bleiben.

Satz 7.8.4.10 (Gradformel). Gegeben eine modulendliche Erweiterung A ⊂ B
von Dedekindringen gilt für jedes maximale Ideal m ∈ MaxA die Identität

[QuotB : QuotA] =
∑

n∩A=m

d(Bn/Am) · [B/n : A/m]

mit der Summe über alle n ∈ MaxB mit n∩A = m und d(Bn/Am) dem Verzwei-
gungsgrad im Sinne von 7.8.4.8.

Ergänzung 7.8.4.11. In der Zahlentheorie schreibt man diese Identität meist mit
anderen Symbolen. Ist genauer L/K eine Erweiterung von Zahlkörpern und p ⊂
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oK ein maximales Ideal des Ganzheitsrings von K, so liest sich unsere Formel in
der dort üblichen Notation

[L : K] =
∑
p|P

e(P/p)f(P/p)

Im Fall einer primitiven pr-ten Einheitswurzel ζ ∈ C und der ErweiterungQ(ζ)/Q
finden wir mit 7.8.2.9 die Ganzheitsringe Z[ζ] ⊃ Z und über dem maximalen Ide-
al 〈p〉 ⊂ Z liegt, nun nach dem Beweis von 7.8.2.9, genau ein maximales Ideal
〈ζ − 1〉 ⊂ Z[ζ] und der Verzweigungsgrad ist e = pr−1(p − 1) und der Grad der
Erweiterung der Restklassenkörper ist f = 1. Dahingegen entsprechen für eine
Primzahl l und jedes zu l teilerfremde n ≥ 1 und jede primitive n-te Einheits-
wurzel ζ ∈ C die über dem maximalen Ideal p = 〈l〉 ⊂ Z liegenden maximalen
Ideale von Z[ζ] eineindeutig den irreduziblen Faktoren des Bildes Φ̄n ∈ Fl[X]
des n-ten Kreisteilungspolynoms Φn ∈ Z[X], und ist genauer Φ̄n = Q1 . . . Qs die
Zerlegung in irreduzible Faktoren und sind Pi = 〈l, Qi〉 ⊂ Z[ζ] die zugehörigen
maximalen Ideale, so haben wir e(Pi/p) = 1 und f(Pi/p) = gradQi, alles nach
dem Beweis von 7.8.2.9.

7.8.4.12. Unsere Endlichkeitssätze von eben liefern zwei typische Situationen, in
denen dieser Satz anwendbar ist: Einerseits nach 7.8.3.9 für einen Dedekindring
A, eine endliche separable Erweiterung L/QuotA und B den ganzen Abschluß
von A in L. Diese Situation trifft man oft in der Zahlentheorie an. Oder nach
7.8.3.10 für einen Dedekindring A, der ringendlich ist über einem vorgegebenen
Grundkörper, eine beliebige endliche Körpererweiterung L/QuotA und B den
ganzen Abschluß von A in L. Das ist der „geometrische“ Fall einer „verzweigten
Überlagerung von algebraischen Kurven“, der für mich insbesondere im Fall des
Grundkörpers C der Anschauung gut zugänglich ist. Allerdings wird man im Fall
eines algebraisch abgeschlossenen Grundkörpers in der Situation des Satzes stets
[B/n : A/m] = 1 finden, weshalb dieser Faktor meiner Anschauung schlechter
zugänglich ist. Man sieht ihn aber deutlich im Fall der Erweiterung R[T ] ⊂ C[T ].

Beweis. Nach 7.5.2.12 ist unsere Summe endlich. Die Lokalisierung Bm von B
nach A\m ist modulendlich und torsionsfrei über dem Hauptidealring Am, also
frei vom Rang [QuotB : QuotA]. Damit ist auch B̄ := B/mB frei von demselben
Rang über dem Körper Ā := A/m und nach 7.4.8.4 liefern die Abbildungen in
die Lokalisierungen für unseren Kring endlicher Länge B̄ einen Isomorphismus

B̄
∼→

∏
n∩A=m

B̄n̄

mit n̄ dem Bild von n in B̄. Da Lokalisierung nach 7.4.3.59 mit Restklassenbil-
dung vertauscht, ist die natürliche Abbildung ein Isomorphismus Bn/mBn

∼→ B̄n̄.
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Per definitionem haben wir mBn = ndn für d der zugehörige Verzweigungsgrad,
folglich hat Bn/mBn die Länge alias Dimension d als Modul über B/n und dann
eine entsprechend vervielfachte Dimension als Vektorraum über A/m.

7.8.4.13. Ist A ⊂ B eine modulendliche Erweiterung von Dedekindringen, so ist
notwendig B der ganze Abschluß von A in Quot(B).

Satz 7.8.4.14 (Galoistheorie für lokale und globale Erweiterungen). Sei eine
modulendliche Erweiterung A ⊂ B von Dedekindringen gegeben, die eine nor-
male Erweiterung der Quotientenkörper induziert. Sei G deren Galoisgruppe und
sei n ⊂ B ein maximales Ideal mit Bild m := n ∩ A. So ist die auf den Restklas-
senkörpern induzierte Abbildung Ā → B̄ eine normale Körpererweiterung und
die offensichtliche Abbildung eine Surjektion

Gn � Gal(B̄/Ā)

der Standgruppe Gn von n, der sogenannten Zerlegungsgruppe von n, auf die
Galoisgruppe der Erweiterung der Restklassenkörper.

7.8.4.15. Der Kern unseres surjektiven Homomorphismus heißt die Trägheits-
gruppe von n. Sind die beteiligten Körpererweiterungen der Quotientenkörper
sowie der Restklassenkörper auch noch separabel, wie zum Beispiel nach 6.3.9.20
im Fall von Zahlkörpern, so zeigt die Gradformel zusammen mit dem folgenden
Beweis, daß die Kardinalität der Trägheitsgruppe mit dem Verzweigungsindex
übereinstimmen muß.

Beweis. Die Normalität ergibt sich als ein Spezialfall von 7.5.7.10, das Minimal-
polynom von b ∈ B zerfällt mit Nullstellen in B und folglich mit Koeffizienten
in A und kann folglich modulo m reduziert werden. Betrachten wir nun den In-
variantenring der Standgruppe C := BGn , so bilden nach 7.5.7.8 die maximalen
Ideale inB über l := C∩n eineGn-Bahn, die folglich nur aus dem einzigen Punkt
n bestehen kann. Ein Vergleich der Gradformeln 7.8.4.10 für C ⊂ B und A ⊂ B
zeigt d(Bn/Am) = d(Bn/Cl) und [B/n : C/l] = [B/n : A/m]. Daraus hinwie-
derum folgt mit der Notation C̄ := C/l, daß die Einbettung einen Isomorphismus
Ā

∼→ C̄ liefert. Es reicht also zu zeigen, daß die offensichtliche Abbildung eine
Surjektion

Gn � Gal(B̄/C̄)

induziert. Nun ist ja nach 6.4.1.30 der Fixkörper der Galoisgruppe von F ⊂ B̄ rein
inseparabel über C̄. Andererseits gibt es nach dem Satz vom primitiven Element
ein b̄ ∈ B̄ mit B̄ = F [b̄]. Ist b ∈ B ein Urbild von b̄, so hat das Minimalpoly-
nom von b wie zu Anfang des Beweises besprochen Koeffizienten in C und kann
folglich modulo l reduziert werden. Die Operation von Gn auf den Nullstellen
des Minimalpolynoms von b̄ ist folglich transitiv. Das aber zeigt die behauptete
Surjektivität.
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Übungen

Übung 7.8.4.16. Man zeige, daß für p ∈ N eine Primzahl das Ideal 〈p〉 in Z[
√
−5]

zerfällt als das Produkt der beiden Ideale 〈p, 1 +
√
−5〉 und 〈p, 1 −

√
−5〉, wenn

(−5) ein Quadrat ist modulo p, und daß andernfalls das Hauptideal 〈p〉 auch in
Z[
√
−5] maximal ist. Im Spezialfall p = 2 und nur in diesem gilt zusätzlich 〈p, 1+√
−5〉 = 〈p, 1−

√
−5〉.

7.8.5 Spur und Diskriminante*
7.8.5.1. Gegeben ein Kring k und ein freier endlich erzeugter k-Modul M ist die
Spur tr = trk : EndkM → k definiert als die Verknüpfung von kanonischen
Homomorphismen

EndkM
∼←M ⊗k Homk(M,k)→ k

Wir können diese Spur berechnen als die Summe der Diagonaleinträge einer dar-
stellenden Matrix in Bezug auf eine und jede Basis von M .

7.8.5.2 (Spur auf projektivem Modul). Die vorhergehende Definition bleibt sinn-
voll für einen Kring k und einen projektiven endlich erzeugten k-Modul M und
liefert auch dann eine Spur tr : EndkM → k.

7.8.5.3 (Spur und Erweiterung der Skalare). Die Spur ist verträglich mit der
Erweiterung von Skalaren. Ist genauer ϕ : k → K ein Kringhomomorphismus
und M ein freier oder allgemeiner projektiver endlich erzeugter k-Modul und f ∈
EndkM ein Endomorphismus und id⊗kf ∈ EndK(K ⊗k M) der entsprechend
erweiterte Endomorphismus, so gilt die Identität

ϕ(trk(f)) = trK(id⊗kf)

7.8.5.4 (Spur nilpotenter Endomorphismen). Jeder nilpotente Endomorphis-
mus hat nilpotente Spur. Um das einzusehen, mag man beachten, daß wir nach
7.4.5.6 nur zu zeigen brauchen, daß die Spur eines nilpotenten Endomorphismus
in jedem Primideal liegt. Mit Erweiterung der Skalare können wir uns so erst
auf den Fall eines Integritätsbereichs und dann auf den Fall eines Körpers zu-
rückziehen, und in letzterem Fall folgt es aus Übung 3.2.6.15. Ich hätte gerne
ein vergleichbar elementares Argument, das nicht via 7.4.5.6 auf dem Zorn’schen
Lemma beruht.

7.8.5.5 (Spur eines Kommutators). Gegeben freie oder allgemeiner projektive
endlich erzeugte Moduln M,N über einem Kring k und Homomorphismen f :
M → N und g : N →M gilt

tr(fg) = tr(gf)
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Im Fall freier Moduln prüft man das leicht in Matrizen. Im allgemeinen notiert
man M∗ = Homk(M,k) und die Behauptung folgt aus der Kommutativität des
Diagramms

N ⊗N∗

$$HHHHHHHHHH

M ⊗M∗ ⊗N ⊗N∗

))SSSSSSSSSSSSSS

55kkkkkkkkkkkkkk
k

M ⊗M∗

::vvvvvvvvvv

mit den durch Evalutionen gegebenen Morphismen.

Definition 7.8.5.6. Gegeben ein Kring k und eine modulendliche k-Algebra A,
die frei oder allgemeiner projektiv ist als k-Modul, erhalten wir wie in 8.3.6.7 mit
7.8.5.1 eine k-lineare Abbildung

Tr = Trk : A → k

a 7→ tr((a·) : A→ A)

und können so die k-bilineare AbbildungA×A→ k, (a, b) 7→ Tr(ab) = tr((ab)·)
betrachten. Sie heißt auch in dieser Allgemeinheit die Spurform. Wieder gilt
(a, b) = (b, a) und (ax, b) = (a, xb) für alle a, b, x ∈ A.

Satz 7.8.5.7 (Endliche étale Überlangerungen eines Körpers). Seien k ein Körper
und A eine modulendliche k-Kringalgebra. Genau dann ist A ein Produkt von se-
parablen Körpererweiterungen von k, wenn die Spurform nicht ausgeartet ist.

Vorschau 7.8.5.8. Ein Kringhomomorphismus k → A heißt allgemein modu-
lendlich étale oder auch eine endliche étale Überlagerung, wenn A ein endlich
erzeugter projektiver k-Modul ist und die Spurform (a, b) 7→ Trk(ab) einen Iso-
morphismus A ∼→ Homk(A, k) induziert.

Beweis. Jedes nilpotente Element von A liegt nach 7.8.5.4 im Radikal der Spur-
form. Wenn sie nicht ausgeartet ist, besitzt demnachA keine nilpotenten Elemente
und mit 7.4.7.18 folgt, daß A ein Produkt von Körpern ist, die nach dem Separa-
bilitätskriterium 7.8.3.7 alle über k separabel sind. Die andere Implikation folgt
sofort aus der anderen Implikation in 7.8.3.7.

7.8.5.9. In Charakteristik Null ist unser Satz auch eine direkte Konsequenz des
Spurkriteriums für Halbeinfachkeit 8.3.6.12, das sogar für nicht notwendig kom-
mutative k-Ringalgebren gilt.
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Definition 7.8.5.10. Gegeben ein Kring k und eine k-KringalgebraA, die frei von
endlichem Rang oder zumindest endlich erzeugt und projektiv ist als k-Modul,
vereinbaren wir für a1, . . . , an ∈ A die Notation

DisA/k(a1, . . . , an) = Dis(a1, . . . , an) := det(Tr(aiaj)
n
i,j=1)

Wir nennen dieses Element die Diskriminante der Elemente a1, . . . , an.

7.8.5.11. Gegeben ein Körper k und eine modulendliche k-Kringalgebra A ist
offensichtlich die Spurform von A genau dann nicht ausgeartet, wenn für eine
und jede k-Basis a1, . . . , an von A gilt

Dis(a1, . . . , an) 6= 0

7.8.5.12. Seien k ein Kring und A eine freie modulendliche k-Kringalgebra. Lie-
gen Elemente b1, . . . , bn ∈ A im k-Spann von weiteren Elementen a1, . . . , an ∈
A, so gilt offensichtlich Dis(b1, . . . , bn) = c2 Dis(a1, . . . , an) für ein c ∈ k. Für je
zwei k-Basen von A unterscheiden sich insbesondere diese Elemente höchstens
um die Multiplikation mit dem Quadrat einer Einheit c ∈ k×.

7.8.5.13. Seien k ein Kring und A eine freie oder zumindest projektive modul-
endliche k-Kringalgebra. Gegeben ein Kringhomomorphismus ϕ : k → K und
a1, . . . , an ∈ A gilt offensichtlich

ϕ : DisA/k(a1, . . . , an) 7→ DisA⊗kK/K(a1 ⊗ 1, . . . , an ⊗ 1)

7.8.5.14. Gegeben ein Kring k und eine k-Algebra A, die frei ist von endlichem
Rang n oder modulendlich und projektiv als k-Modul mit demselben Rang n nach
Lokalisierung an jedem Primideal von k nennen wir das von allen Dis(a1, . . . , an)
mit a1, . . . , an ∈ A erzeugte Ideal von k das Diskriminantenideal DisA/k von A.
Nach dem Vorhergehenden gilt für ein maximales Ideal m ∈ MaxA genau dann
m ⊃ DisA/k, wenn die Spurform der A/m-Kringalgebra A/mA ausgeartet ist.

Satz 7.8.5.15 (Diskriminantenideal und Diskriminante). Gegeben k ein Kring
und P ∈ k[T ] ein normiertes Polynom stimmt für A := k[T ]/〈P 〉 unser Element
Dis(1, T̄, . . . , T̄ n−1) aus 7.8.5.10 bis auf ein Vorzeichen überein mit der Diskri-
minante des Polynoms P im Sinne von 6.2.9.13. Insbesondere wird das Diskrimi-
nantenideal von A/k erzeugt von der Diskriminante des Polynoms P .

Beweis. Da beide Seiten mit Erweiterungen von k vertauschen, dürfen wir oh-
ne Beschränkung annehmen, k sei der Ring der symmetrischen Funktionen k :=
Z[′ζ1, . . . , ζn]Sn . Bekanntlich gilt k = Z[′s1, . . . , sn] für die si ∈ k, die durch
die Identität P (T ) := T n + s1T

n−1 + . . . + sn = (T + ζ1) . . . (T + ζn) in
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Z[′ζ1, . . . , ζn][T ] gegeben werden. Ich behaupte, daß für A := k[T ]/〈P 〉 in der
Notation aus 7.8.5.10 gilt

Dis(1, T̄, . . . , T̄ n−1) = (−1)n(n−1)/2
∏
i 6=j

(ζi − ζj)

Man zeigt das wie 6.3.9.27. Die linke Seite ist per definitionem ein Element von
k. Unter der Skalarerweiterung ⊗ZQ wird die linke Seite ein symmetrisches Po-
lynom in den ζi mit rationalen Koeffizienten. Dies Polynom hat dort Nullstellen,
wo P mehrfache Nullstellen hat, da dort A = k[T ]/〈P 〉 zu einem Ring von Null
verschiedenen nilpotenten Elementen spezialisiert. Wie in 6.3.9.27 folgt, daß die
rechte Seite nach Übergang zu Q-Koeffizienten die linke Seite teilt. Mit Gradbe-
trachtungen und dem Vergleich von Leitkoeffizienten zeigen wir nun auch noch
die Gleichheit bis auf Vorzeichen. Die Z-Graduierung auf Z[′ζ1, . . . , ζn][T ], in
der alle ζi ebenso wie T den Grad Eins haben, induziert eine Z-Graduierung auf
k[T ], in der P homogen ist vom Grad n und die Multiplikation mit T̄ homogen
vom Grad Eins. Die Leibnizformel zeigt dann, daß Dis(1, T̄, . . . , T̄ n−1) homo-
gen ist vom Grad n(n − 1), so daß unsere Behauptung bis auf einen Faktor aus
Q schon mal richtig sein muß. Um besagten Faktor zu bestimmen, wählen wir
eine primitive n-te Einheitswurzel ζ und spezialisieren zu ζi = −ζ i. Dann spe-
zialisiert die rechte Seite nach einer bereits in 6.3.9.27 ausgeführten Rechnung
zu (−1)n−1nn, auf der linken Seite dahingegen ergibt sich P = T n − 1 sowie
Tr(T̄ a) = n falls n|a und Null sonst. Damit folgt durch elementare Rechnung
Dis(1, T̄, . . . , T̄ n−1) = nn(−1)n−1(−1)n(n−1)/2. Der Vergleich dieser Resultate
zeigt die Behauptung.

Ergänzung 7.8.5.16. Gegeben ein Kringhomomorphismus k → A erinnere ich
an den Modul der relativen Differentiale ΩA/k. Nach 9.3.4.29 liefert für k einen
Kring und P ∈ k[T ] ein Polynom und A = k[T ]/〈P 〉 den Quotienten nach P das
Multiplizieren mit dT einen Isomorphismus von A-Moduln

k[T ]/〈P, P ′〉 ∼→ ΩA/k

Es scheint recht klar, daß das Diskriminantenideal eng mit diesem Modul ver-
wandt ist. Ich erwarte, daß es genau das Quadrat des Annullatorideals von ΩA/k

ist.

Korollar 7.8.5.17 (Diskriminatenideal und Verzweigung). Sei A ⊂ B eine mo-
dulendliche Erweiterung von Dedekindringen. Die maximalen Ideale m ∈ MaxA
mit m mit m ⊃ DisB/A sind genau die Stellen, über denen es ein n ∈ MaxB
gibt, das entweder echt verzweigt, in Formeln d(Bn/Am) > 1, oder für das B/n
inseparabel ist über A/m.
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7.8.5.18. Sowohl im Fall von Ganzheitsringen von Zahlkörpern als auch im geo-
metrischen Fall sind also die maximalen Ideale über dem Diskriminatenideal ge-
nau die Verzweigungsstellen, da in beiden Fällen A/m vollkommen ist und keine
inseparablen Erweiterungen besitzt.

Übungen

Übung 7.8.5.19. Sei d ∈ Z\{0, 1} ohne mehrfache Primfaktoren. Aus 7.8.2.10
erinnern wir die Beschreibung der Ganzheitsringe

oQ(
√
d) =

{
Z+ Z

√
d d 6∈ 1 + 4Z,

Z+ Z
(
(1 +

√
d)/2

)
d ∈ 1 + 4Z.

Die Minimalpolynome von
√
d bezihungsweise (1 +

√
d)/2 sind T 2 − d bezie-

hungsweise T 2− T + (1− d)/4. Die Diskriminante dieser Polynome erzeugt das
Diskriminantenideal und ergibt sich mit 3.5.6.4 zu 4d beziehungsweise d. Im ers-
ten Fall verzweigen also die Zwei und alle Primteiler von d, im zweiten Fall nur
die Primteiler von d.

7.8.6 Glatte projektive Kurven*
7.8.6.1. Eine äqui-eindimensionale k-Varietät heißt eine Kurve. Insbesondere ver-
stehen wir eine Kurve stets über einem algebraisch abgeschlossenen Grundkörper.
Eine projektive Kurve ist eine Kurve, für die eine abgeschlossene Einbettung in
einen projektiven Raum Pnk existiert. In insistiere darauf, daß wir die Einbettung
hier nicht als Teil des Datums sehen, projektive Kurven können also durchaus
isommorph sein können, auch wenn sie in verschiedenen Pnk liegen.

Satz 7.8.6.2 (Körper und ihre Kurven). Gegeben k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper liefert das Bilden des Körpers der rationalen Funktionen eine
Äquivalenz von Kategorien

Glatte irreduzible
projektive Kurven über k,

nichtkonstante Morphismen

 ≈→


Körperendliche

Körpererweiterungen von k
vom Transzendenzgrad Eins


opp

X 7→ M(X)

Ergänzung 7.8.6.3. Mir gefällt die alternative Formulierung noch besser, bei der
links die Kategorie aller glatten irreduziblen separierten „vollständigen“ Kurven
steht. Eine Varietät ist per definitionem „vollständig“, wenn ihre Projektion auf
einen Punkt eigentlich ist im Sinne von 7.6.12.16. Der Beweis bleibt fast derselbe,
man muß nur am Ende statt mit 7.8.6.11 mit 9.4.4.8 argumentieren.
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Beweis. Wir bezeichnen die Kategorie aller körperendlichen Körpererweiterun-
gen von k von Transzendenzgrad Eins mit T . Wir bezeichnen die Kategorie aller
glatten irreduziblen projektiven Kurven über k mit PC und die Kategorie aller
glatten eindimensionalen irreduziblen Varietäten über k mit C , jeweils mit nicht-
konstanten Morphismen von Varietäten als Morphismen. Der Satz behauptet, daß
der FunktorM : C → T opp eine Äquivalenz von Kategorien

M : PC
≈→ T opp

induziert. Um das zu zeigen, konstruieren wir einen quasiinversen Funktor B. Das
geschieht in mehreren Schritten.
7.8.6.4 (Konstruktion der Möchte-Gern-Kurve B(K) als Menge). Ich erinnere
an den Begriff einer diskreten Bewertung 7.8.1.2 eines Körpers. Gegeben eine
endlich erzeugte Körpererweiterung K/k vom Transzendenzgrad Eins betrachten
wir die Menge

B = B(K) := {v : K → Z t {∞} | v ist diskrete Bewertung}

Gegeben ein Homomorphismus K ↪→ L von endlich erzeugten Körpererweite-
rungen von k vom Transzendenzgrad Eins und eine diskrete Bewertung v : L �
Z t {∞} gilt v(K×) 6= 0 nach 7.8.1.17. Folglich existieren eine wohlbestimmte
diskrete Bewertung w : K � Z t {∞} und ein wohlbestimmtes d ∈ N>0 mit
v|K = dw und die Vorschrift v 7→ w liefert eine Abbildung B(L) → B(K). Man
erkennt ohne weitere Schwierigkeiten, daß wir so einen Mengenfunktor konstru-
iert haben.
7.8.6.5 (Konstruktion einer Transformation can : Vergiß ⇒ B ◦ M). Be-
zeichne Vergiß : C → Ens den offensichtlichen Funktor, der jeder Varietät
die zugrundeliegende Menge zuordnet. Ist X eine irreduzible glatte eindimen-
sionale Varietät über k, so erhalten wir nach 7.8.1.11 eine kanonische Abbildung
canX : X → B(M(X)), indem wir jedem Punkt x ∈ X die durch die Null- bezie-
hungsweise Polstellenordnung bei x gegebene Bewertung vx :M(X)→ Zt{∞}
zuordnen. Es ist leicht zu sehen, daß diese kanonischen Abbildungen eine Trans-
formation von Funktoren bilden.
7.8.6.6 (Überdeckung von B(K) durch Maximalspektren). Wir zeigen, daß für
jede Körpererweiterung K ∈ T und jede Bewertung v ∈ B(K) ein über k ring-
endlicher Dedekindring A ⊂ K mit K = {a/b | a, b ∈ A, b 6= 0} existiert derart,
daß v im Bild der kanonischen Injektion

can : MaxA ↪→ B(K)

aus 7.8.2.7 liegt und daß das Komplement des Bildes dieser Einbettung endlich ist.
Machen wir uns an die Arbeit. Wir finden sicher f ∈ K\k mit v(f) ≥ 0. Nach
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7.8.1.18 gibt es auf einem algebraisch abgeschlossenen Körper keine diskrete Be-
wertung, folglich haben wir v(k×) = 0. Der Bewertungsring ov unserer Bewer-
tung v muß demnach k[f ] und dann auch seinen ganzen Abschluß A ⊂ K umfas-
sen. Der Quotientenkörper QuotA dieses ganzen Abschlusses muß nach 7.5.7.1
aber als Teilkörper von K mit dem ganzen Abschluß des Quotientenkörpers von
k[f ] in K zusammenfallen und folglich gilt K = {a/b | a, b ∈ A, b 6= 0}.
Nach 7.8.3.10 ist A ringendlich über k, also noethersch, und nach 7.5.6.13 gilt
kdimA = trgrk(QuotA) = 1. Ganz abgeschlossen ist A nach Konstruktion eh,
folglich ist A ein Dedekindring und unsere kanonische Abbildung ist nach 7.8.2.7
eine Inklusion can : MaxA ↪→ B(K) und ihr Bild besteht aus allen Bewertungen
v mit v(f) ≥ 0. Wir folgern, daß es nur endlich viele Bewertungen v mit v(f) > 0
geben kann, denn wegen f 6= 0 gibt es nur endlich viele maximale Ideale in A
über f alias Nullstellen von f auf MaxA. Das gilt nun aber mit derselben Ar-
gumentation für jedes Element f ∈ K\k. Insbesondere ist das Komplement des
Bildes unserer Einbettung endlich, besteht es doch aus allen Bewertungen v mit
v(f) < 0 alias v(f−1) > 0. Im übrigen zeigen unsere Argumente auch, daß B(K)
unendlich ist, denn die eindimensionale irreduzible Varietät MaxA ist bereits un-
endlich.

7.8.6.7 (Die Möchte-Gern-KurveB(K) als topologischer Raum). GegebenK ∈
T versehen wir B(K) mit der koendlichen Topologie. Abgeschlossen sind also
nur ganz B(K) und seine endlichen Teilmengen. Da B(K) unendlich ist, ist es
dann irreduzibel als topologischer Raum. Für jedes X ∈ C ist weiter can : X →
B(M(X)) stetig, denn diese Abbildung hat endliche Fasern, sie ist ja für X affin
sogar eine Injektion nach 7.8.2.7. Ist weiter K ↪→ L ein Homomorphismus von
Körpererweiterungen, so hat die induzierte Abbildung B(L) → B(K) endliche
Fasern und ist mithin stetig: In der Tat gibt es für v ∈ B(K) nach dem vorherge-
henden Punkt 7.8.6.6 einen über k ringendlichen Dedekindring A ⊂ K mit K als
Quotientenkörper und mit v im Bild von MaxA ↪→ B(K). Der ganze AbschlußB
von A in L ist dann nach 7.8.3.10 auch ein über k ringendlicher Dedekindring mit
B ⊂ L mit L als Quotientenkörper, und jede Bewertung von L, die auf A nicht-
negativ ist, ist auch auf B nichtnegativ, weil B ganz ist über A. Im kommutativen
Diagramm

MaxB ↪→ B(L)
↓ ↓

MaxA ↪→ B(K)

induziert also die obere Horizontale Bijektionen zwischen der Faser über einem
Punkt und der Faser über seinem Bild. Die Fasern links sind aber endlich nach
7.5.2.12.

7.8.6.8 (Die Möchte-Gern-Kurve B(K) als Varietät über k). Gegeben K ∈ T
und v ∈ X = XK := B(K) eine diskrete Bewertung und K ⊃ ov ⊃ mv
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der zugehörige diskrete Bewertungsring mit seinem maximalem Ideal liefert nach
7.8.6.6 die Einbettung des Grundkörpers einen Isomorphismus k ∼→ ov/mv. Ge-
geben U ⊂◦ X erklären wir nun den Teilring

OX(U) ⊂ Ens(U, k)

als die Menge aller Abbildungen f : U → k, für die ein a ∈ K existiert derart,
daß für alle v ∈ U gilt v(a) ≥ 0 und f(v) 7→ ā unter unserem Isomorphis-
mus k ∼→ ov/mv. Gegeben ein über k ringendlicher Dedekindring A ⊂ K mit
QuotA = K und MaxA

∼→ U unter der kanonischen Einbettung induziert dann
das Zurückholen von Funktionen vermittels der kanonischen Einbettung

MaxA
∼→ U ⊂◦ X

einen Isomorphismus OX(U)
∼→ A, wie man aus der Beschreibung 7.6.4.32 von

Definitionsbereichen rationaler Funktionen in Termen lokaler Ringe folgert. Für
U 6= ∅ kommt also jedes f ∈ OX(U) von genau einem Element a ∈ K her. Wir
sehen so, daß die OX(U) unser X zu einem k-geringten Raum machen. Weiter
sehen wir, daß unsere Einbettungen MaxA ↪→ X offene Einbettungen von k-
geringten Räumen sind, so daß X sogar eine Varietät über k ist. Das Diagramm
am Ende von 7.8.6.7 zeigt, daß für jeden Homomorphismus von Körpererweite-
rungen K → L die induzierte Abbildung B(L) → B(K) ein Morphismus von
k-geringten Räumen ist, und aus dem affinen Fall leitet man leicht ab, daß für alle
X ∈ C unsere kanonische Abbildung ein Morphismus can : X → B(M(X))
von k-geringten Räumen ist. Umgekehrt erhalten wir natürliche Isomorphismen
M(B(K))

∼→ K, indem wir für U ⊂◦ B(K) = X nichtleer jedem f ∈ OX(U)
das eindeutig bestimmte a ∈ K zuordnen, von dem es herkommt.

7.8.6.9 (Die Kurve B(K) ist eine projektive k-Varietät). Wir finden nach dem
Vorhergehenden eine endliche offene Überdeckung X := B(K) =

⋃n
i=1 Yi durch

irreduzible affine glatte Kurven. Seien Ȳi deren projektive Abschlüsse. Nach 7.8.6.11
läßt sich Yi ↪→ Ȳi eindeutig zu ϕ̄i : X → Ȳi fortsetzen. Nun betrachte man den
durch die ϕ̄i gegebenen Morphismus

ϕ̄ : X →
n∏
i=1

Ȳi

und setze Y := ϕ̄(X). Wenn wir zeigen können, daß unser ϕ̄ einen Isomorphis-
mus X ∼→ Y induziert, sind wir fertig, denn Produkte projektiver Varietäten sind
projektiv nach 7.6.11.12. Mit X ist auch Y irreduzibel. Weiter ist ϕ̄ birational,
induziert also einen IsomorphismusM(Y )

∼→ M(X). Ich behaupte, daß dieser
Isomorphismus für alle x ∈ X Isomorphismen OY,ϕ̄(x)

∼→ OX,x induziert. In der
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Tat liegt jedes x ∈ X in einem der Yi und wir haben ein kommutatives Diagramm

X
ϕ̄

��@@@@@@@@

Yi
/ �

>>~~~~~~~~
� o

��???????? Y

pri������������

Ȳi

Da darin das Zurückholen längs aller Pfeile Injektionen auf den lokalen Ringen
bei x induziert und das Zurückholen längs Yi ↪→ Ȳi eine Bijektion, muß das Zu-
rückholen längs aller Pfeile Bijektionen auf den lokalen Ringen bei x liefern. Jetzt
zeigen wir, daß ϕ̄ surjektiv ist. Jedes y ∈ Y hat ja eine offene affine Umgebung
V ⊂◦ Y . Die Einbettung O(V ) ↪→ O(V )∼ von O(V ) in seinen ganzen Abschluß
entspricht einer Surjektion MaxO(V )∼ � MaxO(V ), unter der unser y ∈ Y
ein Urbild haben muß. Wir sehen mit 7.8.2.7, daß dies Urbild einer Bewertung
v ∈ X = B(K) entspricht mit v(OY,y) ⊂ [0,∞]. Wir hätten dann aber nach
Konstruktion

OY,ϕ̄(v) ⊃ OY,y
und daraus folgt y = ϕ̄(v): In der Tat folgt ja für je zwei Punkte p, q einer irre-
duziblen Varietät Y , die in einer gemeinsamen offenen affinen Teilmenge liegen,
aus der Inklusion OY,p ⊃ OY,q von Teilmengen von M(Y ) bereits p = q. Je
zwei Punkte, ja endlich viele beliebig vorgegebene Punkte einer projektiven Va-
rietät liegen stets in einer gemeinsamen offenen affinen Teilmenge, da wir ja zu
endlich vielen Ursprungsgeraden in einem Vektoraum über einem unendlichen
Körper stets eine Hyperebene finden, die keine von ihnen umfaßt. Da ϕ̄ eh injek-
tiv ist, muß ϕ̄ : X → Y bijektiv sein. Da aber ϕ̄ Isomorphismen auf den lokalen
Ringen induziert, und da stets gilt O(U) =

⋂
x∈U OX,x, muß damit ϕ̄ schon ein

Isomorphismus sein.

7.8.6.10 (Für X ∈PC haben wir can : X
∼→ B(M(X))). Es bleibt zu zeigen,

daß für jede glatte projektive Kurve X die kanonische Abbildung einen Isomor-
phismus X ∼→ B(M(X)) liefert. Wir wissen bereits, daß für jede nichtleere of-
fene affine Teilmenge V ⊂◦ X die kanonische Abbildung eine offene Einbettung
V

∼→ U ⊂◦ B(M(X)) liefert. Deren Inverse U ∼→ V läßt sich nun aber nach
7.8.6.11 auf genau eine Weise zu einem Morphismus B(M(X))→ X fortsetzen,
der dann offensichtlich invers sein muß zu unserer kanonischen Abbildung.

Bis auf die Aussage 7.8.6.11, deren Beweis gleich nachgeholt wird, beendet das
den Beweis von Satz 7.8.6.2 über Körper und ihre Kurven.

Satz 7.8.6.11 (Morphismen glatter Kurven in projektive Räume). Sei X eine
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Kurve und p ∈ X ein regulärer Punkt. So läßt sich jeder Morphismus ϕ : X\p→
Pnk zu einem Morphismus ϕ̄ : X → Pnk fortsetzen.

7.8.6.12. Das gilt mit demselben Beweis genauso, wenn X eine eindimensionale
äquidimensionale Varietät ist mit OX,p regulär. Die Eindeutigkeit der Fortsetzung
folgt hierbei ohne alle Voraussetzungen aus 7.6.12.4. Daß die Definitionslücke p
ein regulärer Punkt vonX ist, ist wesentlich für die Existenz: Sonst könnte man ja
eine affine Kurve C ⊂ Pnk nehmen und X konstruieren, indem man zwei Punkte
von C wie in 7.6.3.13 verklebt zu einem Punkt p von X . Dann kann das mit
dem Fortsetzen natürlich nicht mehr funktionieren. In 9.4.4.8 zeigen wir dieselbe
Aussage allgemeiner für Morphismen in eine „vollständige“ Varietät.

Ergänzung 7.8.6.13. Für höherdimensionalesX stimmt die analoge Aussage nicht
mehr: Man betrachte etwa die Abbildung C2\0 → C2 × P1C gegeben durch
v 7→ (v, 〈v〉). Sie kann nicht über den Ursprung zu einem Morphismus P2C×P1C
fortgesetzt werden.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seiX irreduzibel. Ohne Beschrän-
kung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß das Bild von ϕ in keiner der
Hyperflächen xi = 0 enthalten ist, für 0 ≤ i ≤ n, da wir sonst mit Induktion über
n argumentieren könnten. Die Funktionen (xi/xj) ◦ ϕ ∈ O(ϕ−1{xj 6= 0}) defi-
nieren also rationale Funktionen ϕij ∈ M(X) auf X . Setzen wir vp(ϕi0) = ri,
so gilt vp(ϕij) = ri − rj für alle i, j. Ist r0 minimal unter den ri, was wir oh-
ne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen dürfen, so gilt vp(ϕi0) ≥ 0 für
alle i. Jetzt erklären wir ϕ̄(p) als den Punkt ϕ̄(p) = 〈ϕ00(p), . . . , ϕn0(p)〉. Nach
Konstruktion ist klar, daß diese Abbildung ϕ̄ : X → Pnk ein Morphismus ist.

Übungen

Übung 7.8.6.14. Man zeige, daß für jede glatte eindimensionale irreduzible Va-
rietät X über k, in der Notation von eben also jedes Objekt X ∈ C , und jede
endlich erzeugte KörpererweiterungK/k vom Transzendenzgrad Eins, in der No-
tation von eben also jedes Objekt K ∈ T , das Bilden der rationalen Funktionen
im Verein mit unserer kanonischen Bijektion K ∼→M(B(K)) eine Bijektion

Varnc(X,B(K))
∼→ Kringk(K,M(X))

zwischen nichtkonstanten Morphismen und Morphismen von Körpererweiterun-
gen induziert. In kategorientheoretischer Sprache ist der FunktorM : C → T opp

also „linksadjungiert“ zu unserem Funktor B : T opp → B.

Übung 7.8.6.15. Man zeige, daß für jede glatte eindimensionale irreduzible se-
parierte Varietät X über k die natürliche Abbildung aus 7.8.6.5 eine offene Ein-
bettung canX : X ↪→ B(M(X)) von Varietäten ist. Man nennt B(M(X)) die
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Komplettierung oder Vervollständigung von X . Jede glatte eindimensionale ir-
reduzible separierte Varietät X über k entsteht also aus ihrer Vervollständigung
durch das Weglassen von endlich vielen Punkten.
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7.9 Invariantentheorie*

7.9.1 Affinität von Varietäten und Morphismen

Proposition 7.9.1.1 (Affinitätskriterium). Eine VarietätX ist eine affine Varietät
genau dann, wenn es Elemente f1, . . . , fr ∈ O(X) gibt, die als Ideal ganz O(X)
erzeugen und so, daß Ui := {x ∈ X | fi(x) 6= 0} jeweils eine affine Varietät ist.

Beweis. Sei k = k̄ unser algebraisch abgeschlossener Grundkörper. Ich behaupte
zunächst, daß O(X) ringendlich ist über k. Seien dazu gij Erzeuger des k-Krings
O(Ui). Für hinreichend großes n lassen sich alle fni gij nach 7.6.4.22 durch Null
regulär auf X fortsetzen und ich behaupte genauer, daß diese Fortsetzungen zu-
sammen mit den fi ganzO(X) als k-Kring erzeugen. Nun kann für jede Funktion
h ∈ O(X) ihre Einschränkung auf Ui als Polynom in den gij dargestellt werden,
und für hinreichend großes m ≥ 0 kann damit auch fmi h als Funktion auf ganz X
dargestellt werden als Polynom in fi mitsamt den durch Null fortgesetzten fni gij.
Da die fmi für beliebiges m ≥ 0 als Ideal ganz O(X) erzeugen, folgt die Be-
hauptung. Jetzt betrachten wir den Morphismus X → MaxO(X) nach 7.6.11.6,
der jedem Punkt sein Verschwindungsideal zuordnet. Für alle f ∈ O(X) ist dann
Xf := {f 6= 0} das Urbild der offenen Teilmenge Max(O(X)f ). Ist speziell
Xf affin, so zeigt unser Isomorphismus O(X)f

∼→ O(Xf ) aus 7.6.4.22, daß un-
ser Morphismus X → MaxO(X) einen Isomorphismus Xf

∼→ (MaxO(X))f
induziert. Gibt es also f1, . . . , fr derart, daß die Ui = {fi 6= 0} affin sind und
X überdecken, so folgt, daß unsere Abbildung bereits selbst ein Isomorphismus
X

∼→ MaxO(X) sein muß.

Definition 7.9.1.2. Ein Morphismus von Varietäten heißt affin, wenn das Urbild
jeder affinen offenen Teilmenge wieder affin ist.

7.9.1.3. Unsere Erkenntnis 7.6.12.11 besagt, in dieser Terminologie ausgedrückt,
daß jeder Morphismus von einer affinen Varietät in eine separierte Varietät affin
ist. Die Separiertheit ist hier wesentlich: Betrachten wir für die „nichtseparierte
Ebene mit verdoppeltem Ursprung“ X die beiden offenen Einbettungen k2 ↪→
X , deren Bilder sie überdecken, so ist das Urbild unter der einen vom Bild der
anderen nicht affin.

Übungen

Übung 7.9.1.4. Sei ϕ : X → Y ein Morphismus von Varietäten. Man zeige: Ist Y
affin und gibt es eine Überdeckung von Y durch offene affine Teilmengen Vi mit
affinen Urbildern ϕ−1(Vi), so ist auch X affin. Hinweis: 7.9.1.1.
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Übung 7.9.1.5. Sei ϕ : X → Y ein Morphismus von Varietäten. Besitzt Y eine
Überdeckung durch offene affine Untervarietäten mit affinen Urbildern, so ist ϕ
ein affiner Morphismus. Hinweis: In 7.9.1.4 haben Sie das für Y affin bereits
gezeigt. Für den allgemeinen Fall nehme man 7.6.4.23 zu Hilfe.

Übung 7.9.1.6. Jede abgeschlossene Einbettung von Varietäten ist affin. Hinweis:
7.9.1.5.

Übung 7.9.1.7. Ist ϕ : X → Y ein affiner Morphismus von Varietäten und Z ⊂∧ Y
eine abgeschlossene Teilmenge, so ist für die jeweils induzierten Strukturen auch
ϕ : ϕ−1(Z)→ Z ein affiner Morphismus.

Ergänzende Übung 7.9.1.8. Ich wüßte gerne, ob gegeben affine algebraische Grup-
pen G ⊃ H ⊃ K der offensichtliche Morphismus G/K → G/H affin ist, wenn
H/K affin ist.

Übung 7.9.1.9. Ein Morphismus ϕ : X → Y von Varietäten heißt endlich oder
bei uns auch modulendlich, wenn er affin ist und wenn für alle affinen V ⊂◦ Y der
RingO(ϕ−1(V )) modulendlich ist überO(V ). Man zeige, daß das bereits für alle
affinen V ⊂◦ Y folgt, wenn wir es nur für die Teilmengen einer Überdeckung von
Y durch offene affine Teilmengen fordern. Hinweis: 7.9.1.5. Man zeige, daß jeder
endliche Morphismus eigentlich ist. Hinweis: Geometrie ganzer Kringerweiterun-
gen 7.5.2.10.

7.9.2 Quotienten nach endlichen Gruppen

7.9.2.1. Einen Morphismus von k-Varietäten nennen wir offenfinal, wenn er als
Morphismus von k-geringten Räumen offen und final ist. Besonders oft werden
wir es mit Morphismen von Varietäten zu tun haben, die produktfest offenfinal
sind, also produktfest offen und produktfest final. Hier fordern wir aber nur die
Stabilität dieser Eigenschaften mit Produkten in der Kategorie der Varietäten.

7.9.2.2. Es reicht zu prüfen, daß unsere Eigenschaft unter dem Produkt mit der
Identität auf jeder affinen Varietät Z stabil ist: In der Tat sind die Eigenschaften
„offen“ und „final“ nach 7.6.2.30 beide lokal in der Basis.

Beispiele 7.9.2.3. Die Projektion eines Produkts von Varietäten auf einen der Fak-
toren ist produktfest offenfinal, wenn der andere Faktor nicht leer ist, vergleiche
7.6.11.11. Insbesondere ist der konstante Morphismus von einer beliebigen nicht-
leeren Varietät auf einen Punkt stets produktfest offenfinal.

Definition 7.9.2.4. Gegeben W%X ein k-geringter Raum mit der Operation einer
Gruppe verstehen wir den Bahnenraum X/W stets mit seiner finalen Struktur
eines k-geringten Raums bezüglich der kanonischen Abbildung X → X/W .
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Satz 7.9.2.5 (Quotienten affiner Varietäten nach endlichen Gruppen). Ope-
riert eine endliche Gruppe W auf einer affinen Varietät X , so ist der Bahnenraum
X/W auch eine affine Varietät und der Quotientenmorphismus ist produktfest of-
fenfinal und endlich.

Beweis. Wir wissen bereits aus 7.5.3.3, daß der Bahnenraum X/W mit den re-
gulären Funktionen O(X/W ) := {f : X/W → k | f ◦ can ∈ O(X)} zu
einer naiven affinen Varietät wird. Es bleibt zu zeigen, daß die Abbildung zwi-
schen den zugehörigen Varietäten final, ja sogar produktfest offenfinal ist. Nach
unseren Erkenntnissen 7.5.2.10 über die Geometrie ganzer Kringerweiterungen
ist π : X → Max(O(X)W ) abgeschlossen und man folgert leicht, daß X/W →
Max(O(X)W ) sogar ein Homöomorphismus sein muß. Sicher induziert dieser
Homöomorphismus auch einen Isomorphismus zwischen den jeweiligen Ringen
von globalen regulären Funktionen. Um den Satz zu zeigen, müssen wir aber
noch nachweisen, daß die finale Struktur auf X/W mit der initialen Struktur
von Max(O(X)W ) übereinstimmt. Nun, es reicht für jede offene Teilmenge U ⊂◦
Max(O(X)W ) zu zeigen, daß gilt O(U) = {f : U → k | f ◦ π ∈ O(π−1(U))}.
Wir setzen A := O(X) und dürfen wir uns sicher auf offene Teilmengen der Ge-
stalt U = {h 6= 0} beschränken mit h ∈ AW . Unsere Behauptung verwandelt sich
so in die Behauptung, daß die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

(AW )h
∼→ (Ah)

W

ist. Wir müssen in Worten also zeigen, daß die Invarianten im lokalisierten Ring
mit der Lokalisierung des Invariantenrings übereinstimmen. Das war aber gerade
Übung 7.4.3.48. Die Eigenschaft produktfest offenfinal folgt dann leicht aus dem
in 4.6.1.41 erwähnten kanonischen Isomorphismus B ⊗k (AW )

∼→ (B ⊗k A)W

angewandt auf B = O(Z) für eine weitere affine Varietät Z und A = O(X).

Korollar 7.9.2.6 (Quotienten nach endlichen Gruppen). Operiert eine endliche
Gruppe W auf einer Varietät X und besitzt X eine Überdeckung durch unter
W stabile offene affine Untervarietäten, so ist der Bahnenraum X/W auch eine
Varietät und die Quotientenabbildung ist endlich und produktfest offenfinal. Ist
des weiteren X separiert, so auch X/W .

7.9.2.7 (Quotienten nach endlichen Gruppen im quasiprojektiven Fall). Für
jede quasiprojektive Varietät X mit einer Operation einer endlichen Gruppe W ist
unsere Bedingung aus 7.9.2.6 erfüllt und X/W ist wieder eine separierte Varietät.
In der Tat gibt es für jede endliche Teilmenge eines Pn mit n ≥ 1 nach 6.3.10.1
eine Hyperebene, die unsere endliche Teilmenge nicht trifft. Wenden wir das auf
eine Bahn an, so können wir uns in den Fall einer quasiaffinen Varietät retten.
Nach 7.3.1.7 gibt es weiter für jede endliche Teilmenge einer quasiaffinen Varietät
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eine offene affine Teilmenge, die sie umfaßt. Insbesondere gilt das für jede Bahn.
Nach 7.6.12.11 ist dann auch der Schnitt dieser offenen affinen Teilmengen affin
und das Korollar 7.9.2.6 darf angewendet werden.

Beweis. Das einzige Problem ist der Beweis der letzten Aussage. Man kann sie
aus 7.6.12.16 folgern. Will man den Begriff der Eigentlichkeit vermeiden, kann
man bemerken, daß die Verknüpfung

X ×X → X/W ×X → X/W ×X/W

auch selbst produktfest offenfinal und insbesondere offen ist. Da nun das Urbild
der Diagonale unter dieser Verknüpfung offensichtlich abgeschlossen ist, muß
auch die Diagonale in X/W ×X/W selbst abgeschlossen sein.

Proposition 7.9.2.8 (Erkennen von Quotientenmorphismen). Gegeben seien
ein endlicher Morphismus ϕ : X → Y von irreduziblen k-Varietäten und eine
Operation einer endlichen Guppe W auf X derart, daß die Fasern gerade die
Bahnen von W sind. Ist dann Y normal undM(X)/M(Y ) eine Galoiserweite-
rung und die offensichtliche Abildung eine Surjektion vonW auf ihre Galoisgrup-
pe, so induziert ϕ einen Isomorphismus X/W ∼→ Y von k-geringten Räumen.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir Y = MaxA affin an-
nehmen. Ist ganz allgemein A ein normaler kommutativer Integritätsbereich und
L/Quot(A) eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Γ und B der ganze Ab-
schluß B ⊂ L von A in L, so gilt offensichtlich A = BΓ, denn BΓ besteht aus
über A ganzen Elementen von Quot(A) und umfaßt A. In unserem Fall ist O(X)
modulendlich über A, also O(X) ⊂ B und a forteriori O(X)W = O(Y ).

Beispiel 7.9.2.9. Auf der Neil’schen Parabel X mit

O(X) = k ⊕ kT 2 ⊕ kT 3 ⊕ . . . ⊂ k[T ]

erhalten wir eine Operation der zweielementigen Gruppe W durch die Vorschrift
T 7→ −T . Der InvariantenringO(X)W = k[T 2] ist derselbe wie bei der Operation
auf der Gerade durch die Vorschrift T 7→ −T . In der Situation unserer Proposition
7.9.2.8 kann es also durchaus passieren, daß O(X) nicht der ganze Abschluß von
O(Y ) inM(X) ist. Ist aber zusätzlich auch X normal, so kann das offensichtlich
nicht passieren.

Proposition 7.9.2.10 (Differentialkriterium für Quotientenmorphismen). Sei
ϕ : X → Y ein Morphismus von affinen Varietäten und sei eine freie Operation
einer endlichen Guppe W auf X gegeben derart, daß die Fasern von ϕ gerade
die Bahnen von W sind. Ist zusätzlich Y normal und gibt es eine offene dichte
Teilmenge U ⊂◦ X mit dxϕ : TxX

∼→ Tϕ(x)Y für alle x ∈ U , so induziert ϕ einen
Isomorphismus

X/W
∼→ Y
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Beweis. Als normale Varietät ist Y die disjunkte Vereinigung seiner irreduziblen
Komponenten und wir dürfen Y irreduzibel annehmen. Jede irreduzible Kompo-
nente Z von X wird nach dem differentiellen Dominanzkriterium mit einem do-
minanten Morphismus nach Y abgebildet und hat nach 7.5.4.18 dieselbe Dimen-
sion wie Y . Es gibt also Punkte y ∈ Y derart, daß kein Punkt der Faser ϕ−1(y)
in mehr als einer irreduziblen Komponente von X liegt. Insbesondere operiert W
transitiv auf der Menge der irreduziblen Komponenten von X . Nun können wir X
durch die disjunkte Vereinigung X̃ der irreduziblen Komponenten von X erset-
zen und wenn wir O(Y )

∼→ O(X̃)W zeigen, folgt a forteriori O(Y )
∼→ O(X)W .

Dann können wir aber auch (X̃,W ) ersetzen durch (Z,WZ) für eine irreduzi-
ble Komponente Z von X und ihren Stabilisator. Ohne Beschränkung der All-
gemeinheit ist also bereits X selbst irreduzibel und die Operation von W treu.
Dann ist M(X)/M(Y ) separabel nach unserem Kriterium 9.3.5.13 der generi-
schen Bijektivität des Differentials. Dann muß nach ?? diese Körpererweiterung
den Grad |W | haben und die offensichtliche Einbettung muß einen Isomorphis-
mus W ∼→ Gal(M(X)/M(Y )) liefern, so daß unsere Körpererweiterung sogar
Galois ist. Damit ist aberX/W → Y birational und bijektiv und folglich aufgrund
der Normalität von Y ein Isomorphismus nach Zariski’s Hauptsatz 9.2.4.17.

7.9.2.11 (Konstruktion von Quotientenmorphismen). Gegeben seien eine nor-
male irreduzible affine Varietät Y und eine endliche Galoiserweiterung L/M(Y )
mit Galoisgruppe W . Betrachten wir dann in L den ganzen Abschluß B ⊂ L von
O(Y ), so ist B nach 7.8.3.9 modulendlich überO(Y ) und ein affiner k-Kring und
die Einbettung O(Y ) ↪→ B induziert einen Isomorphismus O(Y )

∼→ BW und für
X := MaxB einen Isomorphismus von k-geringten Räumen X/W ∼→ Y .

Übungen

Übung 7.9.2.12. Ist ϕ : X → Y ein Morphismus von Varietäten und ist V eine
offene Überdeckung von Y derart, daß die induzierten Morphismen ϕ−1(V ) →
V für alle V ∈ V produktfest offenfinal sind, so ist auch ϕ selbst produktfest
offenfinal. Insbesondere ist für jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum V die
Projektion V \0 � PV produktfest offenfinal, da sie ja lokal in der Basis der
Projektion eines Produkts mit k× auf einen der Faktoren entspricht. Allgemeiner
ist für X ⊂∧ Pnk die Projektion C(X)\0→ X produktfest offenfinal.

Übung 7.9.2.13 (Zariskitopologie des Produkts affiner Varietäten mit Pnk).
Gegeben eine affine Varietät X betrachten wir X ×Pnk. Gegeben ein homogenes
Ideal I ⊂ O(X)[T0, . . . , Tn] ist seine Nullstellenmenge Z(I) ⊂∧ X × kn+1 stabil
unter der Operation von k× nach 7.6.8.7. Ihr Schnitt mit X × (kn+1\0) ist damit
nach 7.9.2.12 das Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge von X × Pnk, die wir
Z∗(I) oder ausführlicher Z∗X(I) notieren. Man zeige, daß alle abgeschlossenen
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Teilmengen Y ⊂∧ X × Pnk die Gestalt Y = Z∗X(I) haben für ein homogenes
Ideal I . Man zeige weiter, daß Z∗X(I) = ∅ genau dann gilt, wenn für hinreichend
großes r das homogene Ideal I alle T rν enthält.

Übung 7.9.2.14. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Körper k = k̄ und ein
endlichdimensionaler k-Vektorraum V ist die durch die Wirkung induzierte Ab-
bildung GL(V )× PV → PV ein Morphismus von Varietäten. Hinweis: 7.9.2.12.

Übung 7.9.2.15. Der Morphismus der leeren Varietät zu einer beliebigen endli-
chen Varietät ist offenfinal, aber nicht produktfest offenfinal. Jeder produktfest
offenfinale Morphismus ist surjektiv.

7.9.3 Allgemeines zu Bahnenräumen

Definition 7.9.3.1. Gegeben G%X ein topologischer Raum mit der Operation ei-
ner Gruppe bezeichnen wir

X/G

mit seiner Finaltopologie als den Bahnenraum und nennen eine stetige Abbil-
dung X → Y einen Bahnenmorphismus, wenn Y isomorph ist zu X/G als
topologischer Raum unter X . Ist X ein k-geringter Raum, so denken wir uns den
Bahnenraum, wenn nichts anderes gesagt ist, stets mit seiner finalen Struktur eines
k-geringten Raums bezüglich X � X/G versehen und nennen einen Morphis-
mus X → Y in einen weiteren k-geringten Raum einen Bahnenmorphismus
X → Y , wenn Y als k-geringter Raum unter X isomorph ist zu X/G.

7.9.3.2. Ist im Fall der Operation G%X einer Gruppe auf einer algebraischen Va-
rietät der Bahnenraum X/G wieder eine algebraische Varietät, so nennen wir den
Bahnenraum auch die Bahnenvarietät.

7.9.3.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur ist es üblich, unsere
Bahnenvarietät als „geometrischen Quotienten“ zu bezeichnen und diesen Begriff
noch mit zusätzlichen Eigenschaften aufzuladen. Insbesondere wird oft zusätzlich
gefordert, daß diese Varietät separiert sein soll. Ich schließe mich diesen Konven-
tionen nicht an.

Beispiel 7.9.3.4. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Betrachten
wir k2\0 mit der durch t(x, y) = (tx, t−1y) gegebenen Operation von k×, so
erhalten wir als Bahnenraum die „Gerade mit verdoppeltem Ursprung“, eine nicht
separierte Varietät.

Beispiel 7.9.3.5. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Betrachten
wir kn+1\0 mit der durch Multiplikation gegebenen Operation von k×, so erhalten
wir den projektiven Raum Pnk als Bahnenvarietät.
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Beispiel 7.9.3.6 (Lokalität von Bahnenmorphismen). Sei G%X ein k-geringter
Raum mit einer Operation einer Gruppe. Gegeben ein Bahnenmorphismus π :
X → Y ist offensichtlich für jede offene Teilmenge V ⊂◦ Y auch π : π−1(V ) →
V ein Bahnenmorphismus. Ist umgekehrt π : X → Y ein Morphismus in einen
weiteren k-geringten Raum und ist V eine offene Überdeckung von Y derart, daß
π : π−1(V ) → V ein Bahnenmorphismus ist für alle V ∈ V , so ist auch π selber
bereits ein Bahnenmorphismus.

Beispiele 7.9.3.7. Daß der Bahnenraum eine Varietät ist, ist unter anderem be-
kannt in den folgenden Fällen:

1. Im Fall der Operation einer endlichen Gruppe G auf einer durch G-stabile
offene affine Teilmengen überdeckten Varietät 7.9.2.6;

2. Im Fall einer fixpunktfreien algebraischen k×-Operation auf einer affinen
Varietät 7.9.4.2;

3. Im Fall der k×-Operation auf dem Komplement der k×-Fixpunktmenge in
einer affinen Varietät mit einer kontrahierenden algebraischen k×-Operation
7.9.5.3;

4. Im Fall einer affinen algebraischen Gruppe und der Operation durch Rechts-
translation oder Linkstranslation einer abgeschlossenen Untergruppe 9.3.6.2;

5. Im Rahmen der sogenannten „geometrischen Invariantentheorie“ konstru-
iert man weitere Beispiele im Fall der Operation einer „linear reduktiven
affinen algebraischen Gruppe“. Genauer zeigt man für die auf die offene
Teilmenge der „stabilen Punkte“ restringierte Operation, daß der Bahnen-
raum eine Varietät ist, vergleiche 7.9.6.27 und 7.9.7.3;

6. In 7.9.6.30 zeigen wir, daß der Bahnenraum der offenen Menge Mat(n; k)reg

der Matrizen mit einem Zentralisator kleinstmöglicher Dimension unter der
Operation durch Konjugation von GL(n; k) eine Varietät ist.

7.9.3.8. In vielen dieser Fälle wissen wir sogar zusätzlich, daß für jede weitere
Varietät Y auch der Morphismus Y × X � Y × X/G ein Bahnenmorphismus
ist. Ist diese zusätzliche Eigenschaft erfüllt, so rede ich von einem produktfesten
Bahnenmorphismus.

Ergänzung 7.9.3.9. Gegeben ein affiner G-äquivarianter Morphismus X → Y
von Varietäten derart, daß beide Bahnenräume Varietäten sind, wüßte ich gerne,
ob auch (X/G)→ (Y/G) ein affiner Morphismus sein muß.
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7.9.4 Quotienten nach fixpunktfreien k×-Operationen
Definition 7.9.4.1. Eine Operation der multiplikativen Gruppe k× auf einer k-
Varietät X heißt algebraisch, wenn die zugehörige Abbildung k× ×X → X ein
Morphismus ist.

Proposition 7.9.4.2 (Quotienten nach fixpunktfreien k×-Operationen). Gege-
ben eine affine k-Varietät X mit einer fixpunktfreien algebraischen Operation der
multiplikativen Gruppe k× gilt:

1. Der Bahnenraum X/k× mit seiner finalen Struktur ist eine affine k-Varietät
und der Bahnenmorphismus X � X/k× ist produktfest offenfinal;

2. Ist Y ⊂∧ X eine abgeschlossene k×-stabile Teilmenge, so ist Y/k× ↪→
X/k× eine abgeschlossene Einbettung.

7.9.4.3. Diese Proposition wird sich als ein Spezialfall von 7.9.6.27 erweisen,
kann jedoch mit sehr viel weniger Vorkenntnissen bewiesen werden und erlaubt
bereits die Konstruktion vieler wichtiger Verallgemeinerungen der projektiven
Räume im folgenden Abschnitt.

7.9.4.4. Wenn wir diese Proposition einmal hinnehmen, so folgt sofort, daß der
Rückzug vermittels der Projektion die regulären Funktionen auf der Bahnenvarie-
tät mit den k×-invarianten Funktionen auf X identifizieren muß, in Formeln

O(X/k×)
∼→ O(X)k

×

Insbesondere sollte also auch O(X)k
× ringendlich sein über k. Wir zeigen diese

Aussage sogar in noch größerer Allgemeinheit, bevor wir dann im Anschluß an
7.9.4.9 den eigentlichen Beweis der Proposition führen. Wir beginnen mit einigen
Umformulierungen.

Proposition 7.9.4.5 (Graduierungen und k×-Operationen). Wir erhalten für
jede affine k-Varietät X eine eineindeutige Entsprechung

{algebraische k×-Operationen auf X} ∼→ {Z-Graduierungen auf O(X)}

dadurch, daß wir der RingalgebraO(X) die GraduierungO(X) =
⊕

i∈ZO(X)i

durch die simultanen Eigenräume der k×-Operation geben, in Formeln durch die
Teilräume O(X)i := {f ∈ O(X) | f(µx) = µif(x) ∀x ∈ X,µ ∈ k×}.

Ergänzung 7.9.4.6. Sie mögen zur Übung zeigen, daß man genauso eine einein-
deutige Entsprechung zwischen algebraischen Operationen des multiplikativen
Monoids k auf X und N-Graduierungen auf O(X) erhält.
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Beweis. Gegeben eine affine k-Varietät X und ein Morphismus k× × X → X ,
(λ, x) 7→ λx liefert das Zurückholen globaler regulärer Funktionen zusammen
mit 7.3.1.4 einen Homomorphismus

O(X)→ O(k× ×X)
∼→ O(k×)⊗O(X)

∼→ k[T, T−1]⊗O(X)

Haben wir f 7→
∑
T i⊗ fi, so gilt per definitionem f(λx) =

∑
λifi(x). Ist unser

Morphismus eine Gruppenwirkung, so zeigt die von der Mitte aus zu entwickelnde
Gleichungskette∑

λiµifi(x) = f((λµ)x) = f(λ(µx)) =
∑

λifi(µx)

uns, daß bei festem x und µ das Laurentpolynom
∑

(µifi(x) − fi(µx))T i un-
endlich viele Nullstellen hat und folglich alle seine Koeffizienten verschwinden
müssen. Mithin gilt fi(µx) = µifi(x) für alle µ und x alias fi ∈ O(X)i. Nach
Konstruktion gilt andererseits f =

∑
fi und wir sehen, daß unsere O(X)i ganz

O(X) als Vektorraum erzeugen. Das Argument, daß die Summe derO(X)i direkt
ist, kann dem Leser zur Übung überlassen bleiben. Das Argument, daß wir so die
behauptete Bijektion erhalten, desgleichen.

Lemma 7.9.4.7. Ist R ein noetherscher Z-graduierter Kring, so ist auch seine
homogene Komponente R0 vom Grad Null noethersch.

Beweis. Für jedes Ideal I ⊂ R0 gilt I = 〈RI〉 ∩R0.

Lemma 7.9.4.8. Sei S =
⊕

i≥0 S
i ein nichtnegativ graduierter Kring. Ist S

noethersch, so ist S ringendlich über S0.

Beweis. Sind xν homogene Erzeuger des Ideals S>0 ⊂ S, so zeigt eine Induktion
über den Grad schnell, daß die xν auch S als S0-Kring erzeugen.

Lemma 7.9.4.9. Sei K ein Körper. Ist A =
⊕

i∈ZA
i ein Z-graduierter ringend-

licher K-Kring, so ist auch A0 ringendlich über K.

Beweis. Wir wählen homogene Erzeuger x1, . . . xn des K-Krings A und reali-
sieren A als Quotienten des Polynomrings S := K[X1, . . . , Xn]. Versehen wir
diesen Ring mit der (Z × Z)-Graduierung, in der die Erzeuger Xν den Bigrad
(grad(xν), 1) haben, so ist der homogene Teil vom Grad Null in Bezug auf die
erste Graduierung S(0,∗) alias der ({0} × Z)-Anteil unseres bigraduierten Rings
noethersch nach 7.9.4.7. Damit ist er auch ringendlich über K nach 7.9.4.8. Nun
induziert jedoch unsere Surjektion S � A eine Surjektion S(0,∗) � A0. So folgt,
daß auch A0 ringendlich ist über K.
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Beweis von Proposition 7.9.4.2. Um nun Proposition 7.9.4.2 über die Bahnen-
räume für fixpunktfreie k×-Operationen zu zeigen, versehen wir O(X) mit sei-
ner durch die k×-Operation induzierten Graduierung und wissen aus 7.9.4.9, daß
O(X)0 ringendlich ist über k. Damit müssen wir im wesentlichen nur noch nach-
weisen, daß der von der Einbettung O(X)0 ↪→ O(X) induzierte Morphismus
π : X → MaxO(X)0 genau die k×-Bahnen von X als Fasern hat und offen
und final ist. Für den Nachweis, daß π sogar produktfest offenfinal ist, dürfen wir
dann Z affin annehmen und brauchen nur unsere Erkenntnisse für O(Z)⊗O(X)
anzuwenden. Jedes Ideal in O(X)0 entsteht nun offensichtlich durch Herunter-
schneiden mit dem von ihm erzeugten Ideal vonO(X). Damit entsteht auch jedes
maximale Ideal von O(X)0 durch Herunterschneiden aus einem maximalen Ide-
al von O(X), als da heißt, π ist surjektiv. Offensichtlich ist π auch konstant auf
k×-Bahnen. Für eine k×-stabile abgeschlossene Teilmenge Y ⊂∧ X ist weiter ihr
Verschwindungideal I(Y ) ⊂ O(X) ein homogenes Radikalideal, dasO(X)0 not-
wendig in einem Radikalideal I(Y )0 schneidet. Jedes Ideal inO(X)0 entsteht nun
aber wie gesagt durch Herunterschneiden mit einem Ideal von O(X), und insbe-
sondere entsteht auch jedes maximale Ideal über I(Y )0 durch Herunterschneiden
aus einem maximalen Ideal über I(Y ), als da heißt, die simultane Nullstellenmen-
ge von I(Y )0 ist genau π(Y ). Das zeigt, daß π(Y ) abgeschlossen ist. Eine Teil-
menge von MaxO(X)0 ist mithin genau dann abgeschlossen, wenn ihr Urbild un-
ter π abgeschlossen ist. Folglich trägt MaxO(X)0 die Quotiententopologie, und π
ist offen als Projektion auf einen Bahnenraum unter einer Gruppenwirkung. Nun
beachten wir, daß nach 7.5.4.12 alle k×-Bahnen eine offene Teilmenge ihres Ab-
schlusses umfassen, und da diese Abschlüsse höchstens eindimensional sind und
unsere Operation nach Annahme fixpunktfrei ist, müssen alle Bahnen abgeschlos-
sen sein. Gegeben verschiedene Bahnen Y 6= Z gilt also I(Y ) + I(Z) = O(X)
und damit I(Y )0 + I(Z)0 = O(X)0 und folglich π(Y ) 6= π(Z). Die Fasern
von π sind also genau die k×-Bahnen. Es bleibt nur zu zeigen, daß Funktionen
auf offenen Teilmengen von MaxO(X)0 regulär sind genau dann, wenn sie unter
Zurückholen aufX regulär werden. Für globale Funktionen ist das klar. Für Funk-
tionen auf affinen offenen Mengen folgt es aus (s−1O(X))0 = s−1(O(X)0) für
alle s ∈ O(X)0, und damit ist klar, daß unser Morphismus final ist. Schließlich
liefert unser Argument von oben für eine k×-stabile abgeschlossene Teilmenge
Y ⊂∧ X die Exaktheit der oberen Zeile im Diagramm mit exakten Zeilen

I(Y )0 ↪→ O(X)0 � O(π(Y ))
↓ ↓ ↓
I(Y ) ↪→ O(X) � O(Y )

In diesem Diagramm meinen sind alle Vertikalen schlicht die Einbettungen der
homogenen Komponenten vom Grad Null und das zeigt den behaupteten Isomor-
phismus Y/k× ∼→ π(Y ).
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Übungen

Übung 7.9.4.10. Sei S =
⊕

i≥0 S
i ein nichtnegativ graduierter Kring. Ist S noe-

thersch, so ist für jedes d > 0 auch der Teilring
⊕

i≥0 S
di ringendlich über S0.

Hinweis: 7.9.4.8.

7.9.5 Varietäten zu graduierten Kringalgebren
7.9.5.1. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Eine algebraische
Operation k× × X → X von k× auf einer k-Varietät X heißt kontrahierend,
wenn sie sich fortsetzen läßt zu einem Morphismus k × X → X . Das Bild 0X
von {0} × X ist unter diesen Annahmen die Fixpunktmenge unserer Operation,
denn die Regel (λµ)x = λ(µx) für eine Operation muß aus Stetigkeitsgründen
dann auch für beliebige λ, µ ∈ k gelten. Insbesondere folgt 0X ⊂∧ X .

7.9.5.2 (Diskussion der Terminologie). Unsere kontrahierenden Operationen kon-
trahieren im allgemeinen nur auf eine Untervarietät und nicht notwendig auf einen
Punkt. Im Fall einer Kontraktion auf einen Punkt sagen wir das explizit dazu.

Satz 7.9.5.3 (Varietäten zu nichtnegativ graduierten Kringalgebren). Sei X
eine affine k-Varietät mit einer kontrahierenden algebraischen Operation von k×

und sei X◦ ⊂◦ X das Komplement der Fixpunktmenge. So gilt:

1. Mit seiner finalen Struktur ist X◦/k× eine separierte k-Varietät;

2. Die Projektion X◦ � X◦/k× ist produktfest offenfinal;

3. Ist Y ↪→ X die Einbettung einer k×-stabilen abgeschlossenen Teilmenge, so
ist auch der induzierte Morphismus Y ◦/k× ↪→ X◦/k× eine abgeschlossene
Einbettung;

4. Der von der Multiplikation mit Null induzierte Morphismus X◦/k× → 0X
ist eigentlich.

7.9.5.4. Der Beweis wird mit 7.9.1.5 auch zeigen, daß die Projektion auf den Bah-
nenraum ein affiner Morphismus ist. Umgekehrt ist auch das Bild jeder offenen
affinen k×-stabilen Teilmenge von X◦ nach 7.9.4.2 wieder affin.

Ergänzung 7.9.5.5. Gegeben ein nichtnegativ Z-graduierter affiner k-Kring A
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k = k̄ verwenden wir die Ab-
kürzung

MProj(A) := (MaxA)◦/k×

für die durch die Konstruktion in 7.9.5.3 gegebene k-Varietät.
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Vorschau 7.9.5.6. Die Varietät der k-wertigen Punkte des Schemas Proj(A) von
Grothendieck ist im Fall A = O(X) genau unsere Quotientenvarietät. Der letzte
Teil unseres Satzes besagt, daß X◦/k× im Fall eines einzigen Fixpunkts voll-
ständig ist. Man kann mit etwas mehr Aufwand zeigen, daß X◦/k× im Fall eines
einzigen Fixpunkts sogar eine projektive Varietät ist.

Beispiel 7.9.5.7. Betrachten wir auf der Varietät X = k2 die nichtkontrahierende
k×-Operation durch λ(x, y) = (λx, λ−1y), so ist der Bahnenraum vonX◦ = k2\0
mit seiner finalen Struktur als k-geringter Raum genau unsere nicht-separierte
Varietät „Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt“ aus 7.6.12.3.

Beweis. Sei A = O(X) mit der nach 7.9.4.5 durch die k×-Operation gegebe-
nen Z-Graduierung versehen. Offensichtlich ist die Operation kontrahierend ge-
nau dann, wenn gilt Ai = 0 für i < 0, und wir haben dann I(0X) = A>0. Für
jedes homogene f ∈ A ist nun Xf = X\Z(f) eine k×-stabile affine offene Teil-
menge mit A[f−1] als Ring von regulären Funktionen, und für f homogen von
positivem Grad gilt Xf ⊂ X◦. Nach 7.9.4.2 ist für f homogen von positivem
Grad die durch das Herunterschneiden induzierte Abbildung

Max(A[f−1])→ Max(A[f−1]0)

produktfest offenfinal mit den k×-Bahnen als Fasern. Die besagten offenen Teil-
mengen Xf überdecken aber X◦. Das zeigt, daß X◦/k× mit seiner finalen Struk-
tur eine Varietät ist und daß die Projektion produktfest offenfinal ist. Ebenso folgt
aus 7.9.4.2 die Behauptung 3 über abgeschlossene Einbettungen. Wir müssen nur
noch zeigen, daß unser Bahnenraum separiert ist. Wir finden eine homogene Sur-
jektionA0[Z1, . . . , Zn]� A von einem Polynomring nachAmit denZν homogen
von Graden d(ν) und dürfen nach Teil 3 hinfort annehmen, daß A bereits selbst
dieser Polynomring ist. Nun betrachten wir die ganze Ringerweiterung

A0[Z1, . . . , Zn] ⊂ A0[T0, . . . , Tn]

mit den Zν homogen von Graden d(ν) und den Tν homogen vom Grad Eins und
der rechten Abbildung gegeben durch Zν 7→ T

d(ν)
ν . Die zugehörige Abbildung

auf den Maximalspektra Y → X ist abgeschlossen und surjektiv mit endlichen
Fasern und k×-äquivariant. Genauer sind die Fasern die Bahnen der Operation
einer endlichen Gruppe W von Einheitswurzeln auf Y , die mit der Operation von
k× kommutiert. Unsere Abbildung induziert abgeschlossene Abbildung Y ×Y →
X × X , und das Urbild von X◦ × X◦ ist offensichtlich Y ◦ × Y ◦. Nun sind im
Diagramm

Y ◦ × Y ◦ → Y ◦/k× × Y ◦/k×
↓ ↓

X◦ ×X◦ → X◦/k× ×X◦/k×
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die Vertikalen surjektiv und die Horizontalen produktfest offenfinal und insbeson-
dere offen. Es reicht also zu zeigen, daß das Urbild der Diagonale unter der unte-
ren Horizontale abgeschlossen ist. Da wir schon wissen, daß Y ◦/k× ∼= 0X ×Pnk
separiert ist, ist das Urbild der Diagonale unter der oberen Horizontale schon mal
abgeschlossen. Dasselbe gilt für seine Vereinigung mit allen seinen Bildern unter
der W -Operation auf dem ersten Faktor. Dann aber ist das Bild dieser Vereini-
gung unter der linken Vertikale abgeschlossen, und das ist genau das Urbild der
Diagonale unter der unteren Horizontale. Die letzte Aussage folgt aus ihrer eige-
nen Allgemeinheit, sobald wir zeigen, daß der Morphismus π : X◦/k× → 0X
abgeschlossen ist. Um das zu zeigen, bemerken wir zunächst, daß sein Bild ge-
nau aus allen Punkten von 0X besteht, über denen der durch Multiplikation mit
0 gegebene Morphismus X → 0X eine Faser der Dimension mindestens Eins
hat. Nach der Halbstetigkeit der Faserdimension 7.5.10.7 bilden alle Punkte von
X , die zu einer Faser von (0·) : X → X einer Dimension ≥ 1 gehören, eine
abgeschlossene Teilmenge von X . Der Schnitt dieser Teilmenge mit 0X ist genau
das Bild von π : X◦/k× → 0X , mithin ist dieses Bild schon mal abgeschlos-
sen. Gegeben A ⊂∧ X◦/k× eine abgeschlossene Teilmenge ist sicher ihr Urbild
eine abgeschlossene k×-stabile Teilmenge B ⊂∧ X◦. Folglich ist B t 0X ⊂∧ X
eine abgeschlossene k-stabile Teilmenge von X , und wenn wir darauf die bereits
bewiesene Erkenntnis anwenden, folgt π(A) ⊂∧ 0X .

7.9.5.8. Im Fall eines Polynomrings A = k[T1, . . . , Tn], der graduiert ist durch
die Vorschrift grad(Ti) = wi mit positiven natürlichen Zahlen w1, . . . , wn, heißt
die zugehörige Bahnenvarietät ein gewichteter projektiver Raum. Man notiert
sie P(w1, . . . , wn).

Beispiel 7.9.5.9. Man prüft, daß der gewichtete projektive Raum P(1, 1, 2) eine
offene Überdeckung durch affine Untervarietäten P(1, 1, 2) = U0 ∪ U1 ∪ U2 hat
mit

U0 = MaxC[y/x, z/x2] ∼= C2,

U1 = MaxC[x/y, z/y2] ∼= C2,

U2 = MaxC[x2/z, xy/z, y2/z] singulär.

Übungen

Ergänzende Übung 7.9.5.10. Gegeben über einem Körper K ein Polynomring
R = K[X1, . . . , Xr] mit Erzeugern der positiven Grade 0 < d1 ≤ . . . ≤ dr gilt für
die Dimensionen der homogenen Komponenten Ri im Körper der Laurentreihen
Q((t)) die Identität

∞∑
i=0

(dimk R
i)ti =

r∏
ν=1

(1− tdν )−1
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Weiter zeige man, daß sowohl r als auch die Grade d1, . . . , dr der Erzeuger durch
diese formale Potenzreihe bereits eindeutig festgelegt werden.

7.9.6 Bahnschlußräume und Invariantenringe
Definition 7.9.6.1. Gegeben G%X ein topologischer Raum mit der Operation ei-
ner Gruppe bezeichne

X�G

die Menge der Äquivalenzklassen für die von der Relation {(x, y) | y ∈ Gx}
erzeugte Äquivalenzrelation auf X . Wir nennen X�G den Bahnschlußraum und
nennen eine stetige Abbildung X → Y einen Bahnschlußmorphismus, wenn Y
isomorph ist zu X�G als topologischer Raum unter X .

7.9.6.2. Gegeben G%X ein topologischer Raum mit der Operation einer Gruppe
und f : X → Y ein Bahnschlußmorphismus ist für L ⊂ Y offen oder abge-
schlossen auch f : f−1(L) → L ein Bahnschlußmorphismus. Das folgt aus den
entsprechenden Aussagen 15.1.7.20 und 15.1.7.28 für finale Abbildungen.

Beispiel 7.9.6.3 (Ein nicht offener Bahnschlußmorphismus). Wir betrachten
die Ebene X := R2 mit der Operation von G := R>0 gegeben durch λ(x, y) :=
(λx, λ−1y). In diesem Fall geht die Vereinigung der Diagonale und der Nebendia-
gonale {(x, y) | x = ±y} homöomorph auf den Bahnschlußraum. Die Abbildung
von X = R2 in den Bahnschlußraum ist in diesem Fall nicht offen, ja selbst die
unter der Gruppenoperation stabile offene obere Halbebene hat kein offenes Bild.

7.9.6.4 (Bahnschlußraum im Fall k-geringter Räume). Gegeben G%X ein k-
geringter Raum mit der Operation einer Gruppe denken wir uns den Bahnschluß-
raum, wenn nichts anderes gesagt ist, stets mit seiner finalen Struktur eines k-
geringten Raums bezüglichX � X�G versehen und erklären einen Bahnschluß-
morphismus X → Y in einen weiteren k-geringten Raum als einen Morphismus,
für den Y als Objekt unter X isomorph ist zu X�G.

Beispiel 7.9.6.5 (Lokalität von Bahnschlußmorphismen). Sei G%X ein k-ge-
ringter Raum mit einer Operation einer Gruppe. Gegeben ein Bahnschlußmor-
phismus π : X → Y ist offensichtlich für jede offene Teilmenge V ⊂◦ Y auch
π : π−1(V ) → V ein Bahnschlußmorphismus. Ist umgekehrt π : X → Y ein
Morphismus in einen weiteren k-geringten Raum und ist V eine offene Überde-
ckung von Y derart, daß π : π−1(V )→ V ein Bahnschlußmorphismus ist für alle
V ∈ V , so ist auch π selber bereits ein Bahnschlußmorphismus.

7.9.6.6 (Faktorisieren über einen Bahnschlußmorphismus). IstG%X ein topo-
logischer Raum mit der Operation einer Gruppe und Y ein topologischer Raum, in
dem alle Punkte abgeschlossen sind, so faktorisiert jede auf G-Bahnen konstante
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stetige Abbildung X → Y in eindeutiger Weise über den Bahnschlußmorphismus
X � X�G. Dasselbe gilt analog auch für k-geringte Räume und insbesondere
im Fall einer k-Varietät Y , deren Punkte ja stets abgeschlossen sind.
Ergänzung 7.9.6.7. In der Allgemeinheit der obigen Definitionen ist mir nicht
klar, ob alle Punkte eines Bahnschlußraums abgeschlossen sein müssen. Deshalb
erlaube ich mir oben auch nicht, von einer universellen Eigenschaft zu sprechen.
7.9.6.8 (Vergleich von Bahnenraum und Bahnschlußraum). Sei G%X ein to-
pologischer Raum mit der Operation einer Gruppe. Liegt im Abschluß jeder G-
Bahn genau eine abgeschlossene G-Bahn, so liefert die offensichtliche Abbildung
eine Bijektion zwischen der Menge der abgeschlossenenG-Bahnen inX und dem
Bahnschlußraum X�G. Ist jede G-Bahn abgeschlossen, so ist die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus X/G ∼→ X�G zwischen dem Bahnenraum und
dem Bahnschlußraum.
7.9.6.9. Offensichtlich ist ein Bahnschlußmorphismus genau dann ein Bahnen-
morphismus, wenn alle seine Fasern Bahnen sind. Offensichtlich ist ein Bahnen-
morphismus genau dann ein Bahnschlußmorphismus, wenn alle seine Fasern ab-
geschlossen sind, insbesondere also dann, wenn alle Punkte des Bahnenraums
abgeschlossen sind.
7.9.6.10. Jede G-äquivariante stetige Abbildung X → Y in einen weiteren Raum
mitG-Operation induziert auch eine stetige AbbildungX�G→ Y �G, aber äqui-
variante eine offene Einbettung muß, im Gegensatz zum Fall der Bahnenräume,
auf den Bahnschlußräumen keineswegs eine offene Einbettung induzieren.
7.9.6.11. Ist im Fall der OperationG%X einer Gruppe auf einer algebraischen Va-
rietät der BahnschlußraumX�G wieder eine algebraische Varietät, so nennen wir
diese Varietät die Bahnschlußvarietät. Ist zusätzlich der Bahnschlußmorphismus
affin, so sagen wir, G%X habe einen affinen Bahnschlußmorphismus und set-
zen dabei implizit voraus, daß der Bahnschlußraum wieder eine Varietät ist.
7.9.6.12 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur ist es üblich, unsere
Bahnschlußvarietät als „guten Quotienten“ oder auch „kategorischen Quotienten“
zu bezeichnen und diesen Begriff noch mit zusätzlichen Eigenschaften aufzula-
den. Insbesondere wird oft zusätzlich gefordert, daß diese Varietät separiert sein
soll. Ich schließe mich diesen Konventionen nicht an.
7.9.6.13. Ist im Fall einer Operation einer Gruppe auf einem k-geringten Raum
der Bahnenraum eine Varietät, so fällt er nach 7.9.6.9 mit dem Bahnschlußraum
zusammen.

Definition 7.9.6.14. Eine algebraische Gruppe heißt linear reduktiv, wenn jede
algebraische Darstellung unserer Gruppe im Sinne von 9.1.4.4 vollständig redu-
zibel ist im Sinne von 8.4.1.3, also die Summe ihrer irreduziblen Unterdarstellun-
gen.
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Beispiele 7.9.6.15. Nach 9.1.7.19 sind diagonalisierbare Gruppen und insbeson-
dere Tori stets linear reduktiv. Nach dem Satz von Maschke 8.4.1.1 sind endli-
che Gruppen einer zur Charakteristik teilerfremden Ordnung auch linear reduk-
tiv. Nach 24.2.6.7 sind in Charakteristik Null alle reduktiven algebraischen Grup-
pen linear reduktiv und insbesondere gilt das für GL(n). Im Fall von GL(n;C)
kann man auch argumentieren, daß sie der Zariski-Abschluß der unitären Gruppe
U(n) ⊂ GL(n;C) ist, die für die analytische Topologie kompakt ist und auf jeder
algebraischen endlichdimensionalen Darstellung von GL(n;C) stetig operiert in
Bezug auf die natürliche Topologie des zugrundeliegenden C-Vektorraums. Da-
mit folgt die Behauptung aus der vollständigen Reduzibilität endlichdimensiona-
ler Darstellungen kompakter topologischer Gruppen 22.2.4.12.

Vorschau 7.9.6.16. Unser Ziel ist im folgenden zu zeigen, daß für die Operation
einer linear reduktiven algebraische Gruppe G auf einer affinen Varietät X der
Bahnschlußraum X�G auch eine affine Varietät ist. Wenn wir das einmal hinneh-
men, folgt wegen O(X)G = O(X�G) sofort, daß der Invariantenring O(X)G

ringendlich sein muß über k. Der Nachweis dieser Aussage hinwiederum erweist
sich als ein wesentlicher erster Schritt auf dem Weg zu unserem Ziel, mit dem wir
jetzt erst einmal beginnen.

Vorschau 7.9.6.17. In positiver Charakteristik kann man noch ziemlich weit kom-
men, wenn man statt mit linear reduktiven Gruppen mit den sogenannten „geome-
trisch reduktiven“ Gruppen arbeitet.

Satz 7.9.6.18 (Endlichkeitssatz von Hilbert). Ist k = k̄ ein algebraisch ab-
geschlossener Körper und A ein ringendlicher k-Kring mit einer algebraischen
Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe G, so ist auch der Inva-
riantenring AG ringendlich über k.

Ergänzung 7.9.6.19. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch über einem be-
liebigen Grundkörper, sobald einmal alle darin auftauchenden Begriffe in dieser
Allgemeinheit definiert sind. Im Fall von Operationen endlicher Gruppen steht
uns bereits der deutlich stärkere Satz von Noether 7.5.3.1 zur Verfügung.

Beweis. Die Projektion längs der isotypischen Zerlegung A� AG ist sicher AG-
linear. Das gleich folgende Lemma 7.9.6.20 zeigt damit schon mal, daß der In-
variantenring noethersch ist. Um zu zeigen, daß AG sogar ringendlich ist über
k, wählen wir einen endlichdimensionalen G-stabilen Teilraum V ⊂ A, der den
k-Kring A erzeugt, und realisieren A als Quotienten der symmetrischen Alge-
bra S := S(V ) nach einem geeigneten G-stabilen Ideal J . Unser S besitzt dann
eine natürliche G-invariante Graduierung, und da SG nach dem bereits Bewiese-
nen noethersch sein muß, ist SG nach 7.9.4.8 ringendlich über k. Dasselbe gilt
dann auch für SG/JG. Nun haben wir ja per definitionem S/J

∼→ A. Aus der
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vollständigen Reduzibilität folgt dann SG/JG ∼→ (S/J)G
∼→ AG und wir sind

fertig.

Lemma 7.9.6.20. SeienA ein Ring undB ⊂ A ein Teilring. Ist die InklusionB ↪→
A eine spaltende Einbettung von B-Rechtsmoduln, so gilt für jedes Linksideal
I ⊂ B die Formel I = B ∩ 〈AI〉. Ist insbesondere A linksnoethersch, so auch B.

7.9.6.21. Hier und im folgenden meint 〈 〉 das Erzeugnis als abelsche Gruppe und
AI die Menge der Produkte von einem Element von A mit einem Element von
I und 〈AI〉 folgerichtig die von diesen Produkten erzeugte additive Untergruppe
von A.

Beweis. Nach Annahme existiert eine Zerlegung A = B ⊕ C von A als B-
Rechtsmodul. Sie impliziert unmittelbar eine Zerlegung 〈AI〉 = I ⊕ 〈CI〉, und
diese Zerlegung hinwiederum impliziert unmittelbar die Hauptaussage des Lem-
mas. Der Nachsatz folgt aus der Charakterisierung noetherscher Moduln durch
das Stagnieren aller aufsteigenden Folgen von Untermoduln.

7.9.6.22. Sei G%X eine affine Varietät über k = k̄ mit einer algebraischen Ope-
ration einer linear reduktiven Gruppe. Nach dem Endlichkeitssatz von Hilbert
7.9.6.18 ist der Invariantenring O(X)G ringendlich über k und wir können folg-
lich eine affine Varietät X�aG erklären durch X�aG := Max(O(X)G) und einen
Morphismus von X dorthin durch die Kommutativität des Diagramms

MaxO(X) //

o
��

Max(O(X)G)

X // X�aG

Man nennt X�aG den algebraischen Quotienten von X nach der Operation von
G und X → X�aG den Quotientenmorphismus. Wir zeigen im folgenden Satz
unter anderem, daß unser Quotientenmorphismus ein Bahnschlußmorphismus ist.
Sobald das gezeigt ist, vereinfachen wir unsere Notation X�aG wieder zu X�G.

Satz 7.9.6.23 (Algebraische Quotienten affiner Varietäten). Sei G%X eine af-
fine Varietät mit einer algebraischen Operation einer linear reduktiven algebrai-
schen Gruppe. So gilt:

1. Der Morphismus π : X → X�aG ist konstant auf G-Bahnen und jeder
Morphismus von X in eine weitere Varietät, der konstant ist auf G-Bahnen,
faktorisiert in eindeutiger Weise über π;

2. Gegeben eine FamilieG-stabiler abgeschlossener Teilmengen vonX stimmt
das Bild in X�aG ihres Schnitts überein mit dem Schnitt ihrer Bilder;
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3. Gegeben eine G-stabile abgeschlossene Teilmenge Z ⊂∧ X ist ihr Bild eine
abgeschlossene Teilmenge π(Z) ⊂∧ X�aG und die offensichtliche Abbil-
dung ist ein Isomorphismus Z�aG

∼→ π(Z);

4. Der Morphismus π : X → X�aG ist produktfest offenfinal und in jeder
seiner Fasern liegt genau eine abgeschlossene G-Bahn. Insbesondere ist er
ein Bahnschlußmorphismus und wir dürfen unsere Notation zu X�G ver-
einfachen;

5. Gegeben eine offene Teilmenge V ⊂◦ X�G ist V affin genau dann, wenn
π−1(V ) affin ist, und dann ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphis-
mus π−1(V )�G ∼→ V .

Beweis. 3. Für eine G-stabile abgeschlossene Teilmenge Z ⊂ X ist sicher auch
ihr Verschwindungideal I(Z) ⊂ O(X) ein G-stabiles Ideal, das den Invarianten-
ring in einem Radikalideal I(Z)G ⊂ O(X)G schneidet. Jedes Ideal im Invarian-
tenring entsteht nun aber nach 7.9.6.20 durch Herunterschneiden mit einem Ide-
al von O(X), und insbesondere entsteht auch jedes maximale Ideal über I(Z)G

durch Herunterschneiden aus einem maximalen Ideal über I(Z), als da heißt, die
simultane Nullstellenmenge von I(Z)G ist genau π(Z). Das zeigt, daß π(Z) ab-
geschlossen ist, und liefert zusätzlich die Exaktheit der oberen Zeile im Diagramm
mit exakten Zeilen

I(Z)G ↪→ O(X)G � O(π(Z))
↓ ↓ ↓
I(Z) ↪→ O(X) � O(Z)

In diesem Diagramm meinen die beiden linken Vertikalen schlicht die Einbet-
tungen der Invarianten, und weil unter unseren Voraussetzungen das Bilden der
Invarianten exakt ist, muß auch die letzte Vertikale einen Isomorphismus auf die
Invarianten O(π(Z))

∼→ O(Z)G induzieren, also einen Isomorphismus von Va-
rietäten Z�aG

∼→ π(Z).

2. Es reicht zu zeigen, daß fürG-stabile Ideale vonO(X) der Schnitt ihrer Summe
mit dem Invariantenring übereinstimmt mit der Summe ihrer Schnitte, in Formeln(∑

λ∈Λ

Iλ

)
∩ O(X)G =

∑
λ∈Λ

(Iλ ∩ O(X)G)

Das gilt jedoch ganz allgemein für eine beliebige Familie von Unterdarstellungen
einer vollständig reduziblen Darstellung oder noch allgemeiner für Untermoduln
eines halbeinfachen Moduls, wenn man das Bilden der Invarianten verallgemei-
nert zum Bilden irgendeiner isotypischen Komponente.
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4. Wenden wir 3 auf Z = X an, so folgt die Surjektivität des Quotientenmor-
phismus. Weiter ist klar, daß unser Quotientenmorphismus auf Bahnen konstant
ist. Ein Urbild ist in anderen Worten stets G-stabil, und eine Menge mit abge-
schlossenem Urbild muß nach 3 selbst abgeschlossen sein. Somit trägt X�aG die
Quotiententopologie. Es bleibt nur zu zeigen, daß Funktionen auf offenen Teil-
mengen von X�aG regulär sind genau dann, wenn sie unter Zurückholen auf
X regulär werden. Für globale Funktionen ist das klar, denn für eine Funktion
f : X�aG → k mit f ◦ π ∈ O(X) haben wir notwendig f ◦ π ∈ O(X)G und
damit f ∈ O(X�aG). Für Funktionen auf einer Basis der Topologie von X�aG
folgt es aus s−1(O(X)G)

∼→ (s−1O(X))G für alle s ∈ O(X)G, was man aus
ker(s·) = ker(s2·) oder auch aus 7.4.3.49 folgern mag. Damit ist klar, daß unser
Morphismus eine Submersion ist. In jeder Faser liegt nun mindestens eine Bahn
kleinstmöglicher Dimension, die notwendig abgeschlossen sein muß, da ja ihr
Abschluß in derselben Faser enthalten ist und beim Bilden des Abschlusses nur
Bahnen echt kleinerer Dimension hinzukommen können. Es kann aber auch nicht
mehr als eine abgeschlossene Bahn in einer gegebenen Faser geben, da wir sonst
einen Widerspruch zu 2 erhalten würden.

1. Wir wissen ja nach Teil 4, daß unser Quotientenmorphismus ein Bahnschluß-
morphismus ist.

5. Hier bemerken wir zunächst, daß jeder Morphismus von affinen Varietäten affin
ist, etwa nach 7.9.1.3. Also ist das Urbild jeder offenen affinen Untervarietät unter
affin. Andererseits ist für V ⊂◦ X�G stets π : π−1(V ) � V ein Bahnschlußmor-
phismus, und ist π−1(V ) affin, so ist zusätzlich auch π−1(V ) → π−1(V )�G ein
Bahnschlußmorphismus und folglich V ∼= π−1(V )�G affin.

7.9.6.24. Sei G linear reduktiv. Jeder G-äquivariante Morphismus von affinen G-
Varietäten X → Y induziert einen Morphismus X�G → Y �G. Eine offene
Einbettung muß dabei jedoch keineswegs eine offene Einbettung werden. Wir er-
halten bereits ein Gegenbeispiel, wenn wir das Komplement einer Ursprungsge-
rade in die Ebene einbetten und jeweils die Operation der multiplikativen Gruppe
durch Streckungen betrachten.

7.9.6.25. SeiG%X eine Varietät mit einer algebraischen Operation einer algebrai-
schen Gruppe. Ich erinnere daran, daß wir die Punkte, deren Bahn die für Bahnen
größtmögliche Dimension hat, die regulären Punkte genannt hatten, und daß
nach 9.2.4.22 die regulären Punkte eine offene undG-stabile TeilmengeXreg ⊂◦ X
bilden. Die regulären Punkte mit abgeschlossener Bahn nennen wir absolut sta-
bile Punkte. Die Menge aller absolut stabilen Punkte notieren wir

Xstab
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Vorschau 7.9.6.26. Im Rahmen der „geometrischen Invariantentheorie“ 7.9.7.1
werden wir auch „relativ stabile Punkte“ betrachten, die in der Literatur meist ein-
fach nur „stabile Punkte“ heißen und deren Menge wir Xs notieren. Diese Menge
ebenso wie die Menge Xss der „semistabilen Punkte“ hängen von von zusätzli-
chen Daten ab. Unsere drei Begriffe stehen dann zueinander in der Beziehung

Xs = (Xss)stab

Satz 7.9.6.27 (Bahnenvarietät der absolut stabilen Punkte, affiner Fall). Sei
G%X eine affine Varietät mit einer algebraischen Operation einer linear reduk-
tiven algebraischen Gruppe. So bilden die absolut stabilen Punkte eine offene
Teilmenge Xstab ⊂◦ X und der Rückzug des Bahnschlußmorphismus X � X�G
auf deren Bild ist ein Bahnenmorphismus

Xstab � Xstab/G

Beweis. Das KomplementX\Xreg der Menge der regulären Punkte alias die Men-
ge der nicht-regulären Punkte ist abgeschlossen und hat als G-stabile abgeschlos-
sene Teilmenge nach 7.9.6.23 ein abgeschlossenes Bild in X�G. Das Urbild die-
ses Bildes aber ist per definitionem genau die Menge aller nicht-stabilen Punkte,
die damit auch abgeschlossen sein muß. In Formeln gilt mithin

X\Xstab = π−1(π(X\Xreg))

und dann π−1(π(Xstab)) = Xstab. Nach 7.9.6.5 ist also auch Xstab � Xstab/G
ein Bahnschlußmorphismus und dann als Bahnschlußmorphismus mit abgeschlos-
senen Fasern sogar ein Bahnenmorphismus.

Korollar 7.9.6.28. Sei G%X eine beliebige Varietät mit einer algebraischen Ope-
ration einer linear reduktiven algebraischen Gruppe und affinem Bahnschlußmor-
phismus π : X � X�G. So gilt:

1. In jeder Faser von π liegt genau eine abgeschlossene Bahn;

2. Der Morphismus π ist produktfest offenfinal;

3. Das Bild jeder abgeschlossenen G-stabilen Teilmenge Z ⊂∧ X ist abge-
schlossen und π : Z � π(Z) ist auch ein affiner Bahnschlußmorphismus;

4. Gegeben eine FamilieG-stabiler abgeschlossener Teilmengen vonX stimmt
das Bild ihres Schnitts überein mit dem Schnitt ihrer Bilder.

Beweis. Für jede affine offene Teilmenge V ⊂◦ X�G ist auch ihr Urbild π−1(V )
affin und der nach 7.9.6.5 induzierte Bahnschlußmorphismus π : π−1(V )� V ist
vom in 7.9.6.23 betrachteten Typus.
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Korollar 7.9.6.29 (Bahnenraum der absolut stabilen Punkte). Sei G%X eine
beliebige Varietät mit einer algebraischen Operation einer linear reduktiven al-
gebraischen Gruppe und affinem Bahnschlußmorphismus π : X � X�G. So
bilden die absolut stabilen Punkte eine offene G-stabile Teilmenge Xstab ⊂◦ X
und der Rückzug des Bahnschlußmorphismus X � X�G auf deren Bild ist ein
Bahnenmorphismus

Xstab � Xstab/G

Beweis. Das folgt unmittelbar aus 7.9.6.27, das wir ja für jede affine offene Teil-
menge von X�G auf deren Urbild anwenden können.

Satz* 7.9.6.30 (Bahnenvarietät der regulären Punkte). Sei G%X eine irreduzi-
ble normale affine Varietät mit einer algebraischen Operation einer linear reduk-
tiven algebraischen Gruppe und bezeichne Xreg ⊂◦ X die Menge der G-regulären
Punkte. Ist die offensichtliche Abbildung eine Bijektion Xreg/G

∼→ X�G und hat
X\Xreg in X eine Kodimension ≥ 2, so ist Xreg → X�G ein Bahnenmorphis-
mus.

Beispiel 7.9.6.31. Die Operation durch Konjugation von G = GL(n; k) auf X =
Mat(n; k) hat alle in diesem Satz geforderten Eigenschaften.

Beweis. Bezeichne π : X → X�G unseren algebraischen Quotienten alias Bahn-
schlußmorphismus und bezeichne π̃ : Xreg → X�G unseren Bahnenmorphismus
in spe. Nach unseren Annahmen sind alle Fasern von π̃ disjunkte Vereinigungen
von höchstens |G/G◦| irreduziblen Varietäten der immergleichen Dimension d.
Gegeben Z ⊂∧ X�G irreduzibel und eine irreduzible Komponente A von π̃−1(Z)
hat also auch jede irreduzible Komponente jeder Faser von A → Z diese Di-
mension und mit generischer Flachheit 7.5.5.5 und den Dimensionseigenschaften
flacher Morphismen 7.5.10.5 folgt

kdimA = d+ kdimZ

Wir zeigen nun, daß π̃ als Abbildung von topologischen Räumen final ist. Da-
zu reicht es zu zeigen, daß das Bild jeder G-stabilen abgeschlossenen Teilmenge
Y ⊂∧ Xreg eine abgeschlossene Teilmenge π̃(Y ) ⊂∧ X�G ist. Wir dürfen da-
bei ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß gilt Y = GY1 für eine
irreduzible Komponente Y1 von Y , so daß Z := π̃(Y ) irreduzibel ist. Für jede
irreduzible Komponente A von π̃−1(Z) gilt nun kdimA = d + kdimZ, und aus
Z 6= π̃(Y ) folgte im Widerspruch dazu, daß es Komponenten geben müßte, die
über echten abgeschlossenen Teilmengen vonZ liegen und damit eine echt kleine-
re Dimension haben müßten. Mithin ist π̃ eine finale Abbildung von topologischen
Räumen. Für V ⊂◦ X�G affin ist nun π−1(V ) ⊂◦ X affin und nach 7.5.9.20 und
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Annahme ist die Restriktion eine Bijektion O(π−1(V ))
∼→ O(π̃−1(V )). Also in-

duziert die Restriktion auch eine Bijektion auf G-Invarianten und wir folgern, daß
π̃ auch ein finaler Morphismus von k-geringten Räumen ist.

7.9.6.32. Ich hätte gerne einen Studenten, der mir den vorhergehenden und den
folgenden Abschnitt auf den Fall einer geometrisch reduktiven affinen algebrai-
schen Gruppe umschreibt. Nach Haboush haben alle reduktiven algebraischen
Gruppen diese Eigenschaft auch in positiver Charakteristik, und Argumente von
Nagata zeigen dann die endliche Erzeugbarkeit des Invariantenrings und derglei-
chen, vergleiche auch die Appendix von Mumford-Fogarty.

Übungen

Übung 7.9.6.33. Gegeben eine endlichdimensionale algebraische Darstellung V
einer linear reduktiven Gruppe G mit Bahnschlußmorphismus π : V � V �G
heißt π−1(π(0)) ⊂∧ V die Nilfaser oder auch der Nilkegel oder englisch null-
cone. Man zeige, daß er auch beschrieben werden kann als die simultane Null-
stellenmenge aller Invarianten positiven Grades. Mithilfe von 25.1.3.3 zeige man
weiter, daß der Nilkegel im Raum der quadratischen Matrizen für die Operation
der allgemeinen linearen Gruppe durch Konjugation genau der Kegel der nilpo-
tenten Matrizen ist.

Ergänzung 7.9.6.34. Gegeben eine endlichdimensionale algebraische Darstellung
V einer linear reduktiven Gruppe G mit Bahnschlußmorphismus π : V � V �G
induziert nach die Einbettung der Nilfaser nach V einen Isomorphismus

O(V )/
√
〈O(V )G>0〉

∼→ O(π−1(π(0)))

Den nicht notwendig reduzierten Quotienten O(V )/〈O(V )G>0〉 nennen wir die
Nilfaseralgebra. Ihr Spektrum mit seiner Struktur als lokal gekringter Raum nach
?? ist die schematheoretische Nilfaser im Sinne von ??.

7.9.7 Geometrische Invariantentheorie

7.9.7.1. Üblicherweise geht man in der geometrischen Invariantentheorie von ei-
ner Varietät X mit einer Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe
G aus und wählt zunächst einmal eine „Linearisierung“. Dem entspricht bei uns
im folgenden die Wahl eines möglichen „Kegels“ C über X , den wir der Einfach-
keit halber erst einmal affin annehmen. Das Ziel ist die Konstruktion einer offenen
G-stabilen Teilmenge

Xss ⊂◦ X
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von sogenannten „semistabilen“ Punkten derart, daßXss ⊂◦ X einen affinen Bahn-
schlußmorphismus Xss � Xss�G hat mit den in 7.9.6.28 und 7.9.6.29 gezeigten
Konsequenzen. Insbesondere ist nach 7.9.6.29 für die G-stabile offene Teilmenge

Xs := (Xss)stab

von „relativ stabilen“ Punkten der Bahnenraum eine Varietät. Die offene Teilmen-
ge Xss ⊂◦ X und a forteriori Xs hängen jedoch, auch wenn das in der Notation
nicht zum Ausdruck kommt, von C ab. Die im folgenden gegebene Konstruktion
heißt der „Geometrische-Invarianten-Theorie-Quotient“ oder kurz GIT-Quotient.
7.9.7.2. Wir erinnern für eine kontrahierende k×-Operation auf einer affinen k-
Varietät X und X◦ ⊂◦ X das Komplement der Menge der Fixpunkte aus 7.9.5.3,
daß der Quotient X◦/k× mit seiner finalen Struktur als k-geringter Raum eine
separierte k-Varietät ist.
7.9.7.3 (Die allgemeine Quotientenkonstruktion). Sei C eine affine Varietät mit
einer Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe G und einer damit
kommutierenden kontrahierenden k×-Operation. In dieser Situation konstruieren
wir von der obersten Zeile beginnend ein kommutatives Diagramm von separier-
ten Varietäten

C C
π // // C�G

C◦
?�

OO

κ
����

π−1(C�G)◦
?�

OO

? _oo

κ̃
����

π̃ // // (C�G)◦
?�

OO

β
����

C◦/k× π−1(C�G)◦/k×? _oo α // // (C�G)◦/k×

X Xss? _oo α // // Xss�G

Xs
?�

OO

α // // Xs/G
?�

OO

Im folgenden will ich diese Konstruktion diskutieren. Der obere Index ◦ meint
in unserem Diagramm stets das Komplement der Fixpunktmenge einer Wirkung
von k×. Alle Inklusionspfeile in unserem Diagramm sind offene Einbettungen.
Alle Pfeile nach rechts in unserem Diagramm sind affine Bahnschlußmorphismen
und damit insbesondere offenfinal. Ich beginne damit, den Aufbau unseres Dia-
gramms zu erklären.

1. Der Morphismus π̃ entsteht durch Rückzug des k×-äquivarianten affinen
Bahnschlußmorphismus π für die G-Operation nach 7.9.6.23. Nach 7.9.6.5
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ist dann π̃ auch ein k×-äquivarianter affiner Bahnschlußmorphismus für die
G-Operation.

2. Die Morphismen κ und β sind affine Bahnenmorphismen auf dem Kom-
plement der Fixpunktmenge einer kontrahierenden k×-Operation und die
zugehörigen Bahnenvarietäten sind separiert, alles nach unseren Erkennt-
nissen aus 7.9.5.3. In der Notation aus 7.9.5.5 haben wir also einen ausge-
zeichneten Isomorphismus Xss�G ∼→ MProj(O(C)G). Der Morphismus κ
ist nach Konstruktion außerdem G-äquivariant. Der Morphismus κ̃ erbt von
κ die Eigenschaft, ein G-äquivarianter affiner Bahnenmorphismus für die
k×-Operation zu sein.

3. Der Morphismus α wird nun konstruiert mithilfe der universellen Eigen-
schaft des Bahnenmorphismus κ̃. Wir zeigen, daß er ein offenfinaler Mor-
phismus k-geringter Räume ist. Um das zu einzusehen, bezeichnen wir sei-
nen Definitionsbereich mit Xss und nennen dessen Elemente semistabile
Punkte. Für U ⊂◦ Xss offen ist ist κ̃−1(U) offen, also π̃(κ̃−1(U)) offen, also
βπ̃(κ̃−1(U)) = α(U) offen. Da α auch surjektiv ist, ist es mithin offenfinal
als Abbildung von topologischen Räumen. Sei weiter W offen im Wertebe-
reich von α und f : W → k eine Funktion. Ist f ◦α regulär auf α−1(W ), so
ist f ◦ ακ̃ = f ◦ βπ̃ regulär und (G× k×)-invariant auf κ̃−1(α−1(W )), also
ist f ◦ β regulär auf β−1(W ) und k×-invariant, also ist f regulär. Mithin ist
α offenfinal als Morphismus k-geringter Räume.

4. Wir zeigen, daß der Morphismus α ein Bahnschlußmorphismus ist, ja daß
in jeder seiner Fasern genau eine in Xss abgeschlossene G-Bahn liegt. Daß
mindestens eine abgeschlossene Bahn in jeder Faser liegt, ist nach 9.2.3.8 eh
klar. Gäbe es zwei abgeschlossene Bahnen, so fänden wir jedoch auch zwei
abgeschlossene Bahnen in mindestens einer Faser von π̃ und dann auch in
mindestens einer Faser von π im Widerspruch zu 7.9.6.23.

5. Der Morphismus α ist affin. In der Tat, gegeben W offen affin in seinem
Wertebereich ist κ̃−1(α−1(W )) = π̃−1(β−1(W )) affin aufgrund der Affini-
tät von π und von β, letztere nach 7.9.5.4, und damit ist auch α−1(W ) affin
wieder nach 7.9.5.4.

6. Wir wissen nun, daß α : Xss � Xss�G ein affiner Bahnschlußmorphismus
ist. Damit ergibt sich die unterste Zeile unseres Diagramms aus unseren
allgemeinen Überlegungen in 7.9.6.29. Die offene Teilmenge der stabilen
Punkte Xs := (Xss)stab ⊂◦ Xss besteht also aus allen regulären Punkten
x ∈ Xreg ∩ Xss mit Gx ⊂∧ Xss. Auch sie hängt von Xss und damit von
C ab. Wir nennen die Punkte von Xs die relativ stabilen Punkte von X .
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Es kann passieren, daß ein regulärer Punkt x bei einer anderen Wahl von C
zwar semistabil bleibt, aber nicht relativ stabil.

7. Die Konstruktion liefert mit 7.9.5.3 zusätzlich einen eigentlichen Morphis-
mus

Xss�G = (C�G)◦/k× → 0(C�G) = Max(O(C)G ∩ O(C)0)

Kontrahiert die k×-Operation bereits den KegelC zu einem Punkt, so haben
wir insbesondere O(C)0 = k und Xss�G ist eigentlich.

Beispiel 7.9.7.4 (Die Quotientenkonstruktion zu einer Darstellung). Gehen wir
bei der allgemeinen Quotientenkonstruktion 7.9.7.3 speziell von einer endlichdi-
mensionalen algebraischen Darstellung C = V einer linear reduktiven algebrai-
schen Gruppe G aus und nehmen als unsere kontrahierende Operation von k× die
Operation der Skalare auf dem Vektorraum V , so spezialisiert der entsprechende
Teil dieses Diagramms zu einem Diagramm der Gestalt

V V
π // // V �G

V \0
?�

OO

κ
����

V \π−1(0̄)
?�

OO

? _oo

κ̃
����

π̃ // // (V �G)\0̄
?�

OO

β
����

P(V ) (V \π−1(0̄))/k×? _oo α // // ((V �G)\0̄)/k×

Mit 0̄ ist dabei das Bild des Ursprungs 0̄ := π(0) gemeint. Sein Urbild π−1(0̄)
heißt die Nullfaser und besteht aus allen Punkten v ∈ V , deren Bahnabschluß
den Ursprung enthält, in Formeln 0 ∈ Gv.

Beispiel 7.9.7.5 (Die Quotientenkonstruktion zu einem Gruppencharakter).
Sei G%X eine affine Varietät mit einer Operation einer linear reduktiven alge-
braischen Gruppe und sei θ : G → k× ein Homomorphismus von algebrai-
schen Gruppen. Wir können unsere allgemeine Quotientenkonstruktion 7.9.7.3
auf C := X × k mit der G-Operation g(x, λ) = (gx, θ(g)λ) und der damit kom-
mutierenden kontrahierenden k×-Operation durch Multiplikation auf dem zweiten
Faktor anwenden. Dann ergibt sich O(C) = O(X)⊗ k[T ] und

O(C)G =
⊕
n≥0

O(X)G,nθ � T n

für O(X)G,nθ := {f ∈ O(X) | f(g−1x) = θ(g)nf(x) ∀x ∈ X, g ∈ G}. Setzen
wir Xθ -ss := {x ∈ X | ∃n > 0, f ∈ O(X)G,nθ mit f(x) 6= 0}, so spezialisiert
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der entsprechende Teil dieses Diagramms zu einem Diagramm der Gestalt

X × k C
π // // C�G

X × k×
?�

OO

κ
����

Xθ -ss × k×
?�

OO

? _oo

κ̃
����

π̃ // // (C�G)◦
?�

OO

β
����

X Xθ -ss? _oo α // // X�θG

Unten links haben wir dabei eine neue Notation eingeführt, diese Varietät X�θG
ist sowohl die Bahnschlußvarietät von G%Xθ -ss unter dem horizontalen Morphis-
mus α als auch die Bahnenvarietät nach k× unter dem vertikalen Morphismus β.
Die Menge Xθ -ss ⊂◦ X heißt die Menge der θ-semistabilen Punkte. Gegeben
f ∈ O(X)G,nθ mit n > 0 ist Xf := {x ∈ X | f(x) 6= 0} das Urbild unter α einer
offenen Teilmenge. Andererseits ist Xf affin und der offensichtliche Morphismus
ist folglich nach 7.9.6.5 eine offene Einbettung Xf�G ↪→ X�θG.

Beispiel 7.9.7.6 (Die Quotientenkonstruktion für k×%kn+1). Spezialisieren wir
das vorhergehende Beispiel zu X = kn+1 mit der offensichtlichen Operation von
G = k× und betrachten den Charakter θ : k× → k×, t 7→ tm, so ergibt sich mit
unserer Notation var für die finale einpunktige Varietät

X�θG =


Pnk für m < 0;
var für m = 0;
∅ für m > 0.

Vorschau 7.9.7.7 (Quotienten projektiver Varietäten). Seien G linear reduktiv,
X eine projektive G-Varietät und L → X ein G-äquivariantes amples Geraden-
bündel auf X . Man erkläre die Menge Xss der semistabilen Punkte von X in
Bezug auf L durch die Vorschrift

Xss = Xss(L) :=

x ∈ X
∣∣∣∣∣∣

Es gibt einen G-invarianten globalen Schnitt
s einer Tensorpotenz L⊗n von L für n > 0, der
bei x nicht verschwindet, in Formeln s(x) 6= 0.


So istXss eine offeneG-stabile Teilmenge vonX und ihr BahnschlußraumXss�G
ist eine projektive Varietät und Xss � Xss�G ist ein affiner Morphismus. Er-
klären wir schließlich die Menge Xs = Xs(L) ⊂ Xss(L) der stabilen Punkte
als die Teilmenge aller Punkte x ∈ Xss mit endlicher Isotropiegruppe Gx, deren
G-Bahn inXss abgeschlossen ist, so istXs offen mitXs = α−1(α(Xs)) und unser
Bahnschlußmorphismus induziert einen Bahnenmorphismus

α : Xs � Xs/G
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Das alles ist nur ein Spezialfall unserer Grundkonstruktion 7.9.7.3, ausgedrückt
in einer etwas feineren Sprache. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen
wir nach ?? nämlich L sehr ampel annehmen. Der Raum V der globalen Schnit-
te von L ist dann nach ?? endlichdimensional und wir erhalten eine kanonische
abgeschlossene G-äquivariante Einbettung X ↪→ PV . Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit dürfen also X ⊂∧ PV annehmen. Der Kegel über X im Sinne von
7.6.5.16 ist dann eine abgeschlossene Teilmenge C = C(X) ⊂∧ V mit einer
algebraischen Operation von G und einer damit kommutierenden kontrahieren-
den Operation von k× so daß die offensichliche Abbildung einen G-äquivarian-
ten Isomorphismus C◦/k× ∼→ X liefert, für C◦ das Komplement der Menge der
k×-Fixpunkte. Schließlich besteht π−1(C�G)◦ nach Konstruktion genau aus allen
Punkten vonC, auf denen irgendeineG-invariante Funktion echt positiven Grades
nicht verschwindet. Übersetzen wir diese Bedingung zurück in die Situation des
Satzes, so ergibt sich die dort für Xss gegebene Beschreibung. Weiter wird in der
Situation unseres Satzes C von k× sogar auf einen einzigen Punkt kontrahiert und
O(C) ist folglich nichtnegativ graduiert mit nur Skalaren im Grad Null. Dasselbe
folgt fürO(C)G = O(C�G) und zeigt, daß auch C�G von k× auf einen einzigen
Punkt kontrahiert wird. Dann aber ist (C�G)◦/k× = Xss�G nach 7.9.5.6 voll-
ständig und, für letztere Aussage ebenfalls nach 7.9.5.6 aber noch ohne Beweis,
sogar projektiv.

Ergänzung 7.9.7.8. Verkleben wir bei der Riemann’schen Zahlenkugel P1k mit
ihrer offensichtlichen k×-Operation die beiden Fixpunkte Nord- und Südpol im
Sinne von 7.6.4.25, so erhalten wir nach 7.6.4.24 oder expliziter Rechnung wie-
der eine k×-Varietät Z. Ist V eine algebraische Darstellung positiver endlicher
Dimension von k×, so muß jeder k×-äquivariante Morpismus Z → PV konstant
sein, denn jede abgeschlossene k×-invariante Teilmenge Y ⊂∧ PV positiver Di-
mension besitzt nach 9.4.7.13 mindestens zwei k×-Fixpunkte. Weiter kann auch
Z offensichtlich nicht durch offene affine unter k× invariante Teilmengen über-
deckt werden.

Vorschau 7.9.7.9. Das tautologische Bündel O(1) auf P1k ist nicht äquivariant
für PSL(2; k), sondern nur für SL(2; k). Es ist also in der Weise unkanonisch,
daß es nicht gelingen kann, jeder Varietät X , die zu P1k isomorph ist, ein Ge-
radenbündel LX zuzuordnen und jedem Isomorphismus f : X

∼→ Y derartiger
Varietäten einen Isomorphismus if : LX

∼→ f ∗LY derart, daß die offensichtlichen
Verträglichkeiten erfüllt sind.
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8.1 Darstellungen und Gruppenringe

8.1.1 Darstellungen
Definition 8.1.1.1. Eine Darstellung einer Gruppe G über einem Körper k ist
ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem k-Vektorraum V und einem Gruppenhomo-
morphismus

ρ : G→ GL(V )

8.1.1.2. Allgemeiner versteht man unter einer Darstellung eines Monoids G
über einem Ring k ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem k-Modul V und einem
Monoidhomomorphismus ρ : G→ Endk(V ).

8.1.1.3 (Notationen). Oft bezeichnen wir eine Darstellung abkürzend mit demsel-
ben Symbol wie den zugrundeliegenden Vektorraum oder Modul. Gegeben eine
Darstellung V eines Monoids G bezeichnet dann ρV den zugehörigen Monoidho-
momorphismus ρV : G→ End(V ).

8.1.1.4. Ist unser Monoid G eine Gruppe, so landet jeder Monoidhomomorphis-
mus ρV : G → End(V ) in der Gruppe GL(V ) der invertierbaren Elemente
des Monoids der Endomorphismen von V und ist ein Gruppenhomomorphismus
ρV : G→ GL(V ). Eine Darstellung einer Gruppe „als Monoid“ ist also dasselbe
wie eine Darstellung einer Gruppe „als Gruppe“.

8.1.1.5 (Herkunft der Terminologie). Im Fall des Vektorraums V = kn lie-
fert lineare Algebra einen Ringisomorphismus Endk(V )

∼→ Mat(n; k). Ist unsere
Darstellung ρ : G → Endk(V ) dann auch noch injektiv, so „stellt ρ die abstrakte
Gruppe G dar als eine konkrete Gruppe von Matrizen“, daher die Bezeichnung
als „Darstellung“. Zum Beispiel könnte die zweielementige Gruppe dargestellt
werden, indem man ihr nichttriviales Element als Punktspiegelung auf der Ebene
operieren läßt, oder als Spiegelung an einer Achse in der Ebene, oder als Punkt-
spiegelung auf dem Raum, oder als Spiegelung an einer Ebene im Raum, oder
auch als Drehung mit dem Winkel 180◦ um eine Achse. Das Symbol ρ ist ein
„rho“, das Analogon für unser „r“ im griechischen Alphabet. Es steht für „repre-
sentation“.

8.1.1.6 (Geschichtliche Anmerkung). Die Theorie der Darstellungen endlicher
Gruppen durch komplexe Matrizen wurde parallel von Theodor Molien in Estland
(April 1897), Georg Frobenius in Berlin (November 1897) und William Burnside
in Greenwich (Januar 1898) entwickelt. Die wechselseitigen Beziehungen zwi-
schen diesen Autoren wurden von Thomas Hawkins untersucht. Er kam zu dem
Schluß, daß die beiden erstgenannten Autoren völlig unabhängig voneinander ar-
beiteten und daß Burnside’s Arbeit sich auf noch frührere Arbeiten von Molien
und Frobenius stützt.
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8.1.1.7. Gegeben G ein Monoid und k ein Ring und V ein k-Modul induziert das
Exponentialgesetz Ens(G,Ens(V, V ))

∼→ Ens(G× V, V ) eine Bijektion{
Darstellungen
G→ End(V )

}
∼→
{
G-Operationen G× V → V
durch k-lineare Abbildungen

}
Hierbei verstehen wir unter einer „G-Operation durch k-lineare Abbildungen“ ei-
ne G-Operation G × V → V mit der Eigenschaft, daß gilt g(v + w) = gv + gw
und g(λv) = λ(gv) ∀g ∈ G, λ ∈ k und v, w ∈ V .
Beispiel 8.1.1.8. Jeder Vektorraum V wird eine Darstellung seiner Automorphis-
mengruppe G = GL(V ) vermittels ρ = id. Diese Darstellung heißt die Stan-
darddarstellung von GL(V ).
Beispiel 8.1.1.9. Gegeben ein Monoidhomomorphismus ϕ : H → G können
wir jede Darstellung V von G zurückziehen zu einer Darstellung resHG V von H ,
indem wir von ρV zu ρV ◦ ϕ übergehen.
Beispiel 8.1.1.10. Sei k ein Ring. Jeder k-Modul V wird eine Darstellung eines
beliebigen Monoids G vermittels der trivialen Operation ρ(g) = idV ∀g ∈ G.
Der Modul V = k mit der trivialen Operation heißt die Einsdarstellung.
Beispiel 8.1.1.11. IstK/k eine Körpererweiterung, so istK eine Darstellung über
k der Galoisgruppe Gal(K/k).
Beispiel 8.1.1.12. Ist G × X → X eine Operation eines Monoids G auf einer
Menge X und k ein Ring, so wird der freie k-Modul kX über X mit der linear
fortgesetzten Operation eine Darstellung des Monoids G über k. Darstellungen
dieser Bauart nennt man im Fall einer Gruppe G Permutationsdarstellungen.
Ebenso wird der Funktionenraum Ens(X, k) mit der Operation „durch Vorschal-
ten“ eine Darstellung des opponierten Monoids Gopp.
Beispiel 8.1.1.13. Eine Darstellung (V, ρ) des Monoids N anzugeben bedeutet
nach der universellen Eigenschaft von (N, 1) als „freies Monoid über der einele-
mentigen Menge“ nichts anderes, als einen Endomorphismus A ∈ End(V ) eines
Moduls V anzugeben, nämlich dem Endomorphismus A = ρ(1). Eine Darstel-
lung (V, ρ) der Gruppe Z anzugeben bedeutet nach der universellen Eigenschaft
von (Z, 1) als „freie Gruppe über der einelementigen Menge“ nichts anderes, als
einen Automorphismus A ∈ GL(V ) eines Moduls V anzugeben, nämlich den
Automorphismus A = ρ(1).
Beispiel 8.1.1.14 (Darstellungen der zweielementigen Gruppe). Sei ein Körper
k gegeben. Wir untersuchen die endlichdimensionalen Darstellungen der Gruppe
Z/2Z über k. Eine solche Darstellung (V, ρ) anzugeben bedeutet nach der univer-
sellen Eigenschaft von Z und der universellen Eigenschaft des Quotienten nichts
anderes, als einen Automorphismus A ∈ GL(V ) eines k-Vektorraums V anzuge-
ben mit A2 = idV , nämlich den Automorphismus A = ρ(1). Wir unterscheiden
zwei Fälle.
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char k 6= 2 : In diesem Fall ist V die direkte Summe V = V + ⊕ V − der Eigen-
räume von A zu den Eigenwerten ±1, für alle v ∈ V gilt nämlich

v =
1

2
(v + Av) +

1

2
(v − Av)

char k = 2 : In diesem Fall zerfällt das charakteristische Polynom von A bereits
über k und hat nur den Eigenwert 1. In einer geeigneten Basis von V hat
also A eine Matrix in Jordan’scher Normalform. Aus A2 = idV folgt dann,
daß hier nur Jordanblöcke der Größen eins und zwei möglich sind.

Um die Analoga dieser Erkenntnisse für eine beliebige Gruppe, ja ein beliebiges
Monoid G formulieren zu können, bauen wir zunächst unseren Begriffsapparat
weiter aus.

Definition 8.1.1.15. Seien V,W Darstellungen eines Monoids G über einem fes-
ten Ring k. Ein Homomorphismus von Darstellungen ist eine k-lineare Abbil-
dung f : V → W mit f(gv) = gf(v) für alle v ∈ V , g ∈ G. Wir notieren die
Gruppe aller solchen Homomorphismen

Homk,G(V,W )

Ein Isomorphismus von Darstellungen ist ein bijektiver Homomorphismus. Gibt
es einen Isomorphismus zwischen zwei Darstellungen V und W , so schreiben wir
auch V ∼= W und sagen, die Darstellungen V und W seien isomorph.

Ergänzung 8.1.1.16. Steht der Formalismus der Kategorientheorie zur Verfügung,
so kann man das alles auch sehr viel effizienter sagen: Die Kategorie der Darstel-
lungen eines Monoids G über einem Ring k ist die Kategorie

Cat([G],Modk)

aller Funktoren der Einobjektkategorie zu G in die Kategorie der k-Moduln.

Definition 8.1.1.17. Gegeben Darstellungen V,W eines Monoids G über einem
Ring k definieren wir ihre direkte Summe als den Modul V ⊕W mit der Operati-
on g(v, w) = (gv, gw). Ähnlich definieren wir auch direkte Summen von endlich
oder sogar unendlich vielen Darstellungen. Die direkte Summe von n Kopien ei-
ner Darstellung V kürzen wir ab mit V n oder ausführlicher V ⊕n. Für den Fall
n = 0 vereinbaren wir V 0 = 0.

Beispiel 8.1.1.18. Sei wieder k ein Körper. In unserer neuen Terminologie können
wir die obigen Erkenntnisse wie folgt zusammenfassen:
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char k 6= 2 : Bezeichnet k+ beziehungsweise k− die Einsdarstellung beziehungs-
weise die nichttriviale eindimensionale Darstellung der Gruppe G = Z/2Z,
so ist jede endlichdimensionale Darstellung von Z/2Z über k isomorph zu
genau einer Darstellung der Gestalt kn+ ⊕ km− für n,m ∈ N.

char k = 2 : Bezeichnet k beziehungsweise P die Einsdarstellung beziehungs-
weise eine zweidimensionale Darstellung mit nichttrivialer Operation von
Z/2Z, bei der also das nichtneutrale Element durch einen Jordanblock der
Größe zwei mit Eigenwert Eins operiert, so ist jede endlichdimensionale
Darstellung von Z/2Z über k isomorph zu genau einer Darstellung der Ge-
stalt kn ⊕ Pm für n,m ∈ N.

Von den in 8.1.1.5 diskutierten Fällen wäre in dieser Notation die Punktspiegelung
auf der Ebene R2

−, die Spiegelung an einer Achse R+ ⊕ R−, die Punktspiegelung
im Raum R3

−, die Spiegelung an einer Ebene R2
+⊕R−, und die Drehung mit dem

Winkel 180◦ um eine Achse R+ ⊕ R2
−.

Vorschau 8.1.1.19. In 8.1.2.10 diskutieren wir die Klassifikation aller Darstellun-
gen der zweielementigen Gruppe über Z, die als Z-Moduln frei und endlich er-
zeugt sind. Sie zeigt, daß die Situation schnell komplizierter wird, wenn wir nicht
mehr über Körpern arbeiten.

8.1.1.20. Wir wollen nun ähnliche Aussagen auch für allgemeinere Monoide for-
mulieren und bauen dazu unseren Begriffsapparat noch weiter aus.

Definition 8.1.1.21. Seien G ein Monoid und k ein Ring.

1. Eine Teilmenge W ⊂ V einer Darstellung V von G über k heißt eine Un-
terdarstellung, wenn W ein unter G stabiler k-Untermodul ist, in Formeln
g ∈ G, w ∈ W ⇒ gw ∈ W ;

2. Eine Darstellung V von G heißt oder einfach oder irreduzibel, wenn sie
genau zwei Unterdarstellungen hat, als da heißt, wenn V nicht der Nullraum
ist, aber 0 und V die einzigen Unterdarstellungen von V sind. Die Menge
der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G über k notiere ich

irr(k,G)

3. Eine Darstellung V von G heißt unzerlegbar, wenn V nicht der Nullraum
ist und es keine zwei von Null verschiedenen UnterdarstellungenW1,W2 ⊂
V gibt mit W1 ⊕ W2

∼→ V unter dem von den Einbettungen induzierten
Homomorphismus;
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4. Ein Element v ∈ V einer Darstellung von G heißt zyklisch, wenn V selbst
die einzige Unterdarstellung von V ist, die das Element v enthält. Arbei-
ten wir über einem Körper, so heißt solch ein Element auch ein zyklischer
Vektor. Eine Darstellung V von G heißt zyklisch, wenn sie ein zyklisches
Element besitzt.

Beispiele 8.1.1.22. Jede eindimensionale Darstellung über einem Körper k ist ein-
fach. In einer einfachen Darstellung ist jedes von Null verschiedene Element zy-
klisch. Unsere Darstellung P aus 8.1.1.18 ist zwar unzerlegbar und zyklisch, aber
nicht einfach.

Proposition 8.1.1.23 (Schranke für die Zahl einfacher Darstellungen). Ein
endliches Monoid G hat über jedem Körper k bis auf Isomorphismus höchstens
soviele einfache Darstellungen wie Elemente, in Formeln

| irr(k,G)| ≤ |G|

Beweis als Vorschau. Zum Beweis der Proposition entwickeln wir im folgenden
allgemeine Begriffe und Methoden, die Ihnen auch in anderen Kontexten ständig
begegnen werden. Genauer können wir unsere Darstellungen mit 8.1.2.7 als Mo-
duln über dem Monoidring kG auffassen. Die Proposition folgt dann aus dem
Korollar 8.3.1.4 zum Satz von Jordan-Hölder für Moduln.

Ergänzung 8.1.1.24 (Eine Gruppe mit vielen unzerlegbaren Darstellungen).
Proposition 8.1.1.23 gilt nicht analog, wenn wir darin „einfach“ durch „unzerleg-
bar“ ersetzen: Bereits für die Klein’sche Vierergruppe gibt es über dem Körper
mit zwei Elementen unzerlegbare Darstellungen beliebig großer Dimension. In
der Tat ist der Gruppenring in dem Fall isomorph zu F2[a, b] mit a2 = b2 = 0.
Dann sind die Moduln V := F2n+1

2 mit a : e2i 7→ e2i+1 und b : e2i 7→ e2i−1 für
1 ≤ i ≤ n und a, b : e2i+1 7→ 0 für 0 ≤ i ≤ n. Dann gilt ker a = ker b und
wir können folglich φ : im a → V definieren durch φ : v 7→ b(a−1(v)). Damit
erhalten wir eine Filtrierung auf im a durch

im a ⊃ φ−1(im a) ⊃ . . . ⊃ φ−n(im a) = 0

mit eindimensionalen Subquotienten. Das aber zeigt, daß für jede Zerlegung un-
serer Darstellung in zwei direkte Summanden V = U ⊕W für einen Summanden
W gilt im(a|W ) = 0 und damit W ⊂ 〈e2i+1 | 0 ≤ i ≤ n〉. Es ist aber explizit
klar, daß es einen derartigen Summanden nicht geben kann.

Beispiele 8.1.1.25 (Schwingungen eines Methanmoleküls). Ein Methanmolekül
können wir uns als einen Tetraeder denken mit jeweils einem Wasserstoffatom an
jeder der vier Ecken und einem Kohlenstoffatom in der Mitte. Wir denken uns
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im folgenden diese Atome durch eine Art Federn verbunden und beschreiben den
Zustand unseres Moleküls durch eine Abbildung

ϕ : {0, 1, 2, 3, 4} → E

in den Anschauungsraum, einen dreidimensionalen affinen euklidischen Raum E,
mit der Konvention, daß ϕ(0) die Position des Kohlenstoffatoms angeben möge
und die anderen ϕ(i) die Positionen der vier Wasserstoffatome. Die Menge aller
derartigen Abbildungen ϕ notieren wir M . In der in 12.6.4.3 eingeführten Ter-
minologie ist M der Konfigurationsraum eines mechanischen Systems. Das Vor-
schalten einer Permutation σ ∈ S4, fortgesetzt auf {0, 1, 2, 3, 4} durch 0 7→ 0,
induziert eine Rechtsoperation von S4 auf M und a forteriori eine Rechtsoperati-
on von S4 auf seinem Geschwindigkeitsphasenraum TM〈1/ s〉, wie er in 12.6.5.4
eingeführt wird. Andererseits operiert die Gruppe Oaff(E) der orthogonalaffinen
Automorphismen des Anschauungsraums durch Nachschalten von links auf unse-
rem Konfigurationsraum M und a forteriori auf seinem Geschwindigkeitsphasen-
raum TM〈1/ s〉. Diese beiden Operationen kommutieren und liefern durch Über-
gang zur Linksoperation der inversen Permutation eine Operation von Oaff(E)×S4

auf M und TM〈1/ s〉. Offensichtlich sind sowohl die Potentialfunktion V als
auch die Funktion der kinetischen Energie K invariant unter der Operation von
Oaff(E)×S4. Bei jedem Methanmolekül in Ruhe p ∈M ⊂ TM〈1/ s〉 verschwin-
det die kinetische Energie K und das Potential V : M → 〈gm2/s2〉 nimmt ein
lokales Minimum an. Die Isotropiegruppe von p ist in diesem Fall eine diagonal
eingebettete Kopie von S4. Unter dem Isomorphismus TpM

∼→M,~v 7→ p+~v ent-
spricht in diesem Fall die das Potential V bei p approximierende Quadrik bis auf
eine additive Konstante einer energiewertigen homogenen quadratischen Form auf
TpM und die kinetische Energie einer energiewertigen positiv definiten homoge-
nen quadratischen Form auf TpM〈1/ s〉 alias einer positiv definiten quadratischen
Form auf TpM mit Werten in 〈gm2〉. Beide Formen sind invariant unter S4, folg-
lich sind auch die Eigenräume des quadratischen Anteils der potentiellen Ener-
gie in Bezug auf die durch die kinetische Energie gegebene euklidische Struktur
nach 4.2.2.9 stabil unter S4 und damit Darstellungen von S4. Die zugehörigen
Eigenwerte sind „energiewertige inverse Flächen“ alias Elemente von 〈s−2〉 und
beschreiben nach 12.6.5.8 die Frequenzen der „kleinen Schwingungen“ unseres
Moleküls. Die Symmetrien unseres Systems erzwingen Vielfachheiten von gewis-
sen Eigenwerten. Gewisse Spektrallinien werden also in mehrere nah beieinander
liegende Linien aufspalten, sobald man die Symmetrie bricht, etwa durch das An-
legen eines Magnetfeldes.
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Übungen

Übung 8.1.1.26 (Darstellungen in Charateristik p von p-Gruppen). Gegeben
eine Primzahl p besitzt jede p-Gruppe G über einem Körper der Charakteristik p
bis auf Isomorphismus nur eine einzige einfache Darstellung, in Formeln

(|G| = pn und chark = p) ⇒ | irr(k,G)| = 1

Hinweis: Man beginne mit dem Fall zyklischer Gruppen und verwende dann Satz
6.1.3.8 über die Struktur von p-Gruppen.

Übung 8.1.1.27 (Zurückziehen mit inneren Automorphismen). Man zeige, daß
wir beim Zurückziehen nach 8.1.1.9 einer Darstellung eines Monoids G mit ei-
nem inneren Automorphismus, also einem durch die Konjugation mit einem inve-
riertbaren Element gegebenen Automorphismus G→ G, eine zur ursprünglichen
Darstellung isomorphe Darstellung erhalten.

Übung 8.1.1.28. Im Fall der Operation einer Gruppe G auf einer Menge X liefert
die offensichtliche Einbettung kX ↪→ Ens(X, k) einen Homomorphismus von
Darstellungen, wenn man die Operation rechts mit dem durch das Invertieren ge-
gebenen Isomorphismus inv : G

∼→ Gopp zu einer Operation von G zurückzieht.

Ergänzung 8.1.1.29. Stabilisiert eine endliche Untergruppe der Automorphismen-
gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ein Gitter alias den Z-
Spann einer Basis, so nennt man sie kristallographisch. Gleichbedeutend ist nach
8.1.1.30 die Forderung, daß sie bezüglich einer geeigneten Basis durch Matrizen
mit rationalen Einträgen dargestellt wird.

Ergänzende Übung 8.1.1.30. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V
über Q eines endlichen Monoids G gibt es stets eine Z-Form, als da heißt, ein
unter G stabiles Gitter VZ ⊂ V .

Übung 8.1.1.31. Gegeben eine Darstellung (V, ρ) einer Gruppe G über einem
Körper k erhalten wir eine Darstellung (V ∗, ρ∗) auf dem Dualraum durch die
Vorschrift ρ∗(g) := (ρ(g−1))>. Sie heißt die kontragrediente Darstellung zur
Darstellung (V, ρ). Man zeige, daß eine endlichdimensionale Darstellung einfach
ist genau dann, wenn die zugehörige kontragrediente Darstellung einfach ist. Man
gebe ein Beispiel für eine eindimensionale Darstellung, die nicht zu ihrer kon-
tragredienten Darstellung isomorph ist.

Übung 8.1.1.32. Die Dimension einer zyklischen und erst recht einer einfachen
Darstellung eines Monoids über einem Körper ist beschränkt durch die Kardina-
lität des dargestellten Monoids.

Übung 8.1.1.33. Man zeige, daß die Quaternionen aufgefaßt als reeller Vektor-
raum eine einfache Darstellung der achtelementigen Quaternionengruppe aus 6.1.4.13
bilden.
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Übung 8.1.1.34. Wieviele Unterdarstellungen hat die Darstellung R+ ⊕ R− der
Gruppe Z/2Z? Ist sie zyklisch? Was ist die Dimension des Raums der Homomor-
phismen von dieser Darstellung zu sich selber?

Übung 8.1.1.35. Man gebe alle Unterdarstellungen der Darstellung R2
+ ⊕ R−

der Gruppe Z/2Z an. Ist diese Darstellung zyklisch? Was ist die Dimension des
Raums der Homomorphismen von dieser Darstellung zu sich selber?

Übung 8.1.1.36. Man bestimme die Dimension des Raums der Homomorphismen
von Darstellungen (Rn+ ⊕ Rm− )→ (Ra+ ⊕ Rb−).

8.1.2 Darstellungen als Moduln über dem Gruppenring
8.1.2.1. Gegeben ein Ring k und ein Monoid G erklären wir den Monoidring

kG

des Monoids G über k wie folgt: Als abelsche Gruppe ist kG wie in 3.2.3.4 die
Menge aller Abbildungen f : G → k, die nur an endlich vielen Stellen von Null
verschiedene Werte annehmen. So eine Abbildung schreiben wir als eine formale
Linearkombination

∑
f(g)g von Elementen aus G mit Koeffizienten aus k. Die

Multiplikation ∗ in kG, manchmal auch Konvolution oder Faltung genannt, er-
klären wir durch die Vorschrift(∑

g∈G

agg

)
∗

(∑
h∈G

bhh

)
=
∑
x∈G

(∑
gh=x

agbh

)
x

Die innere Summe rechts läuft dabei über alle Paare (g, h) ∈ G×G mit gh = x.
Offensichtlich erhalten wir so einen Ring mitsamt einem Ringhomomorphismus
k ↪→ kG, a 7→ ae für e ∈ G das neutrale Element und einem Monoidhomomor-
phismus G → kG, g 7→ 1g in das multiplikative Monoid des Rings kG. Ist k
ein Körper, so ist dieser Monoidhomomorphismus, wenn wir ihn als eine durch
G indizierte Familie von Elementen von kG auffassen, offensichtlich eine Basis
von kG über k. Für Ringe gilt dasselbe mit dem auf Moduln erweiterten Basis-
begriff aus 7.2.1.6. Wir schreiben meist kurz ae = a und 1g = g, auch wenn wir
eigentlich Elemente des Monoidrings meinen, und notieren die Faltung oft ohne ∗
schlicht durch Hintereinanderschreiben. Ist unser Monoid eine Gruppe, so nennt
man unseren Monoidring auch den Gruppenring.

8.1.2.2 (Notationsvarianten für Monoidringe). Häufig wird der Monoidring in
der Literatur auch k[G] notiert. Zu dem in diesem Text befolgten Notationssche-
ma paßt diese Notation nicht, da ich mir ja in 6.3.5.1 vorgenommen hatte, eckige
Klammern vorzugsweise für die Erzeugung als Ring „durch kommutierende Er-
zeuger“ zu verwenden. Um dieser Kovention zu folgen, sollten wir hier besser
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kbGc schreiben. Stattdessen benutze ich gerne die alternative Notation k〈G〉. Als
k-Modul ist der Monoidring in der Tat erzeugt, ja sogar frei erzeugt von G.

8.1.2.3 (Exponentialnotation für Monoidringe). Die eben eingeführte Notati-
on für Monoidringe ist nur im Fall multiplikativ notierter Monoide praktisch. Im
Fall additiv notierter Monoide ist bereits der Ausdruck g+h zweideutig, es könn-
te damit entweder die Summe im Monoid 1(g + h) oder die Summe im Mo-
noidring 1g + 1h gemeint sein. Aus diesem Grund schreibt man im Fall additiv
notierter Monoide Elemente des Monoidrings lieber in der Form

∑
ag eg, wo-

bei die Notation eg rein formale Bedeutung hat. Dann gilt etwa im Monoidring
eg+h = eg eh 6= eg + eh und man kann wieder ganz intuitiv rechnen.

8.1.2.4 (Der Polynomring als Monoidring). Wir erhalten einen Isomorphismus
k〈N〉 ∼→ k[T ] zwischen dem Monoidring des Monoids N über einem Ring k und
dem Polynomring k[T ] mit Koeffizienten in k durch die Vorschrift

∑
an en 7→∑

anT
n. In diesem Fall ist die Exponentialnotation im Sinne von 8.1.2.3 auch

ziemlich ungewöhnlich und lädt zu Mißverständnissen ein.

8.1.2.5 (Der Ring der Laurentpolynome als Gruppenring). Wir erhalten einen
Isomorphismus k〈Z〉 ∼→ k[T, T−1] zwischen dem Gruppenring der Gruppe Z über
einem Ring k und dem Ring k[T, T−1] der Laurentpolynome mit Koeffizienten in
k durch die Vorschrift

∑
an en 7→

∑
anT

n. Im Fall der additiven Gruppe Z ist die
Exponentialnotation im Sinne von 8.1.2.3 auch ziemlich ungewöhnlich und lädt
zu Mißverständnissen ein.

8.1.2.6 (Dirac-Notation für Monoidringe). Gegeben ein Kring k induziert jede
Abbildung X1 × . . .×Xn → Y von Mengen eine k-multilineare Abbildung

kX1 × . . .× kXn → kY

in natürlicher Weise. Identifiziert man im Fall k = R oder k = C die Elemen-
te von kX als kompakt getragene endliche Maße auf dem diskreten Raum X ,
so kann unsere k-multilineare Abbildung als das Bildmaß des Produktmaßes be-
schrieben werden. Die Multiplikation des Monoidrings ergibt sich dann aus der
Verknüpfung des zugrundeliegenden Monoids als das Bildmaß

µ ∗ ν = mult∗(µ� ν)

des Produktmaßes unter der Verknüpfung mult : G×G→ G. Im Fall n = 0 wird
jeder Abbildung {∗} → Y aus dem leeren Produkt mit ∗ 7→ y eine Abbildung
{∗} → kY zugeordnet und das Bild von ∗ entspricht dem Diracmaß δy, das dem
Punkt y das Maß 1 gibt und allen anderen Punkten das Maß Null. Ich will, auch
wenn k nicht R oder C ist, Elemente von Monoidringen vorzugsweise als eine Art
von Maßen auffassen und verwende auch in dieser Allgemeinheit die Notation
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δy ∈ kY entsprechend. Insbesondere ist für e ∈ G das neutrale Element damit δe
die Eins des Monoidrings. Mehr dazu wird in 18.1.6.29 besprochen, wo wir auch
die alternative Notation Maß!(X; k) = kX einführen.

8.1.2.7 (Darstellungen als Moduln über dem Monoidring). Seien G ein Mono-
id und k ein Ring. Sei weiter M eine abelsche Gruppe. Das Einschränken einer
Abbildung kG×M →M zu Abbildungen k×M →M undG×M →M liefert
dann die vertikale Bijektion im Diagramm

kG-Modulstrukturen
kG×M →M

auf der abelschen Gruppe M


↓ o

k-Modulstrukturen
k ×M →M

auf der abelschen Gruppe M
zusammen mit G-Operation

G×M →M
durch k-lineare Abbildungen


∼→



k-Modulstrukturen
k ×M →M

auf der abelschen Gruppe M
zusammen mit einem

Monoidhomomorphismus
G→ Endk(M)


wobei die horizontale Bijektion wie so oft schon wieder einmal von unserer Bijek-
tion Ens(G×M,M)

∼→ Ens(G,Ens(M,M)) aus 2.1.6.5 herkommt und Endk(M)
das multiplikative Monoid des Rings Endk(M) aus 7.1.3.4 meint. Des weiteren
haben wir für je zwei Darstellungen V,W eines Monoids G über einem Ring k
die Gleichheit

Homk,G(V,W ) = HomkG(V,W )

von Homomorphismen von Darstellungen und Homomorphismen von Moduln. In
diesem Sinne ist eine Darstellung eines MonoidsG über k also „dasselbe“ wie ein
kG-Modul. Wir werden einen guten Teil der Darstellungstheorie von Gruppen aus
der Spezialisierung von Resultaten für Moduln über Ringen erhalten, die hinwie-
derum durch die Methoden der linearen Algebra für Moduln über Körpern alias
Vektorräume motiviert werden.

8.1.2.8 (Funktionen und Maße). Gegeben ein Kring k und ein Monoid G mag
man auch den Kring Fun(G; k) = Ens(G, k) der Funktionen auf G betrachten. Er
trägt natürliche Operationen von G von links und rechts durch (yf)(x) := f(xy)
und (fy)(x) = f(yx). Ebenso trägt auch der Gruppenring Maß!(G; k) = kG
natürliche Operationen von G von links und rechts durch yµ := δy ∗ µ und µy :=
µ ∗ δy. Man mag nun versucht sein, mit der Einbettung von k-Moduln

Maß!(G; k) ↪→ Fun(G; k)
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zu arbeiten, die gegeben wird durch δx 7→ [x] für [x] die charakteristische Funk-
tion der einelementigen Menge {x}. Das ist aber keine gute Idee, da diese Ab-
bildung weder mit der Linksoperation noch mit der Rechtsoperation von G ver-
träglich ist. Natürlich ist es vielmehr, Fun(G; k) als den Dualraum zu Maß!(G; k)
aufzufassen. Für die entsprechende Paarung

〈 , 〉 : Maß!(G; k)× Fun(G; k)→ k

gilt dann auch in der Tat 〈yµ, f〉 = 〈µ, fy〉 sowie 〈µy, f〉 = 〈µ, yf〉 für alle Maße
µ, Funktionen f und Elemente y ∈ G. Ist G eine Gruppe, so ist zusätzlich die
Abbildung

inz : Maß!(G; k) ↪→ Fun(G; k)

gegeben durch δx 7→ [x−1] verträglich mit den natürlichen G-Wirkungen von
rechts und links. Die Abkürzung inz meint hier „durch das Zählmaß teilen und
das Invertieren vorschalten“. Wir wollen stets kG = Maß!(G; k) verstehen und
selbst im Fall endlicher Gruppen oder Mengen der Versuchung widerstehen, die-
sen Raum leichtfertig mit Ens(G, k) = Fun(G; k) zu identifizieren. Vernünftig ist
auch im Fall endlicher Gruppen vielmehr eine Identifikation mit unserer Abbil-
dung inz, die in diesem Fall sogar ein Isomorphismus ist.

8.1.2.9. Eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe nennen wir ein Gitter. In
anderen Zusammenhängen versteht man unter einem „Gitter“ abweichend eine
endlich erzeugte freie abelsche Gruppe X zusammen mit einer symmetrischen
Bilinearform X ×X → Z.

Proposition* 8.1.2.10 (Gitter mit Involution). Jedes Gitter mit Involution (X, σ)
ist isomorph als Darstellung der zweielementigen Gruppe über Z zu einer end-
lichen direkten Summe von Kopien von (Z, id), (Z,−id) und (Z2, τ) für τ die
Vertauschung der beiden Einträge. Die Zahl der jeweiligen Summanden ist dabei
wohlbestimmt.

Beweis. Wir setzen X± := {λ ∈ X | σ(λ) = ±λ}. Die Existenz einer Zerlegung
der beschriebenen Art ist klar im Fall X = X+ +X−. Gibt es dahingegen λ ∈ X
mit λ 6∈ (X++X−), so haben wir 2λ = (λ+σ(λ))+(λ−σ(λ)), also 2λ = µ++µ−

mit µ± ∈ X±\0. Man überzeugt sich dann, daß

Z := {ν ∈ X | ∃m ∈ Z6=0 mit mν ∈ Zµ+ + Zµ−}

ein unter σ stabiles zu (Z2, τ) isomorphes Untergitter ist. In der Tat prüft man
leicht Z+ + Z− ) 2Z ) 2Z+ + 2Z− und ein zweidimensionaler F2-Vektorraum
hat genau drei Geraden. Nach Konstruktion istX/Z auch ein Gitter. Bilden wir zur
kurzen exakten Sequenz Z ↪→ X � X/Z durch Anwenden von HomZ( ,Z) die
duale Sequenz, so erhalten wir als wieder eine kurze exakte Sequenz (X/Z)∗ ↪→
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X∗ � Z∗. Diese muß aber spalten als Sequenz von Moduln über dem Gruppen-
ring Z[σ]/〈σ2 − 1〉, da Z∗ ebenso wie Z frei zyklisch ist über dem Gruppenring
alias isomorph zu unserem Ring als Modul über sich selber. Damit spaltet auch die
ursprüngliche Sequenz und wir können den Beweis der Existenz einer Zerlegung
der beschriebenen Art mit Induktion zu Ende bringen. Die Zahl der jeweiligen
Summanden wird eindeutig festgelegt durch die Dimensionen der σ-Eigenräume
in Hom(X,Q) und die Dimension des F2-Vektorraums X/(X+ +X−). Daß die-
ser Quotient auch in der Tat ein Vektorraum über F2 ist, folgt aus der Identität
2λ = (λ+ σ(λ)) + (λ− σ(λ)).

Ergänzung 8.1.2.11. Meines Wissens ist derzeit (2020) nicht bekannt, ob der
Gruppenring jeder torsionsfreien Gruppe über jedem kommutativen Integritätsbe-
reich auch selbst ein Integritätsring ist. Im Fall von Koeffizienten in einem Körper
ist das die sogenannte Nullteilervermutung von Kaplansky.

Übungen

Übung 8.1.2.12 (Universelle Eigenschaft des Monoidrings). Gegeben ein Ring-
homomorphismus ϕ : k → R und ein Monoid G und Monoidhomomorphismus
ψ : G→ (R, ·) mit der Eigenschaft ϕ(a)ψ(g) = ψ(g)ϕ(a) ∀a ∈ k, g ∈ G gibt es
genau einen Ringhomomorphismus kG→ R, der ϕ und ψ fortsetzt.

Übung 8.1.2.13. Man zeige, daß es für jeden Ring k und G = {e, g} eine zwei-
elementige Gruppe genau einen Ringisomorphismus k[X]/〈X2 − 1〉 ∼→ kG gibt
mit X̄ 7→ g. Man folgere aus dem abstrakten chinesischen Restsatz weiter für k
einen Körper mit char k 6= 2 einen Isomorphismus k[X]/〈X2 − 1〉 ∼→ k × k.

Übung 8.1.2.14. Man zeige, daß der Gruppenring der Gruppe Z/nZ über einem
Körper k isomorph ist zum Quotienten k[X]/〈Xn − 1〉 des Polynomrings. Im
Fall, daß Xn − 1 über k in Linearfaktoren zerfällt, zeige man weiter, daß die
einfachen Darstellungen alle eindimensional sind und daß ihre Isomorphieklassen
parametrisiert werden durch die Wurzeln dieses Polynoms. Unter der Annahme,
daß zusätzlich das Bild von n in k nicht verschwindet, zeige man weiter, daß
dieser Gruppenring auch isomorph ist zum Produkt k× . . .× k von n Kopien des
Körpers k. Im Fall k = C liefert etwa die diskrete Fouriertransformation aus ??
einen derartigen Isomorphismus.

Übung 8.1.2.15. Seien G ⊃ N eine endliche Gruppe mit einer Untergruppe. Man
zeige, daß N genau dann ein Normalteiler ist, wenn die die N -linksinvarianten
Elemente Z[G]N des Gruppenrings von G einen Z[G]-Unterlinksmodul bilden.

Übung 8.1.2.16. Eine Frobenius-Algebra ist eine endlichdimensionale Ringal-
gebra über einem Körper mit einer nichtausgearteten symmetrischen Bilinearform
〈 , 〉 derart, daß gilt 〈ab, c〉 = 〈a, bc〉 für alle Elemente a, b, c unserer Ringalgebra.
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Man zeige, daß der Gruppenring einer endlichen Gruppe G mit der Bilinearform
〈h, f〉 := [e](hf) eine Frobenius-Algebra ist. Hier meint [e] das Auswerten am
neutralen Element als Linearform auf dem Gruppenring.



1238 KAPITEL 8. NICHTKOMMUTATIVE ALGEBRA UND SYMMETRIE

8.2 Moduln über Mengen

8.2.1 Begrifflichkeit der Mengenmoduln

Definition 8.2.1.1. Sei Ω eine Menge. Ein Ω-Mengenmodul oder kurz Ω-Modul
ist ein Paar (M,σ) bestehend aus einer abelschen Gruppe M und einer Abbildung

σ : Ω→ Ab(M)

von Ω in den Endomorphismenring der abelschen Gruppe M . Wir verwenden in
diesem Kontext die Abkürzung ωm := (σ(ω))(m).

Beispiel 8.2.1.2. Gegeben ein Körper k ist ein k-Vektorraum ein k-Mengenmodul
mit zusätzlichen Eigenschaften. Ein ∅-Modul ist eine abelsche Gruppe.

Definition 8.2.1.3. Sei Ω eine Menge. Eine Abbildung f : M → N von Ω-
Moduln heißt ein Modulhomomorphismus, wenn sie ein Homomorphismus von
abelschen Gruppen ist und wenn zusätzlich gilt

f(ωm) = ωf(m) ∀m ∈M,ω ∈ Ω

und erhalten so die Kategorie Ω -Mod = ModΩ der Ω-Moduln.

Beispiel 8.2.1.4. Gegeben ein Körper k ist eine k-lineare Abbildung von k-Vektor-
räumen dasselbe wie k-Modulhomomorphismus der zugrundeliegenden Mengen-
moduln. Ein Homomorphismus von ∅-Moduln ist schlicht ein Homomorphismus
von abelschen Gruppen.

8.2.1.5. Gegeben ein Ring R gilt es zu unterscheiden wir zwischen unseren R-
Moduln aus 7.1.2.3, die wir ausführlicher R-Ringmoduln nennen, und den R-
Mengenmoduln, die wir hier eingeführt haben. Die R-Ringmoduln bilden eine
volle Unterkategorie der R-Mengenmoduln. Ich verwende für beide dieselbe No-
tation R -Mod = ModR in der Hoffnung, daß der Leser aus dem Kontext er-
schließen kann, was jeweils gemeint ist. Die Ropp-Ringmoduln bilden ebenfalls
eine volle Unterkategorie der R-Mengenmoduln. Diese notiere ich vorzugsweise
Mod-R = Mod−R.

8.2.1.6. Gegeben ein Monoid G gilt es zu unterscheiden zwischen Darstellungen
vonG über Z im Sinne von 8.1.1.2, die wir auch ausführlicherG-Monoidmoduln
nennen, und den G-Mengenmoduln, die wir hier eingeführt haben. Die G-Mo-
noidmoduln bilden eine volle Unterkategorie der G-Mengenmoduln. Ich verwen-
de für beide dieselbe Notation G -Mod = ModG in der Hoffnung, daß der Leser
aus dem Kontext erschließen kann, was jeweils gemeint ist.
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8.2.1.7. Eine Darstellung eines Monoids G über einem Ring k ist ein Modul über
der Menge k t G mit gewissen Zusatzeigenschaften. Ich notiere die Kategorie
dieser Darstellungen

(G, k) -Mod = Modk,G

Allgemein sollen durch Kommata getrennte Aufzählungen operierender Mengen
bedeuten, daß die Operationen der Elemente der verschiedenen Mengen miteinan-
der kommutieren sollen, und wenn in der Aufzählung Monoide oder Ringe auftre-
ten, wird implizit gefordert, daß diese auch als Ringe beziehungsweise Monoide
operieren, und zwar von links, wenn sie auf der linken Seite des Kürzels Mod
stehen, und von rechts, wenn sie auf der rechten Seite stehen.
8.2.1.8. Man hätte fast Lust, im vorhergehenden Ab statt Mod zu schreiben, aber
das habe ich mich nicht getraut.
8.2.1.9 (Universelle Eigenschaft injektiver Modulhomomorphismen). Injekti-
ve Modulhomomorphismen i : U ↪→ M haben die universelle Eigenschaft, daß
für jeden Modulhomomorphismus ϕ : X → M mit ϕ(X) ⊂ U die induzierte
Abbildung ϕ : X → U auch ein Modulhomomorphismus ist.

Definition 8.2.1.10. Seien Ω eine Menge und M ein Ω-Modul. Eine Teilmenge
L ⊂ M heißt ein Ω-Untermodul oder ausführlicher Untermengenmodul, wenn
sie eine abelsche Untergruppe ist und wenn zusätzlich gilt l ∈ L, ω ∈ Ω ⇒ ωl ∈
L.

8.2.1.11. Eine Teilmenge eines Ω-Moduls ist genau dann ein Ω-Untermodul, wenn
sie so mit der Struktur eines Ω-Moduls versehen werden kann, daß die Einbet-
tung eine Modulhomomorphismus ist. Diese Modulstruktur ist dann eindeutig be-
stimmt.
Beispiel 8.2.1.12. Ein k-Untervektorraum eines k-Vektorraums V ist dasselbe wie
ein k-Untermengenmodul von V . Der Kern und das Bild jedes Mengenmodulho-
momorphismus ist ein Untermengenmodul.
8.2.1.13 (Universelle Eigenschaft surjektiver Modulhomomorphismen). Sur-
jektive Modulhomomorphismen p : M � Q haben die universelle Eigenschaft,
daß für jeden Modulhomomorphismus ϕ : M → Y mit ker p ⊂ kerϕ die indu-
zierte Abbildung von abelschen Gruppen ϕ : Q→ Y ein Modulhomomorphismus
ist.
8.2.1.14. Seien Ω eine Menge, M ein Ω-Modul und L ⊂ M ein Untermodul. So
gibt es auf der Restklassengruppe M/L genau eine Struktur als Ω-Modul derart,
daß die Projektion M �M/L ein Modulhomomorphismus ist. Wir nennen dann
M/L den Quotient von M nach L.
Beispiel 8.2.1.15. Der Quotient eines Vektorraums nach einem Untervektorraum
ist ein Beispiel für diese Konstruktion. In diesem Fall ist der Quotient stärker nicht
nur ein Mengenmodul, sondern sogar wieder ein Vektorraum.
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8.2.2 Einfache Moduln und Kompositionsreihen
Definition 8.2.2.1. Gegeben ein Modul M über einer Menge Ω definieren wir
seine Länge

LängeΩ(M) = Länge(M) = lΩ(M) = l(M) ∈ N t {∞}

als das Supremum über alle n derart, daß es in M eine echt absteigende Kette von
Untermoduln gibt der Gestalt M = Mn ) Mn−1 ) . . . ) M0 = 0, die also
salopp gesprochen in n Schritten vom ganzen Modul zum Nullmodul führt.

Definition 8.2.2.2. Ein Modul heißt einfach oder gleichbedeutend irreduzibel,
wenn er genau zwei Untermoduln hat, als da heißt, wenn er nicht Null ist, aber
außer sich selbst und Null keine weiteren Untermoduln hat.

Beispiel 8.2.2.3. Offensichtlich hat ein Modul die Länge Null genau dann, wenn
er der Nullmodul ist, und die Länge Eins genau dann, wenn er einfach ist.

Beispiel 8.2.2.4. Ein Vektorraum über einem Körper oder Schiefkörper k ist ein
einfacher k-Modul genau dann, wenn er eindimensional ist. Ein ∅-Modul alias
eine abelsche Gruppe ist einfach genau dann, wenn sie endlich ist von Primzahl-
ordnung, also isomorph zu Z/pZ für eine Primzahl p.

Beispiel 8.2.2.5. Jeder Vektorraum ist einfach als Modul über seinem Endomor-
phismenring.

Beispiele 8.2.2.6. Alle einfachen Ringmoduln über einem Ring isomorph zu ei-
nem Quotienten des besagten Rings nach einem maximalen Linksideal. Ist der
Ring kommutativ, so kann man besagtes Linksideal aus dem Modul zurückgewin-
nen als seinen Annullator. Genauer ist dann der Quotient unseres Rings nach un-
serem maximalen Ideal bereits ein Körper, vergleiche 7.1.6.7, und unser einfacher
Modul ist ein eindimensionaler Vektorraum über diesem Körper. Bei nichtkom-
mutativen Ringen können Quotienten nach verschiedenen maximalen Linksidea-
len jedoch als Moduln durchaus isomorph sein: Man denke etwa an den Matri-
zenring Mat(r; k) mit Einträgen in einem Körper k und den einfachen Modul kr

dieses Rings: Hier sind ja die Annullatoren verschiedener von Null verschiedener
Elemente im allgemeinen durchaus verschiedene Linksideale.

Beispiele 8.2.2.7. Der Hilbert’sche Nullstellensatz 7.1.5.10 besagt, daß alle einfa-
chen Ringmoduln über einem Polynomring in endlich vielen Variablen mit Koef-
fizienten in einem Körper endlichdimensional sind über besagtem Körper. Ist der
Körper algebraisch abgeschlossen, so sind sie sogar eindimensional.

Proposition 8.2.2.8. Jeder von Null verschiedene endlich erzeugte Modul hat
einen einfachen Quotienten.
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Beweis. Jedes endliche Erzeugendsystem können wir zu einem minimalen Erzeu-
gendensystem verkleinern. Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es dann für jeden
Erzeuger einen Untermodul, der maximal ist mit der Eigenschaft, besagten Er-
zeuger nicht zu enthalten. So ein Untermodul aber muß alle anderen Erzeuger
enthalten und ist mithin maximal unter allen echten Untermoduln.

Lemma 8.2.2.9 (Homomorphismen von und zu einfachen Moduln). Seien Ω
eine Menge und E,F einfache Ω-Moduln und M ein beliebiger Ω-Modul. So gilt:

1. Jeder Homomorphismus E →M ist injektiv oder Null;

2. Jeder Homomorphismus M → F ist surjektiv oder Null;

3. Jeder Homomorphismus E → F ist bijektiv oder Null;

4. Der Endomorphismenring EndΩE ist ein Schiefkörper.

Beweis. Der Kern ker(E →M) und das Bild im(M → F ) sind Untermoduln von
E beziehungsweise von F und sind folglich Null oder ganz E beziehungsweise
ganz F .

Definition 8.2.2.10. Seien Ω eine Menge und M ein Ω-Modul. Eine Kompositi-
onsreihe von M ist eine endliche Kette von Untermoduln

M = Mr ⊃Mr−1 ⊃ . . . ⊃M0 = 0

derart, daß Mi/Mi−1 einfach ist für r ≥ i ≥ 1. Der Modul Mi/Mi−1 heißt dann
der i-te Subquotient unserer Kompositionsreihe. Gegeben ein Modul M über
einer Menge Ω erklären wir seine Kompositionslänge

λΩ(M) = λ(M) ∈ N t {∞}

als die kleinstmögliche Länge einer Kompositionsreihe vonM , wenn unser Modul
eine Kompositionsreihe besitzt, und setzen andernfalls λ(M) =∞.

Beispiel 8.2.2.11. Man überlegt sich leicht, daß die Länge und die Kompositions-
länge eines Vektorraums beide mit seiner Dimension zusammenfallen. Der an-
schließende Satz besagt unter anderem, daß das auch für allgemeine Mengenmo-
duln immer gilt.

Beispiel 8.2.2.12. Man überlegt sich, daß ein ∅-Modul M alias eine abelsche
Gruppe genau dann endliche Länge hat, wenn sie endlich ist, und daß ihre Kom-
positionslänge und Länge dann beide mit der Zahl der mit ihren Vielfachheiten
gezählten Primfaktoren von |M | zusammenfallen.
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Satz 8.2.2.13 (Jordan-Hölder). Für jeden Modul stimmen seine Länge und seine
Kompositionslänge überein. Weiter haben je zwei Kompositionsreihen eines Mo-
duls dieselbe Länge und bis auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten.

8.2.2.14. Sobald der Satz bewiesen ist, wird der Begriff der „Kompositionslänge“
überflüssig und wir sprechen nur noch von der „Länge“ eines Moduls.

8.2.2.15. In Formeln ausgedrückt besagt der zweite Teil unseres Satzes: Sind
M = Mr ⊃ . . . ⊃ M0 = 0 und M = Ns ⊃ . . . ⊃ N0 = 0 zwei Kompositi-
onsreihen eines Moduls M , so gilt r = s und es gibt eine Permutation σ ∈ Sr
mit Ni/Ni−1

∼= Mσ(i)/Mσ(i)−1 für alle i. Diese Subquotienten oder genauer ihre
Isomorphieklassen heißen die Kompositionsfaktoren unseres Moduls endlicher
Länge M und unser Satz sagt auch, daß jeder Kompositionsfaktor mit einer wohl-
bestimmten Vielfachheit auftritt. Gegeben ein einfacher Modul L notiert man die
Vielfachheit von L als Kompositionsfaktor von M meist

[M : L]

Beispiel 8.2.2.16. Im Fall einer abelschen Gruppe M haben wir [M : (Z/pZ)] =
max{r | pr teilt |M |}.

Beweis. Die erste Aussage unseres Satzes behauptet in Formeln l(M) = λ(M).
Offensichtlich ist a priori nur die Abschätzung l(M) ≥ λ(M). Als nächstes zeigen
wir nun, daß für jeden ModulM endlicher Kompositionslänge und jeden von Null
verschiedenen Untermodul 0 6= N ⊂M gilt

λ(M/N) < λ(M)

Seien in der Tat M = Mr ⊃ . . . ⊃ M0 = 0 eine Kompositionsreihe von M und
N ⊂ M ein Untermodul. Wir betrachten den Quotienten M̄ := M/N und die
Bilder M̄i der Mi in M̄ und erhalten kurze exakte Sequenzen

(Mi ∩N)/(Mi−1 ∩N) ↪→Mi/Mi−1 � M̄i/M̄i−1

durch explizites Nachdenken: Geht ein Element m + Mi−1 aus der Mitte rechts
nach Null, landet es also in M̄i−1, so muß es aus N + Mi−1 stammen und sich
folglich mitm ∈Mi∩N darstellen lassen. Alternativ mag man das Neunerlemma
4.4.7.5 auf das kommutative Diagramm

Mi−1 ∩N ↪→ Mi ∩N � (Mi ∩N)/(Mi−1 ∩N)
↓ ↓ ↓

Mi−1 ↪→ Mi � Mi/Mi−1

↓ ↓ ↓
M̄i−1 ↪→ M̄i � M̄i/M̄i−1
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anwenden. Gilt zusätzlich N 6= 0, so kann nicht Mi ∩ N = Mi−1 ∩ N gelten
für alle i. Zu jeder Kompositionsreihe von M haben wir also eine echt kürzere
Kompositionsreihe von M̄ = M/N konstruiert und erkennen damit, daß in der
Tat aus λ(M) < ∞ und N 6= 0 folgt λ(M/N) < λ(M). Man sieht so, daß die
Länge einer beliebigen echt absteigenden Kette von Untermoduln eines Moduls
endlicher Kompositionslänge M nach oben beschränkt ist durch eben diese Kom-
positionslänge λ(M) und folgert sofort l(M) ≤ λ(M). Im Fall λ(M) = ∞ ist
das eh klar und so ergibt sich schließlich für jeden Modul M die Gleichheit

l(M) = λ(M)

Daß je zwei Kompositionsreihen dieselbe Länge haben, folgt sofort. Ist weiter
N ⊂M ein einfacher Untermodul, so gibt es oben genau einen Index j mit

Mj ∩N = N aber Mj−1 ∩N = 0

Für diesen Index haben wir Mj/Mj−1
∼= N und M̄j/M̄j−1 = 0, wohingegen für

die anderen Indizes i 6= j gilt Mi/Mi−1
∼= M̄i/M̄i−1. Nun folgt der Rest des

Satzes mit Induktion.

Korollar 8.2.2.17 (Längenformel). Gegeben M ⊃ N ein Modul mit einem Un-
termodul gilt in N t {∞} die Gleichheit l(M) = l(M/N) + l(N).

Beweis. Für jeden Untermodul N ⊂M sind die Ungleichungen

l(M) ≥ l(M/N) + l(N)

λ(M) ≤ λ(M/N) + λ(N)

offensichtlich. Da nach dem Satz 8.2.2.13 von Jordan-Hölder aber die Länge und
die Kompositionslänge übereinstimmen, folgt die Behauptung.

Ergänzung 8.2.2.18. Eine Variante zum hier gewählten Zugang zu Jordan-Hölder
findet man in [JS06]: Man zeigt wie dort ausgeführt ohne große Schwierigkeiten,
daß je zwei endliche Filtrierungen eines Moduls durch das Einfügen geeigneter
weiterer Untermoduln so verfeinert werden können, daß die Subquotienten der
beiden so enstehenden Filtrierungen bis auf Reihenfolge und Isomorphismen die-
selben sind.

8.2.2.19. Der Schnitt über ein beliebiges System von Untermoduln eines Moduls
ist wieder ein Untermodul. Gegeben ein Ω-Modul M und eine Teilmenge T ⊂M
gibt es also einen kleinsten Untermodul U ⊂M , der T umfaßt. Wir notieren ihn

〈T 〉Ω := U
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und nennen ihn den von T erzeugten Untermodul. Er kann explizit beschrieben
werden als die von allen ωr . . . ω1m für r ≥ 0 und ωi ∈ Ω und m ∈ M erzeugte
abelsche Untergruppe. Ein Modul heißt endlich erzeugt, wenn er von einer endli-
chen Teilmenge erzeugt wird. Er heißt zyklisch, wenn er von einer einelementigen
Teilmenge erzeugt wird.

Beispiel 8.2.2.20. Jeder Modul endlicher Länge ist endlich erzeugt. Um ein end-
liches Erzeugendensystem anzugeben, können wir etwa eine Kompositionsreihe
M = Mr ⊃ Mr−1 ⊃ . . . ⊃ M0 = 0 wählen und Elemente mi ∈ Mi\Mi−1 und
dann ist {m1, . . . ,mr} offensichtlich ein Erzeugendensystem. Jeder einfache Mo-
dul ist zyklisch und jedes von Null verschiedene Element ist darin ein Erzeuger.

Definition 8.2.2.21. Ein Modul heißt noethersch nach der Mathematikerin Em-
my Noether, wenn jeder Untermodul endlich erzeugt ist.

8.2.2.22. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe alias jeder ∅-Modul ist noethersch
nach 7.1.4.10. Wir wiederholen den Beweis hier nicht.

8.2.2.23 (Charakterisierungen noetherscher Moduln). Die Vereinigung über
ein nicht leeres total geordnetes System von Untermoduln eines Moduls ist wie-
der ein Untermodul. Die beiden alternativen Charakterisierungen noetherscher
Moduln aus 7.1.4.13 gelten mit demselben Beweis auch für Mengenmoduln. Ein
Modul ist also noethersch genau dann, wenn jedes nichtleere System von Unter-
moduln ein maximales Element hat genau dann, wenn jede aufsteigende Folge
von Untermoduln stagniert. Man sagt dann auch, unser Modul „erfüllt die aufstei-
gende Kettenbedingung“.

Definition 8.2.2.24. Ein Modul heißt artinsch nach dem Mathematiker Emil Ar-
tin, wenn jede absteigende Folge von Untermoduln stationär wird. Man sagt dann
auch, unser Modul „erfüllt die absteigende Kettenbedingung“.

Ergänzung 8.2.2.25. Auf Englisch spricht man von der descending chain con-
dition oder kurz dcc oder auch von artinian modules. Darin liegt eine gewisse
Ironie der Geschichte: Emil Artin war nämlich armenischen Ursprungs und seine
Familie hatte ihren Familiennamen Artinian zu Artin eingedeutscht.

Beispiele 8.2.2.26. Der ∅-Modul Z besitzt keinen einfachen Untermodul. Der ∅-
Modul Q besitzt als ∅-Modul weder einfache Untermoduln noch einfache Quoti-
enten. Als Q-Modul ist Q dahingegen einfach.

Übungen

Übung 8.2.2.27. Ein Modul, der sowohl artinsch als auch noethersch ist, ist von
endlicher Länge. Hinweis: Man interessiere sich für maximale Untermoduln end-
licher Länge.
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Übung 8.2.2.28. Der Quotient eines Moduls nach einem maximalen echten Un-
termodul ist stets ein einfacher Modul.

Übung 8.2.2.29. Jeder endlich erzeugte und von Null verschiedene Modul besitzt
einen einfachen Quotienten.

Ergänzende Übung 8.2.2.30. Man zeige, daß jeder Modul endlicher Länge ar-
tinsch ist. Ein Beispiel für einen artinschen ∅-Modul unendlicher Länge ist der
Quotient Z[2−1]/Z.

8.2.3 Halbeinfache Moduln
Definition 8.2.3.1. Ein Modul heißt halbeinfach, wenn er die Summe seiner ein-
fachen Untermoduln ist.

8.2.3.2. Wir fordern bei der Definition nicht, daß unser Modul die direkte Sum-
me seiner einfachen Untermoduln sein soll. Zum Beispiel ist jeder Vektorraum
über einem Körper halbeinfach, er ist ja die Summe seiner eindimensionalen Teil-
räume, aber im Fall einer Dimension Zwei oder mehr natürlich nicht deren direkte
Summe. Der Nullmodul ist stets halbeinfach als die Summe über die leere Familie
seiner einfachen Untermoduln.

8.2.3.3. Zwei Untermoduln U,D ⊂ M eines Moduls heißen komplementär und
wir schreibenM = U⊕D, wenn die Addition einen Isomorphismus U⊕D ∼→M
liefert. Hinreichend und notwendig ist dafür, daß gilt U ∩D = 0 und U+D = M .
Wir sagen in dem Fall auch, M sei die direkte Summe von U und D und D sei
ein Komplement von U in M . Analoge Begriffsbildungen benutzen wir auch für
beliebige Familien von Untermoduln eines Moduls.

Proposition 8.2.3.4 (Charakterisierung halbeinfacher Moduln). Seien Ω eine
Menge und M ein Ω-Modul. So sind gleichbedeutend:

1. M ist halbeinfach alias die Summe seiner einfachen Untermoduln;

2. M ist eine direkte Summe von einfachen Untermoduln;

3. Jeder Untermodul von M besitzt ein Komplement in M .

Beweis. 2⇒1: Das ist klar.

1⇒3: SeiM =
∑

i∈IMi das Erzeugnis einer Familie von einfachen Untermoduln
Mi ⊂ M und sei U ⊂ M der Untermodul, für den wir ein Komplement suchen.
Gegeben J ⊂ I setzen wir

MJ :=
∑
i∈J

Mi
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Ist I endlich, so finden wir natürlich unter allen Teilmengen J ⊂ I mitMJ∩U = 0
eine bezüglich Inklusion maximale Teilmenge. Ist I unendlich, so folgt die Exis-
tenz eines solchen maximalen J mit dem Zorn’schen Lemma. In jedem Fall be-
haupten wir für solch ein maximales J , daß gilt MJ ⊕ U = M . In der Tat,
aus MJ + U 6= M folgt, daß es ein i ∈ I gibt mit Mi 6⊂ (MJ + U), also
Mi ∩ (MJ + U) = 0 da Mi einfach ist. Dann folgt aber (Mi + MJ) ∩ U = 0
und J war nicht maximal.

3⇒2: Wir bemerken zunächst, daß sich die Eigenschaft 3 auf Untermoduln ver-
erbt: Sind nämlich U ⊂ N ⊂ M Untermoduln und ist V ein Komplement von
U in M , so ist notwendig V ∩ N ein Komplement von U in N . Jetzt finden wir
mithilfe des Zorn’schen Lemmas eine maximale Menge von einfachen Untermo-
duln derart, daß ihre Summe in M direkt ist. Wäre diese Summe S nicht ganz
M , so fänden wir ein von Null verschiedenes Komplement D von S in M . In
diesem Komplement D gäbe es einen von Null verschiedenen zyklischen Unter-
modul Z ⊂ D, und der hätte nach Übung 8.2.2.29 seinerseits einen einfachen
Quotienten Z � Q. Nun hat diese Surjektion einen Kern K ⊂ Z und dieser Kern
hat ein Komplement E ⊂ Z und wegen E ∼= Q ist E einfach. Das aber steht im
Widerspruch zur Maximalität von S.

Ergänzung 8.2.3.5. Beim Nachweis der Implikation 1⇒3 im vorhergehenden Be-
weis hätten wir auch gleich mit der Familie aller einfachen Untermoduln arbeiten
können. Ich hoffe jedoch, daß man anhand des oben gegebenen Arguments besser
nachvollziehen kann, in welchen Fällen das Zorn’sche Lemma benötigt wird.

Korollar 8.2.3.6. Jeder Quotient und jeder Untermodul eines halbeinfachen Mo-
duls ist halbeinfach.

Beweis. Natürlich ist jeder Quotient eine Summe einfacher Untermoduln und ist
damit halbeinfach nach 8.2.3.4. Weiter besitzt nach 8.2.3.4 jeder Untermodul ein
Komplement und ist damit auch isomorph zu einem Quotienten unseres Moduls,
nämlich zu dem Quotienten nach besagtem Komplement. Alternativ kann man
sich daran erinnern, daß wir beim Beweis von 3⇒1 in 8.2.3.4 bereits gezeigt hat-
ten, daß sich die Eigenschaft 3 auf Untermoduln vererbt.

Definition 8.2.3.7. Seien Ω eine Menge und M ein Ω-Modul. Gegeben ein einfa-
cher Ω-Modul E nennen wir die Summe aller zu E isomorphen Untermoduln von
M den E-isotypischen Anteil von M und notieren diesen Untermodul

ME ⊂M

Satz 8.2.3.8 (Zerlegung in isotypische Anteile). Gegeben eine Menge Ω und ein
Ω-Modul M liefert die Einbettung der isotypischen Anteile eine Einbettung ihrer
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direkten Summe ⊕
E∈irr(Ω)

ME ↪→M

mit der Notation irr(Ω) für die Menge der Isomorphieklassen einfacher Ω-Moduln.

8.2.3.9. Das Bild dieser Einbettung ist offensichtlich der größte halbeinfache Un-
termodul von M . Er heißt der Sockel socM von M . Insbesondere zerfällt jeder
halbeinfache Modul in die direkte Summe seiner isotypischen Anteile, die in die-
sem Fall auch seine isotypischen Komponenten heißen.

Beweis. Daß das Bild unserer Abbildung der größte halbeinfache Untermodul ist,
scheint mir klar. Es muß also nur noch gezeigt werden, daß die Summe der iso-
typischen Komponenten direkt ist. Nach 7.2.1.11 reicht es also zu zeigen, daß für
alle E gilt

ME ∩
∑
F 6=E

MF = 0

Dazu hinwiederum brauchen wir nur zu zeigen, daß jeder einfache Untermodul
einer Summe von einfachen Untermoduln zu einem der Summanden isomorph
ist. Da aber besagte Summe halbeinfach ist, ist unser einfacher Untermodul auch
ein Quotient dieser Summe und damit notwendig auch ein Quotient eines Sum-
manden und folglich isomorph zu diesem Summanden.

Proposition 8.2.3.10 (Beschreibung isotypischer Komponenten). Gegeben ei-
ne Menge Ω und ein einfacher Ω-Modul E bezeichne S := EndΩE seinen Endo-
morphismenschiefkörper. So liefert für jeden weiteren Ω-Modul M das Einsetzen
einen Isomorphismus von Ω-Moduln

HomΩ(E,M)⊗S E
∼→ME

Beweis. Offensichtlich liefert die Einbettung unserer isotypischen Komponente
einen Isomorphismus HomΩ(E,ME)

∼→ HomΩ(E,M). Wir dürfen also M =
ME annehmen und dann auch, daßM =

⊕
i∈I E eine direkte Summe von Kopien

von E ist. Ein Homomorphismus E →
∏

i∈I E ist nun ein I-Tupel von Homo-
morphismen E → E und landet offensichtlich genau dann in

⊕
i∈I E ⊂

∏
i∈I E,

wenn in diesem Tupel von Homomorphismen fast alle Einträge die Nullabbildung
sind. So sehen wir, daß die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus⊕

i∈I HomΩ(E,E)
∼→ HomΩ(E,

⊕
i∈I E)

induziert. Da das Tensorprodukt mit direkten Summen vertauscht, folgt die Be-
hauptung.
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8.2.4 Halbeinfachkeit und externes Tensorieren

Proposition 8.2.4.1 (Halbeinfache Moduln als Modulkategorie). Gegeben eine
Menge Ω und ein einfacher Ω-Modul E mit Endomorphismenschiefkörper S :=
EndΩE induziert das Darantensorieren eine Äquivalenz von Kategorien

⊗SE : Mod-S
≈→ Ω -Mod(E)

zwischen der Kategorie der S-Rechtsmoduln und der Kategorie der Ω-Moduln M
mit M = ME .

8.2.4.2. Damit diese Aussage sinnvoll wird, muß man sich ein Universum dazu-
denken. Alternativ kann man sich die Aussage dahingehend präzisiert denken, daß
mit dem im Beweis angegebenen adjungierten Funktor in die Gegenrichtung die
Einheit ebenso wie die Koeinheit der Adjunktion aus Isomorphismen bestehen.

Beweis. Wir betrachten den rechtsadjungierten Funktor HomΩ(E, ) und wissen
aus 8.2.3.10, daß die Koeinheit der Adjunktion für alle M ∈ Ω -Mod(E) ein Iso-
morphismus HomΩ(E,M) ⊗S E

∼→ M ist. Ebenso ist für jeden S-Rechtsmodul
N die Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus N ∼→ HomΩ(E,N ⊗S E), denn
das gilt für N = S und beide Seiten sind verträglich mit Koprodukten. Die Be-
hauptung folgt.

8.2.4.3 (Äquivalenzen mit Operationen). Gegeben eine Menge Ω und ein einfa-
cher Ω-Modul E und S := EndΩE sein Endomorphismenschiefkörper und eine
weitere Menge Θ liefert die Äquivalenz aus 8.2.4.1 offensichtlich auch eine Äqui-
valenz

⊗SE : Θ -(Mod-S)
≈→ Θ -(Ω -Mod(E))

zwischen den Kategorien der jeweiligen Objekte mit Θ-Operation. Ist zusätzlich
Θ ein Ring, so induziert sie auch eine Äquivalenz zwischen den jeweiligen Unter-
kategorien der Objekte, die sogar Ringmoduln sind in Bezug auf Θ.

Proposition 8.2.4.4 (Externe Tensorprodukte mit einfachen Moduln). Gege-
ben eine Menge Ω, ein Kring k, ein einfacher Ω-k-ModulE mit Endomorphismen-
schiefkörper S := EndΩ,kE und eine k-Ringalgebra B liefert das Tensorprodukt
eine Äquivalenz

⊗SE : Mod-(S ⊗k B)
≈→ Ω -Mod(E)-B

zur Kategorie derjenigen Ω-B-Moduln, deren Restriktion zu (Ω, k) isomorph ist
zu einer Summe von Kopien von E.
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8.2.4.5. Gegeben ein B-Rechtsmodul M ist insbesondere E ⊗k M einfach be-
ziehungsweise halbeinfach als Ω-B-Modul genau dann, wenn S ⊗k M einfach
beziehungsweise halbeinfach ist als S ⊗k B-Rechtsmodul. Der Fall S = k war
Übung 8.3.1.11.

Beweis. Gegeben eine Menge Ω und ein Kring k und ein einfacher Ω-k-Modul E
und S := EndΩ,kE sein Endomorphismenschiefkörper mit dem offensichtlichen
Ringhomomorphismus k → Z(S) ist die Äquivalenz

⊗SE : Mod-S
≈→ Ω -Mod-(E) k

von vorher offensichtlich verträglich mit den natürlichen k-Modulstrukturen auf
den Morphismenräumen. Ist zusätzlich A eine k-Ringalgebra, so induziert unsere
Äquivalenz folglich eine Äquivalenz zwischen den Kategorien der A-Moduln auf
beiden Seiten, deren Objekte wir erklären als Paare (X,ϕ) aus einem Objekt X
der jeweiligen Kategorie mit einem Homomorphismus ϕ : A → EndX von k-
Ringalgebren. Wir notieren diese Äquivalenz

⊗SE : A -(Mod-S)
≈→ A -(Ω - k -Mod(E))

Mit B := Aopp erhalten wir die Äquivalenz aus der Proposition.

Korollar 8.2.4.6 (Skalarerweiterung bei einfachen Mengenmoduln). Gegeben
eine Körpererweiterung K/k und eine Menge Ω und ein einfacher (Ω, k)-Modul
E mit Endomorphismenring k ist K ⊗k E ein einfacher (Ω, K)-Modul mit Endo-
morphismenring K.

8.2.4.7 (Tensorprodukte von Körpern und Schiefkörpern). Die Resultate die-
ses Abschnitts liefern besonders interessante Aussagen, wenn man mehr über Ten-
sorprodukte von Körpern und Schiefkörpern weiß. Ich zitiere hierzu insbesondere
6.6.1.2, daß und wie gegeben T/k eine Körpererweiterung und S/k eine endliche
separable Körpererweiterung das Tensorprodukt T ⊗k S ein Produkt von end-
lich vielen endlichen separablen Körpererweiterungen von T ist. Weiter wird in
8.3.6.13 unter anderem gezeigt, daß in Charakteristik Null das Tensorprodukt über
einem Körper k zweier Schiefkörper, die endlichdimensionale k-Ringalgebren
sind, zumindest eine halbeinfache k-Ringalgebra ist, also ein endliches Produkt
von Matrixringen über Schiefkörpern.

Satz 8.2.4.8 (Externes Tensorieren einfacher Moduln). Gegeben ein Körper k
und Mengen Ω,Θ und darüber einfache k-Mengenmoduln E,F mit Endomor-
phismenschiefkörpern S, T liefert das Tensorieren eine Äquivalenz von Kategori-
en

⊗(T⊗kS)(F ⊗k E) : Mod-(T ⊗k S)
≈→ Mod-(Θ,Ω, k)(F,E)
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zur Kategorie aller k-Vektorräume mit kommutierenden Operationen von Θ und
Ω derart, daß die Restriktion zu (k,Ω) beziehungsweise (k,Θ) isomorph ist zu
einer Summe von Kopien von E beziehungsweise F .

Beweis. Wir arbeiten mit dem Diagramm

Mod-(T ⊗k S)

≈

))SSSSSSSSSSSSSS
≈

uukkkkkkkkkkkkkk

Mod-(Θ, S)(F )

≈

))SSSSSSSSSSSSSS
∼ +3Mod-(T,Ω)(E)

≈

uukkkkkkkkkkkkkk

Mod-(Θ, k,Ω)(F,E)� _

��
Mod-(Θ, k,Ω)

Hier meint Mod-(Θ, S)(F ) die Kategorie derjenigen Θ-S-Rechtsmoduln, die als
Θ-k-Moduln isomorph sind zu einer Summe von Kopien von F . Wir wissen be-
reits aus 8.2.4.4, daß⊗TF eine Äquivalenz von Kategorien induziert wie der Pfeil
oben links andeutet. Ebenso liefert ⊗SE die Äquivalenz oben rechts. Daß ⊗SE
einen volltreuen Funktor von links nach ganz unten induziert, wissen wir bereits
aus 8.2.4.1. Analog induziert⊗TF einen volltreuen Funktor von rechts nach ganz
unten und eine Isotransformation zwischen beiden verknüpften Funktoren von
oben nach unten ist auch schnell angegeben. Nun ist T ein Schiefkörper und⊗TF
gefolgt vom Vergessen der Θ-Operation bildet offensichtlich Mod-(T,Ω)(E) nach
Mod-(k,Ω)(E) ab. Dasselbe gilt auf der anderen Seite und so landen unsere un-
teren Funktoren in der Tat in Mod-(Θ, k,Ω)(F,E) wie behauptet. Ausführlicher
haben wir nach 8.2.4.1 eine Äquivalenz

⊗TF : Mod-(T,Ω)
≈→ Mod-(Θ, k,Ω)(F )

und offensichtlich bildet ⊗TF ein Objekt genau dann nach Mod-(Θ, k,Ω)(F,E)

ab, wenn es zu Mod-(T,Ω)(E) gehört. Folglich induziert unsere Äquivalenz auch
eine Äquivalenz

⊗TF : Mod-(T,Ω)(E)
≈→ Mod-(Θ, k,Ω)(F,E)

Korollar 8.2.4.9 (Externe Tensorprodukte einfacher Moduln). Gegeben k ein
Körper und Ω,Θ Mengen und E,F jeweils ein einfacher k-Mengenmodul und
S, T deren Endomorphismenschiefkörper gilt:

1. Genau dann ist F ⊗k E einfach, wenn S ⊗k T ein Schiefkörper ist;
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2. Genau dann ist F⊗kE halbeinfach, wenn S⊗kT ein halbeinfacher S⊗kT -
Rechtsmodul ist.

8.2.4.10. Das kann man auch bei Bourbaki [Bou12] nachlesen, der im wesentli-
chen denselben Beweis gibt, aber die Sprache der Kategorientheorie vermeidet.

Beweis. Wir erinnern unsere Äquivalenz 8.2.4.8. Nach diesem Satz ist F ⊗k E
genau dann einfach, wenn S ⊗k T ein einfacher S ⊗k T -Rechtsmodul ist, und
genau dann halbeinfach, wenn S ⊗k T ein halbeinfacher S ⊗k T -Rechtsmodul
ist.

Übungen

Übung 8.2.4.11. Gegeben m ≥ 1 ist Z/mZ ein halbeinfacher ∅-Modul alias eine
halbeinfache abelsche Gruppe genau dann, wenn kein Primfaktor in m mehrfach
vorkommt.

Übung 8.2.4.12. Ein C[X]-Ringmodul M ist halbeinfach genau dann, wenn der
durch Multiplikation mit X gegebene Endomorphismus des C-Vektorraums M
diagonalisierbar ist, als da heißt, wenn M eine Basis aus Eigenvektoren besitzt.
Dasselbe gilt im Fall von k[X]-Ringmoduln für jeden algebraisch abgeschlosse-
nen Körper k. Hinweis: 7.4.7.27. Ist k ein vollkommener Körper und k̄ ein al-
gebraischer Abschluß, so ist ein k[X]-Ringmodul halbeinfach genau dann, wenn
der durch Erweiterung der Skalare entstehende k̄[X]-Modul halbeinfach ist. Ist k
nicht vollkommen, so gilt das nicht mehr.

Übung 8.2.4.13. Gegeben ein Homomorphismus ϕ : M → N von Ω-Moduln und
E ein einfacher Ω-Modul bildet ϕ den entsprechenden isotypischen Anteil in den
entsprechenden isotypischen Anteil ab, in Formeln ϕ(ME) ⊂ NE . Ist U ⊂M ein
Untermodul, so haben wir sogar UE = U ∩ME .

Übung 8.2.4.14. Eine Sequenz M ′ → M → M ′′ von halbeinfachen Moduln
ist exakt genau dann, wenn für alle einfachen Moduln die induzierte Sequenz
M ′

E →ME →M ′′
E exakt ist.

Übung 8.2.4.15. Man gebe eine halbeinfache abelsche Gruppe mit genau tausend
Elementen an.

Übung 8.2.4.16. Man bestimme die isotypischen Komponenten der abelschen
Gruppe Z/30Z.

Übung 8.2.4.17. Man erkläre, inwiefern die Zerlegung eines halbeinfachen Mo-
duls in isotypische Komponenten die Eigenraumzerlegung eines Vektorraums un-
ter einem diagonalisierbaren Endomorphismus verallgemeinert. Hinweis: 8.2.4.12.
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8.2.5 Mengenmoduln und Körpererweiterungen
Lemma 8.2.5.1 (Skalarerweiterung und Homomorphismen). Seien Ω eine Men-
ge und k ein Körper undK eine k-Ringalgebra. Seien Ω-k-ModulnM,N gegeben
mit dimk Homk,Ω(M,N) < ∞. So ist die offensichtliche Abbildung ein Isomor-
phismus

K ⊗k Homk,Ω(M,N)
∼→ HomK,Ω(K ⊗k M,K ⊗k N)

8.2.5.2. Unter einer der Annahmen dimkK < ∞ oder dimkM < ∞ gilt das
auch ohne unsere Zusatzannahme dimk Hom < ∞, vergleiche 4.6.1.42. Ich habe
die Aussage in der hier gegebenen Allgemeinheit nicht in der Literatur gefunden.

Beweis. Die Erweiterung der Skalare liefert einen Isomorphismus

Homk,Ω(M,K ⊗k N)
∼→ HomK,Ω(K ⊗k M,K ⊗k N)

Sei (αi)i∈I eine k-Basis von K. Bezeichne αi : K → k die Koordinatenfunktio-
nen unserer Basis und α̃i ∈ HomΩ,k(K ⊗k N,N) die davon induzierten Homo-
morphismen. Gegeben ψ ∈ HomΩ,k(M,K ⊗k N gilt dann

α̃i ◦ ψ ∈ Homk,Ω(M,N)

Nun finden wir induktiv v1, . . . , vd ∈ M mit d := dimk Homk,Ω(M,N) derart,
daß für φ ∈ Homk,Ω(M,N) aus φ(v1) = . . . = φ(vd) = 0 folgt φ = 0. Nun kann
es aber für jedes j nur höchstens endlich viele i geben mit (α̃i ◦ ψ)(vj) 6= 0. Also
kann es überhaupt nur höchstens endlich viele i geben mit α̃i ◦ ψ 6= 0 und dann
ist ψ das Bild von

∑
αi ⊗ (α̃i ◦ ψ) und unser Isomorphimus in spe ist schon mal

surjektiv. Die Injektivität folgt aus 4.6.1.48.

Proposition 8.2.5.3 (Skalarerweiterung und einfache Moduln). Seien Ω eine
Menge und K/k eine Körpererweiterung und M ein einfacher Ω-k-Modul, der
außer den Skalaren keine weiteren Endomorphismen hat, in Formeln

Endk,Ω(M) = k id

So ist auch K ⊗k M ein einfacher Ω-K-Modul mit EndK,Ω(K ⊗k M) = K id.

Beweis. Die letzte Aussage EndK,Ω(K ⊗k M) = K id folgt sofort aus der Ver-
träglichkeit von Homomorphismen und Skalarerweiterungen 8.2.5.1. Es gilt da-
mit nur noch zu zeigen, daß K ⊗k M einfach ist. Zunächst einmal ist sicher
reskK(K ⊗k M) ein halbeinfacher Ω-k-Modul, ja eine direkte Summe von Ko-
pien von M . Jede kurze exakte Sequenz U ↪→ K ⊗k M � Q induziert also eine
kurze exakte Sequenz von K-Moduln

Homk,Ω(M,U) ↪→ Homk,Ω(M,K ⊗k M)� Homk,Ω(M,Q)

Nun ist die Mitte eindimensional überK nach der bereits bewiesenen Teilaussage.
Folglich steht rechts oder links eine Null und es folgt U = 0 oder Q = 0.
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8.3 Moduln über Ringen

8.3.1 Einfache Moduln über Ringen
8.3.1.1. Im folgenden verstehen wir unter Moduln a priori Ringmoduln.

Definition 8.3.1.2. Ein Ring von endlicher Länge ist ein Ring, der sowohl als
Linksmodul als auch als Rechtsmodul über sich selber von endlicher Länge ist.

8.3.1.3 (Zahl einfacher Ringmoduln). Sei R ein Ring. Die Menge der Isomor-
phieklassen von einfachen R-Moduln notieren wir irr(R). Für jeden Ring folgt
aus dem Satz von Jordan-Hölder in N t {∞} die Abschätzung

| irr(R)| ≤ lR(R)

In der Tat ist jeder einfacheR-Modul ein Quotient vonR und tritt folglich in einer
und jeder Kompositionsreihe von R als Subquotient auf.

Korollar 8.3.1.4 (Zahl einfacher Ringmoduln und Dimension). SeiR ein Ring,
der einen Körper k als Teilring hat. Ist R endlichdimensional als Linksmodul
über k, so gibt es bis auf Isomorphismus höchstens dimk R einfache R-Moduln,
in Formeln gilt also

| irr(R)| ≤ dimkR

Beweis. Offensichtlich gilt | irr(R)| ≤ lR(R) und lR(R) ≤ dimkR.

Ergänzung 8.3.1.5. Jeder Ring, der als Linksmodul über sich selber artinsch ist,
ist als Linksmodul über sich selber bereits von endlicher Länge. Solche Ringe
heißen auch linksartinsch. Einen Beweis findet man zum Beispiel in [JS06].

Übungen

Übung 8.3.1.6. Ist ein Ring einfach als Linksmodul über sich selbst, so ist unser
Ring ein Schiefkörper.

Übung 8.3.1.7. In jedem Ring läßt sich auch jedes echte Linksideal vergrößern
zu einem maximalen echten Linksideal. Genau dann ist ein Linksideal maximal,
wenn der Quotient danach ein einfacher Modul ist. Jeder von Null verschiede-
ne Modul über einem Ring besitzt einen einfachen Subquotienten. Insbesondere
besitzt jeder von Null verschiedene Ring mindestens einen einfachen Modul. Hin-
weis: 7.1.6.4.

Übung 8.3.1.8. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Körper, so ist jeder einfache
k[X]-Modul eindimensional und isomorph zu k[X]/〈X−λ〉 für genau ein λ ∈ k.
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Übung 8.3.1.9. Der einzige einfache Modul über dem Endomorphismenring ei-
nes endlichdimensionalen Vektorraums ist der besagte Vektorraum selber, bis auf
Isomorphismus. Dasselbe gilt für endlichdimensionale Vektorräume über Schief-
körpern. Hinweis: Jordan-Hölder. Von einem höheren Standpunkt mag man das
auch als Konsequenz der Morita-Äquivalenz 7.2.8.3 verstehen.
Übung 8.3.1.10 (Isotypische Komponenten als Ideale). Ist R ein Ring und E
ein einfacher R-Modul, so ist die E-isotypische Komponente RE von R als R-
Linksmodul ein beidseitiges Ideal von R. Ist F ein weiterer einfacher R-Modul
mit E 6∼= F , so gilt für das Produkt der isotypischen Komponenten insbesondere
RERF = 0.
Ergänzende Übung 8.3.1.11 (Tensorprodukte einfacher Moduln). Gegeben Ring-
algebren A,B über einem Körper k und ein einfacher A-Modul E mit Endomor-
phismenring EndAE = k idE liefert die Vorschrift F 7→ E ⊗k F eine Bijektion

irr(B)
∼→ {M ∈ irr(A⊗k B) | HomA(E,M) 6= 0}

In der Tat liefert der Funktor F 7→ E⊗k F sogar eine Äquivalenz von Kategorien

ModB
≈→ {M ∈ ModA⊗kB |M = ME}

zwischen der Kategorie aller B-Moduln und der Kategorie aller der (A ⊗k B)-
Moduln, die als A-Moduln mit ihrer E-isotypischen Komponente zusammenfal-
len. Um das einzusehen, erinnere man die kanonische Beschreibung isotypischer
Komponenten 8.2.3.10 und prüfe, daß die Vorschrift M 7→ HomA(E,M) einen
quasiinversen Funktor liefert. Das ist im wesentlichen der Fall S = k von 8.2.4.4.
Ergänzung 8.3.1.12 (Einfache Moduln über Tensorproduktalgebren). Im all-
gemeinen wird es selbst im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grundkörpers
k = k̄ für k-Ringalgebren A,B auch einfache Moduln über A ⊗k B geben, die
weder als A-Moduln noch als B-Moduln einfache Untermoduln besitzen und die
mithin nicht von der Gestalt E ⊗k F sind. Das einfachste Beispiel, das mir ein-
fällt, arbeitet mit den Ringen von algebraischen Differentialoperatoren A = B =
CbX, ∂c = A1, wie sie in ?? folgende besprochen werden. Für die diagonale
Einbettung i : ∆ ↪→ C2 liefert dann i+O(∆) nach dem Einbettungssatz von Ka-
shiwara ?? einen einfachen Modul über A2

∼= A1 ⊗C A1, von dem man unschwer
einsieht, daß er kein Tensorprodukt einfacher A1-Moduln sein kann.

8.3.2 Endomorphismen einfacher Moduln
Satz 8.3.2.1. Gegeben eine Ringalgebra R über einem algebraisch abgeschlosse-
nen Körper k = k̄ und ein einfacher R-Modul E endlicher Dimension dimkE <
∞ liefert die offensichtliche Einbettung λ 7→ λ idE einen Isomorphismus

k
∼→ EndRE
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Beweis. Nach Annahme gilt E 6= 0. Jedes ϕ ∈ ModRE besitzt also einen Eigen-
wert, sagen wir λ, und der zugehörige Eigenraum ist offensichtlich ein von Null
verschiedenerR-Untermodul Eig(ϕ;λ) = ker(ϕ−λ id). WennE einfach ist, muß
dieser Untermodul schon ganz E sein und wir folgern ϕ = λ idE .

Beispiel 8.3.2.2. Ist k ⊂ L ein Körpererweiterung, so wird E := L ein einfacher
Modul über R := L. In diesem Fall haben wir offensichtlich EndRE = L und im
allgemeinen kann natürlich k 6= L gelten, aber eben nur dann, wenn entweder gilt
dimkL =∞ oder wenn k nicht algebraisch abgeschlossen ist.

Korollar 8.3.2.3 (Schur’sches Lemma). Gegeben eine endlichdimensionale ein-
fache Darstellung eines Monoids über einem algebraisch abgeschlossenen Körper
sind die Skalare ihre einzigen Endomorphismen.

Beweis. Eine einfache Darstellung ist nichts anderes als ein einfacher Modul über
dem Monoidring. Die Behauptung folgt so aus 8.3.2.1.

Korollar 8.3.2.4. Jede endlichdimensionale einfache Darstellung eines kommu-
tativen Monoids über einem algebraisch abgeschlossenen Körper ist eindimensio-
nal.

Beweis. Jedes Element unseres Monoids operiert in diesem Fall durch einen En-
domorphismus unserer Darstellung, also nach dem Lemma von Schur durch ein
Vielfaches der Identität. Dann aber ist jeder Untervektorraum bereits eine Unter-
darstellung und unsere Darstellung kann nur einfach sein, wenn sie eindimensio-
nal ist.

8.3.2.5. Die nun folgende Verallgemeinerung von 8.3.2.1 ist für die Darstellungs-
theorie endlicher Gruppen ohne Bedeutung. Ihr Beweis benötigt stärkere Resultate
der Mengenlehre.

Satz* 8.3.2.6. Gegeben eine Ringalgebra R über einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper k = k̄ und ein einfacher R-Modul E, dessen Dimension als k-
Vektorraum echt kleiner ist als die Kardinalität von k, liefert die offensichtliche
Einbettung λ 7→ λ idE einen Isomorphismus

k
∼→ EndRE

8.3.2.7. Insbesondere besitzt eine einfache Darstellung eines Monoids über ei-
nem algebraisch abgeschlossenen Körper, deren Dimension echt kleiner ist als die
Kardinalität des Körpers, außer den Skalaren keine Endomorphismen. Wie zuvor
folgt auch, daß eine einfache Darstellung eines kommutativen Monoids über ei-
nem algebraisch abgeschlossenen Körper, deren Dimension echt kleiner ist als die
Kardinalität des Körpers, eindimensional sein muß.
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Ergänzung 8.3.2.8. Der Hilbert’sche Nullstellensatz 7.1.5.10 oder auch 7.1.6.9
liefert die verwandte Aussage, daß gegeben eine ringendliche Kringalgebra R
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k = k̄ jeder einfache R-Modul
eindimensional ist über k.

Beweis. Das Anwenden auf ein beliebiges von Null verschiedenes Element un-
seres einfachen R-Moduls E liefert natürlich eine Injektion (EndRE) ↪→ E. Die
Dimension des Endomorphismenrings vonE über k ist folglich höchstens so groß
wie die Dimension von E über k. Wäre unser Endomorphismenring echt größer
als k, so müßte er den Funktionenkörper k(X) umfassen, in dem die Familie der
((X − λ)−1)λ∈k etwa nach 3.5.5.12 linear unabhängig ist über k. Das steht jedoch
im Widerspruch zu unseren Voraussetzungen an die Kardinalitäten.

Übungen

Ergänzende Übung 8.3.2.9. Jede einfache Darstellung einer abelschen Gruppe
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper, deren Dimension echt kleiner ist
als die Kardinalität des Körpers, ist eindimensional.

Übung 8.3.2.10. Ist eine endlichdimensionale Ringalgebra über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper ein Schiefkörper, so fällt sie mit unserem algebraisch
abgeschlossenen Körper zusammen.

8.3.3 Dichtesatz und Anwendungen
Satz 8.3.3.1 (Jacobson’s Dichtesatz). Gegeben ein RingR und ein halbeinfacher
R-Modul M ist das Bild des offensichtlichen Ringhomomorphismus

R→ End(EndRM)M

dicht in folgendem Sinne: Gegeben f ∈ End(EndRM)M und endlich viele Elemente
m1, . . . ,mr ∈M existiert stets ein x ∈ R mit xmi = f(mi) für 1 ≤ i ≤ r.

8.3.3.2. Jeder Modul ist nach 7.1.3.12 auch ein Modul über seinem eigenen En-
domorphismenring. Ist unser Modul der Ring R selber, so gilt nach 7.2.3.14 so-
gar ohne alle weitere Voraussetzungen und für jeden beliebigen Ring R stets
R

∼→ End(EndRR)R unter der offensichtlichen Abbildung.

8.3.3.3. Gegeben eine Menge E mit Verknüpfung alias ein Magma und eine Teil-
menge T ⊂ E erklärt man den Kommutator von T in E durch die Formel
T ′ := {x ∈ E | xt = tx ∀t ∈ T}. Der Kommutator T ′′ des Kommutators
T ′ von T heißt dann der Bikommutator von T und umfaßt natürlich T selbst, in
Formeln

T ⊂ T ′′
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Unser Satz sagt in dieser Terminologie, daß gegeben ein halbeinfacher Modul M
über einem Ring R das Bild D ⊂ EndZM von R → EndZM in der oben ausge-
führten Weise „dicht“ liegt in seinem Bikommutator D′′ ⊂ EndZM . Im übrigen
fällt der „Trikommutator“ stets mit dem Kommutator zusammen, in Formeln

T ′′′ = T ′

In der Tat, T ′′ ⊃ T impliziert T ′′′ ⊂ T ′ und T ′′′ ⊃ T ′ folgt durch Anwenden der
Regel S ′′ ⊃ S auf S = T ′. Man mag das auch als Spezialfall unserer allgemeinen
Erkenntnisse 7.1.1.12 im Zusammenhang mit Inzidenzstrukturen auffassen, ange-
wandt auf die Inzidenzstruktur K ⊂ E ×E bestehend aus allen kommutierenden
Paaren.

8.3.3.4. Hier ein Gegenbeispiel. Man betrachte den Ring R ⊂ Mat(2; k) der obe-
ren Dreiecksmatrizen mit Einträgen in einem Körper k und seinen Modul M :=
k2 der Spaltenvektoren. Der Kommutator D′ ⊂ EndZ k

2 von D = R ⊂ EndZ k
2

besteht nur aus Skalaren D′ = k id ⊂ EndZ k
2 und sein Bikommutator ist folg-

lich der ganze Matrixring D′′ = Mat(2; k) ⊂ EndZ k
2. Offensichtlich liegt also

D nicht dicht in D′′. Zum Glück ist hier auch M kein halbeinfacher R-Modul.
Dies Beispiel zeigt jedoch, daß der Dichtesatz nicht ohne Voraussetzungen gilt.

8.3.3.5. Hier kommt ein weiteres Gegenbeispiel. Man betrachte den Ring der dua-
len Zahlen D := Z[ε] mit ε2 = 0 und den injektiven Endomorphismus dieses
Rings mit ε 7→ nε für n ≥ 1. Sein Bild ist ein Teilring R ⊂ D. Betrachten wir
M := D alsR-Modul, so gilt der Dichtesatz nicht, wie der Leser zur Übung selbst
prüfen mag.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall r = 1 und betrachten zu m = m1 ein Kom-
plement N des Untermoduls Rm ⊂M , so daß also gilt

M = Rm⊕N

Da die Projektion π : M � Rm ↪→M längs unserer Zerlegung in EndRM liegt,
und da gilt f ◦ π = π ◦ f nach Annahme, folgt f(m) ∈ Rm. Es gibt also in
anderen Worten x ∈ R mit f(m) = xm. Den allgemeinen Fall führen wir auf den
Fall r = 1 zurück, indem wir das Element (m1, . . . ,mr) ∈ M⊕r betrachten und
die Abbildung f × . . .× f . Sie entspricht unter dem Isomorphismus

EndZ(M⊕r)
∼→ Mat(r; EndZM)

gegeben durch ϕ 7→ (prj ◦ϕ◦ini)ij einer Diagonalmatrix diag(f, . . . , f) und kom-
mutiert in der Tat mit allen Elementen von EndR(M⊕r), da diese unter unserem
Isomorphismus den Matrizen aus Mat(r; EndRM) entsprechen.
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Korollar 8.3.3.6 (Satz von Wedderburn). Ist k ein algebraisch abgeschlossener
Körper und A ⊂ Mat(n; k) eine k-Unterringalgebra derart, daß kn einfach ist
als A-Modul, so gilt bereits A = Mat(n; k).

8.3.3.7. Das Beispiel des Quaterionenschiefkörpers H ∼= C2 mit seiner komple-
xen Vektorraumstruktur durch Multiplikation mit komplexen Skalaren von rechts
und seiner offensichtlichen Struktur als Linksmodul über den Quaternionen A =
H zeigt, daß das Korollar nicht für einen beliebigen Teilring gilt.

Beweis. Zunächst gilt EndAk
n = k, da alle Eigenräume von Elementen ϕ ∈

EndAk
n in Bezug auf A Untermoduln sind und jeder Untermodul entweder Null

ist oder ganz kn. Dann folgt A = Endkk
n aus dem Dichtesatz 8.3.3.1.

8.3.3.8. Man mag den Satz von Wedderburn auch koordinatenfrei formulieren:
Ist k ein algebraisch abgeschlossener Körper und V ein endlichdimensionaler k-
Vektorraum und A ⊂ EndkV eine k-Unterringalgebra derart, daß V einfach ist
als A-Modul, so gilt bereits A = EndkV . In dieser Sprache läßt sich die Notwen-
digkeit der Bedingung k = k̄ besonders gut einsehen: Sind k ⊂ L Körper und
betrachten wir den Teilring L ⊂ EndkL, so ist ja L ein einfacher L-Modul, aber
im Fall k 6= L gilt L 6= EndkL.

Vorschau 8.3.3.9. Aus dem Satz von Wedderburn folgt insbesondere, daß für jede
einfache Darstellung V eines endlichen Monoids G über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper k gilt (dimkV )2 ≤ |G|. Stärkere Aussagen in dieser Richtung
werden wir in 8.4.2.9 kennenlernen. Über allgemeineren Körpern gilt diese Ab-
schätzung im allgemeinen nicht mehr, wie 8.1.1.33 zeigt.

8.3.4 Moduln über Tensorproduktalgebren
8.3.4.1. Gegeben Ringalgebren A,B über einem Kring k und Moduln M über A
und N über B können wir M⊗kN zu einem Modul über der Ringalgebra A⊗kB
machen, indem wir setzen (a ⊗ b)(m ⊗ n) = am ⊗ bn. Ich schlage für diesen
Modul die Notation

M �N = M �k N

vor und nenne ihn das äußere Produkt der oder Boxprodukt von M und N .

8.3.4.2. Gegeben eine Ringalgebra A über einem Körper k bezeichne

irrfk(A)

die Menge aller Isomorphieklassen einfacher und über k endlichdimensionaler A-
Moduln. Der Buchstabe f steht hier für „finite“ oder „fini“. Die für einen deutschen
Text naheliegende Notation irre hätte zu merkwürdig ausgesehen.
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Satz 8.3.4.3 (Einfache Moduln über Tensorproduktalgebren). Gegeben Ringal-
gebrenA,B über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k = k̄ induziert das
Boxprodukt eine Bijektion

(irrfk A)× (irrfk B)
∼→ irrfk(A⊗k B)

Beispiel 8.3.4.4. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, so ist das im allgemeinen
falsch. Zum Beipiel ist C ein einfacher Modul über der R-Ringalgebra C, aber
C�R C ist kein einfacher Modul über der R-Ringalgebra C⊗R C, denn der Kern
der durch die Multiplikation gegebenen Surjektion C⊗R C� C ist ein von Null
verschiedener echter Untermodul.

8.3.4.5. Etwas stärkere und allgemeinere Aussagen mögen Sie bereits als Übung
8.3.1.11 gezeigt haben. Noch allgemeinere Aussagen werden in 8.2.4.8 und 8.2.4.9
gezeigt. Ein Gegenbeispiel im Fall unendlicher Dimension wird in 8.3.1.12 gege-
ben.

Beweis. GegebenE ∈ A -Mod und F ∈ B -Mod einfach und endlichdimensional
über k ist auch E � F ∈ (A ⊗ B) -Mod einfach, da nach dem Satz von Wedder-
burn 8.3.3.6 die Operationen Surjektionen A� EndkE und B � EndkF liefern
und damit auch eine Surjektion von A⊗B � Endk(E⊗F ). Die im Satz angege-
bene Abbildung ist also sinnvoll definiert. Ist T ein über k endlichdimensionaler
A ⊗ B-Modul, so besitzt T als A-Modul einen einfachen Untermodul E ⊂ T .
Die offensichtliche Abbildung E � HomA(E, T ) → T ist dann nach 8.3.4.6 ein
injektiver (A ⊗ B)-Homomorphismus für die Operation durch Nachschalten von
B auf dem Hom-Raum. Ist T einfach, so muß diese Abbildung auch surjektiv sein
und der Hom-Raum muß ein einfacher B-Modul F sein. Die im Satz angegebene
Abbildung ist also surjektiv. Den Nachweis ihrer Injektivität kann der Leser ohne
Mühe aus dem Nachweis der Surjektivität extrahieren.

Lemma 8.3.4.6. Gegeben k ein Körper und A eine k-Ringalgebra und M ein A-
Modul und E ein einfacher A-Modul mit Endomorphismenring EndAE = k idE
induziert das Auswerten eine Inklusion

E ⊗k HomA(E,M) ↪→M

Beweis. Eventuell haben Sie bereits eine stärkere Aussage als Übung 8.2.3.10
gezeigt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daßM eine
Summe und dann auch eine direkte Summe ist von zuE isomorphen Untermoduln
ist, und in diesem Fall ist das Lemma explizit klar.

Definition 8.3.4.7. Seien A,B Ringe und M ein Modul über A⊗ZB. Man nennt
(A,B) ein duales Paar vermittels M , wenn die offensichtlichen Abbildungen
Surjektionen B � EndAM sowie A� EndBM liefern.
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Proposition* 8.3.4.8 (Zerlegung unter dualen Paaren). Sind zwei Ringalge-
bren A,B über einem algebraisch abgeschlossenen Grundkörper k ein duales
Paar vermittels eines über k endlichdimensionalen (A ⊗k B)-Moduls M , und ist
M halbeinfach als A-Modul, so gibt es einfache und paarweise nicht isomorphe
A-Moduln E1, . . . , Er sowie einfache und paarweise nicht isomorphe B-Moduln
F1, . . . , Fr derart, daß M unter A⊗k B zerfällt als

M ∼=
r⊕

ν=1

Eν �k Fν

Beweis. Mit 8.3.4.6 finden wir schon einmal eine derartige Zerlegung mit allenEν
einfach und paarweise nicht isomorph. Dann liefert die offensichtliche Abbildung
einen Isomorphismus

∏r
ν=1 EndkFν

∼→ EndAM . Folglich sind die Fν einfache
Moduln für EndAM und damit nach Annahme für B. Damit ist M auch als B-
Modul halbeinfach. Lassen wir nun dasselbe Argument andersherum laufen, so
folgt zusätzlich, daß die Fν paarweise nicht isomorph sind.

8.3.5 Halbeinfache Ringe

Definition 8.3.5.1. Ein Ring heißt halbeinfach, wenn er halbeinfach ist als Links-
modul über sich selber.

8.3.5.2. Aus dem Satz über die Struktur halbeinfacher Ringe 8.3.5.4 wird fol-
gen, daß ein Ring halbeinfach ist genau dann, wenn der opponierte Ring halbein-
fach ist. In Teilen der Literatur wird aus mir unerfindlichen Gründen von einem
halbeinfachen Ring zusätzlich gefordert, daß er nicht der Nullring sein darf. Der
Gruppenring einer endlichen Gruppe über einem Körper oder sogar Schiefkörper,
dessen Charakteristik die Gruppenordnung nicht teilt, ist halbeinfach nach dem
Satz von Maschke 8.4.1.1.

Ergänzung 8.3.5.3 (Terminologisches). Unter einem einfachen Ring verstehen
wir einen Ring, der nicht Null ist und außer Null und dem ganzen Ring keine wei-
teren zweiseitigen Ideale besitzt. Diese Terminologie ist mit der eben in 8.2.3.1
eingeführten Terminologie nicht gut verträglich, da einfache Ringe keineswegs
halbeinfach als Linksmodul über sich selber zu sein brauchen. Ein einfacher Ring
R ist vielmehr einfach als Modul über dem Produktring R × Ropp, dessen Ope-
ration auf R dabei durch simultane Links- und Rechtsmultiplikation zu verstehen
ist. Zum Beispiel erhält man einen einfachen Ring, wenn man in End(C[X]) den
Teilring betrachet, der von den Multiplikationen mit Polynomen und der Ope-
ration ∂ des Ableitens erzeugt wird. Er wird CbX, ∂c notiert, heißt die „Algebra
der algebraischen Differentialoperatoren aufC“ oder auch „Weyl-Algebra in einer
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Veränderlichen“, und wir zeigen in ??, daß er einfach ist. Als weiteres Beispiel er-
hält man auch einen einfachen Ring, wenn man den Quotienten des Endomorphis-
menrings eines Vektorraums abzählbarer Dimension nach dem Ideal aller Endo-
morphismen endlichen Ranges betrachtet, wie der Leser zur Übung selbst prüfen
mag. Dieser Ring E ist jedoch als Linksmodul über sich selber mit denselben
Argumenten wie in 7.2.1.9 isomorph zu E⊕2, folglich kann er nach 8.3.5.4 nicht
halbeinfach sein. In der Literatur wird auch oft unter einem „einfachen Ring“ das
verstanden, was in der hier gewählten Terminologie als ein „halbeinfacher einfa-
cher Ring“ zu bezeichnen ist.

Satz 8.3.5.4 (Struktur halbeinfacher Ringe). 1. Der Ring EndDL der En-
domorphismen eines endlich erzeugten Moduls L über einem Schiefkörper
D ist stets halbeinfach. Unter der zusätzlichen Annahme L 6= 0 ist er auch
einfach und hat L als einzigen einfachen Modul bis auf Isomorphismus;

2. Jedes endliche Produkt von halbeinfachen Ringen ist halbeinfach;

3. Jeder halbeinfache Ring besitzt bis auf Isomorphismus nur endlich viele
einfache Moduln und ist selbst eine direkte Summe von endlich vielen ein-
fachen Links-Untermoduln alias Linksidealen;

4. Der opponierte Ring eines halbeinfachen Rings ist stets auch wieder halb-
einfach;

5. Jeder einfache Modul über einem halbeinfachen Ring ist endlichdimensio-
nal als Modul über seinem Endomorphismenschiefkörper;

6. Ist L1, . . . , Lr ein Vertretersystem für die Isomorphieklassen von einfachen
Moduln eines halbeinfachen Rings R und sind Di := EndRLi deren En-
domorphismenschiefkörper, so liefert die offensichtliche Abbildung einen
Ringisomorphismus

R
∼→ (EndD1L1)× . . .× (EndDrLr)

8.3.5.5. Man mag zur Übung zeigen, daß die Faktoren rechts unter unserem Iso-
morphismus den isotypischen Komponenten des R-Moduls R entsprechen.

8.3.5.6 (Halbeinfache endlichdimensionale Ringalgebren). Eine endlichdimen-
sionale Ringalgebra über einem Körper ist insbesondere genau dann halbeinfach,
wenn sie isomorph ist zu einem endlichen Produkt von Matrixringen in endlich-
dimensionalen Schiefkörpern über besagtem Körper. Eine endlichdimensionale
Ringalgebra über einem algebraisch abgeschlossenen Körper ist damit genau dann
halbeinfach, wenn sie isomorph ist zu einem endlichen Produkt von Matrixringen
über besagtem Körper.
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Beispiel 8.3.5.7 (Halbeinfache endlichdimensionale reelle Ringalgebren). Wir
wissen aus 6.3.12.2, daß es bis auf Isomorphismus nur drei endlichdimensionale
R-Ringalgebren gibt, die Schiefkörper sind, nämlich R,C und den Schiefkörper
H der Quaternionen. Jede halbeinfache endlichdimensionale R-Ringalgebra ist
also isomorph zu einem endlichen Produkt von Matrizenringen in diesen drei R-
Ringalgebren. Ein typisches Beispiel für eine endlichdimensionale halbeinfache
R-Ringalgebra wäre etwa

Mat(2;R)×Mat(7;C)×Mat(2;C)×Mat(5;H)

Beweis. 1. Gegeben ein SchiefkörperD und n ≥ 1 ist der Matrizenring Mat(n;D)
einfach und halbeinfach. In der Tat sieht man leicht ein, daß das von einer belie-
bigen von Null verschiedenen Matrix erzeugte zweiseitige Ideal bereits der ganze
Matrizenring sein muß und daß der Linksmodul Dn der Spaltenvektoren ein ein-
facher Modul über unserem Matrizenring ist. Der Matrizenring Mat(n;D) ist nun
als Linksmodul über sich selber isomorph zur direkten Summe von n Kopien die-
ses einfachen Moduls, etwa den Untermoduln aller Matrizen, bei denen höchstens
eine vorgegebene Spalte von Null verschieden ist. Folglich ist er auch halbeinfach.
Da jeder einfache Modul eines Rings ein Quotient des Rings selber sein muß, zeigt
die Zerlegung in isotypische Komponenten 8.2.3.8, daß Dn im Fall eines Schief-
körpers D bis auf Isomorphismus der einzige einfache Modul von Mat(n;D) ist.

2. Das ist klar.

3. Jeder halbeinfache Ring zerfällt in eine direkte Summe von einfachen Untermo-
duln. Seine Eins muß dabei wie jedes Element bereits in einer Summe von endlich
vielen dieser einfachen Untermoduln liegen, und diese Summe ist dann notwendig
bereits der ganze Ring. Da jeder einfache Modul Quotient unseres Rings ist und
damit in einer isotypischen Zerlegung unseres Rings auftreten muß, besitzt unser
Ring bis auf Isomorphismus nur endlich viele einfache Moduln.

4. Ist L1, . . . , Lr ein Vertretersystem für die Isomorphieklassen einfacher Moduln
und mi deren jeweilige Vielfachheit im R-Modul R, so haben wir also einen Iso-
morphismus von R-Linksmoduln R ∼= Lm1

1 ⊕ . . .⊕ Lmrr . Sind Di = EndRLi die
Endomorphismenringe unserer einfachen Moduln, so erhalten wir nach 7.2.3.14
und 7.2.1.17 Ringisomorphismen

Ropp ∼→ EndRR
∼← Mat(m1;D1)× . . .×Mat(mr;Dr)

Das Transponieren von Matrizen liefert dann auch einen Ringisomorphismus

R
∼→ Mat(m1;Dopp

1 )× . . .×Mat(mr;D
opp
r )

Jeder halbeinfache Ring ist also isomorph zu einem endlichen Produkt von Rin-
gen endlicher quadratischer Matrizen mit Einträgen in Schiefkörpern. Umgekehrt
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folgt aus 1 und 2, daß alle Ringe dieser Gestalt halbeinfach sind. Insbesondere ist
der opponierte Ring eines halbeinfachen Rings stets wieder halbeinfach.

5. Nach dem Vorhergehenden wissen wir bereits, daß gegeben ein Schiefkörper
D und eine natürliche Zahl m ≥ 1 jeder einfache Modul über dem Matrizenring
Mat(m;D) isomorph ist zum Modul Dm der Spaltenmatrizen und jeder einfache
Rechtsmodul isomorph zum ModulDm der Zeilenmatrizen, dessen Endomorphis-
menring hinwiederum D selber ist, nun aber durch Linksmultiplikation wirkend.

6. Sicher liefert die offensichtliche Abbildung einen injektiven Homomorphismus

R ↪→ (EndD1L1)× . . .× (EndDrLr)

Teil 5 zusammen mit dem Dichtesatz zeigt, daß er ein Isomorphismus sein muß.
Im Rückblick folgern wir zusätzlich mi = dimDiLi. In Worten stimmt also die
Multiplizität eines einfachen Linksideals in R überein mit seiner Dimension über
dem jeweiligen Endomorphismenschiefkörper.

Übungen

Übung 8.3.5.8. Man zeige, daß jeder Linksmodul über einem halbeinfachen Ring
halbeinfach ist.

Übung 8.3.5.9. Besitzt ein Ring einen endlich erzeugten halbeinfachen Modul mit
verschwindendem Annulator, so ist er halbeinfach.

Ergänzende Übung 8.3.5.10. Besitzt ein einfacher Ring ein Linksideal, das als
Linksmodul einfach ist, so muß unser Ring keineswegs halbeinfach sein: Der En-
domorphismenring jedes Vektorraums unendlicher Dimension ist ein Gegenbei-
spiel.

Übung 8.3.5.11. Gegeben ein Modul über einem Schiefkörper sind die einzigen
zentralen Idempotenten seines Endomorphismenrings die Null und die Identität.

Übung 8.3.5.12. Gegeben ein Schiefkörper D und ein zentraler Unterkörper k ⊂
D und ein endlich erzeugter D-Modul L ist jeder k-lineare Ringautomorphismus
ϕ : EndD(L)

∼→ EndD(L) die Konjugation mit einer Einheit g ∈ (EndkL)×.
Hinweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wirL 6= 0 annehmen. Der
mitϕ zurückgezogene EndD(L)-ModulL ist dann ebenfalls einfach als EndD(L)-
Modul und folglich isomorph zu L über k.

Übung 8.3.5.13. Gegeben ein endlich erzeugter halbeinfacher Modul M über ei-
nem Ring R zeige man, daß sein Endomorphismenring EndRM halbeinfach ist,
daß dieR-isotypischen Komponenten vonM mit den EndRM -isotypischen Kom-
ponenten von M zusammenfallen, und daß jeder einfache Modul von EndRM
isomorph ist zu einem Untermodul von M . Wir erhalten mithin eine Injektion
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irr(EndRM) ↪→ irr(R), deren Bild aus allen Isomorphieklassen von einfachen
R-Moduln besteht, die in M vorkommen.

Übung 8.3.5.14. Ein zentrales Idempotentes z ∈ R eines Rings heißt primitiv,
wenn es nicht Null ist und es keine von Null verschiedenen zentralen Idempo-
tenten z1, z2 gibt mit z1 + z2 = z aber z1z2 = 0. Man zeige: Gegeben von Null
verschiedene Vektorräume L1, . . . , Lr über SchiefkörpernD1 . . . , Dr sind die pri-
mitiven zentralen Idempotenten des Produktrings

R := (EndD1L1)× . . .× (EndDrLr)

genau die Tupel mit der Identität an einer Stelle und sonst nur Nullen. Insbeson-
dere ist in einem halbeinfachen Ring stets die Eins die Summe der primitiven
zentralen Idempotenten.

Übung 8.3.5.15. Selbst in einem kommutativen aber nicht halbeinfachen Ring
muß im allgemeinen die Eins keineswegs die Summe der primitiven zentralen
Idempotenten sein. Man gebe ein Gegenbeispiel.

Übung 8.3.5.16. Jeder Ring Mat(n;D) von endlichen quadratischen Matrizen mit
Koeffizienten in einem Schiefkörper D und n ≥ 1 ist einfach, und jeder halb-
einfache einfache Ring ist isomorph zu einem derartigen Matrizenring für genau
ein n und einen bis auf Isomorphismus wohlbestimmten Schiefkörper D, seinen
Goldie-Schiefkörper. Das fragliche n heißt dann der Goldie-Rang unseres halb-
einfachen einfachen Rings.

Übung 8.3.5.17. Gegeben ein SchiefkörperD und ein endlich erzeugterD-Modul
V und ein Endomorphismus a ∈ E := EndDV sind gleichbedeutend:

1. Das von a erzeugte Linksideal Ea ist ein einfacher E-Modul;

2. Das von a erzeugte Rechtsideal aE ist ein einfacher E-Rechtsmodul;

3. Unser Endomorphismus a hat den Rang Eins alias aV ∼= D als D-Modul;

4. Unser D-Modul V besitzt eine Basis derart, daß die Matrix von a in Bezug
auf diese Basis genau einen von Null verschiedenen Eintrag hat.

Hinweis: Sind zwei Spalten unserer Matrix a linear unabhängig, so hätte Ea eine
zu große Dimension. Dann beachte man, daß Zeilenrang gleich Spaltenrang auch
für Matrizen mit Einträgen in Schiefkörpern gilt.

8.3.6 Spurkriterium für Halbeinfachkeit*
8.3.6.1. Sei R ein Ring. Der Schnitt J(R) = Jac(R) aller Annullatoren einfacher
R-Moduln heißt das Jacobson-Radikal von R.
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8.3.6.2. Das Jacobsonradikal von R ist auch der Schnitt aller Annulatoren einfa-
cher R-Rechtsmoduln, in Formeln gilt also J(R) = J(Ropp). Um das einzusehen
bemerkt man zunächst

J(R) = {x ∈ R | 1− rx besitzt für alle r ∈ R ein Linksinverses}.

In der Tat finden wir für x 6∈ J(R) einen einfachen R-Modul E und e ∈ E
mit xe 6= 0 und insbesondere e 6= 0 und dann ein r ∈ R mit rxe = e alias
(1−rx)e = 0 und dann kann (1−rx) kein Linksinverses haben. Gibt es umgekehrt
r ∈ R so daß (1 − rx) kein Linksinverses hat, so liegt es in einem maximalen
Linksideal, annulliert also einen einfachen R-Linksmodul E und dann kann rx
und a forteriori x nicht zum Annulator von E gehören. Nun folgern wir stärker

J(R) = {x ∈ R | 1− rxs ist für alle r, s ∈ R invertierbar}.

Die Inklusion ⊃ ist hier eh klar. Andererseits impliziert x ∈ J(R) bereits xs ∈
J(R) für alle s ∈ R und es gibt folglich u mit u(1− rxs) = 1 alias 1 +urxs = u.
Andererseits gibt es dann auch v mit v(1 + urxs) = 1 = vu. Aus vu = 1 und
ua = 1 folgt aber direkt v = a und so die Invertierbarkeit von a.

Proposition 8.3.6.3 (Lemma von Nakayama). Gegeben ein Ring R und ein end-
lich erzeugter R-Modul M mit J(R)M = M gilt M = 0.

8.3.6.4. Im Fall kommutativer Ringe kann man nach Matsumura eine stärkere
Aussage 7.4.6.2 sogar ohne Verwendung des Zorn’schen Lemmas zeigen, die man
dann auch das „Lemma von Nakayama“ nennt. Wenn ich die Unterscheidung be-
tonen will, nenne ich sie das kommutative Nakayamalemma und nenne die hier
bewiesene Aussage 8.3.6.3 das nichtkommutative Nakayamalemma.

Beweis. Wäre M 6= 0, so gäbe es nach 8.2.2.8 einen Untermodul N ⊂ M mit
M/N einfach und folglich J(R)(M/N) = 0 alias J(R)M ⊂ N und a forteriori
J(R)M 6= M .

8.3.6.5 (Jacobsonradikal eines Rings endlicher Länge). SeiR ein Ring, der von
endlicher Länge ist als Linksmodul über sich selber. So ist J(R) offensichtlich ein
nilpotentes zweiseitiges Ideal, in Formeln J(R)n = 0 für n� 0, ja für n ≥ lR(R).
Umgekehrt muß jedes Linksideal J , das aus nilpotenten Elementen besteht, jeden
einfachen Modul annullieren, denn aus JL 6= 0 folgt erst die Existenz von x ∈ J
und m ∈ L mit xm 6= 0 und dann die Existenz von r ∈ R mit (rx)m = m im
Widerspruch zu (rx) ∈ J . Mithin ist in diesem Fall J(R) daß größte Linksideal
von R, das aus nilpotenten Elementen besteht.
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8.3.6.6 (Ringe endlicher Länge mit Jacobsonradikal Null). Ein Ring R, der
von endlicher Länge ist als Linksmodul über sich selber und dessen Jacobsonra-
dikal verschwindet, muß halbeinfach sein. In der Tat findet man dann Elemente
einfacher Moduln m1 ∈ L1, . . . ,mt ∈ Lt derart, daß das Daranmultiplizieren an
(m1, . . . ,mt) ∈ L1 ⊕ . . . ⊕ Lt eine Injektion R ↪→ L1 ⊕ . . . ⊕ Lt induziert, und
dann ist R nach 8.2.3.6 halbeinfach als Untermodul eines halbeinfachen Moduls.

8.3.6.7 (Die Spurform und ihre Eigenschaften). Sei k ein Körper. Auf jeder
endlichdimensionalen k-Algebra A können wir die Linearform

Tr : A → k
a 7→ tr((a·)|A)

betrachten und die Spurform A× A 7→ k erklären durch

(a, b)tr := tr
(
(a·) ◦ (b·)|A

)
Man prüft leicht (a, b)tr = (b, a)tr. Ist unsere Algebra assoziativ, so haben wir
(a, b)tr = Tr(ab) und (ax, b)tr = (a, xb)tr für alle a, b, x ∈ A. Daraus folgt, daß
das Radikal J der Spurform einer assoziativen Algebra stets ein zweiseitiges Ideal
ist. Da die Spur nilpotenter Endomorphismen Null ist und da das Jacobsonradikal
einer endlichdimensionalen Ringalgebra nach 8.3.6.5 aus nilpotenten Elementen
besteht, muß im Fall einer endlichdimensionalen RingalgebraA das Jacobsonradi-
kal J(A) stets im Radikal der Spurform enthalten sein, in Formeln J(A) ⊂ J . Ins-
besondere ist jede endlichdimensionale Ringalgebra mit nichtausgearteter Spur-
form nach 8.3.6.6 halbeinfach. In Charakteristik Null gilt nach 8.3.6.12 sogar die
Umkehrung.

Vorschau 8.3.6.8. Im Fall endlichdimensionaler Liealgebren spezialisiert unsere
Spurform zur sogenannten Killingform 24.1.6.7.

Vorschau 8.3.6.9. Etwas allgemeiner gelingt die Definition von Spurform und
Spur auch noch für Ringalgebren über allgemeineren Kringen k, die endlich er-
zeugt und projektiv sind als k-Moduln. Wir diskutieren das in 7.8.5.1.

Ergänzung 8.3.6.10. Auf jeder endlichdimensionalen AlgebraA über einem Körper
k könnten wir zusätzlich zur Linearform Tr : a 7→ tr((a·) : A→ A) a priori auch
noch die Linearform a 7→ tr((·a) : A → A) betrachten und so eine Variante der
Spurform erhalten. Ich kenne jedoch keinen Fall, in dem man mit dieser Variante
einen Zusatznutzen erzielen könnte.

Beispiel 8.3.6.11. Sei k ein Körper. Auf der k-Algebra A = Mat(n; k) wird die
Spur nach 3.2.6.18 beschrieben durch die Formel Tr(M) = n tr(M) für die übli-
che Spur tr : Mat(n; k)→ k aus der linearen Algebra.
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Proposition 8.3.6.12 (Spurkriterium für Halbeinfachkeit). Eine endlichdimen-
sionale Ringalgebra über einem Körper der Charakteristik Null ist genau dann
halbeinfach, wenn ihre Spurform nichtausgeartet ist.

8.3.6.13. Insbesondere ist eine halbeinfache endlichdimensionale Ringalgebra über
einem Körper der Charakteristik Null halbeinfach genau dann, wenn sie unter ei-
ner und jeder Körpererweiterung des Grundkörpers halbeinfach wird. In Formeln
ist also A halbeinfach genau dann, wenn K ⊗k A halbeinfach ist für K/k eine
beliebige Körpererweiterung und char k = 0. Ebenso folgt, daß gegeben zwei
halbeinfache endlichdimensionale Ringalgebren A,B über einem Körper k der
Charakteristik Null auch die Ringalgebra A ⊗k B halbeinfach ist, denn Orthogo-
nalbasen der jeweiligen Algebren bezüglich der Spurform liefern unmittelbar eine
Orthogonalbasis ihres Tensorprodukts. Ein Gegenbeispiel in positiver Charakte-
ristik gibt 6.6.1.1, wo wir eine endliche Körpererweiterung L/K angeben derart,
daß der Ring L⊗K L von Null verschiedene nilpotente Elemente hat.

Beweis. Es bleibt nur noch zu zeigen, daß jede halbeinfache Ringalgebra endli-
cher Dimension über einem Körper der Charakteristik Null eine nichtausgeartete
Spurform hat. Nach 6.2.9.26 ist aber ein Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen Vektorraums über einem Körper der Charakteristik Null nilpotent genau
dann, wenn die Spuren aller seiner echten Potenzen verschwinden. Man zeigt da-
mit leicht, daß unser Radikal J der Spurform im Fall der Charakteristik Null das
größte Linksideal ist, das aus nilpotenten Elementen besteht, also nach 8.3.6.5
das Jacobsonradikal. Ist das aber Null, so ist unsere Ringalgebra halbeinfach nach
8.3.6.6.

8.3.6.14 (Einfache Moduln und Erweiterung des Grundkörpers). Seien k ein
Körper und A eine Ringalgebra über k und L ein einfacher A-Modul. Gegeben
eine Körpererweiterung K/k muß LK := L ⊗k K kein einfacher, ja noch nicht
einmal ein halbeinfacher Modul überAK := A⊗kK sein, wie das Beispiel 6.6.1.1
zeigt. Ist jedoch L endlichdimensional über k, so ist das Bild B ⊂ Endk L von
A halbeinfach nach 8.3.5.9 und sind wir zusätzlich in Charakteristik Null, so ist
auch BK halbeinfach nach 8.3.6.13 und damit ist LK halbeinfach als BK-Modul
und a forteriori als AK-Modul.

8.3.6.15 (Einfache Moduln und Galoiserweiterungen). Seien A eine Ringalge-
bra über einem Körper k und K/k eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Γ.
Sei weiter L ein einfacher A-Modul derart, daß LK ein halbeinfacher AK-Modul
ist. So ist operiert Γ durch k-lineare Ringautomorphismen auf AK und für γ ∈ Γ
ist id⊗γ−1 : LK

∼→ LK ein Isomorphismus

resγLK
∼→ LK
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zwischen dem mit id⊗γ : AK → AK restringierten AK-Modul LK und LK
selbst. Ist der einfacheAK-ModulE ein direkter Summand von LK , so ist folglich
auch resγE ein direkter Summand von LK und kommt mit derselben Vielfachkeit
vor wieE. Darüberhinaus müssen alle einfachen Summanden desAK-Moduls LK
gewisse resγE für unser festes E sein, da die Summe aller zugehörigen isotypi-
schen Komponenten von LK ein Γ-stabiler AK-Untermodul ist, der nach 6.6.4.7
durch Erweiterung der Skalare aus einemA-Untermodul von L hervorgehen muß.
Als AK-Modul besitzt LK mithin eine Zerlegung der Gestalt

LK ∼= E⊕n1 ⊕ E⊕n2 ⊕ . . .⊕ E⊕nr

mit n, r ≥ 1 und einfachen AK-Moduln Ei derart, daß es für beliebige i, j min-
destens ein Element γ der Galoisgruppe gibt mit Ei ∼= resγEj . Nehmen wir nun
zusätzlich dimk L < ∞ an, so ist L auch endlichdimensional über seinem Endo-
morphismenschiefkörper D := EndA L und für m := dimD L und d := dimkD
finden wir dm = dimk L sowie EndD L ∼= Mat(m;D)opp. Für Di := EndAKEi
der Endomorphismenschiefkörper von Ei finden wir durch Erweiterung der Ska-
lare weiter

DK
∼= EndAKLK

∼= EndAKE
⊕n
1 × . . .× EndAKE

⊕n
r

∼= Mat(n;D1)× . . .×Mat(n;Dr)

Sicher haben alle Di dieselbe K-Dimension d1 := dimK D1 und damit gilt dann
d = dimK DK = rn2d1 sowie m = (dimk L)/rn2d1.

8.3.6.16 (Jacobsonradikal und Erweiterung der Skalare). Ist k ein Körper der
Charakteristik Null und A eine endlichdimensionale k-Ringalgebra, so vertauscht
das Bilden des Jacobson-Radikals mit beliebigen Körpererweiterungen, das Pro-
dukt induziert also genauer einen Isomorphismus

J(A)⊗k K
∼→ J(A⊗k K)

In der Tat ist J(A) ein nilpotentes zweiseitiges Ideal und folglich ist auch J(A)⊗k
K ein nilpotentes zweiseitiges Ideal inA⊗kK und folglich enthalten im Jacobson-
Radikal J(A ⊗k K). Andererseits ist A/J(A) halbeinfach und nach 8.3.6.13 ist
damit auch (A/J(A))⊗k K halbeinfach und die Behauptung folgt.

8.3.6.17. Seien k ein Körper der Charakteristik Null und A eine endlichdimen-
sionale k-Ringalgebra derart, daß A/J(A) = D1 × . . . × Dr ein Produkt von
Schiefkörpern ist. Die einfachen A-Moduln sind also gewisse L1, . . . , Lr und de-
ren Endomorphismenschiefkörper sind die Di und sind Pi � Li projektive De-
cken der Li, so gibt es einen nicht eindeutigen Isomorphismus A ∼→ P1⊕ . . .⊕Pr
von A-Moduln, der hinwiederum einen Isomorphismus

Aopp ∼→ EndA(P1 ⊕ . . .⊕ Pr)
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induziert. Unter Erweiterung der Skalare, angegeutet durch einen Querstrich, wird
er ein Isomorphismus

Āopp ∼→ EndĀ(P̄1 ⊕ . . .⊕ P̄r)

und P̄ � L̄ ist auch eine projektive Decke. Im Fall einer Galoiserweiterung wis-
sen wir aus 8.3.6.15, daß L̄ über Ā eine Zerlegung der Gestalt

L̄
∼→ E⊕n1 ⊕ E⊕n2 ⊕ . . .⊕ E⊕nd

hat mit n, d ≥ 1 und einfachen Ā-Moduln Ei derart, daß es für beliebige i, j min-
destens ein Element γ der Galoisgruppe gibt mit Ei ∼= resγEj . Wir finden eine
endliche Galoiserweiterung derart, daß alle Ei den Körper K als Endomorphis-
menring haben. Dann finden wir auch einen Lift zu einem Isomorphismus von
Ā-Moduln

P̄
∼→ Q⊕n1 ⊕Q⊕n2 ⊕ . . .⊕Q⊕nd

mit Qi � Ei jeweils einer projektiven Decke, und auch der ist unkanonisch.

Übungen

Übung 8.3.6.18. Gegeben A ⊃ I eine endlichdimensionale Algebra mit einem
Ideal stimmt die Spurform von I , aufgefaßt als eigenständige Algebra, überein
mit der Einschränkung der Spurform von A auf I .

Übung 8.3.6.19. Gegeben ein Endomorphismus eines endlichdimensionalenZ/2Z-
graduierten k-Vektorraums alias Supervektorraums V = V0⊕V1 erklärt man die
Superspur str : End(V )→ k in hoffentlich selbsterklärender Notation durch die
Formel

str(A) := tr(A0
0)− tr(A1

1)

Man zeige, daß auch eine endlichdimensionale Z/2Z-graduierte k-Ringalgebra
A mit nichtausgearteter Superspurform (a, b) 7→ str(ab : A → A) halbeinfach
ist als Ring. Hinweis: Man kopiere das Argument aus 8.3.6.7. Im übrigen ist die
Superspurform nicht symmetrisch, sondern „supersymmetrisch“. Für ein syste-
matisches Verständnis dieser Vorzeichen mag man mit der „Multikategorie der
Supervektorräume“ 18.3.4.14 arbeiten.

8.3.7 Erzeugende und Relationen für Ringalgebren**
8.3.7.1. Gegeben ein Kring k und eine Menge I definiert man die freie k-Ringal-
gebra Ralg0

k I über I als den Monoidring über k nach 8.1.2.5 des freien Monoids
über I nach 16.2.5.2, in Formeln

Ralg0
k I := k〈Mon0 I〉
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Salopp gesprochen kann man diese freie Ringalgebra verstehen als einen „Poly-
nomring in den nicht-kommutierenden Variablen (Xi)i∈I“. Wir notieren sie auch

kb′X1, X2, . . . , Xnc = kbX1, X2, . . . , Xnc

im Fall endlich vieler Variablen oder kb′Xi|i ∈ Ic = kb′!Ic im allgemeinen.
Die unfertigen Klammern sollen andeuten, daß nichtkommutierende Variablen ge-
meint sind. Das „Freiheitsstrichlein“ bedeutet wie in 6.3.5.1 vereinbart die Freiheit
der Erzeuger. Die kanonische Einbettung can : I → Ralg0

k I hat dann die univer-
selle Eigenschaft, daß für jede weitere k-Ringalgebra B das Vorschalten von can
eine Bijektion

Ralgk(Ralg0
k I, B)

∼→ Ens(I, B)

zwischen Homomorphismen von k-Ringalgebren und Abbildungen von Mengen
induziert. Jede Abbildung von der Menge I in eine k-Ringalgebra B faktorisiert
also eindeutig über einen Homomorphismus von k-Ringalgebren Ralg0

k I → B,
im Diagramm

I
can //

ϕ

""FFFFFFFFFF Ralg0
k I

ϕ̃

���
�
�

B

8.3.7.2. Gegeben ein Kring k, eine Menge I und eine Teilmenge R ⊂ Ralg0
k I der

freien k-Ringalgebra über I bezeichnen wir den Quotienten

(Ralg0
k I)/〈R〉

nach dem von R erzeugten Ideal auch als die von der Menge I mit den Rela-
tionen R erzeugte k-Ringalgebra. In der Literatur spricht man meist etwas un-
scharf von der „von der Menge I mit den Relationen R erzeugten k-Algebra“. Oft
schreibt man Relationen auch in der Form a = b mit Elementen a, b ∈ Ralg0

k I .
Damit ist gemeint, daß die Differenz a− b unserer beiden Elemente zu R gehören
soll.

Beispiel 8.3.7.3. Ist k ein Körper und B ⊂ V eine Basis eines k-Vektorraums V ,
so kann die äußere Algebra

∧
V von V aus 4.7.9.6 beschrieben werden als die

von der Menge B mit den Relationen b2 = 0 erzeugte k-Ringalgebra. Genauer
induziert die Abbildung B →

∧
V, b 7→ b ∈

∧1 V einen Isomomorphismus von
k-Ringalgebren

(Ralg0
k B)/〈b2 | b ∈ B〉 ∼→

∧
V

Beispiel 8.3.7.4. Der Polynomring über einem Kring k in Variablen X1, . . . , Xn

ist die von den Variablen Xi mit den Relationen XiXj = XjXi erzeugte k-
Ringalgebra.
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Übungen

Übung 8.3.7.5. Gegeben eine Menge I und ein Körper k ist unser Monoidring
k〈Mon0 I〉 zum freien Monoid Mon0 I über I aus 16.2.5.2 isomorph zur Tensoral-
gebra T(k〈I〉) über dem freien Vektorraum über I im Sinne von 4.7.9.7. Genauer
haben die offensichtlichen Abbildungen I → k〈Mon0 I〉 und I → T(k〈I〉) beide
dieselbe universelle Eigenschaft: Für jede k-RingalgebraA induziert ihr Vorschal-
ten Bijektionen

Ralgk(k〈Mon0 I〉, A)
∼→ Ens(I, A) und Ralgk(T(k〈I〉), A)

∼→ Ens(I, A)

Übung 8.3.7.6 (Freier Ring über einer Menge unter einem gegebenen Ring).
Gegeben ein Ring R mag man die Kategorie RingR der „Ringe unter R“ be-
trachten. Objekte sind Ringe A mit einem ausgezeichneten Ringhomomorphis-
mus R → A. Auch für diese Kategorie hat das Bilden der zugrundeliegenden
Menge RingR → Ens einen Linksadjungierten. Ein mögliche Konstruktion die-
ses Linksadjungierten besteht darin, für jedes Wort in I der Länge l die (l + 1)-te
Tensorpotenz von R über Z zu betrachten und die direkte Summe aller dieser
Tensorpotenzen zu bilden, in Formeln die abelsche Gruppe

R|Ic :=
∞⊕
n=0

⊕
(i1,...,in)∈In

R⊗(n+1)

Als Produkt zweier Tensoren erklärt man das Zusammentensorieren über R in der
Tensorpotenz zum verknüpften Wort. Mit dem Ringhomomorphismus R→ R|Ic
gegeben durch Interpretation eines Ringelements als Tensor zu n = 0 und der Ab-
bildung I → R|Ic gegeben durch i 7→ (1⊗1) im Summanden zum Index i ∈ I hat
dannR|Ic die gewünschte universelle Eigenschaft. Ein Tensor r1⊗r2⊗ . . .⊗rn+1

zum Index (i1, . . . , in) ist dann in R|Ic das Produkt r1i1r2 . . . inrn+1, wobei wir
genau genommen unter den Faktoren die Bilder der rν und iν in R|Ic verstehen.
Die Notation R|Ic soll andeuten, daß im Gegensatz zu RbIc die Variablen noch
nicht einmal mit den Ringelementen kommutieren müssen.

8.3.8 Tensorkalkül für Darstellungen*

8.3.8.1. Für manche Allgemeinheiten erweist es sich als sinnvoll, die noch allge-
meinere Situation eines Moduls V über einem Ring k mitsamt einer Abbildung
ρ : Ω → Endk(V ) einer beliebigen Menge Ω in seinen Endomorphismenring zu
betrachten. Solch ein Paar (V, ρ) heißt eine Darstellung der Menge Ω über dem
Ring k. Man überlegt sich leicht, daß das dasselbe ist wie eine Darstellung über k
des freien Monoids Mon0 Ω über der Menge Ω.
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8.3.8.2. Die Darstellungstheorie von Gruppen, Monoiden oder Mengen ist zum
Teil das Studium der Moduln über speziellen Ringen, eben den entsprechenden
Gruppenringen, Monoidringen oder Monoidringen des freien Monoids über einer
gegebenen Menge. Die Begriffe einfach, halbeinfach, isotypische Komponente,
isotypische Zerlegung, Länge und viele mehr bleiben so auch für Darstellungen
von Gruppen, Monoiden und sogar Mengen sinnvoll. Zusätzlich können wir für
Darstellungen von Monoiden über kommutativen Ringen jedoch multilineare Ab-
bildungen erklären und erhalten so die viel reichhaltigere Struktur einer Schmelz-
kategorie mit stabil universellen Verschmelzungen, ja im Fall einer Gruppe sogar
mit Multihom. Das soll im folgenden ausgeführt werden.

8.3.8.3. Gegeben r ≥ 0 und Darstellungen W1, . . . ,Wr, V eines Monoids oder
gar einer Menge G über einem Kring k verstehen wir unter einer Verschmelzung
von Darstellungen eine multilineare Abbildung ϕ : W1 × . . . ×Wr → V , die
G-äquivariant ist in dem Sinne, daß gilt ϕ(gw1, . . . , gwr) = gϕ(w1, . . . , wr) für
alle wi ∈ Wi und g ∈ G. Wir verwenden für die Gesamtheit aller derartigen
Abbildungen wie in 4.6.2.2 die beiden Notationen

Modk,G(W1 g . . .gWr, V ) = Hom
(r)
k,G(W1 × . . .×Wr, V )

Insbesondere liefert im Fall r = 0 das Auswerten auf dem einzigen Punkt ∗ des
leeren Produkts eine Bijektion Modk,G(g, V ) = Homk,G(∗, V )

∼→ V G alias ei-
ne Bijektion zwischen den Mengen der G-äquivarianten 0-linearen Abbildungen
in eine Darstellung und der Menge der G-invarianten Vektoren unserer Darstel-
lung. Unsere Multiverknüpfung multilinearer Abbildungen 4.6.2.3 induziert eine
Multiverknüpfung von Verschmelzungen von Darstellungen. Unsere universellen
Verschmelzungen

τ : W1 × . . .×Wr → W1 ⊗ . . .⊗Wr

aus 4.6.1.1 im Fall eines Körpers k und aus 7.2.6 im Allgemeinen werden G-
äquivariant mit derjenigen G-Operation auf dem Tensorprodukt, die für g ∈ G
gegeben wird durch g(w1⊗ . . .⊗wr) := gw1⊗ . . .⊗gwr im Fall r ≥ 1 und durch
die triviale Operation auf dem leeren Tensorprodukt k im Fall r = 0. Es ist dann
klar, daß diese Verschmelzungen von Darstellungen τ in das Tensorprodukt in der
Weise universell sind, daß das Vorschalten von τ für jede weitere Darstellung V
eine Bijektion

Modk,G(W1 ⊗ . . .⊗Wr, V )
∼→ Modk,G(W1 g . . .gWr, V )

liefert. Im Fall r = 0 spezialisiert das unter unseren ganzen Identifikationen zu
der durch das Auswerten bei 1 ∈ k gegebenen Bijektion Modk,G(k, V )

∼→ V G.
In anderen Worten ist unsere Einsdarstellung k versehen mit der durch ∗ 7→ 1
erklärten Leerverschmelzung das Einsobjekt unserer Schmelzkategorie.
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8.3.8.4 (Internes Hom von Gruppendarstellungen). Seien k ein Kring und G
eine Gruppe und U, V,W Darstellungen von G über k. Erklären wir eine Opera-
tion von G auf Homk(V,W ) durch die Vorschrift gf := ρW (g) ◦ f ◦ ρV (g−1)
für g ∈ G und f ∈ Homk(V,W ), so induziert die offensichtliche Bijektion
Modk(U g V,W )

∼→ Modk(U,Homk(V,W )) eine Bijektion

Modk,G(U g V,W )
∼→ Modk,G(U,Homk(V,W ))

Die definitorische Gleichheit Modk,G(V,W ) = Homk(V,W )G von Homomor-
phismen von Darstellungen und G-Invarianten in der Darstellung auf dem Raum
aller linearen Abbildungen kann man dann auch als die Verknüpfung von kanoni-
schen Isomorphismen

Modk,G(V,W )
∼→ Modk,G(k,Homk(V,W ))

∼→ Homk(V,W )G

verstehen, von denen der Erste von 4.6.2.4 herkommt und der Letzte von 8.3.8.3.
Vorschau 8.3.8.5 (Darstellungen als Schmelzkategorie). In der in 18.1.3.2 ein-
geführten Terminologie kann man die vorhergehenden Bemerkungen dahinge-
hend zusammenfassen, daß die Darstellungen eines Monoids, ja einer Menge G
über einem Kring k eine Schmelzkategorie Modk,G mit stabil universellen Ver-
schmelzungen bilden. Ist unser Monoid G eine Gruppe, so hat unsere Schmelzka-
tegorie zusätzlich internes Hom im Sinne von 18.1.4.3. Die definitorische Gleich-
heit Modk,G(V,W ) = Homk(V,W )G wird dann ein Spezialfall der natürlichen
BijektionM(V,W )

∼→M(f, VVW ) aus 18.1.4.9 zwischen Einsverschmelzun-
gen und Leerverschmelzungen in das interne Hom-Objekt.

8.3.9 Vertwistete Monoidringe*
8.3.9.1. Seien A ein Ring und G ein Monoid, das durch Ringhomomorphismen
auf A operiert. Formal nehmen wir also an, daß wir einen Monoidhomomorphis-
mus σ : G → Ring(A) ausgezeichnet haben. Unter diesen Annahmen erklären
wir die Kategorie

ModA,σ,G = A -ModG = A -Mod(G,σ)

der G-äquivarianten A-Moduln als die Kategorie aller Paare (M, τ), die beste-
hen aus einem A-Modul M und einer G-Operation τ : G → Ab(M) auf der
abelschen Gruppe M mit der Eigenschaft, daß die Multiplikation mit Skalaren
eine G-äquivariante Abbildung

A×M →M

ist. In Formeln fordern wir also x(am) = xaxm für alle x ∈ G, a ∈ A und m ∈M
und verwenden dabei die Notationen xa := (σ(x))(a) und xm := (τ(x))(m).
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Ergänzung 8.3.9.2 (Äquivariante Moduln als Schmelzkategorie). Gegeben ein
Kring A mit der Operation eines Monoids G erhalten wir auf diese Weise sogar
eine Schmelzkategorie im Sinne von 18.1.3.2 mit multilinearen G-äquivarianten
Abildungen als Verschmelzungen. Der mit dieser Begrifflichkeit vertraute Leser
wird unschwer zeigen können, daß diese Schmelzkategorie stabil universelle Ver-
schmelzungen hat und, wenn G eine Gruppe ist, sogar internes Hom.

Beispiel 8.3.9.3. Ist K ein Körper und Γ ⊂ Aut(K) eine endliche Untergrup-
pe seiner Automorphismengruppe und k := KΓ deren Fixkörper, so liefert das
Bilden der Γ-Invarianten eine Äquivalenz von Schmelzkategorien

K -ModΓ ≈→ k -Mod

Das ist im wesentlichen die Aussage von Hilbert’s Satz 90 aus 6.6.4.4 und gilt
immer noch nach 6.6.4.4 sogar stärker für beliebige GaloiserweiterungenK/k mit
Galoisgruppe Γ, wenn wir die Galoisgruppe mit ihrer Krulltopologie versehen und
nur solche äquivarianten ModulnM betrachten, für die die Operation Γ×M →M
stetig ist in Bezug auf die Krulltopologie auf Γ und die diskrete Topologie auf M .

8.3.9.4. Operiert ein Monoid G auf einem Ring A, geben wir also einen Mo-
noidhomomorphismus σ : G → Ring(A) vor, so bilden wir den vertwisteten
Monoidring

Ao〈G〉 = Aσ〈G〉 = Aσ〈′!G〉

Als additive Gruppe nehmen wir dem üblichen Monoidring. Er besteht mithin aus
allen AbbildungenG→ Amit endlichem Träger oder besser kompakt getragenen
Maßen, die wir schreiben als formale Linearkombinationen

∑
y ayy mit ay 6= 0

für höchstens endlich viele y ∈ G. Um die Multiplikation zu erklären, vereinbaren
wir für die Operation unseres Monoids die Notation xa := (σ(x))(a) und erklären
die Multiplikation durch die Vorschrift (ax)(by) := (a xb)(xy) für a, b ∈ A und
x, y ∈ G. Es ist leicht zu sehen, daß wir einen Isomorphismus von Kategorien

Ao〈G〉 -Mod
∼→ A -Mod(G,σ)

zwischen der Kategorie der Moduln über dem vertwisteten Monoidring und der
Kategorie der G-äquivarianten A-Moduln erhalten, indem wir die Operation von
Ao〈G〉 einschränken zu Operationen von A und von G.

Beispiel 8.3.9.5. In 6.6.1.3 erklären wir für jede endliche Galoiserweiterung K/k
mit Galoisgruppe Γ einen Isomorphismus von k-Ringalgebren

Ko〈Γ〉 ∼→ EndkK

In 7.2.3.17 diskutieren wir eine Äquivalenz k -Mod
≈→ Mat(n; k) -Mod von Ka-

tegorien, die in unserer Situation und in koordinatenfreier Schreibweise zu einer
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Äquivalenz k -Mod
≈→ (EndkK) -Mod mit M 7→ K ⊗k M spezialisiert. Unse-

re Äquivalenzen aus 8.3.9.3 und 8.3.9.4 fügen sich in diesem Fall zusammen zu
einem bis auf eine natürliche Isotransformation kommutativen Viereck

K -ModΓ ≈ //

o
��

k -Mod
∼

rz llllllllllllll

llllllllllllll

oo
��

Ko〈Γ〉 -Mod ∼ // (EndkK) -Mod

aus Isomorphismen und Äquivalenzen von Kategorien. Die fragliche Isotransfor-
mation bilden dabei die durch Multiplikation gegebenen Isomorphismen K ⊗k
MΓ ∼→M .

8.3.9.6 (Diskussion der Terminologie). Viele Autoren bezeichnen unseren ver-
twisteten Gruppenring als Smashprodukt und notieren ihn A#Z[G].

Übungen

8.3.9.7. Man schreibe Beweise zu den in diesem Abschnitt aufgestellten Behaup-
tungen aus.
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8.4 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

8.4.1 Halbeinfachkeit von Gruppenringen
Satz 8.4.1.1 (von Maschke). Ist G eine endliche Gruppe und k ein Körper mit
|G|k 6= 0, so ist jede Darstellung von G über k eine direkte Summe von einfachen
Unterdarstellungen.

8.4.1.2. Insbesondere ist unter den Annahmen des Satzes von Maschke der Grup-
penring halbeinfach. Die Bedingung |G|k 6= 0 bedeutet ausformuliert, daß die
Charakteristik von k nicht die Gruppenordnung |G| teilt. Wir sprechen dann auch
vom Fall nichtteilender Charakteristik.

8.4.1.3. Im Fall der einelementigen Gruppe stimmt das schon mal: Jeder Vektor-
raum ist eine direkte Summe von eindimensionalen Teilräumen. Eine Darstellung,
die eine direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen ist, nennt man halb-
einfach oder vollständig reduzibel. Gleichbedeutend ist, daß sie einem halbein-
fachen Modul über dem Gruppenring entspricht. Unser Satz gilt mit demselben
Beweis auch für einen Schiefkörper k. Beispiel 8.1.1.18 zeigt, daß er im allge-
meinen nicht mehr gilt, wenn die Charakteristik die Gruppenordnung teilt.

Beweis für endlichdimensionale Darstellungen über R oder C. In diesen Fällen
benutzen wir:

Lemma 8.4.1.4. Gegeben eine Darstellung V überR oderC der endlichen Grup-
pe G gibt es auf V ein G-invariantes Skalarprodukt.

Beweis. Ist b : V × V → C irgendein Skalarprodukt, so liefert die Formel

(v, w) =
∑
g∈G

b(gv, gw)

ein G-invariantes Skalarprodukt, als da heißt, ein Skalarprodukt mit der Eigen-
schaft (gv, gw) = (v, w) ∀g ∈ G.

Ist nun W ⊂ V eine endlichdimensionale Unterdarstellung, so ist auch ihr or-
thogonales Komplement W⊥ ⊂ V unter einem invarianten Skalarprodukt eine
Unterdarstellung und wir haben V = W ⊕W⊥ nach 4.1.3.18. Induktiv zeigt man
so, daß jede endlichdimensionale Darstellung V in eine direkte Summe von ein-
fachen Unterdarstellungen zerfällt.

Beweis im allgemeinen. Wir müssen nur zeigen, daß es für jede Unterdarstellung
W ⊂ V einer endlichdimensionalen Darstellung V von G ein Komplement gibt,
als da heißt eine Unterdarstellung D ⊂ V mit V = W ⊕ D. Dann sind wir
fertig mit vollständiger Induktion über die Dimension im endlichdimensionalen
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Fall und mit der entsprechenden Charakterisierung 8.2.3.4 halbeinfacher Moduln
im allgemeinen. Ist nun i : W ↪→ V eine Unterdarstellung, so finden wir nach
3.2.10.2 eine k-lineare Abbildung π : V → W mit π ◦ i = idW . Die lineare
Abbildung

ψ =
1

|G|
∑
g∈G

g ◦ π ◦ g−1

in Hom(V,W ) ist dann sogar ein Homomorphismus von Darstellungen ψ : V →
W mit ψ ◦ i = idW . Ihr Kern kerψ ist folglich eine Unterdarstellung von V mit
V = W ⊕ kerψ.

8.4.1.5. Ich will den vorhergehenden Beweis nocheinmal von einem anderen Stand-
punkt aus diskutieren und dazu neue Konzepte einführen, die uns auch an anderer
Stelle noch nützlich sein werden.

Definition 8.4.1.6. Sind V,W Darstellungen einer Gruppe G über einem Körper
k, so machen wir den Raum Homk(V,W ) aller k-linearen Abbildungen von V
nachW selbst zu einer Darstellung vermittels der Vorschrift (gf)(v) = g(f(g−1v))
oder, anders geschrieben,

gf = g ◦ f ◦ g−1

Wir nennen diese Operation der Gruppe auf dem Hom-Raum die Operation durch
Konjugation.

8.4.1.7. Man sieht sofort, daß die Invarianten im Raum aller linearen Abbildun-
gen von einer Darstellung V in eine Darstellung W unter der Operation durch
Konjugation genau die Homomorphismen von Darstellungen sind, in Formeln

Homk(V,W )G = HomkG(V,W )

Im vorhergehenden Beweis haben wir schlicht über die Bahn von π im Hom-
Raum gemittelt und so einen G-invarianten Homomorphismus von Vektorräumen
alias einen Homomorphismus von Darstellungen erhalten. Analoga dieser Kon-
struktionen gibt es in jeder Schmelzkategorie, vergleiche 8.3.8.4.
Ergänzung 8.4.1.8. Ist noch allgemeiner V eine Darstellung einer Gruppe G und
W eine Darstellung einer Gruppe H , so erhalten wir eine natürliche Operation
von G×H auf Homk(V,W ) durch die Vorschrift

(g, h)f = ρW (h) ◦ f ◦ ρV (g−1) = h ◦ f ◦ g−1

Unsere Definition ergibt sich im Fall H = G durch Einschränken der (G × G)-
Operation auf dem Hom-Raum vermittels der diagonalen EinbettungG ↪→ G×G,
g 7→ (g, g). Wir nennen sie präziser die Operation durch Konjugation auf dem
Hom-Raum, um sie zu unterscheiden von der Operation durch Nachschalten
g : f 7→ ρW (g) ◦ f und der Operation durch Vorschalten g : f 7→ f ◦ ρV (g−1).
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8.4.1.9 (Zerlegung in isotypische Anteile). Seien G eine endliche Gruppe, k ein
Körper nichtteilender Charakteristik, M eine Darstellung von G und irrk(G) ein
Repräsentantensystem für die Isomorphieklassen einfacher kG-Moduln. So liefert
die Einbettung der isotypischen Anteile nach 8.2.3.8 einen Isomorphismus⊕

E∈irrk(G)

ME
∼→M

Ergänzung 8.4.1.10. Gegeben ein komplexer Vektorraum V operiert die symme-
trische Gruppe Sn auf V ⊗n durch die Permutation von Tensoren. Die Zerlegung
in isotypische Komponenten

V ⊗n =
⊕

λ∈irrSn

(V ⊗n)λ

ist dann sogar eine Zerlegung in Unterdarstellungen von GL(V ). Ist W ein wei-
terer komplexer Vektorraum, so liefert das Tensorieren beider Zerlegungen eine
Zerlegung

(V ⊗W )⊗n =
⊕

λ,µ∈irrSn

(V ⊗n)λ ⊗ (W⊗n)µ

in eine Summe von unter GL(V ) × GL(W ) stabilen Teilräumen. Betrachten wir
auf beiden Seiten nur die unter Sn alternierenden Tensoren, so erhalten wir mit
dem ersten Isomorphismus nach 4.6.5.12 eine Zerlegung der äußeren Potenzen

n∧
(V ⊗W )

∼← (V ⊗W )⊗nsgn =
⊕

λ∈irrSn

(V ⊗n)λ ⊗ (W⊗n)λ⊗sgn

Diese Zerlegung heißt auch die Binet-Cauchy-Identität. Sie kann mithilfe unse-
rer Erkenntnisse 8.5.1.2 über einfache Darstellungen von symmetrischen Gruppen
auch noch konkreter ausgeschrieben werden.

Übungen

Übung 8.4.1.11. Ist G eine endliche Gruppe und k ein Körper, dessen Charak-
teristik die Gruppenordnung teilt, so besitzt die Unterdarstellung der konstanten
Funktionen im Gruppenring kein G-invariantes Komplement. Hinweis: Der zu
solch einer Zerlegung gehörige Projektor wäre nach 7.1.3.6 die Rechtsmultipli-
kation mit einem Element a des Gruppenrings, das einerseits einer von Null ver-
schiedenen konstanten Funktion entsprechen müßte und andererseits der Formel
a2 = a zu genügen hätte. Für die konstante Funktion a ∈ kG mit dem einzigen
Funktionswert c ∈ k gilt jedoch a2 = |G|ca.
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8.4.2 Gruppenringe endlicher Gruppen
8.4.2.1. Gegeben eine endliche Gruppe G nennen wir einen Körper k einen Spal-
tungskörper fürG, wenn alle einfachen Darstellungen vonG über k außer Skala-
ren keine weiteren Endomorphismen haben. Nach dem Dichtesatz ist dazu gleich-
bedeutend, daß der Gruppenring surjektiv auf den Ring der k-linearen Endomor-
phismen jeder einfachen Darstellung abbildet. Nach dem Schur’schen Lemma ist
jeder algebraisch abgeschlossene Körper ein Spaltungskörper. Da Ringe von qua-
dratischen Matrizen unter Körpererweiterung Ringe von quadratischen Matrizen
bleiben, ist jede Erweiterung eines Spaltungskörpers auch selbst ein Spaltungs-
körper. Offensichtlich besitzt jeder Körper eine endliche Erweiterung zu einem
Spaltungskörper, indem wir etwa alle Matrixeinträge von Repräsentanten der ein-
fachen Darstellungen über dem algebraischen Abschluß adjungieren.

8.4.2.2. Ich erinnere daran, daß wir uns in 8.1.2.8 vorgenommen hatten, auch
auf einer endlichen Gruppe G sorgfältig zwischen Funktionen und Maßen aus
kG = Maß!(G) zu unterscheiden. Ich notiere ζ ∈ Maß!(G) das Zählmaß, so daß
die Verknüpfung

Fun(G) ◦ inv // Fun(G)
·ζ //Maß!(G)

ein mit den natürlichen Operationen von G × Gopp verträglicher Isomorphismus
ist. Er ist die Umkehrabbildung des in 8.1.2.8 betrachtenen Homomorphismus inz,
den wir sogar für nicht notwendig endliche Gruppen erklärt hatten.

Satz 8.4.2.3 (Fouriertransformation für endliche Gruppen). SeienG eine end-
liche Gruppe, k ein Spaltungskörper und L1, . . . , Lr die einfachen Darstellungen
von G über k bis auf Isomorphismus.

1. Im Fall nichtteilender Charakteristik liefert die Operation einen Ringiso-
morphismus

ρ : kG
∼→ (Endk L1)× . . .× (Endk Lr)

2. Unter der Umkehrabbildung wird A ∈ EndkL für L = Li abgebildet auf
(dimL)(cA ◦ inv)ζ/|G| ∈ kG mit cA : g 7→ tr

(
ρL(g)A|L

)
;

3. Teilt die Charakteristik die Gruppenordnung, so ist ρ zumindest noch ein
surjektiver Ringhomomorphismus.

8.4.2.4. Der Gruppenring einer endlichen Gruppe über einem Spaltungskörper ei-
ner die Gruppenordnung nichtteilenden Charakteristik ist also in Worten isomorph
vermittels der durch die Operation gegebenen Abbildung zum Produkt der Endo-
morphismenringe der einfachen Darstellungen. Insbesondere ist er isomorph zu
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einem Produkt von Matrixringen. Gegeben B ∈ Mat(d; k) und Eij eine Basisma-
trix finden wir tr(BEij) = Bji. Aus diesem Grund heißt unsere Funktion cA aus
Teil 2 ein Matrixkoeffizient der Darstellung L.

Beweis. Der kG-Modul L1 ⊕ . . .⊕ Lr hat nach dem Schur’schen Lemma 8.3.2.1
den Endomorphismenring k× . . .×k. Die Surjektivität folgt damit aus dem Dich-
tesatz 8.3.3.1, angewandt auf den kG-Modul L1⊕ . . .⊕Lr mit seinem Endomor-
phismenring k × . . . × k, formal unter Verwendung der offensichtlichen Übung
7.1.3.17. Um die Injektivität zu zeigen bemerken wir, daß ja im Fall nichtteilender
Charakteristik nach Maschke kG selbst eine Summe von einfachen Unterdarstel-
lungen ist. Liegt also ein Element a ∈ kG im Kern unserer Abbildung, so ist
die Linksmultiplikation mit a die Nullabbildung auf kG und es folgt a = 0. Im
Fall nichtteilender Charakteristik folgt das auch unmittelbar aus der Halbeinfach-
heit des Gruppenrings nach Maschke und der Strukturtheorie halbeinfacher Ringe
8.3.5.4. Diese Argumentation hat den Vorteil, ohne den Dichtesatz auszukom-
men. Um die Umkehrabbildung zu bestimmen, beachten wir, daß alle Multipli-
kationen mit vom neutralen Element verschiedenen Gruppenelementen spurfreie
Endomorphismen des Gruppenrings liefern, wohingegen die Multiplikation mit
dem neutralen Element alias die Identität auf dem Gruppenring die Spur |G| hat.
Für c =

∑
c(x)δx ∈ kG folgt die Identität

|G|c(g−1) = tr
(
(δgc·)|kG

)
Sie gilt speziell auch für das Element cA ∈ kG mit ρ : cA 7→ A für A ∈ End(L)
und ein festes L = Li. Berechnen wir nun für dieses Element dieselbe Spur auch
auf der anderen Seite unseres Fourierisomorphismus, so erhalten wir die Identität

|G|cA(g−1) = tr((ρL(g)A·)|Endk L)

Gegeben eine Matrix M ∈ Mat(d; k) haben wir aber offensichtlich

tr
(
(M ·)|Mat(d; k)

)
= d tr(M)

Es folgt |G|cA(g−1) = (dimL) tr
(
ρL(g)A|L

)
und die Behauptung.

Ergänzung 8.4.2.5 (Isotypische Komponenten von links und rechts). Im Fall
nichtteilender Charakteristik zeigt der Satz, daß für jede einfache Darstellung L
einer endlichen GruppeG die L-isotypische Komponente des Gruppenrings kG in
seiner Eigenschaft als Linksmodul zusammenfällt mit der L∗-isotypischen Kom-
ponente des Gruppenrings kG in seiner Eigenschaft als Rechtsmodul, für die hof-
fentlich offensichtliche Struktur als Rechtsmodul auf dem Dualraum L∗. Das zei-
gen wir in 8.4.5.9 allgemeiner für jede endlichdimensionale einfache Darstellung
L einer beliebigen Gruppe G über einem beliebigen Körper k.
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Ergänzung 8.4.2.6 (Bezug zur Fouriertransformation der Analysis). Ist G eine
endliche und kommutative Gruppe, so ist jede einfache komplexe Darstellung von
G eindimensional und die Isomorphieklassen komplexer einfacher Darstellungen
von G entsprechen eineindeutig den Gruppenhomomorphismen G → C×. Unser
Isomorphismus aus dem Satz entspricht dann der kanonischen Fouriertransforma-
tion

M(G)→ Ens(Ĝ,C)

von komplexen Maßen auf G zu Funktionen auf Ĝ, die wir in 13.3.4.1 im all-
gemeineren Fall einer Fouriergruppe eingeführt hatten. Daß wir in unserem Satz
einen Ringhomomorphismus erhalten, verallgemeinert sich in diesem Fall zu Pro-
position 13.3.5.12 aus der Fouriertheorie, nach der unter der Fouriertransformati-
on die Faltung zweier Maße in das punktweise Produkt ihrer Fouriertransformier-
ten übergeht.

Beispiel 8.4.2.7 (Fouriertransformation für zyklische Gruppen). IstG = Z/nZ
zyklisch, so finden wir unsere diskrete Fouriertransformation bereits im chinesi-
schen Restsatz wieder, wie im folgenden Diagramm ausgeführt wird, das wir im
Anschluß diskutieren, vergleiche auch 8.1.2.14.

k[X]

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

����
k[X]/〈Xn − 1〉 ∼ //

o
��

kG

o
��∏

{ζ|ζn=1} k[X]/〈X − ζ〉 ∼ //
∏

L∈irrk G
Endk L

k × . . .× k︸ ︷︷ ︸
n Faktoren

∼
77oooooooooooooo

∼

hhQQQQQQQQQQQQQQQQ

Die universelle Eigenschaft des Polynomrings liefert sicher einen Homomorphis-
mus von k-Kringen k[X] → kG mit X 7→ e1̄ in der Notation 8.1.2.3. Sicher
liegt Xn − 1 im Kern und die universelle Eigenschaft des Restklassenrings indu-
ziert so die obere Horizontale unseres Diagramms. Die Basis X0, X1, . . . , Xn−1

des Restklassenrings geht dabei in die Standardbasis des Gruppenrings über, so
daß unsere obere Horizontale ein Isomorphismus sein muß. Ist k = k̄ algebra-
isch abgeschlossen und char k kein Teiler von n, so hat Xn − 1 nach 6.3.9.7 ge-
nau n paarweise verschiedene Nullstellen ζ1, . . . ζn in k und die Faktorisierung
Xn − 1 = (X − ζ1) . . . (X − ζn) zusammen mit dem chinesischen Restsatz
6.2.3.4 liefert den Isomorphismus in der linken Vertikale. Die rechte Vertikale
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ist dahingegen unsere Fouriertransformation 8.4.2.3. Da nun nach 8.3.2.4 jede
einfache Darstellung unserer abelschen Gruppe G über k eindimensional ist, ent-
sprechen diese einfachen Darstellungen eineindeutig den Gruppenhomomorphis-
men Z/nZ → k× alias nach 4.4.2.18 den n-ten Einheitswurzeln ζ1, . . . ζn. Die
Kommutativität unseres Diagramms folgt aus den Definitionen. In diesem Sinne
reduziert sich unser Satz 8.4.2.3 über die diskrete Fouriertransformation also im
Fall zyklischer Gruppen auf einen Spezialfall des chinesischen Restsatzes.

8.4.2.8. Der erste Teil in unserem Satz gilt analog für jede endlichdimensionale
halbeinfache Ringalgebra über einem algebraisch abgeschlossenen Körper. Die
Fouriertransformation im Fall endlicher zyklischer Gruppen läuft meist unter der
Bezeichnung diskrete Fouriertransformation.

Korollar 8.4.2.9. Gegeben G eine endliche Gruppe, k ein Spaltungskörper nicht-
teilender Charakteristik und L1, . . . , Lr die einfachen Darstellungen von G über
k bis auf Isomorphismus gilt

|G| = (dimL1)2 + . . .+ (dimLr)
2

Lassen wir die Einschränkung an die Charakteristik fallen, so gilt zumindest noch
die Abschätzung ≤.

Beweis. Offensichtlich mit dem Isomorphismus 8.4.2.3 der diskreten Fouriertrans-
formation.

Korollar 8.4.2.10. Gegeben eine endliche Gruppe G und ein Spaltungskörper k
nichtteilender Charakteristik gibt es bis auf Isomorphismus genausoviele einfache
Darstellungen unserer Gruppe über besagtem Körper wie Konjugationsklassen in
unserer Gruppe, in Formeln

| irrk(G)| = |G/ int(G)|

Beweis. Das Zentrum eines Gruppenrings kG besteht offensichtlich genau aus
den Funktionen G → k, die mit allen Gruppenelementen kommutieren, und da-
mit aus den Funktionen, die konstant sind auf Konjugationsklassen. Man nennt
sie Klassenfunktionen. Das Zentrum der anderen Seite in Satz 8.4.2.3 ist aber
nach den beiden anschließenden Übungen 8.4.2.23 und 8.4.2.24 offensichtlich
isomorph als k-Vektorraum zu einem Produkt von r Kopien des Grundkörpers
k × . . .× k.

Korollar 8.4.2.11 (Dimension einfacher Darstellungen und Charakteristik).
Ist k ein Spaltungskörper nichtteilender Charakteristik für eine endliche Gruppe
G, so teilt die Charakeristik auch keine der Dimensionen der einfachen Darstel-
lungen von G über k.



8.4. DARSTELLUNGSTHEORIE ENDLICHER GRUPPEN 1283

Beweis. Das folgt sofort aus unserer expliziten Beschreibung der inversen Abbil-
dung zur diskreten Fouriertransformation.

8.4.2.12. Seien G eine endliche Gruppe und k ein Spaltungskörper nichtteilender
Charateristik. Sei L eine einfache Darstellung von G. Nach unserer Fouriertrans-
formation 8.4.2.3 gibt es genau ein Element eL ∈ kG derart, daß eL durch die
Identität auf L operiert und durch Null auf jeder einfachen Darstellung M von G,
die nicht isomorph ist zu L, in Formeln

(eL· : M →M) =

{
id : M →M falls M ∼= L;
0 : M →M falls M einfach, M 6∼= L.

Dies Element eL nennen wir den Projektor zu L. Die Summe all dieser Projekto-
ren ist per definitionem die Eins des Gruppenrings.

Beispiel 8.4.2.13. Die Gruppe Z/2Z hat über jedem Körper k der Charakteristik
ungleich Zwei die beiden einfachen Darstellungen k+ und k−. Die zugehörigen
Projektoren sind ek+ = (δ0̄ + δ1̄)/2 und ek− = (δ0̄ − δ1̄)/2.

Beispiel 8.4.2.14. Der Projektor zur Einsdarstellung k hat stets die Gestalt ek =
|G|−1

∑
g∈G δg. In der Tat operiert dieses Element des Gruppenrings auf der Eins-

darstellung als die Identität und auf allen anderen einfachen Darstellungen als
Null, da diese außer der Null keinen unter G invarianten Vektor besitzen können.

Ergänzung 8.4.2.15. Die Projektoren zu den einfachen einfachen Darstellungen
einer endlichen Gruppe G im Fall nichtteilender Charakteristik lassen sich im
Gruppenring kG auch allein aus der Ringstruktur heraus beschreiben als die „pri-
mitiven zentralen Idempotenten“ im Sinne von 8.3.5.14.

Definition 8.4.2.16. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V einer Grup-
pe G über einem Körper k definiert man ihren Charakter χV : G→ k durch die
Vorschrift

χV (g) := tr(g|V )

8.4.2.17. Ich bestehe darauf, daß dieser Charakter eine Funktion χV ∈ Fun(G; k)
auf unserer Gruppe ist und nicht ein Element des Gruppenrings kG = Maß!(G; k).

8.4.2.18. Da nach 3.2.6.16 konjugierte Matrizen dieselbe Spur haben, sind Cha-
raktere stets Klassenfunktionen. Die Dimension einer Darstellung ist offensicht-
lich gerade der Wert ihres Charakters beim neutralen Element e ∈ G, in Formeln

(dimk V )k = χV (e)

Hier meinen wir links das Bild der Dimension unter dem eindeutig bestimm-
ten Ringhomomorphismus Z → k. Die Charaktere der einfachen Darstellungen
heißen die einfachen Charaktere oder auch abkürzend die Charaktere unserer
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Gruppe. Im Fall komplexer Darstellungen einer abelschen Gruppe sind das genau
die Gruppenhomomorphismen G → C×, weshalb unsere Terminologie hier mit
der in 13.2.7.8 eingeführten Terminologie verträglich ist.

Korollar 8.4.2.19 (Charakter-Projektor-Formel). Für jede endliche Gruppe G
und jeden Spaltungskörper k nichtteilender Charakteristik liefert der Charakter
einer einfachen Darstellung L ihren Projektor vermittels der Identität

eL =
dimL

|G|
(χL ◦ inv)ζ

Beispiel 8.4.2.20. Der Charakter der Einsdarstellung ist die konstante Funkti-
on Eins auf unserer Gruppe. Den zugehörigen Projektor kennen wir bereits aus
8.4.2.14 und das paßt.

Beweis. Wir müssen nur unsere allgemeine Formel für die Umkehrabbildung zur
diskreten Fouriertransformation aus 8.4.2.3 auf den Fall des Identitätsendomor-
phismus einer einfachen Darstellung anwenden.

Korollar* 8.4.2.21. Seien G eine endliche Gruppe, k ein Spaltungskörper nicht-
teilender Charakteristik und a ∈ kG ein Element des Gruppenrings. Ist das
von a erzeugte Linksideal L := kGa eine einfache Darstellung von G, so gilt
dimk(aL) = 1 und aM = 0 für alle einfachen Darstellungen M mit M 6∼= L.

8.4.2.22. Sind wir in der Situation unseres Satzes 8.3.4.8 zu dualen Paaren und
gilt L ∼= Eν , so erhalten wir einen natürlichen Isomorphismus aM ∼→ Fν von
Darstellungen von H .

Beweis. Unter der diskreten Fouriertransformation kann a nur in Endk L einen
von Null verschiedenen Anteil haben, da es zurL-isotypischen Komponente gehört.
Wenden wir auf diesen Anteil unsere Übung 8.3.5.17 an, so sehen wir, daß er ein
Endomorphismus vom Rang Eins sein muß. Das Korollar folgt.

Übungen

Übung 8.4.2.23. Das Zentrum des Endomorphismenrings eines Vektorraums be-
steht genau aus allen Multiplikationen mit Skalaren aus dem Körper.

Übung 8.4.2.24. Das Zentrum eines Produkts von Ringen ist das Produkt ihrer
Zentren.

Ergänzende Übung 8.4.2.25. Gegeben eine endliche Gruppe und ein Spaltungs-
körper nichtteilender Charakteristik zeige man: Genau dann ist die Gruppe kom-
mutativ, wenn alle ihre einfachen Darstellungen über besagtem Körper eindimen-
sional sind.
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Übung 8.4.2.26. Man zeige, daß jede nichtkommutative Gruppe der Ordnung
Acht über C bis auf Isomorphismus genau vier eindimensionale Darstellungen
und genau eine einfache zweidimensionale Darstellung und keine weiteren einfa-
chen Darstellungen hat. Man bestimme sie im Fall der Bierdeckelgruppe und im
Fall der Quaternionengruppe.

Übung 8.4.2.27. Die Quaternionengruppe Q := {±1,± i,± j,± k} im Quater-
nionenring aus 6.1.4.13 hat über R bis auf Isomorphismus vier eindimensionale
Darstellungen und nur noch eine weitere einfache Darstellung, nämlich die offen-
sichtliche Darstellung H. Die Strukturtheorie halbeinfacher Ringe 8.3.5.4 liefert
so einen Isomorphismus

RQ ∼→ R× R× R× R×H

Analoges gilt über Q. Hinweis: Man untersuche den Quotienten Q/{±1}.

8.4.3 Orthogonalitätsrelationen
Satz 8.4.3.1 (Orthonormalität einfacher Charaktere). Gegeben eine endliche
GruppeG und ein Spaltungskörper k nichtteilender Charakteristik bilden die ein-
fachen Charaktere eine Orthonormalbasis des Raums der Klassenfunktionen in
Bezug auf die symmetrische Bilinearform (ϕ, ψ) := |G|−1

∑
ϕ(g−1)ψ(g).

Beweis. Bezeichne Ĝ die Menge der Isomorphieklassen von einfachen Darstel-
lungen über k. Wir können unseren Satz 8.4.2.3 über die diskrete Fouriertransfor-
mation ausschreiben zur Aussage, daß im Diagramm

Maß!(G; k)
ρ

∼
//
∏

L∈Ĝ EndkL

· diag(dimL)o
��

Fun(G; k)

|G|−1ζ·(◦ inv) o

OO

∏
L∈Ĝ EndkL

c
∼

oo

mit derjenigen Abbildung als unterer Horizontale, unter der ein Endomorphismus
A ∈ EndkL auf die Funktion cA : g 7→ tr

(
ρL(g)A|L

)
abgebildet wird, das

einmal im Kreis herumgehen an jeder Stelle die Identität liefert. Die Spurform
8.3.6.7 auf Maß!(G) wird gegeben durch (ϕ, ψ)tr = Tr(ϕψ) = |G|

∑
ϕ[g−1]ψ[g]

mit eckigen Klammern um die Punkte, auf deren durch die eckigen Klammern
notierten charakteristischen Funktionen die jeweiligen Maße ausgewertet werden.
Diese Spurform entspricht unter der oberen Horizontale der Spurform auf unse-
rem Produkt von Endomorphismenringen

((AL), (BL))tr = Tr((AL)(BL)) =
∑
L∈Ĝ

(dimL) tr(ALBL|L)
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Unter der unteren Horizontale entspricht mithin die Bilinearform

(ϕ, ψ) := |G|−1
∑

ϕ(g)ψ(g−1)

auf Fun(G) der Bilinearform ((AL), (BL)) :=
∑

L∈Ĝ(dimL)−1 tr(ALBL|L) auf
dem Produkt von Endomorphismenringen. So erhalten wir insbesondere für ein-
fache Darstellungen M,L ∈ Ĝ die Orthonormalitätsrelation (χL, χM) = δL,M .
Ein Dimensionsvergleich zeigt den Rest.

8.4.3.2 (Dimension des Endomorphismenrings einer Darstellung). Gegeben
eine endliche Gruppe G und eine endlichdimensionale Darstellung L über einem
Körper k nichtteilender Charakteristik liefern unsere Orthonormalitätsrelationen
8.4.3.1 für die k-Dimension ihres Endomorphismenrings die Formel

dimk(EndkGL) = (χL, χL)

Hierfür müssen wir noch nicht einmal annehmen, daß k ein Spaltungskörper ist,
da wir uns durch Erweiterung der Skalare auf diesen Fall zurückziehen können.

Korollar 8.4.3.3 (Orthonormalität komplexer einfacher Charaktere). Gege-
ben eine endliche Gruppe G bilden die komplexen einfachen Charaktere eine Or-
thonormalbasis des Raums der komplexen Klassenfunktionen in Bezug auf das
Standardskalarprodukt 〈ϕ, ψ〉 := |G|−1

∑
ϕ(g)ψ(g).

Beweis. Das folgt sofort aus 8.4.3.1, wenn man bemerkt, daß alle Eigenwerte von
ρL(g) Einheitswurzeln sind, so daß gilt

χL(g−1) = tr(ρL(g)−1) = tr(ρL(g)) = χL(g)

8.4.3.4 (Berechnung von Multiplizitäten). Gegeben eine endlichdimensionale
komplexe Darstellung V einer endlichen Gruppe über einem können wir also die
Vielfachheit, mit der eine vorgegebene einfache Darstellung L in einer Zerlegung
unserer Darstellung V als direkte Summe einfacher Darstellungen auftritt, berech-
nen als den Wert

[V : L] = 〈χL, χV 〉
unseres Skalarprodukts auf den Charakteren.

8.4.3.5. Wir können die Orthonormalität einfacher komplexer Charaktere auch di-
rekter einsehen, indem wir das Argument von oben etwas umschreiben. Gegeben
eine endliche Gruppe G betrachten wir dazu das Diagramm

Maß!(G;C)
ρ

∼
//
∏

L∈Ĝ EndCL

· diag(dimL)o
��

Fun(G;C)↔

|G|−1ζ· o

OO

∏
L∈Ĝ EndCL

c∗

∼
oo
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mit der unteren Horizontale abgewandelt zu A 7→ c∗A mit c∗A : g 7→ tr
(
ρL(g)∗A :

L → L
)
, wobei das Sternchen oben den Adjungierten in Bezug auf ein und je-

des G-invariante Skalarprodukt auf L bezeichnet. Der obere Index↔ erinnert uns
daran, daß wir die „vertauschte“ G-Operation auf dem Funktionenraum betrach-
ten müssen, wenn wir erreichen wollen, daß unser Diagramm aus äquivarianten
Abbildungen besteht. Wegen (ρL(g−1)) = (ρL(g)−1) = (ρL(g)∗) kommutiert
auch dieses Diagramm. Wird unter der oberen Horizontale g ∈ G ⊂ CG auf
das Tupel von Endomorphismen (ρL(g)) abgebildet, so geht g−1 auf das Tupel
(ρL(g−1)) = (ρL(g)−1) = (ρL(g)∗) der adjungierten Endomorphismen. Die Ab-
bildung CG → CG mit ϕ 7→ ϕ∗ := inv∗ ϕ entspricht unter ρ also dem kompo-
nentenweise Adjungieren, das wir auch mit einem Stern notieren. Jetzt erinnere
ich aus 8.3.6.7 die Spur Tr(a) := Tr

(
(a·) : A→ A

)
einer endlichdimensionalen

Algebra und die Formeln Tr(ϕ) = |G|ϕ[e] für den Gruppenring einer endlichen
Gruppe sowie Tr(A) = d tr(A) für die Ringalgebra der (d× d)-Matrizen. Indem
wir die offensichtliche Identität

Tr(ϕ∗ψ) = Tr(ρ(ϕ∗ψ)) = Tr(ρ(ϕ∗)ρ(ψ)) = Tr(ρ(ϕ)∗ρ(ψ))

ausschreiben, erhalten wir die Skalarproduktverträglichkeit der Fouriertrans-
formation

|G|
∑
g∈G

ϕ[g] ψ[g] =
∑
L∈Ĝ

(dimC L) tr
(
ρL(ϕ)∗ρL(ψ)

)
für ρL(ϕ)∗ ∈ EndCL der zu ρL(ϕ) adjungierte Endomorphismus in Bezug auf ein
und jedesG-invariante Skalarprodukt auf L. Das liefert einen weiteren Beweis für
die Orthonormalität der einfachen Charaktere. Um die Analogie zur Inversions-
formel der Fouriertheorie 13.3.7.21 herauszuarbeiten, betrachten wir schließlich
auch noch die Erweiterung unseres Diagramms zum Sechseck

CG ρ

∼
//
∏

L∈Ĝ EndCL
· diag(

√
dimL)

∼
((QQQQQQQQQQQQ

CG

|G|−1/2·
∼

==||||||||| ∏
L∈Ĝ EndCL

· diag(
√

dimL)

∼

vvmmmmmmmmmmmm

CG
|G|−1/2·

∼
aaBBBBBBBBB ∏

L∈Ĝ EndCL
c∗

∼
oo

und verwenden dabei die eigentlich „falsche“ Identifikation des Gruppenrings
mit dem Raum der Funktionen auf unserer Gruppe, in Formeln die Identifikati-
on Fun(G;C)↔

∼→ Maß!(G;C) mit [g] 7→ δg. Betrachten wir nun in der mittle-
ren Horizontale auf beiden Seiten die Skalarprodukte, die gegeben werden durch
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∑
g∈G ϕ(g)ψ(g) auf dem Gruppenring und 〈A,B〉 := tr(A∗B) auf dem Produkt

der Endomorphismenringe, für A,B ∈ EndCL und A∗ die adjungierte Abbildung
zu A in Bezug auf ein und jedes G-invariante Skalarprodukt auf L, so bedeu-
tet unsere Skalarproduktverträglichkeit, daß die Morphismen unseres Diagramms
zueinander inverse unitäre Isomorphismen zwischen beiden Räumen auf der mitt-
leren Horizontale induzieren. Ein Analogon für kompakte Hausdorffgruppen dis-
kutieren wir in 15.4.9.8.

Proposition 8.4.3.6 (Orthonormalität komplexer Matrixkoeffizienten). Bilden
gewisse ρL : G → U(dL) ein Repräsentantensystem für die einfachen unitären
Darstellungen einer endlichen Gruppe G, so bilden die renormalisierten Matrix-
koeffizienten

√
dimL (ρL)ij eine Orthonormalbasis von Fun(G;C) in Bezug auf

das Standardskalarprodukt 〈ϕ, ψ〉 := |G|−1
∑

g∈G ϕ(g)ψ(g).

Beweis. Die Matrizen Eij bilden eine Orthonormalbasis von Mat(d;C) für das
durch 〈A,B〉 = tr(A∗B) gegebene Skalarprodukt. Schieben wir diese Ortho-
normalbasis in unserem Sechseck nach links unten, so ergibt sich die Behaup-
tung.

8.4.3.7. Aus der Orthonormalität komplexer Matrixkoeffizienten 8.4.3.6 und der
Erkenntnis χL =

∑dimL
i=1 (ρL)ii folgt auch ein weiteres Mal die Orthonormalität

der einfachen Charaktere in Bezug auf das Standardskalarprodukt.

8.4.3.8. Die wesentlichen Informationen über die komplexen Darstellungen einer
endlichen Gruppe werden meist in Form einer Charaktertafel dargeboten: Die
Spalten solch einer Tafel sind indiziert durch Repräsentanten der Konjugations-
klassen, die Zeilen durch die einfache Darstellungen bis auf Isomorphismus, und
in der Tafel stehen die Werte des Charakters der entsprechenden einfachen Dar-
stellung auf Elementen der entsprechenden Konjugationsklasse. Über den Kon-
jugationsklassen wird meist in einer eigenen Zeile ihre Kardinalität angegeben,
damit auch das Skalarprodukt auf dem Raum Klassenfunktionen aus der Tafel
hervorgeht.

Beispiel 8.4.3.9. Die einfachen Darstellungen der symmetrischen Gruppe S3 sind
die Einsdarstellung eins, die Signumsdarstellung sgn und die Darstellung spieg als
zweidimensionale Spiegelungsgruppe, bei der die drei ungeraden Permutationen
operieren als Spiegelungen an drei Geraden durch den Ursprung, die paarweise
den Winkel 60◦ einschließen. Zeichnen wir zwei ungerade Permutationen s, t ∈
S3 aus, so können wir die Elemente von S3 aufzählen als S3 = {e, s, t, sts, ts, st}
und die Charaktertafel hat die Gestalt
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e s, t, sts ts, st
eins 1 1 1
sgn 1 −1 1
spieg 2 0 −1

Um die unterste Zeile zu prüfen bemerkt man, daß jede ebene lineare Spiegelung
Spur Null hat, jede ebene Drehung um 120◦ jedoch Spur ζ + ζ̄ = −1 für ζ eine
primitive dritte Einheitswurzel.

8.4.3.10 (Orthogonalitätsrelationen in der Charaktertafel). Seien G eine end-
liche Gruppe und χ1, . . . , χr die einfachen komplexen Charaktere von G. Bilden
x1, . . . , xr ein Repräsentantensystem für die Konjugationsklassen und bezeichnet
x̂ ⊂ G die Konjugationsklasse von x ∈ G, so lauten die Orthogonalitätsrelationen

δij =
1

|G|
∑
k

|x̂k| χi(xk)χj(xk)

Wegen der Bahnformel |x̂k| · |ZG(xk)| = |G| ist also die Matrix mit den Einträgen
|ZG(xk)|−1/2χi(xk) unitär. Dasselbe gilt a forteriori für ihre transponierte Matrix
und zeigt

δij|ZG(xi)| =
∑
k

χk(xi)χk(xj)

Insbesondere können wir also aus der Charaktertafel auch die Gruppenordnung
|G| = |ZG(e)| und die Ordnungen der Konjugationsklassen |x̂k| = |G|/|ZG(xk)|
ablesen. Wenn wir mithin die Spalten durch die einfachen Darstellungen indizie-
ren, so sind die Spaltenvektoren paarweise orthogonal und ihre quadrierte Länge
ist die Kardinalität des Zentralisators der jeweiligen Konjugationsklasse.

Übungen

Übung 8.4.3.11 (Charaktere von Permutationsdarstellungen). Gegeben eine
GruppeG und eine endlicheG-MengeX und ein Körper k zeige man für den Cha-
rakter der zugehörigen Permutationsdarstellung V := Ens(X, k) nach 8.1.1.12
die Formel

χV (g) = |Xg|
In Worten ist also der Wert des Charakters bei g die als Element von k zu verste-
hende Zahl der Fixpunkte von g in X .

Übung 8.4.3.12. Gegeben eine Darstellung V einer Gruppe nennen wir die Dar-
stellung V ∗ = Hom(V, k) auch die kontragradiente Darstellung. Man zeige,
daß der Charakter der kontragredienten Darstellung gegeben wird durch die For-
mel χV ∗(g) = χV (g−1). Weiter zeige man χV⊕W = χV + χW .
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Übung 8.4.3.13. Gegeben eine endliche GruppeG und eine komplexe Darstellung
ρ : G → GL(L) von G folgt aus |χL(g)| = χ(e) bereits, daß ρ(g) ein Vielfaches
der Identität ist. Hinweis: ρ(g) ist diagonalisierbar und alle seine Eigenwerte sind
Einheitswurzeln.

8.4.4 Charaktere und algebraische Zahlen*

8.4.4.1. In diesem Abschnitt werden verschiedene weiterführende Aussagen der
Charaktertheorie diskutiert, deren Beweise grundlegende Kenntnisse der kommu-
tativen Algebra benötigen.

Satz 8.4.4.2 (Dimensionen einfacher Darstellungen). Gegeben ein Spaltungs-
körper der Charakteristik Null und eine endliche Gruppe ist die Dimension jeder
einfachen Darstellung unserer Gruppe über dem gegebenen Körper ein Teiler der
Gruppenordnung.

Beweis. Seien k unser Körper, G unsere endliche Gruppe und L unsere einfache
Darstellung. Wir gehen aus von der Gleichung eL ∗ eL = eL im Gruppenring. Mit
der Charakter-Projektor-Formel 8.4.2.19 folgt mit ζ dem Zählmaß

χLζ ∗ χLζ =
|G|

dimL
χLζ

Per definitionem ist χL(g) die Summe der Eigenwerte von g : L → L. Wegen
gn = 1 für n = |G| sind diese Eigenwerte n-te Einheitswurzeln. Ist also β ∈ k
eine primitive n-te Einheitswurzel, so nehmen alle Charaktere Werte in Z[β] an.
Bezeichnet I ⊂ Z[β] das von den Werten des Charakters χL erzeugte Ideal, so
folgern wir im Körper k die Inklusionsrelation

I ⊃ |G|
dimL

I

Nun ist Z[β] eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, erzeugt etwa von den Poten-
zen 1, β, β2, . . . βn−1. Foglich ist mit 4.4.4.1 auch I eine endlich erzeugte abel-
sche Gruppe. Zusätzlich ist I offensichtlich torsionsfrei und mit 4.4.4.12 dann
sogar frei über Z, in Formeln I ∼= Zr für geeignetes r ∈ N. Zusammen mit der
Erkenntnis I 6= 0 impliziert unsere Inklusion oben nun (|G|/dimL) ∈ Z wie
gewünscht.

Satz* 8.4.4.3. Die Dimensionen der einfachen Darstellungen einer endlichen Grup-
pe G bilden über jedem Spaltungskörper nichtteilender Charakteristik dieselbe
Multimenge.
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8.4.4.4. Am Schluß des Beweises dieses Satzes zeigen wir unter den Annahmen
das Satzes zusätzlich, daß salopp gesprochen auch „die einfachen Charaktere nicht
vom Grundkörper abhängen“. Diese Idee muß man jedoch erst noch zu einer
präzisen Aussage machen, denn es ist a priori nicht klar, wie man Funktionen
mit Werten in verschiedenen Körpern überhaupt sollte vergleichen können.
8.4.4.5. Für diesen Satz brauchen wir etwas mehr Kenntnisse in kommutativer Al-
gebra und insbesondere den Begriff ?? eines projektiven Moduls und den Begriff
?? des Ranges eines endlich erzeugten projektiven Moduls über einem Integritäts-
bereich.

Beweis. SeiC der Körper der komplexen Zahlen oder allgemeiner irgendein alge-
braisch abgeschlossener Körper der Charakteristik Null. Die Charakter-Projektor-
Formel 8.4.2.19 zusammen mit elementaren Erkenntnissen aus dem vorhergehen-
den Beweis von Satz 8.4.4.2 über die Dimension einfacher Darstellungen zeigt,
daß die Projektoren ei ∈ CG zu den einfachen Darstellungen mit der Notation
n := |G| für die Gruppenordnung Koeffizienten im Teilring R := Z[ n

√
1, n−1] ⊂

C haben. Wenn wir diese Projektoren für alle einfachen Darstellungen aufaddie-
ren, gilt offensichtlich e1 + . . .+ er = 1. Andererseits haben wir eiej = δijei. Wir
folgern eine Zerlegung des Gruppenrings RG der Gestalt

RG = e1RG⊕ . . .⊕ erRG

Hier ist klar, daß eiRG ein projektiver R-Modul sein muß und daß dieser pro-
jektive R-Modul im Sinne von ?? den Rang rgR(eiRG) = (dimC Li)

2 haben
muß. Für jeden Körper k nichtteilender Charakteristik, in dem es eine n-te Ein-
heitswurzel der Ordnung n gibt, also eine Nullstelle des n-ten Kreisteilungs-
polynoms Φn ∈ Z[X], finden wir nun einen Ringhomomorphismus R → k,
da nämlich R durch formales Invertieren des Elements n aus dem Restklassen-
ring Z[X]/〈Φn(X)〉 entsteht. Die Bilder der Projektoren ei unter dem induzierten
Ringhomomorphismus RG → kG sind dann offensichtlich paarweise orthogo-
nale Idempotente ēi ∈ kG mit der Summe Eins, also ē1 + . . . + ēr = 1 und
ēiēj = δij ēi. Weiter gilt offensichtlich

dimk(ēikG) = rgR(eiRG) = (dimC Li)
2

Weil wir aber bereits wissen, daß es über k nicht mehr einfache Darstellungen
geben kann als über C, nämlich höchstens soviele wie Konjugationsklassen in
unserer Gruppe, sind die ēi notwendig die Projektoren zu den einfachen Darstel-
lungen von G über k. Die Charakter-Projektor-Formel 8.4.2.19 zeigt nun sogar,
daß wir die einfachen Charaktere von G über k erhalten, indem wir von den einfa-
chen Charakteren vonG überC ausgehen, beachten, daß sie Werte inR annehmen
müssen, und dann die so erhaltenen Abbildungen χi : G → R noch mit einem
fest gewählten Ringhomomorphismus R→ k verknüpfen.
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8.4.4.6. Man beachte, daß die im vorhergehenden Beweis konstruierte Identifi-
kation irrC(G)

∼→ irrk(G) von der Wahl eines Ringhomomorphismus R → k
entscheidend abhängt. Man kann das bereits am Beispiel der zyklischen Gruppen
gut erkennen.

8.4.4.7. Für den Rest dieses Abschnitts setzen wir Kenntnisse über ganze Krin-
gerweiterungen im Umfang von 7.5.1 voraus. Wir müssen wissen, daß die über Z
ganzen komplexen Zahlen einen Teilring von C bilden, der alle Einheitswurzeln
enthält und dessen Schnitt mit Q schlicht Z selber ist. Weiter müssen wir wissen,
daß jeder Teilring von C, der als additive abelsche Gruppe endlich erzeugt ist,
bereits aus über Z ganzen Zahlen besteht.

Satz 8.4.4.8 (Ganzheitseigenschaften von Charakteren). Gegeben eine endli-
che Gruppe G ist für jeden einfachen komplexen Charakter χ von G und jedes
Element g ∈ G mit Konjugationsklasse ĝ der Quotient χ(g)|ĝ|/χ(e) ganz über Z.

Beweis. Die Projektoren e1, . . . , er zu den einfachen komplexen Darstellungen
bilden eine Basis des Zentrums des Gruppenrings Z := Z(CG). Entwickeln wir
z ∈ Z als z =

∑r
i=1 ωi(z)ei, so sind die ωi Ringhomomorphismen ωi : Z → C.

Bezeichnet ĝ die Konjugationsklasse von g ∈ G und [ĝ] ihre Indikatorfunktion
und ζ das Zählmaß, so erzeugen die Maße [ĝ]ζ einen Teilring ZZ ⊂ Z. Sein Bild
ωi(ZZ) ⊂ C ist dann ein Teilring, der modulendlich ist über Z und der damit nach
7.5.1.5 aus über Z ganzen Elementen von C bestehen muß. Insbesondere sind die
ωi([ĝ]ζ) stets ganz über Z. Nun finden wir aber

ωi(z)ei = zei

und auf einer einfachen Darstellung L mit ei = id : L → L operiert die linke
Seite durch einen Endomorphismus der Spur ωi(z) dimL = ωi(z)χL(e). Im Fall
z = [ĝ]ζ operiert aber die rechte Seite durch einen Endomorphismus der Spur
χL(g)|ĝ| und es folgt ωi([ĝ]ζ) = χL(g)|ĝ|/χL(e) und so die Behauptung.

Satz 8.4.4.9 (Notwendige Nullstellen von Charakteren). Gegeben eine endliche
Gruppe G und eine einfache komplexe Darstellung ρ : G → GL(L) und ein Ele-
ment g ∈ G, dessen Konjugationsklasse ĝ eine zu χL(e) = dimC L teilerfremde
Kardinalität hat, gilt ρ(g) ∈ C× idL oder χL(g) = 0.

Beweis. Wir setzen χ := χL schreiben 1 = aχ(e) + b|ĝ| mit a, b ∈ Z. Teilen wir
diese Gleichung durch χ(e) und multiplizieren sie mit χ(g), so folgt aus 8.4.4.8,
daß α := χ(g)/χ(e) ganz ist über Z. Nun ist aber χ(g) eine Summe von χ(e)
Einheitswurzeln und es folgt |α| = |χ(g)/χ(e)| ≤ 1. Sicher liegt χ(g) in einem
Unterkörper K ⊂ C, der endlich und Galois ist über Q, und für γ ∈ Gal(K/Q)
finden wir ebenso |αγ| ≤ 1. Das Produkt aller αγ liegt dann in Q und ist ganz
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über Z, liegt also in Z, und muß also Null sein, wenn es nicht den Betrag Eins hat.
Wenn es aber den Betrag Eins hat, so müssen alle Eigenwerte von ρ(g) dieselbe
Einheitswurzel gewesen sein.

Satz 8.4.4.10. Hat eine endliche Gruppe G eine Konjugationsklasse, deren Kar-
dinalität eine echte Primzahlpotenz ist, so ist unsere Gruppe nicht einfach.

8.4.4.11. Unter einer echten Primzahlpotenz verstehen wir hier wie immer eine
Primzahl hoch einer positiven Zahl.

Beweis. Seien p eine Primzahl und g ∈ G mit |ĝ| = pl > 1. Sei ρ : G → GL(L)
eine einfache Darstellung von G mit Charakter χ. Aus p - χ(e) folgt mit 8.4.4.9
schon mal ρ(g) ∈ C× idL oder χ(g) = 0. Im ersten Fall liegt g im Normalteiler
ρ−1(C× idL), der damit die ganze Gruppe sein muß, so daß wir eine eindimensio-
nale Darstellung vor uns haben. Diese muß notwendig trivial sein, wennG einfach
sein will. Wenn also G einfach ist, so folgt χ(g) = 0 für jeden nichttrivialen ein-
fachen Charakter χ mit p - χ(e). In Fun(G;C) gilt jedoch |G|[e] =

∑
χ χ(e)χ mit

der Summe über alle einfachen Charaktere, und das Auswerten bei g liefert

0 = 1 +
∑
p|χ(e)

χ(e)χ(g)

mit dem ersten Summanden für den trivialen Charakter. Das aber impliziert, daß
1/p ganz ist über Z, und dieser Widerspruch beendet den Beweis.

Satz 8.4.4.12 (p-q-Satz von Burnside). Eine Gruppe, deren Kardinalität nur
durch höchstens zwei Primzahlen teilbar ist, ist stets auflösbar.

8.4.4.13. Jede Gruppe mit 30 Elementen ist auflösbar nach Übung 6.1.4.23. Jede
Gruppe mit weniger als 60 Elementen ist mithin auflösbar.

Beweis. Seien sonst p 6= q Primzahlen und G eine Gruppe mit |G| = paqb und
a ≥ 1. Wir wählen eine p-Sylow P ⊂ G. Nach 6.1.3.6 finden wir ein nichttriviales
Element g 6= 1 im Zentrum von P . Dann gilt ZG(g) ⊃ P und folglich ist die
Kardinalität |ĝ| der Konjugationsklasse ĝ von g eine q-Potenz. Im Fall |ĝ| > 1
ist G nicht einfach nach 8.4.4.10 und wir kommen mit vollständiger Induktion
zum Ziel. Im Fall |ĝ| = 1 hat G nichttriviales Zentrum und wir kommen auch mit
vollständiger Induktion zum Ziel.

8.4.5 Matrixkoeffizienten und isotypische Komponenten*
8.4.5.1. In diesem Abschnitt erklären wir, warum in Gruppenringen über einem
beliebigen Körper und jede endlichdimensionale einfache Darstellung E die E-
isotypische Komponente des Gruppenrings zusammenfällt mit der E∗-isotypi-
schen Komponente des Gruppenrings als Rechtsmodul über sich selber, verglei-
che 8.4.5.9. Weiter erklären wir, warum im Gruppenring einer endlichen Gruppe
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über einem beliebigen Körper das Produkt von Matrixkoeffizienten zu nichtiso-
morphen einfachen Darstellungen stets verschwindet.

8.4.5.2. Gegeben ein Kring k und ein k-Modul V bezeichnen wir im folgenden
den dualen k-Modul als V ∗ := Homk(V, k).

8.4.5.3 (Matrixkoeffizientenabbildung eines Moduls einer Ringalgebra). Ge-
geben ein Kring k und eine k-Ringalgebra A und ein A-Modul V bezeichne
S := (EndA V )opp den Opponierten des Endomorphismenrings von V . Dann ist,
wie man leicht nachrechnet, die Abbildung

κ : V ⊗S V ∗ → A∗

gegeben durch κ : v ⊗ ϕ 7→ cϕ,v mit cϕ,v(a) := ϕ(av) ein Homomorphismus von
A-Bimoduln. Wir nennen sie die Matrixkoeffizientenabbildung.

8.4.5.4. Ist V eine Darstellung einer Menge G über einem Kring k, so erklärt
man für v ∈ V und ϕ ∈ V ∗ den Matrixkoeffizienten cϕ,v : G → k durch die
Vorschrift

cϕ,v(g) := ϕ(gv)

Ist G ein Monoid und fassen wir V als Modul über dem Monoidring A := kG
auf, so entspricht dies cϕ,v ∈ Ens(G, k) dem zuvor definierten cϕ,v ∈ A∗ unter der
durch die Restriktion auf G ⊂ kG gegebenen Bijektion A∗ ∼→ Ens(G, k).

Satz 8.4.5.5 (Matrixkoeffizienten und isotypische Komponenten). Seien k ein
Kring, A eine k-Ringalgebra, E ein einfacher A-Modul und S := (EndAE)opp

der Opponierte des Endomorphismenschiefkörpers von E. So induziert die Ma-
trixkoeffizientenabbildung einen Isomorphismus von A-Bimoduln

κ : E ⊗S E∗
∼→ A∗E

von E ⊗S E∗ mit der E-isotypischen Komponente A∗E des A-Linksmoduls A∗.

8.4.5.6. Insbesondere erzeugen im Fall eines einfachen A-Moduls E seine Ma-
trixkoeffizienten die E-isotypische Komponente A∗E des A-Linksmoduls A∗ als
abelsche Gruppe. Über einem Körper k folgt auch, daß von Null verschiedene Ma-
trixkoeffizienten zu paarweise nichtisomorphen einfachen A-Moduln linear unab-
hängig sind.

8.4.5.7. Ist k ein Körper und A eine k-Ringalgebra und E ein endlichdimensio-
naler einfacher A-Modul, so finden wir, indem wir unseren Satz auf den Aopp-
ModulE∗ anwenden, daß das Bild der zugehörigen Matrixkoeffizientenabbildung
sowohl die E-isotypische Komponente von A∗ als A-Linksmodul ist als auch die
E∗-isotypische Komponente von A∗ als A-Rechtsmodul. Insbesondere stimmen
in dieser Situation diese beiden isotypischen Komponenten überein. Notieren wir
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IsoR(M ;E) := ME die E-isotypische Komponente eines R-Moduls M in Bezug
auf einen einfachen R-Modul E und Iso−R(N ;F ) die F -isotypische Komponen-
te eines R-Rechtsmoduls N in Bezug auf einen einfachen R-Rechtsmodul F , so
haben wir also in Formeln

IsoA(A∗;E) = Iso−A(A∗;E∗)

8.4.5.8. Ich bin nicht vollständig glücklich damit, daß in unserer Notation die iso-
typische Komponente für die Linksmodulstruktur durch einen Index von rechts
angedeutet wird, aber es schien mir auch wieder übertrieben, die allgemeine No-
tation am Fall der Bimoduln auszurichten.

Beweis. Die kanonische Beschreibung isotypischer Komponenten aus 8.2.3.10
liefert einen Isomorphismus

κ : E ⊗S HomA(E,A∗)
∼→ A∗E

Gegeben ein A-Modul N und ein A-Rechtsmodul M induzieren weiter die offen-
sichtlichen Isomorphismen Homk(N,M

∗)
∼→ (M ⊗k N)∗ aus 7.2.8.13 Isomor-

phismen HomA(N,M∗)
∼→ (M ⊗A N)∗. Genauer können liefern die üblichen

Formeln natürliche Bijektionen beider Seiten mit der Menge der A-balancierten
k-bilinearen Abbildungen M ×N → k. Wenden wir das auf N = E und M = A
an, so folgt unser Satz.

8.4.5.9 (Isotypische Komponenten von Gruppenringen). Ist k ein Körper und
A eine k-Ringalgebra und E ein endlichdimensionaler einfacher A-Modul und
gibt es eine Einbettung

A ↪→ A∗

von A-Bimoduln, so stimmen nach 8.2.4.13 und 8.4.5.7 die E-isotypische Kom-
ponente von A als A-Linksmodul und die E∗-isotypische Komponente von A als
A-Rechtsmodul überein. Eine typische Anwendung ist der Fall eines Gruppen-
rings kG, in dem die Abbildung kG ↪→ (kG)∗, unter der jedem Gruppenelement
das „Bestimmen des Koeffizienten seines Inversen“ zugeordnet wird, ein Homo-
morphismus von Bimoduln ist.

8.4.5.10 (Verschwinden von Produkten von Matrixkoeffizienten). Gegeben ei-
ne endliche Gruppe und ein Körper haben Matrixkoeffizienten zu nichtisomor-
phen einfachen Darstellungen im Gruppenring das Produkt Null. In der Tat gehören
unsere Matrixkoeffizienten nach 8.4.5.9 dann zu verschiedenen isotypischen Kom-
ponenten des Gruppenrings, und diese isotypischen Komponenten sind ja nach
8.3.1.10 Ideale des Gruppenrings.
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Ergänzung 8.4.5.11. Gegeben ein Körper k und eine k-Ringalgebra A und ein
einfacher A-Modul E unendlicher Dimension wird E∗ im allgemeinen nicht ein-
fach sein. Hat zum Beispiel A abzählbare Dimension, so gilt dasselbe für jeden
einfachen A-Modul, aber der Dualraum eines einfachen unendlichdimensionalen
A-Moduls hat notwendig eine überabzählbare Dimension. Auch der Sockel des
Dualen eines einfachen A-Moduls kann bereits überabzählbare Dimension haben.
Ein explizites Beispiel in der Lie-Theorie ist ein einfacher Vermamodul, dessen
Dualraum überabzählbar viele paarweise nicht isomorphe einfache Whittakermo-
duln enthält.

8.4.6 Ergänzungen zu Charakteren*

8.4.6.1. Auch bei endlichdimensionalen Darstellungen nicht notwendig endlicher
Gruppen über nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Körpern beliebiger
Charakteristik bestimmt der Charakter die weitgehend Darstellung. In diesem Ab-
schnitt werden verschiedene Aussagen in dieser Richtung besprochen.

8.4.6.2 (Kriterien für von Null verschiedenen Charakter). Gegeben eine end-
lichdimensionale einfache Darstellung V einer Gruppe über einem Körper der
Charakeristik Null oder einem algebraisch abgeschlossenen Körper ist ihr Cha-
rakter nicht die Nullfunktion. Im ersten Fall ist bereits der Wert am neutralen
Element nicht Null, im zweiten Fall folgt es unschwer aus dem Satz von Wedder-
burn 8.3.3.6. Ich erwarte, daß das allgemeiner für vollkommene Körper gilt, und
muß mal in Bourbaki nachschlagen. Für allgemeine Körper gilt es nicht, wie das
folgende Beispiel 8.4.6.3 zeigt.

Beispiel 8.4.6.3. Gegeben eine endliche inseparable Körpererweiterung L/K ist
L eine einfache Darstellung über K der multiplikativen Gruppe L×, deren Cha-
rakter nach 7.8.3.7 die Nullfunktion ist.

Ergänzung 8.4.6.4. Eine einfache Darstellung einer Gruppe wird bereits durch
die Angabe einer beliebigen von Null verschiedenen Linearkombination ihrer
Matrixkoeffizienten bis auf Isomorphismus eindeutig festgelegt. In der Tat liegt
nach 8.4.5.5 jeder Matrixkoeffizient in derjenigen isotypischen Komponente des
Raums der Funktionen auf unserer Gruppe, der zu besagter einfacher Darstellung
gehört. Insbesondere wird eine endlichdimensionale einfache Darstellung durch
ihren Charakter bis auf Isomorphismus eindeutig festgelegt, sofern dieser nicht
die Nullfunktion ist.

Satz 8.4.6.5 (Charakterisierung durch Charaktere). 1. Endlichdimensiona-
le Darstellungen einer endlichen Gruppe über einem Körper der Charakte-
ristik Null sind isomorph genau dann, wenn sie denselben Charakter haben.
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2. Endlichdimensionale Darstellungen einer beliebigen Gruppe über einem
Körper der Charakteristik Null haben dieselben Kompositionsfaktoren mit
denselben Vielfachheiten genau dann, wenn sie denselben Charakter haben.

Beweis. Nach dem Satz von Maschke 8.4.1.1 sind Darstellungen einer endlichen
Gruppe über einem Körper der Charakteristik Null halbeinfach. Es reicht also, die
zweite Aussage zu zeigen. Sind aber Li diejenigen paarweise nichtisomorphen
einfachen Darstellungen, die als Kompositionsfaktoren in unserer Darstellung M
auftreten, und ist m(i) die Vielfachheit des Auftretens von Li und bezeichnet χi
den Charakter von Li, so gilt

χM =
r∑
i=1

m(i)χi

Da aber die χi in verschiedenen isotypischen Komponenten des Gruppenrings
liegen und nicht Null sind, sind sie linear unabhängig. Da wir in Charakteristik
Null arbeiten, können wir somit die Multiplizitäten m(i) am Charakter χM von
M ablesen.
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8.5 Darstellungen der symmetrischen Gruppen

8.5.1 Einfache Darstellungen und Young-Diagramme

8.5.1.1. Wir stellen zunächst die beiden Hauptsätze vor, die wir beweisen wol-
len. Unter einem Young-Diagramm verstehen wir wie in 6.1.5.3 eine endliche
Teilmenge Y ⊂ N× N mit der Eigenschaft

((i, j) ∈ Y und i′ ≤ i und j′ ≤ j) ⇒ (i′, j′) ∈ Y

Die Elemente von Y nennen wir die „Kästchen“ unseres Youngdiagramms und
stellen uns ein Element (i, j) vor als das Kästchen auf einem Rechenpapier, bei
dem die Koordinaten der linken unteren Ecke gerade (i, j) sind. Zum Beispiel
stellt das Bild

das Youngdiagramm {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (2, 0), (3, 0)} dar. In der
Praxis denke ich selber bei Youngdiagrammen stets an Bilder dieser Art.

Satz 8.5.1.2 (Einfache Darstellungen der symmetrischen Gruppen). 1. Gegeben
ein Youngdiagramm Y besitzt die Gruppe SY := Ens× Y aller Permutatio-
nen von Y bis auf Isomorphismus genau eine einfache komplexe Darstel-
lung L(Y ) mit der Eigenschaft, daß darin sowohl die Einsdarstellung des
Spaltenstabilisators von Y als auch die Signumsdarstellung des Zeilensta-
bilisators von Y vorkommen;

2. Gegeben n ≥ 0 erhalten wir eine Bijektion

Yn
∼→ irrCSn

Y 7→ L(Y )

zwischen der Menge Yn aller Youngdiagramme mit n Kästchen und der
Menge aller Isomorphieklassen von einfachen komplexen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe Sn, indem wir für jedes Youngdiagramm Y mit n
Kästchen eine Bijektion Y ∼→ {1, . . . , n} wählen, dadurch SY mit Sn iden-
tifizieren, und unsere einfache Darstellung L(Y ) aus Teil 1 mit dieser Iden-
tifikation als Darstellung von Sn auffassen.

8.5.1.3. Nach 8.1.1.9 hängt die so erhaltene Darstellung L(Y ) der Gruppe Sn bis
auf Isomorphismus nicht von der Wahl der Bijektion Y ∼→ {1, . . . , n} ab.
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Definition 8.5.1.4. Gegeben ein Youngdiagramm Y mit n Kästchen ist ein Ta-
bleau der Gestalt Y eine Bijektion T : Y

∼→ {1, . . . , n}. Wir veranschaulichen
uns solch ein Tableau, indem wir in jedes Kästchen unseres Youngdiagramms den
Wert schreiben, den T dort annimmt. Ein Standardtableau ist ein Tableau, dessen
Einträge in allen Zeilen und Spalten monoton wachsen.

Satz 8.5.1.5 (Dimensionen der einfachen Darstellungen). Für jedes Youngdia-
gramm Y stimmt die Dimension der zugehörigen einfachen komplexen Darstel-
lung L(Y ) von Sn überein mit der Zahl der Standardtableaus der Gestalt Y .

Beispiel 8.5.1.6. Im Fall der symmetrischen Gruppe S3 haben wir drei Young-
Diagramme mit drei Kästchen. Sie entsprechen den drei einfachen Darstellungen
nach 8.4.3.9. Die Spiegelungsdarstellung ist zweidimensional, was der Tatsache
entspricht, daß es für das fragliche Youngdiagramm zwei Standardtableaus gibt.

triv spieg sgn

3
2
1

3
1 2

2
1 3 1 2 3

Beispiel 8.5.1.7. Im Fall der symmetrischen Gruppe S4 haben wir fünf Young-
Diagramme mit vier Kästchen

Sie entsprechen einfachen Darstellungen wie folgt: Ganz links steht die Einsdar-
stellung, ganz rechts die Signumsdarstellung, in der Mitte die zweidimensionale
einfache Darstellung von S3 zurückgezogen mit dem Gruppenhomomorphismus
S4 � S3, dessen Kern die Doppeltranspositionen zusammen mit dem neutralen
Element bilden. Die restlichen beiden Darstellungen sind rechts die dreidimensio-
nale Darstellung auf dem Umgebungsraum des Tetraeders, die von den Permuta-
tionen seiner Ecken induziert wird, und links ihr Tensorprodukt mit der Vorzei-
chendarstellung.

Beispiel 8.5.1.8. Die Permutationsdarstellung von Sn auf Cn zerfällt für n ≥ 2 in
zwei einfache Darstellungen, nämlich die Gerade 〈(1, 1, . . . , 1)〉 und ihr orthogo-
nales Komplement unter dem Standard-Skalarprodukt. Daß dieses Komplement
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einfach ist, erkennt man zum Beispiel, indem man nachrechnet, daß der Endo-
morphismenring unserer Permutationsdarstellung zweidimensional ist: Genauer
besteht er aus allen Matrizen, bei denen alle Einträge auf der Diagonalen über-
einstimmen und alle Einträge außerhalb der Diagonale ebenfalls übereinstimmen.
Das Youngtableau für den nichttrivialen Summanden hat im Fall n = 6 die Gestalt

und hat auch für allgemeines n nur zwei Spalten, von denen die Zweite aus einem
einzigen Kästchen besteht. In der Tat kommt in unserem orthogonalen Komple-
ment die Einsdarstellung von Sn−1 ⊂ Sn vor als die Gerade 〈(1, 1, . . . , 1 − n)〉
und die Signumsdarstellung von S2 ⊂ Sn als die Gerade 〈(1,−1, 0, . . . 0)〉.

8.5.1.9. Ist R ein Ring und e ∈ R idempotent und M ein R-Modul, so indu-
ziert das Auswerten bei e offensichtlich eine Bijektion HomR(Re,M)

∼→ eM .
Das mögen Sie auch bereits als Übung 7.1.3.13 ausgeführt haben. Man mag auch
direkt bemerken, daß der Annullator von e das Linksideal R(1− e) ist.

Beweis von 8.5.1.2. Wir betrachten im Gruppenring CSY die beiden Idempoten-
ten

EY = |S|−1
∑
g∈S

g und AY = |Z|−1
∑
h∈Z

sgn(h) h

Diese Idempotenten sind genau die Projektoren zur Einsdarstellung von S und zur
Signumsdarstellung von Z. Die beiden von diesen Idempotenten erzeugten Links-
ideale des Gruppenrings CSY notieren wir M(Y ) := (CSY )EY und N(Y ) :=
(CSY )AY . Der mit Induktion von Darstellungen 8.6.3.2 vertraute Leser wird sie
nebenbei bemerkt leicht identifizieren können mit den induzierten Darstellungen
zur Einsdarstellung des Spaltenstabilisators beziehungsweise der Signumsdarstel-
lung des Zeilenstabilisators. In einer Darstellung L von SY kommt nach 8.5.1.9
die Einsdarstellung des Spaltenstabilisators vor genau dann, wenn gilt EYL 6= 0
alias HomCSY (M(Y ), L) 6= 0. Ebenso kommt die Signumsdarstellung des Zei-
lenstabilisators vor genau dann, wenn gilt AYL 6= 0 alias HomCSY (N(Y ), L) 6= 0
und wegen der Halbeinfachkeit gleichbedeutend HomCSY (L,N(Y )) 6= 0. Jede
einfache Darstellung L von SY mit beiden Eigenschaften ist also das Bild eines
Homomorphismus von Darstellungen M(Y ) → N(Y ), und Teil 1 folgt leicht,
wenn wir zeigen können, daß gilt

dimC HomCSY (M(Y ), N(Y )) = 1 (∗)
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In der Tat ist dann unser L notwendig das Bild eines und jedes von Null verschie-
denen derartigen Homomorphismus. Nehmen wir speziell den durch Rechtsmul-
tiplikation mit AY gegebenen Homomorphismus und beachten die im folgenden
gezeigte Formel EYAY 6= 0, so ergibt sich für diese durch Y bestimmte einfache
Darstellung L ∼= L(Y ) sogar die explizite Formel

L(Y ) ∼= (CSY )EYAY

In anderen Worten kann L(Y ) also beschrieben werden als das vom sogenannten
Young-Symmetrisator EYAY im Gruppenring erzeugte Linksideal. Um nun zu
zeigen, daß der Raum der Homomorphismen M(Y )→ N(Y ) eindimensional ist,
schreiben wir diese Behauptung zunächst mithilfe unserer Vorbemerkung 8.5.1.9
und den Definitionen um zur Behauptung

dimCEY (CSY )AY = 1

Nun gilt ja offensichtlich S ∩ Z = 1, also EYAY 6= 0, und für alle x ∈ SZ gilt
EY xAY = ±EYAY . Es reicht also, wenn wir zusätzlich für alle x 6∈ SZ zeigen
EY xAY = 0 oder gleichbedeutend x−1EY xAY = 0. Nun haben wir natürlich

|S|x−1EY x =
∑

g∈x−1Sx

g

Bezeichnet Y = Y1 ∪ Y2 ∪ . . . die Partition des Youngdiagramms Y in seine
Spalten, so ist x−1Sx gerade die Gruppe aller derjenigen Permutationen von Y ,
die jedes Stück der Partition

Y = x−1Y1 ∪ x−1Y2 ∪ . . .

unserer Kästchenmenge Y stabilisieren. Trifft nun jede transformierte Spalte x−1Yi
jede Zeile unseres Youngdiagramms in höchstens einem Element, so scheint es
mir offensichtlich, daß es ein y im Zeilenstabilisator Z geben muß mit yx−1Yi =
Yi für alle i, woraus sofort folgt x ∈ SZ. Im Fall x 6∈ SZ gibt es folglich eine
transformierte Spalte x−1Yi, die mit einer Zeile von Y mindestens zwei Elemente
gemeinsam hat. Die Vertauschung dieser beiden Elemente ist dann eine Transpo-
sition t ∈ x−1Sx ∩ Z, und deren Existenz zeigt EY xAY = 0, da dann ja gilt

(x−1EY x) ∈ CSY (t+ 1) und AY ∈ (t− 1)CSY

Damit wissen wir, daß die Darstellungen L(Y ) einfach sind. Da es offensichtlich
ebensoviele Young-Diagramme mit n Kästchen gibt wie Partitionen der Zahl n
wie nach 6.1.5.6 Konjugationsklassen in der symmetrischen Gruppe Sn, ist der
erste Satz bewiesen, sobald wir zeigen, daß die Darstellungen L(Y ) paarweise
nicht isomorph sind. Um das zu zeigen, führen wir auf der Menge Yn aller Young-
diagramme mit n Kästchen eine Teilordnung ein.
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Eine Permutation der Kästchen eines Youngdiagramms, bei der das Bild jeder
Spalte höchstens ein Kästchen in jeder Zeile hat, kann durch Nachschalten eines
Elements des Zeilenstabilisators in den Spaltenstabilisator geschoben werden.

Das Bild deutet solch eine Permutation an, die Wirkung der Permutation auf die
Kästchen der zweiten Spalte habe ich durch Pfeile angedeutet, bei den anderen
Kästchen rechts ist nur an der Textur zu sehen, aus welcher Spalte sie kommen.
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Definition 8.5.1.10. Ein Youngdiagramm heißt kleinergleich einem anderen in
der Dominanz-Teilordnung genau dann, wenn es für jedes s ∈ N in den ersten
s Spalten insgesamt höchstens ebensoviele Kästchen besitzt wie das andere. Wir
notieren diese Teilordnung Y ≤ Y ′.

Fortführung des Beweises. Wählen wir irgendeine Bijektion Y
∼→ {1, . . . , n},

identifizieren mit ihrer Hilfe SY mit Sn und fassen mithilfe dieser Identifikation
die Darstellungen M(Y ) und N(Y ) von SY als Darstellungen von Sn auf, so
erhalten wir nach 8.1.1.9 bis auf Isomorphismus wohldefinierte Darstellungen von
Sn. Für je zwei Diagramme Y, Y ′ ∈ Yn behaupten wir nun

HomCSn(M(Y ), N(Y ′)) 6= 0 ⇒ Y ≤ Y ′

Sobald das gezeigt ist, sind wir fertig, denn dann folgt aus L(Y ) ∼= L(Y ′) sofort
Y ≤ Y ′ ≤ Y und damit Y = Y ′. Seien also Bijektionen ϕ : Y

∼→ {1, . . . , n}
und ϕ′ : Y ′

∼→ {1, . . . , n} beliebig gewählt. Die von ϕ induzierte Identifikation
SY

∼→ Sn hat die Gestalt x 7→ ϕxϕ−1, und den zugehörigen Isomorphismus von
Gruppenringen notieren wir analog C 7→ ϕCϕ−1. Mit denselben Argumenten wie
zuvor gilt es in diesen Notationen zu zeigen

Y 6≤ Y ′ ⇒ (ϕEY ϕ
−1)(CSn)(ϕ′AY ′ϕ

′−1) = 0

Es reicht dazu, für jede Bijektion ψ : Y ′
∼→ Y zu zeigen

Y 6≤ Y ′ ⇒ EY ψAY ′ = 0

Wie zuvor reicht es dafür weiter zu zeigen, daß für Y 6≤ Y ′ unter jeder Bijek-
tion Y ∼→ Y ′ aus mindestens einer Spalte von Y mindestens zwei Kästchen in
derselben Zeile von Y ′ landen. In der Yat gibt es dann ja ein s derart, daß Y
mehr Kästchen in den ersten s Spalten stehen hat als Y ′. Dann können wir diese
Kästchen jedoch nicht so mit Kästchen von Y ′ identifizieren, daß wir in jeder Zeile
von Y ′ höchstens s Kästchen erwischen. Also erwischen wir in mindestens einer
Zeile von Y ′ mindestens s+ 1 Kästchen, und von denen müssen dann mindestens
zwei aus derselben Spalte von Y kommen.

Beweis von 8.5.1.5. Gegeben ein Youngdiagramm Y operiert die Gruppe SY aller
Permutationen der Kästchen frei und transitiv von rechts auf der Menge BY :=
Ens×(Y, {1, . . . , n}) aller Tableaus der Gestalt Y vermittels der Vorschrift T σ =
T ◦ σ für

T : Y
∼→ {1, 2, . . . , n}

ein Tableau und σ : Y
∼→ Y eine Permutation. Als CSY -Rechtsmodul ist also

CSY isomorph zum freien C-Vektorraum CBY über der Menge aller Tableaus
der Gestalt Y mit seiner hoffentlich offensichtlichen Rechtsoperation von CSY .



1304 KAPITEL 8. NICHTKOMMUTATIVE ALGEBRA UND SYMMETRIE

Beispiel zur Dominanzteilordnung. Stellen wir uns ein Youngdiagramm als eine
Geröllhalde von Kästchen vor, so sind in unserer Dominanzteilordnung genau
diejenigen Partitionen kleiner, die entstehen, wenn in unserer Geröllhalde ein

oder mehrere Kästchen weiter nach unten purzeln.
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Bezeichne nun DY ⊂ BY die Menge aller Standardtableaus der Gestalt Y . Ich
behaupte, daß die Einschränkung res einer formalen Summe auf die Teilmenge
aller Standardtableaus eine Surjektion

res : (CBY )EYAY � CDY

induziert. In der Tat, wenden wir auf ein Standardtableau ϕ der Gestalt Y von
rechts alle Elemente von SZ an, als da heißt eine beliebige Vertauschung der
Einträge jeder Spalte gefolgt von einer beliebigen Vertauschung der Einträge je-
der Zeile, so erhalten wir zwar eventuell außer ϕ selbst noch weitere Standard-
tableaus, aber für diese ist offensichtlich die Folge der Zeilensummen lexikogra-
phisch größer als bei unserem Ausgangstableau. Gegeben ϕ ∈ DY ⊂ CBY ein
Standardtableau gilt für unsere Einschränkung res auf die Teilmenge aller Stan-
dardtableaus demnach

res (ϕEYAY ) ∈ |S|−1|Z|−1ϕ+
∑
ϕ<ψ

Cψ

wobei die Notation ϕ < ψ rechts andeuten soll, daß nur über Standardtableaus
ψ mit einer lexikographisch größeren Folge von Zeilensummen summiert wird.
So ergibt sich die behauptete Surjektivität. Es folgt, daß die Zahl der Standardta-
bleaus eine untere Schranke für die Dimension von (CBY )EYAY und damit auch
eine untere Schranke für die Dimension der einfachen Darstellung L(Y ) ist. Daß
die Zahl der Standardtableaus sogar mit dieser Dimension übereinstimmt, folgt
dann aus der durch 8.5.2.1 bewiesenen Formel mit der aus 8.4.2.9 spezialisierten
allgemeinen Erkenntnis ∑

Y ∈Yn

(dimC L(Y ))2 = |Sn|

Ergänzung 8.5.1.11. Das Bilden der Umkehrabbildung liefert eine Bijektion zwi-
schen unserer Menge BY := Ens×(Y, {1, . . . , n}) und der Menge der Bijektionen
in der Gegenrichtung Ens×({1, . . . , n}, Y ). Oft wird in der Literatur letzere Men-
ge als Menge der Tableaus bezeichnet. Diese trägt dann in natürlicher Weise eine
Linksoperation von SY und eine Rechtsoperation von Sn.

Ergänzung 8.5.1.12. Gegeben ein Youngdiagramm Y trägt die MengeBY aller Ta-
bleaus der Gestalt Y auch eine Linksoperation der Sn „durch Nachschalten“, die
mit der Rechtsoperation von SY „durch Vorschalten“ kommutiert. Unsere Räume
(CBY )EYAY für die verschiedenen Young-Diagramme werden mit dieser Ope-
ration von Sn nach dem vorhergehenden genau die einfachen Darstellungen von
Sn. Die Argumente von eben zeigen, daß die ψEYAY für ψ ∈ DY Standardtab-
leaus eine Basis dieser einfachen Darstellung bilden. Dasselbe gilt für die um die



1306 KAPITEL 8. NICHTKOMMUTATIVE ALGEBRA UND SYMMETRIE

Nenner bereinigten sogenannten Specht-Vektoren

v(ψ) := ψ|Z||S|EYAY = ψ

(∑
g∈S

g

)(∑
h∈Z

sgn(h)h

)

Sie sind in Worten formale Linearkombinationen von Tableaus, die zu jedem Stan-
dardtableau ψ der Gestalt Y gebildet werden, indem man erst seine Varianten mit
in jeder Spalte beliebig permutierten Einträgen betrachtet, und dann deren Vari-
anten mit in jeder Zeile beliebig permutierten Einträgen, und alle diese Tableaus
aufsummiert, jeweils gewichtet mit dem Signum der letzteren Permutation.

Ergänzung 8.5.1.13. Seien k ein beliebiger Ring und Y ein Youngdiagramm mit
n Kästchen und BY := Ens×(Y, {1, . . . , n}) die Menge der Y -Tableaus. Seien
weiter Z, S ⊂ Ens×(Y ) der Zeilenstabilisator und der Spaltenstabilisator. Zum
freien k-Modul kBY betrachtet man in der modularen Darstellungstheorie meist
den Raum der sogenannten „Z-Koinvarianten“, also den Quotienten (kBY )Z nach
dem von allen a(z − 1) für a ∈ kBY und z ∈ Z erzeugten k-Untermodul. Ei-
ne k-Basis dieses Quotienten von kBY bildet die Menge der Bilder der Tableaus.
Man nennt diese Bilder auch Tabloide und notiert sie als Tableaus ohne senkrech-
te Striche, um anzudeuten, daß es auf die Reihenfolge der Einträge in den Zeilen
nun nicht mehr ankommen soll. Das Tabloid alias die Nebenklasse eines Tableaus
T notiert man [T ]. Die Elemente des Raums der Koinvarianten faßt man als for-
male Linearkombinationen von Tabloiden auf und nennt sie Polytabloide. Dann
betrachtet man den Raum der spaltenalternierenden Elemente (kBY )S -sgn und das
Bild der Verknüpfung

(kBY )S -sgn ↪→ kBY � (kBY )Z

der offensichtlichen Homomorphismen von Sn-Darstellungen. Dieses Bild wird
L(Y ) notiert und heißt der Specht-Modul. Natürlich ist

(kBY )S -sgn = kBY

(∑
h∈S

sgn(h)h

)

ein zyklischer kSn-Modul und für jedes Tableau T ∈ BY ist T
(∑

h∈S sgn(h)h
)

ein Erzeuger. Das Bild dieses Erzeugers im Raum (kBY )Z der Koinvarianten no-
tieren wir JT K und nennen es das zu T gehörige Polytabloid. Die Polytabloide JT K
für T ∈ BY erzeugen also den Spechtmodul zum Youngdiagramm Y als k-Modul
und jedes Polytabloid JT K erzeugt den Spechtmodul L(Y ) als kSn-Modul.

Ergänzung 8.5.1.14. Operiert ein Monoid G auf einer Menge X und ist k ein
Kring, so wird der freie k-Modul kX in offensichtlicher Weise eine Darstellung
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Die beiden Specht-Vektoren zu den beiden Standardtableaus einer gewissen
vorgegebenen Gestalt mit drei Kästchen. Das Mitteln über die Bilder unter dem

Spaltenstabilisator Z ⊂ SY liefert in obigem Bild die Zeilensummen, das Mitteln
mit Vorzeichen über den Zeilenstabilisator dann die alternierenden

Spaltensummen unter jedem Eintrag.
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Illustration der Hakenlängenformel. Eingezeichnet sind alle Haken mit mehr als
nur einem Kästchen. Die zu diesem Young-Diagramm gehörige einfache

Darstellung hat danach die Dimension

8!

6 · 5 · 3 · 2 · 2
= 8 · 7 · 2 = 112



8.5. DARSTELLUNGEN DER SYMMETRISCHEN GRUPPEN 1309

von G. Weiter erhalten wir eine G-invariante symmetrische bilineare Abbildung
kX × kX → k durch die Vorschrift (x, y) 7→ δxy für x, y ∈ X . Die Basis der
Tabloide liefert so eine symmetrische invariante Bilinearform auf (kBY )Z .

Ergänzung 8.5.1.15. Eine besonders schöne Formel für die Dimension der einfa-
chen Darstellung L(Y ) einer symmetrischen Gruppe ist die Hakenlängenformel

dimC L(Y ) =
|Y |!∏

(i,j)∈Y (Hakenlänge von (i, j))

Die Hakenlänge eines Kästchens (i, j) ∈ Y ist dabei erklärt als die Zahl aller
(a, b) ∈ Y mit a = i, b ≥ j oder b = j, a ≥ i. Ich gebe hierfür keinen Beweis.

8.5.1.16. Über die Darstellungen der symmetrischen Gruppen ist noch sehr viel
mehr bekannt, siehe zum Beispiel [Sag00, Jam78, JK81, FH91]. Was die Dar-
stellungen über Körpern positiver Charakteristik angeht, ist aber auch noch vieles
offen. Selbst die Dimensionen der meisten einfachen Darstellungen sind in diesem
Fall noch nicht bekannt.

Vorschau 8.5.1.17 (Gelfand-Modell für symmetrische Gruppen). Sei I ⊂ Sn
die Menge aller Idinvolutionen in der symmetrischen Gruppe. Auf der Menge I
operiert die symmetrische Gruppe durch Konjugation. Es gibt nun ein äquivarian-
tes Geradenbündel L auf I derart, daß seine globalen Schnitte isomorph sind zur
direkten Summe aller einfachen Darstellungen der symmetrischen Gruppe Sn, in
Formeln ⊕

Y ∈Yn

L(Y ) ∼= Γ(I;L)

Das Geradenbündel kann hierbei dadurch charakterisiert werden, daß für eine
Idinvolution τ die Operation der Standgruppe von τ auf der Faser Lτ durch den
Charakter geschieht, der durch das Signum der Operation der Elemente der Stand-
gruppe auf der Fixpunktmenge {1, . . . , n}τ von τ gegeben wird.

Übungen

Übung 8.5.1.18. Man zeige, daß das Tensorieren mit der Vorzeichendarstellung
dem Übergang zur dualen Partition alias zum an der Hauptdiagonale gespiegelten
Youngdiagramm entspricht, in Formeln L(Y ) ⊗ sgn ∼= L(τY ) für τ die Vertau-
schung der beiden Koordinaten.

Übung 8.5.1.19. Man zeige in der Notation 7.4.7.13 die beiden Implikationen
[M(Y ) : L(Y ′)] 6= 0 ⇒ Y ≤ Y ′ und [N(Y ) : L(Y ′)] 6= 0 ⇒ Y ≥ Y ′,
die beschreiben, welche einfachen Darstellungen als Kompositionsfaktoren von
M(Y ) und N(Y ) auftreten können. Darüberhinaus zeige man

[M(Y ) : L(Y )] = [N(Y ) : L(Y )] = 1
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8.5.2 Der Robinson-Schensted-Algorithmus
8.5.2.1. Wir erhalten eine Bijektion zwischen der Menge aller Permutationen
σ von {1, . . . , n} und der Menge aller Paare von Standardtableaus mit jeweils
n Kästchen und gleicher Gestalt, d.h. gleichem zugrundeliegendem Young-Dia-
gramm vermittels des sogenannten Robinson-Schensted-Algorithmus wie folgt:
Zunächst stellen wir unsere Zahlen in der durch σ gegebenen Reihenfolge auf als
σ(1), σ(2), . . . , σ(n). Dann lassen wir sie „ein Young-Haus bauen und bewoh-
nen“ nach den folgenden Regeln: Im i-ten Schritt geht die Zahl σ(i) von links
nach rechts durch die erste Etage des Young-Hauses, wie es bis dahin bereits kon-
struiert ist. Ist sie größer als alle Bewohnerinnen der ersten Etage, baut sie am
Ende der ersten Etage ein Kästchen an und zieht dort ein. Sonst verdrängt sie die
erste Bewohnerin der ersten Etage, die größer ist als sie selber, und diese versucht
es in der zweiten Etage. Ist sie größer als alle Bewohnerinnen der zweiten Eta-
ge, so baut sie sich am Ende der zweiten Etage ein Kästchen an und zieht dort
ein. Sonst verdrängt sie in der zweiten Etage die erste Bewohnerin, die größer ist
als sie selber, und diese versucht es in der dritten Etage etc. Der i-te Schritt ist
fertig, wenn die Zahlen σ(1), σ(2), . . . , σ(i) alle wieder in einem Kästchen woh-
nen. So entsteht, wie man sich unschwer überlegt, ein Standardtableau L(σ). Die
Reihenfolge, in der die Kästchen angebaut werden, erinnern wir in einem zwei-
ten Standardtableau R(σ) derselben Gestalt, bei dem in demjenigen Kästchen die
Zahl i steht, das im i-ten Schritt angebaut wurde. Daß wir auf diese Weise in der
Tat eine Bijektion zwischen der Menge aller Permutationen und der Menge aller
Paare von Standardtableaus gleicher Gestalt erhalten, kann der Leser hoffentlich
ohne allzu große Schwierigkeiten selbst einsehen. In jedem Fall denke ich, daß es
noch schwieriger wäre, einen in Worten aufgeschriebenen Beweis nachzuvollzie-
hen.
Beispiel 8.5.2.2. Es sei σ(1), σ(2), . . . , σ(5) die Folge 3, 1, 5, 4, 2. Wir erhalten
der Reihe nach

3 1
3
1

2
1

3
1 5

2
1 3

3 5
1 4

2 4
1 3

5
3 4
1 2

5
2 4
1 3

Das Paar von Standardtableaus ganz am Ende der Zeile ist dann dasjenige, das der
Robinson-Schensted-Algorithmus unserer Permutation σ zuordnet.

8.5.3 Berechnung der Charaktere
8.5.3.1. Aus dem Beweis von Satz 8.5.1.2 wissen wir insbesondere, daß für je
zwei Young-Diagramme Y, Y ′ ∈ Yn gilt

HomCSn(M(Y ), N(Y ′)) 6= 0 ⇒ Y ≤ Y ′
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Zusätzlich wissen wir aus demselben Beweis dimC HomCSY (M(Y ), N(Y )) = 1.
Es ist nun für das folgende bequemer, mit Partitionen natürlicher Zahlen im Sinne
von 6.1.5.1 zu arbeiten. Gegeben eine Partition λ ∈ Pn alias eine absteigende
Folge λ(1) ≥ λ(2) ≥ . . . ≥ λ(r) > 0 = 0 = 0 . . . natürlicher Zahlen mit
Summe n bilden wir in hoffentlich offensichtlicher Weise die Untergruppe Sλ =
Sλ(1) × . . .× Sλ(r) ⊂ Sn der symmetrischen Gruppe und schreiben

M(λ) = (CSn)Eλ

mit Eλ = |Sλ|−1
∑

g∈Sλ g für die Darstellung, die wir später auch als die in-
duzierte der Einsdarstellung M(λ) = indSnSλ C verstehen werden. Wie in 6.1.5.4
erklärt liefert das Bilden der Spaltenlängen eine Bijektion s : Yn

∼→ Pn und für
λ = s(Y ) haben wir per definitionem M(λ) = M(Y ). Ebenso setzen wir dann
L(λ) = L(Y ) und übertragen die Dominanzteilordnung 8.5.1.10 vermittels s von
Young-Tableaus auf Partitionen. Notieren wir nun die Charaktere der induzierten
Darstellung M(λ) und der einfachen Darstellung L(λ) als

χM(λ) = ψλ und χL(λ) = χλ

so liefern unsere obigen Formeln

ψλ = χλ +
∑
µ>λ

aλ,µχµ

mit natürlichen Zahlen aλ,µ.Wir können also die Charaktere χλ der einfachen Dar-
stellungen erhalten, indem wir auf die Basis der ψλ mit einer Anordnung, in der
die ψλ zu größeren Indizes zuerst kommen, das Gram-Schmidt’sche Orthogonali-
sierungsverfahren anwenden.
8.5.3.2. Wie zu Beginn des Beweises von 8.5.1.2 liefert das Auswerten auf dem
Idempotenten Isomorphismen HomCSn((CSn)Eλ, (CSn)Eµ)

∼→ Eλ(CSn)Eµ und
für das Skalarprodukt der zugehörigen Charaktere folgt sofort

(ψλ, ψµ) = |Sλ\S/Sµ|

Um die Kardinalität dieser Menge von Doppelnebenklassen zu berechnen, beach-
ten wir die Bahnformel |Gx| · |Gx| = |G| und folgern für jede endliche Menge X
mit der Operation einer endlichen Gruppe G die Formel

|G\X| =
∑
x∈X

1

|Gx|
=
∑
x∈X

|Gx|
|G|

Ist speziell X = Sn und G = Sλ×Sµ, so spezialisiert unsere Formel zur Identität

|Sλ\Sn/Sµ| =
1

|Sλ| · |Sµ|
∑
x∈Sn

|xSλx−1 ∩ Sµ|
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Untersuchen wir hier die Schnitte für jede Konjugationsklasse Cν ⊂ Sn separat
und beachten für den Zentralisator Zν eines Elements der Konjugationsklasse Cν
die Bahnformel |Cν | · |Zν | = |Sn|, so ergibt sich

|Sλ\Sn/Sµ| =
|Sn|

|Sλ| · |Sµ|
∑
ν

|Sλ ∩ Cν | · |Sµ ∩ Cν |
|Cν |

8.5.3.3. Für die Gruppe S4 haben wir zum Beispiel die Partitionen λ = (4), (3, 1),
(22), (2, 12), (14) in abkürzender Notation, wo die Hochzahlen Vielfachheiten
meinen, so daß etwa ((2, 12) ein Kürzel wäre für die Partition 4 = 2 + 1 + 1.
Wir erhalten |Sλ| = 24, 6, 4, 2, 1 und |Cλ| = 6, 8, 3, 6, 1. Die Kardinalitäten der
Schnitte |Sλ ∩ Cν | werden gegeben durch den Eintrag in der Spalte unter λ und
der Zeile neben ν in der Tafel

4 3, 1 22 2, 12 14

4 6 0 0 0 0
3, 1 8 2 0 0 0
22 3 0 1 0 0

2, 12 6 3 2 1 0
14 1 1 1 1 1

Die Matrix der (ψλ, ψµ) ergibt sich dann zu

4 3, 1 22 2 , 12 14

4 1 1 1 1 1
3, 1 1 2 2 3 4
22 1 2 3 4 6

2 , 12 1 3 4 7 12
14 1 4 6 12 24

Damit ergibt sich schließlich die Zerlegung unserer induzierten Darstellungen in
einfache Darstellungen zu

ψ(4) = χ(4)

ψ(3,1) = χ(3,1) + χ(4)

ψ(22) = χ(22) + χ(3,1) + χ(4)

ψ(2,12) = χ(2,12) + χ(22) + 2χ(3,1) + χ(4)

ψ(14) = χ(14) + 3χ(2,12) + 2χ(22) + 3χ(3,1) + χ(4)

8.5.4 Jucys-Murphy-Elemente
Definition 8.5.4.1. Das j-te Jucys-Murphy-Element ξj im Gruppenring ZSn der
n-ten symmetrischen Gruppe ist die Summe aller Transpositionen von j mit klei-
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neren Elementen, in Formeln

ξj =
∑

1≤i<j

(i, j)

8.5.4.2 (Die Jucys-Murphy-Elemente kommutieren paarweise). Per definitio-
nem ist ξ1 = 0. Offensichtlich kommutiert das j-te Jucys-Murphy-Element mit
allen Elementen aus Sn, die sowohl j als auch die Teilmenge {1, . . . , j − 1} fest-
halten. Insbesondere kommutieren die Jucys-Murphy-Elemente untereinander.

Lemma 8.5.4.3. Die elementarsymmetrischen Funktionen in den Jucys-Murphy-
Elementen ξj liegen im Zentrum des Gruppenrings ZSn.

Beispiel 8.5.4.4. Die Summe ξ1 + . . . + ξn ist die Summe aller Transpositionen
und folglich zentral.

Beweis. Wir betrachten im Polynomring über dem Gruppenring (ZSn)[X] das
Produkt

(X + ξ1)(X + ξ2) . . . (X + ξn)

Es reicht zu zeigen, daß es mit allen Transpositionen sj := (j, j+ 1) benachbarter
Elemente kommutiert. Dazu reicht es zu zeigen, daß sj mit

(X + ξj)(X + ξj+1)

kommutiert, also mit ξj + ξj+1 und ξjξj+1. Wir finden ohne große Mühe

sjξjsj = ξj+1 − sj
sjξj+1sj = ξj + sj

und müssen also nur noch prüfen, daß gilt ξjξj+1 = (ξj+1 − sj)(ξj + sj) alias
sjξj + 1 = ξj+1sj . Hier aber rechnen wir ohne Schwierigkeiten aus, daß beide
Seiten beschrieben werden können als eine Summe der Identität mit Dreizykeln,
genauer durch den Ausdruck

1 +
∑

1≤i<j

(i, j + 1, j)
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8.6 Verschiedene weiterführende Resultate

8.6.1 Reeller, komplexer und quaternionaler Typ
8.6.1.1. Wir erinnern an die Körper beziehungsweise Schiefkörper R ⊂ C ⊂ H
der reellen Zahlen, komplexen Zahlen und Quaternionen H aus 3.5.6.4 und be-
zeichnen Darstellungen einer Gruppe G über den jeweiligen Ringen als reelle,
komplexe und quaternionale Darstellungen. Die Restriktion der Skalare macht in
offensichtlicher Weise aus quaternionalen Darstellungen komplexe Darstellungen
und aus komplexen Darstellungen reelle Darstellungen. Umgekehrt macht die Er-
weiterung der Skalare aus reellen Darstellungen komplexe Darstellungen und aus
komplexen Darstellungen quaternionale Darstellungen. In Formeln meint man et-
wa für V eine komplexe Darstellung mit der durch Erweiterung der Skalare gege-
bene quaternionale Darstellung die quaternionale Darstellung H⊗C V .

Definition 8.6.1.2. 1. Eine reelle Darstellung heißt:

(a) von quaternionalem Typ, wenn sie durch Restriktion der Skalare aus
einer quaternionalen Darstellung entsteht;

(b) von komplexem Typ, wenn sie durch Restriktion der Skalare zwar
nicht aus einer quaternionalen, aber doch immerhin aus einer komple-
xen Darstellung entsteht;

(c) von reellem Typ sonst.

2. Eine komplexe Darstellung heißt:

(a) von reellem Typ, wenn sie isomorph ist zu einer Darstellung, die
durch Erweiterung der Skalare aus einer reellen Darstellung entsteht;

(b) von quaternionalem Typ, wenn sie durch Restriktion der Skalare aus
einer quaternionalen Darstellung entsteht;

(c) von komplexem Typ sonst.

3. Eine quaternionale Darstellung heißt:

(a) von reellem Typ, wenn sie isomorph ist zu einer Darstellung, die
durch Erweiterung der Skalare aus einer reellen Darstellung entsteht;

(b) von komplexem Typ, wenn sie zwar nicht von reellem Typ ist, aber
isomorph ist zu einer Darstellung, die durch Erweiterung der Skalare
aus einer komplexen Darstellung entsteht;

(c) von quaternionalem Typ sonst.
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8.6.1.3 (Typen reeller Darstellungen und ihre Endomorphismen). Gegeben
eine einfache reelle Darstellung höchstens abzählbarer Dimension ist ihr Endo-
morphismenring nach 6.3.12.3 als R-Ringalgebra isomorph zu genau einem der
Ringe R,C oder H. Offensichtlich können wir den Typ unserer Darstellung in
diesem Fall an ihrem Endomorphismenring ablesen.

8.6.1.4 (Typen quaternionaler Darstellungen und ihre Endomorphismen). Ge-
geben eine einfache quaternionale Darstellung höchstens abzählbarer Dimension
ist ihr Endomorphismenring nach 6.3.12.2 als R-Ringalgebra isomorph zu genau
einem der Ringe R,C oderH. Wieder können wir den Typ unserer Darstellung an
ihrem Endomorphismenring ablesen, aber diesmal ist die Beziehung umgekehrt,
der Endomorphismenring R zeigt quaternionalen Typ an, der Endomorphismen-
ringC komplexen Typ und der EndomorphismenringH reellen Typ. In der Tat lie-
fert die Rechtsmultiplikation auf dem ersten Tensorfaktor für jede reelle Darstel-
lung V vonG einenR-linearen RinghomomorphismusHopp → EndH,G(H⊗RV ),
und ist umgekehrt eine quaternionale Darstellung W von G mit einem R-linearen
Ringhomomorphismus Hopp → EndH,G(W ) gegeben, so können wir W als Mo-
dul über H ⊗R Hopp mit G-Operation auffassen, nach 8.6.1.10 also als Modul
über End−RH mit G-Operation und nach 7.2.3.17 entsteht W dann durch Erwei-
terung der Skalare H⊗R aus einer reellen Darstellung von G. Ähnlich liefert die
Rechtsmultiplikation auf dem ersten Tensorfaktor für jede komplexe Darstellung
V von G einen R-linearen Ringhomomorphismus Copp → EndGH(H ⊗C V ). Ist
umgekehrt eine quaternionale Darstellung W von G mit einem R-linearen Ring-
homomorphismus Copp → EndGH(W ) gegeben, so können wir W als Modul über
H⊗R Copp mit G-Operation auffassen, nach Übung 8.6.1.10 also als Modul über
End−CHmit G-Operation und nach 7.2.3.17 entsteht W dann durch Erweiterung
der Skalare H⊗C aus einer komplexen Darstellung von G.

8.6.1.5. Auch einfache komplexe Darstellungen höchstens abzählbarer Dimensi-
on haben einen wohlbestimmten Typ, können also nicht gleichzeitig durch Ska-
larerweiterung aus einer reellen Darstellung und durch Restriktion aus einer qua-
ternionalen Darstellung hervorgehen. Um das zu sehen, holen wir etwas weiter
aus, um diese Behauptung dann schließlich in 8.6.1.8 sogar etwas allgemeiner zu
zeigen für beliebige komplexe Darstellungen mit Endomorphismenring C.

8.6.1.6. Zu jedem komplexen Vektorraum V bilden wir wie in 4.1.12.33 den kom-
plex konjugierten Vektorraum V , indem wir dieselbe unterliegende additive Grup-
pe nehmen, die Operation von a ∈ C auf v ∈ V jedoch ändern zu einer Operation
a · v, die mit der ursprünglichen Operation av verknüpft ist durch die Formel
a · v = āv. Es ist in diesem Zusammenhang praktisch, für jedes Element v ∈ V
dasselbe Element in seiner Eigenschaft als Element des komplex konjugierten
Vektorraums v̄ ∈ V zu notieren, so daß wir unseren Punkt für die neue Operation
der Skalare gleich wieder weglassen können und unsere zweite Formel besonders
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suggestiv in der Form āv̄ = av geschrieben werden kann. Ist V eine komplexe
Darstellung einer Gruppe G, so ist V mit derselben Operation von G auch eine
komplexe Darstellung, die komplex konjugierte Darstellung.

Proposition 8.6.1.7 (Typ komplexer Darstellung und Endomorphismen). Sei
V eine komplexe Darstellung einer Gruppe G.

1. Genau dann ist V die Komplexifizierung einer reellen Darstellung von G,
wenn es einen Isomorphismus von Darstellungen J : V

∼→ V gibt mit
J2 = idV ;

2. Genau dann ist V die Restriktion einer quaternionalen Darstellung von G,
wenn es einen Isomorphismus von Darstellungen J : V

∼→ V gibt mit
J2 = − idV .

Beweis. Im ersten Fall ist V isomorph zur Komplexifizierung der reellen Un-
terdarstellung V J der J-Invarianten, vergleiche auch 22.2.2.13. Im zweiten Fall
können wir V zu einem H-Rechtsmodul machen, indem wir als Rechtsmultipli-
kation mit j ∈ H unser J nehmen. Der Rest des Beweises sei dem Leser überlas-
sen.

Korollar 8.6.1.8 (Typen einfacher komplexer Darstellungen). Sei V eine kom-
plexe Darstellung einer Gruppe G, deren einzige Endomorphismen die Skalare
sind, in Formeln ModGC V = C. So sind wir in genau einem der folgenden drei
Fälle:

1. Die Darstellung V ist von reellem Typ, als da heißt, sie entsteht aus einer
reellen Darstellung W durch Komplexifizierung;

2. Die Darstellung V ist von quaternionalem Typ, als da heißt, sie entsteht aus
einer quaternionalen Darstellung V über H durch Restriktion der Skalare;

3. Die Darstellung V ist nicht isomorph zu ihrer komplex konjugierten Dar-
stellung V .

8.6.1.9. Per definitionem heißt eine komplexe Darstellung von komplexem Typ,
wenn sie weder von reellem noch von quaternionalem Typ ist. Das Korollar im-
pliziert, daß diese Eigenschaft für komplexe Darstellungen mit Endomorphismen-
ring C gleichbedeutend ist zur Eigenschaft, nicht isomorph zu sein zu ihrer kon-
jugierten Darstellung.

Beweis. Sind wir in einem der ersten beiden Fälle, so sind wir nach 8.6.1.7 nicht
im dritten Fall. Sind wir umgekehrt nicht im dritten Fall, so gibt es einen Isomor-
phismus J : V

∼→ V . Per definitionem gilt

Jav = a · Jv = āJv ∀a ∈ C, v ∈ V
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Unser J liefert auch einen Isomorphismus J̄ : V
∼→ V , für den wir der Klar-

heit halber manchmal die alternative Bezeichnung J̄ verwenden, obwohl es sich
rein mengentheoretisch um dieselbe Abbildung handelt. Nach Annahme gilt auch
J̄J = a idV für geeignetes a ∈ C×, und da J̄J = J2 kommutiert mit J , haben wir
nach der vorhergehenden Rechnung hier sogar a ∈ R×. Aus unseren Vorausset-
zungen folgt nun auch dim HomG(V, V ) = 1. Ändern wir J ab um einen Skalar
z ∈ C×, so ändert sich J̄J um den Skalar |z|2 ∈ R>0. Also gilt für alle J : V

∼→ V
entweder J2 = a idV mit a > 0 oder J2 = a idV mit a < 0. Im ersten Fall finden
wir leicht ein J mit J2 = idV und nach 8.6.1.7 ist unsere Darstellung die Komple-
xifizierung einer reellen Darstellung. Im zweiten Fall finden wir ebensoleicht ein
J mit J2 = − idV und nach 8.6.1.7 ist unsere Darstellung die Restriktion einer
quaternionalen Darstellung.

Übungen

Übung 8.6.1.10. Die Abbildung q ⊗ w 7→ (u 7→ quw) induziert einen Ringiso-
morphismus H⊗R Hopp ∼→ EndR(H). Dieselbe Abbildung induziert einen Ringi-
somorphismus H⊗R Copp ∼→ End−C(H).

Übung 8.6.1.11. Gegeben eine endlichdimensionale komplexe Darstellung V ei-
ner endlichen Gruppe G ist die komplex konjugierte Darstellung stets isomorph
zur kontragredienten Darstellung, in Formeln V ∼= V ∗. Hinweis: 8.4.1.4.

Übung 8.6.1.12. Gegeben eine Gruppe G bezeichne irraKG die Menge der Iso-
morphieklassen einfacher Darsellungen von G über K = R,C,H von höchstens
abzählbarer Dimension und

irraKG = irraRKG t irraCKG t irraHKG

die Zerlegung nach reellem, komplexem und quaternionalem Typ. So liefern die
offensichtlichen durch Restriktion beziehungsweise Erweiterung der Skalare ge-
gebenen Abbildungen Bijektionen

irraHHG
∼−→ irraHC G

∼−→ irraHR G

irraRHG
∼←− irraRCG

∼←− irraRRG

irraCHG
∼←− irraCCG/(V∼V )

∼−→ irraCRG

In der Mitte der untersten Zeile ist hier der Quotient nach der Äquivalenzrelati-
on gemeint, unter der eine Darstellung und ihre komplex konjugierte Darstellung
identifiziert werden. Dabei bestehen im übrigen nach 8.6.1.8 alle Äquivalenzklas-
sen aus genau zwei Elementen. Hinweis: Um zu zeigen, daß einfache Darstellun-
gen jeweils einfach bleiben, beachte man, daß Erweiterung der Skalare gefolgt
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von Restriktion der Skalare jede reelle Darstellung V zu V ⊕ V macht und jede
komplexe Darstellung V zu V ⊕ V . Für die Wohldefiniertheit der Abbildung un-
ten links muß der Leser zunächst H ⊗C V ∼= H ⊗C V zeigen. Die Surjektivität
aller Abbildungen folgt aus den Definitionen. Für die Injektivität etwa der ersten
Abbildung oben links beachte man H ⊗C V ∼= V ⊕ V für jede quaternionale
Darstellung V . Die Injektivität der anderen Pfeile zeigt man ähnlich.

8.6.2 Invariante Bilinearformen auf Darstellungen
Proposition 8.6.2.1. Seien G eine Gruppe und V eine endlichdimensionale ein-
fache Darstellung von G über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k mit
char k 6= 2. So sind wir in genau einem der folgenden drei Fälle:

1. Es gibt auf V eine von Null verschiedene symmetrische G-invariante Bili-
nearform. Diese ist dann nichtausgeartet und bis auf einen Skalar eindeutig
bestimmt;

2. Es gibt auf V eine von Null verschiedene symplektische G-invariante Bili-
nearform. Diese ist dann nichtausgeartet und bis auf einen Skalar eindeutig
bestimmt;

3. Es gibt auf V keine von Null verschiedene G-invariante Bilinearform.

Beweis. Nach dem Schur’schen Lemma haben wir dim HomG
k (V, V ∗) ≤ 1 und

jeder von Null verschiedene Homomorphismus ist ein Isomorphismus. Da unsere
Identifikation Hom(V, V ∗)

∼→ Bil(V ) aus 8.6.2.13 verträglich ist mit der Operati-
on von G, folgt auch für den Raum der invarianten Bilinearformen

dimk Bil(V )G ≤ 1

und jede von Null verschiedene invariante Bilinearform ist nichtausgeartet. Ist
unser Raum von Bilinearformen eindimensional, so operiert schließlich unsere
durch das Vertauschen der Argumente definierte Selbstinverse aus 8.6.2.14 darauf
entweder als die Identität oder als die Multiplikation mit (−1).

8.6.2.2. Im allgemeinen definiert man S2V als den Quotienten von V ⊗V nach al-
len v⊗w−w⊗v und

∧2 V als den Quotienten von V ⊗V nach allen v⊗v. Ist unse-
re Charakteristik nicht Zwei, so geht der Unterraum der Invarianten unter der Ver-
tauschung der Faktoren unter der Projektion isomorph nach S2V der Unterraum
der Schiefinvarianten isomorph nach

∧2 V , aber in Charakteristik zwei ist beides
nicht mehr richtig. Für endlichdimensionales V haben wir stets Bil(V ) = V ∗⊗V ∗
in kanonischer Weise.
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Lemma 8.6.2.3. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und g : V → V eine
lineare Abbildung, so haben wir

tr(g2|V ) = tr(g|S2V )− tr(g|
∧2 V )

Beweis. Ist g diagonalisierbar und v1, . . . , vn eine Basis aus Eigenvektoren zu Ei-
genwerten λ1, . . . , λn, so ist (vivj)i≤j eine Basis aus Eigenvektoren in S2V und
(vi ∧ vj)i<j eine Basis von Eigenvektoren von

∧2 V und unsere Behauptung re-
duziert sich auf die offensichtliche Identität

n∑
i=1

λ2
i =

∑
i≤j

λiλj −
∑
i<j

λiλj

Im allgemeinen ist g jedenfalls trigonalisierbar über einer geeigneten Erweiterung
des Grundkörpers, und dann greift dasselbe Argument.

Proposition 8.6.2.4. Gegeben eine einfache Darstellung V einer endlichen Grup-
pe G über einem algebraisch abgeschlossenen Körper einer von Zwei verschiede-
nen Charakteristik gilt

|G|−1
∑

χV (g2) =


1 falls V eine symmetrische Form besitzt;
0 falls V keine Form besitzt;
−1 falls V eine symplektische Form besitzt.

Mit der Abkürzung „Form“ sind dabei jeweils von Null verschiedeneG-invariante
Bilinearformen gemeint, die dann, wie bereits gezeigt, notwendig nichtausgeartet
sind.

Beweis. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper einer von Zwei verschie-
denen Charakteristik zerfällt der Raum der Bilinearformen Bil(V ) in die Teil-
räume

Bil(V ) = Sym(V )⊕ Alt(V )

der symmetrischen beziehungsweise alternierenden Bilinearformen. Ist V eine
Darstellung einer Gruppe G, so notieren wir die entsprechende Darstellung

B = S ⊕ A

Die entsprechenden kanonischen Identifikationen definieren Isomorphismen von
Darstellungen S2V ∗

∼→ S und
∧2 V ∗

∼→ A und mit Lemma 8.6.2.3 erhalten wir

χV (g2) = χS(g−1)− χA(g−1)

Nun gilt ja (χS, χtriv) = 1 beziehungsweise (χA, χtriv) = 1 in Bezug auf unsere
symmetrische Bilinearform aus ?? genau dann, wenn es auf V bis auf Skalar
genau eine nichtausgeartete symmetrische beziehungsweise symplektische Form
gibt. Die Proposition folgt.
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Definition 8.6.2.5. Eine quaternionale Sesquilinearform auf einem quaternio-
nalen Vektorraum alias H-Rechtsmodul V ist eine Abbildung V × V → H,
(v, w) 7→ 〈v, w〉 derart, daß für alle v, w, v′, w′ ∈ V und λ, µ ∈ H gilt:

1. 〈v + v′, w〉 = 〈v, w〉+ 〈v′, w〉, 〈vλ, w〉 = λ̄〈v, w〉;

2. 〈v, w + w′〉 = 〈v, w〉+ 〈v, w′〉, 〈v, wµ〉 = 〈v, w〉µ.

Sie heißt hermitesch, wenn zusätzlich gilt

3. 〈v, w〉 = 〈w, v〉,

und ein Skalarprodukt oder genauer ein quaternionales Skalarprodukt, wenn
außerdem noch gilt

4. 〈v, v〉 ≤ 0⇒ v = 0.

Beispiel 8.6.2.6. Auf demHn erhalten wir ein quaternionales Skalarprodukt durch
die Vorschrift 〈v, w〉 = v̄1w1 + . . .+ v̄nwn.

8.6.2.7 (Existenz invarianter quaternionaler Skalarprodukte). Auf jeder end-
lichdimensionalen quaternionalen Darstellung einer endlichen Gruppe existiert
ein invariantes quaternionales Skalarprodukt. Man zeigt das wie im reellen oder
komplexen Fall durch das Mitteln eines beliebigen Skalarprodukts.

8.6.2.8. Jedes q ∈ H läßt sich eindeutig schreiben als q = z + jw mit z, w ∈ C.
Ich nenne dann w den j-Teil von q und schreibe w = jot(q). Man prüft leicht
jot(zq) = z̄ jot(q) für z ∈ C und jot(q̄) = − jot(q). Man rechnet mühelos nach,
daß gegeben ein Skalarprodukt auf einem quaternionalen Vektorraum sein j-Teil
(v, w) 7→ jot〈v, w〉 komplex-bilinear und symplektisch ist.

Satz 8.6.2.9 (Formen und Typen einfacher komplexer Darstellungen). Seien
G eine endliche Gruppe und V eine einfache komplexe Darstellung von G.

1. Genau dann ist V von reellem Typ, wenn es auf V eine nichtausgeartete
symmetrische G-invariante Bilinearform gibt;

2. Genau dann ist V quaternionalem Typ, wenn es auf V eine nichtausgeartete
symplektische G-invariante Bilinearform gibt;

3. Genau dann ist V von komplexem Typ, wenn V nicht isomorph ist zu seiner
eigenen kontragredienten Darstellung, V � V ∗.

8.6.2.10. Ich zeige zu Ende dieses Abschnitts als 8.6.2.12 auch noch eine Vari-
ante dieser Proposition im Fall nicht notwendig einfacher Darstellungen. Dann
schließen sich die Fälle jedoch nicht mehr gegenseitig aus.
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Beweis. 1. Ist unsere Darstellung die Komplexifizierung einer Darstellung über
R, so erhalten wir durch Komplexifizieren eines invarianten Skalarprodukts auf
besagter Darstellung über R eine invariante nichtausgeartete symmetrische Bili-
nearform auf unserer komplexen Darstellung. Ist umgekehrt eine invariante sym-
metrische Bilinearform (v, w) 7→ s(v, w) gegeben, so wählen wir zusätzlich ein
invariantes Skalarprodukt (v, w) 7→ 〈v, w〉 und betrachten die Komposition J der
von unserer Bilinearform und unserem Skalarprodukt induzierten Isomorphismen

V
∼→ V ∗

∼→ V

Per definitionem gilt (v, w) = 〈v, Jw〉 ∀v, w ∈ V und folglich

〈v, J2w〉 = (v, Jw) = (Jw, v) = 〈Jw, Jv〉

und wir erkennen, daß J2 selbstadjungiert ist und nur positive Eigenwerte hat.
Aus dem Schur’schen Lemma folgt J2 = a idV mit a > 0. Mit 8.6.1.7 folgt dann
leicht, daß unsere Darstellung die Komplexifizierung einer Darstellung über R ist.

2. Ist unsere Darstellung die Restriktion einer Darstellung über H, so ist der j-Teil
im Sinne von 8.6.2.8 eines invarianten quaternionalen Skalarprodukts im Sinne
von 8.6.2.5, das es nach 8.6.2.7 stets gibt, eine invariante nichtausgeartete sym-
plektische Bilinearform auf unserer komplexen Darstellung. Ist umgekehrt eine
invariante symplektische Bilinearform gegeben, so liefert unsere Konstruktion
wieder ein komplex-schieflineares J , für das J2 selbstadjungiert ist und diesmal
nur negative Eigenwerte hat. Aus dem Schur’schen Lemma folgt dann J2 = a idV
mit a < 0 und aus 8.6.1.7 folgt so, daß unsere Darstellung die Restriktion einer
quaternionalen Darstellung ist.

3. Das ist klar nach 8.6.1.11.

Korollar 8.6.2.11. Gegeben eine einfache komplexe Darstellung V einer endli-
chen Gruppe G gilt

|G|−1
∑

χV (g2) =


1 falls V von reellem Typ ist;
0 falls V von komplexem Typ ist;
−1 falls V von quaternionalem Typ ist.

Beweis. Das folgt sofort, wenn man 8.6.2.4 mit 8.6.2.1 kombiniert.

Proposition 8.6.2.12 (Formen und Typen komplexer Darstellungen). Seien G
eine endliche Gruppe und V eine endlichdimensionale komplexe Darstellung von
G. So gilt:

1. Genau dann ist V isomorph zur Komplexifizierung einer reellen Darstel-
lung von G, wenn es auf V eine invariante nichtausgeartete symmetrische
Bilinearform gibt;
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2. Genau dann ist V isomorph zur Restriktion einer quaternionalen Darstel-
lung von G, wenn es auf V eine invariante nichtausgeartete symplektische
Bilinearform gibt.

Beweis. Die Hinrichtung geht genauso wie im Beweis von 8.6.2.1. Für die Rück-
richtung wählen wir wie im Beweis von 8.6.2.1 auf unserer Darstellung ein in-
variantes Skalarprodukt und finden wieder einen schieflinearen Automorphismus
J unserer Darstellung derart, daß J2 selbstadjungiert ist und nur positive bezie-
hungsweise negative Eigenwerte hat. Ändern wir dann J auf den Eigenräumen
von J2 durch einen geeigneten Skalar ab, so können wir J2 = id beziehungswei-
se J2 = − id erreichen.

Übungen

Übung 8.6.2.13. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k erhalten wir
eine Bijektion

Hom(V, V ∗)
∼→ Bil(V )

zwischen dem Raum der Homomorphismen von V in seinen Dualraum und dem
Raum der Bilinearformen auf V , indem wir jedem Homomorphismus ϕ : V →
V ∗ die Bilinearform ϕ̂ zuordnen, die gegeben wird durch ϕ̂(v, w) = (ϕ(v))(w).
Wir kennen diese Bijektion bereits aus 12.7.3.13, wo wir ihre Inverse g 7→ cang
notiert hatten.
Übung 8.6.2.14. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k haben wir auf
dem Raum Bil(V ) der Bilinearformen eine natürliche selbstinverse Abbildung,
das „Vertauschen der Argumente“. Ihr Eigenraum zum Eigenwert 1 besteht genau
aus allen symmetrischen Bilinearformen, ihr Eigenraum zum Eigenwert (−1) aus
allen symplektischen alias alternierenden Bilinearformen, und Fall char k 6= 2 ist
Bil(V ) die direkte Summe dieser Eigenräume.
Übung 8.6.2.15 (Eindeutigkeit invarianter Sesquilinearformen). Je zwei inva-
riante Sesquilinearformen auf einer irreduziblen endlichdimensionalen komple-
xen Darstellung eines Monoids unterscheiden sich höchstens um einen Skalar.
Hinweis: Man beachte für einen komplexen Vektorraum mit der Notation Ses(V )
für die Menge der Sesquilinearformen s : V × V → C die Identifikation

Ses(V )
∼→ Hom(V , V ∗)

mit s 7→ fs und fs gegeben durch fs(v̄) : w 7→ s(v, w) mit V dem komplex
konjugierten Vektorraum nach 4.1.12.33.
Übung 8.6.2.16 (Eindeutigkeit invarianter Skalarprodukte). Gegeben ein in-
variantes Skalarprodukt auf einer irreduziblen endlichdimensionalen reellen Dar-
stellung eines Monoids ist jede weitere invariante symmetrische Bilinearform ein
Vielfaches. Hinweis: Hauptachsentransformation ??.
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Übung 8.6.2.17 (Eindeutigkeit quaternionaler invarianter Skalarprodukte).
Gegeben ein invariantes quaternionales Skalarprodukt auf einer irreduziblen end-
lichdimensionalen quaternionalen Darstellung eines Monoids G ist jede weite-
re invariante hermitesche quaternionale Sesquilinearform ein reelles Vielfaches.
Hinweis: Unsere Formen werden durch ihren Realteil festgelegt und der ist ein
invariantes Skalarprodukt beziehungsweise eine invariante symmetrische Biline-
arform einer einfachen reellen Darstellung des Monoids G× {±i,±j,±k,±1}.

8.6.3 Induktion und Koinduktion für Monoide
8.6.3.1. Ich erinnere an das Konzept adjungierter Funktoren, das in 16.4.3 disku-
tiert wird.

Satz 8.6.3.2 (Adjungierte von Restriktionen). Sei ϕ : H → G ein Monoidho-
momorphismus. Das Restringieren von Darstellungen alias der Funktor resHG :
G -Mod → H -Mod besitzt einen Rechtsadjungierten indGH und einen Linksad-
jungierten prodGH .

8.6.3.3. Ist ϕ : H ↪→ G die Einbettung eines Untermonoids, so nennt man indGH
meist die Induktion und prodGH manchmal die Koinduktion. Im Fall G = 1
benutzt man die Bezeichnungen ind1

HM = MH sowie prod1
HM = MH und

nennt diese abelschen Gruppen dieH-Invarianten und dieH-Koinvarianten von
M . Explizit haben wir in diesem Fall MH = {m ∈ M | hm = m ∀h ∈ H} und
MH = M/〈hm − m | m ∈ M,h ∈ H〉. Ist allgemeiner ϕ eine Surjektion
ϕ : H � G und K ihr Kern, so sind für M ∈ H -Mod die Räume MK und MK

der Invarianten und Koinvarianten in natürlicher Weise Darstellungen von G und
wir erhalten natürliche Isomorphismen prodGHM

∼→MK und indGHM
∼→MK .

8.6.3.4. Gegeben Darstellungen M ∈ H -Mod und N ∈ G -Mod bezeichnet man
als Frobenius-Reziprozität die kanonischen Isomorphismen

HomH(resHG N,M)
∼→ HomG(N, indHG M)

HomH(M, resHG N)
∼→ HomG(prodGHM,N)

Aus der Transitivität der Restriktionen folgt auch in diesem Kontext sofort die
Transitivität von Induktion und Koinduktion.

Beweis. Wir geben verschiedene Beweise, um diese zentralen Konstruktionen un-
ter verschiedenen Blickwinkeln zu beleuchten.

1. Für jeden Ringhomomorphismus A → B hat die Restriktion B -Mod →
A -Mod den Rechtsadjungierten M 7→ HomA(B,M) und den Linksadjungierten
M 7→ B⊗AM, siehe 7.2.8.5 und 7.2.8.7. Identifizieren wir H -Mod = ZH -Mod
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und G -Mod = ZG -Mod und spezialisieren zum von ϕ induzierten Ringhomo-
morphismus ZH → ZG, so erhalten wir eine erste Beschreibung unserer adjun-
gierten Funktoren als

indGHM = HomZH(ZG,M) und prodGHM = ZG⊗ZH M

2. Alternativ können wir die induzierte Darstellung konstruieren als

indGHM = {f : G→M | f(hx) = hf(x) ∀h ∈ H, x ∈ G}

mit der G-Operation gegeben durch (gf)(x) = f(xg) für alle x, g ∈ G. Die
Identifikation mit HomZH(ZG,M) geschieht durch die Einschränkung eines der-
artigen Homomorphismus auf die Teilmenge G ⊂ ZG.

3. Die folgende Konstruktion induzierter und koinduzierter Darstellungen scheint
mir am anschaulichsten, sie funktioniert jedoch nur für Gruppen H ⊂ G. Wir be-
trachten dazu das sogenannte balancierte Produkt G ×/H M, das definiert ist als
der Raum der H-Bahnen in G ×M unter der Operation h(g,m) = (gh−1, hm),
und die Menge aller Schnitte beziehungsweise aller Schnitte mit endlichem Träger
der Projektion π : G×/H M � G/H , also

indGHM = {s : G/H → G×/H M | π ◦ s = id}

prodGHM = {s : G/H → G×/H M | π ◦ s = id, | supp s| <∞}
Die Fasern von π sind hier abelsche Gruppen in natürlicher Weise, π ist G-äqui-

variant für die offensichtliche G-Operation von links auf beiden Räumen, und die
Operation vonG induziert Gruppenhomomorphismen zwischen den Fasern von π.
Damit erhalten wir eine Operation vonG auf unseren Mengen von Schnitten durch
„Verschieben“, (gs)(x) = g(s(g−1x)), und das ist unsere dritte Konstruktion.
Um sie im Fall der induzierten Darstellung mit der vorherigen Konstruktion zu
identifizieren, bilden wir zu einer Abbildung f : G→M die Abbildung f̃ : G→
G ×M, x 7→ (x, f(x−1)) und beachten, daß sie für unsere speziellen f absteigt
zu einem Schnitt s : G/H → G ×/H M, falls H ⊂ G eine Einbettung ist. Im
Fall der koinduzierten Darstellung ordnen wir einem Tensor g⊗m ∈ ZG⊗ZHM
den Schnitt s zu mit s(gH) = (g,m). Insbesondere gibt es im Fall H ⊂ G stets
eine natürliche Einbettung prodGHM ⊂ indGHM und unter der Zusatzannahme
|G/H| <∞ ist diese Einbettung sogar ein Isomorphismus.

Vorschau 8.6.3.5. IstH → G ein Gruppenhomomorphismus mit endlichem Kern,
so gibt es besondere interessante Transformationen prodGH → indGH . Speziell ist
für H eine endliche Gruppe und G trivial die Multiplikation mit NH :=

∑
h∈H h

solch eine Transformation von den Koinvarianten zu den Invarianten, und für
H ⊂ G eine Einbettung von Gruppen wird eine derartige Transformation im vor-
hergehenden dritten Beweis von 8.6.3.2 mit konstruiert. In ?? wird skizziert, wie
sie sich als Spezialfall allgemeinerer Konstruktionen verstehen lassen sollten.
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8.6.3.6. Sei ϕ : H → G ein Gruppenhomomorphismus und k ein Körper und be-
zeichne d : H -Modk → H -Modopp

k das Bilden der kontragredienten Darstellung.
So induziert die offensichtliche Isotransformation

G -Modk
d //

resHG
��

G -Modopp
k

∼

t| ppppppppppp

ppppppppppp
(resHG )opp

��
H -Modk

d // H -Modopp
k

durch Übergang zu den Rechtsadjungierten eine Isotransformation

G -Modk G -Modopp
k

dopp
oo

∼

t| ppppppppppp

ppppppppppp

H -Modk

indGH

OO

H -Modopp
k

dopp
oo

(prodGH)opp

OO

Wir haben also kürzer geschrieben stets natürliche Isomorphismen

indGH(dM)
∼→ d(prodGHM)

Wenden wir sie auf M = dN an und schalten N → ddN davor, so ergeben sich
natürliche Homomorphismen indGH(N) → d(prodGH dN). Dualisieren wir sie, so
erhalten wir natürliche Homomorphismen prodGHM → d(indGH(dM)).

Satz 8.6.3.7 (Mackey). Sei G eine Gruppe mit Untergruppen H,L und sei A eine
Darstellung von H . Sei X ⊂ G ein Repräsentantensystem für die L-H-Doppel-
nebenklassen. Gegeben x ∈ X setzen wir Ux = xHx−1 ∩ L und betrachten die
Einbettung Ux ↪→ H, u 7→ x−1ux. So haben wir kanonische Isomorphismen

resLG
(
prodGH A

) ∼→
⊕
x∈X

prodLUx
(
resUxH A

)
resLG

(
indGH A

) ∼→
∏
x∈X

indLUx
(
resUxH A

)
Beweis. Wir zeigen nur den ersten Isomorphismus, der Zweite ergibt sich ana-
log. Auf der linken Seite steht ZG⊗ZH A. Nun zerfällt ZG als ZL-ZH-Bimodul
offensichtlich in ZG =

⊕
Q ZQ, wo Q über die L-H-Doppelnebenklassen in G

läuft. Wählen wir x ∈ Q, so liefert weiter die Vorschrift f ⊗ g 7→ fxg einen
Isomorphismus von ZL-ZH-Bimoduln ZL ⊗ZUx ZH

∼→ ZQ. Damit ist der Satz
klar.
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Bemerkung 8.6.3.8. Ist im vorhergehenden Satz speziell H = L ein Normalteiler
von G, so haben wir X = G/H und die Summanden beziehungsweise Faktoren
auf der rechten Seite unserer Formeln sind schlicht die H-Moduln Ax, die man
erhält, wenn man die Operation von H auf A mit der Konjugation durch x ∈ G
vertwistet.

Korollar 8.6.3.9. Sei G eine Gruppe mit Untergruppen H,L und seien A ∈
H -Mod, B ∈ L -Mod Darstellungen. Sei X ⊂ G ein Repräsentantensystem für
die L-H-Doppelnebenklassen in G. Für x ∈ X setzen wir Ux = xHx−1 ∩ L und
betrachten die Einbettung Ux ↪→ H, u 7→ x−1ux. So haben wir einen kanonischen
Isomorphismus

HomG(prodGH A, indGL B)
∼→
∏
x∈X

HomUx(resUxH A, resUxL B)

Beweis. Klar mit dem vorhergehenden Satz von Mackey 8.6.3.7 und den Adjunk-
tionen (prod, res) sowie (res, ind).

Ergänzung 8.6.3.10. Vertauschen wir die Rollen von H und L, so haben wir mit
demselben Beweis auch einen kanonischen Isomorphismus

HomG(prodGL B, indGH A)
∼→
∏
x∈X

HomUx(resUxL B, resUxH A)

Übungen

Übung 8.6.3.11. Gegeben endliche Gruppen H ⊂ G und ein Körper k der Cha-
rakteristik Null können wir die koinduzierte Darstellung der Einsdarstellung von
H auch beschreiben als

prodGH k
∼= (kG)

(∑
h∈H

h

)

Dieselbe Formel gilt, wenn nur H endlich ist.

Übung 8.6.3.12 (Charaktere induzierter Darstellungen). GegebenH ⊂ G end-
liche Gruppen und V eine endlichdimensionale komplexe Darstellung von H gilt
für den Charakter der induzierten Darstellung W := indGH V die Formel

χW (g) =
1

|H|
∑
x∈G

χ̇V (xgx−1)
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mit χ̇V : G→ C der Ausdehnung von χV : H → C durch Null. Bilden alternativ
x1, . . . , xr ein Repräsentantensystem für die Rechtsnebenklassen vonH inG, also
G =

⊔r
i=1 xiH , so gilt auch

χW (g) =
r∑
i=1

χ̇V (xigx
−1
i )

In diesem Sinne ist es sinnvoll, jeder Klassenfunktion χ : H → C die indu-
zierte Klassenfunktion χ : H → C durch ebendiese Formel zuzuordnen. Für
die Standardskalarprodukte auf den Räumen der Klassenfunktionen sind damit
das Restringieren und das Induzieren von Klassenfunktionen adjungierte lineare
Abbildungen

C(H)
indGH−→
←−
resHG

C(G)

im Sinne von 18.2.4.11. Daher rührt vermutlich die Terminologie der „adjungier-
ten Funktoren“.

8.6.4 Clifford-Theorie

8.6.4.1. Gegeben eine Gruppe H und ein Körper k bezeichne im folgenden

Ĥ := irrkH

die Menge der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen der Gruppe H über
dem Körper k. Gegeben eine Darstellung V von H und χ ∈ Ĥ bezeichne Vχ ⊂ V
den zugehörigen isotypischen Anteil alias die Summe aller Bilder von Verflech-
tungsoperatoren von unserer einfachen Darstellung nach V .

8.6.4.2. Gegeben G ⊃ N eine Gruppe mit einem Normalteiler induziert die Ope-
ration von G auf N durch Konjugation eine Operation der Gruppe G auf der
Menge N̂ . Die Standgruppe von χ ∈ N̂ notieren wir Gχ. Nach 8.1.1.9 gilt stets
Gχ ⊃ N .

Satz 8.6.4.3 (Einfache Darstellungen und Normalteiler). Gegeben k ein Kör-
per und G ⊃ N eine Gruppe mit Normalteiler liefert die Abbildung, die einer
einfachen Darstellung V ∈ Ĝ die Menge aller Paare (χ, Vχ) mit χ ∈ N̂ und
Vχ der zugehörigen N -isotypischen Komponente zuordnet und daraus alle Paare
(χ, Vχ) mit Vχ = 0 wegläßt, eine Bijektion

Ĝ
∼→ Par(G,N)/G
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zwischen der Menge der Isomorphieklassen einfacher Darstellungen von G und
der Menge aller G-Bahnen auf der G-Menge Par(G,N) aller Paare

Par(G,N) := {(χ,W ) | χ ∈ N̂, W ∈ Ĝχ mit Wχ = W}

unter der offensichtlichenG-Operation. Die inverse Abbildung wird gegeben durch
[(χ,W )] 7→ prodGGχW .

Beweis. Sei V eine Darstellung von G. Die Operation von G auf N induziert eine
Operation vonG auf N̂ und für alle g ∈ G gilt offensichtlich g : Vχ → Vgχ. Weiter
ist die Summe der isotypischen Komponenten stets direkt nach 8.2.3.8. Folglich
bilden für jede G-Bahn B ⊂ N̂ die zugehörigen isotypischen Komponenten eine
G-Unterdarstellung

VB :=
⊕
χ∈B

Vχ

von V . Ist V einfach, so muß es demnach genau eine Bahn Gχ = B = B(V )
geben mit V = VB. Wir schreiben kG -ModB für die Kategorie aller G-Moduln
V mit V = VB und behaupten für alle χ ∈ N̂ eine Äquivalenz von Kategorien

kG -ModGχ
≈→ kGχ -Modχ

V 7→ Vχ

In der Tat können wir den Funktor R : kG -Mod → kGχ -Modχ gegeben durch
R : V 7→ Vχ schreiben als die Restriktion gefolgt vom Bilden des besagten N -
isotypischen Anteils. Wir erhalten dazu einen Linksadjungierten durch die Vor-
schrift

L : W 7→ prodGGχ(W )

Wegen g : Vχ
∼→ Vgχ ist klar, daß L bereits in kG -ModGχ landet. Aus demselben

Grund induziert die kanonische Abbildung W → prodGGχ(W ) einen Isomorphis-
mus auf die χ-isotypische Komponente der rechten Seite, als da heißt, die Ad-
junktion induziert einen Isomorphismus W ∼→ RLW . Es bleibt nur zu zeigen,
daß auch umgekehrt die Adjunktion einen Isomorphismus LRV ∼→ V induziert,
daß also für V ∈ kG -ModGχ die von der Adjunktion alias Frobenius-Reziprozität
8.6.3.4 herkommende Abbildung ein Isomorphismus

prodGGχ Vχ
∼→ V

ist. In der Tat induziert nun unsere Abbildung einen Isomorphismus auf den χ-
isotypischen Komponenten. Damit haben sowohl Kern als auch Kokern unseres
Isomorphismus in spe höchstens von Null verschiedene isotypische Komponen-
ten an Stellen ψ ∈ Gχ. Andererseits aber haben sowohl Kern als auch Kokern
Komponente Null bei χ und folglich auch Komponenten Null bei allen ψ ∈ Gχ.
Der Satz folgt.
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8.6.4.4. Gegeben H nN ein semidirektes Produkt zweier Gruppen induziert die
Operation von H auf N eine Operation der Gruppe H auf der Menge N̂ . Die
Standgruppe von χ ∈ N̂ notieren wir Hχ.

Korollar 8.6.4.5 (Darstellungen semidirekter Produkte). Gegeben ein semidi-
rektes Produkt H nN einer endlichen Gruppe H mit einer abelschen Gruppe N
liefert die Abbildung V 7→ {(χ, Vχ) | χ ∈ irrfCN mit Vχ 6= 0} eine Bijektion

irrfC(H nN)
∼→ Par /H

zwischen der Menge der Isomorphieklassen komplexer einfacher Darstellungen
von H n N und der Menge der H-Bahnen auf der Parametermenge Par aller
Paare Par := {(χ,W ) | χ ∈ irrfCN, W ∈ irrfCHχ} mit der offensichtlichen
H-Operation.

8.6.4.6. Statt C dürfen wir hier allgemeiner einen beliebigen algebraisch abge-
schlossenen Grundkörper nehmen. Der Beweis bleibt derselbe.

Beweis. Das folgt durch Spezialisierung aus Clifford-Theorie 8.6.4.3. Genauer
induziert die dort gegebene Bijektion unter der Annahme |G/N | < ∞ eine Bi-
jektion zwischen endlichdimensionalen Einfachen auf beiden Seiten. Nehmen wir
zusätzlich den Grundkörper k algebraisch abgeschlossen und N abelsch an, so
sind die einfachen endlichdimensionalen k-Darstellungen eindimensional und die
Restriktion liefert für alle derartigen χ eine Äquivalenz von Kategorien

k(Hχ nN) -Modχ
≈→ kHχ -Mod

So folgt dann das Korollar.

Übungen

Übung 8.6.4.7. Man entwickle die Charaktertafeln der Diedergruppen aus 4.5.4.2.
Wiewiele einfache Darstellungen haben diese Gruppen? Was sind deren Dimen-
sionen?

8.6.5 Darstellungen endlicher Heisenberg-Gruppen*
8.6.5.1. Allgemein erklärt man für jede abelsche Gruppe V mit einer alternieren-
den bilinearen Abbildung ω : V × V → A in eine weitere abelsche Gruppe A die
zugehörige Heisenberg-Gruppe

Heis(V, ω) := V × A

mit der Verknüpfung (v, α)(w, β) := (v + w, α + β + ω(v, w)). Das Zentrum
dieser Gruppe ist die Menge aller (v, α) mit 2ω(v, w) = 0 für alle w ∈ V .
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8.6.5.2 (Einfache Darstellungen der endlichen Heisenberggruppen). Wir un-
tersuchen nun einfache komplexe Darstellungen der Heisenberggruppe G im Fall
eines endlichdimensionalen symplektischen Vektorraums V über einem endlichen
Körper k = Fq. Das Zentrum operiert auf jeder einfachen Darstellung durch einen
multiplikativen Charakter. Ist dieser Charakter der triviale Charakter, so kommt
unsere Darstellung durch Rückzug von einer einfachen Darstellung der additiven
Gruppe V her und wir erhalten so q2n = |V | paarweise nichtisomorphe eindi-
mensionale Darstellungen. Ist dieser Charakter χ : Fq → C× nicht der triviale
Charakter, so betrachten wir irgendeinen Lagrange’schen Teilraum L ⊂ V und
den trivial fortgesetzten Charakter χ̃ : L× Fq → C× mit χ̃(v, α) = χ(α) und in-
duzieren Cχ̃ zu einer Darstellung Vχ unserer Heisenberggruppe. Für 2n = dimV
erhalten wir dann eine qn-dimensionale Darstellung der Heisenberggruppe, auf
der das Zentrum immer noch durch denselben multiplikativen Charakter χ ope-
riert. Diese induzierten Darstellungen sind jedoch alle einfach, denn L×Fq ist ein
Normalteiler und die Bahn von χ̃ unter Konjugation hat genau qn Elemente: Es
gilt nämlich

(w, 0)(v, β)(w, 0)−1 = (v, β + 2ω(w, v))

Folglich ist für jede Linearform λ ∈ L∗ der Charakter (v, α) 7→ χ(2λ(v)+α) kon-
jugiert zu χ̃. Wegen (q− 1)(qn)2 + (qn)2 = |G| müssen das bereits alle einfachen
Darstellungen gewesen sein.
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8.7 Abelsche Kategorien

8.7.1 Projektive Decken

8.7.1.1. Unter einer abelschen Kategorie darf und sollte der mit der abstrakten
Definition 19.2.5.4 nicht vertraute Leser stets eine eingebettete abelsche Kate-
gorie verstehen, als da heißt eine volle Unterkategorie der Kategorie aller Moduln
über einem fest vorgegebenen Ring, die stabil ist unter dem Bilden von Subquo-
tienten und endlichen direkten Summen. Die Begriffe Epimorphismus oder kurz
epi und Monomorphismus oder kurz mono aus der allgemeinen Begriffswelt
abelscher Kategorien spezialisieren dann zu surjektiven beziehungsweise injekti-
ven Modulhomomorphismen.

Beispiele 8.7.1.2. IstA ein Ring, so ist die Kategorie allerA-Moduln oder genauer
aller A-Moduln in einem vorgegebenen Universum eine abelsche Kategorie. Sind
A ⊃ B Ringe, so ist die Kategorie aller A-Moduln, die halbeinfach sind über B,
eine abelsche Kategorie. Dasselbe gilt für die Kategorie aller A-Moduln, die über
B halbeinfach und von endlicher Länge sind.

Definition 8.7.1.3. Ein Objekt einer abelschen Kategorie heißt einfach, wenn es
nicht null ist und jeder Morphismus zu unserem Objekt entweder epi oder null ist.
Gleichbedeutend können wir dual auch fordern, daß unser Objekt nicht null ist
und jeder Morphismus aus unserem Objekt entweder mono oder null ist.

8.7.1.4. Der Satz von Jordan-Hölder 7.4.7.12 gilt a forteriori auch für jede einge-
bettete abelsche Kategorie. Nach Übung 19.2.5.26 gilt er sogar für jede abelsche
Kategorie.

Definition 8.7.1.5. Ein Objekt M einer Kategorie heißt unzerlegbar, wenn M
nicht final ist und es keine zwei nicht finalen Objekte W1,W2 gibt mit M ∼=
W1 ×W2.

Beispiel 8.7.1.6. Die unzerlegbaren Ojekte in der Kategorie der Darstellungen
eines Monoids über einem vorgegebenen Ring k sind genau unsere unzerlegbaren
Darstellungen im Sinne von 8.1.1.21.

Definition 8.7.1.7. Ein Objekt P einer abelschen Kategorie A heißt projektiv,
wenn der Funktor A(P, ) : A → Ab exakt ist. Ein Objekt I einer abelschen
Kategorie A heißt injektiv, wenn der Funktor A( , I) : A → Abopp exakt ist.

8.7.1.8. Projektive Moduln werden in 17.5.6.10 folgende diskutiert, injektive Mo-
duln in 17.6.6.1 folgende.
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Vorschau 8.7.1.9. Der Rahmen abstrakter abelscher Kategorien hat den Vorteil,
daß die opponierte Kategorie einer abelschen Kategorie stets wieder abelsch ist.
Die projektiven Objekte einer abelschen Kategorie sind dann genau die injektiven
Objekte der opponierten Kategorie.

Definition 8.7.1.10. Seien A eine abelsche Kategorie und A ∈ A ein Objekt.

1. Ein Morphismus η : P � A heißt ein wesentlicher Epimorphismus, wenn
er ein Epimorphismus ist und wenn für beliebige Morphismen f : Q → P
gilt: (η ◦ f epi)⇒ (f epi). Gleichbedeutend ist die Forderung, daß zwar P
selbst surjektiv aufA geht, daß aber kein echtes Unterobjekt von P surjektiv
auf A geht;

2. Eine projektive Decke des Objekts A ist ein Paar (P, η) bestehend aus ei-
nem projektiven Objekt P ∈ A und einem wesentlichen Epimorphismus
η : P � A.

Dual erklärt man wesentliche Monomorphismen und injektive Hüllen.

Beispiel 8.7.1.11 (Wesentliche Monomorphismen von Moduln). Ein Untermo-
dul M ⊂ I ist genau dann wesentlich, wenn er mit jedem weiteren von Null ver-
schiedenen Untermodul U ⊂ I mindestens ein von Null verschiedenes Element
gemeinsam hat, wenn also jedes von Null verschiedene Element von I durch Da-
vormultiplizieren eines Ringelements zu einem von Null verschiedenen Element
von M gemacht werden kann. In 8.7.1.28 zeigen wir, daß jeder Modul eine bis
auf nichteindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmte injektive Hülle besitzt.
Dahingegen muß, wie in 8.7.1.19 erklärt wird, keineswegs jeder Modul eine pro-
jektive Decke besitzen.

Beispiel 8.7.1.12 (Wesentliche Epimorphismen von Moduln). Ist A eine Kate-
gorie von Moduln, die mit einem Modul auch alle seine Untermoduln enthält, so
ist ein Epimorphismus P � M wesentlich genau dann, wenn beliebige Urbilder
der Elemente eines Erzeugendensystems von M bereits P erzeugen. Zum Bei-
spiel ist das Auswerten bei t = 0 ein wesentlicher Epimorphismus CJtK� C von
Moduln über dem Ring der formalen Potenzreihen CJtK. Dahingegen ist das Aus-
werten bei t = 0 kein wesentlicher Epimorphismus C[t]� C von C[t]-Moduln.

Beispiel 8.7.1.13. IstR ein lokaler Kring mit maximalem Ideal m, so ist nach dem
Lemma von Nakayama 7.4.6.12 oder auch 8.3.6.3 für jeden endlich erzeugten R-
ModulM die kanonische SurjektionM �M/mM ein wesentlicher Epimorphis-
mus von R-Moduln.

Proposition 8.7.1.14 (Eindeutigkeit projektiver Decken). SindA eine abelsche
Kategorie und A ∈ A ein Objekt und (P, η) sowie (P ′, η′) projektive Decken von
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A, so gibt es einen Homomorphismus i : P → P ′ mit η = η′ ◦ i und jeder solche
Homomorphismus ist ein Isomorphismus

i : P
∼→ P ′

8.7.1.15. Dual sind auch injektive Hüllen, wenn sie denn existieren, eindeutig
bis auf nichteindeutigen Isomorphismus. Wie bereits angekündigt zeigen wir in
8.7.1.28, daß injektive Hüllen im Fall von Modulkategorien stets existieren.

Beispiel 8.7.1.16 (Injektive Hülle des trivialen C[t]-Moduls C). Die offensicht-
liche Einbettung C[t]/tC[t] ↪→ C[t, t−1]/tC[t] ist ein wesentlicher Monomorphis-
mus von C[t]-Moduln. Als Abbildung von Vektorräumen kann sie identifiziert
werden mit der Einbettung C ↪→ C[t−1]. Aus 17.6.6.7 wissen wir zusätzlich, daß
dieser C[t]-Modul injektiv ist. Damit haben wir die injektive Hülle des trivialen
C[t]-Moduls C gefunden.

Beweis. Der besseren Übersichtlichkeit halber stelle ich die Objekte und Mor-
phismen der Proposition nocheinmal graphisch dar. Die Proposition behauptet die
Existenz eines Isomorphismus i im Diagramm

P i //_______

η �� ��???????? P ′

η′~~~~~~~~~~~~

A

Da η′ ein Epimorphismus ist und P projektiv, gibt es i : P → P ′ mit η′ ◦ i = η.
Da η ein Epimorphismus ist und η′ wesentlich, ist i ein Epimorphismus. Da P ′

projektiv ist, muß i spalten. Bezeichnet i′ : P ′ → P eine Spaltung, also i◦ i′ = id,
so haben wir offensichtlich η ◦ i′ = η′. Da η wesentlich ist, muß mithin auch i′ ein
Epimorphismus sein. Damit sind i und i′ zueinander inverse Isomorphismen.

8.7.1.17. Im Allgemeinen ist der Isomorphismus i : P
∼→ P ′ aus Proposition

8.7.1.14 keineswegs eindeutig bestimmt. Motiviert durch die Proposition erlauben
wir uns dennoch den bestimmten Artikel und sprechen von der projektiven Decke
eines Objekts in einer abelschen Kategorie, wenn eine solche existiert. Manchmal
meinen wir damit auch nur das Objekt P statt dem Paar (P, η).

Lemma 8.7.1.18. Ist L ein einfaches Objekt in einer abelschen Kategorie und
P � L ein wesentlicher Epimorphismus, so ist P unzerlegbar. Insbesondere ist
die projektive Decke eines einfachen Objekts stets unzerlegbar.

Beweis. Ist P ′ ⊕ P ′′ ∼→ P eine Zerlegung, so haben wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit P ′ � L und damit P ′ � P , also P ′′ = 0.
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Beispiel 8.7.1.19 (Der triviale C[t]-Modul C besitzt keine projektive Decke).
Die offensichtliche Surjektion C[t] � C[t]/tC[t] = C ist kein wesentlicher Epi-
morphismus von C[t]-Moduln. Gäbe es eine projektive Decke P � C, so müßte
P also ein echter direkter Summand von C[t] sein. Der C[t]-Modul C[t] ist aber
unzerlegbar.

Proposition 8.7.1.20 (Fitting-Zerlegung). Gegeben ein ObjektM endlicher Länge
in einer abelschen Kategorie und ein Endomorphismus f ∈ End(M) hängen für
hinreichend großes n � 0 die Unterobjekte ker fn und im fn nicht von n ab und
ihre Einbettungen liefern eine Zerlegung

(ker fn)⊕ (im fn)
∼→M

Beispiel 8.7.1.21. Im Fall eines Endomorphismus f eines endlichdimensionalen
Vektorraums über einem algebraisch abgeschlossenen Körper ist die Fittingzerle-
gung die Zerlegung in den Hauptraum zum Eigenwert Null und die direkte Summe
der übrigen Haupträume.

Beweis. Für beliebige Morphismen h nach M und g von M erhalten wir in offen-
sichtlicher Weise ein kommutatives Diagramm

imh

����

� � //M

����
im(g ◦ h) �

� // im g

mit vertikalen Epimorphismen induziert von g und horizontalen Monomorphis-
men gegeben durch die offensichtlichen Einbettungen. Ist f ein Endomorphismus
von M und hat M endliche Länge, so haben auch die Bilder aller fn endliche
Länge nach 8.7.1.4 und diese Längen bilden eine monoton fallende Folge. Mit-
hin gibt es eine Stelle n, ab der diese Längen konstant werden. Nun erinnern
wir daran, daß Monomorphismen und ebenso Epimorphismen zwischen Objekten
gleicher endlicher Länge notwendig Isomorphismen sein müssen. Nehmen wir in
unserem Diagramm h = g = fn, so erhalten wir demnach ein kommutatives
Diagramm der Gestalt

im fn

o
��

� � //M

����
im f 2n ∼ // im fn

mit durch fn induzierten Vertikalen, das offensichtlich eine Spaltung s unserer
Surjektion fn : M � im fn mit Bild im s = im fn liefert.
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Proposition 8.7.1.22 (Einfache Quotienten unzerlegbarer Projektiver). Ge-
geben ein unzerlegbares projektives Objekt P endlicher Länge in einer abelschen
Kategorie und Epimorphismen auf einfache Objekte a : P � L sowie b : P �M
existiert genau ein Isomorphismus i : L

∼→M mit b = i ◦ a.

Beweis. Sei i : K ↪→ P der Kern von a. Gilt bi 6= 0, so ist bi ein Epimorphismus
und es gibt folglich α : P → K mit biα = b : P � M . Dann kann iα nicht
nilpotent sein und muß aufgrund der Fittingzerlegung ein Isomorphismus sein
im Widerspruch dazu, daß i kein Epimorphismus ist. Es folgt bi = 0 und damit
induziert a einen Epi und a forteriori einen Isomorphisms i : L

∼→M .

8.7.1.23. Gegeben ein wesentlicher Epimorphismus P � L auf ein einfaches
Objekt einer abelschen Kategorie A besteht der Kern der durch Nachschalten der
Projektion gegebenen AbbildungA(P, P )→ A(P,L) aus allen Nichtepimorphis-
men. Ist P projektiv von endlicher Länge, so induziert das Vorschalten des besag-
ten Epimorphismus nach 8.7.1.22 weiter eine Bijektion A(L,L)

∼→ A(P,L).

Proposition 8.7.1.24 (Kriterium für projektive Decken). Ist P ein projektives
Objekt endlicher Länge einer abelschen Kategorie und η : P � M ein Epimor-
phismus derart, daß kein echter direkter Summand von P surjektiv auf M geht, so
ist unser Epimorphismus eine projektive Decke.

8.7.1.25. Die Bedingung, daß P endliche Länge hat, ist hierbei wesentlich. In der
Tat geben wir in 8.7.1.19 einen Epimorphismus eines unzerlegbaren projektiven
C[T ]-Moduls auf eine einfachen C[T ]-Modul an, der keine projektive Decke ist.

Beweis. Ist f : U → P ein Morphismus mit η ◦ f epi, so finden wir wegen der
Projektivität von P einen Morphismus s : P → U mit (η ◦ f) ◦ s = η. Betrachten
wir nun die Fittingzerlegung von P für (f ◦ s), so ist für hinreichend großes n
das Bild von (f ◦ s)n ein Summand von P , der auch schon surjektiv auf M geht.
Solch ein Summand muß aber nach Annahme P selbst sein und es folgt f epi, als
da heißt, η ist wesentlich wie gewünscht.

Definition 8.7.1.26. Eine abelsche Kategorie, in der jedes Objekt endliche Länge
hat, nennen wir eine längenendliche Kategorie.

Satz 8.7.1.27 (Unzerlegbare Projektive in längenendlichen Kategorien). In ei-
ner längenendlichen Kategorie mit genügend projektiven Objekten besitzt jedes
Objekt eine projektive Decke, je zwei einfache Quotienten eines unzerlegbaren
projektiven Objekts sind isomorph, und wir erhalten so zueinander inverse Bijek-
tionen{

Einfache Objekte,
bis auf Isomorphismus

}
∼↔

{
Unzerlegbare projektive Objekte,

bis auf Isomorphismus

}
L 7→ (die projektive Decke von L)

(der einfache Quotient von P ) ←[ P
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Beweis. Nach Annahme ist jedes einfache Objekt Quotient eines Projektiven und
dann auch eines unzerlegbaren Projektiven und der muß nach 8.7.1.24, da er nach
Annahme endliche Länge hat, seine projektive Decke sein. Umgekehrt kann ein
unzerlegbares projektives Objekt endlicher Länge nach 8.7.1.22 bis auf Isomor-
phismus nur einen einfachen Quotienten haben.

Satz* 8.7.1.28 (Injektive Hüllen). Jeder Modul über einem Ring besitzt eine in-
jektive Hülle und diese ist eindeutig bis auf nichteindeutigen Isomorphismus.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus 8.7.1.14, angewandt auf die opponier-
te Kategorie zur Kategorie der Moduln über unserem Ring. Um die Existenz zu
zeigen, erinnern wir zunächst aus 19.3.2.12, daß wir jeden Modul M in einen
injektiven Modul I einbetten können. Dann finden wir mit dem Zorn’schen Lem-
ma unter allen Untermoduln U ⊂ I mit M ⊂ U ⊂ I und M wesentlich in U
einen maximalen Untermodul J = Umax. Weiter finden wir mit dem Zorn’schen
Lemma in I auch einen Untermodul Vmax, der maximal ist unter allen Untermo-
duln, die Umax nur in Null treffen. Dann ist Umax ↪→ I/Vmax auch ein essentieller
Monomorphismus. Nun können wir die Einbettung Umax ↪→ I zu einem Homo-
morphismus I/Vmax → I fortsetzen, dessen Bild auch essentiell über Umax sein
muß und folglich mit Umax zusammenfällt. Mithin spaltet Umax ↪→ I/Vmax und
dann spaltet auch Umax ↪→ I und Umax ist injektiv.

Vorschau 8.7.1.29. Wir zeigen in 19.3.4.2, daß gegeben ein Körper K die Einbet-
tung K ↪→ K[T−1

1 , . . . , T−1
r ] eine injektive Hülle des Augmentationsmoduls K

über dem Polynomring K[T1, . . . , Tr] ist.

Übungen

Ergänzende Übung 8.7.1.30. Sei M ein Objekt einer abelschen Kategorie und
f ein Endomorphismus von M . Man zeige: Ist M artinsch, wird also jede ab-
steigende Folge von Unterobjekten von M stationär, so gilt immer noch M =
ker fn + im fn für n � 0. Ist M noethersch, wird also jede aufsteigende Folge
von Unterobjekten von M stationär, so gilt immer noch 0 = ker fn ∩ im fn für
n� 0.
Übung 8.7.1.31. Jeder von Null verschiedene Quotient eines unzerlegbaren pro-
jektiven Objekts endlicher Länge ist unzerlegbar.
Übung 8.7.1.32. Ein Objekt einer abelschen Kategorie heißt halbeinfach, wenn
es isomorph ist zu einem Koprodukt einfacher Objekte. Man erinnere den Be-
griff eines Unterobjekts und zeige, daß jedes Objekt M endlicher Länge in einer
abelschen Kategorie ein größtes halbeinfaches Unterobjekt besitzt. Es heißt der
Sockel von M und wird notiert als

soc(M)
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Jeder Quotient und jedes Unterobjekt eines halbeinfachen Objekts endlicher Länge
sind halbeinfach. Wenn man sich nicht auf Objekte endlicher Länge beschränkt,
gelten analoge Aussagen, aber man muß dabei mehr Sorgfalt in Fragen der Men-
genlehre walten lassen.

8.7.2 Zerlegungen in unzerlegbare Objekte
Lemma 8.7.2.1. Jeder noethersche und ebenso jeder artinsche Modul läßt sich
schreiben als eine endliche direkte Summe unzerlegbarer Untermoduln.

Beweis. Nur für diesen Beweis bezeichne Z das System aller derjenigen Unter-
moduln unseres Moduls M , die sich als eine endliche direkte Summe unzerleg-
barer Untermoduln schreiben lassen. Ist nun M = M0 ⊕ N0 eine Zerlegung mit
M0 6∈ Z , so finden wir auch eine Zerlegung M = M1 ⊕ N1 mit M1 6∈ Z und
M1 (M0 undN1 ) N0. In der Tat gilt nach AnnahmeM0 6∈ Z , also istM0 weder
Null noch unzerlegbar. Unser Modul M0 läßt sich demnach nichttrivial zerlegen
als M0 = M ′

0 ⊕ M ′′
0 . Aus M0 6∈ Z folgt dann M ′

0 6∈ Z oder M ′′
0 6∈ Z . Ohne

Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir M ′
0 6∈ Z annehmen. Dann erhalten

wir für M die Zerlegungen

M = M0 ⊕N0 = M ′
0 ⊕M ′′

0 ⊕N0 = M1 ⊕N1

mit M1 := M ′
0 6∈ Z und M1 ( M0 und N1 := M ′′

0 ⊕ N0 ) N0. Jede Zerlegung
M = M0⊕N0 mitM0 6∈ Z führt in dieser Weise zu einer nicht stagnierenden auf-
stegenden Kette von Untermoduln N0 ( N1 ( . . . und damit zum Widerspruch
zur AnnahmeM noethersch sowie zu einer nicht stagnierenden absteigenden Ket-
te von Untermoduln M0 ) M1 ) . . . und damit zum Widerspruch zur Annahme
M artinsch. Gälte aberM 6∈ Z , so hätte es die ZerlegungM = M⊕0 = M0⊕N0

mit M0 6∈ Z . Dieser Widerspruch beendet den Beweis.

Proposition 8.7.2.2 (Endomorphismen unzerlegbarer Objekte). Gegeben ein
unzerlegbares Objekt M endlicher Länge in einer abelschen Kategorie ist jeder
Endomorphismus von M entweder ein Automorphismus oder nilpotent. Die nil-
potenten Elemente von EndM bilden ein Ideal m des Endomorphismenrings und
der Restklassenring ist ein Schiefkörper (EndM)/m.

Beweis. Hätten wir einen Endomorphismus, der weder nilpotent noch ein Auto-
morphismus ist, so wäre die zugehörige Fitting-Zerlegung 8.7.1.20 eine nichttri-
viale Zerlegung unseres Objekts. Das zeigt die erste Behauptung. Insbesondere
ist das Produkt von einem beliebigen Endomorphismus mit einem Nilpotenten in
beiden möglichen Reihenfolgen stets wieder nilpotent, da es ja nicht epi bezie-
hungsweise mono und damit kein Automorphismus sein kann. Es ist weiter klar,
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daß für N nilpotent 1−N ein Isomorphismus ist mit Inversem 1 +N +N2 + . . ..
Folglich ist auch allgemeiner die Summe eines Automorphismus u mit einem nil-
potenten Endomorphismus N ein Automorphismus, da sie sich ja als (u + N) =
u(1 − (−u)−1N) schreiben läßt und (−u)−1N nilpotent sein muß nach unserer
Vorüberlegung. Damit ist dann aber notwendig die Summe von zwei Nilpotenten
wieder nilpotent und diese bilden ein Ideal. Es folgt, daß der Restklassenring ein
Schiefkörper sein muß.

8.7.2.3. Ein Ring heißt lokal, wenn seine Nichteinheiten ein Ideal bilden. Dies
Ideal ist dann natürlich das größte echte Ideal unseres Rings. Der Nullring ist
nicht lokal, denn die leere Menge ist kein Ideal. In einem lokalen Ring ist die
Summe aus einer Nichteinheit und einer Einheit offensichtlich stets eine Einheit.

8.7.2.4 (Lokalität von Endomorphismenringen). Insbesondere ist also der En-
domorphismenring eines unzerlegbaren Objekts endlicher Länge aus einer abel-
schen Kategorie stets lokal, als da heißt, seine Nichteinheiten bilden ein Ideal.
Umgekehrt ist ein Objekt mit lokalem Endomorphismenring stets unzerlegbar,
denn ist ein Objekt Null, so auch sein Endomorphismenring, und ist ein Objekt
die Summe von zwei von Null verschiedenen Unterobjekten, so sind die Projekto-
ren auf diese Unterobjekte zwei Nichteinheiten des Endomorphismenrings, deren
Summe eine Einheit ist.

Proposition 8.7.2.5 (Lemma von Nakayama für lokale Ringe). Seien (R,m)
ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Sind m1, . . . ,mr ∈ M
gegeben derart, daß ihre Nebenklassen den Quotienten M/mM erzeugen, so er-
zeugen die mi bereits M selbst. Inbesondere gilt

M = mM ⇒ M = 0

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis der zweiten Aussage. Sei dazu e1, . . . , en
ein unverkürzbares endliches Erzeugendensystem von M . Aus M = mM und
n ≥ 1 folgt, daß es a1, . . . , an ∈ m gibt mit e1 = a1e1 +a2e2 + . . .+anen. Daraus
folgt weiter (1 − a1)e1 = a2e2 + . . . + anen. Da (1 − a1) invertierbar ist, war
unser Erzeugendensystem nicht unverkürzbar und dieser Widerspruch zeigt M =
0. Für den allgemeinen Fall bezeichne N ⊂ M den von m1, . . . ,mr erzeugten
Untermodul. Es folgt erst N +mM = M und dann mM �M/N und schließlich
m(M/N) = M/N und so M/N = 0 alias M = N .

8.7.2.6 (Lokale Ringe endlicher Linkslänge). Hat ein lokaler Ring (A,m) end-
liche Länge als Modul über sich selber, so ist sein maximales Ideal m nilpotent.
In der Tat sind dann alle Potenzen mr endlich erzeugte A-Moduln und aus mr 6= 0
folgt mr ) mr+1 mit Nakayama 8.7.2.5. Da nach Annahme jede absteigende Fol-
ge von Linksidealen stagniert, muß es ein n geben mit mn = 0.
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Ergänzung 8.7.2.7. Man kann zeigen, daß ein Ring genau dann endliche Links-
länge hat, wenn er artinsch ist als Linksmodul über sich selber. Einen Beweis
findet man in [JS06].

Proposition 8.7.2.8 (Lokalitätskriterium). Ein Ring E endlicher Linkslänge mit
genau zwei Idempotenten ist lokal mit nilpotentem maximalen Ideal.

Beweis. Die Multiplikation von rechts liefert für jeden Ring E einen Isomorphis-
mus Eopp ∼→ EndE E und unser E ist nach Annahme ein unzerlegbarer E-Modul
endlicher Länge. Also ist Eopp lokal nach 8.7.2.4 und dann ist offensichtlich auch
E lokal. Nach 8.7.2.6 ist unter diesen Voraussetzungen aber auch das maximale
Ideal von E nilpotent.

Proposition 8.7.2.9 (Struktur von Endomorphismenringen). SeienM1, . . . ,Mn

unzerlegbare Objekte einer abelschen Kategorie mit Endomorphismenringen von
endlicher Linkslänge. So gilt:

1. Im Endomorphismenring R := End(M1⊕ . . .⊕Mn) ihrer direkten Summe
bilden die Matrizen aus Nichtisomorphismen ein nilpotentes Ideal J;

2. Sind die Mi paarweise nicht isomorph und mi ⊂ End(Mi) die Ideale der
Nichtautomorphismen, so induziert die diagonale Einbettung End(M1) ×
. . .× End(Mn) ↪→ R einen Isomorphismus

End(M1)/m1 × . . .× End(Mn)/mn
∼→ R/J

3. Sind die Mi paarweise nicht isomorph und bezeichnet Ki := End(Mi)/mi

den nach 8.7.2.2 zugehörigen Schiefkörper und betrachten wir allgemeiner
R := End(M⊕r1

1 ⊕ . . . ⊕ M⊕rn
n ), so induziert die diagonale Einbettung

End(M⊕r1
1 )× . . .× End(M⊕rn

n ) ↪→ R einen Isomorphismus

Mat(r1;K1)× . . .×Mat(rn;Kn)
∼→ R/J

8.7.2.10 (Struktur von Ringen endlicher Linkslänge). Gegeben ein Ring E
endlicher Linkslänge zeigt der durch Multiplikation von rechts gegebene Isomor-
phismusEopp ∼→ EndE E, daß wir unsere Proposition aufEopp anwenden können
mit E = M1 ⊕ . . .⊕Mn einer Zerlegung des E-Moduls E in unzerlegbare Sum-
manden. Insbesondere hat Eopp und damit auch E selbst ein maximales nilpoten-
tes Ideal und der zugehörige Restklassenring ist halbeinfach. In diesem Fall bilden
die endlich erzeugten E-Moduln eine längenendliche Kategorie und die Mi sind
deren unzerlegbare Projektive, die in der Zerlegung von E mit gewissen positiven
Vielfachheiten auftauchen können.
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8.7.2.11. In den Notationen der Proposition ist J das Jacobsonradikal von R und
die Ki beziehungsweise die Kri

i bilden ein Repräsentantensystem für die Isomor-
phieklassen einfacher R-Moduln.

Ergänzung 8.7.2.12. In 7.2.8.4 konstruieren wir ganz allgemein eine Äquivalenz
zwischen den Modulkategorien unserer Endomorphismenringe aus Teil 2 und Teil
3, die sich ihrerseits als ein Spezialfall der sogenannten „Morita-Äquivalenz“ er-
halten läßt.

Beweis. Wir identifizieren Endomorphismen f der direkten Summe mit Matrizen
(fij) von Homomorphismen. Sind keine der Einträge fij Isomorphismen, so lie-
gen alle Produkte frifik . . . flr von Matrixeinträgen mit einer Kette von Indizes,
die bei r beginnt und bei r endet, im nach 8.7.2.8 nilpotenten Ideal mr ⊂ EndMr

der Nichtautomorphismen, denn wäre so eine Verknüpfung ein Automorphismus
von Mr, so müßte flr eine spaltende Einbettung sein. Für l := max(LängeMr)
kommt in jeder Kette von Indizes der Länge nl mindestens ein Index l-mal vor.
Es folgt Jnl = 0. Die weiteren Behauptungen der Proposition folgen daraus un-
mittelbar.

Beispiel 8.7.2.13. Der Endomorphismenring der abelschen Gruppe Z⊕Q ist iso-
morph zum Teilring von Mat(2;Q) aller Matrizen A mit Einträgen A11 ∈ Z und
A21 = 0. Er ist von endlicher Rechtslänge, aber nicht von endlicher Linkslänge.

8.7.2.14. Gegeben ein projektives Objekt P endlicher Länge in einer abelschen
Kategorie hat sein Endomorphismenring EndP endliche Rechtslänge. Ein Be-
weis wird im Beweis von 8.7.5.3 gegeben.

Satz 8.7.2.15 (Krull-Schmidt). Ist M ein Modul endlicher Länge über einem
Ring und sind M ∼= M1⊕ . . .⊕Mr sowie M ∼= N1⊕ . . .⊕Ns zwei Zerlegungen
vonM in eine direkte Summe von unzerlegbaren Moduln, so gilt r = s und es gibt
eine Permutation σ ∈ Sr mit Mi

∼= Nσ(i) für 1 ≤ i ≤ r.

Satz 8.7.2.16 (Allgemeiner Krull-Schmidt). Ist M ein Objekt einer additiven
Kategorie und sind M ∼= M1 ⊕ . . . ⊕ Mr sowie M ∼= N1 ⊕ . . . ⊕ Ns zwei
Zerlegungen von M in eine direkte Summe von unzerlegbaren Objekten derart,
daß alle Mi einen lokalen Endomorphismenring haben, so gilt r = s und es gibt
eine Permutation σ ∈ Sr mit Mi

∼= Nσ(i) für 1 ≤ i ≤ r.

8.7.2.17. Die zweite Variante ist in verschiedener Hinsicht allgemeiner: Erstens
verallgemeinern wir von Modulkategorien auf beliebige additive Kategorien, und
zweitens fordern wir nur die Lokalität der Endomorphismenringe der Mi. Das
folgt in abelschen Kategorien unter der Voraussetzung endlicher Länge nach 8.7.2.2
aus der Unzerlegbarkeit.
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8.7.2.18 (Diskussion der Terminologie). Für diese Sätze ist auch die Bezeich-
nung „Krull-Remak-Schmidt“ gebräuchlich, die sich jedoch inhaltlich schwer recht-
fertigen läßt.
Beispiel 8.7.2.19 (Ein nicht in Unzerlegbare zerlegbarer Modul). Ist V ein
Vektorraum unendlicher Dimension, so ist sein EndomorphismenringE als Links-
modul über sich selber keine direkte Summe von unzerlegbaren Untermoduln. In
der Tat erhalten wir eine Bijektion zwischen Untervektorräumen W ⊂ V und
direkten Summanden F ⊂ E vermittels der Vorschrift W 7→ Hom(W,V ), und
die unzerlegbaren direkten Summanden von E entsprechen so genau den Gera-
den in V . Die Summe aller unzerlegbaren direkten Summanden von E liefert aber
nicht ganz E, sondern nur den Untermodul aller Endomorphismen von endlichem
Rang. Im Übrigen gilt auch E ∼= En als E-Linksmodul für alle n ≥ 1.
Ergänzung 8.7.2.20. Man beachte, daß durchaus auch unter anderen Vorausset-
zungen die Eindeutigkeit einer Zerlegung in Unzerlegbare im Sinne des Satzes
von Krull-Schmidt gezeigt werden kann: Insbesondere erwähne ich die Wohlbe-
stimmtheit des Ranges für freie Moduln über von Null verschiedenen kommutati-
ven Ringen 7.2.3.10, die im Fall eines unzerlegbaren Ringes eine analoge Aussa-
ge liefert, und die Klassifikation endlich erzeugter Moduln über Hauptidealringen
7.2.4.8.

Beweis. Wir schreiben die Identität auf M als Matrix (fij) mit fij : Mj → Ni

und ebenso als Matrix (gji) mit gji : Ni →Mj . Im Endomorphismenring von M1

gilt dann
id = g11f11 + g12f21 + . . .+ g1sfs1

Wegen der Lokalität des Endomorphismenrings von M1 muß hier einer der Sum-
manden eine Einheit sein, sagen wir der Erste. Dann ist aber f11 eine spaltende
Injektion und wegen der Unzerlegbarkeit von N1 ein Isomorphismus. Durch ge-
eignete Spaltenumformungen können wir nun alle anderen Einträge in der ers-
ten Zeile der Matrix der (fij) zum Verschwinden bringen und durch geeignete
Zeilenumformungen alle anderen Einträge in der ersten Spalte. Das bedeutet in
anderen Worten: Bewegen wir die Zerlegung von M in die Mj mit einem ge-
eigneten Automorphismus von M , so können wir erreichen, daß gilt M1 = N1

und M2 ⊕ . . . ⊕Mr = N2 ⊕ . . . ⊕ Ns. Von da aus kommen wir dann mit einer
offensichtlichen Induktion ans Ziel.

Übungen

Übung 8.7.2.21. Jede endlichdimensionale RingalgebraA über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper k ist als A-Linksmodul isomorph zur direkten Summe

A ∼=
⊕

L∈irr(A -Mod)

(PL)⊕ dimL
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der projektiven Decken PL ihrer einfachen Moduln L, genommen jeweils mit der
Vielfachheit dimk L.

8.7.3 Blockzerlegung
8.7.3.1. Gegeben Kategorien (Ai)i∈I definieren wir ihr Produkt als diejenige Ka-
tegorie

∏
i∈I Ai, deren Objekte Tupel von Objekten aus den jeweiligen Katego-

rien sind und deren Morphismen entsprechend Tupel von Morphismen sind, mit
der offensichtlichen Verknüpfung. Darin betrachten wir die volle Unterkategorie⊕
Ai ⊂

∏
Ai bestehend aus allen Tupeln von Objekten, die nur an endlich vielen

Stellen nicht ein Nullobjekt alias initial und final sind. Wir nennen diese Kategorie
die direkte Summe der Kategorien Ai. Sind schließlich alle Ai volle Unterkate-
gorien einer festen KategorieAmit endlichen Koprodukten, so schreiben wir kurz

A =
⊕
i∈I

Ai

für die Aussage, daß der durch das Bilden von Koprodukten gegebene Funktor
von rechts nach links eine Äquivalenz von Kategorien ist.

Übungen

Übung 8.7.3.2 (Blockzerlegung längenendlicher Kategorien). SeienA eine län-
genendliche Kategorie und ∼ die Äquivalenzrelation auf irrA, die erzeugt wird
von der Relation, für die gilt L ∼ N genau dann, wenn es nichtspaltende Erwei-
terungen N ↪→ E � L von L durch N gibt. Betrachten wir für jede Teilmenge
Ω ⊂ irrA die Unterkategorie AΩ aller Objekte, deren sämtliche einfachen Sub-
quotienten zu Ω gehören, so haben wir eine Äquivalenz von Kategorien⊕

Ω∈irrA/∼

AΩ
≈→ A

mit der direkten Summe über alle Äquivalenzklassen Ω in irrA. Diese Summan-
den AΩ können ihrerseits nicht weiter als direkte Summen zerlegt werden und
heißen die Blöcke von A.

8.7.4 Grothendieck-Gruppen
Definition 8.7.4.1. Ist A eine abelsche Kategorie, so erklären wir die Grothen-
dieckgruppe [A] von A als die freie abelsche Gruppe ZA über den Objekten
modulo den Relationen A = A′ + A′′ wann immer es in A eine kurze exakte
Sequenz A′ ↪→ A� A′′ gibt, in Formeln

[A] = ZA/〈A− A′ − A′′ | Es gibt eine kurze exakte Sequenz A′ ↪→ A� A′′〉
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Jedes Objekt A ∈ A liefert ein Element [A] ∈ [A].

8.7.4.2. Ist G eine abelsche Gruppe und λ : A → G eine beliebige additive
Abbildung, was bedeuten soll, daß gilt λ(A) = λ(A′) + λ(A′′) für jede kurze
exakte SequenzA′ ↪→ A� A′′, so gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus
λ̃ : [A]→ G mit λ̃[A] = λ(A).

Lemma 8.7.4.3. Für jede längenendliche Kategorie bilden die Isomorphieklassen
einfacher Objekte eine Basis ihrer Grothendieckgruppe.

Beweis. SeiA unsere längenendliche Kategorie. Gegeben ein Objekt M ∈ A mit
Filtrierung M = Mn ⊃Mn−1 ⊃ . . . ⊃M0 = 0 erhalten wir in der Grothendieck-
gruppe induktiv

[Mj] =

j∑
i=1

[Mi/Mi−1]

Das zeigt schon einmal, daß die einfachen Isomorphieklassen die Grothendieck-
gruppe erzeugen. Gegeben L ∈ irrA ist andererseits die Abbildung A → Z,
die jedem Objekt A die Vielfachheit von L in einer und damit nach 8.7.1.4 jeder
Kompositionsreihe vonA zuordnet, eine additive Abbildung. Das zeigt die lineare
Unabhängigkeit Isomorphieklassen einfacher Objekte in der Grothendieckgrup-
pe.

8.7.4.4. Ist A ein Objekt endlicher Länge in einer abelschen Kategorie und be-
nutzen wir die Notation [A : L] ∈ N für die Vielfachheit von L ∈ irrA in einer
Kompositionsreihe von A, so gilt natürlich in der Grothendieckgruppe der besag-
ten abelschen Kategorie die Gleichung

[A] =
∑

L∈irrA

[A : L] [L]

Haben wir irgendeine Menge von Objekten B ⊂ A derart, daß die Klassen [B]
mit B ∈ B eine Basis der Grothendieckgruppe [A] bilden, so dehnen wir unsere
Notation aus und definieren [A : B] = [A : B]B ∈ Z durch die Gleichung

[A] =
∑
B∈B

[A : B] [B]

Besitzt A eine B-Fahne, womit eine endliche Filtrierung gemeint sei, deren suk-
zessive Subquotienten alle isomorph sind zu gewissen Objekten von B, so zählt
[A : B] diejenigen Subquotienten, die isomorph sind zu einem festen B ∈ B.
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Übungen

Übung 8.7.4.5. Jeder Funktor T : A → B von abelschen Kategorien, der kurze
exakte Sequenzen zu kurzen exakten Sequenzen macht, induziert auf den Gro-
thendieckgruppen einen Gruppenhomomorphismus T = [T ] : [A]→ [B].

8.7.5 Morita-Äquivalenz
8.7.5.1. Ein Objekt P einer Kategorie C heißt ein Separator, wenn es für je zwei
verschiedene Morphismen f, g : X → Y in C einen Morphismus h : P → X
gibt mit fh 6= gh. In anderen Worten bedeutet das, daß der Funktor C(P, ) : C →
Ens- C(P ) von C in die Rechtsmengen über dem Endomorphismenmonoid von P
treu ist.

8.7.5.2 (Projektive Separatoren in längenendlichen Kategorien). In einer länge-
nendlichen Kategorie ist ein projektives Objekt P genau dann ein Separator, wenn
es jedes einfache Objekt zum Quotienten hat. In der Tat folgt daraus induktiv, daß
jedes Objekt ein Quotient einer endlichen direkten Summe von Kopien von P ist.

Satz 8.7.5.3 (Abstrakte Morita-Äquivalenz). Seien A eine längenendliche Ka-
tegorie und P ∈ A ein projektiver Separator. So induziert der Funktor der Ho-
momorphismen von P eine Äquivalenz von A mit der Kategorie aller endlich
erzeugten Rechtsmoduln über dem Endomorphismenring von P , in Formeln

A(P, ) : A ≈→ Modf-A(P )

Ergänzung 8.7.5.4. Dieser Satz ist ein nach meinem Geschmack besonders attrak-
tiver Vertreter einer ganzen Familie von Sätzen, die auf verschiedene Weisen die
Erkenntnis präzisieren, daß „abstrakte abelsche Kategorien im wesentlichen das-
selbe sind wie Kategorien von Moduln über Ringen“. Der Satz gilt mit fast dem-
selben Beweis auch, wenn wirA schwächer nur noethersch annehmen. Der Endo-
morphismenring unseres projektiven Objekts muß dann bereits rechtsnoethersch
sein, da wir die Unterobjekte von P beschreiben können als Äquivalenzklassen in
der Menge aller Morphismen P⊕n → P für n ∈ Nmit der durch das „gegenseitig
übereinander faktorisieren“ erklärten Äquivalenzrelation. Die Anordnung auf der
Menge der Unterobjekte entspricht dann der Teilordnung des „Faktorisierens“. In
derselben Weise können wir die angeordnete Menge der endlich erzeugten Rechts-
ideale von E := A(P ) beschreiben, die folglich zur Menge der Unterobjekte von
P ordnungsisomorph ist. Das aber zeigt dann, daß E rechtsnoethersch sein muß.

Vorschau 8.7.5.5. Ist A eine beliebige abelsche Kategorie und P ein projektives
Objekt endlicher Länge, so betrachten wir die Serre-Unterkategorie K := {M ∈
A | A(P,M) = 0} und finden in 20.1.5.25, daß A(P, ) eine Äquivalenz von
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der Kategorie der Objekte endlicher Länge im QuotientenA/K mit der Kategorie
Modf-A(P ) der endlich erzeugten Rechtsmoduln über dem Endomorphismen-
ring von P induziert. Dasselbe gilt hoffentlich mit demselben Beweis, wenn P
noethersch ist und wir die noetherschen Objekte von A/K betrachten.

Beweis. Für ein beliebiges Objekt P einer beliebigen abelschen Kategorie A mit
Endomorphismenring E = A(P ) haben wir einen Funktor

H = A(P, ) : A → Mod-E

Er bildet das Objekt P auf seinen Endomorphismenring E ab. Der durch Links-
multiplikation gegebene Ringisomorphismus E ∼→ End−E E zeigt, daß unser
Funktor eine Äquivalenz 〈P 〉⊕

≈→ 〈E〉⊕ induziert zwischen der vollen Unterkate-
gorie aller zu endlichen direkten Summen von Kopien von P isomorphen Objekte
vonA und der vollen Unterkategorie aller zu endlichen direkten Summen von Ko-
pien von E isomorphen Objekte von Mod-E. Ist P projektiv, so ist unser Funktor
A(P, ) : A → Mod-E zusätzlich exakt und macht einfache Objekte aus A zu
einfachen E-Moduln oder zu Null, denn für je zwei Surjektionen a, b von P auf
ein- und dasselbe einfache Objekt gibt es r ∈ E mit ar = b. Ist zusätzlich P von
endlicher Länge, so ist folglich auch sein Endomorphismenring E von endlicher
Länge als E-Rechtsmodul. Ist A eine längenendliche Kategorie, so liefert sicher
jedes projektive Objekt P ∈ A einen exakten Funktor

A(P, ) : A → Modf-E

Wir müssen noch zeigen, daß dieser Funktor sogar eine Surjektion auf Isomor-
phieklassen liefert und daß er volltreu ist. Da aber E unter unseren Voraussetzun-
gen insbesondere rechtsnoethersch ist, besitzt jeder endlich erzeugte E-Rechts-
modul M eine Auflösung der Gestalt En → Em � M und wir folgern M ∼=
H(coker(P n → Pm)), als da heißt H liefert eine Surjektion auf Isomorphieklas-
sen. Ist zusätzlich jedes einfache Objekt ein Quotient von P , so finden wir für
jedes B ∈ A eine rechtsexakte Sequenz der Gestalt P n → Pm � B. Sie bleibt
rechtsexakt unter H . Für beliebiges A ∈ A betrachten wir dann das kommutative
Diagramm

A(P n, A) ← A(Pm, A) ←↩ A(B,A)
↓ ↓ ↓

Hom−E(HP n, HA) ← Hom−E(HPm, HA) ←↩ Hom−E(HB,HA)

mit exakten Zeilen. Die beiden linken vertikalen Isomorphismen müssen dann
rechts einen vertikalen Isomorphismus zwischen den Kernen der linken Horizon-
talen induzieren. Das zeigt, daß H volltreu ist.
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Beispiel 8.7.5.6. IstA die Kategorie aller endlichdimensionalen Vektorräume über
einem Körper k und P = kn der Vektorraum der Zeilenmatrizen mit der natürli-
chen Rechtsoperation des Matrizenrings Mat(n; k), so spezialisiert unser Satz zu
einer Äquivalenz k -Modf

≈→ Mat(n; k) -Modf. Das ist hinwiederum ein Spezi-
alfall einer sehr allgemeinen Aussage 7.2.3.17, die ihrerseits nicht mehr aus unse-
rem Satz folgt: Für jeden RingR liefert der Funktor ModR(Rn, ) eine Äquivalenz
von Kategorien

R -Mod
≈→ Mat(n;R) -Mod

8.7.6 Darstellungen von Köchern*
8.7.6.1. Wir erinnern die Terminologie der Köcher aus 4.7.6.2. Ein Köcher (eng-
lisch quiver, französisch carquois) ist ein Datum K = (P,E, a, e) bestehend aus
zwei Mengen P,E und zwei Abbildungen a, e : P → E. Wir nennen die Elemen-
te von P die Pfeile des Köchers und die Elemente von E seine Ecken oder auch
Punkte. Für einen Pfeil ~p ∈ P nennen wir a(~p) seinen Anfangspunkt und e(~p)
seinen Endpunkt. Ein Morphismus F von unserem Köcher in einen weiteren
Köcher (P ′, E ′, a′, e′) ist ein Paar bestehend aus einer Abbildung F : P → P ′

auf den Pfeilen und einer Abbildung F : E → E ′ auf den Ecken derart, daß gilt
Fa = a′F und Fe = e′F . Wir erhalten so die Kategorie aller Köcher

Car

Ähnlich wie bei Kategorien schreiben wir gerne abkürzend K für die Eckenmen-
ge eines Köchers K = (P,E, a, e) und K(x, y) für die Menge der Pfeile mit
Anfangspunkt x und Endpunkt y.

Definition 8.7.6.2. Eine Darstellung eines Köchers K über einem Körper k ist
ein Köchermorphismus V : K → Modk. Ein Morphismus von Darstellungen
von Köchern ist eine Transformation zwischen Köchermorphismen.

8.7.6.3. Die Darstellungen eines Köchers über einem Körper k bilden mit der
offensichtlichen k-Struktur eine abelsche k-Kategorie. Die Kategorie der Darstel-
lungen eines KöchersK über einem Körper k kann besonders konzise beschrieben
werden als die Kategorie Car(K,Modk). Etwas ausführlicher ist eine Darstellung
eines Köchers (P,E, a, e) über einem Körper k eine Zuordnung V , die jeder Ecke
q ∈ E einen k-Vektorraum Vq zuordnet und jedem Pfeil p ∈ P eine k-lineare
Abbildung

V (p) : Va(p) → Ve(p)

Gegeben zwei Darstellungen V,W unseres Köchers über einem Körper k ist wei-
ter ein Morphismus von Darstellungen ϕ : V → W eine Familie von k-linearen
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Ein Köcher mit 5 Ecken und 6 Pfeilen.
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Abbildungen ϕq : Vq → Wq für q ∈ E derart, daß für alle Pfeile p ∈ P das
folgende Diagramm kommutiert:

Va(p)
V (p)−→ Ve(p)

ϕa(p) ↓ ↓ ϕe(p)
Wa(p)

W (p)−→ We(p)

8.7.6.4. Nach 20.1.1.5 liefert das Vorschalten des kanonischen Köchermorphis-
mus ε : K → K̃ von einem Köcher in seine Pfadkategorie für jeden Körper k
einen Isomorphismus von Kategorien

Cat(K̃,Modk)
∼→ Car(K,Modk)

Eine Darstellung eines Köchers K ist also salopp gesprochen dasselbe wie ein
Funktor K̃ → Modk.

8.7.6.5. Besitzt ein Köcher K nur endlich viele Punkte, so bilden wir dazu zu
jedem Körper k eine k-Ringalgebra, seine Wegealgebra

W = Wk(K)

Als zugrundeliegenden k-Vektorraum nehmen wir den freien k-Vektorraum über
der Menge

⊔
x,y∈E K̃(x, y) aller Wege unseres Köchers. Darin erklären wir das

Produkt w ◦ v zweier Wege als das Aneinanderhängen, wenn w da anfängt wo v
aufhört, und setzen sonst schlicht w ◦ v = 0. Die Multiplikation in der Wegeal-
gebra schließlich erklären wir durch lineare Fortsetzung. Der Weg der Länge Null
an einem Punkt x ist die Identität idx des Objekts x in der Pfadkategorie und wir
notieren ihn ex ∈ W als Element der Wegealgebra. Das Einselement der Wege-
algebra ist der Ausdruck 1W =

∑
x∈E ex und die ex sind paarweise orthogonale

Idempotente. Wir erhalten in diesem Fall eine Äquivalenz

ModW
≈→ Car(K,Modk)

zwischen der Kategorie der Moduln über der Wegealgebra und der Kategorie der
Darstellungen des Köchers, indem wir einem W -Modul M den Köchermorphis-
mus zuordnen, der jeden Punkt x ∈ E auf den k-Vektorraum exM wirft und jeden
Pfeil p von x zu einer weiteren Ecke y auf das Daranmultiplizieren des entspre-
chenden Elements der Wegealgebra, einer k-linearen Abbildung exM → eyM .

Definition 8.7.6.6. Eine k-lineare Relation in einem Köcher K ist eine forma-
le Linearkombination von Wegen mit gemeinsamem Anfangs- und Endpunkt, in
Formeln ein Element von kK̃(x, y) für feste Ecken x, y ∈ E.
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Definition 8.7.6.7. Eine Darstellung eines Köchers mit Relationen (K, R) ist
eine Darstellung derart, daß „alle Relationen erfüllt sind“, daß also alle Relationen
die Nullabbildung vom Vektorraum des Anfangspunkts der jeweiligen Relation in
den Vektorraum ihres Endpunkts liefern. In unserer Notation meint R eine Menge
von Relationen.

8.7.6.8. Die Kategorie aller Darstellungen eines Köchers mit Relationen (K, R)
ist abelsch. Besitzt der Köcher nur endlich viele Ecken, so ist sie äquivalent zur
Kategorie aller Moduln über dem Quotienten der W(K)/〈R〉 der Wegealgebra
nach dem von den Relationen erzeugten beidseitigen Ideal.

Definition 8.7.6.9. Wir nennen einen Köcher mit Relationen nilpotent, wenn es
ein n gibt derart, daß alle Wege der Länge n zu dem von den Relationen erzeugten
beidseitigen Ideal der Wegealgebra gehören.

Definition 8.7.6.10. Wir nennen einen Köcher mit Relationen reduziert, wenn in
den Relationen keine Wege der Längen Null oder Eins mit von Null verschiedenen
Koeffizienten vorkommen.

Satz 8.7.6.11 (Köcher für längenendliche k-Kategorien). Seien k ein Körper
und A eine längenendliche k-Kategorie mit endlich vielen einfachen Isomorphie-
klassen, genügend Projektiven und mit der Eigenschaft, daß der Endomorphis-
menring jedes einfachen Objekts eindimensional ist über k. So gilt:

1. Unsere Kategorie A ist äquivalent als k-Kategorie zur Kategorie der end-
lichdimensionalen Darstellungen eines endlichen reduzierten nilpotenten
Köchers mit Relationen;

2. Jede derartige Äquivalenz liefert eine Bijektion zwischen den Ecken des
Köchers und den einfachen Isomorphieklassen unserer Kategorie und für
L,M ∈ irrA eine durch die Menge der Pfeile von L nach M indizierte
k-Basis von Ext1

A(L,M).

8.7.6.12. Der Satz gilt insbesondere für die Kategorie der endlichdimensionalen
Moduln über einer endlichdimensionalen Ringalgebra über einem algebraisch ab-
geschlossenen Körper.

8.7.6.13. Der fragliche Köcher wird zwar durch unsere längenendliche k-Kategorie
A eindeutig festgelegt, keineswegs aber die Relationen. Der Beweis wird zeigen,
daß auch jede Wahl von durch die Pfeile des Köchers indizierten Basen der jewei-
ligen Erweiterungsgruppen von einer Äquivalenz herkommt.

Beweis. Sei L1, . . . , Lr ein Repräsentantensystem der einfachen Isomorphieklas-
sen. Bezeichne Pi � Li die jeweiligen projektiven Decken nach 8.7.1.27 und
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P =
⊕

Pi ihre Summe. Dieses Objekt ist ein projektiver Separator und nach
8.7.5.3 liefert das Bilden der von P ausgehenden Morphismen eine Äquivalenz
von Kategorien

A(P, ) : A ≈→ Modf-A(P )

Um die Arbeit mit Rechtsmoduln zu vermeiden, setzen wir A := A(P )opp. Die
Projektoren ei := pr◦i auf die Summanden bilden in A eine Familie von paar-
weise orthogonalen Idempotenten mit Summe 1 =

∑
ei. Bezeichne J ⊂ A das

Jacobsonradikal. Nach 8.7.2.9 und 8.7.1.23 bilden die ēi eine k-Basis von A/J
und liefern so einen Isomorphismus von k-Ringalgebren

ke1 × . . .× ker
∼→ A/J

Weiter liefert Übung 19.3.2.39 für einen beliebigen Ring A mit einem zweisei-
tigen Ideal J einen Isomorphismus HomA/J(J/〈J2〉, A/J)

∼→ Ext1
A(A/J,A/J)

von A/J-Bimoduln und damit in unserem Fall Isomorphismen

ei(J/〈J2〉)ej
∼→ Ext1

A(Lj, Li)
∗

von k-Vektorräumen. Da A eine endlichdimensionale k-Ringalgebra ist, stimmen
die Ext1-Gruppen in der Kategorie aller A-Moduln und in der Kategorie aller
endlichdimensionalen A-Moduln überein und sind damit nach unserer Äquiva-
lenz von Kategorien auch isomorph zu den entsprechenden Ext1-Gruppen in A.
Nach 8.7.2.9 ist in unserem Fall weiter J ein nilpotentes Ideal, mithin wird A als
k-Ringalgebra erzeugt von den ei für 1 ≤ i ≤ r und Repräsentanten in eiJej
von je einer Basis der k-Vektorräume ei(J/〈J2〉)ej für 1 ≤ i, j ≤ r. In anderen
Worten haben wir so A beschrieben als die Köcheralgebra eines endlichen redu-
zierten nilpotenten Köchers mit Relationen und Teil 1 ist bewiesen. Um Teil 2
zu zeigen, müssen wir nur prüfen, daß in der Kategorie der endlichdimensionalen
Darstellungen eines endlichen reduzierten nilpotenten Köchers mit Relationen die
Darstellungen mit k an einer Ecken und Null an allen anderen Ecken und Nullab-
bildungen für alle Pfeile eine Repräsentantensystem der einfachen Darstellungen
bilden und daß die durch „ein Pfeil wird die Identität, die anderen werden zu Null“
gegebenen Erweiterungen zwischen derartigen einfachen Darstellungen eine Ba-
sis der entsprechenden Erweiterungsräume liefern. Das mag dem Leser überlassen
bleiben.

8.7.6.14. Seien k ein Körper und A eine endlichdimensionale Ringalgebra über
k und J ⊂ A das Jacobsonradikal. Ist A/J separabel über k, das gilt zum Bei-
spiel stets für k von der Charakteristik Null, so gibt es nach dem Spaltungssatz
von Wedderburn 19.3.3.9 eine Unterringalgebra S ⊂ A mit A = S ⊕ J als k-
Vektorraum. Des weiteren ist dann, das ist gerade die Definition der Separabilität,
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der Ring S ⊗k Sopp halbeinfach. Insbesondere finden wir einen S-Unterbimodul
I ⊂ J mit I ∼→ J/J2 und nach 8.7.2.9 liefert die Multiplikation eine Surjektion

TSI � A

der freien Tensoralgebra des S-Bimoduls I aufA. Nach Annahme ist der Kern die-
ser Surjektion enthalten im Ideal T≥2

S I der Tensoren vom Grad mindestens zwei.
Da wir endliche Dimension angenommen hatten, umfaßt er T≥nS I für n� 0. Un-
sere Isomorphismen HomA/J(J/〈J2〉, A/J)

∼→ Ext1
A(A/J,A/J) gelten weiter

und übersetzen sich in Isomorphismen

HomS(I, S)
∼→ Ext1

A(S, S)

Beide Seiten sind S-Bimoduln vermittels der Rechtsoperation von S auf S und
I und darunter, das habe ich nun schnell geraten, sind unsere Abbildungen Bi-
modulisomorphismen. Will man also Erweiterungen einfacher A-Moduln L,M
verstehen, so gilt es, Idempotente eL, eM ∈ S zu wählen mit L ∼= SeL und M ∼=
SeM und dann erhalten wir

HomS(IeL, SeM)
∼→ Ext1

A(L,M)

Ziehe ich mich nun weiter zurück auf char k = 0, so ist für beliebige endlich-
dimensionale S-Moduln P,Q die Abbildung „verknüpfe und nimm die k-Spur“
eine nicht ausgeartete Paarung

HomS(P,Q)× HomS(Q,P )→ k

Speziell liefert sie einen Isomorphismus HomS(IeL, SeM)
∼→ HomS(SeM , IeL)∗

in den k-Dualraum. Nach 8.5.1.9 liefert andererseits das Auswerten auf dem Idem-
potenten eM einen Isomorphismus HomS(SeM , IeL)

∼→ eMIeL und so erhalten
wir schließlich zumindest in Charakteristik Null einen wohlbestimmten Isomor-
phismus von k-Vektorräumen

(eMIeL)∗
∼→ Ext1

A(L,M)

8.7.6.15 (Endlichdimensionale Ringalgebren und Köcher). Für jede endlichdi-
mensionale Ringalgebra B über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k ist
B -Modf eine längenendliche k-lineare Kategorie mit genug Projektiven und nach
dem Schur’schen Lemma ist auch der Endomorphismenring jedes einfachen Mo-
duls k-eindimensional. Wir finden nach 8.7.6.11 also einen endlichen reduzierten
nilpotenten Köcher mit Relationen (K, R) und eine Äquivalenz von Kategorien

B -Modf
≈→W(K)/〈R〉 -Modf
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Unter dieser Äquivalenz entspricht der projektive Separator B links einem pro-
jektiven Separator rechts, sagen wir

B 7→ P
⊕m(1)
1 ⊕ . . .⊕ P⊕m(r)

r

für Vielfachheiten m(1), . . . ,m(r) ∈ N≥1. So finden wir für A := W(K)/〈R〉 die
Algebra unseres Köchers mit Relationen Isomorphismen von k-Algebren

Bopp ∼→ EndB(B)
∼→ EndA(P

⊕m(1)
1 ⊕ . . .⊕ P⊕m(r)

r )

Aopp ∼→ EndA(A)
∼→ EndA(P1 ⊕ . . .⊕ Pr)

Die m(i) sind dann die Dimensionen der einfachen B-Moduln und das Tensorie-
ren mit dem A-B-Bimodul

Hom(P
⊕m(1)
1 ⊕ . . .⊕ P⊕m(r)

r , P1 ⊕ . . .⊕ Pr)

induziert eine Äquivalenz von Kategorien B -Mod
∼→ A -Mod und analog kon-

struiert man eine quasiinverse Äquivalenz.

Proposition 8.7.6.16 (Standardauflösung). Gegeben ein Körper k und ein Köcher
K = (P,E, a, e) mit endlich vielen Ecken und Köcheralgebra A und ein Modul
M ∈ A -Mod über der Köcheralgebra erhalten wir eine kurze exakte Sequenz⊕

~p∈P A ida(~p)⊗k ide(~p) M ↪→
⊕

z∈E A idz ⊗k idzM � M

a⊗m 7→ a~p⊗m− a⊗ ~pm
a⊗m 7→ am

Beweis. Daß die Verknüpfung verschwindet, scheint mir evident. Um die Exakt-
heit zu zeigen, erklären wir eine Filtrierung 0 ⊂ A≤0 ⊂ A≤1 ⊂ . . . auf A nach
der Weglänge. Filtrieren wir M durch 0 = M≤−1 ⊂ M≤0 = M , so erhalten wir
eine Filtrierung unseres Komplexes durch Unterkomplexe⊕

~p∈P

A≤ν−1 ida(~p)⊗ ide(~p) M →
⊕
z∈E

A≤ν idz ⊗ idzM →M≤ν

Nach 7.7.1.16 reicht es zu zeigen, daß die Sequenz der assoziierten graduierten
Vektorräume exakt ist. Im Grad Null gibt es da nur die beiden hinteren Terme und
einen Isomorphismus zwischen diesen, und in höheren Graden gilt dasselbe für
die beiden vorderen Terme.

Übungen

Übung 8.7.6.17. Man finde einen Isomorphismus zwischen der Ringalgebra der
unteren (n × n)-Dreiecksmatrizen und der Wegealgebra des Köchers mit Ecken-
menge {1, 2, . . . , n} und Pfeilmenge {(i, i+ 1) | 1 ≤ i < n}.



8.7. ABELSCHE KATEGORIEN 1353

8.7.7 Verschiedenes
Satz 8.7.7.1 (Jacobson-Morozov). Seien A eine abelsche Kategorie und X ∈ A
ein Objekt und N : X → X ein nilpotenter Endomorphismus von X . So besitzt
X genau eine endliche Filtrierung (X≥r)r∈Z derart, daß für alle r giltN(X≥r) ⊂
X≥r+2 und für alle r ∈ N zusätzlich

N r : X≥−r/X≥−r+1 ∼→ X≥r/X≥r+1

8.7.7.2. Unter einer endlichen Filtrierung verstehen wir hier wie in 7.7.1.3 eine
von Null kommende und voll endende Filtrierung.

Beweis. Gegeben r ∈ N mit N r = 0 liefern unsere Annahmen offensichtlich
. . . = X≥−r−1 = X≥−r = X≥−r+1 und ebenso X≥r = X≥r+1 = X≥r+2 = . . .
Wenn unsere Filtrierung voll endet, so folgt X = X≥−r+1, und wenn unsere
Filtrierung von Null kommt, so folgt X≥r = 0. Gilt r = 0, so folgt X = 0 und
die Behauptung ist klar. Gilt r ≥ 1, so folgt X≥r−1 = imN r−1 und X≥−r+2 =
kerN r−1 und im Fall r = 1 erhalten wir X≥0 = X und X≥1 = 0 und die
Behauptung ist wieder klar. Im Fall r ≥ 2 schließlich gilt imN r−1 ⊂ kerN r−1

und wir können zu Y := kerN r−1/ imN r−1 übergehen und per Induktion darauf
eine eindeutig bestimmte Filtrierung mit den gewünschten Eigenschaften finden.
Die Urbilder in kerN r−1 dieser Filtrierung auf Y ergänzt um X≥−r+1 = X und
X≥r = 0 bilden dann eine Filtrierung auf X mit den gewünschten Eigenschaften.
Deren Eindeutigkeit folgt leicht mit derselben Induktion.
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9.1 Lineare und affine algebraische Gruppen

9.1.1 Einführung und Grundbegriffe
9.1.1.1. Eine lineare algebraische Gruppe über einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper k = k̄ ist Untergruppe

G ⊂ GL(n; k)

für ein n ∈ N derart, daß es eine Menge P ⊂ k[Xij] von Polynomen in den
Matrixeinträgen mit simultaner Nullstellenmenge G gibt, in Formeln also eine
Menge P von Polynomen mit G = {A ∈ GL(n; k) | f(A) = 0 ∀f ∈ P}.
Beispiele 9.1.1.2. Erste Beispiele sind die Untergruppen der invertierbaren Dia-
gonalmatrizen, der oberen Dreiecksmatrizen, und der oberen Dreiecksmatrizen
mit Einsen auf der Diagonalen. Des weiteren die Gruppen von invertierbaren
Block-oberen Dreiecksmatrizen beliebiger fester Blockstruktur, die spezielle li-
neare Gruppe SL(n; k) und die orthogonale Gruppe

O(n; k) := {A ∈ GL(n; k) | A>A = I}

9.1.1.3 (Notwendigkeit des Formalismus der algebraischen Varietäten). In
dieser Vorlesung sollen lineare algebraische Gruppen „unabhängig von ihrer Ein-
bettung“ studiert werden und wir bauen den Formalismus der „affinen algebrai-
schen Gruppen“ auf, der das präzisiert und ermöglicht. In diesem Formalismus
sind dann etwa G = GL(1; k) = k× und G = {diag(λ, 1) | λ ∈ k×} ⊂ GL(2; k)
als „dieselbe“ affine algebraische Gruppe anzusehen. Des weiteren werden viele
Argumente induktiv unter Zuhilfenahme von Quotienten algebraischer Gruppen
nach geeigneten Untergruppen geführt. Dazu müssen diese Quotienten ihrerseits
mit einer algebraischen Struktur versehen werden. Um all das zu präzisieren und
formalisieren, arbeitet man mit abstrakten algebraischen Varietäten, wie sie etwa
in 7.6.12.1 eingeführt werden. Da die volle Kraft dieser Begrifflichkeit aber erst
nach und nach benötigt wird, beginnen wir elementarer, erinnern zunächst nur den
Begriff einer „naiven affinen k-Varietät“ aus 7.3.3.2 folgende und arbeiten so lan-
ge wie möglich mit dieser einfacher zugänglichen Begrifflichkeit. Ich empfehle
jedoch, parallel auch die ausführlichere Diskussion der Grundlagen der algebrai-
schen Geometrie in 7.1.1.1 folgende zu studieren.

Definition 9.1.1.4. Gegeben ein Körper k verstehen wir unter einer k-geringten
Menge ein Paar

(X,O(X))

bestehend aus einer Menge X und einem k-Unterring O(X) ⊂ Ens(X, k) im k-
Kring aller k-wertigen Funktionen aufX . Die Elemente vonO(X) nennen wir die



1358 KAPITEL 9. AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

strukturierenden Funktionen unserer k-geringten Menge X . Ein Morphismus
von (X,O(X)) in eine weitere k-geringte Menge (Y,O(Y )) ist eine Abbildung
ϕ : X → Y derart, daß gilt f ∈ O(Y )⇒ f ◦ϕ ∈ O(X). Mit diesen Morphismen
bilden die k-geringten Mengen eine Kategorie

Ensrk

Den durch Vorschalten von ϕ erklärten Homomorphismus von k-Kringen nennen
wir den Komorphismus zu ϕ und notieren ihn ϕ] : O(Y )→ O(X).

Definition 9.1.1.5. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Eine nai-
ve affine k-Varietät oder kürzer affine k-Varietät ist eine k-geringte Menge
(X,O(X)) derart, daß ihr Ring von strukturierenden Funktionen O(X) ringend-
lich ist über k und daß wir eine Bijektion

ev : X
∼→ Kringk(O(X), k)

x 7→ δx

von X mit der Menge der k-linearen RinghomomorphismenO(X)→ k erhalten,
indem wir jedem Punkt x ∈ X den durch das Auswerten bei x gegebenen Ring-
homomorphismus δx : O(X) → k, f 7→ f(x) zuordnen. Die strukturierenden
Funktionen einer affinen Varietät nennen wir ihre regulären Funktionen.

9.1.1.6 (Diskussion der Terminologie). Das Adjektiv „affin“ dient dazu, in der
Terminologie Platz zu lassen für allgemeinere Varietäten, wie sie in 7.6.4.2 er-
klärt werden. Das Adjektiv „naiv“ bringt zum Ausdruck, daß wir unsere naiven
affinen Varietäten als spezielle k-geringte Mengen betrachten und noch nicht, wie
im Fall allgemeiner Varietäten, als spezielle „k-geringte Räume“. Dieser Unter-
schied wird sich jedoch als unwesentlich erweisen, weshalb wir auf das Adjektiv
„naiv“ im folgenden meist verzichten.

9.1.1.7. Unter einem Morphismus von affinen k-Varietäten verstehen wir einen
Morphismus von k-geringten Mengen. Die affinen k-Varietäten bilden damit eine
volle Unterkategorie

Varaffk ⊂ Ensrk

in der Kategorie aller k-geringten Mengen. Gegeben affine Varietäten X, Y no-
tieren wir die Menge aller Morphismen von X nach Y statt Varaffk(X, Y ) meist
kürzer Vark(X, Y ) und greifen damit der volltreuen Einbettung Varaffk

∼
↪→ Vark

in die Kategorie aller k-Varietäten vor, die wir zusammen mit der Definition all-
gemeiner Varietäten in 7.6.4.2 kennenlernen werden. Wenn wir hoffen, daß der
Grundkörper aus dem Kontext hervorgeht, schreiben wir auch kurz Var.
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9.1.1.8. Ich verwende das Wort Varietät nur für k-Varietäten über einem alge-
braisch abgeschlossenen Körper k = k̄. Wenn das Wort „Varietät“ fällt, ist also
implizit zu verstehen, daß der zugehörige Grundkörper algebraisch abgeschlossen
sein soll. Ich werde das nicht immer extra erwähnen.

Beispiele 9.1.1.9. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper.

1. Jede endliche Menge X wird mit O(X) := Ens(X, k) eine affine Varietät.

2. Die Menge X = kn wird mit O(X) := k[T1, . . . , Tn] eine affine Varietät.

3. (Nullstellenmengen). Gegeben eine affine Varietät (X,O(X)) und eine
Teilmenge P ⊂ O(X) des Rings ihrer regulären Funktionen wird die Men-
ge der gemeinsamen Nullstellen

Y = Z(P ) := {x ∈ X | f(x) = 0 ∀f ∈ P}

mit den Einschränkungen O(Y ) := {f |Y | f ∈ O(X)} regulärer Funktio-
nen von X als den regulären Funktionen von Y eine affine Varietät. In der
Tat kommt jeder k-lineare Ringhomomorphismus O(Y )→ k von einem k-
linearen RinghomomorphismusO(X)→ k her, der durch Auswerten δx an
einem Punkt x ∈ X gegeben wird, der dann notwendig bereits zu Y gehört
haben muß. Wir nennen diese Struktur die auf Y induzierte Struktur einer
affinen Varietät.

4. (Nichtnullstellenmengen einzelner Funktionen). Gegeben eine affine Va-
rietät (X,O(X)) und eine reguläre Funktion f ∈ O(X) wird deren Nicht-
nullstellenmenge

Xf := X\Z(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}

eine affine Varietät mit O(Xf ) := O(X)[f−1] ⊂ Ens(Xf , k) dem von
den Restriktionen der regulären Funktionen aus O(X) zusammen mit der
Funktion 1/f erzeugten Teilring. In der Tat liefert dann jeder Ringalgebren-
homomorphismus O(X)[f−1] → k einen Ringalgebrenhomomorphismus
O(X) → k, der von der Auswertung an einem Punkt x ∈ X herkommt,
und von diesem Punkt hinwiederum sieht man leicht ein, daß er bereits zu
Xf gehört haben muß.

Beispiel 9.1.1.10 (Affine Räume als affine Varietäten). Jeder endlichdimensio-
nale affine Raum A über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k wird of-
fensichtlich eine affine k-Varietät, wenn wir O(A) ⊂ Ens(A, k) erklären als die
von allen affinen Abbildungen A → k erzeugte k-Unterringalgebra. Jede affi-
ne Abbildung von endlichdimensionalen affinen Räumen ist in Bezug auf diese
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Strukturen ein Morphismus von affinen Varietäten und jede injektive affine Abbil-
dung induziert einen Isomorphismus auf ihr Bild mit der induzierten Struktur als
Nullstellenmenge gewisser regulärer Funktionen.

Beispiel 9.1.1.11. Auf dem kn stimmt die Struktur einer affinen Varietät als affiner
Raum nach 9.1.1.10 überein mit unserer Struktur aus 9.1.1.9 durch Polynome als
reguläre Funktionen.

9.1.1.12 (Verschiedene Bedeutungen des Wortes „affin“). Unglücklich ist in
diesem Zusammenhang die Verwendung des Wortes „affin“ in zwei verschiede-
nen Bedeutungen: Jeder endlichdimensionale affine Raum trägt zwar in dieser
Weise eine natürliche Struktur als affine Varietät, aber es gibt durchaus andere af-
fine Varietäten, ja „die meisten“ affinen Varietäten sind keineswegs isomorph zu
affinen Räumen.

9.1.1.13. Alle Definitionen und Sätze vom Beginn dieses Abschnitts bis hierher
würden auch für einen beliebigen Grundkörper k funktionieren. Allerdings müßte
man dann in Kauf nehmen, daß etwa die reelle Gerade X = R mit dem Ring von
regulären FunktionenO(X) = R[T, (T 2 + 1)−1] auch eine naive affine R-Varietät
wäre, und das stünde im Widerspruch zur allgemein üblichen Terminologie.

Ergänzung 9.1.1.14. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. In 7.3.3.12
zeigen wir, daß der Funktor der regulären Funktionen eine Äquivalenz von Kate-
gorien

O : {Affine k-Varietäten} ≈→ {Nilpotentfreie ringendliche k-Kringe}opp

liefert und daß jede affine Varietät ismorph ist zur Nullstellenmenge nach 9.1.1.9
einer endlichen Menge von regulären Funktionen alias Polynomfunktionen auf
kn. In meinen Augen sind diese Aussagen zentral für das Verständnis sowohl
der kommutativen Algebra als auch der algebraischen Geometrie. Wir werden
sie in dieser Vorlesung jedoch nicht beweisen. Die nilpotentfreien ringendlichen
k-Kringe nennt man auch affine k-Kringe.

9.1.1.15 (Universelle Eigenschaft von Nullstelleneinbettungen). Gegeben X
eine affine Varietät und P ⊂ O(X) eine Menge regulärer Funktionen und Y :=
Z(P ) deren simultane Nullstellenmenge ist die Einbettung Y ↪→ X offensichtlich
ein Morphismus. Ist weiter ϕ : Z → X ein Morphismus von affinen Varietäten
mit ϕ(Z) ⊂ Y , so ist auch die induzierte Abbildung ϕ : Z → Y offensichtlich
ein Morphismus von affinen Varietäten.

9.1.1.16. Gegeben eine affine Varietät, ja eine beliebige k-geringte Menge X sind
die Nullstellenmengen Z(P ) für P ⊂ O(X) die abgeschlossenen Mengen ei-
ner Topologie auf X , der Zariski-Topologie. In der Tat ist ein beliebiger Schnitt



9.1. LINEARE UND AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN 1361

von Nullstellenmengen offensichtlich wieder eine Nullstellenmenge. Was endli-
che Vereinigungen angeht, haben wir Z(1) = ∅ für die Vereinigung über das leere
Mengnsystem von Teilmengen von X sowie

Z(P ) ∪ Z(Q) = Z({fg | f ∈ P, g ∈ Q})

9.1.1.17. Einen Morphismus ϕ : Z → X von affinen Varietäten nennen wir ei-
ne abgeschlossene Einbettung, wenn sein Bild eine abgeschlossene Teilmenge
ϕ(Z) ⊂∧ X ist und die induzierte Abbildung ein Isomorphismus Z ∼→ ϕ(Z) auf
ϕ(Z) mit seiner induzierten Struktur ist. Abgeschlossene Einbettungen haben eine
zu Nullstelleneinbettungen analoge universelle Eigenschaft.
9.1.1.18. Wir erinnern den Hilbert’schen Nullstellensatz in seiner körpertheo-
retischen Form, nach der jede ringendliche Körpererweiterung modulendlich ist.
In anderen Worten ist jede Körpererweiterung, bei der der Erweiterungskörper als
Ring endlich erzeugt ist über dem Grundkörper, bereits eine endiche Körpererwei-
terung. Insbesondere ist jede ringendliche Körpererweiterung eines algebraisch
abgeschlossenen Körpers trivial. Für einen Beweis verweisen wir auf die kommu-
tative Algebra 7.1.5.10.
9.1.1.19 (Kehrwerte nullstellenfreier regulärer Funktionen). Gegeben eine af-
fine Varietät X und eine reguläre Funktion f ∈ O(X) ohne Nullstelle ist auch
1/f regulär. Das zeigen wir, indem wir die gegenteilige Annahme zum Wider-
spruch führen. Ist genauer f ∈ O(X) keine Einheit, so ist das von f erzeugte Ide-
al nicht der ganze Ring und kann mithin nach 7.1.6.4 zu einem maximalen Ideal
m ⊂ O(X) vergrößert werden. Der QuotientenringO(X)/m ist dann nach 7.1.6.7
ein Körper. Jetzt sagt der Hilbert’sche Nullstellensatz 9.1.1.18, daß die Komposi-
tion k → O(X) → O(X)/m eine endliche Körpererweiterung sein muß. Wegen
unserer Annahme k = k̄ ist diese Komposition also ein Isomorphismus. So er-
halten wir einen Homomorphismus O(X) → k von k-Kringen mit f 7→ 0. Das
aber bedeutet im Lichte unserer Definition 9.1.1.5 einer affinen Varietät, daß f ein
Nullstelle auf X gehabt haben muß.
9.1.1.20. Das Beispiel der R-geringten Menge X := R mit O(X) := R[T ] zeigt,
daß es für die im vorhergehenden aufstellte Behauptung wesentlich ist, daß wir
über einem algebraisch abgeschlossenen Körper arbeiten. In der Tat hat die Funk-
tion f := T 2 + 1 in diesem Fall keine Nullstelle auf X , aber 1/f gehört dennoch
nicht zu O(X).
9.1.1.21 (Universelle Eigenschaft von Nichtnullstelleneinbettungen). Gegeben
X eine affine Varietät und f ∈ O(X) eine reguläre Funktion ist die Einbettung
Xf ↪→ X offensichtlich ein Morphismus. Ist weiter ϕ : Z → X ein Morphismus
von affinen Varietäten mit ϕ(Z) ⊂ Xf , so ist auch die induzierte Abbildung ϕ :
Z → Xf ein Morphismus von affinen Varietäten. In der Tat ist (1/f) ◦ ϕ =
1/ϕ](f) nach 9.1.1.19 eine reguläre Funktion auf Z.
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9.1.1.22. Insbesondere folgt aus der universellen Eigenschaft für jede affine Va-
rietät X und f, g ∈ O(X) mit Xg ⊂ Xf sofort resO(Xf ) ⊂ O(Xg). Wir sehen
insbesondere, daß aus Xf = Xg bereits O(Xg) = O(Xf ) folgt. Das bedeutet
insbesondere, daß unsere Notation vernünftig war.

9.1.1.23 (Produkte affiner Varietäten). Für das folgende vergleiche man auch
7.3.4.12. Gegeben affine VarietätenX, Y wird das kartesische Produkt der zugrun-
deliegenden Punktmengen X × Y zu einer affinen Varietät durch die Vorschrift

O(X × Y ) = Oprod(X × Y ) := [f � g | f ∈ O(X), g ∈ O(Y )]

Hier meint f�g die Funktion (f�g)(x, y) := f(x)g(y) aufX×Y und die eckigen
Klammern meinen den von all diesen Funktionen in Ens(X × Y, k) erzeugten
Teilring. Er ist sicher ringendlich über k. Nach 4.6.1.47 induziert die Abbildung
f ⊗ g 7→ f � g eine Injektion Ens(X, k)⊗k Ens(Y, k) ↪→ Ens(X ×Y, k) und das
liefert unmittelbar einen Ringisomorphismus

O(X)⊗k O(Y )
∼→ O(X × Y )

Da aber nach 4.7.9.9 für zwei beliebige k-KringalgebrenA,B jeder Ringalgebren-
homomorphismusA⊗kB → k die Form a⊗b 7→ φ(a)ψ(b) hat für wohlbestimmte
Ringalgebrenhomomorphismen φ : A → k, ψ : B → k, folgt auch die Zweite
unserer Bedingungen an eine affine Varietät. Die beiden Projektionen prX : X ×
Y → X und prY : X×Y → Y sind dann Morphismen von affinen Varietäten und
(X×Y, prX , prY ) ist ein Produkt in der Kategorie der affinen Varietäten im Sinne
von 4.7.7.1. Die einpunktige Varietät ist ein finales Objekt in dieser Kategorie, in
der mithin alle endlichen Produkte existieren.

Beispiel 9.1.1.24. Auf dem kn stimmt die Struktur einer affinen Varietät als Pro-
dukt von n Kopien von k im Sinne von 9.1.1.23 mit unserer Struktur aus 9.1.1.9
durch Polynome als reguläre Funktionen überein.

Definition 9.1.1.25. Ein affines algebraisches Monoid über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper k = k̄ ist ein Monoid G mit der Struktur einer affinen
k-Varietät, für das die Verknüpfung G × G → G ein Morphismus von affinen
Varietäten ist.

Definition 9.1.1.26. Eine affine algebraische Gruppe über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper k = k̄ ist eine Gruppe G mit der Struktur einer affinen
k-Varietät, für die die Verknüpfung G×G→ G und die Inversenbildung G→ G
Morphismen von affinen Varietäten sind.

9.1.1.27. Ein Homomorphismus von affinen algebraischen Gruppen oder Mo-
noiden ist ein Morphismus von affinen Varietäten, der gleichzeitig ein Monoid-
homomorphismus ist. Die Menge aller Homomorphismen zwischen zwei affinen
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algebraischen Monoiden G,H notieren wir MonVar(G,H) und im Gruppenfall
GrpVar(G,H).

Proposition 9.1.1.28 (Die allgemeine lineare Gruppe). (k = k̄). Das Monoid
der quadratischen Matrizen Mat(n; k) ist ein algebraisches Monoid. Die allge-
meine lineare Gruppe G = GL(n; k) ist mit ihrer Struktur als Nichtnullstellen-
menge der regulären Funktion det : Mat(n; k) → k eine affine algebraische
Gruppe.

Beweis. Die Multiplikation mult : Mat(n; k) ×Mat(n; k) → Mat(n; k) ist of-
fensichtlich ein Morphismus. Genauer gilt Tij ◦ mult =

∑
l Til � Tlj . Die Mul-

tiplikation mult : G × G → Mat(n; k) ist ein Morphismus, da die Einbettung
G ↪→ Mat(n; k) ein Morphisms ist. Die Multiplikation mult : G × G → G
ist dann auch ein Morphismus nach der universellen Eigenschaft von Nichtnull-
stelleneinbettungen oder auch wegen det−1 ◦mult = det−1� det−1. Die Cra-
mer’sche Regel zeigt, daß auch das Invertieren G→ G ein Morphismus ist.

Beispiele 9.1.1.29. Gegeben ein affines algebraisches Monoid G und ein abge-
schlossenes Untermonoid H ⊂∧ G ist auch H mit der induzierten Struktur einer
affinen Varietät aufgrund der universellen Eigenschaft von Nullstellenmengen ein
affines algebraisches Monoid. Zum Beispiel bilden für alle n, r über jedem alge-
braisch abgeschlossenen Körper die n × n-Matrizen vom Rang ≤ r zusammen
mit der Einheitsmatrix ein algebraisches Monoid.

Beispiele 9.1.1.30. Gegeben eine affine algebraische Gruppe G und eine abge-
schlossene Untergruppe H ⊂∧ G ist auch H mit der induzierten Struktur einer
affinen Varietät eine affine algebraische Gruppe aufgrund der universellen Eigen-
schaft von Nullstellenmengen.

Ergänzung 9.1.1.31 (Funktionen auf speziellen linearen Gruppen). Die offen-
sichtliche Abbildung ist ein Isomorphismus k[Tij]/〈det−1〉 ∼→ O(SL(n; k)),
aber ich kenne dafür keinen vollständig elementaren Beweis. Die Schwierigkeit
besteht darin zu zeigen, daß der Restklassenring auf der linken Seite nilpotent-
frei ist. Eine mögliche Argumentation wird in 7.4.2.24 erklärt. Es mag eine gute
Übung sein, das hier zumindest im Fall n = 2 explizit zu prüfen.

Lemma 9.1.1.32. Der Abschluß jedes Untermonoids eines algebraischen Mono-
ids ist wieder ein algebraisches Monoid. Der Abschluß jeder Untergruppe einer
algebraischen Gruppe ist wieder eine Untergruppe.

Beweis. Sei G unser algebraisches Monoid und H ⊂ G unser Untermonoid. Für
alle h ∈ H impliziert hH ⊂ H bereits HH̄ ⊂ H̄ , denn die Linkstranslation
mit h ist stetig. Damit wissen wir Hg ⊂ H̄ für alle g ∈ H̄ und folgern H̄g ⊂
H̄ , denn die Rechtstranslation mit g ist stetig. Zusammengenommen ist also H̄



1364 KAPITEL 9. AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

abgeschlossen unter der Verknüpfung und 1 ∈ H gilt nach Annahme eh. Ebenso
folgt im Gruppenfall aus inv(H) ⊂ H sofort inv(H̄) ⊂ H̄ .

9.1.1.33 (Diskussion der Terminologie). Eine Untergruppe einer algebraischen
Gruppe verstehen wir a priori als eine Untergruppe der zugrundeliegenden ge-
wöhnlichen Gruppe. Eine abgeschlossene Untergruppe denken wir uns im Zwei-
felsfall stets mit ihrer induzierten Struktur als alebraische Gruppe versehen. Unse-
re abgeschlosenen Untergruppen sind zwar kategorische Unterobjeke in der Ka-
tegorie der algebraischen Gruppen, aber in positiver Charakteristik besitzen die
meisten algebraischen Gruppen durchaus noch weitere, nicht zu Untergruppen in
diesem Sinne isomorphe kategorische Unterobjekte. So ist zum Beispiel für jede
algebraische Gruppe G in positiver Charakteristik der Frobenius G → G[1] aus
7.3.3.21 ein Monomorphismus aber kein Isomorphismus und G[1] ist in natürli-
cher Weise wieder eine algebraische Gruppe. In Charakteristik Null verschwin-
den diese Phänomene, dort ist nach 9.3.5.15 sogar jede bijektive Abbildung von
homogenen Räumen ein Isomorphismus.

Übungen

Übung 9.1.1.34 (Koprodukt affiner Varietäten). Gegeben affine VarietätenX, Y
ist auch die disjunkte Vereinigung X t Y mit

O(X t Y ) := {f : X t Y → k | f |X ∈ O(X) und f |Y ∈ O(Y )}

eine affine Varietät. Die Einbettungen inX : X → X t Y sowie inY : Y →
X t Y sind dann Morphismen von Varietäten und diese Daten bilden zusammen
ein Koprodukt in der Kategorie der affinen Varietäten. Diese Kategorie besitzt
mithin endliche Koprodukte. Das leere Koprodukt in unserer Kategorie ist die
leere Varietät. Die Restriktionen liefern zusammen einen Isomorphismus

O(X t Y )
∼→ O(X)×O(Y )

Übung 9.1.1.35. Die regulären Funktionen einer affinen k-Varietät X sind genau
die Morphismen von Varietäten X → k, in Formeln O(X) = Var(X, k).

Übung 9.1.1.36 (Automorphismen offener Teilmengen der Gerade). Jeder Iso-
morphismus von Varietäten k ∼→ k hat die Gestalt t 7→ at + b für a ∈ k× und
b ∈ k. Jeder Isomorphismus von Varietäten k× ∼→ k× hat die Gestalt t 7→ atε für
a ∈ k× und ε ∈ {1,−1}. Die Varietäten k\E für E ⊂ k endlich mit zwei oder
mehr Elementen haben nur endlich viele Automorphismen. Hinweis: 3.5.5.21.

Übung 9.1.1.37 (Bijektive Morphismen müssen keine Isomorphismen sein).
Es gibt durchaus bijektive Morphismen zwischen affinen Varietäten, die keine
Isomorphismen von Varietäten sind. Als Beispiele betrachte man im Fall einer
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Charakteristik char k = p > 0 die Abbildung k → k, t 7→ tp und im Fall char k
beliebig die Abbildung k → Z(X3 − Y 2), t 7→ (t2, t3).

Übung 9.1.1.38. Jeder endlichdimensionale k-Vektorraum V ist mit der Addition
als Verknüpfung eine affine algebraische Gruppe.

Übung 9.1.1.39. Für jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum V ist GL(V ) mit
der Struktur einer k-Varietät als Komplement der Nullstellenmenge einer regu-
lären Funktion auf dem endlichdimensionalen k-Vektorraum EndV eine affine
algebraische Gruppe.

Übung 9.1.1.40. Ein Morphismus ϕ : Z → X von affinen Varietäten ist genau
dann eine abgeschlossene Einbettung, wenn sein Komorphismus eine Surjektion
ϕ] : O(X)� O(Z) ist.

Übung 9.1.1.41. Ich erinnere an 6.1.2.10: Sind N und B Gruppen und τ : B →
Grp×N ein Gruppenhomomorphismus alias eine Operation von B auf N durch
Gruppenautomorphismen, notiert (τ(a))(n) = (an), so kann manN×B mit einer
Gruppenstruktur versehen vermittels der Vorschrift (m, a)(n, b) = (m (an), ab)
Diese Gruppe heißt das oder genauer ein semidirektes Produkt von N mit B
und wird auch notiert als N o B = N oτ B. Man zeige: Sind hier B und N
algebraische Gruppen und ist B × N → N , (a, n) 7→ (an) ein Morphismus von
Varietäten, so ist auch das semidirekte Produkt eine algebraische Gruppe, wenn
wir es als Varietät mit der Produktstruktur betrachten.

Übung 9.1.1.42. Es sei k× die multiplikative Gruppe und k die additive Grup-
pe. Man zeige: Alle Homomorphismen von der einen in die andere sind kon-
stant, in Formeln |GrpVar(k, k×)| = 1 = |GrpVar(k×, k)|. Später wird das
auch direkt aus der Jordan-Zerlegung folgen. Man zeige weiter: Jeder Endomor-
phismus von k× ist ein Potenzieren, in Formeln haben wir eine Bijektion Z ∼→
GrpVar(k×, k×), n 7→ (z 7→ zn). Jeder Endomorphismus von k in Charak-
teristik Null ist ein Multiplizieren, in Formeln haben wir eine Bijektion k

∼→
GrpVar(k, k), λ 7→ (a 7→ λa). In Charakteristik p bilden die fraglichen Endo-
morphismen einen k-Vektorraum unter Nachschalten von (λ·) und die Potenzen
des Frobeniushomomorphismus bilden eine Basis dieses k-Vektorraums.

Ergänzende Übung 9.1.1.43. Man zeige, daß auf der affinen Varietät k die Ad-
dition die einzige Verknüpfung ist, die sie zu einer algebraischen Gruppe mit
neutralem Element Null macht. Man zeige, daß auf der affinen Varietät k× die
Multiplikation die einzige Verknüpfung ist, die sie zu einer algebraischen Gruppe
mit neutralem Element Eins macht. Man zeige, daß auf der affinen Varietät k\E
für E ⊂ k endlich mit zwei oder mehr Elementen keine Struktur als algebraische
Gruppe gibt. Hinweis: Man erinnere die Automorphismen offener Teilmengen der
Geraden aus Übung 9.1.1.36.
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Übung 9.1.1.44. Gegeben A ⊂ X und B ⊂ Y Teilmengen von affinen Varietäten
ist der Abschluß von A × B in X × Y das Produkt der Abschlüsse, in Formeln
A×B = Ā × B̄. Man folgere ein weiteres Mal, daß der Abschluß jeder Unter-
gruppe einer affinen algebraischen Gruppe wieder eine Untergruppe ist.

Übung 9.1.1.45 (Quotienten nach endlichen Normalteilern). Gegeben eine af-
fine algebraische Gruppe G und ein endlicher Normalteiler N ⊂ G zeige man,
daß G/N mit seiner Struktur als affine Varietät nach 7.5.3.3 auch eine affine alge-
braische Gruppe wird.

Übung 9.1.1.46. (k = k̄). Jede endlichdimensionale Ringalgebra über k ist mit der
Multiplikation als Verknüpfung und der Struktur als affine Varietät aus 9.1.1.10
ein algebraisches Monoid und ihre Einheitengruppe ist die Nichtnullstellenmenge
einer regulären Funktion und mit der Struktur als affine Varietät nach 9.1.1.9 eine
algebraische Gruppe. Hinweis: 7.2.3.15.

9.1.2 Verknüpfungen auf Objekten
Definition 9.1.2.1. Sei C eine Kategorie mit endlichen Produkten und nach unse-
ren Konventionen 4.7.7.14 insbesondere auch einem finalen Objekt, das wir mit
pt bezeichnen. Eine Verknüpfung auf einem Objekt G ∈ C ist ein Morphismus

m : G×G→ G

und ein Objekt mit Verknüpfung (G,m) heißt ein Magma in C. Solch eine Ver-
knüpfung heißt assoziativ beziehungsweise kommutativ, wenn von den beiden
folgenden Diagrammen das Linke beziehungsweise das Rechte kommutiert, mit
τ : G×G→ G×G der Vertauschung der beiden Faktoren und der offensichtli-
chen Vertikalen ganz links:

(G×G)×G m×id //

��

G×G m // G

G× (G×G)
id×m // G×G m // G

G×G m //

τ
��

G

G×G m // G

Ein neutrales Element für eine Verknüpfung auf einem Objekt G ist ein Mor-
phismus e : pt → G des finalen Objekts nach G derart, daß mit der Notation fin
für den einzigen Morphismus fin : G→ pt das Diagramm

G
(id,e◦fin) //

(e◦fin,id)
��

id

((RRRRRRRRRRRRRRRRR G×G
m
��

G×G m // G
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kommutiert. So ein neutrales Element ist, wenn es überhaupt existiert, eindeutig
bis auf die Wahl des finalen Objekts, als da heißt: Ist e′ : pt′ → G ein weiteres
neutrales Element, so gilt e′ = e ◦ fin für den einzigen Morphismus fin : pt′ →
pt. Wir überlassen diesen Nachweis dem Leser. Ein Monoidobjekt von C ist ein
Objekt mit Verknüpfung (G,m) derart, daß die Verknüpfung assoziativ ist und ein
neutrales Element existiert. Existiert zusätzlich ein Morphismus Inversenbildung
i : G→ G derart, daß auch das Diagramm

G
(id,i) //

(i,id)
��

e◦fin

%%KKKKKKKKKKKK G×G
m
��

G×G m // G

kommutiert, so nennen wir unser Objekt mit Verknüpfung (G,m) ein Gruppen-
objekt. Wieder überlassen wir dem Leser den Nachweis, daß es höchstens einen
Morphismus i : G → G mit dieser Eigenschaft geben kann, vergleiche Übung
9.1.2.14. Ich hoffe, daß sich von selbst versteht, was Homomorphismen zwischen
Objekten mit Verknüpfung oder auch zwischen Monoidobjekten derselben Kate-
gorie sind. Wir erhalten so insbesondere für jede Kategorie mit endlichen Produk-
ten C die Kategorien

Mon C der Monoidobjekte,
Abmon C der abelschen alias kommutativen Monoidobjekte,

Grp C der Gruppenobjekte und
Ab C der abelschen alias kommutativen Gruppenobjekte.

Eine Operation oder Wirkung eines Monoidobjekts G einer Kategorie C auf
einem Objekt X ∈ C ist ein Morphismus a : G×X → X derart, daß die beiden
folgenden Diagramme kommutieren:

(G×G)×X m×id //

��

G×X a // X

G× (G×X)
id×a // G×X a // X

X

(e◦fin,id)
��

id

##GGGGGGGGGG

G×X a // X

Die Notation a soll an das Wort action erinnern, mit dem man Operationen auf
englisch und französisch bezeichnet.

Beispiele 9.1.2.2. Ein Monoidobjekt in der Kategorie der Mengen ist ein Monoid,
ein Gruppenobjekt eine Gruppe, ein Objekt mit G-Operation eine G-Menge. Ein
Gruppenobjekt in der Kategorie der topologischen Räume heißt eine topologische
Gruppe, ein Objekt mitG-Operation einG-Raum. Ein Gruppenobjekt in der Ka-
tegorie der separablen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten heißt eine Liegrup-
pe, ein Objekt mit G-Operation eine G-Mannigfaltigkeit. Ein Gruppenobjekt in
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der Kategorie der affinen algebraischen Varietäten heißt eine affine algebraische
Gruppe, ein Objekt mit G-Operation eine affine G-Varietät. Ein Gruppenobjekt
in der Kategorie der algebraischen Varietäten heißt eine algebraische Gruppe,
ein Objekt mit G-Operation eine G-Varietät. Ein Gruppenobjekt in der Kate-
gorie der Schemata heißt ein Gruppenschema, ein Objekt mit G-Operation ein
G-Schema. In der Kategorie der Schemata ist die volle Unterkategorie der affinen
Schemata abgeschlossen unter Produkten und sozusagen per definitionem äqui-
valent zur opponierten Kategorie Kringopp der Kategorie Kring der kommutati-
ven Ringe. Gruppenobjekte in dieser Kategorie heißen affine Gruppenschemata
oder kommutative Hopfalgebren über Z mit Antipode, wie wir sie gleich aus-
fülicher diskutieren werden. In der Kategorie der Garben von Mengen über einem
gegebenen topologischen Raum ist ein Gruppenobjekt eine Garbe von Gruppen
und ein abelsches Gruppenobjekt eine abelsche Garbe. Ein Monoidobjekt in der
Kategorie Cat der Kategorien schließlich heißt eine strikte Tensorkategorie.

9.1.2.3 (Anwendung von Funktoren auf Gruppenobjekte). Natürlich muß je-
der mit endlichen Produkten verträgliche Funktor zwischen Kategorien mit endli-
chen Produkten Monoidobjekte zu Monoidobjekten machen, Gruppenobjekte zu
Gruppenobjekten, und so weiter. Allgemeiner reicht es sogar aus zu fordern, daß
für unseren Funktor F und unser Objekt mit Verknüpfung G und n ≤ 3 die offen-
sichtlichen Morphismen Isomorphismen F (G×n)

∼→ (FG)×n sind. Zum Beispiel
wird jede topologische Gruppe durch das Vergessen der Topologie zu einer ge-
wöhnlichen Gruppe alias einem Gruppenobjekt in der Kategorie der Mengen, und
jede affine algebraische Gruppe ist auch eine algebraische Gruppe, da eben der
Einbettungsfunktor der Kategorie der affinen Varietäten in die Kategorie aller Va-
rietäten mit endlichen Produkten verträglich ist.

Beispiel 9.1.2.4 (Anwendung von Yonedafunktoren auf Gruppenobjekte). Ge-
geben eine Kategorie C mit endlichen Produkten ist für jedes Objekt A ∈ C der
Mengenfunktor C(A, ) : C → Ens verträglich mit Produkten und macht folglich
Gruppenobjekte zu Gruppen.

Beispiel 9.1.2.5. Gegeben ein Körper k erinnern wir aus 4.7.9.10 den mit endli-
chen Produkten verträglichen Funktor

{Endliche Mengen} → {k-Kringe}opp

gegeben durch X 7→ Ens(X, k). Er macht insbesondere endliche Gruppen zu
Gruppenobjekten in k -Kringopp.

Beispiel 9.1.2.6. Gegeben k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper erinnern
wir aus 9.1.1.23, daß der durch X 7→ O(X) gegebene Funktor

{Naive affine k-Varietäten} → {k-Kringe}opp
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mit endlichen Produkten verträglich ist. Er macht also affine algebraische Grup-
pen zu Gruppenobjekten in k -Kringopp. Im folgenden will ich diskutieren, wie
Gruppenobjekte in k -Kringopp konkret aussehen.

9.1.2.7 (Gruppenobjekte in opponierten Kringalgebren). Nach 4.7.9.9 kann
für jeden Körper k ein Koprodukt von je zwei Objekten A,B in der Kategorie
aller k-Kringe konstruiert werden als A ⊗k B, und k selbst ist in k-Kring ein in-
itiales Objekt. Im übrigen gilt beides sogar für jeden Kring k, aber so allgemein
brauchen wir hier nicht zu werden. Ein Monoidobjekt von k -Kringopp ist dem-
nach per definitionem ein Paar (A,∆) bestehend aus einem k-Kring A und einem
Morphismus von k-Kringen ∆ : A→ A⊗k A derart, daß

A
∆ // A⊗ A ∆⊗id // (A⊗ A)⊗ A

��
A

∆ // A⊗ A id⊗∆ // A⊗ (A⊗ A)

kommutiert und daß ein ein Morphismus von k-Kringen ε : A → k existiert, für
den das Diagramm

A
∆ //

∆
�� id

%%KKKKKKKKKKKK A⊗ A
(ε,id)

��
A⊗ A

(id,ε)
// A

kommutiert. Hier meint etwa (ε, id) : A⊗ A → A die Abbildung a⊗ b 7→ ε(a)b
aus dem Koprodukt im Sinne von 4.7.7.16. Nach dem Vorhergehenden ist hier
ε eindeutig bestimmt, wenn es existiert. Solch ein Monoidobjekt ist weiter ein
Gruppenobjekt genau dann, wenn es zusätzlich einen Morphismus S : A → A
gibt derart, daß das Diagramm

A

∆
��

∆ //

ε
%%KKKKKKKKKKKK A⊗ A

(S,id)
��

A⊗ A
(id,S)

// A

kommutiert. Hier meint etwa (id, S) : A⊗A→ A wieder die Abbildung aus dem
Koprodukt a⊗b 7→ aS(b). Ein Gruppenobjekt (A,∆) in der Kategorie k -Kringopp

nennt man eine kommutative Hopf-Algebra über k. Die Abbildung ∆ : A →
A ⊗ A heißt ihre Komultiplikation, die Abbildung ε : A → k die Ko-Eins, die
Abbildung S : A→ A die Antipode.

Vorschau 9.1.2.8. Allgemeine Hopfalgebren diskutieren wir in 18.3.3.11.
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9.1.2.9 (Algebraische Gruppen und kommutative Hopfalgebren). Das oben
bereits angedeutete Beispiel besagt explizit, daß man von einer affinen algebrai-
schen Gruppe G über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k = k̄ aus-
gehend eine kommutative Hopf-Algebra erhält, indem man auf A = O(G) als
Komultiplikation

∆ : O(G)→ O(G×G)
∼→ O(G)⊗k O(G)

den Komorphismus der Verknüpfung ∆ := can ◦m] betrachtet. Die Koeins ist
dann das Auswerten am neutralen Element und die Antipode der Komorphismus
S = i] : O(G)→ O(G) zum Invertieren. Noch einfacher wird in derselben Weise
auch für jede endliche Gruppe G und jeden Körper k der k-Kring kG = O(G) =
Ens(G, k) zu einer kommutativen Hopf-Algebra über k.

9.1.2.10. Ist k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper, so erinnern wir aus
7.3.3.12, daß das Bilden der regulären Funktionen O sogar eine Äquivalenz von
Kategorien

{Affine k-Varietäten} ≈→ {Affine k-Kringe}opp

induziert. Unter einem affinen k-Kring versteht man dabei eine ringendliche nil-
potentfreie Kringalgebra über k. Natürlich muß unsere Äquivalenz O Gruppen-
objekte mit Gruppenobjekten identifizieren. Da das Koprodukt affiner k-Kringe
in der Kategorie aller k-Kringe stets wieder affin ist, erhalten wir mit Unterschla-
gung des Grundkörpers in der Notation eine Äquivalenz von Kategorien

{Affine algebraische Gruppen} ≈→ {Affine Hopfalgebren}opp

Die Spezifikation „affin“ auf der rechten Seite bezieht sich dabei auf die zugrun-
deliegende k-Kringalgebra, die eben affin sein soll, also ringendlich und nilpo-
tentfrei.

Übungen

Übung 9.1.2.11 (Die algebraische Gruppe PSL(2; k)). (k = k̄). Wir betrach-
ten die algebraische Gruppe SL(2; k) mit dem Ring von regulären Funktionen
O(SL(2; k)) = k[T1, T2, T3, T4]/〈T1T4 − T2T3 − 1〉. Es sei A ⊂ O(SL(2; k)) die
von allen TiTj mit i, j ∈ {1, 2, 3, 4} erzeugte Unterringalgebra von O(SL(2; k)).
Man zeige:

(a) Die Struktur einer Hopfalgebra auf O(SL(2; k)) induziert eine Struktur ei-
ner Hopfalgebra auf A. Damit gibt es eine algebraische Gruppe PSL(2; k)
mit der Eigenschaft O(PSL(2; k)) = A;

(b) Der von der Inklusion A ⊂ O(SL(2; k)) induzierte Homomorphismus φ :
SL(2; k)→ PSL(2; k) hat den Kern kerφ = {I,−I};
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(c) Im Fall char k = 2 ist φ ein Isomorphismus von abstrakten Gruppen, aber
nicht von algebraischen Gruppen.

Im Fall char k 6= 2 erhalten wir so den Quotienten aus 9.1.1.45 von SL(2; k) nach
dem Normalteiler {I,−I}. Im Fall char k = 2 eerhalten wir den Quotienten von
SL(2; k) nach einem normalen „infinitesimalen Untergruppenschema“, aber diese
Allgemeinheit werden wir vorerst meiden. In 9.3.6.18 werden wir eine isomorphe
Gruppe nocheinmal auf andere Weise konstruieren und PGL(2; k) nennen.

Ergänzende Übung 9.1.2.12. Ein Element f einer Hopf-Algebra heißt primitiv,
wenn gilt ∆(f) = f ⊗ 1 + 1 ⊗ f . Man zeige, daß die primitiven Elemente im
Ring der regulären Funktionen O(G) auf einer affinen algebraischen Gruppe G
genau die Homomorphismen in die additive Gruppe f : G→ k sind. Man folgere
im Fall eines Körpers k der Charakteristik Null, daß die primitiven Elemente der
symmetrischen Algebra SV genau die Bilder der Elemente von V sind.

Ergänzende Übung 9.1.2.13. Ein kommutatives Monoid wird durch seine Ver-
knüpfung ein Monoidobjekt in der Kategorie der Monoide. Man zeige, daß jedes
Monoidobjekt in der Kategorie der Monoide von dieser Gestalt ist.

Übung 9.1.2.14 (Eindeutigkeit der Inversenbildung). Man zeige, daß eine In-
versenbildung für ein Monoidobjekt eindeutig ist, wenn sie existiert. Hinweis:
Gegeben zwei Inversenbildungen i, j : G → G betrachte man den Morphismus
(i, id, j) : G→ G×G×G und verwende die Assoziativität.

Übung 9.1.2.15 (Involutivität der Inversenbildung). Man zeige, daß eine Inver-
senbildung i für ein Monoidobjekt stets die Eigenschaft i2 = id hat. Hinweis:
Man betrachte den Morphismus (id, i, i2) : G → G × G × G und verwende die
Assoziativität.

Übung 9.1.2.16. Wir können die Definition 9.1.2.1 von Gruppenobjekten dahin-
gehend abschwächen, daß wir statt die Existenz eines Morphismus „Inversenbil-
dung“ nur die Existenz von zwei Morphismen „Bilden des Linksinversen“ und
„Bilden des Rechtsinversen“ fordern. Aus dem Rest der Axiome folgt dann be-
reits, daß sie übereinstimmen müssen.

9.1.3 Einbettungen in Matrizenräume
Satz 9.1.3.1 (Affine algebraische Gruppen sind linear). Jede abgeschlossene
Untergruppe der Automorphismengruppe eines endlichdimensionalen k-Vektor-
raums ist eine affine algebraische Gruppe, und jede affine algebraische Gruppe
ist isomorph zu einer abgeschlossenen Untergruppe dieser Art.

9.1.3.2. Die Bedingung abgeschlossen bezieht sich hier auf die Zariskitopologie.
Ganz allgemein heißt eine Gruppe linear genau dann, wenn sie als Untergruppe in
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die Automorphismengruppe eines Vektrorraums eingebettet werden kann. Unsere
affinen algebraischen Gruppen werden aufgrund des obigen Satzes auch und sogar
meist lineare algebraische Gruppen genannt.

Satz 9.1.3.3 (Affine algebraische Monoide sind linear). Jedes abgeschlossene
Untermonoid des Endomorphismenmonoids eines endlichdimensionalen k-Vektor-
raums ist ein affines algebraische Monoid und jede affine algebraische Monoid ist
isomorph zu einem abgeschlossenen Untermonoid dieser Art.

Beweis. Die erste Aussage in beiden Sätzen folgt unmittelbar aus der univer-
sellen Eigenschaft der induzierten Struktur auf abgeschlossenen Teilmengen ei-
ner affinen Varietät. Um die zweite Aussage zu beweisen, konzentrieren wir uns
auf den zweiten Satz, der hier eine stärkere Aussage macht, und betrachten für
ein algebraisches Monoid G die Komposition ∆ von Homomorphismen von k-
Ringalgebren

O(G)→ O(G×G)
∼← O(G)⊗k O(G)

mit dem Komorphismus mult] der Multiplikation mult : G × G → G auf den
regulären Funktionen an erster Stelle dem Inversen des Isomorphismus 9.1.1.23
oder alternativ 7.3.1.4 an zweiter Stelle. Genau dann haben wir also ∆f =

∑n
i=1 gi⊗

hi, wenn für alle x, y ∈ G gilt f(xy) =
∑n

i=1 gi(x)hi(y). Erklären wir die Rechts-
verschiebung ρ(y) : O(G) → O(G) durch die Vorschrift (ρ(y)f)(x) = f(xy),
so liegen alle ρ(y)f also in dem von den Funktionen gi aufgespannten Teilraum
und wir folgern, daß für alle f ∈ O(G) der von den Translaten von f aufgespann-
te Teilraum V := 〈ρ(y)f | y ∈ G〉 endlichdimensional ist. Zusammenfassend
liegt jede reguläre Funktion f ∈ O(G) in einem endlichdimensionalen unter al-
len Rechtsverschiebungen invarianten Teilraum V . Weiter liefert die Operation
von G durch Rechtsverschiebung auf jedem endlichdimensionalen unter Rechts-
verschiebung invarianten Teilraum V für jeden Vektor f ∈ V einen Morphismus
von Varietäten G → V , y 7→ ρ(y)f =

∑
hi(y)gi. A priori ist diese Abbildung

zwar ein Morphismus nach W := 〈g1, . . . , gn〉, aber da sie in W ∩ V landet und
da jede injektive lineare Abbildung endlichdimensionaler Vektorräume eine abge-
schlossene Einbettung ist, folgt die Aussage aus der universellen Eigenschaft ab-
geschlossener Einbettungen. Durch Anwenden dieser Erkenntnis auf die Vektoren
einer Basis erhalten wir einen Homomorphismus von algebraischen Monoiden

ρ : G→ End(V )

Wählen wir nun V so groß, daß V ein Erzeugendensystem f1, . . . , ft des k-Krings
O(G) umfaßt, so induziert unser Morphismus von algebraischen Monoiden ρ eine
Surjektion

O(End(V ))� O(G)
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Betrachten wir in der Tat das Auswerten am neutralen Element δe : O(G) → k
und die regulären Abbildungen Fτ : End(V ) → k, A 7→ (Afτ )(e) für 1 ≤ τ ≤
t, so gilt Fτ (ρ(y)) = (ρ(y)fτ )(e) = fτ (y). Folglich haben wir Fτ 7→ fτ und
folglich liegen alle fτ im Bild, das damit ganz O(G) sein muß. Nach 9.1.1.40
oder alternativ 7.3.4.5 liefert unser Monoidhomomorphismus ρ : G → End(V )
folglich einen Isomorphismus von G mit einem abgeschlossenen Untermonoid
von End(V ).

Satz 9.1.3.4 (Algebraische Untermonoide algebraischer Gruppen). Gegeben
G eine algebraische Gruppe und M ⊂∧ G ein Zariski-abgeschlossenes Untermo-
noid ist M bereits eine Untergruppe.

Beweis. Jedes x ∈M induziert einen Isomorphismus (x·) : M
∼→ xM vonM mit

einer abgeschlossenen Teilmenge von M . Keine echte abgeschlossene Teilmenge
einer Varietät kann aber isomorph sein zur Varietät selber, da jede Varietät ein
noetherscher topologischer Raum ist, vergleiche Übung 7.4.1.22. Also gilt xM =
M und M ist eine Gruppe.

Korollar 9.1.3.5 (Einheitengruppe affiner algebraischer Monoide). In jedem
affinen algebraischen Monoid bilden die Einheiten eine offene affine Teilmenge
und können beschrieben werden als die Nichtnullstellenmenge einer regulären
Funktion.

Beweis. Sei M unser Monoid. Nach 9.1.3.3 finden wir einen endlichdimensio-
nalen Vektorraum V und eine abgeschlossene Einbettung als Untermonoid M ⊂∧
End(V ). Dann ist M ∩ GL(V ) als abgeschlossenes Untermonoid einer algebrai-
schen Gruppe bereits sebst eine algebraische Gruppe nach 9.1.3.4 und wir folgern
M× ⊃M ∩GL(V ) und dann auch sofort M× = M ∩GL(V ).

Übungen

9.1.3.6. Gegeben ein affines algebraisches Monoid G und ein Automorphismus ϕ
von G, der einen lokal endlichen Automorphismus ϕ] vonO(G) induziert, gibt es
einen endlichdimensionalen Vektorraum V und eine abgeschlossene Einbettung
ρ : G ↪→ End(V ) und ein Element x ∈ GL(V ) mit ρ ◦ ϕ = intx ◦ρ. Hinweis:
Man vergrößere den Teilraum V ⊂ O(G) aus dem vorherigen Beweis so, daß er
auch noch unter ϕ] stabil ist. Unser x wird dann das Inverse der Einschränkung
von ϕ] auf V .

9.1.4 Algebraische Darstellungen
9.1.4.1. Seien G ein Monoid und k ein Körper. Eine Darstellung von G über
k ist ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem k-Vektorraum V und einem Monoid-
homomorphismus ρ : G → EndV . Wir verwenden dann auch die abkürzenden
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Notationen (ρ(x))(v) = x ·ρ v = xv. Gegeben eine Darstellung V eines Mono-
ids G erklärt man eine Unterdarstellung als einen Untervektorraum W ⊂ V mit
w ∈ W ⇒ xw ∈ W ∀x ∈ G. Unser ρ induziert dann einen Monoidhomomor-
phismus G→ EndW .

9.1.4.2. Im folgenden gelten die Aussagen, bei denen ich nicht explizit Affinität
fordere, auch im allgemeinen. Für die Beweise verwendet man 7.6.11.13, nach
dem auch für beliebige Varietäten X, Y die Abbildung f ⊗ g 7→ f � g einen
IsomorphismusO(X)⊗O(Y )

∼→ O(X×Y ) induziert, und 7.6.4.20, nach dem für
jede Varietät X und jede affine Varietät Y das Zurückholen regulärer Funktionen
eine Bijektion Var(X, Y )

∼→ Kringk(O(Y ),O(X)) induziert.

Definition 9.1.4.3. Sei G ein algebraisches Monoid über k = k̄. Eine algebrai-
sche Darstellung von G ist eine Darstellung (V, ρ) über k, in der jeder Vektor
zu einer endlichdimensionalen Unterdarstellung W ⊂ V gehört derart, daß die
induzierte Abbildung G→ EndW algebraisch ist.

Lemma 9.1.4.4. (k = k̄). Gegeben ein k-Vektorraum V und G ein algebraisches
Monoid über k liefert ein Monoidhomomorphismus ρ : G→ End(V ) genau dann
eine algebraische Darstellung, wenn es eine lineare Abbildung

∆V : V → O(G)⊗ V

gibt derart, daß gilt ∆V (v) =
∑n

i=1 fi ⊗ vi ⇒ ρ(x)v =
∑n

i=1 fi(x)vi ∀x ∈ G.

Beweis. Ist V endlichdimensional und v1, . . . , vn eine Basis und ρ : G→ EndV
ein Monoidhomomorphismus, so gibt es eindeutig bestimmte Funktionen fji :
G → k mit ρ(x)vj =

∑n
i=1 fji(x)vi. Das zeigt, daß die Abbildung ∆V aus dem

Lemma, wenn es sie denn gibt, bereits durch (V, ρ) eindeutig bestimmt ist. Ebenso
sind unsere Funktionen fji offensichtlich genau dann regulär, wenn ρ : G →
EndV ein Morphismus von Varietäten ist.

9.1.4.5 (Diskussion der Terminologie). In der älteren Literatur heißen unsere
algebraischen Darstellungen meist rationale Darstellungen. Diese Terminologie
erklärt sich daraus, daß man bereits zuvor polynomiale Darstellungen der Grup-
pen GL(n; k) erklärt hatte als Gruppenhomomorphismen GL(n; k)→ GL(m; k),
bei denen die Matrixeinträge der Bildmatrix polynomial von den Matrixeinträgen
der Ausgangsmatrix abhängen, in unserer Terminologie also als algebraische Dar-
stellungen des Monoids Mat(m; k). Bei rationalen Darstellungen durften dann im
Gegensatz dazu auch Nenner auftreten, aber eben nur Potenzen der Determinan-
te im Nenner, so daß die Matrixeinträge durchaus reguläre Funktionen auf der
Gruppe sind. Die Verwendung des Wortes „rational“ in diesem Zusammenhang
halte ich im aktuellen terminologischen Kontext für problematisch, weil sie einen
Zusammenhang mit rationalen Funktionen suggeriert, der weit hergeholt ist.



9.1. LINEARE UND AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN 1375

Beispiel 9.1.4.6. Für jedes algebraische Monoid liefert die Rechtsverschiebung

ρ : G→ End(O(G))

eine algebraische Darstellung von G. Ist allgemeiner X eine G-Varietät, also eine
Varietät mit einer G-Operation G×X → X , die ein Morphismus von Varietäten
ist, so liefert die Verschiebung von Funktionen mit denselben Argumenten wie im
Beweis von 9.1.3.1 eine algebraische Darstellung G→ End(O(X)).

9.1.4.7. Eine Darstellung heißt irreduzibel, wenn sie nicht Null ist, aber außer
Null und sich selbst keine Unterdarstellung besitzt.

9.1.4.8. Gegeben Darstellungen V,W eines Monoids G versteht man unter einem
Homomorphismus von Darstellungen eine lineare Abbildung f : V → W mit
f(xv) = xf(v) für alle x ∈ G und v ∈ V . Die Darstellungen eines Monoids G
über einem Körper k werden so zu einer Kategorie. Wir notieren sie

Modk,G = ModG

Ist G ein algebraisches Monoid, so meinen wir mit dieser Notation meist abwei-
chend die volle Unterkategorie der algebraischen Darstellungen.

Vorschau 9.1.4.9. Gegeben Darstellungen V1, . . . , Vr,W eines Monoids G verste-
hen wir unter einer Verschmelzung von Darstellungen eine multilineare Abbil-
dung f : V1× . . .×Vr → W mit f(xv1, . . . , xvr) = xf(v1, . . . , vr) für alle x ∈ G
und vi ∈ Vi. Die Darstellungen eines Monoids G über einem Körper k bilden mit
diesen Verschmelzungen und deren „Multiverknüpfung“ eine „Schmelzkategorie“
im Sinne von 18.1.1.

Ergänzung 9.1.4.10 (Einordnung der Superdarstellungen). Unsere Bemerkun-
gen zu affinen Supergruppenschemata ?? haben eine natürliche Ergänzung für
Darstellungen. Betrachten wir genauer wie dort zu einer Schmelzkategorie M
mit stabil universellen Verschmelzungen die zugehörige Kategorie von Kringob-
jekten und ein Gruppenobjekt G in deren opponierter Kategorie mit zugrundelie-
gendem Objekt O(G) ∈ M, so können wir eine „Darstellung von G“ erklären
als ein Paar (V,∆V ) bestehend aus einem Objekt V ∈ M nebst einem Mor-
phismus ∆V : V → O(G) ⊗ V in M derart, daß gewisse mehr oder weniger
offensichtliche Verträglichkeiten gelten. Insbesondere erhält man so im Fall der
Schmelzkategorie der Paritätsgruppen sogenannte „Superdarstellungen von affi-
nen Supergruppenschemata“.

Übungen

Übung 9.1.4.11. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper und G ein
affines algebraisches Monoid über k und V ein k-Vektorraum. So gehört eine
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lineare Abbildung ∆V : V → O(G) ⊗ V genau dann zu einer algebraischen
Darstellung, wenn gilt (id⊗∆V ) ◦ ∆V = (∆ ⊗ id) ◦ ∆V für ∆ : O(G) →
O(G)⊗O(G) die Komultiplikation sowie idV = (δ1 ⊗ idV ) ◦∆V .

Übung 9.1.4.12. Jede irreduzible Darstellung einer affinen algebraischen Grup-
pe läßt sich als Unterdarstellung in die reguläre Darstellung einbetten. Hinweis:
Matrixkoeffizienten.

Übung 9.1.4.13. Eine Darstellung V eines algebraischen Monoids G ist algebra-
isch genau dann, wenn es für jeden Vektor v ∈ V eine offene Umgebung U ⊂◦ G
des neutralen Elements gibt derart, daß Uv in V einen endlichdimensionalen Teil-
raum 〈Uv〉 aufspannt und die Abbildung U → 〈Uv〉 gegeben durch g 7→ gv
algebraisch ist.

Übung 9.1.4.14. Gegeben eine algebraische Darstellung V eines algebraischen
Monoids G und Untervektorräume U,W ⊂ V ist {g ∈ G | g(U) ⊂ W} eine
abgeschlossene Teilmenge von G.

Übung 9.1.4.15. Gegeben eine algebraische Darstellung V eines algebraischen
Monoids G und ein Untervektorraum U ⊂ V und eine offene dichte Teilmenge
A ⊂◦ G ist das Vektorraumerzeugnis W von {au | a ∈ A, u ∈ U} eine G-stabile
Teilmenge von V .

Übung 9.1.4.16. Ist V � W ein surjektiver Homomorphismus von Darstellungen
eines affinen algebraischen Monoids G und ist die Darstellung V algebraisch, so
ist auch die Darstellung W algebraisch.

Übung 9.1.4.17. Ist V eine Darstellung eines Monoids G und W ⊂ V eine Unter-
darstellung, so gibt es genau ein Struktur von G-Darstellung auf V/W derart, daß
dis kanonische Projektion V � V/W ein homomorphismus von Darstellungen
ist. Wir nennen V/W mit dieser Struktur die Quotientendarstellung.

Übung 9.1.4.18. Der Quotient einer Darstellung nach einer maximalen echten
Unterdarstellung ist stets irreduzibel.

Übung 9.1.4.19. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V einer algebrai-
schen Gruppe oder eines algebraischen Monoids G zeige man:

1. Der Komorphismus O(V ) → O(G × V )
∼→ O(G) ⊗ O(V ) zur Operation

G× V → V induziert eine lineare Abbildung V ∗ → O(G)⊗ V ∗;

2. Diese lineare Abbildung ist der Komorphismus zur kontragredienten Dar-
stellung von Gopp auf V ∗.

Übung 9.1.4.20. Jede irreduzible algebraische Darstellung einer kommutativen
algebraischen Gruppe ist eindimensional. Hinweis: Existenz simultaner Eigen-
vektoren 4.3.2.18.
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Übung 9.1.4.21. Der Komorphismus ∆V : V → O(G)⊗V ist ein Homomorphis-
mus von Darstellungen für die Operation durch Konjugation auf O(G). Hinweis:
Für jede Darstellung ρ : G → GL(V ) einer Gruppe G und jedes Element t ∈ G
gilt (tgt−1)tv = t(gv). Die lineare Abbildung ρ(t) : V → V ist also ein Isomor-
phismus von der Darstellung ρ zur Darstellung ρ ◦ (int t).

Übung 9.1.4.22 (Tensorprodukt algebraischer Darstellungen). Gegeben alge-
braische Darstellungen V,W eines affinen algebraischen Monoids G ist auch der
Vektorraum V ⊗ W eine algebraische Darstellung von G unter der Operation
x(v ⊗ w) := xv ⊗ xw.

Übung 9.1.4.23. Gegeben algebraische Darstellungen (ρ, V ), (ψ,W ) einer affinen
algebraischen Gruppe G mit dimV < ∞ ist auch der Vektorraum Hom(V,W )
eine algebraische Darstellung vonG unter der Operation (gf) = ψ(g)◦f ◦ρ(g)−1

für f ∈ Hom(V,W ). Ist speziell W die Einsdarstellung von G, so erhalten wir
eine Darstellung von G durch Automorphismen des Dualraums V ∗ von V , die
sogenannte kontragrediente Darstellung.

Vorschau 9.1.4.24. Die Übung 9.1.4.22 zum Tensorprodukt bedeutet, daß die Schmelz-
kategorie algebraischen Darstellungen eines affinen algebraischen Monoids stabil
universelle Verschmelzungen besitzt im Sinne von 18.1.1. Ist unser Monoid ei-
ne Gruppe, bilden die endlichdimensionalen algebraischen Darstellungen nach
Übung 9.1.4.23 sogar eine Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzungen
und Multihom. Das gilt auch für beliebige algebraische Darstellungen, aber dann
müssen wir das „interne Hom“ sorgfältiger konstruieren als die maximale alge-
braische Unterdarstellung (VVW ) ⊂ Hom(V,W ). Ein injektiver Morphismus
L ↪→ V muß jedoch in dieser Allgemeinheit keinen surjektiven Morphismus
(LVk)� (VVk) induzieren, wie das Beispiel 9.1.6.6 zeigt.

Ergänzende Übung 9.1.4.25. Gegeben eine SchmelzkategorieM mit stabil uni-
versellen Verschmelzungen und ein Gruppenobjekt G ∈ Kringopp

M mit zugrunde-
liegendem Objekt O(G) ∈ KringM können wir nach 9.1.2.4 die Gruppe G(I)
betrachten. Man zeige, daß für jede Darstellung V von G die Gruppe G(I) in
natürlicher Weise auf V operiert.

9.1.4.26 (Anfänge des Tannaka-Formalismus). Seien k = k̄ ein algebraisch
abgeschlossener Körper und G eine affine algebraische Gruppe über k. Wir be-
trachten den Schmelzfunktor

F : ModG → Modk

des Vergessens der Gruppenwirkung. Wir behaupten, daß wir einen Gruppeniso-
morphismus

τ : G
∼→ SCat(ModG,Modk)

×(F )
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zwischen G und der Automorphismengruppe des Schmelzfunktors F erhalten
durch die Vorschrift g 7→ τ(g), bei der die Isotransformation von Schmelzfunk-
toren τ(g) : F → F hinwiederum gegeben durch die Gesamtheit der linearen
Abbildungen τ(g)V : F (V ) → F (V ) für V ∈ ModG, die gerade die durch die
Operation von G auf V gegebenen linearen Abbildungen (g·) : V → V sind. Es
ist klar, daß diese Vorschrift einen Gruppenhomomorphismus liefert. Um dessen
Bijektivität zu zeigen, konstruieren wir eine Umkehrabbildung. Dazu betrachten
wir die Darstellung R := O(G) mit der G-Operation durch Rechtsverschiebung
(ρ(g)f)(x) = f(xg). Jeder Automorphismus τ des Schmelzfunktors F liefert ja
insbesondere einen Vektorraumisomorphismus τR : R

∼→ R. Da die Multiplika-
tion O(G) × O(G) → O(G) eine G-äquivariante bilineare Abbildung ist, ist sie
eine Zweiverschmelzung R g R → R, und damit muß τR ein Algebrenhomo-
morphismus sein. Da die Eins von O(G) invariant unter Rechtsverschiebung ist,
ist sie eine Nullverschmelzung g → R und damit muß τR die Eins auf die Eins
Abbilden alias ein Ringalgebrenhomomorphismus sein. Da die Linksverschiebun-
gen λ(z) : O(G) → O(G) Homomorphismen von Darstellungen R → R sind,
muß τR mit ihnen allen kommutieren. Wie wir beim Beweis der Jordanzerlegung
9.1.5.5 gesehen haben, gibt es folglich g ∈ G mit τR = ρ(g) : O(G)→ O(G). Es
folgt τV = τV (g) erst für V = R, dann für V eine beliebige direkte Summe von
Kopien von R, dann für V endlichdimensional, weil sich V dann nach dem Be-
weis von 9.1.5.5 in eine direkte Summe von Kopien vonR = O(G) einbetten läßt,
und schlißlich für V beliebig, weil es eine Vereinigung von endlichdimensiona-
len Unterdarstellungen ist. Es ist ziemlich klar, daß wir durch dieselbe Vorschrift
dann auch einen Gruppenisomorphismus

τ : G
∼→ SCat(ModfG,Modk)

×(F )

von G mit der Automorphismengruppe des auf endlichdimensionale Darstellun-
gen eingeschränkten Schmelzfunktors F erhalten. Wenn wir nun umgekehrt von
einem Paar (M, E) aus einer k-linearen SchmelzkategorieM und einem k-line-
aren Schmelzfunktor E : M → Modk ausgehen, kann man sich fragen, unter
welchen Bedingungen man die Gruppe

G := SCat(M,Modk)
×(E)

so mit der Struktur einer affinen algebraischen Gruppe über k versehen kann, daß
es eine Äquivalenz von k-linearen Schmelzkategorien σ : ModfG

≈→M gibt und
einen Isomorphismus E ◦ σ ∼⇒ F von Schmelzfunktoren. Das ist die Grundfrage
der Tannaka-Theorie.
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9.1.5 Jordanzerlegung

9.1.5.1 (Erinnerungen aus der Linearen Algebra). Ein Endomorphismus eines
Vektorraums heißt nach 4.3.2.16 lokal endlich, wenn jeder Vektor in einem end-
lichdimensionalen unter unserem Endomorphismus stabilen Teilraum liegt. Ein
Vektorraum über einem algebraisch abgeschlossenen Körper zerfällt nach 4.3.2.16
unter einem Endomorphismus in die direkte Summe seiner Haupträume genau
dann, wenn besagter Endomorphismus lokal endlich ist. Ein Endomorphismus x
eines Vektorraums heißt lokal nilpotent, wenn jeder Vektor von einer Potenz von
x zu Null gemacht wird, wenn also unser Vektorraum die Vereinigung der Kerne
der Potenzen von x ist. Natürlich ist jeder lokal nilpotente Endomorphismus lokal
endlich. Ein Endomorphismus x eines Vektorraums heißt lokal unipotent, wenn
x − id lokal nilptent ist. Oft wird der Zusatz „lokal“ in diesem Zusammenhang
auch weggelassen.

9.1.5.2 (Multiplikative Jordanzerlegung von Automorphismen). Ich erinnere
an die multiplikative Jordanzerlegung 4.3.3.20: Jeder lokal endliche Automorphis-
mus x eines Vektorraums über einem algebraisch abgeschlossenen Körper läßt
sich auf genau eine Weise darstellen als ein Produkt

x = xuxs

mit xs halbeinfach alias „semisimple“ alias diagonalisierbar, xu lokal unipotent
alias (xu − id) lokal nilpotent, und xuxs = xsxu. Ich erinnere weiter an die Funk-
torialitätseigenschaften dieser Zerlegung. Sei

V
f−→ W

x ↓ ↓ y
V

f−→ W

ein kommutatives Diagramm von Vektorräumen mit invertierbaren lokal endli-
chen Vertikalen. Sind dann x = xsxu und y = ysyu die multiplikativen Jordan-
Zerlegungen von x und y, so kommutieren auch die Diagramme

V
f−→ W

xs ↓ ↓ ys

V
f−→ W

V
f−→ W

xu ↓ ↓ yu

V
f−→ W

9.1.5.3. Ich erinnere daran, daß nach dem Beweis von 9.1.3.1 für jedes g ∈ G die
Rechtsverschiebung ρ(g) : O(G) → O(G) gegeben durch (ρ(g)f)(x) = f(xg)
für alle x ∈ G und f ∈ O(G) eine k-lineare lokal endliche Abbildung ist.
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Definition 9.1.5.4. (k = k̄). Ein Element einer affinen algebraischen Gruppe
heißt halbeinfach beziehungsweise unipotent, wenn es auf jeder algebraischen
Darstellung besagter Gruppe durch einen halbeinfachen beziehungsweise einen
unipotenten Automorphismus operiert.

Satz 9.1.5.5 (Jordanzerlegung in affinen algebraischen Gruppen). 1. Gege-
ben eine affine algebraische Gruppe G gibt es für jedes Element g ∈ G
eindeutig bestimmte gs, gu ∈ G mit gs halbeinfach und gu unipotent und
g = gsgu = gugs. Diese Elemente gs und gu heißen der halbeinfache und
der unipotente Anteil von g;

2. Gegeben ein Homomorphismus ϕ : G → G′ von affinen algebraischen
Gruppen gilt ϕ(gu) = ϕ(g)u und ϕ(gs) = ϕ(g)s für alle g ∈ G;

9.1.5.6. Sobald der Satz und insbesondere sein dritter Teil einmal bewiesen ist,
müssen wir in der Notation nicht mehr zwischen der Jordanzerlegung in affinen
algebraischen Gruppen und der multiplikativen Jordanzerlegung lokal endlicher
Endomorphismen unterscheiden. Für die Dauer des Beweises notieren wir die Jor-
danzerlegung in affinen algebraischen Gruppen abweichend von der Formulierung
des Satzes noch g = gugs mit Indizes in einem anderen Schrifttyp als bei der kon-
kreten Zerlegung g = gugs eines Automorphismus g eines endlichdimensionalen
Vektorraums.

Beweis. Eine lineare Abbildung O(G) → O(G) kommt her von einem Homo-
morphismus von affinen Varietäten genau dann, wenn sie ein Homomorphismus
von Ringalgebren ist. Eine bijektive lineare Abbildung O(G) → O(G) kommt
her von einem Isomorphismus von affinen Varietäten genau dann, wenn sie ein
Isomorphismus von Algebren alias in unserer Terminologie verträglich mit der
Multiplikation ist, denn ein solcher Isomorphismus muß das Eins-Element auto-
matisch erhalten. Ein Homomorphismus von affinen Varietäten G → G ist die
Rechtsmultiplikation mit einem Gruppenelement genau dann, wenn er mit den
Linksmultiplikationen mit allen Gruppenelementen z ∈ G vertauscht. Kürzen wir
O(G) = A ab, so ist ein Vektorraumisomorphismus r : A

∼→ A demnach ein ρ(g)
genau dann, wenn die beiden folgenden Diagramme kommutieren, das letztere für
alle z ∈ G:

A⊗ A mult //

r⊗r
��

A

r
��

A

r

��

λ(z) // A

r
��

A⊗ A mult // A A
λ(z) // A

mit λ(z) : O(G) → O(G) der Rechtsoperation durch Linksverschiebung, ge-
geben durch (λ(z)f)(x) = f(zx). Nach der Funktorialität der Jordanzerlegung
9.1.5.2 kommutieren diese Diagramme aber auch dann noch, wenn wir in den
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Vertikalen den halbeinfachen beziehungsweise den unipotenten Anteil nehmen.
Die Eindeutigkeit der multiplikativen Jordanzerlegung 9.1.5.2 liefert unmittelbar
(r⊗r)s = rs⊗rs und (r⊗r)u = ru⊗ru. Es folgt, daß mit r = ρ(g) auch ρ(g)s und
ρ(g)u die fraglichen Diagramme kommutieren lassen. Folglich gibt es gs, gu ∈ G
mit ρ(g)s = ρ(gs) und ρ(g)u = ρ(gu). Wegen ρ(g) = ρ(gs)ρ(gu) = ρ(gu)ρ(gs)
folgt g = gsgu = gugs. Jetzt zeigen wir, daß gs, gu auch im Sinne unserer Definiti-
on halbeinfach beziehungsweise unipotent sind. Es reicht dafür zu zeigen, daß sie
auf jeder endlichdimensionalen algebraischen Darstellung V von G durch halb-
einfache beziehungsweise unipotente Automorphismen operieren. Für ψ1, . . . , ψn
eine Basis von V ∗ liefern aber die Matrixkoeffizientenabbildungen eine für die
G-Operation durch Rechtstranslation auf O(G) äquivariante Einbettung

V ↪→ O(G)n

v 7→ (x 7→ ψi(xv))ni=1

In anderen Worten erhalten wir also für alle g ∈ G ein kommutatives Diagramm

V

g

��

� � // O(G)n

ρ(g)×...×ρ(g)
��

V �
� // O(G)n

Nun erkennt man aber auch ohne Schwierigkeiten die Identitäten (x × y)u =
xu × yu sowie (x × y)s = xs × ys für x : V → V und y : W → W lokal end-
lich und invertierbar. Wenden wir also auf unser Diagramm die Funktorialität der
konkreten Jordanzerlegung an, so folgt, daß gs auf V durch einen halbeinfachen
Automorphismus operiert und gu durch einen unipotenten Automorphismus. Das
zeigt die Existenz der multiplikativen Jordanzerlegung. Die Eindeutigkeit folgt
unmittelbar aus der Eindeutigkeit der konkreten multiplikativen Jordanzerlegung
von ρ(g) im Sinne von 9.1.5.2. Um den zweiten Teil zu zeigen, betrachten wir das
kommutative Diagramm

G
ϕ //

·g
��

G′

·ϕ(g)
��

G
ϕ // G′

und das induzierte kommutative Diagramm

O(G) O(G′)
◦ϕoo

O(G)

ρ(g)

OO

O(G′)
◦ϕoo

ρ(ϕ(g))

OO
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Wieder bleibt es kommutativ, wenn wir in den Vertikalen den unipotenten oder
den halbeinfachen Anteil nehmen. Kehren wir dann wieder zu unseren Varietäten
zurück, so erhalten wir kommutative Diagramme

G
ϕ //

·gu
��

G′

·ϕ(g)u
��

G
ϕ // G′

G
ϕ //

·gs
��

G′

·ϕ(g)s
��

G
ϕ // G′

Setzen wir darin schließlich oben links das neutrale Element ein, so ergibt sich
ϕ(gu) = ϕ(g)u und ϕ(gs) = ϕ(g)s wie gewünscht.

9.1.5.7 (Eigenschaften der Menge der unipotenten Elemente). Die unipotenten
Elemente einer affinen algebraischen Gruppe G bilden stets eine abgeschlossene
Teilmenge Gu ⊂∧ G. In der Tat dürfen wir, um das zu zeigen, ohne Beschränkung
der Allgemeinheit G ⊂∧ GL(n; k) annehmen, und dann sind die unipotenten Ele-
mente gerade die Matrizen mit charakteristischem Polynom (T − 1)n. Die uni-
potenten Elemente bilden im allgemeinen keine Untergruppe und die Abbildung
g 7→ gu ist im allgemeinen kein Morphismus von Varietäten. Ist jedoch G = B
zusammenhängend und auflösbar, so ist Bu ⊂∧ B nach 9.4.1.12 ein zusammen-
hängender nilpotenter Normalteiler, und ist G = N zusammenhängend nilpotent
oder kommutativ, so ist nach 9.4.1.10 beziehungsweise 9.1.5.9 nicht nur Nu ⊂∧ N
eine Untergruppe, sondern auch das Bilden des unipotenten Anteils ein Morphis-
mus N → Nu von algebraischen Gruppen.

9.1.5.8 (Eigenschaften der Menge der halbeinfachen Elemente). Gegeben eine
affine algebraische Gruppe G muß die Menge Gs der halbeinfachen Elemente we-
der offen noch abgeschlossen noch eine Untergruppe sein. Ist jedoch G = N zu-
sammenhängend nilpotent oder kommutativ, so ist nach 9.4.1.10 beziehungswei-
se 9.1.5.9 die Menge der halbeinfachen Elemente Ns ⊂∧ N eine abgeschlossene
zentrale Untergruppe und das Bilden des halbeinfachen Anteils ein Morphismus
N → Ns von algebraischen Gruppen.

Proposition 9.1.5.9 (Jordanzerlegung in kommutativen Gruppen). Ist K eine
kommutative affine algebraische Gruppe, so bilden die unipotenten und die halb-
einfachen Elemente jeweils abgeschlossene Untergruppen Ku, Ks ⊂∧ K und die
Multiplikation liefert einen Isomorphismus von algebraischen Gruppen

Ks ×Ku
∼→ K

Vorschau 9.1.5.10. Wir zeigen in 9.1.7.23 und 9.1.7.13, daß Ks, wenn es zusam-
menhängend ist, isomorph sein muß zu einem endlichen Produkt von Kopien der
multiplikativen Gruppe (k×, ·). Wir zeigen in 9.3.10.13, daß in Charakteristik Null
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Ku isomorph sein muß zu einem endlichen Produkt von Kopien der additiven
Gruppe (k,+). Eine zusammenhängende kommutative affine algebraische Grup-
pe über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k der Charakteristik Null ist
also isomorph zu einem Produkt von endlich vielen Kopien von (k×, ·) mit endlich
vielen Kopien von (k,+).

Beweis. Als allererstes bemerken wir, daß die Abbildung in unserer Proposition
nach dem Satz über die Jordanzerlegung jedenfalls schon mal eine Bijektion von
Mengen sein muß. Nach 9.1.3.1 können wir nun K als abgeschlossene Unter-
gruppe in die Automorphismengruppe eines endlichdimensionalen Vektorraums
V einbetten. Nach Übung 4.7.8.10 über die simultane Eigenraumzerlegung fin-
den wir eine Zerlegung in Untervektorräume V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vm und paarweise
verschiedene Abbildungen λi : Ks → k mit

Vi = {v ∈ V | gv = λi(g)v ∀g ∈ Ks}

den simultanen Eigenräumen. Da unsere Gruppe kommutativ ist, müssen alle
g ∈ K jeden dieser simultanen Eigenräume Vi stabilisieren. Nach Übung 4.4.5.11
über die simultane Trigonalisierbarkeit finden wir also eine Basis von V , be-
züglich derer alle Elemente von Ks durch Diagonalmatrizen dargestellt werden
und alle Elemente von K durch obere Dreiecksmatrizen. In dieser Einbettung
K ⊂∧ GL(n; k) ist dann aber offensichtlich, daß Ks und Ku abgeschlossene Un-
tergruppen von K sind, daß der halbeinfache Anteil von g ∈ K genau sein dia-
gonaler Anteil ist, und daß g 7→ gs ein Morphismus von algebraischen Gruppen
sein muß. Weiter können wir dann eine inverse Abbildung zur Bijektion aus der
Proposition explizit angeben als g 7→ (gs, gg

−1
s ). Da das auch ein Morphismus ist,

folgt die Proposition.

Beispiel 9.1.5.11 (Jordanzerlegung in endlichen Gruppen). Jede endliche Grup-
pe kann über einem vorgegebenen algebraisch abgeschlossenen Körper k auch als
algebraische Gruppe aufgefaßt werden. Dann besteht Z/mZ aus halbeinfachen
Elementen für m teilerfremd zur Charakteristik von p, da es nach 4.4.4.17 als
die Untergruppe von k× der m-ten Einheitswurzeln realisiert werden kann. Ist
dahingegen m eine p-Potenz, so sind für jede Einbettung unserer Gruppe in ei-
ne Matrizengruppe alle Eigenwerte m-te Einheitswurzeln, also Eins, und unsere
Gruppe besteht folglich aus unipotenten Elementen. Im allgemeinen liefert für
m = prn mit n teilerfremd zu p der chinesische Restsatz einen Isomorphismus
Z/mZ ∼→ Z/prZ×Z/nZ, und der liefert auch schon die Jordanzerlegung in dieser
kommutativen Gruppe. Im allgemeinen zerlegt sich jedes Element wie in der von
ihm erzeugten zyklischen Gruppe. Der folgende Satz 9.1.6.2 liefert dann einen
neuen Beweis unserer Erkenntnis 8.1.1.26, daß jede p-Gruppe in Charakteristik
p bis auf Isomorphismus nur eine einzige irreduzible Darstellung hat, nämlich
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eben die Einsdarstellung. Aus 9.1.6.3 kann man sogar folgern, daß jede p-Gruppe
auflösbar ist.

Übungen

Übung 9.1.5.12. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper und G eine affine
algebraische Gruppe über k. Man zeige, daß für g ∈ G die Rechtsverschiebung
ρ(g) : O(G) → O(G) lokal halbeinfach beziehungsweise unipotent ist genau
dann, wenn die Linksverschiebung λ(g) : O(G) → O(G) die entsprechende
Eigenschaft hat.

Übung 9.1.5.13. Man zeige, daß jeder surjektive Homomorphismus von affinen
algebraischen Gruppen G� H Surjektionen Gs � Hs und Gu � Hu induziert.

Übung 9.1.5.14. Ist die Menge der halbeinfachen Elemente der GL(n;C) offen?
Ist die Menge der halbeinfachen Elemente der GL(n;C) dicht?

Übung 9.1.5.15. In jeder affinen algebraischen Gruppe gilt: Das Inverse eines hal-
beinfachen Elements ist halbeinfach. Das Inverse eine unipotenten Elements ist
unpotent. Das Produkt von zwei kommutierenden halbeinfachen Elementen ist
halbeinfach. Das Produkt von zwei kommutierenden unipotenten Elementen ist
unipotent. Hinweis: Einbettung in eine allgemeine lineare Gruppe.

Übung 9.1.5.16. In jeder affinen algebraischen Gruppe ist der Abschluß jeder
kommutativen Untergruppe, die aus halbeinfachen Elementen besteht, wieder eine
kommutative Untergruppe, die aus halbeinfachen Elementen besteht.

9.1.6 Unipotente Gruppen
Definition 9.1.6.1. Eine affine algebraische Gruppe heißt unipotent, wenn alle
ihre Elemente unipotent sind.

Satz 9.1.6.2 (Irreduzible Darstellungen unipotenter Gruppen). Die einzige ir-
reduzible algebraische Darstellung einer unipotenten Gruppe ist die Einsdarstel-
lung.

Beweis. Sei k unser algebraisch abgeschlossener Grundkörper. Sei U unsere uni-
potente Gruppe und ρ : U → GL(V ) eine irreduzible algebraische Darstellung.
Da jede algebraische Darstellung lokal endlich ist, dürfen wir V endlichdimensio-
nal annehmen. Nach der Verträglichkeit 9.1.5.5 der Jordanzerlegung mit Homo-
morphismen von affinen algebraischen Gruppen ist ρ(g) unipotent für alle g ∈ U ,
woraus wir tr(ρ(g)) = dimV folgern. Es folgt weiter sogar

0 = tr(ρ(g)ρ(h)− ρ(g)) = tr(ρ(g) ◦ (ρ(h)− id))
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für alle g, h ∈ U . Da V einfach ist, müssen nach dem Satz von Wedderburn
8.3.3.6 die ρ(g) für g ∈ U bereits Endk(V ) als k-Vektorraum erzeugen. Es folgt
unmittelbar tr(A(ρ(h) − id)) = 0 für alle A ∈ Endk V und damit ρ(h) = id für
alle h ∈ U .

Korollar 9.1.6.3 (Unipotente Untergruppen von GL(V )). Gegeben ein endlich-
dimensionaler Vektorraum V und eine abgeschlossene unipotente Untergruppe
U ⊂ GL(V ) gibt es stets eine Basis von V , bezüglich derer alle Elemente von U
obere Dreiecksmatrizen sind mit Einsen auf der Diagonale.

Beweis. Wir wählen eine Folge 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn = V von Unter-
darstellungen der Darstellung V derart, daß für jeden Indes i < n unser Vi eine
maximale echte Unterdarstellung von Vi+1 ist. Nach 9.1.6.2 operiert U trivial auf
den Subquotienten Vi/Vi−1 und diese sind eindimensional. Wählen wir eine Basis
v1, . . . , vn von V mit Vi = 〈v1, . . . , vi〉 für 1 ≤ i ≤ n, so operieren folglich alle
g ∈ U bezüglich dieser Basis durch obere Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der
Diagonalen.

Korollar 9.1.6.4 (Gruppen aus unipotenten Matrizen). Gegeben ein endlichdi-
mensionaler Vektorraum V über einem beliebigen Körper und eine Untergruppe
U ⊂ GL(V ), die aus unipotenten Automorphismen besteht, gibt es stets eine Ba-
sis von V , bezüglich derer alle Elemente von U obere Dreiecksmatrizen sind mit
Einsen auf der Diagonale.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß es einen simultanen Fixvektor gibt. Indem wir
die Skalare erweitern, dürfen wir unseren Grundkörper algebraisch abgeschlos-
sen annehmen. Der Zariski-Abschluß von U ist aber nach 9.1.1.32 auch eine Un-
tergruppe und besteht nach 9.1.5.7 aus unipotenten Elementen. Damit folgt die
Aussage aus dem vorhergehenden Korollar 9.1.6.3.

9.1.6.5. Jede unipotente algebraische Gruppe ist nilpotent im Sinne von 6.1.3.10.
In der Tat ist für jedes n ∈ N bereits die Gruppe der unipotenten oberen (n× n)-
Dreiecksmatrizen nilpotent, vergleiche 6.1.3.13.

Übungen

Übung 9.1.6.6. Man zeige, daß in der kontragredienten Darstellung zur Darstel-
lung des GruppenringsO(k) der additiven Gruppe mit der Operation durch Rechts-
translation die Nulldarstellung die einzige algebraische Unterdarstellung ist. Ins-
besondere induziert die Einbettung der Unterdarstellung der konstanten Funktio-
nen k ↪→ O(k) keine Surjektion auf den maximalen algebraischen Unterdarstel-
lungen der kontragredienten Darstellungen.
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9.1.7 Diagonalisierbare Gruppen
Definition 9.1.7.1. Eine affine algebraische Gruppe heißt diagonalisierbar, wenn
sie als abgeschlossene Untergruppe in eine Gruppe von Diagonalmatrizen einge-
bettet werden kann.

9.1.7.2. Eine affine algebraische Gruppe über k = k̄ heißt also in Formeln diago-
nalisierbar, wenn sie isomorph ist zu einer abgeschlossenen Untergruppe D ⊂∧ Tn
der Gruppe Tn ⊂∧ GL(n; k) der Diagonalmatrizen.

Definition 9.1.7.3. Eine affine algebraische Gruppe über k = k̄ heißt ein Torus,
wenn sie isomorph ist zu einem Tn oder gleichbedeutend zu einem endlichen Pro-
dukt von Kopien von k×.

9.1.7.4. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper. Zu jeder endlich er-
zeugten abelschen Gruppe X konstruieren wir eine affine algebraische Gruppe

D(X) = Dk(X) := Ab(X, k×)

Als zugrundeliegende Gruppe nehmen wir die Gruppe Ab(X, k×) der Gruppenho-
momorphismen vonX in die multiplikative Gruppe unseres Körpers. Die Struktur
einer affinen Varietät legen wir durch die Bedingung fest, daß für ein- und jedes
endliche ErzeugendensystemE ⊂ X die Einschränkung aufE eine abgeschlosse-
ne Einbettung Ab(X, k×) ↪→ Ens(E, k×) von Varietäten sein soll. Der Nachweis,
daß es so eine Struktur gibt und daß sie eindeutig bestimmt ist, sei dem Leser zur
Übung überlassen. Wir erhalten so einen Funktor

D :

{
Endlich erzeugte abelsche

Gruppen

}opp

→
{

Diagonalisierbare affine
algebraische Gruppen über k

}
Wir zeigen im folgenden, daß dieser Funktor in Charakteristik Null eine Äquiva-
lenz von Kategorien ist und in Charakteristik p > 0 eine Äquivalenz von Katego-
rien wird unter Einschränkung auf die volle Unterkategorie der endlich erzeugten
abelschen Gruppen ohne p-Torsion.

Definition 9.1.7.5. Gegeben eine algebraische Gruppe G über k = k̄ nennt man
einen Homomorphismus von algebraischen Gruppen G → k× in die multiplika-
tive Gruppe des Grundkörpers auch einen Charakter oder genauer einen multi-
plikativen algebraischen Charakter von G.

Definition 9.1.7.6. Gegeben eine algebraische Gruppe G über k wird die Menge

X(G) := GrpVar(G, k×)
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aller ihrer Charaktere selbst eine Gruppe X(G) unter der punktweisen Multipli-
kation von Funktionen. Sie heißt die Charaktergruppe von G. Man notiert die
Verknüpfung von X(G), obwohl sie eine Multiplikation von Funktionen ist, meist
additiv. Ich verwende in diesem Kontext die beiden Notationen

(χu ψ)(g) = (χ+ ψ)(g) := χ(g)ψ(g) für alle g ∈ G und χ, ψ ∈ X(G).

Die Vorschrift X ist in offensichtlicher Weise ein Funktor X : GrpVar → Abopp.
Ich nenne diesen Funktor den Charakterfunktor.

9.1.7.7. Ist k ein Körper positiver Charakteristik char k = p > 0, so gibt es in
k× keine nichttrivialen Elemente von p-Torsion, denn aus ap = 1 folgt bekanntich
(a− 1)p = 0 und so a = 1. In Charakteristik p > 0 können also die hier erklärten
Charaktergruppen keine p-Torsion haben.

9.1.7.8 (Schwierigkeiten der Notation). Die allgemein übliche Notation χ + ψ
ist insofern gefährlich, als nun χ + ψ einerseits als eine Summe von k-wertigen
Funktionen auf G verstanden werden kann, die ihrerseits kein Charakter mehr
wäre, andererseits aber auch als Summe in der Charaktergruppe. Was im Einzelfall
gemeint ist, muß der Leser aus dem Kontext erschließen. Ich versuche zumindest
zu Beginn, durch die Notation χ u ψ zu verdeutlichen, wenn die Summe in der
Charaktergruppe gemeint ist.

Beispiel 9.1.7.9 (Charaktere von k×). Nach Übung 9.1.1.42 erhalten wir einen
Gruppenisomorphismus Z ∼→ X(k×) durch die Vorschrift n 7→ (z 7→ zn). Eine
elegante Lösung für diese Übung besteht im übrigen in der Bemerkung, daß es
nicht mehr Charaktere geben kann, da die fraglichen Funktionen bereits eine k-
Basis von O(k×) ∼= k[t, t−1] bilden und da unsere Charaktere nach Artin 6.3.8.16
linear unabhängig sein müssen.

Beispiel 9.1.7.10 (Charaktere von Produkten). Gegeben algebraische Gruppen
G,H liefern die Restriktionen unter den Einbettungen G ↪→ G × H , g 7→ (g, 1)
und H ↪→ G×H , h 7→ (1, h) einen Gruppenisomorphismus

X(G×H)
∼→ X(G)× X(H)

Die Umkehrabbildung wirft (χ, ξ) auf den Charakter χ � ξ : (g, h) 7→ χ(g)ξ(h).
Insbesondere erhalten wir einen Gruppenisomorphismus

Zn ∼→ X(Tn)

durch (λ1, . . . , λn) 7→ λ1ε1 + . . .+ λnεn mit εi : Tn → k× der Projektion auf den
i-ten Diagonaleintrag.

Proposition 9.1.7.11 (Funktionen auf diagonalisierbaren Gruppen). Gegeben
eine diagonalisierbare affine algebraische Gruppe D über k = k̄ gilt:



1388 KAPITEL 9. AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

1. Die Charaktergruppe X(D) ist endlich erzeugt und die Charaktere bilden
eine k-Basis des Rings O(D) der regulären Funktionen;

2. Ein HomomorphismusC → D von diagonalisierbaren algebraischen Grup-
pen ist genau dann eine abgeschlossene Einbettung, wenn er auf den Cha-
rakteren eine Surjektion X(D)� X(C) induziert.

Vorschau 9.1.7.12. In 9.2.2.14 können Sie zur Übung zeigen, daß die Charakter-
gruppe jeder affinen algebraischen Gruppe endlich erzeugt ist.

Beweis. Nach dem Satz über die lineare Unabhängigkeit von Charakteren 6.3.8.16
ist X(D) ⊂ O(D) stets eine über k linear unabhängige Teilmenge. Im Fall D =
Tn haben wir bereits in 9.1.7.10 einen Gruppenisomorphismus Zn ∼→ X(Tn) her-
geleitet. Insbesondere ist X(Tn) eine endliche erzeugte abelsche Gruppe und eine
Basis von O(Tn) ∼= k[Xα | α ∈ Zn]. Ist D ⊂∧ Tn eine abgeschlossene Unter-
gruppe, so zeigt die Surjektion O(Tn) � O(D), daß die Bilder der Charaktere
aus X(Tn) bereits O(D) als k-Vektorraum erzeugen. Wir folgern, daß X(D) ein
linear unabhängiges Erzeugendensystem von O(D) sein muß, in anderen Worten
eine Basis. Wir folgern zusätzlich, daß auch das Bild von X(Tn) → X(D) ein
linear unabhängiges Erzeugendensystem von O(D) sein muß, in anderen Worten
stimmt also dieses Bild mit X(D) überein und X(D) ist endlich erzeugt. Wir zei-
gen noch den zweiten Teil. Ist K ⊂∧ D eine abgeschlossene Untergruppe, so folgt
aus X(Tn) � X(D) und X(Tn) � X(K) bereits X(D) � X(K). Induziert um-
gekehrt ein Morphismus eine Surjektion auf den Charakteren, so nach dem ersten
Teil auch auf den regulären Funktionen.

Satz 9.1.7.13 (Klassifikation der diagonalisierbaren Gruppen). Sei k = k̄ ein
algebraisch abgeschlossener Körper. Hat k die Charakteristik char k = 0, so
liefert der Funktor X eine Äquivalenz von Kategorien{

Diagonalisierbare affine
algebraische Gruppen über k

}
≈→
{

Endlich erzeugte abelsche
Gruppen

}opp

D 7→ X(D)

Hat k positive Charakteristik char k = p > 0, so liefert derselbe Funktor eine
Äquivalenz von Kategorien{

Diagonalisierbare affine
algebraische Gruppen über k

}
≈→
{

Endlich erzeugte abelsche
Gruppen ohne p-Torsion

}opp

D 7→ X(D)

Beweis. Wir gehen in mehreren Schritten vor.
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1. Wir konstruieren zunächst einmal eine Adjunktion von Funktoren (X,D). Ge-
geben eine diagonalisierbare algebraische Gruppe D über einem Körper k = k̄
und eine endlich erzeugte abelsche Gruppe X betrachten wir dazu die Menge
AH = AH(D,X) aller Abbildungen ϕ : D × X → k×, die Homomorphismen
von algebraischen Gruppen werden, wenn wir die zweite Variable festhalten, und
Homomorphismen von diskreten Gruppen, wenn wir die zweite Variable festhal-
ten. Das Kürzel meint „Adjunktionshelfer“. Offensichtlich liefert das Exponenti-
algesetz der Mengenlehre Bijektionen

GrpVar(D,D(X))
∼← AH

∼→ Ab(X,X(D)) = Abopp(X(D), X)

und wir erhalten so eine Adjunktion von Funktoren (X,D). Sobald wir nach
Übung 9.2.2.14 wissen, daß X(G) für jede affine algebraische Gruppe endlich
erzeugt ist, liefert dasselbe Argument auch eine Adjunktion in dieser Allgemein-
heit.

2. Die Koeinheit der Adjunktion liefert stets eine Surjektion ε◦ : X � X(D(X)),
da ihr Bild nach Konstruktion den Ring der regulären Funktionen O(D(X)) als
k-Ringalgebra erzeugt.

3. Der Kern ker ε◦ besteht genau aus allen Elementen mit p-Torsion. In der Tat ist
jede endlich erzeugte abelsche Gruppe X ein endliches Produkt von zyklischen
Gruppen von Primpotenzordnung und von Kopien von Z. Es reicht, die Behaup-
tung für jeden der Faktoren zu prüfen, und das ist schnell gemacht. Hat X keine
p-Torsion, so ist die Koeinheit der Adjunktion mithin ein Isomorphismus

ε = εX : X(D(X))
∼→ X

4. Der Funktor X macht nur Isomorphismen zu Isomorphismen, denn gegeben
ϕ : C → D folgt aus Xϕ : X(C)

∼→ X(D) mit der Beschreibung 9.1.7.11 der re-
gulären Funktionen auf diagonalisierbaren Gruppen bereits ϕ] : O(D)

∼→ O(C).
Für die Einheit der Adjunktion η : D → D(X(D)) ist aber die Verknüpfung

X(D)→ X(D(X(D)))→ X(D)

von XηD mit εX(D) die Identität nach der Dreiecksidentität für adjungierte Funk-
toren. Da nun X(D) keine p-Torsion hat, ist εX(D) ein Isomorphismus. Dasselbe
folgt für Xη und damit für η und damit liefert unser Paar von adjungierten Funk-
toren in der Tat die behauptete Äquivalenz.

9.1.7.14. Wir erinnern den Funktor Max : Kringore
k → Ens aus 7.3.4.7, der je-

dem ringendlichen k-Kring die Menge seiner maximalen Ideale zuordnet. Gege-
ben eine endlich erzeugte abelsche GruppeX und ein algebraisch abgeschlossener
Körper k = k̄ erhalten wir Bijektionen

Ab(X, k×)
∼← Ralgk(kX, k)

∼→ Max(kX)
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Von der Mitte nach links ordnen wir einem Ringalgebrenhomomorphismus seine
Restriktion aufX zu, von der Mitte nach rechts seinen Kern. Wir erinnern den ver-
feinerten Funktor des Maximalspektrums Max : Kringore

k → Varaffk aus 7.3.4.8
und prüfen unschwer, daß unsere Bijektion sogar ein Isomorphismus von affinen
k-Varietäten ist. Weiter ist der Gruppenring sogar eine kommutative Hopf-Algebra
mit der Komultiplikation

∆ : kX → kX ⊗ kX
χ 7→ χ⊗ χ

alias ein Gruppenobjekt in Kringore
k . Für die davon wegen der Verträglichkeit von

Max mit endlichen Produkten 7.3.4.23 induzierte Gruppenstruktur auf dem Ma-
ximalspektrum ist unsere Bijektion ein Isomorphismus von affinen algebraischen
Gruppen

Ab(X, k×)
∼→ Max(kX)

Vorschau 9.1.7.15. Unser quasiinverser Funktor oben liefert für jeden Kring k
einen volltreuen Funktor{

Hopfalgebren
über k

}
←

{
Abelsche
Gruppen

}
kX ←[ X

Er landet in den kommutativen kokommutativen Hopfalgebren und bildet end-
lich erzeugte abelsche Gruppen auf ringendliche Hopfalgebren ab. Er liefert wei-
ter eine Äquivalenz zwischen endlich erzeugten abelschen Gruppen und solchen
Hopfalgebren über k, die isomorph sind zu Quotienten von Laurentpolynomen
in mehreren Veränderlichen k[t±1

1 , . . . , t±1
n ]. In der Sprache der Gruppenschemata

bedeutet das insbesondere für jeden algebraisch abgeschlossenen Körper k eine
Äquivalenz von Kategorien{

Diagonalisierbare affine
Gruppenschemata über k

}
≈→
{

Endlich erzeugte
abelsche Gruppen

}opp

D 7→ X(D)

Ergänzung 9.1.7.16. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe X ist nach 4.4.4.5
isomorph zu einem Produkt von zyklischen Gruppen von Primpotenzordnung. Der
Gruppenring kX ist isomorph zum Tensorprodukt der Gruppenringe der Faktoren
und ist nach 7.3.1.5 nilpotentfrei genau dann, wenn alle Tensorfaktoren es sind.
Nun haben wir jedoch k[t]/〈tq − 1〉 ∼→ k(Z/qZ) vermittels der Abbildung, die t
auf den natürlichen Erzeuger der zyklischen Gruppe in ihrem Gruppenring abbil-
det, und die linke Seite ist genau dann nilpotentfrei, wenn das Polynom tq−1 keine
mehrfachen Nullstellen in k hat, als da heißt, für q teilerfremd zur Charakteristik
von k.
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Definition 9.1.7.17. Sei Ω eine Menge. Ein Ω-graduierter Vektorraum ist ein
Vektorraum V mitsamt einer Familie von Untervektorräumen (Vω)ω∈Ω derart, daß
gilt V =

⊕
w∈Ω Vω. Ein Morphismus von Ω-graduierten Vektorräumen V,W ist

eine lineare Abbildung f : V → W mit f(Vω) ⊂ Wω ∀ω ∈ Ω.

Definition 9.1.7.18. Gegeben eine Darstellung V einer Gruppe G und ein Grup-
penhomomorphismus χ : G→ k× in die multiplikative Gruppe des Grundkörpers
von V erklärt man den zugehörigen Gewichtsraum als

Vχ := {v ∈ V | gv = χ(g)v ∀g ∈ G}

Satz 9.1.7.19 (Darstellungen von diagonalisierbaren Gruppen). Gegeben ei-
ne diagonalisierbare affine algebraische Gruppe D mit Charaktergruppe X(D)
liefert das Zerlegen in Gewichtsräume eine Äquivalenz von Kategorien{

algebraische Darstellungen
der Gruppe D

}
≈→
{

X(D)-graduierte
k-Vektorräume

}
(D # V ) 7→ V =

⊕
χ∈X(D) Vχ

Beweis. Das folgt ohne weitere Schwierigkeiten aus dem Satz über simultane
Diagonalisierbarkeit 4.7.8.10. Die Details bleiben dem Leser zur Übung überlas-
sen.

Vorschau 9.1.7.20. Das ist sogar eine Äquivalenz von Schmelzkategorien im Sin-
ne von 18.1.6.1, wenn wir Verschmelzungen von Darstellungen als äquivarian-
te multilineare Abbildungen verstehen wie in 18.2.2.14 und Verschmelzungen
von Ω-graduierten Vektorräumen als homogene multilineare Abbildungen wie in
18.1.3.23.

Definition 9.1.7.21. Gegeben eine algebraische Darstellung V einer diagonali-
sierbaren affinen algebraischen Gruppe D bezeichnet man mit

P(V ) = PD(V ) := {χ ∈ X(D) | Vχ 6= 0}

die Menge aller Charaktere unserer Gruppe, die in unserer Darstellung auftreten,
und nennt die Elemente dieser Menge die Gewichte von V . Die Notation geht auf
französisch „poids“ zurück.

Satz 9.1.7.22 (Starrheit von diagonalisierbaren Gruppen). Seien D,T diago-
nalisierbare affine algebraische Gruppen, V eine zusammenhängende affine Va-
rietät und

Φ : V ×D → T

ein Morphismus derart, daß die Abbildung Φv : D → T , g 7→ Φ(v, g) für alle
v ∈ V ein Gruppenhomomorphismus ist. So ist Φv unabhängig von v.
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Beweis. Man betrachte die Verknüpfung Φ∗ des Komorphismus Φ] mit der kano-
nischen Identifikation, also die Verknüpfung

O(T ) → O(V ×D)
∼→ O(V )⊗O(D)

Gegeben h ∈ O(T ) haben wir Φ∗(h) = f1 ⊗ χ1 + . . . + fn ⊗ χn mit χi ∈ X(D)
paarweise verschieden. Ist h = χ ∈ X(T ) ein Charakter, so muß Φ]

v(χ) für jedes
v ∈ V ein Charakter sein, also muß an jeder Stelle v ∈ V genau ein fi den Wert
Eins annehmen und die anderen den Wert Null. Da V zusammenhängend ist, folgt
Φ∗(χ) = 1 ⊗ χi für ein i. Mithin ist für jeden Charakter χ sein Bild Φ]

v(χ) unter
den Komorphismen der Φv unabhängig von v. Da die Charaktere von T bereits
O(T ) erzeugen, ist damit Φ]

v unabhängig von v und dann auch Φv selbst.

Übungen

Übung 9.1.7.23. Eine kommutative affine algebraische Gruppe, in der jedes Ele-
ment halbeinfach ist, ist diagonalisierbar.
Übung 9.1.7.24. Ein Morphismus D → T von diagonalisierbaren Gruppen ist
genau dann eine abgeschlossene Einbettung, wenn die zugehörige Abbildung auf
den Charaktergruppen eine Surjektion X(T )� X(D) induziert.
Übung 9.1.7.25. 1. Eine Sequenz T → D → E von diagonalisierbaren Grup-

pen in Charakteristik Null ist genau dann exakt, wenn die Sequenz der zu-
gehörigen Charaktergruppen X(E)→ X(D)→ X(T ) exakt ist;

2. Gegeben ein HomomorphismusD → E von diagonalisierbaren Gruppen in
Charakteristik p > 0 mit Kern K ⊂∧ D besteht der Kern der Einschränkung
X(D) � X(K) aus allen χ ∈ X(D) mit pnχ ∈ im(X(E) → X(D)) für
hinreichend großes n;

3. Eine Sequenz T → D → E von diagonalisierbaren Gruppen in Charak-
teristik p > 0 ist genau dann exakt, wenn die Sequenz der zugehörigen
Charaktergruppen X(E) → X(D) → X(T ) Komposition Null hat und in
der Mitte (ker/im) eine endliche p-Gruppe ist.

Übung 9.1.7.26. Seien G ⊃ D eine affine algebraische Gruppe und eine diagona-
lisierbare abgeschlossene Untergruppe. Man zeige, daß jeder Charakter von D in
mindestens einer Darstellung von G als Gewicht vorkommt.

9.1.8 Darstellungen von SL(2; k)

9.1.8.1. Dieser Abschnitt besteht weitgehend aus Übungen. Verschiedene Teile
dieser Übungen werden später bei der Diskussion von Wurzelsystemen und re-
duktiven Gruppen benötigt. Daneben scheinen mir diese Inhalte aber auch als
Beispielmaterial wichtig.
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Satz 9.1.8.2 (Algebraische Darstellungen von SL(2)). Für k = k̄ ein algebra-
isch abgeschlossener Körper und T ⊂ B ⊂ SL(2; k) der Torus der Diagonalma-
trizen sowie die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit Determinate Eins
gilt:

1. Gegeben ein Erzeuger ε ∈ X(T ) der Gruppe der Charaktere von T erhalten
wir eine Bijektion{

Irreduzible algebraische Darstellungen
von SL(2; k) bis auf Isomorphie

}
∼→ N

durch die Vorschrift L 7→ sup{n | Lnε 6= 0}, die in Worten jeder irredu-
ziblen Darstellung L die maximale natürliche Zahl n ∈ N zuordnet, für die
nε ein T -Gewicht von L ist;

2. Wählen wir den Charakter ε : T
∼→ k×, diag(c, c−1) 7→ c als Erzeuger der

Charaktergruppe von T , so ist der zum maximalen n aus Teil 1 gehörige
Gewichtsraum Lnε die eindeutig bestimmte B-stabile Gerade von L;

3. In der von der Operation auf k2 induzierten Operation von SL(2; k) auf
O(k2) ∼= k[X, Y ] haben die Unterdarstellungen k[X, Y ](m) der homogenen
Polynome vom Grad m jeweils genau eine irreduzible Unterdarstellung L,
und deren B-stabile Gerade hat das Gewicht mε;

4. Im Fall der Charakteristik Null ist sogar k[X, Y ](m) selbst irreduzibel.

Beweis. Der Beweis dieser Aussagen ist der Inhalt der folgenden Übungen.

Übungen

Übung 9.1.8.3. (k = k̄). Sei B = Bχ = k o T das semidirekte Produkt der
additiven Gruppe mit einem Torus, mit einer Verknüpfung der Gestalt

(u, t)(v, s) = (u+ χ(t)v, ts)

für einen fest gewählten Charakter χ ∈ X(T ), so daß also der durch die Kon-
jugation mit s ∈ T induzierte Automorphismus von k gerade die Multiplikation
mit χ(s) ist. Man zeige, daß für jede algebraische Darstellung V von B und je-
de T -stabile Gerade L ⊂ Vλ die Summe L ⊕

⊕
n>0 Vλ+nχ der Gerade L und

besagter Gewichtsräume von T ein unter B stabiler Teilraum ist und daß alle
T -Gewichtsräume der von L erzeugten B-Unterdarstellung von V höchstens ein-
dimensional sind. Hinweis: 9.1.4.21.
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Übung 9.1.8.4 (Bruhat-Zerlegung für SL(2; k)). Man verifiziere die Zerlegung
G = BtBsB im FallG = SL(2; k) undB der Untergruppe der oberen Dreiecks-
matrizen und s ∈ G einem beliebigen Element mit Nullen auf der Diagonalen.
Das gilt sogar für einen beliebigen Körper k.

Übung 9.1.8.5. (k = k̄). Seien T ⊂ SL(2; k) der Torus der Diagonalmatrizen, B
die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen, und B̄ die Untergruppe der unteren
Dreiecksmatrizen. Seien ε : T

∼→ k×, diag(c, c−1) 7→ c besagter Erzeuger des
Charaktergitters X(T ) und V eine algebraische Darstellung von SL(2; k). Man
zeige:

1. Die Gruppe B ist ein semidirektes Produkt der in 9.1.8.3 betrachteten Art
mit χ = 2ε. Die Gruppe B̄ ist ein semidirektes Produkt der in 9.1.8.3 be-
trachteten Art mit χ = −2ε.

2. Für α := 2ε sind die Teilräume
⊕

n∈Z Vnα und
⊕

n∈Z Vnα+ε Unterdarstel-
lungen von V .

3. Es gilt ν ∈ PT (V ) ⇒ −ν ∈ PT (V ). Hinweis: Der Normalisator von T ist
echt größer als sein Zentralisator.

4. Gegeben eine unter B stabile Gerade L ⊂ V ist das k-Erzeugnis der B̄-
Bahn von v ∈ L bereits G-stabil. Hinweis: 9.1.4.15.

5. Gegeben eine B-stabile Gerade L ⊂ V ist die von L erzeugte G-Unterdar-
stellung enthalten in L ⊕

⊕
n>0 Vλ−nα für λ ∈ X(T ) das Gewicht von L.

Nach 3 haben wir also notwendig λ ∈ Nε. Hinweis: 4.

6. Jede irreduzible Darstellung von SL(2; k) besitzt genau eine B-stabile Ge-
rade. Hinweis: 5.

7. Haben dieB-stabilen Geraden irreduzibler Darstellungen V,W von SL(2; k)
dasselbe T -Gewicht, so sind unsere Darstellungen isomorph. Hinweis: Ge-
geben von Null verschiedene Vektoren v, w der jeweiligenB-stabilen Gera-
de betrachte man die von (v, w) ∈ V ⊕W erzeugte G-Unterdarstellung U
und zeige, daß die Projektionen auf Surjektionen von U auf V und W sind
mit demselben Kern, nämlich mit Kern der größten Unterdarstellung von U ,
die den Gewichtsraum vom Gewicht der B-stabilen Gerade nicht trifft.

8. In der von der Operation auf k2 induzierten Operation von SL(2; k) auf
O(k2) ∼= k[X, Y ] bilden die Teilräume k[X, Y ](m) homogener Polynome
vom Grad m Unterdarstellungen.
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9. Wir erhalten eine Bijektion{
Irreduzible algebraische Darstellungen

von SL(2; k), bis auf Isomorphie

}
∼→ Nε

durch die Vorschrift, die jeder irreduziblen Darstellung das T -Gewicht ihrer
eindeutig bestimmten B-stabilen Gerade zuordnet. Die Umkehrabbildung
ordnet einem Gewicht mε mit m ≥ 0 die eindeutig bestimmte irreduzible
Unterdarstellung von k[X, Y ](m) zu.

10. In Charakteristik Null sind die Darstellungen k[X, Y ](m) alle schon selbst
irreduzibel. In Charakteristik p > 0 ist kXp + kY p ⊂ k[X, Y ](p) die ein-
deutig bestimmte irreduzible Unterdarstellung.

Übung 9.1.8.6 (Vollständige Reduzibilität in Charakteristik Null). In Charak-
teristik Null ist jede Darstellung der Gruppe SL(2; k) isomorph zu einer direkten
Summe irreduzibler Darstellungen. Hinweis: Wir können uns mit den Methoden
von 8.2.3.4 auf den Fall einer endlichdimensionalen Darstellung V beschränken.
Dann gibt es m mit Vmε 6= 0 aber Vnε = 0 für alle n > m. Jede Gerade in Vmε
erzeugt eine Unterdarstellung, die nach 9.1.8.3 höchstens eindimensionale Ge-
wichtsräume haben kann und folglich irreduzibel sein muß. Dasselbe gilt für die
kontragrediente Darstellung V ∗.

9.1.8.7. Ganz allgemein vereinbaren wir, daß wir unter einer regulären Abbil-
dung einer affinen Varietät in einen unendlichdimensionalen Vektorraum eine
Abbildung verstehen wollen, deren Bild einen endlichdimensionalen Teilraum er-
zeugt und die als Abbildung dorthin ein Morphismus von affinen Varietäten ist.

Ergänzende Übung 9.1.8.8. Gegeben ein Homomorphismus ϕ : H → G von affi-
nen algebraischen Gruppen und eine algebraische Darstellung W von G erhalten
wir durch Restriktion eine algebraische Darstellung resϕW = resHG W von H .
Für ihren Komorphismus gilt ∆resϕW = (ϕ] ⊗ idW ) ◦ ∆W . Bezeichnet G -Mod
die Kategorie der algebraischen Darstellungen von G, so ist die Restriktion ein
exakter Funktor

resHG : G -Mod→ H -Mod

Er hat einen Rechtsadjungierten indGH , die Induktion. Ganz analog zum topologi-
schen Fall ?? kann die induzierte Darstellung konstruiert werden, indem wir den
Vektorraum

indGH V := {f : G→ V regulär | f(ϕ(h)x) = hf(x) ∀h ∈ H, x ∈ G}

allerH-äquivarianten regulären Abbildungen vonG nach V betrachten und darauf
eine G-Operation erklären durch die Vorschrift (gf)(x) = f(xg) ∀g, x ∈ G.



1396 KAPITEL 9. AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

Ganz genauso wie in 25.2.4.1 liefern für jede endlichdimensionale algebraische
Darstellung E von G die Isomorphismen resHG (E ⊗k W )

∼→ E ⊗k (resHG W )
kanonische Isomorphismen

indGH Homk(E,M)
∼→ Homk(E, indGHM)

Wir können sie durch Übergang zum Dualraum von E umschreiben zu kanoni-
schen Isomorphismen

indGH(F ⊗k V )
∼→ F ⊗k (indGH V )

Durch Übergang zu Kolimites erhalten wir derartige kanonische Isomorphismen
sogar für beliebige, nicht notwendig endlichdimensionale algebraische Darstel-
lungen F von G. Sie heißen die Tensoridentitäten.

Ergänzende Übung 9.1.8.9. Man zeige, daß unsere Darstellungen k[X, Y ](m) aus
Übung 9.1.8.5 induziert sind von eindimensionalen Darstellungen von B.

9.1.9 Tannaka-Krein-Dualität*
Proposition 9.1.9.1. Ist G ⊂ GL(n;R) eine kompakte Untergruppe, so gibt es
Polynome in den Matrixeinträgen f1, . . . , fr ∈ R[Xij] mit

G = {A ∈ Mat(n;R) | fρ(A) = 0 ∀ρ}

9.1.9.2. Dieser Satz ist eine erste Formulierung der Erkenntnis, daß kompakte
Liegruppen recht eigentlich algebraische Objekte sind.

Beweis. Wir betrachten auf Mat(n;R) die Zariski-Topologie im Sinne von 7.1.1.15
und müssen in den dort eingeführten Notationen G = Ḡ zeigen, wobei sich der
Abschluß auf die Zariski-Topologie von Mat(n;R) bezieht. In der Tat bedeu-
tet diese Gleichung gerade, daß G die Nullstellenmenge seines Verschwindungs-
ideals ist, in Formeln G = Z(I(G)). Da aber das Verschwindungsideal I(G) von
G endlich erzeugt sein muß in R[Xij] nach dem Hilbert’schen Basissatz, folgt
G = Z(f1, . . . , fr) für ein endliche Familie von Polynomen f1, . . . , fr. Die Pro-
position erweist sich damit als eine Umformulierung des Satzes, den wir gleich
im Anschluß beweisen.

Satz 9.1.9.3. Jede metrisch kompakte Untergruppe von GL(n;R) ist in Bezug auf
die Zariski-Topologie abgeschlossen in Mat(n;R).

Beweis. Zunächst einmal zeigen wir, daß mit einer metrisch kompakten Unter-
gruppe G ⊂ GL(n;R) auch ihr Zariski-Abschluß Ḡ ⊂∧ Mat(n;R) eine metrisch
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kompakte Untergruppe von GL(n;R) ist. Indem wir ein invariantes Skalarpro-
dukt wählen, dürfen wir ja ohne Beschränkung der Allgemeinheit G ⊂ O(n)
annehmen, und da O(n) Zariski-abgeschlossen ist in Mat(n;R), folgt Ḡ ⊂ O(n).
Folglich ist auch Ḡ metrisch kompakt. Weiter ist mit G auch Ḡ stabil unter dem
Transponieren von Matrizen und enthält folglich mit jedem Element auch dessen
Inverses. Und schließlich impliziert a ∈ G sofort a · G ⊂ G und a · Ḡ ⊂ Ḡ und
dann folgt aus b ∈ Ḡ bereits G · b ⊂ Ḡ und so Ḡ · b ⊂ Ḡ und wir erkennen,
daß Ḡ unter der Matrixmultiplikation abgeschlossen ist. Mithin ist Ḡ ⊂ GL(n;R)
eine metrisch kompakte Untergruppe. Nach 15.4.9.13 haben wir nun den unteren
Isomorphismus in einem kommutativen Diagramm

R[Xij]/I(Ḡ)
∼→ R(Ḡ;R)

‖ ↓
R[Xij]/I(G)

∼→ R(G;R)

Die Restriktion von Ḡ aufG induziert folglich eine Bijektion zwischen den Räum-
en der Matrixkoeffizienten beider Gruppen. Dasselbe folgt für komplexwertige
Matrixkoeffizienten. Nun ist aber eine endlichdimensionale stetige Darstellung
V unserer kompakten Hausdorffgruppe G, für die die Matrixkoeffizientenabbil-
dung V ∗ ⊗C V → C(G) injektiv ist, nach 15.4.9.17 bereits irreduzibel. Es folgt,
daß die Restriktion von Ḡ auf G eine Bijektion zwischen den Isomorphieklas-
sen einfacher stetiger Darstellungen liefern muß. Damit folgt, daß die Restrikti-
on R(Ḡ)

∼→ R(G) auch mit den normierten invarianten Integralen auf Ḡ bezie-
hungsweise G verträglich sein muß. Dann muß aus Stetigkeitsgründen auch die
Restriktion C(Ḡ) → C(G) mit den normierten invarianten Integralen verträglich
sein. Wäre aber Ḡ 6= G, so gäbe es eine von Null verschiedene stetige Funktion
f : Ḡ → R mit f |G = 0, und das stünde im Widerspruch zu unserer Erkenntnis,
daß die L2-Norm stetiger Funktionen bei der Restriktion C(Ḡ) → C(G) erhalten
bleibt.

Definition 9.1.9.4. Gegeben eine topologische Gruppe G bezeichne

RR(G) ⊂ R(G) ⊂ C(G)

den Ring der reellwertigen darstellenden Funktionen im Ring der komplexwerti-
gen darstellenden Funktionen im Ring aller stetigen Funktionen.

Lemma 9.1.9.5. Gegeben topologische Gruppen G,H definiert der offensichtli-
che Homomorphismus einen Isomorphismus

R(G)⊗C R(H)
∼→ R(G×H)
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Beweis. Die Injektivität gilt für beliebige Funktionen. Das einzige Problem ist
die Surjektivität. Andererseits haben wir für jede stetige endlichdimensionalen
Darstellung

ρ : G×H → GL(n;C)

die Matrizengleichung ρ(g, h) = ρ(g, 1)ρ(1, h) und erhalten sofort die Surjektivi-
tät im Lemma.

Lemma 9.1.9.6. Das Vorschalten der Verknüpfungsabbildung einer topologischen
Gruppe liefert einen Ringhomomorphismus

R(G)→ R(G×G)

Beweis. Ist ρ : G → GL(n;C) eine stetige Darstellung, so ist die Matrix ρ(xy)
das Produkt der Matrizen ρ(x) und ρ(y) und ihre Koeffizienten liegen folglich im
Bild vonR(G)⊗R(G).

Übungen

Übung 9.1.9.7. Man zeige: Für jede topologische Gruppe G ist RR(G) bezie-
hungsweiseR(G) ein Gruppenobjekt in der opponierten Kategorie zur Kategorie
der R-Kringe beziehungsweise der C-Kringe.

Übung 9.1.9.8. Der Ring der komplexwertigen darstellenden Funktionen auf der
Gruppe Z mit ihrer diskreten Topologie wird als C-Ringalgebra erzeugt von den
Funktionen n 7→ λn mit λ ∈ C× und von der Einbettung Z ↪→ C.
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9.2 Morphismen von Varietäten mit Anwendungen
Ich setzte von nun an Grundlagen der kommutativen Algebra und algebraischen
Geometrie im Umfang von 7.1.1.1 bis 7.6.12.6 voraus. Der Leser mag das Konzept
allgemeiner Varietäten zwar vorerst noch ignorieren und sie sich als naive affine
Varietäten denken, aber spätestens bei der Konstruktion der Quotienten 9.3.6.2
wird er mit allgemeinen Varietäten umgehen müssen, wie wir sie in 7.6.4.2 ein-
führen. Nach 7.6.4.6 erbt jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge einer
Varietät in natürlicher Weise die Struktur einer Varietät. Nach 7.6.11.4 existieren
in der Kategorie der Varietäten endliche Produkte und der Einbettungsfunktor von
der Kategorie der affinen Varietäten in die Kategorie der Varietäten ist verträglich
mit endlichen Produkten.

9.2.1 Komponenten algebraischer Gruppen
9.2.1.1. Ich beginne mit Erinnerungen. Ein topologischer Raum heißt irreduzibel,
wenn er nicht leer ist und nicht als Vereinigung von zwei echten abgeschlosse-
nen Teilmengen geschrieben werden kann. Eine affine Varietät X ist nach 7.4.2.1
genau dann irreduzibel, wenn ihr Ring von regulären Funktionen O(X) ein Inte-
gritätsring ist. Die maximalen irreduziblen Teilmengen einer Varietät heißen ihre
irreduziblen Komponenten. Jeder topologische Raum ist die Vereinigung sei-
ner irreduziblen Komponenten und diese sind stets abgeschlossen. Jede Varietät
besitzt nur endlich viele irreduzible Komponenten nach 7.4.1.12. Jedes endliche
Produkt von irreduziblen Varietäten ist nach 7.6.11.5 wieder irreduzibel.

Proposition 9.2.1.2 (Komponenten algebraischer Gruppen). 1. Die irredu-
ziblen Komponenten einer algebraischen Gruppe sind genau ihre Zusam-
menhangskomponenten;

2. Die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements alias Einskom-
ponente einer algebraischen Gruppe ist eine abgeschlossene Untergruppe;

3. Die irreduziblen Komponenten einer algebraischen Gruppe sind genau die
Nebenklassen ihrer Einskomponente.

Beweis. SeiG unsere algebraische Gruppe undG = G1∪ . . .∪Gr ihre Zerlegung
in irreduzible Komponenten. Sicher gilt Gi ∩ Gj = ∅ falls i 6= j, sonst gehörte
ein Gruppenelement zu mehr als einer Komponente, also gehörte jedes Gruppen-
element zu mehr als einer Komponente und dann hätten wir G = G2 ∪ . . . ∪ Gr

im Widerspruch zur Eindeutigkeit der Zerlegung. Bezeichne nun G◦ die Eins-
komponente einer algebraischen Gruppe G. Dann muß mult(G◦ × G◦) irreduzi-
bel sein, also in einer Komponente liegen, also in G◦. Dasselbe gilt für inv(G◦).
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Es folgt, daß G◦ eine abgeschlossene Untergruppe ist. Wegen gG◦g−1 3 1 folgt
G◦ = gG◦g−1 und G◦ ist sogar Normalteiler. Die Nebenklassen von G◦ sind
irreduzible Komponenten von G. Da sie G überdecken, kann es keine weiteren
Komponenten geben.

Lemma 9.2.1.3. Jede abgeschlossene Untergruppe H ⊂∧ G von endlichem Index
einer algebraischen Gruppe hat dieselbe Einskomponente, in Formeln

|G/H| <∞ ⇒ H◦ = G◦

Beweis. SeienH ⊂∧ G unsere algebraischen Gruppen. HatH endlichen Index r in
G, so folgt G = Hg1 t . . . tHgr für endliches r, wobei wir ohne Einschränkung
g1 = 1 annehmen dürfen. Nach dem vorhergehenden haben wir auch eine endliche
ZerlegungH = H◦h1t. . .tH◦hs, wobei wir ohne Einschränkung h1 = 1 anneh-
men dürfen. Zusammen ergibt sich eine Zerlegung von G als endliche disjunkte
Vereinigung von rs irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen H◦gihj . Diese Zer-
legung hinwiederum impliziert H◦ = G◦.

9.2.2 Irreduzibles Erzeugen

9.2.2.1. Ich beginne mit einer weiteren Erinnerung und Umformulierung einer
allgemeinen Aussage über Bilder von Morphismen von Varietäten.

Satz 9.2.2.2 (über Bilder von Morphismen). Gegeben ein Morphismus von Va-
rietäten ϕ : X → Y gibt es stets eine Teilmenge U ⊂ ϕ(X), die offen und dicht
ist im Abschluß des Bildes ϕ(X), also U ⊂◦ ϕ(X) und U = ϕ(X).

Beweis. Das folgt sofort aus dem affinen Fall, den wir in 7.5.4.12 behandelt hat-
ten.

Lemma 9.2.2.3. Seien G eine algebraische Gruppe und U, V ⊂ G mit U dicht
und V offen und nichtleer. So gilt UV = G.

Beweis. Gegeben g ∈ G gilt gV −1 ∩ U 6= ∅. Es gibt also v ∈ V und u ∈ U mit
gv−1 = u alias g = uv.

Satz 9.2.2.4 (Bilder von Homomorphismen algebraischer Gruppen). Jeder
Homomorphismus von algebraischen Gruppen ϕ : G → H hat abgeschlosse-
nes Bild und die Einskomponente seines Bildes ist das Bild der Einskomponente,
in Formeln

ϕ(G)◦ = ϕ(G◦)
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Beweis. Sei ϕ : G→ H unser Homomorphismus. Nach 9.2.2.2 gibt esU ⊂ ϕ(G)
mit U offen und dicht in ϕ(G). Nach 9.1.1.32 ist ϕ(G) ⊂ H eine Untergruppe.
Nach 9.2.2.3 folgt erst ϕ(G) = U2 und dann ϕ(G) = ϕ(G)2 = ϕ(G). Das zeigt
die erste Behauptung. Da nun ϕ(G◦) ⊂ ϕ(G) eine abgeschlossene Untergruppe
von endlichem Index sein muß, folgt ϕ(G◦) ⊃ ϕ(G)◦ aus 9.2.1.3. Wegen der
Irreduzibilität von ϕ(G◦) ergibt sich dann schließlich ϕ(G◦) = ϕ(G)◦.

Satz 9.2.2.5 (Irreduzibles Erzeugen). Sei G eine algebraische Gruppe und sei
(ϕi : Xi → G)i∈I eine Familie von Morphismen irreduzibler Varietäten nach G,
deren Bilder alle das neutrale Element enthalten, in Formeln 1 ∈ ϕi(Xi) ∀i ∈ I .
So gilt:

1. Die von diesen Bildern erzeugte Untergruppe H := 〈ϕi(Xi) | i ∈ I〉 ist
abgeschlossen in G;

2. Es gibt endliche Folgen i(1), . . . , i(r) ∈ I und ε(1), . . . , ε(r) ∈ {1,−1} mit

H = ϕi(1)(Xi(1))
ε(1) . . . ϕi(r)(Xi(r))

ε(r)

Beispiele 9.2.2.6. Das Beispiel der einelementigen Familie ϕ : {0, 1} ↪→ C zeigt,
daß die Forderung Xi irreduzibel wesentlich ist: In diesem Fall wäre H = Z nicht
abgeschlossen in der Zariski-Topologie. Das Beispiel der einelementigen Familie
ϕ : {1} ↪→ C zeigt, daß auch die Forderung wesentlich ist, ϕi(Xi) möge jeweils
das neutrale Element von G enthalten.

Beweis. Indem wir notfalls I verdoppeln, dürfen wir annehmen, daß mit ϕi auch
inv ◦ϕi zu unserer Familie gehört. Gegeben eine endliche Folge α : {1, . . . , n} →
I betrachte man nun die Varietät Yα := Xα(1)× . . .×Xα(n) und den Morphismus
ϕα : Yα → G gegeben durch (x1, . . . , xn) 7→ ϕα(1)(x1) . . . ϕα(n)(xn). Sicher
haben wir dann

H =
⋃
α

ϕα(Yα)

wo die Vereinigung wie angedeutet über alle endlichen Folgen zu bilden ist. Da
das neutrale Element zu den Bildern all unserer Morphismen gehört, haben wir
auch ϕα(Yα) ⊂ ϕαβ(Yαβ) ⊃ ϕβ(Yβ) mit der Notation αβ für das Hintereinander-
schreiben zweier endlicher Folgen α, β. Da alle Yα irreduzibel sind, müssen auch
alle ϕα(Yα) irreduzibel sein. Da die Länge echt aufsteigender Ketten irreduzibler
abgeschlossener Teilmengen von G begrenzt ist durch die Krulldimension von G,
gibt es ein γ mit ϕα(Yα) ⊂ ϕγ(Yγ) ∀α. Es folgt H ⊂ ϕγ(Yγ). Nun enthält ϕγ(Yγ)
jedoch nach 9.2.2.2 eine offene dichte Teilmenge U seines Abschlusses und wir
finden ein Sandwich

U ⊂ ϕγ(Yγ) ⊂ H ⊂ ϕγ(Yγ)
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Dann ist erst recht U offen und dicht in H und wegen 9.2.2.3 folgt U2 = H̄ , also
H = H̄ = ϕγγ(Yγγ).

Definition 9.2.2.7. Gegeben Teilmengen A,B einer Gruppe G bezeichne (A,B)
die von allen Kommutatoren (a, b) := aba−1b−1 mit a ∈ A und b ∈ B erzeugte
Untergruppe. Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe (G,G) heißt
auch die derivierte Gruppe.

9.2.2.8. Sind A und B Normalteiler, so ist auch (A,B) ein Normalteiler. Die
derivierte Gruppe ist der kleinste Normalteiler derart, daß wir beim Wegteilen
eine abelsche Gruppe erhalten.

Korollar 9.2.2.9. Seien G eine algebraische Gruppe und H,K ⊂ G Untergrup-
pen mit H zusammenhängend und abgeschlossen. So ist auch der Kommutator
(H,K) von H und K zusammenhängend und abgeschlossen.

9.2.2.10. Gegeben eine zusammenhängende algebraische Gruppe G ist insbeson-
dere ihre derivierte Gruppe (G,G) abgeschlossen in G und zusammenhängend.

Beweis. Wir betrachten für alle b ∈ K den Morphismus ϕb : H → G, h 7→
hbh−1b−1. Per definitionem ist (H,K) das Gruppen-Erzeugnis der Bilder der ϕb.
Das Korollar folgt damit aus Satz 9.2.2.5 über das irreduzible Erzeugen.

Korollar 9.2.2.11. Gegeben eine Familie (Gi)i∈I von abgeschlossenen zusam-
menhängenden Untergruppen einer algebraischen Gruppe ist das Gruppener-
zeugnisH derGi abgeschlossen inG und es gibt eine endliche Folge i(1), . . . , i(n)
in der Indexmenge I mit

H = Gi(1) . . . Gi(n)

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Satz 9.2.2.5 über das irreduzible Erzeugen.

Satz 9.2.2.12 (Invertierbare Elemente algebraischer Monoide). In jedem alge-
braischen Monoid bilden die invertierbaren Elemente eine offene Teilmenge.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß es eine offene Umgebung des neutralen Ele-
ments gibt, die aus invertierbaren Elementen besteht. Sei zunächst G ein irredu-
zibles algebraisches Monoid und d = kdimG seine Dimension. Die Verknüpfung
G × G → G hat keine leere Faser. Nach unseren Erkenntnissen 7.5.9.12 über
die Mindestdimension von Fasern hat folglich jede irreduzible Komponente jeder
Faser mindestens dieselbe Dimension wie G. Sei Z ⊂∧ G × G eine irreduzible
Komponente der Faser über e mit (e, e) ∈ Z. Die Projektion auf die erste Kompo-
nente pr1 : Z → G hat eine einelementige Faser über e und muß folglich wieder
nach 7.5.9.12 dominant sein. Das Bild pr1(Z) ⊂ G umfaßt folglich eine offene
dichte Teilmenge U ⊂◦ G und nach Konstruktion gibt es für alle x ∈ U ein y ∈ G
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mit xy = e. Ebenso finden wir eine offene dichte Teilmenge V ⊂◦ G derart, daß
es für alle x ∈ V ein z ∈ G gibt mit zx = e. Alle Elemente der offenen dichten
Teilmenge U ∩V ⊂◦ G sind nach 2.2.2.16 also invertierbar. Da Produkte invertier-
barer Elemente wieder invertierbar sind, ist für x ∈ U∩V die verschobene Menge
x−1(U ∩V ) eine offene Umgebung des neutralen Elements, die aus invertierbaren
Elementen besteht. Das erledigt den Fall eines irreduziblen Monoids. Ist G nicht
notwendig irreduzibel, so zeigen wir zunächst, daß jede irreduzible Komponen-
te K ⊂∧ G durch das neutrale Element ein Untermonoid ist. In der Tat muß die
Verknüpfung K ×K in eine irreduzible Komponente von G abbilden, die K um-
faßt und die folglich mit K zusammenfällt. Nach dem bereits Bewiesenen bilden
also die invertierbaren Elemente von K eine offene dichte Teilmenge K× ⊂◦ K.
Andererseits gilt für jede weitere irreduzible Komponente L ⊂∧ G mit demselben
Argument KL = L und aus L∩K× 6= ∅ folgt in derselben Weise L = KL = K.
Der Satz folgt.

Übungen

Übung 9.2.2.13. Der von einer irreduziblen das neutrale Element enthaltenden
Teilmenge einer algebraischen Gruppe erzeugte Normalteiler ist stets abgeschlos-
sen.

Übung 9.2.2.14. Man zeige: Die Charaktergruppe einer affinen algebraischen Grup-
pe ist stets endlich erzeugt. Hinweis: Für jede endlich ezeugte Untergruppe X ⊂
X(G) erhalten wir einen surjektiven Homomorphismus von algebraischen Grup-
pen ϕX : G� D(X) und für Y ) X gilt kerϕY ( kerϕX .

9.2.3 Operationen algebraischer Gruppen
Definition 9.2.3.1. Sei M ein algebraisches Monoid. Eine M -Varietät ist eine
Varietät X mit einer M -Operation M × X → X derart, daß die Wirkungsabbil-
dung M ×X → X , (g, x) 7→ gx ein Morphismus ist.

Definition 9.2.3.2. Sei M ein abstraktes Monoid. Eine schwache M -Varietät ist
eine Varietät X mit einer Operation von M durch Homomorphismen von Varie-
täten X → X .

9.2.3.3. Sei X eine schwache M -Varität. Gegeben Teilmengen S, T ⊂ X erklärt
man den Transporteur von S nach T als die Teilmenge

TransM(S, T ) := {g ∈M | gS ⊂ T}

Sicher gilt TransM(S, T ) ⊂ TransM(S, T̄ ) = TransM(S̄, T̄ ).



1404 KAPITEL 9. AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

9.2.3.4. Sei X eine M -Varität. Der Transporteur in eine abgeschlossene Teilmen-
geA ⊂∧ X ist abgeschlossen als der Schnitt TransM(S,A) =

⋂
x∈S TransM(x,A)

der Urbilder von A unter dem Morphismus M → X , g 7→ gx. Speziell ist für
A ⊂∧ X der Stabilisator

StabM(A) := TransM(A,A)

abgeschlossen und für x ∈ X ist sein Isotropiemonoid Mx = StabM({x}) abge-
schlossen. Schließlich ist für jede Teilmenge S ⊂ X ihr Zentralisator

ZM(S) := {g ∈M | gx = x ∀x ∈ S} =
⋂
x∈S

Mx

abgeschlossen als der Schnitt der Isotropiemonoide ihrer Elemente.

9.2.3.5. Ich erinnere daran, daß nach 7.6.12.1 eine Varietät X separiert heißt,
wenn die Diagonale im Produkt unserer Varietät mit sich selber eine abgeschlos-
sene Teilmenge ∆ ⊂∧ X ×X ist.

9.2.3.6 (Fixpunktmengen in separierten M -Varietäten). Sei M ein Monoid.
Gegeben eine separierte schwache M -Varietät X und eine Teilmenge H ⊂ M ist
die Menge der Fixpunkte

XH := {x ∈ X | hx = x ∀h ∈ H} =
⋂
h∈H

Xh

abgeschlossen in X . In der Tat ist jedes Xh ist abgeschlossen als das Urbild
der Diagonale unter dem Morphismus X → X × X , x 7→ (x, hx), vergleiche
7.6.12.13.

Satz 9.2.3.7 (Bahnen sind Varietäten). Gegeben eine Varietät mit einer alge-
braischen Operation einer algebraischen Gruppe ist jede Bahn offen in ihrem
Abschluß.

Beweis. SeienG unsere Gruppe undX unsereG-Varietät. Für jeden Punkt x ∈ X
behaupten wir Gx ⊂◦ Gx. Um das zu zeigen, betrachten wir den Morphismus
ϕ : G → X , g 7→ gx. Nach 9.2.2.2 umfaßt auch hier das Bild ϕ(G) = Gx eine
offene dichte Teilmenge seines Abschlusses, in Formeln ∃U ⊂ Gx mit U ⊂◦ Gx
und Ū = Gx und damit insbesondere U 6= ∅. Jetzt brauchen wir, daß eine Gruppe
operiert und nicht nur ein Monoid, und damit folgt

Gx =
⋃
g∈G

gU ⊂◦ Gx
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Operiert die multiplikative Gruppe C× auf C2 durch t 7→ diag(t, t−1), so sind die
Bahnen die Hyperbeln xy = c für festes c ∈ C×, die x-Achse ohne Ursprung, die
y-Achse ohne Ursprung, und der Ursprung selber. Die beiden Achsen ohne

Ursprung sind nicht abgeschlossen, aber offen in ihrem Abschluß. Die anderen
Bahnen sind bereits abgeschlossen.
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Korollar 9.2.3.8 (Existenz abgeschlossener Bahnen). In jeder nichtleeren Va-
rietät mit einer Operation einer algebraischen Gruppe besitzt unsere Gruppe min-
destens eine abgeschlossene Bahn.

Beweis. Sei G unsere algebraische Gruppe und X unsere G-Varietät. Für jeden
Punkt x ∈ X ist seine Bahn Gx ⊂◦ Gx eine offene dichte Teilmenge ihres Ab-
schlusses. Das Komplement Gx\Gx ist damit abgeschlossen, G-stabil und von
echt kleinerer Dimension als Gx. Mithin muß jede Bahn kleinstmöglicher Di-
mension abgeschlossen sein.

Proposition 9.2.3.9 (Operationen unipotenter Gruppen auf affinen Varietäten).
Unter einer algebraischen Operation einer unipotenten Gruppe auf einer affinen
Varietät sind alle Bahnen abgeschlossen.

Beweis. Sei U # X unsere Operation. Der Raum

{f ∈ O(Ux) | f |Ux\Ux = 0}
aller regulären Funktionen auf dem Abschluß der Bahn, die auf Komplement der
Bahn verschwinden, ist stabil unter Translation mit U . Wäre die Bahn nicht ab-
geschlossen, so wäre dieser Raum von Funktionen nicht Null und müßte nach
9.1.6.2 auch eine von Null verschiedene U -invariante Funktion f enthalten. Das
aber kann nicht sein, da jede U -invariante Funktion konstant ist auf Ux.

Übungen

Übung 9.2.3.10. Man zeige, daß im Kontext der Wirkung einer algebraischen
Gruppe G auf einer Varietät X und einer abgeschlossenen Teilmenge M ⊂∧ X
stets gilt

TransG(M,M) = {g ∈ G | gM = M}
Insbesondere ist der Stabilisator von M , wie er oben eingeführt wird, stets ei-
ne Untergruppe, und der Stabilisator einer abgeschlossenen Untergruppe H ⊂ G
unter der Operation durch Konjugation ist ihr Normalisator im Sinne der Grup-
pentheorie, vergleiche etwa 6.4.3.13 oder 16.3.2.7.
Übung 9.2.3.11. Man betrachte die Operation durch Konjugation von GL(n; k)
auf Mat(n; k) und zeige, daß die abgeschlossenen Bahnen genau die Bahnen der
diagonalisierbaren Matrizen sind. Man bestimme in diesem Fall die Dimensionen
aller Bahnen. Man bestimme genauer, wann eine Bahn im Abschluß einer anderen
Bahn liegt.
Übung 9.2.3.12. Ist M%X eine affine Varietät mit der Operation eines affinen
algebraischen Monoids, so existiert eine endlichdimensionale algebraische Dar-
stellung V vonM nebst einer äquivarianten abgeschlossenen EinbettungX ↪→ V .
Hinweis: Man argumentiere wie beim Beweis von 9.1.3.1. Mutige zeigen dasselbe
auch ohne die Annahme M affin.
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9.2.4 Flache Morphismen
9.2.4.1. Wir hatten in der kommutativen Algebra bemerkenswerte Resultate über
geometrische Eigenschaften flacher Morphismen von affinen Varietäten gezeigt.
Hier schreiben wir sie um auf den Fall beliebiger Varietäten. Das ist nicht weiter
schwer und ermöglicht es uns, diese Aussagen so zu formulieren, wie wir sie im
folgenden verwenden wollen. Ich erinnere daran daß ein Kringhomomorphismus
A → B flach heißt, wenn die Erweiterung der Skalare B⊗A : ModA → ModB
alias der Linksadjungierte des Restriktionsfunktors exakt ist.

Definition 9.2.4.2. Ein Morphismus ϕ : X → Y von Varietäten heißt flach, wenn
für alle Punkte x ∈ X der auf den lokalen Ringen induzierte Homomorphismus
OY,ϕ(x) → OX,x ein flacher Ringhomomorphismus ist.

9.2.4.3 (Beispiele für Flachheit). Ein Morphismus ϕ : X → Y von affinen
Varietäten ist nach der Lokalität der Flachheit 7.4.3.42 genau dann flach, wenn
der zugehörige Komorphismus ϕ] : O(Y )→ O(X) flach ist. Jede offene Einbet-
tung von algebraischen Varietäten ist flach. Die Projektion einer Varietät auf einen
Punkt ist stets flach.

9.2.4.4 (Permanenzen der Flachheit). Die Komposition flacher Morphismen
von algebraischen Varietäten ist wieder flach. Gegeben X → Y ein flacher Mor-
phismus von algebraischen Varietäten und Z eine beliebige Varietät ist auch der
induzierte Morphismus X × Z → Y × Z flach.

Satz 9.2.4.5 (Generische Flachheit). Gegeben ein Morphismus ϕ : X → Y von
Varietäten gibt es eine offene dichte Teilmenge U ⊂◦ Y mit ϕ : ϕ−1(U)→ U flach.

Beweis. Sind X und Y beide affin, so haben wir das in 7.5.5.5 gezeigt. Die allge-
meine Aussage folgt unmittelbar.

Satz 9.2.4.6 (Offenheit flacher Morphismen). Jeder flache Morphismus von al-
gebraischen Varietäten ist offen.

Beweis. Das folgt sofort aus dem in 7.5.5.9 bewiesenen Spezialfall eines Mor-
phismus affiner Varietäten.

Satz 9.2.4.7 (Flache Morphismen und Faserdimension). Gegeben ein flacher
Morphismus ϕ : X → Y von einer nichtleeren äqui-n-dimensionalen Varietät
zu einer äqui-m-dimensionalen Varietät gilt n ≥ m und gegeben eine irreduzible
abgeschlossene Teilmenge Z ⊂∧ Y haben wir für jede irreduzible Komponente K
ihres Urbilds ϕ−1(Z) sowohl ϕ(K) = Z als auch

kdimX − kdimK = kdimY − kdimZ
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Beweis. Im Fall affiner Varietäten hatten wir das bereits in 7.5.10.5 gezeigt. Der
Fall, in dem zumindest Y affin ist, folgt unmittelbar. Der allgemeine Fall ist dann
auch leicht einzusehen.

Satz 9.2.4.8 (Halbstetigkeit der Faserdimension). Gegeben ein Morphismus
von Varietäten ϕ : X → Y ist die Funktion f : X → N der lokalen Faserdi-
mension f(x) := kdimx ϕ

−1(ϕ(x)) halbstetig auf X in dem Sinne, daß für alle
n ∈ N die Menge {x ∈ X | f(x) ≥ n} abgeschlossen ist.

Beweis. Das folgt sofort aus dem affinen Fall 7.5.10.7.

9.2.4.9. Der Satz gilt für beliebige, nicht notwendig flache Morphismen. Ich habe
ihn dennoch hier angefügt, da er recht eigentlich ein Korollar der vorhergehenden
Sätze über generische Flachheit und Dimensionseigenschaften flacher Morphis-
men ist.

Definition 9.2.4.10. Eine Varietät mit der Operation einer algebraischen Grup-
pe heißt homogen oder ein homogener Raum, wenn sie aus genau einer Bahn
besteht, wenn also die Gruppenwirkung transitiv ist.

Definition 9.2.4.11. Eine Varietät mit der Operation einer abstrakten Gruppe durch
Automorphismen von Varietäten heißt schwach homogen oder ein schwach ho-
mogener Raum, wenn sie aus genau einer Bahn besteht, wenn also die Gruppen-
wirkung transitiv ist.

9.2.4.12 (Flachheit äquivarianter Morphismen von homogenen Räumen). Ein
äquivarianter Morphismus von schwach homogenen Räumen ist stets flach. Das
folgt unmittelbar aus der generischen Flachheit 9.2.4.5 zusammen mit der Homo-
genität.

Proposition 9.2.4.13 (Dimensionsformel). Gegeben eine algebraische Gruppe
G und eine G-Varietät X gilt für jeden Punkt x ∈ X die Identität

kdimGx+ kdimGx = kdimG

Beweis. Der Morphismus von homogenen Räumen ϕ : G → Gx gegeben durch
g 7→ gx ist flach nach 9.2.4.12 als Morphismus von homogenen Räumen. Auf-
grund der Homogenität sind G und Gx auch äquidimensional. Die Behauptung
folgt damit aus den allgemeinen Eigenschaften flacher Morphismen 9.2.4.7.

Satz 9.2.4.14 (Morphismen zu endlichen Körpererweiterungen). Gegeben ein
dominanter Morphismus ϕ : X → Y von irreduziblen Varietäten derselben Di-
mension gibt es eine offene nichtleere Teilmenge V ⊂◦ Y derart, daß gilt:

1. Die Faser über jedem Punkt y ∈ V hat genau [M(X) :M(Y )]s Elemente;
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2. Sowohl V als auch ϕ−1(V ) sind affin;

3. O(ϕ−1(V )) ist ein freier O(V )-Modul vom Rang [M(X) :M(Y )].

Beweis. Sind X und Y affin, so haben wir das bereits in 7.5.4.15 gezeigt. Um uns
auf diesen Fall zurückzuziehen, wählen wir eine offene dichte affine Teilmenge
W ⊂◦ Y und eine offene dichte affine Teilmenge U ⊂◦ ϕ−1(W ). Dann finden wir
eine von Null verschiedene reguläre Funktion s ∈ O(W ), deren Nichtnullstellen-
menge ϕ(X\U) nicht trifft, so daß also gilt ϕ−1(Ws) ⊂ U . Schließlich nehmen
wir die Nichtnullstellenmenge Us als unser neues X und die Nichtnullstellenmen-
ge Ws als unser neues Y und ziehen uns so auf den affinen Fall zurück.

Proposition 9.2.4.15 (Morphismen mit endlichen Fasern). Gegeben ein domi-
nanter Morphismus von irreduziblen Varietäten ϕ : X → Y mit einer nichtleeren
endlichen Faser ist die Körpererweiterung M(X)/M(Y ) endlich. Ist ϕ zusätz-
lich injektiv, so ist sie rein inseparabel.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seien X und Y affin. Wäre die
KörpererweiterungM(X)/M(Y ) nicht endlich, so folgte aus der Beschreibung
der Dimension als Transzendenzgrad unmittelbar kdimX > kdimY . Dann müß-
ten aber alle nichtleeren Fasern unseres Morphismus nach 7.5.9.12 positive Di-
mension haben und insbesondere unendlich sein. Hätten wir weiter für den Se-
parabilitätsgrad unserer Körpererweiterung [M(X) : M(Y )]s > 1, so könnte
ϕ nicht injektiv sein nach Proposition 9.2.4.14 über die Kardinalitäten von Fa-
sern.

Korollar 9.2.4.16 (Birationale Morphismen homogener Räume). Ein biratio-
naler äquivarianter Homomorphismus zwischen irreduziblen schwach homoge-
nen Räumen ein- und derselben Gruppe ist stets ein Isomorphismus.

Beweis. Nach 9.2.4.14 gibt es für jeden birationalen Morphismus ϕ : X → Y von
irreduziblen Varietäten eine offene dichte affine Teilmenge V ⊂◦ Y derart, daß ϕ
einen Isomorphismus von Varietäten ϕ : ϕ−1(V )

∼→ V induziert. Homogenität
zeigt den Rest.

Satz 9.2.4.17 (Zariski’s Hauptsatz für affine Varietäten). Ein bijektiver bira-
tionaler Morphismus von einer affinen irreduziblen Varietät in eine normale affine
Varietät ist stets ein Isomorphismus.

9.2.4.18. Wir wissen aus 7.7.4.21, daß jede glatte Varietät Y normal ist. Meist
werden wir den Satz in diesem Fall anwenden. Wir wissen aus 9.2.4.15, daß ein
bijektiver Morphismus von irreduziblen Varietäten stets zu einer endlichen rein
inseparablen Erweiterung der Funktionenkörper führt. In Charakteristik Null ist
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die Annahme der Birationalität im Satz also überflüssig, da sie bereits aus der Bi-
jektivität folgt. In positiver Charakteristik werden wir in 9.3.5.14 die Birationalität
folgern können, wenn wir nur die Surjektivität des Differentials an einer glatten
Stelle kennen.

Beispiele 9.2.4.19. (k = k̄) Die Abbildung k → k2 mit t 7→ (t3, t2) induziert
einen bijektiven Morphismus k ∼→ Y := {(x, y) | x2 = y3} auf die sogenannte
„Neil’sche Parabel“, der kein Isomorphismus ist. In diesem Fall ist aber Y auch
nicht normal. Im Fall char k = p > 0 ist auch ϕ : k → k mit x 7→ xp ein bijektiver
Morphismus, der kein Isomorphismus ist. In diesem Fall ist zwar die Zielvarietät
normal, aber unser Morphismus ist nicht birational.

Beweis. Sei zunächst ϕ : X → Y ein beliebiger bijektiver Morphismus von einer
beliebigen Varietät in eine affine Varietät. Mit der Beschreibung 7.4.3.32 für das
Bild des Primspektrums unter Kringerweiterungen sehen wir, daß die Einbettung
ϕ] : O(Y ) ↪→ O(X) eine Surjektion SpecO(X) � SpecO(Y ) induziert. Ist Y
irreduzibel und O(Y ) normal, so sind nach 7.8.1.11 die Lokalisierungen O(Y )q
von O(Y ) nach Primidealen der Höhe eins diskrete Bewertungsringe. Gilt also
ht(q) = 1 und ist p ⊂ O(X) ein Primideal mit p 7→ q und ist unser Morphismus
birational, so induziert M(Y )

∼→ M(X) eine Bijektion O(Y )q
∼→ O(X)p auf-

grund der Maximalität diskreter Bewertungsringe 7.8.1.19. Nun haben wir nach
7.5.9.19 wieder aufgrund der Normalität von O(Y ) die Gleichheit

O(Y ) =
⋂

ht(q)=1

O(Y )q

von Teilmengen von M(Y ). Unter M(Y )
∼→ M(X) wird O(Y ) also auf eine

Teilmenge vonM(X) abgebildet, die O(X) umfaßt. Da aber das Bild von O(Y )
stets inO(X) liegt, mußM(Y )

∼→M(X) einen IsomorphismusO(Y )
∼→ O(X)

induzieren.

Ergänzung 9.2.4.20. Der Hauptsatz von Zariski gilt sogar, wenn man X und Y
als beliebige irreduzible separierte Varietäten annimmt und fordert, daß Y normal
ist in dem Sinne, daß die lokalen Ringe OY,y normal sind für alle y ∈ Y . In die-
ser Allgemeinheit folgert man die Aussage leicht, wenn man zusätzlich annimmt,
daß unser Morphismus offen ist, und erinnert, daß nach 7.9.1.3 jeder Morphismus
von einer affinen Varietät in eine separierte Varietät affin ist. Wenn man unseren
Morphismus nicht offen annimmt, kenne ich keinen so einfachen Beweis. Unter
Zuhilfenahme von Grothendieck-Dieudonné sollte es aber doch mit wenig zu-
sätzlichem Aufwand zu machen sein. Wenn man die Bedingung der Separiertheit
fallenläßt, erhält man ein Gegenbeispiel, indem man die „Ebene mit verdoppel-
tem Achsenkreuz“ betrachtet und den Morphismus dorthin von einer „Ebene mit
verdoppelter x-Achse und verdoppelter (y-Achse ohne Nullpunkt)“.
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Satz* 9.2.4.21 (Affinität von homogenen Räumen). Gegeben ein surjektiver
äquivarianter Morphismus von homogenen Räumen ϕ : X → Y mit endlichen
Fasern ist X affin genau dann, wenn Y affin ist.

Beweis. Nach unseren Erkenntnissen 9.2.4.14 über Morphismen zu endlichen Kör-
pererweiterungen und Homogenität gibt es eine Überdeckung von Y durch of-
fene affine Teilmengen Vi mit affinen Urbildern ϕ−1(Vi). Ist Y affin, so ist da-
mit X affin nach 7.9.1.4. Sei nun umgekehrt X affin. Wir dürfen unsere Va-
rietäten sicher irreduzibel annehmen und beginnen mit dem Fall eines bijekti-
ven äquivarianten Morphismus von homogenen Räumen. Unter dieser Annahme
stellt sich das Problem nach 9.3.5.15 nur in positiver Charakteristik p > 0. Nach
9.3.6.14 liegt für jedes f ∈ O(X) eine geeignete iterierte p-Potenz in O(Y ).
Ist X affin, so finden wir eine Verfeinerung der Überdeckung durch die ϕ−1(Vi)
zu einer Verfeinerung durch gewisse Xfν mit fν ∈ O(X) sowie eine Relation
1 =

∑
bνfν mit bν ∈ O(X). Erheben wir unsere Relation mehrmals zur p-ten

Potenz, so wird sie eine Relation 1 =
∑
bqνf

q
ν mit bqν , f

q
ν ∈ O(Y ). Dann aber gilt

{y ∈ Y | f qν (y) 6= 0} = {y ∈ Vi | f qν (y) 6= 0} für geeignetes i. Folglich sind
diese offenen Teilmengen affin, und das Affinitätskriterium 7.9.1.1 zeigt, daß Y
affin ist. Ist unser äquivarianter Morphismus von homogenen Räumen mit endli-
chen Fasern nur surjektiv, so nennen wir n die Kardinalität einer und jeder Faser
und bilden die Mengen

W := {(x1, . . . , xn) ∈ Xn | ϕ(x1) = . . . = ϕ(xn)}
Z := {(x1, . . . , xn) ∈ Xn | {x1, . . . , xn} ist eine Faser von ϕ}

Da Y separiert ist nach Übung 9.2.4.24, ist mit X auch W ⊂∧ Xn affin. Da alle
G-Bahnen in W dieselbe Dimension haben, sind sie alle abgeschlossen in W und
folglich auch affin. Unser Z schließlich ist eine Vereinigung von G-Bahnen von
W und ist damit auch affin. Als Quotient nach einer endlichen Gruppen 7.9.2.5
ist dann auch Z/Sn affin und da der Quotientenmorpismus weiter nach 7.9.2.5
produktfest final ist, ist auch die induzierte Operation vonG aufZ/Sn algebraisch.
Damit aber ist Z/Sn → Y ein bijektiver Morphismus von homogenen Räumen
und in diesem Fall haben wir bereits gezeigt, daß entweder beide affin sind oder
keiner.

Übungen

Übung 9.2.4.22. Gegeben eine Varietät mit einer Operation einer algebraischen
Gruppe bilden die Punkte mit endlicher Standgruppe eine offene Teilmenge. Hin-
weis: Halbstetigkeit der Faserdimension 9.2.4.8, angewandt auf das Urbild der
Diagonale unter der Abbildung G × X → X × X mit (g, x) 7→ (gx, x). Allge-
meiner bilden die Punkte, deren Standgruppe die für Standgruppen von Punkten
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von X kleinstmögliche Dimension hat, eine offene Teilmenge. Wir nennen diese
Punkte die G-regulären Punkte von G%X .

Übung 9.2.4.23. Gegeben ein homogener Raum X einer algebraischen Gruppe G
sind die irreduziblen Komponenten vonX genau die Bahnen der Einskomponente
G◦ von G.

Übung 9.2.4.24 (Jeder homogene Raum ist separiert). SeiG%X unser homoge-
ner Raum. Die Diagonale ∆ ⊂ X ×X ist eine Bahn und alle weiteren Bahnen im
Abschluß der Diagonale hätten kleinere Dimension. Das führt schnell zu einem
Widerspruch.
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9.3 Algebraische Differentialrechnung

9.3.1 Derivationen und Tangentialräume
Definition 9.3.1.1. Seien k ein Kring, A ein k-Kring und M ein A-Modul. Eine
M -wertige k-lineare Derivation auf A ist eine k-lineare AbbildungD : A→M
mit D(ab) = aD(b) + bD(a) ∀a, b ∈ A. Die abelsche Gruppe aller derartigen
Derivationen notieren wir

Derk(A,M)

Sie wird ein A-Modul durch das Nachschalten von Multiplikationen, in Formeln
durch die Vorschrift aD := (a·) ◦ D. Im Spezialfall A = M verwenden wir die
Abkürzung Derk A := Derk(A,A).

Vorschau 9.3.1.2. Noch allgemeiner betrachtet man Derivationen beliebiger k-
Algebren A über einem Kring k. Sie sind aber nur nach k-Moduln.

Beispiel 9.3.1.3 (Richtungsableitungen als Derivationen). Gegeben ein endlich-
dimensionaler reeller affiner Raum E und ein Punkt x ∈ E und der R-Kring
C1
R(E) der stetig differenzierbaren Funktionen f : E → R und der Auswertungs-

modul Rx mit zugrundeliegender abelscher Gruppe R, auf der eine Funktion f
durch Multiplikation mit f(x) operiert, liefert für jeden Richtungsvektor ~v ∈ ~E
das Bilden der Richtungsableitung bei x in Richtung ~v eine Derivation

D~v,x ∈ DerR(C∞R (E),Rx)

Das Bilden der Richtungsableitung an allen Stellen hinwiederum ist eine Deriva-
tion

D~v ∈ DerR C∞R (E)

9.3.1.4 (Derivation von Konstanten). Jede Derivation annulliert das Einsele-
ment. Für jede Derivation D auf einem Kring alias Z-Kring A in einen A-Modul
gilt also in Formeln D(1) = 0. In der Tat folgt aus der Definition

D(1) = D(1 · 1) = D(1) +D(1)

Ist k ein Kring und A ein k-Kring, so verschwindet mithin jede k-lineare Deriva-
tion auf k1A.

Beispiel 9.3.1.5 (Derivationen auf Polynomringen). Ist k ein Kring und M ein
Modul über k[T ], so erhalten wir eine Bijektion

Derk(k[T ],M)
∼→M

durch die Vorschrift D 7→ D(T ). In der Tat kann die Umkehrabbildung explizit
angegeben werden durch m 7→ (P 7→ P ′m). Die Ableitung ist dabei wie in
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6.3.9.5 formal zu verstehen. Insbesondere ist Derk k[T ] ein freier k[T ]-Modul mit
der Derivation

∂ : P 7→ P ′

als k[T ]-Basis. Ist weiter x ∈ k ein Punkt und kx der Auswertungsmodul, so ist
Derk(k[T ], kx) ein freier k-Modul mit der Derivation ∂ = ∂(x) : P 7→ P ′(x) als
k-Basis.

9.3.1.6 (Funktorialitäten von Derivationen). Seien k ein Kring und A ein k-
Kring. Ist ψ : M → N ein Homomorphismus von A-Moduln, so induziert das
Nachschalten von ψ eine A-lineare Abbildung Derk(A,M) → Derk(A,N). Ist
ϕ : B → A ein Homomorphismus von k-Kringen, so erhalten wir einen Ho-
momorphismus von B-Moduln resBA Derk(A,M) → Derk(B, resBAM) durch das
Vorschalten von ϕ. Wir kürzen ihn ab zu Derk(A,M)→ Derk(B,M) und erhal-
ten so die linksexakte Sequenz für Derivationen

DerB(A,M) ↪→ Derk(A,M)→ Derk(B,M)

Ist ϕ : B � A ein surjektiver Homomorphismus von k-Kringen, so erhalten
wir offensichtlich im Spezialfall eines surjektiven Kringhomomorphisms für je-
den A-ModulM eine Beschreibung der Derivationen auf Quotienten durch eine
linksexakte Sequenz

Derk(A,M) ↪→ Derk(B,M)→ Homk(kerϕ,M)

Des weiteren ist das Verschwinden einer Derivation von B in einen A-Modul M
auf kerϕ gleichbedeutend zu ihrem Verschwinden auf einem Erzeugendensystem
besagten Ideals.

9.3.1.7 (Verträglichkeit von Derivationen mit Koprodukten). Gegeben ein Kring
k und k-Kringe A und B und ein Modul M über A⊗kB liefern die Restriktionen
längs a 7→ a⊗ 1 und b 7→ 1⊗ b eine Bijektion

Derk(A⊗k B,M)
∼→ Derk(A,M)⊕Derk(B,M)

In der Tat kann man die Umkehrabbildung unmittelbar angeben als (∂2, ∂2) 7→ ∂
mit ∂ : a⊗ b 7→ (1⊗ b)∂1a+ (a⊗ 1)∂2b.

Vorschau 9.3.1.8. In Übung 9.3.1.34 werden Sie allgemeiner zeigen, daß Deriva-
tionen sogar mit beliebigen Kolimites vertauschen.

Beispiel 9.3.1.9 (Derivationen auf Polynomringen in mehreren Variablen). Ist
k ein Kring und M ein Modul über k[T1, . . . , Tn], so erhalten wir nach dem Vor-
hergehenden eine Bijektion

Derk(k[T1, . . . , Tn],M)
∼→Mn
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durch die Vorschrift D 7→ (D(T1), . . . , D(Tn)). In diesem Fall kann die Umkehr-
abbildung explizit angegeben werden durch (m1, . . . ,mn) 7→ m1∂1 + . . .+mn∂n,
womit die Derivation P 7→ (∂1P )m1 + . . . + (∂nP )mn gemeint ist, die unter
Verwendung der partiellen Ableitungen gebildet wird. Die partiellen Ableitun-
gen sind dabei wie in 6.3.9.5 formal zu verstehen. Ist speziell x ∈ kn und kx
der Auswertungsmodul, so ist Derk(k[T1, . . . , Tn], kx) ein freier k-Modul und die
Derivationen ∂i,(x) : P 7→ (∂iP )(x) bilden darin eine k-Basis.

Proposition 9.3.1.10 (Ausdehnung von Derivationen auf Lokalisierungen). Ge-
geben k ein Kring, A ein k-Kring, S ⊂ A eine Teilmenge und M ein Modul über
der Lokalisierung S−1A liefert das Vorschalten von S−1A→ A eine Bijektion

Derk(S
−1A,M)

∼→ Derk(A,M)

9.3.1.11. Die Umkehrabbildung dieser Bijektion mithilfe der Quotientenregel no-
tieren wir qr : Derk(A,M)

∼→ Derk(S
−1A,M).

Beispiel 9.3.1.12 (Formale Ableitung rationaler Funktionen). Gegeben ein Kör-
per k gibt es genau eine Möglichkeit, unsere formale Ableitung ∂ : k[T ] → k[T ]
aus 6.3.9.5 so zu einer formalen Ableitung ∂ : k(T ) → k(T ) fortzusetzen, daß
die Summenregel und die Produktregel weiter gelten. Diese formale Ableitungen
notieren wir auch f 7→ f ′.

Beispiel 9.3.1.13 (Formale Ableitung regulärer Funktionen). (k = k̄). Gege-
ben U ⊂◦ k gibt es genau eine Möglichkeit, unsere vermittels des Isomorphismus
k[T ]

∼→ O(k) aus 6.3.9.5 erhaltene formale Ableitung ∂ : O(k) → O(k) so zu
einer formalen Ableitung ∂ : O(U)→ O(U) fortzusetzen, daß die Summenregel
und die Produktregel weiter gelten. Diese formale Ableitungen notieren wir auch
f 7→ f ′.

Beweis. Wir dürfen S multiplikativ abgeschlossen annehmen. Für alle s ∈ S und
jede Derivation D : S−1A→ M gilt 0 = D(s · s−1) = s−1D(s) + sD(s−1) alias
D(s−1) = −s−2D(s). Das zeigt die Injektivität der Einschränkung. Andererseits
können wir jede Derivation D : A → M zu einer Derivation S−1A → M aus-
dehnen durch die Vorschrift D(a/s) = s−1D(a)−s−2aD(s), wie der Leser leicht
nachrechnet. Genauer und mit der abkürzenden Notation a′ := D(a) folgt aus der
Gleichheit (a/s) = (b/t) im lokalisierten Ring alias aus der Existenz von r ∈ S
mit atr = bsr in A bereits die Gleichheit (a′s−as′)/s2 = (b′t− bt′)/t2 im lokali-
sierten Ring und sogar genauer inA die Gleichheit (a′s−as′)t2r2 = (b′t−bt′)s2r2.
Das zeigt die Surjektivität.

Definition 9.3.1.14. Gegeben eine k-Varietät X und ein Punkt x ∈ X liefert das
Auswerten bei x einen Ringhomomorphismus OX,x → k. Wollen wir besonders
betonen, daß wir k mit der durch diesen Homomorphismus gegebenen Struktur
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einesOX,x-Moduls versehen, so verwenden wir dafür die Notation kx und nennen
kx den Auswertungsmodul zu x. Wir erklären den Tangentialraum an X bei x
als den k-Vektorraum

TxX := Derk(OX,x, kx)

der k-linearen Derivationen des lokalen Rings in den Auswertungsmodul. Gege-
ben ein Morphismus ϕ : X → Y von Varietäten wird das Differential dxϕ von ϕ
an der Stelle x definiert als die durch das Vorschalten von ϕ] : OY,ϕ(x) → OX,x
erklärte k-lineare Abbildung

dxϕ : TxX → Tϕ(x)Y

Vorschau 9.3.1.15. Wir zeigen in 9.3.1.30, daß eine bepunktete Varietät (X, x)
genau dann glatt ist bei x, wenn gilt kdimxX = dim TxX .

Proposition 9.3.1.16 (Tangentialräume affiner Varietäten). Für jede bepunkte-
te affine k-Varietät (X, x) liefert die Restriktion unter O(X) → OX,x eine Bijek-
tion

TxX
∼→ Derk(O(X), kx)

Beweis. Das folgt aus der Ausdehnbarkeit von Derivationen auf Lokalisierungen
9.3.1.10 angewandt auf A = O(X), M = kx und S ⊂ O(X) die Menge aller
Funktionen, die bei x nicht verschwinden.

Beispiel 9.3.1.17 (Tangentialräume der Zahlengerade). Gegeben k = k̄ und
a ∈ k bildet die bei a ausgewertete Ableitung ∂ = ∂(a) : f 7→ f ′(a) eine k-Basis
des Tangentialraums Tak der k-Varietät k. Das folgt sofort aus der Beschreibung
des Tangentialraums affiner Varietäten 9.3.1.16 und der Beschreibung der Deri-
vationen auf Polynomringen 9.3.1.5. Wir nennen dies Element den kanonischen
Erzeuger

∂ = ∂(a) ∈ Tak

Ich setze hier die auszuwertende Stelle in Klammern, um Verwechslungen mit der
Notation ∂x für die partielle Ableitung nach einer Variable x zu vermeiden.

Beispiel 9.3.1.18. Gegeben k = k̄ und x ∈ kn bilden die bei x ausgewerteten
partiellen Ableitungen ∂1,(x), . . . , ∂n,(x) eine k-Basis von Txk

n. Das folgt sofort
aus der Beschreibung des Tangentialraums affiner Varietäten 9.3.1.16 und der Be-
schreibung der Derivationen auf Polynomringen in mehreren Variablen 9.3.1.9.

9.3.1.19 (Der Tangentialraum als Funktor). Gegeben Morphismen von Varie-
täten ϕ : X → Y und ψ : Y → Z sowie x ∈ X ein Punkt mit Bildern ϕ(x) = y
und ψ(y) = z haben wir offensichtlich

dyψ ◦ dxϕ = dx(ψ ◦ ϕ) : TxX → TzZ
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Sicher gilt auch dx idX = id : TxX → TxX . In anderen Worten erhalten wir so
einen Funktor von der Kategorie der bepunkteten Varietäten in die Kategorie der
Vektorräume. Hier verstehen wir unter einer bepunkteten Varietät eine Varietät
mit einem ausgezeichneten Punkt und unter einem Morphismus von bepunkteten
Varietäten einen Morphismus von Varietäten, der den ausgezeichneten Punkt auf
den ausgezeichneten Punkt abbildet.

9.3.1.20 (Differential offener Einbettungen). Jede offene Einbettung j : U ↪→
X liefert für alle x ∈ U einen Isomorphismus auf den lokalen Ringen OX,j(x)

∼→
OU,x und damit auch einen Isomorphismus auf den Tangentialräumen

dxj : TxU
∼→ Tj(x)X

9.3.1.21 (Differential abgeschlossener Einbettungen). Jede eine abgeschlosse-
ne Einbettung i : Z ↪→ X liefert für alle z ∈ Z eine Surjektion auf den lokalen
Ringen i] : OX,i(z) � OZ,z und damit eine Injektion auf den Tangentialräumen

dzi : TzZ ↪→ Ti(z)X

Insbesondere sind unsere Tangentialräume von Varietäten stets endlichdimensio-
nal. Ist X affin und sind Funktionen fν ∈ O(X) gegeben, die das Verschwin-
dungsideal ker i] von Z bei z erzeugen, so kann nach 9.3.1.6 das Bild von dzi
beschrieben werden als der Schnitt der Kerne der Differentiale di(z)fν : Ti(z)X →
T0k unserer lokalen Erzeuger.

9.3.1.22 (Tangentialräume von Untervarietäten). Gegeben z ∈ Z ⊂ X eine
Varietät mit einer lokal abgeschlossenen Teilmenge und einem ausgezeichneten
Punkt derselben identifizieren wir häufig den Tangentialraum TzZ an die Un-
tervarietät Z implizit mit seinem Bild unter dem Differential dzι der Einbettung
ι : Z ↪→ X , das ja in diesem Fall nach 9.3.1.21 und 9.3.1.20 stets eine Injektion
ist, und verwenden die abkürzende Notation

TzZ ⊂ TzX

für den Teilraum, der genau genommen dzι(TzZ) zu notieren wäre.

Proposition 9.3.1.23 (Tangentialraum eines Produkts). Der Tangentialraum-
funktor ist verträglich mit endlichen Produkten.

9.3.1.24. Die Differentiale der Projektionen induzieren in anderen Worten stets
einen Isomorphismus von Vektorräumen

(d(x,y) prX , d(x,y) prY ) : T(x,y)(X × Y )
∼→ TxX × TyY

Die Umkehrabbildung ist dann (v, w) 7→ dx(idX , y)(v) + dy(x, idY )(w) mit der
Notation y = emy finX für die konstante Abbildung X → Y , die jeden Punkt
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auf y abbildet, und ebenso für die konstante Abbildung x : Y → X . In der Tat
ist diese Abbildung linear und die Kettenregel zeigt, daß das Nachschalten des
Ismorphismus aus der Proposition alle Elemente der Gestalt (v, 0) oder (0, w) auf
sich selber abbildet.

Beweis. Es reicht, das für affine Varietäten zu zeigen. In diesem Fall folgt es aus
der Verträglichkeit von Derivationen mit Koprodukten 9.3.1.7.

Beispiel 9.3.1.25. Gegeben k = k̄ und x ∈ kn bilden die bei x ausgewerteten par-
tiellen Ableitungen ∂1,x, . . . , ∂n,x eine k-Basis von Txk

n. Das folgt sofort aus der
Beschreibung der Derivationen auf Polynomringen 9.3.1.5 und der Verträglichkeit
des Tangentialraumfunktors mit endlichen Produkten.

9.3.1.26 (Tangentialräume affiner Räume). (k = k̄). Für jeden endlichdimen-
sionalen affinen Raum E über k und jeden Punkt p ∈ E erhalten wir einen Iso-
morphismus

D = Dp : ~E
∼→ TpE

durch die Vorschrift, daß wir zu einem Richtungsvektor ~v ∈ ~E den Morphismus
k → E, t 7→ p + t~v bilden und unserem Richtungsvektor ~v das Bild des kano-
nischen Basisvektors ∂ ∈ T0k unter dem Differential dieses Morphismus zuord-
nen. Um das zu sehen, mag man von der Bemerkung ausgehen, daß D sogar eine
Transformation von Funktoren von der Kategorie der endlichdimensionalen be-
punkteten affinen Räume in die Kategorie der Vektorräume ist. Beide Funktoren
sind dabei nun verträglich mit endlichen Produkten und alle Objekte der Aus-
gangskategorie sind isomorph zu endlichen Produkten von Kopien von (k, 0). Um
zu zeigen, daß unsere Transformation eine Isotransformation ist, können wir uns
also darauf zurückziehen, die Isomorphismeneigenschaft im Fall (E, p) = (k, 0)
zu zeigen, und in diesem Fall folgt sie direkt aus den Definitionen. Wir schreiben

D~v,p := Dp(~v)

und nennen diesen Tangentialvektor die Richtungsableitung in Richtung ~v an der
Stelle p. Die Umkehrabbildung unseres Isomorphismus D : ~E

∼→ TpE notieren
wir

richt = richtp : TpE
∼→ ~E

Etwas allgemeiner verwenden wir in der Situation p ∈ U ⊂◦ E dieselbe Notation
richt : TpU

∼→ ~E für den durch das Vorschalten des Differentials der Einbettung
entstehenden Isomorphismus. Weiter verwenden wir im Spezialfall eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V mit seiner natürlichen Struktur als affiner Raum
und für v ∈ U ⊂◦ V die Notation

richt = richtv : TvU
∼→ V
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auch für den Isomorphismus, den wir ganz pedantisch trans−1 ◦ richt notieren
müßten für trans : V

∼→ ~V unseren natürlichen Isomorphismus zwischen einem
Vektorraum und dem Richtungsraum des dazu gebildeten affinen Raums.

9.3.1.27 (Differential linearer Abbildungen). (k = k̄). Gegeben eine lineare
Abbildung f : V → W von endlichdimensionalen k-Vektorräumen kommutiert
stets das Diagramm

TvV

oricht
��

dvf // Tf(v)W

oricht
��

V
f //W

Salopp gesprochen ist also jede lineare Abbildung ihr eigenes Differential. Analog
ist salopp gesprochen das Differential jeder affinen Abbildung ihr linearer Anteil.

Lemma 9.3.1.28 (Derivationen als duale Differentiale). Gegeben ein Kring k
und ein k-Kring A und eine Spaltung A→ k des strukturierenden Homomorphis-
mus k → A und m := ker(A → k) ihr Kern induziert die Restriktion auf m ⊂ A
einen Isomorphismus

Derk(A, k)
∼→ Homk(m/m

2, k)

Vorschau 9.3.1.29. Die Aussage dieses Lemmas werden wir in 9.3.4.4 zu einer
Beschreibung beliebiger Derivationen durch den sogenannten „Modul der Diffe-
rentiale“ ausbauen, daher der Name des Lemmas.

Beweis. Gegeben eine Derivation ∂ und f, g ∈ m haben wir sicher ∂(fg) = 0
in k. Jede Derivation verschwindet also auf m2, folglich liefert unsere Vorschrift
zumindest eine Abbildung. Wegen A = k1⊕m und ∂(1) = 0 ist diese Abbildung
injektiv. Sei nun A→ m die zu unserer Zerlegung gehörige Projektion. Wenn wir
zeigen können, daß das Vorschalten der Komposition A→ m→ m/m2 aus jeder
k-linearen Abbildung ∂ : m/m2 → k eine Derivation D : A→ A/m macht, sind
wir fertig. Hier wird also D gegeben durch D(α+ f) = ∂f̄ für f ∈ m und α ∈ k
und f̄ ∈ m/m2 die Nebenklasse von f . Es gilt also für f, g ∈ m und α, β ∈ k zu
zeigen

D((f + α)(g + β)) = (f + α)D(g + β) + (g + β)D(f + α)

Das bedeutet umgeformt die Gleichheit ∂(αḡ + βf̄ + f̄ ḡ) = α∂ḡ + β∂f̄ und die
ist offensichtlich wegen ∂(f̄ ḡ) = 0.

9.3.1.30 (Dimension des Tangentialraums). Gegeben (X, x) eine bepunktete
Varietät und mx ⊂ OX,x der Kern des Auswertungshomomorphismus liefert die
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Beschreibung 9.3.1.28 von Derivationen als duale Differentiale einen Isomorphis-
mus von k-Vektorräumen

TxX
∼→ (mx/m

2
x)
∗

Insbesondere ist nach der oberen Abschätzung 7.7.3.20 für die Krulldimension lo-
kaler Kringe die Dimension des Tangentialraums stets mindestens so groß wie die
lokale Krulldimension unserer Varietät an der entsprechenden Stelle, in Formeln
dimk TxX ≥ kdimxX . Des weiteren ist Gleichheit nach der Definition 7.7.4.7
regulärer lokaler Kringe äquivalent zur Regularität des lokalen Rings OX,x alias
der Glattheit der Varietät X an der Stelle x.

Satz 9.3.1.31 (Differentielles Dominanzkriterium). Sei ϕ : X → Y ein Mor-
phismus von irreduziblen Varietäten. Ist für einen glatten Punkt x ∈ X das Dif-
ferential bei x eine Surjektion dxϕ : TxX � Tϕ(x)Y , so ist auch sein Bild ϕ(x)
glatt und der Morphismus ϕ dominant.

9.3.1.32. Den Spezialfall dieses Kriteriums für offene Teilmengen affiner Räume
haben wir bereits in 7.7.4.23 diskutiert.

Beweis. Wir bezeichnen mit k unseren Grundkörper und setzen y := ϕ(x). Nach
Annahme induziert der Komorphismus zu ϕ eine Injektion my/m

2
y ↪→ mx/m

2
x für

mx ⊂ OX,x sowie my ⊂ OY,y die maximalen Ideale. Gegeben g1, . . . , gr ∈ my

Repräsentanten einer k-Basis von my/m
2
y sind die gi◦ϕ ∈ OX,x algebraisch unab-

hängig über k nach 7.7.3.23. Also sind die gi bereits selbst algebraisch unabhängig
über k und wir folgern die Glattheit von Y bei y aus der Ungleichungskette

kdimY = trgrkM(Y ) ≥ r = dimk TyY ≥ kdimY

Nun folgt mit 7.7.4.9 weiter, daß ϕ eine Injektion grmy OY,y ↪→ grmx OX,x der as-
sozierten graduierten Ringe induziert. Da unsere Filtrierungen ausschöpfend und
nach dem Durchschnittssatz 7.4.6.14 auch Hausdorff sind, folgt mit 7.7.1.16 die
Injektivität OY,y ↪→ OX,x des Komorphismus und ϕ ist in der Tat dominant.

Übungen

Übung 9.3.1.33 (Derivationen als Kringhomomorphismen). Gegeben ein Kring
A und einA-ModulM wird die abelsche GruppeA×M zu einem Kring, wenn wir
ihre Multiplikation erklären durch (a,m)(b, n) := (ab, an+bm). Ist k ein weiterer
Kring und A ein k-Kring, so liefert das Nachschalten von pr2 eine Bijektion

{ϕ ∈ Kringk(A,A×M) | pr1 ◦ϕ = idA}
∼→ Derk(A,M)
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Übung 9.3.1.34 (Verträglichkeit von Derivationen mit Kolimites). Gegeben ein
Kring k und ein Köcher I und ein System Ai ∈ Car(I,Kringk) von k-Kringen
existiert nach 17.7.1.42 stets der Kolimes A := coli∈I Ai. Man zeige, daß für
jeden A-Modul M die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

Derk(A,M)
∼→ limi∈I Derk(Ai,M)

ist. Hinweis: Man verwende 9.3.1.33 und die Bijektionen

{ϕ : Ai → Ai ×M | pr1 ◦ϕ = id} ∼→ {ψ : Ai → A×M) | pr1 ◦ψ = ini}

zwischen den jeweiligen Mengen von Homomorphismen von k-Kringen.
Übung 9.3.1.35. Man zeige, daß der Tangentialraum der Neil’schen Parabel an
der singulären Stelle zweidimensional ist. Man zeige allgemeiner, daß der Tan-
gentialraum einer ebenen Kurve an jeder singulären Stelle zweidimensional ist.
Übung 9.3.1.36. Man zeige, daß für x ∈ U ⊂◦ k und f ∈ O(U) ⊂ k(T ) gilt
dxf : ∂ 7→ f ′(x)∂ für ∂ ∈ TxU beziehungsweise ∂ ∈ Tf(x)k die kanonischen
Erzeuger aus 9.3.1.17. Hier ist f ′ zu verstehen wie in 9.3.1.12.
Übung 9.3.1.37 (Differential und Jacobi-Matrix). (k = k̄). Gegeben p ∈ U ⊂◦
kn und V ⊂◦ km und ein Morphismus ϕ : U → V zeige man die Kommutativität
des Diagramms

TpU

oricht
��

dpϕ // Tϕ(p)V

oricht
��

kn
J // km

für J die durch die Jacobi-Matrix
(
(∂i(prj ϕ))(p)

)
ij

gegebene lineare Abbildung.

Übung 9.3.1.38 (Differential bilinearer Abbildungen). (k = k̄). Seien V,W,L
endlichdimensionale k-Vektorräume. Man zeige für das Differential einer bilinea-
ren Abbildung b : V ×W → L bei p := (x, y) die Kommutativität des Diagramms

TxV × TyW

oricht× richt
��

∼ // Tp(V ×W )
dpϕ // Tϕ(p)L

oricht
��

V ×W (v,w) 7→ b(v,y)+b(x,w) // L

Übung 9.3.1.39 (Tangentialräume projektiver Räume). (k = k̄). Seien V ein
endlichdimensionaler k-Vektorraum und π : V \0 � PV die Projektion und v ∈
V \0. So erhalten wir eine kurze exakte Sequenz

〈v〉 ↪→ TvV
dvπ
� T〈v〉PV

mit der Einbettung 〈v〉 ↪→ V der von v erzeugten Gerade gefolgt von der Identifi-
kation richt−1 : V

∼→ TvV als erster Abbildung.
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Übung 9.3.1.40 (Operation auf dem Fixpunkttangentialraum im affinen Fall).
Gegeben G%X eine affine algebraische Varietät mit der Operation eines affinen
algebraischen Monoids und ein Fixpunkt x ∈ X der Operation ist die induzier-
te Darstellung von G auf dem Tangentialraum TxX algebraisch. Hinweis: Man
gehe aus von der Algebraizität der Rechtsdarstellung von G auf O(X). Ohne Af-
finitätsannahmen geben wir einen Beweis in 9.3.11.11.

9.3.2 Liealgebren und Vektorfelder
Definition 9.3.2.1. Eine Lie-Algebra über einem Körper k ist ein k-Vektorraum
g mitsamt einer k-bilinearen Abbildung, der Lie-Klammer

g× g → g
(x, y) 7→ [x, y]

derart, daß die beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind:

Antisymmetrie: [x, x] = 0 ∀x ∈ g;

Jacobi-Identität:
[
x, [y, z]

]
+
[
z, [x, y]

]
+
[
y, [z, x]

]
= 0 ∀x, y, z ∈ g.

9.3.2.2. Unsere Bedingung [x, x] = 0 ∀x impliziert, wie in 3.6.3.2 ausgeführt,
bereits die Identität [x, y] = −[y, x] ∀x, y. Im Fall eines Grundkörpers einer von
zwei verschiedenen Charakteristik impliziert umgekehrt [x, x] = −[x, x] auch
[x, x] = 0.

Beispiel 9.3.2.3. Ist A eine assoziative Algebra unter der Verknüpfung (x, y) 7→
x · y, so wird A eine Lie-Algebra AL unter der Verknüpfung

(x, y) 7→ [x, y] := x · y − y · x

Das rechnet man leicht nach. Man nennt deshalb die Lie-Klammer auch im all-
gemeinen oft den Kommutator. Faßt man EndV beziehungsweise Mat(n; k) in
dieser Weise als Lie-Algebren auf, so bezeichnet man sie meist mit gl(V ) bezie-
hungsweise gl(n; k) für general linear Lie algebra.

9.3.2.4. Sei k ein Körper. Gegeben eine nicht notwendig assoziative k-Algebra
(A, ·) heißt eine lineare Abbildung D : A → A eine Derivation, wenn sie die
Leibniz-Regel D(a · b) = (Da) · b + a · (Db) für alle a, b ∈ A erfüllt. Wir
bezeichnen mit

Derk A ⊂ Endk A

den Untervektorraum der Derivationen von A. Man prüft leicht, daß die Deriva-
tionen einer Algebra A eine Unteralgebra der Lie-Algebra gl(A) der Endomor-
phismen des k-Vektorraums A bilden. Man prüft leicht, daß unsere Derivationen
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hier im Fall einer Kringalgebra A mit den A-wertigen k-linearen Derivationen
auf A aus 9.3.1.1 zusammenfallen, die wir auch dort schon Derk A notiert hatten.
Noch allgemeiner mag man Derivationen mit Werten in einem A-Bimodul über k
einführen, aber alles zu seiner Zeit.
Ergänzung 9.3.2.5. Im Fall char k = p > 0 gilt D ∈ Derk A ⇒ Dp ∈ Derk A,
denn wir haben ganz allgemein

Dn(ab) =
n∑
i=0

(
n

i

)
(Dia)(Dn−ib)

9.3.2.6. Unter einem Vektorfeld auf einer Varietät X verstehen wir ähnlich wie
in 22.3.4.6 eine Vorschrift ξ, die jedem Punkt x ∈ X einen Tangentialvektor
ξx ∈ TxX zuordnet. So ein Vektorfeld induziert für alle U ⊂◦ X eine Abbildung
ξ : OX(U)→ Ens(U, k) gegeben durch (ξf)(x) := ξx(f). Unser Vektorfeld heißt
algebraisch, wenn für alle U ⊂◦ X gilt f ∈ OX(U)⇒ ξf ∈ OX(U). Die Menge
der algebraischen Vektorfelder auf X notieren wir

T (X)

9.3.2.7 (Algebraische Vektorfelder als Derivationen). Gegeben eine affine k-
Varietät X erhalten wir einen Isomorphismus

DerkO(X)
∼→ T (X)

zwischen dem Raum der Derivationen ihres Rings von regulären Funktionen und
dem Raum ihrer algebraischen Vektorfelder durch die Abbildungsvorschrift D 7→
(x 7→ qr(δx ◦ D)), wobei δx : O(X) → kx das Auswerten bei x meint und
qr : Derk(O(X), kx)

∼→ Derk(OX,x, kx) das Ausdehnen von Derivationen auf
die Lokalisierung nach 9.3.1.10. In der Tat ist unsere Abbildung offensichtlich in-
jektiv, weil eine Funktion eben durch ihre Werte an allen Stellen festgelegt wird,
und ebenso offensichtlich surjektiv. Dieser Isomorphismus scheint mir derart ka-
nonisch, daß ich ihn sprachlich und in der Notation meist als eine Gleichheit be-
handeln werde.
Beispiel 9.3.2.8. (k = k̄). Ein Vektorfeld ξ auf U ⊂◦ kn ist offensichtlich genau
dann algebraisch, wenn es f1, . . . , fn ∈ O(U) gibt mit ξ = f1∂1 + . . .+ fn∂n.
9.3.2.9 (Liealgebra der algebraischen Vektorfelder). Gegeben eine Varietät X
und algebraische Vektorfelder ξ, ζ ∈ T (X) liefert für alle U ⊂◦ X das Bilden des
Kommutators eine Abbildung [ξ, ζ]U : OX(U) → OX(U). Diese Abbildungen
gehören nach 9.3.2.7 für affines U zu DerkOX(U) und für V ⊂◦ U gilt offen-
sichtlich resVU ◦[ξ, ζ]U = [ξ, ζ]V ◦ resVU . Daraus folgt, daß unsere [ξ, ζ]U zu einem
wohlbestimmten algebraischen Vektorfeld [ξ, ζ] ∈ T (X) verkleben und daß der
Raum T (X) der algebraischen Vektorfelder aufX mit dieser Lieklammer zu einer
Liealgebra wird.



1424 KAPITEL 9. AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

Definition 9.3.2.10. Sei ϕ : X → Y ein Morphismus von Varietäten. Vektorfelder
ξ auf X und ζ auf Y heißen ϕ-verwandt und wir schreiben ϕ : ξ ; ζ , wenn für
alle x ∈ X gilt

dxϕ : ξx 7→ ζϕ(x)

Beispiel 9.3.2.11. Hat ein Morphismus ϕ : X → Y die Eigenschaft, daß sein
Differential für jeden Punkt ein Isomorphismus dxϕ : TxX

∼→ Tϕ(x)Y ist, so
gibt es für jedes Vektorfeld ζ auf Y genau ein Vektorfeld ξ auf X mit ϕ : ξ ;

ζ . Ist ϕ eine offene Einbettung von Varietäten, so ist dies Vektorfeld auf X die
Einschänkung ξ = ζ|X und ist offensichtlich algebraisch, wenn ζ algebraisch ist.

Proposition 9.3.2.12 (Verwandtschaft und Lieklammer). Verwandte algebrai-
sche Vektorfelder haben verwandte Lieklammern.

Beweis. Ist also in Formeln ϕ : X → Y ein Morphismus von Varietäten und sind
ξ, ξ′ algebraische Vektorfelder auf X und ζ, ζ ′ algebraische Vektorfelder auf Y
und gilt ϕ : ξ ; ζ und ϕ : ξ′ ; ζ ′, so gilt es ϕ : [ξ, ξ′] ; [ζ, ζ ′] zu zeigen. Ist ϕ
eine offene Einbettung, so folgt diese Verträglichkeit direkt aus den Definitionen.
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir deshalb von nun an für den
Beweis unsere Varietäten affin annehmen. Genau dann gilt ϕ : ξ ; ζ , wenn für
beliebige reguläre Funktionen f ∈ O(X) und g ∈ O(Y ) mit ϕ : f ; g alias
f = g ◦ ϕ gilt ξf ; ζg alias ξ(g ◦ ϕ) = (ζg) ◦ ϕ. In noch anderen Worten
bedeutet das das Kommutieren des Diagramms

O(Y )
ζ //

◦ϕ
��

O(Y )

◦ϕ
��

O(X)
ξ // O(X)

Daraus folgt unsere Behauptung unmittelbar.

Definition 9.3.2.13. Gegeben ein algebraisches Monoid G erklärt man die Lieal-
gebra seiner linksinvarianten Vektorfelder durch die Vorschrift

L̀ıeG := {ξ ∈ T (G) | (g·) : ξ ; ξ für alle g ∈ G}

Die Verträglichkeit der Lieklammer mit Verwandtschaft 9.3.2.12 zeigt, daß das in
der Tat eine Lieunteralgebra von T (G) ist. Analog erklären wir die Liealgebra
der rechtsinvarianten Vektorfelder ĹıeG.

Beispiel 9.3.2.14. Gegeben ein affines algebraisches Monoid G liefert die Inter-
pretation 9.3.2.7 algebraischer Vektorfelder als Derivationen einen Isomorphis-
mus von Liealgebren

L̀ıeG
∼→ {D ∈ DerkO(G) | D ◦ λg = λg ◦D ∀g ∈ G}
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Hier verwenden wir die Notation λgf = λ(g)f := f ◦ (g·) für die Linksverschie-
bung von Funktionen f ∈ O(G).

Satz 9.3.2.15 (Invariante Vektorfelder auf algebraischen Monoiden). Gegeben
ein algebraisches Monoid G liefert das Auswerten ξ 7→ ξe eines linksinvarianten
Vektorfelds am neutralen Element einen Vektorraumisomorphismus

L̀ıeG
∼→ TeG

9.3.2.16. Wir notieren die inverse Abbildung zu unserem Isomorphismus im Satz
v 7→ v̀. Analog liefert auch das Auswerten ζ 7→ ζe eines rechtsinvarianten Vektor-
felds am neutralen Element einen Vektorraumisomorphismus ĹıeG

∼→ TeG. Wir
notieren die inverse Abbildung in diesem Fall v 7→ v́.

Beweis im affinen Fall. Die Abbildung ist sicher injektiv, denn für jedes linksin-
variante Vektorfeld ξ gilt ξx = (de(x·))ξe. Es bleibt nur zu zeigen, daß für alle
v ∈ TeG das durch die Vorschrift

v̀x := (de(x·))v

aufG definierte Vektorfeld algebraisch ist. WennG affin ist, reicht es ja zu zeigen,
daß gilt f ∈ O(G)⇒ v̀f ∈ O(G). Mit ∆f =

∑
gi ⊗ fi haben wir nun f(xy) =∑

gi(x)fi(y) und folglich f ◦ (x·) =
∑
gi(x)fi und

(v̀f)(x) = v̀xf = v(f ◦ (x·)) =
∑

gi(x)v(fi)

und das ist offensichtlich wieder eine reguläre Funktion.

Beweis im Allgemeinen. Das folgt sofort aus Satz 9.3.2.33 über infinitesimale Ope-
rationen, dessen Beweis jedoch Resultate voraussetzt, die uns erst das Studium der
Differentiale zur Verfügung stellen wird. Genauer benötigen wir für diesen Be-
weis, daß jede Varietät eine offene dichte Teilmenge aus glatten Punkten besitzt
und daß sich jeder Tangentialvektor an einem glatten Punkt zu einem algebrai-
schen Vektorfeld in einer offenen Umgebung unseres Punktes fortsetzen läßt.

Definition 9.3.2.17. Die Liealgebra LieG eines algebraischen Monoids G er-
klären wir als den Tangentialraum beim neutralen Element

LieG := TeG

mit derjenigen Struktur einer Liealgebra, für die der Isomorphismus mit der Lie-
algebra der linksinvarianten Vektorfelder ein Isomorphismus von Liealgebren ist.
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9.3.2.18. Offensichtlich liefert für jedes algebraische Monoid G das Auswerten
am neutralen Element einen Liealgebrenisomorphismus ĹıeG

∼→ Lie(Gopp). Auf
die Beziehung zwischen den beiden Lieklammern auf TeG durch linksinvariante
und rechtsinvariante Vektorfelder kommen wir in 9.3.2.31 zurück. Sie unterschei-
den sich um ein Vorzeichen.

Satz 9.3.2.19 (Differential eines Monoidhomomorphismus). Gegeben ein Ho-
momorphismus ϕ : G → H von algebraischen Monoiden ist sein Differential
beim neutralen Element ein Homomorphismus von Liealgebren

dϕ := deϕ : LieG→ LieH

Beweis. Linksinvariante Vektorfelder ξ auf G und ζ auf H mit deϕ : ξe 7→ ζe sind
offensichtlich ϕ-verwandt, in Formeln ϕ : ξ ; ζ . Damit folgt die Behauptung aus
unserer Erkenntnis 9.3.2.12, daß verwandte Vektorfelder verwandte Lieklammern
haben.

9.3.2.20. Bisher haben wir Tangentialvektoren meist mit v bezeichnet und Varie-
täten gerne mit X . Wenn aber Liealgebren auf Vektorräumen operieren, bezeich-
nen wir mit v lieber die Elemente dieser Vektorräume und mit X die Elemente
unsere Liealgebren.

9.3.2.21 (Ableiten algebraischer Darstellungen). Gegeben eine endlichdimen-
sionale algebraische Darstellung (V, ρ) eines algebraischen Monoids G und Ele-
mente X ∈ LieG sowie v ∈ V erklären wir ein Element X ·ρ v = Xv ∈ V durch
die Vorschrift

Xv := richt
(
(de(·v))(X)

)
Wir nehmen also in Worten von der Abbildung (·v) : G → V gegeben durch
g 7→ ρ(g)(v) = gv das Differential beim neutralen Element, werten es aus bei
X ∈ TeG und wenden auf das Ergebnis richt : TvV

∼→ V an. Es ist klar, daß für
jeden Homomorphismus A : V → W von endlichdimensionalen algebraischen
Darstellungen gilt

A(Xv) = X(Av) ∀X ∈ LieG, v ∈ V

Insbesondere erhalten wir auch im Fall nicht notwendig endlichdimensionaler
Darstellungen ein wohldefiniertes Xv, indem wir es in Bezug auf eine und jede
endlichdimensionale Unterdarstellung berechnen, die v enthält. Mit dem dadurch
erklärten Xv gilt dann auch für Homomorphismen A : V → W von beliebigen
algebraischen Darstellungen weiter A(Xv) = X(Av) ∀X ∈ LieG, v ∈ V .

9.3.2.22. Seien etwas allgemeiner ϕ : G → H ein Homomorphismus von Mo-
noiden. Unter einem Homomorphismus von Darstellungen über ϕ verstehen
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wir eine lineare Abbildung A : V → W von einer G-Darstellung V in eine H-
Darstellung W mit

A(gv) = ϕ(g)(Av) ∀g ∈ G, v ∈ V

9.3.2.23. Gegeben ein Homomorphismus ϕ : G → H von algebraischen Monoi-
den und darüber ein Homomorphismus A : V → W von algebraischen Darstel-
lungen finden wir für die abgeleiteten Darstellungen unmittelbar

A(Xv) = (dϕ(X))(Av) ∀X ∈ LieG, v ∈ V

Lemma 9.3.2.24 (Ableitung der rechtsregulären Darstellung). Gegeben ein al-
gebraisches MonoidG und seine rechtsreguläre DarstellungO(G) mit der Opera-
tion durch Rechtsverschiebung

(
ρ(g)f

)
(x) := f(xg) gilt für jedes linksinvariante

Vektorfeld ξ ∈ T (G) mit Wert ξe ∈ LieG beim neutralen Element und jedes
f ∈ O(G) die Identität

ξf = ξe ·ρ f

9.3.2.25. In Worten erhalten wir also dasselbe Ergebnis, ob wir einen Tangential-
vektor im neutralen Element zu einem linksinvarianten Vektorfeld fortsetzen und
das auf eine Funktion loslassen oder aber dieselbe Funktion als eine Vektor der
rechtsregulären Darstellung verstehen und darauf den fraglichen Tangentialvektor
als Element der Liealgebra im Sinne der Ableitung von Darstellungen operieren
lassen.

Beweis. Wir schreiben ∆f =
∑
gi ⊗ hi. Es gilt also f(xy) =

∑n
i=1 gi(x)hi(y)

und ρ(y)f =
∑
hi(y)gi und λ(x)f =

∑
gi(x)hi. So ergibt sich

(ξf)(x) = (λ(x)ξf)(e) = (ξλ(x)f)(e) = ξe(λ(x)f) =
∑

gi(x)(ξehi)

und ξf =
∑

(ξehi)gi. Andererseits ergibt sich das Differential von y 7→ ρ(y)f am
neutralen Element gefolgt von richt ebenso zu

∑
(ξehi)gi, denn y 7→ ρ(y)f ist

die Verknüpfung von h : G→ kn, y 7→ (h1(y), . . . , hn(y)) mit einer linearen Ab-
bildung A : kn → W für W := 〈g1, . . . , gn〉 ⊂ O(G) ein endlichdimensionaler
unter ρ(G) stabiler Teilraum und so folgt

richt de(A ◦ h) ξe = A richt de(h) ξe = A(ξeh1, . . . , ξehn)

9.3.2.26. Eine Darstellung einer Liealgebra g ist ein Paar (V, ρ) aus einem Vek-
torraum V übr demselben Grundkörper wie unsere Liealgebra und einem Homo-
morphismus ρ : g → gl(V ) von Liealgebren. Wir schreiben in diesem Kontext
meist abkürzend

Xv = X ·ρ v := (ρ(X))(v)

Genau dann gehört eine bilineare Abbildung g×V → V zu einer Darstellung von
Liealgebren, wenn gilt X(Y v)− Y (Xv) = [X, Y ]v für alle X, Y ∈ g, v ∈ V .
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9.3.2.27. Ein Homomorphismus von Darstellungen einer Liealgebra g ist eine
lineare Abbildung A : V → W mit A(Xv) = X(Av) für alle v ∈ V und X ∈ g.

Proposition 9.3.2.28 (Ableitung einer algebraischen Darstellung). Gegeben ei-
ne algebraische Darstellung V eines algebraischen Monoids G gilt

X(Y v)− Y (Xv) = [X, Y ]v ∀X, Y ∈ LieG, v ∈ V

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei V endlichdimensional. Wie
wir bei der Diskussion der Jordanzerlegung gezeigt hatten, läßt sich dann V als
Unterdarstellung in eine direkte Summe endlich vieler Kopien der rechtsregulären
Darstellung einbetten. Damit folgt die Proposition aus der Beschreibung 9.3.2.24
der Ableitung der rechtsregulären Darstellung und der Verträglichkeit der Ablei-
tung von Darstellungen mit Homomorphismen 9.3.2.21.

9.3.2.29. Ist ϕ : g → h ein Homomorphismus von Liealgebren und V eine Dar-
stellung von g und W eine Darstellung von h, so verstehen wir unter einem Ho-
momorphismus von Darstellungen über ϕ eine lineare Abbildung A : V → W
mit

A(Xv) = ϕ(X)(Av) ∀X ∈ g, v ∈ V

Insbesondere ist nach 9.3.2.23 jeder Homomorphismus von algebraischen Dar-
stellungen über einem Homomorphismus von algebraischen Monoiden auch ein
Homomorphismus der abgeleiteten Darstellungen über dem zugehörigen Liealge-
brenhomomorphismus.

Lemma 9.3.2.30 (Liealgebra des allgemeinen linearen Monoids). Für das al-
gebraische Monoid EndV liefert richt : Te(EndV )

∼→ EndV einen Liealge-
brenisomorphismus

richt : Lie(EndV )
∼→ gl(V )

Beweis. In diesem Fall ist (·v) : EndV → V für jedes feste v ∈ V eine lineare
Abbildung, folglich gilt richt de(·v)X = (·v) richtX .

9.3.2.31 (Rechtsinvariante versus linksinvariante Vektorfelder). Gegeben eine
endlichdimensionale algebraische Darstellung (V, ρ) eines algebraischen Mono-
ids G wird der Dualraum eine algebraische Darstellung des opponierten Monoids
Gopp durch die Vorschrift

(g◦α)(v) := α(gv) ∀α ∈ V ∗, g ∈ G, v ∈ V

Für die abgeleitete Darstellung von X ∈ TeG folgt (X◦α)(v) = α(Xv) mit der
NotationX◦ fürX ∈ TeG aufgefaßt als Element von Lie(Gopp). GegebenX, Y ∈
LieG folgt aus X◦(Y ◦α)−Y ◦(X◦α) = [X◦, Y ◦]α durch Anwenden auf v mithin
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([Y,X]◦α)(v) = α
(
[Y,X]v

)
= α

(
Y (Xv) −X(Y v)

)
= ([X◦, Y ◦]α)(v). Da wir

hier für α auch jedes Element der linksregulären Darstellung nehmen können,
wenn wir von V := 〈Goppα〉∗ ausgehen, folgt schließlich

[X◦, Y ◦] = −[X, Y ]◦

Satz 9.3.2.32 (Vektorfelder auf affinen algebraischen Gruppen). Gegeben eine
affine algebraische Gruppe G liefert das Multiplizieren regulärer Funktionen mit
linksinvarianten Vektorfeldern einen Isomorphismus

O(G)⊗k L̀ıeG
∼→ DerkO(G)

Beweis. Wir beginnen mit dem Isomorphismus L̀ıeG
∼→ TeG aus 9.3.2.15 und

entwickeln eine explizite Formel für die mit seiner Hilfe entstehende Abbildung

O(G)⊗k TeG→ DerkO(G)

Ist (wα) eine Basis von TeG, so wird unsere Abbildung gegeben durch die Vor-
schrift

∑
α fα ⊗ wα 7→ D mit Dz =

∑
α fα(z)(de(z·)wα). Gegeben eine Deriva-

tion D ∈ DerkO(G) werden andererseits Funktionen fα : G → k durch diese
Gleichungen festgelegt, da wir im Gruppenfall sind und folglich die Differentiale
der Linksmultiplikationen Isomorphismen de(z·) : TeG

∼→ TzG sind. Wir haben
gewonnen, wenn wir zeigen können, daß unsere Funktionen fα regulär sind. Für
alle h ∈ O(G) und z ∈ G haben wir aber∑

α fα(z)wα(h) = (dz(z
−1·)Dz)(h)

= Dz(λ(z)h)

= δzD(λ(z)h)

= δzD(
∑

i li(z)gi)

=
∑

i li(z)(Dgi)(z)

für ∆(h) =
∑

i li⊗gi. Nun finden wir sicher reguläre Funktionen hβ ∈ O(G) mit
wα(hβ) = δαβ . Setzen wir dann oben h = hβ ein, so folgt, daß fβ regulär gewesen
sein muß.

Satz* 9.3.2.33 (Infinitesimale Operation). Gegeben G%X ein Varietät mit der
Operation eines algebraischen Monoids und ein Tangentialvektor ξe ∈ TeG ist
das Vektorfeld auf X gegeben durch x 7→ de(·x)(ξe) algebraisch.

Beweis. Nach 9.2.2.12 bilden die Einheiten von G eine offene Umgebung des
neutralen Elements, folglich dürfen wir annehmen, daßG eine algebraische Grup-
pe ist. Nach 9.3.4.17 können wir ξe zu einem algebraischen Vektorfeld ξ auf ei-
ner offenen Umgebung U ⊂◦ G des neutralen Elements fortsetzen. Nach 9.3.2.37
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können wir dazu das algebraische Vektorfeld (ξ, 0) auf U × X bilden. Dessen
Vorwärtsverwandter uner dem Isomorphismus von Varietäten U × X ∼→ U × X
gegeben durch (g, x) 7→ (g, gx) ist dann auch ein algebraisches Vektorfeld ζ auf
U ×X . Dessen Projektionsrestriktion prese×Xζ ist nach 9.3.2.38 mithin auch al-
gebraisch. Man prüft nun leicht, daß es mit dem im Satz beschriebenen Vektorfeld
zusammenfällt.

Übungen

Übung 9.3.2.34. (k = k̄). Gegeben endlichdimensionale k-Vektorräume V,W
und eine bilineare Abbildung ϕ : V × V → W betrachten wir die algebraische
Gruppe O(ϕ) := {g ∈ GL(V ) | ϕ(gv, gw) = ϕ(v, w) ∀v, w ∈ V }. Man zeige,
daß die offensichtliche Abbildung eine Inklusion

Lie O(ϕ) ↪→ {X ∈ EndV | ϕ(Xv,w) + ϕ(v,Xw) = 0 ∀v, w ∈ V }

induziert. In vielen Fällen werden wir zeigen können, daß diese Inklusion sogar
ein Isomorphismus ist. Daß das nicht immer gilt, zeigt der Fall ϕ : k× k → k der
Multiplikation in Charakteristik Zwei.

Übung 9.3.2.35. (k = k̄). Gegeben eine endlichdimensionale k-Algebra A zeige
man für die Liealgebra ihrer Automorphismengruppe Alg×k (A) ⊂ GL(A), daß
unter den üblichen Identifikationen gilt

Lie(Alg×k (A)) ⊂ Derk(A)

Man prüfe auch, daß das im Fall A = k[X]/〈Xp〉 mit char k = p > 0 eine echte
Inklusion ist. In 22.1.3.11 dürfen Sie als Übung zeigen, daß das im Fall k = C
stets eine Gleichheit ist. In 9.3.3.10 zeigen wir das allgemeiner für char k = 0.

Übung 9.3.2.36. Für jeden Automorphismus ϕ einer algebraischen Gruppe G ist
die Liealgebra der Gruppe der Fixpunkte enthalten in der Menge der Fixpunkte
des Differentials, in Formeln Lie(Gϕ) ⊂ (LieG)dϕ.

Übung 9.3.2.37 (Verträglichkeit von Vektorfeldern mit Produkten). Gegeben
k-Varietäten X und Y zeige man, daß es genau einen Homomorphismus(

T (X)⊗k O(Y )
)
⊕
(
O(X)⊗k T (Y )

)
→ T (X × Y )

gibt, der an allen Stellen (x, y) ∈ X×Y zu unserer Identifikation 9.3.1.24 spezia-
lisiert. Sind X und Y beide affin, so zeige man darüberhinaus, daß er ein Isomor-
phismus ist. Hinweis: Verträglichkeit von Derivationen mit Koprodukten 9.3.1.7.

Übung 9.3.2.38. Gegeben Varietäten X und Y und ein algebraisches Vektorfeld
v ∈ T (X × Y ) und ein Punkt y ∈ Y zeige man, daß x 7→ (d(x,y) prX)v(x,y)
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ein algebraisches Vektorfeld auf X ist. Hinweis: Man mag sich auf den affi-
nen Fall zurückziehen und den Isomorphismus 9.3.2.37 verwenden. Wir nennen
dies Vektorfeld auf X die Projektionsrestriktion von v längs y und notieren es
presX×y(v) ∈ T (X).
Übung 9.3.2.39. Gegeben eine Liealgebra g zeige man, daß die Abbildung ad :
g→ gl(g) gegeben durch ad : X 7→ [X, ] ein Homomorphismus von Liealgebren
ist, der in den Derivationen unserer Liealgebra landet.
Übung 9.3.2.40 (Final Vorwärtsverwandte algebraischer Vektorfelder). Seien
ein finaler Morphismus von Varietäten ϕ : X � Y und ein algebraisches Vektor-
feld A ∈ T (X) gegeben. Gibt es ein zu A verwandtes Vektorfeld B auf Y , so ist
auch B algebraisch.

9.3.3 Adjungierte Darstellung
Lemma 9.3.3.1 (Differential von Verknüpfung und Inversenbildung). Gege-
ben ein algebraisches Monoid G ist das Differential der Multiplikation die Addi-
tion. Genauer ist die Verknüpfung

TeG⊕ TeG
∼→ T(e,e)(G×G)

de(mult)−→ TeG

die Addition im Vektorraum TeG. Im Gruppenfall ist weiter das Differential des
Invertierens die Multiplikation mit (−1), in Formeln

de(inv) = (−1) : TeG→ TeG

Beweis. Unsere Verknüpfung ist linear und ihre Restriktion auf beide Summanden
ist das Differential der Identität, also die Identität. Das zeigt die erste Aussage. Die
Verknüpfung G→ G×G→ G von (inv, id) mit der Multiplikation ist konstant,
hat also Differential Null. Das zeigt die zweite Aussage.

Definition 9.3.3.2. Sei G eine algebraische Gruppe. Gegeben g ∈ G betrachten
wir den Homomorphismus int(g) = intg : G→ G, x 7→ gxg−1 und setzen

Ad(g) = Adg := de(intg) : TeG→ TeG

9.3.3.3. Auf diese Weise erhalten wir zu jeder affinen algebraischen Gruppe G
eine Darstellung, die adjungierte Darstellung

Ad : G→ GL(TeG)

Diese Darstellung ist algebraisch nach Übung 9.3.1.40 im affinen Fall und nach
9.3.11.11 im allgemeinen. Explizit wird im affinen Fall O(G) mithilfe der (int g)
eine algebraische Darstellung von G nach 9.1.4.6, darin ist I(1)/I(1)2 ein Sub-
quotient und nach 9.1.4.16 ebenfalls algebraisch, und TeG ist nach 9.3.1.28 iso-
morph zur Kontragradienten (I(1)/I(1)2)∗ dieser Darstellung.
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9.3.3.4 (Verträglichkeiten der adjungierten Darstellung). Gegeben eine Dar-
stellung (V, ρ) einer Gruppe G und ein Element g ∈ G ist die lineare Abbildung
ρ(g) : V → V stets ein Homomorphismus von Darstellungen über dem Gruppen-
homomorphismus intg : G→ G. In der Tat gilt für alle x ∈ G die Identität

ρ(g)ρ(x) = ρ(intgx)ρ(g)

Insbesondere ist ρ(g) nach 9.3.2.29 dann auch ein Homomorphismus der abgelei-
teten Darstellung über Adg alias ρ(g)(X ·ρv) = (AdgX) ·ρ (ρ(g)v) oder abgekürzt
notiert

g(Xv) = (AdgX)gv ∀X ∈ g, v ∈ V

9.3.3.5. Wenn wir die adjungierte Darstellung ableiten, erhalten wir eine Opera-
tion der Liealgebra unserer algebraischen Gruppe auf sich selber. Man notiert sie

ad : LieG→ gl(LieG)

Satz 9.3.3.6 (Lieklammer und adjungierte Darstellung). Für jede algebrai-
sche Gruppe G und alle X, Y ∈ LieG gilt

(adX)(Y ) = [X, Y ]

9.3.3.7. Das gilt fraglos auch für nicht notwendig affine algebraische Gruppen,
aber es ist mir nicht gelungen, in dieser Allgemeinheit einen Beweis vertretbarer
Länge auszuschreiben.

Beweis. Gegeben eine algebraische Darstellung V von G und ein Vektor v ∈ V
können wir unsere Verträglichkeiten der adjungierten Darstellung 9.3.3.4 um-
schreiben zur Identität

gXg−1v = (AdgX)v ∀g ∈ G,X ∈ LieG, v ∈ V

Halten wir X und v fest und nehmen V endlichdimensional an, so ist das eine
Gleichheit von Morphismen von Varietäten G → V . Diese Morphismen haben
dann notwendig auch dasselbe Differential am neutralen Element und durch Ein-
setzen von Y in dieses Differential und Nachschalten von richt ergibt sich die
Identität

Y Xv −XY v = (adYX)v ∀X, Y ∈ LieG, v ∈ V

Um im vorhergehenden das Differential auf der linken Seite zu brechnen, mag
man sie als Vernüpfung der diagonalen Einbettung G → G × G mit der Abbil-
dung (g, h) 7→ gXh−1v schreiben. Wie auch immer folgt [Y,X]v = (adYX)v für
alle Vektoren v aller algebraischen Darstellungen V vonG. Um [Y,X] = (adYX)
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zu zeigen, müssen wir also nur eine algebraische Darstellung finden, auf der ver-
schiedene Elemente der Liealgebra auch durch verschiedene Endomorphismen
operieren. Das leistet etwa jede Einbettung in die Automorphismengruppe ei-
nes endlichdimensionalen Vektorraums oder nach 9.3.2.24 auch die rechtsreguläre
Darstellung.

Zweiter Beweis. Sei ξ das linksinvariante Vektorfeld auf G mit ξe = X . Das
linksinvariante Vektorfeld ζ mit ζe = (Ad g)X entspricht dann der Derivation
f 7→ ρ(g−1)ξρ(g)f .

Beweis. Wir ziehen uns zunächst auf den Fall G = GL(V ) zurück, den wir dann
durch explizite Rechnung erledigen. Gegeben ein Homomorphismus ϕ : G→ H
von algebraischen Gruppen kommutiert sicher für alle g ∈ G das Diagramm

G

int g

��

ϕ // H

intϕ(g)
��

G
ϕ // H

und mithin auch das Diagramm

TeG
deϕ //

Ad g
��

TeH

Adϕ(g)
��

TeG
deϕ // TeH

In anderen Worten ist deϕ : TeG → TeH ein Homomorphismus von Darstellun-
gen über unserem Gruppenhomomorphismus. Nach 9.3.2.29 ist diese Abbildung
dann auch ein Homomorphismus der abgeleiteten Darstellungen über dem indu-
zierten Homomorphismus von Liealgebren, aus deϕ : X 7→ A und deϕ : Y 7→ B
folgt also (deϕ) : (adX)(Y ) 7→ (adA)(B). Andererseits folgt aus 9.3.2.19 auch
(deϕ) : [X, Y ] 7→ [A,B]. Ist speziell ϕ : G ↪→ GL(V ) eine abgeschlossene Ein-
bettung, so folgt der Satz fürG, sobald wir ihn für GL(V ) zeigen können. Sei also
V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und G = GL(V ) ⊂◦ EndV . Mithilfe
von 9.3.1.26 erhalten wir einen natürlichen Isomorphismus

richt : TeG
∼→ EndV

Er wird selten überhaupt notiert, aber hier notieren wir ihn ausnahmsweise durch
X 7→ X̄ . Ich behaupte, daß unter diesem Isomorphismus unser ad : TeG →
End TeG der Abbildung EndV → End(EndV ), A 7→ [A, ] entspricht, mit
[A,B] = AB −BA dem üblichen Kommutator im Endomorphismenring EndV .
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Für g ∈ G ist (int g) die Restriktion einer linearen Abbildung auf EndV und wir
erhalten somit für alle g ∈ G ein kommutatives Diagramm

TeG
∼ //

de(int g)=Ad g

��

EndV

��

3 A_

��
TeG

∼ // EndV 3 gAg−1

Wir notieren die rechte Vertikale meist auch Ad g : EndV → EndV , A 7→
gAg−1 und erhalten so Ad : G→ GL(EndV ). Um hinwiederum das Differential
dieser Abbildung zu berechnen, schreiben wir sie als Verknüpfung

G → G×G → GL(EndV )
g 7→ (g, g−1)

(x, y) 7→ (A 7→ xAy)

und bilden die zugehörigen Tangentialräume und Differentiale beim neutralen
Element und seinen Bildern. Das liefert die obere Horizontale im Diagramm

TeG //

&&MMMMMM T(1,1)(G×G) // Te GL(EndV )

o
��

TeG⊕ TeG

o
OO

��
//____ End(EndV )

Wir interessieren uns für die als Strichpfeile eingezeichneten Verknüpfungen. Der
schräge Strichelpfeil wird nach 9.3.3.1 gegeben durch X 7→ (X,−X). Der waa-
gerechte Strichelpfeil bildet offensichtlich (X, 0) auf (X̄·) ab und (0, Y ) auf (·Ȳ ).
Zusammen geht also X auf [X̄, ].

Satz 9.3.3.8 (Jordan-Zerlegung in Lie-Algebren algebraischer Monoide). 1.
Gegeben ein affines algebraisches Monoid G besitzt jedes Element X ∈
LieG genau eine Zerlegung X = Xs + Xn mit X̀s ∈ EndkO(G) diagona-
lisierbar, X̀n ∈ EndkO(G) lokal nilpotent und [Xs, Xn] = 0;

2. Gegeben ein Homomorphismus ϕ : G→ H von affinen algebraischen Mo-
noiden gilt dϕ(Xs) = (dϕ(X))s und dϕ(Xn) = (dϕ(X))n;

3. Für das Monoid G = End(V ) entspricht unter dem kanonischen Isomor-
phismus richt : LieG

∼→ EndV die absolute Jordan-Zerlegung der konkre-
ten Jordan-Zerlegung.

Beweis. Wir stützen uns auf das anschließende Lemma 9.3.3.9. Ist speziell A =
O(G) und X ∈ LieG eine linksinvariante Derivation, so wirkt X lokal endlich
nach 9.3.2.24 und wir erhalten unmittelbar die gewünschte Zerlegung in DerkO(G).
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Des weiteren sind wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung auch Xs und Xn links-
invariant und Teil 1 ist bewiesen. Teil 2 folgt aus dem kommutativen Diagramm

O(H) //

(dϕ)(X)

��

O(G)

X
��

O(H) // O(G)

mit der Funktorialität der Jordan-Zerlegung. Man muß nur beachten, daß dies Dia-
gramm bereits (dϕ)(X) als linksinvariantes Vektorfeld eindeutig festlegt. Teil 3
zeigt man analog wie die analoge Aussage zur Jordan-Zerlegung in affinen alge-
braischen Monoiden in 9.1.5.5 durch Einbettung von V in eine endliche direkte
Summe von Kopien der rechtsregulären Darstellung von G.

Lemma 9.3.3.9 (Jordan-Zerlegung von Derivationen). Seien k ein Körper und
(A, ∗) eine nicht notwendig assoziative k-Algebra und ∂ : A → A eine lokal
endliche Derivation und Aλ := Hau(∂;λ) der Hauptraum von ∂ zum Eigenwert
λ. So gilt

Aλ ∗ Aµ ⊂ Aλ+µ

Ist zusätzlichA die Summe seiner Haupträume, so sind auch der halbeinfache und
der nilpotente Anteil ∂s und ∂n von ∂ Derivationen von A.

Beweis. In der Tat gilt für λ, µ ∈ k und a, b ∈ A sicher

(∂ − (λ+ µ))(a ∗ b) = ((∂ − λ)a) ∗ b+ a ∗ ((∂ − µ)b)

Induktiv erhalten wir mühelos

(∂ − (λ+ µ))n(a ∗ b) =
n∑
i=0

(
n
i

)
(∂ − λ)i(a) ∗ (∂ − µ)n−i(b)

Aus a ∈ Aλ und b ∈ Aµ folgt damit a ∗ b ∈ Aλ+µ. Insbesondere erhalten wir so
∂s(a ∗ b) = (∂sa) ∗ b+ a ∗ (∂sb) und ∂s ist auch eine Derivation. Dasselbe folgt für
∂n = ∂ − ∂s.

9.3.3.10 (Automorphismen und Derivationen). Seien k = k̄ ein algebraisch
abgeschlossener Körper der Charakteristik char(k) = 0 und (A, ∗) eine endlich-
dimensionale k-Algebra und ∂ : A → A eine Derivation und Aλ := Hau(∂;λ)
der Hauptraum von ∂ zum Eigenwert λ und X ⊂ k die von den λ mit Aλ 6= 0 er-
zeugte additive Untergruppe. So trägt A eine X-Graduierung und unter der Äqui-
valenz 9.1.7.19 oder noch besser der Schmelzäquivalenz 9.1.7.20 entspricht sie
einer Operation der diagonalisierbaren Gruppe D(X) durch Algebrenautomor-
phismen und man sieht, daß ∂s im Bild von LieD(X) liegt. Andererseits, und erst
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hier brauchen wir char(k) = 0, liefert ∂n eine algebraisch Operation der additiven
Gruppe k durch Algebrenautomorphismen vermittels t 7→ exp(t∂n), vergleiche
24.2.4.3. Wir erkennen so, daß in unserem Fall und insbesondere unter der An-
nahme char(k) = 0 gilt

Lie(Alg×k (A)) = Derk(A)

In 9.3.2.35 hatten wir gesehen, daß ohne Einschränkungen an die Charakteristik
im allgemeinen nur die Inklusion ⊂ gilt.

Übungen

Übung 9.3.3.11. Gegeben eine affine algebraische Gruppe G und ein Element
g ∈ G betrachte man den Morphismus β : G→ G, h 7→ hgh−1g−1 und zeige die
Formel (deβ)(Y ) = Y − Adg(Y ) ∀Y ∈ LieG.

Übung 9.3.3.12. Gegeben algebraische Darstellungen V,W eines algebraischen
Monoids ist auch V ⊗W eine algebraische Darstellung mit der Operation g(v ⊗
w) = gv ⊗ gw. Das Differential dieser Darstellung wird beschrieben durch die
Formel

X(v ⊗ w) = Xv ⊗ w + v ⊗Xw ∀X ∈ LieG, v ∈ V,w ∈ W

Übung 9.3.3.13. Gegeben eine algebraische Darstellung V eines algebraischen
Monoids ist auch die äußere Algebra

∧
V mit der offensichtlichen Gruppenwir-

kung eine algebraische Darstellung. Das Differential dieser Darstellung wird be-
schrieben durch die Formel

X(v1 ∧ . . . ∧ vr) =
r∑
i=1

v1 ∧ . . . ∧Xvi ∧ . . . ∧ vr

Ergänzende Übung 9.3.3.14. Die Liealgebra eines Nomalteilers einer algebrai-
schen Gruppe ist ein Ideal in der Liealgebra der ursprünglichen Gruppe.

Übung 9.3.3.15. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Man zeige, daß die Fort-
setzung eines Elements der Liealgebra durch ein linksinvariantes Vektorfeld als
diagonalisierbare beziehungsweise nilpotente Derivation operiert genau dann, wenn
seine Fortsetzung durch ein rechtsinvariantes Vektorfeld diese Eigenschaft hat.
Mir ist nicht klar, ob dasselbe auch im Fall von Monoiden gilt.

Übung 9.3.3.16. Die Liealgebra einer unipotenten affinen algebraischen Gruppe
besteht aus nilpotenten Elementen. Die Liealgebra einer diagonalisierbaren affi-
nen algebraischen Gruppe besteht aus halbeinfachen Elementen.
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9.3.4 Differentiale und Kotangentialräume

Definition 9.3.4.1. Seien k ein Kring, A ein k-Kring, A⊗k A→ A die Multipli-
kation und I ihr Kern. Wir bezeichnen mit 〈I2〉 oder auch abkürzend I2 das von
allen Produkten von zwei Elementen von I erzeugte Ideal und setzen

ΩA/k := I/I2

und nennen diesen Raum den Modul der Differentiale von A über k. Er ist
in natürlicher Weise ein Modul über (A ⊗k A)/I und wird vermittels des durch
die Multiplikation gegebenen Isomorphismus (A ⊗k A)/I

∼→ A ein A-Modul.
Manchmal spricht man auch ausführlicher vom Modul der Kähler-Differentiale.
Ist k noethersch und A ringendlich über k oder auch nur A ⊗k A noethersch, so
ist der Modul der Differentiale endlich erzeugt.

9.3.4.2. Für die beiden Ringhomomorphismen A→ A⊗kA, die gegeben werden
durch a 7→ a ⊗ 1 und a 7→ 1 ⊗ a, ist die Verknüpfung mit der Multiplikation die
Identität auf A.

9.3.4.3. Der Kern I der Multiplikation A ⊗k A → A wird als Ideal erzeugt von
den Elementen a ⊗ 1 − 1 ⊗ a mit a ∈ A. Liegt in der Tat

∑
ai ⊗ bi in unserem

Kern, so gilt∑
ai ⊗ bi =

∑
ai ⊗ bi −

∑
1⊗ aibi =

∑
(ai ⊗ 1− 1⊗ ai)(1⊗ bi)

Satz 9.3.4.4 (Universelle Eigenschaft des Moduls der Differentiale). Seien k
ein Kring und A ein k-Kring. Die Abbildung d : A → ΩA/k gegeben durch die
Vorschrift a 7→ da := (a ⊗ 1 − 1 ⊗ a) + 〈I2〉 ist eine k-lineare Derivation im
Sinne von 9.3.1.1 und für alle A-Moduln M liefert das Vorschalten von d einen
Isomorphismus

HomA(ΩA/k,M)
∼→ Derk(A,M)

9.3.4.5. Unser Element da ∈ ΩA/k heißt das Differential von a. Nach 9.3.4.3
wird der Modul der Differentiale als A-Modul erzeugt von den Differentialen da
der Elemente a ∈ A. Manchmal verfeinern wir die Notation zu da = dA/ka.

9.3.4.6 (Derivationen und Differentiale). Im folgenden übersetzen wir verschie-
dene Eigenschaften von Derivationen in die Sprache der Differentiale. In der Spra-
che der Differentiale gelten viele Aussagen in größerer Allgemeinheit als in der
dualen Sprache der Derivationen. Die Sprache der Derivationen hinwiederum ist
zumindest meiner Anschauung besser zugänglich und spielt auch in den hier ge-
gebenen Beweisen eine wichtige Rolle.



1438 KAPITEL 9. AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

Beweis. Wir prüfen unschwer für alle a, b ∈ A die Identitäten d(ab) = ab ⊗ 1 −
1⊗ ab = (a⊗ 1− 1⊗ a)b+ a(b⊗ 1− 1⊗ b) = bda+ adb in ΩA/k. Das zeigt die
erste Aussage. Zum Beweis der Zweiten konstruieren wir eine inverse Abbildung.
Gegeben D ∈ Derk(A,M) betrachten wir die Abbildung D1 : A ⊗k A → M ,
a⊗b 7→ −aD(b). Sicher annulliertD1 alle Produkte (a⊗1−1⊗a)(b⊗1−1⊗b) =
ab⊗ 1 + 1⊗ ab− a⊗ b− b⊗ a und liefert nach 9.3.4.3 folglich eine Abbildung
D1 : ΩA/k → M . Diese Abbildung D1 muß A-linear sein, weil das bereits für
D1 : A ⊗k A → M gilt in Bezug auf die A-Operation auf A ⊗k A vermittels der
Multiplikation auf den ersten Faktor.

Beispiel 9.3.4.7 (Differentiale von Polynomringen). Gegeben ein Kring k ist
der Modul der Differentiale Ωk[T ]/k ein freier k[T ]-Modul mit Basis dT . In der
Tat folgt das mit der universellen Eigenschaft 9.3.4.4 leicht aus der Beschreibung
der k-linearen Derivationen des Polynomrings in 9.3.1.5, nach dem eine k-lineare
Derivation k[T ]→ M in einen k[T ]-Modul M festgelegt und festlegbar ist durch
das Bild m ∈ M der Variablen T und gegeben wird durch P 7→ P ′m. Gegeben
ein Polynom P ∈ k[T ] haben wir insbesondere für die universelle Derivation

dP = P ′dT

Wenn wir direkt von der Definition ausgehen, finden wir alternativ k[T1, T2]
∼→

k[T ]⊗k k[T ] mit T1 7→ T ⊗ 1 und T2 7→ 1⊗ T und darunter 〈T1 − T2〉
∼→ I und

〈(T1 − T2)2〉 ∼→ 〈I2〉 und sehen so auch ganz explizit ein weiteres Mal, daß dT
eine Basis des k[T ]-Moduls Ωk[T ]/k ist.

Beispiel 9.3.4.8 (Differentiale von Polynomringen in mehreren Veränderli-
chen). Gegeben ein Kring k ist der Modul der Differentiale Ωk[T1,...,Tn]/k ein freier
Modul über k[T1, . . . , Tn] mit Basis dT1, . . . , dTn. In der Tat folgt das mit der uni-
versellen Eigenschaft leicht aus der Beschreibung der k-linearen Derivationen des
Polynomrings in 9.3.1.9. Gegeben ein Polynom P haben wir dann

dP =
∂P

∂T1

dT1 + . . .+
∂P

∂Tn
dTn

Analog bilden auch für einen Polynomring in einer beliebigen Menge von Varia-
blen die Differentiale der Variablen eine Basis des Moduls der Differentiale.

9.3.4.9. Gegeben eine bepunktete k-Varietät (X, x) heißt der Dualraum T∗xX :=
Homk(TxX, k) des Tangentialraums anX bei x der Kotangentialraum anX bei
x. Ein Element des Kotangentialraums heißt auch ein Kovektor. Für mx ⊂ OX,x
der Kern des Auswertungshomomorphismus liefert das Transponieren unseres
Isomorphismus aus 9.3.1.30 einen ausgezeichneten Isomorphismus

T∗xX
∼→ mx/m

2
x
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Proposition 9.3.4.10 (Geometrische Halme des Moduls der Differentiale). Ge-
geben ein Kring k und ein k-Kring A und eine Spaltung A → k des strukturie-
renden Homomorphismus k → A und m := ker(A → k) ihr Kern induziert die
Abbildung f 7→ 1⊗ df einen Isomorphismus

m/m2 ∼→ k ⊗A ΩA/k

Beispiel 9.3.4.11 (Kotangentialraum durch Differentiale). Speziell erhalten wir
daraus als die Verknüpfung mit zwei weiteren natürlichen Isomorphismen unseren
Isomorphismus

Derk(A, k)
∼→ HomA(ΩA/k, k)

∼→ Homk(k ⊗A ΩA/k, k)
∼→ Homk(m/m

2, k)

aus 9.3.1.28. Im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers k = k̄ und einer
bepunkteten k-Varietät (X, x) mit dem lokalen Ring A := OX,x spezialisiert er zu
unserem Isomorphismus TxX

∼→ (mx/m
2
x)
∗ aus 9.3.1.30 und induziert den ersten

Isomorphismus einer Sequenz von Isomorphismen

T∗xX
∼→ mx/m

2
x

∼→ kx ⊗OX,x ΩOX,x/k

Ist unsere bepunktete Varietät X affin, so erhalten wir in derselben Weise mit
A := O(X) und mx ⊂ O(X) dem Kern des Auswertungshomomorphismus δx :
O(X)� k eine Sequenz von Isomorphismen

T∗xX
∼→ mx/m

2
x

∼→ kx ⊗O(X) ΩO(X)/k

Salopp gesprochen ist also der geometrische Halm bei x des Moduls der Differen-
tiale ΩO(X)/k der Kotangentialraum.

Erster Beweis. Wir prüfen zunächt, daß unsere Abbildung wohldefiniert ist. We-
gen der Leinbizregel d(gf) = g(df) + f(dg) wird darunter aber in der Tat jedes
Element aus m2 zu Null. Jetzt konstruieren wir eine Umkehrabbildung. Bezeichne
wieder I ⊂ A⊗k A den Kern der Multiplikation. Unter dem Kringhomomorphis-
mus A ⊗k A → A ⊗k k

∼→ A wird offensichtlich I nach m abgebildet und er
induziert folglich einen Morphismus ΩA/k = I/I2 → m/m2 und dann auch einen
Morphismus k⊗AΩA/k → m/m2, der für f ∈ m sicher 1⊗df = 1⊗(f⊗1−1⊗f)
auf f+m2 abbildet. Folglich sind unsere beiden Homomorphismen vonA-Moduln
zueinander invers.

Zweiter Beweis. Die beim Beweis von 9.3.1.28 gegebenen Argumente zeigen auch,
daß für jeden k-Modul M die Einschränkung einer Derivation auf m einen Iso-
morphismus Derk(A,M)

∼→ Homk(m/m
2,M) induziert. Den daraus mit der uni-

versellen Eigenschaft des Moduls der Differentiale entstehenden Isomorphismus
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können wir nach der universellen Eigenschaft der Erweiterung der Skalare fakto-
risieren als

HomA(ΩA/k,M)
∼→ Homk(k ⊗A ΩA/k,M)→ Homk(m/m

2,M)

Also muß hier auch die zweite Abbildung ein Isomorphismus sein, und da das für
alle k-Moduln M gilt, folgt die Proposition mit dem Yoneda-Lemma oder auch
einfacheren dem speziellen Fall angepaßten Argumenten.

9.3.4.12. Ein Kovektorfeld ω auf einer Varietät X ist eine Vorschrift, die jedem
Punkt x ∈ X ein Element ωx ∈ T∗xX des Kotangentialraums bei x zuordnet.
Gegeben eine affine k-Varietät X liefert jedes Differential ω ∈ ΩO(X)/k ein Ko-
vektorfeld auf X vermittels der Vorschrift, daß ωx ∈ T∗xX das Urbild von 1 ⊗ ω
sein soll unter dem Isomorphismus T∗xX

∼→ kx ⊗O(X) ΩO(X)/k aus 9.3.4.11.

9.3.4.13 (Glattheit impliziert Projektivität des Moduls der Differentiale). Wir
erinnern aus 7.7.4.15, daß eine Varietät X glatt heißt, wenn gilt

kdimxX = dimkmx/m
2
x ∀x ∈ X

Wir erinnern weiter daran, daß nach 7.7.4.16 jede glatte Varietät die disjunkte
Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten ist. Gegeben eine affine Varietät X
ist andererseits der Modul der Differentiale ΩO(X)/k endlich erzeugt. Ist unsere
affine Varietät X zusätzlich X glatt, so hat der Modul der Differentiale ΩO(X)/k

geometrische Halme von lokal konstanter Dimension und ist nach 7.4.6.19 folg-
lich projektiv alias lokal frei.

9.3.4.14 (Differentiale als Kovektorfelder). Gegeben eine glatte affine Varietät
ist unsere Abbildung aus 9.3.4.12 nach der Projektivität des Moduls der Differen-
tiale 9.3.4.13 eine Injektion vom Modul der Differentiale in die Menge der Ko-
vektorfelder. Ein Kovektorfeld auf einer glatten Varietät nennen wir algebraisch,
wenn jeder Punkt eine offene affine Umgebung U besitzt derart, daß die Restrik-
tion unseres Kovektorfelds auf U von einem Differential aus ΩO(U)/k herkommt.
Nach Übung 7.6.4.23 kann jede affine offene Umgebung eines Punkts in einer affi-
nen Varietät zu einer offenen Umgebung verkleinert werden, die sowohl in Bezug
auf unsere ursprüngliche affine Varietät als auch in Bezug auf unsere affine offe-
ne Umgebung eine Nichtnullstellenmenge ist. Nach dem lokal-global-Prinzip aus
7.4.3.43 liefert unsere Konstruktion 9.3.4.12 also für jede glatte affine Varietät ei-
ne Bijektion zwischen ΩO(X)/k und der Menge der algebraischen Kovektorfelder
auf X .

9.3.4.15. Jede algebraische Gruppe G ist glatt, da nach 7.7.5.5 in jeder Varietät
die regulären Punkte eine offene dichte Teilmene bilden. Insbesondere bilden die



9.3. ALGEBRAISCHE DIFFERENTIALRECHNUNG 1441

Differentiale auf jeder offenen affinen Teilmenge U ⊂◦ G einen projektivenO(U)-
Modul. Man kann das aber auch einfacher wie in 9.3.4.13 direkt mit 7.4.6.19 dar-
aus folgern, daß der Modul der Differentiale ΩO(U)/k geometrische Halme kon-
stanter Dimension hat.

9.3.4.16 (Vektorfelder auf glatten Varietäten). Gegeben eine bepunktete affine
k-Varietät (X, x) liefern die universelle Eigenschaft des Moduls der Differentiale
und 9.3.2.7 und unsere Definitionen ein kommutatives Diagramm

HomO(X)(ΩO(X)/k,O(X))
∼→ DerkO(X)

∼→ T (X)
↓ ↓ ↓

HomO(X)(ΩO(X)/k, kx)
∼→ Derk(O(X), kx)

∼→ TxX

IstX glatt, so ist der Modul der Differentiale ΩO(X)/k projektiv nach 9.3.4.13, und
da er auch endlich erzeugt ist, induziert die linke Vertikale einen Isomorphismus
vom geometrischen Halm ihres Ausgangspunkts zu ihrem Zielpunkt. Wir folgern,
daß für jede glatte affine Varietät X auch die algebraischen Vektorfelder einen
endlich erzeugten projektivenO(X)-Modul T (X) bilden und daß das Auswerten
eines Vektorfelds an einem Punkt x ∈ X einen Isomorphismus

kx ⊗O(X) T (X)
∼→ TxX

des geometrischen Halms des Moduls der algebraischen Vektorfelder mit dem
Tangentialraum induziert.

9.3.4.17. Jeder Tangentialvektor an einem Punkt einer algebraischen Gruppe kann
zu einem algebraischen Vektorfeld auf einer offenen Umgebung besagten Punktes
fortgesetzt werden. Das folgt direkt aus 9.3.4.16 und der Erkenntnis, daß jede
algebraische Gruppe glatt ist.

9.3.4.18 (Anschauung für relative Differentiale). Seien ϕ : X → Y ein Mor-
phismus von affinen k-Varietäten und B → A eine abkürzende Notation für den
zugehörigen Komorphismus O(Y ) → O(X). Es fällt mir schwer, eine unmittel-
bare Anschauung für den Modul der Differentiale ΩA/B zu geben, der in diesem
Fall auch der Modul der relativen Differentiale heißt. Der duale Modul

HomA(ΩA/B, A) ∼= DerB A ⊂ Derk A

kann jedoch anschaulich interpretiert werden als der Modul derjenigen algebrai-
schen Vektorfelder auf X , die alle von Y zurückgeholten Funktionen annullieren.
In besonders einfachen Situationen können diese Vektorfelder auch geometrisch
beschrieben werden als diejenigen Vektorfelder, die tangential sind an die Fasern
von ϕ. Insbesondere gilt das, wenn für alle y ∈ Y die offensichtliche Abbildung
ein Isomorphismus A ⊗B ky

∼→ O(ϕ−1(y)) ist. Ist ϕ : X → Y ein Morphismus
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von affinen k-Varietäten, so verwenden wir für den O(X)-Modul der relativen
Differentiale auf X auch gerne die abkürzenden Notationen

Ω(X/Y ) = Ω(ϕ) = ΩO(X)/O(Y )

9.3.4.19 (Funktorialität des Moduls der Differentiale). Gegeben ein kommuta-
tives Diagramm von Kringen

A → C
↑ ↑
B → D

erhalten wir einen Modulhomomorphismus ΩA/B → ΩC/D über dem Kringho-
momorphismus ϕ : A→ C mit der Eigenschaft da 7→ d(ϕ(a)) in offensichtlicher
Weise. Im geometrischen Fall und für B = D = k = k̄ ein algebraisch abge-
schlossener Körper nennt man diesen Homomorphismus das Zurückholen von
Kovektorfeldern. Für jeden C-Modul N kommutiert das Diagramm

DerB(A,N) ← DerD(C,N)
↓ o ↓ o

HomA(ΩA/B, N) ← HomC(ΩC/D, N)

mit der durch diesen Homomorphismus induzierten Abbildung rechts und den
hoffentlich offensichtlichen Abbildungen sonst.

Ergänzung 9.3.4.20 (Invariante Differentiale auf algebraischen Gruppen). Ge-
geben eine affine algebraische GruppeG betrachte man die Multiplikation und die
Projektion auf die zweite Koordinate µ, pr2 : G × G → G sowie die natürliche
Abbildung can : Ω(G×G)→ Ω(G×G/G× 1). Ein Kovektorfeld ω ∈ Ω(G) ist
genau dann linksinvariant, wenn gilt

canµ∗ω = can pr∗2 ω

Lemma 9.3.4.21 (Differentiale und Lokalisierung). 1. Gegeben ein Kring-
homomorphismus B → A und eine Teilmenge S ⊂ A liefert die von
A → S−1A induzierte Abbildung ΩA/B → ΩS−1A/B einen Isomorphismus
von (S−1A)-Moduln

S−1ΩA/B
∼→ ΩS−1A/B

2. Faktorisiert ein Kringhomomorphismus B → A für eine Teilmenge T ⊂ B
über T−1B, so ist die davon induzierte Abbildung ein Isomorphismus

ΩA/B
∼→ ΩA/T−1B
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Beweis. Um die erste Aussage zu sehen, muß man nach dem Yonedalemma oder
einfacher nach 4.7.1.24 nur prüfen, daß die fragliche Abbildung für jeden (S−1A)-
Modul M eine Bijektion

Homs−1A(ΩS−1A/B,M)
∼→ HomS−1A(S−1ΩA/B,M)

induziert. Dazu betrachten wir das kommutative Diagramm

HomS−1A(ΩS−1A/B,M) // HomS−1A(S−1ΩA/B,M)

HomA(ΩA/B,M)

o

OO

DerB(S−1A,M)

o

OO

∼ // DerB(A,M)

o

OO

und führen so die Behauptung auf unsere Erkenntnisse 9.3.1.10 über die Ver-
träglichkeit von Derivationen mit Lokalisierungen zurück. Die zweite Aussage
ist offensichtlich.

Beispiel 9.3.4.22 (Differentiale von Funktionenkörpern). Gegeben ein Körper
k ist Ωk(T1,...,Tn)/k ein freier k(T1, . . . , Tn)-Modul mit der Basis dT1, . . . , dTn.

Proposition 9.3.4.23 (Derivationen und Lokalisierung). Seien B ein Kring, A
ein B-Kring und S ⊂ A eine Teilmenge. Ist der A-Modul ΩA/B der Differentiale
endlich präsentiert, so induziert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphis-
mus

S−1 DerB(A,A)
∼→ DerB(S−1A, S−1A)

9.3.4.24. Insbesondere gilt das also, wenn B noethersch ist und A ringendlich
über B, oder nach 9.3.4.21 auch, wenn B noethersch ist und A eine Lokali-
sierung einer ringendlichen B-Kringalgebra. Für ein Gegenbeispiel nehmen wir
einen Körper k und betrachten A = k[X1, X2, . . .] und S = {X1, X2, . . .}. So ist
die geeignet interpretierte unendliche Summe

∑
X−1
i ∂i eine k-lineare Derivation

von S−1A, die nicht im Bild von S−1 Derk(A,A) liegt.

Beweis. Gegeben B ein Kring, A ein B-Kring und S ⊂ A eine Teilmenge sei
DerB(A,A) → DerB(A, S−1A)

∼→ DerB(S−1A, S−1A) die Komposition des
Nachschaltens vonA→ S−1Amit dem Isomorphismus aus 9.3.1.10. Sie induziert
einen Homomorphismus

S−1 DerB(A,A)→ DerB(S−1A, S−1A)



1444 KAPITEL 9. AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

Unter unseren Identifikationen 9.3.4.4 entspricht er dem natürlichen Homomor-
phismus

S−1 HomA(ΩA/B, A)→ HomS−1A(S−1ΩA/B, S
−1A)

aus 7.4.3.34. Er ist nach 7.4.3.34 ein Isomorphismus, falls der A-Modul ΩA/B

endlich präsentiert ist.

9.3.4.25 (Vektorfelder und Lokalisierung). Gegeben X eine affine Varietät und
A := O(X) ihr Ring von regulären Funktionen und S = {f} für f ∈ O(X) ent-
spricht die Abbildung aus 9.3.4.23 unter unseren Isomorphismen aus 9.3.2.7 der
Restriktion von algebraischen Vektorfeldern T (X)→ T (Xf ). In diesem Fall lie-
fert also die Restriktion von algebraischen Vektorfeldern T (X) → T (Xf ) einen
Isomorphismus

T (X)f
∼→ T (Xf )

zwischen der Lokalisierung nach f des Raums der algebraischen Vektorfelder und
dem Raum der algebraischen Vektorfelder auf dem Komplement der Nullstellen-
menge von f .

Proposition 9.3.4.26 (Differentiale sukzessiver Kringerweiterungen). Gege-
ben Kringhomomorphismen k → B und ϕ : B → A erhalten wir die rechtsex-
akte Sequenz der Differentiale

A⊗B ΩB/k → ΩA/k � ΩA/B

mit 1⊗ db 7→ d(ϕ(b)) unter dem ersten Pfeil und db 7→ db unter dem Zweiten. Ist
ϕ surjektiv, so gilt ΩA/B = 0 und wir erhalten eine Verlängerung unserer Sequenz
zu einer Beschreibung der Differentiale auf Quotienten durch die rechtsexakte
Sequenz

A⊗B kerϕ→ A⊗B ΩB/k � ΩA/k

mit 1⊗ b 7→ 1⊗ db als erster Abbildung.

9.3.4.27. Insbesondere impliziert unser Lemma 9.3.4.21 über die Verträglichkeit
von Differentialen mit Lokalisierungen, daß für jeden Kring B und jede Teilmen-
ge S ⊂ B gilt ΩS−1B/B = 0. Mit I := kerϕ induziert I ∼→ B ⊗B I � A ⊗B I
darüberhinaus einen Isomorphismus I/I2 ∼→ A⊗B kerϕ.

Beispiel 9.3.4.28 (Differentiale im geometrischen Fall). (k = k̄). Ist X ⊂∧ kn

eine abgeschlossene Teilmenge und f1, . . . , fr ein Erzeugendensystem ihres Ver-
schwindungsideals I(X), so liefert die Beschreibung der Differentiale auf Quoti-
enten 9.3.4.26 zusammen mit unseren Erkenntnissen 9.3.4.8 über die Differentiale
von Polynomringen einen Isomorphismus

O(X)dT1 ⊕ . . .⊕O(X)dTn/〈df1, . . . , dfr〉
∼→ ΩO(X)/k
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des freienO(X)-Moduls über der Basis der dTi modulo dem von den Bildern der
dfj erzeugten Untermodul mit dem Modul der Differentiale von O(X).

Beispiel 9.3.4.29 (Differentiale im allgemeinen Fall). Sind k ein beliebiger Kring
und f1, . . . , fr ∈ k[T1, . . . , Tn] Polynome und A := k[T1, . . . , Tn]/〈f1, . . . , fr〉
der entsprechende Quotient des Polynomrings, so liefert unsere Beschreibung
der Differentiale auf Quotienten 9.3.4.26 zusammen mit unseren Erkenntnissen
9.3.4.8 über die Differentiale von Polynomringen einen Isomorphismus

(AdT1 ⊕ . . .⊕ AdTn) /〈df1, . . . , dfr〉
∼→ ΩA/k

des freien A-Moduls über der Basis der dTi modulo dem von den Bildern der dfj
erzeugten Untermodul mit dem Modul der Differentiale von A über k. Dasselbe
gilt allgemeiner für beliebig viele Variablen und beliebig viele Relationen, wenn
wir also in anderen Worten jeweils auch unendliche Familien zulassen.

Beweis. Wir erinnern für jeden A-Modul M aus 9.3.1.6 die linksexakte Sequenz
der Derivationen

DerB(A,M) ↪→ Derk(A,M)→ Derk(B,M)

Mit 9.3.4.4 wird daraus eine linksexakte Sequenz

HomA(ΩA/B,M) ↪→ HomA(ΩA/k,M)→ HomB(ΩB/k,M)

Identifizieren wir den letzten Raum dieser Sequenz mit HomA(A⊗BΩB/k,M) un-
ter Zuhilfenahme der universellen Eigenschaft von Skalarerweiterungen 7.2.8.7,
so erhalten wir daraus mit 7.1.3.19 die behauptete Rechtsexaktheit der Sequenz

ΩA/B � ΩA/k ← A⊗B ΩB/k

Ist ϕ : B � A surjektiv, so gilt DerB(A,M) = 0 für jeden A-Modul M nach
9.3.1.6 und folglich ΩA/B = 0 nach der universellen Eigenschaft 9.3.4.4. Weiter
haben wir dann wieder nach 9.3.1.6 für jeden A-Modul M die Beschreibung der
Derivationen auf Quotienten durch die linksexakte Sequenz

Derk(A,M) ↪→ Derk(B,M)→ Homk(kerϕ,M)

Wie zuvor schreiben wir sie um zu einer linksexakten Sequenz

HomA(ΩA/k,M) ↪→ HomB(ΩB/k,M)→ Homk(kerϕ,M)

und mit der universellen Eigenschaft von Skalarerweiterungen 7.2.8.7 weiter zu
einer linksexakten Sequenz

HomA(ΩA/k,M) ↪→ HomA(A⊗B ΩB/k,M)→ HomA(A⊗k kerϕ,M)
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Mit 7.1.3.19 folgt die Rechtsexaktheit der Sequenz

ΩA/k � A⊗B ΩB/k ← A⊗k kerϕ

und man sieht leicht, daß deren erste Abbildung über A⊗B kerϕ faktorisiert.

9.3.4.30 (Erzeuger für Moduln von Differentialen). Ist k ein Kring und ist der
k-Kring A eine Lokalisierung des von den Elementen a1, . . . , an über k erzeugten
Teilrings k[a1, . . . , an], so erzeugen die Differentiale da1, . . . , dan den Modul der
Differentiale ΩA/k. Das folgt unmittelbar aus der Beschreibung der Differentia-
le von Polynomringen 9.3.4.8, der Beschreibung der Differentiale von Quotien-
ten 9.3.4.26 und der Verträglichkeit mit Lokalisierungen 9.3.4.21. Ist allgemeiner
W ⊂ A eine Teilmenge derart, daß A eine Lokalisierung von k[!W ] ist, so er-
zeugen mit denselben Argumenten die da mit a ∈ W bereits den Modul der
Differentiale ΩA/k.

Übungen

Übung 9.3.4.31 (Verträglichkeit von Differentialen mit Koprodukten). Gege-
ben ein Kring k und k-KringeA,B zeige man, daß es genau einen Isomorphismus

(ΩA/k ⊗k B)⊕ (A⊗k ΩB/k)
∼→ Ω(A⊗kB)/k

gibt mit (da1 ⊗ b1, a2 ⊗ db2) 7→ (1⊗ b1)d(a1 ⊗ 1) + (a2 ⊗ 1)d(1⊗ b2). Hinweis:
9.3.1.7.

Ergänzende Übung 9.3.4.32 (Verträglichkeit von Differentialen mit Kolimites).
Man zeige, daß das Bilden des Moduls der Differentiale verträglich ist mit filtrie-
renden Kolimites von k-Kringen. Gegeben ein Kring k und ein Köcher I und ein
System Ri ∈ Car(I,Kringk) von k-Kringen mit dem Kolimes R := coli∈I Ri

zeige man stärker, daß für nicht notwendig filtrierende Systeme die offensichtli-
che Abbildung ein Isomorphismus

coli∈I(R⊗Ri ΩRi/k)
∼→ ΩR/k

ist. Hinweis: Derivationen sind nach 9.3.1.34 verträglich mit Kolimites.

Übung 9.3.4.33. Seien k → A ein Kringhomomorphismus und E ⊂ A ein Erzeu-
gendensystem von A als k-Ringalgebra. Man zeige, daß die Differentiale da für
a ∈ E bereits den Modul der Differentiale ΩA/k als A-Modul erzeugen.

Ergänzende Übung 9.3.4.34. Gegeben eine affine k-Varietät X erinnern wir aus
?? die Konstruktion des Bündels V(M) zu einem endlich erzeugtenO(X)-Modul
M und setzen

TX := V(ΩO(X)/k)
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und nennen diese affine Varietät das Tangentialbündel von X . Nach ?? trägt das
Tangentialbündel die Struktur eines geometrischen Moduls auf X und ist für glat-
tes X nach 9.3.4.13 und ?? sogar ein Vektorbündel. Man konstruiere natürliche
Isomorphismen zwischen den Fasern des Tangentialbündels und unseren Tangen-
tialräumen TxX . Hinweis: Man erinnere aus 9.3.4.11 den natürlichen Isomorphis-
mus kx ⊗O(X) ΩO(X)/k

∼→ T∗xX .

9.3.5 Transzendenz und Separabilität
Lemma 9.3.5.1 (Differentiale und separable Erweiterungen). Seien k ⊂ F ⊂
E Körper. Ist E/F separabel, so induziert die Einbettung F ↪→ E einen Isomor-
phismus

E ⊗F ΩF/k
∼→ ΩE/k

9.3.5.2. Eine Körpererweiterung heißt wie in 6.3.9.18 separabel, wenn sie alge-
braisch ist und darüber hinaus jedes Element des Erweiterungskörpers eine einfa-
che Nullstelle seines Minimalpolynoms über dem Grundkörper.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß die auf den Dualräumen induzierte Abbildung
ein Isomorphismus ist, daß sich also jede k-Derivation F → E auf genau ei-
ne Weise zu einer k-Derivation E → E ausdehnen läßt. Dazu reicht es zu zei-
gen, daß sich für jedes α ∈ E jede k-Derivation F → E auf genau eine Wei-
se zu einer k-Derivation F (α) → E ausdehnen läßt. Nach Annahme haben wir
F (α) = F [T ]/〈P (T )〉 für ein irreduzibles Polynom P ∈ F [T ] mit P ′(α) 6= 0.
Nach der zweiten Funktorialität für Derivationen 9.3.1.6 haben wir eine linksex-
akte Sequenz

Derk(F (α), E) ↪→ Derk(F [T ], E)→ Homk(〈P (T )〉, E)

Nach 9.3.1.7 ist eine k-lineare Derivation D von F [T ] = F ⊗k k[T ] in den durch
T 7→ α zu einem F [T ]-Modul gemachten Körper E festgelegt und festlegbar
durch ihre Einschränkung ∂ auf F und ihren Wert β ∈ E bei T . Diese Derivation
D = Dβ kann dann beschrieben werden als Dβ : Q 7→ (∂Q)(α) +βQ′(α), wobei
∂Q das Polynom in E[T ] meint, das durch Anwenden von ∂ auf die Koeffizienten
von Q entsteht. Wegen P ′(α) 6= 0 gibt es genau ein β ∈ E mit Dβ(P ) = 0, und
dies Dβ induziert dann die einzig mögliche Fortsetzung von ∂ zu einer k-linearen
Derivation F (α)→ E.

9.3.5.3 (Anschauliche Bedeutung im geometrischen Fall). Für einen Homo-
morphismus M → N von endlich erzeugten projektiven Moduln über dem Ring
O(X) der regulären Funktionen auf einer irreduziblen affinen Varietät X sind
gleichbedeutend:
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1. Unser Morphismus wird bijektiv nach Lokalisierung aller von Null ver-
schiedenen Elemente von O(X);

2. Unser Morphismus wird bijektiv nach Lokalisierung eines von Null ver-
schiedenen Elements f ∈ O(X)\0;

3. Es gibt eine offene dichte Teilmenge U ⊂◦ X derart, daß unser Homomor-
phismus Bijektionen kx ⊗O(X) M

∼→ kx ⊗O(X) N auf den geometrischen
Halmen induziert für alle x ∈ U ;

4. Es gibt einen Punkt x ∈ X derart, daß unser Homomorphismus bei x ei-
ne Bijektion kx ⊗O(X) M

∼→ kx ⊗O(X) N auf dem geometrischen Halm
induziert.

Das folgt aus der Exaktheit der Lokalisierung, der Beschreibung des Kerns der
natürlichen Abbildung eines Moduls in seine Lokalisierung, dem Nakayamalem-
ma und dem Spalten surjektiver Homomorphismen auf projektive Moduln. Be-
trachten wir nun einen dominanten Morphismus ϕ : X → Y von irreduziblen
glatten affinen Varietäten, so sind die Moduln der Differentiale projektiv nach
9.3.4.13. Wenden wir nun unsere Erkenntnisse auf den induzierten Homomorphis-
mus O(X) ⊗O(Y ) ΩO(Y )/k → ΩO(X)/k an, so finden wir mit den Verträglichkei-
ten 9.3.4.21 von Differentialen mit Lokalisierung und der Beschreibung 9.3.4.11
des Kotangentialraums als geometrischer Halm des Moduls der Differentiale, daß
gleichbedeutend sind:

1. Die zuX → Y gehörige KörpererweiterungM(Y ) ↪→M(X) liefert einen
IsomorphismusM(X)⊗M(Y ) ΩM(Y )/k

∼→ ΩM(X)/k;

2. Nach Vorschalten der Einbettung der Nichtnullstellenmenge eines von Null
verschiedenen Elements f ∈ O(X)\0 induziert unser Morphismus einen
Isomorphismus O(Xf )⊗O(Y ) ΩO(Y )/k

∼→ ΩO(Xf )/k;

3. Es gibt eine offene dichte Teilmenge U ⊂◦ X derart, daß unser Morphismus
für alle x ∈ U Isomorphismen T∗ϕ(x)Y

∼→ T∗xX auf den Kotangentialräum-
en induziert;

4. Es gibt einen Punkt x ∈ X derart, daß unser Morphismus einen Isomor-
phismus T∗ϕ(x)Y

∼→ T∗xX auf den Kotangentialräumen induziert.

5. Es gibt eine offene dichte Teilmenge U ⊂◦ X derart, daß unser Morphismus
für alle x ∈ U Isomorphismen TxX

∼→ Tϕ(x)Y auf den Tangentialräumen
induziert;

6. Es gibt einen Punkt x ∈ X derart, daß unser Morphismus einen Isomor-
phismus TxX

∼→ Tϕ(x)Y auf den Tangentialräumen induziert.
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In 9.3.5.13 zeigen wir noch wesentlich stärkere Aussagen in dieser Richtung.

Lemma 9.3.5.4 (Differentiale primitiver Körpererweiterungen). Gegeben eine
primitive Körpererweiterung F (α)/F gilt

dimF (α) ΩF (α)/F =


0 falls α separabel ist über F ;
1 falls α algebraisch, aber nicht separabel ist über F ;
1 falls α transzendent ist über F.

Beweis. Der Modul der Differentiale des Polynomrings F [T ] über F ist frei vom
Rang Eins nach 9.3.4.8. Der Modul der Differentiale seines Quotientenkörpers
F (T ) über F ist frei vom Rang Eins nach der Verträglichkeit mit Lokalisierungen
9.3.4.21. Ist also α transzendent über F , so haben wir dimF (α) ΩF (α)/F = 1. Sonst
haben wir eine Surjektion F [T ]� F (α) mit T 7→ α, deren Kern vom Minimalpo-
lynom P von α erzeugt wird. Damit haben wir nach unseren Erkenntnissen über
die Differentiale von Quotienten 9.3.4.26 eine Surjektion F (α)⊗F [T ] F [T ]dT �
ΩF (α)/F , deren Kern von 1 ⊗ dP = 1 ⊗ P ′(T )dT = P ′(α) ⊗ dT erzeugt wird.
Damit gilt dimF (α) ΩF (α)/F = 1 falls P ′(α) = 0 und dimF (α) ΩF (α)/F = 0 falls
P ′(α) 6= 0. Im Lichte des Separabilitätskriteriums 6.3.9.26 ist aber eine primiti-
ve algebraische Körpererweiterung F (α)/F genau dann separabel, wenn für das
Minimalpolynom P eines Erzeugers α gilt P ′(α) 6= 0.

9.3.5.5. Ich erinnere aus 6.3.2.6, daß eine Körpererweiterung E/F körperend-
lich heißt, wenn der Erweiterungskörper über dem Grundkörper als Körper end-
lich erzeugt ist, wenn es also in Formeln endlich viele Elemente x1, . . . , xn ∈ E
gibt mit E = F (x1, . . . , xn).

Lemma 9.3.5.6. Der Modul der Differentiale einer körperendlichen Körperer-
weiterung verschwindet genau dann, wenn sie separabel ist.

Ergänzung 9.3.5.7. Das folgende Beispiel zeigt, daß das vorhergehende Lemma
nicht auf beliebige Körpererweiterungen verallgemeinert werden kann. Sei k ein
Körper positiver Charakteristik p > 0 und k(T ) sein Funktionenkörper. Die durch
sukzessives Adjungieren der p-ten Wurzeln der Variablen entstehende Körperer-
weiterung

∞⋃
r=0

k
(

pr
√
T
)

des Funktionenkörpers ist algebraisch und rein inseparabel, aber der Modul ihrer
relativen Differentiale verschwindet nach 9.3.4.32 dennoch.

Beweis. SeiE/F unsere Körpererweiterung. Ist unsere Erweiterung separabel, so
verschwindet der Modul ihrer Differentiale nach unseren Erkenntnissen zu Diffe-
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rentialen bei separablen Körpererweiterungen 9.3.5.1 und der rechtsexakten Se-
quenz der Differentiale 9.3.4.26. Verschwindet umgekehrt der Modul der Diffe-
rentiale, so zeigen wir die Behauptung durch Induktion über die Zahl der Erzeuger.
Haben wir etwa E = F (x1, . . . , xn), so betrachten wir die rechtsexakte Sequenz

E ⊗F ΩF (x1)/F → ΩE/F � ΩE/F (x1)

In der Mitte steht nach Annahme eine Null. Also steht auch am rechten Ende
eine Null und nach Induktionsannahme istE/F (x1) separabel. Nach nach unseren
Erkenntnissen zu Differentialen bei separablen Körpererweiterungen 9.3.5.1 ist
also die natürliche Abbildung ein Isomorphismus

E ⊗F (x1) ΩF (x1)/F
∼→ ΩE/F

Mithin haben wir ΩF (x1)/F = 0 und nach 9.3.5.4 ist F (x1)/F separabel. Dann
aber ist wegen der Transitivität der Separabilität 6.3.9.35 auch E/F separabel.

Satz 9.3.5.8 (Differentiale körperendlicher Körpererweiterungen). SeienE/k
eine körperendliche Körpererweiterung und x1, . . . , xr ∈ E gegeben. So erzeu-
gen die Differentiale dx1, . . . , dxr den Modul der Differentiale ΩE/k genau dann,
wenn E separabel ist über k(x1, . . . , xr)

9.3.5.9. Beispiel 9.3.5.7 zeigt, daß das für nicht körperendliche Körpererweite-
rungen im allgemeinen nicht mehr gilt.

9.3.5.10. Sei E/k eine körperendliche Körpererweiterung. Die erste Aussage des
Satzes impliziert die Abschätzung dimE ΩE/k ≥ trgr(E/k) sowie im Fall von
Gleichheit die Existenz einer Transzendenzbasis x1, . . . , xr mit E separabel über
k(x1, . . . , xr). Der im Anschluß bewiesene Satz 9.3.5.11 impliziert, daß für voll-
kommenes k sogar stets dimE ΩE/k = trgr(E/k) gilt.

Beweis. Wir erinnern aus 9.3.4.26 die rechtsexakte Sequenz der Differentiale

E ⊗F ΩF/k → ΩE/k � ΩE/F

für jeden Zwischenkörper F . Erzeugen die dxi den Modul der Differentiale ΩE/k,
so zeigt für F = k(x1, . . . , xr) die rechtsexakte Sequenz der Differentiale ΩE/F =
0 und nach 9.3.5.6 ist folglich E separabel über F . Umgekehrt wird für F =
k(x1, . . . , xr) nach 9.3.4.30 stets ΩF/k erzeugt von den dxi, und ist zusätzlich E
separabel über F = k(x1, . . . , xr), so folgt aus dem Verschwinden des Moduls
der relativen Differentiale 9.3.5.1 und unserer rechtsexakten Sequenz, daß auch
der Modul der Differentiale ΩE/k von dx1, . . . , dxr erzeugt wird.
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Satz 9.3.5.11 (Differentiale und algebraische Unabhängigkeit). Sei E/k eine
Körpererweiterung eines vollkommenen Körpers k und seien x1, . . . , xr ∈ E ge-
geben. Sind die Differentiale dx1, . . . , dxr linear unabhängig über E, so sind die
x1, . . . , xr algebraisch unabhängig über k.

9.3.5.12. Das erlaubt uns, auch in positiver Charakteristik den Beweis unseres
Satzes 7.7.5.4 zu Ende zu bringen, nach dem jede irreduzible Varietät birational
ist zu einer Hyperfläche, und vervollständigt damit insbesondere auch in positiver
Charakteristik den Beweis unserer Proposition 7.7.5.5, nach der in jeder Varietät
die glatten Punkte eine dichte offene Teilmenge bilden. Uns hätte es auch gereicht,
wenn wir nur hätten zeigen können, daß jee nichtleere Varietät mindestens einen
glatten Punkt hat, abe auch dafür kenne ich keinen einfacheren Beweis. Es folgt
sofort, daß jede algebraische Gruppe und sogar jeder homogene Raum glatt sind.

Beweis. Wir zeigen gleichbedeutend, daß wenn die xi algebraisch abhängig sind,
daß dann auch ihre Differentiale linear abhängig sind. Sind die xi algebraisch ab-
hängig über k, so gibt es per definitionem ein von Null verschiedenes Polynom
P ∈ k[T1, . . . , Tr]\0 mit P (x1, . . . , xr) = 0. Dann gibt es auch ein derartiges
Polynom P von kleinstmöglichem Totalgrad. Eine partielle Ableitung dieses Po-
lynoms P kann also nur dann auf (x1, . . . , xr) verschwinden, wenn sie das Null-
polynom ist. Andererseits kann aber P nicht konstant sein. Wären also alle parti-
ellen Ableitungen ∂iP das Nullpolynom, so wären wir in positiver Charakteristik
p > 0 und fänden ein Polynom R mit R(T p1 , . . . , T

p
r ) = P (T1, . . . , Tr). Da k

vollkommen ist, gäbe es dann ein Polynom Q ∈ k[T1, . . . , Tr] mit Qp = P , im
Widerspruch zur Minimalität des Grades von P . Also gibt es einen Index i mit
(∂iP )(x1, . . . , xr) 6= 0 und die Identität(
(∂1P )(x1, . . . , xr)

)
dx1+. . .+

(
(∂rP )(x1, . . . , xr)

)
dxr = d

(
P (x1, . . . , xr)

)
= 0

im Modul der Differentiale ΩE/k bedeutet die lineare Abhängigkeit der dxi. Das
ist der gesuchte Widerspruch.

Satz 9.3.5.13 (Morphismen mit generisch bijektivem Differential). Für einen
Morphismus ϕ : X → Y von irreduziblen Varietäten sind gleichbedeutend:

1. Unser Morphismus ϕ ist dominant und die zugehörige Körpererweiterung
M(X)/M(Y ) ist separabel;

2. Unser Morphismus ϕ ist dominant und es gibt einen Punkt in X mit glattem
Bildpunkt, an dem das Differential von ϕ injektiv ist;

3. Wir haben kdimX ≤ kdimY und es gibt einen glatten Punkt in X , an dem
das Differential von ϕ surjektiv ist;
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4. Es gibt einen glatten Punkt in X , an dem das Differential von ϕ bijektiv ist;

5. Es gibt eine nichtleere offene Teilmenge von X , an deren Punkten das Dif-
ferential von ϕ bijektiv ist.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seien X und Y affin.

3⇒4&2. Gegeben ein glatter Punkt x ∈ X mit dxϕ surjektiv haben wir in 9.3.1.31
gezeigt, daß unser Morphismus dominant sein muß und ϕ(x) ein glatter Punkt von
Y . Wenn wir zusätzlich kdimY ≥ kdimX annehmen, folgt dxϕ bijektiv.

4⇒3. Gegeben ein glatter Punkt x ∈ X mit dxϕ surjektiv ist wie bereits bemerkt
nach 9.3.1.31 unser Morphismus dominant und der Bildpunkt glatt. Ist dann dxϕ
sogar bijektiv, so folgt die Gleichheit der Dimensionen kdimY = kdimX aus
der Gleichheit der Dimensionen de Tangentialräume.

2⇒4. Ist unser Morphismus dominant, so gilt kdimX ≥ kdimY . Aus der Injekti-
vität des Differentials an einer Stelle mit glattem Bildpunkt folgt so die Bijektivität
ebenso wie die Glattheit des Ausgangspunkts.

4⇒1. Ist das Differential an einem glatten Punkt eine Bijektion TxX
∼→ Tϕ(x)Y ,

so ist die duale Abbildung auch eine Bijektion T∗ϕ(x)Y
∼→ T∗xX auf den Kotan-

gentialräumen, was hinwiederum bedeutet, daß unser kanonischer Morphismus
O(X)⊗O(Y ) ΩO(Y )/k → ΩO(X)/k eine Bijektion alias

kϕ(x) ⊗O(Y ) ΩO(Y )/k
∼→ kx ⊗O(X) ΩO(X)/k

induziert. In dieser Situation aber zeigt das Lemma von Nakayama, daß es eine
Funkion f ∈ O(X) gibt mit f(x) 6= 0 derart, daß die kanonische Abbildung eine
Surjektion

O(X)[f−1]⊗O(Y ) ΩO(Y )/k � O(X)[f−1]⊗O(X) ΩO(X)/k

induziert. Aus der Verträglichkeit von Differentialen mit Lokalisierung folgt, daß
die natürliche Abbildung eine Surjektion

M(X)⊗M(Y ) ΩM(Y )/k � ΩM(X)/k

liefert, und das hinwiederum impliziert mit der rechtsexakten Sequenz 9.3.4.26
der Differentiale ΩM(X)/M(Y ) = 0. Nach 9.3.5.6 muß dannM(X)/M(Y ) sepa-
rabel sein und wir haben 4⇒1 gezeigt.

1⇒5. Das zeigt man, indem man obige Argumentation rückwärts liest: Aus der
Separabilität der Erweiterung der Funktionenkörper folgt mit 9.3.5.6, daß der Ho-
momorphismus

O(X)⊗O(Y ) ΩO(Y )/k → ΩO(X)/k



9.3. ALGEBRAISCHE DIFFERENTIALRECHNUNG 1453

von endlich erzeugten O(X)-Moduln unter Skalarerweiterung zu M(X) eine
Surjektion wird. Daraus folgt, daß wir schon nach Lokalisierung an einem geeig-
neten Element f ∈ O(X)\0 eine Surjektion erhalten. Daraus folgt, daß für alle
Nichtnullstellen von f die induzierte Abbildung eine Surjektion T∗ϕ(x)Y � T∗xX
ist und das Differential folglich eine Injektion TxX ↪→ Tϕ(x)Y . Für alle Punkte
x ∈ Xf mit glattem Bildpunkt zeigt dann ein Dimensionsvergleich, daß das Diffe-
rential eine Bijektion TxX

∼→ Tϕ(x)Y sein muß. Nach 9.3.5.12 bilden die glatten
Punkte jedoch in jeder Varietät eine offene dichte Teilmenge.

5⇒4. Das ist klar.

Korollar 9.3.5.14 (Variante zu Zariski’s Hauptsatz). Sei ϕ : X → Y ein bi-
jektiver Morphismus von affinen irreduziblen Varietäten und sei O(Y ) normal.
Gibt es einen glatten Punkt x ∈ X , an dem das Differential eine Surjektion
dxϕ : TxX � Tϕ(x)Y induziert, so ist ϕ ein Isomorphismus.

Beweis. Wir wissen aus 9.2.4.15, daß ein bijektiver Morphismus von irreduziblen
Varietäten stets zu einer endlichen rein inseparablen Erweiterung der Funktionen-
körper führt. In Charakteristik Null ist jede endliche rein inseparable Körperer-
weiterung trivial und damit, wie bereits in 9.2.4.18 erwähnt, unsere Bedingung an
das Differential überflüssig. In positiver Charakteristik impliziert nach 9.3.5.13
3⇒1 die zusätzliche Bedingung an das Differential, daß unsere rein inseparable
Körpererweiterung auch separabel und mithin trivial ist. Wieder folgt also, daß un-
ser Morphismus birational ist und damit nach dem Hauptsatz von Zariski 9.2.4.17
ein Isomorphismus.

Satz 9.3.5.15 (Isomorphismen homogener Räume). Ein bijektiver äquivarian-
ter Morphismus von homogenen Räumen ist ein Isomorphismus genau dann, wenn
sein Differential an einer Stelle surjektiv ist. Im Fall eines Grundkörpers der Cha-
rakteristik Null ist er stets ein Isomorphismus.

Beweis. Sei ϕ : X → Y unser bijektiver Morphismus und G unsere algebraische
Gruppe. Nach 9.2.4.13 haben unsere beiden Varietäten dieselbe Dimension und
nach 9.2.4.23 haben sie auch dieselben irreduziblen Komponenten und diese sind
homogene Räume für G◦, so daß wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit X
und Y irreduzibel annehmen dürfen. Nach 9.3.5.13 induziert unser Morphismus
dann eine separable KörpererweiterungM(X)/M(Y ) und nach 9.2.4.14 ist die-
se Körpererweiterung trivial, weil alle Fasern unseres Morphismus einelementig
sind. Also ist unser Morphismus von homogenen Räumen birational und damit
nach 9.2.4.16 ein Isomorphismus.
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9.3.6 Konstruktion von Quotienten
9.3.6.1. Ich erinnere daran, daß wir in 7.6.4.2 allgemeine k-Varietäten als spezielle
k-geringte Räume eingeführt hatten. Ich erinnere daran, wie wir in 7.6.2.13 für
jede Abbildung f : X → Y von einem k-geringten Raum X in eine Menge Y die
„finale Struktur eines k-geringten Raums auf Y “ eingeführt hatten. Ich erinnere
schließlich daran, daß nach 7.9.2.2 ein Morphismus f : X → Y produktfest
offenfinal heißt, wenn er offen und final ist und für jede affine und damit sogar
für jede beliebige Varietät Z auch f × id : X × Z → Y × Z offen und final ist.

Satz 9.3.6.2 (Quotienten affiner algebraischer Gruppen). Gegeben eine affine
algebraische Gruppe G mit einer abgeschlossenen Untergruppe H ⊂∧ G gilt:

1. Die Menge G/H mit ihrer finalen Struktur eines k-geringten Raums zur
Projektion G� G/H ist eine quasiprojektive Varietät;

2. Das Differential der Einbettung der Untergruppe und das Differential der
Projektion auf die Quotientenvarietät bilden zusammen eine kurze exakte
Sequenz TeH ↪→ TeG� Tē(G/H);

3. Die Operation G×G/H → G/H ist ein Morphismus von Varietäten.

4. Die Projektion G� G/H ist produktfest offenfinal.

9.3.6.3. Offensichtlich ist der QuotientenmorphismusG� G/H flach nach 9.2.4.12
als Morphismus von schwach homogenen Räumen.

Ergänzung 9.3.6.4. In der Terminologie 7.9.3.8 existiert unter den Annahmen des
Satzes also die Bahnenvarietät und hat im Sinne von 7.9.3.8 einen produktfesten
Bahnenmorphismus. In der Kategorie der glatten Mannigfaltigkeiten wird eine
analoge Aussage in 22.4.4.3 gezeigt.

Beweis. Wir finden nach 9.3.6.7 eine endlichdimensionale algebraische Darstel-
lung V von G mitsamt einem von Null verschiedenen Vektor v ∈ V \0 derart, daß
gilt H = {g ∈ G | gv ∈ kv} und LieH = {X ∈ LieG | Xv ∈ kv}. Dann
betrachten wir die Wirkung von G auf PV , die nach 7.9.2.14 algebraisch ist, da
nämlich V \0→ PV nach 7.9.2.12 produktfest offenfinal ist. Darin betrachten wir
dann die Bahn G〈v〉 von 〈v〉. Sie ist als Bahn einer algebraischen G-Operation
nach 9.2.3.7 eine lokal abgeschlossene Teilmenge von PV und erbt so eine Struk-
tur als Varietät mit G-Wirkung. Das Differential von (·v) : G → V beim neu-
tralen Element wird per definitionem gegeben durch richt

(
(de(·v))(X)

)
= Xv

und nach der Beschreibung 9.3.1.39 der Tangentialräume des projektiven Raums
haben wir weiter mit den offensichtlichen Morphismen eine linksexakte Sequenz

TeH ↪→ TeG→ T〈v〉(G〈v〉)
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Ein Dimensionsvergleich unter Verwendung der Dimensionsformel 9.2.4.13 zeigt,
daß diese Sequenz sogar exakt sein muß. Sobald wir zeigen, daß π : G → G〈v〉
final ist, sind die drei ersten Teile des Satzes also bewiesen. Satz 9.2.4.12 über
Morphismen homogener Räume zeigt schon einmal, daß π flach und damit pro-
duktfest offen ist. Gegeben U ⊂◦ G〈v〉 mit Urbild W := π−1(U) ⊂◦ G und eine
Abbildung f : U → k mit f ◦ π : W → k regulär gilt es für die ersten drei Teile
also nur noch zu zeigen, daß auch f bereits regulär ist. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit dürfen wir dabei U affin annehmen. Für den Graphen Γ(f) ⊂ U×k
gilt nun sicher

(π × id)−1(Γ(f)) = Γ(f ◦ π)

Mit π ist auch π× id flach und folglich offen. Es folgt Γ(f) ⊂∧ U × k. Damit erbt
Γ(f) die Struktur einer affinen Varietät und die Projektion liefert einen bijektiven
Morphismus Γ(f) → U . Es reicht zu zeigen, daß er ein Isomorphismus ist, denn
dann ist auch f ein Morphismus als die Komposition

U
∼← Γ(f) ↪→ U × k � k

Nun ist nach 9.3.5.12 aber U glatt als offene Teilmenge eines homogenen Raums
und Γ(f) hat mindestens einen glatten Punkt. Nach unserer affinen Variante 9.3.5.14
von Zariski’s Hauptsatz reicht es also zu zeigen, daß Γ(f) → U in jedem Punkt
surjektives Differential hat. Um das zu sehen, betrachten wir das kommutative
Diagramm

Γ(f ◦ π) → Γ(f)
↓ o ↓
W → U

und sehen, daß es reicht zu zeigen, daß W → U in jedem Punkt surjektives
Differential hat. Das haben wir jedoch bereits zu Beginn des Beweises aus ei-
ner Dimensionsabschätzung gefolgert. Um auch noch den vierten Teil zu zeigen,
wiederholen wir unser Argument in einer etwas größeren Algemeinheit. Der Mor-
phismus π : G� G/H ist ja affin nach 7.9.1.3 als Morphismus von einer affinen
Varietät in eine separierte Varietät. Für U ⊂◦ G/H offen affin ist also π−1(U) auch
affin und das Vorschalten von π induziert nach dem, was wir bereits wissen, einen
Isomorphismus

O(U)
∼→ O(π−1(U))H

Ist Y eine weitere affine Varietät, so induziert das Vorschalten von id×π also den



1456 KAPITEL 9. AFFINE ALGEBRAISCHE GRUPPEN

oberen horizontalen Isomorphismus eines kommutativen Diagramms

O(Y )⊗O(U)

o

��

∼ // O(Y )⊗O(π−1(U))H

o
��

(O(Y )⊗O(π−1(U)))
H

o
��

O(Y × U) // O(Y × π−1(U))H

Dessen oberer rechter vertikaler Isomorphismus folgt aus 4.6.1.41, die übrigen
vertikalen Isomorphismen sind offensichtlich. Die untere Horizontale muß dann
auch ein Isomorphismus sein und Teil 4 folgt.

Lemma 9.3.6.5. Seien H ⊂∧ G affine algebraische Gruppen und ι : H ↪→ G die
Einbettung. So gibt es eine endlichdimensionale algebraische Darstellung V von
G mit einem Teilraum W ⊂ V derart, daß gilt

H = {g ∈ G | gW ⊂ W} und dι : LieH
∼→ {X ∈ LieG | XW ⊂ W}.

Beweis. Wir konstruieren V als Unterdarstellung der rechtsregulären Darstellung
(O(G), ρ) von G. Seien f1, . . . , fr ∈ O(G) Erzeuger des Verschwindungsideals
I(H) von H . Wir finden eine endlichdimensionale Unterdarstellung V ⊂ O(G)
mit f1, . . . , fr ∈ V und setzen W := V ∩ I(H). Für g ∈ G folgt aus gW ⊂ W
dann fi(hg) = 0 für alle h ∈ H und 1 ≤ i ≤ r. Insbesondere folgt das für h = 1
und wir folgern g ∈ H . Weiter finden wir für ein Element X ∈ LieG mit der
linksinvarianten Fortsetzung ξ nach unserer Beschreibung 9.3.2.24 der Ableitung
der rechtsregulären Darstellung

XW ⊂ W ⇒ (ξfi)|H = 0 für 1 ≤ i ≤ r
⇒ ξ(I(H)) ⊂ I(H)
⇒ Es gibt ξ̄ ∈ DerkO(H) mit ξ̄(f |H) = (ξf)|H ∀f ∈ O(G)
⇒ ξ̄ ist linksinvariant und X = dι(ξ̄e)
⇒ X ∈ dι(LieH)

und das war gerade zu zeigen.

Lemma 9.3.6.6. Seien k ein Körper und V ein k-Vektorraum mit einem Teilraum
W ⊂ V der Dimension dimW = d <∞. So gilt:

1. Für x ∈ GL(V ) ist xW = W gleichbedeutend zu x(
∧dW ) =

∧dW ;

2. Für X ∈ gl(V ) ist XW ⊂ W gleichbedeutend zu X(
∧dW ) ⊂

∧dW .
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Beweis. Indem wir eine Basis von W ∩ xW nach vorne und hinten entsprechend
ergänzen, finden wir Vektoren in V derart, daß v1, . . . , vd eine Basis von W ist
und vi+1, . . . , vi+d eine Basis von xW . Dann gibt es eine Konstante c ∈ k× mit
x(v1 ∧ . . . ∧ vd) = c(vi+1 ∧ . . . ∧ vi+d). Aus x(

∧dW ) =
∧dW folgt also i = 0

und damit xW = W . Das zeigt die erste Aussage. Für den Beweis der zweiten
Aussage beachten wir

X(v1 ∧ . . . ∧ vd) =
∑
ν

v1 ∧ . . . ∧Xvν ∧ . . . ∧ vd

unter der abgeleiteten Operation der Lie-Algebra nach 9.3.3.13. Machen wir den
Ansatz Xvν =

∑d
µ aνµvµ für eine Ergänzung von v1, . . . , vd zu einer Basis von

V durch gewisse weitere vµ, so folgt aus X(
∧dW ) ⊂

∧dW bereits aνµ = 0 für
µ 6∈ {1, . . . , d} und damit die Behauptung.

Lemma 9.3.6.7. Gegeben H ⊂∧ G affine algebraische Gruppen und ι : H ↪→ G
die Einbettung gibt es eine endlichdimensionale algebraische Darstellung V1 von
G mit einem von Null verschiedenen Vektor v ∈ V1\0 derart, daß gilt

H = {g ∈ G | gv ∈ kv} und dι : LieH
∼→ {X ∈ LieG | Xv ∈ kv}.

Beweis. Wir gehen von der Darstellung V mit ihrem Teilraum W aus, wie sie in
Lemma 9.3.6.5 konstruiert worden sind, setzen d = dimW und V1 :=

∧d V und
W1 :=

∧dW und nehmen als v irgendeinen von Null verschiedenen Vektor aus
W1. Nach 9.3.6.6 leistet dieses Datum das Gewünschte.

9.3.6.8 (Quotienten unipotenter Gruppen sind affin). Der Quotient einer uni-
potenten affinen algebraischen Gruppe U nach einer abgeschlossenen Untergrup-
peH ⊂ U ist stets affin. Um das zu sehen, mag man die Konstruktion des Quotien-
ten aus dem Beweis von 9.3.6.2 wiederholen und nach 9.3.6.7 eine endlichdimen-
sionale Darstellung V von U finden und darin eine Gerade kv, deren Stabilisator
genau H ist und für die zusätzlich gilt LieH = {X ∈ LieU | Xv ∈ kv}. Dann
muß kv nach 9.1.6.2 bereits die Einsdarstellung von H sein und die Wirkung lie-
fert einen bijektiven Morphismus U/H ∼→ Uv unseres Quotienten auf die Bahn
von v mit ihrer induzierten Struktur als Varietät, der nach 9.3.5.15 ein Isomorphis-
mus sein muß. Die fragliche Bahn aber ist als Bahn einer unipotenten Gruppe in
der affinen Varietät V abgeschlossen in V nach 9.2.3.9.

Satz 9.3.6.9 (Quotienten nach abgeschlossenen Normalteilern). Der Quotient
einer affinen algebraischen Gruppe nach einem abgeschlossenen Normalteiler ist
stets wieder eine affine algebraische Gruppe.
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Beweis. Seien G unsere affine algebraische Gruppe und N ⊂∧ G unser Normal-
teiler. Die Inversenbildung auf G/N ist ein Morphismus aufgrund der Finalität
der Projektion G � G/N . Die Multiplikation auf G/N ist ein Morphismus auf-
grund der Finalität der Projektion G × G → G/N × G/N , die wir hinwiederum
aus der Faktorisierung G × G � G/N × G � G/N × G/N in nach Teil 4
von 9.3.6.2 finale Morphismen folgern. Alternativ könnten wir die Finalität der
Projektion G×G→ G/N ×G/N auch zeigen, indem wir den induzierten bijek-
tiven Morphismus von homogenen Räumen (G×G)/(N ×N)→ G/N ×G/N
betrachten und ihn durch Bestimmen des Differentials am neutralen Element als
Isomorphismus entlarven. Damit bleibt nur zu zeigen, daß G/N affin ist. Dazu
konstruieren wir im folgenden einen endlichdimensionalen Vektorraum W und
einen Gruppenhomomorphismus ψ : G → GL(W ) mit Kern N und der Eigen-
schaft, daß die Sequenz LieN ↪→ LieG → Lie GL(W ) linksexakt ist. Dann
folgern dann mit Satz 9.3.5.15 über Isomorphismen homogener Varietäten, daß ψ
einen Isomorphismus

G/N
∼→ ψ(G)

nach ψ(G) mit seiner von GL(W ) induzierten Struktur induziert und das been-
det den Beweis, da wir bereits aus 9.2.2.4 wissen, daß ψ(G) ⊂∧ GL(W ) eine
abgeschlossene Untergruppe sein muß. Es bleibt also, einen Gruppenhomomor-
phismus ψ wie oben zu konstruieren. Nach 9.3.6.7 finden wir eine Darstellung
ϕ : G → GL(V ) und v ∈ V \0 mit N = Stab(kv) und LieN

∼→ {X ∈ LieG |
Xv ∈ kv}. Gegeben ein Charakter χ ∈ X(N) betrachten wir den zugehörigen
Gewichtsraum Vχ ⊂ V nach 9.1.7.18 und dürfen V =

⊕
Vχ annehmen, da N ein

Normalteiler ist und folglich die Summe der Vχ stets ein G-stabiler Teilraum und
da unser ausgezeichneter Vektor v stets zu einem Gewichtsraum gehören muß.
Dann betrachten wir

W := {f ∈ EndV | f(Vχ) ⊂ Vχ ∀χ}

und ψ : G → GL(W ) gegeben durch (ψ(x))f := ϕ(x)fϕ(x−1) für x ∈ G und
f ∈ W . Dann ist ψ(x) = idW gleichbedeutend zu ϕ(x)f = fϕ(x) für alle f ∈ W
und es folgt sofort N ⊂ kerψ. In Bezug auf eine geeignete Basis von V besteht
nun W aus allen blockdiagonalen Matrizen mit einer durch die Dimensionen der
Vχ festgelegten Blockstruktur. Die Bedingung x ∈ kerψ alias ϕ(x)f = fϕ(x)
für alle f ∈ W ist also gleichbedeutend zu ϕ(x)Vχ ⊂ Vχ und ϕ(x)|Vχ ∈ k id für
alle χ. Da nun unser ausgezeichneter Vektor v in einem der Vχ liegt, impliziert
das auch ϕ(x)v ∈ kv und damit x ∈ N . Wir haben also N = kerψ. Der analoge
Nachweis von LieH

∼→ ker dψ kann dem Leser überlassen bleiben.

Vorschau 9.3.6.10 (Quotienten nach reduktiven Gruppen sind affin). Jeder
Quotient einer affinen algebraischen Gruppe G nach einer im Sinne von 9.4.9.3
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reduktiven Untergruppe H ⊂∧ G ist affin. Ich kenne den Beweis nur im Fall der
Charakteristik Null, in dem die Behauptung leicht aus 7.9.6.23 folgt. Ein Satz von
Matsushima besagt feiner, daß ein Quotient einer reduktiven Gruppe nach einer
abgeschlossenen Untergruppe genau dann affin ist, wenn auch die Untergruppe
reduktiv ist.

Definition 9.3.6.11. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k und eine
natürliche Zahlm ∈ N heißt die Menge allerm-dimensionalen Untervektorräume
von V die Graßmann’sche der m-dimensionalen Teilräume von V und wird
notiert

Graß(m;V ) = Gr(m;V ) := {W ⊂ V | dimW = m}

9.3.6.12. Auf unseren Graßmann’schen operiert die Gruppe GL(V ) in offensicht-
licher Weise, und diese Operation ist transitiv, sofern die Graßmann’sche nicht
leer ist. Um die Graßmann’schen näher zu untersuchen, realisieren wir sie als
Teilmengen von projektiven Räumen.

Lemma 9.3.6.13. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V liefert die
Abbildungsvorschrift W 7→

∧mW eine Injektion, die Plücker-Einbettung∧m : Gr(m;V ) ↪→ P (
∧m V )

Im Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grundkörpers (k = k̄) ist das Bild der
Plücker-Einbettung abgeschlossen in der Zariski-Topologie.

Beweis. Unsere Abbildung ist injektiv, da gilt W = {v ∈ V | v ∧
∧mW = 0}.

Um ihr Bild zu beschreiben, betrachten wir umgekehrt für ein beliebiges ω ∈∧m V den Teilraum

ker(ω∧) = {v ∈ V | ω ∧ v = 0}

Ergänzen wir eine Basis v1, . . . , vl von ker(ω∧) durch vl+1, . . . , vn zu einer Basis
von V und schreiben ω in der zugehörigen Basis der äußeren Potenzen, so erken-
nen wir, daß es im Fall ω 6= 0 ein η gibt mit ω = v1 ∧ . . .∧ vl ∧ η. Wir haben also
ω 6= 0 ⇒ dim ker(ω∧) = l ≤ |ω| = m, und

dim ker(ω∧) = m ⇔ kω =
∧m ker(ω∧) ∈ im

∧m

Die Bedingung dim ker(ω∧) ≥ m ist nun aber offensichtlich eine abgeschlossene
Bedingung an ω ∈

∧m V , deshalb ist unser Bild abgeschlossen.
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Übungen

Übung 9.3.6.14. Sei ϕ : X → Y ein surjektiver Morphismus mit endlichen Fasern
von affinen irreduziblen Varietäten und sei O(Y ) normal. Man zeige

O(Y ) = O(X) ∩M(Y )

alias, ganz pedantisch geschrieben, ϕ]O(Y ) = O(X)∩ϕ]M(Y ). Hinweis: Ähn-
lich wie beim Beweis von 9.2.4.17 zeige man in den Notationen dort zunächst
ϕ] : O(Y )q

∼→ O(X)p ∩ ϕ]M(Y ).

Übung 9.3.6.15. Sind K ⊂∧ H ⊂∧ G affine algebraische Gruppen, so ist die offen-
sichtliche Abbildung H/K ↪→ G/K eine abgeschlossene Einbettung.

Übung 9.3.6.16 (Struktur als Quotient nach abgeschlossener Untergruppe).
Sei X eine Menge mit einer transitiven Operation einer affinen algebraischen
Gruppe G. Ist die Standgruppe Gx eines Punktes x ∈ X abgeschlossen, so sind
die Standgruppen aller Punkte abgeschlossen und es gibt genau eine Struktur als
algebraische Varietät auf X , für die alle durch die Gruppenwirkung gegebenen
Abbildungen G/Gx → X Isomorphismen von Varietäten sind.

Übung 9.3.6.17. Gegeben eine diagonalisierbare algebraische Gruppe G über ei-
nem algebraisch abgeschlossenen Körper wird die Sequenz G◦ ↪→ G � G/G◦

unter dem Charakterfunktor X die Sequenz Xtor ↪→ X � X/Xtor in der Gegen-
richtung.

Übung 9.3.6.18. (k = k̄). Man zeige, daß die Komposition

SL(2; k) ↪→ GL(2; k)� PGL(2; k) := GL(2; k)/k×

über einen Isomorphismus PSL(2; k)
∼→ PGL(2; k) unserer in 9.1.2.11 definier-

ten Gruppe faktorisiert.

Übung 9.3.6.19. Man zeige, daß in Charakteristik Null jede unipotente affine al-
gebraische Gruppe zusammenhängend ist. Hinweis: Man betrachte ihren Quotient
nach der Einskomponente.

Übung 9.3.6.20. (k = k̄). Man zeige, daß gegeben eine endlichdimensionale alge-
braische Darstellung V der multiplikativen Gruppe k× die Bahn Y jedes Punktes
des projektiven Raums PV entweder ein Punkt ist oder als Varietät isomorph zu
k× selber. Man zeige genauer, daß Y sogar als homogener Raum isomorph ist
zu k× mit der durch einen nichtkonstanten Gruppenhomomorphismus k× → k×

gegebenen Wirkung von k×. Hinweis: Wenn man bereit ist, 9.2.4.21 zu verwen-
den, so kann man gleich Übung 9.3.6.21 machen. Der Punkt hier ist, 9.2.4.21 zu
vermeiden.

Ergänzende Übung 9.3.6.21. Jeder homogene Raum eines Torus ist affin. Hin-
weis: 9.2.4.21.
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Ergänzende Übung 9.3.6.22 (Homogene Räume auflösbarer Gruppen). Jeder
homogene Raum einer auflösbaren affinen algebraischen Gruppe ist affin. Hin-
weis: Man verwende im Vorgriff 9.4.2.2. Indem man einen geeigneten maximalen
Torus der großen Gruppe geeignet verkleinert, rette man sich mit 9.2.4.21 in den
Fall 9.3.6.8 eines Quotienten einer unipotenten Gruppe.

Übung 9.3.6.23. (k = k̄). Sei V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum. Man
zeige, daß auf den Graßmann’schen Gr(m;V ) die Struktur Quotient von GL(V )
nach einer abgeschlossenen Unterruppe übereinstimmt mit der induzierten Struk-
tur in Bezug auf die Plücker-Einbettung

∧m : Gr(m;V ) ↪→ P (
∧m V ) aus 9.3.6.13.

Übung 9.3.6.24. Unter einer vollständigen Fahne von Untervektorräumen eines
endlichdimensionalen Vektorraums V versteht man eine Folge von Untervektor-
räumen

V = Vn ⊃ Vn−1 ⊃ . . . ⊃ V1 ⊃ V0 = 0

mit dimVi = i. Die Menge aller derartigen Fahnen notieren wir F(V ). Auf dieser
Menge operiert die Gruppe GL(V ) in offensichtlicher Weise und diese Operation
ist transitiv. Man zeige, daß F(V ) im Fall k = k̄ mit seiner Struktur als Quo-
tient nach einer abgeschlossenen Untergruppe aus 9.3.6.16 eine projektive Varietät
wird. Sie heißt die Flaggenvarietät oder Fahnenmannigfaltigkeit von V .

Übung 9.3.6.25. Gegeben eine monoton fallende Folge λ0 ≥ λ1 ≥ . . . natürlicher
Zahlen verstehen wir unter einer Fahne vom Typ λ von Untervektorräumen eines
vorgegebenen endlichdimensionalen Vektorraums V eine Folge von Untervektor-
räumen

V = V0 ⊃ V1 ⊃ . . .

mit dimVi = λi. Die Menge aller derartigen Fahnen notieren wir Fλ(V ). Auf
dieser Menge operiert die Gruppe GL(V ) in offensichtlicher Weise, und diese
Operation ist auch sicher transitiv. Man zeige, daß auch Fλ(V ) im Fall k = k̄ mit
seiner Struktur als homogener Raum aus 9.3.6.16 eine projektive k-Varietät wird.
Sie heißt eine partielle Flaggenvarietät oder partielle Fahnenmannigfaltigkeit.

9.3.7 Liealgebren von Zentralisatoren
9.3.7.1 (Liealgebra des Schnitts zweier abgeschlossener Untergruppen). Ge-
gebenH,K ⊂∧ G abgeschlossene Untergruppen einer affinen algebraischen Grup-
pe liefert die universelle Eigenschaft des ersten Quotienten einen injektiven Mor-
phismus c : H/(H ∩K) ↪→ G/K und wir erhalten ein kommutatives Diagramm
mit exakten Zeilen

Lie(H ∩K) ↪→ LieH � Tē(H/H ∩K)
∩ ∩ ↓ dēc

LieK ↪→ LieG � Tē(G/K)
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Wir sehen mit einer Diagrammjagd oder auch durch Anwenden der langen exak-
ten Homologiesequenz 17.2.2.2, daß die rechte obere Horizontale in diesem Dia-
gramm einen Isomorphismus (LieH ∩ LieK)/Lie(H ∩K)

∼→ ker dēc induziert.
Genau dann ist also dēc injektiv, wenn gilt Lie(H ∩ K) = LieH ∩ LieK. Das
Bild unseres Morphismus c ist nun genau dieH-BahnHK/K ⊂ G/K. Nach Satz
9.3.5.15 über Isomorphismen von homogenen Räumen hat unser Morphismus ge-
nau dann injektives Differential, wenn er einen Isomorphismus c : H/H ∩K ∼→
HK/K induziert, und im Fall eines Grundkörpers der Charakteristik Null ist das
stets der Fall. Insbesondere gilt in Charakteristik Null stets

Lie(H ∩K) = LieH ∩ LieK

Weiter gilt in Charakteristik Null notwendig

LieH ⊂ LieK ⇒ H◦ ⊂ K

In der Tat, aus LieH ⊂ LieK folgt LieH = LieH ∩ LieK = Lie(H ∩K) und
damit kdimH = kdim(H ∩K).
Beispiel 9.3.7.2. Sei k = k̄ ein algebraisch abgeschlossener Körper positiver Cha-
rakteristik p > 0. In G := (k2,+) haben die beiden abgeschlossenen Untergrup-
penH := {(x, y) | y = 0} undK := {(x, y) | y = xp} denselben Tangentialraum
im neutralen Element.
9.3.7.3 (Zentralisator). Seien G eine Gruppe und x ∈ G. Wir bezeichnen mit

Gx := Gintx = {g ∈ G | intx(g) = g} = {g ∈ G | xg = gx}
= ZG(x) = Gx = {g ∈ G | intg(x) = x} = {g ∈ G | gx = xg}

die Menge der Fixpunkte in G unter der Operation von x durch Konjugation alias
die Isotropiegruppe von x in Bezug auf Operation durch Konjugation von G auf
sich selbst. Diese Untergruppe Gx heißt der Zentralisator von x.
9.3.7.4 (Liealgebrenzentralisator). Gegeben x ∈ G ein Element in einer alge-
braischen Gruppe betrachten wir die Unterliealgebra

(LieG)x := (LieG)Adx = {Y ∈ LieG | Adx Y = Y }

und nennen sie den Liealgebren-Zentralisator von x.
9.3.7.5 (Liealgebren von Zentralisatoren). Gegeben x ∈ G ein Element in ei-
ner algebraischen Gruppe ist die Liealebra des Zentralisators stets enthalten im
Liealgebrenzentralisator, in Formeln

Lie(Gx) ⊂ (LieG)x

Das folgt aus der allgemeinen Tatsache, daß für jeden Automorphismus ϕ einer al-
gebraischen Gruppe G gilt Lie(Gϕ) ⊂ (LieG)dϕ. Das hinwiederum war Ihnen als
Übung 9.3.2.36 aufgegeben. Im folgenden werden wir verschiedene Situationen
kennenlernen, in denen hier Gleichheit gilt.
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Beispiel 9.3.7.6. Für x := (1
0

1
1) ∈ G = SL2(k) mit char k = 2 erhalten als Zen-

tralisator Gx =
{

(1
0
b
1)
}

und als Liealgebrenzentralisator (LieG)x =
{

(a0
b
a)
}

. In
diesem Fall gilt also Lie(Gx) ( (LieG)x.
9.3.7.7 (Liealgebren von Zentralisatoren in allgemeinen linearen Gruppen).
Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper gilt im Fall der allgemeinen linearen Gruppe GL(V ) für alle
Elemente x ∈ GL(V ) die Gleichheit

Lie(GL(V )x) = (Lie GL(V ))x

In der Tat ist in diesem Fall GL(V )x ist schlicht der Schnitt von GL(V ) mit dem
Bild richt(Lie GL(V ))x der Invarianten in der Liealgebra unter unserer üblichen
Identifikation richt : Lie GL(V )

∼→ End(V ).
9.3.7.8 (Liealgebren von Zentralisatoren, Variante). Gegeben H ⊂∧ G eine
abgeschlossene Untergruppe einer algebraischen Gruppe und x ∈ NG(H) setzen
wir allgemeiner Hx := H intx und (LieH)x := (LieH)Adx und haben wie zuvor

Lie(Hx) ⊂ (LieH)x

Im Fall affiner algebraischer Gruppen in Charakteristik Null gilt dann sogar die
Gleichheit Lie(Hx) = (LieH)x, denn wir können G = GL(V ) annehmen und
dann folgt

Lie(Hx) = Lie(H ∩Gx) = LieH ∩ Lie(Gx) = LieH ∩ (LieG)x = (LieH)x

mit der zweiten Gleichung nach unserer Erkenntnis 9.3.7.1, daß Charakteristik
Null die Liealgebra eines Schnitts von Untergruppen der Schnitt der Liealgebren
ist, und der dritten Gleichung nach unserer Bestimmung 9.3.7.7 der Liealgebra
eines Zentralisators in einer allgemeinen linearen Gruppe.

Satz 9.3.7.9 (Liealgebren der Zentralisatoren halbeinfacher Elemente). Ge-
geben H ⊂∧ G affine algebraische Gruppen gilt für jedes halbeinfache Element
s ∈ NG(H) des Normalisators von H die Identiät

Lie(Hs) = (LieH)s

9.3.7.10. Ein Automorphismus eines affinen algebraischen Monoids heißt halb-
einfach, wenn sein Komorphismus halbeinfach ist. Die vorgeschlagene Lösung
von Übung 9.1.3.6 zeigt, daß es gegeben ein affines algebraisches Monoid H mit
einem halbeinfachen Automorphismus σ stets einen endlichdimensionalen Vek-
torraum V und eine abgeschlossene Einbettung ρ : H ↪→ End(V ) und ein hal-
beinfaches Element s ∈ GL(V ) gibt mit ρ ◦ σ = ints ◦ρ. Insbesondere folgt
aus unserem Satz auch für jeden halbeinfachen Automorphismus σ einer affinen
algebraischen Gruppe H die Identität

Lie(Hσ) = (LieH)dσ
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Beweis. Man betrachte den Morphismus α : G → G, g 7→ gsg−1s−1. Sein Bild
α(G) = C(s)s−1 ist die mit s−1 von rechts verschobene Konjugationsklasse von
s und das Bild α(H) = CH(s)s−1 von H die entsprechend verschobene Bahn
von s unter der Operation durch Konjugation von H auf G. Andererseits gilt
deα : X 7→ X−Ads(X) für alleX ∈ LieG, wie Sie bereits in 9.3.3.11 gezeigt ha-
ben sollten. Ein Dimensionsvergleich zeigt, daß die Gleichheit im Satz äquivalent
ist zur Surjektivität des Differentials deα : TeH → Te(α(H)). Nun können wir si-
cher G = GL(V ) annehmen. Damit ist die Surjektivität deα : TeG → Te(α(G))
bereits durch die Bemerkungen gegen Ende von 9.3.7.5 gesichert. Ist aber ganz
allgemein f : V → V diagonalisierbar und W ⊂ V ein unter f stabiler Teilraum,
so gilt W ∩ f(V ) = f(W ), denn beide Seiten sind die Summe der Eigenräume
zu von Null verschiedenen Eigenwerten von f : W → W . Da s halbeinfach
angenommen war, können wir diese Erkenntnis auf f = deα = id−Ads anwen-
den und erhalten die Surjektivität deα : TeH � TeH ∩ Te(α(G)) und wegen
α(H) ⊂ H a forteriori die Surjektivität deα : TeH � Te(α(H)).

Satz 9.3.7.11 (Konjugationsklassen halbeinfacher Elemente). Gegeben H ⊂∧
G affine algebraische Gruppen ist für jedes halbeinfache Element s ∈ NG(H) des
Normalisators von H seine Bahn unter der Operation von H durch Konjugation
eine abgeschlossene Teilmenge

{hsh−1 | h ∈ H} ⊂∧ G
Insbesondere ist die Konjugationsklasse jedes halbeinfachen Elements einer affi-
nen algebraischen Gruppe abgeschlossen.

Beweis. Wieder reicht es, den Fall G = GL(V ) zu betrachten. Wir setzen

h := LieH

Die Menge M = Ms ⊂ G aller Elemente g ∈ NG(H), auf denen das Minimalpo-
lynom von s verschwindet und deren charakteristisches Polynom auf h ebenfalls
mit dem von s übereinstimmt, in Formeln char(Adg |h) = char(Ads |h), besteht
dann aus halbeinfachen Matrizen, ist eine abgeschlossene Teilmenge M ⊂∧ G und
ist stabil unter Konjugation mit Elementen von H . Können wir zeigen, daß alle
Bahnen in M unter der Operation von H durch Konjugation dieselbe Dimension
haben, so haben wir gewonnen, da nach 9.2.3.7 alle Bahnen lokal abgeschlossen
sind und damit alle Bahnen kleinstmöglicher Dimension abgeschlossen. Aber für
t ∈M gilt ja

kdim(int(H)t) = kdimH − kdimH t

= kdimH − dim ht

nach 9.3.7.9 und dim ht ist die Vielfachheit von Eins als Eigenwert von Adt auf h
und ist nach Konstruktion konstant für t ∈M .
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9.3.7.12. Gegeben affine algebraische Gruppen H ⊂∧ G und eine Teilmenge X ⊂
NG(H) setzen wir HX :=

⋂
x∈X H

x sowie (LieH)X :=
⋂
x∈X(LieH)x.

Korollar 9.3.7.13 (Liealgebren der Zentralisatoren von Tori). Gegeben H ⊂∧
G affine algebraische Gruppen gilt für jede Teilmenge S ⊂ NG(H)s des Nor-
malisators von H aus paarweise kommutierenden halbeinfachen Elementen die
Identiät

Lie(HS) = (LieH)S

Beweis. Wir setzen h := LieH und argumentieren mit Induktion über die Dimen-
sion kdimH von H und unterscheiden zwei Fälle. Gilt hS = h, so folgt für alle
s ∈ S erst hs = h und mit 9.3.7.9 weiter Lie(Hs) = h und so Hs ⊃ H◦. Zu-
sammen erhalten wir HS ⊃ H◦ und dann natürlich auch Lie(HS) = h und wir
brauchen noch nicht einmal die Induktionsannahme. Gilt dahingegen hS 6= h, so
gibt es s ∈ S mit hs 6= h, a forteriori also Lie(Hs) 6= h, also kdimHs < kdimH
und wir können die Induktionsannahme auf Hs anwenden und finden

Lie(HS) = Lie((Hs)S) = (LieHs)S = ((LieH)s)S = (LieH)S

mit der Induktionsannahme im zweiten Schritt und 9.3.7.9 im dritten Schritt.

Übungen

Übung 9.3.7.14. (k = k̄). Man zeige, daß in GL(n; k) nur die halbeinfachen
Elemente eine abgeschlossene Konjugationsklasse haben. Man gebe eine Formel
für die Dimensionen dieser Konjugationsklassen.

9.3.8 Graßmann’sche und Plücker-Relationen*
9.3.8.1. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper k mit
Basis v1, . . . , vn. Wir wählen in

∧m V die Basis vI , wo I über alle m-elementigen
Teilmengen I ⊂ {1, . . . , n} läuft und wir wie üblich vI := vi ∧ . . . ∧ vj setzen
für i < . . . < j die Größe nach aufgeführten Elemente von I . Die zugehörigen
Koordinatenfunktionen heißen die Plücker-Koordinaten, das sind also lineare
Abbildungen xI = xi,...,j :

∧m V → k. Gegeben ν ∈ {1, . . . , n} bezeichne
sgn(I, ν) das Vorzeichen „Minus Eins hoch die Anzahl derjenigen Elemente von
I , die größer sind als ν“.

Satz 9.3.8.2. Seien k ein Körper und V ein k-Vektorraum und v1, . . . , vn eine
Basis von V . Seien xI :

∧m V → k für I ⊂ {1, . . . , n} mit |I| = m die
zugehörigen Plücker-Koordinaten. So ist das Bild unserer eben erklärten Ein-
bettung

∧m : Gr(m;V ) ↪→ P (
∧m V ) die Projektivisierung der Lösungsmenge
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des folgenden Systems von quadratischen Gleichungen, der sogenannten Plücker-
Relationen

0 =
∑
ν∈K\L

sgn(K, ν)xL∪{ν}xK\{ν}

Diese Gleichungen sind dabei für alle K,L ⊂ {1, . . . , n} mit |K| = m + 1 und
|L| = m− 1 zu nehmen.

9.3.8.3. Im Spezialfall m = 2 und unter der Annahme eines Grundkörpers ei-
ner von zwei verschiedenen Charakteristik ist das auch gleichbedeutend zu der
besonders übersichtlichen Bedingung

ω ∧ ω = 0

In der Tat, ω =
∑

i<j xijvi ∧ vj erfüllt ω ∧ ω = 0 genau dann, wenn für alle
i < j < k < l gilt 2(xijxkl−xikxjl +xilxjk) = 0. Nehmen wir nun oben L = {i}
und K = {j, k, l}, so erhalten wir genau diese Gleichungen bis auf den Faktor 2
und im Fall L ⊂ K die Gleichungen 0 = 0, die keine zusätzlichen Bedingungen
liefern.

Beweis. Es gilt, die Bedingung dim ker(ω∧) ≥ m aus dem vorhergehenden Be-
weis im Fall eines n-dimensionalen Raums V mit n ≥ m auszuschreiben. Dazu
erinnern wir an die beiden nichtausgearteten Paarungen∧m V ×

∧m V ∗ → k

(v1 ∧ . . . ∧ vm, f1 ∧ . . . ∧ fm) 7→ det(fi(vj))
m
i,j=1∧m V ×

∧n−m V →
∧n V

(ω , η) 7→ ω ∧ η

Hier und im folgenden vereinbaren wir, daß das Bilden des Dualraums stärker
bindet als das Bilden äußerer Potenzen, daß also

∧m V ∗ a priori als
∧m(V ∗) zu

verstehen ist, auch wenn es darauf ja gar nicht wirklich ankommt, denn die ers-
te Paarung liefert eine kanonische Identifikation

∧m V ∗
∼→ (
∧m V )∗. Zusammen

mit der zweiten Paarung erhalten wir dann einen bis auf Skalar eindeutig bestimm-
ten Isomorphismus

∧m V
∼→
∧n−m V ∗. Auf die Wahl dieses Skalars kommt es

uns nicht an und wir schreiben unseren Isomorphismus ω 7→ ω∗. Bezeichnen wir
weiter für einen Teilraum A ⊂ B seinen Annullator mit A⊥ ⊂ B∗, so haben
wir für W ⊂ V einen m-dimensionalen Teilraum unter unserem Isomorphismus
ω 7→ ω∗ offensichtlich

∧mW 7→
∧n−m(W⊥). Folglich erfüllt jedes ω im Bild

von Gr(m;V ) die Gleichung

ker(ω∧)⊥ = ker(ω∗∧)
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In der Tat sind für ω =
∧mW schlicht beide SeitenW⊥. Umgekehrt folgt aus die-

ser Gleichung auch dim ker(ω∧) + dim ker(ω∗∧) = n und damit definiert unsere
Gleichung genau das Bild von Gr(m;V ). Aus Dimensionsgründen charakterisiert
sogar die Bedingung (ker(ω∧))⊥ ⊂ ker(ω∗∧) bereits das Bild von Gr(m;V ).
Weil nun bei jeder linearen Abbildung der Annullator des Kerns mit dem Bild der
transponierten Abbildung zusammenfällt, in Formeln (ker f)⊥ = im(f>), erhal-
ten wir für ω ∈

∧m V schließlich

(kω liegt im Bild von Gr(m;V ))⇔ im((ω∧)>) ⊂ ker(ω∗∧)

Die Wahl des Elements v1∧. . .∧vn ∈
∧n V legt die bis auf einen Skalar definierte

Abbildung ω 7→ ω∗ von oben sogar ganz fest und wir erhalten dafür die explizite
Beschreibung als die Komposition

vI 7→ sgn(I)v∗Ic

mit Ic dem Komplement von I und sgn(I) dem Signum der Permutation, die die
Elemente von I nach vorne schiebt, sonst aber alle Reihenfolgen erhält, mit v∗i den
Elementen der dualen Basis und v∗J den Elementen der dazu entsprechend gebilde-
ten Basis der Graßmann-Algebra

∧
V ∗. Gegeben ω =

∑
xIvI wird ω∧ gegeben

durch vν 7→
∑

ν 6∈I sgn(I, ν)xIvI∪{ν}. Die transponierte Abbildung (ω∧)> wird
also gegeben durch

v∗K 7→
∑
ν∈K

sgn(K, ν)xK\νv
∗
ν

Unsere Bedingung im(ω∧)> ⊂ ker(ω∗∧) lautet damit dann, daß für alle K mit
|K| = m+ 1 gilt

0 =
∑
ν∈K

∑
I

sgn(I)xI sgn(K, ν)xK\νv
∗
Ic ∧ v∗ν

Das bedeutet, daß für alle L mit |L| = m − 1 der Koeffizient von v∗Lc Null ist,
und da Ic ∪ {ν} = Lc gleichbedeutend ist zu L = I\ν, ist das äquivalent zu den
Gleichungen

0 =
∑
ν∈K\L

sgn(L ∪ {ν}) sgn(K, ν) sgn(Lc, ν)xL∪{ν}xK\{ν}

für alle K,L ⊂ {1, . . . , n}mit |K| = m+ 1 und |L| = m− 1. Nun überlegen wir
uns noch, daß sgn(L ∪ {ν}) sgn(Lc, ν) für ν 6∈ L von ν gar nicht abhängt, und
folgern unsere Plücker-Relationen

0 =
∑
ν∈K\L

sgn(K, ν)xL∪{ν}xK\{ν}
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Das Bild der Graßmann’schen im projektiven Raum der entsprechenden äußeren
Potenz ist also die simultane Nullstellenmenge dieser quadratischen Gleichungen
für alle K,L ⊂ {1, . . . , n} mit |K| = m+ 1 und |L| = m− 1.

Definition 9.3.8.4. Gegeben ein Körper k und ein k-Kring A versteht man unter
einer Theorie von Standard-Monomen für A die Angabe einer Teilmenge A ⊂
A mitsamt einer Teilordnung darauf derart, daß die Menge der „nichtfallenden
Monome in den Elemten von A“, in Formeln die Menge

{a1a2 . . . ar | r ≥ 0, ai ∈ A, a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ar}

eine Basis von A über k bildet.

Beispiel 9.3.8.5. Man kann zeigen, daß im homogenen Koordinatenring der Graß-
mann’schen Gr(m; kn) ⊂ P(

∧m kn) die Plücker-Koordinaten xI eine Theorie von
Standard-Monomen liefern, wenn man setzt xI ≤ xJ , wenn gilt I = {i1, . . . , im}
und J = {j1, . . . , jm} mit iν ≤ jν ∀ν. Weiter gibt es eine Anordnung auf
der Menge der möglichen Monome derart, daß für a, b ∈ A unvergleichbar gilt
ab ∈ (Standardmonom + 〈c | c < ab〉k). Solche Darstellungen von ab heißen
dann „straithening relations“. Man erhält solch eine Anordung laut Literatur, in-
dem man die Bruhatteilordnung zu einer totalen Ordnung erweitert und dazu die
lexikographische Ordnung betrachtet.

9.3.9 Restringierte Lie-Algebren*

9.3.9.1. In diesem Abschnitt werden grundlegende Kenntnisse über die universel-
le einhüllende Algebra einer Liealgebra im Umfang von 24.4.3 vorausgesetzt.

Definition 9.3.9.2. Sei k ein Körper positiver Charakteristik p > 0. Eine restrin-
gierte k-Liealgebra ist ein Paar bestehend aus einer k-Liealgebra g und einer
Abbildung g → g, X 7→ X [p] derart, daß die drei folgenden Bedingungen erfüllt
sind:

1. Die Abbildung ξ : g → U(g), X 7→ Xp − X [p] von der Liealgebra in ihre
universelle Einhüllende ist ein Homomorphismus von additiven Gruppen;

2. Für alle α ∈ k und X ∈ g gilt (αX)[p] = αpX [p];

3. Für alle X ∈ g gilt ad(X [p]) = (adX)p.

Die Abbildung X 7→ X [p] heißt im Zusammenhang von restringierten Lialgebren
die formale p-te Potenz.
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9.3.9.3. Es gilt in obiger Definition sorgfältig zu unterscheiden zwischen der p-ten
Potenz Xp in der einhüllenden Algebra, der p-ten Potenz (adX)p im Endomor-
phismenring End(g) des Vektorraums g und der formalen p-ten Potenz X [p] ∈ g.
Offensichtlich ist jede Unteralgebra einer restringierten k-Liealgebra, die stabil ist
unter X 7→ X [p], auch ihrerseits eine restringierte k-Liealgebra.

Proposition 9.3.9.4 (Formale p-Potenz der allgemeinen linearen Liealgebra).
Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k der Charakteristik p > 0 ist
gl(V ) mit X [p] := X(◦p) der p-ten Potenz von X im Endomorphismenring von V
eine restringierte Liealgebra.

9.3.9.5. Gegeben eine k-Ringalgebra (A, ◦) ist insbesondere AL eine restringier-
te Liealgebra mit X [p] := X(◦p). Gegeben eine beliebige k-Algebra (A, ◦) ist
weiter Derk A nach 9.3.2.5 eine restringierte Liealgebra mit ∂[p] := ∂(◦p). Spe-
ziell wird so auch die Lie-Algebra einer algebraischen Gruppe eine restringier-
te Lie-Algebra. Schließlich ist für jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum V
auch sl(V ) ⊂ gl(V ) stabil unter X 7→ X(◦p), was man durch Übergang zu einem
größeren Körper und Trigonalisierung leicht einsieht, und wird damit ihrerseits
eine restringierte Lie-Algebra.

Beweis. Die zweite Bedingung aus der Definition ist offensichtlich erfüllt. Wir
zeigen als nächstes die letzte Bedingung. In der Hoffnung, dadurch dem Ver-
ständnis zu helfen, notieren wir ◦ die Multiplikation in End(V ) und verstehen
ad stets in Bezug auf die auf g := End(V ) induzierte Struktur einer Liealgebra.
Dahingegen notieren wir die Multiplikation in End(g) = End(End(V )) ohne ein
spezielles Multiplikationssymbol. Damit finden wir für X, Y ∈ End(V ) im Ring
End(V ) die Identität

(ad(X [p]))(Y ) = X(◦p) ◦ Y − Y ◦X(◦p) = ((X◦)− (◦X))p(Y ) = (adX)p(Y )

Jetzt zeigen wir noch die Additivität ξ(A + B) = ξ(A) + ξ(B) von ξ. Es gilt in
U(g) zu zeigen

(A+B)p − Ap −Bp = (A+B)[p] − A[p] −B[p]

Es reicht zu zeigen, daß die linke Seite im Teilraum g ⊂ U(g) liegt, denn bei-
de Seiten landen unter dem natürlichen Ringalgebrenhomomorphismus U(g) →
Endk V offensichtlich auf demselben Element und die Restriktion dieses Ringal-
gebrenhomomorphismus auf g ⊂ U(g) ist injektiv. Nun gilt in einer beliebigen
k-Ringalgebra

(A+B)p − Ap −Bp =

p−1∑
i=1

si(A,B)
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für gewisse universelle Polynome si ∈ kbX, Y c in nichtkommutierenden Varia-
blen, die erklärt werden können durch die Identität

(tX + Y )p − (tX)p − Y p =

p−1∑
i=1

tisi(X, Y )

in kbX, Y c[t]. Formales Ableiten nach t liefert

p∑
i=1

(tX + Y )i−1X(tX + Y )p−i =

p−1∑
i=1

iti−1si(X, Y )

Die linke Seite kann hier umgeschrieben werden zu

(((tX + Y )·)− (·(tX + Y )))p−1(X)

aufgrund der allgemeinen Formel (r − s)p−1 =
∑p

i=1 r
i−1sp−i im Polynomring

k[r, s], die man unschwer durch Multiplikation beider Seiten mit (r−s) prüft. Das
aber zeigt (ad(tX + Y ))p−1(X) =

∑p−1
i=1 it

i−1si(X, Y ). Damit sind alle si(X, Y )
Linearkombinationen von iterierten Kommutatoren. Im Fall A,B ∈ g ⊂ U(g)
gehört also in der Tat auch (A+B)p − Ap −Bp zu g ⊂ U(g).

Proposition 9.3.9.6. Gegeben eine restringierte Liealgebra g über einem Körper
k positiver Charakteristik gehört X [p] − Xp für alle X ∈ g zum Zentrum der
Einhüllenden U(g).

Beweis. Nach Annahme gilt adg(X
[p])(Y ) = (adgX)p(Y ) für alle Y ∈ g. Beide

Seiten lassen sich zu Derivationen der universellen Einhüllenden fortsetzen durch
adU(X [p])(u) := X [p]u − uX [p] beziehungsweise (adUX)u := Xu − uX und
(adUX)p die p-te Potenz dieser Derivation, die ja nach unseren allgemeinen Er-
kenntnissen 9.3.2.5 auch selbst wieder eine Derivation der Einhüllenden sein muß.
Da diese beiden Derivationen nach Annahme auf g übereinstimmen, stimmen sie
notwendig auch auf der ganzen Einhüllenden überein und wir haben

adU(X [p])(u) = (adUX)p(u)

für alle u ∈ U(g). Andererseits gilt adUX = (X·) − (·X) : U(g) → U(g) und
damit (adUX)p(u) = Xpu− uXp. Insgesamt folgt X [p]u− uX [p] = Xpu− uXp

für alle X ∈ g und u ∈ U(g) und das war genau zu zeigen.

9.3.10 Unipotente Gruppen und ihre Liealgebren*
9.3.10.1 (Exponentialabbildung bei algebraischen Gruppen). Gegeben eine
affine algebraische Gruppe G über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k
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der Charakteristik char k = 0 und X ∈ LieG nilpotent ist seine Fortsetzung X̀
zu einem linksinvarianten Vektorfeld eine lokal nilpotente Derivation von O(G)
und folglich exp(X̀) nach 24.2.4.3 ein Ringalgebrenautomorphismus von O(G).
Mit X̀ muß natürlich auch exp(X̀) mit allen Linksverschiebungen ź für z ∈ G
vertauschen. Wie beim Beweis von 9.1.5.5 diskutiert, muß dieser Automorphis-
mus exp(X̀) vonO(G) also die Rechtsverschiebung g̀ mit einem wohlbestimmten
Element g ∈ G sein. Wir vereinbaren für dieses Element die Notation

g := ˜expX

und vereinfachen sie ab 9.3.10.4 zu expX , sobald wir uns daselbst überzeugt
haben, daß das nicht zu Mehrdeutigkeiten führt.

Beispiel 9.3.10.2 (Exponentialabbildung der additiven Gruppe). Im Fall der
additiven Gruppe (k,+) eines algebraisch abgeschlossenen Körpers k der Cha-
rakteristik Null und λ ∈ k finden wir

(expλ∂) : T n 7→
∑
i

(
n

i

)
T iλn−i = (T + λ)n

und so (expλ∂)f = f ◦ (+λ) und mithin ˜exp : λ∂ 7→ λ.

9.3.10.3 (Funktorialität der Exponentialabbildung). Offensichtlich gilt für je-
den Homomorphismus ϕ : G→ H von affinen algebraischen Gruppen und jedes
nilpotente Element X ∈ LieG stets

ϕ( ˜expX) = ˜exp(dϕ(X))

Lemma 9.3.10.4 (Exponentialabbildung der allgemeinen linearen Gruppe).
Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorrraum V über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper k der Charakteristik char k = 0 gilt mit unserer kanonischen
Identifikation richt : Lie(GL(V ))

∼→ EndV für alle nilpotenten X ∈ Lie GL(V )
die Identität

˜exp(X) = exp(richtX)

9.3.10.5. Wegen dieser Verträglichkeit führt es nicht zu Mehrdeutigkeiten, wenn
wir unsere Notation, sobald das Lemma bewiesen ist, zu ˜exp = exp vereinfachen.

Beweis. Für jeden nilpotenten Endomorphismus N ∈ EndV können wir einen
Gruppenhomomorphismus ϕ = ϕN : (k,+) → GL(V ) erklären durch die Vor-
schrift ϕN(t) = exp(tN). Dann gilt offensichtlich richt(dϕN(∂)) = N . Für
N = richt(X) erhalten wir mit der Funktorialität 9.3.10.3 und dem Beispiel
9.3.10.2 der additiven Gruppe

˜exp(X) = ˜exp(dϕN(∂)) = ϕN( ˜exp(∂)) = ϕN(1) = exp(N)
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Satz 9.3.10.6 (Unipotente Gruppen in Charakteristik Null). Gegeben eine uni-
potente affine algebraische Gruppe U über einem algebraisch abgeschlossenen
Körper k der Charakteristik char k = 0 induziert die Exponentialabbildung einen
Isomorphismus von algebraischen Varietäten

exp : LieU
∼→ U

9.3.10.7. Ist insbesondere dimk V < ∞ und U ⊂∧ GL(V ) eine unipotente Un-
tergruppe und ein Teilraum W ⊂ V stabil unter der abgeleiteten Operation von
LieU , so ist W auch stabil unter U .

Beweis. Gegeben ein Körper k der Charakteristik char k = 0 liefern die Expo-
nentialreihe und die Reihenentwicklung von log(1 + x) zueinander inverse Bijek-
tionen 

 0

======= ∗

0 0




exp
→
∼
←
log


 1

======= ∗

0 1




zwischen der Menge der echten oberen Dreiecksmatrizen und der Menge der uni-
potenten oberen Dreiecksmatrizen, jeweils mit Einträgen in k. Gilt zusätzlich
k = k̄ und ist U eine abgeschlossene Untergruppe rechts und LieU ihre Lieal-
gebra links, so folgt zunächst exp(LieU) ⊂ U aus der Funktorialität 9.3.10.3 und
dann exp(LieU) = U durch Dimensionsvergleich und die Erkenntnis 9.3.6.19,
daß in Charakteristik Null jede unipotente Gruppe zusammenhängend ist.

9.3.10.8. Wir nennen eine endlichdimensionale Liealgebra nilpotent, wenn sie
als Unteralgebra in eine Liealgebra von echten oberen Dreiecksmatrizen einge-
bettet werden kann. Eine intrinsische Charakterisierung, die auch für Liealgebren
unendlicher Dimension sinnvoll bleibt, wird in 24.3.6.2 formuliert und bewiesen.

Satz 9.3.10.9 (Unipotente Gruppen und ihre Liealgebren). Gegeben k = k̄ ein
algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik char k = 0 ist das Bilden
der Liealgebra eine Äquivalenz von Kategorien{

unipotente affine algebraische
Gruppen über k

}
≈→

{
endlichdimensionale nilpotente

Liealgebren über k

}
Beweis. Daß unser Funktor treu ist, daß er also Injektionen zwischen den beteilig-
ten Morphismenräumen induziert, folgt bereits aus der Isomorphismeneigenschaft
9.3.10.6 und der Funktorialität 9.3.10.3 der Exponentialabbildung. Wir zeigen als
nächstes, daß auch jede nilpotente Liealgebra isomorph ist zur Liealgebra einer
unipotenten algebraischen Gruppe. Dazu reicht es zu zeigen, daß für jedes n und
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jede Unteralgebra n ⊂ dn der Liealgebra dn ⊂ Mat(n; k) aller echten oberen
Dreiecksmatrizen auch exp n eine Untergruppe der Gruppe aller unipotenten obe-
ren Dreiecksmatrizen ist. Das zeigen wir durch Induktion über die Dimension. Der
nulldimensionale Fall ist klar. Sonst wähle man ein Ideal m ⊂ n der Kodimension
Eins, das muß es stets geben, und ein Element x ∈ n\m. Da die Rechtsmultipli-
kation und die Linksmultiplikationen mit x kommutieren, erhalten wir für jede
nilpotente Matrix x und jede Matrix y die Identität

exp(x)y exp(x)−1 = exp((x·)− (·x))(y) = (exp(ad x))(y)

Nun ist aber adx eine nilpotente Derivation der Matrixalgebra und exp(adx)
folglich ein Automorphismus der Matrixalgebra. Für z eine weitere nilpotente
Matrix ergibt sich damit

exp(x) exp(z) exp(x)−1 = (exp(adx))(exp(z)) = exp((exp(adx))(z))

Folglich normalisiert die Untergruppe exp(kx) die Untergruppe expm und damit
ist das Produkt (expm)(exp kx) selbst eine Untergruppe. Dasselbe gilt für ihren
Abschluß, in dem unser Produkt als Bahn einer Wirkung von (expm)× (exp kx)
zumindest eine offene Teilmenge sein muß. Die Liealgebra dieses Abschlusses
umfaßt nun aber offensichtlich unser n und fällt dann aus Dimensionsgründen
sogar damit zusammen. Also ist exp n ⊂∧ exp dn in der Tat eine abgeschlosse-
ne Untergruppe. Nun müssen wir nur noch zeigen, daß jeder Homomorphismus
u → n von nilpotenten Liealgebren auch von einem Gruppenhomomorphismus
herkommt. Sei dazu m ⊂ u× n der Graph unseres Liealgebrenhomomorphismus.
Nach dem bereits Bewiesenen ist M := expm dann eine abgeschlossene Unter-
gruppeM ⊂∧ U×N und die Treue unseres Funktor zeigt, daß die Projektion einen
IsoorphismusM ∼→ U induziert. Also istM auch der Graph eines Gruppenhomo-
morphismus und das beendet den Beweis.

9.3.10.10 (Alternativen beim Beweis). Aus 9.2.3.9 folgt, daß (expm)(exp kx)
als Bahn einer unipotenten Gruppe in einer affinen Varietät bereits selbst abge-
schlossen sein muß. Aus der Variante 24.3.2.5 der Hausdorff-Formel kann man
auch direkt folgern, daß exp(n) eine Untergruppe der Gruppe der unipotenten
oberen Dreiecksmatrizen sein muß.

Übungen

Übung 9.3.10.11. Gegeben ein Körper k der Charakteristik char(k) = 0 be-
trachte man die Menge N ⊂ Mat(n; k) der nilpotenten Matrizen und zeige,
daß die Exponentialabbildung darauf zu einer Injektion exp : N ↪→ Mat(n; k)
einschränkt. Hinweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei k = k̄. Aus
exp(A) = exp(B) folgere man exp(tA) = exp(tB) für alle t ∈ N und dann
für alle t ∈ k.
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Übung 9.3.10.12. Gegeben eine affine algebraische Gruppe über einem algebra-
isch abgeschlossenen Körper der Charakteristik Null und (LieG)n die Menge der
nilpotenten Elemente ihrer Liealgebra induziert die Exponentialabbildung einen
Isomorphismus von Varietäten

exp : (LieG)n
∼→ Gu

des nilpotenten Kegels mit der Varietät der unipotenten Elemente vonG. Hinweis:
Die Injektivität folgt aus 9.3.10.11.

Übung 9.3.10.13 (Unipotente kommutative Gruppen). Jede kommutative uni-
potente affine algebraische Gruppe über einem algebraisch abgeschlossenen Körper
k der Charakteristik Null ist isomorph zur additiven Gruppe eines endlichdimen-
sionalen k-Vektorraums. In positiver Charakteristik gilt das nicht mehr.

9.3.11 Algebraische Distributionen*
Definition 9.3.11.1. Gegeben eine bepunktete k-Varietät (X, x) und n ∈ N setzt
man Dist≤n(X, x) := {µ ∈ Homk(OX,x, k) | µ(mn+1

x ) = 0} und

Dist(X, x) :=
∞⋃
n=0

Dist≤n(X, x)

Die Elemente dieses Vektorraums über k heißen die Distributionen auf X mit
Träger in x. Jeder Morphismus ϕ : (X, x) → (Y, y) von bepunkteten Varietäten
induziert einen lokalen Ringhomomorphismus OY,y → OX,x und so Homomor-
phismen Dist≤n(X, x)→ Dist≤n(Y, y) sowie

dxϕ : Dist(X, x)→ Dist(Y, y)

Auf diese Weise erhalten wir einen Funktor von der Kategorie Var∗ der bepunkte-
ten Varietäten in die Kategorie der Vektorräume, ja in die Kategorie der filtrierten
Vektorräume.

Beispiel 9.3.11.2. Gegeben eine affine bepunktete Varietät (X, x) liefert die Ein-
bettung nach dem Satz über überflüssiges Lokalisieren Isomorphismen

O(X)/I(x)n+1 ∼→ OX,x/mn+1
x

Distributionen vom Grad ≤ n können also auch als Linearformen auf dem linken
Quotienten realisiert werden. Ist etwa X = k die Gerade mit O(X) = k[T ] und
x = 0 der Ursprung, so bilden die Koordinatenfunktionen zur Basis der Monome
T r eine Basis des Raums der Distributionen. Wir notieren die entsprechenden Ba-
sisvektoren ∂(r). In Charakteristik Null können sie auch explizit als die Differen-
tialoperatoren (r!)−1∂r gefolgt vom Auswerten beim Ursprung aufgefaßt werden.
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9.3.11.3. Sei (X, x) eine bepunktete Varietät. Das Auswerten δx : OX,x → k
an der Stelle x nennt man in diesem Zusammenhang auch die Dirac’sche δ-
Distribution. Sie ist eine Basis des k-Vektorraums Dist≤0(X, x) der Dimension
Eins. Der Kern des Auswertens auf der konstanten Funktion Eins ist ein Teil-
raum Dist+(X, x) ⊂ Dist(X, x), der komplementär ist zu kδx. Die Restriktion
auf mx/m

2
x ⊂ OX,x/m2

x induziert des weiteren einen natürlichen Isomorphismus

Dist≤1(X, x) ∩Dist+(X, x)
∼→ TxX

und so eine Einbettung des Tangentialraums in den Raum der Distributionen.

9.3.11.4. Der Durchschnittssatz von Krull 7.4.6.14 zeigt, daß für jede bepunkte-
te Varietät (X, x) das Auswerten Dist(X, x) × OX,x → k eine nichtausgeartete
Paarung ist.

Satz 9.3.11.5 (Distributionen auf Produkten). Gegeben zwei bepunktete Varie-
täten (X, x) sowie (Y, y) und Distributionen µ ∈ Dist(X, x) sowie ν ∈ Dist(Y, y)
gibt es genau eine Distribution µ� ν ∈ Dist(X × Y, (x, y)) mit der Eigenschaft,
daß das Diagramm

OX,x ⊗k OY,y //

µ⊗ν
��

OX×Y,(x,y)

µ�ν
��

k ⊗k k mult // k

kommutiert. Weiter liefert diese Vorschrift einen Isomorphismus

Dist(X, x)⊗k Dist(Y, y)
∼→ Dist(X × Y, (x, y))

9.3.11.6. Der Isomorphismus aus dem Satz ist sogar ein Isomorphismus von fil-
trierten Vektorräumen, wenn wir die Filtierung auf dem Tensorprodukt wie in
7.7.1.12 erklären, und gegeben Tangentialvektoren v, w der jeweiligen Tangen-
tialräume finden wir v ⊗ δy + δx ⊗ w 7→ (v, w). Auch das zeigt der folgende
Beweis.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir X und Y affin anneh-
men. In diesem Fall liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus
O(X)/I(x)n

∼→ OX,x/mn
x und dann natürlich auch einen Isomorphismus der

Dualräume. Andererseits induziert O(X) ⊗ O(Y )
∼→ O(X × Y ) einen Isomor-

phismus
I(x)⊗O(Y ) +O(X)⊗ I(y)

∼→ I(x, y)

mit dem Verschwindungsideal I(x, y) von (x, y). Dann entsprechen sich unter
dem kanonischen Isomorphismus auch alle Potenzen dieser Ideale, in Formeln∑

i+j=n

I(x)i ⊗ I(y)j
∼→ I(x, y)n
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Das zeigt, daß gegeben Linearformen µ ∈ O(X)∗ und ν ∈ O(Y )∗ mit µ(I(x)i) =
0 und ν(I(y)j) = 0 notwendig gilt (µ � ν)(I(x, y)i+j) = 0. Mithin gibt es für
µ ∈ Dist≤i(X, x) und ν ∈ Dist≤j(Y, y) genau ein µ�ν ∈ Dist≤i+j(X×Y, (x, y))
mit der im Satz geforderten Eigenschaft. Nun können wir unsere Summe auch
umschreiben zu einem Schnitt und damit induziert der kanonische Isomorphismus
einen Isomorphismus⋂

i+j=n

(
I(x)i ⊗O(Y ) +O(X)⊗ I(y)j

) ∼→ I(x, y)n

So erkennen wir mit 4.4.5.10, daß der kanonische Isomorphismus eine Surjektion∑
i+j=n

Dist≤i(X, x)⊗Dist≤j(Y, y)� Dist≤n(X × Y, (x, y))

induziert. Die Injektivität von Dist(X, x)⊗Dist(Y, y)→ Dist(X × Y, (x, y)) ist
eh klar nach 4.6.1.25.

9.3.11.7. In der Sprache der Schmelzkategorien 18.1.1.4 folgende ausgedrückt
bilden die Distributionen sogar einen mit universellen Trennungen verträglichen
Trennfunktor

Dist : fVar∗k → Moddual
k

von der banalen Trennkategorie der bepunkteten k-Varietäten in die Duale der
Schmelzkategorie der k-Vektorräume, ja sogar der filtrierten k-Vektorräume. Die
einzige Leertrennung (X, x) → f wird dabei auf diejenige Leertrennung alias
Linearform auf Dist(X, x) abgebildet, die durch Auswerten auf der Eins des lo-
kalen Rings gegeben wird. Im Fall affiner Varietäten kann der zu unserem Trenn-
funktor duale Schmelzfunktor kart(Var∗k) → Modk als Unterschmelzfunktor des
Schmelzfunktors (X, x) 7→ O(X)∗ aufgefaßt werden, der jeder punktierten Varie-
tät den Dualraum in Bezug auf den Grundkörper des Raums der regulären Funk-
tionen zuordnet.

9.3.11.8 (Distributionen als Kokringalgebra). Gegeben eine bepunktete alge-
braische Varietät (X, x) betrachten wir die diagonale Einbettung ∆ : X ↪→ X×X
und die Verknüpfung

Dist(X, x)
dx∆−→ Dist(X ×X, (x, x))

∼→ Dist(X, x)⊗Dist(X, x)

Diese Verknüpfung µ ist offensichtlich koassoziativ und kokommutativ und macht
so Dist(X, x) zu einer Koalgebra, ja zu einer Kokringalgebra im Sinne von ?? mit
dem Auswerten µ 7→ µ(1) auf der konstanten Funktion 1 ∈ OX,x als Koeinheit. In
der Sprache der Trennkategorien ausgedrückt wird das banale Koabmonoidobjekt
(X, x) aus 18.2.2.10 unter dem Trennfunktor Dist eben zu einem Koabmonoid-
objekt von Moddual

k alias einer Kokringalgebra.
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9.3.11.9 (Distributionen auf einer Gruppe als Hopfalgebra). Ist G eine alge-
braische Gruppe, so induziert das Gruppengesetz G × G → G eine bilineare
Abbildung

Dist(G, e)⊗Dist(G, e)
∼→ Dist(G×G, (e, e))→ Dist(G, e)

Man sieht leicht, daß Dist(G, e) so eine k-Ringalgebra wird mit dem Auswerten
an e als Einselement, ja eine kokommutative Hopfalgebra mit der zuvor erklärten
Kokringalgebrenstruktur. Formal mag man auch bemerken, daß (G, e) ein Hopf-
objekt im Sinne von ?? der banalen TrennkategoriefVar∗k ist und damit unter dem
mit universellen Trennungen verträglichen Trennfunktor Dist notwendig zu einem
Hopfobjekt der Trennkategorie Moddual

k alias einem Hopfobjekt der Schmelzka-
tegorie Modk werden muß.

9.3.11.10 (Distributionsalgebra eines Vektorraums). Im Spezialfall der addi-
tiven Gruppe V eines endlichdimensionalen Vektorraums liefert die Einbettung
V ∗ ↪→ O(V ) einen Isomorphismus von Ringalgebren

S(V ∗)
∼→ O(V )

Indem wir jedem Vektor die zugehörige Richtungsableitung im Ursprung zuord-
nen, erhalten wir auch einen natürlichen Homomorphismus von Ringalgebren

S(V )→ Dist(V, 0)

Im Fall eines Grundkörpers der Charakteristik Null ist auch letztere Abbildung
ein Isomorphismus von Ringalgebren. In jedem Fall induziert die durch das Aus-
werten gegebene Paarung

Dist(V, 0)×O(V )→ k

eine Paarung S(V )⊗S(V ∗)→ k. Ist T1, . . . , Tn eine Basis von V ∗ und ∂1, . . . , ∂n
die duale Basis von V , so entspricht diese Paarung nach ?? dem Anwenden ei-
nes Differentialoperators auf eine polynomiale Funktion, gefolgt vom Auswerten
beim neutralen Element.

Proposition 9.3.11.11 (Operation auf Fixpunktdistributionen). GegebenG%X
eine algebraische Varietät mit der Operation eines algebraischen Monoids und ein
Fixpunkt x ∈ X der Operation ist für alle r ≥ 0 die induzierte Operation von G
auf Dist(X, x) algebraisch.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß für alle r ≥ 0 die induzierte Rechtsoperation von
G aufOX,x/mr

x algebraisch ist. Um das zu sehen, betrachten wir eine offene affine
Umgebung U ⊂◦ X von unserem Fixpunkt x und eine offene affine Umgebung
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des neutralen Elements V ⊂◦ G und finden eine reguläre Funktion s ∈ O(V ×
U) mit s(e, x) 6= 0 derart, daß ihre Nichtnullstellenmenge (V × U)s unter der
Multiplikation in U landet. Wir schreiben s =

∑
rj � tj . Sei nun f ∈ O(U).

Für die Operation act : (V × U)s → U gilt dann eine Gleichung der Gestalt
f ◦ act = s−n

∑
gi � hi mit gi ∈ O(U) und hi ∈ O(V ) und n ∈ Z alias

f(zy) = s(z, y)−n
∑
gi(z)hi(y) alias

f ◦ (z·) =
(∑

rj(z)tj

)−n∑
gi(z)hi

an jeder Stelle y mit (z, y) ∈ (U × V )s. Sei nun W := {z ∈ V | s(z, x) 6= 0}.
Sicher ist nun z 7→

∑
rj(z)tj + mr

x ein Morphismus von W in die Einheiten-
gruppe der k-Kringalgebra OX,x/mr

x. Nach 9.1.1.46 ist das Invertieren darin ein
Morphismus. Folglich ist auch

z 7→ (f ◦ (z·)) + mr
x =

(∑
rj(z)tj + mr

x

)−n (∑
gi(z)hi + mr

x

)
ein Morphismus W → OX,x/mr

x. Mit 9.1.4.13 folgt die Algebraizität der fragli-
chen Rechtsoperation.

Übungen

Ergänzende Übung 9.3.11.12 (Zusammenhang mit der Einhüllenden). Sei G
eine affine algebraische Gruppe und g = LieG ihre Lie-Algebra. So induziert
die Einbettung TeG ↪→ Dist(G, e) einen Homomorphismus von Hopf-Algebren
U(g) → Dist(G, e) von der Einhüllenden der Lie-Algebra in die Distributionen-
algebra, und im Fall eines Grundkörpers der Charakteristik Null ist dieser Ho-
momorphismus sogar ein Isomorphismus. Insbesondere liefert das Auswerten im
Fall eines Grundkörpers der Charakteristik Null unter der zusätzlichen Annahme
G zusammenhängend eine nichtausgeartete Paarung

U(g)×O(G)→ k

Die davon induzierte EinbettungO(G) ↪→ U(g)∗ in den Dualraum der Einhüllen-
den hat als Bild genau diejenigen Linearformen, die unter der Kontragredienten
der Operation durch Linksmultiplikation von g auf U(g) eine endlichdimensionale
zu einer Darstellung von G integrable g-Unterdarstellung erzeugen.
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9.4 Borel’sche Untergruppen und maximale Tori

9.4.1 Zusammenhängende auflösbare Gruppen

9.4.1.1. Ich erinnere aus 9.2.2.7, daß wir für Teilmengen A,B einer Gruppe G
die von allen Kommutatoren (a, b) := aba−1b−1 mit a ∈ A und b ∈ B erzeugte
Untergruppe (A,B) notieren. Sind A und B Normalteiler, so ist auch (A,B) ein
Normalteiler. Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe (G,G) heißt die
derivierte Gruppe. Wir notieren sie auch DG.

9.4.1.2. Gegeben eine Gruppe G setzt man:

1. D0G = G und induktiv DnG = (Dn−1G,Dn−1G) für n ≥ 1;

2. C0G = G und induktiv CnG = (G, Cn−1G) für n ≥ 1.

Alle diese Untergruppen sind Normalteiler von G. Eine Gruppe ist auflösbar im
Sinne von 6.1.3.9 genau dann, wenn gilt DnG = 0 für n � 0. Eine Gruppe ist
nilpotent im Sinne von 6.1.3.10 genau dann, wenn gilt CnG = 0 für n� 0.

9.4.1.3. Natürlich können wir zu jeder Gruppe G den Quotienten G/Z(G) nach
dem Zentrum konstruieren. Nilpotent ist eine Gruppe genau dann, wenn wie-
derholtes Anwenden dieser Konstruktion in endlich vielen Schritten von unserer
Gruppe zur trivialen Gruppe führt. Die Zahl der hierbei benötigten Schritte heißt
der Nilpotenzgrad unserer nilpotenten Gruppe. Nilpotenzgrad Null hat nur die
triviale Gruppe, Nilpotenzgrad Eins ist gleichbedeutend zu nichttrivial und kom-
mutativ.

9.4.1.4. Ist G eine zusammenhängende algebraische Gruppe, so sind die Unter-
gruppen CnG undDnG alle abgeschlossen und zusammenhängend nach dem Satz
über irreduzibles Erzeugen 9.2.2.11.

9.4.1.5. Zusammenhängende auflösbare affine algebraische Gruppen notiere ich
im folgenden vorzugsweise mit dem Buchstaben B, weil die Resultate insbeson-
dere benötigt werden, um sie später auf die sogenannten „Borel’schen“ anzuwen-
den.

Satz 9.4.1.6 (Lie-Kolchin). Alle irreduziblen algebraischen Darstellungen einer
zusammenhängenden auflösbaren algebraischen Gruppe sind eindimensional.

Beispiel 9.4.1.7. Die Bedingung zusammenhängend ist hier wesentlich. Die sym-
metrische Gruppe S3 etwa ist auflösbar, hat aber eine zweidimensionale irredu-
zible reelle Darstellung als Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks, die
auch unter Komplexifizierung irreduzibel bleibt.
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9.4.1.8. Aus 9.1.6.2 und 9.1.6.3 kennen wir bereits die sehr ähnliche Aussage, daß
alle unipotenten Gruppen auflösbar sind und daß alle ihre irreduziblen Darstellun-
gen isomorph sind zur trivialen eindimensionalen Darstellung.

Beweis. SeiB unsere Gruppe und V eine von Null verschiedene Darstellung. Wir
müssen zeigen, daß es in V eine unter B stabile Gerade gibt. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit dürfen wir V endlichdimensional annehmen. Wir argumentie-
ren mit Induktion über kdimB. Die Induktionsbasis B = 1 ist unproblematisch.
Sonst gilt kdimDB < kdimB und wir dürfen die Existenz einer DB-stabilen
Gerade kv annehmen. Wie beim Beweis von 9.3.6.9 ist dann⊕

χ∈X(DB)

Vχ

ein von Null verschiedener B-stabiler Teilraum und die B-Wirkung permutiert
die Summanden. Da aber B zusammenhängend ist, muß sie alle Summanden
stabilisieren und wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit V = Vχ für
ein χ ∈ X(DB) annehmen. Unter ρ : B → GL(V ) gilt nun sicher ρ(DB) ⊂
SL(V ), da ja DB von Kommutatoren erzeugt wird. Für alle g ∈ DB haben wir
also 1 = det ρ(g) = χ(g)dimV . Da auch die Gruppe DB zusammenhängend
ist, folgt χ(g) = 1 ∀g ∈ DB und DB operiert trivial auf V . Dann aber ist
ρ(B) ⊂ GL(V ) eine Menge paarweise kommutierender Endomorphismen und
besitzt nach 4.3.2.18 einen simultanen Eigenvektor.

9.4.1.9 (Existenz stabiler vollständiger Fahnen). In jeder endlichdimensionalen
Darstellung V einer zusammenhängenden auflösbaren algebraischen Gruppe gibt
es nach dem Satz von Lie-Kolchin eine Folge V = Vr ⊃ Vr−1 ⊃ . . . ⊃ V0 = 0 von
Unterdarstellungen mit dimVi = i. Gleichbedeutend gibt es eine Basis, bezüglich
derer unsere Gruppe durch obere Dreiecksmatrizen operiert.

Korollar 9.4.1.10 (Struktur zusammenhängender nilpotenter Gruppen). Ge-
geben eine zusammenhängende nilpotente affine algebraische Gruppe N sind Nu

und Ns abgeschlossene Untergruppen, Ns liegt im Zentrum von N und die Multi-
plikation ist ein Isomorphismus von algebraischen Gruppen

Ns ×Nu
∼→ N

9.4.1.11. Insbesondere sind auch Ns und Nu zusammenhängend und Ns ist nach
9.1.7.23 zusätzlich diagonalisierbar, mithin ein Torus. Für N = K kommutativ
hatten wir die Aussagen des Korollars bereits in 9.1.5.9 gezeigt, und das sogar,
ohne K zusammenhängend vorauszusetzen.
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Beweis. Gegeben s ∈ Ns betrachten wir nun ϕ = ϕs : N → N , x 7→ sxs−1x−1.
Nach Annahme ist ϕn konstant für n � 0. Andererseits wird das Differential
von ϕ gegeben durch d1ϕ = Ads− id und aus ϕn konstant folgt Ads = id. Aus
der Beschreibung 9.3.7.9 der Liealgebra des Zentralisators halbeinfacher Elemen-
te folgt Lie(N s) = (LieN)s = LieN . Da N zusammenhängend ist, folgt weiter
N s = N . Also gehört s zum Zentrum von N , in Formeln s ∈ Z(N). Nun ist
aber Z(N) kommutativ, also ist Ns = Z(N)s ⊂∧ Z(N) ⊂∧ N eine abgeschlossene
Untergruppe nach unseren Erkenntnissen über die Struktur kommutativer affiner
algebraischer Gruppen aus 9.1.5.9. Andererseits finden wir eine abgeschlossene
Einbettung von N in die allgemeine lineare Gruppe GL(V ) eines endlichdimen-
sionalen Vektorraums und nach der Existenz stabiler vollständiger Fahnen 9.4.1.9
sogar eine abgeschlossene Einbettung von N in eine Gruppe D von oberen Drei-
ecksmatrizen. Damit bilden auch die unipotenten Elemente eine abgeschlossene
Untergruppe Nu = N ∩ Du ⊂∧ N . Aus der Existenz und Eindeutigkeit Jordan-
zerlegung folgt dann, daß die Multiplikation einen bijektiven Gruppenhomomor-
phismus

Ns ×Nu → N

liefert. Um schließlch zu zeigen, daß er sogar ein Isomorphismus von Varietäten
ist, dürfen wirN ⊂∧ GL(V ) annehmen. Sei V =

⊕
Vχ die Zerlegung in simultane

Eigenräume unter Ns. Mithilfe des Satzes von Lie-Kolchin 9.4.1.6 finden wir in
jedem Vχ eine Basis, bezüglich derer N durch obere Dreiecksmatrizen operiert.
Dann ist für g ∈ N notwendig gs der diagonale Anteil von N und auf diese Weise
erhalten wir den inversen Morphismus.

Korollar 9.4.1.12 (Struktur zusammenhängender auflösbarer Gruppen). Ge-
geben eine zusammenhängende auflösbare affine algebraische Gruppe B gilt:

1. Die derivierte Gruppe ist unipotent, in Formeln (B,B) ⊂ Bu;

2. Die Menge der unipotenten Elemente ist ein zusammenhängender abge-
schlossener nilpotenter Normalteiler Bu ⊂∧ B und der Quotient B/Bu ist
ein Torus.

Beweis. Fast alle Aussagen folgen unmittelbar aus der Existenz einer abgeschlos-
senen Einbettung von B in eine Gruppe von oberen Dreiecksmatrizen 9.4.1.9.
Nicht unmittelbar klar ist nur, daß Bu zusammenhängend ist und daß B/Bu ein
Torus sein muß. Sicher ist jedoch der Quotient B/Bu zusammenhängend und
kommutativ und besteht wegen (B,B) ⊂ Bu nur aus halbeinfachen Elemen-
ten. Also muß er nach 9.1.7.23 ein Torus sein. Es bleibt zu zeigen, daß Bu zu-
sammenhängend ist. Sicher ist zumindest auch B◦u ⊂ B ein Normalteiler und in
H := B/B◦u ist der unipotente Anteil nach 9.1.5.13 die UntergruppeHu = Bu/B

◦
u

und ist folglich eine endliche normale Untergruppe, also Hu ⊂ Z(H) und damit
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(H,H) ⊂ Z(H). Damit aber ist H nilpotent, und da es als Quotient von B auch
zusammenhängend ist, muß Hu zusammenhängend sein nach 9.4.1.11. Als zu-
sammenhängende endliche algebraische Gruppe ist somit Hu trivial und es folgt
Bu = B◦u.

Übungen

Übung 9.4.1.13. Jede abgeschlossene Untergruppe der Kodimension Eins in einer
zusammenhängenden nilpotenten affinen algebraischen Gruppe ist ein Normal-
teiler. Hinweis: Entweder unsere Untergruppe umfaßt die Einskomponente des
Zentrums, oder sie umfaßt sie eben nicht.

Übung 9.4.1.14. Für k = k̄ algebraisch abgeschlossen ist die Gruppe SL(2; k)
nicht auflösbar. Die Gruppe SL(2;F2) ist auflösbar.

Übung 9.4.1.15. Sei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum. Man zeige, daß
jede Z-Graduierung auf der C-Ringalgebra End(V ) von einer Z-Graduierung auf
V herkommt. Hinweis: Man erinnere aus 8.3.5.12 den Isomorphismus PGL(V )

∼→
RAlg×C(EndV ) und erinnere aus 7.9.4.5, daß eine Z-Graduierung dasselbe ist wie
eine algebraische Operation vonC×. Dann betrachte man das Rückzugsdiagramm

T � C×
↓ ↓

GL(V ) � PGL(V )

und folgere aus der Strukturtheorie diagonalisierbarer Gruppen, daß die obere Ho-
rizontale spaltet.

9.4.2 Maximale Tori in auflösbaren Gruppen
9.4.2.1. Ein maximaler Torus in einer algebraischen Gruppe ist eine abgeschlos-
sene Untergruppe, die ein Torus ist und maximal bezüglich Inklusion mit diesen
Eigenschaften. Offensichtlich besitzt jede algebraische Gruppe maximale Tori.

Satz 9.4.2.2 (Maximale Tori in auflösbaren Gruppen). Sei B eine zusammen-
hängende auflösbare affine algebraische Gruppe. So gilt:

1. Für jeden maximalen Torus T ⊂ B liefert die Multiplikation einen Isomor-
phismus von Varietäten

T ×Bu
∼→ B

2. Je zwei maximale Tori von B sind zueinander konjugiert;

3. Jede Teilmenge X ⊂ Bs, die aus paarweise kommutierenden Elementen
besteht, liegt in einem maximalen Torus von B.
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Vorschau 9.4.2.3. In 9.4.6.9 zeigen wir, daß sogar in einer beliebigen affinen al-
gebraischen Gruppe je zwei maximale Tori konjugiert sind. Der Beweis dieser
Tatsache stützt sich aber ganz wesentlich auf den vorhergehenden Satz.

Beweis. Der Satz folgt unmittelbar aus der anschließenden Proposition 9.4.2.5
und Lemma 9.4.2.4, in deren Beweis sich die eigentliche Arbeit versteckt.

Lemma 9.4.2.4. Gegeben B eine zusammenhängende auflösbare affine algebrai-
sche Gruppe ist jeder Torus T ⊂ B mit TBu = B ein maximaler Torus und die
Multiplikation induziert einen Isomorphismus T ×Bu

∼→ B.

Beweis. Jeder Untergruppe von G, die T als echte Untergruppe enthält, muß
nichttriviale unipotente Elemente enthalten und kann folglich kein Torus sein.
Mithin ist T ein maximaler Torus. Daß die Multiplikation eine Bijektion T×Bu

∼→
B liefert, folgt leicht aus T ∩Bu = 1. Aus der Jordanzerlegung in der Liealgebra
und Übung 9.3.3.16 folgt aber auch LieT ∩LieBu = 0, mithin ist das Differential
am neutralen Element unserer Multiplikationsabbildung aus Dimensionsgründen
bijektiv. Nun können wir B als homogenen Raum für die simultane Linksopera-
tion von T und Rechtsoperation von Bu betrachten und unser Satz 9.3.5.15 über
Isomorphismen homogener Räume impliziert dann, daß die Multiplikation in der
Tat einen Isomorphismus von Varietäten T ×Bu

∼→ B liefert.

Proposition 9.4.2.5. Sei B eine zusammenhängende auflösbare affine algebrai-
sche Gruppe. So gibt es einen Torus T ⊂ B mit TBu = B und der zusätzlichen
Eigenschaft, daß es für jede Teilmenge X ⊂ Bs aus paarweise kommutierenden
halbeinfachen Elementen ein g ∈ (T,Bu) gibt mit gXg−1 ⊂ T .

Beweis. Wir argumentieren mit Induktion über kdimB. Die Induktionsbasis ist
unproblematisch. Im Fall B = Bs folgt (B,B) ⊂ Bu = 1 und B ist kommuta-
tiv, also nach 9.1.7.23 ein Torus. Wir dürfen also B 6= Bs alias Bu 6= 1 anneh-
men. Dann gibt es einen minimalen unipotenten zusammenhängenden nichttrivia-
len Normalteiler U ⊂∧ B, denn Bu hat alle diese Eigenschaften nach 9.4.1.12. Als
unipotente Gruppe ist U nilpotent und es folgt DU ( U und folglich DU = 1
wegen der Minimalität von U . Mithin ist unser U kommutativ. Nun unterscheiden
wir zwei Fälle.

Fall 1: B̄ := B/U ist kein Torus. Dann wenden wir die Induktionsannahme an
und finden in B̄ einen Torus T̄ ⊂ B̄ mit T̄ B̄u = B̄ und den weiteren oben ausge-
führten Eigenschaften. Bezeichnet π : B � B̄ die Projektion, so ist B̃ := π−1(T̄ )
auch auflösbar zusammenhängend und wegen unserer Annahme gilt T̄ 6= B̄ und
B̃ ⊂ B ist eine echte Untergruppe. Wir können unsere Induktionsannahme so ein
weiteres Mal anwenden und einen Torus T̃ ⊂ B̃ finden mit T̃ B̃u = B̃ und den
weiteren oben ausgeführten Eigenschaften. Im folgenden prüfen wir, daß dies T̃
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auch die von unserem Torus T von B in der Proposition geforderten Eigenschaf-
ten hat. In der Tat liefert π : B � B̄ nach 9.1.5.13 eine Surjektion Bu � B̄u.
Aus T̄ B̄u = B̄ folgt B̃Bu = π−1(T̄ )π−1(B̄u) = π−1(B̄) = B und mit B̃ = T̃ B̃u

dann sofort T̃Bu = B. Man beachte, daß daraus auch folgt π(T̃ )B̄u = B̄ und
wegen π(T̃ ) ⊂ T̄ dann π(T̃ ) = T̄ . Sei weiter X ⊂ Bs eine kommutative Teil-
menge. Dasselbe gilt dann für π(X) ⊂ B̄s und Induktion liefert ḡ ∈ (T̄, B̄u) mit
ḡπ(X)ḡ−1 ⊂ T̄ . Dann aber gibt es auch g ∈ (T,Bu) mit g 7→ ḡ und für dies g
gilt g(π−1(π(X))g−1 ⊂ B̃. Erst recht folgt gXg−1 ⊂ B̃ und wieder mit Induktion
finden wir h ∈ (T̃, B̃u) mit hgXg−1h−1 ⊂ T̃ . Damit ist der Fall erledigt, daß
B/U kein Torus ist.

Fall 2: B̄ := B/U ist ein Torus. Es folgt sofort U = Bu. Ist zusätzlich Bu

zentral in B, so muß wegen (B,B) ⊂ Bu unsere Gruppe sogar nilpotent sein
und nach dem Satz 9.4.1.10 über die Struktur zusammenhängender nilpotenter
Gruppen ist dann Bs eine Untergruppe und die Multiplikation ein Isomorphismus
Bs×Bu

∼→ B und Bs ist der einzige maximale Torus und die Behauptung ist klar.
Wir dürfen also annehmen, daß U = Bu nicht zentral ist in B. Da U kommutativ
ist, gibt es dann s ∈ Bs mit U 6⊂ Bs. Im Rest des Beweises soll gezeigt werden,
daß in dieser SituationBs der ersehnte Torus mit den gesuchten Eigenschaften ist.
Da U kommutativ ist, muß

ϕ : U → U
u 7→ sus−1u−1 = (ints u)u−1

ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen sein. Nach Wahl von s ist er
nicht konstant. Sein Bild ist ein Normalteiler in B, denn für g ∈ G gilt

intg((ints u)u−1) = intg(ints u)(intg u)−1)

und wir folgern leicht intg(ints u) = ints(intg u) aus (B,B) ⊂ U und der Kom-
mutativität von U . Die Minimalität von U vom Anfang des Beweises zeigt dann
ϕ(U) = U . Daraus folgern wir nun BsU = B. In der Tat haben wir für g ∈ B
stets sgs−1g−1 ∈ DB ⊂ Bu = U = ϕ(U) und folglich gibt es u ∈ U mit
sgs−1g−1 = sus−1u−1, woraus folgt u−1g ∈ Bs. Dann zeigen wir Bs ∩ U = 1.
In der Tat können wir jedes g im Schnitt schreiben als g = sus−1u−1 und finden
s−1g = us−1u−1. Dann wäre die linke Seite die Jordan-Zerlegung der rechten
Seite und das zeigt g = 1. Wegen Bs ∩Bu = 1 besteht Bs aus halbeinfachen Ele-
menten. Dann zeigen wir, daß Bs zusammenhängend ist. In der Tat ist U = Bu

ein Normalteiler vonB und wir können das semidirekte Produkt (Bs)◦nU bilden
mitsamt einem offensichtlichen Gruppenhomomorphismus nach B. Dessen Bild
(Bs)◦U ist notwendig eine abgeschlossene Untergruppe von B von endlichem In-
dex, also ganzB, und daraus folgt (Bs)◦ = Bs. Jetzt folgt, daßBs kommutativ ist,
denn es ist auflösbar und zusammenhängend, also besteht seine derivierte Gruppe
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nach 9.4.1.12 aus unipotenten Elementen. Also ist T := Bs schon mal ein Torus
mit TU = B und damit nach 9.4.2.4 ein maximaler Torus von B. Sei schließlich
X ⊂ Bs kommutativ. Kommutiert jedes Element von X mit jedem Element von
U , gilt also U ⊂ BX , so führt für jedes x ∈ X die Darstellung x = tu mit t ∈ T
und u ∈ U zu u−1x = xu−1 = t und die Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung
zeigt x = t ∈ T , also X ⊂ T . Sonst gibt es r ∈ X mit U 6⊂ Br. Nach dem,
was wir bereits bewiesen haben, ist dann auch Br ein Torus und ψ : U → U ,
u 7→ rur−1u−1 bijektiv. Außerdem gilt natürlich X ⊂ Br. Schreiben wir nun
r−1 = tu mit t ∈ T, u ∈ U , so gibt es v ∈ U mit u−1 = rvr−1v−1, also
t = r−1u−1 = vr−1v−1, also vBrv−1 = Bt ⊃ T und damit vBrv−1 = T . Da
schließlich wegen der Bijektivität von ϕ gilt U = (T,Bu), haben wir v ∈ (T,Bu)
und die Proposition ist bewiesen.

Übungen

Übung 9.4.2.6. (k = k̄). Man zeige, daß die Diagonalmatrizen in der GL(n; k)
einen maximalen Torus bilden, und daß jeder maximale Torus zu diesem konju-
giert ist. Man zeige dasselbe in der Gruppe SL(n; k).
Übung 9.4.2.7. (k = k̄). Man zeige, daß in der Gruppe GL(n; k) jede aus halb-
einfachen Elementen bestehende kommutative Teilmenge in einem maximalen
Torus enthalten ist. Man zeige, daß das für den Fall einer von Zwei verschiedenen
Charakteristik im Quotienten GL(2; k)/{± id} nicht mehr richtig ist.
Übung 9.4.2.8. Man zeige: Der Zentralisator eines maximalen Torus in einer zu-
sammenhängenden auflösbaren affinen algebraischen Gruppe ist stets nilpotent.
Übung 9.4.2.9. Seien B eine zusammenhängende auflösbare affine algebraische
Gruppe und T ⊂ B ein Torus. Man zeige: Es gibt eine abgeschlossene Einbettung
von B in eine Gruppe von oberen Dreiecksmatrizen, unter der alle Elemente un-
seres Torus auf Diagonalmatrizen gehen. Ist hier T sogar ein maximaler Torus, so
muß er der Schnitt von B mit der Gruppe der Diagonalmatrizen sein. Hinweis: Je
zwei maximale Tori von B sind zueinander konjugiert.
Übung 9.4.2.10. Ist B eine auflösbare affine algebraische Gruppe und S ⊂ B ein
Torus, so ist SBu eine abgeschlossene Untergruppe von B.

9.4.3 Zentralisatoren in auflösbaren Gruppen
Satz 9.4.3.1 (Zentralisatoren halbeinfacher Elemente). In einer zusammenhän-
genden auflösbaren affinen algebraischen Gruppe ist der Zentralisator jedes halb-
einfachen Elements zusammenhängend.

Ergänzung 9.4.3.2. Der folgende Beweis kommt ohne die Klassifikation eindi-
mensionaler zusammenhängender Gruppen aus. Kennt man diese Klassifikation,
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so kann man folgern, daß im Beweis U/V isomorph sein muß zu (k,+), und kann
damit den Beweis entsprechend vereinfachen.

Beweis. Seien B unsere Gruppe und s ∈ Bs unser halbeinfaches Element. Wir
finden nach 9.4.2.2 einen maximalen Torus T über s und folgern T ⊂ Bs. Nach
9.4.2.2 ist die Multiplikation ein Isomorphismus

T × (Bs ∩Bu)
∼→ Bs

und in Charakteristik Null ist der Beweis an dieser Stelle zu Ende, weil dort nach
9.3.6.19 jede unipotente Gruppe zusammenhängend ist. Im allgemeinen können
wir B nach Übung 9.4.2.9 so in eine Gruppe D von oberen Dreiecksmatrizen
einbetten, daß T in den Diagonalmatrizen landet. Wir finden leicht eine Filtrie-
rung Du = D(0) ⊃ D(1) ⊃ . . . ⊃ D(r) = 1 durch Normalteiler von D mit
sukzessiven Subquotienten jeweils isomorph zur additiven Gruppe (k,+). Herun-
terschneiden liefert eine Filtrierung U := Bu = U(0) ⊃ U(1) ⊃ . . . ⊃ U(r) = 1
durch Normalteiler von B, deren sukzessive Subquotienten injektive Gruppenho-
momorphismen

U(i)/U(i+ 1) ↪→ k

zulassen derart, daß sich darunter ints zu einem Automorphismus der additiven
Gruppe k fortsetzen läßt. Ist Bu trivial, so ist der Beweis wieder zu Ende. Da
mit B nach 9.4.1.12 auch U = Bu zusammenhängend ist, finden wir sonst einen
kleinsten Index i mit U ) U(i + 1). Wir haben dann für diesen Index i einen
bijektiven Gruppenhomomorphismus U/U(i+ 1)→ k derart, daß sich ints zu ei-
nem Automorphismus der additiven Gruppe k fortsetzen läßt. Wir betrachten nun
die Einskomponente V := U(i+1)◦ von U(i+1). Mit Induktion über die Dimen-
sion von B dürfen wir voraussetzen, daß die Aussage für das semidirekte Produkt
T n V bereits bewiesen ist, und dürfen mithin V s zusammenhängend annehmen.
Da V auch ein Normalteiler von B sein muß, erhalten wir einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus p : U/V � k mit endlichem Kern zusammen mit α ∈ k×
derart, daß das Diagramm

U/V

ints
��

// // k

α

��
U/V // // k

kommutiert. Dann kommutiert dasselbe Diagramm auch mit ψ : U/V → U/V
links und (α− 1) rechts, für

ψ(x) := (ints x)x−1

Da U/V als eindimensionale zusammenhängende unipotente Gruppe kommutativ
ist, die derivierte Gruppe muß ja trivial sein, ist auch ψ ein Gruppenhomomorphis-
mus. Haben wir hier α 6= 1, so muß auch ψ birational sein, da es aufM(U/V )
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einen Körperhomomorphismus überM(k) induziert und daM(U/V ) eine end-
liche Körpererweiterung vonM(k) ist. Mithin muß ψ nach 9.2.4.16 bijektiv sein
und ints hat in U/V keine Fixpunkte außer dem neutralen Element. Die linksex-
akte Sequenz

V s ↪→ U s → (U/V )s

zeigt also U s = V s und V s ist zusammenhängend nach Induktionsannahme. Ha-
ben wir sonst α = 1, so landet ψ im Kern von p, ist folglich konstant das neutrale
Element, und damit ist ints die Identität auf U/V . Unsere linksexakte Sequenz
wird so zu

V s ↪→ U s π→ (U/V )

Ist hier π surjektiv, so sind wir wieder fertig. Sonst folgt kdimV s = kdimU s und
damit induziert die Einbettung einen Isomorphismus Lie(V s)

∼→ Lie(U s) und mit
9.3.7.9 auch einen Isomorphismus (LieV )s

∼→ (LieU)s. Nun haben wir aber eine
kurze exakte Sequenz

LieV ↪→ LieU � Lie(U/V )

und die Ads-Invarianten darin müssen, da s halbeinfach ist, auch eine kurze exakte
Sequenz bilden. Daraus aber folgt (Lie(U/V ))s = 0 im Widerspruch zu ints =
id : U/V → U/V .

Korollar 9.4.3.3. Seien B eine zusammenhängende auflösbare affine algebrai-
sche Gruppe und X ⊂ Bs eine Teilmenge aus paarweise kommutatierenden halb-
einfachen Elementen. So ist BX zusammenhängend.

Beweis. Natürlich gilt für jedes s ∈ X die Identität BX = (Bs)X . Induktion über
die Dimension unter Anwendung von 9.4.3.1 zeigt die Behauptung.

Lemma 9.4.3.4. Seien B eine zusammenhängende auflösbare affine algebraische
Gruppe und S ⊂ B eine kommutative Untergruppe mit S ⊂ Bs. So gilt

ZB(S) = NB(S)

Beweis. Seien h ∈ NB(S) und s ∈ S gegeben. Wir finden hsh−1s−1 ∈ (B,B) ⊂
Bu aber auch hsh−1s−1 = (hsh−1)s−1 ∈ S ⊂ Bs.

Zweiter Beweis. Die Operation durch Konjugation von B auf dem Torus B/Bu

ist trivial wegen der Starrheit von Tori 9.1.7.22. Wegen S ⊂ Bs ist aber die Kom-
position S ↪→ B � B/Bu injektiv. Das Lemma folgt.
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9.4.4 Vollständige Varietäten
Definition 9.4.4.1. Eine Varietät X heißt vollständig, wenn für alle weiteren Va-
rietäten Z die Projektion X × Z → Z abgeschlossen ist.

Beispiel 9.4.4.2. Die Varietät k ist nicht vollständig, denn in k × k ist die Hy-
perbel {xy = 1} abgeschlossen, ihre Projektion auf die x-Achse ist jedoch nicht
abgeschlossen.

9.4.4.3. Wir werden im folgenden sehen, daß die Vollständigkeit ein algebraisches
Analogon zur Kompaktheit von Mannigfaltigkeiten ist. Vollständige Varietäten
sind auch genau die Varietäten, deren Projektion auf einen Punkt eigentlich ist im
Sinne von 7.6.12.16.

Lemma 9.4.4.4 (Eigenschaften vollständiger Varietäten). 1. Jede abgeschlos-
sene Untervarietät einer vollständigen Varietät ist vollständig;

2. Das Produkt von zwei vollständigen Varietäten ist vollständig;

3. Gegeben ein surjektiver Morphismus von Varietäten π : X � Y mit X
vollständig folgt Y vollständig;

4. Das Bild einer vollständigen Varietät unter einem Morphismus in eine se-
parierte Varietät ist abgeschlossen und vollständig;

5. Jede reguläre Funktion auf einer zusammenhängenden vollständigen Varie-
tät ist konstant;

6. Eine affine Varietät ist vollständig genau dann, wenn sie endlich ist.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind klar. Für 3 betrachte man A ⊂∧ Y × Z
und folgert A = π(π−1(A)) und damit prZ(A) = prZ(π−1(A)) ⊂∧ Z. Für 4
betrachtet man zu einem Morphismus ϕ : X → Y den Graphen Γϕ ⊂ X × Y .
Ist Y separiert, so ist er abgeschlossen nach 7.6.12.14 und man folgert ϕ(X) =
prY (Γϕ) ⊂∧ Y . Die Vollständigkeit von ϕ(X) folgt aus 3. Aus 3 folgt 5, denn k ist
nicht vollständig nach 9.4.4.2, folglich sind die endlichen Teilmengen die einzigen
vollständigen abgeschlossenen Untervarietäten von k. Daraus hinwiederum folgt
6 unmittelbar.

Proposition 9.4.4.5 (Projektive Varietäten sind vollständig). Für jede Varietät
Z ist die Projektion π : Pn × Z → Z abgeschlossen.

Geometrischer Beweis. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum und A ⊂∧
PV × Z eine abgeschlossene Teilmenge. Es gilt zu zeigen prZ(A) ⊂∧ Z. Ohne
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Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir A irreduzibel und prZ(A) dicht an-
nehmen und müssen dann prZ(A) = Z zeigen. Klar ist kdimA ≥ kdimZ. Jetzt
erklären wir Varietäten B und C durch das Diagramm

B �
� j // C := j(B)

A� _

��

π−1(A)π
oooo

� _

��

� � j // j(π−1(A))� _

��
PV × Z

''NNNNNNNNNNNNN (V \0)× Zπ
oooo

��

� � j // V × Z

wwnnnnnnnnnnnnnn

Z

Es ist leicht zu sehen, etwa mit der lokalen Trivialität der Projektion auf den pro-
jektiven Raum 7.6.5.6, daßB := π−1(A) auch irreduzibel ist von einer Dimension
kdimB > kdimZ. Dann ist C := j(B) auch irreduzibel mit j−1(C) = B. Wei-
ter gilt C ⊃ {0} × prZ(A), also auch C ⊃ {0} × Z. Für alle z ∈ Z ist also
C ∩ (V × {z}) nicht leer und wegen kdimC = kdimB > kdimZ muß nach
unseren Erkenntnissen 7.5.9.12 zur Mindestdimension nichtleerer Fasern unser
Schnitt mindestens die Dimension Eins haben und folglich auch Punkte (v, z) mit
v ∈ V \0 enthalten. So folgt z ∈ prZ(A).

Algebraischer Beweis. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit Z affin. Wir
setzen S := O(Z)[T0, . . . , Tn]. Jede abgeschlossene Teilmenge A ⊂∧ Z × Pn ist
nach 7.9.2.13 von der Gestalt A = Z∗(I) für ein homogenes Ideal I ⊂ S, und für
z ∈ Z mit Verschwindungsideal I(z) ⊂ O(Z) haben wir π−1(z) = Z∗(I(z)S).
Es folgt

A ∩ π−1(z) = A∗(I(z)S + I)

Nach 7.9.2.13 haben wir also A ∩ π−1(z) = ∅ genau dann, wenn es ein d gibt
derart, daß für die homogenen Komponenten vom Grad d gilt (I(z)S+ I)d = Sd,
also genau dann, wenn für ein d die offensichtliche Abbildung Id → Sd/I(z)Sd
eine Surjektion ist. Nun sind aber Id ⊂ Sd endlich erzeugte O(Z)-Moduln und
nach dem Nakayama-Lemma 7.4.6.6 ist dann die Menge aller z ∈ Z, für die
Id → Sd/I(z)Sd surjektiv ist, eine offene Teilmenge von Z. Das zeigt, daß das
Komplement von π(A) offen ist in Z.

9.4.4.6 (Globale reguläre Funktionen auf projektiven Varietäten). Auf einer
zusammenhängenden projektiven Varietät gibt es insbesondere außer den Kon-
stanten keine globalen regulären Funktionen.
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Ergänzung 9.4.4.7. Jede vollständige separierte zusammenhängende algebraische
Gruppe G ist kommutativ. In der Tat betrachte man den Morphismus

ϕ : G×G → G×G
(g, h) 7→ (g, hgh−1)

Sein Bild ist abgeschlossen nach 9.4.4.4 und umfaßt die Diagonale. Wäre sein
Bild aber nicht die Diagonale, so folgte kdimϕ(G×G) > kdimG und nach Pro-
position 7.7.4.20 über die Kodimension von Schnittmengen in glatten Varietäten
stünde das im Widerspruch zu ϕ(G×G) ∩ (1×G) = {(1, 1)}.

Lemma 9.4.4.8 (Morphismen von Kurven in vollständige Varietäten). Ist Y
eine vollständige Varietät und X eine Kurve und p ∈ X ein regulärer Punkt und
ϕ : X\p → Y ein Morphismus, so gibt es eine Fortsetzung von ϕ zu einem
Morphismus ϕ̃ : X → Y .

9.4.4.9. Ist Y separiert, so ist diese Fortsetzung sogar eindeutig bestimmt. Wir
werden unser Lemma im folgenden nicht benötigen. Ich halte es aber für ein wich-
tiges Stück Allgemeinbildung.

Beweis. Wir betrachten die Einbettung i : X\p ↪→ X und den Morphismus

(ϕ, i) : (X\p) ↪→ Y ×X.

Der Abschluß des Bildes dieses MorphismusA := im(ϕ, i) muß unter der Projek-
tion prX : Y ×X → X wegen der Vollständigkeit von Y auf eine abgeschlossene
Teilmenge von X abgebildet werden, wir haben also prX(A) = X . Insbesondere
gibt es a ∈ A mit prX(a) = p. Nun dürfen wir nach 7.7.4.16 zusätzlich X irredu-
zibel annehmen. Dann ist natürlich ψ := prX : A→ X ein birationaler Morphis-
mus, denn er induziert einen Isomorphismus ψ−1(U)

∼→ U für alle U ⊂◦ X mit
p 6∈ U . Andererseits induziert der Komorphismus Injektionen ψ] : OX,p ↪→ OA,a
für alle a ∈ ψ−1(p). Wegen der Maximalität diskreter Bewertungsringe 7.8.1.19
induziert ψ] dann sogar Isomorphismen ψ] : OX,p

∼→ OA,a. Das aber zeigt, daß
wir für jeden Punkt a ∈ ψ−1(p) eine Fortsetzung von (ϕ, i) : X\p → A erhalten
durch die Vorschrift p 7→ a.

Übungen

Übung 9.4.4.10. Eine nichtleere echte offene Teilmenge einer zusammenhängen-
den separierten Varietät kann nie vollständig sein. Eine Varietät, die durch endlich
viele vollständige Untervarietäten überdeckt werden kann, ist vollständig.

Übung 9.4.4.11. Gegeben eine algebraische Gruppe G gibt es unter den voll-
ständigen zusammenhängenden abgeschlossenen Untergruppen vonG eine größte.
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Ergänzende Übung 9.4.4.12. Gegeben eine zusammenhängende algebraische Grup-
pe G liegt jede vollständige Untergruppe V ⊂∧ G im Zentrum von G. Hinweis:
Man zeige {(g, vgv−1) | g ∈ G, v ∈ V } ⊂∧ G × G. Man mag zunächst zeigen
wollen, daß gilt {(g, w, wgv−1) | g ∈ G, v, w ∈ V } ⊂∧ G× V ×G.

9.4.5 Parabolische Untergruppen
Lemma 9.4.5.1. Ist ϕ : X → Y ein bijektiver äquivarianter Homomorphismus
von homogenen Räumen, so ist X vollständig genau dann, wenn Y vollständig
ist.

Beweis. Nach 9.2.4.12 ist ϕ flach, also ist für jede weitere Varietät Z der Morphis-
mus (ϕ×id) : X×Z → Y ×Z auch flach, also offen, also ein Homöomorphismus.
Die Definition der Vollständigkeit liefert den Rest.

Definition 9.4.5.2. Eine Untergruppe P ⊂ G einer affinen algebraischen Gruppe
heißt parabolisch, wenn sie abgeschlossen und der homogene Raum G/P voll-
ständig ist.

9.4.5.3. Da unsere Quotienten von affinen algebraischen Gruppen stets quasipro-
jektiv sind, ist der Quotient nach einer parabolischen Untergruppe sogar projektiv.
9.4.5.4 (Ursprung der Terminologie). Die nichttrivialen Elemente von SL(2;R)
heißen je nach dem Betrag ihrer Spur

elliptisch falls | tr | < 2;
parabolisch falls | tr | = 2;
hyperbolisch falls | tr | > 2.

Diese Terminologie erklärt sich im ersten und letzten Fall aus der Gestalt der Ke-
gelschnitte, die von unserem Element in sich selber überführt werden. Genauer
ist die Menge der Eigenwerte unserer Matrix stabil unter der komplexen Konju-
gation. Sie sind also entweder beide reell von der Gestalt λ, λ−1 oder komplex
konjugiert von der Gestalt λ, λ̄ mit λλ̄ = 1. Man rechnet leicht nach, daß der hy-
perbolische Fall der erste Fall ist mit der Zusatzannahme λ 6= ±1, der elliptische
Fall der zweite Fall bei λ 6= ±1 mit derselben Zusatzannahme und der paraboli-
sche Fall der Grenzfall λ = λ̄ = λ−1 = ±1. Im hyperbolischen Fall bildet unser
Element geeignete Hyperbeln in R2 auf sich selber ab und im elliptischen Fall
geeignete Ellipsen. Der parabolische Fall erhält dann seinen Namen, weil die Pa-
rabeln unter allen Kegelschnitten in gewisser Weise „zwischen“ den Ellipsen und
den Hyperbeln liegen. Die archetypische parabolische Untergruppe ist nun, wie
wir noch sehen werden, die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen in SL(2; k), und
der Normalisator vom Abschluß des Erzeugnisses von einem Element mit zwei
gleichen Eigenwerten ist stets parabolisch. Das ist die einzige Idee, die ich zur
Herkunft der Terminologie habe. Ich kann sie leider nicht belegen.
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Lemma 9.4.5.5 (Transitivität der Parabolizität). Seien Q ⊂∧ P ⊂∧ G affine
algebraische Gruppen. Genau dann ist Q parabolisch in G, wenn Q parabolisch
ist in P und P parabolisch in G.

Beweis. Für eine abgeschlossene Untergruppe K ⊂∧ H einer affinen algebrai-
schen Gruppe sind gleichbedeutend:

1. Die Untergruppe K ist parabolisch in H;

2. Für jede Varietät X ist die Projektion H/K ×X → X abgeschlossen;

3. Für jede Varietät X und jede abgeschlossene Teilmenge A ⊂∧ H × X mit
(h, x) ∈ A⇒ (hk, x) ∈ A ∀k ∈ K ist prX(A) abgeschlossen in X .

In der Tat ist 1 ⇔ 2 die Definition der Vollständigkeit und 2 ⇔ 3 folgt, da nach
9.2.4.12 die Projektion H � H/K flach und damit produktfest offen ist. Nach
dieser Vorüberlegung beginnen wir mit dem eigentlichen Beweis. Sei X eine Va-
rietät und A ⊂∧ G×X abgeschlossen Q-stabil. Wir betrachten

α : P ×G×X → G×X
(p, g, x) 7→ (gp, x)

Sicher ist α−1(A) dann Q-stabil für die Rechtsoperation auf der ersten Variablen,
und da Q ⊂∧ P parabolisch ist, muß B := prG×X(α−1(A)) abgeschlossen sein in
G×X . Diese Menge läßt sich beschreiben als

B = {(g, x) | (gP × {x}) ∩ A 6= ∅}

und ist insbesondere P -stabil. Da auch P ⊂∧ G parabolisch ist, ist auch ihre
Projektion prX(B) abgeschlossen und man sieht leicht prX(B) = prX(A). Da-
mit ist im Lemma eine der Implikationen gezeigt. Die andere folgt leicht aus
G/Q� G/P sowie P/Q ⊂∧ G/Q.

Proposition 9.4.5.6 (Gruppen ohne echte parabolische Untergruppen). Ei-
ne affine algebraische Gruppe ist auflösbar und zusammenhängend genau dann,
wenn sie keine echte, also von der ganzen Gruppe verschiedene parabolische Un-
tergruppe besitzt.

Beweis. Sei G unsere Gruppe. Wir nehmen zunächst an, es gebe in G keine echte
Parabolische. Dann ist G schon mal zusammenhängend, denn die Einskomponen-
te ist stets parabolisch. Gegeben eine Darstellung G → GL(V ) von G ist die in-
duzierteG-Wirkung auf PV algebraisch nach 7.9.2.14. Jede abgeschlossene Bahn
hat nach 9.4.5.1 Parabolische als Standgruppen. Gibt es keine echten Paraboli-
schen, so müssen also alle abgeschlossenen Bahnen Fixpunkte sein. Da es aber
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nach 9.2.3.8 unter der Annahme V 6= 0 stets abgeschlossene Bahnen gibt, muß es
in jeder algebraischen Darstellung V 6= 0 von G eine eindimensionale Unterdar-
stellung geben. Dann folgern wir leicht, daß G isomorph ist zu einer Gruppe von
oberen Dreiecksmatrizen und mithin auflösbar. Sei nun umgekehrt G zusammen-
hängend und auflösbar. Wir führen die Annahme, G habe eine echte Parabolische,
zum Widerspruch. In der Tat fänden wir sonst auch ein Gegenbeispiel mit G von
kleinstmöglicher Dimension und darin eine echte Parabolische P ( G maximal
möglicher Dimension. Nun gilt entweder P ⊃ (G,G) oder P 6⊃ (G,G). Im ers-
ten Fall wäre P normal, also G/P affin nach 9.3.6.9 und damit G/P endlich und
wegenG zusammenhängend ein Punkt, im Widerspruch zur Annahme P ( G. Im
Fall P 6⊃ (G,G) wäre P (G,G) = 〈P (G,G)〉 eine abgeschlossene Untergruppe
größerer Dimension als P , also P (G,G) = G und wir erhielten einen bijektiven
Morphismus

(G,G)/(G,G) ∩ P → G/P

Dann aber muß nach 9.4.5.1 auch P ∩ (G,G) ⊂∧ (G,G) bereits eine echte Pa-
rabolische sein, und unsere verkappte Induktion über die Dimension von G zeigt
P ⊃ (G,G) im Widerspruch zu unserer Annahme.

Satz 9.4.5.7 (Borel’scher Fixpunktsatz). Wirkt eine zusammenhängende auf-
lösbare affine algebraische Gruppe auf einer nichtleeren vollständigen Varietät,
so hat sie dort stets einen Fixpunkt.

Beweis. Nach 9.4.5.1 hat jede abgeschlossene Bahn Parabolische als Standgrup-
pen, und nach 9.4.5.6 kann sie dann nur aus einem einzigen Punkt bestehen. Ab-
geschlossene Bahnen aber gibt es in jeder nichtleeren Varietät mit einer algebrai-
schen Wirkung einer algebraischen Gruppe nach 9.2.3.8.

Alternativer Beweis. Sei G unsere Gruppe und X unsere Varietät. Sei zunächst
G abelsch. Nach 9.2.3.8 finden wir x ∈ X mit Gx ⊂∧ X , also Gx vollständig.
Die Abbildung G/Gx → Gx ist bijektiv und G/Gx ist affin nach 9.3.6.9, also
besteht unsere Bahn nur aus einem Punkt. Ist nun G beliebig, so gilt für H =
(G,G) bereits kdimH < kdimG. Mit Induktion über die Dimension der Gruppe
ist dann XH ⊂∧ X nicht leer und G/H wirkt darauf und Induktion beendet den
Beweis.

Lemma 9.4.5.8. Jede auflösbare zusammenhängende abgeschlossene Untergrup-
pe einer affinen algebraischen Gruppe kann in jede parabolische Untergruppe
hineinkonjugiert werden.

Beweis. Sei G unsere affine algebraische Gruppe, P ⊂ G eine Parabolische und
B ⊂ G zusammenhängend auflösbar. Nach dem Fixpunktsatz 9.4.5.7 besitzt B
einen Fixpunkt x ∈ G/P . Die Standgruppe Gx ist dann konjugiert zu P , in
Formeln Gx = gPg−1 mit g ∈ G, und sie umfaßt B, also B ⊂ gPg−1 alias
g−1Bg ⊂ P .
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Übungen

Übung 9.4.5.9. Seien G eine affine algebraische Gruppe, X eine G-Varietät, P ⊂∧
G eine Parabolische und Y ⊂∧ X eine abgeschlossene P -stabile Teilmenge vonX .
So ist auch GY abgeschlossen in X . Hinweis: Man beachte den Isomorphismus
G×X ∼→ G×X mit (g, x) 7→ (g, gx) und den nach 9.2.4.12 offenen Morphismus
G×X � G/P ×X .

9.4.6 Borel’sche Untergruppen

Satz 9.4.6.1 (Borel’sche Untergruppen). Sei G eine affine algebraische Gruppe.
Für eine abgeschlossene Untergruppe B ⊂∧ G sind dann gleichbedeutend:

1. B ist maximal unter allen abgeschlossenen zusammenhängenden auflösba-
ren Untergruppen von G;

2. B ist minimal unter allen parabolischen Untergruppen von G;

3. B ist parabolisch, auflösbar und zusammenhängend.

Darüber hinaus gibt es stets mindestens eine Untergruppe mit diesen Eigenschaf-
ten und je zwei von ihnen sind zueinander konjugiert.

9.4.6.2. Die durch die äquivalenten Eigenschaften im vorhergehenden Satz cha-
rakterisierten Untergruppen von G heißen die Borel’schen Untergruppen oder
kurz die Borel’schen von G.

Beweis. Zunächst einmal zeigen wir, daß es stets eine zusammenhängende auf-
lösbare Parabolische gibt, also eine Untergruppe B mit den in Teil 3 angeführten
Eigenschaften. Wir argumentieren dabei durch Induktion über die Dimension. Ist
G◦ auflösbar, so tut es bereits B = G◦ selbst. Sonst existiert nach 9.4.5.6 eine
echte Parabolische P ( G◦ und nach Induktionsannahme besitzt sie eine parabo-
lische zusammenhängende auflösbare UntergruppeB ⊂ P . Nach der Transitivität
der Parabolizität 9.4.5.5 ist dann B auch parabolisch in G. Jede abgeschlossene
zusammenhängende auflösbare Untergruppe kann nun nach 9.4.5.8 in dieses B
hineinkonjugiert werden, jede maximale muß also zu B konjugiert sein. Eben-
so kann jede parabolische Untergruppe nach 9.4.5.8 über B darüberkonjugiert
werden, jede minimale muß also zu B konjugiert sein. Da es aber aus Dimen-
sionsgründen solche maximalen abgeschlossenen auflösbaren zusammenhängen-
den Untergruppen gibt und aufgrund der Noether-Eigenschaft von G auch solche
minimalen Parabolischen, ist damit der Satz bewiesen.
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Versuch einer graphischen Darstellung der zentralen Bedeutung der Borel’schen
im Gefüge aller abgeschlossenen Untergruppen einer affinen algebraischen

Gruppe. Nicht dargestellt ist die Tatsache, daß es nur eine Konjugationsklasse
von Borel’schen und, wie wir später noch zeigen werden, nur endlich viele

Konjugationsklassen von parabolischen Untergruppen gibt.
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Beispiel 9.4.6.3. (k = k̄). In der GL(n; k) bilden die oberen Dreiecksmatrizen
eine Borel’sche Untergruppe B ⊂ GL(n; k). In der Tat ist diese Untergruppe
auflösbar und zusammenhängend. Wäre H ⊃ B eine weitere Gruppe mit diesen
Eigenschaften, so müßte sie nach dem Satz von Lie-Kolchin 9.4.1.6 auch eine
Fahne von Untervektorräumen von kn stabilisieren, also eine Folge kn = Vn ⊃
Vn−1 ⊃ . . . ⊃ V0 = 0 von Untervektorräumen mit dimVi = i. Nun ist aber B
genau der Stabilisator der Fahne

kn = 〈e1, . . . , en〉 ⊃ 〈e1, . . . , en−1〉 ⊃ . . . ⊃ 〈e1〉 ⊃ 0

und stabilisiert keine weitere Fahne. Es folgt H ⊂ B, also H = B.

Ergänzung 9.4.6.4. Unter einer vollständigen Fahne von Untervektorräumen ei-
nes endlichdimensionalen Vektorraums V versteht man eine Folge von Untervek-
torräumen

V = Vn ⊃ Vn−1 ⊃ . . . ⊃ V1 ⊃ V0 = 0

mit dimVi = i. Die Menge aller derartigen Fahnen notieren wir F(V ). Auf dieser
Menge operiert die Gruppe GL(V ) in offensichtlicher Weise, und diese Opera-
tion ist auch sicher transitiv. Arbeiten wir über einen algebraisch abgeschlossenen
Körper k = k̄, so ist die Isotropiegruppe jeder Fahne x ∈ F(V ) nach dem Vor-
hergehenden eine Borel’sche Bx ⊂∧ GL(V ), und wir erhalten so eine Bijektion

GL(V )/Bx
∼→ F(V )

Nach Übung 9.3.6.16 gibt es genau eine Struktur als algebraische Varietät auf
F(V ) derart, daß alle diese Bijektionen Isomorphismen werden. Mit dieser Struk-
tur ist F(V ) dann eine vollständige separierte k-Varietät und heißt die Fahnenva-
rietät von V . Sie heißt auch Flaggenvarietät oder Fahnenmannigfaltigkeit.

Korollar 9.4.6.5 (Bilder von Borel’schen unter Surjektionen). Unter einem
surjektiven Homomorphismus affiner algebraischer Gruppen ist das Bild jeder
Parabolischen eine Parabolische und das Bild jeder Borel’schen eine Borel’sche.

Beweis. Das Bild jeder parabolischen Untergruppe ist sicher parabolisch, das Bild
jeder auflösbaren Untergruppe auflösbar, das Bild jeder zusammenhängenden Un-
tergruppe zusammenhängend. Die Behauptung folgt.

Korollar 9.4.6.6 (Zentren Borel’scher Untergruppen). Ist B ⊂ G eine Bo-
rel’sche Untergruppe einer zusammenhängenden affinen algebraischen Gruppe,
so gilt Z(G)◦ ⊂ Z(B) ⊂ Z(G).

Vorschau 9.4.6.7. In 9.4.6.18 zeigen wir stärker Z(B) = Z(G).
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Beweis. Z(G)◦ ist zusammenhängend und auflösbar, liegt also in einer Borel. Da
je zwei Borel’sche konjugiert sind, liegt es damit in jeder Borel und wir fol-
gern Z(G)◦ ⊂ Z(B). Gegeben z ∈ Z(B) faktorisiert die Abbildung G → G,
x 7→ zxz−1x−1 über einem Morphismus G/B → G. Der aber muß konstant sein
als Morphismus einer vollständigen zusammenhängenden Varietät in eine affine
Varietät und wir erhalten Z(B) ⊂ Z(G).

Korollar 9.4.6.8 (Nilpotente Borel’sche). Hat eine zusammenhängende affine
algebraische Gruppe eine nilpotente Borel’sche, so fällt sie bereits mit dieser Bo-
rel’schen zusammen.

Beweis. Sei G unsere Gruppe und B ⊂ G unsere Borel’sche. Wir argumentieren
mit Induktion über den Nilpotenzgrad von B. Ist er Null, besteht also B nur aus
dem neutralen Element, so ist G vollständig und besteht folglich auch nur aus
einem Element. Sonst ist das Zentrum Z := Z(B) nicht trivial und liegt nach
9.4.6.6 im Zentrum von G. Induktion zeigt dann B/Z = G/Z und es folgt B =
G.

Satz 9.4.6.9 (Maximale Tori sind konjugiert). In einer affinen algebraischen
Gruppe sind je zwei maximale Tori konjugiert.

Beweis. Jeder unserer Tori liegt in einer Borel. Je zwei Borel’s sind konjugiert
nach 9.4.6.1, und je zwei maximale Tori in einer Borel sind konjugiert, da wir
unseren Satz für auflösbare Gruppen ja bereits aus 9.4.2.2 kennen.

Satz 9.4.6.10 (Bilder maximaler Tori unter Surjektionen). Das Bild eines ma-
ximalen Torus unter einem surjektiven Homomorphismus von affinen algebrai-
schen Gruppen ist wieder ein maximaler Torus.

Beweis. Sei ϕ : G � H unser surjektiver Homomorphismus. Gegeben T ⊂ G
ein maximaler Torus finden wir eine Borel B ⊂ G mit T ⊂ B ⊂ G. Nach
9.4.6.5 ist ϕ(B) ⊂ H eine Borel und nach 9.4.2.2 haben wir B = TBu. Es folgt
ϕ(B) = ϕ(T )ϕ(Bu) und wir sehen, daß ϕ(T ) ein maximaler Torus von ϕ(B)
sein muß. Dann aber ist ϕ(T ) nach Übung 9.4.6.26 auch ein maximaler Torus in
H .

Definition 9.4.6.11. Eine Untergruppe C einer affinen algebraischen Gruppe G
heißt eine Cartan’sche, wenn es in G einen maximalen Torus T gibt mit

C = (GT )◦

Vorschau 9.4.6.12. Wir werden in 9.4.6.21 sehen, daß der Zentralisator eines ma-
ximalen Torus in einer zusammenhängenden affinen algebraischen Gruppe stets
zusammenhängend ist. In zuammenhängenden Gruppen sind die Cartan’schen da-
mit schlicht die Zentralisatoren der maximalen Tori.
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Proposition 9.4.6.13. Jede Cartan’sche einer affinen algebraischen Gruppe ist
nilpotent.

Beweis. Seien G ⊃ T eine affine algebraische Gruppe mit einem maximalen To-
rus. Es gilt zu zeigen, daß C := (GT )◦ nilpotent ist. Sicher ist T ⊂ C ein maxi-
maler Torus und sicher gilt T ⊂ Z(C). Sicher liegt weiter T in einer Borel’schen
D von C und ist auch ein maximaler Torus von D. Wegen T ⊂ Z(C) ist dann
die Multiplikation nicht nur ein Isomorphismus T × Du

∼→ D von Varietäten,
sondern auch von Gruppen. Mithin ist D nilpotent. Nach 9.4.6.8 zeigt das hinwie-
derum D = C und C nilpotent.

Lemma 9.4.6.14. Gegeben G eine affine algebraische Gruppe und S ⊂ G ein
Torus gibt es s ∈ S mit Gs = GS .

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir G = GL(V ) anneh-
men. Sei V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vr die simultane Eigenraumzerlegung von V unter S.
Wir finden s ∈ S mit paarweise verschiedenen Eigenwerten auf allen Vi. Dann
gilt Gs = GS = GL(V1) × . . . × GL(Vr) mit der Notation rechts für die Gruppe
der alle Teilräume unsere Vi stabilisierenden Automorphismen von V .

Lemma 9.4.6.15. In jeder affinen algebraischen Gruppe umfaßt die Vereinigung
der Cartan’schen eine offene nichtleere Teilmenge.

Beweis. Sei G unsere Gruppe, die wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit zu-
sammenhängend annehmen dürfen, und T ⊂ G ein maximaler Torus und C :=
(GT )◦ eine Cartan’sche. Es gilt zu zeigen, daß die Vereinigung⋃

g∈G

gCg−1

eine offene Teilmenge umfaßt. Dazu betrachte man den Morphismus G × C →
G, (g, c) 7→ gcg−1. Nach Lemma 9.4.6.14 finden wir t ∈ T mit C = (Gt)◦. Die
Faser unseres Morphismus über t ist {(g, c) ∈ G × C | gcg−1 = t}. Da aber
C nilpotent ist, haben wir Cs = T und mithin impliziert oben gcg−1 = t bereits
c ∈ T . Des weiteren folgt für unser g dann gTg−1 ⊂ g(Gc)◦g−1 = (Gt)◦ = C
und wegen T = Cs damit g ∈ NG(T ). Nach der Starrheit von Tori 9.1.7.22 haben
wir aber NG(T )◦ = ZG(T )◦ = C und der Quotient NG(T )/ZG(T ) ist folglich
endlich und es gibt insbesondere nur endlich viele c ∈ C, die konjugiert sind
zu t. Zusammen folgt, daß die Faser unserer Abbildung bei t höchstens dieselbe
Dimension wie NG(T ) und damit auch höchstens dieselbe Dimension wie C hat.
Nach Lemma 7.5.9.12 über die Mindestdimension nichtleerer Fasern, für dessen
Anwendung wirG irreduzibel brauchen, ist unser Morphismus also dominant und
nach 9.2.2.2 umfaßt sein Bild damit eine offene nichtleere Teilmenge von G.
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Satz 9.4.6.16 (Überdeckung durch Borel’sche). Jede zusammenhängende affine
algebraische Gruppe wird von ihren Borel’schen überdeckt. Genauer gilt für jede
derartige Gruppe G sogar

G =
⋃

B⊂G Borel

B und Gu =
⋃

B⊂G Borel

Bu und Gs =
⋃

T⊂G Torus

T

Beweis. Sobald wir wissen, daß G von seinen Borel’schen überdeckt wird, folgt
die Aussage über unipotente Elemente unmittelbar, und die Aussage über halb-
einfache Elemente folgt, da sie nach 9.4.2.2 für zusammenhängende auflösbare
Gruppen gilt. Da nun die Vereinigung der Borel’schen die Vereinigung der Car-
tan’schen umfaßt, jede Cartan’sche ist nach 9.4.6.13 ja nilpotent, reicht es mit
9.4.6.15 zu zeigen, daß die Vereinigung der Borel’schen abgeschlossen ist. Das
folgt jedoch sofort, wenn wir das im Anschluß bewiesene Lemma 9.4.6.17 an-
wenden mit Y = B, X = G, P = B, G = G und der Operation durch Konjuga-
tion.

Lemma 9.4.6.17. Seien G eine affine algebraische Gruppe, P ⊂ G eine Parabo-
lische, X eine G-Varietät und Y ⊂∧ X eine abgeschlossene P -stabile Teilmenge.
So ist auch GY abgeschlossen in X , in Formeln GY ⊂∧ X .

Beweis. Wir betrachten A := {(g, x) ∈ G × X | g−1x ∈ Y }. Dann gilt sicher
A ⊂∧ G × X und A ist P -stabil, in Formeln (g, x) ∈ A ⇒ (gp, x) ∈ A ∀p ∈
P . Nach der dritten äquivalenten Charakterisierung parabolischer Untergruppen
im Beweis von 9.4.5.5 folgt dann GY = prX(A) ⊂∧ X . Wir wiederholen kurz
das Argument. Unser A ist nach Annahme das Urbild seines Bildes unter der
Projektion π : G ×X � G/P ×X , in Formeln A = π−1(π(A)). Da π offen ist
nach 9.2.4.12, folgt π(A) ⊂∧ G/P × X und dann prX(π(A)) = GY ⊂∧ X nach
der Definition der Vollständigkeit 9.4.4.1.

Korollar 9.4.6.18. Gegeben B ⊂ G eine Borel’sche in einer zusammenhängen-
den affinen algebraischen Gruppe gilt Z(B) = Z(G).

Beweis. Aus 9.4.6.6 wissen wir bereits Z(B) ⊂ Z(G). Anderseits liegt jedes z ∈
Z(G) nach 9.4.6.16 in einer Borel’schen und dann, da je zwei Borel’sche nach
9.4.6.1 konjugiert sind, in jeder Borel’schen.

Satz 9.4.6.19 (Zentralisatoren von Tori). Der Zentralisator eines Torus in einer
zusammenhängenden affinen algebraischen Gruppe ist zusammenhängend.

9.4.6.20. Daß der Zentralisator eines Torus in einer auflösbaren zusammenhängen-
den affinen algebraischen Gruppe zusammenhängend ist, wissen wir bereits aus
9.4.3.3, wo wir das sogar für den Zentralisator einer beliebigen Teilmenge aus
paarweise kommutierenden halbeinfachen Elementen gezeigt hatten.
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Beweis. Seien G unsere Gruppe und S ⊂∧ G unser Torus. Gegeben z ∈ GS finden
wir eine Borel’sche B ⊂ G mit z ∈ B. Also ist

X̃ = X̃z := {g ∈ G | z ∈ gBg−1}

eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge von G und stabil unter der Rechts-
multiplikation mit b ∈ B, ist also das Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge
X ⊂∧ G/B. Da S auflösbar ist, hat es nach dem Borel’schen Fixpunktsatz 9.4.5.7
einen Fixpunkt x ∈ X . Nun betrachten wir die Menge B aller Borel’schen von G
und die Surjektion

G/B � B
gB 7→ gBg−1

Sie ist G-äquivariant für die Operation von G auf B durch Konjugation. Unser S-
Fixpunkt x ∈ X wird also abgebildet auf eine Borel’sche A ⊂ G mit sAs−1 = A
für alle s ∈ S und z ∈ A. Dann ist auch SA = AS eine Untergruppe und
nach dem Satz über irreduzibles Erzeugen sogar eine abgeschlossene zusammen-
hängende Untergruppe von G und wegen (sa, tb) = satba−1s−1b−1t−1 ∈ A für
alle s, t ∈ S und a, b ∈ A ist auch SA auflösbar, mithin SA = A. Das aber zeigt

GS =
⋃

A Borel von G mit A⊃S

AS

Daß aber Zentralisatoren von Tori in zusammenhängenden auflösbaren Gruppen
zusammenhängend sind, wissen wir bereits aus 9.4.3.3. Folglich muß auch GS

zusammenhängend sein.

Satz 9.4.6.21 (Borel’sche in Zentralisatoren von Tori). Seien G eine zusam-
menhängende affine algebraische Gruppe und S ⊂ G ein Torus. So ist für jede
Borel’sche B von G mit S ⊂ B ⊂ G auch BS ⊂ GS eine Borel’sche von GS und
das Herunterschneiden liefert eine Surjektion

{Borel’sche von G über S} �
{

Borel’sche von GS
}

B 7→ BS

Beweis. Sei B eine Borel’sche von G mit S ⊂ B ⊂ G. Nach 9.4.3.3 ist BS zu-
sammenhängend, auflösbar ist es eh. Können wir zeigen, daß GS/BS vollständig
ist, so mußBS eine Borel’sche vonGS sein. Es reicht nach 9.4.5.1 auch bereits, zu
zeigen, daßGS/BS ↪→ G/B abgeschlossenes Bild hat, oder auch, daß Y := GSB
abgeschlossen ist in G. Nach 9.4.6.19 ist Y irreduzibel. Wir betrachten die Abbil-
dung

Y × S → B/Bu

(y, s) 7→ y−1syBu
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Dieselbe Vorschrift liefert sicher auch eine Abbildung G × S → G/Bu und in-
duziert eine Abbildung Ȳ × S → B/Bu für Ȳ ⊂∧ G der Abschluß von Y in G.
Nun ist auch B/Bu ein Torus. Aufgrund der Starrheit von Tori 9.1.7.22 muß un-
sere Abbildung also bei festem s ∈ S konstant sein als Funktion von ȳ ∈ Ȳ , also
ȳ−1sȳBu = sBu für alle ȳ ∈ Ȳ, s ∈ S. Andererseits ist SBu eine abgeschlossene
Untergruppe von B, da Bu ⊂ B ein Normalteiler ist, und ȳ−1Sȳ ⊂ SBu ist für al-
le ȳ ∈ Ȳ ein maximaler Torus von SBu. Also gibt es z ∈ Bu mit z−1Sz = ȳ−1Sȳ.
Nun induziert die Konjugation mit z ∈ B stets die Identität auf B/(B,B) und a
forteriori induziert die Konjugation mit z ∈ Bu die Identität auf SBu/Bu. Wir
landen so bei einem kommutativen Diagramm

S

int(zȳ−1)

��

� � // B/Bu

int(z)=id

��
S �
� // B/Bu

Es folgt zȳ−1 ∈ GS und ȳ ∈ GSB für alle ȳ ∈ Ȳ . Mithin haben wir Y = Ȳ und
BS ist in der Tat eine Borel’sche in GS . Da je zwei Borel’sche von GS konjugiert
sind, muß unsere Abbildung dann auch surjektiv sein.

Korollar 9.4.6.22. Umfaßt eine Borel’sche einer zusammenhängenden affinen al-
gebraischen Gruppe einen vorgegebenen maximalen Torus, so umfaßt sie auch
dessen Zentralisator.

Beweis. Ist also in FormelnG ⊃ B ⊃ T eine zusammenhängende affine algebrai-
sche Gruppe mit einer Borel’schen und einem maximalen Torus, so gilt B ⊃ GT .
In der Tat gilt nach 9.4.6.19 schon mal GT = (GT )◦, also ist GT eine Cartan’sche,
also nach 9.4.6.13 nilpotent, also folgt B ∩GT = GT aus unserem Satz 9.4.6.21,
nach dem B ∩GT = BT eine Borel’sche von GT sein muß.

Satz 9.4.6.23 (Darstellungen von Gruppen und Liealgebren). Sei k = k̄ ein
algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik Null und G eine zusam-
menhängende affine algebraische Gruppe über k. So gilt:

1. Gegeben eine algebraische Darstellung vonG ist jeder unter der Liealgebra
stabile Teilraum auch unter der Gruppe stabil;

2. Gegeben eine algebraische Darstellung von G stimmen die Invarianten der
Liealgebra mit den Invarianten der Gruppe überein;

3. Das Ableiten von Darstellungen der Gruppe zu Darstellungen ihrer Lieal-
gebra ist ein volltreuer Funktor.
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Beweis. Wir beginnen mit dem ersten Teil. Da unsere Gruppe nach 9.4.6.16 von
ihren Borel’schen überdeckt wird, reicht es, den Fall auflösbarer Gruppen zu be-
trachten. Da zusammenhängende auflösbare Gruppen nach 9.4.2.2 von ihrem uni-
potenten Radikal und einem maximalen Torus erzeugt werden, reicht es, die Fälle
der unipotenten Gruppen und der Tori zu betrachten. Letzterer Fall ist evident,
ersterer Fall folgt aus 9.3.10.6. Den zweiten Teil zeigt man genauso. Der dritte
Teil folgt für die Unterkategorie der endlichdimensionalen Darstellungen unserer
Gruppe mit der Identifikation von HomG

k (V,W )
∼→ Hom(V,W )Gk der Homomor-

phismen von Darstellungen als Invarianten in der Homomorphismendarstellung.
Der allgemeine Fall ergibt sich unmittelbar.

Lemma 9.4.6.24. Unter einer algebraischen Operation einer affinen algebrai-
schen Gruppe auf einer affinen Varietät sind die Bahnen von Fixpunkten maxima-
ler Tori stets abgeschlossen.

Beweis. Seien G%X unsere Operation, T ⊂ B ⊂ G ein maximaler Torus und
eine Borel und x ∈ X ein Fixpunkt von T . Nach 9.4.2.2 gilt B = BuT , also ist
Y := Bx = Bux abgeschlossen nach 9.2.3.9 als Bahn einer unipotenten Gruppe
auf einer affinen Varietät. Dann ist jedoch Gx = GY abgeschlossen in X nach
9.4.5.9.

Übungen

Übung 9.4.6.25. Man zeige: Jede zusammenhängende affine algebraische Gruppe
der Dimension Zwei oder kleiner ist auflösbar. Hinweis: Man gehe die Möglich-
keiten für die Dimensionen maximaler Tori der Reihe nach durch.

Übung 9.4.6.26. Gegeben eine affine algebraische Gruppe ist jeder maximale To-
rus einer Borel’schen bereits ein maximaler Torus der ganzen Gruppe.

Übung 9.4.6.27. Man zeige, daß ein halbeinfaches Element aus dem Zentrum ei-
ner zusammenhängenden affinen algebraischen Gruppe in jedem maximalen To-
rus liegt. Hinweis: 9.4.6.16.

Ergänzende Übung 9.4.6.28. (char k = 0).Gegeben eine affine algebraische Gup-
pe G und eine auflösbare Unteralgebra k ⊂ g ihrer Liealgebra existiert stets eine
Borel’sche B ⊂ G mit k ⊂ LieB. Hinweis: Man finde eine treue Darstellung und
wende den Satz von Lie oder besser sein Korollar 24.1.5.6 an.

9.4.7 Fahnenmannigfaltigkeit und Weylgruppe
Satz 9.4.7.1 (Normalisatoren von Borel’schen). In einer zusammenhängenden
affinen algebraischen Gruppe ist jede Borel’sche ihr eigener Normalisator.
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Beweis. Seien G unsere Gruppe und B ⊂ G eine Borel’sche. Wir behaupten

NG(B) = B

Wir führen den Beweis mit Induktion über kdimG durch Widerspruch. Sei sonst
x ∈ NG(B)\B. Sei T ⊂ B ein maximaler Torus. Indem wir x andernfalls
abändern zu xb mit geeignetem b ∈ B, dürfen wir xTx−1 = T annehmen, da
ja in B nach 9.4.2.2 je zwei maximale Tori konjugiert sind. Jetzt betrachten wir
den Kommutator

ψ : T → T
t 7→ xtx−1t−1

und unterscheiden zwei Fälle.

ψ(T ) ( T : Aus B ⊃ T folgt mit 9.4.6.22 sofort B ⊃ GT . Unsere Annahmen
x 6∈ B impliziert so a forteriori x 6∈ GT . Wir haben also S := (kerψ)◦ ( T .
Weiter liegt x nach Konstruktion inGS und normalisiertBS . Nach 9.4.6.21 istGS

zusammenhängend und BS darin eine Borel’sche. Gilt hier GS 6= G, so folgt also
x ∈ B per Induktion. Gilt dahingegen GS = G, so können wir die Induktionsan-
nahme auf G/S anwenden. In diesem Quotienten ist B/S eine Borel’sche nach
9.4.6.5 und wir folgern x̄ ∈ B/S, also wieder x ∈ B.

ψ(T ) = T : In diesem Fall benötigen wir die Induktionsannahme nicht. Wir wählen
eine Darstellung ρ : G → GL(V ) und einen Vektor v ∈ V \0 mit NG(B) =
StabG〈v〉. Dann gilt sogar ρ(T )v = v, da T = ψ(T ) aus Kommutatoren von
Gruppenelementen besteht, die 〈v〉 stabilisieren, sowie ρ(Bu)v = v, da Bu unipo-
tent ist. Also erhalten wir einen MorphismusG/B → V , g 7→ ρ(g)v, und der muß
konstant sein nach 9.4.4.4 als Morphismus einer zusammenhängenden vollständi-
gen Varietät in eine affine Varietät. Es gilt also G = StabG〈v〉 = NG(B) und B
ist selbst ein Normalteiler. Dann aber ist G/B vollständig, affin und zusammen-
hängend, mithin ein Punkt, und es folgt wieder x ∈ B.

9.4.7.2. Gegeben eine zusammenhängende affine algebraische GruppeG betrach-
ten wir die Menge

B = B(G) = BG := {A ⊂ G | A ist Borel’sche}

aller Borel’schen von G. Die Gruppe G operiert darauf transitiv durch Konjuga-
tion und nach 9.4.7.1 erhalten wir für jede Borel’sche B ⊂ G eine G-äquivariante
Bijektion

G/B
∼→ BG

gB 7→ gBg−1

Nach 9.3.6.16 gibt es nun genau eine Struktur als Varietät auf B, bezüglich de-
rer alle diese Abbildungen Isomorphismen von Varietäten werden. Diese Varie-
tät B heißt die Varietät der Borel’schen von G oder, in Erweiterung der in
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15.2.3.10 eingeführten Terminologie, die Fahnenmannigfaltigkeit von G. Für
die G-Operation auf der Fahnenmannigfaltigkeit B verwenden wir zwei Notatio-
nen: Betrachten wir eine Borel’sche eher als Punkt, so notieren wir sie mit einem
kleinen Buchstaben wie etwa x ∈ B und schreiben gx für das Anwenden von
g ∈ G auf x ∈ B. Betrachten wir eine Borel’sche eher als Untergruppe, so notie-
ren wir sie mit einem großen Buchstaben wie etwa A ⊂ G und schreiben gAg−1

für das Konjugieren. Manchmal notieren wir zu x ∈ B auch Bx ⊂ G eben diese
Borel’sche, aufgefaßt als Untergruppe, und haben also Bgx = gBxg

−1.

Ergänzung 9.4.7.3. Gegeben eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe
G betrachten wir ähnlich die Menge

T = T (G) = TG := {T ⊂ B ⊂ G | T ist maximaler Torus und B Borel’sche}

aller borelierten maximalen Tori oder kurz borelierten Tori vonG. Die Gruppe
G operiert darauf transitiv durch Konjugation und nach 9.4.7.1 zusammen mit
9.4.3.4 erhalten wir für jeden borelierten Torus T ⊂ B ⊂ G eine G-äquivariante
Bijektion

G/T
∼→ TG

gT 7→ (gTg−1 ⊂ gBg−1)

Nach 9.3.6.16 gibt es nun genau eine Struktur als Varietät auf T , bezüglich derer
alle diese Abbildungen Isomorphismen von Varietäten werden. Diese Varietät T
heißt die Varietät der borelierten Tori von G. Für die G-Operation auf dieser
Varietät T verwenden wir wieder zwei Notationen: Betrachten wir einen borelier-
ten Torus eher als Punkt, so notieren wir ihn mit einem kleinen Buchstaben wie
etwa x ∈ T und schreiben gx für das Anwenden von g ∈ G auf x ∈ B. Be-
trachten wir ihn eher als ein Paar von Untergruppen, so notieren wir ihn T ⊂ B
und schreiben gTg−1 ⊂ gBg−1 für das Konjugieren. Manchmal notieren wir zu
x ∈ T auch Tx ⊂ Bx ⊂ G eben diesen borelierten Torus, aufgefaßt als Paar von
Untergruppen, und haben also (Tgx ⊂ Bgx) = (gTxg

−1 ⊂ gBxg
−1). Wir haben

einen offensichtlichen G-äquivarianten Morphismus T � B. Die Faser über x ist
hierbei jeweils ein prinzipaler homogener Raum über dem unipotenten Radikal
von Bx.

Vorschau 9.4.7.4. Gegeben eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe
G mit einer Borel’schen B existiert im allgemeinen keine zu unseren Beschrei-
bungen von G/B und G/T vergleichbar natürliche Beschreibung des Quotienten
G/Bu. Mehr dazu wird in ?? diskutiert.

Korollar 9.4.7.5 (Normalisatoren parabolischer Untergruppen). In einer zu-
sammenhängenden affinen algebraischen Gruppe ist jede Parabolische zusam-
menhängend und ihr eigener Normalisator.
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Beweis. Seien G ⊃ P unsere Gruppe und ihre Parabolische. Es gibt eine Bo-
rel’sche B ⊂ P ◦. Aus x ∈ NG(P ) folgt dann, daß xBx−1 ⊂ P ◦ auch eine
Borel’sche ist, also gibt es y ∈ P ◦ mit yBy−1 = xBx−1 und folglich y−1x ∈
NG(B) = B. So folgt unmittelbar x ∈ P ◦B ⊂ P ◦.

Korollar 9.4.7.6. Seien G eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe
und P ⊂∧ G eine Parabolische. Sei weiter x ∈ G gegeben. Umfaßt P ∩ x−1Px
eine Borel, so gilt bereits P = x−1Px.

Beweis. Sei B ⊂ P ∩ x−1Px eine Borel. Sicher ist xBx−1 ⊂ P dann auch eine
Borel, also gibt es y ∈ P mit yxBx−1y−1 = B alias yx ∈ B. Mit y ∈ P folgt
dann x ∈ P .

Definition 9.4.7.7. Gegeben G ⊃ T eine affine algebraische Gruppe mit einem
maximalen Torus setzt man

WG(T ) := NG(T )/ZG(T )

und nennt diese endliche Gruppe die Weylgruppe von G oder präziser die Weyl-
gruppe von (G, T ).

Beispiel 9.4.7.8. Der Normalisator des maximalen Torus T aller Diagonalmatri-
zen in der allgemeinen linearen Gruppe GL(n; k) besteht genau aus allen Matri-
zen, die die simultanen Eigenräume keν unserer Diagonalmatrizen permutieren,
als da heißt aus allen Matrizen, die in jeder Zeile und Spalte genau einen von Null
verschiedenen Eintrag haben. In diesem Fall bilden die Permutationsmatrizen ein
Repräsentantensystem für die Weylgruppe.

Korollar 9.4.7.9 (Borel’sche und Weylgruppe). Gegeben eine zusammenhängen-
de affine algebraische Gruppe operiert die Weylgruppe zu einem maximalen Torus
frei und transitiv durch Konjugation auf der Menge der Borel’schen über besag-
tem maximalen Torus.

9.4.7.10. Sind G ⊃ B ⊃ T eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe
mit einer Borel’schen un einem maximalen Torus liefert in Formeln die Konjuga-
tion also eine Bijektion

WG(T )
∼→ {A ⊂ G | A ist Borel’sche mit A ⊃ T}

n 7→ nBn−1

In nochmal anderen Worten und unter Verwendung von 9.4.7.1 operiert die Weyl-
gruppe WG(T ) zu einem maximalen Torus T frei und transitiv auf der Menge BTG
der Fixpunkte unseres maximalen Torus T in der Fahnenmannigfaltigkeit.
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Beweis. Wir zeigen zunächst, daß NG(T ) transitiv auf der Menge der Borel’schen
über T operiert. Gegeben eine Borel A mit T ⊂ A ⊂ G gibt es x ∈ G mit
xBx−1 = A. Dann ist xTx−1 ⊂ A ein maximaler Torus und nach 9.4.2.2 gibt
es a ∈ A mit axTx−1a−1 = T . Es folgt n = ax ∈ NG(T ) und nBn−1 = A.
Nun berechnen wir noch die Isotropiegruppe von B unter der Operation durch
Konjugation von NG(T ). Aus n−1Bn = B folgt mit 9.4.7.1 ja n ∈ B und Kon-
jugation mit jedem b ∈ B stabilisiert auch umgekehrt B, also ist unsere Isotro-
piegruppe NB(T ). In der zusammenhängenden auflösbaren Gruppe B gilt aber
NB(T ) = ZB(T ) nach 9.4.3.4. Nach 9.4.6.22 folgt aus B ⊃ T weiter B ⊃ GT ,
also gilt NB(T ) = ZB(T ) = ZG(T ) wie gewünscht.

Lemma 9.4.7.11. Ist (V, ρ) eine endlichdimensionale algebraische Darstellung
von k× und x ∈ PV ein Punkt ihrer Projektivisierung, so läßt sich die durch An-
wenden auf x gegebene Abbildung k× → PV eindeutig zu einem Morphismus von
Varietäten P1k → PV fortsetzen. Diese Fortsetzung ist darüberhinaus entweder
konstant oder injektiv und bildet 0 und∞ auf Fixpunkte von k× in PV ab.

9.4.7.12. Wir notieren 0x und ∞x die Bilder von 0 und ∞ unter unserer Fort-
setzung. Überhaupt jeder Morphismus k× → PV für dimk V < ∞ läßt sich ein-
deutig zu einem Morphismus P1k → PV fortsetzen, wie in 7.8.6.11 gezeigt wird.
Allerdings ist die Fortsetzung in dieser Allgemeinheit nicht notwendig injektiv.

Beweis. Sei v ∈ V \0 mit x = 〈v〉. Wir können v schreiben als Linearkombination
von simultanen Eigenvektoren

v = a1v1 + . . .+ arvr

mit ai 6= 0 für alle i und ρ(λ)vi = λm(i)vi und m(1) > . . . > m(r). Dann
kann unsere Fortsetzung explizit angegeben werden durch die Vorschrift 0 7→
〈vr〉,∞ 7→ 〈v1〉. Der Rest des Beweises kann dem Leser überlassen werden.

Satz 9.4.7.13 (Zahl der Fixpunkte von Tori). Seien ρ : T → GL(V ) eine end-
lichdimensionale algebraische Darstellung eines Torus und Y ⊂∧ PV eine abge-
schlossene T -stabile Teilmenge.

1. Gilt kdimY ≥ 1, so hat T in Y mindestens zwei Fixpunkte, |Y T | ≥ 2;

2. Gilt kdimY ≥ 2, so hat T in Y mindestens drei Fixpunkte, |Y T | ≥ 3.

Beweis. Sei V =
⊕n

i=1 Vi die simultane Eigenraumzerlegung von V unter T mit
Vi 6= 0 zum Charakter χi ∈ X(T ). Sicher liefern die offensichtlichen Abbildungen
eine Bijektion

PV1 t . . . t PVn
∼→ (PV )T
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Sicher gibt es auch Morphismen von algebraischen Gruppen λ : k× → T mit
χi ◦λ paarweise verschieden. Dann sind die Fixpunkte unter der durch λ induzier-
ten Operation von k× dieselben wie die Fixpunkte von T , wir dürfen also ohne
Beschränkung der Allgemeinheit T = k× annehmen. Besteht ganz Y aus Fix-
punkten, so ist nichts zu zeigen. Sonst gibt es, wenn Y nicht leer ist, schon mal
mindestens zwei Fixpunkte nach 9.4.7.11 und der erste Teil ist gezeigt. Wählen
wir für den zweiten Teil eine Basis v1, v2, . . . , vn von V mit ρ(t)vi = tm(i)vi für
alle t ∈ k× und m(1) ≥ m(2) ≥ . . . ≥ m(n), so ist W := 〈v2, . . . , vn〉 ⊂ V
ein k×-invarianter Teilraum und PW ∩ Y ist nach 7.6.5.18 nicht leer, falls gilt
kdimY ≥ 1, und nach 7.6.5.19 mindestens eindimensional falls kdimY ≥ 2.
Dort gibt es also schon mal zwei Fixpunkte. Indem wir sonst V verkleinern, dürfen
wir Y 6⊂ PW annehmen. Gegeben y ∈ Y \PW ist dann∞y noch ein dritter Fix-
punkt außerhalb von PW .

Korollar 9.4.7.14. Eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe ist genau
dann auflösbar, wenn ihre Weylgruppe trivial ist.

Beweis. Ist unsere Gruppe auflösbar, so ist die Weylgruppe trivial nach 9.4.3.4. Ist
unsere Gruppe nicht auflösbar, so ist die Fahnenmannigfaltigkeit mindestens ein-
dimensional und nach 9.4.7.13 hat ein maximaler Torus darauf mindestens zwei
Fixpunkte. Hier haben wir implizit verwendet, daß jeder Quotient einer affinen al-
gebraischen Gruppe äquivariant in die Projektivisierung einer endlichdimensiona-
len Darstellung eingebettet werden kann. Nach 9.4.7.10 folgt, daß die Weylgruppe
nicht trivial ist.

Korollar 9.4.7.15. Jede zusammenhängende affine algebraische Gruppe wird er-
zeugt von den Borel’schen über einem festen maximalen Torus.

Beweis. Seien G unsere Gruppe und T ⊂ G ein maximaler Torus und Q ⊂ G
die von allen Borel’schen über T erzeugte Untergruppe. Sie ist parabolisch. Wäre
Q 6= G, so hätte T nach 9.4.7.13 auf G/Q außer Q/Q noch einen weiteren Fix-
punkt. Er entspricht einer Konjugierten xQx−1 unserer Parabolischen mit T ⊂
xQx−1. Mit Induktion über die Dimension dürfen wir annehmen, daß xQx−1 von
seinen Borel’schen über T erzeugt wird, daß also gilt xQx−1 ⊂ Q. Das aber steht
im Widerspruch zu unserer Annahme xQx−1 6= Q.

Übungen

Übung 9.4.7.16. Gegeben eine algebraische Darstellung V einer affinen algebrai-
schen Gruppe und ein maximaler Torus T ⊂ G stabilisiert die Weylgruppe die
Menge PT (V ) ⊂ X(T ) der Gewichte von V .
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9.4.8 Halbeinfache Gruppen vom Rang Eins
Definition 9.4.8.1. Unter dem Rang einer affinen algebraischen Gruppe G ver-
steht man die Dimension eines maximalen Torus. Man notiert den Rang rk(G).

Definition 9.4.8.2. Eine affine algebraische Gruppe heißt halbeinfach, wenn alle
ihre auflösbaren Normalteiler endlich sind.

Satz 9.4.8.3 (Klassifikation halbeinfacher affiner Gruppen vom Rang Eins).
Jede halbeinfache zusammenhängende affine algebraische Gruppe vom Rang Eins
ist isomorph zu SL(2; k) oder zu PGL(2; k).

9.4.8.4. Der Beweis dieses Satzes wird den ganzen Abschnitt füllen. Wir begin-
nen damit, allgemeine Aussagen zu beweisen, die sogar für beliebige zusammen-
hängende affine algebraische Gruppen vom Rang Eins gelten, die nicht auflösbar
sind.

Lemma 9.4.8.5. Seien G ⊃ B ⊃ T eine zusammenhängende nicht auflösbare
affine algebraische Gruppe vom Rang Eins, eine Borel’sche und ein maximaler
Torus. So gilt:

1. Die Weylgruppe hat genau zwei Elemente, |WG(T )| = 2;

2. Die Fahnenmannigfaltigkeit ist eine projektive Gerade, BG ∼= P1;

3. Für jedes n ∈ NG(T )\ZG(T ) haben wir G = B tBnB;

4. Für jedes n ∈ NG(T )\ZG(T ) ist (Bu ∩ nBun
−1)◦ ein Normalteiler von G.

Beweis. Da unsere Gruppe zusammenhängend aber nicht auflösbar ist, ist die
Weylgruppe nach 9.4.7.14 nicht trivial. Da die multiplikative Gruppe k× genau
zwei Automorphismen hat, die Identität und das Invertieren, kann unsere Weyl-
gruppe aber auch nicht mehr als zwei Elemente haben und das zeigt die erste Aus-
sage. Auf G/B hat T dann genau zwei Fixpunkte nach 9.4.7.10 und aus 9.4.7.13
folgt damit kdimG/B = 1. Andererseits muß T auch eine eindimensionale Bahn
Y ⊂ G/B haben. Deren Abschluß ist nun notwendig eine Vereinigung mit nulldi-
mensionalen Bahnen und wir folgern G/B = Y t (G/B)T und Y ⊂◦ G/B. Nach
9.3.6.20 oder alternativ 9.3.6.21 ist dann Y als Varietät isomorph zu k×. Jetzt gibt
es verschiedene Wege, um G/B ∼= P1 zu zeigen. Kennt man die Theorie der
Kurven, so folgt das mit 7.8.6.2 aus

M(G/B) ∼=M(k×) ∼=M(P1)

und der Beweis der zweiten Aussage ist fertig. Man mag aber auch direkter ei-
ne algebraische Darstellung (V, ρ) von G wählen und v ∈ V \0 mit G/B ∼→
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G〈v〉 ⊂∧ PV . Dann wird y ∈ Y repräsentiert durch w ∈ V \0 und zerfällt als
w = w1 + . . . + wr mit ρ(t)wi = tn(i)wi, wobei alle wi von Null verschie-
den sind und für die Exponenten gilt n(1) > n(2) > . . . > n(r). Unter unse-
rem Isomorphismus gehen die Fixpunkte von k× in G/B auf 〈w1〉, 〈wr〉 ∈ PV .
Ist d der größte gemeinsame Teiler der n(i), so liefert die Abbildungsvorschrift
t 7→ tn(1)/dw1+. . .+tn(r)/d einen Isomorphismus von Varietäten k× ∼→ Y , der sich
zu einem bijektiven Morphismus P1 → G/B fortsetzen läßt durch die Vorschrift
∞ 7→ 〈w1〉, 0 7→ 〈wr〉. Daß das nun ein Isomorphismus ist, kann man entweder
explizit einsehen oder auch mit dem Hauptsatz von Zariski 9.2.4.17 prüfen, da ja
jede echte offene Teilmenge von P1 affin ist. Nun hat B auf G/B nach 9.4.7.1
den einzigen Fixpunkt B/B und die B-Bahn BnB/B des anderen T -Fixpunkts
nB/B muß folglich auch die dichte T -Bahn Y umfassen. Mithin zerfällt G unter
der beidseitigen B-Operation in die zwei Doppelnebenklassen

G = B tBnB

Schließlich ist (Bu ∩ nBun
−1)◦ eine zusammenhängende unipotente Gruppe, die

mindestens zwei Fixpunkte auf BG ∼= P1 hat. Da Bahnen unipotenter Gruppen auf
affinen Varietäten nach 9.2.3.9 abgeschlossen sind und da bereits das Komplement
eines Punktes in P1 affin ist, muß (Bu∩nBun

−1)◦ ganz P1 punktweise festhalten.
Also ist (Bu∩nBun

−1)◦ die Einskomponente des Schnitts der unipotenten Anteile
aller Borel’schen von G und damit ein Normalteiler.

Lemma 9.4.8.6 (Automorphismen der projektiven Gerade). (k = k̄). Sei ∆ ⊂∧
(P1k)3 die sogenannte dicke Diagonale alias die Teilmenge aller Tripel mit min-
destens zwei gleichen Einträgen. So liefern die Operation von PGL(2; k) :=
GL(2; k)/k× auf P1k und das Anwenden eines Automorphismus der algebrai-
schen Varietät P1k auf das Tripel (0, 1,∞) Bijektionen

PGL(2; k)
∼→ Var×(P1k)

∼→ (P1k)3\∆
ϕ 7→ (ϕ(0), ϕ(1), ϕ(∞))

Des weiteren ist die Komposition dieser Bijektionen ein Isomorphismus von Varie-
täten zwischen der algebraischen Gruppe PGL(2; k) und der Menge aller Tripel
von paarweise verschiedenen Punkten der projektiven Gerade.

Beweis. Die erste Abbildung ist eine Bijektion nach 7.6.5.22 und die Verknüp-
fung ist eine Bijektion nach 5.1.5.12. Nach unseren Resultaten über homogene
Räume aus 9.3.5.15 muß nur die Surjektivität des Differentials der Abbildung
GL(2; k) → (P1)3, g 7→ (g(0), g(1), g(∞)) am neutralen Element geprüft wer-
den, und die ist schnell nachgerechnet.

Beweis von Satz 9.4.8.3. Sei nun G eine zusammenhängende halbeinfache affine
algebraische Gruppe vom Rang Eins. Seien T ⊂ B ⊂ G ein maximaler Torus
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und eine Borel’sche. Sei weiter n ∈ NG(T )\ZG(T ). Wir kürzen für das folgende
U = Bu ab und pirschen uns Schritt für Schritt an die Klassifikation heran.

1. Da U ∩nUn−1 = U ∩nBn−1 als Einskomponente einen unipotenten, also auf-
lösbaren Normalteiler hat, muß U ∩ nUn−1 endlich sein. Wegen B = TU = UT
ist die U -Bahn von nB/B dicht in G/B. Andererseits ist die Isotropiegruppe in
U von nB/B endlich und es folgt kdimU = 1.

2. Aus kdimU = 1 folgt unmittelbar kdimB = 2 und kdimG = 3.

3. Die Gruppe G hat außer sich selbst nur endliche Normalteiler. In der Tat ist
nach 9.4.6.25 jede zusammenhängende affine algebraische Gruppe einer Dimen-
sion Zwei oder kleiner auflösbar. Also muß jeder echte zusammenhängende Nor-
malteiler positiver Dimension auflösbar sein und der Quotient danach desgleichen,
im Widerspruch dazu, daß G selbst nicht auflösbar ist.

4. Der von der Operation von G auf seiner Fahnenmannigfaltigkeit im Verein mit
der Wahl eines Isomorphismus BG ∼= P1 nach 9.4.8.6 induzierte Homomorphis-
mus von algebraischen Gruppen ist eine Surjektion G � PGL(2; k). In der Tat
operiert G nicht trivial auf seiner Fahnenmannigfaltigkeit, der maximale Torus
etwa hat ja darin nur zwei Fixpunkte. Folglich muß nach dem vorhergehenden
Punkt der Kern unseres Morphismus G → PGL(2; k) endlich sein. Dimensions-
betrachtungen zeigen dann die Surjektivität unseres Morphismus.

5. Nun betrachten wir die Surjektion φ : SL(2; k) � PGL(2; k) und die Grup-
pe H := {(g, s) ∈ G × SL(2; k) | ϕ(g) = φ(s)} mitsamt dem offensichtlichen
Homomorphismus H → PGL(2; k). Die Einskomponente H◦ von H paßt in ein
kommutatives Diagramm von surjektiven Gruppenhomomorphismen der Gestalt

H◦

zzzzttttttttttt

'' ''NNNNNNNNNNN

����

G

$$ $$IIIIIIIIII SL(2; k)

xxxxqqqqqqqqqq

PGL(2; k)

Alle diese Gruppenhomomorphismen haben offensichtlich endliche Kerne. Mit-
hin sind alle Gruppen unseres Diagramms halbeinfach vom Rang Eins. Wir haben
gewonnen, wenn wir zeigen können, daß (a) der obere Pfeil nach rechts ein Iso-
morphismus H◦ ∼→ SL(2; k) sein muß und daß (b) von den beiden Pfeilen nach
unten auf der linken Seite einer ein Isomorphismus sein muß. Dazu müssen wir
noch etwas mehr über die Struktur zusammenhängender halbeinfacher Gruppen
G vom Rang Eins zeigen.

6. Wir zeigen zunächst ZG(T ) = T . In der Tat ist ZG(T ) zusammenhängend
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nach 9.4.6.21 und ist folglich eine Cartan’sche, also nilpotent nach 9.4.6.13. Da-
mit muß ZG(T ) in einer und jeder Borel’schen liegen, die T umfaßt, in Formeln
ZG(T ) ⊂ B. Gleichheit ist hier unmöglich, weil nilpotente Borel’sche schon die
ganze Einskomponente ihrer Gruppe sind nach 9.4.6.8. Wegen kdimB = 2 folgt
damit ZG(T ) = T .

7. Wir zeigen U ∩nUn−1 = 1. In der Tat, da U ∩nUn−1 von T normalisiert wird
und endlich ist, muß diese Untergruppe sogar im Zentralisator von T liegen, nach
dem vorhergehenden also in T selbst. Das einzige unipotente Element eines Torus
ist aber das neutrale Element.

8. Die Multiplikation liefert eine offene Einbettung (nUn−1)×T×U ↪→ G. In der
Tat ist diese Abbildung wegen (nUn−1) ∩ B = 1 sicher injektiv und hat offenes
Bild nach Dimensionsvergleich und weil das Bild als eine Bahn in G aufgefaßt
werden kann, unter einer geeigneten Operation von (nUn−1) × B. Wir müssen
also nur noch die Injektivität des Differentials an einer Stelle zeigen, in anderen
Worten die Formel

LieG = Lie(nUn−1)⊕ LieB

Sicher gibt es α ∈ X(T ) mit Ad(t) = α(t) : LieU → LieU für alle t ∈ T . Wegen
ZG(T ) = T und Lie ZG(T ) = zg(T ) nach 9.3.7.13 folgt α 6= 0. Auf Lie(nUn−1)
operiert t ∈ T dann durch α(t−1) und die Behauptung folgt.

9. Die Gruppe U ist isomorph zur additiven Gruppe k. In der Tat liefert die Ope-
ration von U auf der Fahnenmannigfaltigkeit nach dem Vorhergehenden einen
Isomorphismus von U mit dem Komplement eines Punktes in der projektiven Ge-
raden. Das zeigt U ∼= k als Varietät und dann nach 9.1.1.43 auch als algebraische
Gruppe.

10. Für unser α von eben gilt X(T ) ⊃ Zα ⊃ 2X(T ). In der Tat ist für jede al-
gebraische Darstellung V von G und jedes λ ∈ X(T ) der Teilraum

⊕
n∈Z Vλ+nα

nach Übung 9.1.8.3 eine Unterdarstellung. Andererseits folgt aus Vλ 6= 0 durch
Anwenden des nichttrivialen Elements der Weylgruppe nach 9.4.7.16 auch V−λ 6=
0. Für jede irreduzible Darstellung folgt aus Vλ 6= 0 also 2λ ∈ Zα. Da nun jedes
Gewicht λ ∈ X nach 9.1.7.26 auch in einer irreduziblen Darstellung vorkommt,
folgt 2X ⊂ Zα.

11. Wegen LieG = LieB ⊕ Lie(nUn−1) ist das Differential beim neutralen Ele-
ment der durch die Wirkung gegebenen Abbildung LieG → Tē(G/B) injektiv
auf Lie(nUn−1). Das zeigt, daß das Differential unseres zu Beginn konstruierten
Homomorphismus G � PGL(2; k) injektiv ist auf den Liealgebren aller uni-
potenten Untergruppen. Dieser Homomorphismus bildet also nach 9.4.6.5 Bo-
rel’sche auf Borel’sche ab und induziert Isomorphismen zwischen deren unipo-
tenten Anteilen. Wir sehen explizit, daß dasselbe auch für SL(2; k)� PGL(2; k)
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gilt. Dann aber muß auch für eine und jede Borel’sche inH◦ ihr unipotenter Anteil
isomorph auf den unipotenten Anteil ihres Bildes in G beziehungsweise SL(2; k)
abgebildet werden. Da nun im Fall von SL(2; k) bereits gilt 2X = Zα, muß für
S ⊂ H◦ ein maximaler Torus und T sein Bild in SL(2; k) die auf den Charakter-
gruppen induzierte Inklusion X(T ) ↪→ X(S) ein Isomorphismus sein, so daß wir
bereits einen Isomorphismus S ∼→ T vor uns hatten. Da aber der Kern des rechten
oberen Pfeils im Zentrum und damit im Zentralisator von S und damit in S liegen
muß, ist der rechte obere Pfeil als bijektiv entlarvt, und an seinem Differential se-
hen wir, daß er sogar ein Isomorphismus sein muß. Dieselbe Argumentation zeigt,
daß von den beiden Morphismen links genau einer einen Isomorphismus von ei-
nem maximalen Torus auf sein Bild induziert und daß der dann ein Isomorphismus
sein muß.

Übungen

Übung 9.4.8.7. Man zeige, daß für eine zusammenhängende affine algebraische
Gruppe gleichbedeutend sind: (1) Die Weylgruppe hat genau zwei Elemente; (2)
Die Fahnenmannigfaltigkeit ist eindimensional; (3) Die Fahnenmannigfaltigkeit
ist isomorph zur projektiven Geraden P1.

Übung 9.4.8.8. Jede halbeinfache zusammenhängende affine algebraische Gruppe
G vom Rang Eins ist ihre eigene derivierte Gruppe, in Formeln (G,G) = G.
Hinweis: 9.4.6.25.

Übung 9.4.8.9. In PSL(2;C) treffen sich je zwei verschiedene maximale Tori
nur im neutralen Element. In SL(2;C) ist der Schnitt von je zwei verschiedenen
maximalen Tori das Zentrum {± id}.
Beispiel 9.4.8.10. Alle Automorphismen der algebraischen Gruppe SL(2;C) sind
innere Automorphismen, wir haben also in Formeln eine kurze exakte Sequenz

{± id} ↪→ SL(2;C)� Aut SL(2;C)

Es gibt zwei Konjugationsklassen von Involutionen in Aut SL(2;C) ∼= PSL(2;C),
nämlich die Identität und das Element der Ordnung zwei aus jedem maximalen
Torus.

9.4.9 Radikale und reduktive Gruppen
Definition 9.4.9.1. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Die von allen abge-
schlossenen auflösbaren zusammenhängenden normalen Untergruppen erzeugte
Untergruppe hat auch selbst wieder alle diese Eigenschaften und ist mithin die
größte Untergruppe mit diesen Eigenschaften. Sie heißt das Radikal von G und
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wird radG notiert. Dasselbe gilt, wenn man statt auflösbaren Untergruppen uni-
potente Untergruppen betrachtet. Man erhält dann die größte zusammenhängende
normale unipotente Untergruppe von G. Sie heißt das unipotente Radikal von G
und wird radu G notiert.

9.4.9.2. Eine affine algebraische Gruppe G ist also halbeinfach im Sinne von
9.4.8.2 genau dann, wenn ihr Radikal trivial ist. Der Rang des Quotienten nach
dem Radikal einer affinen algebraischen GruppeG heißt der halbeinfachen Rang
von G. Er wird rks(G) := rk(G/ radG) notiert.

Definition 9.4.9.3. Eine algebraische Gruppe heißt reduktiv, wenn sie affin ist
mit trivialem unipotenten Radikal.

9.4.9.4. Manche Autoren fordern von ihren reduktiven Gruppen zusätzlich, daß
sie zusammenhängend sein sollen. Ich schließe mich dieser Konvention nicht an.
9.4.9.5 (Diskussion der Bedeutung reduktiver Gruppen). Zusammenhängende
reduktive Gruppen spielen in der Theorie der affinen algebraischen Gruppen eine
zentrale Rolle. Ich will zunächst erklären, was an ihnen so besonders ist.

1. Fast alle einfachen affinen algebraischen Gruppen sind reduktiv, die ein-
zige Ausnahme sind die additiven Gruppen (k,+) für einen algebraisch
abgeschlossenen Körper k der Charakteristik Null. Hier nennen wir eine
algebraische Gruppe einfach, wenn sie nicht trivial ist, aber keinen echten
nichttrivialen Normalteiler hat.

2. Man kann die zusammenhängenden reduktiven Gruppen recht explizit klas-
sifizieren, wie wir im folgenden besprechen werden, und kann so eine Klass-
sifikation der einfachen affinen algebraischen Gruppen erreichen.

3. In Charakteristik Null sind die reduktiven Gruppen genau die „linear re-
duktiven affinen Gruppen“ alias die affinen algebraischen Gruppen, deren
sämtliche algebraische Darstellungen in eine direkte Summe irreduzibler
Unterdarstellungen zerfallen.

4. In positiver Charakteristik liefern die einfachen affinen algebraischen Grup-
pen die meisten einfachen endlichen Gruppen.

5. Die zusammenhängenden reduktiven Gruppen spielen eine zentrale Rolle
im sogenannten Langlands-Programm.

6. Die allgemeinen linearen Gruppen GL(n; k) sind reduktiv und man mag die
anderen reduktiven Gruppen als ihre etwas schwerer zugänglichen Vettern
ansehen, oder als die anderen Planeten des Sonnensystems neben der Erde,
und kann bei ihrem Studium viel über die allgemeinen linearen Gruppen
selber lernen.
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Satz 9.4.9.6 (Radikal und Zentrum reduktiver Gruppen). Gegeben eine zu-
sammenhängende reduktive algebraische Gruppe G ist ihr Radikal ein Torus und
die Einskomponente radG = Z(G)◦ des Zentrums und radG∩(G,G) ist endlich.

Beweis. Da radG zusammenhängend und auflösbar ist und da nach Annahme
gilt (radG)u = 1, muß radG nach unserem Struktursatz für auflösbare Gruppen
9.4.2.2 ein Torus sein und wir schreiben von nun an S := radG. Nach Annahme
gilt G = NG(S)◦ = ZG(S)◦ und es folgt S ⊂ Z(G)◦. Da aber Z(G)◦ ⊂ radG eh
klar ist, folgt Z(G)◦ = radG. Sei nun ρ : G ↪→ GL(V ) eine treue endlichdimen-
sionale algebraische Darstellung. Sie zerfällt über S als

V =
⊕
χ∈X(S)

Vχ

und wegen S ⊂ Z(G) sind alle Vχ stabil unterG. Es folgt (G,G) ⊂
∏

SL(Vχ) und
S operiert durch Skalare auf jedem Vχ. Es gibt jedoch jeweils nur endlich viele
Skalare, die als Diagonalmatrix mit Determinante Eins auf Vχ operieren.

Lemma 9.4.9.7 (Reduktivitätskriterium). Besitzt eine affine algebraische Grup-
pe eine algebraische Darstellung mit endlichem Kern, die Summe irreduzibler
Unterdarstellungen ist, so ist unsere Gruppe reduktiv.

9.4.9.8. Hierfür brauchen wir unsere algebraische Gruppe nicht einmal als affin
annehmen, das folgt vielmehr mit 9.2.4.21 bereits aus der Existenz einer algebrai-
schen Darstellung mit endlichem Kern.

Beweis. Sei ρ : G → GL(V ) besagte Darstellung mit | ker ρ| < ∞. Die Fix-
vektoren unter raduG bilden einen G-stabilen Teilraum W ⊂ V . Nach Annahme
und 8.2.3.4 besitzt er ein G-stabiles Komplement D ⊂ V . Da raduG in D keine
von Null verschiedenen Fixvektoren haben kann, folgt D = 0 aus 9.1.6.2 und so
W = V und raduG ⊂ ker ρ.

Beispiele 9.4.9.9. Die affinen algebraischen Gruppen GL(V ), SL(V ) und Sp(V )
sind reduktiv. Dasselbe gilt für SO(V ) im Fall einer von Zwei verschiedenen Cha-
rakteristik. In der Tat ist in allen diesen Fällen jeweils V eine irreduzible Darstel-
lung, im letzteren Fall nach dem Satz von Witt 4.2.4.2.

Übungen

Übung 9.4.9.10. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Man zeige, daß das uni-
potente Radikal der unipotente Anteil des Radikals ist, in Formeln (radG)u =
radu G. Man zeige, daß das Radikal die Einskomponente des Schnitts aller Bo-
rel’schen Untergruppen ist.
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Übung 9.4.9.11 (Untergruppen von SL(2; k)). Man zeige, daß jede echte zu-
sammenhängende abgeschlossene Untergruppe von SL(2; k) entweder eine Bo-
rel’sche oder das unipotente Radikal einer Borelschen oder ein maximaler Torus
ist. Hinweis: Man zeige zunächst, daß unsere Untergruppe auflösbar sein muß.
Man zeige, daß jede echte abgeschlossene Untergruppe positiver Dimension das
Urbild einer abgeschlossenen Untergruppe des eindimensionalen Torus B/Bu ist
für eine Borel’sche B oder ein maximaler Torus oder der Normalisator eines ma-
ximalen Torus.

9.4.10 Klassifikation im reduktiven Fall
9.4.10.1. Dieser Abschnitt ist in großen Teilen eine Kopie der entsprechenden Be-
griffe und Argumente im Fall kompakter Liegruppen 22.5.4. Das ist kein Zufall,
liefert doch die Komplexifizierung nach ?? eine Bijektion zwischen Isomorphie-
klassen kompakter Liegruppen und Isomorphieklassen reduktiver affiner algebrai-
scher Gruppen über dem Körper C der komplexen Zahlen.

Definition 9.4.10.2. Eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe X nennen wir
auch ein Gitter. Unter einer Gitterspiegelung oder auch kurz Spiegelung verste-
hen wir einen Automorphismus s : X

∼→ X eines Gitters derart, daß sein Quadrat
die Identität ist und die Untergruppe der Elemente, die auf ihr Negatives gehen,
unendlich zyklisch, in Formeln s2 = id und X−s ∼= Z. Unter einer Wurzel α
zu einer Gitterspiegelung s verstehen wir ein Element unseres Gitters derart,
daß sich jeder Punkt unseres Gitters von seinem Spiegelbild um ein ganzzahliges
Vielfaches des besagten Elements unterscheidet, in Formeln λ−sλ ∈ Zα ∀λ ∈ X .

9.4.10.3 (Mögliche Wurzeln zu Gitterspiegelungen). Ist X ein Gitter und s :
X → X eine Gitterspiegelung und α ∈ X dazu eine Wurzel, so gibt es genau
eine Linearform α∨ : X → Z mit

sλ = λ− 〈λ, α∨〉α ∀λ ∈ X

Hier verwenden wir für das Auswerten von χ ∈ X∗ := Hom(X,Z) auf λ ∈ X die
in diesem Kontext übliche symmetrische Notation χ(λ) = 〈λ, χ〉. Die Linearform
α∨ heißt dann die Kowurzel zur Wurzel α der Spiegelung s. Wegen sα = −α
gilt stets 〈α, α∨〉 = 2, und umgekehrt ist auch für jedes Paar (α, α∨) mit α ∈ X
und α∨ ∈ X∗ und 〈α, α∨〉 = 2 die Abbildung sα,α∨ : λ 7→ λ − 〈λ, α∨〉α eine
Gitterspiegelung. Das Negative einer Wurzel zu einer Gitterspiegelung ist stets
wieder eine Wurzel zu derselben Gitterspiegelung, und zu jeder Gitterspiegelung
s gibt es mindestens zwei und höchstens vier Wurzeln: Genauer sind die beiden
Erzeuger der unendlich zyklischen Gruppe X−s aller Vektoren λ ∈ X mit sλ =
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Eine Gitterspiegelung, zu der es vier Wurzeln gibt.

Eine Gitterspiegelung, zu der es nur zwei Wurzeln gibt.
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−λ stets mögliche Wurzeln, und nehmen die zugehörigen Kowurzeln auf X nur
gerade Werte an, so sind die Doppelten besagter Erzeuger auch noch mögliche
Wurzeln. Damit sind dann aber auch bereits alle Möglichkeiten ausgeschöpft.

Definition 9.4.10.4. Eine endliche Gitterspiegelungsgruppe ist eine endliche
Gruppe von Automorphismen eines Gitters, die von Spiegelungen erzeugt wird.
Eine stabile Wurzelwahl für eine endliche Gitterspiegelungsgruppe ist eine Teil-
menge des zugrundeliegenden Gitters, die (1) stabil ist unter der Spiegelungsgrup-
pe, die (2) aus Wurzeln zu Spiegelungen der Spiegelungsgruppe besteht und die
(3) zu jeder Spiegelung der Spiegelungsgruppe genau zwei Wurzeln enthält, von
denen die eine dann natürlich die Negative der anderen sein muß.

Ergänzung 9.4.10.5 (Bezug zum Begriff eines Wurzeldatums). In der Litera-
tur trifft man statt Gitterspiegelungsgruppen mit stabiler Wurzelwahl meist das
äquivalente Konzept eines Wurzeldatums an. Darunter versteht man ein Datum

(X,R,X∨, R∨, φ, τ)

bestehend aus zwei Gittern X,X∨, einer bilinearen Abbildung φ : X ×X∨ → Z,
die das eine Gitter mit dem Dualen des anderen identifiziert und üblicherweise
(λ, ν) 7→ 〈λ, ν〉 notiert wird, sowie endlichen Teilmengen R ⊂ X und R∨ ⊂ X∨

mitsamt einer Bijektion τ : R
∼→ R∨, die üblicherweise α 7→ α∨ notiert wird, so

daß gilt 〈α, α∨〉 = 2 ∀α ∈ R und β ∈ R ⇒ β − 〈β, α∨〉α ∈ R und β∨ ∈ R∨ ⇒
β∨ − 〈α, β∨〉α∨ ∈ R∨ und α ∈ R⇒ 2α 6∈ R und α∨ ∈ R∨ ⇒ 2α∨ 6∈ R∨. Diese
Begrifflichkeit hat den Vorteil, eine zusätzliche Symmetrie sichtbar zu machen in
dem Sinne, daß unmittelbar klar wird, was unter dem dualen Wurzeldatum zu
verstehen ist. Jedes derartige Wurzeldatum liefert eine Gitterspiegelungsgruppe
auf dem GitterX mit Spiegelungen λ 7→ λ−〈λ, α∨〉α und stabiler WurzelwahlR,
und umgekehrt können wir aus den Spiegelungen und Wurzeln R auch unschwer
unser Wurzeldatum zurückgewinnen.

Vorschau 9.4.10.6 (Bezug zum Begriff eines abstrakten Wurzelsystems). Ge-
geben W # X ⊃ R eine Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl ist R
ein Wurzelsystem im Sinne von 23.2.1.2 im rationalen Vektoraum 〈R〉Q ⊂ XQ :=
X ⊗ZQ, der von den Wurzeln erzeugt wid in dem aus dem Gitter X durch Skala-
rerweiterung entstehenden rationalen Vektoraum X ⊗Z Q. Das ist offensichtlich,
sobald man die Definitionen vor Augen hat. Die Operation der fraglichen Gitter-
spiegelungsgruppe auf X ⊗ZQ stabilisiert dann den Teilraum 〈R〉Q und induziert
einen Isomorphismus W ∼→ W(R) zwischen unserer Gitterspiegelungsgruppe
und der Weylgruppe des Wurzelsystems im Sinne von 23.2.1.13. Die Kowurzeln
in 23.2.1.9 sind dann offensichtlich die Restriktionen auf 〈R〉Q der von unseren
Kowurzeln α∨ : X → Z hier induzierten linearen Abbildungen XQ → Q. Alle
diese Beziehungen sind hier noch nicht relevant.
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Definition 9.4.10.7 (Wurzeln einer reduktiven algebraischen Gruppe). Seien
G ⊃ T eine reduktive algebraische Gruppe mit einem maximalen Torus. Die
von Null verschiedenen T -Gewichte in der Liealgebra Lie(G) von G heißen die
Wurzeln von G. Die Menge aller Wurzeln heißt das Wurzelsystem von G in
Bezug auf ihren maximalen Torus T und wird mit R für englisch „root“ oder
französisch „racine“ notiert als

R(G, T ) := PT (Lie(G)\0

Vorschau 9.4.10.8. IstG ⊃ T eine beliebige affine algebraische Gruppe mit einem
maximalen Torus, so erklären wir ihr Wurzelsystem als das Wurzelsystem ihres
maximalen reduktiven Quotienten G/raduG.

Satz 9.4.10.9 (Klassifikation der reduktiven algebraischen Gruppen). (k =
k̄) Ordnen wir jeder zusammenhängenden reduktiven algebraischen Gruppe die
Charaktergruppe eines maximalen Torus zu mitsamt der Operation der zugehöri-
gen Weylgruppe und dem zugehörigen Wurzelsystem, so erhalten wir eine Bijekti-
on auf Isomorphieklassen{

Zusammenhängende reduktive
algebraische Gruppen

}
∼→
{

Gitterspiegelungsgruppen
mit stabiler Wurzelwahl

}

G 7→ W(G, T )# X(T ) ⊃ R(G, T )

9.4.10.10. Da nach 9.4.6.9 je zwei maximale Tori einer affinen algebraischen
Gruppe zueinander konjugiert sind, hängt unsere Abbildung nicht von der Wahl
eines maximalen Torus T ab. Im folgenden zeigen wir zunächst nur, daß die
im Satz erklärte Abbildungsvorschrift in der Tat eine Abbildung zwischen den
angegebenen Mengen liefert. Wendet man genauer 9.4.7.16 auf die adjungier-
te Darstellung an, so folgt schon mal, daß die Weylgruppe die Wurzeln permu-
tiert. Weiter zeigt Proposition 9.4.11.7, daß jede Wurzel des Wurzelsystems auch
Wurzel zu genau einer durch ein Element der Weylgruppe gegebenen Spiegelung
auf der Charaktergruppe des maximalen Torus ist, und 9.4.11.6, daß auf jeder
Ursprungsgerade höchstens zwei Wurzeln unseres Wurzelsystems liegen. Dann
zeigt 9.4.11.12, daß die Spiegelungen zu Wurzeln die Weylgruppe erzeugen, und
9.4.11.15, daß es in der Weylgruppe keine weiteren Spiegelungen gibt.

Beispiel 9.4.10.11 (Wurzeln der allgemeinen linearen Gruppe). Wir bespre-
chen den Fall der allgemeinen linearen Gruppen G = GL(n; k). Als maxima-
len Torus T können wir nach 9.4.2.6 etwa die Menge aller invertierbaren Dia-
gonalmatrizen nehmen. Eine Basis des Charaktergitters X(T ) über Z bilden die
εi : T → k×, die jeder diagonalen Matrix ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnen,
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Die Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl zu S1. In diesem Fall ist
die Menge der Wurzeln leer und die Gitterspiegelungsgruppe besteht nur aus

dem neutralen Element.

Die Gitterspiegelungsgruppen mit stabiler Wurzelwahl zu SL(2; k) und
PSL(2; k). In diesen Fällen haben wir zwei Wurzeln, die als Pfeile eingezeichnet

sind, und die Gitterspiegelungsgruppe besteht aus dem neutralen Element und
der Punktspiegelung am Ursprung. Das Gitter zu SL(2; k) kann man als Quotient

des Gitters zu GL(2; k) verstehen, das Gitter zu PSL(2; k) als Untergitter des
Gitters zu SL(2; k).
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Die Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl zu GL(2; k). In diesem
Fall haben wir zwei Wurzeln, die als Pfeile eingezeichnet sind, und die

Gitterspiegelungsgruppe besteht aus dem neutralen Element und der anschaulich
orthogonalen Spiegelung an der zu den Wurzeln senkrechten Geraden durch den

Ursprung.
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für 1 ≤ i ≤ n. Die Operation der Weylgruppe auf dem Charaktergitter identi-
fiziert unsere Weylgruppe nach 9.4.7.8 mit der Gruppe aller Permutationen der
εi und wir erhalten so einen kanonischen Isomorphismus W ∼→ Sn. Der kanoni-
sche Isomorphismus Lie GL(n; k)

∼→ Mat(n; k) aus 9.3.1.26 ist äquivariant für
die adjungierte Operation vorne und die Operation durch Konjugation hinten. Als
Wurzelsystem ergibt sich so die Menge

R = {εi − εj | i 6= j}

und der zur Wurzel α = εi−εj gehörende Wurzelraum (Lie GL(n; k))α entspricht
unter unserer Identifikation mit den quadratischen Matrizen der Gerade kEij aller
Matrizen, denen nur in Zeile i und Spalte j ein von Null verschiedener Eintrag
erlaubt ist. Die Spiegelung zur Wurzel εi−εj entspricht unter der offensichtlichen
Identifikation W ∼→ Sn der Transposition (i, j), und in der Tat erzeugen diese
Transpositionen die symmetrische Gruppe. Die zugehörige Kowurzel entspricht
der Abbildung k× → T gegeben durch

z 7→ diag(1, . . . , z, . . . , z−1, . . . , 1)

mit einem z an der i-ten Stelle, einem z−1 an der j-ten Stelle und Einsen sonst. In
der Notation ε∗i : z 7→ diag(1, . . . , z, . . . , 1) mit einem z an der i-ten Stelle hat die
Kowurzel zur Wurzel α = εi− εj also die Gestalt α∨ = ε∗i − ε∗j . In diesem Fall ist
Sα := (kerα)◦ die Gruppe der Diagonalmatrizen, die an der i-ten Stelle densel-
ben Eintrag haben wie an der j-ten Stelle. Der Zentralisator dieser Untergruppe
besteht aus allen invertierbaren Matrizen, die höchstens auf der Diagonalen und
an den Stellen mit Indizes (i, j) oder (j, i) von Null verschiedene Einträge haben.
Man kann damit leicht einen Isomorphismus PGL(2; k)/{± id} ∼→ ZG(Sα)/Sα
angeben.

Übungen

Übung 9.4.10.12. Die Transponierte einer Gitterspiegelung ist stets eine Gitter-
spiegelung des dualen Gitters und jedes Paar von Wurzel und Kowurzel zu einer
Gitterspiegelung ist ein Paar von Kowurzel und Wurzel zu ihrer Transponierten.

Übung 9.4.10.13. Ein Element eines maximalen Torus in einer reduktiven alge-
braischen Gruppe liegt in keinem anderen maximalen Torus genau dann, wenn es
von keiner Wurzel auf die Eins geworfen wird.

Übung 9.4.10.14. Ein Element eines maximalen Torus in einer zusammenhängen-
den reduktiven algebraischen Gruppe liegt im Zentrum genau dann, wenn es im
Kern jeder Wurzel liegt.
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9.4.11 Struktur reduktiver Gruppen
Definition 9.4.11.1 (Wurzeln einer affinen algebraischen Gruppe). Seien G ⊃
T eine affine algebraische Gruppe mit einem maximalen Torus. Die von Null ver-
schiedenen T -Gewichte in der Liealgebra Lie(G/ radu G) des Quotienten von G
nach seinem unipotenten Radikal heißen die Wurzeln von G. Die Menge aller
Wurzeln heißt das Wurzelsystem der affinen algebraischen Gruppe G in Bezug
auf ihren maximalen Torus T und wird mit R für englisch „root“ oder französisch
„racine“ bezeichnet notiert als

R(G, T ) := PT (Lie(G/ raduG))\0

9.4.11.2 (Provisorische Wurzeln). Aus beweistechnischen Gründen arbeiten wir
bis zum Ende dieses Abschnitts mit einer abweichenden provisorischen Definition
des Begriffs einer Wurzel. Seien G ⊃ T eine affine algebraische Gruppe mit
einem maximalen Torus. Wir betrachen die Einskomponente

H = H(G, T ) :=
(⋂

B∈BT B
)◦

des Schnitts aller Borel’schen über T und nennen die T -Gewichte in LieG/LieH
die provisorischen Wurzeln oder kürzer auch Wurzeln von G. Die Menge aller
provisorischen Wurzeln nennen wir das provisorische Wurzelsystem

Rprov(G, T ) := PT (LieG/LieH)

In 9.4.11.26 wird sich dann herausstellen, daß der unipotente Anteil Hu der auf-
lösbaren Untergruppe H genau das unipotente Radikal von G ist, so daß unse-
re provisorischen Wurzeln mit unseren Wurzeln aus 9.4.11.1 zusammenfallen, in
Formeln Rprov(G, T ) = R(G, T ).

Satz 9.4.11.3 (Weylgruppe und provisorisches Wurzelsystem). Gegeben G ⊃
T eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe mit einem maximalen To-
rus ist das Datum W(G, T )# X(T ) ⊃ Rprov(G, T ) eine Gitterspiegelungsgrup-
pe mit stabiler Wurzelwahl.

Vorschau 9.4.11.4. Der Beweis dieses Satzes wird einen großen Teil dieses Ab-
schnitts einnehmen. In 9.4.11.6 zeigen wir, daß die einzigen Vielfachen einer Wur-
zel, die wieder Wurzeln ist, sie selbst und ihr Negatives sind. Nach 9.4.11.7 ist
jede Wurzel eine Wurzel im Sinne von 9.4.10.2 zu einem Element der Weylgrup-
pe, das als Gitterspiegelung auf dem Charaktergitter des maximalen Torus ope-
riert. Nach 9.4.11.12 erzeugen diese Gitterspiegelungen bereits die Weylgruppe,
die mithin eine Gitterspiegelungsgruppe ist, und nach 9.4.11.15 operieren keine
anderen Elemente der Weylgruppe als Gitterspiegelungen auf dem Charaktergit-
ter des maximalen Torus. Daß Rprov(G, T ) unter der Weylgruppe stabil ist, ist eh
klar. Damit wird dann der Satz bewiesen sein, was wir in 9.4.11.17 nocheinmal
festhalten.
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Proposition 9.4.11.5 (Rang-Eins-Subquotienten zu Wurzeln). Gegeben eine
zusammenhängende affine algebraische Gruppe mit einem maximalen Torus G ⊃
T und eine Wurzel α ∈ Rprov(G, T ) betrachten wir die Einskomponente Sα :=
(kerα)◦ ⊂ T ihres Kerns und deren Zentralisator ZG(Sα) ⊂ G. So gilt:

1. Der Quotient ZG(Sα)/ rad ZG(Sα) ist eine halbeinfache zusammenhängen-
de Gruppe vom Rang Eins und die von Null verschiedenen T -Gewichte ihrer
Liealgebra sind ±α;

2. Der Quotient Gα := ZG(Sα)/ radu ZG(Sα) hat als derivierte Gruppe eine
halbeinfache zusammenhängende Gruppe vom Rang Eins (Gα, Gα) und das
Bild T̄ ⊂ Gα von T schneidet (Gα, Gα) in einem maximalen Torus dieser
Untergruppe.

Beweis. 1. Unser Zentralisator ist nach 9.4.6.19 als Zentralisator eines Torus in
einer zusammenhängenden Gruppe selbst zusammenhängend und nach unserem
Satz über Borel’sche in Zentralisatoren von Tori 9.4.6.21 ist für jede Borel’sche
B ∈ BT , ja sogar für jede Borel’scheB vonGmitB ⊃ Sα der SchnittB∩ZG(Sα)
eine Borel’sche von ZG(Sα). Da das Radikal einer affinen algebraischen Gruppe
stets in jeder Borelschen enthalten ist, folgt rad ZG(Sα) ⊂ H . Nach Wahl von
α und dem Satz über Liealgebren von Zentralisatoren von Tori 9.3.7.13 gilt aber
Lie ZG(Sα) 6⊂ LieH , also kann ZG(Sα) nicht auflösbar sein, und nach demselben
Satz gilt α ∈ PT (Lie ZG(Sα)/Lie(rad ZG(Sα)). Jetzt setzen wir

Gα := ZG(Sα)/ radu ZG(Sα)

Das ist quasi per definitionem eine zusammenhängende reduktive algebraische
Gruppe und die Projektion induziert einen Isomorphismus von T mit einem maxi-
malen Torus T̄ ⊂ Gα, da weder T noch seine Liealgebra T nichttriviale unipotente
Elemente hat und da nach 9.4.6.10 das Bild eines maximalen Torus unter einem
surjektiven Homomorphismus wieder ein maximaler Torus ist. Mithin induziert
die Projektion auch einen Isomorphismus von Sα mit einem zentralen Untertorus
S̄α ⊂ Gα der Kodimension Eins in T̄ . Wir zeigen nun, daß genauer sogar gilt

S̄α = radGα

Hier ist ⊂ klar, andererseits aber muß nach 9.4.9.6 das Radikal der reduktiven
Gruppe Gα ein zentraler Torus sein. Gäbe es aber in Gα einen echt größeren zen-
tralen Torus als S̄α, so wäre dieser schon ein maximaler Torus, und dann wäre
die Weylgruppe trivial und dann wäre nach 9.4.7.14 auch Gα auflösbar und damit
auch ZG(Sα), was es ja eben nicht ist. Also gilt S̄α = radGα, und das hinwieder-
um zeigt, daß die Surjektion einen Isomorphismus

ZG(Sα)/ rad ZG(Sα)
∼→ Gα/S̄α
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induziert und daß diese beiden zueinander isomorphen Gruppen zusammenhäng-
end und halbeinfach vom Rang Eins sind. Nach unserer Klassifikation halbein-
facher Gruppen vom Rang Eins 9.4.8.3 enthält schließlich die Menge der T -
Gewichte PT (Lie(Gα/S̄α)) genau zwei Gewichte ungleich Null, deren Summe
ist Null, und deren Gewichtsräume in Lie(Gα/S̄α) sind eindimensional. Da wir α
bereits als Gewicht erkannt haben, muß das zweite Gewicht notwendig −α sein.

2. Für die derivierte Gruppe von Gα induziert die Projektion nach 9.4.8.8 eine
Surjektion

(Gα, Gα)� Gα/S̄α

Andererseits trifft (Gα, Gα) ⊂ Gα nach 9.4.9.6 das Radikal S̄α in einer endlichen
Gruppe, unsere Surjektion hat folglich endlichen Kern. Mithin ist auch (Gα, Gα)
halbeinfach vom Rang Eins und die Einskomponente des Urbilds von T̄/S̄α ist
darin ein maximaler Torus. Der muß aber wie jeder maximale Torus einer zusam-
menhängenden halbeinfachen Gruppe vom Rang Eins das Zentrum umfassen und
a forteriori den Kern von (Gα, Gα) � Gα/S̄α. Damit ist unser maximaler Torus
bereits das ganze Urbild von T̄/S̄α alias der Schnitt T̄ ∩ (Gα, Gα).

9.4.11.6 (Vielfache von Wurzeln). Gegeben G ⊃ T eine zusammenhängende
affine algebraische Gruppe mit einem maximalen Torus sind Wurzeln α, β ∈
Rprov(G, T ) mit α 6= ±β sind linear unabhängig. In der Tat, sind Wurzeln α, β
linear abhängig, so gilt (kerα)◦ = (ker β)◦ und die Behauptung folgt, da für
diesen Torus, den wir einmal S nennen wollen, ZG(S)/ rad ZG(S) nach 9.4.11.5
zusammenhängend und halbeinfach ist vom Rang Eins und wir diese Gruppen aus
9.4.8.3 bereits sehr genau kennen.

Lemma 9.4.11.7 (Wurzelspiegelungen). Seien G ⊃ T eine zusammenhängende
affine algebraische Gruppe mit einem maximalen Torus und sei α ∈ Rprov(G, T )
eine Wurzel. So gilt:

1. Es gibt genau ein Element der Weylgruppe sα ∈W(G, T ) mit sα(α) = −α
und sα|(kerα)◦ = id;

2. Für dieses Element haben wir s2
α = id und es gibt es genau eine Linearform

α∨ : X(T )→ Z derart, daß für alle λ ∈ X(T ) gilt

sα(λ) = λ− 〈λ, α∨〉α

9.4.11.8. Hier verwenden wir die in diesem Zusammenhang übliche symmetri-
sche Schreibweise 〈λ, ψ〉 := ψ(λ) für das Auswerten einer Linearformψ : X(T )→
Z auf einem Element λ ∈ X(T ). Wir nennen sα die Wurzelspiegelung zur Wur-
zel α und α∨ die zur Wurzel α gehörige Kowurzel.
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Beweis. 1. Wir setzen wie zuvor Sα := (kerα)◦. Nach 9.4.11.5 ist die Gruppe
ZG(Sα) nicht auflösbar. Also ist nach 9.4.7.14 ihre Weylgruppe zum maximalen
Torus T nicht trivial. Ist s ein nichttriviales Element dieser Gruppe, so erhalten
wir ein kommutatives Diagramm

ker

��

� � // X(T )

s

��

// // X(Sα)

id
��

ker �
� // X(T ) // // X(Sα)

Hier ist ker ∼= Z frei vom Rang Eins. Würde s auf dem Kern die Identität induzie-
ren, so wäre es auf X(T ) unipotent und müßte als unipotenter Automorphismus
endlicher Ordnung trivial sein. Das ist es nicht, also haben wir s = − id auf dem
Kern und insbesondere s(α) = −α. Dieselbe Argumentation zeigt, daß s eindeu-
tig bestimmt ist und daß gilt s2 = id und Teil 1 unseres Lemmas ist bewiesen. Von
nun an nennen wir, wie bereits angekündigt, diese Gitterspiegelung s die Wurzel-
spiegelung zur Wurzel α und notieren sie s = sα.

2. Wenden wir nun die Klassifikation 9.4.8.3 zusammenhängender halbeinfacher
Gruppen vom Rang Eins auf die derivierte Gruppe (Gα, Gα) von

Gα := ZG(Sα)/ radu ZG(Sα)

an, die ja nach 9.4.11.5 eine Gruppe dieser Art ist und vom Bild T̄ ⊂ Gα von
T in einem maximalen Torus geschnitten wird, so finden wir einen Homomor-
phismus α∨ : k× → T̄ ∩ (Gα, Gα) von algebraischen Gruppen mit 〈α, α∨〉 = 2.
Repräsentiert s̄ ∈ (Gα, Gα) das nichttriviale Element der Weylgruppe zum maxi-
malen Torus T̄ ∩ (Gα, Gα), so kommutiert s̄ mit S̄α und normalisiert damit ganz
T̄ und der davon induzierte Automorphismus s̄ von X(T̄ ) muß folglich mit dem
von unserer Wurzelspiegelung sα auf X(T ) induzierten Automorphismus überein-
stimmen modulo der Identifikation T ∼→ T̄ . Schreiben wir

X∨(D) := GrpVar(k×, D)

für die Gruppe der multiplikativen Ein-Parameter-Untergruppen eines TorusD, so
operiert unser s̄ auch auf X∨(T̄ ) und wir haben s̄(α∨) = −α∨. Andererseits ha-
ben wir s̄(ψ) = ψ für alle ψ ∈ X∨(S̄α) ⊂ X∨(T̄ ). Da nun X∨(S̄α) und α∨ bereits
eine Untergruppe von endlichem Index in X∨(T̄ ) erzeugen, wird der von s̄ in-
duzierte Automorphismus der Gruppe X∨(T̄ ) durch diese Bedingungen eindeutig
festgelegt. Es folgt

s̄(ψ) = λ− 〈α, ψ〉α∨

für alle ψ ∈ X∨(T̄ ), denn die durch die rechte Seite gegebene Abbildung erfüllt
dieselben Bedingungen. Nun identifiziert die offensichtliche Paarung

X∨(T̄ )× X(T̄ )→ Z
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jeweils die eine abelsche Gruppe mit dem Z-Dualen der anderen, so daß die Ope-
ration von s̄ auf X(T̄ ) durch die transponierte Abbildung geschehen muß. Indem
wir wieder zu T aufsteigen, folgt schließlich die behauptete Formel

sα(λ) = λ− 〈λ, α∨〉α ∀λ ∈ X(T )

9.4.11.9. Es ist leicht zu sehen, daß die Transponierte jeder Gitterspiegelung eine
Gitterspiegelung auf dem dualen Gitter ist.

Proposition 9.4.11.10 (Homomorphismen und Weylgruppen). Unter einem sur-
jektiven Homomorphismus von zusammenhängenden affinen algebraischen Grup-
pen mit zentralem diagonalisierbaren Kern ist das Urbild jedes maximalen Torus
ein maximaler Torus und das Urbild seines Normalisators der Normalisator sei-
nes Urbilds und wir erhalten so einen Isomorphismus zwischen den zugehörigen
Weylgruppen.

Beweis. Sei ϕ : G � H unser surjektiver Homomorphismus und T ⊂ G ein
maximaler Torus. Da G zusammenhängend ist, zeigt 9.4.6.27 bereits kerϕ ⊂ T
und folglich T = ϕ−1(ϕ(T )). Da wir bereits nach 9.4.6.10 wissen, daß jeder
maximale Torus in H das Bild eines maximalen Torus in G ist, folgt die erste Be-
hauptung. Die beiden weiteren Behauptungen folgen nun ohne weitere Schwierig-
keiten. Für eine formale Argumentation scheint mir das Neunerlemma 4.4.7.5 be-
sonders übersichtlich. Die benötigten Rechnungen macht 9.4.11.11 explizit.

9.4.11.11. Gegeben ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ϕ : G � H und
TeilmengenA,B ⊂ H gilt ϕ−1(AB) = ϕ−1(A)ϕ−1(B). Gegeben eine Teilmenge
S ⊂ H und ein Element g ∈ G gilt des weiteren die Äquivalenz

gϕ−1(S)g−1 ⊂ ϕ−1(S) ⇔ ϕ(g)Sϕ(g)−1 ⊂ S

Man lasse sich nicht dadurch verwirren, daß hierbei „hoch (−1)“ sowohl für Ab-
bildungen die auf den Potenzmengen in der Gegenrichtung induzierte Abbildung
bezeichnet als auch für Gruppenelemente ihr Inverses.

Satz 9.4.11.12 (Erzeugung der Weylgruppe durch Wurzelspiegelungen). Ge-
geben G ⊃ T eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe mit einem
maximalen Torus erzeugen die Wurzelspiegelungen die Weylgruppe W(G, T ).

Beweis. Wir argumentieren mit Induktion über die Dimension unserer Gruppe.
Gibt es keine Wurzeln, genauer bei unserem derzeitigen Kenntnisstand keine pro-
visorischen Wurzeln, so ist G = H(G, T ) per definitionem auflösbar und die
Weylgruppe ist trivial nach 9.4.7.14. Das erledigt auch ohne Verwendung der In-
duktionsannahme den Fall, daß das provisorische Wurzelsystem leer ist. Sonst sei
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w ∈ W(G, T ) ein nichttriviales Element der Weylgruppe und ẇ ∈ NG(T ) ein
Repräsentant desselben. Man betrachte den Gruppenhomomorphismus

φ : T → T
t 7→ ẇtẇ−1t−1

Ist φ nicht surjektiv, so hat sein Kern positive Dimension und w zentralisiert mit-
hin einen echten Untertorus S ( T . Dann brauchen wir nur die Induktionsan-
nahme auf ZG(S)/S anzuwenden, das nach 9.4.11.10 dieselbe Weylgruppe hat
wie ZG(S) und dessen Wurzeln unter T � T/S genau den Wurzeln von ZG(S)
entsprechen. Ist dahingegen φ surjektiv, so ist die davon auf der Charaktergruppe
induzierte Abbildung eine Injektion

(w − id) : X(T ) ↪→ X(T )

Nun wissen wir bereits, daß es Wurzeln α geben muß, und gegeben eine Wurzel
α finden wir dann λ ∈ X(T )\0 mit (w− id)λ ∈ Zα. Da die Bahn einer endlichen
Gruppe in einer Darstellung über einem Q-Vektorraum jede affine Gerade nur in
höchstens zwei Punkten treffen kann, die unter jedem invarianten Skalarprodukt
denselben Abstand vom Ursprung haben, folgt wλ = sαλ und damit

(sαw − id)λ = sα(w − id)λ+ (w − id)λ = 0

Also ist sαw ein weiteres Element der Weylgruppe, für das unser φ nicht mehr
surjektiv ist, so daß wir den Beweis, wie zuvor erklärt, mit vollständiger Induktion
zu Ende bringen können.

Definition 9.4.11.13. Ein Automorphismus eines Vektorraums über einem Körper
einer von Zwei verschiedenen Charakteristik heißt eine Spiegelung, wenn er eine
Hyperebene punktweise festhält und einen Vektor außerhalb dieses Spiegels auf
sein Negatives wirft.

9.4.11.14. Seien G ⊃ T eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe mit
einem maximalen Torus. Die Weylgruppe W(G, T ) operiert auf dem Q-Vektor-
raum X∨Q = X(T )∨Q := Ab(X(T ),Q). Die maximalen konvexen Teilmengen des
Komplements

X∨Q \
⋃
α∈R

(X∨Q)sα

der Vereinigung aller Spiegel zu Spiegelungen sα aus 9.4.11.7 heißen Alkoven.
Die Menge aller Alkoven bezeichnen wir mit A ⊂ P(X∨Q). Sicher permutiert die
Weylgruppe unsere Spiegel, folglich erhalten wir auch eine Operation der Weyl-
gruppe auf der Menge A aller Alkoven.
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Proposition 9.4.11.15 (Spiegelungen in der Weylgruppe). Seien G ⊃ T eine
zusammenhängende reduktive algebraische Gruppe mit einem maximalen Torus.
So gilt:

1. Die Weylgruppe operiert frei und transitiv auf der Menge der Alkoven in
X(T )∨Q. In Formeln liefert also für jeden Alkoven A das Anwenden eine
Bijektion W ∼→ A, w 7→ wA;

2. Außer den Spiegelungen zu Wurzeln operieren keine weiteren Elemente der
Weylgruppe als Spiegelungen auf X(T ).

Ergänzung 9.4.11.16. Teile des anschließenden Beweises können wir im Rah-
men der allgemeinen Theorie endlicher Spiegelungsgruppen 23.1.6.1 noch bes-
ser verstehen. Insbesondere kann man ganz allgemein zeigen, daß jede endliche
von Spiegelungen erzeugte Gruppe von Automorphismen eines endlichen reel-
len Vektorraums frei und transitiv auf der Menge ihrer Alkoven operiert und daß
jede Spiegelung einer derartigen Gruppe konjugiert ist zu einer der erzeugenden
Spiegelungen.

Beweis. Zunächst zeigen wir, daß die Operation der Weylgruppe auf der Men-
ge der Alkoven transitiv ist. Wir wählen dazu ein W -invariantes Skalarprodukt
auf XQ und finden wir für beliebige Vektoren v, w ∈ XQ ein x ∈ W derart,
daß der Abstand ‖v − xw‖ kleinstmöglich wird. Dann können v und xw durch
keinen Spiegel einer Wurzelspiegelung mehr getrennt werden, da ja sonst aus
elementargeometrischen Gründen für sα die Spiegelung an besagtem Spiegel v
und sαxw noch näher aneinander wären. Also liegen v und xw für jeden Spie-
gel einer Wurzelspiegelung in demselben abgeschlossenen Halbraum und damit
im Abschluß desselben Alkoven. Als nächstes zeigen wir, daß sie auch frei ist.
Hält aber ein nichttriviales Element der Weylgruppe einen Alkoven fest, so hat
es in besagtem Alkoven auch einen Fixpunkt, etwa die Summe über die Elemen-
te einer Bahn der von unserem Element erzeugten zyklischen Untergruppe. Es
gäbe also eine Einparameteruntergruppe χ ∈ X∨ mit 〈α, χ〉 6= 0 alias imχ =
χ(k×) 6⊂ kerα ∀α ∈ Rprov derart, daß ein nichttriviales Element der Weylgrup-
pe durch ein Element von ZG(imχ) repräsentiert werden kann. Diese Gruppe ist
nach 9.4.6.19 zusammenhängend. Wenn wir nun ZG(imχ) ⊂ H zeigen können,
so haben wir den gewünschten Widerspruch erreicht, denn die Weylgruppe jeder
zusammenhängenden auflösbaren Gruppe ist trivial nach 9.4.7.14. Aus den Ei-
genschaften von χ folgt aber (LieG)imχ ⊂ LieH , also (LieG)imχ = (LieH)imχ,
also ZG(imχ) = ZH(imχ) ⊂ H . Um auch die zweite Aussage der Proposition
abzuleiten, beachten wir, daß es nach 8.4.1.4 auf X∨Q ein weylgruppeninvariantes
Skalarprodukt gibt, so daß eine Spiegelung aus der Weylgruppe durch ihren Spie-
gel bereits eindeutig festgelegt wird. Hätten wir zusätzlich zu den sα noch eine
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weitere Spiegelung s in der Weylgruppe, so müßte deren Spiegel ganz offensicht-
lich und formal nach 6.3.10.1 einen Alkoven A treffen und es folgte sA = A im
Widerspruch zur Freiheit der Operation.

9.4.11.17. Wir haben damit, wie in 9.4.11.4 angekündigt, Satz 9.4.11.3 gezeigt,
nach dem für G ⊃ T eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe mit
einem maximalen Torus das Datum W(G, T ) # X(T ) ⊃ Rprov(G, T ) eine Git-
terspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl ist.

Definition 9.4.11.18. Seien G ⊃ T eine zusammenhängende affine algebraische
Gruppe mit einem maximalen Torus. Eine Teilmenge R+ ⊂ Rprov(G, T ) nennen
wir ein System positiver Wurzeln oder kurz ein positives System, wenn es ein
ψ ∈ X(T )∨Q gibt, dessen Kern das Wurzelsystem nicht trifft und für die gilt

R+ = {α ∈ Rprov(G, T ) | 〈α, ψ〉 > 0}

Ergänzung 9.4.11.19. So ein System positiver Wurzeln ist nach 23.2.2.6 dasselbe
wie ein positives System für das abstrakte Wurzelsystem Rprov(G, T ) im Sinne
von 23.2.2.2.

Lemma 9.4.11.20 (Transitivität der Weylgruppe auf positiven Systemen). Ge-
geben eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe mit einem maximalen
Torus G ⊃ T operiert die Weylgruppe auf der Menge aller Systeme positiver
Wurzeln in Rprov(G, T ) frei und transitiv.

Ergänzung 9.4.11.21. Das folgt auch aus der allgemeinen Theorie von Wurzel-
systemen 23.2.2.9.

Beweis. Genau dann trifft der Kern eines ψ ∈ X∨Q das Wurzelsystem nicht, wenn
ψ von keiner der Wurzelspiegelungen festgehalten wird. Genau dann liefern zwei
Elemente von X∨Q im Komplement der Vereinigung der Spiegel der Weylgruppe
dasselbe System positiver Wurzeln, wenn sie zu demseben Alkoven gehören. Wir
erhalten so eine Bijektion zwischen der Menge A der Alkoven und der Menge
aller Systeme positiver Wurzeln, die äquivariant ist unter der Weylgruppe. Nach
9.4.11.15 operiert also die Weylgruppe auch auf der Menge aller Systeme positiver
Wurzeln sogar frei und transitiv.

9.4.11.22 (Beschreibung positiver Systeme durch ihre Kowurzeln). Seien ei-
ne zusammenhängende affine algebraische Gruppe mit einem maximalen Torus
G ⊃ T gegeben. Eine Teilmenge R+ ⊂ Rprov(G, T ) ist genau dann ein Sys-
tem positiver Wurzeln, wenn es einen Charakter χ ∈ X(T ) gibt, auf dem keine
Kowurzel verschwindet und so daß gilt

R+ = {α ∈ Rprov(G, T ) | 〈χ, α∨〉 > 0}
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In der Tat entsprechen sich unter der durch weylgruppeninvariantes Skalarpro-
dukt gegebenen Identifikation von Q-Vektorräumen X(T )Q

∼→ X∨Q die (−1)-
Eigenräume der Wurzelspiegelungen, so daß α auf ein positives Vielfaches von
α∨ abgebildet wird. Die Behauptung folgt.

Satz 9.4.11.23 (Positive Systeme zu Borel’schen). Gegeben G ⊃ T eine zu-
sammenhängende affine algebraische Gruppe mit einem maximalen Torus bilden
für jede Borel’sche B ⊂ G über T diejenigen Wurzeln α ∈ Rprov(G, T ), die als
T -Gewichte in LieB/LieH(G, T ) vorkommen, ein System positiver Wurzeln

R+(B, T ) ⊂ Rprov(G, T )

9.4.11.24. Es ist offensichtlich, daß für zwei Borel’sche B,B′ ∈ BT aus der
Gleichheit R+(B, T ) = R+(B′, T ) bereits folgt B = B′. Mit der Transitivität
der Weylgruppe auf positiven Systemen 9.4.11.20 folgern wir, daß die Abbildung
B 7→ R+(B, T ) sogar eine Bijektion zwischen der Menge BT der Borel’schen
über T und der Menge der positiven Systeme unseres provisorischen Wurzelsys-
tems induziert.

Beweis. Nach 9.3.6.7 finden wir eine endlichdimensionale algebraische Darstel-
lung ρ : G → GL(V ) und darin einen von Null verschiedenen Vektor v ∈ V \0
derart, daß B der Stabilisator der Gerade kv ist. Sei χ ∈ X(T ) bestimmt durch
v ∈ Vχ. Wir zeigen 〈χ, α∨〉 6= 0 für alle α ∈ R und R+ = {α | 〈χ, α∨〉 > 0}
und haben gewonnen nach der Beschreibung 9.4.11.22 positiver Systeme durch
ihre Kowurzeln. Wie bereits zu Beginn des Beweises von 9.4.11.5 erwähnt ist
B ∩ ZG(Sα) für jede provisorische Wurzel α eine Borel’sche von ZG(Sα). Sicher
hält mithin radu ZG(Sα) unseren Vektor v fest. Der von den Bildern von v unter
ZG(Sα) erzeugte Teilraum von V ist also eine Darstellung W von

Gα := ZG(Sα)/ radu ZG(Sα)

mit Wχ 6= 0, und das Bild in Gα der Borel’schen B ∩ ZG(Sα) ist eine Borel’sche
Bα ⊂ Gα, die Wχ stabilisiert. Bezeichnet S̄α ⊂ T̄ ⊂ Gα die Bilder von Sα ⊂ T ,
so ist das Bild Bα/S̄α ⊂ Gα/S̄α nach 9.4.6.5 immer noch eine Borel’sche, und
dasselbe gilt für das Urbild dieses Bildes Bα ∩ (Gα, Gα) unter der Projektion mit
endlichem in T̄ enthaltenem Kern (Gα, Gα) � Gα/S̄α. Da nun χ das Gewicht
einer Geraden mit Stabilisator Bα ∩ (Gα, Gα) in einer Darstellung von (Gα, Gα)
ist, folgt 〈χ, α∨〉 > 0 aus der Darstellungstheorie 9.1.8.5.5 der Gruppe SL(2; k).

Lemma 9.4.11.25. Gegeben G ⊃ T eine zusammenhängende affine algebraische
Gruppe mit einem maximalen Torus und α ∈ Rprov(G, T ) eine Wurzel ist stets
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H(G, T )u ein Normalteiler der Untergruppe

K(α) :=

 ⋂
B∈BT , α∈R(B,T )

B

◦

Beweis. Wir setzen H := H(G, T )u. Es reicht zu zeigen, daß Hu ⊂ K(α)u ein
Normalteiler ist, denn der maximale Torus T der zusammenhängenden auflösba-
ren Gruppe K(α) normalisiert Hu eh. Es reicht nach 9.4.1.13 dazu zu zeigen, daß
Hu ⊂ K(α)u eine Untergruppe der Kodimension höchstens Eins ist. Es reicht
auch zu zeigen, daß H ⊂ K(α) eine Untergruppe der Kodimension Eins ist, denn
beide Gruppen sind auflösbar mit demselben maximalen Torus T . Nun sind alle
T -Gewichte von LieK(α)/LieH offensichtlich Wurzeln β mit der Eigenschaft,
daß für jede Borel’sche B ∈ BT gilt α ∈ R+(B, T ) ⇒ β ∈ R+(B, T ). Daraus
folgt β = α, denn für je zwei verschiedene Wurzeln β 6= α gilt nach 9.4.11.6
entweder β = −α oder β 6∈ Zα und folglich gibt es für Wurzeln β 6= α stets
ein System positiver Wurzeln, das α enthält aber nicht β und dann mit 9.4.11.24
auch eine Borel’sche B ∈ BT mit α ∈ R+(B, T ) aber β 6∈ R+(B, T ). Da wir
bereits wissen, daß die fraglichen Gewichtsräume eindimensional sind, folgt die
Behauptung.

Proposition 9.4.11.26. Gegeben G ⊃ T eine zusammenhängende affine alge-
braische Gruppe mit einem ausgezeichneten maximalen Torus ist H(G, T )u das
unipotente Radikal von G, in Formeln

radu G =
((⋂

B∈BT B
)◦)

u

Beweis. Die Inklusion raduG ⊂ Hu ist evident, eine und damit jede Borel’sche
umfaßt ja das Radikal. Die andere Inklusion ⊃ folgt, sobald wir unser Hu als
Normalteiler entlarven können. Nach Lemma 9.4.11.25 aber wird Hu von allen
K(α) normalisiert. Man überlegt sich nun, daß der Gewichtsraum zur Wurzel
α von LieK(α)/LieH nicht Null ist. In der Tat umfaßt ja K(α) nach unse-
ren Erkenntnissen 9.4.6.21 über Borel’sche in Zentralisatoren von Tori diejenige
Borel’sche von ZG(Sα) über T , bei der −α kein T -Gewicht der Liealgebra von
ZG(Sα)/ rad ZG(Sα) ist, denn wieder nach 9.4.6.21 gilt rad ZG(Sα) ⊂ H . Damit
erzeugen die K(α) bereits eine Untergruppe von G mit der vollen Liealgebra, als
da heißt, ganz G.

Satz 9.4.11.27 (Maximaler Torus als Schnitt von Borel’schen). Gegeben G ⊃
T eine zusammenhängende reduktive affine algebraische Gruppe mit einem ma-
ximalen Torus ist der maximale Torus T die Einskomponente des Schnitts aller
Borel’schen über T , in Formeln

T =
(⋂

B∈BT B
)◦
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Beweis. Die Inklusion ⊂ ist evident. Der unipotente Anteil der rechten Seite ist
Null nach 9.4.11.26, folglich geht sie für eine beliebige Borel’sche B über T in-
jektiv nach B/Bu. Da aber die Komposition eine Bijektion T ∼→ B/Bu ist, folgt
die Behauptung.

Satz 9.4.11.28 (Zentralisator eines maximalen Torus). In einer zusammenhängen-
den affinen reduktiven algebraischen GruppeG ist ist jeder maximale Torus T sein
eigener Zentralisator, in Formeln

T = ZG(T )

9.4.11.29. Wir können insbesondere die Weylgruppe einer zusammenhängenden
affinen reduktiven algebraischen Gruppe schreiben als

W(G, T ) = NG(T )/T

Beweis. In einer zusammenhängenden affinen algebraischen Gruppe ist der Zen-
tralisator eines Torus stets zusammenhängend nach 9.4.6.19. Ist unsere Gruppe
G zusätzlich reduktiv, so liefert 9.4.11.27 die Gleichheit T = H(G, T ) in der
Notation vom Beginn dieses Abschnitts. Da nun aber in LieG/LieH(G, T ) das
T -Gewicht Null nicht vorkommt, muß H(G, T ) schon der Zentralisator von T
gewesen sein.

9.4.12 Bruhat-Zerlegung
Satz 9.4.12.1 (Struktur reduktiver Gruppen). GegebenG ⊃ T eine zusammen-
hängende reduktive algebraische Gruppe mit einem maximalen Torus zerfällt die
adjungierte Darstellung unter dem Torus als

LieG = LieT ⊕
⊕

α∈R(G,T )

(LieG)α

und alle (LieG)α sind eindimensional. Betrachten wir für α ∈ R(G, T ) den Torus
Sα := (kerα)◦, so ist Gα := ZG(Sα) reduktiv zusammenhängend mit Wurzelsys-
tem R(Gα, T ) = {α,−α} und der offensichtliche Morphismus ist eine Surjektion
mit endlichem Kern

(Gα, Gα)� Gα/Sα

halbeinfacher Gruppen vom Rang Eins. Weiter ist T ∩ (Gα, Gα) ein maximaler
Torus in (Gα, Gα) und das Urbild des maximalen Torus T/Sα von Gα/Sα.

Beweis. Wie beim Beweis von 9.4.11.26 erwähnt folgt aus unserer Beschreibung
9.4.6.21 von Borel’schen in Zentralisatoren von Tori bereits rad ZG(Sα) ⊂ H . Für
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G zusammenhängend und reduktiv folgt zusammen mit der Erkenntnis H = T
aus 9.4.11.27 dann radu ZG(Sα) = 1. In diesem Fall haben wir in 9.4.11.5 also
Gα = ZG(Sα) und diese Untergruppe vonG hat weiter nach 9.4.11.5 als derivierte
Gruppe (Gα, Gα) eine halbeinfache Gruppe vom Rang Eins und Aussagen aus
dem Beweis von 9.4.11.5 spezialisieren in unserem Fall zu radGα = Sα zu den
restlichen Aussagen des Satzes.

9.4.12.2 (Wurzelgruppen). Gegeben G ⊃ T eine zusammenhängende reduktive
algebraische Gruppe mit einem maximalen Torus und α ∈ R(G, T ) eine Wurzel
besitzt Gα genau zwei Borel’sche über T und für eine eindeutig bestimmte solche
Borel Bα ⊂ Gα gilt (LieBα)α 6= 0. Das unipotente Radikal dieser Borel’schen
notieren wir

Uα := (Bα)u

und nennen es die Wurzelgruppe zur Wurzel α. Unsere Wurzelgruppe wird un-
ter der Quotientenabbildung isomorph auf das unipotente Radikal der Borel’schen
Bα/Sα ⊂ Gα/Sα abgebildet, da der Kern der Projektion ein Torus ist. Nach un-
seren Erkenntnissen über halbeinfache Gruppen vom Rang Eins ist Uα folglich
isomorph zur additiven Gruppe (k,+). Weiter folgt, daß gegeben solch ein Iso-
morphismus uα : k

∼→ Uα stets gilt

tuα(x)t−1 = uα(α(t)x) ∀x ∈ k, t ∈ T

Proposition 9.4.12.3 (Vorbereitungen zur Wurzelgruppenzerlegung). Seien
G ⊃ B ⊃ T eine zusammenhängende reduktive algebraische Gruppe mit ei-
ner Borel und einem maximalen Torus und U := Bu das unipotente Radikal von
B und

U = U≤n ⊃ U≤n−1 ⊃ . . . ⊃ U≤0 = 1

eine endliche Filtierung von U durch zusammenhängende abgeschlossene Nor-
malteiler von B derart, daß alle Subquotienten U≤ν/U≤ν−1 kommutativ sind. Sei-
en α1, . . . , αs die T -Gewichte von Lie(U≤ν/U≤ν−1). So induziert die Multiplika-
tion einen Isomorphismus von algebraischen Gruppen

Uα1 × . . .× Uαs
∼→ U≤ν/U≤ν−1

und alle Wurzelgruppen zu Wurzeln aus Lie(U≤ν−1) liegen in U≤ν−1.

9.4.12.4. Mögliche derartige Folgen von Untergruppen sind die absteigende Zen-
tralreihe von U oder die Folge der höheren derivierten Gruppen DνU .

Beweis. Wir zeigen das durch vollständige Induktion über ν von oben. Die Induk-
tionsannahme zeigt bereits, daß unsere Abbildung ein wohldefinierter Gruppen-
homomorphimus ist, und aus den Voraussetzungen folgt, daß, sein Differential
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beim neutralen Element ein Isomorphismus ist. Sein Bild hat also Dimension s
und da U≤ν zusammenhängend angenommen war, muß auch U≤ν/U≤ν−1 zusam-
menhängend sein und unser Homomorphismus surjektiv. Aus den Voraussetzun-
gen folgt weiter, daß unser Homomorphismus äquivariant ist für die Operation
von T durch Konjugation. Der Kern muß also eine endliche T -stabile Untergrup-
pe sein und unsere Beschreibung der Wurzelgruppen zeigt, daß es in einem Pro-
dukt von Wurzelgruppen keine nichttriviale derartige Untergruppe gibt. Folglich
ist unser Homomorphismus ein Isomorphismus. Jede Wurzelgruppe Uβ zu einer
Wurzel β aus Lie(U≤ν−1) liegt nach Induktionsannahme bereits in U≤ν . Läge sie
nicht in U≤ν−1, so müßte sie einen nichtkonstanten T -äquivarianten Morphismus
Uβ → Uα induzieren für α eines der ασ, also α 6= β. Den gibt es aber nicht und
so folgt Uβ ⊂ U≤ν−1.

Lemma 9.4.12.5 (Induzierte Zerlegung von Untergruppen). Seien H ⊂ U ⊃
Z eine Gruppe mit einer zentralen Untergruppe Z und einer weiteren Untergrup-
pe H derart, daß die Multiplikation eine Bijektion H × Z

∼→ U induziert. Sei
V ⊂ U eine Untergruppe. Haben Z und H keine nichttrivialen isomorphen Sub-
quotienten, so induziert die Multiplikation auch eine Bijektion

(V ∩H)× (V ∩ Z)
∼→ V

9.4.12.6. Mit einem Subquotienten einer Gruppe ist ein Quotient einer Untergrup-
pe nach einem Normalteiler besagter Untergruppe gemeint.

Beweis. Wir setzen VZ := V ∩ Z und VH := V ∩ H und betrachten die Projek-
tionen prZ : U

∼→ Z ×H � Z sowie prH : U
∼→ Z ×H � H . Da Z zentral ist,

sind sie Gruppenhomomorphismen. Dann betrachten wir die Bijektionen

(prH V )/VH
∼← V/(VHVZ)

∼→ (prZ V )/VZ

Da Z kommutativ ist, ist VZ ein Normalteiler in prZ V und damit VHVZ ein Nor-
malteiler in V und damit VH ein Normalteiler in prH V . Aus unserer Annahme
folgt so V = VHVZ .

Proposition 9.4.12.7 (Verfeinerte induzierte Zerlegung von Untergruppen).
Sei U eine Gruppe mit einer endlichen Filtierung

U = U≤r ⊃ U≤r−1 ⊃ . . . ⊃ U≤0 = 1

durch Normalteiler vonU derart, daßU≤i/U≤i−1 jeweils im Zentrum vonU/U≤i−1

liegt. Seien Hi ⊂ U≤i Untergruppen mit Hi
∼→ U≤i/U≤i−1. Haben die Hi paar-

weise keine nichttrivialen isomorphen Subquotienten, so ist für jede Untergruppe
V ⊂ U und jede Permutation σ ∈ Sr die Multiplikation eine Bijektion

(V ∩Hσ(1))× . . .× (V ∩Hσ(r))
∼→ V
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Beweis. Wir argumentieren mit vollständiger Induktion über die Länge r der Fil-
trierung, die wir uns in trivialer Weise nach unten und oben fortgesetzt denken, um
Ärger mit Beschränkungen der Indizes zu vermeiden. Der Fall r = 0 ist eh klar.
Sonst ist U≤1 zentral und wir bezeichnen die Bilder aller unserer Untergruppen
von U in Ū := U/U≤1 auch mit einem Querstrich. Unsere Induktionsannahme
zeigt unmittelbar, daß für jede Permutation τ von {2, . . . , r} die Multiplikation
eine Bijektion

(V̄ ∩ H̄τ(2))× . . .× (V̄ ∩ H̄τ(r))
∼→ V̄

induziert. Nehmen wir links jeweils Urbilder in V , so sehen wir, daß das Produkt
der (V ∩ Hτ(i)U≤1) surjektiv auf V U≤1/U≤1 geht und damit induziert für jede
Permutation σ ∈ Sr die Multiplikation eine Surjektion

(V ∩Hσ(1)U≤1)× . . .× (V ∩Hσ(r)U≤1)� V

Nach Annahme haben nun Hσ(i) und U≤1 für i 6= 1 keine nichttrivialen isomor-
phen Subquotienten und nach 9.4.12.5 induziert damit die Multiplikation jeweils
eine Bijektion

(V ∩Hi)× (V ∩ U≤1)
∼→ (V ∩HiU≤1)

wohingegen wir für i = 1 schlicht H1U≤1 = H1 = U≤1 haben. Da diese Un-
tergruppe nach Annahme zentral ist, induziert die Multiplikation also auch eine
Surjektion

(V ∩Hσ(1))× . . .× (V ∩Hσ(r))� V

Betrachten wir die Bilder in Ū , so sehen wir, daß nach unserer Indutionsannahme
alle Faktoren mit σ(i) 6= 1 durch v ∈ V auf der rechten Seite eindeutig bestimmt
sind. Dasselbe folgt dann auch für den Faktor mit σ(i) = 1.

9.4.12.8 (Verfeinerte induzierte Zerlegung von Untergruppen mit Operati-
on). Das vorhergehende Lemma 9.4.12.5 und der vorhergehende Satz 9.4.12.7
gelten analog mit demselben Beweis, wenn wir statt Gruppen vielmehr „Gruppen
mit einer Operation einer Menge T “ oder kurz „T -Gruppen“ betrachten. Genauer
meinen wir damit Paare (M,aM) bestehend aus einer Gruppe M und einer Ab-
bildung aM : T → Grp(M) von T in die Menge der Gruppenhomomorphismen
M → M . Statt Untergruppen betrachten wir dann T -stabile Untergruppen ali-
as „T -Untergruppen“ und die wesentliche Bedingung besagt entsprechend, daß
keine zwei nichttrivialen T -Subquotienten T -isomorph sein dürfen.

Satz 9.4.12.9 (Wurzelgruppenzerlegung). Seien G ⊃ B ⊃ T eine zusammen-
hängende reduktive algebraische Gruppe mit einer Borel und einem maximalen
Torus. Seien V ⊂∧ Bu eine abgeschlossene von T normalisierte Untergruppe und
α1, . . . , αs die T -Gewichte von LieV in einer beliebigen Reihenfolge. So induziert
die Multiplikation einen Isomorphismus von Varietäten

Uα1 × . . .× Uαs
∼→ V
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Beweis. Unsere Vorbereitung zur Wurzelgruppenzerlegung 9.4.12.3 liefert uns
durch entsprechende Verfeinerung der Zentralreihe für U := Bu eine endliche
Filtierung

U = U≤r ⊃ U≤r−1 ⊃ . . . ⊃ U≤0 = 1

durch zusammenhängende abgeschlossene Normalteiler von B derart, daß alle
SubquotientenU≤i/U≤i−1 zentral sind inU und daß es für jedes i eine Wurzel α(i)
gibt mit Uα(i) ⊂ U≤i und Uα(i)

∼→ U≤i/U≤i−1 unter der Projektion. Die verschie-
denen Wurzelgruppen haben nun als T -Gruppen unter der Operation durch Konju-
gation als abstrakte Gruppen paarweise keine nichttrivialen isomorphen Subquo-
tienten und damit folgt aus unseren Erkentnissen 9.4.12.8 über die Zerlegung von
Untergruppen mit Operation, daß die Multiplikation für jede Permutation σ ∈ Sr
eine Bijektion

(V ∩ Uα(σ(1)))× . . .× (V ∩ Uα(σ(r)))
∼→ V

liefert. Alle diese Schnitte sind nun aber T -stabile Untergruppen unserer Wurzel-
gruppen und folglich trivial oder die ganze jeweilige Wurzelgruppe. Das zeigt, daß
die Abbildung in unserem Satz bijektiv ist. Als bijektiver Morphismus von glatten
affinen Varietäten mit bijektivem Differential in einem Punkt ist sie dann nach un-
serer Variante 9.3.5.14 des Hauptsatzes von Zariski sogar ein Isomorphismus von
Varietäten.

Definition 9.4.12.10. Zwei Borel’sche einer zusammenhängenden reduktiven al-
gebraischen Gruppe heißen opponiert, wenn ihr Schnitt ein maximaler Torus ist.

Beispiel 9.4.12.11. In GL(n; k) sind die oberen Dreiecksmatrizen und die unteren
Dreiecksmatrizen opponierte Borel’sche.

9.4.12.12 (Existenz und Eindeutigkeit opponierter Borel’scher). GegebenG ⊃
B ⊃ T eine zusammenhängende reduktive algebraische Gruppe mit einer Borel
und einem maximalen Torus gibt es genau eine zu B opponierte Borel’sche über
T . In der Tat sei R+ := R+(B, T ) ⊂ R(G, T ) das System positiver Wurzeln zu
B. Offensichtlich gilt −R+ = R(G, T )\R+ und nach 9.4.11.18 ist das auch ein
System positiver Wurzeln. Wir zeigen, daß die zugehörige Borel’sche B◦ oppo-
niert ist zu B. Wäre in der Tat B◦ ∩ B 6= T , so wäre B◦ ∩ Bu eine nichttriviale
T -stabile Untergruppe und müßte eine Wurzelgruppe enthalten, was nach Kon-
struktion unmöglich ist. Die anderen Borel’schen über T dahingegen teilen sich
Wurzelgruppen mit B und sind folglich nicht opponiert zu B.

9.4.12.13 (Dicke Zelle). Gegeben opponierte Borel’sche B,B◦ einer zusammen-
hängenden reduktiven algebraischen Gruppe G induziert die Multiplikation eine
offene Einbettung

Bu ×B◦ ↪→ G
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In der Tat wissen wir aus 9.4.12.12, daß dieser Morphismus injektiv ist, und sein
Bild ist die Bahn des neutralen Elements von G unter der Operation von Bu×B◦
durch (a, b)g = agb−1. Mithin ist sein Bild BuB

◦ ⊂ G nach 9.2.3.7 offen in sei-
nem Abschluß und folglich selbst eine Varietät mit der induzierten Struktur und
ein homogener Raum. Nach 7.5.9.14 kann bei einem Morphismus von irredu-
ziblen Varietäten mit mindestens einer nichtleeren endlichen Faser die Dimension
der Ausgangsvarietät nicht größer sein als die Dimension der Zielvarietät. Ein Di-
mensionsvergleich zeigt, daß BuB

◦ dicht sein muß in G und folglich eine offene
Teilmenge von G. Nach 9.3.5.15 induziert aufgrund der Bijektivität des Differen-
tials in (1, 1) unser Morphismus dann einen Isomorphismus von Varietäten

Bu ×B◦
∼→ BuB

◦

9.4.12.14 (Diskussion der Terminologie). Man folgert leicht, daß jede Borel’sche
B einer zusamenhängenden reduktiven Gruppe G auf der Fahnenmannigfaltigkeit
BG von G nach 9.4.7.3 genau eine offene Bahn hat und daß diese Bahn aus den zu
B opponierten Borel’schen besteht und daß sie als Bu-Varietät isomorph ist zu Bu

selber und als abstrakte Varietät isomorph zu kr mit r := dimBu. Im Fall k = C
und nach Übergang zur analytischen Topologie kann man die Fahnenmannigfal-
tigkeit als Zellkomplex im Sinne der algebraischen Topologie realisieren so, daß
dieser Cr das Innere der zuletzt angeklebte Zelle ist. Daher rührt die Bezeichnung
der offenen Bahn einer Borel’schen auf der Fahnenmannigfaltigkeit und übertra-
gen der Bezeichnung verwandter Objekte als „dicke Zelle“.

9.4.12.15 (Doppelnebenklassen einer Borel’schen als Varietäten). Seien G ⊃
T eine zusammenhängende reduktive affine algebraische Gruppe mit einem maxi-
malen Torus. Die Operation der Weylgruppe W := W(G, T ) auf dem maximalen
Torus T induziert eine Operation von W auf der Charaktergruppe X(T ). Durch
Strukturtransport finden wir für α ∈ R(G, T ) und jeden Repräsentanten ẇ von w
die Identität ẇUαẇ−1 = Uwα alias ẇUα = Uwαẇ. Es folgt

BẇB = Bẇ
∏

α∈R+\w−1R+

Uα

für das in einer beliebigen Reihenfolge ausmultiplizierte Produkt ganz rechts.
Genauer ist das Produkt ganz rechts wegen R+\w−1R+ = R+ ∩ w−1R− für
R− := −R+ die Wurzelgruppenzerlegung von Bu ∩ ẇ−1B◦uẇ. Unser Isomorphis-
mus der dicken Zelle aus 9.4.12.13 oder vielmehr seine Variante B×B◦u

∼→ BB◦u
muß aber für jede abgeschlossene Teilmenge A ⊂∧ B◦u und jedes g ∈ G einen
Isomorphismus B × Ag

∼→ BAg induzieren. So sehen wir daß die Multiplika-
tion einen Isomorphismus B × {ẇ} × (Bu ∩ ẇ−1B◦uẇ)

∼→ BwB liefern muß
und das Ausmultiplizieren bei jeder beliebigen Reihenfolge der Wurzelgruppen
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in unserem Produkt einen Isomorphismus von Varietäten

B × {ẇ} ×
∏

α∈R+∩w−1R−

Uα
∼→ BwB

Insbesondere hat für jede Doppelnebenklasse der Gestalt BwB ihr Bild in der
Fahnenmannigfaltigkeit BwB/B ⊂ G/B nur einen Fixpunkt unter T und diese
Fixpunkte sind paarweise verschieden, da die Weylgruppe nach 9.4.7.10 frei auf
der Menge der Fixpunkten des Torus in der Fahnenmannifaltigkeit operiert. Es
folgt, daß die Doppelnebenklassen BwB paarweise disjunkt sind.

Lemma 9.4.12.16. Gegeben G ⊃ B ⊃ T eine reduktive zusammenhängende
Gruppe, eine Borel’sche und ein maximaler Torus und β ∈ Π(R+(B, T )) eine
Wurzel aus der Basis zu unserem System positiver Wurzeln nach 23.2.2.6 gilt für
jedes Element w ∈W(G, T ) der Weylgruppe

BwBsβB ⊂ BwB ∪BwsβB

Beweis. Wir erinnern aus der allgemeinen Theorie der Wurzelsysteme 23.2.2.6,
daß gegeben R ⊃ R+ ein Wurzelsystem mit einem System positiver Wurzeln
und eine Wurzel β ∈ Π(R+) der zugehörigen Basis des Wurzelsystems stets gilt
sβ : R+\β ∼→ R+\β. Gilt also β 6∈ w−1R−, so folgt

sβ(R+ ∩ w−1R−) = sβ((R+\β) ∩ w−1R−)
= (R+\β) ∩ sβw−1R−

= (R+ ∩ sβw−1R−)\β

Daraus folgt immer noch für β 6∈ w−1R− unmittelbar

BwBsβB = Bw

( ∏
α∈R+∩w−1R−

Uα

)
ṡβUβ = BwsβB

Für β ∈ w−1R− dahingegen gilt β 6∈ v−1R− für v := wsβ und damit kennen wir
bereits die IdentitätBvBsβB = BvsβB. Weiter wissen wir aus der Klassifikation
halbeinfacher Gruppen vom Rang Eins und sogar bereits aus 9.4.8.5, daß unsere
halbeinfache Gruppe Gβ/Sβ aus 9.4.12.2 unter seiner Borel’schen Bβ/Sβ zerfällt
in die zwei Doppelnebenklassen zu den beiden Elementen der Weylgruppe, und
amit hben wir natürlich auch

Gβ = Bβ tBβsβBβ = UβT ∪ UβT ṡβUβ

eine Untergruppe von G ist, genauer die Untergruppe Gβ . Daraus hinwiederum
folgt durch Betrachtung der Wurzelgruppenzerlegung leicht, daß auch B tBsβB
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eine Untergruppe von G ist, so daß insbesondere gilt BsβBsβB ⊂ B ∪ BsβB.
Wenn wir unsere Identität Identität BvsβB = BvBsβB mit BsβB multiplizieren
und w = vsβ erinnern, finden wir also auch in diesem Fall

BwBsβB = BvBsβBsβB ⊂ BvB ∪BvsβB = BwsβB ∪BwB

Satz 9.4.12.17 (Bruhat-Zerlegung affiner algebraischer Gruppen). Seien G ⊃
B ⊃ T eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe mit einer Borel’schen
und einem maximalen Torus. So istG die disjunkte Vereinigung der Doppelneben-
klassen von Repräsentanten der Weylgruppenelemente unter der Borel’schen, in
Formeln

G =
⊔

w∈W(G,T )

BwB

Beispiel 9.4.12.18. Im Fall der allgemeinen linearen Gruppen kennen wir diese
Zerlegung bereits aus 4.5.6.1.

Beweis. Es reicht offensichtlich, das für reduktives G zu zeigen. Unsere Doppel-
nebenklassen sind paarweise disjunkt nach 9.4.12.15. Nach 9.4.7.15 wird unsere
Gruppe erzeugt von den Borel’schen über T und nach 9.4.7.9 sind je zwei dieser
Borel’schen konjugiert unter der Weylgruppe. Also erzeugt NG(T ) zusammen mit
B bereits ganz G. Zusätzlich wissen wir aber nach 23.2.2.12, daß die einfachen
Spiegelungen die Weylgruppe erzeugen, also die sβ mit β ∈ Π(R+(B, T )). Al-
so erzeugen bereits Repräsentanten ṡβ dieser einfachen Spiegelungen zusammen
mit B die ganze Gruppe G. Unsere Vereinigung ist nun aber nicht leer und stabil
unter der Multiplikation von rechts mit B und nach dem vorhergehenden Lemma
9.4.12.16 auch unter Multiplikation von rechts mit ṡβ . Also ist sie ganz G.

Korollar 9.4.12.19 (Bruhat-Zerlegung der Fahnenmannigfaltigkeit). (k = k̄).
Seien G ⊃ B ⊃ T eine zusammenhängende affine algebraische Gruppe mit einer
Borel’schen und einem maximalen Torus. So ist

G/B =
⊔

w∈W(G,T )

BwB/B

die Zerlegung der Fahnenmannigfaltigkeit in Bahnen der Borel’schen B und in
jeder Bahn liegt genau ein Fixpunkt des maximalen Torus T . Weiter gibt es einen
Isomorphismus von Varietäten BwB/B ∼= kl(w) für l(w) := |R+ ∩ wR−|.
Beweis. Nur die behauptete Beschreibung derB-Bahnen als Varietäten folgt nicht
sofort aus der Bruhat-Zerlegung für Gruppen 9.4.12.17. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit seiG reduktiv. Nach 9.4.12.15 operiert die Gruppe

∏
α∈R+∩wR− Uα

frei und transitiv auf BwB/B. Man prüft leicht mit Hilfe des Differentials, daß
diese Operation einen Isomorphismus von Varietäten liefert. Das Korollar folgt.
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Dies ist der erste Teil eines Skriptums zur Analysis. Ich habe mir große Mühe
gegeben, an jeder Stelle nur soviel Begrifflichkeit einzuführen, wie gerade eben
nötig ist, um einerseits einen glatten und transparenten Fluß der Argumentation zu
ermöglichen und andererseits regelmäßig motivierende Anwendungen geben zu
können. Sowohl die Anwendungen als auch der durchsichtige Aufbau der Theorie
erfordern jedoch in meinen Augen eine nach Möglichkeit koordinatenfreie Dar-
stellung und damit den Aufbau der zugehörigen Begrifflichkeit, so daß am Schluß
im Vergleich zu anderen Texten doch eher mehr abstrakte Konzepte eingeführt
werden. Wie Sie noch an verschiedenen Stellen merken werden, will ich Sie eben
am liebsten davon überzeugen, daß das Abstrakte das eigentlich Konkrete ist!
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10.1 Grundlegendes

10.1.1 Vollständige Induktion und binomische Formel

Satz 10.1.1.1. Für jede natürliche Zahl n ≥ 1 gilt 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)
2

.

Beispiel 10.1.1.2. Im Fall n = 5 behauptet unser Satz 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 5×6/2
und in diesem Fall stimmt das schon mal: Beide Seiten sind 15. Man bemerke, daß
wir beim Rechnen mit Symbolen wie etwa n(n + 1) die Multiplikationssymbole
weggelassen haben, die nur beim Rechnen mit durch Ziffern dargestellten Zahlen
wichtig sind.

Beweis. Bei diesem Beweis sollen Sie gleichzeitig das Beweisprinzip der voll-
ständigen Induktion lernen. Wir bezeichnen mit A(n) die Aussage, daß die For-
mel im Satz für ein gegebenes n gilt, und zeigen:

Induktionsbasis: Die Aussage A(1) ist richtig. In der Tat gilt 1 = 1(1+1)
2

.

Induktionsschritt: Aus der Aussage A(n) folgt die Aussage A(n + 1). In der
Tat, unter der Annahme, daß unsere Formel für ein gegebenes n gilt, der so-
genannten Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung, rechnen
wir

1 + 2 + . . .+ n+ (n+ 1) = n(n+1)
2

+ 2(n+1)
2

= (n+2)(n+1)
2

= (n+1)((n+1)+1)
2

und folgern so, daß die Formel auch für n+ 1 gilt.

Es ist damit klar, daß unsere Aussage A(n) richtig ist alias daß unsere Formel gilt
für alle n = 1, 2, 3, . . .

10.1.1.3. Das Zeichen deutet in diesem Text das Ende eines Beweises an und ist
in der neueren Literatur weit verbreitet. Buchstaben in Formeln werden in der Ma-
thematik üblicherweise kursiv notiert, so wie etwa das n oder auch das A im vor-
hergehenden Beweis. Nur Buchstaben oder Buchstabenkombinationen, die stets
dasselbe bedeuten sollen, schreibt man nicht kursiv, wie etwa sin für den Sinus
oder log für den Logarithmus.

10.1.1.4. Der vorhergehende Beweis stützt sich auf unser intuitives Verständnis
der natürlichen Zahlen. Man kann das Konzept der natürlichen Zahlen auch for-
mal einführen und so die natürlichen Zahlen in gewisser Weise „besser“ verstehen.
Das wird in 2.1.6.11 und ausführlicher in 3.4.1.6 diskutiert. Das Wort „Indukti-
on“ meint eigentlich „Hervorrufen“, so wie etwa das Betrachten einer Wurst die
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Ausschüttung von Spucke induziert alias uns den Mund wässrig macht. Im Zu-
sammenhang der vollständigen Induktion ist es dahingehend zu verstehen, daß die
Richtigkeit unserer Aussage A(1) die Richtigkeit von A(2) induziert, die Richtig-
keit vonA(2) hinwiederum die Richtigkeit vonA(3), die Richtigkeit vonA(3) die
Richtigkeit von A(4), und immer so weiter.

10.1.1.5. Es herrscht keine Einigkeit in der Frage, ob man die Null eine natürliche
Zahl nennen soll. In diesem Text ist stets die Null mit gemeint, wenn von natürli-
chen Zahlen die Rede ist. Wollen wir die Null dennoch ausschließen, so sprechen
wir wie oben von einer „natürlichen Zahl n ≥ 1“.

10.1.1.6. Ich will kurz begründen, warum es mir natürlich scheint, auch die Null
eine natürliche Zahl zu nennen: Hat bildlich gesprochen jedes Kind einer Klasse
einen Korb mit Äpfeln vor sich und soll seine Äpfel zählen, so kann es ja durch-
aus vorkommen, daß in seinem Korb gar kein Apfel liegt, weil es zum Beispiel
alle seine Äpfel bereits gegessen hat. In der Begrifflichkeit der Mengenlehre aus-
gedrückt, die wir in 10.1.2 einführen werden, muß man die leere Menge endlich
nennen, wenn man erreichen will, daß jede Teilmenge einer endlichen Menge
wieder endlich ist. Will man dann zusätzlich erreichen, daß die Kardinalität je-
der endlichen Menge eine natürliche Zahl ist, so darf man die Null nicht aus den
natürlichen Zahlen herauslassen.

Die Gesamtfläche dieses
Treppenquerschnitts ist

offensichtlich 42/2 + 4/2 = 4 · 5/2

10.1.1.7. Man kann sich den Satz wie im Bild angedeutet anschaulich klar machen
als eine Formel für die Fläche des Querschnitts durch eine Treppe der Länge nmit
Stufenabstand und Stufenhöhe Eins. In der Tat bedeckt ein derartiger Querschnitt
ja offensichtlich ein halbes Quadrat der Kantenlänge n nebst n halben Quadraten
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der Kantenlänge Eins. Ein weiterer Beweis geht so:

1 + 2 + 3 + . . .+ n = 1/2 + 2/2 + 3/2 + . . . + n/2
+ n/2 +(n− 1)/2 +(n− 2)/2 + . . . + 1/2

= n+1
2

+ n+1
2

+ n+1
2

+ . . . + n+1
2

= n(n+ 1)/2

Ich will letzteren Beweis benutzen, um eine neue Notation einzuführen.

Definition 10.1.1.8. Gegeben a1, a2, . . . , an schreiben wir

n∑
i=1

ai := a1 + a2 + . . .+ an

Das Symbol
∑

ist ein großes griechisches S und steht für „Summe“. Das Sym-
bol := deutet an, daß die Bedeutung der Symbole auf der doppelpunktbehafteten
Seite des Gleichheitszeichens durch den Ausdruck auf der anderen Seite unseres
Gleichheitszeichens definiert ist. Im obigen und ähnlichen Zusammenhängen hei-
ßen a1, . . . , an die Summanden und i der Laufindex, da er eben etwa in unserem
Fall von 1 bis n läuft und anzeigt alias „indiziert“, welcher Summand gemeint ist.

10.1.1.9 (Zur Sprache in der Mathematik). Das Wort „Definition“ kommt aus
dem Lateinischen und bedeutet „Abgrenzung“. In Definitionen versuchen wir, die
Bedeutung von Symbolen und Begriffen so klar wie möglich festzulegen. Sie wer-
den merken, daß man in der Mathematik die Angwohnheit hat, in Definitionen
Worte der Umgangssprache wie Menge, Gruppe, Körper, Unterkörper, Abbildung
etcetera „umzuwidmen“ und ihnen ganz spezielle und meist nur noch entfernt
mit der umgangssprachlichen Bedeutung verwandte neue Bedeutungen zu geben.
In mathematischen Texten sind dann überwiegend diese umgewidmeten Bedeu-
tungen gemeint. In dieser Weise baut die Mathematik also wirklich ihre eigene
Sprache auf, bei der jedoch die Grammatik und auch nicht ganz wenige Wörter
doch wieder von den uns geläufigen Sprachen übernommen werden. Das muß
insbesondere für den Anfänger verwirrend sein, der sich auch bei ganz harmlos
daherkommenden Wörtern stets wird fragen müssen, ob sie denn nun umgangs-
sprachlich gemeint sind oder vielmehr bereits durch eine Definition auf eine mehr
oder weniger andere und viel genauere Bedeutung festgelegt wurden. Um hier
zu helfen, habe ich mir große Mühe mit dem Index gegeben, den Sie ganz am
Schluß dieses Skriptums finden und in dem alle an verschiedenen Stellen einge-
führten oder umgewidmeten und dort fett gedruckten Begriffe verzeichnet sein
sollten. Und an dieser Stelle muß ich Sie schon bitten, das Wort „Index“ nicht als
Laufindex mißzuverstehen!
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Beispiel 10.1.1.10. In der
∑

-Notation liest sich der in 10.1.1.7 gegebene Beweis
so: ∑n

i=1 i =
∑n

i=1
i
2

+
∑n

i=1
i
2

und nach Indexwechsel i = n+ 1− k hinten
=

∑n
i=1

i
2

+
∑n

k=1
n+1−k

2

dann mache k zu i in der zweiten Summe
=

∑n
i=1

i
2

+
∑n

i=1
n+1−i

2

und nach Zusammenfassen beider Summen
=

∑n
i=1

n+1
2

ergibt sich offensichtlich
= n(n+1

2
)

Beispiel 10.1.1.11. Einen anderen Beweis derselben Formel liefert die Gleichungs-
kette:

(n+ 1)2 =
n∑
i=0

(i+ 1)2 − i2 =
n∑
i=0

2i+ 1 = 2
n∑
i=0

i+
n∑
i=0

1 = n+ 1 + 2
n∑
i=0

i

Definition 10.1.1.12. In einer ähnlichen Bedeutung wie das Symbol
∑

verwendet
man auch das Symbol

∏
, ein großes griechisches P , für „Produkt“ und schreibt

n∏
i=1

ai := a1a2 . . . an

Die a1, . . . , an heißen in diesem und ähnlichen Zusammenhängen die Faktoren
des Produkts.

Definition 10.1.1.13. Für jede natürliche Zahl n ≥ 1 definieren wir die Zahl n!
(sprich: n Fakultät) durch die Formel

n! := 1 · 2 · . . . · n =
n∏
i=1

i

Wir treffen zusätzlich die Vereinbarung 0! := 1 und haben also 0! = 1, 1! = 1,
2! = 2, 3! = 6, 4! = 24 und so weiter.

10.1.1.14 (Allgemeinere Summen und Produkte). Wir vereinbaren, daß Pro-
dukten, bei denen die obere Grenze des Laufindex um Eins kleiner ist als seine
untere Grenze, der Wert 1 zugewiesen werden soll, also etwa 1 =

∏0
i=1 i = 0!.

Ebenso vereinbaren wir auch, daß Summen, bei denen die obere Grenze des Lau-
findex um Eins kleiner ist als seine untere Grenze, der Wert 0 zugewiesen werden



1550 KAPITEL 10. ANALYSIS 1

soll, so daß wir in Erweiterung unserer Formel 10.1.1.1 etwa schreiben könnten
0 =

∑0
i=1 i. Der Sinn dieser Erweiterungen zeigt sich darin, daß damit Formeln

wie
∑l

i=k ai =
∑m

i=k ai +
∑l

i=m+1 ai auch für m = k − 1 richtig bleiben. Man
mag sogar noch weiter gehen und die Definition von Summen und Produkten auf
beliebige untere und obere Grenzen so erweitern, daß diese Formeln richtig blei-
ben, zumindest wenn alle Summanden ein Negatives beziehungsweise alle Fak-
toren einen Kehrwert haben. In dieser Allgemeinheit ist die fragliche Notation
jedoch nur beim kontinuierlichen Analogon

∫
des Summenzeichens üblich, wie

in 10.5.2.10 ausgeführt werden wird.

Satz 10.1.1.15 (Bedeutung der Fakultät). Es gibt genau n! Möglichkeiten, n
voneinander verschiedene Objekte in eine Reihenfolge zu bringen.

Beispiel 10.1.1.16. Es gibt genau 3! = 6 Möglichkeiten, die drei Buchstaben a, b
und c in eine Reihenfolge zu bringen, nämlich

abc bac cab
acb bca cba

In gewisser Weise stimmt unser Satz sogar für n = 0: In der Terminologie, die
wir in 10.2.3 einführen, gibt es genau eine Anordnung der leeren Menge.

Beweis. Hat man n voneinander verschiedene Objekte, so hat man n Möglichkei-
ten, ein Erstes auszusuchen, dann (n−1) Möglichkeiten, ein Zweites auszusuchen
und so weiter, bis schließlich nur noch eine Möglichkeit bleibt, ein Letztes auszu-
suchen. Insgesamt haben wir also wie behauptet n! mögliche Reihenfolgen.

Definition 10.1.1.17. Wir definieren für beliebiges n und jede natürliche Zahl k
den Binomialkoeffizienten

(
n
k

)
(sprich: n über k) durch die Regeln(

n

k

)
:=

k−1∏
j=0

n− j
k − j

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)
k(k − 1) . . . 1

für k ≥ 1 und
(
n

0

)
:= 1.

Der Sonderfall k = 0 wird im Übrigen auch durch unsere allgemeine Formel ge-
deckt, wenn wir unsere Konvention 10.1.1.14 beherzigen. Im Lichte des folgenden
Satzes schlage ich vor, die Binomialkoeffizienten

(
n
k

)
statt „n über k“ inhaltsrei-

cher „k aus n“ zu sprechen.

10.1.1.18. Die Bezeichnung als Binomialkoeffizienten leitet sich von dem Auf-
treten dieser Zahlen als Koeffizienten in der „binomischen Formel“ 10.1.1.23 ab.

Satz 10.1.1.19 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben natürliche Zah-
len n und k gibt es genau

(
n
k

)
Möglichkeiten, aus n voneinander verschiedenen

Objekten k Objekte auszuwählen.
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Beispiel 10.1.1.20. Es gibt genau
(

4
2

)
= 4·3

2·1 = 6 Möglichkeiten, aus den vier
Buchstaben a, b, c, d zwei auszuwählen, nämlich

a, b b, c c, d
a, c b, d
a, d

Beweis. Wir haben n Möglichkeiten, ein erstes Objekt auszuwählen, dann n − 1
Möglichkeiten, ein zweites Objekt auszuwählen, und so weiter, also insgesamt
n(n− 1) . . . (n− k + 1) Möglichkeiten, k Objekte der Reihe nach auszuwählen.
Auf die Reihenfolge, in der wir ausgewählt haben, kommt es uns aber gar nicht an,
jeweils genau k! von unseren n(n− 1) . . . (n− k+ 1) Möglichkeiten führen nach
10.1.1.15 also zur Auswahl derselben k Objekte. Man bemerke, daß unser Satz
auch im Extremfall k = 0 noch stimmt, wenn wir ihn geeignet interpretieren: In
der Terminologie, die wir gleich einführen werden, besitzt in der Tat jede Menge
genau eine nullelementige Teilmenge, nämlich die leere Menge.

10.1.1.21. Offensichtlich gilt für alle natürlichen Zahlen n mit n ≥ k die Formel(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n

n− k

)
Das folgt einerseits sofort aus der formalen Definition und ist andererseits auch
klar nach der oben erklärten Bedeutung der Binomialkoeffizienten: Wenn wir aus
nObjekten k Objekte auswählen, so bleiben n−k Objekte übrig. Es gibt demnach
gleichviele Möglichkeiten, k Objekte auszuwählen, wie es Möglichkeiten gibt,
n − k Objekte auszuwählen. Wir haben weiter

(
n
n

)
=
(
n
0

)
= 1 für jede natürliche

Zahl n ≥ 0 sowie
(
n
1

)
=
(
n
n−1

)
= n für jede natürliche Zahl n ≥ 1.

Definition 10.1.1.22. Wie in der Schule setzen wir ak :=
∏k

i=1 a und sprechen
diesen usdruck „a hoch k“. In Worten ist also gemeint „das Produkt von k-mal
dem Faktor a“. Im Lichte von 10.1.1.14 verstehen wir insbesondere a0 := 1.

Satz 10.1.1.23. Für jede natürliche Zahl n gilt die binomische Formel

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k

10.1.1.24. Man beachte, wie wichtig unsere Konvention a0 = 1 und insbesondere
auch ihr Spezialfall 00 = 1 für die Gültigkeit dieser Formel ist.

10.1.1.25. Die Bezeichung „binomische Formel“ leitet sich ab von der Vorsilbe
„bi“ für Zwei, wie etwa in englisch „bicycle“ für „Zweirad“ alias „Fahrrad“, und
dem lateinischen Wort „nomen“ für „Namen“. Mit den beiden „Namen“ sind hier
a und b gemeint. Mehr dazu wird in 10.3.2.37 erklärt.
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Erster Beweis. Beim Ausmultiplizieren erhalten wir das Monom akbn−k so oft,
wie es Möglichkeiten gibt, aus unseren n Faktoren (a + b) die k Faktoren auszu-
suchen, „in denen wir beim Ausmultiplizieren das a nehmen“. Dieses Argument
werden wir in 10.1.2.19 noch besser formulieren.

Zweiter Beweis. Dieser Beweis ist eine ausgezeichnete Übung im Umgang mit
unseren Symbolen und mit der vollständigen Induktion. Er scheint mir jedoch
auch in einer für Beweise durch vollständige Induktion typischen Weise wenig
durchsichtig. Zunächst prüfen wir für beliebiges n und jede natürliche Zahl k ≥ 1
die Formel (

n

k − 1

)
+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k

)
durch explizites Nachrechnen. Dann geben wir unserer Formel im Satz den Na-
men A(n) und prüfen die Formel A(0) und zur Sicherheit auch noch A(1) durch
Hinsehen. Schließlich gilt es, den Induktionsschritt durchzuführen, als da heißt,
A(n+ 1) aus A(n) zu folgern. Dazu rechnen wir

(a+ b)n+1 = (a+ b)(a+ b)n

und mit der Induktionsvoraussetzung
= (a+ b)

∑n
k=0

(
n
k

)
akbn−k

und durch Ausmultiplizieren
=

∑n
k=0

(
n
k

)
ak+1bn−k +

∑n
k=0

(
n
k

)
akbn−k+1

und Indexwechsel k = i− 1 in der ersten Summe
=

∑n+1
i=1

(
n
i−1

)
aibn−i+1 +

∑n
k=0

(
n
k

)
akbn−k+1

dann mit k statt i und Absondern von Summanden
= an+1b0 +

∑n
k=1

(
n
k−1

)
akbn−k+1+

+
∑n

k=1

(
n
k

)
akbn−k+1 + a0bn+1

und nach Zusammenfassen der mittleren Summen
= an+1b0 +

∑n
k=1

(
n+1
k

)
akbn−k+1 + a0bn+1

und Einbeziehen der abgesonderten Summanden
=

∑n+1
k=0

(
n+1
k

)
akbn+1−k

und folgern so tatsächlich A(n+ 1) aus A(n).

10.1.1.26. Die Formel
(
n
k−1

)
+
(
n
k

)
=
(
n+1
k

)
für k ≥ 1 kann man zur effektiven Be-

rechnung der Binomialkoeffizienten mit dem sogenannten Pascal’schen Dreieck
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benutzen: Im Schema

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1

seien die Einsen an den Rändern vorgegeben und eine Zahl in der Mitte berechne
sich als die Summe ihrer beiden oberen „Nachbarn“. Dann stehen in der (n+ 1)-
ten Zeile der Reihe nach die Binomialkoeffizienten

(
n
0

)
= 1,

(
n
1

)
= n, . . ., bis(

n
n−1

)
= n,

(
n
n

)
= 1. Wir haben also zum Beispiel nach der untersten Zeile in

obigem Ausschnitt des Pascal’schen Dreiecks

(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4

Übungen

Übung 10.1.1.27. Man finde und beweise eine Formel für
∑n

i=1 i
2. Hinweis: Man

suche zunächst eine Formel für
∑n

i=1 i
3 − (i − 1)3 und beachte i3 − (i − 1)3 =

3i2 − 3i+ 1.

Ergänzende Übung 10.1.1.28. Man zeige, daß für jedes k ∈ N eine Formel der
Gestalt

∑n
i=1 i

k = 1
k+1

nk+1 + akn
k + . . .+ a1n+ a0 gilt mit aκ ∈ Q.

10.1.2 Mengen und Teilmengen
10.1.2.1. Beim Arbeiten mit reellen Zahlen oder räumlichen Gebilden reicht auf
der Schule ein intuitives Verständnis meist aus, und wenn die Intuition in die Irre
führt, ist ein Lehrer zur Stelle. Wenn Sie jedoch selbst unterrichten oder etwas
beweisen wollen, reicht dieses intuitive Verständnis nicht mehr aus. Im folgen-
den werden deshalb zunächst der Begriff der reellen Zahlen und der Begriff des
Raums zurückgeführt auf Grundbegriffe der Mengenlehre, den Begriff der ratio-
nalen Zahlen und elementare Logik. Bei der Arbeit mit diesen Begriffen führt
uns die Intuition nicht so leicht in die Irre, wir geben uns deshalb mit einem in-
tuitiven Verständnis zufrieden und verweisen jeden, der es noch genauer wissen
will, auf eine Vorlesung über Logik. Wir beginnen mit etwas naiver Mengenleh-
re, wie sie von Georg Cantor in den Jahren 1874 bis 1897 begründet wurde und
von der der berühmte Mathematiker David Hilbert einmal sagte: „Aus dem Para-
dies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben können“. Natürlich
gab es auch vor der Mengenlehre schon hoch entwickelte Mathematik: Beim Tod
von Carl Friedrich Gauß im Jahre 1855 gab es diese Theorie noch gar nicht und
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Fourier fand seine „Fourierentwicklung“ sogar bereits zu Beginn des 19.-ten Jahr-
hunderts. Er behauptete auch gleich in seiner „Théorie analytique de la chaleur“,
daß sich jede beliebige periodische Funktion durch eine Fouriereihe darstellen
lasse, aber diese Behauptung stieß bei anderen berühmten Mathematikern seiner
Zeit auf Ablehnung und es entstand darüber ein heftiger Disput. Erst in besagtem
„Paradies der Mengenlehre“ konnten die Fourier’s Behauptung zugrundeliegen-
den Begriffe soweit geklärt werden, daß dieser Disput nun endgültig beigelegt ist.
Ähnlich verhält es sich auch mit vielen anderen Fragestellungen. Da die Men-
genlehre darüber hinaus auch vom didaktischen Standpunkt aus eine äußerst klare
und durchsichtige Darstellung mathematischer Sachverhalte ermöglicht, hat sie
sich als Grundlage der höheren Mathematik und der Ausbildung von Mathema-
tikern an Universitäten schnell durchgesetzt und ist nun weltweit das „Alphabet
der Sprache der Mathematik“. Man wird an Universitäten sogar geradezu dazu er-
zogen, alle Mathematik in der Sprache der Mengenlehre zu fassen und geometri-
schen Argumenten keine Beweiskraft zuzugestehen. Ich halte das bei der Ausbil-
dung von Mathematikern auch für angemessen. Bei der Mathematik-Ausbildung
im allgemeinen scheint mir dieses Vorgehen dahingegen nicht zielführend: In die-
sem Kontext sollte man meines Erachtens nicht mit demselben Maß messen, auch
ohne alle Mengenlehre geometrisch erklärte Begriffe wie Gerade und Kreis, Ebe-
ne und Raum, als wohldefinierte Objekte der Mathematik zulassen und geometri-
schen Argumenten Beweiskraft zugestehen.
10.1.2.2. Im Wortlaut der ersten Zeilen des Artikels „Beiträge zur Begründung
der transfiniten Mengenlehre (Erster Aufsatz)“ von Georg Cantor, erschienen im
Jahre 1895, hört sich die Definition einer Menge so an:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objektenm unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu
einem Ganzen.

Verbinden wir mit einer Menge eine geometrische Vorstellung, so nennen wir ihre
Elemente auch Punkte und die Menge selbst einen Raum. Ein derartiges Her-
umgerede ist natürlich keine formale Definition und birgt durchaus verschiedene
Fallstricke, vergleiche 10.1.3.9. Das Ziel dieser Vorlesung ist aber auch nicht ei-
ne formale Begründung der Mengenlehre, wie Sie sie in der Logik kennenler-
nen können. Sie sollen vielmehr die Bedeutung dieser Worte intuitiv erfassen
wie ein Kleinkind, das Sprechen lernt: Indem sie mir und anderen Mathemati-
kern zuhören, wie wir mit diesen Worten sinnvolle Sätze bilden, uns nachahmen,
und beobachten, welchen Effekt Sie damit hervorrufen. Unter anderem dazu sind
die Übungsgruppen da.
Ergänzung 10.1.2.3. Bei der Entwicklung der Mathematik aus der Umgangsspra-
che durch fortgesetztes Zuspitzen und Umwidmen des Wortschatzes muß ich an
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den Baron von Münchhausen denken, wie er sich an seinen eigenen Haaren aus
dem Sumpf zieht. Schon verblüffend, daß es klappt. Aber bei Kleinkindern, die
Sprechen lernen, ist es ja noch viel verblüffender, wie sie die Bedeutung von Wor-
ten erfassen, ohne daß man sie ihnen in Worten erklären kann.

Beispiele 10.1.2.4. Endliche Mengen kann man durch eine vollständige Liste ihrer
Elemente in geschweiften Klammern angeben, zum Beispiel in der Form

X = {x1, x2, . . . , xn}

Diese geschweiften Klammern heißen auch Mengenklammern. Die Elemente
dürfen mehrfach genannt werden und es kommt nicht auf die Reihenfolge an, in
der sie genannt werden. Wir haben also {1, 1, 2} = {2, 1}. Die Aussage „x ist
Element von X“ wird mit x ∈ X abgekürzt, ihre Verneinung „x ist nicht Element
von X“ mit x 6∈ X . Zum Beispiel gilt 1 ∈ {2, 1} und 3 6∈ {2, 1}. Es gibt auch die
sogenannte leere Menge ∅ = { }, die gar kein Element enthält. Andere Beispiele
sind die Mengen

N := {0, 1, 2, . . .} der natürlichen Zahlen,

Z := {0, 1,−1, 2,−2, . . .} der ganzen Zahlen und

Q := {p/q | p, q ∈ Z, q 6= 0} der rationalen Zahlen.

Der Name letzterer Menge kommt von lateinisch „ratio“ für „Verhältnis“, der
BuchstabeQ steht für „Quotient“. Man beachte, daß wir auch hier Elemente mehr-
fach genannt haben, es gilt ja p/q = p′/q′ genau dann, wenn pq′ = p′q. Auf
Deutsch bezeichnet man die rationalen Zahlen auch als Bruchzahlen, da man
sich etwa ein Viertel eines Kekses als den Anteil denken kann, der entsteht, wenn
man besagten Keks in vier gleiche Teile zerbricht. Einen Leitfaden zu einem for-
maleren Aufbau des Zahlensystems können Sie in 2.2.5.1 finden.

Ergänzung 10.1.2.5 (Herkunft des Gleichheitszeichens). Das Gleichheitszei-
chen = scheint auf ein 1557 von Robert Recorde publiziertes Buch zurückzugehen
und soll andeuten, daß das, was auf der linken und rechten Seite dieses Zeichens
steht, so gleich ist wie die beiden Strichlein, die das uns heute so selbstverständli-
che Gleichheitszeichen bilden. Davor schrieb man statt einem Gleichheitszeichen
meist ae für „äquivalent“.

Ergänzung 10.1.2.6 (Diskussion der Notation). In Texten, in deren Konventio-
nen die Null keine natürliche Zahl ist, verwendet man meist die abweichenden
Notationen N für die Menge {1, 2, . . .} und N0 für die Menge {0, 1, 2, . . .}. Die in
diesem Text verwendete Notation N = {0, 1, 2, . . .} stimmt mit der internationa-
len Norm ISO 31-11 überein.



1556 KAPITEL 10. ANALYSIS 1

10.1.2.7. Die Bedeutung der Symbole Z und Q ist in der Mathematik weitgehend
einheitlich. Man verwendet diesen Schrifttypus auch sonst gerne für Symbole, die
in ihrer Bedeutung über große Teile der Mathematik hinweg einheitlich verwendet
werden. Bei der Bedeutung von N ist man allerdings nie ganz sicher, ob die Null
mitgemeint ist. In den Konventionen dieses Textes gilt 0 ∈ N.

10.1.2.8. Eine Menge, die nur endlich viele Elemente hat, nennen wir eine end-
liche Menge. Eine präzisere Definition dieses Konzepts wird in 3.4.1.2 gegeben.
Wir vereinbaren bereits hier, daß wir auch die leere Menge endlich nennen. Die
Zahl der Elemente einer endlichen Menge X nennen wir ihre Kardinalität oder
Mächtigkeit und notieren sie

|X|

oder card(X). In der Literatur findet man auch die Notation ]X . Für endliche
Mengen X ist demnach ihre Kardinalität stets eine natürliche Zahl |X| ∈ N und
|X| = 0 ist gleichbedeutend zu X = ∅. Ist X unendlich, so schreiben wir bis auf
weiteres kurzerhand |X| = ∞ und ignorieren in unserer Notation, daß auch un-
endliche Mengen „verschieden groß“ sein können. Für ein Beispiel für „verschie-
den große unendliche Mengen“ siehe 10.2.5.2 und für eine genauere Diskussion
des Begriffs der Kardinalität vergleiche 6.5.3.1.

Definition 10.1.2.9. Eine Menge Y heißt Teilmenge einer Menge X , wenn jedes
Element von Y auch ein Element von X ist. Man schreibt dafür Y ⊂ X oder
X ⊃ Y .

Beispiel 10.1.2.10. Die leere Menge Teilmenge jeder Menge, in Formeln ∅ ⊂ X .
{x} ⊂ X ist gleichbedeutend zu x ∈ X . Es gilt ∅ ⊂ {2, 1} ⊂ Z ⊂ Q.

10.1.2.11 (Elemente und Teilmengen). Es ist im Kontext der Mengenlehre wich-
tig, bei einer Menge X sorgfältig zu unterscheiden zwischen ihren Elementen und
ihren Teilmengen. Gegeben ein Element x ∈ X ist für uns das Element x ∈ X
etwas anderes als die Teilmenge {x} ⊂ X , die nur aus dem einzigen Element x
besteht. Gegeben eine Menge X mit einer Teilmenge Y ⊂ X sage ich auch, X
umfaßt Y . Gegeben ein Element x ∈ X sage ich, x gehört zuX . Andere Sprech-
weisen möchte ich ungern auf eine so präzise Bedeutung festlegen. Gegeben eine
Teilmenge Y ⊂ X kann man sagen, „Y sei enthalten in X“ oder „Y liege in
X“, und gegeben ein Element x ∈ X kann man auch sagen, „x sei enthalten in
X“ oder „x liege in X“. Was genau gemeint ist, gilt es dann aus dem Kontext zu
erschließen.

10.1.2.12 (Diskussion der Notation). Gegeben eine Menge X verwenden wir
die Schreibweise Y ( X als Abkürzung für (Y ⊂ X und Y 6= X). Eine von der
ganzen Menge verschiedene Teilmenge Y einer Menge X nennen wir auch eine
echte Teilmenge von X . Bei diesen Notationen folgen wir Cantor und Bourbaki,
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die sehr viel später festgelegte internationalen Norm ISO 31-11 weicht jedoch
davon ab. In der folgenden Tabelle stellen wir diese beiden Konventionen einander
gegenüber.

Cantor und Bourbaki Norm ISO 31-11 Bedeutung

⊂ ⊆ ist Teilmenge von
( ⊂ ist echte Teilmenge von

Ich ziehe die Konvention von Cantor und Bourbaki vor, weil ich sie gewohnt bin
und weil man sehr oft Teilmengen zu betrachten hat und nur vergleichsweise sel-
ten echte Teilmengen. Ich muß jedoch zugeben, daß die in diesem Text gewählte
Notation ⊂,( mit den üblichen Notationen ≤, < für Ungleichungen weniger gut
zusammenpaßt als die Konvention nach ISO 31-11.

10.1.2.13. Oft bildet man neue Mengen als Teilmengen bestehender Mengen. Ge-
bräuchlich ist dazu eine Notation, bei der man zwischen den Mengenklammern
hinter einem senkrechten Strich dazuschreibt, welche zusätzliche Eigenschaft die
Elemente einer Teilmenge haben sollte, so daß man Teilmengen Y einer Menge
X angeben kann in der Form

Y = {x ∈ X | x hat eine zusätzlich noch gewisse Eigenschaft}

Zum Beispiel gilt N = {a ∈ Z | a ≥ 0}, lies „die Menge der natürlichen Zah-
len ist die Teilmenge der Menge der ganzen Zahlen bestehend aus allen ganzen
Zahlen, die ≥ 0 sind“, und {0, 1} = {a ∈ N | a2 = a}.

Definition 10.1.2.14. Es ist auch erlaubt, die „Menge aller Teilmengen“ einer
gegebenen MengeX zu bilden. Sie heißt die Potenzmenge vonX und wirdP(X)
oder Pot(X) notiert.

Beispiel 10.1.2.15. Die Potenzmenge P({1, 2, 3}) kann man als die Menge aller
möglichen Ausgänge einer Versuchsanordnung interpretieren, bei der man drei-
mal eine Münze wirft. Dazu mag man etwa jedem Ausgang die Menge der Wurf-
nummern zuordnet, bei denen Wappen herauskam. So würde etwa dem Ausgang
WZW die Teilmenge {1, 3} zugeordnet.

10.1.2.16 (Kardinalität der Potenzmenge). Ist X eine endliche Menge, so ist
auch ihre Potenzmenge endlich und es gilt die Formel |P(X)| = 2|X|. Für die drei-
elementige Menge X = {1, 2, 3} besteht ihre Potenzmenge P(X) zum Beispiel
aus 8 = 23 Elementen und wir haben genauer

P(X) =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}

}
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Die Teilmenge {1} ⊂ {1, 2, 3}, die nur aus dem Element 1 besteht, ist also ein
Element der Potenzmenge {1} ∈ P({1, 2, 3}). Das Element 1 ist dahingegen
kein Element der Potenzmenge, sondern ein Element der ursprünglichen Menge
1 ∈ {1, 2, 3}.

Satz 10.1.2.17 (Bedeutung der Binomialkoeffizienten). Gegeben natürliche Zah-
len n, k ∈ N gibt der Binomialkoeffizient

(
n
k

)
die Zahl der k-elementigen Teilmen-

gen einer n-elementigen Menge an. In Formeln ausgedrückt haben wir unter der
Annahme |X| = n also

|{Y ⊂ X | |Y | = k}| =
(
n
k

)
Beweis. Vollständige Induktion über n. Für n = 0 gilt die Aussage, denn eine
nullelementige Menge hat genau eine k-elementige Teilmenge falls k = 0 und
keine k-elementige Teilmenge falls k ≥ 1. Nehmen wir nun an, die Aussage sei
für ein n schon bewiesen. Eine (n + 1)-elementige Menge X schreiben wir als
X = M∪{x}mit dem gleich in 10.1.3.1 formal eingeführten Vereingungszeichen
∪, wo M eine n-elementige Menge ist und x 6∈ M . Ist k = 0, so gibt es genau
eine k-elementige Teilmenge vonM∪{x}, nämlich die leere Menge. Ist k ≥ 1, so
gibt es in M ∪{x} nach Induktionsannahme genau

(
n
k

)
k-elementige Teilmengen,

die x nicht enthalten. Die k-elementigen Teilmengen dahingegen, die x enthalten,
ergeben sich durch Hinzunehmen von x aus den (k− 1)-elementigen Teilmengen
von M , von denen es gerade

(
n
k−1

)
gibt. Insgesamt hat M ∪ {x} damit also genau(

n
k

)
+
(
n
k−1

)
=
(
n+1
k

)
Teilmengen mit genau k Elementen.

10.1.2.18. Wieder scheint mir dieser Beweis in der für vollständige Induktion
typischen Weise undurchsichtig. Ich ziehe deshalb den in 10.1.1.19 gegebenen
weniger formellen Beweis vor. Man kann auch diesen Beweis formalisieren und
verstehen als Spezialfall der sogenannten „Bahnformel“, vergleiche 4.5.2.3.

10.1.2.19 (Variante zum Beweis der binomischen Formel). Wir geben nun die
versprochene präzise Formulierung unseres ersten Beweises der binomischen For-
mel 10.1.1.23. Wir rechnen dazu

(a+ b)n =
∑

Y⊂{1,2,...,n}

a|Y |bn−|Y |

Die rechte Seite soll hier in Verallgemeinerung der in 10.1.1.8 eingeführten Nota-
tion bedeuten, daß wir für jede Teilmenge Y von {1, 2, . . . , n} den angegebenen
Ausdruck a|Y |bn−|Y | nehmen und alle diese Ausdrücke aufsummieren. Dann fas-
sen wir gleiche Summanden zusammen und erhalten mit 10.1.2.17 die binomische
Formel.
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Übungen

Übung 10.1.2.20. Es gilt
∑

k

(
n
k

)
= 2n.

Übung 10.1.2.21. Man zeige (a+ b+ c)n =
∑

i+j+k=n
n!
i!j!k!

aibjck.

10.1.3 Mengenoperationen

Definition 10.1.3.1. Wir erinnern, daß wir := als Abkürzung für „ist definiert
als“ verwenden und daß „oder“ in der Mathematik stets das „nichtausschließende
oder“ meint. Gegeben zwei MengenX, Y können wir unter anderem auf folgende
Weisen neue Mengen bilden:

1. Die Vereinigung X ∪ Y := {z | z ∈ X oder z ∈ Y }, zum Beispiel ist
{1, 2} ∪ {2, 3} = {1, 2, 3};

2. Den Schnitt oder auch Durchschnitt X ∩ Y := {z | z ∈ X und z ∈ Y },
zum Beispiel ist {1, 2} ∩ {2, 3} = {2};

3. Die Differenz X\Y := {z ∈ X | z 6∈ Y }, zum Beispiel haben wir
{1, 2}\{2, 3} = {1}. Man schreibt statt X\Y auch X−Y . Ist Y eine Teil-
menge von X , so heißt X\Y das Komplement von Y in X oder ausführli-
cher die Komplementmenge;

Van-de-Ven-Diagramme für Vereinigung, Schnitt und Differenz

4. Das Produkt X × Y := {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y } oder ausführlicher
kartesische Produkt. Es gilt also (x, y) = (x′, y′) genau dann, wenn gilt
x = x′ und y = y′. Zum Beispiel haben wir

{1, 2} × {1, 2, 3} = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3)}
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Oft benutzt man für das Produkt X ×X einer Menge X mit sich selbst die
Abkürzung X2 := X × X und nennt das die Menge aller angeordneten
Paare von Elementen von X .

Zwei anschauliche Darstellungen des Produkts von zwei Mengen. Links das
Produkt einer Menge mit fünf und einer Menge mit drei Elementen. Rechts das
Produkt zweier Geradensegmente, aufgefaßt als unndliche Mengen. In beiden
Fällen wird ein Paar (x, y) ∈ X × Y dargestellt durch einen Punkt, der über x

und neben y liegt.

10.1.3.2. Eine gute Anschauung für die ersten drei Operationen liefern die soge-
nannten van-de-Ven-Diagramme, wie sie die Bilder zeigen. Sie sind allerdings
nicht zu genau zu hinterfragen, denn ob die Punkte auf einem Blatt Papier im
Sinne von Cantor „bestimmte wohlunterschiedene Objekte unserer Anschauung“
sind, scheint mir nicht ohne weiteres so klar. Wenn man jedoch jedes der schraf-
fierten Gebiete im Bild als die Menge aller darin liegenden Kreuzungspunkte auf
einem dazugedachten Millimeterpapier auffaßt und keine dieser Kreuzungspunkte
auf den Begrenzungslinien liegen, so können sie wohl schon als eine Menge im
Cantor’schen Sinne angesehen werden.

10.1.3.3. Zwei Teilmengen einer gegebenen Menge, die kein gemeinsames Ele-
ment haben, heißen disjunkt. Äquivalent dazu ist die Bedingung, daß ihr Schnitt
die leere Menge ist.

10.1.3.4 (Mehrdeutigkeiten mit dem Komma als Trenner). Die Verwendung
des Kommas als Trenner ist hier problematisch, da (1, 2) nun zweierlei bedeuten
kann: Zum einen ein Element des kartesischen Produkts N×N, zum anderen aber
auch den eingeklammerten Dezimalbruch 1,2. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt
es aus dem Kontext zu erschließen. In diesem Text werden Dezimalbrüche nur
selten vorkommen. In deutschen Schulbüchern verwendet man für angeordnete
Paare meist die abweichende Notation (x|y), um auch Paare von Dezimalbrüchen
unmißverständlich notieren zu können.

10.1.3.5 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung als „Schnitt“ kommt
wohl her von der Vorstellung des Schnitts zweier Geraden, wenn man sie als Teil-
mengen der Ebene denkt und diese hinwiederum als ein Blatt Papier, das man
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längs der einen Gerade entzweischneiden kann. Der Punkt, an dem die andere
Gerade entzweigeschnitten wird, ist dann der Schnittpunkt und der Schnitt unse-
rer beiden Geraden besteht genau aus diesem einen Punkt.

10.1.3.6 (Mengenlehre und das Bilden von Begriffen). Wir werden in unse-
rer naiven Mengenlehre die ersten drei Operationen „Vereinigung“, „Schnitt“ und
„Differenz“ aus 10.1.3.1 nur auf Teilmengen einer gemeinsamen Obermenge an-
wenden, die uns in der einen oder anderen Weise bereits zur Verfügung steht. Die
Potenzmenge und das kartesische Produkt dahingegen benutzen wir, um darüber
hinaus neue Mengen zu erschaffen. Diese Konstruktionen erlauben es, im Rah-
men der Mengenlehre so etwas wie Abstraktionen zu bilden: Wenn wir uns etwa
die Menge T aller an mindestens einem Tag der Weltgeschichte lebenden oder
gelebt habenden Tiere als eine Menge im Cantor’schen Sinne denken, so würden
wir Konzepte wie „männlich“ oder „Hund“ oder „Fleischfresser“ formal als Teil-
mengen dieser Menge alias als Elemente von P(T ) formalisieren. Das Konzept
„ist Kind von“ würde dahingegen formalisiert als eine Teilmenge K ⊂ T ×T des
kartesischen Produkts unserer Menge T mit sich selbst alias als ein Element K ∈
P(T × T ), nämlich als die Teilmenge K := {(x, y) ∈ T × T | x ist Kind von y}.
10.1.3.7. Für das Rechnen mit Mengen überlegt man sich die folgenden Regeln,
die ich gleich mit ihren üblichen Bezeichnungen angebe:

Assoziativgesetze: X ∩ (Y ∩ Z) = (X ∩ Y ) ∩ Z
X ∪ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y ) ∪ Z

Distributivgesetze: X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z)
X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z)

de Morgan’sche Regeln: X\(Y ∪ Z) = (X\Y ) ∩ (X\Z)
X\(Y ∩ Z) = (X\Y ) ∪ (X\Z)

Komplement der Differenzmenge: X\(X\Y ) = X ∩ Y

Eine gute Anschauung für diese Regeln liefern die van-de-Ven-Diagramme, wie
die Bilder zeigen. Das liegt daran, daß alle acht möglichen Lagen in Bezug auf
unsere drei Mengen in diesen Diagrammen als Flächen zu sehen sind.

10.1.3.8. Ich zeige beispielhaft die Regel X ∪ (Y ∩Z) = (X ∪Y )∩ (X ∪Z). Es
reicht, statt der Gleichheit die beiden Inklusionen ⊂ und ⊃ zu zeigen.

Ich beginne mit ⊂. Sicher gilt (Y ∩ Z) ⊂ Y , also auch X ∪ (Y ∩ Z) ⊂ X ∪ Y .
Ebenso zeigt man X ∪ (Y ∩ Z) ⊂ X ∪ Z und damit folgt schon mal ⊂.

Bleibt noch ⊃ zu zeigen. Das will mir nur durch Betrachtung von Elementen
gelingen. Gegeben a ∈ (X∪Y )∩ (X∪Z) gilt entweder a ∈ X oder a 6∈ X . Falls
a ∈ X haben wir eh a ∈ X∪(Y ∩Z). Falls a 6∈ X folgt aus a ∈ (X∪Y )∩(X∪Z)
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X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z) X \ (Y ∩ Z) = (X \ Y ) ∪ (X \ Z)
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erst a ∈ (X ∪ Y ) und dann a ∈ Y und weiter erst a ∈ (X ∪ Z) und dann a ∈ Z,
also a ∈ Y ∩ Z ⊂ X ∪ (Y ∩ Z). Wir haben somit gezeigt, daß jedes Element a
von (X ∪ Y )∩ (X ∪Z) auch zu X ∪ (Y ∩Z) gehört. Damit folgt die behauptete
Inklusion ⊃.

Ergänzung 10.1.3.9 (Das Russell’sche Paradoxon). Ich will nicht verschweigen,
daß der in diesem Abschnitt dargestellte naive Zugang zur Mengenlehre durchaus
begriffliche Schwierigkeiten mit sich bringt: Zum Beispiel darf die GesamtheitM
aller Mengen nicht als Menge angesehen werden, da wir sonst die „Menge aller
Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten“, gegeben durch die formel-
hafte Beschreibung N = {A ∈ M | A 6∈ A}, bilden könnten. Für diese Menge
kann aber weder N ∈ N noch N 6∈ N gelten. Diese Art von Schwierigkeiten
kann erst ein formalerer Zugang klären und auflösen, bei dem man unsere naiven
Vorstellungen durch Ketten von Zeichen aus einem wohlbestimmten endlichen
Alphabet ersetzt und unsere Vorstellung von Wahrheit durch die Verifizierbarkeit
vermittels rein algebraischer „erlaubter Manipulationen“ solcher Zeichenketten,
die in „Axiomen“ festgelegt werden. Diese Verifikationen kann man dann durch-
aus auch einer Rechenmaschine überlassen, so daß wirklich auf „objektivem“ We-
ge entschieden werden kann, ob ein „Beweis“ für die „Richtigkeit“ einer unserer
Zeichenketten in einem vorgegebenen axiomatischen Rahmen stichhaltig ist. Al-
lerdings kann in derartigen Systemen von einer Zeichenkette algorithmisch nur
entschieden werden, ob sie eine „sinnvolle Aussage“ ist, nicht aber, ob sie „bewie-
sen“ werden kann. Noch viel stärker zeigt der Unvollständigkeitssatz von Gödel,
daß es in einem derartigen axiomatischen Rahmen, sobald er reichhaltig genug
ist für eine Beschreibung des Rechnens mit natürlichen Zahlen, stets sinnvolle
Aussagen gibt derart, daß entweder sowohl die Aussage als auch ihre Verneinung
oder aber weder die Aussage noch ihre Verneinung bewiesen werden können. Mit
diesen und ähnlichen Fragestellungen beschäftigt sich die Logik.

Vorschau 10.1.3.10 (Weitere Konstruktionen der Mengenlehre). Um mich nicht
dem Vorwurf auszusetzen, während des Spiels die Spielregeln ändern zu wollen,
sei bereits hier erwähnt, was noch hinzukommen soll. Die einzigen grundlegenden
Konstruktionen, die noch fehlen, sind das Bilden der „disjunkten Vereinigung“
und des „kartesischen Produkts“ zu einer „beliebigen Mengenfamilie“ in 4.7.7.17
und 4.7.7.7. In ?? besprechen wir weiter Schnitt und Vereinigung einer „belie-
bigen Familie von Teilmengen einer gegebenen Menge“. In 3.1.9 werden einige
weniger offensichtliche Argumentationen im Zusammenhang mit dem sogenann-
ten „Zorn’schen Lemma“ erläutert, die meines Erachtens bereits an den Rand des-
sen gehen, was man in unserem informellen Rahmen der naiven Mengenlehre als
Argumentation noch vertreten kann. In 3.4.1 wird die Konstruktion der natürli-
chen Zahlen im Rahmen der Mengenlehre diskutiert, insbesondere geben wir erst
dort eine formale Definition des Begriffs einer endlichen Menge. Sicher ist es in
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Aus X = X1 ∪X2 und Y = Y1 ∪ Y2 folgt noch lange nicht
X × Y = (X1 × Y1) ∪ (X2 × Y2)
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gewisser Weise unbefriedigend, das Fundament des Hauses der Mathematik erst
fertigzustellen, wenn bereits erste Stockwerke stehen und bewohnt sind. Anderer-
seits will ich aber auch vermeiden, daß Sie mir auf einem gewaltigen Fundament,
das die ganze Mathematik tragen kann, im ersten Winter(semester) jämmerlich
erfrieren.

10.1.3.11 (Der Sinn von Genauigkeit und sorgfältiger Sprache). Ich könnte
mir gut vorstellen, daß verschiedene meiner Leser denken, diese ganze Pedanterie
sei doch eigentlich überflüssig und jetzt sollten wir doch einfach mal fröhlich los-
rechnen wie das in der Schule ja auch sehr gut ging. Ich will hier erklären, warum
Pedanterie in diesem Zusammenhang wichtig ist. Viele von Ihnen werden wissen,
wie man mit einem einfachen Blatt Papier zum Mond kommt: 42-mal Falten und
draufsteigen, das war’s schon. So ähnlich ist es in der Mathematik: Etwas völlig
Banales wie die naive Mengenlehre wird in den etwa dreißig Vorlesungsdoppel-
stunden des Wintersemesters jedes Mal auf’s neue gefaltet und wenn Sie dann
am Ende des Wintersemesters zurückblicken, kann Ihnen schon leicht schwind-
lig werden. Das funktioniert mit wirklichem Papier nur eingeschränkt, aber wenn
man sehr festes und glattes „Gedankenpapier“ nimmt, und solches Gedankenpa-
pier ist eben gerade die Mengenlehre, dann klappt es verblüffend gut. Man muß
dazu aber mit der Herstellung dieses Gedankenpapiers ebenso wie beim Falten
sorgfältig sein bis zur Pedanterie, denn auch die kleinste Ungeschicklichkeit ver-
vielfacht sich bei diesem Vorgehen mit derselben Schnelligkeit wie die gedankli-
che Höhe und bringt, eh man sich’s versieht, alles zum Einsturz.

Übungen

Übung 10.1.3.12. Sind X und Y endliche Mengen, so gilt für die Kardinalitäten
|X × Y | = |X| · |Y | und |X ∪ Y | = |X|+ |Y | − |X ∩ Y |.

10.1.4 Abbildungen

Definition 10.1.4.1. Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung f : X → Y ist eine
Zuordnung, die jedem Element x ∈ X genau ein Element f(x) ∈ Y zuordnet,
das Bild von x unter f , auch genannt der Wert von f an der Stelle x. Man spricht
dann auch vom Auswerten der Funktion f an der Stelle x oder vom Einsetzen
von x in f und schreibt manchmal abkürzend f(x) = fx.

10.1.4.2. Wem das zu vage ist, der mag die alternative Definition vorziehen, nach
der eine Abbildung f : X → Y eine Teilmenge f ⊂ X × Y ist derart, daß es
für jedes x ∈ X genau ein y ∈ Y gibt mit (x, y) ∈ f . Dies eindeutig bestimmte
y schreiben wir dann f(x) und sind auf einem etwas formaleren Weg wieder an
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Eine Abbildung einer Menge mit
fünf in eine mit drei Elementen

demselben Punkt angelangt. In unseren Konventionen nennen wir besagte Teil-
menge den Graphen von f und notieren sie mit dem Symbol Γ (sprich: Gamma),
einem großen griechischen G, und schreiben

Γ(f) := {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊂ X × Y

Der Graph der oben angegebenen
Abbildung, wobei das X oben mit

dem X hier identifiziert wurde
durch „Umkippen nach Rechts“

Definition 10.1.4.3. Ist f : X → Y eine Abbildung, so nennen wir X ihren
Definitionsbereich und Y ihren Wertebereich. Zwei Abbildungen nennen wir
gleich, wenn sie denselben Definitionsbereich X , denselben Wertebereich Y und
dieselbe Abbildungsvorschrift f ⊂ X × Y haben.

10.1.4.4 (Die Notationen→ und 7→). Wir notieren Abbildungen oft in der Form

f : X → Y
x 7→ f(x)

und in verschiedenen Verkürzungen dieser Notation. Zum Beispiel sprechen wir
von „einer Abbildung N → N von der Menge der natürlichen Zahlen in sich
selber“ oder „der Abbildung n 7→ n3 von der Menge der natürlichen Zahlen in
sich selber“. Wir benutzen unsere zwei Arten von Pfeilen → und 7→ auch im
allgemeinen in derselben Weise.
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Beispiel 10.1.4.5. Für jede Menge X haben wir die identische Abbildung oder
Identität

id = idX : X → X
x 7→ x

Ein konkreteres Beispiel für eine Abbildung ist das Quadrieren

q : Z → Z
n 7→ n2

Beispiel 10.1.4.6. Gegeben zwei MengenX, Y erklärt man die Projektionsabbil-
dungen oder Projektionen prX : X ×Y → X beziehungsweise prY : X ×Y →
Y durch die Vorschrift (x, y) 7→ x beziehungsweise (x, y) 7→ y. In manchen Zu-
sammenhängen notiert man sie auch abweichend pr1 und pr2 für die „Projektion
auf die erste beziehungsweise zweite Komponente“.

10.1.4.7 (Konstanten und konstante Abbildungen). Gegeben ein festes c ∈ Y
schreiben wir oft auch kurz c für die konstante Abbildung X → Y gegeben
durch x 7→ c für alle x ∈ X . Damit verbunden ist die Hoffnung, daß aus dem
Kontext klar wird, ob im Einzelfall die Abbildung c : X → Y oder das Element
c ∈ Y gemeint sind.

Definition 10.1.4.8. Sei f : X → Y eine Abbildung.

1. f heißt injektiv oder eine Injektion, wenn aus x 6= x′ folgt f(x) 6= f(x′).
Gleichbedeutend ist die Forderung, daß es für jedes y ∈ Y höchstens ein
x ∈ X gibt mit f(x) = y. Injektionen schreibt man oft ↪→.

Eine Injektion

2. f heißt surjektiv oder eine Surjektion, wenn es für jedes y ∈ Y mindestens
ein x ∈ X gibt mit f(x) = y. Surjektionen schreibt man manchmal�.

3. f heißt bijektiv oder eine Bijektion, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Gleichbedeutend ist die Forderung, daß es für jedes y ∈ Y genau ein x ∈ X
gibt mit f(x) = y. Bijektionen schreibt man oft ∼→.
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Eine Surjektion

Eine Bijektion
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Definition 10.1.4.9. Sind drei Mengen X, Y, Z gegeben und dazwischen Abbil-
dungen f : X → Y und g : Y → Z, so definieren wir die Verknüpfung unserer
Abbildungen f und g, eine Abbildung g ◦ f : X → Z, durch die Vorschrift

g ◦ f : X → Z
x 7→ g(f(x))

10.1.4.10 (Diskussion der Notation). Die Notation g ◦ f , sprich „g nach f“, für
„erst f , dann g“ ist gewöhnungsbedürftig, erklärt sich aber durch die offensichtli-
che Formel (g◦f)(x) = g(f(x)). Ich sage, g◦f entstehe aus g durch Vorschalten
von f und aus f durch Nachschalten von g. Oft kürzt man auch g ◦ f mit gf ab.
Mit dieser Abkürzung muß man jedoch sorgsam umgehen, da im Fall von zwei
Abbildungen f, g von derselben Menge in einen Zahlbereich, etwa f, g : X → Q,
der Ausdruck fg vielmehr für die Abbildung x 7→ f(x)g(x) reserviert ist, das
sogenannte „punktweise Produkt“ unserer beiden Funktionen.

Beispiel 10.1.4.11. Betrachten wir zusätzlich zum Quadrieren q : Z → Z die
Abbildung t : Z→ Z, x 7→ x+ 1, so gilt (q ◦ t)(x) = (x+ 1)2 aber (t ◦ q)(x) =
x2 + 1.

10.1.4.12. Ist X ⊂ Y eine Teilmenge, so ist die Einbettung oder Inklusion i :
X → Y , x 7→ x stets injektiv. Ist g : Y → Z eine Abbildung und X ⊂ Y eine
Teilmenge, so nennen wir die Verknüpfung g ◦ i von g mit der Inklusion auch die
Einschränkung von g auf X und notieren sie

g ◦ i =: g|X = g|X : X → Z

Oft bezeichnen wir eine Einschränkung aber auch einfach mit demselben Buchsta-
ben g in der Hoffnung, daß der Leser aus dem Kontext erschließen kann, welche
Abbildung genau gemeint ist. Das ist nicht ganz unproblematisch: So ist etwa un-
sere Abbildung q : Z → Z, n 7→ n2 nicht injektiv, ihre Restriktion q|N zu einer
Abbildung q : N→ Z ist aber durchaus injektiv.

Beispiele 10.1.4.13. Unsere Abbildung q : Z → Z, n 7→ n2 ist weder injektiv
noch surjektiv. Die Identität id : X → X ist stets bijektiv. Sind X und Y endliche
Mengen, so gibt es genau dann eine Bijektion von X nach Y , wenn X und Y
dieselbe Kardinalität haben, in Formeln |X| = |Y |.

Satz 10.1.4.14. Seien f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen.

1. Ist g ◦ f injektiv, so ist f injektiv;

2. Sind g und f injektiv, so auch g ◦ f .

Beweis. Übung.
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Satz 10.1.4.15. Seien f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen.

1. Ist g ◦ f surjektiv, so ist g surjektiv;

2. Sind g und f surjektiv, so auch g ◦ f .

Beweis. Übung.

10.1.4.16 (Umkehrabbildung). Ist f : X
∼→ Y eine bijektive Abbildung, so ist

offensichtlich die Menge {(f(x), x) ∈ Y × X | x ∈ X} im Sinne von 10.1.4.2
eine Abbildung oder, vielleicht klarer, der Graph einer Abbildung Y → X . Die-
se Abbildung in die Gegenrichtung heißt die Umkehrabbildung oder Umkehr-
funktion oder auch die inverse Abbildung zu f und wird mit f−1 : Y → X
bezeichnet. Offensichtlich ist mit f auch f−1 eine Bijektion.
10.1.4.17 (Diskussion der Notation). Mit dem vorhergehenden haben wir schon
eine dritte mögliche Bedeutung für das Symbol f−1 kennengelernt. Was im Ein-
zelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschließen.
Beispiel 10.1.4.18. Die Umkehrabbildung unserer Bijektion t : Z→ Z, x 7→ x+1
ist die Abbildung t−1 : Z→ Z, x 7→ x− 1.

Satz 10.1.4.19 (Bedeutung der Fakultät). Sind X und Y zwei Mengen mit je n
Elementen, so gibt es genau n! bijektive Abbildungen f : X

∼→ Y .

Beweis. Sei X = {x1, . . . , xn}. Wir haben n Möglichkeiten, ein Bild für x1 aus-
zusuchen, dann noch (n− 1) Möglichkeiten, ein Bild für x2 auszusuchen, und so
weiter, bis schließlich nur noch 1 Element von Y als mögliches Bild von xn in
Frage kommt. Insgesamt gibt es also n(n− 1) · · · 1 = n! Möglichkeiten für f . Da
wir 0! = 1 vereinbart hatten, stimmt unser Satz auch für n = 0.

Übungen

Übung 10.1.4.20. Gegeben eine Bijektion f : X → Y ist g = f−1 die einzige
Abbildung g : Y → X mit f ◦ g = idY . Ebenso ist auch h = f−1 die einzige
Abbildung h : Y → X mit h ◦ f = idX .
Ergänzende Übung 10.1.4.21. Gegeben endliche Mengen X, Y gibt es genau
|Y ||X| Abbildungen von X nach Y und unter diesen Abbildungen sind genau
|Y |(|Y | − 1)(|Y | − 2) . . . (|Y | − |X|+ 1) Injektionen.
Ergänzende Übung 10.1.4.22. Sei X eine Menge mit n Elementen und seien na-
türliche Zahlen α1, . . . , αr ∈ N gegeben mit n = α1 + . . . + αr. Man zeige: Es
gibt genau n!/(α1! · · ·αr!) Abbildungen f : X → {1, . . . , r}, die jedes i genau
αi-mal als Wert annehmen, in Formeln

n!

α1! · · ·αr!
= card{f | |f−1(i)| = αi für i = 1, . . . r}
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Ergänzung 10.1.4.23. Manche Autoren bezeichnen die Zahlen aus der vorherigen
Übung 10.1.4.22 als Multinomialkoeffizienten und verwenden die Notation(

n

α1; . . . ;αr

)
:=

n!

α1! · · ·αr!
Mich überzeugt diese Notation nicht, da sie im Gegensatz zur Notation für Bino-
mialkoeffizienten nichts kürzer macht.
Ergänzende Übung 10.1.4.24. Man zeige die Formel

(x1 + . . .+ xr)
n =

∑
α1+...+αr=n

n!

α1! · · ·αr!
xα1

1 · · ·xαrr

Hier ist zu verstehen, daß wir für alle α1, . . . , αr ∈ N mit α1 + . . . + αr = n den
angegebenen Ausdruck nehmen und alle diese Ausdrücke aufsummieren.
Ergänzende Übung 10.1.4.25. Sei X eine Menge mit n ≥ 1 Elementen und sei m
eine natürliche Zahl. Man zeige, daß es genau

(
n+m−1
n−1

)
Abbildungen f : X → N

gibt mit
∑

x∈X f(x) = m. Hinweis: Man denke sich X = {1, 2, . . . , n} und
veranschauliche sich dann f als eine Folge auf f(1) Punkten gefolgt von einem
Strich gefolgt von f(2) Punkten gefolgt von einem Strich und so weiter, insgesamt
also eine Folge aus n+m− 1 Symbolen, davon m Punkten und n− 1 Strichen.

Eine Abbildung f : {1, 2, . . . , n} → N im Fall n = 6 mit Wertesumme m = 10
und die Veranschaulichung nach der Vorschrift aus Übung 10.1.4.25 als Folge

bestehend aus m Punkten und n− 1 Strichen.

10.1.5 Mengen mit Verknüpfung
Definition 10.1.5.1. Eine Verknüpfung> auf einer MengeX ist eine Abbildung

X ×X → X
(x, y) 7→ x>y
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Jedem angeordneten Paar (x, y) mit x, y ∈ X wird also ein Element (x>y) ∈ X
zugeordnet. Eine Menge mit Verknüpfung heißt ein Magma.

Man kann Verknüpfungen auf
endlichen Mengen darstellen durch
ihre Verknüpfungstafel. Hier die

Verknüpfungstafel der Verknüpfung
min auf der Menge {0, 1, 2, 3, 4}.
Man muß sich dazu einigen, ob im
Kästchen aus der Spalte m und der

Zeile n nun m>n oder vielmehr
n>m stehen soll. Bei einer

kommutativen Verknüpfung wie
min macht das aber kinen

Unterschied.

10.1.5.2. Das unverfängliche Symbol > benutze ich, um mich an dieser Stelle
noch nicht implizit auf einen der Standardfälle Addition oder Multiplikation fest-
legen zu müssen.

Beispiele 10.1.5.3. 1. Die Addition von ganzen Zahlen ist eine Verknüpfung

Z× Z → Z
(m,n) 7→ m+ n

2. Die Multiplikation von ganzen Zahlen ist eine Verknüpfung

Z× Z → Z
(m,n) 7→ m · n

3. Die Zuordnung min, die jedem Paar von natürlichen Zahlen die kleinere
zuordnet, wenn sie verschieden sind, und eben diese Zahl min(n, n) = n,
wenn sie gleich sind, ist eine Verknüpfung

min : N× N → N
(m,n) 7→ min(m,n)

4. Die Subtraktion von ganzen Zahlen ist eine Verknüpfung

Z× Z → Z
(m,n) 7→ m− n
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5. Logische Operationen wie „und“, „oder“, „impliziert“ können als Verk-
nüpfungen auf der zweielementigen Menge {Wahr,Falsch} aufgefaßt wer-
den. Die zugehörigen Verknüpfungstabellen heißen Wahrheitstafeln. Bei
einem formalen Zugang werden diese Tafeln, wie sie für „und“ und „oder“
auf der vorhergehenden Seite zu finden sind, zur Definition der jeweiligen
Begriffe.

Die Wahrheitstafeln für „und“ und „oder“. Gemeint ist hier wie stets in der
Mathematik das „nichtausschließende oder“. Sagen wir, es gelte A oder B, so ist

insbesondere auch erlaubt, daß beides gilt. Bei der Wahrheitstafel für das
„ausschließende oder“ müßte oben links als Verknüpfung von „Wahr“ mit

„Wahr“ ein „Falsch“ stehen.

10.1.5.4. Eine Verknüpfung > auf einer Menge X heißt assoziativ, wenn gilt

x>(y>z) = (x>y)>z ∀x, y, z ∈ X

Im Fall einer assoziativen Verknüpfung liefern auch ungeklammerte Ausdrücke
der Form x1>x2> . . .>xn wohlbestimmte Elemente von X , und zwar ist genauer
das Resultat unabhängig davon, wie wir die Klammern setzen. Wir führen das hier
nicht weiter aus und verweisen stattdessen auf 2.2.1.10.

10.1.5.5. Eine Verknüpfung> auf einer MengeX heißt kommutativ oder abelsch,
wenn gilt

x>y = y>x ∀x, y ∈ X

Die Bezeichnung „abelsch“ ehrt den norwegischen Mathematiker Nils Henrik
Abel.

Beispiele 10.1.5.6. Die Addition und Multiplikation auf Z sind assoziativ und
kommutativ. Für das Minimum in N gilt dasselbe. Die Subtraktion auf Z ist weder
kommutativ noch assoziativ.

Definition 10.1.5.7. Gegeben eine Menge mit Verknüpfung (X,>) heißt ein Ele-
ment e ∈ X ein neutrales Element von (X,>), wenn gilt

e>x = x>e = x ∀x ∈ X
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10.1.5.8 (Eindeutigkeit neutraler Elemente). Gegeben eine Menge mit Ver-
knüpfung (X,>) kann es höchstens ein neutrales Element e geben, denn für jedes
weitere Element e′ mit e′>x = x>e′ = x ∀x ∈ X haben wir e′ = e′>e = e.
Wir dürfen also den bestimmten Artikel verwenden und in einer Menge mit Verk-
nüpfung von dem neutralen Element reden und es mit eX bezeichnen.

Beispiele 10.1.5.9. Das neutrale Element von (Z,+) ist die Null 0 ∈ Z. Das
neutrale Element von (Z, ·) ist die Eins 1 ∈ Z.

Definition 10.1.5.10. Ein Monoid ist eine Menge mit einer assoziativen Verknüp-
fung, in der es ein neutrales Element gibt.

10.1.5.11. Das Wort „Monoid“ ist wohl von griechisch „µoνoς“ für „allein“ ab-
geleitet: Ein Monoid besitzt nur eine einzige Verknüpfung.

10.1.5.12 (Gebräuchliche Notationsschemata für Monoide). (1) Notiert man in
einem Monoid M die Verknüpfung mit dem Symbol +, so notiert man das neu-
trale Element meist 0M oder abkürzend 0 und nennt es das Null-Element oder
abkürzend die Null und spricht von einem additiv notierten Monoid. Nur kom-
mutative Monoide werden additiv notiert.

(2) Notiert man in einem Monoid M die Verknüpfung mit einem eher runden
Symbol wie · oder ◦ oder ∗ oder auch einfach durch Hintereinanderschreiben, so
notiert man das neutrale Element oft 1M oder abkürzend 1 und nennt es das Eins-
Element oder abkürzend die Eins und spricht von einem multiplikativ notierten
Monoid.

Beispiele 10.1.5.13. Die natürlichen Zahlen bilden mit der Addition ein Monoid
(N,+) mit neutralem Element 0. Sie bilden mit der Multiplikation ein Monoid
(N, ·) mit neutralem Element 1.

10.1.5.14 (Iterierte Verknüpfungen). Sei (A,>) ein Monoid. Ist n ∈ N eine
natürliche Zahl und a ∈ A, so schreiben wir

n>a := a>a> . . .>a︸ ︷︷ ︸
n-mal

für n ≥ 1 und setzen ergänzend 0>a := eA. Dann gelten offensichtlich für alle
m,n ∈ N und a, b ∈ A mit a>b = b>a die Regeln

1. (n+m)>a = (n>a)>(m>a)

2. (nm)>a = n>(m>a)

3. n>(a>b) = (n>a)>(n>b)
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Beispiel 10.1.5.15 (Iterieren in additiv notierten Monoiden). Im Fall additiv
notierter Monoide schreibt man statt n>a meist na. Unsere drei Regeln werden
dann (n+m)a = (na) + (ma), (nm)a = n(ma) und n(a+ b) = (na) + (nb) und
unsere Konvention 0>a = eM nimmt die Gestalt 0a = 0M an. Wenn ich es genau
nehmen will, schreibe ich in diesem Fall n+a statt na.

Beispiel 10.1.5.16 (Iterieren in multiplikativ notierten Monoiden). Im Fall mul-
tiplikativ notierter Monoide schreibt man statt n>a meist an. Unsere drei Regeln
werden dann an+m = (an)(am), anm = (an)m und (ab)n = (an)(bn) falls ab = ba
und unsere Konvention 0>a = eM nimmt die Gestalt a0 = 1M an.

10.1.5.17. Die natürlichen, ja die ganzen Zahlen, ja sogar die rationalen Zahlen
mit Multiplikation und Addition nehmen wir hier als gegeben hin ebenso wie die
Tatsache, daß in diesem Fall die n-fach iterierte Addition gerade die Multiplikati-
on ist. Den Aufbau dieser Strukturen aus der Mengenlehre diskutieren wir erst in
3.4.1.

Definition 10.1.5.18. 1. Ist (M,>) ein Monoid und a ∈ M ein Element, so
nennen wir ein weiteres Element ā ∈M invers zu a, wenn gilt a>ā = e =
ā>a für e ∈ M das neutrale Element unseres Monoids. Ein Element eines
Monoids, das ein Inverses besitzt, heißt invertierbar;

2. Eine Gruppe ist ein Monoid, in dem jedes Element ein Inverses besitzt;

3. Eine kommutative Gruppe oder abelsche Gruppe ist eine Gruppe, deren
Verknüpfung kommutativ ist.

Beispiele 10.1.5.19. Von unseren Beispielen 10.1.5.3 für Mengen mit Verknüpfung
oben ist nur (Z,+) eine Gruppe, und diese Gruppe ist kommutativ. Ein anderes
Beispiel für eine kommutative Gruppe ist die Menge Q der rationalen Zahlen mit
der Addition als Verknüpfung, ein weiteres die Menge Q\{0} der von Null ver-
schiedenen rationalen Zahlen mit der Multiplikation als Verknüpfung. Auch jedes
einelementige Monoid ist eine Gruppe.

10.1.5.20. Der Begriff einer „Gruppe“ wurde von Évariste Galois (1811-1832) in
die Mathematik eingeführt. Er verwendet den Begriff „Gruppe von Transforma-
tionen“ sowohl in der Bedeutung einer „Menge von bijektiven Selbstabbildungen
einer gegebenen Menge“ als auch in der Bedeutung einer „Menge von bijekti-
ven Selbstabbildungen einer gegebenen Menge, die abgeschlossen ist unter Ver-
knüpfung und Inversenbildung“, und die damit in der Tat ein Beispiel für eine
Gruppe im Sinne der obigen Definition bildet. Unsere obige Definition 10.1.5.18
geht auf eine Arbeit von Arthur Cayley aus dem Jahre 1854 mit dem Titel „On
the theory of groups as depending on the symbolic equation θn = 1“ zurück und
wurde damit formuliert, bevor Cantor die Sprache der Mengenlehre entwickelte.
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Die Terminologie „abelsche Gruppe“ wurde zu Ehren des norwegischen Mathe-
matikers Niels Hendrik Abel eingeführt.

Lemma 10.1.5.21. Jedes Element eines Monoids besitzt höchstens ein Inverses.

Beweis. Aus a>ā = e und b>a = e folgt durch Anwenden von b> auf die erste
Gleichung mit dem Assoziativgesetz sofort ā = b.

10.1.5.22. Wir dürfen also den bestimmten Artikel benutzen und von nun an von
dem Inversen eines Elements eines Monoids und insbesondere auch einer Gruppe
reden.

Beispiel 10.1.5.23 (Invertieren in additiv notierten Monoiden). Im Fall addi-
tiv notierter Monoide schreibt man statt ā meist −a und nennt dieses „additive
Inverse“ das Negative von a. Üblich ist in diesem Kontext auch die Abkürzung
a− b := a+ (−b).

Beispiel 10.1.5.24 (Invertieren in multiplikativ notierten Monoiden). Im Fall
multiplikativ notierter Monoide bleiben wir vorerst bei unserer Notation ā.

10.1.5.25 (Zweimaliges Invertieren). Gegeben ein invertierbares Element ist of-
fensichtlich auch sein Inverses invertierbar und das Inverse des Inversen ist wieder
das ursprüngliche Element, in Formeln ¯̄a = a. In additiver Notation liest sich das
−(−a) = a.

Lemma 10.1.5.26. Sind a und b invertierbare Elemente eines Monoids, so ist auch
a>b invertierbar mit Inversem (a>b) = b̄>ā.

Beweis. In der Tat rechnen wir schnell (a>b)>(b̄>ā) = e = (b̄>ā)>(a>b).
Diese Formel ist auch aus dem täglichen Leben vertraut: Wenn man sich morgends
zuerst die Strümpfe anzieht und dann die Schuhe, so muß man abends zuerst die
Schuhe ausziehen und dann die Strümpfe.

10.1.5.27. In additiver Notation liest sich das −(a + b) = (−b) + (−a) oder, da
additiv notierte Monoide stets als abelsch angenommen werden, gleichbedeutend
−(a+ b) = (−a) + (−b).

10.1.5.28 (Gruppe der invertierbaren Elemente eines Monoids). Die invertier-
baren Elemente eines Monoids bilden offensichtlich stets eine Gruppe. Für die
Gruppe der invertierbaren Elemente eines multiplikativ notierten MonoidsM ver-
wenden wir die Notation M×.

10.1.5.29 (Negativ iterierte Verknüpfung invertierbarer Elemente). Ist (A,>)
ein Monoid und a ∈ A invertierbar, so erweitern wir unsere Notation n>a aus
10.1.5.14 weiter auf alle ganzen Zahlen n ∈ Z, indem wir für n negativ setzen
n>a := (−n)>ā. Dann gelten offensichtlich sogar für alle m,n ∈ Z und a, b ∈
A× mit a>b = b>a die für m,n ∈ N bereits aus 10.1.5.14 bekannten Regeln
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1. (n+m)>a = (n>a)>(m>a)

2. (nm)>a = n>(m>a)

3. n>(a>b) = (n>a)>(n>b)

10.1.5.30 (Negativ iterierte Verknüpfung in additiver Notation). Im Fall ad-
ditiv notierter Monoide erweitern wir unsere Notation na := n>a für Elemente
a mit Negativem auf alle n ∈ Z und finden für jedes Element a mit Negati-
vem insbesondere (−1)a = −a sowie die Regeln (n + m)a = (na) + (ma),
(nm)a = n(ma) und n(a+ b) = (na) + (nb) für alle n,m ∈ Z und alle Elemente
a, b mit Negativem. Wenn ich es genau nehmen will, schreibe ich auch hier n+a.

10.1.5.31 (Negativ iterierte Verknüpfung in multiplikativer Notation). Im Fall
multiplikativ notierter Monoide erweitern wir unsere Notation an := n>a für in-
vertierbare Elemente a auf alle n ∈ Z und finden für jedes invertierbare Ele-
ment a insbesondere a−1 = ā. Das nehmen wir hinfort als unsere übliche No-
tation für multiplikative Inverse. Unsere drei Regeln erhalten dann die Gestalt
an+m = (an)(am), anm = (an)m und (ab)n = (an)(bn) für alle n,m ∈ Z und a, b
invertierbar mit ab = ba.

Definition 10.1.5.32. Seien (A,>) und (B,⊥) Magmas. Ein Homomorphismus
von Magmas ist eine Abbildung ϕ : A→ B mit

ϕ(x>y) = ϕ(x) ⊥ ϕ(y) ∀x, y ∈ A

Definition 10.1.5.33. Seien (A,>) und (B,⊥) Monoide. Ein Homomorphismus
von Monoiden ist ein Magmahomomorphismus ϕ : A → B, der das neutrale
Element auf das neutrale Element abbildet.

Definition 10.1.5.34. Seien (A,>) und (B,⊥) Gruppen. Ein Homomorphismus
von Gruppen ist ein Monoidhomomorphismus ϕ : A→ B.

Beispiele 10.1.5.35. 1. Die Multiplikation mit einer festen Zahl a ∈ Z ist ein
Gruppenhomomorphismus (a·) : (Z,+)→ (Z,+).

2. Das Potenzieren n 7→ qn ist für alle q ∈ Q ein Monoidhomomorphis-
mus (N,+) → (Q, ·) und für q 6= 0 sogar ein Gruppenhomomorphismus
(Z,+)→ (Q, ·).

3. Allgemeiner ist für jedes Element q eines Monoids (M,>) das Iterieren
n 7→ n>q ein Monoidhomomorphismus (N,+) → (M,>), ja der einige
Monoidhomomorphismus mit 1 7→ q, und für invertierbares q sogar ein
Monoidhomomorphismus (Z,+)→ (M,>), wieder der einzige mit 1 7→ q.
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10.1.5.36. Ein Isomorphismus bezeichnet einen bijektiven Homomorphismus,
dessen Umkehrabbildung auch ein Homomorphismus für die jeweiligen Struktu-
ren ist. Im Fall von Magmas oder Monoiden ist jeder bijektive Homomorphismus
ein Isomorphismus. Ein erstes Beispiel für einen bijektiven Homomorphismus,
der kein Isomorphismus ist, lernen wir in 10.2.2.4 im Zusammenhang mit teilge-
ordneten Mengen kennen.

Übungen

Übung 10.1.5.37. In einer Gruppe (G,>) ist das neutrale Element e ∈ G das
einzige Element x ∈ G mit x>x = x. Jeder Magmahomomorpismus von einem
Monoid in eine Gruppe ist bereits ein Monoidhomomorphismus.

Übung 10.1.5.38. Sei Z eine Menge. Das Schneiden von Teilmengen ist eine Ver-
knüpfung

∩ : P(Z)× P(Z) → P(Z)
(A,B) 7→ A ∩B

auf der Potenzmenge. Dasselbe gilt für die Vereinigung und das Bilden der Diffe-
renzmenge. Welche dieser Verknüpfungen sind kommutativ oder assoziativ? Wel-
che besitzen neutrale Elemente?

Ergänzende Übung 10.1.5.39. Man gebe die Wahrheitstafeln für ⇒ und ⇔ an.
Bezeichne weiter ¬ : {Wahr,Falsch} → {Wahr,Falsch} die „Verneinung“. Man
zeige, daß die Formel

(A⇒ B)⇔ ((¬B)⇒ (¬A))

beim Einsetzen beliebiger Wahrheitswerte aus {Wahr,Falsch} für A und B stets
den Wert Wahr ausgibt.

Übung 10.1.5.40. Ein Element a eines Monoids M ist invertierbar genau dann,
wenn es b, c ∈M gibt mit b>a = e = a>c für e das neutrale Element.

Übung 10.1.5.41 (Kürzen). Sind a, b, c Elemente eines Monoids und ist a inver-
tierbar, so folgt aus a>b = a>c bereits b = c. Ebenso folgt aus b>a = c>a
bereits b = c.

Übung 10.1.5.42. Gegeben eine Menge Z ist das Bilden des Komplements ein
Monoidhomomorphismus (P(Z),∩)→ (P(Z),∪).

Übung 10.1.5.43. Jeder Monoidhomomorphismus M → N bildet invertierbare
Elemente auf invertierbare Elemente ab und induziert so einen Gruppenhomo-
morphismus M× → N×.

Übung 10.1.5.44. Jeder Monoidhomomorphismus ϕ : (M,>) → (N,⊥) kom-
mutiert mit dem Iterieren, in Formeln ϕ(n>x) = n⊥(ϕ(x)) für alle n ∈ N, x ∈M
und ebenso für alle n ∈ Z, x ∈M×.
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10.1.6 Körper im Sinne der Algebra

10.1.6.1. Die algebraische Struktur eines Körpers wird den Hauptbestandteil un-
seres Axiomensystems für die reellen Zahlen in 10.2.4 bilden. Gleichzeitig ist sie
die Grundlage für die Modellierung des Raums unserer Anschauung in der linea-
ren Algebra.

Definition 10.1.6.2. Ein Ring (R,+, ·) ist eine Menge R mit zwei Verknüpfun-
gen, genannt die Addition + und die Multiplikation · des Rings, derart daß die
folgenden drei Bedingungen erfüllt sind:

1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe;

2. (R, ·) ist ein Monoid;

3. Es gelten die beiden Distributivgesetze

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) ∀a, b, c ∈ R
(b+ c) · a = (b · a) + (c · a) ∀a, b, c ∈ R

Ein Ring, dessen Multiplikation kommutativ ist, heißt ein kommutativer Ring
und bei uns kürzer auch Kring. Die Gruppe (R,+) heißt die additive Gruppe
des Rings.

Beispiel 10.1.6.3. Die ganzen Zahlen (Z,+, ·) bilden einen kommutativen Ring.
Die einelementige Menge ist mit der einzig möglichen Verknüpfung als Addition
und Multiplikation ein Ring, der Nullring.

Definition 10.1.6.4. Ein Körper (K,+, ·) ist ein kommutativer Ring, dessen mul-
tiplikativ invertierbare Elemente genau alle vom neutralen Element 0K von (K,+)
verschiedenen Elemente sind, in Formeln

(K, ·)× = K\{0K}

10.1.6.5. Das neutrale Element jedes Monoids ist invertierbar, folglich muß nach
unseren Annahmen in einem Körper K das neutrale Element 1K des multiplikati-
ven Monoids (K, ·) von 0K verschieden sein, in Formeln

1K 6= 0K

Die Gruppe invertierbaren Elemente von K× = (K, ·)× eines Körpers K heißt
die multiplikative Gruppe des Körpers.
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Beispiele 10.1.6.6. Ein erstes Beispiel ist der Körper der rationalen Zahlen (Q,+, ·).
Ein anderes Beispiel ist der zweielementige Körper mit den durch die Axiome er-
zwungenen Rechenregeln, der fundamental ist in der Informatik. Die ganzen Zah-
len (Z,+, ·) bilden keinen Körper, da (Z\{0}, ·) keine Gruppe ist, da es nämlich
in Z\{0} nur für 1 und −1 ein multiplikatives Inverses gibt.

Ergänzung 10.1.6.7 (Ursprung der Terminologie). Der Begriff „Körper“ ist in
diesem Zusammenhang wohl zu verstehen als „besonders gut unter den verschie-
densten Rechenoperationen abgeschlossener Zahlbereich“, in Analogie zu geo-
metrischen Körpern wie Kugeln oder Zylindern, die man entsprechend als „be-
sonders gut in sich geschlossene Bereiche des Raums“ ansehen könnte. Die Be-
zeichnung als „Distributivgesetz“ rührt daher, daß uns dieses Gesetz erlaubt, beim
Multiplizieren eines Elements mit einer Summe den „Faktor auf die Summan-
den zu verteilen“. Das Wort „distribution“ für Verteilung von Nahrungsmitteln
und dergleichen auf Französisch und Englisch kommt von demselben lateinischen
Wortstamm, auf die auch unsere Bezeichnung „Distributivgesetz“ zurückgeht.

10.1.6.8 (Weglassen von Multiplikationssymbolen). Beim Rechnen mit Buch-
staben werden wir meist ab := a · b abkürzen. Das wäre beim Rechnen mit
durch Ziffernfolgen dargestellten Zahlen wenig sinnvoll, da man dann nicht wis-
sen könnte, ob 72 nun als „Zweiundsiebzig“ oder vielmehr als „Sieben mal Zwei“
zu verstehen sein soll. Beim Einsetzen von Zahlen für die Buchstaben müssen also
wieder Multiplikationssymbole eingefügt werden.

Ergänzung 10.1.6.9 (Weglassen von Additionssymbolen). In der Schule und au-
ßerhalb der Mathematik ist es üblich, 1 + 1

2
mit 11

2
abzukürzen und „Andert-

halb Stunden“ zu sagen oder „Dreieinviertel Pfund“. In diesem Fall wird also
ein Additionssymbol weggelassen. Das ist jedoch in der höheren Mathematik
nicht üblich. In der gesprochenen Sprache ist es noch viel merkwürdiger. Neun-
zehnhundertvierundachzig versteht jeder, in Symbolen geschrieben sieht 9 10 100
4 + 80 dahingegen ziemlich sinnlos aus, und statt der üblichen Interpretation
((9+10)100)+4+80 wären durchaus auch andere Interpretationen denkbar. In der
gesprochenen Sprache scheint eher eine Konvention befolgt zu werden, nach der
die Operationen der Reihe nach auszuführen sind wie bei einem Taschenrechner,
wobei eine Multiplikation gemeint ist, wenn die zuerst genannte Zahl die Klei-
nere ist, und eine Addition, wenn sie die Größere ist. Nur die Zahlen von 13 bis
19 scheinen dieser Regel nicht zu gehorchen. Kein Wunder, daß es Erstklässlern
schwer fällt, sich den Zahlenraum zu erschließen, wenn sie zuvor dieses Dickicht
von Konventionen durchdringen müssen.

10.1.6.10 (Punkt vor Strich). Wir vereinbaren zur Vermeidung von Klammern
die Regel „Punkt vor Strich“, so daß also zum Beispiel unter zusätzlicher Beach-
tung unserer Konvention des Weglassens von Multiplikationssymbolen, in die-
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sem Fall das Weglassen des Punktes, das Distributivgesetz kürzer in der Form
a(b+ c) = ab+ ac geschrieben werden kann.

10.1.6.11 (Brüche). Gegeben ein Körper K und Elemente a, b ∈ K mit b 6= 0K
vereinbaren wir die Notation

a

b
:= ab−1

Sie werden zur Übung zeigen, daß die üblichen Regeln der Bruchrechnung auch
in dieser Allgemeinheit gelten.

Lemma 10.1.6.12 (Folgerungen aus den Ringaxiomen). In jedem RingR gelten
die folgenden Aussagen und Formeln:

1. a · 0R = 0R = 0R · a ∀a ∈ R

2. (−1R) · a = −a = a · (−1R) ∀a ∈ R

3. (−1R)(−1R) = 1R

4. (−a)(−b) = ab ∀a, b ∈ R

5. m+(ab) = (m+a)b für alle m ∈ Z und a, b ∈ R.

Beweis. 1. 0R + 0R = 0R ⇒ (0R + 0R) · a = 0R · a⇒ (0R · a) + (0R · a) =
0R · a⇒ 0R · a = 0R durch Addieren von −(0R · a) auf beiden Seiten.

2. a + (−1R)a = 1Ra + (−1R)a = (1R + (−1R))a = 0Ra = 0R und −a
ist ja gerade definiert als das eindeutig bestimmte Element von R mit der
Eigenschaft a+ (−a) = 0R.

3. (−1R)(−1R) = −(−1R) = 1R als Negatives des Negativen nach 10.1.5.25.

4. Um das nachzuweisen ersetzen wir −a = a(−1R) und −b = (−1R)b und
verwenden (−1R)(−1R) = 1R.

5. Das folgt durch wiederholtes Anwenden des Distributivgesetzes. Die Fälle
m > 0, m = 0 und m < 0 behandelt man am einfachsten separat. Alter-
nativ mag man bemerken, daß nach dem Distributivgsetz für festes a die
Abbildung (·b) : a 7→ ab ein Monoidhomomorphismus (R,+) → (R,+)
ist und folglich nach Übung 10.1.5.44 gilt

n+(ab) = n+((·b)(a)) = (·b)(n+a) = (n+a)b
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10.1.6.13 (Binomische Formel). Für alle a, b in einem Ring R mit ab = ba und
alle n ∈ N gilt die binomische Formel

(a+ b)n =
n∑
ν=0

(
n

ν

)
aνbn−ν

Um das einzusehen prüft man, daß wir bei der Herleitung nach 10.1.1.23 nur
Ringaxiome und die Eigenschaft ab = ba verwandt haben. Man beachte hierbei
unsere Konvention 00

R = 1R aus 10.1.5.16, angewandt auf das Monoid (R, ·). Die
Multiplikation mit den Binomialkoeffizienten in dieser Formel ist zu verstehen
als wiederholte Addition im Sinne der Bezeichnungskonvention na = n+a aus
10.1.5.15, angewandt auf den Spezialfall der additiven Gruppe unseres Rings.

10.1.6.14 (Minus mal Minus gibt Plus). Die Frage, wie das Produkt zweier ne-
gativer Zahlen zu bilden sei, war lange umstritten. Mir scheint der vorhergehende
Beweis das überzeugendste Argument für „Minus mal Minus gibt Plus“ : Es sagt
salopp gesprochen, daß man diese Regel vereinbaren muß, wenn man beim Rech-
nen das Ausklammern ohne alle Einschränkungen erlauben will.

10.1.6.15. Den Begriff eines Homomorphismus verwendet man bei Mengen mit
mehr als einer Verknüpfung analog. Zum Beispiel ist ein Ringhomomorphismus
ϕ von einem Ring R in einen Ring S definiert als eine Abbildung ϕ : R→ S der-
art, daß gilt ϕ(a+b) = ϕ(a)+ϕ(b) und ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) für alle a, b ∈ R sowie
ϕ(0R) = 0S und ϕ(1R) = 1S . Die Bedingung ϕ(0R) = 0S ist nach 10.1.5.37 an
dieser Stelle sogar überflüssig. In anderen Worten mag man einen Ringhomomor-
phismus auch definieren als eine Abbildung, die sowohl für die Addition als auch
für die Multiplikation ein Monoidhomomorphismus ist. Einen Ringhomomorphis-
mus zwischen Körpern nennt man einen Körperhomomorphismus.

10.1.6.16. Gegeben ein bijektiver Ringhomomorphismus ist auch seine Umkehr-
abbildung ein Ringhommorphismus und wir dürfen einen bijektiven Ringhomo-
morpismus deshalb einen Ringisomorphismus und im Fall von Körpern einen
Körperisomorphismus nennen.

Satz 10.1.6.17 (Ganze Zahlen und allgemeine Ringe). Für jeden Ring R gibt
es genau einen Ringhomomorphismus ϕ : Z → R. Er wird gegeben durch die
Vorschrift ϕ(n) = n+1R.

Beweis. Um den Überblick zu behalten, verwende ich hier die Notation n+a statt
na für die iterierte Verknüpfung im Sinne von 10.1.5.29, also n+a = a+a+. . .+a
mit n Summanden im Fall n ≥ 1. Wir wissen aus 10.1.5.35, daß n 7→ n+a für alle
a ∈ R der einzige Gruppenhomomorphismus (Z,+) → (R,+) ist mit 1 7→ a.
Für einen Ringhomomorphismus muß aber gelten ϕ(1) = 1R, also muß er durch
die Formel ϕ(n) = n+1R gegeben sein. Es bleibt zu zeigen, daß diese Abbildung
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ϕ mit der Multiplikation verträglich ist, in Formeln ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m). Dazu
rechnen wir

ϕ(nm) = (nm)+1R per definitionem,
= n+(m+1R) nach der zweiten Iterationsregel 10.1.5.29,
= n+(1R(m+1R)) weil 1R neutral ist in (R, ·),
= (n+1R)(m+1R) nach der letzten Regel in 10.1.6.12,
= ϕ(n)ϕ(m) per definitionem.

10.1.6.18. Gegeben ein Ring R und n ∈ Z verwenden wir oft die Abkürzungen
n+1R = nR = n. Unser Satz zeigt, daß es meist nicht so genau darauf ankommt,
ob n nun eine ganze Zahl oder das Element nR eines abstrakten Rings bedeutet.
Insbesondere kürzt man eigentlich immer 0R ab durch 0 und 1R durch 1. Man
beachte jedoch, daß für verschiedene ganze Zahlen n 6= m durchaus nR = mR

gelten kann: Ist etwa R = K ein Körper mit zwei Elementen, so gilt nK = 0K für
gerades n und nK = 1K für ungerades n. Vom höheren Standpunkt wird das alles
in 3.5.1.11 nocheinmal ausführlich diskutiert werden.

Lemma 10.1.6.19 (Folgerungen aus den Körperaxiomen). In jedem Körper K
gelten zusätzlich zu den bereits für Ringe bewiesenen Aussagen die folgenden Aus-
sagen und Formeln:

1. ab = 0K ⇒ (a = 0K oder b = 0K)

2. a
b
c
d

= ac
bd

für alle a, c ∈ K und b, d ∈ K×

3. ac
bc

= a
b

für alle a ∈ K und b, c ∈ K×

4. a
b

+ c
d

= ad+bc
bd

für alle a, c ∈ K und b, d ∈ K×

Beweis. 1. In der Tat folgt aus (a 6= 0K und b 6= 0K) schon (ab 6= 0K) nach
den Körperaxiomen.

2. Das ist klar.

3. Das ist klar.

4. Das wird bewiesen, indem man die Brüche auf einen Hauptnenner bringt
und das Distributivgesetz anwendet.
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Übungen

Übung 10.1.6.20. Jeder Ring R mit 0R = 1R hat nur ein einziges Element.

Übung 10.1.6.21. Ist K ein Körper derart, daß es kein x ∈ K gibt mit x2 = −1,
so kann man die Menge K ×K = K2 zu einem Körper machen, indem man die
Addition und Multiplikation definiert durch

(a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d)
(a, b) · (c, d) := (ac− bd, ad+ bc)

Die Abbildung K → K2, a 7→ (a, 0) ist dann ein Körperhomomorphismus.
Kürzen wir (a, 0) mit a ab und setzen (0, 1) = i, so gilt i2 = −1 und (a, b) = a+b i
und die Abbildung a+ b i 7→ a− b i ist ein Körperisomorphismus K2 ∼→ K2.

10.1.6.22. Auf die in der vorhergehenden Übung 10.1.6.21 erklärte Weise können
wir etwa aus dem Körper K = R der „reellen Zahlen“, sobald wir ihn kennen-
gelernt haben, direkt den Körper C der komplexen Zahlen konstruieren. Unser
Körperisomorphismus gegeben durch die Vorschrift a+ b i 7→ a− b i heißt in die-
sem Fall die komplexe Konjugation und wird auch z 7→ z̄ notiert. Man beachte,
wie mühelos das alles in der Sprache der Mengenlehre zu machen ist. Als die
komplexen Zahlen erfunden wurden, gab es noch keine Mengenlehre und beim
Rechnen beschränkte man sich auf das Rechnen mit „reellen“ Zahlen, ja selbst
das Multiplizieren zweier negativer Zahlen wurde als eine fragwürdige Operation
angesehen, und das Ziehen einer Quadratwurzel aus einer negativen Zahl als eine
rein imaginäre Operation. In gewisser Weise ist es das ja auch geblieben, aber die
Mengenlehre liefert eben unserer Imagination eine wunderbar präzise Sprache, in
der wir uns auch über imaginierte Dinge unmißverständlich austauschen können.
Man kann dieselbe Konstruktion auch allgemeiner durchführen, wenn man statt
−1 irgendein anderes Element eines Körpers K betrachtet, das kein Quadrat ist.
Noch allgemeinere Konstruktionen zur „Adjunktion höherer Wurzeln“ oder so-
gar der „Adjunktion von Nullstellen polynomialer Gleichungen“ können Sie in
der Algebra kennenlernen, vergleiche etwa 17.7.2.5. In 3.2.7 diskutieren wir die
komplexen Zahlen ausführlicher.

Ergänzende Übung 10.1.6.23. Ein Körperhomomorphismus ist stets injektiv.
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10.2 Die reellen Zahlen

10.2.1 Rationale Wurzeln rationaler Zahlen

Satz 10.2.1.1. Es gibt keine rationale Zahl x ∈ Q mit x2 = 2.

Die Diagonal im Einheitsquadrat hat
eine irrational Länge.

10.2.1.2. Dieser Satz erklärt, warum wir uns mit den rationalen Zahlen nicht
zufrieden geben. In der Tat suchen wir nach einem Zahlbereich, in dem jeder
„anschaulichen Länge“, wie zum Beispiel der Länge der Diagonale eines Qua-
drats der Kantenlänge Eins, auch tatsächlich eine Zahl entspricht. Wir zeigen in
10.3.3.14, daß im Zahlbereich der reellen Zahlen immerhin aus allen nichtnegati-
ven Zahlen Quadratwurzeln gezogen werden können, und diskutieren in 10.3.4.1,
wie sich sogar unsere anschauliche Vorstellung von der Länge des Einheitskreises
zur Definition einer reellen Zahl präzisieren läßt.

Erster Beweis. Setzen wir die in 3.4.4.8 bewiesene Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung als bekannt voraus, so folgt unmittelbar, daß das Quadrat eines unkürz-
baren Bruches mit Nenner 6= ±1 wieder ein unkürzbarer Bruch mit Nenner 6= ±1
sein muß. Für eine rationale Zahl x ∈ Q folgt aus x 6∈ Z also x2 6∈ Z. Gäbe es
mithin eine rationale Zahl x ∈ Q mit x2 = 2, so müßte x bereits selbst eine ganze
Zahl sein. Offensichtlich gibt es jedoch keine ganze Zahl x ∈ Z mit x2 = 2.

Zweiter Beweis. Ohne die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung als bekannt vor-
auszusetzen können wir in unserer speziellen Situation auch elementarer mit dem
Primfaktor 2 durch Widerspruch argumentieren: Nehmen wir an, wir fänden gan-
ze Zahlen p, q ∈ Z mit q 6= 0 derart, daß x = p/q ein unkürzbarer Bruch wäre mit
x2 = 2. Es folgte p2 = 2q2, also p2 gerade, also p gerade, also p2 durch 4 teilbar,
also q2 gerade, also q gerade. Dann wäre unser Bruch aber doch kürzbar gewesen,
nämlich durch 2.
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10.2.2 Angeordnete Körper
Definition 10.2.2.1. Eine Relation T auf einer Menge X ist eine Teilmenge
T ⊂ X × X des kartesischen Produkts von X mit sich selbst, also eine Men-
ge von Paaren von Elementen von X . Statt (x, y) ∈ T schreiben wir in diesem
Zusammenhang meist xTy.

Definition 10.2.2.2. Eine Relation T auf einer Menge X heißt eine Ordnungsre-
lation oder eine Teilordnung oder eine partielle Ordnung, wenn für alle x, y, z ∈
X gilt:

1. Transitivität: (xTy und yTz)⇒ xTz;

2. Antisymmetrie: (xTy und yTx)⇒ x = y;

3. Reflexivität: xTx für alle x ∈ X .

Eine Teilordnung heißt eine Ordnung oder Anordnung, wenn wir zusätzlich ha-
ben

4. Totalität: Für alle x, y ∈ X gilt xTy oder yTx.

10.2.2.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heißt eine Teilordnung
auch eine Halbordnung oder kurz eine „Ordnung“. Wir verstehen jedoch unter
einer Ordnung stets eine Ordnungsrelation, die auch die Eigenschaft der Totalität
besitzt. Auf Englisch benutzt man für eine teilgeordnete Menge alias „partially
ordered set“ gerne die Abkürzung poset. Eine Ordnung in unserem Sinne heißt in
der Literatur auch eine totale Ordnung oder eine lineare Ordnung.

10.2.2.4. Gegeben teilgeordnete Mengen (X,≤) und (Y,≤) versteht man unter
einem Ordnungshomomorphismus eine Abbildung ϕ : X → Y mit a ≤ b ⇒
ϕ(a) ≤ ϕ(b). In dieser Situation muß ein bjektiver Homomorphismus keineswegs
ein Isomorphismus sein, als da heißt, seine Umkehrabbildung muß keineswegs
wieder ein Ordnungshomomorphismus sein.

Vorschau 10.2.2.5. Allgemeiner versteht man unter einer Relation T zwischen
einer Menge X und einer Menge Y eine Teilmenge T ⊂ X × Y . In diesem
Sinne sind dann auch unsere Abbildungen aus 10.1.4.2 spezielle Relationen. In
Teilen der Literatur heißen derartige Relationen auch „Korrespondenzen“. Noch
allgemeiner betrachtet man auch für n ≥ 0 und Mengen X1, . . . , Xn Teilmengen
T ⊂ X1 × . . . × Xn und nennt sie n-stellige Relationen, aber das ist für uns
vorerst noch nicht relevant.

10.2.2.6 (Notationen zu teilgeordneten Mengen). Bei einer Ordnungsrelation T
schreiben wir stets x ≤ y statt xTy und statt x ≤ y schreiben wir dann oft auch
y ≥ x. Weiter kürzt man (x ≤ y und x 6= y) ab mit x < y und ebenso (x ≥ y und
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x 6= y) mit x > y. Auf jeder angeordneten Menge definieren wir Verknüpfungen
max und min in offensichtlicher Verallgemeinerung von 10.1.5.3.

Definition 10.2.2.7. Ein angeordneter Kring ist ein Kring (R,+, ·) mit einer
Anordnung ≤ derart, daß für beliebige Elemente x, y, z ∈ R gilt:

1. x ≥ y ⇒ x+ z ≥ y + z;

2. (x ≥ 0 und y ≥ 0) ⇒ xy ≥ 0.

Eine Anordnung eines Krings mit diesen Eigenschaften nennen wir eine Kring-
anordnung. Die Elemente x ∈ R mit x > 0 beziehungsweise x < 0 nennen
wir positiv beziehungsweise negativ. Die Elemente mit x ≥ 0 beziehungsweise
x ≤ 0 nennen wir nichtnegativ beziehungsweise nichtpositiv. Ein angeordneter
Körper ist ein Körper mit einer Kringanordnung.

Beispiel 10.2.2.8. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist mit seiner üblichen Anord-
nung ein angeordneter Kring. Der Körper Q der rationalen Zahlen ist mit seiner
üblichen Anordnung ein angeordneter Körper. Dasselbe wird auch für den Körper
R der „reellen Zahlen“ gelten, den wir demnächst einführen.

10.2.2.9 (Eigenschaften angeordneter Kringe). Wir listen einige Tatsachen auf,
die in beliebigen angeordneten Kringen R gelten.

1. (x ≤ y und a ≤ b)⇒ (x+ a ≤ y + b)

In der Tat folgt aus den Annahmen x+ a ≤ y + a ≤ y + b.

2. (x ≤ y und a ≥ 0)⇒ (ax ≤ ay)

In der Tat folgt 0 ≤ y − x, also 0 ≤ a(y − x) = ay − ax und damit dann
ax ≤ ay.

3. (0 ≤ x ≤ y und 0 ≤ a ≤ b)⇒ (0 ≤ xa ≤ yb)

In der Tat erhalten wir 0 ≤ xa ≤ ya ≤ yb.

4. (x ≤ y)⇒ (−y ≤ −x)

Das folgt durch Addition von (−y − x) auf beiden Seiten.

5. (x ≥ y und a ≤ 0)⇒ (ax ≤ ay)

In der Tat folgern wir x ≥ y ⇒ (−a)x ≥ (−a)y ⇒ ax ≤ ay.

6. x2 ≥ 0

In der Tat ist x2 = (−x)2 und wir haben x ≥ 0⇔ (−x) ≤ 0.
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7. 1 ≥ 0

In der Tat gilt 1 = 12.

8. (x ≥ 0 und x invertierbar)⇒ (x−1 ≥ 0)

Das folgt durch Multiplikation mit (x−1)2.

9. (0 ≤ x ≤ y und x, y invertierbar)⇒ (0 ≤ y−1 ≤ x−1)

Das folgt durch Multiplikation mit y−1x−1.

10.2.2.10 (Einbettung von Z in angeordnete Kringe). Schreiben wir zur beson-
deren Betonung wieder 0R und 1R, so gelten nach dem vorhergehenden in jedem
angeordneten Kring R mit 0R 6= 1R die Ungleichungen

. . . < (−1R) + (−1R) < (−1R) < 0R < 1R < 1R + 1R < . . .

Insbesondere folgt aus m1R = n1R für m,n ∈ Z schon m = n. Unser eindeutig
bestimmter Ringhomomorphismus Z → R,m 7→ m1R ist in diesem Fall mithin
eine Injektion

Z ↪→ R

und diese Injektion ist zusätzlich auch ein Ordnungshomomorphismus. Das Bild
dieser Injektion könnte einen eigenen Namen kriegen, zum Beispiel ZR, aber
wir kürzen unsere Notation ab, bezeichnen dieses Bild auch mit Z und schreiben
kürzer m statt m1R.

10.2.2.11 (Einbettung von Q in angeordnete Körper). Ist K ein angeordneter
Körper, so erhalten wir einen Körperhomomorphismus Q → K durch die Vor-
schrift m/n 7→ m1K/n1K . Es ist leicht zu sehen, daß er der einzige Körperho-
momorphismus Q → K ist. Wie jeder Körperhomomorphismus ist auch er eine
Injektion

Q ↪→ K

und man prüft leicht, daß auch diese Injektion ein Ordnungshomomorphismus
ist. Wir könnten diese Injektion zum Beispiel q 7→ qK notieren, sind aber etwas
nachlässig, bezeichnen das Bild unserer Injektion Q → K meist kurzerhand mit
demselben Buchstaben Q statt genauer QK und hängen auch den Elementen von
Q meist keinen Index an, wenn wir eigentlich ihr Bild in K meinen.

Definition 10.2.2.12. Für jeden angeordneten Kring R definieren wir eine Abbil-
dung R → R, x 7→ |x|, genannt der Absolutbetrag oder kürzer Betrag, durch
die Vorschrift

|x| :=
{

x falls x ≥ 0;
−x falls x < 0.
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10.2.2.13 (Eigenschaften des Absolutbetrags). Wir listen einige Eigenschaften
des Absolutbetrags auf. Der Beweis der ersten fünf sei dem Leser überlassen.

1. x ≤ |x|

2. |x| = 0⇔ x = 0

3. |−x| = |x|

4. |xy| = |x||y|

5. |x−1| = |x|−1 für x invertierbar.

6. Es gilt die sogenannte Dreiecksungleichung

|x+ y| ≤ |x|+ |y| ∀x, y ∈ R

In Worten ist also der Betrag einer Summe stets kleinergleich der Summe
der Beträge der Summanden. In der Tat gilt ja x+ y ≤ |x|+ |y| und ebenso
auch −(x + y) ≤ |x| + |y|. Unsere Ungleichung heißt deshalb Dreiecks-
ungleichung, weil sie in einem allgemeineren Kontext sagt, daß in einem
Dreieck zwei Seiten zusammen stets länger sind als die Dritte.

7. ||a| − |b|| ≤ |a+ b| ∀a, b ∈ R.

In der Tat folgt aus der Dreiecksungleichung |a| = |(a + b) + (−b)| ≤
|a+ b|+ | − b| = |a+ b|+ |b|, also |a| − |b| ≤ |a+ b|. Ebenso folgert man
aber auch |b| − |a| ≤ |a+ b|.

Ergänzung 10.2.2.14. Unter einer angeordneten abelschen Gruppe versteht man
eine abelsche Gruppe (A,+) mit einer Anordnung ≤ derart, daß für beliebige
Elemente x, y, z ∈ A gilt

x ≥ y ⇒ x+ z ≥ y + z

Alle in diesem Abchnitt für angeordnete Kringe bewiesenen Aussagen, in denen
die multiplikative Struktur keine Rolle spielt, gelten genauso für angeordnete abel-
sche Gruppen.

Übungen

Übung 10.2.2.15. In jedem angeordneten Körper gilt:

1. Aus |x− a| ≤ η und |y − b| ≤ η folgt |(x+ y)− (a+ b)| ≤ 2η;

2. Aus |x− a| ≤ η ≤ 1 und |y− b| ≤ η ≤ 1 folgt |xy− ab| ≤ η(|b|+ 1 + |a|);
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3. Aus |y − b| ≤ η ≤ |b|/2 und b 6= 0 folgt y 6= 0 und |1/y − 1/b| ≤ 2η/|b|2.

Ergänzende Übung 10.2.2.16. In jedem angeordneten Ring gilt für x ≥ −1 und
n ∈ N die sogenannte Bernoulli-Ungleichung (1 + x)n ≥ 1 + nx. Hinweis:
Vollständige Induktion.
Übung 10.2.2.17. Seien K ein angeordneter Körper und I ⊂ K ein Intervall,
in Formeln (x < y < z und x, z ∈ I) ⇒ y ∈ I . Wir nennen eine Funktion
φ : I → K konvex, wenn „ihr Graph unter jeder seiner Sekanten liegt“, wenn
also in Formeln für alle x < y < z aus I gilt

φ(x)− φ(y)

x− y
≤ φ(y)− φ(z)

y − z
Man zeige in dieser Situation für beliebige x1, . . . , xn ∈ I und beliebige nichtne-
gative µ1, . . . , µn ∈ K≥0 mit

∑n
i=1 µi = 1 die Jensen’sche Ungleichung

φ

(
n∑
i=1

µixi

)
≤

n∑
i=1

µiφ(xi)

In Worten ist also „der Funktionswert beim gewichteten Mittel der xi beschränkt
durch das gewichtete Mittel der Funktionswerte“. Hinweis: Die Voraussetzung
läßt sich als der Fall n = 2 verstehen. Davon ausgehend führt Induktion ans Ziel.

10.2.3 Maximum und Supremum
Definition 10.2.3.1. Sei (Y,≤) eine teilgeordnete Menge.

1. Ein Element g ∈ Y heißt ein größtes Element, wenn gilt g ≥ y ∀y ∈ Y .
Ein Element g ∈ Y heißt ein maximales Element, wenn es kein y ∈ Y gibt
mit y > g.

2. Ein Element k ∈ Y heißt ein kleinstes Element, wenn gilt k ≤ y ∀y ∈ Y .
Ein Element k ∈ Y heißt ein minimales Element, wenn es kein y ∈ Y gibt
mit y < k.

10.2.3.2. Jede teilgeordnete Menge besitzt höchstens ein größtes und höchstens
ein kleinstes Element. Wir dürfen deshalb den bestimmten Artikel verwenden und
von dem größten beziehungsweise kleinsten Element reden. Besitzt eine teilge-
ordnete Menge ein größtes beziehungsweise ein kleinstes Element, so ist dies
auch ihr einziges maximales beziehungsweise minimales Element. Im allgemei-
nen kann es jedoch maximale beziehungsweise minimale Elemente in großer Zahl
geben, zumindest dann, wenn unsere Teilordnung keine Anordnung ist. Es kann
auch durchaus passieren, daß es überhaupt kein minimales oder maximales Ele-
ment gibt, und zwar selbst dann, wenn unsere teilgeordnete Menge nicht die leere
Menge ist.
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Eine teilgeordnete Menge mit zwei minimalen und einem
maximalen Element, die weder ein kleinstes noch ein größtes
Element besitzt. Die Darstellung ist in der Weise zu verstehen,

daß die fetten Punkte die Elemente unserer Menge bedeuten und
daß ein Element größer ist als ein anderers genau dann, wenn es

von diesem „durch einen aufsteigenden Weg erreicht werden
kann“.
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Definition 10.2.3.3. Seien (X,≤) eine teilgeordnete Menge und Y ⊂ X eine
Teilmenge.

1. Ein Element o ∈ X heißt eine obere Schranke von Y in X , wenn gilt
o ≥ y ∀y ∈ Y .

2. Ein Element u ∈ X heißt eine untere Schranke von Y in X , wenn gilt
u ≤ y ∀y ∈ Y .

Definition 10.2.3.4. Seien (X,≤) eine teilgeordnete Menge und Y ⊂ X eine
Teilmenge.

1. Ein Element s ∈ X heißt die kleinste obere Schranke oder lateinischer
das Supremum von Y in X , wenn s das kleinste Element ist in der Menge
{o ∈ X | o ist obere Schranke von Y }. Wir schreiben dann s = supY =
supX Y .

2. Ein Element i ∈ X heißt die größte untere Schranke oder lateinischer das
Infimum von Y in X , wenn i das größte Element ist in der Menge {u ∈
X | u ist untere Schranke von Y }. Wir schreiben dann i = inf Y = infX Y .

Beispiel 10.2.3.5. Die Teilmenge Y = {q ∈ Q | q < 1} ⊂ Q hat kein größtes
Element, besitzt jedoch in Q eine kleinste obere Schranke, nämlich supY = 1.
Die Teilmenge Z = {q ∈ Q | q ≤ 1} ⊂ Q hat ein größtes Element, nämlich
die 1, und das ist dann natürlich auch gleichzeitig ihre kleinste obere Schranke in
Q, also haben wir auch supZ = 1. Die Teilmenge Y = {q ∈ Q | q < 1} ⊂ Q
hat in Q keine untere Schranke und dann natürlich erst recht keine größte untere
Schranke.

Ergänzendes Beispiel 10.2.3.6. Auf der Potenzmenge einer beliebigen Menge ist
die Inklusionsrelation eine Teilordnung. Bezüglich dieser Teilordnung ist die Ver-
einigungsmenge im Sinne von 3.1.5.13 eines Mengensystems sein Supremum und
die Schnittmenge sein Infimum.

Übungen

Übung 10.2.3.7. Die Menge {x ∈ Q | x2 ≤ 2} besitzt in Q keine größte untere
Schranke.

Übung 10.2.3.8. Sei X eine teilgeordnete Menge. Besitzt eine Teilmenge Y ⊂ X
ein größtes Element g ∈ Y , so gilt g = supY . Besitzt eine Teilmenge Y ⊂ X
ein kleinstes Element k ∈ Y , so gilt k = inf Y . Sind Teilmengen Z ⊂ Y ⊂ X
gegeben und besitzen Z und Y ein Supremum in X , so gilt supZ ≤ supY .
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Die Menge Y = {1/n | n ∈ N≥1} besitzt in Q eine größte untere Schranke,
nämlich die Null, in Formeln inf Y = 0. Sie besitzt in Q auch eine kleinste obere

Schranke, nämlich die Eins, in Formeln supY = 1.
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Ergänzende Übung 10.2.3.9 (Teilordnungen und Verbandsstrukturen). Erklären
wir auf einer teilgeordneten Menge B, in der jede zweielementige Teilmenge
ein Supremum und ein Infimum hat, die beiden Verknüpfungen ∨ und ∧ durch
a ∨ b := sup{a, b} und a ∧ b := inf{a, b}, so erhalten wir einen Verband im
Sinne von 2.2.6.3. Erklären wir umgekehrt auf einem Verband (B,∨,∧) eine Re-
lation R durch aRb genau dann, wenn a ∨ b = b oder gleichbedeutend a = a ∧ b,
so ist R ein Teilordnung und jede zweielementige Teilmenge hat ein Supremum
und ein Infimum. Schließlich sind diese beiden Konstruktionen zueinander inver-
se Bijektionen zwischen Verbandsstrukturen und Teilordnungen mit der fraglichen
Eigenschaft auf jeder festen Menge B.

10.2.4 Reelle Zahlen

10.2.4.1 (Geometrische und algorithmische Zahlbegriffe). Der folgende Satz
10.2.4.3 enthält die Charakterisierung eines gewissen angeordneten Körpers von
„reellen Zahlen“, auf der wir die Analysis aufbauen werden. Dieser Körper bil-
det einen wesentlichen Teil des Begriffsgebäudes, das es uns ermöglicht, unse-
re geometrischen Vorstellungen in der heute gebräuchlichen aus den Symbolen
der Mengenlehre aufgebauten Sprache der höheren Mathematik wiederzufinden.
Bereits im vierten Jahrhundert vor Christus erklärte der griechische Mathema-
tiker Eudoxos eine „Zahl“ als das „Verhältnis zweier Längen“ und gab damit
eine geometrische Beschreibung dessen, was wir heute „positive reelle Zahlen“
nennen würden. Die logischen Feinheiten der Beziehung dieses „geometrischen“
Zahlbegriffs zum „algorithmischen“ Zahlbegriff, der vom Prozeß des Zählens her-
kommt, wurden erst nach und nach verstanden. Den folgenden Satz 10.2.4.3 und
seinen Beweis mag man als den Schlußpunkt dieser Entwicklung ansehen. Der
Zwischenwertsatz 10.3.3.8 und stärker der Satz über die Gruppenwege in der
Kreisgruppe 10.4.5.8 und seine Beziehung zu Winkelmaßen 4.1.8.1 illustrieren,
wie gut die bei diesem Beweis im Reich der abstrakten Logik und Mengenlehre
konstruierten reellen Zahlen unsere geometrische Anschauung modellieren.

10.2.4.2. Der Beweis der Existenz eines angordneten Körpers mit den im fol-
genden Satz 10.2.4.3 präzisierten Eigenschaften ist für das weitere Verständnis
der Vorlesung belanglos. Ich gebe hier nur eine Beweisskizze, als da heißt einen
Beweis für höhere Semester, um Sie zu überzeugen, daß wir nicht während des
nächsten halben Jahres Folgerungen ziehen aus Grundannahmen, die überhaupt
nie erfüllt sind. Ich rate dazu, bei der ersten Lektüre auf das genauere Studium
des Existenzbeweises zu verzichten, der sich bis 10.2.4.17 hinzieht.

Satz 10.2.4.3 (Charakterisierung der reellen Zahlen). 1. Es gibt angeordne-
te Körper (R,+, ·,≤) derart, daß in der angeordneten Menge R jede nicht-
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leere Teilmenge mit einer unteren Schranke auch eine größte untere Schran-
ke besitzt;

2. Solch ein angeordneter Körper ist im wesentlichen eindeutig bestimmt. Ist
genauer (R′,+, ·,≤) ein weiterer derartiger angeordneter Körper, so gibt
es genau einen Körperisomorphismus ϕ : R ∼→ R′ und für diesen Körper-
isomorphismus gilt zusätzlich α ≤ β ⇔ ϕ(α) ≤ ϕ(β).

10.2.4.4. Durch Multiplikation mit (−1) sehen wir, daß die im Satz formulier-
te „Infimumseigenschaft“ im Fall eines angeordneten Körpers gleichbedeutend
ist zur Supremumseigenschaft, daß jede nichtleere Teilmenge mit einer oberen
Schranke auch eine kleinste obere Schranke besitzt.

10.2.4.5. Die im Satz gegebene Charakterisierung trifft auf den angeordneten
Körper der rationalen Zahlen nicht zu. Zum Beispiel wissen wir nach 10.2.3.7,
daß die Menge {x ∈ Q | x2 ≤ 2} in Q keine größte untere Schranke besitzt. Sie
ist jedoch nicht leer und besitzt in Q durchaus untere Schranken, nur eben keine
größte.

Beweis von 10.2.4.3.1. Wir konstruieren einen derartigen Körper R = RD als ei-
ne Menge R ⊂ P(Q) von Teilmengen der Menge Q aller rationalen Zahlen,

R :=

α ⊂ Q
∣∣∣∣∣∣∣∣
α ist nicht leer,
α hat eine untere Schranke,
α hat kein kleinstes Element,
α enthält mit x auch jedes y > x.


Man nennt solch ein α einen Dedekind’schen Schnitt und bezeichnet die so kon-
struierte Menge R als das „Dedekind’sche Modell der reellen Zahlen“. Auf un-
serer Menge R von Teilmengen von Q ist die Inklusionsrelation eine Anordnung
und wir schreiben α ≤ β statt α ⊃ β. Ist Y ⊂ R eine nichtleere Teilmenge mit
unterer Schranke, so liegt offensichtlich auch die Vereinigung⋃

α∈Y

α = {q ∈ Q | Es gibt α ∈ Y mit q ∈ α}

aller Teilmengen aus Y in R und ist das Infimum von Y . Damit haben wir bereits
eine angeordnete Menge mit der geforderten Eigenschaft konstruiert. Wir müssen
darauf nur noch eine Addition und eine Multiplikation erklären derart, daß unsere
Struktur zu einem angeordneten Körper wird. Die Addition ist unproblematisch:
Wir setzen

α + β := {x+ y | x ∈ α, y ∈ β}
und prüfen mühelos, daß aus α, β ∈ R schon folgt α + β ∈ R, daß R so zu einer
kommutativen Gruppe wird mit neutralem Element 0R = {x ∈ Q | x > 0}, und
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Zum Infimum in R
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daß gilt α ≤ β ⇒ α + γ ≤ β + γ für alle α, β, γ ∈ R. Das Negative zu α
kann man etwa erhalten, indem man die Menge {y ∈ Q | y + x > 0 ∀x ∈ α}
betrachtet und ihr für den Fall, daß sie ein kleinstes Element haben sollte, das
noch wegnimmt. Wir erlauben uns nun die Abkürzung 0R = 0. Die Multiplikation
positiver Elemente ist ebenfalls unproblematisch: Für α, β ∈ R mit α > 0, β > 0
setzen wir

αβ := {xy | x ∈ α, y ∈ β}

und prüfen mühelos, daß aus α, β ∈ R>0 schon folgt αβ ∈ R>0 und daß R>0 so
zu einer kommutativen Gruppe mit neutralem Element 1R = {x ∈ Q | x > 1}
wird. Das Distributivgesetz in Q impliziert mit diesen Definitionen auch sofort
die Regel

α(β + γ) = αβ + αγ

für alle α, β, γ ∈ R>0. Um unsere Multiplikation so auf ganz R auszudehnen, daß
R ein angeordneter Körper wird, verwenden wir das anschließende technische
Lemma 10.2.4.6. Eine Beweisskizze für die in Teil 2 behauptete Eindeutigkeit
geben wir zu Ende dieses Abschnitts.

Lemma 10.2.4.6. Sei (R,+) eine kommutative Gruppe mit einer Anordnung ≤
derart, daß gilt α ≤ β ⇒ α + γ ≤ β + γ ∀α, β, γ ∈ R. Sei auf R>0 eine Ver-
knüpfung (α, β) 7→ αβ gegeben, die R>0 zu einem kommutativen Monoid macht.
Es gelte außerdem die Regel

α(β + γ) = αβ + αγ ∀α, β, γ ∈ R>0

So gibt es genau eine Fortsetzung unserer Verknüpfung (α, β) 7→ αβ zu einer
Verknüpfung auf ganz R derart, daß (R,+, ·) ein kommutativer Ring wird, und
für diesen Ring ist ≤ eine Ringanordnung. War R>0 eine Gruppe, ist unser Ring
R sogar ein Körper.

Beweis. Wenn die Fortsetzung unserer Multiplikation auf ganz R das Distributiv-
gesetz erfüllen soll, müssen wir notwendig setzen

αβ :=


0 α = 0 oder β = 0;

−((−α)β) α < 0, β > 0;
−(α(−β)) α > 0, β < 0;
(−α)(−β) α < 0, β < 0.

Es gilt nun, für diese Multiplikation Kommutativität und die Ringaxiome nachzu-
weisen. Unsere Multiplikation auf R ist offensichtlich kommutativ und assoziativ
und macht R\{0} zu einem Monoid. Wir müssen also nur noch das Distributiv-
gesetz

α(β + γ) = αβ + αγ ∀α, β, γ ∈ R
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nachweisen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir hierbei α > 0 und
β + γ > 0 annehmen. Die einzigen nicht offensichtlichen Fälle sind dann β > 0,
γ < 0 beziehungsweise β < 0, γ > 0. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit
β > 0, γ < 0. Nach unseren Annahmen gilt ja die Regel

αβ = α((β + γ) + (−γ)) = α(β + γ) + α(−γ)

und daraus folgt sofort α(β + γ) = αβ + αγ auch in diesem letzten Fall.

Definition 10.2.4.7. Wir wählen für den weiteren Verlauf der Vorlesung einen
festen angeordneten Körper (R,+, ·,≤), der die Supremumseigenschaft hat, er-
lauben uns wegen der in 10.2.4.3.2 formulierten „Eindeutigkeit bis auf eindeuti-
gen Isomorphismus“ den bestimmten Artikel, und nennen ihn den Körper R der
reellen Zahlen.

10.2.4.8. Ein angeordneter Körper heißt archimedisch angeordnet, wenn es zu
jedem Element x des Körpers eine natürliche Zahl n ∈ N gibt mit n > x.

Satz 10.2.4.9 (Archimedizität der reellen Zahlen). Die natürlichen Zahlen be-
sitzen keine obere Schranke in den reellen Zahlen, als da heißt, für alle x ∈ R gibt
es ein n ∈ N mit n > x.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch. Hätte die Teilmenge N ⊂ R eine
obere Schranke, so hätte sie nach 10.2.4.4 auch eine kleinste obere Schranke a.
Dann wäre aber a − 1 < a keine obere Schranke von N, also gäbe es n ∈ N mit
n > (a−1). Es folgte (n+1) > a, und bereits a selbst wäre keine obere Schranke
von N gewesen.

Korollar 10.2.4.10. 1. Die ganzen Zahlen besitzen keine untere Schranke in
den reellen Zahlen;

2. Für jede positive reelle Zahl ε > 0 gibt es eine positive natürliche Zahl
n ≥ 1 mit 0 < 1

n
< ε;

3. Es gilt 0 = infR
{

1
n
| n ∈ N≥1

}
;

4. Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt stets noch eine rationale
Zahl, in Formeln: Gegeben x < y in R gibt es r ∈ Q mit x < r < y.

10.2.4.11. Dies Korollar gilt mit demselben Beweis für jeden archimedisch ange-
ordneten Körper.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus 10.2.4.9. Um die Zweite zu zeigen, suche
man n > 1/ε. Die dritte Aussage folgt unmittelbar aus der zweiten. Um die vierte
Aussage zu zeigen, suchen wir zunächst n ∈ N, n ≥ 1 mit 0 < 1

n
< y − x, also
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1 < ny − nx, das heißt 1 + nx < ny. Nun gibt es a, b ∈ Z mit a < ny < b, also
gibt es eine größte ganze Zahl m mit m < ny und folglich ny ≤ m + 1, woraus
hinwiederum folgt nx < m und dann x < m

n
< y.

Definition 10.2.4.12. Mit einem endlichen Dezimalausdruck wie 3,141 bezeich-
net man wie auf der Schule die rationale Zahl 3141/1000. Die durch einen un-
endlichen Dezimalausdruck wie 3,1415 . . . dargestellte reelle Zahl erklären wir
als das Supremum der Menge ihrer endlichen Teilausdrücke beziehungsweise das
Infimum, wenn ein Minus davorsteht. Wir setzen also zum Beispiel

3,1415 . . . := sup



3
3,1
3,14
3,141
3,1415
. . .


Die Elemente der Menge aller endlichen Teilausdrücke haben wir hier nur der
Übersichtlichkeit halber untereinander geschrieben, statt sie durch Kommata zu
trennen, und rationale Zahlen haben wir stillschweigend mit ihren Bildern in R
identifiziert.

Beispiel 10.2.4.13. Ich zeige 1 = 0, 99999 . . . Nach unserer Konvention 10.2.4.12
gilt es zu zeigen 1 = sup{1−10−n | n ∈ N≥1}. Eine evidente Rechnung zeigt, daß
es äquivalent ist, 0 = inf{10−n | n ∈ N≥1} zu zeigen, und das folgt unmittelbar
aus Korollar 10.2.4.10, in dem wir 0 = inf{1/k | k ∈ N≥1} gezeigt hatten.

Proposition 10.2.4.14. 1. Jede reelle Zahl läßt sich durch einen unendlichen
Dezimalausdruck darstellen;

2. Genau dann stellen zwei verschiedene unendliche Dezimalausdrücke die-
selbe reelle Zahl dar, wenn es eine Stelle vor oder nach dem Komma gibt
und eine von Neun verschiedene Ziffer z derart, daß die beiden Dezimal-
ausdrücke bis zu dieser Stelle übereinstimmen, ab dieser Stelle jedoch der
eine die Form z99999 . . . hat und der andere die Form (z + 1)00000 . . .

Beweis. Für den ersten Teil reicht es zu zeigen, daß sich jede nichtnegative reelle
Zahl y ≥ 0 als ein unendlicher Dezimalausdruck darstellen läßt. Nehmen wir zu
jedem s ∈ N die größte reelle Zahl rs ≤ y unter y mit höchstens s Stellen nach
dem Komma, so gilt

y = sup{r0, r1, r2, . . .}
In der Tat ist y eine obere Schranke dieser Menge, aber jede reelle Zahl x < y
ist keine obere Schranke dieser Menge: Nach 10.2.4.10 oder, genauer, seinem Be-
weis gibt es nämlich für jedes x ∈ R mit x < y ein s ∈ N und ein m ∈ Z mit
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x < m · 10−s < y, als da heißt, es gibt ein s mit x < rs. Um den zweiten Teil
zu zeigen, dürfen wir uns weiter auf nichtnegative Zahlen beschränken. Wir sehen
wie in 10.2.4.13, daß jeder Dezimalausdruck mit einer Neunerperiode dieselbe
reelle Zahl darstellt wie ein geeigneter anderer Dezimalausdruck ohne Neunerpe-
riode. Betrachten wir nun zwei verschiedene Dezimalausdrücke ohne Neunerperi-
ode und zeigen, daß sie verschiedene reelle Zahlen darstellen. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit seien sie gleich vor dem Komma, aber verschieden in der ersten
Nachkommastelle. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit mögen sie sogar beide
nur eine Null vor dem Komma haben. Nach dem Komma habe der Dezimalaus-
druck a die Ziffern a1, a2, . . . und der Dezimalausdruck b die Ziffern b1, b2, . . . und
ohne Beschränkung der Allgemeinheit gelte a1 > b1. Wir finden nach Annahme
ein r ≥ 1 mit br 6= 9. Bezeichne α, β ∈ R die durch unsere beiden Dezimalaus-
drücke dargestellten reellen Zahlen. Dann gilt offensichtlich

α ≥ a1

10
>
a1

10
− 1

10r
≥ β

Beweisskizze für 10.2.4.3.2. Wir gehen von der Bijektion zwischen einem belie-
bigen angeordneten Körper R mit der Supremumseigenschaft und der Menge al-
ler „Dezimalausdrücken ohne Neunerperiode“ aus 10.2.4.14 aus. verwendet zu-
sammen mit der in den Übungen 10.2.4.18, 10.2.4.19 und 10.2.4.20 gegebenen
Beschreibung von Addition und Multiplikation von Dezimalausdrücken. Dieser
Beweis ist zwar vom höheren Standpunkt aus nicht besonders geschickt oder na-
türlich, aber dafür vielleicht vom Schulstoff aus besser zugänglich. Ein Zugang
„vom höheren Standpunkt“ wird in Übung 10.2.4.21 skizziert. Daß jeder Körper-
homomorphismus zwischen zwei Körpern R,R′ mit der Supremumseigenschaft
die Anordnung erhalten muß, wird in 10.3.3.14 klar werden, wo wir zeigen, daß
für jeden angeordneten Körper R mit der Supremumseigenschaft die nichtnegati-
ven Elemente genau alle Quadrate sind, in Formeln R≥0 = {x2 | x ∈ R}.

Ergänzung 10.2.4.15. Es ist durchaus möglich, die Menge D aller „Dezimalaus-
drücke“ ohne jegliche Identifizierungen zu betrachten. Wenn wir diese Menge D
mit der Struktur einer angeordneten Menge zu versehen, ist auch durchaus die Su-
premumseigenschaft erfüllt. Es ist jedoch nicht möglich, diese angeordnete Men-
ge zu einem angeordneten Körper zu machen. Der naive Ansatz scheitert daran,
daß nicht klar ist, wie man mit den eventuell unendlich vielen Überträgen bei
der Addition und Multiplikation umgehen soll. Daß überhaupt jeder Ansatz zum
Scheitern verurteilt ist, erkennt man etwa daran, daß es in D Elemente gibt mit
d = supDX ⇒ d ∈ X für Teilmengen X ⊂ D, wie etwa d := 1, 0000 . . .,
und andere Elemente wie etwa d = 0, 99999 . . ., für die diese Implikation nicht
gilt. Für jeden angeordneten Körper K muß jedoch die Addition eines beliebigen
Elements k ∈ K ein Ordnungsisomorphismus (k+) : K

∼→ K sein.
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Übungen

Übung 10.2.4.16. Man zeige, daß es für je zwei nichtleere TeilmengenM,N ⊂ R
mit x ≤ y für alle x ∈ M und y ∈ N stets ein a ∈ R gibt mit x ≤ a ≤ y für alle
x ∈ M und y ∈ N . Man zeige weiter, daß diese Bedingung an eine angeordnete
Menge sogar gleichbedeutend ist zur Forderung, jede nichtleere Teilmenge mit
einer unteren Schranke möge auch eine größte untere Schranke besitzen.

Übung 10.2.4.17. Bezeichne R = RD das Dedekind’sche Modell der reellen Zah-
len. Man zeige, daß die durch die Struktur eines angeordneten Körpers auf R nach
10.2.2.10 definierte Injektion Q ↪→ R auch beschrieben werden kann durch die
Vorschrift p 7→ pR := {q ∈ Q | q > p}.
Übung 10.2.4.18 (Summe nichtnegativer Zahlen in Dezimaldarstellung). Sei-
en X und Y nichtleere nach oben beschränkte Teilmengen von R. Mit der No-
tation X + Y ⊂ R für die Menge {x + y | x ∈ X, y ∈ Y } zeige man
sup(X + Y ) = supX + supY . Damit ist klar, wie man zu zwei durch Dezimal-
ausdrücke dargestellten nichtnegativen reellen Zahlen einen Dezimalausdruck für
ihre Summe bestimmen kann: Man betrachtet die Menge S aller Summen end-
licher Teilausdrücke und nimmt den lexikographisch größten Dezimalausdruck,
dessen sämtliche Anfangsstücke mit Anfangsstücken von Dezimalausdrücken aus
unserer Menge S übereinstimmen. Da der Übertrag beim Addieren jeweils höchs-
tens Eins sein kann, ist an jeder Stelle, an der nicht zwei Neuner übereinanderste-
hen, schon klar, welche Ziffer in unserem Dezimalausdruck für die Summe an der
Stelle davor stehen muß.

Übung 10.2.4.19 (Differenz nichtnegativer Zahlen in Dezimaldarstellung). Man
überlegt sich, daß man sich mit 10.2.4.18 darauf zurückziehen kann zu erklären,
wie man für jede durch einen Dezimalausdruck a mit einer Null vor dem Komma
gegebene reelle Zahl α einen Dezimalausdruck für β := 1 − α bestimmt. Sind
aber a1, a2, . . . die Nachkommastellen unseres Dezimalausdrucks a, so sind die
Ziffern bi gegeben durch ai + bi = 9 nach 10.2.4.18 offensichtlich Nachkommas-
tellen, die zusammen mit einer Null vor dem Komma einen Dezimalausdruck für
β bilden.

Übung 10.2.4.20 (Produkt in Dezimaldarstellung). Seien X und Y nichtleere
nach oben beschränkte Teilmengen von R>0. Mit der Notation XY ⊂ R für die
Menge {xy | x ∈ X, y ∈ Y } zeige man sup(XY ) = (supX)(supY ). Damit
ist ähnlich wie in 10.2.4.18 klar, wie man zu je zwei durch Dezimalausdrücke
dargestellten reellen Zahlen einen Dezimalausdruck für ihr Produkt bestimmen
kann.

Ergänzende Übung 10.2.4.21 (Für höhere Semester). Man zeige die in 10.2.4.3.2
behauptete Eindeutigkeit der reellen Zahlen bis auf eindeutigen Isomorphismus.
Hinweis: Die gesuchte Bijektion ϕ kann zum Beispiel konstruiert werden durch
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die Vorschrift ϕ(α) = inf{qR′ | q ∈ Q, qR > α}. Man zeige allgemeiner auch, daß
jeder Körperhomomorphismus R → R die Identität ist. Hinweis: Nach 10.3.3.14
sind die nichtnegativen reellen Zahlen genau die Quadrate, jeder Körperhomo-
morphismus R → R erhält also die Anordnung. Andererseits aber muß er auf Q
die Identität sein.

Ergänzende Übung 10.2.4.22 (Für höhere Semester). Gegeben ein archimedisch
angeordneter Körper k gibt es genau einen ordnungserhaltenden Körperhomomor-
phismus k → R. Hinweis: Ähnlich wie 10.2.4.21, das man umgekehrt aus diesem
Resultat ableiten kann, sobald man weiß, daß es zu jeder positiven reellen Zahl
eine Quadratwurzel gibt.

10.2.5 Rationale und reelle Zahlen im Vergleich
Definition 10.2.5.1. Eine Menge heißt abzählbar, wenn es eine Bijektion unserer
Menge mit einer Teilmenge der Menge N aller natürlichen Zahlen gibt. Gleich-
bedeutend können wir auch fordern, daß unsere Menge entweder leer ist oder es
eine Surjektion von N darauf gibt. Eine Menge heißt abzählbar unendlich, wenn
sie abzählbar aber nicht endlich ist. Eine Menge heißt überabzählbar, wenn sie
nicht abzählbar ist.

Satz 10.2.5.2. 1. Es gibt eine Bijektion N ∼→ Q, in Worten: Die Menge der
rationalen Zahlen ist abzählbar unendlich;

2. Es gibt keine Surjektion N � R, in Worten: Die Menge der reellen Zahlen
ist überabzählbar.

Beweis. 1. Für jede natürliche Zahl N gibt es nur endlich viele Brüche p/q ∈ Q
mit p, q ∈ Z, q 6= 0 und |p| ≤ N , |q| ≤ N . Wir beginnen unser Abzählen von Q
mit den Brüchen für N = 1, dann nehmen wir die Brüche hinzu mit N = 2, und
indem wir so weitermachen zählen wir ganz Q ab.

2. Hierzu verwenden wir das Cantor’sche Diagonalverfahren. Man beachte zu-
nächst, daß ein unendlicher Dezimalbruch, in dem die Ziffern Null und Neun nicht
vorkommen, nur dann dieselbe reelle Zahl darstellt wie ein beliebiger anderer un-
endlicher Dezimalbruch, wenn die beiden in jeder Stelle übereinstimmen. Wir
betrachten nun eine beliebige Abbildung N≥1 → R, i 7→ ri, und zeigen, daß sie
keine Surjektion sein kann. Wir schreiben dazu jedes ri als unendlichen Dezimal-
bruch. Dann finden wir einen unendlichen Dezimalbruch r, bei dem die Ziffern
Null und Neun nicht vorkommen und so, daß r für an der i-ten Stelle nach dem
Komma verschieden ist von ri. Dies r ist dann verschieden von allen ri und unsere
Abbildung i 7→ ri kann keine Surjektion gewesen sein.
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N× N ist abzählbar und damit auch allgemeiner das Produkt von je zwei und
dann auch von endlich vielen abzählbaren Mengen.

Illustration zum Cantor’schen Diagonalverfahren. Ähnlich zeigt man, daß die
Menge Ens(N, E) aller Abbildungen von N in eine Menge E mit mindestens

zwei Elementen nicht abzählbar ist.
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Bemerkung 10.2.5.3. Man kann sich fragen, ob jede Teilmenge der reellen Zahlen
entweder abzählbar ist oder in Bijektion zu den reellen Zahlen selber. Die schon
auf Cantor zurückgehende Vermutung, das könnte gelten, ist bekannt als die Kon-
tinuumshypothese. Sie wurde 1963 von Paul Cohen in sehr merkwürdiger Weise
geklärt: Er zeigte, daß unsere Frage in dem axiomatischen Rahmen, in dem man
die Mengenlehre üblicherweise formalisiert, nicht entscheidbar ist. Cohen wur-
de für diese Leistung auf dem internationalen Mathematikerkongress 1966 mit
der Fields-Medaille ausgezeichnet. Die Kontinuumshypothese ist übrigends die
erste Frage einer berühmten Liste von 23 Fragestellungen, den sogenannten Hil-
bert’schen Problemen, die David Hilbert in seiner Ansprache auf dem interna-
tionalen Mathematikerkongress 1900 in Paris vorstellte in seinem Bemühen, „aus
verschiedenen mathematischen Disziplinen einzelne bestimmte Probleme zu nen-
nen, von deren Behandlung eine Förderung der Wissenschaft sich erwarten läßt“.
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10.3 Stetigkeit und Grenzwerte

10.3.1 Anschauung für Funktionen

10.3.1.1. Abbildungen mit Werten in irgendeiner Art von Zahlen nennen wir
Funktionen. Wir erlauben hier auch Werte in R̄. Wollen wir besonders betonen,
daß nur reelle Zahlen als Werte angenommen werden, so sprechen wir von re-
ellwertigen Funktionen. Reellwertige Funktionen auf der reellen Zahlengeraden
mag man sich auf viele verschiedene Arten vorstellen. Gleichzeitig diskutiere ich
Anschauungen für Abbildungen Rm → Rn.

1. In der Schule ist es üblich, eine Funktion f : R → R durch ihren Graphen
Γ(f) = {(x, y) ∈ R2 | y = f(x)} zu veranschaulichen, also durch eine
Teilmenge der Ebene R2.

2. In der Physik ist es üblich, sich eine Abbildung f : R → X , t 7→ f(t) von
R in irgendeine Menge X vorzustellen als ein Teilchen, das sich im Raum
X bewegt und sich zur Zeit t für lateinisch „tempus“ am Punkt f(t) befin-
det. Im Fall X = R hätten wir uns also ein Teilchen vorzustellen, das sich
auf der Zahlengerade bewegt. Im Fall X = R2 beziehungsweise X = R3

können wir uns ein Teilchen vorzustellen, das sich auf der Koordinatenebe-
ne beziehungsweise im dreidimensionalen Raum bewegt.

3. Eine reellwertige Funktion X → R auf einer beliebigen Menge kann man
sich als eine Temperaturverteilung auf besagter Menge vorstellen, im Fall
X = R also als eine Temperaturverteilung auf der reellen Zahlengeraden,
im FallX = R2 beziehungsweiseX = R3 als Temperaturverteilung auf der
Ebene beziehungsweise im Raum.

4. In der Mathematik ist es auch nützlich, sich eine Funktion f : R → R
wirklich als Abbildung der Zahlengerade auf sich selber vorzustellen. Als
Beispiel betrachten wir den Absolutbetrag, der als Abbildung aufgefaßt den
negativen Teil der Zahlengerade auf den positiven Teil herüberklappt. Eben-
so mag man sich eine Abbildung f : R2 → R3 vorstellen als eine Beschrei-
bung für das Aufspannen eines Gummituchs im Raum.

5. Im Fall m + n ≤ 3 kann man sich eine Abbildung Rm → Rn auch noch
durch ihren Graphen vorstellen. Im Fall m = 2 wäre der Graph eine hüge-
lige Landschaft, jedem Punkt der Ebene wird die dortige Höhe zugeordnet.
Im Fall m = 1 wäre der Graph eher eine Art Draht im Raum, zum Beispiel
ist der Graph von t 7→ (sin t, cos t) ein Draht, der als Spirale um die t-Achse
liegt.
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Vier verschiedene Anschauungen für eine reellwertige Funktion einer reellen
Veränderlichen am Beispiel des Absolutbetrags x 7→ |x|
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10.3.1.2. Bereits beliebige Abbildungen R → R können „wild aussehen“. Man
denke etwa an die Abbildung, die jeder rationalen Zahl den Betrag ihres Nen-
ners nach vollständigem Kürzen zuordnet und jeder irrationalen Zahl ihre fünfte
Nachkommastelle. Wir führen nun die „stetigen Funktionen“ ein und zeigen ins-
besondere, daß für stetige auf einem Intervall definierte und injektive Funktionen
auch ihr Bild ein Intervall ist und die Umkehrfunktion stetig. Das liefert uns viele
Funktionen als Umkehrfunktionen bereits bekannter Funktionen. In der schmutzi-
gen Anschauung ist eine reellwertige Funktion auf einem reellen Intervall stetig,
wenn man „ihren Graphen zeichnen kann ohne den Stift abzusetzen“. Diese An-
schauung werden wir im Folgenden präzisieren.
10.3.1.3. Die mit dieser Materie bereits Vertrauten seien vorgewarnt, daß ich im
folgenden bei der Behandlung von Grenzwerten und Stetigkeit einen eher unge-
wöhnlichen Ansatz verfolge. Am Anfang steht der Begriff einer Intervallumge-
bung eines Punktes in den erweiterten reellen Zahlen R̄ := R t {∞,−∞} und
allgemeiner eines Quaders um einen Punkt in R̄n. Danach erklären wir, wann ei-
ne Abbildung von einer Teilmenge D ⊂ R̄m nach R̄n stetig ist bei einem Punkt
p ∈ D und besprechen die Stetigkeit der Verknüpfung stetiger Abbildungen. Die
Betrachtung mehrerer Variablen scheint mir didaktisch vorteilhaft, weil sie aus-
drucksstärkere graphische Illustrationen erlaubt und darin Aussagen wie die Ste-
tigkeit der Addition und Multiplikation R2 → R formuliert und bewiesen werden
können. Danach erst erklären wir den Grenzwert einer Funktion als den „Funkti-
onswert der eindeutigen stetigen Fortsetzung“ und den Grenzwert einer Folge als
den Spezialfall des Grenzwerts einer auf N definierten Funktion. Dieses Vorgehen
steht im Kontrast zu der übliche Vorgehensweise, bei der man mit Grenzwerten
von Folgen beginnt, bevor man von dort ausgehend zur Stetigkeit von Funktionen
und ihren Grenzwerten kommt.

10.3.2 Intervalle und Stetigkeit
Definition 10.3.2.1. Eine Teilmenge einer teilgeordneten Menge heißt ein Inter-
vall, wenn mit zwei beliebigen Punkten auch jeder Punkt dazwischen zu unserer
Teilmenge gehört. Ist in Formeln (X,≤) eine teilgeordnete Menge, so heißt dem-
nach eine Teilmenge I ⊂ X ein Intervall oder noch präziser ein Intervall in X ,
wenn für x, y, z ∈ X mit x < y < z aus x, z ∈ I folgt y ∈ I .

Definition 10.3.2.2. Wir erweitern die reellen Zahlen durch zwei zusätzliche Punk-
te −∞ und ∞ zu der in offensichtlicher Weise angeordneten Menge der erwei-
terten reellen Zahlen

R̄ := R ∪ {−∞,∞}

10.3.2.3 (Reelle Intervalle). Jede Teilmenge von R̄ besitzt in R̄ ein Supremum
und ein Infimum. Wir kürzen im folgenden meist supR̄ = sup und infR̄ = inf ab.
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Für ein Intervall I ⊂ R̄ mit Supremum a = sup I und Infimum b = inf I gibt es
die Alternativen a ∈ I oder a 6∈ I und b ∈ I oder b 6∈ I . Es gibt damit vier Typen
von Intervallen in R̄, für die die beiden folgenden Notationen gebräuchlich sind:

[a, b] = [a, b] = {x ∈ R̄ | a ≤ x ≤ b}
]a, b[ = (a, b) = {x ∈ R̄ | a < x < b}
[a, b[ = [a, b) = {x ∈ R̄ | a ≤ x < b}
]a, b] = (a, b] = {x ∈ R̄ | a < x ≤ b}

Wählen wir hier a, b ∈ R̄ beliebig mit a < b, so erhalten wir genau alle Intervalle
in R̄ mit mehr als einem Element, die mehrpunktigen Intervalle. Wir benutzen
die eben erklärten Notationen jedoch auch im Fall a ≥ b, sie bezeichnen dann
manchmal eine einpunktige Menge und meist die leere Menge. Ein Intervall in R
nennen wir ein reelles Intervall.

10.3.2.4 (Diskussion der Notation). Ich hoffe, daß der Leser aus dem Kontext
erschließen kann, wann mit (a, b) ein Intervall gemeint ist und wann ein Paar aus
R2. Sind a und b konkrete Zahlen, etwa a = 1 und b = 27, so wäre zu allem
Überfluß auch noch eine dritte Lesart von (1, 27) als die in Klammern notierte
Dezimalzahl 1,27 denkbar. Ich hoffe, daß der Leser aus dem Kontext erschließen
kann, was jeweils gemeint ist. Wenn man genau hinguckt, sollte auch im letzteren
Fall der Abstand nach dem Komma etwas kleiner sein.

10.3.2.5. Ein Intervall in R̄ heißt kompakt, wenn es eines unserer Intervalle [a, b]
ist. Der Begriff „kompakt“ wird in 10.5.1.1 auf beliebige Teilmengen von R̄ ver-
allgemeinert.

10.3.2.6. Ein reelles Intervall heißt offen, wenn es eines unserer Intervalle (a, b)
ist. Der Begriff „offen“ wird in 10.5.5.1 auf beliebige Teilmengen von R verallge-
meinert.

Definition 10.3.2.7. Gegeben ein Punkt p ∈ R̄ verstehen wir unter einer Intervall-
umgebung von p ein Intervall I ⊂ R̄ mit p ∈ I , das auch einen Punkt β > p
enthält, falls es einen solchen Punkt in R̄ gibt, sowie einen Punkt α < p, falls es
einen solchen Punkt in R̄ gibt.

Beispiel 10.3.2.8. Intervallumgebungen von p ∈ R sind alle Intervalle der Gestalt
[a, b], (a, b], [a, b), (a, b) mit a < p < b und a, b ∈ R̄.

Beispiel 10.3.2.9. Intervallumgebungen von ∞ sind alle Intervalle der Gestalt
[a,∞] oder (a,∞] mit a ∈ R̄ und a <∞.

Beispiel 10.3.2.10. Intervallumgebungen von −∞ sind alle Intervalle der Gestalt
[−∞, b] oder [−∞, b) mit b ∈ R̄ und −∞ < b.
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Definition 10.3.2.11. Gegeben ein Punkt p = (p1, . . . , pn) ∈ R̄n verstehen wir un-
ter einer Quaderumgebung von p oder kurz einem Quader um p eine Teilmenge
Q ⊂ R̄n der Gestalt Q = I1 × . . . × In mit Iν jeweils einer Intervallumgebung
von pν .

Definition 10.3.2.12. Eine Abbildung f : R̄m → R̄n heißt stetig an einer Stelle
p ∈ R̄m, wenn es für jeden Quader Q um f(p) einen Quader Q′ um p gibt mit
f(Q′) ⊂ Q.

10.3.2.13. Ein Datum bestehend aus einer MengeX , einer TeilmengeD ⊂ X und
einer Abbildung f : D → Y in eine weitere Menge Y notieren wir im folgenden
abkürzend

f : X ⊃ D → Y

Definition 10.3.2.14. Eine Abbildung f : R̄m ⊃ D → R̄n heißt stetig an einer
Stelle p ∈ D, wenn es für jeden QuaderQ um f(p) einen QuaderQ′ um p gibt mit
f(Q′ ∩D) ⊂ Q. Eine Abbildung, die stetig ist an jeder Stelle ihres Definitionsbe-
reichs, heißt stetig.

10.3.2.15. Auf Englisch sagt man für stetig continuous, auf Französisch conti-
nue.
Beispiel 10.3.2.16 (Aufschneiden der Ebene). Die Abbildung f : R2 → R2

gegeben durch (x, y) 7→ (x, y) für x < 0 und (x, y) 7→ (x + 1, y) für x ≥ 0
bedeutet anschaulich, daß wir die Ebene längs der y-Achse aufschneiden und den
rechten Teil, dem wir auch die y-Achse selbst zuschlagen, um Eins nach rechts
schieben. Sie ist nicht stetig an allen Punkten der y-Achse, ist jedoch stetig an
allen Punkten außerhalb der y-Achse. An dieser Stelle möge als Argumentation
ein Bild genügen.
Beispiel 10.3.2.17 (Stetigkeit konstanter Funktionen). Konstante Abbildungen
c : R̄m ⊃ D → R̄n sind stetig. In diesem Fall gilt für jeden Quader Q um c(p)
und jeden beliebigen Quader Q′ um p bereits c(Q′ ∩D) ⊂ Q.
Beispiel 10.3.2.18 (Stetigkeit von Einbettungen). Eine beliebige Einbettungsab-
bildung i : R̄m ⊃ D → R̄m gegeben durch x 7→ x ist stetig. In diesem Fall ist
für jeden Quader Q um p = i(p) bereits Q′ := Q selbst ein Quader um p mit
i(Q′ ∩D) ⊂ Q.
10.3.2.19. Gegeben x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn erklären wir |x| := max{|x1|, . . . , |xn|}
als das Maximum der Absolutbeträge der Koordinaten von x. Gegeben p ∈ Rn
und ε > 0 erklären wir den ε-Quader um p durch die Vorschrift

B(p; ε) := {x ∈ Rn | |p− x| < ε}

Die Notation B für unseren Quader bedeutet „Ball“ und ist die übliche Bezeich-
nung für dieses Konzept im Kontext allgemeiner „metrischer Räume“.
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10.3.2.20. Offensichtlich sind für p ∈ Rn die ε-Quader um p auch Quader um
p. Offensichtlich umfäßt weiter jeder Quader um p ∈ Rn für hinreichend kleines
ε > 0 den ε-Quader um p. Wenn „nirgends ±∞ vorkommt“, können wir die
Stetigkeit auch mit diesen speziellen Quadern charakterisieren, wie im folgenden
Lemma ausgeführt wird.

Lemma 10.3.2.21 (ε-δ-Kriterium für Stetigkeit). Seien f : Rm ⊃ D → Rn
eine Abbildung und p ∈ D ein Punkt. Genau dann ist f stetig bei p, wenn es für
jedes ε > 0 ein δ = δ(ε) > 0 gibt derart, daß für alle x ∈ D mit |x− p| < δ gilt
|f(x)− f(p)| < ε.

Beweis. Ist f stetig bei p, so gibt es insbesondere für jedes ε > 0 und den Quader
Q := B(f(p), ε) um f(p) einen Quader Q′ um p mit f(Q′ ∩D) ⊂ Q. Für diesen
Quader Q′ hinwiederum gibt es δ > 0 mit B(p, δ) ⊂ Q′ und dann gilt a forteriori
f(B(p, δ) ∩D) ⊂ B(f(p), ε) = Q alias

(|x− p| < δ)⇒ (|f(x)− f(p)| < ε)

Ist umgekehrt das ε-δ-Kriterium erfüllt und ist Q ein Quader um f(p), so wählen
wir ein ε > 0 mit B(f(p), ε) ⊂ Q und finden dazu ein δ > 0 mit f(B(p, δ)∩D) ⊂
B(f(p), ε) und dann ist Q′ := B(p, δ) ein Quader um p mit f(Q′ ∩D) ⊂ Q und
f ist stetig bei p.

10.3.2.22 (Konventionen zu ε). Wenn Sie in der Analysis die Formulierung „für
alle ε > 0 gilt was auch immer“ antreffen, so dürfen Sie erwarten, daß dieses
„was auch immer“, wenn es denn für ein gegebenes ε > 0 gilt, für alle größe-
ren ε > 0 erst recht gilt. Salopp gesprochen besteht also die unausgesprochene
Übereinkunft, durch die Verwendung des Buchstabens ε das anzudeuten, was man
umgangsprachlich vielleicht mit „für jedes auch noch so kleine ε > 0“ ausdrücken
würde. Sie müssen nur einmal versuchen, beim Vorrechnen einer Übungsaufga-
be statt ε den Buchstaben M zu verwenden: Auch wenn formal alles richtig sein
sollte, wird Ihr Tutor deutlich länger darüber nachdenken müssen, ob Ihre For-
mulierung auch wirklich stimmt. „Sei ε < 0“ schließlich ist ein mathematischer
Witz.

10.3.2.23. Wenn wir den Beweis des ε-δ-Kriteriums nocheinmal durchgehen, stel-
len wir fest, daß dabei nur zwei Eigenschaften unserer ε-Quader B(p, ε) eine Rolle
spielen: Zum ersten, daß jeder ε-Quader B(p, ε) um p einen Quader um p umfaßt,
etwa sich selber, und zum zweiten, daß jeder Quader Q um p ∈ Rn einen ε-
Quader B(p, ε) um p umfaßt, für geeignetes ε > 0. Gegeben p ∈ R̄n nennt man
allgemeiner U ⊂ R̄n eine Umgebung von p, wenn es einen Quader Q um p gibt
mit p ∈ Q ⊂ U , und erhält in derselben Weise ein weiteres Stetigkeitskriterium,
das weniger eckig daherkommt.
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Lemma 10.3.2.24 (Umgebungskriterium für Stetigkeit). Seien f : R̄m ⊃ D →
R̄n eine Abbildung und p ∈ D ein Punkt. Genau dann ist f stetig bei p, wenn es
für jede Umgebung U von f(p) eine Umgebung U ′ von p gibt mit f(U ′∩D) ⊂ U .

Beweis. Analog zum Beweis von 10.3.2.21 und dem Leser überlassen.

Beispiel 10.3.2.25 (Stetigkeit des Absolutbetrags). Der Absolutbetrag abs : R→
R, x 7→ |x| ist stetig. In der Tat gilt in diesem Fall an jeder Stelle p das ε-δ-
Kriterium mit δ = ε, denn aus |x − p| < ε folgt ||x| − |p|| < ε. Sogar die
Fortsetzung des Absolutbetrags zu abs : R̄ → R̄ durch |−∞| = |∞| = ∞ ist
stetig, wie der Leser zur Übung selbst zeigen mag.

10.3.2.26. Ich will versuchen, an der Tafel einem Farbencode zu folgen, nach
dem vorgegebene Umgebungen von Grenzwerten und dergleichen in gelber Farbe
dargestellt werden, dazu zu findende N und dergleichen dahingegen in blauer
Farbe. Rote Farbe ist an grünen Tafeln für nicht wenige Menschen schwer zu
lesen.

Beispiel 10.3.2.27 (Stetigkeit der Addition). Die Addition ist eine stetige Abbil-
dung add : R2 → R, (x, y) 7→ x+y. Um das zu sehen, müssen wir zeigen, daß sie
stetig ist an jedem Punkt p := (a, b) ∈ R2. Für alle ε > 0 gilt aber offensichtlich

add(B(p; ε/2)) ⊂ B(add(p); ε)

Also ist an jeder Stelle p = (a, b) das ε-δ-Kriterium erfüllt mit δ = ε/2.

Beispiel 10.3.2.28 (Stetigkeit der Multiplikation). Die Multiplikation ist eine
stetige Abbildung mult : R2 → R, (x, y) 7→ xy. Um das zu sehen, müssen wir
zeigen, daß sie stetig ist an jedem Punkt p := (a, b) ∈ R2. Wir überlegen uns dazu
zunächst die Abschätzung

|xy − ab| = |(x− a)y + a(y − b)|
≤ |x− a‖y|+ |a‖y − b|

Aus den beiden Ungleichungen |x − a| < η und |y − b| < η folgt zunächst
|y| < |b|+ η und dann

|xy − ab| ≤ η(|b|+ η + |a|)

Für jedes ε > 0 gibt es also ein δ > 0, nämlich δ = ε/(|b|+ 1 + |a|), mit

mult(B(p; δ)) ⊂ B(mult(p); ε)

Mithin ist das ε-δ-Kriterium erfüllt an jeder Stelle p = (a, b). Man beachte, daß
im Gegensatz zur Addition unser δ hier nicht nur von ε abhängt, sondern auch von
der auf Stetigkeit untersuchten Stelle p.
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Beispiel 10.3.2.29 (Stetigkeit von Projektionen). Die Projektionen prν : R̄n →
R̄ gegeben durch x = (x1, . . . , xn) 7→ xν sind stetig. Der Einfachkeit der Notation
halber zeigen wir das nur für ν = 1. Ist aber Q ein Quader um p1 = pr1(p) alias
eine Intervallumgebung von p1, so ist Q′ := Q × R̄n−1 ein Quader um p mit
pr1(Q′) ⊂ Q.

Satz 10.3.2.30 (Stetigkeit der Verknüpfung stetiger Abbildungen). Seien Ab-
bildungen f : R̄m ⊃ D → R̄n und g : R̄n ⊃ E → R̄l gegeben und es gel-
te f(D) ⊂ E. Ist f stetig bei p ∈ D und g stetig bei f(p) ∈ E, so ist auch
g ◦ f : R̄m ⊃ D → R̄l, x 7→ g(f(x)) stetig bei p.

10.3.2.31. Genau genommen ist die Notation g ◦ f in der Formulierung von Satz
10.3.2.30 im Sinne von 10.1.4.9 nicht ganz korrekt: Wir müßten eigentlich erst
eine Abbildung f̃ : D → E definieren durch f̃(x) = f(x) für alle x ∈ D und
dann die Abbildung g ◦ f̃ betrachten. Das scheint mir jedoch ein Fall, in dem
größere Präzision nicht zu größerer Verständlichkeit führt.

Beweis. Da g stetig ist bei f(p), finden wir für jeden Quader Q um g(f(p)) einen
Quader Q′ um f(p) mit g(Q′ ∩ E) ⊂ Q. Da f stetig ist bei p, finden wir für
diesen Quader Q′ von f(p) einen Quader Q′′ um p mit f(Q′′ ∩ D) ⊂ Q′. Damit
finden wir in der Tat für jeden Quader Q um (g ◦ f)(p) einen Quader Q′′ um p mit
(g ◦ f)(Q′′ ∩D) ⊂ Q.

Variante zum Beweis. Idem mit Umgebungen statt Quadern und dem Umgebungs-
kriterium für Stetigkeit 10.3.2.24.

10.3.2.32 (Schnitte von Umgebungen). Offensichtlich ist der Schnitt von zwei
Intervallumgebungen von p ∈ R̄ wieder eine Intervallumgebung von p. Offen-
sichtlich ist allgemeiner der Schnitt von zwei Quadern um p ∈ R̄n wieder ein
Quader um p. Offensichtlich ist folglich der Schnitt von zwei Umgebungen von
p ∈ R̄n wieder eine Umgebung von p.

Satz 10.3.2.33 (Stetigkeit als komponentenweise Stetigkeit). Eine vorgegebe-
ne Abbildung f : R̄m ⊃ D → R̄n ist stetig bei p genau dann, wenn alle ihre
Komponenten fν := prν ◦f : R̄m ⊃ D → R̄ stetig sind bei p für 1 ≤ ν ≤ n.

Beweis. Ist die Abbildung f stetig bei p, so auch alle prν ◦f als die Verküpfung
der bei p stetigen Funktion f mit der nach 10.3.2.29 überall stetigen Projektion
prν . Seien umgekehrt alle fν stetig bei p und sei Q ein Quader um f(p). Per
definitionem finden wir Intervallumgebungen Iν von fν(p) mit I1 × . . . × In =
Q. Da wir fν stetig bei p annehmen, gibt es jeweils einen Quader Q′ν um p mit
fν(Q

′
ν ∩D) ⊂ Iν . Dann ist Q′ := Q′1∩ . . .∩Q′n nach 10.3.2.32 wieder ein Quader

um p und offensichtlich gilt f(Q′) ⊂ Q.
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Korollar 10.3.2.34 (Summe und Produkt stetiger Funktionen sind stetig). Sei-
en Funktionen f, g : R̄m ⊃ D → R stetig bei p ∈ D. So sind auch die Funktionen
f + g : x 7→ f(x) + g(x) und fg : x 7→ f(x)g(x) stetig bei p.

Beweis. Wir schreiben f + g = add ◦(f, g) und fg = mult ◦(f, g) für (f, g) :
R̄m ⊃ D → R2 gegeben durch (f, g) : x 7→ (f(x), g(x)). Nun ist (f, g) stetig bei
p nach 10.3.2.33, denn seine Komponenten f, g sind stetig bei p nach Annahme.
Weiter sind Addition und Multiplikation stetig nach 10.3.2.27, 10.3.2.28. Also
sind auch f + g = add ◦(f, g) und fg = mult ◦(f, g) stetig bei p nach 10.3.2.30
als Verknüpfungen stetiger Abbildungen.

Beispiel 10.3.2.35 (Stetigkeit von Polynomfunktionen). Eine Abbildung f :
R → R, die gegeben wird durch eine Abbildungsvorschrift der Gestalt x 7→
anx

n + . . .+ a1x+ a0 mit konstanten aν ∈ R, heißt eine Polynomfunktion. Jede
Polynomfunktion ist stetig, denn konstante Funktionen sind stetig nach 10.3.2.17,
die identische Funktion x 7→ x ist stetig nach 10.3.2.18 und Produkte sowie Sum-
men stetiger Funktionen sind stetig nach 10.3.2.34.

Vorschau 10.3.2.36. Jede Familie reeller Zahlen (an)n∈N, in der höchstens endlich
viele an von Null verschieden sind, liefert eine Polynomfunktion

∑
anx

n. Nach
Übung 10.3.5.53 oder allgemeiner 3.5.4.3 liefern verschiedene Familien auch stets
verschiedene Funktionen. Im Licht dieser Tatsache werden wir unsere Polynom-
funktionen meist kürzer Polynome nennen, obwohl eigentlich der Begriff Poly-
nom eher den formalen Ausdruck meint. Diese Unterscheidung ist aber erst in der
Algebra wirklich von Belang. Wenn man nämlich mit endlichen Körpern arbei-
tet, so können verschiedene formale Ausdrücke anxn + . . . + a1x + a0 durchaus
dieselbe Funktion liefern, vergleiche 3.5.3.2.

10.3.2.37 (Diskussion der Terminologie). Das Wort „Polynom“ kommt von der
griechischen Vorsilbe „poly“ für „viele“ und dem lateinischen Wort „nomen“ für
„Namen“. Allgemeiner betrachtet man auch Polynome in mehreren Veränderli-
chen und meint damit Ausdrücke wie etwa xyz + 7x2y4 − 12z + 1. Dieses Poly-
nom ist die Summe der vier Monome xyz, 7x2y4, −12z und 1, wobei das Wort
„Monom“ diesmal mit der griechischen Vorsilbe „mono“ für „allein“ gebildet ist.
Einen Ausdruck wie xyz + 7x2y4 würde man als Binom bezeichnen, diesmal mit
der griechischen Vorsilbe „bi“ für „Zwei“. Ein anderes Binom wäre der Ausdruck
(x + y), dessen Potenzen die „binomische“ Formel 1.1.1.23 explizit angibt. Es
sollte klar sein, wie man aus unserer binomischen Formel auch Formeln für die
Potenzen eines beliebigen Binoms erhält.

Beispiel 10.3.2.38 (Stetigkeit von Einschränkungen). Ist f : R̄m ⊃ E → R̄n
stetig bei p ∈ E und D ⊂ E eine Teilmenge mit p ∈ D, so ist auch die Ein-
schränkung f |D : D → R̄n stetig bei p. Das folgt sofort aus der Definition oder al-
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ternativ daraus, daß Einbettungen stetig sind nach 10.3.2.18 und die Verknüpfung
stetiger Abbildungen stetig nach 10.3.2.30.

Satz 10.3.2.39 (Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft). Seien f : R̄m ⊃ D → R̄n
eine Abbildung und p ∈ D ein Punkt. Gibt es eine Umgebung V von p derart, daß
die Einschränkung f : V ∩ D → R̄n stetig ist bei p, so ist auch f : D → R̄n
bereits stetig bei p.

Beweis. Gegeben ein Quader Q um f(p) finden wegen der Stetigkeit der Ein-
schränkung einen Quader Q′1 um p mit f(Q′1 ∩ V ∩ D) ⊂ Q. Da V eine Umge-
bung von p ist, finden wir weiter einen Quader Q′2 um p mit Q′2 ⊂ V . Ihr Schnitt
Q′ := Q′1 ∩Q′2 ist dann der gesuchte Quader um p mit f(Q′ ∩D) ⊂ Q.

Variante zum Beweis. Statt der Definition verwenden wir das Umgebungskriteri-
um für Stetigkeit 10.3.2.24. Gegeben eine Umgebung U von f(p) finden wegen
der Stetigkeit der Einschränkung eine Umgebung U ′ von pmit f(U ′∩(V ∩D)) ⊂
Q. Dann ist U ′∩V die gesuchte Umgebung von p mit f((U ′∩V )∩D) ⊂ Q.

10.3.2.40 (Partiell stetig impliziert nicht stetig). Es gibt Funktionen f : R2 → R
derart, daß sowohl x 7→ f(x, b) als auch y 7→ f(a, y) stetig sind für alle b be-
ziehungsweise alle a, daß aber dennoch die Funktion f selbst nicht stetig ist. Als
Beispiel betrachte man die Funktion mit (x, y) 7→ xy/(x2 +y2) für (x, y) 6= (0, 0)
und (0, 0) 7→ 0. Sie ist nicht stetig am Nullpunkt nach dem anschließenden Satz
10.3.2.30, da nämlich ihre Verknüpfung mit R→ R2, t 7→ (t, t) nicht stetig ist bei
t = 0. Die Stetigkeit von t 7→ (t, t) hinwiederum mag man aus der Komponenten-
regel 10.3.2.33 folgern. Der Anschauung mag die Erkenntnis helfen, daß unsere
merkwürdige Funktion, wenn man vom Ursprung selbst einmal absieht, auf allen
Geraden durch den Ursprung konstant ist. Auf den beiden Koordinatenachsen ist
unsere Funktion konstant Null, auf allen anderen Geraden durch den Ursprung je-
doch nimmt sie nur am Ursprung den Wert Null an und sonst konstant einen von
Null verschiedenen Wert.

Übungen

Übung 10.3.2.41. In einer teilgeordneten Menge ist jeder Schnitt von Intervallen
wieder ein Intervall.
Ergänzende Übung 10.3.2.42. Jede Teilmenge Y einer angeordneten MengeX ist
die disjunkte Vereinigung aller maximalen in Y enthaltenen nichtleeren Intervalle
von X . Hinweis: Hat ein System von Intervallen von X nichtleeren Schnitt, so ist
auch seine Vereinigung wieder ein Intervall von X .
Übung 10.3.2.43 (Eine nur im Ursprung stetige Funktion). Die Funktion f :
R → R mit f(x) = x für x ∈ Q und f(x) = 0 für x 6∈ Q ist nur an der Stelle
p = 0 stetig.
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Übung 10.3.2.44 (Addition und Multiplikation im Unendlichen). Addition und
Multiplikation lassen sich auf genau eine Weise fortsetzen zu stetigen Abbildun-
gen

add : R̄2\{(∞,−∞), (−∞,∞)} → R̄
mult : R̄2\{(±∞, 0), (0,±∞)} → R̄

und zwar durch
a+∞ =∞+ a =∞ falls a 6= −∞;
a+ (−∞) = (−∞) + a = −∞ falls a 6=∞;
a · ∞ =∞ · a =∞ falls a > 0;
a · ∞ =∞ · a = −∞ falls a < 0;
a · (−∞) = (−∞) · a = −∞ falls a > 0;
a · (−∞) = (−∞) · a =∞ falls a < 0.

Sie lassen sich nicht weiter stetig fortsetzen auf die oben ausgeschlossenen Punkte
(∞,−∞), (−∞,∞) für die Addition beziehungsweise (±∞, 0), (0,±∞) für die
Multiplikation.
Übung 10.3.2.45. Gegeben f : R̄ ⊃ D → R̄ stetig bei p ∈ D und g : R̄ ⊃ E → R̄
stetig bei q ∈ E ist f × g : D × E → R̄2 stetig bei (p, q).
Übung 10.3.2.46 (Stetigkeit durch Einquetschen). Gegeben f, g, h : R̄m ⊃
D → R̄ mit f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ∀x ∈ D und f, h stetig bei p ∈ D mit
f(p) = h(p) ist auch g stetig bei p.
Übung 10.3.2.47 (Stetigkeit durch Verkleben). Seien I, J ⊂ R̄ Intervalle mit
nichtleerem Schnitt I ∩ J 6= ∅ und sei f : (I ∪ J) → R̄ eine Funktion. Man
zeige: Sind die Einschränkungen f |I und f |J stetig, so ist auch f selbst stetig.
Im übrigen wird sich der „schwierige“ Fall dieser Übung als Spezialfall von ??
erweisen.
Übung 10.3.2.48. Man zeige, daß auf einem offenen reellen Intervall I jede kon-
vexe reelle Funktion stetig ist. Hinweis: Die graphische Darstellung zum Beweis
von 10.5.5.15 mag helfen. Eine Funktion heißt konvex, wenn für alle x, z ∈ I gilt

f(tx+ (1− t)z) ≤ tf(x) + (1− t)f(z) ∀t ∈ [0, 1]

Anschaulich bedeutet das, daß unsere Funktion „unter jeder ihrer Sekanten liegt“.
Die Stetigkeit durch Einquetschen 10.3.2.46 mag helfen.

10.3.3 Zwischenwertsatz und Umkehrfunktionen
Definition 10.3.3.1. Eine Abbildung f zwischen teilgeordneten Mengen heißt

monoton wachsend, wenn gilt x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y)
streng monoton wachsend, wenn gilt x < y ⇒ f(x) < f(y)
monoton fallend, wenn gilt x ≤ y ⇒ f(x) ≥ f(y)
streng monoton fallend, wenn gilt x < y ⇒ f(x) > f(y)
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Illustration zum Zwischenwertsatz. Im vorliegenden Fall wir der gegebene
Zwischenwert z sogar dreimal als Funktionswert angenommen. Unser erster
Beweis führt stets zum hier eingezeichneten größten p ∈ [a, b], an dem z als

Funktionswert angenommen wird.
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Eine Abbildung heißt monoton, wenn sie monoton wachsend oder fallend ist.
Eine Abbildung heißt streng monoton, wenn sie streng monoton wachsend oder
fallend ist.

Proposition 10.3.3.2 (Stetigkeit monotoner Surjektionen auf Intervalle). Es
sei f : R̄ ⊃ D → R̄ eine monotone Abbildung. Ist ihr Bild f(D) ein Intervall in
R̄, so ist f stetig.

Beweis. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit f monoton wachsend. Gege-
ben p ∈ D gilt es, für jeden Quader Q um f(p) einen Quader Q′ um p zu finden
mit f(Q′ ∩D) ⊂ Q. Wir setzen I := f(D) und unterscheiden vier Fälle.

1. Ist f(p) ∈ I weder das größte noch das kleinste Element von I , so umfaßt
jeder Quader Q um f(p) ein Intervall der Gestalt [α, β] mit α < f(p) < β
und α, β ∈ I , also α = f(a) und β = f(b) mit a, b ∈ D und a < p < b.
Dann können wir Q′ = [a, b] nehmen;

2. Ist f(p) ∈ I das größte aber nicht das kleinste Element von I , so umfaßt
jeder QuaderQ um f(p) ein Intervall der Gestalt [α, f(p)] mit α < f(p) und
α ∈ I , also α = f(a) mit a ∈ D und a < p. Dann können wir Q′ = [a,∞]
nehmen;

3. Ist f(p) ∈ I das kleinste aber nicht das größte Element von I , so argumen-
tieren wir analog;

4. Ist f(p) ∈ I das kleinste und das größte alias das einzige Element von I , so
ist f konstant und wir können Q′ = [−∞,∞] nehmen.

Beispiel 10.3.3.3 (Stetigkeit des Invertierens). Die Funktion R× → R, x 7→ 1
x

ist stetig. In der Tat reicht es aufgrund der Lokalität der Stetigkeit 10.3.2.39 zu
zeigen, daß ihre Einschränkung auf R>0 und auf R<0 jeweils stetig ist. Diese
Einschränkungen sind jedoch beide monoton und haben als Bildmenge jeweils
ein Intervall.

Beispiel 10.3.3.4 (Stetigkeit des erweiterten nichtnegativen Invertierens). Die
Abbildung

inv+ : [0,∞]→ [0,∞]

gegeben durch x 7→ 1
x

für x ∈ (0,∞) sowie 0 7→ ∞ und∞ 7→ 0 ist stetig. In der
Tat ist diese Abbildung monoton und ihr Bild ist ein Intervall und die Behauptung
folgt aus der Stetigkeit monotoner Surjektionen auf Intervalle 10.3.3.2.

Korollar 10.3.3.5 (Quotienten stetiger Funktionen sind stetig). Gegeben steti-
ge Funktionen f, g : R̄m ⊃ D → R mit g(x) 6= 0 ∀x ∈ D ist auch die Funktion
f/g : D → R, x 7→ f(x)/g(x) stetig.
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Beweis. Bezeichne i : R× → R die Funktion x 7→ 1/x. Sie ist stetig nach
10.3.3.3. Also ist auch i ◦ g : D → R, x 7→ 1/g(x) stetig und dann auch das
Produkt dieser Funktion mit der stetigen Funktion f .

Beispiel 10.3.3.6. Die Funktion

x 7→ x4 − 2x2 + 1

x3 − 1

ist stetig auf D := R\1. Sie kann sogar zu einer stetigen Funktion auf ganz R
fortgesetzt werden, die gegeben wird durch die Abbildungsvorschrift

x 7→ x3 + x2 − x− 1

x2 + x+ 1

10.3.3.7. Eine Funktion, die sich als der Quotient eines Polynoms durch ein von
Null verschiedenes Polynom darstellen läßt, heißt eine rationale Funktion. So ei-
ne Funktion ist a priori natürlich nur da definiert, wo der Nenner nicht verschwin-
det, und ist nach dem vorhergehenden Korollar auf dem Komplement der Nullstel-
lenmenge ihres Nenners stetig. Betrachten wir unsere rationale Funktion jedoch
nicht als Abbildung, sondern als formalen Ausdruck, so verstehen wir unter ihrem
Definitionsbereich die etwas größere Menge, auf der „nach maximalem Kürzen“
der Nenner keine Nullstellen hat, vergleiche 20.3.4.1. Man beachte, daß die hier
gegebene etwas unscharfe Formulierung „nach maximalem Kürzen“ eigentlich
erst in 6.2.4.19 gerechtfertigt wird, wo wir die Eindeutigkeit der „Primfaktorzer-
legung“ in Polynomringen diskutieren. Bleibt auch nach maximalem Kürzen noch
ein nichtkonstantes Polynom im Nenner stehen, so spricht man von einer gebro-
chenrationalen Funktion.

Satz 10.3.3.8 (Zwischenwertsatz). Für a ≤ b aus R̄ nimmt eine stetige Funktion
f : [a, b]→ R̄ jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

10.3.3.9 (Die schmutzige Anschauung). Wenn man sich eine stetige reellwerti-
ge Funktion auf einem reellen Intervall vorstellt als eine Funktion, deren Graphen
man zeichnen kann ohne den Bleistift abzusetzen, so ist auch der Zwischenwert-
satz anschaulich klar: Wenn unser Graph unter einer horizontalen Linie anfängt
und oberhalb aufhört oder umgekehrt, so muß er an irgendeiner Stelle unsere ho-
rizontale Linie kreuzen.

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit f(a) ≤ f(b) anneh-
men. Gegeben z ∈ [f(a), f(b)] suchen wir p ∈ [a, b] mit f(p) = z. Wir betrachten
dazu

p := sup{x ∈ [a, b] | f(x) ≤ z}
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und behaupten f(p) = z. Um das zu zeigen führen wir die Annahmen f(p) < z
und z < f(p) beide zum Widerspruch. Aus f(p) < z folgte zunächst p < b,
und dann gäbe es aufgrund der Stetigkeit ein q mit p < q < b und f(q) ≤ z
und p wäre gar keine obere Schranke unserer Menge gewesen. Aus z < f(p)
dahingegen folgte zunächst a < p, und dann gäbe es aufgrund der Stetigkeit ein
r mit a < r < p und z < f(x) für alle x ∈ [r, p]. Also wäre auch r schon eine
obere Schranke unserer Menge und p könnte nicht ihre kleinste obere Schranke
gewesen sein.

Korollar 10.3.3.10 (Abstrakter Zwischenwertsatz). Das Bild eines Intervalls
unter einer stetigen Funktion ist ein Intervall. Ist also in Formeln I ⊂ R̄ ein
Intervall und f : I → R̄ stetig, so ist auch f(I) ein Intervall.

Beweis. Das ist nur eine Umformulierung des Zwischenwertsatzes 10.3.3.8.

Satz 10.3.3.11 (über die Umkehrfunktion). Ist I ⊂ R̄ ein Intervall und f :
I → R̄ streng monoton und stetig, so ist auch f(I) ⊂ R̄ ein Intervall und die
Umkehrfunktion f−1 : f(I)→ R̄ ist streng monoton und stetig.

10.3.3.12. Hier ist unsere Notation wieder nicht ganz korrekt: Wir müßten genau
genommen eigentlich die Bijektion f̃ : I

∼→ f(I), x 7→ f(x) betrachten, dazu die
inverse Abbildung f̃−1 : f(I)

∼→ I nehmen, und unser f−1 : f(I)→ R̄ definieren
als die Verknüpfung von f̃−1 mit der Einbettung I ↪→ R̄.

Beweis. Die Umkehrfunktion g := f−1 ist offensichtlich monoton und ihr Bild ist
ein Intervall, nämlich das Intervall I , also ist sie nach 10.3.3.2 stetig. Daß f(I) ein
Intervall ist, war die Aussage des abstrakten Zwischenwertsatzes 10.3.3.10.

10.3.3.13 (Diskussion der Notation). Die Umkehrfunktion f−1 darf nicht ver-
wechselt werden mit der Funktion x 7→ 1/f(x) : Ist zum Beispiel q : (0,∞)→ R
gegeben durch q(x) = x2, so haben wir 1/q(x) = x−2, aber die Umkehrabbildung
ist gegeben durch die Funktion q−1(y) =

√
y, die Sie aus der Schule kennen und

die wir im Anschluß auf ganz [0,∞) einführen. Die Notation ist hier leider nicht
ganz eindeutig. Oft muß man aus dem Kontext erschließen, ob mit f−1 die Um-
kehrfunktion von f oder vielmehr die „Kehrwertfunktion“ x 7→ 1/f(x) gemeint
ist.

10.3.3.14 (Potenz- und Wurzelfunktionen). Gegeben n ∈ N≥1 ist die n-te Po-
tenzfunktion x 7→ xn auf [0,∞) nach 10.3.2.35 stetig und nach 10.2.2.9.3 streng
monoton wachsend. Ihr Bild ist nach dem Zwischenwertsatz 10.3.3.10 ein Inter-
vall und da für a ≥ 1 gilt an ≥ a und andererseits 0n = 0 muß dies Intervall
wieder [0,∞) sein. Wir definieren die n-te Wurzel

n
√

: [0,∞)→ R
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Illustration zur Stetigkeit in mehreren Veränderlichen. Dargestellt ist ein
Geradenstück D in der Ebene nebst einer Abbildung f : D → R2, die es in die

Ebene abbildet und es dabei an einer Stelle p ∈ D zerreißt. Dargestellt ist weiter
eine Umgebung U von f(p), für die es keine Umgebung U ′ von p gibt mit
f(U ′) ⊂ U , so daß in der Tat f an dieser Aufreißstelle p nicht stetig ist.
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als die Umkehrfunktion zur n-ten Potenzfunktion x 7→ xn. Nach dem Satz über
die Umkehrfunktion 10.3.3.11 ist x 7→ n

√
x stetig. Im Fall n = 2 verwendet man

die Abkürzung
√
x := 2

√
x.

10.3.3.15 (Potenz- und Wurzelfunktionen im Unendlichen). Immer noch für
n ∈ N≥1 ist auch die Fortsetzung der n-ten Potenz durch ∞ 7→ ∞ zu einer
Abbildung potn : [0,∞] → [0,∞] stetig, da sie monoton und surjektiv ist. Die
n-te Wurzel besitzt mithin auch eine stetige streng monotone Fortsetzung durch
∞ 7→ ∞ zu wurzn : [0,∞]→ [0,∞].
Beispiel 10.3.3.16. Die Abbildungsvorschrift x 7→

√
x4 + 5 liefert eine stetige

Abbildung R→ R.
Ergänzung 10.3.3.17. Alle Definitionen und Ergebnisse dieses Abschnitts, die
nicht Summen oder Produkte verwenden, bleiben gültig und sinnvoll, wenn wir R̄
durch eine allgemeinere angeordnete Menge ersetzen derart, daß zwischen je zwei
verschiedenen Punkten stets noch ein weiterer Punkt liegt und daß jede nach oben
beziehungsweise unten beschränkte Teilmenge in unserer Menge ein Supremum
und beziehungsweise Infimum besitzt.

Übungen

Übung 10.3.3.18. Man zeige, daß die Funktion {(x, y) ∈ R2 | y 6= 0} → R
gegeben durch (x, y) 7→ x/y stetig ist.
Übung 10.3.3.19. Man zeige, daß die Funktion R2 → R gegeben durch (x, y) 7→
(x2y + xy3)/(x2 + y2 + 1) stetig ist.
Ergänzende Übung 10.3.3.20. Seien a ≤ b aus R̄ gegeben und sei f : [a, b] → R
stetig mit f(b) = 0. Man zeige, daß dann f eine kleinste Nullstelle in [a, b] hat.
Übung 10.3.3.21. Jede Polynomfunktion x 7→ anx

n + . . . + a0 mit an 6= 0 und
n ungerade besitzt mindestens eine reelle Nullstelle. Ist an > 0 und a0 > 0, so
besitzt sie sogar mindestens eine negative Nullstelle.
Übung 10.3.3.22. Gegeben ein Intervall I ⊂ R̄ ist jede injektive stetige Funktion
I → R̄ streng monoton.

10.3.4 Umfang des Einheitskreises
10.3.4.1. Bekanntlich bezeichnet π, ein kleines griechisches P für „Perimeter“,
das Verhältnis zwischen Umfang und Durchmesser eines Kreises. Um diese An-
schauung zu formalisieren zur Definition einer reellen Zahl im Sinne von 10.2.4.7
gehen wir aus von der anschaulichen Bedeutung von π als Länge des Halbkreises
H mit Radius Eins

H := {(a, b) ∈ R2 | a2 + b2 = 1, b ≥ 0}
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Seien x, y : R2 → R die beiden Abbildungen, die jedem Punkt der Ebene seine
erste beziehungsweise zweite Koordinate zuordnen, also v = (x(v), y(v)) ∀v ∈
R2. Die Distanz d(v, w) ∈ R zwischen zwei Punkten v, w ∈ R2 der Ebene er-
klären wir in Erinnerung an den Satz des Pythagoras durch die Formel

d(v, w) :=
√

(x(v)− x(w))2 + (y(v)− y(w))2

Die Kreiszahl π ∈ R definieren wir dann als das Supremum über die „Längen
aller in unseren Halbkreis H einbeschriebenen Polygonzüge“, in Formeln

π := sup

{
n∑
i=1

d(vi−1, vi)

∣∣∣∣ n ∈ N, v0, v1, . . . , vn ∈ H,
x(v0) < x(v1) < . . . < x(vn)

}

Mithilfe der einfachen Abschätzung
√
a2 + b2 ≤ |a| + |b| erkennt man, daß die

Zahl 4 eine obere Schranke ist für unsere Menge von Längen von Polygonzügen,
mithin haben wir hier in der Tat eine reelle Zahl π ∈ R definiert. Wir werden in
10.6.1.31 sehen, wie man diese Zahl im Prinzip bis zu einer beliebig vorgegebenen
Stelle nach dem Komma berechnen kann. Die Definition selbst ist elementar. Ich
habe sie nur deshalb nicht gleich im Zusammenhang mit der Definition der reellen
Zahlen gegeben, weil sie die Existenz reeller Quadratwurzeln von nichtnegativen
reellen Zahlen benötigt, die erst in 10.3.3.14 gezeigt wurde.

Ergänzung 10.3.4.2. Die Zahl π ist nicht rational, in Formeln π 6∈ Q, wie Lambert
bereits 1761 zeigen konnte. Anders ausgedrückt läßt sich π nicht durch einen
periodischen Dezimalbruch darstellen. Wir beweisen diese Tatsache in 10.5.8.12.
Unsere Kreiszahl π ist noch nicht einmal algebraisch, als da heißt Nullstelle eines
nichttrivialen Polynoms mit rationalen Koeffizienten. Es gilt in anderen Worten
keine Gleichung der Gestalt

πn + qn−1π
n−1 + . . .+ q1π + q0 = 0 mit qn−1, . . . , q0 ∈ Q und n ≥ 1.

Reelle Zahlen, die nicht algebraisch sind, heißen transzendent, lateinisch für
„überschreitend“, da ihre Behandlung „die Grenzen der Algebra überschreitet“.
Die Transzendenz von π wurde 1882 von Lindemann in Freiburg bewiesen. Sei-
ne Büste steht im vierten Stock des Mathematischen Instituts. Er war übrigends
Hilbert’s Doktorvater. Johann Heinrich Lambert alias Jean-Henri Lambert wur-
de 1728 als Sproß einer hugenottischen Familie in Mulhouse geboren, das zu der
Zeit mit den umgebenden Landstrichen als unabhängige Republik Mitglied der
Eidgenossenschaft war. Er veröffentlichte seine Arbeit zur Irrationalität von π auf
französisch in der „Histoire de l’Academie Royale des Sciences et Belles-Lettres“
in Berlin, wo er 1763 eine Anstellung an der preußischen Akademie der Wissen-
schaften erhielt.
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Ein einbeschriebener Polygonzug

Diese Abbildung soll veranschaulichen, warum 4 eine obere Schranke für die
Längen einbeschriebener Polygonzüge ist: Die horizontalen Stücke und die

vertikalen Stücke haben jeweils zusammengenommen eine Gesamtlänge ≤ 2.
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10.3.5 Grenzwerte
Definition 10.3.5.1. Seien C,D ⊂ R̄n Teilmengen.

1. Ein Punkt p ∈ D heiße ein Häufungspunkt von D, wenn jede Umgebung
von p in R̄n mindestens einen von p verschiedenen Punkt mit D gemeinsam
hat;

2. Ein Punkt p ∈ D heiße ein isolierter Punkt vonD, wenn er kein Häufungs-
punkt vonD ist. Gleichbedeutend ist die Bedingung, daß es eine Umgebung
V von p in R̄n gibt mit V ∩D = {p}.

3. Ein Punkt p ∈ R̄n heiße ein Häufungspunkt zu C, wenn er ein Häufungs-
punkt von C ∪ {p} ist;

10.3.5.2. Ich verwende hier die Bezeichnungen p, C,D in der Weise, daß a priori
p ein Häufungspunkt von D und ein Häufungspunkt zu C ist, salopp gesprochen
D = C∪{p}, so daß also p inD liegen muß und in C liegen darf. Je nach Kontext
ist die eine oder die andere Konvention geschickter.

10.3.5.3 (Diskussion der Terminologie). Die im vorhergehenden eingeführte Ter-
minologie der „Häufungspunkte von und zu“ ist ein Versuch, die sprachlichen
Schwierigkeiten zu vermeiden, die in der üblichen Terminologie dadurch ent-
stehen, daß ein Häufungspunkt einer Menge kein Punkt besagter Menge zu sein
braucht.

Beispiele 10.3.5.4. Die Menge Z der ganzen Zahlen besteht aus isolierten Punk-
ten. Die MengeQ der rationalen Zahlen besteht aus Häufungspunkten. Die Menge
N ∪ {∞} hat als einzigen Häufungspunkt den Punkt∞. Daß dieser Punkt in der
Tat ein Häufungspunkt ist, folgt aus der Archimedizität des angeordneten Körpers
R der reellen Zahlen 10.2.4.9.

10.3.5.5 (Notation für Komplemente einpunktiger Teilmengen). Wir verein-
baren für die Differenz einer Menge X und einer einpunktigen Menge {p} die
abkürzende Schreibweise X\p := X\{p}. Der Punkt p muß dabei nicht zu X
gehören, dann haben wir eben X\p = X .

Satz 10.3.5.6 (Eindeutigkeit stetiger Fortsetzungen in Häufungspunkten). Sei-
en D ⊂ R̄m eine Teilmenge, p ∈ D ein Häufungspunkt von D und f : D\p→ R̄n
eine Abbildung. So gibt es höchstens eine Fortsetzung von f zu einer Abbildung
f : D → R̄n, die stetig ist bei p.

Beweis. Wären sonst f1, f2 zwei stetige Fortsetzungen mit f1(p) 6= f2(p), so
fänden wir disjunkte Umgebungen U1 und U2 der beiden Punkte f1(p) und f2(p)
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Der Grenzwert oder Limes einer Funktion mit einer „Fehlstelle“ in ihrem
Definitionsbereich ist, wenn er existiert, der Wert an der fraglichen Fehlstelle der

einzig möglichen dort stetigen Fortsetzung.
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sowie Umgebungen U ′1 und U ′2 von p mit f1(U ′1∩D) ⊂ U1 und f2(U ′2∩D) ⊂ U2.
Daraus folgte aber

f(U ′1 ∩ U ′2 ∩D\p) ⊂ U1 ∩ U2 = ∅

im Widerspruch dazu, daß U ′1 ∩ U ′2 ∩D nicht nur aus unserem Häufungspunkt p
bestehen kann, weil ja nach 10.3.2.32 auch U ′1∩U ′2 eine Umgebung von p ist.

Definition 10.3.5.7. Seien C ⊂ R̄m eine Teilmenge, p ∈ R̄m ein Häufungspunkt
zu C und f : C\p → R̄n eine Funktion. Sei b ein weiterer Punkt aus R̄n. Wir
sagen, f(x) strebt gegen b für x→ p und schreiben

lim
C3x→p

f(x) = lim
x→p

f(x) = b

als Abkürzung für die Aussage, daß die Fortsetzung unserer Funktion f zu einer
Funktion f : C∪{p} → R̄n durch f(p) := b stetig ist bei p. In diesem Fall nennen
wir b den Grenzwert oder lateinisierend Limes der Funktion f für x→ p.

10.3.5.8 (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Nach der Eindeutigkeit 10.3.5.6 steti-
ger Fortsetzungen in Häufungspunkten folgt aus limx→p f(x) = a und limx→p f(x) =
b bereits a = b.

10.3.5.9. Salopp gesprochen verhält es sich demnach so, daß eine Funktion mit
einer einpunktigen Definitionslücke an einem Häufungspunkt ihres Definitionsbe-
reichs auf höchstens eine Weise stetig in diese Definitionslücke hinein fortgesetzt
werden kann. Der Wert dieser an besagter Stelle stetigen Fortsetzung ist dann per
definitionem der Grenzwert unserer Funktion an besagter Stelle.

Beispiel 10.3.5.10. Wir haben

lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1

(x+ 1)(x− 1)

x− 1
= lim

x→1
x+ 1 = 2

Beispiel 10.3.5.11. Wir haben limx→∞ 1/x = 0 und lim(0,1)3x→0 1/x = ∞, denn
unser erweitertes nichtnegatives Invertieren inv+ : [0,∞]→ [0,∞] ist stetig nach
10.3.3.4 mit inv+(∞) = 0 und inv+(0) =∞.

10.3.5.12 (ε-δ-Kriterium für Grenzwerte). Seien D ⊂ Rm eine Teilmenge, p ∈
D ein Häufungspunkt vonD und f : D\p→ Rn eine Funktion. Sei weiter b ∈ Rn
gegeben. Genau dann gilt limx→p f(x) = b, wenn es für jedes ε > 0 ein δ > 0
gibt mit

|x− p| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε

Das ist eine direkte Konsequenz des ε-δ-Kriteriums für Stetigkeit 10.3.2.21.
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Lemma 10.3.5.13 (Grenzwerte für x → ∞). Sei f : R ⊃ C → Rn eine Funk-
tion und sei∞ ein Häufungspunkt zu C. Sei weiter b ∈ Rn gegeben. Genau dann
gilt limx→∞ f(x) = b, wenn es für jedes ε > 0 ein N = Nε ∈ R gibt mit

x > N ⇒ |f(x)− b| < ε

Beweis. Wir wenden das Umgebungskriterium für Stetigkeit 10.3.2.24 an und set-
zen D := C ∪ {∞}. Ist die Fortsetzung von f zu f : D → Rn durch f(∞) := b
stetig bei∞, so gibt es für die Umgebung U = B(b; ε) von b = f(∞) eine Um-
gebung U ′ von∞ mit f(U ′ ∩D) ⊂ B(b; ε). Diese Umgebung U ′ von∞ umfaßt
aber per definitionem eine Teilmenge der Gestalt (N,∞] mit N ∈ R. Wir sehen
so, daß es zu jedem ε > 0 ein N ∈ R gibt mit x > N ⇒ |f(x) − b| < ε.
Sei umgekehrt diese Bedingung erfüllt. Es gilt zu folgern, daß unsere Fortsetzung
f : D → Rd stetig ist bei p := ∞. Gegeben eine Umgebung U von b = f(∞)
finden wir ε > 0 mit B(b; ε) ⊂ U . Zu diesem ε finden wir dann ein N ∈ R mit
f((N,∞) ∩ C) ⊂ B(b; ε). Somit ist U ′ := (N,∞] die gesuchte Umgebung von
∞ mit f(U ′ ∩D) ⊂ U .

Beispiel 10.3.5.14 (Grenzwerte konstanter Funktionen). Wir haben limx→p c =
c für jede konstante Funktion c, denn konstante Funktionen sind stetig.

Beispiel 10.3.5.15 (Grenzwert der Identitätsfunktion). Wir haben limx→p x =
p, denn die Identität id ist stetig.

10.3.5.16. Gegeben Mengen A und I bezeichnet man eine Abbildung I → A
ganz allgemein auch als eine durch I indizierte Familie von Elementen von A
und benutzt die Notation

(ai)i∈I

Diese Sprechweise und Notation für Abbildungen verwendet man insbesondere
dann, wenn man der Menge I eine untergeordnete Rolle zugedacht hat. Im Fall
I = ∅ spricht man von der leeren Familie von Elementen von A.

Definition 10.3.5.17. Eine Abbildung N → X , n 7→ an von den natürlichen
Zahlen in eine Menge X nennen wir eine Folge in X . Wir schreiben eine Folge
meist (an)n∈N oder a0, a1, a2, . . . oder auch einfach nur (an). Die Elemente an
heißen die Folgenglieder. Manchmal nennen wir auch Abbildungen Folgen, die
erst ab n = 1 definiert sind.

10.3.5.18 (Folgenkonvergenz). Eine Folge (an) in R̄d ist dasselbe wie eine Funk-
tion f : R̄ ⊃ N → R̄d, nämlich die Funktion f(n) := an. Der Punkt ∞ ist ein
Häufungspunkt zu N in R̄, wie wir bereits in 10.3.5.4 bemerkt hatten. Gegeben
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Graphische Darstellung der Folge an = 33−n − (−2)4−n, die gegen Null
konvergiert, wie Sie bald werden zeigen können. Die Folgenglieder sind die

kleinen Kreuzchen auf der reellen Achse, ihre Indizes tragen sie an
unterschiedlich langen gestrichelt eingezeichneten Stangen.
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b ∈ R̄d sagen wir, die Folge an konvergiere gegen a, wenn im Sinne des allge-
meinen Grenzwertbegriffs 10.3.5.7 gilt

lim
N3n→∞

an = a

In diesem Fall nennen wir a den Grenzwert oder lateinisierend Limes der Folge.

10.3.5.19. Sagen wir, eine Aussage gelte für fast alle Elemente einer Menge, so
soll das bedeuten, daß sie gilt für alle Elemente bis auf höchstens endlich viele
Ausnahmen. Sagen wir, eine Aussage gelte für fast alle Glieder einer Folge, so
soll das bedeuten, daß für fast alle Indizes n unsere Aussage für das n-te Folgen-
glied gilt.

10.3.5.20 (ε-N -Kriterium für Folgenkonvergenz). Gegeben eine Folge (an) in
Rd und a ∈ Rd ist limn→∞ an = a nach 10.3.5.13 gleichbedeutend dazu, daß es
für jedes ε > 0 ein N = Nε ∈ R gibt mit n > N ⇒ |an − a| < ε.

Lemma 10.3.5.21 (Charakterisierung der Folgenkonvergenz). Gegeben eine
Folge (an) in R̄d ist limn→∞ an = a gleichbedeutend dazu, daß jede Umgebung
von a fast alle Glieder unserer Folge enthält.

Beweis. Wir setzen D := N ∪ {∞}. Bezeichne ā : D → R̄d die Fortsetzung von
n 7→ an durch∞ 7→ a. Per definitionem ist limn→∞ an = a gleichbedeutend dazu,
daß ā stetig ist bei ∞. Das ist gleichbedeutend dazu, daß es für jede Umgebung
U von a = ā(∞) eine Umgebung U ′ von ∞ gibt mit ā(U ′ ∩ D) ⊂ U . Das
hinwiederum ist gleichbedeutend dazu, daß es für jede Umgebung U von a ein
N ∈ R gibt mit ā((N,∞] ∩ D) ⊂ U oder, wegen ā(∞) = a ∈ U immer noch
gleichbedeutend, mit ā((N,∞] ∩ N) ⊂ U .

10.3.5.22. Eine Nullfolge ist eine Folge, die gegen Null konvergiert. Zum Beispiel
folgt aus Korollar 10.2.4.10 zur Archimedizität der reellen Zahlen sofort, daß die
Folge n 7→ 1/n gegeben für n ≥ 1 eine Nullfolge ist, in Formeln

lim
n→∞

1/n = 0

Alternativ folgt das auch durch Einschränken der Erkenntnis limx→∞ 1/x = 0 aus
10.3.5.11 auf positive natürliche Zahlen. Bei dieser Argumentation versteckt sich
die Archimedizität der reellen Zahlen in der implizit verwendeten Eigenschaft,
daß∞ ein Häufungspunkt zu N in R̄ ist.

10.3.5.23 (Diskussion der Terminologie). Mit unserer Konvention für die „Kon-
vergenz gegen ±∞“ bewegen wir uns zwar im Rahmen des allgemeinen Be-
griffs der „Konvergenz in topologischen Räumen“ ??, aber außerhalb der in der
einführenden Literatur zur Analysis üblichen Konventionen. Üblicherweise wird
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stattdessen die Terminologie bestimmte Divergenz gegen ±∞ verwendet. Übli-
cherweise bleibt in anderen Worten der Begriff der konvergenten Folge reserviert
für Folgen, die gegen eine reelle Zahl konvergieren. Wir nennen solche Folgen
reell konvergent. Falls eine Folge nicht konvergiert, auch nicht gegen ∞ oder
−∞, so nennt man sie unbestimmt divergent. Wir verlieren mit unserer Termi-
nologie zwar etwas an terminologischer Kohärenz, da wir im weiteren „Reihen“
aus wieder anderen Gründen nur dann konvergent nennen werden, wenn die Fol-
ge ihrer Partialsummen reell konvergent ist. Das schien mir jedoch ein kleineres
Übel, als es eine unnötig einschränkende oder in Fälle aufspaltende Formulierung
von Aussagen wie 10.3.5.32 wäre.

10.3.5.24 (Lokalität des Grenzwerts). Der Grenzwert einer Funktion für x→ p
hängt nur von ihrem Verhalten in einer Umgebung von p ab. Ist genauer p ∈ D
Häufungspunkt einer Teilmenge D ⊂ R̄m und f : D\p → R̄n eine Funk-
tion und V eine Umgebung von p, so existiert limx→p f(x) genau dann, wenn
limx→p(f |V ∩D\p)(x) existiert, und unter diesen Umständen gilt

lim
(V ∩D)3x→p

f(x) = lim
D3x→p

f(x)

Beispiel 10.3.5.25 (Grenzwerte von Einschränkungen). GegebenC ⊂ E ⊂ R̄m
und p ∈ R̄m ein Häufungspunkt zu C und f : E\p→ R̄n haben wir

lim
C3x→p

f(x) = lim
E3x→p

f(x)

wenn der rechte Grenzwert existiert, denn Einschränkungen stetiger Funktionen
sind stetig.

10.3.5.26. Man beachte den Unterschied zur Lokalität des Grenzwerts 10.3.5.24,
der ein Kriterium für die Existenz eines Grenzwerts angibt, wohingegen die Aus-
sage 10.3.5.25 über Grenzwerte von Einschränkungen nur Eigenschaften von Grenz-
werten behauptet, deren Existenz bereits bekannt ist.

10.3.5.27 (Grenzwerte von Verknüpfungen). Die Definition des Grenzwerts
10.3.5.7 als Wert der eindeutigen stetigen Fortsetzung zusammen mit der Ste-
tigkeit der Verknüpfung stetiger Funktionen 10.3.2.30 liefern für den Grenzwert
einer Verknüpfung die folgenden drei Implikationen. Die Terminologie „Limites“
meint hier das „Bilden von Grenzwerten“ und soll zum Ausdruck bringen, daß
eben nicht der Grenzwert selbst die fraglichen Eigenschaften hat, sondern viel-
mehr das Bilden von Grenzwerten.

Limites vertauschen mit dem Nachschalten stetiger Funktionen:(
lim
x→p

f(x) = q und g stetig bei q
)
⇒ lim

x→p
g(f(x)) = g(q)
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Limites bleiben gleich beim Vorschalten stetiger Funktionen:(
f stetig bei p und lim

y→f(p)
g(y) = c

)
⇒ lim

x→p
g(f(x)) = c

Limites lassen sich iterieren:(
lim
x→p

f(x) = q und lim
y→q

g(y) = c

)
⇒ lim

x→p
g(f(x)) = c

Im folgenden führen wir das genauer aus.

10.3.5.28 (Limites vertauschen mit dem Nachschalten stetiger Funktionen).
Wir schreiben die erste Eigenschaft nach 10.3.5.27 nocheinmal mit allen Voraus-
setzungen und den entsprechenden Notationen aus. Seien gegeben C ⊂ R̄m und
p ∈ R̄m ein Häufungspunkt zu C und f : C\p → R̄n eine Funktion mit Bild in
E ⊂ R̄n. Gilt limx→p f(x) = q und q ∈ E und ist g : E → R̄l stetig bei q, so folgt

lim
x→p

g(f(x)) = g(q)

Beispiel 10.3.5.29 (Folgenkonvergenz und Nachschalten stetiger Funktionen).
Gegeben eine Funktion g : R̄k ⊃ E → R̄l, die stetig ist bei einer Stelle a ∈ E,
und eine Folge (an) in E mit limn→∞ an = a gilt

lim
n→∞

g(an) = g(a)

Das zeigen wir, indem wir unsere Erkenntnisse aus 10.3.5.28 zum Vertauschen
von Limites mit dem Nachschalten stetiger Funktionen anwenden auf C := N
und den Häufungspunkt p :=∞ und an statt f(x) schreiben.

Beispiel 10.3.5.30. Wenden wir unsere Erkenntnisse 10.3.5.29 zur Vertauschung
von Folgenkonvergenz und stetigen Funktionen nach einer geschickten Umfor-
mung auf die Funktion f(x) := 5+x2

3+x
und die Folge an := 1/n an, so erhalten

wir

lim
n→∞

5n3 + n

3n3 + n2
= lim

n→∞

5 + (1/n)2

3 + (1/n)
=

5

3

Definition 10.3.5.31. Sei b0, b1, b2, . . . eine Folge. Ist 0 ≤ n0 < n1 < n2 < . . .
eine streng monoton wachsende Folge natürlicher Zahlen, so nennen wir die Folge
(bnk)k∈N mit Gliedern

bn0 , bn1 , bn2 , . . .

eine Teilfolge der Folge bn. Schreiben wir eine Folge in X als eine Abbildung
b : N → X , n 7→ b(n) = bn, so ist eine Teilfolge von b demnach eine Abbildung
der Gestalt b ◦ a für eine streng monoton wachsende Folge a : N → N gegeben
durch a(k) := nk.
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10.3.5.32 (Konvergenz von Teilfolgen). Jede Teilfolge einer konvergenten Folge
konvergiert, und zwar gegen denselben Grenzwert wie die ursprüngliche Folge. In
der Tat liegen in jeder Umgebung des Grenzwerts fast alle Glieder unserer Folge
und a forteriori auch fast alle Glieder jeder Teilfolge. Alternativ ist es auch eine
formale Konsequenz aus der Regel für iterierte Limites nach 10.3.5.27, die wir
spezialisieren können zu

(limk→∞ nk =∞ und limn→∞ bn = b)⇒ limk→∞ bnk = b

Nach unseren Annahmen ist hier limk→∞ nk =∞ offensichtlich. Formal folgt es
auch aus der Regel für den Grenzwert durch Einquetschen 10.3.5.36.

10.3.5.33 (Grenzwert als komponentenweiser Grenzwert). Sei C ⊂ R̄m und
p ∈ R̄m ein Häufungspunkt zu C und f = (f1, . . . , fn) : C\p → R̄n eine Abbil-
dung und b = (b1, . . . , bn) ∈ R̄n ein Punkt. So gilt

lim
x→p

f(x) = b ⇔ lim
x→p

fν(x) = bν ∀ν

In der Tat folgt das unmittelbar aus unserer Erkenntnis 10.3.5.33, daß Stetigkeit
gleichbedeutend ist zu komponentenweiser Stetigkeit.

10.3.5.34 (Grenzwert von Summe, Produkt und Quotient). SeienC ⊂ R̄m eine
Teilmenge und p ∈ R̄m ein Häufungspunkt zu C und seien f, g : C\p→ R reell-
wertige Funktionen mit reellen Grenzwerten limx→p f(x) = b und limx→p g(x) =
c. So folgt aus der Stetigkeit von Summe und Produkt stetiger Funktionen 10.3.2.34
unmittelbar limx→p(f + g)(x) = b+ c und limx→p(fg)(x) = bc. Ebenso folgt aus
der Stetigkeit des Quotienten 10.3.3.5 unter der zusätzlichen Annahme, daß g kei-
ne Nullstelle hat und der Grenzwert c nicht Null ist, auch limx→p f(x)/g(x) =
b/c.

10.3.5.35 (Grenzwert durch Einquetschen). Seien C ⊂ R̄m eine Teilmenge und
p ∈ R̄m ein Häufungspunkt zu C und f, g, h : C\p→ R̄ Funktionen mit

f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) für alle x ∈ C\p.

So folgt aus limx→p f(x) = b = limx→p h(x) schon limx→p g(x) = b. In der Tat
gibt es unter diesen Annahmen für jede Intervallumgebung I von b Umgebungen
U,W von pmit f(U∩C\p) ⊂ I und h(W ∩C\p) ⊂ I . Dann aber ist V := U∩W
offensichtlich eine Umgebung von p mit g(V ∩ C\p) ⊂ I . Alternativ folgt das
auch sofort aus unserer Übung zur Stetigkeit durch Einquetschen 10.3.2.46.

Beispiel 10.3.5.36. Aus limx→p f(x) = ∞ und f(x) ≤ g(x) ∀x folgt durch Ein-
quetschen limx→p g(x) =∞. In diesem Fall können wir als „obere Quetschfunk-
tion“ h die konstante Funktion h(x) =∞ ∀x wählen.
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Lemma 10.3.5.37 (Erhaltung schwacher Ungleichungen im Grenzwert). Sei-
en C ⊂ R̄m eine Teilmenge und p ein Häufungspunkt zu C und f, g : C\p → R̄
Funktionen mit f(x) ≤ g(x) für alle x ∈ C\p. Existieren die Grenzwerte von f
und g für x→ p, so gilt

lim
x→p

f(x) ≤ lim
x→p

g(x)

10.3.5.38. Man beachte den Unterschied zum Grenzwert durch Einquetschen 10.3.5.35.
Er gibt ein hinreichendes Kriterium für die Existenz eines Grenzwerts, wohinge-
gen Lemma 10.3.5.37 über die Erhaltung von Ungleichungen im Grenzwert nur
Eigenschaften von Grenzwerten behauptet, deren Existenz bereits bekannt ist.

Beweis. Durch Widerspruch. Sei a der Grenzwert von f und b der Grenzwert von
g. Hätten wir a > b alias b < a, so fänden wir k mit b < k < a. Dann wäre
[−∞, k) eine Umgebung von b und (k,∞] eine Umgebung von a. Es gäbe also
Umgebungen U und V von p mit f(U ∩ C\p) ⊂ (k,∞] und g(V ∩ C\p) ⊂
[−∞, k). Da p Häufungspunkt zu C ist, wäre U ∩ V ∩ C\p nicht leer. Für jeden
Punkt x aus dieser Menge gälte aber f(x) > g(x) im Widerspruch zu unserer
Annahme.

Proposition 10.3.5.39. Die folgende Tabelle beschreibt das Konvergenzverhalten
der Folge (xn)n∈N der Potenzen von x in Abhängigkeit von x:

x > 1 limn→∞ x
n =∞;

x = 1 limn→∞ x
n = 1;

|x| < 1 limn→∞ x
n = 0;

x ≤ −1 Die Folge xn divergiert unbestimmt.

Beweis. Im Fall x > 1 schreiben wir x = 1 + y mit y > 0 und erhalten mit der
binomischen Formel

xn = (1 + y)n ≥ 1 + ny

Die Folge n 7→ 1 + ny strebt aber gegen ∞ und nach 10.3.5.36 strebt dann die
Folge xn auch gegen∞. Im Fall x = 1 ist die Folge konstant 1 und es ist nichts zu
zeigen. Falls 0 < x < 1 gilt nach dem Vorhergehenden limn→∞ 1/xn = ∞ und
daraus folgt limn→∞ x

n = 0 durch Anwenden der stetig von (0,∞) auf [0,∞]
fortgesetzten Funktion t 7→ 1/t aus 10.3.3.4. Für −1 < x ≤ 0 folgt die Behaup-
tung dann wegen −|x|n ≤ xn ≤ |x|n durch Einquetschen. Im Fall x ≤ −1 gilt
|xn − xn+1| ≥ 2 für alle n. Also kann die Folge nicht gegen eine reelle Zahl a
konvergieren, denn dann müßte gelten |a− xn| < 1 für fast alle n und dann nach
der Dreiecksungleichung |xn−xn+1| < 2 für fast alle n. Die Folge kann in diesem
Fall aber auch nicht gegen∞ oder−∞ konvergieren, da die Folgenglieder immer
abwechselnd positiv und negativ sind.
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Satz 10.3.5.40 (Gruppenwege inR). Die stetigen GruppenhomomorphismenR→
R der additiven Gruppe der reellen Zahlen in sich selber sind genau die Abbil-
dungen x 7→ λx für beliebiges aber festes λ ∈ R.

Beweis. Sei f : R → R ein stetiger Gruppenhomomorphismus, als da heißt eine
stetige Abbildung mit f(x + y) = f(x) + f(y) ∀x, y ∈ R. Es reicht zu zeigen,
daß f die Gleichung f(x) = xf(1) erfüllt. Auch ohne die Stetigkeit von f zu
benutzen, folgern wir f(q) = qf(1) zunächst für alle q ∈ N, dann für alle q ∈ Z,
dann für alle q ∈ Q. Um unsere Gleichung f(x) = xf(1) sogar für alle x ∈ R
zu zeigen, nutzen wir die Erkenntnis, daß nach 10.2.4.10 jede reelle Zahl x ein
Häufungspunkt zu Q ist. Für alle x ∈ R gilt also

f(x) = lim
Q3q→x

f(q) = lim
Q3q→x

qf(1) = xf(1)

und so folgt wie gewünscht f(x) = λx für λ := f(1).

10.3.5.41. Gegeben eine Teilmenge C ⊂ R̄ und ein Punkt p ∈ R̄, der Häufungs-
punkt sowohl zuD∩R̄<p als auch zuD∩R̄>p ist, sprechen wir vom linksseitigen
beziehungsweise rechtsseitigen Grenzwert einer Funktion f : C\p → R̄, wenn
wir den Grenzwert ihrer Einschränkung auf diese beiden Teilmengen untersuchen
wollen, und notieren diese Grenzwerte

lim
x↗p

f(x) := lim
x→p

f |C∩R̄<p und lim
x↘p

f(x) := lim
x→p

f |C∩R̄>p

Ofensichtlich existiert in dieser Situation der Grenzwert bei p genau dann, wenn
der linkseitige Grenzwert und der rechtseitige Grenzwert existieren und überein-
stimmen.

Beispiel 10.3.5.42. Es gilt limx↘0 1/x =∞ und limx↗0 1/x = −∞.

Satz 10.3.5.43 (Stetigkeit als Folgenstetigkeit). Seien f : R̄m ⊃ D → R̄n eine
Funktion und a ∈ D ein Punkt. So sind gleichbedeutend:

1. f ist stetig bei a;

2. Für jede Folge a0, a1, . . . von Punkten aus D mit limi→∞ ai = a gilt bereits
limi→∞ f(ai) = f(a).

10.3.5.44. Dieser Satz ist für uns bis auf weiteres nicht relevant. Soweit ich sehen
kann, benötigen wir ihn im hier verfolgten Aufbau der Theorie erst in Analysis 3,
um zu zeigen, daß die Fouriertransformierte einer integrierbaren Funktion stetig
ist. Allerdings kann es leicht passieren, daß Sie in einer Prüfung nach diesem Satz
gefragt werden.
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Beweis. 1 ⇒ 2 haben wir schon in 10.3.5.29 erledigt. Wir konzentrieren uns
deshalb auf 2 ⇒ 1. Das zeigen wir durch Widerspruch. Für unser a ∈ R̄n finden
wir nach Übung 10.3.5.46 eine absteigende Folge von Umgebungen V0 ⊃ V1 ⊃
V2 ⊃ . . . derart, daß jede Umgebung V von a fast alle Vi umfaßt. Ist f nicht stetig
bei a, so gibt es eine Umgebung U von f(a) derart, daß für kein i gilt f(Vi∩D) ⊂
U . Für jedes i finden wir also ai ∈ Vi ∩D mit f(ai) 6∈ U . Die ai bilden dann eine
Folge in D mit limi→∞ ai = a, für die nicht gilt limi→∞ f(ai) = f(a).

Übungen

Übung 10.3.5.45. Sei C ⊂ R eine Teilmenge derart, daß ∞ ein Häufungspunkt
zu C ist, und sei f : C → R̄ eine Funktion. Man zeige, daß genau dann gilt
limx→∞ f(x) = −∞, wenn es für jedes M ∈ R ein N = NM ∈ R gibt mit

x > N ⇒ f(x) < M

Übung 10.3.5.46. Für jedes a ∈ R̄n gibt es eine absteigende Folge von Umge-
bungen V0 ⊃ V1 ⊃ V2 ⊃ . . . derart, daß jede Umgebung von a fast alle der Vi
umfaßt.

Übung 10.3.5.47. Ist A ⊂ R̄ eine nichtleere Teilmenge, so ist supA das größte
Element in der Menge G aller Punkte aus den erweiterten reellen Zahlen, die
Grenzwerte von Folgen aus A sind. Diese Übung wird verwendet für die Herlei-
tung des Satzes über Extrema auf Kompakta.

Übung 10.3.5.48. Sei C ⊂ R̄ eine Teilmenge. Genau dann ist p ∈ R̄ Häufungs-
punkt zu C, wenn es eine Folge reeller Zahlen xn in C\p gibt mit limn→∞ xn = p.

Übung 10.3.5.49. Aus limn→∞ an = a folgt limn→∞ |an| = |a|. Umgekehrt folgt
aus limn→∞ |an| = 0 bereits limn→∞ an = 0.

Übung 10.3.5.50. Ist (an) eine Folge reeller Zahlen, die gegen eine reelle Zahl
konvergiert, so gilt limn→∞(an+1 − an) = 0.

Übung 10.3.5.51 (Folgenkriterium für Grenzwerte von Funktionen). Sei C ⊂
R̄ eine Teilmenge, p ein Häufungspunkt zu C und f : C\p → R̄ eine Funktion.
So gilt limx→p f(x) = b genau dann, wenn für jede Folge xn in C\p mit xn → p
gilt f(xn)→ b.

Übung 10.3.5.52. Sei C ⊂ R̄m eine Teilmenge, p ein Häufungspunkt zu C, f :
C\p→ R eine Funktion und b ∈ R. So gilt

lim
x→p

f(x) = b ⇔ lim
x→p
|f(x)− b| = 0

Übung 10.3.5.53 (Polynomiale Funktionen als formale Ausdrücke). Man zei-
ge: Gilt für eine durch ein Polynom vom Grad ≤ n gegebene Funktion f(x) =
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anx
n + . . . + a1x + a0 und ein p ∈ R die Formel limx→p f(x)/(x − p)n = 0,

so folgt a0 = a1 = . . . = an = 0. Insbesondere liefert ein Polynom mit reellen
Koeffizienten nur dann die Nullfunktion, wenn alle seine Koeffizienten Null sind.
Wir nennen es dann das Nullpolynom. Hinweis: Durch Verschieben kann man
sich auf den Fall p = 0 zurückziehen.
Übung 10.3.5.54 (Rationale Funktionen als formale Ausdrücke). Seien Poly-
nome mit reellen Koeffizienten P1, P2, Q1, Q2 gegeben und seienQ1, Q2 nicht das
Nullpolynom. Man zeige: Gilt für alle x ∈ R mit Q1(x) 6= 0 6= Q2(x) die Gleich-
heit von reellen Zahlen P1(x)/Q1(x) = P2(x)/Q2(x), so folgt die Gleichheit von
Polynomen P1Q2 = P2Q1. Hinweis: Übung 10.3.5.53.
Übung 10.3.5.55. Man zeige: Die Regeln zum Vertauschen von Grenzwertbildung
mit Addition und Multiplikation gelten auch noch, wenn wir a, b ∈ R̄ zulassen und
a+ b beziehungsweise ab sinnvoll definiert sind im Sinne von Übung 10.3.2.44.
Ergänzende Übung 10.3.5.56. Sei L ⊂ R eine Untergruppe der additiven Gruppe
der reellen Zahlen, die keine Häufungspunkte in R hat. So gibt es α ∈ R mit
L = Zα.

10.3.6 Vollständigkeit der reellen Zahlen
Definition 10.3.6.1. Eine Menge von reellen Zahlen heißt beschränkt, wenn sie
in R eine obere und eine untere Schranke besitzt. Eine Folge von reellen Zahlen
heißt beschränkt, wenn die Menge der Folgenglieder beschränkt ist. Allgemeiner
heißt eine reellwertige Funktion beschränkt, wenn die Menge ihrer Funktions-
werte beschränkt ist.

Lemma 10.3.6.2. Jede reell konvergente Folge von reellen Zahlen ist beschränkt.

Beweis. Ist x ∈ R der Grenzwert unserer Folge, so liegen fast alle Folgenglieder
in [x−1, x+1]. Die endlich vielen Ausnahmen können wir durch eine hinreichend
große obere und untere Schranke auch noch einfangen.

Satz 10.3.6.3 (Konvergenz monotoner reeller Folgen). Jede monoton wachsen-
de Folge in R̄ konvergiert gegen das Supremum der Menge ihrer Folgenglieder.
Jede monoton fallende Folge in R̄ konvergiert gegen das Infimum der Menge ihrer
Folgenglieder. Jede monotone beschränkte Folge von reellen Zahlen konvergiert
gegen eine reelle Zahl.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, die Zweite zeigt man analog und die
Dritte ist eine offensichtliche Konsequenz. Sei s das Supremum alias die kleinste
obere Schranke der Menge aller Folgenglieder. Kein p mit p < s ist dann eine
obere Schranke der Menge aller Folgenglieder, folglich liegen für jedes p < s
ein und damit wegen der Monotonie fast alle xn in (p, s]. Damit liegen in jeder
Umgebung von s fast alle Folgenglieder.
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Lemma 10.3.6.4. Jede Folge in einer angeordneten Menge besitzt eine monotone
Teilfolge.

10.3.6.5. Hier mögen Sie sich an unsere Sprachregelung 2.1.7.3 erinnern. Ge-
meint ist demnach: Jede Folge in einer angeordneten Menge besitzt mindestens
eine monotone Teilfolge.

Beweis. Wir nennen ein Folgenglied xn oder präziser seinen Index n einen „Aus-
sichtspunkt“ der Folge, wenn alle späteren Folgenglieder kleiner sind, in Formeln
xn > xm für alle m > n. Besitzt unsere Folge unendlich viele Aussichtspunkte,
so bilden diese eine streng monoton fallende Teilfolge. Sonst gibt es einen letzten
Aussichtspunkt xn. Dann finden wir aber eine monoton wachsende Teilfolge, die
mit xn+1 beginnt, denn ab dem Index n+ 1 kommt dann nach jedem Folgenglied
noch ein anderes, das mindestens ebenso groß ist.

Satz 10.3.6.6 (Bolzano-Weierstraß). Jede Folge in R̄ besitzt eine in R̄ konver-
gente Teilfolge. Jede beschränkte Folge von reellen Zahlen besitzt eine reell kon-
vergente Teilfolge.

Beweis. Jede Folge in R̄ besitzt nach 10.3.6.4 eine monotone Teilfolge, und diese
ist nach 10.3.6.3 konvergent in R̄. Ist unsere Folge beschränkt, so ist auch jede
solche Teilfolge beschränkt und konvergiert folglich gegen eine reelle Zahl.

Definition 10.3.6.7. Eine Folge (xn)n∈N in einem angeordneten Körper heißt eine
Cauchy-Folge, wenn es für jedes ε > 0 ein N = Nε ∈ N gibt derart, daß gilt
|xn − xm| < ε falls n,m ≥ N .

Satz 10.3.6.8. Eine Folge reeller Zahlen konvergiert gegen eine reelle Zahl genau
dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Daß jede reell konvergente Folge Cauchy sein muß, ist leicht zu sehen:
Aus limn→∞ xn = x folgt, daß es für alle ε > 0 einN ∈ N gibt mit |xn−x| < ε/2
für n ≥ N . Daraus folgt dann |xn − xm| < ε für n,m ≥ N . Wir zeigen nun
umgekehrt, daß auch jede Cauchy-Folge gegen eine reelle Zahl konvergiert. Eine
Cauchy-Folge xn ist sicher beschränkt, denn wählen wir für ε = 1 ein N = Nε,
so liegen fast alle Folgenglieder im Intervall (xN − 1, xN + 1), und die endlich
vielen Ausnahmen können wir durch eine hinreichend große Schranke auch noch
einfangen. Unsere Cauchy-Folge besitzt daher nach 10.3.6.6 eine reell konvergen-
te Teilfolge xnk , sagen wir limk→∞ xnk = x. Wir behaupten, daß dann auch die
Folge xn selbst gegen x konvergiert. In der Tat gibt es für alle ε > 0 ein Nε mit
n,m ≥ Nε ⇒ |xn−xm| < ε. Aus n ≥ Nε folgt damit insbesondere |xn−xnk | < ε
für fast alle k und dann im Grenzwert |xn − x| ≤ ε , da ja die Ungleichungen
−ε ≤ xn − xnk ≤ ε bestehen bleiben beim Grenzübergang k →∞.
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Bei der Folge (−1)n6/n ist jedes zweite Folgenglied ein Ausichtspunkt im Sinne
des Beweises von Lemma 10.3.6.4.
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10.3.6.9. Ein angeordneter Körper, in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, heißt
vollständig. Dieser Begriff ist Teil einer alternativen Charakterisierung der reellen
Zahlen, die wir im folgenden als Übung formulieren.

Übungen

Übung 10.3.6.10. Gegeben ein angeordneter Körper sind gleichbedeutend: (1)
Jede nichtleere Teilmenge mit einer unteren Schranke besitzt eine größte untere
Schranke; (2) Der Körper ist archimedisch angeordnet und vollständig.

Übung 10.3.6.11 (Intervallschachtelungsprinzip). Gegeben eine absteigende Fol-
ge von nichtleeren kompakten reellen Intervallen R ⊃ I0 ⊃ I1 ⊃ I2 . . . ist auch
ihr Schnitt

⋂
ν∈N Iν nicht leer.

Übung 10.3.6.12 (Cauchy-Kriterium für Grenzwerte von Funktionen). Sei
C ⊂ R̄ eine Teilmenge, p ein Häufungspunkt zu C und f : C\p → R eine
reellwertige Funktion. Genau dann existiert der Grenzwert limx→p f(x) und ist
eine reelle Zahl, wenn es für alle ε > 0 eine Umgebung U = Uε von p gibt mit
(a, b ∈ U ∩ C\p)⇒ |f(a)− f(b)| < ε.

Übung 10.3.6.13. Ich erinnere an die Fibonacci-Folge und den goldenen Schnitt
aus 1.1.2.2. Man zeige, daß der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder der
Fibonacci-Folge gegen den goldenen Schnitt strebt, daß also in Formeln gilt

lim
i→∞

xi+1

xi
=

1 +
√

5

2

für unsere Fibonacci-Folge x0, x1, x2, . . . aus 1.1.2.2.

Übung 10.3.6.14. Gegeben zwei reelle Zahlen a, b ∈ R definiert man ihr arith-
metisches Mittel als die Zahl (a+b)/2. Gegeben zwei nichtnegative reelle Zahlen
a, b ∈ R≥0 definiert man ihr geometrisches Mittel als die Zahl

√
ab. Anschaulich

ist das die Kantenlänge eines Quadrats, das dieselbe Fläche hat wie das Rechteck
mit den Seitenlängen a und b, und daher kommt vermutlich auch die Terminolo-
gie. Man zeige für je zwei positive reelle Zahlen die Ungleichung

√
ab ≤ (a+b)/2

zwischen geometrischem und arithmetischen Mittel und zeige, daß Gleichheit nur
gilt im Fall a = b = 0.

10.3.7 Algorithmisches Wurzelziehen*
10.3.7.1. Gegeben eine reelle Zahl a ≥ 0 geben wir ein Verfahren zur Berechnung
der nichtnegativen Quadratwurzel von a an. Wir konstruieren dazu eine Folge und
beginnen mit x0 := max(1, a). Dann gilt sicherlich schon einmal x2

0 ≥ a. Ge-
geben xn > 0 mit x2

n ≥ a machen wir den Ansatz (xn − ε)2 = a und erhalten
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Graphische Darstellung unserer induktiven Formel für die Glieder der Folge xn
mit Grenzwert

√
a aus dem Beweis von 10.3.3.14
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ε = (x2
n + ε2 − a)/2xn. Nun vernachlässigen wir ε2/2xn, vergessen unseren An-

satz und setzen

xn+1 = xn −
x2
n − a
2xn

=
x2
n + a

2xn
Man sieht sofort, daß aus x2

n ≥ a und xn > 0 folgt x2
n+1 ≥ a und xn ≥ xn+1 > 0.

Da die Folge der xn monoton fällt und durch Null nach unten beschränkt ist,
besitzt sie einen Grenzwert x ≥ 0. Aus der Gleichung

2xnxn+1 = x2
n + a

folgt dann x2 = a durch Übergang zum Grenzwert für n→∞ auf beiden Seiten.
10.3.7.2. Die Ungleichungen a/xn ≤

√
a < xn erlauben uns sogar abzuschätzen,

wie gut unsere Approximation xn mindestens sein muß. Machen wir für den Feh-
ler den Ansatz xn =

√
a(1 + fn), so ergibt sich mit etwas Rechnen

fn+1 =
f 2
n

2(1 + fn)

und indem wir im Nenner die 1 beziehungsweise fn verkleinern zu Null erhalten
wir die Abschätzung fn+1 ≤ 1

2
min(fn, f

2
n). Wenn also xn so nah bei

√
a ist, daß

gilt fn < 1, so „verdoppelt sich die Anzahl der richtigen Stellen beim Übergang
von xn zu xn+1“. Man spricht unter diesen Umständen auch von quadratischer
Konvergenz. Anschaulich erhält man xn+1, indem man von xn senkrecht hoch-
geht zum Graph der Funktion y = x2 − a und dann auf der Tangente an diesen
Graphen wieder herunter auf die x-Achse. Es ist damit auch anschaulich klar, daß
unser Verfahren sehr schnell konvergieren sollte. Dieses Verfahren kann auch zur
Bestimmung der Nullstellen allgemeinerer Funktionen anwenden. Es heißt das
Newton-Verfahren.
10.3.7.3 (Intervallhalbierungsverfahren). Sei f : [a, b] → R eine stetige Funk-
tion. Der Einfachkeit halber nehmen wir zusätzlich f(a) ≤ f(b) an. Gegeben z ∈
[f(a), f(b)] suchen wir p ∈ [a, b] mit f(p) = z. Dazu nehmen wir den Mittelpunkt
m0 unseres Intervalls her und werten unsere Funktion dort aus. Gilt f(m0) ≥ z,
so setzen wir a1 = a und b1 = m0. Sonst setzen wir a1 = m0 und b1 = b. In jedem
Fall gilt f(a1) ≤ z ≤ f(b1). Anschließend nehmen wir den Mittelpunkt m1 des
nur noch halb so großen Intervalls [a1, b1] her und verfahren genauso. Auf diese
Weise erhalten wir eine monoton wachsende Folge a = a0, a1, . . . und eine mono-
ton fallende Folge b = b0, b1, . . .mit bn−an = 2−n(b−a) und f(an) ≤ z ≤ f(bn)
und für alle n. Unsere beiden Folgen müssen also konvergieren, und zwar gegen
denselben Grenzwert p ∈ [a, b]. Aus der Stetigkeit von f und der Erhaltung von
Ungleichungen im Grenzwert nach 10.3.5.28 folgt dann

f(p) = lim
n→∞

f(an) ≤ z ≤ lim
n→∞

f(bn) = f(p)

und damit z = f(p).
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10.4 Exponentialfunktion

10.4.1 Konvergenz von Reihen
Definition 10.4.1.1. Sei (ak)k∈N eine Folge reeller Zahlen. Der Ausdruck

∞∑
k=0

ak

bezeichnet sowohl die Folge (sn) der Partialsummen sn :=
∑n

k=0 ak als auch,
falls die Folge der Partialsummen konvergiert, ihren Grenzwert s = limn→∞ sn.
Wir sagen dann, die Reihe

∑∞
k=0 ak konvergiere gegen s. Nennen wir eine Reihe

konvergent, so meinen wir stets, daß unsere Reihe gegen eine reelle Zahl konver-
giert und nicht etwa gegen ±∞. Die ak heißen die Reihenglieder.

10.4.1.2 (Ändern endlich vieler Reihenglieder). Es spielt für das Konvergenz-
verhalten einer Reihe offensichtlich keine Rolle, wenn wir endlich viele ihrer
Glieder abändern. Das beeinflußt nur den Grenzwert und ändert ihn eben um die
Summe unserer endlich vielen Änderungen.

10.4.1.3 (Diskussion der Terminologie). Es wäre terminologisch kohärenter ge-
wesen, wie bei Folgen auch bei Reihen von „reell konvergenten Reihen“ zu spre-
chen. Das schien mir jedoch ungeschickt, da man den Begriff dann nicht als Verb
verwenden kann: „Die Reihe reell-konvergiert“ klingt einfach zu holprig, und
Sprechweisen wie „die Reihe konvergiert absolut“ sind oft praktisch.

Beispiel 10.4.1.4. Dies Beispiel illustriert den oft nützlichen Teleskopsummen-
trick. ∑∞

k=1
1

k(k+1)
= limn→∞

∑n
k=1( 1

k
− 1

k+1
)

= limn→∞(1− 1
n+1

)

= 1

Satz 10.4.1.5 (Geometrische Reihe). Sei |x| < 1. So gilt

∞∑
k=0

xk =
1

1− x

Beweis. Sicher gilt (1 − x)(1 + x + . . . + xn) = 1 − xn+1, die Partialsummen
unserer Reihe ergeben sich also zu

1 + x+ . . .+ xn =
1− xn+1

1− x

und streben für n→∞ wie gewünscht gegen 1
1−x .
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10.4.1.6 (Herkunft der Terminologie). Die Folgen der Gestalt axn heißen geo-
metrische Folgen, da bei ihnen zumindest im Fall a > 0, x > 0 jedes Folgen-
glied nach dem ersten das geometrische Mittel im Sinne von 10.3.6.14 seines
Vorgängers und seines Nachfolgers ist. Die geometrische Reihe hinwiederum erbt
ihren Namen von der geometrischen Folge.

Beispiel 10.4.1.7. Es gilt 1 + 1
2

+ 1
4

+ 1
8

+ . . . = 2 und

0,999 . . . =
9

10

∞∑
k=0

1

10k
= 1

Satz 10.4.1.8. Sind
∑
ak und

∑
bk konvergente Reihen, so konvergieren auch die

Reihen
∑

(ak + bk) und
∑
λak und es gilt:∑
(ak + bk) =

∑
ak +

∑
bk∑

λak = λ
∑
ak

Beweis. Das folgt, indem man die Vertauschbarkeit 10.3.5.34 von Summen und
Produkten mit Grenzwerten auf die Folgen der Partialsummen anwendet.

10.4.1.9. Eine Reihe kann nur dann konvergieren, wenn die Folge der Reihenglie-
der gegen Null strebt. In der Tat folgt das sofort, wenn wir Übung 10.3.5.50 auf
die Folge der Partialsummen anwenden. Diese Übung besagte, nur zur Erinne-
rung, daß die Differenzen aufeinanderfolgender Glieder einer reell konvergenten
Folge stets eine Nullfolge bilden.

Lemma 10.4.1.10 (Konvergenz beschränkter nichtnegativer Reihen). Eine Rei-
he, die aus nichtnegativen Gliedern besteht, konvergiert genau dann, wenn die
Folge ihrer Partialsummen beschränkt ist.

Beweis. Ist kein Reihenglied negativ, so wächst die Folge der Partialsummen mo-
noton. Ist diese Folge auch noch beschränkt, so muß die Folge der Partialsummen
nach 10.3.6.3 reell konvergent sein. Die Umkehrung ist eh klar.

Beispiel 10.4.1.11. Die harmonische Reihe
∑∞

k=1
1
k

konvergiert nicht, da ja gilt

1
2
≥ 1

2

1
3

+ 1
4
≥ 1

2

1
5

+ 1
6

+ 1
7

+ 1
8
≥ 1

2

und so weiter.

Jedoch konvergieren die Reihen
∑∞

k=1
1
ks

für s = 2, 3, 4, . . ., da für jede dieser
Reihen die Folge der Partialsummen beschränkt ist durch 1 +

∑∞
k=2

1
k(k−1)

= 2.
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Die Divergenz der harmonischen Reihe 10.4.1.11 zeigt, daß man mit hinreichend
vielen identischen Bauklötzen einen beliebig weit neben seinem Grundklotz
endenden Turm bauen kann. Obiges Bild zeigt etwa, wie weit man mit vier

Klötzen so gerade eben mal kommen kann.
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Vorschau 10.4.1.12. In der Funktionentheorie können Sie lernen, daß diese Reihen
sogar eine außerordentlich interessante Funktion ζ(s) definieren, die sogenannte
Riemann’sche ζ-Funktion. Wir werden in 14.5.2.9 zeigen, daß zum Beispiel gilt
ζ(2) = π2

6
, ζ(4) = π4

90
, ζ(6) = π6

945
und nach 14.5.2.7 haben wir sogar ganz all-

gemein ζ(2n) ∈ Qπ2n für beliebige natürliche Zahlen n ≥ 1. Alle diese Formeln
sind berühmte Resultate des 1707 in Basel geborenen Mathematikers Leonhard
Euler. Als Übung 10.5.5.28 werden Sie im übrigen zeigen, daß auch die Reihe
der Kehrwerte aller Primzahlen bereits divergiert. Für diejenigen unter Ihnen, die
die komplexen Zahlen bereits kennen, sei erwähnt, daß es mit etwas größerem
Aufwand sogar gelingt, ζ(s) zu definieren für jede komplexe Zahl s 6= 1, ver-
gleiche etwa 14.6.1.7. Die vielleicht berühmteste Vermutung der Mathematik, die
Riemann’sche Vermutung, besagt, daß alle Nullstellen der Riemann’schen ζ-
Funktion, die nicht auf der reellen Achse liegen, Realteil 1/2 haben müssen. Ein
Beweis dieser Vermutung hätte weitreichende Konsequenzen für unser Verständ-
nis der Verteilung der Primzahlen, wie der Beweis des Primzahlsatzes 14.6.1.1
illustriert. Die Riemann’sche Vermutung ist übrigends der Kern des achten Hil-
bert’schen Problems.

Definition 10.4.1.13. Wir sagen, eine Reihe
∑∞

k=0 ak konvergiere absolut, wenn
die Reihe der Absolutbeträge der Reihenglieder konvergiert, wenn also in Formeln
gilt

∑∞
k=0 |ak| <∞.

Beispiel 10.4.1.14. Die sogenannte alternierende harmonische Reihe
∞∑
k=1

(−1)k+1 1

k
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .

konvergiert, aber nicht absolut. Daß die Reihe nicht absolut konvergiert, hatten wir
schon in 10.4.1.11 gesehen. Um zu zeigen, daß unsere Reihe dennoch konvergiert,
beachten wir, daß für die Folge sn der Partialsummen gilt

s2 ≤ s4 ≤ s6 ≤ . . . s5 ≤ s3 ≤ s1

Folglich existiert S = sup{s2, s4, . . .}. Da aber gilt s2k ≤ S ≤ s2k+1 für alle k
erhalten wir |S − sn| ≤ 1

n
und folglich limn→∞ sn = S. Wir werden in 10.6.4.1

sehen, daß genauer gilt 1− 1
2

+ 1
3
− 1

4
+ . . . = log 2.

Satz 10.4.1.15. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Sei
∑∞

k=0 ak unsere absolut konvergente Reihe. Seien

sn =
n∑
k=0

ak, Sn =
n∑
k=0

|ak|
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die Partialsummen der Reihe selbst und der Reihe der Absolutbeträge. Nach An-
nahme konvergiert die Folge der Sn in R und ist also eine Cauchy-Folge. Da aber
für n > m gilt |sn − sm| = |

∑n
k=m+1 ak| ≤

∑n
k=m+1 |ak| = Sn − Sm, ist dann

auch sn eine Cauchy-Folge und konvergiert in R nach 10.3.6.8.

Proposition 10.4.1.16 (Majorantenkriterium). Sei
∑
ak eine Reihe. Gibt es für

unsere Reihe eine konvergente Majorante, als da heißt eine konvergente Reihe∑
bk mit |ak| ≤ bk für fast alle k, so konvergiert unsere Reihe

∑
ak absolut.

Beweis. Indem wir endlich viele Glieder abändern, dürfen wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, daß |ak| ≤ bk sogar für alle k gilt. Die Reihe

∑
|ak|

besteht nun aus nichtnegativen Gliedern und die Folge ihrer Partialsummen ist
beschränkt durch

∑
bk. Aus der Konvergenz beschränkter nichtnegativer Reihen

10.4.1.10 folgt damit die Konvergenz der Reihe
∑
|ak|.

Korollar 10.4.1.17 (Quotientenkriterium). Sei (ak) eine Folge. Gibt es θ < 1
mit |ak+1| ≤ θ|ak| für fast alle k, so konvergiert die Reihe

∑
ak absolut.

10.4.1.18. Gilt ak 6= 0, so kann man die Bedingung zu |ak+1/ak| ≤ θ umschrei-
ben, deshalb die Bezeichnung als Quotientenkriterium.

10.4.1.19. Bei diesem Kriterium ist wesentlich, daß θ nicht von k abhängt. Die
Ungleichungen |ak+1/ak| < 1 gelten ja auch für die divergente harmonische Rei-
he. Es gibt jedoch auch Reihen wie

∑
1
k2 , die absolut konvergieren, obwohl sie

unser Kriterium nicht dazu zwingt.

Beweis. Indem wir endlich viele Glieder abändern, dürfen wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, daß |ak+1| ≤ θ|ak| sogar für alle k gilt. Daraus
folgt induktiv |ak| ≤ |a0|θk für alle k. Mithin ist die nach 10.4.1.5 konvergente
geometrische Reihe

∑
|a0|θk eine Majorante unserer Reihe und wir können das

Majorantenkriterium 10.4.1.16 anwenden.

Korollar 10.4.1.20. Sei
∑
ak eine Reihe mit nichtverschwindenden Gliedern. Gilt

limk→∞ |ak+1/ak| < 1, so konvergiert die Reihe
∑
ak absolut.

Beweis. Klar nach dem Quotientenkriterium 10.4.1.17.

Satz 10.4.1.21 (Umordnungssatz). Ist
∑∞

k=0 ak eine absolut konvergente Reihe
und u : N → N eine Bijektion, so ist auch

∑∞
k=0 au(k) eine absolut konvergente

Reihe und es gilt
∞∑
k=0

au(k) =
∞∑
k=0

ak
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Beweis. Da
∑
|ak| konvergiert, finden wir schon mal für jedes ε > 0 ein N mit∑∞

k=N+1 |ak| ≤ ε. Ist M so groß, daß gilt u({1, . . . ,M}) ⊃ {1, . . . , N}, so er-
halten wir daraus für alle n ≥ N die Abschätzung∣∣∣∣∣

M∑
k=0

au(k) −
n∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣ ≤ ε

Diese Abschätzung gilt nach der Erhaltung 10.3.5.37 von Ungleichungen im Grenz-
wert und der Vertauschbarkeit 10.3.5.28 von stetigen Funktionen und insbesonde-
re der Betragsfunktion mit Grenzwerten dann auch im Grenzwert n → ∞ und
zeigt, daß die Folge der Partialsummen der umgeordneten Reihe konvergiert und
denselben Grenzwert hat wie die Folge der Partialsummen der ursprünglichen
Reihe. Wenden wir diese Erkenntnis auf die Reihe der Absolutbeträge an, so folgt
auch die absolute Konvergenz der umgeordneten Reihe.

10.4.1.22 (Problematik der Umordnung nicht absolut konvergenter Reihen).
Ist
∑
ak eine konvergente Reihe reeller Zahlen, die nicht absolut konvergiert, so

gibt es für jedes x ∈ R̄ eine Umordnung u : N ∼→ N mit
∑∞

k=0 au(k) = x. In
der Tat divergieren in diesem Fall die Reihen ihrer positiven und ihrer negativen
Terme jeweils für sich genommen. Die Strategie im Fall x ∈ R ist nun, erst nur
positive Reihenglieder zu nehmen, bis man oberhalb von x ist, dann nur negative,
bis man wieder drunterrutscht, und immer so weiter. Für x = ±∞muß man diese
Strategie noch etwas verfeinern.

Definition* 10.4.1.23. Gegeben eine Familie von reellen Zahlen (ai)i∈I und s ∈
R̄ schreiben wir ∑

i∈I

ai = s

als Abkürzung für die Aussage, daß es für jede Umgebung U von s eine endli-
che Teilmenge IU ⊂ I gibt derart, daß für jede endliche Teilmenge J ⊂ I mit
IU ⊂ J gilt

∑
i∈J ai ∈ U . Es ist klar, daß hier s eindeutig bestimmt ist, wenn es

existiert. Ist zusätzlich s reell, so nennen wir unsere Familie von reellen Zahlen
summierbar.

10.4.1.24. Mir gefällt am Konzept der Summierbarkeit, daß darin von einer Rei-
henfolge der Summanden erst gar nicht die Rede ist. Später, wenn wir auch in
„normierten“ Vektorräumen unendlicher Dimension summieren, sind Summier-
barkeit und absolute Konvergenz nicht mehr gleichbedeutend, und dann erweist
sich das Analogon der Summierbarkeit 10.4.1.23 als der nützlichere Begriff.

Satz* 10.4.1.25 (Summierbarkeit und absolute Konvergenz). Eine Familie (ai)i∈I
von reellen Zahlen ist genau dann summierbar, wenn entweder I endlich ist oder
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es eine Injektion z : N ↪→ I gibt mit (ai 6= 0⇒ i ∈ z(N)) derart, daß
∑∞

k=0 az(k)

absolut konvergiert. In diesem Fall gilt dann

∑
i∈I

ai =
∞∑
k=0

az(k)

Beweis. Bei einer summierbaren Familie kann es offensichtlich für alle n ∈ N≥1

höchstens endlich viele Indizes i geben mit ai ≥ 1/n und ebenso höchstens end-
lich viele Indizes imit ai ≤ −1/n. Ist I unendlich, so finden wir demnach eine In-
jektion z : N ↪→ I mit (ai 6= 0⇒ i ∈ z(N)). Weiter müssen bei einer summierba-
ren Familie die Werte endlicher Teilsummen offensichtlich eine beschränkte Men-
ge von reellen Zahlen bilden. Das gilt insbesondere für alle endlichen Teilsummen
aus positiven ai ebenso wie für alle endlichen Teilsummen aus negativen ai und
zeigt die absolute Konvergenz

∑∞
k=0 |az(k)| <∞. Setzen wir nun s :=

∑∞
k=0 az(k)

und ist U eine Umgebung von s, so finden wir ε > 0 mit (s − ε, s + ε) ⊂ U und
wegen der absoluten Konvergenz weiter N gibt mit

∑∞
k=N |az(k)| < ε. Nehmen

wir also IU := z({0, 1, . . . , N − 1}), so folgt für endliches J ⊂ I aus J ⊃ IU
bereits

∑
i∈J ai ∈ U und damit

∑
i∈I

ai = s =
∞∑
k=0

az(k)

Daß umgekehrt aus absoluter Konvergenz die Summierbarkeit folgt wie im Satz
behauptet, zeigt dieses Argument gleich mit.

Übungen

Übung 10.4.1.26. Genau dann läßt sich eine reelle Zahl durch einen periodischen
Dezimalausdruck darstellen, wenn sie rational ist.

Übung 10.4.1.27. Man zeige das Leibniz’sche Konvergenzkriterium: Ist ak eine
monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die Reihe

∑∞
k=0(−1)kak.

Ergänzende Übung 10.4.1.28. Ist
∑
ak eine konvergente Reihe reeller Zahlen und

u : N ∼→ N eine Umordnung mit der Eigenschaft, daß |u(k) − k| beschränkt ist,
so konvergiert auch die umgeordnete Reihe

∑
au(k) und zwar gegen denselben

Grenzwert. Für derartige Umordnungen erhält man also die Aussage des Umord-
nungssatzes auch ohne absolute Konvergenz.

Ergänzende Übung 10.4.1.29. Gegeben eine summierbare Familie von reellen
Zahlen (ai)i∈I zeige man, daß auch für eine beliebige Teilmenge J ⊂ I die Fami-
lie (ai)i∈J summierbar ist und daß für eine beliebige Zerlegung I =

⊔
k∈K I(k)
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von I in eine Vereinigung von paarweise disjunkten Teilmengen I(k) gilt

∑
i∈I

ai =
∑
k∈K

∑
i∈I(k)

ai


Weiter zeige man für jede aufsteigende Folge von Teilmengen I0 ⊂ I1 ⊂ . . . mit
Vereinigung I die Formel

∑
i∈I ai = limn→∞

∑
i∈In ai. Diese Aussagen werden

sich im übrigen als Speziallfälle des Satzes von Fubini 13.1.7.16 und des Satzes
über dominierte Konvergenz 13.1.6.10 aus der Theorie des Lebesgue-Integrals
erweisen.

10.4.2 Wachstum und Zerfall

Definition 10.4.2.1. Für alle reellen Zahlen x ∈ R setzen wir

exp(x) :=
∞∑
k=0

xk

k!
= 1 + x+

x2

2
+
x3

6
+ . . .

und erhalten so eine Abbildung exp : R→ R, die Exponentialfunktion.

10.4.2.2. Die fragliche Reihe konvergiert für alle x ∈ R nach dem Quotienten-
kriterium oder noch besser seinem Korollar 10.4.1.20, und sie konvergiert sogar
außerordentlich schnell. Von einem formalen Standpunkt aus betrachtet ist unsere
Definition also völlig unproblematisch und von einem rechentechnischen Stand-
punkt aus betrachtet ist sie sogar ziemlich geschickt. Sie hat nur den Nachteil,
daß aus der Definition heraus weder klar wird, warum gerade diese Funktion den
Namen Exponentialfunktion verdienen sollte, noch warum sie überhaupt von Be-
lang ist. Ich erläutere das in den gleich anschließenden Bemerkungen 10.4.2.6 und
10.4.2.5.

Proposition 10.4.2.3 (Exponentialfunktion als Grenzwert von Potenzen). Es
gilt

exp(x) = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
Beweis. Mit der binomischen Formel 10.1.1.23 ergibt sich

(
1 +

x

n

)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)(x
n

)k
=
∞∑
k=0

xk

k!

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

n · n · . . . · n
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Für beliebige M,n ∈ N mit n ≥ 1 gilt also∣∣exp(x)−
(
1 + x

n

)n∣∣ ≤ ∣∣∣exp(x)−
∑M

k=0
xk

k!

∣∣∣
+
∣∣∣∑M

k=0
xk

k!
−
∑M

k=0
xk

k!
n(n−1)...(n−k+1)
n · n · ... · n

∣∣∣
+
∣∣∣∑∞k=M+1

xk

k!
n(n−1)...(n−k+1)
n · n · ... · n

∣∣∣
Da die Exponentialreihe für vorgegebenes x absolut konvergiert, gibt es für jedes
ε > 0 ein M = Mε derart, daß für jedes n der erste und der letzte Term rechts
beschränkt sind durch ε. Für dies feste M geht der mittlere Term bei n → ∞
gegen Null, es gibt also N = Nε derart, daß er für dies feste M kleiner wird als ε
falls n ≥ N . Damit gilt

∣∣exp(x)−
(
1 + x

n

)n∣∣ ≤ 3ε falls n ≥ N .

10.4.2.4. Aus unserer Proposition 10.4.2.3 folgt unmittelbar für alle k ∈ N≥1 die
Formel exp(kx) = (exp x)k vermittels der Rechnung

exp(kx) = lim
n→∞

(
1 +

kx

n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

kx

kn

)kn
= lim

n→∞

(
1 +

x

n

)nk
= (expx)k

Mit der Notation e := exp(1) erhalten wir insbesondere exp(k) = ek und dann
auch e = exp(k/k) = (exp(1/k))k alias exp(1/k) = k

√
e und zusammen für alle

p, q ∈ N≥1 die Formel exp(p/q) = ( q
√

e)p. Alternativ folgt das alles auch aus der
Funktionalgleichung 10.4.2.10.

10.4.2.5 (Exponentialfunktion und Wachstum). Die Darstellung der Exponen-
tialfunktion als Grenzwert von Potenzen 10.4.2.3 kann man dahingehend inter-
pretieren, daß exp(x) das Kapital ist, das in x Jahren aus einem Euro entsteht
bei einer „kontinuierlichen Verzinsung mit einem Zinssatz von 100%“. Legen wir
das Geld zum Beispiel für ein Jahr an, so haben wir bei jährlicher Verzinsung am
Ende des Jahres zwei Euro auf dem Konto. Bei monatlicher Verzinsung ergeben
sich mit Zinseszinsen schon (1 + 1

12
)12 Euro, und bei kontinuierlicher Verzinsung

e := exp(1) = 2,781 . . . Euro. Man nennt e die Euler’sche Zahl. In der Schule
haben Sie möglicherweise ex statt exp(x) geschrieben, aber wir erlauben uns das
erst ab 10.4.3.5, wo wir für beliebiges a > 0 die Abbildung Z → R, n 7→ an

zu einer Abbildung R → R, b 7→ ab fortsetzen und zwar nach 10.4.3.21 auf die
einzig mögliche Weise, bei der die Funktion b 7→ ab monoton ist und die „Funk-
tionalgleichung“ ab+c = abac erfüllt.

10.4.2.6. In einem Ausdruck der Gestalt ab nennt man für gewöhnlich a die Basis
und b den Exponenten, weil er eben exponiert oben an die Basis geschrieben wird.
Daher rührt auch die Bezeichnung als „Exponentialfunktion“. Ich würde unsere
Funktion viel lieber ihrer Natur nach die „Funktion des natürlichen Wachstums“
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Der Graph der Exponentialfunktion in zwei Maßstäben. Man erkennt unschwer,
daß ein konstantes Wirtschaftswachstum über längere Zeiträume in einer

Katastrophe enden muß. In derselben Weise entwickelt sich im Übrigen auch die
Geschwindigkeit einer Vorlesung unter der Annahme, daß die Stoffmenge, die in
einer Stunde vermittelt werden kann, proportional ist zur Menge des Stoffes, den

die Zuhörer bereits kennen. . .
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oder die „Wachstumsfunktion“ nennen, aber die aus der Schreibweise abgeleitete
Bezeichnung hat sich nun einmal durchgesetzt, mag sie auch aus historischen Zu-
fällen entstanden sein: Hätte sich für die Bezeichnung des Quadrats einer Zahl a
statt der Notation a2 die Notation a2 eingebürgert, so würde in Anbetracht dieses
Schemas der Begriffsbildung unsere Exponentialfunktion heute vielleicht „Pedes-
talfunktion“ heißen. . .
10.4.2.7 (Didaktische Gedanken zur Einführung der Exponentialfunktion).
Eine infinitesimale Formulierung der in 10.4.2.5 erläuterten Bedeutung der Expo-
nentialfunktion gibt Korollar 10.5.5.9, in dem die Exponentialfunktion charakte-
risiert wird als die eindeutig bestimmte differenzierbare Funktion von den reellen
Zahlen in sich selber, die mit ihrer eigenen Ableitung übereinstimmt und bei Null
den Wert Eins annimmt. Gehen wir von dieser Charakterisierung aus, so führt uns
der Formalismus der Taylorreihen 10.6.2.2 ganz natürlich zu der Reihe, die wir
in 10.4.2.1 haben vom Himmel fallen lassen. Ein anderer Zugang zur Exponenti-
alfunktion besteht darin, von der Funktion x 7→

∫ x
1

(1/t) dt auszugehen, von der
man unschwer zeigt, daß sie einen stetigen Gruppenisomorphismus R× ∼→ R lie-
fert, und dann die Exponentialfunktion als deren Umkehrfunktion zu erhalten. Das
bedeutet jedoch, daß man mit der Einführung der Exponentialfunktion die Kon-
struktion des Integrals abwarten muß. Eigentlich will ich es ja nach Möglichkeit
vermeiden, Formeln vom Himmel fallen zu lassen. In diesem Fall schienen mir
aber die didaktischen Vorteile der dadurch ermöglichten frühzeitigen Einführung
dieser außerordentlich wichtigen Funktion zu überwiegen.
10.4.2.8. Die Exponentialfunktion wächst ungeheuer schnell. Eine gewisse Vor-
stellung davon mag die Erkenntnis 10.7.1.16 geben, nach der der Graph der Funk-
tion (exp(x) + exp(−x))/2, in einem jeweils der speziellen Situation angepaßten
Maßstab auf die Wand gemalt, genau die Gestalt einer zwischen zwei Nägeln
durchhängenden Kette hat. Ist die Kette zwanzigmal so lang ist wie der Abstand
der beiden Nägel, so stellt sie unsere Funktion in etwa auf dem Intervall von−2,3
bis 2,3 dar. Ist die Kette zweihundertmal so lang wie der Abstand der beiden
Nägel, so erhalten wir unsere Funktion in etwa auf dem Intervall von−4,6 bis 4,6.
Und eine Zwei-Meter-Kette hängt zwischen zwei im Abstand von einem knappen
Zentimeter eingeschlagenen Nägeln schon recht steil!
10.4.2.9. In 10.1.3.11 habe ich erklärt, wie man mit einem Blatt Papier auf den
Mond kommt und wie auch der Fortgang dieser Vorlesung exponentiellen Cha-
rakter hat. In der Wirtschaft ist es nicht anders. Ein jährliches Wirtschaftswachs-
tum von 3% bedeutet wegen (1, 03)25 > 2 etwas mehr als eine Verdopplung der
Wirtschaftsleistung in 25 Jahren und muß auf die Dauer unweigerlich in einer
Katastrophe enden.

Satz 10.4.2.10 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Die Exponen-
tialfunktion ist ein Monoidhomomorphismus von der additiven Gruppe der reellen
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Zahlen in das multiplikative Monoid der reellen Zahlen. In Formeln ausgedrückt
gilt also exp(0) = 1 und

exp(x+ y) = exp(x) exp(y) ∀x, y ∈ R

10.4.2.11. Unsere Formel exp(kx) = (expx)k aus 10.4.2.4 können wir auch un-
schwer mit Induktion über k aus der Funktionalgleichung herleiten.

10.4.2.12. Stellen wir uns exp(x) vor als das Vermögen, daß in x Jahren aus einem
Euro entsteht bei kontinuierlicher Verzinsung mit 100%, so erhalten wir offen-
sichtlich gleichviel, ob wir unser Vermögen exp(x) nach x Jahren gleich wieder
für y Jahre anlegen, oder ob wir unseren Euro gleich von Anfang an x + y Jahre
arbeiten lassen. Das ist die Bedeutung der Funktionalgleichung. Nach 10.1.5.43
induziert jeder Monoidhomomorphismus (R,+) → (R, ·) einen Gruppenhomo-
morphismus R → R×. In 10.4.3.21 werden Sie zeigen, daß die Gruppenhomo-
morphismen ϕ : R → R× mit der Eigenschaft x < y ⇒ ϕ(x) < ϕ(y) genau
die Abbildungen ϕ(x) = exp(ax) sind mit a > 0. In 10.4.3.2 werden wir zeigen,
daß die Exponentialfunktion sogar einen Isomorphismus zwischen der additiven
Gruppe der reellen Zahlen und der multiplikativen Gruppe der positiven reellen
Zahlen liefert.

Ergänzung 10.4.2.13. Der gleich folgende Beweis der Funktionalgleichung gefällt
mir nicht besonders. Ein anderer aber in seiner Weise auch etwas verwickelter Be-
weis wird in 10.4.2.22 vorgestellt. Ein mehr konzeptueller Zugang zur Exponen-
tialfunktion und ihrer Funktionalgleichung wird in 10.5.8.11 und 10.5.8.22 skiz-
ziert. Er benötigt jedoch Hilfsmittel, die uns hier noch nicht zur Verfügung stehen.
Er läßt auch nicht so einfach auf den Fall von komplexen Zahlen verallgemeinern,
der für uns bei der Diskussion von Sinus und Cosinus eine wesentliche Rolle
spielen wird. Aus diesen Gründen gebe ich für die Funktionalgleichung zunächst
den algebraisch-formalen Beweis. Wir schicken dem eigentlichen Beweis einige
allgemeine Betrachtungen voraus.

Satz 10.4.2.14 (Produkt von Reihen). Sind
∑∞

i=0 ai und
∑∞

j=0 bj absolut kon-
vergente Reihen, so konvergiert auch für jede Bijektion (u, v) : N ∼→ N × N die
Summe der Produkte au(k)bv(k) absolut und es gilt

∞∑
k=0

au(k)bv(k) =

(
∞∑
i=0

ai

)(
∞∑
j=0

bj

)

Beweis. Natürlich haben wir

n∑
k=0

|au(k)bv(k)| ≤

(
∞∑
i=0

|ai|

)(
∞∑
j=0

|bj|

)
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und das zeigt bereits die absolute Konvergenz der Reihe
∑∞

k=0 au(k)bv(k). Nach
dem Umordnungssatz 10.4.1.21 ist ihr Grenzwert also unabhängig von der Wahl
der Bijektion (u, v) : N ∼→ N × N. Nun können wir diese Bijektion sicher so
wählen, daß sie Bijektionen

{0, . . . , N2 − 1} ∼→ {0, . . . , N − 1} × {0, . . . , N − 1}

induziert. Dann gilt offensichtlich

N2−1∑
k=0

au(k)bv(k) =

(
N−1∑
i=0

ai

)(
N−1∑
j=0

bj

)

Im Limes für N → ∞ und unter Verwendung der Erkenntnisse, daß jede absolut
konvergene Reihe konvergent ist und daß jede Teilfolge einer konvergenten Folge
gegen denselben Genzwert konvergiert, folgt die Behauptung.

Beweis der Funktionalgleichung 10.4.2.10. Wir rechnen

exp(x+ y) =
∑∞

k=0
1
k!

(x+ y)k

=
∑∞

k=0
1
k!

(∑
i+j=k

k!
i!j!
xiyj

)
=

∑∞
k=0

(∑
i+j=k

xi

i!
xj

j!

)
Hier verwenden wir im zweiten Schritt die binomische Formel und der Index i +
j = k an einer Summe bedeutet, daß wir über alle Paare (i, j) ∈ N × N mit
i+j = k summieren. Andererseits erhalten wir mit unserem Satz über das Produkt
von Reihen 10.4.2.14 bei einer geeigneten Wahl der Bijektion (u, v) : N ∼→ N×N
und nach Übergang zu einer Teilfolge der Folge der Partialsummen auch

exp(x) exp(y) =
(∑∞

i=0
xi

i!

)(∑∞
j=0

yj

j!

)
=

∑∞
k=0

(∑
i+j=k

xi

i!
yj

j!

)
Die Identität exp(0) = 1 ist offensichtlich.

Lemma 10.4.2.15. Die Exponentialfunktion exp : R→ R ist stetig.

Vorschau 10.4.2.16. Die Stetigkeit der Exponentialfunktion können wir später
auch aus dem allgemeinen Satz 10.6.1.4 folgern, der besagt, daß Potenzreihen
auf ihrem Konvergenzbereich immer stetige Funktionen darstellen.

Beweis. Wir wenden das ε-δ-Kriterium 10.3.2.21 an. Mit der Funktionalgleichung
finden wir

| exp(x)− exp(p)| = | exp(p)| · | exp(x− p)− exp(0)|
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Nun beachten wir, daß für |y| ≤ 1 gilt

| exp(y)− exp(0)| = |y| ·

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

yi−1

i!

∣∣∣∣∣ ≤ |y| ·
∞∑
i=1

|y|i−1

(i− 1)!
≤ |y| exp(1)

wo wir im zweiten Schritt die Dreiecksungleichung sowie die Erhaltung von Un-
gleichungen im Grenzwert verwenden und die Nenner verkleinern. Aus |x− p| ≤
1 folgt also | exp(x)− exp(p)| ≤ exp(p)|x−p| e und für gegebenes ε > 0 können
wir mithin δ = inf{1, ε/(exp(p) e)} nehmen.

Korollar* 10.4.2.17 (Produkt summierbarer Familien). Sind (ai)i∈I und (bj)j∈J
summierbare Familien reeller Zahlen, so bilden auch ihre Produkte eine summier-
bare Familie (aibj)(i,j)∈I×J und es gilt

∑
(i,j)∈I×J

aibj =

(∑
i∈I

ai

)(∑
j∈J

bj

)

Beweis. Wir wissen aus 10.4.1.25, daß die Summierbarkeit einer Familie reeller
Zahlen im wesentlichen gleichbedeutend ist zu absoluter Konvergenz. Damit er-
weist sich das Korollar als eine Umformulierung des vorhergehenden Satzes.

Übungen

Übung 10.4.2.18. Man folgere aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunk-
tion 10.4.2.10 die Formeln exp(−x) = exp(x)−1, exp(x) > 0 ∀x ∈ R, exp(n) =
en, exp(nx) = (exp x)n ∀n ∈ Z sowie exp(x/2) =

√
exp(x).

Ergänzende Übung 10.4.2.19. Der Übersichtlichkeit halber kürzen wir hier im
Vorgriff auf 10.4.3.5 schon exp(x) = ex ab. Man zeige, daß für alle i, N ∈ N gilt

lim
n→∞

(
nN

i

)(
1

n

)i(
1− 1

n

)Nn−i
=
N i e−N

i!

Dieses Resultat ist in der Stochastik wichtig, wie ich im folgenden ausführen will.
Gegeben λ ∈ R heißt die Funktion i 7→ λi e−λ /i! ganz allgemein die Poisson-
Verteilung mit Parameter λ. Sie hat die folgende Bedeutung: Knetet man in einen
großen Teig genau nN Rosinen ein und teilt ihn dann in n Rosinenbrötchen, so
ist
(

1
n

)i (
1− 1

n

)Nn−i die Wahrscheinlichkeit, daß i vorgegebene Rosinen in ei-
nem fest gewählten Brötchen landen und die restlichen Rosinen in den anderen
Brötchen. Mithin ist

(
nN
i

) (
1
n

)i (
1− 1

n

)Nn−i die Wahrscheinlichkeit, daß in ei-
nem fest gewählten Brötchen genau i Rosinen landen. Ist unser Brötchen klein
im Vergleich zum ganzen Teig, so liegt diese Wahrscheinlichkeit also nahe bei
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N i e−N /i! oder allgemeiner bei λi e−λ /i! mit λ der durchschnittlichen Zahl von
Rosinen in dem Teigvolumen, das man für ein Brötchen braucht. Genau genom-
men stimmt das allerdings nur für punktförmige Rosinen, denn sonst liefert die
Größe des Brötchens eine obere Schranke für die möglichen Anzahlen der darin
verbackenen Rosinen.

Ergänzende Übung 10.4.2.20. Man berechne die Euler’sche Zahl e bis auf 5 si-
chere Stellen hinter dem Komma.

Ergänzende Übung 10.4.2.21. Die Euler’sche Zahl e ist nicht rational. Man zeige
dies, indem man von ihrer Darstellung als Reihe ausgeht und durch geeignete
Abschätzungen nachweist, daß q!e für q ∈ N mit q ≥ 2 nie eine ganze Zahl sein
kann.

Ergänzende Übung 10.4.2.22. In dieser Übung sollen Sie einen anderen Zugang
zur Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ausarbeiten, den ich in einer
Arbeit von Martin Kneser kennengelernt habe: Man zeige, indem man den Be-
weis von 10.4.2.3 verallgemeinert, daß für jede Folge reeller Zahlen xn ∈ R aus
limn→∞ xn = x folgt limn→∞

(
1 + xn

n

)n
= exp(x). Mithilfe der Identität

(
1 +

x

n

)(
1 +

y

n

)
=

(
1 +

x+ y + (xy/n)

n

)
folgere man dann die Funktionalgleichung.

10.4.3 Logarithmus und allgemeine Potenzen

10.4.3.1 (Monotonie der Exponentialfunktion). Die Exponentiafunktion wächst
streng monoton. In der Tat erhalten wir (0 ≤ x < y) ⇒ (1 ≤ exp(x) < exp(y))
direkt aus der Definition und (z < w ≤ 0) ⇒ (exp(z) < exp(w) ≤ 1) folgt mit
der Identität exp(−x) = exp(x)−1.

Definition 10.4.3.2. Aus dem Zwischenwertsatz folgt exp(R) = (0,∞), denn wir
haben offensichtlich limn→∞ exp(n) = ∞ und damit limn→−∞ exp(n) = 0 nach
10.3.3.4. Wir können also den natürlichen Logarithmus oder kurz Logarithmus
einführen als die Umkehrfunktion

log : (0,∞)→ R

der Exponentialfunktion, log(exp(x)) = x, und erhalten aus Satz 10.3.3.11 die
Stetigkeit des Logarithmus. In der französischen Literatur bezeichnet man diese
Funktion auch als logarithme népérien in Erinnerung an den schottischen Ma-
thematiker John Napier, der die ersten Logarithmentafeln aufstellte.
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Die Graphen von Logarithmus und Exponentialfunktion gehen wie immer bei
Umkehrfunktionen durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen x = y auseinander

hervor.
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10.4.3.3. Die Exponentialfunktion liefert nach 10.4.2.10 und 10.4.3.2 einen Iso-
momorphismus zwischen der additiven Gruppe der reellen Zahlen und der multi-
plikativen Gruppe aller positiven reellen Zahlen. Daraus folgt sofort

log(xy) = log x+ log y und log(e) = 1.

Die erste Formel mag man die Funktionalgleichung des Logarithmus nennen.

10.4.3.4 (Diskussion der Terminologie). Die Notation „log“ ist leider nicht uni-
versell. Auf vielen Taschenrechnern und auch in älteren Büchern wird unsere
Funktion „log“ notiert als „ln“ für „logarithmus naturalis“ oder „logarithme né-
perien“ und das Kürzel „log“ steht für den „Logarithmus zur Basis 10“, den wir
in 10.4.3.9 einführen und mit log10 bezeichnen werden. Der Logarithmus zur Ba-
sis 10 wird in manchen Quellen auch der „Brigg’sche Logarithmus“ genannt und
mit „lg“ bezeichnet. Die Norm ISO 31-11 empfiehlt die Notationen „ln“ und „lg“.
Wir verwenden jedoch log statt ln, weil das in der reinen Mathematik so üblich ist
und wir damit der Konvention folgen, spezielle Funktionen nach Möglichkeit mit
Kürzeln aus drei Buchstaben zu notieren. „Logarithmus“ ist das griechische Wort
für „Rechnung“, und für das Rechnen waren die Logarithmentafeln, in denen die
Werte des Logarithmus zur Basis Zehn aufgelistet wurden, auch außerordentlich
praktisch: Mit ihrer Hilfe konnte man nämlich Divisionen in Subtraktionen ver-
wandeln und Wurzelziehen in Divisionen, wie wir gleich näher ausführen. Die
Entdeckung der Logarithmen und die ersten Logarithmentafeln von Napier be-
deuteten für die damalige Wissenschaft eine ungeheure Arbeitserleichterung und
wurden begeistert begrüßt.

Definition 10.4.3.5 (Allgemeine Potenzen). Gegeben a, x ∈ R mit a > 0 setzen
wir

ax := exp(x log a)

Im Fall x > 0 vereinbart man zusätzlich 0x = 0. Das führt dazu, daß für x > 0 die
Funktion a 7→ ax sogar stetig ist auf [0,∞). Es führt allerdings auch dazu, daß die
Funktion x 7→ 0x mit unserer Konvention 00 = 1 zwar auf [0,∞) definiert aber
bei x = 0 nicht stetig ist. Damit müssen wir nun weiterleben.

10.4.3.6 (Eigenschaften der allgemeinen Potenzen). Man prüft ohne Schwie-
rigkeiten die Formeln a0 = 1, a1 = a und ax+y = axay und folgert insbesondere,
daß im Fall a > 0 und n ∈ Z oder a ≥ 0 und n ∈ Z≥1 das hier definierte an über-
einstimmt mit unserem an aus 10.1.5.16. Für beliebige a, b > 0 und x, y ∈ R prüft
man leicht die Rechenregeln axy = (ax)y, (ab)x = axbx und log(ax) = x log a.
Ist speziell a = e die Euler’sche Zahl, so gilt log e = 1 und folglich exp(x) = ex.
Für beliebige a, b ≥ 0, x, y ∈ R>0 und q ∈ N, q ≥ 1 prüft man ebensoleicht die
Rechenregeln axy = (ax)y, (ab)x = axbx und q

√
a = a1/q.
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Dieses Bild stellt den unangenehm verzwickelten Bereich aller (x, a) ∈ R2 dar,
für die ax definiert ist: Bei x ∈ N sind das jeweils alle a ∈ R, bei x ∈ Z<0 nur

alle a ∈ R×, bei reellem nichtganzen x > 0 alle a ≥ 0, bei reellem nichtganzen
x < 0 alle a > 0. Besonders schlimm ist die Unstetigkeitsstelle am Ursprung, auf
der senkrechten Koordinatenachse ist ja unsere Funktion konstant Eins und auf

der positiven waagerechten Koordinatenachse konstant Null. Diese
Unstetigkeitsstelle ist aber auch die Einzige.
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10.4.3.7 (Einige Grenzwerte mit Exponentialfunktion und Logarithmus). Aus
dem Quetschlemma 10.3.5.35 und der Darstellung von ex durch die Exponential-
reihe folgt limx→∞ ex =∞. Aus 10.3.5.7 und 10.3.3.2 folgt dann limy→∞ log y =
∞. Das Quetschlemma mit der Darstellung von ex duch die Exponentialreihe lie-
fert auch limx→∞(x/ ex) = 0 und durch Substitution x = log y und 10.3.5.7 und
10.3.2.30 folgt dann limy→∞(log y)/y = 0.

Satz 10.4.3.8 (Gruppenwege in R×). Die stetigen Gruppenhomomorphismen
R→ R× von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in die multiplikative Grup-
pe der von Null verschiedenen reellen Zahlen sind genau die Abbildungen x 7→ ax

für beliebiges aber festes a ∈ R>0.

Beweis. Ist G : R→ R× ein stetiger Gruppenhomomorphismus, so bildet G not-
wendig das neutrale Element auf das neutrale Element ab, in Formeln G(0) = 1.
Mit dem Zwischenwertsatz folgt G(x) > 0 ∀x ∈ R. Damit können wir den Grup-
penhomomorphismus F = log ◦G : R→ R bilden und aus 10.3.5.40 folgt sofort
F (x) = xF (1), also G(x) = exp(F (x)) = exp(xF (1)) = exp(x logG(1)).

Definition 10.4.3.9. Gegeben a > 1 nennt man die Umkehrabbildung der streng
monoton wachsenden Abbildung x 7→ ax auch den Logarithmus zur Basis a

loga : (0,∞)→ R

10.4.3.10. Der natürliche Logarithmus ist also der Logarithmus mit der Euler’schen
Zahl e als Basis, in Formeln log = loge. Der Logarithmus zur Basis a läßt sich
durch den natürlichen Logarithmus ausdrücken vermittels der Formel loga x =
log x
log a

. Man kommt deshalb meist mit dem natürlichen Logarithmus aus. Die No-
tation loga ist konform mit der Norm ISO 31-11, in der zusätzlich auch noch die
Abkürzung log2 = lb für den binären Logarithmus empfohlen wird. In Loga-
rithmentafeln wird üblicherweise der Logarithmus zur Basis 10 tabelliert, weil ja
gilt log10(10 · x) = 1 + log10(x) und man sich so auf Dezimalausdrücke x mit
einer Null vor dem Komma und keiner Null nach dem Komma beschränken kann.

Beispiel 10.4.3.11. Für alle a > 0 folgt aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion
und indem man für ein logisch vollständiges Argument die folgende Gleichungs-
kette von hinten nach vorne liest

limn→∞
n
√
a = limn→∞ exp

(
1
n

log a
)

= exp
(
limn→∞

1
n

log a
)

= exp(0)

= 1



10.4. EXPONENTIALFUNKTION 1661

Beispiel 10.4.3.12. Aus dem Quetschlemma 10.3.5.35 und der Darstellung von ex

durch die Exponentialreihe folgt limx→∞ ex =∞. Aus 10.3.5.7 und 10.3.3.2 folgt
dann weiter limy→∞ log y = ∞. Das Quetschlemma mit der Darstellung von ex

duch die Exponentialreihe liefert auch limx→∞(x/ ex) = 0 und durch Substitution
x = log y und 10.3.5.7 sowie 10.3.2.30 folgt limy→∞(log y)/y = 0.

Übungen

Ergänzende Übung 10.4.3.13. Sei
∑
ak eine Reihe. Man zeige das Wurzelkrite-

rium: Gilt limk→∞
k
√
|ak| < 1, so konvergiert die Reihe

∑
ak absolut. Hinweis:

Analog zum Beweis des Quotientenkriteriums. Meiner Erfahrung nach ist dies
Kriterium in der Praxis selten von Nutzen, da es meist auf schwer zu bestimmen-
de Grenzwerte führt.

Übung 10.4.3.14. Man folgere aus der Funktionalgleichung 10.4.3.3 des Loga-
rithmus die Formeln log(1) = 0, log(x−1) = − log(x), log(xn) = n log(x) und
log( q
√
x) = 1

q
log(x).

Übung 10.4.3.15. Man zeige für a > 0 die Identität limn→∞ n(1− n
√
a) = log a.

Übung 10.4.3.16. Man zeige limx→∞(xa/bx) = 0 für alle a ∈ R und b > 1. Man
zeige limx→∞(log x/xc) = 0 für alle c > 0. Man zeige limn→∞

n
√
n = 1. Man

zeige

lim
n→∞

n

√
(5n)!

(n!)5
= 55

Beispiel 10.4.3.17. Bei einem radiokativen Material wird nach einem Tag nur
noch 90% der Strahlungsaktivität gemessen. Wie lange dauert es, bis die Aktivität
auf die Hälfte abgeklungen ist? Nun, halten wir einen Referenzzeitpunkt belie-
big fest, so wird die Aktivität nach Vergehen einer Zeitspanne τ gemäß Überle-
gungen wie in 10.4.2.5 gegeben durch eine Formel der Gestalt M ecτ mit unbe-
kannten M und c. Wir kürzen die Zeiteinheit „Stunde“ ab mit dem Buchstaben
h für lateinisch „hora“. Formal ist h eine Basis des in 1.1.2.6 angedachten ein-
dimensionalen reellen Vektorraums „aller Zeitspannen“, und formal ist auch M
ein Element eines gedachten eindimensionalen reellen Vektorraums „aller Strah-
lungsaktivitäten“ und c liegt im Raum der Linearformen auf dem Raum aller Zeit-
spannen, in dem wir mit h−1 dasjenige Element bezeichnen werden, das auf h den
Wert Eins annimmt. So formal will ich hier aber eigentlich gar nicht werden und
schreibe das Auswerten solch einer Linearform auf einer Zeitspanne schlicht als
Produkt. Für τ = 24 h wissen wir nun nach unserer Messung M ec·24 h = 90

100
M

und damit c = ((log 9/10)/24) h−1. Bezeichnet t die Zeitspanne, nach der die
Aktivität auf die Hälfte abgeklungen ist, so haben wir also M ect = M/2 alias
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ct = − log 2 und damit

t = − log 2

c
=
− log(2) · 24

log(9/10)
h

Ergänzende Übung 10.4.3.18. Das eingestrichene A liegt bei 440 Herz. Bei wie-
viel Herz etwa liegt das eingestrichene F? Hinweis: Die Lösung dieser Aufgabe
benötigt zusätzlich zu mathematischen Kenntnissen auch physikalische und mu-
sikalische Vorkenntnisse.

Ergänzung 10.4.3.19. Versteht man eine positive reelle Zahl als das Verhältnis
zweier gleichartiger Größen, so sagt man für den Zehnerlogarithmus besagter
Zahl auch, er „drücke das Verhältnis in Bel aus“. Diese Sprechweise ehrt Alex-
ander Graham Bell, der das Telephon einführte. So könnte man etwa sagen, das
Verhältnis von Gramm zu Kilo betrage 3 Bel, statt von einem Verhältnis von Eins
zu Tausend alias 1 zu 103 zu reden. Das Verhältnis von Kilo zu Tonne beträgt
natürlich auch 3 Bel, und das Verhältnis von Gramm zu Tonne folglich 6 Bel.
Häufig redet man auch von Dezibel alias „zehntel Bel“. Das ist jedoch „multipli-
kativ“ zu verstehen, ein Verhältnis von 1 Dezibel meint also ein Verhältnis von
Eins zu 10

√
10 ≈ 1,26.

Ergänzung 10.4.3.20. Physikalisch beschreibt man eine Lautstärke durch die Leis-
tung, die sie etwa an einer Membran verrichtet. Gibt man eine Lautstärke in De-
zibel an, so ist allerdings das Verhältnis des Quadrats dieser Leistung zum Qua-
drat der Leistung einer Standardlautstärke gemeint. Diese Standardlautstärke ist
so vereinbart, daß sie etwa bei der Hörschwelle eines menschliches Ohrs liegt.
Eine Lautstärke von Null Dezibel bedeutet also, daß ein gesunder Mensch das
Geräusch so gerade noch hören kann, und jede Erhöhung einer Lautstärke um
zwanzig Dezibel bedeutet, daß das Ohr zehnmal soviel Leistung aufnehmen wird.
Bei einer Erhöhung um zehn Dezibel wird das Ohr also

√
10 ≈ 3 mal soviel

Leistung aufnehmen.

Ergänzende Übung 10.4.3.21. Die monotonen Gruppenhomomorphismen R →
R× von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in die multiplikative Gruppe der
von Null verschiedenen reellen Zahlen sind genau die stetigen Gruppenhomomor-
phismen, also genau die Abbildungen x 7→ ax für festes a ∈ R>0.

Ergänzende Übung 10.4.3.22. Man finde alle stetigen Funktionen G : R× → R
mit G(xy) = G(x)+G(y) ∀x, y ∈ R×, also alle stetigen Gruppenhomomorphis-
men von der multiplikativen Gruppe der von Null verschiedenen reellen Zahlen in
die additive Gruppe aller reellen Zahlen.

Ergänzende Übung 10.4.3.23. Man zeige, daß die Aussage der vorhergehenden
Sätze 10.3.5.40 und 10.4.3.8 sogar folgt, wenn wir von unseren Gruppenhomo-
morphismen nur die Stetigkeit bei Null fordern.
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10.4.4 Komplexe Zahlen
10.4.4.1. Viele mathematische Zusammenhänge werden bei einer Behandlung im
Rahmen der sogenannten „komplexen Zahlen“ besonders transparent. Ich denke
hier etwa an die Integration rationaler Funktionen 10.5.10 oder die Lösung der
Schwingungsgleichung 10.7.3.1. Die abschreckenden Bezeichnungen „komplexe
Zahlen“ oder auch „imaginäre Zahlen“ für diesen ebenso einfachen wie konkre-
ten Körper haben historische Gründe: Als Mathematiker in Italien bemerkten, daß
man polynomiale Gleichungen der Grade Drei und Vier lösen kann, wenn man so
tut, als ob man aus (−1) eine Quadratwurzel ziehen könnte, gab es noch keine
Mengenlehre und erst recht nicht den abstrakten Begriff eines Körpers 10.1.6.4.
Das Rechnen mit Zahlen, die keine konkreten Interpretationen als Länge oder
Guthaben oder zumindest als Schulden haben, schien eine „imaginäre“ Angele-
genheit, ein bloßer Trick, um zu reellen Lösungen reeller Gleichungen zu kom-
men.

10.4.4.2. Der Körper der komplexen Zahlen (C,+, ·) ist die Menge C := R2

mit Addition und Multiplikation definiert durch

(a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d)
(a, b) · (c, d) := (ac− bd, ad+ bc)

Diese Struktur ist nach Übung 10.1.6.21 ein Körper und die Abbildung κ : R →
C, a 7→ (a, 0) ist ein Körperhomomorphismus. Kürzen wir κ(a) zu a ab und set-
zen i := (0, 1), so gilt i2 = −1 und (a, b) = a+ b i. Wenn wir die Vorstellung von
C als die Menge aller Punkte der Koordinatenebene evozieren wollen, sprechen
wir von der komplexen Zahlenebene.

10.4.4.3. Ich hoffe, Sie werden schnell merken, daß sich viele Fragestellungen bei
Verwendung dieser sogenannt komplexen Zahlen sehr viel leichter lösen lassen
und daß die komplexen Zahlen auch der Anschauung ebenso zugänglich sind wie
die reellen Zahlen. Früher schrieb man „complex“, deshalb die Bezeichnung C.
Unser i ist eine „Wurzel aus (−1)“, und weil es so eine Wurzel in den reellen
Zahlen nicht geben kann, notiert man sie i wie „imaginär“.

10.4.4.4. Für w ∈ C bedeutet die Additionsabbildung (w+) : C→ C, z 7→ w+z
anschaulich die Verschiebung um den Vektor w. Die Multiplikationsabbildung
(w·) : C → C, z 7→ wz dahingegen bedeutet anschaulich diejenige Drehstre-
ckung der komplexen Zahlenebene, die (1, 0) in w überführt.

10.4.4.5. Gegeben eine komplexe Zahl z = x + y i nennt man x ihren Realteil
Re z := x und y ihren Imaginärteil Im z := y. Wir haben damit zwei Funktionen

Re, Im : C→ R
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Anschauung für das Quadrieren komplexer Zahlen in ihrer anschaulichen
Interpretation als Punkte der komplexen Zahlenebene
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Dies Bild soll zusätzliche Anschauung für die Abbildung z 7→ z2 der komplexen
Zahlenebene auf sich selbst vermitteln. Es stellt diese Abbildung dar als die

Komposition einer Abbildung der Einheitskreisscheibe auf eine räumliche sich
selbst durchdringende Fläche, gegeben in etwa durch eine Formel der Gestalt
z 7→ (z2, ε(Im z)) in C× R ∼= R3 für geeignetes monotones und in einer
Umgebung von Null streng monotones ε, gefolgt von einer senkrechten

Projektion auf die ersten beiden Koordinaten. Das hat den Vorteil, daß im ersten
Schritt nur Punkte der reellen Achse identifiziert werden, was man sich leicht

wegdenken kann, und daß der zweite Schritt eine sehr anschauliche Bedeutung
hat, eben die senkrechte Projektion.
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definiert und es gilt z = Re z + i Im z für alle z ∈ C. Man definiert weiter die
Norm |z| einer komplexen Zahl z = x+ y i ∈ C durch

|z| :=
√
x2 + y2 ∈ R≥0

Im Fall einer reellen Zahl x ∈ R ist diese Norm genau unser Absolutbetrag aus
10.2.2.12, in Formeln |x| = |x|. In der Anschauung der komplexen Zahlenebene
bedeutet die Norm einer komplexen Zahl ihren Abstand vom Ursprung.

10.4.4.6 (Verschiedene Bedeutungen von |z|). Hier ist unsere Notation nicht
vollständig konsistent, da wir für (x, y) ∈ R2 bereits |(x, y)| = max(|x|, |y|) ver-
einbart hatten und nun |x+ iy| =

√
x2 + y2 setzen. Für Stetigkeitsbetrachtungen

spielt diese Verwirrung keine Rolle, da stets gilt

|(x, y)| ≤
√
x2 + y2 ≤

√
2 |(x, y)|

Bei der Betrachtung komplexer Zahlen hat bei uns |z| a priori die eben in 10.4.4.5
eingeführte Bedeutung als „komplexe Norm“.

10.4.4.7 (Diskussion der Terminologie). Bei rechtem Lichte besehen scheint mir
an dieser Terminologie absonderlich, daß der Imaginärteil einer komplexen Zahl
darin eine reelle Zahl ist, aber so hat es sich nun einmal eingebürgert.

10.4.4.8. Stellen wir uns |z| vor als den Streckfaktor der Drehstreckung (z·), so
wird anschaulich klar, daß für alle z, w ∈ C gelten muß

|zw| = |z||w|

Besonders bequem rechnet man diese Formel nach, indem man zunächst für z =
x + y i ∈ C die konjugierte komplexe Zahl z̄ = x − y i ∈ C einführt. Im
Bild der komplexen Zahlenebene bedeutet das komplexe Konjugieren anschaulich
die Spiegelung an der reellen Achse. Nun prüft man durch explizite Rechnung
unschwer die Formeln

z + w = z̄ + w̄
z · w = z̄ · w̄
|z|2 = zz̄

Dann rechnet man einfach

|zw|2 = zwzw = zz̄ww̄ = |z|2|w|2

Nach dem vorhergehenden ist z 7→ z̄ ein Körperisomorphismus C → C, die
komplexe Konjugation. Offensichtlich gilt auch ¯̄z = z und ebenso offensichtlich
gilt |z| = |z̄|.



10.4. EXPONENTIALFUNKTION 1667

Anschauung für das Invertieren komplexer Zahlen

10.4.4.9. Wir können den Realteil und den Imaginärteil von z ∈ C mithilfe der
konjugierten komplexen Zahl ausdrücken als

Re z =
z + z̄

2
Im z =

z − z̄
2 i

Weiter gilt offensichtlich z = z ⇔ z ∈ R und für komplexe Zahlen z der
Norm |z| = 1 ist die konjugierte komplexe Zahl genau das Inverse, in For-
meln |z| = 1 ⇒ z̄ = z−1. Im Bild der komplexen Zahlenebene kann man
das Bilden des Inversen einer von Null verschiedenen komplexen Zahl anschau-
lich interpretieren als die „Spiegelung“ oder präziser Inversion am Einheitskreis
z 7→ z/|z|2 gefolgt von der Spiegelung an der reellen Achse z 7→ z̄. Der Ein-
heitskreis S1 := {z ∈ C× | |z| = 1} ist insbesondere eine Untergruppe der
multiplikativen Gruppe des Körpers der komplexen Zahlen und die Multiplika-
tion liefert einen Gruppenisomorphismus R>0 × S1 ∼→ C×. Wir nennen S1 die
Kreisgruppe.
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10.4.4.10. Für unsere Norm komplexer Zahlen aus 10.4.4.5 gilt offensichtlich

|z| = 0⇔ z = 0

Da in einem Dreieck eine einzelne Seite nicht länger sein kann als die beiden
anderen zusammengenommen, erwarten wir weiter die Dreiecksungleichung

|z + w| ≤ |z|+ |w|

Formal mag man sie prüfen, indem man beide Seiten quadriert, wodurch die äqui-
valente Behauptung (z + w)(z̄ + w̄) ≤ zz̄ + 2|z||w| + ww̄ entsteht, und dann
vereinfacht zu immer noch äquivalenten Behauptung 2 Re(zw̄) ≤ 2|zw̄|. Die Ab-
schätzungen Re(u) ≤ |u| und Im(u) ≤ |u| sind aber für jede komplexe Zahl u
auch formal offensichtlich.

Übungen

Übung 10.4.4.11. Gegeben eine komplexe Zahl z 6= −1 vom Betrag |z| = 1
zeige man, daß sie genau eine Wurzel w mit positivem Realteil hat und daß diese
gegeben wird durch w = (1 + z)/|1 + z|. Können Sie auch die geometrische
Bedeutung dieser Formel erklären? Man folgere, daß für beliebiges a < 1 jedes
Element von S1 eine Potenz eines Elements z mit Realteil Re(z) > a ist.

10.4.5 Trigonometrische Funktionen

Definition 10.4.5.1. Eine Reihe
∑

k∈N ak komplexer Zahlen heißt absolut kon-
vergent, wenn die Reihe der Absolutbeträge konvergiert, in Formeln

∑
k∈N |ak| <

∞.

Lemma 10.4.5.2. Jede absolut konvergente Reihe komplexer Zahlen konvergiert,
als da heißt, die Folge ihrer Partialsummen konvergiert gegen eine komplexe Zahl.

Beweis. Sei
∑∞

k=0 ak unsere Reihe. Aus
∑∞

k=0 |ak| < ∞ folgt zunächst ein-
mal

∑∞
k=0 |Re ak| < ∞ und nach 10.4.1.15 konvergiert dann auch

∑∞
k=0 Re ak.

Ebenso sehen wir, daß
∑∞

k=0 Im ak konvergiert, und damit konvergiert
∑∞

k=0 ak
nach unserer Beschreibung des Grenzwerts als komponentenweiser Grenzwert
10.3.5.33, nur eben gegen eine komplexe Zahl.

10.4.5.3. Der Umordnungssatz 10.4.1.21 gilt analog für absolut konvergente Rei-
hen komplexer Zahlen. Das folgt, indem wir den reellen Umordnungssatz 10.4.1.21
auf Real- und Imaginärteil anwenden.
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Auch für komplexes z zeigt man wie in 10.4.2.3 die Formel

exp(z) = lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
Das obige Bild stellt unter anderem den vierten Term dieser Folge im Fall z = i
dar. Ich finde, man kann recht gut erkennen, wie diese Folge bei wachsendem n

gegen den Punkt auf der Kreislinie konvergiert, für den das Segment der
Kreislinie, das von ihm zur reellen Achse herunterläuft, die Länge Eins hat.
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Definition 10.4.5.4. Für jede komplexe Zahl z ∈ C erklären wir eine weitere
komplexe Zahl exp(z) ∈ C durch die Vorschrift

exp(z) :=
∞∑
k=0

1

k!
zk

Diese Reihe konvergiert für alle z ∈ C nach 10.4.5.2, da sie absolut konvergiert.
Wir erhalten so eine Abbildung exp : C→ C, die komplexe Exponentialfunkti-
on.

10.4.5.5 (Funktionalgleichung der komplexen Exponentialfunktion). Man prüft
genau wie in 10.4.2.10 im Reellen auch im Komplexen die Funktionalgleichung

exp(z + w) = (exp z)(expw)

Dazu gehen wir den Beweis im reellen Fall nochmal durch und müssen insbe-
sondere prüfen, daß der Satz 10.4.2.14 über das Produkt absolut konvergenter
Reihen auch im Komplexen gilt. In der Tat funktioniert derselbe Beweis auch in
diesem Fall. Offensichtlich gilt immer noch exp(0) = 1. In der Sprache der Alge-
bra ausgedrückt ist die Exponentialabbildung also ein Monoidhomomorphismus
exp : (C,+) → (C, ·) und induziert damit nach 10.1.5.43 einen Gruppenhomo-
morphismus von der additiven Gruppe der komplexen Zahlen in die multiplikative
Gruppe der von Null verschiedenen komplexen Zahlen. Man erhält insbesondere
exp(−z) = (exp z)−1. Wie im Reellen 10.4.2.15 zeigt man auch die Stetigkeit
von exp : C → C zunächst im Nullpunkt über die Reihenentwicklung und dann
an jeder Stelle z ∈ C mithilfe der Funktionalgleichung.

10.4.5.6 (Komplexe Exponentialfunktion und Konjugation). Aus der Stetig-
keit der komplexen Konjugation und ihrer Vertauschbarkeit mit Summe und Pro-
dukt folgern wir

exp(z̄) = exp z ∀z ∈ C
Für den Betrag von exp z erhalten wir dann

| exp z|2 = (exp z)(exp z)
= exp(z) exp(z̄)
= exp(z + z̄)
= exp(2 Re z)

Folglich gilt | exp z| = exp(Re z) und speziell | exp(i t)| = 1 für alle t ∈ R.

10.4.5.7. Ich nenne u : R → S1, t 7→ exp(it) die Umlaufabbildung. Sie be-
schreibt salopp gesprochen einen Punkt, der „mit konstanter Geschwindigkeit
Eins im Gegenuhrzeigersinn auf dem Einheitkreis S1 umläuft und sich zum Zeit-
punkt t = 0 an der Stelle u(0) = 1 befindet“. In den folgenden Sätzen 10.4.5.8 und
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10.4.5.10 will ich diese Anschauung rechtfertigen. Aus der Funktionalgleichung
10.4.5.5 folgt unmittelbar, daß unsere Umlaufabbildung ein Gruppenhomomor-
phismus von der Zahlengeraden zur Kreisgruppe ist. Aus der Abschätzung

| exp(it)− exp(is)| = | exp(i(t− s))− 1| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(i(t− s))k

k!

∣∣∣∣∣ ≤ exp(|s− t|)− 1

oder auch direkt aus der Stetigkeit der komplexen Exponentialfunktion folgt, daß
die Umlaufabbildung u stetig ist.

Satz 10.4.5.8 (Gruppenwege in der Kreisgruppe). Die stetigen Gruppenhomo-
morphismen R → S1 von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in die Kreis-
gruppe sind genau alle Abbildungen der Gestalt t 7→ exp(ait) mit a ∈ R.

Beweis. Unsere Umlaufabbildung u ist nicht konstant, aus der Reihenentwicklung
folgt genauer die Abschätzung Im(exp(t i)) > 0 für t ∈ (0, 1]. Aufgrund der
Stetigkeit gibt es folglich c > 0 mit Reu(c) < 1 und

(t ∈ [−c, c]⇒ Reu(t) > 0)

Ist γ : R → S1 ein weiterer Gruppenhomomorphismus mit stetigem Realteil,
so gibt es auch b > 0 mit (t ∈ [−b, b] ⇒ Re γ(t) ≥ Reu(c)). Es folgt, daß wir
g ∈ [−c, c] finden mit Re γ(b) = Reu(g). Indem wir notfalls g durch−g ersetzen,
dürfen wir zusätzlich annehmen, daß auch gilt Im γ(b) = Imu(g) und damit

γ(b) = u(g) und (|s| ≤ b⇒ Re γ(s) > 0) sowie (|t| ≤ g ⇒ Reu(t) > 0).

Daraus aber folgt γ(b/2) = u(g/2), denn beide Seiten sind die eindeutig be-
stimmte Quadratwurzel aus γ(b) = u(g) mit positivem Realteil. Induktiv folgt
erst γ(b/2n) = u(g/2n) für alle n ∈ N und dann γ(mb/2n) = u(mg/2n) für alle
m ∈ Z und dann aufgrund der Stetigkeit γ(tb) = u(tg) für alle t ∈ R.

10.4.5.9. Ich erinnere daran, daß in der Algebra der Kern ker γ eines Gruppen-
homomorphismus γ : G → H erklärt wird als die Menge ker γ := γ−1(eH) aller
Elemente von G, die auf das neutrale Element von H abgebildet werden.

Satz 10.4.5.10 (Komplexe Exponentialfunktion und Kreiszahl). Die Umlau-
fabbildung u : t 7→ exp(it) ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus u : R�
S1 mit Kern ker(u) = 2πZ für unsere Kreiszahl π aus 10.3.4.1.

Vorschau 10.4.5.11. Wir überlegen uns in 10.4.5.22, daß der Gruppenhomomor-
phismus C → C× gegeben durch dieselbe Formel z 7→ exp(iz) immer noch
denselben Kern hat, so daß gilt ker(exp(C→ C×)) = 2πiZ.
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Beweis. Beim Beweis von 10.4.5.8 haben wir bereits gesehen, daß es a < 1 gibt
derart, daß alle Elemente der Kreislinie mit Realteil > a im Bild von u liegen
müssen. Nach Übung 10.4.4.11 sind aber alle Elemente von S1 Potenzen derarti-
ger Elemente. Folglich ist u eine Surjektion. Mit

κ := inf{t > 0 | u(t) = −1}

gilt offensichtlich u(κ) = u(−κ) = −1, aber u nimmt auf dem offenen Intervall
(−κ, κ) den Wert (−1) nicht an. So folgt (keru) ∩ (0, 2κ) = ∅ und 2κZ ⊂ keru.
Hätten wir in keru noch Elemente außerhalb von 2κZ, so müßten wir darin auch
Elemente aus (0, 2κ) finden und erhielten einen Widerspruch. So folgt keru =
2κZ und es bleibt nur noch zu zeigen

κ = π

für unsere Kreiszahl π aus 10.3.4.1. Dieser Teil des Beweises wird sich in 10.7.1.15
als ein Spezialfall unserer Sätze über die sogenannte „Bogenlänge“ erweisen, aber
hier argumentieren wir noch „zu Fuß“. Sicher gilt u(0) = 1 und u induziert ei-
ne Bijektion u : (−κ, κ]

∼→ S1, denn das Bild ist dasselbe wie das Bild von
R = (−κ, κ] + 2κZ und aus u(t) = u(s) folgt t − s ∈ 2κZ. Der Imaginärteil
von u hat auf diesem Intervall also nur die beiden Nullstellen 0 und κ. Wir wis-
sen schon vom Beginn des vorhergehenden Beweises, daß gilt Im(u(t)) > 0 für
t ∈ (0, 1]. Also induziert u eine Bijektion

u : [0, κ]
∼→ {z ∈ S1 | Im(z) ≥ 0}

und Reu muß auf diesem Intervall nach Übung 24.2.3.28 streng monoton fal-
len. Diese Erkenntnis liefert für unsere Kreiszahl π aus 10.3.4.1 die alternative
Beschreibung

π = sup

{
n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)|

∣∣∣∣∣ 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn ≤ κ

}
Im Anschluß leiten wir für t ≥ 0 die Abschätzungen t− t2 ≤ |u(t)− 1| ≤ t her.
Für t > s folgt aus der oberen Abschätzung |u(t)−u(s)| ≤ t−s und damit sofort
π ≤ κ. Verwenden wir andererseits für n ≥ 1 die äquidistante Unterteilung mit
0 = t0 und tn = κ, so folgt aus der unteren Abschätzung

π ≥
n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)| ≥ κ− n(κ/n)2

und im Grenzwert n→∞ erhalten wir auch umgekehrt π ≥ κ, also zusammen

π = κ
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Es bleibt, für t ≥ 0 unsere Abschätzungen t − t2 ≤ |u(t) − 1| ≤ t herzuleiten.
Nun erhalten wir für |t| ≤ 2 leicht die Abschätzung

|u(t)− 1|2 = 2− 2 Reu(t) = t2 − 2t4/4! + 2t6/6!− . . . ≤ t2

und in der Wurzel unsere obere Abschätzung, da ja |u(t) − 1| ≤ 2 eh klar ist für
alle t. Andererseits zeigt die Reihenentwicklung auch

u(t)− 1 = it− t2
∞∑
ν=2

(it)ν−2/ν!

und so die untere Abschätzung |u(t) − 1| ≥ t − t2, erst für t ∈ [0, 1] wegen
1 =

∑∞
ν=2 1/2ν−1 ≥

∑∞
ν=2 1/ν!, dann aber aus offensichtlichen Gründen sogar

für alle t.

Definition 10.4.5.12. Wir nennen den Real- beziehungsweise Imaginärteil der
Umlaufabbildung u : t 7→ exp(it) den Cosinus beziehungsweise den Sinus
cos, sin : R → R. In Formeln werden die Funktionen Sinus und Cosinus bei
uns also definiert durch die sogenannte Euler’sche Gleichung

exp(it) = cos t+ i sin t

10.4.5.13. Das Wort Trigonometrie bedeutet so etwas wie „Dreiwinkelmessung“.
Die Wurzel „gon“ taucht auch im deutschen Wort „Knie“ auf und bedeutet im
Griechischen sowohl „Knie“ als auch im übertragenen Sinne „Winkel“. In der
Linearen Algebra 4.1.7.5 führe ich die „abstrakte Winkelgruppe“ W ein sowie in
4.1.7.9 den „Standardisomorphismus“

kw : W ∼→ S1

der Winkelgruppe mit der Kreisgruppe S1 ⊂ C×. Ich schlage vor, zu unterschei-
den zwischen einerseits dem geometrischen Cosinus, den ich in 4.1.7.11 einführe
als die Abbildung

cosg := Re ◦ kw : W→ R

der „Winkelgruppe“ in die reellen Zahlen, die durch die Regel „Ankathete durch
Hypothenuse“ beschrieben wird, und andererseits dem hier erklärten analytischen
Cosinus cos = cosa : R → R, der sich daraus ergibt durch das Vorschalten der
Umlaufabbildung u : R → S1 gefolgt vom invertierten Standardisomorphismus
als

cos = cosa = cosg ◦ kw−1 ◦u = Re ◦u

Analog mag man für die anderen Winkelfunktionen vorgehen.
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Sinus und Cosinus am Einheitskreis

Die Graphen vom Sinus als durchgezogene Linie und vom Cosinus als
gestrichelte Linie.
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10.4.5.14 (Bezug zum Bogenmaß). Dieselbe Argumentation wie beim vorherge-
henden Beweis zeigt für alle t ≥ 0 die Formel

t = sup

{
n∑
i=1

|u(ti)− u(ti−1)|

∣∣∣∣∣ 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn ≤ t

}
Anschaulich bedeutet mithin t die Länge des Kreisbogens von 1 bis exp(it). Auf
Taschenrechnern muß man, um die hier definierten Funktionen sin und cos zu er-
halten, meist noch spezifizieren, daß die Eingabe im Bogenmaß, auf englisch „Ra-
dians“ oder abgekürzt „rad“, zu verstehen sein soll. Auf lateinisch bedeutet Sinus
übrigends „Bodenwelle“ und „Busen“, wortverwandt ist französisch „le sein“.

10.4.5.15 (Eigenschaften von Sinus und Cosinus). Aus der Definition 10.4.5.12
von Sinus und Cosinus folgen unmittelbar eine ganze Reihe von Eigenschaften.

1. Aus den Definitionen folgt sofort die Identität sin2 + cos2 = 1. Diese For-
mel wird oft nach Pythagoras benannt. Hier haben wir (sin t)2 = sin2 t und
(cos t)2 = cos2 t abgekürzt. Diese Abkürzungen sind auch üblich für alle
anderen Potenzen und alle anderen trigonometrischen beziehungsweise hy-
perbolischen trigonometrischen Funktionen, denn das spart Klammern und
die alternativ möglichen Bedeutungen sin2 t = sin(sin t) und dergleichen
kommen nie vor. Für die Umkehrfunktionen vereinbaren wir bald die Nota-
tion arcsin sowie arccos und verwenden auch für negative obere Indizes die
Notationen sin−1(x) := 1/ sin(x) sowie cos−1(x) := 1/ cos(x). Man findet
für diese Funktionen auch die Bezeichnung als Secans sec(x) := 1/ cos(x)
beziehungsweise Cosecans cosec(x) := 1/ sin(x).

2. Die Symmetrie-Eigenschaften sin(−t) = − sin t und cos(−t) = cos t
folgen aus exp(z̄) = exp z.

3. Für alle a, b ∈ R folgen die Additionsformeln

cos(a+ b) = cos a cos b − sin a sin b
sin(a+ b) = cos a sin b + sin a cos b

aus der Funktionalgleichung exp(i(a+ b)) = exp(ia) exp(ib).

4. Die Periodizitäten sin(t) = sin(t + 2π) und cos(t) = cos(t + 2π) folgen
unmittelbar aus der Beschreibung des Kerns von t 7→ exp(it) in 10.4.5.10.

5. Daß der Cosinus eine streng monoton fallende Bijektion cos : [0, π]
∼→

[−1, 1] ist, wissen wir bereits aus dem Beweis von 10.4.5.10. Die Formel
des Pythagoras zeigt dann, daß π die kleinste positive Nullstelle von sin ist.
Zusammen mit sin(0) = 0 und der Periodizität folgt, daß die Nullstellen
des Sinus genau die ganzzahligen Vielfachen von π sind.
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6. Mit den Additionsformeln erhalten wir sin(t + π) = − sin t und ebenso
cos(t+ π) = − cos t und damit cos(π/2) = 0 und cos t = sin(t+ π/2) und
sin t = − cos(t + π/2). Die Nullstellen des Cosinus sind folglich genau
die Elemente von 2πZ+ π/2.

7. Unsere Funktionen cos und sin werden, wie sofort aus 10.4.5.12 folgt, dar-
gestellt durch die absolut konvergenten Reihen

cos t =
∑∞

k=0(−1)k t2k

(2k)!
= 1− t2

2!
+ t4

4!
− . . .

sin t =
∑∞

k=0(−1)k t2k+1

(2k+1)!
= t− t3

3!
+ t5

5!
− . . .

10.4.5.16. Wir wissen bereits aus dem Beweis von 10.4.5.10, daß der Cosinus
eine stetige streng monoton fallende Bijektion cos : [0, π]

∼→ [−1, 1] ist. Deren
Umkehrabbildung ist nach 10.3.3.11 auch stetig. Sie heißt der Arcuscosinus und
wird notiert als

arccos : [−1, 1]
∼→ [0, π]

10.4.5.17. Der Sinus wächst wegen 10.4.5.16 und der zuvor gezeigten Identität
sin t = − cos(t + π/2) streng monoton auf [−π/2, π/2] und definiert folglich
eine Bijektion sin : [−π/2, π/2]

∼→ [−1, 1]. Deren Umkehrabbildung ist nach
10.3.3.11 auch stetig. Sie heißt der Arcussinus und wird notiert als

arcsin : [−1, 1]
∼→ [−π/2, π/2]

10.4.5.18. Die Bezeichnungen „arcussinus“ und „arcuscosinus“ kommen von la-
teinisch „arcus“ für „Bogen“. In der Tat bedeutet arcsin b für b ∈ [0, 1] die Länge
des Kreisbogens, der vom Punkt (1, 0) bis zum Punkt (

√
1− b2, b) der Höhe b auf

dem Einheitskreis reicht, wie der Leser zur Übung nachrechnen mag.

Definition 10.4.5.19. Für alle x ∈ R mit cosx 6= 0 definieren wir den Tangens
von x durch

tanx :=
sinx

cosx

10.4.5.20. Anschaulich bedeutet tan(x) für x ∈ (0, π/2) die Höhe, in der der
Strahl durch den Nullpunkt und den Punkt des Einheitskreises, der mit dem Punkt
(1, 0) ein Kreissegment der Länge x begrenzt, die Tangente an unseren Einheits-
kreis im Punkt (1, 0) trifft. Man benutzt auch den Cotangens

cot(x) :=
cosx

sinx

10.4.5.21. Der Tangens wächst streng monoton auf dem Intervall (−π/2, π/2).
Wegen tan(−t) = − tan(t) reicht es, das auf [0, π/2) zu prüfen, und dort sind
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Der Arcussinus
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Der Tangens
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Sinus und Cosinus nichtnegativ und der Sinus wächst streng monoton, wohin-
gegen der Cosinus streng monoton fällt. Da der Tangens an den Grenzen sogar
gegen ±∞ strebt, liefert der Tangens eine Bijektion tan : (−π/2, π/2)→ R. Die
Umkehrfunktion heißt der Arcustangens

arctan : R→ (−π/2, π/2)

In derselben Weise erklärt man den Arcuscotangens arccot : R → (0, π) als die
Umkehrfunktion des Kotangens cot : (0, π)

∼→ R.

10.4.5.22 (Kern und Bild der komplexen Exponentialfunktion). Nach 10.4.5.10
induziert die Exponentialfunktion eine Surjektion der imaginären Geraden iR
auf den Einheitskreis S1 = {z ∈ C | |z| = 1}. Daß die Exponentialfunk-
tion eine Bijektion R ∼→ R>0 induziert, wissen wir bereits aus 10.4.3.2. Da
sich nun jede von Null verschiedene komplexe Zahl w schreiben läßt als Produkt
w = (w/|w|)|w| mit w/|w| auf dem Einheitskreis und |w| positiv, ist die Expo-
nentialfunktion nach der Funktionalgleichung sogar ein surjektiver Gruppenho-
momorphismus exp : C � C×. Der Kern dieses Gruppenhomomorphismus, als
da heißt das Urbild des neutralen Elements 1 ∈ C×, besteht aufgrund unserer
Gleichung | exp z| = exp(Re z) aus allen ganzzahligen Vielfachen von 2πi, in
Formeln

ker(exp) = 2πiZ

10.4.5.23. Wir bestimmen mit dieser Erkenntnis die n-ten Einheitswurzeln, als
da heißt die komplexen Lösungen der Gleichung zn = 1. Nach 10.4.5.22 hat jede
Lösung die Gestalt z = eb für geeignetes b ∈ C und so ein z löst unsere Glei-
chung genau dann, wenn gilt zn = enb = 1 alias nb ∈ 2πiZ. Wir erhalten so die
Lösungen exp(2πiν/n) für ν = 0, 1, . . . , n − 1 und erkennen auch, daß sie paar-
weise verschieden sind und es keine anderen Lösungen geben kann. In der kom-
plexen Zahlenebene kann man sich die n-ten Einheitswurzeln veranschaulichen
als die Ecken desjenigen in den Einheitskreis einbeschriebenen regelmäßigen n-
Ecks, das als eine Ecke die 1 hat.

Ergänzung 10.4.5.24. Der Satz von Hermite-Lindemann besagt, daß für eine von
Null verschiedene im Sinne von 10.3.4.2 algebraische komplexe Zahl α der Wert
der Exponentialfunktion exp(α) stets transzendent ist. Daraus folgt sowohl, daß
die Euler’sche Zahl e = exp(1) transzendent ist, als auch, daß 2πi und damit na-
türlich auch π transzendent sind, da nämlich exp(2πi) = 1 nicht transzendent ist.
In etwas allgemeinerer Form sagt der Satz, daß gegeben komplexe algebraische
Zahlen α1, . . . , αn, die linear unabhängig sind überQ, die Werte der Exponential-
funktion exp(α1), . . . , exp(αn) algebraisch unabhängig sind überQ im Sinne von
7.5.6.2. Mehr dazu findet man etwa in [Lor96]. Schanuels Vermutung, wie das zu
verallgemeinern sein sollte, findet man in 7.5.6.17.
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Die Bilder ausgewählter Teile der komplexen Zahlenebene unter der komple-
xen Exponentialfunktion. Die Vertikalen werden zu Kreislinien aufgewickelt,
die Horizontalen in vom Nullpunkt ausgehende Strahlen transformiert. Anschau-
lich mag man sich die komplexe Exponentialfunktion denken als Abbildung,
bei der die komplexe Zahlenebene zunächst in horizontaler Richtung verzerrt
und ganz auf die Halbebene mit positivem Realteil herübergeschoben wird mit
x + iy 7→ exp(x) + iy, gefolgt von einer Aufwicklung dieser Halbebene zu einer
Wendeltreppe a + iy 7→ (a cos y, a sin y, y) in den Raum gefolgt von einer senk-
rechten Projektion dieser Wendeltreppe auf die Ebene alias dem Weglassen der
letzten Koordinate.
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10.4.5.25 (Potenzen mit komplexen Exponenten). Für eine reelle Zahl a > 0
und z ∈ C setzen wir wieder

az := exp(z log a)

und schreiben insbesondere auch exp z = ez für z ∈ C. Mit dieser Notation liest
sich die Euler’sche Formel dann als eit = cos t + i sin t. Insbesondere erfüllen
unsere Hauptdarsteller die bemerkenswerte Identität eiπ = −1. Aus exp(−it) =
exp(it) folgern wir umgekehrt für alle t ∈ R die Formeln

cos t =
eit + e−it

2
und sin t =

eit− e−it

2i

Diese Formeln verwenden wir, um den Sinus und Cosinus zu Funktionen C→ C
auszudehnen.

Vorschau 10.4.5.26 (Potenzen komplexer Zahlen mit komplexen Exponenten).
Die Frage, inwieweit auch Ausdrücke wie ii sinnvoll als komplexe Zahlen inter-
pretiert werden können, stellen wir zurück bis zu ersten Anwendungen in 10.5.10.15.

Übungen

Übung 10.4.5.27. Sei n ∈ N. Für jede komplexe Zahl a 6= 0 besitzt die Gleichung
zn = a genau n Lösungen z ∈ C.

Übung 10.4.5.28. Man zeige: Jeder GruppenhomomorphismusR→ C× mit steti-
gem Real- und Imaginärteil hat die Gestalt t 7→ exp(at) für genau eine komplexe
Zahl a ∈ C. Hinweis: Man wiederhole den Beweis von 10.4.5.8 und beachte
10.4.5.22.

Übung 10.4.5.29 (Unmöglichkeit globaler stetiger komplexer Wurzelfunktio-
nen). Gäbe es eine stetige Funktion w : C → C mit w(z)2 = z für alle z, so
folgte w(z2) = ±z für alle z und damit wäre ε : z 7→ w(z2)/z eine stetige Funk-
tion ε : C× → {1,−1} mit ε(−z) = −ε(z). Man führe das zum Widerspruch.
Hinweis: Zwischenwertsatz.

Ergänzende Übung 10.4.5.30 (Der goldene Schnitt im regelmäßigen Fünfeck).
In einem regelmäßigen Fünfeck stehen die Längen der Diagonalen zu den Längen
der Seiten im Verhältnis des goldenen Schnitts. Man prüfe diese elementargeome-
trisch leicht einzusehende Behauptung durch algebraische Rechnung. Hinweis:
Der goldene Schnitt ist die positive Lösung der Gleichung a/1 = (1 + a)/a alias
a2 − a − 1 = 0, seine geometrische Bedeutung wurde in 1.1.2.2 erklärt. Es gilt
zu zeigen, daß für ζ = e2πi/5 der Ausdruck a = |1 − ζ2|/|1 − ζ| = |1 + ζ| die
fragliche Gleichung löst. Man verwende ζ4 = ζ̄ .
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Ergänzende Übung 10.4.5.31. In einem regelmäßigen Siebeneck sei a der Ab-
stand von einer Ecke zur nächsten Ecke, b der Abstand zur übernächsten Ecke,
und c der Abstand zur überübernächsten Ecke. Man zeige

1

a
=

1

b
+

1

c

In Formeln zeige man für ζ = e2πi/7 die Identität |1−ζ|−1 = |1−ζ2|−1+|1−ζ3|−1.

Ergänzende Übung 10.4.5.32. Die Nullstellen des komplexen Sinus liegen alle
auf der reellen Achse.

Ergänzende Übung 10.4.5.33. Man leite einige Formeln der nachstehenden Ta-
belle her.

sin cos

π 0 −1

π/2 1 0

π/3
√

3/2 1/2

π/4 1/
√

2 1/
√

2

π/5
√

5−
√

5/2
√

2 (
√

5 + 1)/4

π/6 1/2
√

3/2

π/7 ? ?

π/8
√

1
2
−
√

2
√

1
2

+
√

2

π/9 ? ?

π/10 (
√

5− 1)/4
√

5 +
√

5/2
√

2

π/11 ? ?

Man bemerkt, daß sich für cos(π/5) gerade die Hälfte unseres „goldenen Schnitts“
aus 10.4.5.30 ergibt. Bei der Bestimmung der Werte für π/5 und π/10 mag man
von nebenstehendem Bild ausgehen, das insbesondere bei der Bestimmung von
sin(π/10) helfen sollte. Wir zeigen in 6.4.8.9, warum es unmöglich ist, Formeln
derselben Bauart auch für sin(π/7) oder sin(π/9) oder sin(π/11) anzugeben.

Ergänzende Übung 10.4.5.34. Man zeige mit der Euler’schen Gleichung 10.4.5.12
die Identität sin3 ϑ = 3

4
sinϑ− 1

4
sin(3ϑ).

Ergänzende Übung 10.4.5.35. Man zeige, daß der Sinus keine Polynomfunktion
ist.
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Die Überlagerung zweier Sinuswellen mit nahe beieinanderliegender Periode.
Rechnerisch finden wir etwa die Identität

eiω1t + eiω2t = ei(ω1−ω2)t/2(ei(ω1+ω2)t/2 + e− i(ω1+ω2)t/2)

und durch Betrachtung der Imaginärteile beider Seiten

sin(ω1t) + sin(ω2t) = 2 sin((ω1 − ω2)t/2) cos((ω1 + ω2)t/2)

Liegen hier ω1 und ω2 nah beieinander, so ergibt sich für diesen Ausdruck als
Funktion von t das obige Bild, in dem sich anschaulich gesprochen immer

abwechselnd beide Sinuswellen einmal gegenseitig auslöschen und dann wieder
addieren. Man kann das auch mit eigenen Ohren erfahren, wenn man sich von
zwei Kommilitonen zwei nahe beieinanderliegende Töne vorsingen läßt: Es ist

dann so eine Art Wummern zu hören, das eben mit der Frequenz ω1 − ω2

geschieht.
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Illustration zur Berechnung von sin(π/10)
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10.5 Integration und Ableitung

10.5.1 Stetige Funktionen auf Kompakta

Definition 10.5.1.1. Man nennt eine TeilmengeK ⊂ R̄n kompakt oder ein Kom-
paktum, wenn jede Folge in K eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt aus
K konvergiert.

Beispiel 10.5.1.2 (Kompakte Intervalle). Der Satz von Bolzano-Weierstraß 10.3.6.6
zeigt, daß die kompakten Intervalle in R̄ genau die Intervalle der Gestalt [a, b] sind
mit a, b ∈ R̄.

Beispiel 10.5.1.3 (Kompakte Rechtecke). Gegeben a, b, c, d ∈ R̄ ist das Recht-
eck [a, b]× [c, a] kompakt. In der Tat besitzt jede Folge in diesem Rechteck nach
10.5.1.2 eine Teilfolge, bei der die ersten Koordinaten der Folgenglieder eine kon-
vergente Folge bilden, und diese hat hinwiederum eine Teilfolge, bei der auch die
zweiten Koordinaten der Folgenglieder eine konvergente Folge bilden.

Vorschau 10.5.1.4. Der Begriff der „Kompaktheit“ ist für weite Teile der Mathe-
matik grundlegend. Sie werden in 12.4.1.3 folgende sehen, wie er im Fall all-
gemeiner „topologischer Räume“ in die beiden Begriffe „folgenkompakt“ und
„überdeckungskompakt“ aufspaltet. Sie werden auch sehen, daß es letzterer Be-
griff ist, der weiter trägt und zu „kompakt“ abgekürzt wird, obwohl ersterer Be-
griff die natürlichere Verallgemeinerung unserer obigen Definition zu sein scheint.
Aber alles zu seiner Zeit!

Satz 10.5.1.5 (Extremwerte auf Kompakta). Jede stetige Funktion f : K → R̄
auf einem nichtleeren Kompaktum K nimmt das Supremum und das Infimum der
Menge ihrer Funktionswerte als Funktionswert an.

10.5.1.6. Ist in Formeln K 6= ∅ kompakt und f : K → R̄ stetig, so gibt es
demnach p, q ∈ K mit f(p) ≤ f(x) ≤ f(q) ∀x ∈ K. Ist die Funktion f
reellwertig, so ist insbesondere ihr Bild beschränkt. Salopp gesprochen kann also
eine stetige reellwertige Funktion auf einem Kompaktum nicht nach Unendlich
streben. Man beachte, eine wie wichtige Rolle im Falle eines kompakten Intervalls
die Endpunkte hier spielen: Eine stetige reellwertige Funktion auf einem offenen
Intervall kann ja durchaus nach Unendlich streben, wie etwa die Funktion x 7→
(1/x) auf dem Intervall (0, 1).

Beweis. Da wir K 6= ∅ angenommen hatten, finden wir nach Übung 10.3.5.47
eine Folge xn in K mit limn→∞ f(xn) = sup f(K). Diese Folge besitzt nun nach
Annahme eine Teilfolge, die gegen einen Punkt q aus K konvergiert. Indem wir
zu dieser Teilfolge übergehen, dürfen wir sogar annehmen, unsere Folge sei selbst
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schon konvergent mit limn→∞ xn = q. Durch Vertauschen der stetigen Funktion
f mit Folgenkonvergenz nach 10.3.5.29 folgt dann

f(q) = lim
n→∞

f(xn) = sup f(K)

Die Existenz von p ∈ K mit f(p) = inf f(K) zeigt man analog.

Satz 10.5.1.7 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe
Polynom besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

10.5.1.8. Der im folgenden wiedergegebene Beweis von Jean-Robert Argand hat
den Vorteil, mit besonders wenigen technischen Hilfsmitteln auszukommen. Einen
Überblick über die gängigsten alternativen Beweise mit ihren Stärken und Schwä-
chen gebe ich in 3.5.3.25. Alle Beweise benutzen wesentlich analytische Metho-
den und das muß auch so sein, da ja R und C Objekte der Analysis sind. Merk-
würdig ist eher die Bezeichnung als „Fundamentalsatz der Algebra“ für ein Re-
sultat der Analysis.

Vorschau 10.5.1.9. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgert man unschwer,
daß das Aufmultiplizieren eine Bijektion{

Endliche Multimengen
von komplexen Zahlen

}
∼→
{

Komplexe Polynome
mit Leitkoeffizient Eins

}
µ{λ1, . . . , λr} 7→ (X − λ1) . . . (X − λr)

liefert. Das vorgestellte µ aus der linken Seite ist ein „Multimengenanzeiger“, mit
dem wir es uns erlauben, Elemente mit Vielfachheiten zu betrachten und anzu-
geben. Den Beweis überlassen wir der Algebra. Man muß dazu im wesentlichen
nur wissen, daß man für jede Nullstelle einen Linearfaktor abspalten kann. Das
hinwiederum folgt aus dem Teilen mit Rest in Polynomringen.

Beweis. Sei P ∈ C[X] unser Polynom. Wir zeigen zunächst, daß es eine Stelle
p ∈ C gibt, an der die Funktion C → R, z 7→ |P (z)| ihr Minimum annimmt, in
Formeln |P (z)| ≥ |P (p)| ∀z ∈ C. Sei dazu P (X) = anX

n+an−1X
n−1+. . .+a0.

Aus |z| > 0 folgt

|P (z)| ≥ |anzn| − |an−1z
n−1 + . . .+ a0|

≥ |an||z|n − |an−1||z|n−1 − . . .− |a0|
≥ |z|n

(
|an| − |an−1|/|z| − . . .− |a0|/|z|n

)
Nun finden wir sicher R > 0 mit |an−1|/R+ . . .+ |a0|/Rn ≤ |an|/2. Aus |z| > R
folgt dann |P (z)| ≥ |z|n(|an|/2). Nehmen wir also irgendein u ∈ C her, so gibt
es R ∈ R derart, daß aus |z| ≥ R folgt

|P (z)| ≥ |z|n(|an|/2) ≥ |P (u)|
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Als stetige Funktion nimmt aber die Funktion z 7→ |P (z)| auf einem beliebigen
kompakten Rechteck K ⊂ C, das die Kreisscheibe {z | |z| ≤ R} umfaßt, ein
Minimum an, sagen wir an der Stelle p ∈ K. Das muß dann auch das Minimum
von |P (z)| auf ganz C sein. Wir zeigen nun P (p) = 0 durch Widerspruch und
zeigen dazu: Ist p ∈ C gegeben und P eine nichtkonstante Polynomfunktion mit
P (p) 6= 0, so nimmt die Funktion z 7→ |P (z)| bei p nicht ihr Minimum an. Es
reicht, das für p = 0 zu zeigen. Wir dürfen auch ohne Beschränkung der Allge-
meinheit zusätzlich P (0) = 1 annehmen. Dann hat unser Polynom die Gestalt

P (X) = 1 + bXm +Xm+1Q(X)

mit b 6= 0 undm ≥ 1 und einem weiteren PolynomQ(X) und wir müssen zeigen,
daß |P (z)| nicht minimal ist bei z = 0. Dafür müssen wir nur eine Richtung
w ∈ C finden derart, daß |(P (z)| kleiner wird, wenn wir uns in dieser Richtung w
vom Ursprung entfernen, in Formeln |P (tw)| < 1 für hinreichend kleines t > 0.
Nach 10.4.5.27 gibt es jedoch w ∈ C mit wmb = −1 und für solch ein w finden
wir

P (tw) = 1− tm + tm+1wm+1Q(tw)

Für t ∈ [0, 1] und C > 0 eine positive obere Schranke für die stetige Funktion
[0, 1]→ R, t 7→ |wm+1Q(tw)| folgt nach der Dreiecksungleichung

|P (tw)| ≤ 1− tm + tm+1C

Gilt zusätzlich 0 < t < C−1, so ist das sicher kleiner als Eins.

Definition 10.5.1.10. Eine Funktion f : Rm ⊃ D → Rn heißt gleichmäßig
stetig, wenn es für beliebiges ε > 0 ein δ > 0 gibt derart, daß für alle x, y ∈ D
mit |x− y| < δ gilt |f(x)− f(y)| < ε.

10.5.1.11. Bei der Definition der gleichmäßigen Stetigkeit kommt es wesentlich
auf den Definitionsbereich D an. Da wir Funktionen vielfach angeben, ohne ihren
Definitionsbereich explizit festzulegen, ist es in diesem Zusammenhang oft sinn-
voll, den jeweils gemeinten Definitionsbereich zu präzisieren. Dazu benutzen wir
die Sprechweise f ist gleichmäßig stetig auf D.

10.5.1.12. Im Gegensatz zur Stetigkeit ist die gleichmäßige Stetigkeit kein sinn-
voller Begriff für Funktionen f : R̄m ⊃ D → R̄n.

10.5.1.13 (Unterschied zwischen Stetigkeit und gleichmäßiger Stetigkeit). Ich
will nun den Unterschied zwischen Stetigkeit und gleichmäßiger Stetigkeit disku-
tieren. Eine Funktion f : Rm ⊃ D → Rn ist ja nach dem ε-δ-Kriterium 10.3.2.21
stetig bei p ∈ D genau dann, wenn es für jedes ε > 0 ein δ = δ(ε, p) > 0 gibt
derart, daß für alle x ∈ D mit |x − p| < δ(ε, p) gilt |f(x) − f(p)| < ε. Des
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Gleichmäßige Stetigkeit für stetige Funktionen auf Intervallen kann man sich
anschaulich wie folgt denken: Für eine beliebig für ein Rechteck vorgegebene

Höhe 2ε > 0 findet man bei gleichmäßiger Stetigkeit immer eine Breite 2δ > 0
derart, daß an welchen Punkt des Graphen meiner Funktion ich das Zentrum

meines Rechtecks auch verschiebe, der Graph das Rechteck nie durch die Ober-
oder Unterkante verläßt. So ist etwa die Wurzelfunktion gleichmäßig stetig auf

R≥0, die Quadratfunktion jedoch nicht.
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weiteren heißt sie stetig, wenn sie an jeder Stelle p ∈ D stetig ist. Gleichmäßige
Stetigkeit bedeutet nun, daß für jedes ε > 0 ein δ = δ(ε) gewählt werden kann,
das es als δ(ε) = δ(ε, p) für alle p ∈ D gleichzeitig tut.
10.5.1.14 (Eine nicht gleichmäßig stetige Funktion). Die Funktion f : R→ R,
x 7→ x2 ist nicht gleichmäßig stetig auf R, denn |x2 − y2| = |x − y‖x + y| kann
auch für sehr kleines |x − y| noch groß sein, wenn nur |x + y| hinreichend groß
ist. Die Einschränkung dieser Funktion auf ein beliebiges reelles Kompaktum ist
aber daselbst gleichmäßig stetig nach dem anschließenden Satz.

Satz 10.5.1.15 (Gleichmäßige Stetigkeit auf Kompakta). Jede stetige Funktion
f : Rm ⊃ K → Rd auf einem Kompaktum K ⊂ Rm ist auf besagtem Kompaktum
gleichmäßig stetig.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch und zeigen, daß eine Funktion auf
einem Kompaktum, die nicht gleichmäßig stetig ist, auch nicht stetig sein kann.
Wäre f nicht gleichmäßig stetig, so gäbe es ein ε > 0, für das wir kein δ > 0
finden könnten: Wir probieren alle δ = 1/n aus und finden immer wieder Punkte
xn, yn ∈ K mit |xn−yn| < 1/n, für die dennoch gilt |f(xn)−f(yn)| ≥ ε. Gehen
wir zu einer Teilfolge über, so dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit
annehmen, daß die Folge der xn gegen einen Punkt vonK konvergiert, in Formeln
limn→∞ xn = x mit x ∈ K. Damit folgt natürlich auch limn→∞ yn = x. Wäre
nun f stetig bei x, so folgte

lim
n→∞

f(xn) = f(x) = lim
n→∞

f(yn)

und damit lägen notwendig fast alle f(xn) und desgleichen fast alle f(yn) im
Quader B(f(x); ε/2). Das steht jedoch im Widerspruch dazu, daß ja nach Kon-
struktion gilt |f(xn) − f(yn)| ≥ ε für alle n. Wir haben also gezeigt, daß eine
Funktion auf einem reellen Kompaktum, die nicht gleichmäßig stetig ist, auch
nicht stetig sein kann.

Übungen

Übung 10.5.1.16. Jeder Quader der Gestalt [a1, b1]× . . .× [an, bn] ⊂ R̄n ist kom-
pakt.
Übung 10.5.1.17. Jede endliche Vereinigung von Kompakta Ki ⊂ R̄n ist kom-
pakt.
Übung 10.5.1.18. Das Bild eines Kompaktums K ⊂ R̄n unter einer stetigen Ab-
bildung K → R̄m ist stets kompakt.
Übung 10.5.1.19. Man zeige, daß jede beschränkte, monotone und stetige Funk-
tion f : R→ R gleichmäßig stetig ist.
Übung 10.5.1.20. SindK ⊂ R̄m undL ⊂ R̄n kompakt, so ist auchK×L ⊂ R̄m+n

kompakt.
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10.5.2 Integration stetiger Funktionen
Definition 10.5.2.1. Gegeben f : R ⊃ [a, b] → R eine stetige reellwertige Funk-
tion auf einem nichtleeren kompakten reellen Intervall erklären wir die Menge
T(f) ⊂ R aller „naiven Integrale zu Treppen, die unter f liegen“ durch

T(f) :=


n−1∑
i=0

ci(ai+1 − ai)

Alle möglichen Wahlen von n ∈ N
und von Stellen a = a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ an = b
und von Werten c0, . . . , cn−1 ∈ R derart,
daß gilt f(x) ≥ ci für alle x ∈ [ai, ai+1]


Da f stetig ist, hat es nach 10.5.1.5 einen beschränkten Wertebereich, als da heißt,
es gibt m,M ∈ R mit m ≤ f(x) ≤M ∀x ∈ [a, b]. Daraus folgt, daß m(b− a) zu
T(f) gehört und daß M(b − a) eine obere Schranke von T(f) ist. Als nichtleere
nach oben beschränkte Teilmenge von R hat T(f) nach 10.2.4.4 ein Supremum in
R. Wir nennen dies Supremum das Integral der Funktion f über das Intervall
[a, b] und schreiben

sup T(f) :=

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f =

∫
[a,b]

f

Auf die Bedeutung der Notationen für das Integral gehen wir in 13.2.1.6 ein.

10.5.2.2. Anschaulich mißt das Integral von f die Fläche zwischen dem Graphen
von f und der x-Achse, wobei Flächenstücke unterhalb der x-Achse negativ zu
rechnen sind. Das Wort ist aus dem Lateinischen abgeleitet und bedeutet so etwas
wie „Zusammenfassung“. Der folgende Satz listet einige Eigenschaften unseres
Integrals auf. Man kann leicht zeigen, daß unser Integral sogar durch diese Eigen-
schaften charakterisiert wird.

Satz 10.5.2.3 (Integrationsregeln). Sei [a, b] ⊂ R ein nichtleeres kompaktes In-
tervall.

1. Für die konstante Funktion mit dem Wert 1 gilt
∫ b
a

1 = b− a;

2. Für f : [a, b]→ R stetig und z ∈ [a, b] gilt
∫ b
a
f =

∫ z
a
f +

∫ b
z
f ;

3. Seien f, g : [a, b]→ R stetig. Gilt f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a, b], in Kurzschreib-
weise f ≤ g, so folgt

∫ b
a
f ≤

∫ b
a
g;

4. Für f, g : [a, b]→ R stetig gilt
∫ b
a
(f + g) =

∫ b
a
f +

∫ b
a
g;

5. Für f : [a, b]→ R stetig und λ ∈ R gilt
∫ b
a
λf = λ

∫ b
a
f .
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Die schraffierte Fläche stellt ein Element von T(f) dar für die durch den
geschwungenen Graphen dargestellte Funktion f .
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10.5.2.4. Die beiden letzten Punkte bedeuten in der Sprache der linearen Alge-
bra, daß das Integral eine Linearform auf dem reellen Vektorraum aller stetigen
reellwertigen Funktionen auf unserem kompakten Intervall ist, als da heißt, eine
lineare Abbildung in den Körper der reellen Zahlen.

Beweis. 1. Wir wissen ja schon, daß aus m = 1 ≤ f(x) ≤ 1 = M folgt b − a ≤∫ b
a
f ≤ b− a.

2. Für Teilmengen A,B ⊂ R definiert man eine neue Teilmenge A + B ⊂ R
durch die Vorschrift A+B = {x+ y | x ∈ A, y ∈ B}. Offensichtlich gilt

T(f) = T(f |[a,z]) + T(f |[z,b])

Für beliebige nichtleere nach oben beschränkte Teilmengen A,B ⊂ R haben wir
aber sup(A+B) = supA+ supB nach Übung 10.2.4.18.

3. Aus f ≤ g folgt offensichtlich T(f) ⊂ T(g).

4 & 5. Um die letzten beiden Aussagen zu zeigen, müssen wir etwas weiter aus-
holen. Für unsere stetige Funktion f : [a, b] → R und beliebiges r ∈ N, r ≥ 1
unterteilen wir unser Intervall äquidistant, lateinisierend für „mit gleichen Ab-
ständen“, durch

a = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tr = b

Es gilt also ti = a + i(b − a)/r. Wir definieren nun die r-te Riemann-Summe
Sr(f) ∈ R durch die Vorschrift

Sr(f) :=
r−1∑
i=0

f(ti)(ti+1 − ti) =
r−1∑
i=0

f(ti)(
b−a
r

)

In der anschließenden Proposition 10.5.2.5 werden wir∫ b

a

f = lim
r→∞

Sr(f)

zeigen. Damit erhalten wir dann sofort∫ b
a
(f + g) = lim

r→∞
Sr(f + g)

= lim
r→∞

(Sr(f) + Sr(g))

= lim
r→∞

Srf + lim
r→∞

Srg

=
∫ b
a
f +

∫ b
a
g

und ähnlich folgt
∫ b
a
λf = λ

∫ b
a
f .
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Die schraffierte Fläche stellt die fünfte Riemannsumme der durch den
geschwungenen Graphen beschriebenen Funktion dar.
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Proposition 10.5.2.5. Für a ≤ b und f : [a, b]→ R stetig gilt
∫ b
a
f = lim

r→∞
Sr(f).

Ergänzung 10.5.2.6. In der Notation
∫ b
a
f(x) dx, die auf den Philosophen und Ma-

thematiker Leibniz zurückgeht, bedeutet das Integralzeichen
∫

ein S wie „Sum-
me“ und dx meint die „Differenz im x-Wert“. Manchmal verwendet man auch
allgemeiner für eine weitere Funktion g : [a, b] → R mit guten Eigenschaften,
etwa für g die Differenz zweier monoton wachsender Funktionen, die Notation∫
f dg, und meint damit den Grenzwert der Summen

∑r−1
i=0 f(ti)(g(ti+1)−g(ti)),

dessen Existenz in 12.7.4.2 folgende in großer Allgemeinheit diskutiert wird.

10.5.2.7. Man mag versucht sein, die in Proposition 10.5.2.5 enthaltene Beschrei-
bung gleich als Definition des Integrals zu nehmen. Ich rate davon jedoch ab,
da die Existenz des fraglichen Grenzwerts nicht so leicht zu zeigen ist, und da
auch die Zweite unserer Integrationsregeln 10.5.2.3 aus dieser Definition nicht so
direkt folgt. Nun kommt das natürlich eigentlich nicht darauf an, wenn unsere De-
finitionen äquivalent sind. Aber man legt eben auch in Deutschland ein zentrales
Auslieferungslager besser nach Frankfurt als nach Freiburg!

Beweis. Wir definieren zusätzlich zur r-ten Riemann-Summe die r-ten Unter-
summen und Obersummen durch

Sr(f) :=
r−1∑
i=0

(inf f [ti, ti+1])( b−a
r

) und S
r
(f) :=

r−1∑
i=0

(sup f [ti, ti+1])( b−a
r

)

und behaupten die Ungleichungen

Sr(f) ≤ Sr(f) ≤ S
r
(f)

Sr(f) ≤
∫ b
a
f ≤ S

r
(f)

Die erste Zeile ist offensichtlich. Die zweite Zeile erhalten wir zum Beispiel, in-
dem wir aus den bereits bewiesenen Teilen 1 und 3 des Satzes die Ungleichungen

(inf f [ti, ti+1])( b−a
r

) ≤
∫ ti+1

ti

f ≤ (sup f [ti, ti+1])( b−a
r

)

folgern, diese Ungleichungen aufsummieren, und die Mitte mit dem auch bereits
bewiesenen Teil 2 des Satzes zu

∫ b
a
f zusammenfassen. Damit sind beide Zei-

len von Ungleichungen bewiesen. Nun ist f auf [a, b] gleichmäßig stetig nach
10.5.1.15, für beliebiges ε > 0 existiert also δ = δε > 0 mit |x − y| < δ ⇒
|f(x) − f(y)| < ε. Wählen wir N mit ( b−a

N
) < δ und nehmen dann r ≥ N , so

schwankt unsere Funktion f auf jedem Teilintervall [ti, ti+1] höchstens um ε, mit-
hin gilt 0 ≤ S

r
(f)− Sr(f) ≤ ε(b− a) und damit |Sr(f)−

∫ b
a
f | ≤ ε(b− a). Die

Proposition ist gezeigt.
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In der Notation
∫ b
a
f(x) dx, die auf den Philosophen und Mathematiker Leibniz

zurückgeht, bedeutet das Integralzeichen
∫

ein S wie „Summe“ und dx meint die
„Differenz im x-Wert“.

Die schraffierte Fläche stellt die vierte Obersumme der durch den
geschwungenen Graphen beschriebenen Funktion dar, der kreuzweise

schraffierte Teil ihre Untersumme.
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Beispiel 10.5.2.8 (Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks als Integral). Für b ∈
R≥0 finden wir ∫ b

0
x dx = limr→∞

(
0
r

+ b
r

+ 2b
r

+ · · · (r−1)b
r

)
b
r

= limr→∞
r(r−1)

2
· b2
r2 nach 10.1.1.1

= b2

2

Lemma 10.5.2.9 (Standardabschätzung für Integrale). Gegeben a ≤ b reelle
Zahlen und f : [a, b]→ R stetig gilt die Abschätzung∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f |

Beweis. Aus −|f | ≤ f ≤ |f | folgt −
∫
|f | ≤

∫
f ≤

∫
|f |.

10.5.2.10 (Integrale mit vertauschten Grenzen). Ist f : R ⊃ I → R eine stetige
Funktion auf einem Intervall ein Intervall I und sind a, b ∈ I gegeben mit a > b,
so erklären wir

∫ b
a
f(x) dx durch die Vorschrift∫ b

a

f(x) dx := −
∫ a

b

f(x) dx

Mit dieser Konvention gilt dann für beliebige a, b, c ∈ I die Formel∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx

Übungen

Übung 10.5.2.11. Diese Übung wird verwendet bei der Diskussion der Bogen-
länge. Sei a = a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an = b eine Unterteilung des kompakten
reellen Intervalls [a, b]. Gegeben eine Funktion f : [a, b]→ R bezeichnet man die
Summen

n−1∑
i=0

f(ζi)(ai+1 − ai)

mit beliebigen ζi ∈ [ai, ai+1] als die Riemann-Summen von f zur vorgegebenen
Unterteilung. Die maximale Länge sup{ai−ai−1 | 1 ≤ i ≤ n} eines Teilintervalls
heißt die Feinheit der Unterteilung. Man zeige: Ist f : [a, b] → R stetig, so
gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 derart, daß alle Riemannsummen von f zu
Unterteilungen der Feinheit ≤ δ vom Integral

∫
f einen Abstand ≤ ε haben.
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Darstellung einer Riemannsumme im Sinne von 10.5.2.11.
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Ergänzung 10.5.2.12. Allgemeiner heißt eine nicht notwendig stetige Funktion
auf einem kompakten reellen Intervall f : [a, b]→ R Riemann-integrierbar mit
Integral

∫
f , wenn die Bedingung vom Ende der vorhergehenden Übung erfüllt

ist, daß es nämlich zu jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt derart, daß alle Riemann-
Summen von f zu Unterteilungen der Feinheit ≤ δ von

∫
f einen Abstand ≤

ε haben. Wir werden in diesem Text den Begriff der Riemann-Integrierbarkeit
vermeiden: Später wird eh das sehr viel stärkere Lebesgue-Integral eingeführt,
und bis dahin reicht unser Integrationsbegriff für stetige Funktionen aus. Für ein
vertieftes Studium der Analysis ist jedoch auch der Begriff der Riemann-Integrier-
barkeit relevant.

Ergänzende Übung 10.5.2.13. Man zeige den Mittelwertsatz der Integralrech-
nung: Gegeben ein nichtleeres kompaktes Intervall [a, b] ⊂ R und f : [a, b]→ R
stetig gibt es ξ ∈ [a, b] mit

∫
f = (b − a)f(ξ). Gegeben eine weitere stetige

Funktion g : [a, b]→ R≥0 gibt es sogar ξ ∈ [a, b] mit
∫
fg = f(ξ)

∫
g.

10.5.3 Ableitung an einer Stelle
Definition 10.5.3.1. Wir nennen eine Teilmenge D ⊂ R halboffen, wenn sie mit
jedem Punkt auch mehrpunktiges Intervall umfaßt, das besagten Punkt enthält.

Definition 10.5.3.2. Eine Funktion f : R ⊃ D → R mit halboffenem Defini-
tionsbereich D heißt differenzierbar bei p ∈ D mit Ableitung b ∈ R, wenn
gilt

lim
x→p

f(x)− f(p)

x− p
= b

Wir kürzen diese Aussage ab durch f ′(p) = b oder df
dx

(p) = b oder, wenn die
Funktion x 7→ f(x) durch einen größeren Ausdruck in x gegeben ist, durch

d

dx

∣∣∣∣
x=p

f(x) = b

10.5.3.3. Jede nicht vertikale alias nicht zur y-Achse parallele Gerade in der Ebe-
ne ist die Lösungsmenge genau einer Gleichung der Gestalt y = a+bx. Die reelle
Zahl b heißt in diesem Fall die Steigung unserer Gerade. Anschaulich bedeutet
der Differenzenquotient

f(x)− f(p)

x− p
die Steigung der Gerade durch die Punkte (p, f(p)) und (x, f(x)). Diese Gerade
heißt auch eine Sekante, lateinisch für „Schneidende“, da sie eben den Graphen
unserer Funktion in den beiden besagten Punkten schneidet. Der Grenzwert f ′(p)



10.5. INTEGRATION UND ABLEITUNG 1699

Eine Sekantensteigung und die Tangentensteigung der durch den gezahnten
Graphen dargestellten Funktion
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der Sekantensteigungen bedeutet anschaulich die Steigung der Tangente, latei-
nisch für „Berührende“, an den Graphen von f im Punkt (p, f(p)). Die Umkeh-
rung dieser Anschauung liefert auch eine präzise Definition besagter Tangente als
der Gerade durch den Punkt (p, f(p)) mit der Steigung f ′(p).

10.5.3.4 (Differenzierbarkeit, Umformulierungen der Definition). Wir geben
noch zwei Umformulierungen der Definition der Differenzierbarkeit. Ist D ⊂ R
eine halboffene Teilmenge, so ist nach 10.3.5.7 eine Funktion f : D → R dif-
ferenzierbar bei p mit Ableitung f ′(p) = b genau dann, wenn es eine Funktion
ϕ = ϕp : D → R gibt, die stetig ist bei p mit Funktionswert ϕ(p) = b alias
limx→p ϕ(x) = ϕ(p) = b derart, daß für alle x ∈ D gilt

f(x) = f(p) + (x− p)ϕ(x)

Das bedeutet, daß die Sekantensteigungsfunktion ϕ(x) := (f(x)−f(p))/(x−p)
durch die Vorschrift ϕ(p) = b stetig an die Stelle p fortgesetzt werden kann. In
nochmals anderen Formeln ist unsere Funktion f : D → R differenzierbar bei p
mit Ableitung f ′(p) = b genau dann, wenn gilt

f(p+ h) = f(p) + bh+ ε(h)h

für eine Funktion ε, die stetig ist bei Null und die dort den Wert ε(0) = 0 annimmt,
in Formeln limh→0 ε(h) = ε(0) = 0. Hierbei ist zu verstehen, daß die Funktion
ε definiert sein soll auf der Menge aller h mit h + p ∈ D. Diese Formulierung
des Ableitungsbegriffs hat den Vorteil, besonders gut zum Ausdruck zu bringen,
inwiefern für festes p und kleines h der Ausdruck f(p) + bh eine besonders gute
Approximation von f(p+ h) ist.

Beispiele 10.5.3.5. Eine konstante Funktion R → R ist an jeder Stelle differen-
zierbar mit Ableitung Null. Die Funktion id : R→ R, x 7→ x hat bei jedem Punkt
p die Ableitung id′(p) = dx

dx
(p) = 1.

Lemma 10.5.3.6. Die Funktion x 7→ 1
x

ist differenzierbar bei jedem Punkt von
R× und ihre Ableitung bei einer Stelle p ∈ R× ist − 1

p2 .

Beweis. Wir rechnen limx→p
1
x
− 1
p

x−p = limx→p
−1
xp

= − 1
p2 nach 10.3.5.9.

Lemma 10.5.3.7. Ist eine Funktion f : R ⊃ D → R mit halboffenem Definiti-
onsbereich D differenzierbar bei p ∈ D, so ist f stetig bei p.

Beweis. Das folgt aus der Darstellung f(x) = f(p) + (x − p)ϕ(x) mit ϕ stetig
bei p aus 10.5.3.4.



10.5. INTEGRATION UND ABLEITUNG 1701

10.5.3.8. Ist f : (a, b) → R definiert auf einem offenen Intervall um einen Punkt
p ∈ (a, b) und existieren die Grenzwerte

lim
x↗p

f(x)− f(p)

x− p
beziehungsweise lim

x↘p

f(x)− f(p)

x− p

im Sinne von 10.3.5.41, so nennen wir sie die linksseitige beziehungsweise die
rechtsseitige Ableitung von f an der Stelle p. Nach der Charakterisierung 10.3.5.41
eines Grenzwerts als übereinstimmender rechts- und linksseitiger Grenzwert ist f
differenzierbar bei p genau dann, wenn dort die linksseitige und die rechtsseiti-
ge Ableitung existieren und übereinstimmen. Man erkennt so zum Beispiel, daß
der Absolutbetrag abs : R → R, x 7→ |x| nicht differenzierbar ist bei p = 0,
da dort die linksseitige und die rechtsseitige Ableitung zwar existieren, aber nicht
übereinstimmen.

10.5.4 Ableitungsregeln
Proposition 10.5.4.1. Seien Funktionen f, g : R ⊃ D → R für D halboffen diffe-
renzierbar bei p ∈ D. So sind auch die Funktionen f + g und fg differenzierbar
bei p und es gilt

(f + g)′(p) = f ′(p) + g′(p) und (fg)′(p) = f ′(p)g(p) + f(p)g′(p)

Beweis. Wir schreiben wie in 10.5.3.4

f(p+ h) = f(p) + f ′(p)h + ε(h)h
g(p+ h) = g(p) + g′(p)h + ε̂(h)h

für Funktionen ε, ε̂, die stetig sind bei Null und die dort verschwinden. Lassen wir
der Übersichtlichkeit halber alle (p) weg, so liest sich das

f(p+ h) = f + f ′h + ε(h)h
g(p+ h) = g + g′h + ε̂(h)h

Durch Addieren beziehungsweise Multiplizieren dieser Gleichungen erhalten wir
dann

(f + g)(p+ h) = (f + g)(p) + [f ′ + g′]h +
(
ε(h) + ε̂(h)

)
h

(fg)(p+ h) = (fg)(p) + [f ′g + fg′]h

+
(
ε(h)g + f ε̂(h) + (f ′ + ε(h))(g′ + ε̂(h))h

)
h

Nach unseren Kenntnissen über stetige Funktionen steht aber in der letzten ecki-
gen Klammer auf der rechten Seite jeder dieser Gleichungen eine Funktion, die
stetig ist bei h = 0 und die dort den Wert Null annimmt.
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Definition 10.5.4.2. Ist eine Funktion f : R ⊃ D → R mit D halboffen diffe-
renzierbar an jedem Punkt von D, so nennen wir f differenzierbar auf D und
nennen die Funktion f ′ : D → R, p 7→ f ′(p) ihre Ableitung.

Beispiel 10.5.4.3. Die Funktion x 7→ 1/x ist differenzierbar auf R× mit Ablei-
tung −1/x2. Sind f und g differenzierbar, so auch f + g und fg und für ihre
Ableitungen gelten die Summenregel und die Produktregel oder Leibniz-Regel

(f + g)′ = f ′ + g′ und (fg)′ = f ′g + fg′

Korollar 10.5.4.4 (Ableiten ganzzahliger Potenzen). Für alle n ∈ Z und unter
der Voraussetzung x 6= 0 im Fall n ≤ 0 ist die Ableitung der Funktion x 7→ xn

die Funktion x 7→ nxn−1.

10.5.4.5. Im Fall n = 0 ist die Ableitung der konstanten Funktion x0 = 1 natürlich
überall definiert und Null, kann aber nur für x 6= 0 in der Form 0x−1 geschrieben
werden.

Beweis. Man zeigt das durch vollständige Induktion über n separat für n ≥ 0 und
n ≤ −1.

Satz 10.5.4.6 (Kettenregel). Seien D,E ⊂ R halboffene Teilmengen und f :
D → R sowie g : E → R Funktionen und es gelte f(D) ⊂ E. Sei f differenzier-
bar bei p ∈ D und g differenzierbar bei f(p). So ist g◦f : D → R differenzierbar
bei p mit Ableitung

(g ◦ f)′(p) = g′(f(p)) · f ′(p)

Beweis. Der besseren Übersichtlichkeit halber benutzen wir hier Großbuchstaben
für die Ableitungen und setzen f ′(p) = L und g′(f(p)) = M . Wir haben

f(p+ h) = f(p) + Lh+ ε(h)h

g(f(p) + k) = g(f(p)) +Mk + ε̂(k)k

für Funktionen ε und ε̂, die stetig sind bei Null und die dort verschwinden. Wir
erhalten durch Einsetzen von Lh+ ε(h)h für k sofort

g(f(p+ h)) = g
(
f(p) + Lh+ ε(h)h

)
= g(f(p)) +MLh+Mε(h)h+ ε̂(Lh+ ε(h)h)(L+ ε(h))h

Es ist nun aber offensichtlich, daß sich hier die Summe der Terme ab dem dritten
Summanden einschließlich in der Gestalt η(h)h schreiben läßt für eine Funktion
η, die stetig ist bei Null und die dort verschwindet, und wir erhalten

(g ◦ f)(p+ h) = (g ◦ f)(p) +MLh+ η(h)h
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Proposition 10.5.4.7 (Quotientenregel). Sei f : R ⊃ D → R eine Funktion
ohne Nullstelle und D ⊂ R halboffen.

1. Ist f differenzierbar bei p ∈ D, so ist auch 1/f : D → R, x 7→ 1/f(x)
differenzierbar bei p und hat dort die Ableitung −f ′(p)/f(p)2;

2. Ist zusätzlich g : D → R differenzierbar bei p, so ist auch g/f differenzier-
bar bei p mit Ableitung(

g

f

)′
(p) =

g′(p)f(p)− g(p)f ′(p)

f(p)2

Beweis. Teil 1 folgt sofort aus der Formel 10.5.3.6 für die Ableitung de Funktion
x 7→ 1/x mit der Kettenregel. Teil 2 folgt aus Teil 1 mit der Produktregel.

10.5.4.8. Seien D ⊂ R halboffen und g, f : R ⊃ D → R differenzierbar. Hat f
keine Nullstelle auf D, so ist auch g/f differenzierbar auf D mit der Ableitung(

g

f

)′
=
g′f − gf ′

f 2

Lemma 10.5.4.9 (Ableitung der Exponentialfunktion). Die Exponentialfunkti-
on ist ihre eigene Ableitung, in Formeln exp′(p) = exp(p) ∀p ∈ R.

Beweis. In 10.6.1.16 werden wir lernen, daß man „Potenzreihen gliedweise dif-
ferenzieren darf“. Da wir das aber bis jetzt noch nicht wissen, müssen wir etwas
mehr arbeiten. Wir bestimmen zunächst die Ableitung der Exponentialfunktion an
der Stelle p = 0 und erhalten

exp′(0) = limx→0
exp(x)−exp(0)

x−0

= limx→0

∑∞
i=1

xi−1

i!

= limx→0

(
1 + x

∑∞
i=2

xi−2

i!

)
= 1

nach unseren Erkenntnissen zum Grenzwert durch Einquetschen 10.3.5.35 und
Grenzwert von Summe und Produkt 10.3.5.34, da ja |

∑∞
i=2

xi−2

i!
| für |x| ≤ 1

beschränkt ist durch die Euler’sche Zahl e. Um exp′(p) für beliebiges p zu be-
stimmen, rechnen wir

exp′(p) = limh→0
exp(p+h)−exp(p)

h

= limh→0
exp(h) − 1

h
exp(p)

= exp(p)
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Hier verwenden wir im letzten Schritt den schon behandelten Fall p = 0 und for-
mal im ersten Schritt eine der Verknüpfungsregeln für Grenzwerte aus 10.3.5.27,
um den Grenzwert x→ p in einen Grenzwert h→ 0 umzuformen.

10.5.4.10 (Ableitung der trigonometrischen Funktionen). Ganz genau wie im
vorhergehenden Beweis zeigt man, daß Sinus und Cosinus bei Null differenzierbar
sind mit der Ableitung sin′(0) = 1 und cos′(0) = 0. Mit der Additionsformel
sin(t + h) = sin(t) cos(h) + cos(t) sin(h) folgt sin′ = cos und mit der anderen
Additionsformel cos′ = − sin.

Satz 10.5.4.11 (Ableitung von Umkehrfunktionen). Seien I ⊂ R ein mehrpunk-
tiges Intervall sowie f : I → R streng monoton, stetig auf I und differenzierbar
bei p ∈ I mit Ableitung f ′(p) 6= 0. So ist die Umkehrfunktion f−1 : f(I) → R
differenzierbar bei q = f(p) mit Ableitung

(f−1)′(q) = 1/f ′(f−1(q))

Beweis. Nach unseren Annahmen gibt es eine stetige Funktion ohne Nullstelle
ϕ : I → R mit f(x) − f(p) = (x − p)ϕ(x) und ϕ(p) = f ′(p). Setzen wir hier
x = f−1(y), so ist ψ = 1/(ϕ ◦ f−1) : f(I) → R eine stetige Funktion mit
(y − q)ψ(y) = f−1(y)− f−1(q) und ψ(q) = 1/f ′(p).

Beispiel 10.5.4.12. Die Ableitung des Logarithmus ist mithin

log′(q) =
1

exp(log q)
=

1

q

Damit ergibt sich für alle a ∈ R die Ableitung der allgemeinen Potenzen, also
der Funktionen (0,∞) → R, x 7→ xa, zu x 7→ axa−1. In der Tat, nach Definition
gilt ja xa = exp(a log x), die Ableitung wird also a 1

x
exp(a log x) = axa−1.

Beispiel 10.5.4.13. Der Arcussinus ist nach 10.5.4.11 differenzierbar auf (−1, 1)
und seine Ableitung ergibt sich mit unserer Regel für die Ableitung einer Um-
kehrfunktion zu

arcsin′(x) = 1/(cos(arcsinx))

= 1/
√

1− sin2(arcsinx)

= 1/
√

1− x2

Beispiel 10.5.4.14. Die Ableitung des Tangens ergibt sich mit der Quotientenregel
zu tan′(x) = cos2 x+sin2 x

cos2 x
= 1 + tan2(x). Die Ableitung von arctan ergibt sich mit

der Regel 10.5.4.11 über die Ableitung der Umkehrfunktion zu

arctan′(t) =
1

1 + t2
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Veranschaulichung der Formel 10.5.4.11 für die Ableitung von
Umkehrfunktionen
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Lemma 10.5.4.15. Die Funktion f : R→ R gegeben durch

f(x) =

{
e−1/x x > 0
0 x ≤ 0

ist beliebig oft differenzierbar.

Beweis. Wir betrachten allgemeiner für alle n ∈ N die Funktion fn : R→ R,

fn(x) =

{
x−n e−1/x x > 0

0 x ≤ 0

und zeigen, daß sie differenzierbar ist mit Ableitung f ′n = −nfn+1 + fn+2. Damit
sind wir dann natürlich fertig. Das einzige Problem ist die Ableitung an der Stelle
p = 0, wo wir nachweisen müssen, daß die Sekantensteigungen „von rechts“ auch
gegen Null streben, daß also für alle n ∈ N gilt

lim
x↘0

x−n−1 e−1/x = 0

Nun wissen wir aber nach der Definition von exp, daß für jedes m ∈ N und
x > 0 gilt exp(x) > xm/m!. Für jedes n ∈ N und x > 0 gilt also exp(1/x) >
x−n−2/(n+ 2)! und wir folgern 0 < x−n−1 e−1/x < (n+ 2)! x für x > 0.

Übungen

Übung 10.5.4.16 (Eine differenzierbare Funktion mit unstetiger Ableitung).
Die Funktion f : R→ R gegeben durch f(x) = x2 sin(x−1) für x 6= 0 und f(0) =
0 ist differenzierbar auf R, aber ihre Ableitung ist nicht stetig beim Nullpunkt.

10.5.5 Folgerungen aus Eigenschaften der Ableitung
Definition 10.5.5.1. Eine Teilmenge der reellen Zahlen heißt offen, wenn sie für
jeden ihrer Punkte eine Umgebung ist. In Formeln ist demnach eine Teilmenge
U ⊂ R offen genau dann, wenn es für jeden Punkt p ∈ U ein ε > 0 gibt mit
(p− ε, p+ ε) ⊂ U .

Satz 10.5.5.2 (Notwendige Bedingung für ein Extremum). Nimmt eine reell-
wertige Funktion, die auf einer offenen Teilmenge der reellen Zahlen definiert ist,
an einem Punkt dieser offenen Teilmenge ihr Maximum oder ihr Minimum an, und
ist sie dort differenzierbar, so verschwindet an diesem Punkt ihre Ableitung.

10.5.5.3. In Formeln haben wir also(
f : R ⊃◦ U → R diffbar bei p ∈ U mit f(x) ≥ f(p) ∀x ∈ U

)
⇒ f ′(p) = 0.
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Illustration zu 10.5.4.16. Der Graph der Funktion ist zwischen zwei
parabolischen Backen eingezwängt und hat deshalb am Ursprung Null

Grenzwert der Sekantensteigungen, hat aber beliebig nah am Ursprung immer
wieder Stellen mit Steigung Eins. Die entsprechend durch x2 sin(x−2) gegebene

Funktion wird sogar beliebig nah am Ursprung beliebig steil.
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10.5.5.4. Die Bedingung, unsere Teilmenge sei offen, ist an dieser Stelle wesent-
lich: Gegeben reelle Zahlen a < b nimmt etwa die Funktion x 7→ x auf dem
Intervall [a, b] ihr Minimum bei a und ihr Maximum bei b an, aber die Ableitung
unserer Funktion verschwindet weder bei a noch bei b. Für Minima oder Maxima
einer Funktion f : [a, b] → R, die auf (a, b) differenzierbar ist, kommen ganz
allgemein nach unserem Satz nur in Frage: Einerseits Endpunkte des Intervalls,
und andererseits die Punkte im Innern des Intervalls, an denen die Ableitung ver-
schwindet. Mit etwas Glück können wir unter diesen Punkten dann durch Auspro-
bieren herauskriegen, wo das Minimum und das Maximum wirklich angenommen
werden.

Beweis. Bezeichne U ⊂ R unsere offene Teilmenge und f : U → R unsere Funk-
tion. Nimmt f ein Maximum an bei p ∈ U , so gilt für die Sekantensteigungsfunk-
tion ϕ(x) = f(x)−f(p)

x−p offensichtlich ϕ(x) ≥ 0 für x < p und ϕ(x) ≤ 0 für x > p.
Wenn der Grenzwert der Sekantensteigungen existiert, so folgt aus der Erhaltung
10.3.5.37 von Ungleichungen im Grenzwert 0 ≤ limx↗p ϕ(x) = limx→p ϕ(x) =
limx↘p ϕ(x) ≤ 0 und damit ist dann dieser Grenzwert Null. Nimmt f ein Mini-
mum an bei p, so argumentiert man analog.

Beispiel 10.5.5.5. Das Brechungsgesetz behauptet, daß das Verhältnis vom Si-
nus des Eintrittswinkels zum Sinus des Austrittswinkels eines Lichtstrahls beim
Übergang zwischen zwei Medien, sagen wir Luft und Wasser, konstant ist. Wir
leiten es nun ab aus dem sogenannten Fresnel’schen Prinzip, nach dem ein Licht-
strahl „stets den schnellsten Weg nimmt“. Ist sagen wir die Lichtgeschwindigkeit
in Wasser das γ-fache der Lichtgeschwindigkeit in Luft, so sollte nach diesem
Prinzip der Lichtstrahl mit den Bezeichnungen aus nebenstehendem Bild bei dem
x in das Wasser eintauchen, für das der Ausdruck

√
a2 + x2 + γ

√
b2 + (L− x)2

minimal wird. Ableiten liefert dafür die notwendige Bedingung

2x

2
√
a2 + x2

+ γ
−2(L− x)

2
√
b2 + (L− x)2

= 0

und damit steht das Brechnungsgesetz sinϕ = γ sinϕ′ auch schon da.

Satz 10.5.5.6 (von Rolle). Seien a < b aus R̄ gegeben und sei f : [a, b]→ R stetig
auf dem kompakten Intervall [a, b] und differenzierbar auf dem offenen Intervall
(a, b). Gilt dann f(a) = f(b), so gibt es p ∈ (a, b) mit f ′(p) = 0.

Beweis. Nach 10.5.1.5 gibt es Punkte p, q ∈ [a, b], an denen f sein Maximum
und sein Minimum annimmt. Liegt einer dieser Punkte im Innern (a, b) unseres
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Veranschaulichung der notwendigen Bedingung für ein Maximum 10.5.5.2

Zum Brechungsgesetz
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Intervalls, so verschwindet dort die Ableitung nach dem vorhergehenden Satz und
wir sind fertig. Nimmt f sein Maximum und sein Minimum auf dem Rand des
Intervalls an, so ist die Funktion f wegen unserer Annahme f(a) = f(b) konstant
und wir sind auch fertig.

Korollar 10.5.5.7 (Mittelwertsatz). Seien a, b ∈ R gegeben mit a < b und sei
f : [a, b]→ R stetig auf dem ganzen kompakten Intervall [a, b] und differenzierbar
auf dem offenen Intervall (a, b). So gibt es p ∈ (a, b) mit

f ′(p) =
f(b)− f(a)

b− a

Beweis. Man wende den vorhergehenden Satz von Rolle 10.5.5.6 an auf die Funk-
tion g : [a, b] → R, g(x) = f(x) − f(a) − (x − a)f(b)−f(a)

b−a , die aus f entsteht
durch „Subtraktion der globalen Sekanten“.

Satz 10.5.5.8 (Erste Ableitung und Monotonie). Seien I ⊂ R ein mehrpunktiges
Intervall und f : I → R eine differenzierbare Funktion. So gilt

f ′ > 0 ⇒ f wächst streng monoton
f ′ ≥ 0 ⇔ f wächst monoton
f ′ < 0 ⇒ f fällt streng monoton
f ′ ≤ 0 ⇔ f fällt monoton
f ′ = 0 ⇔ f ist konstant

Beweis. Es reicht, die beiden ersten Aussagen zu zeigen. Wächst f nicht streng
monoton, so gibt es a < b mit f(a) ≥ f(b) und nach dem Mittelwertsatz finden
wir p ∈ (a, b) mit

f ′(p) =
f(a)− f(b)

a− b
≤ 0

Wächst f nicht monoton, so finden wir in derselben Weise p ∈ I mit f ′(p) < 0.
Das zeigt schon mal⇒. Umgekehrt folgt aus f monoton wachsend, daß alle Se-
kantensteigungen nichtnegativ sind, und damit auch alle Grenzwerte von Sekan-
tensteigungen.

Korollar 10.5.5.9 (Funktionen, die ihre eigene Ableitung sind). Sei I ⊂ R
ein mehrpunktiges Intervall. Genau dann stimmt eine differenzierbare Funktion
f : I → R überein mit ihrer eigenen Ableitung, wenn sie ein Vielfaches der
Exponentialfunktion ist, in Formeln

f ′ = f ⇔ ∃c ∈ R mit f(x) = c exp(x)
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Veranschaulichung des Mittelwertsatzes 10.5.5.7
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10.5.5.10. Eine differenzierbare Funktion f : R× → R mit f ′ = f muß keines-
wegs ein Vielfaches der Exponentialfunktion sein. Zum Beispiel wäre die Funk-
tion f mit f(x) = 0 für x < 0 und f(x) = 5 exp(x) für x > 0 auch eine
Möglichkeit. Aber gut, R× ist ja auch kein Intervall.

Beweis. Bezeichne I ⊂ R unser mehrpunktiges Intervall und f : I → R un-
sere differenzierbare Funktion mit f = f ′. Die Ableitung der Funktion f(x) e−x

ergibt sich mit der Produktregel zu f ′(x) e−x−f(x) e−x = 0, mithin ist die Funk-
tion f(x) e−x konstant, sagen wir mit einzigem Funktionswert c, und wir folgern
f(x) = c ex ∀x ∈ I .

10.5.5.11 (Terminologisches zu Intervallen). Ein reelles Intervall ist halboffen
im Sinne unserer Definition 10.5.3.1 genau dann, wenn es nicht aus einem einzi-
gen Punkt besteht. In der Literatur wird der Begriff „halboffen“ meist abweichend
verwendet für Intervalle, die weder offen noch kompakt sind, also für reelle Inter-
valle der Gestalt (a, b] oder [a, b). Bei uns heißen jedoch auch Intervalle der Ge-
stalt [a, b] mit a < b halboffen, da sie eben halboffen sind als Teilmengen von R
im Sinne der obigen Definition. Da aber der Begriff eines „halboffenen Intervalls“
schon so fest besetzt ist und da auch der Terminus „unendliches Intervall“ vermut-
lich eher als „Intervall unendlicher Länge“ verstanden wird, will ich stattdessen
lieber von „nicht einpunktigen Intervallen“ oder im Fall, daß sie auch nicht leer
sind, wie bisher von „mehrpunktigen reellen Intervallen“ reden. So richtig gefällt
mir das auch nicht, es hört sich so diskret an. Mir ist aber nichts Besseres eingefal-
len, und das Konzept wird uns so oft begegnen, daß es eine griffige Bezeichnung
braucht.

Satz 10.5.5.12 (Hinreichende Bedingung für ein lokales Extremum). Seien
I ⊂ R ein mehrpunktiges reelles Intervall, f : I → R differenzierbar und p ∈ I
ein Punkt mit f ′(p) = 0. Sei zusätzlich die Ableitung f ′ von f differenzierbar bei
p.

1. Gilt f ′′(p) > 0, so besitzt f ein isoliertes lokales Minimum bei p, als
da heißt, es gibt r > 0 derart, daß gilt f(q) > f(p) für alle q ∈ I mit
0 < |q − p| < r;

2. Gilt f ′′(p) < 0, so besitzt f ein isoliertes lokales Maximum bei p.

Beweis. Wir schreiben

f ′(x) = f ′(p) + (x− p)ϕ(x)
= (x− p)ϕ(x)

mit ϕ stetig in p und ϕ(p) = f ′′(p) > 0. So gibt also r > 0 mit ϕ(q) > 0 für
q ∈ I ∩ (p − r, p + r), und wir folgern f ′(q) < 0 für q ∈ I ∩ (p − r, p) und
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f ′(q) > 0 für q ∈ I ∩ (p, p + r). Unseren Funktion f fällt also streng monoton
auf I ∩ (p − r, p) und wächst streng monoton auf I ∩ (p, p + r). Der andere Fall
f ′′(p) < 0 wird analog behandelt.

Definition 10.5.5.13. Wir nennen eine Funktion f : I → R auf einem reellen
Intervall I konvex beziehungsweise konkav, wenn ihr Graph unter beziehungs-
weise über jeder seiner Sekanten liegt, wenn also in Formeln für alle x < y < z
aus I gilt

f(x)− f(y)

x− y
≤ f(y)− f(z)

y − z
beziehungsweise ≥ für konkave Funktionen.

10.5.5.14. Man zeigt leicht, daß die Bedingung der Konvexität gleichbedeutend
ist zu

f(tx+ sz) ≤ tf(x) + sf(z) ∀s, t ∈ [0, 1] mit s+ t = 1.

Satz 10.5.5.15 (Zweite Ableitung und Konvexität). Sei I ⊂ R ein mehrpunk-
tiges Intervall und sei f : I → R eine zweimal differenzierbare Funktion. So
gilt

f ist konvex ⇔ f ′′(x) ≥ 0 ∀x ∈ I
f ist konkav ⇔ f ′′(x) ≤ 0 ∀x ∈ I

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage. Ist f nicht konvex, so gibt es x, y, z
mit x < y < z aber

f(x)− f(y)

x− y
>
f(y)− f(z)

y − z
Nach dem Mittelwertsatz finden wir dann aber ξ < ζ mit f ′(ξ) > f ′(ζ) und bei
nochmaligem Anwenden η mit f ′′(η) < 0. Ist umgekehrt f konvex, so reicht es
nach 10.5.5.8 zu zeigen, daß f ′ monoton wächst. Kürzen wir die Steigung der
Sekante durch (x, f(x)) und (y, f(y)) ab mit sxy := f(x)−f(y)

x−y , so impliziert die
Konvexität die Ungleichungskette

sxy ≤ sxz ≤ syz

Hier ist sxy ≤ syz eine direkte Konsequenz der Konvexität, und da sicher gilt
(x − y)sxy + (y − z)syz = (x − z)sxz, liegt sxz als ein „gewichtetes Mittel“
zwischen sxy und syz. Unsere Ungleichungskette schreiben wir aus zu

f(x)− f(y)

x− y
≤ f(x)− f(z)

x− z
≤ f(y)− f(z)

y − z

Die Sekantensteigungsfunktionen y 7→ f(x)−f(y)
x−y und y 7→ f(y)−f(z)

y−z wachsen ins-
besondere monoton auf (x, z] beziehungsweise [x, z) und im Grenzwert folgt

f ′(x) ≤ f(x)− f(z)

x− z
≤ f ′(z)
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Links der Graph einer konvexen, rechts der einer konkaven Funktion

Veranschaulichung unserer Ungleichungskette für die Sekantensteigungen bei
konvexen Funktionen aus dem Beweis von 10.5.5.15
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Definition 10.5.5.16. Wir nennen eine Funktion f : I → R auf einem reellen
Intervall I streng konvex beziehungsweise streng konkav, wenn ihr Graph echt
unter beziehungsweise echt über jeder Sekante liegt, wenn also in Formeln für alle
x < y < z aus I gilt

f(x)− f(y)

x− y
<
f(y)− f(z)

y − z
beziehungsweise > für streng konkave Funktionen.

Satz 10.5.5.17. Seien I ⊂ R ein mehrpunktiges Intervall und f : I → R zweimal
differenzierbar. So gilt

f ist streng konvex ⇐ f ′′(x) > 0 ∀x ∈ I
f ist streng konkav ⇐ f ′′(x) < 0 ∀x ∈ I

Beweis. Übung.

Übungen

Übung 10.5.5.18. An welchen Stellen nimmt die Funktion [−1, 2] 7→ R gegeben
durch x 7→ |2− x2| ihr Minimum und Maximum an?

Ergänzende Übung 10.5.5.19. Bei welchem Verhältnis zwischen Durchmesser
und Höhe umfaßt eine Konservendose mit fest vorgegebener Oberfläche das größt-
mögliche Volumen?

Übung 10.5.5.20. Eine differenzierbare Funktion auf einem mehrpunktigen Inter-
vall, deren Ableitung beschränkt ist, ist gleichmäßig stetig.

Ergänzende Übung 10.5.5.21. Gegeben eine differenzierbare Funktion auf einem
mehrpunktigen Intervall ist das Bild des fraglichen Intervalls unter der Ableitung
unserer Funktion wieder ein Intervall. Hinweis: Mittelwertsatz. Man beachte, daß
die Stetigkeit der Ableitung nicht vorausgesetzt wird.

Übung 10.5.5.22. Sei a ∈ R gegeben. Ist f : R → R differenzierbar und löst die
Differentialgleichung f ′ = af , so gilt f(x) = f(0) eax für alle x ∈ R.

Übung 10.5.5.23 (Funktionen, die mindestens ihre eigene Ableitung sind). Ist
eine Funktion f : [0, b) → R differenzierbar mit f ′(t) ≤ f(t) für alle t ∈ [0, b),
so folgt f(t) ≤ f(0)et für alle t ∈ [0, b). Ist allgemeiner f : [0, b) → R diffe-
renzierbar und α ∈ R derart, daß gilt f ′(t) ≤ αf(t) für alle t ∈ [0, b), so folgt
f(t) ≤ f(0)eαt für alle t ∈ [0, b).

Übung 10.5.5.24. Seien I ⊂ R ein mehrpunktiges Intervall und f : I → R diffe-
renzierbar mit der Eigenschaft f(x) = 0⇒ f ′(x) < 0. Man zeige, daß dann f in
I höchstens eine Nullstelle haben kann, und daß f links von dieser Nullstelle po-
sitiv und rechts davon negativ sein muß. Hinweis: Zwischen zwei verschiedenen
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Nullstellen muß es nach Voraussetzung eine Nichtnullstelle geben und dann eine
kleinste Nullstelle oberhalb und eine größte Nullstelle unterhalb dieser Nichtnull-
stelle. Von da aus finde man einen Widerspruch zu den Annahmen. Die Übung
wird bei der Diskussion differentieller Ungleichungen helfen.

Ergänzende Übung 10.5.5.25. Man zeige, daß ein Punkt (x, y) ∈ (0, 1)2 genau
dann auf einem Geradensegment der Länge Eins mit einem Ende auf der x-Achse
und dem anderen Ende auf der y-Achse liegt, wenn gilt y2/3 + x2/3 ≤ 1. Hin-
weis: Man halte x fest und berechne für alle a ∈ [x, 1] die Höhe hx(a) an der
Stelle x eines Brettes der Länge 1, das bei a auf der x-Achse steht und an die
y-Achse angelehnt ist. Man bestimme das Maximum dieser Höhen bei festem x
und variablem a.

Übung 10.5.5.26. Gegeben reelle Zahlen a, b ≥ 0 und p, q > 1 mit 1
p

+ 1
q

= 1

zeige man die Young’sche Ungleichung ab ≤ p−1ap+q−1bq. Hinweis: Man gehe
von der Konvexität der Exponentialfunktion aus.

Übung 10.5.5.27. Gegeben reelle Zahlen a, b ≥ 0 und p ≥ 1 zeige man die
Ungleichung (a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp). Hinweis: Man gehe von der Konvexität
der Funktion [0,∞)→ R, x 7→ xp aus.

Ergänzende Übung 10.5.5.28. Für P ⊂ N die Menge aller Primzahlen gilt∑
p∈P

1

p
=∞

In der Tat folgt aus
∑∞

k=1 1/k = ∞ und der Eindeutigkeit der Primfaktorzerle-
gung und der Entwicklung (1 − 1/p)−1 = (1 + p−1 + p−2 . . .) in eine geome-
trische Reihe, daß die Menge der partiellen Produkte des unendlichen Produkts∏

p∈P (1 − 1/p)−1 nicht beschränkt sein kann. Nun wende man den Logarithmus
an und schätze ab.

10.5.6 Regeln von de l’Hospital

Satz 10.5.6.1 (Regeln von de l’Hospital). Seien I ⊂ R ein mehrpunktiges reelles
Intervall und p ein Häufungspunkt zu I in R̄. Seien f, g : I → R differenzierbare
Funktionen derart, daß gilt

lim
x→p

f(x) = lim
x→p

g(x) = 0 oder lim
x→p
|g(x)| =∞.

Haben g und g′ keine Nullstelle auf I\p und existiert der Grenzwert des Quotien-
ten der Ableitungen limx→p(f

′(x)/g′(x)) in R̄, so existiert auch der Grenzwert des
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Illustration zu Übung 10.5.5.25.
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Quotienten der Funktionen limx→p(f(x)/g(x)) in R̄ und diese beiden Grenzwerte
stimmen überein, in Formeln

lim
x→p

(
f(x)

g(x)

)
= lim

x→p

(
f ′(x)

g′(x)

)

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit folgendem

Lemma 10.5.6.2 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien a < b in R̄ gegeben
und seien f, g stetige reellwertige Funktionen auf dem kompakten Intervall [a, b],
die differenzierbar sind auf dem offenen Intervall (a, b). So gibt es ξ ∈ (a, b) mit

f ′(ξ)(g(a)− g(b)) = g′(ξ)(f(a)− f(b))

Vorschau 10.5.6.3. Um dieses Lemma anschaulich zu verstehen, mag man den
Weg γ : [a, b] → R2 betrachten, der durch γ(t) = (f(t), g(t)) gegeben wird.
Es sagt dann, daß der Vektor γ(a) − γ(b) und der Geschwindigkeitsvektor γ′(t)
nicht für alle t ∈ (a, b) voneinander linear unabhängig sein können. Das ist eh
klar, wenn γ(a)− γ(b) Null ist oder γ′(t) irgendwo den Wert Null annimmt, und
scheint mir andernfalls zumindest anschaulich offensichtlich.
10.5.6.4. Verschwindet g′ nirgends auf (a, b), so gilt g(a) 6= g(b) nach dem Satz
von Rolle 10.5.5.6 und wir können unsere Gleichung schreiben in der Form

f(a)− f(b)

g(a)− g(b)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)

Ist g(x) = x, so erhalten wir unseren Mittelwertsatz 10.5.5.7 als Spezialfall. Der
verallgemeinerte Mittelwertsatz wird in dieser Vorlesung ebenso wie die Regeln
von de l’Hospital bei der Diskussion von Restgliedern in der Taylorentwicklung
noch eine Rolle spielen.

Beweis. Man wende den Satz von Rolle 10.5.5.6 an auf die Funktion

F (x) := f(x)
(
g(a))− g(b)

)
− g(x)

(
f(a)− f(b)

)
Jetzt zeigen wir die Regeln von de l’Hospital. Wir dürfen ohne Beschränkung der
Allgemeinheit p 6∈ I annehmen, indem wir sonst I an der Stelle p in zwei Teile
zerschneiden und den rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert bei p getrennt
betrachten. Für jede Umgebung W des Grenzwerts

q := lim
x→p

f ′(x)/g′(x)

finden wir per definitionem eine Intervallumgebung V von p mit der Eigenschaft
ξ ∈ I ∩ V ⇒ f ′(ξ)/g′(ξ) ∈ W . Für beliebige a, b ∈ I ∩ V mit a 6= b gilt weiter
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Veranschaulichung der Regel von de l’Hospital 10.5.6.1 im Fall p ∈ R unter der
Annahme, daß beide Funktionen bei p nach Null streben. Es scheint mir

anschaulich klar, daß der Grenzwert des Quotienten sich nicht ändert, wenn wir
beide Funktionen durch ihre beste lineare Approximation bei p ersetzen, und das

ist auch genau die anschauliche Bedeutung der Regel von de l’Hospital.



1720 KAPITEL 10. ANALYSIS 1

g(a) 6= g(b), da nach Annahme die Ableitung von g keine Nullstelle auf I\p hat.
Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 10.5.6.2 folgt dann

f(a)− f(b)

g(a)− g(b)
∈ W für alle a, b ∈ I ∩ Vmit a 6= b.

Von nun an müssen wir die beiden Fälle im Satz getrennt weiterbehandeln. Als
erstes behandeln wir den Fall limx→p f(x) = limx→p g(x) = 0. Ist W ein kom-
paktes Intervall, so folgt f(a)/g(a) ∈ W sofort, indem wir a festhalten, b gegen p
streben lassen und uns an die Erhaltung von schwachen Ungleichungen im Grenz-
wert 10.3.5.37 erinnern. Die Behauptung im ersten Fall folgt dann, da für jeden
Punkt q ∈ R̄ jede Umgebung von q eine kompakte Intervallumgebung von q um-
faßt. Jetzt behandeln wir noch den Fall limx→p |g(x)| = ∞. Dafür schreiben wir
unseren Quotienten um zu

f(a)− f(b)

g(a)− g(b)
=
f(b)/g(b)− f(a)/g(b)

1− g(a)/g(b)

und folgern unmittelbar

f(b)

g(b)
∈
(
1− g(a)/g(b)

)
W + f(a)/g(b) für alle a, b ∈ I ∩ Vmit a 6= b.

Ist nun a ∈ I ∩ V fest gewählt, so finden wir für jedes ε ∈ (0, 1) eine Umgebung
Uε von p derart, daß gilt b ∈ Uε ∩ I ⇒ |f(a)/g(b)| < ε, |g(a)/g(b)| < ε und
insbesondere a 6= b. Damit sehen wir, daß wir für jede Umgebung W von q und
jedes ε ∈ (0, 1) eine Umgebung Uε von p finden können mit

b ∈ Uε ∩ I ⇒
f(b)

g(b)
∈ (1− ε, 1 + ε)W + (−ε, ε)

Die Behauptung folgt im zweiten Fall, da es für jede Umgebung W ′ von q eine
Umgebung W von q und ε ∈ (0, 1) gibt mit (1− ε, 1 + ε)W + (−ε, ε) ⊂ W ′.

Beispiel 10.5.6.5. Für λ > 0 gilt

limx→∞(log x)/xλ = limx→∞(1/x)/λxλ−1

= limx→∞ 1/λxλ

= 0

10.5.7 Zusammenhang zwischen Integral und Ableitung
Satz 10.5.7.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Gegeben
eine stetige Funktion f : R ⊃ I → R auf einem mehrpunktigen reellen Intervall
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I und ein Punkt a ∈ I ist die Funktion

F : I → R
x 7→

∫ x
a
f(t) dt

die einzige differenzierbare Funktion F : I → R mit F ′ = f und F (a) = 0.

10.5.7.2. Im Fall x < a ist dies Integral unter Verwendung unserer Konvention
10.5.2.10 als

∫ x
a
f(t) dt = −

∫ a
x
f(t) dt zu interpretieren.

Beweis. Für p ∈ I rechnen wir

lim
x→p

F (x)− F (p)

x− p
= lim

x→p

1

x− p

∫ x

p

f(t) dt

Da f stetig ist, finden wir für jedes ε > 0 ein δ > 0 derart, daß aus |t − p| ≤ δ
folgt f(p) − ε ≤ f(t) ≤ f(p) + ε. Aus 0 < x − p ≤ δ folgen also durch Bilden
des Integrals und Teilen durch (x− p) die Ungleichungen

f(p)− ε ≤ 1

x− p

∫ x

p

f(t) dt ≤ f(p) + ε

und aus −δ ≤ x− p < 0 folgen mit zweimaligem Umdrehen der Ungleichungen
beim Integrieren und beim Teilen durch (x− p) dieselben Ungleichungen. Damit
zeigt das ε-δ-Kriterium für Grenzwerte 10.3.5.12, daß der Ausdruck in der Mitte
für x → p gegen f(p) konvergiert. Es folgt F ′(p) = f(p) für alle p ∈ I . Ist
G : I → R auch differenzierbar mit G′ = f , so verschwindet die Ableitung
der Differenz G − F . Nach 10.5.5.8 ist diese Differenz also konstant. Haben wir
zusätzlich G(a) = 0, so ist sie konstant Null und wir folgern F = G.

Korollar 10.5.7.3 (Integrieren mit Stammfunktionen). Seien I ⊂ R ein mehr-
punktiges Intervall und f : I → R eine stetige Funktion. Ist G : I → R eine
Stammfunktion von f , als da heißt eine differenzierbare Funktion mit Ableitung
G′ = f , so gilt für alle a, b ∈ I die Formel∫ b

a

f(t) dt = G(b)−G(a)

Beweis. Wir betrachten F : I → R wie im Hauptsatz 10.5.7.1 und folgern aus
der Eindeutigkeitsaussage von dort F (x) = G(x)−G(a) für alle x ∈ [a, b].

10.5.7.4. Ist G ein komplizierterer Ausdruck, so ist es bequem und üblich, die
Differenz G(b) − G(a) mit G(x)|ba abzukürzen. Man spricht einen solchen Aus-
druck „G, ausgewertet zwischen den Grenzen a und b“. Für a, b positiv ergibt sich
zum Beispiel ∫ b

a

1

x
dx = log x|ba = log b− log a
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Veranschaulichung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
10.5.7.1. Die kreuzweise schraffierte Fläche stellt F (p) dar, die irgendwie

schraffierte F (x), die einfach schraffierte F (x)− F (p). Ich hoffe, man sieht, daß
die Fläche unter der Kurve beim Verschieben der oberen Grenze um so stärker

wächst, je größer dort der Wert unserer Funktion ist. Das ist qualitativ
ausgedrückt die anschauliche Bedeutung des Hauptsatzes.
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Die Ableitung von R× → R, x 7→ log |x| ist im übrigen x 7→ 1/x, als da heißt,
für a, b negativ würden wir log |b| − log |a| erhalten. Über den Nullpunkt hinweg
dürfen wir die Funktion 1/x aber trotzdem nicht in dieser Weise integrieren. Unser
Korollar erlaubt das auch nicht, es trifft vielmehr nur Aussagen über die Integra-
tion von auf einem mehrpunktigen Intervall definierten stetigen Funktionen.

Übungen

Übung 10.5.7.5. Gegeben α ∈ R zeige man, daß limt→∞
∫ t

1
xα dx existiert in R̄

und daß dieser Grenzwert endlich ist genau dann, wenn gilt α < −1. Des weiteren
zeige man, daß limε→0

∫ 1

ε
xα dx existiert in R̄ und daß dieser Grenzwert endlich

ist genau dann, wenn gilt α > −1. Anschaulich gesprochen ist also die Hyperbel
x 7→ (1/x) gerade der Grenzfall, in dem sowohl die Fläche zwischen Kurve und
x-Achse ab jedem x-Wert als auch symmetrisch die Fläche zwischen Kurve und
y-Achse ab jedem y-Wert unendlich groß sind.

Ergänzende Übung 10.5.7.6. Der Integral-Logarithmus Li : (1,∞) → R wird
erklärt durch die Vorschrift

Li(x) :=

∫ x

2

dt

log t

Man zeige limx→∞(log(x) Li(x)/x) = 1.

Übung 10.5.7.7. Eine zweimal differenzierbare Funktion f : R → R erfülle die
Eigenschaften |f(x)| ≤ 1 und |f ′′(x)| ≤ 1 für alle x. Man zeige |f ′(x)| ≤

√
2 für

alle x.

10.5.8 Integrationsregeln

Satz 10.5.8.1 (Integration durch Substitution). Gegeben reelle Zahlen a < b
und g : [a, b]→ R stetig differenzierbar und f : g([a, b])→ R stetig gilt∫ b

a

f(g(x))g′(x) dx =

∫ g(b)

g(a)

f(y) dy

Im Fall g(b) < g(a) ist das Integral rechts dabei der Konvention 10.5.2.10 gemäß
als das Negative des Integrals über das Intervall [g(b), g(a)] zu verstehen.

10.5.8.2. Es gibt durchaus differenzierbare Abbildungen, deren Ableitung nicht
stetig ist, vergleiche 10.5.4.16. Das Wort „Substitution“ bedeutet ebenso wie „Pro-
stitution“ auf lateinisch „Ersetzen“.
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Illustration zu Übung 10.5.7.5.
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Beweis. Ist g konstant, so verschwinden beide Seiten und die Formel gilt. Ist sonst
F eine Stammfunktion von f , in Formeln F ′ = f , so ist F ◦ g nach der Ketten-
regel 10.5.4.6 eine Stammfunktion von t 7→ f(g(t))g′(t). Berechnen wir beide
Integrale mithilfe dieser Stammfunktionen, so ergibt sich auf beiden Seiten der
Wert F (g(b))− F (g(a)).

10.5.8.3 (Anschauung für die Substitutionsregel). Wächst g streng monoton,
so kann man einen anschaulicheren Beweis geben, indem man a = a0 < a1 <
. . . < ar = b äquidistant unterteilt und nach dem Mittelwertsatz ξi ∈ (ai−1, ai)
findet mit g(ai) − g(ai−1) = g′(ξi)(ai − ai−1). Damit gilt ja die Gleichheit von
Riemannsummen

r∑
i=1

f(g(ξi))g
′(ξi)(ai − ai−1) =

r∑
i=1

f(g(ξi))(g(ai)− g(ai−1))

Mithilfe der Beschreibung 10.5.2.11 des Integrals durch Riemann-Summen zeigt
man dann, daß diese Gleichheit im Grenzübergang r →∞ gerade die Substituti-
onsregel liefert.

10.5.8.4. Als Gedächtnisstütze, die in 12.7.4 auch echte Bedeutung erhält, kann
man sich merken, daß beim Substituieren von y durch g(x) nicht nur f(y) durch
f(g(x)) ersetzt werden muß, sondern auch dy durch g′(x) dx, wie es die Notation
g′(x) = dy

dx
suggeriert.

Beispiel 10.5.8.5. Indem wir uns das Integral etwas zurechtlegen, erhalten wir
durch die Substitution g(x) = x2 = y, g′(x) = 2x dx = dy leicht∫ b

a

x dx√
1 + x2

=
1

2

∫ b

a

2x dx√
1 + x2

=
1

2

∫ b2

a2

dy√
1 + y

=
√

1 + y |b2a2 =
√

1 + x2 |ba

und als eine Stammfunktion des ursprünglichen Integranden ergibt sich die Funk-
tion
√

1 + x2.
10.5.8.6. Beim Anwenden der Substitutionsregel wird man oft mit einer umkehr-
baren Abbildung g arbeiten und die Regel in der Form∫ β

α

f(y) dy =

∫ g−1(β)

g−1(α)

f(g(x))g′(x) dx

verwenden. Auch wenn g nicht umkehrbar ist, kann man in dieser Weise vorgehen
und statt g−1(α) und g−1(β) eben irgendwelche a, b wählen derart, daß g auf ganz
[a, b] stetig differenzierbar ist mit α = g(a) und β = g(b). Meist arbeiten wir
sogar ohne explizite Erwähnung der Grenzen: Suchen wir nur eine Stammfunk-
tion, so kommt es auf die untere Grenze eh nicht an und die obere Grenze wird
mitgedacht und nach gelungener Integration wieder „zurücksubstituiert“, wie es
unsere Formel fordert.
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Anschauliche Bedeutung der Substitutionsregel nach 10.5.8.3 im Fall g(x) = x2.
Die schraffierte Fläche stellt in diesem Spezialfall für r = 4 und das Intervall

[a, b] = [0, 4] die Summe

r−1∑
i=0

f(g(ξi))g
′(ξi)(ai+1 − ai) =

r−1∑
i=0

f(g(ξi))(g(ai+1)− g(ai))

dar. Die ξi sind mit dem Mittelwertsatz gerade so gewählt, daß gilt
g(ai+1)− g(ai) = g′(ξi)(ai+1 − ai). Ich finde, man sieht sehr gut, daß diese

Summen gegen
∫ g(b)
g(a)

f(y) dy =
∫ 16

0
f(y) dy konvergieren.



10.5. INTEGRATION UND ABLEITUNG 1727

Beispiel 10.5.8.7. Wir bestimmen eine Stammfunktion von f(y) = y
√

1− y
durch die Substitution

√
1− y = x, y = 1− x2 = g(x), dy = −2x dx zu∫

y
√

1− y dy =
∫

(1− x2)x(−2x) dx

=
∫

(2x4 − 2x2) dx

= 2
5
x5 − 2

3
x3

= 2
5
(1− y)2

√
1− y − 2

3
(1− y)

√
1− y

Beispiel 10.5.8.8 (Fläche des Einheitskreises). Es gilt π/2 =
∫ 1

−1

√
1− t2 dt.

In der schmutzigen Anschauung ist also π die Fläche des Einheitskreises. Um das
zu prüfen, substituieren wir t = sinx, dt = cosx dx und erhalten∫ 1

−1

√
1− t2 dt =

∫ π/2

−π/2
cos2 x dx

Mithilfe der Formel cos2 x = 1
2

+ 1
2

cos 2x, die ihrerseits aus den Additionsformel
folgt, ergibt sich unser Integral mühelos zu

1

2
x+

1

4
sin 2x

∣∣∣∣π/2
−π/2

=
π

2

Satz 10.5.8.9 (Partielle Integration). Gegeben reelle Zahlen a < b und zwei
stetig differenzierbare Funktionen f, g : [a, b]→ R gilt∫ b

a

fg′ = fg|ba −
∫ b

a

f ′g

Beweis. Nach der Produktregel gilt fg′ = (fg)′− f ′g auf [a, b], folglich stimmen
auch die Integrale dieser Funktionen überein.

Beispiele 10.5.8.10.
∫
x2 ex dx = x2 ex −

∫
2x ex dx

= x2 ex−2x ex +
∫

2 ex dx

= (x2 − 2x+ 2) ex∫
log x dx = x log x−

∫
x 1
x

dx

= x log x− x
10.5.8.11 (Alternativer Zugang zur Exponentialfunktion). Ich erkläre nun noch
einen alternativen Zugang zur Exponentialfunktion, der unsere Definition über ei-
ne a priori unmotivierte Reihe vermeidet. Suchen wir eine stetig differenzierbare
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Eine anschauliche Begründung dafür, daß die Fläche einer Kreisscheibe das
Produkt aus Radius und halbem Umfang sein sollte. Der erste geschlängelte Pfeil

deutet dabei ein Zerschneiden und Neu-Zusammenfügen an, die anderen einen
Grenzübergang.
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Funktion g : R→ R>0 mit g′ = g und g(0) = 1, so haben wir nach der Substitu-
tionsregel

x =

∫ x

0

dt =

∫ x

0

g′(t)

g(t)
dt =

∫ g(x)

1

1

u
du

Man definiert also notgedrungen eine Funktion log : R>0 → R durch die Vor-
schrift log(y) =

∫ y
1

1
u

du und die gesuchte Funktion g muß deren Umkehrfunktion
sein.

Satz* 10.5.8.12. Die Kreiszahl π ist nicht rational, in Formeln π 6∈ Q.

10.5.8.13. Das wurde bereits 1766 von Johann Heinrich Lambert gezeigt. Der
Beweis der Transzendenz von π ist schwieriger, mir gefällt die Darstellung in
[Lor96]. Der hier gegebene Beweis der Irrationalität wirkt auf mich wie Zauberei.
Ich folge der Darstellung von Stewart [Ste89].

Beweis. Man betrachte für reelles α 6= 0 und natürliches n ∈ N das Integral

In = In(α) =

∫ 1

−1

(1− x2)n cos(αx) dx

Partielles Integrieren liefert α2In(α) = 2n(2n−1)In−1−4n(n−1)In−2 für n ≥ 2.
Vollständige Induktion zeigt dann

α2n+1In = n!(Pn(α) sinα +Qn(α) cosα)

für Pn, Qn ∈ Z[X] Polynome vom Grad ≤ 2n. Wäre nun π = a/b mit a, b ∈ Z
und setzen wir oben α = π ein, so ergäbe sich, daß

a2n+1

n!
In(π)

für alle n ∈ N eine von Null verschiedene ganze Zahl sein muß. Das steht im
Widerspruch dazu, daß dieser Ausdruck für n → ∞ gegen Null strebt. Dasselbe
Argument zeigt: Gegeben α ∈ Q× können nicht sinα und cosα beide rational
sein.

Übungen

Übung 10.5.8.14. Eine Funktion f : R → R heißt gerade, wenn gilt f(−x) =
f(x) für alle x, und ungerade, wenn gilt f(−x) = −f(x) für alle x. Man zeige
für jede ungerade stetige Funktion und alle reellen r die Formel

∫ r
−r f = 0.
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Übung 10.5.8.15. Man finde Stammfunktionen zu den Kehrwerten quadratischer
Polynome, also zu Funktionen der Gestalt x 7→ (x2 + ax + b)−1. Hinweis: Hat
das fragliche quadratische Polynom zwei verschiedene reelle Nullstellen λ 6= µ,
so kann man unsere Funktion in der Gestalt α/(x − λ) + β/(x − µ) schreiben.
Sonst bringe man sie in die Form ((x+ a/2)2 + d)−1 mit d ≥ 0 und erinnere sich
an arctan′(t) = 1/(1 + t2).

Übung 10.5.8.16. Man finde eine Stammfunktion von
√

1− t2. Hinweis: Bei der
Berechnung 10.5.8.8 der Fläche des Einheitskreises haben wir das schon fast er-
reicht.

Übung 10.5.8.17. Man finde eine Stammfunktion für den Arcustangens. Hinweis:
Man wende auf das Produkt 1 · arctan partielle Integration an.

Ergänzende Übung 10.5.8.18. Man führe die partiellen Integrationen des Bewei-
ses von 10.5.8.12 aus und prüfe die Induktionsbasis, als da heißt die Fälle n = 0, 1.

Übung 10.5.8.19. Man zeige limx→∞
∫ x
−x

1
1+t2

dt = π.

Übung 10.5.8.20. Sei S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} der Einheitskreis. Wir
konstruieren eine Bijektion γ : R ∼→ S1 \ (−1, 0), indem wir jedem Punkt t ∈ R
den Schnittpunkt der Gerade durch (−1, 0) und (0, t) mit S1 \ (−1, 0) zuordnen.
Man prüfe, daß diese Abbildung gegeben wird durch

γ(t) =

(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
Man prüfe ‖γ′(t)‖ = 2/(1 + t2) und interpretiere die vorstehende bemerkens-
werte Formel aus 10.5.8.19. Der Punkt (cos τ, sin τ) für τ ∈ (−π, π) wird hierbei
übrigends parametrisiert durch t = tan(τ/2), wie man durch Rechnung oder ele-
mentargeometrische Überlegungen prüft. Man beachte auch die Ähnlichkeit zur
Parametrisierung der Hyperbel 10.5.9.6.

Ergänzung 10.5.8.21. Die Abbildung γ aus der vorstehenden Übung liefert im
Übrigen auch eine Bijektion von Q auf die Punkte von S1\(−1, 0) mit rationa-
len Koordinaten. Diese Bijektion ist äußerst hilfreich bei der Bestimmung aller
pythagoreischen Zahlentripel, als da heißt, aller Tripel a, b, c von natürlichen
Zahlen mit a2 + b2 = c2. Die Abbildung γ aus der vorstehenden Übung liefert all-
gemeiner sogar für jeden Körper k einer von Zwei verschiedenen Charakteristik
eine Bijektion von k auf das Komplement des Punktes (−1, 0) in der Lösungs-
menge der Gleichung x2 + y2 = 1 in der Ebene k2 = k × k. In der algebrai-
schen Geometrie können Sie dann lernen, wie man das zu einer Bijektion von
P1k mit der Quadrik Q ⊂ P2k erweitert, die durch die homogenisierte Gleichung
x2 + y2 = z2 definiert wird.
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Die Abbildung γ aus 10.5.8.20
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Ergänzende Übung 10.5.8.22. Wie könnte ein Autor, der den Zugang 10.5.8.11
zur Exponentialfunktion gewählt hat, die Funktionalgleichung 10.4.2.10 bewei-
sen?

Ergänzende Übung 10.5.8.23. Man zeige durch Vergleich mit dem Integral der
Funktion x−α, daß für jedes α > 1 die Reihe

∑∞
k=1 k

−α konvergiert.

10.5.9 Hyperbolische trigonometrische Funktionen
Definition 10.5.9.1. Der Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus sind die
Abbildungen sinh, cosh : R→ R, die gegeben werden durch die Formeln

sinhx =
ex− e−x

2
und coshx =

ex + e−x

2

10.5.9.2. Den Graphen des Cosinus hyperbolicus nennt man auch die Kettenlinie,
weil er dieselbe Gestalt hat wie eine hängende Kette. Wir zeigen das in 10.7.1.16
im Anschluß an die Diskussion der Bogenlänge.

10.5.9.3. Offensichtlich gilt sinh(0) = 0, cosh(0) = 1, sinh(−x) = − sinh(x),
und cosh(−x) = cosh(x), die Ableitungen unserer Funktionen sind

sinh′ = cosh, cosh′ = sinh

es gelten cosh2− sinh2 = 1 und die Additionstheoreme

sinh(a+ b) = sinh(a) cosh(b) + cosh(a) sinh(b)
cosh(a+ b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b)

Die Funktion cosh nimmt bei x = 0 ihr Minimum an und sinh ist eine Bijektion
sinh : R → R. Die inverse Abbildung nennt man Area Sinus hyperbolicus und
bezeichnet sie mit arsinh : R → R. Sie läßt sich auch elementar ausdrücken als
arsinh(x) = log(x+

√
x2 + 1) und für die Ableitung von arsinh erhalten wir

arsinh′(y) =
1√

1 + y2

In der Tat gilt sinh′(x) = cosh(x) =
√

1− sinh2(x), sinh′(arsinh y) =
√

1 + y2.
Ähnlich liefert cosh eine Bijektion cosh : [0,∞)→ [1,∞), die inverse Abbildung
Area Cosinus hyperbolicus arcosh : [1,∞)→ [0,∞) kann geschrieben werden
als arcosh(x) = log(x +

√
x2 − 1) und ist differenzierbar auf (1,∞) mit der

Ableitung

arcosh′(y) =
1√
y2 − 1
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Die Graphen von Sinus und Cosinus hyperbolicus
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Sehr viel seltener benutzt man den Secans hyperbolicus x 7→ 1/ cosh(x), den
Cosecans hyperbolicus x 7→ 1/ sinh(x) und den Tangens hyperbolicus tanh :
x 7→ sinh(x)/ cosh(x) sowie seine Umkehrung artanh : (−1, 1)

∼→ R.

10.5.9.4 (Diskussion der Terminologie). Die Namen unserer Funktionen haben
den folgenden geometrischen Hintergrund: Für t ∈ R durchläuft der Punkt mit
Koordinaten (cosh t, sinh t) den Hyperbelast

{(x, y) ∈ R2 | (x+ y)(x− y) = 1, x > 0}

Hierbei ist |t/2| gerade die Fläche oder lateinisch „area“, die von x-Achse, Hy-
perbel und dem Geradensegment von (0, 0) nach (cosh t, sinh t) eingeschlossen
wird. Es ist eine ausgezeichnete Übung, diese Behauptung nachzurechnen. Man
sieht so die Verwandschaft zu den üblichen trigonometrischen Funktionen, bei de-
nen man nur die Hyperbel x2 − y2 = 1 zu ersetzen hat durch den Einheitskreis
x2 + y2 = 1. Dehnen wir die hyperbolischen trigonometrischen Funktionen in
der offensichtlichen Weise zu Funktionen C→ C aus, so können wir die formale
Analogie mit den gewöhnlichen trigonometrischen Funktionen präzisieren zu den
Formeln cos z = cosh(iz) und sin z = −i sinh(iz) für alle z ∈ C.

10.5.9.5. Die Lösungsmengen in der EbeneR2 von Gleichungen der Gestalt ax2+
bxy + cy2 = d mit (a, b, c) 6= (0, 0, 0) heißen ebene Quadriken oder auch Ke-
gelschnitte, da man sie erhalten kann als Schnitte räumlicher Ebenen mit dem
Kegel {(x, y, z) ∈ R3 | x2 +y2 = z2} bei geeigneter orthonormaler Identifikation
unserer räumlichen Ebenen mit dem R2. Jeder Kegelschnitt ist bis auf Drehung
und Verschiebung eine Ellipse αx2 + βy2 = 1 mit α, β > 0, eine Hyperbel
xy = γ mit γ > 0, eine Parabel x2 = δy mit δ > 0, ein Geradenkreuz, eine
Gerade, ein Punkt oder die leere Menge. Die Bezeichnung „Parabel“ kommt hier
vom griechischen Wort für „Werfen“. In der Tat beschreibt ein Wurfgeschoss unter
Vernachlässigung des Luftwiderstands stets eine „parabolische“ Bahn, vergleiche
12.6.1.10.

Übungen

Ergänzende Übung 10.5.9.6. SeiH := {(x, y) ∈ R2 | x2−y2 = 1} die Hyperbel.
Wir konstruieren eine Bijektion ϕ : R\{±1} ∼→ H\(1, 0), indem wir jedem Punkt
t ∈ R\{±1} den Schnittpunkt der Geraden durch (0, t) und (1, 0) mit H\(1, 0)
zuordnen. Man prüfe, daß diese Abbildung gegeben wird durch

ϕ(t) =

(
t2 + 1

t2 − 1
,

2t

t2 − 1

)
Eine eng verwandte Parametrisierung des Einheitskreises wurde in 10.5.8.20 be-
sprochen.
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Übung 10.5.9.7. Man finde eine Stammfunktion von
√

1 + t2. Hinweis: Bei der
Berechnung 10.5.8.8 der Fläche des Einheitskreises haben wir fast eine Stamm-
funktion von

√
1− t2 bestimmt. Man gehe ähnlich vor mit der Substitution t =

sinhx.

10.5.10 Integration rationaler Funktionen
10.5.10.1 (Das Prinzip der Integration durch Partialbruchzerlegung). Zur In-
tegration rationaler Funktionen erinnern wir zunächst die Partialbruchzerlegung
aus 3.5.5.12. Danach bilden die Potenzen (Xn)n≥0 mitsamt den Potenzen der
Inversen der Linearfaktoren ((X − µ)−n)n≥1, µ∈C eine C-Basis des Körpers der
komplexen rationalen Funktionen C(X). Wenn wir vergessen, daß wir uns dabei
in die komplexe Zahlenebene vorgewagt haben, so wird das Integrieren rationaler
Funktionen sehr einfach. Es reicht damit nämlich, Stammfunktionen für die Funk-
tionen x 7→ (x−µ)m mit m ∈ Z anzugeben, und derartige Stammfunktionen sind
für µ ∈ R bekanntlich 1

m+1
(x − µ)m+1 im Fall m 6= −1 sowie log |x − µ| im

Fall m = −1. Im folgenden soll ausgeführt werden, inwiefern diese Formeln für
µ ∈ C im wesentlichen genauso gelten, wenn wir sie nur richtig interpretieren.
10.5.10.2. Es gibt auch eine Partialbruchzerlegung für reelle rationale Funktio-
nen und man kann auch mit ihrer Hilfe reelle rationale Funktionen integrieren. So
kann man die komplexen Zahlen weitgehend vermeiden, erhält aber komplizier-
tere Formeln gewinnt weniger konzeptuelle Klarheit.
Beispiel 10.5.10.3. Wir bestimmen eine Stammfunktion zu 1/(x2 − 1). Die Null-
stellen des Nenners sind±1 und der Grad des Zählers ist echt kleiner als der Grad
des Nenners. Wir dürfen den Ansatz

1

x2 − 1
=

a

x+ 1
+

b

x− 1

machen und finden sofort (a+ b)x− a+ b = 1, also a+ b = 0 und b− a = 1 und
folglich a = −1/2 und b = 1/2. Eine Stammfunktion ist mithin

1

2
log |x− 1| − 1

2
log |x+ 1|

Man beachte, daß unsere Funktion zwei Definitionslücken hat und wir mit unse-
rer Stammfunktion nur die Integrale über Intervalle [a, b] bestimmen können, die
keine der beiden Definitionslücken enthalten.
Beispiel 10.5.10.4. Wir bestimmen zu (x4 + 2x2)/(x2 + 2x+ 1) eine Stammfunk-
tion. Die Partialbruchzerlegung haben wir bereits in 3.5.5.17 durchgeführt und
erhielten

x4 + 2x2

x2 + 2x+ 1
= x2 − 2x+ 5− 8

x+ 1
+

3

(x+ 1)2
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Als Stammfunktion finden wir damit sofort

x3

3
− x2 + 5x− 8 log |x+ 1| − 3

(x+ 1)

Beispiel 10.5.10.5. Wir bestimmen eine Stammfunktion zu 1/(x2+1). Wir wissen
zwar bereits aus 10.5.4.14, daß der Arcustangens arctan(x) so eine Stammfunk-
tion ist, aber diesmal geht es uns um das allgemeine Prinzip. Die Nullstellen des
Nenners sind ± i und der Grad des Zählers ist echt kleiner als der Grad des Nen-
ners. Wir dürfen deshalb den Ansatz

1

1 + x2
=

a

x+ i
+

b

x− i

machen und finden sofort (a+b)x− i a+i b = 1, also a+b = 0 und a−b = i und
folglich a = i /2 und b = − i /2. Wir dürfen folglich die Hoffnung haben, daß

i

2
log(x+ i)− i

2
log(x− i)

eine Stammfunktion ist, wenn wir diesen Ausdruck richtig interpretieren. Dazu
lege ich eine Pause ein und diskutiere den komplexen Logarithmus.

10.5.10.6. Aus unseren Erkenntnissen 10.4.5.22 über die komplexe Exponential-
funktion folgt, daß sie eine Bijektion

exp : R+ (−π, π] i
∼→ C×

liefert. Die Umkehrfunktion

log : C× ∼→ R+ (−π, π] i

wird auf der positiven reellen Achse gegeben durch unseren üblichen Logarithmus
u 7→ log u, auf der negativen reellen Achse durch u 7→ log(−u) + i π/2 und auf
der oberen beziehungsweise unteren komplexen Halbebene durch die Vorschrift

log(u+ i v) = log
√
u2 + v2 ± i

π

2
− i arctan

u

v
für ± v > 0

Diese Funktion log heißt der Hauptzweig des komplexen Logarithmus. Man
beachte, daß er nicht stetig ist längs der negativen reellen Achse, obwohl seine
Einschränkung auf die negative reelle Achse durchaus stetig ist: Wir haben für
u < 0 genauer

lim
v↘0

log(u+ i v) = log(u) = lim
v↗0

log(u+ i v) + 2π i
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Beispiel 10.5.10.7. Wir arbeiten weiter an unserer Stammfunktion zu 1/(x2 +
1). Interpretieren wir in unserer obigen Hoffnung log als den Hauptzweig des
komplexen Logarithmus, so können wir unsere Hoffnung i

2
log(x+i)− i

2
log(x−i)

auf eine Stammfunktion zu 1/(x2 + 1) umschreiben zu

i

2
log
√
x2 + 1− i

2
log
√
x2 + 1− π

4
− π

4
+

1

2
arctan(x)− 1

2
arctan(−x)

und erhalten als Stammfunktion arctan(x)−π/2 in Übereinstimmung mit unserer
Berechnung der Ableitung des Arcustangens aus 10.5.4.14. Unsere Hoffnung war
also berechtigt.

10.5.10.8. Um zu erklären, warum dieses Verfahren auch im allgemeinen funktio-
niert, diskutiere ich im folgenden einige Grundlagen der komplexen Ableitung.

Definition 10.5.10.9. Eine Teilmenge U ⊂ C heißt offen, wenn sie für jeden
ihrer Punkte eine Umgebung ist, wenn sie also anschaulich gesprochen mit jedem
Punkt ein ganzes Rechteck um diesen Punkt umfaßt. Wir schreiben U ⊂◦ C als
Abkürzung für die Aussage, daß U eine offene Teilmenge von C sein soll.

Definition 10.5.10.10. Eine komplexwertige Funktion f : C ⊃◦ U → C auf einer
offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene heißt komplex differenzierbar
bei p ∈ U , wenn es b ∈ C gibt mit

lim
U3z→p

f(z)− f(p)

z − p
= b

Wir kürzen diese Aussage auch in dieser Situation ab durch f ′(p) = b. Unse-
re Funktion heißt komplex differenzierbar oder gleichbedeutend holomorph,
wenn sie bei jeder Stelle p ∈ U komplex differenzierbar ist.

10.5.10.11 (Regeln für die komplexe Ableitung). Genau wie für die reelle Dif-
ferenzierbarkeit zeigt man auch für komplexe Differenzierbarkeit die Summenre-
gel, Produktregel und Kettenregel. Genau wie im Reellen zeigt man weiter, daß
die Ableitung jeder konstanten Funktion die Nullfunktion ist und daß die Ablei-
tung der Funktion f(z) = 1/z gegeben wird durch f ′(z) = −1/z2. Genau wie im
Reellen folgt, daß (z − µ)n die Ableitung n(z − µ)n−1 hat für alle n ∈ Z. Genau
wie im Reellen zeigt man auch, daß die komplexe Exponentialfunktion ihre eige-
ne komplexe Ableitung ist, in Formeln exp′ = exp. Genau wie im Reellen zeigt
man schließlich, daß wenn f : C ⊃◦ U → C komplex differenzierbar und injektiv
ist mit offenem Bild V := f(U) ⊂◦ C und nirgends verschwindender Ableitung
und wenn zusätzlich die Umkehrfunktion g = f−1 : V → U stetig ist, daß dann
auch die Umkehrfunktion g komplex differenzierbar ist mit der Ableitung

g′(z) =
1

f ′(g(z))
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Daraus folgt, daß unser geeignet eingeschränkter Hauptzweig des Logarithmus
log : C\R≤0 → C komplex differenzierbar ist mit der Ableitung

log′(z) =
1

z

Nach der Kettenregel hat somit log(z − µ) auf C\(µ+R≤0) die komplexe Ablei-
tung (z − µ)−1.

Vorschau 10.5.10.12. Die Theorie holomorpher Funktionen heißt die „Funktionen-
theorie“ und ist der Gegenstand einer eigenen Vorlesung. Man zeigt dort zum
Beispiel, daß jede injektive holomorphe Funktion bereits offenes Bild und eine
holomorphe Umkehrfunktion hat.

10.5.10.13. Eine komplexwertige Funktion f : R ⊃ D → C aufD ⊂ R halboffen
heißt differenzierbar oder genauer reell-komplex differenzierbar bei p ∈ D,
wenn es b ∈ C gibt mit

lim
x→p

f(x)− f(p)

x− p
= b

Wir kürzen diese Aussage auch in dieser Situation ab durch f ′(p) = b. Nimmt
hier f nur reelle Werte an, ist das unsere ganz gewöhnliche Ableitung. Nach unse-
ren Regeln für komponentenweise Grenzwerte 10.3.5.33 ist f in dieser Situation
allgemeiner genau dann reell-komplex differenzierbar, wenn Re f und Im f reell
differenzierbar sind, und dann gilt

f ′(p) = (Re f)′(p) + i(Im f)′(p)

Schränken wir anderseits eine komplex differenzierbare Funktion h : C ⊃◦ U → C
ein auf die reelle Achse zu h : R ⊃◦ D → Cmit D := R∩U , so gilt für alle p ∈ D
offensichtlich die Beziehung

h′(p) = h′(p)

zwischen der komplexen Ableitung und der reell-komplexen Ableitung der Ein-
schränkung auf die reelle Achse. Eine Funktion F : R ⊃ D → C mit F ′ = f
im Sinne der reell-komplexen Ableitung nennen wir wieder eine Stammfunktion
von f oder ausführlicher eine Stammfunktion im Sinne der reell-komplexen
Ableitung. Dann ist Re(F ) eine Stammfunkton von Re f im ursprünglichen Sin-
ne.

10.5.10.14 (Stammfunktion durch komplexe Partialbruchzerlegung). Wir er-
innern, daß die Potenzen (Xn)n≥0 mitsamt den Potenzen der Inversen der Linear-
faktoren ((X−µ)−n)n≥1, µ∈C eine C-Basis des Körpers der komplexen rationalen
Funktionen C(X) bilden. Um eine Stammfunktion im Sinne der reell-komplexen
Ableitung einer komplexen rationalen Funktion P (x)/Q(x) anzugeben, reicht es
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aus, ihre Partialbruchzerlegung zu bestimmen und Stammfunktionen aller (xn)n≥0

und aller ((x − µ)−n)n≥1, µ∈C anzugeben. Nach unseren Vorüberlegungen sind
solche Stammfunktionen xn+1/(n + 1) beziehungsweise (x − µ)−n+1/(−n + 1)
falls n > 1 beziehungsweise log(x − µ) falls n = 1, jeweils mit log unserem
Hauptzweig des Logarithmus. Damit ist unsere Integrationsaufgabe zurückgeführt
auf die Bestimmung der Partialbruchzerlegung. Dieses Problem hinwiederum läßt
sich algorithmisch lösen, wenn man die Nullstellen des Nennerpolynoms kennt.
Für die Bestimmung dieser Nullstellen jedoch gibt es nur algebraische Verfahren,
wenn unser Polynom höchstens den Grad vier hat.
10.5.10.15 (Die Problematik komplexer Potenzen). Setzt man für a ∈ C× und
b ∈ C ähnlich wie im Reellen ab := exp(b log a) mit log dem eben definier-
ten Hauptzweig des komplexen Logarithmus, so ergibt sich ii = exp(−π/2).
Insbesondere ist in diesem Sinne also ii reell. Allerdings ist dann a 7→ ab für
b ∈ C\Z unstetig längs der negativen reellen Achse und wir haben im allgemei-
nen abc 6= (ab)c.
10.5.10.16 (Integrale rationaler AusdrückeR(et), R( n

√
t)). Gegeben eine ratio-

nale Funktion R = P/Q betrachten wir die Funktion D → R, t 7→ R(et) mit
dem Definitionsbereich D = {t ∈ R | Q(et) 6= 0}. Das Integral eines solchen
rationalen Ausdrucks in et kann man auf das Integral einer rationalen Funktion
zurückführen durch die Substitution x = et, dx = et dt = x dt. Zum Beispiel
berechnen wir∫

dt

cosh t
=

∫
2 dt

et + 1
et

=

∫
2 dx

x2 + 1
= 2 arctanx = 2 arctan(et)

Das Integral eines rationalen Ausdrucks in n
√
t für eine natürliche Zahl n ≥ 1

kann man ähnlich durch die Substitution n
√
t = x, dt = nxn−1 dx auf das Integral

einer rationalen Funktion in x zurückführen.
10.5.10.17 (Integrale rationaler Ausdrücke R(sin, cos)). Das Integral eines ra-
tionalen Ausdrucks im Funktionenpaar (sin, cos) wie zum Beispiel

sin3(τ) + cos(τ)

cos(τ) + cos2(τ)

kann man auffassen als Kurvenintegral im Sinne von 10.7.1.23 einer rationalen
Funktion in zwei Veränderlichen, in unserem Beispiel das Integral der Funktion

R(x, y) =
y3 + x

x+ x2

über ein Stück des Einheitskreises. Mit der Umparametrisierung 10.5.8.20, also
mithilfe der Substitution t = tan(τ/2) und folglich sin(τ) = 2t/(1+t2), cos(τ) =
(1− t2)/(1+ t2), dτ = (2/(1+ t2)) dt läßt es sich dann umwandeln in ein Integral
einer rationalen Funktion einer Veränderlichen.
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10.5.10.18 (Integrale rationaler Ausdrücke R(
√

1− x2, x)). Integrale über ra-
tionale Ausdrücke im Funktionenpaar (

√
1− x2, x) kann man in ähnlicher Wei-

se als Kurvenintegral auffassen und lösen, im Gegensatz zu eben hat nur x 7→
(
√

1− x2, x) nicht konstante absolute Geschwindigkeit 1, sondern vielmehr die
absolute Geschwindigkeit 1/

√
1− x2. Formal mag man auch x = sin t, dx =

cos t dt substituieren und sich so auf den bereits behandelten Fall eines rationalen
Ausdrucks im Funktionenpaar (sin, cos) zurückziehen.

10.5.10.19 (Integrale rationaler Ausdrücke R(
√
x2 ± 1, x)). Integrale von ra-

tionalen Ausdrücken in den Funktionenpaaren (
√
x2 + 1, x) oder (

√
x2 − 1, x)

kann man auf die bereits in 10.5.10.16 behandelten Integrale rationaler Funktio-
nen in et zurückführen durch die Substitution x = sinh t, dx = cosh t dt bezie-
hungsweise x = cosh t, dx = sinh t dt.

Ergänzung 10.5.10.20. Ein geometrischer Zugang zu all diesen Integralen wird in
12.7.4.20 diskutiert.

Übungen

Übung 10.5.10.21. Man zeige für die reell-komplexe Ableitung differenzierbarer
komplexwertiger Funktionen f, g : R ⊃ D → C einer reellen Veränderlichen auf
einer halboffenen Teilmenge D ⊂ R die Summenregel (f + g)′ = f ′ + g′, die
Produktregel (fg)′ = f ′g + fg′ und die Regel für die Ableitung des Kehrwerts
(1/f)′ = −f ′/f 2.

Ergänzende Übung 10.5.10.22. Man finde eine Stammfunktion zu 1/(1 + x4).

Übung 10.5.10.23. Für alle λ ∈ C hat die Abbildung C → C, z 7→ eλz die
komplexe Ableitung z 7→ λ eλz.
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10.6 Potenzreihen und höhere Ableitungen

10.6.1 Funktionenfolgen und Potenzreihen
Satz 10.6.1.1. Sei (aν)ν∈N eine Folge reeller Zahlen. Konvergiert für eine reelle
Zahl z die Reihe

∑∞
ν=0 aνz

ν , so konvergiert die Reihe
∑∞

ν=0 aνx
ν absolut für alle

reellen Zahlen x mit |x| < |z| .

Vorschau 10.6.1.2. Dieser Satz gilt ganz genauso und mit demselben Beweis,
wenn wir darin überall „reell“ durch „komplex“ ersetzen. Wir konzentrieren uns
hier auf den Fall reeller Potenzreihen.

Beweis. Die Glieder einer konvergenten Reihe sind beschränkt, unter unseren An-
nahmen gibt es also eine endliche Schranke B mit |aνzν | ≤ B für alle ν. Aus
|x| < |z| folgt mithilfe der Konvergenz der geometrischen Reihe 10.4.1.5 dann

∞∑
ν=0

|aνxν | ≤
∞∑
ν=0

|aνzν | |x/z|ν ≤
∞∑
ν=0

B |x/z|ν <∞

10.6.1.3. Ein Ausdruck der Gestalt
∑∞

ν=0 aνx
ν heißt eine Potenzreihe. Eine Po-

tenzreihe anzugeben bedeutet also nichts anderes, als die Folge (aν)ν∈N ihrer
Koeffizienten anzugeben. Der Konvergenzradius r ∈ [0,∞] einer Potenzreihe∑
aνx

ν ist per definitionem das Supremum

r := sup{ |z| |
∑
aνz

ν konvergiert}

Die Bezeichnung als „Radius“ kommt vom Kontext komplexer Potenzreihen her.
Nach 10.6.1.1 definiert jede Potenzreihe mit Konvergenzradius r vermittels der
Abbildungsvorschrift x 7→

∑∞
ν=0 aνx

ν eine reellwertige Funktion auf dem Inter-
vall (−r, r) sowie eine komplexwertige Funktion auf der Kreisscheibe |z| < r.

Satz 10.6.1.4 (Stetigkeit und gliedweises Ableiten von Potenzreihen). Die durch
eine Potenzreihe

∑∞
ν=0 aνx

ν mit positivem Konvergenzradius r > 0 gegebene
Funktion s : (−r, r) → R ist stetig, ja sogar differenzierbar, und ihre Ableitung
wird an jeder Stelle x ∈ (−r, r) gegeben durch die Potenzreihe

s′(x) =
∞∑
ν=1

νaνx
ν−1

Beispiel 10.6.1.5. Dieser Satz liefert einen zweiten Beweis für die bereits in 10.5.4.9
bewiesene Tatsache, daß die Exponentialfunktion ihre eigene Ableitung ist.

Vorschau 10.6.1.6. Obiger Satz gilt auch für komplexe Potenzreihen und die kom-
plexe Ableitung. Er braucht dann aber einen anderen Beweis, den Sie in der Funk-
tionentheorie kennenlernen können.
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10.6.1.7. Der Beweis dieses Satzes wird den größten Teil dieses Abschnitts ein-
nehmen. Wir zeigen in 10.6.1.13, daß jede durch eine Potenzreihe definierte Funk-
tion stetig ist, und zeigen die weitergehenden Aussagen in 10.6.1.16. Zunächst
jedoch müssen wir einige technische Hilfsmittel bereitstellen.

Definition 10.6.1.8. Seien D eine Menge, (fn)n∈N eine Folge von auf D definier-
ten Funktionen fn : D → R und f : D → R eine weitere Funktion.

1. Wir sagen, die Folge fn konvergiert punktweise gegen die Funktion f ,
wenn für alle x ∈ D gilt limn→∞ fn(x) = f(x);

2. Wir sagen, die Folge fn konvergiert gleichmäßig gegen die Funktion f und
schreiben limn→∞ fn = f , wenn es für beliebiges ε > 0 ein N = Nε ∈ N
gibt derart, daß für alle n ≥ N und alle x ∈ D gilt |fn(x)− f(x)| < ε.

10.6.1.9. Aus gleichmäßiger Konvergenz folgt sicher punktweise Konvergenz.
Das Umgekehrte gilt nicht: Die Funktionenfolge fn : [0, 1]→ R, fn(x) = xn kon-
vergiert punktweise aber nicht gleichmäßig gegen die Grenzfunktion f : [0, 1]→
R mit f(x) = 0 für x 6= 1 und f(1) = 1.

Satz 10.6.1.10 (Stetigkeit bleibt erhalten unter gleichmäßiger Konvergenz).
Konvergiert eine Folge von stetigen reellwertigen Funktionen gleichmäßig gegen
eine Grenzfunktion, so ist auch diese Grenzfunktion stetig.

Beweis. Sei D ⊂ R der gemeinsame Definitionsbereich und seien fn : D → R
die Funktionen unserer gleichmäßig konvergenten Folge und f : D → R ihre
Grenzfunktion. Es gilt, die Stetigkeit von f in jedem Punkt p ∈ D zu zeigen. Sei
also ε > 0 vorgegeben. Sicher finden wir ein n derart, daß für alle x ∈ D gilt

|fn(x)− f(x)| < ε

3

Da fn stetig ist in p, finden wir weiter δ > 0 derart, daß für alle x ∈ D mit
|x− p| < δ gilt

|fn(x)− fn(p)| < ε

3

Es folgt für alle x ∈ D mit |x− p| < δ unmittelbar

|f(x)− f(p)| ≤ |f(x)− fn(x)|
+|fn(x)− fn(p)|

+|fn(p)− f(p)| < ε

Proposition 10.6.1.11 (Gleichmäßige Konvergenz bei Potenzreihen). Ist
∑
aνx

ν

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r, so konvergiert die Folge ihrer Partial-
summen sn(x) =

∑n
ν=0 aνx

ν für alle ρ ∈ [0, r) gleichmäßig auf dem Kompaktum
D = [−ρ, ρ].
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Bei gleichmäßiger Konvergenz müssen für jedes ε > 0 fast alle fn auf dem
ganzen Definitionsbereich D im „ε-Schlauch um f“ bleiben.

Die punktweise aber nicht gleichmäßig konvergente Funktionenfolge der
Funktionen x 7→ xn aus 10.6.1.9
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10.6.1.12. Eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r konvergiert im allgemei-
nen keineswegs gleichmäßig auf dem ganzen Intervall (−r, r). Ein Gegenbeispiel
wäre etwa die Exponentialfunktion, ein anderes die geometrische Reihe.

Beweis. Für alle x ∈ [−ρ, ρ] gilt |aνxν | ≤ |aνρν | und folglich

|sn(x)− s(x)| ≤
∞∑

ν=n+1

|aνρν |

Da
∑∞

ν=0 |aνρν | konvergiert, gibt es für jedes ε > 0 ein N ∈ N mit

∞∑
ν=N+1

|aνρν | < ε

Für n ≥ N und beliebiges x ∈ [−ρ, ρ] gilt dann |sn(x)− s(x)| < ε.

Korollar 10.6.1.13 (Stetigkeit von Potenzreihen). Die durch eine Potenzreihe
mit positivem Konvergenzradius r > 0 auf (−r, r) definierte Funktion ist stetig.

Beweis. Nach Proposition 10.6.1.11 und Satz 10.6.1.10 ist unsere Funktion für
alle ρ ∈ [0, r) stetig auf [−ρ, ρ] als gleichmäßiger Grenzwert stetiger Funktio-
nen. Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, muß sie damit stetig sein auf ganz
(−r, r).

Satz 10.6.1.14 (Vertauschen von Integral und Grenzübergang). Ist eine Funk-
tion f : [a, b]→ R gleichmäßiger Grenzwert einer Folge von stetigen Funktionen
fn : [a, b]→ R, so gilt ∫ b

a

f = lim
n→∞

∫ b

a

fn

Vorschau 10.6.1.15. Sehr viel stärkere Sätze in dieser Richtung werden wir im
Rahmen der Integrationstheorie von Lebesgue als Satz über monotone Konver-
genz 13.1.5.12 und Satz über dominierte Konvergenz 13.1.6.10 kennenlernen.

Beweis. Für alle ε > 0 gibt es N ∈ N derart, daß gilt |f(x)− fn(x)| < ε für alle
n ≥ N und alle x ∈ [a, b]. Es folgt∣∣∣∣∫ b

a

f −
∫ b

a

fn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

(f − fn)

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f − fn| ≤ (b− a)ε

für alle n ≥ N .
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Einige Glieder einer Funktionenfolge, die punktweise gegen die Nullfunktion
konvergiert, deren Integrale jedoch nicht gegen das Integral der Nullfunktion
konvergieren. Später mögen Sie lernen, daß unsere Funktionenfolge im Raum

der „verallgemeinerten Funktionen“ gegen die „Dirac’sche δ-Funktion bei Null“
konvergiert.

Einige Glieder einer Funktionenfolge vom Typ fn = 1
n

sin(nx), die gleichmäßig
gegen die Nullfunktion konvergiert, deren Ableitungen jedoch nicht gleichmäßig

gegen die Ableitung der Nullfunktion konvergieren.
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Satz 10.6.1.16 (Integration und Ableiten von Potenzreihen). 1. Ist eine Funk-
tion f : (−r, r)→ R gegeben durch die Potenzreihe f(x) =

∑∞
ν=0 aνx

ν , so
konvergiert auch die Potenzreihe

∞∑
ν=0

1
ν+1

aνx
ν+1

auf (−r, r), und zwar gegen eine Stammfunktion von f ;

2. Ist eine Funktion g : (−r, r) → R gegeben durch die Potenzreihe g(x) =∑∞
ν=0 bνx

ν , so ist g differenzierbar und die Potenzreihe
∞∑
ν=1

νbνx
ν−1

konvergiert auf (−r, r) gegen die Ableitung g′ unserer Funktion g.

Beweis. 1. Man wende den vorhergehenden Satz 10.6.1.14 auf die Folge fn(x) =∑n
ν=0 aνx

ν der Partialsummen an.

2. Wir zeigen zunächst, daß die Potenzreihe
∑∞

ν=1 νbνx
ν−1 auch auf (−r, r) kon-

vergiert. Nach dem Quotientenkriterium 10.4.1.17 konvergiert schon mal die Rei-
he
∑∞

ν=1 νz
ν−1 für |z| < 1. Für |x| < r wählen wir nun ein ρ mit |x| < ρ < r und

dazu eine Schranke B mit |bνρν−1| ≤ B für alle ν. Dann können wir abschätzen

|νbνxν−1| =
∣∣νbνρν−1(x/ρ)ν−1

∣∣ ≤ νBzν−1

für z = |x/ρ| < 1. Nach dem Majorantenkriterium 10.4.1.16 konvergiert also
die Reihe

∑∞
ν=1 νbνx

ν−1. Dann wissen wir aber nach Teil 1, daß für die Funktion
f(x) =

∑∞
ν=1 νbνx

ν−1 unser g(x) =
∑∞

ν=0 bνx
ν eine Stammfunktion ist.

Definition 10.6.1.17. Die n-te Ableitung einer Funktion f bezeichnen wir, falls
sie existiert, mit f (n). Es ist also f (0) = f , f (1) = f ′, f (2) = f ′′ und allgemein
f (n+1) = (f (n))′.

10.6.1.18 (Koeffizienten konvergenter Potenzreihen und höhere Ableitungen).
Ist eine Funktion f : (−r, r)→ R gegeben durch die für x ∈ (−r, r) konvergente
Potenzreihe f(x) =

∑∞
ν=0 aνx

ν , so folgt mit gliedweisem Ableiten nach 10.6.1.16
sofort

f (n)(0) = n! an

Wenn also in anderen Worten eine Funktion f in einer Umgebung des Nullpunkts
durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann, so muß unsere Funktion dort be-
liebig oft differenzierbar sein und die fragliche Potenzreihe ist notwendig

∞∑
ν=0

f (ν)(0)

ν!
xν
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Diese Potenzreihe hinwiederum kann man ganz allgemein für jede in einer Umge-
bung des Nullpunkts beliebig oft differenzierbare Funktion betrachten. Sie heißt
dann die Taylorreihe besagter Funktion oder genauer ihre Taylorreihe am Null-
punkt, muß aber keineswegs positiven Konvergenzradius haben und muß, selbst
wenn sie positiven Konvergenzradius haben sollte, keineswegs gegen besagte Funk-
tion konvergieren. Zum Beispiel hat nach 10.5.4.15 die Funktion

f(x) =

{
e−1/x x > 0,
0 x ≤ 0;

im Nullpunkt die Ableitungen f (ν)(0) = 0 ∀ν ≥ 0, aber dennoch gilt f(x) > 0 für
x > 0. Inwiefern die Taylorreihe dennoch unsere Funktion recht gut approximiert,
diskutieren wir in 10.6.2.

Beispiel 10.6.1.19. Die Darstellung

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . . ∀x ∈ (−1, 1)

ergibt sich, indem wir die geometrische Reihe (1 + x)−1 = 1 − x + x2 − x3 . . .
gliedweise integrieren.

Beispiel 10.6.1.20. Mit unserer Formel arctan′(t) = 1/(1 + t2) für die Ablei-
tung des Arcustangens aus 10.5.4.14 erhalten wir durch gliedweises Integrieren
der geometrischen Reihe 10.4.1.5 für den Arcustangens für |t| < 1 die Reihenent-
wicklung

arctan(t) = t− t3

3
+
t5

5
− t7

7
. . .

und mit dem Abel’schen Grenzwertsatz 10.6.4.2 ergibt sich

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
. . .

Es scheint, daß diese Formel bereits in dem 1530 erschienenen Analysis-Buch
„Ganita Yuktibhasa“ des Autors Jyesthadeva zu finden ist, eines Mathematikers
aus Kerala in Indien, und daß sie auf den indischen Mathematiker Madhava zu-
rückgeht.

Beispiel 10.6.1.21. Um die fünfte Ableitung bei x = 0 von (ex
2

sinhx) bestim-
men, rechnen wir

ex
2

= 1 + x2 + x4

2
+ x6

3!
+ . . .

sinhx = x+ x3

3!
+ x5

5!
+ . . .

ex
2

sinhx = x+ x3( 1
3!

+ 1) + x5
(

1
5!

+ 1
3!

+ 1
2

)
+ . . .
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Hier haben wir einmal unsere Erkenntnisse über das Produkt absolut konvergen-
ter Reihen verwendet. Die gesuchte fünfte Ableitung bei x = 0 ergibt sich mit
10.6.1.18 zu

5!

(
1

5!
+

1

3!
+

1

2

)
= 1 + 20 + 60 = 81

Definition 10.6.1.22 (Verallgemeinerte Binomialkoeffizienten). Für α ∈ R und
k ∈ N setzen wir(

α

k

)
:=

α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k(k − 1) . . . 1
falls k ≥ 1 und

(
α

0

)
:= 1.

Proposition 10.6.1.23 (Binomische Reihe). Für |x| < 1 und α ∈ R gilt

(1 + x)α =
∞∑
k=0

(
α

k

)
xk

Vorschau 10.6.1.24. Die Proposition gilt mit demselben Beweis auch für x, α ∈
C, vergleiche 14.3.2.15. Aus unseren Überlegungen in 10.6.1.18 zu den Koeffi-
zienten konvergenter Potenzreihen folgt auch unmittelbar, daß die Koeffizienten
einer Potenzreihenentwicklung von (1+x)α, wenn es sie denn gibt, notwendig die
verallgemeinerten Binomialkoeffizienten sein müssen. Daß es aber eine derartige
Entwicklung auch wirklich gibt, muß noch gezeigt werden. Also an die Arbeit!

Beweis. Für α ∈ Z≥−1 kennen wir diese Formel schon: Im Fall α ∈ N gilt(
α
k

)
= 0 falls k > α und wir erhalten einen Spezialfall der binomischen Formel

10.1.6.13. Im Fall α = −1 gilt
(
α
k

)
= (−1)k und wir erhalten die geometrische

Reihe 10.4.1.5 für −x. Unter der Annahme α 6∈ N sagt uns das Quotientenkri-
terium, daß die Potenzreihe rechts für |x| < 1 konvergiert, sagen wir gegen die
Funktion f : (−1, 1) → R. Ich behaupte (1 + x)f ′(x) = αf(x). Das prüft man
durch gliedweises Differenzieren der binomischen Reihe mithilfe der Beziehung(

α− 1

k

)
+

(
α− 1

k − 1

)
=

(
α

k

)
Diese Beziehung kann durch eine kurze Rechnung gezeigt werden. Rechenfaule
können sie auch als eine Gleichheit von Polynomen in α verstehen, von der wir be-
reits wissen, daß sie nach Einsetzen von α ∈ N≥1 gilt, und die folglich als Gleich-
heit von Polynomen gelten muß, da ja Polynome nur endlich viele Nullstellen ha-
ben. Aus (1 + x)f ′(x) = αf(x) und f(0) = 1 folgt aber schon f(x) = (1 + x)α,
denn setzt man ϕ(x) = f(x)/(1 + x)α, so gilt ϕ(0) = 1 und

ϕ′(x) =
f ′(x)(1 + x)α − α(1 + x)α−1f(x)

(1 + x)2α
= 0
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Beispiel 10.6.1.25. Aus unserer Formel arcsin′(x) = 1/
√

1− x2 nach 10.5.4.13
ergibt sich die Reihenentwicklung

arcsin(x) = x+
1 · x3

2 · 3
+

1 · 3 · x5

2 · 4 · 5
+ . . . ∀x ∈ (−1, 1)

In der Tat gilt arcsin(x) =
∫ x

0
(1 − t2)−1/2 dt, und nach der binomischen Reihe

10.6.1.23 haben wir

(1− t2)−(1/2) =
∞∑
k=0

(
−1/2

k

)
(−t2)k = 1 +

1

2
t2 +

1 · 3
2 · 4

t4 + . . .

Ähnlich ergibt sich die Entwicklung von arsinh(x) in eine Potenzreihe, indem wir
in der binomischen Reihe für (1 + y)−1/2 überall y durch x2 ersetzen und die so
entstehende Potenzreihe für (1 + x2)−1/2 gliedweise integrieren.
10.6.1.26. Die Formel für die binomische Reihe kann umgeschrieben werden zur
nun für alle y ∈ (0, 2) gültigen Darstellung

yα =
∞∑
k=0

(
α

k

)
(y − 1)k

Gehört allgemeiner ein Punkt p zum Definitionsbereich einer Funktion f , so be-
zeichnen wir eine Darstellung von f der Gestalt

f(p+ h) =
∞∑
ν=0

aνh
ν alias f(y) =

∞∑
ν=0

aν(y − p)ν

als eine Entwicklung von f in eine Potenzreihe um den Punkt p. Mit denselben
Argumenten wie zuvor gilt dann aν = f (ν)(p)/ν!. Ist allgemeiner f beliebig oft
differenzierbar bei p, so erklären wir die Taylorreihe von f zum Entwicklungs-
punkt p als die Potenzreihe

∞∑
ν=0

f (ν)(p)

ν!
hν

Auch wenn die Partialsummen dieser Reihe nicht gegen f(p + h) konvergieren
müssen, liefern sie doch die „bestmöglichen“ Approximationen von f(p + h)
durch Polynome in h von einem vorgegebenen maximalen Grad, wie wir im fol-
genden Abschnitt 10.6.2 ausführen werden.

Übungen

Übung 10.6.1.27. Ist (aν)ν∈N eine Folge von von Null verschiedenen reellen Zah-
len und existiert der Grenzwert limν→∞ |aν/aν+1| in [0,∞], so ist dieser Grenz-
wert der Konvergenzradius der Potenzreihe

∑∞
ν=0 aνx

ν .
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Ergänzende Übung 10.6.1.28. Eine Funktion, die für jeden Punkt ihres Defini-
tionsbereichs in einer Umgebung besagten Punktes durch eine Potenzreihe dar-
gestellt werden kann, heißt analytisch. Wir werden erst in 14.3.2.8 im Rahmen
der Funktionentheorie zeigen, daß Potenzreihen analytische Funktionen liefern:
Dort geht es mit den Tricks der Funktionentheorie sehr elegant, wir könnten es
aber etwas weniger elegant auch hier schon zeigen. Man zeige: Stimmen zwei
auf demselbem reellen Intervall definierte analytische Funktionen auf der Umge-
bung eines Punktes aus unserem Intervall überein, so sind sie gleich. Hinweis:
Man betrachte das Supremum der Menge aller Punkte, an denen unsere beiden
Funktionen übereinstimmen.

Ergänzende Übung 10.6.1.29. Wie lauten die ersten vier Koeffizienten der Po-
tenzreihenentwicklung von

√
1 + x ? Wie lauten die ersten vier Koeffizienten der

Potenzreihenentwicklung von
√

2 + x ? Gemeint ist jeweils die Entwicklung um
x = 0.

Ergänzende Übung 10.6.1.30. Wir würfeln mit einem Würfel eine unendlich lan-
ge Zahlenreihe. Anschaulich ist klar, daß der durchschnittliche Abstand zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Einsen gerade Sechs sein muß. Betrachtet man nun die
Wahrscheinlichkeiten, daß die nächste Eins beim nächsten Wurf, beim übernächs-
ten Wurf etc. kommt, multipliziert sie jeweils mit Eins, Zwei etc. und summiert
diese Produkte auf, so sollte sich auch dieser dieser durchschnittliche Abstand
ergeben. Die Aufgabe ist nun, zu beweisen, daß die Reihe

∞∑
n=1

n

(
5

6

)n−1
1

6

auch tatsächlich gegen 6 konvergiert.

Ergänzende Übung 10.6.1.31. Mithilfe der Relation tan(π/6) = 1/2 berechne
man π auf drei sichere Stellen hinter dem Komma. Es gibt im übrigen wesentlich
effizientere Verfahren zur Berechnung von π, vergleiche [Cou71].

Übung 10.6.1.32 (Vertauschen von Ableitung und Grenzübergang). Ist eine
Funktion f : [a, b] → R gleichmäßiger Grenzwert einer Folge stetig differen-
zierbarer Funktionen fn : [a, b] → R und konvergieren deren Ableitungen f ′n :
[a, b] → R gleichmäßig gegen eine Funktion g, so ist f differenzierbar auf [a, b]
mit Ableitung f ′ = g. Hinweis: 10.6.1.14.

10.6.2 Taylorentwicklung
10.6.2.1. Um im folgenden auch den Fall n = 0 zulassen zu dürfen, vereinbaren
wir, daß „0-mal differenzierbar bei p“ zu verstehen sein soll als „stetig bei p“.
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Satz 10.6.2.2 (Taylorentwicklung). Seien I ⊂ R ein mehrpunktiges Intervall und
f : I → R eine Funktion, deren (n − 1)-te Ableitung f (n−1) auf ganz I existiert
und deren n-te Ableitung f (n)(p) an einer Stelle p ∈ I existiert. So gilt:

1. Es gibt genau ein Polynom Q vom Grad ≤n mit der Eigenschaft

f(x) = Q(x) + (x− p)nε(x− p)

für eine Funktion ε mit limh→0 ε(h) = ε(0) = 0, die also in Worten stetig
ist bei Null mit Funktionswert Null;

2. Dieses Polynom ist das eindeutig bestimmte Polynom Q vom Grad ≤n mit
Q(ν)(p) = f (ν)(p) für 0 ≤ ν ≤ n, dessen Funktionswert und Ableitungen
bei p also bis zur n-ten Ableitung einschließlich mit den entsprechenden
Ableitungen bei p unserer Funktion f übereinstimmen.

10.6.2.3. Wir nennen Q das Approximationspolynom bis zur Ordnung n an
die Funktion f bei der Stelle p.

1. Der Graph des Approximationspolynoms bis zur nullten Ordnung ist die
Parallele zur x-Achse durch (p, f(p));

2. Der Graph des Approximationspolynoms bis zur ersten Ordnung heißt die
Tangente an den Graphen von f im Punkt (p, f(p));

3. Der Graph des Approximationspolynoms bis zur zweiten Ordnung heißt die
Schmiegeparabel an den Graphen von f im Punkt (p, f(p)).

Beweis. Sicher gibt es genau ein PolynomQ, das die Bedingung aus Teil 2 erfüllt,
nämlich das Polynom

Q(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) +
f (2)(p)

2!
(x− p)2 + . . .+

f (n)(p)

n!
(x− p)n

Es besteht genau aus den ersten n + 1 Termen der Taylorreihe von f zum Ent-
wicklungspunkt p. Betrachten wir für dieses Polynom Q die Differenz r = f −Q,
so verschwinden der Funktionswert und die ersten n Ableitungen von r bei x = p
und wir erhalten durch wiederholte Anwendung der Regeln von de l’Hospital
10.5.6.1 und mit der Definition von r(n)(p) im letzten Schritt in der Tat

lim
x→p

r(x)

(x− p)n
= . . . = lim

x→p

r(n−1)(x)

n! (x− p)
=
r(n)(p)

n!
= 0
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Eine unvollkommene Darstellung der Tangente y = x+ 1 und Schmiegeparabel
y = x2/2 + x+ 1 an den Graph der Exponentialfunktion im Punkt (0, 1).
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Damit bleibt nur noch zu zeigen, daß kein anderes Polynom Q̂ die Bedingung aus
Teil 1 erfüllen kann. In der Tat folgt aber für zwei Polynome vom Grad ≤n aus

lim
x→p

Q̂(x)−Q(x)

(x− p)n
= 0

nach Übung 10.3.5.53 bereits Q̂(x) = Q(x).

10.6.2.4. Wir können die Aussage des Satzes dahingehend umformulieren, daß für
jede auf einem mehrpunktigen Intervall I definierte (n − 1)-mal differenzierbare
Funktion f und jeden Punkt p ∈ I , an dem sie sogar n-mal differenzierbar ist, gilt

f(p+ h) = f(p) + f ′(p)h+
f (2)(p)

2!
h2 + . . .+

f (n)(p)

n!
hn + hnε(h)

für eine Funktion εmit limh→0 ε(h) = ε(0) = 0. Schärfere Abschätzungen für das
Restglied unter stärkeren Annahmen an die zu approximierende Funktion liefert
die gleich folgende Proposition.

Proposition 10.6.2.5 (Restglieddarstellungen zur Taylorentwicklung). Gege-
ben I ⊂ R ein mehrpunktiges Intervall, f : I → R eine n-mal differenzierbare
Funktion und p ∈ I ein Punkt gilt:

Umformulierung der Taylorentwicklung: Ist f bei p sogar (n + 1)-mal diffe-
renzierbar, so gibt es eine Funktion ε mit limh→0 ε(h) = ε(0) = 0 und

f(x) =
n∑
ν=0

f (ν)(p)

ν!
(x− p)ν +

(
f (n+1)(p)

(n+ 1)!
+ ε(x− p)

)
(x− p)n+1

Lagrange’sche Form des Restglieds: Ist f sogar (n+1)-mal differenzierbar auf
dem ganzen Intervall I , so gibt es für alle x ∈ I ein ξ zwischen p und x mit

f(x) =
n∑
ν=0

f (ν)(p)

ν!
(x− p)ν +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− p)n+1

Das gilt zusätzlich für jeden reellen Punkt x im Abschluß von I , auf den die
Funktion f stetig fortgesetzt werden kann.

Integraldarstellung des Restglieds: Ist f (n+1) zusätzlich auch noch stetig auf
ganz I , so gilt für alle x ∈ I die Formel

f(x) =
n∑
ν=0

f (ν)(p)

ν!
(x− p)ν +

1

n!

∫ x

p

(x− t)nf (n+1)(t) dt
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Beweis. Nur die zweite und dritte Darstellung des Restglieds sind noch zu zei-
gen. Wir kürzen die Summe wie zuvor mit

∑
= Q(x) ab. Für den Rest r(x) =

f(x) − Q(x) verschwinden, wie wir bereits wissen, die ersten n Ableitungen bei
x = p, und unter unseren zusätzlichen Voraussetzungen ist r sogar (n + 1)-mal
differenzierbar auf ganz I mit r(n+1) = f (n+1). Um daraus die beiden Darstellun-
gen des Restglieds zu erhalten, brauchen wir zwei Rechnungen.

2. Mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 10.5.6.2 und der Erkenntnis, daß
Nenner und Zähler bei x = p verschwinden, erhalten wir unter der Annahme
p 6= x sofort

r(x)

(x− p)n+1
=

r′(ξ1)

(n+ 1)(ξ1 − p)n
=

r′′(ξ2)

n(n+ 1)(ξ2 − p)n−1
= . . . =

r(n+1)(ξ)

(n+ 1)!

mit ξ1, . . . , ξ im offenen Intervall zwischen p und x.

3. Durch wiederholtes partielles Integrieren erhalten wir

r(x) =
∫ x
p
r′(t) dt =

∫ x
p

(x− t)r′′(t) dt = 1
2

∫ x
p

(x− t)2r′′′(t) dt

= . . .
= 1

n!

∫ x
p

(x− t)nr(n+1)(t) dt

10.6.2.6. Diese Abschätzungen liefern umgekehrt auch alternative Beweise für
den Satz 10.6.2.2 über die Taylorentwicklung, aber eben nur unter stärkeren Vor-
aussetzungen an die zu entwickelnde Funktion.

Übungen

Übung 10.6.2.7 (Hinreichende Kriterien für lokale Extrema). Seien I ⊂ R
ein mehrpunktiges Intervall und f : I → R eine n-mal differenzierbare Funk-
tion und sei p ∈ I gegeben mit f (1)(p) = . . . = f (n)(p) = 0. Sei weiter und
f (n) differenzierbar an der Stelle p. Man zeige: Ist n ungerade und f (n+1)(p) > 0
beziehungsweise f (n+1)(p) < 0, so hat f ein isoliertes lokales Minimum bezie-
hungsweise Maximum bei p. Ist I offen und n gerade und f (n+1)(p) 6= 0, so hat f
weder ein isoliertes lokales Minimum noch ein isoliertes lokales Maximum bei p.
Hinweis: Taylorentwicklung.

Übung 10.6.2.8. Gegeben eine differenzierbare Funktion f auf einem offenen re-
ellen Intervall I ⊂◦ R, deren Ableitung bei p ∈ I differenzierbar ist, zeige man

f ′′(p) = lim
h→0

f(p+ h) + f(p− h)− 2f(p)

h2

Übung 10.6.2.9 (Spezielles zu Potenzreihen mit nichtnegativen Koeffizienten).
Sei

∑∞
k=0 akx

k eine Potenzreihe mit nichtnegativen Koeffizienten ak ≥ 0 und
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sei r ∈ R≥0 echt kleiner als ihr Konvergenzradius. Hat die Taylorreihe um den
Entwickungspunkt r der durch unsere ursprüngliche Reihe gegebenen Funktion
f den Konvergenzradius ρ, so hat unsere ursprüngliche Reihe mindestens den
Konvergenzradius r + ρ. Hinweis: Man drücke f (ν)(r) durch die ursprüngliche
Reihe aus und folgere

∑
ak(r + ε)k <∞ für 0 ≤ ε < ρ.

10.6.3 Rechnen mit Approximationen
Definition 10.6.3.1. Seien f, g : R ⊃ D → R Funktionen und p ∈ D ein Punkt
und n ∈ N eine natürliche Zahl. Wir sagen, f und g stimmen bei p überein bis
zur Ordnung n und schreiben

f ∼np g oder genauer f(x) ∼nx=p g(x)

wenn gilt f(p + h) = g(p + h) + hnε(h) für eine Funktion ε, die stetig ist bei
Null mit Funktionswert ε(0) = 0 und die definiert ist auf der Menge aller h mit
p+ h ∈ D.

10.6.3.2. Die Notation f ∼np g scheint mir bequem und suggestiv, sie ist aber
nicht üblich. Häufig nennt man eine Funktion, die bei x = 0 mit der Nullfunktion
übereinstimmt bis zur Ordnung n, auch ein kleines o von xn und bezeichnet so
eine Funktion mit o(xn). In dieser Notation würde man statt f ∼np g schreiben
f(x) = g(x) + o((x− p)n).

10.6.3.3. Natürlich folgt aus f ∼np g und g ∼np h schon f ∼np h. Sind P und Q
Polynome vom Grad ≤ n und ist p ein Häufungspunkt von D, so folgt aus P ∼np
Q schon P = Q. Der Satz über die Taylorentwicklung 10.6.2.2 liefert uns für eine
n-mal stetig differenzierbare Funktion f auf einem mehrpunktigen IntervallD das
eindeutig bestimmte PolynomQ vom Grad≤ n, das bei pmit f übereinstimmt bis
zur Ordnung n. Genauer besagt dieser Satz, daß dieses Polynom Q charakterisiert
werden kann durch die Bedingungen Q(ν)(p) = f (ν)(p) für 0 ≤ ν ≤ n.

Satz 10.6.3.4. 1. (Höhere Summen- und Produktregel). Seien f, g : D → R
zwei auf einer TeilmengeD ⊂ R definierte Funktionen. Sei p ∈ D ein Punkt
und seien P,Q Polynome mit f ∼np P und g ∼np Q. So folgt

f + g ∼np P +Q und fg ∼np PQ

2. (Höhere Kettenregel). Seien f : D → R und g : E → R auf Teilmengen
D,E ⊂ R definierte Funktionen mit f(D) ⊂ E. Sei p ∈ D ein Punkt und
seien P,Q Polynome mit f ∼np P und g ∼nf(p) Q. So folgt

g ◦ f ∼np Q ◦ P
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10.6.3.5. Im Fall n = 0 spezialisiert dieser Satz zur Stetigkeit von Summen und
Produkten 10.3.2.34 sowie Verknüpfungen 10.3.2.30. Im Fall n = 1 spezialisiert
er zur Summenregel 10.5.4.1, Produktregel 10.5.4.1 und Kettenregel 10.5.4.6.

Vorschau 10.6.3.6. Alle Aussagen dieses Satzes werden sich als Konsequenzen
des Approximationssatzes in mehreren Veränderlichen 12.2.3.6 erweisen.

Beweis. 1. Das bleibt dem Leser überlassen. Im Fall der Summe gilt das sogar
für beliebige Funktionen P und Q. Im Fall des Produkts reicht anstelle der Po-
lynomialität die schwächere Annahme, daß P und Q in einer Umgebung von p
beschränkt sind.

2. Wir zeigen zunächst g◦f ∼np Q◦f und dannQ◦f ∼np Q◦P . Zum Beweis der
ersten Aussage schreiben wir g(y) = Q(y) + (y − f(p))nε(y − f(p)) für ε stetig
bei Null mit Funktionswert Null. Durch Einsetzen von y = f(x) und Erweitern
des letzten Terms mit (x− p)n erhalten wir

(g ◦ f)(x) = (Q ◦ f)(x) + (x− p)n
[(

f(x)− f(p)

x− p

)n
ε(f(x)− f(p))

]
für alle x 6= p. Im Fall n ≥ 1 stimmt f bei p bis mindestens zur Ordnung 1
überein mit dem Polynom P , folglich ist f differenzierbar bei p und der Ausdruck
in eckigen Klammern strebt für x → p gegen Null. Im Fall n = 0 stimmt f bei
p bis zur Ordnung 0 überein mit dem Polynom P , also ist f zumindest stetig in p
und der Ausdruck in eckigen Klammern strebt für x→ p wieder gegen Null. Wir
müssen also nur noch für jedes Polynom Q zeigen

Q ◦ f ∼np Q ◦ P

Das hinwiederum folgt sofort aus Teil 1.

Beispiel 10.6.3.7. Beim konkreten Rechnen wird man sich nach Möglichkeit die
Funktionen so zurechtlegen, daß wir nur Approximationen an der Stelle Null zu
betrachten haben. Um etwa die sechste Ableitung bei x = 0 von 1/ cosh(x) zu
berechnen, schreiben wir das als g ◦ f mit f(x) = cosh(x) − 1 und g(y) =
(1 + y)−1, da dann gilt f(0) = 0. Nun erinnern wir uns an

cosh(x)− 1 = x2

2
+ x4

4!
+ x6

6!
+ . . .

(1 + y)−1 = 1− y + y2 − y3 + y4 − y5 + y6 . . .

wo wir Gleichheitszeichen und Pünktchen geschrieben haben statt∼6 mit entspre-
chenden Spezifikationen. Mit unserer „höheren Kettenregel“ 21.2.5.3 erhalten wir
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wegen f(0) = 0 dann sofort

1/ cosh(x) = 1− (x
2

2
+ x4

4!
+ x6

6!
)

+(x
2

2
+ x4

4!
+ x6

6!
)2

−(x
2

2
+ x4

4!
+ x6

6!
)3 + . . .

Als Koeffizient von x6 ergibt sich

− 1

6!
+

1

4!
− 1

8
=

1

6!
(−1 + 30− 90) = −61

6!

Die fragliche sechste Ableitung bei x = 0 ist mithin −61. Eine andere Möglich-
keit wäre, das Approximationspolynom sechsten Grades an 1/ cosh(x) in x = 0
als a0 + a1x + . . . + a6x

6 anzusetzen und aus der „höheren Produktregel“ die
Gleichung(

1 +
x2

2
+
x4

4!
+
x6

6!

)(
a0 + a1x+ . . .+ a6x

6
)

= 1 + bx8 + . . .

zu folgern, die es uns hinwiederum erlaubt, induktiv die aν zu bestimmen. Die-
se Rechnung kann im vorliegenden Fall zusätzlich vereinfacht werden durch die
Erkenntnis, daß eh gilt 0 = a1 = a3 = a5 = . . ., da unsere Funktion gerade ist.

Ergänzung 10.6.3.8 (Geschlossene Formel für die Catalan-Zahlen). Wir zeigen
nun die in 2.2.1.13 versprochene Formel

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
für die ebendort eingeführten Catalan-Zahlen Cn, die die Zahl der möglichen Ver-
klammerungen eines Wortes in (n+ 1) Symbolen angeben. Diese Zahlen erfüllen
offensichtlich die Rekursion

Cn+1 =
n∑
k=0

CkCn−k

Die erzeugende Funktion der Folge der Catalan-Zahlen alias die formale Potenz-
reihe P =

∑
n≥0Cnx

n erfüllt demnach im Ring der formalen Laurentreihen aus
3.5.3.43 die Formel xP 2 = P − 1 alias P 2− 1

x
P + 1

x
= 0. Damit folgt, immer im

Ring der formalen Laurentreihen, eine Identität der Form

P =
1

2x
±
√

1

4x2
− 1

x
=

1±
√

1− 4x

2x
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falls die fragliche Wurzel im Ring der formalen Laurentreihen existieren sollte,
wobei das Vorzeichen noch zu bestimmen ist. Nach 10.6.3.9 existiert diese Wurzel
jedoch in der Tat und kann beschrieben werden durch die binomische Reihe

√
1− 4x =

∞∑
n=0

(
1/2
n

)
(−4x)n

Deren konstanter Term ist Eins, so daß für unser Vorzeichen nur das Minus in
Frage kommt. Damit muß notwendig gelten

P =
1−
√

1− 4x

2x

Die Koeffizienten unserer binomischen Reihe lassen sich vereinfachen zu(
1/2
n

)
(−1)n4n =

1

n!

(
1

2

)(
−1

2

)(
−3

2

)
. . .

(
−2n+ 3

2

)
(−1)n4n

= − 1

n!
(1 · 3 . . . (2n− 3))2n

=
−2(2(n− 1))!

(n− 1)!(n− 1)!

Die letzte Identität stimmt dabei nur für n ≥ 1. Setzen wir alles zusammen, so
ergibt sich wie gewünscht

Cn =
1

n+ 1

(
2n
n

)

Übungen

Übung 10.6.3.9. Gegeben zwei beliebig oft differenzierbare Funktionen auf ei-
nem Intervall ist die Taylorreihe ihrer Summe die Summe der Taylorreihen und
die Taylorreihe des Produkts das Produkt der Taylorreihen. Hier verstehen wir
Produkt und Summe von Potenzreihen im formalen Sinn, vergleiche 3.5.3.42.

Ergänzende Übung 10.6.3.10. Man zeige, daß die Identitäten exp(log(x + 1)) =
x + 1 und log((ex−1) + 1) = x auch als formale Identitäten von Potenzreihen
gelten, daß also etwa im ersten Fall für k ≥ 2 gilt∑

j(1)+...+j(i)=k

1

i!

(
−(−1)j(1)

j(1)

)
. . .

(
−(−1)j(i)

j(i)

)
= 0

wo die Summe über alle i ≥ 1 und alle Abbildungen j : {1, . . . , i} → N≥1

läuft, bei denen k die Summe der Werte ist, wohingegen dieselbe Summe für
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k = 1 gerade den Wert Eins ergibt. Allgemeiner führe man aus, inwiefern die
Taylorreihe der Verknüpfung zweier unendlich oft differenzierbarer Funktionen
gerade die Verknüpfung ihrer Taylorreihen ist.

Ergänzende Übung 10.6.3.11. Gegeben ein Kring k, für den ein Ringhomomor-
phismus Q → k existiert, liefert das formale Einsetzen in formale Potenzreihen
eine Bijektion exp : tkJtK ∼→ 1+ tkJtK mit der Inversen log gegeben durch die Po-
tenzreihe von log(1+x). Diese Bijektion ist ein Gruppenisomorphismus zwischen
der additiven Gruppe tkJtK und der multiplikativen Gruppe 1 + tkJtK.

10.6.4 Der Abel’sche Grenzwertsatz*

10.6.4.1. In diesem Abschnitt will ich mein Versprechen einlösen und die Formel

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . . = log 2

zeigen. Wenn wir x = 1 in die Reihenentwicklung von log(1 + x) einsetzen
dürften, so folgte das sofort. Die Schwierigkeit liegt darin, daß wir bisher nur für
|x| < 1 nachgewiesen haben, daß unsere Potenzreihe aus 10.6.1.19 gegen log(1 +
x) konvergiert. Der folgende Satz hilft uns, diese Schwierigkeit zu überwinden,
und wird auch in 10.5.4.14 bei der Herleitung der wunderbaren Formel

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
. . . =

π

4

benötigt. In beiden Formeln sehe aber eher schöne Blüten als zentrale Inhalte.
Davon abgesehen spielt der abelsche Grenzwertsatz im weiteren Verlauf dieser
Vorlesung keine Rolle.

Satz 10.6.4.2 (Abel’scher Grenzwertsatz). Konvergiert eine reelle Potenzreihe
auch noch auf einem Randpunkt ihres Konvergenzbereichs, so stellt sie bis in die-
sen Randpunkt hinein eine stetige Funktion dar.

Vorschau 10.6.4.3. Für diejenigen Leser, die bereits mit komplexen Potenzreihen
vertraut sind, sei bemerkt, daß die entsprechende Aussage im Komplexen in dieser
Form nicht mehr gilt. Mehr dazu finden Sie etwa in 14.3.2.2.

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß x = 1
der besagte Randpunkt des Konvergenzbereichs ist. Sei also

∑∞
k=0 ak eine konver-

gente Reihe reeller Zahlen. Wir müssen zeigen, daß die Reihe f(x) =
∑∞

k=0 akx
k

für x ∈ [0, 1] eine stetige Funktion darstellt. Dazu schreiben wir die Differenzen
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der Partialsummen in der Form∑m
k=n akx

k = (xn − xn+1) (an)
+ (xn+1 − xn+2) (an + an+1)
+ (xn+2 − xn+3) (an + an+1 + an+2)

. . . . . .
+ (xm−1 − xm) (an + . . . . . . . . .+ am−1)
+ xm (an + . . . . . . . . .+ am−1 + am)

Für alle ε > 0 finden wir nun wegen der Konvergenz unserer Reihe ein N derart,
daß für alle n,m mit N ≤ n ≤ m gilt |an + . . . + am| ≤ ε. Für alle n,m mit
N ≤ n ≤ m und alle x ∈ [0, 1] folgt daraus die Abschätzung∣∣∑m

k=n akx
k
∣∣ ≤ (xn − xm) ε+ xmε ≤ ε

Diese Abschätzung zeigt die gleichmäßige Konvergenz der Folge der Partialsum-
men auf [0, 1] und damit die Stetigkeit der Grenzfunktion.

Vorschau 10.6.4.4. Läßt sich die durch eine Potenzreihe im Inneren des Konver-
genzintervalls definierte Funktion stetig auf einen Randpunkt fortsetzen, so muß
die Potenzreihe an besagtem Randpunkt keineswegs konvergieren. Nehmen wir
der Einfachkeit halber an, daß das Konvergenzintervall (−1, 1) ist und der fragli-
che Randpunkt die 1, so folgt die Konvergenz von

∑
an jedoch aus der stetigen

Fortsetzbarkeit der Funktion
∑
anx

n von x ∈ [0, 1) auf [0, 1] zusammen mit der
Tauber-Bedingung, daß die Folge nan betragsmäßig beschränkt sein möge. Un-
ter der stärkeren Annahme limn→∞ nan = 0 wurde das bereits von Tauber gezeigt.
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10.7 Raumwertige Funktionen und Schwingungen

10.7.1 Bogenlänge und Geschwindigkeit

10.7.1.1. Gegeben v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn setzen wir

‖v‖ :=
√
v2

1 + . . .+ v2
n

und nennen diese Zahl die Skalarproduktnorm oder kurz Länge von v. Offen-
sichtlich haben wir ‖λv‖ = |λ|‖v‖ für alle λ ∈ R. Auf der Schule und in der
Linearen Algebra lernen Sie, inwieweit ‖v‖ dem entspricht, was wir anschaulich
die „Länge des Vektors v“ nennen würden, und daß für alle v, w ∈ Rn die Drei-
ecksungleichung ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ gilt.

Definition 10.7.1.2. Gegeben ein Intervall I ⊂ R und eine Abbildung γ : I → Rn
erklären wir die Länge L(γ) ∈ R̄ von γ als das Supremum über „die Längen aller
einbeschriebenen Polygonzüge“, in Formeln

L(γ) := sup

{
r−1∑
i=0

‖γ(ti)− γ(ti+1)‖

∣∣∣∣∣ t0, . . . , tr ∈ I, t0 ≤ . . . ≤ tr

}

Man spricht in diesem Zusammenhang meist von der Bogenlänge und nennt eine
stetige Abbildung γ : I → Rn wie oben einen Weg in Rn.

10.7.1.3. Offensichtlich ist unsere Bogenlänge „invariant unter Reparametrisie-
rung“. In Formeln haben wir stärker sogar für jede monotone Surjektion ψ :
J → I offensichtlich L(γ ◦ ψ) = L(γ). Unsere Definition der Kreiszahl π
aus 10.3.4.1 bedeutet in dieser Terminologie π = L(γ) für γ : [−1, 1] → R2,
x 7→ (x,

√
1− x2).

10.7.1.4. Seien γ : R ⊃ D → Rn eine Abbildung von einer halboffenen Teilmen-
ge D ⊂ R nach Rn und sei p ∈ D ein Punkt. Wir nennen γ differenzierbar bei
p, wenn es einen Vektor v ∈ Rn gibt mit

v = lim
t→0

γ(p+ t)− γ(p)

t

Dann schreiben wir γ′(p) := v und nennen γ′(p) die Ableitung von γ bei p
oder, wenn wir uns t als Zeit denken, den Geschwindigkeitsvektor. Die Länge
‖γ′(p)‖ des Geschwindigkeitsvektors nennen wir die absolute Geschwindigkeit.
Ist γ differenzierbar an allen Stellen p ∈ D, so nennen wir γ differenzierbar oder
genauer differenzierbar auf D.
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Eine Approximation eines Weges durch einen Polygonzug

Eine bessere Approximation desselben Weges durch einen Polygonzug
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Denken wir uns t als Zeit, so mag man γ′(p) auch den „Geschwindigkeitsvektor“
nennen. Er ist stets tangential an die Bahnkurve. Seine Länge hängt jedoch von

der Anzeige des Tachometers ab, wenn wir uns hier mal ein Auto denken, das auf
einem Fußballfeld herumkurvt. Dieser Aspekt ist in einem Bild leider schwer

darzustellen.
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10.7.1.5. Seien γ : R ⊃ D → Rn eine Abbildung von einer halboffenen Teil-
menge D ⊂ R nach Rn und sei p ∈ D ein Punkt. Nach unseren Regeln über
komponentenweise Grenzwerte ist γ = (γ1, . . . , γn) differenzierbar bei p genau
dann, wenn alle γi : D → R differenzierbar sind bei p, und dann haben wir

γ′(p) = (γ′1(p), . . . , γ′n(p))

Beispiel 10.7.1.6. Für Abbildungen γ : R ⊃ D → C stimmt unsere hier erklärte
Ableitung überein mit der reell-komplexen Ableitung komplexwertiger Funktio-
nen aus 10.5.10.13.

Vorschau 10.7.1.7 (Lamento über das Arbeiten ohne Einheiten). Eigentlich
sollte man sich mehr Mühe geben, um guten Gewissens von Länge und Geschwin-
digkeit reden zu können. Ich würde gerne einen „euklidischen Raum“ einführen
als einen endlichdimensionalen reellen affinen RaumE mit einer ausgezeichneten
R>0-Bahn von Skalarprodukten auf dem zugehörigen Richtungsraum ~E und dazu
einen orientierten eindimensionalen Vektorraum L = L( ~E) konstruieren, seine
„Längengerade“. Dann konstruiert man die „Länge“ als eine Abbildung

‖ ‖ : ~E → L

Danach postuliert man einen orientierten eindimensionalen affinen Raum T der
„Zeitpunkte“, diskutiert differenzierbare Abbildungen γ : T ⊃ D → E und er-
hält als Geschwindigkeitsvektor bei p ∈ D ein Element γ̇(p) ∈ HomR(~T, ~E).
Die absolute Geschwindigkeit schließlich wird eine orientierungserhaltende li-
neare Abbildung ‖γ̇(p)‖ ∈ HomR(~T,L). Das wäre aussagekräftiger als, wie wir
hier, E = ~E = Rn und T = ~T = L = R zu identifizieren. Dazu müßte ich
aber auf entsprechender Vorarbeit aus der Linearen Algebra aufbauen, und selbst
wenn ich das dürfte, wäre es zu viel Begrifflichkeit für einen Abschluß des ersten
Semesters.

10.7.1.8. Wie in 3.3.5.2 heißt eine Teilmenge desRn konvex, wenn sie mit je zwei
Punkten auch das ganze die beiden Punkte verbindende Geradensegment enthält.
Eine Teilmenge des Rn heißt offen, wenn sie eine Umgebung eines jeden ihrer
Punkte ist.

Beispiel 10.7.1.9. Für alle ε > 0 und p ∈ Rn ist sowohl der in 10.3.2.19 einge-
führte Quader B(p; ε) := {x ∈ Rn | |p − x| < ε} als auch der euklidische Ball
B2(p; ε) := {x ∈ Rn | ‖p− x‖ < ε} offen und konvex.

Satz 10.7.1.10 (Schrankensatz). Seien a < b reelle Zahlen und γ : [a, b] → Rn
differenzierbar. Ist C ⊂ Rn eine offene konvexe Teilmenge und gilt γ′(t) ∈ C für
alle t ∈ [a, b], so folgt

γ(b)− γ(a) ∈ (b− a)C



10.7. RAUMWERTIGE FUNKTIONEN UND SCHWINGUNGEN 1767

Eine nicht konvexe Teilmenge der Ebene
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Vorschau 10.7.1.11. Der Satz gilt genauso für C konvex und „abgeschlossen“,
da wir so ein C schreiben können als den Schnitt der offenen konvexen Mengen
C =

⋂
η>0(C + B(0; η)).

Beispiel 10.7.1.12 (Anschauung für den Schrankensatz). Anschaulich können
wir den Inhalt des Satzes interpretieren wie folgt: Sei C eine Kreisscheibe im
Richtungsraum der Anschauungsebene mit Radius 20 km/h. Fahren wir mit ei-
nem Geländewagen um 14:00 Uhr an einem Parkplatz los und kurven durch die
Gegend und der Tacho zeigt nie mehr als 20 km/h an, so sind wir um 17:00 Uhr
höchstens 60 km von unserem ursprünglichen Parkplatz entfernt. BestehtC dahin-
gegen aus einem einzigen Punkt, der sagen wir die Geschwindigkeit von 20 km/h
in einer festen Richtung bedeutet, so besagt unser Satz: Fahren wir konstant mit
20 km/h in diese Richtung, so haben wir um 17:00 Uhr genau 60 km in besagte
Richtung zurückgelegt. Für dieses Beispiel wählen wir implizit einen Isomorphis-
mus der Zeitachse T mit der reellen Zahlengeraden R derart, daß jeder Stunde
ein Intervall der Länge Eins entspricht. Das bedeutet insbesondere, daß wir impli-
zit auch vektorielle Geschwindigkeiten mit Richtungsvektoren identifizieren. Im
übrigen wird in 12.1.3.11 erklärt, wie man auch mit „echten“ Geschwindigkeiten
formal korrekt arbeiten kann.

10.7.1.13 (Beziehung zwischen Schrankensatz und Mittelwertsatz). Der Satz
folgt im FallRn = R leicht aus unserem bisherigen Mittelwertsatz 10.5.5.7 und er
spielt auch im allgemeinen eine ähnliche Rolle, indem er es erlaubt, „den von ei-
nem Teilchen in einem Zeitintervall [a, b] gewonnenen Abstand von seinem Aus-
gangspunkt aus der Kenntnis seiner lokalen Geschwindigkeiten abzuschätzen“.
Jedoch kann man im allgemeinen Fall des Rn im allgemeinen keinen Zeitpunkt
mehr finden, zu dem das Teilchen „mittlere Geschwindigkeit“ hätte. Es gibt in
anderen Worten im allgemeinen keinen Punkt ξ ∈ [a, b] mit γ(b) − γ(a) =
(b − a)γ′(ξ). Man stelle sich etwa vor, daß unser Geländewagen ein Rundtour
fährt, bei der er zu keiner Zeit die Geschwindigkeit Null hat. Mich befriedigt
deshalb die in der älteren Literatur übliche Bezeichnung als „Mittelwertsatz in
mehreren Veränderlichen“ nicht vollständig.

Beweis. Offensichtlich gilt für eine konvexe Teilmenge C ⊂ Rn und beliebige
reelle s, t ≥ 0 stets sC + tC = (s + t)C. Das zeigt, daß in unserem Satz die
Aussage für das ganze Intervall folgt, wenn wir sie für alle Stücke einer Zerlegung
in endlich viele Teilintervalle zeigen können. Kürzen wir genauer für p, q ∈ [a, b]
mit S(p, q) die Aussage γ(q)− γ(p) ∈ (q− p)C ab, so gilt für a ≤ p ≤ q ≤ r ≤ b
in Formeln ausgedrückt (

S(p, q) und S(q, r)
)
⇒ S(p, r)

Da wir C offen angenommen hatten, besitzt jeder Punkt p ∈ [a, b] eine Umgebung
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Up mit

q ∈ [a, b] ∩ Up\p ⇒
γ(q)− γ(p)

q − p
∈ C

oder umgeschrieben eine Umgebung Up mit (q ∈ [a, b] ∩ Up) ⇒ S(p, q). Nun
setzen wir

s := sup{c ∈ [a, b] | Es gilt S(a, x) ∀x ∈ [a, c]}
Dann gilt S(a, s), denn im Fall a = s ist das eh klar und sonst gibt es x ∈ [a, s)
mit S(x, s) wahr und S(a, x) gilt nach Annahme eh für alle x ∈ [a, s). Hätten wir
nun nicht s = b, so fänden wir q ∈ (s, b] mit S(s, x) wahr für alle x ∈ [s, q] und
damit S(a, x) wahr für alle x ∈ [a, q] im Widerspruch zur Wahl von s.

Satz 10.7.1.14 (Bogenlänge als Integral). Die Länge eines stetig differenzierba-
ren Weges γ : [a, b] → Rn stimmt überein mit dem Integral über seine absolute
Geschwindigkeit, in Formeln

L(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖ dt

Beweis. Sei ε > 0 beliebig. Da γ′ nach 10.5.1.15 gleichmäßig stetig ist auf [a, b],
finden wir ein δ > 0 mit ‖γ′(x) − γ′(y)‖ < ε falls |x − y| ≤ δ. Gegeben eine
Unterteilung a = a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ar = b einer Feinheit ≤ δ folgern wir aus dem
Schrankensatz 10.7.1.10 dann

γ(ai+1)− γ(ai) ∈ (ai+1 − ai) B(γ′(ai); ε)

und insbesondere ‖γ(ai+1) − γ(ai)‖ ∈ (ai+1 − ai)
(
‖γ′(ai)‖ + [−ε, ε]

)
. Durch

Aufsummieren folgt∣∣∣∣∣
r−1∑
i=0

‖γ(ai+1)− γ(ai)‖ −
r−1∑
i=0

‖γ′(ai)‖(ai+1 − ai)

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)ε

für jede Unterteilung der Feinheit≤ δ. Das zeigt schon mal L(γ) <∞, da ‖γ′(t)‖
beschränkt sein muß auf dem kompakten Intervall [a, b]. Nach Übung 10.5.2.11
zum Riemannintegral können wir δ zusätzlich so klein wählen, daß für jede Un-
terteilung der Feinheit ≤ δ auch noch gilt∣∣∣∣∣

r−1∑
i=0

‖γ′(ai)‖(ai+1 − ai)−
∫
‖γ′‖

∣∣∣∣∣ ≤ ε

Da aber die Länge approximierender Polygonzüge beim Hinzufügen von Zwi-
schenpunkten nur größer werden kann, finden wir eine Unterteilung dieser Fein-
heit mit ∣∣∣∣∣L(γ)−

r−1∑
i=0

‖γ(ai+1)− γ(ai)‖

∣∣∣∣∣ ≤ ε
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Zusammen erhalten wir∣∣∣∣L(γ)−
∫
‖γ′‖

∣∣∣∣ ≤ (b− a)ε+ 2ε

Da das für alle ε > 0 gilt, folgt L(γ) =
∫
‖γ′‖ wie gewünscht.

Beispiel 10.7.1.15 (Kreislänge). Unsere Definition der Kreiszahl π aus 10.3.4.1
bedeutet wie bereits ewähnt in der hier eingeführten Terminologie π = L(γ) für
γ : [−1, 1] → R2, x 7→ (x,

√
1− x2). Bezeichne andererseits κ > 0 die kleinste

positive Zahl mit u(κ) = −1 für unsere Umlaufabbildung u(t) := eit. Es gilt
zu zeigen κ = π. Wir wissen sin(t) > 0 für t ∈ (0, κ), folglich fällt cos streng
monoton auf [0, κ] und induziert eine Bijektion cos : [0, κ]

∼→ [−1, 1]. Unter der
Umparametrisierung mit dem Cosinus erhalten wir γ(cos t) = (cos t, sin t). Weil
die Länge sich bei monotoner Umparametrisierung nicht ändert, folgern wir

π = L(γ) = L(γ ◦ cos) =

∫ κ

0

‖(γ ◦ cos)′(t)‖ dt =

∫ κ

0

1 dt = κ

Ergänzung 10.7.1.16 (Gestalt einer hängenden Kette). Wir gehen davon aus,
daß die Gestalt einer hängenden Kette durch den Graphen einer stetig differenzier-
baren Funktion f : R→ R beschrieben wird, und zeigen, daß diese Funktion bei
Wahl einer geeigneten Längeneinheit und eines passenden Urspungs der Cosinus
hyperbolicus sein muß. Auf das Kettensegment über einem kompakten Intervall
[a, b] wirken die Zugkraft in der Kette von beiden Seiten sowie die Schwerkraft.
Bezeichnet Lba die Länge des besagten Kettensegments und vx = (1, f ′(x)) den
Tangentenvektor an unsere Kurve bei (x, f(x)) mit 1 als erster Komponente, so
impliziert das Kräftegleichgewicht die vektorielle Gleichung

0 = −cava + cbvb −D(0, Lba)

für geeignete positive Zahlen ca, cb und eine positive Konstante D, die von den
physikalischen Konstanten unseres Problems abhängen. Die Positivität von ca, cb
und D wird dabei auch nur anschaulich motiviert und nicht mathematisch herge-
leitet. Mathematisch wäre auch durchaus die an der y-Achse gespiegelte „stehende
Kette“ eine mögliche Lösung, aber eben mit negativen ca, cb. Durch Betrachtung
der ersten Komponenten liefert unsere vektorielle Gleichung für das Kräftegleich-
gewicht erst einmal ca = cb = c. Insbesondere ist der horizontale Anteil der
Zugspannung in der Kette also an jeder Stelle derselbe. Durch Betrachtung der
zweiten Komponenten folgt weiter

cf ′(a)− cf ′(b) = −DLba = −D
∫ b

a

√
1 + f ′(x)2 dx
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Illustration zur hängenden Kette
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Folglich erfüllt unsere Funktion eine Differentialgleichung der Gestalt

f ′(a)− f ′(b) = −k
∫ b

a

√
1 + f ′(x)2 dx

für positives k := D/c, mithin gilt f ′′(x) = k
√

1 + f ′(x)2. Daraus folgern wir∫ b

a

f ′′(x) dx

k
√

1 + f ′(x)2
= b− a

und mit der Substitution f ′(x) = y, f ′′(x) dx = dy weiter∫ f ′(b)

f ′(a)

dy

k
√

1 + y2
= b− a

Dies Integral lösen wir durch die Substitution y = sinh t, dy = cosh t dt und
erhalten als Stammfunktion für den Integranden k−1 arsinh y. Damit ergibt sich
k−1 arsinh f ′(b) = b + m für eine Konstante m und f ′(b) = sinh(k(b + m)) und
schließlich

f(b) = k−1 cosh(k(b+m)) + h

für geeignete Konstanten k,m und h. Hier beschreibt k, wie „steil“ die Kette
hängt, m ist das Negative der x-Koordinate der Stelle kleinster Höhe, und h be-
schreibt, wie hoch unsere Kette hängt. In Worten bedeutet das, daß es für eine
vorgegebene hängende Kette stets ein orthogonales Koordinatensystem und ins-
besondere eine Längeneinheit gibt, für die sie genau entlang des Graphen des
Cosinus hyperbolicus hängt.

Vorschau 10.7.1.17. In 15.4.6.10 skizziere ich einen Beweis dafür, daß sogar ein
„Weg gegebener Länge kleinster potentieller Energie“ zwischen vorgegebenen
Aufhängepunkten existiert und eindeutig bestimmt ist und unsere Kettenlinie sein
muß.

Übungen

Übung 10.7.1.18. SeienD ⊂ R eine halboffene Teilmenge undA : D → Mat(n×
m;R) sowieB : D → Mat(m×k;R) differenzierbare matrixwertige Funktionen.
So ist auch das Produkt AB : t 7→ A(t)B(t) differenzierbar und die Geschwin-
digkeit (AB)′ der ProduktfunktionAB : D → Mat(n×k;R) wird gegeben durch
die Formel

(AB)′ = A′B + AB′

Übung 10.7.1.19. Gegeben s ∈ R bezeichne (s·) : Rn → Rn die Multiplikation
mit s. Sei γ : I → Rn eine Abbildung von einem Intervall nach Rn. Man zeige
L((s·) ◦ γ) = |s|L(γ) für s 6= 0.
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Übung 10.7.1.20. Für jede Abbildung γ : [a, b] → Rn gilt L(γ) ≥ ‖γ(a) −
γ(b)‖. Ist γ zusätzlich stetig, so haben wir Gleichheit genau dann, wenn γ aus
dem Weg φ : [0, 1] → Rn, t → tγ(a) + (1 − t)γ(b) entsteht durch monotone
Umparametrisierung.

Übung 10.7.1.21. Eine Abbildung von einem reellen Intervall I nach Rn heiße
nach der Bogenlänge parametrisierend, wenn ihre Einschränkung auf jedes
nichtleere kompakte Teilintervall dieselbe Länge hat wie das Teilintervall selber.
Man zeige, daß sich eine stetige Abbildung von einem reellen Intervall nach Rn,
die auf keinem mehrpunktigen Teilintervall konstant ist und deren Einschränkung
auf jedes kompakte Teilintervall endliche Länge hat, stets „nach der Bogenlänge
parametrisieren“ läßt, daß es also genauer für solch eine Abbildung γ : I → Rn
stets eine stetige Bijektion ψ : J

∼→ I von einem weiteren reellen Intervall J nach
I gibt derart, daß γ ◦ ψ nach der Bogenlänge parametrisierend ist.

Übung 10.7.1.22. Man zeige, daß eine stetig differenzierbare Abbildung von ei-
nem mehrpunktigen reellen Intervall in den Rn genau dann nach der Bogen-
länge parametrisierend ist, wenn die zugehörige absolute Geschwindigkeit kon-
stant Eins ist.

Übung 10.7.1.23. Gegeben ein stetig differenzierbarer Weg γ : [a, b] → Rn und
eine stetige Funktion f : γ([a, b]) → R erklärt man das Kurvenintegral von f
längs γ als die reelle Zahl∫

γ

f =

∫ b

a

f(γ(t)) ‖γ′(t)‖ dt

Man zeige, daß dies Kurvenintegral unabhängig ist von der Parametrisierung und
daß es mit denselben Notationen wie oben geschrieben werden kann als der Grenz-
wert der Riemannsummen

Srγ(f) =
r−1∑
i=0

f(γ(ai)) ‖γ(ai+1)− γ(ai)‖

10.7.1.24 (Anschauung zum Kurvenintegral). Die Länge eines stetig differen-
zierbaren Weges ist in dieser Terminologie das Kurvenintegral der konstanten
Funktion Eins längs unseres Weges. Der „Schwerpunkt“ eines durch eine Abbil-
dung γ : [a, b]→ R3 beschriebenen homogenen gebogenen Drahtes müßte mathe-
matisch dadurch definiert werden, daß seine Koordinaten die Kurvenintegrale der
Koordinatenfunktionen x, y, z längs γ dividiert durch die Länge unseres Weges
sind. Stellen wir uns allgemeiner eine Erdwärmeanlage vor, bei der kaltes Was-
ser in einem Rohr durch heißes Gestein gepumpt wird, um am Ende immer noch
vergleichsweise kalt aber doch etwas wärmer herauszukommen, und beschreibt γ
unser Rohr und f die Wärme der Erde an den jeweiligen Stellen, so würde unser
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Kurvenintegral nach Einfügen der entsprechenden physikalischen Konstanten die
Temperaturdifferenz zwischen eintretendem und austretendem Wasser beschrei-
ben.

10.7.1.25 (Diskussion der Terminologie). Das hier definierte Kurvenintegral wird
oft auch als „Wegintegral“ bezeichnet. Ich will den Begriff des Wegintegrals je-
doch für eine andere Konstruktion reservieren, die in 12.7.4 besprochen werden
wird.

Übung 10.7.1.26 (Länge des Graphen einer Funktion). Gegeben eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion f : [a, b] → R wird die Länge ihres Graphen, als da heißt
die Länge des Weges γ : [a, b] → R2, t 7→ (t, f(t)), gegeben durch das Integral
L(γ) =

∫ b
a

√
1 + f ′(t)2 dt.

10.7.2 Systeme von linearen Differentialgleichungen
10.7.2.1. Wir bestimmen für eine gegebene quadratische Matrix A ∈ Mat(n;R)
alle differenzierbaren Abbildungen γ : R→ Rn mit

γ′(t) = Aγ(t) ∀t ∈ R

Bei dieser Schreibweise fassen wir implizit die Elemente desRn als Spaltenvekto-
ren auf, also γ = (γ1, . . . , γn)>, wo der obere Index> unsere Zeilenmatrix in eine
Spaltenmatrix transponiert. Man nennt so eine Gleichung ein homogenes System
von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Die Spe-
zifikation „mit konstanten Koeffizienten“ grenzt unsere Gleichung ab von dem
noch allgemeineren Fall, bei dem auch die Matrix A noch von t abhängen darf,
also A = A(t), und der noch außerhalb unserer Reichweite ist. Die Spezifikati-
on „homogen“ grenzt es ab vom allgemeineren Fall einer Gleichung der Gestalt
γ′(t) = Aγ(t) + f(t) für eine zusätzlich gegebene vektorwertige Funktion f , den
wir in 10.7.6.1 diskutieren. Anschaulich gesprochen geben wir uns auf dem Rn
das sehr spezielle Vektorfeld x 7→ Ax vor und interessieren uns für die Bahnen
solcher Teilchen, die bei x ∈ Rn jeweils die Geschwindigkeit Ax haben.

Beispiel 10.7.2.2. Im Fall n = 1 hat A genau einen Eintrag a ∈ R und wir hatten
schon in 10.5.5.9 im Fall a = 1 und in Übung 10.5.5.22 für allgemeines a gesehen,
daß alle Lösungen der Differentialgleichung γ′ = aγ die Form γ(t) = c exp(at)
haben.

10.7.2.3. Im Allgemeinen erklären wir die Exponentialfunktion auf Matrizen
durch die Vorschrift

exp : Mat(n;R) → Mat(n;R)

A 7→
∑∞

k=0
1
k!
Ak = I +A+ 1

2
A2 + 1

6
A3 + . . .
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Das ebene Vektorfeld
(
x
y

)
7→
(

0 −1
1 0

)(
x
y

)
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Hier bedeutet A0 = I nach unserer Konvention 10.1.5.16 die Einheitsmatrix und
unsere unendliche Reihe ist zu verstehen als der Grenzwert der Folge ihrer Par-
tialsummen. Wir zeigen, daß diese Grenzwerte existieren. Bezeichnen wir dazu
für eine quadratische Matrix A ∈ Mat(n;R) mit |A| das Maximum der Abso-
lutbeträge ihrer Einträge, so gilt offensichtlich |AB| ≤ n|A||B| für jede weitere
Matrix B ∈ Mat(n;R). Daraus folgt |Ak| ≤ (n|A|)k und dann zeigt die Kon-
vergenz der Exponentialreihe zu n|A| die absolute Konvergenz aller Reihen von
Matrixeinträgen in der Exponentialreihe zu A.

Lemma 10.7.2.4 (Funktionalgleichung für das Exponential von Matrizen).
Die Exponentialabbildung wirft die Null auf die Identität, in Formeln exp(0) = I.
Sind A,B zwei kommutierende quadratische Matrizen AB = BA, so gilt

exp(A+B) = (expA)(expB)

10.7.2.5. Insbesondere folgt exp(−A) = (expA)−1. Die Exponentialabbildung
ist mithin eine Abbildung von der Menge aller quadratischen Matrizen in die Men-
ge aller invertierbaren quadratischen Matrizen

exp : Mat(n;R)→ GL(n;R)

Beweis. Aus 10.7.2.3 wissen wir für A ∈ Mat(n;R) um die absolute Konvergenz

(expA)pq =
∞∑
k=0

1

k!
(Ak)pq

der Exponentialreihe in jedem Matrixeintrag. Aus unseren Erkenntnissen über
Umordnung und Produkt absolut konvergenter Reihen folgt dann(

(expA)(expB)
)
pr

=
∑n

q=1(expA)pq(expB)qr

=
∑n

q=1

∑
(i,j)∈N×N

1
i!j!

(Ai)pq(B
j)qr

=
∑

(i,j)∈N×N
1
i!j!

(AiBj)pr

=
∑∞

k=0
1
k!

(
(A+B)k

)
pr

=
(

exp(A+B)
)
pr

Die Annahme AB = BA brauchen wir, um (A + B)k =
∑

i+j=k
k!
i!j!
AiBj ver-

wenden zu dürfen.

Satz 10.7.2.6 (Erste lineare Differentialgleichungen). Ist A ∈ Mat(n;R) eine
quadratische Matrix und c ∈ Rn ein Spaltenvektor, so gibt es genau eine diffe-
renzierbare Abbildung γ : R → Rn mit Anfangswert γ(0) = c derart, daß gilt
γ′(t) = Aγ(t) für alle t ∈ R, und diese Abbildung wird gegeben durch die Vor-
schrift

γ(t) = exp(tA)c
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10.7.2.7. Es ist durchaus möglich, mithilfe dieses Satzes auch ganz konkrete Dif-
ferentialgleichungen ganz konkret zu lösen. Wir gehen darauf in den weiteren
Abschnitten näher ein.

Beweis. Wir behaupten zunächst, daß die Abbildung g : R → Mat(n;R), t 7→
exp(tA) differenzierbar ist mit der Ableitung g′(t) = A exp(tA). In der Tat wis-
sen wir nach 10.6.1.16, daß man Potenzreihen gliedweise differenzieren darf, und
unsere Formel ergibt sich, wenn wir diese Erkenntnis anwenden auf alle Ein-
träge unserer Matrix. Nach der matrixwertigen Produktregel 10.7.1.18 ist nun
auch die Abbildung γ : R → Rn, t 7→ exp(tA)c differenzierbar mit Ablei-
tung γ′(t) = A exp(tA)c = Aγ(t) und die Bedingung γ(0) = c ist offensicht-
lich. Unsere Funktion ist damit eine Lösung der Differentialgleichung mit dem
vorgegebenen Anfangswert. Ist umgekehrt γ(t) eine beliebige Lösung unserer
Differentialgleichung γ′ = Aγ, so berechnen wir die Ableitung der Funktion
t 7→ h(t) = exp(−tA)γ(t) mithilfe der matrixwertigen Produktregel 10.7.1.18
und erhalten

h′(t) = −A exp(−tA)γ(t) + exp(−tA)γ′(t) = 0

Die Funktion h(t) = exp(−tA)γ(t) ist also konstant mit Wert γ(0) und mit der
matrixwertigen Funktionalgleichung 10.7.2.4 folgt γ(t) = exp(tA)γ(0).

Satz 10.7.2.8 (Erste lineare Differentialgleichungen, Variante). IstA ∈ Mat(n;R)
eine quadratische Matrix und c ∈ Rn ein Spaltenvektor, und I ⊂ R ein mehr-
punktiges Intervall und t0 ∈ I ein Punkt, so gibt es genau eine differenzierbare
Abbildung γ : I → Rn mit Anfangswert γ(t0) = c derart, daß gilt γ′(t) = Aγ(t)
für alle t ∈ R, und diese Abbildung wird gegeben durch die Vorschrift

γ(t) = exp((t− t0)A)c

Beweis. Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie der Beweis von 10.7.2.6.

10.7.2.9. IstA ∈ Mat(n;R) eine quadratische Matrix und I ⊂ R ein mehrpunkti-
ges Intervall, so bildet die Menge aller differenzierbaren Abbildungen γ : I → Rn
mit γ′(t) = Aγ(t) für alle t ∈ I einen Untervektorraum L im Vektorraum
Ens(I,Rn) aller Abbildungen I → Rn, den Lösungsraum unserer Differenti-
algleichung, und das Auswerten an einer beliebigen Stelle t0 ∈ I liefert einen
Vektorraumisomorphismus L ∼→ Rn, γ 7→ γ(t0), den Anfangswertisomorphis-
mus. All das folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satz 10.7.2.8.

Übungen

Übung 10.7.2.10. Gegeben eine Diagonalmatrix A = diag(a1, . . . , an) haben wir
exp(A) = diag(ea1 , . . . , ean). Analoges gilt für blockdiagonale Matrizen.
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10.7.3 Gedämpfte Schwingungen
10.7.3.1. Wir interessieren uns für die Bewegung eines Massepunktes, der an ei-
ner Feder aufgehängt ist und dessen Bewegung durch eine zur Geschwindigkeit
proportionale Reibung gedämpft wird. Mißt die Funktion x : R → R, t 7→ x(t)
seine Auslenkung von der Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt t, so muß unsere
Funktion aus physikalischen Gründen eine Differentialgleichung zweiten Grades
der Gestalt

x′ = −ax′ − bx
erfüllen, wobei die Konstanten a und b die Stärke der Feder und der Dämpfung
ausdrücken und in physikalisch relevanten Fällen nichtnegativ sind. Wir lösen die-
se Differentialgleichung hier erst einmal ad hoc und erheben danach in 10.7.4.2
diesen Zugang zur Methode.

Lemma 10.7.3.2 (Lösung einiger Schwingungsgleichungen). Seien reelle Zah-
len a, b ∈ R gegeben.

1. Die Menge aller zweimal differenzierbaren Funktionen x : R → R mit
x′′+ax′+bx = 0 bildet einen Untervektorraum des Raums Ens(R,R) aller
Abbildungen R→ R, den Lösungsraum L unserer Differentialgleichung;

2. Die Abbildung x 7→ (x(0), x′(0)) liefert einen Isomorphismus L ∼→ R2

dieses Lösungsraums mit dem R2, den Anfangswertisomorphismus;

3. Hat das Polynom X2 + aX + b zwei verschiedene reelle Nullstellen λ und
µ, so bilden die beiden Funktionen x1(t) = eλt und x2(t) = eµt eine Basis
des Lösungsraums. Hat es dahingegen eine doppelte reelle Nullstelle λ, so
bilden die beiden Funktionen x1(t) = eλt und x2(t) = t eλt eine Basis des
Lösungsraums.

Vorschau 10.7.3.3. Um den Fall, daß unser Polynom keine reelle Nullstelle hat,
werden wir uns gleich noch gesondert kümmern.

Beweis. Teil 1 scheint mir offensichtlich. Um Teil 2 zu zeigen beachten wir, daß
die Vorschrift x 7→ (x, x′) offensichtlich einen Isomorphismus zwischen unserem
Lösungsraum L und dem Lösungsraum des Systems γ′1 = γ2, γ

′
2 = −bγ1 − aγ2

induziert, das in Matrixschreibweise die Gestalt γ′ = Aγ annimmt mit der Matrix

A =

(
0 1
−b −a

)
Teil 2 folgt damit aus 10.7.2.9. Für Teil 3 müssen wir folglich nur prüfen, daß
die beiden angegebenen Funktionen in der Tat linear unabhängige Lösungen sind.
Das kann dem Leser überlassen bleiben.
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Ergänzung 10.7.3.4 (Lösung mithilfe des Exponentials von Matrizen). Statt
beim Beweis von Teil 3 des vorhergehenden Satzes mögliche Lösungen einfach
zu erraten, hätten wir uns auch daran erinnern können, daß ja nach 10.7.2.8 jede
Lösung von der Form

x(t) = γ1(t) = pr1(exp(tA)c)

sein muß für c = (x(0), x′(0)). Jetzt brauchen wir weitergehende Kenntnisse in
linearer Algebra. Das charakteristische Polynom unserer Matrix A ergibt sich zu
X2 +aX+ b. Hat es zwei verschiedene reelle Nullstellen λ, µ und bilden wir eine
Matrix P mit Eigenvektoren zu λ und µ als Spalten, so gilt A = P diag(λ, µ)P−1

und exp(tA) = P diag(eλt, eµt)P−1 und wir erkennen auf Anhieb, daß jede Lösung
eine Linearkombination der Gestalt x(t) = α eλt +β eµt sein muß. Im Fall einer
doppelten reellen Nullstelle finden wir ähnlich ein P mit

A = P

(
λ 1
0 λ

)
P−1

und die Funktionalgleichung für das Exponential von Matrizen 10.7.2.4 liefert

exp

(
u t
0 u

)
= exp

(
u 0
0 u

)
exp

(
0 t
0 0

)
=

(
eu 0
0 eu

)(
1 t
0 1

)
=

(
eu t eu

0 eu

)
Die allgemeine Lösung ergibt sich so als eine Linearkombination der Gestalt
α eλt +βt eλt.

10.7.3.5. Im Fall der gedämpften Schwingung hat unser Polynom X2 + aX + b
die beiden Nullstellen

−a
2
±
√
a2

4
− b

Bei hinreichend großer Dämpfung a2/4 ≥ b erhalten wir reelle nichtpositive
Lösungen und unser Massepunkt kehrt mit höchstens einmaligem Überschwingen
zum Ruhezustand zurück. Im Fall kleiner Dämpfung a2/4 < b hat unser Polynom
dahingegen keine reellen Nullstellen mehr und stattdessen die beiden komplexen
Nullstellen ± iω − a/2 mit ω =

√
b− a2/4 > 0. Um hier weiterzukommen

verallgemeinern wir zunächst einmal alles bisher Gesagte ins Komplexe.

Proposition 10.7.3.6 (Lösung der Schwingungsgleichung im Komplexen). Sei-
en komplexe Zahlen a, b ∈ C gegeben.

1. Die Menge aller zweimal differenzierbaren Funktionen x : R → C mit
x′′ + ax′ + bx = 0 bildet einen komplexen Untervektorraum des Raums
Ens(R,C) aller Abbildungen R → C, den Lösungsraum L unserer Diffe-
rentialgleichung;
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2. Die Abbildung x 7→ (x(0), x′(0)) liefert einen Vektorraumisomorphismus
L
∼→ C2, den Anfangswertisomorphismus;

3. Hat das Polynom X2 + aX + b zwei verschiedene Nullstellen λ und µ, so
bilden die beiden Funktionen x1(t) = eλt und x2(t) = eµt eine Basis des
Lösungsraums L. Hat es eine doppelte Nullstelle λ, so bilden die beiden
Funktionen x1(t) = eλt und x2(t) = t eλt eine Basis des Lösungsraums.

Beweis. Der Beweis ist identisch zum Beweis im Reellen 10.7.3.2, sobald man
die dazu benötigten Hilfsmittel ins Komplexe verallgemeinert hat. Das gelingt
ohne weitere Schwierigkeiten und ich fasse es nur kurz zusammen. Man erklärt
zunächst die Exponentialabbildung auf komplexen quadratischen Matrizen durch
die Vorschrift

exp : Mat(n;C) → Mat(n;C)
A 7→

∑∞
k=0

1
k!
Ak

und zeigt, daß g : R → Mat(n;C), g(t) = exp(tA) differenzierbar ist mit der
Ableitung g′(t) = A exp(tA). Dann zeigt man die Produktregel für Abbildungen
der Zahlengerade in Räume komplexer Matrizen und folgert, daß die Abbildung
γ(t) = exp(tA)c eine differenzierbare Abbildung γ : R → Cn ist mit Anfangs-
wert γ(0) = c und

γ′(t) = Aγ(t)

für alle t ∈ R. Schließlich prüft man wieder mit der matrixwertigen Produktregel,
daß für jede Lösung γ dieser Differentialgleichung die Abbildung exp(−tA)γ(t)
die Ableitung Null hat und folglich konstant ist. Daraus folgt der Anfangswertiso-
morphismus und die Erkenntnis, daß die Lösungsmenge der Differentialgleichung
γ′(t) = Aγ(t) ein n-dimensionaler komplexer Untervektorraum des Abbildungs-
raums Ens(R,Cn) ist. Indem wir von unserer Differentialgleichung zweiter Ord-
nun zu einem System von Differentialgleichungen erster Ordnung übergehen, er-
geben sich die beiden ersten Aussagen der Proposition. Durch explizites Rechnen
folgt dann leicht der dritte Teil.

10.7.3.7 (Beziehung zwischen reellen und komplexen Lösungen). Sind in der
Situation aus 10.7.3.6 die Koeffizienten a, b beide reell, so bilden die reellwer-
tigen Lösungen unseres Systems nach 10.7.3.2 einen zweidimensionalen reel-
len Untervektorraum LR ⊂ Ens(R,R). Seine komplexwertigen Lösungen bilden
dahingegen nach 10.7.3.6 einen zweidimensionalen komplexen Untervektorraum
LC ⊂ Ens(R,C), der stabil ist unter dem Übergang zu den komplex konjugierten
Funktionen, in Formeln

f ∈ LC ⇔ f̄ ∈ LC
Per definitionem gilt weiter LR = LC ∩ Ens(R,R). Haben wir nun Erzeuger
f1, . . . , fr für den C-Vektorraum der komplexwertigen Lösungen gefunden, so
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erzeugen deren Realteile und Imaginärteile den R-Vektorraum der reellwertigen
Lösungen. In der Tat schreibt sich jede Lösung f als f = c1f1 + . . . + crfr mit
cν ∈ C, und ist f reellwertig und schreiben wir cν = aν + ibν mit aν , bν ∈ R und
nehmen auf beiden Seiten den Realteil, so ergibt sich für f die Darstellung

f = a1 Re(f1)− b1 Im(f1) + . . .+ ar Re(fr)− br Im(fr)

10.7.3.8 (Gedämpfte Schwingungen mit kleiner Dämpfung). Im Fall der ge-
dämpften Schwingungen 10.7.3.1 mit kleiner Dämpfung und folglich komplexen
Nullstellen± iω−a/2 erhalten wir die komplexen Lösungen x±(t) = e−at/2 e± iωt

und die Eulerformel liefert, daß die Funktionen

x1(t) = e−at/2 cosωt und x2(t) = e−at/2 sinωt

den Raum der reellwertigen Lösungen aufspannen. Die Größe ω heißt in diesem
Zusammenhang auch die Winkelgeschwindigkeit. Die Additionstheoreme zei-
gen, daß sich jede reelle Linearkombination α sin(ωt)+β cos(ωt) der Funktionen
cos(ωt) und sin(ωt) als Sinuswelle mit Amplitude k und Phase φ in der Form

α sin(ωt) + β cos(ωt) = k sin(ωt+ φ)

schreiben läßt, für k =
√
α2 + β2 und φ einer Lösung des Gleichungssystems

k cosφ = α, k sinφ = β. Im Fall kleiner Dämpfung kann die allgemeine Lösung
also geschrieben werden als x(t) = k e−at/2 sin(ωt + φ) und beschreibt eine
Schwingung, deren Amplitude bei positiver Dämpfung a > 0 exponentiell ab-
fällt.

Vorschau 10.7.3.9. Gegeben A,P ∈ Mat(n;C) mit P invertierbar zeigt man
leicht die Regel exp(PAP−1) = P (expA)P−1. Die Berechnung des Exponenti-
als einer beliebigen quadratischen Matrix wird Ihnen auf dieser Grundlage leicht
gelingen, sobald sie in der linearen Algebra die Theorie der „Jordan’schen Nor-
malform“ 4.3.4.5 kennengelernt haben.

Übungen

Übung 10.7.3.10. Ist A ∈ Mat(n;R) eine reelle Matrix und γ : R → Cn ei-
ne komplexe Lösung der Differentialgleichung γ′(t) = Aγ(t), so sind ihr koor-
dinatenweise gebildeter Real- und Imaginärteil Re γ und Im γ reelle Lösungen.
Erzeugt eine Menge Cn-wertiger Funktionen den C-Vektorraum der Cn-wertigen
Lösungen unserer Differentialgleichung, so erzeugen ihre Real- und Imaginärteile
zusammen den R-Vektorraum der Rn-wertigen Lösungen.
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10.7.4 Differentialgleichungen höherer Ordnung
10.7.4.1. Die Erfahrungen, die wir bei der Behandlung gedämpfter Schwingungen
gemacht haben, fassen wir nun noch allgemeiner.

Satz 10.7.4.2. Seien komplexe Zahlen a0, . . . , an−1 ∈ C gegeben.

1. Die komplexwertigen n-mal differenzierbaren Funktionen f : R → C mit
f (n)+an−1f

(n−1)+. . .+a0f = 0 bilden einen Untervektorraum im Raum al-
ler Funktionen R→ C, den Lösungsraum unserer Differentialgleichung;

2. Die Abbildung f 7→ (f(0), f ′(0), . . . , f (n−1)(0)) ist ein Isomorphismus die-
ses Lösungsraums mit dem Cn, der Anfangswertisomorphismus;

3. Ist λ ∈ C eine Nullstelle des Polynoms Xn +an−1X
n−1 + . . .+a0 der Viel-

fachheit r, so sind die Funktionen eλt, teλt, . . . , tr−1eλt Lösungen unserer
Differentialgleichung, und durchläuft λ alle Nullstellen unseres Polynoms,
so bilden diese Lösungen eine Basis des Lösungsraums.

Ergänzung 10.7.4.3. Der Satz bleibt gültig, wenn wir darinR durch ein beliebiges
mehrpunktiges Intervall I ⊂ R ersetzen.

Beweis. Teil 1 ist offensichtlich. Um die in Teil 2 behauptete Existenz und Ein-
deutigkeit zu zeigen beachten wir zunächst, daß unsere Überlegungen aus 10.7.2.6
ohne Änderungen auch im Komplexen gültig sind. Für eine quadratische Ma-
trix A ∈ Mat(n;C) mit komplexen Einträgen haben also die differenzierbaren
Funktionen g : R → Cn, die die Differentialgleichung g′ = Ag lösen, die Form
g(t) = (exp tA)g(0) wo wir den Anfangswert g(0) ∈ Cn frei wählen dürfen. Ins-
besondere definiert die Abbildung g 7→ g(0) einen Isomorphismus vom Lösungs-
raum der Differentialgleichung g′ = Ag mit dem Cn. Jetzt beachten wir, daß die
Vorschrift f 7→ g = (f, f ′, f ′′, . . . , f (n−1))> eine Bijektion induziert zwischen
der Menge aller n-mal differenzierbaren Funktionen f : R → C, die die Dif-
ferentialgleichung aus dem Satz erfüllen, und der Menge aller differenzierbaren
Funktionen g : R→ Cn, die das System von Differentialgleichungen

g′0 = g1

g′1 = g2
...

g′n−1 = an−1gn−1 + . . . a1g1 + a0g0

lösen, wo wir etwas ungewöhnlich g = (g0, . . . , gn−1) indiziert haben der besseren
Übersichtlichkeit halber. Damit folgt Teil 2 aus 10.7.2.6.

3. Motiviert durch unsere Erkenntnisse bei der Lösung von 10.7.3.6 beginnen wir
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mit dem Ansatz f(t) = eλt für λ ∈ C. Mögliche λ sind dann offensichtlich
genau die Nullstellen des Polynoms Xn + an−1X

n−1 + . . .+ a1X + a0. Ist λ eine
Nullstelle der Vielfachheit r, so sind sogar, wieder in Verallgemeinerung unserer
Erkenntnisse bei der Lösung von 10.7.3.6, auch teλt, . . . , tr−1eλt noch Lösungen
unserer Gleichung. Um das einzusehen, betrachten wir den Vektorraum C∞(R)
aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen R → C und fassen das Ableiten
auf als eine lineare Abbildung

D : C∞(R)→ C∞(R)

Zerfällt unser Polynom in Linearfaktoren

Xn + an−1X
n−1 + . . .+ a0 = (X − λ1)n1 . . . (X − λr)nr

so können wir den Operator Dn + an−1D
n−1 + . . . + a0 : C∞(R) → C∞(R)

auch schreiben als Verknüpfung der Operatoren (D− λi)ni , und es reicht folglich
(D − λ)rtr−1eλt = 0 nachzuweisen. Nun gilt aber offensichtlich

(D − λ)tmeλt = mtm−1eλt

und die Behauptung folgt per Induktion. Um zu zeigen, daß die tjetλi für 0 ≤ j <
ni eine Basis des Lösungsraums bilden, reicht es deren lineare Unabhängigkeit
nachzuweisen. Beherrscht man die zugehörige lineare Algebra, so erkennt man
leicht, daß die tmeλt jeweils zum Hauptraum Hau(D;λ) gehören und muß wegen
4.3.2.7 nur noch die lineare Unabhängigkeit der tmeλt für festes λ und variablesm
zeigen, die hinwiederum sofort aus der linearen Unabhängigkeit der Funktionen
tm folgt. Man vergleiche hierzu auch 4.3.2.9.

Beherrscht man die zugehörige lineare Algebra noch nicht, so muß man mehr
arbeiten. Man setzt dann etwa eine Linearkombination

∑
cjit

jeλit = 0 an und
muß zeigen, daß alle cji verschwinden. Sonst könnten wir aber nach eventueller
Umnummerierung der Nullstellen ein k finden mit ck1 6= 0 aber cj1 = 0 für j > k.
Wenden wir dann auf unsere Summe den Differentialoperator

(D − λ1)k(D − λ2)N . . . (D − λr)N

an für hinreichend grosses N, so ergibt sich ck1etλ1 = 0 im Widerspruch zu unse-
rer Annahme ck1 6= 0.

Übungen

Ergänzende Übung 10.7.4.4. Man bestimme eine Basis des komplexen sowie des
reellen Lösungsraums der Differentialgleichung f ′′′ = f .
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10.7.5 Gekoppelte Schwingungen*
10.7.5.1. In diesem Abschnitt wird mehr lineare Algebra benötigt, als ich im der-
zeitigen Studienplan voraussetzen kann.

Beispiel 10.7.5.2. An gegenüberliegenden Wänden eines Zimmers ist jeweils ein
Wägelchen mit einer Feder befestigt und die beiden Wägelchen sind auch unter-
einander durch eine Feder verbunden. Bezeichnen x(t) beziehungsweise y(t) die
Position des ersten beziehungsweise zweiten Wägelchens auf einer Skala, auf der
x = y = 0 den Gleichgewichtszustand bedeuten und größere x beziehungsweise
y einen größeren Abstand eines Wägelchens von „seiner“ Wand, so genügt unser
System einer Differentialgleichung

x′′ = −ax− b(x+ y)
y′′ = −cy − d(y + x)

für Konstanten a, b, c, d > 0, in die die Stärke der Federn und die Massen der
Wägelchen eingehen. Erklären wir v : R → R2, t 7→ v(t) = (x(t), y(t)) und
betrachten die Matrix

A =

(
−(a+ b) −b
−d −(c+ d)

)
so können wir unser System schreiben als

v′′(t) = Av(t)

Der Leser mag als Übung zeigen, daß der Lösungsraum vierdimensional sein muß.
Unsere Matrix A hat, wie man dem charakteristischen Polynom ansieht, negative
reelle Eigenwerte λ1, λ2. Also hat bereits der R2 eine Basis v1, v2 aus Eigenvek-
toren von A. Dann sind die vier Funktionen

t 7→ exp((±
√
λi)t)vi mit i = 1, 2

offensichtlich Lösungen, und ähnliche Argumente wie im vorhergehenden Bei-
spiel zeigen, daß sie sogar eine Basis Lösungsraums bilden. Setzen wir ωi =√
−λi, so erhalten wir eine alternative Basis des Lösungsraums durch die vier

Funktionen
cos(tωi)vi und sin(tωi)vi mit i = 1, 2.

Ist noch spezieller unsere Situation symmetrisch unter der Vertauschung der bei-
den Wägelchen, haben sie also dieselbe Masse und sind durch dieselben Federn
mit den Wänden verbunden, so folgt b = d und a = c und wir erhalten v1 = (1, 1)
mit λ1 = −a−2b sowie v2 = (1,−1) mit λ2 = −a. Diese Eigenvektoren entspre-
chen den zwei Eigenschwingungen des Systems, bei denen beide Wägelchen zu



10.7. RAUMWERTIGE FUNKTIONEN UND SCHWINGUNGEN 1785

allen Zeiten in derselben beziehungsweise in entgegengesetzten Richtungen fah-
ren. Die Bewegung der einzelnen Wägelchen x(t) = x+(t) und y(t) = x−(t) wird
dann beschrieben durch

Re
(
c1eiω1t ± c2eiω2t

)
= Re

(
ei(ω1−ω2)t/2

(
c1ei(ω1+ω2)t/2 ± c2e− i(ω1+ω2)t/2

))
mit komplexen ci. Nimmt man hier zum Beispiel c1 = c2 = 1, so ergibt sich die
Lösung

x(t) = 2 cos((ω1 − ω2)t/2) cos((ω1 + ω2)t/2)

y(t) = 2 sin((ω1 − ω2)t/2) sin((ω1 + ω2)t/2)

Ist die verbindende Feder schwach im Verhältnis zu den Federn gegen die Wände,
in Formeln a� b, so liegen die beiden Eigenwerte λ1, λ2 und damit auch die Win-
kelgeschwindigkeiten ω1, ω2 verhältnismäßig nah beieinander. Im Versuch kann
man in diesem Fall schön sehen, wie die beiden Wägelchen mit der Winkelge-
schwindigkeit (ω1 − ω2)/2 ihre Energie untereinander austauschen.

10.7.5.3. Im Übrigen ist es auch a priori klar, daß in der symmetrischen Situation
die zweielementige Symmetriegruppe unserer Gleichung, die der Vertauschung
der beiden Wägelchen entspricht, auf dem Lösungsraum operieren muß, daß wir
also uns schon von Anfang an hätten darauf beschränken dürfen, nur die symme-
trischen und die antisymmetrischen Lösungen zu bestimmen und die allgemeine
Lösung als Linearkombination solcher speziellen Lösungen zu erhalten.

10.7.6 Angeregte Schwingungen
10.7.6.1. Ist A eine komplexe (n×n)-Matrix und ist zusätzlich eine stetige Funk-
tion f : R → Cn vorgegeben und man sucht alle differenzierbaren γ : R → Cn,
die das „inhomogene“ System von Differentialgleichungen

γ′(t) = Aγ(t) + f(t)

lösen, so rät einem die Methode der Variation der Konstanten zum Ansatz

γ(t) = exp(tA)g(t)

Man erkennt leicht, daß dieser Ansatz eine Lösung liefert, wenn g : R → Cn
differenzierbar ist und die Gleichung f(t) = exp(tA)g′(t) erfüllt, als da heißt für

g(t) =

∫ t

exp(−τA)f(τ) dτ

Hier ist g(t) als unbestimmes Integral nur bis auf eine additive Konstante aus dem
Cn wohldefiniert. Daß wir mit diesem Verfahren tatsächlich auch alle Lösungen
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γ(t) unseres inhomogenen Systems von Differentialgleichungen erhalten ergibt
sich daraus, daß ja ganz offensichtlich die Differenz von je zwei Lösungen unserer
inhomogenen Gleichung eine Lösung der homogenen Gleichung γ′ = Aγ(t) sein
muß. In der Sprache der linearen Algebra bilden die Lösungen der inhomogenen
Gleichung also einen affinen Teilraum des Raums aller Funktionen, dessen Raum
von Richtungsvektoren der Lösungsraum der homogenen Gleichung ist.

Beispiel 10.7.6.2 (Angeregte Schwingungen). Eine Lampe ist mit einer Feder an
einer vibrierenden Decke aufgehängt. Sei h(t) die Auslenkung der Decke zur Zeit
t und x(t) die Höhe der Lampe zur Zeit t, beide gemessen auf einer gegen den
Boden festen Skala, auf der h = x = 0 einen Zustand beschreibt, in dem sich die
Federkraft, die die Lampe zur Decke zieht, und die Schwerkraft der Lampe die
Waage halten. So genügt x(t) einer Differentialgleichung der Gestalt

x′′(t) = −a(x(t)− h(t))

Hierbei ist a positiv und hängt von der Masse der Lampe und der Federkonstante
ab. Wir schreiben das um zu einem System erster Ordnung

γ′0 = γ1

γ′1 = −aγ0 + ah

oder in Matrixschreibweise

γ′ =

(
0 1
−a 0

)
γ +

(
0

ah

)
Das charakteristische Polynom unserer Matrix A ist X2 + a, die Eigenwerte er-
geben sich zu ± i η für η =

√
a und als zugehörige Eigenvektoren finden wir

(1,± i η)>. Wir nehmen diese Eigenvektoren als Spalten einer Matrix

P :=

(
1 1
− i η i η

)
So haben wir offensichtlichAP = PB alias P−1AP = B mitB = diag(− i η, i η)
einer Diagonalmatrix und ϕ := P−1γ erfüllt die Differentialgleichung ϕ′(t) =
Bϕ(t) + f(t) mit

f(t) = P−1

(
0

ah(t)

)
=

1

2 i η

(
i η −1
i η 1

)(
0

ah(t)

)
=
ah(t)

2 i η

(
−1
1

)
Ich betrachte von nun an diese Differentialgleichung, da es mir übersichtlicher
scheint, mit exp tB anstelle von exp tA = P (exp tB)P−1 zu hantieren. Nach
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unseren Überlegungen 10.7.6.1 lautet die allgemeine Lösung dieser Differential-
gleichung

ϕ(t) = exp(tB)g(t) mit g(t) =

∫ t

exp(−τB)f(τ) dτ

Nehmen wir zum Beispiel an, unsere Decke vibriere mit h(t) = k sin(ωt) für
ω > 0, so ergibt sich die erste Komponente g1(t) von g(t) zu

g1(t) = − ka
2 i η

∫ t
ei τη

(
ei τω−e− i τω

2 i

)
dτ

= ka
4η

∫ t
ei τ(η+ω) dτ − ka

4η

∫ t
ei τ(η−ω) dτ

= konst + ka
4 i η(η+ω)

ei t(η+ω) −

{
ka

4 i η(η−ω)
ei t(η−ω) falls η 6= ω;

ka
4η
t falls η = ω.

Ähnlich berechnen wir g2(t) und erkennen, daß in dem Fall, daß die Eigenfre-
quenz der Lampe nahe an der Frequenz der Decke ist, also für |η − ω| klein, die
Schwingung sehr groß werden kann und im Fall η = ω die Auslenkung even-
tuell sogar gegen Unendlich strebt. In der Physik spricht man in diesen Fällen
von Resonanz beziehungsweise von einer Resonanzkatastrophe. Seien nun die
Eigenschwingung unseres Systems t 7→ ei tη und die Anregung t 7→ h(t) oder
gleichbedeutend t 7→ f(t) periodisch mit derselben Periode. Nehmen wir der
Einfachkeit halber p = 2π an, so finden wir η ∈ Z, und entwickeln wir f in eine
„Fourierreihe“, so zeigt unsere obige Formel g(t) =

∫ t
exp(−τB)f(τ) dτ, daß

nur die Summanden c±ηe± i tη für die Resonanz verantwortlich sind in dem Sinne,
daß alle anderen Summanden der Fourierreihe nur periodische Beiträge zu g(t)
liefern. Später in 13.3.1.2 folgende werden Sie lernen, daß g1(t) im allgemeinen
bis auf eine Konstante auch interpretiert werden kann als der „Wert bei −η der
Fouriertransformierten des Produkts von f1 mit der charakteristischen Funktion
des Intervalls [0, t]“.
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Hier sind Inhalte abgelegt, zu denen ich in der Vorlesung Analysis 1 im Win-
tersemester 22/23 nicht mehr gekommen bin. Ich muß sie erst einmal umarbeiten,
dann können sie vielleicht als Stoff für ein Proseminar dienen. Zum Teil müssen
sie auch in Analysis 2 oder Analysis 3 integriert werden.
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11.1 Stetigkeit in abstrakten Räumen

11.1.1 Topologische Räume und Kompatibilitäten
11.1.1.1. Gegeben eine Menge X bilden wir die Menge P(X) aller Teilmengen
von X , die Potenzmenge von X . Weil es mich verwirrt, über Mengen von Men-
gen zu reden, nenne ich wie in 3.1.5.13 Teilmengen von P(X) lieber Systeme
von Teilmengen von X und spreche im folgenden von Teilsystemen, wenn ich
Teilmengen solcher Mengensysteme meine.

Definition 11.1.1.2. Gegeben eine Familie (Xi)i∈I von Teilmengen einer Menge
X im Sinne von 3.1.6.8 erklärt man ihren Schnitt und ihre Vereinigung durch die
Vorschriften⋂

i∈I Xi =
⋂X
i∈I Xi := {x ∈ X | Für alle i ∈ I gilt x ∈ Xi}⋃

i∈I Xi =
⋃X
i∈I Xi := {x ∈ X | Es existiert ein i ∈ I mit x ∈ Xi}

11.1.1.3 (Schnitt und Vereinigung leerer Mengenfamilien). Insbesondere ist
der Schnitt über die leere Familie von Teilmengen von X ganz X und die Verei-
nigung über die leere Familie von Teilmengen von X ist die leere Menge.

Vorschau 11.1.1.4. In 4.7.7.17 und 4.7.7.7 diskutieren wir allgemeiner Produk-
te und „disjunkte Vereinigungen“ beliebiger nicht notwendig endlicher Familien
von Mengen, die dabei auch nicht als Teilmengen einer vorgegebenen Menge an-
genommen werden.

Definition 11.1.1.5. Eine Topologie T auf einer Menge X ist ein System von
Teilmengen T ⊂ P(X), das stabil ist unter dem Bilden von endlichen Schnit-
ten und beliebigen Vereinigungen. In Formeln ausgedrückt fordern wir von einer
Topologie T also:

1. V1, . . . , Vn ∈ T ⇒ V1 ∩ . . . ∩ Vn ∈ T für n ≥ 0 und insbesondere auch
X ∈ T als der Spezialfall n = 0. Gleichbedeutend dazu sind die beiden
Forderungen X ∈ T sowie V,W ∈ T ⇒ V ∩W ∈ T ;

2. V ⊂ T ⇒
⋃
V ∈V V ∈ T und damit insbesondere auch ∅ ∈ T , da ja das

leere Mengensystem V = ∅ in jedem Mengensystem enthalten ist.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T ) bestehend aus einer Menge mitsamt
einer Topologie. Statt V ∈ T schreiben wir meist

V ⊂◦ X

und nennen V eine offene Teilmenge von X . Die Notation ⊂◦ ist in der Literatur
jedoch unüblich.
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Definition 11.1.1.6. Seien X ein topologischer Raum und P ⊂ X eine Teilmen-
ge. Eine Teilmenge U ⊂ X heißt eine Umgebung U von P in X , wenn es eine
offene Menge V ⊂◦ X gibt mit P ⊂ V ⊂ U . Im Fall einer einelementigen Teil-
menge P = {p} sprechen wir auch von einer Umgebung U von p in X .

Definition 11.1.1.7. Eine Abbildung f : X → Y zwischen topologischen Räum-
en heißt stetig im Punkt p ∈ X , wenn es für jede Umgebung U von f(p) eine
Umgebung U ′ von p gibt mit f(U ′) ⊂ U . Eine Abbildung zwischen topologischen
Räumen heißt stetig genau dann, wenn sie stetig ist in jedem Punkt.

Beispiel 11.1.1.8 (Standardtopologie auf R̄). Auf der Menge R̄ der erweiterten
reellen Zahlen erklären wir die Standardtopologie T durch die Vorschrift, daß
eine Menge V ⊂ R̄ zu T gehört genau dann, wenn es für jeden Punkt p ∈ V eine
Intervallumgebung I von p gibt mit I ⊂ V . Die in Bezug auf die Standardtopolo-
gie offenen Intervalle V sind dann offensichtlich genau alle Intervalle der Gestalt
V = (a, b), [−∞, b), (a,∞] oder [−∞,∞] mit a, b ∈ R̄.

Lemma 11.1.1.9 (Kompatibilität unserer Umgebungsbegriffe in R̄). Gegeben
p ∈ R̄ ist eine Teilmenge U ⊂ R̄ genau dann eine Umgebung von p in Bezug
auf die Standardtopologie, wenn U eine Umgebung von p ist im Sinne unserer
Definition 10.3.2.11.

Beweis. Per definitionem ist jede Umgebung von p in Bezug auf die Standard-
topologie auch eine Umgebung im Sinne von 10.3.2.11. Ist umgekehrt U eine
Umgebung im Sinne von 10.3.2.11, gibt es also eine Intervallumgebung I von p
mit I ⊂ U , gibt es offensichtlich auch eine offene Intervallumgebung V ⊂◦ R̄ von
p mit V ⊂ I und a forteriori V ⊂ U .

Beispiel 11.1.1.10 (Standardtopologie auf R̄n). Auf dem R̄n erklären wir die
Standardtopologie T durch die Vorschrift, daß eine Menge V ⊂ R̄n zu T gehört
genau dann, wenn es für jeden Punkt p = (p1, . . . , pn) ∈ V Intervallumgebungen
Iν von pν gibt mit I1 × . . .× In ⊂ V .

Lemma 11.1.1.11 (Kompatibilität unserer Umgebungsbegriffe in R̄n). Gege-
ben p ∈ R̄n ist eine Teilmenge U ⊂ R̄n genau dann eine Umgebung von p in
Bezug auf die Standardtopologie, wenn U eine Umgebung von p ist im Sinne un-
serer Definition 10.3.2.11.

Beweis. Per definitionem ist jede Umgebung von p in Bezug auf die Standard-
topologie auch eine Umgebung im Sinne von 10.3.2.11. Ist umgekehrt U eine
Umgebung im Sinne von 10.3.2.11, gibt es also Intervallumgebungen Iν der Ko-
ordinaten pν von p mit I1 × . . . × In ⊂ U , so gilt es V ⊂◦ R̄n zu finden mit
p ∈ V ⊂ U . Wie bereits besprochen finden wir aber offene Intervallumgebungen
Vν der Koordinaten pν mit Vν ⊂ Iν und dann ist offensichtlich V := V1× . . .×Vn
offen für die Standardtopologie mit p ∈ V ⊂ U .
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11.1.1.12 (Kompatibilität unserer Stetigkeitsbegriffe). Eine Abbildung R̄m →
R̄n ist topologisch stetig für die Standardtopologien im Sinne der obigen Definiti-
on 11.1.1.7 genau dann, wenn sie stetig ist im Sinne unserer Definition 10.3.2.14.
Das folgt unmittelbar aus der Rückwärtskompatibilität des Umgebungsbegriffs
11.1.1.11.

Definition 11.1.1.13. Gegeben eine TeilmengeD ⊂ X eines topologischen Raums
X erklärt man die auf D induzierte Topologie oder Spurtopologie durch die
Vorschrift

W ⊂◦ D ⇔ ∃V ⊂◦ X mit W = V ∩D.

In Worten ist also eine Teilmenge von D offen für die induzierte Topologie genau
dann, wenn sie der Schnitt von D mit einer offenen Teilmenge von X ist. Ab jetzt
fassen wir stillschweigend jede Teilmenge D eines topologischen Raums X als
topologischen Raum mit der induzierten Topologie auf.

11.1.1.14. Es ist klar, daß das in 11.1.1.13 beschriebene Mengensystem auf ei-
ner Teilmenge eines topologischen Raums in der Tat eine Topologie auf besagter
Teilmenge liefert und daß die Einbettungsabbildung stetig ist.

Beispiel 11.1.1.15 (Kompatibilität unserer Stetigkeitsbegriffe zum Zweiten).
Eine Abbildung f : R̄m ⊃ D → R̄n ist stetig im Sinne unserer Definition
10.3.2.14 genau dann, wenn die Abbildung f : D → R̄n stetig ist für die auf
D induzierte Topologie. Das folgt direkt aus den Definitionen.

11.1.2 Theorie der topologischen Räume
Satz 11.1.2.1 (Verknüpfung stetiger Abbildungen). Jede Verknüpfung von steti-
gen Abbildungen ist stetig. Sind genauer f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen
zwischen topologischen Räumen und ist p ∈ X ein Punkt und f stetig bei p und g
stetig bei f(p), so ist (g ◦ f) stetig bei p.

Beweis. Ist g stetig bei f(p), so finden wir für jede Umgebung U von g(f(p))
eine Umgebung U ′ von f(p) mit g(U ′) ⊂ U . Ist zusätzlich f stetig ist bei p,
finden wir für diese Umgebung U ′ von f(p) weiter eine Umgebung U ′′ von p mit
f(U ′′) ⊂ U ′. Damit haben wir aber auch eine Umgebung U ′′ von p gefunden mit
(g ◦ f)(U ′′) ⊂ U .

Lemma 11.1.2.2 (Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie). Seien
f : X → Y eine Abbildung zwischen topologischen Räumen, Z ⊂ Y eine Teil-
menge mit f(X) ⊂ Z und p ∈ X ein Punkt. Genau dann ist f : X → Y stetig
bei p, wenn die induzierte Abbildung f : X → Z stetig ist bei p für die auf Z
induzierte Topologie.
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Beweis. Es ist klar, daß die Umgebungen UZ ⊂ Z eines Punktes q ∈ Z in Bezug
auf die induzierte Topologie genau die Schnitte UY ∩ Z mit Z von Umgebungen
UY ⊂ Y von q in Y sind. Genau dann gibt es also für jede Umgebung UY von f(p)
in Y eine Umgebung U ′ ⊂ X von pmit f(U ′) ⊂ UY , wenn es für jede Umgebung
UZ von f(p) in Z eine Umgebung U ′ ⊂ X von p gibt mit f(U ′) ⊂ UZ .

11.1.2.3. Wir leiten unsere Aussage 10.3.2.30 über die Stetigkeit der Verknüpfung
auch noch aus den obigen Aussagen ab. Gegeben f : R̄m ⊃ D → R̄n stetig bei
p ∈ D und g : R̄n ⊃ E → R̄l mit f(D) ⊂ E stetig bei f(p) ist ja nach der
universellen Eigenschaft der induzierten Topologie auch f : D → E stetig bei
p. Da nach Annahme g : E → R̄l stetig ist bei f(p), folgt die Stetigkeit der
Verknüpfung nach 10.3.2.30 aus der Stetigkeit der Verknüpfung nach 11.1.2.1.

11.1.2.4. Wenn wir eine Menge einfach nur „offen“ nennen, so in der Hoffnung,
dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen größeren Raum X dies „offen“ gemeint
ist. Ist X ein topologischer Raum und sind M ⊂ Y ⊂ X Teilmengen, so meint
M ⊂◦ Y , daß M offen ist als Teilmenge des Raums Y mit seiner induzierten
Topologie.

Lemma 11.1.2.5 (Charakterisierung offener Mengen durch Umgebungen).
Eine Teilmenge Y ⊂ X eines topologischen Raums X ist offen genau dann, wenn
sie für jeden ihrer Punkte eine Umgebung ist.

Beweis. Per definitionem ist eine offene Menge eine Umgebung eines jeden ihrer
Punkte. Ist umgekehrt Y ⊂ X eine Umgebung jedes Punktes p ∈ Y , so gibt es
für alle p ∈ Y eine offene Menge Vp ⊂◦ X mit p ∈ Vp ⊂ Y . Es folgt

Y =
⋃
p∈Y

Vp

und damit ist Y offen als Vereinigung offener Teilmengen von X .

11.1.3 Metrische Räume
Definition 11.1.3.1. Unter einer Metrik d auf einer Menge X versteht man eine
Abbildung d : X ×X → R≥0 derart, daß für alle x, y, z ∈ X gilt:

1. d(x, y) = 0⇔ x = y

2. d(x, y) = d(y, x)

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

Ein metrischer Raum ist ein Paar X = (X, d) bestehend aus einer Menge X und
einer Metrik d auf X .
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Beispiel 11.1.3.2. Der Buchstabe d steht in diesem Zusammenhang vermutlich für
das Wort „Distanz“. Auf Rn liefert der übliche Skalarproduktabstand

d(x, y) :=
√

(x1 − y1)2 + . . . (xn − yn)2

eine Metrik. Die Ungleichung aus der Definition einer Metrik wird in diesem Bei-
spiel in 4.1.3.24 formal bewiesen und bedeutet anschaulich, daß in einem Dreieck
mit Seitenlängen a, b, c stets gilt a ≤ b+ c. Sie heißt deshalb auch ganz allgemein
die Dreiecksungleichung.

Beispiel 11.1.3.3. Auf dem Rn ist auch der Betragsabstand

d(x, y) = sup
1≤i≤n

|xi − yi|

eine Metrik. Wenn nichts anderes gesagt ist, fassen wir den Rn stets auf als einen
metrischen Raum mit dem Betragsabstand als Metrik. Diese Metrik ist zwar weni-
ger anschaulich als der Skalarproduktabstand, läßt sich aber einfacher handhaben.

Beispiel 11.1.3.4. Jede Teilmenge eines metrischen Raums ist mit der induzierten
Metrik selbst ein metrischer Raum.

Definition 11.1.3.5. Sei X ein metrischer Raum. Für x ∈ X und ε > 0 setzen wir

B(x; ε) := {z ∈ X | d(x, z) < ε}

Diese Menge heißt der ε-Ball um x oder auch die ε-Kugel um x oder auch die
ε-Umgebung von x.

Beispiel 11.1.3.6. Für den Skalarproduktabstand im R3 ist der Ball um x mit Ra-
dius ε anschaulich tatsächlich ein Ball. Für den Betragsabstand hat B(x; ε) dahin-
gegen die Gestalt eines Würfels mit Mittelpunkt x und Seitenlänge 2ε.

Definition 11.1.3.7. Eine Umgebung eines Punktes in einem metrischen Raum
ist eine Teilmenge von besagtem Raum, die einen ganzen Ball um unseren Punkt
umfaßt.

11.1.3.8 (Vom Nutzen des Umgebungsbegriffs). Die Umgebungen eines Punk-
tes im Rn bezüglich des Betragsabstands sind dieselben wie seine Umgebungen
bezüglich des Skalarproduktabstands, was man unschwer explizit prüft und was
sich auch als ein Spezialfall der „Äquivalen von Normen“ 11.2.3.13 erweisen
wird. Das ist der Grund dafür, daß wir im Folgenden unsere Definitionen nach
Möglichkeit mithilfe von Umgebungen formulieren: Für so definierte Begriffe ist
a priori klar, daß im Fall des Rn ihre Bedeutung nicht davon abhängt, ob wir mit
dem Skalarproduktabstand oder mit dem Betragsabstand arbeiten.
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Illustration zur Dreiecksungleichung

Bälle in der Ebene für den Betragsabstand und den Skalarproduktabstand
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11.1.3.9 (Eigenschaften von Umgebugen). Der Schnitt von endlich vielen Um-
gebungen eines Punktes in einem metrischen Raum ist wieder eine Umgebung
besagten Punktes. Je zwei verschiedene Punkte eines metrischen Raums besitzen
disjunkte Umgebungen. Genauer sind für x, y mit d(x, y) = r > 0 die (r/2)-Bälle
um x und y disjunkt. In der Tat folgte für z aus dem Schnitt ja mit Hilfe der Drei-
ecksungleichung r = d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) < r, also kann es solch ein z
nicht geben.

Definition 11.1.3.10. Eine Abbildung f : X → Y zwischen metrischen Räumen
heißt stetig im Punkt p ∈ X , wenn es für jede Umgebung U von f(p) eine
Umgebung U ′ von p gibt mit f(U ′) ⊂ U . Eine Abbildung zwischen metrischen
Räumen heißt stetig, wenn sie stetig ist in jedem Punkt.

11.1.3.11. Offensichtlich ist auch eine Abbildung f : X → Y zwischen metri-
schen Räumen stetig im Punkt p ∈ X genau dann, wenn für jede Umgebung U
von f(p) ihr Urbild f−1(U) eine Umgebung von p ist.

Lemma 11.1.3.12 (ε-δ-Kriterium). Eine Abbildung f : X → Y zwischen me-
trischen Räumen ist stetig im Punkt p ∈ X genau dann, es für jedes ε > 0 ein
δ = δε > 0 gibt derart, daß gilt f(B(p; δ)) ⊂ B(f(p); ε).

Beweis. Ist f stetig bei p, so finden wir insbesondere für die Umgebung U :=
B(f(p); ε) von f(p) eine Umgebung U ′ von p mit f(U ′) ⊂ U , und diese Umge-
bung U ′ muß dann ihrerseits einen Ball B(p; δ) umfassen. Gilt umgekehrt das
ε-δ-Kriterium und haben wir eine Umgebung U von f(p) gegeben, so finden
wir erst ein ε > 0 mit B(f(p); ε) ⊂ U , können dann dazu ein δ finden mit
f(B(p; δ)) ⊂ B(f(p); ε), und U ′ := B(p; δ) schließlich ist die gesuchte Um-
gebung von p mit f(U ′) ⊂ U .

Beispiel 11.1.3.13. Beispiele für stetige Abbildungen sind Einbettungen von ei-
nem Teilraum oder konstante Abbildungen. In diesen Fällen können wir δ = ε
nehmen.
Beispiel 11.1.3.14 (Rückwärtskompatibilität der metrischen Stetigkeit). Ge-
geben D ⊂ Rm ist eine Abbildung f : D → Rn offensichtlich stetig im hier
gegebenen Sinne in Bezug auf den Betragsabstand 11.1.3.3 genau dann, wenn sie
stetig ist im Sinne unserer bisherigen Definition 10.3.2.14. Die Rückwärtskompa-
tibilität des Stetigkeitsbegriffs ist damit gesichert.

Definition 11.1.3.15. Gegeben metrische Räume (Xi, di) für 1 ≤ i ≤ n machen
wir ihr Produkt X = X1 × . . . × Xn zu einem metrischen Raum durch die Pro-
duktmetrik

d(x, y) = sup
1≤i≤n

di(xi, yi)

für x = (x1, . . . , xn) und y = (y1, . . . , yn).
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Beispiel 11.1.3.16. Der Betragsabstand auf Rn+m ist die Produktmetrik zu den
Betragsabständen auf Rn und Rm.

Proposition 11.1.3.17 (Komponentenregel). Seien Z und X1, . . . , Xn metrische
Räume und fi : Z → Xi Abbildungen. Genau dann ist die Abbildung f =
(f1, . . . , fn) : Z → X1 × . . .×Xn stetig, wenn alle fi stetig sind.

11.1.3.18. Wenden wir diese Proposition an mit f der Identität auf einem Produkt,
so impliziert die Stetigkeit der Identität, daß alle Projektionsabbildungen pri :
X1 × . . .×Xn → Xi stetig sein müssen.

Beweis. Da die Projektionen pri Abstände zwischen Punkten nie vergrößern, kön-
nen wir ihre Stetigkeit direkt zeigen, indem „wir jeweils δ = ε nehmen“. Ist f
stetig, so sind folglich auch die fi = pri ◦f stetig als Verknüpfungen stetiger
Abbildungen. Sind umgekehrt alle fi stetig in p, so gibt es für jedes ε > 0 gewisse
δi mit d(p, z) < δi ⇒ di(fi(p), fi(z)) < ε, wo di die Metrik auf Xi bezeichnet.
Nehmen wir δ = inf δi, so gilt

d(p, z) < δ ⇒ d(f(p), f(z)) < ε

und das ist gleichbedeutend zu f(B(p; δ)) ⊂ B(f(p); ε).

Beispiel 11.1.3.19. Eine Abbildung f = (f1, . . . , fn) : X → Rn aus einem me-
trischen Raum X ist genau dann stetig, wenn alle ihre Komponenten fi : X → R
stetig sind.

Korollar 11.1.3.20 (Summen und Produkte stetiger Abbildungen sind stetig).
Ist X ein metrischer Raum und sind f, g stetige Abbildungen X → R, so sind
auch f + g und fg stetige Abbildungen X → R.

Beweis. Wir schreiben f + g beziehungsweise fg als die Verknüpfung der nach
der Komponentenregel 11.1.3.17 stetigen Abbildung X → R2, x 7→ (f(x), g(x))
mit der nach 10.3.2.27 beziehungsweise 10.3.2.28 stetigen Addition beziehungs-
weise Multiplikation add,mult : R2 → R.

Übungen

Übung 11.1.3.21. Wir versehen den Körper der komplexen Zahlen C mit der Me-
trik d(z, w) = |z − w|. Man zeige, daß das in der Tat eine Metrik ist, und daß die
Addition und die Multiplikation stetige Abbildungen C × C → C sind und das
Bilden des Inversen eine stetige Abbildung C× → C×.

Ergänzende Übung 11.1.3.22. Man zeige, daß das Invertieren von Matrizen ei-
ne stetige Abbildung GL(n;C) → GL(n;C) ist. Hinweis: Cramer’sche Regel
3.6.4.6.
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Übung 11.1.3.23. Sei f : X → Y eine Abbildung von metrischen Räumen, die
Abstände nicht verkleinert, in Formeln d(f(x), f(z)) ≥ d(x, z) ∀x, z ∈ X . Man
zeige, daß f injektiv ist und f−1 : f(X)→ X stetig.

Übung 11.1.3.24. Jede lineare Abbildung f : Rk → Rn ist stetig. Jede multilinea-
re Abbildung f : Rk(1) × . . .× Rk(r) → Rn ist stetig.

Beispiel 11.1.3.25 (Rückwärtskompatibilität zur metrischen Stetigkeit). Für
jeden metrischen Raum bildet das System seiner im Sinne von 11.1.5.3 offenen
Teilmengen eine Topologie, die metrische Topologie. Wir fordern von einer To-
pologie nicht, daß ein beliebiger Schnitt offener Mengen stets wieder offen sein
muß: Sonst müßten ja in unserem Beispiel der metrischen Räume alle einpunkti-
gen Mengen offen sein, als Schnitte immer kleinerer Bälle. Da nach 11.1.5.5 Bälle
in metrischen Räumen stets offen sind, ist in metrischen Räumen eine Umgebung
eines Punktes im topologischen Sinne 11.1.1.6 dasselbe wie eine Umgebung im
metrischen Sinne 11.1.3.7. Insbesondere ist eine Abbildung zwischen metrischen
Räumen „topologisch stetig“ im Sinne der obigen Definition 11.1.1.7 genau dann,
wenn sie „metrisch stetig“ ist im Sinne unserer Definition 11.1.3.10.

Beispiele 11.1.3.26. Es gibt auch Topologien, die unserer bis hierher entwickel-
ten Anschauung eher ungewohnt sein mögen: Auf jeder Menge können wir etwa
die Klumpentopologie betrachten, die nur aus der ganzen Menge und der leeren
Menge besteht, oder die diskrete Topologie, bei der wir schlicht alle Teilmengen
als offen ansehen. Einen topologischen Raum mit der diskreten Topologie nennen
wir auch kurz einen diskreten Raum.

Beispiele 11.1.3.27. Jede konstante Abbildung ist stetig. Die Identität auf einem
topologischen Raum ist immer stetig. Jede Abbildung in einen Raum mit der
Klumpentopologie ist stetig. Jede Abbildung aus einem Raum mit der diskreten
Topologie ist stetig.

Übungen

Ergänzende Übung 11.1.3.28 (De Morgan’sche Regeln). Man verallgemeinere
die Formeln aus 10.1.3.7. Genauer schreibe man in Formeln und zeige, daß der
Schnitt einer derartigen Vereinigung mit einer weiteren Menge die Vereinigung
der Schnitte ist, die Vereinigung eines derartigen Schnitts mit einer weiteren Men-
ge der Schnitt der Vereinigungen, das Komplement eines Schnitts die Vereinigung
der Komplemente und das Komplement einer Vereinigung der Schnitt der Kom-
plemente. Etwas allgemeiner zeige man für zwei Familien (Ai)i∈I und (Bj)j∈J
von Teilmengen einer Menge X die Formeln(⋃

i∈I

Ai

)
∩

(⋃
j∈J

Bj

)
=

⋃
(i,j)∈I×J

(Ai ∩Bj)
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i∈I

Ai

)
∪

(⋂
j∈J

Bj

)
=

⋂
(i,j)∈I×J

(Ai ∪Bj)

Besonders Mutige zeigen für eine durch eine MengeA indizierte Familie (Xa)a∈A
von Teilmengen einer vorgegebenen Menge X und eine beliebige Abbildung g :
A→ J in eine weitere Menge J die Formel

⋂
j∈J

 ⋃
g(a)=j

Xa

 =
⋃

s:J→A
g◦s=id

(⋂
j∈J

Xs(j)

)

Hier läuft die Vereinigung rechts also über alle Schnitte s : J → A von g. Durch
Übergang zu den Komplementen folgert man die Gültigkeit einer analogen For-
mel, in der ∪ und ∩ vertauscht sind.

Übung 11.1.3.29. Seien f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen zwischen
topologischen Räumen. Ist f stetig in p ∈ X und g stetig in f(p) ∈ Y , so ist g ◦ f
stetig in p. Hinweis: 11.1.2.1.

Übung 11.1.3.30. Die durch den Betragsabstand auf Rn gegebene Topologie fällt
zusammen mit der durch den Skalarproduktabstand gegebenen Topologie. Da
nach 11.1.3.24 in Bezug auf diese Topologien jede lineare, ja sogar jede multi-
lineare Abbildung stetig ist, können wir auf jedem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum V seine natürliche Topologie durch die Bedingung erklären, daß
für einen und jeden Vektorraumisomorphismus ϕ : Rn ∼→ V sowohl ϕ als auch
ϕ−1 : V

∼→ Rn stetig sein sollen. In derselben Weise erklären wir die natürliche
Topologie auf jedem endlichdimensionalen reellen affinen Raum.

11.1.4 Grenzwerte in metrischen Räumen

11.1.4.1. Ein Punkt p eines metrischen Raums X heißt ein Häufungspunkt von
X , wenn jede Umgebung von p außer p selbst auch noch weitere Punkte von X
enthält.

Definition 11.1.4.2. Gegeben metrische Räume X, Y und ein Häufungspunkt p
von X und eine Abbildung f : X\p → Y gibt es höchstens eine Fortsetzung
von f zu einer Abbildung f̃ : X → Y , die stetig ist bei p. Man zeigt das wie
in 10.3.5.6. Wenn es so eine Fortsetzung gibt und sie durch den Wert f̃(p) = y
geschieht, so sagen wir, der Grenzwert von f für x → p existiere in Y und
schreiben

lim
x→p

f(x) = y
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11.1.4.3 (Grenzwerte von Folgen in metrischen Räumen). Teilmengen von R̄
binden wir in den Kontext des Grenzwertbegriffs 11.1.4.2 für metrische Räume
ein, indem wir irgendeine streng monotone Bijektion [0, 1]

∼→ R̄ wählen und sie
verwenden, um die Betragsmetrik von [0, 1] zu einer Metrik auf R̄ zu übertra-
gen, und uns überlegen, daß Umgebungen und Grenzwerte nach der Stetigkeit
von Umkehrfunktionen 10.3.3.11 nicht von der Wahl dieser Bijektion abhängen.
Vollständig befriedigend wird das erst im Kontext topologischer Räume ??, der
alle bis hierher behandelten Fälle in natürlicher Weise einschließt.

Beispiel 11.1.4.4. Gegeben N → Y , n 7→ yn eine Folge in einem metrischen
Raum Y und y ∈ Y ein Punkt ist

lim
n→∞

yn = y

dann gleichbedeutend dazu, daß jede Umgebung von y fast alle Glieder unserer
Folge enthält. Wir sagen dann, die Folge yn strebt gegen y oder konvergiert
gegen x und nennen y den Grenzwert der Folge. Gleichbedeutend können wir
auch fordern, daß jeder Ball um y fast alle Glieder unserer Folge enthält.

Beispiel 11.1.4.5. Sei D eine Menge und X ein metrischer Raum. Auf dem Raum
Ensb(D,X) aller beschränkten Abbildungen f : D → X kann man eine Metrik
erklären durch die Vorschrift

d(f, g) = sup{d(f(p), g(p)) | p ∈ D}

im Fall D 6= ∅ und in offensichtlicher Weise im Fall D = ∅. Diese Metrik heißt
die Metrik der gleichmäßigen Konvergenz. In der Tat ist für fn, f im Funktio-
nenraum Ensb(D,R) mit dieser Metrik die Konvergenz

lim
n→∞

fn = f

gleichbedeutend dazu, daß die Abbildungen fn im Sinne unserer Definition 10.6.1.8
gleichmäßig gegen die Abbildung f konvergieren.

Definition 11.1.4.6 (Punktweise und gleichmäßige Konvergenz). Sei D eine
Menge, X ein metrischer Raum, fn : D → X eine Folge von Abbildungen und
f : D → X eine weitere Abbildung.

1. Wir sagen, die Folge der fn konvergiere punktweise gegen f , wenn gilt
limn→∞ fn(p) = f(p) für alle Punkte p ∈ D.

2. Wir sagen, die Folge der fn konvergiere gleichmäßig gegen f , wenn es für
jedes ε > 0 ein N = Nε gibt mit

n ≥ N ⇒ (d(fn(p), f(p)) < ε ∀p ∈ D)
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Illustration zur Konvergenz von Folgen. Eingezeichnet sind drei Umgebungen
eines Punktes x, in jeder sollen fast alle Folgenglieder liegen.
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Übungen

Übung 11.1.4.7. Sei (xn, yn) eine Folge im ProduktX×Y der metrischen Räume
X und Y . Genau dann konvergiert unsere Folge gegen (x, y), wenn xn gegen x
konvergiert und yn gegen y. Man formuliere und beweise auch die offensichtliche
Verallgemeinerung auf beliebige endliche Produkte metrischer Räume.

Übung 11.1.4.8. Für beschränkte Abbildungen von einer MengeD in einen metri-
schen Raum X ist auch in dieser Allgemeinheit gleichmäßige Konvergenz gleich-
bedeutend zur Konvergenz im Raum Ensb(D,X) mit seiner eben erklärten „Me-
trik der gleichmäßigen Konvergenz“.

Übung 11.1.4.9. Für jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist die
Menge der Folgenglieder beschränkt.

Übung 11.1.4.10 (Stetigkeit als Folgenstetigkeit). Sei f : X → Y eine Abbil-
dung von metrischen Räumen. Genau dann ist f stetig in p, wenn für jede Folge
xn mit limn→∞ xn = p gilt limn→∞ f(xn) = f(p). Hinweis: 10.3.5.43.

Übung 11.1.4.11 (Stetigkeit komplexer Potenzreihen). Man zeige, daß jede kom-
plexe Potenzreihe eine stetige komplexwertige Funktion auf ihrer Konvergenz-
kreisscheibe {z | |z| < r} liefert, für r der Konvergenzradius. Hinweis: Man
kopiere den Beweis im Reellen. Inssbesondere sehen wir so ein zweites Mal, daß
die komplexe Exponentialfunktion stetig ist.

11.1.5 Abgeschlossene und offene Teilmengen
Definition 11.1.5.1. Seien X ein metrischer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge.
Ein Punkt x ∈ X heißt ein Berührungspunkt von A, wenn es eine Folge in A
gibt, die gegen x konvergiert. Eine Teilmenge A ⊂ X heißt abgeschlossen oder
präziser abgeschlossen in X , wenn sie alle ihre Berührungspunkte enthält, wenn
sie also „abgeschlossen ist unter der Bildung von Grenzwerten“. Statt „A ist eine
abgeschlossene Teilmenge von X“ schreiben wir kurz aber unüblich

A ⊂∧ X
11.1.5.2. Wenn wir eine Menge einfach nur „abgeschlossen“ nennen, so in der
Hoffnung, dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen größeren Raum X dies „ab-
geschlossen“ gemeint ist. Ist X ein metrischer Raum und sind U ⊂ Y ⊂ X
Teilmengen, so meint U ⊂∧ Y , daß U abgeschlossen ist als Teilmenge des Raums
Y mit seiner induzierten Metrik.

Definition 11.1.5.3. Eine Teilmenge eines metrischen Raums heißt offen oder ge-
nauer offen in unserem metrischen Raum genau dann, wenn sie für jeden ihrer
Punkte eine Umgebung ist, d.h. wenn sie mit jedem Punkt auch einen ganzen Ball
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um besagten Punkt enthält. Statt „U ist eine offene Teilmenge von X“ schreiben
wir kurz aber unüblich

U ⊂◦ X

11.1.5.4. Wenn wir eine Menge einfach nur „offen“ nennen, so in der Hoffnung,
dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen größeren Raum X dies „offen“ gemeint
ist. Ist X ein metrischer Raum und sind U ⊂ Y ⊂ X Teilmengen, so meint
U ⊂◦ Y , daß U offen ist als Teilmenge des Raums Y mit seiner induzierten Metrik.

Beispiele 11.1.5.5. In einem metrischen Raum ist ein Ball B(x; r) stets offen, denn
für z ∈ B(x; r) gilt d(x, z) < r, also gibt es ε > 0 mit d(x, z) < r − ε, und dann
haben wir aber B(z; ε) ⊂ B(x; r) nach der Dreiecksungleichung. Insbesondere
umfaßt jede Umgebung eines Punktes eine offene Umgebung desselben Punktes.

Übungen

Übung 11.1.5.6. Der Schnitt eines beliebigen Systems von abgeschlossenen Teil-
mengen eines metrischen Raums ist abgeschlossen. Die Vereinigung von endlich
vielen abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums ist abgeschlossen.
Die leere Menge und der ganze Raum sind abgeschlossen. Jede einpunktige und
damit auch jede endliche Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen.
Jedes kompakte reelle Intervall ist abgeschlossen in R.

Ergänzende Übung 11.1.5.7. Ein Abbildung zwischen metrischen Räumen ist ste-
tig genau dann, wenn ihr Graph abgeschlossen ist im kartesischen Produkt unserer
beiden Räume. Hinweis: 11.1.4.10

Ergänzende Übung 11.1.5.8. Jede abgeschlossene echte Untergruppe der reellen
Zahlengeraden ist zyklisch, als da heißt von der Gestalt Zα für ein α ∈ R. Hin-
weis: Ist G ⊂ R unsere Untergruppe, so betrachte man inf(G ∩ R>0).

Übung 11.1.5.9. Der Schnitt von endlich vielen offenen Teilmengen eines me-
trischen Raums ist offen. Die Vereinigung eines beliebigen Systems von offenen
Teilmengen eines metrischen Raums ist offen. Die leere Menge und der ganze
Raum sind offen. In einem endlichen metrischen Raum ist jede Teilmenge offen
und abgeschlossen. Die im Sinne unserer hier gegebenen Definition „offenen“ In-
tervalle von R sind genau die Intervalle (a, b) für a, b ∈ R̄, als da heißt, unsere
„offenen reellen Intervalle“ aus 10.3.2.5.

Übung 11.1.5.10. Nimmt man zu einer Teilmenge M eines metrischen Raums
X alle ihre Berührungspunkte hinzu, so erhält man eine abgeschlossene Menge,
genauer: Die kleinste abgeschlossene Menge, die M umfaßt. Diese Menge heißt
auch der Abschluß von M in X und wird mit ClX(M) = Cl(M) = M bezeich-
net.
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Illustration zu Beispiel 11.1.5.5: Ein Ball in einem metrischen Raum ist stets
offen.
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11.1.5.11 (Diskussion der Notation). Diese Notation beißt sich mit unserer No-
tation R̄ für die erweiterten reellen Zahlen, obwohl natürlich R̄ schon auch der
Abschluß von R in R̄ ist. Ich hoffe, daß der Leser stets aus dem Kontext erschlie-
ßen kann, was im Einzelfall jeweils gemeint ist. Soweit ich es abschätzen kann,
werde ich R̄ nie als Bezeichnung für den Abschluß von R in einem anderen Raum
als eben in R̄ selbst verwenden.
Ergänzende Übung 11.1.5.12. Sei X ein metrischer Raum und seien A,B ⊂ X
disjunkte, abgeschlossene Teilmengen. So gibt es eine stetige Funktion f : X →
[0, 1] mit f |A = 0 und f |B = 1. Hinweis: Man betrachte dA wie in Übung ??
mache den Ansatz f(z) = g(dA(z), dB(z)) für geeignetes g : R2\0→ [0, 1].
Übung 11.1.5.13. Sei X ein metrischer Raum, z ∈ X ein Punkt, r ∈ R eine reelle
Zahl. So ist die Menge {x ∈ X | d(x, z) ≤ r} abgeschlossen.
Übung 11.1.5.14. Ist X ein metrischer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge, so
kann ihr Abschluß Ā in der Notation von ?? beschrieben werden als die Menge
Ā = {x ∈ X | d(x,A) = 0}.
Ergänzende Übung 11.1.5.15. Ist f : X → Y eine stetige Abbildung metrischer
Räume, so ist ihr Graph eine abgeschlossene Teilmenge Γ(f) ⊂∧ X × Y .

11.1.6 Nur noch Übungen zur Topologie
Übungen

Übung 11.1.6.1. Man zeige, daß auf einer Teilmenge eines metrischen Raums die
Spurtopologie zur metrischen Topologie mit der Topologie zur induzierten Metrik
übereinstimmt.
Übung 11.1.6.2. Man zeige für jeden topologischen Raum: Der Schnitt von zwei
Umgebungen eines Punktes ist wieder eine Umgebung besagten Punktes. Jede
Umgebung eines Punktes kann verkleinert werden zu einer offenen Umgebung
desselben Punktes.
Übung 11.1.6.3. Eine Teilmenge eines topologischen Raums ist offen genau dann,
wenn sie für jeden ihrer Punkte eine Umgebung ist.
Übung 11.1.6.4. Sei X ein topologischer Raum und U ⊂◦ X eine offene Teilmen-
ge. So ist eine Teilmenge M ⊂ U offen in U genau dann, wenn sie offen ist in
X . In Formeln gilt unter der Voraussetzung U ⊂◦ X für Teilmengen M ⊂ U also
(M ⊂◦ U ⇔M ⊂◦ X).

11.1.7 Abgeschlossene Teilmengen topologischer Räume
Definition 11.1.7.1. Gegeben ein topologischer Raum X und eine Teilmenge
M ⊂ X gibt es stets eine kleinste abgeschlossene Teilmenge von X , die M um-
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faßt, nämlich den Schnitt über alle abgeschlossenen Teilmengen von X , die M
umfassen. Wir notieren diesen Schnitt ClX(M) = Cl(M) = M̄ und nennen sie
den Abschluß von M oder genauer den Abschluß von M in X .

11.1.7.2 (Diskussion der Notation). Diese Notation beißt sich mit unserer Nota-
tion R̄ für die erweiterten reellen Zahlen. Ich hoffe, daß der Leser aus dem Kontext
erschließen kann, was jeweils gemeint ist. Immerhin ist R̄ auch der Abschluß von
R in den erweiterten reellen Zahlen mit ihrer Topologie aus 11.1.1.10.

11.1.7.3. Eine Abbildung ist stetig genau dann, wenn darunter das Urbild jeder
abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist: Das folgt unmittelbar aus dem ent-
sprechenden Satz ?? für offene Mengen, da das Urbild des Komplements einer
Menge stets das Komplement ihres Urbilds ist.

Beispiel 11.1.7.4. Wir geben einen neuen Beweis für die Erhaltung von Unglei-
chungen im Grenzwert 10.3.5.37, der zwar nur für reelle Folgen mit reellen Grenz-
werten funktioniert, aber dafür viele Möglichkeiten der Verallgemeinerung auf-
zeigt. Zunächst ist die Menge H = {(x, y) ∈ R2 | x ≤ y} abgeschlossen in
R2 nach 11.1.7.3 als Urbild der abgeschlossenen Menge [0,∞) ⊂∧ R unter der
stetigen Abbildung (x, y) 7→ y − x. Ist (xn, yn) eine konvergente Folge in H , so
liegt mithin auch ihr Grenzwert in H , und das bedeutet gerade die Erhaltung von
Ungleichungen im Grenzwert.

Übungen

Übung 11.1.7.5. Gegeben ein topologischer RaumX mit einer Teilmenge Y zeige
man: A ⊂∧ Y ⇔ ∃B ⊂∧ X mit A = B ∩ Y .

Übung 11.1.7.6. Sei X ein topologischer Raum und A ⊂∧ X eine abgeschlossene
Teilmenge. So ist eine Teilmenge B ⊂ A abgeschlossen in A unter der Spurto-
pologie genau dann, wenn B abgeschlossen ist in X . In Formeln gilt unter der
Voraussetzung A ⊂∧ X für Teilmengen B ⊂ A also (B ⊂∧ A⇔ B ⊂∧ X).

Übung 11.1.7.7. Seien X ein topologischer Raum und Y, Z metrische Räume.
Man zeige, daß eine Abbildung (f, g) : X → Y ×Z stetig ist genau dann, wenn f
und g stetig sind. Man zeige, daß Produkt und Summe von stetigen reellwertigen
Funktionen auf einem topologischen Raum wieder stetig sind.

Vorschau 11.1.7.8. In 13.1.4.17 werden wir erklären, wie man ganz allgemein das
Produkt topologischer Räume so mit einer Topologie versehen kann, daß das Ana-
logon der vorhergehenden Übung auch für beliebige topologische Räume Y, Z
gilt.
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11.2 Kompaktheit

11.2.1 Kompakte metrische Räume
Definition 11.2.1.1. Ein metrischer Raum heißt kompakt, genauer folgenkom-
pakt, wenn jede Folge in unserem Raum eine konvergente Teilfolge besitzt.

Vorschau 11.2.1.2. Wir werden bald sehen, wie sich der Begriff der Kompaktheit
im Fall allgemeiner topologischer Räume in die beiden Begriffe „folgenkompakt“
und „überdeckungskompakt“ aufspaltet. Im Fall metrischer Räume fallen zwar
beide Begriffe noch zusammen, aber bis zum Beweis dieser Tatsache in 12.4.1.5
muß man sie auch hier noch auseinanderhalten.

11.2.1.3. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums nennen wir kompakt oder
auch ein Kompaktum, wenn sie kompakt ist als metrischer Raum mit der indu-
zierten Metrik, wenn also jede Folge in A eine Teilfolge besitzt, die gegen einen
Punkt aus A konvergiert.

11.2.1.4 (Kompaktheit ist eine absolute Eigenschaft). Man erliegt beim ersten
Lernen leicht der Versuchung, die Begriffe „offen“, „abgeschlossen“ und „kom-
pakt“ auf eine Stufe zu stellen. Ich will deshalb besonders betonen, daß „offen“
und „abgeschlossen“ Eigenschaften sind, die ein Paar (X ⊃ Y ) bestehend aus
einem metrischen Raum X mit einer Teilmenge Y hat oder nicht hat, wohinge-
gen „kompakt“ eine Eigenschaft ist, die ein metrischer Raum selbst hat oder nicht
hat. Natürlich kann man Kompaktheit auch für Teilmengen metrischer Räume mit
ihrer induzierten Metrik diskutieren. Die Begriffe „offen“ und „abgeschlossen“
dahingegen sind für einen metrischen Raum allein nicht definiert.

11.2.1.5. Jeder kompakte metrische Raum ist beschränkt. Ist in der Tat ein Raum
nicht beschränkt, so finden wir darin eine Folge xn mit d(x0, xn) ≥ n, und diese
Folge kann nach 11.1.4.9 keine konvergente Teilfolge haben.

Proposition 11.2.1.6. Jedes endliche Produkt von kompakten metrischen Räumen
ist kompakt.

Vorschau 11.2.1.7. Der Satz von Tychonoff 15.3.2.10 besagt allgemeiner, daß ein
beliebiges Produkt von kompakten topolgischen Räumen wieder kompakt ist.

Beweis. Sei X = X1 × . . . × Xn mit kompakten Xi. Sei eine Folge in X gege-
ben. Da X1 kompakt ist, finden wir eine Teilfolge unserer Folge, die in der ersten
Koordinate konvergiert. Da auch X2 kompakt ist, finden wir von dieser Teilfol-
ge hinwiederum eine Teilfolge, die auch in der zweiten Koordinate konvergiert.
Indem wir so weitermachen, finden wir schließlich eine Teilfolge, die in jeder
Koordinate konvergiert. Diese Teilfolge konvergiert dann nach 11.1.4.7 auch in
X .
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Lemma 11.2.1.8. Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist stets ab-
geschlossen.

Beweis. SeiX unser Raum undA ⊂ X unsere Teilmenge. IstA nicht abgeschlos-
sen, so gibt es eine Folge in A, die gegen einen Punkt aus X\A konvergiert. Solch
eine Folge kann aber unmöglich eine Teilfolge haben, die gegen einen Punkt aus
A konvergiert.

Lemma 11.2.1.9. Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten metrischen
Raums ist stets kompakt.

Beweis. SeiX unser Raum undA ⊂ X unsere Teilmenge. Jede Folge inA besitzt
nach unseren Annahmen eine Teilfolge, die gegen einen Punkt aus X konvergiert.
Da A abgeschlossen ist, muß dieser Punkt dann bereits in A liegen.

Satz 11.2.1.10 (Heine-Borel). Eine Teilmenge des Rn ist kompakt genau dann,
wenn sie beschränkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Nach 11.2.1.5 und 11.2.1.8 ist in einem metrischen Raum eine kompak-
te Teilmenge stets beschränkt und abgeschlossen. In der anderen Richtung wissen
wir schon aus 10.3.6.6, daß für jedes k ≥ 0 das Intervall [−k, k] kompakt ist. Falls
eine Teilmenge A ⊂ Rn beschränkt ist, finden wir ein k mit A ⊂ [−k, k]n. Nach
11.2.1.6 ist nun [−k, k]n kompakt. Als abgeschlossene Teilmenge eines kompak-
ten Raums ist nach 11.2.1.9 dann auch A selbst kompakt.

Beispiel 11.2.1.11. Die Menge [0, 1] ∩ Q ist abgeschlossen in Q und beschränkt,
ist aber nicht kompakt für die induzierte Metrik.

Proposition 11.2.1.12. Unter einer stetigen Abbildung metrischer Räume werden
Kompakta stets auf Kompakta abgebildet.

Beweis. Sei f : X → Y unsere stetige Abbildung und A ⊂ X ein Kompaktum.
Ist yn eine Folge in f(A), so finden wir eine Folge xn inAmit f(xn) = yn. FallsA
kompakt ist, besitzt die Folge xn eine Teilfolge xnk , die gegen einen Punkt x ∈ A
konvergiert. Dann ist ynk nach 11.1.4.10 eine Teilfolge der Folge yn, die gegen
einen Punkt von f(A) konvergiert, nämlich gegen f(x).

Korollar 11.2.1.13. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten me-
trischen Raum ist beschränkt und nimmt, wenn unser Raum nicht leer ist, das
Supremum und das Infimum der Menge ihrer Funktionswerte an.

11.2.1.14. Ist also in Formeln X ein nichtleerer kompakter Raum und f : X → R
stetig, so gibt es p, q ∈ X mit f(p) ≤ f(x) ≤ f(q) ∀x ∈ X .
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Beweis. Nach 11.2.1.12 ist f(X) ⊂ R kompakt, also beschränkt und abgeschlos-
sen. Aus X 6= ∅ folgt weiter f(X) 6= ∅. Damit besitzt f(X) ein Supremum und
Infimum in R. Da f(X) kompakt, also abgeschlossen ist, folgt sup f(X) ∈ f(X)
und inf f(X) ∈ f(X). Es gibt in anderen Worten p, q ∈ X mit sup f(X) = f(p)
und inf f(X) = f(q).

Definition 11.2.1.15. Eine stetige Abbildung von metrischen Räumen heißt gleich-
mäßig stetig, wenn es für jedes ε > 0 ein δ > 0 gibt derart, daß für beliebige
Punkte x, y im Definitionsbereich gilt

d(x, y) < δ ⇒ d(f(x), f(y)) < ε

Satz 11.2.1.16 (Gleichmäßige Stetigkeit auf Kompakta). Jede stetige Abbil-
dung von einem kompakten metrischen Raum in einen weiteren metrischen Raum
ist gleichmäßig stetig.

Beweis. Mutatis mutandis zeigt das der Beweis von Satz 10.5.1.15.

Vorschau 11.2.1.17. Einen alternativen Beweis, der vom Begriff der Überdeckungs-
kompaktheit 12.4.1.3 ausgeht, geben wir in 15.4.1.12.

Übungen

Übung 11.2.1.18. Endliche Vereinigungen kompakter Teilmengen eines metri-
schen Raums sind stets wieder kompakt.

Ergänzende Übung 11.2.1.19. Ist in einem metrischen Raum eine abzählbare Fa-
milie kompakter Teilmengen (Kn)n∈N gegeben mit leerem Schnitt

⋂
n∈NKn = ∅,

so gibt es schon ein N mit K0 ∩ . . . ∩KN = ∅. Das wird verallgemeinert auf den
Fall beliebiger Familien in 12.4.1.13.

Ergänzende Übung 11.2.1.20. Sei (X, d) ein metrischer Raum, K ⊂ X kompakt
und A ⊂ X abgeschlossen mit A ∩K = ∅. So gibt es δ > 0 mit d(x, y) ≥ δ für
alle x ∈ A, y ∈ K. Hinweis: ?? und 11.1.5.14.

11.2.2 Affine Räume*
11.2.2.1. Dieser Abschnitt ist ein Auszug aus Abschnitt 3.3.1.1 der linearen Al-
gebra. Ich habe ihn hier nur eingefügt, um Unklarheiten zu vermeiden was die im
weiteren verwendeten Notationen und Begriffsbildungen angeht.

Definition 11.2.2.2. Ein affiner Raum oder kurz Raum über einem Körper k ist
ein Tripel

E = (E, ~E, a)
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bestehend aus einer nichtleeren Menge E, einer abelschen Gruppe ~E ⊂ Ens×E
von Permutationen von E, von der man fordert, daß für alle p ∈ E das Anwen-
den auf p eine Bijektion ~E

∼→ E besagter Gruppe mit unserem Raum liefert,
sowie einer Abbildung a : k × ~E → ~E, die die abelsche Gruppe ~E zu einem
k-Vektorraum macht. Die Elemente von ~E heißen die Translationen oder Rich-
tungsvektoren unseres affinen Raums und den Vektorraum ~E selbst nennen wir
den Richtungsraum unseres affinen Raums E. Die Operation von k auf ~E mag
man die Reskalierung von Translationen nennen. Unter der Dimension unseres
affinen Raums verstehen wir die Dimension seines Richtungsraums. Das Resultat
der Operation von ~v ∈ ~E auf p ∈ E notieren wir ~v + p := ~v(p) oder manchmal
auch p+ ~v.

11.2.2.3 (Diskussion der Notation). Die eben eingeführte Notation für den Rich-
tungsraum eines affinen Raums steht in Konflikt mit der Notation aus 12.8.3.6,
nach der mit Pfeilen versehene Mannigfaltigkeiten orientierte Mannigfaltigkeiten
andeuten sollen. Was jeweils gemeint ist, muß der Leser aus dem Kontext erschlie-
ßen.

11.2.2.4. Ist E ein affiner Raum, so liefert nach Annahme für jedes p ∈ E die
Operation eine Bijektion ~E

∼→ E, ~u 7→ ~u + p und es gilt ~0 + p = p sowie
~u + (~v + p) = (~u + ~v) + p für alle ~u,~v ∈ ~E und p ∈ E. Flapsig gesprochen
ist also ein affiner Raum ein „Vektorraum, bei dem man den Ursprung vergessen
hat“. Gegeben p, q ∈ E definieren wir p − q als den Richtungsvektor ~u ∈ ~E mit
p = ~u+ q.

11.2.2.5 (Vektorräume als affine Räume). Jeder Vektorraum V kann als ein af-
finer Raum aufgefaßt werden, indem wir als Translationen die durch die Addition
von festen Vektoren gegebenen Abbildungen nehmen, so daß unsere Gruppe von
Translationen das Bild des injektiven Gruppenhomomorphismus V → Ens×(V ),
v 7→ (v+) wird, und die Reskalierung von Translationen dadurch erklären, daß
dieser Gruppenhomomorphismus einen Vektorraumisomorphismus auf sein Bild
liefern soll. Insbesondere erhalten wir damit eine kanonische Identifikation

trans : V
∼→ ~V

zwischen unserem Vektorraum und dem Richtungsraum des zugehörigen affinen
Raums. Diese Identifikation scheint mir derart kanonisch, daß ich sie von nun an
in Sprache und Notation oft so behandeln werde, als seien diese beiden Vektor-
räume schlicht gleich.

Beispiel 11.2.2.6. Es scheint mir besonders sinnfällig, den uns umgebenden Raum
mathematisch als dreidimensionalen reellen affinen Raum zu modellieren: Hier-
bei denkt man sich ~E als die Gruppe aller „Parallelverschiebungen“. Ähnlich mag
man die Zeit modellieren als einen eindimensionalen reellen affinen Raum. Die
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leere Menge kann in meinen Konventionen nie ein affiner Raum sein, es gibt hier-
zu jedoch auch andere Konventionen.
Ergänzung 11.2.2.7. Meist findet man in der Literatur die begriffliche Variante
eines affinen Raums über einem vorgegebenen Vektorraum: Darunter versteht
man dann eine Menge E mit einer freien transitiven Operation des vorgegebe-
nen Vektorraums. Ich ziehe die oben gegebene Variante vor, da sie jeden Bezug
auf einen vorgegebenen Vektorraum vermeidet und den Anschauungsraum meines
Erachtens besser modelliert.

Definition 11.2.2.8. Eine Abbildung ϕ : E → E ′ zwischen affinen Räumen heißt
eine affine Abbildung genau dann, wenn es eine lineare Abbildung zwischen den
zugehörigen Richtungsräumen ~ϕ : ~E → ~E ′ gibt mit

ϕ(p)− ϕ(q) = ~ϕ(p− q) ∀p, q ∈ E

Diese lineare Abbildung ~ϕ ist dann durch ϕ eindeutig bestimmt und heißt der
lineare Anteil unserer affinen Abbildung.

11.2.3 Normierte Räume
11.2.3.1. Unter einem reellen Vektorraum beziehungsweise einem reellen Raum
verstehen wir einen Vektorraum beziehungsweise einen affinen Raum über dem
Körper der reellen Zahlen. Wollen wir einen reellen Vektorraum beziehungswei-
se affinen Raum mit einer Metrik versehen, so reicht es, wenn wir jedem seiner
Vektoren beziehungsweise Richtungsvektoren in geeigneter Weise eine „Länge“
zuordnen. Einen solchen abstrakten Längenbegriff für die Vektoren eines Vektor-
raums nennt man eine „Norm“. Die Details folgen.

Definition 11.2.3.2. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Ab-
bildung ‖ ‖ : V → R≥0, v 7→ ‖v‖ derart, daß gilt:

1. ‖λv‖ = |λ| · ‖v‖ ∀v ∈ V, λ ∈ R;

2. ‖v‖ = 0⇔ v = 0;

3. ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ ∀v, w ∈ V .

Unter einem normierten Vektorraum versteht man ein Paar (V, ‖ ‖) bestehend
aus einem Vektorraum V und einer Norm ‖ ‖ auf V . Fordert man nur die erste
und dritte Bedingung, so spricht man von einer Halbnorm.

Ergänzung 11.2.3.3. Für Leser, die schon mit komplexen Zahlen vertraut sind, sei
noch erwähnt, daß man von einer Norm auf einem komplexen Vektorraum stärker
fordert, daß die erste Bedingung sogar für alle λ ∈ C gelten soll, wobei |λ| als die
„Norm der komplexen Zahl λ“ im Sinne von 3.2.7.9 zu verstehen ist.
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11.2.3.4. Jeder normierte Vektorraum wird ein metrischer Raum vermittels der
durch die Norm induzierten Metrik

d(v, w) = ‖v − w‖

Zum Beispiel gehört unser Betragsabstand auf dem Rn zur Maximumsnorm. Wir
dürfen damit in normierten Vektorräumen über Stetigkeit und Konvergenz von
Folgen reden. Allgemeiner verstehen wir unter einem normierten affinen Raum
einen reellen oder komplexen affinen Raum im Sinne von 11.2.2.2, dessen Rich-
tungsraum mit einer Norm versehen ist. Auch jeder normierte affine Raum trägt
eine natürliche Metrik, die durch dieselbe Formel beschrieben wird. Reden wir
ohne nähere Spezifikation von einem normierten Raum, so meinen wir einen
normierten affinen Raum. Leser, die mit dem Begriff eines affinen Raums noch
nicht vertraut sind, mögen sich aber auch einen normierten Vektorraum denken.

Beispiel 11.2.3.5. Mit v 7→ ‖v‖ ist für jedes α > 0 auch v 7→ α‖v‖ eine Norm.
Auf dem Nullraum gibt es nur eine Norm, die eben den Nullvektor auf Null wirft.

Beispiel 11.2.3.6. Auf dem Rn definiert man die Skalarproduktnorm eines Vek-
tors v = (v1, . . . , vn) durch ‖v‖ = ‖v‖2 =

√
〈v, v〉 =

√
v2

1 + . . .+ v2
n. Wie man

formal zeigt, daß das tatsächlich eine Norm ist, wird in 4.1.3.24 diskutiert.

Beispiel 11.2.3.7. Auf dem Rn für n > 0 definiert man die Maximumsnorm von
v = (v1, . . . , vn) durch |v| = ‖v‖∞ = max(|v1|, . . . , |vn|).

Beispiel 11.2.3.8. Auf dem Raum V = Ensb(D,R) aller beschränkten reellwer-
tigen Funktionen auf einer Menge D haben wir die Supremumsnorm, gegeben
für D 6= ∅ durch

‖f‖∞ = sup{|f(x)| | x ∈ D}
und im FallD = ∅ als die einzig mögliche Norm auf dem Nullraum. Für eine end-
liche MengeD mit n Punkten erhalten wir unsere Maximumsnorm auf demRn als
Spezialfall der Supremumsnorm. Noch allgemeiner definieren wir für jeden nor-
mierten Vektorraum (W, | |) auf dem Raum V = Ensb(D,W ) aller beschränkten
Abbildungen von D nach W die Supremumsnorm durch ‖f‖∞ = sup{|f(x)| |
x ∈ D} im Fall D 6= ∅ und im Fall D = ∅ als die einzig mögliche Norm auf dem
Nullraum. Die zu unserer Supremumsnorm gehörige Metrik ist in allen diesen
Fällen die Metrik der gleichmäßigen Konvergenz.

Beispiel 11.2.3.9. Sind V1, . . . , Vn normierte Vektorräume, so erklären wir auf ih-
rem Produkt V1×. . .×Vn die Produktnorm durch die Vorschrift ‖(v1, . . . , vn)‖ =
sup ‖vi‖ im Fall n > 0 und als die einzige Norm auf dem Nullraum im Fall n = 0.
Offensichtlich induziert die Produktnorm die Produktmetrik.

Satz 11.2.3.10 (Stetigkeit linearer Abbildungen). Eine lineare Abbildung zwi-
schen normierten Vektorräumen f : V → W ist stetig genau dann, wenn es eine



1814 KAPITEL 11. RESTE ANALYSIS 1

Konstante C ≥ 0 gibt mit

‖f(v)‖ ≤ C‖v‖ ∀v ∈ V

11.2.3.11. Wir werden in 11.2.3.14 sehen, daß lineare Abbildungen zwischen end-
lichdimensionalen normierten reellen Vektorräumen immer stetig sind. Sie wer-
den in 11.2.3.26 sogar folgern, daß lineare Abbildungen von einem endlichdimen-
sionalen normierten reellen Vektorraum in einen beliebigen weiteren normierten
reellen Vektorraum immer stetig sind.

Beweis. Ist f stetig, so gibt es δ > 0 mit ‖v − 0‖ ≤ δ ⇒ ‖f(v) − f(0)‖ ≤ 1.
Setzen wir C = 1/δ, so folgt ‖f(v)‖ ≤ C‖v‖ zunächst für alle Vektoren v der
Norm ‖v‖ = δ und dann durch Multiplikation mit Skalaren für alle v ∈ V . Gibt
es umgekehrt ein C > 0 mit ‖f(v)‖ ≤ C‖v‖ ∀v ∈ V , so finden wir für alle
ε > 0 ein δ = ε/C > 0 so daß gilt

‖v − w‖ ≤ δ ⇒ ‖f(v)− f(w)‖ = ‖f(v − w)‖ ≤ Cδ = ε

Definition 11.2.3.12. Zwei Normen ‖ ‖, | | auf einem reellen Vektorraum V
heißen äquivalent, wenn es positive Konstanten c, C > 0 gibt mit

‖v‖ ≤ C|v| und |v| ≤ c‖v‖ ∀v ∈ V

Satz 11.2.3.13 (Äquivalenz von Normen). Auf einem endlichdimensionalen re-
ellen Vektorraum sind je zwei Normen äquivalent.

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß V der
Rn ist mit n ≥ 1 und daß eine unserer Normen die Maximumsnorm |v| ist. Sei
‖ ‖ eine zweite Norm. Bezeichnet e1, . . . , en die Standardbasis des Rn und ist
v = v1e1 + . . .+ vnen, so haben wir

‖v‖ = ‖v1e1 + . . .+ vnen‖
≤ |v1| · ‖e1‖+ . . .+ |vn| · ‖en‖
≤ |v| · C

mit C = ‖e1‖ + . . . + ‖en‖. Insbesondere folgern wir, daß ‖ ‖ : Rn → R eine
| |-stetige Abbildung ist, also stetig für die durch die Maximumsnorm | | gegebene
Metrik aufRn, denn aus d(x, y) = |x−y| < ε/C folgt |‖x‖−‖y‖| ≤ ‖x−y‖ < ε.
Nun ist aber die Oberfläche

F := {v ∈ Rn | |v| = 1}

des Hyperkubus | |-kompakt nach 11.2.1.10 und nicht leer falls gilt n ≥ 1. Nach
11.2.1.13 nimmt folglich die Funktion ‖ ‖ auf F ein Minimum a an, und da F
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Illustration zur Äquivalenz von Normen am Beispiel der Betragsnorm und der
Skalarproduktnorm auf dem R2.
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nicht den Nullvektor enthält, ist dies Minimum notwendig positiv, a > 0. Wir
folgern zunächst einmal a|v| ≤ ‖v‖ für alle v ∈ F . Dann gilt aber natürlich auch
a|λv| ≤ ‖λv‖ für alle λ ∈ R und v ∈ F , also a|w| ≤ ‖w‖ ∀w ∈ Rn. Mit
c = 1/a gilt also |w| ≤ c‖w‖ ∀w ∈ Rn.

Variante zum Schluß des vorhergehenden Beweises. Statt mit Kompaktheit zu ar-
gumentieren, kann man hier alternativ auch mit Induktion über n und „Vollständig-
keit“ argumentieren, wenn man denn diesen Begriff bereits kennt. Die Argumen-
tation verläuft dann wie folgt: Wir betrachten die affinen Hyperebenen Hi = {x |
xi = 1}. Aus der Induktionsannahme können wir durch Widerspruch folgern, daß
es positive Konstanten ai > 0 gibt mit

ai ≤ ‖w‖ ∀w ∈ Hi

In der Tat gäbe es sonst in Hi eine Folge wν mit ‖wν‖ → 0 für ν → ∞. Diese
Folge wäre im Sinne von ?? eine Cauchy-Folge für die von ‖ ‖ auf Hi induzierte
Metrik. Dann wäre sie aber wegen der Äquivalenz der Normen nach der Indukti-
onsannahme auch eine Cauchy-Folge für die von der Maximumsnorm | | auf Hi

induzierte Metrik und müßte nach ?? konvergieren gegen einen Punkt w ∈ Hi

mit ‖w‖ = 0. Widerspruch! Nun gibt es für v ∈ Rn\0 stets λ ∈ R mit |λ| = |v|
derart, daß λ−1v in einer der affinen Hyperebenen Hi liegt. Mit a = inf(ai) folgt
a ≤ ‖λ−1v‖ und |v| ≤ c‖v‖ für c = 1/a.

Korollar 11.2.3.14. Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen nor-
mierten reellen Vektorräumen ist stetig.

Beweis. Jeder Vektorraumisomorphismus zwischen endlichdimensionalen normier-
ten reellen Vektorräumen ist stetig nach dem Satz über die Äquivalenz von Nor-
men 11.2.3.13 und dem Kriterium für die Stetigkeit linearer Abbildungen 11.2.3.10.
So können wir uns beim Beweis des Korollars auf den Fall 11.1.3.24 linearer Ab-
bildungen Rn → Rm zurückziehen.

11.2.3.15. Wir nennen eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums
offen, wenn sie offen ist für die von irgendeiner Norm auf seinem Richtungsraum
induzierte Metrik. Nach unserem Satz 11.2.3.13 über die Äquivalenz von Normen
ist sie dann notwendig offen für jede von einer Norm induzierte Metrik. Die so
erklärten offenen Teilmengen bilden die sogenannte natürliche Topologie auf
unserem endlichdimensionalen reellen Raum.

Definition 11.2.3.16. Ist f : V → W eine stetige lineare Abbildung normierter
Vektorräume, so heißt die kleinstmögliche Konstante C ≥ 0 wie in 11.2.3.10 auch
die Operatornorm ‖f‖ von f , in Formeln

‖f‖ = sup{‖f(v)‖ | ‖v‖ ≤ 1}
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11.2.3.17. Die stetigen linearen Abbildungen zwischen normierten Vektorräum-
en V,W nennt man auch beschränkte Operatoren, da sie nach 11.2.3.10 genau
die linearen Abbildungen sind, die den Einheitsball auf eine beschränkte Men-
ge abbilden. Ich notiere die Menge aller stetigen linearen Abbildungen B(V,W )
oder auch BR(V,W ), wenn ich besonders betonen will, daß reell-lineare Abbil-
dungen gemeint sind und nicht etwa „komplex-lineare“ Abbildungen, wie wir sie
später für gewöhnlich betrachten werden. Ich werde die Notation B benutzen, die
Terminologie jedoch vermeiden und nach Möglichkeit von stetigen Operatoren
reden, da diese ja keineswegs beschränkte Abbildungen im Sinne von ?? zu sein
brauchen.

Übungen

Übung 11.2.3.18. Gegeben ein normierter Vektorraum (V, ‖ ‖) sind die folgenden
Abbildungen stetig: Die Norm ‖ ‖ : V → R, die Addition V × V → V , und die
Multiplikation mit Skalaren R × V → V . Ist unsere Norm die Skalarprodukt-
norm zu einem Skalarprodukt V × V → R, so ist auch dies Skalarprodukt stetig.
Leser, die bereits mit komplexen Zahlen vertraut sind, zeigen Analoges auch für
komplexe Vektorräume.
Übung 11.2.3.19 (Gruppenwege in normierten Vektorräumen). Die stetigen
Gruppenhomomorphismen von der additive Gruppe der reellen Zahlen in die ad-
ditive Gruppe eines normierten reellen Vektorraums sind genau die linearen Ab-
bildungen. Hinweis: 10.3.5.40.
Ergänzende Übung 11.2.3.20. In einem normierten reellen Vektorraum ist jede
nichtleere offene Teilmenge bereits ein Erzeugendensystem.
Übung 11.2.3.21. Man zeige: Jede stetige lineare Abbildung zwischen normierten
Vektorräumen ist gleichmäßig stetig.
Übung 11.2.3.22. Die Menge aller stetigen reellwertigen Funktionen auf einem
Raum X notiere ich C(X,R). Das C steht hier für englisch „continous“ und fran-
zösisch „continu“. Man zeige: Versehen wir die Menge C([a, b],R) aller steti-
gen reellwertigen Funktionen auf einem kompakten reellen Intervall [a, b] mit der
Supremumsnorm, so wird das Integral f 7→

∫ b
a
f(t) dt eine stetige Abbildung

C([a, b],R)→ R.
Übung 11.2.3.23. Bezeichnet C1([a, b],R) ⊂ C([a, b],R) den Teilraum der ein-
mal stetig differenzierbaren Funktionen, so ist das Ableiten f 7→ f ′ keine stetige
Abbildung C1([a, b],R)→ C([a, b],R).
Übung 11.2.3.24. Seien U , V , W normierte Vektorräume. Eine bilineare Abbil-
dung F : U × V → W ist stetig genau dann, wenn es eine Konstante C > 0 gibt
mit ‖F (u, v)‖ ≤ C‖u‖‖v‖. Man formuliere und beweise die analoge Aussage
auch für multilineare Abbildungen.
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Übung 11.2.3.25. Gegeben eine Menge D und ein normierter Vektorraum V er-
kläre man auf dem Raum Ensb(D, V ) der beschränkten Abbildungen D → V
eine Norm derart, daß die zugehörige Metrik die Metrik der gleichmäßigen Kon-
vergenz aus 11.1.4.5 wird.

Übung 11.2.3.26. Jede lineare Abbildung von einem endlichdimensionalen Vek-
torraum in einen normierten Vektorraum W ist stetig. Sind allgemeiner endlichdi-
mensionale Vektorräume V1, . . . , Vn gegeben, so ist jede multilineare Abbildung
V1× . . .×Vn → W stetig. Hinweis: Das Bild liegt immer in einem endlichdimen-
sionalen Teilraum. Man erinnere 11.2.3.14 und 11.1.3.24.

Übung 11.2.3.27. Sind f : V → W und g : W → X stetige Abbildungen
zwischen normierten Vektorräumen, so gilt ‖g ◦ f‖ ≤ ‖g‖‖f‖.
Übung 11.2.3.28. Man zeige: Der Raum B(V,W ) aller stetigen linearen Ab-
bildungen zwischen normierten Vektorräumen V,W ist ein Untervektorraum im
Raum Hom(V,W ) aller linearen Abbildungen von V nachW , und die in 11.2.3.16
eingeführte Abbildung f 7→ ‖f‖ ist eine Norm auf B(V,W ).

Ergänzende Übung 11.2.3.29. Sind normierte Vektorräume V1, . . . , Vn undW ge-
geben und ist f : V1× . . .×Vn → W eine stetige multilineare Abbildung, so heißt
die kleinstmögliche Konstante C ≥ 0 wie in 11.2.3.24 die Norm von f und wird
notiert

‖f‖ := sup{‖f(v1, . . . , vn)‖ | ‖vi‖ ≤ 1}
Man zeige, daß wir so eine Norm auf dem Vektorraum B(V1, . . . , Vn;W ) aller ste-
tigen multilinearen Abbildungen erhalten. Weiter zeige man: Die offensichtliche
Abbildung liefert einen Isomorphismus von normierten Räumen

B(V1,B(V2, . . . , Vn;W ))
∼→ B(V1, . . . , Vn;W )

Übung 11.2.3.30. Seien V ein komplexer Vektorraum und ‖ ‖ eine Norm als
reeller Vektorraum, also ‖λv‖ = |λ|‖v‖ ∀λ ∈ R. Wir nehmen an, daß die
Multiplikation mit komplexen Skalaren C × V → V stetig ist. Man zeige, daß
wir dann mit dem Supremum über komplexen Zahlen α auf dem Einheitskreis
‖v‖c := sup|α|=1 ‖αv‖ eine Norm ‖ ‖c auf V als komplexer Vektorraum erhalten,
und daß diese Norm äquivalent ist zu unserer ursprünglichen Norm.

11.2.4 Überdeckungen kompakter metrischer Räume
Definition 11.2.4.1. Sei X eine Menge. Unter einer Überdeckung von X ver-
steht man ein System U ⊂ P(X) von Teilmengen von X mit Vereinigung X , in
Formeln ausgedrückt X =

⋃
U∈U U . Unter einer Teilüberdeckung einer Überde-

ckung U versteht man ein Teilsystem V ⊂ U , das auch selbst schon eine Überde-
ckung ist.
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Eine Überdeckung eines Quadrats durch vier Kreisscheiben
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Definition 11.2.4.2. Unter einer offenen Überdeckung eines metrischen Raums
oder allgemeiner eines topologischen Raums versteht man eine Überdeckung, die
aus offenen Teilmengen besteht.

Satz 11.2.4.3 (Kompaktheit und offene Mengen). Ein metrischer Raum ist fol-
genkompakt genau dann, wenn jede offene Überdeckung unseres Raums eine end-
liche Teilüberdeckung besitzt.

11.2.4.4. Ich hoffe, daß Sie im weiteren Verlauf dieser Vorlesung noch sehen wer-
den, wie wichtig diese Charakterisierung der Kompaktheit ist. Im Kontext topo-
logischer Räume wird Satz 12.4.1.5 sogar die Definition der Kompaktheit. Sie
ist so wichtig, daß ich sie nicht im Fließtext verstecken will. Eine ausführlichere
Diskussion des Begriffs geben wir in ?? und sehr ähnlich auch in 15.1.5.

Definition 11.2.4.5. Ein topologischer Raum heißt kompakt und manchmal auch
ausführlicher überdeckungskompakt, wenn jede offene Überdeckung unseres
Raums eine endliche Teilüberdeckung besitzt.

11.2.4.6. In dieser Terminologie besagt unser Satz 12.4.1.5, daß ein metrischer
Raum genau dann folgenkompakt ist, wenn er überdeckungskompakt ist.

11.2.4.7 (Diskussion der Terminologie). Nennen wir einen topologischen Raum
kompakt, so meinen wir a priori überdeckungskompakt. Topologische Räume mit
der Eigenschaft, daß jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, heißen dahin-
gegen folgenkompakt. In der französischen Literatur ist eine abweichende Ter-
minologie üblich: Unsere überdeckungskompakten oder kurz kompakten topolo-
gischen Räume heißen dort quasikompakt, und „kompakt“ meint dort „überde-
ckungskompakt und Hausdorff“.

Ergänzung 11.2.4.8. Ein Beispiel für einen folgenkompakten aber nicht über-
deckungskompakten topologischen Raum finden Sie in 15.3.2.12 oder 6.5.4.7.
Besitzt ein überdeckungskompakter topologischer Raum die zusätzliche Eigen-
schaft, daß man für jeden seiner Punkte eine Folge von Umgebungen derart fin-
den kann, daß jede seiner Umgebungen mindestens eine Umgebung dieser Folge
umfaßt, so ist er auch folgenkompakt mit demselben Argument, wie wir es im
Beweis des Satzes verwenden.

Beweis von Satz 12.4.1.5. Sei X ein metrischer Raum. Ist X nicht folgenkom-
pakt, so finden wir in X eine Folge ohne konvergente Teilfolge. Dann besitzt
jeder Punkt von X eine offene Umgebung, die nur endlich viele Folgenglieder
enthält, und alle diese offenen Umgebungen bilden eine offene Überdeckung von
X ohne endliche Teilüberdeckung. Das zeigt die eine Richtung. Den Beweis der
anderen Richtung beginnen wir mit einem Lemma, das auch für sich genommen
oft hilfreich ist.
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Lemma 11.2.4.9 (Überdeckungssatz von Lebesgue). Ist X ein folgenkompak-
ter metrischer Raum und U eine offene Überdeckung von X , so gibt es ε > 0
derart, daß für alle Punkte x ∈ X der ε-Ball B(x; ε) um x ganz in einer der
überdeckenden offenen Mengen U ∈ U enthalten ist.

Erster Beweis. Gäbe es kein solches ε > 0, so könnten wir für jedes n ∈ N≥1

einen Punkt xn ∈ X finden derart, daß B(xn; 1/n) in keinem U ∈ U enthalten
wäre. Durch Übergang zu einer Teilfolge könnten wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit zusätzlich annehmen, daß die Folge der xn konvergiert, etwa gegen
x ∈ X . Nun finden wir jedoch ein U ∈ U mit x ∈ U und dazu ρ > 0 mit
B(x; ρ) ⊂ U und dazu N mit d(xN , x) < ρ/2 und 1/N < ρ/2, und dann gälte
B(xN ; 1/N) ⊂ B(xN ; ρ/2) ⊂ B(x; ρ) ⊂ U im Widerspruch zur Wahl der xn.

Zweiter Beweis. Man betrachte die Funktion f : X → R>0 gegeben durch die
Vorschrift

f(x) := sup{r ≤ 1 | Es gibt U ∈ U mit B(x; r) ⊂ U}

Die Dreiecksungleichung liefert |f(x)−f(y)| ≤ d(x, y), insbesondere ist f stetig.
Sicher dürfen wirX 6= ∅ annehmen. Dann nimmt f nach 11.2.1.13 sein Minimum
an und jede positive Zahl echt unterhalb dieses Minimums ist ein mögliches ε.

Um die andere Implikation im Satz zu zeigen sei nun X folgenkompakt und U
eine offene Überdeckung von X . Es gilt zu zeigen, daß sie eine endliche Teilüber-
deckung besitzt. Wählen wir zu unserer Überdeckung U ein ε wie im Überde-
ckungssatz 12.4.1.7, so reicht es auch zu zeigen, daß es eine endliche Teilmenge
E ⊂ X gibt mit

X =
⋃
x∈E

B(x; ε)

In der Tat liegt ja der ε-Ball B(x; ε) um ein beliebiges x ∈ X nach Wahl von
ε schon in einem der U ∈ U . Gäbe es aber für ein ε > 0 keine endliche Über-
deckung von X durch ε-Bälle, so könnten wir induktiv eine Folge (xn)n∈N kon-
struieren mit xn 6∈

⋃
0≤ν<n B(xν ; ε) für alle n, also d(xn, xm) ≥ ε für n 6= m,

und diese Folge könnte keine konvergente Teilfolge haben, im Widerspruch zur
Annahme.

11.2.4.10. Sei X eine Menge. Unter einer Überdeckung einer Teilmenge Y ⊂
X durch Teilmengen von X versteht man ein Mengensystem U ⊂ P(X) mit
Y ⊂

⋃
U∈U U . Nach unseren Definitionen ist eine Teilmenge Y eines topologi-

schen Raums X kompakt für die induzierte Topologie genau dann, wenn jede
Überdeckung von Y durch offene Teilmengen von X eine endliche Teilüberde-
ckung besitzt.
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Übungen

Übung 11.2.4.11 (Nichtleere Schnitte in Kompakta). Ist in einem kompakten
topologischen Raum X ein System abgeschlossener Teilmengen K ⊂ P(X) mit
leerem Schnitt

⋂
K∈KK = ∅ gegeben, so gibt es bereits ein endliches Teilsystem

E ⊂ K mit leerem Schnitt
⋂
K∈E K = ∅.

Ergänzende Übung 11.2.4.12 (Satz von Dini). Eine monoton wachsende Folge
stetiger reellwertiger Funktionen auf einem kompakten Raum, die punktweise ge-
gen eine stetige Funktion konvergiert, konvergiert sogar gleichmäßig. Hinweis:
12.4.1.13.

Ergänzende Übung 11.2.4.13. Man zeige, daß das Bild eines kompakten topolo-
gischen Raums unter einer stetigen Abbildung kompakt ist für die Spurtopologie.
Insbesondere ist jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten topolo-
gischen Raum beschränkt.

Ergänzende Übung 11.2.4.14. Gegeben ein topologischer RaumX mit einer offe-
nen Überdeckung U zeige man: Eine Teilmenge Y unseres Raums ist genau dann
abgeschlossen, wenn sie mit jeder Teilmenge unserer Überdeckung abgeschlosse-
nen Schnitt hat, in Formeln

Y ⊂∧ X ⇔ (Y ∩ U) ⊂∧ U ∀U ∈ U
Die fraglichen Schnitte sollen hierbei abgeschlossen sein in U , nicht in X .

11.2.5 Integrale mit Parametern
Satz 11.2.5.1 (über Integrale mit Parametern). Gegeben ein metrischer Raum
X und eine stetige Funktion f : X × [a, b] → R ist auch die Funktion X → R,
x 7→

∫ b
a
f(x, t) dt stetig.

11.2.5.2. Ich zeige diesen Satz in großer Allgemeinheit als Anwendung unserer
neuen Charakterisierung der Kompaktheit und als Illustration für die Kraft der
allgemeinen Theorie metrischer Räume. Ist X offen oder abgeschlossen in einem
Rn, so kann man auch elementarer mit der gleichmäßigen Stetigkeit argumentie-
ren. Diesen Beweis gebe ich als Alternative auch noch an.

Beweis. Versehen wir den Raum C([a, b],R) aller stetigen reellwertigen Funktio-
nen auf [a, b] mit der Supremumsnorm, so ist nach dem gleich folgenden Satz
11.2.5.4 die von f induzierte Abbildung f̃ : X → C([a, b],R), x 7→ f(x, ) ste-
tig. Nach Übung 11.2.3.22 ist weiter das Integrieren

∫
: C([a, b],R) → R stetig.

Damit ist unsere Abbildung
∫
◦f̃ : X → R stetig als eine Verknüpfung stetiger

Abbildungen.
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Alternativer Beweis. Ist X offen oder abgeschlossen in einem Rn, so kann man
auch elementarer argumentieren. Zunächst reicht es ja, die Stetigkeit an jeder Stel-
le x ∈ X nachzuweisen. Mit dieser Überlegung können wir uns leicht auf den Fall
zurückziehen, daßX kompakt ist. Dann ist aber auchX× [a, b] kompakt und nach
11.2.1.16 ist f dort gleichmäßig stetig. Für alle ε > 0 gibt es insbesondere δ > 0
mit

|x− y| < δ ⇒ |f(x, t)− f(y, t)| < ε für alle t ∈ [a, b].

Aus |x− y| < δ folgt mithin∣∣∣∣∫ b

a

f(x, t) dt−
∫ b

a

f(y, t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x, t)− f(y, t)| dt ≤ (b− a)ε

und das zeigt die Behauptung.

11.2.5.3. Den Raum aller stetigen Abbildungen von einem kompakten Raum X
in einen metrischen Raum Y , versehen mit der Metrik der gleichmäßigen Konver-
genz, wird C(X, Y ) notiert. Das C steht hier für englisch „continous“ und fran-
zösisch „continu“.

Satz 11.2.5.4 (Stetige Abbildungen in Abbildungsräume). Seien X, Y und K
metrische Räume. Ist K kompakt, so ist eine Abbildung f : X × K → Y stetig
genau dann, wenn die induzierte Abbildung f̃ : X → C(K,Y ) stetig ist für die
Metrik der gleichmäßigen Konvergenz auf C(K,Y ).

Beweis. Daß aus der Stetigkeit von f̃ die Stetigkeit von f folgt, sieht man ohne
weitere Schwierigkeiten. Wir zeigen nun die andere Richtung und müssen die
Stetigkeit von f̃ an jeder Stelle p ∈ X nachweisen. Sei diese Stelle p ab jetzt fest
gewählt und sei ε > 0 gegeben. Aufgrund der Stetigkeit von f gibt es für jedes
s ∈ K ein δs > 0 mit

f B((p, s); δs) ⊂ B(f(p, s); ε)

Nun gilt für unsere Metrik auf X × K ja B((p, s); δ) = B(p; δ) × B(s; δ) und
nach 12.4.1.5 gibt es eine endliche Teilmenge E ⊂ K mit K ⊂

⋃
s∈E B(s; δs).

Für η = mins∈E δs behaupten wir dann

x ∈ B(p; η) ⇒ d(f(x, t), f(p, t)) < 2ε ∀t ∈ K

In der Tat finden wir für jedes t ∈ K ein s ∈ E mit t ∈ B(s; δs) und für dies s
liegen (p, t) und (x, t) beide in B((p, s); δs). Damit ist die Stetigkeit von f̃ bei p
gezeigt.
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Illustration zum Beweis von Satz 11.2.5.4. Die mit gestrichelten Rändern
eingezeichneten Quadrate sind so gewählt, daß unsere Abbildung f auf jedem

Quadrat höchstens um den Abstand ε von ihrem Wert im Zentrum des jeweiligen
Quadrats abweicht. Die gepunktelten Linien begrenzen einen Streifen der Breite
2η, in dem unsere Funktion auf jeder Vertikalen höchstens um 2ε von ihrem Wert

am Schnittpunkt der besagten Vertikalen mit der fett eingezeichneten
Horizontalen abweicht.
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11.3 Grundlegendes zu Fourierreihen

11.3.1 Eindeutigkeit der Fourierreihe
Definition 11.3.1.1. Seien M eine Menge und p > 0 eine positive reelle Zahl.
Wir sagen, eine Abbildung f : R → M habe die Periode p, wenn für alle x ∈ R
gilt f(x+ p) = f(x).

Satz 11.3.1.2 (Fourier-Reihe, reelle Form). Sei f : R → R eine stetig differen-
zierbare Funktion der Periode 2π. So gibt es eindeutig bestimmte aν , bν , c ∈ R
derart, daß gilt

f(x) = c+
∞∑
ν=1

aν sin(νx) + bν cos(νx)

in dem Sinne, daß die Folge der Partialsummen gleichmäßig gegen unsere Funk-
tion f konvergiert.

Satz 11.3.1.3 (Fourier-Reihe, komplexe Form). Sei f : R → C eine stetig
differenzierbare Funktion der Periode 2π. So gibt es eindeutig bestimmte cν ∈ C
derart, daß im Sinne gleichmäßiger Konvergenz gilt

f(x) = lim
n→∞

ν=n∑
ν=−n

cν ei νx

11.3.1.4 (Übergang zwischen reeller und komplexer Fourierreihe). Sicher kön-
nen wir in der ersten Formulierung 11.3.1.2 unseres Satzes auch komplexwertige
Funktionen erlauben, wenn wir aν , bν , c ∈ C zulassen. Die beiden Sätze sind dann
äquivalent, da nach der Euler’schen Formel gilt

ei νx = cos νx+ i sin νx
e− i νx = cos νx− i sin νx

Gegeben eine Darstellung wie in Satz 11.3.1.3 erhalten wir also eine Darstellung
wie in Satz 11.3.1.2 mit c = c0, bν = cν + c−ν , aν = i cν − i c−ν . Umgekehrt sind
diese Gleichungen sind genau dann erfüllt, wenn gilt

c0 = c, cν =
1

2
(bν − i aν) und c−ν =

1

2
(bν + i aν).

Beweis. Wir zeigen vorerst nur die Eindeutigkeit, der Beweis der Existenz wird
in 11.3.3.7 nachgeholt. Aus der Euler’schen Formel folgt, daß die Ableitung von
f(x) = ei νx = cos νx+i sin νx gegeben wird durch f ′(x) = i ν ei νx = −ν sin νx+
i ν cos νx. Mit der komplexwertigen Variante des Hauptsatzes der Differential-
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und Integralrechnung erhalten wir
∫ 2π

0
ei νx dx = 1

i ν
ei νx |2π0 = 0 für ν ∈ Z\0 und

für ν = 0 ergibt sich
∫ 2π

0
1 dx = 2π. Wir folgern∫ 2π

0

eiµx e− i νx dx =

{
2π ν = µ;
0 sonst.

Indem wir die gleichmäßige Konvergenz mit dem Integral vertauschen und uns
überlegen, daß das auch für komplexwertige Funktionen erlaubt ist, erhalten wir∫ 2π

0

f(x) e− i νx dx = 2πcν

Das zeigt die Eindeutigkeit der cν . Der Beweis der Existenz wird in 11.3.3.7 nach-
geholt.

11.3.1.5. Gegeben ein normierter Vektorraum V nennt man eine Familie (vi)i∈I
von Vektoren aus V summierbar mit Summe s ∈ V und schreibt∑

i∈I

vi = s

als Abkürzung für die Aussage, daß es für jede Umgebung U von s eine endliche
Teilmenge IU ⊂ I gibt derart, daß für jede endliche Obermenge J von IU in I gilt∑

i∈J

vi ∈ U

Satz 11.3.1.6 (Summierbarkeit der Fourier-Reihe). Ist f : R → C eine stetig
differenzierbare Funktion der Periode 2π, so gibt es eindeutig bestimmte cν ∈ C
derart, daß bezüglich der Norm der gleichmäßigen Konvergenz auf Ensb(R,C)
im Sinne der Summierbarkeit 11.3.1.5 in normierten Vektorräumen gilt∑

ν∈Z

cν ei νx = f(x)

11.3.1.7. Natürlich müssen hier die cν dieselben sein wie in der schwächeren aber
einfacher zu formulierenden Version 11.3.1.3, so daß die Eindeutigkeit aus dem
Vorhergehenden folgt. Der Beweis dieser stärkeren Konvergenzaussage wird in
11.3.3.7 gegeben. Ich habe etwas gezögert, auf der rechten Seite f(x) zu schrei-
ben, wo doch schlicht die Funktion f gemeint ist, aber auf der linken Seite steht
ja auch ei νx für die Funktion x 7→ ei νx.

Vorschau 11.3.1.8. Die obigen Sätze über die Fourierentwicklung sind erste Ver-
treter eines großen Theoriegebäudes, in das wir in 13.2.1.1 folgende tiefer eindrin-
gen. Insbesondere ergibt sich die Frage, welche Abbildungen Z → C denn nun
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etwa den stetig differenzierbaren oder den glatten periodischen Funktionen ent-
sprechen. Diese Frage erweist sich als recht delikat. In 11.3.3.10 diskutieren wir,
welche Fouriereihen beliebig oft differenzierbaren 2π-periodischen Funktionen
entsprechen. In 13.2.2.3 führen wir den Raum der „quadratintegrierbaren Funk-
tionen“ ein und zeigen, daß diese unter unserer Fourierentwicklung genau denjeni-
gen Abbildungen Z→ C entsprechen, bei denen die Summe der Betragsquadrate
endlich ist.

11.3.2 Approximationssatz von Stone-Weierstraß
11.3.2.1. Unter einem kompakten Raum darf man in diesem Abschnitt je nach
Wissensstand einen kompakten metrischen Raum oder allgemeiner einen kom-
pakten topologischen Raum verstehen.

11.3.2.2. Im folgenden verwende ich eine Begrifflichkeit, die in 4.7.9.1 ausführ-
lich eingeführt wird, und bespreche an dieser Stelle nur das Nötigste. Gegeben ein
Körper k bezeichnet man einen k-VektorraumAmit einer bilinearen Verknüpfung
A × A → A ganz allgemein als eine k-Algebra. Ist die Verknüpfung assoziativ,
so spricht man von einer assoziativen Algebra. Gibt es für unsere Verknüpfung
ein neutrales Element, so spricht man von einer unitären Algebra und nennt das
fragliche Element das Eins-Element. Eine Algebra ist also genau dann assoziativ
und unitär, wenn die zugrundeliegende Menge mit der Vektorraum-Addition als
Addition und der bilinearen Verknüpfung als Multiplikation im Sinne von 3.5.1.1
ein Ring ist. Ich nenne derartige Algebren Ringalgebren.

11.3.2.3. Gegeben ein Körper k und eine beliebige Menge X ist der k-Vektor-
raum Ens(X, k) aller k-wertigen Funkionen auf X mit der punktweisen Multi-
plikation als Verknüpfung eine Ringalgebra mit der konstanten Funktion Eins als
Eins-Element. Wir sagen, eine Teilmenge A ⊂ Ens(X, k) trenne die Punkte von
X , wenn es für alle x, y ∈ X mit x 6= y ein a ∈ A gibt mit a(x) 6= a(y).

11.3.2.4. Gegeben ein Körper k und eine k-Algebra A versteht man unter ei-
ner Unteralgebra B ⊂ A einen unter der Verknüpfung unserer Algebra stabi-
len Untervektorraum. Gegeben ein Körper k und eine k-Ringalgebra A verstehen
wir unter einer Unterringalgebra B ⊂ A einen unter der Verknüpfung unserer
Ringalgebra stabilen Untervektorraum, der darüber hinaus das Einselement der
Ringalgebra A enthält. In anderen Worten ist eine Unterringalgebra also eine Un-
teralgebra, die gleichzeitig ein Teilring ist im Sinne von 6.2.2.1.

11.3.2.5. Man beachte, daß wir bereits wissen, daß die stetigen reellen Funktionen
auf einem topologischen Raum X in der R-Ringalgebra aller reellen Funktionen
eine R-Unterringalgebra

C(X,R) ⊂ Ens(X,R)
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bilden. Des weiteren wissen wir nach ??, daß diese Unterringalgebra stabil ist
unter dem Bilden gleichmäßiger Grenzwerte. Gegeben ein kompakter Raum X
bezeichne im folgenden C(X,R) den reellen Vektorraum aller stetigen reellwerti-
gen Funktionen auf X mit seiner Supremumsnorm.

Definition 11.3.2.6. Eine Teilmenge eines metrischen oder auch eines topologi-
schen Raums heißt dicht, wenn ihr Abschluß der ganze Raum ist.

Satz 11.3.2.7 (Approximationssatz von Stone-Weierstraß). In der Ringalgebra
aller stetigen reellwertigen Funktionen auf einem kompakten Raum liegt jede Un-
terringalgebra, die die Punkte unseres Raums trennt, bereits dicht in Bezug auf
die Metrik der gleichmäßigen Konvergenz.

Ergänzung 11.3.2.8. Ich erwähne noch eine Variante dieses Satzes, die man oft
in der Literatur findet, die jedoch für uns hier noch nicht von Belang ist. Statt
einer Unterringalgebra könnten wir mit einer Unteralgebra arbeiten und zusätzlich
voraussetzen, daß es für jedes x ∈ X ein a ∈ A gibt mit a(x) 6= 0. Man sagt
dann, A habe „keine simultane Nullstelle“. Unser Beweis funktioniert dann im
wesentlichen immer noch, man muß dazu nur Lemma 11.3.2.11 verfeinern zur
Aussage, daß pε sogar ohne konstanten Term gefunden werden kann, und muß in
Schritt 3 etwas feiner argumentieren.

Korollar 11.3.2.9 (Approximationssatz von Weierstraß). IstX ⊂ Rn eine kom-
pakte Teilmenge und f : X → R eine stetige Funktion, so gibt es für jedes ε > 0
eine Polynomfunktion p ∈ R[x1, . . . , xn] mit

|p(x)− f(x)| < ε ∀x ∈ X

Beweis. Das folgt sofort aus dem Satz von Stone-Weierstraß 11.3.2.7.

Beweis von Stone-Weierstraß. SeienX unser kompakter Raum undA ⊂ C(X,R)
unsere Unterringalgebra. Wir ziehen uns zunächst auf den Fall zurück, daß A in
C(X,R) abgeschlossen ist.

Lemma 11.3.2.10. Ist X kompakt und A ⊂ C(X,R) eine Unteralgebra, so ist
auch der Abschluß Ā von A eine Unteralgebra.

Beweis. Nach 11.1.5.10 ist Ā genau die Menge aller stetigen Funktionen a : X →
R derart, daß es eine Folge an aus A gibt, die gleichmäßig gegen a konvergiert.
Sei b ein weiteres Element von Ā und bn eine Folge aus A, die gleichmäßig gegen
b konvergiert. Wir behaupten, daß dann auch an + bn gleichmäßig gegen a +
b konvergiert und anbn gleichmäßig gegen ab. Den Beweis der ersten Aussage
überlassen wir dem Leser. Für die Zweite benutze man die Abschätzung

‖ab− anbn‖ ≤ ‖a− an‖ · ‖bn‖+ ‖a‖ · ‖b− bn‖
≤ ε(‖b‖+ 1 + ‖a‖)
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falls gilt ‖a− an‖ < ε, ‖b− bn‖ < ε und ε < 1.

Erfüllt also eine Unterringalgebra A ⊂ C(X,R) die Bedingungen von Stone-
Weierstraß, so ist auch ihr Abschluß Ā eine Unterringalgebra und trennt a for-
teriori die Punkte von X . Um Stone-Weierstraß zu beweisen reicht es demnach
aus, wenn wir unter der zusätzlichen Annahme A abgeschlossen die Gleichheit
A = C(X,R) zeigen. Nun zeigen wir zunächst einmal einen Spezialfall des Ap-
proximationssatzes von Weierstraß durch ein direktes Argument.

Lemma 11.3.2.11. Für ein beliebiges positives ε > 0 gibt es ein Polynom p = pε
mit |
√
x− p(x)| < ε ∀x ∈ [0, 1].

Erster Beweis. Sei ε > 0 gegeben. Da
√
x gleichmäßig stetig ist auf [0, 2], finden

wir η ∈ (0, 1) mit

|
√
x−
√
x+ η| < ε/2 ∀x ∈ [0, 1]

Da die Taylorreihe von
√
x um den Entwicklungspunkt 1 nach 10.6.1.23 auf dem

Intervall [η, 1 + η] gleichmäßig gegen
√
x konvergiert, finden wir weiter ein Poly-

nom p mit
|
√
x+ η − p(x)| < ε/2 ∀x ∈ [0, 1]

Zweiter Beweis. Bei der folgenden Alternative muß man etwas mehr denken, aber
nichts wissen über die Konvergenz von Taylorreihen. Wir konstruieren induktiv
eine Folge von Polynomen durch p0(x) = 0, pn+1(x) = pn(x)+(1/2)(x−pn(x)2)
und behaupten, daß diese Folge auf [0, 1] gleichmäßig gegen

√
x konvergiert. In

der Tat gilt ja
pn+1 = pn + (

√
x− pn)(

√
x+ pn)/2

und dieser Gleichung sehen wir an, daß für x ∈ [0, 1] gilt

p0 ≤ p1 ≤ . . . ≤
√
x

denn es folgt induktiv (
√
x − pn) ≥ 0 und (

√
x + pn)/2 ≤ 1. Andererseits folgt

aus unserer Gleichung auch

(
√
x− pn+1) = (

√
x− pn)(2−

√
x− pn)/2

≤ (
√
x− pn)(2−

√
x)/2

und somit konvergiert unsere Folge pn auf jedem Intervall [a, 1] mit 0 < a < 1
gleichmässig gegen

√
x. Dann muß mit etwas Nachdenken unsere Folge aber auf

ganz [0, 1] gleichmässig gegen
√
x konvergieren.
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Nun zeigen wir Stone-Weierstraß 11.3.2.7 für eine abgeschlossene Unterringalge-
bra A, auf diesen Fall hatten wir uns ja bereits zurückgezogen, in fünf Schritten.
Gegeben a ∈ C(X,R) bezeichne |a| ∈ C(X,R) die Funktion x 7→ |a(x)| und
‖a‖ ∈ R die Supremumsnorm von a.

1. Wir zeigen a ∈ A ⇒ |a| ∈ A. Dazu schreiben wir a = λb mit λ ∈ (0,∞)
und ‖b‖ ≤ 1 und erhalten |a| = λ

√
b2. Nach Lemma 11.3.2.11 gibt es eine Folge

pn von Polynomen, die auf [0, 1] gleichmäßig gegen
√
x strebt, und dann strebt

λpn(b2) auf X gleichmäßig gegen |a|. Da A eine Unteralgebra ist, liegen alle
λpn(b2) auch in A, und da A abgeschlossen ist unter gleichmäßiger Konvergenz,
folgt |a| ∈ A.

2. Wir zeigen a, b ∈ A⇒ sup(a, b) ∈ A, inf(a, b) ∈ A. In der Tat gilt

sup(a, b) = 1/2(a+ b+ |a− b|)
inf(a, b) = 1/2(a+ b− |a− b|)

3. Für x 6= y zwei verschiedene Punkte aus X und α, β ∈ R gibt es a ∈ A mit
a(x) = α, a(y) = β. In der Tat betrachte man die R-lineare Abbildung

A → R2

a 7→ (a(x), a(y))

Da A Punkte trennt, gibt es a ∈ A mit a(x) 6= a(y). Da die Konstanten zu A
gehören, liegt jedoch auch (1, 1) im Bild unserer linearen Abbildung. Damit ent-
hält das Bild unserer linearen Abbildung zwei linear unabhängige Vektoren und
ist folglich ganz R2.

4. Für beliebige f ∈ C(X,R), x ∈ X und ε > 0 gibt es ax ∈ A mit ax(x) = f(x)
und

ax(y) < f(y) + ε ∀y ∈ X

In der Tat, für alle y ∈ X finden wir ax,y ∈ A mit ax,y(x) = f(x) und ax,y(y) =
f(y). Auf einer geeigneten offenen Umgebung Uy von y gilt dann ax,y(z) <
f(z) + ε ∀z ∈ Uy. Da X kompakt ist, gibt es nun E ⊂ X endlich mit X =⋃
y∈E Uy. Dann nehmen wir ax = infy∈E ax,y und haben unser ax gefunden.

5. Für beliebiges f ∈ C(X,R) und ε > 0 gibt es a ∈ Amit ‖a−f‖ < ε. Sei in der
Tat für jedes x ∈ X ein ax wie eben gewählt. Dann hat jeder Punkt x ∈ X eine
offene Umgebung Vx mit f(z)−ε < ax(z) < f(z)+ε ∀z ∈ Vx wobei die zweite
Ungleichung sogar gilt für alle z ∈ X . Da X kompakt ist, gibt es wieder F ⊂ X
endlich mit X =

⋃
x∈F Vx. Ist X nicht leer, so nehmen wir nun a = supx∈F ax

und haben unser a gefunden. Der Fall X = ∅ ist eh unproblematisch.
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Zum Beweis von 11.3.2.7, Schritt 4
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11.3.2.12. Gegeben ein Kompaktum X bezeichne C(X) die C-Ringalgebra aller
stetigen komplexwertigen Funktionen auf X mit der Supremumsnorm.

Korollar 11.3.2.13 (Stone-Weierstraß im Komplexen). In der Ringalgebra al-
ler stetigen komplexwertigen Funktionen auf einem kompakten Raum liegt jede
komplexe Unterringalgebra, die die Punkte unseres Raums trennt und die stabil
ist unter der komplexen Konjugation, bereits dicht in Bezug auf die Metrik der
gleichmäßigen Konvergenz.

Beweis. Sei X unser kompakter Raum und B ⊂ C(X) unsere komplexe Un-
terringalgebra, die die Punkte von X trennt und stabil ist unter der komplexen
Konjugation, in Formeln b ∈ B ⇒ b̄ ∈ B. Wir wenden den Satz von Stone-
Weierstraß 11.3.2.7 an auf A := B ∩ C(X,R). Aus b ∈ B folgt Re b, Im b ∈ A,
denn es gilt Re b = (b+ b̄)/2 und Im b = (b− b̄)/2i. Also trennt auch unser A die
Punkte von X . Für f ∈ C(X) finden wir u, v ∈ A mit |Re f(x) − u(x)| < ε/2
und | Im f(x) − v(x)| < ε/2 für alle x ∈ X , setzen b = u + iv und folgern
‖f − b‖ < ε.

Korollar 11.3.2.14. Das C-Erzeugnis der (zν)ν∈Z liegt dicht im Raum C(S1) der
stetigen komplexwertigen Funktionen auf der Kreislinie S1 := {z ∈ C | |z| = 1}
in Bezug auf die Metrik der gleichmäßigen Konvergenz.

Beweis. Wegen z̄ = z−1 für alle z ∈ S1 folgt das aus dem Satz von Stone-
Weierstraß für komplexwertige Funktionen 11.3.2.13.

Definition 11.3.2.15. Eine Funktion f : R → C der Gestalt t 7→
∑ν=n

ν=−n dν ei νt

mit dν ∈ C heiße ein trigonometrisches Polynom.

Satz 11.3.2.16 (Dichtheit der trigonometrischen Polynome). Gegeben eine ste-
tige Funktion f : [0, 2π] → C mit f(0) = f(2π) gibt es für beliebiges ε > 0 ein
trigonometrisches Polynom g = gε mit

|f(x)− g(x)| < ε ∀x ∈ [0, 2π]

Beweis. Sei S1 = {z ∈ C | |z| = 1} der Einheitskreis in der komplexen Ebene.
Wir betrachten die Abbildung E : [0, 2π] → S1, t 7→ eit, die anschaulich gespro-
chen „unser Intervall zu einer Kreislinie zusammenbiegt“. Das Vorschalten von E
liefert eine Bijektion

(◦ E) : C(S1)
∼→ {f ∈ C([0, 2π]) | f(0) = f(2π)}

Das kann man unschwer direkt einsehen und auch formal aus dem anschließenden
Lemma 11.3.2.17 folgern. Unter unserer Bijektion entsprechen nun die trigono-
metrischen Polynome auf [0, 2π] genau den Funktionen der Form

∑n
ν=−n dνz

ν auf
der Kreislinie S1. Der Satz folgt aus Korollar 11.3.2.14.
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Lemma 11.3.2.17. Ist f : X � Y eine stetige Surjektion von einem kompak-
ten Raum zu einem Hausdorffraum, so ist eine Abbildung g : Y → Z in einen
weiteren Raum Z stetig genau dann, wenn g ◦ f stetig ist.

Beweis. Das Problem ist nur, die Stetigkeit von g aus der Stetigkeit von g ◦ f zu
folgern. Da f surjektiv ist, gilt für jede Teilmenge A ⊂ Z offensichtlich

g−1(A) = f((g ◦ f)−1(A))

Ist A abgeschlossen in Z, so ist (g ◦ f)−1(A) abgeschlossen in X wegen der Ste-
tigkeit von g ◦ f , also kompakt nach 12.4.1.11. Dann ist f((g ◦ f)−1(A)) kompakt
nach 12.4.1.15 als Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung,
mithin abgeschlossen nach 17.6.2.12, da Y ein Hausdorffraum ist. Zusammenfas-
send haben wir gezeigt, daß das Urbild g−1(A) einer abgeschlossenen Teilmenge
A ⊂ Z abgeschlossen ist in Y . Daraus folgt mit ?? die Stetigkeit von g.

11.3.3 Konvergenz der Fourierreihe

11.3.3.1. Wir verwenden im folgenden die Begrifflichkeit der Skalarprodukte, wie
sie etwa in 4.1.3 eingeführt wird.

Definition 11.3.3.2. Wir versehen den komplexen Vektorraum V = C([0, 2π])
aller stetigen Funktionen f : [0, 2π]→ C mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉 :=
1

2π

∫ 2π

0

f̄ g

Die zugehörige Norm notiert man in diesem Fall mit ‖f‖2 :=
√
〈f, f〉.

11.3.3.3. Unsere Formeln aus dem Beweis von 11.3.1.3 besagen genau, daß die
eiνx mit ν ∈ Z in diesem Raum ein Orthonormalsystem im Sinne von 4.1.3.13
bilden, in Formeln

〈eiνx, eiµx〉 =

{
1 ν = µ;
0 sonst.

Die Fourier-Koeffizienten schreiben sich nun kürzer cν = 〈eiνx, f〉. Indem wir
jeder stetigen Funktion f : [0, 2π] → C die Familie ihrer „Fourierkoeffizienten“
zuordnen, in Formeln f∧(ν) := 〈eiνx, f〉, erhalten wir eine Abbildung

C([0, 2π]) → Ens(Z,C)
f 7→ f∧
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Satz 11.3.3.4 (Quadratische Konvergenz der Fourierreihe). Gegeben eine ste-
tige Funktion f : [0, 2π]→ C mit Fourierkoeffizienten cν := 〈eiνx, f〉 gilt

f =
∑
ν∈Z

cν eiνx

im Sinne der Summierbarkeit nach 11.3.1.5 im komplexen Vektorraum C([0, 2π])
mit seiner Skalarproduktnorm ‖ ‖2.

11.3.3.5. Ich betone, daß dieser Satz keine Aussage über punktweise Konvergenz
beinhaltet. Ich habe auf der linken Seite auch nur f und nicht f(x) geschrieben,
um das zu betonen. Punktweise Konvergenz gilt auch gar nicht in der Allgemein-
heit dieses Satzes.

Beweis. Für alle endlichen Teilmengen I ⊂ Z können wir f nach 4.1.3.22 zerle-
gen in seine Projektion auf den von allen eiνx mit ν ∈ I aufgespannten Teilraum
von C([0, 2π]) und einen auf diesem Teilraum senkrechten Anteil,

f =
∑
ν∈I

cν eiνx +

(
f −

∑
ν∈I

cν eiνx

)

Wir nehmen nun zunächst zusätzlich f(0) = f(2π) an. Für alle ε > 0 finden wir
dann nach 11.3.2.16 eine endliche Teilmenge Iε ⊂ Z und ein trigonometrisches
Polynom g =

∑
ν∈Iε dν eiνx mit

|f(x)− g(x)| < ε ∀x

Es folgt sofort ‖f − g‖2 < ε. Da in einem Skalarproduktraum nach 4.1.3.22 die
orthogonale Projektion eines Vektors auf einen endlichdimensionalen Teilraum
stets die bestmögliche Approximation durch Vektoren dieses Teilraums ist, folgt
für alle endlichen J ⊃ Iε erst recht∥∥∥∥∥f −∑

ν∈J

cν eiνx

∥∥∥∥∥
2

< ε

Das zeigt die Behauptung im Fall f(0) = f(2π). Im Fall f(0) 6= f(2π) müssen
wir noch eine zusätzliche Verrenkung machen und zunächst eine stetige Funktion
f̃ finden mit f̃(0) = f̃(2π) sowie ‖f̃ − f‖2 < ε. Dann gibt es wieder ein trigo-
nometrisches Polynom g mit ‖f̃ − g‖2 < ε, also ‖f − g‖2 < 2ε, und der Beweis
kann wie zuvor zu Ende geführt werden.

Korollar 11.3.3.6. Sei f : [0, 2π] → C stetig und seien cν = 〈eiνx, f〉 seine
Fourierkoeffizienten. So gilt ‖f‖2

2 =
∑

ν∈Z |cν |2.
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Beweis. Die Differenz ‖f‖2
2 −

∑ν=n
ν=−n |cν |2 ist das Quadrat eines Ausdrucks, von

dem wir gerade gezeigt haben, daß er gegen Null strebt.

Satz 11.3.3.7 (Kriterium für gleichmäßige Konvergenz der Fourierreihe). Ge-
geben eine stetig differenzierbare Funktion f : R → C der Periode 2π mit Fou-
rierkoeffizienten cν := 〈eiνx, f〉 gilt

f =
∑
ν∈Z

cν eiνx

im Sinne der Summierbarkeit nach 11.3.1.5 im komplexen Vektorraum C([0, 2π])
mit der Norm ‖ ‖∞ der gleichmäßigen Konvergenz.

11.3.3.8. Der Satz gilt mit fast demselben Beweis auch noch, wenn unsere Funk-
tion nur „stückweise stetig differenzierbar“ ist, wenn es also Punkte 0 = a0 <
a1 < . . . < ak = 2π gibt derart, daß die Einschränkung von f auf jedes der In-
tervalle [ai, ai+1] stetig differenzierbar ist. Die Details mag der Leser zur Übung
selbst ausarbeiten.

Beweis. Die Fourier-Koeffizienten cν = 〈eiνx, f〉 von f ergeben sich für ν 6= 0
aus den Fourier-Koeffizienten c′ν = 〈eiνx, f ′〉 von f ′ durch partielles Integrieren
zu

cν =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) e−iνx dx = − 1

2π

∫ 2π

0

f ′(x) e−iνx

−iν
dx =

−ic′ν
ν

Für beliebige α, β ∈ C gilt jedoch 2|αβ| ≤ (|α|2 + |β|2) und es folgt∑
ν

|cν | ≤ |c0|+
∑
ν 6=0

(
1

ν2
+ |c′ν |2

)
<∞

Also gibt es eine stetige Funktion g mit g =
∑

n∈Z cn einx im komplexen Vektor-
raum C([0, 2π]) mit der Norm ‖ ‖∞. A forteriori gilt das dann auch in Bezug auf
die Norm ‖ ‖2. Aus dem Satz über die quadratische Konvergenz der Fourierreihe
11.3.3.4 folgt damit g = f und wir sind fertig.

Vorschau 11.3.3.9 (Fourierreihe und Wärmeverteilung). Fassen wir eine ste-
tig differenzierbare 2π-periodische Funktion f als eine Funktion auf dem Ein-
heitskreis auf und nehmen sie reellwertig an, so gilt für ihre Fourier-Koeffizienten
offensichtlich c−ν = c̄ν . Sie können zum Beispiel in 14.5.1 lernen, warum die
Formel

P (z) = c0 +
∞∑
ν=1

cνz
ν + c−ν z̄

ν

dann die eindeutig bestimmte „stabile Wärmeverteilung mit Randverteilung f auf
der Einheitskreisscheibe“ beschreibt. In diesem Zusammenhang hat Fourier, von
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dem erzählt wird, daß er häufig fröstelte, ursprünglich die heute nach ihm benann-
ten Reihenentwicklungen gefunden und in seinem Werk „Théorie analytique de
la chaleur“ veröffentlicht.

Übungen

Übung 11.3.3.10. Wir erklären den Schwarzraum S(Z) ⊂ Ens(Z,C) als den
Raum aller Abbildungen (an)n∈Z mit

∑
n∈Z |nkan| < ∞ für alle k ∈ N. Man

zeige, daß die Entwicklung in eine Fouriereihe (an) 7→ f mit f(t) :=
∑

n∈Z aneint

einen Isomorphismus induziert zwischen dem Schwarzraum S(Z) und dem Raum
der beliebig oft differenzierbaren 2π-periodischen Funktionen R → C. Hinweis:
Man gehe den Beweis von 11.3.3.7 nocheinmal durch.
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12.1 Ableitungen in mehreren Veränderlichen

12.1.1 Partielle Ableitungen und Gradient
Definition 12.1.1.1. Eine Funktion f : Rn ⊃◦ A → R heißt partiell differen-
zierbar nach der i-ten Variablen an einer Stelle p = (p1, . . . , pn) ∈ A, wenn
die Funktion x 7→ f(p1, . . . , pi−1, x, pi+1, . . . , pn) differenzierbar ist bei x = pi.
Die Ableitung dieser Funktion heißt die i-te partielle Ableitung von f und wird
notiert als

(Di f)(p) =
∂f

∂xi
(p) := lim

h→0

f(p1, . . . , pi + h, . . . , pn)− f(p1, . . . , pi, . . . , pn)

h

Veranschaulichen wir uns eine
reellwertige Funktion von zwei

reellen Veränderlichen durch die
Hügellandschaft ihres Graphen, so
beschreibt die partielle Ableitung
∂f
∂x

(p) die Steigung bei p derjenigen
Straße durch p, die besagte

Hügellandschaft in Richtung der
x-Achse durchquert.

12.1.1.2. Unsere partiellen Ableitungen sind, soweit sie existieren, wieder reell-
wertige Funktionen. Um ∂f

∂xi
zu berechnen denkt man sich alle xj mit j 6= i als

Konstanten. Zum Beispiel berechnen wir die partiellen Ableitungen von f(x, y) =
x sin(xy) und erhalten

∂f
∂x

= sin(xy) + xy cos(xy)

∂f
∂y

= x2 cos(xy)

Dieses Beispiel zeigt auch die Vorteile der Notation ∂
∂x

gegenüber der formal ex-
akteren Notation Di, bei der man stets eine Reihenfolge der Variablen festlegen
muß und schneller in Indizes ertrinkt. Wenn die sonstige Notation es erlaubt, be-
nutzt man auch die sehr konzisen Schreibweisen

∂f

∂x
= ∂xf = fx

12.1.1.3 (Diskussion der Notation). Ich will an einem Beispiel erläutern, aus
welchem Grund es sinnvoll ist, im Fall mehrerer Veränderlichen unsere bishe-
rige Notation d

dx
zu ∂

∂x
abzuändern. Denken wir uns einen Wanderer auf einer
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Wanderung durch die Alpen, bei der schlechtes Wetter aufkommt. Der Luftdruck
D = D(t, h) hängt dann sowohl von der Zeit als auch von der Höhe ab. Macht un-
ser Wanderer zum Zeitpunkt t = t0 in der Höhe h = h0 eine Pause, so ändert sich
der Luftdruck, den sein Barometer mißt, mit der Rate ∂D

∂t
(t0, h0). Geht er jedoch

zum Zeitpunkt t = t0 bergab oder bergauf und gibt die Funktion h(t) seine Höhe
zum Zeitpunkt t an, so ändert sich der Luftdruck, den sein Barometer mißt, mit der
Rate d

dt

∣∣
t=t0

(D(t, h(t))). Wir werden zeigen, daß sich diese Rate auch ausdrücken
läßt in der Gestalt d

dt

∣∣
t=t0

(D(t, h(t))) = ∂D
∂t

(t0, h(t0)) + h′(t0)∂D
∂h

(t0, h(t0)) oder
in Kurzschreibweise

dD

dt
=
∂D

∂t
+

dh

dt

∂D

∂h

Der Zweck der Variation unserer Notation liegt nun eben darin, daß mit ihr sol-
che Verkürzungen verständlich bleiben. Um die behauptete Formel zu beweisen,
führen wir den Begriff des Differentials ein, studieren seinen Zusammenhang mit
den partiellen Ableitungen und erhalten unsere Formel als Korollar 12.1.4.8 der
Kettenregel für Differentiale.

Definition 12.1.1.4. Ist f : Rn ⊃◦ A → R auf ganz A nach jeder der n Variablen
partiell differenzierbar, so erklären wir den Gradienten von f als die Abbildung

grad f : A → Rn

x 7→
(
∂f
∂x1

(x), . . . , ∂f
∂xn

(x)
)>

12.1.1.5. Man beachte, daß in dieser Definition das Symbol x für ein Element des
Rn steht und nicht wie zuvor für eine reelle Zahl. Ich stelle mir grad f meist vor
als ein Vektorfeld, das also jedem Punkt ausA einen Vektor aus dem Rn zuordnet.
Das ist auch der Grund dafür, daß ich in obiger Definition den Zeilenvektor in
einen Spaltenvektor transponiert habe. Denken wir uns im Fall n = 2 den Graphen
von f als eine Hügellandschaft, so zeigt grad f stets in die Richtung, in der es am
steilsten den Berg hinaufgeht, und grad f ist desto länger, je steiler es hinaufgeht.
Diese Anschauung wird durch Bemerkung 12.1.3.10 formal gerechtfertigt.

12.1.1.6. Der Begriff des Gradienten ist nur für reellwertige Funktionen auf dem
Rn sinnvoll. Reellwertigen Funktionen auf abstrakten endlichdimensionalen reel-
len Vektorräumen kann nicht mehr sinnvoll ein Gradient in Gestalt eines Vektor-
feldes zugeordnet werden. Ich vermeide deshalb im folgenden nach Möglichkeit
den Begriff des Gradienten und arbeite stattdessen mit den sogenannten „Diffe-
rentialen“, die in sehr viel größerer Allgemeinheit definiert sind. Die Beziehung
zwischen Differentialen und Gradienten wird in 12.1.3.9 und 12.7.3.8 besprochen.



1842 KAPITEL 12. ANALYSIS 2

Einige Niveaulinien und das Gradientenfeld eines Hügels, hier möglicherweise
der Funktion 1

2

√
1− x2 − y2 auf der Kreisscheibe x2 + y2 < 1

2
.

Übungen

Übung 12.1.1.7. Sei R(x, y) =
∑

i,j cijx
iyj ein Polynom in zwei Variablen mit

reellen Koeffizienten cij ∈ R. Man zeige: Gibt es eine nichtleere offene Teilmenge
A ⊂◦ R2 derart, daß gilt R(p) = 0 ∀p ∈ A, so ist R das Nullpolynom, in Formeln
cij = 0 ∀i, j.

12.1.2 Affine Räume
12.1.2.1. Dieser Abschnitt ist ein Auszug aus Abschnitt 3.3.1.1 einer Vorlesung
zur linearen Algebra. Ich habe ihn hier eingefügt, um Unklarheiten zu vermeiden
was die im weiteren verwendeten Notationen und Begriffsbildungen angeht. Mei-
ne Hoffnung ist, durch eine begriffliche Trennung von Punkten und Richtungs-
vektoren das Verständnis des Differentials zu erleichtern.

Definition 12.1.2.2. Ein affiner Raum oder kurz Raum über einem Körper k ist
ein Tripel

E = (E, ~E, a)

bestehend aus einer nichtleeren Menge E, einer abelschen Gruppe ~E ⊂ Ens×E
von Permutationen von E und einer Abbildung a : k × ~E → ~E derart, daß gilt:

1. Für alle p, q ∈ E gibt es genau ein ~v ∈ ~E mit ~v(p) = q;

2. Die Abbildung a : k × ~E → ~E ist die Multiplikation mit Skalaren einer
Struktur als k-Vektorraum auf ~E.
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Die Elemente von ~E heißen die Translationen oder Richtungsvektoren unseres
affinen Raums und den Vektorraum ~E selbst nennen wir den Richtungsraum un-
seres affinen Raums E. Die Operation von k auf ~E mag man die Reskalierung
von Translationen nennen. Unter der Dimension unseres affinen Raums verste-
hen wir die Dimension seines Richtungsraums. Das Resultat der Operation von
~v ∈ ~E auf p ∈ E notieren wir ~v + p := ~v(p) oder manchmal auch p+ ~v.

12.1.2.3 (Diskussion der Notation). Die eben eingeführte Notation für den Rich-
tungsraum eines affinen Raums steht in Konflikt mit der Notation aus 12.8.3.6,
nach der mit Pfeilen versehene Mannigfaltigkeiten orientierte Mannigfaltigkeiten
andeuten sollen. Was jeweils gemeint ist, muß man aus dem Kontext erschließen.
12.1.2.4. Ist E ein affiner Raum, so liefert nach Annahme für jedes p ∈ E die
Operation eine Bijektion ~E

∼→ E, ~u 7→ ~u + p und es gilt ~0 + p = p sowie
~u + (~v + p) = (~u + ~v) + p für alle ~u,~v ∈ ~E und p ∈ E. Flapsig gesprochen
ist also ein affiner Raum ein „Vektorraum, bei dem man den Ursprung vergessen
hat“. Gegeben p, q ∈ E notieren wir

~u = p− q

den Richtungsvektor ~u ∈ ~E mit p = ~u+ q.
Beispiel 12.1.2.5 (Modellierung von Raum und Zeit). Es scheint mir besonders
sinnfällig, den uns umgebenden Raum mathematisch als einen dreidimensionalen
reellen affinen Raum E zu modellieren. Hierbei denkt man sich ~E als die Gruppe
aller „räumlichen Parallelverschiebungen“. Ähnlich mag man die Zeit modellieren
als einen eindimensionalen reellen affinen Raum T. Hierbei denkt man sich ~T
als die Gruppe aller „Zeitspannen“ und erlaubt auch „negative Zeitspannen“. Die
Sekunde ist damit ein von Null verschiedener Vektor s ∈ ~T.
12.1.2.6. Unter einem normierten Raum verstehen wir im folgenden einen reel-
len affinen RaumX , dessen Richtungsraum ~X mit einer Norm versehen ist. Jeden
normierten Raum fassen wir als metrischen Raum auf mit der Norm d(x, y) :=
‖x−y‖ des Richtungsvektors von y nach x als Metrik und versehen ihn mit der zu-
gehörigen metrischen Topologie. Äquivalente Normen liefern dieselbe Topologie.
Insbesondere liefern auf einem endlichdimensionalen reellen Raum X nach dem
Satz ?? über die Äquivalenz von Normen je zwei Normen dieselbe Topologie. Sie
heißt die natürliche Topologie auf X .
12.1.2.7. Gegeben ein normierter RaumX ist das Verschieben ~X×X → X, (v, p) 7→
v+p eine stetige Abbildung. Um das einzusehen, wiederholt man den Beweis zur
Stetigkeit der Addition in normierten Vektorräumen aus Übung ??.
12.1.2.8 (Vom Nutzen allgemeiner normierter Räume). Wir werden es vorerst
nur mit endlichdimensionalen normierten Räumen zu tun haben. Ich arbeite den-
noch hier und im folgenden mit beliebigen normierten Räumen, weil das zum Ers-
ten in keiner Weise schwieriger ist, weil es zum Zweiten einen größeren Abstand
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zum unübersichtlichen Gestrüpp der Koordinaten schafft, und weil es zum Dritten
bei der Behandlung von Differentialgleichungen 12.5.6.2 in dieser Allgemeinheit
gebraucht wird.

12.1.2.9 (Vektorräume als affine Räume). Jeder Vektorraum V kann als ein
affiner Raum aufgefaßt werden, indem wir als Translationen die durch die Ad-
dition von festen Vektoren gegebenen Abbildungen nehmen. Als Gruppe von
Translationen nehmen wir also das Bild des injektiven Gruppenhomomorphismus
V → Ens×(V ), v 7→ (v+). Die Reskalierung von Translationen erklären wir dann
dadurch, daß dieser Gruppenhomomorphismus einen Vektorraumisomorphismus
auf sein Bild liefern soll. Insbesondere erhalten wir damit einen ausgezeichneten
Isomorphismus

trans : V
∼→ ~V

zwischen unserem Vektorraum und dem Richtungsraum des zugehörigen affinen
Raums. Diese Identifikation scheint mir derart kanonisch, daß ich sie von nun an
in Sprache und Notation oft so behandeln werde, als seien diese beiden Vektor-
räume schlicht gleich. Manchmal versuche ich den Unterschied durch die Notati-
on trans(v) = ~v anzudeuten. In dieser Notation bedeutet etwa ~1 ∈ ~R ⊂ Ens×(R)
die Verschiebung (1+) : R→ R.

Definition 12.1.2.10. Eine Abbildung ϕ : E → E ′ zwischen affinen Räumen
heißt eine affine Abbildung, wenn es eine lineare Abbildung zwischen den zu-
gehörigen Richtungsräumen ~ϕ : ~E → ~E ′ gibt mit

ϕ(p)− ϕ(q) = ~ϕ(p− q) ∀p, q ∈ E

Diese lineare Abbildung ~ϕ ist dann durch ϕ eindeutig bestimmt und heißt der
lineare Anteil unserer affinen Abbildung.

Übungen

Übung 12.1.2.11 (Produkt affiner Räume). Gegeben affine Räume X, Y über
einem Körper k gibt es genau eine Struktur als affiner Raum über k auf ihrem
Produkt X × Y derart, daß die Projektionen auf X und Y affine Abbildungen
werden. Die linearen Anteile der Projektionen induzieren dann einen Isomorphis-
mus

(~prX , ~prY ) :
−−−−→
X × Y ∼→ ~X × ~Y

Wir verwenden das Produkt affiner Räume bei unserer Diskussion des Satzes über
implizite Funktionen.
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12.1.3 Differential

Definition 12.1.3.1. Seien X, Y normierte Räume. Eine Abbildung f : X ⊃◦ A→
Y heißt differenzierbar an einer Stelle p ∈ A, wenn es eine stetige lineare Ab-
bildung L : ~X → ~Y gibt mit

f(p+ ~v) = f(p) + L~v + ‖~v‖ε(~v)

für ε stetig bei ~v = ~0 mit Funktionswert ~0, in Formeln lim~v→~0 ε(~v) = ε(~0) = ~0.
Hier ist implizit zu verstehen, daß die Abbildung ε definiert sein soll auf der Men-
ge aller ~v ∈ ~X mit p+~v ∈ A. Ausführlicher sagt man total differenzierbar oder
Fréchet-differenzierbar. Wir zeigen gleich in 12.1.3.2, daß die lineare Abbil-
dung L eindeutig bestimmt ist, wenn sie existiert. Sie heißt dann das Differential
von f bei p und wird notiert als

dpf := L

12.1.3.2 (Eindeutigkeit des Differentials). Gegeben zwei DifferentialeL,M der-
selben Abbildung am selben Punkt haben wir lim~v→~0(L−M)~v/‖~v‖ = ~0 und da-
mit für jeden Vektor ~w 6= ~0 auch limt↘0(L−M)~w/‖~w‖ = ~0 durch Einsetzen von
~v = t~w, also (L−M)~w = ~0 und insgesamt L = M .

12.1.3.3 (Richtungsableitungen und Differential). GegebenX, Y normierte Räume
und f : X ⊃◦ A→ Y differenzierbar bei p ∈ A gilt

(dpf)(~w) = lim
t→0

f(p+ t~w)− f(p)

t

In der Tat folgt das direkt durch Einsetzen von ~v = t~w in der Definition des
Differentials. Diesen Grenzwert in ~Y hinwiederum nennt man, wann immer er
existiert, die Richtungsableitung von f bei p in Richtung ~w und kürzt ihn ab
mit

(D~wf)(p)

für englisch directional derivative. Anschaulich mißt die Richtungsableitung im
Fall Y = R, wie schnell unsere Funktion wächst beziehungsweise abnimmt, wenn
wir von p aus „mit der durch die Länge von ~w gegebenen Geschwindigkeit in
der Richtung ~w gehen“. Unsere Richtungsableitung hängt insbesondere nicht nur
von der Richtung des Vektors ~w ab, sondern auch von seiner Länge. Existiert das
Differential von f an einer Stelle p ∈ A, so existieren insbesondere auch alle
Richtungsableitungen und für alle Richtungsvektoren ~w ∈ ~X gilt

(D~wf)(p) = (dpf)(~w)
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Vorschau 12.1.3.4. Im folgenden diskutieren wir die Bedeutung dieser Definitio-
nen zunächst für Abbildungen Rm → R, dann für Abbildungen Rm → Rn, dann
für Abbildungen R → Rn und schließlich speziell für Abbildungen R → R.
Anschließend diskutieren wir Anschauungen im abstrakten Kontext, etwa für be-
wegte Teilchen alias Abbildungen T→ E von der Zeit in den Raum.

Beispiel 12.1.3.5 (Partielle Ableitungen als Richtungsableitungen). Für eine
total differenzierbare Abbildung f : Rm ⊃◦ A → R existieren unsere partiellen
Ableitungen und sind gerade die Richtungsableitungen in Richtung der Einheits-
vektoren ei, in Formeln

(Deif)(p) =
∂f

∂xi
(p)

Hier haben wir in der Notation keinen Unterschied gemacht zwischen Rm und R
als affinen Räumen und den zugehörigen Richtungsräumen, sonst hätten wir aus-
führlicher (D~eif)(p) = trans

(
∂f
∂xi

(p)
)

schreiben müssen, wo trans einem Vektor
seine Translation zuordnet wie in 12.1.2.9 und wir ~ei := trans(ei) verstehen. Wir
werden es auch zukünftig meist nicht ganz so genau nehmen.

Beispiel 12.1.3.6 (Partielle Ableitungen als Richtungsableitungen, Variante).
Für f = (f1, . . . , fn)> : Rm ⊃◦ A→ Rn total differenzierbar finden wir allgemei-
ner

(Deif)(p) =

(
∂f1

∂xi
(p), . . . ,

∂fn
∂xi

(p)

)>
=
∂f

∂xi
(p)

mit einer durch die zweite Gleichung erklärten vereinfachten Notation ganz rechts.

Beispiel 12.1.3.7 (Differential und Jacobi-Matrix). Gegeben eine lineare Abbil-
dung L : Rm → Rn ist ihre darstellende Matrix nach 3.2.4.1 die Matrix [L] mit
den Spaltenvektoren L(ei). Ist speziell eine Abbildung

f : Rm ⊃◦ A→ Rn

differenzierbar bei p, so ist die darstellende Matrix ihres Differentials dpf folglich
die Matrix mit den Spaltenvektoren (dpf)(ei) = ∂f

∂xi
(p) in der in 12.1.3.6 einge-

führten Notation. Hat unsere Abbildung also die Gestalt f = (f1, . . . , fn)> mit
Funktionen fj : U → R, so hat die darstellende Matrix ihres Differentials dpf die
Gestalt

[dpf ] =


∂f1

∂x1
(p) . . . ∂f1

∂xm
(p)

· ·· ·· ·
∂fn
∂x1

(p) . . . ∂fn
∂xm

(p)


Diese Matrix heißt die Jacobi-Matrix unserer Abbildung. Wir denken uns in die-
sem Zusammenhang Vektoren stets als Spaltenvektoren und haben unsere Abbil-
dung f = (f1, . . . , fn)> geschrieben, um das zu betonen. Für die Jacobi-Matrix
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findet man häufig die Notation

∂(f1, . . . , fn)

∂(x1, . . . , xm)
(p)

Wenn Ihnen die Identifikation von Matrizen mit linearen Abbildungen Rm →
Rn aus 3.2.4.1 und 3.2.4.7 einmal richtig in Fleisch und Blut übergegangen ist,
werden Sie sich auch nicht mehr daran stören, wenn wir später einmal mit dpf
sowohl das Differential als auch die Jacobimatrix bezeichnen sollten.

Vorschau 12.1.3.8 (Differenzierbarkeit bei stetigen partiellen Ableitungen). In
12.1.5.1 werden wir umgekehrt für f : Rm ⊃◦ A → Rn zeigen, daß wenn alle ∂fi

∂xj

auf ganz A existieren und stetig sind, daß dann f differenzierbar ist.

Beispiel 12.1.3.9 (Differential und Gradient). Gegeben eine reellwertige Abbil-
dung f : Rm ⊃◦ A→ R ist die Jacobi-Matrix die Zeilenmatrix

[dpf ] =

(
∂f

∂x1

(p), . . . ,
∂f

∂xm
(p)

)
und stimmt überein mit dem Transponierten des Gradienten, der ja als Vektor in
unseren Konventionen a priori als eine Spaltenmatrix aufzufassen ist, in Formeln

[dpf ] =
(
(grad f)(p)

)>
Gegeben allgemeiner ein endlichdimensionaler Raum X liefert jedes Skalarpro-
dukt s auf seinem Richtungsraum ~X einen Isomorphismus cans : ~X

∼→ ~X∗

vom Richtungsraum zu seinem Dualraum durch cans(v))(w) := s(v, w) und wir
können für eine Abbildung f : X ⊃◦ A → R ihren s-Gradienten bei p ∈ A
erklären durch die Vorschrift dpf = cans

(
(grads f)(p)

)
alias

(grads f)(p) := can−1
s (dpf)

Im Fall des Standardskalarprodukts auf Rn erhalten wir so den üblichen Gradien-
ten aus 12.1.1.4 zurück.

12.1.3.10 (Gradient und Richtungsableitung). Für die Richtungsableitung einer
differenzierbaren reellwertigen Funktion f : Rn ⊃◦ A→ R am Punkt p in Richtung
v erhalten wir speziell

(Dvf)(p) = (dpf)(v) = 〈(grad f)(p), v〉

Insbesondere wird die Richtungsableitung bei p in Richtung eines Vektors v der
Länge Eins maximal genau dann, wenn der Gradient von f ein nichtnegatives
Vielfaches von v ist. Für die Richtungsableitung (D~vf)(p) einer differenzierbaren
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reellwertigen Funktion f : X → R auf einem endlichdimensionalen normierten
Raum am Punkt p in Richtung ~v erhalten wir allgemeiner

(D~vf)(p) = (dpf)(~v) = s((grads f)(p), ~v)

mit der zweiten Gleichung für ein beliebiges Skalarprodukt s auf ~X . Insbesondere
wird die Richtungsableitung bei p in Richtung eines Vektors ~v der s-Länge Eins
maximal genau dann, wenn der s-Gradient von f ein nichtnegatives Vielfaches
von ~v ist.

Beispiel 12.1.3.11 (Differential als physikalischer Geschwindigkeitsvektor).
Gegeben eine differenzierbare Abbildung γ : T ⊃◦ A → E von der Zeit in den
Raum ist ihr Differential dtγ : ~T→ ~E zu einem Zeitpunkt t ∈ A ein Element

dtγ ∈ HomR(~T, ~E)

Die Elemente dieses Vektorraums heißen vektorielle Geschwindigkeiten. Man
verwendet in diesem Fall meist die alternative Notation dtγ = γ̇(t).

Beispiel 12.1.3.12 (Differential als mathematischer Geschwindigkeitsvektor).
Gegeben eine differenzierbare Abbildung γ : R ⊃◦ A → E von einem Teil der
Zahlengerade in einen normierten Raum E ist ihr Differential dtγ : ~R → ~E bei
t ∈ A ein Element

dtγ ∈ HomR(~R, ~E)

Man schreibt dann meist γ′(t) := (dtγ)(~1) ∈ ~E und nennt diesen Vektor manch-
mal auch den Geschwindigkeitsvektor. Für E = Rn spezialisiert unser Ge-
schwindigkeitsvektor zu dem bereits in 10.7.1.4 eingeführten Geschwindigkeits-
vektor γ′(t).

Beispiel 12.1.3.13 (Differential und Ableitung). Gegeben eine differenzierbare
Abbildung f : R → R ist insbesondere ihr Differential dpf : ~R → ~R bei p ∈ R
die lineare Abbildung dpf = (f ′(p)·) der Multiplikation mit der Ableitung und
ihre Jacobimatrix die (1× 1)-Matrix [dpf ] = (f ′(p)).

12.1.3.14 (Diskussion der Notation). Für das Differential, das wir hier mit dpf
bezeichnen, findet man in der Literatur auch die alternativen Notationen (Df)(p)
und f ′(p). Ich ziehe die Notation dpf vor, weil sie kohärent ist mit unserer Nota-
tion dy

dx
für Differenzenquotienten und der Notation dx, mit der wir beim Integral

die Integrationsvariable auszeichnen. Das wird in 12.7.4.9 ausgeführt.

12.1.3.15 (Äquivalente Normen liefern dasselbe Differential). Unser Differen-
zierbarkeitsbegriff und das Differential ändern sich nicht, wenn wir die Normen
auf den beteiligten Richtungsräumen durch äquivalente Normen ersetzen. Das
sieht man direkt, es wird aber auch formal aus der Kettenregel 12.1.4.2 folgen.
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Dies Bild soll die Bedeutung des Differentials in der Anschauung einer Abbildung
„als Abbildung“ verdeutlichen. Wir betrachten die Polarkoordinatenabbildung
f : R>0 × (0, 2π) → R2, (r, ϑ) 7→ (r cosϑ, r sinϑ). Ihr Differential an der Stelle
p = (r, ϑ) = (11

2
, π

2
) wird beschrieben durch die Jacobi-Matrix

[dpf ] =

(
cosϑ − r sinϑ

sinϑ r cosϑ

)
=

(
0 −11

2

1 0

)
Die Pfeile im Bild sollen zeigen, daß das in der Tat diejenige lineare Abbildung
L ist, für die für kleines h die Abbildung p + h 7→ f(p) + Lh unsere Abbildung
p+ h 7→ f(p+ h) am besten approximiert.
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Dieses Bild soll das Differential einer Abbildung R → R veranschaulichen, ge-
nauer der Abbildung f : R× → R gegeben durch x 7→ 2/x an der Stelle x = 1.
Nach der allgemeinen Theorie wird in diesem Fall das Differential gegeben durch
die (1 × 1)-Matrix [dpf ] = (f ′(p)) mit dem einzigen Eintrag f ′(p). In unserem
Fall hätten wir etwa [d1f ] = (−2). Im Bild habe ich versucht, unsere Abbildung
sowohl durch ihren Graphen als auch durch eine echte Abbildung, in unserem Fall
einem „Umdrehen und Verzerren der Zahlengeraden“, zu veranschaulichen. Ein
kleiner von 1 ausgehender Richtungsvektor wird dann in etwa und im Grenzüber-
gang ganz genau auf das Doppelte seines Negativen abgebildet. Das will unser
Bild anschaulich machen.
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Ein Kegelchen der Gestalt p+ [0, 1]C in der
Papierebene, für C die Menge aller

Richtungsvektoren, die von p ins Innere der
ellipsenförmigen Menge zeigen.

Sind insbesondereX und Y endlichdimensional, so ist unser Differenzierbarkeits-
begriff nach dem Satz über die Äquivalenz von Normen ?? unabhängig von der
Wahl der Normen.

Definition 12.1.3.16. Eine Teilmenge A eines normierten Raums X nennen wir
halboffen, wenn es für jeden Punkt p ∈ A eine nichtleere offene Teilmenge C ⊂◦
~X gibt mit p+ [0, 1]C ⊂ A.

12.1.3.17. Anschaulich gesprochen ist eine Teilmenge eines normierten Raums
halboffen, wenn es für jeden Punkt p ∈ A ein kleines Kegelchen mit Spitze in p
gibt, das auch noch ganz in A liegt.

12.1.3.18 (Rückwärtskompatibilität). Offensichtlich ist eine Teilmenge D ⊂
R genau dann halboffen im Sinne von 10.5.3.1, wenn sie halboffen ist im hier
erklärten Sinne.

12.1.3.19 (Differential bei halboffenem Definitionsbereich). Gegeben normier-
te Räums X, Y und eine Abbildung f : X ⊃ A → Y mit A ⊂ X halboffen ist
das Differential

dpf : ~X → ~Y

offensichtlich immer noch wohldefiniert and jeder Stelle p ∈ A, wenn es denn
existiert. Formal folgt das zum Beispiel aus Übung 11.2.3.20, nach der ein nor-
mierter reeller Vektorraum von jeder nichtleeren offenen Teilmenge erzeugt wird.

12.1.3.20 (Diskussion der Terminologie). Der Begriff „halboffen“ kommt in der
Literatur sonst nicht vor. Er scheint mir jedoch nützlich, da er hilft, Verkrampfun-
gen bei der Definition der Differenzierbarkeit auf abgeschlossenen Halbräumen
und dergleichen zu vermeiden. Eine Definition in dieser Allgemeinheit hinwie-
derum benötigen wir bei der Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung auf höhere Dimensionen.

Ergänzung 12.1.3.21 (Virtuelle partielle Ableitung). Gegeben A ⊂ Rn eine
halboffene Teilmenge und f : Rn ⊃ A → R differenzierbar bei p ∈ A setzen
wir

∂f

∂xi
(p) := (dpf)(ei)
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auch dann, wenn der Grenzwert limt→0 in unserer ursprünglichen Definition einer
partiellen Ableitung gar nicht gebildet werden kann, weil in {t | p+ tei ∈ A} die
Null ein isolierter Punkt ist.

Beispiel 12.1.3.22 (Differential affiner und linearer Abbildungen). Das Diffe-
rential einer stetigen affinen Abbildung ist an jeder Stelle ihr linearer Anteil. Sind
also X, Y normierte Räume und ist ϕ : X → Y stetig und affin, so gilt dpϕ = ~ϕ
für alle p ∈ X . Insbesondere ist das Differential einer konstanten Abbildung an
jedem Punkt die Nullabbildung. Sind X, Y bereits selbst normierte Vektorräume
und ist ϕ : X → Y stetig linear, so haben wir ~ϕ ◦ trans = trans ◦ϕ : X → ~Y . In
diesem Fall macht man die Unterscheidung zwischen X und ~X beziehungsweise
ϕ und ~ϕ meist nicht explizit und schreibt etwa dpϕ = ϕ und sagt, jede lineare
Abbildung sei „ihr eigenes Differential“.

Anschauliche Bedeutung des Differentials einer reellwertigen Funktion einer
reellen Variablen in der Veranschaulichung der Funktion durch ihren Graphen

nach 12.1.3.23. Der Graph des Differentials ist bis auf eine Verschiebung gerade
die Tangente.

12.1.3.23 (Graph des Differentials einer reellen Funktion auf der Ebene). Im
allgemeinen kann man sich dpf vorstellen als „den linearen Anteil der affinen
Abbildung, die unsere Funktion in der Nähe der vorgegebenen Stelle bestmöglich
approximiert“ oder in anderen Worten als „diejenige lineare Abbildung L, für die
x 7→ f(p) + L(x − p) unsere Funktion x 7→ f(x) in der Nähe von p am besten
approximiert“. Veranschaulichen wir uns zum Beispiel eine Funktion f : R2 → R
durch ihren Graphen, eine hügelige Landschaft, so ist die schmutzige anschau-
liche Tangentialebene an unsere hügelige Landschaft im Punkt (p, f(p)) im ver-
schobenen Koordinatensystem mit Ursprung (p, f(p)) der Graph des Differentials
dpf : R2 → R.
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Anschauliche Bedeutung des Differentials einer reellwertigen Funktion von zwei
reellen Variablen in der Veranschaulichung der Funktion durch ihren Graphen
nach 12.1.3.23. Der Graph des Differentials ist bis auf eine Verschiebung gera-
de die Tangentialebene. Der Wert des Differentials auf dem Vektor h ist etwa der
im Bild durch eine geschweifte Klammer angedeutete Abstand oder noch genauer
die zugehörige positive reelle Zahl.
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Übungen

Übung 12.1.3.24 (Schrankensatz, Variante). Seien X ein normierter Raum und
γ : [a, b] → X eine differenzierbare Abbildung und C ⊂◦ ~X ein offene konvexe
Teilmenge. Gilt γ′(t) ∈ C ∀t ∈ [a, b], so folgt γ(b)− γ(a) ∈ (b− a)C. Hinweis:
Man kopiere mutatis mutandis den Beweis des Schrankensatzes 10.7.1.10. Unser
Satz gilt genauso für C konvex und abgeschlossen in ~X , da wir so ein C schreiben
können als den Schnitt der offenen konvexen Mengen C =

⋂
η>0(C + B(0; η)).

Übung 12.1.3.25 (Bogenlänge als Integral, Variante). Gegeben γ : [a, b] → X
eine stetig differenzierbare Abbildung in einen normierten Raum zeige man∫ b

a

‖γ′(t)‖ dt = sup

{
n∑
i=1

‖γ(ai)− γ(ai−1)‖

∣∣∣∣∣ a = a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ an = b

}
Hinweis: Man orientiere sich am Spezialfall 10.7.1.14.

Ergänzende Übung 12.1.3.26. Das Differential bei der Nullmatrix der Exponenti-
alabbildung exp : Mat(n;C) → Mat(n;C) ist die Identität, in Formeln gilt also
d0 exp = id : Mat(n;C) → Mat(n;C). Man zeige das und zeige es allgemeiner
auch für die Exponentialabbildung auf dem Raum der stetigen Endomorphismen
eines beliebigen Banachraums aus ??.

Ergänzende Übung 12.1.3.27. Man erinnere die Polarzerlegung 4.1.12.23 einer
invertierbaren Matrix A = UP mit U = U(A) orthogonal und P = P (A) sym-
metrisch positiv definit. Man zeige für das Differential bei der Einheitsmatrix der
Abbildungen, die jeder invertierbaren Matrix ihre ihren orthogonalen beziehungs-
weise positiv definiten symmetrischen Anteil zuordnen, die Formeln dIU : D 7→
(D−D>)/2 und dIP : D 7→ (D+D>)/2. Im allgemeineren Fall der Polarzerle-
gung von Automorphismen eines Skalarproduktraums zeige man dieselbe Formel,
wo D> den zu D adjungierten Endomorphismus meint.

12.1.4 Kettenregel in mehreren Veränderlichen
12.1.4.1 (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit). Weil wir in der Definition
fordern, daß das Differential eine stetige lineare Abbildung sein soll, ist jede bei
p differenzierbare Abbildung bei p auch stetig. Genauer verwenden wir dazu die
Stetigeit der Addition, der Multiplikation mit Skalaren und der Norm nach ??, die
Stetigkeit des Verschiebens mit Richtungsvektoren 12.1.2.7, die Stetigkeit von
Verknüpfungen ?? und die Komponentenregel ??. Die Stetigkeit des Differentials
dpf : ~X → ~Y wird auch benötigt für die Gültigkeit der Kettenregel 12.1.4.2.

Satz 12.1.4.2 (Kettenregel). Seien A,B,C halboffene Teilmengen normierter
Räume X, Y, Z. Seien f : A → B und g : B → C Abbildungen und p ∈ A



12.1. ABLEITUNGEN IN MEHREREN VERÄNDERLICHEN 1855

ein Punkt derart, daß f differenzierbar ist bei p und g differenzierbar bei f(p). So
ist auch g ◦ f differenzierbar bei p und es gilt

dp(g ◦ f) = (df(p)g) ◦ (dpf)

12.1.4.3. Es ist anschaulich klar, daß die bestmögliche affine Approximation an
die Verknüpfung g◦f zweier Abbildungen f und g bei einer vorgegebenen Stelle p
gerade die Verknüpfung der bestmöglichen affinen Approximation an f bei p mit
der bestmöglichen affinen Approximation an g bei f(p) sein muß. Die Kettenre-
gel formalisiert diese Anschauung für die linearen Anteile unserer bestmöglichen
affinen Approximationen.

Beispiel 12.1.4.4. Sind unsere drei normierten Räume Rn,Rm,Rl, so bedeutet die
Kettenregel die Identität von Jacobi-Matrizen

[dp(g ◦ f)] = [df(p)g] ◦ [dpf ]

oder ausgeschrieben die Identität
∂(g◦f)1

∂x1
(p) . . . ∂(g◦f)1

∂xn
(p)

· ·· ·· ·
∂(g◦f)l
∂x1

(p) . . . ∂(g◦f)l
∂xn

(p)

 =

=


∂g1

∂y1
(f(p)) . . . ∂g1

∂ym
(f(p))

· ·· ·· ·
∂gl
∂y1

(f(p)) . . . ∂gl
∂ym

(f(p))

 ◦


∂f1

∂x1
(p) . . . ∂f1

∂xn
(p)

· ·· ·· ·
∂fm
∂x1

(p) . . . ∂fm
∂xn

(p)


Beweis. Zur Vereinfachung setzen wir q = f(p), L = dpf und M = dqg und
haben

f(p+ h) = f(p) + Lh +‖h‖ε(h)

g(q + j) = g(q) +Mj +‖j‖η(j)

für Abbildungen ε und η, die stetig sind bei Null und die dort verschwinden. Wir
schreiben

f(p+ h) = q + j(h)

mit j(h) = Lh+ ‖h‖ε(h) und erhalten durch Einsetzen

(g ◦ f)(p+ h) = g(q + j(h))

= g(q) +Mj(h) + ‖j(h)‖η(j(h))

= (g ◦ f)(p) +MLh+M‖h‖ε(h) + ‖j(h)‖η(j(h))
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Wir sind fertig, sobald wir zeigen

lim
h→0

Mε(h) = 0 und lim
h→0

‖j(h)‖
‖h‖

η(j(h)) = 0

Der erste Grenzwert ergibt sich mühelos, h 7→ Mε(h) ist eben auch stetig bei
h = 0 und nimmt dort den Wert Null an. Um den zweiten Grenzwert zu berechnen,
schätzen wir erst ab ‖j(h)‖ ≤ ‖h‖(‖L‖+ ‖ε(h)‖) und dann

‖j(h)‖
‖h‖

‖η(j(h))‖ ≤ (‖L‖+ ‖ε(h)‖)‖η(j(h))‖

Die rechte Seite ist wieder stetig bei h = 0 und nimmt dort den Wert Null an,
gleichbedeutend strebt sie also für h→ 0 gegen Null, und durch Einquetschen ??
strebt die linke Seite dann erst gegen Null.

Beispiel 12.1.4.5 (Kettenregel beim Nachschalten affiner Abbildungen). Ge-
geben normierte Räume X, Y, Z und f : X → Y differenzierbar und ϕ : Y → Z
stetig affin liefert die Kettenregel dp(ϕ ◦ f) = ~ϕ ◦ dpf nach 12.1.3.22.

Beispiel 12.1.4.6 (Kettenregel beim Nachschalten linearer Abbildungen). Ge-
geben normierte Vektorräume X, Y, Z und f : X → Y differenzierbar und
ϕ : Y → Z stetig linear liefert die Kettenregel unter den in diesem Fall übli-
chen Identifikationen dp(ϕ ◦ f) = ϕ ◦ dpf nach 12.1.3.22 und noch spezieller
folgt dp(λf) = λ(dpf) für λ ∈ R.

Beispiel 12.1.4.7 (Kettenregel für Geschwindigkeiten). Gegeben normierte Räu-
me Y, Z und γ : R → Y sowie g : Y → Z differenzierbar liefert die Kettenregel
dt(g ◦ γ) = dγ(t)g ◦ dtγ. Mit der Beziehung 12.1.3.12 zwischen Differential und
Geschwindigkeit erhalten wir daraus durch Auswerten auf ~1 ∈ ~R sofort

(g ◦ γ)′(t) = dγ(t)g (γ′(t))

Korollar 12.1.4.8 (Spezialfall der Kettenregel für Geschwindigkeiten). Gege-
ben seien differenzierbare Abbildungen x1, . . . , xn : R → R und F : Rn → R
differenzierbar. So ist die durch die Vorschrift t 7→ F (x1(t), . . . , xn(t)) gegebe-
ne Abbildung differenzierbar und ihre Ableitung an der Stelle t = a wird unter
Verwendung der Abkürzung x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) gegeben durch die Formel

d

dt

∣∣∣∣
t=a

F (x(t)) =
∂F

∂x1

(x(a))
dx1

dt
(a) + . . .+

∂F

∂xn
(x(a))

dxn
dt

(a)

12.1.4.9. Natürlich gilt die Aussage auch dann noch, wenn unsere Funktionen xi
auf einer halboffenen Teilmenge I ⊂ R definiert sind und F auf einer halboffenen
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Teilmenge von Rn, solange nur x(t) stets im Definitionsbereich von F liegt. Man
schreibt diese Formel meist etwas salopp in der Form

dF

dt
=
∂F

∂x1

dx1

dt
+ . . .+

∂F

∂xn

dxn
dt

Beweis. Das ist die Kettenregel für Geschwindigkeiten 12.1.4.7 ausgeschrieben
für Y = Rn und Z = R in anderen Buchstaben. Wir betrachten x als eine Abbil-
dung x : R → Rn. Nach Definition ist d

dt

∣∣
t=a

F (x(t)) der einzige Eintrag in der
Matrix [da(F ◦x)] der linearen Abbildung da(F ◦x) : R→ R. Mit der Kettenregel
finden wir nun

[da(F ◦ x)] = [dx(a)F ◦ dax]

= [dx(a)F ] ◦ [dax]

=
(
∂F
∂x1

(x(a)), . . . , ∂F
∂xn

(x(a))
)(

dx1

dt
(a)), . . . , dxn

dt
(a)
)>

=
(
∂F
∂x1

(x(a))dx1

dt
(a) + . . .+ ∂F

∂xn
(x(a))dxn

dt
(a)
)

wobei in der vorletzten Zeile das Produkt einer Zeilenmatrix mit einer Spaltenma-
trix zu verstehen ist, wie der obere Index > andeutet.

Ergänzung 12.1.4.10 (Partielle Ableitungen mit Einheiten). Oft werden auch
partielle Ableitungen in größerer Allgemeinheit verwendet als in unserer Defini-
tion 12.1.1.1. Sind genauer X1, . . . , Xn eindimensionale reelle Räume und ist Y
ein normierter reeller Raum und U ⊂◦ X1 × . . . ×Xn eine offene Teilmenge und
xi : U → Xi die i-te Projektion und f : U → Y eine Abbildung, so bezeichnet

∂f

∂xi

auch das „Differential der Restriktion auf Xi bei festen anderen Variablen“, eine
Abbildung ∂f

∂xi
: U → HomR( ~Xi, ~Y ). Unter der Identifikation des Richtungs-

raums unseres Produkts X1× . . .×Xn mit dem Produkt der Richtungsräume und
des Raums Homomorphismen von dort nach ~Y mit dem Produkt der Homomor-
phismenräume haben wir dann

df =

(
∂f

∂x1

∣∣∣∣. . . ∣∣∣∣ ∂f∂xn
)

Im Fall Y = Rm erhalten wir speziell wieder unsere Jacobimatrix als eine Zeilen-
matrix von Spaltenvektoren.
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Übungen

Übung 12.1.4.11. Seien X, Y normierte reelle Räume. Sei A ⊂ X halboffen und
f : A→ Y differenzierbar. Liegt für zwei Punkte p, q ∈ A das ganze verbindende
Geradensegment [p, q] in A und ist die Operatornorm des Differentials von f auf
[p, q] beschränkt durch eine Konstante K, in Formeln ‖ dxf‖ ≤ K ∀x ∈ A, so
gilt ‖f(p)− f(q)‖ ≤ K‖p− q‖. Hinweis: Schrankensatz 12.1.3.24.

12.1.5 Differenzierbarkeit über partielle Ableitungen
Proposition 12.1.5.1 (Differenzierbarkeit bei stetigen partiellen Ableitungen).
Sei f : Rm ⊃◦ U → R eine Abbildung. Existieren alle partiellen Ableitungen von
f und sind stetig als Abbildungen ∂f

∂xj
: U → R, so ist die Abbildung f total

differenzierbar.

12.1.5.2. Es folgt unmittelbar, daß f : Rm ⊃◦ U → Rn total differenzierbar ist,
wenn alle ∂fi

∂xj
stetig sind auf U .

Beispiel 12.1.5.3. Eine stetige Funktion f : R2 → R, deren sämtliche Richtungs-
ableitungen an jeder Stelle existieren, die jedoch im Ursprung nicht total differen-
zierbar ist, kann man wie folgt erhalten: Man wählt eine stetig differenzierbare
Funktion g : R → R mit der Eigenschaft g(x + π) = −g(x), die nicht iden-
tisch Null ist, und setzt f(r cos θ, r sin θ) = rg(θ) für r > 0 und f(0, 0) = 0. Ist
g nicht die Nullfunktion und hat mehr als zwei Nullstellen auf [0, 2π), so hängen
die Richtungsableitungen am Ursprung unserer Funktion f nicht linear vom Rich-
tungsvektor ab und sie kann folglich beim Ursprung nicht total differenzierbar
sein.

Beweis. Es gilt, an jeder Stelle p ∈ U die totale Differenzierbarkeit zu zeigen.
Indem wir vor f eine geeignete Verschiebung davorschalten, dürfen wir ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit p = 0 annehmen. Indem wir zu f eine geeignete
Konstante sowie eine geeignete lineare Abbildung addieren, dürfen wir ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit weiter annehmen, daß gilt f(p) = 0 und ∂f

∂xj
(p) =

0 ∀j. Unter diesen zusätzlichen Annahmen müssen wir nun zeigen, daß f total
differenzierbar ist bei p = 0 mit Differential Null, in Formeln dpf = 0. Gegeben
ε > 0 finden wir nun sicher δ = δε > 0 derart, daß gilt B(0; δ) ⊂ U und daß alle
partiellen Ableitungen ∂f

∂xj
auf diesem Ball nur Werte in C := (−ε, ε) annehmen.

Aus dem Mittelwertsatz folgt für |h| < δ schon f(h1, . . . , hj−1, hj, 0, . . . , 0) −
f(h1, . . . , hj−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ hjC und insgesamt

f(h) = f(h)− f(0) ∈ (h1 + . . .+ hm)C

Für 0 < |h| < δε gilt also |f(h)|/|h| ≤ mε. Da wir für alle ε > 0 so ein δε finden
können, folgt limh→0 f(h)/|h| = 0 wie gewünscht.
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Übungen

Ergänzende Übung 12.1.5.4. Man zeige, daß die komplexe Exponentialfunktion
exp : C→ C differenzierbar ist mit Differential

dz exp = (exp z)· : C→ C

Ergänzende Übung 12.1.5.5. Jede stetig differenzierbare reellwertige Funktion
auf einer offenen Teilmenge der Hyperebene 0×Rn oder einer offenen Teilmenge
des Halbraums R≤0 × Rn läßt sich zu einer stetig differenzierbaren Funktion auf
einer offenen Teilmenge des Rn+1 fortsetzen.

12.1.6 Weitere Ableitungsregeln*
Proposition 12.1.6.1 (Komponentenregel). SeienX, Y1, Y2 normierte Räume und
A ⊂ X eine halboffene Teilmenge und f = (f1, f2) : A → Y1 × Y2 eine Abbil-
dung. Genau dann ist f differenzierbar bei p ∈ A, wenn f1 und f2 es sind, und
dann gilt für die Differentiale die Formel

dpf = (dpf1, dpf2) : ~X → ~Y1 × ~Y2

12.1.6.2. Man beachte, daß (dpf1, dpf2) in Matrixschreibweise unter unseren Kon-
ventionen 3.2.4.12, anders als die Schreibweise suggerieren mag, als Spaltenma-
trix von Homomorphismen aufzufassen wäre.

Beweis. Die Projektionen pri : X → Yi sind stetig und linear. Ist f differenzier-
bar bei p, so sind damit nach der Kettenregel auch die fi = pri ◦f differenzierbar
bei p und die Kettenregel liefert zusätzlich dpfi = df(p) pri ◦ dpf = pri ◦ dpf ,
also dpf = (dpf1, dpf2). Sind umgekehrt f1 und f2 differenzierbar bei p mit Dif-
ferentialen L1 und L2, so können wir nach Definition schreiben

fi(p+ h) = fi(p) + Lih+ ‖h‖εi(h)

für geeignete Abbildungen εi, die stetig sind bei Null und die dort den Wert
εi(0) = 0 annehmen. Setzen wir L = (L1, L2) und ε = (ε1, ε2), so ist L ist
stetig linear und ε stetig bei 0 mit Funktionswert ε(0) = 0 und es gilt

f(p+ h) = f(p) + Lh+ ‖h‖ε(h)

Das bedeutet aber, daß f differenzierbar ist bei p mit Differential dpf = L.

12.1.6.3. Mit Induktion folgt die analoge Aussage für eine Abbildung f : A →
Y1×. . .×Ym in ein längeres kartesisches Produkt normierter Räume. Insbesondere
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ist eine Abbildung f = (f1, . . . , fm) : A → Rm differenzierbar bei p ∈ A genau
dann, wenn alle fj es sind, und in diesem Fall gilt für die Differentiale die Formel

dpf = (dpf1, . . . , dpfm) : ~X → Rm

Wieder ist hier (dpf1, . . . , dpfm) gemäß unseren Konventionen, anders als die
Schreibweise suggerieren mag, als Spaltenmatrix von Homomorphismen aufzu-
fassen.

Korollar 12.1.6.4 (Summenregel). Seien X ein normierter Raum, ~Y ein nor-
mierter Vektorraum und A ⊂◦ X eine halboffene Teilmenge. Sind f, g : A → ~Y
differenzierbar bei p ∈ A, so ist auch f + g : A→ ~Y differenzierbar bei p und es
gilt

dp(f + g) = dpf + dpg

Beweis. Die Addition + : ~Y × ~Y → ~Y , (w,w′) 7→ w + w′ ist linear und stetig,
und wir können f + g schreiben als die Verknüpfung f + g = + ◦ (f, g). Das
Differential von f + g an der Stelle p ergibt sich also mit der Kettenregel zu
dp(f + g) = + ◦ (dpf, dpg) = dpf + dpg.

Proposition 12.1.6.5 (Differential bilinearer Abbildungen). Seien ~X, ~Y, ~Z nor-
mierte Vektorräume und sei ϕ : ~X × ~Y → ~Z, (v, w) 7→ ϕ(v, w) eine stetige
bilineare Abbildung. So ist ϕ differenzierbar und das Differential von ϕ im Punkt
(p, q) ist die lineare Abbildung

d(p,q)ϕ : ~X × ~Y → ~Z
(h, k) 7→ ϕ(h, q) + ϕ(p, k)

Beweis. Wir rechnen

ϕ(p+ h, q + k) = ϕ(p, q) + ϕ(h, q) + ϕ(p, k) + ϕ(h, k)

und müssen nur noch lim(h,k)→0 ϕ(h, k)/‖(h, k)‖ = 0 zeigen. Das folgt aber mit
11.2.3.24 aus der Stetigkeit von ϕ.

Beispiel 12.1.6.6. Die Leibnizregel 10.5.4.1 können wir aus der Kettenregel für
Differentiale herleiten wie folgt: Gegeben f, g : R → R schreiben wir das Pro-
dukt fg als die Verknüpfung fg = mult ◦(f, g) der Funktion (f, g) : R→ R2 mit
der Multiplikation mult : R2 → R. Sind f und g differenzierbar bei t ∈ R,
so nach der Komponentenregel auch ihre Zusammenfassung (f, g), und deren
Jacobi-Matrix ist die Spaltenmatrix [dt(f, g)] = (f ′(t), g′(t))>. Andererseits ist
die Multiplikation differenzierbar als stetige bilineare Abbildung oder auch nach
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12.1.5.1 wegen der Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen und ihr Dif-
ferential bei (x, y) hat als Jacobi-Matrix die Zeilenmatrix [d(x,y) mult] = (y, x).
Mit der Kettenregel in mehreren Veränderlichen folgt dann

(fg)′(t) = [dt(f ◦ g)]

= [d(f(t),g(t)) mult] ◦ [dt(f, g)]

= (g(t), f(t)) ◦ (f ′(t), g′(t))>

= g(t)f ′(t) + f(t)g′(t)

Korollar 12.1.6.7. Seien A : R → Mat(n × m;R) und B : R → Mat(m ×
k;R) differenzierbare matrixwertige Funktionen. So ist auch das Produkt AB :
t 7→ A(t)B(t) differenzierbar und die Geschwindigkeit (AB)′ der Produktfunkti-
on AB : R→ Mat(n× k;R) wird gegeben durch die Formel

(AB)′ = A′B + AB′

12.1.6.8. Das sollten Sie zur Übung schon in Koordinaten nachgerechnet haben.
Der hier gegebene Beweis ist komplizierter und dient in erster Linie nicht der
Herleitung des Resultats, sondern vielmehr der Illustration unserer allgemeinen
Regeln durch ein übersichtliches Beispiel. Man beachte jedoch auch, wie unüber-
sichtlich dieses Beispiel wird, sobald wir versuchen, statt mit abstrakten Differen-
tialen mit Jacobi-Matrizen zu arbeiten.

Beweis. Die Matrixmultiplikation ist eine stetige bilineare Abbildung

Mult : Mat(n×m;R)×Mat(m× k;R)→ Mat(n× k;R)

und wir können AB schreiben als die Verknüpfung AB = Mult ◦(A,B). Mit der
Kettenregel und der Komponentenregel ergibt sich

dt(AB) = (d(A(t),B(t)) Mult) ◦ (dtA, dtB)

Wenden wir diese lineare Abbildung R → Mat(n × k;R) an auf ∂ ∈ ~R, so
erhalten wir mit 12.1.6.5 wie gewünscht

(AB)′(t) = dt(AB)(∂)

= (d(A(t),B(t)) Mult)(A′(t), B′(t))

= A′(t)B(t) + A(t)B′(t)

12.1.6.9. Gegeben Y ein normierter Raum und f : Rn ⊃◦ U → Y eine Abbildung
erklären wir die partiellen Ableitungen weiter als die Richtungsableitungen nach
den Vektoren der Standardbasis, in Formeln

∂f

∂xi
(p) := (Deif)(p) = lim

t→0

f(p+ tei)− f(p)

t
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12.1.6.10. Seien X, Y normierte Räume und A ⊂ X halboffen. Eine Abbildung
f : A → Y heißt differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist bei jedem Punkt
p ∈ A. Sie heißt stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist und wenn
zusätzlich die Abbildung A → B( ~X, ~Y ) gegeben durch p 7→ dpf stetig ist in
Bezug auf die Operatornorm ?? auf dem Raum B( ~X, ~Y ) der stetigen linearen
Abbildungen.

Proposition 12.1.6.11 (Differenzierbarkeit über partielle Ableitungen, Vari-
ante). Seien Y ein normierter Raum und f : Rm ⊃◦ U → Y eine Abbildung.
Existieren alle partiellen Ableitungen von f und sind stetig als Abbildungen ∂f

∂xj
:

U → ~Y , so ist die Abbildung f stetig differenzierbar.

Beweis. Es gilt, an jeder Stelle p ∈ U die totale Differenzierbarkeit zu zeigen.
Indem wir zu f eine geeignete Konstante sowie eine geeignete lineare Abbildung
addieren, dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß gilt
f(p) = 0 und ∂f

∂xj
(p) = 0 ∀j. Unter diesen zusätzlichen Annahmen müssen

wir nun zeigen, daß f total differenzierbar ist bei p mit Differential Null. In-
dem wir vor f eine geeignete Verschiebung davorschalten, dürfen wir zusätz-
lich auch ohne Beschränkung der Allgemeinheit p = 0 annehmen. Gegeben ei-
ne punktsymmetrische offene konvexe Umgebung C ⊂◦ ~Y des Nullvektors von
~Y finden wir nun sicher δ = δC > 0 derart, daß alle partiellen Ableitungen
∂f
∂xj

auf dem Ball B(0; δ) nur Werte in C annehmen und daß dieser Ball ganz
in U enthalten ist. Aus dem Schrankensatz 12.1.3.24 folgt für |h| < δ schon
f(h1, . . . , hj−1, hj, 0, . . . , 0) − f(h1, . . . , hj−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ hjC = |hj|C und
insgesamt

f(h) = f(h)− f(0) ∈ (|h1|+ . . .+ |hm|)C

Für h 6= 0 und |h| < δC gilt also f(h)/|h| ∈ mC. Da wir für alle C so ein δC
finden können, folgt limh→0 f(h)/|h| = 0 wie gewünscht.

Übungen

Ergänzende Übung 12.1.6.12. Man zeige, daß auch im Kontext normierter Vek-
torräume stetige multilineare Abbildungen differenzierbar sind, und gebe eine zur
Produktregel 12.1.6.5 analoge Formel für deren Differential. Hinweis: 11.2.3.24.

Ergänzende Übung 12.1.6.13. Gegeben ein eindimensionaler Vektorraum V hat
die Abbildung f : v 7→ v⊗n bei w ∈ V das Differential dwf : v 7→ nw⊗n−1 ⊗ v.
Hinweis: Differential multilinearer Abbildungen 12.1.6.12 und Kettenregel.

Ergänzende Übung 12.1.6.14. Man zeige, daß det : Mat(n;R) → R differen-
zierbar ist, und daß das Differential der Abbildung det an der Einheitsmatrix I die
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Spur tr ist, in Formeln

dI det = tr : Mat(n;R)→ R

Für das Differential von det an einer beliebigen Stelle P zeige man die Formel
(dP det)(H) = tr((detP )P−1H). Hier meint (detP )P−1 den Wert bei P der
stetigen Fortsetzung der Abbildung P 7→ (detP )P−1 vom Raum der invertierba-
ren Matrizen auf den Raum aller Matrizen alias die „adjungierte Matrix“ P ] aus
3.6.4.6. Hinweis: Man mag mit 12.1.6.12 arbeiten, oder auch mit partiellen Ab-
leitungen. Erinnerung: Die Spur einer Matrix ist die Summe der Einträge auf der
Diagonalen.
Übung 12.1.6.15. Sei inv : GL(n;R)→ Mat(n× n;R) das Invertieren von Ma-
trizen, inv(X) = X−1. Man zeige für das Differential des Invertierens bei der
Einheitsmatrix I die Formel dI inv : H 7→ −H . Man zeige allgemeiner, daß das
Differential dieser Abbildung am Punkt P in Verallgemeinerung der Ableitungs-
regel für x 7→ 1/x gegeben wird durch

dP inv : Mat(n× n;R) → Mat(n× n;R)
H 7→ −P−1HP−1

Hinweis: Man zeige erst, daß inv differenzierbar ist. Dann nehme man in der
Gleichung inv(X)X = I auf beiden Seiten das Differential an der Stelle P . Al-
ternativer Hinweis: Man erinnere die Darstellung des Inversen durch eine Reihe
?? und die Identität (·P−1) ◦ inv ◦(P−1·) = inv.
Übung 12.1.6.16. Gegeben ein Banachraum V ist das Invertieren inv : B(V )× →
B(V ) differenzierbar mit dem Differential dp inv : h 7→ −p−1hp−1 an einer Stelle
p. Hinweis: Übung ??.
Ergänzende Übung 12.1.6.17. Sei B ∈ Mat(n;R) fest. Das Differential der Ab-
bildung ψ : GL(n;R) → Mat(n;R) gegeben durch A 7→ ABA−1 bei der Ein-
heitsmatrix ist die lineare Abbildung H 7→ HB −BH .
Ergänzende Übung 12.1.6.18 (Inversionen sind konforme Abbildungen). Sei
V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit einer symmetrischen Biline-
arform 〈 , 〉. Die auf dem Komplement des Nullkegels {v ∈ V | 〈v, v〉 = 0} er-
klärte Abbildung inv : v 7→ v/〈v, v〉 heißt dann in Verallgemeinerung von 5.2.5.1
eine Inversion. Die Fixpunktmenge unserer Inversion ist {v ∈ V | 〈v, v〉 = 1}.
Man zeige für das Differential von inv bei v die Formel

(dv inv)(h) =
h

〈v, v〉
− 2〈h, v〉v
〈v, v〉2

und folgere 〈(dv inv)(h), (dv inv)(k)〉 = 〈h, k〉/〈v, v〉2 für alle h, k. In Worten
erhält dv inv also für alle v unsere Bilinearform bis auf einen von Null verschie-
denen skalaren Faktor. Abbildungen inv mit dieser Eigenschaft heißen konforme
Abbildungen, deshalb die Überschrift.
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Ergänzende Übung 12.1.6.19 (Differential über partielle Ableitungen, Zuga-
be). Seien X, Y, Z normierte Räume, U ⊂◦ X sowie V ⊂◦ Y offene Teilmengen
und f : U×V → Z eine Abbildung. Wir betrachten für alle x ∈ U die „vertikale“
Einbettung jx : V → U × V , y 7→ (x, y) und für alle y ∈ V die „horizontale“
Einbettung iy : U → U × V , x 7→ (x, y). Existieren für alle (x, y) ∈ U × V

die Differentiale dx(fiy) : ~X → ~Z und dy(fjx) : ~Y → ~Z und sind stetig als
Funktionen U × V → B( ~X, ~Z) beziehungsweise U × V → B(~Y, ~Z), so ist die
Abbildung f differenzierbar mit Differential

d(x,y)f : (~v, ~w) 7→ dx(fiy)(~v) + dy(fjx)(~w)

Die offensichtliche Identifikation von ~X × ~Y mit dem Richtungsraum des Pro-
dukts X × Y haben wir hier der Übersichtlichkeit halber nicht explizit notiert.
Hinweis: Man kopiere mutatis mutandis den Beweis von 12.1.5.1. Mutige mögen
umgekehrt 12.1.5.1 aus dem Ergebnis dieser Übung ableiten durch Induktion über
n.
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12.2 Mehrfache Integrale und Ableitungen

12.2.1 Integration über Quader
Satz 12.2.1.1 (über Integrale mit Parametern). Gegeben ein Kompaktum X ⊂
Rn und eine stetige Funktion f : X × [a, b] → R ist auch die Funktion X → R,
x 7→

∫ b
a
f(x, t) dt stetig.

12.2.1.2. Der Satz gilt allgemeiner für einen beliebigen metrischen Raum X , ja
sogar in noch größerer Allgemeinheit, aber die Formulierung und der Beweis in
dieser Allgemeinheit brauchen Begriffe und Hilfsmittel, die uns noch nicht zur
Verfügung stehen.

Beweis. Mit X ist auch X × [a, b] kompakt nach 10.5.1.20 und nach 10.5.1.15 ist
f dort gleichmäßig stetig. Für alle ε > 0 gibt es insbesondere δ > 0 mit

|x− y| < δ ⇒ |f(x, t)− f(y, t)| < ε für alle t ∈ [a, b].

Aus |x− y| < δ folgt mithin∣∣∣∣∫ b

a

f(x, t) dt−
∫ b

a

f(y, t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x, t)− f(y, t)| dt ≤ (b− a)ε

und das zeigt die Behauptung.

12.2.1.3. Ein Produkt von n Intervallen inRn nennen wir einen Quader. Ein kom-
pakter Quader in R2 ist eine Rechtecksfläche der Gestalt [a, b] × [c, d]. Beispiele
für nichtkompakte Quader H ⊂ Rn sind etwa ganz Rn oder im Fall n > 0 der
Halbraum R≤0 × Rn−1.

Definition 12.2.1.4. Gegeben Q = [a1, b1] × . . . × [an, bn] ⊂ Rn ein kompakter
Quader in Rn und f : Q→ R stetig erklären wir das Integral von f über Q, eine
reelle Zahl

∫
Q
f ∈ R, durch die Formel∫

f =

∫
Q

f :=

∫ bn

an

(
. . .

(∫ b1

a1

f(x1, . . . , xn) dx1

)
. . .

)
dxn

im FallQ 6= ∅ und durch
∫
Q
f = 0 im FallQ = ∅. Im Fall n = 0 interpretieren wir

unsere Definition dahingehend, daß das Integral der Funktionswert am einzigen
Punkt des leeren Produkts sein soll.

12.2.1.5. Satz 12.2.1.1 zeigt, daß in dieser Definition alle Integranden stetig vom
Integrationsparameter abhängen, so daß alle unsere Integrale definiert sind. Aus
den Eigenschaften des Integrals von Funktionen einer reellen Veränderlichen folgt
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sofort die Linearität
∫

(f + g) =
∫
f +

∫
g,
∫

(λf) = λ
∫
f für λ ∈ R sowie die

Monotonie f ≤ g ⇒
∫
f ≤

∫
g und insbesondere auch |

∫
f | ≤

∫
|f |. Für das

Integral der konstanten Funktion 1 über einen nichtleeren kompakten QuaderQ =
[a1, b1]×. . .×[an, bn] erhalten wir

∫
Q

1 = (b1−a1) . . . (bn−an). Wir nennen diese
Zahl das Volumen des Quaders Q und notieren sie volQ. Anschaulich bedeutet
volQ ein Volumen im Fall n = 3, eine Fläche im Fall n = 2, eine Länge im Fall
n = 1 und die Zahl 1 im Fall n = 0.

Die vierte Riemannsumme der
Funktion f(x, y) = (x+ y)/2 auf
dem Einheitsquadrat mag man sich

als das Volumen des hier
gezeichneten räumlichen Gebildes

denken.

12.2.1.6. Für n = 2 bedeutet
∫
Q
f anschaulich den Rauminhalt zwischen dem

Graphen der Funktion f : Q → R und der xy-Ebene, wobei Rauminhalte unter-
halb der xy-Ebene negativ zu zählen sind. Diese Anschauung wird im folgenden
formal gerechtfertigt.

Definition 12.2.1.7. Sei Q = [a, b]× [c, d] ⊂ R2 ein nichtleerer kompakter zwei-
dimensionaler Quader alias ein Rechteck und f : Q → R eine stetige Funktion.
Bezeichne volQ = (b − a)(d − c) die Fläche von Q. Für r ≥ 1 definieren wir
die r-te Riemannsumme Sr(f) von f wie folgt: Wir betrachten die äquidistanten
Unterteilungen

a = a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ar = b

c = c0 ≤ c1 ≤ . . . ≤ cr = d

der Kanten unseres Rechtecks, erhalten eine Unterteilung unseres Rechtecks in r2

kleine Rechtecke Qi,j = [ai, ai+1] × [cj, cj+1] mit Flächeninhalt (volQ)/r2, und
setzen

Sr(f) :=
r−1∑
i,j=0

f(ai, cj)
volQ

r2

Proposition 12.2.1.8 (Integral durch Riemannsummen). Gegeben Q ⊂ R2 ein
Rechteck und f : Q → R stetig ist das Integral von f über Q der Grenzwert
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unserer Riemannsummen, in Formeln∫
Q

f = lim
r→∞

Sr(f)

Beweis. Wir definieren Unter- und Obersummen durch

Sr(f) =
r−1∑
i,j=0

inf f(Qi,j)
volQ

r2
und S̄r(f) =

r−1∑
i,j=0

sup f(Qi,j)
volQ

r2

Bei den Untersummen lassen wir etwa auf unseren kleinen Quadern Qi,j Türm-
chen hochwachsen, bis sie am Graphen unserer Funktion anstoßen, und bilden die
Summe der Volumina aller dieser Türmchen. Bei den Obersummen nehmen wir
entsprechend die kleinstmöglichen Türmchen, aus denen unsere Funktion nicht
mehr oben herausguckt. Nun behaupten wir die Ungleichungen

Sr(f) ≤ Sr(f) ≤ S̄r(f)

Sr(f) ≤
∫
Q

f ≤ S̄r(f)

Die Ungleichungen der ersten Zeile sind offensichtlich. Um die Ungleichungen
der zweiten Zeile einzusehen, benutzen wir zunächst die Regeln für Integrale einer
Veränderlichen und erkennen

inf f(Qi,j)
volQ

r2
≤

∫
Qi,j

f ≤ sup f(Qi,j)
volQ

r2

Aus unseren Regeln für Integrale einer Veränderlichen folgt zusätzlich auch noch∫
Q
f =

∑
i,j

∫
Qi,j

f . Summieren wir dann für 0 ≤ i, j ≤ r− 1 alle unsere Unglei-
chungen auf, so ergibt sich die zweite Zeile oben. Für alle ε > 0 gibt es nun wegen
der gleichmäßigen Stetigkeit unserer Funktion auf unserem kompakten Rechteck
ein δ = δε > 0 mit

|(x1, y1)− (x, y)| < δ ⇒ |f(x1, y1)− f(x, y)| < ε

Ist R = Rε so groß, daß alle Kantenlängen unserer kleinen Rechtecke Qi,j bei
äquidistanter Unterteilung in R Stücke unter δ sinken, so folgt aus r ≥ R damit
|S̄r(f) − Sr(f)| < (volQ)ε und mit unseren beiden Zeilen von Ungleichungen
ergibt sich |

∫
Q
f − Sr(f)| < (volQ)ε. Das zeigt

∫
Q
f = limr→∞ S

r(f) wie
behauptet.

Korollar 12.2.1.9 (Vertauschen partieller Integrationen). Gegeben ein Recht-
eck Q = [a, b]× [c, d] ⊂ R2 und f : Q→ R stetig gilt∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y) dy

)
dx
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Beweis. Beide Seiten sind der Grenzwert derselben Folge von Riemannsummen.

12.2.1.10. Den gemeinsamen Wert dieses Integrals notieren wir dann kürzer auch∫
Q
f(x, y) d(x, y) und benutzen analoge Notationen im Fall von noch mehr Ver-

änderlichen. Steht dahingegen x für eine Veränderliche des Rk, so benutzen wir
die Notation

∫
f(x) dkx.

12.2.1.11. Da das Differenzieren so in etwa der inverse Prozess zum Integrieren
ist, müssen mit den partiellen Integralen auch die partiellen Ableitungen sowie
partielle Ableitung und partielles Integral vertauschen. Diese Idee wird im Fol-
genden ausgeführt.

Korollar 12.2.1.12 (Vertauschen partieller Ableitungen). Seien Q ⊂ R2 ein
Rechteck mit beiden Seiten von positiver Länge und f : Q → R eine Funktion.
Existiert die gemischte partielle Ableitung ∂y∂xf auf Q und ist dort stetig und
existiert darüber hinaus die partielle Ableitung ∂yf auf Q, so existiert sogar die
umgekehrte gemischte partielle Ableitung ∂x∂yf auf Q und es gilt

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
Vorschau 12.2.1.13. Eine anschauliche Interpretation dieses Korollars wird der
Satz über die Taylorentwicklung 12.2.2.1 geben: Geeignet differenzierbare reelle
Funktionen von zwei Variablen besitzen lokal an jeder Stelle eine „beste“ Appro-
ximation durch ein Polynom vom Grad höchstens zwei, in Formeln ausgedrückt
f(p+x, q+y) ∼ f(p, q)+αx+βy+γx2 +δxy+θy2, und die gemischte partielle
Ableitung unserer Funktion an besagter Stelle ist dann genau der Koeffizient δ des
„gemischten Terms“.

Beispiel 12.2.1.14. Die Funktion f(x, y) = xy(x2 − y2)/(x2 + y2) kann durch
f(0, 0) = 0 stetig auf ganz R2 fortgesetzt werden und ist überall zweimal partiell
differenzierbar, aber ihre beiden gemischten partiellen Ableitungen stimmen im
Ursprung nicht überein. Das zeigt, daß unsere Forderung der Stetigkeit an eine
gemischte partielle Ableitung im vorhergehenden Korollar 12.2.1.12 notwendig
ist.

Beweis. Wir verwenden für die partiellen Ableitungen nach der ersten bezie-
hungsweise zweiten Variablen die Abkürzungen f1 und f2 und schreiben f12 =
(f1)2 für die gemischte partielle Ableitung „erst nach x, dann nach y“. Für (a, c)
die untere linke Ecke unseres Rechtecks und (x, y) ∈ Q beliebig finden wir∫ x

a

∫ y
c
f12(s, t) dt ds =

∫ x
a
f1(s, y)− f1(s, c) ds

= f(x, y)− f(x, c)− f(a, y) + f(a, c)
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Jetzt vertauschen wir vorne die Integrationsreihenfolge, bringen hinten die drei
letzten Summanden auf die andere Seite und erhalten(∫ y

c

∫ x

a

f12(s, t) ds dt

)
+ f(x, c) + f(a, y)− f(a, c) = f(x, y)

Die linke Seite ist hier ganz offensichtlich partiell differenzierbar erst nach y und
dann nach x und ihre gemischte partielle Ableitung ergibt sich zu f12 wie ge-
wünscht.

Korollar 12.2.1.15 (Differenzieren unter dem Integral). Seien [a, b] ⊂ R ein
kompaktes Intervall, I ⊂ R ein mehrpunktiges Intervall und f : [a, b] × I → R,
(x, y) 7→ f(x, y) stetig mit stetiger partieller Ableitung nach der zweiten Varia-
blen. So ist die Funktion y 7→

∫ b
a
f(x, y) dx differenzierbar und man darf die

Integration über die erste Variable mit der partiellen Ableitung nach der zweiten
Variablen vertauschen, in Formeln

d

dy

(∫ b

a

f(x, y) dx

)
=

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y) dx

Vorschau 12.2.1.16. Einen allgemeineren Satz zum Differenzieren unter dem In-
tegral werden Sie in Übung 13.1.6.17 im Rahmen der Lebesgue’schen Integrati-
onstheorie herleiten.

Beweis. Wir kürzen wieder die partielle Ableitung von f nach der zweiten Varia-
blen mit f2 ab. Dann wählen wir c ∈ I beliebig und finden∫ b

a

∫ y

c

f2(x, t) dt dx =

∫ b

a

f(x, y)− f(x, c) dx

Vertauschen wir vorne die Integrationsreihenfolge und bringen den letzten Sum-
manden auf die andere Seite, so ergibt sich∫ y

c

∫ b

a

f2(x, t) dx dt−
∫ b

a

f(x, c) dx =

∫ b

a

f(x, y) dx

Die linke Seite ist aber offensichtlich partiell differenzierbar nach y mit Ableitung∫ b
a
f2(x, t) dx.

Übungen

Übung 12.2.1.17 (Lösungen der linearen Wellengleichung). Sei f : R2 → R ei-
ne zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion, es sollen also ∂2

xf, ∂x∂tf, ∂t∂xf
und ∂2

t f alle auf ganz R2 existieren und stetig sein. Es gelte weiter

∂2
xf(x, t) = ∂2

t f(x, t)
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Man zeige, daß es dann zweimal stetig differenzierbare Funktionen u, v : R→ R
gibt mit

f(x, t) = u(x− t) + v(x+ t)

und daß diese Funktionen u, v durch f eindeutig bestimmt sind bis auf den Über-
gang zu u + c, v − c mit einer Konstante c ∈ R. Hinweis: Man untersuche
zunächst zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen g : R2 → R mit
∂y∂zg(y, z) = 0 und zeige, daß es zweimal stetig differenzierbare Funktionen
h, k : R→ R gibt mit g(y, z) = h(y) + k(z).

Ergänzung 12.2.1.18 (Motivation für die lineare Wellengleichung). Wir denken
uns eine waagerechte Kette von reibungslos rutschenden Würfeln der Masse M ,
die durch Federn verbunden sind und einen Abstand von jeweils einem Meter

Illustration zur Motivation der linearen Wellengleichung mit Platten statt
Würfeln.

haben. Stören wir dieses System und bezeichnet f(n, t) die Auslenkung der n-ten
Kugel zum Zeitpunkt t, so erfüllen die Funktionen f(n, t) nach den Newton’schen
Bewegungsgleichungen ein System von Differentialgleichungen der Gestalt

M∂2
t f(n, t) = C

(
(f(n+ 1, t)− f(n, t))− (f(n, t)− f(n− 1, t))

)
= C

(
f(n+ 1, t) + f(n− 1, t)− 2f(n, t)

)
mit einer Konstante C, die von der Federkonstante abhängt. Teilen wir die Ab-
stände zwischen unseren Würfeln und die Masse unserer Würfel durch N , so
werden die Federn entsprechend kürzer und die entsprechende Gleichung lautet

M

N
∂2
t (x, t) = NC(f(x+

1

N
, t) + f(x− 1

N
, t)− 2f(x, t))

für x ∈ (1/N)Z. Setzen wir stattdessen h = 1/N , so ergibt sich

M∂2
t f(x, t) = C

f(x+ h, t) + f(x− h, t)− 2f(x, t)

h2
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für alle x ∈ hZ. Gehen wir schließlich zum Grenzwert für N → ∞ alias h → 0
über, so erhalten wir nach 10.6.2.8 die Wellengleichung

M∂2
t f(x, t) = C∂2

xf(x, t)

Ergänzende Übung 12.2.1.19. Gegeben ein Vektorraum V und A ∈ EndV er-
klärt man die lineare Abbildung adA : EndV → EndV durch die Vorschrift
adA : B 7→ (AB−BA). Man zeige, daß für V endlichdimensional und reell das
Differential von exp : EndV → EndV bei A ∈ EndV gegeben wird durch die
Formel

dA exp = (· expA) ◦
(

exp(adA)− 1

adA

)
Beim letzten Faktor ist gemeint, daß adA in die Potenzreihe

∑
ν≥0 z

ν/(ν+1)! der
Funktion (exp(z)−1)/z eingesetzt werden soll. Hinweis: Man wende ∂2/∂s∂t =
∂2/∂t∂s an auf exp(s(A+ tB)) exp(−sA), setze t = 0 und integriere über s.

12.2.2 Taylorentwicklung in mehreren Veränderlichen

Satz 12.2.2.1 (Taylorentwicklung in zwei Veränderlichen). Gegeben eine d-mal
stetig partiell differenzierbare Funktion f : R2 ⊃◦ A → R mit (0, 0) ∈ A gibt es
genau ein Polynom in zwei Veränderlichen T (x, y) =

∑
i+j≤d ci,jx

iyj vom Grad
≤ d mit

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− T (x, y)

|(x, y)|d
= 0

und die Koeffizienten ci,j dieses Polynoms T werden gegeben durch die Formel

ci,j =
1

i!j!

∂i+jf

∂xi∂yj
(0, 0)

Beweis. Wir zeigen das gleich in mehreren Veränderlichen.

12.2.2.2. Ist f(x, y) =
∑

i,j ai,jx
iyj selbst eine Polynomfunktion, so erkennt man

leicht, daß gilt

ai,j =
1

i!j!

∂i+jf

∂xi∂yj
(0, 0)

In diesem Fall liefert unsere Formel also T (x, y) =
∑

i+j≤d ai,jx
iyj und man sieht

sofort, daß dieses T die geforderte Eigenschaft hat.
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12.2.2.3. Um unseren Satz auch in mehr als zwei Veränderlichen übersichtlich
formulieren zu können, führen wir geeignete Notationen ein. Gegeben ein Multi-
index α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm setzen wir

|α| := α1 + . . .+ αm
α! := α1! . . . αm!
xα := xα1

1 . . . xαmm
∂αf := ∂|α|f

∂x
α1
1 ...∂xαmm

Für die letzte Notation nehmen wir dabei an, daß f : Rm ⊃◦ A → R eine |α|-
mal stetig partiell differenzierbare Funktion ist, so daß es beim partiellen Ableiten
nicht auf die Reihenfolge ankommt.

12.2.2.4. Unter einem Polynom in mehreren Veränderlichen x1, x2, . . . , xm mit
reellen Koeffizienten versteht man eine „endliche formale Summe“ der Gestalt∑

α

cαx
α =

∑
α

cαx
α1
1 x

α2
2 . . . xαmm

Dabei läuft die Summe über Multiindizes α ∈ Nm und alle Koeffizienten cα sind
reelle Zahlen, die darüber hinaus fast alle verschwinden müssen, wir lassen also
nur endliche formale Summen zu. Mit dem Grad oder genauer dem Totalgrad
eines Polynoms in mehreren Veränderlichen meint man sup{|α| | cα 6= 0}. Das
Nullpolynom hat also den Grad −∞, konstante Polynome haben den Grad 0 und

x4y3 − z5y + 3z2x2y2

ist ein Polynom in den drei Veränderlichen x, y, z vom Grad 7. Wir werden in
12.2.2.7 zeigen, daß verschiedene polynomiale Ausdrücke auch verschiedene Funk-
tionen liefern, so daß wir im Fall reeller Koeffizienten nicht so genau zu hinterfra-
gen brauchen, was wir unter solch einem „formalen Ausdruck“ genau verstehen
wollen. Den Fall beliebiger Koeffizienten diskutieren wir in 3.5.3.2 im Fall einer
Variablen und in 3.5.3.30 im allgemeinen.

Satz 12.2.2.5 (Taylorentwicklung). Gegeben f : Rm ⊃◦ A→ R eine d-mal stetig
partiell differenzierbare Funktion und p ∈ A ein Punkt gibt es genau ein Polynom
T vom Grad ≤d mit

f(p+ h) = T (h) + |h|dε(h)

für eine Funktion ε mit ε(0) = limh→0 ε(h) = 0 und dieses Polynom wird gegeben
durch die Formel

T (h) =
∑
|α|≤d

(∂αf)(p)

α!
hα
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12.2.2.6. Dieser Satz ist schwächer als unsere verschiedenen Versionen im Fall
einer Variablen in 10.6.2.2 folgende. Ich denke jedoch, daß es an dieser Stelle den
Aufwand nicht wert ist, entsprechend stärkere Versionen zu zeigen. Ich habe in
einer Variablen den Aufwand auch nur getrieben, um den Aspekt der „Verallge-
meinerung der Ableitung durch die Taylorentwicklung“ herauszuarbeiten. In ??
deute ich an, wie der vorhergehende Satz koordinatenfrei formuliert werden kann.
Ich schicke dem Beweis ein Lemma voraus.

Lemma 12.2.2.7. Sei R ein Polynom in m Veränderlichen mit reellen Koeffizien-
ten vom Grad ≤ d. Gilt limh→0R(h)/|h|d = 0, so folgt R = 0.

Beweis. Wir zeigen das durch Widerspruch. Wäre R 6= 0, so gäbe es v 6= 0 mit
R(v) 6= 0, und t 7→ R(tv) wäre ein von Null verschiedenes Polynom in einer
Veränderlichen t ∈ R vom Grad ≤ d mit limt→0R(tv)/|t|d = 0. Wir wissen aber
aus 10.3.5.53, daß es solch ein Polynom in einer Variablen nicht gibt.

Beweis des Satzes. Aus unserem Lemma folgt sofort die Eindeutigkeit von T ,
denn ist T̂ ein anderes mögliches Approximationspolynom, so können wir das
Lemma auf R = T − T̂ anwenden. Um die Existenz der Taylorentwicklung nach-
zuweisen, nehmen wir ein h ∈ Rm, das so klein ist, daß sogar das ganze Gera-
densegment [p, p + h] = {p + th | t ∈ [0, 1]} in A enthalten ist, und betrachten
die Taylorentwicklung der Funktion g = gh : [0, 1] → R, t 7→ f(p + th). Wir
behaupten zunächst, daß die höheren Ableitungen von g gegeben werden durch

g(ν)(t) =
∑
|α|=ν

ν!

α!
(∂αf)(p+ th) hα

In der Tat gilt nach der Kettenregel in mehreren Veränderlichen 12.1.4.8 schon
mal

g′(t) =
∂f

∂x1

(p+ th) · h1 + . . .+
∂f

∂xm
(p+ th) · hm

und wir folgern induktiv

g(ν)(t) =
∑
i1,...,iν

∂νf

∂xi1 . . . ∂xiν
(p+ th) · hi1 . . . hiν

wobei die Summe über alle möglichen ν-Tupel aus {1, . . . ,m} laufen soll. Nach
dem anschließenden Lemma 12.2.2.8 gibt es aber genau ν!/α! Möglichkeiten, ein
ν-Tupel (i1, . . . , iν) ∈ {1, . . . ,m}ν so zu wählen, daß unter den i1, . . . , iν jedes
j genau αj-mal vorkommt. Fassen wir also gleiche Summanden zusammen, so
ergibt sich die behauptete Formel für die ν-te Ableitung g(ν) von g. Jetzt schreiben
wir zur Funktion g(t) die Taylorreihe mit der Lagrange’schen Form des Restglieds
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10.6.2.5 um den Entwicklungspunkt t = 0 hin und erhalten an der Stelle t = 1
mit einer kleinen Umformulierung die Gleichung

f(p+ h) =
∑
|α|≤d

(∂αf)(p)

α!
hα +

∑
|α|=d

(∂αf)(p+ ξhh)− (∂αf)(p)

α!
hα

für geeignetes ξh ∈ (0, 1). Es reicht also, wenn wir für |α| = d zeigen, daß gilt
limh→0(∂αf)(p+ ξhh)− (∂αf)(p) = 0, und das folgt sofort aus der Stetigkeit der
partiellen Ableitungen.

Lemma 12.2.2.8. Seien α1, . . . , αm ∈ N gegeben und sei ν = α1 + . . . + αm
ihre Summe. So gibt es genau ν!/α1! . . . αm! Abbildungen von einer Menge X
mit ν Elementen nach {1, . . . ,m} derart, daß der Wert j jeweils genau αj-mal
angenommen wird.

Beispiel 12.2.2.9. Wollen wir 10 nummerierte Bälle so anmalen, daß 5 Bälle blau,
3 Bälle rot und 2 Bälle gelb werden, so gibt es dafür also 10!/(5!3!2!) = 2520
Möglichkeiten.

Beweis. Es gibt genau ν! Möglichkeiten, unsere Menge X anzuordnen. Jede die-
ser Möglichkeiten liefert eine Abbildung i wie folgt: Wir bilden die ersten α1

Zahlen auf 1 ab, die nächsten α2 Zahlen auf 2, und so weiter, bis wir zum Schluß
die letzten αm Zahlen auf m abbilden. So erhalten wir nur Abbildungen der ge-
wünschten Form, genauer erhalten wir so jede der gewünschten Abbildungen ge-
nau (α1! · · ·αm!)-mal. Das Lemma ist bewiesen.

12.2.3 Rechnen mit Approximationen
Definition 12.2.3.1. Eine Abbildung P : Rm → Rn heißt polynomial oder auch
regulär, wenn sie die Gestalt P = (P1, . . . , Pn) hat für Polynome P1, . . . , Pn in
m Veränderlichen. Haben alle unsere Pj Grad ≤ d, so sagen wir, die polynomiale
Abbildung P habe Grad ≤ d.

Definition 12.2.3.2. Seien f, g : Rm ⊃ D → Rn Abbildungen, p ∈ D ein Punkt
und d ∈ N eine natürliche Zahl. Wir sagen, f und g stimmen bei p überein bis
zur Ordnung d und schreiben

f ∼dp g

als Abkürzung dafür, daß gilt f(p + h) − g(p + h) = |h|dε(h) für eine Funktion
ε, die stetig ist bei h = 0 mit Funktionswert ε(0) = 0.

12.2.3.3. Ist p ∈ D ein Häufungspunkt von D, so ist das gleichbedeutend zur
Forderung, daß gilt f(p) = g(p) und

lim
x→p

f(x)− g(x)

|x− p|d
= 0
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12.2.3.4. Natürlich stimmen zwei Rn-wertige Funktionen bis zu einer gewissen
Ordnung überein genau dann, wenn alle ihre Komponenten bis zu der entspre-
chenden Ordnung übereinstimmen. Schreiben wir also f = (f1, . . . , fn) und g =
(g1, . . . , gn), so gilt

f ∼dp g ⇔
(
fi ∼dp gi ∀i

)
Offensichtlich folgt auch aus f ∼dp g und g ∼dp h schon f ∼dp h. Sind weiter
P,Q : Rm ⊃◦ D → Rn polynomiale Abbildungen vom Grad ≤ d, so folgt nach
12.2.2.7 aus P ∼dp Q schon P = Q.

12.2.3.5 (Approximation und Taylorentwicklung). Der Satz über die Taylor-
entwicklung 12.2.2.5 liefert uns für d-mal stetig partiell differenzierbares f die
eindeutig bestimmte polynomiale Abbildung P vom Grad ≤ d mit P ∼dp f . Ge-
nauer besagt unser Satz, daß diese polynomiale Abbildung P = (P1, . . . , Pn)
dadurch charakterisiert wird, daß die partiellen Ableitungen der Polynome Pi bis
zur Ordnung d bei p denselben Wert annehmen wie die entsprechenden partiellen
Ableitungen der Funktionen fi. Im Fall n = 1 würde in den dortigen Notationen
unser Polynom P = P1 gegeben durch P (p+ h) = T (h) alias P (x) = T (x− p).

Satz 12.2.3.6 (Rechnen mit Approximationen). Seien f : Rm ⊃ D → Rn,
g : Rn ⊃ E → Rl Abbildungen mit f(D) ⊂ E. Gegeben p ∈ D und polynomiale
Abbildungen P,Q mit f ∼dp P und g ∼df(p) Q folgt

g ◦ f ∼dp Q ◦ P

12.2.3.7. Im Fall d = 0 bedeutet die Aussage schlicht die Stetigkeit der Verk-
nüpfung bei p von punktweise stetigen Abbildungen. Es reicht also, den Satz für
d ≥ 1 zu beweisen. Im Fall d = 1 ist die Aussage des Satzes im übrigen äquivalent
zur Kettenregel in mehreren Veränderlichen. Dem eigentlichen Beweis schicken
wir ein Lemma voraus.

Lemma 12.2.3.8. Seien f1, f2 : Rm ⊃ D → R Funktionen. Gegeben p ∈ D und
Polynome P1, P2 mit fi ∼dp Pi folgt

f1 + f2 ∼dp P1 + P2 und f1f2 ∼dp P1P2

12.2.3.9. Dies Lemma besteht in der Tat aus zwei Spezialfällen des Satzes, man
kann nämlich die Addition (+) : R2 → R betrachten und rechnen f1 + f2 =
(+)◦(f1, f2) ∼dp (+)◦(P1, P2) = P1 +P2 und ähnlich für die Multiplikation. Wir
brauchen jedoch einen unabhängigen Beweis, damit wir das Lemma beim Beweis
des Satzes verwenden dürfen.

Beweis des Lemmas. Dem Leser überlassen. Statt Pi polynomial reicht es auch,
Pi stetig bei p anzunehmen.
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Beweis des Satzes. Wir zeigen nun zunächst g ◦ f ∼dp Q ◦ f und dann Q ◦ f ∼dp
Q ◦P . Für die erste Ausage schreiben wir g(y) = Q(y) + |y− f(p)|dε(y− f(p))
und erhalten durch Einsetzen von y = f(x) und Erweitern des rechtesten Terms

(g ◦ f)(x) = (Q ◦ f)(x) + |x− p|d
[(
|f(x)− f(p)|
|x− p|

)d
ε(f(x)− f(p))

]
für alle x 6= p. Wir hatten uns ja bereits in 12.2.3.7 auf den Fall d ≥ 1 zurückge-
zogen. In diesem Fall stimmt f bei p bis mindestens zur Ordnung 1 überein mit
der polynomialen Abbildung P , folglich ist f differenzierbar bei p, die vordere
Klammer in den eckigen Klammern bleibt mithin beschränkt für x → p und der
Ausdruck in eckigen Klammern strebt für x → p gegen Null. Wir müssen also
nur noch für jede polynomiale Abbildung Q zeigen

Q ◦ f ∼dp Q ◦ P

Es reicht sicher, das im Fall l = 1 zu zeigen, also für Q ein Polynom. In diesem
Fall folgt es aber sofort aus dem vorhergehenden Lemma 12.2.3.8.

Beispiel 12.2.3.10. Wollen wir für die Funktion f(x, y) = sin(x ey) die partielle
Ableitung ∂3f

∂x(∂y)2 im Nullpunkt bestimmen, so benutzen wir unseren Satz 12.2.3.6
und rechnen

sin t = t− t3

3!
+ . . .

x ey = x+ xy + xy2

2
+ . . .

sin(x ey) = x+ xy + xy2

2
− x3

3!
+ . . .

und die gesuchte partielle Ableitung bei x = y = 0 ergibt sich mit der Taylorreihe
zu 1.

Übungen

Übung 12.2.3.11. Eine Potenzreihe in mehreren Veränderlichen, die an allen Stel-
len einer offenen Menge punktweise absolut konvergiert, stellt auf dieser offenen
Menge eine beliebig oft partiell differenzierbare Funktion dar.

Übung 12.2.3.12. Man zeige die Identität log((1 − u)(1 − v)) = log(1 − u) +
log(1−v) im Ring der formalen Potenzreihen in zwei kommutierenden Variablen
u, v mit rationalen Koeffizienten.

12.2.4 Maxima und Minima in mehreren Veränderlichen
Definition 12.2.4.1. Seien A ein topologischer Raum, f : A → R eine Funktion
und p ∈ A ein Punkt.
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1. Wir sagen, f hat bei p ein lokales Minimum, wenn es eine Umgebung U
von p gibt mit f(x) ≥ f(p) ∀x ∈ U ;

2. Wir sagen, f hat bei p ein isoliertes lokales Minimum, wenn es stärker
eine Umgebung U von p gibt mit f(x) > f(p) ∀x ∈ U\p;

Analog erklären wir lokale Maxima und isolierte lokale Maxima.

Proposition 12.2.4.2. Sei f : Rn ⊃◦ A→ R differenzierbar und p ∈ A ein Punkt.
Besitzt f bei p ein lokales Minimum oder Maximum, so gilt ∂f

∂xi
(p) = 0 für alle i.

12.2.4.3. Die Bedingung, A sei offen, ist in diesem Zusammenhang wesentlich,
wie wir bereits im Fall einer Veränderlichen in 10.5.5.4 diskutiert hatten.

Beweis. Für beliebiges i und hinreichend kleines ε > 0 betrachten wir das para-
metrisierte Geradensegment g : (−ε, ε) → A, t 7→ p + t ei. Natürlich muß auch
f ◦ g : (−ε, ε) → R ein lokales Minimum oder Maximum bei t = 0 haben, also
gilt (f ◦ g)′(0) = ∂f

∂xi
(p) = 0.

Definition 12.2.4.4. Sei f : Rn ⊃◦ A→ R eine reellwertige Funktion. Verschwin-
den alle ersten partiellen Ableitungen unserer Funktion an einer Stelle p ∈ A, so
sagt man, die Funktion habe bei p eine kritische Stelle.

Ergänzung 12.2.4.5. Ist allgemeiner A eine halboffene Teilmenge eines normier-
ten reellen Vektorraums und f : A → R eine reellwertige Funktion und ver-
schwindet ihr Differential an einem Punkt p ∈ A, in Formeln dpf = 0, so sagt
man auch, die Funktion habe bei p eine kritische Stelle.

Die Summe der Abstände zu drei
vorgegebenen Punkten, die nicht auf
einer Gerade liegen und ein Dreieck

bilden, in dem kein Winkel
grösergleich 120◦ ist, wird minimal

an der Stelle, an der die
Halbgeraden zu den Ecken jeweils
den Winkel 120◦ einschließen. Ist

dahingegen ein Winkel grösergleich
120◦, so liegt das Minimum bei der

fraglichen Ecke selbst.

Beispiel 12.2.4.6. Gegeben drei Punkte p, q, r ∈ R2 suchen wir die Punkte x ∈
R2, für die die Summe der Abstände

S(x) = ‖x− p‖+ ‖x− q‖+ ‖x− r‖
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kleinstmöglich wird. Sicher gilt lim‖x‖→∞ S(x) =∞, folglich existiert ein Kom-
paktum K ⊂ R2 mit

inf
x∈R2

S(x) = inf
x∈K

S(x)

und damit nimmt unsere Funktion nach 10.5.1.5 ihr Infimum auch wirklich als
Funktionswert an. Unsere Funktion ist auf R2\{p, q, r} stetig differenzierbar und
ihr Gradient bei x ergibt sich nach kurzer Rechnung zu

(gradS)(x) =
x− p
‖x− p‖

+
x− q
‖x− q‖

+
x− r
‖x− r‖

Für das Minimum kommen nach unseren Erkenntnissen nur unsere drei Punkte
p, q, r sowie die Nullstellen des Gradienten in Frage. Die weiteren Überlegungen
führen wir nicht mehr in formaler Strenge durch, da das von unseren formalen
Kenntnissen ausgehend einen unangemessenen Aufwand bedeuten würde. An-
schaulich scheint es mir klar, daß unser Gradient nur dann verschwinden kann,
wenn nicht alle drei Punkte p, q, r auf einer Geraden liegen und x im Inneren der
zugehörigen Dreiecksfläche alias ihrer konvexen Hülle liegt und wenn die drei
Vektoren x − p, x − q und x − r jeweils einen Winkel von 120◦ alias 2π/3 ein-
schließen. Das ist für einen Punkt im Innern der Dreiecksfläche jedoch nur dann
möglich, wenn jeder der Winkel unseres Ausgangsdreiecks kleiner ist als 120◦.
Nur unter den Voraussetzungen, daß unsere drei Punkte p, q, r nicht auf einer Ge-
raden liegen und jeder der Winkel des Dreiecks mit den Ecken p, q, r kleiner ist als
120◦, kann also das Minimum außerhalb der drei Punkte {p, q, r} angenommen
werden. Sind sie erfüllt, so kann das Minimum hinwiederum nicht an einem die-
ser Punkte angenommen werden, da der Wert von S(x) dann abnimmt, wenn wir
auf einer Winkelhalbierenden ins Dreieck hineinlaufen, wie man etwa an unserer
Beschreibung des Gradienten sehen kann. Folglich muß dann das Minimum bei
der kritischen Stelle angenommen werden, die eben dadurch charakterisiert ist,
daß die Vektoren x − p, x − q und x − r jeweils einen Winkel von 120◦ = 2π/3
einschließen.

12.2.4.7. Um eine hinreichende Bedingung für ein lokales Minimum oder Maxi-
mum zu erhalten, müssen wir wie im Fall einer Veränderlichen die zweiten Ablei-
tungen untersuchen. Am Beispiel der Funktionen (x, y) 7→ x2 + y2 beziehungs-
weise x2 beziehungsweise x2 − y2 kann man sehen, was lokal um (0, 0) ∈ R2 so
alles passieren kann. Wir betrachten nun allgemeiner eine beliebige quadratische
Form Q(x1, . . . , xn) =

∑
aijxixj mit aij ∈ R wie in 4.2.2.1.
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Definition 12.2.4.8. Eine quadratische Form Q : Rn → R heißt

positiv definit, wenn gilt Q(x) > 0 ∀x 6= 0;
positiv semidefinit, wenn gilt Q(x) ≥ 0 ∀x;
negativ definit, wenn gilt Q(x) < 0 ∀x 6= 0;
negativ semidefinit, wenn gilt Q(x) ≤ 0 ∀x;
indefinit, wenn gilt es gibt x, y ∈ Rn mit

Q(x) > 0, Q(y) < 0.

12.2.4.9. Wir werden nachher erklären, wie man für eine gegebene quadratische
Form entscheiden kann, welche Definitheitseigenschaften sie hat. Zunächst dis-
kutieren wir jedoch, inwieweit diese Eigenschaften für den quadratischen Ap-
proximationsterm das lokale Verhalten einer Funktion an einer kritischen Stelle
bestimmen.

Satz 12.2.4.10 (Maxima und Minima in mehreren Veränderlichen). Sei A ⊂◦
Rn offen, f : A → R zweimal stetig partiell differenzierbar und p ∈ A eine
kritische Stelle. Wir bilden zu unserer Funktion eine quadratische Form d

(2)
p f als

das Doppelte der quadratischen Terme der Taylorreihe, in Formeln

(d(2)
p f)(h) =

∑
i,j

∂2f

∂xi∂xj
(p) hihj

1. Ist unsere quadratische Form d
(2)
p f positiv definit, so hat f bei p ein isolier-

tes lokales Minimum;

2. Ist unsere quadratische Form d
(2)
p f negativ definit, so hat f bei p ein isolier-

tes lokales Maximum;

3. Ist unsere quadratische Form d
(2)
p f indefinit, so hat f bei p weder ein lokales

Minimum noch ein lokales Maximum.

12.2.4.11. Die Notation d
(2)
p f wird in ?? auf Ableitungen beliebigen Grades ver-

allgemeinert. Man beachte, daß der Satz keine Aussage für die semidefiniten Fälle
macht, in Verallgemeinerung der Tatsache, daß man auch für Funktionen einer
Veränderlichen bei Verschwinden der ersten und zweiten Ableitung an einer vor-
gegebenen Stelle ohne weitere Informationen noch nichts über Maxima oder Mi-
nima aussagen kann.

Beweis. Wir verwenden für das folgende die Abkürzung Q := 1
2
(d

(2)
p f). Aus un-

seren Annahmen folgt mit der Taylor-Formel

f(p+ h) = f(p) +Q(h) + ε(h)|h|2
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für eine Funktion εmit ε(0) = limh→0 ε(h) = 0. Wir behandeln nun als erstes den
Fall Q positiv definit. Sei a das Minimum nach 10.5.1.5 von Q auf der Oberfläche
des Einheitswürfels, a = inf{Q(h) | |h| = 1}. Aus unserer Annahme folgt a > 0.
Offensichtlich gilt Q(h) ≥ a|h|2 für alle h ∈ Rn. Wegen ε(0) = limh→0 ε(h) = 0
finden wir δ > 0 derart, daß aus |h| < δ folgt |ε(h)| ≤ a/2. Damit ergibt sich für
|h| < δ aber

f(p+ h) ≥ f(p) + (a/2)|h|2

und f hat in der Tat ein isoliertes lokales Minimum. Ist Q negativ definit, so ar-
gumentieren wir entsprechend. Ist Q indefinit, so finden wir zwei Geraden durch
Null derart, daß die Einschränkung von Q auf diese Geraden außerhalb des Null-
punkts positiv beziehungsweise negativ ist. Dann muß aber die Restriktion von
f auf die erste Gerade ein isoliertes lokales Minimum haben bei p, und auf der
zweiten Geraden ein isoliertes lokales Maximum. Folglich hat f bei p weder ein
lokales Maximum noch ein lokales Minimum.

12.2.4.12. Jeder reellen quadratischen FormQ(x1, . . . , xn) =
∑n

i,j=1 aijxixj ord-
nen wir die symmetrische Matrix S mit Einträgen (aij + aji)/2 zu, so daß gilt
Q(x) = x>Sx. Nach den Definitionen hat die quadratische Form Q eine gewisse
Definitheit im Sinne von 12.2.4.8 genau dann, wenn ihre Matrix S die entspre-
chende Definitheit hat im Sinne der linearen Algebra.

Definition 12.2.4.13. Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen, die zur qua-
dratischen Form d

(2)
p f aus unserem Satz gehört, heißt die Hesse-Matrix von f bei

p, in Formeln

Hesse(f) := [d(2)
p f ] :=

(
∂2f

∂xi∂xj

)
1≤i,j≤n

Korollar 12.2.4.14 (Maxima, Minima und Hessematrix). Sei f : Rn ⊃◦ A→ R
zweimal stetig partiell differenzierbar und p ∈ A ein kritischer Punkt.

1. Ist die Hessematrix von f bei p positiv definit, so hat f bei p ein isoliertes
lokales Minimum;

2. Ist die Hessematrix von f bei p negativ definit, ein isoliertes lokales Maxi-
mum;

3. Ist die Hessematrix von f bei p indefinit, so hat f bei p weder ein lokales
Minimum noch ein lokales Maximum.

Beweis. Das ist nur eine offensichtliche Umformulierung von Satz 12.2.4.10.
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12.2.4.15. Um die Definitheitseigenschaften einer symmetrischen quadratischen
Matrix zu bestimmen, bringt man sie am einfachsten durch Basiswechsel in Dia-
gonalgestalt, wie im Beweis von 4.2.3.11 erklärt. Bei kleineren Matrizen kann
auch das Hauptminoren-Kriterium 4.2.3.25 ein guter Trick sein: Danach ist eine
symmetrische (n × n)-Matrix positiv definit genau dann, wenn für alle k < n
die quadratische Untermatrix, die man erhält durch Wegstreichen der letzten k
Spalten und der untersten k Zeilen, eine positive Determinante hat.

Übungen

Übung 12.2.4.16. Sei V ein normierter Raum, f : V ⊃◦ A → R differenzierbar
und p ∈ A ein Punkt. Besitzt f bei p ein lokales Minimum oder Maximum, so
folgt dpf = 0.

Übung 12.2.4.17. Man zeige in der Situation von Satz 12.2.4.10: Ist d
(2)
p f positiv

semidefinit und verschieden von Null, so kann f bei p kein lokales Maximum
haben.
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12.3 Umkehrsatz und Anwendungen

12.3.1 Umkehrsatz
Definition 12.3.1.1. Eine im Sinne von 12.1.6.10 stetig differenzierbare Abbil-
dung zwischen halboffenen Teilmengen normierter Räume heißt auch eine C1-
Abbildung. Der Buchstabe C steht hier für englisch „continous“ oder französisch
„continu“, zu deutsch stetig, und der obere Index 1 deutet an, daß nur die Existenz
und Stetigkeit der ersten Ableitung gefordert wird. Eine bijektive C1-Abbildung,
deren Umkehrung auch eine C1-Abbildung ist, heißt ein C1-Diffeomorphismus.

Satz 12.3.1.2 (Umkehrsatz). Seien X, Y endlichdimensionale reelle Räume und
sei f : X ⊃◦ U → Y stetig differenzierbar. Ist an einer Stelle p ∈ U das Differen-
tial ein Isomorphismus dpf : ~X

∼→ ~Y , so induziert f einen C1-Diffeomorphismus
zwischen einer offenen Umgebung von p in U und einer offenen Umgebung von
f(p) in Y .

12.3.1.3. In Formeln gibt es für unser p also V mit U ⊃◦ V 3 p und Y ⊃◦ f(V ) und
f : V

∼→ f(V ) ein C1-Diffeomorphismus.

Eine stetig differenzierbare
Abbildung von einer offenen
„wegzusammenhängenden“

Teilmenge V ⊂◦ R2 in den R2 mit
überall injektivem Differential ist im

allgemeinen nur „lokal injektiv“.

12.3.1.4. Wir zeigen diesen Satz nach einigen Vorbereitungen zu Ende dieses Ab-
schnitts. Als erste Prüfung für unseren Umkehrsatz überlege man sich die Gültig-
keit der Behauptung im Spezialfall X = Y = R. Die Kettenregel liefert im Übri-
gen für das Differential des Inversen eines C1-Diffeomorphismus sofort die For-
mel

df(p)(f
−1) = (dpf)−1

12.3.1.5. Unser Umkehrsatz gilt auch für unendlichdimensionale normierte Räume
X, Y , wenn wir zusätzlich annehmen, daß sie vollständig sind. Der Beweis bleibt
derselbe, wenn wir zusätzlich voraussetzen, daß das Inverse des Vektorraumiso-
morphismus dpf stetig ist. Der Satz vom offenen Bild 13.4.2.19 wird später ein-
mal zeigen, daß jeder stetige Vektorraumisomorphismus von vollständigen nor-
mierten Vektorräumen eine stetige Umkehrabbildung hat, aber das soll vorerst
weder bewiesen noch verwendet werden. Die Allgemeinheit unendlichdimensio-
naler Räume ist durchaus von Interesse, eröffnet sie doch einen direkten Zugang
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zum Studium von Lösungen gewöhnlicher Differentialgleichungen. Das wird in
12.5.6.2 ausgeführt.

12.3.1.6 (Polarkoordinaten). Wir betrachten die durch P (r, ϑ) := (r cosϑ, r sinϑ)
gegebene Polarkoordinatenabbildung P : R2 → R2. Sie ist eine C1-Abbildung
und ihr Differential ist ein Isomorphismus an jeder Stelle (r, ϑ) mit r 6= 0. Ge-
geben p := (r, ϑ) mit r > 0 ist etwa V := (0,∞) × (ϑ − π, ϑ + π) eine offene
Umgebung mit P (V ) ⊂◦ R2 mit P : V

∼→ P (V ) ein Diffeomorphismus. Haben
wir noch spezieller p := (0, 1) und nehmen wir V := (0,∞) × (0, π), so ist
P (V ) = {(x, y) | y > 0} eine offene Halbebene und wir können die Umkehrab-
bildung zu

P : (0,∞)× (0, π)
∼→ P (V )

explizit angeben durch die Vorschrift (x, y) 7→ (r(x, y), ϑ(x, y)) mit r(x, y) =√
x2 + y2 und ϑ(x, y) = arccot(x/y). Die Funktionen r und θ heißen Radius

und Winkel und geben den Abstand von (x, y) zum Ursprung an sowie den ori-
entierten Winkel von der x-Achse zur Ursprungsgerade durch (x, y). Die Kompo-
nenten dieser Umkehrabbildung alias die Funktionen Radius und Winkel nennen
wir Polarkoordinaten.

Definition 12.3.1.7. Ein Punkt, der unter einer Abbildung auf sich selbst abgebil-
det wird, heißt ein Fixpunkt besagter Abbildung.

Definition 12.3.1.8. Eine Abbildung f von metrischen Räumen heißt Lipschitz-
stetig, wenn es eine Konstante λ > 0 gibt mit

d(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y)

für alle x, y im Ausgangsraum. Wir sagen dann auch, f sei lipschitzstetig zur
Lipschitz-Konstante λ. Eine Abbildung f zwischen metrischen Räumen heißt
kontrahierend, wenn sie lipschitzstetig ist zu einer Lipschitzkonstante λ < 1,
wenn es also λ < 1 gibt mit

d(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y) ∀x, y

Beispiel 12.3.1.9. Natürlich ist jede lipschitzstetige Abbildung stetig. Eine Abbil-
dung R → R ist lipschitzstetig zu einer Lipschitzkonstante λ genau dann, wenn
alle ihre Sekantensteigungen betragsmäßig beschränkt sind durch λ. Es ist hof-
fentlich anschaulich klar, daß im Fall λ < 1 der Graph einer derart „flachen“
Funktion von R nach R oder auch von einem nichtleeren reellen Kompaktum K
in sich selber f : K → K an genau einer Stelle die Hauptdiagonale alias den
Graphen der Identität kreuzen muß. Der Cosinus ist als Abbildung R → R nicht
kontrahierend, das Supremum seiner Sekantensteigungen ist ja Eins. Allerdings
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ist x 7→ λ cos(x) für |λ| < 1 kontrahierend und auch die Einschränkung des Co-
sinus zu einer Abbildung [0, 1] → [0, 1] ist kontrahierend. Den im Banach’schen
Fixpunktsatz versteckten Algorithmus zur Bestimmung des Fixpunktes illustriert
nebenstehende Abbildung.

Stellt man den Taschenrechner auf
Bogenmaß und drückt wiederholt

die Taste „cos“, so wird die Anzeige
schnell stabil. Der Cosinus liefert

nämlich eine kontrahierende
Selbstabbildung des Intervalls [0, 1]

und was wir sehen ist ein
Illustration für den Beweis des

Fixpunktsatzes 12.3.1.10.

Lemma 12.3.1.10 (Banach’scher Fixpunktsatz). Jede kontrahierende Selbst-
abbildung eines vollständigen nichtleeren metrischen Raums besitzt genau einen
Fixpunkt.

Beweis. Sei f : M → M unsere kontrahierende Selbstabbildung und λ < 1 eine
Lipschitzkonstante. Wir wählen x0 ∈ M und betrachten die rekusiv definierte
Folge xn+1 = f(xn). Mit Induktion folgt d(xn, xn+1) ≤ λnd(x0, x1), und mit der
Dreiecksungleichung folgt für n ≤ m bereits

d(xn, xm+1) ≤ (λn + λn+1 + . . .+ λm)d(x0, x1) ≤ λn

1− λ
d(x0, x1)

Also ist unsere Folge xn eine Cauchy-Folge und konvergiert aufgrund der Voll-
ständigkeit ?? gegen einen Punkt limn→∞ xn = p ∈ M . Da nun eine kontra-
hierende Abbildung notwendig stetig ist, folgt aus der Vertauschbarkeit ?? von
Grenzwerten mit dem Anwenden stetiger Abbildungen

f(p) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = p

und wir haben schon mal einen Fixpunkt gefunden. Ist q ein zweiter Fixpunkt, so
folgt d(p, q) = d(f(p), f(q)) ≤ λd(p, q) für λ < 1 und damit d(p, q) = 0, also
p = q.

Ergänzung 12.3.1.11. Lassen wir in der Ungleichungskette aus obigem Beweis m
nach Unendlich streben, so erhalten wir für den Abstand der n-ten Approximation
xn zum Fixpunkt p zusätzlich die Abschätzung

d(xn, p) ≤
λn

1− λ
d(x0, x1)



12.3. UMKEHRSATZ UND ANWENDUNGEN 1885

Satz 12.3.1.12 (Umkehrsatz für stetige Abbildungen). Seien X ein vollständi-
ger normierter Raum und f : X ⊃◦ V → X eine Abbildung, deren Differenz zur
Identität

(f − id) : V → ~X

kontrahierend ist, als da heißt lipschitzstetig zu einer Lipschitzkonstante λ < 1.
So ist unsere Abbildung injektiv mit offenem Bild f(V ) ⊂◦ X und ihre Umkehrab-
bildung f−1 : f(V )→ V ist lipschitzstetig zur Lipschitzkonstante 1/(1− λ).

Beispiel 12.3.1.13. In Fall einer differenzierbaren Funktion f : V → R auf einem
offenen Intervall V ⊂◦ R ist unsere Annahme gleichbedeutend zur Bedingung
1−λ ≤ f ′(x) ≤ 1+λ ∀x ∈ V und die Folgerung ist klar aus Analysis 1. Anhand
dieses Falls kann ich selber den Beweis am besten nachvollziehen. Ganz konkret
mag man f(x) := sin(x) auf dem Intervall V := (0, 1) nehmen.

Ergänzung 12.3.1.14. Unter einer Norm auf einer abelschen Gruppe X verstehen
wir eine Abbildung von unserer Gruppe in die nichtnegativen reellen Zahlen mit
‖v+w‖ ≤ ‖v‖+‖w‖ und ‖v‖ = 0⇒ v = 0 und ‖−v‖ = ‖v‖ für alle v, w ∈ X .
Der Umkehrsatz für stetige Abbildungen 12.3.1.12 gilt mit demselben Beweis für
jede vollständige normierte abelsche Gruppe.

Vorschau 12.3.1.15. Man kann sogar zeigen, daß jede stetige injektive Abbildung
von einer offenen Teilmenge eines Rn in den Rn offene Teilmengen auf offene
Teilmengen abbildet und folglich eine stetige Umkehrabbildung hat. Dieser „Satz
über die Invarianz von Gebieten“ gilt jedoch nur im endlichdimensionalen Kontext
und sein Beweis benötigt stärkere Hilfsmittel, vergleiche etwa 17.3.3.14.

Ergänzung 12.3.1.16. Der Leser mag zur Übung aus den Argumenten des an-
schließenden Beweises folgern, daß unter den Annahmen des Umkehrsatzes für
stetige Abbildungen 12.3.1.12 genauer gilt

B(p;R) ⊂ V ⇒ B(f(p); (1− λ)R) ⊂ f(V )

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, X sei ein
vollständiger normierter Vektorraum. Die Injektivität von f ergibt sich, da aus
unserer Annahme ‖(f − id)(x)− (f − id)(y)‖ ≤ λ‖x− y‖ sofort folgt ‖y−x‖−
‖f(x)− f(y)‖ ≤ λ‖x− y‖ alias

(1− λ)‖x− y‖ ≤ ‖f(x)− f(y)‖

Durch Einsetzen von x = f−1(p) und y = f−1(q) folgt weiter ohne Schwierigkei-
ten (1−λ)‖f−1(p)−f−1(q)‖ ≤ ‖p−q‖ und damit sogar die Lipschitzstetigkeit der
Umkehrfunktion f−1 : f(V )→ V . Bis hierher brauchten wir weder V offen noch
X vollständig anzunehmen und unsere Aussagen sind wenig mehr als ein Spezi-
alfall der allgemeinen Resultate für „nicht abstandsverkleinernde“ Abbildungen
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metrischer Räume aus Übung ??. Der wesentliche Punkt besteht darin, zu zeigen,
daß f offenes Bild hat. Dazu betrachten wir für alle y ∈ X die Abbildung

ky : V → X
x 7→ x− f(x) + y

Offensichtlich sind die Fixpunkte von ky die Urbilder von y unter f . Offensicht-
lich ist ky kontrahierend, genauer gilt

‖ky(x)− ky(z)‖ ≤ λ‖x− z‖ ∀x, z ∈ V

Gegeben p ∈ V finden wir nun einen Radius R > 0 derart, daß der „abgeschlos-
sene Ball“

A(p;R) := {x ∈ X | ‖p− x‖ ≤ R}
ganz in V enthalten ist. Für y ∈ B(f(p); (1 − λ)R) bildet dann ky unseren
abgeschlossenen Ball A(p;R) in sich ab, denn für diese y gilt ‖p − ky(p)‖ =
‖f(p)− y‖ < (1− λ)R und damit erhalten wir für x ∈ A(p;R) sogar

‖p− ky(x)‖ ≤ ‖p− ky(p)‖+ ‖ky(p)− ky(x)‖ < (1− λ)R + λR = R

Wenden wir den Banach’schen Fixpunktsatz 12.3.1.10 auf die Selbstabbildung ky
von A(p;R) an, das nach ?? als abgeschlossene Teilmenge eines vollständigen
metrischen Raums vollständig ist, so finden wir, daß ky einen Fixpunkt in A(p;R)
haben muß. Es folgt f(A(p;R)) ⊃ B(f(p); (1− λ)R) und das zeigt, daß das Bild
von f offen sein muß, in Formeln f(V ) ⊂◦ X .

Für eine Abbildung f von einer
offenen Teilmenge V ⊂◦ R nach R

ist (f − id) kontrahierend mit
Kontraktionsfaktor λ genau dann,
wenn alle Sekantensteigungen von
f im Intervall [1− λ, 1 + λ] liegen.
In diesem Fall sollte es anschaulich
klar sein, daß f injektiv und offen

ist und daß die Sekantensteigungen
der Umkehrfunktion betragsmäßig

beschränkt sind durch (1− λ)−1. In
diesem Fall liegen alle

Sekantensteigungen der
Umkehrfunktion sogar im Intervall

[(1 + λ)−1, (1− λ)−1].
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12.3.1.17 (Anschauung im Fall einer Veränderlichen). Im Fall einer Veränderli-
chen kann man sich den Beweis auch anschaulich gut klarmachen. Die Annahmen
bedeuten dann, daß die Sekantensteigungen von f alle im Intervall [1− λ, 1 + λ]
liegen. Die Abbildung (x, y) 7→ (ky(x), y) bedeutet anschaulich, daß wir von
(x, y) senkrecht auf den Graph der Funktion f gehen und von dort parallel zur
Hauptdiagonale wieder auf die Horizontale in der vorgegebenen Höhe y.

Beweis des Umkehrsatzes für C1-Abbildungen 12.3.1.2. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit seien X, Y Vektorräume. Sicher reicht es, wenn wir den Satz für
(dpf)−1 ◦ f statt für f zeigen. Wir dürfen also ohne Beschränkung der Allge-
meinheit X = Y und dpf = id annehmen. Es folgt dp(f − id) = 0. Wählen
wir eine Norm auf X und beachten, daß f stetig differenzierbar angenommen
war, so folgt leicht die Existenz eines offenen Balls B um p mit ‖ dx(f − id)‖ ≤
1/2 ∀x ∈ B. Nach der Variante zum Schrankensatz aus Übung 12.1.4.11 ist dann
jedoch (f − id) : B → X kontrahierend mit Lipschitzkonstante ≤ 1/2. Mit unse-
rem Umkehrsatz für stetige Abbildungen 12.3.1.12 angewandt auf V := B folgt,
daß f eine Injektion mit offenem Bild f : B ↪→ X liefert, deren Umkehrung
lipschitzstetig ist zur Lipschitzkonstante Zwei. Um die Differenzierbarkeit von
f−1 : f(B) → B an der Stelle f(p) zu zeigen, dürfen wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit zusätzlich annehmen, daß gilt p = 0 und f(p) = 0. Da wir
f differenzierbar bei p mit Differential id angenommen hatten, können wir dann
schreiben

f(x) = x+ ‖x‖ε(x)

für eine Abbildung ε : B → X , die stetig ist bei 0 und die dort den Wert Null
annimmt. Setzen wir hier x = f−1(y) ein mit y ∈ f(B), so ergibt sich

y = f−1(y) + ‖f−1(y)‖ ε(f−1(y))

Nun liefert die Lipschitzstetigkeit der Umkehrfunktion für unseren eben gewähl-
ten offenen Ball B nach dem Umkehrsatz für stetige Funktionen 12.3.1.12 aber
auch für alle y ∈ f(B) die Abschätzung ‖f−1(y)‖ ≤ 2‖y‖. Zusammen ergibt sich
dann leicht

lim
y→0

f−1(y)− y
‖y‖

= 0

Das aber besagt gerade, daß die Umkehrabbildung f−1 bei y = 0 differenzier-
bar ist mit Differential id. Verkleinern wir unsere offene Umgebung von p noch
so weit, daß df dort überall invertierbar ist, so folgt die Differenzierbarkeit der
Umkehrabbildung an jeder Stelle des Bildes unserer verkleinerten offenen Umge-
bung. Die Stetigkeit des Differentials der Umkehrabbildung folgt dann leicht aus
der Stetigkeit des Differentials der ursprünglichen Abbildung und der Stetigkeit
des Invertierens linearer Abbildungen. Im Fall von Banachräumen verwende man
dazu Übung 12.1.6.16.
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Das Verfahren aus dem Beweis von 12.3.1.2 ist auch durchaus von praktischer
Bedeutung: Ausgeschrieben besagt es, daß wir eine Lösung x der Gleichung
f(x) = y unter geeigneten Annahmen finden können als den Fixpunkt der

kontrahierenden Abbildung

ky : V → X
x 7→ x+ (dpf)−1 (y − f(x))

für p mit f(p) hinreichend nah bei y. Es ist dem Newtonverfahren aus 10.3.7.2
eng verwandt, stimmt jedoch nicht damit überein: Beim Newtonverfahren etwa

im Fall einer Veränderlichen „gehen wir ja immer auf der Tangente bei (x, f(x))
wieder herunter zur x-Achse“, wohingegen wir bei unserer Korrektur ky aus

besagtem Beweis stattdessen auf der Parallelen durch (x, f(x)) zur Tangente bei
(p, f(p)) heruntergehen, wie im Bild dargestellt.
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Übungen

Übung 12.3.1.18. Im reellen Vektorraum Mat(n × m;R) aller reellen Matrizen
bilden die Matrizen von vollem Rang eine offene Teilmenge. Hinweis: Man be-
trachte Determinanten von quadratischen Untermatrizen. Diese Übung gehört zur
Hälfte in die lineare Algebra und steht nur an dieser Stelle, weil wir die Aussage
demnächst brauchen.

12.3.2 Mannigfaltigkeiten in reellen Räumen
12.3.2.1. Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir Maxima und Minima von
Funktionen auf einer Kugel, einem Ellipsoid oder einem Torus alias Schwimmring
im R3 untersuchen. Später werden wir darüber hinaus Formeln für die Oberfläche
derartiger Gebilde herleiten und Funktionen über derartige Gebilde integrieren.
Um all diese Formeln in angemessener Allgemeinheit diskutieren zu können,
führen wir hier den Begriff einer Mannigfaltigkeit in einem endlichdimensionalen
reellen Raum ein und erklären, wie man mit diesem Begriff umgeht. Anschließend
diskutieren wir dann die entsprechenden Extremwertaufgaben.

Der Einheitskreis ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit der Ebene
M ⊂ R2. Eine Plättung um beliebige Punkte aus der oberen Halbebene U wird
etwa gegeben durch g(x, y) = (x,

√
x2 + y2 − 1). In diesem Fall besteht g(U)

aus dem schraffierten Bereich, also aus allen Punkten oberhalb des Graphen der
Funktion x 7→ |x| − 1.

12.3.2.2. Sei X ein n-dimensionaler reeller Raum. Ein C1-Diffeomorphismus g
von einer offenen Umgebung U ⊂◦ X eines Punktes p ∈ X zu einer offenen Teil-
menge von Rn heißt ein lokales C1-Koordinatensystem von X um den Punkt p
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und die Komponenten g1, . . . , gn : U → R von g heißen die Koordinaten unse-
res lokalen Koordinatensystems. Typische Beispiele sind die Polarkoordinaten auf
geeigneten offenen Teilmengen von X = R2, bei denen man statt (g1, g2) meist
(r, ϑ) schreibt, oder die sogenannten Kugelkoordinaten auf geeigneten offenen
Teilmengen des R3, wie wir sie in 12.3.2.3 einführen.

Beispiel 12.3.2.3. Die Kugelkoordinaten im Raum werden beschrieben durch
eine geeignete Einschränkung der Abbildung

K : R3 → R3

(r, ϑ, ϕ) 7→ (r cosϕ sinϑ, r sinϕ sinϑ, r cosϑ)

Deren anschauliche Bedeutung wird im Anschluß erläutert.

Die Kugelkoordinatenabbildung
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12.3.2.4 (Anschauliche Bedeutung der Kugelkoordinaten). Stellen wir uns ein
Teleskop vor, das im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems auf einem
waagerechten, als da heißt, in der xy-Ebene liegenden Drehteller steht und senk-
recht nach oben in Richtung der z-Achse zeigt. Um einen Stern zu betrachten,
schwenken wir zunächst das Teleskop zur Seite in Richtung der positiven x-
Achse um einen Winkel ϑ ∈ [0, π] und drehen dann den Drehteller um einen
geeigneten Winkel, sagen wir um den „Winkel ϕ ∈ [0, 2π) gegen den Uhrzei-
gersinn“, so daß etwa die Drehung um π/2 die positive x-Achse in die posi-
tive y-Achse überführt. Ist schließlich r die Entfernung unseres Sterns, so gibt
K(r, ϑ, ϕ) seine kartesischen Koordinaten an. Im Fall eines senkrecht über oder
unter dem Teleskop befindlichen Sterns ist der Drehwinkel ϕ für unseren Dreh-
teller nicht eindeutig bestimmt, und befindet sich das gedachte Teleskop bereits
im Stern, so sind beide Winkel nicht eindeutig bestimmt. Die Einschränkung un-
serer Abbildung auf r > 0, ϑ ∈ (0, π) und ϕ ∈ [0, 2π) hinwiederum ist zwar
injektiv, aber nicht surjektiv. Oft findet man auch eine Variante, bei der wir uns
das Teleskop zu Beginn horizontal in Richtung der positiven x-Achse ausge-
richtet denken und wo die zweite Koordinate θ ∈ [−π/2, π/2] den Winkel be-
zeichnet, um den das Teleskop nach oben beziehungsweise bei negativem Win-
kel nach unten geschwenkt werden muß. Die Formeln lauten dann abweichend
(r, θ, ϕ) 7→ (r cosϕ cos θ, r sinϕ cos θ, r sin θ).
12.3.2.5. Wenn wir besonders betonen wollen, daß unsere Koordinatensysteme
nicht im Sinne der linearen Algebra 3.2.9.5 gemeint sind, sprechen wir von einem
lokalen System von krummlinigen Koordinaten.

Definition 12.3.2.6. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und k ≥ 0.
Eine Teilmenge M ⊂ X heißt eine k-Mannigfaltigkeit, wenn es um jeden Punkt
p ∈M ein lokales Koordinatensystem (U, g) von X gibt mit

M ∩ U = {q ∈ U | gk+1(q) = . . . = gn(q) = 0}

In Worten fordern wir also, daß es für alle p ∈ M ein lokales Koordinatensys-
tem (U, g) von X um p gibt, in dessen Definitionsbereich U die Punkte von M
gerade diejenigen Punkte sind, auf denen die letzten n − k lokalen Koordinaten
verschwinden. Wir nennen dann (U, g) ein an M angepaßtes lokales Koordina-
tensystem.

Definition 12.3.2.7. SeienX ein endlichdimensionaler reeller Raum undM ⊂ X
eine Teilmenge. Gegeben ein Punkt p ∈M erklären wir den Tangentialkegel

KpM ⊂ ~X

als die Menge KpM aller Richtungsvektoren v ∈ ~X derart, daß es ε > 0 und γ :
[0, ε) → M gibt mit γ(0) = p derart, daß die durch Nachschalten der Einbettung
M ⊂ X gegebene Abbildung γ : [0, ε)→ X differenzierbar ist mit γ′(0) = v.
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Lemma 12.3.2.8 (Tangentialraum einer Mannigfaltigkeit). GegebenX ein end-
lichdimensionaler Raum und M ⊂ X eine k-Mannigfaltigkeit in X und p ∈ M
ein Punkt und (U, g) ein an M angepaßtes lokales Koordinatensystem um p gilt

KpM = ker(dpgk+1) ∩ . . . ∩ ker(dpgn)

12.3.2.9. Insbesondere ist der Tangentialkegel KpM ⊂ ~X an eine k-Mannigfaltigkeit
in einem Punkt p ∈M stets ein k-dimensionaler Untervektorraum des Richtungs-
raums. Wir nennen ihn den Tangentialraum bei p an unsere Mannigfaltigkeit und
notieren ihn

TpM

Die Elemente des Tangentialraums heißen Tangentialvektoren.

Beweis. In der Tat können wir bei einem Weg γ : [0, ε) → M mit γ(0) = p
unser ε so verkleinern, daß er in U landet. Dann ist nach Annahme gj ◦ γ konstant
und folglich (gj ◦ γ)′(0) = (dpgj)(γ

′(0)) = 0 für j = k + 1, . . . , n. Das zeigt
⊂. Umgekehrt folgt ⊃, indem man die Wege γλ(t) := g−1(tλ1, . . . , tλk, 0, . . . , 0)
betrachtet für λ ∈ Rk.

12.3.2.10 (Anschauung für den Tangentialraum). Gegeben X ein endlichdi-
mensionaler Raum und M ⊂ X eine Mannigfaltigkeit in X und p ∈M ein Punkt
ist p + TpM in der schmutzigen Anschauung derjenige affine Teilraum von X ,
der M bei p am besten approximiert.

12.3.2.11. Wir nennen eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums
eine Mannigfaltigkeit, wenn es ein k gibt derart, daß sie eine k-Mannigfaltigkeit
ist. Ist unsere Mannigfaltigkeit nicht leer, so ist dieses k wohlbestimmt als die Di-
mension des Tangentialraums in einem und jedem Punkt. Es heißt die Dimension
unserer Mannigfaltigkeit.

Beispiel 12.3.2.12 (Kreislinie als Einsmannigfaltigkeit). Die Kreislinie S1 ⊂
R2 ist eine 1-Mannigfaltigkeit in R2. In der Tat bilden auf der Halbebene U :=
{(x, y) | x > 0} unsere Polarkoordinaten Radius r(x, y) :=

√
x2 + y2 und Win-

kel ϑ(x, y) := arctan(x/y) ein lokales Koordinatensystem und die Funktionen
g1 := ϑ und g2 := r − 1 desgleichen und wir haben

S1 ∩ U = {(x, y) ∈ U | g2(x, y) = 0}

In derselben Weise finden wir auch an die Kreislinie angepaßte lokale Koordi-
natensysteme auf den anderen drei Halbebenen zu den Koordinatenachsen. Diese
vier offenen Halbebenen überdecken aber unsere Kreislinie. Mithin ist die Kreis-
linie in der Tat eine Einsmannigfaltigkeit in der Ebene. Für ihre Tangentialräume
finden wir T(x,y)S

1 = 〈(y,−x)〉.
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Beispiel 12.3.2.13 (Kreislinie als Einsmannigfaltigkeit, Variante). Ein weite-
res an die Kreislinie S1 ⊂ R2 angepaßtes lokales Koordinatensystem wäre der
Streifen U := {(x, y) ∈ R2 | −1 < x < 1, y > 0} mit den beiden Koordinaten
g1(x, y) := x und g2(x, y) := y −

√
1− x2.

Beispiele 12.3.2.14 (Graph als Mannigfaltigkeit). Der Graph jeder C1-Funktion
f : R2 → R ist eine 2-Mannigfaltigkeit in R3. Als lokales Koordinatensys-
tem mag man in diesem Fall das globale Koordinatensystem g : R3 ∼→ R3 mit
g(x, y, z) = (x, y, z − f(x, y)) nehmen. Ähnlich ist der Graph Γ(f) jeder C1-
Abbildung f : Rk ⊃◦ W → Rn eine k-Mannigfaltigkeit in Rk+n. Die Einheitss-
phäre Sn ⊂ Rn+1 ist eine n-Mannigfaltigkeit in Rn+1, weil sie „lokal als Graph
einer Funktion beschrieben werden kann“. Eine alternative Begründung geben wir
in 12.3.2.21. Für die Tangentialräume unserer Graphen finden wir

T(x,f(x))Γ(f) = Γ(dxf)

Beispiele 12.3.2.15 (Affiner Teilraum als Mannigfaltigkeit). Jeder k-dimensio-
nale affine Teilraum Y ⊂ X eines endlichdimensionalen reellen RaumsX ist eine
k-Mannigfaltigkeit. Für seinen Tangentialraum gilt

TyY = ~Y

an jede Stelle y ∈ Y . Eine 0-Mannigfaltigkeit in X ist dasselbe wie eine Teilmen-
geM ⊂ X , die keine Häufungspunkte inM hat. So eine Teilmenge werden wir in
12.7.5.7 eine „diskrete Teilmenge“ nennen. Jeder Schnitt einer k-Mannigfaltigkeit
in X mit einer offenen Teilmenge W ⊂◦ X ist auch selbst eine k-Mannigfaltigkeit
in X .

Beispiele 12.3.2.16 (Offene Teilmenge als Mannigfaltigkeit). Eine n-Mannig-
faltigkeit in einem n-dimensionalen Raum X ist dasselbe wie eine offene Teil-
menge. In der Tat ist für p ∈ M ⊂◦ X jeder Isomorphismus g : X

∼→ Rn von
affinen Räumen bereits eine angepaßtes Koordinatensystem für jeden Punkt von
M und andererseits folgt aus der Existenz eines an M angepaßten lokalen Koor-
dinatensystems (U, g) um p ∈ M bereits g(U ∩M) = g(U), also U ∩M = U ,
also U ⊂ M , also M ⊂◦ X . So eine offene Teilmenge M ⊂◦ X hat an jeder Stelle
p ∈M den Tangentialraum

TpM = ~X

12.3.2.17 (Diskussion der Terminologie). Wir werden im weiteren Verlauf noch
weitere Varianten des Begriffs einer Mannigfaltigkeit kennenlernen. Das hier ein-
geführte Konzept heißt genauer eine in den affinen Raum X eingebettete Man-
nigfaltigkeit oder ganz ausführlich eine k-dimensionale C1-Untermannigfaltig-
keit von X ohne Rand. Jenseits der Grundvorlesungen versteht man unter einer
Mannigfaltigkeit meist abweichend eine „abstrakte Mannifaltigkeit“, wie wir sie
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in 22.3.2.1 einführen werden, aber alles zu seiner Zeit. In 22.3.3.3 werden wir
auch allgemeiner den Tangentialraum TpM für abstrakte Mannigfaltigkeiten M
erklären. Er ist im Fall der hier betrachteten eingebetteten Mannigfaltigkeiten „ka-
nonisch isomorph“ zu dem oben erklärten Konzept. Wenn wir besonders betonen
wollen, daß wir die obige Definition für eingebettete Mannigfaltigkeiten meinen,
schreiben wir genauer

T⊂pM

Vorschau 12.3.2.18. Eine kompakte 1-Mannigfaltigkeit inR3 heißt eine Verschlin-
gung und, wenn sie zusätzlich wegzusammenhängend ist, ein Knoten. Zwei Ver-
schlingungen heißen isotop, wenn sie durch einen C1-Diffeomorphismus R3 ∼→
R3 mit überall positiver Funktionaldeterminante ineinander überführt werden kön-
nen. Die „Knotentheorie“ versucht, Kriterien dafür zu entwickeln, wann zwei ge-
gebene Verschlingungen isotop sind.

Ein Beispiel für einen Knoten.

Diese Verschlingung ist besonders
bemerkenswert dadurch, daß je zwei
der Ringe getrennt werden könnten,
wenn eben der Dritte nicht wäre. Sie

heißt die Verschlingung der
Borromäischen Ringe nach einer

italienischen Familie, die diese
Ringe in ihrem Wappen führte.

12.3.2.19. Eine 1-Mannigfaltigkeit heißt eine Kurve und eine 2-Mannigfaltigkeit
eine Fläche. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X und c ≤ dimX
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versteht man unter einer Mannigfaltigkeit der Kodimension c in X eine k-
Mannigfaltigkeit mit k = (dimX) − c. Eine Mannigfaltigkeit in X der Kodi-
mension Eins heißt eine Hyperfläche in X .

Proposition 12.3.2.20 (Mannigfaltigkeiten als Urbilder). SeienX und Y endlichdi-
mensionale reelle Räume und h : X ⊃◦ A → Y eine stetig differenzierbare Ab-
bildung, deren Differential dph an jeder Stelle p ∈ A surjektiv ist. So ist für alle
c ∈ Y das Urbild M = h−1(c) eine Mannigfaltigkeit mit den Tangentialräumen

TpM = ker(dph)

Illustration zum Beweis des Satzes
12.3.2.20 über Mannigfaltigkeiten
als Urbilder. Dick gezackelt eine

Niveaulinie einer Funktion
f : U → R mit U ⊂◦ R2. Liegt p auf

dieser Niveaulinie und ist dpf
surjektiv alias nicht null, so läßt sich
f durch eine lineare Abbildung, im

Bild die Abbildung y, zu einem
lokalen Koordinatensystem

ergänzen, und der Umkehrsatz
12.3.1.2 liefert dann die gesuchte

lokale Plättung unserer Niveaulinie.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir X = Rn und Y =
Rm annehmen und haben h = (h1, . . . , hm). Für jedes p ∈ M finden wir si-
cher lineare Abbildungen l1, . . . , lk : X → R derart, daß das Differential von
g = (l1, . . . , lk, h1, . . . , hm) in p bijektiv ist. Nach dem Umkehrsatz 12.3.1.2 er-
halten wir so ein lokales Koordinatensystem auf einer Menge U mit p ∈ U ⊂◦ A.
Das Tupel von Funktionen (l1, . . . , lk, h1−c1, . . . , hm−cm) ist dann ein anM an-
gepaßtes lokales Koordinatensystem inX . Die Beschreibung der Tangentialräume
folgt unmittelbar.

Beispiel 12.3.2.21. Die Sphären Sn = {x ∈ Rn+1 | x2
1 + . . . + x2

n+1 = 1} sind
n-Mannigfaltigkeiten in Rn+1, denn das Differential von h : x 7→ x2

1 + . . .+ x2
n+1

ist surjektiv an jeder Stelle von Rn+1\0. An einer Stelle p ∈ Sn ist [dph] =
(2p1, . . . , 2pn+1) und der Kern der durch diese Zeilenmatrix gegebene Linearform
ist das orthogonale Komplement zum Ortsvektor p unter dem Standardskalarpro-
dukt, in Formeln

TpS
n = {p}⊥
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Übungen

Übung 12.3.2.22. Eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen Teil-
menge eines endlichdimensionalen reellen Raums in einen weiteren endlichdi-
mensionalen reellen Raum hat offenes Bild, wenn ihr Differential an jeder Stelle
surjektiv ist. Ist unsere stetig differenzierbare Abbildung zusätzlich injektiv, so ist
ihre Umkehrabbildung stetig und sogar stetig differenzierbar.

Übung 12.3.2.23. In der Situation von 12.3.2.20 ist allgemeiner auch für jede
Mannigfaltigkeit C ⊂ Y ihr Urbild M = h−1(C) eine Mannigfaltigkeit in X der
Dimension dimX − dimY + dimC.

Übung 12.3.2.24. Man zeige: Ist V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum
und 〈 , 〉 eine von Null verschiedene symmetrische Bilinearform auf V und c ∈ R
eine Konstante, so ist M := {v ∈ V \0 | 〈v, v〉 = c} eine Hyperfläche in V
mit Tangentialräumn TvM = trans{w ∈ V | 〈v, w〉 = 0} unter der üblichen
Identifikation trans : V

∼→ ~V oder abkürzend geschrieben

TvM = v⊥

Hinweis: Man erinnere das Differential bilinearer Abbildungen 12.1.6.5.

Übung 12.3.2.25. Sind X, Y endlichdimensionale reelle Räume und M ⊂ X so-
wieN ⊂ Y Mannigfaltigkeiten, so ist auchM×N ⊂ X×Y eine Mannigfaltigkeit
und die linearen Anteile der Projektionen liefern einen Vektorraumisomorphismus

T(p,q)(M ×N)
∼→ TpM × TqN

12.3.3 Implizite Funktionen
Satz 12.3.3.1 (über implizite Funktionen, geometrische Fassung). Seien X, Y
endlichdimensionale Räume und M ⊂ X × Y eine Mannigfaltigkeit. Liefert der
lineare Anteil der Projektion auf X an einer Stelle (p, q) ∈ M einen Isomorphis-
mus

T(p,q)M
∼→ ~X

zwischen dem Tangentialraum an M und dem Richtungsraum von X , so gibt es
P,Q mit p ∈ P ⊂◦ X und q ∈ Q ⊂◦ Y derart, daß M ∩ (P ×Q) der Graph einer
C1-Abbildung ϕ : P → Q ist.

12.3.3.2. Diese Funktion ϕ heißt dann die „durchM implizit gegebene Funktion“.
Sobald Sie einmal den Zusammenhangsbegriff kennengelernt haben, mögen Sie
zur Übung zusätzlich zeigen, daß im Fall von festem zusammenhängenden P alle
möglichen Wahlen für Q dieselbe implizite Funktion ϕ liefern.
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Beweis. Seien k die Dimension vonM und (U, g) ein System von anM angepaß-
ten lokalen Koordinaten um (p, q) und g−1 : g(U)

∼→ U die Umkehrabbildung,
ein C1-Diffeomorphismus von g(U) ⊂◦ Rn nach U ⊂◦ (X × Y ). Offensichtlich
induziert das Differential von g−1 bei g(p, q) einen Vektorraumisomorphismus

Rk × 0
∼→ T(p,q)M

Nach Annahme induziert also das Differential von prX ◦g−1 bei g(p, q) einen Vek-
torraumisomorphismus Rk × 0

∼→ ~X . Nach dem Umkehrsatz 12.3.1.2 induziert
prX ◦g−1 mithin einen C1-Diffeomorphismus ψ : A

∼→ B zwischen einer offenen
UmgebungA ⊂◦ g(U)∩(Rk×0) von g(p, q) und einer offenen UmgebungB ⊂◦ X
von p. Indem wir sonst U geeignet verkleinern, dürfen wir sogar A = g(U) ∩
(Rk × 0) annehmen. Für alle x ∈ B ist dann ϕ(x) := prY (g−1(ψ−1(x))) das
einzige y ∈ Y mit (x, y) ∈M ∩U . Wählen wir nun offene Umgebungen P1 ⊂◦ X
von p undQ ⊂◦ Y von q mit P1×Q ⊂ U und dann eine offene Umgebung P ⊂◦ P1

von p mit x ∈ P ⇒ ϕ(x) ∈ Q, so ist M ∩ (P ×Q) der Graph der C1-Abbildung
ϕ : P → Q.

Satz 12.3.3.3 (über implizite Funktionen in Koordinaten). Gegeben sei eine
stetig differenzierbare Abbildung f : (Rk × Rm) ⊃◦ D → Rm. Wir vereinbaren
die Notation x1, . . . , xk, y1, . . . , ym für die Variablen. Ist in diesen Notationen die
Matrix (

∂fi
∂yj

)m
i,j=1

nicht ausgeartet an einer Stelle (p, q) ∈ D, so gibt es P,Q mit p ∈ P ⊂◦ Rk und
q ∈ Q ⊂◦ Rm und P ×Q ⊂ D derart, daß

{(x, y) ∈ P ×Q | f(x, y) = f(p, q)}

der Graph einer C1-Funktion ϕ : P → Q ist. Die partiellen Ableitungen der
Komponenten von ϕ werden dann gegeben durch die Matrix-Gleichung(

∂ϕj
∂xk

∣∣∣∣
x

)
= −

(
∂fi
∂yj

∣∣∣∣
(x,ϕ(x))

)−1(
∂fi
∂xk

∣∣∣∣
(x,ϕ(x))

)
12.3.3.4. In dieser Sprache ausgedrückt kann also ein System vonm Gleichungen
in m+ k Unbekannten „im allgemeinen“ und „lokal“ in der Weise aufgelöst wer-
den, daß wir k der Unbekannten frei wählen und die restlichen m Unbekannten
dadurch im wesentlichen eindeutig festgelegt werden.

Beweis. Indem wir D verkleinern, dürfen wir annehmen, daß f nicht nur bei
(p, q), sondern an jeder Stelle von D surjektives Differential hat. Damit ist

M := {(x, y) ∈ D | f(x, y) = f(p, q)}
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nach 12.3.2.20 eine k-Mannigfaltigkeit. Der Tangentialraum an M in (p, q) ist
nach 12.3.2.9 der Schnitt der Kerne der d(p,q)fj und trifft nach Annahme den Teil-
raum 0 × Rm nur in Null. Da er die Dimension k hat, muß die Projektion auf
Rk folglich einen Isomorphismus T(p,q)M

∼→ Rk induzieren und die erste Aus-
sage folgt unmittelbar aus der geometrischen Fassung des Satzes über implizite
Funktionen 12.3.3.1. Mit der Kettenregel folgt nun

d(x,ϕ(x))f ◦
(

id

dxϕ

)
= 0

Schreiben wir darin d(x,ϕ(x))f als Zeilen-Blockmatrix, so ergibt sich sofort die
behauptete Formel für das Differential.

Beispiel 12.3.3.5. Wir betrachten f : R×R→ R, f(x, y) = x2 + y2 und (p, q) =
(0, 1). Da ∂f

∂y
nicht verschwindet bei (0, 1), sind die Voraussetzungen des Satzes

erfüllt. Ein mögliches Paar (U, V ) bestünde aus U = (−1, 1), V = (0,∞) und
die zugehörige implizite Funktion ist ϕ(x) =

√
1− x2. Unsere implizite Funktion

sucht sich in diesem Fall für jedes x ∈ (−1, 1) dasjenige positive y = ϕ(x)
aus, für das der Punkt (x, y) auf dem Einheitskreis liegt. Die Ableitung dieser
impliziten Funktion ergibt sich mit unserer Regel richtig zu

∂ϕ

∂x
= −

(
∂f

∂y

)−1(
∂f

∂x

)
= −2x

2y
= − x√

1− x2

Beispiel 12.3.3.6. Wir betrachten f(x, y) = y3 + xy2 − 3 als eine Schar von Po-
lynomen in y mit Parameter x. Für den Parameter x = 2 ist y = 1 eine Nullstelle,
f(2, 1) = 0. Wir wollen nun untersuchen, wie diese Nullstelle „mit dem Parameter
x wackelt“, und wenden dazu den Satz über implizite Funktionen an. Die partielle
Ableitung nach y ist fy = 3y2 + 2xy, insbesondere haben wir fy(2, 1) = 7 6= 0
und nach dem Satz über implizite Funktionen gibt es folglich ε > 0 und δ > 0
derart, daß für alle x ∈ (2 − ε, 2 + ε) das Polynom f(x, ) genau eine Nullstelle
y = ϕ(x) ∈ (1− δ, 1 + δ) hat. Diese Funktion ϕ ist zwar schwer explizit anzuge-
ben, aber der Satz sagt uns, daß sie in einer Umgebung von x = 2 differenzierbar
ist, und ihre Ableitung bei x = 2 kennen wir auch: Wir haben nämlich fx = y2,
fx(2, 1) = 1 und folglich

ϕ′(2) = −fy(2, 1)−1fx(2, 1) = −1

7

Betrachten wir stattdessen h(x, y) = y2 − x, so ist für x = 0 natürlich y = 0
eine Nullstelle, aber Entsprechendes gilt keineswegs: Schieben wir x etwas ins
Negative, so hat h(x, ) überhaupt keine reelle Nullstelle mehr, schieben wir x
dahingegen etwas ins Positive, so werden aus unserer Nullstelle plötzlich zwei
Nullstellen, wie das nebenstehende Bild illustriert. Das zeigt, daß die Bedingung
an die Ableitung auch wirklich notwendig ist.
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Die Graphen von h(0, ), h(−1/2, )
und h(1/2, ) für die Funktion
h(x, y) = y2 − x vom Ende des

Beispiels 12.3.3.6. Hier haben wir
anders als sonst y in horizontaler
Richtung aufgetragen und denken

an Nullstellen der veränderten
Gleichung statt an Schnitte der

Niveaulinie h(x, y) = y2 − x = 0
mit verschiedenen horizontalen

Geraden. Dies Bild interpretiert also
diesselbe Formeln wie das

vorhergehende Bild, nur eben in der
alternativen Anschauung der

„Abhängigkeit der Nullstellen von
den Parametern“ und in einem

entsprechend an der Hauptdiagonale
gespiegeltem Koordinatensystem.
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Satz 12.3.3.7 (über implizite Funktionen in vollständigen Räumen). Gegeben
seien vollständige normierte Räume X, Y und eine stetig differenzierbare Abbil-
dung f : (X×Y ) ⊃◦ D → Y . An einer Stelle (p, q) ∈ D induziere das Differential
einen stetigen Isomorphismus mit stetiger Umkehrabbildung

d(p,q)f ◦ in~Y : ~Y
∼→ ~Y

So gibt es P,Q mit p ∈ P ⊂◦ X und q ∈ Q ⊂◦ Y von q mit P ×Q ⊂ D derart, daß
{(x, y) ∈ P × Q | f(x, y) = f(p, q)} der Graph einer C1-Funktion ϕ : P → Q
ist. Diese Funktion hat dann bei x ∈ P das Differential

dxϕ = −
(
d(x,ϕ(x))f ◦ in~Y

)−1 ◦ (d(x,ϕ(x))f ◦ in ~X)

12.3.3.8. Hier können wir uns nicht mehr auf den Beweis der geometrischen Fas-
sung stützen, ja der Satz in seiner geometrischen Fassung 12.3.3.1 gilt gar nicht
mehr in dieser Allgemeinheit. Umgekehrt können wir aus dieser Fassung leicht
die beiden anderen Fassungen folgern. Sie ist also stärker, ist jedoch meiner An-
schauung schlechter zugänglich.

Beweis. Wir setzen b := f(p, q) und betrachten die Abbildung

F := (prX , f) : D → X × Y
(x, y) 7→ (x, f(x, y))

Ihr Differential bei (p, q) hat im Sinne von 3.2.4.12 Block-Gestalt id ~X 0

d(p,q)f ◦ in ~X d(p,q)f ◦ in~Y


und ist insbesondere invertierbar mit stetiger Umkehrabbildung. Nach der entspre-
chend allgemeinen Fassung des Umkehrsatzes gibt es also P,Q,W mit p ∈ P ⊂◦
X und q ∈ Q ⊂◦ Y und F (p, q) ∈ W ⊂◦ X × Y derart, daß gilt P × Q ⊂ D und
daß F einen C1-Diffeomorphismus

F : P ×Q ∼→ W

liefert. Die Umkehrabbildung G := F−1 : W
∼→ P × Q hat dann offensichtlich

die Gestalt (x, y) 7→ (x, g(x, y)) für geeignetes g : W → X . Nun ist f(x, y) = b
gleichbedeutend zu F (x, y) = (x, b) und unter den Zusatzannahmen (x, y) ∈
P × Q und (x, b) ∈ W ist das weiter gleichbedeutend zu (x, y) = G(x, b) alias
x = g(x, b). Verkleinern wir falls nötig P derart, daß zusätzlich gilt P × {b} ⊂
W , so gibt es zu jedem x ∈ P genau ein y = ϕ(x) ∈ Q mit f(x, y) = b,
nämlich ϕ(x) = g(x, b). Die so definierte Funktion ϕ ist stetig differenzierbar
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nach dem Umkehrsatz. Ihre Ableitung bei x ∈ U ergibt sich leicht, wenn man
die Definitionsgleichung f(x, ϕ(x)) = b als Abbildung U → Y auffaßt und auf
beiden Seiten das Differential an der Stelle x nimmt. Mit der Kettenregel folgt
nämlich

d(x,ϕ(x))f ◦
(

id

dxϕ

)
= 0

Zerlegen wir darin d(x,ϕ(x))f = (d(x,ϕ(x))f ◦in ~X , d(x,ϕ(x))f ◦in~Y ) als Zeilen-Block-
matrix im Sinne von 3.2.4.12, so ergibt sich sofort die behauptete Formel für das
Differential.

Übungen

Übung 12.3.3.9 (Mannigfaltigkeiten als lokale Graphen in Koordinaten). Ge-
geben eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit M ⊂ Rn gibt es für jeden Punkt
p ∈ M eine offene Umgebung U ⊂◦ Rn und eine Permutation σ ∈ Sn derart, daß
M ∩ U unter der entsprechenden Permutation der Koordinaten dem Graph einer
C1-Abbildung Rk ⊃◦ W → Rn−k entspricht. Zum Beispiel ist jede Einsmannig-
faltigkeit der Ebene R2 lokal entweder Graph einer reellwertigen C1-Funktion der
x-Koordinate oder der an der Hauptdiagonalen gespiegelte Graph einer reellwer-
tigen C1-Funktion der y-Koordinate.

Übung 12.3.3.10. Man zeige, daß das Kreuz aus den beiden Koordinatenachsen
in R2 keine Mannigfaltigkeit ist.

Übung 12.3.3.11. Wir betrachten das Polynom f(x, y, z) = x7y2z + xyz5 und
finden f(1, 1, 1) = 2. Man zeige, daß es auf einem hinreichend kleinen Ball B ⊂
R2 um (1, 1) genau eine stetige Funktion ϕ : B → R gibt mit ϕ(1, 1) = 1 und
f(x, y, ϕ(x, y)) = 2 und bestimme bei (1, 1) deren partielle Ableitungen ϕx, ϕy.

Übung 12.3.3.12 (Schnitt von Mannigfaltigkeiten). Man zeige: Gegeben in ei-
nem endlichdimensionalen reellen Raum X zwei Mannigfaltigkeiten M,N ⊂ X
und ein Punkt p ∈M ∩N mit TpM+TpN = ~X gibt es U mit p ∈ U ⊂◦ X derart,
daß U ∩M ∩N eine Mannigfaltigkeit ist und es gilt

Tp(M ∩N) = TpM ∩ TpN

12.3.4 Karten und Koordinatensysteme
Proposition 12.3.4.1 (Mannigfaltigkeiten als Bilder). Seien X ein n-dimensio-
naler reeller Raum und k ≥ 0. Eine Teilmenge M ⊂ X ist eine k-Mannigfal-
tigkeit genau dann, wenn es für jeden Punkt p ∈ M eine stetig differenzierbare
Abbildung ϕ : Rk ⊃◦ W → X gibt derart, daß gilt:

1. p ∈ ϕ(W ) ⊂◦M ;
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2. dxϕ ist injektiv für alle x ∈ W ;

3. ϕ ist injektiv und ϕ−1 : ϕ(W )→ W ist stetig.

Ein Beispiel einer Teilmenge M der Papierebene, die keine
Untermannigfaltigkeit ist und für die die Bedingung aus 12.3.4.1 erfüllt wäre,

wenn wir von unseren Karten nicht auch noch fordern würden, daß ihre
Umkehrabbildungen stetig sind.

12.3.4.2. Ein Paar (W,ϕ) wie in der Proposition nenne ich eine Karte der Man-
nigfaltigkeit M . Eine Karte der Stadt Freiburg kann als eine Variante dieses Be-
griffs verstanden werden, bei der W ein Blatt Papier ist und bei der das Bild eini-
ger Punkte unseres Blatts unter der Abbildung ϕ in das wirkliche Freiburg durch
bildliche Symbole auf besagtem Blatt angedeutet wird.

12.3.4.3. Eine Abbildung zwischen topologischen Räumen heißt ganz allgemein
ein Homöomorphismus, wenn sie stetig und bijektiv ist und auch ihre Umkehr-
abbildung stetig ist. In dieser Terminologie fordert Bedingung 3 oben, daß ϕ einen
Homöomorphismus ϕ : W

∼→ ϕ(W ) induziert. Zwei topologische Räume heißen
homöomorph, wenn es zwischen ihnen einen Homöomorphismus gibt.

12.3.4.4. Im Fall k = 0 stellt bereits die erste Bedingung sicher, daß jeder Punkt
von M offen ist in M , so daß M in der Tat eine nulldimensionale Untermannig-
faltigkeit von X ist.

Beweis. Ist M ⊂ X eine k-Mannigfaltigkeit und (U, g) ein an M angepaßtes lo-
kales Koordinatensystem von X , sagen wir g : U

∼→ g(U) ⊂◦ Rn. Bezeichne wei-
ter i : Rk ↪→ Rn die Nullen anhängende Abbildung. So ist für W := i−1(g(U))
die Komposition g−1◦i : W →M eine Karte vonM . Folglich hat eine Mannigfal-
tigkeit um jeden Punkt mindestens eine Karte. Ist andererseits ϕ : W → M ⊂ X
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eine Karte von M um p mit W ⊂◦ Rk, so können wir Vektoren v1, . . . , vn−k ∈ ~X
finden derart, daß das Differential von

ϕ̃ : W × Rn−k → X
(w, t1, . . . , tn−k) 7→ ϕ(w) + t1v1 + . . .+ tn−kvn−k

im Punkt (ϕ−1(p), 0n−k) bijektiv ist, mit 0n−k als Abkürzung für die einelemen-
tige Menge {0} ⊂ Rn−k. Nach dem Umkehrsatz 12.3.1.2 induziert ϕ̃ einen C1-

Ein Bild zum Beweis von 12.3.4.1 im Fall n = k = 1

Diffeomorphismus von einer offenen Umgebung G ⊂◦ W × Rn−k des Punktes
(ϕ−1(p), 0n−k) mit einer offenen Umgebung Ũ ⊂◦ X von p. Das lokale Koordi-
natensystem (Ũ, ϕ̃−1) von X um p können wir nun zu einem an M angepaßten
lokalen Koordinatensystem von X um p machen, indem wir seinen Definitions-
bereich so verkleinern, daß er „M nicht zu oft trifft“. Genauer ist i−1(G) offen
in W und damit ϕ(i−1(G)) offen in ϕ(W ) und damit offen in M , aufgrund der
Stetigkeit von ϕ−1 und unserer Bedingung ϕ(W ) ⊂◦ M . Also gibt es U1 ⊂◦ X mit
ϕ(i−1(G)) = M ∩ U1. Dann setzen wir U = Ũ ∩ U1 und g := ϕ̃−1 : U → Rn ist
das gesuchte an M angepaßte lokale Koordinatensystem von X um p.

12.3.4.5. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und M ⊂ X eine k-
Mannigfaltigkeit. Unter einem lokalen Koordinatensystem vonM verstehen wir
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ein Paar (V, r) bestehend aus einer offenen Teilmenge V ⊂◦ M und einem Ho-
möomorphismus r : V

∼→ W mit einer offenen Teilmenge W ⊂◦ Rk derart, daß
(W, r−1) eine Karte von M ist. Die Komponenten r1, . . . , rk : V → R von r
nennen wir dann die lokalen Koordinaten unseres Koordinatensystems. Salopp
gesprochen ist also ein lokales Koordinatensystem einer Mannigfaltigkeit schlicht
die Umkehrabbildung zu einer Karte. Viele Autoren verwenden allerdings auch
eine andere Terminologie und verstehen unter einer Karte das, was wir ein Koor-
dinatensystem genannt haben.

12.3.4.6 (Verschiedene Arten lokaler Koordinatensysteme). Sei X ein end-
lichdimensionaler Raum. Wir unterscheiden zwischen einem lokalen Koordina-
tensystem einer Mannigfaltigkeit M ⊂ X und einem an eine Mannigfaltigkeit
M ⊂ X angepaßten lokalen Koordinatensystem von X . Im Fall der Mannigfal-
tigkeit X ⊂ X fallen diese Begriffe zwar zusammen, im allgemeinen jedoch hat
ein lokales Koordinatensystem einer Mannigfaltigkeit M nur dimM Koordinaten
und dise sind nur Funktionen auf einer offenen Teilmenge von M .

Beispiel 12.3.4.7. Lokale Koordinaten um einen Punkt der Erdoberfläche, der
nicht gerade auf dem sogenannten „Nullmeridian“ liegt, sind etwa die Längen-
und Breitengrade.

Beispiel 12.3.4.8. Im Fall einer n-Mannigfaltigkeit M in einem n-dimensionalen
RaumX alias einer offenen TeilmengeM ⊂◦ X ist ein lokales Koordinatensystem
von M dasselbe wie ein lokales Koordinatensystem von X im Sinne von 12.3.2.2
mit einem in M enthaltenen Definitionsbereich.

12.3.4.9 (Lokale Erweiterungen lokaler Koordinatensysteme). SeienX ein re-
eller Raum der Dimension dimRX = n und M ⊂ X eine k-Mannigfaltigkeit und
p ∈ M ein Punkt. Ist (V, (r1, . . . , rk)) ein lokales Koordinatensystem von M
um p, so gibt es nach dem Beweis von 12.3.4.1 sogar ein an M angepaßtes lo-
kales Koordinatensystem (U, (g1, . . . , gn)) von X um p mit (U ∩M) ⊂ V und
gi|U∩M = ri|U∩M für 1 ≤ i ≤ k. Wir sagen dann, das lokale Koordinatensystem
(U, g) von X um p sei eine lokale Erweiterung unseres lokalen Koordinaten-
systems (V, r) von M um p und notieren so eine lokale Erweiterung statt (U, g)
gerne

(Ṽ, r̃)

Beispiel 12.3.4.10. Lokale Koordinaten um einen Punkt der Erdoberfläche, der
nicht gerade auf dem sogenannten „Nullmeridian“ liegt, sind etwa die Längen-
und Breitengrade. Wenn wir diese Funktionen in hoffentlich offensichtlicher Wei-
se auf die Lufthülle und Punkte der Erdkruste nicht allzuweit unter der Erdober-
fläche ausdehnen und die Höhe über dem Meeresspiegel als dritte Koordinate hin-
zunehmen erhalten wir eine lokale Erweiterung dieses lokalen Koordinatensys-
tems der Erdoberfläche zu einem lokalen Koordinatensystem des Raums.
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12.3.4.11 (Partielle Ableitungen in Bezug auf lokale Koordinaten). Ist M eine
Mannigfaltigkeeit und bilden Funktionen r1, . . . , rk : M ⊃◦ V → R ein System
von lokalen Koordinaten von M und ist f : V → R eine Funktion, so bezeichnen
wir mit

∂f

∂ri
:=

∂(f ◦ ϕ)

∂ri
◦ ϕ−1

die Funktion V → R, die unter der zugehörigen Karte ϕ : W
∼→ V der partiellen

Ableitung ∂(f◦ϕ)
∂ri

entspricht, wenn denn f ◦ ϕ partiell differenzierbar ist nach der
i-ten Variablen. Dabei gilt es zu beachten, daß die i-te partielle Ableitung, auch
wenn das aus der Notation nicht direkt hervorgeht, von der Wahl aller lokalen
Koordinaten abhängt und keineswegs nur von Wahl der i-ten Koordinate.

Definition 12.3.4.12. Sind (Wα, ϕα) und (Wβ, ϕβ) zwei Karten einer Mannigfal-
tigkeit M , so setzen wir Wαβ = ϕ−1

α (ϕβ(Wβ)) und nennen die Abbildung

ϕβα := ϕ−1
β ◦ ϕα : Wαβ → Wβα

den Kartenwechsel zwischen unseren beiden Karten.

Proposition 12.3.4.13. Seien X,Z endlichdimensionale reelle Räume und M ⊂
X eine k-Mannigfaltigkeit und (V, r) ein System lokaler Koordinaten von M . Sei
ψ : Z ⊃ A → V gegeben mit A ⊂ Z halboffen und i ◦ ψ : Z ⊃ A → X stetig
differenzierbar. So ist die Verknüpfung von ψ mit unserer Koordinatenabildung
eine stetig differenzierbare Abbildung

r ◦ ψ : Z ⊃ A→ Rk

12.3.4.14 (Kartenwechsel sind Diffeomorphismen). Insbsondere sind in den
Notationen von 12.3.4.12 unsere Kartenwechsel C1-Diffeomorphismen, denn die
Umkehrabbildung ϕ−1

β : M ⊃◦ ϕβ(Wβ)
∼→ Wβ unserer zweiten Karte ist per defi-

nitionem ein lokales Koordinatensystem (V, r) vonM und ψ := ϕα : Rk ⊃◦ Wα →
M wird stetig differenzierbar beim Nachschalten der Einbettung i : M ↪→ X .

Beweis. Die Hauptschwierigkeit beim Verfolgen dieses Beweis liegt darin, daß
man sich einige Einbettungsabbildungen dazudenken muß. Notiert man diese al-
le, wird es aber auch schnell unübersichtlich. Gegeben a ∈ A finden wir nach
12.3.4.9 eine lokale Erweiterung (Ṽ, r̃) von (V, r) zu einem lokalen Koordinaten-
system von X um ψ(a). Wir haben also

r ◦ ψ = (r̃1, . . . , r̃k) ◦ i ◦ ψ

auf ψ−1(Ṽ ) und die rechte Seite ist eine Verknüpfung von C1-Abbildungen zwi-
schen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler affiner Räume. Die Abbil-
dung r ◦ ψ ist also C1 auf einer offenen Umgebung von a in A. Da das für alle
a ∈ A gilt, ist sie damit C1 auf ganz A.
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Übungen

Übung 12.3.4.15. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Gegeben eine
Karte (W,ϕ) einer Mannigfaltigkeit M ⊂ X und ein Punkt p ∈ W gibt es stets
ein Paar (U, g) bestehend aus einer offenen Umgebung U ⊂◦ X von ϕ(p) und einer
C1-Abbildung g : U → W derart, daß gilt g(ϕ(y)) = y für alle y ∈ ϕ−1(U).

Übung 12.3.4.16. Der Doppelkegel {(x, y, z) | x2 + y2 = z2} ist keine Man-
nigfaltigkeit in R3. Auch die Teilmenge aller seiner Punkte mit nichtnegativer z-
Koordinate ist keine Mannigfaltigkeit in R3. Entfernen wir aus dem Doppelkegel
jedoch den Ursprung, so erhalten wir eine Mannigfaltigkeit in R3.

Übung 12.3.4.17. Gegeben X ⊂ Y ein endlichdimensionaler reeller Raum mit
einem affinen Teilraum ist eine Teilmenge M ⊂ X eine Mannigfaltigkeit in X
genau dann, wenn M eine Mannigfaltigkeit in Y ist.

Übung 12.3.4.18 (Tangentialräume durch Karten). Gegeben X ein endlichdi-
mensionaler reeller Raum und M ⊂ X eine Mannigfaltigkeit und (W,ϕ) eine
Karte von M gilt für alle x ∈ W die Identität

Tϕ(x)M = im(dxϕ)

Übung 12.3.4.19. Gegeben M ⊂ X eine Mannigfaltigkeit in einem endlichdi-
mensionalen reellen affinen Raum heiße eine Funktion f : M → R differenzier-
bar, wenn für jede Karte ϕ von M die Verknüpfung f ◦ϕ differenzierbar ist. Man
zeige: Gegeben eine differenzierbare Funktion f : M → R und ein Punkt p ∈ M
und ein Tangentialvektor v ∈ TpM gibt es genau eine reelle Zahl

Dvf

mit der Eigenschaft, daß für jede Karte ϕ von M um p und q den Punkt mit
ϕ(q) = p und w den Vektor mit dqϕ : w 7→ v gilt Dvf = (Dw(f ◦ ϕ))(q). Diese
reelle Zahl heißt die Richtungsableitung von f in Richtung v.

12.3.5 Extrema auf Mannigfaltigkeiten
Satz 12.3.5.1 (Extrema unter Nebenbedingungen). Seien X ein endlichdimen-
sionaler reeller Raum, h : X ⊃◦ U → Rm stetig differenzierbar und p ∈ U ein
Punkt mit dph surjektiv. Wir setzen

M := {q ∈ U | h(q) = h(p)}

Besitzt dann für eine differenzierbare Funktion f : U → R ihre Einschränkung
f |M ein lokales Extremum bei p, so gibt es λ1, . . . , λm ∈ R mit

dpf = λ1 dph1 + . . .+ λm dphm
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Dies Bild soll den Satz über Extrema mit Nebenbedingungen veranschaulichen
für den Fall einer Funktion f auf der Papierebene, hier angedeutet durch einige
gestrichelt engezeichnete Niveaulinien, die maximiert werden soll unter einer

Nebenbedingung h, hier angedeutet durch die fett eingezeichnete Kurve M der
Punkte, bei denen sie erfüllt ist. Es scheint mir anschaulich recht offensichtlich,
daß Extrema von f auf M nur an Stellen p ∈M zu erwarten sind, an denen der
Gradient von f senkrecht steht auf M , also ein Vielfaches des Gradienten von h

ist. Im Bild hätten wir etwa grob geschätzt (grad f)(p) = −1
2
(gradh)(p).

Allerdings ist es für reellwertige Funktionen auf der Papierebene streng
genommen erst nach der Wahl eines Maßstabs sinnvoll, von Gradienten zu reden,

und in allgemeineren Fällen erst nach Wahl eines Skalarprodukts auf dem
Richtungsraum, weshalb ich im Satz die koordinatenfreie Formulierung mit

Differentialen vorgezogen habe.
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12.3.5.2. In der Situation des Satzes nennt man ein lokales Extremum der Re-
striktion f |M auch ein lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen
h1(q) = c1, . . . , hm(q) = cm für c := h(p). Die λi heißen die Lagrange’schen
Multiplikatoren. Im Fall X = Rn kann man unsere Bedingung dahingehend in-
terpretieren, daß der Gradient der Funktion f in p auf M senkrecht stehen muß,
oder auch, daß der Gradient der Funktion f in p eine Linearkombination der Gra-
dienten der Nebenbedingungen sein muß. Die Bedingung „dph surjektiv“ hinwie-
derum kann man dahingehend interpretieren, daß die Gradienten der hi bei p linear
unabhängig sein sollen.

Beweis. Indem wir U verkleinern, dürfen wir nach 12.3.1.18 ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, daß dqh surjektiv ist für alle q ∈ U . Nach 12.3.2.20
ist dann M ⊂ X eine Mannigfaltigkeit. Ist ϕ : W → M eine Karte von M um p
mit p = ϕ(w), so hat f |M∩U ein lokales Extremum bei p genau dann, wenn f ◦ ϕ
ein lokales Extremum bei w hat. Nach 12.2.4.16 ist eine notwendige Bedingung
dafür dw(f ◦ϕ) = 0, als da heißt dpf ◦dwϕ = 0. Andererseits haben wir h◦ϕ = 0,
also dph◦dwϕ = 0. Aus Dimensionsgründen bilden die dphi für 1 ≤ i ≤ m sogar
eine Basis für den Untervektorraum von ~X∗ aller Linearformen, die auf dem Bild
von dwϕ verschwinden. Verschwindet auch dpf auf diesem Teilraum, so muß es
folglich als Linearkombination der dphi geschrieben werden können.

Beispiel 12.3.5.3. Wir suchen lokale Extrema der Funktion f : (x, y) 7→ x + y
auf dem Einheitskreis M = S1 alias unter der Nebenbedingung x2 + y2 = 1.
Diese Nebenbedingung bedeutet, daß die Funktion h : (x, y) 7→ x2 + y2 den
Wert 1 annehmen muß. Lokale Extrema können nach unserem Satz nur an Stellen
p ∈ M mit dpf = λ dph angenommen werden, also an Stellen p = (x, y) ∈ S1

mit (1, 1) = λ(2x, 2y). Damit kommen nur die beiden Stellen (−1/
√

2,−1/
√

2)
und (1/

√
2, 1/
√

2) in Frage. Hier ist offensichtlich die erste ein lokales Minimum
und die zweite ein lokales Maximum.

Beispiel 12.3.5.4. Wir suchen lokale Extrema der Funktion f : (x, y, z) 7→ ax +
by + cz auf dem Einheitskreis M = S1 × 0 in der xy-Ebene, d.h. unter den
beiden Nebenbedingungen h1(x, y, z) = x2 + y2 = 1 und h2(x, y, z) = z = 0.
Lokale Extrema können nach unserem Satz nur an Stellen p ∈ M angenommen
werden, für die es λ1, λ2 ∈ R gibt mit dpf = λ1 dph1 + λ2 dph2, also an Stellen
(x, y, z) ∈M mit

(a, b, c) = λ1(2x, 2y, 0) + λ2(0, 0, 1)

Daraus folgt jedoch schnell λ2 = c, und unter der zusätzlichen Voraussetzung
(a, b) 6= (0, 0) kommen nur die beiden Stellen ±(a2 + b2)−1/2(a, b, 0) in Frage.
Wieder ist hier offensichtlich die eine ein lokales Minimum und die andere ein
lokales Maximum.
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Proposition* 12.3.5.5 (Hinreichende Bedingungen für Extrema). Seien U ⊂◦
Rn offen und h : U → Rm sowie f : U → R zweimal stetig differenzierbar. Sei
p ∈ U gegeben mit dph surjektiv und sei M := {q ∈ U | h(q) = h(p)}. Sei
unsere notwendige Bedingung dpf = λ1 dph1 + . . .+ λm dphm für ein Extremum
der Restriktion f |M bei p erfüllt und sei

Q := d(2)
p f − λ1 d(2)

p h1 − . . .− λm d(2)
p hm

die quadratische Form auf Rn, die durch die angegebene Linearkombination von
Hesse-Matrizen entsteht. So gilt:

1. Ist unsere quadratische Form Q positiv definit auf ker(dph), so hat f |M bei
p ein isoliertes lokales Minimum;

2. Ist unsere quadratische Form Q negativ definit auf ker(dph), so hat f |M bei
p ein isoliertes lokales Maximum;

3. Ist unsere quadratische Form Q indefinit auf ker(dph), so hat f |M bei p
weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

Beweis. Wir beginnen wie beim Beweis des Satzes 12.3.5.1 über Extrema unter
Nebenbedingungen. Indem wir U verkleinern, dürfen wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit annehmen, daß dqh surjektiv ist für alle q ∈ U . Nach 12.3.2.20 ist
dann M ⊂ X eine Untermannigfaltigkeit. Es sei erwähnt, daß ker(dph) = TpM
nach 12.3.2.20 der Tangentialraum an unsere Mannigfaltigkeit M im Punkt p ist.
Ist ϕ : W → M eine Karte von M um p mit p = ϕ(w), so hat f |M∩U ein
lokales Extremum bei p genau dann, wenn f ◦ ϕ ein lokales Extremum bei w
hat. Nach 12.2.4.16 ist eine notwendige Bedingung dafür dw(f ◦ ϕ) = 0, als da
heißt dpf ◦ dwϕ = 0, und wir hatten bereits gesehen, wie sich diese Bedingung
übersetzt in die Bedingung der Existenz der Lagrange’schen Multiplikatoren. Nun
approximiert die polynomiale Abbildung

p+ ~v 7→ f(p) + (dpf)(~v) +
1

2
(d(2)
p f)(~v)

unsere Funktion f bei p bis zu zweiter Ordnung im Sinne von 12.2.3.2. Ebenso
approximiert die polynomiale Abbildung

w + k 7→ ϕ(w) + (dwϕ)(k) +
1

2
(d(2)
w ϕ)(k)

unsere Funktion ϕ bei w bis zu zweiter Ordnung. Nach 12.2.3.6 approximieren
folglich die Anteile vom Grad höchstens Zwei von deren Komposition alias die
polynomiale Abbildung

w + k 7→ f(ϕ(w)) +
1

2
(d(2)
p f)((dwϕ)(k)) +

1

2
(dpf)((d(2)

w ϕ)(k))
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unsere Funktion f ◦ ϕ bei w bis zu zweiter Ordnung. Andererseits liefern die
Bedingungen hi ◦ϕ = hi(p) bei Übergang zu den Approximationen bis zum Grad
Zwei beiw die Identitäten (d

(2)
p hi)((dwϕ)(k))+(dphi)((d

(2)
w ϕ)(k)) = 0 und damit

(dpf)((d(2)
w ϕ)(k)) = −

∑
i

λi(d
(2)
p hi)((dwϕ)(k))

Auf diese Weise können wir die Approximation zur Ordnung Zwei von f ◦ ϕ bei
w umschreiben zu

w + k 7→ f(ϕ(w)) +
1

2
(d(2)
p f)((dwϕ)(k))− 1

2

∑
i

λi(d
(2)
p hi)((dwϕ)(k))

alias w + k 7→ f(ϕ(w)) + 1
2
Q((dwϕ)(k)). Wegen unserer Erkenntnis im(dwϕ) =

ker(dph) aus dem Beweis von 12.3.5.1 folgen unsere Behauptungen damit aus
den Resultaten zu Extremwerten ohne Nebenbedingungen 12.2.4.10.

Übungen

Übung 12.3.5.6. Man bestimme die Extrema der Funktion f(x, y) = x+y auf der
Ellipse x2 + 2y2 = 1. An welchen Stellen werden diese Extrema angenommen?

Übung 12.3.5.7. Man bestimme die Extrema der Funktion f(x, y, z) = x+ y + z
auf dem halben Ellipsoid {(x, y, z) | x2 + 2y2 + 3z2 = 1, z ≥ 0}.

12.3.6 Markov-Ketten*
12.3.6.1. Hier bespreche ich eine Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes,
die eigentlich eher in die lineare Algebra oder Wahrscheinlichkeitstheorie gehört.

12.3.6.2. Gegeben sei eine endliche Menge E, deren Elemente Zustände heißen
mögen. Gegeben sei weiter eine (E × E)-Matrix Q mit Einträgen in [0, 1] und
Spaltensummen Eins, in Formeln eine Abbildung Q : E2 → [0, 1], (i, j) 7→ Qij

mit
∑

iQij = 1 für alle j. Wir nennen Qij die Übergangswahrscheinlichkeit
vom Zustand j in den Zustand i und unsere Forderung

∑
iQij = 1 für alle j

bedeutet, daß „vom Zustand j aus im nächsten Schritt mit Wahrscheinlichkeit Eins
wieder einer unserer Zustände erreicht werden soll“. Das Datum (E,Q) nennen
wir eine Markov-Kette. Beginnen wir mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p
auf E, also einer Abbildung p : E → R≥0 mit

∑
i∈E p(i) = 1, und fassen sie als

einen Spaltenvektor auf, so stellt sich nach einem Schritt die VerteilungQp ein und
nach n Schritten die Verteilung Qnp. Wir stellen uns nun die Frage, unter welchen
Umständen die Folge der Qnp für alle p konvergiert, unter welchen Umständen
ihr Grenzwert zusätzlich gar nicht von p abhängt, und wie schnell unsere Folge
im Zweifelsfall konvergiert.
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Beispiel 12.3.6.3. Zu einem endlichen Köcher im Sinne von 4.7.6.2 mit der zu-
sätzlichen Eigenschaft, daß von jeder seiner Ecken mindestens ein Pfeil ausgeht,
erhalten wir die Markov-Kette der „zufälligen Wanderungen in unserem Köcher“
wie folgt: Als Zustände nehmen wir die Ecken des Köchers und denken uns dabei,
daß sich ein Wanderer an besagter Ecke befinden möge. In jedem Zeitschritt sucht
sich unser Wanderer dann zufällig einen ausgehenden Pfeil aus und wandert auf
diesem zur nächsten Ecke. Verfeinern wir unsere Regel dadurch, daß wir jedem
Pfeil i ← j noch eine Wahrscheinlichkeit Qij zuordnen, mit der er von unse-
rem Wanderer ausgesucht wird, und fassen dafür alle mehrfachen Pfeile zwischen
je zwei vorgegebenen Ecken zu einem einfachen Pfeil mit entsprechend höherer
Wahrscheinlichkeit zusammen, so sind wir auch schon wieder beim allgemeinen
Fall gelandet.

Beispiel 12.3.6.4 (Urnenmodell von Ehrenfest). In zwei durch ein Loch verbun-
denen Kammern befinden sich insgesamt N ≥ 1 nicht unterscheidbare Teilchen.
Wir betrachten den RaumE = {0, 1, . . . , N} aller „Zustände“, wobei der Zustand
i bedeuten möge, daß sich i Teilchen in der linken Kammer und die restlichen
N − i Teilchen in der rechten Kammer befinden. Als Übergangswahrscheinlich-
keiten wählen wir

Qij =


j/N i = j − 1;

(N − j)/N i = j + 1;
0 sonst.

In jedem Zeitschritt wechselt also genau ein Teilchen die Kammer, und die Wahr-
scheinlichkeit, daß das ein Teilchen aus einer Kammer mit j Teilchen ist, beträgt
genau j/N . In diesem Fall konvergiert die Folge Qnp nicht für alle p, da sich
ja in jeder Kammer immer abwechselnd erst eine gerade und dann wieder eine
ungerade Anzahl von Teilchen befindet.

Satz 12.3.6.5 (Konvergenz endlicher Markov-Ketten). Ist bei einer endlichen
Markovkette (E,Q) die Übergangswahrscheinlichkeit zwischen je zwei Zuständen
positiv, in Formeln Qij > 0 ∀i, j, so gibt es genau eine stabile Verteilung s und
für jede Anfangsverteilung p gilt

lim
n→∞

Qnp = s

Ergänzung 12.3.6.6 (Bewertung von Seiten im Netz). Die Bewertung von Sei-
ten im Netz durch Suchmaschinen baut auf der Vorstellung auf, daß ein Surfer auf
einer gegebenen Seite jeden der Verweise zu weiteren Seiten mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit anklickt. Damit er nicht bei einer Seite hängenbleiben kann, die
auf gar keine weitere Seite verweist, denkt man sich dabei auf jeder Seite zu-
sätzlich einen Verweis angebracht, der einen beim Daraufklicken zu einer zufällig
ausgesuchten Seite schickt, und der mit derselben Wahrscheinlichkeit angeklickt
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wird wie alle anderen. Die durch diese Markovkette bestimmte stabile Verteilung
ist dann die gesuchte Bewertung von Seiten im Netz. Eine Seite ist damit desto
höher bewertet, je mehr Seiten darauf verweisen, wobei Verweise von Seiten, die
ihrerseits höher bewertet sind, entsprechend stärker gewichtet werden.

Beweis. Sicher beschreibt die Matrix Q einen Endomorphismus von Ens(E,R),
der jeden Vektor der Standardbasis ins Innere des positiven Quadranten kippt und
der die affine Hyperebene H = {(xi)i∈E |

∑
xi = 1} auf sich selbst abbildet.

Es scheint mir damit anschaulich klar, daß Q eine Kontraktion Q : H → H
definiert und daß der Fixpunkt dieser Kontraktion, dessen Existenz durch den Ba-
nach’schen Fixpunktsatz 12.3.1.10 gesichert ist, im Innern des positiven Quadran-
ten Ens(E,R>0) liegen muß. Um das zu beweisen reicht es zu zeigen, daß Q be-
züglich irgendeiner Norm kontrahierend wirkt auf der linearen Hyperebene L, die
gegeben wird durch die Gleichung

∑
xi = 0. Wir zeigen das bezüglich der Norm

|x| =
∑
|xi|. Sei δ der kleinste Eintrag von Q. Schreiben wir Q = δU + R für U

die Matrix mit einer Eins in jedem Eintrag, so hat R nur nichtnegative Einträge.
Damit erhalten wir für x ∈ L unschwer

|Qx| = |Rx| =
∑
i

∣∣∣∣∣∑
j

Rijxj

∣∣∣∣∣ ≤∑
i,j

Rij|xj| = λ|x|

für λ = 1− nδ die Summe der Einträge von R in einer und jeder Spalte. Also ist
Q : H → H kontrahierend und hat genau einen Fixvektor s, dessen Koordinaten
alle positiv sein müssen. Alle anderen Eigenwerte vonQmüssen auch Eigenwerte
der Einschränkung auf die lineare Ebene L mit der Gleichung

∑
xi = 0 sein und

sind folglich im Absolutbetrag beschränkt durch unsere Kontraktionskonstante
λ = 1− nδ .
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12.4 Oberfläche und Volumen

12.4.1 Überdeckungen kompakter metrischer Räume

Eine Überdeckung eines Quadrats
durch vier Kreisscheiben

Definition 12.4.1.1. Eine Überdeckung einer Menge X ist ein System U ⊂
P(X) von Teilmengen mit Vereinigung X =

⋃
U∈U U . Unter einer Teilüberde-

ckung einer Überdeckung U versteht man ein Teilsystem V ⊂ U , das auch selbst
bereits eine Überdeckung ist.

Definition 12.4.1.2. Eine offene Überdeckung eines topologischen Raums ist
eine Überdeckung, die aus offenen Teilmengen besteht.

Definition 12.4.1.3. Ein topologischer Raum heißt kompakt und manchmal aus-
führlicher überdeckungskompakt, wenn jede offene Überdeckung unseres Raums
eine endliche Teilüberdeckung besitzt.

12.4.1.4 (Diskussion der Terminologie). Nennen wir einen topologischen Raum
kompakt, so meinen wir a priori überdeckungskompakt. Hausdorffräume mit der
Eigenschaft, daß jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, heißen dahingegen
folgenkompakt. In der französischen Literatur ist eine abweichende Terminologie
üblich, in der unsere überdeckungskompakten topologischen Räume „quasikom-
pakt“ genannt werden und in der diejenigen Räume „kompakt“ heißen, die wir
„überdeckungskompakt und Hausdorff“ nennen.

Satz 12.4.1.5 (Kompaktheit und offene Mengen). Ein metrischer Raum ist fol-
genkompakt genau dann, wenn er überdeckungskompakt ist.

Vorschau 12.4.1.6. Beispiele für einen folgenkompakten aber nicht überdeckungs-
kompakten Hausdorffraum finden Sie in 15.3.2.12 oder 6.5.4.7. Ein Beispiel für



1914 KAPITEL 12. ANALYSIS 2

einen überdeckungskompakten aber nicht folgenkompakten Hausdorffraum ist der
„Einheitsball des topologischen Dualraums mit der schwach-*-Topologie der ste-
tigen beschränkten Abbildungen R → R in Bezug auf die Norm der gleichmäßi-
gen Konvergenz“. Besitzt in einem überdeckungskompakten topologischen Raum
jeder Punkt eine „abzählbare Umgebungsbasis“, so ist er auch folgenkompakt mit
demselben Argument, wie wir es im Beweis des Satzes verwenden.

Beweis von Satz 12.4.1.5. Sei X ein metrischer Raum. Ist X nicht folgenkom-
pakt, so finden wir in X eine Folge ohne konvergente Teilfolge. Dann besitzt
jeder Punkt von X eine offene Umgebung, die nur endlich viele Folgenglieder
enthält, und diese offenen Umgebungen bilden eine offene Überdeckung von X
ohne endliche Teilüberdeckung. Das zeigt die eine Richtung. Den Beweis der an-
deren Richtung beginnen wir mit einem Lemma, das auch für sich genommen oft
hilfreich ist.

Lemma 12.4.1.7 (Überdeckungssatz von Lebesgue). IstX ein folgenkompakter
metrischer Raum und U eine offene Überdeckung von X , so gibt es ε > 0 derart,
daß für alle Punkte x ∈ X der ε-Ball B(x; ε) ganz in einer der überdeckenden
offenen Mengen U ∈ U enthalten ist.

Erster Beweis. Gäbe es kein solches ε > 0, so könnten wir für jedes n ∈ N≥1

einen Punkt xn ∈ X finden derart, daß B(xn; 1/n) in keinem U ∈ U enthalten
wäre. Durch Übergang zu einer Teilfolge könnten wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit zusätzlich annehmen, daß die Folge der xn konvergiert, etwa gegen
x ∈ X . Nun finden wir jedoch ein U ∈ U mit x ∈ U und dazu ρ > 0 mit
B(x; ρ) ⊂ U und dazu N mit d(xN , x) < ρ/2 und 1/N < ρ/2, und dann gälte
B(xN ; 1/N) ⊂ B(xN ; ρ/2) ⊂ B(x; ρ) ⊂ U im Widerspruch zur Wahl der xn.

Zweiter Beweis. Man betrachte die Funktion f : X → R>0 gegeben durch die
Vorschrift

f(x) := sup{r ≤ 1 | Es gibt U ∈ U mit B(x; r) ⊂ U}

Die Dreiecksungleichung liefert |f(x)−f(y)| ≤ d(x, y), insbesondere ist f stetig.
Sicher dürfen wir X 6= ∅ annehmen. Dann nimmt f nach ?? sein Minimum an
und jede positive Zahl echt unterhalb dieses Minimums ist ein mögliches ε.

Um die andere Implikation im Satz zu zeigen, seien nun X folgenkompakt und U
eine offene Überdeckung von X . Es gilt zu zeigen, daß sie eine endliche Teilüber-
deckung besitzt. Wählen wir zu unserer Überdeckung U ein ε wie im Überde-
ckungssatz 12.4.1.7, so reicht es auch zu zeigen, daß es eine endliche Teilmenge
E ⊂ X gibt mit

X =
⋃
x∈E

B(x; ε)
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In der Tat liegt ja der ε-Ball B(x; ε) um ein beliebiges x ∈ X nach Wahl von
ε schon in einem der U ∈ U . Gäbe es aber für ein ε > 0 keine endliche Über-
deckung von X durch ε-Bälle, so könnten wir induktiv eine Folge (xn)n∈N kon-
struieren mit xn 6∈

⋃
0≤ν<n B(xν ; ε) für alle n, also d(xn, xm) ≥ ε für n 6= m,

und diese Folge könnte keine konvergente Teilfolge haben im Widerspruch zur
Annahme.

12.4.1.8. Sei X eine Menge. Unter einer Überdeckung einer Teilmenge Y ⊂ X
durch Teilmengen von X versteht man ein Mengensystem U ⊂ P(X) mit Y ⊂⋃
U∈U U . Nach unseren Definitionen ist eine Teilmenge Y eines topologischen

Raums X kompakt für die induzierte Topologie genau dann, wenn jede Über-
deckung von Y durch offene Teilmengen von X eine endliche Teilüberdeckung
besitzt.

Proposition 12.4.1.9. In einem Hausdorffraum ist jedes Kompaktum abgeschlos-
sen.

12.4.1.10. Ausführlicher gesagt ist also eine Teilmenge eines Hausdorffraums,
die mit der induzierten Topologie überdeckungskompakt ist, notwendig eine ab-
geschlossene Teilmenge.

Beweis. Sei K ⊂ X unser Kompaktum in unserem Hausdorffraum. Es gilt zu
zeigen, daß X\K offen ist in X . Gegeben p ∈ X\K gilt es also, eine Umgebung
von p zu finden, die K nicht trifft. Für jedes q ∈ K finden wir nach Annahme
Vq offen um p und Uq offen um q mit Vq ∩ Uq = ∅. Die Uq überdecken K, also
gibt es E ⊂ K endlich mit K ⊂

⋃
q∈E Uq. Dann ist V :=

⋂
q∈E Vq die gesuchte

Umgebung von p, die K nicht trifft.

Lemma 12.4.1.11. Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums ist
stets kompakt.

Beweis. Sei X unser kompakter Raum und A ⊂∧ X abgeschlossen. Ist U ein
System von offenen Teilmengen vonX , deren VereinigungA umfaßt, so schließen
wir

A ⊂
⋃
U∈U U ⇒ X = (X\A) ∪

⋃
U∈U U

⇒ X = (X\A) ∪ U1 ∪ . . . ∪ Uk
⇒ A ⊂ U1 ∪ . . . ∪ Uk

für geeignete U1, . . . , Uk ∈ U .

Übungen

Übung 12.4.1.12 (Endliche Vereinigungen von Kompakta). Besitzt ein topolo-
gischer Raum eine endliche Überdeckung durch kompakte Teilmengen, so ist er
bereits selbst kompakt.
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Übung 12.4.1.13 (Nichtleere Schnitte in Kompakta). Man zeige: Ein topologi-
scher Raum X ist kompakt genau dann, wenn für jedes System A ⊂ P(X) von
abgeschlossenen Teilmengen von X mit nichtleeren endlichen Schnitten auch der
gesamte Schnitt nicht leer ist, in Formeln

⋂
A∈AA 6= ∅.

Ergänzende Übung 12.4.1.14 (Satz von Dini). Eine monoton wachsende Folge
stetiger reellwertiger Funktionen auf einem kompakten Raum, die punktweise ge-
gen eine stetige Funktion konvergiert, konvergiert sogar gleichmäßig. Hinweis:
12.4.1.13.

Übung 12.4.1.15 (Bilder von Kompakta). Man zeige, daß das Bild eines kom-
pakten topologischen Raums unter einer stetigen Abbildung kompakt ist für die
Spurtopologie. Insbesondere ist jede stetige reellwertige Funktion auf einem kom-
pakten topologischen Raum beschränkt.

Ergänzende Übung 12.4.1.16. Gegeben ein topologischer RaumX mit einer offe-
nen Überdeckung U zeige man: Eine Teilmenge Y unseres Raums ist genau dann
abgeschlossen, wenn sie mit jeder Teilmenge unserer Überdeckung abgeschlosse-
nen Schnitt hat, in Formeln

Y ⊂∧ X ⇔ (Y ∩ U) ⊂∧ U ∀U ∈ U
Die fraglichen Schnitte sollen hierbei abgeschlossen sein in U , nicht in X .

12.4.2 Transformationsformel
Definition 12.4.2.1. Seien X ein topologischer Raum und f : X → A eine Ab-
bildung in eine Menge mit ausgezeichnetem Element 0 ∈ A. Der Träger von f
ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X , außerhalb derer die Funktion
den Wert 0 annimmt. Man notiert ihn

supp f := f−1(A\0)

für englisch und französisch support.

Definition 12.4.2.2. Sei X ein topologischer Raum. Die Menge aller stetigen
Funktionen f : X → R mit kompaktem Träger bezeichnet man mit Cc(X,R)
und wir in diesem Skript mit

C!(X,R)

Ich ziehe letztere Notation vor, weil sie besser zur üblichen Notation des „eigent-
lichen Vorschubs“ paßt. Sie ist jedoch unüblich.

12.4.2.3. Gegeben ein topologischer Raum X ist die Menge C !(X,R) aller steti-
gen Funktionen mit kompaktem Träger ein Untervektorraum des R-Vektorraums
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aller reellwertigen Funktionen auf X . Das folgt unmittelbar aus Übung 12.4.1.12,
nach der endliche Vereinigungen von Kompakta wieder kompakt sind, und aus
Übung ??, nach der Summen und Produkte stetiger reellwertiger Funktionen wie-
der stetig sind.

Lemma 12.4.2.4 (Fortsetzung durch Null). Gegeben eine offene Teilmenge eines
Hausdorffraums U ⊂◦ X und eine stetige Funktion auf U mit kompaktem Träger
f ∈ C!(U,R) ist ihre Fortsetzung durch Null eine stetige Funktion f̃ : X → R.

12.4.2.5. Natürlich hat f̃ dann auch kompakten Träger. Bezeichnet i : U ↪→ X
die Einbettung, so verwenden wir in der Situation des Lemmas für die Fortsetzung
durch Null f 7→ f̃ die Notation

i! : C!(U,R)→ C!(X,R)

Beweis. Nach 17.6.2.12 ist jedes Kompaktum in einem Hausdorffraum abgeschlos-
sen. Bezeichnet suppUf den Träger von f : U → R, so gilt also suppUf ⊂

∧ X .
Damit ist X = U ∪ (X\suppUf) eine offene Überdeckung von X . Da f̃ auf
beiden überdeckenden offenen Mengen stetig ist, ist es wegen der Lokalität der
Stetigkeit ?? stetig auf ganz X .

Illustration zur Definition des
Integrals stetiger Funktionen mit
kompaktem Träger 12.4.2.6. Man

prüft ohne Schwierigkeiten, daß die
Wahl des kompakten Quaders hier
keine Rolle spielt, solange er nur

den Träger unserer Funktion
umfaßt. Im Bild kommen unter
vielen anderen etwa die beiden

Quader Q und Q′ in Frage.

Definition 12.4.2.6. Gegeben U ⊂◦ Rn eine offene Teilmenge und f ∈ C!(U ;R)
eine stetige Funktion mit kompaktem Träger auf U definieren wir das Integral∫
U
f von f über U , indem wir f durch Null zu einer stetigen Funktion mit kom-

paktem Träger auf Rn fortsetzen und diese Fortsetzung integrieren über irgendei-
nen kompakten Quader, der ihren Träger umfaßt. Für unser Integral vereinbaren
wir die Notationen∫

U

f =

∫
U

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn =

∫
U

f(x) dnx
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12.4.2.7. Das so definierte Integral ist offensichtlich linear,
∫
f + g =

∫
f +

∫
g

und
∫
λf = λ

∫
f für λ ∈ R, sowie monoton, als da heißt f ≤ g ⇒

∫
f ≤

∫
g.

Insbesondere folgt wie im Fall einer Veränderlichen |
∫
f | ≤

∫
|f |.

Satz 12.4.2.8 (Transformationsformel). Seien U, V ⊂◦ Rn offene Teilmengen und
φ : U

∼→ V ein C1-Diffeomorphismus. Bezeichne |det dφ| die Abbildung U → R,
p 7→ |det dpφ|. So gilt für jede stetige Funktion auf V mit kompaktem Träger
f ∈ C!(V,R) die Identität ∫

V

f =

∫
U

(f ◦ φ) |det dφ|

12.4.2.9. Es tut mir leid, daß f vorher immer eine Funktion auf U bezeichnet hat
und in der Transformationsformel plötzlich eine Funktion auf V bezeichnet. Diese
Inkonsistenz müssen wir in Kauf nehmen, um eine noch gravierendere Inkonsis-
tenz mit unserer bisherigen Notation der Integration durch Substitution in einer
Variablen zu vermeiden.

Vorschau 12.4.2.10. Im Rahmen der Lebesgue’schen Integrationstheorie folgern
wir in 13.1.8.1 eine weitgehende Verallgemeinerung dieses Satzes. Eine beschei-
denere für viele Rechnungen ausreichende Verallgemeinerung liefern die Sätze
des folgenden Abschnitts, insbesondere Satz 12.4.5.10 zur Integration mit Inte-
grationskarten.

Beispiele 12.4.2.11. Ist φ : Rn → Rn eine abstandserhaltende Abbildung, also
nach 4.1.10.6 die Verknüpfung einer orthogonalen Abbildung mit einer Translati-
on, so liefert die Transformationsformel für jede stetige Funktion mit kompaktem
Träger f : Rn → R die Identität

∫
f =

∫
f ◦φ. Ist φ : R2 → R2 die Streckung um

den Faktor 2, so liefert die Transformationsformel die Identität
∫
f = 4

∫
f ◦ φ.

Beide Aussagen sollten auch anschaulich unmittelbar einleuchten.

Beispiel 12.4.2.12. Wir betrachten die Polarkoordinatenabbildung

P : R>0 × (−π, π)
∼→ R2\(abgeschlossene negative x-Achse)

(r , ϑ)> 7→ (r cosϑ, r sinϑ)>

Hier lasse man sich nicht dadurch verwirren, daß die Klammern ( , ) einmal
ein offenes Intervall und dann wieder Elemente kartesischer Produkte andeuten,
die wir anschließend noch zu Spaltenvektoren transponieren. Das Differential der
Polarkoordinatenabbildung wird gegeben durch die Jacobi-Matrix

dP =

(
cosϑ − r sinϑ

sinϑ r cosϑ

)
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Illustration zur Transformationsformel, insbesondere zu Beispiel 12.4.2.12. Das
Integral einer Funktion f über das rechte Kuchenstück kann angenähert werden,
indem wir die angedeutete Unterteilung des Integrationsbereichs betrachten, in

jedem der unterteilenden Stücke den Funktionswert an einer Stelle mit der
Fläche des entsprechenden Stücks multiplizieren, und diese Produkte

aufsummieren. Unter der Polarkoordinatenabbildung P entspricht nun die
Unterteilung unseres Kuchenstücks einer Unterteilung unseres Quadrats, und die

Fläche des Bildes eines Unterquadrats ist in etwa der Betrag der
Funktionaldeterminante |detP | an einer Stelle unseres Unterquadrats

multipliziert mit der Fläche besagten Unterquadrats. So wäre etwa die Fläche des
schraffierten Teils im Kuchenstück rechts etwas weniger als halb so groß wie die
Fläche des schraffierten Unterquadrats links, und |detP | = r nimmt auf unserem

Unterquadrat Werte zwischen 1/4 und 1/2 an. Es wird also in etwa dasselbe
herauskommen, wenn wir von der Funktion (f ◦ P )|detP | auf unserem Quadrat
in jedem der Unterquadrate den Funktionswert an einer Stelle mit der Fläche des
entsprechenden Unterquadrats multiplizieren, und diese Produkte aufsummieren.
Im Grenzübergang für immer feinere Unterteilungen kommt dann sogar nicht nur
in etwa, sondern ganz genau dasselbe heraus. Das ist die anschauliche Bedeutung

der Transformationsformel.
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mit der Determinante det dP = r. Beim Bilden des Betrages ändert sich nichts
und wir erhalten∫

R2

f(x, y) dx dy =

∫ π

−π

∫ ∞
0

f(P (r, ϑ)) r dr dϑ

für stetige Funktionen auf R2 mit kompaktem Träger, der darüber hinaus nicht
die abgeschlossene negative x-Achse treffen darf. Oft schreibt man kurz f(r, ϑ)
statt f(P (r, ϑ)) in der Erwartung, daß schon aus der bloßen Bezeichnung der
Variablen klar wird, was genau gemeint ist. So ergibt sich dann eine Formel für
die Transformation eines Integrals auf Polarkoordinaten, die man als

dx dy = r dr dϑ

abkürzen mag. Leider erhalten wir besagte Formel vorerst nur für sehr spezielle
Funktionen. In der Praxis ist deshalb unser Satz kaum anwendbar. Für die Praxis
brauchbare Varianten formulieren und zeigen wir in 12.4.6.2 und 13.1.8.1.

12.4.2.13. Gegeben U ⊂◦ Rn offen und φ : U → Rn differenzierbar nennt man
det dφ die Funktionaldeterminante von φ. Bevor wir den Satz beweisen, wollen
wir versuchen, ihn mit Anschauung zu füllen. Wir beschränken uns dazu auf den
Fall n = 2. Zunächst ist hoffentlich anschaulich klar, daß es für jede lineare Abbil-
dung L : R2 → R2 eine reelle Konstante c(L) ≥ 0 gibt derart, daß „das Bild unter
L eines Flächenstücks U der Fläche vol(U) die Fläche vol(LU) = c(L) vol(U)
hat“. Unsere Transformationsformel enthält nun, wenn man sie ohne Rücksicht
auf die Bedingungen des Satzes mutig auf die konstante Funktion f = 1 auf U
anwendet und φ = L linear annimmt, die Erkenntnis

c(L) = |detL|

Das sieht man auch anschaulich leicht ein: Zunächst sollte anschaulich klar sein,
daß „eine Scherung die Fläche nicht ändert“ und „die Streckung einer Achse die
Fläche genau durch Multiplikation mit dem Betrag des Streckfaktors ändert“, so
daß also unsere Erkenntnis anschaulich klar ist für lineare Abbildungen L mit
Matrizen der Gestalt(

1 a
0 1

)
,

(
a 0
0 1

)
,

(
1 0
0 a

)
,

(
1 0
a 1

)
Anschaulich klar ist weiter c(L ◦ M) = c(L)c(M) und nach der Multiplikati-
onsformel für Determinanten haben wir auch |detL ◦M | = |detL| |detM |. So
rechtfertigen wir dann unsere Erkenntnis c(L) = |detL| im allgemeinen. Mehr
dazu mag man in 3.6.2.6 nachlesen. Das Integral von f erhalten wir nun im Grenz-
wert, wenn wir V in lauter kleine Flächenstücke Vi zerlegen und die Produkte der
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Flächen dieser Flächenstücke mit einem Funktionswert an einem Punkt yi ∈ Vi
des jeweiligen Flächenstück aufsummieren, in Formeln∫

V

f '
∑

f(yi) vol(Vi)

Wir betrachten nun die Urbilder xi = φ−1(yi) unserer Punkte yi und die Zer-
legung von U durch die Urbilder Ui = φ−1(Vi) unserer kleinen Flächenstücke
Vi. Bei xi wird φ bis auf Verschiebung gut approximiert durch dxiφ, deshalb ha-
ben die Bilder φ(Ui) = Vi dieser Flächenstücke Ui in etwa die Fläche vol(Vi) '
|det dxiφ| vol(Ui) und wir folgern∫
V

f '
∑

f(yi) vol(Vi) '
∑

(f◦φ)(xi) |det dxiφ| vol(Ui) '
∫
U

(f◦φ) |det dφ|

Das beendet unsere anschauliche aber doch recht vage Argumentation und wir
kommen nach einem Beispiel zum eigentlichen Beweis.

Beweis. Wir zeigen den Satz durch vollständige Induktion über n. Der Fall n = 0
ist unproblematisch und wir behandeln gleich den Fall n = 1. Nach 10.3.2.42
kann jede offene Teilmenge U ⊂◦ R als disjunkte Vereinigung von offenen In-
tervallen Ui geschrieben werden. Deren Bilder in V sind wieder Intervalle nach
dem Zwischenwertsatz und offen nach dem Umkehrsatz 12.3.1.2. Unsere Funk-
tion f verschwindet außerhalb von endlich vielen der φ(Ui), da ihr Träger nach
Annahme kompakt ist. Wir können folglich ohne Beschränkung der Allgemein-
heit annehmen, daß U und V bereits offene Intervalle sind. Wir finden dann sicher
ein mehrpunktiges kompaktes Intervall [c, d] ⊂ V , das den Träger von f umfaßt.
Die Substitutionsregel 10.5.8.1 liefert nun∫ d

c

f(y) dy =

∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx

für a, b ∈ U mit φ(a) = c und φ(b) = d. Da φ ein C1-Diffeomorphismus sein
soll, ist φ′ stetig mit φ′ 6= 0 auf U . Wir folgern, daß auf U entweder gilt φ′ > 0
oder aber φ′ < 0. Im ersten Fall haben wir a < b und |φ′| = φ′ und die in
12.4.2.8 behauptete Transformationsformel steht bereits da. Im zweiten Fall haben
wir a > b und |φ′| = −φ′ und die beiden dadurch entstehenden Vorzeichen heben
sich weg alias∫

U

(f ◦ φ) |det dφ| =
∫ a

b

f(φ(x))|φ′(x)| dx =

∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx

und wir sind wieder fertig. Damit ist der Fall n = 1 erledigt. Nehmen wir nun also
an, wir hätten n ≥ 2 und der Satz sei für Integration imRn−1 schon bewiesen. Wir
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gehen dann in mehreren Schritten vor.

1. Läßt φ die erste Koordinate unverändert, in Formeln φ1(x1, . . . , xn) = x1, so
folgt unsere Transformationsformel aus der Induktionsvoraussetzung. Um das zu
sehen, betrachten wir für festes c ∈ R die Einbettung ic : Rn−1 ↪→ Rn gegeben
durch (x2, . . . , xn) 7→ (c, x2, . . . , xn), setzen Uc := i−1

c (U) sowie Vc := i−1
c (V )

und betrachten den induzierten C1-Diffeomorphismus φc : Uc → Vc, der durch
die Identität ic ◦ φc = φ ◦ ic charakterisiert wird. Unsere Erkenntnisse über die

Illustration zum Beweis der Transformationsformel

Determinante von Block-unteren Dreiecksmatrizen zeigen

| det d(x2,...,xn)φc| = | det d(c,x2,...,xn)φ|

Für fc := f ◦ ic : Vc → R alias fc(x2, . . . , xn) = f(c, x2, . . . , xn) erhalten wir
also nach der Induktionsvoraussetzung∫

fc =
∫

(fc ◦ φc) |det dφc|
=

∫
(f ◦ φ)(c, x2, . . . , xn) |det d(c,x2,...,xn)φ|
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Integrieren wir diese Gleichung über alle c, so ergibt sich die Transformationsfor-
mel für unseren C1-Diffeomorphismus φ.

2. Sind W
ψ→ U

φ→ V zwei C1-Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmengen
des Rn und gilt unsere Transformationsformel für φ und ψ, so gilt sie auch für
φ ◦ ψ. In der Tat erhalten wir∫

f =
∫

(f ◦ φ) |det dφ|
=

∫
(f ◦ φ ◦ ψ)(|det dφ| ◦ ψ) |det dψ|

=
∫

(f ◦ φ ◦ ψ) |det d(φ ◦ ψ)|

Hier gilt die erste Zeile nach der Transformationsformel für φ angewandt auf die
Funktion f , die zweite nach der Transformationsformel für ψ angewandt auf die
Funktion (f ◦ φ)| det dφ| und die dritte nach der Kettenregel

dp(φ ◦ ψ) = dψ(p)φ ◦ dpψ

für p ∈ W mit der Multiplikationsformel det(AB) = (detA)(detB) für Deter-
minanten.

3. Für φ eine Vertauschung der Koordinaten gilt unsere Formel. In der Tat ist so
ein φ ja linear mit |det dφ| = 1 und wir wissen bereits nach 12.2.1.9, daß es bei
Mehrfachintegralen nicht auf die Reihenfolge ankommt.

4. Ist eine Komponente von φ eine Koordinate auf U , haben wir also in Formeln
φi(x1, . . . , xn) = xj für geeignete i und j, so gilt unsere Formel. In der Tat fin-
den wir dann eine Darstellung φ = ψ ◦ ϕ ◦ χ derart, daß ϕ die erste Koordinate
unverändert läßt und ψ, χ Koordinatenvertauschungen sind. Für ϕ gilt dann unser
Satz nach Schritt 1, für ψ und χ nach Schritt 3, und damit für φ nach Schritt 2.

5. Jeder Punkt p ∈ U besitzt eine offene Umgebung Up derart, daß unsere Trans-
formationsformel gilt für die Restriktion von φ auf Up. In der Tat finden wir
zunächst ein i derart, daß gilt ∂φi

∂x1
(p) 6= 0, und dann gibt es nach dem Umkehrsatz

eine offene Umgebung Up von p derart, daß die Abbildung

ψ : U → Rn
(x1, . . . , xn) 7→ (φi(x1, . . . , xn), x2, . . . , xn)

einen C1-Diffeomorphismus von Up auf eine offene Teilmenge Wp := ψ(Up) ⊂◦
Rn induziert. Wir bezeichnen das Bild von Up unter φ mit Vp := φ(Up) ⊂◦ Rn und
erhalten ein kommutatives Diagramm von C1-Diffeomorphismen

Up
ψ

∼
//

φ

∼

��???????
Wp

φψ−1

∼

~~}}}}}}}

Vp
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Die i-te Komponente der Abbildung φψ−1 ist dann die erste Koordinate

(φψ−1)i (y1, . . . , yn) = y1

Für beide Abbildungen ψ und (φψ−1) gilt also nach Schritt 4 unsere Transforma-
tionsformel, mithin gilt sie nach Schritt 2 auch für ihre Verknüpfung, als da heißt
für die Restriktion φ : Up

∼→ Vp von φ auf Up. Hier ist im übrigen die Stelle im
Beweis, die uns daran hindert, unsere Induktion mit dem Trivialfall n = 0 zu be-
ginnen: Im Fall n = 1 können wir nämlich Schritt 4 auf ψ nicht anwenden, da in
diesem Fall keine Komponente von ψ eine Koordinate wäre.

6. Wir behandeln nun den allgemeinen Fall. Sei f ∈ C!(V,R) eine stetige Funkti-
on mit kompaktem Träger. Für p ∈ U wählen wir Up wie in Schritt 5 und setzen
wieder Vp = φ(Up). Da (supp f) kompakt ist, finden wir eine endliche Teilmenge
E ⊂ U mit (supp f) ⊂

⋃
p∈E Vp. Jetzt benutzen wir das im Anschluß formulierte

und bewiesene technische Lemma 12.4.2.14 zur „Teilung der Eins“, wählen für
unsere endliche Überdeckung von (supp f) durch die Vp mit p ∈ E eine angepaß-
te Teilung der Eins αp und schreiben

f =
∑
p∈E

αpf

Die Summanden αpf sind dann stetig mit kompaktem in Vp enthaltenen Träger.
Nach der Wahl der Vp haben wir nun

∫
αpf =

∫
((αpf) ◦ φ) |det dφ| für alle

p ∈ E. Addieren wir diese Gleichungen, so ergibt sich wie gewünscht∫
f =

∫
(f ◦ φ) |det dφ|

Lemma 12.4.2.14 (Teilung der Eins). Sind K ⊂ Rn kompakt und V1, . . . , Vr ⊂◦
Rn offen mit K ⊂

⋃
Vi, so gibt es stetige Funktionen αi : Rn → [0, 1] mit

kompaktem, jeweils in Vi enthaltenen Träger αi ∈ C!(Vi, [0, 1]) derart, daß gilt

r∑
i=1

αi(x) = 1 ∀x ∈ K

12.4.2.15. Eine derartige Familie von Funktionen αi heißt eine an die gegebene
Überdeckung von K angepaßte Teilung der Eins.

Beweis. Wir wählen für jedes x ∈ K ein j(x) mit x ∈ Vj(x) und eine stetige
Funktion ϕx : Rn → [0,∞) mit kompaktem, in Vj(x) enthaltenem Träger, die bei
x nicht verschwindet, in Formeln ϕx(x) > 0. Die Nx := ϕ−1

x (R>0) sind dann
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Illustration einer Teilung der Eins im Fall einer Überdeckung eines kompakten
Intervalls K ⊂ R durch zwei offene Teilmengen.

Illustration einiger Mengen, die bei unserer Konstruktion einer Teilung der Eins
eine Rolle spielen, im Fall einer Überdeckung eines kompakten Quaders K ⊂ R2

durch zwei offene Teilmengen.
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offen in Rn und überdecken K und wir haben Nx ⊂ Vj(x). Da K kompakt ist,
finden wir E ⊂ K endlich mit K ⊂

⋃
x∈E Nx. Dann bilden wir

ψ :=
∑
x∈E

ϕx

Diese Funktion ist stetig auf ganz Rn, nimmt auf N :=
⋃
x∈E Nx positive Wer-

te an, und verschwindet außerhalb von N . Nun betrachten wir für jedes x ∈
E auf der offenen Menge N die stetige Funktion ψx = ϕx/ψ. Natürlich gilt∑

x∈E ψx(z) = 1 nicht nur für alle z ∈ K, sondern sogar für alle z ∈ N , und
ψx verschwindet außerhalb von Nx. Als nächstes konstruieren wir eine stetige
Funktion β : Rn → [0, 1], die auf K konstant Eins ist und deren Träger in N
enthalten ist. Ist zum Beispiel m das Minimum von ψ auf K, so erhalten wir ein
mögliches β, indem wir setzen β = h ◦ ψ für h : R → R eine stetige Funktion
mit h|[m,∞) = 1 und h|(−∞,m/2] = 0. Dann setzen wir schließlich

αi :=
∑
j(x)=i

βψx

Diese Funktionen sind zwar a priori nur auf N definiert, aber da Rn durch N und
das Komplement des Trägers von β überdeckt wird, lassen sie sich stetig durch
Null auf ganz Rn fortsetzen, und diese Fortsetzungen haben dann offensichtlich
die gewünschten Eigenschaften.

Ergänzung 12.4.2.16 (Glatte Teilung der Eins). Im vorherigen Lemma können
die Funktionen αi sogar glatt, als da heißt beliebig gemischt partiell differen-
zierbar gewählt werden. Um das zu sehen, sind nur wenige Zusatzüberlegungen
von Nöten. Aus 10.5.4.15 kennen wir ja eine glatte Funktion f : R → R, die
auf der negativen Halbgeraden verschwindet und auf der echt positiven Halbge-
raden positiv ist. Dann ist das Produkt f(t)f(1 − t) eine von Null verschiedene
nichtnegative glatte Funktion mit kompaktem Träger auf R. Man erhält von Null
verschiedene nichtnegative glatte Funktionen mit kompaktem Träger auf Rn, in-
dem man von Null verschiedene nichtnegative glatte Funktionen mit kompaktem
Träger in den einzelnen Koordinaten nimmt und das Produkt bildet. So sehen wir,
daß die ϕx im vorhergehenden Beweis sogar glatt gewählt werden können. Damit
sind dann auch ψ und die ψx glatt. Wählen wir zusätzlich die Funktion h glatt, bis
auf Reskalierung könnte man für h etwa das Integral einer von Null verschiede-
nen nichtnegativen glatten Funktion mit kompaktem Träger nehmen, so liefert die
Konstruktion aus dem vorhergehenden Beweis sogar eine glatte Teilung der Eins.

Übungen

Übung 12.4.2.17. Man zeige, daß die Funktionaldeterminante der Kugelkoordi-
natenabbildung K aus 12.3.2.3 gegeben wird durch det dK = r2 sinϑ. Salopp
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gesprochen transformieren sich also Volumenintegrale in Kugelkoordinaten ver-
mittels der Regel

dx dy dz = r2 sinϑ dr dϕ dϑ

12.4.3 Integration über Mannigfaltigkeiten
Satz 12.4.3.1 (Integration über Mannigfaltigkeiten). Für jede k-Mannigfaltig-
keit M ⊂ Rn gibt es genau eine R-lineare Abbildung∫

M

: C!(M,R)→ R

derart, daß für jede Karte ϕ : W → M und jede Funktion f ∈ C!(M,R) mit
Träger im Bild besagter Karte supp f ⊂ ϕ(W ) gilt∫

M

f =

∫
W

f(ϕ(x))
√

det (dxϕ)> (dxϕ) dkx

12.4.3.2. Für unser Integral einer Funktion f mit kompaktem Träger über eine
Mannigfaltigkeit M ⊂ Rn findet man in der Literatur auch die Notationen∫

M

f =

∫
M

f dσ =

∫
M

f dS =

∫
M

f do =

∫
M

f dO =

∫
M

f dvol

Sie appellieren an unsere Anschauung für den zwei- oder dreidimensionalen Fall,
σ und S stehen für „surface“ und o und O für „Oberfläche“ und vol für „Volumen“.
Die obige Konstruktion wird auch als Flächenintegral bezeichnet. Im Spezialfall
k = n einer n-Mannigfaltigkeit in Rn alias einer offenen Teilmenge erhalten wir
unser Integral

∫
M
f(x) dnx aus 12.4.2.6 zurück.

12.4.3.3 (Einordnung des vorstehenden Integralbegriffs). Die hier und im fol-
genden entwickelte Integrationstheorie ist insofern nützlich, als sie korrekte Defi-
nitionen und vollständige Beweise bis hin zum Satz von Stokes erlaubt. Sie erlaubt
auch eine formale Rechtfertigung vieler expliziter Rechnungen, ist im Vergleich
zur Lebesgue’schen Integrationstheorie 13.1 aber dennoch recht unbeholfen. Be-
vor ich den obigen Satz beweise, will ich erst einmal versuchen, ihn zu motivieren
und den darin erklärten Integralbegriff mit Anschauung zu füllen.

Beispiel 12.4.3.4 (Bezug unseres Flächenintegrals zum Kurvenintegral). Ist
ϕ : [a, b] → Rn injektiv und stetig differenzierbar mit nirgends verschwindender
Ableitung ϕ′(t) 6= 0 ∀t, so ist das Bild M := ϕ(a, b) eine 1-Mannigfaltigkeit und
das Integral einer Funktion f ∈ C!(M ;R) über M ist genau das Kurvenintegral
der durch Null auf ϕ([a, b]) fortgesetzten Funktion f längs der Kurve ϕ im Sinne
von 10.7.1.23.
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12.4.3.5. Hat M die Dimension k, so haben wir dxϕ ∈ Mat(n × k;R) und das
Produkt (dxϕ)> (dxϕ) dieser Matrix mit ihrer Transponierten ist folglich eine
(k× k)-Matrix. Diese sogenannte Gram’sche Matrix kann aufgefaßt werden als
die Matrix aller Skalarprodukte zwischen Spaltenvektoren von dxϕ. Sie ist nach
4.2.3.34 insbesondere positiv semidefinit und hat damit eine nichtnegative Deter-
minante. Gegeben eine nicht notwendig quadratische Matrix V mit Spaltenvekto-
ren v1, . . . , vk ∈ Rn definieren wir ganz allgemein eine reelle Zahl

volV = vol(v1| . . . |vk) :=
√

det(V > V ) =
√

det(〈vi, vj〉)

und nennen sie das k-dimensionale Volumen des von den Vektoren vi aufge-
spannten Parallelpipeds. Die Wurzel aus der Determinante der Gram’schen Matrix
können wir mit dieser Notation auch kürzer schreiben als√

det (dxϕ)> (dxϕ) = vol(dxϕ)

Im Fall k = 1 ist das eindimensionale Volumen eines Vektors nach dieser Defini-
tion schlicht seine Länge. Im Fall k = 2 bedeutet das zweidimensionale Volumen
eines Paars von Vektoren v, w die Fläche des von ihnen aufgespannten Parallelo-
gramms mit den Ecken 0, v, w und v + w. Um die Bezeichnung „Volumen“ für
die Zahl vol(v1| . . . |vk) im Allgemeinen zu rechtfertigen, beachten wir:

1. Es gilt vol(v0|v1| . . . |vk) = vol(v1| . . . |vk) falls v0 die Länge 1 hat und
senkrecht steht auf allen anderen vi.

2. Im Fall k = n haben wir vol(v1| . . . |vn) = | det(v1| . . . |vn)|. In der Tat,
bezeichnet V die in diesem Fall quadratische Matrix mit Spalten vi, so gilt
nach dem Multiplikationssatz für Determinanten det(V >V ) = (detV )2.

Auf diese Weise kann unsere anschauliche Interpretation der Zahl vol(v1| . . . |vk)
heuristisch auf unsere anschauliche Interpretation der Determinante in 12.4.2.13
und 3.6.2.6 zurückgeführt werden: Die Fläche eines Parallelogramms im Raum
sollte eben das Volumen des Körpers sein, der entsteht, man besagtes Parallelo-
gramm „zu einem Toast der Dicke Eins verdickt“.
12.4.3.6. Wir wollen nun auch unsere Definition des Integrals anschaulich recht-
fertigen. Sei dazu Q := [a, b] × [c, d] ein kompaktes Rechteck und ϕ : Q → Rn
eine stetig differenzierbare Abbildung und f : ϕ(Q) → R stetig. Wir betrach-
ten für r ≥ 1 die äquidistanten Unterteilungen a = a0 < a1 < . . . < ar = b,
c = c0 < c1 < . . . < cr = d der Kanten von Q und bezeichnen mit qi,j = (ai, cj)
die Gitterpunkte im so gegebenen Raster auf Q. Bezeichne weiter pi,j = ϕ(qi,j)
die Bilder dieser Gitterpunkte unter ϕ. Damit definieren wir die r-te Riemann-
summe Srϕ(f) durch die Formel

Srϕ(f) =
r−1∑
i,j=0

f(pi,j) vol(pi+1,j − pi,j| pi,j+1 − pi,j)
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Lemma 12.4.3.7. Seien Q ⊂ R2 ein kompaktes Rechteck und ϕ : Q → Rn eine
stetig differenzierbare Abbildung. So gilt für jede stetige Funktion f : ϕ(Q)→ R
mit unseren eben definierten Riemannsummen∫

Q

f(ϕ(x)) vol(dxϕ) d2x = lim
r→∞

Srϕ(f)

Ergänzung 12.4.3.8. Eine vielleicht noch anschaulichere Variante liefert der Mit-
telwert von Riemannsummen (Srϕ(f)+Srϕ◦(−1)(f))/2 mit ϕ◦ (−1) : (−Q)→ Rn
gegeben durch x 7→ ϕ(−x). Dieser Mittelwert ist nämlich genau die Summe

r−1∑
i,j=0

f(pi,j)∆(pi,j, pi+1,j, pi,j+1) +
r∑

i,j=1

f(pi,j)∆(pi,j, pi−1,j, pi,j−1)

mit der Notation ∆(p, t, s) für die Fläche des Dreiecks mit Ecken p, t, s ∈ Rn.
Aus unserem Lemma folgt unmittelbar, daß auch dieser Mittelwert von Riemann-
summen gegen das Integral strebt.

Beweis. Um Indizes zu vermeiden bezeichnen wir die Koordinaten aufR2 mit x, y
und schreiben ϕx, ϕy für die Spaltenvektoren der Jacobi-Matrix von ϕ. Die linke
Seite ist per definitionem das Integral

∫
Q

(f ◦ϕ) vol(ϕx|ϕy). Dies Integral können
wir nach 12.2.1.8 schreiben als den Grenzwert für r →∞ gewisser Riemannsum-
men, die wir der Übersichtlichkeit halber mit T r = T rϕ(f) abkürzen wollen mit T
wie „tangential“ und die gegeben werden durch

T r =
r−1∑
i,j=0

f(ϕ(qi,j)) vol (ϕx(qi,j)|ϕy(qi,j))
volQ

r2

für volQ die Fläche unseres Rechtecks Q und damit (volQ)/r2 die Fläche der
kleinen rechteckigen Felder Qi,j = [ai, ai+1]× [cj, cj+1]. Nun ist ϕx gleichmäßig
stetig auf dem Kompaktum Q. Für alle ε > 0 gibt es also ein R > 0 derart, daß
gilt ‖ϕx(p)− ϕx(q)‖ ≤ ε, wann immer p und q im selben kleinen rechteckigen
Feld für eine Unterteilung mit r ≥ R liegen. Jetzt erklären wir die Vektoren εi,j(r)
durch die Identität

pi+1,j − pi,j =
b− a
r

(ϕx(qi,j) + εi,j(r))

Mit dem Schrankensatz 10.7.1.10 folgt unter der Voraussetzung r ≥ R die Ab-
schätzung ‖εi,j(r)‖ ≤ ε. Eine analoge Abschätzung erhalten wir für pi,j+1 − pi,j .
Jetzt setzen wir diese Darstellungen in Sr ein und überlassen es dem Leser, hieraus
zu folgern, daß gilt

lim
r→∞

(Sr − T r) = 0
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Die gepunktelten Pfeile stellen die Vektoren p3,0 − p2,0 und p2,1 − p2,0 dar, die
Fläche des durch sie bestimmten Parallelogramms geht in die Riemannsumme
S3
M ein. Die durchgezogenen Pfeile stellen die Vektoren ϕx(q2,0) und ϕy(q2,0)

dar, die Fläche des durch sie bestimmten Parallelogramms geht entsprechend in
die Riemannsumme S3

Q ein. Beim Übergang zu immer feineren Rastern kommen
wir zum selben Grenzwert, wie im Beweis von 12.4.3.7 ausgeführt wird.
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Da aber die Folge T r nach 12.2.1.8 gegen unser Integral
∫
Q

im Lemma konver-
giert, muß dasselbe auch für die Folge Sr gelten.

Beweis für Satz 12.4.3.1, Integration über Mannigfaltigkeiten. Wir zeigen zunächst
die Eindeutigkeit. Der Träger supp f unserer Funktion f besitzt als Kompaktum
eine endliche Überdeckung durch Bilder von Karten (Wi, ϕi). Nach 12.4.2.14
existiert eine an diese Überdeckung von supp f angepaßte Teilung der Eins αi.
Dann gilt f =

∑
i αif , und da unsere Bedingung bereits die Integrale der Sum-

manden festlegt, legt die ebenfalls geforderte Linearität auch das Integral von f
fest und wir haben notwendig∫

M

f =
∑
i

∫
M

αif =
∑
i

∫
Wi

((αif) ◦ ϕi) (x) vol(dxϕi) dkx

Als nächstes zeigen wir, daß die rechte Seite nicht von den getroffenen Wahlen
abhängt. Sei also eine weitere endliche offene Überdeckung von supp f durch die
Bilder endlich vieler Karten (Vj, ψj) gegeben sowie eine daran angepaßte Teilung
der Eins βj . Wir behaupten die Gleichheit∑

i

∫
Wi

((αif) ◦ ϕi)(x) vol(dxϕi) dkx =
∑
j

∫
Vj

((βjf) ◦ ψj)(x) vol(dxψj) dkx

Sie ist aufgrund der Linearität all dieser Integrale äquivalent zur Gleichheit∑
i,j

∫
Wi

((βjαif)◦ϕi)(x) vol(dxϕi) dkx =
∑
i,j

∫
Vj

((βjαif)◦ψj)(x) vol(dxψj) dkx

und folgt, wenn wir die Gleichheit aller Summanden zeigen. Hier haben nun die
Funktionen βjαif Träger im Schnitt ϕi(Wi)∩ψj(Vj). Wir können also die Indizes
weglassen und müssen nur für jede Funktion h ∈ C!(M,R), deren Träger im Bild
zweier Karten (W,ϕ) und (V, ψ) liegt, die Identität∫

W

h(ϕ(x)) vol(dxϕ) dkx =

∫
V

h(ψ(x)) vol(dxψ) dkx

zeigen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir ϕ(W ) = ψ(V ) anneh-
men. Der Kartenwechsel ist nach 12.3.4.13 ein Diffeomorphismus κ := ψ−1 ◦ϕ :
W

∼→ V mit ψ ◦ κ = ϕ : W → M . Es folgt f(ϕ(x)) = f(ψ(κ(x))) und
dxϕ = dκ(x)ψ ◦ dxκ. Wir erhalten mit der Multiplikativität der Determinante also

vol(dxϕ) = | det dxκ| vol(dκ(x)ψ)

und folgern die behauptete Gleichheit der Integrale aus der Transformationsfor-
mel, angewandt auf die Funktion h ◦ ψ. Damit haben wir gezeigt, daß jede Über-
deckung des Trägers unserer Funktion f durch Bilder von Karten und jede zu-
gehörige Teilung der Eins in der Formel oben dieselbe Summe liefert, die wir
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damit als unser
∫
M
f erklären können. Daß die so erklärte Abbildung f 7→

∫
M
f

dann auch R-linear ist und die geforderte Eigenschaft für Funktionen mit Träger
im Bild einer Karte hat, folgt unmittelbar.

Übungen

Übung 12.4.3.9. Sind M ⊂ Rm sowie N ⊂ Rn Mannigfaltigkeiten und f :
M → R sowie g : N → R kompakt getragene stetige Funktionen, so ist auch die
Funktion f � g : M ×N → R kompakt getragen und stetig und es gilt∫

M×N
f � g =

(∫
M

f

)(∫
N

g

)

12.4.4 Minkowskidimension
12.4.4.1. Wir verwenden die Minkowskidimension nur als Hilfsmittel zum Nach-
weis der Unabhängigkeit des Integrals von den bei seiner Berechnung verwen-
deten Integrationskarten im Kontext der Integration über Mannigfaltigkeiten und
die etwas allgemeineren Fastfaltigkeiten. Sie ist aber auch unabhängig von dieser
Anwendung ein interessantes Konzept und insbesondere für das Studium soge-
nannter Fraktale relevant.
12.4.4.2. Gegeben ein metrischer Raum X und ρ > 0 bezeichne Nρ(X) die Zahl
der offenen Bälle vom Radius ρ, die man mindestens braucht, um X zu überde-
cken. Das Infimum aller k ∈ R mit

limρ→0 ρ
kNρ(X) = 0

heißt die Minkowski-Dimension von X . Wir notieren sie mdim(X).
Beispiele 12.4.4.3 (Minkowskidimension kompakter Quader und ihrer Ränder).
Für die Minkowskidimension eines kompakten Quaders Q ⊂ Rn mit nichtleerem
Inneren Q◦ 6= ∅ erhalten wir mdim(Q) = n. Für seinen Rand erhalten wir da-
hingegen mdim(∂Q) < n. Wegen der Äquivalenz von Normen ist es in diesem
Zusammenhang unerheblich, welche Norm wir verwenden, um Rn mit einer Me-
trik zu versehen.
12.4.4.4 (Minkowskidimension von Vereinigungen). Gegeben eine endliche Über-
deckung X = X1 ∪ . . . ∪Xr eines metrischen Raums X gilt offensichtlich

mdim(X) = max{mdim(Xi) | 1 ≤ i ≤ r}

Lemma 12.4.4.5 (Minkowskidimension von Bildmengen). Sei A ⊂ Rm halb-
offen, kompakt und konvex. Ist ϕ : A → Rn stetig differenzierbar, so gilt für jede
Teilmenge T ⊂ A die Abschätzung

mdim(ϕ(T )) ≤ mdim(T )
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Beweis. Da wir A kompakt annehmen, gibt es eine obere Schranke C für die
Operatornorm der Differentiale dpϕ mit p ∈ A. Aus dem Schrankensatz folgt nun
ϕ(B(p; ρ) ∩ A) ⊂ B(ϕ(p);Cρ) und damit NCρ(ϕ(T )) ≤ Nρ(T ). Daraus aber
ergibt sich die Behauptung sofort.

12.4.5 Integration über Fastfaltigkeiten
Definition 12.4.5.1. Gegeben ein topologischer Raum X und darin eine Teilmen-
ge T ⊂ X gibt es eine größte offene Teilmenge

InnX(T ) = Inn(T ) = T ◦ :=
⋃

U⊂T, U⊂◦X

U

von X , die in T enthalten ist, nämlich die Vereinigung aller in T enthaltenen
offenen Teilmengen von X . Diese Menge InnX(T ) heißt der offene Kern oder
auch das Innere von T in X . Das Komplement

∂T = ∂XT := T̄\T ◦

des Inneren von T in X im Abschluß von T in X heißt der Rand von T in X .

Beispiele 12.4.5.2. Für jeden topologischen Raum X gilt InnX(X) = X . Gege-
ben a ≤ b reelle Zahlen gilt InnR([a, b]) = (a, b) und Inn[a,b]([a, b]) = [a, b].

Definition 12.4.5.3. Sei X ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum. Unter
einer k-Integrationskarte nach X verstehen wir ein Paar (Q,ϕ) bestehend aus
einer Teilmenge Q ⊂ Rk, die dargestellt werden kann als eine disjunkte Vereini-
gung von endlich vielen kompakten Quadern mit nichtleerem Inneren, und einer
stetig differenzierbaren Abbildung ϕ : Q→ X mit ϕ(Q◦)∩ϕ(∂Q) = ∅ und ϕ|Q◦
injektiv und dpϕ injektiv für alle p ∈ Q◦.

12.4.5.4. Wir erinnern aus 17.6.2.12, daß in einem Hausdorffraum jedes Kom-
paktum abgeschlossen ist. Wir erinnern aus 12.4.1.15, daß Bilder von Kompakta
unter stetigen Abbildungen wieder kompakt sind. Wir erinnern aus ??, daß jede
abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums kompakt ist.

12.4.5.5 (Einschränkung von Integrationskarten zu Karten). Gegeben eine
Integrationskarte (Q,ϕ) ist ϕ(Q◦) eine Mannigfaltigkeit mit Karte ϕ : Q◦ →
ϕ(Q◦). Um das zu sehen, müssen wir nach unserer Beschreibung 12.3.4.1 von
Mannigfaltigkeiten als Bilder nur noch prüfen, daß ϕ−1 : ϕ(Q◦) → Q◦ stetig ist.
Nun ist aber Q und damit auch ϕ(Q) kompakt. Folglich bildet ϕ abgeschlossene
alias kompakte Teilmengen von Q auf abgeschlossene alias kompakte Teilmen-
gen von ϕ(Q) ab. Für U ⊂ ϕ(Q) impliziert ϕ−1(U) ⊂◦ Q also U ⊂◦ ϕ(Q). Das
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gilt im übrigen genauso für jede stetige Surjektion von einem kompakten Raum
auf einen Hausdorffraum. Aus unseren Annahmen folgt für V ⊂ Q◦ jedoch be-
reits V = ϕ−1(ϕ(V )). Aus V ⊂◦ Q◦ folgt mithin ϕ−1(ϕ(V )) ⊂◦ Q◦ und dann
ϕ−1(ϕ(V )) ⊂◦ Q und nach der Vorüberlegung ϕ(V ) ⊂◦ ϕ(Q) und a forteriori
ϕ(V ) ⊂◦ ϕ(Q◦).
Beispiel 12.4.5.6. Wir erinnern unser Beispiel für eine Abbildung eines offenen
Intervalls in die Ebene mit einer Figur 6 mit „offenem Ende“ als Bild, die injektiv
ist aber kein Homöomorphismus auf ihr Bild. Es ist nicht möglich, sie auf das
abgeschlossene Intervall Q so auszudehnen, daß gilt ϕ(Q◦) ∩ ϕ(∂Q) = ∅. Das
mag zur Illustration der vorhergehenden Argumentation dienen.

Definition 12.4.5.7. Seien k ∈ N und X ein endlichdimensionaler reeller affiner
Raum und M ⊂ X eine Teilmenge. Unter einer k-Integrationskarte von M
verstehen wir eine k-Integrationskarte ϕ : Q → X nach X mit ϕ(Q) ⊂ M und
ϕ(Q◦) ⊂◦ M . Eine Teilmenge M ⊂ X heiße eine k-Fast-Mannigfaltigkeit oder
abkürzend Fastfaltigkeit, wenn es für jeden Punkt p ∈M eine k-Integrationskarte
(Q,ϕ) von M gibt mit p ∈ InnM(ϕ(Q)).

Beispiele 12.4.5.8. Die Oberfläche eines Würfels ist eine 2-Fastfaltigkeit. Wir
können sie sogar als das Bild einer einzigen Integrationskarte erhalten, deren
Definitionsbereich eine disjunkte Vereinigung von sechs kompakten Rechtecks-
flächen in R2 ist. Jede k-Mannigfaltigkeit ist eine k-Fastfaltigkeit. Das Bild ei-
ner k-Integrationskarte ist stets eine k-Fastfaltigkeit. Der Mercedesstern ist ein
schmutziges Beispiel für eine 1-Fastfaltigkeit. Eine Eiswaffel ist ein besonders
schmutziges Beispiel für eine 2-Fastfaltigkeit. Jede offene Teilmenge U ⊂◦ M ei-
ner k-Fastfaltigkeit M ist wieder eine k-Fastfaltigkeit und Integrationskarten von
U sind auch Integrationskarten von M .

Eine 1-Fastfaltigkeit in der
Papierebene und eine surjektive
Integrationskarte derselben mit

einer disjunkten Vereinigung von
vier kompakten Intervallen als

Definitionsbereich.

12.4.5.9 (Diskussion der Terminologie). Die hier eingeführten Begriffe „Integra-
tionskarte“ und „Fastfaltigkeit“ kenne ich nicht aus der Literatur. Sie sind das Er-
gebnis meiner Bemühungen, einen begrifflichen Rahmen bereitzustellen, in dem
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den aus der Schulzeit bekannten Figuren in der vollen Exaktheit dieser Vorlesung
eine Oberfläche zugeordnet und berechnet werden kann. Für diesen Zweck scheint
mir die hier eingeführte Begrifflichkeit praktisch und angemessen.

Satz 12.4.5.10 (Integration über Fastfaltigkeiten). Gegeben eine k-Fastfaltigkeit
M ⊂ Rn gibt es genau eine Linearform auf dem Raum ihrer stetigen kompakt ge-
tragenen Funktionen ∫

M

: C!(M,R)→ R

derart, daß für jede k-Integrationskarte (Q,ϕ) von M und jede stetige Funktion
f : M → R mit Träger im Bild besagter Integrationskarte supp f ⊂ ϕ(Q) gilt∫

M

f =

∫
Q

f(ϕ(x))
√

det (dxϕ)> (dxϕ) dkx

12.4.5.11. Das Integral über eine endliche Vereinigung Q von paarweise disjunk-
ten kompakten Quadern ist hierbei zu verstehen als die Summe der Integrale über
die einzelnen Quader. Im Fall einer Mannigfaltigkeit stimmt unser neues Integral
offensichtlich mit dem bereits in 12.4.3.1 definierten Integral über Mannigfaltig-
keiten überein. In diesem Fall finden wir ja eine Überdeckung durch Bilder von
Integrationskarten, deren Restriktion auf die Inneren der jeweiligen Definitionsbe-
reiche eine Überdeckung durch Bilder von Karten ist. Im Spezialfall k = n einer
n-Fastfaltigkeit M ⊂ Rn notieren wir unser Integral

∫
M
f(x) dnx. Für diesen

Fall werden wir in 13.1.6.1 die Verallgemeinerung zum sogenannten „Lebesgue-
Maß“ kennenlernen, die Kompatibilität beider Volumenbegriffe wird in 13.1.9.5
diskutiert. Auch im Fall k < n werden wir in 13.1.9.3 noch derartige Verallge-
meinerungen kennenlernen.

12.4.5.12 (Inkonsistenzen der Notation). Ein kompakter Quader Q ⊂ Rn mit
leerem Inneren ist eine k-Fastfaltigkeit für geeignetes k < n. In diesem Fall ver-
schwindet unser Quaderintegral

∫
Q
f aus 12.2.1.4 und im allgemeinen verschie-

den vom Integral
∫
Q
f über die k-Fastfaltigkeit Q. Der Leser muß manchmal also

aus dem Kontext erschließen, welcher Intgralbegriff mit
∫
Q
f gemeint ist.

12.4.5.13. Die Fläche einer kompakten Fastfaltigkeit M ⊂ Rn erklären wir als
das Integral

∫
M

1 der konstanten Funktion Eins. Den Bezug dieser Definition zur
Anschauung stellt die Beschreibung als Grenzwert von Riemannsummen 12.4.3.7
her. Umgangssprachlich würde man nur bei einer 2-Fastfaltigkeit von ihrer Fläche
reden, aber wir verwenden diese Terminologie auch im allgemeinen.

Beweis. Wir zeigen zunächst die Eindeutigkeit. Als Kompaktum besitzt supp f
nach 12.4.5.7 eine Überdeckung supp f ⊂ InnM(ϕ1(Q1)) ∪ . . . ∪ InnM(ϕr(Qr))
durch die Inneren von Bildern von endlich vielen Integrationskarten (Qi, ϕi) von
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Zum Beweis der Unabhängigkeit des Integrals von der Integrationskarte



12.4. OBERFLÄCHE UND VOLUMEN 1937

M . Wählen wir eine daran angepaßte Teilung der Eins, so folgt die Eindeutig-
keit wie im Fall von Mannigfaltigkeiten 12.4.3.1. Um die Existenz nachzuweisen,
argumentieren wir weiter wie im Fall von Mannigfaltigkeiten. Wir müssen dann
nur noch zeigen, daß gegeben zwei Integrationskarten (Q,ϕ) und (P, ψ) von M
und eine Funktion f ∈ C!(M,R) mit Träger im Bild beider Integrationskarten
supp f ⊂ ϕ(Q) ∩ ψ(P ) gilt∫

Q

f(ϕ(x)) vol(dxϕ) dkx =

∫
P

f(ψ(y)) vol(dyψ) dky

Hier verwenden wir wieder unsere Abkürzung vol(dxϕ) =
√

det (dxϕ)> (dxϕ).
Im Fall (supp f) ⊂ ϕ(Q◦) ∩ ψ(P ◦) folgt obige Gleichheit unmittelbar aus dem
bereits behandelten Fall der Integration über Mannigfaltigkeiten, angewandt auf
die Mannigfaltigkeit ϕ(Q◦)∪ψ(P ◦). Im allgemeinen Fall haben wir wegen unse-
ren Annahme an Integrationskarten ψ(∂P ) t ψ(P ◦) = ψ(P ) ⊂∧ M und folglich
eine Zerlegung

Q = A t ϕ−1(ψ(∂P )) t ϕ−1(ψ(P ◦))

mit der Notation A für „den Rest“. Wir führen weitere abkürzende Notationen ein
und schreiben unsere Zerlegung Q = A t S t U . Sicher gilt dann A ⊂◦ Q,S ⊂∧ Q
und U ⊂◦ Q. In derselben Weise bilden wir eine Zerlegung P = B t T t V . Zu
zeigen ist eine Gleichheit ∫

Q

g =

∫
P

h

von Integralen stetiger Funktionen g : Q → R und h : P → R mit g|A = 0 und
h|B = 0 und der Eigenschaft, daß es einen C1-Diffeomorphismus

κ : Q◦ ∩ U ∼→ P ◦ ∩ V

gibt mit g = (h ◦κ)| det dκ| auf Q◦ ∩U , nämlich den Kartenwechsel. Wir weisen
nun geeignete „Kleinheitseigenschaften“ für S und T nach, mit deren Hilfe es
dann gelingt, obige Gleichheit zu zeigen. Für ε > 0 bezeichne Qε die Menge aller
Punkte von Q, die zum Komplement von Q einen Abstand ≤ ε haben. Wir zeigen
die Abschätzung

mdim(S ∩Qε) < k ∀ε > 0

Per definitionem haben wir S = ϕ−1(ψ(∂P )). Nach 12.4.4.3 hat ∂P Minkowski-
dimension < k, also hat nach 12.4.4.5 auch ψ(∂P ) Minkowskidimension < k.
Andererseits ist ϕ(Q◦) eine Mannigfaltigkeit mit Karte ϕ : Q◦ → ϕ(Q◦). Das
durch diese Karte gegebene Koordinatensystem auf ϕ(Q◦) besitzt nach 12.3.4.9
um jeden Punkt von ϕ(Q◦) eine lokale Erweiterung zu einem lokalen Koordina-
tensystem von Rn. Als Bild eines Kompaktums ist ϕ(Qε) kompakt und besitzt
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also eine endliche Überdeckung

ϕ(Qε) ⊂ B1 ∪ . . . ∪Br

durch offene Bälle von positivem Radius Bi ⊂◦ Rn derart, daß es C1-Abbildungen
χi : B̄i → Rk gibt mit χi(ϕ(p)) = p ∀p ∈ Q◦ ∩ ϕ−1(Bi). Wir haben also

S ∩Qε ⊂
r⋃
i=1

χi(B̄i ∩ ψ(∂P ))

Für alle ε > 0 finden wir zusammenfassend

mdim(∂P ) < k nach 12.4.4.3 ⇒ mdim(ψ(∂P )) < k nach 12.4.4.5

⇒ mdim(χi(B̄i ∩ ψ(∂P ))) < k nach 12.4.4.5

⇒ mdim(S ∩Qε) < k nach 12.4.4.4.

Nach Übung 13.1.7.23 wäre damit S ∩ Qε eine „Lebesgue-Nullmenge“ und da-
mit wären auch S und analog T selbst Nullmengen als abzählbare Vereinigungen
von Nullmengen und der Beweis im Rahmen der Lebesgue-Theorie wäre fertig,
vergleiche 13.1.8.10. Wir wollen jedoch hier die Gleichheit∫

Q

g =

∫
P

h

ohne Lebesgue-Theorie zeigen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir
g ≥ 0 und h ≥ 0 annehmen. Sicher reicht es für g ≥ 0 mit g|A = 0 zu zeigen∫

Q

g = sup

{∫
Q

βg

∣∣∣∣ β ∈ C!(Q
◦ ∩ U, [0, 1])

}
Sicher reicht es weiter, für g ≥ 0 mit g|A = 0 und alle ε > 0 zu zeigen∫

Qε

g = sup

{∫
Qε

βg

∣∣∣∣ β ∈ C!(Q
◦
ε ∩ U, [0, 1])

}
Das aber folgt unmittelbar aus dem anschließenden Lemma 12.4.5.14, angewandt
auf K einen der Quader, aus denen Qε besteht, mit R := (S ∩K) ∪ ∂K.

Lemma 12.4.5.14 (Minkowskidimension und Integral). Seien K ⊂ Rk ein
kompakter Quader und g : K → R≥0 eine nichtnegative stetige Funktion. Hat
R ⊂ K Minkowskidimension mdim(R) < k, so gilt∫

K

g = sup

{∫
K

βg

∣∣∣∣ β : K → [0, 1] stetig mit (supp β) ∩R = ∅
}



12.4. OBERFLÄCHE UND VOLUMEN 1939

Beweis. Nach Annahme gibt es für jedes ε > 0 eine endliche Überdeckung
R ⊂ W1 ∪ . . . ∪ Wr durch kompakte Würfel in Rk mit einer festen gemeinsa-
men Kantenlänge und Gesamtvolumen

∑r
i=1 vol(Wi) < ε. Wir können sicher

jeden dieser Würfel vergrößern zu einem offenen Würfel Ui ⊃ Wi derart, daß gilt∑r
i=1 vol(Ui) < 2ε. Dann bilden U :=

⋃
Ui und V := Rk\

⋃
Wi eine offene

Überdeckung von Rk und für h ∈ C!(U ;R≥0) gilt offensichtlich
∫
h ≤ 2ε suph.

Andererseits gibt es nach unseren Erkenntnissen zur Teilung der Eins 12.4.2.14
Funktionen α ∈ C!(U ; [0, 1]) und β ∈ C!(V ; [0, 1]) mit α(x) + β(x) = 1 ∀x ∈ K.
Wir finden so ∫

K

g =

∫
K

αg +

∫
K

βg

mit
∫
K
αg ≤ 2ε(sup g) und (supp β) ∩R = ∅. Das zeigt die Behauptung.

12.4.5.15 (Integration über Fastfaltigkeiten in euklidischen Räumen). Gege-
ben ein endlichdimensionaler euklidischer Raum mit Längengerade L im Sin-
ne von 4.1.5.9 liefern die analogen Definitionen für jedes k-Tupel von Vektoren
v1, . . . , vk ein Element

vol(v1, . . . , vk) =
√

det(s(vi, vj)) ∈ L⊗k

Weiter liefern die analogen Definitionen für jede k-Fastfaltigkeit M ⊂ X ein
Integral ∫

M

: C!(M,R)→ L⊗k

Die Fläche einer kompakten Fastfaltigkeit M ⊂ X erklären wir wieder als das
Integral der konstanten Funktion Eins und erhalten so ein Element

∫
M

1 ∈ L⊗k.
So gesehen messen sich also auch in der Mathematik „Längen in Metern, Flächen
in Quadratmetern und Volumen in Kubikmetern“. Betrachten wir noch allgemei-
ner Funktionen mit Werten in einem Banachraum V , so wird unser Integral noch
allgemeiner zu einer Abbildung

∫
M

: C!(M,V )→ L⊗k ⊗ V .

Übungen

Übung 12.4.5.16. Sind M ⊂ Rm sowie N ⊂ Rn Fastfaltigkeiten und f : M → R
sowie g : N → R kompakt getragene stetige Funktionen, so ist auch M × N ⊂
Rm+n eine Fastfaltigkeit und f �g : M ×N → R eine kompakt getragene stetige
Funktion und es gilt ∫

M×N
f � g =

(∫
M

f

)(∫
N

g

)
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12.4.6 Explizite Berechnung einiger Integrale
Beispiel 12.4.6.1 (Integration über eine Kreislinie). Gegeben R > 0 ist die
Kreislinie S := {(x, y) | x2 + y2 = R} eine kompakte Einsmannigfaltigkeit in
R2. Die Abbildung [0, 2π] → S mit ϑ 7→ (R cosϑ,R sinϑ) ist eine surjektive
Integrationskarte von S. Gegeben f : S → R stetig zeigt unser Satz 12.4.5.10 zur
Integration über Fastfaltigkeiten folglich∫

S

f =

∫ 2π

0

f(R cosϑ,R sinϑ)R dϑ

Beispiel 12.4.6.2 (Übergang zu Polarkoordinaten, Variante). Gegeben R > 0
ist die Kreisscheibe D := {(x, y) | x2 + y2 ≤ R} eine kompakte 2-Fastfaltigkeit
in R2 und die Polarkoordinatenabbildung P : [0, R] × [0, 2π] → D gegeben
durch P : (r, ϑ)> 7→ (r cosϑ, r sinϑ)> ist eine surjektive Integrationskarte von
D. Gegeben f : D → R stetig zeigt unser Satz 12.4.5.10 zur Integration über
Fastfaltigkeiten folglich∫

D

f =

∫
Q

f ◦ P | dP | =
∫ 2π

0

∫ R

0

f(r cosϑ, r sinϑ)r dr dϑ

Beispiel 12.4.6.3 (Oberfläche der Einheitskugel). Die Kugelschale

S2 := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}

ist eine kompakte Mannigfaltigkeit und unser Satz 12.4.3.1 ordnet ihr eine Zahl∫
S2 1 zu, die wir als ihre Oberfläche interpretieren. Um sie zu berechnen, wenden

wir unseren Satz 12.4.5.10 zur Integration über Fastfaltigkeiten an auf die surjek-
tive Integrationskarte

K : [−π/2, π/2]× [−π, π] → S2

(θ , ϕ) 7→ (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, sin θ)

Die Jacobi-Matrix ergibt sich zu

dK =

 − sin θ cosϕ − cos θ sinϕ
− sin θ sinϕ cos θ cosϕ

cos θ 0


und wir erhalten als Gram’sche Matrix

(dK)>(dK) =

(
1 0
0 cos2 θ

)
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Die Wurzel aus der Determinante der Gram’schen Matrix ergibt sich damit zu
cos θ und wir folgern für jede stetige Funktion f : S2 → R die Formel∫

S2

f =

∫ π

−π

∫ π/2

−π/2
f(cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, sin θ) cos θ dθ dϕ

Wenden wir unsere Formel auf die konstante Funktion Eins an, so erhalten wir für
die Oberfläche der Einheitskugel das Ergebnis∫

S2

1 =

∫ π

−π

∫ π/2

−π/2
cos θ dθ dϕ = 4π

Beispiel 12.4.6.4 (Schwerpunkt einer Halbkugel). Wir berechnen die Höhe des
Schwerpunkts der massiven Halbkugel H := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1
und z ≥ 0}. Per definitionem ist das diejenige Zahl h ∈ R, für die gilt

∫
H

(z−h) =
0, so daß wir unter Zuhilfenahme von 12.4.6.7 erhalten

h
2π

3
= h

∫
H

1 =

∫
H

z

Durch Übergang zu Kugelkoordinaten 12.4.2.17 folgt∫
H

z =

∫ π/2

0

∫ 2π

0

∫ 1

0

(r cosϑ)r2 sin(ϑ) dr dϑ dϕ

= 2π

(∫ 1

0

r3 dr

)(∫ π/2

0

cos(ϑ) sin(ϑ) dϑ

)

= 2π ·
(

1

4

)
· 1

2

∫ π/2

0

sin(2ϑ) dϑ =
π

4
· − cos(2ϑ)

2

∣∣∣∣π/2
0

=
π

4

womit sich die Höhe des Schwerpunkts ergibt zu h = 3/8.
Beispiel 12.4.6.5 (Trägheitsmoment der Einheitskugel). Wir integrieren die Funk-
tion x2 + y2 über die Einheitskugel K := {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 ≤ 1}. Phy-
sikalisch Gebildete erkennen, daß wir hier im wesentlichen das Trägheitsmoment
der Einheitskugel um die z-Achse berechnen, aber das spielt in unserer Rechnung
keine Rolle. Durch Übergang zu Kugelkoordinaten 12.4.2.17 und mit 10.4.5.34
erhalten wir∫

K

x2 + y2 =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

r4 sin3(ϑ) dr dϑ dϕ =
8π

15

Ergänzung 12.4.6.6. Es sollte wohl irgendwann einmal gezeigt werden, daß mit
der in 14.5.4.1 definierten Interpolation Γ : R>0 → R der Zuordnung n 7→ (n−1)!
und der Konvention x! := Γ(x+ 1) gilt

(Volumen der Einheitskugel im Rn) =
πn/2

(n/2)!
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Diese Formel kann mithilfe der Funktionalgleichung Γ(x + 1) = xΓ(x) aus
14.5.4.1 und der Erkenntnis Γ(1/2) =

√
π aus 14.5.4.5 auch leicht in eine et-

was weniger elegante Formel umgeschrieben werden, in der die Γ-Funktion nicht
mehr auftritt.

Übungen

Übung 12.4.6.7. Man zeige, daß die Einheitskugel in R3 das Volumen 4π/3 hat.

Übung 12.4.6.8. Man berechne das Integral der Funktion (xyz)2 über die Einheits-
sphäre in R3.

Übung 12.4.6.9 (Oberfläche eines Rotationskörpers). Sei I ⊂ R ein mehrpunk-
tiges kompaktes Intervall und f : I → (0,∞) stetig differenzierbar. Man zeige,
daß die Mantelfläche M := {(x, y, z) ∈ R3 | z ∈ I, x2 + y2 = (f(z))2} eine
kompakte 2-Fastfaltigkeit in R3 ist mit der Fläche∫

M

1 = 2π

∫
I

f(z)
√

1 + (f ′(z))2 dz

Die anschauliche Bedeutung unserer Formel für die Oberfläche eines Rotations-
körpers erkennt man, wenn man unsere Rotationsfläche durch eine Vereinigung
von dünnen Bändern der Gestalt „oberer Ränder von Eiswaffeln“ approximiert.

Übung 12.4.6.10 (Volumen eines Rotationskörpers). Sei I ⊂ R ein mehrpunk-
tiges kompaktes Intervall und f : I → (0,∞) stetig differenzierbar. Man zeige,
daß der Rotationskörper M = {(x, y, z) ∈ R3 | z ∈ I, x2 + y2 ≤ (f(z))2} eine
kompakte 3-Fastfaltigkeit in R3 ist mit dem Volumen∫

M

1 = π

∫
I

f(z)2 dz

Die anschauliche Bedeutung unserer Formel für das Volumen eines Rotations-
körpers erkennt man, wenn man unseren Rotationskörper durch eine Vereinigung
von dünnen Scheiben approximiert.

Übung 12.4.6.11. Gegeben eine kompakte k-Fastfaltigkeit M ⊂ Rn und A ∈
O(n) zeige man ∫

M

1 =

∫
A(M)

1

Insbesondere und in Worten bleibt also beim Drehen und Verschieben von Flächen
im Raum ihre Oberfläche unverändert.
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12.5 Gewöhnliche Differentialgleichungen

12.5.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften
12.5.1.1 (Unterscheidung in gewöhnliche und partielle Differentialgleichun-
gen). Ganz allgemein versteht man unter einer gewöhnlichen Differentialglei-
chung eine Gleichung, in der die Ableitungen einer zu bestimmenden Funktion
einer Veränderlichen zueinander und mit der Veränderlichen selbst in Beziehung
gesetzt werden. Ein Beispiel ist die Gleichung

(f ′′(t))2f ′(t) + tf(t) = t2

für eine zu bestimmende zweimal differenzierbare Funktion f : R → R. Im Ge-
gensatz dazu steht terminologisch der allgemeinere Fall der partiellen Differen-
tialgleichungen, bei denen die partiellen Ableitungen einer Funktion mehrerer
Veränderlichen auftreten. Ein Beispiel ist die Gleichung

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0

für eine zweimal partiell differenzierbare Funktion f : R2 → R. Auf Englisch be-
nutzt man die Abkürzungen ODE für ordinary differential equation und PDE
für partial differential equation. Wir besprechen in diesem Abschnitt nur ge-
wöhnliche Differentialgleichungen. Rein formal ist dieser Abschnitt unabhängig
von der Behandlung linearer gewöhlicher Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten in 10.7.2.8 folgende. Ich denke jedoch, daß eine gewisse Vertraut-
heit mit diesen einfachsten und wichtigsten Spezialfällen es sehr erleichtern kann,
die im folgenden zu entwickelnde allgemeine Theorie zu verstehen.
12.5.1.2 (Unterscheidung in explizite und implizite Differentialgleichungen).
Die Ordnung der höchsten in einer gewöhnlichen Differentialgleichung auftreten-
den Ableitung heißt die Ordnung unserer Differentialgleichung. Von einer expli-
ziten Gleichung spricht man, wenn in unserer Gleichung die Ableitung höchster
Ordnung „explizit durch die tieferen Ableitungen ausgedrückt wird“. Andernfalls
spricht man von einer impliziten Gleichung. Bei unserem obigen Beispiel han-
delt es sich also um eine implizite Gleichung. Wir werden uns im folgenden je-
doch nur mit expliziten gewöhnlichen Differentialgleichungen beschäftigen. Eine
derartige explizite Gleichung der Ordnung n hat, wenn wir von der Spezifikation
allgemeinstmöglicher Definitionsbereiche einmal absehen, die Gestalt

f (n)(t) = C(t, f(t), f ′(t), . . . , f (n−1)(t))

mit einer Abbildung C : Rn+1 → R. Gesucht sind alle Funktionen f : R ⊃
I → R auf mehrpunktigen reellen Intervallen I , die n-mal differenzierbar sind
und eben diese Gleichung erfüllen.
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12.5.1.3 (Reduktion auf Systeme erster Ordnung). Etwas allgemeiner betrach-
ten wir zugleich auch Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen, bei
denen vektorwertige Funktionen f = (f1, . . . , fk) : R ⊃ I → Rk gesucht wer-
den derart, daß eine Gleichung der obigen Gestalt gilt, die nun aber eine vektor-
wertige Gleichung meint mit einer fest vorgegebenen vektorwertigen Abbildung
C : Rkn+1 → Rk, die auf (n + 1)-Tupeln bestehend aus einer reellen Zahl und n
Vektoren definiert ist. Die Betrachtung von Systemen gewöhnlicher Differential-
gleichungen erlaubt uns zumindest für Fragen des allgemeinen Lösungsverhaltens
die Beschränkung auf den Fall erster Ordnung. Um zu zeigen, wie diese Reduktion
funktioniert, betrachten wir beispielhaft den Fall einer Gleichung dritter Ordnung

f ′′′(t) = C(t, f(t), f ′(t), f ′′(t))

mit C : R4 → R. Jede Lösung f : R ⊃ I → R liefert sicher eine Abbildung
φ : R→ R3 vermittels der Vorschrift φ(t) = (f(t), f ′(t), f ′′(t)) und natürlich gilt
dann

φ′1(t) = φ2(t)

φ′2(t) = φ3(t)

φ′3(t) = C(t, φ1(t), φ2(t), φ3(t))

Erklären wir nun also eine neue Abbildung B : R4 → R3 durch die Vorschrift
B(t, x, y, z) = (y, z, C(t, x, y, z)), so ist unser φ eine Lösung des Systems von
Differentialgleichungen

φ′(t) = B(t, φ(t))

Umgekehrt zeigt man leicht, daß für jede Lösung φ : R→ R3 dieses Systems von
Differentialgleichungen erster Ordnung die erste Komponente φ1(t) = f(t) ei-
ne Lösung unserer ursprünglichen Gleichung dritter Ordnung liefert. In derselben
Weise kann auch im Allgemeinen die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit
der Lösungen von Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen höherer Ord-
nung auf den Fall von Systemen erster Ordnung zurückgeführt werden. Anschau-
lich mag man sich dann B als ein zeitabhängiges Vektorfeld auf dem Rn denken,
das jedem Ort x ∈ Rn zu jedem Zeitpunkt t ∈ R einen Vektor B(t, x) ∈ Rn
zuordnet. In dieser Anschauung beschreibt eine Lösung φ : R → Rn die Bewe-
gung eines Teilchens, das zu jedem Zeitpunkt t die für seinen Ort φ(t) zu diesem
Zeitpunkt durch unser zeitabhängiges VektorfeldB vorgegebene Geschwindigkeit
φ′(t) = B(t, φ(t)) hat.

12.5.1.4 (Reduktion auf den zeitunabhängigen Fall). GegebenB : Rn+1 → Rn
löst eine differenzierbare Abbildung φ : R→ Rn unsere Differentialgleichung

φ′(t) = B(t, φ(t))
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genau dann, wenn die Abbildung γ : R → Rn+1, t 7→ (t, φ(t)) die Differen-
tialgleichung

γ′(t) = A(γ(t))

löst für A : Rn+1 → Rn+1 gegeben durch A(t, x) := (1, B(t, x)). In diesem Sin-
ne können wir uns also stets auf den Fall zeitunabhängiger Felder zurückziehen.
Eine graphische Darstellung dieser Erkenntnis geben wir in 12.5.1.10. Allerdings
erhält man für zeitabhängige Felder bei einer eigenständigen Betrachtung etwas
schärfere Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen, weshalb dieser Fall insbesonde-
re in einigen Ergänzungen weiter betrachtet werden wird. Zunächst konzentrieren
wir uns nun jedoch auf den zeitunabhängigen Fall und besprechen seine geome-
trische Bedeutung in einer koordinatenfreien Sprache.

12.5.1.5. Unter einem Vektorfeld auf einer Teilmenge U ⊂ X eines affinen
RaumsX verstehen wir eine AbbildungA : U → ~X von U in den Richtungsraum
von X . Statt A(p) schreiben wir in diesem Kontext auch oft Ap.

Definition 12.5.1.6. Seien X ein normierter reeller Raum und A : X ⊃ U → ~X
ein Vektorfeld. Ein Flußweg unseres Vektorfelds ist eine differenzierbare Abbil-
dung γ : R ⊃ I → U von einem mehrpunktigen reellen Intervall I nach U
mit der Eigenschaft, daß physikalisch gesprochen zu jedem Zeitpunkt t ∈ I die
Geschwindigkeit unseres Flußwegs zum Zeitpunkt t der durch das Vektorfeld vor-
gegebene Richtungsvektor an der Stelle γ(t) ist, in Formeln

γ′(t) = A(γ(t)) ∀t ∈ I

Ist p ∈ U gegeben, so verstehen wir unter einem Flußweg mit Anfangswert p
oder kurz einem Flußweg zu p einen Flußweg (γ, I) mit 0 ∈ I und γ(0) = p.

12.5.1.7. Auf der Menge aller Flußwege eines Vektorfelds erklären wir eine Teil-
ordnung durch die Vorschrift, daß ein Flußweg kleinergleich einem anderen ist,
wenn er aus ihm durch Einschränkung des Definitionsbereichs hervorgeht. Die
maximalen Elemente dieser Menge nennen wir maximale Flußwege. Ein maxi-
maler Flußweg ist also ein Flußweg, der nicht zu einem auf einem echt größeren
reellen Intervall definierten Flußweg erweitert werden kann. Mit dem Zorn’schen
Lemma sieht man unmittelbar, daß jeder Flußweg zu einem maximalen Flußweg
erweitert werden kann. Das größte Element in der Menge aller Flußwege zu einem
vorgegebenem Anfangswert nennen wir dahingegen, wenn es denn existiert, den
größten Flußweg zu dem vorgegebenen Anfangswert. Das ist dann natürlich auch
ein maximaler Flußweg unseres Vektorfelds und sogar der einzige maximale Fluß-
weg zum vorgegebenen Anfangswert. Es kann aber durchaus vorkommen, daß es
zu einem vorgegebenen Anfangswert zwar Flußwege gibt, aber keinen größten
Flußweg, sondern stattdessen mehrere maximale Flußwege.
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12.5.1.8 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heißen unsere Flußwe-
ge meist Integralkurven. Das paßt aber schlecht zu unserer Terminologie, nach
der Kurven gewisse Teilmengen endlichdimensionaler reeller Räume und allge-
meiner eindimensionale Mannigfaltigkeiten bezeichnen.

Beispiel 12.5.1.9. Ist unser Vektorfeld konstant, so laufen seine Flußwege auf den
Geraden mit diesem konstanten Vektor als Richtungsvektor und mit der durch die-
sen Vektor vorgegebenen konstanten Geschwindigkeit. Ist unser Vektorfeld auf
einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum X = V gegeben durch eine li-
neare Abbildung A ∈ EndV oder genauer durch trans ◦A, so haben wir be-
reits in 10.7.2.6 gezeigt, daß seine maximalen Flußwege genau die Abbildungen
R→ V, t 7→ exp(tA)c sind mit c ∈ V .

12.5.1.10 (Geometrische Interpretation im zeitabhängigen Fall). Gegeben ein
normierter reeller Raum X fassen wir eine Abbildung A : (R × X) ⊃ W →
~X gerne als ein zeitabhängiges Vektorfeld auf und veranschaulichen uns die
Lösungen der Differentialgleichung

γ′(t) = A(t, γ(t))

in dieser Weise. Unter einem Flußweg verstehen wir in diesem Fall eine dif-
ferenzierbare Abbildung γ : R ⊃ I → X von einem mehrpunktigen reellen
Intervall I nach X mit (t, γ(t)) ∈ W ∀t ∈ I derart, daß obige Gleichung er-
füllt ist für alle t ∈ I . Gegeben (s, p) ∈ W verstehen wir unter einem Flußweg
mit Anfangswert p zum Startzeitpunkt s einen Flußweg (γ, I) mit s ∈ I und
γ(s) = p. Dieselbe Terminologie verwenden wir auch für zeitunabhängige Vek-
torfelder A : X ⊃ U → ~X , die wir als Spezialfall mit W = R× U auffassen und
bei denen wir a priori den Startzeitpunkt s = 0 wählen.

12.5.1.11 (Zeitverschiebung). Gegeben ein Vektorfeld auf einer halboffenen Teil-
menge eines normierten reellen Raums und ein Flußweg (γ, I) ist für alle c ∈ R
auch die Abbildung t 7→ γ(t + c) ein Flußweg, der nun eben definiert ist auf
dem verschobenen Intervall I − c. Das gilt im Fall zeitabhängiger Vektorfelder
allerdings nicht mehr.

12.5.1.12 (Verwandtschaft von Vektorfeldern). Gegeben halboffene Teilmen-
gen normierter affiner Räume U ⊂ X und V ⊂ Y sowie VektorfelderA : U → ~X
und B : V → ~Y sowie eine differenzierbare Abbildung φ : U → V schreiben wir

φ : A; B

und sagen, unsere Vektorfelder seien verwandt unter φ, wenn für alle p ∈ U
gilt dpφ : A(p) 7→ B(φ(p)). Ist φ ein Diffeomorphismus, so hat jedes Vektorfeld
A auf U genau einen Vorwärtsverwandten B auf V und jedes Vektorfeld B auf
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V genau einen Rückwärtsverwandten A auf U . Im allgemeinen müssen weder
Vorwärtsverwandte noch Rückwärtsverwandte existieren und wenn sie existieren,
müssen sie im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt sein.

12.5.1.13 (Verwandtschaftsverträglichkeit von Flußwegen). Offensichtlich ha-
ben verwandte Vektorfelder verwandte Flußwege. Ist genauer unter einer differen-
zierbaren Abbildung φ ein Vektorfeld A verwandt zu einem Vektorfeld B, so ist
für jeden Flußweg γ von A auch φ ◦ γ ein Flußweg von B. Ist insbesondere ein
VektorfeldA unter einer stetig differenzierbaren Abbildung φ verwandt zum Null-
feld, in Formeln φ : A; 0, und ist γ ein Flußweg von A, so ist φ◦γ ein Flußweg
des Nullfelds und mithin konstant. In anderen Worten ist dann die Funktion φ kon-
stant auf jedem Flußweg von A. Eine reellwertige derartige Funktion φ heißt ein
erstes Integral unserer Differentialgleichung. In physikalischen Modellen liefern
oft Energie, Impuls und Drehimpuls solche ersten Integrale.

Übungen

Übung 12.5.1.14. Man gebe ein glattes Vektorfeld auf R an, das keine auf ganz R
definierten Flußwege besitzt.

Übung 12.5.1.15. Man zeige für jedes Vektorfeld A : Rn → Rn mit der Eigen-
schaft A(p) ⊥ p ∀p ∈ Rn, daß seine Flußwege γ auf Sphären mit Zentrum im
Ursprung verlaufen müssen, in Formeln ‖γ(t)‖ konstant.

Übung 12.5.1.16. Seien A : X ⊃◦ U → ~X ein Vektorfeld auf einer offenen Teil-
menge eines affinen Raums und f : U → R differenzierbar. Man zeige: Gilt für
die Richtungsableitungen (DA(p)f)(p) ≥ 0 ∀p ∈ U , so ist f(γ(t)) monoton wach-
send für alle Flußwege γ unseres Vektorfelds. Gilt (DA(p)f)(p) > 0 ∀p ∈ U , so
ist f(γ(t)) analog streng monoton wachsend.

Übung 12.5.1.17. Seien A : X ⊃◦ U → ~X ein Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge eines affinen Raums und f : U → R differenzierbar und sei die
Null ein regulärer Wert von f , so daß M := f−1(0) eine Hyperfläche ist. Gilt
(dpf)(A(p)) < 0 ∀p ∈ M und ist γ : R ⊃ I → U ein Flußweg von A, so folgt
aus f(γ(t)) ≤ 0 für ein t ∈ I bereits f(γ(s)) < 0 für alle s ∈ I mit s ≥ t.
Anschaulich gesprochen kann also ein Flußweg die Hyperfläche M nur höchstens
einmal kreuzen und muß dabei von der Seite f > 0 auf die Seite f < 0 wechseln.
Hinweis: 10.5.5.24.

12.5.2 Beispiele und Gegenbeispiele
Satz 12.5.2.1 (Picard-Lindelöf). 1. Gegeben ein stetig differenzierbares Vek-

torfeld auf einer offenen Teilmenge eines reellen Raums endlicher Dimensi-
on gibt es zu jedem Anfangswert einen größten Flußweg;
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2. Dieser größte Flußweg hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall, und
ist dieses Intervall nach oben beschränkt, so verläßt der fragliche Flußweg
für positive Zeiten jedes Kompaktum aus unserer offenen Teilmenge irgend-
wann einmal endgültig.

12.5.2.2. Wir zeigen diesen Satz als 12.5.4.9 sogar unter noch etwas schwächeren
Voraussetzungen. Der letzte Teil der zweiten Aussage besagt salopp formuliert,
daß der Grund dafür, daß sich ein Flußweg nicht beliebig weit in Richtung posi-
tiver Zeiten fortsetzen läßt, nur darin liegen kann, daß er bereits in endlicher Zeit
„aus dem Definitionsbereich des Vektorfeldes hinausläuft“. Entsprechendes gilt in
Richtung negativer Zeiten, was man durch Betrachtung des mit (−1) multiplizier-
ten Vektorfelds auch formal leicht folgern kann.

Beispiel 12.5.2.3 (Ein Fall mit nicht eindeutigen Flußwegen). Bei Vektorfel-
dern, die nicht stetig differenzierbar sind, kann es durchaus vorkommen, daß
zu einem vorgegebenen Anfangswert kein größter Flußweg existiert, weil etwa
mehrere maximale Flußwege mit ein und demselben Anfangswert existieren, die
auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche nicht übereinstimmen. Betrachten wir
zum Beispiel auf R2 das Vektorfeld A, für das sämtliche verschobenen Kubi-
ken γc(t) = (t + c, t3) Flußwege sind. Wir haben γ′c(t) = (1, 3t2) und damit
A(x, y) = (1, 3|y|2/3). Maximale Flußwege sind in diesem Fall nicht nur die ver-
schobenen Kubiken γc, sondern auch alle Wege, die längs einer verschobenen
Kubik auf die x-Achse hochsteigen und dann eine Weile auf der x-Achse entlang-

Das ebene stetige aber nicht stetig differenzierbare Vektorfeld aus Beispiel
12.5.2.3 mit einem seiner Flußwege

laufen bevor sie auf einer anderen verschobenen Kubik weitersteigen. In diesem



12.5. GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1949

Fall existieren zwar maximale Flußwege zu jedem Punkt, von Eindeutigkeit kann
aber keine Rede sein.

Beispiel 12.5.2.4 (Der Fall eindimensionaler Felder ohne Nullstellen). Gege-
ben ein stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen auf einer offenen Teilmenge eines
eindimensionalen Raums gibt es zu jedem Anfangswert genau einen maximalen
Flußweg. In diesem Fall brauchen wir also von unserem Vektorfeld nicht einmal
stetige Differenzierbarkeit zu fordern. In der Tat sei ohne Beschränkung der All-
gemeinheit U ⊂◦ R ein Intervall und unser stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen
zeige in Richtung der positiven x-Achse, als da heißt, es werde gegeben durch
a : U → R>0. Flußwege sind auf mehrpunktigen Intervallen I ⊂ R definierte
differenzierbare Funktionen γ : R ⊃ I → U mit

γ′(t) = a(γ(t)) ∀t ∈ I

Aus dieser Gleichung folgt für alle s, t ∈ I sofort

t− s =

∫ t

s

γ′(τ) dτ

a(γ(τ))
=

∫ γ(t)

γ(s)

dx

a(x)
= G(γ(t))−G(γ(s))

für G : U → R eine Stammfunktion von 1/a. Nun wächst G sicher streng mono-
ton und hat folglich als Bild ein offenes Intervall J ⊂◦ R und für unsere Flußwege
folgt γ(t) = G−1(t+ c) mit der Konstanten c = G(γ(s))− s. In anderen Worten
ist

G−1 : J
∼→ U

bis auf Zeitverschiebung der einzige maximale Flußweg. So ist etwa a(x) = x
ein stetiges Vektorfeld ohne Nullstellen auf U := R>0 und G(x) = log x ist
eine Stammfunktion von 1/x und jeder maximale Flußweg ist von der Gestalt
γ : R→ R>0, γ(t) = exp(t+ c) mit einer Konstanten c ∈ R.

Beispiel 12.5.2.5 (Spezielle eindimensionale Felder mit Nullstellen). Gegeben
ein stetiges Vektorfeld mit Nullstellen auf einer offenen Teilmenge eines eindi-
mensionalen Raums liegen die Verhältnisse komplizierter als im Fall ohne Null-
stellen 12.5.2.4. Wir suchen etwa für α ∈ R Flußwege des Vektorfelds a(x) = xα

auf R>0 alias auf einem mehrpunktigen Intervall I ⊂ R definierte Funktionen
γ : R ⊃ I → R>0 mit

γ′(t) = (γ(t))α ∀t ∈ I

Auf R>0 hat unser Feld keine Nullstellen und die in 12.5.2.4 entwickelte Theorie
sagt uns, daß unsere Flußwege gerade die Umkehrfunktionen zu Stammfunktio-
nen von x−α sind. Den Fall α = 1 kennen wir bereits aus 12.5.2.4. Im Fall α 6= 1
erhalten wir als Stammfunktion G(x) = x1−α/(1− α). Im Unterfall α > 1 indu-
ziert nun G eine Bijektion G : R>0

∼→ R<0 und im Unterfall α < 1 eine Bijektion
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Im Fall eindimensionaler Felder mag man sich die Lösung der entsprechenden
Differentialgleichung durch ihren im Bild gestrichelt eingezeichneten Graphen
veranschaulichen und das Vektorfeld als eine Vorschrift, die diesem Graphen in

jeder Höhe x eine Steigung a(x) vorschreibt.
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Mögliche Lösungsfunktionen mit positiven Werten der Differentialgleichung
γ̇(t) = (γ(t))α für verschiedene Werte von α ∈ R. Alle anderen

Lösungsfunktionen mit positiven Werten erhält man durch horizontales
Verschieben der entsprechenden Graphen. Im Fall α > 1 „läuft unsere Lösung in

endlicher Zeit nach Unendlich“, was die gestrichelt eingezeichnete vertikale
Asymptote andeuten soll. Im Fall 1 > α > 0 kann man, wie gestrichelt

angedeutet, die Lösung zu einer Lösung von γ̇(t) = |γ(t)|α ins Negative
fortsetzen, aber eben auf vielerlei Weisen. Das war im wesentlichen auch unser

Gegenbeispiel 12.5.2.3.
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G : R>0
∼→ R>0, aber die Umkehrfunktion wird jedesmal durch dieselbe Formel

gegeben und wir erhalten die Flußwege

γ(t) = ((1− α)t)(1−α)−1

Im Fall α = 2 etwa ergibt sich γ(t) = −1/t und unser Flußwege „laufen in end-
licher Zeit nach +∞, brauchen aber, wenn wir die Zeit rückwärts laufen lassen,
unendlich lange bis zum Ursprung“. Dasselbe gilt in allen Fällen mit α > 1. Im
Fall α = 0 dahingegen ergibt sich γ(t) = t und unser Flußweg „läuft für al-
le positiven Zeiten, braucht aber, wenn wir die Zeit rückwärts laufen lassen, nur
endlich viel Zeit bis zum Ursprung“. Dasselbe gilt in allen Fällen mit α < 1. In
den Fällen mit 0 ≤ α können wir unser Vektorfeld stetig auf R fortsetzen durch
die Vorschrift a(x) = |x|α und für 0 < α hat diese Fortsetzung eine Nullstelle
bei Null. In den Fällen 0 < α < 1 gibt es nun auch Flußwege, die in endlicher
Zeit aus dem Negativen nach Null laufen und dort eine Weile stehenbleiben, be-
vor sie ins Positive weiterlaufen. Erklären wir etwa auf R ein stetiges Vektorfeld
durch a(x) =

3
√
x2, so ist γ(t) = t3/27 ein Flußweg, aber auch die Abbildung

ψ : R→ R, die gegeben wird durch die Vorschrift

ψ(t) =


t3/27 t ≤ 0;

0 0 ≤ t ≤ 1;
(t− 1)3/27 1 ≤ t;

ist ein Flußweg. Im Rückblick ist unser Beispiel 12.5.2.3 im wesentlichen dassel-
be, nur in trivialer Weise um eine Dimension erweitert, damit es besser bildlich
dargestellt werden kann.

Beispiel 12.5.2.6 (Verhalten unter Längenänderungen). Ändern wir bei einem
Vektorfeld ohne Nullstellen nur die Längen seiner Vektoren, durchaus auch in
Abhängigkeit vom Ort, so bleiben die Flußwege offensichtlich bis auf Reparame-
trisierung dieselben. Ist also in FormelnX ein endlichdimensionaler reeller Raum,
U ⊂◦ X offen, A : U → ~X ein Vektorfeld ohne Nullstellen und c : U → R eine
stetige Funktion ohne Nullstellen und ist γ : I → U ein Flußweg von A, so finden
wir mit dem Ansatz ψ(t) = γ(r(t)) eine Lösung der Differentialgleichung

ψ′(t) = c(ψ(t))A(ψ(t))

In der Tat liefert diese Gleichung nämlich für die Reparametrisierung r die Glei-
chung

r′(t)γ′(r(t)) = c(γ(r(t)))A(γ(r(t)))

und damit r′(t) = (c◦γ)(r(t)). Diese Gleichung aber haben wir bereits in 12.5.2.4
lösen gelernt.
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12.5.2.7 (Felder mit separierten Variablen). Gegeben endlichdimensionale re-
elle Räume X, Y und offene Teilmengen U ⊂◦ X sowie V ⊂◦ Y und Vektor-
felder A : U → ~X sowie B : V → ~Y sind die Flußwege des Vektorfelds
(A × B) : U × V → ~X × ~Y genau die Abbildungen (γ, ψ) mit γ : I → U
einem Flußweg von A und ψ : I → V einem Flußweg von B mit demselben De-
finitionsbereich. In dieser Situation spricht man von einer Differentialgleichung
mit getrennten Veränderlichen oder lateinisierend separierten Variablen. Man
beachte die enge Beziehung zur „Verwandtschaftsverträglichkeit von Flußwegen“
12.5.1.12. Die in 12.5.2.9 erläuterte Methode der „Separation der Variablen“ mag
man auffassen als das Überführen einer Differentialgleichung in eine Gleichung
mit separierten Variablen.

Beispiel 12.5.2.8 (Eindimensionale zeitabhängige Felder). Gegeben eine Funk-
tion a : R2 ⊃◦ W → R interessieren wir uns für Lösungen der Gleichung

y′ = a(t, y)

Unter einer „Lösung“ versteht man hierbei ein Paar (γ, I) mit I ⊂ R einem mehr-
punktigen Intervall und γ : I → R einer differenzierbaren Funktion, deren Graph
in U enthalten ist und für die gilt

γ′(t) = a(t, γ(t)) ∀t ∈ I

Ich habe hier Lösungen als γ(t) und nicht als y(t) geschrieben, wie es die Glei-
chung suggeriert, in der Hoffnung, daß das zum besseren Verständnis beiträgt.
Hängt a(t, y) gar nicht von y ab, also a(t, y) = a(t), so sind die Lösungen unserer
Differentialgleichung natürlich genau die Stammfunktionen von a. Hängt a(t, y)
dahingegen nicht von t ab, also a(t, y) = a(y), so sind die Lösungen unserer Dif-
ferentialgleichung nichts anderes als die Flußwege des auf einer geeigneten Teil-
menge von R definierten Vektorfelds a(y), die wir bereits in 12.5.2.4 diskutiert
hatten.

12.5.2.9. Seien a : R ⊃◦ U → R und α : R ⊃◦ J → R stetig. Differentialgleichun-
gen der Gestalt

y′(t) = α(t)a(y(t))

für Funktionen y = y(t) bedeuten geometrisch die Suche nach Flußwegen ei-
nes zeitabhängigen Vektorfelds auf U ⊂◦ R, das die spezielle Gestalt A(t, y) =
α(t)a(y) hat. Ich schreibe y(t) statt γ(t), weil wir ja nur eine reellwertige Funkti-
on suchen, also X = R. Sie lassen sich oft mit der Methode der Separation der
Variablen oder auf deutsch Variablentrennung lösen. Ich führe zunächst dieses
Verfahren vor und erkläre dann, inwiefern wir dabei implizit unsere Gleichung
in eine Gleichung mit separierten Variablen im Sinne von 12.5.2.7 transformie-
ren. Wir nehmen an, a habe keine Nullstelle und U sei ein Intervall. Gegeben eine
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Im Fall zeitabhängiger eindimensionaler Felder mag man sich ein Vektorfeld als
ein „Steigungsfeld“ veranschaulichen, bei dem die jeweils vorgeschriebene
Steigung a(t, y) von beiden Koordinaten abhängen darf, und die Lösung der

entsprechenden Differentialgleichung durch ihren im Bild gestrichelt
eingezeichneten Graphen, der dann eben an jeder Stelle tangential an das dort

vorgegebene Steigungsfeld sein soll.

In 12.5.1.10 habe ich ausgeführt, wie die Untersuchung der Flußwege
zeitabhängiger Felder auf einem Raum X auf die Untersuchung der Flußwege
zeitunabhängiger Felder auf dem Raum R×X zurückgeführt werden kann.

Dieses Bild zeigt im Spezialfall X = R das zeitunabhängige Vektorfeld auf R2,
dessen Flußwege den Flußwegen des durch das Bild darüber dargestellten

zeitabhängigen Feldes auf R entsprechen.
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Lösung y : I → R kann die Gleichung y′(t) = α(t)a(y(t)) dann auch geschrieben
werden als

y′(t)

a(y(t))
= α(t)

Ist nunG eine Stammfunktion von 1/a undB eine Stammfunktion von α, so folgt
für alle s, t ∈ I sofort

G(y(t))−G(y(s)) =

∫ y(t)

y(s)

dy

a(y)
=

∫ t

s

y′(τ)

a(y(τ))
dτ =

∫ t

s

α(τ) dτ = B(t)−B(s)

Hier ist G sicher streng monoton. Folglich hat es offenes Bild G(U) ⊂◦ R. Für die
Umkehrabbildung G−1 : G(U)→ R folgt

y(t) = G−1(B(t) + c) ∀t ∈ I

mit der Konstante c = G(y(s))−B(s). Umgekehrt prüft man auch ohne Schwie-
rigkeiten, daß für (s, u) ∈ J × U die obige Formel für c = G(u)− B(s) und t ∈
I+B−1(G(U)−c) die größte Lösung unserer Differentialgleichung mit y(s) = u
liefert. Um den Zusammenhang mit der Situation separierter Variablen im Sinne
von 12.5.2.7 herzustellen, interpretieren wir unsere Gleichung wie in 12.5.1.10
als die Suche nach Flußwegen des ebenen Vektorfelds (x, y) 7→ (1, α(x)a(y))
und kommen unter der zusätzlichen Annahme, daß auch α keine Nullstelle hat,
mit der in 12.5.2.6 erläuterten Längenänderung um c(x, y) := α(x)−1 zum Vek-
torfeld (x, y) 7→ (α(x)−1, a(y)). In dieser Weise landen wir dann bei der Suche
nach den Flußwegen eines Vektorfelds mit separierten Variablen.

Proposition 12.5.2.10 (Strikte differentielle Ungleichungen). Sei eine Funkti-
on K : R2 ⊃ U → R gegeben und seien f, g : [a, b) → R differenzierbare
Funktionen mit Graph in U derart, daß an jeder Stelle t ∈ [a, b) gilt

f ′(t) ≥ K(t, f(t)) und g′(t) < K(t, g(t)).

Haben wir außerdem g(a) ≤ f(a), so folgt g(t) < f(t) für alle t ∈ (a, b).

12.5.2.11. Fordern wir hier statt der strikten Ungleichung auch für g nur die nicht-
strikte Ungleichung g′(t) ≤ K(t, g(t)), so gilt die Aussage nur noch unter zusätz-
lichen Annahmen an die Funktion K und ich kenne keinen so einfachen Beweis
mehr. Ich diskutiere eine Variante für nicht-strikte Ungleichungen in 12.5.7.1.

Beweis. Die Funktion h := g − f ist differenzierbar mit h(a) ≤ 0 und h(t) =
0 ⇒ h′(t) < 0. Damit folgt leicht h(t) < 0 für alle t ∈ (a, b), wie Sie auch in
10.5.5.24 schon zur Übung selbst zeigen durften.
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Illustration zur Proposition über strikte differentielle Ungleichungen. Ich denke
mir K als ein „Steigungsfeld“. Eine Lösung der entsprechenden

Differentialgleichung muß nun offensichtlich stets über einer Lösung der der
entsprechenden differentiellen Ungleichung bleiben, wenn sie zum

Anfangszeitpunkt darüber liegt. Das ist die anschauliche Bedeutung der
Proposition.
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Beispiel 12.5.2.12 (Funktionen, die echt größer sind als ihre eigene Ableitung).
Gegeben eine differenzierbare Funktion g : [0, b) → R mit g′(t) < g(t) für alle
t ∈ [0, b) gilt g(t) < g(0)et für alle t ∈ (0, b). Das folgt, indem wir unsere Pro-
position über differentielle Ungleichungen mit K(x, y) = y anwenden. Alternativ
können wir bemerken, daß g(t)e−t negative Ableitung hat.
Beispiel 12.5.2.13 (Funktionen, die größergleich ihrer eigenen Ableitung sind).
Gegeben eine differenzierbare Funktion g : [0, b) → R mit g′(t) ≤ g(t) für alle
t ∈ [0, b) gilt g(t) ≤ g(0)et für alle t ∈ [0, b). Das können wir zeigen, indem wir
bemerken, daß g(t)e−t nichtpositive Ableitung hat, vergleiche Übung 10.5.5.23.
Alternativ können wir unsere Proposition über differentielle Ungleichungen mit
K(x, y) = y + ε anwenden für alle ε > 0. Eine Lösung der Differentialgleichung
f ′(t) = f(t) + ε mit Anfangswert f(0) = g(0) ist f(t) = (g(0) + ε)et − ε und
wir folgern

g(t) < (g(0) + ε)et − ε ∀t ∈ (0, b)

Im Grenzwert für ε → 0 folgt dann die Behauptung. Das ist auch schon fast das
Lemma von Gronwall, wie es im Anschluß bewiesen wird.

Korollar 12.5.2.14 (Lemma von Gronwall). 1. Gegeben Konstanten L > 0
und C sowie b > 0 und eine differenzierbare Funktion g : [0, b) → R mit
g(0) ≤ 0 und g′(t) ≤ Lg(t) + C für alle t ∈ [0, b) gelten für alle t ∈ (0, b)
die Abschätzungen

g(t) ≤ (C/L)eLt − (C/L) und g′(t) ≤ CeLt.

2. Ist b ∈ R>0 und h : [0, b)→ R stetig und gibt es Konstanten L,C mit L ≥ 0
und

h(t) ≤ L

∫ t

0

h(τ) dτ + C

für alle t ∈ [0, b), so erfüllt h die Abschätzung h(t) ≤ C eLt.

Beweis. Man beachte, daß die Differentialgleichung f ′(t) = Lf(t)+C für L 6= 0
die Lösung f(t) = (C/L)eLt − (C/L) mit Anfangswert f(0) = 0 hat. Für jedes
ε > 0 folgt aus unseren Annahmen g′(t) < Lg(t) + C + ε. Damit folgt die erste
Ungleichung im ersten Teil sogar für beliebiges L 6= 0 sofort aus unseren Er-
kenntnissen über differentielle Ungleichungen 12.5.2.10. Die zweite Ungleichung
im ersten Teil folgt durch Einsetzen der ersten Ungleichung in die Annahme. Hier-
bei brauchen wir L > 0, damit sich die erste Ungleichung bei der Multiplikation
mit L nicht umdreht. Daß die zweite Ungleichung im ersten Teil auch noch für
L = 0 gilt, ist eh klar. Wenden wir sie auf g(t) :=

∫ t
0
h(τ) dτ an, ergibt sich der

zweite Teil.

12.5.2.15. Eine Fülle an weiteren Beispielen und Lösungsmethoden zu gewöhn-
lichen Differentialgleichungen findet man etwa in [MV00].
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Übungen

Übung 12.5.2.16 (Größere Felder haben schnellere Flußwege). Gegeben U ⊂
R halboffen und a, b : U → R stetig ohne Nullstelle mit a ≤ b und I ⊂ R ein
mehrpunktiges Intervall und γ, κ : I → U differenzierbar mit γ̇(t) = a(γ(t)) und
κ̇(t) = b(κ(t)) für alle t ∈ I folgt aus γ(t0) ≤ κ(t0) für ein t0 ∈ I bereits dieselbe
Aussage für alle t ∈ I mit t ≥ t0.

12.5.3 Integration von vektorwertigen Funktionen
12.5.3.1. Wir zimmern in diesem Abschnitt einen begrifflichen Rahmen, der nicht
nur das Integrieren komplexwertiger Funktionen als Spezialfall umfaßt, sondern
auch in natürlicher Weise unsere Überlegungen zum Differenzieren vektorwerti-
ger Funktionen ergänzt.

Definition 12.5.3.2. Seien [a, b] ⊂ R ein nichtleeres kompaktes Intervall, V ein
reeller Vektorraum und f : [a, b] → V eine Abbildung. Wir betrachten für r ≥ 1
die äquidistante Unterteilung a = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tr = b und definieren die r-te
Riemannsumme Sr(f) ∈ V durch

Sr(f) :=
r−1∑
i=0

(ti+1 − ti)f(ti) =

(
b− a
r

) r−1∑
i=0

f(ti)

Satz 12.5.3.3 (Integration vektorwertiger Funktionen). Gegeben eine stetige
Abbildung von einem nichtleeren kompakten Intervall in einen endlichdimensio-
nalen reellen Vektorraum f : [a, b] → V existiert der Grenzwert der zugehörigen
Riemannsummen. Das als dieser Grenzwert erklärte Integral∫

f =

∫ b

a

f =

∫ b

a

f(t) dt := lim
r→∞

Sr(f)

ordnet jedem f einen Vektor (
∫
f) ∈ V zu und hat die folgenden Eigenschaften:

1. Für alle c ∈ [a, b] gilt
∫ b
a
f =

∫ c
a
f +

∫ b
c
f ;

2. Ist f = v konstant ein v ∈ V, so gilt
∫ b
a
f(t) dt =

∫ b
a
v dt = (b− a)v;

3. Ist Λ : V → W eine lineare Abbildung in einen weiteren endlichdimensio-
nalen reellen Vektorraum W , so gilt∫

(Λ ◦ f) = Λ

(∫
f

)
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4. Gegeben eine Norm ‖ ‖ auf V gilt für die Norm des Integrals die Ab-
schätzung ‖

∫
f‖ ≤

∫
‖f‖;

5. Im Fall V = R reellwertiger Funktionen erhalten wir unser Integral aus
10.5.2.1 zurück.

Vorschau 12.5.3.4. Dieser Satz gilt genauso für Banachräume V,W . Der Beweis
braucht dann aber zusätzliche Argumente.

12.5.3.5 (Linearität des Integrals). Sie mögen in diesem Satz die Regeln
∫
λf =

λ
∫
f sowie

∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g für stetige vektorwertige Funktionen f, g und

λ ∈ R vermißt haben. Sie folgen jedoch formal aus Teil 3. In der Tat dürfen wir
dort Λ = (λ·) : V → V nehmen und auch Λ : V × V → V die Addition sowie
die beiden Projektionen. So ergibt sich für die V × V -wertige Funktion (f, g)
zunächst pr1

∫
(f, g) =

∫
f und pr2

∫
(f, g) =

∫
g und damit

∫
(f, g) = (

∫
f,
∫
g)

und durch Anwenden der Addition dann
∫

(f+g) =
∫
f+
∫
g. Etwas allgemeiner

folgt die „Komponentenregel“
∫

(f, g) = (
∫
f,
∫
g) auch für f, g mit Werten in

verschiedenen endlichdimensionalen reellen Vektorräumen.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei V = Rn. Dann erweist sich
unser Integral schlicht das „komponentenweise Integral“ und alle Aussagen des
Satzes sind offensichtlich mit Ausnahme der Abschätzung ‖

∫
f‖ ≤

∫
‖f‖. Die-

se Abschätzung ist jedoch offensichtlich für die Riemannsummen und folgt im
Grenzwert.

12.5.3.6. Wie im Fall reellwertiger Funktionen verwenden wir auch im Fall vek-
torwertiger Funktionen die Konvention

∫ a
b
f = −

∫ b
a
f . Ist dann f : I → V eine

stetige Abbildung von einem reellen Intervall in einen endlichdimensionalen reel-
len Vektorraum, so gilt für beliebige a, b, c ∈ I die Formel

∫ b
a
f =

∫ c
a
f +

∫ b
c
f .

Satz 12.5.3.7 (Vektorwertige Variante des Hauptsatzes). Gegeben ein mehr-
punktiges Intervall I ⊂ R, ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V , eine
stetige Funktion f : I → V und ein Punkt a ∈ I ist die Funktion

F : I → V
x 7→

∫ x
a
f(t) dt

die einzige differenzierbare Funktion F : I → V mit F ′ = f und F (a) = 0.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir V = Rn annehmen
und können uns so auf den Fall reellwertiger Funktionen zurückziehen.

Zweiter Beweis. Ähnlich zum Beweis für reellwertige Funktionen 10.5.7.1 und
dem Leser zur Übung überlassen. Man verwende die Abschätzung aus 12.5.3.3
für die Norm des Integrals und den Schrankensatz 10.7.1.10.
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Der Graph einer reellwertigen Treppenfunktion.

Der Graph einer reellwertigen Funktion f und der zugehörigen Treppenfunktion
f7 aus dem nebenstehenden Beweis, mit I(f7) der siebten Riemannsumme von f .
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Korollar 12.5.3.8 (Integrieren mit Stammfunktionen). Seien V ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum und a < b reelle Zahlen und f : [a, b]→ V stetig.
Ist G : [a, b] → V eine Stammfunktion von f , als da heißt eine differenzierbare
Funktion mit Ableitung G′(t) = f(t), so gilt∫ b

a

f(t) dt = G(b)−G(a)

Beweis. Das folgt sofort aus dem vorhergehenden Satz 12.5.3.7.

Übungen

Übung 12.5.3.9. Gegeben ein mehrpunktiges kompaktes Intervall I ⊂ R und
ein endlichdimensionaler normierter reeller Vektorraum V ist der Raum C1(I, V )
aller stetig differenzierbaren Abbildungen von I nach V vollständig für die Norm
‖ϕ‖1 = ‖ϕ‖ + ‖ϕ′‖ der gleichmäßigen Konvergenz der Funktionen und ihrer
ersten Ableitungen. Hinweis: Man ziehe sich auf den Fall V = R zurück und
erinnere das Vertauschen des Integrals mit gleichmäßiger Konvergenz 10.6.1.14.

12.5.4 Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen
12.5.4.1. Gegeben ein auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen
reellen Raums definiertes Vektorfeld A : X ⊃◦ U → ~X verstehen wir unter einem
Flußweg von A mit Anfangswert p wie in 12.5.1.6 ein Paar (I, γ) mit I ⊂ R
einem mehrpunktigen Intervall, das die Null enthält, und einer differenzierbaren
Abbildung γ : I → U mit γ(0) = p und γ′(t) = A(γ(t)) für alle t ∈ I .

12.5.4.2. Eine Abbildung f zwischen metrischen Räumen heißt lipschitzstetig
wie in 12.3.1.8, wenn es eine Konstante L > 0 gibt mit d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y)
für alle x, y im Ausgangsraum. Eine Abbildung zwischen metrischen Räumen
heißt lokal lipschitzstetig, wenn jeder Punkt des Ausgangsraums eine Umgebung
besitzt, auf der unsere Funktion lipschitzstetig ist.

12.5.4.3. Nach 12.1.4.11 ist jedes stetig differenzierbare Vektorfeld auf einer of-
fenen Teilmenge eines normierten Raums lokal lipschitzstetig, deshalb folgt der
Satz über die Existenz und Eindeutigkeit im Fall stetig differenzierbarer Vektor-
felder 12.5.2.1 unmittelbar aus der Fassung für lokal lipschitzstetige Vektorfelder,
die wir im folgenden als 12.5.4.9 beweisen. Die Hauptlast des Beweises trägt das
folgende Lemma 12.5.4.4.

Lemma 12.5.4.4 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit). Gegeben ein endlich-
dimensionaler normierter reeller Raum X und ein beschränktes lipschitzstetiges
Vektorfeld A : X ⊃◦ U → ~X existieren zu jedem Anfangswert p ∈ U Flußwege
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Die Restriktion auf die negative
x-Achse der hier durch ihren

Graphen dargestellten Funktion ist
lipschitzstetig mit

Lipschitzkonstante 1, da sie an jeder
Stelle den schraffierten verbotenen

Bereich der entsprechen
verschobenen Figur vermeidet. Die
Begrenzungslinien haben darin als
Steigung die Lipschitzkonstante, in

diesem Fall die Steigung 1. Die
Restriktion auf die positive x-Achse

ist zwar lipschitzstetig, aber mit
einer größeren Lipschitzkonstante.
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von A mit offenem Definitionsbereich und je zwei Flußwege γ : I → U sowie
φ : J → U mit demselben Anfangswert stimmen für hinreichend kleines ε > 0 auf
I ∩ J ∩ [−ε, ε] überein.

12.5.4.5. Gegeben metrische Räume X, Y, Z heißt eine Abbildung f : X × Y →
Z partiell lipschitzstetig in der zweiten Variable, wenn es L ∈ R gibt mit

d(f(x, y1), f(x, y2)) ≤ Ld(y1, y2) ∀x ∈ X, y1, y2 ∈ Y

Das ist stärker, als nur zu fordern, daß für jedes x ∈ X die Abbildung y 7→ f(x, y)
lipschitzstetig sein soll, denn dann bräuchten wir nur für jedes x ∈ X jeweils eine
Konstante Lx mit der entsprechenden Eigenschaft zu finden.

12.5.4.6. Allgemeiner gilt der Satz über die lokale Existenz und Eindeutigkeit
auch für stetige beschränkte zeitabhängige Vektorfelder A : (−a, a) × U → ~X ,
die partiell lipschitzstetig sind im Ort. Der Beweis ist mutatis mutandis derselbe.
Diese Variante ist insofern stärker, als unser Lemma beim Übergang 12.5.1.10 von
zeitabhängigen zu zeitunabhängigen Vektorfeldern dieselbe Folgerung nur liefert
unter der stärkeren Annahme, daß A : (−a, a)× U → ~X voll lipschitzstetig ist.

Beweis. Wir betrachten für ein beliebiges mehrpunktiges kompaktes reelles Inter-
vall K ⊂ R mit 0 ∈ K den affinen Raum

Cp(K,X)

aller stetigen Wege γ : K → X mit γ(0) = p und versehen seinen Richtungsraum
C0(K, ~X) mit der Norm ‖ ‖∞ der gleichmäßigen Konvergenz. Nach Übung ??
erhalten wir so einen vollständigen normierten Vektorraum. Nun betrachten wir
in unserem affinen Raum die offene Teilmenge Cp(K,U) aller in U verlaufenden
Wege und die Abbildung

F : R× Cp(K,U) → R× Cp(K,X)
(ρ , γ) 7→

(
ρ, γ − ρ

∫
(A ◦ γ)

)
Hierbei sei

∫
: C(K, ~X) → C0(K, ~X) gegeben durch (

∫
ψ)(t) :=

∫ t
0
ψ(τ) dτ

mit unserem vektorwertigen Integral aus 12.5.3.3. Bezeichne κ den konstanten
Weg bei p. Unter unserer Abbildung geht aufgrund der vektorwertigen Variante
12.5.3.7 des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (ρ, γ) nach (ρ, κ)
genau dann, wenn γ : K → U ein Flußweg des reskalierten Feldes ρA ist. Insbe-
sondere haben wir (0, κ) 7→ (0, κ). Wir wenden nun den Umkehrsatz für stetige
Abbildungen 12.3.1.12 an und zeigen genauer, daß für η > 0 hinreichend klein
und K ⊂ [−1/4S, 1/4S] mit S > 0 einer oberen Schranke der Normen der Vek-
toren unseres Vektorfelds A die Restriktion von F − id auf (−η, η) × Cp(K,U)
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kontrahierend ist. Dazu rechnen wir

‖(F−id)(σ, ψ)− (F−id)(ρ, γ)‖ =

∥∥∥∥σ ∫ Aψ − ρ
∫
Aγ

∥∥∥∥
∞

≤ |σ − ρ|
∥∥∥∥∫ Aψ

∥∥∥∥
∞

+ |ρ|
∥∥∥∥∫ Aψ − Aγ

∥∥∥∥
∞

≤ |σ − ρ|(S/4S) + (ηL/4S)‖ψ − γ‖∞

≤ |σ − ρ|/4 + ‖ψ − γ‖∞/4

≤ (1/2)‖(ρ− σ, γ − ψ)‖

falls im vorletzten Schritt η > 0 so klein ist, daß gilt ηL/S < 1. Dann liefert uns
der Umkehrsatz für stetige Abbildungen 12.3.1.12 wegen F : (0, κ) 7→ (0, κ), daß
es für ρ > 0 hinreichend klein genau ein Urbild (ρ, γρ) von (ρ, κ) unter F gibt,
also genau einen Flußweg γρ : K → U des reskalierten Vektorfelds ρA. Gehen
wir etwa von K = [−β, β] aus, so ist dann γ(t) := γρ(ρ

−1t) ein auf (−ρβ, ρβ)
definierter Flußweg des Vektorfelds A zu p und die Existenzaussage des Lemmas
ist gezeigt. Seien andererseits γ : I → U und φ : J → U Flußwege mit demselben
Anfangswert. Besteht I ∩ J nur aus dem Nullpunkt, so ist die Behauptung eh
klar. Sonst gibt es α > 0 mit I ∩ J ∩ [−α, α] mehrpunktig und kompakt und in
[−1/4S, 1/4S] enthalten. Für alle ρ ∈ [0, 1] sind dann die Abbildungen t 7→ γ(ρt)
und t 7→ φ(ρt) auf I ∩ J ∩ [−α, α] definierte Flußwege mit Anfangswert p des
reskalierten Vektorfelds ρA. Für hinreichend kleines ρ > 0 gibt es aber nach dem,
was wir gezeigt haben, nur einen derartigen Flußweg, und damit folgt auch die
zweite Behauptung des Lemmas.

12.5.4.7. Beim Beweis des Umkehrsatzes für eine stetige Abbildung f hatten wir
Urbilder von y unter f konstruiert als Fixpunkte der kontrahierenden Abbildung
ky : x 7→ x − f(x) + y. Hier bedeutet das, daß wir Lösungen auf K für das mit
betragsmäßig hinreichend kleinem σ reskalierte Feld konstruieren als Fixpunkte
der kontrahierenden Abbildung

k(σ,κ) : (ρ, γ) 7→
(
σ, κ+ ρ

∫
A ◦ γ

)
und, wenn wir den ersten Term der Iteration weglassen und das σ vorne in der
Klammer desgleichen, als Fixpunkte der kontrahierenden Abbildung

γ 7→ κ+ σ
∫
A ◦ γ

Das heißt die Picard-Iteration.

Ergänzung 12.5.4.8. Die allgemeinere Aussage 12.5.4.6 über lokale Existenz und
Eindeutigkeit der Flußwege für stetige beschränkte im Ort partiell lipschitzstetige
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zeitabhängige Vektorfelder folgt analog mithilfe der Abbildung

F : (ρ, γ) 7→ (ρ, γ − ρ
∫
A(ρτ, γ(τ)) dτ)

mit dem Integral als Abkürzung für die Abbildung t 7→
∫ t

0
A(ρτ, γ(τ)) dτ .

Satz 12.5.4.9 (Picard-Lindelöf). 1. Gegeben ein lokal lipschitzstetiges Vek-
torfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen normierten
reellen Raums gibt es zu jedem Anfangswert einen größten Flußweg;

2. Dieser größte Flußweg hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall, und
ist besagtes Intervall nach oben beschränkt, so verläßt er für positive Zeiten
jedes Kompaktum aus unserer offenen Teilmenge irgendwann endgültig.

12.5.4.10 (Flüsse von Vektorfeldern mit kompaktem Träger). Ein Flußweg ei-
nes lokal lipschitzstetigen Vektorfelds, der durch eine Nullstelle unseres Feldes
geht, ist offensichtlich konstant. Jeder Flußweg, der durch eine Nichtnullstelle
unseres Feldes geht, bleibt also für alle Zeiten seines Definitionsbereichs in den
Nichtnullstellen. Jeder Flußweg, der durch einen Punkt im Träger unseres Feldes
geht, bleibt mithin für alle Zeiten seines Definitionsbereichs im Träger unseres
Feldes. Verschwindet speziell unser Vektorfeld außerhalb von einem Kompaktum,
so ist jeder maximale Flußweg auf ganz R definiert.

12.5.4.11. Beim Beweis zeigen wir stärker als in Teil 2 formuliert: Ist das Defini-
tionsintervall unseres größten Flußwegs nach oben beschränkt, so kann er nicht ab
irgendeinem Zeitpunkt ganz innerhalb irgendeiner in unserem affinen Raum ab-
geschlossenen Teilmenge bleiben, die im Definitionsbereich unseres Vektorfelds
enthalten ist und auf der unser Vektorfeld beschränkt ist.

Beweis. Zunächst zeigen wir, daß je zwei Flußwege γ, ψ mit demselben Anfangs-
wert p und demselben Definitionsintervall I übereinstimmen. Wir zeigen nur, daß
sie auf I∩[0,∞) übereinstimmen, für I∩(−∞, 0] argumentiert man analog. Stim-
men aber unsere Wege auf I∩ [0,∞) nicht überein, so wäre das Supremum s über
alle t ∈ I mit γ|[0, t] = ψ|[0, t] nicht das Supremum von I. Wir hätten also s ∈ I
und wegen der Stetigkeit der Flußwege gälte γ(s) = ψ(s), und nach der Eindeu-
tigkeitsaussage in Lemma 12.5.4.4 muß dann auch gelten γ|[0, s+η] = ψ|[0, s+η]
für ein positives η im Widerspruch zur Wahl von s. Folglich stimmen je zwei
Flußwege mit Anfangswert p auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche überein
und es gibt unter allen Flußwegen mit Anfangswert p einen größten, dessen De-
finitionsbereich eben die Vereinigung der Definitionsbereiche aller Flußwege zu
p ist. Wäre dieser Definitionsbereich nicht offen, so enthielte er sein Supremum
oder sein Infimum. Dann könnten wir jedoch um die Bilder dieser Grenzpunk-
te auch wieder Flußwege mit offenem Definitionsbereich finden und „ankleben“
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Ein größter Flußweg, dessen Definitionsbereich nach oben beschränkt ist und die
so jedes Kompaktum wie etwa K oder L irgendwann einmal endgültig verläßt. In

diesem Fall wäre der Definitionsbereich nach unten unbeschränkt und unser
Flußweg würde für negative Zeiten gegen eine Nullstelle unseres Vektorfeldes

konvergieren, die im Zentrum der Spirale liegt.
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und unser Flußweg wäre nicht maximal gewesen. Dieser Widerspruch zeigt, daß
unser größter Flußweg offenen Definitionsbereich hat. Bezeichne schließlich A
unser Vektorfeld und U ⊂◦ X seinen Definitionsbereich. Ist γ : [0, b) → U ein
Flußweg von A, dessen Bild in einem Kompaktum M ⊂ U landet, so ist we-
gen γ̇(t) = A(γ(t)) seine Geschwindigkeit ‖γ̇(t)‖ beschränkt auf [0, b), mithin
ist γ lipschitzstetig und besitzt nach ?? eine stetige Fortsetzung γ̃ : [0, b] → M .
Die Integralform unserer Differentialgleichung zeigt dann sofort, daß auch γ̃ ein
Flußweg von A sein muß. Mithin kann ein Flußweg mit nach oben beschränktem
Definitionsbereich, der ganz in einem KompaktumM ⊂ U verläuft, schon einmal
nicht maximal sein. Wir erklären nun noch, warum ein maximaler Flußweg mit
nach oben beschränktem Definitionsbereich ab einem gewissen Zeitpunkt auch
nicht mehr in ein vorgegebenes Kompaktum M ⊂ U zurückkehren darf. Dazu
bemerken wir zunächst, daß wir r > 0 finden können derart, daß für

N := {x ∈ X | dM(x) ≤ r}

gilt N ⊂ U . In der Tat ist das klar im Fall U = X und folgt sonst, indem wir
2r = inf dX\U(M) setzen. Nun ist aber auch N kompakt und die Norm unseres
Vektorfelds ist folglich beschränkt auf N und wir finden mit derselben Argumen-
tation wie zuvor ε > 0 derart, daß für jeden Flußweg γ : I → U und t < s aus I
mit γ(t) ∈ M und γ(s) 6∈ N folgt s − t > ε. Es ist deshalb nicht möglich, daß
ein maximaler Flußweg mit nach oben beschränktem Definitionsbereich unend-
lich oft abwechselnd einen Punkt aus M und dann wieder einen Punkt aus U\N
durchläuft. Da wir aber bereits wissen, daß er oberhalb jedes Zeitpunkts einmal
N verlassen muß, kann er dann nicht oberhalb jedes Zeitpunkts auch wieder nach
M zurückkehren.

Satz 12.5.4.12 (Picard-Lindelöf, zeitabhängiger Fall). 1. Gegeben ein end-
lichdimensionaler reeller Raum X und A : (R×X) ⊃◦ W → ~X ein stetiges
und im Ort lokal partiell lipschitzstetiges zeitabhängiges Vektorfeld gibt es
für jedes (s, p) ∈ W unter allen Flußwegen unseres Feldes mit Anfangswert
p zum Startzeitpunkt s einen größten;

2. Dieser größte Flußweg γ hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall,
und ist besagtes Intervall nach oben beschränkt, so verläßt (t, γ(t)) für po-
sitive Zeiten jedes Kompaktum aus W irgendwann endgültig.

12.5.4.13. Mit lokal partiell lipschitzstetig ist gemeint, daß jeder Punkt von W
eine offene Umgebung inW besitzen soll, auf derA im Sinne von 12.5.4.6 partiell
lipschitzstetig ist.

Beweis. Mutatis mutandis derselbe wie für zeitunabhängige Vektorfelder 12.5.4.9,
man muß sich nur abweichend auf die Variante 12.5.4.6 des lokalen Existenz-und
Eindeutigkeitssatzes stützen.
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Übungen

Übung 12.5.4.14. Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld A : R3 → R3

mit A(p) ∈ R2 × 0 ∀p ∈ R2 × 0 liegt jede Flußkurve, die die xy-Ebene R2 × 0
trifft, bereits ganz in der xy-Ebene.

Übung 12.5.4.15. Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld A : X ⊃◦ U →
~X auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums und
eine Mannigfaltigkeit M ⊂ X mit M ⊂∧ U und A(p) ∈ TpM ∀p ∈ M verläuft
jeder Flußweg von A, der M trifft, bereits ganz in M .

12.5.5 Lineare Differentialgleichungen
Satz 12.5.5.1 (Homogene lineare Differentialgleichungen). Gegeben ein mehr-
punktiges Intervall I ⊂ R, ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V und
eine stetige Abbildung M : I → EndV bilden die differenzierbaren Abbildungen
γ : I → V mit

γ′(t) = M(t)γ(t) ∀t ∈ I

einen Untervektorraum L ⊂ Ens(I, V ), den Lösungsraum unserer Differential-
gleichung. Weiter ist für jedes t0 ∈ I das Auswerten bei t0 ein Vektorraumisomor-
phismus L ∼→ V, γ 7→ γ(t0), der Anfangswertisomorphismus.

Ergänzung 12.5.5.2. Es ist unmittelbar klar, daß unter der Annahme, M sei k-mal
stetig differenzierbar, unsere Lösungen γ sogar (k + 1)-mal stetig differenzierbar
sein müssen.

Ergänzung 12.5.5.3. Der Satz gilt mit fast demselben Beweis auch im Fall eines
beliebigen Banachraums V, wenn man statt dem Raum EndV aller Endomor-
phismen von V den normierten Raum B(V ) aller stetigen Endomorphismen von
V betrachtet. Wir müssen dann nur am Schluß des Beweises etwas sorgfältiger
argumentieren, etwa in dem Sinne, daß ein auf [0, b) definierter Flußweg nach
den Abschätzungen im Beweis gleichmäßig stetig wäre und sich nach ?? stetig
auf [0, b] fortsetzen ließe. Das Bild dieser stetigen Fortsetzung ist in diesem Fall
wieder das gesuchte Kompaktum, das nicht verlassen wird, im Widerspruch zu
12.5.4.12.

Beispiel 12.5.5.4 (Explizite Lösung im eindimensionalen Fall). Im eindimen-
sionalen Fall dimV = 1 oder der Einfachkeit halber noch besser V = R haben
wir in 12.5.2.9 schon allgemeinere Differentialgleichungen explizit gelöst. In die-
sem Fall ist M eine reellwertige Funktion. Bezeichnen wir sie statt mit M mit
h : I → R und bezeichnet H : I → R eine Stammfunktion von h, so sind die
Lösungen unserer Differentialgleichung γ′(t) = h(t)γ(t) insbesondere schlicht
die Funktionen γ(t) = c exp(H(t)) für c ∈ R.
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Beweis. Daß unser Lösungsraum L ⊂ Ens(I, V ) ein Untervektorraum ist und das
Auswerten bei t0 linear scheint mir beides offensichtlich. Es bleibt nur, Injektivität
und Surjektivität des Auswertens zu zeigen. Falls I nicht offen ist, wählen wir eine
stetige Fortsetzung von M auf ein offenes Intervall J ⊃ I. Nun erfüllt γ : J → V
nach 12.5.1.10 unsere Differentialgleichung genau dann, wenn es ein Flußweg
des zeitabhängigen Vektorfelds (t, v) 7→M(t)v auf J ×V ist. Dies zeitabhängige
Vektorfeld ist lokal partiell lipschitzstetig im Sinne von 12.5.4.13, also gibt es
nach 12.5.4.12 zu jedem (t0, v0) mit t0 ∈ J und v0 ∈ V unter allen Flußwegen
γ mit γ(t0) = v0 einen größten und insbesondere im Fall t0 ∈ I höchstens einen
derartigen auf I definierten Flußweg. Das zeigt die Injektivität. Für den Beweis
der Surjektivität reicht es zu zeigen, daß der größte Flußweg des zeitabhängigen
Vektorfelds (t, v) 7→ M(t)v mit γ(t0) = v0 auf ganz J definiert ist. Sicher reicht
es zu zeigen, daß er bis zum oberen Ende von J definiert ist. Sonst gäbe es aber b ∈
J derart, daß die Lösung nicht in positiver Richtung über [t0, b) hinaus fortgesetzt
werden könnte. Es gibt jedoch L mit ‖M(t)‖ ≤ L für alle t ∈ [t0, b], daraus folgt
für t ∈ [t0, b) erst

‖γ(t)‖ =

∥∥∥∥v0 +

∫ t

t0

M(τ)γ(τ) dτ

∥∥∥∥ ≤ ‖v0‖+ L

∫ t

t0

‖γ(τ)‖ dτ

und dann ‖γ(t)‖ ≤ ‖v0‖ eL(t−t0) nach dem Lemma von Gronwall 12.5.2.14.
Dann wäre aber ‖γ(t)‖ beschränkt auf t ∈ [t0, b), nämlich durch ‖v0‖ eL(b−t0),
im Widerspruch zur letzten Aussage im Satz über die Existenz und Eindeutigkeit
12.5.4.9 oder genauer ihrer Verallgemeinerung 12.5.4.12 auf den Fall zeitabhängi-
ger Vektorfelder.

Korollar 12.5.5.5 (Inhomogene lineare Differentialgleichungen). Gegeben I ⊂
R ein mehrpunktiges Intervall, V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum
sowie stetige Abbildungen M : I → EndV und f : I → V bilden die differen-
zierbaren Abbildungen γ : I → V mit

γ′(t) = M(t)γ(t) + f(t) ∀t ∈ I

einen affinen Teilraum Li ⊂ Ens(I, V ) mit dem Lösungsraum der zugehörigen
linearen Gleichung als Raum von Richtungsvektoren. Für jedes t0 ∈ I definiert
weiter das Auswerten bei t0 eine Bijektion Li

∼→ V, γ 7→ γ(t0), den Anfangs-
wertisomorphismus.

Ergänzung 12.5.5.6. Dies Korollar gilt wieder mit fast demselben Beweis auch
im Fall eines beliebigen Banachraums V , wenn man statt dem Raum EndV aller
Endomorphismen von V den normierten Raum B(V ) aller stetigen Endomorphis-
men von V betrachtet.
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Beweis. Die Differenz von je zwei Lösungen der inhomogenen Gleichung ist of-
fensichtlich eine Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung, und die Summe
einer Lösungen der homogenen und einer Lösung der inhomogenen Gleichung
ist offensichtlich eine Lösung der inhomogenen Gleichung. Damit bleibt nur zu
zeigen, daß die inhomogene Gleichung überhaupt eine Lösung besitzt. Das folgt
ähnlich wie im homogenen Fall und ohne weitere Schwierigkeiten aus unseren
allgemeinen Prinzipien. Wir geben nun aber sogar eine Lösungsmethode an, die
Methode der Variation der Konstanten. Dazu wählen wir eine Basis γ1, . . . , γn
des Lösungsraums der homogenen Gleichung und fassen sie zusammen zu einer
Lösung X : I → V n = Hom(Rn, V ) der homogenen linearen Differentialglei-
chung

X ′(t) = M(t)X(t)

für Funktionen I → Hom(Rn, V ). Da die Werte von γ1, . . . , γn an jeder Stel-
le eine Basis von V bilden, ist X(t) an jeder Stelle ein Vektorraumisomorphis-
mus. Nun machen wir für die Lösung unserer inhomogenen Gleichung den Ansatz
γ(t) = X(t)c(t) mit c : I → Rn differenzierbar alias γ(t) = c1(t)γ1(t) + . . . +
cn(t)γn(t) und finden

γ′(t) = X ′(t)c(t) +X(t)c′(t)

= M(t)X(t)c(t) +X(t)c′(t)

= M(t)γ(t) +X(t)c′(t)

Unser Ansatz führt also zu einer Lösung der inhomogenen Gleichung genau dann,
wenn gilt X(t)c′(t) = f(t) alias c′(t) = X−1(t)f(t). Ein c mit dieser Eigenschaft
existiert aber ganz offensichtlich, eben das Integral der rechten Seite.

12.5.5.7 (Verhalten benachbarter Flußwege). Sei A : X ⊃◦ U → ~X ein lip-
schitzstetiges Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen
Raums mit Lipschitzkonstante L. Sind γp, γq : [0, b] → U Flußwege zu Anfangs-
werten p, q ∈ U , so finden wir für alle t ∈ [0, b] die Abschätzung

‖γp(t)− γq(t)‖ =

∥∥∥∥p+

∫ t

0

A(γp(τ)) dτ − q −
∫ t

0

A(γq(τ)) dτ

∥∥∥∥
≤ ‖p− q‖+ L

∫ t

0

‖γp(τ)− γq(τ)‖ dτ

und das Lemma von Gronwall 12.5.2.14 liefert für alle t ∈ [0, b] die Abschätzung

‖γp(t)− γq(t)‖ ≤ ‖p− q‖ eLt
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Salopp gesprochen besagt diese Abschätzung, daß zwei Flußwege eines lipschitz-
stetigen Vektorfelds „höchstens exponentiell auseinanderlaufen können“. Das Ar-
gument vom Schluß des Beweises des Satzes über homogene lineare Differenti-
algleichungen 12.5.5.1 mag man vergröbernd dahingehend zusammenfassen, daß
sich in diesem Fall eine beliebige Lösung höchstens exponentiell von der Null-
Lösung entfernt und insbesondere nicht in endlicher Zeit ins Unendliche entwei-
chen kann.

Proposition* 12.5.5.8 (Lösungswachstum für lineare Differentialgleichungen).
Seien V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und M : [b, c) → EndV stetig.
Bezeichne ‖ ‖ eine Norm auf V und die zugehörige Operatornorm auf EndV .
Erfüllt M die Abschätzung ‖M(t)‖ ≤ S(t) für ein stetiges S : [b, c) → R>0 und
ist h : [b, c) → R eine Lösung der Differentialgleichung h′(t) = S(t)h(t) zum
Anfangswert h(b) = 1, so gilt für alle Lösungen γ : [b, c) → V der Differential-
gleichung γ′(t) = M(t)γ(t) die Abschätzung

‖γ(t)‖ ≤ h(t)‖γ(b)‖ ∀t ∈ [b, c)

12.5.5.9. Die Aussage gilt allgemeiner und mit demselben Beweis, wenn V ein
beliebiger reeller Banachraum ist.

Beweis. Unsere Differentialgleichung kann umgeschrieben werden zur Integral-
gleichung

γ(t) = γ(b) +

∫ t

b

M(τ)γ(τ) dτ

So erhalten wir die Abschätzung

‖γ(t)‖ < C +

∫ t

b

S(τ)‖γ(τ)‖ dτ

für alle t ∈ [b, c) und alle C mit ‖γ(b)‖ < C. Das Integral definiert eine Funktion
g(t) mit g′(t) = S(t)‖γ(t)‖ < S(t)C + S(t)g(t) und mit g(b) = 0. Für f(t) =
Ch(t)−C gilt nun sicher f ′(t) = S(t)C + S(t)f(t) und f(b) = 0. Nach unseren
Erkenntnissen über strikte differentielle Ungleichheiten 12.5.2.10 folgt g(t) ≤
f(t) für alle t ∈ [b, c) und damit

‖γ(t)‖ ≤ Ch(t) ∀t ∈ [b, c)

Da das für alle C mit ‖γ(b)‖ < C gilt, folgt die Proposition.

Korollar* 12.5.5.10. Seien b > 0 und V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum
und M : (0, b] → EndV stetig. Bezeichne ‖ ‖ eine Norm auf V und die zu-
gehörige Operatornorm auf EndV . Erfüllt M die Abschätzung ‖M(t)‖ < N/t
für ein N ∈ R>0, so gilt für alle Lösungen γ(t) der Differentialgleichung γ′(t) =
M(t)γ(t) die Abschätzung

‖γ(t)‖ ≤ ‖γ(b)‖(b/t)N
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Übungen

Übung 12.5.5.11 (Nahe lineare Differentialgleichungen haben nahe Lösun-
gen). Seien V ein endlichdimensionaler normierter R-Vektorraum und b > 0.
Seien A,B : [0, b]→ EndV stetig mit durch M > 0 beschränkter Operatornorm.
Für Lösungen φ, ψ : [0, b]→ V der Differentialgleichungen φ′(t) = A(t)φ(t) und
ψ′(t) = B(t)ψ(t) mit demselben Anfangswert v = φ(0) = ψ(0) zeige man die
Abschätzung

‖φ(t)− ψ(t)‖ ≤ exp(t‖A−B‖∞ · ‖v‖eMb)

Hinweis: Man finde zunächst mit 12.5.5.7 Schranken für die Lösungen und dann
durch nochmalige Anwendung eine Schranke für ihre Differenz.

Übung 12.5.5.12. Bestimmen Sie alle Lösungen der linearen Differentialgleichung
y′ + y sin(x) = cos(x) sin(x).

12.5.6 Lösungen als Funktionen ihres Anfangswerts*

Definition 12.5.6.1. Ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Teil-
menge U eines endlichdimensionalen reellen Raums X besitzt nach 12.5.2.1 zu
jedem Anfangswert q ∈ U einen größten Flußweg γq : Iq → U . Wir erklären
seinen Fluß als die Abbildung

Φ : (t, q) 7→ γq(t)

von der Menge Ũ := {(t, q) ∈ R × U | t ∈ Iq}, dem Definitionsbereich des
Flusses, in den Definitionsbereich U unseres Vektorfelds. Allgemeiner vereinba-
ren wir dieselbe Definition für jedes Vektorfeld, das zu jedem Anfangswert einen
größten Flußweg besitzt.

Satz 12.5.6.2 (Lösungen als Funktionen ihres Anfangswerts). Gegeben ein
glattes Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reel-
len Raums hat sein Fluß offenen Definitionsbereich und ist ebenfalls glatt.

Ergänzung 12.5.6.3. Auch dieser Satz gilt mit fast demselben Beweis allgemeiner
für jeden Banachraum. Beim Beweis zeigen wir sogar, daß für jedes Ck-Vektorfeld
mit k ≥ 1 sein Fluß einen offenen Definitionsbereich hat und auch von der Klasse
Ck ist.

Beweis. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X , ein Ck-Vektorfeld
A : X ⊃◦ U → ~X mit k ≥ 1 und ein Punkt p ∈ U wählen wir zunächst offene
Umgebungen V ⊂◦ U von p undW ⊂◦ ~X von Null mit V +W ⊂ U.Weiter wählen
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wir eine Norm auf ~X . Dann betrachten wir für ein mehrpunktiges kompaktes re-
elles Intervall I ⊂ R mit 0 ∈ I den affinen Raum

C1
p(I,X)

aller stetig differenzierbaren Wege γ : I → X mit γ(0) = p. Seinen Richtungs-
raum C1

0(I, ~X) versehen wir mit der Norm ‖ϕ‖∞ + ‖ϕ′‖∞ der gleichmäßigen
Konvergenz von Funktion und erster Ableitung. Nach 12.5.3.9 erhalten wir so
einen reellen Banachraum. Nun betrachten wir die Abbildung

F : R× V × C1
0(I,W ) → C(I, ~X)

(τ , q , ψ) 7→ ψ′ − τ(A ◦ (q + ψ))

Genau dann wird (τ, q, ψ) auf Null abgebildet, wenn t 7→ γ(t) = q + ψ(t) ein
Flußweg des reskalierten Vektorfelds τA zum Anfangswert γ(0) = q ist. Nach
Summenregel 12.1.6.4, Produktregel 12.1.6.5 und dem im Anschluß bewiesenen
Lemma 12.5.6.4 ist F differenzierbar mit Differential

(d(τ,q,ψ)F )(h, v, α) = α′ − h(A ◦ (q + ψ))− τ((dA) ◦ (q + ψ, v + α))

Insbesondere gilt (d(0,p,0)F )(0, 0, α) = α′, und da α 7→ α′ eine stetige und
stetig umkehrbare Bijektion C1

0(I, ~X)
∼→ C(I, ~X) definiert und F nach unserer

Formel stetig differenzierbar ist, dürfen wir den Satz über implizite Funktionen
12.3.3.7 anwenden. Er liefert uns ein Paar (A1, B1) mit (0, p) ∈ A1 ⊂◦ R × V
und 0 ∈ B1 ⊂◦ C1

0(I,W ) derart, daß es für jedes (τ, q) ∈ A1 genau ein ψτ,q ∈ B1

gibt, für das γτ,q = q + ψτ,q ein auf I definierter Flußweg des reskalierten Vek-
torfelds τA mit Anfangswert q ist. Wählen wir also etwa I = [−1, 1], so finden
wir in A1 eine offene Umgebung von (0, p) der Gestalt (−η, η)×D, und daselbst
ist dann auch der Fluß definiert. Da Flußwege unter Zeitverschiebung Flußwe-
ge bleiben, zeigt das schon mal, daß unser Fluß einen offenen Definitionsbereich
hat. Weiter ist F nach obiger Formel für sein Differential sogar von der Klas-
se Ck im Sinne von ??. Damit zeigt der Satz über implizite Funktionen mit den
Resultaten und Definitionen von ?? aber auch, daß die Zuordnung (τ, q) 7→ γτ,q
eine Ck-Abbildung (−η, η) × D → C1(I, U) ist. Verknüpfen wir diese mit dem
Auswerten an einer festen Stelle t ∈ I\0, einer stetigen affinen Abbildung, und
beachten γτ,q(t) = γq(τt), so folgt, daß der Fluß selbst eine Ck-Abbildung ist.

Lemma 12.5.6.4. Seien X, Y normierte Räume und A : X ⊃◦ U → Y stetig
differenzierbar. Für jedes Kompaktum K ist dann auch die Abbildung (A◦) :
C(K,U) → C(K,Y ) differenzierbar und ihr Differential paßt in ein kommuta-
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tives Diagramm

C(K,U)× C(K, ~X)

o
��

d(A◦) // C(K, ~Y )

C(K,U × ~X)
(dA)◦ // C(K, ~Y )

12.5.6.5. Hier verstehen wir für jeden normierten Raum Z den Abbildungsraum
C(K,Z) mit seiner Norm der gleichmäßigen Konvergenz und identifizieren den
Richtungsraum unseres Abbildungsraums in der hoffentlich offensichtlichen Wei-
se mit C(K, ~Z). In der oberen Horizontalen meinen wir die Abbildung (γ, α) 7→
(dγ(A◦))(α) und in der unteren Horizontalen meint dA entsprechend die Abbil-
dung dA : U × ~X → ~X , (x, v) 7→ (dxA)(v).

Beweis. Es reicht, an jeder Stelle γ ∈ C(K,U) die Differenzierbarkeit zu unter-
suchen und das Differential dγ(A◦) zu bestimmen. Gegeben ε > 0 gibt es für alle
x ∈ γ(K) ein größtes η(x) = ηε(x) ∈ (0, 1) derart, daß gilt B(x; η(x)) ⊂ U und

‖x− z‖ < η(x) ⇒ ‖ dxA− dzA‖ ≤ ε

Man erkennt unschwer, daß η : γ(K) → (0, 1) stetig ist, ja sogar lipschitzstetig
mit Lipschitz-Konstante Zwei. Sei δ = δε > 0 das Minimum von η auf unserem
Kompaktum γ(K). Für x ∈ γ(K) und h ∈ ~X mit ‖h‖ ≤ δ liefert dann der
Schrankensatz oder vielmehr sein Korollar 12.1.4.11 die Abschätzung

‖A(x+ h)− A(x)− (dxA)(h)‖ ≤ ‖h‖ε

Für jedes α : K → ~X mit ‖α‖ ≤ δ gilt also

‖A ◦ (γ + α)− A ◦ γ − (dA) ◦ (γ, α)‖ ≤ ‖α‖ε

Das war im wesentlichen die Behauptung.

Satz 12.5.6.6 (Normalform eines Vektorfelds ohne Nullstelle). Gegeben ein
glattes Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reel-
len Raums, das an einer festen Stelle nicht verschwindet, ist unser Feld auf einer
offenen Umgebung dieser Stelle unter einem Diffeomorphismus verwandt zu ei-
nem konstanten Feld.

12.5.6.7. In Koordinaten gesprochen hat also jedes Vektorfeld, daß an einer vorge-
gebenen Stelle nicht verschwindet, in geeigneten lokalen Koordinaten x1, . . . , xn
um diese Stelle die Gestalt ∂

∂x1
.
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Illustration zum Beweis von Satz 12.5.6.6 zur lokalen Normalform eines
Vektorfelds ohne Nullstelle



1976 KAPITEL 12. ANALYSIS 2

Beweis. Sei A : X ⊃◦ U → ~X unser Vektorfeld und p ∈ U die vorgegebene
Stelle. Wir wählen ~Y ⊂ ~X komplementär zur Geraden mit Richtungsvektor Ap
und wählen einen Isomorphismus L : Rn−1 ∼→ ~Y. Gegeben ein glattes Vektor-
feld A auf einer offenen Teilmenge U eines endlichdimensionalen affinen Raums
schreiben wir im folgenden Atq für die Stelle Atq ∈ U , an der der Punkt q ∈ U
landet, wenn er sich für die Zeitspanne t mit dem Fluß des Vektorfelds A treiben
läßt. Man zeigt mühelos, daß für hinreichend kleines ε > 0 und eine hinreichend
kleine Umgebung W ⊂◦ Rn−1 des Ursprungs die Abbildung (−ε, ε) ×W → U,
(t, ~w) 7→ At(p+L~w) sinnvoll definiert und ein Diffeomorphismus der gewünsch-
ten Art ist.

12.5.7 Ergänzung zu differentiellen Ungleichungen*
Lemma* 12.5.7.1 (Nicht-strikte differentielle Ungleichungen). Seien eine ste-
tig differenzierbare Funktion K : R2 ⊃◦ U → R und a < b gegeben und seien
f, g : [a, b)→ R differenzierbare Funktionen mit Graph in U derart, daß an jeder
Stelle t ∈ [a, b) gilt

f ′(t) ≥ K(t, f(t)) und g′(t) ≤ K(t, g(t)).

Haben wir außerdem g(0) ≤ f(0), so folgt g(t) ≤ f(t) für alle t ∈ [a, b).

12.5.7.2. Die analoge Aussage mit einer strikten Ungleichung in der Formelzei-
le ist leichter zu zeigen und gilt sogar für beliebige Funktionen K, vergleiche
12.5.2.10.

12.5.7.3. Ich erwarte, daß die Aussage weiter gilt, wenn wir K nur stetig und
in Bezug auf die zweite Variable lokal partiell lipschitzstetig annehmen, kann es
aber nicht beweisen. Am liebsten hätte ich eh auch schon für obige Aussage einen
einfacheren Beweis.

Beweis. Die Beweisidee besteht darin, sich durch einen geeigneten Koordinaten-
wechsel auf den Fall zurückzuziehen, daß K die Nullfunktion ist. Wir argumen-
tieren durch Widerspruch. Wäre die Aussage des Lemmas falsch, so gehörte

t := inf{s ∈ [a, b) | g(s) > f(s)}

zu [a, b) und wir hätten g(t) = f(t). Wir setzen y := g(t) = f(t). Für je-
des (t, y) ∈ U gibt es nach Satz 12.5.6.2 über den Fluß, genauer seiner Vari-
ante 12.5.6.3 für stetig differenzierbare Vektorfelder, positive ε, δ > 0 und F :
(t− δ, t+ δ)× (y − ε, y + ε)→ R stetig differenzierbar mit (s, F (s, z)) ∈ U für
alle (s, z) aus dem Definitionsbereich von F und kz : s 7→ F (s, z) einer Lösung
der Differentialgleichung k′z(s) = K(s, kz(s)) mit Anfangswert kz(t) = z für
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alle z ∈ (y − ε, y + ε). Indem wir, um uns zusätzliches Nachdenken zu erspa-
ren, möglicherweise ε und δ noch verkleinern, dürfen wir sogar annehmen, daß
die Abbildung F̄ : (s, z) 7→ (s, F (s, z)) offenes Bild V ⊂◦ U und eine stetig
differenzierbare Umkehrfunktion H̄ : V

∼→ (t − δ, t + δ) × (y − ε, y + ε) hat,
die wir natürlich als H̄(s, u) = (s,H(s, u)) schreiben können mit H : V → R.
Nun können wir δ > 0 sogar so klein wählen, daß gilt (s, f(s)), (s, g(s)) ∈ V
für alle s ∈ [t, t + δ). Offensichtlich gilt ∂uF > 0 und dann auch ∂uH > 0
auf den jeweiligen Definitionsbereichen. Wir erreichen also bereits den gesuch-
ten Widerspruch, wenn wir H(s, g(s)) ≤ H(s, ky(s)) ≤ H(s, f(s)) zeigen für
s ∈ [t, t + δ). Es reicht, die erste Ungleichung zu zeigen. Nach Konstruktion
von H gilt z = H(s, kz(s)) für alle (s, z). Damit müssen wir einerseits nur noch
H(s, g(s)) ≤ y zeigen für s ∈ [t, t+ δ), und andererseits erhalten wir

0 =
d

ds
H(s, kz(s)) =

∂H

∂s
(s, kz(s)) +

∂H

∂u
(s, kz(s))k

′
z(s)

alias 0 = ∂H
∂s

(s, u) +
(
∂H
∂u

(s, u)
)
K(s, u) für alle (s, u) ∈ V . Insbesondere haben

wir

d
ds
H(s, g(s)) = ∂H

∂s
(s, g(s)) + ∂H

∂u
(s, g(s))g′(s)

≤ ∂H
∂s

(s, g(s)) +
(
∂H
∂u

(s, g(s))
)
K(s, g(s)) = 0

Daraus folgt aber sofort H(s, g(s)) ≤ y für s ∈ [t, t+ δ).
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12.6 Erste Schritte in klassischer Mechanik

12.6.1 Newton’sche Bewegungsgleichungen
12.6.1.1. Wie in 3.6.5.11 fixieren wir einen eindimensionalen orientierten reellen
affinen Raum

T

und nennen ihn die Zeit. Die Sekunde entspricht einer orientierten Zeitspanne
s ∈ ~T>0. Weiter fixieren wir einen dreidimensionalen euklidischen affinen Raum

E

im Sinne von 4.1.5.1 und nennen ihn den Anschauungsraum. Wie in 4.1.5.12
konstruieren wir zu unserem euklidischen Raum E einen ausgezeichneten orien-
tierten eindimensionalen reellen Vektorraum, seine Längengerade L = L(E),
und erinnern aus 4.6.4.6 das kanonische Skalarprodukt

〈 , 〉 : ~E× ~E→ L⊗2

mit Werten in der Gerade der Flächeneinheiten L⊗2. In Europa wird die schmut-
zige Längengerade meist vermittels des in der französischen Revolution gewähl-
ten Meters m ∈ L>0 mit der ZahlengeradeR identifiziert. Das kanonische Skalar-
produkt auf dem Richtungsraum des schmutzigen Anschauungsraums nimmt also
Werte in einem eindimensionalen reellen Vektorraum an, für den das Quadratme-
ter m2 eine Basis ist. Des weiteren haben wir nach 4.1.5.12 auch eine natürliche
Abbildung ‖ ‖ : ~E → L≥0, die Längenabbildung, die mit unserem kanonischen
Skalarprodukt geschrieben werden kann als ‖v‖ =

√
〈v, v〉.

12.6.1.2. Um die Newton’schen Bewegungsgleichungen zu formulieren, wählen
wir zusätzlich einen eindimensionalen orientierten reellen Vektorraum

M

und nennen dessen nichtnegative Elemente Massen. Ein schmutziges nichtnega-
tives Element von M ist beispielsweise das in der französischen Revolution ge-
wählte Gramm g ∈ M>0, das dadurch bestimmt wird, daß 1000 g in etwa die
Masse eines Wasserwürfels der Kantenlänge 0,1 m ist. Die Newton’schen Bewe-
gungsgleichungen beschreiben die Bewegung eines Körpers oder Teilchens in Ab-
hängigkeit von seiner Masse. Diese Masse kann etwa bestimmt werden durch das
Aufwiegen mit Wasser und Bestimmung des benötigten Wasservolumens oder,
wenn man es genauer braucht, durch den Vergleich mit der Masse eines im „Bu-
reau international des poids et mésures“ in Sèvres bei Paris seit 1889 sorgsam
gehüteten Zylinders aus einer Platin-Iridium-Legierung, des Urkilogramms.
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12.6.1.3. Gegeben ein bewegtes Teilchen im Sinne der Newton’schen Mechanik
alias eine Abbildung von der Zeit oder allgemeiner von einem mehrpunktigen
Intervall I ⊂ T in den Anschauungsraum

γ : T ⊃ I → E

ist ihr Differential 12.1.3.1, wenn es denn existiert, eine Abbildung γ̇ : t 7→ dtγ,
I → Hom(~T, ~E). Unter unserer Identifikation Hom(~T, ~E)

∼→ ~E⊗ ~T∗ aus 4.6.1.21
wird es zu einer Abbildung

γ̇ : I → ~E⊗ ~T∗

Man nennt γ̇(t) die Geschwindigkeit oder präziser vektorielle Geschwindigkeit
unseres Teilchens zum Zeitpunkt t ∈ I . Das kanonische Skalarprodukt auf ~E
liefert offensichtlich auf ~E ⊗ ~T∗ ein Skalarprodukt mit Werten in (L ⊗ ~T∗)⊗2

und der zugehörige Absolutbetrag des Geschwindigkeitsvektors γ̇(t) ∈ ~E ⊗ ~T∗
heißt die absolute Geschwindigkeit ‖γ̇(t)‖ ∈ (L⊗ ~T∗)≥0 unseres Teilchens zum
Zeitpunkt t ∈ I .
12.6.1.4 (Notationen mit Einheiten). Um unserer Notation der Einheiten die
Schwere zu nehmen, vereinbaren wir für unsere eindimensionalen Vektorräume
von Einheiten die Notation als Erzeugnis eines üblichen Erzeugers in Erzeuger-
klammern, also etwa

~T = 〈s〉 mit s für „Sekunde“;
L = 〈m〉 mit m für „Meter“;
M = 〈g〉 mit g für „Gramm“.

Weiter notieren wir bei unseren eindimensionalen Räumen die duale Basis des
Dualraums statt v> meist v−1 oder 1/v, so daß wir den Dualraum ~T∗ des Raums
der Zeitspannen ~T∗ = 〈1/s〉 oder ~T∗ = 〈s−1〉 schreiben können. Schließlich lassen
wir in diesem Zusammenhang die ⊗-Zeichen meist weg und schreiben für ganze
Zahlen r ∈ Z kürzer vr für unser Element v⊗r ∈ V ⊗r aus 4.6.1.14. So wäre
etwa 〈m2〉 = L⊗2 eine Notation für den eindimensionalen orientierten reellen
Vektorraum der Flächeneinheiten. In derselben Weise schreiben wir m/s für den
Vektor m⊗s⊗(−1) ∈ L⊗~T∗ und notieren diesen Raum L⊗~T∗ = L〈1/s〉 = 〈m/s〉.
12.6.1.5. Gegeben I ⊂ T ein mehrpunktiges Zeitintervall und γ : T ⊃ I → E
zweimal differenzierbar ist das Differential der vektoriellen Geschwindigkeit eine
Abbildung γ̈ : I → ~E⊗ (~T∗)⊗2 oder in unserer neuen Notation

γ̈ : I → ~E〈1/s2〉

Wir denken uns γ als die mathematische Beschreibung eines bewegten Teilchens
und nennen γ̈(t) die Beschleunigung oder genauer vektorielle Beschleunigung
unseres Teilchens zum Zeitpunkt t ∈ I . Die absolute Beschleunigung bezeichnet
dahingegen den Betrag ‖γ̈(t)‖ ∈ 〈m/s2〉 der vektoriellen Beschleunigung.
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12.6.1.6. Unter einem Kraftfeld versteht man eine Abbildung

F : E→ ~E〈g/s2〉

Hierbei ist im Sinne unserer neuen Notation 〈g/s2〉 = M ⊗ (~T∗)⊗2 zu verste-
hen. Der Buchstabe F erinnert an englisch force. Unter der Newton’schen Bewe-
gungsgleichung für die Bewegung eines Teilchens einer Masse m ∈ M in einem
Kraftfeld F versteht man die Forderung „Kraft gleich Masse mal Beschleuni-
gung“ und in Formeln ausgedrückt die Gleichheit

F ◦ γ = mγ̈

von Abbildungen I → ~E〈g/s2〉, der die Bewegung γ : T ⊃ I → E unseres Teil-
chens gehorchen soll, die wir uns wieder auf einem mehrpunktigen Zeitintervall
I ⊂ T definiert denken.

12.6.1.7. Unter einem Gravitationsfeld versteht man eine Abbildung

G : E→ ~E〈1/s2〉

Die von einem derartigen Feld auf ein Teilchen der Masse m ∈ M ausgeübte
Kraft wird per definitionem gegeben durch die Gleichung

F = mG

Die Bewegungsgleichung für ein Teilchen beliebiger Masse in einem Gravita-
tionsfeld G lautet folglich

G ◦ γ = γ̈

Sie ist eine Gleichheit von Abbildungen T ⊃ I → ~E〈1/s2〉 für I ⊂ T ein mehr-
punktiges Zeitintervall wie zuvor.

Ergänzung 12.6.1.8. A priori könnte man auch eine konsistente Theorie formu-
lieren, die zwei Arten von Massen postuliert, als da heißt zwei orientierte eindi-
mensionale reelle Vektorräume Msch und Mtr, und in der jedem Teilchen zwei
Arten von Masse zugeordnet würden, seine schwere Masse msch ∈ Msch und
seine träge Masse mtr ∈ Mtr. Ein Kraftfeld hätte per definitionem Werte in
~E〈1/s2〉 ⊗Mtr und die Bewegungsgleichung in besagtem Kraftfeld hätte die Ge-
stalt

mtrγ̈ = F ◦ γ

Dahingegen würde ein Gravitationsfeld Werte in ~E〈1/s2〉⊗Mtr⊗M∗sch annehmen
und die jeweils auf unser Teilchen wirkende Kraft wäre durch die Multiplikati-
on des Gravitationsfelds mit seiner schweren Masse msch zu berechnen. Mit der
Waage mäße man also die schwere Masse und durch die Beobachtung etwa von
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Stößen mit einem „Referenzteilchen“ und Ausnützen der im folgenden noch zu
besprechenden „Impulserhaltung“ die träge Masse. Ein durch viele Experimente
bestätigtes Prinzip der klassischen Mechanik ist die Gleichheit von träger und
schwerer Masse, so daß wir stets msch = mtr annehmen und ohne nähere Spezi-
fikation schlicht von der Masse eines Teilchens reden werden.

12.6.1.9. Das Gravitationsfeld an der Erdoberfläche kann lokal recht gut appro-
ximiert werden durch ein konstantes Feld ~g mit ~g ∼ (9,8)~m/s2, wobei ~m ∈ ~E
denjenigen einen Meter langen Vektor bezeichnet, der an der gegebenen Stelle in
Richtung des Erdmittelpunktes zeigt. Man schreibt auch ‖~g‖ := g ∼ (9,8)m/s2

für den Betrag dieses konstanten Feldes und nennt diese Beschleunigung die Erd-
beschleunigung. Ob der Buchstabe g das Gramm oder die Erdbeschleunigung
meint, muß aus dem Kontext erschlossen werden.

Beispiel 12.6.1.10 (Flugbahn eines geworfenen Massenpunktes). Für die Be-
wegung γ : T→ E eines nur der Gravitationskraft ausgesetzten Massepunktes an
der Erdoberfläche, etwa einer Kanonenkugel oder eines Schneeballs, muß nach
dem Vorhergehenden die Beschleunigung zu jedem Zeitpunkt die Erdbeschleuni-
gung sein, in Formeln

γ̈(t) = ~g

für alle Zeiten t. Um das zu konkretisieren, bezeichne t : R ∼→ T die Identifikation
der reellen Zahlengeraden mit der Zeitachse vermittels der Abbildungsvorschrift
t : x 7→ t0 + xs für einen beliebigen Zeitpunkt t0 und unsere Zeiteinheit Sekunde
s ∈ ~T. Dann werden die Ableitungen der Verknüpfung γ : R→ E, x 7→ γ(t0+xs)
nach der Kettenregel gegeben durch

dγ

dx
=

dγ

dt

dt

dx
= s

dγ

dt
und

d2γ

(dx)2
= s

d2γ

(dt)2

dt

dx
= s2 d2γ

(dt)2

Hier ist nun bereits alles mögliche implizit zu verstehen, aber das alles auszu-
schreiben führt zu ungenießbaren Formeln. So erhalten wir für die Bewegung
unseres Teilchens in unserer von Einheiten befreiten Zeitkoordinate x die Bewe-
gungsgleichung

d2γ

(dx)2
= s2~g

Deren allgemeine Lösung ergibt sich durch direktes Integrieren zu

γ(xs + t0) = (x2/2) s2~g + x~a0 + p0

mit ~a0 ∈ ~E einem festen Richtungsvektor und p0 ∈ E einem festen Ort. Durch
Einsetzen von xs = τ erhalten wir schließlich

γ(τ + t0) = (τ 2/2)~g + τ~v0 + p0 ∼ (4,9)τ 2(~m/s2) + τ~v0 + p0
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mit ~v0 = ~a0/s der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t0 und p0 ∈ E dem Ort zum
Zeitpunkt t0. Mit etwas Übung oder sogar schon vorher wird der hier noch ganz
pedantisch ausgeführte Zwischenschritt der Wahl eines Isomorphismus von affi-
nen Räumen R ∼→ T meist weggelassen.

Die Flugbahn einer Kanonenkugel ist bei Vernachlässigung des Luftwiderstands
eine Parabel im Sinne von 12.1.2.11. Die Bezeichung „Parabel“ kommt eben nicht
umsonst vom griechischen Wort für „Werfen“.

Beispiel 12.6.1.11 (Reichweite eines Geschützes). Wollen wir wissen, in welcher
Entfernung eine an einer Stelle p0 ∈ E unter einem gegebenen Winkel ϑ gegen
die Horizontale mit einer gegebenen Mündungsgeschwindigkeit v0 ∈ 〈m/s〉 abge-
schossene Kugel einschlägt, so betrachten wir einen vertikalen einen Meter langen
Vektor ~mv = −~m und einen horizontalen einen Meter langen Vektor in Richtung
der Mündung ~mh und finden für die Anfangsgeschwindigkeit ~v0 = a~mv/s+b~mh/s
die Bahnkurve

γ(t+ t0) = −(4,9)t2 ~mv/s
2 + ta ~mv/s + tb ~mh/s + p0

Die Zeit, nach der die Kugel wieder den Boden erreicht, ist folglich die Lösung
der Gleichung (−4,9)t2/s2 + ta/s = 0 alias t = (a/(4, 9))s. Der Einschlagsort ist
mithin

p0 +
ab

4,9
~mh

Mündungsgeschwindigkeit v0 und Abschlußwinkel ϑ berechnen sich aus a und b
vermittels v0 = (

√
a2 + b2)m/s und tanϑ = a/b. Wir finden aber auch umgekehrt

für v0 = c(m/s) die Identitäten sinϑ = a/c und cosϑ = b/c alias a = c sinϑ und
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b = c cosϑ. Der Abschußwinkel, unter dem die Kugel am weitesten kommt, ist
das Maximum von (cosϑ sinϑ) für ϑ ∈ [0, π/2] alias das Maximum von 1

2
sin 2ϑ.

Der optimale Abschußwinkel ist also π/4 = 45◦, und die Kugel schlägt dann
bei einer Mündungsgeschwindigkeit von v0 = c(m/s) in einer Entfernung von
(c/(9,8)) m ein.

12.6.2 Mathematik der Bewegungsgleichungen
12.6.2.1. Wähen wir eine affine Bijektion zwischen der reellen Zahlengeraden R
und der Zeitachse T, so wird unsere Bewegungsgleichung 12.6.1.7 in der Termi-
nologie aus 12.5.1.1 folgende ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. Die allgemeine Theorie 12.5.1.3 legt uns die Reduktion auf ein
System von doppelt so vielen Gleichungen erster Ordnung nahe. In unserem kon-
kreten Fall betrachten wir dazu den sogenannten Phasenraum, genauer den Ge-
schwindigkeitsphasenraum E × ~E〈1/s〉 aller Paare (r, v) bestehend aus einem
Ort r ∈ E und einer Geschwindigkeit v ∈ ~E〈1/s〉. Jede differenzierbare Abbil-
dung γ : T→ E liefert uns eine Abbildung in den Phasenraum

ψ := (γ, γ̇) : T→ E× ~E〈1/s〉

Mit dieser Notation erfüllt γ die Newton’schen Bewegungsgleichungen mγ̈ =
F ◦ γ genau dann, wenn ψ = (ψ1, ψ2) das System von Differentialgleichungen
erster Ordnung

ψ̇1 = ψ2

ψ̇2 =
1

m
F ◦ ψ1

erfüllt. In geometrischer Sprache entsprechen die Lösungen ψ dieses letzteren
Systems unter jeder affinen Identifikation der Zeitachse mit der reellen Zahlen-
geraden den Flußwegen eines Vektorfelds auf dem Phasenraum. Um auch die-
se Identifikation noch zu vermeiden, vereinbaren wir für jede offene Teilmenge
U ⊂◦ X eines affinen Raums X , daß wir unter einem Geschwindigkeitsfeld auf
U eine Abbildung

A : U → ~X〈1/s〉

verstehen wollen. Flußwege derartiger Geschwindigkeitsfelder A verstehen wir
dann als auf mehrpunktigen Zeitintervallen I ⊂ T definierte Abbildungen ψ :
I → U mit

ψ̇ = A ◦ ψ

Unter vernünftigen Annahmen, etwa für jedes stetig differenzierbare Kraftfeld F ,
gibt es dann nach dem Satz von Picard-Lindelöf 12.5.2.1 zu jedem Punkt (x0, v0)
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des Phasenraums und jedem Zeitpunkt t0 ∈ T genau einen maximalen Flußweg

ψ : I → E× ~E〈1/s〉

mit t0 ∈ I und ψ(t0) = (x0, v0) alias genau eine maximale Lösung γ : I → E der
ursprünglichen Bewegungsgleichungen mit vorgegebenem Ort x0 = γ(t0) und
vorgegebener Geschwindigkeit v0 = γ̇(t0) zum vorgegebenen Zeitpunkt t0.

12.6.2.2. Unter einem Potential eines Kraftfelds F : E → ~E〈g/s2〉 versteht man
eine differenzierbare Abbildung V : E→ 〈gm2/s2〉 mit der Eigenschaft

−(dxV )(v) = 〈F (x), v〉 ∀x ∈ E, v ∈ ~E

Anders gesagt fordern wir von einem Potential also, daß das Negative seines Dif-
ferentials − dV : E→ ~E∗〈gm2/s2〉 unter der durch unser kanonisches Skalarpro-
dukt ~E × ~E → 〈m2〉 gegebenen Identifikation can : ~E ∼→ ~E∗〈m2〉 dem Kraftfeld
F : E→ ~E〈g/s2〉 entsprechen soll.

Satz 12.6.2.3 (Energieerhaltung). Für die Bewegung γ eines Massepunktes der
Masse m in einem Kraftfeld mit Potential V erhalten wir eine Invariante der Be-
wegung alias eine von der Zeit t unabhängige Konstante durch den Ausdruck

m

2
〈γ̇(t), γ̇(t)〉+ V (γ(t))

12.6.2.4. Der erste Summand heißt die kinetische Energie und der Zweite die
potentielle Energie. Unser Satz ist ein Spezialfall des allgemeinen physikalischen
Prinzips der „Energieerhaltung“.

Beweis. Ableiten nach t liefert mit unserer Formel 12.1.6.5 für das Differential
bilinearer Abbildungen

m〈γ̈(t), γ̇(t)〉+ (dγ(t)V )(γ̇(t)) = 〈mγ̈(t), γ̇(t)〉 − 〈F (γ(t)), γ̇(t)〉 = 0

12.6.3 Planetenbewegung
12.6.3.1 (Heuristische Vorüberlegung). Stellen wir uns einmal vor, wir wären
Newton. Kepler hat bereits aus den akribischen Beobachtungen von Tycho Brahe
herausdestilliert, daß die Planeten auf elliptischen Bahnen um die Sonne kreisen,
wobei die Sonne in einem der Brennpunkte der Ellipse steht. Wir gehen von der
zumindest nicht unvernünftigen Annahme aus, daß die von der Sonne ausgehende
Gravitationskraft mit wachsendem Abstand schwächer wird in derselben Weise,
wie sich ein Gas verdünnen würde, das von der Sonne ausgeschwitzt wird und
sich, indem es nach allen Seiten mit konstanter Geschwindigkeit von der Sonne
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wegströmt, in den unendlichen Weiten des Weltraums verteilt. Dann ist klar, daß
durch jede in der Sonne zentrierte Kugelschale in einer festen Zeitspanne dieselbe
Gasmenge strömen muß. Da aber die Oberfläche einer Kugelschale vom Radius
r ein festes Vielfaches r2 ist, muß unser Gas in einem Abstand r von der Sonne
eine zu 1/r2 proportionale Dichte haben. Durch derartige Überlegungen motiviert
machen wir für das Gravitationsfeld G der Sonne den Ansatz

G(x) = c · S − x
‖S − x‖3

für S ∈ E den Ort der Sonne, den wir uns fest denken, und c ∈ 〈m3/s2〉 eine
Konstante. IstM die Masse unseres Planeten, so istMG das zu unserer Bewegung
gehörige Kraftfeld und dieselbe Rechnung wie in 12.7.1.19 liefert uns für dieses
Feld das Potential

V (x) = − Mc

‖S − x‖
Nun setzen wir die Bewegung unseres Planeten an als

γ(t) = S + ~γ(t)

für ~γ : T → ~E. Da ein Zentralfeld vorliegt, die auf unseren Planeten wirkende
Kraft zeigt nämlich stets in Richtung der Sonne, ist auch das mit Einheiten, ge-
nauer als Element von ~E⊗L⊗~T∗⊗orR(~E) verstandene und in 4.6.4.9 konstruierte
Kreuzprodukt

L := ~γ(t)× ~̇γ(t)

eine Invariante der Bewegung: In der Tat ergibt sich seine zeitliche Ableitung nach
der Produktregel für bilineare Abbildungen zu

~̇γ(t)× ~̇γ(t) + ~γ(t)× ~̈γ(t) = 0

Multiplizieren wir diese Invariante noch mit der Masse des Planeten, so erhalten
wir den sogenannten Drehimpuls des Planeten um die Sonne. Ist dieser Drehim-
puls Null, so liegt eine Lösung vor, bei der unser Planet auf geradem Wege in
die Sonne stürzt oder sich umgekehrt längs eines Sonnenstrahls von der Sonne
entfernt. Ist der Drehimpuls nicht Null, was wir von nun an annehmen wollen,
so muß unser Planet in derjenigen Ebene durch die Sonne bleiben, auf der sein
Drehimpuls senkrecht steht, und kann nie in die Sonne stürzen. Wir wählen in
dieser Ebene nun ein Orthogonalsystem ~e1, ~e2 bestehend aus zwei Vektoren glei-
cher Länge l = ‖~e1‖ = ‖~e2‖ und gehen zu Polarkoordinaten über und betrachten
genauer die Abbildung

P : R>0 × R → ~E
(r , ϕ) 7→ r((cosϕ)~e1 + (sinϕ)~e2)
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Da wir bereits wissen, daß die Bewegung in einer Ebene bleiben muß und nicht
durch die Sonne führt, können wir ~γ(t) = P (r(t), ϕ(t)) ansetzen, zumindest für t
aus einem kleinen Zeitintervall. Wir erhalten

~̇γ = ṙ((cosϕ)~e1 + (sinϕ)~e2) + rϕ̇(−(sinϕ)~e1 + (cosϕ)~e2)

und insbesondere
〈~̇γ, ~̇γ〉 = l2(ṙ2 + (rϕ̇)2)

Der Energieerhaltungssatz liefert damit, daß die Gesamtenergie

M

2
l2(ṙ2 + (rϕ̇)2)− Mc

rl
= E

eine Konstante der Bewegung ist. Dasselbe gilt für die Länge unseres Kreuzpro-
dukts alias den Drehimpuls und damit für

r2ϕ̇ = D

Insbesondere gilt unter unseren Annahmen stets ϕ̇ 6= 0. Wir wollen nun zeigen,
daß diese beiden Gleichungen bereits implizieren, daß unsere Bewegung auf ei-
nem Kegelschnitt mit der Sonne in einem Brennpunkt geschehen muß. Die Kunst
besteht dabei darin, in einem ersten Schritt die vollständige Berechnung der Be-
wegung zu vermeiden, die auf ziemlich komplizierte Ausdrücke führt. Vielmehr
interessieren wir uns vorerst nur für die Form der Bahnkurve. Der zeitliche Ab-
lauf, in dem sie durchlaufen wird, folgt dann ohne weitere physikalische Schwie-
rigkeiten aus dem Energieerhaltungssatz, aber die Berechnung der dabei entste-
henden Integrale wollen wir eben vermeiden. Dazu bilden wir aus den beiden
vorhergehenden Gleichungen, die die Energieerhaltung und Drehimpulserhaltung
in Polarkoordinaten ausdrücken, eine einzige Gleichung, in der die zeitlichen Ab-
leitungen unserer neuen Koordinaten nur in der Kombination ṙ/ϕ̇ vorkommen:
Dieser Quotient ist nämlich von der Parametrisierung der Bahnkurve durch die
Zeit unabhängig. Teilen wir etwa das Quadrat der zweiten Gleichung aus der ers-
ten Gleichung weg, so ergibt sich mit

Ml2

2r4

(
ṙ

ϕ̇

)2

+
Ml2

2r2
− Mc

rlD2
=

E

D2

eine Gleichung der gewünschten Form. Da nun gilt ϕ̇ 6= 0, können wir den Ra-
dius als Funktion des Winkels schreiben, r = r(ϕ). Da auch der Radius bei
Lösungen mit von Null verschiedenem Drehimpuls nie Null wird, können wir
weiter auch den inversen Radius als Funktion des Winkels schreiben und setzen
u(ϕ) := 1/r(ϕ). Für die Ableitung u′ von u nach dem Winkel erhalten wir dann

u′ = −r′/r2 = −ṙ/ϕ̇r2
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und unsere Differentialgleichung erhält die Gestalt

(u′)2 + u2 + Au = B

mit A = 2c/D2l3 und B = 2E/Ml2D2. Ableiten nach ϕ liefert unmittelbar

2u′u′′ + 2uu′ + Au′ = 0

Alle Lösungen müssen auf dem Teil ihres Definitionsbereichs, auf dem die Ablei-
tung u′ nicht verschwindet, demnach auch der Differentialgleichung

2u′′ + 2u = −A

gehorchen. Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung. Eine Basis des Lösungsraums der zugehörigen homogenen Gleichung bil-
den u1(ϑ) = sinϑ und u2(ϑ) = cosϑ. Eine spezielle Lösung der inhomoge-
nen Gleichung ist etwa us(ϑ) = −A/2. Die allgemeine Lösung ist also u(ϑ) =
b cos(ϑ − ϑ0) − A/2 für Konstanten b, ϑ0. Indem wir das in unsere ursprüng-
liche Differentialgleichung einsetzen, erhalten wir b2 − A2/4 = B alias b =
±
√
B + A2/4. Damit ist unser Problem gelöst. Wir prüfen nun nur noch, daß die

Lösungen Kegelschnitte sein müssen.
12.6.3.2 (Ellipsen sind Planetenbahnen). Es gilt, eine Ellipse mit einem Brenn-
punkt im Ursprung (0, 0) ∈ R2 in Polarkoordinaten zu schreiben. Nach der Dis-
kussion in 4.1.12.40 lautet die entsprechende Gleichung

c = r +
√

(r cosϕ− a)2 + r2 sin2 ϕ

für (a, 0) den zweiten Brennpunkt und ((a + c)/2, 0) den Schnittpunkt unserer
Ellipse mit der positiven x-Achse. Wir subtrahieren r auf beiden Seiten und qua-
drieren zu

r2 − 2ar cosϕ+ a2 = r2 − 2cr + c2

Elementare Umformungen liefern

r =
c2 − a2

2c− 2a cosϕ

Durch Ändern der Parameter zu β := a/c und α := (c2 − a2)/2c landen wir bei
der Gleichung

r =
α

1− β cosϕ

Um unsere obige Gleichung zu prüfen, dürfen wir die Durchlaufgeschwindigkeit
beliebig wählen, so etwa auch ϕ(t) = t. Damit erhalten wir ϕ̇ = 1 und

ṙ =
−αβ sin t

(1− β cos t)2
=
−β sin t

α
r2
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und Einsetzen in unsere obige Gleichung liefert

Ml2

2α2
β2 sin2 t+

Ml2

2α2
(1− 2β cos t+ β2 cos2 t)− Mc

αlD2
(1− β cos t) =

E

D2

Hier ist aber in der Tat die linke Seite unabhängig von t falls gilt

Ml2

α2
=

Mc

αlD2

alias α = l3D2/c. Wir sehen so, daß in der Tat unsere Ellipsen mögliche Lösungs-
kurven sein müssen.

Ergänzung 12.6.3.3. Daß die Lösungskurven Kegelschnitte sein müssen, kann
man auch unschwer einsehen, indem man nachrechnet, daß der sogenannte Runge-
Lenz-Vektor

1

c
~̇γ × L+

~γ

‖~γ‖
mit L, c wie in 25.2.6.2 der Drehimpuls geteilt durch die Masse des Planeten
und einer die Stärke des Gravitationsfelds beschreibenden Konstanten eine In-
variante der Bewegung sein muß. Man beachte L ∈ ~E〈m/s〉 ⊗ orR(~E), also
~̇γ × L ∈ ~E〈m2/s2〉. Wegen c ∈ 〈m3/s2〉 gehören damit beide Summanden zum
Raum ~E〈1/m〉. Dieser Zugang gefällt mir weniger, da man den Runge-Lenz-
Vektor dabei „vom Himmel fallen läßt“.

12.6.4 Systeme mit Zwangsbedingungen
Beispiel 12.6.4.1 (Ein Massepunkt mit einer Zwangsbedingung). Wir unter-
suchen als erstes Beispiel das Verhalten eines einzigen Massepunktes alias Teil-
chens, dessen Bewegung auf eine Fläche im Raum eingeschränkt ist. Als physika-
lisches Modell mag man an ein nasses Stück Seife denken, das in der Schwerelo-
sigkeit und ohne Reibung im leeren Tank einer Raumfähre herumrutscht, in den es
ein übermütiger Astronaut mit Schwung hat hineingleiten lassen. Wir modellieren
diesen Tank als eine 2-MannigfaltigkeitM ⊂ E im Anschauungsraum, die wir der
Einfachkeit halber glatt annehmen wollen. Zu jedem Zeitpunkt übt unsere Fläche
eine Kraft auf unser Teilchen aus, deren Richtung, das jedenfalls deklarieren wir
als „physikalisch sinnvoll“, senkrecht zur Fläche steht an der Stelle, an der sich
unser Teilchen eben gerade befindet, und deren Größe gerade so bemessen ist, daß
sie das Teilchen auf der Fläche hält. Die Bewegung wird unter dieser Annahme
beschrieben durch eine zweimal differenzierbare Abbildung γ : T → M mit der
Eigenschaft

γ̈(t) ⊥ Tγ(t)M
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für alle Zeiten t ∈ T. Die zweifache Ableitung ist hierbei für diejenige Abbil-
dung γ : T → E zu verstehen, die aus γ durch das Nachschalten der Einbettung
M ↪→ E entsteht. Formal betrachtet liegt γ̈(t) zwar in ~E〈1/s2〉 und unsere Tangen-
tialräume aus 12.6.5.2 sind für alle Punkte p ∈ M Untervektorräume TpM ⊂ ~E,
aber die Bedingung des Senkrechtstehens ist dennoch sinnvoll. Für die Leser, die
die entsprechende mathematische Terminologie kennen, kann das formuliert wer-
den als die Aussage, daß sich unser Teilchen mit konstanter absoluter Geschwin-
digkeit auf einer Geodäte von M bewegt. Bewegt sich unser Teilchen zusätzlich
in einem Kraftfeld F : E → ~E〈g/s2〉 und hat die Masse m, so lauten die Bewe-
gungsgleichungen analog(

mγ̈(t)− F (γ(t))
)
⊥ Tγ(t)M

für alle Zeiten t ∈ T. Bevor wir Lösungswege diskutieren, besprechen wir erst
einmal ein etwas komplizierteres System.

Beispiel 12.6.4.2 (Eine Hantel in der Schwerelosigkeit). Denken wir uns zwei
durch einen starren masselosen Stab positiver Länge l ∈ L>0 verbundene Punk-
te der Massen m1,m2 ∈ M>0, also eine Art unausgewogene Hantel, die in der
Schwerelosigkeit durch das Weltall torkelt. Die Bewegung unserer Hantel wird
dann beschrieben durch zwei Abbildungen x1,x2 : T→ Emit ‖x1(t)−x2(t)‖ =
l für alle Zeiten t ∈ T, also durch eine Abbildung γ : T→ M der Zeitachse T in
die 5-Mannigfaltigkeit

M := {(r1, r2) ∈ E2 | ‖r1 − r2‖ = l} ⊂ E2

Hier und im folgenden gilt es zu beachten, daß Einträge in Tupeln keineswegs
immer reelle Zahlen zu sein brauchen. So meinen im vorhergehenden etwa r1 und
r2 Punkte des Anschauungsraums E und können ihrerseits durch die Wahl eines
Koordinatensystems mit Elementen des R3 identifiziert werden, so daß man unser
Paar (r1, r2) nach der Wahl geeigneter Koordinaten auch mit einem Sextupel von
reellen Zahlen identifizieren könnte. Im folgenden notieren wir Punkte von E und
Richtungsvektoren aus ~E oder Elemente von ~E⊗ L für eindimensionales L meist
als fette Buchstaben. Nach dem Newton’schen Prinzip „actio est reactio“ gilt ~Z1 =
−~Z2 für die vom Stab auf die jeweiligen Massepunkte ausgeübten „Zwangskräfte“
~Z1 und ~Z2. Des weiteren deklarieren wir die Annahme als „physikalisch sinnvoll“,
daß diese Zwangskräfte stets in Richtung unseres Stabes wirken. Zusammengefaßt
und in Formeln geschrieben nehmen wir also an, daß gilt

~Z1(t) = a(t)(x1(t)− x2(t))

~Z2(t) = a(t)(x2(t)− x1(t))
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für unbekanntes a : T→ 〈g/s2〉. Damit erhalten wir die Bewegungsgleichungen

m1ẍ1(t) = a(t)(x1(t)− x2(t))

m2ẍ2(t) = a(t)(x2(t)− x1(t))

für γ = (x1,x2) : T → M . Um diese Gleichungen als Geodätengleichung zu
interpretieren, berechnen wir zunächst das orthogonale Komplement des Tan-
gentialraums von M . Per definitionem ist M eine Niveaufläche der Funktion
f : (r1, r2) 7→ ‖r1 − r2‖2. Das Differential dieser Abbildung bei r = (r1, r2)
ergibt sich mit 12.1.6.5 zu

drf : (~v1, ~v2) 7→ 2〈r1 − r2, ~v1〉 − 2〈r1 − r2, ~v2〉

Der Kern dieser Abbildung ist der Tangentialraum TrM . Wir erkennen so, daß
für alle r = (r1, r2) ∈ M der Vektor (r1 − r2, r2 − r1) auf TrM senkrecht steht,
da nämlich für das komponentenweise 〈m2〉-wertige Skalarprodukt auf dem Rich-
tungsraum ~E2 des Raums E2 das Skalarprodukt dieses Vektors mit allen weiteren
Vektoren ein festes Vielfaches des Wertes von drf auf den fraglichen weiteren
Vektoren ist. Definieren wir nun zusätzlich auf ~E2 das massebehaftete Skalar-
produkt

〈 , 〉g : ~E2 × ~E2 → 〈gm2〉

durch 〈(~v1, ~v2), (~w1, ~w2)〉g := m1〈~v1, ~w1〉 + m2〈~v2, ~w2〉, so wird das bezüglich
dieses massebehafteten Skalarprodukts orthogonale Komplement zu TrM aufge-
spannt von ((r1 − r2)/m1, (r2 − r1)/m2). Dieser Vektor liegt zwar von seinen
Einheiten her in ~E2〈1/g〉, aber da es uns nur auf seine Richtung ankommt, dürfen
wir das ignorieren. Wir sehen so, daß unsere Bewegungsgleichungen zusammen-
gefaßt werden können zur Bedingung

γ̈(t) ⊥g Tγ(t)M

mit der Notation ⊥g für das Senkrechtstehen in Bezug auf das massebehaftete
Skalarprodukt. Für Leser, die die entsprechende mathematische Terminologie be-
reits kennen, sind die möglichen Bewegungen also gerade die verallgemeinerten
Geodäten auf M in Bezug auf unser massebehaftetes Skalarprodukt. Wirken zu-
sätzlich noch externe Kräfte, sind etwa unsere Massepunkte elektrisch geladen
und bewegt sich unsere Hantel in einem Raum mit einem elektrischen Feld und
einem Gravitationsfeld, und beschreiben etwa ~F1, ~F2 : E → ~E〈g/s2〉 die auf die
jeweiligen Massepunkte wirkenden externen Kräfte, so bilden wir die massebe-
reinigte externe Gesamtkraft

F̃ : E2 → ~E2〈1/s2〉
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mit F̃ (r1, r2) = (~F1(r1)/m1, ~F2(r2)/m2) und unsere Bewegungsgleichungen an
γ : T→M erhalten allgemeiner die Gestalt(

γ̈(t)− F̃ (γ(t))
)
⊥g Tγ(t)M

12.6.4.3 (Allgemeine Systeme mit Zwangsbedingungen). Nun betrachten wir
allgemeiner den Fall eines Systems von Λ Massepunkten der Massenm1, . . . ,mΛ,
deren Bewegung in der Weise eingeschränkt sei, daß die Zusammenfassung ihrer
Orte (r1, . . . , rΛ) ∈ EΛ sich stets auf einer fest vorgegebenen glatten Mannigfal-
tigkeit M ⊂ EΛ befindet. Wir nennen das Datum (m1, . . . ,mΛ,M) ein mecha-
nisches System und M seinen Konfigurationsraum. Man mag hier an unsere
Hantel aus Beispiel 12.6.4.2 denken, an unser Seifenstück im Tank aus Beispiel
12.6.4.1, an ein Doppelpendel, und noch an vieles andere. Auch dieser Allgemein-
heit betrachten wir das massebehaftete Skalarprodukt 〈 , 〉g : ~EΛ×~EΛ → 〈gm2〉
gegeben durch

〈(~v1, . . . , ~vΛ), (~w1, . . . , ~wΛ)〉g := m1〈~v1, ~w1〉+ . . .+mΛ〈~vΛ, ~wΛ〉

Im folgenden soll erklärt werden, wie man durch physikalische Überlegungen für
die Bewegung γ : I →M unseres Systems während eines mehrpunktigen Zeitin-
tervalls I ⊂ T auf die Bewegungsgleichungen(

γ̈(t)− F̃ (γ(t))
)
⊥g Tγ(t)M

geführt wird, für F̃ := (~F1/m1, . . . , ~FΛ/mΛ) die Zusammenfassung der masse-
bereinigten externen Kräfte und ⊥g das Senkrechtstehen bezüglich des masse-
behafteten Skalarprodukts. Wesentlich ist dabei zusätzlich zu den Newton’schen
Bewegungsgleichungen das sogenannte d’Alembert’sche Prinzip, nach dem „die
Zwangskräfte unter infinitesimalen Verrückungen keine Arbeit verrichten“. Wird
genauer im Verlauf der Bewegung an einer Stelle p ∈ M auf unser System die
Zwangskraft Z := (~Z1, . . . , ~ZΛ) ∈ ~EΛ〈g/s2〉 ausgeübt und ist ϕ : (−a, a) → M
ein glatter Weg inM mit ϕ(0) = p, dann soll, so kann man dies Prinzip in Formeln
ausdrücken, stets gelten

lim
x→0

1

x

∫ x

0

〈Z, ϕ′(ζ)〉 dζ = 0

Ds bedeutet aber genau 〈Z, ϕ′(0)〉 = 0 und damit Z ⊥ TpM für das komponen-
tenweise gebildete Skalarprodukt auf ~EΛ. Für die massebereinigte Zwangskraft
Z̃ := (~Z1/m1, . . . , ~ZΛ/mΛ) haben wir dann natürlich auch Z̃ ⊥g TpM mit dem
Senkrechtstehen in Bezug auf das massebehaftete Skalarprodukt. Nun liefern die
Newton’schen Bewegungsgleichungen die Identität γ̈(t) = F̃ (γ(t))+Z̃(γ(t)) und
wir erhalten wie behauptet für unser System mit Zwangsbedingungen die Bewe-
gungsgleichungen (

γ̈(t)− F̃ (γ(t))
)
⊥g Tγ(t)M
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Beispiele 12.6.4.4 (Beispiele für das d’Alembert’sche Prinzip). Das Vorherge-
hende gilt nur für Systeme ohne Reibung. Im Fall unserer Seife im Tank besagt
das d’Alembert’sche Prinzip, daß Zwangskräfte ausschließlich senkrecht zur In-
nenfläche des Tanks an der Stelle, an der sich unser Seifenstück gerade befindet,
ausgeübt werden. Im Fall unserer Hantel besagt das d’Alembert’sche Prinzip, daß
Zwangskräfte ausschließlich in Richtung des Stabes ausgeübt werden und dem
Prinzip „actio est reactio“ gehorchen. Im Fall dreier schwerer Perlen, die auf ei-
nem masselos gedachten Seilring aufgefädelt sind, liefert das d’Alembert’sche
Prinzip bei genauerer Betrachtung, daß sich (1) die Zwangskräfte auf jede Perle
als Summe zweier Kräfte in den beiden Richtungen, in denen das Seil sie verläßt,
schreiben lassen, und daß (2) alle diese Kräfte betragsmäßig gleich groß sind, daß
also anschaulich gesprochen die Seilspannung konstant ist. All das wirkt physika-
lisch vernünftig, und es erweist sich, daß die so erhaltenen Bewegungsgleichun-
gen auch in guter Übereinstimmung zum Experiment stehen.

12.6.5 Euler-Lagrange-Gleichungen
12.6.5.1 (Motivation). Die Bedingung des Senkrechtstehens in den Bewegungs-
gleichungen, die wir in 12.6.4.3 hergeleitet haben, eignet sich nicht für expli-
zite Rechnungen. Die „Euler-Gleichungen“ und „Euler-Lagrange-Gleichungen“
schreiben unsere Bewegungsgleichungen(

γ̈(t)− F̃ (γ(t))
)
⊥g Tγ(t)M

aus 12.6.4.3 um zu einem System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Das braucht jedoch einige Vorbereitungen.

12.6.5.2. Sei X ein endlichdimensionaler Raum und M ⊂ X eine Mannigfal-
tigkeit. In 12.3.2.9 hatten wir zu jedem Punkt p ∈ M seinen Tangentialraum
TpM ⊂ ~X erklärt. Wir erklären nun das Tangentialbündel von M als

TM :=
⋃
p∈M

{p} × TpM ⊂ M × ~X

Die Komposition π : TM → M der Einbettung nach M × ~X mit der Projektion
auf M heißt die Bündelprojektion.

12.6.5.3 (Tangentialbündel als Mannigfaltigkeit). Sei X ein endlichdimensio-
naler reeller Raum. Ist M ⊂ X eine glatte Untermannigfaltigkeit, so ist ihr
Tangentialbündel TM ⊂ X × ~X eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimen-
sion 2(dimM). Seien ϕ : Rn ⊃◦ W → M eine glatte Karte von M , so ist
dϕ : W × Rn ∼→ TM gegeben durch

dϕ : (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) 7→ (d(x1,...,xn)ϕ)(y1, . . . , yn)
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In diesem Bild habe ich zu einer eindimensionalen Untermannigfaltigkeit der
Ebene zwei affine Räume eingezeichnet, deren Richtungsräume ihre

Tangentialräume an den beiden fett eingezeichneten Punkten wären. Diese
affinen Räume schneiden sich natürlich und ihre Richtungsräume schneiden sich

desgleichen. Im bildlich dargestellten Fall besteht dieser Schnitt der
Richtungsräume aus dem Nullvektor, aber im allgemeinen kann er auch größer

sein. Ich habe die beiden Geraden dennoch als nicht-schneidend gemalt, um
bildlich anzudeuten, daß alle diese Überschneidungen von uns bei der Definition

des Tangentialbündels sozusagen wegdefiniert werden.
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eine Karte des Tangentialbündels TM . Der Beweis bleibe dem Leser zur Übung
überlassen.

12.6.5.4 (Bewegungsgleichungen in lokalen Koordinaten). Wir betrachten wie
in 12.6.4.3 den Fall eines mechanischen Systems von Λ Massepunkten der Mas-
sen m1, . . . ,mΛ, deren Bewegung in der Weise durch Zwangsbedingungen ein-
geschränkt sei, daß die Zusammenfassung ihrer Orte (r1, . . . , rΛ) ∈ EΛ sich
stets auf einer fest vorgegebenen glatten Mannigfaltigkeit M ⊂ EΛ befindet,
dem Konfigurationsraum unseres mechanischen Systems. Seien U ⊂◦ Rn und
ϕ : U ↪→ M eine Karte, die wir der Einfachheit der Notation halber bijektiv
annehmen, also ϕ : U

∼→ M . Nach Übung 12.6.5.3 ist nun das Tangentialbündel
von M eine Mannigfaltigkeit TM ⊂ EΛ× ~EΛ und unsere Karte liefert eine Karte
dϕ : U × Rn ∼→ TM vermittels der Abbildungsvorschrift

dϕ : (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) 7→ (d(x1,...,xn)ϕ)(y1, . . . , yn)

Wir können demnach (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) als ein Koordinatensystem auf TM
auffassen. Wir nennen es das natürliche Koordinatensystem des Tangential-
bündels zum vorgegebenen Koordinatensystem (x1, . . . , xn) unserer Mannigfal-
tigkeit. In derselben Weise ist auch das mit Einheiten 〈1/s〉 versehene Tangential-
bündel mit dem faserweise zu verstehenden Tensorprodukt eine Mannigfaltigkeit

TM〈1/s〉 ⊂ EΛ × ~EΛ〈1/s〉

Sie heißt der Phasenraum oder genauer der Geschwindigkeitsphasenraum un-
seres Systems mit Zwangsbedingungen. Wir erweitern unser Koordinatensystem
(x1, . . . , xn) in derselben Weise durch die Funktionen oder vielleicht besser Ab-
bildungen yi := yi ⊗ id : TM〈1/s〉 → 〈1/s〉 zum natürlichen Koordinaten-
system (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) des Phasenraums mit der Besonderheit, daß die
Koordinaten yi als Werte duale Zeitspannen alias Frequenzen annehmen. In der
physikalischen Literatur schreibt man statt yi meist ẋi. Die kinetische Energie
erklären wir als die Abbildung K : EΛ × ~EΛ〈1/s〉 → 〈gm2/s2〉 gegeben durch

(rν , ~vν)
Λ
ν=1 7→

Λ∑
ν=1

mν〈~vν , ~vν〉/2

Andererseits betrachten wir die durch die Orte unserer einzelnen Massepunkte
gegebenen Abbildungen rν : M → E für 1 ≤ ν ≤ Λ. Für ~Fν : E → ~E〈g/s2〉
die am jeweiligen Ort auf den jeweiligen Massepunkt wirkende Kraft erklären wir
nun die l-te generalisierte Kraft zu unserem Koordinatensystem durch

Ql :=
Λ∑
ν=1

〈
~Fν ◦ rν ,

∂rν
∂xl

〉
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Die partielle Ableitung ist dabei in Bezug auf unser lokales Koordinatensystem
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) im Sinne von 12.3.4.5 zu verstehen. Unsere generalisier-
ten Kräfte sind also Funktionen Ql : M → 〈gm2/s2〉 und können auch als Funk-
tionen auf dem Geschwindigkeitsphasenraum aufgefaßt werden.

Satz 12.6.5.5 (Euler-Gleichungen). Seien (x1, . . . , xn) Koordinaten auf dem Kon-
figurationsraum M eines mechanischen Systems und (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) die
zugehörigen natürlichen Koordinaten auf TM〈1/s〉. Genau dann erfüllt ein glat-
ter Weg γ : I → M für ein mehrpunktiges Zeitintervall I unsere Bewegungs-
gleichungen

(
γ̈(t) − F̃ (γ(t))

)
⊥g Tγ(t)M aus 12.6.4.3, wenn für die zugehörige

Abbildung (γ, γ̇) : I → TM〈1/s〉 in den Geschwindigkeitsphasenraum gilt

d

dt

(
∂K

∂yl
◦ (γ, γ̇)

)
− ∂K

∂xl
◦ (γ, γ̇)−Ql ◦ γ = 0 für 1 ≤ l ≤ n

mit K unserer kinetischen Energie und Ql unseren generalisierten Kräften.

Beweis. Unsere Koordinaten liefern eine Bijektion (x1, . . . , xn) : M
∼→ U für

U ⊂◦ Rn. Deren Umkehrung notieren wir ϕ : U
∼→M , so daß wir haben

ϕ(x1, . . . , xn) = (r1(x1, . . . , xn), . . . , rΛ(x1, . . . , xn))

Oft kürzen wir für γ : I → M auch xi ◦ γ zu xi ab, so daß wir etwa schreiben
können

γν(t) = rν(x1(t), . . . , xn(t))

Indem wir auch noch t aus der Notation weglassen, ergeben sich für die Geschwin-
digkeiten und Beschleunigungen unserer Λ Teilchen die Formeln

γ̇ν =
∂rν
∂x1

ẋ1 + . . .+
∂rν
∂xn

ẋn

γ̈ν =
∑
j,k

∂2rν
∂xj∂xk

ẋjẋk +
∑
j

∂rν
∂xj

ẍj

Die griechischen Indizes zeigen hierbei an, daß diese Gleichungen in E bezie-
hungsweise ~E〈1/s〉 beziehungsweise ~E〈1/s2〉 oder genauer als Gleichungen von
Abbildungen von einem mehrpunktigen Intervall der Zeitachse I ⊂ T in besagte
Räume zu verstehen sind. Da weiter für x ∈ U der Tangentialraum Tϕ(x)M an M
bei ϕ(x) nach 12.6.5.2 von den ausgewertet bei x zu verstehenden Vektoren

∂ϕ

∂xl
=

(
∂r1

∂xl
, . . . ,

∂rΛ

∂xl

)
∈ ~EΛ
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für 1 ≤ l ≤ n aufgespannt wird, ist unsere Bedingung des Senkrechtstehens
auf dem Tangentialraum

(
γ̈(t) − F̃ (γ(t))

)
⊥g Tγ(t)M für das massebehaftete

Skalarprodukt gleichbedeutend dazu, daß für alle l die Summe∑
ν,j,k

mν

〈
∂2rν
∂xj∂xk

,
∂rν
∂xl

〉
ẋjẋk +

∑
ν,j

mν

〈
∂rν
∂xj

,
∂rν
∂xl

〉
ẍj −

∑
ν

〈
Fν ◦ rν ,

∂rν
∂xl

〉
verschwindet. Wir nennen die l-te dieser Verschwindungsbedingungen im folgen-
den die l-te Bewegungsgleichung. Jetzt erinnern wir den Geschwindigkeitspha-
senraum TM〈1/s〉 ⊂ EΛ × ~EΛ〈1/s〉. Der ~vν-Anteil eines Punktes, aufgefaßt als
Abbildung TM〈1/s〉 → ~E〈1/s〉, wird in den natürlichen Koordinaten gegeben
durch den Ausdruck

n∑
j=1

∂rν
∂xj

yj

Dieser Ausdruck ist eine Geschwindigkeit alias ein Element von ~E〈1/s〉. Die Ein-
schränkung unserer kinetischen Energie K auf den Phasenraum des Systems mit
Zwangsbedingungen hat in diesen Koordinaten die Gestalt

K(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) =
∑
ν,j,k

mν

2

〈
∂rν
∂xj

,
∂rν
∂xk

〉
yjyk

In der Notation 12.1.4.10 folgt sofort

∂K

∂yl
=
∑
ν,j

mν

〈
∂rν
∂xj

,
∂rν
∂xl

〉
yj

Hier bestehen wir darauf, daß diese partiellen Ableitungen der kinetischen Ener-
gie K : TM〈1/s〉 → 〈gm2/s2〉 in Bezug auf das natürliche lokale Koordinaten-
system des Geschwindigkeitsphasenraums zu verstehen sind. Nun betrachten wir
eine glatte Kurve γ : I → M für I ⊂ T ein mehrpunktiges Zeitintervall. Zu-
sammen mit ihrem Differential γ̇ = dγ liefert sie eine Abbildung (γ, γ̇) : I →
TM〈1/s〉. Interpretieren wir die yi weiter als Koordinaten des Geschwindigkeits-
phasenraums oder genauer als Abbildungen yi : TM〈1/s〉 → 〈1/s〉, so ergibt
sich

d

dt

(
∂K

∂yl
◦ (γ, γ̇)

)
=

∑
ν,i,j,k

mν

〈
∂2rν
∂xj∂xk

,
∂rν
∂xl

〉
ẋkẋj

+
∑
ν,i,j,k

mν

〈
∂rν
∂xj

,
∂2rν
∂xl∂xk

〉
ẋkẋj

+
∑
ν,j

mν

〈
∂rν
∂xj

,
∂rν
∂xl

〉
ẍj
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Die ersten beiden Terme unserer l-ten Bewegungsgleichung von oben können
demnach dargestellt werden in der Form

d

dt

(
∂K

∂yl
◦ (γ, γ̇)

)
− ∂K

∂xl
◦ (γ, γ̇)

Der letzte Term ist gerade unsere generalisierte Kraft und der Satz folgt.

12.6.5.6 (Euler-Lagrange-Gleichungen bei Kräften mit Potential). Bisher ha-
ben wir unsere Kräfte als mit Einheiten 〈g/s2〉 versehene Vektorfelder aufgefaßt.
Benutzen wir nun unsere durch das kanonische Skalarprodukt ~E × ~E → 〈m2〉
gegebene Identifikation ~E ∼→ ~E∗〈m2〉, um sie stattdessen als mit Einheiten in
〈gm2/s2〉 versehene Kovektorfelder aufzufassen, und fassen die Gesamtheit F der
Kräfte entsprechend als ein mit denselben Einheiten versehenes Kovektorfeld auf
EΛ auf, also als Abbildung F : EΛ → (~E∗)Λ〈gm2/s2〉, so hat das unter der Karte
zurückgezogene Kovektorfeld die Gestalt

ϕ∗F =
n∑
l=1

Ql dxl

und unsere generalisierten Kräfte zeigen ihre eigentliche Bedeutung. Ist dann wei-
ter V : EΛ → 〈gm2/s2〉 ein Potential für unsere Kraft F , in Formeln F = − dV ,
so folgt

ϕ∗F = − d(V ◦ ϕ) = −
n∑
l=1

∂V

∂xl
dxl

Wir finden auf diese Weise mit den üblichen Abkürzungen für die generalisierten
Kräfte die Darstellung Ql = − ∂V

∂xl
, die wir uns als eine Identität von Funktio-

nen auf M oder ebensogut auch auf U denken können. Fassen wir nun V durch
Vorschalten der Bündelprojektion als Funktion auf dem Geschwindigkeitspha-
senraum TM〈1/s〉 auf, so verschwinden natürlich die partiellen Ableitungen ∂V

∂yl

bezüglich unseres Systems (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) von natürlichen Koordinaten.
Bilden wir also die Lagrangefunktion

L := V −K

als Differenz zwischen der potentiellen und der kinetischen Energie unseres Sys-
tems, so erfüllt für eine mögliche Bewegung γ : I → M die zugehörige Ab-
bildung in den Phasenraum (γ, γ̇) : I → TM〈1/s〉 die sogenannten Euler-
Lagrange-Gleichungen

d

dt

(
∂L

∂yl
◦ (γ, γ̇)

)
−
(
∂L

∂xl

)
◦ (γ, γ̇) = 0 für 1 ≤ l ≤ n.
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Beispiel 12.6.5.7 (Bewegung einer Töpferscheibe nach Euler-Lagrange). Wir
betrachten eine Töpferscheibe mit Zentrum in p ∈ E. Wir denken sie uns zusam-
mengesetzt aus Massepunkten r1, . . . , rN der Massen m1, . . . ,mN . Der Konfigu-
rationsraum M ist eine Kreislinie. Als lokale Koordinate wählen wir den Dreh-
winkel im Bogenmaß x1 = x, wobei wir den Nullwinkel willkürlich festlegen.
Wir denken uns unsere Scheibe waagerecht, so daß das Potential V unabhängig
ist von x und die generalisierte Kraft für alle x verschwindet. Die kinetische Ener-
gie K(y) = K(ẋ) ergibt sich zu

K(y) =
1

2

∑
y2‖ri − p‖2mi = Jy2/2

für J :=
∑
‖ri − p‖2mi ∈ 〈gm2〉 das Trägheitsmoment unserer Töpferscheibe.

Die Euler-Lagrange-Gleichungen für γ = γ1 spezialisieren zu d
dt

(Jγ̇) = 0 alias
γ̇ konstant. Unsere Töpferscheibe dreht sich folglich ohne Einwirkung äußerer
Kräfte mit konstanter Winkelgeschwindigkeit bis in alle Ewigkeit.

Beispiel 12.6.5.8 (Kleine Schwingungen). Seien (x1, . . . , xn) Koordinaten auf
dem Konfigurationsraum M eines mechanischen Systems und seien weiter

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

die zugehörigen natürlichen Koordinaten auf TM〈1/s〉. Ist x1 = . . . = xn = 0
eine kritische Stelle der Potentialfunktion V , so kann V bis auf eine für unsere
Gleichungen unerhebliche additive Konstante lokal bis zu dritter Ordnung appro-
ximiert werden durch eine quadratische Form V =

∑
aijxixj und wir dürfen

dabei die Matrix (aij) symmetrisch annehmen. Hier nehmen wir unsere Koordi-
naten xi reellwertig und die Koeffizienten unserer quadratischen Form haben folg-
lich die Einheit einer Energie aij ∈ 〈gm2/s2〉. Die zugehörigen yi ordnen einem
Tangentialvektor ∂j ⊗〈1/s〉 den Wert δij〈1/s〉 zu. Weiter kann die Lagrangefunk-
tion L nach unseren Überlegungen im Beweis von 12.6.5.5 bis auf dieselbe für
unsere Gleichungen unerhebliche additive Konstante lokal um x1 = . . . = xn = 0
und y1 = . . . = yn = 0 bis zu dritter Ordnung approximiert werden durch eine
quadratische Form

L =
∑

aijxixj −
∑

bijyiyj

und wir dürfen dabei die Matrix (bij) mit Einträgen bij ∈ 〈gm2〉 symmetrisch und
positiv definit annehmen. Für das approximierende System, dessen Langrange-
funktion nun wirklich genau diese Differenz von quadratischen Formen ist, findet
man nach dem Satz über Hauptachsentransformationen 4.2.2.7 einen linearen Ko-
ordinatenwechsel derart, daß in den neuen Koordinaten A Diagonalgestalt hat, in
Formeln A = diag(λ1, . . . , λn) mit λi ∈ 〈gm2/s2〉, und daß B ein Vielfaches des
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Einheitsmatrix wird, etwa B = diag(c/2, . . . , c/2) mit c ∈ 〈gm2〉. Die Euler-La-
grange-Gleichungen lauten dann in diesen Koordinaten

γ̈l = −(λl/c)γl für 1 ≤ l ≤ n.

Ist unsere kritische Stelle des Potentials ein lokales Minimum und ist die Hesse-
Matrix dort nicht ausgeartet, so ist auch A positiv definit und alle λl/c ∈ 〈1/s2〉
sind positiv und die l-te Koordinate unserer Bewegung ist eine Schwingung mit
der Periode 2π/

√
λl/c, genauer γl(t) = C sin(t

√
λl/c + φ) für frei wählbare

reelle Zahlen C, φ. Die zugehörigen Frequenzen (1/2π)
√
λl/c heißen die Eigen-

frequenzen unseres Systems. Wir diskutieren hier nicht, wie gut die Lösungen
des approximierenden Systems die Lösungen des ursprünglichen Systems appro-
ximieren. Mithilfe unserer Aussagen über differentielle Ungleichungen 12.5.2.10
kann man hier aber durchaus recht gute Abschätzungen erhalten.

12.6.6 Hamilton’sche Gleichungen
12.6.6.1. Von ihrer Struktur her sind die Euler-Lagrange-Gleichungen 12.6.5.6
ein System impliziter gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung für
die Bewegung γ unseres Systems. Um sie zu einem System expliziter Differenti-
algleichungen erster Ordnung umzuschreiben, führen wir die sogenannten kano-
nischen Impulse ein durch die Vorschrift

pi :=
∂K

∂yi
= −∂L

∂yi

Die kanonischen Impulse sind Funktionen auf dem Phasenraum TM〈1/s〉, ge-
nauer Funktionen mit Werten in 〈gm2/s〉. Zusammen mit den Ortskoordinaten
bilden sie ein weiteres Koordinatensystem (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) mit Einheiten
auf dem Phasenraum TM〈1/s〉. Um das zu sehen, erinnern wir unsere Formel

∂K

∂yl
=
∑
ν,j

mν

〈
∂rν
∂xj

,
∂rν
∂xl

〉
yj

aus der Herleitung der Euler-Gleichungen 12.6.5.5. Sie besagt, daß unter einer
Abbildung M × Rn ∼→ M × Rn der Gestalt (x, y) 7→ (x, (A(x))y) mit glattem
A : M → GL(n;R) die n hinteren Koordinatenfunktionen zu den kanonischen
Impulsen zurückgezogen werden. Bei der Diskussion abstrakter Mannigfaltigkei-
ten in 22.5.11 werden wir sehen, daß unserer kanonischen Impulse geometrisch
als „natürliche Koordinaten des Kotangentialbündels“ verstanden werden können,
aber dazu muß erst einmal der Formalismus der abstrakten Mannigfaltigkeiten
entwickelt werden.
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12.6.6.2 (Herleitung der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen). Die kineti-
sche Energie als Funktion auf dem Phasenraum läßt sich mithilfe unserer neuen
Funktionen pi darstellen als

K =
1

2

∑
i

piyi

Wir finden so für ihre partielle Ableitung nach xl im System der Koordinaten
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) die Darstellung

∂K

∂xl
=

1

2

∑
i

∂pi
∂xl

yi

Nun kommen wir auf unsere Euler-Lagrange-Gleichung zurück. Betrachten wir
für die Bewegung γ : I →M unseres Systems den zugehörigen Weg ψ = (γ, γ̇) :
I → TM〈1/s〉 im Phasenraum und kürzen wieder pi ◦ψ = pi ab, so liest sich die
l-te Euler-Lagrange-Gleichung als

ṗl = − ∂L
∂xl

Hier ist die partielle Ableitung rechts noch im natürlichen Koordinatensystem des
Tangentialbündels (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) zu verstehen. Jetzt gehen wir zum neu-
en Koordinatensystem (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) des Phasenraums über mit qi := xi
und pi unseren kanonischen Impulsen. Obwohl die ersten n Koordinaten in diesen
beiden Koordinatensystemen übereinstimmen, sind die partiellen Ableitungen ei-
ner Funktion auch nach diesen ersten Koordinaten im allgemeinen verschieden,
da sie ja von der Gesamtheit der Koordinaten abhängen. Das ist auch der Grund,
aus dem wir von nun an für ein- und dieselbe Funktion die beiden Notationen
xi = qi verwenden: Bei ∂/∂qi meinen wir von nun an partielles Ableiten im
Koordinatensystem (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn), bei ∂/∂xi dahingegen partielles Ab-
leiten im Koordinatensystem (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn). In diesen Notationen finden
wir dann

∂L

∂ql
=

∑ ∂xi
∂ql

∂L

∂xi
+
∑ ∂yi

∂ql

∂L

∂yi
=
∂L

∂xl
−
∑ ∂yi

∂ql
pi

∂K

∂ql
=

1

2

∑
i

pi
∂yi
∂ql

Für H := L + 2K = V + K die totale Energie, auch genannt die Hamilton-
Funktion, ergibt sich so ∂H

∂ql
= ∂L

∂xl
. Damit können wir unsere l-te Bewegungsglei-

chung auch schreiben als

ṗl = −∂H
∂ql
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Andererseits gilt unter unserer Annahme, daß das Potential V nicht von den Ge-
schwindigkeiten yi abhängt, die Identität

∂H

∂pl
=
∂V

∂pl
+
∂K

∂pl
=
∑
i

∂xi
∂pl

∂V

∂xi
+

1

2
yl +

1

2

∑
i

pi
∂yi
∂pl

Da xi = qi nicht von den Impulsen abhängt, verschwindet rechts der erste Sum-
mand. Der letzte Summand schließlich darf faserweise berechnet werden und auf
jeder Faser bestehen lineare Beziehungen yi =

∑
j αijpj mit konstanten αij ∈ R.

Die explizite Beschreibung dieser linearen Beziehungen zu Beginn von 12.6.6.1
zeigt darüber hinaus αij = αji. So erkennen wir schließlich ∂H

∂pl
= yl, und da wir

ja nur Wege im Phasenraum der Gestalt ψ = (γ, γ̇) betrachten, folgt als weitere
Bewegungsgleichung

q̇l =
∂H

∂pl

Zusammenfassend erfüllt unsere Bewegung, aufgefaßt als Abbildung in den Pha-
senraum und ausgedrückt in beliebigen Ortskoordinaten qi = xi zusammen mit
den zugehörigen kanonischen Impulskoordinaten pi, also die Hamilton’schen
Gleichungen

q̇l =
∂H

∂pl
und ṗl = −∂H

∂ql
für 1 ≤ l ≤ n.

Beispiel 12.6.6.3 (Bewegung einer Töpferscheibe nach Hamilton). Wir be-
trachten eine Töpferscheibe mit Zentrum in p ∈ E. Wir denken sie uns zusam-
mengesetzt aus Massepunkten r1, . . . , rN der Massen m1, . . . ,mN . Der Konfigu-
rationsraum M ist eine Kreislinie. Als lokale Koordinate wählen wir den Dreh-
winkel im Bogenmaß x1 = x, wobei wir den Nullwinkel willkürlich festlegen.
Wie in 12.6.5.7 ist die kinetische Energie K(y) = Jy2/2 und unsere Impulsko-
ordinate zur Ortskoordinate q = x wird p = Jy. Sie heißt in dieser Situation der
Drehimpuls. Die Hamiltonfunktion ist H(q, p) = p2/2J und die Hamilton’schen
Bewegungsgleichungen spezialisieren zu den Gleichungen

q̇ = p/J und ṗ = 0.

Also ist der Drehimpuls p konstant und die zeitliche Ableitung q̇ von q ist auch
konstant und unsere Töpferscheibe dreht sich ohne Einwirkung äußerer Kräfte mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit bis in alle Ewigkeit.

12.6.7 Geometrie der Hamilton’schen Gleichungen
12.6.7.1 (Motivation). Die Bedingung des Senkrechtstehens in den Bewegungs-
gleichungen, die wir in 12.6.4.3 hergeleitet haben, eignet sich nicht für explizite
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Rechnungen. Im sogenannten „Hamilton’schen Formalismus“ werden unsere Be-
wegungsgleichungen (

γ̈(t)− F̃ (γ(t))
)
⊥g Tγ(t)M

aus 12.6.4.3 für ein System mit Zwangsbedingungen umgeschrieben zu einem
System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Das braucht jedoch einige
Vorbereitungen. Wir beginnen mit dem Fall eines Systems ohne Zwangsbedin-
gungen, in dem das Umschreiben zu einem System erster Ordung noch keinerlei
Schwierigkeiten aufwirft, behandeln es aber in einer Weise, die sich gut auf den
Fall eines Systems mit Zwangsbedingungen verallgemeinern läßt.

12.6.7.2 (Symplektischer Gradient im Fall affiner Räume). Gegeben ein end-
lichdimensionaler reeller affiner Raum P und auf seinem Richtungsraum eine
symplektische Form ω : ~P × ~P → R erklären wir in Spezialisierung von 12.7.3.8
für jede differenzierbare Funktion f : P → R ihren symplektischen Gradienten
als das Vektorfeld gradω f , dessen Wert an einer Stelle p ∈ P gegeben wird durch
die Bedingung, daß für alle Vektoren v ∈ ~P gilt

ω((gradω f)(x), v) = (Dvf)(p)

mit (Dvf)(p) = (dpf)(v) der Richtungsableitung von f in Richtung v an der
Stelle p. Mit unserer Identifikation canω : ~P → ~P ∗ durch u 7→ ω(u, ) haben wir
also (gradω f)(p) = can−1

ω (dpf).

12.6.7.3 (Bewegung ohne Zwangsbedingung als Flußwegprojektion). Nun be-
trachten wir ein System von Λ Massepunkten der Massen m1, . . . ,mΛ im An-
schauungsraum E. Das massebehaftete Skalarprodukt aus 12.6.4.3 induziert einen
Isomorphismus κ : ~EΛ ∼→ ~E∗Λ〈gm2〉. Wir betrachten den Isomorphismus

ι := id⊕κ : ~EΛ ⊕ ~EΛ〈1/s〉 ∼→ ~EΛ ⊕ ~E∗Λ〈gm2/s〉

Unter diesem Isomorphismus entspricht die kanonische 〈gm2/s〉-wertige sym-
plektische Form ω auf dem Wertebereich gegeben durch ω((v, φ), (w,ψ)) :=
ψ(v) − φ(w) einer 〈gm2/s〉-wertigen symplektischen Form η auf dem Definiti-
onsbereich, die gegeben wird durch die Formel

η((v1, v2), (w1, w2)) := 〈w2, v1〉g − 〈v2, w1〉g

Erklären wir den Geschwindigkeitsphasenraum oder kurz Phasenraum

P := EΛ × ~EΛ〈1/s〉

als den Raum aller möglichen Orte und Geschwindigkeiten der Teilchen unseres
Systems, so ist η eine symplektische Form auf seinem Richtungsraum ~P . Die
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Funktion der kinetischen EnergieK : P → 〈gm2/s2〉, gegeben in Formeln durch
K : (x, v) 7→ 1

2
〈v, v〉g, hat nun das Differential (d(x,v)K) : (w1, w2) 7→ 〈w2, v〉g

für w1 ∈ ~EΛ und w2 ∈ ~EΛ〈1/s〉 und hat folglich als symplektischen Gradienten
das Geschwindigkeitsfeld mit den Werten

(gradηK)(x, v) = (v, 0)

Dahingegen hat die Funktion V : P → 〈gm2/s2〉 der potentiellen Energie das
Differential (d(x,v)V ) : (w1, w2) 7→ −〈F̃ (x), w1〉g für F̃ (x) die Zusammenfas-
sung der massebereinigten externen Kräfte, gewissermaßen per definitionem, und
hat folglich als symplektischen Gradienten das Geschwindigkeitsfeld

(gradη V )(x, v) = (0, F̃ (x))

Für die Gesamtenergie E : P → 〈gm2/s2〉 gegeben durch E := K + V wird der
symplektische Gradient gradη E mithin gegeben durch das Geschwindigkeitsfeld

(gradη E)(x, v) = (v, F̃ (x))

Die Flußwege α : I → P, t 7→ (γ(t), ρ(t)) des symplektischen Gradienten der
Gesamtenergie auf dem Phasenraum für I ⊂ T ein mehrpunktiges Zeitintervall
sind genau die differenzierbaren Abbildungen mit γ̇(t) = ρ(t) und ρ̇(t) = F̃ (γ(t))
alias γ̈(t) = F̃ (γ(t)) für alle Zeiten t ∈ I alias die Abbildungen t 7→ (γ(t), γ̇(t))
für γ eine Lösung der Newton’schen Bewegungsgleichungen ohne Zwangsbedin-
gungen. Speziell sind im Fall Λ = 1 der Bewegung eines Teilchens der Masse
m1 = m die Projektionen unserer Flußwege α auf ihren Ortsanteil genau die
Lösungen der Newton’schen Bewegungsgleichung

γ̈(t) = F̃ (γ(t)) =
F (γ(t))

m

aus 12.6.1.6 und auch allgemeiner sind die Lösungen der Bewegungsgleichungen
genau die Projektionen der Flußwege des symplektischen Gradienten der Gesam-
tenergie auf dem Phasenraum. Im folgenden werden wir sehen, wie sich diese Be-
schreibung auf den Fall eines Systems mit Zwangsbedingungen verallgemeinern
läßt.

Proposition 12.6.7.4 (Bewegung als Projektion von Flußwegen). Seien X ein
endlichdimensionaler reeller Raum, V : X → R glatt und s ein Skalarprodukt
auf ~X . Seien η = ηs die symplektische Form auf ~X × ~X gegeben durch

η((v1, v2), (w1, w2)) := s(v1, w2)− s(v2, w1)
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und I ⊂ R ein mehrpunktiges Intervall. So ist γ : R ⊃ I → X eine Lösung der
Differentialgleichung

γ′′(t) = −(grads V )(γ(t))

genau dann, wenn γ die Projektion auf X eines Flußwegs des symplektischen
Gradienten gradη E ist für E : X × ~X → R, E(x, v) := V (x) + s(v, v)/2.

12.6.7.5. Wir verwenden hier implizit die offensichtliche Identifikation zwischen
~X × ~X und dem Richtungsraum von X × ~X .
12.6.7.6. Als Beispiel mag man sich X = EΛ und s = 〈 , 〉g und V unsere
Potentialfunktion denken, letztere zur Vereinfachung befreit von ihren Einheiten.
Physikalisch ist X × ~X der Geschwindigkeitsphasenraum und unsere Propositi-
on bringt zum Ausdruck, daß die Lösungen der Bewegungsgleichungen als die
Fußpunktprojektionen der Flußwege des symplektischen Gradienten der Gesamt-
energie auf dem Phasenraum beschrieben werden können.
12.6.7.7. Unser Skalarprodukt induziert einen Isomorphismus cans : ~X

∼→ ~X∗

und dann auch einen Isomorphismus id× cans : ~X × ~X
∼→ ~X × ~X∗. Unsere

symplektische Form ηs entspricht unter letzterem Ismorphismus der kanonischen
symplektischen Form auf ~X× ~X∗ gegeben durch die Formel ω((v, φ), (w,ψ)) :=
ψ(v)− φ(w).

Beweis. Für (x, v) ∈ X × ~X und (w1, w2) ∈ ~X × ~X und V : X × ~X → R
gegeben durch V (x, v) := V (x) finden wir

(d(x,v)V )(w1, w2) = (dxV )(w1)

= s
(
(grads V )(x), w1

)
= η

(
(0,−(grads V )(x)), (w1, w2)

)
und somit (gradη V )(x, v) = (0,−(grads V )(x)). Für K : X × ~X → R gegeben
durch K(x, v) := s(v, v)/2 finden wir andererseits

(d(x,v)K)(w1, w2) = s(v, w2)

= η
(
(v, 0), (w1, w2)

)
und so (gradηK)(x, v) = (v, 0). Für E = V +K haben wir mithin

(gradη E)(x, v) = (v,−(grads V )(x))

Die Flußwege α : I → X × ~X, t 7→ (γ(t), ρ(t)) dieses Vektorfelds sind demnach
genau die differenzierbaren Abbildungen α = (γ, ρ), für deren Komponenten gilt
γ′(t) = ρ(t) und ρ′(t) = −(grads V )(γ(t)), und entsprechen unter γ 7→ (γ, γ′)
eineindeutig den zweimal differenzierbaren Abbildungen γ : I → X mit

γ′′(t) = −(grads V )(γ(t))
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12.6.7.8. Um Zwangsbedingungen in den obigen Formalismus einzubauen, und
das ist unser eigentliches Ziel, muß ich einige Grundbegriffe aus der Differenti-
algeometrie erklären. Hier bespreche ich sie nur ad hoc und sozusagen zu Fuß
für eingebettete Mannigfaltigkeiten. Den vollen Formalismus können Sie in der
Differentialgeometrie kennenlernen.

12.6.7.9 (Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten und ihre Flußwege). Gegeben
ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum Y und eine glatte Mannigfaltigkeit
N ⊂ Y erinnere ich an ihr Tangentialbündel TN ⊂ Y × ~Y , das wir in 12.6.5.3
als eine glatte Mannigfaltigkeit in Y × ~Y erklärt hatten. Ein Vektorfeld auf N
ist definiert als ein Schnitt A der Bündelprojektion π : TN � N , also eine
Abbildung A : N → TN mit π ◦ A = idN , die mithin jedem Punkt q ∈ N einen
Tangentialvektor Aq ∈ TqN an N bei q zuordnet. Ein Flußweg eines Vektorfelds
A ist eine differenzierbare Abbildung γ : I → N von einem mehrpunktigen
Intervall I ⊂ R nach N mit γ′(t) = Aγ(t) für alle t ∈ I . Mit differenzierbar ist
hier gemeint, daß die durch Nachschalten der Einbettung N ↪→ Y entstehende
Abbildung γ : I → Y differenzierbar sein soll im bereits in ?? definierten Sinne.

12.6.7.10 (Symplektische Gradienten auf Mannigfaltigkeiten). Gegeben ein
endlichdimensionaler reeller affiner Raum Y und eine glatte Mannigfaltigkeit
N ⊂ Y versteht man unter einem kovarianten 2-Tensor ω auf N eine Zuord-
nung ω, die jedem Punkt q ∈ N eine Bilinearform ωq auf seinem Tangentialraum
TqN zuordnet. Sind alle diese Bilinearformen nichtausgeartet, so heißt unser 2-
Tensor nichtausgeartet. Ist f : Y → R eine differenzierbare Funktion und ω ein
nichtausgearteter 2-Tensor auf N , so erklären ein Vektorfeld

gradω f

auf N , den ω-Gradienten von f , dessen Wert bei q ∈ N gegeben wird durch
die Formel ωq((gradω f)(q), v) = Dv(f) ∀v ∈ TqN . Für Leser, die bereits das
Differential glatter Funktionen auf Mannigfaltigkeiten kennen, sei bemerkt, daß
die Richtungsableitung Dv(f) von f bei q in Richtung v mit dem Differential von
f bei q verknüpft ist durch die Beziehung Dv(f) = (dqf)(v). Ist speziell ω eine
punktweise symplektische Form, so nennen wir unseren ω-Gradienten auch den
symplektischen Gradienten.

Satz 12.6.7.11 (Bewegung unter Zwang als Projektion von Flußwegen). Seien
X ein endlichdimensionaler reeller Raum, V : X → R eine glatte Funktion, s ein
Skalarprodukt auf ~X und M ⊂ X eine glatte Mannigfaltigkeit. So gilt:

1. Die Restriktion der symplektischen Form η = ηs aus 12.6.7.4 von ~X × ~X
auf die Tangentialräume T(x,v)(TM) des Tangentialbündels TM ⊂ X× ~X
induziert einen nichtausgearteten punktweise symplektischen kovarianten
2-Tensor η̄ auf dem Tangentialbündel;
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2. Für E : TM → R die Gesamtenergie wie in 12.6.7.4 sind die Flußwege
α : I → TM ihres symplektischen Gradienten gradη̄ E auf TM genau alle
Abbildungen der Gestalt t 7→ (γ(t), γ′(t)) für γ : I → M ein glatter Weg
mit (

γ′′(t) + (grads V )(γ(t))
)
⊥s Tγ(t)M ∀t ∈ I

12.6.7.12. Nennen wir P := TM den Phasenraum unseres Systems mit Zwangs-
bedingungen, so sind damit die Lösungskurven der Bewegungsgleichungen wie-
der die Projektionen der Flußwege des symplektischen Gradienten gradη̄ E der
Gesamtenergie E : P → R. Die physikalische Interpretation erhält man wie in
12.6.7.4, indem man den Raum X = EΛ aller möglichen Ortsbestimmungen von
Λ Massepunkten betrachtet und M ⊂ X die Mannigfaltigkeit aller auch noch
mit den Zwangsbedingungen verträglichen Ortsbestimmungen und s = 〈 , 〉g das
massebehaftete Skalarprodukt auf ~X aus 12.6.4.3 und V das Potential.

Vorschau 12.6.7.13. Verwendet man die durch das Skalarprodukt gegebene Iden-
tifikation TM

∼→ T∗M des Tangentialbündels von M mit dem sogenannten „Ko-
tangentialbündel“ von M , so entspricht unser η̄ quasi per definitionem der so-
genannten „kanonischen symplektischen Form auf dem Kotangentialbündel“ und
unsere Funktion E entspricht der sogenannten „Hamiltonfunktion“ H und unsere
Bewegungsgleichungen nehmen in sogenannten „kanonischen Koordinaten“ die
besonders transparente Form

q̇i =
∂H

∂pi
und ṗi = −∂H

∂qi

an. Um das alles zu verstehen, müssen Sie jedoch zunächst mehr Differentialgeo-
metrie lernen. Ich bespreche es in 22.5.11.

Beweis. Zunächst erhalten wir für (x, v) ∈ TM eine natürliche kurze exakte Se-
quenz als obere Horizontale eines kommutativen Diagramms

Tv(TxM) ↪→ T(x,v)(TM) � TxM
↓ ↓ ↓
~X

in2
↪→ ~X × ~X

pr1

� ~X

mit dem Differential der Bündelprojektion TM � M als zweiter horizontaler
Abbildung und dem Differential der Einbettung der Faser TxM ↪→ TM als erster
horizontaler Abbildung und den von M ↪→ X und TM ↪→ X × ~X induzierten
Vertikalen. Gegeben (v1, v2) ∈ T(x,v)(TM) folgt aus

η̄
(
(v1, v2), (w1, w2)

)
= 0 ∀(w1, w2) ∈ T(x,v)(TM)
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erst s(v1, w2) = 0 ∀w2 ∈ TxM und so v1 = 0 und dann wegen der Surjektivität
des Differentials der Bündelprojektion oben rechts leicht auch v2 = 0. Das zeigt
den ersten Teil. Nun erinnern wir aus 12.6.7.3 unsere Formel für den symplekti-
schen Gradienten der Gesamtenergie (gradη E)(x, v) = (v,−(grads V )(x)). Aus
pr1((gradη̄ E)(x, v)) ∈ TxM folgt nun leicht pr1((gradη̄ E)(x, v)) = v und dann
ebensoleicht

(gradη̄ E)(x, v) = (v,−(grads V )(x) + w)

mit w = w(x, v) ∈ (TxM)⊥s , das dabei so zu wählen ist, daß unser Paar auch
tatsächlich zu T(x,v)(TM) gehört. So sehen wir, daß wir die Flußwege α : I →
TM von gradη̄ E genau die glatten Wege sind, die in Komponenten als

α(t) = (γ(t), ρ(t))

mit γ : I → X und ρ : I → ~X zerlegt die Bedingungen γ(t) ∈ M und γ′(t) =
ρ(t) und (

ρ′(t) + (grads V )(γ(t))
)
⊥s Tγ(t)M ∀t ∈ I

erfüllen. Der Satz folgt unmittelbar.

12.6.7.14 (Bewegungen unter Zwang und Einheiten). Ich erkläre nun noch, wie
das Ganze zu variieren ist, wenn man mit Einheiten arbeiten will. Dazu betrach-
ten wir ein mechanisches System von Λ Massepunkten der Massen m1, . . . ,mΛ,
deren Bewegung in der Weise eingeschränkt sei, daß die Zusammenfassung ih-
rer Orte (r1, . . . , rΛ) ∈ EΛ sich stets auf einer fest vorgegebenen glatten Unter-
mannigfaltigkeit M ⊂ EΛ befindet, dem Konfigurationsraum unseres Systems.
Insoweit könnten wir einfach unseren Satz 12.6.7.11 auf X = EΛ spezialisieren.
Jetzt gilt es aber, mit dem massebehafteten Skalarprodukt

〈 , 〉g : ~X × ~X → 〈gm2〉

aus 12.6.4.3 zu arbeiten und mit dem Geschwindigkeitsbündel

TM〈1/ s〉 :=
⋃
p∈M

{p} × (TpM)〈1/ s〉 ⊂ X × ~X〈1/ s〉

Wir nennen es den Geschwindigkeitsphasenraum oder kurz Phasenraum. Un-
ser η̄ wird ein nichtausgearteter 〈gm2/s〉-wertiger 2-Tensor auf dem Phasenraum
TM〈1/ s〉 und die Gesamtenergie eine glatte Abbildung

E : TM〈1/ s〉 → 〈gm2/s2〉

und deren symplektischer Gradient gradη̄ E ein Geschwindigkeitsfeld auf dem
Phasenraum TM〈1/ s〉. Die nun auf mehrpunktigen Zeitintervallen I ⊂ T er-
klärten Flußwege α : I → TM〈1/ s〉 unseres symplektischen Gradienten sind
dann genau alle Paare α = (γ, γ̇) mit γ einer Lösung der Bewegungsgleichungen(

γ̈(t)− F̃ (γ(t))
)
⊥g Tγ(t)M
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aus 12.6.4.3 für F̃ die Zusammenfassung der massebereinigten externen Kräfte.
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12.7 Wegintegrale und Potentiale

12.7.1 Vektorfelder und Kovektorfelder
Definition 12.7.1.1. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U ⊂ X
eine Teilmenge. Ein Vektorfeld oder genauer ein relatives Vektorfeld auf U ist
wie in 12.5.1.5 eine Abbildung

A : U → ~X
p 7→ Ap

von U in den Richtungsraum ~X von X .

12.7.1.2 (Diskussion der Terminologie). Später einmal werden wir ein „Vektor-
feld auf einer Mannigfaltigkeit M“ erklären als eine Abbildung, die jedem Punkt
p ∈ M einen Tangentialvektor Ap ∈ TpM zuordnet. Das ist etwas spezielleres
als ein „relatives“ Vektorfeld, das jedem Punkt p ∈ M ⊂ X einfach irgendeinen
Richtungsvektor Ap ∈ ~X zuordnet. Vorerst jedoch werden wir nur mit Vektorfel-
dern auf halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler Räume X arbeiten, und
in diesem Fall sind unsere „relativen“ Vektorfelder bereits die „richtigen“ Vektor-
felder. Deshalb kommt es auf derartige Feinheiten hier noch nicht an.

12.7.1.3. Wir schreiben im Zusammenhang mit Differentialgleichungen statt Ap
auch A(p). Die Notation Ap dahingegen ist praktisch, wenn wir unsere Vektor-
felder wie in 12.7.1.20 auf Funktionen anwenden wollen. In der physikalischen
Terminologie heißen Vektorfelder kontravariant aus Gründen, die in 12.7.2.17
diskutiert werden.

12.7.1.4. Zu jedem reellen Vektorraum V bilden wir wie in der linearen Algebra
in 3.2.9.1 seinen Dualraum V ∗ = V > := HomR(V,R).

Definition 12.7.1.5. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U ⊂ X
eine Teilmenge. Ein Kovektorfeld oder genauer relatives Kovektorfeld auf U ist
eine Abbildung

ω : U → ~X∗

p 7→ ωp

von U in den Dualraum ~X∗ des Richtungsraums von X .

12.7.1.6 (Diskussion der Terminologie). Später einmal werden wir ein Kovek-
torfeld auf einer MannigfaltigkeitM erklären als eine Abbildung, die jedem Punkt
p ∈ M ein Element ωp ∈ (TpM)∗ zuordnet. Das ist etwas anderes als ein relati-
ves Kovektorfeld, das jedem Punkt p ∈ M ⊂ X einfach irgendeine Linearform



2010 KAPITEL 12. ANALYSIS 2

Graphische Darstellung eines Vektorfelds auf der Papierebene, das in geeigneten
Koordinaten in der Notation von 12.7.1.21 durch die Formel(

x/
√
x2 + y2

)
∂x +

(
y/
√
x2 + y2

)
∂y

gegeben würde. Hier haben wir zu ausgewählten Punkten den ihnen
zugeordneten Richtungsvektor als Pfeil von besagtem Punkt zu dem um diesen

Richtungsvektor verschobenen Punkt dargestellt.
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ωp ∈ ~X∗ zuordnet. Vorerst jedoch werden wir nur mit Kovektorfeldern auf halb-
offenen Teilmengen endlichdimensionaler Räume X arbeiten, und in diesem Fall
sind unsere relativen Kovektorfelder bereits die endgültigen Kovektorfelder. Des-
halb kommt es auf derartige Feinheiten hier noch nicht an.

12.7.1.7. Wir schreiben ωp statt ω(p), damit ωp(v) ∈ R den Wert der Linearform
ωp auf einem Vektor v ∈ ~X bezeichnen kann. Ein Kovektorfeld nennt man auch
eine Pfaff’sche Form oder eine Differentialform erster Ordnung oder eine 1-
Form oder eine Einsform. In der physikalischen Terminologie heißen Kovektor-
felder kovariant aus Gründen, die in 12.7.2.17 diskutiert werden.

12.7.1.8 (Graphische Darstellung ebener Kovektorfelder). Für die graphische
Darstellung eines Kovektorfelds ω auf der Tafelebene X denke ich mir Kreis-
scheiben um einzelne fett eingezeichnete Punkte p ∈ X und zeichne jeweils deren
Schnitt mit {p+ ~v | ωp(~v) ∈ N}. Im Fall ωp = 0 muß ich die ganze Kreisscheibe
ausmalen, weshalb ich diesen Fall nach Möglichkeit vermeide. Im Fall ωp 6= 0
sehr klein ist nur ein Stück der Gerade p + kerωp zu sehen und man kann nicht
erkennen, auf welcher Seite dieser Gerade die Punkte p+~v liegen mit ωp(~v) > 0,
weshalb ich auch diesen Fall nach Möglichkeit vermeide. Ich hoffe, daß der Leser
die so erzeugte Anschauung auf den räumlichen Fall übertragen kann, in dem ich
die entsprechenden Bilder nicht mehr malen kann, und ebenso auf den eindimen-
sionalen Fall, in dem die entsprechenden Bilder wie so vieles im eindimensionalen
Fall weniger Aussagekraft haben.

Beispiel 12.7.1.9 (Kovektorfelder auf der Zeitachse). Ein Kovektorfeld ohne
Nullstelle auf der Zeitachse T aus 3.3.1.11 können wir uns in der in 3.2.9.4 noch
genauer erklärten Weise denken als eine Vorschrift, die jedem Zeitpunkt ein Paar
bestehend aus einer Frequenz und einer Orientierung der Zeitachse zuordnet.

12.7.1.10 (Addition von Feldern und Multiplikation mit Funktionen). Wir ad-
dieren Vektorfelder wie auch Kovektorfelder punktweise, die Summe ω+ η zwei-
er Kovektorfelder ist also etwa erklärt durch (ω + η)p = ωp + ηp, wobei letzteres
Summenzeichen die Addition in ~X∗ meint. Wir multiplizieren Vektorfelder und
auch Kovektorfelder mit Funktionen f : U → R ebenfalls punktweise, indem wir
setzen (fA)p = f(p)Ap beziehungsweise (fω)p = f(p)ωp.

12.7.1.11 (Paaren von Vektorfeldern mit Kovektorfeldern). Seien X ein end-
lichdimensionaler reeller Raum und U ⊂ X eine Teilmenge. Ist A : U → ~X
ein Vektorfeld und ω : U → ~X∗ ein Kovektorfeld, so können wir das Vektorfeld
A in das Kovektorfeld ω einsetzen oder, vielleicht besser gesagt, das Kovektor-
feld ω auf dem Vektorfeld A auswerten oder, besonders ausgewogen und immer
noch gleichbedeutend, das Kovektorfeld ω mit dem Vektorfeld A paaren. Wir
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Versuch der graphischen Darstellung eines Kovektorfelds auf der Papierebene,
das in geeigneten Koordinaten in der Notation 12.7.1.13 durch die Formel

x dy

gegeben würde.
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Alternativer Versuch der graphischen Darstellung eines Kovektorfelds auf der
Papierebene. Hier legen wir die Konvention aus 3.2.9.1 zur graphischen

Darstellung von Kovektoren zugrunde, der Wert auf einem Vektor ist also salopp
gesagt die Anzahl der gekreuzten Striche. Insbesondere bedeuten „enger

zusammenliegende Striche“ hier „größere Kovektoren“. Bei einer Streckung etwa
um einen Faktor Zwei werden also Vektoren doppelt so lang, aber in Gegensatz

dazu Kovektoren halb so lang, weil die Striche weiter auseinander rücken.
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erhalten dann eine Funktion

ω(A) = 〈ω,A〉 : U → R
p 7→ ωp(Ap)

12.7.1.12 (Verschiedene Interpretationen von Kovektorfeldern). Seien X ein
endlichdimensionaler reeller Raum und U ⊂ X eine Teilmenge. Im Sinne des
Exponentialgesetzes 2.1.6.5 können wir ein Kovektorfeld ω : U → ~X∗ auch
auffassen als eine Abbildung U × ~X → R oder sogar als eine Abbildung ~X →
Ens(U,R). Es gehört etwas Übung dazu, alle diese verschiedenen Aspekte gleich-
zeitig präsent zu haben. Wir können also ein Kovektorfeld einerseits an einem
Punkt p ∈ U auswerten und so eine Linearform ωp : ~X → R auf dem Rich-
tungsraum erhalten, wir können es aber andererseits auch auf einem Richtungs-
vektor v ∈ ~X auswerten und so eine reellwertige Funktion U → R, p 7→ ωp(v)
erhalten. Wir können es sogar etwas allgemeiner, wie in 12.7.1.11 besprochen,
auf einem Vektorfeld p 7→ vp auswerten und auch so eine reellwertige Funktion
U → R, p 7→ ωp(vp) erhalten. Man beachte, daß beim Auswerten von Kovektor-
feldern auf Vektorfeldern keinerlei Differentiation stattfindet sondern ausschließ-
lich lineare Algebra, nur eben „in Abhängigkeit vom Punkt p“.

Definition 12.7.1.13 (Differential einer Funktion als Kovektorfeld). Seien X
ein reeller endlichdimensionaler Raum und U ⊂ X eine halboffene Teilmenge.
Ist f : U → R differenzierbar, so ist das Differential von f bei p eine lineare
Abbildung dpf : ~X → R. Unter dem Differential df von f verstehen wir dann
das Kovektorfeld auf U , das gegeben wird durch die Vorschrift

df : U → ~X∗

p 7→ dpf

Für das Differential von einem Produkt gilt nach 12.1.6.5 die Produktregel d(fg) =
f dg+ g df und für das Differential einer Summe haben wir d(f + g) = df + dg.

12.7.1.14 (Anschauung für das Differential einer Funktion). In der in 12.7.1.8
erklärten Anschauung für ebene Kovektorfelder als „Liniendichten“ wäre das Dif-
ferential einer Funktion auf der Ebene, aufgefaßt als die Höhe in einer Landkarte
in Metern, salopp gesprochen zu verstehen als eine Linearisierung des durch die
Höhenlinien gegebenen Bildes, mit einer Höhenlinie pro Meter und wo wir nur die
Höhenlinie durch unseren Punkt und ein paar Höhenlinien oberhalb einzeichnen.

12.7.1.15 (Darstellung von Kovektorfeldern in Koordinaten). Ist speziell X =
Rn und U ⊂◦ Rn offen und bezeichnet xi : U → R die Restriktion der i-ten Ko-
ordinate auf U , so ist dxi : U → (Rn)∗ konstant die i-te Koordinate selber. Die
Bezeichnung dxi für dieses konstante Kovektorfeld vereinbaren wir allgemeiner
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auch für beliebige Teilmengen U ⊂ Rn. Die Koordinaten bilden nun eine Basis
des Dualraums von Rn. Folglich läßt sich jedes Kovektorfeld auf U schreiben in
der Gestalt

∑
ai dxi mit eindeutig bestimmten ai : U → R. Ich vermute, daß hier

der Ursprung der alternativen Bezeichnung von Kovektorfeldern als „Differential-
formen“ zu suchen ist: In gewisser Weise können wir eben unsere Kovektorfelder
als „Linearkombinationen von Differentialen“ schreiben. Für eine differenzierba-
re Funktion f : U → R auf einer offenen Menge U ⊂◦ Rn haben wir dann

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

Man prüft das durch Auswerten beider Seiten an einer Stelle p ∈ U und Anwen-
den der so entstehenden Linearformen auf alle Vektoren der Standardbasis desRn.
Speziell haben wir für f : R ⊃ A→ R differenzierbar mit A halboffen in R also

df = f ′(x) dx

12.7.1.16 (Übergang von Vektorfeldern zu Kovektorfeldern). Gegeben ein end-
lichdimensionaler reeller Raum X mit einem Skalarprodukt s auf seinem Rich-
tungsraum erinnern wir aus 12.1.3.9 den Isomorphismus cans : ~X

∼→ ~X∗ gegeben
durch die Vorschrift v 7→ (w 7→ s(v, w)). Jedem Vektorfeld v : X ⊃ A → ~X
können wir so das Kovektorfeld

cans(v) := cans ◦v : X ⊃ A→ ~X∗

zuordnen. Im Spezialfall (Rn, s) des Vektorraums Rn mit seinem Standardskalar-
produkt kennen wir bereits aus 12.1.3.9 die Beziehung

df = cans(grad f)

12.7.1.17 (Differential einer Funktion mit halboffenem Definitionsbereich).
Ist f : Rn ⊃ U → R differenzierbar auf einer halboffenen Teilmenge U ⊂ Rn,
so gilt dasselbe, wenn die partiellen Ableitungen dabei im Sinne unserer Notation
12.1.3.21 als virtuelle partielle Ableitungen verstehen. Ist speziell f : R ⊃ I → R
differenzierbar auf einem mehrpunktigen Intervall, so gilt df = f ′(x) dx.

12.7.1.18 (Anschauliche Bedeutung von Formeln in Differentialen). Anschau-
lich gesprochen beschreibt die in 12.7.1.15 herausgestellte Gleichung, wie sich
der Funktionswert der Funktion f in erster Näherung ändert, wenn wir an den Ko-
ordinaten xi wackeln: Genauer gilt bei festen x1, . . . , xn für δx1, . . . , δxn ∈ R so
nah bei Null, daß alles definiert ist, eben

f(x1 + δx1, . . . , xn + δxn)− f(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
δxi +R(δx1, . . . , δxn)
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mit einem Rest R, der auch nach dem Teilen durch das Maximum der Beträge
aller δxi noch gegen Null strebt, wenn alle δxi gegen Null streben. Hierbei ist
zu verstehen, daß die fraglichen partiellen Ableitungen an unserer festen Stel-
le (x1, . . . , xn) ausgewertet werden sollen, und um die partiellen Ableitungen zu
bilden, müssen die xi natürlich noch als variabel gedacht werden. Vielleicht wäre
es hier konsistenter gewesen, die partiellen Ableitungen ∂if zu notieren oder so-
gar (∂if)(x1, . . . , xn) um anzudeuten, daß sie ja an der festen Stelle (x1, . . . , xn)
auszuwerten sind. Bei komplizierteren Formeln führt aber größere Präzision auch
nicht notwendig zu besserer Verständlichkeit. Die Notation δxi könnten wir zu δi
abkürzen, aber dann wirkt die Formel weniger suggestiv. Kürzen wir auch noch
die linke Seite zu δf ab, so können wir unsere Identität mit der in 12.2.3.2 ein-
geführten Notation auch schreiben als die Übereinstimmung erster Ordnung von
Funktionen der „Verrückungen“ δxi in der Gestalt

δf ∼1
0

n∑
i=1

∂f

∂xi
δxi

Beispiel 12.7.1.19. Die Funktion f : R3\0→ R, v 7→ 1/‖v‖ hat mit der Konven-
tion v := (x, y, z) das Differential df = −(x dx+ y dy + z dz)/‖v‖3.

Definition 12.7.1.20 (Ableiten einer Funktion in Richtung eines Vektorfeldes).
Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X , eine halboffene Teilmenge
U ⊂ X , ein Vektorfeld A : U → ~X und eine differenzierbare Funktion f : U →
R erklären wir eine Funktion (Af) : U → R durch die Vorschrift

(Af)(p) := (dpf)(Ap)

Ist U eine Umgebung von p, so ist nach 12.1.3.3 also (Af)(p) = (DApf)(p) die
Richtungsableitung 12.1.3.1 von f bei p in der Richtung Ap. Wir sagen deshalb
auch, die Funktion Af entstehe aus f durch Ableiten in Richtung des Vektor-
felds A. In anderen Worten entsteht diese Funktion durch das Paaren des Vektor-
felds A mit dem durch das Differential der Funktion f gegebenen Kovektorfeld
df . Mit unserer Notation 12.7.1.11 kann diese Funktion auch Af = 〈df, A〉 ge-
schrieben werden.

12.7.1.21 (Darstellung von Vektorfeldern in Koordinaten). Meist werden Vek-
torfelder identifiziert mit den zugehörigen Differentialoperatoren. So notiere ich
etwa das konstante Vektorfeld v wie die zugehörige Richtungsableitung Dv. Spe-
zieller bezeichnet man das konstante Vektorfeld mit Wert ei auf Rn oft als „das
Vektorfeld ∂

∂xi
“ oder „das Vektorfeld ∂i“ und im Fall nicht nummerierter Koordi-

naten wie etwa x, y, z auf R3 schreiben wir für die fraglichen Vektorfelder auch
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∂x, ∂y, ∂z und dergleichen. Sicher läßt sich für U ⊂ Rn jedes Vektorfeld auf U
schreiben in der Gestalt ∑

ci∂i

mit eindeutig bestimmten ci : U → R. Paaren wir das Vektorfeld
∑
ci∂i auf Rn

mit dem Kovektorfeld
∑
ai dxi, so ergibt sich die Funktion

∑
aici. In unserer

Notation 12.7.1.11 und mit dem Kroneckerdelta haben wir nämlich

〈dxi, ∂j〉 = δij

12.7.2 Verwandtschaft
12.7.2.1 (Diskussion des Verwandtschaftsbegriffs). Zentral für das weitere sind
die zu unseren jeweiligen Feldern gehörigen Verwandtschaftsbegriffe, die wir im
folgenden diskutieren. Im Fall der φ-Verwandtschaft unter einem Diffeomorphis-
mus φ mit einer halboffenen Teilmenge eines Rn mag man sich darunter eine
„Darstellung in lokalen Koordinaten“ denken, aber das Konzept trägt weiter. Un-
sere Vektorfelder müssen im allgemeinen weder „Vorwärtsverwandte“ noch, an-
ders als man es als Mensch gewohnt ist, „Rückwärtsverwandte“ haben. Bei Ko-
vektorfeldern ist es etwas besser, sie haben immer genau einen „Rückwärtsver-
wandten“. Wir beginnen unsere Diskussion mit der einfacheren und grundlegen-
deren Diskussion der Verwandtschaft von Funktionen und von Wegen. Eine we-
sentliche Eigenschaft von Verwandtschaft, die „Transitivität“, besprechen wir erst
in 12.7.2.18.

Definition 12.7.2.2 (Verwandtschaft von Funktionen). Gegeben eine Abbil-
dung φ : U → V und reelle Funktionen g : U → R sowie f : V → R hei-
ßen unsere Funktionen φ-verwandt und wir schreiben φ : g ; f , wenn gilt
g(x) = f(φ(x)) für alle x ∈ U alias

g = f ◦ φ

Definition 12.7.2.3 (Verwandtschaft von Wegen). Seien U und V topologische
Räume und φ : U → V eine stetige Abbildung. Zwei Wege γ : I → U und
κ : J → V heißen φ-verwandt und wir schreiben φ : γ ; κ, wenn sie denselben
Definitionsbereich I = J haben und wenn für alle t ∈ I gilt κ(t) = φ(γ(t)) alias

κ = φ ◦ γ

12.7.2.4 (Auswerten auf Wegen respektiert Verwandtschaft). Das Auswer-
ten verwandter Funktionen auf verwandten Wegen liefert trivialerweise dieselbe
Funktion auf dem Parameterintervall, in Formeln folgt in den Notationen der vor-
hergehenden Definitionen aus φ : g ; f und φ : γ ; κ also

g ◦ γ = f ◦ κ
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Ganz links ist zuerst ein Vektorfeld auf der Ebene abgebildet, das unter der
orthogonalen Projektion auf die x-Achse verwandt ist zu einem ebenfalls

eingezeichneten konstanten Vektorfeld auf der x-Achse. In der Mitte dann ein
Vektorfeld auf der Ebene, das unter dieser Projektion zu keinem Vektorfeld auf
der x-Achse verwandt ist. Schließlich ganz rechts die konstante Abbildung der
y-Achse auf einen Punkt der x-Achse und ein Vektorfeld auf der x-Achse, das

darunter zu keinem Vektorfeld auf der y-Achse verwandt ist.
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Definition 12.7.2.5 (Verwandtschaft von Vektorfeldern). Sei φ : U → V eine
differenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensio-
naler reeller Räume X und Y . Vektorfelder A : U → ~X und B : V → ~Y heißen
φ-verwandt und wir schreiben φ : A ; B wie in 12.5.1.12, wenn für alle x ∈ U
gilt

(dxφ)(Ax) = Bφ(x)

12.7.2.6 (Summe und Produkt respektiert Verwandtschaft). Gegeben in den
vorherigen Notationen verwandte Vektorfelder φ : A ; B und φ : C ; D
haben wir auch φ : (A + C) ; (B + D). Gegeben weiter verwandte Funktionen
φ : f ; g haben wir auch φ : fA ; gB. und, wenn wir schon dabei sind,
gegeben zusätzlich verwandte Funktionen φ : h ; k haben wir ebenso φ : (f +
h) ; (g + k) und φ : fh; gk.

12.7.2.7 (Ableiten nach Vektorfeldern respektiert Verwandtschaft). Wenden
wir verwandte Vektorfelder auf verwandte differenzierbare Funktionen an, so er-
halten wir verwandte Funktionen. Ist genauer φ : U → V eine differenzier-
bare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reeller
Räume, so impliziert in Formeln φ : A; B und φ : g ; f bereits φ : Ag ; Bf
oder umgeschrieben (Bf) ◦ φ = A(f ◦ φ). Das folgt direkt aus der Kettenregel in
mehreren Veränderlichen. Letzteres ist sogar eine hinreichende Bedingung: Gilt
(Af)◦φ = B(f ◦φ) für alle differenzierbaren Funktionen f , so folgt φ : A; B.

12.7.2.8 (Flußwege respektieren Verwandtschaft). Ein Weg γ : I → U in einer
halboffenen Teilmenge U ⊂ X eines endlichdimensionalen reellen Raums heißt
ein Flußweg eines Vektorfelds A : U → ~X , wenn er differenzierbar ist und
wenn für alle t ∈ I gilt γ′(t) = Aγ(t). Ist nun φ : U → V eine differenzierbare
Abbildung in eine weitere halboffene Teilmenge V eines endlichdimensionalen
reellen Raums Y und B ein Vektorfeld auf V mit φ : A ; B und κ = φ ◦ γ der
verwandte Weg φ : γ ; κ und ist γ ein Flußweg von A, so ist auch κ ein Flußweg
von B. Das ist einigermaßen offensichtlich und wurde bereits im Zusammenhang
mit gewöhnlichen Differentialgleichungen in 12.5.1.12 besprochen.

Definition 12.7.2.9 (Verwandtschaft von Kovektorfeldern). Sei φ : U → V ei-
ne differenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimen-
sionaler reeller Räume X und Y . Kovektorfelder η : U → ~X∗ und ω : V → ~Y ∗

heißen φ-verwandt und wir schreiben φ : η ; ω, wenn für alle Punkte x ∈ U
gilt ηx = ωφ(x) ◦ dxφ. Gleichbedeutend mit der transponierten Abbildung zum
Differential notiert ist die Forderung, daß für alle x ∈ U gilt

ηx = (dxφ)>(ωφ(x))

12.7.2.10 (Summe und Produkt respektiert Verwandtschaft). Gegeben in den
vorherigen Notationen verwandte Kovektorfelder φ : η ; ω und φ : σ ; τ haben
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wir auch φ : (eta+ σ) ; (ω + τ) und gegeben verwandte Funktionen φ : f ; g
haben wir auch φ : fη ; gω.

12.7.2.11 (Paaren respektiert Verwandtschaft). Sei φ : U → V eine differen-
zierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reel-
ler Räume X und Y . Seien A : U → ~X sowie B : V → ~Y Vektorfelder und
ω : U → ~X∗ sowie η : V → ~Y ∗ Kovektorfelder. So gilt

(φ : A; B und φ : ω ; η)⇒ φ : 〈ω,A〉; 〈η,B〉

12.7.2.12 (Existenz und Eindeutigkeit von Verwandten). Unter einer diffe-
renzierbaren Bijektion zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler
reeller Räume mit differenzierbarer Umkehrabbildung haben alle Vektorfelder,
Kovektorfelder, Wege und Funktionen jeweils genau einen Verwandten und un-
ter der Identität sind sie jeweils selbst dieser einzige Verwandte. Ist allgemeiner
φ : U → V eine beliebige differenzierbare Abbildung von einer halboffenen
Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums U ⊂ X in eine weiteren
reellen Raum Y , die in einer Teilmenge V ⊂ Y landet, so hat jedes Kovektorfeld
ω auf V immer noch genau einen „Rückwärtsverwandten“ auf U , der eben gege-
ben wird durch die Formel ηx = (dxφ)>(ωφ(x)). Für diesen eindeutig bestimmten
Rückwärtsverwandten von ω unter φ vereinbaren wir die Notation

φ∗(ω)

Er heißt das mit φ zurückgezogene oder zurückgeholte Kovektorfeld. Eben-
so hat jede Funktion f auf V genau einen „Rückwärtsverwandten“, nämlich die
Funktion f ◦ φ, die man auch die mit φ zurückgezogene Funktion nennt und
manchmal φ∗(f) notiert. Bei Vektorfeldern liegen die Verhältnisse nicht so ein-
fach, aber ist φ surjektiv, so hat jedes Vektorfeld auf U zumindest nicht mehr als
einen „Vorwärtsverwandten“ auf V , und ist das Differential von φ an jeder Stelle
bijektiv, so hat jedes Vektorfeld auf V genau einen Rückwärtsverwandten auf U .

12.7.2.13. Weil Verwandtschaft Summe und Produkt respektiert, muß auch das
Zurückholen Summe und Produkt von Funktionen und Kovektorfeldern respek-
tieren, in Formeln φ∗(ω + τ) = φ∗(ω) + φ∗(τ) und φ∗(gω) = φ∗(g)φ∗(ω).

12.7.2.14 (Differential respektiert Verwandtschaft). Verwandte Funktionen ha-
ben verwandte Differentiale. Ist genauer φ : U → V eine differenzierbare Abbil-
dung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimensionaler reeller Räume, so
impliziert in Formeln φ : g ; f bereits φ : dg ; df . Gleichbedeutend haben wir
für alle f die Identität φ∗(df) = d(φ∗(f)) = d(f ◦ φ). In der Tat gilt für jeden
Punkt y nach der Definition der Verwandtschaft und der Kettenregel

(φ∗(df))y = (dφ(y)f) ◦ dyφ = dy(f ◦ φ)
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Dieses Bild soll den Effekt der Scherung φ : R2 ∼→ R2, (x, y) 7→ (x+ y, y) auf
dem Kovektorfeld dy und dem Vektorfeld ∂y darstellen. Bei der bildlichen

Darstellung unseres Kovektorfelds folgen wir den auf Seite ?? im Anschluß an
12.7.1.1 eingeführten Konventionen. Man erkennt, daß dy unter dieser Scherung
verwandt ist zu sich selber, in Formeln φ : dy ; dy, wohingegen ∂y verwandt ist

zu ∂x + ∂y, in Formeln φ : ∂y ; ∂x + ∂y. Alternativ und im wesentlichen
gleichbedeutend mag man sich auch auf den Standpunkt stellen, daß wir auf dem
Wertebereich von φ ein „verschertes Koordinatensystem“ (u, v) eingeführt haben
mit u und v den Komponenten der zu φ inversen Abbildung, also u(x, y) = x− y

und v(x, y) = y. Dann erhalten wir statt der obigen Verwandtschaften die
Formeln dv = dy sowie ∂v = ∂x + ∂y.
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12.7.2.15 (Verwandtschaft von Gradienten). Gegeben U, V ⊂◦ Rn und ein C1-
Diffeomorphismus φ : U

∼→ V haben verwandte differenzierbare Funktionen
zwar verwandte Differentiale, aber im allgemeinen keineswegs verwandte Gradi-
enten. Das gilt nur unter sehr viel stärkeren Voraussetzungen. Ist etwa φ die Ein-
schränkung eines Isomorphismus von affinen Räumen mit orthogonalem linearen
Anteil ~φ ∈ O(n) und f : V → R differenzierbar, so haben wir

φ : grad(f ◦ φ) ; grad(f)

In der Tat ist unter diesen Annahmen die Verwandtschaft φ : v ; w von Vektor-
feldern gleichbedeutend zur Verwandtschaft φ : cans(v) ; cans(w) von Kovek-
torfeldern und unsere Verwandtschaft von Gradienten so nach 12.7.1.16 gleichbe-
deutend zur Verwandtschaft der Differentiale φ : d(f ◦φ) ; df . Sind allgemeiner
φ : X

∼→ Y ein Isomorphismus von endlichdimensionalen affinen Räumen und
s, t Skalarprodukte auf ~X beziehungsweise ~Y und ist ~φ : ~X

∼→ ~Y dafür orthogo-
nal, ist in anderen Worten φ ein isometrischer Isomrphismus, so erhalten wir für
unsere verallgemeinerten Gradienten aus 12.1.3.9 mit derselben Argumentation

φ : grads(f ◦ φ) ; gradt(f)

Noch allgemeinere Aussagen in dieser Richtung diskutieren wir in 12.7.3.10.

12.7.2.16 (Partielle Ableitungen in lokalen Koordinaten). Gegeben ein end-
lichdimensionaler affiner RaumX und eine halboffene Teilmenge U ⊂ X und ein
Diffeomorphismus alias ein System lokaler Koordinaten (x1, . . . , xn) : U

∼→ V
mit einer halboffenen Teilmenge V ⊂ Rn bezeichnet man mit ∂

∂xi
oder ∂i auch

diejenigen Vektorfelder auf U , die unter diesem Diffeomorphismus zu den eben
eingeführten Vektorfeldern auf Rn verwandt sind. Man beachte jedoch, daß für
eine einzelne Funktion x : U → R nicht sinnvoll ein Vektorfeld ∂

∂x
auf U erklärt

werden kann: Selbst wenn sich unsere Funktion zu einem Koordinatensystem er-
gänzen lassen sollte, wird doch das durch diese Ergänzung erklärte Vektorfeld ∂

∂x

wesentlich von der Wahl der anderen Koordinaten abhängen. All das steht im Ge-
gensatz zum Differential dx einer Funktion x, das durchaus auch für eine einzelne
Funktion sinnvoll definiert ist.

12.7.2.17 (Kovariante und kontravariante Transformation). Zumindest unter
linearen Koordinatentransformationen verhalten sich Kovektorfelder „so wie Ko-
ordinaten“. Ist etwa x1, . . . , xn ein System linearer Koordinaten auf einem reellen
Vektorraum X im Sinne einer Familie von linearen Abbildungen xi : X → R, die
zusammen einen Isomorphismus X ∼→ Rn liefern, und ist y1, . . . , yn ein anderes
System linearer Koordinaten, und haben wir etwa yi =

∑
j aijxj für eine Matrix

von reellen Zahlen aij , so gilt die Identität von Kovektorfeldern dyi =
∑

j aij dxj .
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Für die durch unsere Koordinatensysteme bestimmten Vektorfelder haben wir da-
hingegen umgekehrt

∂

∂xj
=
∑
i

aij
∂

∂yi

und benötigen die inverse Matrix, um ∂
∂yi

durch die ∂
∂xj

auszudrücken. In diesem
Sinne „transformieren sich Kovektorfelder wie Koordinaten“ und heißen deshalb
auch „kovariant“, wohingegen Vektorfelder sich „vermittels der inversen transpo-
nierten Matrix transformieren“ und deshalb „kontravariant“ heißen.

12.7.2.18 (Transitivität von Verwandtschaft). Seien φ : U → V und ψ : V →
W differenzierbare Abbildung zwischen halboffenen Teilmengen endlichdimen-
sionaler reeller Räume. Ist ein Vektorfeld C auf W unter ψ verwandt zu B, so
ist auch A unter ψ ◦ φ verwandt zu C, in Formeln implizieren φ : A ; B und
ψ : B ; C also ψ ◦ φ : A ; C. Analoges gilt für Wege und Funktionen und
Kovektorfelder und läßt sich in den beiden letzteren Fällen auch schreiben als
(ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗, so daß etwa für jedes Kovektorfeld κ auf W gilt

(ψ ◦ φ)∗(κ) = φ∗(ψ∗(κ))

Aus Gründen der formalen Vollständigkeit sei noch ergänzt, daß unter der Identi-
tät, wie bereits in 12.7.2.12 erwähnt, jedes Vektorfeld und jedes Kovektorfeld und
jede Funktion und jeder Weg verwandt ist zu sich selber und nur zu sich selber.
Es gilt also in Formeln (id : A ; B) ⇔ A = B und dergleichen. Weiter sei
erwähnt, daß W für alle diese Überlegungen sogar eine beliebige Teilmenge eines
endlichdimensionalen reellen Raums sei darf.

Beispiel 12.7.2.19 (Zurückholen von Kovektorfeldern in Koordinaten). Im
FallX = Rn mit Koordinaten x1, . . . , xn und Y = Rm mit Koordinaten y1, . . . , ym
und φ = (φ1, . . . , φm) eine differenzierbare Abbildung von einer halboffenen
Teilmenge von Rn in eine halboffene Teilmenge von Rm ergibt sich φ∗(dyj) =

d(φ∗yj) = dφj =
∑

i
∂φj
∂xi

dxi, da das Differential Verwandtschaft respektiert
12.7.2.14 und wir für das Differential einer Funktion bereits die explizite Formel
12.7.1.13 kennen. Folglich kann das Zurückholen von Kovektorfeldern in Koor-
dinaten beschrieben werden durch die Formel

φ∗

(∑
j

bj dyj

)
=
∑
i,j

(
(bj ◦ φ)

∂φj
∂xi

)
dxi

Beispiel 12.7.2.20 (Verwandtschaften unter der Polarkoordinatenabbildung).
Wir betrachten die Polarkoordinatenabbildung

P : R2 → R2

(r, ϑ) 7→ (r cosϑ, r sinϑ)
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und benutzen die üblichen Koordinaten x, y auf dem Wertebereich. Unter dieser
Abbildung ist etwa das Kovektorfeld dx auf dem Wertebereich verwandt zum
Kovektorfeld

P ∗(dx) = d(P ∗x) = d(x ◦ P ) = d(r cosϑ) = (cosϑ) dr − (r sinϑ) dϑ

Ebenso ist das Kovektorfeld dy auf dem Wertebereich unter P verwandt zum Ko-
vektorfeld d(r sinϑ) = (sinϑ) dr+ (r cosϑ) dϑ. Um einen Verwandten für ∂ϑ zu
suchen, wenn dieses Vektorfeld denn einen Verwandten haben sollte, machen wir
den Ansatz ∂ϑ ; a∂x + b∂y mit unbestimmten Funktionen a, b und finden durch
Paaren mit dx leicht −(r sinϑ) ; a und durch Paaren mit dy ebenso (r cosϑ) ;
b, womit wir für das Vektorfeld ∂ϑ links als einzigen Verwandten das Vektorfeld
−y∂x + x∂y rechts finden. Das Vektorfeld ∂r links hat keinen Verwandten rechts,
denn derselbe Ansatz ∂r ; a∂x + b∂y führt zu P : sinϑ ; a und P : cosϑ ; b
und derartige Funktionen a, b gibt es nicht. Schränken wir jedoch unsere Polar-
koordinatenabbildung ein zu einer Abbildung P : {(r, ϑ) | r > 0} → R2\0, so
gibt es derartige Funktionen doch und unser Vektorfeld ∂r hat unter dieser Ein-
schränkung den einzigen Verwandten

∂r ;
(
x/
√
x2 + y2

)
∂x +

(
y/
√
x2 + y2

)
∂y

Meist wird man mit diesen Begriffen etwas großzügiger umgehen, zwischen ver-
wandte Objekte schlicht ein Gleichheitszeichen schreiben und es auch mit den
Definitionsbereichen nicht so genau nehmen, so daß wir etwa schreiben würden

∂r = (cosϑ)∂x + (sinϑ)∂y =
(
x/
√
x2 + y2

)
∂x +

(
y/
√
x2 + y2

)
∂y

∂ϑ = −(r sinϑ)∂x + (r cosϑ)∂y = −y∂x + x∂y

∂x = (cosϑ)∂r −
(
r−1 sinϑ

)
∂ϑ

∂y = (sinϑ)∂r +
(
r−1 cosϑ

)
∂ϑ

dx = (cosϑ) dr − (r sinϑ) dϑ

dy = (sinϑ) dr + (r cosϑ) dϑ

dϑ =
(
−y/(x2 + y2)

)
dx+

(
x/(x2 + y2)

)
dy

dr =
(
x/
√
x2 + y2

)
dx+

(
y/
√
x2 + y2

)
dy

Das kann allerdings nur dann gutgehen, wenn die Bezeichnung der Koordinaten
dem Leser erlaubt zu erraten, welche Art von Verwandtschaft gemeint ist. Man
kann die unteren Formeln auch so verstehen, daß eben dr das Differential der
Funktion r : (R2\0) → R, (x, y) 7→ r(x, y) meint. Bei dϑ wird es schon kriti-
scher, da ja eigentlich ϑ nur auf geschlitzten Ebenen definiert werden kann. Aller-
dings unterscheiden sich die auf verschiedenen geschlitzten Ebenen definierten ϑ
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nur um additive Konstanten, so daß sie alle dasselbe Differential haben und wir
ausnahmsweise doch ein wohldefiniertes Kovektorfeld dϑ auf R2\0 erhalten. Das
ist auch der tiefere Grund dafür, daß alle unsere Standardvektorfelder in diesem
Fall unter der Einschräkung r > 0 wohldefinierte Verwandte haben und wir mit
unseren Gleichheitszeichen nicht in Teufels Küche kommen. Bei komplizierteren
Vektorfeldern sähe das anders aus: So hat etwa das Vektorfeld ϑ∂ϑ gar keinen
Verwandten, es sei denn, wir schränken unsere Polarkoordinatenabbildung noch
weiter ein.

Übungen

Übung 12.7.2.21. Unter der Inversion am Einheitskreis R2\0 ∼→ R2\0, (x, y) 7→
(u, v) := (x2 + y2)−1(x, y) zeige man die Verwandtschaft von Vektorfeldern

∂x ; (v2 − u2)∂u − 2uv∂v
∂y ; (u2 − v2)∂v − 2uv∂u

Übung 12.7.2.22. Gegeben auf einer halboffenen Teilmenge U ⊂ E eines n-
dimensionalen reellen Raums VektorfelderA1, . . . , An und Kovektorfelder ω1, . . . , ωn
mit 〈ωi, Aj〉 = δij an jeder Stelle p ∈ U gilt für jede differenzierbare Funktion
f : U → R die Identität df = (A1f)ω1 + . . .+ (Anf)ωn.

Übung 12.7.2.23. Man bestimme die Rückwärtsverwandten unter exp : C → C
von ∂x und ∂y.

12.7.3 Gradienten in krummlinigen Koordinaten*
12.7.3.1 (Motivation und erstes Beispiel). Gegeben eine halboffene Teilmenge
U ⊂ Rn und eine partiell differenzierbare Funktion f : U → R erklärt man wie
in 12.1.1.4 ihren Gradienten als das Vektorfeld

grad f :=
∂f

∂x1

∂1 + . . .+
∂f

∂xn
∂n

auf U . Ich will nun diskutieren, welche Form dieses Konstrukt in krummlinigen
Koordinaten annimmt. Formal ist damit folgendes gemeint: Man betrachte zusätz-
lich eine halboffene Teilmenge V ⊂ Rn und einen Diffeomorphismus φ : V

∼→ U .
Nun finde man Vektorfelder A1, . . . , An auf V mit

φ : (A1(f ◦ φ))∂1 + . . .+ (An(f ◦ φ))∂n ; (∂1f)∂1 + . . .+ (∂nf)∂n

In der Notation wird vielfach φ einfach weggelassen und nur die Bezeichnungen
der Koordinaten deuten das Gemeinte an. Ist etwa φ = P : R>0 × (−π, π)

∼→
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Einige Werte des Vektorfelds ∂r als durchgezogene Pfeile und des Vektorfeld ∂ϑ
als gepunktelte Pfeile, gezeichnet in der xy-Ebene.
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{(x, y) | y = 0 ⇒ x > 0} wie in 12.7.2.20 die Polarkoordinatenabbildung, so
erhalten wir mit den Formeln aus 12.7.2.20 sofort fx = cosϑ fr − r−1 sinϑ fϑ
und fy = sinϑ fr + r−1 cosϑ fϑ und nach kurzer Rechnung die Verwandtschaft
von Vektorfeldern

P :
(
∂r(f ◦ P )

)
∂r +

1

r2

(
∂ϑ(f ◦ P )

)
∂ϑ ; (∂xf)∂x + (∂yf)∂y

oder kurz gefaßt grad f = fx∂x + fy∂y = fr∂r + 1
r2fϑ∂ϑ. Man nennt sie die

Darstellung des Gradienten in Polarkoordinaten. Hier haben wir die Notation
fx = ∂f

∂x
für die entsprechende partielle Ableitung aus 12.1.1.1 und die Abkürzung

∂x = ∂
∂x

aus 12.7.1.21 für den besagten Differentialoperator alias besagtes Vektor-
feld verwendet. Bereits bei der Transformation des Gradienten in Kugelkoordina-
ten wird die Rechnung jedoch recht aufwendig. Ich will im folgenden erklären, mit
welchen Kunstgriffen man sie strukturieren und übersichtlicher gestalten kann.

12.7.3.2 (Tensornotation für Bilinearformen). Gegeben ein Vektorraum V über
einem Körper k notieren wir

Bil(V ) = Bilk(V )

den Vektorraum aller bilinearen Abbildungen V × V → k alias Bilinearformen
auf V . Gegeben Linearformen λ, η : V → k notieren wir (λ ⊗ η) ∈ Bil(V ) die
Bilinearform (v, w) 7→ λ(v)η(w). Sicher ist (λ, η) 7→ λ ⊗ η selbst eine bilineare
Abbildung V ∗ × V ∗ → Bil(V ). Statt η ⊗ η schreibt man meist kürzer η⊗2. Das
Symbol ⊗ wird in 4.6.1.2 noch mit zusätzlicher Bedeutung aufgeladen. Hier darf
und soll es ausschließlich als bequeme Notation verstanden werden. Wir nennen
λ⊗ η das Tensorprodukt unserer Linearformen.

Definition 12.7.3.3. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U ⊂ X
eine Teilmenge. Ein Zweitensor oder genauer ein relativer kovarianter Zwei-
tensor auf U ist eine Abbildung

g : U → Bil( ~X)

von U in den Raum Bil( ~X) aller Bilinearformen auf ~X . Eine riemannsche Me-
trik auf einer halboffenen Teilmenge U ⊂ X ist ein glatter Zweitensor g, der
jedem Punkt p ∈ U ein Skalarprodukt gp auf ~X zuordnet.

Beispiel 12.7.3.4. Auf dem Rn ist der konstante Zweitensor, der jedem Punkt das
Standardskalarprodukt auf demRn zuordnet, eine riemannsche Metrik s. Sie heißt
die Standardmetrik auf dem Rn.

12.7.3.5 (Einschränkung von Zweitensoren). Gegeben ein endlichdimensiona-
ler Raum X und ein Zweitensor g auf einer halboffenen Teilmenge U ⊂ X und
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eine weitere halboffene Teilmenge V ⊂ X mit V ⊂ U erhalten wir durch Ein-
schränkung einen Zweitensor g|V auf V . War g eine riemannsche Metrik, so ist
auch g|V eine riemannsche Metrik.

12.7.3.6 (Notation für Zweitensoren). Gegeben Kovektorfelder ω und η auf ei-
ner Teilmenge U eines endlichdimensionalen reellen Raums X können wir den
Zweitensor

ω ⊗ η : U → Bil( ~X)
p 7→ ωp ⊗ ηp

bilden. Wir können Zweitensoren punktweise addieren und mit Funktionen mul-
tiplizieren. Wir können unsere konstante riemannsche Standardmetrik auf Rn in
diesen Konventionen schreiben als s = dx⊗2

1 + . . .+ dx⊗2
n . Eine beliebiger Zwei-

tensor g auf einer halboffenen Teilmenge U ⊂ Rn hat in diesen Notationen die
Gestalt

n∑
i,j=1

gij dxi ⊗ dxj

für Funktionen gij : U → R. Er ist eine riemannsche Metrik genau dann, wenn
die gij glatte Funktionen sind und ihre Werte gij(p) an jedem Punkt p ∈ U eine
positiv definite symmetrische Matrix bilden.

12.7.3.7 (Partielles Auswerten von Bilinearformen). Gegeben ein Vektorraum
V über einem Körper k liefert jede Bilinearform g ∈ Bil(V ) eine Abbildung

cang : V → V ∗

v 7→ (w 7→ g(v, w))

von unserem Vektorraum in seinen Dualraum, die jedem Vektor v die Linearform
g(v, ) zuordnet. Wir nennen sie die Linkseinsetzung von g. Zum Beispiel haben
wir canλ⊗η(v) = λ(v)η. Gleichberechtigt können wir auch die „Rechtseinset-
zung“ betrachten, aber sei’s drum. Ist g nichtausgeartet und V endlichdimensional,
so ist unsere Linkseinsetzung ein Isomorphismus cang : V

∼→ V ∗.

12.7.3.8 (Partielles Auswerten von Zweitensoren). Gegeben ein Vektorfeld A
und ein Zweitensor g auf einer Teilmenge U eines endlichdimensionalen reellen
Raums können wir ein Kovektorfeld cang(A) bilden durch das Einsetzen vonA in
die erste Stelle von g. Ist unser Zweitensor g an keiner Stelle ausgeartet, ist etwa
g eine riemannsche Metrik, so ist diese Abbildung eine Bijektion

cang : {Vektorfelder auf U} ∼→ {Kovektorfelder auf U}

Bezeichnet speziell s das Standardskalarprodukt auf dem Rn, so haben wir etwa
cans(a∂i) = a dxi für jede Funktion a. Für unseren Gradienten aus 12.1.1.4 ei-
ner Funktion f : Rn ⊃◦ U → R gilt folglich wie bereits in 12.1.3.9 besprochen
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grad f = can−1
s (df) in Bezug auf die konstante riemannsche Standardmetrik s.

Im allgemeinen verwendet man die Notation

gradg f := can−1
g (df)

und nennt dies Vektorfeld den g-Gradienten von f zur riemannschen Metrik g
oder allgemeiner zum nichtausgearteten Zweitensor g.

Definition 12.7.3.9 (Verwandtschaft von Zweitensoren). Seien U ⊂ X , V ⊂
Y Teilmengen endlichdimensionaler reeller Räume. Sei U halboffen und sei φ :
U → V differenzierbar. Vorgegebene Zweitensoren s auf U und g auf V heißen
φ-verwandt und wir schreiben φ : s; g, wenn für alle x ∈ U und v, w ∈ ~X gilt

sx(v, w) = gφ(x) ((dxφ)(v), (dxφ)(w))

12.7.3.10 (Verträglichkeiten unserer Verwandtschaften). Verwandtschaft ist
verträglich mit allen natürlichen Operationen, genauer mit Addition, der Mul-
tiplikation mit Funktionen, dem Einsetzen von Vektorfeldern und unserer Kon-
struktion⊗. Insbesondere haben verwandte differenzierbare Funktionen unter ver-
wandten riemannschen Metriken verwandte Gradienten, in Formeln impliziert die
Verwandtschaft φ : s ; g von nichtausgearteten Zweitensoren also für jede dif-
ferenzierbare Funktion f die Verwandtschaft von Vektorfeldern

φ : grads(f ◦ φ) ; gradg f

Offensichtlich hat jeder Zweitensor g auf V genau einen Rückwärtsverwandten
auf U , den wir mit φ∗g bezeichnen und den zurückgeholten Zweitensor nennen.
Gegeben eine parametrisierte Fläche im Raum oder allgemeiner eine differenzier-
bare Abbildung φ : R2 ⊃ U → R3 mit U ⊂ R2 halboffen bezeichnet man den
symmetrischen Zweitensor aufR2, der durch das Zurückholen der Standardmetrik
entsteht, als die erste Fundamentalform unserer parametrisierten Fläche.

Beispiel 12.7.3.11 (Gradienten in Polarkoordinaten). Unter der Polarkoordina-
tenabbildung P aus 12.7.2.20 ist die Standardmetrik s = dx⊗2 + dy⊗2 auf der
xy-Ebene verwandt zum Zweitensor

g = (cosϑ dr − r sinϑ dϑ)⊗ (cosϑ dr − r sinϑ dϑ)

+(sinϑ dr + r cosϑ dϑ)⊗ (sinϑ dr + r cosϑ dϑ)

= dr⊗2 + r2 dϑ⊗2

auf der rϑ-Ebene, der auf dem Komplement der Nullstellenmenge von r auch
wieder eine riemannsche Metrik ist. Daß hier im Resultat keine gemischten Ten-
soren dr⊗dϑ auftreten, hat den Grund, daß die Vektorfelder ∂r und ∂ϑ auch in der
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Dies Bild soll die Verwandtschaft von riemannschen Metriken
f : dr⊗2 + r2 dϑ⊗2 ; dx⊗2 + dy⊗2 verdeutlichen, mit f = P der

Polarkoordinatenabbildung. Das Differential an der Stelle (r, ϑ) = (11
2
, π

2
) ist

dargestellt durch seinen Effekt auf der Standardbasis, die wir auch (∂r, ∂ϑ)
notieren könnten. Die Standardbasis geht an jeder Stelle über in eine

Orthogonalbasis und das Bild des ersten Basisvektors hat auch wieder die Länge
Eins, das Bild des zweiten Basisvektors jedoch im allgemeinen die Länge r und
in unserem Fall die Länge 11

2
. Die Standardmetrik auf der xy-Ebene entspricht

folglich einer Metrik auf der rϑ-Ebene, bei der ∂r und ∂ϑ aufeinander senkrecht
stehen und ∂r die Länge Eins hat, wohingegen ∂ϑ die Länge r hat. Diese

Eigenschaften aber charakterisieren genau unsere Metrik dr⊗2 + r2 dϑ⊗2.
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xy-Ebene an jedem Punkt aufeinander senkrecht stehen. Die Koeffizienten 1 und
r2 bedeuten gerade die quadrierten Längen s(∂r, ∂r) und s(∂ϑ, ∂ϑ) der Vektoren
dieser Vektorfelder. Für eine Funktion f = f(x, y) muß schließlich df unter P
verwandt sein zu d(f ◦ P ) und dann muß auch grad f = grads f = can−1

s (df)
verwandt sein zu

gradg(f ◦ P ) = can−1
g (d(f ◦ P )) = can−1

g (fr dr + fϑ dϑ) = fr∂r +
1

r2
fϑ∂ϑ

Damit haben wir die Darstellung des Gradienten in Polarkoordinaten ein weiteres
Mal hergeleitet.

Ergänzung 12.7.3.12 (Im Ingenieurwesen gebräuchliche alternative Notation).
Ingenieure arbeiten gerne mit einer anderen Darstellung von Vektorfeldern und
betrachten etwa auf dem R2 die auf Skalarproduktnorm Eins normierten Vektor-
felder er = ∂r und eϑ = r−1∂ϑ. Natürlich kann jedes Vektorfeld v auf dem Kom-
plement des Ursprungs auch als v = aer+beϑ geschrieben werden mit geeigneten
reellwertigen Funktionen a, b. In Formelsammlungen findet man häufig Formeln
für Gradienten und dergleichen in dieser Darstellung, zum Beispiel hätten wir
grad f = (∂rf)er + r−1(∂ϑf)eϑ. Meist heißen die Koeffizienten eines Vektor-
felds v = aer + beϑ dann auch noch a = vr, b = vϑ. Das verbietet sich für
uns jedoch, da wir die Indexnotation bereits als Kürzel für partielle Ableitungen
verwenden.

Ergänzung 12.7.3.13. Ein Zweitensor auf einem endlichdimensionalen reellen
Raum X heißt symmetrisch beziehungsweise antisymmetrisch, wenn er jedem
Punkt eine symmetrische beziehungsweise antisymmetrische Bilinearfom auf ~X
zuordnet. Antisymmetrische Zweitensoren werden wir später als sogenannte 2-
Formen wiedertreffen. Eine riemannsche Metrik ist per definitionem ein symme-
trischer Zweitensor mit der zusätzlichen Eigenschaft, an jedem Punkt positiv de-
finit zu sein.

Übungen

Übung 12.7.3.14 (Riemannsche Metrik in Kugelkoordinaten). Man zeige, daß
die Standardmetrik im xyz-Raum unter Kugelkoordinaten, wie sie 12.3.2.3 ein-
geführt werden, verwandt ist zur Metrik

g = dr⊗2 + r2 dϑ⊗2 + (r sinϑ)2 dϕ⊗2

Übung 12.7.3.15 (Gradient in Kugelkoordinaten). Man zeige, daß der Gradient
in Kugelkoordinaten, wie sie 12.3.2.3 eingeführt werden, ausgedrückt wird durch
die Formel

grad f = fr∂r + r−2fϑ∂ϑ + (r sinϑ)−2fϕ∂ϕ
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12.7.4 Wegintegrale
12.7.4.1. Ich verallgemeinere die in 10.7.1.2 eingeführte Terminologie. Eine ste-
tige Abbildung von einem mehrpunktigen reellen Intervall in einen topologischen
Raum nennen wir einen Weg in unserem Raum. Ist das Definitionsintervall kom-
pakt, sprechen wir von einem kompakten Weg. Ist das Definitionsintervall das
Einheitsintervall [0, 1], so sprechen wir von einem normierten Weg. Oft lassen
wir diese Zusätze aber auch weg und hoffen, daß aus dem Kontext hervorgeht,
was jeweils gemeint ist.

Definition 12.7.4.2. GegebenA ⊂ X eine Teilmenge eines endlichdimensionalen
reellen Raums und γ : [a, b] → A ein stetig differenzierbarer Weg und ω : A →
~X∗ ein stetiges Kovektorfeld auf A erklären wir eine reelle Zahl c

∫
γ
ω durch die

Vorschrift

c

∫
γ

ω :=

∫ b

a

ωγ(t) (γ′(t)) dt

Sie heißt das Integral des Kovektorfelds ω längs des Weges γ. Sobald ich hoffe,
Sie davon überzeugt zu haben, daß keine Verwechslungen zu befürchten sind,
notiere ich Wegintegrale meist ohne Kringel mit

∫
statt c

∫
.

12.7.4.3. In der physikalisch motivierten Terminologie aus 10.7.1.4 gilt es also,
zu jedem Zeitpunkt t ∈ [a, b] den Kovektor ωγ(t) auf dem Geschwindigkeitsvektor
γ′(t) auszuwerten und die so entstehende reellwertige Funktion über das Intervall
[a, b] zu integrieren.

12.7.4.4 (Diskussion der Terminologie). Ich unterscheide zwischen dem „Kur-
venintegral“ aus 10.7.1.23 und dem „Wegintegral“ wie es eben definiert wurde.
In der Literatur findet man stattdessen vielfach die Terminologie „Kurvenintegral
erster Art“ und „Kurvenintegral zweiter Art“.

Vorschau 12.7.4.5. Das in der Funktionentheorie betrachtete Wegintegral
∫
γ
f(z) dz

ist eine Erweiterung des hier eingeführten Wegintegrals auf „komplexwertige Eins-
formen“, wie in 12.7.4.23 und 14.2.5 folgende ausgeführt wird.

12.7.4.6 (Vage Anschauung für das Wegintegral). In der vor 12.7.1.11 erklärten
Anschauung für ebene Kovektorfelder als „Liniendichten“ wäre das Wegintegral
zu verstehen als eine Präzisierung der Idee der „Zahl der von unserem Weg ge-
kreuzten Linien“. Da das arg vage ist, gebe ich auch noch eine präzise Variante in
Form eines Lemmas.

Lemma 12.7.4.7 (Wegintegral durch Riemannsummen). Seien γ : [a, b] → A
ein stetig differenzierbarer Weg in einer Teilmenge A eines endlichdimensionalen
reellen RaumsX und ω : A→ ~X∗ ein stetiges Kovektorfeld auf A. Man betrachte
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für r ≥ 1 die äquidistante Unterteilung a = a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ar = b und bilde
die Riemannsumme

Srγ(ω) =
r−1∑
i=0

ωγ(ai) (γ(ai+1)− γ(ai))

So ist unser Wegintegral der Grenzwert der Folge von Riemannsummen

c

∫
γ

ω = lim
r→∞

Srγ(ω)

Beweis. Sei ‖ ‖ eine Norm auf dem Richtungsraum ~X und bezeichne ‖ ‖ auch die
zugehörige Operatornorm auf ~X∗. Nach 10.5.2.5 ist unser Integral der Grenzwert
der Folge von Riemannsummen

Sr =
r−1∑
i=0

ωγ(ti) (γ′(ti)) · (ti+1 − ti)

Gegeben ε > 0 finden wir wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von γ′ ein δ > 0
derart, daß gilt |s − t| < δ ⇒ ‖γ′(s) − γ′(t)‖ < ε. Ist R = Rε so groß, daß die
Länge der Intervalle ti+1− ti unter δ sinkt, so folgt für r ≥ R mit dem Schranken-
satz 10.7.1.10 oder genauer seiner offensichtlichen Variante für einen beliebigen
endlichdimensionalen normierten Raum γ(ti+1)− γ(ti) ∈ (ti+1− ti) B(γ′(ti); ε).
Das können wir umschreiben zu

‖(γ(ti+1)− γ(ti))− (ti+1 − ti)γ′(ti)‖ < (ti+1 − ti)ε

Das hinwiederum liefert für r ≥ R die Abschätzung

|Srγ(ω)− Sr| ≤
r−1∑
i=0

‖ωγ(ti)‖ (ti+1 − ti)ε ≤
(
supt∈[a,b] ‖ωγ(t)‖

)
(b− a)ε

Diese Differenz strebt also gegen Null für r →∞, folglich strebt die Folge Srγ(ω)
gegen denselben Grenzwert wie die Folge Sr.

Beispiel 12.7.4.8 (Wegintegral eines Kovektorfelds auf der Zeitachse). Ein
Kovektorfeld auf der Zeitachse kann, wie in 12.7.1.9 erklärt, als eine Vorschrift
aufgefaßt werden, die jedem Zeitpunkt eine Frequenz und eine Orientierung der
Zeitachse zuordnet. Nehmen wir der Einfachkeit halber an, alle diese Orientierun-
gen seien die Standardorientierung der Zeitachse und unser Weg gehe in Richtung
positiver Zeiten von einem Anfangszeitpunkt zu einem Endzeitpunkt, so liefert
unser Wegintegral anschaulich gesprochen die Zahl der Schwingungen zwischen
Anfangszeitpunkt und Endzeitpunkt.
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Satz 12.7.4.9 (Formelsammlung für das Wegintegral). Das Wegintegral hat die
folgenden Eigenschaften:

1. (Wegintegral über Identitätswege). Gegeben reelle Zahlen a < b und ei-
ne stetige Funktion f : [a, b] → R stimmt das Wegintegral des Kovektor-
felds f(x) dx über den Identitätsweg id : [a, b] → [a, b] überein mit dem in
10.5.2.1 eingeführten Integral von f , in Formeln

c

∫
id

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx

2. (Verwandtschaftsverträglichkeit). Gegeben X und Y endlichdimensio-
nale reelle Räume, A ⊂ X und B ⊂ Y Teilmengen mit A halboffen,
γ : [a, b] → A ein stetig differenzierbarer Weg, φ : A → B eine stetig
differenzierbare Abbildung und η : B → ~Y ∗ ein stetiges Kovektorfeld auf
B gilt

c

∫
γ

φ∗η = c

∫
φ◦γ

η

3. (Zerstückeln von Wegintegralen). Gegeben X ein endlichdimensionaler
reeller Raum, A ⊂ X eine Teilmenge, ω : A → ~X∗ ein stetiges Kovek-
torfeld, γ : [a, b] → A ein stetig differenzierbarer Weg und c ∈ (a, b) ein
Zwischenpunkt gilt

c

∫
γ

ω = c

∫
γ|[a,c]

ω + c

∫
γ|[c,b]

ω

4. (Wegintegral über ein totales Differential). Gegeben ein endlichdimen-
sionaler reeller Raum X , eine halboffene Teilmenge A ⊂ X , ein stetig dif-
ferenzierbarer Weg γ : [a, b]→ A und eine stetig differenzierbare Funktion
g : A→ R gilt

c

∫
γ

dg = g(γ(b))− g(γ(a))

Beweis. Die Formel für das Wegintegral über Identitätswege folgt unmittelbar aus
den Definitionen. Die Verwandtschaftsverträglichkeit des Wegintegrals entpuppt
sich so im Fall eines Identitätsweges γ = id : [a, b]

∼→ [a, b] = A ⊂ R = X
als unsere Definition des Wegintegrals über den Weg φ vermittels c

∫
φ
η := c

∫
id
φ∗η

wegen φ∗η = ηφ(t) (φ′(t)) dt. Im Fall eines allgemeinen Weges γ folgt sie durch
zweifaches Anwenden dieser Erkenntnis aus der Gleichungskette

c

∫
γ

φ∗η = c

∫
id

γ∗φ∗η = c

∫
id

(φ ◦ γ)∗η = c

∫
φ◦γ

η
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Die Möglichkeit der stückweisen Berechnung eines Wegintegrals folgt unmittel-
bar durch Zurückholen auf den Identitätsweg aus den ersten beiden Aussaagen
oder auch direkt aus den Definitionen. Schließlich folgern wir die Formel für das
Wegintegral eines totalen Differentials aus den beiden ersten Aussagen durch die
Rechnung

c

∫
γ

dg = c

∫
id

γ∗(dg) = c

∫
id

d(g ◦ γ) =

∫ b

a

(g ◦ γ)′(x) dx = g(γ(b))− g(γ(a))

unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung im letz-
ten Schritt.

12.7.4.10 (Diskussion der Verwandtschaftsverträglichkeit). Jeder Weg γ in A
hat genau einen Verwandten in B, nämlich den Weg κ := φ ◦ γ. Die Verwandt-
schaftsverträglichkeit in unserem Satz 12.7.4.9 besagt in dieser Terminologie, daß
die Verwandtschaft von Wegen φ : γ ; κ zusammen mit der Verwandtschaft von
Kovektorfeldern φ : ω ; η die Gleichheit der Wegintegrale c

∫
γ
ω = c

∫
κ
η impliziert.

Beispiel 12.7.4.11 (Berechnung von Wegintegralen). Sei A eine Teilmenge ei-
nes endlichdimensionalen reellen Raums X . Für einen beliebigen stetig differen-
zierbaren Weg γ : [a, b] → A und ein beliebiges stetiges Kovektorfeld ω auf
A hat das mit dem Weg zurückgeholte Kovektorfeld nach 12.7.2.11 die Gestalt
γ∗ω = ωγ(t) (γ′(t)) dt und wir kommen mit den Umformungen

c

∫
γ

ω = c

∫
id

γ∗ω =

∫ b

a

ωγ(t) (γ′(t)) dt

wieder zu unserer ursprünglichen Definition zurück, die wir in diesem Sinne als
ein „Zurückholen auf den Parameterbereich“ auffassen können. Integrieren wir
zum Beispiel das Kovektorfeld ω = x dx+ x4 dy auf der Ebene R2 über den Weg
γ : [1, 2]→ R2 gegeben durch γ(t) = (

√
t, log t), so erhalten wir

c
∫
γ
ω = c

∫
γ
x dx+ x4 dy

= c
∫

id

√
t d(
√
t) + (

√
t)4 d(log t)

=
∫ 2

1

√
t 1

2
√
t
dt+ t2t−1 dt

=
∫ 2

1
(1

2
+ t) dt = 2

Ergänzung 12.7.4.12 (Wegintegrale von Vektorfeldern). Redet man vom Inte-
gral eines Vektorfelds v : Rn ⊃ A → Rn längs eines Weges γ : [a, b] → A
oder von der Zirkulation eines Vektorfelds in einem Weg, so ist das Integral des
Kovektorfelds ω = cans(v) nach 12.7.1.16 gemeint, das in Formeln gegeben wird
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Der Fluß des Vektorfelds
∂r = (x/r)∂x + (y/r)∂y durch den

Weg γ : [0, 2π]→ R2,
t 7→ (3 cos t, 3 sin t) ergibt sich nach

kurzer Rechnung zu 6π. Die
Zirkulation desselben Vektorfeldes
in demselben Weg ist dahingegen

Null.
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durch ω = v1 dx1 + . . . + vn dxn. In der Physik wird das Standardskalarprodukt
auf dem Rn meist s(v, w) = v · w notiert und unser Wegintegral über einen Weg
γ : [a, b]→ A würde geschrieben als

c

∫
γ

ω =

∫
γ

v · dx =

∫ b

a

v · dγ =

∫ b

a

v(γ(t)) · γ′(t) dt

Die Bedeutung der Terme des rechtesten Integrals sollte hier klar sein. In der
Mitte ist zu verstehen dγ = dtγ = γ′(t) dt. Weiter links meint dx ein „kleines
vektorielles Kurvenelement“ und das x ist fett gedruckt um anzudeuten, daß ein
Vektor gemeint ist. Ich mag diese Notation nicht besonders, die fette Schreibweise
ist auch an der Tafel schlecht umzusetzen. Allgemeiner kann man Wegintegrale
von Vektorfeldern v bilden, wann immer ein Skalarprodukt oder allgemeiner ein
ausgezeichneter Zweitensor g zur Verfügung steht, indem wir eben zu unserem
Vektorfeld das Kovektorfeld ω = cang(v) bilden und dieses Kovektorfeld dann
integrieren wie in 12.7.4.2 erklärt.

12.7.4.13 (Wegintegral über Feld mit Potential, Variante). Die letzte Aussage
von Satz 12.7.4.9 liest sich für Wegintegrale über Vektorfelder auf dem Rn als die
Formel ∫ b

a

(grad g) · dγ = g(γ(a))− g(γ(b))

Die „Verträglichkeit des Wegintegrals mit Verwandtschaft“ 12.7.4.9.2 hat für We-
gintegrale über Vektorfelder in Rn keine Entsprechung. Das ist ein wesentlicher
Grund dafür, daß der Begriff des Wegintegrals über Kovektorfelder weiter trägt.

Ergänzung 12.7.4.14. Redet man im Fall X = R2 vom Fluß eines Vektorfelds
F = (Fx, Fy) : R2 ⊃ A → R2 durch einen Weg, so ist das Integral über das
Kovektorfeld ωF := Fx dy − Fy dx gemeint. Dies Kovektorfeld kann alternativ
auch beschrieben werden durch die Formel (ωF )p(u) = det(F (p)|u), in der F (p)
und u als Spaltenvektoren aufzufassen sind.

12.7.4.15 (Wegintegral versus Kurvenintegral). In der Literatur scheint mir ei-
ne gewisse Verwirrung zu herrschen was die Begriffe „Wegintegral“ und „Kurven-
integral“ angeht. Die hier gewählte Terminologie soll zum Ausdruck bringen, daß
für einen injektiven stetig differenzierbaren Weg γ : [a, b] → Rn unser Kurven-
integral nur von der Bildmenge γ([a, b]) ⊂ Rn abhängt, die wir im Sinne unserer
Definition 12.8.6.1 eine „Kurve“ werden nennen dürfen. Unser Wegintegral da-
hingegen hängt auch von der „durch den Weg γ gegebenen Richtung auf unserer
Kurve“ ab und ändert sein Vorzeichen, wenn wir die Kurve „in der umgekehrten
Richtung durchlaufen“. Andererseits bleibt das Wegintegral unverändert selbst bei
nicht notwendig monotoner „Neuparametrisierung“, wenn diese nur den Anfang
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beziehungsweise das Ende des neuen Parameterintervalls auf den Anfang bezie-
hungsweise das Ende des Alten wirft, siehe 12.7.4.17. Das Kurvenintegral da-
hingegen ändert sich bei derartigen Neuparametrisierungen im allgemeinen sehr
wohl.

12.7.4.16 (Wegintegrale in eindimensionalen Räumen). Ist X ein eindimensio-
naler reeller Raum und A ⊂ X eine endliche Vereinigung von mehrpunktigen
Intervallen oder auch eine beliebige offene Teilmenge, so ist offensichtlich jedes
stetige Kovektorfeld ω auf A das Differential ω = dg einer stetig differenzierba-
ren Funktion g : A→ R. Gegeben c, d ∈ A und ein stetig differenzierbarer Weg γ
von c nach d hängt also c

∫
γ
ω = g(d)− g(c) nach unserem Satz 12.7.4.9 vom Weg

γ gar nicht ab. Wir notieren dies Integral dann kürzer

c

∫ d

c

ω := c

∫
γ

ω

Diese Notation ist allerdings nur sinnvoll, wenn es auch in der Tat einen Weg
von c nach d gibt, der ganz in A verläuft. Ist A ⊂ R ein Intervall, so prüft man
unschwer, daß mit dieser Notation unsere Formel

c

∫ d

c

f(x) dx =

∫ d

c

f(x) dx

aus 12.7.4.9.1 für beliebige c, d ∈ A gültig bleibt. Ist schließlich γ : [a, b]→ A ein
stetig differenzierbarer Weg von c nach d, so entpuppt sich die bloße Abhängigkeit
des Wegintegrals von den Endpunkten als verkleidete Fassung der Substitutions-
regel, indem wir sie für ω = f(x) dx ausschreiben zu∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt = c

∫ b

a

γ∗ω = c

∫
γ

ω = c

∫ γ(b)

γ(a)

ω =

∫ γ(b)

γ(a)

f(x) dx

Korollar 12.7.4.17 (Wegintegrale sind unabhängig von der Parametrisierung).
Sei γ : [c, d]→ X ein stetig differenzierbarer Weg in einem endlichdimensionalen
reellen Raum X und ω ein stetiges Kovektorfeld auf einer Teilmenge, die sein Bild
umfaßt. Sei u : [a, b]→ [c, d] stetig differenzierbar mit u(a) = c und u(b) = d. So
gilt

c

∫
γ◦u

ω = c

∫
γ

ω

Beweis. Mit der Verwandtschaftsverträglichkeit des Wegintegrals 12.7.4.9 schrei-
ben wir die Behauptung um zu c

∫
u
γ∗ω = c

∫
id
γ∗ω mit id dem Identitätsweg des

Intervalls [a, b]. In eindimensionalen Räumen hängt aber nach 12.7.4.16 das We-
gintegral über stetige Kovektorfelder nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
ab, und diese sind bei unserem Weg u und dem Identitätsweg dieselben.
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12.7.4.18 (Verhalten unter richtungsumkehrender Umparametrisierung). Der
vorstehende Beweis zeigt auch, daß bei einer richtungsumkehrenden Umparame-
trisierung alias u(a) = d und u(b) = c das Wegintegral über den umparametri-
sierten Weg das Negative des Wegintegrals über den ursprünglichen Weg ist.

Vorschau 12.7.4.19. In 12.8.4.3 werden wir unter anderem das Integral von ste-
tigen Kovektorfeldern mit kompaktem Träger über eindimensionale „orientierte“
Fastfaltigkeiten einführen. Es gießt die in der Proposition enthaltene Unabhängig-
keit des Wegintegrals von der Parametrisierung zu einer Definition um.

12.7.4.20 (Wegintegrale rationaler Funktionen über ebene Quadriken). Wir
können nun auch den in 10.5.10.19 erklärten Trick zur Berechnung der Integra-
le von rationalen Ausdrücken in (x,

√
x2 + 1) geometrisch verstehen. Gegeben

solch ein rationaler Ausdruck R(x, y) betrachten wir dazu auf einer geeigneten
Teilmenge des R2 die Differentialform R(x, y) dx und den Weg γ : [a, b] → R2

mit γ(t) =
(
t,
√
t2 + 1

)
und fassen unser Integral auf als Wegintegral∫ b

a

R
(
t,
√
t2 + 1

)
dt = c

∫
γ

R(x, y) dx

Solch ein Wegintegral ist nach 12.7.4.17 unabhängig von der Parametrisierung.
Unser Weg durchläuft ein Stück der Hyperbel y2− x2 = 1, genauer ein Stück des
Hyperbelastes mit y > 0. Diesen Ast können wir nach 10.5.9.6 auch parametri-
sieren durch ϕ : (−1, 1)→ R2 mit

ϕ(τ) =

(
2τ

τ 2 − 1
,

1 + τ 2

1− τ 2

)
und bei dieser Parametrisierung führt uns unser Wegintegral ganz offensichtlich
auf das Integral einer rationalen Funktion in τ , das wir nach 10.5.10 im Prinzip
durch bekannte Funktionen ausdrücken können. In derselben Weise kann man
auch das Integral eines rationalen Ausdrucks im Funktionenpaar (sin, cos) wie
zum Beispiel

sin3(τ) + cos(τ)

cos(τ) + cos2(τ)

angehen, das bereits in 10.5.10.17 diskutiert wurde. Noch natürlicher als dort mag
man es auffassen als Wegintegral im Sinne von 10.7.1.23 eines Kovektorfelds mit
rationalen Koeffizienten in zwei Veränderlichen, in unserem Beispiel etwa das
Integral des Kovektorfelds

R(x, y)
dy

x
=
y3 + x

x+ x2

dy

x
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über ein Stück des Einheitskreises. Mit der rationalen Parametrisierung 10.5.8.20
des Einheitskreises durch die stereographische Projektion läßt es sich dann um-
wandeln in ein Integral einer rationalen Funktion einer Veränderlichen. Im we-
sentlichen dasselbe Vefahren funktioniert auch für rationale Ausdrücke in den
Funktionenpaaren (sinh, cosh) und (

√
1 + x2, x).

Ergänzung 12.7.4.21. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum, W ein
endlichdimensionaler reeller Vektorraum und A ⊂ X eine Teilmenge. Ein W -
wertiges Kovektorfeld auf A ist eine Abbildung

ω : A→ HomR( ~X,W )

Sie ordnet also jedem Punkt p ∈ A eine lineare Abbildung des Richtungsraums
in den Raum W zu. Ist etwa Y ein weiterer endlichdimensionaler reeller Raum
und A ⊂ X halboffen und f : A → Y differenzierbar, so ist df oder genauer
p 7→ dpf ein ~Y -wertiges Kovektorfeld auf A. Ist nun ϕ : [a, b] → A ein stetig
differenzierbarer Weg in einer Teilmenge A eines endlichdimensionalen reellen
Raums X und ω : A → HomR( ~X,W ) ein stetiges Kovektorfeld auf A mit Wer-
ten in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum W , so definieren wir in
Verallgemeinerung des Falls reellwertiger Kovektorfelder aus 12.7.4 einen Vektor
(c
∫
ϕ
ω) ∈ W , das Integral des W -wertigen Kovektorfelds ω längs des Weges ϕ,

durch die Vorschrift

c

∫
ϕ

ω =

∫ b

a

ωϕ(t) (ϕ′(t)) dt

Rechts ist also für jeden Zeitpunkt t der Homomorphismus ωϕ(t) : ~X → W

auszuwerten auf dem Geschwindigkeitsvektor ϕ′(t) ∈ ~X , und die so entstehende
stetige Abbildung [a, b] → W ist als vektorwertige Funktion zu integrieren im
Sinne von 12.5.3.3.

Ergänzendes Beispiel 12.7.4.22. In der Physik begegnen einem insbesondere oft
Kovektorfelder mit Werten in eindimensionalen reellen Vektorräumen. Zum Bei-
spiel wird man sich ein Kraftfeld auf dem Anschauungsraum E aus 4.1.6.4 a priori
wie in 12.6.1.6 erklärt als ein „Vektorfeld mit Einheiten“ denken, genauer als eine
Abbildung

F : E→ ~E⊗ 〈g/s2〉

Da es sich jedoch mit Kovektorfeldern bei Koordinatenwechseln sehr viel besser
rechnen läßt als mit Vektorfeldern, ist es oft günstiger, die durch das kanonische
Skalarprodukt s : ~E × ~E → L⊗2 aus 4.6.4.6 gegebene Identifikation ś : ~E ∼→
HomR(~E,L⊗2) nachzuschalten und unser Kraftfeld stattdessen als eine Abbildung

F̃ : E→ HomR(~E, 〈g m2/s2〉)
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aufzufassen. Die Elemente des eindimensionalen Vektorraums

〈g m2/s2〉 = M⊗ L⊗2 ⊗ (~T∗)⊗2

heißen in der Physik auch Energien. In diesem Sinne können wir ein Kraft-
feld also als ein energiewertiges Kovektorfeld auffassen. Das Wegintegral über
dieses Kovektorfeld heißt die bei Durchlaufen des Weges in besagtem Kraftfeld
freiwerdende Energie und, wenn es negativ ist, die zu verrichtende Arbeit. An-
schaulich und etwas vage gesprochen ordnet das Negative dieses Kovektorfelds
nämlich gerade „jeder kleinen Verrückung die Arbeit zu, die bei dieser kleinen
Verrückung gegen das Kraftfeld zu leisten wäre“. Eine energiewertige Abbildung
V : E → 〈g m2/s2〉 mit dV = −F̃ heißt in der Physik ein Potential unseres
Kraftfelds.

Ergänzendes Beispiel 12.7.4.23. Zentral in der „Funktionentheorie“ sind die We-
gintegrale komplexwertiger Kovektorfelder, die auf Teilmengen der komplexen
Zahlenebene definiert sind, vergleiche 14.2.1.1 und 14.2.5. Üblicherweise be-
zeichnet in diesem Kontext z : C → C die Identität und dz ihr Differential, ein
komplexwertiges Kovektorfeld auf C. Mit f(z) dz bezeichnet man dann das Pro-
dukt dieses Kovektorfelds mit einer komplexwertigen Funktion z 7→ f(z). Das
Integral derartiger Kovektorfelder heißt das „komplexe Wegintegral“ und liefert
entsprechend komplexe Zahlen.

Übungen

Übung 12.7.4.24. Auf R2\0 ist der Winkel im Bogenmaß ϑ lokal eine „bis auf
eine additive Konstante wohl definierte Funktion“. Das Differential dϑ ist somit
ein wohldefiniertes Kovektorfeld, wenn es auch global nicht das Differential einer
Funktion auf ganz R2\0 zu sein braucht. Man berechne das Wegintegral

∫
γ

dϑ für
den Weg γ : [0, 2π] → R2, γ(t) = (cos t, sin t). Man folgere, daß dϑ nicht das
Differential einer Funktion f : R2\0→ R sein kann.

Ergänzende Übung 12.7.4.25 (Ein divergierendes Wegintegral). Man betrachte
den Weg γ(t) := r(t)(cos t, sin t) für r : R→ R>0 glatt und monoton fallend mit
limt→∞ r(t) = 0. Man zeige, daß man r so wählen kann, daß die Wegintegrale∫
γ|[0,b] x dy bei wachsendem b über alle Grenzen wachsen. Hinweis: Man wähle r

so, daß gilt sin(2t) > 0⇒ r′(t) = 0 und daß r nur sehr langsam fällt. Durch Um-
parametrisieren des Weges γ von [0,∞) auf [0, 1) und stetiges Fortsetzen durch
β(1) := (0, 0) erhält man dann einen Weg β : [0, 1] → R2, der auf [0, 1) glatt ist
und bei dem die Wegintegrale

∫
β|[0,c] x dy für c → 1 monoton über alle Grenzen

wachsen.
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12.7.5 Wegzusammenhang
Definition 12.7.5.1. Ist X ein topologischer Raum und sind x, y ∈ X Punk-
te, so nennen wir eine stetige Abbildung γ : [a, b] → X mit γ(a) = x und
γ(b) = y einen Weg von x nach y. Ein topologischer Raum X heißt wegzusam-
menhängend, wenn er nicht leer ist und es für je zwei Punkte unseres Raums
einen Weg vom einen zum anderen gibt.

Definition 12.7.5.2. Unter einem stückweise linearen Weg in einem reellen Raum
verstehen wir einen Weg, der aus endlich vielen Geradensegmenten zusammen-
gesetzt ist. Genauer und in Formeln heißt also ein Weg γ : [a, b] → X in einem
reellen Raum stückweise linear, wenn es eine Unterteilung a = a0 < a1 < . . . <
an = b gibt derart, daß γ auf jedem Teilintervall [ai−1, ai] mit der Restriktion einer
affinen Abbildung R→ X übereinstimmt.

12.7.5.3. Im Lichte unserer allgemeinen Definitionen müßten wir eigentlich von
einem „stückweise affinen Weg“ reden, aber das tut kein Mensch.

Lemma 12.7.5.4. In einer wegzusammenhängenden offenen Teilmenge eines nor-
mierten reellen Raums lassen sich je zwei Punkte auch durch einen stückweise
linearen Weg verbinden.

Beweis. Sei U ⊂◦ X unsere Teilmenge und seien x, y ∈ U gegeben. Nach Annah-
me gibt es einen Weg γ : [a, b]→ U von x nach y. Ohne Beschränkung der Allge-
meinheit dürfen wir U 6= X annehmen. Dann ist der Abstand zum Komplement
von U nach ?? eine stetige Funktion dX\U : X → R ohne Nullstelle auf U . Also
hat dX\U ◦γ nach 10.5.1.5 auf [a, b] ein Minimum ε > 0, als da heißt, es gibt ε > 0
derart, daß alle Punkte aus γ([a, b]) mindestens den Abstand ε zum Komplement
von U haben. Andererseits ist γ gleichmäßig stetig, wir finden also eine Untertei-
lung a = a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ an = b unseres Intervalls mit ‖γ(ai) − γ(ai−1)‖ < ε
für 1 ≤ i ≤ n. Ein zwischen den Eckpunkten x = γ(a0), γ(a1), . . . , γ(an) = y
jeweils gerade verlaufender Weg bleibt also ganz in U . Damit ist gezeigt, daß sich
je zwei Punkte aus U auch durch einen stückweise linearen Weg in U verbinden
lassen.

Lemma 12.7.5.5. Auf einer offenen wegzusammenhängenden Teilmenge eines
endlichdimensionalen reellen Raums ist jede differenzierbare reellwertige Funk-
tion mit verschwindendem Differential konstant.

Beweis. Eine differenzierbare Funktion mit verschwindendem Differential muß
nach 12.7.4.16 am Anfang und Ende jedes stetig differenzierbaren Weges und
dann auch am Anfang und Ende jedes stückweise linearen Weges denselben Wert
annehmen. Das Lemma folgt damit aus 12.7.5.4.
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Übungen

12.7.5.6. Ich führe für die Übungen noch einige Begrifflichkeiten ein, die im Rest
der Vorlesung vorest nicht benötigt werden.

Definition 12.7.5.7. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heißt diskret,
wenn jeder ihrer Punkte eine Umgebung besitzt, in der kein anderer Punkt be-
sagter Teilmenge liegt. In anderen Worten nennen wir also eine Teilmenge eines
topologischen Raums diskret, wenn sie mit der Spurtopologie ein diskreter topo-
logischer Raum wird.

12.7.5.8. Zum Beispiel ist die Menge aller Brüche {1, 1/2, 1/3, . . .} mit einer
Eins im Zähler eine diskrete Teilmenge der reellen Zahlengeraden.

12.7.5.9 (Diskussion der Terminologie). Andere Autoren verstehen unter einer
„diskreten Teilmenge“ eines topologischen Raums abweichend eine Teilmenge
derart, daß jeder Punkt des gesamten Raums eine Umgebung besitzt, in der höchs-
tens ein Punkt besagter Teilmenge liegt. In unserer Terminologie sind das genau
die diskreten abgeschlossenen Teilmengen.

Definition 12.7.5.10. Eine Funktion auf einer Teilmenge desRn, die in einer Um-
gebung eines jeden Punktes ihres Definitionsbereichs durch ihre Taylorreihe dar-
gestellt werden kann, heißt analytisch.

12.7.5.11. Wir werden in 14.3.2.8 zeigen, daß Potenzreihen in einer Veränderli-
chen analytische Funktionen liefern. Analog kann man dasselbe auch für Potenz-
reihen in mehreren Veränderlichen zeigen.

12.7.5.12. Ein topologischer Raum heißt zusammenhängend, wenn er nicht leer
ist und jede nichtleere Teilmenge, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist,
bereits der ganze Raum sein muß.

Vorschau 12.7.5.13. Als Übung 12.7.5.21 werden Sie zeigen, daß jeder wegzu-
sammenhängende Raum zusammenhängend ist. Als Übung 12.7.5.15 werden Sie
zeigen, daß ein zusammenhängender Raum genau dann wegzusammenhängend
ist, wenn darin jeder Punkt eine wegzusammenhängende Umgebung besitzt. Ins-
besondere ist eine offene Teilmenge eines reellen normierten Raums genau dann
zusammenhängend, wenn sie wegzusammenhängend ist. Wir benutzen deshalb in
diesen Fällen meist das kürzere Wort „zusammenhängend“. In 15.1.3.23geben wir
ein Beispiel für einen zusammenhängenden aber nicht wegzusammenhängenden
Raum. Mehr zu diesem Themenkomplex wird in 15.1.3.3 besprochen.

Übung 12.7.5.14. Auf jedem topologischen Raum X definiert man die Relati-
on W der „Wegverbindbarkeit“ durch die Vorschrift, daß gilt xWy, wenn es in X
einen Weg von x nach y gibt. Man zeige, daß das eine Äquivalenzrelation ist. Hin-
weis: Die Transitivität ergibt sich durch das „Aneinanderhängen von Wegen“ und
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die Stetigkeit der so entstehenden Wege folgt mit ??. Die Äquivalenzklassen für
die Äquivalenzrelation der Wegverbindbarkeit heißen die Wegzusammenhangs-
komponenten unseres Raums.

Übung 12.7.5.15. Man zeige, daß die Wegzusammenhangskomponenten eines to-
pologischen Raums offen sind genau dann, wenn jeder Punkt eine wegzusammen-
hängende Umgebung besitzt. Insbesondere ist ein Raum, in dem jeder Punkt eine
wegzusammenhängende Umgebung besitzt, genau dann zusammenängend, wenn
er wegzusammenhängend ist.

Übung 12.7.5.16. Das Komplement einer abgeschlossenen diskreten Teilmenge
in einer wegzusammenhängenden offenen Teilmenge eines Rn ist für n > 1 weg-
zusammenhängend. Dasselbe gilt im Übrigen auch ohne die Bedingung „abge-
schlossen“, ist dann aber schwerer zu zeigen.

Übung 12.7.5.17. Ist U ⊂◦ Rn offen und wegzusammenhängend und A ⊂ Rn
ein affiner Teilraum einer Dimension dimA ≤ n − 2 alias einer Kodimension
mindestens Zwei, so ist auch U\A wegzusammenhängend. Für Teilräume A der
Kodimension Eins alias affine Hyperebenen A gilt das natürlich nicht!

Übung 12.7.5.18. Stimmen zwei auf derselben wegzusammenhängenden offenen
Teilmenge des Rn definierte analytische Funktionen auf einer Umgebung eines
Punktes überein, so sind sie gleich. Hinweis: Man ziehe sich mithilfe stückweise
linearer Wege auf den Fall n = 1 zurück.

Ergänzende Übung 12.7.5.19. Die Gruppe SO(n) aller orthogonalen (n×n)-Ma-
trizen mit Determinante Eins ist wegzusammenhängend. Hinweis: 4.1.11.3. Wei-
ter ist auch die Gruppe GL(n;R)+ aller invertierbaren reellen (n × n)-Matrizen
mit positiver Determinante wegzusammenhängend. Hinweis: 4.1.11.9. Die Grup-
pen SU(n) und U(n) und GL(n;C) sind wegzusammenhängend. Die vorgeschla-
genen Lösungsansätze laufen auf eine Flickschusterei hinaus. Einen konzeptio-
nellen Beweis werden wir in 15.2.3.14 kennenlernen.

Ergänzende Übung 12.7.5.20. Das Bild eines wegzusammenhängenden Raums
unter einer stetigen Abbildung ist stets wieder wegzusammenhängend. Die weg-
zusammenhängenden Teilmengen von R sind gerade die nichtleeren Intervalle.

Übung 12.7.5.21. Gegeben ein wegzusammenhängender topologischer Raum ist
jede Teilmenge, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist, entweder leer oder
bereits der ganze Raum. Hinweis: Man wähle sonst einen Weg von einem Punkt
unserer Teilmenge in ihr Komplement und konstruiere einen Widerspruch. Wir
führen auch beim Beweis von 14.3.3.4 ein Argument aus.

Übung 12.7.5.22. Man zeige: Gegeben ein von Null verschiedenes Polynom P ∈
C[T1, . . . , Tn] ist die Menge seiner Nichtnullstellen in Cn offen, dicht und wegzu-
sammenhängend.
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12.7.6 Felder mit Potential
12.7.6.1. Wir interessieren uns im weiteren für die Frage, unter welchen Bedin-
gungen ein stetiges Kovektorfeld das Differential einer Funktion ist und inwieweit
diese Funktion dann eindeutig bestimmt ist.

Proposition 12.7.6.2 (Felder mit Potential). GegebenX ein endlichdimensiona-
ler Raum und ω : X ⊃◦ U → ~X∗ ein stetiges Kovektorfeld sind gleichbedeutend:

1. Unser Kovektorfeld ω ist das Differential ω = dfeiner differenzierbaren
Funktion f : U → R;

2. Das Integral unseres Kovektorfelds über beliebige stetig differenzierbare
Wege in U hängt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab;

3. Das Integral unseres Kovektorfelds über jeden geschlossenen stetig diffe-
renzierbaren Weg in U verschwindet.

12.7.6.3 (Diskussion der Terminologie). In physikalischer Terminologie 12.7.4.22
hat also ein Kraftfeld oder genauer das zugehörige energiewertige Kovektorfeld
ein Potential genau dann, wenn die längs beliebiger Wege geleistete Arbeit nur
vom Anfangs- und Endpunkt abhängt.

Beweis. Es ist im folgenden bequem, für etwas allgemeinere als nur stetig diffe-
renzierbare Wege den Begriff des Wegintegrals zur Verfügung zu haben.

Definition 12.7.6.4. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Ein Weg γ :
[a, b]→ X heißt stückweise stetig differenzierbar, wenn es eine Zerlegung a =
a0 < a1 < . . . < ar = b unseres Intervalls gibt derart, daß die Restriktionen
γ|[ai−1,ai] stetig differenzierbar sind für alle i. Wir bezeichnen stückweise stetig
differenzierbare Wege abkürzend als Integrationswege.

12.7.6.5 (Wegintegral über Integrationswege). Gegeben γ : [a, b] → X ein
Integrationsweg in einem endlichdimensionalen reellen Raum X und ω ein auf
dem Bild von γ definiertes stetiges relatives Kovektorfeld setzen wir

c

∫
γ

ω =

∫
γ

ω =

∫
γ|[a,a1]

ω +

∫
γ|[a1,a2]

ω + . . .+

∫
γ|[ar−1,b]

ω

für a1 < . . . < ar−1 die Stellen in (a, b), an denen γ nicht differenzierbar ist.
Sicher gilt dann

∫
γ
ω =

∫
γ|[a,c]

ω +
∫
γ|[c,b]

ω für alle c ∈ (a, b).

Wir behaupten nun zunächst, daß die Aussagen 2 beziehungsweise 3 der Proposi-
tion 12.7.6.2 jeweils gleichbedeutend sind zu
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2′. Das Integral von ω über beliebige Integrationswege in U hängt nur vom
Anfangs- und Endpunkt ab.

3′. Das Integral von ω über jeden geschlossenen Integrationsweg in U ver-
schwindet.

Ein beliebiger Weg mit
angehängtem geraden Stück aus

dem Beweis von 2′ ⇒ 1.

Hier ist 2′ ⇒ 2 offensichtlich. Andererseits können wir aber jeden Integra-
tionsweg so umparametrisieren, daß er stetig differenzierbar wird. Das Integral
ändert sich dabei nicht, und so folgt auch die andere Richtung 2 ⇒ 2′. Ebenso
zeigt man 3 ⇔ 3′. Nach diesen Vorarbeiten beginnen wir nun mit dem eigent-
lichen Beweis der Proposition. Die Folgerungen 1 ⇒ 2 ⇒ 3 sind offensicht-
lich. Wir zeigen als nächstes 3′ ⇒ 2 durch Widerspruch: Gäbe es zwei Integra-
tionswege mit demselben Anfangs- und Endpunkt aber verschiedenen Integralen,
so könnten wir den einen dieser Wege umdrehen und an den anderen anhängen
und so einen geschlossenen Integrationsweg erhalten, über den das Integral von ω
nicht Null wäre. Damit ist 3′ ⇒ 2 gezeigt. Zeigen wir nun noch 2′ ⇒ 1, so haben
wir alles bewiesen. Nach Übung 12.7.5.14 und 12.7.5.4 dürfen wir annehmen, daß
U nicht leer ist und sich je zwei Punkte aus U durch einen Integrationsweg verbin-
den lassen. Dann wählen wir p ∈ U fest und definieren eine Funktion f : U → R
durch die Vorschrift

f(x) =

∫
γ

ω

für einen und nach 2′ dann auch jeden Integrationsweg γ von p nach x. Ist nun ψ
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ein stetig differenzierbarer Weg in U von x nach y, so behaupten wir∫
ψ

ω = f(y)− f(x)

In der Tat können wir ja ψ am γ anhängen und so einen Integrationsweg von p
nach y erhalten, so daß also gilt

∫
γ
ω +

∫
ψ
ω = f(y). Mit dieser Erkenntnis läßt

sich das Differential von f nun sehr leicht berechnen. Gegeben x ∈ U sei B ⊂◦ X
ein offener Ball um Null mit x+B ⊂ U . Gegeben v ∈ B betrachten wir den Weg
ψ : [0, 1]→ U , ψ(t) = x+ tv und erhalten

f(x+ v)− f(x) =

∫
ψ

ω =

∫ 1

0

ωx+tv (v) dt = ωx (v) +

∫ 1

0

(ωx+tv − ωx)(v) dt

Das letzte Integral läßt sich aber schreiben als ‖v‖ mal eine Funktion, die be-
schränkt ist für v ∈ B durch sup{‖ωx+w − ωx‖ | ‖w‖ ≤ ‖v‖} und die folglich
mit v gegen Null strebt. Das zeigt dxf = ωx wie gewünscht.

12.7.7 Homotopie von Wegen
12.7.7.1. Einen durch das Einheitsintervall parametrisierten Weg γ : [0, 1] →
X in einem topologischen Raum X nennen wir im folgenden einen normierten
Weg. Zu jedem Weg γ : [a, b] → X bilden wir den zugehörigen normierten Weg
γ̂ : t 7→ γ((1− t)a+ tb).

Definition 12.7.7.2. Seien x, y Punkte eines topologischen Raums X . Zwei nor-
mierte Wege α, β von x nach y heißen homotop oder präziser homotop inX oder
ganz pedantisch homotop mit festen Randpunkten und wir schreiben α ' β,
wenn es eine stetige Abbildung

h : [0, 1]2 → X

des Einheitsquadrats in unseren Raum gibt, die auf der Unter- beziehungsweise
Oberkante unseres Quadrats mit α beziehungsweise β übereinstimmt und die auf
der Vorder- und der Hinterkante konstant ist. In Formeln ausgedrückt fordern wir
also h(t, 0) = α(t) und h(t, 1) = β(t) für alle t ∈ [0, 1] sowie h(0, τ) = x
und h(1, τ) = y für alle τ ∈ [0, 1]. Wir sagen dann auch, h sei eine Homoto-
pie zwischen α und β und schreiben h : α ' β. Zwei beliebige Wege von x
nach y nennen wir homotop genau dann, wenn die zugehörigen normierten Wege
homotop sind.

12.7.7.3. Vielleicht anschaulicher kann man Homotopie von Wegen auch dahin-
gehend interpretieren, daß es eine durch τ ∈ [0, 1] parametrisierte Familie von
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Eine Homotopie zwischen zwei Wegen, in diesem Fall zwischen den beiden
Randwegen unserer Banane.
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normierten Wegen hτ von x nach y geben soll derart, daß gilt h0 = α, h1 = β
und daß unsere Familie stetig von τ abhängt in dem Sinne, daß die Abbildung
[0, 1]2 → X , (t, τ) 7→ hτ (t) stetig ist.

Beispiel 12.7.7.4. Für eine konvexe Teilmenge X eines endlichdimensionalen re-
ellen Raums und zwei beliebige Punkte x, y ∈ X sind je zwei Wege α, β von x
nach y homotop in X . Sind unsere Wege normiert, so kann man eine Homotopie
explizit angeben vermittels h(t, τ) = (1− τ)α(t) + τβ(t).

12.7.7.5 (Vorwärtsverwandte homotoper Wege sind homotop). Ist in Formeln
f : X → Y eine stetige Abbildung topologischer Räume, so folgt aus h : α ' β
schon f ◦ h : f ◦ α ' f ◦ β. Speziell ist ein Weg homotop zu allen seinen Um-
parametrisierungen, denn nach 12.7.7.4 sind je zwei Wege in [0, 1] von 0 nach 1
homotop und damit gilt dasselbe für ihre Verknüpfung mit einer beliebigen steti-
gen Abbildung γ : [0, 1]→ Y .

Ein zusammenziehbarer und ein nicht zusammenziehbarer
geschlossener Weg in Komplement des durch ein Kreuzchen markierten Punktes

in der Papierebene

Definition 12.7.7.6. Ein Weg in einem topologischen Raum heißt ein geschlosse-
ner Weg, wenn sein Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen. Ein geschlossener
Weg heißt zusammenziehbar, wenn er homotop ist zu einem konstanten Weg.
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Ein topologischer Raum heißt schleifenfüllend, wenn jeder geschlossene Weg in
unserem Raum zusammenziehbar ist.

Vorschau 12.7.7.7. In der Literatur heißen wegzusammenhängende schleifenfüllen-
de Räume auch „einfach zusammenhängend“, aber ich nenne sie gerne genauer
„einfach wegzusammenhängend“.

Vorschau 12.7.7.8. Ist U ⊂◦ Rn offen und schleifenfüllend und istA ⊂ Rn ein affi-
ner Teilraum einer Kodimension≥ 3, so ist auch U\A schleifenfüllend. Für einen
Beweis dieses Analogons zu 12.7.5.17 verweise ich auf die Topologie 16.5.1.7.

Übungen

Übung 12.7.7.9. Homotopie ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller Wege
zwischen zwei fest vorgegebenen Punkten. Hinweis: Verkleben stetiger Abbildun-
gen ??.

Übung 12.7.7.10. Ein Raum ist schleifenfüllend genau dann, wenn je zwei Wege
mit demselben Anfangs- und demselben Endpunkt darin homotop sind.

Ergänzende Übung 12.7.7.11. Jeder Weg in einer offenen Teilmenge eines nor-
mierten reellen Vektorraums ist in besagter offener Teilmenge homotop zu einem
stückweise linearen Weg. Hinweis: 12.7.5.4.

12.7.8 Wegintegrale über geschlossene Felder
Definition 12.7.8.1. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A ⊂ X
eine halboffene Teilmenge. Ein stetig differenzierbares Kovektorfeld ω : A→ ~X∗

heißt geschlossen, wenn an jeder Stelle p ∈ A sein Differential dpω : ~X → ~X∗

eine symmetrische Bilinearform auf ~X liefert im Sinne der Gleichheit von reellen
Zahlen

(dpω)(~v)(~w) = (dpω)(~w)(~v) ∀~v, ~w ∈ ~X

12.7.8.2 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung als „geschlossenes
Kovektorfeld“ geht vermutlich auf den gleich folgenden Satz 12.7.8.8 zurück,
nach dem ein stetig differenzierbares Kovektorfeld geschlossen ist genau dann,
wenn seine Wegintegrale über alle geschlossenen und im Definitionsbereich zu-
sammenziehbaren Wege verschwinden.

12.7.8.3 (Rückwärtsverwandtschaft erhält Geschlossenheit). Gegeben ein ste-
tig differenzierbares geschlossenes Kovektorfeld ist, wie man leicht sieht, auch
sein Rückwärtsverwandter unter jeder affinen Abbildung geschlossen.

Vorschau 12.7.8.4. Dasselbe zeigen wir in 12.8.5.11 sogar für Rückwärtsverwand-
te unter beliebigen zweimal stetig differenzierbaren Abbildungen.
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Beispiel 12.7.8.5 (Geschlossene Kovektorfelder auf Rn). Ein stetig differen-
zierbares Kovektorfeld ω =

∑
ui dxi auf einer offenen Teilmenge eines Rn ist

geschlossen genau dann, wenn gilt

∂ui
∂xj

=
∂uj
∂xi

∀i, j

In der Tat liefern unsere Definitionen in diesem Fall (dpω)(ei)(ej) = ∂ui
∂xj

(p).

Beispiel 12.7.8.6 (Differentiale sind stets geschlossen). Gegeben eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion f auf einer offenen Teilmenge eines endlichdi-
mensionalen reellen Raums X ist ihr Differential df stets geschlossen. In der
Tat reicht es aufgrund unserer Erkenntnis 12.7.8.3, daß Rückwärtsverwandte ge-
schlossener Kovektorfelder unter affinen Abbildungen wieder geschlossen sind,
den Fall X = Rn zu betrachten. Für ω =

∑
ui dxi =

∑ ∂f
∂xi

dxi = df gilt dann
in der Tat wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen stets

∂ui
∂xj

=
∂2f

∂xj∂xi
=

∂2f

∂xi∂xj
=
∂uj
∂xi

und damit ist df geschlossen nach 12.7.8.5. Nebenbei bemerkt sieht man leicht
ein, daß die dp(df) entsprechende symmetrische Bilinearform gerade das Dop-
pelte des „quadratischen Anteils der Taylorentwicklung der Funktion f um p“ ist.

Vorschau 12.7.8.7. Später werden wir in 12.8.5.4 ganz allgemein die „äußere
Ableitung von Differentialformen“ einführen. In dieser Terminologie sind dann
unsere geschlossenen Kovektorfelder aus der vorhergehenden Definition 12.7.8.1
genau diejenigen differenzierbaren Kovektorfelder, deren „äußere Ableitung“ dω
verschwindet, die grob gesprochen definiert wird als der „antisymmetrische An-
teil von dω“. Daß Rückwärtsverwandschaft Geschlossenheit erhält, ist in diesem
Kalkül eine unmittelbare Folgerung aus der Verträglichkeit von äußerer Ableitung
mit Verwandtschaft 12.8.5.11.

Satz 12.7.8.8 (Wegintegrale und Geschlossenheit von Kovektorfeldern). Seien
X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Für ein stetig differenzierbares Kovek-
torfeld ω : X ⊃◦ U → ~X∗ sind gleichbedeutend:

1. Unser Kovektorfeld ist geschlossen;

2. Die Wegintegrale unseres Kovektorfelds über je zwei in U homotope Inte-
grationswege stimmen überein;

3. Das Wegintegral unseres Kovektorfelds über jeden inU zusammenziehbaren
geschlossenen Integrationsweg verschwindet.
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12.7.8.9. Einen alternativen und besonders glatten Beweis des Satzes unter stärke-
ren Voraussetzungen geben wir in 12.8.7.29.

12.7.8.10 (Beziehung zur Proposition über Wegintegral und Potential). Unse-
re Proposition 12.7.6.2 zu Wegintegral und Potential oder besser ihre Erweiterung
zu Integrationswegen im Laufe des Beweises besagt, daß gegeben eine offene
Teilmenge U eines endlichdimensionalen reellen Raums und ein stetiges Kovek-
torfeld auf U gleichbedeutend sind:

1. Unser Kovektorfeld ist das Differential einer differenzierbaren Funktion;

2. Die Wegintegrale unseres Kovektorfelds über je zwei Integrationswege in
U mit demselben Anfangs- und Endpunkt stimmen überein;

3. Das Wegintegral unseres Kovektorfelds über jeden geschlossenen Integrati-
onsweg in U verschwindet.

Alle diese gleichbedeutenden Bedingungen sind stärker als die entsprechenden
Bedingungen in unserem Satz 12.7.8.8 über Wegintegrale und die Geschlossenheit
von Kovektorfeldern: Die erste, da nach 12.7.8.6 Differentiale, wenn sie stetig
differenzierbare Kovektorfelder sind, stets geschlossen sein müssen, die anderen
aus offensichtlichen Gründen.

Korollar 12.7.8.11 (Geschlossenheit und Potential). Auf einer schleifenfüllen-
den offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums ist ein stetig
differenzierbares Kovektorfeld genau dann geschlossen, wenn es das Differential
einer differenzierbaren Funktion ist.

Beweis. Für U schleifenfüllend und ein stetig differenzierbares Kovektorfeld ω
auf U ist die letzte der äquivalenten Eigenschaften aus Satz 12.7.8.8, daß nämlich
das Wegintegral über jeden in U zusammenziehbaren Integrationsweg in U ver-
schwinden möge, gleichbedeutend zur letzten der äquivalenten Eigenschaften aus
Proposition 12.7.6.2, daß nämlich das Wegintegral über jeden geschlossenen In-
tegrationsweg in U verschwinden möge. Mithin sind für U schleifenfüllend alle
sechs Eigenschaften aus 12.7.8.8 und 12.7.6.2 gleichbedeutend. Insbesondere ist
unter dieser Voraussetzung jedes stetig differenzierbare geschlossene Kovektor-
feld auf U das Differential einer Funktion.

12.7.8.12 (Übersetzung in Aussagen über Gradientenfelder). Für U ⊂◦ Rn
schleifenfüllend besagt Korollar 12.7.8.11 in der Terminologie der Gradienten-
felder, daß ein stetig differenzierbares Vektorfeld v = (v1, . . . , vn) : U → Rn
genau dann das Gradientenfeld einer differenzierbaren Funktion ist, wenn gilt

∂vi
∂xj

=
∂vj
∂xi

∀i, j
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Insbesondere ist für n = 1 jedes stetig differenzierbare Vektorfeld ein Gradi-
entenfeld, aber in diesem Fall wissen wir bereits stärker, daß sogar jede stetige
Funktion eine Stammfunktion hat. Weiter ist für n = 2 ein stetig differenzierbares
Vektorfeld v genau dann ein Gradientenfeld, wenn seine skalare Rotation alias
Wirbeldichte rot v := ∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2
verschwindet. Und schließlich ist für n = 3 ein

stetig differenzierbares Vektorfeld v genau dann ein Gradientenfeld, wenn seine
Rotation verschwindet, die man in diesem Falle definiert als das Vektorfeld

rot v =

(
∂v3

∂x2

− ∂v2

∂x3

,
∂v1

∂x3

− ∂v3

∂x1

,
∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

)
Um für das Konzept der Rotation von Vektorfeldern in R2 und R3 eine Anschau-
ung zu entwickeln, mag man sich unser Vektorfeld v als ein Kraftfeld vorstellen.
Läßt man im ebenen Fall n = 2 dieses Kraftfeld auf den Rand einer kleinen Kreis-
scheibe wirken, die an einer Stelle unserer Ebene drehbar befestigt ist, so beginnt
sie sich zu drehen. Drehsinn und Drehmoment geteilt durch die Fläche der Kreis-
scheibe entsprechen Vorzeichen und Betrag der skalaren Rotation. Läßt man im
räumlichen Fall dieses Kraftfeld auf die Oberfläche eines kleinen Bällchens wir-
ken, den man an einer Stelle p hineinhält, so beginnt auch er sich zu drehen. Die
Drehachse ist dann die von der Rotation unseres Vektorfeldes bei p erzeugte Ge-
rade und Drehsinn sowie Drehmoment geteilt durch die Fläche der vom Äquator
berandeten Kreischeibe zu unserem Bällchen entsprechen Richtung und Länge
der Rotation. Allgemeiner kann man die Rotation eines Vektorfelds definieren
und geometrisch interpretieren wie oben angedeutet, wenn X zwei- oder dreidi-
mensional ist und ~X versehen mit einem ausgezeichneten Skalarprodukt und im
dreidimensionalen Fall zusätzlich mit einer ausgezeichneten Orientierung.

Beweis von Satz 12.7.8.8. Die Implikation 2⇒3 ist offensichtlich. Um 3⇒1 zu
zeigen, dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß U kon-
vex ist. Dann ist in U jeder geschlossene Weg zusammenziehbar und unsere Er-
kenntnisse zu Wegintegral und Potential 12.7.6.2 zeigen, daß unser Kovektorfeld
auf besagter konvexer Teilmenge das Differential ω = df einer differenzierbaren
Funktion sein muß. Solch ein Differential aber ist nach 12.7.8.6 stets geschlos-
sen. Alternativ können wir die Implikation 3⇒1 auch leicht aus Übung 12.7.8.19
herleiten. Damit bleibt nur noch 1⇒2 zu zeigen, daß also für jedes stetig diffe-
renzierbare geschlossene Kovektorfeld seine Wegintegrale über homotope Wege
übereinstimmen. Wir beginnen unseren Beweis von 1⇒2, indem wir ein Korol-
lar unseres Satzes als Lemma formulieren und dafür einen eigenständigen Beweis
geben.

Lemma 12.7.8.13. Ist U ⊂◦ Rn eine offene Kugel und ω darauf ein stetig diffe-
renzierbares geschlossenes Kovektorfeld, so ist ω das Differential einer Funktion
f : U → R.
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Das ebene Vektorfeld (x, y) 7→ (0,−x) hat konstant die Rotation −1.
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12.7.8.14. Ich gebe für dies Lemma zwei Beweise: Erst einen sehr kurzen mehr
rechnerischen Beweis und im Anschluß einen etwas längeren mehr konzeptionel-
len Beweis.

Beispiel 12.7.8.15. Daß ein rotationsfreies Vektorfeld auf einer nicht einfach weg-
zusammenhängenden offenen Teilmenge eines Rn nicht notwendig ein Potential
besitzt, zeigt das Vektorfeld grad θ auf R2 \0, wo θ(x, y) der eben nur bis auf eine
additive Konstante wohlbestimmte Winkel ist, den der Strahl vom Nullpunkt nach
(x, y) mit der horizontalen Koordinatenachse einschließt. Der Gradient grad θ ist
dann ein wohldefiniertes rotationsfreies Vektorfeld auf dem Komplement des Ur-
sprungs, hat aber kein global definiertes Potential. Es heißt das Winkelfeld. Dies
Vektorfeld ist nicht ganz leicht zu zeichnen, da die Längen seiner Vektoren ge-
gen den Ursprung hin ins Unendliche wachsen. Auf den ersten Blick mag es ab-
surd wirken, dieses Feld wirbelfrei zu nennen. Eine außerhalb des Ursprungs zum
Testen hereingelegte kleine Kreisscheibe würde aber in der Tat nicht gedreht, die
stärkeren Vektoren zerren zwar an der dem Ursprung zugewandten Seite, aber von
diesen Vektoren greifen andererseits auch weniger an. In gewisser Weise konzen-
triert sich hier das gesamte Wirbeln im Ursprung, und der gehört nun eben ge-
rade nicht zu unserem Definitionsbereich. In mathematischer Sprechweise ist dϑ
ein geschlossenes Kovektorfeld auf der punktierten Ebene, das jedoch nicht das
Differential einer global definierten Funktion ist. Anschaulich mag man sich das
Winkelfeld als das „Steigungsfeld einer Wendeltreppe“ denken, bei dem auf dem
Boden unter einer Wendeltreppe an jeder Stelle eingezeichnet wird, in welcher
Richtung es auf der Wendeltreppe darüber am steilsten hochgeht und wie steil es
da hochgeht.

Rechnerischer Beweis. Sei ω =
∑
uj dxj . Wir dürfen ohne Beschränkung der

Allgemeinheit 0 ∈ U annehmen. Wir bezeichnen nun mit x ∈ U ⊂◦ Rn einen
Punkt und betrachten den Weg ψx : [0, 1]→ U, t 7→ tx und die Funktion f : U →
R gegeben durch

f(x) =

∫
ψx

ω =

∫ 1

0

ωtx(x) dt =

∫ 1

0

n∑
j=1

uj(tx) · xj dt
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Ein rotationsfreies Vektorfeld ohne Potential auf der punktierten Ebene.
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Ihre partielle Ableitung nach xi ergibt sich zu

∂f
∂xi

(p) =
∫ 1

0
∂
∂xi
|x=p

(∑n
j=1(uj ◦ (t·)) · xj

)
dt

=
∫ 1

0

∑n
j=1 t ·

∂uj
∂xi

(tp) · pj + ui(tp) dt

=
∫ 1

0

∑n
j=1 t ·

∂ui
∂xj

(tp) · pj + ui(tp) dt

=
∫ 1

0
t · d

dt
(ui(tp)) + ui(tp) dt

=
∫ 1

0
d
dt

(t · (ui(tp)) dt

= t · ui(tp) |10
= ui(p)

und wir sehen, daß in der Tat gilt df = ω.

Konzeptioneller Beweis. Wir behandeln zunächst den Fall n = 2 als eigenständi-
ges Lemma.

Lemma 12.7.8.16. Ist U ⊂◦ R2 eine ebene Kreisscheibe und ω darauf ein ste-
tig differenzierbares geschlossenes Kovektorfeld, so ist ω das Differential einer
Funktion f : U → R.

Das Rechteck aus dem Beweis von
12.7.8.16.

Beweis. Um Indizes zu vermeiden schreiben wir bei der Behandlung dieses Spe-
zialfalls (x, y) statt (x1, x2) in der Hoffnung, durch das Einsparen von Indizes
mehr an Klarheit zu schaffen als durch die Verwendung der Buchstaben x, y mit
verschiedenen Bedeutungen an Verwirrung. Betrachten wir ein Rechteck Q :=
[a, b] × [c, d] ⊂ U und integrieren unser Kovektorfeld einmal im Gegenuhrzei-
gersinn auf dem Rand entlang, den wir dazu als einen Weg ρ parametrisieren, so
erhalten wir∫

ρ
ω =

∫ b
a
u1(x, c) dx+

∫ d
c
u2(b, y) dy −

∫ b
a
u1(x, d) dx−

∫ d
c
u2(a, y) dy

=
∫ d
c

∫ b
a

(
∂u2

∂x
− ∂u1

∂y

)
dx dy
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Für ein stetig differenzierbares geschlossenes Kovektorfeld verschwindet also das
Wegintegral einmal um den Rand unseres Rechtecks und der „obere“ beziehungs-
weise der „untere“ Weg auf den Kanten des Rechtecks von einem Punkt zum
diagonal gegenüberliegenden Punkt liefern dasselbe Wegintegral. Halten wir nun
einen Punkt (p, q) ∈ U fest, so liefert dieses gemeinsame Wegintegral eine Funk-
tion

f(x, y) =
∫ x
p
u1(t, q) dt+

∫ y
q
u2(x, s) ds

=
∫ y
q
u2(p, s) ds+

∫ x
p
u1(t, y) dt

Für diese Funktion gilt wegen der ersten Darstellung offensichtlich fy = u2 und
wegen der zweiten Darstellung fx = u1. Damit gilt ω = df wie behauptet.

Jetzt führen wir unseren konzeptionellen Beweis des Lemmas im Fall allgemeiner
Dimension zu Ende. Wir betrachten dazu alle Wege, die längs der Kanten eines
achsenparallelen Quaders vom Ursprung nach p laufen. Genauer betrachten wir
für jede Permutation σ ∈ Sn den Weg [σ] = [σ; p] vom Ursprung nach p, der
gerade verläuft zwischen den Eckpunkten

0, pσ(1)~eσ(1), pσ(1)~eσ(1) + pσ(2)~eσ(2), . . . , p

Ist τ = (i, i + 1) eine Transposition benachbarter Zahlen, so unterscheiden sich
[σ] und [σ ◦ τ ] nur dadurch, daß sie beim i-ten und (i + 1)-ten Geradenstück
auf verschiedenen Kantenwegen diagonal gegenüberliegende Punkte eines ebenen
Rechtecks verbinden. Ziehen wir unser Kovektorfeld auf eine geeignete Ebene
zurück, so landen wir im bereits behandelten Fall und folgern∫

[σ]

ω =

∫
[σ◦τ ]

ω

für jede Transposition τ der Gestalt τ = (i, i + 1). Wissen wir nun bereits nach
3.6.1.8, daß derartige Transpositionen die symmetrische Gruppe erzeugen, so können
wir sofort folgern, daß

∫
[σ]
ω gar nicht von σ ∈ Sn abhängt. Die durch

f(p) =

∫
[σ;p]

ω

für ein und alle σ definierte Funktion f hat dann Differential df = ω, da ihre
partielle Ableitung nach xi auch aus jeder Darstellung durch ein σ mit σ(n) = i
berechnet werden kann, für die ∂f

∂xi
= ui offensichtlich ist.

Jetzt können wir schließlich in unserem Satz 12.7.8.8 auch noch die Implikati-
on 1⇒2 zeigen, daß also bei stetig differenzierbaren geschlossenen Kovektor-
feldern die Wegintegrale über homotope Integrationswege übereinstimmen. Sei
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h : [0, 1]2 → U eine Homotopie zwischen unseren beiden Integrationswegen,
die wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit normiert annehmen dürfen. Ana-
log wie beim Beweis von 12.7.5.4 zeigen wir mithilfe von ?? und 10.5.1.5, daß es
für den Abstand von Punkten aus dem Bild unseres Einheitsquadrats und Punkten
außerhalb von U eine positive untere Schranke gibt. Da h nach 10.5.1.15 gleich-
mäßig stetig ist, finden wir weiter ein r ∈ N, r ≥ 1 derart, daß bei Unterteilung
des Einheitsquadrats in r2 kleine Schachfelder der Kantenlänge 1/r die einzelnen
Felder unter h jeweils ganz in einen offenen Ball in U abgebildet werden. Jetzt
betrachten wir die Integrale längs der Geradensegmente zwischen den Bildern in
U von benachbarten Ecken unserer Schachfelder

ci,j =

∫ h( i+1
r
, j
r )

h( ir ,
j
r )

ω und di,j =

∫ h( ir ,
j+1
r )

h( ir ,
j
r )

ω

Indem wir unsere Erkenntnisse zur Existenz einer Stammfunktion Lemma 12.7.8.13
zusammen mit Proposition 12.7.6.2 auf unsere offenen Bälle in U anwenden, fin-
den wir ci,j + di+1,j − di,j − ci,j+1 = 0 und durch Aufsummieren∑

0≤i<r

ci,0 +
∑

0≤j<r

dr,j −
∑

0≤j<r

d0,j −
∑

0≤i<r

ci,r = 0

Indem wir nochmals Lemma 12.7.8.13 auf unsere offenen Bälle anwenden sehen
wir dann weiter, daß diese vier Summen jeweils den Wegintegralen von ω über
die durch die vier Kanten unseres Quadrats gegebenen Wege gleichen. Zwei von
diesen Wegen sind eh konstant und die übrigen sind eben gerade die beiden ho-
motopen Integrationswege, von denen wir ausgegangen waren.

Satz 12.7.8.17 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe
Polynom besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Ergänzung 12.7.8.18. Einen Überblick über die gängigsten alternativen Beweise
mit ihren Stärken und Schwächen gebe ich in 3.5.3.25. Einen recht elementaren
analytischen Beweis hatten wir bereits in 10.5.1.7 gesehen.

Beweis. Sei P (z) = zn+an−1z
n−1 + . . .+a0 unser Polynom. Wir argumentieren

durch Widerspruch und betrachten für jeden Radius r > 0 den geschlossenen
Weg γ : [0, 2π] → C, γr(t) = reit = r cos t + ir sin t, der einmal auf dem Kreis
mit Radius r umläuft. Nach 12.7.7.4 ist er in C zusammenziehbar. Hätte unser
Polynom keine Nullstelle, so lieferte es eine stetige Abbildung P : C→ C×, und
nach 12.7.7.5 wären alle P ◦ γr zusammenziehbar in C×. Für hinreichend großes
r gilt nun jedoch rn > |an−1|rn−1 + . . .+ |a1|r+ |a0|, und für solche r ist der Weg
P ◦γr in C× homotop zum Weg t 7→ γr(t)

n, da nämlich für kein t die Strecke von
P (γr(t)) nach γr(t)n den Nullpunkt trifft. Hätte also P keine Nullstelle, so wäre
der Weg [0, 2π]→ C×, t 7→ γr(t)

n zusammenziehbar in C×. Das steht jedoch im
Widerspruch zu Übung 12.7.8.20.
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Illustration zum Beweis von Satz 12.7.8.8 über die Homotopieinvarianz von
Wegintegralen bei gewissen Kovektorfeldern. Die beiden Wege werden durch
dicke gezackte Linien dargestellt, die Homotopie zwischen ihnen durch feine

gestrichelte Linien. Es gilt, diese Unterteilung so fein zu wählen, daß jeder dieser
„Ziegel“ ganz in einem im Definitionsbereich unserer geschlossenen

Differentialform enthaltenen Ball liegt.
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Übungen

Der Weg γ(p, t~v, t~w) aus Übung
12.7.8.19. Mit t→ 0 wird er

natürlich immer kleiner.

Übung 12.7.8.19. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum, A ⊂◦ X eine
offene Teilmenge, p ∈ A ein Punkt und ω : A → ~X∗ ein stetig differenzierbares
Kovektorfeld. So gilt in den Notationen der vorhergehenden Definition 12.7.8.1
für alle ~v, ~w ∈ ~X die Identität

(dpω)(~v)(~w)− (dpω)(~w)(~v) = lim
t→0

1

t2

∫
γ(p,t~v,t ~w)

ω

mit der Notation γ(p, t~v, t~w) für den Weg, der einmal das Parallelogramm mit
einer Ecke p und Kantenvektoren t~v und t~w umläuft, oder genauer, der stückweise
linear läuft erst von p nach p+t~v, dann weiter nach p+t~v+t~w, von da nach p+t~w,
und dann wieder zurück nach p. Hinweis: Es mag die Rechnung vereinfachen,
wenn man das fragliche Integral zu einer Funktion von zwei Veränderlichen s, t
erweitert.

Übung 12.7.8.20. Man zeige, daß gegeben n ∈ Z der geschlossene Weg in der
punktierten Ebene γn : [0, 2π] → R2\0 mit γ(t) = (cosnt, sinnt) in R2\0 nur
für n = 0 zusammenziehbar ist. Hinweis: Man berechne das Integral des Win-
kelfeldes über diesen Weg und beachte 12.7.8.8. Ich empfinde es allerdings als
Umweg, diese Aussage mithilfe von Wegintegralen nachzuweisen, und ziehe den
topologischen Beweis über Liftungseigenschaften in 16.1.3 folgende vor.

Ergänzende Übung 12.7.8.21. Gegeben ein Rechteck Q = [a, b] × [c, d] ⊂ R2

und darauf ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : Q→ R2 stimmt das Integral
seiner Wirbeldichte alias skalaren Rotation rot v über das Rechteck Q überein mit
seinem Wegintegral als Vektorfeld einmal im Gegenuhrzeigersinn um den Rand
des Rechtecks. In 12.8.7.26 werden wir diese Aussage als Spezialfall des allge-
meinen Stokes’schen Satzes zu verstehen lernen.
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12.8 Integralsatz von Stokes
In Abschnitt 12.4.5.1 haben wir unser Kurvenintegral aus 10.7.1.23 verallgemei-
nert zum Integral einer Funktion über eine Fastfaltigkeit in einem Rn. In die-
sem Abschnitt werden wir unser Wegintegral aus 12.7.4, als da heißt das Integral
eines Kovektorfelds auf einem endlichdimensionalen reellen Raum längs eines
Weges, verallgemeinern zum Integral einer „Differentialform“ auf einem end-
lichdimensionalen reellen Raum über eine „orientierte“ Fastfaltigkeit. Als Spe-
zialfälle enthält diese Konstruktion inbesondere die Definition des „Flusses eines
Vektorfelds in R3 durch eine orientierte Fläche in R3“. Unser eigentliches Ziel ist
dann der sogenannte „allgemeine Satz von Stokes“ 12.8.7.2, der den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung 10.5.7.1 auf höhere Dimensionen verallge-
meinert.

12.8.1 Alternierende Formen und Dachprodukt
Definition 12.8.1.1. Sei k ein Körper. Gegeben ein k-Vektorraum V und eine
natürliche Zahl p bilden wir den Raum der alternierenden p-Multilinearformen
oder kurz p-Formen

Altp V := {ω : V × . . .× V → k | ω ist multilinear und alternierend}

Hier meint alternierend wie in 3.6.3.1, daß ω(v1, . . . , vp) verschwindet wann im-
mer es i 6= j gibt mit vi = vj .

12.8.1.2. Hat unser Körper nicht die Charakteristik 2, so mag man gleichbedeu-
tend fordern, daß ω(v1, . . . , vp) sein Vorzeichen ändert, wenn man zwei Einträge
vi und vj vertauscht. Daher kommt die Bezeichnung „alternierend“. Unter Null-
formen verstehen wir Skalare, in Formeln setzen wir also Alt0 V = k. Einsformen
sind Elemente des Dualraums alias Linearformen, wir haben also Alt1 V = V >.
Gegeben Linearformen f1, . . . , fp ∈ V > erklären wir alt(f1, . . . , fp) ∈ Altp V
durch die Vorschrift

alt(f1, . . . , fp)(v1, . . . , vp) := det(fi(vj))

Wir nennen es bis auf weiteres das „Determinantenprodukt“ der fi.

12.8.1.3. Wir werden unmittelbar im Anschluß das Dachprodukt von alternieren-
den Multilinearformen einführen und dessen Assoziativität beweisen ebenso wie
die Formel alt(f1, . . . , fp) = f1 ∧ . . .∧ fp. Sobald das geleistet ist, wird die Nota-
tion alt(f1, . . . , fp) obsolet und statt „Determinantenprodukt“ dürfen und werden
wir „iteriertes Dachprodukt“ sagen.
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Vorschau 12.8.1.4 (Bezug zur äußeren Algebra). Im Rahmen unserer Diskus-
sion des Tensorprodukts werden die Begriffsbildungen dieses Abschnitts auch
noch unter einem anderen Gesichtspunkt besprochen. Genauer konstruieren wir
in 4.6.5.3 einen kanonischen Isomorphismus Altp

∼→ (
∧p V )

> zwischen dem hier
definierten Raum der alternierenden Multilinearformen auf V und dem Dualraum
der dort definierten p-ten äußeren Potenz

∧p V von V . Zusätzlich erklären wir
in 4.6.5.6 für endlichdimensionales V kanonische Isomorphismen (

∧p V )
> ∼→∧p(V >) zwischen den Dualräumen der äußeren Potenzen und den äußeren Po-

tenzen des Dualraums und erhalten so zusammen endlichdimensionales V einen
kanonischen Isomorphismus Altp V

∼→
∧p(V >).

12.8.1.5. Sind Linearformen f1, . . . , fn ∈ V > gegeben und ist I ⊂ {1, . . . , n}
eine Teilmenge mit p Elementen, so setzen wir

fI := alt(fi1 , . . . , fip) ∈ Altp V

für das entsprechende Determinantenprodukt der Basisvektoren mit i1 < . . . < ip
den der Größe nach gereihten Elemente von I . Für I = ∅ vereinbaren wir f∅ = 1.

Proposition 12.8.1.6 (Basis des Raums der p-Formen). Ist V ein Vektorraum
und f1, . . . , fn eine Basis seines Dualraums V >, so bilden die Determinantenpro-
dukte fI mit |I| = p eine Basis von Altp V .

12.8.1.7. Für einn n-dimensionalen Vektorraum V gilt also dim Altn V = 1 und
Altp V = 0 für p > n.

Beweis. Ist v1, . . . , vn die duale Basis von V und ist auch J = {j1, . . . , jp} ⊂
{1, . . . , n} gegeben mit j1 < . . . < jp, so gilt offensichtlich

fI(vj1 , . . . , vjp) =

{
1 I = J ;
0 sonst.

Das zeigt die lineare Unabhängigkeit der fI . Andererseits ist klar, daß eine alter-
nierende Multilinearform schon festgelegt wird durch ihre Werte auf den p-Tupeln
(vj1 , . . . , vjp) mit j1 < . . . < jp. Das zeigt, daß die fI auch Altp V erzeugen.

12.8.1.8. Im Vorgriff auf unsere zukünftige Notation f1∧. . .∧fp für alt(f1, . . . , fp)
ist im Fall eines Vektorraums V der Dimension dimV = 4 also Alt2 V ein Vek-
torraum der Dimension dim(Alt2 V ) = 6 und für f1, . . . , f4 ∈ V ∗ eine Basis
seines Dualraums ist f1 ∧ f2, f1 ∧ f3, f1 ∧ f4, f2 ∧ f3, f2 ∧ f4, f3 ∧ f4 eine Basis
von Alt2 V .



12.8. INTEGRALSATZ VON STOKES 2065

Proposition 12.8.1.9. Seien k ein Körper, V ein k-Vektorraum endlicher Dimen-
sion und p, q ≥ 0. So gibt es genau eine bilineare Abbildung, das Dachprodukt

Altp V × Altq V → Altp+q V
(ω , η) 7→ ω ∧ η

derart, daß für alle f1, . . . , fp+q ∈ V > gilt

alt(f1, . . . , fp) ∧ alt(fp+1, . . . , fp+q) = alt(f1, . . . , fp, fp+1, . . . , fp+q)

12.8.1.10. Mit 12.8.1.6 folgt unmittelbar die Assoziativität des Dachprodukts

(ω ∧ η) ∧ ξ = ω ∧ (η ∧ ξ)

Damit brauchen wir auch bei längeren Dachprodukten keine Klammern zu setzen
und unsere Notation „alt“ wird obsolet, denn offensichtlich folgt aus der Proposi-
tion auch

alt(f1, . . . , fp) = f1 ∧ . . . ∧ fp
Vorschau 12.8.1.11. Die vorhergehende Definition ist unnötig einschränkend. Man
kann durchaus auch im unendlichdimensionalen Fall sinnvoll ein Dachprodukt
von alternierenden Formen erklären, vergleiche ??, aber die damit verbundenen
Komplikationen möchte ich hier vermeiden.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus 12.8.1.6 und nur die Existenz ist noch
zu zeigen. Wir betrachten dazu die Menge Sp,q ⊂ Sp+q aller Permutationen, die
die Reihenfolge der ersten p Einträge und die der letzten q Einträge unverändert
lassen. Stellen wir uns unsere Permutationen als Mischvorschriften für ein Spiel
von p + q Karten vor, so heben wir also p Karten ab und schieben die beiden so
gebildeten Stapel von p beziehungsweise q Karten irgendwie ineinander. Solche
Permutationen heißen auch (p, q)-Shuffles, in Formeln haben wir

Sp,q = {σ ∈ Sp+q | σ(1) < . . . < σ(p) und σ(p+ 1) < . . . < σ(p+ q)}

Weiter betrachten wir in Sp+q die Untergruppe Sp � Sq aller Permutationen, die
die ersten p Einträge unter sich vertauschen und die letzten q Einträge ebenso. Die
Verknüpfung von Permutationen liefert dann offensichtlich eine Bijektion

Sp,q × (Sp � Sq)
∼→ Sp+q

Jetzt definieren wir für ω und η wie oben eine Multilinearform ω ∧ η durch die
Vorschrift

(ω ∧ η)(v1, . . . , vp+q) :=
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ) ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) η(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))
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Betrachten wir nun unsere Definition des Determinantenprodukts, die wir nach
der Leibnizformel schreiben können als

alt(f1, . . . , fn)(v1, . . . , vn) =
∑
τ∈Sn

sgn(τ)f1(vτ(1)) . . . fn(vτ(n))

Setzen das mit n = p, q in unsere Definition von ∧ ein, so ergibt sich mithilfe der
Bijektion Sp,q × (Sp � Sq)

∼→ Sp+q wie gewünscht

alt(f1, . . . , fp) ∧ alt(fp+1, . . . , fp+q) = alt(f1, . . . , fp, fp+1, . . . , fp+q)

Die Bilinearität von ∧ zeigt dann weiter, daß die Multilinearform ω ∧ η auch im
allgemeinen alternierend ist, so daß unsere Formel für ∧ in der Tat eine Abbildung
Altp V × Altq V → Altp+q V mit den geforderten Eigenschaften liefert.

Ein (3, 4)-Shuffle

Lemma 12.8.1.12 (Graduierte Kommutativität des Dachprodukts). Sei V ein
endlichdimensionaler Vektorraum. Für beliebige ω ∈ Altp V und η ∈ Altq V gilt
ω ∧ η = (−1)pqη ∧ ω. Bezeichnet |ω| den Grad von ω, also |ω| = p für ω ∈ Altp,
so können wir diese Regel auch schreiben in der Gestalt

ω ∧ η = (−1)|ω||η|η ∧ ω
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Beweis. Aus 12.8.1.9 folgt sofort fσ(1)∧ . . .∧fσ(n) = (sgnσ)f1∧ . . .∧fn für jede
Permutation σ ∈ Sn und alle f1, . . . , fn ∈ V >. Die Permutation σ ∈ Sp+q, die die
ersten p Einträge an den Schluß schiebt und die letzten q Einträge an den Anfang,
hat aber nach 3.6.1.3 das Signum sgn(σ) = (−1)pq. Das Lemma folgt so zunächst
für ω, η iterierte Dachprodukte und dann auch für allgemeine endlichdimensionale
Räume.

12.8.1.13 (Funktorialität alternierender Multilinearformen). Zu jeder linearen
Abbildung L : V → W bilden wir wie in 3.2.9.13 ihre transponierte Abbildung
L> : W> → V >, f 7→ f ◦ L und allgemeiner auch die linearen Abbildungen

L> : AltpW → Altp V
ω 7→ ω ◦ (L× . . .× L)

mit L × . . . × L wie in 3.1.3.5 alias (L>ω)(v1, . . . , vp) = ω(Lv1, . . . , Lvp). Wir
nennen auch sie transponierte Abbildungen. Aus den Definitionen folgen leicht
die Formeln id> = id und (L ◦M)> = M> ◦ L> für die transponierten Abbil-
dungen sowie die Verträglichkeit mit dem Dachprodukt

L>(ω ∧ η) = (L>ω) ∧ (L>η)

Ergänzung 12.8.1.14. In der Sprache der Kategorientheorie 4.7.2.1 ausgedrückt
bilden demnach für jedes p die Zuordnungen V 7→ Altp V , L 7→ L> einen kon-
travarianten Funktor Altp von der Kategorie der k-Vektorräume in sich selber,
dessen Effekt auf Morphismen ich nur der Bequemlichkeit der Notation halber
L 7→ L> statt L 7→ Altp(L) notiert habe, und V 7→ AltV :=

⊕
p Altp V ist ein

kontravarianter Funktor von der Kategorie der k-Vektorräume in die Kategorie der
k-Ringalgebren.

Lemma 12.8.1.15 (Dachprodukt und Determinante). Gegeben ein n-dimensio-
naler Vektorraum V und eine lineare Abbildung L : V → V gilt

L> = (detL) : Altn V → Altn V

Beweis. Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum, so ist Altn V eindimensional. Für
L : V → V linear muß also L> : Altn V → Altn V die Multiplikation mit einem
Skalar aus dem Grundkörper sein. Ist v1, . . . , vn eine Basis von V und f1, . . . , fn
die duale Basis von V >, so ist f1∧ . . .∧fn eine Basis von Altn V und das Lemma
folgt mit expliziter Rechnung, für (detL) die Determinante der Matrix von L in
der gewählten Basis. Daß die fragliche Determinante von der Wahl der Basis gar
nicht abhängt und deshalb in der Tat (detL) notiert werden darf, erhält man als
Konsequenz.
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Ergänzung 12.8.1.16. Nehmen wir 12.8.1.13 und 12.8.1.15 zusammen, so ergibt
sich unmittelbar die Multiplikationsformel für Determinanten 3.6.4.1.

Ergänzung 12.8.1.17. Gegeben endlichdimensionale Vektorräume V,W und For-
men ω ∈ Altp V und η ∈ AltqW verwenden wir für die (p + q)-Form (pr>1 ω) ∧
(pr>2 η) auf V ×W die Notation ω � η. Manche Autoren verwenden allerdings
auch ∧ für dieses „äußere Dachprodukt“.

Übungen

Übung 12.8.1.18. Für jeden Vektorraum V endlicher Dimension dimV = n lie-
fert das Dachprodukt V > × Altn−1 V → Altn V eine nichtausgeartete Paarung
im Sinne von 4.2.3.35, als da heißt, jeder Isomorphismus Altn V

∼→ R liefert
vermittels unserer Paarung einen Isomorphismus Altn−1 V

∼→ V >>
∼→ V .

12.8.2 Differentialformen höheren Grades

Definition 12.8.2.1. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U ⊂ X
eine Teilmenge. Ein Feld von p-Formen auf U alias eine p-Differentialform ist
eine Abbildung

ω : U → Altp ~X
x 7→ ωx

Ausgeschrieben ordnet ω also jedem Punkt x ∈ U eine alternierende p-Multili-
nearform ωx : ~X × . . .× ~X → R zu.

12.8.2.2 (Diskussion der Terminologie). In der Differentialgeometrie werden
wir allgemein Differentialformen auf abstrakten Mannigfaltigkeiten erklärt als
Zuordnungen, die jedem Punkt eine alternierende Multilinearform auf dem Tan-
gentialraum am entsprechenden Punkt zuordnen. Im Fall einer eingebetteten Man-
nigfaltigkeit U ⊂ X positiver Kodimension ist das natürlich etwas anderes, als je-
dem Punkt eine alternierende Multilinearform auf dem Richtungsraum des umge-
benden affinen Raums zuzuordnen. Zur Unterscheidung mag man das hier einge-
führte elementarere Konzept eine relative Differentialform nennen und den Be-
griff aus der Differentialgeometrie eine absolute Differentialform. Jede relative
Differentialform liefert durch Einschränkung eine absolute Differentialform. Die-
se Feinheiten werden erst relevant, wenn es einmal um „de-Rham-Kohomologie“
und dergleichen geht. Manchmal redet man auch ganz knapp von einer p-Form
und der Leser muß aus dem Kontext erschließen, ob eine p-Differentialform oder
vielmehr ein Element von Altp V gemeint ist. Reden wir etwa von einer konstan-
ten Form, so ist stets ein konstantes Formenfeld gemeint.
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Beispiel 12.8.2.3. Sei U eine Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen affi-
nen Raums X . Eine 0-Form auf U ist eine Funktion f : U → R. Eine relative
1-Form auf U ist ein relatives Kovektorfeld im Sinne von 12.7.1.5.

Beispiel 12.8.2.4 (Anschauung für Differentialformen). In einem dreidimensio-
nalen orientierten reellen affinen RaumX , dessen Richtungsraum nicht notwendig
mit einem Skalarprodukt versehen ist, bewege sich ein Gas. Wir halten ein kurzes
Zeitintervall fest und ordnen jedem Tripel (p, v, w) ∈ X × ~X × ~X bestehend aus
einem Punkt und zwei Vektoren, aufgefaßt als „kleine orientierte Parallelogramm-
fläche“ alias „orientiertes Flächenelement“, die Zahl der Gasmoleküle zu, die in
diesem Zeitintervall hindurchtritt, wobei wir je nach der Richtung, in der unsere
Moleküle hindurchtreten, noch das Negative nehmen: Nämlich dann, wenn ein
und jeder Richtungsvektor u in Richtung des Durchtritts zusammen mit v, w eine
negativ orientierte angeordnete Basis (u, v, w) des Richtungsraums ~X bildet. Die-
se Zuordnung wäre ein schmutziges Feld von 2-Formen. Man nennt es die Fluß-
dichte. Ruht das Gas und ordnen wir jedem Quadrupel bestehend aus einem Punkt
und drei Vektoren, aufgefaßt als „kleines orientiertes Parallelpiped“ alias „orien-
tiertes Volumenelement“ die Zahl der darin befindlichen Gasmoleküle zu, gewich-
tet mit einem Vorzeichen, das von der Orientierung bestimmt wird, so erhalten wir
ein schmutziges Feld von 3-Formen auf unserem affinen Raum. Man nennt es die
Dichte unseres Gases. Wählen wir zusätzlich auf dem Richtungsraum unseres af-
finen Raums ein Skalarprodukt, so erhalten wir eine Identifikation von Vektorfel-
dern mit 2-Formen, indem wir jedem Vektor u die 2-Form (v, w) 7→ vol(u, v, w)
zuordnen, mit vol(u, v, w) dem „Volumen“ des Parallelpipeds mit Kanten u, v, w
und einem Vorzeichen, das von der „Orientierung“ unseres Tripels abhängt. Ähn-
lich erhalten wir dann auch eine Identifikation von Funktionen mit 3-Formen. Die
Möglichkeit dieser Identifikationen mag ein Grund dafür sein, daß Differential-
formen der Intuition weniger gut zugänglich sind. Es fällt uns einfach nicht zu,
einen dreidimensionalen Raum ohne Skalarprodukt zu visualisieren, geschweige
denn Räume höherer Dimension: Das beste Beispiel für eine 2-Form wäre dann
nämlich, nach Wahl der dazu nötigen physikalischen Einheiten, das elektroma-
gnetische Feld auf der Raumzeit. Um auch in nichtorthogonalen und eventuell
sogar krummlinigen Koordinatensystemen Dichten und Flußdichten anzugeben
und mit ihnen zu rechnen, sind unsere Differentialformen jedoch in jedem Falle
ein geschickter Formalismus.

Definition 12.8.2.5. Gegeben zwei Differentialformen ω und η erklären wir ihr
Dachprodukt ω ∧ η als punktweises Dachprodukt im Sinne von 12.8.1.9, in For-
meln (ω ∧ η)x = ωx ∧ ηx. Für f eine Funktion alias Nullform schreiben wir meist
fη statt f ∧ η. Dies Dachprodukt ist auch wieder assoziativ.

12.8.2.6. Ist speziell X = Rn und sind xi : Rn → R die Koordinatenfunktionen,
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Versuch einer graphischen Darstellung der 2-Form auf der Papierebene, die in
den durch die Koordinatenachsen gegebenen Koordinaten durch die Formel
xy dx ∧ dy dargestellt werden könnte. Eingezeichnet ist an jedem Punkt ein

geordnetes Paar von Richtungsvektoren, gestrichelt ergänzt zu einem
Parallelogramm, und hineingeschrieben der Wert unserer Zweiform auf diesem

geordneten Paar. Die Anordnung wird hierbei durch einen kleinen Pfeil vom
ersten zum zweiten Vektor angezeigt. Natürlich ist dies Vektorenpaar in keinster
Weise eindeutig, wir könnten dieselbe 2-Form auch ganz anders darstellen, die

beteiligten Vektoren müssen dabei auch keineswegs parallel zu
Koordinatenachsen sein.
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Eine alternative Darstellung derselben Form xy dx ∧ dy
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so läßt sich für U ⊂ X nach 12.8.1.6 jede relative p-Form ω auf U schreiben als

ω =
∑

1≤i1<...<ip≤n

ai1,...,ip dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

mit eindeutig bestimmten Funktionen ai1,...,ip : U → R. Das Dachprodukt zweier
so in Koordinaten gegebenen Formen ergibt sich dann leicht mittels der Regeln
dxi ∧ dxi = 0 und dxi ∧ dxj = − dxj ∧ dxi.

12.8.2.7. Die 2-Form dx ∧ dy auf dem R3 kann man sich veranschaulichen als
Vorschrift, die „jeder kleinen orientierten Parallelogrammfläche den Flächeninhalt
ihrer orthogonalen Projektion auf die (x, y)-Ebene zuordnet, mit einem von der
Orientierung abhängigen Vorzeichen“.

Definition 12.8.2.8. Gegeben endlichdimensionale reelle Räume X, Y und eine
stetig differenzierbare Abbildung φ : A → B von einer halboffenen Teilmenge
A ⊂ X in eine Teilmenge B ⊂ Y und eine Differentialform ω : B → Altp ~Y
auf B erklären wir die zurückgeholte Differentialform φ∗ω auf A durch die
Vorschrift

(φ∗ω)x := (dxφ)>(ωφ(x))

Hier bezeichnet (dxφ)> : Altp ~Y → Altp ~X die vom Differential dxφ : ~X → ~Y
von φ an der Stelle x ∈ A induzierte Abbildung. Alternativ könnten wir auch
schreiben (φ∗ω)x(v1, . . . , vp) := ωφ(x)((dxφ)(v1), . . . , (dxφ)(vp)).

12.8.2.9. Dies Zurückholen ist bei der Begrifflichkeit der Differentialformen die
eigentliche Hauptsache. Das Zurückholen von Funktionen alias Nullformen mit
einer Abbildung ist schlicht das „Vorschalten“ von besagter Abbildung, in For-
meln φ∗(g) = g◦f für eine Funktion g : B → R. Das Zurückholen von 1-Formen
haben wir bereits in 12.7.2.12 diskutiert. Wir verallgemeinern die dort eingeführte
Terminologie auf den vorliegenden Fall und nennen Differentialformen η und ω
verwandt unter φ und schreiben φ : η ; ω, wenn gilt η = φ∗(ω).

12.8.2.10. Wir erinnern aus 12.7.2.14, daß das Differential Verwandtschaft re-
spektiert, in Formeln

φ(df) = d(f ◦ φ)

für φ : U → V eine differenzierbare Abbildung und f : V → R eine differen-
zierbare Funktion. Wir werden demnächst auch für allgemeine Differentialformen
ω ihre sogenannte „äußere Ableitung“ erklären und deren Verwandtschaftsver-
träglichkeit φ(dω) = d(φ∗ω) zeigen.

Beispiel 12.8.2.11. Unter der Abbildung (2·) : R2 → R2 erhalten wir für das
Zurückholen der Standard-Volumenform (2·)∗(dx ∧ dy) = 4 dx ∧ dy. In der Tat,
denken wir uns schmutzig ein „ebenes Gas“ mit vielen einzelnen Molekülen und
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expandieren es mit einer Streckung um den Faktor Zwei, so verdünnt es sich um
den Faktor Vier. Allgemeiner haben wir (2·)∗(a(x, y) dx∧dy) = 4a(2x, 2y) dx∧
dy.

Versuch einer Veranschaulichung der Verwandtschaft (2·) : 4 dx∧dy ; dx∧dy.
Man mag sich den Wert an einer Stelle (a, b) des Koeffizienten vor dx∧dy als ein
Maß für die „Zahl der Moleküle eines ebenen Gases im Quader [a, a+ 1]× [b, b+
1]“ denken.

Lemma 12.8.2.12. Für das Zurückholen von Differentialformen gilt die Ketten-
regel, wir haben genauer und in Formeln ausgedrückt stets id∗ = id und

ψ∗(φ∗ω) = (φ ◦ ψ)∗(ω)

Beweis. Das folgt mit der üblichen Kettenregel 12.1.4.2 sofort aus den Definitio-
nen. Wir können die Aussage des Lemmas auch im Sinne von 12.7.2.18 dahinge-
hend verstehen, daß Verwandtschaft transitiv ist.

Lemma 12.8.2.13. Verwandtschaft alias das Zurückholen φ∗ von Differentialfor-
men ist verträglich mit dem Dachprodukt, in Formeln gilt also

φ∗(ω ∧ η) = φ∗(ω) ∧ φ∗(η)

Beweis. Das folgt, indem wir die RegelL>(ω∧η) = (L>ω)∧(L>η) aus 12.8.1.13
für lineare Abbildungen L punktweise anwenden.

Beispiel 12.8.2.14 (Zurückholen von 1-Formen). Wir erinnern 12.7.2.19. Für
X = Rn mit Koordinaten x1, . . . , xn und Y = Rm mit Koordinaten y1, . . . , ym
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und φ = (φ1, . . . , φn) eine differenzierbare Abbildung von einer halboffenen
Teilmenge von Rm in eine halboffene Teilmenge von Rn ergibt sich φ∗(dxi) =
d(φ∗xi) = dφi =

∑
j
∂φi
∂yj

dyj . Folglich kann das Zurückholen von 1-Formen in
Koordinaten beschrieben werden durch die Formel

φ∗

(∑
i

ai dxi

)
=
∑
i,j

(ai ◦ φ)
∂φi
∂yj

dyj

Beispiel 12.8.2.15. Ist φ die Polarkoordinatenabbildung

φ : R2 → R2

(r, ϑ) 7→ (r cosϑ, r sinϑ)

und haben wir auf R2 die 1-Form y dx gegeben, so wird sie zurückgeholt zu

φ∗(y dx) = φ∗(y)φ∗(dx)
= r sinϑ d(r cosϑ)
= r sinϑ cosϑ dr − r2 sin2 ϑ dϑ

und für die 2-Form dx ∧ dy erhalten wir

φ∗(dx ∧ dy) = φ∗(dx) ∧ φ∗(dy)
= d(r cosϑ) ∧ d(r sinϑ)
= (cosϑ dr − r sinϑ dϑ) ∧ (sinϑ dr + r cosϑ dϑ)
= r dr ∧ dϑ

Man mag sich letztere Formel dahingehend veranschaulichen, daß „ein kleines
orientiertes Flächenelement in der xy-Ebene unter der Polarkoordinatenabbildung
einem entsprechend größeren oder auch kleineren orientierten Flächenelement in
der rϑ-Ebene entspricht, je nachdem, in welchem Abstand vom Ursprung unser
ursprüngliches Flächenelement liegt“.

Satz 12.8.2.16 (Funktionaldeterminante und Rückzug von Volumenformen).
Für A halboffen in Rn und φ : A→ Rn stetig differenzierbar gilt stets

φ∗(dx1 ∧ . . . ∧ dxn) = (det dφ) dx1 ∧ . . . ∧ dxn

Beweis. Für jeden Endomorphismus L eines n-dimensionalen Vektorraums V ist
die induzierte Abbildung L> : Altn V → Altn V nach 12.8.1.15 gerade die Mul-
tiplikation mit detL.
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12.8.3 Orientierung von Mannigfaltigkeiten
12.8.3.1. Ich erinnere daran, daß nach 3.6.5.2 eine Orientierung eines endlich-
dimensionalen rellen Vektorraums V eine Vorschrift ε ist, die jeder angeordneten
Basis B unseres Vektorraums ein Vorzeichen ε(B) ∈ {+1,−1} zuordnet und
zwar so, daß für je zwei angeordnete Basen B,B′ die Determinante der Basis-
wechselmatrix das Vorzeichen ε(B)ε(B′) hat. In 3.6.5.2 werden in diesem Zu-
sammenhang noch weitere Begriffsbildungen formal eingeführt, deren Bedeutung
hier nicht wiederholt werden soll und von denen ich hoffe, daß sie sich weitgehend
von selbst verstehen.

12.8.3.2. Gegeben X ein endlichdimensionaler reeller Raum und M ⊂ X eine
Mannigfaltigkeit und ein Punkt p ∈ M erinnern wir aus 12.3.2.9 ihren Tangnti-
alraum TpM ⊂ ~X . Gegeben (W,ϕ) eine Karte von M gilt für alle w ∈ W nach
Übung 12.3.4.18 die Identität

Tϕ(w)M = im(dwϕ)

Definition 12.8.3.3. Eine Orientierung einer k-Mannigfaltigkeit M ist eine
Vorschrift, die jedem Punkt p ∈ M eine Orientierung des Tangentialraums TpM
zuordnet derart, daß es um jeden Punkt p ∈M eine Karteϕ : W →M vonM gibt
mit der Eigenschaft, daß für w ∈ W die Isomorphismen dwϕ : Rk ∼→ Tϕ(w)M
entweder alle orientierungserhaltend oder alle orientierungsumkehrend sind.

Beispiel 12.8.3.4 (Orientierungen einer 0-Mannigfaltigkeit). Die Menge aller
Orientierungen einer nulldimensionalen Mannigfaltigkeit M ist in Bijektion zur
Menge aller Abbildungen ε : M → {+1,−1} vermittels der Vorschrift, die jeder
Orientierung und jedem Punkt p ∈ M das Vorzeichen der angeordneten Basis ∅
des Tangentialraums TpM in Bezug auf unsere Orientierung zuordnet.

12.8.3.5. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Ein Punkt p einer k-Fast-
faltigkeit M ⊂ X heiße regulär, wenn es eine offene Umgebung U ⊂◦ X von
p gibt derart, daß U ∩M eine k-Mannigfaltigkeit ist. Die regulären Punkte einer
k-Fastfaltigkeit M bilden offensichtlich eine k-Mannigfaltigkeit. Wir notieren sie

Mreg

Definition 12.8.3.6. Unter einer Orientierung einer Fastfaltigkeit verstehen wir
eine Orientierung der Mannigfaltigkeit ihrer regulären Punkte. Unter einer orien-
tierten Fastfaltigkeit verstehen wir ein Paar bestehend aus einer Fastfaltigkeit M
und einer Orientierung von M .

12.8.3.7. Ich notiere orientierte Fastfaltigkeiten M oft mit einem Pfeil als

~M
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Das ist aber nicht allgemein üblich. Eine Fastfaltigkeit, die mindestens eine Ori-
entierung zuläßt, heißt orientierbar. Das „Möbiusband“, das in der schmutzigen
Wirklichkeit entsteht, wenn man einen Papierstreifen einmal verdrillt zu einem
Ring verklebt, ist ein Beispiel für eine nicht orientierbare 2-Fastfaltigkeit in R3.

12.8.3.8 (Inkonsistenzen der Notation). Den Pfeil über einem Symbol benutze
ich auch als Notation für den Richtungsraum eines affinen Raums. Was im Ein-
zelfall gemeint ist, muß der Leser aus dem Kontext erschließen.

Definition 12.8.3.9. Wir sagen, eine Integrationskarte (Q,ϕ) einer orientierten
Fastfaltigkeit M habe die Orientierung ε für ε ∈ {+1,−1}, wenn für jeden
Punkt w ∈ Q◦ das Bild der Standardbasis mit ihrer Standardanordnung unter dem
Isomorphismus dwϕ : Rk ∼→ Tϕ(w)Mreg die Orientierung ε hat.

12.8.3.10. Integrationskarten einer orientierten Fastfaltigkeit, deren Definitions-
bereich nicht zusammenhängend ist, haben im allgemeinen keine Orientierung.
Eine Integrationskarte der Orientierung +1 nennen wir orientierungsverträglich.

Übungen

Übung 12.8.3.11. Jede orientierbare zusammenhängende Mannigfaltigkeit M be-
sitzt genau zwei Orientierungen. Hinweis: Gegeben zwei Orientierungen ist die
Menge aller Punkte p, an denen sie dieselbe Orientierung von TpM liefern, eben-
so offen wie die Menge aller Punkte p, an denen sie verschiedene Orientierungen
von TpM liefern. Nun verwende man 12.7.5.21.

12.8.4 Integration von Differentialformen
Definition 12.8.4.1. Gegeben eine Fastfaltigkeit M in einem endlichdimensiona-
len reellen Raum X und k ≥ 0 bezeichne C!Ω

k(M) = C!Ω
k
⊂X(M) den reellen

Vektorraum aller stetigen relativen k-Formen auf M mit kompaktem Träger im
Sinne von 12.4.2.1.

Vorschau 12.8.4.2. Schon bei der folgenden Definition der Integration einer Diffe-
rentialform über eine Mannigfaltigkeit kommt es eigentlich nur darauf an, welche
Werte unsere Form an jeder Stelle auf Tupeln von Tangentialvektoren an unsere
Mannigfaltigkeit am entsprechenden Punkt annimmt. In der Differentialgeometrie
wird eine Differentialform auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit sogar definiert
als eine Vorschrift, die jedem Punkt unserer Mannigfaltigkeit eine alternierende
Multilinearform auf seinem Tangentialraum zuordnet. So weit will ich aber hier
nicht gehen, da für diese Art von Formen schon die bloße Definition der Stetigkeit
die Entwicklung zusätzlicher Begrifflichkeiten notwendig macht.
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Satz 12.8.4.3 (Integration von Differentialformen). Gegeben eine orientierte k-
Fastfaltigkeit M in einem endlichdimensionalen reellen Raum gibt es genau eine
Linearform

∫
: C!Ω

k(M)→ Rmit der Eigenschaft, daß für jede Integrationskarte
ϕ : Q→M der Orientierung ε und jede kompakt getragene k-Form ω mit Träger
im Bild dieser Karte suppω ⊂ ϕ(Q) gilt∫

~M

ω = ε

∫
Q

(ϕ∗ω)(e1, . . . , ek) dkx

12.8.4.4. Für die Form ϕ∗ω = η = fdx1 ∧ . . . ∧ dxk ist (ϕ∗ω)(e1, . . . , ek) =
η(e1, . . . , ek) per definitionem genau die Funktion f . Das Integral auf der rechten
Seite ist hier als Quaderintegral im Sinne von 12.2.1.4 zu verstehen, beziehungs-
weise als die Summe endlich vieler solcher Quaderintegrale, wenn der Definiti-
onsbereich unserer Integrationskarte aus mehreren Quadern bestehen sollte. Ist
unsere Fastfaltigkeit M bereits selbst ein kompakter Quader mit nichtleerem In-
neren Q = [a1, b1] × . . . × [ak, bk] ⊂ Rk und η = fdx1 ∧ . . . ∧ dxk eine stetige
Differentialform auf Q und geben wir Q die von der Standardorientierung des Rk
induzierte Orientierung, so können wir die Identität als Integrationskarte nehmen
und unsere Definitionen liefern∫

~Q

fdx1 ∧ . . . ∧ dxk =

∫
Q

f(x) dkx =

∫ bk

ak

. . .

∫ b1

a1

f(x1, . . . , xk) dx1 . . . dxk

Gegeben ϕ : Q → M eine Integrationskarte der Orientierung ε einer orientierten
Fastfaltigkeit ~M und eine stetige p-Form auf M mit Träger in ϕ(Q) und ~Q der
Definitionsbereich unserer Integrationskarte mit seiner Standardorientierung gilt
also insbesondere ∫

~M

ω = ε

∫
~Q

ϕ∗ω

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sei ω ∈ C!Ω
k(M) gegeben. Wir

finden eine endliche Überdeckung von suppω durch die Inneren von Bildern von
Integrationskarten InnM(ϕi(Qi)) der Orientierungen εi und nach 12.4.2.14 eine
an diese Überdeckung angepaßte Teilung der Eins, also stetige Funktionen αi ∈
C!(M,R) mit Träger suppαi ⊂ ϕi(Qi) und

∑
i αi(x) = 1 für alle x ∈ suppω.

Dann haben wir ω =
∑

i αiω. Wenn also überhaupt eine lineare Abbildung mit
den geforderten Eigenschaften existiert, so muß gelten∫

~M

ω =
∑
i

∫
~M

αiω =
∑
i

εi

∫
Qi

(ϕ∗i (αiω))(e1, . . . , ek) dkx

Das ganze Problem ist zu zeigen, daß die rechte Seite nicht von den Integrations-
karten und der Teilung der Eins abhängt. Das geht wie bei unserer Diskussion
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12.4.5.10 der Integration von Funktionen mit kompaktem Träger über Fastfaltig-
keiten 12.4.5.10 in Rn. Genau wie dort zieht man sich darauf zurück, für je zwei
Integrationskarten (Q,ϕ) und (P, ψ) der Orientierungen ε und η und für ω mit
Träger suppω ⊂ ϕ(Q) ∩ ψ(P ) die Gleichheit

ε

∫
Q

(ϕ∗ω)(e1, . . . , ek) = η

∫
P

(ψ∗ω)(e1, . . . , ek)

zu zeigen. Wie dort findet man Zerlegungen Q = At S tU und P = B t T t V
mit A,U ⊂◦ Q und B, V ⊂◦ P und Nullmengen S, T derart, daß unsere Gleichheit
die Gleichheit von Integralen stetiger Funktionen g : Q → R und h : P → R
behauptet mit g|A = 0 und h|B = 0, für die es einen C1-Diffeomorphismus κ :
U ∩Q◦ ∼→ V ∩ P ◦ gibt mit

εg = η(h ◦ κ)|det dκ|

Die Herleitung dieser Formel besprechen wir gleich noch genauer. Von dort ausge-
hend kommt man dann genau wie in 12.4.5.10 zum Ziel, entweder ganz bequem
mit Lebesgue’scher Integrationstheorie oder sozusagen zu Fuß mit etwas mehr
Aufwand. Besprechen wir also den Kartenwechsel κ genauer. Per definitionem
induzieren unsere Integrationskarten ϕ, ψ Bijektionen

U ∩Q◦ ∼→ ϕ(Q◦) ∩ ψ(P ◦)
∼← V ∩ P ◦

und beide sind Karten der Mannigfaltigkeit ϕ(Q◦)∩ψ(P ◦). Der Kartenwechsel ist
nach 12.3.4.13 ein Diffeomorphismus κ := ψ−1◦ϕmit ψ◦κ = ϕ. Nach 12.8.2.12
folgt κ∗ψ∗ω = ϕ∗ω. Für g := (ϕ∗ω)(e1, . . . , ek) gilt per definitionem ϕ∗ω =
gdx1∧ . . .∧dxk. Für h := (ψ∗ω)(e1, . . . , ek) gilt ebenso ψ∗ω = hdx1∧ . . .∧dxk.
Mit dr Formel 12.8.2.16 für den Rückzug von Volumenformen im letzten Schritt
folgt nun

gdx1 ∧ . . . ∧ dxk = κ∗(hdx1 ∧ . . . ∧ dxk)
= (h ◦ κ)κ∗(dx1 ∧ . . . ∧ dxk)
= (h ◦ κ) det(dκ)dx1 ∧ . . . ∧ dxk

alias g = (h ◦ κ) det(dκ). Die Verträglichkeiten der jeweiligen Orientierungen
mit den Karten zeigen aber ε detdκ = η|det dκ| und wir erhalten wie behauptet
εg = η(h ◦ κ)|det dκ|.

12.8.4.5 (Riemannsummen für Differentialformen). Um die Integration von
Differentialformen anschaulich zu machen, erkläre ich ihre Interpretation durch
Riemannsummen. Sei dazu Q := [a, b] × [c, d] ein kompaktes Rechteck und
ϕ : Q → X eine Integrationskarte in einen endlichdimensionalen reellen Raum
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und ω : ϕ(Q) → Alt2( ~X) eine stetige 2-Form auf ϕ(Q). Wir betrachten für
r ≥ 1 die äquidistanten Unterteilungen a = a0 < a1 < . . . < ar = b sowie
c = c0 < c1 < . . . < cr = d der Kanten von Q und bezeichnen mit qi,j = (ai, cj)
die Gitterpunkte im so gegebenen Raster auf Q. Bezeichne weiter pi,j = ϕ(qi,j)
die Bilder dieser Gitterpunkte unter ϕ. Damit erklären wir die r-te Riemannsum-
me Srϕ(ω) durch die Formel

Srϕ(ω) =
r−1∑
i,j=0

ωpi,j(pi+1,j − pi,j, pi,j+1 − pi,j)

Wir können nun das Integral von ω über ϕ(Q) mit der Orientierung, für die ϕ eine
orientierte Integrationskarte ist, anschaulich verstehen als den Grenzwert

∫
ϕ(Q)

ω = lim
r→∞

Srϕ(ω)

Den Beweis dieser Tatsache entlang der Grundlinie des Beweises von 12.4.3.7
überlassen wir dem Leser zur Übung.

12.8.4.6 (Sinnhaftigkeit der Integration alternierender Formen). Unter der
Voraussetzung einer auf einem Quadrat definierten Integrationskarte, in Formeln
b−a = d−c, betrachten wir nun die Spiegelung τ an der Hauptdiagonalen und die
neue Integrationskarte ϕ ◦ τ . Sie ist negativ orientiert und ihre Riemannsummen
sind dieselben wie die Riemannsummen von eben, wenn man nur in jedem Sum-
manden den ersten und den zweiten Eintrag der bilinearen Abbildung ω vertauscht
und das von der negativen Orientierung der Integrationskarte herrührende Vorzei-
chen berücksichtigt. Ist also ω alternierend, so liefert unsere neue Integrationskar-
te dieselben Riemannsummen und dasselbe Integral. Das soll die in unserem Satz
enthaltene Aussage veranschaulichen, daß das Integral einer alternierenden Form
unabhängig ist von den zur Berechnung gewählten Integrationskarten.

Beispiel 12.8.4.7 (Integral über eine Hemisphäre). Wir berechnen das Integral
der 2-Form x2 dx∧dy über die obere HemisphäreH := {(x, y, z) | x2+y2+z2 =
1, z ≥ 0}mit der Orientierung, für die die beiden ersten Vektoren e1, e2 der Stan-
dardbasis des R3 in dieser Reihenfolge eine orientierte Basis des Tangentialraums
am Pol T(0,0,1)H bilden. Wir betrachten das Rechteck R := [0, π] × [0, π] ⊂ R2

und die orientierte Integrationskarte φ : R → H gegeben durch die Formeln
(ϑ, ϕ) 7→ (cosϑ, cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ), anschaulich gesprochen eine „liegende
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Die gepunktelten Pfeile stellen die Vektoren p3,0 − p2,0 und p2,1 − p2,0 dar, der
Wert von ωp2,0 auf diesem Paar von Vektoren, genommen in einer durch die
Orientierung gegebenen Reihenfolge, geht in die Riemannsumme S3

ϕ ein.
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Version“ unserer Kugelkoordinaten aus 12.3.2.3, und erhalten∫
~H
x2 dx ∧ dy =

∫
~R

cos2 ϑ d(cosϑ) ∧ d(cosϕ sinϑ)

=
∫
~R

cos2 ϑ(− sinϑ dϑ) ∧ (cosϕ cosϑ dϑ− sinϕ sinϑ dϕ)

=
∫
~R

cos2 ϑ sin2 ϑ sinϕ dϑ ∧ dϕ

=
∫
R

cos2 ϑ sin2 ϑ sinϕ dϑ dϕ

=
∫ π

0

∫ π
0

cos2 ϑ sin2 ϑ sinϕ dϑ dϕ

= 1
4

∫ π
0

sin2(2ϑ) dϑ
∫ π

0
sinϕ dϕ = 1

2

∫ π
0

1
2
− cos 4ϑ

2
dϑ = π

4

Hier ist der erste Schritt 12.8.4.4 mitsamt dem Vertauschen vom Zurückholen
mit Dachprodukt und Differential 12.7.2.14, der Zweite die Formel 12.7.1.13 für
das Differential einer Funktion, der Dritte beruht auf dem Alternieren und der
Bilinearität des Dachprodukts, und der Vierte auf 12.8.4.3.

12.8.4.8. Die Integrale von Differentialformen über orientierte Fastfaltigkeiten
der Dimensionen 0 oder 1 sowie der Kodimensionen 0 oder 1 in einem Rn trifft
man oft in anderen Gestalten an, die den Formalismus der Differentialformen ver-
meiden. Besonders wichtig sind in diesem Zusammenhang die Fälle mit n ≤ 3.

Beispiel 12.8.4.9 (Summation als Differentialformenintegral). Im Fall einer
nulldimensionalen Fastfaltigkeit M alias diskreten Teilmenge ist eine Nullform
eine Funktion und eine Nullform mit kompaktem Träger eine Funktion, die nur
an endlich vielen Stellen von Null verschiedene Werte annimmt. Unser Integral
ist dann die Summe der Funktionswerte multipliziert mit den durch die auf M
gewählte Orientierung ε bestimmten Vorzeichen εp, in Formeln∫

~M

f =
∑
p∈M

εpf(p)

Beispiel 12.8.4.10 (Funktionenintegral als Differentialformenintegral). Für ei-
ne stetige n-Form fdx1∧. . .∧dxn mit kompaktem Träger auf einer n-Fastfaltigkeit
M ⊂ Rn mit der von der Standardorientierung des Rn induzierten Orientierung
liefern unsere Definitionen∫

~M

fdx1 ∧ . . . ∧ dxk =

∫
M

f(x) dkx

Das Integral der Funktion f rechts ist dabei im Sinne von 12.4.5.10 oder für hinrei-
chend vorgebildete Leser auch als das Lebesgue-Integral der integrierbaren Funk-
tion f über die meßbare Teilmenge M ⊂ Rn zu verstehen. Ein typisches Beispiel
für eine 3-Fastfaltigkeit in R3 wäre etwa eine massive Halbkugel M ⊂ R3.
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Beispiel 12.8.4.11 (Wegintegral als Differentialformenintegral). Gegeben eine
orientierte 1-Fastfaltigkeit M und eine surjektive orientierungsverträgliche Inte-
grationskarte ϕ : [a, b]�M fällt das Integral einer 1-Form ω über M zusammen
mit dem Wegintegral der 1-Form ω über den Weg ϕ, denn beide fallen zusammen
mit dem Integral der zurückgeholten 1-Form ϕ∗ω über die in der offensichtlichen
Weise orientierte Fastfaltigkeit [a, b], in Formeln∫

~M

ω = c

∫ b

a

ϕ∗ω = c

∫
ϕ

ω

Ist speziell unsere Fastfaltigkeit in den Rn eingebettet, so hat unsere 1-Form ω
die Gestalt ω = ω1 dx1 + . . . + ωn dxn und unser Wegintegral wird von Anwen-
dern meist geschrieben als das Wegintegral des Vektorfelds v = can−1

s (ω) =
(ω1, . . . , ωn)> längs ϕ, in Formeln∫

~M

ω = c

∫
ϕ

ω =

∫ b

a

〈v, dϕ〉 =

∫ b

a

v · dϕ

Vorschau 12.8.4.12. Die Interpretation der Integration von Differentialformen über
orientierte Hyperflächen in Rn+1 als „Fluß“ benötigt von den hier explizit behan-
delten Fällen den größten begrifflichen Aufwand und wird uns bis zum Ende die-
ses Abschnitts beschäftigen.

Definition 12.8.4.13. Ist M ⊂ Rn+1 eine Hyperfläche, so gibt es zu jedem Punkt
p ∈M genau zwei Vektoren der Länge Eins in Rn+1, die auf dem Tangentialraum
TpM senkrecht stehen. Ist M darüber hinaus orientiert, so hat genau ein Vektor
Np von diesen beiden die Eigenschaft, daß für jede angeordnete Basis (v1, . . . , vn)
von TpM der Orientierung ε die Standardorientierung der angeordneten Basis
(Np, v1, . . . , vn) des Rn+1 auch ε ist. Wir erhalten so eine stetige Abbildung, das
orientierte Normalenfeld

N : M → Rn+1

p 7→ Np

12.8.4.14. Wir indizieren nun die Koordinaten auf dem Rn+1 etwas unüblich als
x0, x1, . . . , xn und ordnen jedem Vektor F ∈ Rn+1 eine alternierende Multilinear-
form ωF ∈ Altn(Rn+1) zu durch die Vorschrift

ωF (v1, . . . , vn) := det(F |v1| . . . |vn)

Rechts ist hier die Matrix mit den entsprechenden Spaltenvektoren zu verstehen.
In derselben Weise ordnen wir auch jedem Vektorfeld F auf Rn+1 eine n-Form
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ωF zu und erkennen durch das Auswerten auf Tupeln der Standardbasis, daß sie
geschrieben werden kann in der Gestalt

ωF =
n∑
i=0

(−1)iFi dx0 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn

Wir nennen ωF die zu unserem Vektorfeld gehörige n-Form. Im R3 entspricht
speziell einem Vektorfeld F = (Fx, Fy, Fz) die 2-Form

ωF = Fx dy ∧ dz + Fy dz ∧ dx+ Fz dx ∧ dy

Die unteren Indizes dürfen dabei nicht als partielle Ableitungen mißverstanden
werden, sondern meinen vielmehr die Komponenten unseres Vektorfelds, die wir
auch F1, F2, F3 oder in unserer aktuellen Indizierung F0, F1, F2 hätten notieren
können. Im R2 hatten wir ωF bereits in 12.7.4.14 kennengelernt.

Proposition 12.8.4.15 (Fluß als Differentialformenintegral). Seien M ⊂ Rn+1

eine orientierte Hyperfläche, F : M → Rn+1 ein stetiges relatives Vektorfeld auf
M mit kompaktem Träger und N das orientierte Normalenfeld auf M . So gilt für
die zu unserem Vektorfeld F gehörige n-Form ωF die Identität∫

~M

ωF =

∫
M

〈F,N〉 =

∫
M

F ·N

12.8.4.16. Die Mitte und die rechte Seite unterscheiden sich hier nur in der No-
tation für das Skalarprodukt und sind als Flächenintegrale im Sinne von 12.4.3.1
zu verstehen. Die rechte Seite heißt der Fluß des Vektorfelds F durch die ori-
entierte Hyperfläche M . Dies Oberflächenintegral mag der Anschauung besser
zugänglich sein als unser Integral über eine Differentialform. Für das explizite
Rechnen ist die Darstellung als Integral einer Differentialform im allgemeinen
günstiger.

Beispiel 12.8.4.17 (Integration einer Flußdichte). Ist X ein dreidimensionaler
orientierter reeller affiner Raum und M ⊂ X eine zweidimensionale orientierte
Mannigfaltigkeit alias Fläche und ω die 2-Form der Flußdichte eines bewegten
Gases wie in 12.8.2.4, so beschreibt das Integral von ω über M die Gesamtmasse
an Gas, die im gegebenen Zeitintervall in einer durch die Orientierung bestimmten
Richtung durch unsere Fläche M hindurchtritt. Gas, das in der Gegenrichtung
durch unsere Fläche tritt, schlägt dabei negativ zu Buche.

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß es Kar-
te ϕ : W → M der Orientierung ε gibt mit (suppF ) ∩M ⊂ ϕ(W ). Der Über-
sichtlichkeit halber schreiben wir unser Vektorfeld F in der Form p 7→ Fp, wobei
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der Index unglücklicherweise eine völlig andere Bedeutung hat als in 12.8.4.14.
Wir zerlegen nun unser Vektorfeld F an jedem Punkt p ∈ M in einen orthogona-
len und einen tangentialen Anteil als Fp = 〈Fp, Np〉Np + Rp mit Rp ∈ TpM und
finden für alle x ∈ W

(ϕ∗ω)x(e1, . . . , en) = ωϕ(x)(dxϕ(e1), . . . , dxϕ(en))

= det(Fϕ(x)|[dxϕ])

= 〈Fϕ(x), Nϕ(x)〉 det(Nϕ(x)|[dxϕ])

= 〈Fϕ(x), Nϕ(x)〉 vol(dxϕ)

In der zweiten Zeile ist die quadratische Matrix gemeint, die aus der Jacobi-
Matrix [dxϕ] entsteht durch Anfügen des Vektors Fϕ(x) als erste Spalte. Für die
dritte Gleichheit verwenden wir unseres Zerlegung Fp = 〈Fp, Np〉Np + Rp mit
Rp ∈ TpM = im(dxϕ) und daß eine quadratische Matrix mit linear abhängigen
Spalten die Determinante Null hat. Für die vierte Gleichheit verwenden wir un-
sere erste Formel aus 12.4.3.5 für Gram’sche Determinanten. Die Gleichheit der
beiden Integrale folgt nun aus den Definitionen.

12.8.4.18 (Flüsse durch Fastfaltigkeiten). Im Fall einer orientierten n-Fastfaltigkeit
im Rn+1 wie etwa die Oberfläche eines Würfels in R3 ist der orientierte Norma-
lenvektor nicht mehr in allen Punkten sinnvoll definiert, aber das Differentialfor-
menintegral ist immer noch sinnvoll erklärt.
Beispiel 12.8.4.19 (Fluß durch eine Hemisphäre). Anschaulich kann man un-
ser Integral aus 12.8.4.7 also auch als den Fluß durch die obere Hemisphäre des
senkrechten Vektorfelds x2 e3 verstehen. In der Notation von dort hätten wir etwa∫

~H

x2 dx ∧ dy =

∫
H

x2 e3 ·N

Hier meintN das „nach außen weisende Normalenfeld“, das in unserem Fall auch
das „orientierte Normalenfeld“ nach 12.8.4.13 ist. Zur Probe rechne ich hier die
rechte Seite auch noch direkt aus. Auf der Einheitssphäre stimmen ja der Orts-
vektor und der nach außen weisende Normalenvektor überein, so daß der Rück-
zug der Funktion x2 e3 ·N bezüglich unserer Karte φ : R → H die Funktion
cos2 ϑ sinϕ sinϑ ist. Um das Flächenintegral rechts zu bestimmen, gilt es die
Gram’sche Matrix zu berechnen. In unserem Fall haben wir

dφ =

 − sinϕ 0
cosϕ cosϑ − sinϕ sinϑ
sinϕ cosϑ cosϕ sinϑ


und die Matrix der Skalarprodukte der Spaltenvektoren ergibt sich zu

(dφ)> dφ =

(
1 0
0 sin2 ϕ

)
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und die Wurzel aus deren Determinante zu sinϑ, so daß wir bei demselben Dop-
pelintegral über cos2 ϑ sin2 ϑ sinϕ landen wie in 12.8.4.7.

Übungen

Übung 12.8.4.20. Berechnen Sie das Integral der 2-Form xdy ∧ dz + ydx ∧ dz
über den Zylinder {(x, y, z) | x2 + y2 = 1, z ∈ [0, 1]}mit einer Orientierung ihrer
Wahl.

Übung 12.8.4.21. Berechnen Sie den Fluß des VektorfeldsF : (x, y, z) 7→ (x, 0, 0)
durch die Einheitssphäre, die Sie dazu mit einer Orientierung ihrer Wahl versehen
mögen.

Übung 12.8.4.22 (Verwandtschaftsverträglichkeit des Integrals). Seien zwei
Tripel M ⊂ A ⊂ X und N ⊂ B ⊂ Y gegeben bestehend aus endlichdimen-
sionalen reellen Räumen X, Y und halboffenen Teilmengen A,B und in diesen
halboffenen Teilmengen enthaltenen k-Fastfaltigkeiten M,N . Sei φ : A → B
eine C1-Abbildung, die einen Homöomorphismus M ∼→ N induziert sowie Iso-
morphismen TpM

∼→ Tφ(p)N . Seien M und N darunter mit verträglichen Orien-
tierungen versehen. So gilt für jede stetige k-Form ω auf B, deren Träger N in
einem Kompaktum trifft, die Identität∫

~M

φ∗ω =

∫
~N

ω

Übung 12.8.4.23 (Fluß durch einen ebenen Weg und Wegintegral). Berechnen
sie den Fluß des radialen Vektorfelds v : (x, y) 7→ (x, y) durch den im Gegenuhr-
zeigersinn orientierten Einheitskreis und ebenso das Wegintegral desselben Vek-
torfelds längs derselben orientierten 1-Mannigfaltigkeit. Was sind die zugehörigen
Integrale von Differentialformen?

Ergänzende Übung 12.8.4.24 (Integral eines äußeren Produkts). Seien M ⊂ X
und N ⊂ Y jeweils eine Fastfaltigkeit in einem endlichdimensionalen reellen
Raum. So gilt (M ×N)reg = Mreg ×Nreg und gegeben je eine Orientierung von
M und von N erhalten wir die Produktorientierung auf M × N durch die Vor-
schrift, daß wir gegeben reguläre Punkte p ∈ M und q ∈ N jeweils diejenige
Orientierung auf T(p,q)(M × N)reg auszeichnen, die unter dem Isomorphismus
T(p,q)(M × N)reg

∼→ TpMreg × TqNreg aus 12.3.2.25 der Produktorientierung
nach 3.6.5.17 entsprechen. Sind ω und η jeweils stetige Differentialformen mit
kompaktem Träger auf M und N vom Grad der Dimension, so gilt für die Inte-
grale in Bezug auf die jeweiligen Orientierungen∫

M×N
ω � η =

(∫
M

ω

)(∫
N

η

)
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12.8.5 Äußere Ableitung von Differentialformen
12.8.5.1. Gegeben ein Vektorraum V definieren wir für alle k ≥ 0 eine lineare
Abbildung alt : Hom(V,Altk V )→ Altk+1 V durch die Vorschrift

(alt f)(v0, v1, . . . , vk) :=
k∑
i=0

(−1)if(vi)(v0, . . . , v̂i, . . . , vk)

Hier soll die „Tarnkappe“ über vi wie üblich bedeuten, daß dieser Eintrag beim
entsprechenden Summanden auszulassen ist. Wir nennen unsere Abbildung den
Alternator.
Beispiel 12.8.5.2. Gegeben ein Vektorraum V und λ ∈ V ∗ und ω ∈ Altk V be-
zeichne λ⊗ ω die Abbildung V → Altk V gegeben durch v 7→ λ(v)ω. So finden
wir

alt(λ⊗ ω) = λ ∧ ω
In der Tat besteht die Menge S1,k der Shuffles, die bei der Definition des Dach-
produkts auf der rechten Seite vorkommen, genau aus denjenigen Permutationen,
die „das erste Element und irgendwo dazwischenschieben“.
12.8.5.3. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A ⊂ X halbof-
fen. Eine Differentialform ω : A → Altk ~X heißt differenzierbar, wenn sie als
Abbildung von der halboffenen Teilmenge A des endlichdimensionalen reellen
Raums X in den endlichdimensionalen reellen Vektorraum Altk ~X differenzier-
bar ist im Sinne von 12.1.3.1. Sie heißt stetig differenzierbar, wenn sie stetig
differenzierbar ist im Sinne von 12.1.6.10, wenn also ihr Differential auch stetig
ist als Abbildung A→ Hom( ~X,Altk ~X) gegeben durch x 7→ dxω.

Definition 12.8.5.4. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A ⊂ X
halboffen. Gegeben eine differenzierbare k-Form ω : A → Altk ~X erklären wir
eine (k + 1)-Form

dω : A→ Altk+1 ~X

durch die Vorschrift (dω)x := alt(dxω) für dxω : ~X → Altk ~X das Differential
im Sinne von 12.1.3.1 unserer Form ω : A → Altk ~X an einer Stelle x ∈ A. Wir
nennen dω die äußere Ableitung von ω. Den Unterschied zwischen Differential
dω und äußerer Ableitung dω bringen wir nur durch die Wahl der Schriftart zum
Ausdruck.

Beispiel 12.8.5.5. Seien X ein endlichdimensionaler reeller Raum und A ⊂ X
halboffen. Gegeben eine differenzierbare Funktion f : A → R und ω◦ ∈ Altk ~X
finden wir dx(fω◦) = (dxf)⊗ ω◦ für alle x ∈ A und nach 12.8.5.2 folglich

d(fω◦) = df ∧ ω◦
Insbsondere haben wir etwa d(x2ydy ∧ dz) = 2xydx ∧ dy ∧ dz.
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12.8.5.6. Eine stetig differenzierbare Differentialform, deren äußere Ableitung
verschwindet, heißt geschlossen. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum
ist ein stetig differenzierbares Kovektorfeld ω : X ⊃◦ U → ~X∗ geschlossen im hier
erklärten Sinne genau dann, wenn ω geschlossen ist im Sinne von 12.7.8.1, wenn
also nach 12.7.8.8 das Wegintegral von ω über jeden geschlossenen in U zusam-
menziehbaren Integrationsweg verschwindet.

Der Weg γ(p, t~v, t~w) aus Übung
12.7.8.19. Mit t→ 0 wird er

natürlich immer kleiner.

12.8.5.7 (Anschauung für die äußere Ableitung). Um uns die äußere Ableitung
dω zu veranschaulichen, erinnern wir zunächst an den Fall einer Nullform alias
Funktion, die wir dann statt ω lieber f nennen. Deren äußere Ableitung (df)x ist
schlicht das Differential dxf bei x und kann dadurch beschrieben werden, daß es
jedem Richtungsvektor ~v ∈ ~X die Zahl

(df)x(~v) = lim
t→0

1

t
(f(x+ t~v)− f(x))

zuordnet. Im Fall einer Einsform alias eines Kovektorfelds ω kann seine äußere
Ableitung (dω)x bei x analog dadurch beschrieben werden, daß sie jedem geord-
neten Paar von Richtungsvektoren (~v, ~w) ∈ ~X2 die Zahl

(dω)x(~v, ~w) = lim
t→0

1

t2

∫
γ(x,t~v,t ~w)

ω

zuordnet mit der Notation γ(x, t~v, t~w) für den Weg, der einmal das Parallelo-
gramm mit einer Ecke x und Kantenvektoren t~v und t~w umläuft, und zwar stück-
weise linear erst von x nach x + t~v, dann weiter nach x + t~v + t~w, von da nach
x+ t~w, und dann wieder zurück nach x. Möglicherweise haben Sie das bereits als
Übung 12.7.8.19 gezeigt. Im allgemeinen Fall einer k-Form ω schließlich haben
wir

(dω)x(~v0, . . . , ~vk) = lim
t→0

1

tk+1

∫
F (x,t~v0,...,t~vk)

ω
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mit F zumindest für ~v0, . . . , ~vk linear unabhängig der in geeigneter Weise orien-
tierte Oberfläche eines Parallelpipeds mit Ecke x und Kantenvektoren t~vi, über die
wir dann unsere k-Form integrieren. Das wird recht direkt aus dem Satz von Sto-
kes mit Ecken 12.8.7.19 folgen, wie sie als Übung 12.8.7.30 werden ausarbeiten
dürfen.

12.8.5.8. Gegeben eine offene Teilmenge U ⊂◦ Rn heißt eine Abbildung f : U →
Rm glatt oder beliebig differenzierbar oder auch eine C∞-Abbildung, wenn zu
allen Komponenten fµ von f für 1 ≤ µ ≤ m alle gemischten höheren partiellen
Ableitungen, in der Multiindexschreibweise aus 12.2.2.3 also alle ∂αfµ für belie-
bige α ∈ Nn, auf ganz U existieren. Existieren sie bis zum Totalgrad |α| ≤ k und
sind stetig, so spricht man von einer Ck-Abbildung. Das C steht hier wie bisher
für „continous“ alias stetig.

12.8.5.9 (Räume multilinearer Abbildungen). Gegeben Vektorräume V,W und
k ≥ 0 bilden wir den Vektorraum

Multk(V,W )

aller multilinearen Abbildungen des Produkts von k Kopien von V nach W. Im
Fall k = 0 verstehen wir Mult0(V,W ) = W. Man bemerke die Isomorphismen
mult : Hom(V,Multk(V,W ))

∼→ Multk+1(V,W ) gegeben durch

mult(f)(v0, v1, . . . , vk) := (f(v0))(v1, . . . , vk)

12.8.5.10 (Höhere Ableitungen ohne Koordinaten). Gegeben X, Y endlichdi-
mensionale reelle Räume und A ⊂ X eine halboffene Teilmenge und f : A→ Y
eine Abbildung setzen wir d(0)f := f und d(1)f := df : x 7→ dxf und erklären
induktiv für k ≥ 2 die k-te Ableitung

d(k)f : A→ Multk( ~X, ~Y )

durch x 7→ d
(k)
x f := mult(dx(d

(k−1)f)), falls die (k − 1)-te Ableitung existiert
und differenzierbar ist aufA. Existieren alle Ableitungen von f bis zur Ordnung k
und sind stetig, so nennen wir f von der Klasse Ck oder auch eine Ck-Abbildung.
Zum Beispiel bedeutet C1 stetig differenzierbar und C0 stetig. Ist f von der Klasse
Ck für alle k, so heißt die Abbildung f glatt oder beliebig differenzierbar oder
von der Klasse C∞ oder eine C∞-Abbildung. Im Fall X = Rm, Y = Rn erhalten
wir den in 12.8.5.8 besprochenen Begriff einer Ck-Abbildung zurück. Der Leser
mag zur Übung zeigen, daß jede Verknüpfung von Ck-Abbildungen wieder eine
Ck-Abbildung ist.

Satz 12.8.5.11 (Rechnen mit der äußeren Ableitung). Sei A ⊂ X eine halbof-
fene Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen Raums.



12.8. INTEGRALSATZ VON STOKES 2089

1. Die Zuordnung ω 7→ dω vom Vektorraum der differenzierbaren k-Formen
auf A zum Vektorraum der (k + 1)-Formen auf A ist linear;

2. Für differenzierbare Nullformen alias Funktionen f gilt df = df ;

3. Das Dachprodukt differenzierbarer Differentialformen ω und η auf A ist
differenzierbar und für seine äußere Ableitung gilt die Leibniz-Regel

d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)|ω|ω ∧ dη

4. Gegeben eine C2-Abbildung φ : A→ B in eine halboffene Teilmenge B ei-
nes weiteren endlichdimensionalen reellen Raums Y und eine differenzier-
bare Differentialform η auf B haben wir die Verwandtschaftsverträglich-
keit der äußeren Ableitung

d(φ∗η) = φ∗(dη)

5. Ist die Differentialform ω auf A stetig differenzierbar und ist dω auch stetig
differenzierbar, so gilt

d(dω) = 0

12.8.5.12. Diese Formeln zusammen mit der graduierten Kommutativität 12.8.1.12
des Dachprodukts ω ∧ η = (−1)|ω||η|η ∧ ω und mit unserer Regel

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

für das Differential einer differenzierbaren Funktion f : A → R auf einer offe-
nen oder allgemeiner halboffenen Menge A ⊂ Rn aus 12.7.1.15 beziehungsweise
12.7.1.17 machen das Rechnen mit Differentialformen außerordentlich bequem.
Der Formalismus der Differentialformen geht auf Élie Cartan’s Arbeiten zu Be-
ginn des zwanzigsten Jahrhunderts zurück. Die Verträglichkeit der äußeren Ab-
leitung mit Verwandtschaft macht die Umrechnung zwischen verschiedenen Ko-
ordinatensystemen derart einfach, daß es auch bei anderen Umrechnungen oft der
bequemste Weg ist, sie auf diesen Formalismus zurückzuführen. Als Beispiel be-
spreche ich die Umrechnung des Laplace-Operators auf krummlinige Koordinaten
in 12.8.8.10 folgende.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind offensichtlich. Wir führen den Beweis
der restlichen Aussagen in mehreren Schritten.

Leibnizregel. Wir können ω und η schreiben als Summen von Formen der Gestalt
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fω◦, gη◦ mit ω◦, η◦ konstant und f, g differenzierbaren Funktionen. Es reicht also,
die Behauptung für ω = fω◦ und η = gη◦ zu prüfen. Dazu rechnen wir

d(ω ∧ η) = d(fgω◦ ∧ η◦) mit Einsetzen,
= d(fg) ∧ ω◦ ∧ η◦ nach Beispiel 12.8.5.5,
= (g df + f dg) ∧ ω◦ ∧ η◦ nach der Produktregel 12.7.1.13,
= df ∧ ω◦ ∧ gη◦ + (−1)|ω|fω◦ ∧ dg ∧ η◦ nach 12.8.1.12,
= dω ∧ η + (−1)|ω|ω ∧ dη nach Beispiel 12.8.5.5.

So haben wir die Leibnizregel für Differentialformen zurückgeführt auf den Fall
12.7.1.13 von Nullformen alias Funktionen und den Fall 12.8.5.5 des Produkts
einer Nullform alias Funktion mit einer konstanten Form.

dd = 0 im Fall A ⊂ X = Rn. Für eine stetig differenzierbare Nullform alias
Funktion ω = f : Rn ⊃◦ U → R auf einer offenen Teilmenge eines Rn erhalten
wir ganz explizit df =

∑n
i=1

∂f
∂xi
dxi. Wenn f sogar zweimal stetig differenzierbar

ist, finden wir weiter

ddf =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi =

∑
i<j

(
∂2f

∂xj∂xi
− ∂2f

∂xi∂xj

)
dxj ∧ dxi = 0

Hierbei haben wir die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen 12.2.1.12 ver-
wendet, die hinwiederum aus unserer Annahme der Stetigkeit der zweiten Ablei-
tungen folgt. Für eine stetig differenzierbare k-Form ω auf einer offenen Teilmen-
ge des Rn, sagen wir ω =

∑
|I|=k fIdxI , mit dω stetig differenzierbar erhalten wir

damit sofort d(dω) =
∑
d(dfI) ∧ dxI = 0. Für eine zweimal stetig differenzier-

bare k-Form ω auf einer halboffenen Teilmenge A ⊂ Rn folgt unsere Behauptung
dann aus der Stetigkeit von d(dω).

Verwandtschaftsverträglichkeit für φ affin. Gilt dφ∗ = φ∗d für ω und η, so nach
der Produktregel auch für ω ∧ η. Es reicht also, unsere Formel für Funktionen
alias Nullformen und für konstante 1-Formen zu zeigen. Der Fall von Funktionen
ist 12.7.2.14. Für eine konstante 1-Form ω◦ und φ affin ist andererseits auch φ∗ω◦
eine konstante 1-Form, mithin gilt wie gewünscht d(φ∗ω◦) = 0 = φ∗(dω◦).

dd = 0 im Allgemeinen. Ist φ : Rn ∼→ X ein Isomorphismus von affinen Räumen,
so folgt φ∗(ddω) = dd(φ∗ω) = 0 und mithin ddω = 0.

Verwandtschaftsverträglichkeit im Allgemeinen. Gilt dφ∗ = φ∗d für ω und η, so
nach der Produktregel auch für ω ∧ η. Es reicht also, unsere Formel für Funk-
tionen alias Nullformen und für konstante 1-Formen zu zeigen. Der Fall von
Funktionen ist 12.7.2.14. Für eine konstante 1-Form ω◦ haben wir hinwieder-
um ω◦ = df für eine geeignete Funktion f , genauer für jede affine Abbildung
f : Y → R mit linearem Anteil ω◦. Damit ergibt sich für φ beliebig unmittelbar



12.8. INTEGRALSATZ VON STOKES 2091

dφ∗ω◦ = dφ∗df = ddφ∗f = 0 = φ∗0 = φ∗dω◦, wo wir im mittleren Schritt
verwenden, daß uns die Regel φ∗df = dφ∗f für differenzierbare Funktionen f ja
bereits aus 12.7.2.14 zur Verfügung steht.

12.8.5.13 (Unterschiede zum Kalkül mit beliebigen Multilinearformen). Man
beachte den dramatischen Unterschied zu unseren Ableitungen ?? von nicht not-
wendig alternierenden Multilinearformen, die wir dort sogar im vektorwertigen
Fall betrachtet hatten. Die Definition dort war fast dieselbe, bis auf das Detail,
daß wir dort beliebige Multilinearformen betrachtet hatten und folgerichtig nach
dem Ableiten auch nicht den alternierenden Anteil genommen hatten. Dennoch
sind alle drei Aussagen des vorhergehenden Satzes in dieser analogen Situation
falsch. Etwas vage gesprochen folgen unsere Aussagen eben gerade aus den Zu-
sammenspiel zwischen dem Kommutieren der partiellen Ableitungen und dem
Antikommutieren des Dachprodukts.
12.8.5.14 (Diskussion der Eigenschaften der äußeren Ableitung). Unsere Re-
gel 12.8.5.11.4 können wir auch φ : η ; ω ⇒ φ : dη ; dω schreiben. Sie
besagt also in Worten, daß die äußere Ableitung mit Verwandtschaft verträglich
ist. Der Leser sei ermutigt, sich das im Lichte unserer Anschauung 12.8.5.7 auch
bildlich klarzumachen. Die Regel ddω = 0 ist zumindest für Nullformen im Lich-
te unserer Anschauung 12.8.5.7 leicht einzusehen, da das Integral des Differen-
tials einer Funktion über jeden geschlossenen Integrationsweg verschwindet. Für
Kovektorfelder sollte die Identität ddω = 0 aus dem Stokes’schen Satz 12.8.7.2
heraus klar werden: Er besagt, daß das Integral von dω über eine Fläche unseres
Parallelpipeds auch als Integral von ω über dessen Rand geschrieben werden kann,
und die Summe aller Randintegrale über die sechs Flächen unseres Parallelpipeds
ist offensichtlich wieder Null.

12.8.5.15. In nebenstehendem Bild wage ich den Versuch einer anschaulichen
Interpretation der Verträglichkeit zwischen der äußeren Ableitung und dem Zu-
rückholen von Kovektorfeldern. Gegeben ist ein Kovektorfeld ω rechts und ein
Punkt p mit zwei Richtungsvektoren ~v, ~w links. Das Wegintegral von φ∗ω über
den kleinen Parallelogrammweg links approximiert (d(φ∗ω))p(~v, ~w). Es stimmt
nach 12.7.4.9.2 überein mit dem Wegintegral des Kovektorfelds ω über seinen
Bildweg rechts, eingezeichnet als durchgezogener Rundweg aus vier krummen
Stücken. Dahingegen approximiert das Wegintegral über den kleinen gestrichelten
Parallelogrammweg rechts (dω)φ(p)(dpφ(~v), dpφ(~w)). Die Anschauung soll uns
nun sagen, daß im Grenzwert t → 0 wie in 12.8.5.7 die entsprechenden beiden
Wegintegrale rechts nach Teilen durch t2 gegen denselben Wert streben. In der
Tat werden ja nicht nur die beiden Rundwegsintegrale klein von zweiter Ordnung,
sondern die beiden Wege werden sich bei t → 0 auch sehr ähnlich, und das sorgt
dafür, daß die Differenz ihrer Rundwegsintegrale für t→ 0 sogar von dritter Ord-
nung verschwindet.
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Versuch einer anschaulichen Interpretation der Verträglichkeit zwischen der
äußeren Ableitung und dem Zurückholen von Kovektorfeldern.
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Übungen

Übung 12.8.5.16. Prüfen Sie für beliebige glatte Funktionen f, a, b : R2 → R und
die Abbildung ϕ : R2 → R2 gegeben durch ϕ(a, b) = (a(x, y), b(x, y)) die Ver-
wandtschaftsverträglichkeit der äußeren Ableitung dϕ∗(f(x, y) dx) = ϕ∗d(f(x, y) dx).
Übung 12.8.5.17. Prüfen Sie für die Differentialform x2dx ∧ dy − 4 ey dx ∧ dz,
daß erst die äußere Ableitung bilden und dann auf Kugelkoordinaten übergehen
dasselbe Resultat liefert wie erst auf Kugelkoordinaten übergehen und dann die
äußere Ableitung bilden.

12.8.6 Randfaltigkeiten
Definition 12.8.6.1. Seien X ein reeller Raum der Dimension dimRX = n und
k ≥ 1. Eine Teilmenge M ⊂ X heißt eine k-dimensionale berandete Mannig-
faltigkeit oder kurz k-Randfaltigkeit in X , wenn es um jeden Punkt p ∈ M ein
lokales Koordinatensystem (U, g) von X gibt mit

Eine zweidimensionale berandete Untermannigfaltigkeit der Papierebene mit
angepaßten lokalen Koordinatensystemen um zwei ausgewählte Punkte.

U ∩M = {q ∈ U | g1(q) ≤ 0, gk+1(q) = . . . = gn(q) = 0}

Wir nennen dann (U, g) ein an die Randfaltigkeit M angepaßtes lokales Koor-
dinatensystem von X .
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12.8.6.2. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X und eine k-Randfal-
tigkeit M ⊂ X erzeugt ihr Tangentialkegel in einem Punkt p ∈ M offensichtlich
einen k-dimensionalen Untervektorraum von ~X . Er heißt der Tangentialraum an
M in p und wird wie bei Mannigfaltigkeiten notiert als

TpM := 〈KpM〉

Definition 12.8.6.3. Sei X ein reeller Raum der Dimension dimRX = n. Unter
einer Randkarte einer k-Randfaltigkeit M ⊂ X verstehe ich ein Paar (W,ϕ)
bestehend aus einer offenen Teilmenge W ⊂◦ R≤0 × Rk−1 und einer injektiven
Abbildung

ϕ : W ↪→M

derart, daß es um jeden Punkt p ∈ ϕ(W ) ein an die Randfaltigkeit M ange-
paßtes lokales Koordinatensystem (U, g) von X gibt mit U ∩ M ⊂ ϕ(W ) und
ϕ(g1(q), . . . , gk(q)) = q ∀q ∈ U ∩M .

12.8.6.4. Insbesondere induziert für jede Randkarte (W,ϕ) einer k-Randfaltigkeit
M ⊂ X und alle p ∈ W das Differential einen Isomorphismus

dpϕ : Rk ∼→ Tϕ(p)M

Sind (Wα, ϕα) und (Wβ, ϕβ) zwei Randkarten einer Mannigfaltigkeit M , so set-
zen wir Wαβ = ϕ−1

α (ϕβ(Wβ)) und nennen die Abbildung

ϕβα := ϕ−1
β ◦ ϕα : Wαβ → Wβα

den Kartenwechsel zwischen unseren beiden Karten. Wie in 12.3.4.12 zeigt man,
daß auch jeder Kartenwechsel von Randkarten stetig differenzierbar ist.

Beispiel 12.8.6.5 (Randkarte zu angepaßtem lokalen Koordinatensystem). Ge-
geben ein an eine Randfaltigkeit M ⊂ X angepaßtes lokales Koordinatensystem
g : X ⊃◦ U ∼→ V ⊂◦ Rn liefert seine Umkehrabbildung g−1 : Rn ⊃◦ V ∼→ U ⊂◦ X
eine Randkarte (W,ϕ) von M , wenn wir die durch das Anfügen von Nullen ge-
gebene Abbildung i : R≤0 × Rk−1 ↪→ Rn betrachten und auf W := i−1(V ) die
Abbildung ϕ := g−1 ◦ i : W →M betrachten.

12.8.6.6. Jede Mannigfaltigkeit ist auch eine Randfaltigkeit. In diesem Fall ist
eine Randkarte nach 12.3.4.9 dasselbe wie eine Karte, deren Definitionsbereich im
offenen Halbraum aller Punkte von Rk mit negativer erster Koordinate enthalten
ist.

12.8.6.7. Eine berandete Untermannigfaltigkeit der Kodimension Null in einem
endlichdimensionalen reellen Raum heißt auch eine C1-berandete Teilmenge.
Unser Bild von eben stellt eine C1-berandete Teilmenge der Papierebene dar.
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Beispiele 12.8.6.8. Alle mehrpunktigen Intervalle in R sind C1-berandete Teil-
mengen. Die abgeschlossene Vollkugel {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 ≤ 1} ist eine
C1-berandete Teilmenge des R3.

Lemma 12.8.6.9. Jede k-Randfaltigkeit M ist eine k-Fastfaltigkeit und für jede
Randkarte ϕ : W ↪→M vonM giltMreg∩ϕ(W ) = ϕ(W ◦) fürW ◦ := InnRk(W ).

12.8.6.10. Insbesondere ist das Komplement ∂M := M\Mreg der Menge der
regulären Punkte einer k-Randfaltigkeit eine (k−1)-Mannigfaltigkeit. Wir nennen
sie den Rand von M .

Beweis. Daß jede Randfaltigkeit eine Fastfaltigkeit ist, scheint mir offensicht-
lich. Für das weitere bemerken wir, daß gegeben zwei Randkarten (V, ψ) und
(W,ϕ) einer Randfaltigkeit mit ϕ(W ) = ψ(V ) durch Anwenden des Umkehrsat-
zes 12.3.1.2 auf den Kartenwechsel κ = ψ−1 ◦ ϕ folgt κ(W ◦) ⊂ V ◦ und durch
Anwenden auf den umgekehrten Kartenwechsel sogar κ(W ◦) = V ◦. Daß ∂M
eine (k − 1)-Mannigfaltigkeit ist, ergibt sich unmittelbar.

12.8.6.11 (Diskussion der Notation). Das Symbol ∂ ist ein griechisches d. Die
Notation ∂M für den Rand ist wohl darauf zurückzuführen, daß sich das Bilden
des Randes nach dem Satz von Stokes 12.8.7.2 als eine in gewisser Weise „duale
Operation“ zum Differenzieren auffassen läßt und in jedem Falle dazu eng ver-
wandt ist. Der eben erklärte Begriff des Randes ∂M fällt im Fall, daß gilt n = k
und daß außerdemM abgeschlossen ist im umgebenden affinen Raum, mit dem in
der Topologie verwendeten Begriff von Rand 12.4.5.1 zusammen. Er ist jedoch im
allgemeinen davon verschieden, obwohl man für beide Begriffe dieselbe Notation
benutzt. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschließen.

Beispiele 12.8.6.12. Der Rand der Randfaltigkeit [a, b) ⊂ R besteht aus dem
Punkt a. Eine abgeschlossene Kreisscheibe in der Ebene ist auch als Teilmenge
des Raums aufgefaßt eine zweidimensionale Randfaltigkeit mit dem Einheitskreis
als Rand.

Definition 12.8.6.13. Gegeben eine Randkarte (W,ϕ) einer (k+1)-Randfaltigkeit
M erklären wir die induzierte Karte (W̄, ϕ̄) des Randes ∂M durch die Vorschrift

(W̄, ϕ̄) := (i−1(W ), ϕ ◦ i)

mit i : Rk → R≤0 × Rk der Einbettung x 7→ (0, x).

12.8.6.14. Unter einer Orientierung einer Randfaltigkeit verstehen wir wie bei
allgemeinen Fastfaltigkeiten eine Orientierung ihres regulären Teils.
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Eine orientierte berandete zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit der
induzierten Orientierung auf ihrem Rand und einer Randkarte
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Lemma 12.8.6.15. Gegeben eine orientierte (k + 1)-Randfaltigkeit M gibt es
genau eine Orientierung ihres Randes ∂M derart, daß für jede Randkarte der
Orientierung ε auch die induzierte Karte des Randes die Orientierung ε hat. Wir
nennen sie die induzierte Orientierung des Randes.

Beweis. Seien (Wα, ϕα) und (Wβ, ϕβ) zwei Randkarten vonM . Der Kartenwech-
sel ϕβα : Wαβ

∼→ Wβα induziert nach 12.8.6.9 eine Bijektion Wαβ ∩ (0× Rk) ∼→
Wβα ∩ (0 × Rk) und diese Bijektion kann durch den Kartenwechsel ϕ̄βα der
auf dem Rand induzierten Karten beschrieben werden als ϕβα(0, x2, . . . , xk) =
(0, ϕ̄βα(x2, . . . , xk)). Gegeben y ∈ W̄αβ hat die Jacobimatrix [d(0,y)ϕβα] des Kar-
tenwechsels mithin die Gestalt

[d(0,y)ϕβα] =

 ∂(ϕβα)1

∂x1

(0, y) 0

∗ [dyϕ̄βα]


Des weiteren ist der Eintrag oben links nicht negativ, denn (ϕβα)1 verschwindet
auf allen (0, y) und nimmt auf allen (t, y) ∈ Wαβ mit t < 0 negative Werte an.
Mithin hat in jedem Randpunkt die Funktionaldeterminante eines Kartenwechsels
zweier Randkarten von M dasselbe Vorzeichen wie die Funktionaldeterminante
des Kartenwechsels der auf dem Rand induzierten Karten. Dieses Vorzeichen ist
jedoch eine stetige Funktion und muß deshalb auf den Punkten mit erster Koordi-
nate Null dasselbe sein wie auf den Punkten mit negativer erster Koordinate.

Beispiel 12.8.6.16. Gegeben reelle Zahlen a < b und ϕ : [a, b] ↪→ X eine stetig
differenzierbare injektive Abbildung in einen endlichdimensionalen reellen Raum
zeigt man unschwer, daß M := ϕ([a, b]) eine 1-Randfaltigkeit ist und ϕ eine In-
tegrationskarte von M und daß M genau eine Orientierung besitzt, für die diese
Integrationskarte orientierungsverträglich ist. Dann besteht der Rand der Randfal-
tigkeit M aus den beiden Punkten ∂M = {ϕ(a), ϕ(b)} und die induzierte Orien-
tierung gibt dem Ersten dieser Punkte ein negatives Vorzeichen und dem Zweiten
ein positives. Im höherdimensionalen Fall bedeutet unsere Definition anschaulich,
daß die orientierten Basen der Tangentialräume des Randes diejenigen angeord-
neten Basen sind, die orientierte Basen der Tangentialräume der Randfaltigkeit
liefern, wenn man noch einen Vektor davorschreibt, der tangential an die Rand-
faltigkeit ist und an unserem Randpunkt „aus der Randfaltigkeit heraus zeigt“. Ist
speziell M = ∂K der Rand einer glatt berandeten Teilmenge K mit der von ei-
ner Orientierung des umgebendem Raums induzierten Orientierung, so nennt man
das orientierte Normalenfeld auch das äußere Normalenfeld, da dann anschau-
lich gesprochen Np stets „aus K heraus zeigt“.
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Übungen

Übung 12.8.6.17. Seien X und Y endlichdimensionale reelle Räume, U ⊂◦ X
eine offene Teilmenge und f : U → Y eine stetig differenzierbare Abbildung mit
überall surjektivem Differential. So ist für jede Randfaltigkeit C ⊂ Y ihr Urbild
M = f−1(C) eine Randfaltigkeit von X der Dimension dimX −dimY + dimC
mit Rand ∂M = f−1(∂C). Man erkennt so zum Beispiel, daß alle Vollkugeln
Randfaltigkeiten sind. Hinweis: 12.3.2.20 und 12.3.2.23.

12.8.7 Integralsatz von Stokes
12.8.7.1. Bisher haben wir bei der Definition von Fastfaltigkeiten, Randfaltigkei-
ten und Mannigfaltigkeiten sowie ihren Koordinatensystemen, Karten und Rand-
karten alle beteiligten Abbildungen für gewöhnlich als stetig differenzierbar an-
genommen. Wenn wir stattdessen Cl für 1 ≤ l ≤ ∞ fordern wollen, schreiben
wir das explizit dazu und sagen statt C∞ auch glatt. Den Fall l = 0 betrachten wir
hier nicht, da dabei zusätzliche Schwierigkeiten auftreten und da dieser Fall für
das folgende nicht relevant ist. Zur Illustration der im Fall l = 0 zu erwartenden
Schwierigkeiten sei nur bemerkt, daß in diesem Fall bereits unser Beweis 12.8.6.9
für die Wohldefiniertheit des Randes einer Randfaltigkeit versagt.

Satz 12.8.7.2 (Stokes’scher Integralsatz). Seien M eine kompakte orientierte
C2-Randfaltigkeit der Dimension (k + 1) in einem endlichdimensionalen reellen
Raum und ω eine stetig differenzierbare k-Form auf einer halboffenen Teilmen-
ge unseres Raums, die M umfaßt. So gilt mit der induzierten Orientierung des
Randes ∂M auf der rechten Seite∫

~M

dω =

∫
∂ ~M

ω

12.8.7.3 (Verallgemeinerungen des Stokes’schen Integralsatzes). Der Beweis
wird zeigen, daß wir statt der Kompaktheit unserer Randfaltigkeit M schwächer
nur vorauszusetzen brauchen, daß der Träger der Differentialform unsere Man-
nigfaltigkeit in einem Kompaktum trifft, in Formeln suppω ∩ M kompakt. In
12.8.7.19 erklären wir eine Verallgemeinerung des Stokes’schen Integralsatzes
von Randfaltigkeiten auf „Eckfaltigkeiten“, die für die im „wirklichen Leben“
auftretenden Situationen besonders relevant ist.

12.8.7.4. Konkrete Spezialfälle des vorhergehenden Satzes werden ab 12.8.7.22
diskutiert. Bereits hier sei angemerkt, daß für eine kompakte Mannigfaltigkeit
alias eine kompakte Randfaltigkeit mit leerem Rand das Integral auf der linken
Seite verschwinden muß, in Formeln ∂M = ∅ ⇒

∫
~M
dω = 0.
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Illustration zum Stokes’schen Satz. Gegeben ein Kovektorfeld ω erinnern wir uns
dazu daran, daß nach 12.8.5.7 seine äußere Ableitung (dω)p(~v, ~w) ausgewertet
auf Richtungsvektoren ~v, ~w eine Approximation des Wegintegrals von ω über den
Rundweg von p erst nach p + ~v, dann weiter nach p + ~v + ~w, von dort nach
p + ~w und zurück nach p ist. Es sollte nun anschaulich klar sein, daß die Summe
über viele derartige kleine Rundwegsintegrale das Randintegral über den ganzen
Bereich approximiert. Der Satz von Stokes formalisiert diese Anschauung.
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Beweis. Gilt die Aussage für ω und ω′, so auch für ω + ω′. Wir können also nach
der Beschreibung 12.4.1.5 der Kompaktheit und unseren Erkenntnissen 12.4.2.14
über glatte Teilungen der Eins ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen,
daß unsere Randfaltigkeit M eine Randkarte (W,ϕ) einer Orientierung ε besitzt
mit (suppω ∩M) ⊂ ϕ(W ). So gilt per definitionem die erste Gleichung in der
Gleichungskette ∫

~M

dω = ε

∫
W

ϕ∗(dω) = ε

∫
W

d(ϕ∗ω)

Da nach 12.8.5.11.4 im Fall einer C2-Abbildung die äußere Ableitung mit dem
Zurückholen vertauscht, gilt unter unseren Annahmen auch die zweite Gleichung.
Bezeichnet (W̄, ϕ̄) wie in 12.8.6.13 die induzierte Karte des Randes und i : Rk →
R≤0×Rk, x 7→ (0, x) die offensichtliche Einbettung, so gilt nach unseren Defini-
tionen und wegen ϕ̄ = ϕ ◦ i und W̄ = i−1(W ) auch∫

∂ ~M

ω = ε

∫
W̄

ϕ̄∗ω = ε

∫
i−1W

i∗(ϕ∗ω)

Bezeichnen wir mit η die Fortsetzung durch Null von ϕ∗ω auf den ganzen Halb-
raum, so reduziert sich unser Satz so auf den Spezialfall, den wir im Anschluß als
eigenständiges Lemma formulieren und beweisen.

Lemma 12.8.7.5. Gegeben eine stetig differenzierbare k-Form η mit kompaktem
Träger auf dem Halbraum R≤0 × Rk gilt∫

Rk
i∗η =

∫
R≤0×Rk

dη

für i : Rk → R≤0 × Rk die Einbettung x 7→ (0, x).

Beweis. Wir nennen unsere Koordinaten ausnahmsweise x0, x1, . . . , xk und können
schreiben

η =
k∑
ν=0

ην dx0 ∧ . . . ∧ d̂xν ∧ . . . ∧ dxk

für stetig differenzierbare Funktionen ην mit kompaktem Träger. Es ergibt sich
i∗η = (η0 ◦ i) dx1 ∧ . . . ∧ dxk. Die linke Seite ist also

∫
Rk(η0 ◦ i) dkx. Auf der

rechten Seite erhalten wir

dη =
k∑
ν=0

(−1)ν
∂ην
∂xν

dx0 ∧ . . . ∧ dxk

Für ν 6= 0 verschwindet jedoch beim entsprechenden Summanden das ν-te par-
tielle Integral, da die Stammfunktion ην kompakten Träger hat und von −∞ bis
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∞ integriert wird. Nur der erste Summand liefert folglich überhaupt einen Beitrag
und dieser Beitrag ist ∫

Rk

(∫ 0

−∞

∂η0

∂x0

)
=

∫
Rk

(η0 ◦ i) dkx

Vorschau 12.8.7.6 (Variante für abstrakte Randfaltigkeiten). Später werden
wir lernen, was eine „abstrakte Randfaltigkeit“ sowie eine „Differentialform auf
einer abstrakten Randfaltigkeit“ sind und wie man solche Differentialformen ab-
leitet und k-Formen über orientierte k-dimensionale abstrakte Randfaltigkeiten
integriert. In dieser Allgemeinheit gilt dann dieselbe Formel für eine beliebige
stetig differenzierbare k-Form ω mit kompaktem Träger auf einer beliebigen ori-
entierten (k + 1)-dimensionalen C2-Randfaltigkeit M .

Beispiel 12.8.7.7 (Satz von Stokes im Fall einer Flußdichte). Seien X ein drei-
dimensionaler orientierter reeller affiner Raum und K ⊂ X eine kompakte orien-
tierte dreidimensionale C2-Randfaltigkeit alias ein Körper wie etwa eine massive
Kugel oder ein massiver Eisenring, den wir uns aber nur als wohlbestimmte Re-
gion in X denken, die durchaus von Gas durchströmt werden kann. Der Rand ∂K
ist dann eine Fläche, etwa eine Kugelschale oder die Oberfläche unseres Rings.
Sei nun ω die 2-Form der Flußdichte eines bewegten Gases wie in 12.8.2.4. Nach
12.8.4.17 beschreibt das Integral von ω über ∂K die Gesamtmasse an Gas, die
im gegebenen Zeitintervall in einer durch die Orientierung bestimmten Richtung
durch unsere Fläche ∂K hindurchtritt. Nach 12.8.5.7 beschreibt die 3-Form dω an
jeder Stelle für jede angeordnete Basis aus drei kleinen Vektoren die Gesamtmas-
se an Gas, die im gegebenen Zeitintervall aus dem entsprechenden kleinen Paral-
lelpiped entweicht oder in dieses einströmt, je nach Vorzeichen. Nach 12.8.4.17
beschreibt das Integral über K dieser 3-Form die Gesamtmasse an Gas, die im ge-
gebenen Zeitintervall aus der Region K entweicht oder in diese einströmt, je nach
Vorzeichen. Der Satz von Stokes besagt dann schlicht, daß diese Gesamtmasse
dieselbe ist wie die Gesamtmasse an Gas, die im gegebenen Zeitintervall durch
die Oberfläche ∂K hindurchtritt.

Beispiel 12.8.7.8 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Jedes
mehrpunktige kompakte reelle Intervall M = [a, b] ist eine eindimensionale glat-
te Randfaltigkeit in R und erbt von R eine Orientierung. Sein Rand ist die nulldi-
mensionale Mannigfaltigkeit ∂M = {a, b} und die induzierte Orientierung darauf
gibt dem Punkt a das Vorzeichen −1 und dem Punkt b das Vorzeichen +1. Eine
stetig differenzierbare Nullform ω auf M ist eine stetig differenzierbare Funktion
G und ihre äußere Ableitung ist das Kovektorfeld dω = dG = G′(x) dx. Wir er-
kennen so, daß unser Satz von Stokes 12.8.7.2 in diesem Fall zum Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechnung 10.5.7.3 spezialisiert.
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Beispiel 12.8.7.9 (Fluß durch eine Hemisphäre). Wir kommen nocheinmal auf
unser Integral über die obere Hemisphäre H der 2-Form x2 dx ∧ dy aus 12.8.4.7
zurück, wobei unsere Orientierung der oberen Hemisphäre unter der Projekti-
on auf die Ebene die übliche Orientierung des R2 entsprach. Nun haben wir
das Glück, x2 dx ∧ dy = −d(x2y dx) schreiben zu können. Der Rand von ~H
ist dann der im Gegenuhrzeigersinn orientierte Einheitskreis in der xy-Ebene
S = {(x, y, z) | x2 + y2 = 1, z = 0} und aus dem Satz von Stokes folgt∫

~H

x2 dx ∧ dy =

∫
~S

−x2y dx

Zur Sicherheit machen wir noch die Probe und landen mit∫
~S

−x2y dx =

∫ 2π

0

− cos2 ϕ sinϕ d(cosϕ) =

∫ 2π

0

cos2 ϕ sin2 ϕ dϕ

im wesentlichen bei demselben Integral wie dem, das wir bereits in 12.8.4.7 be-
rechnet hatten. Genauer wird der fehlende Faktor 2 von

∫ π
0

sinϕ dϕ in der Rech-
nung dort hier dadurch ausgeglichen, daß das Integral bis 2π läuft.

12.8.7.10 (Bedeutung des Formalismus der Differentialformen). Der hier vor-
geführte Beweis des Stokes’schen Satzes ist sehr kurz. Das liegt daran, daß die hier
gewählte Formulierung in der Sprache der Differentialformen so gut mit Koordi-
natenwechseln verträglich ist, daß wir uns beim Beweis sehr leicht auf einen einfa-
chen Spezialfall zurückziehen können. In gewisser Weise haben wir also mit der
Entwicklung der Sprache der Differentialformen die Hauptarbeit bereits geleis-
tet. Als wesentliche nichttriviale Aussage möchte ich dabei insbesondere die Ver-
träglichkeit der äußeren Ableitung mit C2-Koordinatenwechseln 12.8.5.11.4 her-
vorheben, die sich auch noch in vielen anderen Zusammenhängen als ein äußerst
starkes Hilfsmittel erweisen wird.

Beispiel 12.8.7.11. Wir wiederholen unser Beispiel einer Flußdichte 12.8.7.7 und
übertragen es in eine andere Formelwelt. Gegeben eine kompakte C1-berandete
Teilmenge K ⊂ Rn im Sinne von 12.8.6.7 bezeichne N : ∂K → Rn das äusse-
re Normalenfeld. Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld F : K → Rn
erklären wir seine sogenannte Quelldichte oder auch Divergenz durch die Vor-
schrift divF := ∂F1

∂x1
+ . . .+ ∂Fn

∂xn
. Ist K sogar C2-berandet im Sinne von 22.1.2.8,

so zeigen wir den Gauß’schen Integralsatz∫
K

divF =

∫
∂K

F ·N

Bilden wir in der Tat zu F wie in 12.8.4.14 die zugehörige (n− 1)-Form ω = ωF ,
so finden wir dω = (divF ) dx1 ∧ . . .∧ dxn. Mit unseren Übersetzungen 12.8.4.4
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und 12.8.4.15 zeigt der Satz von Stokes 12.8.7.2 dann∫
K

divF =

∫
~K

dω =

∫
∂ ~K

ω =

∫
∂K

F ·N

In Worten ist also der Fluß eines Vektorfelds durch den Rand eines C2-berandeten
Kompaktums im Rn gleich dem Integral seiner Quelldichte über besagtes Kom-
paktum. Anschaulich mag man sich im Fall n = 2 die Oberfläche K eines ebenen
Moores denken, in dem Wasser nach oben dringt und über das Moor an den Rand
des Moores fließt. Nehmen wir das Geschwindigkeitsfeld dieses Flusses als un-
ser Vektorfeld, so wäre die Divergenz eben die Quelldichte in unserem Moor, das
Randintegral mißt die Wassermenge, die pro Zeiteinheit am Rand unseres Moores
herausläuft, und unser Satz besagt, daß sie gleich der Wassermenge sein muß, die
pro Zeiteinheit im Inneren emporquillt.

Eine kompakte 2-dimensionale Eckfaltigkeit M der Papierebene mitsamt einer
Eckenplättung in die dafür in geeigneter Weise mit R2 zu identifizierende

Papierebene.

Definition 12.8.7.12. Seien X ein reeller affiner Raum endlicher Dimension n
und k ∈ N. Eine Teilmenge M ⊂ X heiße eine k-Eckfaltigkeit, wenn für jeden
Punkt p ∈M ein lokales Koordinatensystem (U, g) von X existiert mit

U ∩M = {q ∈ U | g1(q) ≤ 0, . . . , gk(q) ≤ 0, gk+1(q) = . . . = gn(q) = 0}
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Wir nennen dann (U, g) ein an die Eckfaltigkeit M angepaßtes lokales Koordi-
natensystem von X .

12.8.7.13 (Diskussion der Terminologie). Den Begriff einer „Eckfaltigkeit“ gibt
es bisher in der Literatur noch nicht. Er ist das Ergebnis meiner Versuche, eine
Begrifflichkeit zu entwickeln, in der der Stokes’sche Integralsatz ohne viel zu-
sätzlichen Aufwand in einer für Anwendungen nützlichen Allgemeinheit präzise
formuliert und bewiesen werden kann.

Beispiele 12.8.7.14. Eine nulldimensionale Eckfaltigkeit ist dasselbe wie eine
nulldimensionale Mannigfaltigkeit alias eine diskrete Teilmenge. Eine eindimen-
sionale Eckfaltigkeit ist dasselbe wie eine eindimensionale Randfaltigkeit. Ei-
ne zweidimensionale Eckfaltigkeit wäre zum Beispiel ein „abgeschlossenes Seg-
ment einer Kreischeibe“. Eine dreidimensionale Eckfaltigkeit im dreidimensiona-
len Raum ist etwa ein Würfel oder ein massiver Zylinder oder eine Vollkugel. Jede
Mannigfaltigkeit ist auch eine Eckfaltigkeit. Eine n-dimensionale Eckfaltigkeit in
einem n-dimensionalen Raum nenne ich auch eine eckig berandete Teilmenge
und im Cl-Fall eine Cl-eckig berandete Teilmenge, die also salopp gesprochen
„lokal um jeden Punkt mit einem Cl-Diffeomorphismus in eine offene Teilmenge
einer Kopie der Standardecke transformiert werden kann“.

Definition 12.8.7.15. Sei X ein reeller Raum der Dimension dimRX = n. Unter
einer Eckenkarte einer k-Eckfaltigkeit M ⊂ X verstehe ich ein Paar (W,ϕ) be-
stehend aus einer offenen TeilmengeW ⊂◦ (R≤0)k und einer injektiven Abbildung

ϕ : W →M

derart, daß es um jeden Punkt p ∈ ϕ(W ) ein an die Eckfaltigkeit M ange-
paßtes lokales Koordinatensystem (U, g) von X gibt mit U ∩ M ⊂ ϕ(W ) und
ϕ(g1(q), . . . , gk(q)) = q ∀q ∈ U ∩M .

Lemma 12.8.7.16. Jede k-Eckfaltigkeit M ist eine k-Fastfaltigkeit und für jede
Eckenkarte ϕ : W ↪→M von M gilt Mreg ∩ ϕ(W ) = ϕ(W ◦).

12.8.7.17. Insbesondere ist das Komplement ∂M := M\Mreg der Menge der
regulären Punkte eine (k − 1)-Fastfaltigkeit. Wir nennen sie den Rand von M .
Weiter ist Mreg t (∂M)reg eine k-Randfaltigkeit.

Beweis. Dieser Beweis ist fast identisch zum Beweis der entsprechenden Aussage
für Randfaltigkeiten 12.8.6.9. Daß jede Eckfaltigkeit eine Fastfaltigkeit ist, scheint
mir offensichtlich. Für das weitere bemerken wir, daß gegeben zwei Eckenkarten
(V, ψ) und (W,ϕ) einer Eckfaltigkeit mit ϕ(W ) = ψ(V ) durch Anwenden des
Umkehrsatzes 12.3.1.2 auf den Kartenwechsel κ = ψ−1 ◦ ϕ folgt κ(W ◦) ⊂ V ◦

und durch Anwenden auf den umgekehrten Kartenwechsel sogar κ(W ◦) = V ◦.
Das Lemma folgt.
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12.8.7.18. Unter einer Orientierung einer Eckfaltigkeit M verstehen wir eine
Orientierung als Fastfaltigkeit alias eine Orientierung der Mannigfaltigkeit Mreg.
Das ist auch dasselbe wie eine Orientierung der RandfaltigkeitMreg∪(∂M)reg und
induziert damit nach 12.8.6.15 eine Orientierung der Mannigfaltigkeit (∂M)reg

alias eine Orientierung der Fastfaltigkeit ∂M , die induzierte Orientierung des
Randes.

Ein expandierendes Gas, das durch die Ecken entweicht, als Beispiel dafür, daß
die Kompaktheitsbedingung beim Satz von Stokes notwendig ist.

Satz 12.8.7.19 (Stokes’scher Integralsatz mit Ecken). Seien M eine orientierte
C2-Eckfaltigkeit der Dimension (k + 1) in einem endlichdimensionalen reellen
Raum und ω eine stetig differenzierbare k-Form auf einer halboffenen Teilmenge
unseres Raums, die M umfaßt und für die (suppω) ∩M kompakt ist. Versehen
wir den Rand ∂M von M mit der induzierten Orientierung, so gilt∫

~M

dω =

∫
∂ ~M

ω

Beweis. Mit denselben Tricks wie beim Beweis für Randfaltigkeiten 12.8.7.2 zie-
hen wir uns auf den Fall M = (R≤0)k+1 ⊂ Rk+1 zurück. Wir müssen damit nur
zeigen, daß für iν : (R≤0)k → (R≤0)k+1 das Einfügen einer Null an der ν-ten Stel-
le und η eine stetig differenzierbare k-Form mit kompaktem Träger auf (R≤0)k+1
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gilt
k∑
ν=0

(−1)ν
∫

(R≤0)k
i∗νη =

∫
(R≤0)k+1

dη

Das Nachrechnen dieser Verallgemeinerung von Lemma 12.8.7.5 bleibe dem Le-
ser überlassen.

12.8.7.20 (Bedeutung der Kompaktheitsannahmen). Im allgemeinen gilt der
Satz von Stokes keineswegs für nichtkompakte Randfaltigkeiten, selbst wenn am
Rand „nur ein Punkt fehlt und das die Kompaktheit zerstört“. Ist zum Beispiel Q
ein Quadrat in der Ebene ohne die Ecken, so können wir auf einer offenen Men-
ge, die unser eckenloses Quadrat umfaßt, ein Vektorfeld konstruieren, das den
Fluß eines expandierenden Gases beschreibt, das „durch die Löcher in den Ecken
entweicht“ aber dessen Fluß durch die Randkanten des Quadrats verschwindet.
In dieser Allgemeinheit gälte der Satz von Stokes also nicht. Allerdings müßte
unser Gas „mit unendlicher Geschwindigkeit durch die Ecken pfeifen“ und sein
Geschwindigkeitsfeld könnte nicht stetig auf besagte Ecken fortgesetzt werden,
weshalb auch die Voraussetzungen für unseren Satz von Stokes mit Ecken in die-
sem Fall nicht erfüllt wären. Es gibt noch sehr viel allgemeinere Versionen des
Stokes’schen Satzes mit Ecken, vergleiche etwa [Kön97], mit denen sich zum
Beispiel auch der Fluß durch die Oberfläche eines Ikosaeders oder einer Eiswaf-
fel direkt diskutieren ließen. Der hier besprochene Fall scheint mir jedoch für die
meisten Anwendungen ausreichend und hat den Vorteil, daß sowohl seine For-
mulierung als auch sein Beweis nur wenig begrifflichen Aufwand benötigen. Den
Fall eines Ikosaeders kann man daraus im übrigen auch noch erhalten, etwa in-
dem man besagten Ikosaeder in Dreieckspyramiden mit einer Ecke im Ursprung
zerlegt.

12.8.7.21. Ich formuliere nun einige Spezialfälle des allgemeinen Stokes’schen
Satzes 12.8.7.2 in klassischer Notation, um die Lektüre älterer Texte zu erleich-
tern. Ich hoffe jedoch, daß sich der für explizite Rechnungen und theoretische
Überlegungen gleichermaßen bestens geeignete Formalismus der Differentialformen
mit der Zeit auch bei den Anwendern durchsetzen wird.

Beispiel 12.8.7.22 (Wegintegral über ein Gradientenfeld). Seien M ⊂ Rn eine
eindimensionale Randfaltigkeit und ϕ : [a, b]

∼→ M eine surjektive Integrations-
karte. So besitzt M genau eine Orientierung, für die ϕ eine orientierte Integrati-
onskarte ist. Gegeben eine Nullform alias Funktion f auf einer halboffenen Menge
U ⊂◦ Rn, die M umfaßt, haben wir df = cans(grad f) und der Satz von Stokes
erhält nach 12.8.6.16 und 12.8.4.9 die Gestalt∫ b

a

〈grad f, dϕ〉 = c

∫
ϕ

df =

∫
~M

df =

∫
∂ ~M

f = f(ϕ(b))− f(ϕ(a))
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In dieser Situation erhalten wir also erst einmal nur spezielle Fälle unserer Er-
kenntnis c

∫
ϕ

df = f(ϕ(b)) − f(ϕ(a)), die wir bereits allgemeiner für beliebiges
stetig differenzierbares ϕ : [a, b] → Rn gezeigt hatten. Wir erhalten die dortige
Erkenntnis im allgemeinen, wenn wir mit der Randfaltigkeit ~I := [a, b] mit ihrer
offensichtlichen Orientierung und mit der Funktion f ◦ ϕ arbeiten. Dann ergibt
sich

c

∫
ϕ

df = c

∫ b

a

ϕ∗(df) =

∫
~I

ϕ∗(df) =

∫
~I

d(f ◦ ϕ) =

∫
∂~I

f ◦ ϕ = (f ◦ ϕ)|ba

Beispiel 12.8.7.23 (Schwerpunkt und Auftrieb homogener Körper). Ein homo-
gener, als da heißt überall gleich dichter schwerer Körper K wird an einem Seil
ins Wasser gelassen. Wir wollen uns überlegen, daß auch im Wasser der Schwer-
punkt unseres Körpers in der Vertikalen unter dem Aufhängepunkt bleibt. Für
inhomogene Körper gilt das im allgemeinen keineswegs. Wir denken uns unseren
Körper als kompakte glatt berandete Teilmenge K ⊂ R3 mit Schwerpunkt auf der
z-Achse, also

∫
K
x =

∫
K
y = 0. Die Wasseroberfläche möge die Ebene z = 0

sein. Der Wasserdruck steigt linear mit der Tiefe, auf ein Oberflächenelement der
Fläche σ um p ∈ ∂K wirkt also die Kraft z(p)Npσ mit Np dem nach außen orien-
tierten Normalenvektor bei p. Befindet sich der Aufhängepunkt etwa in der Höhe
h < 0, so wird das Drehmoment um diesen Aufhängepunkt das Oberflächeninte-
gral ∫

∂K

z(p)(Np × (p+ h e3))

Die Komponenten dieses Vektors bei p = (x, y, z) mit Np = (N1, N2, N3) sind
z(N2(z+h)−N3y), z(N3x−N1(z+h)) und z(N1y−N2x) und können auch dar-
gestellt werden als die Skalarprodukte vonNp mit den Vektorfeldern v1(x, y, x) =
(0, z2 + hz,−zy), v2(x, y, z) = (−z2− hz, 0, zx) und v3(x, y, z) = (zy,−zx, 0).
Es gilt also

∫
∂K

(N · vi)σ = 0 zu zeigen. Mit dem Satz von Gauß können wir
diese Integrale verwandeln in die Integrale

∫
K

div vi und wegen div v1 = −y,
div v2 = x und div v3 = 0 verschwinden sie in der Tat alle drei.
Beispiel 12.8.7.24 (Klassischer Satz von Stokes). Sei M ⊂ R3 eine kompakte
orientierte berandete Fläche oder präziser C2-Randfaltigkeit der Dimension 2. Sei
N ihr orientiertes Normalenfeld 12.8.4.13. Sei F : U → R3 ein stetig differen-
zierbares Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U ⊂◦ R3, die M umfaßt, und
bezeichne η = cans(F ) die zugehörige 1-Form. So finden wir dη = ωrotF in der
Notation von 12.8.4.14 für das durch die Vorschrift

rotF =

(
∂F3

∂x2

− ∂F2

∂x3

,
∂F1

∂x3

− ∂F3

∂x1

,
∂F2

∂x1

− ∂F1

∂x2

)
ggebene Vektorfeld auf U . Dies Vektorfeld ist die Rotation unseres Vektorfelds
F , wie wir sie in 12.7.8.12 eingeführt haben. Nehmen wir nun zusätzlich an, der
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Weg ϕ : [a, b] → ∂M sei eine positiv orientierte surjektive Integrationskarte des
Randes ∂M der Randfaltigkeit M . Unser allgemeiner Satz von Stokes 12.8.7.2
spezialisiert in dieser Situation zum klassischen Satz von Stokes∫

M

N ·(rotF ) =

∫
~M

dη =

∫
∂ ~M

η =

∫ b

a

F · dϕ

Allgemeiner könnte eine surjektive orientierte Integrationskarte des Randes als
Definitionsbereich auch eine endliche disjunkte Vereinigung von kompakten In-
tervallen haben und dann erhalten wir rechts die Summe über die entsprechen-
den Wegintegrale. In Worten ist also das Wegintegral eines Vektorfeldes über den
Rand einer Fläche gleich dem Fluß der Rotation des Vektorfelds durch besagte
Fläche.

12.8.7.25. Bei Anwendern, die hauptsächlich im R3 arbeiten, ist eine andere sym-
bolische Schreibweise für grad, rot und div sehr beliebt: Sie betrachten den soge-
nannten Nabla-Operator∇, den man sich denkt als den „Vektor von Symbolen“
( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

), und schreiben

∇f = grad f, zu verstehen als symbolisches Produkt des Nabla-Vektors mit einer
skalaren Funktion;

∇ · F = div f, zu verstehen als symbolisches Skalarprodukt des Nabla-Vektors
mit einer vektorwertigen Funktion; das Skalarprodukt wird von diesen An-
wendern meist v · w notiert statt wie bei uns 〈v, w〉;

∇× F = rotF, zu verstehen als symbolisches Vektorprodukt des Nabla-Vektors
mit einer vektorwertigen Funktion, wo eben das Vektorprodukt v × w =
(v2w3− v3w2, v3w1− v1−w3, v1w2− v2w1) aus der Geometrie des Raums
4.1.9.1 zugrundegelegt wird.

In dieser Notation wird dann unsere Formel ddω = 0 für ω eine Funktion bezie-
hungsweise eine 1-Form auf dem R3 verstanden als formal-symbolische Konse-
quenz der Formeln v× v = 0 beziehungsweise v · (v×w) = 0 aus der Geometrie
des Raums.

Beispiel 12.8.7.26 (Green’sche Formel). Sei G ⊂ R2 eine kompakte C2-eckig
berandete Teilmenge, versehen mit der von der Standardorientierung des R2 her-
kommenden Orientierung. Sei ϕ : Q → R2 eine surjektive orientierte Integrati-
onskarte ihres Randes mitQ einer Vereinigung der paarweise disjunkten Intervalle
[ai, bi] für 1 ≤ i ≤ n. Anschaulich sind die ϕ : [ai, bi]→ R2 Stücke eines „im Ge-
genuhrzeigersinn auf dem Rand umlaufenden geschlossenen Integrationswegs“.
Gegeben ein stetig differenzierbares Vektorfeld v = (v1, v2) auf einer offenen
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Umgebung von G betrachten wir die 1-Form 〈v, 〉 = η = v1 dx1 + v2 dx2. Sie hat
das Differential dη = (rot v) dx1 ∧ dx2 für

rot v =

(
∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

)
die in 12.7.8.12 erklärte skalare Rotation eines Vektorfelds in der Ebene. Der Satz
von Stokes mit Ecken 12.8.7.19 spezialisiert dann zur Green’schen Formel∫

G

rot v =

∫
~G

dη =

∫
∂ ~G

η =
n∑
i=1

∫ bi

ai

v · dϕ

Diese Formel konnten Sie für G ein Rechteck bereits in 12.7.8.21 zur Übung
prüfen.

Beispiel 12.8.7.27 (Fläche eines ebenen Gebiets). Sei G ⊂ R2 wie in 12.8.7.26
eine kompakte C2-eckig berandete Teilmenge mit der von der Standardorientie-
rung des R2 herkommenden Orientierung. Sei ϕ : Q → R2 eine surjektive orien-
tierte Integrationskarte ihres Randes mit Q der Vereinigung der disjunkten Inter-
valle [ai, bi] für 1 ≤ i ≤ n und mit den Komponenten ϕ = (ϕ1, ϕ2). Betrachten
wir die 2-Form ω = x dy mit Differential dω = dx∧dy und ϕ∗ω = ϕ1(t)ϕ′2(t) dt,
so spezialisiert der allgemeine Satz von Stokes 12.8.7.2 zu einer Formel für die
Fläche des Gebietes G, genauer zu der Regel∫

G

1 =

∫
~G

dx ∧ dy =

∫
∂ ~G

x ∧ dy =
n∑
i=1

∫ bi

ai

ϕ1(t)ϕ′2(t) dt

Für achsenparallele Rechtecke prüft man das auch leicht ganz explizit nach.

12.8.7.28. Ich selber finde die alternative Interpretation dieser Formel mithilfe
des Gauß’schen Integralsatzes besonders anschaulich: Quillt in einem Moor über-
all gleichviel Wasser hoch, so können wir seine Fläche bestimmen, indem wir
messen, wieviel Wasser in einem Graben um unser Moor abläuft. Wie genau das
Wasser auf unserem Moor zum Randgraben läuft, ist dabei völlig unerheblich.
Statt ω = x dy könnten wir also ein beliebiges ω mit dω = dx ∧ dy nehmen und
so weitere Formeln für die Fläche eines ebenen Gebiets erhalten.

12.8.7.29 (Alternativer Zugang zur Homotopieinvarianz bei Wegintegralen).
Wir können nun auch einen besonders kurzen Beweis für die Homotopieinvarianz
von Wegintegralen in geschlossenen Kovektorfeldern 12.7.8.8 geben für den Fall,
daß wir zwei stetig differenzierbare Wege γ, ψ : [0, 1]→ A betrachten und daß es
dazwischen sogar eine zweimal stetig differenzierbare Homotopie h : [0, 1]2 → A

gibt. Wir nehmen genauer A offen in einem reellen Raum X an und ω : A→ ~X∗
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Die Formel 12.8.7.27 für die Fläche eines ebenen Gebiets gilt nun natürlich
ebenso für „Gebiete mit Ecken“. Diese Formel kann etwa angewandt werden, um

ein GPS-Gerät so zu programmieren, daß es einem die Fläche des Gebiets
berechnet, das man bei einem Rundweg umrundet hat. Im Spezialfall eines
Gebiets, das von einem den Kanten eines Rechenpapiers folgenden Weg im

Uhrzeigersinn umrundet wird, ergibt sich, wenn wir Stokes auf die Form y dx
anwenden, die Fläche als die Höhe des Schwerpunkts der Menge der

horizontalen Kanten, wenn wir jede Kante nach rechts mit ihrer Höhe gewichten
und jede Kante nach links mit dem Negativen ihrer Höhe. Für die Fläche des

obigen Gebiets ergibt sich so

3× 4 + 2− 2× 1− 2− 3 = 7
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ein stetig differenzierbares Kovektorfeld. Die Behauptung in 12.7.8.8 besagt ja
gerade, daß aus dω = 0 folgt

∫
γ
ω =

∫
ψ
ω. Aber nun finden wir∫

γ

ω −
∫
ψ

ω =

∫
∂([0,1]2)

h∗ω =

∫
[0,1]2

d(h∗ω) =

∫
[0,1]2

h∗(dω) = 0

nach der Definition einer Homotopie, dem Satz von Stokes mit Ecken, der Ver-
träglichkeit des Zurückholens von Formen mit dem äußeren Differential 12.8.5.11.4
und unserer Annahme dω = 0.

Übungen

Übung 12.8.7.30. Im Fall einer stetig differenzierbaren k-Form ω auf einer offe-
nen Teilmenge eines endlichdimensionalen rellen affinen Raums X zeige man für
~v0, . . . , ~vk ∈ ~X linear unabhängig die Formel

(dω)x(~v0, . . . , ~vk) = lim
t→0

1

tk+1

∫
F (x,t~v0,...,t~vk)

ω

mit F (x,~v0, . . . , ~vk) der in geeigneter Weise orientierten Oberfläche eines Paral-
lelpipeds mit Ecke x und Kantenvektoren ~vi, über die wir dann unsere k-Form
integrieren. Hinweis: Satz von Stokes mit Ecken 12.8.7.19.

Übung 12.8.7.31. Man prüfe die Formel für die Fläche eines ebenen Gebiets im
Fall eines achsenparallelen Rechtecks.

12.8.8 Der Hodge-Operator mit Anwendungen
Proposition 12.8.8.1 (Hodge-*-Operator). Gegeben ein endlichdimensionaler
orientierter reeller Vektorraum V der Dimension n mit einer nichtausgearteten
symmetrischen Bilinarform t und p, q ∈ N mit p + q = n gibt es genau eine
lineare Abbildung ∗ = ∗t : Altp V → Altq V mit

e>1 ∧ . . . ∧ e>p 7→ εη1 . . . ηp e>p+1 ∧ . . . ∧ e>n

für jede angeordnete Orthogonalbasis e1, . . . , en von V der Orientierung ε mit
ηi := t(ei, ei) = ±1 ∀i.

12.8.8.2. Im Fall eines pseudoeuklidischen n-dimensionalen Vektorraums (V, S)
mit vorgegebener Orientierung von S liefert dieselbe Konstruktion natürliche Iso-
morphismen

∗ : Altp(V )⊗ L⊗p ∼→ orR(V )⊗ Altq(V )⊗ L⊗q
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mit ∗(v>1 ∧. . .∧v>p )⊗‖v1‖⊗. . .⊗‖vp‖ = εη1 . . . ηp⊗(v>p+1∧. . .∧v>n )⊗‖vp+1‖⊗
. . . ⊗ ‖vn‖ für eine und jede angeordnete Basis v1, . . . , vn der Orientierung ε aus
paarweise orthogonalen Vektoren mit ηi dem Vorzeichen von t(vi, vi) für t ∈ S>0.
In diesem Fall gilt dann ∗(∗β) = η1 . . . ηn(−1)pqβ.

Beweis. Ein möglicher Beweis besteht darin, das tapfer durchzurechnen. Dieser
Zugang sei Ihnen zur Übung überlassen. Ein struktureller Beweis gelingt mit fei-
neren Methoden der multilinearen Algebra und geht aus von einer gewissen Ver-
trautheit mit den äußeren Potenzen

∧r V eines K-Vektorraums V nach 4.6.5.14,
mit ihrem Dachprodukt, mit der durch das Dachprodukt gegebenen nichtausgear-
teten Paarung

∧p V ×
∧q V →

∧n V nach 4.6.5.17 und mit den durch Zusammen-
dachen und Einsetzen gegebenen Morphismen

∧p(V >) → Altr V
∼→ (
∧p(V ))>

nach 4.6.5.9. Weiter erinnern wir die durch unsere Bilinearform t gegebene li-
neare Abbildung cant : V → V > mit ei 7→ ηi e

>
i für eine Orthogonalbasis wie

oben mit t(ei, ei) = εi. Schließlich erinnern wir das durch t und die Orientie-
rung gegebene kanonische Element ωt ∈

∧n V maximalen Grades aus 4.6.5.19,
das bezüglich jeder Basis wie oben gegeben wird durch ωt = ε e1 ∧ . . . ∧ en. Sie
liefern Isomorphismen

Altp V
∼→
∧p(V >)

∼→
∧p V

∼→ Hom(
∧q V,

∧n V )
∼→ (
∧q V )>

∼→ Altq V

und deren Verknüpfung hat die behauptete Eigenschaft.

12.8.8.3 (Diskussion der Konventionen). Die in der obigen Definition des Hodge-
∗-Operators 12.8.8.1 versteckten und in gewisser Weise willkürlichen Wahlen von
Vorzeichen wurden so getroffen, daß im Fall eines Skalarproduktes t für alle α
die n-Form α ∧ ∗α auf verträglich orientierten angeordneten Basen nichtnegati-
ve Werte annimmt. Es wäre auch nicht besser oder schlechter, die Vorzeichen so
zu wählen, daß das „umgekehrte Dach-Produkt“ in diesem Sinne „positiv definit“
wäre, aber auf eine Konvention muß man sich an dieser Stelle einigen.

Beispiel 12.8.8.4. Jedem Vektor F ∈ Rn+1 hatten wir in 12.8.4.14 eine n-Form
ωF ∈ Altn(Rn+1) zugeordnet. Jedem Vektor v in einem endlichdimensionalen
Skalarproduktraum (V, t) hatten wir in 12.7.1.16 den Kovektor cant(v) ∈ V ∗

zugeordnet. Im Fall (Rn+1, s) des Rn+1 mit seinem Standardskalarprodukt und
seiner Standardorientierung finden wir unmittelbar die Beziehung

ωF = ∗s cans(F )

Im Fall eines beliebigen endlichdimensionalen orientierten Skalarproduktraums
nehmen wir diese Identität als Definition von ωF .

Definition 12.8.8.5. Gegeben eine offene Teilmenge U ⊂◦ X eines endlichdi-
mensionalen reellen Raums X und eine Riemann’sche Metrik t auf U und ein
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differenzierbares Vektorfeld v : U → ~X definieren wir die Divergenz unseres
Vektorfelds als die Funktion

divt(v) = (∗t ◦ d ◦ ∗t ◦ cant)(v)

Obwohl der ∗-Operator von einer zu wählenden Orientierung abhängt, ist die Di-
vergenz wegen des doppelten Auftretens unseres ∗-Operators davon unabhängig.
Eine vielleicht noch natürlichere Beschreibung der Divergenz mithilfe der „Lie-
Ableitung“ erklären wir in ??.

Ergänzung 12.8.8.6. Die Divergenz eines Vektorfeldes ist dieselbe in Bezug auf je
zwei Riemann’sche Metriken, die durch Multiplikation mit einer positiven Kon-
stanten auseinander hervorgehen.
Beispiel 12.8.8.7. Sei X = R3 mit der Standardorientierung und dem Standards-
kalarprodukt t = s versehen. Gegeben ein differenzierbares Vektorfeld der Gestalt
v = a∂x + b∂y + c∂z mit differenzierbaren Funktionen a, b, c : R3 → R finden wir
die übliche Formel div(v) = ax + by + cz, indem wir rechnen

v = a∂x + b∂y + c∂z
cans(v) = adx+ bdy + cdz

∗s(cans(v)) = ady ∧ dz − bdx ∧ dz + cdx ∧ dy
d(∗s(cans(v))) = axdx ∧ dy ∧ dz − bydy ∧ dx ∧ dz + czdz ∧ dx ∧ dy

∗s(d(∗s(cans(v)))) = ax + by + cz

Hier wäre es zwar in der Tat sehr viel einfacher gewesen, schlicht diese letzte For-
mel hinzuschreiben. Unsere neue Interpretation verträgt sich jedoch besser mit
der Verwandtschaft, insbesondere da die äußere Ableitung d sich so gut mit Ver-
wandtschaft verträgt, und ermöglicht so eine übersichtliche Darstellung in ande-
ren orthogonalen Koordinaten. Um etwa die Divergenz in Polarkoordinaten zu
bestimmen, erinnern wir uns daran, daß nach 12.7.3.11 unter der Polarkoordina-
tenabbildung P die Standardmetrik s = dx⊗2 + dy⊗2 auf der xy-Ebene verwandt
ist zum 2-Tensor g = dr⊗2 + r2 dϑ⊗2. Damit rechnen wir dann vergleichsweise
mühelos

v = a∂r + b∂ϑ
cang(v) = adr + br2dϑ

∗g(cang(v)) = ardϑ− brdr
d(∗g(cang(v))) = (arr + a)dr ∧ dϑ+ bϑrdr ∧ dϑ

divg(v) = ∗g(d(∗g(cang(v)))) = ar + bϑ + r−1a

Definition 12.8.8.8. Gegeben U ⊂◦ Rn und eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f : U → R setzen wir

∆f =
∂2f

∂x2
1

+ . . .+
∂2f

∂x2
n
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und nennen ∆ den Laplaceoperator.

12.8.8.9 (Anschauung für den Laplaceoperator). Der Wert (∆f)(x) der durch
Anwenden des Laplaceoperators ∆ auf eine Funktion f entstehenden Funktion an
einer Stelle x mißt die Abweichung des Funktionswerts bei x vom Durchschnitt
der Funktionswerte in einer kleinen Umgebung von x. In einer Veränderlichen gilt
zum Beispiel für jede zweimal stetig differenzierbare Funktion

f ′′(x) = lim
ε→0

2

ε2

(
f(x+ ε) + f(x− ε)

2
− f(x)

)
wie der Leser mithilfe der Taylorentwicklung leicht nachprüfen kann und viel-
leicht auch als Übung 10.6.2.8 bereits geprüft hat. In mehreren Veränderlichen
gilt in derselben Weise für jede zweimal stetig differenzierbare Funktion mit der
Notation ei für die Vektoren der Standardbasis

(∆f)(x) = lim
ε→0

2n

ε2

(
1

2n

(
n∑
i=1

f(x+ ε ei) + f(x− ε ei)

)
− f(x)

)

12.8.8.10 (Laplace-Operator in anderen Koordinaten). Um den Laplaceopera-
tor ∆ in anderen Koordinaten auszudrücken, kann man von der Darstellung

∆f = ∗s d ∗s df

ausgehen, mit s der üblichen Riemann’schen Metrik auf Rn und ∗s dem zu dieser
Metrik und der Standardorientierung gehörenden Hodge-∗-Operator. Gegeben ein
endlichdimensionaler reeller Raum X und eine offene Teilmenge V ⊂◦ X und ein
differenzierbare Abbildung φ : V → U mit bijektivem Differential an jeder Stelle
und eine zur Standardmetrik φ-verwandte Riemann’sche Metrik t auf V haben wir
dann die Verwandtschaft φ : ∗t d∗td(f ◦φ) ; ∗s d∗sdf = ∆f . Ist speziell etwa φ
die Polarkoordinaten- oder die Kugelkoordinatenabbildung, so läßt sich das auch
sehr konkret und explizit berechnen.

Beispiel 12.8.8.11 (Laplaceoperator in Polarkoordinaten). Wir berechnen den
Laplaceoperator einer Funktion f in Polarkoordinaten und finden ähnlich wie in
12.8.8.7 der Reihe nach

df = frdr + fϑdϑ
∗g(df) = frrdϑ− r−1fϑdr

d(∗g(df)) = (frrr + fr + r−1fϑϑ)dr ∧ dϑ
∗g(d(∗g(df))) = frr + r−1fr + r−2fϑϑ
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Übungen

Übung 12.8.8.12. Gegeben ein endlichdimensionaler orientierter reeller Skalar-
produktraum mit Skalarprodukt t finden wir für den Hodge-∗-Operator ∗t : Altp V

∼→
Altq V für alle λ ∈ V > die Identität

∗ ◦ (λ∧) ◦ ∗ = (−1)n−p+1iv

für cant : v 7→ λ mit den Einsetzungshomomorphismen iv aus 4.6.5.21. Im all-
gemeinen finden wir dasselbe mit einem Vorzeichen, auf das es uns hier nicht
ankommen soll.

Weiterführende Übung 12.8.8.13 (Anschauliche Bedeutung der Divergenz). Man
zeige, daß die Divergenz eines stetig differenzierbaren Vektorfelds auf Rn genau
die „lokale Volumenänderung unter dem Fluß 12.5.6.1 des besagten Vektorfelds“
beschreibt, daß genauer für jede stetige Funktion mit kompaktem Träger f gilt

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
f ◦X t = −

∫
f divX

Hier ist zu beachten, daß auf jedem Kompaktum der Fluß für eine positive Zeit-
spanne existiert. Hinweis: Man schränke sich auf den Fall von glattem f ein, ziehe
die zeitliche Ableitung unter das Integral und beachte, daß das Integral über ganz
Rn jeder partiellen Ableitung einer stetig differenzierbaren Funktion mit kompak-
tem Träger verschwindet.

Übung 12.8.8.14. Für r-Formen α auf einem orientierten n-dimensionalen Vek-
torraum mit nichtausgearteter symmetrischer Bilinearform t und λ ∈ R× prüfe
man die Formel ∗λtα = (λr/|λ|n/2) ∗t α. Insbesondere gilt für 2-Formen α auf
einem vierdimensionalen Raum und λ ∈ R× stets ∗λtα = ∗tα.

Übung 12.8.8.15. Wir betrachten wieder Kugelkoordinaten wie in 12.3.2.3. Man
zeige, daß für das zum Vektorfeld a∂r + b∂ϑ + c∂ϕ verwandte Feld auf dem xyz-
Raum die Divergenz verwandt ist zur Funktion ar + bϑ + cϕ + 2r−1a+ b cotϑ.

Übung 12.8.8.16 (Mehr Anschauung für den Laplaceoperator). Man zeige,
daß der Laplaceoperator invariant ist unter Drehungen. Ist genauer A ∈ O(n)
eine orthogonale Matrix und bezeichnet A : Rn → Rn die zugehörige lineare
Abbildung, so zeige man für jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f :
Rn → R die Formel ∆(f ◦ A) = (∆f) ◦ A. Man folgere die Formel

(∆f)(x) = lim
ε→0

2n

ε2

(∫
‖y−x‖=ε f(y) σ〈y〉∫
‖y−x‖=ε σ〈y〉

− f(x)

)
auf deren rechter Seite nach dem Faktor 2n/ε2 bis auf ein Vorzeichen die Diffe-
renz zwischen dem Funktionswert f(x) und dem Durchschnitt der Funktionswerte
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auf einer Kugelschale mit Zentrum in x und Radius ε steht. Hinweis: Man mittle
12.8.8.9. Die Taylorentwicklung oben liefert in einer Veränderlichen sogar präzi-
ser die Darstellung

2

ε2

(
f(x+ ε) + f(x− ε)

2
− f(x)

)
= (f ′′(ξ+) + f ′′(ξ−))/2

mit ξ+ ∈ (x, x+ ε) und ξ− ∈ (x− ε, x).
Ergänzende Übung 12.8.8.17 (Drehinvariante Differentialoperatoren). Die po-
lynomialen Funktionen D ∈ C[X1, . . . , Xn] auf dem Rn, die invariant sind unter
allen Drehungen A ∈ SO(n), sind genau alle Polynome im quadrierten Abstand
vom Nullpunkt, in Formeln

C[X1, . . . , Xn]SO(n) = C[(X2
1 + . . .+X2

n)]

Die Differentialoperatoren D ∈ C[∂1, . . . , ∂n] mit konstanten Koeffizienten auf
dem Rn, die invariant sind unter allen Drehungen A ∈ SO(n), sind genau alle
Polynome im Laplace-Operator, in Formeln

C[∂1, . . . , ∂n]SO(n) = C[∆]

Übung 12.8.8.18 (Laplaceoperator in Kugelkoordinaten). Man zeige, daß der
Laplaceoperator einer Funktion f in den Kugelkoordinaten aus 12.3.2.3 gegeben
wird durch die Formel

∆f = frr + 2r−1fr + r−2fϑϑ + r−2fϑ cotϑ+ (r sinϑ)−2fϕϕ

Hinweis: Statt das direkt zu rechnen, kann man auch von 12.7.3.15 und 12.8.8.15
ausgehen.
Ergänzende Übung 12.8.8.19 (Die Maxwell’schen Gleichungen). Wir bezeich-
nen die Koordinaten des R4 mit x, y, z, t und betrachten auf dem R4 oder allge-
meiner einer halboffenen Teilmenge desselben eine glatte 2-Form

F = E1dx ∧ dt+ E2dy ∧ dt+ E3dz ∧ dt
+B1dy ∧ dz +B2dz ∧ dx+B3dx ∧ dy

So ist die Gleichung dF = 0 äquivalent zu den beiden Gleichungen

divB = 0 und rotE = −∂B
∂t

für rotE der Rotation wie in 12.7.8.12 und divB der Divergenz alias der Summe
der partiellen Ableitungen nach x, y und z wie in 12.8.7.11. Leser mit physika-
lischer Vorbildung erkennen die beiden ersten Maxwell’schen Gleichungen im
Vakuum. Betrachten wir zusätzlich die sogenannte „Lorentzmetrik“

l := dx⊗2 + dy⊗2 + dz⊗2 − c2dt⊗2
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mit einer reellen Konstante c 6= 0, so ist die Gleichung d(∗lF ) = 0 äquivalent zu
den beiden anderen Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum

divE = 0 und c2 rotB =
∂E

∂t

Der Formalismus der Verwandtschaft von Differentialformen sagt uns dann, in
welcher Weise ein elektromagnetisches FeldF in andere Koordinaten umgeschrie-
ben werden muß, und daß die Maxwell’schen Gleichungen in diesem Sinne nicht
von der Wahl der Koordinaten abhängen.

Ergänzung 12.8.8.20 (Lichtwellen). Fassen wir die Raumzeit in der in 4.2.7.5
erklärten Weise auf als einen pseudoeuklidischen Raum X von Typ (3, 1), so ist
ein elektromagnetisches Feld eine glatte Zweiform F : X → Alt2( ~X) und die
Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum bedeuten die Bedingungen

dF = d(∗F ) = 0

Wir denken uns nun allgemeiner einen endlichdimensionalen Raum X mit einer
symmetrischen nichtausgearteten Bilinearform l auf ~X und interessieren uns für
komplexe p-Formen F : X → Altp( ~X) ⊗R C mit dF = 0 und d(∗lF ) = 0.
Speziell untersuchen wir Lösungen der Gestalt

F (p+ ~v) = exp(iλ(~v))A

mit A ∈ Altp( ~X)C. Für die Funktion ~X → C, ~v 7→ exp(iλ(~v)) finden wir als
Differential dexp(iλ(~v)) = exp(iλ(~v))iλ und unsere Gleichungen dF = 0 und
d(∗lF ) = 0 für F (p+~v) = exp(iλ(~v))A erweisen sich als äquivalent zu λ∧A = 0

sowie λ∧(∗lA) = 0. Bezeichne l auch die auf ~X∗ induzierte Bilinearform. Im Fall
l(λ, λ) 6= 0 könnten wir λ zu einer orthogonalen Basis von ~X∗ ergänzen. Indem
wir dann A in der zugehörigen Basis der äußeren Potenz schreiben, folgt sofort
A = 0. Aus A 6= 0 folgt mithin

l(λ, λ) = 0

Im Fall λ = 0 erhalten wir so die konstanten Lösungen F = A für A beliebig.
Gilt dahingegen λ ∈ ~X∗\0, so bedeutet unsere Erkenntnis l(λ, λ) = 0 im Fall
der Maxwell’schen Gleichungen, daß sich „Lichtwellen mit Lichtgeschwindig-
keit ausbreiten“. Jetzt konzentrieren wir uns auf den Fall der Raumzeit. Unter der
Annahme λ 6= 0 folgt aus λ∧A = 0 sofortA = λ∧µ. Außerdem ist λ∧(∗A) = 0
mit 12.8.8.12 gleichbedeutend zu il(λ, )(A) = 0 und wegen l(λ, λ) = 0 weiter zu
l(λ, µ) = 0. Mögliche Lösungen der Gleichungen λ ∧ A = 0 = λ ∧ (∗A) für
A ∈ Alt2( ~X) sind also alle

A = λ ∧ µ
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mit l(λ, µ) = 0, wobei µ und µ + bλ für alle b ∈ R dieselbe Lösung A liefern.
Zeichnen wir nun eine Zeitachse aus, also eine Gerade ~T ⊂ ~X , auf der l negativ
definit ist, und setzen ~R := T⊥ und zerlegen ~X = ~T ⊕ ~R und zerlegen λ = τ + η
entsprechend, so kann jede Lösung eindeutig in der Form A = λ ∧ µ geschrie-
ben werden mit µ ∈ ~R ∩ η⊥. Anschaulich gesprochen ist ~R der dreidimensiona-
le Raum der räumlichen Richtungsvektoren in Bezug auf unsere ausgezeichnete
Zeitachse, der räumliche Richtungsvektor η kodiert Richtung und Frequenz un-
serer Lichtwelle und ~R ∩ η⊥ ist der zweidimensionale Raum der räumlichen auf
der Lichtrichtung η senkrechten Richtungsvektoren. Jede komplexe Lösung für
A ∈ Alt2( ~X)C hat dann entsprechend die Gestalt A = λ ∧ µ mit µ ∈ (R ∩ η⊥)C
und wir erhalten auch einen Isomorphismus zwischen (R ∩ η⊥)C und dem Raum
der reellen Lösungen der Gestalt F (p + ~v) = exp(iλ(~v))A+ + exp(−iλ(~v))A−

durch die Vorschrift
µ 7→ Re

(
exp(iλ(~v))λ ∧ µ

)
In der physikalischen Terminologie kodiert unser Kovektor λ die „Ausbreitungs-
richtung und Frequenz“ unserer Lichtwelle und µ ∈ (R ∩ η⊥)C ihre „Stärke und
Polarisierung“. Schreiben wir µ = µ1+iµ2 mit µ1, µ2 ∈ (R∩η⊥), so erkennen wir
unschwer, daß wir α ∈ S1 finden können mit αµ = µ′1 + iµ′2 und µ′1 ⊥ µ′2. Der
allgemeine Fall heißt der Fall elliptischer Polarisierung. Im Fall µ1 ⊥ µ2 und
‖µ1‖ = ‖µ2‖ spricht man von zirkularer Polarisierung und im Fall von linear
abhängigen µ1, µ2 von linearer Polarisierung.

Ergänzung 12.8.8.21. Auf einem Raum V einer geraden Dimension 2n mit nicht-
ausgearteter symmetrischer Bilinearform l hängt nach 12.8.8.2 sogar ∗l : Altn V →
Altn V ⊗ orR V nur von der durch l repräsentierten pseudoeuklidischen Struktur
ab. Das zeigt die „konforme Invarianz“ der Maxwell’schen Gleichungen.



12.9. DANKSAGUNG 2119

12.9 Danksagung
Für Korrekturen und Verbesserungen danke ich Christina Pflanz, . . .



2120 KAPITEL 12. ANALYSIS 2



Kapitel 13

Analysis 3: Maß und Integral mit
Fouriertheorie

Inhalt
13.1 Maß und Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2123
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13.1.4 Meßbare Abbildungen . . . . . . . . . . . . . . . . 2144

13.1.5 Integral von nichtnegativen Funktionen . . . . . . 2153

13.1.6 Integrierbare Funktionen und ihr Integral . . . . . 2160

13.1.7 Integration auf Produkträumen . . . . . . . . . . . 2166
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13.1 Maß und Integral
Es mag nahe liegen zu versuchen, jeder Teilmenge desRn ein „Volumen“ in [0,∞]
so zuordnen, daß (1) das Verschieben oder Verdrehen von Mengen ihr Volumen
nicht ändert, daß (2) bei beliebigen disjunkten Vereinigungen das Volumen der
Vereinigung die Summe der Volumina ist, und daß (3) dem Einheitswürfel [0, 1]n

das Volumen Eins zugeordnet wird. Kurzes Nachdenken zeigt jedoch, daß das un-
möglich gelingen kann: Für solch ein Volumen müßte nämlich jeder Punkt Volu-
men Null haben, da ja unendlich viele Punkte im Einheitswürfel liegen, und dann
müßte auch der ganze Einheitswürfel Volumen Null haben als disjunkte Vereini-
gung einpunktiger Teilmengen. Um diesen Widerspruch zu vermeiden, mag man
etwas schwächer statt (2) nur noch bei abzählbaren oder noch schwächer endli-
chen disjunkten Vereinigungen fordern wollen, daß das Volumen der Vereinigung
die Summe der Volumina ist, aber auch solch einen Volumenbegriff kann es für
beliebige Teilmengen des Rn nicht geben, wie im abzählbaren Fall in 13.1.1.34
bereits für n = 1 ausgeführt wird und im endlichen Fall für n ≥ 3 aus dem soge-
nannten „Banach-Tarski-Paradoxon“ 13.1.1.35 oder auch schon aus seinem Vor-
läufer, dem sogenannten „Hausdorff-Paradoxon“ folgt. Hausdorff zeigte in seinem
Buch über Mengenlehre aus dem Jahre 1914 auch, daß es in den Dimensionen
n ≤ 2 durchaus endlich additive Volumenbegriffe der oben beschriebenen Art
gibt, aber diese haben in der Mathematik wenig Relevanz. Es ist jedoch möglich,
für beliebiges n ∈ N gewisse Teilmengen des Rn als „meßbar“ auszuzeichnen
derart, daß alle „einigermaßen vernünftigen“ Teilmengen meßbar sind, und je-
der dieser meßbaren Mengen ein Volumen so zuzuordnen, daß Bedingung (1),
die abzählbare Variante von (2) sowie (3) entsprechend gelten. Im folgenden will
ich das ausführen und auch zeigen, wie davon ausgehend eine sehr allgemeine
Integrationstheorie entwickelt werden kann, die sich sowohl in der weiteren Ent-
wicklung der Analysis als auch bei der mathematischen Modellierung der Wahr-
scheinlichkeit als außerordentlich nützlich erweisen wird: Das Lebesgue-Integral.

13.1.1 Maßräume und Maße

13.1.1.1. Gegeben eine Menge X erinnere ich daran, daß wir nach 2.1.2.6 die
Menge aller ihrer Teilmengen bilden dürfen und daß diese Menge die Potenz-
menge P(X) von X heißt. Weiter erinnere ich daran, daß in diesem Text aus rein
didaktischen Erwägungen heraus Teilmengen der Potenzmenge P(X) einer Men-
ge X vorzugsweise als Systeme von Teilmengen von X oder Mengensysteme
angesprochen werden.

Definition 13.1.1.2. Ein System A von Teilmengen einer Menge X alias eine
Teilmenge A ⊂ P(X) heißt eine Mengenalgebra, wenn gilt:
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1. ∅ ∈ A;

2. A,B ∈ A ⇒ (A ∪B) ∈ A;

3. A ∈ A ⇒ (X\A) ∈ A.

In Worten ist ein System von Teilmengen einer Menge X also eine Mengenalge-
bra, wenn es stabil ist unter dem Bilden von endlichen Vereinigungen und unter
dem Bilden von Komplementen bezüglich X .

13.1.1.3. Ich will kurz diskutieren, warum unsere Definition in Formeln zu un-
serer Definition in Worten gleichbedeutend ist. Bei der Definition in Worten ist
mitgemeint, daß eine Mengenalgebra die leere Menge enthalten soll als „die Ver-
einigung über überhaupt keine Teilmenge von X“, vergleiche 3.1.5.13. Bei der
Definition in Formeln folgt umgekehrt die Stabilität von A unter endlichen Verei-
nigungen von mehr als zwei Mengen induktiv.
13.1.1.4. Eine Mengenalgebra ist nach den de Morgan’schen Regeln 2.1.3.7 auch
stabil unter dem Bilden von endlichen Schnitten und von Differenzmengen.

Definition 13.1.1.5. Eine Mengenalgebra, die sogar stabil ist unter abzählbaren
Vereinigungen, heißt eine σ-Algebra. Ein Paar (X,M) bestehend aus einer Men-
ge X und einer σ-Algebra M ⊂ P(X) heißt ein Meßraum. Die Mengen aus
M heißen dann die meßbaren Mengen von (X,M) oder kurz die meßbaren
Teilmengen von X .

13.1.1.6. In Formeln ist eine σ-Algebra also eine Mengenalgebra M ⊂ P(X)
derart, daß für jede Folge (An)n∈N mit An ∈ M ∀n ∈ N gilt

⋃
n∈NAn ∈ M.

Gegeben ein Meßraum (X,M) ist natürlich auch ganz X meßbar und abzählbare
Schnitte meßbarer Mengen sind wieder meßbar nach den de Morgan’schen Regeln
in ihrer etwas allgemeineren Form ??.
13.1.1.7. Auf Französisch heißt eine σ-Algebra tribu.
Beispiel 13.1.1.8. In jeder Menge bilden die endlichen Teilmengen mitsamt ih-
ren Komplementen eine Mengenalgebra, die jedoch nur dann eine σ-Algebra ist,
wenn wir unsere Konstruktion in einer endlichen Menge durchführen. In jeder
Menge bilden die abzählbaren Teilmengen mitsamt ihren Komplementen eine σ-
Algebra.
Beispiel 13.1.1.9. Alle endlichen Vereinigungen von Intervallen bilden eine Men-
genalgebra von Teilmengen von R. Die abzählbaren Vereinigungen von Interval-
len bilden keine σ-Algebra von Teilmengen von R, da dieses Mengensystem nicht
unter dem Bilden von Komplementen stabil ist: Zum Beispiel ist die Menge der
rationalen Zahlen Q ⊂ R eine abzählbare Vereinigung von Intervallen, genau-
er von einpunktigen Intervallen, aber ihr Komplement R\Q ist keine abzählbare
Vereinigung von Intervallen.
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13.1.1.10. Ich benutze gerne wie in 4.7.7.18 erklärt für Vereinigungen das Symbol
t statt ∪, wenn ich andeuten will, daß die zu vereinigenden Teilmengen paarweise
disjunkt sein sollen.

Definition 13.1.1.11. Sei X = (X,M) ein Meßraum. Ein Maß oder genauer ein
nichtnegatives Maß auf X ist eine Abbildung µ : M → [0,∞] derart, daß gilt
µ(∅) = 0 und

µ

(⊔
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An)

für jede Folge (An)n∈N von paarweise disjunkten meßbaren Mengen, in Formeln
Mengen mit Ai ∩ Aj = ∅ für i 6= j. Diese Gleichheit ist in [0,∞] zu verstehen.
Die Summe auf der rechten Seite ist dabei zu verstehen als das Supremum über
alle

∑N
n=0 µ(An) mit N ∈ N und diese endlichen Summen hinwiederum sind zu

verstehen im offensichtlichen Monoid ([0,∞],+).

Lemma 13.1.1.12. Sei X = (X,M) ein Meßraum. Eine Abbildung µ : M →
[0,∞] ist genau dann ein Maß, wenn für jede abzählbare Familie (Ai)i∈N von
paarweise disjunkten meßbaren Mengen gilt

µ

(⊔
i∈N

Ai

)
=
∑
i∈N

µ(Ai)

mit der Summe auf der rechten Seite zu verstehen als das Supremum über alle
Teilsummen

∑
i∈E µ(Ai) für E ⊂ N endlich.

13.1.1.13. Die durch dieses Lemma gegebene äquivalente Charakterisierung von
Maßen scheint mir konzeptionell richtiger. Sie verwendet aber verschiedene we-
niger vertraute Konventionen und ist deshalb vielleicht weniger verständlich.

Beweis. Erfüllt eine Abbildung µ also die Bedingungen des Lemmas, so ist sie ein
Maß. In der Tat sind sowohl N = N als auchN = ∅ abzählbare Mengen. Genauer
ist die leere Menge in unseren Konventionen zwar nicht abzählbar unendlich, aber
wie jede andere endliche Menge durchaus abzählbar. Weiter ist in unseren Kon-
ventionen die Summe über eine die Familie von Elementen von ([0,∞],+) stets
Null. Andererseits erfüllt auch jedes Maß µ die Bedingungen des Lemmas. Wir
können nämlich ohne Beschränkung der Allgemeinheit N ⊂ N annehmen und
unsere Mengenfamilie (Ai)i∈N zu einer Mengenfolge (An)n∈N ergänzen durch
die Bedingung n 6∈ N ⇒ An = ∅ dann gilt

µ

(⊔
i∈N

Ai

)
= µ

(⊔
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An) =
∑
i∈N

µ(Ai)

wegen
⊔
i∈N Ai =

⊔
n∈NAn und den Eigenschaften eines Maßes.
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Definition 13.1.1.14. Ein Maßraum ist ein Tripel X = (X,M, µ) bestehend aus
einer Menge X , einer σ-AlgebraM⊂ P(X) und einem Maß µ :M→ [0,∞].

Ergänzung 13.1.1.15. Ein Maßraum, bei dem die ganze Menge Maß Eins hat,
heißt ein Wahrscheinlichkeitsraum. Mit diesem Wort geht meist eine eigene
Motivation, Intuition und Buchstabenwahl einher: Das Ziel ist dann nicht mehr
ein begrifflicher Rahmen zur Berechnung von Volumina und dergleichen, sondern
die mathematische Modellierung des Zufalls. Man notiert Wahrscheinlichkeits-
räume statt (X,M, µ) meist (Ω,A, P ) und denkt sich dabei Ω als eine völlig un-
strukturierte und von der speziell untersuchten Fragestellung unabhängige Menge
von „sich paarweise ausschließenden Möglichkeiten“. Das Maß P (A) mit P wie
„Probability“ denkt man sich dann als die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten
einer Möglichkeit aus A. Die meßbaren Teilmengen von Ω heißen auch Ereignis-
se. Ist jede einelementige Teilmenge von Ω meßbar, so mag man die Elemente der
Menge Ω Elementar-Ereignisse nennen.

Beispiele 13.1.1.16. Einfache Beispiele für Maße auf der gesamten Potenzmen-
ge einer beliebigen Menge X sind das Dirac-Maß δx an einem Punkt x ∈ X ,
gegeben durch

δx(A) =

{
1 x ∈ A;
0 sonst.

Des weiteren das Zählmaß ζ(A) = |A| ∈ N ∪ {∞}, das jeder Teilmenge die
Zahl ihrer Elemente zuordnet. Allgemeiner kann man für jede Menge X und jede
Abbildung f : X → [0,∞] wieder auf der gesamten Potenzmenge von X das
Maß A 7→

∑
x∈A f(x) betrachten, bei dem in gewisser Weise „jeder Punkt x ∈

X mit dem Faktor f(x) gewichtet wird“. Das vielleicht wichtigste Beispiel für
ein Maß ist das „Lebesgue-Maß“ auf den „topologisch meßbaren Mengen“ oder
„Borelmengen“ des Rn, dessen Konstruktion noch aussteht.

13.1.1.17. Sei X eine feste Menge. Sind M,N ⊂ P(X) zwei σ-Algebren, so
ist auch ihr SchnittM∩N eine σ-Algebra. Sogar ein beliebiger Schnitt von σ-
Algebren in X ist wieder eine σ-Algebra in X .

Definition 13.1.1.18. Ist E ⊂ P(X) irgendein System von Teilmengen einer
Menge X , so betrachten wir den Schnitt aller σ-Algebren, die E umfaßen. Dieser
Schnitt ist offensichtlich die kleinste σ-Algebra in X , die E umfaßt. Er heißt die
von E erzeugte σ-Algebra und wird σ(E) notiert.

13.1.1.19 (Diskussion des Konzepts einer σ-Algebra). Eine umgangssprachlich
„explizite“ Beschreibung für die von einem Mengensystem erzeugte σ-Algebra
zu geben, ist salopp gesprochen unmöglich, aber für uns im weiteren Verlauf die-
ser Vorlesung auch nicht relevant. Um Ihnen die Schwierigkeiten einer expliziten
Beschreibung zu zeigen, will ich erst einmal andeuten, wie es nicht geht. Man



13.1. MASS UND INTEGRAL 2127

könnte versucht sein, unser Mengensystem zunächst einmal zu ergänzen durch
das Hinzunehmen aller abzählbaren Vereinigungen. Dann durch Hinzunehmen al-
ler Komplementmengen solcher abzählbaren Vereinigungen. Dann wieder durch
Hinzunehmen aller abzählbaren Vereinigungen, und immer so weiter. Kriegt man
so jede Menge der von unserem Mengensystem erzeugten σ-Algebra in endlich
vielen Schritten? Eben nicht: Denn nun muß man auch noch die Vereinigungs-
mengen aller Mengenfolgen dazunehmen, bei denen die erste Menge nach einem
Schritt erhalten wurde, die zweite nach zwei Schritten und so weiter. Um die gan-
ze σ-Algebra zu beschreiben, muß man stattdessen mit transfiniter Induktion ar-
beiten, wie etwa im Beweis von Lemma 6.5.4.5 ausgeführt wird, und expliziter
wird’s nicht mehr.

13.1.1.20. Gegeben eine Menge X und ein Mengensystem E ⊂ P(X) gibt es
stets eine kleinste Topologie T ⊂ P(X), die E umfaßt, nämlich den Schnitt aller
Topologien, die E umfassen. Dieser Schnitt heißt die von E erzeugte Topologie.
Man kann diese Topologie explizit beschreiben, indem man erst die Gesamtheit S
aller endlichen Schnitte von Mengen aus E betrachtet und dann beliebige Vereini-
gungen von Mengen aus S bildet. In der Tat ist das so entstehende Mengensystem
schon automatisch stabil unter endlichen Schnitten und beliebigen Vereinigungen.

13.1.1.21. Man beachte den Kontrast zwischen der von einem Mengensystem er-
zeugten Topologie, die recht explizit angegeben werden kann, und der von einem
Mengensystem erzeugten σ-Algebra. Der Ursprung dieser Diskrepanz liegt darin,
daß die Potenzmenge einer endlichen Menge stets wieder endlich ist, die Potenz-
menge einer abzählbaren Menge aber im allgemeinen nicht abzählbar. Man könn-
te aber das kleinste Mengensystem, das ein vogegebenes Mengensystem umfaßt
und stabil ist unter abzählbaren Schnitten und beliebigen Vereinigungen, ebenso
explizit angeben wie die von einem Mengensystem erzeugte Topologie.

Definition 13.1.1.22. Die von den offenen Mengen eines metrischen oder allge-
meiner eines topologischen RaumsX erzeugte σ-Algebra nennen wir die σ-Alge-
bra der topologisch meßbaren Teilmengen oder auch der Borelmengen von X
oder auch die borelsche σ-Algebra und notieren sie

Borel(X)

Unter einem topologischen Maß verstehen wir ein Maß auf der σ-Algebra aller
topologisch meßbaren Mengen eines topologischen Raums. Ein Borelmaß auf
einem topologischen Raum definieren wir als ein topologisches Maß, das auf allen
abgeschlossenen Kompakta endliche Werte annimmt.

13.1.1.23. In einem Hausdorffraum ist nach 17.6.2.12 jedes Kompaktum abge-
schlossen.
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13.1.1.24 (Diskussion der Terminologie). Das Zählmaß aufR ist in unserem Sin-
ne ein topologisches Maß, aber kein Borelmaß. Für den Begriff eines Borelmaßes
sind jedoch auch viele andere Bedeutungen in der Literatur verbreitet.

Ergänzung 13.1.1.25. Auch ohne die Kontinuumshypothese vorauszusetzen kann
man zeigen, daß jede überabzählbare Borelmenge in R bereits in Bijektion zu
ganz R ist. Wie das genau geht, können Sie etwa in der Mengenlehre lernen.

13.1.1.26. Natürlich sind mit unserer Definition auch alle abgeschlossenen Men-
gen topologisch meßbar. Für jede Borelmenge A ⊂ Rn und beliebiges a ∈ Rn ist
weiter auch die verschobene Menge a+ A eine Borelmenge.

Definition 13.1.1.27. Ein topologisches Maß aufRn heißt translationsinvariant,
wenn für beliebiges a ∈ Rn und jede Borelmenge A ⊂ Rn gilt λ(a+A) = λ(A).

Satz 13.1.1.28 (Charakterisierung des Lebesguemaßes). Es gibt auf dem Rn
genau ein translationsinvariantes topologisches Maß λ, das dem Einheitswürfel
das Maß Eins zuordnet λ([0, 1]n) = 1.

13.1.1.29. Dieses Maß λ heißt das Lebesgue-Maß auf dem Rn. Wenn wir zum
Ausdruck bringen wollen, welches n gemeint ist, notieren wir es auch λn. Die
zweite Bedingung an unser Lebesguemaß nennen wir seine Normierung. In die-
ser Terminologie können wir also das Lebesguemaß charakterisieren als das ein-
deutig bestimmte normierte translationsinvariante Maß auf den Borelmengen des
Rn. Anschaulich ordnet λ jeder Borelmenge A ⊂ Rn ihr Volumen oder Maß
λ(A) ∈ [0,∞] zu. Der Nachweis der Eindeutigkeit wird dem Leser als Übung
13.1.2.35 und 13.1.2.36 überlassen. Die Existenz zeigen wir für n = 1 im folgen-
den Abschnitt in Bemerkung 13.1.2.13 und für beliebiges n in 13.1.7.3.

13.1.1.30 (Diskussion der Terminologie). Viele Autoren verstehen unter dem
Lebesguemaß abweichend die „Vervollständigung“ im Sinne von 13.1.3.2 des hier
beschriebenen Maßes. Wenn es auf derlei Feinheiten ankommt, mag man das in
Satz 13.1.1.28 beschriebene Maß genauer das „Lebesguemaß auf den Borelmen-
gen“ nennen.

Satz 13.1.1.31 (Regularität des Lebesguemaßes). Für das Lebesguemaß λ auf
dem Rn und jede Borelmenge A ⊂ Rn gilt

λ(A) = inf
U⊃A

U offen in Rn
λ(U) = sup

K⊂A
K kompakt

λ(K)

13.1.1.32. Dieser Satz wird in 13.1.10.1 gezeigt. Er deutet eine mögliche Kon-
struktion des Lebesgue-Maßes λ auf dem Rn an: Um das Lebesguemaß einer Bo-
relmengeA ⊂ Rn zu bestimmen können, wir beginnen mit dem Fall endlicher dis-
junkter Vereinigungen von Produkten von Intervallen. Solche „Quadermengen“
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haben noch ein anschauliches Volumen. Dann wird für U offen der Wert λ(U)
definiert als das Supremum über die Volumina aller in U enthaltenen Quader-
mengen, und schließlich erhält man das Maß λ(A) einer beliebigen Borelmenge
A ⊂ Rn als Infimum von λ(U) über alle offenen U , die A umfassen. Diese Be-
schreibung von λ(A) ähnelt unserer definitiven Konstruktion des Lebesguemaßes.
Die wesentliche Schwierigkeit ist, zu zeigen, daß die so konstruierte Abbildung
von den Borelmengen in die um∞ erweiterten nichtnegativen reellen Zahlen auch
tatsächlich ein Maß ist.

13.1.1.33. Wir wollen uns zur besseren Motivation sofort überlegen, daß es schon
im Fall n = 1 keinen vernünftigen Volumenbegriff für beliebige Teilmengen des
Rn geben kann.

Lemma 13.1.1.34. Es gibt kein Maß λ : P(R)→ [0,∞] auf der σ-Algebra aller
Teilmengen von R, das translationsinvariant und normiert ist.

Erster Beweis, mit etwas Algebra. Wir argumentieren durch Widerspruch. Gäbe
es solch ein Maß, so fänden wir auch ein „rotationsinvariantes“ Wahrscheinlich-
keitsmaß auf der Kreislinie mit allen Teilmengen als meßbaren Mengen, in For-
meln

µ : P(S1)→ [0,∞]

mit µ(zB) = µ(B) für alle z ∈ S1, B ⊂ S1 und mit µ(S1) = 1. Wir können etwa
µ(B) := λ(ϕ−1B) setzen für ϕ : [0, 1)

∼→ S1 gegeben durch ϕ(t) := exp(2πit).
Ist nun z ∈ S1 keine Einheitswurzel, so sind seine Potenzen zn für n ∈ Z paarwei-
se verschieden. Ist dann B ⊂ S1 ein Repräsentantensystem für die Nebenklassen
der von z erzeugten Untergruppe 〈z〉 ⊂ S1, so liefert die Multiplikation eine Bi-
jektion 〈z〉 ×B ∼→ S1. In andern Worten haben wir eine disjunkte Zerlegung

S1 =
⊔
n∈Z

znB

Es folgt 1 = µ(S1) =
∑

n∈Z µ(znB) =
∑

n∈Z µ(B) und das kann weder für
µ(B) = 0 noch für µ(B) > 0 gelten. Widerspruch!

Zweiter Beweis, mit wenig Algebra. Wir werden eine Teilmenge A ⊂ R und Fol-
gen rn und qn reeller Zahlen konstruieren derart, daß gilt:

1. Die Mengen rn + A sind paarweise disjunkt und alle in [0, 3] enthalten.

2. Die Mengen qn + A überdecken R.

Für unsere Menge A müßte also gleichzeitig gelten∑∞
n=0 λ(A) =

∑∞
n=0 λ(rn + A) ≤ λ([0, 3]) ≤ 3λ([0, 1]) = 3∑∞

n=0 λ(A) =
∑∞

n=0 λ(qn + A) ≥ λ(R) ≥
∑∞

n=0 λ(2n+ [0, 1]) =∞
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und dieser Widerspruch zeigt dann das Lemma. Um unsere Menge A zu konstru-
ieren, wählen wir mithilfe von 3.1.9.20 eine Teilmenge I ⊂ R derart, daß {1} ∪ I
eine Q-Basis von R ist, und betrachten den von I erzeugten Q-Untervektorraum
〈I〉Q ⊂ R und die Menge A = 〈I〉Q ∩ [0, 2]. Für jede Folge rn von paarweise
verschiedenen rationalen Zahlen aus [0, 1] sind dann die rn + A paarweise dis-
junkt und in [0, 3] enthalten. Andererseits finden wir auch für alle n ∈ Z ein
bn ∈ 〈I〉Q ∩ [n− 1, n], es folgt 〈I〉Q =

⋃
bn + A und dann

R =
⋃

q∈Q, n∈Z

q + bn + A

Ergänzung 13.1.1.35. Es kommt sogar noch schlimmer: Nach Banach und Tarski
ist es möglich, die abgeschlossene Einheitskugel im R3 so in sechs paarweise dis-
junkte Teilmengen zu zerlegen, daß sich diese Teilmengen geeignet verschoben
und im Raum gedreht ohne Überlappungen zu zwei Einheitskugeln zusammen-
fügen lassen. Das ist das sogenannte Banach-Tarski-Paradoxon. Die fraglichen
sechs Teilmengen sind dann natürlich nicht alle meßbar.

Übungen

Übung 13.1.1.36. Man zeige, daß die offenen Intervalle mit rationalen Endpunk-
ten die σ-Algebra aller Borelmengen der reellen Zahlengeraden erzeugen.
Übung 13.1.1.37. Gegeben ein Maßraum und darin eine aufsteigende Folge meß-
barer Mengen A0 ⊂ A1 ⊂ . . . zeige man

µ

(
∞⋃
n=0

An

)
= lim

n→∞
µ(An)

Hinweis: Man schreibe die fragliche Vereinigung als die disjunkte Vereinigung
der An+1\An.
Übung 13.1.1.38. Gegeben ein Maßraum und darin eine absteigende Folge meß-
barer Mengen endlichen Maßes A0 ⊃ A1 ⊃ . . . zeige man

µ

(
∞⋂
n=0

An

)
= lim

n→∞
µ(An)

Man zeige auch durch ein Gegenbeispiel, daß das nicht mehr gelten muß, wenn
alle Mengen unserer Folge unendliches Maß haben.
Übung 13.1.1.39 (Vorbereitungen zum Beweis des Satzes von Fubini). Seien
X eine Menge und A ⊂ P(X) eine Mengenalgebra. Man zeige: (1) Genau dann
ist A eine σ-Algebra, wenn A stabil ist unter abzählbaren disjunkten Vereinigun-
gen. (2) Genau dann ist A eine σ-Algebra, wenn A stabil ist unter abzählbaren
aufsteigenden Vereinigungen im Sinne von 13.1.2.19.
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Übung 13.1.1.40. Konstruieren Sie in R eine offene dichte Teilmenge von endli-
chem Lebesguemaß.

Übung 13.1.1.41 (Restriktion von Maßen). Ist (X,M, µ) ein Maßraum undA ⊂
X eine meßbare Teilmenge, so bilden die in A enthaltenen meßbaren Mengen
von X eine σ-AlgebraM|A ⊂ P(A) und die Einschränkung von µ ist ein Maß
µ : M|A → [0,∞], das wir je nach Kontext auch ausführlicher µ|A oder µ|A
oder i!µ notieren für i : A ↪→ X die Einbettung. Wir nennen (A,M|A, µ|A) den
induzierten Maßraum.

Übung 13.1.1.42 (Verkleben von Maßen). Sei ein Meßraum X die Vereinigung
einer Folge Xn meßbarer Teilmengen. Sei auf jeder unserer Teilmengen Xn ein
Maß µn gegeben derart, daß gilt µn|(Xn ∩ Xm) = µm|(Xn ∩ Xm) für alle m,n.
Man zeige, daß es dann genau ein Maß µ auf X gibt mit µn = µ|Xn für alle n.

Ergänzende Übung 13.1.1.43. Seien X ein Meßraum und µi eine Folge von end-
lichen Maßen derart, daß für jedes meßbare A ⊂ X die Folge der µi(A) monoton
wachsend und beschränkt ist. So wird durch die Formel µ(A) := limi→∞ µi(A)
ein weiteres Maß auf X erklärt.

Übung 13.1.1.44. Ist A0, A1, . . . eine Folge von Mengen aus einer σ-Algebra, so
gehört auch die Menge

lim supAn := {x | x ∈ An für unendlich viele n}

zu unserer σ-Algebra. Man nennt sie den Limes superior unserer Mengenfolge.

13.1.2 Konstruktion des Lebesguemaßes auf R
Definition 13.1.2.1. Ein System von Teilmengen einer gegebenen Menge heißt
ein Mengenring, wenn es stabil ist unter dem Bilden von endlichen Vereinigun-
gen und von Differenzmengen. In Formeln ausgedrückt ist ein System von Teil-
mengen I ⊂ P(X) einer Menge X also ein Mengenring, wenn gilt:

1. ∅ ∈ I;

2. A,B ∈ I ⇒ (A ∪B) ∈ I;

3. A,B ∈ I ⇒ (B\A) ∈ I.

13.1.2.2. Daß unsere Definition in Worten und unsere Definition in Formeln gleich-
bedeutend sind, erkennt man wie in 13.1.1.3. Ein Mengensystem A ⊂ P(X) ist
eine Mengenalgebra genau dann, wenn A ein Mengenring ist mit X ∈ A.
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13.1.2.3 (Diskussion der Terminologie). Identifiziert man P(X) mit der Menge
Ens(X,F2) aller Abbildungen von X in den zweielementigen Körper, indem man
jeder Menge ihre Indikatorfunktion zuordnet, so entsprechen unsere Mengenringe
I ⊂ P(X) genau den „nicht-unitären Teilringen“ oder in unserer Terminologie
den Z-Unteralgebren von Ens(X,F2). Unsere Mengenalgebren A ⊂ P(X) da-
hingegen entsprechen den „unitären Teilringen“, die wir in unserer Terminologie
6.2.2.1 schlicht Teilringe nennen. Ich komme nicht umhin, hier einen Zusammen-
stoß kollidierender Begriffswelten zu konstatieren.

Definition 13.1.2.4. Seien X eine Menge und I ⊂ P(X) ein Mengenring. Eine
Abbildung µ : I → [0,∞] heißt ein Prämaß auf I oder gleichbedeutend σ-
additiv, wenn gilt µ(∅) = 0 und wenn für jede Folge (An)n∈N paarweise disjunk-
ter Mengen aus unserem Mengenring mit der Eigenschaft, daß ihre Vereinigung
wieder zu unserem Mengenring gehört

⊔
n∈NAn ∈ I, gilt

µ

(⊔
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An)

13.1.2.5 (Alternative Definition der σ-Additivität). Unsere Forderungen an ein
Prämaß auf einem Mengenring I sind gleichbedeutend zur Bedingung, daß für
jede abzählbare Familie (An)n∈N von paarweise disjunkten Mengen aus I, deren
Vereinigung wieder zu I gehört, gilt

µ

(⊔
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An)

Man zeigt das wie im Fall von Maßen 13.1.1.12.

13.1.2.6 (Eigenschaften von Prämaßen). Seien X eine Menge und I ⊂ P(X)
ein Mengenring und µ : I → [0,∞] ein Prämaß. Gegeben A,B ∈ I mit B ⊃ A
folgt µ(B) ≥ µ(A), es gilt ja sogar genauer µ(B) = µ(A) + µ(B\A). Gegeben
A0, . . . , An ∈ I nicht notwendig paarweise disjunkt gilt weiter

µ

(
n⋃
i=0

Ai

)
≤

n∑
i=0

µ(Ai)

In der Tat können wir Bi := Ai\(Ai−1 ∪ . . . ∪ A0) betrachten und finden damit⋃n
i=0Ai =

⊔n
i=0 Bi. Ist schließlich (Ai)i∈N ein Folge in I mit

⋃∞
i=0Ai in I, so

folgt in derselben Weise

µ

(
∞⋃
i=0

Ai

)
=
∞∑
i=0

µ(Bi) ≤
∞∑
i=0

µ(Ai)



13.1. MASS UND INTEGRAL 2133

Lemma 13.1.2.7 (Ein Prämaß zum Lebesguemaß). Auf dem Mengenring aller
endlichen Vereinigungen von beschränkten Intervallen I ⊂ P(R) gibt es genau
ein Prämaß λ derart, daß für jedes nichtleere beschränkte Intervall I ⊂ R gilt

λ(I) = sup I − inf I

Beweis. Gegeben A ∈ I betrachten wir die bis auf Reihenfolge eindeutige Dar-
stellung A = I1 ∪ . . . ∪ Ir von A als disjunkte Vereinigung der maximalen in A
enthaltenen Intervalle und müssen setzen

λ(A) = λ(I1) + . . .+ λ(Ir)

Das zeigt die Eindeutigkeit. Es gilt nur noch zu zeigen, daß für A :=
⊔
n∈NAn

eine disjunkte Vereinigung mit A,An ∈ I gilt

λ(A) =
∑
n∈N

λ(An)

Offensichtlich gilt schon einmal λ(BtC) = λ(B)+λ(C) für B,C ∈ I disjunkt.
Wir setzen nun Bn := A\(A0 t . . . t An). Dann gilt Bn ∈ I und B0 ⊃ B1 ⊃ . . .
sowie

⋂
n∈NBn = ∅. Es reicht, wenn wir folgern

lim
n→∞

λ(Bn) = 0

Wären unsere Bn kompakt, so folgte mit 12.4.1.13 bereits Bn = ∅ für fast alle n
und wir wären fertig. Der Rest des Beweises besteht darin, zu zeigen, daß wir sa-
lopp gesprochen beliebig nah an dieser Situation sind. Sei genauer ε > 0 beliebig.
Wir finden für jedes n ein kompaktes Cn ∈ I mit Cn ⊂ Bn und

λ(Bn\Cn) ≤ 2−nε

Jetzt betrachten wir Dn := C0 ∩ . . . ∩ Cn. Auch die Dn sind kompakt, es gilt
Dn ⊂ Cn ⊂ Bn und zusätzlich haben wir nach Konstruktion D0 ⊃ D1 ⊃ . . . Wir
zeigen nun λ(Bn\Dn) ≤ 2ε für alle n. In der Tat gilt ja

Bn\Dn =
n⋃
k=0

Bn\Ck ⊂
n⋃
k=0

Bk\Ck

und folglich

λ(Bn\Dn) ≤
n∑
k=0

λ(Bk\Ck) ≤
n∑
k=0

2−kε ≤ 2ε

Nun folgt aber aus
⋂
n∈NDn = ∅ und der Kompaktheit der Dn und 12.4.1.13

bereits DN = ∅ für ein N . Damit ergibt sich λ(Bn) ≤ 2ε für n ≥ N .
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13.1.2.8. Eine Funktion f : R → R heißt linksseitig stetig, wenn für alle x ∈ R
gilt limy↗x f(y) = f(x).

Lemma 13.1.2.9 (Stieltjes-Prämaße). Sei f : R → R monoton wachsend und
linksseitig stetig. So gibt es auf dem Mengenring I aller endlichen Vereinigun-
gen beschränkter Intervalle der Gestalt [a, b) genau ein Prämaß λ = df mit
λ([a, b)) = f(b)− f(a) für alle a, b ∈ R mit a < b.

Beweis. Wir können den Beweis des vorhergehenden Lemmas 13.1.2.7 im we-
sentlichen übernehmen. Im hier betrachteten Mengenring ist allerdings ∅ das ein-
zige Kompaktum. Stattdessen suchen wir nun Elemente Cn ∈ I mit C̄n ⊂ Bn

und λ(Bn\Cn) ≤ 2−nε. Wir finden solche Cn aufgrund unserer Annahme, daß f
linksseitig stetig sein soll. Dann argumentieren wir wie zuvor und folgernDN = ∅
für hinreichend großes N aus

⋂
n∈N C̄n = ∅. Die C̄n sind ja schließlich kompakt

und wir können wieder 12.4.1.13 anwenden.

Definition 13.1.2.10. Eine Teilmenge eines Raums mit Prämaß heißt σ-endlich,
wenn sie sich durch eine abzählbare Familie von Mengen endlichen Maßes aus
dem entsprechenden Mengenring überdecken läßt. Ein Prämaß heißt σ-endlich,
wenn der ganze Raum in diesem Sinne σ-endlich ist.

Satz 13.1.2.11 (Maßfortsetzung nach Caratheodory). Gegeben eine Menge X ,
ein Mengenring I ⊂ P(X) und ein σ-endliches Prämaß µ : I → [0,∞] existiert
genau eine Fortsetzung von µ zu einem Maß auf der von I erzeugten σ-Algebra
σ(I).

13.1.2.12. Sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit von Maßfortsetzungen
unter den gegebenen Voraussetzungen sind zentrale Aussagen der Maßtheorie.
Der Beweis des Maßfortsetzungssatzes wird nach einigen Vorbereitungen direkt
vor 13.1.2.27 geführt werden.

13.1.2.13 (Lebesguemaß aufR). In 13.1.2.7 haben wir auf dem Mengenring aller
endlichen Vereinigungen beschränkter reeller Intervalle ein translationsinvariantes
Prämaß konstruiert, das dem abgeschlossenen Einheitsintervall den Wert Eins zu-
weist. Mit dem Satz über Maßfortsetzungen 13.1.2.11 folgt sofort die in 13.1.1.28
behauptete Existenz eines normierten translationsinvarianten topologischen Ma-
ßes auf der reellen Zahlengeraden. Den Nachweis der Eindeutigkeit in 13.1.1.28
überlassen wir dem Leser als Übung 13.1.2.35.

13.1.2.14. Gegeben Maße µ, ν auf demselben Meßraum (X,M) sagen wir, µ sei
größergleich ν und schreiben µ ≥ ν, wenn gilt µ(A) ≥ ν(A) ∀A ∈ M. Unter
einer größten Maßfortsetzung eines Prämaßes auf einem Mengenring verste-
hen wir das in dieser Teilordnung größte Maß auf der von unserem Mengenring
erzeugten σ-Algebra, das unser Prämaß fortsetzt. Als größtes Element einer teil-
geordneten Menge ist so eine größte Maßfortsetzung eindeutig, wenn sie existiert.
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Proposition 13.1.2.15 (Konstruktion der größten Maßfortsetzung). Gegeben
eine Menge X , ein Mengenring I ⊂ P(X) und ein Prämaß µ : I → [0,∞]
existiert eine größte Fortsetzung von µ zu einem Maß µ∗ auf der von I erzeugten
σ-Algebra σ(I) und der Wert dieser größten Maßfortsetzung wird für alle M ∈
σ(I) gegeben durch

µ∗(M) = inf

{
∞∑
n=0

µ(An)

∣∣∣∣∣ (An)n∈N ist eine Folge in I mit M ⊂
⋃

An

}

13.1.2.16. Ich erinnere hier an unsere Konvention, nach der das Infimum der lee-
ren Menge das Element∞ ∈ R̄ ist. Der Beweis der Proposition wird im Anschluß
an den Beweis des Zerlegerlemmas 13.1.2.25 gegeben. Wir zeigen darin nur noch,
daß die Formel in der Proposition auch wirklich eine Maßfortsetzung liefert. Daß
diese Maßfortsetzung die größte Maßfortsetzung sein muß, ist dann eh klar.
13.1.2.17. Ist unser Prämaß nicht σ-endlich, so muß die größte Maßfortsetzung
nicht die einzige Maßfortsetzung sein. Als erstes Beispiel betrachte man in einer
nichtleeren Menge den Mengenring, der nur aus der leeren Menge besteht. Als
etwas feineres Beispiel betrachte man den Mengenring aller endlichen Teilmen-
gen von R und darauf das Prämaß, das jeder endlichen Menge die Null zuordnet.
Die von unserem Mengenring erzeugte σ-Algebra besteht aus allen Teilmengen
von R, die entweder abzählbar sind oder abzählbares Komplement haben, und
die möglichen Fortsetzungen unseres Prämaßes sind alle die Abbildungen, die al-
len abzählbaren Mengen die Null zuordnen und allen Komplementen abzählbarer
Mengen ein beliebiges aber festes Element von [0,∞]. Die größte Fortsetzung
kann im übrigen auch charakterisiert werden als die eindeutig bestimmte Fort-
setzung, die allen den Mengen von σ(I) das Maß Unendlich zuordnet, die nicht
in einer abzählbaren Vereinigung von Mengen endlichen Maßes aus I enthalten
sind.

Definition 13.1.2.18. Seien X eine Menge und N ⊂ P(X) eine σ-Algebra. Ein
äußeres Maß auf N ist eine Abbildung α : N → [0,∞] derart, daß aus Y ⊂ Z
folgt α(Y ) ≤ α(Z) und daß gilt α(∅) = 0 und daß für jede Folge (Yn)n∈N von
Mengen aus unserer σ-Algebra N gilt

α

(⋃
n∈N

Yn

)
≤
∑
n∈N

α(Yn)

Die erste Bedingung nennen wir die Monotonie, die zweite die σ-Subadditivität.

13.1.2.19. Wir werden in diesem Text äußere Maße fast nur auf der gesamten
Potenzmenge einer vorgegebenen Menge betrachten. Nach den in 13.1.2.6 sogar
für Prämaße gezeigten Abschätzungen ist jedes Maß auch ein äußeres Maß.
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Lemma 13.1.2.20 (Konstruktion äußerer Maße). Gegeben eine Menge X , ein
Mengensystem E ⊂ P(X) mit ∅ ∈ E und eine Abbildung µ : E → [0,∞] mit
µ(∅) = 0 erhalten wir ein äußeres Maß µ∗ : P(X)→ [0,∞] durch die Vorschrift

µ∗(Y ) := inf

{∑
n∈N

µ(An)

∣∣∣∣∣ (An)n∈N ist Folge in E mit Y ⊂
⋃

An

}
13.1.2.21. Die Bedingungen ∅ ∈ E und µ(∅) = 0 könnten unterdrückt werden,
wenn wir statt mit Folgen allgemeiner mit abzählbaren Familien arbeiten würden,
was ja nach unseren Konventionen die leere Familie mit einschließt. Mir schi-
en aber hier das Arbeiten mit Folgen vom didaktischen Standpunkt aus so viel
günstiger, daß ich diese Unnatürlichkeit der Darstellung dafür in Kauf genommen
habe.

Beweis. Es ist klar, daß µ∗ die von einem äußeren Maß geforderte Monotonie
hat. Es bleibt, die σ-Subadditivität zu zeigen. Es reicht, die fragliche Abschätzung
für jede Folge (Yn)n∈N von Teilmengen Yn ⊂ X mit µ∗(Yn) < ∞ ∀n ∈ N
nachzuweisen. Sei dazu ε > 0 beliebig. Wir finden für jedes n ∈ N eine Folge
(Ain)i∈N in E mit Yn ⊂

⋃
i∈NA

i
n und

µ∗(Yn) ≤
∑
i∈N

µ(Ain) ≤ µ∗(Yn) + ε/2n

Dann gilt aber
⋃
Yn ⊂

⋃
i,nA

i
n und aus der Definition von µ∗ folgern wir

µ∗
(⋃

Yn

)
≤
∑
i,n

µ(Ain) ≤
∑
n∈N

µ∗(Yn) + 2ε

Da das nun gilt für alle ε > 0, ist µ∗ auch σ-subadditiv.

Lemma 13.1.2.22 (Ausdehnen von Prämaß zu äußerem Maß). Gegeben eine
Menge X , ein Mengenring I ⊂ P(X) und ein Prämaß µ : I → [0,∞] stimmt
das in 13.1.2.20 konstruierte äußere Maß µ∗ auf dem vorgegebenen Mengenring
I mit dem vorgegebenen Prämaß µ überein, in Formeln

µ∗(A) = µ(A) ∀A ∈ I

Beweis. Die Abschätzungen µ∗(A) ≤ µ(A) ∀A ∈ I folgen daraus, daß jede
MengeA sich selber überdeckt. Wir müssen also nur noch µ(A) ≤ µ∗(A) ∀A ∈ I
zeigen. Es reicht zu zeigen µ(A) ≤ µ∗(A) + ε ∀ε > 0. Für jedes ε > 0 finden wir
aber eine Folge An in I mit A ⊂

⋃
An und

∑∞
n=0 µ(An) ≤ µ∗(A) + ε. Indem wir

An verkleinern zu An\(An−1 ∪ . . . ∪ A0), dürfen wir hier sogar die Fogenglieder
paarweise disjunkt annehmen. Wegen A =

⊔
n∈N(A ∩ An) erhalten wir dann wie

gewünscht

µ(A) =
∑

µ(A ∩ An) ≤
∑

µ(An) ≤ µ∗(A) + ε
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13.1.2.23. Gegeben eine feste Menge X und eine Teilmenge A ⊂ X verwenden
wir im folgenden für das Komplement von A die Abkürzung Ac := X\A.

Definition 13.1.2.24. Seien X eine Menge und α ein äußeres Maß auf P(X).
Eine Teilmenge A ⊂ X heißt α-meßbar oder auch ein α-Zerleger, wenn für jede
Teilmenge Y ⊂ X gilt

α(Y ) = α(Y ∩ A) + α(Y ∩ Ac)

Lemma 13.1.2.25 (Zerleger-Lemma). Gegeben eine Menge X und ein äußeres
Maß α : P(X) → [0,∞] auf ihrer Potenzmenge ist das System Z ⊂ P(X) aller
α-Zerleger eine σ-Algebra und α ist ein Maß auf Z .

Ergänzung 13.1.2.26. Ist allgemeiner X eine Menge und α ein äußeres Maß auf
einer σ-AlgebraN ⊂ P(X), so definieren wir analog das System Z ⊂ N derN -
α-Zerleger. Derselbe Beweis zeigt, daß auch diese Zerleger eine σ-Algebra bilden
und daß unser äußeres Maß zu einem Maß auf Z einschränkt.

Beweis. Zunächst einmal zeigen wir, daß Z eine Mengenalgebra ist. Sicher gilt
∅ ∈ Z , und aus A ∈ Z folgt Ac ∈ Z . Wir müssen nun noch zeigen, daß aus
A,B ∈ Z folgt A ∩ B ∈ Z . Sei dazu Y ⊂ X beliebig. Es gilt, für α-Zerleger A
und B zu zeigen

α(Y ) = α(Y ∩ (A ∩B)) + α(Y ∩ (A ∩B)c)

Da A und B schon α-Zerleger sind, finden wir aber in der Tat

α(Y ∩ (A ∩B)c) + α(Y ∩ A ∩B) = α(Y ∩ (A ∩B)c ∩ A)
+ α(Y ∩ (A ∩B)c ∩ Ac)

+ α(Y ∩ A ∩B)

= α(Y ∩Bc ∩ A)
+ α(Y ∩ Ac)

+ α(Y ∩ A ∩B)

= α(Y ∩ A) + α(Y ∩ Ac) = α(Y )

Also ist Z schon mal eine Mengenalgebra. Als nächstes zeigen wir, daß Z auch
stabil ist unter abzählbaren disjunkten Vereinigungen und damit eine σ-Algebra.
Sind zunächst einmal A,B ∈ Z disjunkt, so gilt

α(Y ∩ (A tB)) = α(Y ∩ A) + α(Y ∩B)

für beliebiges Y ⊂ X , denn unter der Voraussetzung A ∩ B = ∅ können wir
schreiben Y ∩A = Y ∩ (A tB) ∩A und Y ∩B = Y ∩ (A tB) ∩Ac. Induktiv
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folgt für A0, . . . , An ∈ Z paarweise disjunkt und Y ⊂ X beliebig die Gleichheit

α(Y ∩ (A0 t . . . t An)) =
n∑
ν=0

α(Y ∩ Aν)

Haben wir also eine Folge (Aν) von paarweise disjunkten Zerlegern mit Vereini-
gung A :=

⊔
ν∈NAν gegeben, so gilt für jede Teilmenge Y ⊂ X aufgrund der

Monotonie unseres äußeren Maßes die Abschätzung

α(Y ) = α(Y ∩ (A0 t . . . t An)c) + α(Y ∩ (A0 t . . . t An))

≥ α(Y ∩ Ac) +
∑n

ν=0 α(Y ∩ Aν)

Im Grenzwert n→∞ ergibt sich so die erste Ungleichung der Ungleichungskette

α(Y ) ≥ α(Y ∩ Ac) +
∞∑
ν=0

α(Y ∩ Aν) ≥ α(Y ∩ Ac) + α(Y ∩ A) ≥ α(Y )

Die anderen beiden Ungleichungen folgen aus der σ-Subadditivität unseres äuße-
ren Maßes. Damit haben wir überall Gleichheit und A ist auch ein Zerleger und
Z eine σ-Algebra. Setzen wir in unserer Ungleichungskette Y = A, so folgt hin-
wiederum die σ-Additivität von α : Z → [0, 1]. Also ist α in der Tat ein Maß auf
der σ-Algebra Z aller Zerleger.

Beweis zur größten Maßfortsetzung. Seien I ein Mengenring, µ : I → [0,∞]
ein Prämaß auf I und µ∗ : P(X) → [0,∞] das in 13.1.2.22 konstruierte äußere
Maß. Um Proposition 13.1.2.15 zur Konstruktion der größten Maßfortsetzung aus
dem Zerlegerlemma 13.1.2.25 abzuleiten, müssen wir nur noch zeigen, daß I aus
µ∗-Zerlegern besteht. Für jedes äußere Maß auf P(X) und beliebige A, Y ⊂ X
gilt per definitionem

µ∗(Y ) ≤ µ∗(Y ∩ A) + µ∗(Y ∩ Ac)

Wir müssen für A ∈ I und beliebiges Y ⊂ X auch die andere Ungleichung
zeigen. Das ist nur im Fall µ∗(Y ) <∞ problematisch. Unter dieser Voraussetzung
finden wir aber für beliebiges ε > 0 eine Folge (Bn) in I mit Y ⊂

⋃
nBn und

µ∗(Y ) + ε ≥
∑∞

n=0 µ(Bn)

≥
∑∞

n=0 µ(Bn ∩ A) + µ(Bn ∩ Ac)
≥ µ∗(Y ∩ A) + µ∗(Y ∩ Ac)

Da das für alle ε > 0 gilt, folgt die andere Ungleichung

µ∗(Y ) ≥ µ∗(Y ∩ A) + µ∗(Y ∩ Ac)

und damit die Gleichheit. Also besteht I in der Tat aus µ∗-meßbaren Mengen und
die Proposition 13.1.2.15 ist bewiesen.
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Beweis des Maßfortsetzungssatzes von Caratheodory 13.1.2.11. Die Existenz ei-
ner Maßfortsetzung haben wir bereits als Proposition 13.1.2.15 gezeigt und nur
die Eindeutigkeit ist noch zu zeigen. Sei dazu ν eine zweite Fortsetzung. Es gilt
zu zeigen µ(C) = ν(C) für alle C ∈M. Aus der Konstruktion von µ in 13.1.2.15
folgt bereits ν(C) ≤ µ(C). Da wir unser Prämaß σ-endlich angenommen hatten,
gibt es jedoch eine aufsteigende Folge A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ . . . in I mit

⋃
An = X

und µ(An) <∞ ∀n. Wir müssen nur für alle n die Gleichungen

µ(C ∩ An) = ν(C ∩ An)

zeigen, dann ergibt sich µ(C) = ν(C) im Grenzwert n→∞. Wie bereits erwähnt
gilt jedoch ν(C ∩ An) ≤ µ(C ∩ An) und ganz genauso auch ν(Cc ∩ An) ≤
µ(Cc ∩ An), und da die Summe dieser Ungleichungen die Gleichung ν(An) =
µ(An) liefert, müssen unsere Ungleichungen beide schon Gleichungen gewesen
sein.

Proposition 13.1.2.27 (Maße und ihre Integrale). Gegeben Intervall I ⊂ R̄ mit
(sup I) 6∈ I alias ein „nach oben offenes Intervall“ und ein Punkt p ∈ I erhalten
wir eine Bijektion

{Borelmaße auf I} ∼→


Monoton wachsende

linksseitig stetige Funktionen
f : I → R mit f(p) = 0


µ 7→

(
fµ : x 7→

{
µ[p, x) falls x ≥ p;
−µ[x, p) falls x ≤ p.

})
13.1.2.28. Die Umkehrabbildung zur Bijektion aus unserer Proposition notieren
wir f 7→ df . Das Maß df heißt auch das Stieltjes-Maß zu f . Insbesondere no-
tieren wir das Lebesguemaß auf R auch dx für x = id : R→ R.

Beweis. Man prüft leicht, daß unsere Abbildungsvorschrift µ 7→ fµ in der Tat ei-
ne Abbildung zwischen den im Satz beschriebenen Mengen liefert. Es gilt, eine
Umkehrabbildung zu konstruieren. Zunächst nehmen wir I = R an, betrachten
zu f monoton wachsend linksseitig stetig das in 13.1.2.9 konstruierte Prämaß df
und erweitern es mit dem Maßfortsetzungssatz zu einem Maß df auf den Bo-
relmengen. Das so konstruierte Maß µ = µf hat offensichtlich die Eigenschaft
f = fµ + f(p). Gehen wir andererseits von µ aus, so stimmt das Maß dfµ auf
einem erzeugenden Mengenring der borelschen σ-Algebra mit µ überein und wir
haben folglich µ = dfµ. Es bleibt, den Fall I = [0,∞) zu diskutieren. In diesem
Fall setzen wir f konstant durch f(0) zu einer linksseitig stetigen Funktion auf R
fort und schränken das zugehörige Stieltjes-Maß df auf [0,∞) ein.
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13.1.2.29. Es gibt also für jede linksseitig stetige monoton wachsende Funktion
f : R→ R genau ein topologisches Maß df auf Rmit (df)([a, b)) = f(b)−f(a)
für beliebige a, b ∈ Rmit a < b. Unser Lebesguemaß kann man in dieser Notation
auch schreiben als das Maß dx, mit x als alternativer Bezeichnung für die Identität
idR : R→ R, x 7→ x auf der reellen Zahlengeraden. Etwas allgemeiner kann man
so auch für jeden orientierten eindimensionalen reellen affinen Raum X und jede
linksseitig stetige monoton wachsende Funktion f : X → R in natürlicher Weise
ein topologisches Maß df auf X erklären. Die Beziehung zu unseren Kovektor-
feldern df für differenzierbare Funktionen f diskutieren wir in 13.1.5.28.

Korollar 13.1.2.30 (Wahrscheinlichkeitsmaße und Verteilungsfunktionen). Wir
erhalten eine Bijektion

{Wahrscheinlichkeitsmaße auf R} ∼→


Monoton wachsende

linksseitig stetige Funktionen
V : R→ [0, 1] mit

inf V (R) = 0 und supV (R) = 1


µ 7→

(
Vµ : x 7→ µ(−∞, x)

)
Ergänzung 13.1.2.31. Im Fall von Wahrscheinlichkeitsmaßen µ auf R mit seiner
σ-Algebra der topologisch meßbaren Mengen ist es üblich, eine Variante der Kon-
struktion aus Satz 13.1.2.27 zu betrachten und die Verteilungsfunktion des Wahr-
scheinlichkeitsmaßes µ zu definieren durch die Vorschrift Vµ(x) = µ(−∞, x)
und allgemeiner Vµ(x1, . . . , xn) = µ((−∞, x1) × . . . × (−∞, xn)) für Wahr-
scheinlichkeitsmaße auf Rn. Damit erhalten wir dann, wie oben formuliert, eine
eineindeutige Entsprechung zwischen der Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße
auf R und der Menge aller linksseitig stetigen monoton wachsenden Funktionen
V : R → R mit Infimum Null und Supremum Eins, in Formeln inf(V (R)) = 0
und sup(V (R)) = 1, oder allgemeiner zwischen der Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmaße auf Rn und der Menge aller in jeder Variablen linksseitig steti-
gen monoton wachsenden Funktionen V : Rn → R mit Infimum Null und Su-
premum Eins. Andere Quellen erklären die Verteilungsfunktion abweichend als
Fµ(x) = µ(−∞, x] und erhalten dann analog eine eineindeutige Entsprechung
zwischen der Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf R und der Menge aller
rechtsseitig stetigen monoton wachsenden Funktionen F : R → R mit Infimum
Null und Supremum Eins.

Übungen

Übung 13.1.2.32. Gegeben Mengen X und Y sowie Mengenringe I ⊂ P(X)
und J ⊂ P(X) ist auch das System aller endlichen Vereinigungen von paarweise
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disjunkten Mengen der Gestalt A × B mit A ∈ I und B ∈ J ein Mengenring
in P(X × Y ). Diese Übung ist wichtig zur Vorbereitung der Diskussion von Pro-
duktmaßen.
Übung 13.1.2.33 (Mengenalgebra oder -ring erzeugt von Mengensystem). Sei-
en X eine Menge und E ⊂ P(X) ein System von Teilmengen. Der Schnitt al-
ler Mengenalgebren, die E umfassen, heißt die von E erzeugte Mengenalgebra.
Weiter heißt der Schnitt aller Mengenringe, die E umfassen, der von E erzeugte
Mengenring. Man zeige: Die von einem endlichen System (Aλ)λ∈Λ von Teilmen-
gen einer gegebenen MengeX erzeugte Mengenalgebra kann beschrieben werden
als das System aller Mengen, die man erhält, wenn man erst für alle I ⊂ Λ die
paarweise disjunkten Mengen

A(I) =
⋂
λ∈I

Aλ ∩
⋂
λ 6∈I

(X\Aλ) =
⋂
λ∈I

Aλ\
⋃
λ 6∈I

Aλ

bildet und dann Vereinigungen derartiger A(I) nimmt. Nimmt man Vereinigungen
derartiger A(I) mit I 6= ∅, so ergibt sich der von den Aλ erzeugte Mengenring.
Die von einem beliebigen System von Teilmengen einer gegebenen Menge er-
zeugte Mengenalgebra ist die Vereinigung der von allen endlichen Teilsystemen
erzeugten Mengenalgebren. Der von einem beliebigen System von Teilmengen
einer gegebenen Menge erzeugte Mengenring ist die Vereinigung der von allen
endlichen Teilsystemen erzeugten Mengenringe.
Übung 13.1.2.34 (Vergleich von Maßen). Gegeben eine MengeX heißt ein Men-
gensystem S ⊂ P(X) zweischnittstabil, wenn giltA,B ∈ S ⇒ A∩B ∈ S. Man
zeige, daß zwei Maße auf ein- und derselben σ-Algebra übereinstimmen, sobald
sie auf einem zweischnittstabilen Erzeugendensystem unserer σ-Algebra überein-
stimmen, das darüber hinaus für beide Maße σ-endlich ist in dem Sinne, daß die
ganze Menge durch eine Folge von Mengen endlichen Maßes aus besagtem Er-
zeugendensystem überdeckt werden kann. Hinweis: Man zeige, daß die beiden
Maße auf dem von S erzeugten Mengenring übereinstimmen, und wende dann
Caratheodory an. In der Literatur sagt man meist einfacher „schnittstabil“, aber
das könnte dahingehend mißverstanden werden, daß möglicherweise die Stabili-
tät unter endlichen Schnitten oder gar unter beliebigen Schnitten gefordert würde.
Übung 13.1.2.35. Zeigen Sie, daß es höchstens ein normiertes translationsinva-
riantes topologisches Maß λ auf R geben kann. Hinweis: Zeigen Sie zunächst
λ({a}) = 0 für alle a ∈ R; Zeigen Sie anschließend, daß für alle n ∈ N gilt:
λ([0, 1/n]) = 1/n. Erweitern Sie als nächstes die Aussage auf Intervalle mit ra-
tionalen Endpunkten und schließlich auf beliebige Intervalle. Wenden Sie dann
den Satz über Maßfortsetzungen an.
Übung 13.1.2.36. Zeigen Sie, daß es höchstens ein normiertes translationsinvari-
antes topologisches Maß λ auf Rn geben kann. Hinweis: 13.1.2.35.
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Ergänzende Übung 13.1.2.37 (Benford’s Gesetz). Zeigen Sie, daß es auf jedem
nichtleeren kompakten Intervall I = [a, b] genau ein topologisches Maß µ gibt,
das dem ganzen Intervall das Maß Eins zuweist und das „partiell translationsin-
variant“ ist in dem Sinne, daß für jede Borelmenge A ⊂ I und jedes a ∈ R mit
a + A ⊂ I gilt µ(A) = µ(a + A). Zeigen Sie, daß es auf jedem nichtleeren
kompakten Intervall I = [α, β] ⊂ R>0 genau ein topologisches Maß µ gibt, das
dem ganzen Intervall das Maß Eins zuweist und das „partiell skaleninvariant“ ist
in dem Sinne, daß für jede Borelmenge A ⊂ I und jedes c ∈ R>0 mit cA ⊂ I
gilt µ(A) = µ(cA). Zeigen Sie weiter, daß dieses Maß, wenn unser Intervall nicht
nur aus einem Punkt besteht, von der Gestalt a d log ist mit a > 0. Gegeben ein
derartiges Maß und I so groß, daß gilt β > 10nα für n ≥ 1, wird dann für
jede Ziffer i ∈ {1, . . . , 9} das Maß der Menge Mi aller x ∈ I , die als Dezi-
malbruch mit erster von Null verschiedener Ziffer i geschrieben werden können,
von (log(i + 1) − log(i))/ log(10) um weniger als 1/(n + 1) abweichen. Diese
Verteilung der Anfangsziffern „zufälliger“ Zahlenreihen tritt in der Wirklichkeit
häufig auf und heißt Benford’s Gesetz. Benford fand es beim Nachdenken über
die Tatsache, daß bei gut gebrauchten Büchern mit Logarithmentafeln die Seiten
mit den Logarithmen zu kleinen Anfangsziffern am Rand viel schwärzer sind als
die Seiten mit den Logarithmen zu großen Anfangsziffern. Benford’s Gesetz wird
unter anderem eingesetzt, um Steuerbetrug zu entlarven, da von Menschen will-
kürlich hingeschriebene Zahlenreihen typischerweise eine andere Verteilung von
Anfangsziffern haben.

Ergänzende Übung 13.1.2.38 (Gleichverteilung im Folgenraum). Auf dem Raum
Ens(N, {W,Z}) aller Folgen in der zweielementigen Menge {W,Z} mit der in
?? erklärten Metrik gibt es genau ein Borelmaß, das für jeden n-gliedrigen Fol-
genanfang der Menge aller Folgen mit diesem Anfang das Maß 2−n zuordnet.
Man zeige weiter, daß die durch die dyadische Entwicklung gegebene Surjektion
Ens(N, {W,Z}) � [0, 1] stetig ist und daß hier das Maß des Urbilds einer Bo-
relmenge gerade das Lebesguemaß der ursprünglichen Menge ist. Hinweis: Man
mag eine Teilmenge unseres Folgenraums „n-vernünftig“ nennen, wenn sie mit
einer Folge auch alle anderen Folgen enthält, die sich von dieser frühestens im
n-ten Folgenglied unterscheiden. Man mag eine Teilmenge unseres Folgenraums
„vernünftig“ nennen, wenn sie n-vernünftig ist für mindestens ein n. Man mag
von der Erkenntnis ausgehen, daß die vernünftigen Teilmengen einen Mengen-
ring bilden, und verwenden, daß alle vernünftigen Teilmengen sowohl offen als
auch abgeschlossen und damit nach ?? kompakt sind. Jede Überdeckung einer
vernünftigen Teilmenge durch vernünftige Teilmengen besitzt folglich eine endli-
che Teilüberdeckung.

Ergänzende Übung 13.1.2.39. Wir betrachten die Cantor-Menge C, die aus dem
Einheitsintervall C0 = [0, 1] entsteht, indem wir das mittlere Drittel (1/3, 2/3)
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herausnehmen, dann aus den beiden so entstehenden kompakten Intervallen wie-
der jeweils das offene mittlere Drittel und so weiter, und schließlich als C den

Illustration zur Cantor-Menge

Schnitt über alle Mengen Cn nehmen, die wir in dieser Weise in n Schritten erhal-
ten. Man zeige, daß die Cantor-Menge das Lebesguemaß λ(C) = 0 Null hat und
überabzählbar ist. Hinweis: Man kann die Cantor-Menge auch beschreiben als die
Menge aller Zahlen, die sich in der Basis Drei mit einer Null vor dem Komma und
ohne die Ziffer Eins ausdrücken lassen, in Formeln

C =

{
∞∑
i=1

ai3
−i

∣∣∣∣∣ ai ∈ {0, 2}
}

Ergänzende Übung 13.1.2.40. Die Menge aller reellen Zahlen, die sich darstel-
len lassen durch einen unendlichen Dezimalbruch, in dem die Ziffer 6 nicht vor-
kommt, bilden eine abgeschlossene Teilmenge von R vom Lebesguemaß Null.

13.1.3 Vervollständigung von Maßräumen*
Definition 13.1.3.1. Eine Teilmenge eines Maßraums, die in einer meßbaren Men-
ge vom Maß Null enthalten ist, heißt eine Nullmenge unseres Maßraums. Ein
Maßraum X = (X,M, µ) heißt vollständig, wenn jede Nullmenge bereits meß-
bar ist alias zuM gehört.

Proposition 13.1.3.2 (Vervollständigung von Maßräumen). 1. Gegeben ein
Maßraum (X,M, µ) gibt es genau eine Fortsetzung von µ zu einem Maß
µ∗ auf der vonM und den µ-Nullmengen erzeugten σ-AlgebraM∗ und der
so entstehende Maßraum (X,M∗, µ∗) ist vollständig;

2. Die σ-AlgebraM∗ besteht aus allen E ⊂ X derart, daß es A,B ∈M gibt
mit A ⊂ E ⊂ B und µ(B\A) = 0.

Beweis. Erweitern wir µ zu einem äußeren Maß µ∗ auf P(X) wie in Lemma
13.1.2.22 und wenden auf dieses äußere Maß das Zerlegerlemma 13.1.2.25 an, so
folgt, daß alle µ-Nullmengen bereits µ∗-meßbar sind und daß mithin µ∗ ein Maß
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ist aufM∗. Das zeigt die Existenz von µ∗. Für die Eindeutigkeit prüft man, daß
M∗ genau aus allen Teilmengen E ⊂ X besteht derart, daß es A,B ∈ M gibt
mit A ⊂ E ⊂ B und µ(B\A) = 0. In der Tat bilden nämlich alle diese E eine
σ-Algebra, wie Sie als Übung 13.1.3.4 selbst prüfen mögen. Jedes erweiterte Maß
µ∗ nimmt aber auf einer solchen TeilmengeE notwendig den Wert µ∗(E) = µ(A)
an.

13.1.3.3. Der Maßraum (X,M∗, µ∗) heißt die Vervollständigung des Maßraums
(X,M, µ). Die bezüglich der Vervollständigung des Lebesguemaßes meßbaren
Teilmengen von R oder auch Rn nennt man die Lebesgue-meßbaren Teilmengen
oder kurz Lebesgue-Mengen. Es ist nicht ganz einfach, eine Lebesgue-Menge in
R explizit anzugeben, die nicht topologisch meßbar ist. Genauer gesagt wüßte ich
selbst nicht, wie ich das machen sollte, und müßte einen Logiker um Hilfe bitten.
Man kann jedoch zeigen, daß es im Sinne der Mengenlehre „mehr“ Lebesgue-
Mengen in R gibt als topologisch meßbare Teilmengen, vergleiche etwa 6.5.4.6.

Übungen

Übung 13.1.3.4. Man arbeite den Schluß des Beweises von 13.1.3.2 aus und zeige,
daß gegeben ein Maßraum (X,M, µ) das Mengensystem allerE ⊂ X derart, daß
es A,B ∈M gibt mit A ⊂ E ⊂ B und µ(B\A) = 0, eine σ-Algebra ist.

Übung 13.1.3.5. Zeigen Sie, daß es in R Teilmengen gibt, die nicht Borel-meßbar
und noch nicht einmal Lebesgue-meßbar sind. Hinweis: 13.1.1.34.

Übung 13.1.3.6. Man zeige: Eine Teilmenge der reellen Zahlengeraden ist eine
Nullmenge in Bezug auf das Lebesguemaß genau dann, wenn sie sich für jedes
ε > 0 durch eine Folge von kompakten Intervallen [an, bn] überdecken läßt derart,
daß gilt

∑∞
n=0(bn − an) < ε. Hinweis: 13.1.2.11 und 13.1.2.15.

13.1.4 Meßbare Abbildungen

13.1.4.1. Bis jetzt haben wir uns nur mit dem Messen von Mengen beschäftigt.
Wir haben gesehen, daß das Messen ganz beliebiger Teilmengen der reellen Zah-
lengerade problematisch ist, konnten jedoch gewisse Mengen als meßbar aus-
zeichnen und solchen Mengen sinnvoll ein Maß zuordnen. Nun wollen wir re-
ellwertigen Funktionen auf Maßräumen ein Integral zuordnen. Wieder ist das für
ganz beliebige Funktionen problematisch, und wieder können wir gewisse Funk-
tionen als „meßbar“ auszeichnen und zumindest allen nichtnegativen meßbaren
Funktionen sinnvoll ein Integral zuordnen. In einem zweiten Schritt geben wir
dann auch eine Definition für das Integral beliebiger meßbarer reellwertiger Funk-
tionen, wann immer ihr Betrag ein endliches Integral hat.
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Definition 13.1.4.2. Seien (X,M) und (Y,N ) Meßräume. Eine Abbildung f :
X → Y heißt meßbar, wenn das Urbild jeder meßbaren Menge meßbar ist, in
Formeln V ∈ N ⇒ f−1(V ) ∈M.

Beispiel 13.1.4.3. Nach Übung 13.1.3.5 sind nicht alle Teilmengen von R borel-
meßbar. Die charakteristische Funktion einer nicht borelmeßbaren Teilmenge ist
dann eine nicht borelmeßbare Abbildung R→ R.
Ergänzung 13.1.4.4. Eine meßbare Abbildung von einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,A, P ) in einen Meßraum heißt eine Zufallsvariable auf unserem Wahr-
scheinlichkeitsraum mit Werten in besagtem Meßraum oder ein zufälliges Ele-
ment von besagtem Meßraum. So würde etwa ein gerechter Würfel modelliert
durch eine AbbildungW : Ω→ {1, . . . , 6}mitW−1(i) meßbar und P (W−1(i)) =
1/6 für 1 ≤ i ≤ 6. Das Interesse konzentriert sich in diesem Zusammenhang auf
das Studium der Beziehungen zwischen derartigen Zufallsvariablen.

Lemma 13.1.4.5. Jede Verknüpfung meßbarer Abbildungen ist meßbar.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Definition.

13.1.4.6. Wenn nichts anderes gesagt ist, denken wir uns metrische oder allgemei-
ner topologische Räume stets mit der durch die Borel’sche σ-Algebra gegebenen
Struktur eines Meßraums versehen. Wir machen unsere erweiterten reellen Zah-
len R̄ = [−∞,∞] zu einem Meßraum, indem wir darauf die von allen Intervallen
erzeugte σ-Algebra betrachten. Für die natürliche Topologie auf R̄ im Sinne von
?? ist das auch genau die Borel’sche σ-Algebra.

Proposition 13.1.4.7. Alle stetigen Abbildungen sind meßbar.

Beweis. Da die Urbilder offener Mengen unter stetigen Abbildungen nach ?? of-
fen sind, folgt das aus dem anschließenden Lemma 13.1.4.10.

Definition 13.1.4.8. Sei f : X → Y eine Abbildung.

1. IstM ⊂ P(X) eine σ-Algebra, so ist offensichtlich auch das Mengensys-
tem f∗M := {V ⊂ Y | f−1(V ) ∈ M} eine σ-Algebra. Es heißt das Bild
unter f der σ-AlgebraM;

2. IstN ⊂ P(Y ) eine σ-Algebra, so ist offensichtlich auch das Mengensystem
f ∗N := {f−1(V ) | V ∈ N} eine σ-Algebra. Sie heißt das Urbild unter f
der σ-Algebra N ;

Beispiel 13.1.4.9. Ist i : B ↪→ Y die Einbettung einer Teilmenge B ⊂ Y eines
Meßraums (Y,N ), so erklären wir die auf B induzierte σ-Algebra durch

N|B := i∗N

Die auf B induzierte σ-Algebra besteht also gerade aus allen Schnitten mit B von
meßbaren Mengen in Y , in Formeln N|B = {Z ∩B | Z ∈ N}.
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Lemma 13.1.4.10. Seien (X,M) und (Y,N ) Meßräume und sei die σ-Algebra
N erzeugt von einem Teilsystem E ⊂ N , in Formln σ(E) = N . Genau dann ist
f : X → Y meßbar, wenn die Urbilder aller Mengen aus E meßbar sind, wenn
also in Formeln gilt

V ∈ E ⇒ f−1(V ) ∈M
Beweis. Wir verwenden unsere Notation f∗M für das Bild einer σ-Algebra und
insbesondere die Erkenntnis 13.1.4.8, daß f∗M auch selbst wieder eine σ-Algebra
ist. Aus E ⊂ f∗M folgt also σ(E) ⊂ f∗M und damit N ⊂ f∗M. Das aber
bedeutet gerade die Meßbarkeit von f .

13.1.4.11. Weil die Beweise vollständig analog sind und die Terminologie sich
als nützlich erweisen wird, formulieren wir auch gleich noch die Analoga dieser
Aussagen für topologische Räume.

Definition 13.1.4.12. Sei f : X → Y eine Abbildung.

1. Ist T ⊂ P(X) eine Topologie, so ist offensichtlich auch das Mengensystem
f∗T := {V ⊂ Y | f−1(V ) ∈ T } eine Topologie, die Finaltopologie;

2. Ist S ⊂ P(Y ) eine Topologie, so ist offensichtlich auch das Mengensystem
f ∗S := {f−1(V ) | V ∈ S} eine Topologie auf X , die Initialtopologie;

Beispiel 13.1.4.13. Ist i : B ↪→ Y die Einbettung einer Teilmenge in einen topo-
logischen Raum, so ist die Initialtopologie unsere induzierte Topologie aus ??.

Lemma 13.1.4.14. Seien (X, T ) und (Y,S) zwei topologische Räume und sei die
Topologie S erzeugt im Sinne von 13.1.1.20 von einem Teilsystem E ⊂ S . Genau
dann ist f : X → Y stetig, wenn die Urbilder aller Mengen aus E offen sind,
wenn also in Formeln gilt

V ∈ E ⇒ f−1(V ) ∈ T

Beweis. Vollständig analog zum Beweis von 13.1.4.10.

Definition 13.1.4.15. Gegeben Meßräume (X,M) und (Y,N ) heißt die von allen
Produkten A × B mit A ∈ M und B ∈ N erzeugte σ-Algebra M � N ⊂
P(X × Y ) die Produkt-σ-Algebra oder auch das äußere Produkt unserer σ-
Algebren.

13.1.4.16. Die Projektionen eines Produkts von Meßräumen auf seine Faktoren
sind meßbar nach 13.1.4.10. Sind X, Y, Z Meßräume und f : Z → X sowie
g : Z → Y Abbildungen, so sind weiter nach 13.1.4.10 Abbildungen f und g
meßbar genau dann, wenn (f, g) : Z → X × Y meßbar ist. In der Sprache der
Kategorientheorie 4.7.7.1 bedeutet das, daß wir so ein „Produkt in der Kategorie
der Meßräume“ erhalten, mit Meßräumen als Objekten und meßbaren Abbildun-
gen als Morphismen.
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Definition 13.1.4.17. Gegeben topologische Räume X, Y erklärt man auf X × Y
die Produkttopologie als die Topologie, die erzeugt wird von allen U × V mit
U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y .

Vorschau 13.1.4.18. Mehr zur Produkttopologie, insbesondere im Fall unendli-
cher Produkte, findet man in 15.1.6.17.

13.1.4.19. Die Projektionen eines Produkts topologischer Räume auf seine Fakto-
ren sind stetig nach 13.1.4.14. Sind X, Y, Z topologische Räume und f : Z → X
sowie g : Z → Y Abbildungen, so sind weiter nach 13.1.4.14 Abbildungen f
und g stetig genau dann, wenn (f, g) : Z → X × Y stetig ist. In der Sprache der
Kategorientheorie 4.7.7.1 bedeutet das, daß wir so ein „Produkt in der Kategorie
der topologischen Räume“ erhalten, mit topologischen Räumen als Objekten und
stetigen Abbildungen als Morphismen.

13.1.4.20. Man sieht zusätzlich leicht ein, daß gegeben zwei metrische Räume die
Topologie zur Produktmetrik mit der Produkttopologie zusammenfällt.

Definition 13.1.4.21. Gegeben ein topologischer Raum X heißt ein Mengensys-
tem E ⊂ P(X) eine Basis der Topologie, wenn die offenen Mengen unseres
topologischen Raums X alle beliebigen Vereinigungen von Mengen aus E sind.
Ein topologischer Raum heißt abzählbar basiert, wenn er eine abzählbare Basis
der Topologie besitzt.

Beispiel 13.1.4.22 (Basis der Produkttopologie). Gegeben X, Y topologische
Räume bilden die Produkte U × V mit U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y eine Basis der Pro-
dukttopologie. In der Tat ist das System all dieser Produkte stabil unter endlichen
Schnitten und nun müssen wir nur unsere explizite Beschreibung 13.1.1.20 der
von einem Mengensystem erzeugten Topologie erinnern.

Beispiel 13.1.4.23 (Basis der Produkttopologie, Variante). Gegeben topologi-
sche Räume X, Y und E ,F jeweils eine Basis der Topologie bilden die Produkte
U × V mit U ∈ E und V ∈ F eine Basis der Produkttopologie. In der Tat folgt
das sofort aus dem vorhergehenden Beispiel.

Beispiel 13.1.4.24 (Beispiele zur Eigenschaft „abzählbar basiert“). Ein überab-
zählbarer diskreter Raum ist nicht abzählbar basiert. Der Rn ist abzählbar basiert,
wie man leicht einsieht und auch aus der anschließenden Bemerkung folgern kann.
Jede Teilmenge eines abzählbar basierten Raums ist abzählbar basiert in Bezug
auf ihre Spurtopologie.

Lemma 13.1.4.25 (Abzählbar basierte metrische Räume). Ein metrischer Raum
ist genau dann abzählbar basiert, wenn er eine abzählbare dichte Teilmenge be-
sitzt.
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Beweis. Wählen wir aus jeder Menge einer Basis der Topologie einen Punkt aus,
so erhalten wir sicher eine dichte Teilmenge. Ist umgekehrt (xn)n∈N dicht in einem
metrischen Raum, so bilden die offenen Bälle B(xn; 1/m) eine abzählbare Basis
der Topologie.

13.1.4.26 (Diskussion der Terminologie). Man nennt metrische Räume, die eine
abzählbare dichte Teilmenge besitzen, auch separabel. Statt „abzählbar basiert“
sagt man in der Literatur meist, der Raum „besitze eine abzählbare Basis“ oder
er „gehorche dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom“. Weiter nennen viele Autoren
auch einen allgemeinen topologischen Raum „separabel“, wenn er eine abzählba-
re dichte Teilmenge besitzt. Das gefällt mir nicht, da dies Konzept meines Erach-
tens in dieser Allgemeinheit nicht relevant genug ist, um eine eigene Bezeichnung
zu verdienen. Im Buch von Halmos zur Maßtheorie wird der Begriff „separabel“
für allgemeine topologische Räume als Synonym für unser „abzählbar basiert“
verwendet, aber damit steht er alleine da.

13.1.4.27. Besitzt ein topologischer Raum eine abzählbare Basis der Topologie,
so erzeugen die offenen Mengen aus dieser Basis die Borel’sche σ-Algebra.

Proposition 13.1.4.28. Gegeben abzählbar basierte topologische RäumeX, Y ist
die Borel’sche σ-Algebra ihres Produkts die Produkt-σ-Algebra der Borel’schen
σ-Algebren der Faktoren, in Formeln

Borel(X)� Borel(Y ) = Borel(X × Y )

Beweis. Die Projektionen auf die Faktoren sind stetig, also sind die Urbilder von
Borelmengen wieder Borelmengen. Gegeben A ∈ Borel(X) und B ∈ Borel(Y )
folgt so A × Y,X × B ∈ Borel(X × Y ). Dann gilt aber auch für den Schnitt
A×B ∈ Borel(X × Y ) und es folgt

Borel(X)� Borel(Y ) ⊂ Borel(X × Y )

sogar für beliebige topologische Räume X, Y . Um die Gegenrichtung zu zeigen,
wählen wir zu X und Y jeweils eine abzählbare Basis E ,F der Topologie. Nach
13.1.4.23 bilden dann die Produkte U × V mit U ∈ E und V ∈ F eine Ba-
sis der Produkttopologie. Nach 13.1.4.27 erzeugen aber diese Produkte bereits
die Borel’sche σ-Algebra von X × Y und so folgt die umgekehrte Inklusion
Borel(X)� Borel(Y ) ⊃ Borel(X × Y ).

Korollar 13.1.4.29. Die Summe und das Produkt reellwertiger meßbarer Funk-
tionen sind wieder meßbar.

Beweis. Sei X ein Meßraum und seien f, g : X → R meßbare Funktionen. Nach
13.1.4.19 ist dann (f, g) : X → R2 meßbar in Bezug auf die Produkt-σ-Algebra
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Borel(R) � Borel(R) in R2. Andererseits sind Addition und ebenso die Multi-
plikation R2 → R stetig und folglich meßbar für die σ-Algebra Borel(R2). Da
R abzählbar basiert ist, stimmen diese σ-Algebren nach 13.1.4.28 überein. Folg-
lich sind f + g und fg als Verknüpfungen meßbarer Abbildungen auch wieder
meßbar.

Satz 13.1.4.30 (Meßbarkeit von Grenzwerten von Funktionenfolgen). Sei ein
Meßraum (X,M) gegeben.

1. Eine Funktion f : X → R̄ ist genau dann meßbar, wenn für jedes a ∈ R
die Menge {x | f(x) > a} = f−1(a,∞] meßbar ist in X;

2. Für jede Folge meßbarer Funktionen fn : X → R̄ sind auch ihr Supremum
und ihr Infimum s, i : X → R̄, s(x) = supn fn(x) beziehungsweise i(x) =
infn fn(x) meßbar;

3. Konvergiert eine Folge meßbarer Funktionen fn : X → R̄ punktweise ge-
gen f : X → R̄, so ist auch f meßbar.

Beweis. 1. Die Intervalle der Form (a,∞] erzeugen die σ-Algebra der Borel-
Mengen in R̄ und wir können 13.1.4.10 anwenden.

2. Es gilt s−1(a,∞] =
⋃∞
n=0 f

−1
n (a,∞] und i−1[−∞, a) =

⋃∞
n=0 f

−1
n [−∞, a) und

wir können wieder 13.1.4.10 anwenden.

3. Nach 2 sind auch die Funktionen sN(x) = supn≥N fn(x) meßbar, und dann
auch die Funktion g : X → R̄, g(x) = infN sN(x). Diese Funktion bezeichnet
man auch mit g = lim sup fn und wir habn gezeigt, daß sie meßbar ist für eine
beliebige Folge meßbarer Funktionen. Falls die fn nun sogar punktweise gegen
eine Grenzfunktion f konvergieren, so gilt f = lim sup fn und mithin ist dann
auch f meßbar.

Lemma* 13.1.4.31 (Meßbarkeit punktweiser Grenzwerte, Variante). Ist X
ein Meßraum und Y ein metrischer Raum und konvergiert eine Folge meßbarer
Funktionen fn : X → Y punktweise gegen eine Grenzfunktion f : X → Y , so ist
auch die Grenzfunktion f meßbar.

13.1.4.32. Wir können den dritten Teil von Satz 13.1.4.30 alternativ als Spezial-
fall dieses Lemmas erhalten, wenn wir etwa beachten, daß unsere Topologie auf
R̄ auch als eine metrische Topologie erhalten werden kann. Das Lemma gilt im
übrigen mit demselben Beweis für einen beliebigen Hausdorffraum mit der Eigen-
schaft, daß jede seiner abgeschlossenen Mengen als der Schnitt einer abzählbaren
Familie offener Mengen geschrieben werden kann.
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Beweis. Nach 13.1.4.10 reicht es, für alle abgeschlossenen Teilmengen A ⊂∧ Y
zu zeigen, daß ihr Urbild f−1(A) unter f meßbar ist. Nun gibt es jedoch eine
absteigende Folge offener Mengen U0 ⊃ U1 ⊃ . . . mit Schnitt A. Dann ist f(x) ∈
A gleichbedeutend dazu, daß es für jedes i ∈ N ein N = N(x, i) gibt mit fn(x) ∈
Ui für n ≥ N(x, i). Damit können wir f−1(A) wie folgt beschreiben: Wir bilden
zunächst für jedes i die Menge

Vi := {x ∈ X | ∃N mit n ≥ N ⇒ fn(x) ∈ Ui} =
⋃
N≥0

⋂
n≥N

f−1
n (Ui)

und erhalten f−1(A) =
⋂
i≥0 Vi. Diese Darstellung zeigt, daß mit den f−1

n (Ui)
auch f−1(A) meßbar sein muß.

Ergänzung 13.1.4.33. Eine Funktion auf einem Maßraum (X,M, µ), die meßbar
ist auf dem in Bezug auf das Maß µ vervollständigten Maßraum (X,M∗, µ∗),
nennen wir µ-meßbar. Insbesondere heißt eine Abbildung R → R̄ Lebesgue-
meßbar, wenn sie λ-meßbar ist für λ das Lebesguemaß. Wir werden nach Möglich-
keit versuchen, ohne diese Begrifflichkeit auszukommen. Die Beziehung dieses
Begriffs zur Meßbarkeit in Bezug aufM klärt 13.1.5.17.

13.1.4.34. Geht man von diskreten Mengen zu allgemeineren „Räumen“ über,
so gibt es zwei besonders natürliche Verallgemeinerungen für das Konzept einer
Funktion: Funktionen und Maße. Gegeben eine AbbildungX → Y können Funk-
tionen auf Y zu Funktionen auf X zurückgezogen werden, Maße auf X jedoch
liefern in der Gegenrichtung Bildmaße auf Y . Diese zugegebenermaßen vagen
Andeutungen werden im folgenden in speziellen Situationen ausgeführt.

Definition 13.1.4.35. Gegeben eine meßbare Abbildung φ : X → Y von Meß-
räumen und ein Maß µ auf X erklärt man das Bildmaß φ∗µ auf Y dadurch, daß
man für jede meßbare Menge A ⊂ Y setzt

(φ∗µ)(A) := µ(φ−1A)

13.1.4.36. Offensichtlich liefert diese Vorschrift in der Tat ein Maß auf Y . Zu-
sätzlich gilt für jede weitere meßbare Abbildung ψ : Y → Z von Meßräumen die
Formel ψ∗(φ∗µ) = (ψ ◦ φ)∗µ und für die Identität auf X die Formel id∗ µ = µ.

Beispiel 13.1.4.37 (Diracmaß als Bildmaß). Das Bildmaß des Diracmaßes δ
auf dem einpunktigen Meßraum meß unter einer meßbaren Abbildung in einen
Meßraum X ist das Diracmaß am Bildpunkt, in Formeln gilt also für jeden Punkt
x ∈ X und emx : meß→ X die Abbildung mit Bild {x} die Identität

δx = emx∗ δ
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Versuch der graphischen
Darstellung eines Bildmaßes. Das
Maß einer Teilmenge ist hier so in
etwa zu verstehen als die Zahl der

Strichle in besagter Teilmenge.



2152 KAPITEL 13. ANALYSIS 3

13.1.4.38. Gegeben ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) heißt das Bildmaß
des Wahrscheinlichkeitsmaßes unter einer Zufallsvariable X : Ω→ Y die Vertei-
lung der Zufallsvariable und wird PX := X∗P notiert. Im Fall einer reellwerti-
gen Zufallsvariable Y = R ist also PX ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R. Seine
Verteilungsfunktion im Sinne von 13.1.2.31 heißt die Verteilungsfunktion oder
präziser die kumulative Verteilungsfunktion unserer Zufallsvariablen.

Beispiel 13.1.4.39. Die geometrische Verteilung mit Parameter p ∈ [0, 1) auf
N≥1 ist das Wahrscheinlichkeitsmaß µ = µp auf N≥1 mit µ(i) = pi−1(1− p). Die
Wahrscheinlichkeit, mit einem gerechten Würfel beim i-ten Wurf zum ersten Mal
eine Sechs zu würfeln, ist zum Beispiel µ5/6(i) = (5/6)i−1(1/6).

13.1.4.40. Manchmal scheint mir die äquivalente Terminologie der Verwandt-
schaft transparenter, die ich nun einführe. Gegeben eine meßbare Abbildung φ :
X → Y von Meßräumen und ein Maß µ auf X und ein Maß ν auf Y heißen die
beiden Maße φ-verwandt und wir schreiben

φ : µ; ν

wenn gilt ν(A) = µ(φ−1A) für jede meßbare Teilmenge A ⊂ Y . Gleichbedeu-
tend ist per definitionem ν = φ∗µ. Jedes Maß hat also unter jeder meßbaren Ab-
bildung genau einen „Vorwärtsverwandten“. Das mag den konzeptionellen Unter-
schied zwischen Maßen und Funktionen deutlich machen, die im Gegensatz dazu
stets genau einen „Rückwärtsverwandten“ haben. Die Verwandtschaft von Maßen
erfüllt offensichtlich die für Verwandtschaften gewohnten Regeln, genauer gilt
id : µ; µ und aus ψ : λ; µ sowie φ : µ; ν folgt (φ ◦ ψ) : λ; ν.

13.1.4.41. Unter einer Verfeinerung eines Wahrscheinlichkeitsraums (Ω,A, P )
verstehe ich eine meßbare Abbildung Ω′ → Ω von einem weiteren Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω′,A′, P ′) nach Ω derart, daß P das Bildmaß von P ′ ist. Ganz all-
gemein interessieren in der Wahrscheinlichkeitstheorie nur diejenigen Konstruk-
tionen und Definitionen, die veträglich sind mit dem Zurückholen unter einer be-
liebigen Verfeinerung. Im Fall eines Würfels könnte die Menge Ω etwa aus den
sechs möglichen Ausgängen eines Würfelexperiments bestehen, sie könnte jedoch
auch viel größer sein und etwa aus allen möglichen Ausgängen eines einmaligen
Würfelns mit hundert Würfeln bestehen, von denen unser Würfel nur einer ist,
oder aus allen Paaren in {1, . . . , 6} × {an, aus} bestehen, bei denen der zwei-
te Eintrag erinnert, ob das Licht in dem Raum, in dem gewürfelt wurde, nun an
oder aus war. Man beachte, daß bei Verfeinerungen neue Ereignisse hinzukommen
können und Elementarereignisse im allgemeinen keine Elementarereignisse blei-
ben werden. Insofern ist der Begriff eines Elementarereignisses der Wahrschein-
lichkeitstheorie fremd.
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Übungen

Übung 13.1.4.42. Man zeige, daß jede linksseitig stetige Funktion f : R → R
meßbar ist. Hinweis: Man schreibe f als punktweisen Grenzwert stückweise kon-
stanter Funktionen. Man zeige, daß jede in jeder Variablen monoton wachsende
und linksseitig stetige Funktion f : Rn → R meßbar ist.

Übung 13.1.4.43. Alle monotonen Abbildungen R→ R̄ sind meßbar.

Ergänzende Übung 13.1.4.44. Jeder kompakte metrische Raum ist abzählbar ba-
siert.

Übung 13.1.4.45. Jede offene Überdeckung eines abzählbar basierten Raums be-
sitzt eine abzählbare Teilüberdeckung. In einem abzählbar basierten Raum ist jede
diskrete Teilmenge abzählbar.

Übung 13.1.4.46. Eine stetige Abbildung f : X → Y heißt final, wenn Y die
Finaltopologie in Bezug auf f trägt. Man zeige: Gegeben f : X → Y final und
ein weiterer topologischer Raum Z ist eine Abbildung g : Y → Z genau dann
stetig, wenn g ◦ f stetig ist.

Übung 13.1.4.47. Das Produkt von zwei kompakten topologischen Räumen ist
wieder kompakt. Hinweis: Es reicht zu zeigen, daß jede Übderdeckung durch „of-
fene Quader“ eine endliche Teilüberdeckung hat.

13.1.5 Integral von nichtnegativen Funktionen
Definition 13.1.5.1. Eine Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt, nenne
ich eine Stufenfunktion.

13.1.5.2. Ist X eine Menge und A ⊂ X eine Teilmenge, so ist die charakteristi-
sche Funktion χA = [A] : X → {0, 1} von A eine Stufenfunktion. Ich erinnere
daran, daß sie definiert wird durch die Vorschrift

[A](x) :=

{
1 x ∈ A;
0 x 6∈ A.

Sie heißt auch die Indikatorfunktion von A und wird oft alternativ 1A notiert.
Ich ziehe jedoch in meinem Kampf gegen den Index die Notation [A] vor.

Beispiele 13.1.5.3. Ist (X,M) ein Meßraum, so ist jede reellwertige meßbare
Stufenfunktion s : X → R von der Form

s =
n∑
i=1

ci[Ai]

für eine Zerlegung X =
⊔n
i=1 Ai von X in endlich viele paarweise disjunkte

meßbare Teilmengen und geeignete ci ∈ R. Offensichtlich bilden dann auch die
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reellwertigen meßbaren Stufenfunktionen einen Untervektorraum im Raum aller
reellwertigen Funktionen auf X .

Definition 13.1.5.4 (Integral nichtnegativer meßbarer Stufenfunktionen). Ge-
geben ein Maßraum (X,M, µ) und eine meßbare reellwertige nichtnegative Stu-
fenfunktion s : X → [0,∞) erklärt man das Integral

∫
s =

∫
X
s =

∫
X
sµ ∈

[0,∞] von s über X durch die Formel∫
X

sµ :=
∑

c∈s(X)\0

c · µ(s−1(c))

13.1.5.5. Ich habe in dieser Formel den Summanden für c = 0 weggelassen, um
den Ausdruck 0 ·∞ zu vermeiden. Im folgenden erweist es sich jedoch als beque-
mer, diesen Summanden zuzulassen und mit der Konvention 0·∞ = 0 zu arbeiten.
Weiter habe ich nur c ∈ s(X) statt c ∈ R geschrieben, um eine endliche Summe
zu erhalten. Da aber die Summanden für c 6∈ s(X) eh Null sind, hätten wir, oh-
ne etwas am Resultat zu ändern, mit dem Begriff der Summierbarkeit beliebiger
Familien 10.4.1.23 auch über alle c ∈ R summieren können.

13.1.5.6 (Eigenschaften des Integrals reeller meßbarer Stufenfunktionen). Na-
türlich gilt

∫
αs = α

∫
s ∀α ∈ (0,∞). Ist t : X → [0,∞) eine zweite meßbare

Stufenfunktion, so gilt weiter∫
s+ t =

∫
s +

∫
t

und mithin auch s ≤ t ⇒
∫
s ≤

∫
t. In der Tat, schreiben wir Xa,b := s−1(a) ∩

t−1(b), so ergibt sich mit der Additivität des Maßes unmittelbar∫
s+ t =

∑
c c · µ

(⋃
c=a+bXa,b

)
=
∑

a,b(a+ b) · µ(Xa,b)∫
s =

∑
a a · µ (

⋃
bXa,b) =

∑
a,b a · µ(Xa,b)∫

t =
∑

b b · µ (
⋃
aXa,b) =

∑
a,b b · µ(Xa,b)

Für s :=
∑n

i=1 ci[Ai] mit ci ∈ [0,∞) wird also das Integral gegeben durch die
Formel

∫
s =

∑
i ciµ(Ai).

Definition 13.1.5.7 (Integral nichtnegativer Funktionen). Gegeben ein Maß-
raum X = (X,M, µ) und eine meßbare Abbildung f : X → [0,∞] definieren
wir ein Element

∫
fµ aus [0,∞], das Integral von f über X , als das Supre-

mum der Integrale aller reellwertigen nichtnegativen meßbaren Stufenfunktionen
s : X → [0,∞) mit s(x) ≤ f(x) für alle x ∈ X , in Formeln∫

fµ := sup
s≤f

∫
X

sµ
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13.1.5.8. Ist f bereits selbst eine reelle Stufenfunktion, so wird das fragliche Su-
premum bei s = f angenommen, da ja für Stufenfunktionen gilt s ≤ f ⇒

∫
s ≤∫

f , und wir erhalten unser Integral von Stufenfunktionen 13.1.5.4 für s = f .

13.1.5.9. Wir verwenden für dies Integral auch die Notationen∫
f =

∫
X

fµ =

∫
X

f(x)µ〈x〉

Die eckigen Klammern sollen andeuten, daß mit µ〈x〉 nicht der Wert einer etwai-
gen Funktion µ an einer Stelle x gemeint ist. Vielmehr wird dieser Ausdruck erst
in Verbindung mit dem Integralzeichen sinnvoll.

13.1.5.10 (Diskussion der Notation). In der Literatur findet man meist die No-
tation

∫
X
f dµ. Diese leider allgemein übliche Notation scheint mir jedoch im

Lichte der ursprünglichen Bedeutung des Symbols d unter dem Integralzeichen
völlig abwegig, um nicht zu sagen irreführend: Das Differential d kann aus einer
Funktion ein Maß machen, wie etwa in 13.1.2.9, aber wo bereits ein Maß steht,
hat das Differential nichts mehr zu suchen. Neuerdings sieht man vielfach die
Notation

∫
f(x)µ(dx), die mich aber im Fall allgemeiner Maßräume auch nicht

überzeugt: Man denke nur einmal an das Zählmaß auf einem diskreten Raum.

13.1.5.11 (Bedeutung der Meßbarkeit). Unsere Definition des Integrals 13.1.5.7
ist sogar für beliebige nicht notwendig meßbare Funktionen f : X → [0,∞]
sinnvoll. Das Supremum heißt dann das Unterintegral von f . Der Beweis des
folgenden Satzes über monotone Konvergenz zeigt, welche Rolle die Meßbarkeit
von f spielt. Der Beweis des gleich anschließenden Satzes 13.1.5.14 wird weiter
zeigen, wie die Meßbarkeit von f und g in den Beweis der Additivität

∫
f + g =∫

f +
∫
g eingeht, die im allgemeinen nicht mehr gilt.

Satz 13.1.5.12 (über monotone Konvergenz). Gegeben (X,M, µ) ein Maßraum
und (fn) eine monoton wachsende Folge 0 ≤ f0 ≤ f1 ≤ . . . meßbarer Funktionen
fn : X → [0,∞] ist auch der punktweise Grenzwert f(x) := limn→∞ fn(x) der
fn eine meßbare Funktion f : X → [0,∞] und es gilt∫

X

fµ = lim
n→∞

∫
X

fnµ

13.1.5.13. Das Bild zu 10.6.1.14 der immer spitzeren Dächer direkt rechts vom
Ursprung zeigt eine Folge stetiger Funktionen, die punktweise gegen die Null-
funktion konvergieren, ohne daß ihre Integrale gegen Null streben. Die Annahme
der Monotonie unserer Folge ist also wesentlich.

Beweis. Die Meßbarkeit von f folgt aus 13.1.4.30. Die Abschätzung ≥ ist evi-
dent. Es gilt,≤ zu zeigen. Dafür reicht es, wenn wir für jede meßbare Stufenfunk-
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tion s : X → [0,∞) mit s ≤ f und jedes η ∈ (0, 1) die Abschätzung

η

∫
s ≤ lim

n→∞

∫
fn

zeigen. Nun haben wir ja s =
∑r

i=0 ci[Ai] für geeignete paarweise disjunkte meß-
bare Mengen Ai und ci ∈ (0,∞). Setzen wir Ani = {x ∈ Ai | fn(x) ≥ ηci}, so
sind auch die Ani meßbar und es gilt A0

i ⊂ A1
i ⊂ A2

i ⊂ . . . sowie
⋃
Ani = Ai.

Nach 13.1.1.37 gilt
lim
n→∞

µ(Ani ) = µ(Ai)

Betrachten wir die Stufenfunktionen sn =
∑

i ci[A
n
i ], so gilt mithin

lim
n→∞

∫
ηsn =

∫
ηs

Andererseits haben wir aber nach Konstruktion ηsn ≤ fn und folglich
∫
ηsn ≤∫

fn. Bilden wir nun auf beiden Seiten den Grenzwert für n → ∞, so ergibt sich
zusammenfassend

∫
ηs ≤ limn→∞

∫
fn wie gewünscht.

Satz 13.1.5.14 (Eigenschaften des Integrals nichtnegativer Funktionen). Ge-
geben nichtnegative meßbare Funktionen f, g mit Werten in [0,∞] auf einem Maß-
raum gilt

1. f ≤ g ⇒
∫
f ≤

∫
g;

2.
∫
cf = c

∫
f ∀c ∈ (0,∞);

3.
∫
f + g =

∫
f +

∫
g.

Beweis. Nur der dritte Punkt braucht einen Beweis. Sind f und g reelle Stufen-
funktionen, so haben wir die Behauptung schon in 13.1.5.6 gezeigt. Um den all-
gemeinen Fall daraus abzuleiten, brauchen wir ein Lemma.

Lemma 13.1.5.15 (Monotone Approximation durch Stufenfunktionen). Ge-
geben (X,M) ein Meßraum und f : X → [0,∞] eine meßbare Funktion existiert
eine monotone Folge 0 ≤ ϕ0 ≤ ϕ1 ≤ . . . von meßbaren Stufenfunktionen mit
Werten in [0,∞), die punktweise gegen f konvergiert.

Beweis. Wir konstruieren ϕn zum Beispiel wie folgt: Sei 0 = a0 < a1 < . . . <
ar = n die äquidistante Einteilung von [0, n] in Stücke der Länge 2−n, also
r = n2n und ai = i2−n. Wir setzen Ai = f−1[ai, ai+1) für 0 ≤ i < r sowie
Ar = f−1[n,∞] und bilden ϕn =

∑r
i=0 ai[Ai]. Es ist offensichtlich, daß wir

so eine monotone Folge von Stufenfunktionen erhalten, die punktweise gegen f
konvergiert.
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Die ersten Glieder unserer
monotonen Folge von

nichtnegativen Stufenfunktionen,
die punktweise gegen eine gegebene

nichtnegative Funktion
konvergieren.
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Jetzt schreiben wir f und g als punktweise Grenzwerte von monotonen Folgen
meßbarer Stufenfunktionen 0 ≤ ϕ0 ≤ ϕ1 ≤ . . . und 0 ≤ ψ0 ≤ ψ1 ≤ . . . nach
13.1.5.15 und folgern mit dem Satz 13.1.5.12 über monotone Konvergenz∫

f + g = lim
n→∞

∫
ϕn + ψn = lim

n→∞

∫
ϕn + lim

n→∞

∫
ψn =

∫
f +

∫
g

13.1.5.16 (Integrale über Restriktionen von Maßen). Ist (X,M, µ) ein Maß-
raum und A ⊂ X eine meßbare Teilmenge und (A,M|A, µ|A) der induzierte
Maßraum nach 13.1.1.41, so notieren wir Integrale in Bezug auf diesen Maßraum
gerne

∫
A
fµ oder auch

∫
A
f . Ist f : X → [0,∞] meßbar, so haben wir offensicht-

lich ∫
A

f =

∫
X

[A]f

Hier ist links das Integral der Restriktion von f auf A gemeint und rechts das
Integral des Produkts von f mit der charakteristischen Funktion von A, gebildet
mit der Konvention 0 · ∞ = 0.
Ergänzung 13.1.5.17. Sei (X,M, µ) ein Maßraum. Für jede µ-meßbare Funktion
f : X → R̄ im Sinne von 13.1.4.33 gibt es eine meßbare Funktion f̃ : X → R̄,
die außerhalb einer µ-Nullmenge mit f übereinstimmt. In der Tat können wir f
nach 13.1.5.15 schreiben als punktweisen Grenzwert einer Folge von µ-meßbaren
Stufenfunktionen f(x) = lim sn(x). Wir können nun nach 13.1.3.2 die Grund-
flächen aller Stufen von sn zu meßbaren Mengen verkleinern, indem wir jeweils
eine µ-Nullmenge wegnehmen. Die Vereinigung dieser Nullmengen ist eine meß-
bare Nullmenge An mit [An]sn meßbar. Die Vereinigung aller An ist dann eine
meßbare Menge A vom Maß Null mit [A]sn meßbar für alle n. Dann ist aber [A]f
der punktweise Grenzwert der [A]sn und ist auch meßbar.

Übungen

Übung 13.1.5.18 (Verwandtschaftsverträglichkeit des Integrals). Sei φ : X →
Y eine meßbare Abbildung von Meßräumen. Seien µ und ν unter φ verwandte
Maße auf X beziehungsweise Y , in Formeln φ : µ ; ν, und seien f und g unter
φ verwandte meßbare Funktionen nach [0,∞], in Formeln φ : f ; g. So gilt∫

X

fµ =

∫
Y

gν

Ist gleichbedeutend in unserer alternativen Terminologie µ ein Maß auf X und
g : Y → [0,∞] meßbar, so gilt

∫
X

(g ◦ φ)µ =
∫
Y
g(φ∗µ).

Übung 13.1.5.19. Sei (X,M) ein Meßraum. Man zeige: Die Summe zweier Maße
µ, ν auf M ist wieder ein Maß µ + ν auf M und für jede meßbare Funktion
f : X → [0,∞] gilt

∫
f(µ+ ν) =

∫
fµ+

∫
fν.
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Übung 13.1.5.20. Sei (N,µ) ein Maßraum mit dem Nullmaß µ(N) = 0. So ver-
schwindet für jede meßbare Funktion f : N → [0,∞] das Integral, in Formeln∫

N

fµ = 0

Übung 13.1.5.21. Sei (X,M, µ) ein Maßraum und X =
⊔
n∈N Xn eine Zerle-

gung in abzählbar viele paarweise disjunkte meßbare Teilmengen. So gilt für jede
meßbare Funktion f : X → [0,∞] die Formel∫

X

f =
∑
n∈N

∫
Xn

f

Ergänzende Übung 13.1.5.22. Gegeben eine meßbare nichtnegative Funktion g
auf einem Maßraum (X,M, µ) mit

∫
X
gµ < ∞ gibt es für jedes ε > 0 ein

α = αε > 0 derart, daß für alle A ∈M gilt

µ(A) < α ⇒
∫
A

gµ < ε

Hinweis: Es gibt sicher eine meßbare Stufenfunktion h : X → [0,∞) mit h ≤ g
und

∫
gµ ≤

∫
hµ + ε/2.

Ergänzende Übung 13.1.5.23. Gegeben eine meßbare nichtnegative Funktion g
auf einem Maßraum (X,M, µ) mit

∫
X
gµ < ∞ gibt es für jedes ε > 0 ein

β = βε > 0 mit ∫
inf(g, β)µ < ε

Hinweis: Es gibt sicher eine meßbare Stufenfunktion h : X → [0,∞) mit h ≤ g
und

∫
gµ ≤

∫
hµ + ε/2.

Übung 13.1.5.24. Man zeige: Gegeben ein MaßraumX und eine Folge (fn) nicht-
negativer meßbarer Funktionen fn : X → [0,∞] ist auch ihre Summe

∑
fn meß-

bar und es gilt ∫ ∑
fn =

∑∫
fn

Diese Aussage wird sich als ein Spezialfall des positiven Fubini 13.1.7.6 erweisen.

Übung 13.1.5.25 (Produkte von Maßen mit Funktionen). Man zeige: Ist (X,µ)
ein Maßraum und g : X → [0,∞] meßbar, so erhalten wir ein weiteres Maß gµ
auf X durch die Vorschrift (gµ)(A) :=

∫
A
gµ. Für jede weitere meßbare Funktion

f : X → [0,∞] gilt mit der Konvention 0 · ∞ = 0 = ∞ · 0 die Identität von
Maßen f(gµ) = (fg)µ.
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Übung 13.1.5.26 (Bildmaße zu Produkten von Maßen mit Funktionen). Sei
φ : X → Y ein Isomorphismus von Meßräumen. Seien f : X → [0,∞] und
g : Y → [0,∞] die dazu verwandte meßbare Funktion φ : f ; g. Seien µ ein
Maß auf X und ν das dazu verwandte Maß auf Y , also φ : µ ; ν. So sind auch
die Maße fµ und gν verwandt, in Formeln

φ : fµ; gν

Übung 13.1.5.27. Ist (X,µ) ein σ-endlicher Maßraum und sind f, g : X → [0,∞]
meßbar, so gilt die Gleichheit von Maßen fµ = gµ genau dann, wenn f und
g außerhalb einer meßbaren Menge vom Maß Null übereinstimmen. Man gebe
auch ein Gegenbeispiel im Fall nicht σ-endlicher Maßräume. Hinweis: Man ziehe
sich auf den Fall µ(X) < ∞ zurück und betrachte dann zunächst die Mengen
{x | n > f(x) > g(x) + 1/n}.

Ergänzende Übung 13.1.5.28. Nach 13.1.2.27 gibt es für jede linksseitig stetige
monoton wachsende Funktion f : R→ R genau ein topologisches Maß df auf R
mit (df)([a, b)) = f(b) − f(a) für beliebige a, b ∈ R mit a < b. Man zeige: Ist
unser f zusätzlich stetig differenzierbar, so stimmt df überein mit dem Vielfachen
f ′(x) dx des Lebesguemaßes im Sinne von 13.1.5.25.

13.1.6 Integrierbare Funktionen und ihr Integral
Definition 13.1.6.1. Gegeben ein Maßraum X = (X,M, µ) heißt eine Funktion
f : X → R integrierbar, wenn sie meßbar ist und wenn zusätzlich gilt

∫
|f | <

∞ im Sinne des Integrals nichtnegativer Funktionen 13.1.5.7. Wir erklären das
Integral

∫
f ∈ R einer integrierbaren Funktion f : X → R durch die Vorschrift∫

f :=

∫
f+ −

∫
f−

Hier bezeichnet f+, f− : X → [0,∞) den positiven beziehungsweise negativen
Anteil von f , der gegeben wird durch f±(x) = sup(±f(x), 0). Die Menge aller
integrierbaren Funktionen f : X → R notieren wir je nach der gewünschten
Präzision L1

R(X) = L1
R(X;µ) = L1

R(X;M, µ).

13.1.6.2 (Beziehung unserer beiden Varianten des Integralbegriffs). Wir ha-
ben nun genau genommen für jeden Maßraum (X,M, µ) zwei Integrale definiert:
Ein Integral für meßbare nichtnegative Funktionen mit Werten in [0,∞], das Wer-
te in [0,∞] annimmt, und ein Integral für integrierbare Funktionen mit Werten
in R, das Werte in R annimmt. Offensichtlich stimmen im Fall einer nichtnegati-
ven reellwertigen integrierbaren Funktion diese beiden Integrale überein, auf dem
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Schnitt ihrer Definitionsbereiche liefern unsere beiden Varianten des Integralbe-
griffs in anderen Worten dasselbe. Es ist deshalb sinnvoll, für beide Konzepte
dasselbe Symbol zu verwenden.
Ergänzung 13.1.6.3 (Erweiterungen des Integralbegriffs). Man kann in einer
gemeinsamen Verallgemeinerung unserer beiden Varianten des Integralbegriffs
auch beliebigen meßbaren Funktionen mit Werten in (−∞,∞] und integrierba-
rem Negativteil f− noch sinnvoll ein Integral in (−∞,∞] zuordnen. In dieser
Allgemeinheit werde ich jedoch das Integral nie verwenden.
Ergänzung 13.1.6.4 (Erweiterungen des Begriffs der Integrierbarkeit). Der
Begriff der Integrierbarkeit wird in der Literatur oft weiter gefaßt als in die-
sem Text, um alle Funktionen einzuschließen, denen man „noch irgendwie in
sinnvoller Weise ein Integral zuordnen kann“. Eine so abgeänderte Terminolo-
gie entspricht möglicherweise besser unserem Sprachempfinden, sie schien mir
jedoch für die präzise Formulierung der Theorie ungeschickt. Hier will ich die
verschiedenen in der Literatur gängigen Begriffsvarianten Revue passieren las-
sen. Zunächst mag man auch solche Funktionen f : X → R noch „integrierbar“
nennen wollen, die im Sinne der vorhergehenden Definition integrierbar sind in
Bezug auf den vervollständigten Maßraum. In einer anderen Richtung mag man
auch solche Funktionen f : X → R̄ noch „integrierbar“ nennen wollen, für die
die Stellen, an denen sie einen der Werte ±∞ annimmt, eine Nullmenge bilden,
auf deren Komplement sie in dann unserem Sinne integrierbar sind. Weiter kann
man diese beiden Erweiterungen auch noch kombinieren. Und schließlich versteht
man oft unter einer „integrierbaren Funktion“ gewisse Objekte, die im Sinne der
Mengenlehre streng genommen gar keine Funktionen mehr sind und die wir in
13.2.2.20 als „integrierbare fast überall definierte Funktionen“ einführen werden.
Diese Objekte hängen dann nicht mehr davon ab, mit Hilfe welcher der obigen
Begriffsvarianten wir sie konstruieren.
Ergänzung 13.1.6.5. Gegeben eine reellwertige integrierbare Zufallsvariable X
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) heißt ihr Integral der Erwartungs-
wert der Zufallsvariable und wird E(X) :=

∫
Ω
X(ω)P 〈ω〉 notiert.

Beispiel 13.1.6.6 (Integrierbarkeit und absolute Konvergenz). Ist I eine ab-
zählbare Menge, so ist eine Funktion f : I → R integrierbar für das Zählmaß
genau dann, wenn für eine oder gleichbedeutend jede „Abzählung“ von I die Rei-
he
∑

i∈I f(i) absolut konvergiert. Das Integral unserer Funktion ist in diesem Fall
genau der Grenzwert der Reihe. Ist I eine beliebige Menge, so ist eine Funktion
f : I → R integrierbar für das Zählmaß genau dann, wenn die Familie der f(i)
summierbar ist im Sinne von 10.4.1.23, was ja nach 10.4.1.25 auch im Wesentli-
chen absolute Konvergenz bedeutet.
13.1.6.7. Aus der Definition erhalten wir für f, g integrierbar sofort |

∫
f | ≤

∫
|f |

und f ≤ g ⇒
∫
f ≤

∫
g.
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Satz 13.1.6.8 (Linearität des Integrals). Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) ist
der Raum L1

R(X) aller integrierbaren Funktionen ein Untervektorraum im Raum
aller Funktionen X → R und das Integral ist eine lineare Abbildung∫

: L1
R(X)→ R

Beweis. Wir überlassen den Nachweis der ersten Aussage dem Leser und zeigen
nur die Linearität des Integrals. Man kann sie direkt aus Übung 3.3.6.14 alias der
anschließenden Ergänzung 13.1.6.9 folgern, und im folgenden schreiben wir nur
eine Lösung dieser Übung in unserem Spezialfall aus. Zunächst zeigen wir die
Additivität ∫

f + g =

∫
f +

∫
g

Seien f = f+−f−, g = g+−g− und f+g = h = h+−h− die Zerlegungen in den
positiven und negativen Anteil. Wir folgern durch Einsetzen f++g++h− = f−+
g−+h+ und mit 13.1.5.14 ergibt sich

∫
f+ +

∫
g+ +

∫
h− =

∫
f−+

∫
g−+

∫
h+,

woraus mit der Definition dann wieder
∫
f +

∫
g =

∫
f + g folgt. Nun zeigen wir

noch die Verträglichkeit mit der Multiplikation mit Skalaren∫
cf = c

∫
f

Für c = −1 folgt das aus den Definitionen, für c ≥ 0 folgt es aus 13.1.5.14, und
der allgemeine Fall ergibt sich aus diesen beiden Spezialfällen.

13.1.6.9 (Integral als lineare Fortsetzung). Gegeben Vektorräume V,W über ei-
nem angeordneten Körper und ein erzeugender Konvexkegel C ⊂ V erinnere ich
daran, daß man nach Übung 3.3.6.14 jede positivlineare Abbildung ϕ : C → W
eindeutig fortsetzen kann zu einer linearen Abbildung V → W . Unser Raum
L1
R(X) ist quasi per definitionem der vom Konvexkegel der nichtnegativen inte-

grierbaren Funktionen erzeugte Untervektorraum im Raum aller Funktionen, un-
ser Lebesgueintegral ist genau diese Fortsetzung und unsere Argumentation liefert
allgemeiner auch eine Lösung der erwähnten Übungsaufgabe aus der linearen Al-
gebra. Allgemeiner zeigt man induktiv, daß gegeben Vektorräume V1, . . . , Vr,W
über einem angeordneten Körper und erzeugende Konvexkegel Ci ⊂ Vi auch jede
in jeder Variablen positivlineare Abbildung

ϕ : C1 × . . .× Cr → W

auf genau eine Weise zu einer multilinearen Abbildung ϕ : V1 × . . . × Vr → W
fortgesetzt werden kann. Auch das wird sich in der Integrationstheorie als hilfreich
erweisen.
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Satz 13.1.6.10 (über dominierte Konvergenz). Seien (X,M, µ) ein Maßraum
und fn : X → R eine Folge meßbarer Funktionen, die punktweise gegen eine
Funktion f : X → R konvergiert. Gibt es eine integrierbare Funktion g : X → R
mit |fn| ≤ g für alle n, so sind alle fn und auch f integrierbar und es gilt∫

f = lim
n→∞

∫
fn

13.1.6.11. Eine eher unwesentliche Verallgemeinerung erhält man, wenn man
allgemeiner nur eine Domination der Konvergenz durch eine meßbare Funktion
g : X → [0,∞] mit

∫
g < ∞ voraussetzt: Aus dieser Annahme folgt nämlich,

daß g außerhalb einer Nullmenge doch wieder reelle Werte annehmen muß, und
so finden wir uns dann unmittelbar in der Situation des Satzes wieder.

13.1.6.12. Andere Quellen sprechen gleichbedeutend vom Satz über majorisier-
te Konvergenz.

Eine Folge integrierbarer
Funktionen auf der reellen

Zahlengeraden, die zwar punktweise
gegen die Nullfunktion konvergiert,

deren Integrale jedoch keine
Nullfolge bilden. In diesem Fall
können wir auch offensichtlich

keine alle Funktionen unserer Folge
dominierende integrierbare

Funktion g finden.

Beweis. Aus unseren Annahmen folgt
∫
|fn| ≤

∫
g < ∞, also sind die fn in-

tegrierbar. Weiter ist f auch meßbar als punktweiser Grenzwert meßbarer Funk-
tionen und dann ist mit demselben Argument auch f integrierbar. Um die Ver-
tauschbarkeit des Grenzwerts mit dem Integral zu zeigen, betrachten wir nun die
Funktionenfolgen

in(x) = inf{fn(x), fn+1(x), . . .}
sn(x) = sup{fn(x), fn+1(x), . . .}

Sie bestehen aus meßbaren Funktionen, beide Folgen konvergieren punktweise
gegen f , und es gilt

−g ≤ i0 ≤ i1 ≤ . . . ≤ f ≤ . . . ≤ s1 ≤ s0 ≤ g
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Mit dem Satz über monotone Konvergenz erhalten wir also limn→∞
∫
g + in =∫

g + f und limn→∞
∫
g − sn =

∫
g − f , also

lim
n→∞

∫
in =

∫
f = lim

n→∞

∫
sn

Da aber nach Definition gilt in ≤ fn ≤ sn, folgt die Behauptung aus dem
Quetschlemma 10.3.5.35.

Korollar 13.1.6.13 (Riemannintegral als Lebesgueintegral). Jede stetige reell-
wertige Funktion auf einem kompakten reellen Intervall ist integrierbar im Sinne
der vorhergehenden Definition 13.1.6.1 und ihr Riemannintegral stimmt mit ihrem
Lebesgueintegral überein.

Beweis. Jede stetige reellwertige Funktion f auf einem kompakten reellen Inter-
vall [a, b] ist meßbar und beschränkt. Aus |f | ≤ M folgt dann sofort

∫
|f | ≤

M(b − a) < ∞ und damit die Integrierbarkeit von f . Bilden wir Stufenfunktio-
nen fr, indem wir [a, b] äquidistant unterteilen durch Zwischenpunkte a = a0 <
a1 < . . . < ar = b und fr auf [ai−1, ai) konstant den Wert f(ai) geben und bei b
den Wert f(b), so konvergieren die fr wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von f
punktweise gegen f . Andererseits sind ihre Integrale offensichtlich genau unsere
Riemannsummen Sr(f) aus 10.5.2.5, in Formeln Sr(f) =

∫
fr, und für r → ∞

strebt die linke Seite nach 10.5.2.5 gegen das Riemannintegral und die Rechte
nach dem Satz über dominierte Konvergenz 13.1.6.10 gegen das Lebesgueinte-
gral von f .

Übungen

Übung 13.1.6.14 (Produkte von Maßen mit Funktionen, Variante). Ist (X,µ)
ein Maßraum und g : X → [0,∞] meßbar und f : X → R meßbar, so ist f
integrierbar in Bezug das Maß (gµ) aus Übung 13.1.5.25 genau dann, wenn unter
der Konvention 0 · ∞ = 0 die Funktion fg integrierbar ist in Bezug auf µ, und
unter diesen Voraussetzungen gilt∫

(fg) µ =

∫
f (gµ)

Übung 13.1.6.15. Auf einem topologischen Raum mit einem Borelmaß ist jede
stetige reellwertige Funktion mit kompaktem Träger integrierbar.

Übung 13.1.6.16. Man zeige, daß für jede integrierbare Funktion die Menge der
Punkte, auf denen sie nicht den Wert Null annimmt, σ-endlich sein muß.
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Übung 13.1.6.17 (Vertauschen von Integration und Ableitung). Sei (X,µ) ein
Maßraum und I ⊂ R halboffen und f : X × I → R eine Abbildung derart, daß
x 7→ f(x, t) integrierbar ist für alle t ∈ I und t 7→ f(x, t) differenzierbar für alle
x ∈ X . Existiert eine integrierbare Abbildung g : X → R mit g(x) ≥ |∂tf(x, t)|
für alle x und t, so ist x 7→ ∂tf(x, t) integrierbar für alle t und es gilt

∂t

∫
f(x, t) µ〈x〉 =

∫
∂tf(x, t) µ〈x〉

Hinweis: Dominierte Konvergenz 13.1.6.10 und Mittelwertsatz.

Übung 13.1.6.18 (Integrale unter Bildmaßen). Man folgere aus 13.1.5.18, daß
das Integral auch in dieser Situation Verwandschaft respektiert. Sind genauer φ :
X → Y eine meßbare Abbildung von Meßräumen, µ ein Maß aufX und g : Y →
R eine meßbare Abbildung, so ist g : Y → R integrierbar in Bezug auf φ∗µ genau
dann, wenn g ◦ φ integrierbar ist in Bezug auf µ, und unter dieser Voraussetzung∫

Y

g(φ∗µ) =

∫
X

(g ◦ φ)µ

Übung 13.1.6.19 (Satz von Beppo Levi). Sei fn eine monoton wachsende Fol-
ge integrierbarer Funktionen. Ist die Folge ihrer Integrale beschränkt, so ist die
Menge N aller x ∈ X mit limn→∞ fn(x) = ∞ meßbar vom Maß Null und die
Funktion f = limn→∞ fn : (X\N) → R ist integrierbar mit Integral

∫
f =

limn→∞
∫
fn.

Übung 13.1.6.20. Sei Q = [a, b] × [c, d] ⊂ R2 ein nichtleerer kompakter zweidi-
mensionaler Quader und f : R2 → R eine stetige Funktion mit Träger in Q. Sei
weiter µ ein Borelmaß auf R2. Für r ≥ 1 definieren wir dann die r-te Riemann-
summe Sr(f ;µ) von f wie folgt: Wir betrachten die äquidistanten Unterteilungen

a = a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ar = b

c = c0 ≤ c1 ≤ . . . ≤ cr = d

der Kanten unseres Rechtecks, erhalten auf diese Weise r2 klitzekleine halboffene
Rechtecke Qxi,j = [ai, ai+1)× [cj, cj+1) und setzen

Sr(f ;µ) =
r−1∑
i,j=0

f(ai, cj)µ(Qxi,j)

Man zeige, daß unter unseren Annahmen diese Riemannsummen gegen das Inte-
gral streben, in Formeln ∫

Q

fµ = lim
r→∞

Sr(f ;µ)
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Übung 13.1.6.21. Ist (X,µ) ein Maßraum und g : X → [0,∞] meßbar und gµ
das in 13.1.5.25 konstruierte Maß, so zeige man für f : X → R meßbar, daß f
integrierbar ist in Bezug auf (gµ) genau dann, wenn unter der üblichen Konvention
0 · ∞ = 0 die Funktion fg integrierbar ist in Bezug auf µ, und daß unter diesen
Voraussetzungen gilt ∫

(fg) µ =

∫
f (gµ)

Übung 13.1.6.22. Seien I ⊂ R ein Intervall und (Ω, µ) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und f : Ω→ I integrierbar. Man zeige, daß dann auch

∫
Ω
fµ in I liegt.

Übung 13.1.6.23. Seien I ⊂ R ein Intervall und φ : I → R konvex, also nach
10.3.2.48 stetig im Inneren von I . Seien weiter (Ω, µ) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und f : Ω→ I integrierbar. So gilt die Jensen’sche Ungleichung

φ

(∫
Ω

fµ

)
≤
∫

Ω

(φ ◦ f) µ

Auf der rechten Seite ist die Formulierung etwas sorglos, man möge genauer∫
Ω

(φ ◦ f)− µ <∞ zeigen und die rechte Seite als
∫

Ω
(φ ◦ f)+ µ−

∫
Ω

(φ ◦ f)− µ
verstehen. Hinweis: Ist t :=

∫
Ω
fµ ein Randpunkt von I , so muß f außerhalb ei-

ner Nullmenge konstant sein. Sonst liegt der Graph von φ oberhalb einer Geraden
durch (t, φ(t)), es gibt also in Formeln c ∈ R mit φ(s) ≥ φ(t) + c(s− t) für alle
s ∈ I . Nun setze man s = f(ω) ein und integriere. Einen diskreten Spezialfall
kennen Sie im übrigen bereits aus 10.2.2.17.

Übung 13.1.6.24. Besitzt die nichtnegative reelle Zufallsvariable X einen Erwar-
tungswert E(X), so gilt für alle ε > 0 die Markov-Ungleichung

P(X ≥ ε) ≤ ε−1E(X)

13.1.7 Integration auf Produkträumen
Satz 13.1.7.1 (Produktmaß). Für σ-endliche Maßräume (X,M, µ) und (Y,N , ν)
gibt es auf der Produkt-σ-AlgebraM �N genau ein Maß µ � ν derart, daß für
alle A ∈M und B ∈ N gilt

(µ� ν)(A×B) = µ(A)ν(B)

13.1.7.2. Die Produkte rechts sind im Sinne unserer Konvention 0·∞ =∞·0 = 0
zu verstehen. In der Literatur wird für die Produkt-σ-Algebra und Produktmaße
meist das Symbol ⊗ verwendet, aber mir gefällt das Symbol � hier besser, da es
sich beim Produkt von Maßen eher um eine Art „äußeres Produkt“ und jedenfalls
nicht um ein Tensorprodukt handelt.
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13.1.7.3. Mit diesem Satz und der Erkenntnis Borel(Rn)�Borel(R) = Borel(Rn+1)
aus 13.1.4.28 können wir durch Induktion über n das Lebesguemaß auf dem Rn
aus dem Lebesguemaß auf R konstruieren und so dessen in 13.1.1.28 behauptete
Existenz im allgemeinen zeigen.

Illustration der Tatsache, daß die
Vereinigung zweier Quader auch als

die disjunkte Vereinigung von
sieben Quadern geschrieben werden

kann.

Beweis. Die Gesamtheit aller endlichen disjunkten Vereinigungen von Quadern
A × B mit A ∈ M und B ∈ N bildet nach Übung 13.1.2.32 einen Mengenring,
ja sie bildet offensichtlich sogar eine Mengenalgebra, die wir [M×N ] notieren.
Wir zeigen, daß es auf dieser Mengenalgebra [M×N ] genau ein Prämaß µ×ν gibt
mit (µ×ν)(A×B) = µ(A)ν(B) ∀A ∈M, B ∈ N . Dessen Eindeutigkeit ist klar.
Um die Existenz zu zeigen, bemerken wir, daß für C ∈ [M×N ] und beliebiges
y ∈ Y die Abbildung x 7→ [C](x, y) eine meßbare Stufenfunktion X → {0, 1}
ist und daß wir weiter mit y 7→

∫
X

[C](x, y)µ〈x〉 eine meßbare Stufenfunktion
Y → [0,∞] erhalten. Wir können also für C ∈ [M×N ] in [0,∞] das Element

(µ× ν)(C) :=

∫
Y

(∫
X

[C](x, y)µ〈x〉
)
ν〈y〉

bilden. Die σ-Additivität von µ × ν folgt dann aus der Additivität der Integrale
13.1.5.14 zusammen mit dem Satz über monotone Konvergenz 13.1.5.12. Unser
Satz zum Produktmaß folgt damit, und erst hier wird die σ-Endlichkeit der betei-
ligten Maße benötigt, aus dem Maßfortsetzungssatz 13.1.2.11.

13.1.7.4. Bezeichnet τ : X × Y → Y ×X das Vertauschen der Komponenten in
einem Produkt σ-endlicher Maßräume, so haben wir offensichtlich eine Verwand-
schaft von Maßen τ : µ� ν ; ν � µ.

13.1.7.5 (Einschränkung und Produkt von Maßen). Gegeben A ⊂ X und
B ⊂ Y meßbare Teilmengen σ-endlicher Maßräume (X,M, µ) und (Y,N , ν)
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stimmt die Einschränkung des Produktmaßes überein mit dem Produktmaß der
Einschränkungen, in Formeln

(µ� ν)|(A×B) = (µ|A)� (ν|B)

In der Tat stimmen beide Maße auf einem zweischnittstabilen Erzeugendensystem
nach 13.1.2.34 überein, das darüberhinaus für beide Maße σ-endlich ist.

Satz 13.1.7.6 (positiver Fubini). Gegeben σ-endliche Maßräume (X,µ) und (Y, ν)
sowie eine meßbare Funktion f : X × Y → [0,∞] ist x 7→ f(x, y) für alle y ∈ Y
eine meßbare FunktionX → [0,∞] und das partielle Integral y 7→

∫
f(x, y)µ〈x〉

ist eine meßbare Funktion Y → [0,∞] und es gilt∫
X×Y

f(x, y) (µ� ν)〈x, y〉 =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)µ〈x〉
)
ν〈y〉

13.1.7.7. Unser Satz impliziert, daß unter den gegebenen Voraussetzungen die
partiellen Integrale vertauscht werden dürfen. Bezeichnet genauer τ : X × Y →
Y ×X das Vertauschen, so haben wir die Verwandschaft τ : µ� ν ; ν � µ von
Maßen und die Verwandschaft τ : f ; f̃ von Funktionen mit f̃(y, x) := f(x, y)
und damit unmittelbar und formal nach 13.1.5.18 die Gleichheit∫

X×Y
f(x, y) (µ� ν)〈x, y〉 =

∫
Y×X

f̃(y, x) (ν � µ)〈y, x〉

13.1.7.8. Dieser Satz und verschiedene seiner Varianten werden auch oft als Satz
von Tonelli zitiert. Daß die partiellen Integrale bei nicht notwendig σ-endlichen
Maßräumen im allgemeinen nicht mehr vertauscht werden dürfen, zeigt das fol-
gende Beispiel. Seien X = Y = [0, 1] versehen mit der borelschen σ-Algebra B
und dem Lebesguemaß λ beziehungsweise dem Zählmaß ζ . Die Diagonale ∆ ist
dann meßbar, für ihre charakteristische Funktion [∆] gilt jedoch∫

Y

(∫
X

[∆](x, y)λ〈x〉
)
ζ〈y〉 = 0 6= 1 =

∫
X

(∫
Y

[∆](x, y)ζ〈y〉
)
λ〈x〉

Für das Produktmaß ?? hätte unsere Diagonale im übrigen das Maß∞ und wäre
noch nicht einmal σ-endlich. Das ist auch besser so, denn für meßbare Abbil-
dungen X × Y → [0,∞], die außerhalb einer σ-endlichen Menge verschwinden,
gilt der positive Fubini 13.1.7.6 analog und kann leicht aus 13.1.7.6 in der oben
formulierten Gestalt abgeleitet werden.

13.1.7.9 (Korollar zum Satz über monotone Konvergenz). Gegeben (X,M, µ)
ein Maßraum und A0 ⊂ A1 ⊂ . . . eine aufsteigende Folge meßbarer Teilmengen
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von X mit Vereinigung A :=
⋃
nAn gilt für jede meßbare Funktion f : X →

[0,∞] die Identität ∫
A

fµ = lim
n→∞

∫
An

fµ

In der Tat können wir die Behauptung mit 13.1.5.16 umschreiben zur Behauptung∫
X

[A]fµ = limn→∞
∫
X

[An]fµ und in dieser Gestalt folgt sie unmittelbar aus dem
Satz über monotone Konvergenz 13.1.5.12.

Beweis. Für jedes y ∈ Y ist die y-Horizontale iy : X → X × Y , x 7→ (x, y)
meßbar nach Lemma 13.1.4.10, da die Urbilder von Erzeugern der σ-Algebra der
meßbaren Mengen des Produkts meßbar sind. Also ist auch x 7→ f(x, y) meßbar
auf X als die Verknüpfung f ◦ iy von f mit der y-Horizontalen. Um die anderen
Aussagen des Satzes zu zeigen, müssen wir weiter ausholen. Zunächst einmal
dürfen wir annehmen, daß X und Y endliches Maß haben: Sonst schreiben wir
X beziehungsweise Y als aufsteigende Vereinigungen von meßbaren Teilmengen
Xn beziehungsweise Ym endlichen Maßes und erhalten aus dem Fall, in dem die
Gesamträume endliches Maß haben, die Meßbarkeit des partiellen Integrals über
Xn und die Gleichheit∫

Xn×Ym
f(x, y) (µ� ν)〈x, y〉 =

∫
Ym

(∫
Xn

f(x, y)µ〈x〉
)
ν〈y〉

Im Grenzwert n → ∞ ergibt sich dann auf der linken Seite nach dem Korol-
lar 13.1.7.9 zur monotonen Konvergenz

∫
X×Ym f(x, y) (µ � ν)〈x, y〉 und auf der

rechten Seite streben die meßbaren Funktionen y 7→
∫
Xn
f(x, y)µ〈x〉 ebenfalls

nach dem Korollar 13.1.7.9 zur monotonen Konvergenz punktweise monoton ge-
gen y 7→

∫
X
f(x, y)µ〈x〉. Mithin ist diese Funktion auch meßbar und wir finden

im Grenzwert∫
X×Ym

f(x, y) (µ� ν)〈x, y〉 =

∫
Ym

(∫
X

f(x, y)µ〈x〉
)
ν〈y〉

Bilden wir dann den Grenzwert für m → ∞, so folgt wieder nach dem Korol-
lar 13.1.7.9 zur monotonen Konvergenz

∫
X×Y f =

∫
Y

∫
X
f wie gewünscht. Wir

dürfen also ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, daß X und Y
endliches Maß haben. Wir zeigen nun den Satz zunächst für Funktionen der Ge-
stalt f = [C] mit C ∈M�N . Dazu brauchen wir einen neuen Begriff.

Definition 13.1.7.10. Sei Z eine Menge. Ein System O ⊂ P(Z) von Teilmengen
von Z heißt monoton, wenn die beiden folgenden Aussagen gelten:

1. Es gilt ∅ ∈ O und liegen A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ . . . alle in O, so auch
⋃
An;

2. Es gilt Z ∈ O und liegen B0 ⊃ B1 ⊃ B2 ⊃ . . . alle in O, so auch
⋂
Bn.
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In Worten fordern wir also, daß die Vereinigung und der Schnitt über jedes abzähl-
bare angeordnete Teilsystem wieder zu unserem Mengensystem gehören sollen.

Lemma 13.1.7.11 (über monotone Systeme). Gegeben eine Menge Z und eine
Mengenalgebra A ⊂ P(Z) ist die von A erzeugte σ-Algebra σ(A) das kleinste
monotone SystemO ⊂ P(Z), dasA umfaßt, alias als der Schnitt aller monotonen
Systeme, die A umfassen.

Beweis. Offensichtlich gilt A ⊂ O ⊂ σ(A). Wir müssen also nur zeigen, daß
O eine σ-Algebra ist. Dazu reicht es nach 13.1.1.39 zu zeigen, daß O eine Men-
genalgebra ist. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1. Zunächst zeigen wir, daß O stabil ist unter dem Bilden von Komplementen.
Bezeichne für Y ⊂ Z wieder Y c := Z\Y sein Komplement. Gegeben ein Men-
gensystem T setzen wir T c := {T c | T ∈ T }. Ist nun A ein beliebiges System
von Teilmengen von Z und O ⊃ A das kleinste monotone System über A, so
ist offensichtlich Oc ⊃ Ac das kleinste monotone System über Ac. Insbesondere
folgt aus A = Ac sofort O = Oc und O ist in der Tat stabil unter dm Bilden von
Komplementen.

2. Jetzt bemerken wir eine Hilfsaussage, nämlich daß für jede Teilmenge Y ⊂ Z
mit O auch OY := {A ∈ O | A ∩ Y ∈ O} ein monotones System ist.

3. Für Y ∈ A gilt, da unser A ja eine Mengenalgebra ist, stets A ⊂ OY . Daraus
folgt mit der Minimalität von O sofort O = OY . Damit haben wir gezeigt:

A ∈ O und Y ∈ A ⇒ A ∩ Y ∈ O.

4. Mit dieser Erkenntnis lassen wir nun dasselbe Argument nocheinmal laufen:
Nicht nur für Y ∈ A sondern sogar für Y ∈ O wissen wir nach dem vorherge-
henden Schritt nämlich, daß gilt A ⊂ OY . Daraus folgt wie zuvor O ⊂ OY und
sogar O = OY sogar für alle Y ∈ O. Damit haben wir gezeigt

A ∈ O und Y ∈ O ⇒ A ∩ Y ∈ O.

Also ist O eine Mengenalgebra. Da es auch stabil ist unter abzählbaren aufstei-
genden Vereinigungen, ist es dann wie bereits erwähnt sogar eine σ-Algebra.

Mit dem Lemma über monotone Systeme 13.1.7.11 können wir nun den posi-
tiven Fubini im Fall f = [C] für C ∈ M � N zeigen. Da wir uns nämlich
bereits auf den Fall µ(X), ν(Y ) < ∞ zurückgezogen haben, ist die konstante
Funktion 1 = [X × Y ] integrierbar auf X × Y . Natürlich dominiert diese Funk-
tion die charakteristischen Funktionen aller Teilmengen von X × Y . Aus dem
Satz über dominierte Konvergenz 13.1.6.10 folgt also, daß das SystemO aller der
C ∈ M � N , für deren charakteristische Funktion der Satz gilt, ein monotones
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System ist. Dies monotone System enthält aber offensichtlich alle C ∈ [M×N ],
mithin besteht es nach dem Lemma über monotone Systeme 13.1.7.11 aus allen
meßbaren Mengen C ⊂ X × Y des Produkts alias allen C ∈ M�N . Damit ist
der Satz für f = [C] mit C ∈M�N bewiesen und folgt sofort für meßbare Stu-
fenfunktion f : X × Y → [0,∞). Für beliebiges meßbares f : X × Y → [0,∞]
folgert man die Aussage, indem man f mithilfe von 13.1.5.15 als punktweisen
Grenzwert einer monoton wachsenden Folge meßbarer Stufenfunktionen schreibt
und beachtet, daß nach dem Satz über monotone Konvergenz 13.1.5.12 auf beiden
Seiten Integral und Grenzwert vertauscht werden dürfen.

13.1.7.12. Nimmt man im vorherigen Satz für f die charakteristische Funktion
einer σ-endlichen meßbaren Menge C ∈ M � N , so ergibt sich, daß für Cx =
i−1
x (C) das Urbild von C unter der x-Vertikalen ix : Y → X × Y , y 7→ (x, y) die

Abbildung X → [0,∞], x 7→ µ(Cx) meßbar ist und daß gilt

(µ� ν)(C) =

∫
X

ν(Cx)µ〈x〉

Kippen wir das in unserer Vorstellung, so folgt das Prinzip von Cavalieri, nach
dem zwei Borelmengen C,D ⊂ R3 dasselbe Volumen haben, wenn ihre horizon-
talen Schnitte in jeder Höhe dieselbe Fläche haben, in Formeln

λ2(i−1
z (C)) = λ2(i−1

z (D)) ∀z ∈ R ⇒ λ3(C) = λ3(D)

mit iz : R2 ↪→ R3 gegeben durch iz : (x, y) 7→ (x, y, z). Weiter können wir
so beweisen, daß das Integral einer nichtnegativen meßbaren Funktion auf R tat-
sächlich die zwischen ihrem Graphen und der x-Achse eingeschlossene Fläche
ist, wie im folgenden Korollar ausgeführt wird.

Korollar 13.1.7.13 (Integral als Fläche unter dem Graphen). Gegeben (X,µ)
ein σ-endlicher Maßraum und f : X → [0,∞] eine meßbare Funktion ist auch
die Teilmenge Mf ⊂ X × R gegeben durch Mf := {(x, y) | 0 ≤ y < f(x)}
meßbar und es gilt

(µ� λ)(Mf ) =

∫
X

fµ

Beweis. Um zu zeigen, daß Mf meßbar ist, schreiben wir es als abzählbare Verei-
nigung von Quadern Mf =

⋃
q∈Q>0

f−1([q,∞])× [0, q). Die Formel für das Maß
von Mf folgt sofort aus dem positiven Fubini 13.1.7.6.

13.1.7.14. Im Rückblick könnten wir das Integral über σ-endliche Maßräume
auch mit Hilfe des Produktmaßes als Fläche unter dem Graphen im Sinne von
13.1.7.13 einführen. Wir müßten dazu aber bei der Konstruktion des Produkt-
maßes auf den Satz über monotone Konvergenz verzichten. Das wäre nun nicht
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weiter schlimm, wir brauchen ihn dabei nur für meßbare Stufenfunktionen, für die
er besonders leicht zu zeigen ist. Ich habe diesen Zugang dennoch nicht gewählt,
weil mir die direkte Konstruktion des Integrals didaktisch geschickter schien. Man
kann so nämlich früher einen Kontakt zu bekannten Konzepten herstellen.

Ergänzung 13.1.7.15. Man findet bei Lebesgue und auch in vielen anderen Texten
die Bemerkung, das Lebesgue-Integral unterscheide sich vom Riemann-Integral
dadurch, daß die Fläche unter dem Graphen der Funktion in horizontale statt in
vertikale Streifen aufgeschnitten werde, deren Flächen man dann addiert. Ich kann
das nur bedingt nachvollziehen. Nach Cavalieri liefert ja beides dasselbe Integral.
Der wesentliche Schritt ist meines Erachtens vielmehr der Übergang vom Messen
reeller Intervalle zum Messen beliebiger „meßbarer Mengen“. Ich gebe aber zu,
daß die horizontalen Streifen im Gegensatz zu den vertikalen Streifen eben keine
Intervalle und dadurch näher an allgemeinen meßbaren Mengen sind.

Satz 13.1.7.16 (Fubini). Gegeben σ-endliche Maßräume (X,µ) und (Y, ν) und
eine integrierbare Funktion f : X × Y → R ist die Menge N aller y ∈ Y , für die
x 7→ f(x, y) nicht integrierbar ist, meßbar vom Maß ν(N) = 0, und die Funktion
Y \N → R, y 7→

∫
X
f(x, y)µ〈x〉 ist integrierbar mit Integral∫

Y \N

(∫
X

f(x, y)µ〈x〉
)
ν〈y〉 =

∫
X×Y

f(x, y) (µ� ν)〈x, y〉

13.1.7.17. Will man diesen Satz in der Praxis anwenden, so wird man in der Re-
gel zuerst den positiven Fubini 13.1.7.6 benutzen, um die Integrierbarkeit von f
nachzuweisen.

Beweis. Ist f nichtnegativ, so folgt die Behauptung aus dem positiven Fubini
13.1.7.6, denn aus

∫
Y

(∫
X
f(x, y)µ〈x〉

)
ν〈y〉 < ∞ folgt, daß die Menge N aller

y ∈ Y mit
∫
X
f(x, y)µ〈x〉 =∞Maß Null hat. Im allgemeinen folgt die Behaup-

tung dann mit der Zerlegung f = f+− f− unsere Funktion in ihren positiven und
negativen Anteil wie bei der Definition des Integrals 13.1.6.1.

Beispiel 13.1.7.18. Die Funktion f : R2 → R, die außerhalb der x-Achse ver-
schwindet und auf der x-Achse bei (x, 0) jeweils den Wert x annimmt, ist inte-
grierbar auf R2. Jedoch ist x 7→ f(x, y) nur integrierbar für y 6= 0.

Beispiel 13.1.7.19 (Probleme beim Vertauschen der Integrationsreihenfolge).
Unser Satz sagt insbesondere, daß wir unter gewissen Umständen „die Integrati-
onsreihenfolge vertauschen dürfen“. Das folgende Beispiel zeigt, welche Proble-
me beim Vertauschen der Integrationsreihenfolge im allgemeinen auftreten können.
Sei ζ das Zählmaß auf N. Wir betrachten die Funktion f : N×N→ R mit Träger
in der „treppenförmigen“ Menge {(i, j) | 0 ≤ i − j ≤ 1} mit f(i, j) = (−1)i−j .
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Eine meßbare Funktion auf R2 wie
in 13.1.7.19 derart, daß die

partiellen Integrale existieren und
selbst wieder integrierbar sind, das

Endresultat jedoch von der
Integrationsreihenfolge abhängt.
Der „positive Fubini“ greift hier
nicht, da unsere Funktion auch
negative Werte annimmt, der

„Fubini“ greift nicht, da unsere
Funktion nicht integrierbar ist.
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Die beiden partiellen Integrale von f existieren und sind integrierbar. Ihre Inte-
grale sind jedoch verschieden, genauer gilt∫ (∫

f(n,m)ζ〈n〉
)
ζ〈m〉 = 0 6= 1 =

∫ (∫
f(n,m)ζ〈m〉

)
ζ〈n〉

Indem wir unsere Funktion etwas „verschmieren“ erhalten wir auch eine steti-
ge Funktion auf R2 mit entsprechenden Eigenschaften, und durch eine geeignete
Transformation sogar eine stetige reellwertige Funktion auf dem offenen Einheits-
quadrat derart, daß die partiellen Integrale existieren und selbst wieder integrierbar
sind, das Endresultat jedoch von der Integrationsreihenfolge abhängt.

Beispiel 13.1.7.20. Wir integrieren die Funktion y über die durch eine Parabel und
die Gerade y = 0 begrenzte Fläche P = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ 1− x2} und erhalten∫

P

y =

∫ 1

−1

(∫ 1−x2

0

y dy

)
dx =

∫ 1

−1

(1− x2)2

2
dx

=

∫ 1

−1

1

2
− x2 +

x4

2
dx =

x

2
− x3

3
+
x5

10

∣∣∣∣1
−1

= 1− 2

3
+

1

5
=

8

15

Teilen wir noch durch die Gesamtfläche∫
P

1 =

∫ 1

−1

(1− x2) dx = x− x3

3

∣∣∣∣1
−1

= 2− 2

3
=

4

3

so ergibt sich die Höhe des Schwerpunkts unserer abgeschnittenen Parabelfläche
zu 2/5. Hier haben wir den Satz von Fubini in seiner positiven Variante 13.1.7.6
angewandt auf das Produkt der Funktion y mit der charakteristischen Funktion
[P ] unserer Fläche P . Die Funktion y ist meßbar, weil sie stetig ist. Die Funktion
[P ] ist meßbar als charakteristische Funktion einer meßbaren da abgeschlossenen
Menge. Das Produkt dieser beiden meßbaren Funktionen ist damit auch meßbar
nach 13.1.4.29.

Proposition 13.1.7.21 (Partielle Integration). Gegeben reelle Zahlen a < b und
integrierbare Funktionen f, g : [a, b]→ Rmit „Stammfunktionen“ F,G : [a, b]→
R gegeben durch F (y) =

∫ y
a
f(x) dx und G(x) =

∫ x
a
g(y) dy gilt∫ b

a

Fg = FG|ba −
∫ b

a

fG

Dieselbe Formel gilt allgemeiner auch dann noch, wenn wir F oder G jeweils um
eine additive Konstante abändern.
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Illustration zur Anwendung des Satzes von Fubini in 13.1.7.20.
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Beweis. Die zweite Aussage folgt leicht aus der ersten. Um die erste Aussage
zu zeigen, berechnen wir das Integral der Funktion f(x)g(y) über das Quadrat
[a, b]2 und finden mit Fubini F (b)G(b). Andererseits können wir dies Integral
auch schreiben als das Integral über das dreieckige Gebiet unterhalb der Diagona-
len plus das Integral über das dreieckige Gebiet oberhalb der Diagonalen. Diese
Integrale ergeben sich aber wieder mit Fubini leicht zu

∫ b
a
Fg und

∫ b
a
fG.

Übungen

Ergänzende Übung 13.1.7.22 (Gitterpunkte und Volumen). Gegeben eine kom-
pakte konvexe Teilmenge K ⊂ Rn zeige man

λ(K) = lim
l↘0

ln|K ∩ lZn| = lim
l↘0

ln|{q ∈ lZn | K ∩ (q + [0, l]n) 6= ∅}|

In Worten hängt das Maß vonK also eng zusammen mit der Zahl der Gitterpunkte
in K, und je feiner das Gitter wird, desto besser wird diese Approximation. Hin-
weis: Liegt K nicht in einem echten affinen Teilraum von Rn, so umfaßt es einen
offenen Ball, ohne Beschränkung der Allgemeinheit einen offenen Ball um den
Ursprung. Dann versuche man, K auf Rechenpapier zu zeichnen und zwischen
K und eine gestreckte Kopie (1 + ε)K eine Vereinigung von Rechenkästchen
einzuschachteln.

Übung 13.1.7.23. Hat T ⊂ Rn Minkowskidimension mdim(T ) < n im Sinne
von 12.4.4.2, so hat der Abschluß von T Lebesguemaß λ(T̄ ) = 0.

Ergänzende Übung 13.1.7.24. Gegeben zwei Mengen X, Y erhalten wir eine Bi-
jektion

Ens(X,P(Y ))
∼→ P(X × Y )

durch die Vorschrift f 7→ {(x, y) | y ∈ f(x)}. Die Gesamtheit aller Abbildungen,
die nur abzählbar viele Werte annehmen, entspricht dann sicher einer σ-Algebra
A ⊂ P(X × Y ). Diese fällt zusammen mit der von allen Produkten A × B mit
A ⊂ X und B ⊂ Y in P(X × Y ) erzeugten σ-Algebra. Für zwei überabzählbare
diskrete metrische Räume ist mithin das Produkt der borelschen σ-Algebren eine
echte Teilmenge der borelschen σ-Algebra des Produkts.

Übung 13.1.7.25 (Formelsammlung für Produktmaße). Für Produktmaße gel-
ten die folgenden Identitäten:

Natürlichkeit: Gegeben meßbare Abbildungen f : X → A und g : Y → B von
Meßräumen gilt für Maße µ aufX und ν auf Y mit σ-endlichen Vorschüben
f∗µ, g∗ν im Raum der Maße auf A×B die Gleichheit

(f∗µ)� (g∗ν) = (f × g)∗(µ� ν)
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Eins: Gegeben ein Meßraum X und ein Maß µ auf X und das Diracmaß δ auf
dem einpunktigen Meßraum gilt

(prX)∗(µ� δ) = µ

Assoziativität: GegebenX, Y, Z Meßräume und µ, ν, λ jeweils σ-endliche Maße
ist die offensichtliche Bijektion ass : (X×Y )×Z ∼→ X× (Y ×Z) meßbar
und es gilt

ass∗((µ� ν)� λ) = µ� (ν � λ)

Kommutativität: Gegeben τ : X × Y ∼→ Y × X die Vertauschungsabbildung
für Meßräume X, Y und σ-endliche Maße µ auf X und ν auf Y gilt

τ∗(µ� ν) = ν � µ

Ich will schlage für die obigen Formeln die zusammenfassende Bezeichnung als
„Verschmelzungsidentitäten“ vor. Der Hintergrund dafür wird in der folgenden
Bemerkung erklärt.
Vorschau 13.1.7.26. Sei C eine Kategorie mit ausgezeichnetem Produkt X × Y
für jedes Paar (X, Y ) von Objekten und ausgezeichnetem finalen Objekt pt. Sei
weiter ein Tripel

(M,�, δ)

gegeben bestehend aus einem Funktor M : C → Ens, den wir auf Morphis-
men M(f) = f∗ notieren, sowie Abbildungen M(X) ×M(Y ) → M(X × Y ),
(a, b) 7→ a � b und einem ausgezeichneten Element δ ∈ M(pt). In diesem Kon-
text bleiben die in der obigen Übung 13.1.7.25 durchdeklinierten Eigenschaften
Natürlichkeit, Eins, Assoziativität und Kommutativität sinnvoll und wir fassen sie
zusammen unter der Bezeichnung Verschmelzungsidentitäten. In 18.4.1.19 wird
erklärt, inwiefern Daten (M,�, δ), für die die Verschmelzungsidentitäten gelten,
eineindeutig sogenannten „Schmelzfunktoren“ M : kart(C) → kart(Ens) ent-
sprechen.
13.1.7.27. Im Spezialfall der Kategorie Meß der Meßräume erhalten wir so einen
„Schmelzfunktor“ M : kart(Meß)→ kart(Ens) von der kartesischen Schmelzka-
tegorie der Meßräume in die kartesische Schmelzkategorie der Mengen, der jedem
Meßraum X die Menge M(X; [0,∞)) aller endlichen Maße auf X zuordnet und
jeder Verschmelzung XgY → Z alias meßbaren Abbildung f : X×Y → Z die
Abbildung (µ, ν) 7→ f∗(µ� ν). Das Diracmaß δ auf dem einpunktigen Meßraum
ist in diesem Kontext zu verstehen als das Produktmaß mit überhaupt keinem Fak-
tor auf dem kartesischen Produkt über die leere Familie von Meßräumen. Die As-
soziativität zeigt, daß man auch für drei Faktoren sinnvoll Produktmaße λ�µ�ν
aufX×Y ×Z und allgemeiner sinnvoll Produktmaße mit endlich vielen Faktoren
erklären kann.



2178 KAPITEL 13. ANALYSIS 3

Übung 13.1.7.28 (Bildmaß unter Projektion und partielle Integration). Gege-
ben σ-endliche Maßräume (X,µ), (Y, ν) und eine meßbare Funktion f : X×Y →
[0,∞] gilt für das Bildmaß unter der Projektion auf die zweite Komponente

prY ∗
(
f(x, y) µ� ν

)
=

(∫
X

f(x, y)µ〈x〉
)
ν

Ergänzende Übung 13.1.7.29. Gegeben ein endlichdimensionaler Raum X indu-
ziert das Bilden des Produkts mit dem Lebesguemaß eine Bijektion zwischen der
Menge aller Borelmaße auf X und der Menge derjenigen Borelmaße auf X × R,
die invariant sind unter allen Translationen in der zweiten Komponente. Hinweis:
Gegeben ein in dieser Weise translationsinvariantes Borelmaß µ aufX×R beach-
te man, daß für A ⊂ X mit kompaktem Abschluß die Vorschrift B 7→ µ(A× B)
ein translationsinvariantes Borelmaß auf R definiert.

Übung 13.1.7.30. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten Quader
im Rn ist integrierbar und ihr Riemannintegral nach 12.2.1.4 stimmt mit ihrem
Lebesgueintegral überein. Hinweis: 13.1.6.13.

Übung 13.1.7.31. Zeige: Die Menge {x ∈ Rn | 0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn ≤ 1} hat das
Volumen (n!)−1.

Übung 13.1.7.32. Man diskutiere den Zusammenhang zwischen dem Satz von
Fubini und dem Satz über das Produkt von Reihen 10.4.2.14.

Übung 13.1.7.33 (Partielle Integration, Variante). Proposition 13.1.7.21 gilt
noch etwas allgemeiner. Ist G : [a, b] → R monoton wachsend und linksseitig
stetig und dG das zugehörige Maß auf [a, b) nach 13.1.2.9 und f : [a, b) → R
integrierbar nach dem Lebesguemaß λ und F eine Stammfunktion wie in der Pro-
position, so gilt ∫

[a,b)

F dG = FG|ba −
∫ b

a

fGλ

Dieselbe Formel gilt auch allgemeiner, wenn wir F noch um eine additive Kon-
stante abändern. Hinweis: Man berechne

∫
[a,b)2 f(x)(λ�dG)〈x, y〉 auf zwei Wei-

sen wie im Beweis der Proposition.

13.1.8 Rechnen mit dem Lebesgueintegral
Satz 13.1.8.1 (Transformationsformel). Gegeben U, V ⊂◦ Rn offene Teilmengen
und φ : U → V ein C1-Diffeomorphismus gilt in [0,∞] für jede meßbare Funktion
f : V → [0,∞] die Gleichheit∫

V

f =

∫
U

(f ◦ φ) |det dφ|
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Ist stattdessen f : V → R eine integrierbare Funktion, so ist auch die Funktion
(f ◦ φ) |det dφ| : U → R integrierbar und dieselbe Formel gilt in R.

13.1.8.2. Wir kennen unsere Formel aus 12.4.2.8 bereits für stetige Funktionen f
mit kompaktem Träger.
13.1.8.3. Steht x für eine Veränderliche des Rn, so benutzen wir auch für Integra-
le bezüglich des Lebesguemaßes die Notation

∫
f(x) dnx. In diesem Zusammen-

hang hat also dnx dieselbe Bedeutung wie λn〈x〉. Wir können die Aussage des
Satzes mit dieser Notation interpretieren als die Verwandtschaft von Maßen

φ : |det dφ| dnx; dny

Lemma 13.1.8.4. Gegeben eine offene Teilmenge W ⊂◦ Rn gibt es eine monoton
wachsende Folge von stetigen, ja sogar von glatten nichtnegativen Funktionen mit
kompaktem Träger, die punktweise gegen die charakteristische Funktion [W ] von
W strebt.

Beweis. Man schreibe W als Vereinigung einer Folge offener Quader Qk mit
kompaktem Abschluß. Man wähle etwa mithilfe von 10.5.4.15 für jeden Qua-
der Qk eine glatte Funktion gk auf Rn, die auf Qk positiv ist und außerhalb von
Qk verschwindet, und betrachte die Folge der Funktionen fk = g1 + . . .+ gk. Des
weiteren wähle man eine Folge von glatten Funktionen hk : R→ [0, 1] derart, daß
hk unterhalb von 1/(k+1) verschwindet und oberhalb von 1/k konstant den Wert
1 annimmt. Die Verknüpfungen hk ◦ fk bilden dann eine Folge von Funktionen
der gewünschten Art.

Beweis der Transformationsformel 13.1.8.1. Es gilt, die Gleichheit von Maßen

φ∗(|det dφ| dnx) = dny

zu zeigen. Mit Lemma 13.1.8.4 folgt unsere Transformationsformel schon einmal
für die charakteristischen Funktionen f = [W ] von offenen Teilmengen W ⊂◦ V ,
indem wir [W ] als punktweisen Grenzwert einer monoton wachsenden Folge aus
C!(V, [0,∞]) schreiben und den Satz über monotone Konvergenz 13.1.5.12 ver-
wenden und erinnern, daß wir die Transformationsformel für stetige Funktionen
mit kompaktem Träger bereits als 12.4.2.8 gezeigt haben. Folglich nehmen unsere
beiden Maße auf allen offenen Mengen dieselben Werte an. Andererseits bilden
die offenen Mengen im Sinne von Übung 13.1.2.34 ein zweischnittstabiles Erzeu-
gendensystem der σ-Algebra der Borelmengen von V , das σ-endlich ist für un-
sere beiden Maße, deshalb stimmen sie dann nach Übung 13.1.2.34 bereits übe-
rein. Alternativ sind unsere Maße beide Borelmaße und damit nach 13.1.10.10
regulär. Folglich müssen unsere beiden Maße, wenn sie auf allen offenen Men-
gen dieselben Werte annehmen, bereits auf allen Borelmengen dieselben Werte
annehmen.
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Proposition 13.1.8.5 (Nützliche Nullmengen). Gegeben U ⊂◦ Rk offen, k < n
und ϕ : U → Rn stetig differenzierbar ist ϕ(U) eine Nullmenge in Rn.

Ergänzung 13.1.8.6. Der Satz von Sard besagt, daß auch für k ≥ n und ϕ min-
destens (k − n + 1)-mal stetig partiell differenzierbar auf U das Bild unter ϕ
der Menge aller Stellen p ∈ U , an denen dpϕ nicht surjektiv ist, eine Lebesgue-
Nullmenge sein muß. Wir werden das nicht zeigen.

Beweis. Nach Übung 13.1.4.45 können wir U schreiben als abzählbare Vereini-
gung über eine Folge von offenen Quadern Qν mit Q̄ν kompakt und Q̄ν ⊂ U .
Folglich dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen, daß Ū
selbst ein kompakter Quader ist und daß |dϕ| beschränkt ist auf U . Von hier aus-
gehend können wir mit der Minkowski-Dimension argumentieren und 12.4.4.5 so-
wie Übung 13.1.7.23 verwenden. Wir können aber auch mit weniger Begrifflich-
keit auskommen und die Argumentation explizit ausschreiben. Nach einer affinen
Koordinatentransformation dürfen wir zusätzlich sogar U = (0, 1)k annehmen.
Wir arbeiten wie immer mit der Maximumsnorm aufRn undRk, die Bälle B(x, δ)
sind also offene Würfel und ihre Abschlüsse B̄(x; δ) abgeschlossene Würfel. Ist
C eine Schranke für |dϕ|, so gilt nach dem Schrankensatz ϕ(U ∩ B̄(x; δ)) ⊂
B̄(ϕ(x);Cδ) für alle x ∈ U . Für r ∈ N, r ≥ 1 finden wir nun eine Überdeckung
von (0, 1)k durch rk abgeschlossene Würfelchen der Gestalt B̄(x; 1/r), also fin-
den wir eine Überdeckung von ϕ(U) durch rk abgeschlossene Würfelchen der
Gestalt B̄(y;C/r) mit Gesamtvolumen rk(2C/r)n. Dies Gesamtvolumen strebt
aber gegen Null für r →∞, mithin ist ϕ(U) eine Nullmenge.

Satz 13.1.8.7 (Fläche unter der Gauß’schen Glockenkurve). Für die Fläche
unter der Gauß’schen Glockenkurve gilt die Formel

∫∞
−∞ exp(−x2) dx =

√
π.

Skizze der Gauß’schen
Glockenkurve alias dem Graphen
von x 7→ exp(−x2) mit zusätzlich

eingezeichnetem Klöppel.

Vorschau 13.1.8.8. Als Gauß’sche Glockenkurve bezeichnet man den Graphen
de Funktion x 7→ exp(−x2). Diese Funktion spielt eine zentrale Rolle in der
Wahrscheinlichkeitstheorie, wie wir in 13.3.5.18 noch sehen werden.
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Beweis. Wir rechnen das Integral über die Ebene der nichtnegativen Funktion
exp(−(x2 + y2)) auf zwei Weisen aus, einmal direkt mit dem positiven Fubini
und ein zweites Mal, indem wir mithilfe von 13.1.8.5 die Ebene längs der nega-
tiven x-Achse aufschneiden und mit 13.1.8.1 zu Polarkoordinaten übergehen. Ein
Vergleich der Resultate liefert die Behauptung. Genauer rechnen wir∫

R2 exp(−(x2 + y2)) =
∫
R

∫
R exp(−x2) exp(−y2) dx dy

=
(∫∞
−∞ exp(−x2) dx

)2

∫
R2 exp(−(x2 + y2)) =

∫
R2\{(x,0)|x≤0} exp(−(x2 + y2)) dx dy

=
∫

(0,∞)×(−π,π)
exp(−r2) r dr dθ

=
∫∞

0

∫ π
−π exp(−r2) r dr dθ

= −π exp(−r2)|∞0
= π

13.1.8.9. Wir hätten dies Ergebnis auch mit unseren Resultaten zur Integration
über Fastfaltigkeiten 12.4.5.10 erzwingen können, indem wir geeignete Integrati-
onskarten verwenden, um suph

∫
R2 h(x, y) exp(−(x2 + y2)) mit dem Supremum

über alle kompakt getragenen stetigen Funktionen h : R2 → [0, 1] auf zwei Wei-
sen ausrechnen. So ist es zwar viel transparenter, aber die Frage ist dennoch be-
rechtigt, ob das den Aufbau von so viel Theorie rechtfertigen kann. Sobald wir
aber zur Fouriertheorie kommen, werden aber hoffentlich auch die letzten Zweif-
ler von der Sinnhaftigkeit der Lebesgue’schen Integrationstheorie überzeugt wer-
den.

Beispiel 13.1.8.10 (Beweisvariante zur Integration über Fastfaltigkeiten). Ich
will nochmal auf unseren Beweis zur Integration über Fastfaltigkeiten 12.4.5.10
zurückgehen und ausführen, wie einfach er sich im Rahmen der Lebesgue’schen
Integrationstheorie zu Ende bringen läßt. Ich gebe zu, daß das ziemlich überflüssig
ist, da das in 13.1.9.2 eingeführte Flächenmaß einer Fastfaltigkeit ein viel stärke-
res Hilfsmittel ist, aber sei’s drum. Wir hatten beim Beweis von 12.4.5.10 eine
endliche disjunkte Vereinigung kompakter Quader Q ⊂ Rk betrachtet, in unserer
Anwendung den Definitionsbereich einer Integrationskarte. Wir hatten sie zerlegt
als Q = A t S t U mit S ⊂∧ Q und A,U ⊂◦ Q und so, daß S eine abzählbare
Vereinigung von Teilmengen einer Minkowskidimension mdimS < k ist, nach
13.1.7.23 also eine Nullmenge. Wir hatten ein zweites Datum P = B t T t V
derselben Art zu unserer zweiten Karte konstruiert und es galt, die Gleichheit∫

Q

g =

∫
P

h
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von Integralen stetiger Funktionen g : Q→ R und h : P → R zu zeigen unter der
Annahme, daß gilt g|A = 0 und h|B = 0 und daß es einen C1-Diffeomorphismus

κ : Q◦ ∩ U ∼→ P ◦ ∩ V

gibt mit g = (h ◦ κ)| det dκ| auf Q◦ ∩ U , in unserer Anwendung den Karten-
wechsel. Hier bezeichnet Q◦, P ◦ das jeweilige Innere. Um das im Rahmen der
Lebesgue-Theorie zu zeigen, bemerken wir zunächst, daß g als stetige Funktion
auf einem Kompaktum integrierbar ist. Damit ist auch die Einschränkung von g
auf jede meßbare Teilmenge von Q integrierbar. Da der Rand ∂Q eine Nullmen-
ge ist, gilt für die Integrale

∫
Q
g =

∫
Q◦
g. Nun zerlegen wir Q◦ in die meßbaren

Teilmengen
Q◦ = (Q◦ ∩ A) t (Q◦ ∩ S) t (Q◦ ∩ U)

Wieder ist das Integral die Summe der Integrale der Einschränkungen. Wegen
g|A = 0 und λ(S) = 0 finden wir also weiter

∫
Q◦
g =

∫
Q◦∩U g. In derselben

Weise finden wir, daß h|(P ◦∩V ) integrierbar ist und daß gilt
∫
P
h =

∫
P ◦∩V h. Die

Gleichheit
∫
Q◦∩U g =

∫
P ◦∩V h folgt dann mit der Transformationsformel 13.1.8.1

direkt aus unseren Annahmen.

Übungen

Skizze zum Gitterpunktsatz einer
konvexen zum Ursprung

punktsymmetrischen Teilmenge der
Ebene, die fast die Fläche 4 hat und

dennoch außer dem Ursprung
keinen Punkt des Gitters Z2 trifft.

Der Gitterpunktsatz besagt, daß das
ab einer Fläche > 4 nicht mehr

möglich ist.

Übung 13.1.8.11 (Gitterpunktsatz von Minkowski). Für jede offene konvexe
Teilmenge K eines Rn mit x ∈ K ⇒ (−x) ∈ K und Lebesguemaß λ(K) >
1 enthält 2K außer dem Ursprung noch weitere Punkte aus Zn. Hinweis: Wir
schreiben K als disjunkte Vereinigung der K ∩ (x + [0, 1)n) für x ∈ Zn. Aus
Volumengründen gibt es x 6= y ∈ Zn mit x + K ∩ y + K 6= ∅, also k, h ∈ K
mit k − h = x − y, also (x − y) ∈ 2K. Die Bedingung K offen ist hier sogar
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unnötig nach 13.1.8.16. Ist K kompakt, so reicht sogar die Annahme λ(K) ≥ 1,
denn dann ist das Bild von K in Rn/Zn abgeschlossen.

Übung 13.1.8.12. Sei A ⊂∧ Rn eine abgeschlossene Teilmenge. Man zeige: Lie-
fern zwei Borelmaße auf A dasselbe Integral für alle stetigen Funktionen auf A
mit kompaktem Träger, so stimmen sie überein. Hinweis: Man verwende 13.1.8.4
und die Regularität 13.1.10.10.

Übung 13.1.8.13. Sei W ⊂◦ Rn eine offene Teilmenge. Man zeige: Liefern zwei
Borelmaße auf W dasselbe Integral für alle glatten Funktionen auf W mit kom-
paktem Träger, so stimmen sie überein. Hinweis: Man verwende 13.1.8.4 und die
Regularität 13.1.10.10 oder Übung 13.1.2.34 zum Vergleich von Maßen.

Übung 13.1.8.14. Man zeige: Gegeben eine meßbare Teilmenge A ⊂ Rn und
c ∈ R gilt λ(cA) = |c|nλ(A). Zum Beispiel hat eine Kugel vom doppelten Radius
das achtfache Volumen.

Übung 13.1.8.15. Gegeben ein Polynom P ∈ R[x1, . . . , xn] mit P 6= 0 hat seine
Nullstellenmenge P−1(0) ⊂ Rn Lebesguemaß Null. Hinweis: Induktion über den
Grad des Polynoms. Außerhalb der kritischen Stellen ist P−1(0) eine Unterman-
nigfaltigkeit.

Übung 13.1.8.16. Jede konvexe Teilmenge K eines Rn ist Lebesgue-meßbar, ge-
nauer ist K̄\K◦ eine Nullmenge. Hinweis: Man zeige zunächst, daß K entweder
in einem echten affinen Teilraum von Rn enthalten ist oder aber einen inneren
Punkt besitzt. Weiter zeige man im Fall, daß die Null ein innerer Punkt von K ist,
daß gilt K̄ ⊂ λK◦ für alle λ > 1. Schließlich ziehe man sich auf den Fall von
beschränktem K zurück.

13.1.9 Flächenmaß einer Fastfaltigkeit

13.1.9.1. Ich erinnere aus 12.4.5.7 an die Begriffe einer Fastfaltigkeit und einer
Integrationskarte.

Satz 13.1.9.2. Auf jeder k-Fastfaltigkeit M ⊂ Rn gibt es genau ein topologi-
sches Maß σ = σM derart, daß für jede Integrationskarte ϕ : Q → M und jede
topologisch meßbare Menge A ⊂ ϕ(Q) gilt

σ(A) =

∫
ϕ−1(A)

√
det(dxϕ)>(dxϕ) dkx

mit dem Lebesgue-Integral über ϕ−1(A) ⊂ Q ⊂ Rk auf der rechten Seite. Dieses
Maß heißt das Flächenmaß von M . Es ist ein Borelmaß.
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Beweis von Satz 13.1.9.2. Wie bereits in 13.1.4.24 erwähnt ist jede Teilmenge ei-
nes abzählbar basierten topologischen Raums abzählbar basiert für die Spurtopo-
logie. Insbesondere gilt das für jede Teilmenge und a forteriori jede Fastfaltig-
keit M ⊂ Rn. Nach 13.1.4.45 besitzt jede offene Überdeckung eines abzählbar
basierten Raums eine abzählbare Teilüberdeckung. Folglich existiert eine Folge
von Integrationskarten (Qn, ϕn), deren Bilder unsere Fastfaltigkeit überdecken.
Auf dem Bild jeder dieser Integrationskarten (Q,ϕ) liefert unsere Vorschrift ein
topologisches Maß, den Vorschub unter ϕ des Produkts nach 13.1.5.25 des Le-
besguemaßes dkx mit der stetigen Funktion vol(dxϕ) :=

√
det(dxϕ)>(dxϕ). Wir

wollen diese Maße mit Hilfe von Übung 13.1.1.42 verkleben. Wir müssen dazu
nur zeigen, daß gegeben zwei Integrationskarten (Q,ϕ) und (P, ψ) von M und
A ⊂ ϕ(Q) ∩ ψ(P ) meßbar gilt∫

ϕ−1(A)

vol(dxϕ) dkx =

∫
ψ−1(A)

vol(dyψ) dky

Im Fall A ⊂ ϕ(Q◦) ∩ ψ(P ◦) folgt das analog zu 12.4.3.1 aus der Transforma-
tionsformel 13.1.8.1, angewandt auf den Kartenwechsel. Es reicht also, im Fall
A = (ϕ(Q)∩ψ(P ))\(ϕ(Q◦)∩ψ(P ◦)) zu zeigen, daß beide Seiten Null werden. Es
reicht weiter, das für die linke Seite zu zeigen. Dafür hinwiederum reicht es zu zei-
gen, daß für die Restriktion ϕ◦ : Q◦ ↪→ M von ϕ auf Q◦ das Urbild ϕ−1

◦ (ψ(∂P ))
von ψ(∂P ) unter dieser Restriktion eine Nullmenge ist. Nach 12.3.4.13 ange-
wandt auf die Mannigfaltigkeit ϕ(Q◦) ist aber (ϕ−1

◦ ◦ ψ) : ψ−1(ϕ(Q◦)) → Q◦

stetig differenzierbar und nach 13.1.8.5 wird darunter ψ−1(ϕ(Q◦)) ∩ ∂P in der
Tat auf eine Nullmenge abgebildet. Wir zeigen nun noch, daß unser Flächenmaß
ein Borelmaß ist. Es ist sicher endlich auf dem Bild jeder Integrationskarte. Da
sich nun jedes Kompaktum aus M durch endlich viele Bilder von Integrationskar-
ten überdecken läßt, ist unser Flächenmaß in der Tat endlich ist auf Kompakta und
damit ein Borelmaß.

13.1.9.3 (Rückwärtskompatibilität zur Integration über Fastfaltigkeiten). Ge-
geben eine k-Fastfaltigkeit M und eine stetige Funktion mit kompaktem Träger
f ∈ C!(M,R) gilt die Gleichheit∫

M

f =

∫
M

f(x)σ〈x〉

des Integrals nach 12.4.5.10 und des Integrals der Funktion f über den Maßraum
(M,Borel(M), σ) in Bezug auf das Flächenmaß σ auf M aus 13.1.9.2. Unsere
Funktion f ist auf diesem Maßraum integrierbar, da sie meßbar ist und betrags-
mäßig beschränkt durch die integrierbare Funktion (sup |f |)[supp f ]. Folglich ist
auch die rechte Seite eine wohldefinierte reelle Zahl. Die behauptete Gleichheit
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folgt für f mit Träger im Bild einer Integrationskarte (Q,ϕ) unmittelbar aus der
Erkenntnis σ|ϕ(Q) = ϕ∗

(
(vol dxϕ) dkx

)
und damit∫

M

f(x)σ〈x〉 =

∫
ϕ(Q)

f(x)σ〈x〉 =

∫
Q

(f ◦ ϕ)(vol dxϕ) dkx =

∫
M

f

Im allgemeinen folgt sie dann, da beide Seiten R-linear sind und wir jede Funkti-
on f ∈ C!(M,R) mithilfe einer Teilung der Eins als Summe endlich vieler Funk-
tionen aus C!(M,R) schreiben können, deren Träger jeweils im Bild nur einer
Integrationskarte liegt.

13.1.9.4 (Diskussion der Notation). Der Buchstabe σ steht für englisch und fran-
zösisch „surface“. Die Bezeichnung suggeriert zwar die Vorstellung zweidimen-
sionaler Fastfaltigkeiten, aber wir benutzen sie auch in anderen Dimensionen. Ge-
geben eine integrierbare Funktion f : M → R notieren wir ihr Integral bezüglich
des Flächenmaßes ∫

M

f =

∫
M

fσ =

∫
M

f(x) σ〈x〉

In der Literatur ist es üblich, stattdessen dσ hinter das Integral zu schreiben. Man
findet auch die Notationen dS und in der deutschen Literatur dω oder dO mit ω
oder O wie „Oberfläche“.

13.1.9.5 (Rückwärtskompatibilität zum Lebesguemaß). Wie bereits beim Be-
weis des Satzes zum Flächenmaß 13.1.9.2 diskutiert existiert für jede Fastfaltig-
keit eine Folge von Integrationskarten (Qi, ϕi), deren Bilder unsere Fastfaltigkeit
überdecken. Insbesondere ist jede k-Fastfaltigkeit M ⊂ Rn eine abzählbare Ver-
einigung von Kompakta und damit eine borelmeßbare Teilmenge. Wir zeigen nun,
daß im Fall k = n unser Flächenmaß aus 13.1.9.2 mit dem aufM eingeschränkten
Lebesguemaß des Rn übereinstimmt, in Formeln

σM = λ|M

Gegeben eine Folge von Integrationskarten wie zuvor sind die Bilder der Ränder
ϕi(∂Qi) Nullmengen für beide Maße und dasselbe folgt für ihre Vereinigung. Da-
mit ist a forteriori das Komplement in M der Vereinigung U :=

⋃
i ϕi(Q

◦
i ) eine

Nullmenge für beide Maße und es reicht σM |U = λ|U zu zeigen. Nun haben wir
sowohl U ⊂◦ M als auch U ⊂◦ Rn. Insbesondere ist U selbst eine n-Fastfaltigkeit
und jede Integrationskarte von U ist auch eine Integrationskarte von M . Für je-
den kompakten Quader Q ⊂ U haben wir also σM(Q) = λ(Q). Da nun die-
se kompakten Quader ein zweischnittstabiles Erzeugendensystem der σ-Algebra
Borel(U) bilden und unsere Maße σM |U und λ|U für dieses Erzeugendensystem
beide σ-endlich sind, folgt mit Übung 13.1.2.34 wie gewünscht σM |U = λ|U .
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Beispiel 13.1.9.6. Man kriegt also salopp gesprochen dasselbe Kugelvolumen her-
aus, egal ob man wie in 12.4.6.7 eine Integrationskarte zu Hilfe nimmt oder ob
man vielmehr mit dem Prinzip von Cavalieri 13.1.7.12 arbeitet.

Beispiel 13.1.9.7. Es folgt sofort, daß für k < n die Teilmenge Rk ⊂ Rn eine
Nullmenge ist. Es folgt weiter mit 10.5.8.8, daß das Lebesguemaß einer Kreis-
scheibe D vom Radius r in der Tat gegeben wird durch λ2(D) = πr2. Ist schließ-
lich I ⊂ R ein Intervall oder allgemeiner eine meßbare Teilmenge und f : I →
[0,∞] stetig oder allgemeiner meßbar, so folgt für das Volumen des Rotations-
körpers R := {(x, y, z) ∈ R3 | z ∈ I, x2 + y2 ≤ f(z)2} die Formel

λ3(R) = π

∫
I

f(z)2 dz

Sie verallgemeinert unsere Formel aus 12.4.6.10 im Fall, daß I ein kompaktes
Intervall ist und f : I → (0,∞) stetig differenzierbar. Das ist ein Spezialfall der
Rückwärtskompatibilität zum Lebesguemaß 13.1.9.5.

Übungen

Übung 13.1.9.8. Sei M ⊂ Rn eine k-Fastfaltigkeit. Man zeige: Ist K ⊂ Rk−1 ein
kompakter Quader und ϕ : K → Rn stetig differenzierbar mit Bild ϕ(K) ⊂ M ,
so ist ϕ(K) für das Flächenmaß von M eine Nullmenge.

Übung 13.1.9.9. Seien I ⊂ R ein mehrpunktiges Intervall und f : I → (0,∞)
stetig differenzierbar. So ist die Mantelfläche

M := {(x, y, z) ∈ R2 × I | x2 + y2 = (f(z))2}

eine zweidimensionale Randfaltigkeit im R3. Man zeige man für das Bildmaß
des Oberflächenmaßes unter der orthogonalen Projektion p : M → I unserer
Mantelfläche auf die z-Achse die Formel p∗σ = 2πf(z)

√
1 + (f ′(z))2 dz. Ist

speziell M die Einheitskugel, so zeige man p∗σ = 2π dz und berechne nochmals
die Oberfläche der Einheitskugel.

Übung 13.1.9.10 (Zwiebelformel). Ist Sn−1 = {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1} die Ein-
heitssphäre mit ihrem Flächenmaß σ, so ist unter der Multiplikationsabbildung
mult : R>0 × Sn−1 ∼→ Rn\0 das Produktmaß rn−1 dr � σ verwandt zum Lebes-
guemaß auf Rn\0, in Formeln

mult : rn−1 dr � σ ; λn

Hinweis: Man rechne mit einer beliebigen Integrationskarte von Sn−1 und erwei-
tere sie zu einer Integrationskarte von Rn\0. Man beachte, daß für eine differen-
zierbare Kurve, die ganz in der Einheitssphäre verläuft, der Geschwindigkeitsvek-
tor stets auf dem Ortsvektor senkrecht steht.
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Übung 13.1.9.11. Genau dann ist die Funktion Rn → [0,∞], x 7→ ‖x‖α für
gegebenes α ∈ R integrierbar auf dem Komplement eines und jedes offenen Balls
um den Ursprung, wenn gilt α < (−n). Hinweis: Zwiebelformel 13.1.9.10.
Übung 13.1.9.12. Sei Γ ⊂ Rn ein Gitter, als da heißt das Gruppenerzeugnis einer
Basis von Rn als R-Vektorraum. Genau dann konvergiert

∑
ω∈Γ\0 ‖ω‖α, wenn gilt

α < (−n). Hinweis: 13.1.9.11.

13.1.10 Regularität von Borelmaßen
Satz 13.1.10.1 (Regularität des Lebesguemaßes). Für das Lebesguemaß λ auf
dem Rn und jede Borelmenge A ⊂ Rn gilt

λ(A) = inf
U⊃A

U offen in Rn
λ(U) = sup

K⊂A
K kompakt

λ(K)

13.1.10.2. Das „umgekehrte“ Approximieren durch Kompakta von außen oder
durch offene Mengen von innen ist nicht möglich. Das zeigen bereits die Fälle der
Mengen M aller rationalen beziehungsweise aller irrationalen Punkte in [0, 1].
Beispiel 13.1.10.3. Das Maß auf der Zahlengrade, das allen abzählbaren Teilmen-
gen Null zuordnet und allen überabzählbaren Borelmengen unendlich, ist kein
Borelmaß. In der Tat ist es nicht endlich auf allen Kompakta. Für dieses Maß gilt
die Aussage des Satzes auch nicht.

Beweis. Wir betrachten in Rn das Mengensystem aller endlichen disjunkten Ver-
einigungen von „halboffenen Quadern“, worunter wir Teilmengen der Gestalt
(a1, b1] × . . . × (an, bn] verstehen. Sie bilden einen Mengenring Q, der die Bo-
rel’sche σ-Algebra erzeugt. Nach dem Maßfortsetzungssatz von Caratheodory
13.1.2.11 gibt es also für jede Borelmenge M ⊂ Rn mit λ(M) < ∞ und jedes
ε > 0 eine überdeckende Folge Qν in Q mit

λ(M) ≤
∞∑
ν=0

λ(Qν) ≤ λ(M) + ε

Weiter finden wir für jedes dieser Qν offensichtlich eine offene Obermenge Uν
mit λ(Qν) ≤ λ(Uν) ≤ λ(Qν) + 2−νε. Für die offene Menge U =

⋃
ν Uν folgt

dann

λ(M) ≤ λ(U) ≤
∞∑
ν=0

λ(Uν) ≤
∞∑
ν=0

λ(Qν) + 2−νε ≤ λ(M) + 3ε

Da das für alle ε > 0 gilt, ist das Maß von M in der Tat das Infimum über die
Maße aller offenen Mengen, die M umfassen. Um die zweite Behauptung zu zei-
gen, wählen wir eine Folge L0 ⊂ L1 ⊂ . . . kompakter Teilmengen von X mit
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⋃
Li = Rn. Nach Übung 13.1.1.37 gilt λ(M) = limi→∞ λ(M ∩ Li) und es reicht

folglich, die zweite Behauptung für alle M ∩ Li zu zeigen. In anderen Worten
dürfen wir also annehmen, daß es ein Kompaktum L gibt mit M ⊂ L. Nach dem
schon bewiesenen Teil und mit der Notation M c := L\M gilt für alle meßbaren
Teilmengen M ⊂ L a forteriori

λ(M) = inf
M⊂U, U⊂◦L

λ(U) = inf
Mc⊃A, A⊂∧Lλ(L)− λ(A)

und wir finden λ(M c) = λ(L)−λ(M) = supMc⊃A, A⊂∧L λ(A) wie gewünscht.

13.1.10.4. Im folgenden zeigen wir, daß das vorhergehende analog für beliebige
Borelmaße auf abzählbar basierten lokal kompakten Hausdorffräumen gilt. Das
ist für den Rest dieser Vorlesung allerdings nicht mehr relevant. Wir beginnen mit
topologischen Vorbereitungen.
13.1.10.5. Ein topologischer Raum heißt lokal kompakt, wenn sich jede Umge-
bung jedes Punktes zu einer kompakten Umgebung desselben Punktes verkleinern
läßt.
13.1.10.6 (Diskussion der Terminologie). Diese Terminologie ist nicht unum-
stritten. Viele Autoren schreiben „lokalkompakt“ zusammen und nennen einen
Raum „lokalkompakt“, wenn er Hausdorff ist und jeder Punkt darin eine kom-
pakte Umgebung besitzt. Nach Übung 13.1.10.15 ist ein Raum „lokalkompakt“
genau dann, wenn er Hausdorff ist und lokal kompakt im Sinne unserer Definition
13.1.10.5. Ich befolge die Konvention, nach der für jede Eigenschaft (E) topologi-
scher Räume ein Raum „lokal (E)“ heißt, wenn sich jede Umgebung jedes Punktes
zu einer Umgebung deeslben Punktes mit der Eigenschaft (E) verkleinern läßt.
Beispiele 13.1.10.7. Der Rn ist lokal kompakt. Jede abgeschlossene Teilmenge
eines lokal kompakten Raums ist lokal kompakt. Jede offene Teilmenge eines
lokal kompakten Raums ist lokal kompakt. Jeder kompakte Hausdorffraum ist
lokal kompakt nach Übung 13.1.10.15.
13.1.10.8. Wir erinnern aus 17.6.2.12, daß in einem Hausdorffraum jedes Kom-
paktum abgeschlossen ist. Wir erinnern aus 12.4.1.12, daß jede endliche Vereini-
gung von Kompakta kompakt ist.
13.1.10.9. In einem lokal kompakten Hausdorffraum liegt jede kompakte Menge
in einer offenen Menge mit kompaktem Abschluß. In der Tat besitzt jeder Punkt
eine offene Umgebung mit kompaktem Abschluß und endlich viele solcher offe-
nen Umgebungen überdecken bereits unsere kompakte Menge.

Satz 13.1.10.10 (Regularität von Borelmaßen). Gegeben ein Borelmaß λ auf
einem abzählbar basierten lokal kompakten Hausdorffraum X gelten für jede Bo-
relmenge M ⊂ X die Identitäten

λ(M) = inf
U⊃M

U offen in X

λ(U) = sup
K⊂M

K kompakt

λ(K)
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13.1.10.11. Ein Borelmaß auf einem Hausdorffraum heißt regulär, wenn das Maß
jeder offenen Menge das Supremum über die Maße der in ihr enthaltenen Kom-
pakta ist und das Maß jeder Borelmenge das Infimum über die Maße der sie um-
fassenden offenen Mengen. Satz 13.1.10.10 zeigt insbesondere, daß auf einem
abzählbar basierten lokal kompakten Hausdorffraum jedes Borelmaß regulär ist.

Ergänzung 13.1.10.12. Der Beweis unseres Satzes 13.1.10.10 zeigt unter anderem
auch, daß gegeben ein reguläres Borelmaß auf einem Hausdorffraum das Maß je-
der σ-endlichen Borelmenge das Supremum über die Maße der in ihr enthaltenen
Kompakta sein muß.

Beweis. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1. Der von den Kompakta eines Hausdorffraums erzeugte MengenringQ läßt sich
nach Übung 13.1.2.33 beschreiben als das Mengensystem aller endlichen disjunk-
ten Vereinigungen von Komplementen eines Kompaktums in einem anderen.

2. In einem abzählbar basierten lokal kompakten HausdorffraumX ist jede offene
Menge U ⊂◦ X die Vereinigung einer aufsteigenden Folge von Kompakta. Sei in
der Tat (Un)n∈N eine Basis der Topologie. Für jeden Punkt p ∈ U finden wir eine
offene Umgebung V von p mit V̄ ⊂ U und V̄ kompakt. Da V ⊂◦ X eine Vereini-
gung von Mengen unserer Basis ist, finden wir ein n mit p ∈ Un ⊂ V und folglich
Ūn kompakt und Ūn ⊂ U . Die Vereinigung dieser Ūn ist dann U .

3. Wir zeigen, daß sich jede Menge Q ∈ Q als Schnitt einer absteigenden Folge
offener Mengen mit kompaktem Abschluß schreiben läßt. Es reicht offensichtlich,
das für jedes Komplement Q eines Kompaktum in einem anderen zu zeigen alias
für den Schnitt eines Kompaktums mit einer offenen Menge. Es reicht dann offen-
sichtlich sogar, das für jedes Kompaktum Q zu zeigen. Nun liegt nach 13.1.10.9
jede kompakte Menge Q in einer offenen Menge U mit kompaktem Abschluß Ū .
Dann ist (U\Q) nach Schritt 2 Vereinigung einer aufsteigenden Folge von Kom-
pakta L0 ⊂ L1 ⊂ . . . und damit Q der Schnitt der absteigenden Folge offener
Mengen (U\L0) ⊃ (U\L1) ⊂ . . .

4. Gegeben ein Borelmaß λ auf X existiert nach 13.1.1.38 also für jedes Q ∈ Q
und jedes ε > 0 eine offene Obermenge U mit λ(Q) ≤ λ(U) ≤ λ(Q) + ε.
Nun erzeugt der Mengenring Q ⊂ P(X) unter unseren Annahmen die borelsche
σ-Algebra. Indem wir die Beschreibung der größten Maßfortsetzung 13.1.2.15
in Verbindung mit der Eindeutigkeitsaussage aus dem Satz von Caratheodory
13.1.2.11 auf diesen Mengenring anwenden, erhalten wir für jede Borelmenge
M ⊂ X die Identität λ(M) = inf

(∑∞
ν=0 λ(Qν)

)
mit dem Infimum über alle

Folgen Qν in Q mit M ⊂
⋃
ν Qν . Für jedes ε > 0 finden wir demnach eine
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überdeckende Folge Qν in Q mit

λ(M) ≤
∞∑
ν=0

λ(Qν) ≤ λ(M) + ε

Weiter finden wir für jedes dieser Qν eine offene Obermenge Uν mit λ(Qν) ≤
λ(Uν) ≤ λ(Qν) + 2−νε. Für die offene Menge U =

⋃
ν Uν folgt dann

λ(M) ≤ λ(U) ≤
∞∑
ν=0

λ(Uν) ≤
∞∑
ν=0

λ(Qν) + 2−νε ≤ λ(M) + 3ε

Da das für alle ε > 0 gilt, ist das Maß von M in der Tat das Infimum über die
Maße aller offenen Mengen, die M umfassen.

5. Um die zweite Behauptung zu zeigen, wählen wir eine Folge L0 ⊂ L1 ⊂
. . . kompakter Teilmengen von X mit

⋃
Li = X . Nach Übung 13.1.1.37 gilt

λ(M) = limi→∞ λ(M ∩ Li) und es reicht folglich, die zweite Behauptung für
alle M ∩ Li zu zeigen. In anderen Worten dürfen wir also annehmen, daß es ein
Kompaktum L gibt mit M ⊂ L. Nun ist auch L ein abzählbar basierter lokal
kompakter Hausdorffraum. Nach dem schon bewiesenen Teil und mit der Notation
M c := L\M gilt für alle meßbaren Teilmengen M ⊂ L also

λ(M) = inf
M⊂U, U⊂◦L

λ(U) = inf
Mc⊃A, A⊂∧Lλ(L)− λ(A)

und wir finden λ(M c) = λ(L)−λ(M) = supMc⊃A, A⊂∧L λ(A) wie gewünscht.

Übungen

Übung 13.1.10.13. Eine Teilmenge eines Rn ist eine Nullmenge in Bezug auf das
Lebesguemaß genau dann, wenn sie sich für jedes ε > 0 durch eine Folge von
kompakten Quadern Qn überdecken läßt mit

∑∞
n=0 volQn < ε.

Übung 13.1.10.14 (Disjunkte Umgebungen disjunkter Kompakta). Sind A,B
disjunkte kompakte Teilmengen eines Hausdorffraums X , so gibt es disjunkte
offene Mengen U, V ⊂◦ X mit A ⊂ U und B ⊂ V . Hinweis: Man beginne mit
dem Fall, daß A nur aus einem Punkt besteht.

Übung 13.1.10.15. In einem kompakten Hausdorffraum läßt sich jede Umgebung
eines Punktes zu einer abgeschlossenen Umgebung desselben Punktes verklei-
nern. Hinweis: 13.1.10.14. Man folgere, daß ein Hausdorffraum, in dem jeder
Punkt eine kompakte Umgebung besitzt, bereits lokal kompakt ist.
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13.2 Funktionenräume und Fourierreihen

13.2.1 Lebesgueintegral vektorwertiger Funktionen
13.2.1.1. Sei (X,M, µ) ein Maßraum und V ein endlichdimensionaler reeller
Vektorraum. Eine Abbildung f : X → V heißt integrierbar, wenn sie meßbar
ist und für eine und jede Norm auf V gilt

∫
‖f‖ < ∞. Unter diesen Umständen

erklären wir das Integral unserer Funktion f als den eindeutig bestimmten Vektor

v =

∫
f =

∫
X

f(x)µ〈x〉

mit der Eigenschaft L(v) =
∫
L(f(x))µ〈x〉 für jede Linearform L : V → R. Um

die Existenz und Eindeutigkeit von v zu zeigen, können wir etwa V = Rn anneh-
men und müssen nur prüfen, daß dann das komponentenweise Integral den einzig
möglichen Vektor v mit den angeführten Eigenschaften liefert. Das ist leicht zu
sehen.

13.2.1.2. Sei (X,M, µ) ein Maßraum und V ein endlichdimensionaler reeller
Vektorraum. Die integrierbaren V -wertigen Funktionen auf X bilden einen Un-
tervektorraum L1

V (X;µ) ⊂ Ens(X, V ) im Raum aller V -wertigen Funktionen
auf X . Ist V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum, so bilden sie sogar
einen komplexen Untervektorraum. Das Integral ist dann eine R-lineare bezie-
hungsweise C-lineare Abbildung∫

: L1
V (X;µ)→ V

Im Fall V = C bezeichnen wir den komplexen Vektorraum der komplexwertigen
integrierbaren Funktionen auf X mit L1(X;µ).

13.2.1.3 (Rückwärtskompatibilität). In 12.5.3.3 hatten wir bereits eine Verall-
gemeinerung des Integrationsbegriffs zu einem Integral für stetige Funktionen auf
kompakten reellen Intervallen mit Werten in endlichdimensionalen reellen Vek-
torräumen besprochen. Obige Variante liefert offensichtlich dasselbe Integral für
stetige Funktionen.

Übungen

Übung 13.2.1.4. Unsere Sätze über dominierte Konvergenz und Integration auf
Produkträumen gelten unverändert auch für Funktionen mit Werten in endlichdi-
mensionalen reellen Vektorräumen. Für jede lineare Abbildung Λ : V → W in
einen weiteren endlichdimensionalen reellen Vektorraum gilt weiter die Formel∫

(Λ ◦ f) = Λ
(∫

f
)
.
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Übung 13.2.1.5. Sei (X,µ) ein Maßraum. Nimmt eine integrierbare Abbildung
f : X → V mit Werten in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum nur
endlich viele Werte an, so haben wir∫

X

f(x)µ〈x〉 =
∑
v 6=0

µ(f−1(v)) v

Übung 13.2.1.6. Sei (X,M, µ) ein Maßraum. Gegeben eine integrierbare Abbil-
dung f : X → V mit Werten in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum
gilt für jede Norm ‖ ‖ auf V die Abschätzung∥∥∥∥∫ f

∥∥∥∥ ≤ ∫ ‖f‖
Hinweis: Man zeige das zunächst für meßbare Stufenfunktionen und argumentiere
dann mit dem Satz über dominierte Konvergenz.
Ergänzung 13.2.1.7. Im Fall komplexwertiger Funktionen und der Standardnorm
auf C kann man die Abschätzung |

∫
f | ≤

∫
|f | aus 13.2.1.6 auch einfacher zei-

gen, indem man λ ∈ C wählt mit |λ| = 1 und λ
∫
f > 0, woraus dann folgt∣∣∣∣∫ f

∣∣∣∣ = λ

∫
f =

∫
λf =

∫
Re(λf) ≤

∫
|λf | =

∫
|f |

13.2.2 Quadratintegrierbare Funktionen
13.2.2.1. Sei (X,M, µ) ein Maßraum. Eine Funktion f : X → C heißt qua-
dratintegrierbar, wenn sie meßbar ist und ihr Betragsquadrat integrierbar ist,
in Formeln

∫
|f |2 < ∞. Die Menge L2 = L2(X;µ) aller quadratintegrierbaren

Funktionen f : X → C ist ein Untervektorraum im C-Vektorraum aller meßbaren
komplexwertigen Funktionen auf X , denn wir haben 2|f | · |g| ≤ |f |2 + |g|2 und
folglich |f+g|2 ≤ |f |2+2|f |·|g|+|g|2 ≤ 2(|f |2+|g|2). Dieselben Abschätzungen
zeigen, daß die Abbildung

〈 , 〉 : L2 × L2 → C
(f, g) 7→ 〈f, g〉 =

∫
f̄ g

wohldefiniert ist und schieflinear im ersten Eintrag sowie linear im zweiten. Es gilt
auch offensichtlich 〈f, f〉 ≥ 0 für alle f ∈ L2. Dennoch liefert unsere Paarung im
allgemeinen kein Skalarprodukt auf L2 im Sinne von 17.6.4.10, da aus 〈f, f〉 = 0
nicht notwendig folgt f = 0. Um einen Skalarproduktraum zu erhalten, betrachten
wir den Untervektorraum R := {f ∈ L2 | 〈f, g〉 = 0 ∀g ∈ L2}, das sogenannte
Radikal. Unsere hermitesche Form induziert dann offensichtlich und formal nach
Übung 4.4.5.9 ein Skalarprodukt auf dem Quotientenvektorraum

L2(X,µ) := L2/R
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13.2.2.2. Ich erinnere an den Begriff der Summierbarkeit von Familien 11.3.1.5.
Gegeben ein normierter Vektorraum V nennt man eine Familie (vi)i∈I von Vek-
toren aus V summierbar mit Summe s ∈ V und schreibt

∑
i∈I vi = s, wenn es

für jede Umgebung U von s eine endliche Teilmenge IU ⊂ I gibt derart, daß für
jede endliche Obermenge J von IU in I gilt

∑
i∈J vi ∈ U .

Satz 13.2.2.3 (Fourierreihen quadratintegrierbarer Funktionen). Sei das In-
tervall [0, 2π] mit dem auf Gesamtmaß Eins normierten Lebesguemaß µ := dt/2π
versehen und Z mit dem Zählmaß ζ . So liefert (cn)n∈Z 7→

∑
n∈Z cn eint einen Iso-

morphismus von Skalarprodukträumen

L2(Z, ζ)
∼→ L2([0, 2π], µ)

Insbesondere und noch genauer ausgeschrieben ist für jede Familie (cn)n∈Z von
komplexen Zahlen mit

∑
|cn|2 < ∞ die Familie der Nebenklassen cn eint +R

summierbar in L2([0, 2π], µ).

13.2.2.4. Den Beweis dieses Satzes müssen wir zurückstellen, bis wir die Theorie
weiter ausgebaut haben. Er wird dann im Anschluß an 13.2.6.4 ausgeführt. Im fol-
genden geben wir alternative Beschreibungen unserer Räume L2(X,µ), die eine
bessere Anschauung geben mögen und sich auch sonst als nützlich erweisen.

Definition 13.2.2.5. Seien (X,M, µ) ein Maßraum und Y eine Menge. Auf der
Menge Ens(X, Y ) aller Abbildungen von unserem Maßraum X in die Menge Y
können wir eine Äquivalenzrelation ∼µ erklären durch die Vorschrift

f ∼µ g ⇔ {∃N ∈M mit µ(N) = 0 und f(x) = g(x) ∀x ∈ X\N}

In Worten sind also Abbildungen f, g äquivalent, wenn sie außerhalb einer Null-
menge übereinstimmen. Die Äquivalenzklassen von∼µ heißen µ-fast überall de-
finierte Abbildungen von X nach Y . Wir notieren fast überall definierte Abbil-
dungen

f : X 99K Y

Wenn wir betonen wollen, daß eine Abbildung im ursprünglichen Sinne zu verste-
hen ist, sprechen wir von einer überall definierten Abbildung. Die Menge aller
µ-fast überall definierten Abbildungen von X nach Y notieren wir

Ensµ(X, Y ) := Ens(X, Y )/ ∼µ

13.2.2.6. Sei (X,M, µ) ein Maßraum. Gilt eine Aussage für alle x ∈ X außerhalb
einer Nullmenge, so sagt man auch, die Aussage gelte fast überall oder genauer
µ-fast überall.
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13.2.2.7 (Nachschalten einer überall definierten Abbildung). Sei (X,M, µ)
ein Maßraum. Gegeben eine überall definierte Abbildung h : Y → Z von Mengen
liefert das Nachschalten von h eine wohlbestimmte Abbildung

h◦ : Ensµ(X, Y )→ Ensµ(X,Z)

13.2.2.8 (Vektorräume von fast überall definierten Funktionen). Sei (X,M, µ)
ein Maßraum. Ist K ein Körper, so bildet im Vektorraum Ens(X,K) der K-
wertigen Funktionen auf X die Teilmenge

N := {f : X → K | f ∼µ 0}

der fast überall verschwindenden Funktionen einen Untervektorraum. Offensicht-
lich ist auch f ∼µ g gleichbedeutend zu (f − g) ∈ N . Folglich induziert die
kanonische Surjektion Ens(X,K)� Ensµ(X,K) eine Bijektion

Ens(X,K)/N ∼→ Ensµ(X,K)

und die Menge Ensµ(X,K) der fast überall definierten K-wertigen Funktionen
besitzt genau eine Struktur als K-Vektorraum derart, daß die kanonische Surjek-
tion Ens(X,K)� Ensµ(X,K) linear ist.
13.2.2.9 (Diskussion der Terminologie). Den Begriff fast überall verwende ich
in zwei Bedeutungen: Auf einem Maßraum X als Abkürzung für „die Ausnah-
men bilden eine Nullmenge“, auf einer beliebigen Menge X als Abkürzung für
„die Ausnahmen bilden eine endliche Menge“. Mir ist keine griffige Terminolo-
gie eingefallen, die diese Unschärfe ausräumt. Ich kann nur hoffen, daß aus dem
Kontext erschlossen werden kann, welche Bedeutung im Einzelfall gemeint ist.
13.2.2.10 (Operationen mit fast überall definierten Funktionen). Man kann re-
ellwertige oder auch komplexwertige fast überall definierte Funktionen addieren
und multiplizieren, man darf beim Rechnen mit fast überall definierten Funktionen
sogar auch dann noch den Quotienten f/g bilden, falls g nur fast überall von Null
verschieden ist. Es ist sinnvoll, von einer Folge fast überall definierter Funktionen
zu sagen, daß sie fast überall punktweise gegen eine weitere fast überall definierte
Funktion konvergiert. Man kann die Verknüpfung g ◦ f einer fast überall definier-
ten Funktion f mit einer überall definierten Funktion g bilden und erhält so wieder
eine fast überall definierte Funktion. Nicht sinnvoll ist das Auswerten einer fast
überall definierten Funktion an einem Punkt, es sei denn, der fragliche Punkt habe
positives Maß.

Definition 13.2.2.11. Sei (X,M, µ) ein Maßraum und Y ein Meßraum. Eine fast
überall definierte Abbildung f : X 99K Y heißt meßbar, wenn sie einen meß-
baren Repräsentanten besitzt. Wir notieren die Menge der meßbaren fast überall
definierten Abbildungen

Meßµ(X, Y )
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13.2.2.12. Ist unser Maßraum nicht vollständig, so kann eine meßbare fast überall
definierte Abbildung durchaus auch nicht-meßbare Repräsentanten haben.
13.2.2.13. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) und eine meßbare überall definierte
Abbildung h : Y → Z induziert das Nachschalten von h nach 13.2.2.7 eine
wohldefinierte Abbildung

h◦ : Meßµ(X, Y )→ Meßµ(X,Z)

Definition 13.2.2.14. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) setzen wir

L1(X;µ) := im(L1(X;µ)→ Ensµ(X,C))

Die Elemente von L1 sind mithin alle µ-fast überall definierten komplexwertigen
Funktionen auf X mit mindestens einem integrierbaren Repräsentanten.

13.2.2.15. Es ist etwas unglücklich, daß eine L1-Funktion damit genau genommen
gar keine Funktion ist sondern vielmehr eine Äquivalenzklasse von Funktionen.
Der Buchstabe L steht in diesem Zusammenhang für „Lebesgue“.
13.2.2.16. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) verschwindet das Integral auf allen
fast überall verschwindenden integrierbaren Funktionen f ∈ L1(X;µ) ∩ N und
induziert mithin eine C-lineare Abbildung∫

: L1(X;µ)→ C

13.2.2.17. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) und zwei fast überall gleiche meß-
bare Funktionen f, g : X → C sind auch |f |, |g| : X → Cmeßbar und fast überall
gleich nach 13.2.2.7 und 13.2.2.13.

Lemma 13.2.2.18. Seien (X,M, µ) ein Maßraum und f : X → [0,∞] eine
nichtnegative meßbare Funktion. Genau dann gilt

∫
f = 0, wenn f außerhalb

einer Nullmenge verschwindet.

Beweis. Verschwindet f außerhalb von einer Nullmenge, so gilt offensichtlich∫
f = 0. Gilt umgekehrt

∫
f = 0, so hat f−1([1/n,∞]) Maß Null für alle n, und

damit hat auch f−1((0,∞]) Maß Null als abzählbare Vereinigung von Mengen
vom Maß Null.

Satz 13.2.2.19. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) ist ‖g‖1 :=
∫
|g| eine Norm

auf dem komplexen Vektorraum L1(X).

Beweis. Wir überlassen alles dem Leser bis auf den Nachweis der Implikation
‖g‖1 = 0⇒ g = 0. Per definitionem haben wir ‖g‖1 =

∫
|g̃| für einen und jeden

integrierbaren Repräsentanten g̃ : X → C von g. Aus ‖g‖1 =
∫
|g̃| = 0 folgt nun

erst |g̃| ∼µ 0 nach 13.2.2.18 und dann offensichtlich g̃ ∼µ 0 und dann aus den
Definitionen g = 0.
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Definition 13.2.2.20. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) setzen wir

L2(X;µ) := im(L2(X;µ)→ Ensµ(X,C))

Die Elemente von L2 sind mithin alle µ-fast überall definierten komplexwertigen
Funktionen auf X mit mindestens einem quadratintegrierbaren Repräsentanten.

13.2.2.21. Wieder ist es etwas unglücklich, daß eine L2-Funktion damit genau
genommen gar keine Funktion ist, sondern vielmehr eine Äquivalenzklasse von
Funktionen.

Satz 13.2.2.22. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) und f, g ∈ L2(X) haben wir
f̄ g ∈ L1(X) und 〈f, g〉 :=

∫
f̄ g ist ein Skalarprodukt auf L2(X).

Beweis. Dem Leser überlassen. Das Produkt ist in Ensµ(X,C) zu verstehen.

Lemma 13.2.2.23. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) induziert die kanonische
Surjektion L2(X;µ)→ L2(X;µ) einen Isomorphismus

L2(X,µ)
∼→ L2(X;µ)

Beweis. Wir hatten in 13.2.2.1 den Raum L2(X,µ) := L2(X,µ)/R erklärt als
den Quotient von L2 nach dem Radikal R = {f ∈ L2 | 〈f, g〉 = 0 ∀g ∈ L2}.
Nach dem allgemeinen Isomorphismus V/(kerL)

∼→ imL für lineare Abbildun-
gen L : V → W reicht es zu zeigen, daß das Radikal übereinstimmt mit dem
Raum der fast überall verschwindenden Funktionen aus L2, in Formeln R =
L2 ∩ N . In der Tat ist ⊃ offensichtlich und ⊂ folgt aus der Kette von Implika-
tionen

f ∈ R ⇒ 〈f, f〉 = 0 ⇒
∫
|f |2 = 0 ⇒ |f |2 ∼µ 0 ⇒ f ∼µ 0

Die dritte Implikation kommt dabei von 13.2.2.18 her.

Anschaulich und unpräzise
gesprochen ist die

Quadratintegrierbarkeit im
Vergleich zur Integrierbarkeit für

Funktionen f : R→ R eine
schwächere Bedingung an das

Abfallen für x→ ±∞, aber eine
stärkere Bedingung an die Natur

möglicher Polstellen.
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Übungen

Übung 13.2.2.24. Man gebe eine quadratintegrierbare Funktion f : R → R an,
die nicht integrierbar ist. Man gebe eine integrierbare Funktion f : R→ R an, die
nicht quadratintegrierbar ist. Man zeige, daß jede quadratintegrierbare Funktion
f : R→ R mit kompaktem Träger integrierbar ist.

Übung 13.2.2.25. Sind f, g : Rn → C fast überall gleich und stetig bei p ∈ Rn,
so gilt f(p) = g(p).

Ergänzende Übung 13.2.2.26. Seien X ein topologischer Raum und p ∈ X ein
Punkt und µ ein Maß auf X , das auf jeder offenen Umgebung von p positiv ist.
Sind f, g : X → R fast überall gleich und stetig bei p, so gilt f(p) = g(p).

Übung 13.2.2.27. Man zeige für f, g ∈ L2 die sogenannte Hölder-Ungleichung
‖fg‖1 ≤ ‖f‖2‖g‖2. Hinweis: Man wende die Cauchy-Schwartz’sche Unglei-
chung auf die Beträge unserer Funktionen an.

13.2.3 Räume integrierbarer Funktionen
13.2.3.1. Um unsere Räume integrierbarer und quadratintegrierbarer fast überall
definierter Funktionen simultan behandeln zu können, führen wir eine gemeinsa-
me Verallgemeinerung ein, die sogenannten Lp-Räume. Im Rahmen dieser Vorle-
sung könnte man im Folgenden stets mit p ∈ {1, 2} arbeiten und so die Diskussion
allgemeiner Lp-Räume vermeiden. In anderen Zusammenhängen scheinen jedoch
auch die Lp-Räume für andere p von Bedeutung zu sein.

13.2.3.2. Wir erinnern aus 10.5.5.26 und 10.5.5.27 zwei nützliche Ungleichungen:
Gegeben reelle Zahlen a, b ≥ 0 und p, q > 1 mit 1

p
+ 1

q
= 1 folgt die Young’sche

Ungleichung ab ≤ p−1ap + q−1bq aus der Konvexität der Exponentialfunktion.
Weiter folgt, sogar für p ≥ 1, die Ungleichung (a + b)p ≤ 2p−1(ap + bp) aus der
Konvexität der Funktion [0,∞)→ R, x 7→ xp.

Definition 13.2.3.3. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) und p ∈ [1,∞) setzen wir

Lp(X;µ) := {f : X → C meßbar mit
∫
|f |p <∞}

13.2.3.4. Die Abschätzung |f + g|p ≤ (|f | + |g|)p ≤ 2p−1(|f |p + |g|p) nach
13.2.3.2 zeigt, daß Lp(X;µ) ⊂ Ens(X,C) ein Untervektorraum ist.

Definition 13.2.3.5. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) und p ∈ [1,∞) setzen wir

Lp(X;µ) := im(Lp(X;µ)→ Ensµ(X,C))

Die Elemente von Lp sind mithin alle µ-fast überall definierten komplexwertigen
Funktionen auf X mit mindestens einem Repräsentanten aus Lp.
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Beispiel 13.2.3.6. Für p = 1 und p = 2 erhalten wir die bereits in 13.2.2 ausführ-
lich diskutierten Räume L1(X) und L2(X).

Proposition 13.2.3.7. Gegeben ein Maßraum (X,µ) und p ∈ (1,∞) erhalten wir
eine Norm auf Lp(X) durch die Vorschrift

‖f‖p :=

(∫
|f |p
)1/p

Beweis. Sicher gilt ‖αf‖p = |α|‖f‖p und aus ‖f‖p = 0 folgt f = 0 fast überall
mit 13.2.2.18. Um die Dreiecksungleichung zu zeigen müssen wir weiter ausho-
len. Wir finden sicher q ∈ (1,∞) mit 1

p
+ 1

q
= 1 alias p + q = pq. Solche p, q

heißen konjugierte Exponenten. Nach 13.2.3.2 gilt für reelle a, b > 0 dann

ab ≤ ap

p
+
bq

q

Aus f ∈ Lp und g ∈ Lq folgt mithin fg ∈ L1. Wir behaupten unter diesen
Annahmen sogar stärker die Hölder-Ungleichung

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q
Auch das folgt im Fall ‖f‖p = ‖g‖q = 1 sofort aus unserer obigen Ungleichung,
dann müssen wir ja nur ‖fg‖1 ≤ 1 zeigen. Im allgemeinen folgt es durch Reska-
lieren. Gegeben f, g ∈ Lp zeigen wir nun schließlich ‖f+g‖p ≤ ‖f‖p+‖g‖p. Oh-
ne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir f und g nichtnegativ und von Null
verschieden annehmen. Setzen wir h := (f + g)p−1, so ergibt sich hq = (f + g)p.
Es folgt h ∈ Lq und wir erhalten

‖f + g‖pp = ‖(f + g)h‖1 ≤ ‖fh‖1 + ‖gh‖1 ≤ ‖f‖p‖h‖q + ‖g‖p‖h‖q

Beachten wir nun ‖h‖q = ‖f + g‖(p/q)
p und teilen das auf beiden Seiten weg, so

ergibt sich die Behauptung.

Definition 13.2.3.8. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) und setzen wir

L∞(X;µ) := {f : X → C meßbar mit |f | beschränkt}

13.2.3.9. Offensichtlich ist L∞(X;µ) ⊂ Ens(X,C) ein Untervektorraum. Offen-
sichtlich ist ‖f‖∞ := sup

(
{|f(x)||x ∈ X} ∪ {0}

)
eine Norm auf L∞.

Definition 13.2.3.10. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) setzen wir

L∞(X;µ) := im(L∞(X;µ)→ Ensµ(X,C))

Die Elemente von L∞ sind mithin alle µ-fast überall definierten komplexwertigen
Funktionen auf X mit mindestens einem meßbaren betragsmäßig beschränkten
Repräsentanten.
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Lemma 13.2.3.11. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) erhalten wir eine Norm
‖ ‖ess
∞ auf L∞(X;µ) durch die Vorschrift

‖f‖ess
∞ := inf{‖g‖∞ | g ∈ L∞(X;µ) repräsentiert f}

Beweis. Alle Eigenschaften einer Norm sind klar bis auf die Eigenschaft, daß nur
der Nullvektor die Norm Null haben kann. Sei h ∈ L∞ ein Repräsentant von
f ∈ L∞. Gilt ‖f‖ess

∞ = 0, so wird aber für alle n ∈ N unser f auch repräsentiert
durch ein g mit ‖g‖∞ ≤ 1/n und es folgt µ({x | |h(x)| > 1/n}) = 0. Das gilt
für alle n ∈ N und damit ist auch die abzählbare Vereinigung dieser Nullmengen
eine Nullmenge und wir folgern h ∼µ 0 alias f = 0.

13.2.3.12. Ähnlich wie im vorherigen Beweis sieht man auch, daß jedes f ∈ L∞

einen Repräsentanten g ∈ L∞ hat mit ‖f‖ess
∞ = ‖g‖∞.

13.2.3.13. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) führen wir für g ∈ L∞(X;µ) das
essentielle Supremum ein durch

‖g‖ess
∞ := sup

(
{c | µ{x | |g(x)| ≥ c} > 0} ∪ {0}

)
Dann haben fast überall gleiche L∞-Funktionen dasselbe essentielle Supremum
und man erkennt unschwer, daß die so auf L∞ induzierte Abbildung genau unsere
Norm ‖ ‖ess

∞ aus 13.2.3.11 ist.

13.2.3.14 (Diskussion der Notation). Vielfach kürzt man ‖ ‖ess
∞ zu ‖ ‖∞ ab und

der Leser muß aus dem Kontext erschließen, was genau gemeint ist.

13.2.3.15. Man bezeichnet etwas allgemeiner als zuvor eingeführt auch 1 und∞
als konjugierte Exponenten. Ist dann (X,µ) ein Maßraum und sind p, q ∈ [1,∞]
konjugierte Exponenten, so folgt aus f ∈ Lp und g ∈ Lq stets fg ∈ L1 und

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q

Für p, q ∈ (1,∞) hatten wir das bereits im vorhergehenden Beweis gesehen und
im verbleibenden Fall ist es eh klar.

Satz 13.2.3.16 (Vollständigkeit der Lp-Räume). Für jeden MaßraumX und alle
p ∈ [1,∞] sind die normierten Vektorräume Lp(X) vollständig. Jede konvergente
Folge in einem dieser Räume besitzt des weiteren eine Teilfolge, die fast überall
punktweise gegen die Grenzfunktion konvergiert.

Beispiel 13.2.3.17. Die charakteristischen Funktionen der Intervalle [0, 1], [0, 1/2],
[1/2, 1], [0, 1/4], [1/4, 2/4], [2/4, 3/4], [3/4, 1], [0, 1/8], [1/8, 2/8], . . . bilden ei-
ne Nullfolge im Raum der L1-Funktionen auf dem Einheitsintervall, die nicht fast
überall punktweise gegen Null konvergiert. Diese Folge besitzt aber durchaus eine
Teilfolge, die fast überall punktweise gegen Null konvergiert.
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Spaltenweise aufgereiht hier die
ersten Glieder der Nullfolge in L1

aus 13.2.3.17, die nicht fast überall
punktweise gegen Null konvergiert.
Die graphische Darstellung ist etwas

fragwürdig, da Graphen von
Funktionen keine senkrechten

Linien enthalten dürfen, aber wir
vereinbaren einfach, daß in diesem
Fall stets der oberste mögliche Wert

gemeint ist.
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Beweis. Wir überlassen den Fall p = ∞ dem Leser zur Übung und führen den
Beweis nur im Fall p < ∞. Es gilt zu zeigen, daß jede Cauchy-Folge in Lp(X)
konvergiert. Seien die fn : X → C Repräsentanten aus Lp(X) der Glieder ei-
ner Cauchy-Folge in Lp(X). Indem wir falls nötig zu einer Teilfolge übergehen,
dürfen wir ‖fn − fn+1‖p ≤ 2−n annehmen. Wir betrachten nun die Funktionen
gk, g : X → [0,∞] gegeben durch

gk =
k∑

n=0

|fn − fn+1| und g =
∞∑
n=0

|fn − fn+1|

Aus unseren Annahmen folgt ‖gk‖p ≤ 2 für alle k. Da die Funktion gp der mo-
notone punktweise Grenzwert der gpk ist, erhalten wir mit dem Satz von Lebesgue
über monotone Konvergenz

∫
gp ≤ 2p. Insbesondere gilt also g(x) < ∞ fast

überall auf X . Sicher gilt aber auch

f0 − fk+1 =
k∑

n=0

(fn − fn+1)

und die Reihe
∑∞

n=0 fn(x)− fn+1(x) konvergiert absolut an allen Stellen x ∈ X
mit g(x) < ∞, als da heißt fast überall. Mithin konvergiert auch die Folge der
fk(x) außerhalb der meßbaren Menge vom Maß Null N := g−1(∞) und wir
erhalten als ihren punktweisen Grenzwert eine meßbare Funktion f auf X\N , die
wir durch Null fortsetzen können zu einer meßbaren Funktion f : X → C. Wir
zeigen nun, daß f in Lp liegt und daß die Folge der fk auch in der Lp-Norm gegen
f konvergiert. Offensichtlich sind die Funktionen |f0 − fk| auf X\N beschränkt
durch g, folglich ist |f0 − f | auf X\N beschränkt durch g, also gilt f0 − f ∈ Lp
und dann auch f ∈ Lp. Weiter können wir mit 13.2.3.2 abschätzen

|f − fk|p ≤ 2p−1(|f − f0|p + |f0 − fk|p) ≤ 2pgp

Damit folgt dann limk→0 ‖f−fk‖p = 0 aus dem Satz über dominierte Konvergenz,
angewandt auf die Funktionenfolge |f − fk|p, die auf X\N punktweise gegen die
Nullfunktion konvergiert.

13.2.3.18. Ich habe mir bis hierher Mühe gegeben, sorgfältig zwischen Funktio-
nen und fast überall definierten Funktionen zu unterscheiden. Im weiteren Verlauf
der Vorlesung werde ich nachlässiger werden in der Hoffnung, daß der Leser aus
dem Kontext erschließen kann, was genau gemeint ist und wann es auf diese Un-
terscheidung überhaupt ankommt.
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Übungen

Übung 13.2.3.19. Ist (X,µ) ein Maßraum und E ⊂ X eine meßbare Teilmenge
endlichen Maßes, so liefert für alle p ∈ [1,∞] die Einschränkung von Funktionen
eine stetige Abbildung Lp(X)→ L1(E). Hinweis: Hölder-Ungleichung.

Übung 13.2.3.20. Gegeben (E, µ) ein Maßraum endlichen Maßes und 1 ≤ p ≤
q ≤ ∞ gilt Lq(E) ⊂ Lp(E). Hinweis: Gegeben f ∈ Lq(E) gilt |f |p ∈ Lq/p(E).
Nun multipliziere man mit der konstanten Funktion 1 und wende die Hölderun-
gleichung an mit konjugierten Exponenten, von denen der erste q/p ist.

Übung 13.2.3.21 (Dichtheit der integrierbaren Stufenfunktionen). Gegeben
ein Maßraum liegen für 1 ≤ p < ∞ die Bilder der integrierbaren Stufenfunk-
tionen auf unserem Raum dicht im Raum der Lp-Funktionen. Hinweis: Man ver-
wende Lemma 13.1.5.15 zur monotonen Approximation durch Stufenfunktionen.

Übung 13.2.3.22. Gegeben eine Menge X und ein Prämaß µ auf einem Men-
genring A ⊂ P(X) erzeugen für 1 ≤ p < ∞ die charakteristischen Funktio-
nen der Mengen endlichen Maßes aus A einen dichten Teilraum im Raum der
Lp-Funktionen in Bezug auf die größte Maßfortsetzung auf der von A erzeugten
σ-Algebra. Hinweis: Man verwende die vorhergehende Übung 13.2.3.21 und die
Konstruktion der größten Maßfortsetzung 13.1.2.15.

Übung 13.2.3.23. Gegeben Maßräume (X,µ) und (Y, ν) erzeugen für alle p ∈
[1,∞) die charakteristischen Funktionen [A × B] für A ⊂ X und B ⊂ Y meß-
bar von endlichem Maß einen dichten Teilraum von Lp(X × Y ;µ � ν). Speziell
erzeugen die Funktionen mit (f � g)(x, y) := f(x)g(y) mit f ∈ L2(X;µ) und
g ∈ L2(Y ; ν) einen dichten Teilraum von L2(X × Y ;µ� ν). Hinweis: 13.2.3.22.

Übung 13.2.3.24. Gegeben ein Borelmaß µ auf R und 1 ≤ p ≤ ∞ ist der Raum
Lp(R;µ) endlichdimensional genau dann, wenn µ eine endliche Linearkombina-
tion von Diracmaßen ist. Hinweis: Man betrachte die Variante 13.1.2.27 der Ver-
teilungsfunktion unseres Maßes.

13.2.4 Hilberträume und Hilbertbasen
Definition 13.2.4.1. Ein Hilbertraum ist ein komplexer Skalarproduktraum, der
vollständig ist für die von diesem Skalarprodukt induzierte Metrik. Bezeichnet
〈 , 〉 unser Skalarprodukt, so wird die davon induzierte Metrik gegeben durch
die Vorschrift d(x, y) = ‖x − y‖2 mit ‖v‖2 =

√
〈v, v〉, vergleiche 4.1.3.8. Einen

reellen oder komplexen Skalarproduktraum bezeichnet man insbesondere dann,
wenn unser Raum nicht vollständig ist, auch als Prähilbertraum.

13.2.4.2 (Diskussion der Terminologie). Manche Quellen fordern von einem
Hilbertraum zusätzlich noch, daß er eine abzählbare dichte Teilmenge besitzen
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möge. Wir schließen uns dieser Konvention nicht an und nennen derartige Hil-
berträume „separabel“, da es sich dabei offensichtlich genau um die Hilberträume
handelt, die als metrische Räume separabel sind im Sinne von 13.1.4.26.
Beispiel 13.2.4.3. Nach 13.2.3.16 ist für jeden Maßraum X = (X,M, µ) der
Raum L2(X) der fast überall definierten quadratintegrierbaren Funktionen auf
X ein Hilbertraum. Wir werden im folgenden zeigen, daß es keine wesentlich
anderen Beispiele für Hilberträume gibt, ja sogar, daß jeder Hilbertraum bereits
isomorph ist zum Raum der quadratintegrierbaren Funktionen auf einer mit dem
Zählmaß versehenen Menge. Dazu müssen wir jedoch zunächst etwas mehr Theo-
rie entwickeln.
13.2.4.4. Ich erinnere daran, daß nach 4.1.3.13 eine Familie von Vektoren (ei)i∈I
eines Skalarproduktraums ein Orthonormalsystem heißt, wenn mit dem Kronecker-
delta aus 3.2.4.2 gilt 〈ei, ej〉 = δij . Ich erinnere daran, daß nach 4.1.3.14 eine Teil-
menge eines Skalarproduktraums ein Orthonormalsystem heißt, wenn alle ihre
Vektoren die Norm 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht sehen, wenn also
unsere Teilmenge als durch sich selbs indizierte Familie die fragliche Eigenschaft
für Familien hat.

Definition 13.2.4.5. Eine Hilbertbasis eines Hilbertraums oder gleichbedeutend
ein vollständiges Orthonormalsystem ist ein Orthonormalsystem, dessen Vek-
torraumerzeugnis dicht ist in unserem Hilbertraum.

13.2.4.6. Eine Hilbertbasis ist im allgemeinen keine Basis unseres Hilbertraums
im Sinne der linearen Algebra. Genauer gilt das nur für endlichdimensionale Hil-
berträume und für diese ist eine Hilbertbasis dasselbe wie eine Orthonormalbasis.
Man vergleiche dazu auch Übung 13.2.4.19.

Definition 13.2.4.7. Für eine Menge I bezeichne L2(I) = L2(I; ζ) den Raum
der in Bezug auf das Zählmaß ζ quadratintegrierbaren Funktionen I → C und
χi ∈ L2(I) die charakteristische Funktion der einelementigen Menge {i}. In der
Literatur wird unser L2(I) auch oft l2(I) notiert.

13.2.4.8. Nach 13.2.3.21 bilden die χi eine Hilbertbasis von L2(I). Nach 10.4.1.25
ist jede quadratintegrierbare Funktion I → C höchstens auf einer abzählbaren
Teilmenge von I verschieden von Null.
13.2.4.9. Wir erinnern daran, daß wir nach 11.3.1.5 eine Familie (vi)i∈I von Vek-
toren eines normierten Vektorraums V summierbar mit Summe s ∈ V nennen
und ∑

i∈I

vi = s

schreiben als Abkürzung für die Aussage, daß es für jede Umgebung U von s eine
endliche Teilmenge IU ⊂ I gibt derart, daß für jede endliche Obermenge J von
IU in I gilt

∑
i∈J vi ∈ U .
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Satz 13.2.4.10 (über Hilbertbasen). 1. Ist (ei)i∈I ein Orthonormalsystem in
einem Hilbertraum H, so gibt es genau eine stetige lineare Abbildung ϕ :
L2(I) → H mit χi 7→ ei für alle i ∈ I , und diese Abbildung erhält das
Skalarprodukt;

2. Ist (ei)i∈I sogar eine Hilbertbasis, so ist besagte Abbildung ein Isomorphis-
mus von Hilberträumen L2(I)

∼→ H und ihre Inverse H ∼→ L2(I), v 7→ v̂
wird gegeben durch v̂(i) = 〈ei, v〉;

3. Gegeben eine Hilbertbasis (ei)i∈I in einem Hilbertraum H gilt für jeden
Vektor v ∈ H im Sinne von 13.2.4.9 die Darstellung

v =
∑
i∈I

〈ei, v〉ei

13.2.4.11. Wir schicken dem Beweis zwei Lemmata voraus.

Lemma 13.2.4.12 (Stetige Fortsetzung von dichten Teilmengen). Seien X, Y
metrische Räume und A ⊂ X eine dichte Teilmenge. So gilt:

1. Jede Abbildung g : A → Y besitzt höchstens eine Fortsetzung zu einer
stetigen Abbildung g̃ : X → Y ;

2. Ist g : A → Y gleichmäßig stetig und Y vollständig, besitzt g genau eine
Fortsetzung zu einer stetigen Abbildung g̃ : X → Y .

13.2.4.13. Im wesentlichen haben Sie das Lemma bereits als Übung ?? gezeigt.
Die Abbildung (0, 1)→ R, x 7→ (1/x) ist stetig aber nicht gleichmäßig stetig. Sie
läßt sich nicht stetig auf die Vervollständigung [0, 1] des offenen Intervalls (0, 1)
fortsetzen.

Vorschau 13.2.4.14. In 15.1.6.30 wird erklärt, unter welchen Voraussetzungen
sich die erste Aussage auf den Fall topologischer Räume verallgemeinern läßt.
Die zweite Aussage läßt sich allgemeiner für sogenannte „uniforme Räume“ zei-
gen, wie sie in 15.4.1 eingeführt werden. Wir gehen hier darauf nicht näher ein.

Beweis. Gegeben x ∈ X finden wir eine Folge an in A mit limn→∞ an = x.
Natürlich muß für jede stetige Erweiterung g̃ von g gelten

lim
n→∞

g(an) = g̃(x)

und das zeigt auch schon die Eindeutigkeit von g̃. Ist g nun gleichmäßig stetig,
so ist mit an auch g(an) eine Cauchy-Folge, und ist Y vollständig, so muß g(an)
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konvergieren. Haben weiter zwei Folgen an, bn in A denselben Grenzwert x, so
strebt auch die Folge cn mit den Gliedern a1, b1, a2, b2, . . . gegen x. Wir folgern

lim
n→∞

g(an) = lim
n→∞

g(cn) = lim
n→∞

g(bn)

und können also definieren g̃(x) = limn→∞ g(an) für eine und jede Folge an
aus A, die gegen x strebt. Wir müssen nur noch zeigen, daß g̃ stetig ist. Sei da-
zu für ε > 0 ein δ > 0 gegeben mit d(a, b) ≤ δ ⇒ d(g(a), g(b)) ≤ ε. Wir
zeigen d(x, z) ≤ δ/2 ⇒ d(g̃(x), g̃(z)) ≤ ε für alle x, z ∈ X . In der Tat,
ist x = limn→∞ an und z = limn→∞ bn, so folgt aus der Dreiecksungleichung
d(an, bn) ≤ δ für fast alle n und damit d(g(an), g(bn)) ≤ ε für fast alle n und
dann im Grenzwert auch d(g̃(x), g̃(z)) ≤ ε mithilfe der Stetigkeit der Metrik
d : Y × Y → R nach ??.

13.2.4.15. Wir erinnern daran, daß nach 4.1.4.1 eine lineare Abbildung zwischen
zwei Skalarprodukträumen L : H → H′ unitär heißt, wenn sie das Skalarprodukt
erhält, wenn also in Formeln gilt 〈Lv, Lw〉 = 〈v, w〉 ∀v, w ∈ H.

13.2.4.16. Eine unitäre Einbettung von einem Hilbertraum in einen Prähilber-
traum und allgemeiner eine normerhaltende Einbettung von einem Banachraum
in einen weiteren normierten Vektorraum hat stets abgeschlossenes Bild. In der
Tat ist nach ?? eine vollständige Teilmenge eines metrischen Raums stets abge-
schlossen.

Lemma 13.2.4.17. Seien X, Y normierte Vektorräume, A ⊂ X ein dichter Teil-
raum und g : X → Y eine stetige Abbildung. Ist die Einschränkung g|A : A →
Y linear, so ist auch g linear. Sind X, Y Skalarprodukträume und ist die Ein-
schränkung g|A : A→ Y unitär, so ist auch g unitär.

Beweis. Die Abbildung X×X → Y , (v, w) 7→ g(v) +g(w) ist stetig und stimmt
auf der dichten Teilmenge A× A mit der stetigen Abbildung (v, w) 7→ g(v + w)
überein. Also sind diese Abbildungen gleich und es gilt g(v + w) = g(v) + g(w)
für alle v, w ∈ X . Mit ähnlichen Argumenten beendet man den Nachweis der
Linearität von g und zeigt die Verträglichkeit mit dem Skalarprodukt.

Beweis von Satz 13.2.4.10 über Hilbertbasen. Bezeichne CI ⊂ L2(I) den Raum
aller Abbildungen I → C, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschieden
sind. Natürlich bilden die χi eine Basis von CI und wir erhalten eine lineare Ab-
bildungCI → Hmit χi 7→ ei. Da sowohl die χi als auch die ei Orthonormalsyste-
me sind, ist unsere Abbildung mit den Skalarprodukten verträglich, insbesondere
erhält sie Abstände. Da H vollständig ist und CI dicht liegt in L2(I), läßt sich
unsere Abbildung nach Lemma 13.2.4.12 auf genau eine Weise zu einer stetigen
Abbildung ϕ : L2(I) → H ausdehnen, und nach 13.2.4.17 ist diese Ausdehnung
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sogar unitär. Damit ist Teil 1 bewiesen. Nach 13.2.4.16 ist das Bild unserer uni-
tären Abbildung notwendig abgeschlossen, und im Fall einer Hilbertbasis folgt
ihre Surjektivität. Um die inverse Abbildung zu beschreiben, rechnen wir

v̂(i) = 〈χi, v̂〉 = 〈ϕ(χi), ϕ(v̂)〉 = 〈ei, v〉

Mit der Notation aus 13.2.4.9 kann die im Beweis konstruierte Abbildung ϕ :
L2(I)→ H auch suggestiver geschrieben werden in der Form

ϕ : f 7→
∑
i∈I

f(i)ei

In der Tat gibt es für jedes ε > 0 ein endliches Iε ⊂ I mit
∑

i 6∈Iε |f(i)|2 < ε2,
und für J endlich mit Iε ⊂ J ⊂ I und der Notation χA für die charakteristische
Funktionen einer Teilmenge A ⊂ I folgt f = χJf + (1 − χJ)f und zusätzlich
‖(1 − χJ)f‖2 < ε, mithin ‖ϕ(f) − ϕ(χJf)‖2 < ε. Daraus folgt unmittelbar der
letzte Teil des Satzes.

Übungen

Übung 13.2.4.18. Eine Familie (vi)i∈I von paarweise orthogonalen Vektoren eines
Hilbertraums ist summierbar genau dann, wenn gilt

∑
i∈I ‖vi‖2 < ∞, und in

diesem Fall haben wir ∥∥∥∥∥∑
i∈I

vi

∥∥∥∥∥
2

=
∑
i∈I

‖vi‖2

Übung 13.2.4.19. Man zeige, daß ein unendlichdimensionaler Hilbertraum keine
Orthonormalbasis im Sinne der linearen Algebra besitzen kann.

Ergänzende Übung 13.2.4.20. Gegeben ein Maßraum (X,µ) und ein abzählbar
basierter alias separabler Hilbertraum H bilden die meßbaren fast überall defi-
nierten Funktionen f : X → H, für die ‖ ‖2 ◦ f : X → R integrierbar ist, mit
dem Skalarprodukt 〈f, g〉 =

∫
〈f(x), g(x)〉 selbst einen Hilbertraum

L2(X,H) = L2(X,H;µ)

und die meßbaren Stufenfunktionen mit Träger von endlichem Maß bilden darin
einen dichten Teilraum. Hinweis: Man verallgemeinere den Beweis von 13.2.3.16.
Die Bedingung der Separabilität vonH ist nötig wegen 13.1.4.28, da im allgemei-
nen 〈f(x), g(x)〉 nicht meßbar sein müßte, etwa wenn X endliches Maß hat und
f jedem Punkt von X den durch diesen Punkt indizierten Vektor einer durch X
indizierten Orthonormalbasis zuordnet. Die Aussage gilt aber entsprechend für
beliebige Hilberträume H, wenn wir L2(X,H) feiner erklären als die Menge al-
ler meßbaren fast überall definierten Funktionen f : X 99K H, deren Bild in
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einem separablen Teilraum von H enthalten ist und für die ‖ ‖2 ◦ f : X 99K R
integrierbar ist.
Ergänzende Übung 13.2.4.21. Gegeben ein Maßraum (X,M, µ) und eine Menge
Z notieren wir die Menge der fast überall definierten Abbildungen von X nach
Z als Ensµ(X,Z). Gegeben zwei σ-endliche Maßräume X, Y und eine Menge
Z induziert die offensichtliche Bijektion zwischen den entsprechenden Räumen
überall definierter Abbildungen aus 2.1.6.5 nach Fubini eine Bijektion

Ensµ(X × Y, Z)
∼→ Ensµ(X,Ensµ(Y, Z))

Man zeige, daß diese Abbildung im Spezialfall X = Y = R, Z = C einen
Isomorphismus L2(R × R)

∼→ L2(R,L2(R)) induziert. Hinweis: Geeignete Stu-
fenfunktionen bilden auf beiden Seiten dichte Teilräume, die als Prähilberträume
unter unserer Abbildung identifiziert werden. Dann benutze man, daß punktwei-
se Konvergenz fast überall unter unserer Abbildung punktweise Konvergenz fast
überall wird, und schließe mit 13.2.3.16.

13.2.5 Vervollständigung metrischer Räume*
13.2.5.1. Dieser Abschnitt ist für den weiteren Fortgang der Vorlesung nicht un-
mittelbar relevant. Es stellt sich jedoch heraus, daß viele unserer Funktionenräume
auch als Vervollständigungen einfacherer Funktionenräume konstruiert werden
können. So mag dieser alternative Zugang zum Verständnis beitragen. In vielen
Zusammenhängen spielen auch direkte Summen von unendlichen Familien von
Hilberträumen eine wichtige Rolle, die bequem als Vervollständigungen konstru-
iert werden können. Wir erinnern aus 4.1.10.3, daß eine Abbildung von metrischen
Räumen isometrisch heißt, wenn sie alle Abstände unverändert läßt. Sind (X, d)
und (X ′, d′) unsere metrischen Räume, so heißt also in Formeln eine Abbildung
f : X → X ′ isometrisch, wenn gilt

d′(f(x), f(y)) = d(x, y) ∀x, y ∈ X

Definition 13.2.5.2. Eine isometrische Abbildung mit dichtem Bild von einem
metrischen Raum in einen vollständigen metrischen Raum heißt eine Vervoll-
ständigung des Ausgangsraums.

Satz 13.2.5.3 (Vervollständigung). 1. Für jeden metrischen RaumX existiert
eine isometrische Abbildung mit dichtem Bild a : X → Y in einen voll-
ständigen metrischen Raum Y ;

2. Ist b : X → Z eine weitere isometrische Abbildung mit dichtem Bild in
einen vollständigen metrischen Raum Z, so existiert genau eine stetige Ab-
bildung f : Y → Z mit f ◦ a = b, und diese Abbildung f ist isometrisch
und bijektiv.
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13.2.5.4. Der vollständige metrische Raum Y oder genauer das Paar (Y, a) ist also
durch X eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus von metrischen
Räumen. Wir gönnen ihm deshalb den bestimmten Artikel und nennen (Y, a) oder
auch einfach den Raum Y selbst die Vervollständigung von X .

Beweis. 2. Nach 13.2.4.12 kann man jede gleichmäßig stetige Abbildung von
einer dichten Teilmenge eines metrischen Raums in einen vollständigen metri-
schen Raum auf genau eine Weise stetig fortsetzen. Sind also a : X → Y und
b : X → Z Vervollständigungen eines metrischen Raums X , so gibt es genau
eine stetige Abbildung f : Y → Z mit fa = b und genau eine stetige Abbildung
g : Z → Y mit gb = a und wegen gfa = a und fgb = b gilt gf = id und
fg = id. Weiter prüft man leicht, daß auch f und g Isometrien sein müssen.

1. Zu jedem metrischen Raum (X, d) kann man wie folgt eine Vervollständigung
can : X → X̂ konstruieren: Auf der Menge C aller Cauchy-Folgen inX betrachte
man die Äquivalenzrelation ∼ gegeben durch

a ∼ b ⇔ lim
n→∞

d(an, bn) = 0

und erkläre X̂ als die Menge aller Äquivalenzklassen von Cauchyfolgen in X
unter dieser Äquivalenzrelation, in Formeln

X̂ = C/ ∼

Gegeben eine Cauchyfolge a ∈ C bezeichne [a] ∈ X̂ ihre Äquivalenzklasse. Der
Leser mag selbst prüfen, daß es genau eine Abbildung d : X̂ × X̂ → R gibt mit
der Eigenschaft

d([a], [b]) = lim
n→∞

d(an, bn) ∀a, b ∈ C

und daß diese Abbildung eine Metrik auf X̂ ist. Die Abbildung can : X → X̂ , die
jedem Punkt x ∈ X die Klasse der konstant bei x verweilenden Folge zuordnet,
heißt die kanonische Einbettung. Sie ist offensichtlich isometrisch mit dichtem
Bild. Es bleibt nur zu zeigen, daß jede Cauchy-Folge in X̂ konvergiert. Seien dazu
a0, a1, . . . ∈ C Repräsentanten für die Glieder einer Cauchy-Folge in X̂ . Jedes ai
ist also eine Cauchy-Folge in X alias eine Abbildung ai : N → X , und wir
notieren die Glieder dieser Folge ai(0), ai(1), . . . Man zeigt nun mühelos, daß die
„diagonale“ Folge l : N → X mit i 7→ ai(i) eine Cauchy-Folge in X ist und daß
die Klasse [l] ∈ X̂ von l der Limes in X̂ der Folge der [ai] ist.

13.2.5.5 (Produkt von Vervollständigungen). Das Produkt zweier Vervollständi-
gungen ist wieder eine Vervollständigung. Sind also in Formeln X → V und
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Y → W Vervollständigungen, so ist auch X × Y → V ×W eine Vervollständi-
gung. In der Tat ist V ×W nach ?? wieder vollständig. Nach der Eindeutigkeit
von Vervollständigungen 13.2.5.4 existiert also für metrische Räume X, Y stets
genau eine Isometrie zwischen dem Produkt ihrer Vervollständigungen und der
Vervollständigung ihres Produkts, die als untere Horizontale das Diagramm

X × Y = X × Y
↓ ↓

X̂ × Ŷ ∼→ (X × Y )∧

zum Kommutieren bringt, mit dem Produkt der kanonischen Einbettungen bezie-
hungsweise der kanonischen Einbettung des Produkts als vertikalen Abbildungen.

Definition 13.2.5.6. Gegeben ein normierter Vektorraum (V, ‖ ‖) bildet man einen
weiteren normierten Vektorraum (V̂, ‖ ‖), seine Vervollständigung, indem man
auf dem vervollständigten metrischen Raum V̂ die Addition, Multiplikation mit
Skalaren und Norm „durch stetige Fortsetzung“ nach 13.2.4.12 erklärt. So erhält
man etwa die Addition als stetige Fortsetzung auf V̂ ×V̂ von can ◦ add : V ×V →
V̂ , und so weiter. Die Axiome eines normierten Vektorraums folgen dann aus der
Eindeutigkeit der stetigen Fortsetzungen nach 13.2.4.12.

Ergänzung 13.2.5.7. Eine Pseudometrik auf einer Menge X ist eine Abbildung
d : X × X → R≥0, die alle Eigenschaften einer Metrik ?? hat mit Ausnahme
der Eigenschaft, daß verschiedene Punkte positiven Abstand haben müssen. Ein
pseudometrischer Raum ist eine Menge mit einer Pseudometrik. Eine isome-
trische Abbildung mit dichtem Bild von einem pseudometrischen Raum in einen
vollständigen metrischen Raum heißt wieder eine Vervollständigung des Aus-
gangsraums. Alle oben gezeigten Eigenschaften übertragen sich auf den pseudo-
metrischen Fall, in dem nur die kanonische Abbildung X → X̂ in die Vervoll-
ständigung eben nicht mehr injektiv zu sein braucht.

Ergänzung 13.2.5.8 (Alternativer Zugang zur Integrationstheorie). Man könn-
te das Konzept der Vervollständigung dazu benutzen, sich eine Weile alle Maß-
theorie zu sparen und etwa Lp(Rn) schlicht definieren als die Vervollständigung
des Raums der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger in Bezug auf die Lp-
Norm, für p ∈ [0,∞). Mithilfe einer Variante von 13.2.3.16 identifiziert man dann
Elemente dieser Vervollständigungen mit gewissen fast überall definierten Funk-
tionen, wobei Nullmengen ohne Rückgriff auf das Lebesgue-Maß erklärt werden
als solche Mengen, die von einer Folge von Quadern mit beliebig kleinem Ge-
samtvolumen überdeckt werden können. Im Fall n = 1 erklärt man dann das
Integral

∫
: L1 → C als die stetige Fortsetzung des Riemann-Integrals, und er-

klärt schließlich Lebesgue-Mengen endlichen Maßes als solche Teilmengen des
Rn, deren charakteristische Funktion integrierbar ist, und das Maß der Menge
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eben als besagtes Integral. Dieser Zugang scheint mir recht elegant, da sich das
Konzept eines Maßes und eines Meßraums natürlich ergibt und nicht willkürlich
vorgegeben werden muß. Ich habe dennoch den maßtheoretischen Zugang vorge-
zogen, da er mit sehr viel weniger Vorkenntnissen verstanden werden kann und
die grundlegenden Resultate direkt in der Allgemeinheit liefert, in der sie auch in
der Wahrscheinlichkeitstheorie gebraucht werden.

Übungen

Übung 13.2.5.9. Die Vervollständigung eines Prähilbertraums besitzt stets genau
eine Struktur als Hilbertraum derart, daß die kanonische Einbettung unitär ist.
Hinweis: Man dehne zuerst das Skalarprodukt mit einem festen Vektor auf die
Vervollständigung aus.

Übung 13.2.5.10. Gegeben eine dichte Teilmenge A eines vollständigen metri-
schen Raums X liefert 13.2.4.12 eine isometrische Bijektion Â ∼→ X . Insbeson-
dere erhalten wir so für jede offene Teilmenge Ω ⊂◦ Rn einen Isomorphismus
von Hilberträumen C!(Ω)∧

∼→ L2(Ω), wo die Komplettierung des Prähilbertraums
C!(Ω) der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger f : Ω → C bezüglich der
L2-Norm ‖f‖2 := (

∫
|f |2)1/2 gemeint ist.

Übung 13.2.5.11. Gegeben eine Familie von Hilberträumen (Hi)i∈I erklären wir
auf der direkten Summe

⊕
i∈I Hi der zugrundeliegenden Vektorräume ein Skalar-

produkt durch die Vorschrift 〈(vi), (wi)〉 :=
∑

i∈I〈vi, wi〉. Die Vervollständigung
dieses Prähilbertraums im Sinne von 13.2.5.9 heißt die Hilbertsumme unserer
Hilberträume und wird ⊕̂

i∈I
Hi

notiert. Man zeige, daß sich die Hilbertsumme auch beschreiben läßt als der Teil-
raum ihres Produkts aller Tupel (vi) mit der Eigenschaft

∑
i∈I ‖vi‖2 < ∞, mit

dem Skalarprodukt 〈(vi), (wi)〉 :=
∑

i∈I〈vi, wi〉. Ist speziell Bi ⊂ Hi jeweils ei-
ne Hilbertbasis, so ist die disjunkte Vereinigung

⊔
i∈I ini(Bi) eine Hilbertbasis

unserer Hilbertsumme.

Übung 13.2.5.12. Man erinnere die Konstruktion L2(X,H) aus 13.2.4.20. Ge-
geben ein σ-endlicher Maßraum und eine abzählbare Familie Hi von separablen
Hilberträumen liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus⊕̂

L2(X,Hi)
∼→ L2

(
X,
⊕̂
Hi

)
Ergänzende Übung 13.2.5.13. Gegeben zwei HilberträumeH undL definiert man
ihr vervollständigtes Tensorprodukt

H⊗̂L
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als die Vervollständigung ihres algebraischen Tensorprodukts mit seiner offen-
sichtlichen Struktur als Prähilbertraum. Man zeige, daß für (vi) eine Hilbertbasis
von H und (wj) eine Hilbertbasis von L die Tensoren (vi ⊗ wj) eine Hilbert-
basis von H⊗̂L bilden. Gegeben Maßräume (X,µ) und (Y, ν) zeige man allge-
meiner: Für das Produktmaß µ � ν nach ?? liefert die von f ⊗ g 7→ f � g mit
(f�g)(x, y) := f(x)g(y) induzierte Abbildung einen Hilbertraumisomorphismus

L2(X;µ)⊗̂L2(Y ; ν)
∼→ L2(X × Y ;µ� ν)

Hinweis: Das Bild ist dicht nach 13.2.3.23.

13.2.6 Fourierreihen quadratintegrierbarer Funktionen
Satz 13.2.6.1 (Approximation durch glatte Funktionen). Ist U ⊂◦ Rn eine of-
fene Teilmenge und µ ein Borelmaß auf U , so liegen die glatten Funktionen mit
kompaktem in U enthaltenen Träger für alle p ∈ [1,∞) dicht im Raum der Lp-
Funktionen auf U , in Formeln

C∞! (U) = Lp(U ;µ)

13.2.6.2. Diese Aussage ist im Fall p = ∞ nicht mehr richtig. Zum Beispiel
kann man auf R mit dem Lebesguemaß die konstante Funktion 1 in L∞ nicht als
Grenzwert einer Folge von Funktionen mit kompaktem Träger erhalten.

Beweis. Natürlich ist C∞! (U) ⊂ Lp(U ;µ) ein Untervektorraum. Wir zeigen nun
für immer größere Funktionenklassen, daß sie zu C∞! (U) gehören.

1. IstA ⊂◦ U offen von endlichem Maß µ(A) <∞, so gehört die charakteristische
Funktion [A] vonA zu C∞! (U). Das folgt mit dem Satz über monotone Konvergenz
sofort aus Lemma 13.1.8.4, nach dem eine Folge nichtnegativer glatter Funktionen
mit kompaktem, in A enthaltenem Träger monoton gegen die charakteristische
Funktion von A konvergiert.

2. Ist B ⊂ U meßbar von endlichem Maß µ(B) < ∞, so gehört [B] zu C∞! (U).
In der Tat, für jedes ε > 0 finden wir aufgrund der Regularität unseres Maßes
nach 13.1.10.10 eine offene Teilmenge A ⊂◦ U mit B ⊂ A und µ(B) ≤ µ(A) ≤
µ(B)+ε. Für deren charakteristische Funktion gilt dann ‖[B]−[A]‖p < ε1/p. Also
ist [B] Grenzwert einer Folge aus C∞! (U) und gehört mithin selbst zu C∞! (U).

3. Für jeden Maßraum liegen die integrierbaren Stufenfunktionen für alle p ∈
[1,∞) dicht im Raum der Lp-Funktionen, siehe 13.2.3.21.

Korollar 13.2.6.3 (Approximation durch stetige Funktionen). Ist A ⊂∧ Rn ei-
ne abgeschlossene Teilmenge und µ ein Borelmaß auf A, so liegen die stetigen
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Funktionen mit kompaktem Träger auf A für alle p ∈ [1,∞) dicht im Raum der
Lp-Funktionen auf A, in Formeln

C!(A) = Lp(A;µ)

Beweis. Wir wenden den obigen Satz an auf das Borelmaß i∗µ für i : A ↪→ Rn
die Einbettungsabbildung.

Vorschau 13.2.6.4. Ist (X,µ) ein abzählbar basierter lokal kompakter Hausdorff-
raum mit einem Borelmaß, so liegen für p ∈ [1,∞) die stetigen Funktionen mit
kompaktem Träger dicht im Raum der Lp-Funktionen. Das zeigen wir hier nicht.

Satz 13.2.6.5 (Fourierreihen für L2-Funktionen). Sei das Intervall [0, 2π] mit
dem auf Gesamtmaß Eins normierten Lebesgue-Maß µ := dt/2π versehen und
Z mit dem Zählmaß ζ . So liefert die Fourierentwicklung f 7→ f∧ gegeben durch
f∧(n) :=

∫ 2π

0
f(t) e−int µ〈t〉 einen Isomorphismus von Hilberträumen

L2([0, 2π];µ)
∼→ L2(Z; ζ)

Beweis. Wir müssen nach 13.2.4.10 nur zeigen, daß die Funktionen (eint)n∈Z im
Sinne von 13.2.4.5 eine Hilbertbasis von L2([0, 2π];µ) bilden. Wir haben schon
im Beweis von 11.3.1.3 gesehen, daß sie ein Orthonormalsystem bilden. Aus
11.3.2.16 wissen wir weiter, daß sich jede stetige Funktion der Periode 2π be-
liebig gut gleichmäßig durch trigonometrische Polynome approximieren läßt. Da
hinwiederum die stetigen, ja sogar die glatten Funktionen auf [0, 2π] mit Träger
im offenen Intervall (0, 2π) nach 13.2.6.1 ihrerseits dicht in L2 liegen, liegen auch
die trigonometrischen Polynome dicht in L2.

Übungen

Übung 13.2.6.6. Man berechne die Fourierkoeffizienten der Sägezahnfunktion
t 7→ |t| für t ∈ [−π, π] und der Funktion t 7→ exp(exp(it)).

Übung 13.2.6.7. Sei f : R → R von der Periode 2π und integrierbar auf [0, 2π].
So gilt limn→∞

∫ 2π

0
f(t)eint dt = 0.

Ergänzende Übung 13.2.6.8. Sei f : R→ R von der Periode 2π und integrierbar
auf [0, 2π] und sei a ∈ R gegeben. Lassen sich die Restriktionen f |(−∞,a) und
f |(a,∞) auf die jeweiligen abgeschlossenen reellen Intervalle fortsetzen zu bei a
differenzierbaren Funktionen, so konvergiert die die Folge

∑
|ν|≤n cν eiνa der Par-

tialsummen der Fourierreihe von f bei a gegen den Wert

1

2

(
lim
t↗a

f(t) + lim
t↘a

f(t)

)
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Hinweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei a = 0 und f gerade und
stetig bei Null mit f(0) = 0. Nun setze man Pn =

∑n
ν=−n eiνt und prüfe Pn(t) =

cos(nt) + cot(t/2) sin(nt). Dann zeige man 〈f, Pn〉 → 0.

Übung 13.2.6.9 (Fourierreihen in mehreren Veränderlichen). Man zeige, daß
die Funktionen x 7→ e2πix·ξ für ξ ∈ Zn eine Hilbertbasis des Raums L2([0, 1]n;λ)
der in Bezug auf das Lebesgue-Maß quadratintegrierbaren Funktionen auf dem
n-dimensionalen Einheitswürfel bilden.

Übung 13.2.6.10. Gegeben y ∈ Rn und p ∈ [1,∞) bezeichne τy : Lp(Rn) →
Lp(Rn) die Verschiebung, in Formeln (τyf)(x) = f(x− y). Man zeige die Stetig-
keit der Abbildung Rn × Lp(Rn) → Lp(Rn), (y, f) 7→ τyf . Hinweis: Man zeige
zunächst die Stetigkeit von y 7→ τyf für f ∈ C!(Rn). Der Buchstabe τ seht für das
Wort „Translation“.

Ergänzende Übung 13.2.6.11. Hier dürfen Sie zeigen, daß für A,B ⊂ Rn meßbar
von positivem Maß die Menge A + B eine nichtleere offene Teilmenge umfaßt.
Man folgere zunächst aus 13.2.6.10, daß für alle g ∈ L1(Rn;λ) die Funktion y 7→∫
f(y − x)[B](x) λ〈x〉 stetig sein muß. Dann beachte man, daß diese Funktion

im Fall f = [A] mit A meßbar von positivem endlichen Maß nichtnegativ ist und
positives Integral hat. Man folgere, daß jede meßbare echte Untergruppe von Rn
Maß Null haben muß. Man folgere, daß jeder meßbare Gruppenhomomorphismus
Rn → Zn konstant sein muß.

Ergänzende Übung 13.2.6.12. Ist U ⊂◦ Rn eine offene Teilmenge und µ darauf
ein Borelmaß, so gibt es für jede beschränkte meßbare Funktion f : U → C eine
Folge fn in C∞! (U) mit ‖fn‖∞ ≤ ‖f‖∞ für alle n und fn(x)→ f(x) für fast alle
x ∈ U . Hinweis: Da unser Maß notwendig σ-endlich ist, findet man ein endliches
Maß mit denselben Nullmengen, für das dann f integrierbar ist. Nun verwende
man 13.2.3.16.

13.2.7 Fourierreihen und Charaktere

13.2.7.1. Seine natürlichste Form erhält unser Satz über Fourierreihen, wenn man
das Intervall [0, 2π] zur Kreislinie S1 := {z ∈ C | |z| = 1} zusammenbiegt. Das
soll im folgenden ausgeführt werden.

Definition 13.2.7.2. Eine topologisches Monoid ist ein Monoid G mit einer To-
pologie derart, daß die VerknüpfungG×G→ G stetig ist für die Produkttopologie
aufG×G. Eine topologische Gruppe ist eine GruppeGmit einer Topologie der-
art, daß die Verknüpfung G × G → G und die Inversenabbildung G → G stetig
sind. Eine Hausdorff’sche topologische Gruppe nenne ich eine Hausdorffgrup-
pe.
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13.2.7.3. Gegeben topologische GruppenG,H bezeichne GrpTop(G,H) die Men-
ge aller stetigen Gruppenhomomorphismen von G nach H .

Beispiele 13.2.7.4. Die additive Gruppe (R,+) mit der Standardtopologie auf R
ist eine topologische Gruppe. Die additive Gruppe eines endlichdimensionalen re-
ellen Vektorraums mit seiner natürlichen Topologie ist eine topologische Gruppe.
Die additive Gruppe jedes normierten reellen Vektorraums mit der metrischen To-
pologie ist eine topologische Gruppe. Die multiplikative Gruppe C× des Körpers
der komplexen Zahlen ist eine topologische Gruppe. Die Kreisgruppe S1 aller
komplexen Zahlen der Norm Eins ist mit der von C induzierten Topologie eine to-
pologische Gruppe. Jede Gruppe ist mit der diskreten Topologie eine topologische
Gruppe. In der Zahlentheorie sind auch die topologischen Gruppen der sogenann-
ten „p-adischen Zahlen“ und „Adele“ von großer Bedeutung.

Definition 13.2.7.5. Gegeben eine topologische Gruppe G nennen wir die steti-
gen Gruppenhomomorphismen von der additiven Gruppe (R,+) nach G alias die
Elemente von GrpTop(R, G) die Gruppenwege in G.

13.2.7.6 (Diskussion der Terminologie). Unsere Gruppenwege heißen in der Li-
teratur meist „Einparameteruntergruppen“. Diese Terminologie schien mir jedoch
ungeschickt, da es sich dabei nicht um Untergruppen handelt.

Beispiele 13.2.7.7. Gruppenwege in R× haben wir bereits in 10.4.3.8 besprochen
und Gruppenwege in der Kreisgruppe in 10.4.5.8. Genauer haben wir dort gezeigt,
daß jeder stetige Gruppenhomomorphismus ϕ : R → S1 von der Gestalt ϕ(t) =
eiat ist für genau ein a ∈ R.

Definition 13.2.7.8. Gegeben eine topologische Gruppe G nennen wir die steti-
gen Gruppenhomomorphismen von G in die Kreisgruppe S1 alias die Elemente
von GrpTop(G,S1) die Charaktere oder genauer die unitären multiplikativen
Charaktere von G.

13.2.7.9. SeiG eine topologische Gruppe. Die Menge der Charaktere vonG bildet
mit der Verknüpfung (χu ψ)(g) := χ(g)ψ(g) eine abelsche Gruppe

Ĝ = X(G) := GrpTop(G,S1)

Diese Gruppe heißt die Charaktergruppe von G. Ihre Verknüpfung notiert man
additiv, wenn man sich die Charaktere als Elemente einer abstrakten abelschen
Gruppe denkt, und multiplikativ, wenn man sie sich als konkrete Funktionen denkt.
Für jeden unitären Charakter χ ist sein Negatives alias Inverses in der Charakter-
gruppe der komplex konjugierte Charakter χ̄, denn für jede komplexe Zahl z vom
Betrag Eins gilt z−1 = z̄.
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13.2.7.10 (Mehrdeutigkeiten bei der Addition von Charakteren). Meist notiert
man die Verknüpfung der Charaktergruppe einfacher χ+ψ statt χuψ. Das führt
jedoch leicht zu Verwirrung, da χ+ ψ alternativ auch die Summe der Funktionen
χ, ψ : G → C bedeuten kann, die ihrerseits kein Charakter mehr ist. Was im
Einzelfall gemeint ist, gilt es aus dem Kontext zu erschließen.
Beispiel 13.2.7.11 (Charaktere der Zahlengeraden). Unser Satz 13.2.7.7 über
die Gruppenwege in der Kreisgruppe beschreibt auch die Charaktere der additiven
Gruppe R. Genauer erhalten wir durch die Abbildungsvorschrift y 7→ (x 7→ eixy)
einen Gruppenisomorphismus

R ∼→ X(R)

Dies Beispiel wird bei der Fouriertransformation wichtig werden.
Beispiel 13.2.7.12 (Charaktere zyklischer Gruppen). Das Auswerten eines Cha-
rakters auf dem Erzeuger 1 ∈ (Z,+) liefert nach der universellen Eigenschaft
2.2.3.31 von Z einen Gruppenisomorphismus

X(Z)
∼→ S1

Gegeben m ∈ N liefert das Auswerten eines Charakters auf der Nebenklasse
der Eins nach der universellen Eigenschaft 4.4.2.1 des Quotienten weiter einen
Gruppenisomorphismus

X(Z/mZ)
∼→ µm := {ζ ∈ S1 | ζm = 1}

der Charaktergruppe von Z/mZ mit der Gruppe µm der m-ten Einheitswurzeln.
Wir können das Auswerten auch als Paarung Z/mZ × µm → S1, (n̄, ζ) 7→ ζn

lesen. Diese Paarung liefert dann auch umgekehrt einen Gruppenisomorphismus

Z/mZ ∼→ X(µm)

In der Tat prüft man leicht die Injektivität. Weil es nun aber Gruppenisomorphis-
men µm

∼→ Z/mZ gibt, haben beide Seiten gleichviele Elemente.

Lemma 13.2.7.13 (Charaktere der Kreisgruppe). Jeder stetige Gruppenhomo-
morphismus χ : S1 → S1 ist von der Form χ = χn : z 7→ zn für genau ein n ∈ Z
und die Abbildung n 7→ χn ist ein Gruppenisomorphismus

Z ∼→ X(S1)

Beweis. Das einzige Problem ist nachzuweisen, daß es außer den χn keine wei-
teren stetigen Gruppenhomomorphismen χ : S1 → S1 gibt. Ist aber χ solch
ein Gruppenhomomorphismus, so ist ϕ : t 7→ χ(exp(it)) ein Gruppenweg in
S1. Nach 13.2.7.7 gibt es folglich a ∈ R mit χ(exp(it)) = exp(iat). Wegen
χ(1) = 1 folgt erst exp(2πia) = 1 und dann a ∈ Z und dann schließlich
χ(exp(it)) = (exp(it))n alias χ = χn.
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Zweiter Beweis. Die Algebra zeigt, daß das Auswerten an der Restklasse von 1
für jede Gruppe G eine Bijektion Grp(Z/nZ, G)

∼→ {g ∈ G | gn = e} liefert.
Jeder Gruppenhomomorphismus χ : S1 → S1 induziert nun auf den 2s-ten Ein-
heitswurzeln einen Gruppenhomomorphismus, der nach dem Vorhergehenden die
Gestalt χ(z) = zn(s) haben muß. Hier wird n(s) durch die zusätzlichen Bedingung
−2s−1 < n(s) ≤ 2s−1 eindeutig festgelegt. Ist χ stetig, so liegt für hinreichend
großes s das Bild von exp(2πi/2s) in der Halbebene aller komplexen Zahlen mit
positivem Realteil, und dann gilt sogar−2s−2 < n(s) ≤ 2s−2. Dann zeigt aber die
Rückwärtskompatibilität n(s) ≡ n(s+ 1) (mod 2s), daß unsere Folge stagnieren
muß, und ein Dichtheitsargument beendet den Beweis.

Definition 13.2.7.14. Unter einer Fourier-Gruppe verstehen wir eine topolo-
gische Gruppe, die isomorph ist zum Produkt einer endlich erzeugten diskreten
abelschen Gruppe mit endlich vielen Kopien der Kreisgruppe und endlich vielen
Kopien der additiven Gruppe R.

13.2.7.15 (Verträglichkeit von induzierter Topologie und Produkttopologie).
Aus der Definition der Produkttopologie folgt, daß gegeben A ⊂ X und B ⊂ Y
die Produkttopologie der induzierten Topologien auf A × B übereinstimmt mit
der induzierten Topologie unter der Einbettung A × B ↪→ X × Y zur Produkt-
topologie auf X × Y . Insbesondere ist jede Fouriergruppe homöomorph zu einer
abgeschlossenen Teilmenge eines Rn.
13.2.7.16 (Diskussion der Terminologie). Der Begriff einer „Fouriergruppe“ ist
nicht gebräuchlich. Für diese topologischen Gruppen läßt sich jedoch die Theorie
der allgemeinen Fouriertransformation sehr viel leichter entwickeln als für allge-
meine abelsche lokal kompakte Hausdorffgruppen. Für die meisten Anwendungen
außerhalb der Zahlentheorie ist diese Allgemeinheit darüberhinaus ausreichend.
Deshalb will ich mich hier auf diesen Fall beschränken und dafür braucht er einen
griffigen Namen. In der üblichen Terminologie, wie sie in 22.3.2.19 eingeführt
wird, sind unsere Fouriergruppen genau die „abelschen Liegruppen mit endlich
erzeugter Komponentengruppe“, vergleiche 22.4.5.20 und 22.4.5.2.
Beispiel 13.2.7.17. Die multiplikativen GruppenC× undR× sind Fouriergruppen.
Jeder endlichdimensionale reelle Vektorraum ist eine Fouriergruppe.

Definition 13.2.7.18. Ein Haar-Maß auf einer Fouriergruppe G ist ein von Null
verschiedenes Borelmaß µ mit µ(gA) = µ(A) für jede Borelmenge A ⊂ G und
alle g ∈ G.

Beispiele 13.2.7.19. Ein erstes Beispiel für ein Haarmaß ist das Lebesguemaß.
Vielleicht sogar noch davor kommt das Zählmaß auf einer beliebigen diskreten
endlichen abelschen Gruppe. Ein Haarmaß auf einem endlichdimensionalen reel-
len Vektorraum V konstruiert man unschwer als Bildmaß des mehrdimensionalen
Lebesguemaßes mit einem Isomorphismus Rn ∼→ V von Vektorräumen.
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Vorschau 13.2.7.20. Allgemeiner betrachtet man Haarmaße auf beliebigen lokal
kompakten Hausdorffgruppen G und versteht darunter von Null verschiedene re-
guläre Borelmaße µ mit µ(gA) = µ(A) für jede Borelmenge A ⊂ G und alle
g ∈ G. Die Regularität mußten wir im Fall von Fouriergruppen in unserer Defini-
tion nicht extra fordern, da sie in diesem Fall bereits aus Satz 13.1.10.10 über die
Regularität von Borelmaßen folgt. Für Matrixliegruppen diskutieren wir Haarma-
ße in 22.2.4.4, in der Allgemeinheit abzählbar basierter lokal kompakter Haus-
dorffgruppen in 15.4.3.14 und in der Allgemeinheit beliebiger lokal kompakter
Hausdorffgruppen als Radonmaße in 15.4.3.3.

Satz 13.2.7.21 (Haarmaße auf Fouriergruppen, Existenz und Eindeutigkeit).
Auf jeder Fouriergruppe existiert ein Haarmaß und je zwei Haarmaße unterschei-
den sich höchstens um eine positive multiplikative Konstante.

Beweis. Im FallG = R hatten wir das Lebesguemaß bereits dadurch definiert, daß
es das einzige Haarmaß ist, das dem Einheitsintervall den Wert Eins zuordnet. In
diesem Fall stimmt also unser Satz. Den Fall der Kreisgruppe kann der Leser leicht
ableiten. Im Fall einer endlich erzeugten abelschen Gruppe sind offensichlich das
Zählmaß und seine Vielfachen die einzigen Haarmaße. Im allgemeinen können
wir die Existenz eines Haarmaßes zeigen, indem wir Produkte dieser Haarmaße
bilden. Für die Eindeutigkeit reicht es zu zeigen, daß gegeben zwei Fouriergrup-
pen G,H mit einem jeweils bis auf eine positive multiplikative Konstante eindeu-
tigen Haarmaß jedes Haarmaß ν auf dem Produkt das Produktmaß zu Haarmaßen
auf den Faktoren ist. An die Arbeit! Sicher gibt es in G × H ein Kompaktum C
derart, daß abzählbar viele verschobene Kopien von C ganz G × H überdecken.
Für unser Haarmaß ν gilt wegen ν 6= 0 folglich ν(C) > 0. Die Projektionen von
C sind dann Kompakta K ⊂ G und L ⊂ H mit ν(K×L) > 0. Durch Multiplika-
tion mit einer Konstante dürfen wir sogar ν(K×L) = 1 annehmen. Dann erhalten
wir offensichtlich ein Haarmaß λ auf G durch die Vorschrift λ(A) := ν(A × L)
und ein Haarmaß µ auf H durch die Vorschrift µ(B) := ν(K × B). Ist A ent-
halten in einem Kompaktum, so liefert weiter die Vorschrift µA(B) := ν(A× B)
ein Haarmaß oder das Nullmaß auf H . Also gibt es nach Annahme eine nur von
A abhängende Konstante cA ≥ 0 mit µA(B) = cAµ(B) und durch Einsetzen von
B = L ergibt sich

λ(A) = ν(A× L) = µA(L) = cAµ(L) = cA

Das zeigt für alle meßbaren MengenA ⊂ G undB ⊂ H mitA enthalten in einem
Kompaktum die Identität

ν(A×B) = µA(B) = cAµ(B) = λ(A)µ(B)
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Illustration zum Beweis der Eindeutigkeit von Haarmaßen für Fouriergruppen.
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Da aber jede Fouriergruppe als abzählbare Vereinigung von Kompakta geschrie-
ben werden kann, erzeugen die ProdukteA×B mit in Kompakta enthaltenen meß-
baren Mengen A,B bereits die borelsche σ-Algebra von A × B. Mit dem Maß-
fortsetzungssatz von Caratheodory 13.1.2.11 folgt wie gewünscht ν = λ�µ.

Definition 13.2.7.22. Ein Haarmaß heißt normiert, wenn es der ganzen Gruppe
das Maß Eins zuordnet.

Satz 13.2.7.23 (Fourierreihen und Charaktere). Jede kompakte Fouriergruppe
K besitzt genau ein normiertes Haarmaß µ = µK und die Menge X(K) ihrer
Charaktere ist eine Hilbertbasis des Raums L2(K;µ) der quadratintegrierbaren
Funktionen auf K.

Vorschau 13.2.7.24. Der Satz gilt allgemeiner für jede abelsche kompakte Haus-
dorffgruppe. Für einen Beweis in dieser Allgemeinheit verweise ich auf 15.4.7.8.
Beispiel 13.2.7.25 (Der Fall einer Kreisgruppe). Im Fall der Kreisgruppe liefert
die Abbildung E : t 7→ exp(it) einen Isomorphismus ([0, 2π), dt/2π)

∼→ (S1, µ)
von Maßräumen und folglich einen Isomorphismus von Hilberträumen

L2([0, 2π); dt/2π)
∼→ L2(S1;µ)

Die Charaktere χn : z 7→ zn bilden also genau dann eine Hilbertbasis von
L2(S1;µ), wenn die Funktionen χn ◦ E : t 7→ exp(int) eine Hilbertbasis von
L2([0, 2π); dt/2π) oder gleichbedeutend von L2([0, 2π]; dt/2π) bilden. So sehen
wir, daß unser Satz 13.2.7.23 in diesem Fall nur eine Umformulierung des Satzes
13.2.6.5 über die Fourierreihe ist.
Beispiel 13.2.7.26 (Der Fall einer endlichen Gruppe). Unser Satz ist bereits im
Fall einer endlichen Gruppe durchaus relevant, wenn er auch in diesem Fall besser
in eine Vorlesung über Algebra paßt. Im Spezialfall einer zyklischen Gruppe von
Einheitswurzeln µm := {ζ ∈ C | ζm = 1} ∼= Z/mZ etwa sind die Charaktere
genau alle Abbildungen χn : ζ 7→ ζn für n = 0, 1, . . . ,m− 1 und der in unserem
Satz versteckte Hilbertraumisomorphismus

L2(X(K); ζ)
∼→ L2(K;µ)

heißt die diskrete Fouriertransformation. Die diskrete Fouriertransformation ist
für konkrete Anwendungen von besonderer Bedeutung, da in der Praxis stets nur
endlich viele Messungen durchgeführt werden können.
Vorschau 13.2.7.27. In der Algebra werden wir dieses Beispiel in 8.1.2.14 auf
den Fall allgemeinerer Grundkörper verallgemeinern und in 8.4.3.6 auf den Fall
endlicher nicht notwendig kommutativer Gruppen. In 15.4.9.5 schließlich führen
wir im Fall komplexer Koeffizienten diese Verallgemeinerungen in verschiedene
Richtungen wieder zusammen unter dem Dach einer „Fouriertransformation für
kompakte Hausdorffgruppen“.
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Beweis des Satzes über Fourierreihen und Charaktere. Nach 13.2.7.21 gibt es auf
jeder Fouriergruppe ein bis auf eine positive multiplikative Konstante eindeutiges
Haarmaß. Damit gibt es offensichtlich auf jeder kompakten Fouriergruppe genau
ein normiertes Haarmaß µ. Für jedes Element g ∈ K gilt nun per definitionem
(g·)∗µ = µ. Gegeben ein Charakter χ : K → S1 gilt weiter χ(gh) = χ(g)χ(h)
und damit∫

χµ =

∫
χ (g·)∗µ =

∫
(χ ◦ (g·)) µ =

∫
χ(g)χµ = χ(g)

∫
χµ

Ist insbesondere χ ein nichttrivialer Charakter von K, gibt es in anderen Worten
g ∈ K mit χ(g) 6= 1, so folgt

∫
χµ = 0. Gegeben zwei Charaktere χ, ψ gilt in

L2(K;µ) also

〈χ, ψ〉 =

∫
χ̄ψ µ = δχ,ψ

Das zeigt, daß die Charaktere ein Orthonormalsystem bilden. Es bleibt zu zeigen,
daß es vollständig ist. Wir wissen das bereits für K endlich zyklisch durch Di-
mensionsvergleich und für K die Kreisgruppe aus der Theorie der Fourierreihen.
Im allgemeinen folgt es dann aus 13.2.3.23 oder alternativ aus dem Approxima-
tionssatz von Stone-Weierstraß 11.3.2.13. In der Tat ist der von den Charakteren
aufgespannte Untervektorraum 〈X(K)〉C ⊂ C(K) eine unter der komplexen Kon-
jugation stabile Unterringalgebra, die die Punkte trennt, und folglich eine dichte
Teilmenge für die Norm ‖ ‖∞ der gleichmäßigen Konvergenz. Die stetigen Funk-
tionen hinwiederum sind nach 13.2.6.3 dicht in L2(K;µ).

Übungen

Übung 13.2.7.28. Gegeben eine topologische GruppeG ist jede UntergruppeH ⊂
Gmit ihrer induzierten Topologie auch eine topologische Gruppe. Hinweis: 13.2.7.15.
Übung 13.2.7.29. Man konstruiere eine Bijektion zwischen der Menge aller ste-
tigen Gruppenhomomorphismen (S1)m → (S1)n und der Menge Mat(n×m;Z)
aller (n×m)-Matrizen mit ganzzahligen Einträgen. Hinweis: 13.2.7.13.
Ergänzende Übung 13.2.7.30. Gegeben λ ∈ C und ε ∈ {0, 1} betrachten wir
den Gruppenhomomorphismus ρλ,ε : R× → C× mit ρλ,ε(x) = |x|λ(sgn(x))ε.
Man zeige, daß wir so genau alle stetigen Gruppenhomomorphismen R× → C×
erhalten. Hinweis: Man beachte R×{1,−1} ∼→ R>0×{1,−1} ∼→ R× vermittels
(exp× id) beziehungsweise der Multiplikation und wende Übung 10.4.5.28 an, in
der alle Gruppenwege in C× beschrieben werden.
Übung 13.2.7.31 (Charaktere von Produkten). GegebenG,H topologische Grup-
pen zeige man, daß die durch χ 7→ (χ ◦ i, χ ◦ j) gegebene Abbildung ein Grup-
penisomorphismus

X(G×H)
∼→ X(G)× X(H)
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ist, mit i : G ↪→ G×H , g 7→ (g, 1) und j : H ↪→ G×H , h 7→ (1, h).

Übung 13.2.7.32 (Meßbare Homomorphismen von Fouriergruppen). Man zei-
ge, daß jeder meßbare Gruppenhomomorphismus von Fouriergruppen stetig ist.
Hier darf meßbar sogar in Bezug auf die Vervollständigung der Borel’schen σ-
Algebra nach dem Haar-Maß verstanden werden. Hinweis: Man zeigt wie in 13.2.6.10
für jede Fouriergruppe G, daß die Abbildung G×L2(G)→ L2(G) gegeben durch
(w, f) 7→ (f ◦ (w·)) stetig ist. Man folgere, daß für kompaktes G jeder meßbare
Gruppenhomomorphismus G→ S1 stetig ist. Wie in 13.2.6.11 zeigt man, daß für
jede Fouriergruppe G jeder meßbare Gruppenhomomorphismus G → Γ in eine
diskrete Fouriergruppe stetig ist. Damit kann man sich dann durchtricksen.

13.2.8 Orthogonale Projektionen in Hilberträumen
13.2.8.1. Wir holen den Beweis nach für unsere Behauptung, daß jeder Hilber-
traum eine Hilbertbasis besitzt. Dem liegt der folgende allgemeine Satz zugrunde.

Satz 13.2.8.2 (Hilbertraumkomplemente). 1. Gegeben eine Teilmenge U ei-
nes Prähilbertraums H ist ihr Orthogonalraum U⊥ := {v ∈ H | 〈u, v〉 =
0 ∀u ∈ U} ein abgeschlossener Teilraum;

2. Gegeben ein vollständiger Teilraum U eines Prähilbertraums H liefert die
Addition eine Bijektion U × U⊥ ∼→ H;

3. Gegeben ein abgeschlossener Teilraum U eines Hilbertraums H liefert die
Addition eine Bijektion U × U⊥ ∼→ H;

Beweis. 1. Sicher ist für alle x ∈ H die AbbildungH → C, v 7→ 〈x, v〉 stetig und
linear. Das Urbild x⊥ von 0 ∈ C unter dieser Abbildung ist also ein abgeschlos-
sener Teilraum vonH, und dann muß auch für beliebiges U ⊂ H die Menge

U⊥ = {v ∈ H | 〈x, v〉 = 0 ∀ x ∈ U} =
⋂
x∈U

x⊥

ein abgeschlossener Teilraum vonH sein.

2. Ist U ein Teilraum, so gilt offensichtlich U∩U⊥ = 0 und damit ist unsere Addi-
tionsabbildung injektiv. Um für U einen vollständigen Teilraum ihre Surjektivität
zu zeigen, wählen wir ein v ∈ H und setzen d = d(v, U) := infu∈U ‖v − u‖.
Sicher gibt es eine Folge un von Vektoren aus U mit limn→∞ ‖v − un‖ = d. Wir
erinnern nun die Parallelogrammregel 4.1.1.25, nach der die Summe der Quadra-
te der vier Seiten eines Parallelogramms gleich ist zur Summe der Quadrate der
beiden Diagonalen. Ist also eine Diagonale fast so lang wie der halbe Umfang, so
muß die andere Diagonale sehr kurz sein. In Formeln erhalten wir
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Illustration zum Beweis des Satzes über das orthogonale Komplement: Ist in
einem Parallelogramm eine Diagonale, hier etwa die gestrichelt eingezeichnete,
fast so lang wie der halbe Umfang, so muß die andere Diagonale sehr kurz sein.
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2‖v − un‖2 + 2‖v − um‖2 = ‖un − um‖2 + ‖2v − un − um‖2

= ‖un − um‖2 + 4‖v − (un + um)/2‖2

Da aber (un + um)/2 auch in U liegt, folgt

2‖v − un‖2 + 2‖v − um‖2 − 4d2 ≥ ‖un − um‖2

Aus dieser Abschätzung erkennt man, daß die un eine Cauchyfolge bilden. Da U
vollständig ist, gibt es u ∈ H mit limn→∞ un = u. Da die Norm stetig ist, gilt
weiter d = ‖v − u‖. Wir behaupten (v − u) ∈ U⊥. In der Tat, für alle h ∈ U
nimmt die Funktion

t 7→ ‖v − u+ th‖2 = ‖v − u‖2 + 2tRe〈v − u, h〉+ t2‖h‖2

bei t = 0 ein Minimum an, folglich verschwindet dort ihre Ableitung und wir
erhalten Re〈v−u, h〉 = 0 für alle h ∈ U . Damit haben wir die gesuchte Zerlegung
v = u+ (v − u) mit u ∈ U und (v − u) ∈ U⊥ gefunden.

3. Im Fall eines Hilbertraums sind nach ?? und ?? die vollständigen Teilräume
genau die abgeschlossenen Teilräume. Damit folgt unsere Behauptung aus Teil
2.

Korollar 13.2.8.3 (Riesz’scher Darstellungssatz für Hilberträume). Jede ste-
tige Linearform auf einem Hilbertraum kann beschrieben werden als das Bilden
des Skalarprodukts mit einem durch die besagte Linearform eindeutig bestimmten
Vektor.

Beweis. Sei H unser Hilbertraum und l : H → C unsere Linearform. Der Kern
ker l ⊂ H ist ein abgeschlossener Teilraum und die Linearform l induziert eine
Injektion (ker l)⊥ ↪→ C. Wir haben also dim(ker l)⊥ ≤ 1. Im Fall l = 0 ist
x = 0 das gesuchte Element von H. Sonst finden wir genau ein x ∈ (ker l)⊥ mit
〈x, v〉 = l(v) ∀v ∈ (ker l)⊥. Da diese Gleichung eh gilt für alle v ∈ ker l, folgt sie
für alle v ∈ H.

Korollar 13.2.8.4. Jeder Hilbertraum besitzt eine Hilbertbasis.

Beweis. Nach dem Zorn’schen Lemma finden wir ein bezüglich Inklusion ma-
ximales Orthonormalsystem. Wäre der Abschluß seines Erzeugnisses nicht der
ganze Raum, so könnten wir unser Orthonormalsystem nach 13.2.8.2 doch noch
vergrößern durch Hinzunahme eines Vektors der Länge Eins aus seinem orthogo-
nalen Komplement im Widerspruch zur Maximalität.

13.2.8.5. Damit ist insbesondere gezeigt, daß sich jeder Hilbertraum schreiben
läßt als ein Raum von quadratintegrierbaren Funktionen, und das sogar auf einer
Menge mit Zählmaß.
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Ergänzung 13.2.8.6 (Keele-Vermutung). Gegeben eine abgeschlossene beschränk-
te nichtleere Teilmenge eines Hilbertraums wird vermutet, daß es zu jedem Punkt
unseres Hilbertraums nur einen nächsten Punkt in unserer Teilmenge gibt genau
dann, wenn unsere Teilmenge konvex ist. Das ist derzeit (2004) meines Wissens
nur für endlichdimensionale Räume bewiesen.

Beispiel 13.2.8.7. Der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum muß keine abzählbare Hilbertbasis besitzen. Um ein Beispiel
dafür anzugeben, muß ich jedoch mehr Wissen voraussetzen. Betrachten wir den
Raum X = Ens(I, {1,−1}) aller Abbildungen von einer beliebigen Menge I in
die zweielementige Menge {1,−1}. Mit der Produkttopologie zur diskreten To-
pologie auf {1,−1} ist X kompakt nach dem Satz von Tychonoff 15.3.2.10. Jetzt
liefert eine analoge Argumentation wie in 13.1.2.38 ein wohlbestimmtes Borel-
maß auf X , das jedem Urbild eines Punktes unter der Projektion auf einen der
Faktoren das Maß 1/2 zuordnet. Die Projektionen auf die Faktoren bilden dann
ein Orthonormalsystem in L2(X).

Definition 13.2.8.8. Sei A : H → H′ eine lineare Abbildung von Hilberträum-
en und B : H′ → H eine lineare Abbildung in die Gegenrichtung. Die beiden
Abbildungen A und B heißen adjungiert, wenn gilt

〈Av,w〉 = 〈v,Bw〉 ∀v ∈ H, w ∈ H′

13.2.8.9. Wir werden in 13.4.2.1 zeigen, daß eine lineare Abbildung zwischen
Hilberträumen genau dann stetig ist, wenn sie eine adjungierte Abbildung besitzt.
In Übung 13.2.8.10 sollen Sie von dieser Aussage die einfache Richtung zeigen.

Übungen

Übung 13.2.8.10. Jede stetige lineare Abbildung von Hilberträumen hat genau
eine adjungierte Abbildung und diese ist auch stetig. Man notiert die adjungier-
te Abbildung zu A in der mathematischen Literatur meist A∗, in der physika-
lischen Literatur dahingegen meist A†. Man zeige nun weiter (A∗)∗ = A und
(AB)∗ = B∗A∗ und (λA)∗ = λ̄A∗ für λ ∈ C und ‖A‖ = ‖A∗‖ sowie ‖A∗A‖ =
‖A‖2 für die Operatornorm. Hinweis: Zuerst mag der Riesz’sche Darstellungssatz
helfen, angewandt auf v 7→ 〈Av,w〉 für festes w, dann die Erkenntnis ‖A‖ =
sup{〈Av, v′〉 | ‖v‖ = ‖v′‖ = 1} im Fall, daß keiner unserer beiden Räume der
Nullraum ist.

Übung 13.2.8.11. Die orthogonalen Projektionen auf abgeschlossene Teilräume
eines Hilbertraums sind genau die idempotenten selbstadjungierten Operatoren,
als da heißt die stetigen linearen Selbstabbildungen P unseres Hilbertraums mit
P 2 = P und P ∗ = P .
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Übung 13.2.8.12. Eine stetige lineare Abbildung zwischen Hilberträumen hat
dichtes Bild genau dann, wenn die adjungierte Abbildung injektiv ist. Allgemeiner
zeige man, daß das orthogonale Komplement des Bildes der Kern der adjungierten
Abbildung ist.

Übung 13.2.8.13. Hier sollen sie ein direktes Argument ausarbeiten, das für jeden
selbstadjungierten Operator T auf einem Hilbertraum die Identität

‖T‖ = sup{|〈Tx, x〉| | ‖x‖ ≤ 1}

zeigt: Bezeichnet M die rechte Seite, so ist ‖T‖ ≥ M eh klar. Für die andere
Ungleichung betrachte man für x von der Länge Eins mit Tx 6= 0 sein auf Länge
Eins normiertes Bild y = Tx/‖Tx‖. Dann gilt ‖Tx‖ = 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 und
man erhält von der Mitte ausgehend

4M = M(‖x+y‖2 +‖x−y‖2) ≥ 〈T (x+y), x+y〉−〈T (x−y), x−y〉 = 4‖Tx‖

Übung 13.2.8.14. Man zeige: Genau dann besitzt ein Hilbertraum eine abzählbare
dichte Teilmenge, wenn er eine abzählbare Hilbertbasis besitzt.
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13.3 Fouriertransformation

13.3.1 Definition und erste Eigenschaften
13.3.1.1 (Motivation). Im akustischen Beispiel bedeutet die Fouriertransforma-
tion, ein zeitabhängiges Signal nach seinen Frequenzanteilen zu zerlegen und in
der umgekehrten Richtung eine Vorgabe von Frequenzanteilen mit ihren jeweili-
gen Stärken zu einem zeitabhängigen Signal zusammenzufassen. Letztere Ope-
ration leistet etwa eine Orgel und Erstere unser Ohr, so daß man fast Lust hätte,
statt von Fouriertransformationen und ihren Inversen von „Orgeltransformatio-
nen“ und „Hörtransformationen“ zu reden. Mich verblüfft immer wieder, daß
diese Transformationen beide durch dieselbe mathematische Formel beschrieben
werden. Aber genug geredet, her mit den Formeln!

Definition 13.3.1.2. Gegeben eine in Bezug auf das Lebesguemaß 13.1.1.28 in-
tegrierbare Funktion f ∈ L1(Rn) erklärt man ihre Fouriertransformierte als die
Funktion f∧ : Rn → C, die gegeben wird durch die Vorschrift

f∧(y) :=

∫
Rn
f(x) e−2πix·y dnx

Hier bezeichnet x · y ∈ R das Standardskalarprodukt der Vektoren x, y ∈ Rn.
Wenn ich auf der in diese Formeln eingearbeiteten Standardisierung bestehen will,
rede ich von der physikalisch standardisierten Fouriertransformierten. Offen-
sichtlich liefert die Abbildungsvorschrift f 7→ f∧ eine C-lineare Abbildung

F : L1(Rn)→ Ens(Rn,C)

von zumindest im Fall n ≥ 1 unendlichdimensionalen komplexen Vektorräumen,
die Fouriertransformation oder genauer Fouriertransformation auf integrier-
baren Funktionen.

13.3.1.3. Natürlich kann man die Fouriertransformierte auch berechnen, wenn
man eine integrierbare Funktion nur fast überall kennt. Unsere Fouriertransfor-
mation induziert also eine lineare Abbildung

F : L1(Rn)→ Ens(Rn,C)

mit L1(Rn) dem Raum der fast überall definierten integrierbaren Funktionen alias
L1-Funktionen aus 13.2.2.14 und auch diese nennen wir Fouriertransformation.
Das Vorzeichen im Exponenten kommt her vom Vorzeichen aus unserer Formel
für die Koeffizienten der Fourierreihe am Ende des Beweises von 11.3.1.3 und ver-
bessert die Verträglichkeit beider Formalismen. Es gibt noch verschiedene andere
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gängige Standardisierungen. Für das Lösen von Differentialgleichungen beson-
ders beliebt und praktisch ist die Variante f∧(y) := (2π)−n/2

∫
Rn f(x) e−ix·y dnx.

Ich nenne sie die mathematisch standardisierte Fouriertransformation. In der
Stochastik arbeitet man meist mit der Variante f∧(y) :=

∫
Rn f(x) eix·y dnx. Ich

nenne sie die stochastisch standardisierte Fouriertransformation ohne impli-
zieren zu wollen, daß die Stochastik kein Teil der Mathematik sei. Normalisie-
rungsfragen werden wir später noch ausführlicher besprechen. In jeder unserer
Normalisierungen werden wieder andere Formeln besonders einfach. Ich ziehe
die physikalische Standardisierung vor, weil sie am besten zu meiner Anschau-
ung paßt. Wenn nichts anderes gesagt ist, ist im folgenden stets die physikalische
Standardisierung gemeint.

Beispiel 13.3.1.4. Wir berechnen die Fouriertransformierte der Funktion f : R→
C, x 7→ e−|x| und erhalten

f∧(y) =
∫

e−|x| e−2πixy dx

=
∫∞

0
e−(2πiy+1)x dx+

∫ 0

−∞ e−(2πiy−1)x dx

=
(

1
2πiy+1

− 1
2πiy−1

)
= 2

4π2y2+1

Satz 13.3.1.5 (Formeln für die Fouriertransformation). Gegeben eine inte-
grierbare Funktion f ∈ L1(Rn) gilt:

1. Die Fouriertransformierte f∧ von f ist stetig und beschränkt und es gilt
genauer |f∧(y)| ≤ ‖f‖1 für alle y ∈ Rn;

2. Für g(x) := f(x) e2πiα·x mit α ∈ Rn haben wir g∧(y) = f∧(y − α);

3. Für g(x) := f(x− b) mit b ∈ Rn haben wir g∧(y) = f∧(y) e−2πib·y;

4. Für g(x) := f(x) haben wir g∧(y) = f∧(−y);

5. Für g(x) := f(cx) mit c ∈ R× haben wir g∧(y) = |c|−nf∧(y/c);

6. Ist für ein ν mit 1 ≤ ν ≤ n die Funktion g mit g(x) := xνf(x) auch
integrierbar, so ist f∧ partiell differenzierbar nach der ν-ten Variablen und
es gilt g∧(y) = − 1

2πi
∂f∧

∂yν
(y);

7. Ist für ein ν mit 1 ≤ ν ≤ n die Funktion f stetig partiell differenzierbar
nach der ν-ten Variablen und ist h(x) := ∂f

∂xν
(x) auch integrierbar, so gilt

h∧(y) = 2πiyνf
∧(y).

Vorschau 13.3.1.6. In 13.3.1.16 zeigen wir zusätzlich, daß die Fouriertransfor-
mierte f∧ einer integrierbaren Funktion f für ‖y‖ → ∞ stets gegen Null strebt.
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Beweis. Per definitionem ist die Fouriertransformierte von f beschränkt durch
‖f‖1. Nach der Charakterisierung der Stetigkeit als Folgenstetigkeit aus 10.3.5.43
reicht es zum Nachweis der Stetigkeit (1), wenn wir für jede konvergente Folge
yr → y zeigen, daß gilt f∧(yr) → f∧(y). Das folgt jedoch leicht aus dem Satz
über dominierte Konvergenz 13.1.6.10. Die Behauptungen (2) bis (5) ergeben sich
durch mühelose Rechnungen. Um (6) zu zeigen, wenden wir unsere Erkenntnisse
zum Differenzieren unter dem Integral aus 13.1.6.17 an. Formal ist das allerdings
etwas mühsam, da wir dort noch keine vektorwertigen Funktionen betrachtet hat-
ten und hier zumindest mit komplexwertigen Funktionen arbeiten müssen. Ich
führe deshalb den Beweis nochmal in unserem Fall mit den entsprechenden Va-
riationen aus. Dazu bezeichnen wir mit eν ∈ Rn den ν-ten Einheitsvektor und
rechnen

f∧(y + t eν)− f∧(y)

t
=

∫
f(x) e−2πix·y e−2πitxν −1

t
dnx

Jetzt beachten wir die Abschätzung | eia−1| ≤ |a| für a ∈ R. Der Integrand ist da-
mit beschränkt durch die integrierbare Funktion |2πxνf(x)|. Nach dem Satz über
dominierte Konvergenz gilt also für jede Folge tr aus R× mit tr → 0 notwendig

lim
r→∞

f∧(y + tr eν)− f∧(y)

tr
=

∫
f(x) e−2πix·y(−2πixν) dnx = −2πig∧(y)

Die Behauptung folgt damit aus Übung 10.3.5.51. Um (7) zu zeigen beginnen wir
mit dem Fall n = 1 und finden

f ′∧(y) =

∫
f ′(x) e−2πixy dx = lim

r→∞

∫ br

ar

f ′(x) e−2πixy dx

für beliebige Folgen ar, br mit ar → −∞ und br → ∞. Mit einer partiellen
Integration dürfen wir das umschreiben zu

f ′∧(y) = lim
r→∞

(
f(x) e−2πixy |brar −

∫ br

ar

f(x)(−2πiy) e−2πixy dx

)
Da f integrierbar ist, können wir unsere Folgen ar, br sogar so wählen, daß gilt
limr→∞ f(ar) = limr→∞ f(br) = 0. Auf diese Weise sehen wir

f ′∧(y) = 2πiyf∧(y)

Für beliebiges n folgt unsere Behauptung dann mit dem Satz von Fubini.

13.3.1.7. Nach dem vorhergehenden faktorisiert die Fouriertransformation über
eine wohlbestimmte Abbildung

F : L1(Rn)→ Cb(Rn)
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vom Raum der integrierbaren Funktionen in den Raum der stetigen beschränkten
Funktionen.

13.3.1.8. Bezeichnet F : L1(Rn) → Cb(Rn) die Fouriertransformation und τa
die Verschiebung wie in 13.2.6.10, also (τaf)(x) = f(x − a), so bedeuten die
Formeln 2 und 3 der Proposition 13.3.1.5 kommutative Diagramme

L1(Rn)

τb
��

F // Cb(Rn)

e−2πib·y

��

L1(Rn)

e2πia·x

��

F // Cb(Rn)

τa

��
L1(Rn) F // C(Rn) L1(Rn) F // C(Rn)

Steht hier neben einem vertikalen Pfeil eine Funktion, so ist die durch Multiplika-
tion mit besagter Funktion gegebene Abbildung gemeint.

Definition 13.3.1.9. Der Schwartzraum S = S(Rn) ist der Raum aller glatten
Funktionen f : Rn → C derart, daß für alle Multiindizes α, β ∈ Nn die Funk-
tion xα∂βf beschränkt ist. Hier verwenden wir die Multiindexschreibweise aus
12.2.2.3. Im Fall einer Veränderlichen bedeutet unsere Forderung also in Worten,
daß alle Ableitungen unserer Funktion multipliziert mit beliebigen Polynomfunk-
tionen beschränkt bleiben.

13.3.1.10. Im Schwartzraum liegen insbesondere alle glatten Funktionen mit kom-
paktem Träger. Offensichtlich ist der Schwartzraum stabil unter Multiplikationen
mit beliebigen xα und unter allen partiellen Ableitungen ∂β . Offensichtlich sind
alle Funktionen des Schwartzraums integrierbar.

Beispiel 13.3.1.11. Die Funktion x 7→ e−x
2 liegt im Schwartzraum.

Lemma 13.3.1.12. Die Fouriertransformation führt den Schwartzraum in sich
selber über.

Beweis. Für eine Funktion aus dem Schwartzraum f ∈ S finden wir nach 13.3.1.10
und Proposition 13.3.1.5 induktiv, daß f∧ beliebig stetig partiell differenzierbar ist
und daß für alle Multiindizes α, β gilt

(∂βxαf)∧ = (2πi)|β|−|α|yβ∂αf∧

Die Fouriertransformierten integrierbarer Funktionen sind aber nach 13.3.1.5.1
stets beschränkt, und damit gehört f∧ auch zum Schwartzraum.

13.3.1.13. Bezeichnet F : S → S die Fouriertransformation auf dem Schwartz-
raum und bezeichnet τa die Verschiebung wie in 13.2.6.10, in Formeln gegeben
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durch (τaf)(x) = f(x− a), so liefert die Proposition 13.3.1.5 uns vier kommuta-
tive Diagramme

S
τb
��

F // S
e−2πib·y

��

S
e2πia·x

��

F // S
τa
��

S F // S S F // S

S
xν
��

F // S
− 1

2πi
∂
∂yν

��

S
∂
∂xν
��

F // S
2πiyν
��

S F // S S F // S

Steht hier neben einem vertikalen Pfeil eine Funktion, so ist die durch Multipli-
kation mit besagter Funktion gegebene Abbildung S → S gemeint, im Fall des
vertikalen Pfeils links unten also die Abbildung f 7→ xνf , wobei xνf die Funk-
tion meint mit den Werten (xνf)(x1, . . . , xn) = xνf(x1, . . . , xn). Die Fourier-
transformation verwandelt nach den unteren Diagrammen insbesondere partielles
Ableiten in algebraische Operationen. Eine beliebte Anwendung ist denn auch
das Lösen von Differentialgleichungen. Im weiteren Verlauf wird die Inversions-
formel 13.3.3.19 auch noch zwei unserer vier Diagramme überflüssig machen.

Ergänzung 13.3.1.14. Hätten wir hier statt mit unseren Konventionen mit der ma-
thematischen Standardisierung (Ff)(y) := (2π)−n/2

∫
Rn f(x) e−ix·y dnx gearbei-

tet, so würden sich obige Diagramme dahingehend vereinfachen, daß alle Fakto-
ren 2π darin wegfallen. Der Vorfaktor (2π)−n/2 bei der mathematischen Standar-
disierung ist an dieser Stelle noch irrelevant.

13.3.1.15 (Grenzwertbegriff, Variante). Gegeben f : X → Y und g : X →
Z Abbildungen von einer Menge X in topologische Räume Y, Z schreibt man
manchmal

lim
g(x)→z

f(x) = y

als Abkürzung für die Aussage, daß es für jede Umgebung U von y eine Umge-
bung U ′ von z gibt mit g(x) ∈ U ′\z ⇒ f(x) ∈ U . Wir erlauben uns das nur, wenn
Y Hausdorff ist und z ein Häufungspunkt zu g(X) in Z, weil nur dann solch ein
Grenzwert auch eindeutig bestimmt ist, wenn er existiert. Im Fall g = id erhalten
wir unseren üblichen Grenzwertbegriff zurück.

13.3.1.16 (Werte von Fouriertransformierten fern vom Ursprung). Für inte-
grierbare Funktionen f ∈ L1(Rn) gilt

lim
‖y‖→∞

f∧(y) = 0
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mit der Notation 13.3.1.15. Für f ∈ C∞! folgt das bereits aus unserer Erkenntnis
13.3.1.12, daß die Fouriertransformation den Schwartzraum in sich selber über-
führt. Für beliebiges f ∈ L1 und beliebiges ε > 0 finden wir nach 13.2.6.1 ein
g ∈ C∞! mit ‖f − g‖1 < ε und damit folgt dann sofort |f∧(y) − g∧(y)| < ε ∀ y.
So erhalten wir unsere Aussage für beliebiges integrierbares f . Anschaulich mag
man das etwa im Fall n = 1 wie folgt verstehen: Ist |y| sehr groß, so beschreibt
x 7→ e−2πixy eine Funktion, die sehr schnell oszilliert. Ändert sich f nicht ganz
so schnell, so wird sich beim Integrieren von f(x) e−2πixy sehr viel wegheben, so
daß das Integral sehr klein wird.

Übungen

Übung 13.3.1.17 (Fouriertransformierte der Glockenkurve). Die Gauß’sche
Glockenkurve ist unter der mathematisch standardisierten Fouriertransformati-
on 13.3.1.3 ihre eigene Fouriertransformierte, in Formeln gilt für die Funktion
g(x) = e−x

2/2 also g∧(y) = e−y
2/2. Hinweis: g erfüllt die Differentialgleichung

g′(x) = −xg(x). Auch ohne den Eindeutigkeitssatz über Lösungen von Differen-
tialgleichungen zu bemühen, kann man durch Ableiten von f(x)/(e−x

2/2) zeigen,
daß diese Differentialgleichung bis auf konstante Faktoren keine anderen Lösun-
gen f hat. Jetzt zeige man, daß ĝ := g∧ dieselbe Differentialgleichung löst. So
folgt g = cĝ. Die Konstante c schließlich ergibt sich aus 13.1.8.7.

Übung 13.3.1.18. Gegeben integrierbare Funktionen f1, . . . , fn einer reellen Ver-
änderlichen ist die Fouriertransformierte von f(x) = f1(x1) . . . fn(xn) das Pro-
dukt f∧(y) = f∧1 (y1) . . . f∧n (yn). Das gilt für alle drei Standardisierungen. Spezi-
ell ist die Funktion g(x) = e−x·x/2 auf Rn für die mathematische Standardisierung
ihre eigene Fouriertransformierte ĝ = g.

Übung 13.3.1.19 (Fouriertransformierte einer Rechtecksfunktion). Man be-
rechne die Fouriertransformierte der Rechtecksfunktion f , die gegeben wird durch
die Vorschrift f(x) = 1 für |x| ≤ 1/2 und Null sonst, und zeige f∧(y) =
(sinπy)/πy. Man berechne auch die Fouriertransformierten der Produkte f(x) sin(αx)
für α ∈ R und diskutiere den Zusammenhang mit dem Hören von Akkorden.

Weiterführende Übung 13.3.1.20. Für g ∈ L1(R) mit g|(−∞,0] = 0 gibt es eine
holomorphe Funktion g∧ auf der komplexen oberen Halbebene Im z > 0, die die
auf R = {z | Im z = 0} definierte stochastisch standardisierte Fouriertransfor-
mierte g∧ stetig fortsetzt. Im übrigen kann man im Rahmen der Funktionentheorie
14.3.3.13 zeigen, daß diese stetige Fortsetzung sogar eindeutig ist. Die unter der
Einbettung R≥0 ↪→ {z | Im z ≥ 0} gegeben durch t 7→ it zurückgezogene
holomorphe Fortsetzung der stochastisch standardisierten Fouriertransformierten
(Fg)(y) =

∫∞
−∞ g(x)eixy dx heißt die Laplace-Transformierte L{g} von g, in
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Formeln
L{g}(t) = (Fg)(it) =

∫ ∞
−∞

g(x)e−xt dx

Die Laplacetransformierte kann auch für allgemeinere Funktionen oft noch sinn-
voll berechnet werden, eventuell auch erst für hinreichend großes t, vergleiche
14.6.1.13. Sie hat weiter sehr ähnliche Eigenschaften wir die Fouriertransforma-
tion und wird von Ingenieuren gerne zum Lösen der bei Schwingungsvorgängen
relevanten Differentialgleichungen benutzt.
Ergänzung 13.3.1.21. Wir erinnern den Gruppenisomorphismus exp : (R,+)

∼→
(R>0, ·). Gegeben eine „vernünftige“ Funktion h : R>0 → C heißt die Laplace-
Transformation von h ◦ exp, wenn man ihr noch die Multiplikation mit (−1) vor-
schaltet, auch die Mellin-TransformationMh von h. In Formeln haben wir also

(Mh)(t) := L{h}(−t) =

∫ ∞
−∞

h(ex)etx dx =

∫ ∞
0

h(s)st−1 ds

mit der Substitution s = ex und dx = ds/s im letzten Schritt.
Übung 13.3.1.22. Die Fouriertransformierte f∧ einer Funktion f ∈ L1(R) ist
genau dann reellwertig, wenn gilt f(−x) = f(x) für fast alle x ∈ R.
Ergänzende Übung 13.3.1.23. Wir betrachten in dieser Übung der Einfachkeit hal-
ber nur Funktionen auf der reellen Zahlengeraden. Man zeige: Die Fouriertrans-
formierte einer geraden Funktion ist gerade; die Fouriertransformierte einer unge-
raden Funktion ist ungerade. Die Fouriertransformierte einer geraden reellwerti-
gen Funktion ist reellwertig; die Fouriertransformierte einer ungeraden reellwerti-
gen Funktion nimmt nur rein imaginäre Werte an. Schreiben wir eine integrierbare
Funktion f als Summe f = g+u ihres geraden und ihres ungeraden Anteils, so gilt
g∧(y) = (2π)−1/2

∫
f(x) cos(xy) dx und iu∧(y) = (2π)−1/2

∫
f(x) sin(xy) dx

für die mathematische Fouriertransformation. Diese beiden Integrale, aufgefaßt
als Funktionen von y, sind auch bekannt als die Cosinustransformation und die
Sinustransformation von f . Sie haben den Vorteil, reelle Funktionen wieder zu
reellen Funktionen zu machen. Ihre diskreten Analoga sind von großer technischer
Bedeutung.
Übung 13.3.1.24. Man zeige für α ∈ C mit Im(α) < 0, daß die Funktion g
gegeben durch g(x) = −2πi e−2πixα für x > 0 und g(x) = 0 für x ≤ 0 die
Fouriertransformierte g∧(y) = −1/(y + α) hat.

13.3.2 Fouriertransformation ohne Koordinaten
13.3.2.1. Um die Beziehung zwischen Fouriertransformationen und Fourierrei-
hen herauszuarbeiten, um die verschiedenen Standardisierungen zu vereinheitli-
chen und insbesondere, um der wahren Natur unserer Konstruktionen näher zu
kommen, diskutiere ich nun einen allgemeineren Formalismus.
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Definition 13.3.2.2. Sei (X,M) ein Meßraum. Ein nichtnegatives Maß auf X
im Sinne von 13.1.1.11 heißt endlich, wenn es den Wert ∞ nicht annimmt. Ein
komplexes Maß auf X ist eine Abbildung µ : M → C, die sich schreiben läßt
als eine endliche Linearkombination mit komplexen Koeffizienten von endlichen
nichtnegativen Maßen M → [0,∞). Ein komplexes Maß, das nur reelle Werte
annimmt, nennen wir ein reelles Maß. Wir verwenden für die Räume aller kom-
plexen, reellen, endlichen nichtnegativen und beliebigen nichtnegativen Maße auf
einem vorgegebenen Meßraum X die Bezeichnungen

M(X) ⊃ M(X;R) ⊃ M(X; [0,∞)) ⊂ M(X; [0,∞])

Manchmal schreiben wir statt M(X) auch ausführlicher Maß(X) und erweitern
unsere anderen Notationen entsprechend. Mehr zu komplexen Maßen diskutieren
wir in den Übungen.

13.3.2.3. Eine reelle Form eines C-Vektorraums V ist ein R-Untervektorraum
VR derart, daß die Abbildung (v, w) 7→ v + iw eine Bijektion VR × VR

∼→ V
induziert. Zum Beispiel sind unsere Räume integrierbarer reeller Funktionen stets
reelle Formen der entsprechenden äume integrierbarer komplexer Funktionen.

13.3.2.4 (Komplexe Fortsetzung multilinearer Abbildungen). GegebenC-Vek-
torräume V1, . . . , Vr,W und reelle Formen Vi,R ⊂ Vi besitzt jede R-multilineare
Abbildung V1,R×. . .×Vr,R → W genau eine Fortsetzung zu einerC-multilinearen
Abbildung V1 × . . . × Vr → W . Das scheint mir offensichtlich. Es wird im fol-
genden oft implizit verwendet.

Beispiel 13.3.2.5 (Integration über komplexe Maße). Gegeben ein Meßraum X
betrachten wir die Mengen

Meßb(X,C) ⊃ Meßb(X,R) ⊃ Meßb(X, [0,∞))

der betragsmäßig beschränkten meßbaren komplexwertigen Funktionen mit ihrer
reellen Form der reellwertigen Funktionen und dem erzeugenden Konvexkegel der
nichtnegativen Funktionen. Nach 13.1.6.9 und 13.3.2.4 läßt sich die in beiden Va-
riablen positivlineare Abbildung Meßb(X, [0,∞))×M(X; [0,∞))→ R gegeben
durch (f, µ) 7→

∫
fµ auf genau eine Weise zu einer C-bilinearen Abbildung

Meßb(X,C)×M(X)→ C

fortsetzen. Für das so definierte Integral verwenden wir dieselbe Notation wie für
seine reellen Varianten ∫

fµ =

∫
X

f(x)µ〈x〉

13.3.2.6. Gegeben ein Maßraum (X,λ) und f ∈ L1(X;λ) erhalten wir offensicht-
lich ein komplexes Maß fλ auf X durch die Vorschrift (fλ)(A) :=

∫
A
f(x)λ〈x〉.
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Definition 13.3.2.7. Gegeben drei abelsche Gruppen A,B,C heißt eine Abbil-
dung p : A×B → C ein Bimorphismus, wenn gilt p(a+a′, b) = p(a, b)+p(a′, b)
und p(a, b+ b′) = p(a, b) + p(a, b′) für alle a, a′ ∈ A und b, b′ ∈ B.

13.3.2.8. In der Notation sind wir hier von additiv notierten Gruppen ausgegan-
gen. In diesem Zusammenhang nenne ich einen Bimorphismus auch eine biaddi-
tive Abbildung. Alternativ sagt man in diesem Kontext auch oft „Z-bilinear“.

13.3.2.9 (Topologie der Charaktergruppe). Gegeben eine Fouriergruppe G und
K ⊂ G kompakt und U ⊂◦ C offen setzen wir

O(K,U) := {χ ∈ Ĝ | χ(K) ⊂ U}

und versehen die Charaktergruppe Ĝ mit der Topologie, die von allen diesen Teil-
mengen O(K,U) erzeugt wird. Sie heißt die kompakt-offene Topologie oder
auch die „Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf Kompakta“. Offensicht-
lich macht diese Topologie Ĝ zu einem Hausdorffraum.

Definition 13.3.2.10. Unter einer Charakterpaarung von Fouriergruppen G,H
verstehen wir einen stetigen Bimorphismus s : G × H → S1 in die Kreisgrup-
pe, der sowohl einen Homöomorphismus G ∼→ Ĥ , g 7→ s(g, ) als auch einen
Homöomorphismus H ∼→ Ĝ, h 7→ s( , h) induziert. Wir notieren Charakterpaa-
rungen meist in der Form s : (g, h) 7→ 〈〈g, h〉〉 = 〈〈g, h〉〉s. Unter der dualen
Charakterpaarung zu s verstehen wir die Charakterpaarung s̄ : H × G → S1

gegeben durch

〈〈h, g〉〉s̄ := 〈〈g, h〉〉s

Vorschau 13.3.2.11. Sie mögen als Übung 13.3.2.30 zeigen, daß für jede Fourier-
gruppe G auch Ĝ eine Fouriergruppe und das Auswerten a = aG : G × Ĝ → S1

gegeben durch (g, χ) 7→ 〈〈g, χ〉〉 := χ(g) eine Charakterpaarung ist. Dasselbe gilt
für die duale Paarung

〈〈χ, g〉〉 := 〈〈g, χ〉〉

Ich vermeide im folgenden die Notation χ(g), da ich weniger durcheinanderkom-
me, wenn eine Änderung der Reihenfolge dieser Symbole standardmäßig eine
komplexe Konjugation bedeutet.

Beispiele 13.3.2.12. Charakterpaarungen von Fouriergruppen sind etwa die Ab-
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bildungen
Z× S1 → S1, (n, z) 7→ zn

R× R → S1, (x, y) 7→ eixy

R>0 × R → S1, (a, y) 7→ aiy

Rn × Rn → S1, (x, y) 7→ eix·y

~T∗ × ~T → S1, (ν, t) 7→ e2πiνt

V ∗ × V → S1, (φ, v) 7→ eiφ(v)

Z/mZ× Z/mZ → S1, (a, b) 7→ e2πiab/m

für ~T den Raum der Zeitspannen, Richtungsraum des affinen Raums T der Zei-
ten, und ~T∗ seinen Dualraum, den Raum der Frequenzen, und V ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum mit Dualraum V ∗. Etwas allgemeiner ist auch
R× R→ S1, (x, y) 7→ eicxy für beliebiges c ∈ R× eine Charakterpaarung.

Definition 13.3.2.13 (Fouriertransformation zu einer Charakterpaarung). Ge-
geben eine Charakterpaarung von Fouriergruppen s : G ×H → S1 und ein Maß
µ ∈ M(G) erklären wir seine Fouriertransformierte µ∧ : H → C als die Funk-
tion, die bei h ∈ H den Wert

µ∧(h) :=

∫
G

〈〈g, h〉〉µ〈g〉

annimmt. Wir erklären die zu unserer Charakterpaarung s gehörige Fouriertrans-
formation als die durch F : µ 7→ µ∧ gegebene lineare Abbildung

F = Fs : M(G)→ Ens(H,C)

vom Raum der komplexen Maße auf G in den Raum der komplexwertigen Funk-
tionen auf H .

13.3.2.14 (Eigenschaften der Fouriertransformierten von Maßen). Gegeben
eine Charakterpaarung von Fouriergruppen s : G×H → S1 ist die Fouriertrans-
formierte µ∧ eines komplexen Maßes notwendig stetig und beschränkt. Es reicht,
das für endliche nichtnegative Maße µ zu zeigen. Für diese folgt die Folgenste-
tigkeit von µ∧ aus dem Satz über dominierte Konvergenz und die Beschränktheit
ergibt sich aus der Schranke

|µ∧(h)| =
∣∣∣∣∫
G

〈〈g, h〉〉µ〈g〉
∣∣∣∣ ≤ ∫

G

|〈〈g, h〉〉|µ〈g〉 =

∫
G

1µ〈g〉 = µ(G)

Unsere Fouriertransformation zur Charakterpaarung s : G × H → S1 ist mithin
eine Abbildung

F = Fs : M(G)→ Cb(H)
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Beispiel 13.3.2.15 (Fouriertransformierte von Diracmaßen). Gegeben eine Cha-
rakterpaarung s : G × H → S1 wirft die zugehörige Fouriertransformation für
alle g ∈ G das Diracmaß δg ∈ M(G) auf den zugehörigen Charakter, in Formeln(

Fs(δg)
)
(h) = 〈〈g, h〉〉s ∀h ∈ H

Beispiel 13.3.2.16 (Orgeltransformation). Die Fouriertransformation

M(~T∗)→ Cb~T)

ordnet salopp gesprochen jeder Wahl von Tasten einer Orgel, aufgefaßt als Linear-
kombination von Diracmaßen zu verschiedenen Frequenzen, diejenige Funktion
auf der Zeitachse zu, die den Luftdruck als Funktion der Zeit angibt, der beim
Anschlagen unseres Akkordes entsteht. Noch genauer würde diese Anschauung
von der Abbildung

M(~T∗>0)→ Cb
R(~T)

modelliert, die durch µ 7→ (µ̄+ι∗µ)∧ gegeben wird mit µ̄ dem komplex konjugier-
ten Maß und ι : ν 7→ −ν dem Negativieren, vergleiche 13.3.1.22. Der komplexe
Vorfaktor beim Diracmaß zu einer Taste kodiert dabei die Lautstärke und „Phase“
der entsprechenden Schwingung. Die Taste zur Frequenz Null haben wir weg-
gelassen, sie würde salopp gesprochen den „durchschnittlichen Luftdruck in der
Kirche einstellen“. Die Fouriertheorie ist der Ausgangspunkt eines Teilgebiets der
Mathematik, das man als Harmonische Analysis bezeichnet.

13.3.2.17 (Hörtransformation). Wenn wir den durch unsere Orgel erzeugten
Luftdruck als Funktion der Zeit auf ein im Vergleich zum Inversen der Frequenz
jedes einzelnen Tons großes Zeitintervall einschränken, durch Null ausdehnen,
und dann die Fouriertransformation zur dualen Charakterpaarung anwenden, so
erhalten wir wieder eine Funktion auf dem Raum aller möglichen Tonhöhen alias
Frequenzen, die in der Nähe der angeschlagenen Tonhöhen sehr große Werte an-
nimmt und sonst nur sehr kleine Werte, vergleiche 13.3.1.19. In diesem Sinne ist
sowohl das Verwandeln eines durch die beteiligten Frequenzen bestimmten Ak-
kordes in eine Funktion der Zeit als auch das Auflösen dieser Funktion der Zeit
in einzelne Töne eine Fouriertransformation. Diese Transformationen sind sogar
zueinander invers in dem Sinne, in dem es die „Inversionsformel“ 13.3.3.5 präzi-
sieren wird.

Beispiel 13.3.2.18 (Physikalische Standardisierung). Betrachtet man die Cha-
rakterpaarung p : Rn × Rn → S1 gegeben durch p : (x, y) 7→ e−2πix·y und die
durch f 7→ f(x) dnx gegebene Einbettung L1(Rn) ↪→ M(Rn), so ist die Verk-
nüpfung

L1(Rn) dnx //M(Rn)
Fp // Cb(Rn)
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der abstrakten Fouriertransformation zur Charakterpaarung p mit der Einbettung
des Raums der integrierbaren Funktionen in den Raum der komplexen Maße un-
sere physikalisch standardisierte Fouriertransformation aus 13.3.1.2.

Beispiel 13.3.2.19 (Mathematische Standardisierung). Betrachtet man die Cha-
rakterpaarung s : Rn×Rn → S1 gegeben durch s : (x, y) 7→ e− ix·y und die durch
f 7→ (2π)−n/2f(x) dnx gegebene Einbettung L1(Rn) ↪→ M(Rn), so ist die Ver-
knüpfung

L1(Rn)
(2π)−n/2 dnx //M(Rn)

Fs // Cb(Rn)

der abstrakten Fouriertransformation zur Charakterpaarung s mit einer entspre-
chend reskalierten Einbettung des Raums der integrierbaren Funktionen in den
Raum der komplexen Maße unsere mathematisch standardisierte Fouriertransfor-
mation aus 13.3.1.3.

Beispiel 13.3.2.20 (Entwicklung in eine Fourierreihe). Betrachtet man die Cha-
rakterpaarung p : S1 × Z → S1 gegeben durch p : (z, n) 7→ z−n, so können wir
die Abbildung, die jeder integrierbaren periodischen Funktion mit der Periode 2π
ihre Fourierkoeffizienten zuordnet, schreiben als die Komposition

L1([0, 2π))
dt/2π //M([0, 2π))

u∗ //M(S1)
Fp // Cb(Z)

der abstrakten Fouriertransformation zur Charakterpaarung p mit einer entspre-
chend reskalierten Einbettung des Raums der integrierbaren Funktionen in den
Raum der komplexen Maße gefolgt vom Bilden des Bildmaßes unter der Ein-
schränkung der Umlaufabbildung u : [0, 2π)

∼→ S1 gegeben durch t 7→ eit.

Beispiel 13.3.2.21 (Aufsummieren einer Fourierreihe). Das Aufsummieren ei-
ner Fourierreihe ist die Komposition

L1(Z; ζ)
ζ //M(Z)

Fp̄ // Cb(S1) ◦u // Cb(R)

der Multiplikation einer absolut summierbaren Familie mit dem Zählmaß ζ ge-
folgt von der abstrakten Fouriertransformation zu der zur Charakterpaarung p aus
dem vorhergehenden Beispiel dualen Charakterpaarung p̄ gefolgt vom Vorschal-
ten der Umlaufabbildung u : R→ S1.

Beispiel 13.3.2.22 (Diskrete Fouriertransformation). Unsere diskrete Fourier-
transformation aus 13.2.7.26 kann geschrieben werden als abstrakte Fouriertrans-
formation zur Charakterpaarung s : Z/mZ × Z/mZ → S1 mit der Abbildungs-
vorschrift (a, b) 7→ e2πiab/m, genauer als die Komposition

L2(Z/mZ; ζ/m)
ζ/m //M(Z/mZ)

Fs // Cb(Z/mZ) L2(Z/mZ; ζ)
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13.3.2.23. Die Frage nach einer Verallgemeinerung des Schwartzraums in dieser
Allgemeinheit stellen wir zurück bis 13.3.7.8 und entwickeln im nächsten Ab-
schnitt erst einmal die konkrete Theorie weiter.

Vorschau 13.3.2.24. Ich schlage vor, die Fouriergruppen als Objekte einer Schmelz-
kategorie Fou im Sinne von 18.1.1 zu betrachten, mit analog zu unseren Bi-
morphismen aus 13.3.2.7 erklärten Verschmelzungen. Insbesondere sind Leer-
verschmelzungen nach G Elemente von G und 1 ∈ Z ist eine stabil univer-
selle Leerverschmelzung. Diese Schmelzkategorie besitzt nach 13.3.10.8 inter-
nes Hom, aber der Auswertungsmorphismus G → ((GVZ)VZ) ist im allge-
meinen kein Isomorphismus. Dahingegen ist der Auswertungsmorphismus nach
13.3.10.16 stets ein Isomorphismus

G
∼→ ((GVS1)VS1)

Ich schlage nun vor, die Superisierung sFou von Fou nach 18.2.1.18 zu betrachten
und die Wertegruppe S1 der Charaktere als Objekt von geradem Grad verstehen,
also S1 = (S1)0̄, unsere Fouriergruppen G dahingegen a priori als Objekte von
ungeradem GradG = G1̄. Ein Paar von zueinander dualen Charakterpaarungen ist
in dieser Sprache eine Verschmelzung GgH → S1 in sFou, die Isomorphismen
G

∼→ (HVS1) und H ∼→ (GVS1) induziert. Ich erinnere daran, daß so eine Ver-
schmelzung eine Vorschrift ist, die jeder Anordnung der verschmolzenen Objekte
eine Verschmelzung in Fou zuordnet derart, daß eine Änderung der Anordnung
nach gewissen festen Regeln dasselbe Resultat oder das inverse Resultat liefert.
Die im weiteren bessere Wahl des IsomorphismusG ∼→ X(X(G)) ergibt sich dann
nach 18.2.1.25, indem man dem offensichtlichen Isomorphismus G ∼→ X(X(G))
das Invertieren nachschaltet.

Übungen

Übung 13.3.2.25. Die Charaktergruppe V̂ eines endlichdimensionalen reellen Vek-
torraums V wird selbst ein reeller Vektorraum, indem man für jeden Charakter χ
und jeden Skalar α ∈ R den Charakter αχ erklärt durch die Vorschrift

〈〈v, αχ〉〉 := 〈〈αv, χ〉〉

Ich nenne die Charaktergruppe in diesem Fall auch den Charakterraum. Der
Charakterraum hat dieselbe Dimension wie der ursprüngliche Raum. Jede lineare
Abbildung L : V → W von endlichdimensionalen reellen Vektorräumen liefert
durch Vorschalten eine lineare Abbildung L̂ : Ŵ → V̂ in die Gegenrichtung auf
den Charakterräumen.
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Übung 13.3.2.26 (Charakterrraum und Dualraum). Gegeben ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum V liefert das Nachschalten der Exponentialab-
bildung einen Isomorphismus von reellen Vektorräumen

HomR(V, iR)
∼→ V̂

φ 7→ exp ◦φ

Dessen Inverse kann durch die Formel χ 7→ d0χ beschrieben werden, wobei man
χ ∈ V̂ als Abbildung χ : V → C auffaßt und beachtet, daß deren Differential im
Ursprung d0χ : V → C nur rein imaginäre Werte annehmen kann.
13.3.2.27. Gegeben ein komplexes Maß µ auf einem Meßraum (X,M) erklärt
man ein nichtnegatives reelles Maß |µ|, seine Variation, durch die Vorschrift

|µ|(A) = sup
∑
|µ(Aν)|

mit dem Supremum über alle Zerlegungen A =
⊔
Aν von A in eine disjunkte

Vereinigung einer abzählbaren Familie von meßbaren Teilmengen.
Übung 13.3.2.28. Man zeige für die Fouriertransformation zu einer Charakterpaa-
rung G×H → S1 additiv notierter Fouriergruppen (G,+), (H,+) und a, g ∈ G
sowie b, h ∈ H die Verallgemeinerungen

((a+)∗µ)∧(h) = 〈〈a, h〉〉µ∧(h) und (〈〈g, b〉〉µ)∧(h) = µ∧(b+ h)

unserer Formeln 13.3.1.5.2 und 13.3.1.5.3.
Übung 13.3.2.29. Man zeige für die stochastische Fouriertransformierte eines Ma-
ßes µ ∈ M(R), daß unter der Voraussetzung, daß x integrierbar ist nach µ, die
Fouriertransformierte differenzierbar ist mit der Ableitung (µ∧)′(y) = i(xµ)∧.
Übung 13.3.2.30. Man zeige: Gegeben Fouriergruppen G,H ist die in 13.2.7.31
angegebene Bijektion ein Homöomorphismus X(G ×H)

∼→ X(G) × X(H). Zu-
sammen mit den Beispielen 13.3.2.12 für Charakterpaarungen zeigt das, daß für
jede FouriergruppeG auch Ĝ eine Fouriergruppe und das AuswertenG×Ĝ→ S1

eine Charakterpaarung ist.
Übung 13.3.2.31. Gegeben ein komplexes Maß µ auf einem Meßraum (X,M)
nimmt seine in 13.3.2.27 erklärte Variation |µ|Werte in [0,∞) an und ist ein Maß
auf M. Weiter ist µ 7→ ‖µ‖ = |µ|(X) eine Norm auf dem Raum M(X) der
komplexen Maße auf X , die Variationsnorm. Jedes komplexe Maß µ auf einem
Meßraum läßt sich darstellen als Linearkombination von vier nichtnegativen reel-
len Maßen in der Form

µ = µ1 − µ2 + iµ3 − iµ4

und so, daß zusätzlich gilt µr ≤ |µ| für 1 ≤ r ≤ 4 als da heißt µr(A) ≤ |µ|(A)
für jede meßbare Menge A ⊂ X . Hinweis: Im Fall eines rellen Maßes mag man
etwa mit µ1 = (|µ|+ µ)/2 beginnen.
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Übung 13.3.2.32 (Integration nach komplexen Maßen). Gegeben ein komple-
xes Maß µ auf einem Meßraum (X,M) gibt es genau eine Linearform L1(X; |µ|)→
C,

f 7→
∫
fµ

mit der Eigenschaft
∫
fµ =

∫
fµ1 −

∫
fµ2 + i

∫
fµ3 − i

∫
fµ4 für eine und jede

Darstellung von µ wie in 13.3.2.31. Man zeige weiter die Abschätzung |
∫
fµ| ≤∫

|f ||µ|. Hinweis: Man beginne mit dem Fall, daß f eine Stufenfunktion ist.

Übung 13.3.2.33 (Produkte komplexer Maße mit Funktionen). Gegeben ein
komplexes Maß µ auf einem Meßraum (X,M) und eine Funktion f ∈ L1(X; |µ|)
erhalten wir ein weiteres komplexes Maß fµ auf X durch die Vorschrift

(fµ)(A) =

∫
[A]f µ für alle meßbaren A ⊂ X

Dieses Maß hat dann die Variation |fµ| = |f ||µ|. Hinweis: Man beginne mit dem
Fall, daß f eine Stufenfunktion ist. Ist g : X → C eine weitere meßbare Funktion,
so gilt g ∈ L1(X; |fµ|) genau dann, wenn fg zu L1(X; |µ|) gehört, und in diesem
Fall haben wir die Gleichheit komplexer Maße

g(fµ) = (gf)µ

Übung 13.3.2.34. Sei (X,µ) ein Maßraum und f ∈ L1(X;µ) integrierbar. Ist das
Maß fµ Null, so war f bereits die Null von L1(X;µ).

Übung 13.3.2.35 (Formelsammlung für komplexe Maße). Bezeichnet X × Y
das Produkt zweier Meßräume, versehen mit der Produkt-σ-Algebra aus 13.1.7.1,
so liefert das Bilden des Produktmaßes mit zweimaligem Anwenden von 13.3.2.5
eine bilineare Abbildung auf den zugehörigen Räumen komplexwertiger Maße

M(X)×M(Y ) → M(X × Y )
(µ, ν) 7→ µ� ν

Gegeben eine meßbare Abbildung f : X → Y von Meßräumen und ein komple-
xes Maß µ auf X erklärt man wie in 13.1.4.35 das Bildmaß f∗µ auf Y dadurch,
daß man für jede meßbare Menge A ⊂ Y setzt

(f∗µ)(A) = µ(f−1(A))

Offensichtlich gilt wieder id∗ µ = µ und für verknüpfbare Abbildungen haben wir
(f ◦g)∗ = f∗ ◦g∗. Man zeige, daß auch die anderen Formel unserer Formelsamm-
lung 13.1.7.25 weiter gelten.
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Übung 13.3.2.36 (Integration über Bildmaße). Gegeben eine meßbare Abbil-
dung f : X → Y von Meßräumen und ein komplexes Maß µ auf X ist die
Variation des Bildmaßes nach oben beschränkt durch das Bildmaß der Variation,
in Formeln

|f∗µ| ≤ f∗|µ|
Gehört für eine meßbare Funktion h : Y → C die Verknüpfung h◦f zu L1(X; |µ|),
so ist h integrierbar nach |f∗µ| und es gilt∫

Y

h (f∗µ) =

∫
X

(h ◦ f) µ

Ergänzende Übung 13.3.2.37. Man zeige: Gegeben eine stetige beschränkte Ab-
bildung von einem topologischen Raum in einen Hilbertraum f : X → H und
ein komplexes Maß µ ∈ M(X) gibt es genau einen Vektor

∫
f(x) µ〈x〉 in H mit

Eigenschaft 〈
w,

∫
f(x) µ〈x〉

〉
=

∫
〈w, f(x)〉 µ〈x〉 ∀w ∈ H

Man zeige weiter, daß dieses Integral
∫
f(x) µ〈x〉 linear ist in f und µ. Hinweis:

13.2.8.3.

Übung 13.3.2.38. Man zeige, daß jeder abgeschlossene Teilraum von L2(S1), der
unter dem Vorschalten aller Multiplikationen (z·) für z ∈ S1 stabil ist, der Ab-
schluß des Erzeugnisses der in ihm enthaltenen Charaktere sein muß. Hinweis:
Man betrachte die linearen Abbildungen pn : L2(S1)→ L2(S1) mit

(pn(f))(w) =

∫
S1

znf(zw)µ〈z〉

und überlege sich etwa mit 13.3.2.37, daß sie auch unsere abgeschlossenen Teil-
räume von oben in sich überführen müssen.

13.3.3 Poissonformel und Inversionsformel
13.3.3.1. In diesem Abschnitt treiben wir wieder die konkrete Theorie voran, be-
vor wir in den anschließenden Abschnitten ihre koordinatenfreie Bedeutung und
Verallgemeinerungen diskutieren.

Satz 13.3.3.2 (Poisson’sche Summationsformel). Seien f ∈ S(R) eine Schwartz-
funktion und f∧ ihre physikalisch standardisierte Fouriertransformierte gegeben
durch f∧(y) :=

∫
f(x) e−2πixy dx. So gilt∑

n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f∧(n)
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13.3.3.3. Für f ∈ S(Rd) zeigt man analog
∑

n∈Zd f(n) =
∑

n∈Zd f
∧(n). In

13.3.7.16 werden wir lernen, wie man diese Aussage aus allgemeinen Prinzipi-
en herleiten kann.

Beweis. Wir betrachten die Funktion g(t) :=
∑

n∈Z f(t+n) mit der Periode Eins.
Sie ist glatt nach 10.6.1.32. Ihre Entwicklung in eine Fourierreihe hat die Form
g(t) =

∑
k∈Z ake

2πitk mit ak =
∫ 1

0
g(t)e−2πitk dt im Sinne der Summierbarkeit

bezüglich ‖ ‖∞ nach 11.3.3.7. Damit finden wir∑
n∈Z

f(n) = g(0) =
∑
k∈Z

ak =
∑
k∈Z

∫ 1

0

g(t)e−2πitk dt =
∑
k∈Z

∫ ∞
−∞

f(t)e−2πitk dt

Im letzten Schritt haben wir die Identität e−2πitk = e−2πi(t−n)k verwendet.

Ergänzung 13.3.3.4. Sogar für jede integrierbare Funktion f ∈ L1(R) konvergiert
die Summe

∑
n∈Z f(t + n) für fast alle t absolut und für die so gegebene L1-

Funktion g gilt
∫ 1

0
g(t)e−2πitk dt =

∫∞
−∞ f(t)e−2πitk dt. Man erkennt das, indem

man von dem durch Addition gegebenen Isomorphismus von Maßräumen Z ×
[0, 1)

∼→ R ausgeht und den Satz von Fubini 13.1.7.16 anwendet.

Satz 13.3.3.5 (Inversionsformel für Schwartzfunktionen). Gegeben eine Schwartz-
funktion f ∈ S(R) gilt für die zweimal fouriertransformierte Funktion f∧∧ an
jeder Stelle x ∈ R die Identität

f∧∧(x) = f(−x)

13.3.3.6. In Rd folgt dieselbe Aussage analog. Die Aussage gilt auch für unse-
re mathematische Fouriertransformation aus 13.3.1.3. Genau um das zu erreichen
wird bei dieser Normalisierung der merkwürdige Vorfaktor (2π)−d/2 mit hinzuge-
nommen.

Beweis. Unsere Formeln 13.3.1.5.2 und 13.3.1.5.3 zeigen τa(f∧∧) = (τ−af)∧∧.
Es reicht also, die Identität f∧∧(0) = f(0) zu zeigen. Die Poisson’sche Summati-
onsformel 13.3.3.2 liefert durch Umnormieren für alle b > 0 die Identität∑

n∈Z

f(nb) =
1

b

∑
n∈Z

f∧(n/b)

Die linke Seite strebt für b → ∞ gegen f(0), da f eine Schwarzfunktion ist.
Andererseits ist dann auch g := f∧ eine Schwartzfunktion und damit strebt, wie
wir uns gleich überlegen, die rechte Seite gegen

∫
f∧ = f∧∧(0). Es reicht, wenn

wir uns das für b = 2N und N → ∞ überlegen. Gegeben ε > 0 gibt es sicher
K ∈ N mit |

∫ −K
−∞ g| < ε und |

∫∞
K
g| < ε und |1

b

∑
n/b≤−K g(n/b)| < ε und

|1
b

∑
n/b≥K g(n/b)| < ε. Da aber auf dem Intervall [−K,K] die Riemannsummen

von g gegen das Integral von g streben, folgt die Behauptung.
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Satz 13.3.3.7 (Fouriertransformation von L2-Funktionen). Die physikalisch
standardisierte Fouriertransformation nach 13.3.1.2 läßt sich auf genau eine Wei-
se vom Schwartzraum fortsetzen zu einem unitären Isomorphismus von Hilber-
träumen

F : L2(Rn)
∼→ L2(Rn)

Beispiel 13.3.3.8. In Übung 13.3.1.24 haben wir für Im(α) < 0 eine integrier-
bare Funktion g angegeben mit Fouriertransformierter g∧(y) = −1/(y + α). Die
Fouriertransforierte ist als quadratintegrierbar, aber nicht integrierbar. Wir wissen
dennoch g∧∧ = gι. Ich wüßte jedoch nicht, wie ich die Fouriertransformierte von
g∧ mit den uns hier zur Verfügung stehenden Methoden direkt berechnen sollte.

Beweis. Bezeichne ι : Rn → Rn die Multiplikation mit (−1) und fι = f ◦ ι.
Natürlich gilt dann (f∧)ι = (fι)∧ und unsere Inversionsformel sagt f = (fι)∧∧.
Als nächstes prüfen wir, daß die Abbildungen f 7→ f∧ und g 7→ (gι)∧ für die
L2-Skalarprodukte auf unseren Schwartzräumen zueinander adjungiert sind. In
Formeln behaupten wir also 〈f∧, g〉 = 〈f, (gι)∧〉 oder ausgeschrieben∫

f(x)g(−y)e−2πixy dnx dny =

∫
f(x)e−2πixyg(y) dnx dny

Das war auch schon der Beweis für die behauptete Adjunktion. Für jede Schwartz-
funktion f folgt daraus

〈f∧, f∧〉 = 〈f, (fι)∧∧〉 = 〈f, f〉

mit der Inversionsformel 13.3.3.5 im zweiten Schritt. Nach 13.2.6.1 liegt jedoch
der Schwartzraum dicht im Raum der quadratintegrierbaren Funktionen. Unser
Satz folgt damit aus dem Lemma über die Existenz stetiger Fortsezungen 13.2.4.12
und dem Lemma über die Linearität und Unitarität stetiger Fortsetzungen 13.2.4.17.

Proposition 13.3.3.9. Für Funktionen f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) stimmt die durch
unsere explizite Formel 13.3.1.2 gegebene Fouriertransformierte überein mit der
durch stetige Fortsetzung vom Schwartzraum 13.3.3.7 erhaltenen.

Beweis. Wir bezeichnen nur für diesen Beweis unsere durch stetige Fortsetzung
vom Schwartzraum 13.3.3.7 konstruierte Fouriertransformation mit F2. Nun bil-
den wir den algebraischen Dualraum S∗ des Schwartzraums, also den Raum

S∗ := HomC(S,C)

aller Linearformen auf dem Schwartzraum. Das „Daranmultiplizieren und Inte-
grieren“ liefert für alle p ∈ [1,∞] eine lineare Abbildung int : Lp(Rn) → S∗,
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die in Formeln durch die Vorschrift f 7→
(
g 7→

∫
fg
)

gegeben wird. Mit der zu
unserer Fouriertransformation auf dem Schwartzraum transponierten Abbildung
F> : S∗ → S∗ erhalten wir, wie wir gleich prüfen, kommutative Diagramme

L1(Rn)

int
��

F // L∞(Rn)

int
��

L2(Rn)

int
��

F2 // L2(Rn)

int
��

S∗ F> // S∗ S∗ F> // S∗

Die Kommutativität des linken Diagramms zeigt dieselbe Rechnung, wie wir sie
bereits im Beweis der Inversionsformel durchgeführt haben, wenn man darin das
komplexe Konjugieren wegläßt. Die Kommutativität des rechten Diagramms folgt,
wenn man statt quadratintegrierbarer Funktionen sich in der oberen Horizontale
auf Schwartzfunktionen beschränkt. Für beliebige Schwartzfunktionen f, g gilt
also (intFf)(g) = (int(f))(Fg) alias 〈Ff, g〉 = 〈f̄,Fg〉 mit unserem L2-
Skalarprodukt. Aus Stetigkeitsgründen gilt das dann für beliebige L2-Funktionen
f und das zeigt dann die Kommutativität des rechten Diagramms. Im folgenden
konstruieren wir in 13.3.3.13 einen Raum Lloc

S (Rn) von fast überall definierten
meßbaren Funktionen, der alle Lp(Rn) umfaßt, nebst einer linearen Abbildung
int : Lloc

S → S∗, die alle unsere vorherigen Abbildungen int fortsetzt. Zusätzlich
zeigen wir noch, daß diese Abbildung injektiv ist. Dann ist der Beweis zu Ende
und wir können unsere Notation F2 wieder stornieren.

Ergänzung 13.3.3.10. Man kann allgemeiner zeigen, daß unterF> für konjugierte
Exponenten p, q mit 1 ≤ p ≤ 2 Funktionen aus Lp ⊂ S∗ in Funktionen aus
Lq ⊂ S∗ übergehen, vergleiche etwa [Wer05].

Definition 13.3.3.11. Eine fast überall definierte Funktion f : Rn 99K C heißt lo-
kal integrierbar, wenn jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt derart, daß die
Einschränkung unserer Funktion auf besagte Umgebung integrierbar ist in Bezug
auf das Lebesguemaß. Wir bezeichnen die Räume aller reellwertigen beziehungs-
weise komplexwertigen lokal integrierbaren Funktionen auf dem Rn mit

Lloc(Rn,R) ⊂ Lloc(Rn)

Lemma 13.3.3.12. Zwei lokal integrierbare Funktionen auf dem Rn, deren Pro-
dukt mit jeder kompakt getragenen glatten Funktion dasselbe Integral hat, stim-
men bereits als fast überall definierte Funktionen überein.

Beweis. In Formeln ausgedrückt besagt unser Lemma, daß f 7→ (g 7→
∫
fg) eine

Injektion
Lloc(Rn) ↪→ C∞! (Rn)∗
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induziert. Sicher reicht es, wenn wir zeigen, daß dieselbe Abbildungsvorschrift im
Fall reellwertiger Funktionen eine Injektion

Lloc(Rn,R) ↪→ C∞! (Rn,R)∗

liefert. Sicher reicht es sogar zu zeigen, daß die Restriktion dieser Abbildung
auf die Teilmenge Lloc(Rn,R≥0) aller nichtnegativen lokal integrierbaren Funk-
tionen injektiv ist, denn gilt f 6= 0 und schreiben wir f = f+ − f− mit f+, f−

nichtnegativ, so gilt f+ 6= f−, und finden wir g glatt mit kompaktem Träger und∫
gf+ 6=

∫
gf−, so gilt

∫
gf 6= 0. Unsere Restriktion jedoch können wir schrei-

ben als die Verknüpfung von Injektionen

Lloc(Rn,R≥0) ↪→ {Borelmaße auf Rn} ↪→ C∞! (Rn,R)∗

Die erste Abbildung ordnet dabei jeder Funktion f das Borelmaß f(x) dnx zu und
ist injektiv nach Übung 13.1.5.27. Die zweite Abbildung ordnet jedem Borelmaß
das Integrieren nach diesem Maß zu und ist injektiv nach Übung 13.1.8.13.

13.3.3.13. Etwas feiner betrachten wir den Raum Lloc
S (Rn) aller meßbaren fast

überall definierten Funktionen f : Rn 99K C mit der Eigenschaft, daß ihr Produkt
mit jeder Schwartzfunktion integrierbar ist. Offensichtlich erhalten wir so einen
Untervektorraum

Lloc
S (Rn) ⊂ Lloc(Rn)

und ebenso offensichtlich liegen alle Lp-Funktionen, ja sogar alle meßbaren Funk-
tionen von höchstens polynomialem Wachstum bereits in diesem Untervektor-
raum. Nach 13.3.3.12 erhalten wir aber durch die Vorschrift f 7→

(
g 7→

∫
fg
)

erst recht eine Inklusion
int : Lloc

S (Rn) ↪→ S∗

13.3.3.14 (Berechnung der Fouriertransformierten einer L2-Funktion). Es ist
etwas delikat, eine explizite Formel für die Fouriertransformierte einer L2-Funktion
f : R 99K C anzugeben. In der Tat kann man nicht erwarten, daß das Integral
13.3.1.2 für alle y konvergiert, ja das wäre sogar beunruhigend, da es uns unter
Verwendung der Inversionsformel erlauben würde, zu jeder quadratintegrierbaren
Funktion einen wohlbestimmten „überall definierten Repräsentanten“ auszuzeich-
nen. Stattdessen können wir wie folgt vorgehen: Wir wählen reelle Folgen an, bn
mit an → −∞ und bn →∞ und betrachten die integrierbaren Funktionen fn, die
durch Restriktion von f auf das kompakte Intervall [an, bn] und Ausdehnen durch
Null entstehen. Dann gilt fn → f in L2 und folglich auch F(fn) → F(f) in L2.
Da die fn integrierbar sind, kann nach Proposition 13.3.3.9 nun aber F(fn) = f∧n
mit unserer Formel 13.3.1.2 jedenfalls im Prinzip ausgerechnet werden. Die so
gebildeten fast überall definierten Funktionen f∧n streben demnach in L2 gegen
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F(f). Gelingt es uns nun, Folgen an, bn so geschickt zu wählen, daß die Folge
der Fouriertransformierten f∧n fast überall punktweise konvergiert, so ist dieser
punktweise Grenzwert nach 13.2.3.16 notwendig bereits quadratintegrierbar und
ist unsere gesuchte Fouriertransformierte F(f).

Proposition 13.3.3.15. Die Fouriertransformation von Maßen ist injektiv, als da
heißt, nur das Nullmaß liefert die Nullfunktion.

13.3.3.16. Das rechtfertigt die in der Stochastik übliche Bezeichnung der Fourier-
transformierten eines Wahrscheinlichkeitsmaßes auf R als dessen charakteristi-
sche Funktion. Man beachte jedoch, daß man in der Stochastik üblicherweise mit
der Charakterpaarung R× R→ S1 gegeben durch (x, y) 7→ eixy arbeitet.

Beweis. Nach 13.1.8.13 ist, wie bereits im vorhergehenden Beweis bemerkt, auch
int : M(Rn)→ S∗ gegeben durch µ 7→ (f 7→

∫
fµ) eine Injektion. Mit derselben

Rechnung wie zuvor erhalten wir auch ein kommutatives Diagramm

M(Rn)

int
��

F // Cb(Rn)

int
��

S∗ F> // S∗

Das zeigt, daß verschiedene reelle Maße in M(Rn) auch verschiedene Fourier-
transformierte haben.

Vorschau 13.3.3.17. Bezeichne λ das Lebesguemaß auf dem Rn. Motiviert durch
die vorhergehenden Überlegungen erklärt man den Raum

S ′ ⊂ S∗

aller temperierten Distributionen als den kleinsten Untervektorraum des vol-
len Dualraums S∗ des Raums der Schwartzfunktionen, der (1) alle Linearfor-
men umfaßt, die die Gestalt ϕ 7→

∫
fϕλ haben für f : Rn → C stetig von

höchstens polynomialem Wachstum, und der (2) stabil ist unter den Transpo-
nierten ∂>ν : S∗ → S∗ der partiellen Ableitungen ∂ν : S → S . Man überlegt
sich ohne große Schwierigkeiten, daß die Transponierte der Fouriertransformati-
on F> : S∗ ∼→ S∗ einen Vektorraumisomorphismus

F> : S ′ ∼→ S ′

auf den temperierten Distributionen induziert und daß sich alle Lp-Funktionen f
als temperierte Distributionen auffassen lassen, ja daß das Bild unserer Einbettung
int : Lloc

S (Rn) ↪→ S∗ aus 13.3.3.13 gegeben durch die Vorschrift ϕ 7→
∫
fϕλ aus
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temperierten Distributionen besteht, in Formeln Lp ⊂ Lloc
S (Rn) ⊂ S ′. Darüber-

hinaus lassen sich auch alle endlichen Borelmaße µ als temperierte Distributionen
auffassen vermittels der immergleichen Vorschrift ϕ 7→

∫
ϕµ und alle bisher be-

trachteten Varianten der Fouriertransformation können als Einschränkung unserer
Transformation F> : S ′ ∼→ S ′ verstanden werden. Welche Vorteile die temperier-
ten Distributionen gegenüber allgemeinen Linearformen auf dem Schwartzraum
bieten und wie allgemeiner beliebige, nicht notwendig temperierte Distributionen
erklärt werden, mögen Sie in Vorlesungen zur Funktionalanalysis lernen.

Übungen

Übung 13.3.3.18. Jede Lp-Funktion auf Rn für p ∈ [1,∞] ist lokal integrierbar.
Genau dann ist eine fast überall definierte Funktion lokal integrierbar, wenn ih-
re Einschränkung auf jedes Kompaktum integrierbar ist. Jede lokal integrierbare
Funktion ist meßbar.

Übung 13.3.3.19. Ist die Fouriertransformierte einer integrierbaren Funktion f ∈
L1 wieder integrierbar, so gilt f∧∧(x) = f(−x) für fast alle x. Insbesondere be-
sitzt jede L1-Funktion mit einer integrierbaren Fouriertransformierten einen steti-
gen Repräsentanten.

Ergänzende Übung 13.3.3.20. Ist µ ein topologisches Maß auf einem topologi-
schen Raum X , so nennen wir eine µ-fast überall definierte Funktion f : X → C
lokal integrierbar in Bezug auf µ, wenn jeder Punkt eine offene Umgebung be-
sitzt derart, daß die Einschränkung unserer Funktion auf besagte Umgebung inte-
grierbar ist in Bezug auf µ. Diesen Funktionenraum notieren wir dann Lloc(X;µ).
Gegeben U ⊂◦ Rn und ein Borelmaß µ auf U zeige man, daß lokal integrierbare
Funktionen aus Lloc(U ;µ) genau dann fast überall übereineinstimmen, wenn ihr
Produkt mit jeder Funktion aus C∞! (U) in Bezug auf µ dasselbe Integral hat.

Übung 13.3.3.21. Die Fouriertransformation zu unserer Charakterpaarung S1 ×
Z→ S1 mit (z, n) 7→ zn ist eine Injektion M(S1) ↪→ C(Z). Das wir beim Beweis
des Abtastsatzes gebraucht.

13.3.4 Natürlichkeit der Fouriertransformation
13.3.4.1. Ist G eine Fouriergruppe und Ĝ ihre Charaktergruppe, so ist das Aus-
werten eines Charakters auf einem Gruppenelement nach 13.3.2.30 stets eine Cha-
rakterpaarung aG = a : G × Ĝ → S1. Die zugehörige Fouriertransformation
Fa notieren wir meist ohne Index als F oder manchmal als FG und schreiben
F : µ 7→ µ∧ und nennen sie die kanonische Fouriertransformation

F : M(G)→ Cb(Ĝ)
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13.3.4.2 (Natürlichkeit der Fouriertransformation). Für jeden stetigen Homo-
morphismus ϕ : G→ H von Fouriergruppen ist das Vorwärtsdrücken von Maßen
eine Abbildung ϕ∗ : M(G) → M(H). Umgekehrt liefert das Vorschalten von ϕ
eine Abbildung ϕ̂ : Ĥ → Ĝ auf den Charakteren in die Gegenrichtung. Nach
unseren Erkenntnissen 13.1.6.18 zu Integralen über Bildmaße kommutiert mit un-
seren kanonischen Fouriertransformationen in den Horizontalen das Diagramm

M(G) F //

ϕ∗

��

Cb(Ĝ)

◦ϕ̂
��

M(H) F // Cb(Ĥ)

13.3.4.3 (Natürlichkeit der Fouriertransformation, Variante). Gegeben Cha-
rakterpaarungen von Fouriergruppen a : G × Ĝ → S1 und b : H × Ĥ → S1

gibt es für jeden stetigen Homomorphismus ϕ : G → H genau einen stetigen
Homomorphismus ϕ̂ = ϕ̂a,b : Ĥ → Ĝ in die Gegenrichtung mit

〈〈g, ϕ̂ĥ〉〉a = 〈〈ϕg, ĥ〉〉b ∀g ∈ G, ĥ ∈ Ĥ

Wir nennen ihn den adjungierten Homomorphismus. In diesen Notationen kom-
mutiert mit den Fouriertransformationen zu den besagten Charakterpaarungen in
den Horizontalen das Diagramm

M(G)
Fs //

ϕ∗

��

Cb(Ĝ)

◦ϕ̂
��

M(H)
Ft // Cb(Ĥ)

Das ist nur eine Umformulierung der vorhergehenden Aussage in die Sprache der
Charakterpaarungen.
13.3.4.4 (Eigenschaften der Fouriertransformierten von Maßen, Variante).
Wir geben noch einen natürlicheren Beweis für unsere Erkenntnis aus 13.3.2.14,
daß die Fouriertransformierte eines komplexen Maßes stets eine stetige Funktion
auf der Charaktergruppe ist. Sei G unsere Fouriergruppe. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit sei µ ein endliches nichtnegatives Maß. Da G als die Vereinigung
einer Folge von Kompakta geschrieben werden kann, gibt es für jedes ε > 0 ein
Kompaktum K ⊂ G mit µ(K) ≤ µ(G) ≤ µ(K) + ε. Gilt dann |χ − ψ| ≤
ε auf diesem Kompaktum und beachten wir |χ − ψ| ≤ 2 überall, so folgt die
Abschätzung

|µ∧(χ)− µ∧(ψ)| ≤
∫
G

|χ− ψ|µ ≤ 2ε+

∫
K

|χ− ψ|µ ≤ 2ε+ εµ(G)

Also ist µ∧ stetig für die kompaktoffene Topologie.
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Beispiel 13.3.4.5 (Fouriertransformation und Koordinatenwechsel). Wir be-
trachten den Homomorphismus A : Rm ∼→ Rn zu einer Matrix A ∈ Mat(n ×
m;R) und unsere üblichen physikalisch standardisierten Charakterpaarungen. Der
zugehörige adjungierte Homomorphismus im Sinne von 13.3.4.3 wird gegeben
durch die transponierte Matrix A> : Rn ∼→ Rm und wir erhalten nach 13.3.4.3 ein
kommutatives Diagramm

M(Rm) F //

A∗
��

Cb(Rm)

◦A>
��

M(Rn) F // Cb(Rn)

Gilt m = n und ist A ein Isomorphismus, so können wir es mit Hilfe der Trans-
formationsformel erweitern zu einem kommutativen Diagramm

L1(Rn) dnx //

| detA|−1(◦A−1)
��

M(Rn) F //

A∗
��

Cb(Rn)

◦A>
��

L1(Rn) dnx //M(Rn) F // Cb(Rn)

Explizit gilt also∫
| detA|−1f(A−1x)e−2πix>y dnx =

∫
f(x)e−2πix>A>y dnx

Das sieht man auch ohne alle Theorie leicht ein. Es verallgemeinert unsere Formel
13.3.1.5.5 für die Fouriertransformierte einer „gestreckten“ Funktion und zeigt,
daß unsere Fouriertransformationen salopp gesprochen „mit dem Vorschalten or-
thogonaler Abbildungen A vertauschen“.

Ergänzung 13.3.4.6. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Der Satz
von Bochner beschreibt das Bild der durch die Fouriertransformation gegebenen
Einbettung F : M(V ; [0,∞)) ↪→ Cb(V̂ ) des Raums der nichtnegativen endlichen
Borelmaße in den Raum der beschränkten stetigen Funktionen auf der Charak-
tergruppe als die Menge aller beschränkten stetigen Funktionen φ : V̂ → C,
die „positiv semidefinit“ sind in dem Sinne, daß für beliebiges n und beliebige
paarweise verschiedene χ1, . . . , χn ∈ V̂ die quadratische Matrix mit Einträgen
φ(χi − χj) positiv semidefinit ist. Daß unsere Abbildung in den positiv semide-
finiten Funktionen landet, mag der Leser zur Übung selbst prüfen. Daß auch alle
beschränkten positiv semidefiniten Funktionen im Bild liegen, ist nicht so leicht
zu sehen.

13.3.4.7 (Abtastsatz für bandbeschränkte Signale). Wir gehen aus von der Cha-
rakterpaarung R × R → S1 mit (x, y) 7→ e−2πixy und der Charakterpaarung
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S1×Z→ S1 mit (z, n) 7→ z−n. Der stetige Gruppenhomomorphisms ϕ : R→ S1

gegeben durch x 7→ e2πix ist dann adjungiert im Sinne von 13.3.4.3 zur Einbet-
tung ϕ̄ = i : Z ↪→ R. Damit liefert uns 13.3.4.3 das rechte Quadrat in einem
kommutativen Diagramm

M([−1/2, 1/2))
j∗ //

∼

''OOOOOOOOOOO
M(R) �

� F //

ϕ∗
��

Cb(R)

◦i
��

M(S1) �
� F // Cb(Z)

Die Injektivität der Fouriertransformation auf Maßen kennen wir aus 13.3.3.15
beziehungsweise 13.3.3.21. In voller Allgemeinheit werden wir sie in 13.3.7.17
kennenlernen. Von links kommend bezeichnet j : [−1/2, 1/2) ↪→ R die Ein-
bettungsabbildung. Unser Diagramm zeigt, daß die Komposition von links oben
nach rechts unten längs der oberen Kante gefolgt von der Vertikalen eine Injekti-
on ist. Das besagt im Sprech der Signalverarbeiter, daß ein „auf ein Frequenzband
beschränktes Signal“ durch das „Abtasten mit dem Doppelten der Maximalfre-
quenz“ eindeutig wiedererkannt werden kann.
13.3.4.8. Um eine Formel dafür anzugeben, wie aus den abgetasteten Werten das
bandbeschränkte Signal zurückgewonnen werden kann, ziehen wir uns auf qua-
dratintegierbare Funktionen zurück, weil wir die Inversionsformel nur in dieser
Allgemeinheit kennen. Unser Diagramm enthält ein Teildiagramm der Gestalt

L2([−1/2, 1/2)) ∼ //

∼

))RRRRRRRRRRRRRRR
χ[−1/2,1/2) L2(R) ∼ // F

(
χ[−1/2,1/2) L2(R)

)
◦i
��

L2(S1) F
∼

// L2(Z)

Die quadratintegrierbaren Funktionen links oben machen wir bei dieser Einbet-
tung zu Maßen durch Multiplikation mit dx und links unten durch Multiplikation
mit dem normierten Haarmaß. Das ist möglich, da alle unsere L2-Funktionen in
diesem Kontext auch L1-Funktionen sind. Oben rechts stehen unsere frequenz-
bandbeschränkten Funktionen, sie sind sogar stetig. Um eine frequenzbandbe-
schränkte Funktion f aus ihren ganzzahligen Werten (f(n))n∈Z zurückzugewin-
nen, gegen wir in unserem Diagramm einmal ganz herum von unten rechts nach
oben rechts und erhalten der Reihe nach mit in den jeweiligen L2-Räumen zu
verstehenden Summen∑

n f(n)e2πinx � //
∑

n f(n)χ[−1/2,1/2)e
2πinx � //

∑
n∈Z f(n) sinπ(y−n)

π(y−n)

∑
n f(n)zn

�

iiSSSSSSSSSSSSSSSS

(f(n))n∈Z
�oo
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Hier verwenden wir im letzten Schritt die FormelF(χ[−1/2,1/2))(y) = (sin πy)/πy
aus 13.3.1.19 für die Fouriertransformation von Rechtecksfunktionen und die For-
mel 13.3.1.5.2 für die Fouriertransformierte des Produkts mit einem Charakter.

Definition 13.3.4.9. Wir sagen, ein topologisches Maß auf einem topologischen
Raum sei kompakt getragen, wenn es in unserem Raum ein Kompaktum gibt, in
dessen Komplement allen meßbaren Teilmengen die Null zugeordnet wird.

13.3.4.10 (Fouriertransformierte kompakt getragener Maße). Die Fouriertrans-
formierte eines von Null verschiedenen kompakt getragenen Maßes λ ∈ M(R)
kann nie kompakten Träger haben. In der Tat fänden wir zu solch einem Maß
mithilfe der Natürlichkeit 13.3.4.3 auch ein von Null verschiedenes Maß auf der
Kreisgruppe µ ∈ M(S1), das allen Teilmengen des „oberen Halbkreises“ Null
zuordnet und dessen Fouriertransformierte dennoch nur auf endlich vielen Ele-
menten von Z von Null verschiedene Werte annähme. Wegen der Injektivität der
Fouriertransformation M(S1) ↪→ Cb(Z) muß aber dann µ das Produkt von einem
Haarmaß mit einem Laurentpolynom in C[z, z−1] sein und ein von Null verschie-
denes Laurentpolynom kann unmöglich auf dem oberen Halbkreis verschwinden.
13.3.4.11 (Abtastsatz mit Einheiten). Jetzt versuche ich, den Abtastsatz nochein-
mal physikalischer aufzuschreiben. Wir gehen aus vom orientierten eindimensio-
nalen reellen Vektorraum ~T der Zeitspannen und der Charakterpaarung ~T∗× ~T→
S1 durch (ω, t) 7→ eiωt. Gegeben eine positive Frequenz F ∈ ~T∗>0 und k ∈ N
liefert uns die zur Auswertung duale Charakterpaarung ~T∗ × ~T → S1 das rechte
Quadrat in einem kommutativen Diagramm

M([−(k + 1)F,−kF ) ∪ [kF, (k + 1)F ))
u∗ //

∼

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
M(~T∗) � � F //

p∗
��

C(~T)

◦i
��

M(~T∗/2FZ) �
� F // C((2F )−1Z)

Es sagt uns salopp gesprochen, daß wir ein auf das Frequenzband [kF, (k + 1)F ]
beschränktes Signal zurückgewinnen können, indem wir es in Zeitintervallen der
Länge (2F )−1 alias mit der verdoppelten Frequenz 2F abtasten. Ich verzichte
in diesem Fall darauf, die Formel explizit anzugeben, die das Signal aus seinen
Abtastwerten zurückgewinnt.
13.3.4.12. Auf Englisch heißt unser Abtastsatz das Sampling Theorem und wird
Shannon und Nyquist zugeschrieben, neuerdings auch Kotelnikow.

13.3.5 Faltung von Maßen und Funktionen
13.3.5.1 (Formelsammlung für komplexe Maße). Ich fasse für das folgende zu-
sammen, was wir über Bildmaße und Produkte komplexer Maße auf Meßräumen
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nach 13.1.7.25 und 13.3.2.35 wissen.

Funktorialität: Gegeben meßbare Abbildungen f : X → Y und g : Y → Z gilt
g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ : M(X)→ M(Z). Für die Identität auf einem Meßraum
X gilt id∗ = id : M(X)→ M(X);

Natürlichkeit von Produkten: Gegeben meßbare Abbildungen f : X → A und
g : Y → B gilt für Maße µ ∈ M(X) und ν ∈ M(Y ) stets die Gleichheit
(f∗µ)� (g∗ν) = (f × g)∗(µ� ν) in M(A×B);

Eins: Gegeben ein Meßraum X und µ ∈ M(X) und auf dem einpunktigen Meß-
raum meß das Diracmaß δ ∈ M(meß) gilt (prX)∗(µ� δ) = µ;

Assoziativität: Gegeben X, Y, Z Meßräume und µ, ν, λ jeweils komplexe Maße
ist die offensichtliche Bijektion ass : (X×Y )×Z ∼→ X× (Y ×Z) meßbar
und es gilt ass∗((µ� ν)� λ) = µ� (ν � λ);

Kommutativität: Gegeben τ : X × Y ∼→ Y × X die Vertauschungsabbildung
für Meßräume X, Y und µ ∈ M(X) und ν ∈ M(Y ) gilt τ∗(µ� ν) = ν �µ.

Vorschau 13.3.5.2. Diese ganze Formelsammlung kann man in der entsprechen-
den Terminologie zusammenfassen als die Aussage, daßX 7→ M(X) ein Schmelz-
funktor von der kartesischen Schmelzkategorie der Meßräume in die Schmelz-
kategorie der komplexen Vektorräume ist. Eine Verschmelzung von Meßräumen
f : X1 g . . . g Xr → Y ist dabei zu verstehen als eine meßbare Abbildung
f : X1 × . . . × Xr → Y und eine Verschmelzung von komplexen Vektorräum-
en V1 g . . . g Vr → W als eine multilineare Abbildung V1 × . . . × Vr → W
und eine Verschmelzung von Meßräumen wie oben wird dabei abgebildet auf
die Verschmelzung von Vektorräumen M(X1) g . . . g M(Xr) → M(Y ) alias
die multilineare Abbildung M(X1) × . . . × M(Xr) → M(Y ) gegeben durch
(µ1, . . . , µr) 7→ f∗(µ1 � . . .� µr).

Definition 13.3.5.3. Ein Meßmonoid ist ein Monoid (G,>) mit der Struktur ei-
nes Meßraums derart, daß die Verknüpfung > : G×G→ G meßbar ist.

Beispiel 13.3.5.4. Jedes abzählbar basierte topologische Monoid ist mit seiner
borelschen σ-Alebra ein Meßmonoid, denn die Verknüpfung G × G → G ist
stetig, also borelmeßbar, und wegen Borel(G×G) = Borel(G)�Borel(G) nach
13.1.4.28 auch meßbar in Bezug auf die Produkt-σ-Algebra.

Definition 13.3.5.5. Gegeben komplexe Maße µ, ν auf einem Meßmonoid G er-
klären wir ein Maß µ ∗ ν auf G, die Faltung oder Konvolution unserer beiden
Maße, als das Bildmaß unter der Verknüpfung> : G×G→ G des Produktmaßes
µ� ν, in Formeln

µ ∗ ν = µ ∗> ν := >∗(µ� ν)
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13.3.5.6. Der Begriff der Faltung scheint auf eine Arbeit aus dem Jahre 1923 von
Gustav Doetsch mit dem Titel „Die Integrodifferentialgleichungen vom Faltungs-
typus“ zurückzugehen. Doetsch begründete den Gebrauch der Laplace-Transfor-
mation in den Ingenieurwissenschaften und wurde 1931 Professor in Freiburg.

13.3.5.7 (Faltung σ-endlicher Maße). Die obige Definition der Faltung bleibt
sinnvoll für σ-endliche nichtnegative Maße. Allerdings muß die Faltung σ-endlicher
Maße nicht mehr σ-endlich sein. Zum Beispiel liefert die Faltung des Lebesgue-
maßes auf R mit sich selbst das Maß, das jeder meßbaren Nullmenge den Wert
Null zuordnet und jeder anderen meßbaren Menge den Wert Unendlich.

Beispiele 13.3.5.8 (Faltung mit Diracmaßen). Sei (G,>) ein Meßmonoid. Die
Faltung des Diracmaßes an einer Stelle g ∈ G mit dem Diracmaß bei h ∈ G ist
das Diracmaß bei g>h, in Formeln δg ∗ δh = δg>h. Die Faltung eines beliebigen
komplexen Maßes µmit dem Diracmaß bei g ∈ G ist das „um g verschobene Maß
µ“, in Formeln

δg ∗ µ = (g>)∗µ µ ∗ δg = (>g)∗µ

Insbesondere gilt stets δe ∗ µ = µ ∗ δe = µ für e ∈ G das neutrale Element. Ich
zeige nun beispielhaft, wie man die Formel µ ∗ δg = (>g)∗µ aus den Formeln
unserer Formelsammlung 13.3.5.1 herleiten kann. Bezeichne dazu emg : meß ↪→
G die Abbildung, die den Punkt auf g ∈ G wirft. Wir betrachten das kommutative
Diagramm

G×meß
id×emg //

pr

��

G×G
>
��

G
(>g)

// G

Oben links füllen wir das Maß µ � δ ein. Sein Bildmaß unter der oberen und
der unteren Verknüpfung muß übereinstimmen. Mit den Formeln unserer For-
melsammlung und der Identität δg = emg∗ δ bedeutet diese Erkenntnis dann genau
die behauptete Formel µ ∗ δg = (>g)∗µ.

Lemma 13.3.5.9 (Faltungsalgebra). Die Faltung von komplexen Maßen auf ei-
nem Meßmonoid ist assoziativ und im Fall eines kommutativen Monoids kommu-
tativ.

13.3.5.10. Da wir bereits wissen, daß die Faltung bilinear ist und das Dirac-Maß
beim neutralen Element ein Einselement, ist für jedes Meßmonoid G der Vektor-
raum M(G) mit der Konvolution als Multiplikation eine C-Ringalgebra.

Beispiel 13.3.5.11 (Polynomring als Faltungsalgebra). Für (G,>) = (N,+)
mit der diskreten Topologie liefert etwa die Vorschrift

∑
anX

n 7→
∑
anδn einen
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injektiven Homomorphismus von Ringalgebren C[X] ↪→ M(N). Dieselbe Vor-
schrift liefert auch im Fall (G,>) = (Z,+) einen injektiven Homomorphismus
von Ringalgebren C[X,X−1] ↪→ M(Z).

Beweis. Sei G unser Meßmonoid. Wir zeigen nur die Assoziativität und überlas-
sen den Beweis der zweiten Aussage dem Leser zur Übung. Wir gehen aus vom
kommutativen Diagramm

(G×G)×G
ass

��

>×id // G×G > // G

G× (G×G)
id×> // G×G > // G

Gegeben komplexe Maße µ, ν, λ ∈ M(G) wird (µ� ν)�λ auf beiden Wegen auf
dasselbe Maß abgebildet. Das zeigt (µ ∗ ν) ∗ λ = µ ∗ (ν ∗ λ) wie behauptet.

Satz 13.3.5.12 (Fouriertransformation und Faltung). Die Fouriertransformier-
te der Faltung zweier komplexer Maße auf einer Fouriergruppe ist das punktweise
Produkt der Fouriertransformierten unserer beiden Maße, in Formeln

F(µ ∗ ν) = Fµ · Fν

Beispiel 13.3.5.13. Im Fall eines Diracmaßes µ = δg erhalten wir insbesondere in
Verallgemeinerung von 13.3.1.5.3 die Formel

(
F(g>)∗ν

)
(χ) = 〈〈g, χ〉〉

(
(Fν)(χ)

)
.

Im Fall der Charakterpaarung Z× S1 → S1 mit (n, z) 7→ zn ist die Verknüpfung

C[X,X−1] ↪→ M(Z)→ Cb(S1)

das Einsetzen der durch die Einbettung gegebenen Funktion z : S1 ↪→ C in ein
Laurentpolynom.

Beweis. Sei (G,+) unsere Fouriergruppe und seien µ, ν ∈ M(G) komplexe Ma-
ße. Da in der Behauptung beide Seiten bilinear sind, dürfen wir unsere Maße end-
lich und nichtnegativ annehmen, vergleiche 13.1.6.9, 13.3.2.4. Gegeben χ ∈ Ĝ
gilt es zu zeigen (µ ∗ ν)∧(χ) = µ∧(χ)ν∧(χ) alias∫

G

〈〈g, χ〉〉 (µ ∗ ν)〈g〉 =

(∫
G

〈〈h, χ〉〉µ〈h〉
)(∫

G

〈〈k, χ〉〉ν〈k〉
)

Mit der Verwandtschaftsverträglichkeit des Integrals 13.1.6.18 und der Definition
der Faltung können wir die linke Seite umformen zu∫

G×G
(χ ◦+)(h, k) (µ� ν)〈h, k〉 =

∫
G×G
〈〈h+ k, χ〉〉 (µ� ν)〈h, k〉

Wegen χ(h + k) = χ(h)χ(k) folgt die Behauptung so aus dem Satz von Fubini.
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13.3.5.14. Gegeben Mengen X, Y und Abbildungen f : X → C sowie g : Y →
C notieren wir f � g : X × Y → C die Funktion f � g : (x, y) 7→ f(x)g(y) und
nennen f � g das äußere Produkt der Funktionen f und g.
13.3.5.15 (Fouriertransformation und äußeres Produkt). Gegeben Charakter-
paarungen a : G× Ĝ→ S1 und b : H×Ĥ → S1 von Fouriergruppen kommutiert
das Diagramm

M(G)×M(H)
Fa×Fb //

�
��

Cb(Ĝ)× Cb(Ĥ)

�
��

M(G×H)
Fa�b // Cb(Ĝ× Ĥ)

mit der Fouriertransformation zur Charakterpaarung a�b : (G×H)×(Ĝ×Ĥ)→
S1 gegeben durch a � b :

(
(g, h), (ĝ, ĥ)

)
7→ a(g, ĝ)b(h, ĥ). Sind in Formeln

σ ∈ M(G) und τ ∈ M(H) komplexe Maße, so gilt

Fa�b(σ � τ) = Faσ � Fbτ

Um das zu sehen, muß man nur für ĝ ∈ Ĝ und ĥ ∈ Ĥ die Werte beider Seiten an
der Stelle (ĝ, ĥ) vergleichen. Es gilt also, die Identität∫

G×H
(ĝ � ĥ) σ � τ =

(∫
G

ĝσ

)(∫
H

ĥτ

)
zu prüfen. Die aber ist klar nach dem Satz von Fubini erst für nichtnegative reelle
Maße, dann aber mit der Bilinearität beider Seiten auch im allgemeinen.

Beweisvariante zu 13.3.5.12. Wir zeigen nun unsere IdentitätF(σ∗τ) = Fσ ·Fτ
für komplexe Maße auf einer Fouriergruppe (G,+) ein weiteres Mal. Wir können
im Fall G = H unser Diagramm von 13.3.5.15 durch eine untere Hälfte ergänzen
zu einem kommutativen Diagramm

M(G)×M(G)
F×F //

�
��

Cb(Ĝ)× Cb(Ĝ)

�
��

M(G×G)

+∗

��

F // Cb(Ĝ× Ĝ)

◦∆
��

M(G) F // Cb(Ĝ)

Das folgt aus 13.3.4.3, denn die Verknüpfung + und die diagonale Einbettung ∆
sind adjungiert für die Charakterpaarungen a� a und a alias

〈〈+(g, h), ĝ〉〉a = 〈〈(g, h),∆(ĝ)〉〉a�a ∀g, h ∈ G, ĝ ∈ Ĝ
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In der Tat können wir das umschreiben zu a(g + h, ĝ) = a(g, ĝ)a(h, ĝ) und das
gilt, da a eine Charakterpaarung ist.

13.3.5.16 (Falten von Maßen mit integrierbaren Funktionen). Gegeben (G,+, λ)
eine Fouriergruppe mit Haarmaß betrachten wir die Einbettung (·λ) : L1(G;λ) ↪→
M(G). Das Bild dieser Einbettung ist stabil unter der Faltung mit beliebigen kom-
plexen Maßen. Genauer behaupten wir für alle σ ∈ M(G) und f ∈ L1(G;λ) die
Gleichheit

σ ∗ (fλ) = hλ

mit h der fast überall definierten Funktion h(y) :=
∫
f(y − x)σ〈x〉. Es reicht,

das für σ ein reelles nichtnegatives Maß zu zeigen. Hier gilt es zu beachten, daß
(x, y) 7→ f(y − x) in Bezug auf (σ � λ)〈x, y〉 integrierbar ist auf G × G nach
Fubini, denn wir können |f(y − x)| erst über λ〈y〉 integrieren und erhalten eine
von x unabhängige endliche Konstante. Also liefert nach Fubini 13.1.7.16 auch
das partielle Integral nach σ〈x〉 eine integrierbare Funktion h(y). Um nun die
behauptete Identität von Maßen zu zeigen, nehmen wir eine meßbare Funktion
φ : G→ [0,∞] her und finden∫
φ(x) (σ∗(fλ))〈x〉 =

∫
φ(x+y)(σ�(fλ))〈x, y〉 =

∫
φ(x+y)f(y)(σ�λ)〈x, y〉∫

φ(x) (hλ)〈x〉 =
∫
φ(y)

∫
f(y − x)σ〈x〉λ〈y〉 =

∫
φ(y)f(y − x)(σ � λ)〈x, y〉

Auf der rechten Seite können wir hier erst über y und dann über x integrieren und
im ersten Schritt beim unteren Integral y durch x + y substituieren und sehen so,
daß das in der Tat gleich ist.

13.3.5.17 (Falten integrierbarer Funktionen). Gegeben (G,+, λ) eine Fourier-
gruppe mit Haarmaß erhalten wir für integrierbare Funktionen f, g ∈ L1(G;λ)
insbesondere (fλ) ∗ (gλ) = (hλ) mit der Funktion h ∈ L1(G;λ) gegeben durch
h(y) =

∫
f(y − x)g(x)λ〈x〉. Man erklärt oft die Faltung von Funktionen direkt

vermittels dieser Formel und setzt

f ∗ g = f ∗λ g :=

∫
f(y − x)g(x)λ〈x〉

Satz 13.3.5.18 (Abstrakter zentraler Grenzwertsatz). Ist µ ein Wahrschein-
lichkeitsmaß auf R, unter dem x und x2 integrierbar sind mit

∫
xµ〈x〉 = 0 und∫

x2µ〈x〉 = 1, so konvergiert die Folge der jeweils um den Faktor
√
n gestauchten

iterierten Faltungen µ∗n gegen die Standard-Normalverteilung e−x
2/2 dx/

√
2π

im Sinne einer gleichmäßigen Konvergenz der Verteilungsfunktionen. In Formeln
haben wir also gleichmäßig in a ∈ R die Konvergenz∫ √n·a

−∞
µ∗n −→

∫ a

−∞

e−x
2/2

√
2π

dx für n→∞.
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In der linken Spalte sind die erste, zweite und vierte Faltungspotenz desjenigen
Wahrscheinlichkeitsmaßes µ darsgestellt, das die Summe der Hälfte der

Diracmaße an den Stellen 1/4 und −1/4 ist. Diese Faltungspotenzen sind wieder
Summen von Diracmaßen, und das Maß eines Punktes entspricht der Länge des
an der entsprechenden Stelle angehefteten vertikalen Strichleins. In der rechten
Spalte sind entsprechend für n = 1, 2, 4 die um den Faktor

√
n in x-Richtung

gestauchten Maße dagestellt. Die untere Zeile schließlich entsteht aus der rechten
Spalte, indem wir jedes Strichlein durch ein Türmchen ersetzen, dessen Fläche
gerade die Länge unseres Strichleins ist. Der zentrale Grenzwertsatz bedeutet in

obigem Spezialfall anschaulich, daß auf jedem kompakten Intervall die
Treppenfunktionen der unteren Zeile gleichmäßig gegen eine entsprechend

normalisierte Gauss’sche Glockenkurve streben.
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Ergänzung 13.3.5.19. In der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie hört sich un-
ser zentraler Grenzwertsatz 13.3.5.18 dann so an: Gegeben eine Folge identisch
verteilter stochastisch unabhängiger reeller Zufallsvariablen X1, X2, . . . mit Er-
wartungswert Null und Varianz Eins konvergiert die Folge der Zufallsvariablen

1√
n

(X1 + . . .+Xn)

in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung.

Beweis. Wir arbeiten mit der stochastisch standardisierten Fouriertransformation,
also der Charakterpaarung s : R × R → S1 gegeben durch s(x, y) = eixy. Unse-
re Bedingungen liefern, daß die Fouriertransformierte alias die charakteristische
Funktion µ∧ von µ im Sinne von 13.3.3.16 zweimal stetig differenzierbar ist. Ihre
Taylorentwicklung um den Nullpunkt liefert mithilfe einer offensichtlichen Ver-
allgemeinerung von 13.3.1.5.6 eine Darstellung

µ∧(y) = 1− y2

2
+ y2ε(y)

für ε : R→ R stetig mit ε(0) = 0. Nach 13.3.5.12 ist nun die Fouriertransformier-
te der Faltung das Produkt der Fouriertransformierten. Verwenden wir zusätzlich
die Natürlichkeit 13.3.1.5.5 oder besser 13.3.2.29, so ergibt sich für die charak-
teristische Funktion der um den Faktor

√
n gestauchten n-fach iterierten Faltung

die Darstellung

(
(n−1/2)∗µ

∗n)∧ (y) =

(
1− y2

2n
+
y2

n
ε

(
y√
n

))n
Hier steht (n−1/2)∗ für das Bildmaß im Sinne von 13.1.4.35 unter der durch die
Multiplikation mit n−1/2 gegebenen Abbildung R → R. Unsere Funktionenfol-
ge strebt nun nach 10.4.2.22 punktweise gegen die Funktion e−y

2/2 und all ihre
Glieder sind als charakteristische Funktionen von Wahrscheinlichkeitsmaßen be-
tragsmäßig beschränkt durch Eins. Aus dem Satz über dominierte Konvergenz
folgt damit für jede Funktion ψ des Schwartzraums∫ (

(n−1/2)∗µ
∗n)∧ (y) ψ(y) dy →

∫
e−y

2/2 ψ(y) dy

bei n→∞. Nach 13.3.1.17 ist die Funktion e−y
2/2 die charakteristische Funktion

im Sinne von 13.3.3.16 des Maßes e−x
2/2 dx/

√
2π, so daß wir wie im Beweis von

13.3.3.15 mit der Erkenntnis, daß die Fouriertransformation im wesentlichen ihre
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eigene Transponierte ist, folgern können, daß für alle Funktionen ϕ des Schwarz-
raums gilt ∫

ϕ(x)
(
(n−1/2)∗µ

∗n)〈x〉 → ∫
ϕ(x)

e−x
2/2

√
2π

dx

bei n→∞. Das anschließende Lemma 13.3.5.20 beendet dann den Beweis.

Lemma 13.3.5.20. Seien (µn)n∈N eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf
R und µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß mit einer stetigen Verteilungsfunktion V =
Vµ. Gilt ∫

ϕ(x)µn〈x〉 →
∫
ϕ(x)µ〈x〉 bei n→∞

für jede Schwartzfunktionϕ, so streben die Verteilungsfunktionen Vn der µn gleich-
mäßig gegen die Verteilungsfunktion V von µ.

Beweis. 1. Alle unsere Verteilungsfunktionen streben gegen Null für b → −∞
und gegen Eins für b → ∞ und wachsen monoton. Die Funktion V ist stetig und
sogar gleichmäßig stetig nach 10.5.1.19. Es ist damit nicht schwer einzusehen,
daß aus der punktweisen Konvergenz Vn(b) → V (b) bereits die gleichmäßige
Konvergenz folgt.

2. Gegeben I ⊂ J ⊂ R beschränkte Intervalle mit Ī ⊂ J◦ finden wir eine glatte
Funktion ϕ : R→ [0, 1], die auf I Eins ist und die außerhalb von J verschwindet.
Sicher gilt dann µ(I) ≤

∫
ϕ(x)µ〈x〉 ≤ µ(J) und ebenso für alle µn. Wir finden

folglich für alle ε > 0 ein N = N(I, J, ε) derart, daß für n ≥ N sowohl gilt
µn(I) ≤

∫
ϕ(x)µn〈x〉 ≤ µ(J) + ε als auch µ(I)− ε ≤

∫
ϕ(x)µn〈x〉 ≤ µn(J).

3. Sind also I ⊂ J ⊂ K ⊂ R beschränkte Intervalle mit Ī ⊂ J◦ und J̄ ⊂ K◦, so
folgt

µ(I)− ε ≤ µn(J) ≤ µ(K) + ε

für hinreichend großes n ≥ N(I, J,K, ε).

4. Da wir die Verteilungsfunktion von µ stetig angenommen hatten, können wir
für ein gegebenes beschränktes Intervall J ⊂ R und beliebiges ε > 0 auch be-
schränkte Intervalle I,K wie oben finden mit µ(K)− µ(I) ≤ ε. Zusammen folgt
so für jedes beschränkte Intervall J ⊂ R bereits

lim
n→∞

µn(J) = µ(J)

5. Schließlich finden wir für jedes ε > 0 ein Intervall [a, b) mit µ([a, b)) ≥ 1 − ε
und folglich µ((−∞, a)) ≤ ε. Für hinreichend großes n gilt dann µn([a, b)) ≥
1 − 2ε und damit µn((−∞, a)) ≤ 2ε. Für x ≤ a gilt bereits für diese n die Ab-
schätzung |µ((−∞, x)) − µn((−∞, x))| ≤ 3ε. Für x > a müssen wir zusätzlich



2260 KAPITEL 13. ANALYSIS 3

n noch so groß wählen, daß |µ([a, x))−µn([a, x))| ≤ ε, und dann folgt für derart
große n offensichtlich

|µ((−∞, x))− µn((−∞, x))| ≤ 4ε

alias die punktweise Konvergenz der Verteilungsfunktionen.

Vorschau 13.3.5.21. Wir haben nun zwei Schmelzfunktoren von der kartesischen
Schmelzkategorie der Fouriergruppen in die Schmelzkategorie der komplexen
Vektorräume, den SchmelzfunktorG 7→ M(G) aus der Spezialisierung von 13.3.5.2
und einen Schmelzfunktor G 7→ C(Ĝ). Die Fouriertransformation ist nach dem
vorhergehenden eine Transformation vom ersten dieser Schmelzfunktoren zum
zweiten.

13.3.6 Wellengleichung und Fouriertransformation
13.3.6.1. Eine Halbmetrik auf einer Menge X ist eine Abbildung d : X ×X →
R≥0 mit d(x, y) = d(y, x) und d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) für alle x, y, z ∈ X .
13.3.6.2 (Topologie zu einer Halbmetrik). Gegeben eine Halbmetrik d auf einer
Menge X erklären wir die zugehörige Topologie als die Topologie, die von allen
Bällen

B(x; r) := {y ∈ X | d(x, y) < r}
für x ∈ X und r > 0 erzeugt wird. Diese Topologie ist Hausdorff genau dann,
wenn d eine Metrik ist.
13.3.6.3. Eine Halbnorm auf einem reellen oder komplexen Vektorraum V ist
eine Abbildung ‖ ‖ : V → R≥0 mit ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ für alle v, w ∈ V und
‖αv‖ = |α|‖v‖ für alle reellen beziehungsweise komplexen Skalare.
13.3.6.4 (Halbmetrik zu einer Halbnorm). Jede Halbnorm auf einem reellen
oder komplexen Vektorraum V induziert eine Halbmetrik durch die Vorschrift
d(v, w) := ‖v − w‖.
13.3.6.5 (Topologie auf dem Schwartzraum). Wir betrachten auf dem Schwartz-
raum S(R) die Halbnormen

‖f‖s,r := ‖xs∂rf‖∞

für s, r ∈ N und versehen ihn mit der Topologie, die von den Topologien zu allen
diesen Halbnormen erzeugt wird. Mit dieser Topologie wird der Schwartzraum
offensichtlich ein Hausdorffraum.

Proposition 13.3.6.6 (Fouriertransformation als Homöomorphismus). Die Fou-
riertransformation induziert auf dem Schwartzraum einen Homöomorphismus

F ◦ (· dx) : S(R)
∼→ S(R)
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Beweis. Wir arbeitem mit der Charakterpaarung s(x, y) = e−ixy. Aufgrund der
Inversionsformel 13.3.3.5 reicht es, die Stetigkeit zu zeigen. Wir bemerken nun,
daß auch die Halbnormen

‖f‖(r,s) := ‖∂rxsf‖∞

unsere Topologie erzeugen, wie der Leser leicht selbst einsehen kann. Nun ist
1/(1 + x2) integrierbar. Bezeichnet C sein Integral, so finden wir von der Mitte
ausgehend(

‖f‖0,0 ≤ A/2 und ‖f‖2,0 ≤ A/2
)
⇒ ‖(1 + x2)f‖∞ ≤ A
⇒ |f | ≤ A/(1 + x2)
⇒ ‖Ff‖∞ = ‖Ff‖0,0 ≤ AC

und mit den Formeln 13.3.1.13 für das Vertauschen zwischen Multiplikation mit
Koordinaten und Ableitung unter der Fouriertransformation ebenso(

‖f‖(r,s) ≤ A/2 und ‖f‖(r,s+2) ≤ A/2
)
⇒ ‖Ff‖s,r ≤ AC.

13.3.6.7 (Fouriertransformation und Wellengleichung). Wir erinnern aus 12.2.1.17
die eindimensionale Wellengleichung ∂2

t f = ∂2
xf für f ∈ C2(R2) und die Menge

ihrer Lösungen. Hier diskutiere ich einen anderen Zugang, der sich auf höhere
Dimensionen verallgemeinern läßt. Wir suchen bei diesem Zugang zweimal stetig
differenzierbare Abbildungen der Zahlengeraden in den Schwartzraum

q : R→ S(R)

in der Notation q : t 7→ q(t) oder (q(t))(x) = q(x, t) mit

∂2
t q = ∂2

xq

Hier meinen wir mit (∂tq)(s) := limh→0

(
q(s + h) − q(s)

)
/h den Grenzwert im

Schwartzraum S(R) mit seiner in 13.3.6.5 erklärten Topologie. Es ist leicht zu
sehen, daß f(x, t) := q(x, t) unsere ursprüngliche Wellengleichung löst, wenn
der Weg q : R → S(R) im Schwartzraum die oben beschriebene Eigenschaft
hat. Wir erhalten so zwar nicht alle Lösungen, weil wir ja in 12.2.1.17 durchaus
Lösungen gefunden hatten, deren Einschränkung auf eine feste Zeit t nicht im
Schwartzraum liegt. Dahingegen erhalten wir ein Lösungsverfahren, das sich auf
höhere Dimensionen verallgemeinern läßt. Die Fouriertransformation

Fs ◦ (· dx) : S(R)
∼→ S(R)

zur Charakterpaarung s(x, y) = e−ixy ist nun nämlich Vektorraumisomorphismus
und nach 13.3.6.6 auch ein Homöomorphismus und das Nachschalten von Fs ◦
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(· dx) liefert folglich eine Bijektion zwischen den Lösungen q unserer Gleichung
und der Menge der zweimal stetig differenzierbaren Abbildungen q̂ : R → S(R)
mit

∂2
t q̂ = −y2q̂

Halten wir hier y fest, so ist das eine lineare Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten, die wir mit dem Ansatz q̂(y, t) = expλ(y)t lösen können. Wir
erhalten λ(y)2 = −y2 und λ(y) = ±iy und die allgemeine Lösung

q̂(y, t) = aeiyt + be−iyt = (a+ b) cos(yt) + i(a− b) sin(yt)

mit q̂(y, 0) = a+ b sowie q̂t(y, 0) = iy(a− b). Wir können mithin jede Lösung q̂
schreiben als

q̂(y, t) = (cos yt)q̂(y, 0) +
(
(sin yt)/y

)
q̂t(y, 0)

Mit etwas sorgfältigeren Abschätzungen sehen wir auch, daß die durch diese Glei-
chung gegebene Funktion q̂(y, t) für beliebige Vorgaben von zwei Schwartzfunk-
tionen q̂(y, 0) und q̂t(y, 0) in der Tat eine zweimal stetig nach t differenzierbare
Abbildung q̂ : R→ S(R) liefert. Nun wissen wir bereits Fs(δt + δ−t)/2 = cos yt
für δ±t das Diracmaß bei y = ±t und als Variante von 13.3.1.19 erhalten wir
Fs(χ[−t,t] dx)/2 = (sin yt)/y für t ≥ 0 und entsprechend Fs(−χ[t,−t] dx)/2 =
(sin yt)/y für t ≤ 0. Da die Fouriertransformation Faltung in Multiplikation ver-
wandelt, ist unsere Beschreibung von q̂ äquivalent zu

Fs
(
q(x, t)dx

)
= Fs

(
1
2
(δt+δ−t)∗q(x, 0)dx

)
+Fs

(
1
2
(χ[−t,t]−χ[t,−t])dx∗qt(x, 0)dx

)
Da die Fouriertransformation des weiteren injektiv und komplexlinear ist, können
wir sie weglassen und erhalten

q(x, t)dx = 1
2
(δt + δ−t) ∗ q(x, 0)dx+ 1

2
(χ[−t,t] − χ[t,−t])dx ∗ qt(x, 0)dx

oder ausgeschrieben

q(x, t) =
q(x− t, 0) + q(x+ t, 0)

2
+

1

2

∫ t

−t
qt(x+ s, 0) ds

Das ist also die Beschreibung einer beliebigen zweimal stetig differenzierbaren
Abbildung q : R→ S(R), die die obige Gleichung ∂2

t q = ∂2
xq erfüllt, durch „Ort

und Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0“.

13.3.6.8 (Anschauliche Bedeutung obiger Lösungen der Wellengleichung). In
meiner Anschauung tritt die Bedeutung der in 13.3.6.7 beschriebenen Lösun-
gen der Wellengleichung besonders deutlich hervor, wenn wir darin, obwohl das
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unser begrifflicher Rahmen bis jetzt noch nicht erlaubt, q(x, 0) = δ0/dx und
qt(x, 0) = 0 beziehungsweise q(x, 0) = 0 und qt(x, 0) = δ0/dx einsetzen. Im
ersten Fall sehe ich zwei Teilchen der Masse 1/2, die von rechts und links kom-
mend sich zum Zeitpunkt Null zu einem Teilchen der Masse 1 am Ursprung er-
gänzen um dann wieder auseinanderzulaufen. Im zweiten Fall sehe ich eine am
Ursprung zentrierte Rechtecksfunktion der Höhe −1/2, deren Träger mit der Zeit
immer schmaler wird um beim Zeitpunkt t = 0 zu verschwinden, wobei die Funk-
tion ins Positive umschlägt um sich als Rechtecksfunktion der Höhe 1/2 wieder
zunehmend zu verbreitern. Einen begrifflichen Rahmen, der diese Anschauung er-
laubt und rechtfertigt, bilden die sogenannten Distributionen. Mit deren Hilfe läßt
sich dann auch die Wellengleichung in höherdimensionalen Räumen ganz ähn-
lich lösen. Mehr dazu können Sie in Vorlesungen über Funktionalanalysis oder
partielle Differentialgleichungen lernen.

13.3.7 Inversionsformel für Fouriergruppen*
13.3.7.1. Wir beginnen mit der Konstruktion des Schwartzraums für allgemeine
Fouriergruppen und verallgemeinern dazu unsere Formeln 13.3.1.5.7 und 13.3.1.5.6
für die Beziehung zwischen partiellen Ableitungen und der Fouriertransformati-
on.

Definition 13.3.7.2. Gegeben ein Gruppenweg ξ : R→ G in einer Fouriergruppe
(G,+) und eine Abbildung f : G→ C sagen wir, f besitze bei g ∈ G eine Rich-
tungsableitung in Richtung ξ, wenn t 7→ f(ξ(t) + g) bei t = 0 differenzierbar
ist. Die Ableitung dieser Abbildung bei t = 0 notieren wir dann

(∂ξf)(g)

Existiert sie für alle g ∈ G, so nennen wir f differenzierbar nach ξ und notieren
die entsprechende Funktion auf unserer Gruppe ∂ξf . Ist ∂ξf(ξ(t) + g) zusätzlich
stetig in t für alle g, so nennen wir f partiell stetig differenzierbar nach ξ.
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13.3.7.3. Gegeben eine Fouriergruppe G nennen wir einen stetigen Gruppenho-
momorphismus G→ iR eine Imaginärkoordinate von G.

13.3.7.4. Sei a : G× Ĝ→ S1 eine Charakterpaarung von Fouriergruppen. Gege-
ben eine Imaginärkoordinate ξ : G → iR erklären wir den adjungierten Grup-
penweg ξ̂ = ξ̂a : R→ Ĝ durch die Identität

〈〈g, ξ̂(t)〉〉a = eξ(g)t ∀g ∈ G, t ∈ R

In der Terminologie aus 13.3.4.3 ist das der zu ξ adjungierte Homomorphismus
in Bezug auf die Charakterpaarung s : iR × R → S1 gegeben durch (r, t) 7→ ert

und wir könnten ihn ausführlicher ξ̂a = ξ̂a,s notieren. Weiter erklären wir für jeden
Gruppenweg κ : R→ G die adjungierte Imaginärkoordinate κ̂ = κ̂a : Ĝ→ iR
durch die Identität

e−tκ̂(ĝ) = 〈〈κ(t), ĝ〉〉a ∀t ∈ R, ĝ ∈ Ĝ

In der Terminologie aus 13.3.4.3 ist das der zu κ in Bezug auf die duale Charak-
terpaarung ŝ : R × iR → S1 adjungierte Homomorphismus und wir könnten ihn
auch ausführlicher κ̂a = κ̂ŝ,a notieren.

Beispiel 13.3.7.5. Gehen wir von der Charakterpaarung a : Rn × Rn → S1 aus,
die gegeben wird durch a(x, y) := e−ix·y, so ist −ixν : Rn → R eine Imaginärko-
ordinate mit adjungiertem Gruppenweg t 7→ teν im Rn mit y-Koordinaten. Um-
gekehrt ist t 7→ teν ein Gruppenweg im Rn mit x-Koordinaten mit iyν : Rn → R
als adjungierter Imaginärkoordinate.

Proposition 13.3.7.6. Seien a : G×Ĝ→ S1 eine Charakterpaarung von Fourier-
gruppen, λ ein Haarmaß aufG und κ : R→ G ein Gruppenweg. Ist f ∈ L1(G, λ)
partiell stetig differenzierbar nach κ mit ∂κf ∈ L1(G, λ), so gilt für die adjun-
gierte Imaginärkoordinate

F((∂κf)λ) = κ̂F(fλ)

Beweis. Wir betrachten die Funktion G×R→ C, (g, t) 7→ f(κ(t) + g). An jeder
Stelle (g, t) ∈ G× R ist sie differenzierbar nach t mit der Ableitung

∂t (f(κ(t) + g)) = (∂κf)(κ(t) + g)

und diese Ableitung ist stetig in t. Also gilt für festes g ∈ G und c ∈ R nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung∫ c

0

(∂κf)(κ(t) + g) dt = f(κ(c) + g)− f(g)
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Nach unseren Annahmen ist (g, t) 7→ (∂κf)(κ(t)+g) für festes c > 0 integrierbar
auf G × [0, c] und wir erhalten durch Multiplikation mit 〈〈g, ĝ〉〉 und Integration
über G für jeden Charakter ĝ ∈ Ĝ die Identität(
〈〈κ(−c), ĝ〉〉 − 1

)
(Ffλ)(ĝ) =

∫
G

∫ c

0

〈〈g, ĝ〉〉 (∂κf)(κ(t) + g) dt� λ

=

∫ c

0

∫
G

〈〈κ(−t) + g, ĝ〉〉 (∂κf)(g) λ� dt

= (F(∂κf)λ)(ĝ)

∫ c

0

〈〈κ(−t), ĝ〉〉 dt

Teilen wir beide Seiten unserer obigen Identität durch c und erinnern e−tκ̂(ĝ) =
〈〈κ(t), ĝ〉〉, so sehen wir, daß im Grenzwert c→ 0 der Quotient (ecκ̂(ĝ) − 1)/c wie
gewünscht gegen κ̂(ĝ) strebt.

Proposition 13.3.7.7. Seien a : G × Ĝ → S1 eine Charakterpaarung von Fou-
riergruppen, λ ein Haarmaß auf G und ξ : G → iR eine Imaginärkoordinate.
Gegeben f ∈ L1(G, λ) mit ξf ∈ L1(G, λ) ist F(fλ) ∈ Cb(Ĝ) partiell differen-
zierbar nach ξ̂ und es gilt

F(ξfλ) = ∂ξ̂(Ffλ)

Beweis. Wir rechnen

(Ffλ)(ξ̂(t) + ĝ)− (Ffλ)(ĝ)

t
=

1

t

∫
G

(
〈〈g, ξ̂(t) + ĝ〉〉 − 〈〈g, ĝ〉〉

)
f(g)λ〈g〉

=

∫
G

〈〈g, ξ̂(t)〉〉 − 1

t
〈〈g, ĝ〉〉f(g)λ〈g〉

Nun gilt per definitionem 〈〈g, ξ̂(t)〉〉 = eξ(g)t. Damit strebt der Bruch gegen ξ(g)
für t→ 0. Die Aussage folgt so aus dem Satz über dominierte Konvergenz.

Definition 13.3.7.8. Der Schwartzraum S(G) einer FouriergruppeG bestehe aus
allen Funktionen f : G → C derart, daß für beliebige Gruppenwege κ1, . . . , κr :
R→ G die iterierten partiellen Ableitungen ∂κ1 . . . ∂κrf existieren und daß für be-
liebige Imaginärkoordinaten ξ1, . . . , ξl : G→ iR die Produkte ξ1 . . . ξl∂κ1 . . . ∂κrf
betragsmäßig beschränkt bleiben.

Beispiel 13.3.7.9. Im Fall der Fouriergruppe Z ist der Schwartzraum der Unter-
vektorraum S(Z) ⊂ Cb(Z) aller (an)n∈Z mit

∑
n∈Z |nlan| <∞ für alle l ∈ N.

Beispiel 13.3.7.10. Im Fall der Kreisgruppe S1 besteht der Schwartzraum S(S1)
aus allen Funktionen f : S1 → C, für die t 7→ f(eit) eine glatte Funktion R→ C
ist.



2266 KAPITEL 13. ANALYSIS 3

Lemma 13.3.7.11 (Fouriertransformierte von Schwartzfunktionen). Gegeben
eine Fouriergruppe G ist für jede Schwartzfunktion f und jedes Haarmaß λ auch
die Fouriertransformierte von fλ eine Schwartzfunktion, in Formeln

f ∈ S(G) ⇒ F(fλ) ∈ S(Ĝ)

Beweis. Man prüft unschwer ∂κ(ξf) = (∂κξ)f + ξ(∂κf) und ∂κξ ist eine Kon-
stante.

13.3.7.12. Der Raum der SchwartzmaßeM(G) ⊂ M(G) einer Fouriergruppe G
bestehe aus allen Maßen, die Vielfache eines Haarmaßes mit einer Schwarzfunk-
tion sind. Die Multiplikation mit jedem Haarmaß λ von G induziert folglich einen
Isomorphismus

(·λ) : S(G)
∼→M(G)

Satz 13.3.7.13 (Inversionsformel für Fouriergruppen). Sei a : G × Ĝ → S1

eine Charakterpaarung von Fouriergruppen mit dualer Charakterpaarung â. So
gilt:

1. Für jedes Haarmaß λ aufG gibt es genau ein Haarmaß λ̂ auf Ĝ derart, daß
im Diagramm

M(G)
Fa
∼
// S(Ĝ)

·λ̂o
��

S(G)

·λ o

OO

M(Ĝ)
Fâ
∼

oo

das „Einmal-im-Kreis-Herumgehen“ an jeder Stelle die Identität liefert.
Man nennt λ̂ das Plancherel-Maß zu λ. Wir nennen es auch das zu λ duale
Haarmaß in Bezug auf unsere Charakterpaarung;

2. Für λ und λ̂ duale Haarmaße erhalten die zwischen den Schwartzräumen
induzierten Isomorphismen Fa ◦ (·λ) und Fâ ◦ (·λ̂) die L2-Norm und indu-
zieren zueinander inverse Hilbertraumisomorphismen

L2(G;λ)
∼←→ L2(Ĝ; λ̂)

13.3.7.14. Das Vorzeichen bei der Formel f∧∧(x) = f(−x) aus 13.3.3.5 zeigt
sich im hier diskutierten Formalismus darin, daß man die Fouriertransformation
in die Gegenrichtung zur dualen Charakterpaarung nimmt.

Beweis. Im Fall G = R sind das genau unsere Inversionsformeln 13.3.3.5 und
13.3.3.7. Im Fall der Kreisgruppe G = S1 ist das Übung 11.3.3.10 und 13.2.7.23,
13.2.7.26. Der Fall der GruppeZ ist damit auch abgedeckt. Im Fall einer endlichen
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abelschen Gruppe ist die Aussage in 13.2.7.23, 13.2.7.26 enthalten, das Planche-
relmaß zum normierten Haarmaß ist das Zählmaß. Es bleibt nur noch zu zeigen,
daß unser Satz für das Produkt G = G1 × G2 zweier Fouriergruppen folgt, wenn
wir ihn für die Faktoren kennen. Seien λ1 und λ2 Haarmaße. Das Erzeugnis von
äußeren Produkten f1 � f2 mit f1 ∈ S(G1) und f2 ∈ S(G2) liegt sicher dicht in
L2(G1 ×G2;λ1 � λ2). Stetige Fortsetzung zeigt, daß es genau einen Isomorphis-
mus von Hilberträumen

L2(G1 ×G2;λ1 � λ2)
∼→ L2(Ĝ1 × Ĝ2; λ̂1 � λ̂2)

gibt mit f1 � f2 7→ F(f1λ1) � F(f2λ2) für alle f1 ∈ S(G1), f2 ∈ S(G2). Da
wir das für die Schwartzfunktionen auf G1 und G2 bereits wissen, folgt auch
hier, daß der zur dualen Charakterpaarung in derselben Weise konstruierte Isomor-
phismus die inverse Abbildung sein muß. Da schließlich beide Transformationen
Schwartzfunktionen zu Schwartzfunktionen machen, folgt auch unsere Inversi-
onsformel für Schwartzfunktionen auf beliebigen Fouriergruppen.

13.3.7.15. Die Propositionen 13.3.7.6 und 13.3.7.7 liefern für a : G × Ĝ →
S1 eine Charakterpaarung von Fouriergruppen, λ ein Haarmaß auf G und κ :
R → G ein Gruppenweg und ξ : G → iR eine Imaginärkoordinate jeweils ein
kommutatives Diagramm

M(G)

∂κ
��

Fa
∼
// S(Ĝ)

κ̂·
��

M(G)
Fa
∼
// S(Ĝ)

M(G)

ξ·
��

Fa
∼
// S(Ĝ)

∂ξ̂
��

M(G)
Fa
∼
// S(Ĝ)

mit der hoffentlich offensichtlichen partiellen Ableitung von Schwartzmaßen nach
Gruppenwegen. Diese beiden Diagramme sind äquivalent unter der Inversionsfor-
mel. Schalten wir genauer an jeder Stelle rechts (λ·) : S(G)

∼→ M(G) vor und
gehen im rechten Diagramm zu den inversen Horizontalen Fâ ◦ (λ̂·) über und
beachten, daß ξ die unter â adjungierte Imaginärkoordinate zu ξ̂ ist, so verwan-
delt sich das rechte Diagramm in das linke Diagramm beim Übergang zur dualen
Charakterpaarung.

Beispiel 13.3.7.16 (Poissonformel und Natürlichkeit). Wir betrachten den Grup-
penhomomorphismus ϕ : R → S1 gegeben durch t 7→ e2πit sowie die Charak-
terpaarungen b : R × R → S1 mit (t, ω) 7→ e−2πitω und p : S1 × Z → S1 mit
(z, n) 7→ z−n, so daß die Einbettung i : Z ↪→ R adjungiert ist zu ϕ. Mit der
Natürlichkeit der Fouriertransformation 13.3.4.3 erhalten wir das Kommutatiren
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im oberen rechten Quadrat des Diagramms

S(R) ·dt //

σ

��

M(R)
Fb //

ϕ∗
��

S(R)

◦i
��

S(S1)
·µ //

IIIIIIIII

IIIIIIIII
M(S1)

Fp // S(Z)

·ζ
��

S(S1)

·µ
OO

M(Z)
Fp̄oo

Im Quadrat unten rechts meint µ das normierte Haarmaß auf der Kreisgruppe
und ζ dem Zählmaß auf Z, das das zugehörige Plancherelmaß ist, so daß ein-
mal im Kreis herumgehen an jeder Stelle die Identität ist nach der Inversions-
formel 13.3.7.13. Ganz links ist σ : f 7→ g̃ gegeben durch das Aufsummieren
g̃(ϕ(t)) :=

∑
n∈Z f(t+n) und macht das linke obere Quadrat kommutativ. Füllen

wir oben links eine Schwartzfunktion ein und lassen sie auf beiden Wegen nach
unten in die Mitte laufen und werten das Resultat bei Null aus, so ergibt sich die
Poissonformel.

13.3.7.17 (Injektivität der Fouriertransformation auf Maßen). Gegeben eine
Fouriergruppe G erhalten wir durch die Vorschrift f 7→

(
µ 7→

∫
fµ
)

eine Inklu-
sion int : L∞(G) ↪→ M(G)∗ und durch die Vorschrift µ 7→

(
f 7→

∫
fµ
)

eine
Inklusion int : M(G) ↪→ S(G)∗ und mit diesen Vertikalen und der Transponier-
ten der Fouriertransformation F̄ = Fā zur Charakterpaarung ā : Ĝ × G → S1,
(χ, g) 7→ χ(g) in der unteren Horizontalen ein kommutatives Diagramm

M(G)

int

��

F // L∞(Ĝ)

int
��

S(G)∗ F̄> //M(Ĝ)∗

Es zeigt, daß unsere Fouriertransformation von komplexen Maßen nur das Maß
Null zur Nullfunktion macht. Die behaupteten Injektivitäten in den Vertikalen
zeigt man wie im Fall G = Rn in 13.3.3.12 folgende.

13.3.7.18 (Verträglichkeit der Transformation von Maßen und L2-Funktionen).
Gegeben eine Fouriergruppe G betrachten wir den Raum Lloc

S (G) aller meßbaren
fast überall definierten Funktionen f : G 99K C mit der Eigenschaft, daß ihr
Produkt mit jeder Schwartzfunktion nach jedem Haarmaß integrierbar ist. Offen-
sichtlich liegen für alle p ∈ [1,∞] alle Lp-Funktionen in Bezug auf ein und jedes
Haarmaß in diesem Teilraum. Halten wir ein Haarmaß λ fest, so erhalten wir durch
die Vorschrift f 7→

(
g 7→

∫
fgλ

)
eine Inklusion intλ : Lloc

S (G) ↪→ S(G)∗. Mit
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diesen Abbildungen erhalten wir nun kommutative Diagramme

L1(G;λ)

intλ
��

·λ //M(G)

int

��

F // L∞(Ĝ)

int
��

L2(G;λ)

intλ
��

F // L2(Ĝ; λ̂)

int
��

S(G)∗ id // S(G)∗ F̄> //M(Ĝ)∗ S(G)∗ F̄> //M(Ĝ)∗

mit derselben Abbildung F̄> wie in 13.3.7.17 und der Fouriertransformation für
L2-Funktionen oben rechts. Man zeigt das wie im Fall von Rn beim Beweis von
13.3.3.9, ich führe das hier nicht mehr so genau aus. Es folgt wieder, daß die durch
direktes Integrieren auf L1-Funktionen erklärte Transformation und die durch ste-
tige Fortsetzung vom Schwartzraum auf L2-Funktionen erklärte Transformation
auf dem Schnitt L1(G;λ)∩L2(G;λ) übereinstimmen. Ebenso folgt auch, daß uns
für L1-Funktionen f mit nach Haarmaßen integrierbarer Fouriertransformierten
eine nochmalige Transformation ihres Produkts mit dem Plancherelmaß die ur-
sprüngliche Funktion zurückgibt, in Formeln F(Ffλ)λ̂ = f .

Vorschau 13.3.7.19. Sei G eine Fouriergruppe mit Haarmaß µ. Wie in 13.3.3.17
mag man wieder den Raum

S ′ ⊂ S∗

aller temperierten Distributionen als den kleinsten Untervektorraum des vollen
Dualraums S∗ des Raums der Schwartzfunktionen erklären, der (1) alle Linear-
formen umfaßt, die die Gestalt ϕ 7→

∫
fϕµ haben für f : G → C stetig und

betragsmäßig beschränkt durch ein Vielfaches eines Produkts von stetigen Grup-
penhomomorphismen G → R, und der (2) stabil ist unter den Transponierten
∂>ξ : S∗ → S∗ der partiellen Ableitungen ∂ξ : S → S nach Gruppenwegen
ξ : R→ G. Man überlegt sich ohne große Schwierigkeiten, daß die Transponierte
der Fouriertransformation F> : S∗ ∼→M∗ einen Vektorraumisomorphismus

F> : S ′ ∼→M′

auf den temperierten Distributionen induziert und daß sich alle Lp-Funktionen f
als temperierte Distributionen auffassen lassen. Darüberhinaus lassen sich auch
alle endlichen Borelmaße µ als die temperierte Distributionen auffassen vermit-
tels der immergleichen Vorschrift ϕ 7→

∫
ϕµ, und alle bisher betrachteten Varian-

ten der Fouriertransformation können als Einschränkung unserer Transformation
F> : S ′ ∼→ M′ verstanden werden. Es sollte nun weiter so sein, daß es für Fou-
riergruppenG,H und temperierte Distributionen Λ auf G und Γ aufH genau eine
temperierte Distribution Λ�Γ aufG×H gibt mit (Λ�Γ)(f�g) = Λ(f)Γ(g) und
daß die Fouriertransformation von temperierten Distributionen mit � verträglich
ist. Das habe ich mir aber nicht so genau überlegt.
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Beispiel 13.3.7.20. Zum Beispiel sollte die Dirac’sche δ-Distribution δ1 auf S1

der konstanten Funktion auf Z entsprechen, so daß wir sie formal als
∑

n∈Z z
n zu

entwickeln hätten.

Ergänzung 13.3.7.21 (Fouriertransformation von Halbdichten). Ich will kurz
erklären, wie man die Inversionsformel für quadratintegrierbare Funktionen von
der Wahl Haar’scher Maße befreien kann. Gegeben eine Fouriergruppe G erklärt
man dazu den Vektorraum H(G) der Schwartz-Halbdichten auf G, indem man
ausgeht von der Menge aller Paare (f, λ) bestehend aus einer Schwartzfunktion
f ∈ S(G) und einem Haarmaß λ, modulo der Äquivalenzrelation gegeben durch
(f, aλ) ∼ (

√
af, λ) für alle a ∈ R>0. Die Äquivalenzklasse von (f, λ) notieren

wir f
√
λ und die Äquivalenzklasse von (1, λ) abkürzend

√
λ. Es ist klar, wie wir

Schwartzhalbdichten mit Schwartzfunktionen zu multiplizieren haben, und daß
für jedes Haarmaß λ das Multiplizieren mit

√
λ eine Bijektion

(·
√
λ) : S(G)

∼→ H(G)

induziert. Weiter ist klar, daß es auf H(G) genau eine Struktur als C-Vektorraum
gibt, unter der alle diese Bijektionen Vektorraumisomorphismen werden. Schließ-
lich ist auch klar, daß wir für jedes Haarmaß λ einen Vektorraumisomorphismus

(·
√
λ) : H(G)

∼→M(G)

erklären können durch die Vorschrift, daß er nach Vorschalten mit dem zuvor
erklärten Isomorphismus den offensichtlichen Isomorphismus (·λ) : S(G)

∼→
M(G) liefert. Der Sinn dieser Konstruktion besteht nun darin, daß für eine exakte
Charakterpaarung p : G × H → S1 von Fouriergruppen und ein Haarmaß λ auf
G mit zugehörigem Plancherelmaß λ̂ auf H die Komposition

H(G)
√
λ−→M(G)

Fp−→ S(H)

√
λ̂−→ H(H)

von der Wahl von λ gar nicht mehr abhängt und daß die duale Charakterpaarung
die inverse Abbildung liefert. Weiter können wir auf H(G) ein Skalarprodukt er-
klären durch die Vorschrift 〈f

√
λ, g
√
λ〉 :=

∫
f̄ gλ für ein und jedes Haarmaß λ

und unsere Fouriertransformation von Halbdichten wird dann ein Isomorphismus
von Skalarprodukträumen. Die Vervollständigung des SkalarproduktraumsH(G)
zu einem Hilbertraum notieren wir L2(G) und beachten, daß dieser Hilbertraum
von keinerlei Wahlen mehr abhängt und daß die Fouriertransformation zu jeder
exakten Charakterpaarung p : G×H → S1 von Fouriergruppen einen vollständig
kanonischen Hilbertraumisomorphismus Fp,2 : L2(G)

∼→ L2(H) mit Inversem
Fp̄,2 induziert. Die Elemente von L2(G) nennen wir quadratintegrierbare Halb-
dichten aufG. Wir können also unser Diagramm aus 13.3.7.13 ergänzen zu einem
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kommutativen Diagramm

M(G)
Fp
∼
// S(H)

·√µ
∼

$$IIIIIIIII

H(G)

·
√
λ
∼

::uuuuuuuuu
� � // L2(G) oo

Fp,2
Fp̄,2

// L2(H) H(H)

·√µ
∼

zzuuuuuuuuu
? _oo

S(G)
·
√
λ

∼
ddIIIIIIIII

M(H)
Fp̄
∼

oo

In diesem Diagramm sind alle Morphismen des äußeren Sechsecks Isomorphis-
men und einmal im Kreis herumgehen ist die Identität und zusätzlich hängen we-
der unsere Räume von glatten und quadratintegrierbaren Halbdichten noch die
jeweils dazwischen induzierten Isomorphismen von der Wahl eines Haarmaßes λ
mit zugehörigem Plancherelmaß µ ab.

Übungen

Übung 13.3.7.22 (Koordinatenfreie Poisson’sche Summationsformel). Gege-
ben seien eine Charakterpaarung a : V × V̂ → S1 endlichdimensionaler reeller
Vektorräume und Γ ⊂ V ein Gitter alias das Gruppenerzeugnis einer Basis von
V und λ = λΓ das Haarmaß auf V , das dadurch normalisiert ist, daß für eine und
jede Basis v1, . . . , vn von V , die das Gitter Γ erzeugt, gilt λ(

∑n
i=1[0, 1]vi) = 1.

Sei weiter
Γ∧ := {v̂ ∈ V̂ | 〈〈γ, v̂〉〉a = 1 ∀γ ∈ Γ}

das zu Γ „duale Gitter“. Ist dann f ∈ S(V ) eine Schwartzfunktion auf V und
f̂ := Fa(fλ) die Fouriertransformierte des Maßes fλ, so gilt∑

γ∈Γ

f(γ) =
∑
κ∈Γ∧

f̂(κ)

13.3.8 Translationsinvariante Teilräume*
13.3.8.1. In diesem Abschnitt wird erklärt, wie man mithilfe der Fouriertheorie
die abgeschlossenen translationsinvarianten Teilräume des Raums der quadratin-
tegrierbaren Funktionen auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum be-
stimmen kann. Wir werden das Resultat nicht benötigen, es wird später durch die
Theorie der unitären Darstellungen von Vektorräumen überholt. Jedoch mag es
für manche Vorlesung einen netten Abschluß liefern.

Definition 13.3.8.2. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Ein Teil-
raum M ⊂ L2(V ) heißt translationsinvariant, wenn er für alle a ∈ V invariant
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ist unter der Translation τa : L2(V )→ L2(V ) gegeben durch (τaf)(x) = f(x−a),
wenn also in Formeln gilt

f ∈M ⇒ τaf ∈M ∀ a ∈ V

Beispiel 13.3.8.3. Für E ⊂ V̂ Borel-meßbar ist das Bild von χEL2(V̂ ) = L2(E)
unter der Fouriertransformation nach 13.3.5.13 ein translationsinvarianter Teil-
raum von L2(V ), und nach ?? ist dieser Teilraum auch abgeschlossen. Wir zeigen
nun, daß diese Konstruktion bereits alle Beispiele für abgeschlossene translations-
invariante Teilräume liefert.

Satz 13.3.8.4 (Translationsinvariante Teilräume in L2(V )). Sei V ein endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum. So gilt:

1. Jeder translationsinvariante abgeschlossene Teilraum M ⊂ L2(V ) ist von
der Form M = L2(E)∧ für eine Borelmenge E ⊂ V̂ .

2. Gegeben eine weitere Borelmenge F ⊂ V̂ gilt L2(E)∧ = L2(F )∧ genau
dann, wenn E\F und F\E in Bezug auf ein und jedes Haarmaß Nullmen-
gen sind.

13.3.8.5. Im Fall einer Veränderlichen mag man die Aussage dieses Satzes da-
hingegehend zusammenfassen, daß die translationsinvarianten abgeschlossenen
Teilräume durch die Vorgabe gewisser „erlaubter Frequenzanteile“ beschrieben
werden können, also umgangssprachlich durch die Angabe des „erlaubten Ton-
umfangs“.

Beweis. Die zweite Behauptung ist klar. Für die Erste wählen wir ein Haarmaß λ
und bemerken, daß ein Teilraum von L2(V ;λ) nach 13.3.5.13 invariant ist unter
allen Translationen genau dann, wenn sein Bild unter der Fouriertransformation
invariant ist unter allen Multiplikationen mit Charakteren. Damit folgt unser Satz
aus der anschließenden Proposition 13.3.8.6.

Proposition 13.3.8.6. Seien W ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
µ ein Borelmaß auf W . So hat jeder unter der Multiplikation mit allen unitären
Charakteren von W invariante abgeschlossene Teilraum M ⊂ L2(W ;µ) die Ge-
stalt M = L2(E) für eine Borelmenge in E ⊂ W .

Beweis. Sei P : L2(W ;µ)→M der orthogonale Projektor. Natürlich gilt

〈Pf, g〉 = 〈Pf, Pg〉 = 〈f, Pg〉

für alle f, g ∈ L2(W ;µ). Für jeden Charakter χ ∈ Ŵ gilt offensichtlich P (χf) =
χ(Pf). Wir folgern 〈Pf, χg〉 = 〈f, χPg〉 für alle χ ∈ Ŵ oder ausgeschrieben∫

Pf · χg =

∫
f̄ · χPg
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Nach 13.3.3.15 haben aber zwei kompexe Maße nur dann dieselbe Fouriertrans-
formierte, wenn sie übereinstimmen. Damit folgt die Gleichheit von Maßen

(Pf)gµ = f̄(Pg)µ

Wir wählen nun g ∈ L2 Borelmeßbar und quadratintegrierbar mit g(y) > 0 für
alle y ∈ W und setzen ϕ(y) = (Pg)(y)/g(y). Dann folgt aus unserer Gleichheit
von Maßen mit 13.3.2.34 die Gleichheit (Pf)(y) = ϕ(y)f(y) für fast alle y. Da
aber gilt P 2 = P , nimmt ϕ(y) fast überall nur die Werte 0 und 1 an. Also gibt es
eine Borelmenge E ⊂ W mit Pf = [E]f . Nun gilt aber f = [E]f ⇔ f ∈ L2(E)
und es folgt M = L2(E).

13.3.9 Faltung von Maßen und Funktionen*
Definition 13.3.9.1 (Faltung von Maßen mit stetigen Funktionen). Ist V ein
endlichdimensionaler reeller Vektorraum, µ ∈ M(V ) ein komplexes Maß auf V
und f : V → C stetig und beschränkt, so erklären wir eine weitere stetige be-
schränkte Funktion µ ∗ f auf V durch die Vorschrift

(µ ∗ f)(x) :=

∫
f(x− y) µ〈y〉

Es reicht hier, die Stetigkeit der Funktion µ ∗ f im Fall positiver endlicher Maße
µ zu zeigen, in dem sie leicht aus dem Satz über dominierte Konvergenz folgt.

Beispiel 13.3.9.2 (Faltung mit Diracmaßen). Ist V ein endlichdimensionaler re-
eller Vektorraum, E ⊂ V eine endliche Teilmenge und µ =

∑
y∈E ayδy eine

Linearkombination von Diracmaßen mit komplexen Koeffizienten, so haben wir

µ ∗ f =
∑
y∈E

ay(τyf)

für τyf die um y verschobene Funktion gegeben durch (τyf)(x) = f(x − y).
Ähnliches gilt allgemeiner für abzählbare Linearkominationen von Diracmaßen
mit einer absolut konvergenten Familie von Koeffizienten.

Lemma 13.3.9.3 (Faltung von Maßen mit Lp-Funktionen). Seien V ein end-
lichdimensionaler reeller Vektorraum, µ ∈ M(V ; [0,∞)) ein endliches Maß auf
V und f : V → C eine Lp-Funktion in Bezug auf ein Haar-Maß λ für 1 ≤ p <∞.
So ist die Funktion y 7→ f(x − y) für alle x ∈ V außerhalb einer λ-Nullmenge
integrierbar in Bezug auf µ und die fast überall definierte Funktion

x 7→
∫
f(x− y) µ〈y〉

ist wieder eine Lp-Funktion. Sie heißt die Faltung (µ ∗ f)(x) des Maßes µ mit
der Funktion f und erfüllt die Abschätzung ‖µ ∗ f‖p ≤ µ(V )‖f‖p.
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13.3.9.4. Wir erklären die Faltung von beliebigen komplexen Maßen mit Lp-Funk-
tionen M(V )× Lp(V )→ Lp(V ), (µ, f) 7→ µ ∗ f dann durch lineare Fortsetzung.
Im Rückblick wird sich die Konvolution von Maßen mit stetigen Funktionen oder
auch mit Lp-Funktionen als Spezialfall der allgemeinen Konstruktion einer „Ope-
ration von Maßen auf Darstellungen“ erweisen, wie sie in 13.4.10.3 in einem an-
deren Spezialfall diskutiert wird.

Beweis. Der Satz von Fubini zeigt, daß für jedes Haar-Maß λ das Produktmaß
λ� µ unter der Scherung S : V × V → V × V , (x, y) 7→ (x− y, y) invariant ist,
in Formeln S : λ� µ ; λ� µ. Wir behandeln nun zunächst den Fall p = 1. Für
f ∈ L1(V ;λ) bilden wir die Funktion (f ◦ pr1) : (x, y) 7→ f(x) und nach Fubini
gilt

(f ◦ pr1) ∈ L1(V × V ;λ� µ)

Daraus folgt, daß auch (f ◦pr1 ◦S) : (x, y) 7→ f(x− y) integrierbar ist unter dem
Produktmaß, und der Satz von Fubini zeigt dann die Behauptung. Im Fall von be-
liebigem p können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit f nichtnegativ an-
nehmen. Dann können wir unsere bis hier gewonnenen Erkenntnisse auf die Funk-
tion fp anwenden und erhalten so, daß y 7→ f(x − y)p für alle x außerhalb einer
λ-Nullmenge nach µ〈y〉 integriert werden kann. Bemerkung 13.2.3.15 aus dem
Kontext der Hölderungleichung angewandt auf die Funktion hx(y) = f(x − y)
aus Lp(V ;µ) und die konstante Funktion 1 aus Lq(V ;µ) zeigt dann, daß für alle
x außerhalb derselben λ-Nullmenge die Funktion hx nach µ〈y〉 integrierbar ist.
Bezeichnen wir dies Integral wie im Satz mit (µ ∗ f)(x), so zeigt die Hölderun-
gleichung 13.2.3.15 weiter

|(µ ∗ f)(x)| ≤ ‖hx‖1 ≤ ‖1‖q‖hx‖p
für alle x außerhalb unserer λ-Nullmenge. Schreiben wir andererseits f als punkt-
weisen Grenzwert einer monoton wachsenden Folge nichtnegativer integrierbarer
Funktionen, so zeigt der bereits behandelte Fall p = 1 auch, daß x 7→ (µ∗f)(x) als
fast überall definierte Funktion meßbar sein muß. Bilden wir nun auf beiden Seiten
die p-te Potenz und integrieren über λ〈x〉, so ergibt sich wegen ‖1‖q = µ(V )1/q

sofort ∫
|(µ ∗ f)(x)|p λ〈x〉 ≤ µ(V )p/q

(∫
|f(x− y)|p (λ� µ)〈x, y〉

)
= µ(V )1+p/q‖f‖pp = µ(V )p‖f‖pp

und damit ist µ ∗ f wieder eine Lp-Funktion mit ‖µ ∗ f‖p ≤ µ(V )‖f‖p.

13.3.9.5 (Faltung von integrierbaren Funktionen). Sei λ ein Haar-Maß auf ei-
nem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V . Gegeben integrierbare Funktio-
nen f, g ∈ L1(V ;λ) erklären wir ihre Faltung, eine weitere integrierbare Funkti-
on, durch die Vorschrift

f ∗λ g := (fλ) ∗ g
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Ein Quader Q und sein Bild S(Q) unter der Scherung S : R2 → R2 gegeben
durch (x, y) 7→ (x− y, y). Berechnen wir die Maße unter λ� µ für λ ein

Haarmaß und µ ein beliebiges σ-endliches Maß, indem wir erst horizontal nach x
und dann vertikal nach y integrieren, so erkennen wir unmittelbar, daß Q und

S(Q) dasselbe Maß haben.



2276 KAPITEL 13. ANALYSIS 3

oder explizit (f ∗λg)(x) =
∫
g(x−y)f(y)λ〈y〉. Die durch Multiplikation mit dem

Maß λ nach 13.3.2.34 induzierte Einbettung L1(V ;λ) ↪→ M(V ) ist nach 13.3.9.7
verträglich mit den jeweiligen Konvolutionen, in Formeln

(f ∗λ g)λ = (fλ) ∗ (gλ)

Insbesondere ist also auch die Faltung ∗λ von integrierbaren Funktionen assoziativ
und kommutativ. Unsere mathematisch standardisierte Fouriertransformation aus
13.3.1.2 verträgt sich jedoch nicht so gut mit der Faltung von Funktionen wie
die abstrakte Fouriertransformation mit der Faltung von Maßen, genauer gilt für
integrierbare Funktionen f, g auf Rn und Faltung in Bezug auf das Lebesgue-Maß
die Formel

(f ∗ g)∧ = (2π)n/2(f∧ · g∧)

Der Vorfaktor rührt daher, daß wir ja die mathematisch standardisierte Fourier-
transformierte einer Funktion f ∈ L1(Rn; dnx) erklärt hatten als die Fouriertrans-
formierte des Maßes (2π)−n/2f dnx. In diesem Zusammenhang erweist sich die
in 13.3.1.3 erwähnte stochastisch standardisierte Fouriertransformation als güns-
tiger, die jedoch hinwiederum in 13.3.1.5 Komplikationen verursacht.

Übungen

Übung 13.3.9.6. Sind V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, µ, ν ∈
M(V ) komplexe Maße auf V und f : V → C stetig und beschränkt, so gilt

µ ∗ (ν ∗ f) = (µ ∗ ν) ∗ f

Übung 13.3.9.7. Gegeben ein Haarmaß λ auf einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum V und f ∈ L1(V ;λ) zeige man für jedes weitere komplexe Maß
µ ∈ M(V ) die Gleichheit von Maßen (µ ∗ f)λ = µ ∗ (fλ).

Übung 13.3.9.8. Für die für v > 0 um den Faktor
√
v verzerrten und auf Integral

Eins normierten Gauss’schen Glockenkurven Gv(x) := 1√
2πv

exp(−x2/2v) wird
die Faltung in Bezug auf das Lebesguemaß gegeben durch

Gu ∗Gv = Gu+v

Übung 13.3.9.9. Man prüfe für die Standard-Normalverteilung µ = e−x
2/2 dx/

√
2π

die Formel
∫
x2µ〈x〉 = 1. Weiter prüfe man für das Gv aus 13.3.9.8 auch die For-

mel
∫
x2Gv(x) dx = v. In der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie hat also

eine reelle Zufallsvariable mit der Verteilung Gv(x) dx Varianz v und Standard-
abweichung

√
v.
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13.3.10 Topologie der Charaktergruppe*
13.3.10.1. In diesem Abschnitt soll besprochen werden, warum und inwiefern es
zu jeder Fouriergruppe im wesentlichen nur genau eine Charakterpaarung gibt.

Definition 13.3.10.2. Gegeben topologische Räume X, Y bezeichne Top(X, Y )
die Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y . Gegeben Teilmengen K ⊂
X und U ⊂ Y bezeichne

O(K,U) ⊂ Top(X, Y )

die Menge aller stetigen Abbildungen f : X → Y mit f(K) ⊂ U . Die auf
Top(X, Y ) von den Mengen O(K,U) für K ⊂ X kompakt und U ⊂◦ Y offen
erzeugte Topologie heißt die kompakt-offene Topologie. Wir denken uns Räume
stetiger Abbildungen im Zweifelsfall stets mit dieser Topologie versehen und ver-
wenden für den so entstehenden topologischen Raum die Notation

C(X, Y )

Lemma 13.3.10.3 (Funktorialitäten der kompaktoffenen Topologie). Gegeben
stetige Abbildungen f : X ′ → X und g : Y → Y ′ sind auch die induzierten
Abbildungen (◦f) : C(X, Y )→ C(X ′, Y ) und (g◦) : C(X, Y )→ C(X, Y ′) stetig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus (◦f)−1O(K ′, U) = O(f(K ′), U), da das
Bild f(K ′) eines Kompaktums K ′ nach ?? wieder kompakt ist. Die zweite Be-
hauptung folgt aus (g◦)−1O(K,U ′) = O(K, g−1(U ′)), da das Urbild g−1(U ′)
einer offenen Menge U ′ wieder offen ist.

Satz 13.3.10.4 (Exponentialgesetz). Gegeben X, Y, Z topologische Räume und
f : X × Y → Z eine stetige Abbildung ist auch die induzierte Abbildung F :
X → C(Y, Z) stetig. Ist Y lokal kompakt, so erhalten wir auf diese Weise eine
Bijektion

Top(X × Y, Z)
∼→ Top(X, C(Y, Z))

Beweis. Gegeben K ⊂ Y kompakt und W ⊂◦ Z offen und x ∈ X mit F (x) ∈
O(K,W ) gilt es, eine Umgebung U ⊂◦ X von x zu finden mit F (U) ⊂ O(K,W ),
denn dann ist F−1(O(K,W )) offen und damit F nach 13.1.4.14 stetig. Nun sagen
unsere Annahmen f(x ×K) ⊂ W . Für jedes y ∈ K gibt es nach der Definition
der Produkttopologie eine Umgebung Uy ⊂◦ X von x und eine Umgebung Vy ⊂◦ Y
von y mit f(Uy × Vy) ⊂ W . Endlich viele der Vy überdecken das Kompaktum
K, sagen wir die Vy für y ∈ E mit E ⊂ K endlich. Dann ist U :=

⋂
y∈E Uy

die gesuchte Umgebung U von x. Sei nun umgekehrt F : X → C(Y, Z) stetig
und sei f : X × Y → Z die induzierte Abbildung. Es gilt zu zeigen, daß f
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Illustration zum Beweis von Satz 13.3.10.4. Das Bild kommt von dem Beweis
des Spezialfalls 11.2.5.4. Das p im Bild heißt in unserem Beweis x, das η im Bild

ist so gewählt, daß der η-Ball um x alias p in V enthalten wäre.
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stetig ist an jeder Stelle (x, y) ∈ X × Y . Sei also W ⊂◦ Z eine offene Umgebung
von f(x, y) = (F (x))(y). Nach Annahme ist F (x) : Y → Z stetig und Y lokal
kompakt, folglich gibt es eine kompakte UmgebungK von y mit (F (x))(K) ⊂ W
alias F (x) ∈ O(K,W ). Da nun auch die Abbildung F : X → C(Y, Z) stetig ist
bei x, gibt es dann auch eine Umgebung U ⊂ X von x mit F (U) ⊂ O(K,W ),
also mit f(U × K) ⊂ W . Damit ist U × K die gesuchte Umgebung von (x, y),
die unter f nach W abgebildet wird.

Korollar 13.3.10.5. Gegeben topologische Räume X, Y, Z mit X lokal kompakt
liefert die offensichtliche stetige Abbildung einen Homöomorphismus

C(X, Y × Z)
∼→ C(X, Y )× C(X,Z)

Vorschau 13.3.10.6. In kategorieller Sprache ausgedrückt besagt unser Korollar,
daß der Funktor C(X, ) : Top→ Top verträglich ist mit Produkten.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß für jeden topologischen Raum T unsere stetige
Abbildung eine Bijektion

Top
(
T, C(X, Y × Z)

) ∼→ Top
(
T, C(X, Y )× C(X,Z)

)
induziert. Mit dem Exponentialgesetz 13.3.10.4 folgt das, wenn wir zeigen, daß
die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

Top(T ×X, Y × Z)
∼→ Top(T ×X, Y )× Top(T ×X,Z)

induziert. Das aber ist klar.

Korollar* 13.3.10.7 (Starkes Exponentialgesetz). GegebenX und Y lokal kom-
pakt ist die Bijektion des Exponentialgesetzes ein Homöomorphismus

C(X × Y, Z)
∼→ C(X, C(Y, Z))

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß unsere Bijektion für jeden topologischen Raum
T eine Bijektion

Top
(
T, C(X × Y, Z)

) ∼→ Top
(
T, C(X, C(Y, Z))

)
induziert. Da Produkte von Kompakta nach Übung 13.1.4.47 kompakt sind und da
sich die induzierte Topologie nach 13.2.7.15 mit der Produkttopologie verträgt, ist
auch X × Y lokal kompakt. Nach dem Exponentialgesetz 13.3.10.4 können wir
also beide Seiten in verträglicher Weise identifizieren mit Top(T×X×Y, Z).

Korollar 13.3.10.8. Die Schmelzkategorie der Fouriergruppen hat internes Hom.
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Beweis. SeienB,Z Fouriergruppen. Wir versehen die Menge aller stetigen Grup-
penhomomorphismen AbTop(B,Z) ⊂ C(B,Z) mit der kompaktoffenen Topolo-
gie und erhalten nach 13.3.10.9 eine topologische Gruppe BV?Z, von der wir
zeigen wollen, daß sie das fragliche interne Hom realisiert. Gegeben weitere Fou-
riergruppen A1, . . . , As induziert die Bijektion

Top(A1 × . . .× As, C(B,Z))
∼→ Top(A1 × . . .× As ×B,Z)

aus dem Exponentialgesetz 13.3.10.4 eine Bijektion

AbTop(A1 × . . .× As, BV?Z)
∼→ AbTop(A1 × . . .× As ×B,Z)

Wir sind also fertig, sobald wir zeigen, daß die abelsche topologische Gruppe
BV?Z auch selbst wieder eine Fouriergruppe ist. Dazu müssen wir nur unsere
Fälle R, S1,Z und Z/mZ jeweils für B und Z durchgehen und in allen sechzehn
Fällen prüfen, daß es paßt.

Lemma 13.3.10.9. Gegeben ein lokal kompakter topologischer Raum X und eine
topologische Gruppe S ist auch C(X,S) mit seiner kompaktoffenen Topologie
eine topologische Gruppe.

Beweis. Die Verknüpfung von C(X,S) ist stetig als die Komposition

C(X,S)× C(X,S)
∼→ C(X,S × S)→ C(X,S)

unserer Produktverträglichkeit 13.3.10.5 mit dem Nachschalten der stetigen Ver-
knüpfung S × S → S. Die Inversenbildung ist stetig als das Nachschalten der
Inversenbildung in S.

Beispiel 13.3.10.10 (Topologie der Charaktergruppe). Gegeben eine lokal kom-
pakte topologische Gruppe G wird ihre Charaktergruppe

Ĝ = X(G) ⊂ C(G,S1)

mit der von der kompaktoffenen Topologie induzierten Topologie als Untergruppe
einer topologischen Gruppe nach Übung 13.2.7.28 selbst eine topologische Grup-
pe. Wir denken uns die Charaktergruppe einer lokal kompakten topologischen
Gruppe von nun an stets mit dieser Topologie versehen. Jeder stetige Gruppenho-
momorphismus ϕ : G→ H in eine weitere lokal kompakte topologische Gruppe
induziert nach 13.3.10.3 durch Vorschalten einen stetigen Gruppenhomomorphis-
mus ϕ̂ : Ĥ → Ĝ alias X(ϕ) : X(H) → X(G) in die Gegenrichtung auf den
Charaktergruppen.
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Beispiel 13.3.10.11 (Charaktergruppe von R). Die durch (x, y) 7→ exp(ixy)
gegebene Charakterpaarung R× R→ S1 induziert einen Homöomorphismus

R ∼→ X(R)

In der Tat ist diese Abbildung bijektiv aufgrund unserer Beschreibung 13.2.7.7
der Einparameteruntergruppen der Kreisgruppe. Sie ist stetig nach dem schwa-
chen Exponentialgesetz 13.3.10.4, da die ursprüngliche Abbildung R × R → S1

stetig war. Schließlich ist das Bild des offenen Intervalls (−a, a) die offene Men-
ge O([−π/2a, π/2a], (Re(z) > 0)) aller Abbildungen, die besagtes Kompaktum
in die offene Halbebene {z | Re(z) > 0} abbilden. Durch Verschieben sehen
wir, daß alle offenen Intervalle c + (−a, a) = (c − a, c + a) auf offene Mengen
abgebildet werden. Damit ist unsere Abbildung auch offen.
Beispiel 13.3.10.12 (Charaktergruppe von S1). Ganz allgemein ist die Topo-
logie auf der Charaktergruppe jeder kompakten Hausdorffgruppe K, die ja stets
lokal kompakt sein muß nach 13.1.10.7, die diskrete Topologie. In der Tat besteht
die offene Teilmenge X(K) ∩ O(K, (Re(z) > 0)) nur aus dem neutralen Ele-
ment, denn unsere Halbebene umfaßt keine nichttriviale Untergruppe von S1. Die
Charakterpaarung S1 × Z → S1 gegeben durch (z, n) 7→ zn liefert mithin einen
Homöomorphismus

Z ∼→ X(S1)

Beispiel 13.3.10.13 (Charaktergruppe von Z). Die durch (z, n) 7→ zn gegebene
Charakterpaarung S1 × Z→ S1 liefert einen Homöomorphismus

S1 ∼→ X(Z)

Die Stetigkeit ist wieder klar. Andererseits ist X(Z) Hausdorff, ja C(X, Y ) ist
für Y Hausdorff offensichtlich stets auch Hausdorff. Unsere stetige Abbildung
S1 ∼→ X(Z) bildet nun Kompakta auf Kompakta ab und damit auch abgeschlosse-
ne Mengen auf abgeschlossene Mengen und ist folglich ein Homöomorphismus.
Beispiel 13.3.10.14 (Charaktergruppen endlicher Gruppen). Die Charakter-
gruppe einer endlichen Gruppe ist diskret als Charaktergruppe einer kompakten
Hausdorffgruppe, vergleiche 13.3.10.12, und ist offensichtlich endlich, da jedes
Element endliche Ordnung hat und unter einem Gruppenhomomorphismus nach
S1 nur auf die endlich vielen entsprechenden Einheitswurzeln abgebildet werden
kann.

Lemma 13.3.10.15 (Produktverträglichkeit der Charaktergruppe). Gegeben
lokal kompakte Hausdorffgruppen G,H ist die vom Rückzug längs der Einbettun-
gen inG : G→ G×H, g 7→ (g, 1) und inH : H → G×H, h 7→ (1, h) induzierte
Abbildung ein Homöomorphismus

(X(inG),X(inH)) : X(G×H)
∼→ X(G)× X(H)
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Beweis. Sie haben bereits in 13.2.7.31 geprüft, daß diese Abbildung bijektiv ist.
Die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit von X(inG) und X(inH). Andererseits be-
trachten wir die stetigen Abbildungen X(prG) : X(G)→ X(G×H) und X(prH) :
X(H)→ X(G×H). Die Abbildung

(+) ◦ (X(prG)× X(prH)) : X(G)× X(H)→ X(G×H)

ist dann stetig als Verknüpfung stetiger Abbildungen. Man sieht aber leicht, daß
sie zur Abbildung aus unserem Lemma invers ist.

Satz 13.3.10.16 (Pontrjagin-Dualität für Fouriergruppen). Gegeben eine Fou-
riergruppe G ist auch ihre Charaktergruppe Ĝ = X(G) eine Fouriergruppe, das
Auswerten induziert eine Charakterpaarung a : G × X(G) → S1 und die zu-
gehörige Abbildung ist ein Isomorphismus von topologischen Gruppen

G
∼→ X(X(G))

Beweis. Für G die reelle Zahlengerade, die Kreisgruppe oder eine diskrete zykli-
sche Gruppe hatten wir das schon in den vorangehenden Beispielen gesehen. Der
Fall einer beliebigen Fouriergruppe folgt dann aus der Produktverträglichkeit der
Charaktergruppe 13.3.10.15.

Vorschau 13.3.10.17. Der vorhergehende Satz gilt allgemeiner für lokal kompakte
abelsche Hausdorffgruppen an Stelle unserer Fouriergruppen, aber die Beweise
werden dann mühsamer.

Satz 13.3.10.18 (Eindeutigkeit von Charakterpaarungen). Ist G × X → S1

eine Charakterpaarung von Fouriergruppen, so ist die davon induzierte Bijektion
ein Homöomorphismus X ∼→ X(G).

Beweis. Ist G×X → S1 eine Charakterpaarung von Fouriergruppen, so folgt die
Stetigkeit der induzierten Bijektion X ∼→ X(G) aus dem schwachen Exponenti-
algesetz 13.3.10.4. Als stetiger bijektiver Homomorphismus von Fouriergruppen
muß unsere Abbildung dann nach dem anschließenden Lemma 13.3.10.19 ein Ho-
möomorphismus sein.

Lemma 13.3.10.19. Jeder stetige bijektive Homomorphismus ϕ : G → H von
Fouriergruppen ist bereits ein Homöomorphismus.

13.3.10.20. Dieses Lemma ist für lokal kompakte Hausdorffgruppen nicht mehr
richtig. Zum Beispiel ist der stetige GruppenhomomorphismusRδ → R vonRmit
der diskreten Topologie nach R mit seiner üblichen Topologie kein Homöomor-
phismus.
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Beweis. Jeder stetige Homomorphismus bildet die Zusammenhangskomponente
der Eins alias die Einskomponente G◦ ⊂ G in die Einskomponente H◦ ⊂ H
ab. Diese Einskomponenten sind offene Untergruppen und isomorph zu topolo-
gischen Gruppen der Gestalt Ra × (S1)b. Wir finden nach dem, was wir schon
wissen, eine Ergänzung der von ϕ induzierten Abbildung ϕ◦ : G◦ → H◦ zu ei-
nem kommutativen Diagramm von stetigen Gruppenhomomorphismen

Rm

����

// Rn

����
G◦

ϕ◦ // H◦

mit offenen Surjektionen mit abzählbarem Kern in den Vertikalen und einer R-
linearen Abbildung als oberer Horizontale. Ist ϕ injektiv, so muß diese R-lineare
Abbildung abzählbaren Kern haben, also injektiv sein. Ist ϕ surjektiv, so muß
H◦/ϕ◦(G◦) abzählbar sein, da G/G◦ für eine Fouriergruppe G stets abzählbar ist.
Also muß unsere R-lineare Abbildung dann surjektiv sein. Ist ϕ bijektiv, so muß
sie mithin bijektiv und insbesondere offen sein. Dann aber ist auch ϕ : G◦ → H◦

und schließlich ϕ : G→ H selbst offen, also ein Homöomorphismus.

Übungen

Übung 13.3.10.21 (Nichtunitäre Charaktergruppe). Gegeben eine lokal kom-
pakte Hausdorffgruppe G erklären wir ihre nichtunitäre Charaktergruppe als
die Gruppe

Xnu(G) := GrpTop(G,C×)

aller stetigen Gruppenhomomorphismen nach C×. Man zeige, daß Xnu(G) ⊂
C(G,C×) mit der von der kompaktoffenen Topologie induzierten Topologie ei-
ne topologische Gruppe ist und daß jeder stetige Gruppenhomomorphismus ϕ :
G → H durch Vorschalten einen stetigen Gruppenhomomorphismus in die Ge-
genrichtung ϕ̂ : Xnu(H)→ Xnu(G) induziert.

Übung 13.3.10.22 (Nichtunitäre Charaktergruppe von R). Die Abbildung R×
C→ C× gegeben durch (x, y) 7→ exp(ixy) induziert einen Homöomorphismus

C ∼→ Xnu(R)
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13.4 Spektraltheorie in Hilberträumen*

13.4.1 Unitäre Darstellungen von R
Definition 13.4.1.1. Die unitären Automorphismen eines Hilbertraums H bilden
eine Gruppe U(H). Eine unitäre Darstellung vonR ist ein Paar (H, ρ) bestehend
aus einem Hilbertraum H und einem Gruppenhomomorphismus ρ : R → U(H)
derart, daß die zugehörige Operation R×H → H, (t, v) 7→ (ρ(t))(v) stetig ist für
die Produktmetrik aufR×H. Gleichbedeutend reden wir auch von einer unitären
Operation von R aufH.

13.4.1.2. In Formeln fordern wir von unserer Abbildung ρ also

ρ(s+ t) = ρ(s) ◦ ρ(t) ∀s, t ∈ R

Unitäre Darstellungen vonR sind in der Quantenmechanik von grundlegender Be-
deutung, da die zeitliche Entwicklung jedes quantenmechanischen Systems durch
eine unitäre Operation von R oder noch präziser von der dazu isomorphen Grup-
pe ~T der Zeitspannen auf dem Hilbertraum H seiner Zustände modelliert wird.
Als erstes Beispiel betrachten wir auf R das Lebesgue-Maß dt und die unitäre
Darstellung von R auf H = L2(R; dt) durch das Verschieben von Funktionen
ρ(t)f = τtf , deren Stetigkeit in 13.2.6.10 gezeigt wurde. Der folgende Satz
13.4.1.4 soll als Leitbild für die Entwicklung der Spektraltheorie dienen, die wir
anschließend in Angriff nehmen werden. Er stellt eine große Klasse von Beispie-
len bereit und wirft zugleich Licht auf die allgemeine Struktur.

Vorschau 13.4.1.3. Man kann U(H) so mit der Struktur einer topologischen Grup-
pe versehen, daß unsere unitären Darstellungen gerade die Gruppenwege in U(H)
sind. Das leistet die sogenannte „starke Operatortopologie“, die definiert ist als
die „Initialtopologie“ zu allen Auswertungen an Vektoren U(H)→ H, vergleiche
15.2.1.27.

Satz 13.4.1.4 (Lokale Struktur unitärer Darstellungen von R). GegebenH ein
Hilbertraum, ρ : R → U(H) eine unitäre Darstellung von R und v ∈ H ein Vek-
tor gibt es genau ein Paar (µ, ϕ) bestehend aus einem endlichen nichtnegativen
Borelmaß µ = µv auf R und einer unitären Einbettung ϕ : L2(R;µ) ↪→ H derart,
daß gilt ϕ(1) = v und

ρ(t) ◦ ϕ = ϕ ◦ (eitx ·) ∀t ∈ R

13.4.1.5. Das Symbol x ist hier in dem Sinne zu verstehen, daß Elemente f ∈
L2(R;µ) durch Funktionen f(x) repräsentiert werden. Für jedes feste t ∈ R ist
also mit (eitx ·) die Abbildung (eitx ·) : L2(R;µ) → L2(R;µ) gemeint ist, die ein
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Illustration zur Operation von R auf L2(R;µ). Den Graph einer Funktion R→ C
mag man sich als Teilmenge von R3 vorstellen, die eingezeichneten Kreise sind

jeweils als S1 ⊂ C zu verstehen und die Multiplikation mit eixt für festes t
bedeutet das Drehen um geeignet von x abhängende Winkel in den jeweiligen

Ebenen {x} × C, anschaulich also ein Verdrillen des Graphen.
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f ∈ L2(R;µ) auf diejenige fast überall definierte Funktion abbildet, die an der
Stelle x ∈ R den Wert eitx f(x) annimmt. Die 1 meint die konstante Funktion 1
auf R, die ja in Bezug auf jedes endliche Borelmaß quadratintegrierbar ist. Das
Wörtchen „lokal“ spielt darauf an, daß die Darstellung in gewisser Weise nur „lo-
kal um den Vektor v“ beschrieben wird. Eine globale Beschreibung werden wir
als „Spektralzerlegung“ in 13.4.9.1 kennenlernen und aus dieser Spektralzerle-
gung leiten wir dann auch erst den obigen Satz über die lokale Struktur her. Der
besseren Übersichtlichkeit halber stelle ich die Abbildungen dieses Satzes auch
noch in einem kommutativen Diagramm dar:

(x 7→ f(x)) ∈ L2(R;µ)
ϕ
↪→ H7→

(eitx ·) ↓ ↓ ρ(t)

(x 7→ eitx f(x)) ∈ L2(R;µ)
ϕ
↪→ H

1 7→ v

13.4.1.6. Ich formuliere diesen Satz auch noch im unwesentlich allgemeineren
Fall einer Geradengruppe, als da heißt der additiven Gruppe G eines eindi-
mensionalen reellen Vektorraums. Diese Allgemeinheit scheint mir aus mehre-
ren Gründen sinnvoll: Erstens hoffe ich, daß selbst im Fall G = R die Aussage
übersichtlicher wird, wenn in der Notation die drei verschiedenen Bedeutungen
von R als (1) dargestellte Gruppe, (2) deren Charaktergruppe und (3) auf dem
Hilbertraum als Unterkörper von C durch die Multiplikation mit Skalaren operie-
render Körper getrennt werden. Zweitens sind Operationen von Geradengruppen
auf Hilberträumen in der Quantenmechanik besonders natürlich, da die zeitliche
Entwicklung jedes quantenmechanischen Systems genau genommen durch eine
unitäre Operation der Gruppe G = ~T aller Zeitspannen auf dem Hilbertraum H
aller Zustände des Systems modelliert wird. Und drittens gilt unser Satz in dieser
Gestalt unverändert für die additive Gruppe jedes endlichdimensionalen reellen
Vektorraums G, etwa auch für die Gruppe ~E der Translationen des Anschauungs-
raums, und mutatis mutandis für G eine beliebige Fouriergruppe oder sogar eine
beliebige kommutative „lokal kompakte Hausdorff’sche topologische Gruppe“.
Bezeichne Ĝ = Grpto(G,S1) den Charakterraum unserer Geradengruppe im Sin-
ne von 13.3.2.25, also die Menge aller stetigen Gruppenhomomorphismen von G
in die Kreislinie S1 ⊂ C×. Auf diesem Charakterraum haben wir in 13.3.2.25 die
Struktur eines reellen Vektorraums erklärt und haben gezeigt, daß er im Fall einer
Geradengruppe die Dimension Eins hat.

Satz 13.4.1.7 (Lokale Struktur unitärer Darstellungen von Geradengruppen).
Gegeben G eine Geradengruppe,H ein Hilbertraum, ρ : G→ U(H) eine unitäre
Darstellung und v ∈ H ein Vektor gibt es genau ein Paar (µ, ϕ) bestehend aus
einem endlichen Borelmaß µ = µv auf der Charaktergruppe Ĝ und einer unitären
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Einbettung ϕ : L2(Ĝ;µ) ↪→ H derart, daß gilt ϕ(1) = v und

ρ(g) ◦ ϕ = ϕ ◦ (g·) ∀g ∈ G

13.4.1.8. Hier ist (g·) zu verstehen als die Multiplikation mit der durch das Aus-
werten an der Stelle g definierten Funktion Ĝ→ C auf der Charaktergruppe. Der
besseren Übersichtlichkeit halber stellen wir die Abbildungen dieses Satzes auch
noch in einem kommutativen Diagramm dar:

(χ 7→ f(χ)) L2(Ĝ;µ)
ϕ
↪→ H7→

(g·) ↓ ↓ ρ(g)

(χ 7→ χ(g)f(χ)) L2(Ĝ;µ)
ϕ
↪→ H

1 7→ v

Hierbei meint χ ∈ Ĝ einen variablen Charakter und f(χ) sowie χ(g) sind nur nur
etwas ausführlichere Darstellungen einer Funktion f : Ĝ → C beziehungsweise
der durch das Auswerten bei g ∈ G gegebenen Funktion Ĝ→ C. Ich schlage vor,
das Maß µ aus dem obigen Satz das Frequenzmaß des Vektors v zu nennen. Im
Fall G = ~T mißt es in gewisser und im endlichdimensionalen Fall in 13.4.1.13
präzisierter Weise, „wie stark verschiedene Frequenzanteile in v vorkommen“.
Die Abbildung ϕ nenne ich die kanonische Einbettung zu unserem Vektor v.

13.4.1.9. Eine Unterdarstellung einer unitären Darstellung (H, ρ) ist ein abge-
schlossenener Teilraum von H, der unter allen ρ(t) in sich selber überführt wird.
Ein Vektor v ∈ H einer Darstellung heißt ein zyklischer Vektor unserer Dar-
stellung, wenn es außer H selbst keine Unterdarstellung gibt, die unseren Vektor
enthält. Ist im vorhergehenden Satz v ein zyklischer Vektor, so ist ϕ ein Isomor-
phismus und liefert sogar eine explizite Beschreibung der „globalen Struktur“ un-
serer Darstellung. Umgekehrt ist in unserem Satz auch die Aussage enthalten, daß
für jedes Borelmaß µ auf R die Funktion 1 die unitäre Darstellung L2(R;µ) nach
13.4.1.23 zyklische Vektoren besitzt, ja sogar, daß für jedes endliche Borelmaß
µ auf R die konstante Funktion 1 ∈ L2(R;µ) ein zyklischer Vektor ist, denn an-
dernfalls läge 1 in einer echten Unterdarstellung H ⊂ L2(R;µ) und wir fänden
dazu neben dem Paar (µ, id) noch ein weiteres mögliches Paar (ν, ϕ), bei dem
ϕ über H faktorisiert, im Widerspruch zur behaupteten Eindeutigkeit. Im allge-
meinen gibt es zwar keinen zyklischen Vektor, aber in jedem Fall ist unser Raum
die Hilbertsumme 13.2.5.11 von abgeschlossenen Unterdarstellungen, die jeweils
einen zyklischen Vektor besitzen. Natürlich kann es viele verschiedene derartige
Zerlegungen geben und im Fall der Existenz eines zyklischen Vektors auch noch
viele andere zyklische Vektoren. Die dadurch erzeugten Mehrdeutigkeiten wer-
den wir in späteren Abschnitten noch sorgfältig studieren. Jetzt diskutieren wir
zunächst einmal beispielhaft den endlichdimensionalen Fall.
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Proposition 13.4.1.10 (Endlichdimensionale unitäre Darstellungen vonR). Ist
ρ : R → U(H) eine unitäre Darstellung von R durch unitäre Endomorphismen
eines Hilbertraums H endlicher Dimension, so gibt es eine Orthonormalbasis
v1, . . . , vn vonH und reelle Zahlen x1, . . . , xn mit

ρ(t)vν = exp(ixνt)vν für alle t ∈ R und 1 ≤ ν ≤ n.

13.4.1.11. In anderen Worten operiert also bezüglich einer geeigneten angeordne-
ten Orthonormalbasis B jedes t ∈ R durch die diagonale Matrix

B[ρ(t)]B = diag(eix1t, . . . , eixnt)

Beweis. Nach 4.1.11.1 ist jede unitäre Matrix diagonalisierbar und hat nur Eigen-
werte der Länge Eins. Insbesondere gilt das für alle ρ(t). Nach 4.7.8.10 ist weiter
jede Familie von paarweise kommutierenden diagonalisierbaren Matrizen simul-
tan diagonalisierbar, wir finden also eine Basis e1, . . . , en von H aus simultanen
Eigenvektoren aller ρ(t). In Bezug auf diese Basis werden alle ρ(t) durch Dia-
gonalmatrizen dargestellt. Die diagonalen Matrixeinträge sind dann stetige Grup-
penhomomorphismen ρνν : R → S1 und damit nach 13.2.7.7 von der Gestalt
ρνν(t) = exp(ixνt) für wohlbestimmte xν ∈ R. Da die Eigenräume der unitären
Automorphismen ρ(t) jeweils paarweise aufeinander senkrecht stehen, gilt

xν 6= xµ ⇒ eν ⊥ eµ

Indem wir jeweils im Erzeugnis der eν zu festem x = xν eine Orthonormal-
basis wählen, erhalten wir die gesuchte Orthonormalbasis v1, . . . , vn von H mit
ρ(t)vν = exp(ixνt)vν für alle t ∈ R.

Vorschau 13.4.1.12. Mit den Methoden der Lietheorie geht das auch schneller.
Nach 22.1.4.5 und 22.1.2.26 ist jeder stetige Gruppenhomomorphismus ρ : R →
U(H) von der Gestalt ρ : t 7→ exp(tA) für genau ein schiefhermitisches alias
schiefadjungiertes A ∈ EndC(H), und damit folgt die Behauptung unmittelbar
aus dem Spektralsatz 4.1.12.15 für selbstadjungierte Abbildungen, angewandt auf
die selbstadjungierte Abbildung iA.

Beispiel 13.4.1.13 (Frequenzmaß im Fall endlicher Dimension). Gegeben ein
Vektor v =

∑
ανvν mit seiner Zerlegung in simultane Eigenvektoren in unserer in

der obigen Proposition 13.4.1.10 diskutierten endlichdimensionalen Darstellung
erhalten wir ein mögliches Paar (µ, ϕ) zu Satz 13.4.1.4, also eine äquivariante
unitäre Einbettung

ϕ : L2(R;µ) ↪→ H
mit 1 7→ v, indem wir als Borelmaß µ die Linearkombination von Diracmaßen

µ = |α1|2δx1 + . . .+ |αn|2δxn
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nehmen und als unitäre Einbettung ϕ : L2(R;µ) ↪→ H die Abbildung ϕ : f 7→∑
f(xν)ανvν . Der Nachweis, daß das in diesem Fall auch das einzige mögliche

derartige Paar ist, sei dem Leser zur Übung überlassen.

Beispiel 13.4.1.14 (Frequenzmaß in einem Fall unendlicher Dimension). Wir
betrachten auf R das Lebesgue-Maß dt und die unitäre Darstellung von R auf
H = L2(R; dt) durch das Verschieben von Funktionen, ρ(t)f = τtf , deren Ste-
tigkeit in 13.2.6.10 gezeigt wurde. Eine entsprechend normalisierte Variante der
Fouriertransformation induziert in diesem Fall einen unitären Isomorphismus von
Hilberträumen

F : L2(R; dx/2π)
∼→ L2(R; dt)

Durch stetige Fortsetzung von 13.3.1.5.2 erkennt man, daß auch für quadratinte-
grierbare Funktionen f gilt F(eitx ·h) = ρ(t)(Fh). Betrachten wir nun als ϕ die
Verknüpfung dieser Fouriertransformation mit der unitären Einbettung

(f∧·) : L2(R; (|f∧|2/2π) dx) ↪→ L2(R; dx/2π)

so ergibt sich zum Vektor g = (f∧)∧, also der Funktion g : x 7→ f(−x), ein
mögliches Paar (µ, ϕ) mit µ = (|f∧(x)|2/2π) dx als Frequenzmaß von g. Daß es
auch das einzig mögliche Paar ist, muß jedoch erst noch gezeigt werden.

13.4.1.15. Um die eben vorgestellten Sätze zu beweisen gilt es, die Theorie weiter
zu entwickeln. Ist (ρ,H) eine unitäre Darstellung von R, so nennen wir einen
Vektor v ∈ H differenzierbar, wenn der Grenzwert

Sv = lim
t→0

ρ(t)v − v
t

existiert. Sicher bilden die differenzierbaren Vektoren einen Teilraum H1 ⊂ H
und S = Sρ : H1 → H ist eine C-lineare Abbildung. Ich will bereits verra-
ten, daß diese lineare Abbildung der infinitesimale Erzeuger unserer Darstellung
heißt, obwohl wir noch nicht wissen, in welcher Weise diese Abbildung denn nun
unsere Darstellung erzeugt. Man beachte jedoch, daß weder der Teilraum der dif-
ferenzierbaren Vektoren abgeschlossen zu sein braucht noch unser infinitesimaler
Erzeuger stetig.

Definition 13.4.1.16. Eine lineare Selbstabbildung eines Hilbertraums heißt selbst-
adjungiert, wenn sie ihre eigene Adjungierte ist. Ist in Formeln H unser Hilber-
traum undA : H → H unsere lineare Abbildung, so heißt in Formeln ausgedrückt
A selbstadjungiert, wenn gilt

〈Av,w〉 = 〈v, Aw〉 ∀v, w ∈ H
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13.4.1.17. Eine lineare Selbstabbildung eines Hilbertraums heißt schiefadjun-
giert, wenn sie das Negative ihrer Adjungierten ist. Eine lineare Abbildung S ist
demnach schiefadjungiert genau dann, wenn iS selbstadjungiert ist.

Proposition 13.4.1.18. Ist (ρ,H) eine unitäre Darstellung von R, in der sämtli-
che Vektoren differenzierbar sind, so ist ihr infinitesimaler Erzeuger S stetig und
schiefadjungiert und für alle t ∈ R gilt

ρ(t) = exp(tS)

mit der Exponentialfunktion von Operatoren aus ??.

Beweis. Sicher gilt ganz allgemein für alle differenzierbaren Vektoren v, w unse-
rer Darstellung die Formel

〈Sv, w〉 = lim
t→0

〈
ρ(t)v − v

t
, w

〉
= lim

t→0

〈
v,
ρ(−t)w − w

t

〉
= −〈v, Sw〉

Sind alle Vektoren von H differenzierbar, in Formeln H1 = H, so ist demnach
S : H → H eine schiefadjungierte lineare Abbildung. Die Stetigkeit von S folgt
damit aus der im Anschluß bewiesenen Proposition 13.4.2.1, nach der schlicht
alle selbstadjungierten und damit natürlich auch alle schiefadjungierten Selbstab-
bildungen eines Hilbertraums stetig sind. Damit folgt dann, daß für alle v ∈ H die
Abbildung t 7→ exp(−tS)ρ(t)v differenzierbar ist und die Ableitung Null hat, wie
der Leser in der anschließenden Übung 13.4.1.21 selbst ausarbeiten mag. Nach ??
ist diese Abbildung also konstant und die Proposition ist bewiesen.

13.4.1.19. Um unitäre Darstellungen von Geradengruppen zu verstehen, gilt es
also, schiefadjungierte oder äquivalent selbstadjungierte Operatoren zu studieren.
Damit werden wir uns nun zunächst beschäftigen.

Übungen

Übung 13.4.1.20. Besitzt jede endlichdimensionale unitäre Darstellung von R
einen zyklischen Vektor? Man finde eine dreidimensionale unitäre Darstellung
von R mit zyklischem Vektor.

Übung 13.4.1.21. Gegeben ein Hilbertraum H, eine stetige lineare Abbildung
S : H → H und eine differenzierbare Abbildung f : R → H zeige man,
daß auch die Abbildung t 7→ exp(tS)f(t) differenzierbar ist mit der Ableitung
S exp(tS)f(t) + exp(tS)f ′(t). Hinweis: Man beachte dazu die Differenzierbar-
keit von R → B(H), t 7→ tS, von exp : B(H) → B(H) bei Null nach 12.1.3.26
und von der Operation B(H)×H → H nach 12.1.6.5.
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Übung 13.4.1.22. Man zeige, daß für jedes Kompaktum K ⊂ R der translations-
invariante Teilraum H = L2(K; dx)∧ ⊂ L2(R; dt) aller Fouriertransformierten
quadratintegrierbarer Funktionen mit Träger in K in Bezug auf die Darstellung
von R durch Translationen vollständig aus differenzierbaren Vektoren besteht und
daß der infinitesimale Erzeuger S in diesem Fall schlicht das negative Ableiten−∂
ist. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Gleichung exp(−t∂)f = τtf
und der Taylorentwicklung?

Übung 13.4.1.23. Gegeben ein Borelmaß µ auf R zeige man, daß die Abbildung
ρ : R → U(L2(R;µ)) mit (ρ(t)f)(x) = eitx f(x) für f ∈ L2(R;µ) eine unitäre
Darstellung ist, daß jedoch ρ als Abbildung von R in den Raum der Operatoren
auf unserem Hilbertraum mit seiner Operatornorm im allgemeinen nicht stetig ist:
Ist µ das Lebesguemaß, so gilt sogar s 6= t⇒ ‖ρ(t)− ρ(s)‖ = 2.

Übung 13.4.1.24. Man zeige unter der Annahme der Gültigkeit von 13.4.1.4: Be-
trachten wir zu einem Borelmaß µ auf R den Raum L2(R;µ) als unitäre Darstel-
lung von R wie in 13.4.1.23, so wird für f ∈ L2(R;µ) das zugehörige Maß µf
gegeben durch die Formel µf = |f |2µ.

Übung 13.4.1.25. Man zeige: Ein Vektor aus einer unitären Darstellung von R ist
differenzierbar im Sinne von 13.4.1.15 genau dann, wenn die Funktion x in Bezug
auf sein Frequenzmaß quadratintegrierbar ist. Ist weiter ϕ : L2(R;µ) ↪→ H die
kanonische Einbettung im Sinne von 13.4.1.8 zu solch einem Vektor v, so gilt

Sv = ϕ(ix)

13.4.2 Selbstadjungierte Operatoren
Proposition 13.4.2.1 (Hellinger-Toeplitz). Jede lineare Abbildung von einem
Hilbertraum in einen weiteren Hilbertraum, die eine Adjungierte besitzt, ist stetig.

Beweis. Sei A : H → H′ unsere lineare Abbildung und B : H′ → H ihre
Adjungierte, es gelte also 〈Av,w〉 = 〈v,Bw〉 für alle v ∈ H und w ∈ H′. Die
schieflinearen Abbildungen

Tw : v 7→ 〈Av,w〉

sind stetig, da sie auch als v 7→ 〈v,Bw〉 geschrieben werden können. Die Wer-
te der stetigen linearen Abbildungen Tw mit ‖w‖ = 1 sind auf jedem Vektor
v ∈ H beschränkt durch c(v) = ‖A(v)‖. Nach dem Prinzip der gleichmäßigen
Beschränktheit 13.4.2.10, das wir gleich im Anschluß diskutieren, gibt es also C
mit ‖Tw‖ ≤ C für alle w der Länge Eins alias mit

〈Av,w〉 ≤ C‖v‖‖w‖
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für alle v ∈ H und w ∈ H′. Das hinwiederum zeigt ‖Av‖2 ≤ C‖v‖‖Av‖ und
damit ‖Av‖ ≤ C‖v‖ für alle v ∈ H. Als auf dem Einheitsball beschränkte lineare
Abbildung ist damit A stetig nach 11.2.3.10.

13.4.2.2. Wir beginnen die anschließende Diskussion des „Prinzips der gleich-
mäßigen Beschränktheit“ mit einem etwas schwächeren, aber allgemeineren und
anschaulicheren Lemma.

Lemma 13.4.2.3 (Prinzip der lokalen Beschränktheit). Gegeben ein vollständi-
ger nichtleerer metrischer Raum X und eine Menge F ⊂ C(X,R) stetiger reell-
wertiger Funktionen auf X , deren Werte an jedem Punkt nach oben beschränkt
sind, gibt es eine nichtleere offene Teilmenge, auf der unsere Funktionen gleich-
mäßig nach oben beschränkt sind.

Beweis. Unsere Annahme bedeutet sup{f(x) | f ∈ F} < ∞ ∀x ∈ X . Wir
betrachten nun in X die abgeschlossenen Teilmengen

Xn := {x ∈ X | f(x) ≤ n ∀f ∈ F}

Nach Voraussetzung ist X die Vereinigung der abgeschlossenen Teilmengen Xn

und nach dem Satz von Baire 13.4.2.5, den wir im Anschluß beweisen, besitzt
folglich mindestens eines der Xn einen inneren Punkt.

Definition 13.4.2.4. Seien X ein metrischer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge.
Ein Element x ∈ A heißt ein innerer Punkt von A oder genauer ein innerer
Punkt von A in Bezug auf X , wenn A eine Umgebung von x in X ist.

Satz 13.4.2.5 (Baire’scher Kategoriensatz). In einem vollständigen metrischen
Raum hat jede abzählbare Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen ohne in-
nere Punkte auch selbst keine inneren Punkte.

13.4.2.6. Die Bezeichnung „Baire’scher Kategoriensatz“ kommt daher, daß Baire
eine Teilmenge „von erster Kategorie“ nennt, wenn sie eine abzählbare Vereini-
gung ist von Mengen, deren Abschlüsse jeweils keinen inneren Punkt enthalten.
Mit dieser Terminologie kann man den Satz umformulieren zu der Aussage, daß
„in jedem vollständigen metrischen Raum eine Menge erster Kategorie keine in-
neren Punkte hat“.

Ergänzung 13.4.2.7. Der Baire’sche Kategoriensatz gilt mit fast demselben Be-
weis auch für jeden lokal kompakten Hausdorffraum. Statt der Vollständigkeit
benutzt man beim Beweis dann 12.4.1.13.

Beweis. Sei X unser vollständiger Raum und seien A1, A2, . . . abgeschlossene
Teilmengen. Wir argumentieren durch Widerspruch. Unter einem Ball verstehen
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Die Bild soll illustrieren, wie mit der Methode aus dem Beweis des Satzes von
Baire 13.4.2.5 die Annahme, die Papierebene sei eine abzählbare Vereinigung
abgeschlossener Teilmengen ohne innere Punkte, zum Widerspruch geführt

werden kann. Die abgeschlossenen Bälle Bi sollen hier die Kreisscheiben sein,
von denen ich der besseren Übersichtlichkeit halber nur die Ränder

eingezeichnet habe.
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wir stets einen Ball mit positivem Radius. Hätte die Vereinigung A =
⋃
Ai einen

inneren Punkt, so enthielte sie einen abgeschlossenen Ball B0. Da A1 keinen in-
neren Punkt hat, kann der zugehörige offene Ball nicht in A1 enthalten sein, und
es gibt folglich einen abgeschlossenen BallB1 ⊂ B0 mitB1∩A1 = ∅. Wir dürfen
dabei sogar annehmen, daß der Radius von B1 kleiner als 1 ist. Da auch A2 kei-
nen inneren Punkt hat, gibt es weiter einen abgeschlossenen Ball B2 ⊂ B1 mit
B2 ∩ A2 = ∅ und wir dürfen sogar annehmen, daß der Radius von B2 kleiner als
1/2 ist. Indem wir immer so weitermachen, finden wir eine absteigende Folge von
abgeschlossenen Bällen B0 ⊃ B1 ⊃ B2 ⊃ . . ., deren Radien gegen Null streben
und deren Schnitt die Menge A nicht trifft. Wegen A ⊃ B0 muß der Schnitt dann
leer sein. Die Zentren unserer Bälle bilden jedoch eine Cauchy-Folge, und de-
ren Grenzwert liegt notwendig im Schnitt aller unserer Bälle. Dieser Widerspruch
beendet den Beweis.

Definition 13.4.2.8. Wir nennen eine Menge von stetigen Operatoren zwischen
normierten Vektorräumen gleichmäßig beschränkt oder lateinisierend uniform
beschränkt, wenn die Menge ihrer Operatornormen eine reelle obere Schranke
besitzt.

13.4.2.9. Es wird hierbei nicht vorausgesetzt, daß unsere Operatoren alle von
demselben Raum ausgehen oder in demselben Raum landen. Wir denken also in
Formeln an eine Menge von stetigen Operatoren Ti : Vi → Wi.

Satz 13.4.2.10 (Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit). Eine Familie ste-
tiger Operatoren von einem festen Banachraum in weitere normierte Vektorräume
ist gleichmäßig beschränkt genau dann, wenn für jeden Vektor des Ausgangs-
raums die Normen seiner Bilder unter unseren Operatoren eine beschränkte Men-
ge bilden.

13.4.2.11. Dieses Resultat wird auch als Satz von Banach-Steinhaus zitiert. Eine
alternative äquivalente Formulierung lautet: Eine Menge stetiger Operatoren von
einem festen Banachraum in weitere normierte Vektorräume ist gleichmäßig be-
schränkt genau dann, wenn für jede Gerade in unserem Ausgangsraum die Menge
der Restriktionen unserer Operatoren auf diese Gerade gleichmäßig beschränkt
ist.

Beweis. Wir zeigen nur die nichttriviale Implikation. Sei V unser Ausgangsraum
und T unsere Menge von stetigen Operatoren. Es gilt also, die Implikation(

sup
T∈T
‖Tv‖ <∞ ∀v ∈ V

)
⇒ sup

T∈T
‖T‖ <∞

zu zeigen. Dazu betrachten wir in V die abgeschlossenen Teilmengen

Vn = {v ∈ V | ‖Tv‖ ≤ n ∀T ∈ T }
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Nach Voraussetzung ist V die Vereinigung aller Vn und nach dem Satz von Baire
13.4.2.5 besitzt folglich mindestens eines der Vn einen inneren Punkt. Natürlich
gilt Vn = nV1, also hat dann auch V1 einen inneren Punkt und wegen V1 + V1 ⊂
V2 ist damit der Ursprung ein innerer Punkt von V2. Folglich gibt es ε > 0 mit
B(0; ε) ⊂ V2 und das zeigt ‖v‖ < ε⇒ ‖Tv‖ ≤ 2 ∀T ∈ T alias ‖T‖ ≤ 2/ε ∀T ∈
T .

Ergänzung 13.4.2.12. Hier noch eine witzige wenn auch unwesentliche Anwen-
dung. Es gibt ja eine Funktion f : R → R, die an allen irrationalen Stellen stetig
ist und an allen rationalen Stellen unstetig, zum Beispiel

f(x) =

{
0 x 6∈ Q;
1/q x = p/q unkürzbarer Bruch mit q ≥ 1.

Es gibt jedoch keine Funktion f : R → R, die an allen rationalen Stellen stetig
ist und an allen irrationalen Stellen unstetig: Für jede Funktion f : R → R ist
nämlich

Un =

{
x ∈ R

∣∣∣∣ es gibt eine Umgebung V von x mit
|f(y)− f(z)| ≤ 1/n ∀y, z ∈ V

}
offen in R, und

⋂∞
n=1 Un ist genau die Menge der Stetigkeitsstellen von f . Also

sind die Komplemente An = R\Un abgeschlossen und
⋃∞
n=1An ist die Menge

der Unstetigkeitsstellen. Wäre diese Vereinigung R\Q, so wäre die Vereinigung⋃∞
n=1An ∪

⋃
q∈Q{q} ganz R und nach dem Baire’schen Kategoriensatz 13.4.2.5

müßte dann ein An oder ein {q} einen inneren Punkt haben, im Widerspruch zu
An ⊂ R\Q.

13.4.2.13. Ist µ ein kompakt getragenes Borelmaß auf R und T die Multiplikation
(x·) : L2(R;µ)→ L2(R;µ) mit der Identität auf R, so ist T selbstadjungiert.

Satz 13.4.2.14 (Lokale Struktur selbstadjungierter Operatoren). Ist H ein
Hilbertraum, T : H → H ein selbstadjungierter Operator und v ∈ H ein Vektor,
so gibt es genau ein Paar (µ, ϕ) = (µv, ϕv) bestehend aus einem kompakt getra-
genen Borelmaß µ auf R und einer unitären Einbettung ϕ : L2(R;µ) ↪→ H mit
ϕ(1) = v und ϕ(xf) = T (ϕ(f)) ∀f ∈ L2(R;µ).

13.4.2.15. Der Beweis wird im Anschluß an 13.4.5.8 gegeben. Wir stellen die
Aussage dieses Satzes graphisch dar im Diagramm

L2(R;µ)
ϕ
↪→ H

(x·) ↓ ↓ T
L2(R;µ)

ϕ
↪→ H

1 7→ v
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Hier meint 1 ∈ L2(R;µ) die konstante Funktion Eins und (x·) das Multiplizieren
mit der Funktion R → R, x 7→ x. Ich nenne ϕv im folgenden die kanonische
Einbettung zu v und µv das Spektralmaß von v.

13.4.2.16. In der Quantenmechanik modelliert man ein „physikalisches System“
als einen Hilbertraum, einen „Zustand“ des Systems als einen von Null verschie-
denen Vektor und die Messung eines reellen Parameters als einen möglicherwei-
se unbeschränkten selbstadjungierten Operator mit der Maßgabe, daß die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung für das Meßergebnis bei einem gegebenen Zustand ge-
rade das auf Gesamtmasse Eins normierte Spektralmaß unseres Zustands sein soll.
Den Fall unbeschränkter selbstadjungierter Operatoren besprechen wir allerdings
erst in 13.4.12.5. Messungen mit Werten in allgemeineren Meßräumen werden
modelliert als Teilungen Φ der Identität im Sinne von 13.4.7.4 und die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung für das Meßergebnis bei einem gegebenen Zustand v ist
dann das auf Gesamtmasse Eins normierte Maß 〈v,Φv〉.

Beispiel 13.4.2.17 (Spektralmaß im endlichdimensionalen Fall). Gegeben ein
endlichdimensionaler Hilbertraum H mit einem selbstadjungierten Operator T
und ein Vektor v ∈ H können wir wir sein Spektralmaß µ = µv und die ka-
nonische Einbettung ϕ = ϕv nach 13.4.2.14 wie folgt erhalten: Wir schreiben
v = v1 + . . . + vn als Summe von paarweise orthogonalen Eigenvektoren zu Ei-
genwerten x1, . . . , xn und nehmen als Spektralmaß von v das Maß

µ = ‖v1‖2δx1 + . . .+ ‖vn‖2δxn

und als Einbettung ϕ : L2(R;µ) ↪→ H die Abbildung ϕ : f 7→
∑
f(xν)vν . Der

Nachweis, daß das in diesem Fall auch das einzige mögliche derartige Paar ist, sei
dem Leser zur Übung überlassen. Hinweis: Nach 13.2.3.24 kann unser Raum von
quadratintegrierbaren Funktionen nur endlichdimensional sein, wenn das Maß µ
eine endliche Linearkombination von Diracmaßen ist.

13.4.2.18. Eine Abbildung von topologischen Räumen heißt offen, wenn das Bild
jeder offenen Menge offen ist.

Satz* 13.4.2.19 (Satz vom offenen Bild). Jede stetige surjektive lineare Abbil-
dung von Banachräumen ist offen. Gegeben eine stetige bijektive lineare Abbil-
dung von Banachräumen ist insbesondere auch die Umkehrabbildungen stetig.

Beweis. Sei f : V � W unsere surjektive lineare Abbildung und A ⊂ V der
abgeschlossene Einheitsball. Sicher gilt

W =
∞⋃
n=1

f(nA)
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Nach dem Baire’schen Kategoriensatz 13.4.2.5 muß dann ein f(nA) und damit
auch f(A) selber mindestens einen inneren Punkt besitzen. Da f(A) konvex ist
und stabil unter der Multiplikation mit (−1), folgt leicht, daß auch der Nullpunkt
ein innerer Punkt von f(A) sein muß. Sei also U ⊂◦ W ein offener Ball um den
Ursprung mit U ⊂ f(A). Offensichtlich gilt

f(A) ⊂ f(A) +
1

2
U

Wegen U ⊂ f(A) finden wir für jedes w ∈ f(A) induktiv eine Folge von Ele-
menten wn ∈ f(A) mit w =

∑∞
n=0 2−nwn im Sinne der Konvergenz der Par-

tialsummen. Wählen wir nun Urbilder vn ∈ A unserer wn, so gilt offensichtlich
v =

∑∞
n=0 2−nvn ∈ 2A und f(v) = w. Es folgt f(2A) ⊃ f(A) ⊃ U , mit-

hin umfaßt f(2A) eine offene Umgebung des Ursprungs. Daß dann f eine offene
Abbildung sein muß, folgt ohne weitere Schwierigkeiten.

Satz* 13.4.2.20 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Eine lineare Abbildung
von Banachräumen ist genau dann stetig, wenn ihr Graph abgeschlossen ist.

Beweis. Ganz allgemein hat jede stetige Abbildung von metrischen Räumen nach
Übung 11.1.5.15 einen abgeschlossenen Graphen. Ist umgekehrt f : V → W un-
sere lineare Abbildung und ist Γ(f) ⊂ V ×W abgeschlossen, so ist Γ(f) selbst ein
Banachraum mit der von der Produktnorm induzierten Norm und die Projektionen
auf beide Faktoren sind stetig. Die Projektion auf den ersten Faktor ist aber sogar
eine Bijektion Γ(f)

∼→ V und hat damit nach 13.4.2.19 eine stetige Umkehrung.
So erhalten wir f als Verknüpfung stetiger Abbildungen V ∼→ Γ(f)→ W .

Übungen

Übung 13.4.2.21. In einem vollständigen metrischen Raum ist der Schnitt einer
abzählbaren Familie offener dichter Teilmengen zumindest noch dicht.

13.4.3 Spektren in Banach-Ringalgebren
Definition 13.4.3.1. Eine Banach-Ringalgebra ist ein Banachraum A mit einer
stetigen bilinearen Verknüpfung A× A→ A, die A zu einem Ring macht.

13.4.3.2. Wird nicht explizit das Gegenteil gesagt, nehmen wir C als Grund-
körper an. Meinen wir ausnahmsweise den Grundkörper R, so sprechen wir von
einer reellen Banachringalgebra. Wir verwenden in Formeln oft die Abkürzung
λ1A = λ für λ aus dem jeweiligen Grundkörper. In der Literatur wird diese Struk-
tur meist als Banach-Algebra bezeichnet.
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13.4.3.3 (Kanonische Norm). Auf jeder Banachringalgebra A erhält man eine
Norm ‖ ‖, die kanonische Norm, indem man den durch Multiplikation gegebenen
Ringhomomorphismus A ↪→ B(A), a 7→ (a·) betrachtet und die Einschränkung
der Operatornorm bezüglich der Ursprungsnorm ‖ ‖u nimmt. Die kanonische
Norm ist äquivalent zur Ursprungsnorm, denn es gilt ‖a‖ ≤ ‖a‖u ≤ ‖a‖‖1A‖u.
Weiter haben wir für die kanonische Norm offensichtlich ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ und
‖1A‖ ≤ 1 mit ‖1A‖ = 1 falls A 6= 0.

13.4.3.4. Ist A eine Banachringalgebra und gelten für ihr Ursprungsnorm ‖ ‖u die
Abschätzungen ‖1A‖u ≤ 1 und ‖ab‖u ≤ ‖a‖u‖b‖u für alle a, b ∈ A, so ist ‖ ‖u

offensichtlich bereits die kanonische Norm. Wenn nichts anderes explizit gesagt
ist, nehmen wir meist implizit an, daß eine Banachringalgebra bereits mit ihrer
kanonischen Norm versehen ist.

Beispiel 13.4.3.5. Alle stetigen linearen Selbstabbildungen eines vorgegebenen
Banachraums bilden mit der Operatornorm eine Banachringalgebra, vergleiche
?? und 11.2.3.27, und diese Norm ist auch bereits ihre kanonische Norm.

Definition 13.4.3.6. Das Spektrum eines Elements x einer Banachringalgebra A
ist die Menge

σ(x) = σA(x) := {λ ∈ C | (λ− x) ist nicht invertierbar in A}

Reden wir vom Spektrum eines Operators auf einem Banachraum alias einer ste-
tigen linearen Abbildung T : E → E von besagtem Banachraum in sich selbst, so
meinen wir sein Spektrum in Bezug auf die Banachringalgebra aller stetigen linea-
ren Selbstabbildungen unseres Banachraums als da heißt die Menge aller λ ∈ C,
für die (T − λ id) : E → E nicht stetig invertierbar ist.

Beispiel 13.4.3.7. Jede Norm aufCn liefert eine Operatornorm auf dem Matrizen-
ring Mat(n;C), der diesen Ring zu einer Banachringalgebra macht. Das Spektrum
einer Matrix ist in diesem Fall genau die Menge ihrer Eigenwerte.

Ergänzung 13.4.3.8. In 13.4.4.4 zeigen wir, daß im Komplexen das Spektrum ei-
nes Elements einer von Null verschiedenen Banachringalgebra nie leer sein kann.

Ergänzung 13.4.3.9. Das Spektrum des Schrödinger-Operators, der ein quanten-
mechanisches Elektron im elektrischen Potential eines Protons beschreibt, besitzt
viele isolierte Punkte. Sie entsprechen genau den Frequenzen, in die das Licht ei-
nes angeregten Wasserstoffgases beim Durchgang durch ein Prisma zerfällt. Unter
diesem Blickwinkel ist die von Hilbert gewählte Bezeichnung als „Spektrum“ be-
sonders passend.

Proposition 13.4.3.10 (Spektrum eines Multiplikationsoperators). Gegeben ein
Maßraum (X,µ) und darauf eine L∞-Funktion f : X → C im Sinne von 13.2.3.5
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und p ∈ [0,∞] ist der durch Multiplikation mit unserer Funktion erklärte Opera-
tor

(f ·) : Lp(X;µ)→ Lp(X;µ)

stetig. Ist unser Maßraum σ-endlich, so ist weiter die Operatornorm unseres Mul-
tiplikationsoperators das essentielle Supremum ‖f‖∞ von f aus ?? und sein Spek-
trum ist die Menge

σ(f ·) = {λ ∈ C | µ(f−1(U)) > 0 für jede Umgebung R von λ}

Beweis. Hat f einen Repräsentanten mit |f(x)| ≤ C für alle x ∈ X , so folgt
|f(x)g(x)| ≤ C|g(x)| für alle x ∈ X . Diese Ungleichung bleibt erhalten beim
Potenzieren mit p, Integrieren über X und Ziehen der p-ten Wurzel. Das zeigt
‖(f ·)‖ ≤ ‖f‖∞ für p < ∞. Ist andererseits 0 < a < ‖f‖∞, so gibt es A ⊂ X
meßbar von positivem Maß mit |f(x)| ≥ a ∀x ∈ A. Ist X sogar σ-endlich,
so können wir zusätzlich sogar µ(A) endlich annehmen. Dann liegt die charak-
teristische Funktion [A] in Lp(X;µ) und ist dort nicht Null, und wir erkennen
unschwer, daß gilt ‖f · [A]‖ ≥ a‖[A]‖. Es folgt umgekehrt ‖(f ·)‖ ≥ a und damit
‖(f ·)‖ ≥ ‖f‖∞. Damit ist die erste Aussage gezeigt im Fall p < ∞. Der Fall
p = ∞ bleibe dem Leser überlassen. Für die Beschreibung des Spektrums reicht
es, indem wir f durch f − λ ersetzen, den Fall λ = 0 zu betrachten. Gibt es für
λ = 0 eine Umgebung U mit µ(f−1(U)) = 0, so können wir für unsere fast über-
all definierte Funktion f auch einen Repräsentanten f wählen, der keine Werte
in U annimmt, und dann ist f−1 beschränkt und der zugehörige Multiplikations-
operator stetig und invers zu (f ·). Also gehört in diesem Fall λ = 0 nicht zum
Spektrum. Gibt es dahingegen für λ = 0 keine Umgebung U mit µ(f−1(U)) = 0,
so finden wir in jeder ε-Umgebung eine TeilmengeAε endlichen positiven Maßes,
und deren charakteristische Funktion [Aε] ist ein von Null verschiedener Vektor in
Lp(X;µ) mit der Eigenschaft ‖f [Aε]‖p ≤ ε‖[Aε]‖p. Da also unser Multiplikati-
onsoperator von Null verschiedene Vektoren um beliebig große Faktoren verkürzt,
kann er unmöglich eine stetige Umkehrung besitzen: Selbst wenn er bijektiv wäre,
müßte seine Umkehrabbildung von Null verschiedene Vektoren um beliebig große
Faktoren verlängern und wäre mithin nie und nimmer stetig.

Lemma 13.4.3.11. Gegeben eine Banachringalgebra A ist für jedes Element x ∈
A einer kanonischen Norm ‖x‖ < 1 die Differenz (1− x) invertierbar in A.

Beweis. Die absolut konvergente Reihe 1+x+x2 . . . liefert nach ?? ein Inverses.

Lemma 13.4.3.12. Die invertierbaren Elemente einer Banachringalgebra bilden
eine offene Teilmenge A× ⊂◦ A.
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Eine beschränkte stetige Funktion f : R→ R und eine meßbare Funktion alias
ein Vektor g ∈ Lp(R;λ), der vom Multiplikationsoperator (f ·) sehr viel kürzer
gemacht wird. Indem wir eine geeignete Folge derartiger Vektoren gn nehmen,

die alle dieselbe Norm haben aber immer kleineren Träger, erkennen wir, daß der
Multiplikationsoperator (f ·) nicht stetig invertierbar sein kann, als da heißt, daß

sein Spektrum den Nullpunkt enthält.
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Beweis. Nach 13.4.3.11 besitzt das Einselement eine Umgebung aus invertier-
baren Elementen. Andererseits ist die Multiplikation mit jeder Einheit ein Ho-
möomorphismus von A auf sich selbst, der Einheiten zu Einheiten macht. Das
Lemma folgt.

Lemma 13.4.3.13. Das Spektrum eines Elements einer Banachringalgebra ist
stets eine kompakte Teilmenge der komplexen Zahlenebene und ist enthalten in
der abgeschlossenen Kreisscheibe mit der kanonischen Norm unseres Elements
als Radius.

Beweis. Das Spektrum ist abgeschlossen, da sein Komplement offen ist nach
13.4.3.12. Es ist beschränkt, da für |λ| > ‖x‖ die Differenz λ− x = λ(1− λ−1x)
stets invertierbar ist nach 13.4.3.11, und dies Argument liefert auch gleichzeitig
die behauptete Schranke.

13.4.3.14. Der Spektralradius eines Elements x einer Banachringalgebra A ist
definiert als

ρ(x) = ρA(x) := sup{|λ| | λ ∈ σA(x)}
Ist das Spektrum leer, so erhalten wir folglich −∞ als Spektralradius. Wir zeigen
in 13.4.4.4, daß dieser Fall nur bei der Banachringalgebra A = 0 auftritt. Das
vorhergehende Lemma 13.4.3.13 liefert die Abschätzung ρ(x) ≤ ‖x‖ für ‖x‖ die
kanonische Norm. Das Beispiel einer von Null verschiedenen nilpotenten Matrix
zeigt, daß hier im Allgemeinen keine Gleichheit gilt.

Lemma 13.4.3.15 (Polynomialer spektraler Abbildungssatz). Gegeben ein Ele-
ment x einer Banachringalgebra A und ein Polynom P ∈ C[X] ist das Spektrum
des Bildes von x unter P das Bild des Spektrums von x unter P , in Formeln

σA(P (x)) = P (σA(x))

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei P nicht das Nullpolynom. Ge-
geben λ ∈ C schreiben wir P (X)−λ als Produkt von Linearfaktoren P (X)−λ =
γ(X − µ1) . . . (X − µr). Dann sind die µi genau die Stellen, an denen unser Po-
lynom den Wert λ annimmt, in Formeln P−1(λ) = {µ1, . . . , µr}. Setzen wir nun
x ein, so folgt P (x) − λ = γ(x − µ1) . . . (x − µr). Hier ist nun die linke Sei-
te nicht invertierbar alias λ ∈ σA(P (x)) genau dann, wenn einer der Faktoren
auf der rechten Seite nicht invertierbar ist, wenn also µ ∈ σA(x) existiert mit
P (µ) = λ.

Übungen

Übung 13.4.3.16. Gegeben eine beschränkte stetige Funktion f : R → C zeige
man, daß das Spektrum des durch Multiplikation mit f erklärten Operators auf
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Lp(R; dx) genau der Abschluß des Bildes f(R) ist. Was ist die Operatornorm
dieses Operators? Hinweis: 13.4.3.10.

Übung 13.4.3.17. Man zeige, daß für a ∈ R der durch (τaf)(x) = f(x − a)
gegebene Verschiebungsoperator τa : L2(R; dx) → L2(R; dx) als Spektrum die
Einheitskreislinie hat im Fall a 6= 0 und die einpunktige Menge {1} im Fall a = 0.
Hinweis: 13.3.1.13 und 13.4.3.16.

Übung 13.4.3.18. Man gebe einen Operator mit Spektrum {0} ∪ [1, 2] an.

Übung 13.4.3.19. Versehen wir N mit dem Zählmaß und betrachten den Operator
T auf L2(N) mit (Tf)(n) = f(n + 1), so gehört die Null zum Spektrum von
T , ist aber kein Eigenwert von T . Genauer zeige man, daß das Spektrum von T
genau die abgeschlossene Einheitskreisscheibe ist. Andererseits zeige man, etwa
mit Fouriertheorie, daß das Spektrum des in derselben Weise auf L2(Z) erklärten
Operators der Einheitskreis ist. Anders als im endlichdimensionalen Fall kann
das Spektrum eines Operator also größer werden, wenn wir ihn auf einen unter
unserem Operator stabilen Teilraum einschränken.

Übung 13.4.3.20. Man zeige: Ist x ein invertierbares Element einer Banachringal-
gebra, so gilt σ(x−1) = {λ−1 | λ ∈ σ(x)}. Hinweis: (x−λ)(λx)−1 = (λ−1−x−1).

Übung 13.4.3.21. Für jeden unitären Automorphismus x eines Hilbertraums H
ist das Spektrum von x als Element der Banachringalgebra B(H) enthalten in der
Kreislinie S1 ⊂ C. Hinweis: Aus 13.4.3.11 folgt leicht, daß besagtes Spektrum in
der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe enthalten sein muß. Dann beachte man,
daß dasselbe für das Spektrum von x−1 gelten muß und wende 13.4.3.20 an.

13.4.4 Weitere Eigenschaften des Spektrums*
13.4.4.1. Mit Funktionentheorie vertraute Leser können auch noch einige wei-
tere fundamentale Eigenschaften des Spektrums unschwer einsehen. Sie werden
jedoch im weiteren Verlauf dieser Vorlesung nicht benötigt.

13.4.4.2 (Funktionentheorie für banachwertige Funktionen). Große Teile der
Funktionentheorie lassen sich ohne wesentliche Änderungen auf Funktionen auf
offenen Teilmengen der komplexen Zahlenebene mit Werten in komplexen Ba-
nachräumen verallgemeinern. Die komplex differenzierbaren Funktionen nennen
wir wieder holomorph. Für stetige banachwertige Funktionen erklären wir Weg-
integrale durch die übliche Formel 14.2.1.1 mithilfe unseres banachwertigen In-
tegrals ??. Mutatis mutandis zeigt man auch für holomorphe banachwertige Funk-
tionen den Integralsatz von Cauchy 14.2.3.1, die Integralformel von Cauchy 14.3.1.1,
den Satz von Liouville 14.3.1.6, sowie die Sätze über die Potenzreihenentwick-
lung 14.3.2.8 und Laurententwicklung 14.4.1.11, bei denen dann eben die Ko-
effizienten Vektoren unseres Banachraums werden. Vielfach heißen unsere ho-
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lomorphen banachwertigen Funktionen auch analytisch oder genauer komplex-
analytisch, da sie sich eben lokal in Potenzreihen entwickeln lassen. Umgekehrt
liefern auch alle Potenzreihen auf ihren Konvergenzbereich holomorphe Funktio-
nen.

Beispiel 13.4.4.3. Sei A eine komplexe Banachringalgebra und x ∈ A ein Ele-
ment. So ist die Abbildung C\σ(A) → A gegeben durch λ 7→ (λ − x)−1 holo-
morph. Halten wir in der Tat ein λ fest und setzen a := λ− x, so gilt

(a− z)−1 = (a(1− a−1z))−1 = a−1(1 + a−1z + a−2z2 + . . .)

für |z| < ‖a−1‖−1 und das ist eine Entwicklung in eine Potenzreihe.

Satz 13.4.4.4 (Operatornorm und Spektralradius). In einer von Null verschie-
denen komplexen Banachringalgebra A hat jedes Element x ∈ A nichtleeres
Spektrum und sein Spektralradius kann durch die kanonischen Normen seiner Po-
tenzen ausgedrückt werden als

ρ(x) = lim
n→∞

n
√
‖xn‖

Beweis. Für alle n ≥ 1 gilt ρ(x)n = ρ(xn) ≤ ‖xn‖ nach dem polynomialen
spektralen Abbildungssatz 13.4.3.15 und der allgemeinen Abschätzung 13.4.3.14,
also ρ(x) ≤ n

√
‖xn‖ für alle n ≥ 1. Andererseits ist λ 7→ (λ− x)−1 nach 13.4.4.3

eine holomorphe A-wertige Funktion C\σ(x) → A. Diese Funktion läßt sich
sogar holomorph „durch Null nach∞ fortsetzen“. Konkreter und in Formeln läßt
sich die Abbildung

C×\{µ | µ−1 ∈ σ(x)} → A
µ 7→ (µ−1 − x)−1

holomorph auf den Ursprung fortsetzen, indem man µ = 0 die Null aus A zu-
ordnet: Für hinreichend kleines µ, genauer |µ| · ‖x‖ < 1 wird diese Abbildung
nämlich dargestellt durch die Potenzreihe

(µ−1 − x)−1 = µ(1− µx)−1

= µ+ µ2x+ µ3x2 + µ4x3 + . . .

Da diese Potenzreihe auf jeder Kreisscheibe um den Ursprung konvergieren muß,
auf der unsere Funktion holomorph ist, ist für alle λ > ρ(x) die Folge λ−n‖xn‖
beschränkt und wir folgern λ ≥ n

√
‖xn‖ für fast alle n ∈ N. Das zeigt die noch

fehlende Abschätzung. Daß das Spektrum nicht leer ist, folgt mit der banachwer-
tigen Variante des Satzes von Liouville: Da (λ − x)−1 beschränkt ist, muß diese
Funktion, wenn sie denn für alle λ definiert ist, bereits konstant sein. Eine Kon-
stante hat aber unter der Annahme A 6= 0 stets nichtleeres Spektrum.
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Übungen

Übung 13.4.4.5. Gegeben ein Banachraum V und ein abgeschlossener Teilraum
N ⊂∧ V wird V/N ein Banachraum mit der Quotientennorm

‖v +N‖ := inf{‖v + n‖ | n ∈ N}

Gegeben eine Banachringalgebra A und ein abgeschlossenes Ideal I ⊂∧ A ist auch
A/I mit der Quotientennorm eine Banachringalgebra.

Übung 13.4.4.6. Jedes maximale Ideal einer Banachringalgebra ist abgeschlossen.
Hinweis: Die Einheitengruppe einer Banachringalgebra ist offen.

Übung 13.4.4.7 (Gelfand-Mazur). Ist eine Banachringalgebra ein Schiefkörper,
so ist die Einbettung vonC ein Isomorphismus. Hinweis: Jedes Element hat nicht-
leeres Spektrum. Insbesondere induziert für den Quotienten einer Banachkringal-
gebra nach einem maximalen Ideal stets die Einbettung von C einen Isomorphis-
mus mit C.

Übung 13.4.4.8. Sei A eine Banachkringalgebra und a ∈ A ein Element. Genau
dann gehört λ ∈ C zu Spektrum von a, wenn es einen Ringalgebrenhomomor-
phismus ϕ : A → C gibt mit ϕ(a) = λ. Hinweis: Man konstruiert ϕ, indem
man ein maximales Ideal m über (a−λ1) wählt, das nach 13.4.4.6 abgeschlossen
sein muß, und dann folgert, daß nach Gelfand-Mazur 13.4.4.7 die offensichtlich
Einbettung ein Isomorphismus C ∼→ A/m sein muß.

13.4.5 Spektren selbstadjungierter Operatoren
Proposition 13.4.5.1 (Spektralradius und Operatornorm). Für jeden selbstad-
jungierten Operator T auf einem von Null verschiedenen Hilbertraum stimmen
Spektralradius und Operatornorm überein, in Formeln

ρ(T ) = ‖T‖

13.4.5.2. Unsere Formel zeigt zumindest für jeden selbstadjungierten Operator
auf einem von Null verschiedenen Hilbertraum, daß sein Spektrum nicht leer sein
kann. Später werden wir unsere Formel allgemeiner für „normale“ Operatoren
zeigen.

Beweis. Sei T : H → H unser Operator. Gegeben ein Vektor v der Länge Eins gilt
‖Tv‖2 = 〈Tv, Tv〉 = 〈v, T 2v〉 ≤ ‖v‖‖T 2v‖ = ‖T 2v‖. Das zeigt ‖T‖2 ≤ ‖T 2‖.
Die andere Ungleichung gilt eh, womit wir für jeden selbstadjungierten Operator
T folgern

‖T‖2 = ‖T 2‖
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Da unser RaumH nicht Null ist, finden wir inH eine Folge von Einheitsvektoren
vn mit limn→∞ ‖T 2vn‖ = ‖T 2‖. Wegen ‖T 2vn‖ ≤ ‖T‖‖Tvn‖ ≤ ‖T‖2 = ‖T 2‖
folgt limn→∞ ‖Tvn‖ = ‖T‖ zumindest falls ‖T‖ 6= 0, und im Fall ‖T‖ = 0 ist
das eh klar. Wir setzen nun c = ‖T‖ und behaupten, daß c2 zum Spektrum von T 2

gehört. In der Tat gilt ja

‖(T 2 − c2)vn‖2 = 〈vn, (T 4 − 2c2T 2 + c4)vn〉 = ‖T 2vn‖2 − 2c2‖Tvn‖2 + c4

und das strebt für n → ∞ offensichtlich gegen Null. Damit haben wir per de-
finitionem c2 ∈ σ(T 2) und es folgt ‖T 2‖ ≤ ρ(T 2) und, da wir die andere Ab-
schätzung nach 13.4.3.14 bereits kennen, ‖T 2‖ = ρ(T 2). Der spektrale Abbil-
dungssatz 13.4.3.15 zeigt jedoch ρ(T 2) = ρ(T )2 und wegen ‖T 2‖ = ‖T‖2 folgt
die Behauptung.

Proposition 13.4.5.3 (Spektren selbstadjungierter Operatoren). Jeder selbst-
adjungierte Operator T auf einem Hilbertraum H hat ein rein reelles Spektrum,
in Formeln σ(T ) ⊂ R.

Beweis. Ist T selbstadjungiert, so gilt 〈v, Tv〉 = 〈Tv, v〉 = 〈v, Tv〉 für alle
v ∈ H, mithin ist 〈v, Tv〉 stets reell. Für λ ∈ C erhalten wir so wegen der of-
fensichtlichen Abschätzung | Im z| ≤ |z| ∀z ∈ C von der Mitte ausgehend die
Ungleichungen

| Imλ| ‖v‖2 ≤ |〈(T − λ)v, v〉| ≤ ‖(T − λ)v‖ ‖v‖

und damit | Imλ| ‖v‖ ≤ ‖(T − λ)v‖. Unter der Annahme λ 6∈ R ist demnach die
Abbildung (T − λ) injektiv und nach 13.4.5.5 hat sie sogar abgeschlossenes Bild
und ihre auf diesem Bild definierte Umkehrabbildung ist stetig. Andererseits ist
mit demselben Argument auch (T −λ)∗ = (T − λ̄) injektiv und damit hat (T −λ)
nach 13.2.8.12 dichtes Bild. Zusammen folgt, daß (T − λ) invertierbar sein muß,
so daß λ nicht zum Spektrum von T gehören kann.

Lemma 13.4.5.4. Eine stetige lineare Abbildung von einem Banachraum in einen
normierten Vektorraum, die keinen Vektor verkürzt, hat abgeschlossenes Bild und
ihre auf diesem Bild definierte Umkehrabbildung ist stetig.

13.4.5.5. Dieselbe Aussage folgt offensichtlich auch, wenn es eine positive reelle
Zahl gibt derart, daß unsere Abbildung jeden Vektor höchstens um diesen Faktor
verkürzt.

Beweis. Ist allgemeiner f : V → W eine stetige lineare Abbildung von einem
Banachraum in einen normierten Vektorraum und existiert eine Konstante c > 0
mit ‖f(v)‖ ≥ c‖v‖ ∀v ∈ V , so ist das Bild von f abgeschlossen, denn jede kon-
vergente Folge f(v0), f(v1), . . . im Bild f(V ) ist Cauchy, also ist auch v0, v1, . . .
Cauchy in V und konvergiert gegen ein v ∈ V , und dann muß f(v) der Grenzwert
der f(vi) sein, der damit auch in f(V ) liegt.
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Lemma 13.4.5.6 (Anwenden stetiger Funktionen auf Operatoren). Gegeben
ein selbstadjungierter Operator T auf einem Hilbertraum H gibt es genau einen
stetigen C-linearen Ringhomomorphismus

C(σ(T )) → B(H)
f 7→ f(T )

vom Ring aller stetigen komplexwertigen Funktionen auf dem Spektrum von T in
den Ring aller beschränkten Operatoren unseres Hilbertraums, der die Einbettung
σ(T ) ↪→ R auf den Operator T wirft, und dieser Ringhomomorphismus wirft
konjugierte Funktionen auf adjungierte Operatoren, in Formeln f̄(T ) = f(T )∗.

13.4.5.7. Die Stetigkeit ist hier gemeint in Bezug auf die Norm der gleichmäßi-
gen Konvergenz auf C(σ(T )) und die Operatornorm auf B(H). Schreiben wir im
folgenden f(T ) für eine stetige auf ganz R definierte Funktion, so meinen wir,
daß der Operator T im Sinne des vorhergehenden Lemmas in ihre Einschränkung
f |σ(T ) eingesetzt werden soll. Ich habe dieser Aussage nur den Status eines Lem-
mas gegeben, da sie sich als eine direkte Konsequenz aus dem Spektralsatz 13.4.7.8
ergeben wird und unter diesem Blickwinkel nur ein Schritt zum Beweis dieses
zentralen Resultats ist.

Beweis. Der Teilring C[t] ⊂ C(σ(T )) aller Einschränkungen von Polynomfunk-
tionen liegt nach Weierstraß 11.3.2.13 dicht im Raum aller stetigen Funktionen
bezüglich der Norm der gleichmäßigen Konvergenz. Gegeben ein Polynom P ∈
C[X] haben wir nach dem polynomialen spektralen Abbildungssatz σ(P (T )) =
P (σ(T )), und hat P reelle Koeffizienten, so ist auch P (T ) selbstadjungiert und
es folgt ‖P (T )‖ = ‖P |σ(T )‖∞ wegen der Gleichheit von Norm und Spektralradi-
us bei selbstadjungierten Operatoren 13.4.5.1 auf einem von Null verschiedenen
Hilbertraum. Ist P komplex, so können wir immer noch P = A + iB schreiben
mit reellen Polynomen A,B und folgern

‖P (T )‖ ≤ ‖A(T )‖+ ‖B(T )‖ ≤ ‖A|σ(T )‖∞ + ‖B|σ(T )‖∞ ≤ 2‖P |σ(T )‖∞

Der offensichtliche Ringhomomorphismus C[X] → B(H), P 7→ P (T ) faktori-
siert also über einen stetigen Ringhomomorphismus C[t] → B(H), und dessen
eindeutig bestimmte stetige Ausdehnung auf C(σ(T )) nach 13.2.4.17 ist die ge-
suchte Abbildung und ist wieder ein Ringhomomorphismus aufgrund der Stetig-
keit der Multiplikationen. Ist P ∈ C[X] ein Polynom, so ist P (T ) offensichtlich
adjungiert zu P̄ (T ). Im allgemeinen ist f(T ) Grenzwert in Bezug auf die Ope-
ratornorm gewisser P (T ) und die Behauptung f̄(T ) = f(T )∗ folgt ohne weitere
Schwierigkeiten.
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Proposition 13.4.5.8 (Spektraler Abbildungssatz). Ist T ein selbstadjungierter
Operator auf einem Hilbertraum und f : σ(T ) → C stetig, so hat f(T ) das
Spektrum

σ(f(T )) = f(σ(T ))

Beweis. Gehört λ ∈ C nicht zum Bild von f , so ist f − λ invertierbar in C(σ(T ))
und damit f(T ) − λ id invertierbar in B(H) und wir haben λ 6∈ σ(f(T )). Das
zeigt von der behaupteten Gleichheit die Inklusion ⊂. Gehört λ ∈ C zum Bild
von f , sagen wir λ = f(x) für x ∈ σ(T ), so ist f der gleichmäßige Grenzwert
einer Folge P0, P1, . . . von Polynomen mit Pn(x) = λ. Also ist Pn(T ) − λ id
nicht invertierbar für alle n und damit auch f(T ) − λ id nicht invertierbar nach
13.4.3.12. Das zeigt die andere Inklusion ⊃.

Beweis von 13.4.2.14. Gegeben ein Vektor v ∈ H betrachten wir die C-lineare
Abbildung

C!(R) → C
f 7→ 〈v, f(T )v〉

Um den Riesz’schen Darstellungssatz 13.4.6.2 anwenden zu können, gilt es zu
zeigen, daß unter dieser Abbildung nichtnegative reelle Funktionen nichtnegative
reelle Zahlen liefern. Das ist aber klar, da jede nichtnegative reelle Funktion ein
Quadrat ist, so daß wir haben 〈v, f(T )v〉 = ‖

√
f(T )v‖2. Es gibt nach dem Dar-

stellungssatz von Riesz 13.4.6.2 also ein und sogar genau ein Borelmaß µ auf R
mit ∫

f(t) µ〈t〉 = 〈v, f(T )v〉

für alle stetigen f : R → C mit kompaktem Träger. Für dieses Maß µ hat die
Abbildung

ϕ : C!(R) → H
f 7→ f(T )v

dann die Eigenschaft ‖ϕ(f)‖2 =
∫
|f |2µ. Damit faktorisiert sie erstens über

das Bild der offensichtlichen Abbildung C!(R) → L2(R;µ) und läßt sich nach
13.2.4.12 zweitens von diesem Bild zu einer unitären Einbettung ϕ : L2(R;µ) ↪→
H erweitern und wir haben ein mögliches Paar (µ, ϕ) gefunden. Um zu sehen, daß
es auch das einzig mögliche Paar ist, müssen wir nur im Beweis einige Schrit-
te rückwärts gehen: Gegeben ein Paar (µ, ϕ) haben wir ja für jedes Polynom
P ∈ C[X] offensichtlich ϕ(P ) = P (T )v und folglich

∫
Pµ = 〈v, P (T )v〉. Ein

kompakt getragenes Borelmaß auf R wird jedoch nach dem Riesz’schen Darstel-
lungssatz 13.4.6.2 und dem Approximationssatz von Weierstraß 11.3.2.9 durch die
Kenntnis der Integrale aller Polynome nach diesem Maß bereits eindeutig festge-
legt.
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13.4.5.9. Wir können nun den Satz über die lokale Struktur unitärer Darstellungen
der reellen Zahlengeraden 13.4.1.4 zeigen im Fall, daß alle Vektoren unserer Dar-
stellung (H, ρ) differenzierbar sind. In der Tat ist dann der infinitesimale Erzeuger
S unserer Darstellung schiefadjungiert und folglich iS selbstadjungiert. Dann aber
finden wir nach 13.4.2.14 genau ein Paar (µ, ϕ) bestehend aus einem kompakt ge-
tragenen Borelmaß µ auf R und einer unitären Einbettung ϕ : L2(R;µ) ↪→ H mit
ϕ(1) = v, die das Diagramm

L2(R;µ) ↪→ H
(x·) ↓ ↓ iS

L2(R;µ) ↪→ H

zum Kommutieren bringt. Damit kommutiert das Diagramm auch, wenn wir beide
Vertikalen mit −it multiplizieren und darauf exp anwenden, und das zeigt die in
13.4.1.4 behauptete Existenz von (µ, ϕ) in diesem Fall. Der Nachweis der Eindeu-
tigkeit im vorliegenden Fall, also immer noch unter der Annahme, daß alle Vekto-
ren unserer Darstellung differenzierbar sind, mag dem Leser überlassen bleiben.

Definition 13.4.5.10. Gegeben ein positiv semidefiniter selbstadjungierter Opera-
tor T auf einem Hilbertraum erklären wir

√
T

als den positiv semidefiniten Operator, der daraus durch Anwenden der Funkti-
on R≥0 → R≥0, x 7→

√
x entsteht. Das ist erlaubt, da nach 13.4.5.13 für das

Spektrum gilt σ(T ) ⊂ R≥0.

Definition 13.4.5.11. Gegeben ein beschränkter Operator A auf einem Hilber-
traum ist A∗A selbstadjungiert und positiv semidefinit und wir setzen

|A| :=
√
A∗A

Übungen

Übung 13.4.5.12. Eine stetige Abbildung von einem vollständigen metrischen
Raum in einen weiteren metrischen Raum, die keinen Abstand verkleinert, ist
injektiv mit abgeschlossenem Bild, und die auf dem Bild definierte Umkehrabbil-
dung ist gleichmäßig stetig.
Übung 13.4.5.13. Ein beschränkter selbstadjungierter Operator T auf einem Hil-
bertraumH heißt positiv semidefinit, wenn gilt

〈Tv, v〉 ≥ 0 ∀v ∈ H

Man zeige, daß das Spektrum eines positiv semidefiniten Operators stets in der
nichtnegativen reellen Zahlengeraden enthalten ist. Hinweis: Man orientiere sich
am Beweis von 13.4.5.3.
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Übung 13.4.5.14. Genau dann besteht das Spektrum eines selbstadjungierten Ope-
rators aus einem einzigen Punkt λ, wenn unser Operator die Multiplikation mit
dem Skalar λ auf einem von Null verschiedenen Hilbertraum ist. Hinweis: 13.4.5.1.
Übung 13.4.5.15. Jeder beschränkte Operator A auf einem Hilbertraum besitzt
eine eindeutige Darstellung als Produkt

A = DP

mit P positiv semidefinit und D einer partiellen Isometrie im Sinne von 4.1.12.29
mit kerD = (imP )⊥. In einer solchen Darstellung gilt stets P = |A|. Man nennt
diese Darstellung auch die Polarzerlegung von A. Ebenso besitzt er auch eine
eindeutige Darstellung als Produkt A = P ′D′ mit P ′ selbstadjungiert positiv se-
midefinit und D′ einer partiellen Isometrie derart, daß gilt imD′ = (kerP ′)⊥.
Hinweis: 4.1.12.30.
Übung 13.4.5.16. Gegeben ein Maßraum (X,µ) und eine beschränkte meßbare
Funktion g : X → R ist das Multiplizieren mit g ein selbstadjungierter Operator
T auf L2(X;µ). Gegeben f : R → R stetig ist f(T ) ist dann das Multiplizieren
mit der Funktion f ◦ g.
Übung 13.4.5.17. Gegeben ein kommutatives Diagramm von Hilberträumen und
stetigen linearen Abbildungen

H A //

T
��

H′

T ′

��
H A //H′

mit T, T ′ selbstadjungiert kommutiert für jede stetige Abbildung f : R → C
auch das entsprechende Diagramm mit f(T ), f(T ′) statt T, T ′, in Formeln AT =
T ′A ⇒ Af(T ) = f(T ′)A.
Übung 13.4.5.18. Wird ein selbstadjungierter Operator T : H → H auf einem
endlichdimensionalen Hilbertraum in einer geeigneten Basis gegeben durch eine
Diagonalmatrix diag(x1, . . . , xn), so wird f(T ) in derselben Basis gegeben durch
die Diagonalmatrix diag(f(x1), . . . , f(xn)).
Übung 13.4.5.19. Gegeben ein selbstadjungierter Operator T auf einem Hilbert-
raumH verschwindet das Spektralmaß µ jedes Vektors auf dem Komplement des
Spektrums unseres Operators, in Formeln µ(R\σ(T )) = 0. In anderen Worten
paßt also unsere kanonische Einbettung in ein kommutatives Diagramm

C!(R) → C(σ(T )) → H
↓ ↓ ‖

L2(R;µ)
∼→ L2(σ(T );µ) ↪→ H

Die obere Horizontale wird dabei durch f 7→ f(T )v gegeben.
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13.4.6 Riesz’scher Darstellungssatz
Definition 13.4.6.1. Seien X ein topologischer Raum und C!(X,R) der reelle
Vektorraum aller stetigen Abbildungen f : X → R mit kompaktem Träger. Eine
Linearform Λ : C!(X,R) → R heißt nichtnegativ, wenn sie jeder nichtnegativen
Funktion eine nichtnegative reelle Zahl zuordnet.

Satz 13.4.6.2 (Darstellungssatz von Riesz). Ist X ein endlichdimensionaler re-
eller affiner Raum, so liefert das Bilden des Integrals eine Bijektion

{Borelmaße auf X} ∼→ {Nichtnegative Linearformen auf C!(X,R)}
µ 7→

(
f 7→

∫
fµ
)

Vorschau 13.4.6.3. Dieser Satz gilt allgemeiner für jeden lokal kompakten abzähl-
bar basierten Hausdorffraum X , vergleiche 15.4.2.4.

13.4.6.4. Auf der linken Seite sind nichtnegative Borelmaße gemeint, die also
durchaus auch den Wert∞ annehmen dürfen, nur eben nicht auf Kompakta. Statt
nichtnegativen reell-linearen Abbildungen Λ : C!(X,R)→ R mag man gleichbe-
deutend komplexlineare Abbildungen Λ : C!(X)→ C betrachten, die nichtnegativ
sind in dem Sinne, daß sie jeder nichtnegativen reellen Funktion eine nichtnegati-
ve reelle Zahl zuordnen.

13.4.6.5. Für jedes KompaktumK ⊂ X in unserem endlichdimensionalen reellen
Raum X ist die Einschränkung einer nichtnegativen Linearform Λ : C!(X,R) →
R auf den Raum CK(X,R) aller stetigen Funktionen mit Träger inK stetig für die
Norm der gleichmäßigen Konvergenz. In der Tat gibt es offensichtlich eine stetige
nichtnegative Funktion h ∈ C!(X,R), die auf unserem Kompaktum K konstant
Eins ist. Für f ∈ CK(X,R) gilt dann −‖f‖∞ h ≤ f ≤ ‖f‖∞ h und Anwenden
von Λ liefert |Λ(f)| ≤ Λ(h) ‖f‖∞.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei X = Rn. Wir konstruieren
zunächst eine Abbildung in die Gegenrichtung. Sicher wird die σ-Algebra der
Borelmengen von Rn × R erzeugt durch den Mengenring aller endlichen Verei-
nigungen von Produkten endlicher Intervalle. Sicher wird sie auch erzeugt durch
den Mengenring D, der daraus durch Anwenden eines beliebigen Vektorraumau-
tomorphismus vonRn×R entsteht. Wählen wir nun unseren Automorphismus so,
daß er keine der Koordinatenhyperebenen vonRn×R auf eine Koordinatenhyper-
ebene abbildet, dann ist für D ∈ D offensichtlich das Integral seiner charakteris-
tischen Funktion [D] nach der letzten Koordinate

∫
[D] dy stetig mit kompaktem

Träger auf Rn und wir können für jede nichtnegative Linearform Λ wie oben die
Abbildung

µ̃ = µ̃Λ : D → [0,∞)

D 7→ Λ
(∫

[D] dy
)
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Eine Menge des Mengenrings D von Teilmengen von R× R, der durch Drehung
um 45◦ aus dem Mengenring aller endlichen Vereinigungen von Produkten

endlicher Intervalle entsteht.
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betrachten. Nun zeigt der Satz von Dini 12.4.1.14 zusammen mit 13.4.6.5, daß
µ̃ ein Prämaß auf D ist. Nach dem Maßerweiterungssatz 13.1.2.11 besitzt dies
Prämaß genau eine Fortsetzung zu einem Borelmaß µ̃ auf X × R. Schließlich
erklären wir ein Borelmaß µ = µΛ auf X , indem wir für jede Borelmenge B ⊂ X
setzen

µ(B) = µ̃(B × [0, 1])

Damit haben wie eine Abbildung Λ 7→ µ in die Gegenrichtung konstruiert und
müssen nur noch zeigen, daß unsere beiden Abbildungen zueinander invers sind.
Wir beginnen mit der Situation ν 7→ Λ 7→ µ̃ 7→ µ und zeigen die Gleichheit
von Maßen µ = ν. Nach Fubini stimmen die Maße µ̃ und ν � dy auf D überein
und nach dem Maßerweiterungssatz 13.1.2.11 sind sie folglich gleich. Damit folgt
dann für jede Borelmenge B ⊂ X sofort ν(B) = µ̃(B × [0, 1]) = µ(B). Nun
gehen wir umgekehrt von Λ aus, betrachten also die Situation Λ 7→ µ̃ 7→ µ 7→ Γ
und zeigen die Gleichheit von Linearformen Γ = Λ. Es reicht zu zeigen, daß
beide Seiten auf allen nichtnegativen Funktionen f ∈ C!(X,R) denselben Wert
Γ(f) = Λ(f) annehmen. Nun läßt sich jedoch das offene durch X × {0} und den
Graphen von f begrenzte Gebiet

G = {(x, y) | 0 < y < f(x)}
als die Vereinigung einer aufsteigenden Folge D0 ⊂ D1 ⊂ . . . von Mengen aus
D darstellen. Nach dem Satz von Dini 12.4.1.14 gilt dann

∫
[Dr] dy → f gleich-

mäßig und folglich Λ(
∫

[Dr] dy) → Λ(f) für r → ∞. Da µ̃ per definitionem in-
variant ist unter Verschiebung in der letzten Koordinate, haben wir nach 13.1.7.29
notwendig µ̃ = µ� dy. Also strebt Λ(

∫
[Dr] dy) auch gegen

µ̃(G) = (µ� dy)(G) =

∫
f(x) µ〈x〉 = Γ(f)

Übungen

Übung 13.4.6.6. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und sei weiter
Λ : C!(X,R) → R eine Linearform mit der Eigenschaft, daß für alle Kompakta
K ⊂ X ihre Restriktion auf CK(X,R) stetig ist für die Norm der gleichmäßigen
Konvergenz. So ist Λ die Differenz zweier nichtnegativer Linearformen. Hinweis:
Für f ∈ C!(X) mit f ≥ 0 setze man

Λ+(f) = sup{Λ(g) | 0 ≤ g ≤ f}
und zeige, daß das endlich ist mit Λ+(f + h) = Λ+(f) + Λ+(h) für f, h ≥ 0
und Λ+(af) = aΛ+(f) für a ∈ R≥0. Gegeben f ∈ C!(X) setze man Λ+(f) =
Λ+(f+) − Λ+(f−) für f = f+ − f− die Zerlegung in einen positiven und einen
negativen Teil wie in 13.1.6.1 und zeige, daß Λ+ : C!(X) → R nichtnegativ und
linear ist. Schließlich zeige man, daß auch Λ+ − Λ nichtnegativ ist.
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13.4.7 Spektralsatz für selbstadjungierte Operatoren
Definition 13.4.7.1. Seien (X,M) ein Meßraum undH ein Hilbertraum. Ein auf
X definiertesH-teilraumwertiges Maß ist eine AbbildungE, die jeder meßbaren
Menge M ∈ M einen abgeschlossenen Teilraum E(M) ⊂∧ H zuordnet derart,
daß gilt:

1. Für je zwei disjunkte Mengen M,M ′ aus M sind die zugehörigen Teil-
räume orthogonal, in Formeln M ∩M ′ = ∅ ⇒ E(M) ⊥ E(M ′);

2. Für jede abzählbare Familie (Mν)ν∈N von meßbaren Mengen mit Vereini-
gung M ist das Erzeugnis der E(Mν) ein dichter Teilraum von E(M).

13.4.7.2. Aus der ersten Bedingung folgt über den Fall M = M ′ = ∅ insbeson-
dere E(∅) = 0.
13.4.7.3. Das Konzept eines teilraumwertigen Maßes scheint mir besonders gut
verständlich. Bei der expliziten Arbeit erweist sich jedoch das gleichwertige Kon-
zept eines projektorwertigen Maßes als praktischer, das wir als nächstes diskutie-
ren. Die Äquivalenz beider Konzepte dürfen sie als Übung 13.4.7.19 selbst ausar-
beiten.

Definition 13.4.7.4. Seien (X,M) ein Meßraum und H ein Hilbertraum. Ei-
ne Abbildung Φ : M → B(H) heißt ein auf X definiertes projektorwertiges
Maß, wenn die Operatoren Φ(M) alle selbstadjungiert und idempotent sind, also
nach 13.2.8.11 orthogonale Projektoren auf abgeschlossene Teilräume, und wenn
darüber hinaus gilt:

1. Aus M ∩M ′ = ∅ folgt Φ(M) ◦ Φ(M ′) = 0;

2. Für jede aufsteigende Folge meßbarer Mengen M0 ⊂ M1 ⊂ . . . mit Verei-
nigung M gilt Φ(Mn)v → Φ(M)v ∀v ∈ H.

Ein projektorwertiges Maß mit der zusätzlichen Eigenschaft Φ(X) = idH nennen
wir eine Teilung der Identität vonH.

13.4.7.5. Gegeben ein Meßraum (X,M) bezeichne L∞(X) den Vektorraum aller
beschränkten meßbaren Abbildungen X → C mit der Supremumsnorm. Man
erkennt leicht, daß die meßbaren Stufenfunktionen darin einen dichten Teilraum
bilden.

Lemma 13.4.7.6 (Integration nach projektorwertigen Maßen). Gegeben ein
Meßraum (X,M), ein Hilbertraum H und ein projektorwertiges Maß Φ :M→
B(H) gibt es genau eine stetige lineare Abbildung

L∞(X) → B(H)

f 7→
∫
fΦ =

∫
f(x)Φ〈x〉
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vom Raum aller beschränkten meßbaren Funktionen auf X in den Raum aller
beschränkten Operatoren auf unserem Hilbertraum mit der Eigenschaft, daß der
charakteristischen Funktion jeder meßbaren Menge der entsprechende Projektor
zugeordnet wird, in Formeln

∫
[M ]Φ = Φ(M) ∀M ∈M.

Beweis. Auf meßbaren Stufenfunktionen s : X → C muß unsere Abbildung,
wenn es sie denn überhaupt gibt, gegeben sein durch die Formel∫

sΦ =
∑
z∈C

z · Φ(s−1(z))

Wir haben gewonnen, sobald wir zeigen können, daß mit dieser Regel für jede
Stufenfunktion s die Abschätzung ‖

∫
sΦ‖ ≤ ‖s‖∞ gilt, da sich unsere Abbil-

dung dann nach 13.2.4.17 und 13.4.7.5 auf genau eine Weise stetig und linear vom
Raum aller Stufenfunktionen auf den Raum aller beschränkten meßbaren Funk-
tionen fortsetzen läßt. Sei also s eine meßbare Stufenfunktion, die wir etwa als
s = c1[M1] + . . .+ cn[Mn] schreiben können mit M1, . . . ,Mn paarweise disjunkt
und meßbar. Es gilt, für alle v ∈ H zu zeigen∥∥(∫ sΦ) v∥∥ ≤ ‖s‖∞‖v‖
oder ausgeschrieben

‖c1Φ(M1)v + . . .+ cnΦ(Mn)v‖ ≤ ‖s‖∞‖v‖

Nun bilden jedoch die vi = Φ(Mi)v zusammen mit einem weiteren w eine Zerle-
gung v = v1 + . . . + vn + w von v in eine Summe von paarweise orthogonalen
Vektoren. Durch Quadrieren beider Seiten sehen wir dann, daß unsere Behauptung
äquivalent ist zu der offensichtlichen Aussage

‖c1v1‖2 + . . .+ ‖cnvn‖2 ≤ ‖s‖2
∞(‖v1‖2 + . . .+ ‖vn‖2 + ‖w‖2)

Definition 13.4.7.7. Ein projektorwertiges Maß auf den Borelmengen eines topo-
logischen Raums heißt kompakt getragen, wenn es Kompakta gibt, deren Kom-
plement der Nulloperator zugeordnet wird.

Satz 13.4.7.8 (Spektralsatz für selbstadjungierte Operatoren).

1. Gegeben ein HilbertraumH erhalten wir eine Bijektion{
Auf R definierte kompakt getragene

Teilungen der Identität vonH

}
∼→

{
Selbstadjungierte
Operatoren aufH

}
Φ 7→

∫
xΦ〈x〉
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2. Für die dem selbstadjungierten Operator T entsprechende Teilung der Iden-
tität ΦT ist das Spektrum σ(T ) von T das kleinste Kompaktum K ⊂ R mit
ΦT (K) = idH.

3. Gegeben eine stetige lineare Abbildung von Hilberträumen A : H → H′
und selbstadjungierte Operatoren T ∈ B(H), T ′ ∈ B(H′) mit AT = T ′A
gilt für die zugehörigen projektorwertigen Maße Φ,Φ′ und jede Borelmenge
M ⊂ R die Identität

A ◦ Φ(M) = Φ′(M) ◦ A

13.4.7.9. In diesem Satz istRmit seiner durch die Borelmengen gegebenen Struk-
tur eines Meßraums zu verstehen. Die folgende Übung 13.4.7.25 zeigt, daß die
durch einen selbstadjungierten Operator definierte Teilung der Identität die Zer-
legung in Eigenräume 4.1.12.38 verallgemeinert. Die letzte Aussage 13.4.7.8.3
verallgemeinert dann unsere Erkenntnis 4.3.2.5, nach der A zumindest schon mal
Eigenräume von T in Eigenräume von T ′ zum selben Eigenwert abbilden muß.

Beispiel 13.4.7.10. Sei H = L2([0, 1];λ) und T = (x·) der Operator f 7→ Tf
mit (Tf)(x) = xf(x). So kann die zugehörige Teilung der Identität Φ = ΦT

beschrieben werden durch die Vorschrift, daß Φ(M) die Multiplikation mit der
charakteristischen Funktion von M oder besser von (M ∩ [0, 1]) ist, in Formeln
Φ(M) = (([M ] ∩ [0, 1])·) : L2([0, 1];λ)→ L2([0, 1];λ).

Ergänzung 13.4.7.11. Wir werden später auch zeigen, daß dieser Satz immer noch
gilt, wenn wir darin „selbstadjungiert“ durch „unitär“ und R durch S1 ersetzen.
Noch allgemeiner werden wir „normale“ Operatoren auf einem Hilbertraum de-
finieren als Operatoren, die mit ihrem Adjungierten kommutieren, und zeigen,
daß der obige Satz auch dann noch gilt, wenn wir darin überall „selbstadjungiert“
durch „normal“ und R durch C ersetzen. Und schließlich will ich auch noch er-
wähnen, daß der erste Teil immer noch gilt, wenn man oben links die Forderung
„kompakt getragen“ fallen läßt und oben rechts auch sogenannte „unbeschränkte
Operatoren“ im Sinne von 13.4.12.5 zuläßt.

Ergänzung 13.4.7.12. Der besonders einfache Fall kompakter selbstadjungierter
Operatoren wird in 15.4.5.2 unabhängig behandelt.

13.4.7.13. Der Beweis des Spektralsatzes für selbstadjungierte Operatoren wird
uns bis zum Ende des anschließenden Abschnitts beschäftigen. Zunächst einmal
zeigt 13.4.7.14 unter anderem, daß die im Satz erklärte Abbildung in der Tat je-
dem kompakt getragenen projektorwertigen Maß auf R einen selbstadjungierten
Operator zuordnet. Dann konstruieren wir in 13.4.8.5 eine Abbildung T 7→ ΦT in
die Gegenrichtung und zeigen in 13.4.8.7 und 13.4.8.9, daß unsere beiden Kon-
struktionen zueinander invers sind. Der zweite Teil des Satzes folgt aus 13.4.7.15
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und der letzte Teil aus 13.4.8.10 mit der in 13.4.8.5 gegebenen Beschreibung von
ΦT .

Lemma 13.4.7.14 (Integration nach projektorwertigem Maß, Eigenschaften).
Gegeben (X,M) ein Meßraum, f, g ∈ L∞(X) beschränkt und meßbar, H ein
Hilbertraum und Φ :M→ B(H) ein projektorwertiges Maß gilt

1.
∫
f̄Φ = (

∫
fΦ)∗

2.
∫
fg Φ = (

∫
fΦ) ◦ (

∫
gΦ)

3. ‖
∫
fΦ‖ ≤ ‖f‖∞

Beweis. Das alles ist für Stufenfunktionen leicht explizit zu sehen und folgt dann
durch Grenzübergang im allgemeinen. Die Details können dem Leser überlassen
bleiben. Man beachte, daß in Teil 2 das Produkt der Funktionen f und g gemeint
ist, nicht etwa ihre Verknüpfung.

Lemma 13.4.7.15 (Spektrum eines Integrals). Ist Φ eine auf C definierte kom-
pakt getragene Teilung der Identität eines Hilbertraums H und T =

∫
xΦ〈x〉, so

ist σ(T ) das kleinste Kompaktum K ⊂ C mit Φ(K) = idH.

Beweis. Ist K ⊂ C ein Kompaktum mit Φ(K) = idH, so ist nach 13.4.7.14 für
λ 6∈ K der Operator

∫
K

(x − λ)−1Φ〈x〉 invers zu
∫
K

(x − λ)Φ〈x〉 = T − λ und
es folgt λ 6∈ σ(T ). Das zeigt σ(T ) ⊂ K. Andererseits ist für λ 6∈ σ(T ) der
Operator T − λ invertierbar, folglich existiert c > 0 derart, daß T − λ von Null
verschiedene Vektoren höchstens um den Faktor c verkürzt. Alle von Null ver-
schiedenen Vektoren aus dem Bild von Φ(B(λ; c/2)) werden jedoch von T − λ
nach 13.4.7.14 mindestens um den Faktor c/2 verkürzt, da die Funktion (x − λ)
auf B(λ; c/2) eben beschränkt ist durch c/2, woraus wir sofort Φ(B(λ; c/2)) = 0
folgern. Damit erhalten wir dann auch leicht Φ(H) = 0 für jedes Kompaktum
aus dem Komplement von σ(T ). Da nun dies Komplement wie jede offene Teil-
menge der komplexen Zahleneben als eine abzählbare Vereinigung von Kompakta
dargestellt werden kann, folgt Φ(C\σ(T )) = 0.

Lemma 13.4.7.16 (Integral und Grenzübergang vertauschen). Seien (X,M)
ein Meßraum, H ein Hilbertraum und Φ : M → B(H) ein projektorwertiges
Maß. Konvergiert eine Folge fn meßbarer und simultan beschränkter Funktionen
punktweise gegen eine Funktion f , so gilt

(∫
fnΦ

)
v →

(∫
fΦ
)
v für alle v ∈ H.

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit f = 0 annehmen. Ge-
geben ε > 0 bilden dann die

Xn = Xε
n = {x ∈ X | |fν(x)| ≤ ε ∀ν ≥ n}
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eine aufsteigende Folge meßbarer Mengen mit Vereinigung X . Aus den Eigen-
schaften eines projektorwertigen Maßes folgt Φ(Xn)v → Φ(X)v für alle v ∈ H.
Nun schreiben wir ∫

fnΦ =

∫
Xn

fnΦ +

∫
X\Xn

fnΦ

Das erste Integral liefert einen Operator der Operatornorm ≤ ε, und für C eine
simultane Schranke der ‖fn‖∞ liefert das zweite Integral einen Operator der Ope-
ratornorm≤ C, der mit v dasselbe tut wie mit Φ(X)v−Φ(Xn)v. Gegeben v sinkt
der Betrag von

(∫
fnΦ

)
v also für hinreichend großes n unter ε‖v‖ + ε, und da

das für jedes positive ε gilt, folgt die Behauptung.

Übungen

Übung 13.4.7.17. Seien (X,M) ein Meßraum,H ein Hilbertraum und Φ :M→
B(H) ein projektorwertiges Maß. Gegeben v ∈ H und f ∈ L∞(X) gilt〈

v,

(∫
fΦ

)
v

〉
=

∫
f〈v,Φv〉

für das in 13.4.7.20 definierte Maß 〈v,Φv〉 auf (X,M).

Übung 13.4.7.18 (Funktorialität des Integrals). Ist A : H → H′ eine stetige
lineare Abbildung von Hilberträumen und sind auf einem Meßraum (X,M) pro-
jektorwertige Maße Φ inH und Φ′ inH′ gegeben mit der EigenschaftA◦Φ(M) =
Φ′(M) ◦A ∀M ∈M oder in Kurzschreibweise A ◦Φ = Φ′ ◦A, so gilt für jede
beschränkte meßbare Funktion f : X → C die Identität

A ◦
(∫

fΦ

)
=

(∫
fΦ′
)
◦ A

Übung 13.4.7.19. Sei (X,M) ein Meßraum undH ein Hilbertraum. Wir erhalten
zueinander inverse Bijektionen zwischen teilraumwertigen Maßen und projektor-
wertigen Maßen vermittels der Zuordnungen E 7→ ΦE mit ΦE(M) der orthogo-
nalen Projektion auf E(M) und Φ 7→ EΦ mit EΦ(M) = im Φ(M) dem Bild des
Projektors Φ(M).

Übung 13.4.7.20. Ist (X,M) ein Meßraum, H ein Hilbertraum und Φ : M →
B(H) ein projektorwertiges Maß, so ist für jeden Vektor v ∈ H die Zuordnung
M 7→ 〈v,Φ(M)v〉 ein nichtnegatives endliches Maß 〈v,Φv〉 auf (X,M), und
stimmen bei zwei projektorwertigen Maßen für alle Vektoren v diese nichtne-
gativen Maße überein, so stimmen die besagten projektorwertigen Maße bereits
selbst überein. Hinweis: Gegeben ein orthogonaler Projektor alias selbstadjungier-
ter Idempotenter P auf einem Hilbertraum gilt kerP = {v | 〈v, Pv〉 = 0}.
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Übung 13.4.7.21. Man folgere aus dem Spektralsatz: Ist T : H → H ein selbst-
adjungierter Operator auf einem Hilbertraum und Φ = ΦT die zugehörige Teilung
der Identität, so gilt für jede stetige Funktion f : R→ C die Formel f(T ) =

∫
fΦ.

Hinweis: Man beginne mit dem polynomialen Fall.

Übung 13.4.7.22. Man folgere aus dem Spektralsatz: Ist µ ein kompakt getragenes
Borelmaß auf R und T die Multiplikation mit x auf L2(R;µ), so ist der Projektor
Φ(M) der zugehörigen Teilung Φ der Identität für eine Borelmenge M ⊂ R ge-
rade die Multiplikation mit der charakteristischen Funktion [M ] von M und der
Operator

∫
fΦ für f ∈ L∞(R) ist schlicht die Multiplikation (f ·) : L2(R;µ) →

L2(R;µ). Hinweis: Man berechne (
∫
xΦ〈x〉)(h) für h quadratintegrierbar vermit-

tels einer Approximation der Identität auf einem geeigneten Kompaktum von R
durch immer feinere Stufenfunktionen.

Übung 13.4.7.23. Gegeben ein Hilbertraum H mit einer Teilung Φ der Identität
und f beschränkt und meßbar und P ∈ C[X] ein Polynom haben wir

P

(∫
fΦ

)
=

∫
(P ◦ f)Φ

Übung 13.4.7.24. Seien (X,M) ein Meßraum, f ∈ L∞(X) beschränkt und meß-
bar,H ein Hilbertraum und Φ :M→ B(H) eine Teilung der Identität. So gilt für
alle v ∈ H die Abschätzung

∥∥∥∥(∫ fΦ

)
v

∥∥∥∥ ≥ (infx∈X |f(x)|) ‖v‖

Übung 13.4.7.25. Man folgere aus dem Spektralsatz: Ist T : H → H ein selbst-
adjungierter Operator auf einem Hilbertraum und (ei)i∈I eine Hilbertbasis von
H aus Eigenvektoren von T , sagen wir mit Tei = λiei, so hat für die im Sinne
von 13.4.7.8 zugehörige Zerlegung Φ = ΦT der Identität und jede Borelmenge
M ⊂ R der zugehörige Projektor Φ(M) als Bild den Abschluß der Summe aller
Eigenräume zu Eigenwerten aus M , in Formeln

im(Φ(M)) = 〈ei | λi ∈M〉
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13.4.8 Beweis des Spektralsatzes

13.4.8.1. Das folgende Diagramm faßt den Aufbau des sogenannten „Funktional-
kalküls“ in der hier gegebenen Darstellung zusammen:

C(R)

��

C!(R)

��

? _oo � � // L∞(R)

��

wwooooooooooo

L2(R;µv)

��

C[X]
- 

;;wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww
// //

((

C[t]

%%

� � // C(σ(T ))

��0
00000000000000000000000

� � //

**UUUUUUUUUUUUUUUUUU L∞(σ(T ))

wwooooooooooo

qq

L2(σ(T );µv)

ϕv

��
H

B(H)

·v

88pppppppppppp

Wir gehen aus von der Vertikale links außen, dem Einsetzen unseres selbstadjun-
gierten Operators T in Polynome aus C[X]. Nach dem polynomialen spektralen
Abbildungssatz und der Gleichheit von Norm und Spektralradius faktorisiert sie
über den Ring C[t] aller polynomialen Funktionen auf dem Spektrum, und zwar
durch eine in Bezug auf die sup-Norm stetige Abbildung, die sich von dort mit-
hilfe des Approximationssatzes von Weierstraß stetig auf den Ring C(σ(T )) aller
stetigen Funktionen auf dem Spektrum fortsetzen läßt. Gegeben ein Vektor v ∈ H
führt diese Fortsetzung zu einer nichtnegativen Linearform f 7→ 〈v, f(T )v〉 auf
C!(R) und mit dem Riesz’schen Darstellungssatz zum sogenannten Spektralmaß
µv unseres Vektors und wieder durch stetige Fortsetzung zur kanonischen Einbet-
tung ϕ : L2(R;µv) ↪→ H, die im Diagramm durch die Verknüpfung des mit ϕv
bezeichneten Pfeils mit dem darüberstehenden Pfeil dargestellt ist, der eh einen
Isomorphismus darstellt. Diese kanonischen Einbettungen schließlich verwenden
wir dann, um auch das Einsetzen unseres Operators in meßbare beschränkte Funk-
tionen f zu erklären durch die Vorschrift f(T )v := ϕv(f), wie wir im folgenden
genauer ausführen werden.

Definition 13.4.8.2 (Anwenden meßbarer Funktionen auf Operatoren). Ge-
geben ein selbstadjungierter Operator T auf einem Hilbertraum H und eine be-
schränkte meßbare Funktion f : σ(T ) → C auf seinem Spektrum erklären wir
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eine Abbildung
f(T ) : H → H

durch die Vorschrift f(T )v := ϕv(f) für ϕv : L2(R;µv) ↪→ H die kanonische
Einbettung zu v im Sinne von 13.4.2.15. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da
nach 13.4.5.19 das Spektralmaß µv jedes Vektors v ∈ H auf dem Komplement des
Spektrums von T verschwindet. Schreiben wir f(T ) für eine meßbare Abbildung
f : R → C, so setzen wir implizit voraus, daß f |σ(T ) beschränkt sein soll, und
meinen das Anwenden dieser Einschränkung auf T .

13.4.8.3. Sobald wir den Spektralsatz zur Verfügung haben, können wir f(T )
auch als f(T ) =

∫
f(x)ΦT 〈x〉 schreiben, wie in 13.4.8.7 ausgeführt wird, und

dann die Aussagen des anschließenden Lemmas 13.4.8.4 aus 13.4.7.21, 13.4.7.14
und 13.4.7.16 folgern. Das anschließende Lemma ist also nur für den Beweis des
Spektralsatzes von Bedeutung. Das Anwenden geeigneter Funktionen auf Opera-
toren ist auch als Funktionalkalkül bekannt.

Lemma 13.4.8.4 (Eigenschaften des Funktionalkalküls). Sei T ein selbstadjun-
gierter Operator auf einem Hilbertraum H und sei f : σ(T ) → C meßbar und
beschränkt. So gilt:

1. Ist f stetig, so stimmt unser eben in 13.4.8.2 definiertes f(T ) mit unserem
in 13.4.5.6 durch polynomiale Approximation definierten f(T ) überein;

2. Die Abbildung f(T ) ist linear und stetig und für ihre Operatornorm gilt
‖f(T )‖ ≤ ‖f‖∞;

3. Die adjungierte Abbildung zu f(T ) ist f(T )∗ = f̄(T );

4. Ist g : σ(T ) → C eine weitere meßbare und beschränkte Abbildung, so
haben wir (f · g)(T ) = f(T ) ◦ g(T );

5. Konvergiert eine Folge fn meßbarer und simultan beschränkter Funktionen
punktweise gegen f , so gilt fn(T )v → f(T )v für alle v ∈ H.

Beweis. 1. Das folgt sofort aus den Definitionen, wir hatten ja unsere kanoni-
sche Einbettung ϕ gerade konstruiert als die stetige Fortsetzung der Abbildung
C!(R)→ H mit f 7→ f(T )v.

2. Die Abschätzung ‖f(T )v‖ ≤ ‖f‖∞‖v‖ folgt auch sofort aus den Definitionen,
aber die Linearität unserer Abbildung f(T ) muß noch gezeigt werden. Klar ist im-
merhin, daß gegeben eine Folge fn beschränkter meßbarer Funktionen auf σ(T ),
die für das Spektralmaß µ eines Vektors v im Hilbertraum L2(σ(T );µ) gegen eine
weitere beschränkte meßbare Funktion auf σ(T ) konvergiert, notwendig gilt

fn(T )v → f(T )v
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Um nun die Additivität f(T )(v + w) = f(T )v + f(T )w zu zeigen, suchen wir
eine Folge fn ∈ C(σ(T )) stetiger Funktionen mit ‖fn‖∞ ≤ ‖f‖∞, die fast über-
all punktweise gegen f konvergiert, und zwar fast überall bezüglich der Summe
der Spektralmaße der Vektoren v, w und v + w. Die Behauptung folgt dann im
Grenzwert aus der Linearität der fn(T ) für die stetigen Funktionen fn. In dersel-
ben Weise zeigen wir f(T )(λv) = λf(T )(v) und damit die Linearität von f(T ).

3. Es gilt für je zwei Vektoren v, w zu zeigen 〈f(T )v, w〉 = 〈v, f̄(T )w〉. Für
stetige f wissen wir das bereits aus 13.4.5.6. Um es im allgemeinen zu zeigen,
suchen wir eine Folge fn ∈ C(σ(T )) stetiger Funktionen mit ‖fn‖∞ ≤ ‖f‖∞, die
fast überall punktweise gegen f konvergiert, und zwar bezüglich der Summe der
Spektralmaße von v und w. Es folgt 〈fn(T )v, w〉 = 〈v, f̄n(T )w〉 für alle n und
fn(T )v → f(T )v sowie f̄n(T )w → f̄(T )w und damit die Behauptung.

4. Es reicht, für alle v, w ∈ H die Formel 〈(f · g)(T )v, w〉 = 〈g(T )v, f̄(T )w〉 zu
zeigen. Für stetige f, g folgt das aus 13.4.5.6. Um es im allgemeinen zu zeigen,
suchen wir Folgen fn, gn ∈ C(σ(T )) von stetigen Funktionen mit ‖fn‖∞ ≤ ‖f‖∞
und ‖gn‖∞ ≤ ‖g‖∞, die fast überall punktweise gegen f beziehungsweise g kon-
vergiert, und zwar bezüglich der Summe der Spektralmaße von v und w, und
gehen zum Grenzwert über.

5. Das folgt mit dem Satz über dominierte Konvergenz aus den Definitionen.

Lemma 13.4.8.5 (Identitätsteilung zu einem selbstadjungierten Operator).
Gegeben ein Hilbertraum H mit einem selbstadjungierten Operator T sind die
Operatoren [M ](T ) für Borelmengen M ⊂ R die Projektoren einer kompakt ge-
tragenen Teilung ΦT der Identität vonH.

13.4.8.6. Hier meint [M ] : R → C die charakteristische Funktion der Borel-
menge M ⊂ R und [M ](T ) den Operator auf H, der daraus im Rahmen unseres
Funktionalkalküls durch Anwenden auf T entsteht.

Beweis. Die charakteristische Funktion [M ] von M ist reellwertig und idempo-
tent, in Formeln [M ]2 = [M ], folglich ist [M ](T ) selbstadjungiert und idempo-
tent. Aus M ∩ M ′ = ∅ folgt weiter [M ] · [M ′] = 0 und nach 13.4.8.4 damit
[M ](T ) ◦ [M ′](T ) = 0. Als nächstes bemerken wir, daß nach 13.4.8.4.5 für jede
aufsteigende Folge M0 ⊂ M1 ⊂ . . . von meßbaren Mengen mit Vereinigung M
und für alle v ∈ H die Folge der [Mn](T )v gegen [M ](T )v konvergiert. Schließ-
lich bemerken wir noch, daß die Definition 13.4.8.2 für die konstante Funktion 1
auf dem Spektrum die Gleichung [σ(T )](T ) = id liefert und sind fertig.

Lemma 13.4.8.7 (Rekonstruktion eines Operators aus seiner Identitätstei-
lung). Gegeben ein HilbertraumH mit einem selbstadjungierten Operator T und
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zugehöriger Teilung der Identität ΦT im Sinne von 13.4.8.5 haben wir stets

T =

∫
xΦT 〈x〉

13.4.8.8. Der Beweis zeigt sogar allgemeiner für jede meßbare beschränkte Funk-
tion f : σ(T )→ C die Identität

f(T ) =

∫
f(x)ΦT 〈x〉

Sobald der Spektralsatz also einmal bewiesen ist, wird das Anwenden meßbarer
Funktionen auf selbstadjungierte Operatoren sehr einfach.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß beide Seiten auf jedem Vektor v ∈ H denselben
Wert annehmen. Ist ϕ : L2(R;µ) ↪→ H die kanonische Einbettung zu v, so folgt
aus den Definitionen die Gleichung

ϕ(s) =

(∫
s(x)ΦT 〈x〉

)
(v)

erst für die charakteristische Funktion s jeder Borelmenge, dann für jede meßba-
re Stufenfunktion und dann wegen der Stetigkeit beider Seiten in Bezug auf die
Supremumsnorm für jede beschränkte meßbare Funktion auf σ(T ), insbesondere
auch für die Funktion s(x) = x.

Lemma 13.4.8.9. Gegeben ein Hilbertraum H mit einer kompakt getragenen auf
R definierten Teilung Φ der Identität und zugehörigem selbstadjungierten Opera-
tor T =

∫
xΦ〈x〉 haben wir stets

Φ = ΦT

Beweis. Es gilt zu zeigen [M ](T ) = Φ(M) für jede Borelmenge M ⊂ R. Da hier
beide Seiten orthogonale Projektionen sind, reicht es zu zeigen

〈v, [M ](T )v〉 = 〈v,Φ(M)v〉

für alle v ∈ H. Hier sind nun aber beide Seiten kompakt getragene Borelmaße,
weshalb wir nach 13.4.6.2 und 13.4.6.5 und 11.3.2.9 nur zeigen müssen, daß sie
für jede Polynomfunktion P dasselbe Integral liefern. Die linke Seite ist per defi-
nitionem das Spektralmaß µ des Vektors v für den Operator T , für µ das Maß auf
der linken Seite haben wir also∫

P (t)µ〈t〉 = 〈v, P (T )v〉
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Das Maß ν auf der rechten Seite hinwiederum hat die Eigenschaft∫
P (t)ν〈t〉 =

〈
v,

(∫
PΦ

)
v

〉
erst einmal für jede meßbare Stufenfunktion P aber dann wegen der Stetigkeit
beider Seiten unter der Norm gleichmäßiger Konvergenz in P sogar für jede be-
schränkte meßbare Funktion P und damit auch für jede Polynomfunktion P . Da-
mit folgt die Behauptung dann aus 13.4.7.23.

Übungen

Übung 13.4.8.10 (Funktorialität des Funktionalkalküls). Gegeben ein kommu-
tatives Diagramm von Hilberträumen und stetigen linearen Abbildungen

H A //

T
��

H′

T ′

��
H A //H′

mit T, T ′ selbstadjungiert kommutiert für jede beschränkte meßbare Abbildung
f : R→ C auch das entsprechende Diagramm mit f(T ), f(T ′) statt T, T ′, in For-
melnAT = T ′A ⇒ Af(T ) = f(T ′)A. Hinweis: Man erinnere sich an 13.4.5.17
und finde für v ∈ H eine Folge stetiger durch ‖f‖∞ beschränkter Funktionen, die
bezüglich der Summe der Spektralmaße von v und Av fast überall gegen f strebt.

Übung 13.4.8.11. (Vorbereitung für 13.4.11.7.) Gegeben ein selbstadjungierter
Operator T auf einem Hilbertraum H mit zugehöriger Teilung der Identität ΦT

kann für jede abgeschlossene Teilmenge C ⊂∧ R das Bild des zugehörigen Pro-
jektors beschrieben werden als

im ΦT (C) = {v ∈ H | infλ∈C ‖(T − λ)v‖ = 0}
= {v ∈ H | µv(R \ C) = 0 für µv das Spektralmaß von v}

13.4.9 Spektralzerlegung unitärer Darstellungen

Satz 13.4.9.1 (Spektralzerlegung unitärer Darstellungen). Gegeben ein Hil-
bertraumH haben wir eine Bijektion{

Auf R definierte Teilungen
der Identität vonH

}
∼→

{
Unitäre Darstellungen

von R inH

}
Φ 7→

(
ρ : t 7→

∫
eitx Φ〈x〉

)
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13.4.9.2. Gegeben eine unitäre Darstellung (H, ρ) von R gibt es also genau eine
Teilung Φ = Φρ der Identität vonH auf R mit

ρ(t) =

∫
x∈R

eitx Φ〈x〉 ∀t ∈ R

Diese Teilung der Identität nennen wir das zu unserer Darstellung gehörige pro-
jektorwertige Maß und die zugehörigen Φ(M) nennen wir Spektralprojekto-
ren. In der Hoffnung, dadurch die zugrundeliegende Struktur deutlicher zu ma-
chen, formuliere ich auch noch eine koordinatenfreie Variante des Satzes, deren
Beweis dem Leser überlassen sei: Gegeben eine Geradengruppe G mit Charakter-
gruppe Ĝ und ein HilbertraumH haben wir eine Bijektion{

Auf Ĝ definierte Teilungen
der Identität vonH

}
∼→

{
Unitäre Darstellungen

von G inH

}
Φ 7→

(
ρ : g 7→

∫
χ(g)Φ〈χ〉

)
Diese Aussage gilt auch für die additive Gruppe eines beliebigen endlichdimen-
sionalen reellen Vektorraums, ja sogar für die Gruppen S1, Z und in voller All-
gemeinheit für jede „abzählbar basierte lokal kompakte Hausdorff’sche kommu-
tative topologische Gruppe“, aber in dieser Allgemeinheit werden wir sie nicht
beweisen.

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis der Surjektivität. Sind alle Vektoren un-
serer Darstellung differenzierbar, so existiert nach 13.4.1.18 ein selbstadjungierter
Operator T : H → H mit ρ(t) = exp(tiT ) für alle t ∈ R. Ist Φ = ΦT die nach
13.4.7.8 zu T gehörige Teilung der Identität, in Formeln T =

∫
xΦ〈x〉, so folgt

mit 13.4.7.21 angewandt auf f(x) = exp(itx) sofort

ρ(t) = exp(tiT ) =

∫
eitx Φ〈x〉

und wir haben bereits ein mögliches Φ gefunden. Im allgemeinen finden wir mit
13.4.10.2 und dem Bilden sukzessiver orthogonaler Komplemente in unserer Dar-
stellung eine Familie (Hι, ρι)ι∈I von paarweise orthogonalen Unterdarstellungen,
deren Summe dicht liegt und in denen jeweils jeder Vektor differenzierbar ist. Für
jedes ι ∈ I finden wir dann nach dem bereits Bewiesenen eine auf R definierte
Teilung Φι der Identität vonHι mit

ρι(t) =

∫
eitx Φι〈x〉

Die Summe dieser teilraumwertigen Maße im Sinne von 13.4.9.3 ist dann eine
Teilung Φ der Identität vonH mit

ρ(t)v =

(∫
eitx Φ〈x〉

)
v
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erst für alle v aus einem der Hι, aber dann wegen der Linearität und Stetigkeit
beider Seiten sogar für alle v ∈ H. Das zeigt die Surjektivität. Um die Eindeutig-
keit von Φ zu zeigen, beachten wir zunächst, daß die in 13.4.7.20 erklärten Maße
〈Φv, v〉 für v ∈ H unser Φ bereits eindeutig festlegen. Nach 13.4.7.17 entspricht
aber die Fouriertransformierte des Maßes 〈Φv, v〉 unter der Identifikation R ∼→ R̂,
t 7→ (x 7→ eitx) gerade der Funktion t 7→ 〈ρ(t)v, w〉, und nach 13.3.3.15 wird ein
reelles Maß durch seine Fouriertransformierte bereits eindeutig festgelegt.

Lemma 13.4.9.3. Gegeben ein Hilbertraum H, eine Familie (Hι)ι∈I von paar-
weise orthogonalen Teilräumen mit dichter Summe und Teilungen Φι der Identität
auf jedemHι erhalten wir eine Teilung der Identität aufH durch die Vorschrift

im Φ(M) =
∑
ι∈I

im Φι(M)

Beweis. Dem Leser überlassen. Man nutze 13.4.7.19.

Definition 13.4.9.4. Ein Homomorphismus zwischen Darstellungen (H, ρ) und
(H′, ρ′), auch genannt ein Verflechtungsoperator, ist eine stetige lineare Abbil-
dung A : H → H′ mit Aρ(t) = ρ′(t)A für alle Elemente t der dargestellten
Gruppe.

Satz 13.4.9.5 (Funktorialität der Spektralzerlegung). Gegeben unitäre Dar-
stellungen von R in HilberträumenH beziehungsweiseH′ sind die Verflechtungs-
operatoren A : H → H′ genau die stetigen linearen Abbildungen mit der Eigen-
schaft, daß für die zugehörigen projektorwertigen Maße Φ,Φ′ und jede Borelmen-
ge M ⊂ R gilt

A ◦ Φ(M) = Φ′(M) ◦ A
Beweis. Daß alle stetigen linearen Abbildungen mit dieser Eigenschaft Verflech-
tungsoperatoren sind, scheint mir offensichtlich. Sei nun umgekehrt A ein Ver-
flechtungsoperator undM ⊂ R eine Borelmenge. Natürlich reicht es,A◦Φ(M) =
Φ′(M) ◦ A auf einem dichten Teilraum von H zu zeigen. Mithilfe von 13.4.10.2
können wir uns also auf den Fall beschränken, daß unsere beiden Darstellungen
jeweils ganz aus differenzierbaren Vektoren bestehen. Dann gilt jedoch für die in-
finitesimalen Erzeuger S, S ′ offensichtlich A ◦ S = S ′ ◦ A und die Behauptung
folgt aus der Funktorialität des Spektralmaßes im Fall selbstadjungierter Operato-
ren 13.4.7.8.3.

Beweis von Satz 13.4.1.4 zur lokalen Struktur unitärer Darstellungen. Gegeben ei-
ne unitäre Darstellung (ρ,H) von R betrachten wir die zugehörige Teilung Φ der
Identität und zu jedem Vektor v ∈ H das Maß µ = 〈Φv, v〉 nach 13.4.7.20 und
die Abbildung

ϕ : L∞(R) → H
f 7→

(∫
fΦ
)
v
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Nach 13.4.7.17 gilt hier ‖ϕ(f)‖2 =
∫
|f |2µ. Folglich faktorisiert ϕ über das

Bild von L∞(R) → L2(R;µ) und läßt sich nach 13.2.4.17 von diesem Bild
stetig zu einer unitären Einbettung ϕ : L2(R;µ) ↪→ H ausdehnen. Die Formel
ϕ(eitx ·f) = ρ(t)(ϕ(f)) folgt für alle Funktionen f mit beschränktem meßbaren
Repräsentanten aus 13.4.7.14.2 und dann auf ganz L2(R;µ) durch stetige Fort-
setzung. Damit haben wir die Existenz eines Paars (µ, ϕ) mit den in 13.4.1.4 be-
haupteten Eigenschaften nachgewiesen. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, gehen
wir von einem möglichen Paar (µ, ϕ) aus. Aus 13.4.9.5 und 13.4.9.6 folgt

Φ(M) ◦ ϕ = ϕ ◦ ([M ]·)

und durch Anwenden beider Seiten auf die konstante Funktion 1 und Bilden des
Skalarprodukts mit v weiter 〈v,Φ(M)v〉 = µ(M), womit die Eindeutigkeit von
µ bereits gezeigt wäre. Andererseits zeigt die vorige Gleichung auch ϕ([M ]) =
Φ(M)v, und das legt ϕ wegen der Linearität auf meßbaren Stufenfunktionen und
dann wegen der Stetigkeit auf allen quadratintegrierbaren Funktionen fest.

Übungen

Übung 13.4.9.6. Gegeben ein Borelmaß µ auf R und die unitäre Darstellung von
R durch Automorphismen von L2(R;µ), bei der t ∈ R durch Multiplikation mit
eitx operiert, ist für das zugehörige projektorwertige Maß Φ der einer Borelmenge
M ⊂ R zugeordnete Projektor Φ(M) gerade die Multiplikation mit der charakte-
ristischen Funktion [M ] von M .

Übung 13.4.9.7. Betrachten wir auf R das Lebesguemaß dt und die unitäre Dar-
stellung vonR aufH = L2(R; dt) durch das Verschieben von Funktionen, ρ(t)f =
τtf , deren Stetigkeit in 13.2.6.10 gezeigt wurde, so hat für das zugehörige projek-
torwertige Maß Φ der einer Borelmenge M ⊂ R zugeordnete Projektor Φ(M) die
Gestalt F ◦ ([M ]·) ◦ F−1 für F die wie in 13.3.1.2 normalisierte Fouriertransfor-
mation.

13.4.10 Operationen von Maßen auf Darstellungen
13.4.10.1. SeiH ein Hilbertraum und Φ eine aufR definierte Teilung der Identität
vonH und ρ : t 7→

∫
eitx Φ〈x〉 die dazu wie in 13.4.9.1 gebildete unitäre Darstel-

lung von R in H. Wenn wir einmal von unserem Satz 13.4.9.1 ausgehen, so kann
man leicht sehen, daß für M ⊂ R beschränkt und meßbar das Bild des zugehöri-
gen Projektors (im Φ(M)) ⊂ H jeweils ganz aus differenzierbaren Funktionen
besteht und daß der infinitesimale Erzeuger dort durch das Integral

∫
itΦ〈t〉 be-

schrieben werden kann. Wir werden nun für jede unitäre Darstellung der Gruppe
R oder allgemeiner einer Geradengruppe G in einem Hilbertraum H und jedes
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komplexe Maß µ ∈ M(R) beziehungsweise µ ∈ M(G) einen beschränkten Ope-
rator

µ∗ : H → H

einführen, die „Operation durch Konvolution“, von der wir später die Formel
µ∗ =

∫
µ∧(x)Φ〈x〉 zeigen werden. Die Konvolution mit µ wird also mit dem

Integral seiner Fouriertransformierten µ∧ ∈ Cb(R) nach dem zu unserer Darstel-
lung gehörigen projektorwertigen Maß übereinstimmen. Obwohl das alles noch
nicht bewiesen ist, zeigt es uns doch schon eine Möglichkeit, auch ohne die Exis-
tenz von Φ zu kennen, gewisse Teilräume „mit Frequenzbeschränkungen“ zu de-
finieren. Beim Beweis des folgenden technischen Lemmas, das wir bei unserer
Herleitung der Spektralzerlegung unitärer Darstellungen von R gebraucht und be-
reits im Vorgriff verwendet haben, ist dann der wesentliche Punkte der Nachweis,
daß diese Teilräume aus differenzierbaren Vektoren bestehen und daß ihre Verei-
nigung dicht liegt.

Lemma 13.4.10.2. Es ist möglich, simultan in jeder unitären Darstellung H von
R eine aufsteigende Folge von unitären Unterdarstellungen H0 ⊂ H1 ⊂ . . . so
zu wählen, daß (1) in jedem Hi jeder Vektor differenzierbar ist, daß (2) deren
Vereinigung dicht liegt, und daß (3) jeder Verflechtungsoperator H → H′ auch
Hi nachH′i abbildet.

Beweis. In 13.4.10.8 werden wir zu jeder abgeschlossenen Teilmenge C ⊂∧ R ei-
ne unitäre Unterdarstellung HC ⊂ H erklären und zwar derart, daß aus C ⊂ D
folgt HC ⊂ HD und daß jeder Verflechtungsoperator H → H′ auch HC in H′C
abbildet. In 13.4.10.11 zeigen wir, daß für C kompakt HC aus differenzierbaren
Vektoren besteht. Aus 13.4.10.12 folgt schließlich, daß die Vereinigung der besag-
ten Unterdarstellungen zu den kompakten Intervallen [−n, n] dicht liegt in unserer
ursprünglichen Darstellung.

Definition 13.4.10.3 (Operationen von Maßen auf Darstellungen). Gegeben
eine unitäre Darstellung (H, ρ) einer Geradengruppe G erklären wir für jedes
komplexe Maß µ ∈ M(G) eine lineare Abbildung µ∗ : H → H, v 7→ µ ∗ v
durch die Vorschrift

µ ∗ v =

∫
ρ(t)v µ〈t〉

wobei das Integral im Sinne von 13.3.2.37 zu verstehen ist, also charakterisiert
wird durch 〈w, µ ∗ v〉 =

∫
〈w, ρ(t)v〉 µ〈t〉 für alle w ∈ H.

Beispiele 13.4.10.4. Ist µ = δt ein Diracmaß, so gilt µ ∗ v = ρ(t)(v). Durch diese
Gleichheit motiviert vereinfachen wir unsere Notation und schreiben kurz

ρ(t)(v) = t ∗ v
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Ist µ = a1δt(1) + . . . + anδt(n) eine Linearkombination von Diracmaßen, so gilt
mit dieser Notation µ ∗ v = a1t(1) ∗ v + . . . + ant(n) ∗ v. In der Tat ist unsere
Operation von Maßen sicher eine bilineare Abbildung M(G)×H → H.

Lemma 13.4.10.5 (Stetigkeit der Konvolution). Gegeben eine unitäre Darstel-
lungH einer Geradengruppe G gilt für jedes komplexe Maß µ ∈ M(G) und jeden
Vektor v ∈ H die Abschätzung

‖µ ∗ v‖ ≤ ‖µ‖ · ‖v‖

mit ‖µ‖ der Variationsnorm unseres Maßes aus 13.3.2.31.

Beweis. Für alle w ∈ H haben wir

|〈w, µ ∗ v〉| =
∣∣∣∣∫ 〈w, t ∗ v〉 µ〈t〉∣∣∣∣ ≤ ∫ |〈w, t ∗ v〉| |µ|〈t〉 ≤ ‖µ‖ · ‖v‖ · ‖w‖

Setzen wir hier w = µ ∗ v, so ergibt sich die Behauptung sofort.

Lemma 13.4.10.6 (Assoziativität der Konvolution). Gegeben eine unitäre Dar-
stellungH einer Geradengruppe G und Maße µ, ν ∈ M(G) und ein Vektor v ∈ H
gilt stets

µ ∗ (ν ∗ v) = (µ ∗ ν) ∗ v

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß beide Seiten mit jedem Vektor w ∈ H dasselbe
Skalarprodukt haben. Wir finden nun nach den Definitionen

〈w, µ ∗ (ν ∗ v)〉 =

∫
〈w, t ∗ (ν ∗ v)〉 µ〈t〉

=

∫
〈(−t) ∗ w, ν ∗ v〉 µ〈t〉

=

∫ (∫
〈(−t) ∗ w, s ∗ v〉 ν〈s〉

)
µ〈t〉

〈w, (µ ∗ ν) ∗ v〉 =

∫
〈w, x ∗ v〉(µ ∗ ν)〈x〉

=

∫
〈w, (s+ t) ∗ v〉(µ� ν)〈s, t〉

und die Behauptung folgt so aus dem Satz von Fubini.

Lemma 13.4.10.7. Sei H eine unitäre Darstellung einer Geradengruppe G und
µn ∈ M(G) eine Folge von nichtnegativen Maßen mit µn(G) = 1 und der Eigen-
schaft, daß für jede offene Umgebung U des neutralen Elements 0 ∈ G fast alle
unserer Maße auf G \U verschwinden. So gilt für jeden Vektor v ∈ H die Formel

lim
n→∞

µn ∗ v = v
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Beweis. Für alle ε > 0 gibt es eine offene Umgebung U des neutralen Elements
mit ‖t∗v−v‖ ≤ ε für alle t ∈ U . Falls n so groß ist, daß gilt µn(G\U), so haben
wir demnach

|〈w, µn ∗ v − v〉| =
∣∣∣∣∫ 〈w, t ∗ v − v〉 µn〈t〉∣∣∣∣ ≤ ∫ |〈w, t ∗ v − v〉| µn〈t〉 ≤ ε‖w‖

Definition 13.4.10.8. Gegeben eine GeradengruppeG notieren wir die Inverse der
abstrakten FouriertransformationM(G)

∼→ S(Ĝ) von den Schwartzmaßen in die
Schwartzfunktionen aus 13.3.2.13 als h 7→ h∨. Gegeben eine unitäre Darstellung
H von G und eine abgeschlossene Teilmenge C ⊂∧ Ĝ setzen wir

HC = {v ∈ H | h∨ ∗ v = 0 für alle h ∈ S(Ĝ) mit h|C = 0}

Nach 13.4.10.5 ist das ein abgeschlossener Teilraum und wegen der Kommutati-
vität der Konvolution ist er sogar eine Unterdarstellung. Offensichtlich folgt aus
C ⊂ D auchHC ⊂ HD.

13.4.10.9. Im folgenden will ich versuchen klar zu machen, daß man sich diesen
Raum denken kann als die Menge aller Vektoren, die „keine spektralen Anteile zu
Charakteren außerhalb von C besitzen“.

Beispiel 13.4.10.10. Gegeben f ∈ S(Ĝ) mit Träger in C gilt f∨ ∗ H ⊂ HC . In
der Tat haben wir ja h∨ ∗ (f∨ ∗ v) = (h∨ ∗ f∨) ∗ v = (h · f)∨ ∗ v = 0 für alle
h ∈ S(Ĝ) mit h · f = 0.

Lemma 13.4.10.11. Für jede unitäre DarstellungH einer Geradengruppe G und
jedes Kompaktum C ⊂ Ĝ bestehtHC aus differenzierbaren Vektoren.

Beweis. Wir behaupten zunächst für alle v ∈ HC und ϕ ∈ S(Ĝ) mit ϕ|C = 1 die
Formel

ϕ∨ ∗ v = v

Aus den Definitionen folgt schon mal, daß für jede weitere derartige Funktion
φ gilt φ∨ ∗ v = ϕ∨ ∗ v. Es reicht demnach, unsere Formel für ein derartiges ϕ
zu zeigen, das wir konstant Eins auf einem C und den Ursprung umfassenden
Intervall annehmen dürfen, so daß insbesondere für r ≥ 1 auch ϕr = ϕ ◦ (r−1·)
auf C konstant Eins ist. Damit hängt also ϕ∨r ∗ v gar nicht von r ≥ 1 ab. Unsere
Formel ist mithin gezeigt, sobald wir nachweisen, daß 〈ϕ∨r ∗ v, w〉 für alle w bei
r →∞ gegen 〈v, w〉 strebt. Ist nun λ ein Haarmaß auf G und ϕ∨ = ψλ, so haben
wir ϕ∨r = r(ψ ◦ (r·))λ und

〈w,ϕ∨r ∗ v〉 =

∫
〈w, t ∗ v〉rψ(rt) λ〈t〉 =

∫
〈w, (u/r) ∗ v〉ψ(u) λ〈u〉
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und das strebt nach dem Satz über dominierte Konvergenz bei r → ∞ gegen
〈v, w〉. Damit ist die oben behauptete Formel bewiesen. Um nun zu zeigen, daß
v ∈ H differenzierbar ist, beschränken wir uns auf den Fall G = R. Für jede
Funktion ψ aus dem Schwartzraum strebt dann (τtψ − ψ)/t für t → 0 in der L1-
Norm gegen ψ′ und damit ist ψλ ∗ v differenzierbar nach 13.4.10.5 mit Ableitung
ψ′λ ∗ v.

Lemma 13.4.10.12. Gegeben eine unitäre Darstellung H einer Geradengruppe
G liegt die Vereinigung derHC über alle Kompakta C ⊂ Ĝ dicht inH.

Beweis. Nach 13.4.10.7 liegtM(G)∗H dicht inH. Nach 13.4.10.13 liegt C∞! (Ĝ)∨

dicht inM(G) für die Variationsnorm. Nach 13.4.10.5 liegt dann auch C∞! (Ĝ)∨ ∗
H dicht inH.

Lemma 13.4.10.13. Die Fouriertransformierten glatter Funktionen mit kompak-
tem Träger auf der reellen Zahlengeraden bilden einen dichten Teilraum im Raum
aller integrierbaren Funktionen auf der reellen Zahlengeraden.

Beweis. Zunächst einmal liegt der Schwartzraum dicht im Raum aller integrier-
baren Funktionen, es reicht also für jede Funktion des Schwartzraums f ∈ S eine
Folge gn ∈ C∞! (R) anzugeben mit limn→∞ ‖g∧n − f‖1 = 0. Dazu schreiben wir
f = g∧ mit g ∈ S und wählen h ∈ C∞! (R) mit h|[−1,1] = 1 und betrachten die
Funktionen hn mit hn(x) = h(x/n) und setzen gn = hng. Jetzt behaupte ich

(gn)(i) → g(i)

in der L2-Norm für i = 0, 1, 2, also für die Funktionen selbst und für ihre erste
und zweite Ableitung. Sobald das gezeigt ist, folgern wir yig∧n → yig∧ in der L2-
Norm für i = 0, 1, 2 und damit (1 + y2)g∧n → (1 + y2)g∧ in der L2-Norm. Da aber
(1+y2)−1 selbst quadratintegrierbar ist, folgt mit 13.4.10.14 sofort g∧n → g∧ in der
L1-Norm. Warum aber gilt (hng)(i) → g(i) in der L2-Norm? Nun, wir finden eine
Schranke C für |h − 1| und eine Schranke M mit |g(x)| ≤ Mx−2 für x ≥ 1 und
folgern |hng− g| = |hn− 1| · |g| ≤MCx−2 für x ≥ 1. Für |x| ≤ n verschwindet
andererseits diese Differenz identisch, und so folgt

‖hng − g‖2 ≤ 2MC

∫ ∞
n

x−2 dx

und das strebt für n→∞ gegen Null. Die Behauptung für die höheren Ableitun-
gen zeigt man ähnlich.

Übungen

Übung 13.4.10.14. Gegeben ein Maßraum X definiert für jede quadratintegrier-
bare Funktion g ∈ L2(X) das Multiplizieren mit g eine stetige lineare Abbildung
(g·) : L2(X)→ L1(X) mit der Operatornorm ‖g‖2.
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Übung 13.4.10.15. Gegeben unitäre Darstellungen (H, ρ) und (H′, ρ′) einer Ge-
radengruppe G und ein Verflechtungsoperator A : H → H′ zeige man für jedes
komplexe Maß µ ∈ M(G) und alle v ∈ H die Formel µ ∗ (Av) = A(µ ∗ v).

13.4.11 Variationen zum Spektralsatz
Satz 13.4.11.1 (Simultane Spektralzerlegung). Gegeben ein HilbertraumH ha-
ben wir eine Bijektion

Kompakt getragene auf
Rn definierte Teilungen
Φ der Identität vonH

 ∼→


n-Tupel (T1, . . . , Tn) von

paarweise kommutierenden
selbstadjungierten Operatoren aufH


Φ 7→

(∫
x1Φ, . . . ,

∫
xnΦ

)
Gegeben eine stetige lineare Abbildung A : H → H′ von Hilberträumen und
paarweise kommutierende selbstadjungierte Operatoren T1, . . . , Tn ∈ B(H) so-
wie T ′1, . . . , T

′
n ∈ B(H′) mit ATν = T ′νA für 1 ≤ ν ≤ n haben wir für die

zugehörigen projektorwertigen Maße Φ,Φ′ und jede Borelmenge M ⊂ Rn weiter
die Identität

A ◦ Φ(M) = Φ′(M) ◦ A

13.4.11.2. Der Beweis variiert den Beweis des Spektralsatzes 13.4.7.8 und wird
uns bis zum Ende dieses Abschnitts beschäftigen. Wir beginnen mit einer sehr
groben Abschätzung für die Operatornorm eines polynomialen Ausdrucks in paar-
weise kommutierenden selbstadjungierten Operatoren.

Lemma 13.4.11.3. Gegeben ein HilbertraumH, darauf paarweise kommutieren-
de selbstadjungierte Operatoren T1, . . . , Tn und ein kompaktes Intervall [a, b] ⊂
R mit σ(Tν) ⊂ (a, b) für 1 ≤ ν ≤ n gilt für jedes Polynom P ∈ C[X1, . . . , Xn]
die Abschätzung

‖P (T1, . . . , Tn)‖ ≤ sup{P (λ1, . . . , λn) | λν ∈ [a, b] ∀ν}

Beweis. Bezeichne Φν die nach dem Spektralsatz 13.4.7.8 durch Tν definierte Tei-
lung der Identität von H. Wir bilden für jedes r die äquidistante Unterteilung
a = a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ar = b und betrachten die Intervalle Ii = (ai−1, ai] und die
Operatoren

Srν =
r∑
i=1

aiΦν(Ii)

Nach dem Spektralsatz gilt in der Operatornorm Srν → Tν für r →∞ und daraus
ergibt sich sofort ebenfalls in der Operatornorm

P (Sr1 , . . . , S
r
n)→ P (T1, . . . , Tn) für r →∞
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Der Operator P (Sr1 , . . . , S
r
n) kann hinwiederum wie folgt beschrieben werden:

Man betrachte für jedes n-Tupel (i(1), i(2), . . . i(n)) von Indizes aus {1, . . . , r}
den Projektor Φ1(Ii(1))◦. . .◦Φn(Ii(n)). Die Bilder dieser rn Projektoren bilden eine
Zerlegung unseres Hilbertraums H in rn paarweise orthogonale abgeschlossene
Teilräume und unser Operator P (Sr1 , . . . , S

r
n) operiert auf dem entsprechenden

Teilraum als der Skalar P (ai(1), ai(2), . . . , ai(n)). Im Fall n = 2 etwa ist das genau
der Wert, den unser Polynom an der oberen linken Ecke des Rechtecks Ii(1)×Ii(2)

annimmt. Damit ist klar, daß die Norm von P (Sr1 , . . . , S
r
n) in der behaupteten

Weise abgeschätzt werden kann, und dasselbe ergibt sich im Grenzwert auch für
die Norm von P (T1, . . . , Tn).

Beweis von 13.4.11.1. Wir konstruieren zunächst eine Abbildung in die Gegen-
richtung. Seien T1, . . . , Tn paarweise kommutierende selbstadjungierte Operato-
ren auf einem Hilbertraum H. Lemma 13.4.11.3 zeigt, daß es ein Kompaktum
K ⊂ Rn gibt derart, daß für jedes Polynom P ∈ C[X1, . . . , Xn] gilt

‖P (T1, . . . , Tn)‖ ≤ ‖P |K‖∞
Daraus folgern wir die Existenz und Eindeutigkeit der durch gestrichelte Pfeile
angedeuteten stetigen Ringhomomorphismen im Diagramm

C[X1, . . . , Xn]

((QQQQQQQQQQQQQQ
// // C[x1, . . . , xn] �

� //

���
�
�

C(K)

xxq q
q

q
q

B(H)

und haben so bereits das Anwenden einer stetigen Funktion auf einen selbstadjun-
gierten Operator verallgemeinert zum Anwenden einer stetigen FunktionRn → C
auf ein n-Tupel von paarweise kommutierenden selbstadjungierten Operatoren.
Wie beim Beweis von 13.4.2.14 im Anschluß an 13.4.5.8 folgern wir, daß es für
jeden Vektor v ∈ H genau ein Paar (µ, ϕ) gibt bestehend aus einem kompakt ge-
tragenen Borelmaß µ auf Rn und einer unitären Einbettung ϕ : L2(Rn;µ) ↪→ H
mit ϕ(1) = v und ϕ◦(xi·) = Ti◦ϕ für 1 ≤ i ≤ n. Wie in 13.4.8.2 folgende zeigen
wir dann, daß es für f : Rn → C meßbar und beschränkt genau einen Operator
f(T1, . . . , Tn) gibt mit f(T1, . . . , Tn)v = ϕ(f) für ϕ die kanonische Einbettung
zu v wie eben, und daß wir so eine Teilung der Identität mit den gewünschten
Eigenschaften erhalten. Der Rest des Beweises ist vollständig analog zum Beweis
des Spektralsatzes aus 13.4.8 und mag dem Leser überlassen bleiben.

Korollar 13.4.11.4 (Spektralsatz für unitäre Operatoren). Gegeben ein Hilbert-
raumH haben wir eine Bijektion{

Auf der Kreislinie S1 definierte
Teilungen Φ der Identität vonH

}
∼→
{

Unitäre Automorphismen
des HilbertraumsH

}
Φ 7→

∫
S1 zΦ〈z〉
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Beweis. Nach 13.4.7.14 liefert für jede Teilung der Identität auf der Kreislinie be-
sagtes Integral einen unitären Automorphismus unseres Hilbertraums. Daß diese
Konstruktion eine Bijektion liefert, folgt mit mit 13.4.3.21 aus dem etwas allge-
meineren Fall 13.4.11.6 sogenannter „normaler“ Operatoren.

Definition 13.4.11.5. Ein Operator auf einem Hilbertraum heißt normal, wenn er
mit seinem Adjungierten vertauscht. In Formeln ist also ein Operator N ∈ B(H)
normal, wenn gilt NN∗ = N∗N . Insbesondere ist jeder selbstadjungierte und je-
der unitäre Operator normal. Ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen
Hilbertraums ist normal genau dann, wenn er diagonalisierbar ist mit paarwei-
se aufeinander senkrecht stehenden Eigenräumen, und für jedes projektorwertige
Maß Φ auf einem Meßraum und jede beschränkte meßbare komplexwertige Funk-
tion f auf besagtem Raum ist

∫
fΦ normal.

Korollar 13.4.11.6 (Spektralsatz für normale Operatoren).

1. Gegeben ein HilbertraumH erhalten wir eine Bijektion{
Auf C definierte kompakt getragene

Teilungen der Identität vonH

}
∼→

{
Normale

Operatoren aufH

}
Φ 7→

∫
zΦ〈z〉

2. Für die einem normalen Operator N entsprechende Teilung der Identität
ΦN ist das Spektrum σ(N) von N das kleinste Kompaktum K ⊂ C mit
ΦN(K) = idH und der adjungierte Operator wird gegeben durch das Inte-
gral

N∗ =

∫
z̄ΦN〈z〉

3. Gegeben eine stetige lineare Abbildung von Hilberträumen A : H → H′
und normale Operatoren N ∈ B(H), N ′ ∈ B(H′) mit AN = N ′A gilt für
die zugehörigen projektorwertigen Maße Φ,Φ′ und M ⊂ C eine beliebige
Borelmenge

A ◦ Φ(M) = Φ′(M) ◦ A

Beweis. Jeder normale Operator N läßt sich in eindeutiger Weise darstellen als

N = R + iI

mit kommutierenden selbstadjungierten Operatoren R und I , nämlich mit R =
(N + N∗)/2 und I = (N − N∗)/2i. Betrachten wir zu R und I die simultane
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Spektralzerlegung, d.h. die auf R2 definierte kompakt getragene Teilung Φ der
Identität vonH mit

R =

∫
xΦ〈x, y〉 und I =

∫
yΦ〈x, y〉

Wir erhalten unter der Identifikation R2 ∼→ C, (x, y) 7→ x+ iy eine Teilung Φ der
Identität auf C mit

N =

∫
zΦ〈z〉

Der Rest des Beweises kann dem Leser überlassen bleiben, für Teil 3 benutze man
das anschließende Lemma 13.4.11.7.

Lemma 13.4.11.7. GegebenN : H → H undN ′ : H′ → H′ normale Operatoren
auf Hilberträumen und A : H → H′ eine stetige lineare Abbildung mit AN =
N ′A gilt auch für ihre Adjungierten AN∗ = N ′∗A.

Beweis. Seien ΦN ,ΦN ′ die zugehörigen Teilungen der Identität auf C. Zunächst
einmal gilt es, 13.4.8.11 auf den Fall normaler Operatoren zu verallgemeinern.
Das zeigt dannAΦN(C) = ΦN ′(C)A erst für C ⊂∧ C und dann durch die Betrach-
tung geeigneter Differenzmengen auch allgemeiner für halboffene Rechtecke der
Gestalt C = (a, b] × i(c, d]. Jetzt schreiben wir N∗ und N ′∗ als Grenzwert von
Riemannsummen wie im Beweis von 13.4.11.3 und das Lemma folgt.

Übungen

Übung 13.4.11.8. Gegeben ein Hilbertraum H mit einer Teilung Φ der Identi-
tät und f beschränkt und meßbar und P ∈ C[X] ein Polynom haben wir nach
13.4.7.23 die Identität

P

(∫
fΦ

)
=

∫
(P ◦ f)Φ

Man zeige diese Identität nun für beliebige beschränkte meßbare Funktionen P :
C→ C.

13.4.12 Unbeschränkte Operatoren
13.4.12.1. In der Literatur trifft man unitäre Darstellungen von R meist in einer
mehr traditionellen Tracht als sogenannte „unbeschränkte selbstadjungierte Ope-
ratoren“ an. Ich stelle hier dieses Konzept vor und erkläre in Satz 13.4.12.9 seine
Beziehung zu unitären Darstellungen, beweise von diesem Satz jedoch nur noch
einen Teil.
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Definition 13.4.12.2. Unter einer partiell definierten linearen Abbildung von
einem Vektorraum V in einen Vektorraum W verstehen wir ein Paar (D, T ) be-
stehend aus einem Untervektorraum D ⊂ V und einer linearen Abbildung T :
D → W . Wir notieren solch eine partiell definierte lineare Abbildung auch T :
V 99K W und schreiben D = D(T ) und nennen diesen Untervektorraum den
Definitionsbereich von T . Ist V ein normierter Vektorraum und D ⊂ V dicht, so
sprechen wir von einer dicht definierten linearen Abbildung V 99K W .

Beispiel 13.4.12.3. Ein typisches Beispiel für eine dicht definierte lineare Abbil-
dung wäre V = W = L2(R; dx) mit dem TeilraumD = {f ∈ L2(R; dx)∩C1(R) |
f ′ ∈ L2(R; dx)} als Definitionsbereich und dem Ableiten Tf = f ′ als linearer
Abbildung.

Definition 13.4.12.4. Gegeben T : H 99K H′ eine dicht definierte lineare Ab-
bildung von Hilberträumen erklären wir eine weitere partiell definierte lineare
Abbildung T ∗ : H′ 99K H, ihre adjungierte Abbildung, indem wir den Teilraum
D(T ∗) = {v′ ∈ H′ | v 7→ 〈v′, T v〉 ist stetig auf D(T )} als ihren Definitionsbe-
reich wählen und dann T ∗ : D(T ∗)→ H unter Verwendung des Satzes von Riesz
13.2.8.3 erklären durch die Vorschrift

〈T ∗v′, v〉 = 〈v′, T v〉 ∀v ∈ D(T ), v′ ∈ D(T ∗)

Definition 13.4.12.5. Ein unbeschränkter selbstadjungierter Operator auf ei-
nem Hilbertraum ist eine dicht definierte lineare Abbildung von unserem Hil-
bertraum in sich selber, die mit ihrer Adjungierten zusammenfällt, in Formeln
T : H 99K H mit T ∗ = T . Mit gefordert wird hier implizit insbesondere auch die
Gleichheit der Definitionsbereiche D(T ) = D(T ∗).

13.4.12.6. Mich befriedigt diese Terminologie nicht vollständig, da natürlich auch
alle beschränkten selbstadjungierten Operatoren Beispiele für unbeschränkte selbst-
adjungierte Operatoren sind. Stattdessen stets von „nicht notwendig beschränk-
ten“ selbstadjungierten Operatoren zu reden, wäre aber auch wieder umständlich.

Lemma 13.4.12.7. Für jedes nichtnegative Borelmaß µ auf R ist das Paar (D, T )
bestehend aus dem Teilraum D = {f ∈ L2(R;µ) | xf ∈ L2(R;µ)} und der
Abbildung T : D → L2(R;µ), f 7→ xf ein unbeschränkter selbstadjungierter
Operator auf L2(R;µ). Hierbei meint x die Identität auf R.

Beweis. Per definitionem besteht D(T ∗) aus allen g ∈ L2(R;µ) derart, daß sich
die Abbildung f 7→

∫
ḡxfµ stetig von D auf ganz L2(R;µ) fortsetzen läßt. Die

Inklusion D(T ∗) ⊃ D scheint mir damit offensichtlich. Läßt sich andererseits für
vorgegebenes g ∈ L2 unsere Abbildung stetig von D nach L2 fortsetzen, so wird
diese Fortsetzung nach 13.2.8.3 gegeben durch das Integrieren gegen eine Funk-
tion h ∈ L2(R;µ) als f 7→

∫
h̄fµ. Insbesondere gilt also für jede glatte Funktion
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f mit kompaktem Träger
∫
ḡxfµ =

∫
h̄fµ und daraus folgt mit 13.3.3.12 dann

ḡx = h̄ fast überall, also xg ∈ L2(R;µ) und damit D(T ∗) = D.

Beispiel 13.4.12.8. Ich komme nocheinmal auf das Beispiel 13.4.12.3 zurück. Ge-
geben f, g ∈ D gilt ja sicher∫ b

a

ḡf ′ = ḡf |ba −
∫ b

a

ḡ′f

und wegen ḡf ∈ L1 finden wir Folgen an, bn mit an → −∞, bn → ∞ und
(ḡf)(an)→ 0, (ḡf)(bn)→ 0. Daraus folgern wir

〈g, Tf〉 = −〈Tg, f〉 ∀f, g ∈ D

Mithin unterscheidet sich in diesem Fall der Operator (iT )∗ vom Operator iT
höchstens dadurch, daß er eventuell einen größeren Definitionsbereich hat. Und
den hat er in unserem Fall in der Tat, zum Beispiel gehört zu besagtem Defini-
tionsbereich auch noch jede stetige Funktion, die auf (−∞, a] und [a,∞) stetig
differenzierbar ist und deren Ableitung dort jeweils quadratintegrierbar ist. Ge-
nauer erhalten wir eine Erweiterung unseres Operators zu einem selbstadjungier-
ten Operator, wenn wir t statt x schreiben und den folgenden Satz 13.4.12.9 auf
die unitäre Darstellung von R auf L2(R; dt) anwenden, bei der t ∈ R durch Ver-
schiebung um t operiert, in Formeln ρ(t) = τt.

Satz 13.4.12.9. Gegeben ein HilbertraumH liefert das Bilden des infinitesimalen
Erzeugers Sρ zu einer unitären Darstellung ρ im Sinne von 13.4.1.15 eine Bijekti-
on {

Unitäre Darstellungen
von R inH

}
∼→

{
Unbeschränkte selbstadjungierte

Operatoren aufH

}
ρ 7→ (H1,−iSρ)

Beweis. Wir zeigen hier nur, daß wir so eine Abbildung erhalten. Das einzige
Problem dabei ist zu zeigen, daß der adjungierte Operator zu iSρ auch keinen
größeren Definitionsbereich hat als H1. Das folgt jedoch sofort aus der lokalen
Darstellung 13.4.1.4 in Verbindung mit 13.4.12.7. Daß die so konstruierte Abbil-
dung eine Bijektion ist, wird erst später gezeigt werden.

13.4.12.10. Gegeben ein HilbertraumH folgern wir aus dem vorhergehenden Satz
13.4.12.9 in Verbindung mit dem Satz über die Spektralzerlegung unitärer Darstel-
lungen 13.4.9.1 sogar ein kommutatives Dreieck von Bijektionen{

Unitäre Darstellungen
von R inH

}
↗∼ ∼↘
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Auf R definierte Teilungen

der Identität vonH

}
∼→
{

Unbeschränkte selbstadjun-
-gierte Operatoren aufH

}
Φ 7→

∫
xΦ〈x〉

Hier ist der fragliche Operator nur auf den v ∈ H mit
∫
|x|〈v,Φv〉 <∞ definiert,

für 〈v,Φv〉 das in 13.4.7.20 erklärte Maß, und für diese v ist er definiert durch die
Bedingung 〈

w,

(∫
xΦ〈x〉

)
v

〉
=

∫
x〈w,Φv〉 ∀w ∈ H

Weiter meint ↗ unsere Bijektion aus dem Satz über die Spektralzerlegung uni-
tärer Darstellungen 13.4.9.1 und ↘ unsere Bijektion aus dem vorhergehenden
Satz 13.4.12.9 und das a priori völlig unmotivierte Vorzeichen in 13.4.12.9 habe
ich nur eingeführt, damit ein kommutatives Dreieck entsteht, ohne daß wir irgend-
wo anders ein noch unnatürlicheres Vorzeichen einführen müßten.

13.4.12.11. In der Quantenmechanik modelliert man die Menge aller möglichen
Zustände eines vorgegebenen physikalischen Systems als die Menge PH aller ein-
dimensionalen Teilräume eines Hilbertraums H. Messungen mit zwei möglichen
Resultaten – Ja oder Nein – modelliert man als abgeschlossene Teilräume T ⊂ H.
Wenden wir auf einen Zustand Cv ∈ PH eine Messung T an, so gilt es, den
Vektor v auf den vorgegebenen Teilraum T ⊂ H zu projizieren vermittels des
zugehörigen orthogonalen Projektors prT , und das Verhältnis von ‖ prT (v)‖2 zu
‖v‖2 wird dann interpretiert als die Wahrscheinlichkeit P (v) für das Meßergebnis
„Ja“, in Formeln

P (v) =
‖ prT (v)‖2

‖v‖2

Feinere Messungen, die als Meßergebnisse etwa beliebige reelle Zahlen liefern
können, modelliert man als Teilungen Φ der Identität von H, die etwa auf der
reellen Zahlengeraden definiert sind, und interpretiert dann für jede Borelmenge
M ⊂ R den Projektor Φ(M) in der Weise, daß ‖Φ(M)v‖2/‖v‖2 die Wahrschein-
lichkeit dafür angibt, daß der Zustand Cv bei unserer Messung ein Resultat aus
M liefert.

13.4.12.12. Eine partiell definierte lineare Abbildung von Banachräumen heißt ein
abgeschlossener Operator, wenn ihr Graph abgeschlossen ist im Produktraum.
Das ist nicht zu verwechseln mit dem Begriff der Abgeschlossenheit für Abbil-
dungen zwischen topologischen Räumen. Gleichbedeutend ist die Forderung, daß
für eine konvergente Folge vn im Definitionsbereich unseres Operators, für die
auch die Folge der Bilder Tvn konvergiert, der Grenzwert v auch im Definitions-
bereich unseres Operators liegt und zusätzlich gilt Tvn → Tv. Man kann zeigen,
daß jeder unbeschränkte selbstadjungierte Operator abgeschlossen ist.
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Übungen

Übung 13.4.12.13. Ist Φ eine kompakte getragene auf R definierte Teilung der
Identität eines Hilbertraums H und T der zugehörige selbstadjungierte Operator,
so ist 〈Tv, v〉/‖v‖2 der Erwartungswert für das Ergebnis, das man erhält, wenn
man die durch Φ beschriebene Messung auf den Zustand Cv anwendet. Das ist im
übrigen genau die Zahl, für die wir im Beweis von 4.1.12.15 die Bezeichnung als
„Raleigh-Quotient“ eingeführt hatten.
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14.1 Differenzierbarkeit im Komplexen

14.1.1 Holomorphe Funktionen (28.4)
14.1.1.1. Seien X, Y topologische Räume, p ∈ X ein Häufungspunkt, Y Haus-
dorff und f : X\p → Y eine Abbildung. Ich erinnere an unsere Definition des
Grenzwerts limx→p f(x) aus ?? als dem „Wert der einzig möglichen bei p stetigen
Fortsetzung von f auf ganz X , wenn es denn solch eine Fortsetzung gibt“. Hier
ist ein Film über die Definition der komplexen Ableitung.

Definition 14.1.1.2. Seien U ⊂◦ C eine offene Teilmenge und p ∈ U ein Punkt.
Eine Funktion f : U → C heißt komplex differenzierbar bei p mit Ableitung
b ∈ C, wenn gilt

lim
z→p

f(z)− f(p)

z − p
= b

Wir kürzen diese Aussage ab durch f ′(p) = b und nennen f ′(p) die Ableitung
oder ausführlicher die komplexe Ableitung der Funktion f an der Stelle p.

14.1.1.3. Man muß sich hier von der in der Schule liebgewonnenen Anschauung
der Ableitung als „Steigung der Tangente“ verabschieden. Welche Anschauung
man stattdessen mit dem Konzept der komplexen Ableitung verbinden mag, wer-
den wir im folgenden noch ausführlich diskutieren.

Definition 14.1.1.4. Eine holomorphe Funktion ist eine auf einer offenen Teil-
menge U ⊂◦ C der komplexen Zahlenebene definierte komplexwertige Funktion
f : U → C, die an jeder Stelle p ∈ U komplex differenzierbar ist. Wir erklären
dann ihre Ableitung f ′ : U → C durch p 7→ f ′(p).

Beispiel 14.1.1.5. Jede konstante Funktion auf U ⊂◦ C ist holomorph mit der
Nullfunktion als Ableitung.

Beispiel 14.1.1.6. Die Einbettung einer offenen Teilmenge U ⊂◦ C nach C ist eine
holomorphe Funktion i : U → C mit Ableitung i′(p) = 1 ∀p ∈ U alias i′ = 1.

Beispiel 14.1.1.7. Das Invertieren z 7→ 1/z ist eine holomorphe AbbildungC× →
C mit der Ableitung −1/z2. Man zeigt das mit derselben Rechnung wie im Reel-
len 10.5.3.6.

14.1.1.8 (Anschauliche Bedeutung der komplexen Differenzierbarkeit). Hier
ist ein Film über die anschauliche Bedeutung der komplexen Ableitung. Gegeben
U ⊂◦ C eine offene Teilmenge und f : U → C eine Abbildung und p ∈ U ein
Punkt ist offensichtlich f komplex differenzierbar bei p mit Ableitung f ′(p) = b
genau dann, wenn es eine komplexwertige Funktion ε gibt mit limh→0 ε(h) = 0
und

f(p+ h) = f(p) + bh+ hε(h)

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/holomorphedef.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/holomorphedef.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/anschauungkompdiff.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/anschauungkompdiff.mp4
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Bis auf den Fehler hε(h), der für kleines h derart klein wird, daß er für h → 0
sogar dann noch gegen Null strebt, wenn man ihn durch h teilt, ist also f nah bei
p die Drehstreckung p+h 7→ p+ bh mit Zentrum p und Faktor b ∈ C gefolgt von
der Verschiebung +(f(p) − p). Anschaulich bedeutet das insbesondere im Fall
f ′(p) 6= 0, daß jede bei p komplex differenzierbare Abbildung bei p „winkeltreu
und orientierungserhaltend“ ist.

14.1.1.9 (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit). Quasi per definitionem ??
ist limh→0 ε(h) = 0 gleichbedeutend dazu, daß die einzige bei h = 0 stetige
Fortsetzung von ε an die Stelle h = 0 durch ε(0) = 0 geschieht. Insbesondere ist
nach 14.1.1.8 eine komplex differenzierbare Funktion auch stetig.

14.1.1.10 (Rechenregeln für die komplexe Ableitung). Auch für komplex diffe-
renzierbare Funktionen gelten die Summenregel (f + g)′ = f ′ + g′, Produktregel
(fg)′ = f ′g+fg′ und Kettenregel (f ◦g)′ = g′(f ′ ◦g) mit demselben Beweis wie
in 10.5.4.1 beziehungsweise 10.5.4.6. Insbesondere ist jede komplexe Polynom-
funktion holomorph. Weiter folgt aus der Kombination von Produktregel, Ketten-
regel und unseren Erkenntnissen zum Ableiten des Invertierens 14.1.1.7 auch im
Komplexen die Quotientenregel.

14.1.1.11 (Ableiten ganzzahliger Potenzen). Induktiv folgert man wie im Reel-
len für die Ableitung von zn die Formel nzn−1 erst für n ≥ 0 und dann mit der
Quotientenregel für n ≤ −1.

14.1.1.12 (Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion). Genau wie im Fall
der reellen Exponentialfunktion 10.5.4.9 zeigt man, daß die komplexe Exponen-
tialfunktion exp : C → C holomorph ist und mit ihrer eigenen Ableitung über-
einstimmt, in Formeln exp′ = exp. Ich will nun beispielhaft die anschauliche
Bedeutung der Identität exp′(πi/2) = exp(πi/2) herausarbeiten. Wir haben ja
exp(πi/2) = i und die imaginäre Achse wird unter exp auf den Einheitskreis auf-
gewickelt. So sehen wir, daß exp((πi/2) + h) = i exph für kleines h in erster
Näherung i + ih ist, also eine Rotation um einen rechten Winkel im Gegenuhrzei-
gersinn gefolgt von einer Verschiebung, und diese Rotation ist eine Drehstreckung
um den Faktor i und das ist folglich auch unsere Ableitung i = exp′(πi/2).

Übungen

Übung 14.1.1.13 (Funktionen mit komplexer Ableitung Null). Ein holomorphe
Funktion mit zusammenhängendem Definitionsbereich, deren komplexe Ablei-
tung identisch verschwindet, ist konstant.

Übung 14.1.1.14. Sei g : U → C× stetig ohne Nullstelle mit f := g2 holomorph.
Man zeige daß auch g holomorph ist mit Ableitung g′ = f ′/2g.
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Anschauliche Bedeutung der Ableitung der komplexen Exponentialfunktion. Das
untere Bild entsteht aus dem oberen durch Anwenden der komplexen

Exponentialfunktion. Man sieht, daß das Differential dieser Abbildung an einer
Stelle auf der reellen Achse eine Streckung um einen reellen Faktor ist, an einer
Stelle auf der imaginären Achse dahingegen eine Drehung alias eine Streckung

um einen komplexen Faktor vom Absolutbetrag Eins.
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Übung 14.1.1.15. Sei H := {z | Imz > 0} die offene obere Halbebene. Man
zeige, daß es für je zwei Punkte p, q ∈ H eine holomorphe Bijektion h : H

∼→ H
gibt mit h(p) = q. Hinweis: ??.
Übung 14.1.1.16. Sei E := {z | |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe. Man
zeige, daß es für je zwei Punkte p, q ∈ E eine holomorphe Bijektion h : E

∼→ E
gibt mit h(p) = q. Hinweis: 14.1.1.15 und ??.

14.1.2 Komplexe und reelle Differenzierbarkeit (3.5)
14.1.2.1. Hier ist ein Film über Differenzierbarkeit im Reellen. In 12.1.3.16 ha-
ben wir vereinbart, daß wir eine Teilmenge A eines normierten reellen Raums X
halboffen nennen wollen, wenn es für jeden Punkt p ∈ A eine nichtleere offene
Teilmenge C ⊂◦ ~X gibt mit p + [0, 1]C ⊂ A, wenn es also anschaulich gespro-
chen ein kleines Kegelchen mit Spitze in p gibt, das ganz in A liegt. Gegeben eine
halboffene Teilmenge A eines normierten reellen Raums X und eine Abbildung
f : A → Y in einen weiteren reellen Raum haben wir in 12.1.3.1 und 12.1.3.19
ihr Differential

dpf : ~X → ~Y

bei p definiert als eine stetige R-lineare Abbildung L, für die es eine ~Y -wertige
Abbildung ε gibt mit lim~v→~0 ε(~v) = 0 und

f(p+ ~v) = f(p) + L~v + ‖~v‖ε(~v)

Wir haben gezeigt, daß so eine Abbildung L eindeutig ist, wenn sie existiert, so
daß sie Namen und Notation auch verdient. Wenn das Differential existiert, nen-
nen wir f differenzierbar. Wenn wir den Unterschied zur partiellen Differen-
zierbarkeit besonders betonen wollen, sagen wir genauer total differenzierbar.
Wenn wir den Unterschied zur komplexen Differenzierbarkeit besonders betonen
wollen, sagen wir genauer reell differenzierbar.
14.1.2.2. Möglicherweise haben Sie diese Definition bisher nur im Fall X = Rn
und Y = Rm und für A ⊂◦ X offen gesehen. In diesem Fall ist es nicht nötig,
zwischen den affinen Räumen X, Y und ihren Richtungsräumen ~X, ~Y zu unter-
scheiden, und die darstellende Matrix des Differentials ist die Jacobi-Matrix

[dpf ] =


∂f1

∂x1
(p) . . . ∂f1

∂xn
(p)

· ·· ·· ·
∂fm
∂x1

(p) . . . ∂fm
∂xn

(p)


In diesem Kontext ist jede total differenzierbare Abbildung auch partiell diffe-
renzierbar. Existieren umgekehrt alle partiellen Ableitungen auf ganz A und sind
stetig, so ist nach 12.1.5.1 unsere Funktion auch total differenzierbar.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/reelldiff.mp4
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14.1.2.3. Hier ist ein Film über Geschwindigkeit und Differential. Im Fall einer
differenzierbaren Abbildung γ : R → X der Zahlengerade in einen normierten
reellen Raum X verwendet man die Notation γ′(t) := (dtγ)(1) und erkennt, daß
der Richtungsvektor γ′(t) ∈ ~X auch beschrieben werden kann als der Grenzwert

γ′(t) = lim
h→0

γ(t+ h)− γ(t)

h

Das ist, von den fehlenden Einheiten abgesehen, der Geschwindigkeitsvektor
aus der Physik. Dasselbe gilt, wenn γ auf einem mehrpunktigen Intervall oder
allgemeiner einer beliebigen halboffenen Teilmenge von R definiert ist.

14.1.2.4. Im Fall einer differenzierbaren Abbildung f : X → R von einem
normierten reellen Raum X in die Zahlengerade ist p 7→ dpf eine Abbildung
X → ~X∗ von X in den Dualraum des Richtungsraums. Sie heißt das Differential
von f und wird notiert als

df : X → ~X∗

Eine Abbildung X → ~X∗ heißt ein Kovektorfeld auf X . Kovektorfelder werden
punktweise addiert und mit reellwertigen Funktionen X → R multipliziert. Im
Spezialfall X = Rn sind die Funktionen xi die Projektionen auf die Koordinaten,
also linear, also „ihr eigenes Differential“. Ihre Differentiale dxi ordnen mithin
jedem Punkt ebenfalls die Projektion auf die i-te Koordinate pri : Rn → R zu.
Für eine beliebige differenzierbare Funktion f : Rn → R findet man dann

df =
∂f

∂x1

dx1 + . . .+
∂f

∂xn
dxn

alias für alle p die Identität dpf = ∂f
∂x1

(p) dpx1 + . . . + ∂f
∂xn

(p) dpxn in (Rn)∗.
Analoges gilt, wenn f auf einer offenen Teilmenge von X beziehungsweise Rn
definiert ist.

14.1.2.5. Spezialisieren wir unsere allgemeine Definition der Differenzierbarkeit
auf den Fall X = Y = C und vergleichen sie mit der Charakterisierung 14.1.1.8
der komplexen Differenzierbarkeit, so erkennen wir, daß für p ∈ U ⊂◦ C eine
Abbildung f : U → C genau dann komplex differenzierbar ist, wenn sie reell
total differenzierbar ist und ihr a priori R-lineares Differential dpf : C→ C sogar
eine C-lineare Abbildung ist alias durch die Multiplikation mit einer komplexen
Zahl gegeben wird, in Formeln

dpf = (f ′(p)·) : C→ C

für die komplexe Ableitung f ′(p). Wir verwenden dabei, daß limh→0 ε(h) = 0
gleichbedeutend ist zu limh→0(|h|/h)ε(h) = 0 für reelles und auch komplexes h.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/geschdiff.mp4
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Satz 14.1.2.6. Sei U ⊂◦ R2 eine offene Teilmenge und bezeichne can : R2 ∼→ C,
(x, y) 7→ x+ iy die übliche Identifikation. Gegeben stetig partiell differenzierbare
reelle Funktionen u, v : U → R ist die Funktion f : can(U)→ C mit

f(x+ iy) := u(x, y) + iv(x, y)

genau dann holomorph, wenn das Paar (u, v) die Cauchy-Riemann’schen Dif-
ferentialgleichungen erfüllt, die da lauten

∂u

∂x
=
∂v

∂y
und

∂v

∂x
= −∂u

∂y

Vorschau 14.1.2.7. Aus dem Satz von Goursat 14.3.1.5 werden Sie im weiteren
Verlauf als Übung 14.3.1.17 folgern, daß gegeben eine holomorphe Funktion f
auch umgekehrt ihr Realteil u und ihr Imaginärteil v stetig partiell differenzierbar
sind.

14.1.2.8. Man kann sich diese Gleichungen veranschaulichen als die Bedingung,
daß an jeder Stelle der Gradient des Imaginärteils v unserer Funktion aus dem Gra-
dienten ihres Realteils u hervorgeht durch die Drehung um einen rechten Winkel
im Gegenuhrzeigersinn.

14.1.2.9 (Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen, Variante). Verwen-
den wir partielle Ableitungen vektorwertiger Funktionen 12.1.6.9 und nehmen der
Einfachkeit halber can = id an, so können wir die Cauchy-Riemann’schen Diffe-
rentialgleichungen auch zusammenfassen zur Gleichung

i
∂f

∂x
=
∂f

∂y

Die komplexe Ableitung von f wird dann gegeben durch f ′ = ∂f
∂x

= ∂u
∂x

+ i ∂v
∂x

=
∂v
∂y
− i∂u

∂y
und wird auch bereits durch Real- oder Imaginärteil unserer Funktion

festgelegt als f ′ = ∂u
∂x
− i∂u

∂y
= ∂v

∂y
+ i ∂v

∂x
. Fassen wir komplexwertige Funktio-

nen auf einer Teilmenge der komplexen Zahlen als Vektorfelder auf, so entspricht
die komplex konjugierte Ableitung mithin dem Gradienten des Realteils unserer
Funktion, in Formeln

f ′ = grad(Re f)

Beweis der Hin-Richtung. Hier ist ein erster Film über die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen. Die komplexe Ableitung können wir schreiben als

f ′(z) = lim
h→0C

f(z + h)− f(z)

h

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchyriemannerster.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchyriemannerster.mp4
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Dieses Bild soll die Bedeutung der Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen veranschaulichen. Die gestrichelten beziehungsweise

durchgezogenen Linien deuten die Niveaumengen seines Real- beziehungsweise
Imaginärteils eines Zweiges des Logarithmus an, die gestrichelten

beziehungsweise durchgezogenen Pfeile deren Gradienten. Die
Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen bedeuten gerade, daß an jeder

Stelle der Gradient des Imaginärteils durch eine Drehung um 90◦ im
Gegenuhrzeigersinn aus dem Gradienten des Realteils hervorgeht.
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mit dem Grenzwert über komplexes h, was ich versuche dadurch anzudeuten, daß
ich 0C schreibe für die Null der komplexen Zahlenebene. Natürlich haben wir a
forteriori

f ′(z) = lim
h→0R

f(z + h)− f(z)

h
und f ′(z) = lim

h→0R

f(z + ih)− f(z)

ih

mit dem Grenzwert über reelle h, was ich durch die Notation 0R andeute. Erinnern
wir nun f(x+iy) = u(x, y)+iv(x, y) und multiplizieren beide Seiten der rechten
Gleichung mit i, so finden wir

f ′(x+ iy) =
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y) und if ′(x+ iy) =

∂u

∂y
(x, y) + i

∂v

∂y
(x, y)

Daraus folgen die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen sofort.

Beweis. Hier ist ein Film über die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichun-
gen vom höheren Standpunkt. Ich habe mir Mühe gegeben, den Satz so zu formu-
lieren, daß er zu unserer Beschreibung der komplexen Zahlen bis auf eindeutigen
Isomorphismus in ?? paßt. Für den Beweis dürfen wir uns ein beliebiges Modell
der komplexen Zahlen aussuchen und mithin ohne Beschränkung der Allgemein-
heit annehmen, daß can : R2 ∼→ C die Identität ist. Eine Funktion f : U → C
ist nun nach 14.1.1.8 komplex differenzierbar bei p ∈ U mit Ableitung b genau
dann, wenn es eine komplexwertige Funktion ε gibt mit limh→0 ε(h) = 0 und
f(p + h) = f(p) + bh + hε(h) oder auch gleichbedeutend eine komplexwertige
Funktion η mit limh→0 η(h) = 0 und

f(p+ h) = f(p) + bh+ |h|η(h)

In der Tat unterscheiden sich η(h) und ε(h) dabei für h 6= 0 nur um den Faktor
h/|h| der Norm Eins und für h = 0 kommt es auf die genauen Werte dieser
Funktionen eh nicht an. Eine Funktion f : U → C ist andererseits nach 12.1.3.1
reell total differenzierbar bei p ∈ U mit Differential B ∈ HomR(C,C) genau
dann, wenn es eine komplexwertige Funktion η gibt mit limh→0 η(h) = 0 und

f(p+ h) = f(p) +Bh+ |h|η(h)

Unsere Funktion ist also komplex differenzierbar bei p mit der komplexen Ab-
leitung f ′(p) = b genau dann, wenn f reell differenzierbar ist bei p und sein
Differential dpf = B ∈ HomR(C,C) eine komplexlineare Abbildung ist, eben
die Abbildung (b·). Gleichbedeutend ist dann auch die Forderung, daß dpf mit
der Multiplikation (i ·) mit i kommutiert. Um diese Bedingung in die Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen zu übersetzen, ziehen wir uns nun auf

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchyriemannzweiter.mp4
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unser Modell C = R2 der komplexen Zahlen zurück. Sind u und v stetig par-
tiell differenzierbar, so ist dann nach 12.1.5.1 auch die Funktion f = (u, v) reell
differenzierbar an jeder Stelle p ∈ U und ihr Differential dpf = dp(u, v) wird
nach 12.1.3.3 beschrieben durch die Jacobi-Matrix

[dp(u, v)] =

(
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
an der jeweiligen Stelle p. Damit ist f = (u, v) komplex differenzierbar bei p
genau dann, wenn diese Matrix kommutiert mit der Matrix [(i·)] = (0

1
−1

0 ) der
Multiplikation mit i, wenn also an der jeweiligen Stelle p gilt

∂u

∂y
= −∂v

∂x
und

∂v

∂y
=
∂u

∂x

Proposition 14.1.2.10 (Holomorphie der Umkehrfunktion, schwache Form).
Gegeben U ⊂◦ C offen und f : U → C eine injektive holomorphe Funktion mit
stetiger nirgends verschwindender Ableitung ist auch ihr Bild eine offene Teilmene
f(U) ⊂◦ C und die Umkehrfunktion f−1 : f(U) → U ist holomorph mit der
Ableitung

(f−1)′(q) = 1/f ′(f−1(q))

14.1.2.11. Gegeben U ⊂◦ C nennen wir eine holomorphe Funktion f : U → C
eine biholomorphe Einbettung, wenn sie injektiv ist mit offenem Bild f(U) ⊂◦ C
und wenn die Umkehrabbildung f−1 : f(U)

∼→ U auch wieder eine holomorphe
Funktion f−1 : f(U)→ C ist. Unsere Proposition besagt in dieser Terminologie,
daß jede injektive holomorphe Funktion mit stetiger nirgends verschwindender
Ableitung eine biholomorphe Einbettung ist. In 14.3.4.8 zeigen wir stärker, daß
überhaupt jede injektive holomorphe Funktion eine biholomorphe Einbettung ist.
Unser Beweis dort stützt sich aber auf die hier gegebene Proposition.

Vorschau 14.1.2.12. In 14.2.3.19 wird skizziert, wie man beim Beweis dieser Pro-
position vorgehen kann, wenn man den Umkehrsatz der Analysis nicht vorausset-
zen will.

Beweis. Per definitionem ist eine holomorphe Funktion f : U → C stets reell
differenzierbar im Sinne von 12.1.3.1 und ihr Differential bei p ∈ U ist die R-
lineare Abbildung dpf = (f ′(p)·) : C → C des R-Vektorraums C in sich selber.
Ist f ′ stetig ohne Nullstelle, so ist f offen nach dem Satz über die Umkehrab-
bildung 12.3.1.2. Ist f zusätzlich injektiv, so ist mithin seine Umkehrabbildung
stetig, ja sogar stetig differenzierbar wieder nach dem Satz über die Umkehrabbil-
dung 12.3.1.2, und ihr Differential in q = f(p) ist die R-lineare Abbildung

(dq(f
−1) = (dpf)−1 = (f ′(p)−1·) : C→ C
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In anderen Worten gilt f−1(q+h) = f−1(q)+f ′(p)−1h+ε(h)|h| für eine Funktion
ε mit limh→0 ε(h) = 0, und das bedeutet ja genau die komplexe Differenzierbar-
keit der Umkehrfunktion an der Stelle q sowie die Formel (f−1)′(q) = f ′(p)−1 für
ihre Ableitung.

Beispiel 14.1.2.13 (Komplexe Wurzelfunktionen). Das Quadrieren liefert eine
Bijektion zwischen der Halbebene aller komplexen Zahlen mit positivem Realteil
und der „geschlitzten Zahlenebene“

{z | Re(z) > 0} ∼→ C\R≤0

Die Umkehrfunktion notieren wir z 7→
√
z und nennen sie die „Quadratwurzel

mit positivem Realteil“. Sie ist nach 14.1.2.10 eine holomorphe Funktion auf der
geschlitzten Zahlenebene mit Ableitung 1/(2

√
z). Ist allgemeiner U ⊂◦ C irgend-

eine offene Teilmenge von C, auf der das Quadrieren eine Injektion q : U ↪→ C
induziert, so gilt offensichtlich 0 6∈ U und die Umkehrfunktion w : q(U) → C
ist holomorph mit der Ableitung w′(z) = 1/(2w(z)). Analoges gilt für höhere
Wurzeln.

Beispiel 14.1.2.14. Ist U ⊂◦ C eine offene Teilmenge derart, daß die komplexe
Exponentialfunktion eine Injektion exp : U ↪→ C liefert, so ist nach 14.1.2.10
auch die Umkehrfunktion log : exp(U)→ C holomorph mit der Ableitung

log′(z) = 1/z

In der Tat finden wir log′(q) = 1/ exp(log q) = 1/q. Diese Funtionen heißen
Zweige des Logarithmus. Im Spezialfall U = R + (−π, π) i spricht man vom
Hauptzweig des Logarithmus. Wir hatten ihn bereits in ?? eingeführt und sogar
auch noch auf der negativen reellen Achse erklärt, aber nicht in stetiger Weise.

14.1.2.15. Hier ist ein Film über die reell-komplexe Kettenregel. Schließlich er-
innern wir auch noch an die Kettenregel in mehreren Veränderlichen

dp(f ◦ g) = (dg(p)f) ◦ (dpg)

aus 12.1.4.2 und wiederholen an dieser Stelle nicht mehr die Bedeutung aller No-
tationen und die jeweiligen Voraussetzungen. Geht etwa g von der reellen Zahlen-
gerade aus und benennen wir es um in γ : R → X und werten beide Seiten der
Kettenregel auf 1R aus, so folgt

(f ◦ γ)′(t) = (dγ(t)f)(γ′(t))

Insbesondere folgt so im FallX = C für jede differenzierbare Abbildung γ : R→
C und jede holomorphe Abbildung f : C → C die reell-komplexe Kettenregel
in der Gestalt

(f ◦ γ)′(t) = f ′(γ(t))γ′(t)

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/kettreellkompl.mp4
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mit einem Produkt von komplexen Zahlen auf der rechten Seite. Dasselbe gilt für
Funktionen, die nur auf halboffenen Teilmengen definiert sind.

Definition 14.1.2.16. Bezeichne c : C → C die komplexe Konjugation. Sei U ⊂◦
C eine offene Teilmenge. Eine Funktion f : U → C heißt antiholomorph, wenn
f̄ := c ◦ f holomorph ist.

Übungen

Übung 14.1.2.17. Man zeige, daß für alle z ∈ C mit |z| < 1 der Hauptzweig des
Logarithmus von 1 + z auch dargestellt werden kann durch die Potenzreihe

log(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− . . .

Hinweis: Es reicht zu zeigen, daß für alle w ∈ C mit |w| = 1 das Einsetzen von
z = wt auf beiden Seiten dieselbe Funktion in t ∈ (−1, 1) liefert. Beide Seiten
nehmen aber bei z = 0 den Wert Null an, so daß es reicht, die Gleichheit ihrer
Ableitungen zu zeigen. In 14.3.2.11 dürfen Sie diese Übung mit mehr Theorie und
weniger Rechnen ein weiteres Mal lösen.

Übung 14.1.2.18. Sei U ⊂◦ C eine offene Teilmenge. Man zeige, daß eine Funk-
tion f : U → C antiholomorph ist genau dann, wenn f ◦ c : c(U) → C ho-
lomorph ist. Insbesondere ist die Verknüpfung antiholomorpher Funktionen stets
holomorph.

Übung 14.1.2.19. Eine holomorphe Funktion mit zusammenhängendem Definiti-
onsbereich, die nur reelle Werte annimmt, ist konstant.

Übung 14.1.2.20. Gegeben eine holomorphe Funktion f : U → C ohne Nullstelle
erklärt man ihre logarithmische Ableitung durch die Vorschrift

dlog f(z)

dz
:=

f ′(z)

f(z)

Man zeige, daß die logarithmische Ableitung eines Produkts die Summe der loga-
rithmischen Ableitungen der Faktoren ist. Gibt es einen Zweig des Logarithmus
log : V → C auf einer Teilmenge V ⊂◦ Cmit f(U) ⊂ V , so ist die logarithmische
Ableitung von f für jeden solchen Zweig die Ableitung der Verknüpfung log ◦f .

14.1.3 Integration komplexwertiger Funktionen (5.5)
14.1.3.1. Man muß sich hier von der in der Schule liebgewonnenen Anschauung
des Integrals als „Fläche unter einer Kurve“ verabschieden. Welche Anschauung
man stattdessen damit verbinden mag, werden wir im folgenden noch ausführlich
diskutieren. Hier ist ein Film über Integration vektorwertiger Funktionen.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/intvec.mp4
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14.1.3.2. Ich erinnere aus 12.5.3 das Integrieren stetiger Funktionen auf kompak-
ten reellen Intervallen mit Werten in endlichdimensionalen reellen Vektorräumen.
Uns wird besonders der Fall von komplexwertigen Funktionen betreffen.

Definition 14.1.3.3. Seien [a, b] ⊂ R ein nichtleeres kompaktes Intervall, V ein
endlichdimensionaler reeller Vektorraum und f : [a, b]→ V eine Abbildung. Wir
betrachten für r ≥ 1 die äquidistante Unterteilung a = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tr = b
und definieren die r-te Riemannsumme Sr(f) ∈ V durch

Sr(f) :=
r−1∑
i=0

(ti+1 − ti)f(ti) =

(
b− a
r

) r−1∑
i=0

f(ti)

Satz 14.1.3.4 (Integration vektorwertiger Funktionen). Ist f : [a, b] → V ei-
ne stetige Abbildung von einem nichtleeren kompakten reellen Intervall in einen
endlichdimensionalen reellen Vektorraum V , so existiert der Grenzwert der zu-
gehörigen Riemannsummen. Das als dieser Grenzwert erklärte Integral∫

f =

∫ b

a

f =

∫ b

a

f(t) dt := lim
r→∞

Sr(f)

ordnet jedem f einen Vektor (
∫
f) ∈ V zu und hat die folgenden Eigenschaften:

1. Für alle c ∈ [a, b] gilt
∫ b
a
f =

∫ c
a
f +

∫ b
c
f ;

2. Ist f = v konstant ein v ∈ V, so gilt
∫ b
a
f(t) dt =

∫ b
a
v dt = (b− a)v;

3. Ist W ein weiterer endlichdimensionaler reeller Vektorraum und Λ : V →
W eine lineare Abbildung, so gilt∫

(Λ ◦ f) = Λ

(∫
f

)
4. Gegeben eine Norm auf V gilt für die Norm des Integrals die Abschätzung
‖
∫
f‖ ≤

∫
‖f‖;

5. Im Fall V = R reellwertiger Funktionen erhalten wir unser Integral aus
10.5.2.1 zurück.

14.1.3.5. Sie mögen in diesem Satz die Regeln
∫
λf = λ

∫
f sowie

∫
(f + g) =∫

f +
∫
g für stetige vektorwertige Funktionen f, g und λ ∈ R vermißt haben. Sie

folgen jedoch formal aus Teil 3. In der Tat dürfen wir dort Λ = (λ·) : V → V
nehmen und auch Λ : V × V → V die Addition sowie die beiden Projektionen.
So ergibt sich für die V × V -wertige Funktion (f, g) zunächst pr1

∫
(f, g) =

∫
f

und pr2

∫
(f, g) =

∫
g und damit

∫
(f, g) = (

∫
f,
∫
g) und durch Anwenden der

Addition dann
∫

(f + g) =
∫
f +

∫
g.
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Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei V = Rn. Alle Aussagen bis
auf die Abschätzung der Norm des Integrals folgen dann unmittelbar aus dem
wohlbekannten Fall der Integrale reellwertiger Funktionen. Die Abschätzung der
Norm des Integrals folgt aus der entsprechenden Abschätzung der Normen der
Riemannsummen durch Übergang zum Grenzwert.

Beispiel 14.1.3.6. Wir prüfen
∫ 2π

0
eit dt = 0. In der Tat erkennt man leicht, daß

in diesem Fall sogar bereits alle Riemannssummen ab r ≥ 2 verschwinden als
„Summen über die Speichenvektoren eines Rades mit r Speichen“. Alternativ fin-
den wir auch mit der Euler’schen Formel∫ 2π

0

eit dt =

∫ 2π

0

cos t+ i sin t dt =

∫ 2π

0

cos t dt+ i

∫ 2π

0

sin t dt = 0 + i0 = 0

14.1.3.7. Wie im Fall reellwertiger Funktionen verwenden wir auch im Fall vek-
torwertiger Funktionen die Konvention

∫ a
b
f = −

∫ b
a
f . Ist dann f : I → V eine

stetige Abbildung von einem reellen Intervall in einen endlichdimensionalen reel-
len Vektorraum, so gilt für beliebige a, b, c ∈ I die Formel

∫ b
a
f =

∫ c
a
f +

∫ b
c
f .

Satz 14.1.3.8 (Vektorwertige Variante des Hauptsatzes). Gegeben ein mehr-
punktiges Intervall I ⊂ R, ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V , eine
stetige Funktion f : I → V und ein Punkt a ∈ I ist die Funktion

F : I → V
x 7→

∫ x
a
f(t) dt

die einzige differenzierbare Funktion F : I → V mit F ′ = f und F (a) = 0.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei V = Rn.

Korollar 14.1.3.9 (Integrieren mit Stammfunktionen). Seien V ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum und a < b reelle Zahlen und f : [a, b]→ V stetig.
Ist G : [a, b] → V eine Stammfunktion von f , als da heißt eine differenzierbare
Funktion mit Ableitung G′(t) = f(t), so gilt∫ b

a

f(t) dt = G(b)−G(a)

Beweis. Das folgt sofort aus dem vorhergehenden Satz 14.1.3.8.

Beispiel 14.1.3.10. Wir berechnen gleich noch ein drittes Mal unser
∫ 2π

0
eit dt. Mit

der reell-komplexen Kettenregel 14.1.2.15 finden wir, daß 1
i
eit eine Stammfunk-

tion des Integranden ist. So folgt ein weiteres Mal∫ 2π

0

eit dt =
1

i
eit

∣∣∣∣2π
0

=
1

i
(ei2π− e0) = 0
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14.1.3.11 (Substitutionsregel). Man folgert unmittelbar das Analogon∫ g(b)

g(a)

f(t) dt =

∫ b

a

f(g(s)))g′(s) ds

der Substitutionsregel 10.5.8.1 für g : [a, b] → R stetig differenzierbar und f :
g([a, b]) → V stetig mit Werten in einem endlichdimensionalen reellen Vektor-
raum V . Damit das uneingeschränkt gilt, muß man wie vereits in der Analysis
besprochen

∫ d
c

= −
∫ c
d

vereinbaren im Fall vertauschter Grenzen.

14.1.3.12 (Integration rationaler Funktionen). Hier ist ein Film über Integra-
tion rationaler Funktionen. Ich will nun im Lichte unserer neuen Erkenntnis-
se nocheinmal die Integration rationaler Funktionen diskutieren. Wir erinnern
zunächst die Partialbruchzerlegung aus 3.5.5.12. Danach bilden die Potenzen (Xn)n≥0

mitsamt den Potenzen der Inversen der Linearfaktoren ((X − µ)−n)n≥1, µ∈C eine
C-Basis des Funktionenkörpers C(X) = QuotC[X]. Es reicht also, die Funk-
tionen R\µ → C, x 7→ (x − µ)m mit m ∈ Z und µ ∈ C zu integrieren, und
Stammfunktionen für diese Funktionen sind eben

1

m+ 1
(x− µ)m+1 für m 6= −1 und log(x− µ) für m = −1

für einen und jeden Zweig des Logarithmus, der auf der entsprechenden Parallele
zur reellen Achse beziehungsweise der reellen Achse selbst mit Ausnahme des
Ursprungs definiert ist, vergleiche unsere Formel log′(z) = 1/z aus 14.1.2.14 für
die Ableitung des komplexen Logarithmus.

Beispiel 14.1.3.13. Wir bestimmen eine Stammfunktion zu 1/(1 + x2). Die Null-
stellen des Nenners sind± i und der Grad des Zählers ist echt kleiner als der Grad
des Nenners. Wir dürfen folglich den Ansatz

1

1 + x2
=

a

x+ i
+

b

x− i

machen und finden sofort (a + b)x − i a + i b = 1, also a + b = 0 und a − b = i
und folglich a = i /2 und b = − i /2. Eine Stammfunktion ist mithin

i

2
log(x+ i)− i

2
log(x− i)

Aus ?? erinnern wir für den Hauptzweig des Logarithmus die Formel

log(u+ i v) = log
√
u2 + v2 ± i

π

2
− i arctan

u

v
für ± v > 0

Um die weitere Rechnung zu vereinfachen beachten wir, daß unsere Stammfunk-
tion bis auf eine Konstante eh eine reellwertige Funktion sein muß. Wir dürfen

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/intrat.mp4
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also bereits vor dem Addieren die Realteile nehmen. Die Konstanten dürfen wir
eh weglassen und erhalten so als reelle Stammfunktion sofort

1

2
arctan(x)− 1

2
arctan(−x) = arctan(x)

in Übereinstimmung mit unseren Ergebnissen aus 10.5.4.14.

Übungen

Übung 14.1.3.14. Man finde eine Stammfunktion von 1/(x4 + 1).

Übung 14.1.3.15 (Komplexes Ableiten unter dem Integral). Seien U ⊂◦ C of-
fen und f : U × [a, b] → C, (z, t) 7→ f(z, t) stetig. Ist f für alle t komplex
differenzierbar in z und ∂f

∂z
: U × [a, b] → C stetig, so ist auch die Abbildung

F : z 7→
∫ b
a
f(z, t) dt holomorph und es gilt

∂F

∂z
(w) =

∫ b

a

∂f

∂z
(w, t) dt

Hinweis: 12.2.1.15. In 14.3.1.15 diskutieren wir noch eine etwas stärkere Variante.
Die Aussage dieser Übung wird im weiteren Verlauf der Vorlesung eine wichtige
Rolle spielen.

Übung 14.1.3.16 (Partielle Integration für komplexwertige Funktionen). Man
schreibe die Regel für die partielle Integration für stetig differenzierbare komplex-
wertige Funktionen einer reellen Variablen aus und geben einen Beweis. Hinweis:
Es geht wie im Reellen, vergleiche 10.5.8.9.
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14.2 Wegintegrale und Integralsatz von Cauchy

14.2.1 Komplexe Wegintegrale (10.5)
Definition 14.2.1.1. Ist γ : [a, b]→ C ein stetig differenzierbarer Weg und f eine
stetige auf seinem Bild definierte komplexwertige Funktion, so definieren wir das
komplexe Wegintegral der Funktion f über den Weg γ, eine komplexe Zahl∫
γ
f(z) dz, durch die Vorschrift∫

γ

f(z) dz :=

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt

Ist allgemeiner γ stückweise stetig differenzierbar im Sinne von 12.7.6.4, so nen-
nen wir γ einen Integrationsweg und definieren das Wegintegral wie in 12.7.6.5
als die Summe der Wegintegrale über seine maximalen stetig differenzierbaren
Teilstücke. Hier ist ein Film über das komplexe Wegintegral.

14.2.1.2 (Komplexe Wegintegrale als Wegintegrale von Kovektorfeldern). In
14.2.5.7 erlären wir die Bedeutung von f(z) dz als „komplexwertiges Kovektor-
feld“ und besprechen, in welcher Weise die vorstehende Definition als eine Verall-
gemeinerung unserer Definition des Wegintegrals über Kovektorfelder aus 12.7.4
verstanden werden kann. Ich denke, dieser Zugang trägt am weitesten.

14.2.1.3 (Komplexe Wegintegrale als Wegintegrale von Vektorfeldern). Real-
teil und Imaginärteil des komplexen Wegintegrals können auch als Wegintegrale
von Vektorfeldern auf C ∼= R2 mit seinem Standardskalarprodukt im Sinne von
12.7.4.12 verstanden werden, aber das wird dann ziemlich verquast. Noch in der
vernünftigen Sprache der komplexwertigen Kovektorfelder aus 14.2.5.7 folgt aus
z = x + iy sofort dz = dx + i dy und mit f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) dann
f(z) dz = u dx − v dy + i(v dx + u dy). Da das Wegintegral eines Vektorfeldes
w = (w1, w2) auf R2 mit dem Wegintegral des Kovektorfeldes w1 dx + w2 dy
zusammenfällt, in Formeln

∫
γ
w · dx =

∫
γ
w1 dx+ w2 dy, finden wir so

Re

∫
γ

f(z) dz =

∫
γ

(u,−v) · dx und Im

∫
γ

f(z) dz =

∫
γ

(v, u) · dx

Diese Formeln sind auch in Koordinaten schnell nachgerechnet. Das erste Vektor-
feld mag man hier auch noch (u,−v) = f̄ schreiben und das zweite (v, u) = if̄ .
Wie gesagt scheint mir das alles ziemlich verquast. Einem Leser, der Wegintegrale
von Vektorfeldern gewohnt ist, mag es dennoch weiterhelfen.

14.2.1.4 (Anschauung für das komplexe Wegintegral). Auf der rechten Seite
ist γ′(t) ∈ C zu verstehen als Geschwindigkeit im Sinne von 14.1.2.3 und das

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/wegint.mp4
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Dieses Bild soll dazu helfen, eine Anschauung für die Riemannsummen zum
Integral der Funktionen zn über den Einheitskreis zu entwickeln. Im Fall n = 0
sind alle Riemannsummen schlicht Null. Im Fall n = −1 dahingegen werden
durch den Faktor z−1 alle „Kanten unserer Vielecke in die Richtung der ersten

Kante gedreht“, und man erkennt, wie die Riemannsummen, hier gezeichnet für
n = 3, 4 und 8, gegen den Vektor alias die komplexe Zahl 2πi konvergieren.
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Integral der stetigen komplexwertigen Funktion f(γ(t))γ′(t) ist zu verstehen als
Integral einer vektorwertigen Funktion im Sinne von 14.1.3.4. Betrachtet man in
der Situation der Definition für alle r ≥ 1 die äquidistanten Unterteilungen a =
a0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ar = b und bildet die „Riemannsummen“

Srγ(f) =
r−1∑
i=0

f(γ(ai)) (γ(ai+1)− γ(ai))

mit nun in C zu bildenden Produkten rechts, so ist unser Wegintegral mit densel-
ben Argumenten wie in 12.7.4.7 der Grenzwert der Folge der Riemannsummen∫

γ

f(z) dz = lim
r→∞

Srγ(f)

14.2.1.5 (Abschätzungen für das komplexe Wegintegral). Der Absolutbetrag
eines Wegintegrals ist beschränkt durch das Produkt der Länge des Weges im
Sinne von 12.7.5.1 mit dem Supremum der Absolutbeträge der Funktionswerte
auf dem Weg. Ist γ : [a, b]→ C unser Integrationsweg, so gilt also in Formeln∣∣∣∣∫

γ

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤
(

sup
t∈[a,b]

|f(γ(t))|

)
L(γ)

Man kann das direkt an der Darstellung des Wegintegrals durch Riemannsummen
ablesen. Es folgt mit der Darstellung L(γ) =

∫ b
a
|γ′(t)| dt der Weglänge nach

10.7.1.14 auch sofort aus der Abschätzung 14.1.3.4 der Norm des Integrals einer
vektorwertigen Funktion durch das Integral über die Normen der Funktionswerte,
angewandt im Spezialfall einer komplexwertigen Funktion.

Beispiele 14.2.1.6. Ist der Weg γ : [a, b]→ C die Identität γ(t) = t, so haben wir
offensichtlich ∫

γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(t) dt

Ist unser Weg gegeben durch t 7→ it, so haben wir ebenso offensichtlich∫
γ

f(z) dz = i

∫ b

a

f(it) dt

Bilden wir das komplexe Wegintegral über die konstante Funktion 1, so ist of-
fensichtlich bereits die Folge der Riemannsummen konstant γ(b)− γ(a), und das
kommt nach elementarer Rechnung dann auch aus unserer Definition des komple-
xen Wegintegrals heraus und wird durch 14.2.1.7 verallgemeinert, in Formeln∫

γ

dz = γ(b)− γ(a)
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Ist unser Weg ein kreisförmiger Weg im Gegenuhrzeigersinn um den Ursprung,
der durch den Winkel parametrisiert ist und der also in Formeln gegeben wird
durch γ : [0, 2π]→ C, t 7→ r eit für einen festen Radius r > 0, so erhalten wir∫

γ
zn dz =

∫ 2π

0
rn eint ir eit dt

=
∫ 2π

0
irn+1 ei(n+1)t dt =

{
2πi n = −1;
0 sonst.

Im Fall n 6= −1 und ganz besonders im Fall n = 0 scheint es mir in dieser Situati-
on auch anschaulich recht klar, daß bereits fast alle Riemannsummen verschwin-
den, da die k-te Riemannsumme die Summe aller k-ten Einheitswuzeln ist, und
damit verschwindet natürlich auch ihr Grenzwert. Der Fall n 6= −1 läßt sich im
Übrigen auch elegant als Spezialfall der anschließenden Proposition behandeln.

Proposition 14.2.1.7 (Komplexes Wegintegral durch Stammfunktion). Seien
U ⊂◦ C offen, f : U → C stetig komplex differenzierbar und γ : [a, b] → U ein
Integrationsweg. So gilt∫

γ

f ′(z) dz = f(γ(b))− f(γ(a))

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir γ stetig differenzier-
bar annehmen. Nach der reell-komplexen Kettenregel 14.1.2.15 hat (f ◦ γ) :
[a, b]→ C die Ableitung t 7→ f ′(γ(t))γ′(t). Damit finden wir∫

γ

f ′(z) dz =

∫ b

a

f ′(γ(t))γ′(t) dt = (f ◦ γ)|ba

nach der Definition und der vektorwertigen Variante 14.1.3.9 des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung.

Vorschau 14.2.1.8. In der Sprache der komplexwertigen Kovektorfelder finden
wir für f holomorph df = f ′(z) dz und unsere Formel erweist sich als eine
komplexwertige Variante der Formel 12.7.4.9 des Wegintegrals über ein totales
Differential.

14.2.1.9. Insbesondere ist also das Integral einer Ableitung über einen geschlos-
senen Weg stets Null. Das zeigt sofort

∫
γ
zn dz = 0 für n 6= −1 und jeden ge-

schlossenen Weg γ in der komplexen Zahlenebene. Im Fall n = −1 kann dies
Argument so nicht angewandt werden, da die Funktion 1/z keine auf ganz C×
definierte Stammfunktion besitzt. Definieren wir aber log : C\R≤0 → C als Um-
kehrung von exp : R× (−π, π)i

∼→ C\R≤0, so ist log nach 14.1.2.10 holomorph
mit Ableitung 1/z, und integrieren wir für ε > 0 die Funktion 1/z über einen In-
tegrationsweg von−1− iε bis−1 + iε durch die geschlitzte Zahlenebene C\R≤0,
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so ergibt sich log(−1 + iε)− log(−1− iε) und das strebt für ε↘ 0 gegen 2πi. So
finden wir ∫

γ

z−1 dz = 2πi

für jeden geschlossenen Integrationsweg, der an einem Punkt der negativen reellen
Zahlengeraden beginnt und endet, der sonst R≤0 nicht trifft, und der „nach unten
losgeht und von oben ankommt“.

14.2.1.10 (Funktionen mit komplexer Ableitung Null). Wir geben noch ein al-
ternatives Argument für Übung 14.1.1.13, nach der eine holomorphe Funktion mit
zusammenhängendem Definitionsbereich, deren Ableitung identisch verschwin-
det, konstant sein muß. Nach ?? lassen sich ja je zwei Punkte des Definitions-
bereichs durch einen Integrationsweg verbinden. Nach 14.2.1.7 hat also unsere
Funktion an je zwei Punkten denselben Wert.

14.2.1.11 (Stückweises Integrieren). Ist γ : [a, b] → C ein Integrationsweg und
f eine auf seinem Bild definierte stetige komplexwertige Funktion, so gilt für alle
c ∈ (a, b) offensichtlich oder genauer nach 14.1.3.4 die Identität∫

γ

f(z) dz =

∫
γ|[a,c]

f(z) dz +

∫
γ|[c,b]

f(z) dz

Proposition 14.2.1.12 (Unabhängigkeit von der Parametrisierung). Seien U ⊂◦
C offen, γ : [a, b]→ U ein stetig differenzierbarer Weg und f : U → C stetig. Ist
t : [c, d]→ [a, b] stetig differenzierbar mit t(c) = a und t(d) = b, so gilt∫

γ◦t
f(z) dz =

∫
γ

f(z) dz

Ergänzung 14.2.1.13. Kehrt hier alternativ unsere Reparametrisierung die Rich-
tung um, gilt also t(c) = b und t(d) = a, so ändert unter unserer Reparametri-
sierung das Integral sein Vorzeichen. Die Proposition ist im übrigen eine Variante
des Satzes über die Unabhängigkeit von der Parametrisierung von Wegintegralen
im Reellen 12.7.4.17 wird auch im wesentlichen genauso bewiesen. Hier ist ein
Film über das Umparametrisieren und Integrationswege.

Beweis. Wir beachten (γ ◦ t)′(τ) = γ′(t(τ))t′(τ) nach der komplex-reellen Ket-
tenregel, können unsere Behauptung demnach ausschreiben zur Behauptung∫ c

d

f(γ(t(τ)))γ′(t(τ))t′(τ) dτ =

∫ t(c)

t(d)

f(γ(t))γ′(t) dt

und diese Gleichung folgt aus der Substitutionsregel 10.5.8.1, angewandt auf Real-
und Imaginärteil, oder eleganter aus der Substitutionsregel 14.1.3.11 für vektor-
wertige Funktionen.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/umpintweg.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/umpintweg.mp4
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Proposition 14.2.1.14 (Existenz von Stammfunktionen). Eine stetige komplex-
wertige Funktion auf einer offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene besitzt
eine Stammfunktion genau dann, wenn ihr Wegintegral über jeden geschlossenen
Integrationsweg in unserer offenen Teilmenge verschwindet.

Beweis. Hier ist ein Film über Wegintegral und komplexe Stammfunktionen. Be-
sitzt unsere Funktion eine Stammfunktion, so verschwinden alle Wegintegrale
über geschlossene Integrationswege nach 14.2.1.7. Um die Gegenrichtung zu zei-
gen dürfen wir, da nach 12.7.5.14 die Wegzusammenhangskomponenten einer
offenen Teilmenge de komplexen Zahlenebene auch selbst offen sind, ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit unsere offene TeilmengeU ⊂◦ C zusammenhängend
annehmen. Dann wählen wir p ∈ U fest und betrachten die Funktion

F : U → C
w 7→

∫
γw
f(z) dz

für γw einen beliebigen Integrationsweg von p nach w, den es nach ?? geben
muß und von dessen Wahl unser Wegintegral nach Annahme ja nicht abhängt. Für
kleines h ∈ C können wir dann F (w + h) berechnen, indem wir an den Weg γw
noch das Geradensegment [w,w + h] anhängen. Für kleines h ∈ C gilt damit

F (w + h)− F (w) =

∫ 1

0

f(w + τh)h dτ

Teilen wir durch h, so erhalten wir
∫ 1

0
f(w + τh) dτ , und das strebt gegen f(w)

für h → 0. Genauer haben wir |f(w) −
∫ 1

0
f(w + τh) dτ | = |

∫ 1

0
f(w) − f(w +

τh) dτ | ≤ sup0≤τ≤1 |f(w) − f(w + τh)| → 0 für h → 0 aufgrund der Stetig-
keit von f an der Stelle w. Folglich ist F eine Stammfunktion unserer stetigen
Funktion f .

14.2.1.15. Unter einem Rechteck oder genauer einem achsenparallelen Recht-
eck verstehen wir eine Teilmenge Q ⊂ R2, die das Produkt von zwei kompakten
reellen mehrpunktigen Intervallen ist. Unter dem Randweg ∂ ~Q eines Rechtecks
Q verstehen wir den geschlossenen Weg, der von der unteren linken Ecke ausge-
hend „einmal im Gegenuhrzeigersinn auf dem Rand unseres Rechtecks umläuft“,
sagen wir mit konstanter Geschwindigkeit Eins auf jeder Kante. Hier vom „Ge-
genuhrzeigersinn“ zu sprechen, appelliert an unsere Anschauung und die übli-
che Identifikation des R2 mit der Papierebene gemäß der Vereinbarung „x-Achse
nach rechts, y-Achse nach oben“ und ist keine sehr mathematische Formulierung,
aber ich hoffe, daß dem Leser umso genauer klar ist, welcher Weg gemeint ist.
Der Pfeil über dem Q soll daran erinnern, daß es uns bei diesem Randweg auf
die Richtung ankommt. Unter dem Randintegral einer stetigen komplexwertigen
Funktion in Bezug auf ein Rechteck verstehen wir ihr komplexes Wegintegral über
diesen Randweg.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/wegstamm.mp4
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Ergänzung 14.2.1.16. Diese Notation ist mit unserer Notation aus 12.8.3 ver-
träglich in dem Sinne, daß beide Notationen Spezialisierungen aus dem noch all-
gemeineren Rahmen der Integration von Differentialformen über orientierte Fast-
faltigkeiten sind. Versehen wir genauer C mit der durch unsere übliche Identi-
fikation R2 ∼→ C gegebenen Orientierung, so meint ~Q das Rechteck mit seiner
induzierten Orientierung und unter ∂ ~Q ist der Rand von Q mit seiner induzierten
Orientierung im Sinne von 12.8.7.18. Das ist dann zwar recht eigentlich kein Weg,
sondern vielmehr eine orientierte 1-Fastfaltigkeit, aber das Integral der komplex-
wertigen 1-Form f(z) dz im Sinne von 14.2.5.8 über diese 1-Fastfaltigkeit fällt
zusammen mit dem hier definierten komplexen Wegintegral.

Lemma 14.2.1.17 (Stammfunktionen auf offenen Kreisscheiben). Eine stetige
komplexwertige Funktion auf einer offenen Kreisscheibe in der komplexen Zahle-
nebene besitzt auf besagter Kreisscheibe eine Stammfunktion genau dann, wenn
für jedes in unserer Kreisscheibe enthaltene achsenparallele Rechteck das Rand-
integral verschwindet.

14.2.1.18. Diese Variante des Satzes über die Stammfunktion werden wir beim
Beweis des Integralsatzes von Cauchy 14.2.3.1 und beim Beweis des Satzes von
Morera 14.3.1.9 brauchen. Unter einem achsenparallelen Rechteck verstehen wir
hier und im Folgenden ein Rechteck, dessen Kanten parallel sind zu den Koordina-
tenachsen oder in unserem Falle zur reellen beziehungsweise imaginären Achse.

Beweis. Man variiert das Argument des vorhergehenden Beweises für 14.2.1.14
dahingehend, daß man als Wege γw nur die beiden Wege nimmt, die längs der
Kanten eines achsenparallelen Rechtecks mit Ecken p und w von p nach w laufen.
Damit erkennt man zwar für die Stammfunktion in spe F zunächst nur ∂F

∂x
= f

und ∂F
∂y

= if , da man F nur über ganz spezielle Wege erklärt hat und damit nur
seine Veränderung auf vertikalen und horizontalen Geraden unmittelbar durch In-
tegrale beschreiben kann, aber nach der Charakterisierung der komplexen Dif-
ferenzierbarkeit durch die stetige partielle reelle Differenzierbarkeit zusammen
mit den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen 14.1.2.6 folgt daraus be-
reits F ′ = f . Hier ist ein Film über komplexe Stammfunktionen auf Kreisschei-
ben.

Übungen

Übung 14.2.1.19 (Das komplexe Wegintegral respektiert Verwandtschaft). Man
zeige: Gegeben U, V ⊂◦ C offen, γ : [a, b] → U ein Integrationsweg, φ : U → V
holomorph mit stetiger komplexer Ableitung und f : V → C stetig gilt∫

γ

f(φ(w))φ′(w) dw =

∫
φ◦γ

f(z) dz

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/stammkr.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/stammkr.mp4
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Die beiden Integrationswege, die wir im Beweis von Lemma 14.2.1.17
betrachten, um die Existenz einer Stammfunktion zu zeigen.
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Diese Identität kann in der in 14.2.5.7 eingeführten Terminologie verstanden wer-
den als eine Variante für komplexwertige Kovektorfelder unserer Erkenntnis 12.7.4.9,
daß das Wegintegral Verwandtschaft respektiert. Als Vorschau sei erwähnt, daß
der Satz von Goursat 14.3.1.5 zeigen wird, daß die komplexe Ableitung einer ho-
lomorphen Funktionen immer stetig und sogar immer holomorph ist.

14.2.2 Homotopie von Wegen (12.5)
14.2.2.1. Ich erinnere an die in 12.7.5.1 eingeführte Terminologie. Eine steti-
ge Abbildung von einem mehrpunktigen reellen Intervall in einen topologischen
Raum X heißt ein Weg in unserem Raum. Im folgenden mag man sich je nach
Vorkenntnissen statt einem allgemeinen topologischen Raum X auch eine Teil-
menge der komplexen Zahlenebene denken. Ist das Definitionsintervall kompakt,
sprechen wir von einem kompakten Weg. Ist das Definitionsintervall das Ein-
heitsintervall [0, 1], sprechen wir von einem normierten Weg. Oft lassen wir die-
se Zusätze aber auch weg und hoffen, daß aus dem Kontext hervorgeht, was genau
jeweils gemeint ist. Zu jedem kompakten Weg γ : [a, b] → X bilden wir den zu-
gehörigen normierten Weg γ̂ : [0, 1]→ X gegeben durch γ̂ : t 7→ γ((1−t)a+tb).

14.2.2.2. Wir erinnern im folgenden an Homotopie von Wegen und zusammen-
ziehbare Wege, wie sie in 12.7.7.2 und 12.7.7.6 eingeführt wurden. Hier ist ein
Film über Homotopie von Wegen.

Definition 14.2.2.3. Seien x, y Punkte eines topologischen Raums X . Zwei nor-
mierte Wege α, β von x nach y heißen homotop oder präziser homotop in X
oder ganz pedantisch homotop in X mit festen Endpunkten und wir schreiben
α ' β, wenn es eine stetige Abbildung

h : [0, 1]2 → X

des Einheitsquadrats in unseren Raum gibt, die auf der Unter- beziehungsweise
Oberkante unseres Quadrats mit α beziehungsweise β übereinstimmt und die auf
der Vorder- und der Hinterkante konstant ist. In Formeln ausgedrückt fordern wir
also h(t, 0) = α(t) und h(t, 1) = β(t) für alle t ∈ [0, 1] sowie h(0, τ) = x
und h(1, τ) = y für alle τ ∈ [0, 1]. Wir sagen dann auch, h sei eine Homotopie
zwischen α und β und schreiben h : α ' β. Zwei beliebige Wege von x nach y
nennen wir homotop, wenn die zugehörigen normierten Wege homotop sind.

14.2.2.4. Vielleicht anschaulicher kann man Homotopie von normierten Wegen
auch dahingehend interpretieren, daß es eine durch τ ∈ [0, 1] parametrisierte Fa-
milie von normierten Wegen hτ von x nach y geben soll derart, daß gilt h0 = α,
h1 = β und daß unsere Familie stetig von τ abhängt in dem Sinne, daß die Abbil-
dung [0, 1]2 → X, (t, τ) 7→ hτ (t) stetig ist.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/homotopdef.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/homotopdef.mp4
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Eine Homotopie zwischen zwei Wegen, in diesem Fall zwischen den beiden
Randwegen unserer Banane.
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Beispiel 14.2.2.5. Für eine konvexe Teilmenge K eines endlichdimensionalen re-
ellen Raums und zwei beliebige Punkte x, y ∈ K sind je zwei Wege α, β von x
nach y homotop in K. Sind unsere Wege normiert, so kann man eine Homotopie
explizit angeben vermittels h(t, τ) := (1− τ)α(t) + τβ(t).

14.2.2.6 (Vorwärtsverwandte homotoper Wege sind homotop). Ist genauer und
in Formeln f : X → Y eine stetige Abbildung topologischer Räume, so folgt
aus h : α ' β schon f ◦ h : f ◦ α ' f ◦ β. Speziell ist jeder Weg homotop
zu allen seinen Umparametrisierungen, denn nach 14.2.2.5 sind je zwei Wege in
K := [a, b] mit denselben Anfangs- und Endpunkten homotop, also je zwei von a
nach b, und damit gilt dasselbe für ihre Verknüpfung mit einer beliebigen stetigen
Abbildung γ : [a, b]→ Y.

Definition 14.2.2.7. Ein Weg in einem topologischen Raum heißt geschlossen,
wenn sein Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen. Ein Weg in einem topolo-
gischen Raum heißt zusammenziehbar, wenn er homotop ist zu einem konstan-
ten Weg. Per definitionem ist also jeder zusammenziehbare Weg geschlossen. Ein
topologischer Raum heißt schleifenfüllend, wenn darin jeder geschlossene Weg
zusammenziehbar ist.

14.2.2.8 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur nennt man wegzusam-
menhängende schleifenfüllende Räume „einfach zusammenhängend“ und bei mir
ausführlicher „einfach wegzusammenhängend“. Ich halte es nämlich für inkonse-
quent, erst die Unterscheidung zwischen „wegzusammenhängend“ und „zusam-
menhängend“ herauszuarbeiten und sie dann in der vergleichbaren Situation von
einfachem Zusammenhang unter den Teppich zu kehren. In 16.3.1.15 erklären
wir „einfach zusammenhängende“ topologische Räume als Synonym für „über-
lagerungstriviale“ Räume alias nichtleere Räume, deren Überlagerungen sämt-
lich trivial sind, und zeigen, daß offene Teilmengen der komplexen Zahlenebe-
ne genau dann einfach zusammenhängend alias überlagerungstrivial sind, wenn
sie im Sinne von 14.2.2.7 einfach wegzusammenhängend alias wegzusammen-
hängend und schleifenfüllend sind. In der Funktionentheorie sind wir deshalb in
der glücklichen Lage, daß uns diese Begriffsverwirrung nicht eigentlich betrifft.
Relevante Phänomene sind aber nicht weit: Lassen wir eine überlagerungstriviale
abgeschlossene Teilmenge aus der komplexen Zahlenebene weg, so ist das Kom-
plement nach 19.4.10.29 zusammenhängend. Lassen wir dahingegen eine wegzu-
sammenhängende schleifenfüllende abgeschlossene Teilmenge aus der komple-
xen Zahlenebene weg, so muß das Komplement keineswegs zusammenhängend
sein.

14.2.2.9. Im Rahmen der Funktionentheorie betrachten wir einfachen Zusammen-
hang nur für offene Teilmengen der komplexen Zahlenebene. Wir vereinfachen
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Ein zusammenziehbarer und ein nicht zusammenziehbarer
geschlossener Weg in Komplement des durch ein Kreuzchen markierten Punktes

in der Papierebene
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deshalb unsere Terminologie und sagen in diesem Kontext statt „einfach wegzu-
sammenhängend“ schlicht einfach zusammenhängend, obwohl wir weder den
Begriff des topologischen einfachen Zusammenhangs eingeführt haben, noch sei-
ne Äquivalenz zum einfachen Wegzusammenhang im Fall offener Teilmengen der
komplexen Zahlenebene. Hier ist ein Film über einfachen Zusammenhang.

Übungen

Übung 14.2.2.10. Homotopie ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller We-
ge zwischen zwei fest vorgegebenen Punkten. Hinweis: ??.

Übung 14.2.2.11. Ein Raum ist schleifenfüllend genau dann, wenn je zwei Wege
mit demselben Anfangs- und demselben Endpunkt darin homotop sind.

Ergänzende Übung 14.2.2.12. Jeder Weg in einer offenen Teilmenge eines nor-
mierten reellen Vektorraums ist in besagter offener Teilmenge homotop zu einem
stückweise linearen Weg. Hinweis: 12.7.5.4.

14.2.3 Integralsatz von Cauchy (17&19.5)
Satz 14.2.3.1 (Integralsatz von Cauchy). Das komplexe Wegintegral einer ho-
lomorphen Funktion längs eines in ihrem Definitionsbereich zusammenziehba-
ren Integrationsweges ist stets Null. Hier ist ein Film über den Integralsatz von
Cauchy.

Vorschau 14.2.3.2. Formal gesehen gilt Vergleichbares auch im Reellen: Das We-
gintegral einer stetigen Einsform auf einer offenen Teilmenge der Zahlengeraden
längs eines geschlossenen Integrationsweges ist stets Null. Vom höheren Stand-
punkt ist sogar der Beweis fast derselbe: Beide Male geschieht das Integral über
eine Einsform, die aus Dimensionsgründen geschlossen ist.

14.2.3.3 (Struktur des Beweises des Integralsatzes von Cauchy). Hier ist ein
Film über den Beweis des Integralsatzes von Cauchy. Ist U ⊂◦ C eine offene Teil-
menge und f : U → C holomorph und γ : [a, b] → U ein in U zusammenzieh-
barer geschlossener Integrationsweg, so behauptet der Integralsatz von Cauchy in
Formeln ∫

γ

f(z) dz = 0

Wir werden diesen Satz in 14.2.3.10 aus dem noch allgemeineren Satz 14.2.3.9
folgern, bei dem sogar beliebige stetige, nicht notwendig stückweise stetig dif-
ferenzierbare Wege zugelassen werden. Wir führen den Beweis in einer Art Ka-
minkletterei. Zunächst zeigen wir in 14.2.3.4 das Verschwinden des Randintegrals
einer holomorphen Funktion für jedes ganz in ihrem Definitionsbereich liegende

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/einfachzus.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchy.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchy.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchybeweis.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchybeweis.mp4
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achsenparallele Rechteck. Daraus folgern wir mit 14.2.1.17, daß jede holomorphe
Funktion auf einer offenen Kreisscheibe dort auch eine Stammfunktion besitzt.
Mithilfe dieser Erkenntnis erklären wir in 14.2.3.8 für holomorphe Funktionen
das Wegintegral längs beliebiger stetiger nicht notwendig stückweise stetig diffe-
renzierbarer Wege. Dann zeigen wir sogar in dieser Allgemeinheit die Homotopi-
einvarianz 14.2.3.9 des Wegintegrals. Den Cauchy’schen Integralsatz erhalten wir
schließlich in 14.2.3.10 als eine einfache Konsequenz der Homotopieinvarianz.
Der Cauchy’sche Integralsatz ist im übrigen auch selbst der Beginn einer noch
größeren Kaminkletterei. Sie wird uns schließlich zum Residuensatz 14.4.2.11
führen, der den Cauchy’schen Integralsatz und viele weitere auf dem Weg dorthin
bewiesene Sätze als Spezialfälle enthält.

Lemma 14.2.3.4 (Integralsatz für Rechtecke). Gegeben eine holomorphe Funk-
tion und ein achsenparalleles Rechteck, dessen ganze Fläche mitsamt ihrem Rand
im Definitionsbereich unserer Funktion liegt, verschwindet das komplexe Wegin-
tegral unserer Funktion über den Rand unseres Rechtecks.

14.2.3.5. Dies Lemma kann für holomorphe Funktionen mit stetiger Ableitung
mithilfe von 14.2.5 ohne Mühe aus dem Verschwinden des Wegintegrals geschlos-
sener stetig differenzierbarer Kovektorfelder über zusammenziehbare Integrati-
onswege 12.7.8.8 gefolgert werden. Wir wollen es jedoch unter anderem benut-
zen, um zu zeigen, daß die Ableitung einer holomorphen Funktion stets stetig
sein muß. Deshalb sowie der logischen Vollständigkeit halber geben wir hier auch
noch einen eigenständigen Beweis.

Beweis. Hier ist ein Film über den Beweis Integralsatzes für Rechteckswege. Be-
zeichneQ0 unser Rechteck und I0 sein Randintegral. Unterteilen wir unser Recht-
eck Q0 in vier gleichgroße Teilrechtecke, so wird I0 die Summe der entsprechen-
den Randintegrale für diese vier Teilrechtecke und es gibt unter diesen notwendig
ein Teilrechteck Q1 derart, daß für das zugehörige Randintegral I1 gilt

|I0| ≤ 4|I1|

Indem wir so weitermachen, finden wir eine absteigende Folge Q0 ⊃ Q1 ⊃ . . .
von Rechtecken Qn mit Umfang 2−na für konstantes a derart, daß für die zu-
gehörigen Randintegrale In gilt

|I0| ≤ 22n|In|

Nun ist aber mit doppelter Anwendung des Intervallschachtelungsprinzips 10.3.6.11
oder auch nach 11.2.1.19 der Schnitt aller dieser Rechtecke Qn nicht leer und

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchyre.mp4
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Das Randintegral des grossen Rechtecks ist die Summe der Randintegrale der
vier kleinen Rechtecke.
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besteht genauer aus einem einzigen Punkt p. Bezeichnet f unsere holomorphe
Funktion, so können wir nach 14.1.1.8 schreiben

f(z) = f(p) + (z − p)f ′(p) + (z − p)ε(z − p)

für eine stetige Funktion εmit ε(0) = 0. Da der lineare Anteil eine Stammfunktion
besitzt, trägt er nach 14.2.1.7 zum Randintegral In nichts bei und wir finden

In =

∫
γ

(z − p)ε(z − p) dz

für γ den Randweg um Qn. Bezeichnet d die Länge der Diagonale von Q0, so
gilt |z − p| ≤ 2−nd für alle z ∈ Qn und wir können unser Integral mit 14.2.1.5
abschätzen durch

|In| ≤ (2−na)(2−nd) sup
z∈Qn
|ε(z − p)|

Daraus folgt limn→∞ 22n|In| = 0 und damit dann auch I0 = 0. Das zeigt den Inte-
gralsatz im Fall, daß unser Weg der Randweg eines im Definitionsbereich unserer
Funktion enthaltenen Rechtecks ist.

Lemma 14.2.3.6. Eine holomorphe Funktion auf einer offenen Kreisscheibe be-
sitzt dort stets eine Stammfunktion.

Vorschau 14.2.3.7. In 14.2.3.11 werden wir aus dem Integralsatz von Cauchy all-
gemeiner ableiten, daß jede holomorphe Funktion mit schleifenfüllendem Defini-
tionsbereich eine Stammfunktion besitzt.

Beweis. Das eben gezeigte Verschwinden des Randintegrals für alle Rechtecke
14.2.3.4 ist genau die hinreichende Bedingung aus Lemma 14.2.1.17 für die Exis-
tenz einer Stammfunktion auf offenen Kreisscheiben.

Definition 14.2.3.8 (Wegintegrale längs beliebiger Wege). Für eine holomorphe
Funktion f und einen beliebigen Weg γ : [a, b] → C in ihrem Definitionsbereich
erklären wir das komplexe Wegintegral, indem wir erst eine Unterteilung a =
a0 < a1 < . . . < an = b so wählen, daß jedes Wegstück ganz in einer offenen
Kreisscheibe aus dem Definitionsbereich verläuft, dann auf diesen Kreisscheiben
jeweils mit 14.2.3.6 eine Stammfunktion Fν von f wählen und schließlich setzen∫

γ

f(z) dz :=
n∑
ν=1

Fν(γ(aν))− Fν(γ(aν−1))

Um die Existenz einer derartigen Unterteilung zu zeigen, mag man von der Be-
merkung ausgehen, daß der Abstand von γ(t) zum Komplement von U nach ??
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stetig von t abhängt und folglich sein Minimum annimmt, das notwendig positiv
sein muß, und daß andererseits γ gleichmäßig stetig ist. Die weiteren Details seien
dem Leser überlassen. Durch Übergang zu einer gemeinsamen Verfeinerung wird
klar, daß dies Integral weder von der gewählten Unterteilung noch von den jeweils
gewählten Stammfunktionen abhängt. Wegen der Beschreibung 14.2.1.7 des We-
gintegrals über Integrationswege durch Stammfunktionen ist diese Definition im
Fall von Integrationswegen verträglich mit unserem Wegintegral für Integrations-
wege nach 14.2.1.1. Man beachte jedoch, daß in dieser Allgemeinheit, also längs
beliebiger, nicht notwendig stückweise stetig differenzierbarer Wege, das Wegin-
tegral nur noch für sehr spezielle Funktionen, wie etwa holomorphe Funktionen,
sinnvoll erklärt werden kann.

Satz 14.2.3.9 (Homotopieinvarianz des Wegintegrals). Die Wegintegrale einer
holomorphen Funktion über je zwei in ihrem Definitionsbereich homotope Wege
stimmen überein.

14.2.3.10. Der Cauchy’sche Integralsatz 14.2.3.1 folgt sofort, da ein zusammen-
ziehbarer Weg per definitionem homotop ist zu einem konstanten Weg und da
Wegintegale über konstante Wege offensichtlich verschwinden.

Erster Beweis. Sei f : U → C unsere holomorphe Funktion. Sei h : [0, 1]2 → U
eine Homotopie zwischen unseren Wegen, die wir ohne Beschränkung der All-
gemeinheit normiert annehmen dürfen. Unser Quadrat [0, 1]2 können wir so in
kleine „Schachfelder“ unterteilen, daß jedes dieser Felder unter h ganz in einer in
U enthaltenen offenen Kreisscheibe landet: In der Tat wird ja U von offenen in U
enthaltenen Kreisschreiben überdeckt, unser kompaktes Quadrat [0, 1]2 also von
deren Urbildern, und nach dem Überdeckungssatz von Lebesgue 12.4.1.7 gibt es
dann sogar ein ε > 0 derart, daß für jedes x ∈ [0, 1]2 der Ball B(x; ε) bereits
ganz in einem dieser Urbilder liegt. Bezeichnet nun ρi,j die Randwege unserer
Schachfelder, so verschwindet das Wegintegral über jeden der Wege h ◦ ρi,j , da
unsere Funktion auf Kreisscheiben ja nach 14.2.3.6 jeweils eine Stammfunktion
hat. Die Summe der Wegintegrale über die h ◦ ρi,j ist aber offensichtlich gera-
de die Differenz der Wegintegrale über unsere beiden ursprünglichen homotopen
Wege.

Zweiter Beweis. Alternativ mag man auch wie beim Beweis von 12.7.8.8 vorge-
hen. Das hat den Vorteil, daß wir keine Integrale über allgemeine stetige Wege
zu diskutieren brauchen, aber dafür braucht die Argumentation einen zusätzli-
chen Schritt: Wir gehen erst von unseren ursprünglichen Wegen zu approximie-
renden Polygonzügen über und betrachten dann statt den möglicherweise nicht
mehr differenzierbaren „ganz kleinen“ Wegen h ◦ ρi,j die „ganz kleinen“ Wege,
die zwischen den Bildern unter h der Ecken unserer kleinen Schachfelder gerade
verlaufen.
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Illustration zum Beweis der Homotopieinvarianz des Wegintegrals holomorpher
Funktionen. Eine Homotopie liefert wie angedeutet eine Darstellung der

Differenz der Wegintegrale zweier homotoper Wege als eine Summe über die
Wegintegrale von „ganz kleinen“ geschlossenen Wegen, wo „ganz klein“

bedeutet, daß sie jeweils ganz in einer im Definitionsbereich unserer Funktion
enthaltenen offenen Kreisscheibe verlaufen. Auf jeder Kreisscheibe hat eine
holomorphe Funktion aber, das haben wir bereits aus dem Integralsatz für

Rechteckswege gefolgert, eine Stammfunktion, folglich sind die Wegintegrale
aller unserer ganz kleinen Wege Null.
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Proposition 14.2.3.11 (Stammfunktionen holomorpher Funktionen). Jede ho-
lomorphe Funktion mit schleifenfüllendem Definitionsbereich besitzt eine auf dem
ganzen Definitionsbereich definierte Stammfunktion.

Beweis. Nach 14.2.1.14 müssen wir nur zeigen, daß das Wegintegral unserer Funk-
tion über jeden geschlossenen Weg verschwindet. Nach Annahme ist aber jeder
geschlossene Weg aus dem Definitionsbereich bereits im Definitionsbereich zu-
sammenziehbar und damit verschwindet das Wegintegral nach dem Integralsatz
von Cauchy 14.2.3.1, den wir ja in 14.2.3.10 mittlerweile bewiesen haben.

Definition 14.2.3.12. Zwei normierte geschlossene Wege α, β in einem metri-
schen oder allgemeiner topologischen Raum heißen frei homotop, wenn es eine
durch τ ∈ [0, 1] parametrisierte Familie geschlossener normierter Wege γτ gibt
mit γ0 = α, γ1 = β und so, daß (t, τ) 7→ γτ (t) stetig ist auf [0, 1]2. Zwei ge-
schlossene Wege heißen frei homotop, wenn die zugehörigen normierten Wege
frei homotop sind.

Satz 14.2.3.13 (Invarianz des Wegintegrals unter freier Homotopie). Die Weg-
integrale über je zwei im Definitionsbereich einer holomorphen Funktion frei ho-
motope geschlossene Wege stimmen überein.

Beweis. Das folgt leicht aus der Homotopieinvarianz des Wegintegrals für holo-
morphe Funktionen 14.2.3.9. Hier ist ein Film über die Invarianz des Wegintegrals
unter freier Homotopie. Die Details seien dem Leser zur Übung überlassen.

Vorschau 14.2.3.14 (Integralsatz für nullhomologe Wege). Wir gehen aus von
der komplexen Zahlenebene C, entfernen daraus zwei Punkte a, b und betrachten
den Integrationsweg γ gegeben durch das nebenstehende Bild. Es ist nicht klar,
ob dieser Weg in C\{a, b} zusammenziehbar ist, und in 16.2.5.10 zeigen wir,
daß er es in der Tat nicht ist. Klar ist jedoch, daß dennoch das Integral jeder auf
C\{a, b} holomorphen Funktion längs dieses Weges verschwinden muß: Zerlegen
wir nämlich unseren Weg in Stücke, indem wir ihn an den drei Selbstschnittstellen
aufschneiden, und setzen diese Stücke so wieder zu zwei geschlossenen Wegen
zusammen, daß der eine das Gebiet berandet, das von oben an das Mittelkreuz
grenzt, und der andere das Gebiet, das von unten an das Mittelkreuz grenzt, so
erhalten wir zwei in C\{a, b} zusammenziehbare Wege, über die das Wegintegral
nach dem Integralsatz von Cauchy 14.2.3.1 jeweils verschwinden muß. Diesen
Trick verwandeln wir im Rahmen der Homologietheorie in eine Methode, ver-
gleiche 17.1.2.19.

Beispiel 14.2.3.15. Wir zeigen ∫ ∞
−∞

sinx

x
dx = π

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchyfrei.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchyfrei.mp4
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Illustration einer freien Homotopie zwischen zwei geschlossenen Wegen im
Komplement eines Punktes der Ebene.

Illustration zu 14.2.3.14: Ein geschlossener nicht zusammenziehbarer aber Weg
im Komplement einer zweielementigen Teilmenge der komplexen Zahlenebene,
der dennoch die Eigenschaft hat, daß jedes Integral einer holomorphen Funktion

auf unserem Komplement darüber verschwindet. Denkt man sich den Weg als
Schnur und bei a und b Nägel in der Wand, so bleibt die Schnur durchaus

hängen, fällt aber herunter, sobald nur Ein Nagel herausgezogen wird.
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Einer der Integrationswege bei der Berechnung von
∫∞
−∞

sinx
x

dx. Zum Nachweis
der Existenz des Grenzwerts betrachten wir allerdings auch entsprechend
verschobene rechteckige Integrationswege, die ganz rechts oder links der

imaginären Achse verlaufen.
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in dem Sinne, daß sowohl limr→∞
∫ r

0
als auch limr→∞

∫ 0

−r existieren und ihre
Summe den angegebenen Wert hat. Um das zu sehen, bemerken wir zunächst, daß
der Integrand außerbalb des Ursprungs mit der Einschränkung des Imaginärteils
von eiz/z auf die reelle Achse zusammenfällt. Dann betrachten wir für a < b in
R× und h > 0 Integrationswege, die einmal im Gegenuhrzeigersinn um den Rand
des Rechtecks mit Ecken a, b, a + ih, b + ih umlaufen und im Fall a < 0 < b auf
einem kleinen Halbkreis γε mit Radius ε über die Polstelle beim Ursprung hop-
peln. Das Wegintegral von eiz/z längs eines derartigen Weges ist Null nach dem
Integralsatz. Die Integrale über die drei Kanten ρ, λ, ω für „rechts, links und oben“
außerhalb der reellen Achse können wir jedoch auf der rechten Kante abschätzen
durch ∣∣∣∣∫

ρ

eiz

z
dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ h

0

ei(b+it)

b+ it
i dt

∣∣∣∣ ≤ 1

|b|

∫ h

0

e−t dt ≤ 1

|b|

und analog auf der linken Kante durch 1/|a|, auf der oberen Kante dahingegen
durch ∣∣∣∣∫

ω

eiz

z
dz

∣∣∣∣ ≤ (b− a)
e−h

h

Für festes a > 0 folgt so die Existenz des Grenzwerts limr→∞
∫ r
a

aus dem Cauchy-
Kriterium 10.3.6.12. Die Existenz des anderen Grenzwerts für b < 0 in Richtung
der negativen reellen Achse limr→−∞

∫ b
r

zeigt man analog. Indem wir nun −a =
b = h nehmen und das nach Unendlich streben lassen, ergibt sich für jedes ε > 0
andererseits

0 =

∫ −ε
−∞

eix

x
dx+

∫
γε

eiz

z
dz +

∫ ∞
ε

eix

x
dx

Durch explizite Rechnung erkennen wir, daß das Integral über den kleinen Halb-
kreis für ε → 0 gegen −πi strebt. Jetzt brauchen wir nun noch den Imaginärteil
unserer Gleichung zu nehmen. Nebenbei bemerkt ist sinx

x
Lebesgue’schen Sinne

gar nicht auf R integrierbar.

Übungen

Übung 14.2.3.16. Sei γ ein stetiger geschlossener Weg in C und U ⊂◦ C das
Komplement seines Bildes. Man zeige, daß die Funktion uγ : U → C gegeben
durch

uγ(w) =

∫
γ

dz

z − w

lokal konstant ist, als da heißt holomorph mit Ableitung Null. In 14.4.2 werden
wir sehen, daß f nur Werte in 2πiZ annimmt, und werden diese Werte als das
2πi-fache der „Umlaufzahl von γ um den Punkt w“ verstehen lernen.
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Ergänzende Übung 14.2.3.17. Man zeige, daß
∫∞
−∞ e(z−x)2

dx nicht von z ∈ C
abhängt. Vermittels quadratischer Ergänzung liefert das einen weiteren Zugang
zur Berechnung der Fouriertransformierten der Gauß’schen Glockenkurve. Man
kann auch den umgekehrten Weg gehen.

Übung 14.2.3.18. Das in 14.2.3.8 erklärte Wegintegral bleibt in Verallgemeine-
rung von 14.2.1.12 gleich bei beliebiger stetiger Umparametrisierung unseres Weges.
Es ändert in Verallgemeinerung von 14.2.1.13 sein Vorzeichen bei einer Änderung
der Durchlaufrichtung des Weges, wir dürfen wie in 14.2.1.11 stückweise inte-
grieren, und das Integral über einen geschlossenen Weg von einer Funktion mit
Stammfunktion verschwindet.

Übung 14.2.3.19 (Umkehrsatz für holomorphe Funktionen). Gegeben eine ho-
lomorphe Abbildung f : U → C und p ∈ U mit f ′(p) 6= 0 existieren offene
Umgebungen V ⊂◦ U von p und W ⊂◦ C von f(p) derart, daß f eine Bijektion
f : V

∼→ W mit stetiger Umkehrabbildung induziert, die dann sogar holomorph
sein muß. Einen Beweis dieser Tatsache mithilfe des Umkehrsatzes aus der re-
ellen Analysis 12.3.1.2 haben wir in 14.3.4.1 gegeben. Hier wird ein alternativer
Beweis skizziert. Man zeige der Reihe nach:

1. Es gibt eine offene Umgebung A ⊂◦ U von p, auf der f injektiv ist und auf
der f ′ keine Nullstelle hat;

2. Für jeden Punkt q ∈ A ist für einen hinreichend kleinen Kreisweg γε,q :
[0, 2π] → V , t 7→ q + ε exp(it) um q der Weg f ◦ γε,q in C\f(q) frei
homotop zu einem Kreisweg um f(q);

3. Ist für ε = εq wie im vorhergehenden Punkt B eine Kreisscheibe um f(q),
die den Weg f ◦ γε,q nicht trifft, so gilt B ⊂ f(A);

4. Nach unseren Annahmen gibt es eine stetige Funktion ohne Nullstelle ϕ :
U → C mit f(z)− f(p) = (z − p)ϕ(z) und ϕ(p) = f ′(p). Setzen wir hier
z = f−1(w), so ist ψ = 1/(ϕ ◦ f−1) : f(U)→ C eine stetige Funktion mit
(w − q)ψ(w) = f−1(w)− f−1(q) und ψ(q) = 1/f ′(p).

Hinweis: Beim Nachweis der vorletzten Aussage verwende man für b ∈ B und
γ = γε,q die Formel ∫

f◦γ

dz

z − b
=

∫
γ

f ′(w) dw

f(w)− b

aus 14.2.1.19 und beachte, daß die linke Seite nach Teil 2 nicht verschwindet.
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Illustration zu Übung 14.2.3.19. Wenn der Punkt b nicht in f(A) läge, müßte ein
Wegintegral verschwinden, das nun einmal nach unserer Transformationsformel

für Wegintegrale 14.2.1.19 definitiv nicht verschwindet.



2382 KAPITEL 14. FUNKTIONENTHEORIE 1

14.2.4 Integralsatz von Cauchy durch Topologie*
14.2.4.1. Die Suche nach einem besseren Verständnis grundlegender Sätze der
Funktionentheorie und möglicher Verallgemeinerungen war eine wesentliche Mo-
tivation zur Entwicklung topologischer Methoden wie etwa der Überlagerungs-
theorie oder der Theorie der Garben. Ich will hier noch einen Zugang zum Be-
weis des Integralsatzes von Cauchy skizzieren, wie er sich von den Höhen dieser
Theoriegebäude aus betrachtet im Rückblick darstellt. Das sprengt den Rahmen
der Vorlesung. In gewisser Weise ist der Beweis derselbe, nur werden die meis-
ten Beweisschritte als Folgerungen aus sehr viel allgemeineren Sätzen gesehen,
was zu einem besseren Verständnis führen mag. Wir gehen dabei davon aus, daß
wir die Theorie holomorpher Funktionen auf offenen Kreischeiben so weit entwi-
ckelt haben, daß dort die Existenz von Stammfunktionen holomorpher Funktionen
14.2.3.6 bereits bewiesen ist.

14.2.4.2 (Garbe holomorpher Funktionskeime). Wir betrachten auf der kom-
plexen Zahlenebene C die Garbe O der holomorphen Funktionen im Sinne von
19.2.2.2 und ihren étalen Raum Ō nach 19.2.2.17. Seine Punkte sind Keime holo-
morpher Funktionen. Um den Satz von Goursat an dieser Stelle nicht verwenden
zu müssen, betrachten wir zusätzlich die GarbeO1 aller holomorphen Funktionen
mit holomorpher Ableitung. Der Satz von Goursat sagt uns später einmalO1 = O.

14.2.4.3 (Ableiten als Überlagerung). Das komplexe Ableiten ist ein Garbenho-
momorphismus und induziert eine stetige Abbildung D : Ō1 → Ō zwischen den
étalen Räumen der jeweiligen Garben. Diese Abbildung ist eine surjektive Über-
lagerung im Sinne von 16.3.1.2, da wir ja auf offenen Kreisscheiben stets Stamm-
funktionen finden und da diese eindeutig sind bis auf eine additive Konstante.
Insbesondere liefert die „Additionen von Konstanten“ (c+) : Ō1 → Ō1 eine
Einbettung von (C,+) in die Gruppe der Decktransformationen unserer Überla-
gerung und diese Untergruppe operiert frei und transitiv auf jeder Faser.

14.2.4.4 (Existenz von Stammfunktionen). Wir folgern die Existenz von Stamm-
funktionen holomorpher Funktionen f : U → C mit schleifenfüllendem Definiti-
onsbereich U , die wir in 14.2.3.11 bereits auf direktem Wege gezeigt hatten. Unter
unseren Annahmen ist nämlich jede Komponente von U offen und überlagerungs-
trivial nach ?? und nach Satz 16.3.4.13 über das Liften bei überlagerungstrivialem
Definitionsbereich besitzt der zu f gehörige stetige Schnitt f̄ : U → Ō einen Lift,
es gibt also in Formeln ausgedrückt F̄ : U → Ō1 stetig mit D ◦ F̄ = f̄ . Die
zugehörige Funktion F ist dann die gesuchte Stammfunktion von f .

14.2.4.5 (Integration durch Wegeliften). Gegeben U ⊂◦ C und f : U → C
holomorph und ein Integrationsweg γ : [a, b] → U können wir den Weg f̄ ◦ γ :
[a, b] → Ō betrachten. Die Möglichkeit des Wegeliftens nach ?? und 16.3.4.13
zeigt, daß es Wege γ̃f : [a, b] → Ō1 gibt mit D ◦ γ̃f = f̄ ◦ γ. Bezeichnet A :



14.2. WEGINTEGRALE UND INTEGRALSATZ VON CAUCHY 2383

Ō1 → C das Auswerten eines Funktionskeims an seinem Punkt, so zeigen unsere
Erkenntnisse zum Integrieren mit Stammfunktionen∫

γ

f(z) dz = A(γ̃f (b))− A(γ̃f (a))

Ist γ ein stetiger Weg, so beachten wir, daß allgemein der Lift eines Weges in eine
Überlagerung und speziell γ̃f durch seinen Ausgangspunkt eindeutig bestimmt ist
und daß sich je zwei mögliche Ausgangspunkte durch eine Decktransformation
der Gestalt (c+) ineinander überführen lassen. Das zeigt, daßA(γ̃f (b))−A(γ̃f (a))
nicht von der Wahl von γ̃f abhängt. Das war im wesentlichen unsere Definition
des Wegintegrals holomorpher Funktionen über stetige Integrationswege.

14.2.4.6 (Cauchy’s Integralsatz durch Liften von Homotopien). Gegeben U ⊂◦
C und f : U → C holomorph und Wege γ, β : [0, 1] → U und h : [0, 1]2 → U
eine Homotopie ist auch f̄ ◦ h : [0, 1]2 → Ō eine Homotopie zwischen f̄ ◦ γ und
f̄ ◦ β und nach ?? und 16.3.4.13 kann jede derartige Homotopie geliftet werden
zu einer Homotopie h̃f : [0, 1]2 → Ō1 zwischen Lifts γ̃f und β̃f von f̄ ◦ γ und
f̄ ◦β. Diese Lifts haben dann dieselben Anfangs- und Endpunkte und mit unseren
Erkenntnissen 14.2.4.5 zur Integration durch Wegeliften folgt unmittelbar∫

γ

f(z) dz = A(γ̃f (1))− A(γ̃f (0)) = A(β̃f (1))− A(β̃f (0)) =

∫
β

f(z) dz

14.2.5 Bezug zu Wegintegralen im Reellen*
14.2.5.1. Dieser Abschnitt ist für das Folgende entbehrlich. Er soll die Notation
für komplexe Wegintegrale verständlich machen und den Zusammenhang des Sat-
zes von Cauchy mit den Sätzen über Wegintegrale in rotationsfreien Vektorfeldern
oder besser geschlossenen Kovektorfeldern 12.7.8.8 erklären. Zunächst erinnere
ich an Wegintegrale vektorwertiger Kovektorfelder nach 12.7.4.21.

14.2.5.2 (Vektorwertige Kovektorfelder). SeienX ein endlichdimensionaler re-
eller Raum, W ein reeller Vektorraum und A ⊂ X eine Teilmenge. Ein W -
wertiges Kovektorfeld auf A ist eine Abbildung

ω : A→ HomR( ~X,W )

Ein W -wertiges Kovektorfeld ordnet also jedem Punkt p ∈ A eine lineare Abbil-
dung des Richtungsraums ~X in den zusätzlich vorgegebenen Vektorraum W zu.
Um hier noch Richtungsvektoren v ∈ ~X einsetzen zu können, notieren wir vek-
torwertige Kovektorfelder p 7→ ωp, so daß dann ωp(v) ein Vektor aus W wird. Im
Fall W = C sprechen wir von einem komplexwertigen Kovektorfeld.
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14.2.5.3 (Nachschalten linearer Abbildungen). Gegeben ein Homomorphismus
L : W → V von reellen Vektorräumen und einW -wertiges Kovektorfeld ω erhal-
ten wir ein V -wertiges KovektorfeldL◦ω durch (L◦ω)p := L◦ωp. IstM : V → Z
eine weitere lineare Abbildung, so haben wir M ◦ (L ◦ ω) = (M ◦ L) ◦ ω und
natürlich gilt auch idW ◦ω = ω. Ist ω ein komplexwertiges Kovektorfeld und
c : C→ C die komplexe Konjugation, so verwenden wir die Notation ω̄ := c ◦ ω
und finden ¯̄ω = ω.

14.2.5.4 (Nachschalten variabler linearer Abbildungen). Seien X ein endlich-
dimensionaler reeller Raum, W ein reeller Vektorraum und A ⊂◦ X eine Teilmen-
ge. Sei W ein reeller Vektorraum und ω : A → HomR( ~X,W ) ein W -wertiges
Kovektorfeld auf A. Gegeben eine Abbildung L : A → HomR(W,V ) erhalten
wir ein V -wertiges Kovektorfeld L ◦ ω durch (L ◦ ω)p := L(p) ◦ ωp. Natürlich
haben wir M ◦ (L ◦ ω) = (M ◦ L) ◦ ω auch für das iterierte Nachschalten va-
riabler linearer Abbildungen. Als Speziallfälle erhalten wir das Produkt fω eines
W -wertigen Kovektorfelds ω mit einer reellwertigen Funktion f und das Produkt
fω eines komplexwertigen Kovektorfelds ω mit einer komplexwertigen Funktion
f und die Verträglichkeit gω = ḡω̄ mit der komplexen Konjugation.

14.2.5.5 (Differentiale als Kovektorfelder). Ist X ein endlichdimensionaler re-
eller Raum, W ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, U ⊂ X offen oder
allgemeiner halboffen und f : U → W differenzierbar, so ist df oder genauer
p 7→ dpf ein W -wertiges Kovektorfeld auf U . Ist L : W → V eine lineare Ab-
bildung in einen weiteren endlichdimensionalen reellen Vektorraum, so haben wir
aufgrund der Kettenregel L ◦ dpf = dp(L ◦ f). Man mag das die Veträglichkeit
des Differentials mit linearen Abbildungen nennen. Sie impliziert formal eine
„Komponentenregel“ und eine „Summenregel“ in derselben Weise, wie das bei
der Integration in 12.5.3.5 ausgeführt wurde. Beide Regeln kann man aber auch
ohne diese formale Argumentation leicht einzusehen.

Beispiele 14.2.5.6. In der Funktionentheorie bezeichnet für U ⊂◦ Cmeist z : U →
C die Einbettung und dz ihr Differential, ein komplexwertiges Kovektorfeld auf
C. Mit

f(z) dz

bezeichnet man dann das Produkt dieses komplexwertigen Kovektorfelds mit ei-
ner beliebigen komplexwertigen Funktion f : U → C. Ist g : U → C komplex
differenzierbar, so ist g auch reell differenzierbar und quasi per definitionem kann
sein Differential durch die komplexe Ableitung beschrieben werden als

dg = g′(z) dz

14.2.5.7 (Wegintegrale vektorwertiger Kovektorfelder). Sei ϕ : [a, b]→ X ein
stetig differenzierbarer Weg in einem endlichdimensionalen reellen Raum X und
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sei ω : X → HomR( ~X,W ) ein stetiges Kovektorfeld auf X mit Werten in einem
endlichdimensionalen reellen Vektorraum W . So definieren wir wie in 12.7.4.21
einen Vektor (

∫
ϕ
ω) ∈ W , das Integral des W -wertigen Kovektorfelds ω längs

des Weges ϕ, durch die Vorschrift∫
ϕ

ω =

∫ b

a

ωϕ(t) (ϕ′(t)) dt

Auf der rechten Seite ist also für jedes t der Homomorphismus ωϕ(t) : ~X → W

auszuwerten auf dem Geschwindigkeitsvektor ϕ′(t) ∈ ~X und die so entstehende
stetige Abbildung [a, b] → W ist als vektorwertige Funktion zu integrieren im
Sinne von 14.1.3.4. Im Übrigen muß unser stetiges Kovektorfeld gar nicht auf
ganz X definiert sein, wenn es auf ϕ([a, b]) definiert ist, reicht völlig aus. Zur An-
schauung verweise ich auf die Darstellung als Grenzwert von Riemannsummen
im Fall reellwertiger Kovektorfelder in 12.7.4.7, die sich wortwörtlich übertragen
läßt. Im Spezialfall X = W = C stimmt das auf diese Weise definierte Wegin-
tegral

∫
ϕ
f(z) dz überein mit dem Wegintegral gemäß der in 14.2.1.1 für diesen

Spezialfall explizit gegebenen Definition und erklärt so insbesondere die für die-
ses Konzept übliche Notation.

Ergänzung 14.2.5.8 (Integrale von Kovektorfeldern über Fastfaltigkeiten). Ähn-
lich wie in 12.8.4.3 für gewöhnliche Kovektorfelder alias Einsformen erklärt können
wir auch kompakt getragene Kovektorfelder mit Werten in einem beliebigen end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum und insbesondere mit Werten in C inte-
grieren über orientierte 1-Fastfaltigkeiten. Salopp gesprochen liegt das daran, daß
„sich für jede Parametrisierung unserer 1-Fastfaltigkeit durch einen Integrations-
weg dasselbe Wegintegral ergibt“.

14.2.5.9 (Geschlossene Kovektorfelder und Integralsatz von Cauchy). Ist X
ein endlichdimensionaler reeller Raum und U ⊂◦ X eine offene Teilmenge und W
ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und ω : U → HomR( ~X,W ) ein ste-
tig differenzierbares W -wertiges Kovektorfeld auf U , so ist wie in 12.7.8.8 eine
hinreichende und notwendige Bedingung für die Homotopieinvarianz der Wegin-
tegrale zu ω, daß unser Kovektorfeld geschlossen ist im zu 12.7.8.1 analogen Sinn,
daß also in Formeln für alle p ∈ U im Vektorraum W gilt

(dpω)(~v)(~w) = (dpω)(~w)(~v) ∀~v, ~w ∈ ~X

Ein komplexwertiges Kovektorfeld der Gestalt f(z) dz können wir umschreiben
zu f(z) dz = f(z)(dx + i dy) und geschlossen bedeutet ∂yf = i∂xf alias die
Gültigkeit der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. Für f stetig reell
differenzierbar sind also Wegintegrale über f(z) dz gleich für homotope Integra-
tionswege genau dann, wenn f holomorph ist. Wir erhalten so einen alternativen
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Beweis für den Integralsatz von Cauchy, allerdings nur unter der stärkeren An-
nahme, daß f nicht nur komplex differenzierbar ist, sondern daß seine komplexe
Ableitung f ′ zusätzlich auch noch stetig ist.
14.2.5.10 (Wirtinger-Ableitung). In der Funktionentheorie bezeichnet für U ⊂◦
Cmeist z̄ := c◦ z : U → C die Einbettung gefolgt von der komplexen Konjugati-
on und x : U → R den Realteil und y : U → R den Imaginärteil. Die Identitäten
z = x+iy und z̄ = x−iy von komplexwertigen Funktionen führen dann aufgrund
der Veträglichkeit des Differentials mit linearen Abbildungen 14.2.5.5 im Raum
der komplexwertigen Kovektorfelder auf U zu den Identitäten

dz = dx+ i dy und dz̄ = dx− i dy.

Ist f : U → C reell differenzierbar, so haben wir weiter

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

für die partiellen Ableitungen zum Koordinatensystem x, y im Sinne von 12.7.2.16.
Für eine reell total differenzierbare Funktion f : U → C erklärt man zusätz-
lich zwei komplexwertige Funktionen auf A, ihre Wirtinger-Ableitungen ∂f =
∂zf = ∂f

∂z
und ∂̄f = ∂̄zf = ∂f

∂z̄
, durch die Vorschrift

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z̄
dz̄

Die Beziehung dieser Wirtingerableitungen zu den partiellen Ableitungen von
eben wird nach dem vorhergehenden gegeben durch die Formeln

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
∂f

∂z̄
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
Nach den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen ist also eine stetig par-
tiell differenzierbare Funktion f : U → C holomorph genau dann, wenn gilt
∂̄f = 0, und in diesem Fall ist ∂f = f ′ ihre komplexe Ableitung. Weiter prüft
man unschwer ∂f = ∂̄f̄ . Die Wirtingerableitungen sind jedoch keine Vektorfelder
in Bezug auf lokale Koordinatensysteme im Sinne von 12.7.2.16.

Übungen

Übung 14.2.5.11 (Rechnen mit Wirtinger-Ableitungen). Man zeige ∂f̄
∂z̄

= ∂f
∂z

.
Man zeige weiter für w = w(z) eine reell differenzierbare Funktion von einer
offenen Teilmenge von C in eine offene Teilmenge von C, auf der hinwiederum
eine reell differenzierbare komplexwertige Funktion f definiert ist, die Identitäten

∂f

∂z
=
∂f

∂w

∂w

∂z
+
∂f

∂w̄

∂w̄

∂z

∂f

∂z̄
=
∂f

∂w

∂w

∂z̄
+
∂f

∂w̄

∂w̄

∂z̄

Hinweis: Man gehe aus von den Identitäten d(f̄) = df und d(f ◦ w) = w∗(df).
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14.3 Lokale Struktur holomorpher Funktionen

14.3.1 Cauchy’s Integralformel (31.5)
Satz 14.3.1.1 (Cauchy’s Integralformel). Seien U ⊂◦ C offen, f : U → C
holomorph und K ⊂ U eine ganz in U enthaltene abgeschlossene Kreisschei-
be. Bezeichne ∂ ~K einen Weg, der auf dem Rand unserer Kreisscheibe einmal im
Gegenuhrzeigersinn umläuft. So gilt für alle Punkte w aus dem Inneren unserer
Kreisscheibe die Formel

f(w) =
1

2πi

∫
∂ ~K

f(z)

z − w
dz

14.3.1.2. Hier ist ein Film über die Cauchyformel. Beim ersten Hinsehen mag es
so scheinen, als ob in dieser Formel die komplexe Zahl i eine ungebührliche Son-
derrolle spielte, denn warum sollte eine der beiden Wurzeln aus −1 hier besser
sein als die andere? Dieser scheinbare Widerspruch löst sich jedoch auf, wenn wir
bedenken, daß es auch von der Wahl einer Wurzel aus −1 abhängt, welchen Weg
um eine Kreisscheibe wir als „im Gegenuhrzeigersinn umlaufend“ bezeichnen.
Das ist ja überhaupt keine streng mathematische Formulierung und hängt sowohl
von der Konvention der Uhr ab als auch von der Konvention, daß wir in der Zahle-
nebene 1 nach rechts und i nach oben abtragen. Ist streng mathematisch formuliert
p das Zentrum unserer Kreisscheibe und R ihr Radius, so meinen wir in Formeln
den Weg γ : [0, 1] → C gegeben durch t 7→ p + Re2πit. Die Integralformel von
Cauchy wird sich später als ein Spezialfall des Residuensatzes 14.4.2.11 erweisen.
Ergänzung 14.3.1.3. Der Pfeil über dem K soll wie in 12.8.3.6 die Wahl der
Orientierung dieser berandeten Untermannigfaltigkeit von C andeuten. Genau-
er versehen wir den R-Vektorraum C mit der Orientierung, für die R2 ∼→ C,
(x, y) 7→ x + iy eine positiv orientierte Karte ist. Dann erbt K eine Orientierung
als glatt berandete Teilmenge und ∂K schließlich wird versehen mit der auf dem
Rand induzierten Orientierung.

Beweis. Nach der Invarianz des Wegintegrals unter freier Homotopie 14.2.3.13
bleibt die rechte Seite unverändert, wenn wir unseren Weg ∂ ~K ersetzen durch den
kreisförmigen Weg γε um w mit beliebigem Radius ε, sofern nur besagter Weg
ganz in unserer Kreisscheibe verläuft. Es reicht also zu zeigen

f(w) = lim
ε→0

1

2πi

∫
γε

f(z)

z − w
dz

Hier können wir etwa γε : [0, 2π] → C, t 7→ w + ε eit nehmen. Die fraglichen
Integrale ergeben sich damit zu

1

2πi

∫ 2π

0

f(w + ε eit)

ε eit
iε eit dt =

1

2π

∫ 2π

0

f(w + ε eit) dt

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cauchyformel.mp4
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Die Grundsituation bei Cauchy’s Integralformel
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und konvergieren wegen der Stetigkeit von f bei w offensichtlich gegen f(w).
Hier ist ein Film zu den anschließenden Folgerungen aus der Cauchyformel.

Korollar 14.3.1.4 (Mittelwerteigenschaft). Der Wert einer holomorphen Funk-
tion im Zentrum einer beliebigen abgeschlossenen Kreisscheibe aus ihrem Defini-
tionsbereich ist der Durchschnitt über ihre Funktionswerte auf dem Rand besagter
Kreisscheibe.

Beweis. Dieser Satz gibt nur in Worten die Aussage der Integralformel in dem
Spezialfall wieder, daß w das Zentrum der Kreisscheibe ist, wie in den letzten
Zeilen des vorhergehenden Beweises bereits ausgeführt wurde.

Korollar 14.3.1.5 (Goursat). Die Ableitung einer holomorphen Funktion ist auch
selbst wieder holomorph.

Beweis. Übung 14.1.3.15 über das komplexe Ableiten unter dem Integral zeigt,
daß die rechte Seite der Cauchy’schen Integralformel 14.3.1.1 beliebig oft kom-
plex nach w abgeleitet werden kann. Das liefert für die höheren Ableitungen einer
holomorphen Funktion f , die auf einer offenen Umgebung einer abgeschlosse-
nen Kreisscheibe K definiert ist, und beliebiges w ∈ K\∂K sogar die explizite
Darstellung

f (n)(w) =
n!

2πi

∫
∂ ~K

f(z)

(z − w)n+1
dz

Satz 14.3.1.6 (Liouville). Jede holomorphe auf der ganzen komplexen Zahlen-
ebene definierte und beschränkte Funktion ist konstant.

14.3.1.7. Eine auf der ganzen komplexen Zahlenebene definierte holomorphe Funk-
tion heißt auch eine ganze Funktion. Einen alternativen Beweis für den Satz von
Liouville geben wir in 14.4.1.15.

Beweis. Lassen wir bei der Darstellung der Ableitung, also dem Fall n = 1 der
Formeln vom Ende des vorhergehenden Beweises des Satzes von Goursat 14.3.1.5
den Radius R unserer Kreisscheibe gegen Unendlich streben, so strebt die Länge
des Integrationsweges linear mit dem Radius gegen Unendlich, das Supremum der
zu integrierenden Funktion aber ist für R > |w| betragsmäßig beschränkt durch
eine beliebige obere Schranke von |f | multipliziert mit (R − |w|)−2, fällt also
salopp gesprochen quadratisch mit dem Radius. Da unsere Formel hier auch für
beliebig große Radien gilt, folgt f ′(w) = 0 für alle w ∈ C.

14.3.1.8 (Fundamentalsatz der Algebra). Hier ist ein Film zur Herleitung des
Fundamentalsatzes der Algebra aus dem Satz von Liouville. Ich erinnere den
an Fundamentalsatz der Algebra 3.5.3.25: Jede Polynomfunktion ohne Nullstelle

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/korrcauchy.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/fundalg.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/fundalg.mp4
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P : C → C ist konstant. Wir zeigen das nun mit den Mitteln der Funktionen-
theorie. Da für jedes Polynom P positiven Grades gilt limz→∞ |P (z)| = ∞, ist
für jede Polynomfunktion ohne Nullstelle aber 1/P eine beschränkte holomorphe
Funktion. Nach dem Satz von Liouville 14.3.1.6 ist dann 1/P und folglich auch
P konstant.

Satz 14.3.1.9 (Morera). Eine stetige komplexwertige auf einer offenen Teilmenge
der komplexen Zahlenebene definierte Funktion ist holomorph genau dann, wenn
für jedes achsenparallele Rechteck, dessen Fläche mitsamt ihrem Rand ganz im
Definitionsbereich enthalten ist, das Randintegral verschwindet.

Ergänzung 14.3.1.10. Eine in der Literatur oft bewiesene schwächere Variante be-
sagt, daß eine stetige komplexwertige Funktion auf einer offenen Teilmenge der
komplexen Zahlenebene holomorph ist genau dann, wenn ihr Wegintegral über
jeden „Dreiecksrand“ verschwindet, sobald die ganze „Dreiecksfläche“ im Defi-
nitionsbereich unserer Funktion liegt.

Beweis. Hier ist ein Film zum Satz von Morera und seinem Korollar. Für holo-
morphe Funktionen verschwinden diese Integrale nach dem Integralsatz 14.2.3.1.
Für die Umkehrung dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen,
unsere Teilmenge sei eine offene Kreisscheibe. Verschwinden dann alle die fragli-
chen Integrale, so besitzt unsere Funktion nach 14.2.1.17 eine Stammfunktion und
ist folglich als Ableitung einer holomorphen Funktion nach dem Satz von Goursat
14.3.1.5 selbst holomorph.

Korollar 14.3.1.11 (Holomorphie durch Stetigkeit). Ist U ⊂◦ C offen und f :
U → C eine stetige Funktion, die holomorph ist auf dem Komplement einer oder
auch endlich vieler reeller affiner Geraden, so ist f bereits holomorph auf ganz
U .

14.3.1.12. Salopp gesprochen folgt also aus der komplexen Differenzierbarkeit
„fast überall“ zusammen mit der Stetigkeit überall bereits die komplexe Differen-
zierbarkeit überall. Das steht in scharfem Kontrast zum Fall reeller Funktionen,
in dem etwa der Absolutbetrag stetig ist und mit Ausnahme des Ursprungs über-
all differenzierbar, aber dennoch im Ursprung eben nicht differenzierbar ist. Man
kann in ähnlicher Weise sehr viel stärkere Sätze beweisen. Als Übung mögen sie
zeigen, daß eine stetige Funktion, die holomorph ist auf dem Komplement einer
endlichen Vereinigung eindimensionaler inU abgeschlossener C1-Untermannigfaltigkeiten
der komplexen Zahlenebene im Sinne von 12.3.2.6, bereits auf ganz U holomorph
ist.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß unsere
Funktion auf dem Komplement einer einzigen reellen Geraden holomorph ist und

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cormor.mp4
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Illustration zum Beweis von 14.3.1.11. Die reelle Achse in der komplexen
Zahlenebene ist als durchgehende Gerade eingezeichnet. Integrieren wir eine

stetige Funktion, die außerhalb der reellen Gerade holomorph ist, über den Rand
des großen Rechtecks, so kommt dasselbe heraus, wie wenn wir sie über den

Rand des kleinen unteren doppelt schraffierten Rechtecks integrieren, denn das
Integral über den Rand des einfach schraffierten oberen Rechtecks ist Null.
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daß diese Gerade sogar die reelle Achse ist. Nach 14.3.1.9 reicht es nun zu zeigen,
daß für jedes achsenparallele ganz in unserer Teilmenge enthaltene Rechteck das
Randintegral verschwindet. Durch entsprechendes Zerschneiden von Rechtecken
ziehen wir uns auf den Fall zurück, daß eine Kante unseres Rechtecks auf der
reellen Achse liegt. Seien also a, b, a+ hi, b+ hi mit a, b, h ∈ R und a < b sowie
0 6= h die Ecken unseres Rechtecks. Nach elementaren Abschätzungen ist dies
Randintegral für jedes stetige f eine stetige Funktion von h, die sich durch den
Wert Null stetig nach h = 0 fortsetzen läßt. Nach dem Integralsatz von Cauchy
ist für f holomorph auf U\R dies Randintegral aber unabhängig von h für h > 0
und, a priori eventuell mit einem anderen Wert, für h < 0. Das zeigt, daß unser
Randintegral Null sein muß für alle h.

Übungen

Übung 14.3.1.13 (Maximumsprinzip, schwache Form). Man zeige: Gegeben
eine holomorphe Funktion f : U → C und ein nichtleeres Kompaktum K ⊂ U
gibt es p ∈ K derart, daß keine Kreisscheibe mit Zentrum p ganz in K liegt und
daß gilt |f(p)| ≥ |f(z)| ∀z ∈ K. Salopp gesprochen nimmt also die Restrik-
tion unserer Funktion auf unser Kompaktum ihr Betragsmaximum stets in einem
„Randpunkt“ unseres Kompaktums an. Eine noch stärkere Aussage in dieser Rich-
tung liefert das Maximumsprinzip 14.3.3.9.

Übung 14.3.1.14 (Schwarz’sches Spiegelungsprinzip). Sei U ⊂◦ C offen und
stabil unter der komplexen Konjugation. Wir zerlegen U in seinen Schnitt mit der
reellen Achse und der oberen und unteren Halbebene in der Form

U = U+ t (U ∩ R) t U−

mit U± := {z ∈ U | ± Im z > 0}. Man zeige: Ist f : U+ t (U ∩ R) → C
stetig, holomorph auf U+ und reellwertig auf U ∩ R, so können wir f zu einer
holomorphen Funktion aufU ausdehnen, indem wir für alle z ∈ U− setzen f(z) =
f(z̄). Hinweis: 14.1.2.18 und 14.3.1.11.

Übung 14.3.1.15 (Integrale über Familien holomorpher Funktionen). Seien
U ⊂◦ C offen und f : U × [a, b] → C, (z, t) 7→ f(z, t) stetig. Ist z 7→ f(z, t)

für alle t ∈ [a, b] holomorph, so ist auch die Abbildung F : z 7→
∫ b
a
f(z, t) dt

holomorph. Des weiteren ist dann ∂f
∂z

: U × [a, b]→ C stetig und es gilt

∂F

∂z
(w) =

∫ b

a

∂f

∂z
(w, t) dt

Hinweis: Man folgere aus dem Satz von Morera 14.3.1.9, daß F holomorph ist,
und aus der expliziten Formel für die Ableitung aus dem Beweis des Satzes von
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Illustration zum Schwarz’schen Spiegelungsprinzip



2394 KAPITEL 14. FUNKTIONENTHEORIE 1

Goursat 14.3.1.5, daß ∂f
∂z

stetig ist. Dann kann man Übung 14.1.3.15 zum holo-
morphn Ableiten unter dem Integral anwenden.

Übung 14.3.1.16. Jede nicht konstante holomorphe Funktion f : C → C hat
dichtes Bild. Hinweis: Für w 6∈ f(C) betrachte man die Funktionen g : z 7→
1/(f(z) − w). In 14.4.1.18 werden sie stärker zeigen, daß dasselbe auch für jede
nicht konstante holomorphe Funktion f : C\E → C gilt im Fall einer endlichen
Teilmenge E ⊂ C.

Übung 14.3.1.17. Man folgere aus dem Satz von Goursat 14.3.1.5, daß für jede
holomorphe Funktion f die durch f(x+iy) = u(x, y)+iv(x, y) gegebenen reellen
Funktionen u, v stetig partiell differenzierbar sind.

14.3.2 Potenzreihenentwicklung (2.6)
14.3.2.1. Hier ist ein Film über die Konvergenz komplexer Potenzreihen und die
Holomorphie der durch sie dargestellten Funktionen. Einen Ausdruck der Form∑∞

ν=0 aνz
ν mit aν ∈ C im Sinne von 3.5.3.42 nennen wir eine komplexe Po-

tenzreihe. Eine Potenzreihe anzugeben bedeutet also nichts anderes, als die Folge
ihrer Koeffizienten aν anzugeben. Ist nun

∑∞
ν=0 aνz

ν eine komplexe Potenzreihe
und konvergiert die Reihe

∑∞
ν=0 aνz

ν für ein z ∈ C, so konvergiert die Reihe∑∞
ν=0 aνw

ν absolut für alle w ∈ C mit |w| < |z|. Der Beweis dieser Tatsache
ist identisch zum Beweis der entsprechenden Aussage im Reellen 10.6.1.1, den
wir dort nur deshalb nicht im Komplexen geführt haben, weil uns die komplexen
Zahlen noch nicht zur Verfügung standen. Wir erklären den Konvergenzradius
r ∈ [0,∞] einer Potenzreihe

∑
aνz

ν wie im Reellen in 10.6.1.3 durch

r = sup{|z| |
∑
aνz

ν konvergiert}

und erkennen dabei auch gleich den geometrischen Ursprung der Bezeichnung
„Konvergenzradius“, die im Rahmen der reellen Analysis noch recht unmotiviert
daherkommt. Genau wie in 10.6.1.4 zeigt man, daß die Partialsummen einer kom-
plexen Potenzreihe mit Konvergenzradius r gleichmäßig konvergieren auf jeder
abgeschlossenen Kreisscheibe mit Zentrum im Ursprung und Radius ρ < r. Das
folgende Korollar 14.3.2.6 zeigt dann, daß eine komplexe Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius r auf der ganzen offenen Kreisscheibe {z | |z| < r} vom Radius r
eine holomorphe Funktion darstellt.

Ergänzung 14.3.2.2 (Komplexe Analoga des Abel’schen Grenzwertsatzes). Der
Abel’sche Grenzwertsatz 10.6.4.2 muß im Komplexen sorgfältiger formuliert wer-
den: Konvergiert eine komplexe Potenzreihe auch noch auf einem Randpunkt ih-
rer offenen Konvergenzkreisscheibe, so stellt sie nicht notwendig auf der gan-
zen offenen Kreisscheibe vereinigt mit diesem Randpunkt eine stetige Funktion

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/potenzrstetig.mp4
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dar, sondern nur auf jedem abgeschlossenen Winkelsegment, das „vom fraglichen
Randpunkt aus ins Innere der Kreisscheibe geht“. Diese Stetigkeit auf Winkel-
segmenten zeigen wir im allgemeineren Kontext der Dirichlet-Reihen in 14.6.3.2.
Welche Schwierigkeiten im allgemeinen auftreten können, zeigt die Poissontrans-
formation 14.5.1.13.

14.3.2.3. Einen Ausdruck der Form
∑∞

ν=0 aν(z− p)ν mit aν ∈ C nennt man auch
eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt p. Ihr Konvergenzbereich besteht dann
aus allen z in einer geeigneten offenen Kreisscheibe mit Zentrum p, möglicher-
weise noch zusammen mit einigen Punkten auf deren Rand.

Definition 14.3.2.4. Eine Folge komplexwertiger Funktionen auf einem metri-
schen oder allgemeiner topologischen Raum heißt kompakt konvergent gegen
eine Grenzfunktion, wenn sie auf allen Kompakta unseres Raums gleichmäßig
gegen besagte Grenzfunktion konvergiert.

14.3.2.5. Im Rahmen der Funktionentheorie nennt man eine Reihe von Funktio-
nen normal konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen im Sinne der vor-
hergehenden Definition 15.4.6.6 kompakt konvergiert.

Korollar 14.3.2.6 (Grenzwerte von Folgen holomorpher Funktionen). Kon-
vergiert eine Folge holomorpher Funktionen kompakt, so ist die Grenzfunktion
holomorph und die Folge der Ableitungen konvergiert kompakt gegen die Ablei-
tung der Grenzfunktion.

Beweis. Hier ist ein Film über kompakte Konvergenz und das gliedweise Ableiten
komplexer Potenzreihen. Die erste Aussage folgt sofort aus der Charakterisierung
14.3.1.9 der Holomorphie durch das Verschwinden von Randintegralen zu Recht-
ecken. Was die zweite Aussage angeht, so erhalten wir aus der expliziten Formel
für die Ableitung als Wegintegral aus dem Beweis von 14.3.1.5 schon mal, daß
jeder Punkt eine Umgebung besitzt, auf der die Ableitungen unserer Funktionen
gleichmäßig gegen die Ableitung der Grenzfunktion streben. Mit 12.4.1.5 besitzt
dann jedes Kompaktum eine endliche Überdeckung durch Teilmengen, auf denen
die Konvergenz der Ableitungen gleichmäßig ist, und damit ist auch die Konver-
genz der Ableitungen gleichmäßig auf Kompakta.

Beispiel 14.3.2.7. Für eine in einer Umgebung des Ursprungs durch eine Potenz-
reihe dargestellte Funktion f(w) =

∑
ν≥0 aνw

ν gilt stets f (n)(0) = n!an. In der
Tat konvergieren komplexe Potenzreihen wie in 14.3.2.1 erklärt kompakt auf dem
Inneren ihres Konvergenzbereichs, nach 14.3.2.6 dürfen wir sie also auch im Kom-
plexen gliedweise ableiten, und der konstante Term der durch n-maliges Ableiten
entstehenden Potenzreihe ist offensichtlich n!an.
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Satz 14.3.2.8 (Entwicklung in eine Potenzreihe). Eine komplexwertige Funk-
tion auf einer offenen Kreisscheibe in der komplexen Zahlenebene ist holomorph
genau dann, wenn sie auf der ganzen offenen Kreisscheibe durch eine konvergente
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt im Zentrum besagter Kreisscheibe dargestellt
werden kann.

Beweis. Hier ist ein Film über die Potenzreihenentwicklung holomorpher Funk-
tionen. Warum Potenzreihen im Inneren ihrer Konvergenzkreisscheibe holomor-
phe Funktionen darstellen, haben wir bereits in 14.3.2.1 diskutiert. Um umgekehrt
zu zeigen, daß jede auf einer offenen Kreisscheibe holomorphe Funktion auch tat-
sächlich durch eine auf der ganzen offenen Kreisscheibe konvergente Potenzreihe
dargestellt werden kann, dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit anneh-
men, daß unsere offene Kreisscheibe, sie heiße etwa K, ihr Zentrum im Ursprung
hat. Nun beachten wir für |w| < |z| die Entwicklung

1

z − w
=

1

z

(
1

1− (w/z)

)
=

1

z

∞∑
ν=0

(w
z

)ν
Die Konvergenz der Partialsummen geschieht hier bei festem w gleichmäßig auf
jedem abgeschlossenen Kreisring |z| = ρ mit ρ > |w|, da die rechte Reihe für alle
z auf diesem Kreisring majoriert wird durch die konvergente Reihe

∑∞
ν=0 (|w|/ρ)ν .

Folglich können wir unsere Summe mit der Integration in der Integralformel von
Cauchy vertauschen und erhalten

f(w) =
1

2πi

∞∑
ν=0

(∫
|z|=ρ

f(z)

zν+1
dz

)
wν

für jedes w ∈ K und jedes ρ mit |w| < ρ < r für r den Radius unserer of-
fenen Kreisscheibe K. Bei unserem Wegintegral ist dabei der geschlossene Weg
gemeint, der im Gegenuhrzeigersinn auf der Kreislinie |z| = ρ einmal um den
Ursprung läuft. Da unser Integral von ρ gar nicht abhängt, steht damit auch schon
eine Entwicklung in eine Potenzreihe da. Deren Koeffizienten müssen wegen dem
nach 14.3.2.6 erlaubten gliedweisen Ableiten gerade die f (ν)(0)/ν! sein, so daß
unsere Funktion auf der ganzen offenen Kreisscheibe dargestellt wird durch ihre
Taylorreihe

f(w) =
∞∑
ν=0

f (ν)(0)

ν!
wν

14.3.2.9 (Konvergenzradius und holomorphe Fortsetzung). Hat die Taylorrei-
he einer holomorphen Funktion an einer Stelle einen gegebenen Konvergenzra-
dius, so kann unsere Funktion nicht holomorph auf eine offene Kreisscheibe mit
Zentrum in besagter Stelle und echt größerem Radius fortgesetzt werden: Sonst
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müßte sich nämlich diese Fortsetzung auf der größeren offenen Kreisscheibe nach
unserem Korollar auch durch ihre Taylorreihe, notwendig dieselbe, darstellen las-
sen, im Widerspruch zu unseren Annahmen an den Konvergenzradius.

Übungen

Übung 14.3.2.10. Man bestimme den Konvergenzradius der Taylorreihe des Arcus-
tangens zum Entwicklungspunkt Eins.

Übung 14.3.2.11. Man zeige, daß für alle z ∈ C mit |z| < 1 der Hauptzweig des
Logarithmus von 1 + z auch dargestellt werden kann durch die Potenzreihe

log(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− . . .

Hinweis: Mit etwas Tricksen hatten wir das in 14.1.2.17 schon einmal gesehen.

Übung 14.3.2.12. Man zeige, daß eine holomorphe Funktion f : C → C, für die
|f(z)|/|zn| für |z| > 1 beschränkt bleibt, ein Polynom vom Grad ≤ n sein muß.

Übung 14.3.2.13 (Cauchy-Abschätzung der Koeffizienten einer Potenzreihe).
Für alle komplexen Potenzreihen

∑∞
ν=0 aνz

ν und alle n ≥ 0 und alle nichtnegati-
ven R unterhalb ihres Konvergenzradius gilt die Abschätzung

|an|Rn ≤ sup|z|=R |
∑∞

ν=0 aνz
ν |

Salopp gesprochen können also komplexe Potenzreihen, die „nur relativ kleine“
Werte annehmen, auch „nur relativ kleine Koeffizienten“ haben. Selbst im Fall
von komplexen Polynomen kenne ich keinen anderen Beweis für diese Tatsache,
deren reelles Analogon im Übrigen ziemlich falsch ist, man denke nur etwa an die
Gauß’sche Glockenkurve. Hinweis: Beweis des Satzes von Goursat 14.3.1.5.

Übung 14.3.2.14 (Abschätzung für Potenzreihen von Operatoren). Sei V ein
endlichdimensionaler komplexer Vektorraum. Wir wählen eine Norm auf V und
versehen den Raum EndV aller Endomorphismen von V mit der Operatornorm.
Gegeben eine komplexe Potenzreihe

∑
aνz

ν mit Konvergenzradius r ∈ [0,∞]
und ein Endomorphismus A ∈ EndV mit ‖A‖ < r zeige man, daß

∑∞
ν=0 aνA

ν

absolut summierbar ist und daß für ‖A‖ < R < r gilt∥∥∥∥∥
∞∑
ν=0

aνA
ν

∥∥∥∥∥ ≤ (1− (‖A‖/R))−1
(

sup|z|=R |
∑∞

ν=0 aνz
ν |
)

Man notiert die Summe dieser absolut summierbaren Familie f(A) ∈ EndV . Un-
ternehmende Leser betrachten allgemeiner den Fall eines Banachraums V . Hin-
weis: Cauchy-Abschätzung 14.3.2.13 und geometrische Reihe.
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Übung 14.3.2.15 (Binomische Reihe im Komplexen). Man zeige, daß auch für
z, α ∈ C mit |z| < 1 die binomische Reihe 10.6.1.23 gegen (1 + z)α konvergiert.
Hier verwendet man die offensichtliche Erweiterung der Binomialkoeffizienten
ins Komplexe und versteht (1 + z)α = exp(α log(z + 1)) für log den Hauptzweig
des Logarithmus, vergleiche 10.5.10.15.
Übung 14.3.2.16 (Potenzreihenentwicklung einer Verknüpfung). GegebenU, V ⊂◦
C offen und f : U → C, g : V → C holomorph mit f(U) ⊂ V und p ∈ U erhält
man die Taylorreihe von g ◦ f bei p durch das „Einsetzen der Taylorreihe von f
bei p in die Taylorreihe von g bei f(p)“. Sind genauer f(p + z) =

∑
aνz

ν und
g(f(p) + w) =

∑
bµw

µ und g(f(p + z)) =
∑
cλz

λ die jeweiligen Taylorreihen,
so gilt

cλ =
∑

ν(1)+...+ν(µ)=λ

bµaν(1) . . . aν(µ)

mit der Summe über alle µ ≥ 0 und alle Abbildungen ν : {1, . . . , µ} → N≥1, bei
denen die Summe der Werte gerade λ ist. Im Fall λ = 0 gibt es so eine Abbildung
ν nur für µ = 0 und wir erhalten speziell c0 = b0. Der Koeffizient a0 geht nur
insofern ein, als g eben um f(p) = a0 entwickelt werden muß.
Übung 14.3.2.17 (Exponential und Logarithmus für Matrizen). Sei V ein end-
lichdimensionaler reeller Vektorraum. Wir wählen eine Norm auf V und versehen
den Raum EndV aller Endomorphismen von V mit der Operatornorm und be-
trachten die Abbildung

log : B(id; 1) → EndV

(A+ id) 7→ A− A2

2
+ A3

3
− A4

4
. . .

Man zeige die Formel exp(logX) = X für alleX im offenen Ball um die Identität
mit Radius Eins. Hinweis: Schneiden wir unsere Potenzreihen geeignet ab, so
erhalten wir durch Verknüpfen eine Folge von Polynomen, die gleichmäßig auf
jedem Kompaktum aus B(1; 1) gegen die Funktion z konvergiert. Nun verwende
man 14.3.2.14. Ein schlechter verallgemeinerbares aber elementareres Argument
findet man in 14.1.2.20.
Übung 14.3.2.18 (Kompakte Konvergenz und loarithmische Ableitung). Ge-
geben U ⊂◦ C und eine Folge fn : U → C holomorpher Funktionen ohne Nullstel-
le, die kompakt gegen eine holomorphe Funktion f ohne Nullstelle konvergiert,
konverieren auch die logarithmischen Ableitungen der fn kompakt gegen die lo-
garithmische Ableitung von f .

14.3.3 Nullstellenmengen holomorpher Funktionen (7.6)
Lemma 14.3.3.1 (Nullstellenordnung holomorpher Funktinen). Hat eine ho-
lomorphe Funktion f : U → C auf U ⊂◦ C bei p ∈ U eine Nullstelle, verschwindet
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aber auf keiner Umgebung von p identisch, so gibt es genau ein n ≥ 1 und genau
eine holomorphe Funktion g : U → C mit g(p) 6= 0 derart, daß für alle z ∈ U
gilt

f(z) = (z − p)ng(z)

Beweis. Das folgt sofort aus der Potenzreihenentwicklung 14.3.2.8. Hier ist ein
erster Film über Nullstellen holomorpher Funktionen.

14.3.3.2. Die fragliche Zahl n heißt die Ordnung der Nullstelle und wir verwen-
den dafür die Notation n = vp(f). Verschwindet f identisch in einer Umgebung
von p, so setzen wir vp(f) = ∞. Der Buchstabe v steht hier für „valuation“, zu
deutsch „Bewertung“.

14.3.3.3. Eine Nullstelle einer Funktion f : U → C, die in einer offenen Teil-
menge ihres Definitionsbereichs U die einzige Nullstelle ist, nennen wir ganz all-
gemein eine isolierte Nullstelle unserer Funktion. Die nicht isolierten Nullstellen
einer Funktion nennen wir ihre nichtisolierten Nullstellen. Im Fall einer steti-
gen Funktion ist klar, daß ihre Nullstellen eine abgeschlossene Teilmenge von U
bilden. Ebenso ist aber auch klar, daß ihre nichtisolierten Nullstellen eine abge-
schlossene Teilmenge von U bilden, weil ihr Komplement ja offensichtlich offen
sein muß. Im Fall einer holomorphen Funktion f : U → C auf U ⊂◦ C zeigt unser
Lemma 14.3.3.1 darüber hinaus, daß die nichtisolierten Nullstellen von f auch
eine offene Teilmenge von U bilden.

Satz 14.3.3.4 (Nullstellenmengen holomorpher Funktionen). Hat eine holo-
morphen Funktion mit zusammenhängendem Definitionsbereich eine nichtisolier-
te Nullstelle, so ist unsere Funktion die Nullfunktion.

14.3.3.5. Insbesondere hat also eine von Null verschiedene holomorphe Funkti-
on mit zusammenhängendem Definitionsbereich nur isolierte Nullstellen. Aller-
dings können sich diese Nullstellen durchaus „am Rand des Definitionsbereichs
häufen“. Hier ist ein Film zur anschaulichen Bedeutung des Satzes. Hier ist ein
Film zum Beweis.

Beweis. Wir verwenden hier den topologischen Zusammenhangsbegriff, der ja
nach ?? in unserer Situation gleichbedeutend ist zum Wegzusammenhang. Sei
f : U → C unsere holomorphe Funktion. Nach 14.3.3.3 ist die Menge N der
nichtisolierten Nullstellen von f sowohl offen als auch abgeschlossen in U . Da U
zusammenhängend ist, gilt entweder N = ∅ oder N = U und unter den Annah-
men des Satzes also N = U .

Korollar 14.3.3.6 (Identitätssatz). Stimmen zwei auf einer zusammenhängenden
offenen Menge definierte holomorphe Funktionen überein auf einer Teilmenge mit
einem nichtisolierten Punkt, so sind sie gleich.
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Beweis. Man wende den vorhergehenden Satz 14.3.3.4 über Nullstellenmengen
holomorpher Funktionen auf die Differenz unserer beiden Funktionen an.

Beispiel 14.3.3.7. Die komplexe Exponentialfunktion ist die einzige holomorphe
Funktion C → C, die auf der reellen Achse mit der reellen Exponentialfunktion
übereinstimmt.

Vorschau 14.3.3.8. Man kann sich fragen, ob jede holomorphe Funktion mit zu-
sammenhängendem Definitionsbereich eine größte holomorphe Fortsetzung hat.
Der komplexe Logarithmus und viele andere Beispiele zeigen schnell, daß das
nicht richtig sein kann. Es wird jedoch richtig, wenn man „mehrwertige“ Funktio-
nen erlaubt, vergleiche 19.2.2.32. Wir gehen darauf an dieser Stelle nicht weiter
ein.

Korollar 14.3.3.9 (Maximumsprinzip). Eine nicht konstante holomorphe Funk-
tion auf einer zusammenhängenden offenen Menge kann nirgends ein Betragsma-
ximum annehmen.

Beweis. Hier ist ein Film zum Maximumsprinzip. Nach der Mittelwerteigenschaft
14.3.1.4 gilt für jede holomorphe Funktion und jede abgeschlossene Kreisscheibe
in ihrem Definitionsbereich, daß der Funktionswert im Zentrum der Durchschnitt
über die Funktionswerte auf dem Rand sein muß. Daß die Werte auf dem Rand
betragsmäßig höchstens so groß sind wie der im Zentrum ist offensichtlich nur
dann möglich, wenn alle diese Werte gleich sind. In der Tat können wir ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit den Wert f(p) im Zentrum zusätzlich reell nicht-
negativ annehmen und dann folgt aus

f(p) =
1

2π

∫ 2π

0

f(p+ εeit) dt =
1

2π

∫ 2π

0

Re(f(p+ εeit)) dt

und f(p) = |f(p)| ≥ |f(p+ εeit)| ≥ Re(f(p+ εeit)) für alle t erst in dieser Glei-
chungskette Gleichheit für alle t und dann f(p) = f(p + εeit) für alle t. Nimmt
also unsere Funktion irgendwo ihr Betragsmaximum an, so ist sie auf einer Um-
gebung dieser Stelle konstant und damit nach dem Identitätssatz 14.3.3.6 global
konstant.

Satz 14.3.3.10 (Schwarz’sches Lemma). Für jede holomorphe Abbildung der
offenen Einheitskreisscheibe in sich selber, die den Ursprung festhält, gilt:

1. Das Bild jedes Punktes liegt mindestens ebenso nah am Ursprung wie be-
sagter Punkt selbst und die Ableitung unserer Abbildung im Ursprung hat
höchstens den Betrag Eins;
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2. Hat für mindestens einen Punkt außerhalb des Ursprungs sein Bild den-
selben Abstand zum Ursprung wie der besagte Punkt selbst oder hat die
Ableitung im Ursprung den Betrag Eins, so ist unsere Abbildung eine Dre-
hung.

Beweis. Hier ist ein Film zum Schwarz’schen Lemma. Wir betrachten die offene
Einheitskreisscheibe E = {z ∈ C | |z| < 1}. Für eine holomorphe Abbildung
f : E → E mit f(0) = 0 behauptet unser Satz in Formeln

|f(z)| ≤ |z| für alle z ∈ E und |f ′(0)| ≤ 1.

Des weiteren behauptet er für die Fälle |f(z)| = |z| für ein z ∈ E\0 oder
|f ′(0)| = 1, daß f eine Drehung sein muß. Für jedes ε > 0 gibt es, wenn f
die offene Einheitskreisscheibe in sich selber abbildet, sicher ein δ ∈ (0, 1) mit
|z| ≥ δ ⇒ |f(z)/z| ≤ 1 + ε. Dieser Quotient kann also salopp gesprochen „be-
tragsmäßig um so weniger über die Eins hinauskommen, je näher z am Rand der
Einheitskreisscheibe liegt“. Nun erhält man nach dem Satz über die Potenzreihen-
entwicklung 14.3.2.8 eine holomorphe Funktion durch die Vorschrift z 7→ f(z)/z
für z 6= 0 beziehungsweise z 7→ f ′(0) für z = 0. Da diese Funktion nach 14.3.3.9
auf einer offenen Kreisscheibe ihr Betragsmaximum nicht annehmen kann, wenn
sie nicht konstant ist, folgt |f(z)/z| ≤ 1 für alle z ∈ E\0 sowie |f ′(0)| ≤ 1.
Steht hier an einer Stelle eine Gleichheit, so ist f(z)/z konstant und folglich f
eine Drehung.

Übungen

Übung 14.3.3.11. Man zeige, daß jede holomorphe Bijektion von der Einheits-
kreisscheibe auf sich selber, die den Ursprung festhält, eine Drehung alias Mul-
tiplikation mit einer komplexen Zahl der Norm Eins sein muß. Hinweis: Man
wende das Schwarz’sche Lemma auch auf die Umkehrfunktion an.

Übung 14.3.3.12. Man konstruiere eine bijektive holomorphe Abbildung von der
offenen Einheitskreisscheibe in die Halbebene aller komplexen Zahlen mit po-
sitivem Imaginärteil, der sogenannten „oberen Halbebene“. Hinweis: Möbius-
Geometrie 5.2.5.1. Man zeige, daß die dort eingeführte Operation der speziel-
len linearen Gruppe SL(2;R) auf der oberen Halbebene die Restklassengruppe
PSL(2;R) := SL(2;R)/{± id} identifiziert mit der Gruppe aller bijektiven holo-
morphen Abbildung von der oberen Halbebene auf sich selber. Hinweis: 14.3.3.11.

Übung 14.3.3.13. Eine stetige komplexwertige Funktion auf der reellen Achse
besitzt höchstens eine Fortsetzung auf die abgeschlossene obere Halbebene, die
sowohl stetig ist auf der abgeschlossenen oberen Halbebene als auch holomorph
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auf der offenen oberen Halbebene. Man zeige auch, daß nicht jede stetige kom-
plexwertige Funktion auf der reellen Achse in dieser Weise fortgesetzt werden
kann. Hinweis: Spiegelungsprinzip 14.3.1.14.

Ergänzende Übung 14.3.3.14. Man zeige, daß sich die auf der offenen Einheits-
kreisscheibe durch die Reihen

∑
k≥1 z

k/kn definierten Funktionen holomorph auf
das Komplement von R≥1 in der komplexen Zahlenebene fortsetzen lassen. Die
zugehörigen Funktionen heißen Polylogarithmen oder präziser n-Logarithmen
und werden Lin(z) oder auch Ln(z) notiert. Insbesondere den Dilogarithmus Li2
trifft man des öfteren. Für den 1-Logarithmus gilt Li1(z) = − log(1 − z) nach
10.6.1.19. Man zeige allgemeiner, daß sie sich für jede schleifenfüllende offene
Teilmenge U ⊂ C\{1, 0} und jede Zusammenhangskomponente des Schnitts von
U mit der offenen Einheitskreisscheibe eindeutig von diesem Schnitt auf die gan-
ze Menge U fortsetzen lassen. In der Terminologie aus 19.2.2.32 liefert also in der
„Riemannschen Fläche unseres Funktionskeims das Urbild des Komplements von
{1, 0} eine Überlagerung dieses Komplements“.

Übung 14.3.3.15 (Holomorphe Funktionen und formale Potenzreihen). Die
Entwicklung in eine Potenzreihe liefert für jede offene Umgebung U ⊂◦ C des Ur-
sprungs in der Zahlenebene einen Ringhomomorphismus Oan(U) → CJzK vom
Ring Oan(U) der holomorphen Funktionen auf U in den Ring der formalen Po-
tenzreihen CJzK aus 3.5.3.42. Ist U wegzusammenhängend, so erhalten wir auf
diese Weise sogar einen injektiven Ringhomomorphismus

Oan(U) ↪→ CJzK

14.3.4 Lokale Struktur holomorpher Funktionen (9.6)
Lemma 14.3.4.1 (Lokaler Umkehrsatz für holomorphe Funktionen). Ist U ⊂◦
C offen und p ∈ U ein Punkt und f : U → C holomorph mit f ′(p) 6= 0, so gibt es
eine offene Umgebung V ⊂◦ U von p derart, daß die Restriktion von f auf V eine
biholomorphe Einbettung ist.

Beweis. Hier ist ein Film über dies Lemma und seinen Beweis. Nach dem Satz
von Goursat 14.3.1.5 ist die Ableitung von f stetig. Der Satz über die Umkehr-
abbildung 12.3.1.2 aus der Analysis sagt uns dann, daß f eine offene Umgebung
von p bijektiv mit einer offenen Umgebung von f(p) identifiziert. Proposition
14.1.2.10 über Umkehrfunktionen holomorpher Funktionen liefert damit den Rest
der Behauptung.

14.3.4.2 (Komplexe Wurzelfunktionen). Wenden wir dieses Lemma auf die Ab-
bildungen z 7→ zn an, so ergibt sich, daß jeder Punkt p ∈ C× eine offene Um-
gebung V besitzt, die unter z 7→ zn biholomorph auf eine offene Umgebung W

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/bihol.mp4
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von pn abgebildet wird. Umgekehrt besitzt also jeder Punkt q ∈ C× eine offe-
ne Umgebung W , auf der eine holomorphe Funktion w : W → C existiert mit
w(z)n = z für alle z ∈ W . Es ist auch explizit leicht zu sehen, daß es solche
n-ten Wurzelfunktionen w sogar auf jeder geschlitzten komplexen Zahlenebene
W = C\R≥0s mit s ∈ C× gibt. Als Übung mögen Sie zeigen, daß es sie sogar
auf jeder schleifenfüllenden offenen Teilmenge von C× gibt.

Satz 14.3.4.3 (Wurzeln holomorpher Funktionen an Nullstellen). SeienU ⊂◦ C
offen und p ∈ U ein Punkt und f : U → C holomorph mit einer Nullstelle
endlicher Ordnung n ≥ 1 bei p. So gibt es eine offene Umgebung V ⊂◦ U von p
und eine biholomorphe Einbettung b : V ↪→ C mit b(p) = 0 derart, daß für alle
z ∈ V gilt

f(z) = b(z)n

Beweis. Hier ist ein Film über diesen Satz und seinen Beweis. Im Fall n = 1
gilt es nur zu zeigen, daß f selbst eine biholomorphe Einbettung auf einer offe-
nen Umgebung von p induziert, und das ist gerade die Aussage des lokalen Um-
kehrsatzes für holomorphe Funktionen 14.3.4.1. Im allgemeinen dürfen wir sicher
p = 0 annehmen. Wir entwickeln f in eine Potenzreihe und erhalten

f(z) =
∞∑
ν=n

aνz
ν = zn

∞∑
ν=0

an+νz
ν = zng(z)

für eine holomorphe Funktion g mit g(0) 6= 0. Nun finden wir sicher eine of-
fene Umgebung W ⊂◦ U des Ursprungs derart, daß g(W ) ganz in einer ge-
schlitzten Ebene liegt, auf der es eine holomorphe n-te Wurzelfunktion w gibt,
so daß wir auf W eine holomorphe Funktion h(z) := w(g(z)) finden können mit
h(z)n = g(z) ∀z ∈ W . Dann gilt f(z) = (zh(z))n ∀z ∈ W und die Funktion
b : z 7→ zh(z) ist nach dem lokalen Umkehrsatz 14.3.4.1 nach Restriktion zu
einer gegebenenfalls noch kleineren Umgebung V des Ursprungs eine biholomor-
phe Einbettung.

Korollar 14.3.4.4 (Lokale Struktur holomorpher Funktionen). Seien f : U →
C eine holomorphe Funktion auf U ⊂◦ C und p ∈ U ein Punkt. So gibt es biho-
lomorphe Einbettungen u : E ↪→ U und v : E ↪→ C der offenen Einheitskreis-
scheibe in den Definitions- beziehungsweise Wertebereich von f mit u(0) = p
und v(0) = f(p) sowie n ∈ N≥1 t {∞} derart, daß das Diagramm bepunkteter
Räume

z_

��

(E, 0)

��

� � u // (U, p)

f

��
zn (E, 0) �

� v // (C, f(p))

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/wurzelnullstelle.mp4
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Dies Bild soll Anschauung für die Abbildung z 7→ z2 der Einheitskreisscheibe
auf sich selbst vermitteln. Es stellt diese Abbildung dar als die Komposition einer

Abbildung der Einheitskreisscheibe auf eine räumliche sich selbst
durchdringende Fläche, gegeben in etwa durch eine Formel der Gestalt
z 7→ (z2, ε(Im z)) in C× R ∼= R3 für geeignetes monotones und in einer
Umgebung von Null streng monotones ε, gefolgt von einer senkrechten

Projektion auf die ersten beiden Koordinaten. Das hat den Vorteil, daß im ersten
Schritt nur gegenüberliegende Punkte der reellen Achse identifiziert werden, was

man sich leicht wegdenken kann, und daß der zweite Schritt eine sehr
anschauliche Bedeutung hat, eben die senkrechte Projektion.
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kommmutiert, mit der Vereinbarung, daß z 7→ z∞ die konstante Abbildung Null
bedeuten möge. Wir haben dabei n = inf{ν ≥ 1 | f (ν)(p) 6= 0}.

Beweis. Hier ist ein Film über diese Aussage und ein weiterer über ihren Beweis.
Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit f(p) = 0 annehmen. Hat f eine
Nullstelle unendlicher Ordnung bei p, so ist f konstant Null in einer Umgebung
von p und u und v sind leicht zu finden. Andernfalls können wir unseren Satz
14.3.4.3 über Wurzeln holomorpher Funktionen bei Nullstellen anwenden und
eine offene Umgebung V ⊂◦ U von p nebst einer biholomorphen Einbettung b :
V ↪→ C finden mit b(p) = 0 und f(z) = b(z)n für alle z ∈ V . Indem wir
eine offene Kreisscheibe K ⊂◦ b(V ) mit Zentrum im Ursprung wählen und mit
ū : K ↪→ U als die Umkehrfunktion von b : b−1(K)

∼→ K erklären, finden wir
f(ū(z)) = zn für alle z ∈ K. Wählen wir nun noch ein λ ∈ C, das eine Bijektion
(λ·) : E

∼→ K induziert, und setzen u(z) := ū(λz), so folgt f(u(z)) = λnzn und
mit v := (λn·) haben wir unser Ziel erreicht. Hier können wir sogar λ > 0 reell
und positiv wählen.

Korollar 14.3.4.5 (Gebietstreue). Das Bild einer offenen zusammenhängenden
Teilmenge der komplexen Zahlenebene unter einer nicht konstanten holomorphen
Funktion ist stets wieder eine offene zusammenhängende Teilmenge der komple-
xen Zahlenebene.

14.3.4.6. Eine zusammenhängende offene Teilmenge der komplexen Zahlenebe-
ne heißt auch ein Gebiet und eine zusammenhängende schleifenfüllende offene
Teilmenge ein Elementargebiet. In dieser Terminologie kann das Korollar dahin-
gehend formuliert werden, daß das Bild eines Gebietes unter einer nicht konstan-
ten holomorphen Funktion wieder ein Gebiet ist. Daher rührt auch sein Name.
Der einzige Grund, aus dem wir den Definitionsbereich zusammenhängend an-
nehmen müssen, liegt darin, daß es sonst Funktionen geben könnte, die auf einer
Wegzusammenhangskomponente des Definitionsbereichs konstant sind ohne glo-
bal konstant zu sein.

Beweis. Hier ist ein Film über die Gebietstreue. Nach dem Identitätssatz ist unsere
Funktion nie in der Umgebung eines Punktes konstant. Das Korollar folgt damit
sofort aus Satz 14.3.4.4 über die lokale Struktur holomorpher Funktionen.

14.3.4.7 (Alternativer Beweis des Maximumsprinzips). Das Maximumsprinzip
aus 14.3.3.9 folgt auch unmittelbar aus dem Satz über die Gebietstreue 14.3.4.5,
das Bild einer nichtkonstanten holomorphen Funktion auf einer zusammenhängen-
den offenen Teilmenge der Zahlenebene ist eben offen und besitzt damit offen-
sichtlich keine Punkte von maximalem Betrag. Dieser Beweis ist zwar schnell
und elegant, wirkt auf mich aber global gesehen doch eher wie der „Besuch eines
Aussichtspunkts beim Abstieg von einem höheren Gipfel“.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/lokstranschauung.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/lokstrbeweis.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/gebietstreue.mp4
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Illustration zum Satz über die lokale Struktur holomorpher Funktionen. Im Bild
ist zusätzlich eine Erkenntnis aus dem Beweis angedeutet, nach der man u und v
sogar so wählen kann, daß v von der Gestalt z 7→ µz + f(p) ist mit µ > 0. Die

durch die Doppelspitzen angedeutete Surjektivität gilt natürlich nur im Fall
n 6=∞ einer Abbildungen f , die in keiner Umgebung von p konstant ist.
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Korollar 14.3.4.8 (Holomorphie von Umkehrfunktionen). Gegeben eine in-
jektive holomorphe Funktion ist ihr Bild offen und ihre Umkehrabbildung holo-
morph.

14.3.4.9. In anderen Worten ist also jede injektive holomorphe Funktion eine
biholomorphe Einbettung. In diesem Film versuche ich, eine Anschauung für eine
allgemeine holomorphe Funktion zu geben.

Beweis. Hier ist ein Film über die Holomorphie der Umkehrfunktion. Unsere
Funktion hat offenes Bild nach dem Satz über die Gebietstreue 14.3.4.5 und nir-
gends verschwindende Ableitung nach dem Satz über die lokale Struktur 14.3.4.4.
Darüber hinaus ist die Ableitung stetig ist nach dem Satz von Goursat 14.3.1.5.
Unter diesen Voraussetzungen aber haben wir die Holomorphie der Umkehrung
bereits in 14.1.2.10 gezeigt.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/einkauf.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/einkauf.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/holum.mp4
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14.4 Singuläre Stellen holomorpher Funktionen

14.4.1 Isolierte Singularitäten und Laurentreihen (14&16.6)

Definition 14.4.1.1. Sei U ⊂◦ C offen. Unter einer holomorphen Funktion mit
isolierten Singularitäten auf U versteht man eine auf dem Komplement einer
Teilmenge T ⊂ U ohne Häufungspunkt in U definierte und dort holomorphe
Funktion

f : U\T → C

Jeder Punkt p ∈ T heißt dann eine isolierte Singularität von f . Läßt sich f zu
einer holomorphen Funktion auf (U\T )∪{p} fortsetzen, so heißt p eine hebbare
Singularität. Ist eine Singularität p ∈ T zwar nicht hebbar, wird aber hebbar nach
Multiplikation unserer Funktion f mit einer geeigneten Potenz (z−p)n, so spricht
man von einem Pol oder ausführlicher von einer Polstelle und das kleinstmögliche
solche n heißt die Polordnung. Ist die Singularität weder hebbar noch ein Pol, so
spricht man von einer wesentlichen Singularität. Hier ist ein Film über die drei
Typen von Singularitäten.

Beispiel 14.4.1.2. Die Funktion z 7→ exp(z−1) hat im Ursprung eine wesentliche
Singularität.

Satz 14.4.1.3 (Riemann’scher Hebbarkeitssatz). Bleibt eine holomorphe Funk-
tion in einer Umgebung einer isolierten Singularität betragsmäßig beschränkt, so
ist die Singularität hebbar.

Beweis. Sei U ⊂◦ C offen, p ∈ U ein Punkt und f : U\p → C unsere holo-
morphe Funktion. Sicher kann man die Funktion z 7→ (z − p)f(z) unter unserer
Voraussetzung durch Null stetig auf ganz U fortsetzen. Dann ist die Fortsetzung
durch Null von g : z 7→ (z − p)2f(z) offensichtlich sogar holomorph auf ganz U
mit g(p) = g′(p) = 0. Nach dem Satz über die Potenzreihenentwicklung 14.3.3.1
kann g also geschrieben werden in der Gestalt g : z 7→ (z−p)2h(z) für h : U → C
holomorph. Dies h ist dann die gesuchte holomorphe Fortsetzung von f . Hier ist
ein Film zum Riemann’schen Hebbarkeitssatz.

Alternative zum Beweis. Sicher kann man die Funktion k : z 7→ (z−p)f(z) unter
unserer Voraussetzung durch Null stetig auf ganz U fortsetzen. Nach Korollar
14.3.1.11 über Holomorphie durch Stetigkeit ist dann k bereits holomorph auf
ganz U und nach dem Satz über die Potenzreihenentwicklung 14.3.3.1 kann k
also geschrieben werden in der Gestalt k : z 7→ (z − p)h(z) für h : U → C
holomorph. Dies h ist dann die gesuchte holomorphe Fortsetzung von f .

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/typensing.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/typensing.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/heb.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/heb.mp4
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14.4.1.4 (Lokale Struktur von Polstellen). Sei U ⊂◦ C offen und p ∈ U ein
Punkt. Genau dann hat eine holomorphe Funktion f : U\p→ C mit einer isolier-
ten Singularität bei p einen Pol n-ter Ordnung bei p, wenn f die Gestalt

f(z) = (z − p)−ng(z)

hat für g holomorph auf U mit g(p) 6= 0. Um die eine Richtung zu zeigen, gilt
es nur zu bemerken, daß die Funktion auf der rechten Seite eine Polstelle der
Ordnung n bei p hat. Für die andere Implikation bemerken wir, daß es gemäß der
Definition ein n > 0 und g holomorph gibt mit f(z) = (z − p)−ng(z) außerhalb
von p, und im Fall g(p) = 0 wäre nach 14.3.3.1 unser n nicht kleinstmöglich mit
(z − p)nf(z) holomorph. Hier ist ein Film über Polstellen.

14.4.1.5. Wir verwenden von nun an die Notation P1C := C t {∞} für die
disjunkte Vereinigung der komplexen Zahlenebene mit einem weiteren Element
∞. Die Herkunft dieser Notation wird in 5.1.4.18 erklärt und in 5.1.4.19 oder
besser 15.2.3.2 erklären wir auch die Herkunft der Bezeichnung von P1C als
Riemann’sche Zahlenkugel und eine natürliche Topologie auf dieser Menge.
In 22.3.2.13 werden wir sie zusätzlich mit der Struktur einer „Riemann’schen
Fläche“ versehen, aber alles zu seiner Zeit.

Definition 14.4.1.6. Eine meromorphe Funktion auf einer offenen Teilmenge
der komplexen Zahlenebene U ⊂◦ C ist eine Abbildung f : U → P1C mit den
Eigenschaften, daß f−1(∞) in U keinen Häufungspunkt hat, daß f holomorph ist
auf U\f−1(∞), und daß für alle p ∈ f−1(∞) die Funktion f bei p eine Polstelle
hat.

14.4.1.7. Hier ist ein Film über meromorphe Funktionen. In Worten ist also eine
meromorphe Funktion eine Funktion, die „holomorph ist bis auf isolierte Pol-
stellen“. Insbesondere darf eine meromorphe Funktion keine wesentlichen Singu-
laritäten haben. Sicher ist jede holomorphe Funktion auch meromorph. Weitere
Beispiele liefert das anschließende Lemma. Eine gute Anschauung für meromor-
phe Funktionen liefert die Interpretation von P1C als Riemann’sche Zahlenkugel.
Eine meromorphe Funktion kann in diesem Bild aufgefaßt werden als eine Art
„Aufwicklung auf die Kugelschale“ und die Meromorphie ist äquivalent zur Be-
dingung, daß es um jeden Punkt p mit f(p) =∞ eine offene Umgebung gibt, auf
der z 7→ f(z)−1 eine hebbare Singularität bei p hat. Mehr zu diesem Gesichts-
punkt mögen Sie später einmal im Zusammenhang mit den sogenannten „Rie-
mann’schen Flächen“ lernen.

14.4.1.8 (Der Körper der meromorphen Funktionen). Wir definieren die Sum-
me und das Produkt meromorpher Funktionen f, g auf U ⊂◦ C, indem wir sie
erst punktweise addieren beziehungsweise multiplizieren auf dem Komplement

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/pol.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/mero.mp4
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U\(f−1(∞)∪g−1(∞)) der Vereinigung ihrer Polstellenmengen, dann alle hebba-
ren Singularitäten aus der Vereinigung der Polstellenmengen heben, und schließ-
lich an den nicht hebbaren Singularitäten der Vereinigung der Polstellenmengen
den Wert∞ vergeben. Die Menge der meromorphen Funktionen auf einer zusam-
menhängenden offenen Menge U ⊂◦ C wird so zu einem Körper

Man(U)

Der Leser mag das zur Übung zeigen. Ich verwende die Bezeichnung Man, um
diese „analytischen“ Funktionen zu unterscheiden von ihren algebraischen Ana-
loga, den rationalen Funktionen auf einer irreduziblen algebraischen Varietät U ,
die ich in der kommutativen AlgebraM(U) notiere.

Satz 14.4.1.9 (Casorati-Weierstraß). Besitzt eine holomorphe Funktion an ei-
ner Stelle eine wesentliche Singularität, so ist ihr Bild eine dichte Teilmenge der
komplexen Zahlen.

14.4.1.10. Natürlich besitzt auch die Einschränkung unserer Funktion auf eine
beliebige Umgebung dieser wesentlichen Singularität dort eine wesentliche Sin-
gularität, das Bild jeder Umgebung der singulären Stelle ist also dicht in der kom-
plexen Zahlenebene. Der sogenannte „Große Satz von Picard“ sagt sogar stärker,
daß jedes dieser Bilder alle komplexen Zahlen bis auf höchstens eine Ausnahme
enthalten muß. Hier ist ein Film zum Satz von Casorati-Weierstraß.

Beweis. Sei f : U\p → C unsere Funktion und p die Singularität. Wäre f(U\p)
nicht dicht, so gäbe es eine offene Kreisscheibe B(w; ε) außerhalb des Bildes.
Dann wäre (f(z)−w)−1 beschränkt und holomorph auf U\p, ließe sich also nach
dem Hebbarkeitssatz 14.4.1.3 zu einer holomorphen Funktion h auf U fortsetzen,
und h hätte keine Nullstelle auf U\p. Also wäre unsere Funktion f(z) = h(z)−1 +
w meromorph auf U .

Satz 14.4.1.11 (Laurententwicklung). Gegeben ein Kreisring in der komplexen
Zahlenebene der Gestalt U = {z | r < |z| < R} mit 0 ≤ r < R ≤ ∞ und darauf
eine holomorphe Funktion f : U → C gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten
ck ∈ C derart, daß gilt

f(z) =
∑
k∈Z

ckz
k

im Sinne der kompakten Konvergenz auf unserem Kreisring der Folge Pn der Par-
tialsummen über alle k mit |k| ≤ n. Sogar die positiven und die negativen Terme
unserer Reihe bilden in dieser Situation für sich genommen jeweils kompakt kon-
vergente Reihen auf besagtem Kreisring. Hier ist ein Film zur Laurententwicklung.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/casorati.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/laurent.mp4
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Illustration zum Beweis der Laurententwicklung. Der glatt eingezeichnete Weg
ist unser γ.



2412 KAPITEL 14. FUNKTIONENTHEORIE 1

Beweis. Hier ist ein Film zur Herleitung der Laurententwicklung. Die Koeffizi-
enten sind durch die Funktion eindeutig bestimmt, denn für jeden kreisförmigen
Weg γ, der in unserem Kreisring einmal im Gegenuhrzeigersinn um den Ursprung
läuft, muß gelten ∫

γ

f(z)zn dz =
∑
k∈Z

ck

∫
γ

zk+n dz = 2πic−n−1

Es bleibt also nur die Existenz einer derartigen Entwicklung zu zeigen. Gegeben
w aus unserem Kreisring wählen wir a,A mit r < a < |w| < A < R und
betrachten einen Integrationsweg γ, der auf demselben Strahl wie w beginnend
erst im Gegenuhrzeigersinn die Kreislinie |z| = A halb herumläuft, dann auf
einem Radius zur Kreislinie |z| = a, darauf einmal im Uhrzeigersinn herum,
wieder auf dem Radius zurück nach aussen, und auf der Kreislinie |z| = A weiter
zum Ausgangspunkt. Dieser Weg ist offensichtlich homotop zu jedem Weg, der
vom selben Ausgangspunkt erst ein Stück auf dem Radius in Richtung w läuft,
dann auf einem kleinen Kreisweg im Gegenuhrzeigersinn um w, um dann wieder
auf dem Radius zurück zum Ausgangspunkt. Mit der Integralformel von Cauchy
und der Homotopieinvarianz des Wegintegrals folgt

f(w) =
1

2πi

∫
γ

f(z)

z − w
dz =

1

2πi

∫
|z|=A

f(z)

z − w
dz − 1

2πi

∫
|z|=a

f(z)

z − w
dz

Die Notation ist an dieser Stelle etwas schlampig, denn selbst wenn sie wüßten,
wie man komplexwertige Einsformen über kompakte orientierte 1-Mannigfaltig-
keiten wie unsere Kreislinien integriert, fehlt in unserer Notation doch die Ori-
entierung. Ich hoffe aber, daß Sie sich dazudenken, daß mit unserer Notation das
komplexe Wegintegral beim einmaligen Durchlaufen unserer Kreislinien im Ge-
genuhrzeigersinn gemeint ist. Das erste dieser Integrale verwandeln wir wie beim
Beweis des Potenzreihenentwicklungssatzes 14.3.2.8 in die Potenzreihe

1

2πi

∞∑
k=0

(∫
|z|=A

f(z)

zk+1
dz

)
wk

mit Konvergenzradius≥ A. Das zweite Integral behandeln wir ähnlich, nur schrei-
ben wir nun, da auf dem Integrationsweg ja |w| > |z| gilt,

−1

z − w
=

1

w

(
1

1− (z/w)

)
=

1

w

∞∑
k=0

zk

wk

im Sinne gleichmäßiger Konvergenz in z auf dem Kreisring |z| = a und erhalten

−1

2πi

∫
|z|=a

f(z)

z − w
dz =

1

2πi

∞∑
k=0

(∫
|z|=a

f(z)zk dz

)
w−k−1

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/laurentbew.mp4
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zunächst im Sinne punktweiser Konvergenz an jeder Stelle w mit a < |w| < A.
Hier steht nun aber eine Potenzreihe im w−1, die konvergiert für |w−1| < a−1.
Also ist für |w| ≥ a + ε bei beliebigem ε > 0 die Konvergenz gleichmäßig in w.
Das zeigt die Existenz der Entwicklung in eine Laurentreihe.

14.4.1.12. Insbesondere können wir jede holomorphe Funktion mit einer isolier-
ten Singularität im Ursprung in eine Laurentreihe entwickeln. Unsere Funktion hat
einen Pol im Ursprung genau dann, wenn ihre Laurentreihe mindenstens einen
und höchstens endlich viele von Null verschiedene Koeffizienten vor negativen
Potenzen von z stehen hat. Allgemeiner folgt unmittelbar, daß wir jede holomor-
phe Funktion mit einer isolierten Singularität bei p in einer Umgebung von p in
eine Reihe der Gestalt

f(z) =
∑
k∈Z

ck(z − p)k

entwickeln können. Diese Darstellung heißt die Laurententwicklung bei p. Die
Summe

∑
k<0 ck(z− p)k heißt dann der Hauptteil von f bei p. Besonders üblich

ist dieser Begriff im Zusammenhang mit Polstellen.

14.4.1.13. Ein auf der ganzen komplexen Zahlenebene definierte holomorphe Funk-
tion nennt man eine ganze Funktion. Der sogenannte „Kleine Satz von Picard“
besagt, daß jede nicht konstante ganze Funktion alle Werte mit höchstens einer
Ausnahme annimmt. Ein Beispiel für eine ganze Funktion, die nicht alle Wer-
te annimmt, ist die komplexe Exponentialfunktion. Der kleine Picard folgt leicht
aus dem großen Picard 14.4.1.10, da ja nichtkonstante Polynome eh alle Werte
annehmen und da jede ganze Funktion, die kein Polynom ist, eine wesentliche
Singularität „im Unendlichen“ haben muß, also eine wesentliche Singularität bei
Null kriegt beim Vorschalten von z 7→ 1/z.

Satz 14.4.1.14 (von Mittag-Leffler zu vorgegebenen Hauptteilen). Gegeben ei-
ne abgeschlossene diskrete Teilmenge P ⊂ C und an jeder Stelle p ∈ P eine
außerhalb von p konvergente Laurentreihe hp existiert eine holomorphe Funktion
auf C\P , die an allen Stellen p ∈ P denselben Hauptteil hat wie hp.

Beweis. Hier ist ein Film zum Satz von Mittag-Leffler. Wir betrachten für n ∈ N
die Summen

Sn =
∑

n≤|p|<n+1

hp

der Hauptteile zu Punkten aus P aus dem entsprechenden Kreisring oder, im Fall
n = 0, der entsprechenden Kreisscheibe. Sicher ist Sn holomorph auf der Kreis-
scheibe {z | |z| < n} und durch Entwicklung in eine Potenzreihe um den Ur-
sprung finden wir ein Polynom Qn mit |Sn(z) − Qn(z)| ≤ 2−n für alle z aus
der kleineren Kreisscheibe {z | |z| < n − 1}. Es ist dann klar, daß die Reihe

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/mittagleffler.mp4
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∑
n∈N(Sn −Qn) auf C\P kompakt konvergiert gegen eine holomorphe Funktion

mit den vorgegebenen Hauptteilen an allen Stellen p ∈ P .

Übungen

Übung 14.4.1.15. Man folgere den Satz von Liouville 14.3.1.6, indem man für
eine beschränkte holomorphe Funktion f : C→ C mit dem Riemann’schen Heb-
barkeitssatz die Funktion z 7→ f(1/z) über den Punkt z = 0 fortsetzt und dann
das Maximumsprinzip 14.3.3.9 anwendet.
Ergänzende Übung 14.4.1.16 (Charakterisierung der rationalen Funktionen).
Jede rationale Funktion f ∈ C(T ) im Sinne von 3.5.5.7 liefert eine meromorphe
Funktion f : C→ P1C, wenn wir ihr an allen Polstellen im Sinne von 3.5.5.7 den
Wert∞ zuweisen. Man zeige, daß das Bild der so erklärten Einbettung C(T ) ↪→
Man(C) genau aus allen meromorphen Funktionen f : C→ P1C besteht, für die
es ein N ≥ 1 gibt mit lim|z|→∞ f(z)/zN = 0. Hinweis: 14.4.1.3.
Übung 14.4.1.17. Besitzt eine holomorphe Funktion an einer Stelle eine wesent-
liche Singularität, so ist sie nicht injektiv. Hinweis: Man kombiniere den Satz von
der Gebietstreue 14.3.4.5 mit Casorati-Weierstraß 14.4.1.9.
Übung 14.4.1.18. Hat T ⊂ C keinen Häufungspunkt in C, so hat jede nicht kon-
stante holomorphe Funktion f : C\T → C dichtes Bild in C.
Ergänzende Übung 14.4.1.19. Stärker als in 14.4.1.17 zeige man: Besitzt eine
holomorphe Funktion an einer Stelle eine wesentliche Singularität, so besitzt sie
mindestens eine unendliche Faser. Hinweis: Man kombiniere den Satz von der
Gebietstreue 14.3.4.5 mit Casorati-Weierstraß 14.4.1.9 und dem Baire’schen Ka-
tegoriensatz 13.4.2.5 oder besser seinem Korollar 13.4.2.21. Noch stärker zeigen
dieselben Methoden, daß die Werte, die unendlich oft angenommen werden, sogar
eine dichte Teilmenge von C bilden.
Übung 14.4.1.20 (Biholomorphe Automorphismen der Zahlenebene). Man zei-
ge, daß jede holomorphe injektive Abbildung f : C ↪→ C von der Gestalt z 7→
az + b ist für a ∈ C×, b ∈ C. Hinweis: Potenzreihenentwicklung und 14.4.1.17.
Übung 14.4.1.21. Man zeige, daß die meromorphen Funktionen auf jeder zusam-
menhängenden offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene einen Körper bil-
den.
Übung 14.4.1.22. Gegeben U ⊂◦ C und p ∈ U erkläre man die Bewertung bei p
einer meromorphen Funktion f auf U durch die Vorschrift

vp(f) := sup{n ∈ Z | (z − p)−nf(z) ist holomorph bei p}

In Formeln ist die Bewertung also eine Abbildung vp : Man(U) → Z t {∞}.
Unsere Bewertung ist positiv auf Funktionen, die bei p eine Nullstelle haben, ne-
gativ auf Funktionen, die bei p eine Polstelle haben, und unendlich genau dann,
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wenn unsere Funktion in einer Umgebung des Punktes p identisch verschwindet.
Man zeige für alle meromorphen Funktionen f, g ∈ Man(U) und alle p ∈ U die
Formeln vp(fg) = vp(f) + vp(g) und vp(f + g) ≥ min(vp(f), vp(g)) sowie im
Fall vp(f) 6= vp(g) die Gleichheit vp(f + g) = min(vp(f), vp(g)). Ist U zusam-
menhängend, so ist vp mithin eine diskrete Bewertung im Sinne von 7.8.1.2 auf
dem KörperMan(U).

Vorschau 14.4.1.23. Für jede Primzahl p erklärt man analog auch eine Bewertung
vp : Q → Z t {∞} durch die Vorschrift, daß gilt vp(0) = ∞ und vp(pna/b) =
n für a, b ∈ Z teilerfremd zu p. Diese Bewertung hat analoge Eigenschaften
wie unsere Bewertung meromorpher Funktionen aus der vorhergehenden Übung
14.4.1.22. Die hier aufscheinende formale Analogie zwischen dem Körper Q der
rationalen Zahlen und Körpern von meromorphen Funktionen geht noch sehr viel
weiter und hat sich für die Zahlentheorie als äußerst fruchtbar erwiesen.

Übung 14.4.1.24. Bezeichne c : C→ C die komplexe Konjugation und bezeichne
derselbe Buchstabe die Fortsetzung dieser Abbildung auf P1C durch ∞ 7→ ∞.
Sei U ⊂◦ C eine offene Teilmenge. Ist f : U → P1C meromorph, so ist auch
cfc : c(U)→ P 1C meromorph und für alle q ∈ U gilt vq̄(cfc) = vq(f).

Übung 14.4.1.25. Die Entwicklung in eine Laurentreihe liefert für jede zusam-
menhängende offene Umgebung U ⊂◦ C des Ursprungs in der komplexen Zahle-
nebene einen Körperhomomorphismus

Man(U)→ C((z))

vom Körper der meromorphen Funktionen auf U in den Ring der formalen Lau-
rentreihen C((z)) aus 3.5.3.43.

Übung 14.4.1.26. Man gebe eine meromorphe Funktion auf C an, die C surjektiv
auf P1C abbildet.

Übung 14.4.1.27. Gegeben eine meromorphe Funktion f : U → C mit diskreten
Nullstellen erklärt man ihre logarithmische Ableitung wie in 14.1.2.20 durch die
Vorschrift

dlog f(z)

dz
:=

f ′(z)

f(z)

Man zeige, daß auch im Fall meromorpher Funktionen die logarithmische Ablei-
tung eines Produkts die Summe der logarithmischen Ableitungen der Faktoren ist.
Gibt es einen Zweig des Logarithmus log : V → C auf einer Teilmenge V ⊂◦ C
mit f(U) ⊂ V , so ist wie in 14.1.2.20 bereits gezeigt die logarithmische Ableitung
von f für jeden solchen Zweig die Ableitung der Verknüpfung log ◦f .
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14.4.2 Umlaufzahl und Residuensatz (21.6)
Satz 14.4.2.1. Jeder geschlossene Weg in der punktierten Ebene C× ist für genau
eine ganze Zahl n ∈ Z frei homotop zu dem geschlossenen Weg, der gegeben
wird durch die Vorschrift [0, 1] → C×, t 7→ e2πint. Diese ganze Zahl n heißt
die Umlaufzahl oder auch Windungszahl des geschlossenen Weges γ um den
Ursprung.

14.4.2.2. Hier ist ein Film zur Definition der Umlaufzahl. Analog definiert man
die Windungszahl eines geschlossenen Weges γ um einen beliebigen Punkt w der
komplexen Zahlenebene, der nicht auf dem Bild des Weges liegt. Wir notieren sie

Um(γ, w)

14.4.2.3. Anschaulich beschreibt für n ≥ 1 die Abbildung [0, 1]→ C×, t 7→ e2πint

einen Weg, der vom Punkt 1 ausgehend mit konstanter absoluter Geschwindigkeit
n-mal im Gegenuhrzeigersinn auf dem Einheitskreis umläuft; für n ≤ −1 ist
es der Weg, der (−n)-mal im Uhrzeigersinn umläuft; für n = 0 haben wir den
konstanten Weg vor uns, der schlicht auf dem Punkt 1 sitzenbleibt.

Vorschau 14.4.2.4. Noch natürlicher wäre es, statt der Umlaufzahl gleich das Ele-
ment 2πi Um(γ, w) von ker(exp : C → C×) = 2πiZ zu betrachten: Dieses Ele-
ment ist nämlich auch für einen Körper von „vergeßlichen komplexen Zahlen“ im
Sinne von 3.2.7.7 wohldefiniert. So weit will ich aber hier nicht gehen. Man no-
tiert die Gruppe ker(exp : C → C×) auch Z(1) = ZC(1) := ker(exp) und nennt
sie den Tate-Twist von Z.

Beweis von Satz 14.4.2.1. Hier ist ein Film zum Beweis des Satzes über die Um-
laufzahl. Sei γ : [a, b] → C× unser geschlossener Weg. Wir zeigen zunächst, daß
es einen Weg γ̃ : [a, b]→ C gibt mit γ = exp ◦γ̃, und das sogar zu jedem vorgege-
benen Anfangspunkt γ̃(a) mit exp(γ̃(a)) = γ(a). Falls γ ganz in der geschlitzten
Ebene C\R≤0 verläuft, ist das klar: Wir nehmen einfach

γ̃(t) = log(γ(t)) + 2πik

mit log der Umkehrung von exp : R × (−πi, πi)
∼→ C\R≤0 und k ∈ Z so ge-

wählt, daß unser „hochgehobener Weg“ γ̃ beim vorgegebenen Anfangspunkt be-
ginnt. Falls γ ganz in einer andersartig geschlitzten Ebene C\R≥0w mit w ∈ C×
verläuft, finden wir unsere Hochhebung analog. Im allgemeinen wählen wir a =
a0 < a1 < . . . < ar = b so, daß γ[ai−1, ai] jeweils ganz in einer geschlitzten Ebe-
ne enthalten ist, wählen induktiv Hochhebungen γ̃i der γ|[ai−1,ai] so, daß γ̃i dort
beginnt, wo γ̃i−1 aufhört, und setzen diese stückweisen Hochhebungen dann zum
gesuchten Weg γ̃ : [a, b] → C zusammen. Da das Urbild der Eins unter der kom-
plexen Exponentialfunktion nach 10.4.5.22 gerade 2πiZ ist, haben wir natürlich

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/umlaufdef.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/umlaufbeweis.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/umlaufbeweis.mp4
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In jede Zusammenhangskomponente aus dem Komplement des hier gezeichneten
Weges habe ich hier die Umlaufzahl des besagten Weges um einen und jeden

Punkt aus besagter Zusammenhangskomponente geschrieben.
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γ̃(b) = γ̃(a) + 2πin für n ∈ Z. Nach 14.2.2.5 oder auch kurzem Nachdenken sind
je zwei Wege in Cmit demselben Anfangs- und Endpunkt homotop, folglich muß
γ̃ sein homotop zum Weg β : [0, 2π] → C, t 7→ γ̃(a) + int. Dann ist aber nach
14.2.2.6 auch γ = exp ◦γ̃ homotop zu exp ◦β. Dieser Weg ist aber offensichtlich
in C× frei homotop zum Weg [0, 1] → C×, t 7→ e2πint und das zeigt im Satz die
Existenz. Mit der Homotopieinvarianz des Wegintegrals 14.2.3.13 erhalten wir
für die Umlaufzahl eines geschlossenen Weges γ um einen beliebigen Punkt w
außerhalb des Bildes von γ die Integraldarstellung

n = Um(γ, w) =
1

2πi

∫
γ

1

z − w
dz

Sie zeigt sofort die Eindeutigkeit der Umlaufzahl.

Ergänzung 14.4.2.5. Wenden wir unsere Erkenntnis 14.2.1.19, nach der das We-
gintegral mit Verwandtschaft verträglich ist, auf die Situation vom Ende des vor-
hergehenden Beweises an, so erhalten wir zumindest im Fall eines Integrations-
weges γ die Identität ∫

γ̃

dw =

∫
γ

1

z
dz

So ergibt sich ein weiteres Mal γ̃(b) − γ̃(a) = 2πin für n die Umlaufzahl von γ
um den Ursprung.

Vorschau 14.4.2.6. Der oben gegebene Beweis für die Eindeutigkeit der Umlauf-
zahl mithilfe eines Integrals ist zwar im Rahmen der Funktionentheorie bequem,
scheint mir für sich allein betrachtet jedoch unangemessen verwickelt. Ich ziehe
den Beweis im Rahmen der Topologie vor, der in 16.1.7.7 besprochen wird.

Vorschau 14.4.2.7. Der Begriff der Umlaufzahl ermöglicht auch eine noch allge-
meinere Fassung des Cauchy’schen Integralsatzes, die sogenannte Umlaufzahl-
version des Integralsatzes: Ist im Definitionsbereich einer holomorphen Funkti-
on ein geschlossener Weg gegeben, der keinen Punkt außerhalb des Definitions-
bereichs umläuft, so verschwindet das Wegintegral unserer Funktion längs dieses
Weges. Wir diskutieren seinen Beweis im Rahmen der singulären Homologietheo-
rie in 17.1.6.5.

Definition 14.4.2.8. Der Koeffizient von (z − p)−1 in der Laurententwicklung
nach 14.4.1.12 einer holomorphen Funktion f(z) mit isolierter Singularität bei w
heißt das Residuum

Res(f, p) = Resp f

von f bei p. Ist die Funktion f durch einen Ausdruck in einer komplexen Varia-
blen gegeben, etwa als Ausdruck in der Variablen z, so verwenden wir für das
Residuum von f bei p in Bezug auf z auch die Notation Resz=p f(z).
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14.4.2.9. Nach dem Satz über die Laurententwicklung 14.4.1.11 oder genauer
seinem Beweis haben wir also

Res(f, p) =
1

2πi

∫
|z−p|=r

f(z) dz

für jeden positiven Radius r > 0 derart, daß unsere Funktion f mit Ausnahme
der singulären Stelle p auf einer Umgebung der abgeschlossenen Kreisscheibe
{z | |z−p| ≤ r} definiert ist und dort keine weiteren Singularitäten hat. Das Inte-
gral verstehen wir wie bei unserer Diskussion der Laurentreihen als das komplexe
Wegintegral beim einmaligen Durchlaufen der fraglichen Kreislinie im Gegen-
uhrzeigersinn. Die Bezeichnung als „Residuum“, lateinisierend für „Überbleib-
sel“, hat wohl damit zu tun, daß diese Zahl den einzigen Term der Laurentreihe
beschreibt, der in diesem Zusammenhang beim Integrieren übrigbleibt.

14.4.2.10. Hat unsere Funktion f nur einen Pol erster Ordnung bei p, so läßt sich
g(z) = (z − p)f(z) stetig über z = p fortsetzen und wir haben offensichtlich
g(p) = Res(f, p). Läßt sich allgemeiner für irgendein n ∈ N die Funktion g(z) =
(z − p)n+1f(z) stetig über z = p fortsetzen, so ist diese Fortsetzung holomorph
und ihre n-te Ableitung bei p liefert das Residuum von f bei p vermittels der
Identität g(n)(p) = n! Res(f, p), die man leicht mithilfe der Laurententwicklung
von f um p einsehen kann.

Satz 14.4.2.11 (Residuensatz). Ist U ⊂◦ C offen, P ⊂ U endlich, f : U\P → C
holomorph und γ ein geschlossener Weg in U\P , der in U zusammenziehbar ist,
so gilt ∫

γ

f(z) dz = 2πi
∑
p∈P

Um(γ, p) Res(f, p)

14.4.2.12. Hier ist ein Film zum Residuensatz. Integrieren wir also in Worten ei-
ne holomorphe Funktion mit endlich vielen isolierten Singularitäten längs eines
geschlossenen Weges, der in ihrem Definitionsbereich vereinigt mit den singu-
lären Stellen zusammenziehbar ist, so ist das Wegintegral bis auf den Faktor 2πi
die Summe der Residuen, jeweils gewichtet mit der Umlaufzahl unseres Weges
um die entsprechende singuläre Stelle. Ist unser geschlossener Weg sogar bereits
im Komplement U\P der singulären Stellen zusammenziehbar, so verschwindet
das Wegintegral nach den Cauchy’schen Integralsatz, und der Residuensatz liefert
auch Null für den Wert der Integrals, da dann bereits alle Umlaufzahlen um Punk-
te aus P Null sind. In 17.1.6.6 diskutieren wir auch noch eine etwas allgemeinere
Version für „in U nullhomologe Wege“.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/residuensatz.mp4
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Ein geschlossener Weg in einer ringförmigen offenen Menge U ⊂◦ C, der in U
nicht zusammenziehbar ist. Mit P = {p1, p2, p3} dürfen wir also in diesem Fall

den Residuensatz nicht anwenden: Das geht nur, wenn sich unsere Funktion
„holomorph auf das fehlende innere Ei fortsetzen läßt“.

Anschaulicher Beweis des Residuensatzes in einem Spezialfall. Ergänzen wir
unseren Weg durch die zwei kleinen Extrawege, die von unserem großen Weg
auf kleinen Stichwegen zu den fraglichen Punkten hinlaufen, einmal im Kreis
darum herum und, auf demselben Stichweg wieder zurück auf unseren großen
Weg, so ändert sich das Wegintegral nur um die Integrale der beiden kleinen

Kreiswege. Diese sind jedoch mit Hilfe der Laurententwicklung um die besagten
singulären Stellen leicht zu berechnen. Der so ergänzte Weg ist dann

zusammenziehbar in U\P , und deshalb verschwindet das Wegintegral über
diesen ergänzten Weg nach Cauchy. Um diese meines Erachtens wunderbar

anschauliche Argumentation zu einem Beweis des Residuensatzes auszubauen,
benötigen wir jedoch die Umlaufzahlversion des Cauchy’schen Integralsatzes

14.4.2.7, die wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht bewiesen haben.
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Beweis. Hier ist ein Film zum Beweis des Residuensatzes. Entwickeln wir f um
ein p ∈ P in seine Laurentreihe

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − p)n

und fassen darin alle Terme für n ≤ −2 zusammen zur auf der punktierten Ebene
kompakt konvergenten Reihe hp(z) :=

∑
n≤−2 an(z − p)n, so ist hp eine wohl-

definierte holomorphe Funktion auf C\p und besitzt sogar eine Stammfunktion,
gegeben durch die Reihe

∑
n≤−2 an(z − p)n+1/(n+ 1). Die Funktion

f(z)−
∑
p∈P

hp(z)−
∑
p∈P

Res(f, p)

z − p

hat nun offensichtlich hebbare Singularitäten bei allen p ∈ P , mithin verschwin-
det nach dem Integralsatz von Cauchy 14.2.3.1 ihr Wegintegral über unseren in
U zusammenziehbaren Weg γ. Da die hp Stammfunktionen haben, verschwindet
auch ihr Wegintegral über den geschlossenen Weg γ. Mit unserer funktionentheo-
retischen Beschreibung der Umlaufzahl aus dem Beweis von 14.4.2.1 ergibt sich
damit ∫

γ

f(z) dz =
∑
p∈P

Res(f, p)

∫
γ

dz

z − p
= 2πi

∑
p∈P

Res(f, p) Um(γ, p)

Übungen

Übung 14.4.2.13. Man erkläre, inwiefern Cauchy’s Integralformel 14.3.1.1 ein
Spezialfall des Residuensatzes ist.

14.4.3 Anwendungen des Residuensatzes (23.6)
Satz 14.4.3.1 (Zählen von Null- und Polstellen). Seien U ⊂◦ C eine offene Teil-
menge und f ∈Man(U) eine meromorphe Funktion auf U und γ ein in U zusam-
menziehbarer Weg, der keine Nullstelle und keine Polstelle von f trifft. So gilt

Um(f ◦ γ, 0) =
∑
p∈U

Um(γ, p)vp(f)

Beweis. Hier ist ein Film zum Beweis des Satzes über das Zählen von Null- und
Polstellen. Wir zeigen feiner die Gleichungskette

Um(f ◦ γ, 0) =
1

2πi

∫
f◦γ

1

z
dz =

1

2πi

∫
γ

f ′(w)

f(w)
dw =

∑
p∈U

Um(γ, p)vp(f)

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/residuensatzbeweis.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/zahlnullpolbeweis.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/zahlnullpolbeweis.mp4
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Die erste Gleichung folgt unmittelbar aus dem Residuensatz. Die Zweite folgt aus
der Erkenntnis 14.2.1.19, daß das Wegintegral Verwandtschaft respektiert. Für die
Dritte schreiben wir f(w) = (w − p)ng(w) mit g(w) holomorph ohne Nullstelle
bei p. Damit erhalten wir

f ′(w)

f(w)
=
n(w − p)n−1g(w) + (w − p)ng′(w)

(w − p)ng(w)
=

n

(w − p)
+
g′(w)

g(w)

und das Residuum ergibt sich zu Res (f ′/f, p) = vp(f) = n. Der Satz folgt damit
aus dem Residuensatz.

Ergänzung 14.4.3.2 (Vereinfachung durch den Kalkül von Einsformen). Die-
jenigen unter Ihnen, die sich mit Einsformen bereits wohlfühlen, mögen alternativ
die komplexwertige Einsform dlog f := (f ′/f) dz integrieren und sich die linke
Seite lokal durch irgendeinen Zweig des Logarithmus definiert denken, auf den
es dann nach dem Ableiten gar nicht mehr ankommt. Damit folgt dann sofort die
Formel dlog(fh) = dlog f + dlog h und bei f(z) = (z − p)ng(z) ergibt sich
speziell dlog f = n dlog(z − p) + dlog g.

14.4.3.3 (Anschauung für den Satz zum Zählen von Null- und Polstellen).
Besonders anschaulich scheint mir der Fall f(z) = zn mit γ einem Kreisweg um
den Ursprung. Hier ist ein Film zur anschaulichen Bedeutung des Satzes über das
Zählen von Null- und Polstellen. Im Fall einer allgemeinen holomorphen Funk-
tion f kann man sich überlegen, daß unser Weg γ homotop sein muß zu einer
„Verkettung“ von Wegen, die erst von einem festen Punkt zu einer ihrer Nullstel-
len laufen, dann auf einem kleinen Kreisweg um diese herum, und danach auf
demselben Weg wieder zurück. Für Wege dieser Art und dann auch für ihre Ver-
kettungen scheint mir die Aussage anschaulich klar, wenn man den Satz 14.3.4.4
über die lokale Struktur holomorpher Funktionen beachtet. Die Erweiterung die-
ser Anschauung auf den meromorphen Fall bleibe dem Leser überlassen.

Vorschau 14.4.3.4 (Topologische Variante zum Zählen von Nullstellen). Der
Satz bleibt richtig, wenn wir eine beliebige stetige Abbildung f : U → C betrach-
ten, bei der die Faser f−1(0) über dem Ursprung endlich ist. Wir müssen dann nur
vp(f) interpretieren als die Umlaufzahl Um(f ◦ βp, 0) um den Ursprung für βp
einen „sehr kleinen“ Kreisweg um p im Gegenuhrzeigersinn und müssen zeigen,
daß das wohldefiniert ist. Diese Summe geht dann über alle Punkte der Faser
f−1(0) über dem Ursprung, und für Punkte dieser Faser ist das so erklärte vp(f)
ein Spezialfall eines Konzepts, das wir in 17.4.3.16 in größerer Allgemeinheit als
„lokalen Abbildungsgrad“ einführen. Unsere Formel folgt dann aus Argumenten
im Beweis von 17.4.3.18. Die Erweiterung dieser Anschauung auf den Fall einer
stetigen Abbildung in die Sphäre f : U → S2 bleibe dem Leser überlassen.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/zahlnullpol.mp4
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14.4.3.5 (Im Satz ist die Summe auf der rechten Seite sinnvoll). Wir erinnern
daran, daß die Bewertung vp(f) von f bei p, wenn f nicht in einer Umgebung
von p identisch verschwindet, in 14.4.1.22 definiert wurde als die Zahl n ∈ Z
mit f(z) = (z − p)ng(z) für g holomorph um p ohne Nullstelle bei p. Wir haben
also vp(f) > 0 bei Nullstellen, vp(f) < 0 bei Polstellen, und vp(f) = 0 sonst.
Für einen zusammenziehbaren Weg läßt sich nun per definitionem die zugehöri-
ge Abbildung vom Einheitskreis stetig auf die ganze Einheitskreisscheibe fort-
setzen. Außerhalb des kompakten Bildes dieser Fortsetzung kann er dann keinen
Punkt umlaufen, und innerhalb dieses Bildes können nur endlich viele Nullstellen
und Polstellen liegen. Damit hat die Summe auf der rechten Seite unserer Formel
auch wirklich nur endlich viele von Null verschiedene Terme. Sollte f auf einer
Komponente von U identisch verschwinden, so kann der Weg keinen Punkt die-
ser Komponente umlaufen und wir interpretieren die Beiträge 0 · ∞ zu unserer
Summe durch Punkte aus einer derartigen Komponente als Null.

Korollar 14.4.3.6 (Satz von Rouché). Im Definitionsbereich einer holomorphen
Funktion f sei eine abgeschlossene Kreisscheibe B gegeben. Sei weiter g holo-
morph mit demselben Definitionsbereich und |f(z)| > |g(z)| ∀z ∈ ∂B. So haben
f und f + g mit Vielfachheiten gezählt gleichviele Nullstellen in B.

Ergänzung 14.4.3.7. Dasselbe gilt mit demselben Beweis, wenn wir f und g me-
romorph ohne Pole auf ∂B nehmen und „Polstellen als Nullstellen negativer Viel-
fachheit“ werten. Dasselbe gilt mit demselben Beweis auch, wenn wir statt dem
Rand einer Kreisscheibe einen beliebigen im Definitionsbereich unserer beiden
meromorphen Funktionen zusammenziehbaren Weg nehmen und alle Polstellen
und Nullstellen zusätzlich mit der Umlaufzahl gewichten.

Beweis. Hier ist ein Film zum Beweis des Satzes von Rouché. Nach Annahme
können auf dem Rand ∂B unserer Kreisscheibe weder f noch f + g Nullstellen
haben. Mit unserem Satz 14.4.3.1 über das Zählen von Null- und Polstellen und γ
einem auf ∂B einmal im Gegenuhrzeigersinn umlaufenden Weg finden wir

Um(f ◦ γ, 0) =
∑
p∈B

vp(f) und Um((f + g) ◦ γ, 0) =
∑
p∈B

vp(f + g).

Wegen |f(z)| > |g(z)| ∀z ∈ ∂B sind aber f(z) + tg(z) für t ∈ [0, 1] und z ∈ ∂B
nie Null und diese Formel liefert eine freie Homotopie unserer beiden geschlos-
senen Wege f ◦ γ und (f + g) ◦ γ in C×. Folglich haben beide Wege dieselbe
Umlaufzahl um den Ursprung.

Satz 14.4.3.8 (Weierstraß). Gegeben eine abgeschlossene diskrete Teilmenge P ⊂
C und eine Abbildung n : P → N gibt es eine holomorphe Funktion f : C → C,
die an jeder Stelle p ∈ P eine Nullstelle der Ordnung n(p) hat und außerhalb von
P keine Nullstellen.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/rouche.mp4
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Beweis. Hier ist ein Film zum Beweis der Existenz holomorpher Funktionen mit
vorgegebenen Nullstellen. Existiert solch eine Funktion f , so löst ihre logarith-
mische Ableitung f ′/f offensichtlich die Hauptteilverteilung n(p)/(z − p) für
p ∈ P , die Differenz (f ′/f) − (n(p)/(z − p)) hat also eine hebbare Singularität
bei p. Ist umgekehrt g eine Lösung dieser Hauptteilverteilung nach 14.4.1.14, so
gilt für jeden geschlossenen Weg γ in C\P nach dem Residuensatz∫

γ

g(z) dz ∈ 2πiZ

Wählen wir einen Ausgangspunkt q ∈ C\P fest und erklären für w ∈ C\P
beliebig f(w) := exp

∫
γ
g(z) dz für irgendeinen Weg γ in C\P von q nach w, so

hängt f(w) nicht von der Wahl des Weges ab. Halten wir einen Weg zu einer Stelle
w0 fest und betrachten eine offene Kreisscheibe D um w0 in C\P und betrachten
nur solche Wege nach w ∈ D, die erst unser fester Weg nach w0 sind und danach
ganz in D verlaufen, so ist G(w) :=

∫
γ
g(z) dz eine Stammfunktion von g auf D

und f(w) = exp ◦G holomorph auf D mit g als logarithmischer Ableitung. Also
ist f auf ganz C\P holomorph ohne Nullstellen mit logarithmischer Ableitung
f ′/f = g. Genauer gibt es um jeden Punkt p ∈ P eine offene Kreisscheibe U ,
die keinen anderen Punkt von P enthält und in der folglich gilt g(z) = hp(z) +
n(p)/(z − p) für hp : U → C holomorph. Ist Hp eine Stammfunktion von hp auf
U , so finden wir durch explizite Rechnung f(w) = c exp(Hp(w))(w − p)n(p) für
festes c ∈ C× und alle w ∈ U\p.

Beispiel 14.4.3.9 (Integrale rationaler Funktionen). Hier ist ein Film zur An-
wendung des Residuensatzes auf rationale Funktionen. Gegeben eine rationale
Funktion f ohne Polstellen auf der reellen Achse, bei der der Grad des Nenners
um mindestens zwei größer ist als der Grad des Zählers, gilt∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑
Im ζ>0

Res(f, ζ)

Nach dem Residuensatz ergibt sich nämlich die rechte Seite, wenn wir für r größer
als der Betrag aller Polstellen das Wegintegral von −r bis r entlang der reellen
Achse und dann auf einen großen Halbkreis durch die obere Halbebene zurück
ausrechnen. Lassen wir hier r gegen unendlich streben, so strebt die Länge die-
ses Halbkreises linear gegen unendlich, das Betragsmaximum der Funktion dar-
auf strebt jedoch quadratisch gegen Null. Folglich streben die Wegintegrale über
immer größere Halbkreise gegen Null und die Formel folgt. Diese Anwendung
war allerdings die Mühe des Residuensatzes nicht wert. Wir hätten auch einfach
wie in 14.1.3.12 erklärt die Funktion f in einem Partialbruch entwickeln und eine
Stammfunktion explizit angeben und zwischen −∞ und ∞ auswerten können.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/vorgnst.mp4
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Als Übung mögen Sie zeigen, daß dabei dasselbe herausgekommen wäre. Als
Beispiel bestimmen wir nochmal das Integral über die ganze reelle Achse von
f(x) = 1/(1+x2) = 1/((x+i)(x− i)). Diese Funktion hat einfache Pole bei± i.
Ihr Residuum bei i können wir bestimmen, indem wir unsere Funktion mit (x− i)
multiplizieren und dann bei x = i auswerten. So folgt Res(f, i) = 1/(2 i) und wir
erhalten

∫∞
−∞ 1/(1 + x2) dx = π in Übereinstimmung mit 10.5.4.14.

14.4.3.10 (Summe aller Residuen rationaler Funktionen). Dasselbe Argument
liefert für jede rationale Funktion ohne Pole auf der reellen Achse, bei der der
Grad des Nenners um mindestens Zwei größer ist als der Grad des Zählers, auch
die Identität ∫ ∞

−∞
f(x) dx = −2πi

∑
Im ζ<0

Res(f, ζ)

Der geneigte Leser mag sich anhand der Partialbruchzerlegung auch auf algebrai-
schem Wege davon überzeugen, daß sich diese beiden Formeln nicht widerspre-
chen, sondern vielmehr auch über einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen
Körper die Summe der analog definierten Residuen einer rationalen Funktion Null
sein muß, wenn der Grad des Nenners um mindestens zwei größer ist als der
Grad des Zählers. Von einem höheren Standpunkt betrachtet ist das eine Konse-
quenz der Erkenntnis, daß für jede rationale Einsform auf der projektiven Grade
die Summe ihrer Residuen verschwindet.

Beispiel 14.4.3.11 (Integrale rationaler Funktionen mit Exponentialterm). Ge-
geben eine rationale Funktion f ohne Polstellen auf der reellen Achse, bei der der
Grad des Nenners größer ist als der Grad des Zählers, gilt∫ ∞

−∞
f(x) eix dx = 2πi

∑
Im ζ>0

Resz=ζ f(z) eiz

in dem Sinne, daß sowohl limr→∞
∫ r

0
als auch limr→∞

∫ 0

−r existieren und ihre
Summe den angegebenen Wert hat. Im Fall, daß der Grad des Nenners sogar um
mindestens zwei größer ist als der Grad des Zählers, kann das in 14.4.3.9 ange-
wandte Argument unverändert übernommen werden. Im allgemeinen betrachten
wir ähnlich wie in 14.2.3.15 Wege einmal im Gegenuhrzeigersinn um den Rand
des Rechtecks mit Ecken a, b, a + ih, b + ih für a < b in R und h > 0. Ist unser
Rechteck so groß, daß es alle Polstellen von f in der oberen Halbebene umfaßt, so
ist das Wegintegral um seinen Rand nach dem Residuensatz genau die rechte Sei-
te der behaupteten Formel. Die Integrale über die drei Kanten ρ, λ, ω für „rechts,
links und oben“ außerhalb der reellen Achse können wir jedoch abschätzen durch∣∣∣∣∫

ρ

f(z) eiz dz

∣∣∣∣ ≤ supz∈ρ |f(z)|
∫ h

0

e−t dt ≤ sup
z∈ρ
|f(z)|
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Der Integrationsweg bei der Berechnung von
∫∞
−∞ f(x) eix dx
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und analog auf der linken Kante, auf der oberen Kante dahingegen durch∣∣∣∣∫
ω

f(z) eiz dz

∣∣∣∣ ≤ (b− a) e−h sup
z∈ω
|f(z)|

Halten wir a fest und nehmen b = h und lassen h nach Unendlich streben, so
ergibt sich die Existenz des Grenzwerts limr→∞

∫ r
0

. Die Existenz des anderen
Grenzwerts zeigt man analog, und die behauptete Formel folgt, wenn wir h =
b = −a nehmen und das gegen Unendlich streben lassen.

Ergänzung 14.4.3.12 (Fouriertransformierte rationaler Funktionen). Eine ra-
tionale Funktion f ohne Polstellen auf der reellen Achse, bei der der Grad des
Nenners um mindestes Zwei größer ist als der Grad des Zählers, ist quadratin-
tegrierbar und ihre stochastisch standardisierte Fouriertransformierte wird nach
13.3.1.3 gegeben durch die Vorschrift

f∧(y) :=

∫ ∞
−∞

f(x) eixy dx

Unsere Formel 14.4.3.9 berechnet also f∧(0) und 14.4.3.11 berechnet f∧(1). Für
allgemeines y 6= 0 liefert uns die Substitution u = xy alias x = u/y und dx =
du/y die Identität

f∧(y) :=
1

y

∫ ∞
−∞

f(u/y) eiu du

und das können wir wieder mit unserer Formel 14.4.3.11 ausrechnen und, wenn
die Partialbruchzerlegung von f bekannt ist, sogar ganz explizit bestimmen. Ist
der Grad des Nenners nur um Eins größer als der Grad des Zählers, so ist f immer
noch quadratintegrierbar und wir können auf diesem Wege seine Fouriertransfor-
mierte im Sinne von 13.3.3.7 finden. Beispielhaft nehmen wir f(x) = 1/(x− α)
für α ∈ C\R und finden bei Beachtung der Tatsache, daß bei unserer Substitution
im Fall y < 0 auch die Integrationsgrenzen zu vertauschen sind, unschwer∫ ∞

−∞

eixy dx

x− α
=

y

|y|

∫ ∞
−∞

eiu du

u− yα
=

{
2πi(y/|y|) eiyα Im(yα) > 0;

0 Im(yα) < 0.

Gehen wir noch zur physikalisch standardisierten Fouriertransformierten über und
substituieren dazu y durch −2πy, so finden wir für f(x) = 1/(x − α) mit Hilfe
von 13.3.3.14 als Fouriertransformierte

f∧(y) =

{ −2πi(y/|y|) e−2πiyα Im(yα) < 0;

0 Im(yα) > 0.

Mit Hilfe der Inversionsformel 13.3.3.5 und Übung 13.3.1.24 kann man das auch
direkt einsehen.
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Integrationsweg zu Beispiel 14.4.3.13 des Integrals
∫∞

0
xαf(x) dx, von einem

Punkt weit außen dicht über der reellen Achse auf einem großen Kreis bis dicht
unter die reelle Achse, dann längs der reellen Achse ganz nah zum Ursprung,
einmal eng um den Ursprung herum, und dann wieder längs der reellen Achse

weit nach außen.
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Beispiel 14.4.3.13 (Integrale rationaler Funktionen mit allgemeiner Potenz).
Sei 0 < α < 1 und sei f eine rationale Funktion ohne Pole auf der positiven
reellen Achse, bei der der Grad des Nenners mindestens um zwei größer ist als
der Grad des Zählers und die in Null holomorph ist oder einen Pol erster Ordnung
hat. So existiert das Integral ∫ ∞

0

xαf(x) dx

nach 10.5.7.5 und wir können seinen Wert wie folgt bestimmen: Wir wählen einen
vom Ursprung ausgehenden Strahl S1 in den dritten Quadraten, der einen so klei-
nen Winkel zur positiven reellen Achse hat, daïm offenen Winkelsegment zwi-
schen unserem Strahl und der nichtnegativen reellen Achse keine Polstellen von f
liegen. Dann wählen wir einen weiteren Strahl S2, der bis auf den Ursprung ganz
in diesem offenen Winkelsegment liegt. Nun wählen wir auf der durch diesen
Strahl geschlitzten Ebene C\S2 denjenigen Zweig des Logarithmus log+, der auf
der positiven reellen Achse der übliche reelle Logarithmus ist. Weiter wählen wir
auf der durch −S2 geschlitzten Ebene C\(−S2) denjenigen Zweig des Logarith-
mus log−, der auf S1\0 mit log+ übereinstimmt. Auf der positiven reellen Achse
gilt dann log−(x) = log+(x) + 2πi. Dann setzen wir zα± := exp(α log± z) und
betrachten den in nebenstehendem Bild gezeigten Integrationsweg γ. Die Radien
r < R der Kreise seien so gewählt, daß alle Pole von f außerhalb des Ursprung
innerhalb des durch unsere Kreise gegebenen offenen Kreisrings liegen. Nun un-
terteilen wir unseren Integrationsweg längs des ersten Strahls S1 in zwei Wege
γ±, die jeweils ganz im Definitionsbereich von log± verlaufen. Wir finden∫

γ+

zα+f(z) dz = 2πi
∑
ζ 6=0

Resz=ζ f(z)zα+ sowie
∫
γ−
zα−f(z) dz = 0

und durch Summation

2πi
∑
ζ 6=0

Resz=ζ f(z)zα+ = (1− e2πiα)

∫ R

r

xαf(x) dx+

∫
|z|∈{r,R}

zα±f(z) dz

Hier haben wir beim letzten Summanden weder die Durchlaufrichtung spezifiert
noch ausgeführt, wo welche unserer Varianten von zα zu verwenden ist, da das
wegen |zα±| = |z|α eh gegen Null strebt, wenn wir den inneren Radius gegen
Null und den äußeren Radius gegen∞ streben lassen. So folgt dann schließlich∫ ∞

0

xαf(x) dx =
2πi

1− e2πiα

∑
ζ 6=0

Resz=ζ f(z)zα

In der in 13.3.1.21 eingeführten Terminologie ist das der Wert (Mf)(α + 1) der
sogenannten „Mellin-Transformation von f“ an der Stelle α + 1. Die Mellin-
Transformation ist ein naher Verwandter der Fouriertransformation, wie in 13.3.1.21
ausgeführt wird.
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14.5 Verschiedene weiterführende Resultate

14.5.1 Harmonische Funktionen (28.6)
Definition 14.5.1.1. Eine auf einer offenen Teilmenge einer euklidischen Ebe-
ne definierte stetige reellwertige Funktion heißt harmonisch, wenn für jede in
unserer Teilmenge enthaltene abgeschlossene Kreisscheibe der Funktionswert im
Zentrum der Durchschnitt ist über die Funktionswerte auf dem Rand. Hier ist ein
Film über harmonische Funktionen.

Ergänzung 14.5.1.2. Analog definiert man die Harmonizität vektorwertiger Funk-
tionen mit Werten, die je nach den Vorkenntnissen des Lesers in endlichdimen-
sionalen reellen Vektorräumen, in reellen Banachräumen oder gar in beliebigen
reellen von-Neumann-Räumen liegen mögen.

Vorschau 14.5.1.3 (Harmonische Funktionen in anderen Dimensionen). Allge-
meiner heißt eine auf einer offenen Teilmenge einesRn oder noch allgemeiner auf
einer offenen Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen euklidischen Raums
definierte stetige reellwertige Funktion harmonisch, wenn für jede in unserer Teil-
menge enthaltene abgeschlossene Kugel der Funktionswert in ihrem Zentrum der
Durchschnitt ist über die Funktionswerte auf ihrer Randsphäre.

14.5.1.4. In Formeln fordern wir im ebenen Fall also, daß unsere harmonische
Funktion h auf einer offenen Teilmenge des R2 definiert sein soll und daß für
jeden Punkt p aus dem Definitionsbereich von h und jedes r > 0 derart, daß der
abgeschlossene r-Ball um p noch ganz zum Definitionsbereich von h gehört, unter
der üblichen Identifikation von R2 mit C gilt

h(p) =
1

2π

∫ 2π

0

h(p+ reit) dt

Anschaulich mag man sich eine harmonische Funktion als eine stabile Wärme-
verteilung denken. Alternativ mag man sich im ebenen Fall eine Ameisendichte
vorstellen, die unter der Annahme eines unabhängigen ziellosen Hin- und Her-
krabbelns sämtlicher Ameisen zeitlich konstant bleibt. Beide Vorstellungen sind
allerdings nur lokal sinnvoll und erweisen sich global als wirklichkeitsfern, da ei-
ne nichtkonstante harmonische Funktion auf einem Rn mit n ≥ 1 stets alle reellen
Zahlen als Werte annimmt, insbesondere also auch beliebig negative Zahlen, die
sich ja nicht mehr gut als Ameisendichte oder Temperatur interpretieren lassen.

14.5.1.5. In der Literatur wird eine harmonische Funktion meist definiert als eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion, die vom Laplaceoperator

∆ = ∂2
1 + . . .+ ∂2

n

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/harmonische.mp4
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annulliert wird. Diese Bedingung ist zwar leichter zu prüfen, scheint mir jedoch
weniger anschaulich. Wir zeigen die Äquivalenz beider Bedingungen im ebenen
Fall in 14.5.1.9.

Proposition 14.5.1.6 (Harmonische Funktionen mit Extrema). Nimmt eine har-
monische Funktion auf einer zusammenhängenden offenen Teilmenge einesRn ihr
Maximum oder ihr Minimum an, so ist sie konstant.

Beweis. Die Menge aller Stellen, an denen eine stetige Funktion ihr Maximum
oder auch irgendeinen anderen festen Wert annimmt, ist stets abgeschlossen. Ist
unsere Funktion harmonisch und nimmt sie ihr Maximum bei p an, so muß an-
dererseits unsere Funktion auf einer ganzen Kreisscheibe beziehungsweise Kugel
B(p; ε(p)) um p konstant sein, da sonst der Durchschnitt über die Funktionswerte
auf gewissen Kreisringen beziehungsweise Kugelschalen um p zu klein wäre. Die
Menge der Stellen, an denen das Maximum angenommen wird, ist also auch offen.
Ist der Definitionsbereich zusammenhängend, so ist diese Menge nach 12.7.5.21
folglich alles oder nichts.

Lemma 14.5.1.7. Je zwei stetige Funktionen auf einer abgeschlossenen Kreis-
scheibe, die im Inneren harmonisch sind und auf dem Rand übereinstimmen, stim-
men auf der ganzen Kreisscheibe überein.

14.5.1.8. Analoges gilt mit demselben Beweis in allen Dimensionen.

Beweis. Die Differenz unserer beiden Funktionen ist stetig, verschwindet auf dem
Rand unserer Kreisscheibe und ist im Inneren harmonisch. Als stetige Funktion
muß sie auf der abgeschlossenen Kreisscheibe ihr Maximum und ihr Minimum
annehmen. Wäre eines von diesen nicht Null, so würde es im Innern unserer Kreis-
scheibe angenommen im Widerspruch zu 14.5.1.6. Also sind das Maximum und
das Minimum beide Null und die Differenz verschwindet auf der ganzen Kreis-
scheibe.

Satz 14.5.1.9 (Harmonizität und Laplace-Operator). Eine stetige Funktion auf
einer offenen Teilmenge des R2 ist harmonisch genau dann, wenn sie zweimal
stetig reell differenzierbar ist und vom Laplaceoperator ∆ = ∂2

x + ∂2
y annulliert

wird.

Satz 14.5.1.10 (Harmonizität und Holomorphie). Real- und Imaginärteil einer
holomorphen Funktion sind stets harmonisch. Jede reelle harmonische Funktion
mit schleifenfüllendem Definitionsbereich ist umgekehrt der Realteil einer holo-
morphen Funktion und diese ist bis auf eine additive rein imaginäre Konstante
sogar eindeutig bestimmt.
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Beispiel 14.5.1.11 (Harmonisch, aber nicht Realteil). Die Funktion C× → R,
z 7→ log |z| alias R2\0 → R, (x, y) 7→ (1/2) log(x2 + y2) ist harmonisch. In
der Tat ist sie auf jeder geschlitzten Ebene der Realteil jedes Zweiges des kom-
plexen Logarithmus und diese Zweige sind holomorph als Umkehrfunktionen der
geeignet eingeschränkten komplexen Exponentialfunktion. Sie ist aber nicht der
Realteil einer holomorphen Funktion auf der ganzen punktierten Ebene C×, weil
so eine holomorphe Funktion sich auf der geschlitzten Zahlenebene C\R≤0 nur
um eine Konstante vom Hauptzweig des Logarithmus unterscheiden könnte und
damit nicht auf ganz C× stetig sein könnte. Hier ist ein Film zu diesem Gegenbei-
spiel.

Beweis beider Sätze. Wir untersuchen für stetige reelle Funktionen auf offenen
Teilmengen der Ebene R2 ∼= C die Beziehungen zwischen den folgenden drei
Eigenschaften: (1) „ist harmonisch“, (2) „ist zweimal stetig differenzierbar und
wird vom Laplace-Operator annulliert“ sowie (3) „ist Realteil einer holomorphen
Funktion“. Hier ist ein Film über den Beweis beider Sätze mit Ausnahme der Her-
leitung irgendwelcher Konsequenzen aus unserer Definition harmonischer Funk-
tionen über die Mittelwerteigenschaft.

(3) ⇒ (1): Die Harmonizität des Realteils einer holomorphen Funktion F ergibt
sich aus der Integralformel von Cauchy 14.3.1.1 vermittels der Umformungen

F (a) = 1
2πi

∫
|z−a|=r

F (z)
z−a dz = 1

2πi

∫ 2π

0
F (a+r eit)

r eit ir eit dt = 1
2π

∫ 2π

0
F (a+ r eit) dt

In der Tat können wir hier überall den Realteil nehmen und im Integral rechts
unten stimmt der Realteil des Integrals offensichtlich mit dem Integral des Real-
teils überein. Das ist gerade die Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen
14.3.1.4.

(3) ⇒ (2): Daß der Realteil jeder holomorphen Funktion zweimal stetig partiell
differenzierbar ist und vom Laplace-Operator annulliert wird, folgt leicht aus dem
Satz von Goursat 14.3.1.5 und den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichun-
gen 14.1.2.6. Man beachte hier die Identität f ′ = ∂f/∂x, die sich direkt aus den
Definitionen ergibt.

(2) ⇒ (3) bei schleifenfüllendem Definitionsbereich: Wir bemerken, daß für je-
de zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion h mit ∆h = 0 die Funktion
f = ∂h

∂x
− i∂h

∂y
holomorph ist nach 14.1.2.6, da sie eben stetig partiell differen-

zierbar ist und die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen erfüllt. Sie hat
also nach 14.2.3.11 auf jedem schleifenfüllenden Definitionsbereich eine holo-
morphe Stammfunktion F , für die dann gilt

∂F

∂x
=
∂h

∂x
− i

∂h

∂y
und

∂F

∂y
= i

∂F

∂x
=
∂h

∂y
+ i

∂h

∂x

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/harmnichthol.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/harmnichthol.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/harmhol.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/harmhol.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/harmhol.mp4
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Daraus folgern wir, daß der Realteil von F denselben Gradienten hat wie h, in
Formeln grad(ReF ) = gradh. Ändern wir also F um eine geeignete additive
Konstante ab, so erhalten wir ReF = h wie gewünscht. Geometrisch gesprochen
bilden wir zu h das Gradientenfeld, drehen es an jeder Stelle um einen rechten
Winkel im Gegenuhrzeigersinn und erhalten wegen der ∆h = 0 wieder ein wir-
belfreies Vektorfeld. Jedes Potential dieses Vektorfeldes ist ein möglicher Ima-
ginärteil, der unsere Funktion h zu einer holomorphen Funktion ergänzt. In der
Tat ist ein solches Vorgehen ja nach der geometrischen Interpretation 14.1.2.9
der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen auch eine natürliche Metho-
de, um zu einer reellwertigen Funktion einen Imaginärteil zu finden, der sie zu
einer holomorphen Funktion ergänzt.

(1) ⇒ (2): Es reicht zu zeigen, daß jede stetige Funktion auf der abgeschlosse-
nen Einheitskreisscheibe, die harmonisch ist auf der offenen Einheitskreisscheibe,
auf der offenen Einheitskreisscheibe der Realteil einer holomorphen Funktion ist,
denn dann ist unsere Funktion zweimal stetig differenzierbar und sogar beliebig
partiell differenzierbar mit ∆ = 0 nach der bereits gezeigten Implikation (3) ⇒
(2). Das und noch viel mehr leistet die „Poisson-Transformation“ nach 14.5.1.13,
die wir im Folgenden als eigenständigen Satz formulieren und beweisen.

14.5.1.12 (Motivation für die Poisson-Transformation*). Ich will zunächst er-
klären, wie man von der Fourier-Entwicklung in natürlicher Weise zur Poisson-
Transformation geführt wird. Wir denken uns dazu eine reellwertige harmonische
Funktion auf einer offenen Teilmenge U ⊂◦ C, die die abgeschlossene Einheits-
kreisscheibe D umfaßt, und suchen eine holomorphe Funktion F auf der offenen
Einheitskreisscheibe D◦ mit ReF = h. Dazu entwickeln wir zunächst einmal
die Restriktion h|S1 unserer Funktion auf den Einheitskreis in eine Fourierreihe.
Nach 11.3.3.4 finden wir wohlbestimmte cν ∈ C mit

h =
∑
ν∈Z

cνz
ν

auf S1 im Sinne der Summierbarkeit nach 11.3.1.5 im komplexen Vektorraum
C(S1) mit seiner Skalarproduktnorm ‖ ‖2 und insbesondere gilt die Abschätzung∑
|cν |2 < ∞. Da h reellwertig ist, haben wir c−ν = cν und können unsere Dar-

stellung von h|S1 umschreiben zu

h = c0 +
∞∑
ν=1

cνz
ν + cνz

ν

Hierbei ist wieder die Summierbarkeit im komplexen Vektorraum C(S1) mit sei-
ner Skalarproduktnorm ‖ ‖2 gemeint. Da die cν beschränkt sind, liefert die Po-
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tenzreihe

F (z) = c0 +
∞∑
ν=1

2cνz
ν

eine holomorphe Funktion auf der offenen Einheitskreisscheibe. Unter der Vor-
aussetzung, daß diese Potenzreihe einen Konvergenzradius > 1 hat, gilt für die
Partialsummen Fn = c0 +

∑n
ν=1 2cνz

ν sowohl Fn → F gleichmäßig auf S1 und
erst recht ReFn → ReF gleichmäßig auf S1, als auch ReFn → h im quadrati-
schen Mittel auf S1, woraus sofort folgt ReF = h erst auf S1 und dann wegen
14.5.1.7 auf der ganzen Einheitskreisscheibe D und wir haben unsere harmoni-
sche Funktion wie gewünscht als Realteil einer holomorphen Funktion geschrie-
ben. Das gilt insbesondere für alle hmit nur endlich vielen von Null verschiedenen
Fourierkoeffizienten, die sogenannten „trigonometrischen Polynome“. Hier ist ein
Film über die Argumentation bis zu dieser Stelle. Um auch ohne die Vorausset-
zung, daß unsere Potenzreihe einen Konvergenzradius > 1 hat, die Gleichheit
ReF = h auf der offenen Einheitskreisscheibe D◦ zu zeigen, müssen wir feiner
argumentieren. Die Fourierkoeffizienten cν sind ja nach 11.3.3.2 gegeben als

cν =
1

2π

∫ 2π

0

h(eit) e−iνt dt

Wir können also unsere Funktion F für |z| < 1 nach Vertauschen eines gleich-
mäßigen Grenzwerts mit dem Integral auch schreiben in der Gestalt

F (z) =
1

2π

∫ 2π

0

h(eit)

(
1 + 2

∞∑
ν=1

e−iνt zν

)
dt

Beim Ausdruck in Klammern ziehen wir einen Faktor e−it z aus der Summe, die
dadurch zu einer geometrischen Reihe wird, und erhalten

1 + 2
∞∑
ν=1

e−iνt zν = 1 +
2 e−it z

1− e−it z
=

1 + e−it z

1− e−it z
=

eit +z

eit−z

So ergibt sich schließlich für die durch unsere Potenzreihe erklärte Funktion die
Darstellung

F (z) =
1

2π

∫ 2π

0

h(eit)
eit +z

eit−z
dt

Wir zeigen im anschließenden Satz, daß für jede stetige Funktion h : S1 → R der
Realteil der durch diese Formel gegebenen Funktion F (z) für z ∈ D◦ eine stetige
Fortsetzung von h auf die ganze abgeschlossene Einheitskreisscheibe liefert.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/poisson1.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/poisson1.mp4
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Satz* 14.5.1.13 (Poisson-Transformation). Jede stetige reellwertige Funktion
auf dem Einheitskreis h : S1 → R läßt sich auf genau eine Weise zu einer stetigen
Funktion auf der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe D fortsetzen, die auf der
offenen Einheitskreisscheibe D◦ harmonisch ist, und diese Fortsetzung wird für
alle z ∈ D◦ gegeben durch die Formel

h(z) =
1

2π

∫ 2π

0

h(eit) Re

(
eit +z

eit−z

)
dt

14.5.1.14. Hier ist ein Film über die Poisson-Transformation. Anschaulich mag
man sich die Funktion h als eine fest vorgegebene Temperaturverteilung auf dem
Rand der Einheitskreisscheibe denken, die dann eine unter diesen Randbedin-
gungen stabile Temperaturverteilung auf der ganzen Einheitskreisscheibe erzeugt.
Der zweite Faktor unter dem Integral heißt der Poisson-Kern. Mit eit = w wird
er dargestellt durch

P (w, z) = Re

(
w + z

w − z

)
für w ∈ S1 und z ∈ C mit z 6= w. Bei festem w verschwindet dieser Realteil für
alle z ∈ S1 mit z 6= w, denn wir haben dann

w + z

w − z
=
z−1 + w−1

z−1 − w−1
=
z̄ + w̄

z̄ − w̄

als da heißt, das komplex Konjugierte unseres Bruches ist gerade das Negative un-
seres Bruches. Lassen wir aber z aus dem Inneren der Einheitskreisscheibe radial
gegen w laufen, also z = λw mit λ↗ 1 für λ ∈ R, so erhalten wir

P (w, λw) =
λ+ 1

λ− 1
→∞

Anschaulich mag man für festes w ∈ S1 die Funktion z 7→ P (w, z) auf der offe-
nen Einheitskreisscheibe verstehen als diejenige geeignet normalisierte Wärme-
verteilung, die sich einstellt, wenn man „den Punkt w sehr heiß macht und den
ganzen übrigen Rand S1 auf Temperatur Null hält“. Die Niveaulinien dieser Funk-
tion sind übrigends Kreise, die den Einheitskreis in w berühren, wie zum Beispiel
aus der in 5.2.5.1 diskutierten „Möbius-Geometrie“ folgt.

Beweis mit Stone-Weierstraß. Hier ist ein Film zum Beweis des Satzes über die
Poisson-Transformation. Bezeichne ĥ : D → R die Funktion, die auf dem Ein-
heitskreis h selbst ist und auf dem Inneren de Einheitskreisscheibe durch die For-
mel aus unserem Satz gegeben wird. Wir sind fertig, sobald wir zeigen können,
daß ĥ auf der ganzen abgeschlossenen Einheitskreisscheibe stetig ist. Wir wissen

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/poisson2.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/poisson3.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/poisson3.mp4
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Einige Niveaulinien der Poissonverteilung z 7→ P (1, z) = Re((1 + z)/(1− z))
zu w = 1. Sie sollten eigentlich Kreislinien sein und sind nur aufgrund meiner
zeichnerischen Schwäche etwas eiförmig geraten. Anschaulich mag man für

festes w ∈ S1 die Funktion z 7→ P (w, z) auf der offenen Einheitskreisscheibe
verstehen als diejenige geeignet normalisierte Wärmeverteilung, die sich

einstellt, wenn man „den Punkt w sehr heiß macht und den ganzen übrigen Rand
S1 auf Temperatur Null hält“. Die Niveaulinien dieser Funktion sind die hier

gezeichneten Kreise, die den Einheitskreis in w berühren, wie zum Beispiel aus
der in 5.2.5.1 diskutierten „Möbius-Geometrie“ folgt.
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bereits aus dem vorhergehenden, daß das gilt, wenn h ein trigonometrisches Poly-
nom ist, wenn also in anderen Worten die Fourierreihe von h nur höchstens end-
lich viele von Null verschiedene Terme hat. Insbesondere gilt unser Satz für die
konstante Funktion h = 1. Das hinwiederum liefert für beliebiges h und |z| < 1
sofort die Abschätzung ĥ(z) ≤ sup(h(S1)) und dann auch

‖ĥ‖∞ ≤ ‖h‖∞

Hier gilt ist die Supremumsnorm links für die nicht notwendig stetige aber doch
betragsmäßig beschränkte Funktion ĥ : D → R immer noch sinnvoll definiert
und rückblickend gilt natürlich sogar Gleichheit, aber das ist für uns nicht von
Belang. Nun können wir ein beliebiges hmithilfe von 11.3.2.16 als gleichmäßigen
Grenzwert hn → h einer Folge von trigonometrischen Polynomen hn schreiben.
Daraus wird mit unserer Konstruktion ein gleichmäßiger Grenzwert ĥn → ĥ von
Funktionen auf der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe, und da alle ĥn stetig
sind, muß dann auch ĥ stetig sein.

Übungen

Übung 14.5.1.15. Man zeige durch direkte Abschätzungen, daß eine stetige Funk-
tion auf dem Einheitskreis durch ihre Poisson-Transformierte stetig auf die ganze
Einheitskreisscheibe fortgesetzt wird. Dies Argument hat den Vorteil, daß es sich
ohne Schwierigkeiten auf höhere Dimensionen verallgemeinern läßt. Im Übrigen
verallgemeinern sich alle hier für harmonische Funktionen bewiesenen Aussagen
ziemlich direkt auf den Fall harmonischer Funktionen auf offenen Teilmengen
eines beliebigen Rn.

Übung 14.5.1.16. Man zeige, daß für U ⊂◦ C schleifenfüllend eine stetige kom-
plexwertige Funktion U → C harmonisch ist genau dann, wenn sie als Summe
einer holomorphen Funktion mit einer antiholomorphen Funktion dargestellt wer-
den kann.

14.5.2 Reihenentwicklung des Kotangens (30.6)
Satz 14.5.2.1 (Summe der (z − k)−1). Für alle nicht ganzen komplexen Zahlen
z ∈ C\Z gilt im Sinne absoluter Konvergenz

1

z
+
∞∑
k=1

(
1

z − k
+

1

z + k

)
= π cot(πz)

14.5.2.2. Hier ist ein Film zur Reihenentwicklung des Kotangens. Die Summe
der (z − k)−1 über alle ganzen k konvergiert nicht absolut, aber fassen wir wie

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/cot.mp4
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angedeutet vor dem Summieren jeweils gegenüberliegende Terme zusammen, so
entsteht eine absolut konvergente Reihe, die auf C\Z kompakt konvergiert. „Ver-
nünftiges“ anderes Zusammenzufassen von jeweils einem positiven und einem ne-
gativen Term liefert a posteriori dasselbe Ergebnis, der Kotangens ist ja periodisch
von der Periode π, aber a priori ist das nicht so klar. Formeln für die Summen der
(z − k)−a bei beliebigem ganzen a ≥ 1 gewinnen wir aus unserem Satz leicht
durch Ableiten. Allerdings stützt sich der hier gegebene Beweis von 14.5.2.1 auf
Proposition 14.5.2.5, die den Fall a = 2 beschreibt, so daß wir besagte Proposition
auf andere Weise herleiten müssen.
14.5.2.3. Zu diesem Beweis gibt es eine wunderbare Alternative, den „Herglotz-
Trick“. Mir gefällt aber das hier gegebene Argument mindestens ebensogut.

Beweis. Leiten wir beide Seiten der behaupteten Gleichung nach z ab, so ergibt
sich die Gleichung 14.5.2.5, die wir im Anschluß zeigen. Die Differenz beider
Seiten ist also eine Konstante. Da beide Seiten ungerade Funktionen von z sind,
ist diese Konstante Null.

14.5.2.4. Unter dem Hauptteil einer meromorphen Funktion an einer gegebenen
Stelle versteht man wie in 14.4.1.12 die Summe derjenigen Terme ihrer Laurent-
entwicklung an besagter Stelle, die dort einen Pol haben. Haben zwei meromorphe
Funktionen an einer gegebenen Stelle denselben Hauptteil, so ist ihre Differenz
dort natürlich holomorph.

Proposition 14.5.2.5 (Summe der (z − k)−2). Für alle nicht ganzen komplexen
Zahlen z ∈ C\Z gilt im Sinne absoluter Konvergenz∑

k∈Z

1

(z − k)2
=
( π

sin πz

)2

Vorschau 14.5.2.6. Summiert man nur über die nichtpositiven k, so erhält man die
zweite Ableitung des Logarithmus der Γ-Funktion, vergleiche 14.5.4.9.

Beweis. Hier ist ein Film zu diesem Beweis. Die Summe auf der linken Seite
konvergiert offenbar unabhängig von der Reihenfolge der Summanden kompakt
gegen eine Grenzfunktion, die meromorph ist auf ganz C mit Polen an allen gan-
zen Zahlen k ∈ Z und mit den Hauptteilen (z − k)−2 an diesen Polen. Die
rechte Seite hat nun jedoch dieselben Polstellen mit denselben Hauptteilen. Die
Differenz beider Seiten ist folglich ein holomorphe Funktion δ : C → C mit
δ(z + 1) = δ(z) ∀z ∈ C. Wir lassen nun im Streifen 0 ≤ Re z ≤ 1 den Ima-
ginärteil von z sehr groß oder sehr klein werden und behaupten, daß beide Seiten
unserer Gleichung und erst recht ihre Differenz δ gegen Null streben, und zwar
gleichmäßig im Realteil von z, in Formeln

lim
|Im(z)|→∞

δ(z) = 0

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/sin2.mp4
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Damit ist dann ihre Differenz δ beschränkt, nach Liouville 14.3.1.6 also konstant,
also Null. Es bleibt damit nur, diese Behauptung zu zeigen. Sie lohnt nur für die
linke Seite einen Beweis. Für z in unserem Streifen mit | Im(z)| ≥ n schätzen wir
dazu die Terme unserer Summe mit−n ≤ k ≤ n+1 jeweils ab durch 1/n2, so daß
sie alle zusammen höchstens (2n + 2)/n2 beitragen. Die übrigen Terme können
jeweils abgeschätzt werden durch 1/k2, und da die Summe der inversen Quadrate
aller natürlichen Zahlen ≥ 1 konvergiert, muß die Summe dieser übrigen Terme
bei hinreichend großem n auch beliebig klein werden.

Korollar 14.5.2.7 (Einige Werte der Riemann’schen ζ-Funktion). An den po-
sitiven geraden ganzzahligen Stellen ist der Wert der Riemann’schen ζ-Funktion
ein rationales Vielfaches der entsprechenden Potenz der Kreiszahl π. Für alle na-
türlichen Zahlen n ≥ 1 gilt also in Formeln∑

k≥1

k−2n ∈ Qπ2n

Ergänzung 14.5.2.8. Für die Summe ζ(u) der ungeraden Potenzen k−u für ungera-
des natürliches u, die sogenannten „ungeraden ζ-Werte“, ist derzeit (2021) meines
Wissens keine Aussage dieser Art bekannt. Vermutet wird, daß die reellen Zah-
len π, ζ(3), ζ(5), ζ(7), . . . algebraisch unabhängig sind überQ. Apéry hat gezeigt,
daß ζ(3) irrational ist. Bekannt ist weiter, daß unendlich viele ungerade ζ-Werte
irrational sind, und daß von den vier ungeraden ζ-Werten ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11)
mindestens einer irrational ist.

Beweis. Hier ist ein Film zur diesem Beweis. Multiplizieren wir die Reihenent-
wicklung des Kotangens 14.5.2.1 mit z, so erhalten wir

πz cot(πz) = 1 + z
∞∑
k=1

(
1

z − k
+

1

z + k

)
im Sinne der kompakten Konvergenz, erst auf C\Z, aber dann sehr leicht auch auf
(C\Z)∪ {0}. Sicher sind beide Seiten gerade Funktionen von z. Leiten wir beide
Seiten 2n-mal ab und werten bei z = 0 aus, so ergibt sich, da wir ja nach 14.3.2.6
Grenzwert und Ableitung vertauschen dürfen, für n ≥ 1 die Formel

d2n

dz2n

∣∣∣∣
z=0

πz cot(πz) = 2n
∞∑
k=1

2
−(2n− 1)!

k2n

Diese Formel drückt den Wert der Riemann’schen ζ-Funktion an allen positiven
geraden natürlichen Zahlen aus in den Laurentkoeffizienten des Kotangens. Nun
ergibt sich die Laurentreihe des Kotangens durch Multiplikation und Inversen-
bildung aus den Taylorreihen von Sinus und Cosinus und hat nach elementaren
Überlegungen insbesondere stets rationale Koeffizienten. Das Korollar folgt.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/zetawerte.mp4
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14.5.2.9. Um die Werte der ζ-Funktion an den geraden positiven ganzen Zahlen
explizit zu berechnen, beachte man

cot z = i
eiz + e−iz

eiz − e−iz
= i +

2i e−iz

eiz − e−iz
= i +

2i

e2iz −1

Die Bernoulli-Zahlen B2,B4, . . . sind nun definiert als die höheren Ableitungen
von z/(ez −1) am Ursprung, in Formeln

B2n :=
d2n

dz2n

∣∣∣∣
z=0

(
z

ez −1

)
Sie sind natürlich rational und lassen sich induktiv berechnen, indem man die
wohlbekannte Taylorreihe von (ez −1)/z formal invertiert. Der Kotangens ist un-
gerade, so daß die höheren Ableitungen ungerader Ordnung bei Null verschwin-
den. Vermittels dieser Zahlen lassen sich dann die Werte der Riemann’schen ζ-
Funktion an den positiven geraden ganzen Zahlen nach dem Vorhergehenden und
elementarer Rechnung, die dem Leser zur Übung überlassen sei, ausdrücken in
der Gestalt

ζ(2n) = (−1)n+1 22n−1

(2n)!
B2nπ

2n

Vorschau 14.5.2.10. Will man Bernoulli-Zahlen für beliebige Indizes erklären, so
setzt man besser

Bk :=
dk

dzk

∣∣∣∣
z=0

(
z

1− e−z

)
Diese Zahlen sind dann Null für ungerades k > 1 und stimmen mit unseren
Bernoulli-Zahlen von oben überein für gerades k und haben den Vorteil, daß die
Funktionalgleichung der Riemann’schen ζ-Funktion für sie die wunderbare For-
mel Bk = −kζ(1−k) liefert, die mit der gebührenden Vorsicht interpretiert sogar
für k = 0 gilt.

Übungen

Übung 14.5.2.11 (Alternierende Summe der (z − k)−1). Für alle nicht ganzen
komplexen Zahlen z ∈ C\Z gilt

1

z
+
∞∑
k=1

(−1)k
(

1

z − k
+

1

z + k

)
=

π

sin(πz)

Hinweis: Man addiere die alternierende und die nicht alternierende Summe.
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Übung 14.5.2.12. Man zeige für alle natürlichen Zahlen n ≥ 0 die Relation∑
k≥0

(−1)k(2k + 1)−2n−1 ∈ Qπ2n+1

Hinweis: Den Fall n = 0 hatten wir bereits in 10.5.4.14 behandelt. Für den all-
gemeinen Fall leite man die Identität 14.5.2.11 ab und werte bei z = 1/2 aus.
Speziell zeige man im Fall n = 1 die Formel

1− 1

33
+

1

53
− 1

73
+ . . . =

π3

32

14.5.3 Produktentwicklung des Sinus (30.6)
Satz 14.5.3.1 (Produktentwicklung des Sinus). Der Sinus läßt sich im Sinne
der kompakten Konvergenz der partiellen Produkte darstellen als das unendliche
Produkt

sinπz = πz
∞∏
k=1

(
1− z

k

)(
1 +

z

k

)
Beweis. Hier ist ein Film über die Herleitung Produktentwicklung des Sinus, auf-
bauend auf unseren allgemeinen Erkenntnissen zu Produktentwicklungen 14.5.3.3
folgende, mit denen man daf"ur vertraut sein sollte. Nach 14.5.3.5 konvergieren
auf der rechten Seite die Partialprodukte kompakt gegen eine Grenzfunktion und
wenn wir den k-ten Faktor weglassen, hat diese Grenzfunktion immer noch nach
14.5.3.5 keine Nullstelle bei±k. Als Grenzfunktion unter kompakter Konvergenz
einer Folge holomorpher Funktionen ist unsere Genzfunktion nach 14.3.2.6 wie-
der holomorph und hat nach dem vorhergehenden einfache Nullstellen an allen
ganzen Zahlen und keinen weiteren Nullstellen. Ihr Quotient nach sin πz ist nach
dem gleich anschließenden Lemma 14.5.3.6 also von der Gestalt exp(h(z)) für
h : C→ C holomorph. Dann bilden wir auf beiden Seiten die logarithmische Ab-
leitung im Sinne von 14.1.2.20. Sie vertauscht auf C\Z mit dem Grenzübergang,
weil ja wieder nach 14.3.2.6 die Ableitungen einer kompakt konvergenten Folge
holomorpher Funktionen auch wieder kompakt gegen die Ableitung der Grenz-
funktion konvergieren. Wir finden mit unserer Formel 14.5.2.5 für die Summe der
(z − k)−2, daß h konstant ist. Teilen wir nun beide Seiten durch z und setzen
z = 0, so erkennen wir, daß h sogar identisch verschwinden muß.

14.5.3.2. Setzen wir in der Produktentwicklung des Sinus 14.5.3.1 speziell z =
1/2, so ergibt sich die Wallis’sche Produktformel

π

2
= lim

n→∞

2 · 2
1 · 3

· 4 · 4
3 · 5
· · · (2n)(2n)

(2n− 1)(2n+ 1)

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/sin.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/sin.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/sin.mp4
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Satz 14.5.3.3 (Produktentwicklung). Seien X eine Menge und fν : X → C
Funktionen derart, daß die Folge der Partialsummen

∑n
ν=1 |fν(x) − 1| gleich-

mäßig gegen eine beschränkte Funktion konvergiert. So konvergiert auch die Fol-
ge der Partialprodukte

∏n
ν=1 fν(x) gleichmäßig gegen eine beschränkte Funktion

X → C, die wir

x 7→
∞∏
ν=1

fν(x)

notieren und deren Nullstellen genau die Stellen x ∈ X sind, an denen einer der
Faktoren verschwindet. Darüber hinaus ist dann der Grenzwert der Partialpro-
dukte unabhängig von der Reihenfolge der Faktoren.

14.5.3.4. Sind in der Situation aus 14.5.3.3 zusätzlich alle unsere Funktionen fν
von Null weg beschränkt, liegt also die Null nicht im Abschluß ihres Wertebe-
reichs, so konvergiert mit

∑n
ν=1 |fν(x)−1| auch

∑n
ν=1 |(fν(x))−1−1| für n→∞

gleichmäßig gegen eine beschränkte Funktion. In der Tat zeigt man für z hinrei-
chend nah bei 1 leicht die Abschätzung |z−1 − 1| ≤ 2|z − 1|. Sind alle unsere
Funktionen fν von Null weg beschränkt, so können wir unseren Satz mithin auch
auf die Funktionen f−1

ν anwenden.

14.5.3.5. Ist X ein metrischer oder allgemeiner ein topologischer Raum und sind
die fν stetig und konvergiert die Folge der Partialsummen

∑n
ν=1 |fν(x)− 1| kom-

pakt, so konvergiert auch die Folge der Partialprodukte
∏n

ν=1 fν(x) kompakt. Um
das zu zeigen, brauchen wir nur 14.5.3.3 auf die Einschränkungen unserer Funk-
tionen auf Kompakta anzuwenden. Haben in dieser Situation unsere Funktionen
fν keine Nullstellen, so erfüllen auch die f−1

ν unsere Bedingungen und auch die
Folge der Partialprodukte

∏n
ν=1 fν(x) konvergiert kompakt. Um das zu zeigen,

brauchen wir nur 14.5.3.4 auf die Einschränkungen unserer Funktionen auf Kom-
pakta anzuwenden.

Beweis. Hier ist ein Film über allgemeine Produktentwicklungen. Ableiten liefert
für den Hauptzweig des Logarithmus die Formel

lim
z→0

log(1 + z)

z
= 1

Es gibt also d ∈ (0, 1) derart, daß aus |z| < d folgt | log(1 + z)| ≤ 3|z|/2 und
daß ebenso aus |z − 1| < d folgt | log(z)| ≤ 3|z − 1|/2. Nun gibt es sicher ein N
mit

∑∞
ν=N |fν(x) − 1| ≤ d für alle x ∈ X . Für ν ≥ N sind dann alle log(fν(x))

wohldefiniert und nach unserer Abschätzung und dem Majorantenkriterium muß
auch die Folge der Funktionen

∑n
ν=N log ◦fν gleichmäßig konvergieren gegen

eine betragsmäßig beschränkte Grenzfunktion L : X → C. Wenden wir exp
an und beachten, daß exp auf jedem Kompaktum in C gleichmäßig stetig ist, so

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/produkte.mp4
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folgt die gleichmäßige Konvergenz der partiellen Produkte
∏n

ν=N fν gegen eine
beschränkte Funktion X → C ohne Nullstelle, nämlich gegen exp ◦L. Der Satz
folgt, da wieder nach unserer Annahme die Faktoren mit 1 ≤ ν < N und da-
mit auch ihr Produkt betragsmäßig beschränkt sind und das Produkt mit ihnen
deshalb nicht die gleichmäßige Konvergenz zerstören kann. Die Unabhängigkeit
des unendlichen Produkts von der Reihenfolge der Faktoren folgt leicht aus dem
Umordnungssatz für Reihen 10.4.1.21.

Lemma 14.5.3.6 (Logarithmen von Funktionen). Gegeben U ⊂◦ C schleifen-
füllend und f : U → C holomorph ohne Nullstelle gibt es h : U → C holomorph
mit f(z) = exph(z) für alle z ∈ U .

Beweis. Hier ist ein Film über Logarithmen von Funktionen ohne Nullstelle mit
schleifenfüllendem Definitionsbereich. Wenn h unsere Funktion ist, so könnten
wir ja lokal immer schreiben h = log ◦f mit irgendeinem Zweig des Logarith-
mus und es folgt h′ = f ′/f . Ein guter Ansatz ist also h = g + c für g eine
Stammfunktion von f ′/f . Nach 14.2.3.11 hat nun die holomorphe Funktion f ′/f
in der Tat eine Stammfunktion g auf U . Ableiten zeigt nach kurzer Rechnung, daß
(exp ◦g)/f konstant sein muß. Wir können also in der Tat h = c + g nehmen für
eine geeignete Konstante c ∈ C.

Beweis mit Überlagerungstheorie. Ich will auch noch einen alternativen Beweis
mit den Mitteln der Topologie geben, der mir besser gefällt, der aber den Rahmen
dieser Vorlesung sprengt. Die Exponentialabbildung exp : C → C× ist im Sin-
ne von 16.3.1.2 eine surjektive Überlagerung. Gegeben ein überlagerungstrivialer
topologischer Raum U und eine stetige Abbildung f : U → C× gibt es nach Satz
16.3.4.13 über das Liften bei überlagerungstrivialem Definitionsbereich eine steti-
ge Abbildung f̃ : U → C mit exp ◦f̃ = f . Ist speziell U ⊂◦ C zusammenhängend
und schleifenfüllend, so ist es auch überlagerungstrivial nach ??. Ist zusätzlich
f : U → C× holomorph, so folgt aus der lokalen Umkehrbarkeit von exp, daß
auch f̃ holomorph sein muß.

Übungen

Übung 14.5.3.7 (Wurzeln aus holomorphen Funktionen). Für jede holomorphe
Funktion f ohne Nullstellen mit schleifenfüllendem Definitionsbereich und jedes
n ≥ 1 gibt es eine holomorphe Funktion g mit demselben Definitionsbereich und
mit der Eigenschaft g(z)n = f(z) für alle Punkte z aus dem Definitionsbereich.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/logf.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/logf.mp4
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14.5.4 Gammafunktion (5.7)
Satz 14.5.4.1. Es gibt genau eine meromorphe Funktion Γ : C → P1C derart,
daß für alle z ∈ C mit Re z > 0 gilt

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−t tz−1 dt

Sie heißt die Gammafunktion und hat die Werte Γ(n + 1) = n! für alle na-
türlichen Zahlen n ∈ N. Im Körper der meromorphen Funktionen auf C gilt
die Funktionalgleichung Γ(z + 1) = zΓ(z). Unsere Gammafunktion ist auf
C\{0,−1,−2, . . .} holomorph und hat für n ∈ N bei z = −n jeweils eine einfa-
che Polstelle mit (−1)n/n! als Residuum.

14.5.4.2. Ich will zumindest zwei Gründe dafür angeben, warum diese Funktion
von Bedeutung ist: Erstens tritt sie in der Funktionalgleichung der Riemann’schen
ζ-Funktion 14.6.1.8 auf, und zweitens führt sie zu Abschätzungen von n!, die in
der Wahrscheinlichkeitstheorie nützlich sind.

Beweis. Hier ist ein Film über diesen Beweis. Die obere Abschätzung des Abso-
lutbetrags des Integranden durch ta−1 für Re z ≥ a zeigt, daß die Folge der nach
14.1.3.15 holomorphen Funktion

Fn(z) =

∫ 1

1/n

e−t tz−1 dt

für Re z > 0 kompakt konvergiert gegen eine nach 14.3.2.6 holomorphe Grenz-
funktion auf der offenen rechten Halbebene. Die Abschätzung et t−a ≥ t2/(a+2)!
für a ∈ N und t > 0 liefert | e−t tz−1| ≤ (a + 2)! t−2 für Re z < a + 1 und zeigt,
daß die Folge von holomorphen Funktionen

Gn(z) =

∫ n

1

e−t tz−1 dt

für Re z > 0 kompakt konvergiert gegen eine holomorphe Grenzfunktion auf
der offenen rechten Halbebene. In diesem Sinne liefert also das Integral aus dem
Satz eine holomorphe Funktion auf der offenen rechten Halbebene. Für Re z > 0
erhalten wir mit partieller Integration 14.1.3.16 sogar

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

e−t tz dt = − e−t tz
∣∣∣∣∞
0

+ z

∫ ∞
0

e−t tz−1 dt = zΓ(z)

Hier habe ich darauf verzichtet, wirklich korrekt erst nach dem partiellen Integrie-
ren den Grenzübergang zu vollziehen. Diese Formel können wir für Re(z) > 1

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/gamma.mp4
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auch umschreiben zu Γ(z−1) = Γ(z)/(z−1) und sie liefert uns dann eine mero-
morphe Fortsetzung unserer Gammafunktion erst auf die Halbebene Re z > −1,
dann auf die Halbebene Re z > −2 und so nach und nach auf ganz C. Offensicht-
lich gilt Γ(1) = 1 = 0! und Iteration mit der Funktionalgleichung Γ(z + 1) =
zΓ(z) liefert dann sofort Γ(n + 1) = n! für alle n ∈ N. Eine Iteration der Funk-
tionalgleichung liefert auch sofort Γ(z + n + 1) = (z + n)(z + n − 1) . . . zΓ(z)
alias

Γ(z) = (z + n)−1(z + n− 1)−1 . . . z−1Γ(z + n+ 1)

Das aber ist ein Produkt von (z + n)−1 mit einer Funktion, die bei z = −n holo-
morph ist und die dort den Wert (−1)n/n! annimmt.

Satz 14.5.4.3 (Gauss’sche Formel). Auf dem Komplement der nichtpositiven gan-
zen Zahlen in der komplexen Zahlenebene gilt im Sinne kompakter Konvergenz

Γ(z) = lim
n→∞

n! nz

z(z + 1) . . . (z + n)

Satz 14.5.4.4 (Produktentwicklung der Gammafunktion). Im Sinne der kom-
pakten Konvergenz der Partialprodukte auf dem Komplement der nichtpositiven
ganzen Zahlen gilt mit der Abkürzung γ = limn→∞(

∑n
k=1

1
k
− log n) die Formel

Γ(z) =
e−γz

z

∞∏
k=1

(
1 +

z

k

)−1

ez/k

14.5.4.5. Insbesondere hat die Γ-Funktion keine Nullstellen. Aus den Produkt-
entwicklungen der Gammafunktion 14.5.4.4 und des Sinus 14.5.3.1 sowie der
Funktionalgleichung Γ(1 − z) = −zΓ(−z) der Gammafunktion folgt sofort die
Gleichheit von meromorphen Funktionen

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin πz

und insbesondere die Identität Γ(1/2) =
√
π. Man nennt die erste Identität auch

die Spiegelungsformel. Das ist die Identität, auf die es uns eigentlich ankommt.
Ich erwarte nicht, daß Sie die Gauß’sche Formel oder die Produktentwicklung
der Gammafunktion und ihre Beweise auswendig lernen oder in einer Prüfung
reproduzieren können.

14.5.4.6. Um zu sehen, daß der Grenzwert γ existiert, interpretieren wir diese
Folge als Eins plus die Differenz zwischen einer geeigneten Untersumme und
dem Integral der Funktion x 7→ 1/x auf [1, n]. Diese Differenzen sind dann of-
fensichtlich beschränkt durch Eins. So sehen wir auch γ > 0. Unser γ heißt die
Euler-Konstante oder auch Euler-Mascheroni-Konstante.
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Beweis der beiden Sätze. (1) Wir prüfen zunächst den ersten Satz im Fall Re z >
1. Man geht aus von der Identität∫ n

0

(
1− t

n

)n
tz−1 dt =

∫ n

0

n! tz+n−1 dt

nnz(z + 1) . . . (z + n− 1)
=

n! nz

z(z + 1) . . . (z + n)

Man prüft sie leicht durch partielle Integration. Es gilt damit nur noch zu zeigen,
daß die linke Seite für Re z > 1 gegen Γ(z) strebt. Man kann das mit elemen-
taren Methoden unschwer sehen, vergleiche zum Beispiel [Con78]. Es folgt aber
auch direkt aus dem Satz von Lebesgue über das Vertauschen von Integralen und
punktweiser monotoner Konvergenz 13.1.5.12, wenn wir für alle t ∈ [0, n) die
Abschätzungen (

1− t

n+ 1

)n+1

≥
(

1− t

n

)n
nachweisen. Dazu nehmen wir auf beiden Seiten den Logarithmus und müssen
zeigen, daß für t ∈ [0, n) die Funktion x 7→ x log(1 − t

x
) monoton wächst auf

[n,∞). Ihre Ableitung ergibt sich zu

log

(
1− t

x

)
+
t

x

(
1− t

x

)−1

und es reicht folglich zu zeigen, daß die Funktion y 7→ log(1 − y) + y(1 − y)−1

nichtnegativ ist für y ∈ [0, 1). Bei y = 0 nimmt diese Funktion jedoch den Wert
Null an und ihre Ableitung

−1

1− y
+

(1− y) + y

(1− y)2
=

y

(1− y)2

wird auf [0, 1) nicht negativ.

(2) Als nächstes prüfen wir, daß das unendliche Produkt aus dem zweiten Satz in
den in 14.5.3.3 vorgegebenen Rahmen fällt, daß also die Partialsummen der Reihe

∞∑
k=1

∣∣∣(e−z/k
(

1 +
z

k

))
− 1
∣∣∣

kompakt konvergieren. Dazu beachten wir, daß nach der Potenzreihenentwicklung
der Exponentialfunktion gilt

1 + t− et = t2f(t)

für eine holomorphe Funktion f : C → C. Wählen wir also ein Kompaktum
K ⊂ C, so finden wir eine Konstante C ∈ R mit

|1 + (z/k)− ez/k | ≤ C/k2



14.5. VERSCHIEDENE WEITERFÜHRENDE RESULTATE 2447

für alle z ∈ K und alle natürlichen Zahlen k ≥ 1, und für das Produkt der lin-
ken Seite mit | e−z/k | gilt offensichtlich eine Abschätzung derselben Gestalt, nur
möglicherweise mit größerem C. Nun zeigt 14.5.3.3, daß die Formel im Satz ei-
ne meromorphe Funktion g : C → C definiert mit einfachen Polstellen an allen
nichtpositiven ganzen Zahlen und keinen weiteren Pol- oder Nullstellen.

(3) Als letztes prüfen wir, daß die Partialprodukte Γn in unserer Produktentwick-
lung im zweiten Satz bis auf einen kompakt gegen die konstante Funktion Eins
konvergierenden Korrekturterm genau die Glieder unserer Funktionenfolge aus
dem ersten Satz sind. Formen wir in der Tat die Partialprodukte etwas um, so
ergibt sich

Γn(z) = e−γz z−1
∏n

ν=1

(
ν+z
ν

)−1
ez/ν

= e−γz n!
z(z+1)...(z+n)

exp
((∑n

ν=1
1
ν

)
z
)

= n! nz

z(z+1)...(z+n)
exp

((∑n
ν=1

1
ν
− log(n)− γ

)
z
)

Der letzte Faktor strebt nun für n → ∞ kompakt gegen 1, womit beide Sätze
bewiesen wären.

Übungen

Ergänzende Übung 14.5.4.7. Für komplexe x, y ∈ C mit positivem Realteil defi-
niert man die Euler’sche Betafunktion als das Integral

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt

Man zeige die Identität B(x, y) = Γ(x)Γ(y)/Γ(x+y). Hinweis: Per definitionem
gilt Γ(x) =

∫∞
0
ax−1e−a da, Γ(y) =

∫∞
0
by−1e−b db, Γ(x+y) =

∫∞
0
sx+y−1e−s ds.

Man zeige B(x, y)Γ(x + y) = Γ(x)Γ(y) mithilfe des Satzes von Fubini und der
Substitution s = a+ b, t = a/(a+ b).

Übung 14.5.4.8. Man zeige Γ′(1) = γ mit der Euler-Konstante γ aus 14.5.4.4.
Hinweis: Man mag von der Gauß’schen Formel 14.5.4.3 ausgehen.

Übung 14.5.4.9. Man zeige

d2

dz2
log Γ(z) =

∞∑
k=0

1

(z + k)2

für z 6= 0,−1,−2, . . . Hinweis: Man mag von der Produktentwicklung 14.5.4.4
ausgehen.
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Übung 14.5.4.10. Man zeige die Legendre’sche Verdopplungsformel

Γ(2z) = Γ(z)Γ(z + (1/2)) 22z−1/
√
π

Hinweis: Man mag von Übung 14.5.4.9 ausgehen um zu zeigen, daß die Funktion
Γ(z)Γ(z + (1/2))/Γ(2z) von d2

dz2 log zu Null gemacht wird, so daß der Logarith-
mus log(Γ(2z)/Γ(z)Γ(z + (1/2))) = az + b ein Polynom vom Grad Eins sein
muß. Durch Einsetzen geeigneter Werte bestimmt man dann a und b.

14.5.5 Riemann’scher Abbildungssatz (7.7)

Satz 14.5.5.1 (Riemann’scher Abbildungssatz). Jede zusammenhängende schlei-
fenfüllende echte offene Teilmenge der komplexen Zahlenebene C läßt sich biho-
lomorph mit der offenen Einheitskreisscheibe identifizieren.

14.5.5.2. Der Beweis dieses Satzes wird den ganzen Abschnitt füllen. Wir geben
ihn nach einigen Vorbereitungen im Anschluß an 14.5.5.8. Unter einer biholo-
morphen Identifikation von zwei offenen Teilmengen U, V der komplexen Zah-
lenebene verstehen wir eine biholomorphe Einbettung f : U ↪→ Cmit f(U) = V .
Dann ist auch die Umkehrabbildung eine biholomorphe Identifikation f−1 : V

∼→
U .

14.5.5.3. Die Bedingung, eine echte Teilmenge zu sein, schließt den Fall aus, daß
unsere offene Teilmenge die ganze komplexe Zahlenebene ist. In der Tat ist die-
se nicht biholomorph zur offenen Einheitskreisscheibe, denn es gibt darauf keine
nichtkonstanten beschränkten holomorphen Funktionen. Der Fall der leeren Men-
ge wird durch die Bedingung ausgeschlossen, daß unsere Teilmenge zusammen-
hängend sein soll.

Vorschau 14.5.5.4 (Der große Riemann’sche Abbildungssatz). Die tiefere Be-
deutung des obigen Satzes wird erst klar im Lichte des sogenannten „großen Rie-
mann’schen Abbildungssatzes“, der besagt, daß es bis auf biholomorphen Isomor-
phismus genau drei zusammenhängende schleifenfüllende „Riemann’sche Flächen“
gibt: Die Riemann’sche Zahlenkugel P1C, die komplexe Zahlenebene C und die
offene Einheitskreisscheibe E. Man findet einen Beweis zum Beispiel in [For77].

14.5.5.5. Seien U ⊂◦ C offen und fn : U → C eine Funktionenfolge. Wir nennen
unsere Folge betragsmäßig simultan beschränkt, wenn es ein R ∈ R gibt mit
|fn(x)| ≤ R für alle x ∈ U und alle n ∈ N. Wir nennen unsere Folge lokal
betragsmäßig simultan beschränkt, wenn jeder Punkt von U eine Umgebung
besitzt derart, daß unsere Folge auf besagter Umgebung betragsmäßig simultan
beschränkt ist.
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Satz 14.5.5.6 (Montel). Jede lokal betragsmäßig simultan beschränkte Folge von
holomorphen Funktionen fn : U → C auf einer offenen Teilmenge U ⊂◦ C besitzt
eine kompakt konvergente Teilfolge.

Vorschau 14.5.5.7 (Bezug zum Satz von Arzela-Ascoli). Man kann diesen Satz
verstehen als ein Korollar des Satzes von Arzela-Ascoli 15.4.6.4, wenn man be-
achtet, daß für jede Folge von holomorphen Funktionen mit lokal betragsmäßig
simultan beschränktem Wertebereich auch ihre Ableitungen lokal simultan be-
schränkt sind, etwa nach der ihrer Darstellung durch ein Integral aus dem Beweis
von 14.3.1.5. Wir geben hier jedoch einen eigenständigen Beweis, der im wesent-
lichen der Beweis von Arzela-Ascoli mit einigen in unserem Spezialfall mögli-
chen Vereinfachungen ist.

Beweis. Hier ist ein Film über diesen Beweis. Wir wählen eine dichte Folge
p0, p1, . . . in U . Mit Heine-Borel 11.2.1.10 finden wir eine Teilfolge f 0

n, bei der
die Funktionswerte bei p0 konvergieren. Von dieser finden wir eine Teilfolge f 1

n,
bei der die Funktionswerte auch bei p1 konvergieren. Von dieser hinwiederum fin-
den wir eine Teilfolge f 2

n, bei der die Funktionswerte auch bei p2 konvergieren. So
machen wir immer weiter. Die „diagonale“ Folge fnn konvergiert dann punktweise
an allen pi und ist damit kompakt konvergent nach Lemma 14.5.5.8, das wir im
Anschluß beweisen.

Lemma 14.5.5.8. Eine lokal simultan betragsmäßig beschränkte Folge von ho-
lomorphen Funktionen, die an allen Punkten einer dichten Teilmenge ihres ge-
meinsamen Definitionsbereichs punktweise konvergiert, konvergiert bereits kom-
pakt auf dem gesamten Definitionsbereich.

Beweis. Hier ist ein Film über diesen Beweis. Es reicht zu zeigen, daß unsere Fol-
ge fn auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe K aus dem gemeinsamen Definiti-
onsbereich gleichmäßig konvergiert. Nun kann jede solche abgeschlossene Kreis-
scheibe vergrößert werden zu einer echt größeren abgeschlossenen Kreisscheibe
L aus dem gemeinsamen Definitionsbereich, und mit der Integralformel für die
Ableitung aus dem Beweis von 14.3.1.5 folgt aus der simultanen Beschränktheit
der Funktionen unserer Folge auf dem Rand dieser größeren KreisscheibeL die si-
multane Beschränktheit ihrer Ableitungen auf unserer ursprünglichen Kreisschei-
beK, sagen wir durch eine Konstante c > 0. Aus dem Mittelwertsatz ?? folgt nun
|fn(x)− fn(y)| ≤ c|x− y| für alle x, y ∈ K. Wählen wir für vorgegebenes ε > 0
eine endliche Teilmenge E = Eε unserer dichten Teilmenge derart, daß die Kreis-
scheiben um x ∈ E mit Radius ε/2c bereits K überdecken, so überdecken die
Kreisscheiben um x ∈ E ∩K mit Radius ε/c auch bereits K und dann folgt aus
|fn(x)− fm(x)| ≤ ε ∀x ∈ E ∩K bereits |fn(y)− fm(y)| ≤ 3ε ∀y ∈ K. Für alle
ε > 0 gibt es also N ∈ N mit N ≤ m ≤ n⇒ |fn(y)− fm(y)| ≤ 3ε ∀y ∈ K.
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Beweis des Riemann’schen Abbildungssatzes 14.5.5.1. Sei G ⊂◦ C eine einfach
zusammenhängende echte offene Teilmenge. Wir gehen in drei Schritten vor.

(1) Hier ist ein Film über diesen Beweisteil. Wir zeigen zunächst, daß es eine
holomorphe Injektion von G in eine Kreisscheibe von endlichem Radius gibt. In
der Tat sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit 0 6∈ G. Nach 14.5.3.6 gibt es
dann auf G einen Zweig des Logarithmus, in Formeln f : G→ C holomorph mit
z = exp(f(z)) ∀z ∈ G und insbesondere ist f injektiv. Das Bild von f ist offen
und umfaßt folglich eine offene KreisscheibeD vom Radius kleinergleich π. Dann
hat es aber notwendig leeren Schnitt mit der um 2πi verschobenen Kreisscheibe
2πi + D. Durch Nachschalten einer Verschiebung finden wir also f1 : G ↪→ C
holomorph derart, daß f1(G) eine Kreisscheibe mit Zentrum im Ursprung nicht
trifft. Setzen wir dann f2(z) := f1(z)−1, so ist in der Tat f2 eine Einbettung von
G in eine Kreisscheibe von endlichem Radius mit Zentrum im Ursprung.

(2) Hier ist ein Film über diesen Beweisteil. Nach dem ersten Schritt können wir
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß unser G den Nullpunkt
enthält und in der offenen Einheitskreisscheibe E enthalten ist. Wir behaupten
nun, daß es unter allen holomorphen Injektionen f : G → E mit f(0) = 0
eine gibt, für die |f ′(0)| maximal wird. Das gilt sogar, ohne daß wir G einfach
zusammenhängend annehmen. In der Tat umfaßt G eine Kreisscheibe B(0; ε) für
ε > 0, woraus folgt, daß für holomorphe Abbildungen f : G → E die Ableitung
am Nullpunkt, die ja nach dem Beweis von 14.3.1.5 durch die Formel

f ′(0) =
1

2πi

∫
|z|=ε

f(z)

z2
dz

gegeben wird, betragsmäßig beschränkt ist durch ε−1. Also gibt es ein Supremum
S der Menge der möglichen |f ′(0)| und eine Folge von holomorphen Injektio-
nen fn : G → E derart, daß |f ′n(0)| gegen dieses Supremum strebt. Nach dem
Satz von Montel 14.5.5.6 dürfen wir sogar annehmen, daß diese Folge kompakt
konvergiert. Die Grenzfunktion f ist dann nach 14.3.2.6 wieder holomorph mit
|f ′(0)| = S. Sie ist auch injektiv nach dem Korollar 14.5.5.10, das wir im An-
schluß beweisen, und landet nicht nur in der abgeschlossenen, sondern sogar in
der offenen Einheitskreisscheibe nach dem Satz über die Gebietstreue 14.3.4.5.
Also haben wir eine holomorphe Injektion f : G → E gefunden mit f(0) = 0,
für die die Ableitung |f ′(0)| den unter diesen Einschränkungen größtmöglichen
Wert annimmt.

(3) Hier ist ein Film über diesen Beweisteil. Jetzt gilt es noch zu zeigen, daß die
im vorherigen Schritt konstruierte Abbildung f surjektiv auf die ganze Einheits-
kreisscheibe geht. Dazu führen wir die gegenteilige Annahme zum Widerspruch,
indem wir zu jeder nicht surjektiven holomorphen Injektion f : G ↪→ E mit
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f(0) = 0 eine weitere konstruieren, die auch den Ursprung festhält und deren
Ableitung im Ursprung betragsmäßig noch größer ist. Sei also p ∈ E\f(G). Wir
erinnern, daß es nach 14.1.1.16 zu je zwei Punkten der offenen Einheitskreisschei-
be p, q ∈ E eine holomorphe Bijektion h : E

∼→ E gibt mit h(p) = q. Hier ist ein
Film mit einer anschaulichen Argumentation zu dieser Aussage. Wir finden also
h1 : E

∼→ E biholomorph mit h1(p) = 0. Da G schleifenfüllend ist, gibt es dann
nach 14.5.3.7 eine Wurzel von h1 ◦ f alias eine Funktion w mit q ◦ w = h1 ◦ f
für q : z 7→ z2 das Quadrieren. Auch diese Wurzel ist eine holomorphe Injekti-
on w : G ↪→ E. Schließlich finden wir dann noch h2 : E

∼→ E biholomorph mit
h2(w(0)) = 0. Wir behaupten nun, daß g := h2◦w eine betragsmäßig größere Ab-
leitung im Ursprung hat als f . Um das zu sehen, beachten wir q ◦h−1

2 ◦ g = h1 ◦ f
alias (h−1

1 ◦q◦h−1
2 )◦g = f . Nun ist aber der Ausdruck in Klammern eine holomor-

phe nicht injektive Abbildung E → E, die den Ursprung festhält. Ihre Ableitung
im Ursprung ist nach dem Schwarz’schen Lemma 14.3.3.10 also betragsmäßig
echt kleiner als Eins und mit der Kettenregel folgt |g′(0)| > |f ′(0)|. Hier ist ein
Film, der die Konstruktion der verbesserten Funktion g zu einer nicht surjektiven
Funktion f in einem Beispiel beschreibt.

Satz 14.5.5.9 (Nullstellenanzahl von Grenzfunktionen). Sei auf einer zusam-
menhängenden offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene eine kompakt kon-
vergente Folge holomorpher Funktionen gegeben. Haben alle Funktionen unserer
Folge mit Vielfachheiten gerechnet höchstens N Nullstellen und ist unsere Grenz-
funktion nicht die Nullfunktion, so hat auch unsere Grenzfunktion mit Vielfachhei-
ten gerechnet höchstens N Nullstellen.

Beweis. Hier ist ein Film über die Zahl von Nullstellen von Grenzfunktionen.
Seien fn : U → C unsere Funktionen und f : U → C ihre Grenzfunktion. Sind
p1, . . . , pr paarweise verschiedene Nullstellen von f , so können wir paarweise
disjunkte abgeschlossene Kreisscheiben K1, . . . , Kr ⊂ U wählen derart, daß ps
jeweils die einzige Nullstelle von f aus Ks ist. Sicher verschwinden nur endlich
viele der fn auf dem Rand einer unserer Kreisscheiben. Wegen der kompakten
Konvergenz der Ableitungen nach 14.3.2.6 haben wir also

lim
n→∞

1

2πi

∫
∂ ~Ks

f ′n(z)

fn(z)
dz =

1

2πi

∫
∂ ~Ks

f ′(z)

f(z)
dz

Das aber besagt nach Satz 14.4.3.1 über das Zählen von Null- und Polstellen, daß
für hinreichend großes n die Funktion fn mit Vielfachkeiten gerechnet ebensovie-
le Nullstellen in der Kreisscheibe Ks hat wie die Grenzfunktion f .

Korollar 14.5.5.10. Ist U ⊂◦ C offen und zusammenhängend, so ist die Grenzfunk-
tion einer kompakt konvergenten Folge injektiver holomorpher Funktionen auf U
entweder injektiv oder konstant.
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Beweis. Injektive Funktionen können höchstens eine Nullstelle haben und diese
kann dann keine höhere Vielfachkeit haben. Also kann nach 14.5.5.9 auch die
Grenzfunktion, wenn sie nicht die Nullfunktion ist, höchstens eine Nullstelle ha-
ben, und diese muß dann eine einfache Nullstelle sein. Das Korollar folgt, wenn
man diese Erkenntnis auf die Differenz unserer Funktionen zu festen konstanten
Funktionen anwendet.

Übungen

Übung 14.5.5.11. Man zeige, daß der Satz über die Nullstellenanzahl von Grenz-
funktionen analog auch gilt, wenn wir die Vielfachheiten nicht beachten: Ist auf
einer zusammenhängenden offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene ei-
ne kompakt konvergente Folge holomorpher Funktionen gegeben, und haben alle
Funktionen unserer Folge höchstens N Nullstellen, und ist unsere Grenzfunktion
nicht die Nullfunktion, so hat auch unsere Grenzfunktion höchstensN Nullstellen.
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14.6 Erste Anwendungen in der Zahlentheorie*

14.6.1 Verteilung von Primzahlen (12&14.7)
Satz 14.6.1.1 (Primzahlsatz). Bezeichnet π(x) für jede reelle Zahl x die Zahl der
Primzahlen ≤ x, so gilt

lim
x→∞

π(x) log(x)

x
= 1

14.6.1.2. Das Symbol log ist hier wie immer in diesem Text zu interpretieren
als der natürliche Logarithmus alias die Umkehrfunktion der Exponentialfunkti-
on exp. Anders gesagt strebt der Quotient der Funktionen π(x)/x und 1/ log(x)
gegen Eins für x → ∞. Etwas vage gesagt ist also für großes x also die Wahr-
scheinlichkeit, daß eine natürliche Zahl ≤ x prim ist, in etwa 1/ log(x). Die Kon-
vergenz ist jedoch sehr langsam: Bei x = 100000 finden wir für den Quotienten
als Wert etwa 1,1 und bei x = 109 als Wert etwa 1,05. Der Beweis wird uns diesen
ganzen Abschnitt beschäftigen und wird erst ganz am Ende gegeben. Im Grund-
gedanken zeigen wir den Primzahlsatz, indem wir einen „Taubersatz“ anwenden
auf die logarithmische Ableitung der Riemann’schen ζ-Funktion, geteilt durch z
und bereinigt um den Hauptteil dieses Quotienten bei z = 1.

Definition 14.6.1.3. Für z ∈ C mit Re(z) > 1 definieren wir den Wert der Rie-
mann’schen ζ-Funktion an der Stelle z durch die absolut konvergente Reihe

ζ(z) :=
∞∑
k=1

1

kz

14.6.1.4. Mit 10.5.8.23 sieht man leicht, daß die Partialsummen dieser Reihe für
jedes α > 1 auf der Halbebene Re(z) ≥ α gleichmäßig konvergieren. Folglich
definiert unsere Reihe eine holomorphe Funktion auf der Halbebene Re(z) > 1.

Satz 14.6.1.5 (Produktentwicklung der ζ-Funktion). Bezeichnet P ⊂ N die
Menge aller Primzahlen, so gilt

ζ(z) =
∏
p∈P

(
1− 1

pz

)−1

im Sinne der kompakten Konvergenz der partiellen Produkte auf der Halbebene
Re(z) > 1, unabhängig von der Reihenfolge der Faktoren.

14.6.1.6. Hier ist ein Film über die Produktentwicklung der ζ-Funktion. Die-
se Produktentwicklung geht auf Euler zurück. Ihre Faktoren heißen die Euler-
Faktoren. Diese Terminologie verallgemeinert man dann auf allgemeinere ζ-
Funktionen und sogenannte „L-Reihen“, die uns später begegnen werden.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/zeta1.mp4
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Beweis. Unsere allgemeinen Überlegungen 14.5.3.4 zeigen, daß das Produkt auf
der rechten Seite auf Re(z) > 1 kompakt konvergiert. Nun können wir für Re(z) >
1 ja die Faktoren in eine geometrische Reihe entwickeln in der Form(

1− 1

pz

)−1

= 1 +
1

pz
+

1

p2z
+ . . .

Wählen wirE ⊂ P endlich und bezeichnen mitN(E) die Menge aller natürlichen
Zahlen ≥ 1, deren sämtliche Primfaktoren zu E gehören, so erhalten wir mit
10.4.2.14 für die Partialprodukte die Darstellung∏

p∈E

(
1− 1

pz

)−1

=
∑

k∈N(E)

1

kz

Betrachten wir auf beiden Seiten jeweils die Menge E = En der ersten n Prim-
zahlen und lassen n gegen unendlich streben, so konvergiert die rechte Seite gegen
ζ(z) nach dem Satz über dominierte Konvergenz 13.1.6.10, der im vorliegenden
Spezialfall im wesentlichen auch bereits als Übung 10.4.1.29 behandelt wurde
und den wir hier auf Real- und Imaginärteil unserer komplexen Funktion anwen-
den.

Lemma 14.6.1.7 (Fortsetzbarkeit der Riemann’schen ζ-Funktion). Die ζ-Funk-
tion läßt sich zu einer meromorphen Funktion auf der Halbebene Re(z) > 0 fort-
setzen und diese Fortsetzung ist holomorph bis auf eine Singularität bei z = 1, wo
sie einen einfachen Pol mit dem Residuum Eins hat.

Vorschau 14.6.1.8. Die Riemann’sche ζ-Funktion läßt sich sogar zu einer mero-
morphen Funktion auf ganz C fortsetzen und die mit dieser Fortsetzung und der
Γ-Funktion aus 14.5.4.1 erklärte meromorphe Funktion Λ(z) := π−z/2Γ(z/2)ζ(z)
erfüllt die Funktionalgleichung Λ(z) = Λ(1− z) alias ist punktsymmetrisch um
den Punkt 1/2, in Formeln Λ((1/2) + z) = Λ((1/2)− z). Des weiteren hat Λ nur
bei 0 und 1 Polstellen. Anders gesagt unter Verwendung der Verdopplungsformel
14.5.4.10 gilt ζ(1− z) = (2/(2π)z) cos(πz/2)Γ(z)ζ(z). Das alles zeigen wir hier
jedoch nicht.

Beweis. Hier ist ein Film über die meromorphe Fortsetzbarkeit der ζ-Funktion.
Für Re(z) > 1 gilt

ζ(z)− 1

z − 1
=
∞∑
n=1

1

nz
−
∫ ∞

1

1

xz
dx =

∞∑
n=1

∫ n+1

n

(
1

nz
− 1

xz

)
dx

Die Partialsummen dieser Reihe jedoch bilden eine kompakt konvergente Folge
holomorpher Funktionen auf der Halbebene Re(z) > 0, da wir die Summanden

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/zeta2.mp4
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für Re(z) > 0 abschätzen können durch∣∣∣∣∫ n+1

n

(
1

nz
− 1

xz

)
dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣z ∫ n+1

n

(∫ x

n

du

uz+1

)
dx

∣∣∣∣ ≤ |z|
nRe(z)+1

Lemma 14.6.1.9 (Nullstellen der Riemann’schen ζ-Funktion). Die Riemann’sche
ζ-Funktion hat keine Nullstellen z mit Realteil Re(z) ≥ 1.

Ergänzung 14.6.1.10. Die Riemann’sche Vermutung besagt sehr viel stärker,
daß die Riemann’sche ζ-Funktion sogar keine Nullstellen mit Realteil > 1/2
haben sollte. Mit der Funktionalgleichung 14.6.1.8 und den Eigenschaften der
Γ-Funktion folgt daraus sofort, daß außer den „trivialen“ Nullstellen bei den ne-
gativen geraden ganzen Zahlen alle Nullstellen der ζ-Funktion auf der Gerade
Re(z) = 1/2 liegen müßten. Diese Vermutung ist eine der berühmtesten und
wichtigsten offenen Fragen der Mathematik.
14.6.1.11. Den folgenden Beweis und insbesondere sein Ende verstehe ich lei-
der nur oberflächlich. Ich kann insbesondere kein Prinzip erkennen, das einen auf
diese Idee hätte führen sollen. Hier ist ein Film über die Unmöglichkeit von Null-
stellen der ζ-Funktion mit Realteil Eins.
Ergänzung 14.6.1.12. Der Integrallogarithmus wird definiert durch die Formel

Li(x) :=

∫ x

2

dt

log(t)

Er sollte für x→∞ die Primzahlfunktion π(x) noch sehr viel besser approximie-
ren als x

log x
. Man kann sogar zeigen, daß die Riemann’sche Vermutung äquivalent

ist zur Aussage, daß es eine Konstante C gibt mit

|π(x)− Li(x)| ≤ C
√
x log(x)

für hinreichend großes x, vergleiche etwa [Bru01]. Die Verträglichkeit dieser Ver-
mutung mit dem Primzahlsatz zeigt Übung 10.5.7.6. Wie bereits erwähnt finden
wir bei x = 100000 als Wert von π(x) log(x)/x ungefähr 1,1 und bei x = 109 un-
gefähr 1,05. Die entsprechenden Werte von π(x)/Li(x) sind dahingegen ungefähr
0,991 und 0,99997.

Beweis. Für Realteil Re(z) > 1 folgt das mit 14.5.3.4 aus der Produktentwick-
lung. Um auch Nullstellen mit Realteil Eins auszuschließen, reicht es zu zeigen,
daß die logarithmische Ableitung der ζ-Funktion außer bei z = 1 keine Polstellen
auf der Geraden Re(z) = 1 hat. Für Re(z) > 1 erhalten wir aus der Produkt-
entwicklung für die logarithmische Ableitung der ζ-Funktion mit 14.3.2.18 die
Darstellung

dlog ζ

dz
=

ζ ′(z)

ζ(z)
= −

∑
p∈P

log p

pz − 1
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Wir wissen, daß diese Funktion nur einfache Polstellen q hat mit der jeweiligen
Nullstellenordnung vq(ζ) der ζ-Funktion als Residuum. Nun unterscheidet sich
die rechte Seite von der einfacher handhabbaren Funktion

Φ(z) :=
∑
p∈P

log p

pz

nur um das Vorzeichen und um die Reihe∑
p∈P

log p

pz − 1
−
∑
p∈P

log p

pz
=
∑
p∈P

log p

pz(pz − 1)

Diese Reihe konvergiert offensichtlich sogar auf der Halbebene Re(z) > 1
2

kom-
pakt gegen eine holomorphe Funktion. Mit der logarithmischen Ableitung der
ζ-Funktion hat also auch unsere Funktion Φ eine meromorphe Fortsetzung auf
die Halbebene Re(z) > 1

2
, die nur einfache Polstellen q hat mit dem jeweiligen

Residuum Resq Φ = −vq(ζ). Nun beachte man für alle α > 0 und ε > 0 die
Ungleichung

0 ≤
∑
p∈P

log p

p1+ε

(
piα/2 + p−iα/2

)4
= Φ(1 + ε+ 2iα) + 4Φ(1 + ε+ iα)

+6Φ(1 + ε)

+4Φ(1 + ε− iα) + Φ(1 + ε− 2iα)

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit ε > 0, lassen ε von oben gegen Null
streben und beachten ζ(z̄) = ζ(z) und insbesondere vq(ζ) = vq̄(ζ) nach 14.4.1.24,
so erhalten wir

0 ≤ −6v1(ζ)− 8v1+iα(ζ)− 2v1+2iα(ζ)

Wegen v1(ζ) = −1 folgt dann sofort, daß die ζ-Funktion keine Nullstellen mit
Realteil Eins haben kann.

14.6.1.13. Gegeben eine beschränkte meßbare Funktion f : R≥0 → C erklärt
man eine holomorphe Funktion F auf der Halbebene Re(z) > 0, ihre Laplace-
Transformierte, durch die Vorschrift

F (z) :=

∫ ∞
0

f(t) e−zt dt

Daß diese Funktion tatsächlich holomorph ist, folgert man aus der Vertauschbar-
keit von Ableitung und Integral 13.1.6.17 im Reellen, die wir im Fall der Fourier-
transformation bereits beim Beweis von 13.3.1.5 genauer ausgeführt hatten, unter
Verwendung der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen.
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Ergänzung 14.6.1.14. Die Laplacetransformation wird allgemeiner für gewisse
Borelmaße auf R≥0 erklärt. Sie ist bei der Lösung von Differentialgleichungen
oft hilfreich, da sie diese in algebraische Gleichungen umwandelt. Man kann sie
auch für meßbare Funktionen oder Borelmaße auf ganz R untersuchen, muß dann
aber, insbesondere wenn der Träger von f keine reelle untere Schranke hat, mehr
Sorgfalt bei Konvergenzbetrachtungen walten lassen.

Satz 14.6.1.15 (Taubersatz von Newman). Ist f : [0,∞) → C beschränkt und
meßbar und läßt sich die Laplacetransformierte F von f holomorph auf eine of-
fene Umgebung der abgeschlossenen Halbebene Re(z) ≥ 0 fortsetzen, so gilt für
den Wert bei Null dieser Fortsetzung die Formel

F (0) = lim
T→∞

∫ T

0

f(t) dt

14.6.1.16. Der Trick zum Beweis des Primzahlsatzes 14.6.1.1 besteht dann darin,
den Taubersatz von Newman auf die Funktion

F (z) :=
Φ(z + 1)

z + 1
− 1

z

mit unserem Φ aus dem Beweis von 14.6.1.9 anzuwenden. In der Tat wissen wir
aus diesem Beweis, daß Φ wie die logarithmische Ableitung der ζ-Funktion zu
einer meromorphen Funktion auf die offene Halbebene aller komplexen Zahlen
mit Realteil > 1/2 fortgesetzt werden kann und auf der Gerade Re z = 1 nur bei
z = 1 eine Polstelle hat mit dem Hauptteil 1/(z−1). Also hat F eine holomorphe
Fortsetzung auf die Halbebene Re(z) > −1/2. Dann müssen wir unsere Funktion
F als Laplace-Transformierte schreiben und die Bedingungen des Taubersatzes
prüfen und danach auch noch den Primzahlsatz folgern, aber jetzt konzentrieren
wir uns erst einmal auf den Beweis des Taubersatzes.

Ergänzung 14.6.1.17. Statt der Meßbarkeit von f ist für unsere Anwendung die
elementarere Bedingung ausreichend, daß f stetig sein soll auf dem Komplement
des Bildes einer streng monoton wachsenden Folge. Die Bezeichnung als „Tau-
bersatz“ kommt von der vagen Analogie zum ursprünglichen Satz von Tauber her,
den wir in 10.6.4.4 diskutieren.

Beweis. Hier ist ein Film über den Taubersatz von Newman. Für T ∈ [0,∞)

und z ∈ C setzen wir FT (z) =
∫ T

0
f(t) e−zt dt. Diese Funktionen sind sicher

holomorph. Betrachten wir nun R > 0 und wählen δ > 0 so klein, daß F sich
holomorph fortsetzen läßt auf eine offene Menge, die

{z ∈ C | |z| ≤ R, Re z ≥ −δ}

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/tauber.mp4
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Der Integralweg aus dem Beweis des Taubersatzes von Newman
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umfaßt. Ist γ der Randweg dieses Gebiets, so liefert der Integralsatz von Cauchy

F (0)− FT (0) =
1

2πi

∫
γ

(F (z)− FT (z)) ezT
(

1 +
z2

R2

)
dz

z

Das Hinzufügen der beiden hinteren Faktoren ist ein Kunstgriff, dessen Herkunft
ich nicht verstehe. Wir schätzen nun unser Wegintegral ab. Auf dem offenen Halb-
kreis |z| = R,Re z > 0, ja sogar auch der ganzen offenen Halbebene Re z > 0,
finden wir unter der Annahme |f(t)| ≤ B die Schranke

|F (z)− FT (z)| =
∣∣∣∣∫ ∞
T

f(t) e−zt dt

∣∣∣∣ ≤ B

∫ ∞
T

| e−zt | dt =
B e−(Re z)T

Re z

Da für |w| = 1 stets gilt |1 + w2| = |w−1 + w| = 2|Rew|, erhalten wir auf der
Halbebene Re(z) > 0 für den Betrag der hinteren Faktoren auf unserem Weg∣∣∣∣ezT (1 +

z2

R2

)
1

z

∣∣∣∣ = e(Re z)T 2 Re(z)

R2

Das Integral über den Teil unseres Weges mit Realteil größergleich Null ist also
betragsmäßig beschränkt durch 2πB/R. Das Integral über den Teil des Weges γ
in der Halbebene Re z ≤ 0 schätzen wir für F und für FT separat ab. Da FT
holomorph ist auf ganz C, können wir ebensogut das Integral über den Halbkreis
|z| = R,Re z ≤ 0 berechnen. Für Re z < 0 finden wir

|FT (z)| =

∣∣∣∣∫ T

0

f(t) e−zt dt

∣∣∣∣ ≤ B

∫ T

0

| e−zt | dt ≤ B e−(Re z)T

−Re z

und mit derselben Abschätzung wie zuvor ist dieser Anteil des Integrals betrags-
mäßig beschränkt durch 2πB/R. Das Integral von

F (z) ezT
(

1 +
z2

R2

)
1

z

über den Teil unseres Weges γ, der in der Halbebene Re(z) ≤ 0 verläuft, strebt
nun aber offensichtlich gegen Null für T →∞, da die Funktionenfolge ezn auf der
Halbebene Re(z) < 0 kompakt gegen die Nullfunktion konvergiert und simultan
beschränkt ist auf der abgeschlossenen Halbebene Re(z) ≤ 0. Damit folgt, daß es
für jedes R > 0 und jedes ε > 0 ein T (R, ε) gibt mit

T ≥ T (R, ε) ⇒ |F (0)− FT (0)| ≤ 2B

R
+ ε

14.6.1.18. Hier ist ein Film über die Struktur des Beweises des Primzahlsatzes.
Das folgende Lemma liefert in der uns interessierenden Anwendung des Tauber-
satzes die Beschränktheit der zu transformierenden Funktion.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/pzs.mp4
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Lemma 14.6.1.19. Für die Funktion ϑ(x) =
∑

p≤x log p mit x ∈ R und der
Summe wie immer nur über Primzahlen p gibt es eine Konstante C mit ϑ(x) ≤
Cx ∀x ∈ [0,∞).

Beweis. Für alle n ∈ N gilt

22n = (1 + 1)2n ≥
(

2n

n

)
≥

∏
n<p≤2n

p = eϑ(2n)−ϑ(n)

und damit ϑ(2n) − ϑ(n) ≤ 2n(log 2). Gegeben x ≥ 0 finden wir n ∈ N mit
2n ≤ x < 2n + 2 und folglich ϑ(2n) ≤ ϑ(x) ≤ ϑ(2n) + log(2n + 1) und
ϑ(n) = ϑ(x/2). Daraus folgt aber leicht

ϑ(x)− ϑ(x/2) ≤ ϑ(2n)− ϑ(n) + log(2n+ 1)

≤ 2n(log 2) + log(2n+ 1)

≤ x(log 2) + log(x+ 1)

≤ x((log 2) + 1)

und schließlich durch Aufsummieren ϑ(x) ≤ 2x(log(2) + 1).

Lemma 14.6.1.20. Sei ϑ(x) =
∑

p≤x log p wie im vorhergehenden Lemma. So
existiert in R der Grenzwert

lim
T→∞

∫ T

1

ϑ(x)− x
x2

dx

Beweis. Für Re(z) > 1 können wir die Funktion Φ(z) aus dem Beweis von
14.6.1.9 darstellen in der Form

Φ(z) =
∑
p∈P

log p

pz
= z

∫ ∞
1

ϑ(x)

xz+1
dx = z

∫ ∞
0

ϑ(et) e−zt dt

wobei wir uns das mittlere Integral für die zweite Gleichheit als die konvergen-
te Reihe

∑
p∈P

∫∞
p

log p
xz+1 dx geschrieben denken. Wären wir etwas gebildeter und

wüßten, daß die Laplacetransformation Konvolutionen in Produkte verwandelt,
so könnten wir auch von der offensichtlichen Darstellung von Φ(z) als Laplace-
Transformierte eines diskreten Maßes und von 1/z als Laplace-Transformierte
der konstanten Funktion 1 ausgehen und so die inverse Laplace-Transformierte
von Φ(z)/z finden. Substituieren wir z + 1 für z, so ergibt sich für Re(z) > 0 die
Gleichung

Φ(z + 1)

z + 1
=

∫ ∞
0

ϑ(et) e−t e−zt dt
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und weiter
Φ(z + 1)

z + 1
− 1

z
=

∫ ∞
0

(ϑ(et) e−t−1) e−zt dt

Auf der linken Seite steht aber eine Funktion, die sich nach unseren Erkenntnissen
im Beweis von 14.6.1.9 holomorph auf eine offene Umgebung der abgeschlosse-
nen Halbebene Re(z) ≥ 0 fortsetzen läßt. Auf der rechten Seite ist (ϑ(et) e−t−1)
für t ∈ [0,∞) betragsmäßig beschränkt nach 14.6.1.19. Also existiert nach dem
Taubersatz 14.6.1.15 der Grenzwert limT→∞

∫ T
0
ϑ(et) e−t−1 dt und ist eine reel-

le Zahl. Substituieren wir nun wieder x = et, so folgt das Lemma.

Lemma 14.6.1.21. Sei ϑ(x) =
∑

p≤x log p wie im vorhergehenden Lemma. So
gilt

lim
x→∞

ϑ(x)/x = 1

Beweis. Gäbe es für λ > 1 beliebig große x mit ϑ(x) ≥ λx, so hätten wir für alle
solchen x die Abschätzung∫ λx

x

ϑ(t)− t
t2

dt ≥
∫ λx

x

λx− t
t2

dt =

∫ λ

1

λ− s
s2

ds = C(λ) > 0

im Widerspruch zur Konvergenz des fraglichen Integrals nach 14.6.1.20. Gäbe
es für λ < 1 beliebig große x mit ϑ(x) ≤ λx, so fänden wir ähnlich für alle
derartigen x die Abschätzung∫ x

λx

ϑ(t)− t
t2

dt ≤
∫ x

λx

λx− t
t2

dt =

∫ 1

λ

λ− s
s2

ds = c(λ) < 0

im Widerspruch zur Konvergenz des fraglichen Integrals nach 14.6.1.20.

Beweis des Primzahlsatzes 14.6.1.1. Sicher haben wir stets

ϑ(x) =
∑
p≤x

log p ≤
∑

{p∈P |p≤x}

log x = π(x) log(x)

Für jedes ε ∈ (0, 1) haben wir aber auch

ϑ(x) ≥
∑
{p∈P |x1−ε<p≤x} log p

≥
∑
{p∈P |x1−ε<p≤x}(1− ε)(log x)

≥ (1− ε)(log x)(π(x)− π(x1−ε))

≥ (1− ε)(log x)(π(x)− x1−ε)

Teilen wir durch x, so ergibt sich wegen limx→∞ ϑ(x)/x = 1 nach 14.6.1.21
daraus für alle ε ∈ (0, 1)

lim inf
x→∞

π(x) log(x)

x
≥ 1 ≥ lim sup

x→∞
(1− ε)π(x) log(x)

x



2462 KAPITEL 14. FUNKTIONENTHEORIE 1

14.6.1.22. Bezeichnet man für reelles xmit π2(x) die Zahl der Primzahlzwillinge
unter x, also die Zahl derjenigen Primzahlen p ≤ x, für die p − 2 auch prim ist,
so besteht die Vermutung

lim
x→∞

π2(x)(log(x))2

x
= c

für eine reelle Konstante c > 0, die genauer gegeben sein sollte durch das unend-
liche über alle Primzahlen p zu verstehende Produkt c = 2

∏
p(1 − (p − 1)−2).

Bisher (2005) weiß man jedoch noch nicht einmal, ob es überhaupt unendlich
viele Primzahlzwillinge gibt.
Quellen 14.6.1.23. Die Darstellung in diesem Abschnitt hält sich eng an einen
Artikel von Don Zagier im American Mathematical Monthly [Zag97], wo man
auch zusätzliche Quellenangaben und interessante historische Anmerkungen fin-
den kann. Eine stärker auf allgemeinen Methoden der Funktionalanalysis basie-
rende Darstellung findet man zum Beispiel in Rudin’s Funktionalanalysis [Rud73]
als Anwendung anderer Taubersätze. Ein guter Zugang zu modernen Entwicklun-
gen in der analytischen Zahlentheorie scheint mir [Kow04].

14.6.2 Primzahlen in Restklassen (19.7)
Satz 14.6.2.1 (Primzahlen in Restklassen). Gegeben teilerfremde natürliche Zah-
len r < m gibt es stets unendlich viele Primzahlen p, die beim Teilen durch m den
Rest r lassen, in Formeln p ∈ Zm+ r.

14.6.2.2. Hier ist ein Film zur die Aussage des Satzes über Primzahlen in Rest-
klassen. Zum Beispiel gibt es unendlich viele Primzahlen, deren Dezimaldarstel-
lung mit der Ziffer 3 endet. Der Beweis des Satzes wird erst ganz zu Ende dieses
Abschnitts gegeben und stützt sich auf den Satz 14.6.2.7 über die meromorphen
Fortsetzungen der sogenannten L-Reihen, die wir gleich einführen werden, sowie
auf elementare Charaktertheorie, die wir im Anschluß besprechen. Den Beweis
von 14.6.2.7 holen wir dann im anschließenden Abschnitt 14.6.3 über Dirichlet-
Reihen nach.
14.6.2.3. Wir erinnern daran, daß man zu jedem Ring R seine Einheitengruppe
R× bilden kann. Für m ∈ Z erinnern wir weiter an den Restklassenring Z/mZ.
Für k ∈ Z bezeichne k̄ ∈ Z/mZ seine Restklasse.

Definition 14.6.2.4. Gegeben m ∈ Z\0 und χ : (Z/mZ)× → C× ein Grup-
penhomomorphismus erklärt man eine holomorphe Funktion auf der Halbebene
Re(z) > 1 durch die sogenannte L-Reihe

L(z, χ) :=
∞∑
k=1

χ(k)

kz

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/primzrk.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/primzrk.mp4
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mit der Konvention χ(k) := χ(k̄) für k̄ ∈ (Z/mZ)× und χ(k) := 0 sonst. Die
Konvergenz der Reihe für Re(z) > 1 ist unproblematisch, da unser Gruppen-
homomorphismus notwendig in den Einheitswurzeln landet. Das Symbol L mag
auf Dirichlet’s Vornamen Lejeune zurückzuführen sein. Hier ist ein Film über die
Definition von L-Reihen.

14.6.2.5. Wir führen nun die übliche an unsere Definition besonders gut ange-
paßte Begrifflichkeit ein. Sei m ∈ Z\0 gegeben. Eine Abbildung χ : Z → C
heißt ein Dirichlet-Charakter modulo m, wenn es einen Gruppenhomomorphis-
mus χ : (Z/mZ)× → C× gibt mit χ(k) = χ(k̄) für k teilerfremd zu m und
χ(k) = 0 sonst. Unter dem trivialen Dirichlet-Charakter modulo m verste-
hen wir den Dirichletcharakter, der zum konstanten Gruppenhomomorphismus
χ : (Z/mZ)× → C× gehört und für den also gilt χ(k) = 1 für k teilerfremd zu m
und χ(k) = 0 sonst.

Lemma 14.6.2.6 (Produktdarstellung von L-Reihen). Gegeben m ∈ Z\0 und
χ ein Dirichletcharakter modulo m besitzt die L-Reihe L(z, χ) auf der Halbebene
Re(z) > 1 die Darstellung als Produkt

L(z, χ) =
∏
p-m

(
1− χ(p)

pz

)−1

im Sinne der kompakten Konvergenz der Teilprodukte unabhängig von der Rei-
henfolge der Faktoren. Das Produkt ist hier zu bilden über alle Primzahlen, die m
nicht teilen.

Beweis. Man beachte χ(mn) = χ(m)χ(n) für alle m,n ∈ Z. Mit dieser Er-
kenntnis kann der Beweis ebenso geführt werden wie im Fall der Riemann’schen
ζ-Funktion in 14.6.1.5. Hier ist ein Film über die Produktzerlegung und Fortsetz-
barkeit von L-Reihen, wie sie in diesem und im anschließenden Satz formuliert
wird.

Satz 14.6.2.7 (Fortsetzbarkeit von L-Reihen). Alle L-Reihen L(z, χ) lassen sich
meromorph auf die Halbebene Re z > 0 fortsetzen. Ist χ nicht der triviale Cha-
rakter, so ist diese Fortsetzung holomorph und hat keine Nullstelle bei z = 1. Ist χ
der triviale Charakter, so hat diese Fortsetzung einen einfachen Pol bei Eins, der
dann aber auch ihr einziger Pol ist.

Beweis. Im Fall des trivialen Charakters zeigt die Produktentwicklung, daß un-
sere L-Reihe aus der Riemann’schen ζ-Funktion entsteht durch das Wegteilen
der Eulerfaktoren zu allen Primteilern von m. In diesem Fall folgt damit unse-
re Behauptung aus der entsprechenden Aussage für die Riemann’sche ζ-Funktion
14.6.1.7. Den Beweis im Fall allgemeiner L-Reihen verschieben wir auf das Ende
des anschließenden Abschnitts 14.6.3.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/lreihendef.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/lreihendef.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/eiglf.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/eiglf.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/eiglf.mp4
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Vorschau 14.6.2.8. Unsere L-Reihen lassen sich sogar meromorph auf ganz C
fortsetzen und erfüllen bemerkenswerte Funktionalgleichungen. Das soll aber hier
nicht weiter ausgeführt werden.

14.6.2.9. Gegeben eine Gruppe G notieren wir X(G) := Grp(G,C×) die Men-
ge aller Gruppenhomomorphismen von G nach C×. Sie heißen die Charaktere
oder genauer die multiplikativen komplexen Charaktere unserer GruppeG. Of-
fensichtlich bilden die Charaktere eine Untergruppe X(G) ⊂ Ens(G,C×) in der
Gruppe aller C×-wertigen Abbildungen mit punktweiser Multiplikation als Ver-
knüpfung. Wir nennen deshalb X(G) auch die Charaktergruppe von G.

Beispiel 14.6.2.10 (Charaktergruppen der zyklischen Gruppen). Die Charak-
tere der zyklischen Gruppe Z/aZ für a ∈ N≥1 sind die Abbildungen n̄ 7→ e2πibn/a

für b ∈ {0, . . . , a−1}. Man überlegt sich leicht, daß für die Charaktergruppen der
zyklischen Gruppen sogar gilt X(Z/aZ) ∼= Z/aZ.

Proposition 14.6.2.11 (Nichtverschwinden von Fourierkoeffizienten). Gege-
ben eine endliche abelsche Gruppe G ist die Menge X(G) ⊂ Ens(G,C) ihrer
Charaktere eine Basis des Raums der komplexwertigen Funktionen auf unserer
Gruppe und in der Darstellung

δg =
∑

χ∈X(G)

aχg χ

der charakteristischen Funktion δg eines beliebigen Gruppenelements g ∈ G als
Linearkombination von Charakteren kommen stets alle Charaktere mit von Null
verschiedenem Koeffizienten vor, in Formeln aχg 6= 0 ∀g ∈ G,χ ∈ X(G).

Andeutungen zum Beweis. Hier ist ein Film über das Nichtverschwinden von Fou-
rierkoeffizienten. Diese Proposition faßt im folgenden benötigte Aussagen zusam-
men, deren Beweis eigentlich in einen anderen Kontext gehört. Man mag sie als
Konsequenz der in 13.2.7.23 erklärten Aussagen zu Fourierreihen verstehen, wenn
man diese auf den Fall diskreter Fouriergruppen spezialisiert. Man mag sie als
Konsequenz der in 8.4.3.6 erklärten Aussagen zu Charakteren endlicher Gruppen
verstehen, wenn man diese auf den Fall endlicher abelscher Gruppen spezialisiert.
Man mag sie explizit für endliche zyklische Gruppen prüfen und dann zeigen, daß
unsere Proposition, wenn sie denn für zwei Gruppen gilt, auch für deren Produkt
gelten muß. So kommt man auch zum Ziel, wenn man weiß, daß jede endliche
abelsche Gruppe isomorph ist zu einem Produkt zyklischer Gruppen. Wie auch
immer gehört der Beweis dieser Proposition in einen anderen Kontext und ich
will an dieser Stelle nicht näher darauf eingehen.

14.6.2.12. Jede kurze exakte Sequenz K ↪→ G � H von endlichen abelschen
Gruppen induziert eine kurze exakte Sequenz X(H) ↪→ X(G) � X(K) auf den

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/charprop.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/charprop.mp4
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Charaktergruppen. Man folgert das leicht aus der Identität |G| = X(G), die ihrer-
seits unmittelbar aus unserer Proposition 14.6.2.11 folgt. Insbesondere induziert
jede Injektion von endlichen abelschen Gruppen eine Surjektion auf ihren Cha-
raktergruppen.

Beweis von 14.6.2.1. Wir leiten nun den Satz über Primzahlen in Restklassen aus
unserem Satz 14.6.2.7 über Fortsetzungen von L-Reihen her, dessen Beweis noch
aussteht. Hier ist ein Film über diese Herleitung. Die logarithmischen Ableitungen
unserer L-Reihen werden nach einfacher Rechnung für Re(z) > 1 gegeben durch
die nach 14.3.2.18 kompakt konvergenten Reihen

dlog L(z, χ)

dz
= −

∑
p-m

χ(p) log(p)

pz − χ(p)

Die durch die Reihen auf der rechten Seite auf Re(z) > 1 definierten holomorphen
Funktionen sind nach 14.6.2.7 beschränkt auf dem reellen Intervall (1, 2), wenn
χ nicht konstant ist, und unbeschränkt auf (1, 2) für den konstanten Charakter.
Dasselbe gilt für die holomorphen Funktionen, die durch die Ausdrücke

−
∑
p-m

χ(p) log(p)

pz

gegeben werden, denn deren Differenz zu den zuvor betrachteten logarithmischen
Ableitungen wird gegeben durch die Reihen

∑
p-m

χ(p)2 log(p)
pz(pz−χ(p))

, die sogar auf der
Halbebene Re(z) > 1/2 holomorphe Funktionen definieren. Unsere Erkenntnisse
14.6.2.11 zum Nichtverschwinden von Fourierkoeffizienten liefern uns von Null
verschiedene aχr̄ ∈ C× derart, daß für alle n ∈ Z gilt∑

χ∈X

aχr̄ χ(n) =

{
1 n̄ = r̄;
0 sonst.

Daraus folgt für Re(z) > 1 die Identität∑
χ∈X

aχr̄
∑
p-m

χ(p) log(p)

pz
=

∑
p≡r(modm)

log p

pz

Links steht hier eine auf dem reellen Intervall (1, 2) unbeschränkte Funktion, da
nach 14.6.2.7 für alle nichtkonstanten Charaktere die L-Reihe holomorph ist ohne
Nullstelle bei Eins, für den konstanten Charakter jedoch meromorph mit einem
Pol bei Eins, und da der entsprechende Vorfaktor aχr̄ nicht Null ist. Rechts steht
folglich auch eine auf auf dem reellen Intervall (1, 2) unbeschränkte Funktion und
insbesondere eine unendliche Summe.

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/primzrkb.mp4
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Ergänzung 14.6.2.13. Ein Dirichletcharakter modulom liefert einen Dirichletcha-
rakter modulo mn für jedes n ≥ 1 vermittels dem vom offensichtlichen Ringho-
momorphismus Z/mnZ � Z/mZ auf den Einheitengruppen induzierten Grup-
penhomomorphismus (Z/mnZ)× � (Z/mZ)×. Gegeben ein Dirichletcharakter
χ : Z → C heißt das kleinste positive m derart, daß er von einem Gruppenho-
momorphismus (Z/mZ)× → C× herkommt, der Führer von χ. Wir sagen dann
auch, χ sei ein primitiver Dirichletcharakter modulo m.

14.6.3 Dirichlet-Reihen (21.7)
14.6.3.1. Gegeben ein Zweig des Logarithmus log auf einer Teilmenge U der
komplexen Zahlenebene erklären wir für alle λ ∈ C eine Abbildung U → C,
x 7→ xλ durch die Vorschrift xλ = exp(λ log x). Ich verwende vorerst den Buch-
staben x für unsere komplexe Variable, weil ich mir den Buchstaben z für eine
weitere komplexe Variable aufsparen will. Gegeben zwei Folgen ak und λ(k) von
komplexen Zahlen können wir auf der geschlitzten EbeneC\R≤0 mithilfe unseres
Hauptzweiges des Logarithmus die Reihe

∞∑
k=0

akx
λ(k)

bilden. Wir zeigen im Folgenden, daß sie sich für monoton wachsende Folgen
λ(0) ≤ λ(1) ≤ . . . reeller Zahlen λ(k) ∈ R sehr ähnlich verhält wie eine Potenz-
reihe. Genauer folgt aus der Konvergenz an einer Stelle x0 die kompakte Kon-
vergenz auf dem Schnitt der offenen Kreisscheibe {x ∈ C | |x| < |x0|} mit
unserer geschlitzten Ebene. Darüber hinaus ist dieser „Konvergenzradius“ dersel-
be für jede andersartig geschlitzte Ebene und jeden Zweig des Logarithmus auf
einem derartigen Gebiet. Um diese Mehrdeutigkeiten aufzulösen, substituiert man
sinnvoll gleich x = e−z und erhält so eine Reihe der Gestalt

∞∑
k=0

ak e−λ(k)z

Reihen dieser Gestalt mit komplexen Koeffizienten ak ∈ C und einer mono-
ton wachsenden Folge von reellen Zahlen λ(0) ≤ λ(1) ≤ λ(2) ≤ . . . heißen
Dirichlet-Reihen. Zum Beispiel wird die Riemann’sche ζ-Funktion durch die
über k ≥ 1 zu summierende Dirichletreihe mit ak = 1 für alle k und λ(k) =
log(k) gegeben. Man kann die durch eine Dirichletreihe erklärte Funktion im
Standardfall einer streng monotonen Folge λ(k) im Übrigen auch auffassen als
die Laplacetransformierte im Sinne von 14.6.1.13 des diskreten komplexen Ma-
ßes, das jedem Punkt λ(k) die Masse ak zuweist. Wir formulieren und beweisen
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die bisher behaupteten Aussagen nun als eigenständigen Satz. Hier ist ein Film
über allgemeine Eigenschaften von Dirichletreihen.

Satz 14.6.3.2 (Konvergenzbereiche von Dirichletreihen). Konvergiert eine Di-
richletreihe an einer Stelle z0 ∈ C, so konvergiert sie auch für alle komplexen
Zahlen z mit größerem Realteil Re(z) > Re(z0) und die Konvergenz ist für belie-
biges r ≥ 0 gleichmäßig auf dem abgeschlossenen Winkelsegment

{z ∈ C | |z − z0| ≤ rRe(z − z0)}

14.6.3.3. Insbesondere ist der Konvergenzbereich einer Dirichletreihe im wesent-
lichen eine Halbebene und genauer eine Menge der Gestalt {z ∈ C | Re(z) > c}
für c ∈ R̄, wobei man über die Konvergenz auf der Randgeraden im allgemeinen
keine Aussagen machen kann. Im Unterschied zu Potenzreihen kann es durch-
aus vorkommen, daß eine Dirichletreihe auf einem Teil ihrer Konvergenzhalbe-
bene nicht absolut konvergiert. Genauer sieht man leicht, daß auch der Bereich
der absoluten Konvergenz einer Dirichletreihe eine Menge der Gestalt {z ∈ C |
Re(z) > cabs} für cabs ∈ R̄, wobei man über die absolute Konvergenz auf der
Randgeraden im allgemeinen wieder keine Aussagen machen kann. Zum Beispiel
zeigen wir im folgenden, daß unsere L-Reihen zu nichtkonstantem Charakter für
Re(z) > 0 konvergieren, aber man sieht sehr leicht, daß diese Konvergenz nur für
Re(z) > 1 absolut ist.

Beweis. Dieser Beweis verallgemeinert den Beweis des abelschen Grenzwertsat-
zes 10.6.4.2. Sei

∑∞
k=0 ak e−λ(k)z unsere Dirichletreihe. Ohne Beschränkung der

Allgemeinheit dürfen wir z0 = 0 annehmen. Wir kürzen e−λ(k)z = bk ab und
schreiben die Differenzen von Partialsummen unserer Reihe in der Gestalt∑m

k=n ak e−λ(k)z =
∑m

k=n akbk

= (bn − bn+1) an
+ (bn+1 − bn+2) (an + an+1)
+ (bn+2 − bn+3) (an + an+1 + an+2)

. . . . . .
+ (bm−1 − bm) (an + . . . . . . . . .+ am−1)
+ bm (an + . . . . . . . . .+ am−1 + am)

Jetzt beachte man für x := Re z > 0 die Abschätzung∣∣e−λ(n)z − e−λ(n+1)z
∣∣ =

∣∣∣z ∫ λ(n+1)

λ(n)
e−tz dz

∣∣∣
≤ |z|

∫ λ(n+1)

λ(n)
e−tx dx

≤ |z|
x

(
e−λ(n)x− e−λ(n+1)x

)

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/dirir.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/dirir.mp4
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Für alle ε > 0 finden wir wegen der Konvergenz bei z = 0 sicher einN derart, daß
für alle ν, µ mit N ≤ ν ≤ µ gilt |aν + . . .+aµ| ≤ ε. Für alle z mit x = Re(z) > 0
folgt dann für alle n,m mit N ≤ n ≤ m die Abschätzung∣∣∣∣∣

m∑
k=n

ak e−λ(k)z

∣∣∣∣∣ ≤ |z|x (e−λ(n)x− e−λ(m)x
)
ε+ e−λ(m)x ε

Für z = 0 wird derselbe Ausdruck schlicht durch ε selbst abgeschätzt und zusam-
men ergibt sich daraus die behauptete gleichmäßige Konvergenz auf Bereichen
0 ≤ |z| ≤ rx für jede feste Steigung r der den Winkel nach oben begrenzenden
Geraden.

Proposition 14.6.3.4 (Hinreichende Bedingung für Konvergenz). Sind bei ei-
ner Dirichletreihe

∑∞
k=0 ak e−λ(k)z die Summen

∑m
k=n ak simultan betragsmäßig

beschränkt und gilt λ(k)→∞, so konvergiert die Reihe für Re(z) > 0.

Beweis. Ist B unsere simultane Schranke, so erhalten wir wie im vorhergehenden
Beweis für alle z ∈ C mit Re(z) > 0 dieselbe Abschätzung mit B statt ε und
damit folgt aus unserer Annahme λ(k)→∞ die Konvergenz.

14.6.3.5. Hier ist ein Film über die holomorphe Fortsetzbarkeit von L-Reihen
zu nichttrivialen Charakteren. Für nichttriviale Charaktere χ : G → C× einer
endlichen Gruppe G folgt aus

∑
g∈G χ(g) =

∑
g∈G χ(hg) = χ(h)

∑
g∈G χ(g)

sofort
∑

g∈G χ(g) = 0. Aus unserer hinreichenden Bedingung 14.6.3.4 für die
Konvergenz von Dirichletreihen folgt sofort, daß L-Reihen für nichttriviale Di-
richletcharaktere χ sogar auf der Halbebene Re(z) > 0 konvergieren. Das liefert
ihre in 14.6.2.7 behauptete Fortsetzbarkeit zu holomorphen Funktionen auf dieser
Halbebene. Die in 14.6.2.7 behauptete meromorphe Fortsetzbarkeit im Fall des
trivialen Dirichletcharakters haben wir bereits direkt im Anschluß an die Formu-
lierung unseres Satzes gezeigt. Der Satz über die Fortsetzungen 14.6.2.7 ist damit
bewiesen bis auf die Behauptung, daß die holomorphen Fortsetzungen im Falle
nichttrivialer Dirichletcharaktere bei Eins nicht verschwinden.

Satz 14.6.3.6 (Konvergenzbereiche im Fall nichtnegativer Koeffizienten). Kon-
vergiert eine Dirichletreihe

∑
ak e−λ(k)z mit nichtnegativen Koeffizienten ak ≥ 0

auf der Halbebene Re(z) > r und läßt sich die so erklärte Funktion holomorph
auf eine Umgebung von r fortsetzen, so konvergiert unsere Reihe sogar auf einer
echt größeren Halbebene Re(z) > r − ε für ein ε > 0.

14.6.3.7. Dieser Satz ist eine Variante unserer Erkenntnis 10.6.2.9 über den Kon-
vergenzradius einer Potenzreihe mit nichtnegativen Koeffizienten und auch der
Beweis ist im wesentlichen derselbe. In der Sprache der Funktionentheorie kann

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/fortsdir.mp4
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/fortsdir.mp4
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man diese Erkenntnis dahingehend formulieren, daß eine Potenzreihe mit nichtne-
gativen Koeffizienten und Konvergenzradius mindestens r ∈ R≥0, deren Summe
sich holomorph auf eine Umgebung von r fortsetzen läßt, einen echt größeren
Konvergenzradius als r haben muß.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei r = 0 und für alle k gelte
λ(k) ≥ 0. Nach Annahme finden wir ε > 0 derart, daß die durch unsere Di-
richletreihe definierte Funktion f sich holomorph auf eine offene Umgebung der
Kreisscheibe |z − 1| ≤ 1 + ε fortsetzen läßt. Die Taylorentwicklung liefert dann

f(−ε) =
∞∑
ν=0

f (ν)(1)

ν!
(−(1 + ε))ν

im Sinne absoluter Konvergenz. Die fraglichen Ableitungen hinwiederum ergeben
sich zu

f (ν)(1) =
∑

ak(−λ(k))ν e−λ(k)

auch im Sinne absoluter Konvergenz, da alle Terme dasselbe Vorzeichen haben.
Folglich gilt ∑

k,ν

ak
ν!

(1 + ε)ν(λ(k))ν e−λ(k) <∞

Nach Zusammenfassen der Summen über ν in Exponentialreihen ergibt sich∑
k

ak e(1+ε)λ(k) e−λ(k) =
∑
k

ak eλ(k)ε <∞

alias die Konvergenz der Dirichletreihe bei z = −ε.

Beweis von 14.6.2.7. Hier ist ein Film über die Nichtnullstelleneigenschaft von
L-Reihen zu nichttrivialen Charakteren bei z = 1. Daß die L-Reihe zum trivia-
len Charakter eine meromorphe Fortsetzung hat wie behauptet, ergibt sich wie
bereits bemerkt aus der entsprechenden Aussage 14.6.1.7 für die Riemann’sche
ζ-Funktion, die ja bis auf endlich viele Faktoren durch dasselbe Eulerprodukt dar-
gestellt wird. Daß die anderen L-Reihen holomorphe Fortsetzungen haben, haben
wir schon in 14.6.3.5 bemerkt. Um schließlich zu zeigen, daß die anderen Reihen
keine Nullstellen bei z = 1 haben, reicht es zu zeigen, daß das Produkt

ζm(z) =
∏
χ

L(z, χ)

einen Pol hat bei z = 1. Dieses Produkt ist nun für Re(z) > 1 das Produkt über
alle zu m teilerfremden Primzahlen p - m der endlichen Produkte∏

χ

(
1− χ(p)

pz

)−1

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/Skripten/nnl.mp4
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Nun beachten wir im Polynomring C[T ] die Zerlegung

(T g − 1) =
∏
ξg=1

(T − ξ)

Bezeichnet ϕ = ϕ(m) = |(Z/mZ)×| die Ordnung unserer Gruppe und g(p) die
Ordnung des Elements p̄ in (Z/mZ)× und f(p) die Kardinalität der Restklassen-
gruppe nach dem Erzeugnis 〈p̄〉 von p̄, so daß also gilt ϕ = f(p)g(p), so finden
wir mit der Beschreibung 14.6.2.10 der Charaktere zyklischer Gruppen und der
Fortsetzbarkeit 14.6.2.12 der Charaktere von Untergruppen zu Charakteren der
ganzen Gruppe unschwer∏

χ

(T − χ(p)) = (T g(p) − 1)f(p)

Indem wir auf beiden Seiten Tϕ wegteilen und T = pz einsetzen ergibt sich

∏
χ

(
1− χ(p)

pz

)−1

=

(
1− 1

pg(p)z

)−f(p)

Multiplizieren wir alle diese Produkte für p - m, so erhalten wir offensichtlich für
Re(z) > 1 eine Darstellung von ζm(z) durch eine Dirichletreihe der Gestalt

ζm(z) =
∑
k≥1

akk
−z

mit ak ∈ N. Hätte die Funktion ζm(z) keinen Pol bei z = 1, so wäre sie ho-
lomorph für Re(z) > 0 und nach 14.6.3.6 müßte dann auch ihre Dirichletrei-
he konvergieren für alle z mit Re(z) > 0. Nun ist der p-Faktor von ζm jedoch
(1 + p−g(p)z + p−2g(p)z + . . .)f(p) und hat dieselben oder größere Koeffizienten vor
den entsprechenden p-Potenzen wie die Reihe

(1 + p−ϕz + p−2ϕz + . . .)

mit ϕ wie oben. Die Dirichletreihe von ζm(z) hat also dieselben oder größere
Koeffizienten wie die Reihe ∑

〈n,m〉=〈1〉

n−ϕz

und diese Reihe divergiert für z = ϕ−1 selbst dann, wenn wir nur über prime n
summieren. Dieser Widerspruch beendet den Beweis.

Quellen 14.6.3.8. Die hier gegebene Darstellung lehnt sich an den Cours d’Arithmé-
tique von Serre [Ser70] an.
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14.6.4 Summen von drei Quadraten
Satz 14.6.4.1. Eine natürliche Zahl n ∈ N ist genau dann eine Summme von
drei Quadraten n = x2 + y2 + z2 mit x, y, z ∈ N, wenn sie nicht die Gestalt
n = 4r(8s+ 7) hat für r, s ∈ N.

Beweis. In Z/8Z sind 0, 1, 4 die einzigen Quadrate. Mithin ist 7 in Z/8Z keine
Summe von drei Quadraten. Damit kann auch 8s+7 in Z nie eine Summe von drei
Quadraten sein. In Z/4Z sind weiter 0, 1 die einzigen Quadrate. Die einzige Dar-
stellung von 0 in Z/4Z als Summe von drei Quadraten ist folglich 0 = 0+0+0. Ist
mithin n = x2 +y2 +z2 durch vier teilbar, so sind auch x2, y2, z2 durch vier teilbar
und damit x, y, z gerade. Genau dann ist also 4n eine Summe von drei Quadraten,
wenn n eine Summe von drei Quadraten ist. Das zeigt sowohl, daß n = 4r(8s+7)
nie eine Summe von drei Quadraten sein kann, als auch, daß wir zum Beweis des
Satzes nur noch zu prüfen brauchen, daß sich alle natürlichen Zahlen n ∈ N, die
nicht von der Gestalt n = 8s + 7 sind, als Summe von drei Quadraten schreiben
lassen. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit zusätzlich n quadratfrei
und n > 1 annehmen. Nach 4.4.4.38 kann jede positiv definite symmetrische Bili-
nearformen auf Z3, deren Fundamentalmatrix Determinante Eins hat, durch einen
Basiswechsel in das Standardskalarprodukt überführt werden. Es reicht also zu
zeigen, daß es für n ∈ N von der Gestalt n = 8s + 7 eine positiv definite Matrix
mit Determinante Eins der Gestalt

M :=

a b 1
b c 0
1 0 n


gibt. Die fragliche Determinante ergibt sich zu detM = n(ac − b2) − c. Gilt
zusätzlich zu detM = 1 noch ac − b2 > 0, so folgt aus n > 1 bereits c > 0
und nach dem Hurwitz-Kriterium ist erst der Block oben links und dann sogar die
ganze Matrix positiv definit. Es reicht also, für n > 1 von der Gestalt n = 8s+ 7
ganze Zahlen a, b, c zu finden mit 1 = n(ac− b2)− c und ac− b2 > 0. Nochmal
anders gesagt reicht es, d > 0 so zu finden, daß −d ein quadratischer Rest ist
modulo nd− 1, denn dann können wir c := nd− 1 nehmen und dazu a, b finden
derart, daß die obigen Gleichungen erfüllt sind. Wir machen eine Fallunterschei-
dung.

Fall 1: n ≡ 2 (mod 4). Dann finden wir nach dem Satz über Primzahlen in Rest-
klassen 14.6.2.1 unendlich viele Primzahlen p mit p ≡ n − 1 (mod 4n) und
finden insbesondere v > 0 mit p = n(4v + 1)− 1 prim. Wir behaupten, daß dann
d := 4v+ 1 unser Problem löst. Nun, wir finden nd− 1 = p und unsere Annahme
an n zeigt p ≡ 1 (mod 4). Die Frage, ob −d ein Quadrat ist modulo p, läßt sich
mit Legendre-Symbolen und ihren Rechenregeln 6.4.5.18, 20.3.4.15 lösen durch
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die Rechnung(
−d
p

)
=

(
d

p

)
=

(
4v + 1

p

)
=

(
p

4v + 1

)
=

(
−1

4v + 1

)
= 1

wegen p ≡ 1 (mod 4) und dem Reziprozitätsgesetz für Jacobi-Symbole und p =
n(4v + 1)− 1 und der Formel für Jacobi-Symbole mit −1 im Zähler. Also ist −d
ein Quadrat modulo nd− 1.

Fall 2: n ≡ 1 (mod 4). Dann ist (3n− 1)/2 ungerade und teilerfremd zu 4n und
wir finden nach dem Satz über Primzahlen in Restklassen 14.6.2.1 eine Primzahl
p der Gestalt p = 4nv + (3n− 1)/2 mit v ∈ N, also mit 2p = n(8v + 3)− 1. Wir
behaupten, daß dann d := 8v + 3 unser Problem löst. Wir müssen also zeigen,
daß −d ein Quadrat ist modulo 2p = nd − 1. Zur Vorbereitung dieser Rechnung
bemerken wir(

−2

8v + 3

)
=

(
−1

8v + 3

)
=

(
2

8v + 3

)
= (−1)(−1) = 1

nach unseren Formeln für Jacobi-Symbole und unterteilen dann unseren Fall in
zwei Unterfälle.

Fall 2a: n ≡ 1 (mod 8). Dann folgt 2p ≡ 2 (mod 8) und p ≡ 1 (mod 4) und
es reicht zu zeigen, daß −(8v + 3) ein Quadrat ist modulo p, da ja jede Zahl ein
Quadrat ist modulo Zwei. Dazu rechnen wir(
−d
p

)
=

(
d

p

)
=

(
8v + 3

p

)
=

(
p

8v + 3

)
=

(
−2p

8v + 3

)
=

(
1

8v + 3

)
= 1

wegen p ≡ 1 (mod 4) und dem Reziprozitätsgesetz für Jacobi-Symbole und der
Vorbemerkung und in der Tat ist −(8v + 3) ein Quadrat modulo p.

Fall 2b: n ≡ 5 (mod 8). Dann folgt 2p ≡ 6 (mod 8) und p ≡ 3 (mod 4). Es
reicht wieder zu zeigen, daß −d ein Quadrat ist modulo p, da ja jede Zahl ein
Quadrat ist modulo Zwei. Dazu rechnen wir(

−d
p

)
= −

(
d

p

)
=

(
p

8v + 3

)
=

(
−2p

8v + 3

)
=

(
1

8v + 3

)
= 1

wegen p ≡ 1 (mod 4) und dem Reziprozitätsgesetz für Jacobi-Symbole und der
Vorbemerkung und in der Tat ist −(8v + 3) ein Quadrat modulo p.

Fall 3: n ≡ 3 (mod 8). Dann ist (n − 1)/2 ungerade und teilerfremd zu 4n und
wir finden nach dem Satz über Primzahlen in Restklassen 14.6.2.1 eine Primzahl
p der Gestalt p = 4nv + (n − 1)/2 für v ∈ N alias 2p = n(8v + 1) − 1. Wir
finden p ≡ 1 (mod 4). Nun behaupten wir, daß d := 8v + 1 unser Problem löst.
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Wir müssen also zeigen, daß −d ein Quadrat ist modulo 2p = nd − 1. Es reicht
wieder zu zeigen, daß −d ein Quadrat ist modulo p, da ja jede Zahl ein Quadrat
ist modulo Zwei. Dazu rechnen wir(

−d
p

)
=

(
d

p

)
=

(
p

8v + 1

)
=

(
−2p

8v + 1

)
=

(
1

8v + 1

)
= 1

wegen p ≡ 1 (mod 4) und dem Reziprozitätsgesetz für Jacobi-Symbole und in
der Tat ist −(8v + 1) ein Quadrat modulo p.

Quellen 14.6.4.2. In der hier wiedergegebenen Form stammt der Beweis von Mor-
dell [Mor58] mit verschiedenen Überarbeitungen.
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Ausführlicher sollte der Titel „Von der Topologie zur homologischen Alge-
bra“ heißen. Ich will den Versuch unternehmen, zusammen mit der algebraischen
Topologie die Sprache der Kategorientheorie und der abstrakten homologischen
Algebra im Sinne von Grothendieck zu entwickeln. Die Entwicklung der Theorie
von der Fundamentalgruppe über Homologie und Kohomologie bis hin zur Gar-
benkohomologie soll dabei einhergehen mit einer Entwicklung der Kategorien-
theorie von den Anfängen bis zu derivierten Kategorien. Meine Hoffnung ist, daß
sich diese beiden Gebiete so gegenseitig stützen: Die algebraische Topologie stellt
Anschauung und Motivation bereit, die Kategorientheorie und abstrakte homolo-
gische Algebra trägt einerseits zur Klarheit der Darstellung bei und ermöglicht
andererseits den Transfer der topologischen Anschauung in andere Gebiete der
Mathematik. In gewisser Weise will ich damit auch die geschichtliche Entwick-
lung nachzeichnen.

Ich verstehe mein Unterfangen als Teil des allgemeinen Knet- und Reinigungs-
prozesses, in dem viele Beteiligte versuchen, zentrale Gebiete der Mathematik
möglichst griffig zu präsentieren. Darstellungen von Teilen des Stoffes durch an-
dere Autoren haben Teile des hier vorliegenden Versuches entscheidend geprägt,
und mein Ziel ist es, an der einen oder anderen Stelle und insbesondere durch die
Auswahl und Zusammenstellung des Stoffes noch etwas Nützliches beizutragen.
Besonders geholfen haben mir die Darstellungen von Dold [Dol95], Ossa [Oss09],
Stöcker-Zieschang [SZ94], Greenberg-Harper [GH81], Godement [God64] und
Kashiwara-Schapira [KS90], und in gewisser Weise ist dieser Text als eine Ein-
führung zu letzterem Werk gedacht. Besonders gut gefallen hat mir das Lehrbuch
zur Topologie tom Dieck [tD91], das sich aber mehr zur Homotopie hin orientiert.
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15.1 Mengentheoretische Topologie

15.1.1 Topologische Räume

15.1.1.1. Wir beginnen mit einigen Erinnerungen zur Begriffswelt der topologi-
schen Räume aus 11.1.1, wo im wesentlichen derselbe Stoff in größerer Ausführ-
lichkeit und unter besonderer Betonung der Motivation durch Fragen der Analysis
entwickelt wurde.

15.1.1.2. Gegeben eine Menge X können wir die Menge P(X) aller Teilmengen
von X bilden, die sogenannte Potenzmenge von X . Weil es mich verwirrt, über
Mengen von Mengen zu reden, nenne ich wie in 3.1.5.13 Teilmengen von P(X)
lieber Systeme von Teilmengen von X und spreche im folgenden von Teilsyste-
men, wenn ich Teilmengen solcher Mengensysteme meine.

Definition 15.1.1.3. Eine Topologie T auf einer Menge X ist ein System von
Teilmengen T ⊂ P(X), das stabil ist unter dem Bilden von endlichen Schnit-
ten und beliebigen Vereinigungen. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T )
bestehend aus einer Menge mitsamt einer Topologie. Statt U ∈ T schreiben wir
meist

U ⊂◦ X

und nennen U eine offene Teilmenge von X . Die Notation ⊂◦ ist in der Literatur
nicht üblich.

15.1.1.4. In Formeln ausgedrückt fordern wir von einer Topologie T ⊂ P(X) auf
einer Menge X also:

1. U1, . . . , Un ∈ T ⇒ U1 ∩ . . . ∩ Un ∈ T für n ≥ 0 und insbesondere auch
X ∈ T als der Spezialfall n = 0. Gleichbedeutend dazu sind die beiden
Forderungen X ∈ T sowie U, V ∈ T ⇒ U ∩ V ∈ T ;

2. U ⊂ T ⇒
⋃
U∈U U ∈ T und damit insbesondere auch ∅ ∈ T , da ja das

leere Mengensystem U = ∅ in jedem Mengensystem enthalten ist.

Beispiel 15.1.1.5. Für jeden metrischen Raum bildet das System seiner im Sinne
von 11.1.5.3 offenen Teilmengen eine Topologie, die metrische Topologie. Ge-
geben ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum liefert jede Norm auf seinem
Richtungsraum eine Metrik auf unserem affinen Raum und diese liefert dann eine
Topologie. Der Satz über die Äquivalenz von Normen 11.2.3.13 zeigt nun, daß
diese Topologie gar nicht von der gewählten Norm abhängt, vergleiche 11.2.3.15.
Sie heißt die natürliche Topologie auf unserem endlichdimensionalen reellen af-
finen Raum.
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Beispiel 15.1.1.6. Auf der Menge R̄ := R t {−∞,∞} der erweiterten reellen
Zahlen erklären wir eine Topologie, indem wir alle Teilmengen offen nennen, die
mit jedem Punkt x ∈ R ein ganzes offenes Intervall um unseren Punkt enthalten,
mit∞ ein ganzes Intervall der Gestalt (a,∞] für a ∈ R und mit −∞ ein ganzes
Intervall der Gestalt [−∞, b) für b ∈ R.

Beispiel 15.1.1.7. Auf jeder Menge können wir die Klumpentopologie betrach-
ten, die nur aus der ganzen Menge und der leeren Menge besteht, oder die diskre-
te Topologie, bei der wir alle Teilmengen als offen ansehen. Einen topologischen
Raum mit der diskreten Topologie nennen wir auch kurz einen diskreten Raum.

Definition 15.1.1.8. Ist X ein topologischer Raum und Y ⊂ X eine Teilmenge,
so erklärt man die induzierte Topologie oder Spurtopologie auf Y durch die
Vorschrift

U ⊂◦ Y ⇔ ∃V ⊂◦ X mit U = V ∩ Y

In Worten ist also eine Teilmenge von Y offen für die induzierte Topologie, wenn
sie der Schnitt von Y mit einer offenen Teilmenge von X ist. Es ist klar, daß
dieses Mengensystem in P(Y ) in der Tat eine Topologie auf Y ist. Ab jetzt fas-
sen wir stillschweigend jede Teilmenge Y eines topologischen Raums X auf als
topologischen Raum mit der induzierten Topologie.

15.1.1.9 (Offen als relativer Begriff). Wenn wir eine Menge einfach nur „offen“
nennen, so in der Hoffnung, dem Leser sei klar, in Bezug auf welchen größeren
Raum X dies „offen“ gemeint ist. Ist X ein topologischer Raum und sind M ⊂
Y ⊂ X Teilmengen, so meint M ⊂◦ Y , daß M offen ist als Teilmenge des Raums
Y mit seiner induzierten Topologie.

15.1.1.10. Gegeben ein topologischer Raum X gilt V ⊂◦ U ⊂◦ X ⇒ V ⊂◦ X . Ist
in der Tat V offen in der Spurtopologie, so gibt es W ⊂◦ X mit V = W ∩ U und
daraus folgt V ⊂◦ X .

Definition 15.1.1.11. Eine Abbildung von einem topologischen Raum in einen
weiteren heißt stetig, wenn darunter das Urbild jeder offenen Menge offen ist.

Satz 15.1.1.12. Die Verknüpfung stetiger Abbildungen ist stetig.

Beweis. Sind f : X → Y und g : Y → Z stetig, so gelten beide Implikationen
der Implikationskette V ⊂◦ Z ⇒ g−1(V ) ⊂◦ Y ⇒ f−1(g−1(V )) ⊂◦ X . Da nun gilt
f−1(g−1(V )) = (g ◦ f)−1(V ), ist damit auch (g ◦ f) stetig.

Beispiele 15.1.1.13. Jede konstante Abbildung ist stetig. Die Identität auf einem
topologischen Raum ist immer stetig. Jede Abbildung in einen Raum mit der
Klumpentopologie ist stetig. Jede Abbildung aus einem Raum mit der diskreten
Topologie ist stetig.
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Beispiel 15.1.1.14 (Metrische Stetigkeit als topologische Stetigkeit). Eine Ab-
bildung zwischen metrischen Räumen ist „metrisch stetig“ im Sinne von 11.1.3.10
genau dann, wenn sie „topologisch stetig“ ist im Sinne unserer Definition 15.1.1.11.
In der Tat, sei f : X → Y unsere Abbildung zwischen metrischen Räumen. Je-
der Ball B(y; ε) im metrischen Raum Y ist offen nach 11.1.5.5. Ist f topologisch
stetig, so ist demnach sein Urbild f−1B(y; ε) offen in X . Für jedes x ∈ X mit
f(x) = y gibt es nach der Definition der metrischen Topologie also δ > 0 mit
B(x; δ) ⊂ f−1B(y; ε) alias f(B(x; δ)) ⊂ B(y; ε), und das zeigt die metrische
Stetigkeit von f . Ist umgekehrt f metrisch stetig, so ist nach derselben Argu-
mentation das Urbild jedes Balls offen, und dann natürlich auch das Urbild jeder
offenen Menge als Vereinigung von Urbildern solcher Bälle.

Lemma 15.1.1.15 (Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie). Gege-
ben f : X → Y eine Abbildung zwischen topologischen Räumen und Z ⊂ Y eine
Teilmenge mit f(X) ⊂ Z ist f stetig genau dann, wenn die induzierte Abbildung
f : X → Z stetig ist für die auf Z induzierte Topologie.

Beweis. Die Einbettung i : Z ↪→ Y ist offensichtlich stetig. Ist also f : X → Z
stetig, so auch f : X → Y als Verknüpfung stetiger Abbildungen. Sei umgekehrt
f : X → Y stetig mit f(X) ⊂ Z. Gegeben U ⊂◦ Z existiert V ⊂◦ Y mit V ∩
Z = U . Dann ist f−1(U) = f−1(V ) offen in X aufgrund der Stetigkeit von
f : X → Y .

Definition 15.1.1.16. Eine Teilmenge M eines topologischen Raums X heißt
abgeschlossen oder präziser abgeschlossen in X und wir schreiben in Formeln
M ⊂∧ X , wenn ihr Komplement X\M offen ist.

15.1.1.17 (Abgeschlossen als relativer Begriff). Wenn wir eine Menge einfach
nur „abgeschlossen“ nennen, so in der Hoffnung, dem Leser sei klar, in Bezug
auf welchen größeren Raum X dies „abgeschlossen“ gemeint ist. Ist X ein topo-
logischer Raum und sind M ⊂ Y ⊂ X Teilmengen, so meint M ⊂∧ Y , daß M
abgeschlossen ist als Teilmenge des Raums Y mit seiner induzierten Topologie
15.1.1.8.

Lemma 15.1.1.18. Jede endliche Vereinigung und beliebige Schnitte abgeschlos-
sener Mengen sind abgeschlossen.

Beweis. Das folgt mit der Definition einer Topologie sofort aus der Formel

X\
⋂

M∈M

M =
⋃

M∈M

(X\M)

Diese Formel gilt ganz allgemein für jedes SystemM ⊂ P(X) von Teilmengen
einer Menge X .
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15.1.1.19 (Stetigkeit und abgeschlossene Mengen). Eine Abbildung ist stetig
genau dann, wenn darunter das Urbild jeder abgeschlossenen Menge abgeschlos-
sen ist: Das folgt unmittelbar aus der Definition 15.1.1.11, da das Urbild des Kom-
plements einer Menge stets das Komplement ihres Urbilds ist.

Proposition 15.1.1.20. Sei f : X → Y eine Abbildung topologischer Räume.

1. Gegeben U eine offene Überdeckung von X alias ein System offener Teil-
mengen vonX mitX =

⋃
U∈U U ist f stetig genau dann, wenn f |U stetig ist

für alle U ∈ U . Etwas vage gesprochen ist demnach Stetigkeit eine lokale
Eigenschaft.

2. Gegeben eine endliche abgeschlossenene Überdeckung von X , in For-
meln A1, . . . , An ⊂∧ X mit X =

⋃n
i=1Ai, ist f stetig genau dann, wenn

f |Ai stetig ist für alle i = 1, . . . n.

Vorschau 15.1.1.21. Etwas allgemeiner gilt das auch noch für eine „lokal endliche
abgeschlossene Überdeckung“, vergleiche 15.1.7.19.

Beweis. Ist f stetig, so sind alle f |U stetig als Verknüpfung von f mit der stetigen
Inklusion U ↪→ X . Sind andererseits alle f |U stetig, so ist für alle W ⊂◦ Y und
alle U ∈ U das Urbild f−1(W )∩U offen in U , nach 15.1.1.10 ist also f−1(W )∩U
sogar offen inX , und damit ist dann natürlich auch f−1(W ) =

⋃
U∈U f

−1(W )∩U
offen in X als Vereinigung offener Mengen. Mithin ist f stetig. Teil 2 zeigt man
ähnlich: Nach 15.1.1.19 muß nur gezeigt werden, daß für jede abgeschlossene
Teilmenge B ⊂∧ Y von Y ihr Urbild f−1(B) abgeschlossen ist in X . Da aber gilt
f−1(B) = f−1

1 (B) ∪ . . . ∪ f−1
n (B) und f−1

i (B) ⊂∧ Ai nach Annahme folgt die
Proposition aus Übung 15.1.1.25 und den Definitionen.

Definition 15.1.1.22. Eine Abbildung zwischen topologischen Räumen heißt ein
Homöomorphismus oder auch eine topologische Abbildung, wenn sie stetig
und bijektiv ist und zusätzlich die inverse Abbildung auch stetig ist. Zwei topolo-
gische Räume heißen homöomorph, wenn es zwischen ihnen einen Homöomo-
phismus gibt. In Formeln schreiben wir dann X ∼= Y .

Übungen

Übung 15.1.1.23. Auf jeder Menge kann man die koendliche Topologie erklären
durch die Vorschrift, daß außer der leeren Menge nur die Komplemente endlicher
Mengen offen sein sollen.

Übung 15.1.1.24. Auf jeder teilgeordneten Menge kann man die Ordnungstopo-
logie, auch genannt Alexandroff-Topologie, erklären durch die Vorschrift, daß
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genau die Teilmengen offen sein sollen, die mit einem Element auch jedes klei-
nere Element enthalten. Genau dann entsteht eine Topologie in dieser Weise aus
einer Teilordnung, wenn es für jedes Element eine kleinste offene Menge gibt, die
es umfaßt.

Übung 15.1.1.25. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer Teilmenge Y
zeige man:A ⊂∧ Y ⇔ ∃B ⊂∧ X mitA = B∩Y . Weiter zeige man für Teilmengen
B ⊂ A ⊂ X die Implikation (B ⊂∧ A ⊂∧ X)⇒ B ⊂∧ X .

Übung 15.1.1.26. Gegeben ein topologischer Raum X und eine Menge Y und
eine Abbildung f : X → Y zeige man, daß {V ⊂ Y | f−1(V ) ⊂◦ X} eine To-
pologie auf Y ist. Sie heißt die Finaltopologie zu f . Weiter zeige man für jeden
weiteren topologischen Raum Z, daß eine Abbildung g : Y → Z genau dann
stetig ist, wenn g ◦ f : X → Z stetig ist. Diese Übung ist im folgenden wich-
tig, wenn man die allgemeine Initialtopologie vor der allgemeinen Finaltopologie
behandelt.

15.1.2 Inneres, Abschluß, Umgebungsbegriff
Definition 15.1.2.1. Seien X ein topologischer Raum und M ⊂ X eine Teilmen-
ge.

1. Es gibt eine größte offene Teilmenge InnX(M) = Inn(M) = M◦ von X ,
die in M enthalten ist, nämlich die Vereinigung über alle offenen Teilmen-
gen U von X , die in M enthalten sind. M◦ heißt der offene Kern oder auch
das Innere, englisch interior von M in X .

2. Es gibt eine kleinste abgeschlossene Teilmenge ClX(M) = Cl(M) = M
von X , die M umfaßt, nämlich den Schnitt über alle abgeschlossenen Teil-
mengen A von X , die M umfassen. Diese Menge M heißt der Abschluß,
englisch closure von M in X .

3. Man definiert den Rand oder genauer den topologischen Rand von M in
X als ∂XM = ∂M := M\M◦. Er ist stets abgeschlossen in X .

15.1.2.2. Die Herkunft der Bezeichnung ∂M für den Rand vonM wird in 12.8.6.11
diskutiert. Ich habe die englische Abkürzung Cl für den Abschluß vorgezogen,
weil ich das Kürzel Ab für die „Kategorie der abelschen Gruppen“ reservieren
will.

Beispiele 15.1.2.3. Für eine beliebige Teilmenge M der abgeschlossenen Kreis-
scheibe D2 ⊂ R2, die die offene Kreisscheibe umfaßt, ist der offene Kern von M
in R2 die offene Kreisscheibe, der Abschluß M in R2 die abgeschlossene Kreis-
scheibe, und der Rand M in R2 die Kreislinie. Für einen beliebigen topologischen
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Raum X ist natürlich der offene Kern von X in X ebenso wie der Abschluß von
X in X schlicht X selber, und der Rand von X in X ist leer.

Lemma 15.1.2.4. Seien X ein topologischer Raum und M,N ⊂ X Teilmengen.

1. Es gilt X\M = X\M◦ und (X\M)◦ = X\M ;

2. Es gilt M ∪N = M ∪N und (M ∩N)◦ = M◦ ∩N◦.

Beweis. 1. Wir rechnen

X\M◦ = X\
⋃

U offen
U⊂M

U =
⋂

U offen
U⊂M

(X\U) =
⋂

A abgeschlossen
A⊃(X\M)

A = X\M

Die Gleichheit (X\M)◦ = X\M ergibt sich, wenn wir in der schon bewiesenen
Gleichheit auf beiden Seiten das Komplement nehmen und M durch X\M erset-
zen.

2. M ∪N ist abgeschlossen und umfaßt M und N , also auch M und N . Ande-
rerseits ist M ∪ N abgeschlossen und umfaßt M ∪ N , also auch M ∪N . Die
Gleichheit (M ∩N)◦ = M◦ ∩N◦ zeigt man analog.

Definition 15.1.2.5. Seien X ein topologischer Raum, M ⊂ X eine Teilmenge
und p ∈ X ein Punkt. So benutzt man die Sprechweisen

p ∈M◦ ⇔ p ist innerer Punkt von M ;
p ∈M ⇔ p ist Berührungspunkt von M ;
p ∈ ∂M ⇔ p ist Randpunkt von M .

Hier ist wieder zu beachten, daß es ganz entscheidend von X abhängt, welche
Punkte nun innere Punkte, Berührungspunkte oder Randpunkte von M sind.

Definition 15.1.2.6. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heißt dicht, wenn
ihr Abschluß der ganze Raum ist.

Definition 15.1.2.7. Seien X ein topologischer Raum und A ⊂ X eine Teilmen-
ge. Eine Teilmenge U ⊂ X heißt eine Umgebung von A, wenn es eine offene
Menge V ⊂◦ X gibt mit A ⊂ V ⊂ U . Im Fall einer einelementigen Teilmenge
A = {p} sprechen wir auch von einer Umgebung von p.

15.1.2.8. Eine Teilmenge eines topologischen Raums ist genau dann offen, wenn
sie eine Umgebung eines jeden ihrer Punkte ist. In der Tat, ist sie eine Umgebung
eines jeden ihrer Punkte, so ist sie eine Vereinigung von offenen Mengen und
damit offen. Die andere Implikation ist eh klar.
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Definition 15.1.2.9. Gegeben f : X → Y eine Abbildung von topologischen
Räumen und p ∈ X ein Punkt heißt f stetig bei p, wenn für jede Umgebung
V ⊂ Y von f(p) ihr Urbild f−1(U) ⊂ X eine Umgebung von p ist.

15.1.2.10. Eine Abbildung von topologischen Räumen X → Y ist stetig genau
dann, wenn sie an jedem Punkt p ∈ X stetig ist. Der Beweis sei dem Leser zur
Übung überlassen.

Lemma 15.1.2.11. Gegeben X ein topologischer Raum, M ⊂ X eine Teilmenge
und p ∈ X ein Punkt haben wir:

1. p ∈M◦ ⇔ M ist eine Umgebung von p;
2. p ∈M ⇔ M trifft jede Umgebung von p;
3. p ∈ ∂M ⇔ M und X\M treffen jede Umgebung von p.

Beweis. 1 ist klar nach den Definitionen. Für 2 bemerken wir, daß nach Lemma
15.1.2.4.1 gilt

p ∈M ⇔ p /∈ (X\M)◦

⇔ X\M ist keine Umgebung von p
⇔ jede Umgebung von p trifft M.

Sicher gilt weiter p ∈ ∂M ⇔ p ∈M ∩ (X\M). Nun folgt 3 aus der eben unter 2
bewiesenen Aussage.

15.1.2.12. Ein topologischer Raum X heißt Hausdorff, wenn darin je zwei ver-
schiedene Punkte disjunkte Umgebungen besitzen. Gleichbedeutend wird auch
die Bezeichnung separiert verwendet.
Beispiel 15.1.2.13. Die metrische Topologie einer Metrik ist stets Hausdorff. Die
Klumpentopologie auf einer Menge mit mindestens zwei Elementen ist nicht Haus-
dorff. Die koendliche Topologie auf einer unendlichen Menge ist nicht Hausdorff.
15.1.2.14. Ein Punkt eines topologischen Raums X heißt ein Häufungspunkt
von X , wenn die nur aus unserem Punkt bestehende Teilmenge nicht offen ist.
Man mag gleichbedeutend von einem nichtoffenen Punkt reden.

Satz 15.1.2.15 (Eindeutigkeit stetiger Fortsetzungen in Häufungspunkten).
Seien X, Y topologische Räume, p ∈ X ein Häufungspunkt und f : X\p → Y
eine Abbildung. Ist Y Hausdorff, so gibt es höchstens eine Fortsetzung von f zu
einer Abbildung f̃ : X → Y , die stetig ist bei p.

Beweis. Wäre sonst f̂ eine weitere bei p stetige Fortsetzung mit f̂(p) 6= f̃(p), so
fänden wir disjunkte Umgebungen V̂ und Ṽ dieser beiden Bildpunkte und dazu
Umgebungen Û und Ũ von p mit f̂(Û) ⊂ V̂ und f̃(Ũ) ⊂ Ṽ . Daraus folgte aber

f(Û ∩ Ũ\p) ⊂ V̂ ∩ Ṽ = ∅
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im Widerspruch dazu, daß die Umgebung Û ∩ Ũ von p nicht nur aus unserem
Häufungspunkt p selbst bestehen darf.

Definition 15.1.2.16. Seien X, Y topologische Räume mit Y Hausdorff. Seien
weiter p ∈ X ein Häufungspunkt und f : X\p→ Y eine Abbildung. Sei schließ-
lich b ∈ Y ein Punkt. Wir sagen, f(x) strebt gegen b für x→ p und schreiben

lim
x→p

f(x) = b

als Abkürzung für die Aussage, daß die Fortsetzung von f zu f̃ : X → Y durch
f̃(p) := b stetig ist bei p. In diesem Fall nennen wir b den Grenzwert oder la-
teinisierend Limes der Funktion f für x → p. Nach der Eindeutigkeit stetiger
Fortsetzungen 15.1.2.15 ist dieser Grenzwert eindeutig bestimmt, wenn er exis-
tiert.

15.1.2.17. Salopp gesprochen verhält es sich demnach so, daß eine Abbildung in
einen Hausdorffraum mit einer einpunktigen Definitionslücke an einem Häufungs-
punkt ihres Definitionsbereichs auf höchstens eine Weise stetig in diese Defini-
tionslücke hinein fortgesetzt werden kann. Der Wert dieser an besagter Stelle ste-
tigen Fortsetzung heißt dann der Grenzwert unserer Abbildung an besagter Stelle.
Dieselbe Definition hatten wir bereits in der Analysis in ?? gegeben.

15.1.2.18. Grenzwerte von Folgen sind der Spezialfall X := N t {∞} mit der
von R̄ induzierten Topologie und dem Häufungspunkt p = ∞. Ausgeschrieben
bedeutet limn→∞ yn = b, daß in jeder Umgebung von b fast alle Glieder unserer
Folge alias alle bis auf höchstens endlich viele Ausnahmen liegen.

15.1.2.19. Eine Teilmenge F eines topologischen Raums X heißt folgenabge-
schlossen, wenn sie mit jeder inX konvergierenden Folge auch deren Grenzwerte
enthält. In metrischen Räumen sind folgenabgeschlossene Teilmengen stets abge-
schlossen. In beliebigen topologischen Räumen gilt das nicht mehr, wie das im
folgenden diskutierte Beispiel 15.1.2.26 zeigt.

Übungen

Übung 15.1.2.20. Man zeige, daß im allgemeinen gilt M ∩N 6= M ∩N . Welche
Inklusion gilt stets?

Übung 15.1.2.21. In jedem topologischen Raum ist der Schnitt einer offenen dich-
ten Teilmenge mit einer beliebigen dichten Teilmenge wieder dicht.

Übung 15.1.2.22. Eine Abbildung f : X → Y von topologischen Räumen ist
stetig genau dann, wenn für alle Teilmengen M ⊂ X gilt f

(
M
)
⊂ f(M).
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Übung 15.1.2.23. Man zeige für jeden topologischen Raum: Der Schnitt von zwei
Umgebungen eines Punktes ist wieder eine Umgebung besagten Punktes. Jede
Umgebung eines Punktes kann verkleinert werden zu einer offenen Umgebung
desselben Punktes.

Übung 15.1.2.24. Eine Teilmenge eines topologischen Raums ist offen genau
dann, wenn sie für jeden ihrer Punkte eine Umgebung ist.

Übung 15.1.2.25. Eine Teilmenge eines topologischen Raums T ⊂ X ist abge-
schlossen genau dann, wenn jeder Punkt x ∈ X eine Umgebung U besitzt derart,
daß T ∩ U abgeschlossen ist in U .

Ergänzende Übung 15.1.2.26 (Folgenabgeschlossen heißt nicht abgeschlossen).
Diese Übung liefert ein Beispiel für eine folgenabgeschlossene aber nicht ab-
geschlossene Teilmenge eines Hausdorffraums. Wir betrachten auf der Menge
Ens(R,R) aller Abbildungen f : R → R die „Topologie der punktweisen Kon-
vergenz“ : Eine Teilmenge U ⊂ Ens(R,R) ist in Bezug auf diese Topologie offen
genau dann, wenn es für jedes f ∈ U ein ε > 0 und eine endliche Teilmenge
E ⊂ R gibt mit

(|g(x)− f(x)| < ε ∀x ∈ E) ⇒ g ∈ U

Man zeige, daß das in der Tat eine Topologie ist, daß in dieser Topologie je zwei
verschiedene Funktionen disjunkte Umgebungen besitzen, und daß die meßbaren
Funktionen darin eine unter Konvergenz von Folgen abgeschlossene aber nicht to-
pologisch abgeschlossene Teilmenge bilden. Unsere „Topologie der punktweisen
Konvergenz“ wird sich im übrigen in 15.1.6.17 folgende als ein Spezialfall der
sogenannten „Produkttopologie“ erweisen.

Ergänzende Übung 15.1.2.27. Unter einer Umgebungsbasis eines Punktes in ei-
nem topologischen Raum versteht man ein System von Umgebungen besagten
Punktes derart, daß jede Umgebung unseres Punktes mindestens eine Umgebung
unseres Systems umfaßt. Man zeige: Besitzt in einem topologischen Raum jeder
Punkt eine abzählbare Umgebungsbasis, so ist jede unter Konvergenz von Folgen
abgeschlossene Teilmenge bereits abgeschlossen, und jede „folgenstetige“ Abbil-
dung in einen weiteren topologischen Raum ist bereits stetig.

Ergänzung 15.1.2.28. Besitzt in einem topologischen Raum jeder Punkt eine ab-
zählbare Umgebungsbasis, so sagt man auch, er „gehorche dem ersten Abzähl-
barkeitsaxiom“.

Übung 15.1.2.29. Sind X, Y, Z topologische Räume und ist f : X → Y stetig in
p und g : Y → Z stetig in f(p), so ist g ◦ f stetig in p.
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15.1.3 Zusammenhang
Definition 15.1.3.1. Ist X ein topologischer Raum und sind x, y ∈ X Punkte,
so nennen wir eine stetige Abbildung γ : [a, b] → X von einem mehrpunktigen
kompakten reellen Intervall [a, b] nach X mit γ(a) = x und γ(b) = y einen Weg
von x nach y. Ein topologischer Raum X heißt wegzusammenhängend, wenn
er nicht leer ist und es für je zwei Punkte unseres Raums einen Weg vom einen
zum anderen gibt.

15.1.3.2. Das Bild eines wegzusammenhängenden Raums unter einer stetigen Ab-
bildung ist offensichtlich stets wieder wegzusammenhängend.

Definition 15.1.3.3. Ein topologischer Raum heißt zusammenhängend, wenn er
nicht leer ist und sich nicht als disjunkte Vereinigung von zwei nichtleeren offenen
Teilmengen schreiben läßt.

Beispiel 15.1.3.4. Ein diskreter topologischer Raum ist zusammenhängend genau
dann, wenn er aus genau einem Punkt besteht.

15.1.3.5. Gleichbedeutend könnten wir natürlich auch fordern, daß unser Raum
nicht leer ist und sich nicht als disjunkte Vereinigung von zwei nichtleeren ab-
geschlossenen Teilmengen schreiben läßt. Eine Teilmenge eines topologischen
Raums nennen wir nach unseren allgemeinen Konventionen zusammenhängend,
wenn sie zusammenhängend ist als topologischer Raum mit der induzierten To-
pologie.

15.1.3.6 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur wird meist auch die
leere Menge zusammenhängend genannt. Mir scheint das unnatürlich, da sich mit
dieser Konvention jeder zusammenhängende Raum in eine Vereinigung von zwei
disjunkten offenen zusammenhängenden Teilmengen zerlegen ließe.

Proposition 15.1.3.7. Das Bild eines zusammenhängenden Raums unter einer
stetigen Abbildung ist stets zusammenhängend.

Beweis. Es reicht, wenn wir für eine stetige Surjektion f : X → Y aus Y nicht
zusammenhängend folgern, daß auch X nicht zusammenhängend ist. Ist jedoch
Y = Y0 t Y1 eine Zerlegung in zwei offene, disjunkte, nichtleere Teilmengen, so
auch X = f−1(Y0) t f−1(Y1). Ist Y leer, so auch X . Die Proposition folgt.

Proposition 15.1.3.8 (Charakterisierung zusammenhängender Räume). Ge-
geben ein topologischer Raum sind gleichbedeutend:

1. Unser Raum ist zusammenhängend;

2. Jede stetige Abbildung von unserem Raum in einen Raum mit der diskreten
Topologie ist einwertig;
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3. Jede stetige Abbildung von unserem Raum in einen zweielementigen Raum
mit der diskreten Toplogie ist einwertig.

15.1.3.9. Wir verwenden hier unsere Konvention 2.1.4.10, nach der eine Abbil-
dung einwertig heißt, wenn ihr Bild aus genau einem Element besteht.

Beweis. 1 ⇒ 2 folgt aus 15.1.3.7, da das Bild einer stetigen Abbildung unse-
res zusammenhängenden Raums in einen diskreten Raum notwendig zusammen-
hängend und diskret ist und damit nach 15.1.3.4 aus einem einzigen Punkt beste-
hen muß. 2 ⇒ 3 ist klar. 3 ⇒ 1 zeigt man durch Widerspruch: Ist unser Raum
nicht zusammenhängend, so ist er entweder leer und die einzige Abbildung in un-
seren zweielementigen Raum ist nicht einwertig, oder er besitzt eine Zerlegung in
zwei disjunkte nichtleeren offenen Teilmengen. Dann aber können wir eine stetige
nicht einwertige Abbildung in unsere zweielementige Menge angeben durch die
Vorschrift, daß sie auf der einen Teilmenge das eine Element als Wert annehmen
soll und auf der anderen das andere.

Lemma 15.1.3.10 (Zusammenhängende Teilmengen von R). Eine Teilmenge
der reellen Zahlengerade ist zusammenhängend genau dann, wenn sie ein nicht-
leeres Intervall ist.

Beweis. IstA ⊂ R nicht leer und kein Intervall, so gibt es p ∈ R\AmitA∩R<p 6=
∅ 6= A ∩ R>p, und das ist eine Zerlegung von A in zwei nichtleere offene Teil-
mengen. Umgekehrt ist jedes nichtleere reelle Intervall zusammenhängend nach
Proposition 15.1.3.8 und dem Zwischenwertsatz. Man kann auch ohne den Zwi-
schenwertsatz argumentieren wie folgt. Sei sonst I ⊂ R ein nichtleeres Intervall
mit einer Zerlegung I = I0 t I1 in zwei für die Spurtopologie offene nichtleere
Teilmengen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, es ge-
be a ∈ I0 und b ∈ I1 mit a < b. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen
wir weiter annehmen, es sei sogar I = [a, b]. Nun sind I0, I1 auch abgeschlos-
sen in I und damit in R. Für p = sup I0 folgt p ∈ I0 und p < b und damit
(p, b] ⊂ I1 und dann auch p ∈ I1, im Widerspruch zu I0 ∩ I1 = ∅. Von dieser
Argumentation ausgehend können wir nun sogar den Zwischenwertsatz als Ko-
rollar unseres Lemmas erhalten, nach 15.1.3.7 sind ja Bilder zusammenhängen-
der Räume zusammenhängend und damit nach unserem Lemma Bilder nichtleerer
reeller Intervalle unter stetigen reellwertigen Funktionen wieder nichtleere reelle
Intervalle.

15.1.3.11 (Wegzusammenhängende Teilmengen von R). Eine Teilmenge A ⊂
R ist wegzusammenhängend genau dann, wenn A ein nichtleeres Intervall ist. In
der Tat ist jedes nichtleere reelle Intervall offensichtlich wegzusammenhängend.
Ist umgekehrt A ⊂ R nicht leer und kein Intervall, so gibt es reelle Zahlen x <
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p < y mit x, y ∈ A aber p 6∈ A. Dann aber kann es nach dem Zwischenwertsatz
keinen Weg von x nach y geben, der ganz in A verläuft.

15.1.3.12. Wir sehen insbesondere, daß die zusammenhängenden Teilmengen von
Q genau die einelementigen Teilmengen sind. Topologische Räume mit dieser
Eigenschaft heißen total unzusammenhängend.

Satz 15.1.3.13. Jeder wegzusammenhängende Raum ist zusammenhängend.

Beweis. Wir argumentieren durch Widerspruch. SeiX nicht leer und nicht zusam-
menhängend, also die disjunkte Vereinigung X = U t V zweier nichtleerer offe-
ner Teilmengen. Gäbe es einen Weg ϕ : [a, b]→ X mit ϕ(a) ∈ U und ϕ(b) ∈ V ,
so wäre [a, b] = ϕ−1(U) t ϕ−1(V ) eine disjunkte Zerlegung des Intervalls [a, b]
in zwei nichtleere offene Teilmengen, und das stünde im Widerspruch zu unserer
Erkenntnis, daß Intervalle zusammenhängend sind. Also kann es keinen solchen
Weg geben und X ist auch nicht wegzusammenhängend.

Definition 15.1.3.14. Auf jedem topologischen Raum X definiert man die Re-
lation W der Wegverbindbarkeit durch die Vorschrift, daß gilt xWy, wenn es
in X einen Weg von x nach y gibt. Man zeige, daß das eine Äquivalenzrelati-
on ist. Hinweis: Die Transitivität ergibt sich durch das „Aneinanderhängen von
Wegen“ und die Stetigkeit der so entstehenden Wege folgt mit 15.1.1.20.2. Die
Äquivalenzklassen für die Äquivalenzrelation der Wegverbindbarkeit heißen die
Wegzusammenhangskomponenten unseres Raums. Die Menge der Wegzusam-
menhangskomponenten eines Raums X notieren wir π0(X).

Lemma 15.1.3.15. Besitzt in einem topologischen Raum jeder Punkt eine weg-
zusammenhängende Umgebung, so sind seine Wegzusammenhangskomponenten
offen und unser Raum zusammenhängend genau dann, wenn er wegzusammen-
hängend ist.

Beweis. Besitzt jeder Punkt eine wegzusammenhängende Umgebung, so sind die
Wegzusammenhangskomponenten sicher offen. Ist unser Raum nicht leer und
nicht wegzusammenhängend, so hat er mindestens zwei Wegzusammenhangs-
komponenten, und nehmen wir eine dieser Komponenten und die Vereinigung
der Übrigen, so erhalten wir eine Überdeckung durch zwei nichtleere offene Teil-
mengen. Also ist unter diesen Voraussetzungen unser Raum auch nicht zusam-
menhängend. Daß umgekehrt jeder wegzusammenhängende Raum auch zusam-
menhängend ist, wissen wir bereits aus 15.1.3.13.

Definition 15.1.3.16. Eine maximale zusammenhängende Teilmenge eines topo-
logischen Raums heißt eine Zusammenhangskomponente.

Proposition 15.1.3.17 (Zerlegung in Zusammenhangskomponenten). Gege-
ben ein topologischer Raum X gilt:
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1. Jeder Punkt liegt in genau einer Zusammenhangskomponente;

2. Ist eine Teilmenge unseres Raums zusammenhängend, so ist auch ihr Ab-
schluß zusammenhängend. Insbesondere sind Zusammenhangskomponen-
ten stets abgeschlossen;

3. Ist A ⊂ P(X) ein System von zusammenhängenden Teilmengen von X
mit nichtleerem Schnitt

⋂
A∈AA 6= ∅, so ist auch die Vereinigung

⋃
A∈AA

zusammenhängend.

Beweis. 2. Sei A unsere zusammenhängende Teilmenge. Da nach Annahme A
nicht leer ist, gilt dasselbe für Ā. Ist Ā nicht zusammenhängend, so zerfällt Ā also
in zwei nichtleere disjunkte abgeschlossene Teilmengen Ā = A1 t A2. Nach der
Definition von Ā kann keines der Ai schon A enthalten, also ist A = (A1 ∩ A) t
(A2∩A) eine disjunkte Zerlegung in zwei nichtleere abgeschlossene Teilmengen,
und damit ist auchA nicht zusammenhängend im Widerspruch zur Voraussetzung.

3. Wir setzen Y =
⋃
A∈AA. Sei Y = U ∪ V eine Zerlegung von Y in zwei offene

disjunkte Teilmengen. Es gilt zu zeigen, daß U oder V schon ganz Y sein muß.
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen U ∩

⋂
A∈AA 6= ∅.

Da die A zusammenhängend sind, folgt dann schon U ⊃ A für alle A und damit
U = Y .

1. Nach 3 ist die Vereinigung über alle zusammenhängenden Teilmengen, die
einen gegebenen Punkt enthalten, selbst zusammenhängend.

Ergänzung 15.1.3.18. Wir geben einen alternativen Beweis für den Satz 15.1.3.13,
nach dem jeder wegzusammenhängende Raum zusammenhängend ist. Sei dazuX
unser Raum. Als wegzusammenhängender Raum ist X nicht leer. Ist x ∈ X ein
Punkt, so ist X die Vereinigung über die Bilder aller Wege γ in X mit Anfangs-
punkt x, in Formeln

X =
⋃

γ(0)=x

γ([0, 1])

Alle diese Bilder γ([0, 1]) sind zusammenhängend als Bilder zusammenhängender
Mengen und ihr Schnitt ist nicht leer, denn er enthält x. Nach 15.1.3.17.3 ist also
X zusammenhängend.

Definition 15.1.3.19. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heißt diskret,
wenn sie mit der Spurtopologie ein diskreter topologischer Raum wird.

15.1.3.20. Der Leser möge sich zur Übung überlegen, daß das gleichbedeutend ist
zu unserer Bedingung in 12.7.5.7, daß jeder Punkt unserer Teilmenge eine Umge-
bung besitzt, in der kein anderer Punkt besagter Teilmenge liegt.
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Beispiel 15.1.3.21. Die Menge aller Brüche {1, 1/2, 1/3, . . .} mit einer Eins im
Zähler ist eine diskrete Teilmenge der reellen Zahlengeraden.

15.1.3.22 (Diskussion der Terminologie). Andere Autoren verstehen unter einer
„diskreten Teilmenge“ eines topologischen Raums abweichend, was in unserer
Terminologie eine „diskrete abgeschlossene Teilmenge“ ist.

Übungen

Übung 15.1.3.23 (Die Sinuskurve des Topologen). Man betrachte in R2 die Ver-
einigung des Graphen der Funktion R× → R, x 7→ sin(1/x) mit der y-Achse.
Man zeige zur Übung, daß diese Teilmenge vonR2 zusammenhängend, aber nicht
wegzusammenhängend ist.

Übung 15.1.3.24. Besitzt jeder Punkt eines topologischen Raums eine zusammen-
hängende Umgebung, so sind seine Zusammenhangskomponenten offen.

Übung 15.1.3.25. Das Komplement einer abgeschlossenen diskreten Teilmenge in
einer zusammenhängenden offenen Teilmenge eines Rn ist für n > 1 zusammen-
hängend. Dasselbe gilt im Übrigen auch ohne die Bedingung „abgeschlossen“, ist
dann aber schwerer zu zeigen.

Übung 15.1.3.26. Ist U ⊂◦ Rn offen und zusammenhängend und A ⊂ Rn ein affi-
ner Teilraum einer Dimension dimA ≤ n−2 alias einer Kodimension mindestens
Zwei, so ist auch U\A zusammenhängend. Für Teilräume A der Kodimension
Eins alias affine Hyperebenen A gilt das natürlich nicht!

15.1.4 Topologische Mannigfaltigkeiten*
Definition 15.1.4.1. Eine stetige Abbildung topologischer Räume heißt eine topo-
logische Einbettung oder kürzer Einbettung, wenn sie einen Homöomorphismus
mit ihrem Bild induziert, für die induzierte Topologie auf besagtem Bild.

Vorschau 15.1.4.2. Ist allgemeiner C eine Kategorie mit einem ausgezeichneten
Funktor v : C → Ens in die Kategorie der Mengen, so nennen wir einen Mor-
phismus i : U → X in C eine Einbettung oder genauer eine v-Einbettung, wenn
v(i) injektiv ist und für alle Z ∈ C das Nachschalten von i eine Bijektion

C(Z,U)
∼→ {ϕ ∈ C(Z,X) | im(v(ϕ)) ⊂ im(v(i))}

induziert. In anderen Worten stehen rechts alle Morphismen ϕ, für die v(ϕ) über
v(i) faktorisiert. In dieser Situation nennen wir weiter eine Teilmenge T ⊂ v(X)
ein v-Unterobjekt alias v-Teilobjekt, wenn es eine Einbettung i : U → X gibt
mit im(v(i)) = T . Die Bijektion v(i) : v(U)

∼→ T mag man die induzierte
C-Struktur auf T nennen.
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Ein Teil der Sinuskurve des Topologen, die in der Nähe der y-Achse allerdings
schwer zu zeichnen ist
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Definition 15.1.4.3. Eine d-Mannigfaltigkeit oder ausführlicher d-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit ohne Rand ist ein topologischer Hausdorffraum
X , in dem jeder Punkt p ∈ X eine offene Umgebung besitzt, die homöomorph ist
zu einer offenen Teilmenge des Rd.

15.1.4.4. Viele Autoren fordern von einer Mannigfaltigkeit zusätzlich, daß sie
„parakompakt“ sein soll, oder sogar noch stärker, daß ihre Topologie „eine abzähl-
bare Basis“ haben soll. Wir werden solche Bedingungen stets explizit erwähnen,
bis jetzt sind sie für uns belanglos.

15.1.4.5. Bis jetzt haben wir unter „Mannigfaltigkeiten“ meist „eingebettete C1-
Mannigfaltigkeiten“ im Sinne von 12.3.2.6 verstanden. Ich hoffe, daß der Leser
aus dem Kontext erschließen kann, welcher Begriff jeweils gemeint ist.

15.1.4.6. Genau dann ist ein Hausdorffraum eine d-Mannigfaltigkeit, wenn jeder
Punkt eine offene Umgebung besitzt, die homöomorph ist zu Rd.

Beispiele 15.1.4.7. Jede offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit ist eine Mannig-
faltigkeit. Die Sphäre Sd ist eine d-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 15.1.4.8. Welche Fälle die Bedingung „Hausdorff“ in der Definition einer
Mannigfaltigkeit ausschließt, erkennt man am Beispiel der Zahlengeraden mit
verdoppeltem Nullpunkt. Wir betrachten genauer die disjunkte Vereinigung R̃ =
Rt{0̃} vonRmit einer einelementigen Menge {0̃} und die Abbildung π : R̃→ R
gegeben durch π(x) = x ∀x ∈ R, π(0̃) = 0. Auf R̃ erklären wir eine Topologie
durch die Vorschrift „U ist offen in R̃ genau dann, wenn π(U) offen ist in R“. In
diesem topologischen Raum haben 0 und 0̃ in R̃ keine disjunkten Umgebungen,
aber jeder Punkt besitzt eine zu R homöomorphe offene Umgebung.

Übungen

Übung 15.1.4.9. Man zeige, daß die Verknüpfung von zwei Einbettungen stets
wieder eine Einbettung ist.

Übung 15.1.4.10. Ist ein Rn homöomorph zur reellen Geraden R, so folgt n =
1. In Formeln gilt also Rn ∼= R ⇒ n = 1. Hinweis: Das Komplement eines
beliebigen Punktes in R ist nicht wegzusammenhängend.

Übung 15.1.4.11. Man zeige: Das Achsenkreuz {(x, y) ∈ R2 | xy = 0} ist nicht
homöomorph zur Zahlengerade R.

Übung 15.1.4.12. Je zwei nichtleere offene konvexe Teilmengen des Rn sind ho-
mömorph. Sind unsere Mengen zusätzlich beschränkt, so gibt es sogar einen Ho-
möomorphismus zwischen ihren Abschlüssen, der Homöomorphismen zwischen
ihren Rändern induziert.
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Übung 15.1.4.13. Das Komplement einer abgeschlossenen diskreten Teilmenge in
einer zusammenhängenden topologischen Mannigfaltigkeit der Dimension min-
destens zwei ist zusammenhängend. Dasselbe gilt im Übrigen auch ohne die Be-
dingung „abgeschlossen“, ist dann aber schwerer zu zeigen.

Übung 15.1.4.14. Jede Wegzusammenhangskomponente einer Mannigfaltigkeit
ist in unserer Mannigfaltigkeit sowohl offen als auch abgeschlossen. Eine Man-
nigfaltigkeit ist insbesondere wegzusammenhängend genau dann, wenn sie zu-
sammenhängend ist.

15.1.5 Kompakte Räume
15.1.5.1. Ich erinnere nun an Grundlagen zum Begriff der Kompaktheit allgemei-
ner topologischer Räume aus ?? und beginne mit einer Wiederholung der Defini-
tion.

Definition 15.1.5.2. Ein topologischer Raum heißt kompakt, wenn jede offene
Überdeckung unseres Raums eine endliche Teilüberdeckung besitzt.

15.1.5.3. Ist X unser topologischer Raum, so fordern wir also in Formeln ausge-
drückt, daß es für jedes System U ⊂ P(X) von offenen Teilmengen von X mit
X =

⋃
U∈U U ein endliches Teilsystem E ⊂ U gibt mit X =

⋃
U∈E U .

15.1.5.4 (Diskussion der Terminologie). Die Konventionen sind, was den Be-
griff der Kompaktheit angeht, nicht einheitlich. Die hier gewählte Konvention
ist im englischen Sprachraum weit verbreitet. Bourbaki und mit ihm die meis-
ten französischen und auch viele andere Autoren nennen die in unserem Sinne
kompakten Räume nur „quasikompakt“ und fordern von kompakten Räumen zu-
sätzlich die Hausdorff-Eigenschaft. Eine Teilmenge eines topologischen Raums,
deren Abschluß kompakt ist, nennt man relativ kompakt.
15.1.5.5 (Kompaktheit metrischer Räume). Nach 12.4.1.5 ist ein metrischer
Raum „folgenkompakt“, als da heißt, jede Folge besitzt eine konvergente Teilfol-
ge, genau dann, wenn er für seine metrische Topologie kompakt ist im Sinne der
obigen Definition 15.1.5.2.

Beispiele 15.1.5.6. Eine Menge mit der diskreten Topologie ist kompakt genau
dann, wenn sie endlich ist. Eine Menge mit der Klumpentopologie ist stets kom-
pakt.

15.1.5.7 (Ausformulierung der Kompaktheit in der Spurtopologie). Sei X ein
topologischer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge. So sind gleichbedeutend nach
unseren Definitionen (1) die Teilmenge A ist kompakt mit der induzierten Topo-
logie und (2) für jedes System U ⊂ P(X) von offenen Teilmengen von X mit
A ⊂

⋃
U∈U U finden wir ein endliches Teilsystem E ⊂ U mit A ⊂

⋃
U∈E U .
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15.1.5.8 (Kompaktheit ist ein absoluter Begriff). Man beachte, daß „kompakt“
im Gegensatz zu „offen“ oder „abgeschlossen“ eine Eigenschaft topologischer
Räume ist und nicht nur eine Eigenschaft von Teilmengen topologischer Räume.

Lemma 15.1.5.9. Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums ist
stets kompakt.

Beweis. Sei X unser kompakter Raum und A ⊂ X abgeschlossen. Ist U ein Sys-
tem von offenen Teilmengen von X , deren Vereinigung A umfaßt, so schließen
wir

A ⊂
⋃
U∈U U ⇒ X = (X\A) ∪

⋃
U∈U U

⇒ X = (X\A) ∪ U1 ∪ . . . ∪ Uk
⇒ A ⊂ U1 ∪ . . . ∪ Uk

für geeignete U1, . . . , Uk ∈ U .

Satz 15.1.5.10. Das Bild eines kompakten Raums unter einer stetigen Abbildung
ist stets kompakt.

Beweis. Sei f : X → Y stetig und X kompakt. Es gilt zu zeigen, daß auch f(X)
kompakt ist. Sei dazu U ein System von offenen Teilmengen von Y . So gilt

f(X) ⊂
⋃
U∈U U ⇒ X =

⋃
U∈U f

−1(U)
⇒ X = f−1(U1) ∪ . . . ∪ f−1(Uk)
⇒ f(X) ⊂ U1 ∪ . . . ∪ Uk

für geeignete U1, . . . , Uk ∈ U .

Lemma 15.1.5.11. Eine kompakte Teilmenge eines Hausdorffraums ist stets ab-
geschlossen.

Beweis. Durch Widerspruch. Sei X unser Hausdorffraum und A ⊂ X eine kom-
pakte Teilmenge. Ist A nicht abgeschlossen, so gibt es x ∈ Ā\A. Für jedes
a ∈ A finden wir in X disjunkte offene Umgebungen Ua und Va von a und x.
Natürlich gilt A ⊂

⋃
a∈A Ua, also gibt es auch endlich viele a, . . . , b ∈ A mit

A ⊂ Ua ∪ . . . ∪ Ub. Als endlicher Schnitt offener Mengen ist dann jedoch auch
Va∩. . .∩Vb offen und nach Konstruktion giltA∩Va∩. . .∩Vb = ∅ im Widerspruch
zu unserer Annahme x ∈ Ā.

Definition 15.1.5.12. Eine nicht notwendig stetige Abbildung von topologischen
Räumen heißt abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Menge wie-
der abgeschlossen ist.

Satz 15.1.5.13. Eine stetige Abbildung von einem kompakten Raum in einen Haus-
dorffraum ist stets abgeschlossen. Eine stetige bijektive Abbildung von einem kom-
pakten Raum auf einen Hausdorffraum ist stets ein Homöomorphismus.
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Beweis. Seien X kompakt, Y Hausdorff und f : X → Y stetig und bijektiv.
Es reicht zu zeigen, daß f abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen
abbildet. Aber in der Tat gilt ja A ⊂∧ X ⇒ A kompakt ⇒ f(A) kompakt ⇒
f(A) ⊂∧ Y nach 15.1.5.9 und 15.1.5.10 und 15.1.5.11.

15.1.5.14 (Hausdorffeigenschaft versus Kompaktheit). Die Hausdorffeigenschaft
und die Kompaktheit sind Antagonisten: Die Hausdorffeigenschaft verlangt nach
vielen offenen Mengen und die Kompaktheit nach wenigen. Ist beides gleichzeitig
erfüllt, so kann man nach dem vorhergehenden Satz 15.1.5.13 keine zusätzlichen
Mengen als offen deklarieren, ohne die Kompaktheit zu verlieren, und nicht we-
niger Mengen als offen deklarieren, ohne die Hausdorffeigenschaft zu verlieren.

Satz 15.1.5.15 (Extrema auf Kompakta). Eine stetige reellwertige Funktion auf
einem nichtleeren kompakten Raum ist beschränkt und nimmt ihr Maximum und
ihr Minimum an.

Beweis. Ist X kompakt und f : X → R stetig, so ist auch f(X) ⊂ R kom-
pakt nach 15.1.5.10, also beschränkt und abgeschlossen nach Erkenntissen aus der
Analysis. Haben wir zusätzlich X 6= ∅, so folgt sup f(X), inf f(X) ∈ f(X).

Vorschau 15.1.5.16. Aus der Analysis vertraute Kriterien für Abgeschlossenheit,
Stetigkeit, Kompaktheit und dergleichen über Eigenschaften von Folgen übertra-
gen sich erst auf beliebige topologische Räume, wenn man den Begriff der Folge
zu dem des Filters verallgemeinert. Wir stellen die Diskussion dieses Begriffs
zurück bis zum Beweis des Satzes von Tychonoff 15.3.2.10. Daß „folgenabge-
schlossen“ keineswegs „abgeschlossen“ impliziert, zeigt das Beispiel 15.1.2.26.

Lemma 15.1.5.17 (Überdeckungssatz von Lebesgue). Ist X ein folgenkompak-
ter metrischer Raum und U eine offene Überdeckung von X , so gibt es ε > 0
derart, daß für alle Punkte x ∈ X der ε-Ball B(x; ε) um x ganz in einer der
überdeckenden offenen Mengen U ∈ U enthalten ist.

Beweis. Man betrachte die Funktion f : X → R>0 gegeben durch die Vorschrift

f(x) := sup{r ≤ 1 | Es gibt U ∈ U mit B(x; r) ⊂ U}

Die Dreiecksungleichung liefert |f(x)−f(y)| ≤ d(x, y), insbesondere ist f stetig.
Sicher dürfen wirX 6= ∅ annehmen. Dann nimmt f nach 15.1.5.15 sein Minimum
an und jede positive Zahl echt unterhalb dieses Minimums ist ein mögliches ε.
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Übungen

Übung 15.1.5.18. Man sagt, ein SystemA ⊂ P(X) von Teilmengen einer Menge
X habe nichtleere endliche Schnitte, wenn für jedes endliche Teilsystem E ⊂
A der Schnitt

⋂
A∈E A nicht leer ist. Man zeige: Ein topologischer Raum X ist

kompakt genau dann, wenn für jedes System A ⊂ P(X) von abgeschlossenen
Teilmengen von X mit nichtleeren endlichen Schnitten auch der gesamte Schnitt
nicht leer ist, in Formeln

⋂
A∈AA 6= ∅.

Übung 15.1.5.19 (Disjunkte Umgebungen disjunkter Kompakta). Sind A,B
disjunkte kompakte Teilmengen eines Hausdorffraums X , so gibt es disjunkte
offene Mengen U, V ⊂◦ X mit A ⊂ U und B ⊂ V . Hinweis: Man beginne mit
dem Fall, daß A nur aus einem Punkt besteht.

Übung 15.1.5.20. In einem kompakten Hausdorffraum läßt sich jede Umgebung
eines Punktes zu einer abgeschlossenen Umgebung desselben Punktes verklei-
nern. Hinweis: 15.1.5.19.

Übung 15.1.5.21. Die Abbildung (0, 2π) → C, t 7→ exp(it) ist ein Homöomor-
phismus auf ihr Bild.

Übung 15.1.5.22. Gegeben ein topologischer Raum X können wir auf X t {∞}
eine Topologie T erklären durch die Vorschrift

T := {U | U ⊂◦ X} t {U t {∞} | U ⊂◦ X mit X\U kompakt}

Man zeige, daßXt{∞}mit dieser Topologie ein kompakter topologischer Raum
ist. Er heißt die Ein-Punkt-Kompaktifizierung vonX . Gegeben irgendeine wei-
tere Menge Z und eine Hausdorff’sche Topologie auf X t Z, für die inX eine
offene Einbettung ist, muß dann die Abbildung X t Z → X t {∞} stetig sein,
die auf X die Identität ist und auf Z konstant den Wert∞ annimmt.

15.1.6 Initialtopologie
15.1.6.1. Die Initialtopologie ist eine Verallgemeinerung der induzierten Topolo-
gie von der Einbettung einer Teilmenge in einen topologischen Raum zu Fami-
lien von Abbildungen einer vorgegebenen Menge in verschiedene topologische
Räume. Wir besprechen im folgenden diese Konstruktion und ihre Eigenschaften.

15.1.6.2. Gegeben Topologien T ,S ⊂ P(X) auf derselben Menge X sagt man,
T sei größergleich S, wenn gilt

T ⊃ S

In diesem Zusammenhang nennt man eine größere Topologie auch feiner und eine
kleinere Topologie entsprechend gröber.
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15.1.6.3 (Schnitt von Topologien). Sind Ti ⊂ P(X) Topologien auf ein- und
derselben Menge X , für i aus einer Indexmenge I , so ist offensichtlich auch ihr
Schnitt T :=

⋂
i∈I Ti eine Topologie.

Definition 15.1.6.4. Ist X eine Menge und E ⊂ P(X) ein System von Teilmen-
gen vonX , so erklärt man aufX die von E erzeugte Topologie 〈E〉 als den Schnitt
in P(X) über alle Topologien auf X , die E umfassen, alias die kleinste Topologie
auf X , die E umfaßt.

15.1.6.5. In der teilgeordneten Menge aller Topologien auf einer vorgegeben „Trä-
germenge“ hat jede Menge von Topologien ein Supremum nach 15.1.6.4 und ein
Infimum nach 15.1.6.3.
15.1.6.6 (Von Mengensystem erzeugte Topologie, explizite Beschreibung). Na-
türlich ist 〈E〉 damit die kleinste Topologie auf X , die E umfaßt. Wir können
〈E〉 alternativ auch wie folgt beschreiben: Zunächst bilden wir das Mengensys-
tem Ẽ = {U ⊂ X | ∃V1, . . . , Vk ∈ E mit U = V1 ∩ . . . ∩ Vk} aller endli-
chen Schnitte von Mengen aus E , mitgemeint ist hier X ∈ Ẽ als der „Schnitt
über gar keine Menge aus E“, und anschließend bilden wir das Mengensystem
〈E〉 = {W ⊂ X| Es gibt U ⊂ Ẽ mit W =

⋃
U∈U U} aller beliebigen Vereinigun-

gen von Mengen aus Ẽ , mitgemeint ist hier ∅ ∈ 〈E〉 als die „Vereinigung über gar
keine Menge aus Ẽ“. In der Tat ist auch das so konstruierte Mengensystem 〈E〉 ei-
ne Topologie auf X , und für jede Topologie T auf X mit T ⊃ E folgt umgekehrt
erst T ⊃ Ẽ und dann T ⊃ 〈E〉.
Definition 15.1.6.7. Sei (X, T ) ein topologischer Raum. Ein Mengensystem E ⊂
P(X) heißt eine Subbasis der Topologie T , wenn es die Topologie erzeugt, in
Formeln 〈E〉 = T . Es heißt eine Basis der Topologie, wenn die offenen Men-
gen unseres topologischen Raums X gerade alle beliebigen Vereinigungen von
Mengen aus E sind.

Beispiel 15.1.6.8. Die übliche Topologie aus 11.1.1.10 auf der Menge der erwei-
terten reellen Zahlen R̄ = R t {±∞} können wir in dieser Terminologie be-
schreiben als die Topologie, die erzeugt wird von allen Teilmengen der Gestalt
{x | x < a} und allen Teilmengen der Gestalt {x | x > a} für beliebige a ∈ R̄.

Definition 15.1.6.9. Eine Familie von stetigen Abbildungen fi : X → Yi heißt
gesamthaft initial, wenn für jede Abbildung e : W → X von einem weiteren
topologischen Raum nach X gilt:

(fi ◦ e stetig ∀i)⇒ (e stetig)

15.1.6.10. Wir nennen eine stetige Abbildung f : X → Y initial, wenn sie als
einelementige Familie gesamthaft initial ist. Zum Beispiel ist die Identität auf
einem topologischen Raum stets initial. Eine initiale injektive Abbildung topolo-
gischer Räume nennen wir eine topologische Einbettung.
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Lemma 15.1.6.11. GegebenX eine Menge, Yi topologische Räume indiziert durch
i ∈ I und fi : X → Yi eine Familie von Abbildungen gibt es genau eine Topologie
auf X derart, daß unsere Familie gesamthaft initial wird. Sie heißt die Initialto-
pologie zu unserer Familie.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sind T und S zwei Topologien auf
X , für die unsere Famlie gesamthaft initial wird, so sind sowohl id : (X,S) →
(X, T ) als auch id : (X, T ) → (X,S) stetig. Das zeigt T = S und die Eindeu-
tigkeit ist bewiesen. Nun zeigen wir noch, daß die kleinste Topologie I auf X , für
die alle die fi stetig werden, die von einer Initialtopologie geforderte Eigenschaft
hat. In der Tat ist die Finaltopologie zu e aus Übung 15.1.1.26 auch eine Topologie
auf X , für die alle fi stetig sind, und es folgt T ⊃ I alias e stetig.

15.1.6.12. Explizit kann man die Initialtopologie für (fi : X → Yi)i∈I beschrei-
ben als die Topologie auf X , die von allen f−1

i (V ) mit i ∈ I und V ⊂◦ Yi erzeugt
wird.
Beispiel 15.1.6.13. Ist Y ein topologischer Raum und X ⊂ Y eine Teilmenge,
so stimmt die auf X induzierte Topologie überein mit der Initialtopologie zur
Inklusion X ↪→ Y .
15.1.6.14 (Transitivität gesamthaft initialer Familien). Seien fi : X → Yi und
gji : Yi → Zji Familien von topologischen Räumen und stetigen Abbildungen. Ist
die Familie der gjifi gesamthaft initial, so auch die Familie der fi. Ist die Familie
der (gji)j gesamthaft initial für alle i und die Familie der fi gesamthaft initial, so
ist auch die Familie der gjifi gesamthaft initial. Das alles folgt unmittelbar aus der
Definition.
15.1.6.15. Die vorhergehende Bemerkung 15.1.6.14 besagt unter anderem, daß
die Verknüpfung von zwei initialen Abbildungen stets initial ist und daß eine Ver-
knüpfung g ◦ f von zwei stetigen Abbildungen nur dann initial sein kann, wenn f
initial ist. Insbesondere ist jede stetige Abbildung initial, die eine stetige Linksin-
verse besitzt.
Vorschau 15.1.6.16. Gegeben ein treuer Funktor v : S → C nennen wir ganz
allgemein eine Familie von Morphismen fi : X → Yi in S gesamthaft initial in
Bezug auf v, wenn für alle W ∈ S gilt

v : S(W,X)
∼→ {e ∈ C(vW, vX) | vfi ◦ e ∈ v(S(W,Yi)) ∀i}

Unsere Aussagen zur Transitivität gesamthaft initialer Familien gelten auch in
dieser Allgemeinheit. Im Fall des Vergißfunktors v : UTop→ UEns für geeignete
Mengensysteme U erhalten wir die obigen Resultate zurück. Die Initialtopologie
kann als Spezialfall der „initialen (S, v)-Struktur“ verstanden werden, wie wir
im Zusammenhang mit sogenannten „(S, v)-Strukturen auf Objekten von C“ an
anderer Stelle diskutieren.
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Definition 15.1.6.17. Gegeben (Xi)i∈I eine Familie topologischer Räume ist die
Produkttopologie auf ihrem kartesischen Produkt

∏
i∈I Xi definiert als die Initi-

altopologie zu den Projektionen auf die Koordinaten prj :
∏
Xi → Xj .

15.1.6.18. Abstrakt gefaßt erhalten wir so genau das Produkt im Sinne der Kate-
gorientheorie 4.7.7.1 in der Kategorie der topologischen Räume. Im Fall von zwei
Faktoren erhalten wir unsere Produkttopologie aus 13.1.4.17 zurück.

15.1.6.19. Ausformuliert bedeutet diese Definition: Alle prj sind stetig, und eine
Abbildung e : W →

∏
Xi von einem topologischen Raum W in das Produkt

ist stetig genau dann, wenn alle prj e : W → Xj es sind. Etwas expliziter liefert
die Konstruktion der Initialtopologie, daß die Produkttopologie auf

∏
Xi erzeugt

wird durch alle Mengen der Form pr−1
i (Ui) für i ∈ I und Ui ⊂◦ Xi. Eine Basis der

Topologie wird folglich gegeben durch alle endlichen Schnitte solcher Mengen
alias die „offenen Quader“

Ui1 × . . .× Uik ×
∏

i 6=i1,...,ik

Xi

mit Uiν ⊂◦ Xiν für paarweise verschiedene iν .

15.1.6.20. Auf einem endlichen Produkt metrischer Räume liefert die Produkt-
metrik „Maximum der Abstände auf den Koordinaten“ stets die Produkttopolo-
gie. Speziell stimmt auf dem Rn die Produkttopologie überein mit der natürlichen
Topologie aus 11.2.3.15.

15.1.6.21 (Initalität ist verträglich mit Produkten). Das Produkt einer Familie
von stetigen Abbildungen zwischen topologischen Räumen ist eine stetige Abbil-
dung zwischen den Produkten der jeweiligen Räume. Sind hier alle Abbildungen
Einbettungen, so auch ihr Produkt. Sind alle Abbildungen initial, so auch ihr Pro-
dukt. Das alles ist eine einfache Anwendung unserer allgemeinen Aussagen zur
Transitivität gesamthaft initialer Familien 15.1.6.14.

Proposition 15.1.6.22 (Abgeschlossenheit der Diagonale bedeutet hausdorffsch).
Genau dann ist ein topologischer Raum X hausdorffsch, wenn die Diagonale ei-
ne abgeschlossene Teilmenge des Produkts unseres Raums mit sich selbst ist, in
Formeln

∆(X) ⊂∧ X ×X
Beweis. IstX hausdorffsch, so gibt es für (x, y) ∈ (X×X)\∆(X) disjunkte offe-
ne UmgebungenU, V ⊂◦ X von x beziehungsweise y. Dann ist (U×V ) ⊂◦ (X×X)
eine offene Umgebung von (x, y), die die Diagonale nicht trifft, also liegt (x, y)
nicht im Abschluß der Diagonale. Ist umgekehrt die Diagonale abgeschlossen, so
gibt es für x 6= y eine offene Umgebung von (x, y), die die Diagonale nicht trifft.
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Diese Umgebung ist eine Vereinigung von Quadern U × V mit U, V ⊂◦ X und U
disjunkt zu V , und einer von diesen Quadern muß (x, y) enthalten, wir haben also
also x ∈ U und y ∈ V und X ist hausdorffsch.

Definition 15.1.6.23. Eine Abbildung von topologischen Räumen heißt offen,
wenn das Bild jeder offenen Menge offen ist. Eine Abbildung von topologischen
Räumen heißt abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Menge ab-
geschlossen ist. Wir fordern von einer offenen oder abgeschlossenen Abbildung
nicht, daß sie stetig sein muß.

Beispiel 15.1.6.24. Die Projektionen eines Produkts von topologischen Räumen
auf seine Faktoren sind stets offen, sie sind jedoch im allgemeinen nicht abge-
schlossen. Zum Beispiel ist die sogenannte Hyperbel {(x, y) | xy = 1} eine ab-
geschlossene Teilmenge der Ebene R2, ihre Projektion auf die x-Achse ist jedoch
keine abgeschlossene Teilmenge der Zahlengerade R.

15.1.6.25 (Produkte offener Abbildungen). Jedes endliche Produkt von offenen
Abbildungen ist offen. Jedes beliebige Produkt von offenen Surjektionen ist eine
offene Surjektion. Beides folgt leicht aus der expliziten Beschreibung der Pro-
dukttopologie 15.1.6.19.

Satz 15.1.6.26 (Zusammenhang von Produkten). Ein Produkt von topologi-
schen Räumen ist zusammenhängend genau dann, wenn alle Faktoren zusammen-
hängend sind.

15.1.6.27. Um diesen Satz so prägnant formulieren zu können, müssen wir unsere
Konvention zugrundelegen, nach der die leere Menge kein zusammenhängender
topologischer Raum ist.

Beweis. Ist das Produkt zusammenhängend, so nach 15.1.3.7 auch die Faktoren
als die Bilder der stetigen Projektionen. Für die Rückrichtung prüfen wir un-
ser Zusammenhangskriterium 15.1.3.8. Sei (Xi)i∈I unsere Familie von topolo-
gischen Räumen und f :

∏
Xi → {0, 1} stetig. Wenn Xi zusammenhängend

ist, so folgt f(x) = f(y), wenn sich x und y nur in der i-ten Koordinate un-
terscheiden. Daraus folgt induktiv f(x) = f(y), wenn sich x und y nur in end-
lich vielen Koordinaten unterscheiden. Gilt nun f−1(0) 6= ∅, so folgt f−1(0) ⊃
Ui1 × . . . × Uik ×

∏
i 6=i1,...,ik Xi für geeignete paarweise verschiedene Indizes

i1, . . . , ik und geeignete nichtleere offene Teilmengen Ui1 ⊂◦ Xi1 , . . . , Uik ⊂◦ Xik .
Mit unserer Vorüberlegung folgt daraus sofort, daß f konstant sein muß.

Übungen

Übung 15.1.6.28. Für jeden topologischen Raum X ist die diagonale Einbettung
X → X ×X initial.
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Übung 15.1.6.29. Ist f : X → Y stetig und Y Hausdorff, so ist der Graph von f
eine abgeschlossene Teilmenge Γ(f) ⊂∧ X × Y .

Übung 15.1.6.30. Stimmen zwei stetige Abbildungen von einem topologischen
Raum in einen Hausdorffraum auf einer dichten Teilmenge überein, so sind sie
gleich. Hinweis: Zusammen liefern unsere beiden stetigen Abbildungen eine Ab-
bildung in das kartesische Produkt, unter der das Urbild der Diagonale wegen
15.1.6.22 abgeschlossen sein muß.

Ergänzende Übung 15.1.6.31. Ein Produkt von abgeschlossenen Teilmengen ist
stets eine abgeschlossene Teilmenge des Produkts. Allgemeiner zeige man für
topologische Räume X, Y und TeilmengenA ⊂ X und B ⊂ Y die Gleichheit
A×B = Ā× B̄ des Abschlusses des Produkts mit dem Produkt der Abschlüsse.

Übung 15.1.6.32. Für beliebige topologische Räume X , Y , Z ist die offensichtli-
che Abbildung X × Y × Z → (X × Y )× Z ein Homöomorphismus.

Übung 15.1.6.33. Ein beliebiges Produkt von Hausdorffräumen ist Hausdorff.

Ergänzende Übung 15.1.6.34. Man zeige, daß die Menge aller (x, y) ∈ R̄× R̄mit
x ≤ y abgeschlossen ist. Man folgere, daß bei Grenzwerten von Funktionen mit
Werten in R̄ Ungleichungen erhalten bleiben. Hinweis: 15.1.2.22.

Ergänzende Übung 15.1.6.35. Sind f, g : X → Rn stetige Abbildungen, so ist
auch die Abbildung H : X × [0, 1] → Rn mit (x, τ) 7→ τf(x) + (1 − τ)g(x)
stetig.

Ergänzende Übung 15.1.6.36. Das Produkt von zwei Mannigfaltigkeiten der Di-
mensionen n und m ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n+m.

Ergänzende Übung 15.1.6.37. Jede kompakte d-Mannigfaltigkeit X läßt sich ste-
tig in einen Rn einbetten. Hinweis: Man findet für jedes x ∈ X eine stetige Ab-
bildung fx : X → Rd, die injektiv ist auf einer offenen Umgebung Ux von x.
Endlich viele dieser Ux überdecken X .

Übung 15.1.6.38. Man zeige: Das Produkt von zwei kompakten Räumen ist kom-
pakt. Der Satz von Tychonoff 15.3.2.10 wird uns sagen, daß sogar ein beliebiges
Produkt von kompakten Räumen kompakt ist.

Ergänzende Übung 15.1.6.39. Gegeben topologische RäumeX und Y sowie Kom-
pakta K ⊂ X und L ⊂ Y sowie W ⊂◦ X × Y mit K × L ⊂ W gibt es U ⊂◦ X
und V ⊂◦ Y mit K ⊂ U und L ⊂ V sowie

U × V ⊂ W

Ergänzende Übung 15.1.6.40. Man zeige, daß es keinen topologischen Raum X
gibt derart, daß X × X homöomorph ist zu R. Hinweis: Man zeige, daß für X
zusammenhängend mit mehr als einem Punkt das Komplement eines Punktes in
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X × X auch zusammenhängend ist. Man zeige allgemeiner, daß es keine zwei
topologischen RäumeX, Y mit jeweils mindestens zwei Punkten so gibt, daßX×
Y homöomorph ist zu R. Höherdimensionale Analoga zeigen wir in 17.5.7.12.

Ergänzende Übung 15.1.6.41. Auf dem Produkt einer abzählbaren Familie metri-
scher Räume existieren stets Metriken, die die Produkttopologie induzieren. Wei-
ter zeige man, daß das Produkt einer abzählbaren Familie kompakter metrischer
Räume kompakt ist. Hinweis: Man mag sich an ?? orientieren. In 15.3.2.10 zeigen
wir allgemeiner aber auch mühsamer den Satz von Tychonoff, nach dem beliebige
Produkte kompakter Räume kompakt sind.

15.1.7 Finaltopologie
15.1.7.1. Die Finaltopologie in Bezug auf eine Abbildung von einem topologi-
schen Raum in eine Menge kennen wir bereits aus 15.1.1.26. Hier besprechen
wir eine Variante für Familien von Abbildung von topologischen Räumen in eine
Menge und Eigenschaften dieser Konstruktion.

Definition 15.1.7.2. Eine Familie von stetigen Abbildungen fi : Xi → Y heißt
gesamthaft final, wenn für jede Abbildung h : Y → W in einen weiteren topo-
logischen Raum gilt:

(hfi stetig ∀i)⇒ (h stetig)

15.1.7.3. Wir eine stetige Abbildung f : X → Y final, wenn sie als einelementige
Familie gesamthaft final ist. Zum Beispiel ist die Identität auf einem topologischen
Raum stets final. Wir sagen, eine Abbildung f : X → Y sei final auf ihr Bild,
wenn die induzierte Abbildung f : X → f(X) final ist.

Lemma 15.1.7.4. Gegeben (Xi)i∈I eine Familie topologischer Räume, Y eine
Menge und fi : Xi → Y eine Familie von Abbildungen gibt es genau eine Topo-
logie auf Y , für die unsere Familie gesamthaft final wird. Sie heißt die Finaltopo-
logie zu unserer Familie.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sind T und S zwei Topologien auf
Y , für die unsere Famlie gesamthaft final wird, so sind sowohl id : (Y,S) →
(Y, T ) als auch id : (Y, T ) → (Y,S) stetig. Das zeigt T = S und so die Ein-
deutigkeit. Andererseits ist klar, daß T := {V ⊂ Y | f−1

i (V ) ⊂◦ Xi ∀i} eine
Topologie ist und die von einer Finaltopologie geforderte Eigenschaft hat.

15.1.7.5 (Transitivität gesamthaft finaler Familien). Seien eij : Wij → Xi und
fi : Xi → Y Familien von topologischen Räumen und stetigen Abbildungen. Ist
die Familie der fieij gesamthaft final, so auch die Familie der fi. Ist die Familie
der eij gesamthaft final für alle i und die Familie der fi gesamthaft final, so ist
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auch die Familie der fieij gesamthaft final. Das alles folgt unmittelbar aus der
Definition.

15.1.7.6. Die vorhergehende Bemerkung 15.1.7.5 besagt unter anderem, daß die
Verknüpfung von zwei finalen Abbildungen stets final ist und daß eine Verknüp-
fung fe von zwei stetigen Abbildungen nur dann final sein kann, wenn f final ist.
Insbesondere ist jede stetige Abbildung final, die eine stetige Rechtsinverse alias
einen stetigen Schnitt besitzt. Gibt es in anderen Worten eine stetige Abbildung s
mit f ◦ s = id, so ist f final. Insbesondere ist jede Projektion von einem Produkt
mit nichtleeren Faktoren auf einen der Faktoren final.

15.1.7.7. Ist f : X � Y eine Surjektion, so heißt die Finaltopologie auf Y auch
die Quotiententopologie.

15.1.7.8. In unserem abstrakten Kontext aus 15.1.6.16 sind gesamthaft finale Fa-
milien stetiger Abbildungen genau die gesamthaft initialen Familien in Bezug auf
den treuen Funktor vopp : UTopopp → UEnsopp für jedes Mengensystem U, das
alle beteiligten Räume Xi, Y enthält.

Beispiel 15.1.7.9. Wir konstruieren das Möbiusband. Zu dem Behufe betrachten
wir auf [0, 1] × [−1, 1] die Äquivalenzrelation ∼, die erzeugt wird von (0, y) ∼
(1,−y). Die Menge der Äquivalenzklassen versehen wir mit der Quotiententopo-
logie, und fertig ist das Möbiusband. Als Übung zeige man, daß unser so konstru-
iertes Möbiusband kompakt ist.

Beispiel 15.1.7.10 (Verkleben topologischer Räume). Wir zeigen, wie man mit
unserem Formalismus zwei topologische Räume X und Y verkleben kann. Wir
brauchen dazu als „Kleber“ eine Menge K und Abbildungen f : K → X ,
g : K → Y . Dann betrachten wir auf der disjunkten Vereinigung Y t X die
Äquivalenzrelation ∼ erzeugt von f(z) ∼ g(z) ∀z ∈ K und nehmen als Topolo-
gie auf der Verklebung

Y tK X = (Y tX)/ ∼

die Finaltopologie zu den beiden offensichtlichen Abbildungen X → Y tK X ,
Y → Y tK X .

Definition 15.1.7.11. Gegeben (Xi)i∈I eine Familie topologischer Räume erklärt
man ihre topologische Summe als ihre disjunkten Vereinigung

⊔
i∈I Xi definiert

als die finale Topologie zu den Injektionen inj : Xj →
⊔
Xi.

15.1.7.12. Abstrakt gefaßt erhalten wir so genau das Koprodukt im Sinne der
Kategorientheorie 4.7.7.16 in der Kategorie der topologischen Räume.

15.1.7.13. Ausformuliert bedeutet diese Definition: Alle inj sind stetig, und eine
Abbildung g :

⊔
Xi → Z vom Koprodukt in einen topologischen Raum Z ist

stetig genau dann, wenn alle g ◦ inj : Xj → Z es sind. Etwas expliziter liefert die
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Versuch einer graphischen Darstellung unserer Konstruktion des Möbiusbands.
Der besseren Vorstellung halber habe ich hier das Rechteck [0, 5]× [−1, 1]

gezeichnet und die Identifikationsvorschrift für die senkrechten Kanten durch mit
= bezeichnete Linien beispielhaft angedeutet.

Man erhält eine stetige Abbildung des Möbiusbands nach R3 ∼= C×R vermittels
der Formel (t, τ) 7→ (τ eπ i t,

√
1− τ 2 cos2 πt). Anschaulich gesprochen

verbindet man je zwei gegenüberliegende Punkte des Einheitskreises durch einen
Bogen mit variierender mittlerer Höhe. Das Bild ist eine sich selbst

durchdringende räumliche Fläche, bei der man sich die Selbstdurchdringung
leicht wegdenken kann. Man nennt sie auch die Kreuzhaube. In dieser
Anschauung für das Möbiusband bezahlt man in gewisser Weise mit der

Selbstdurchdringung für die gute Sichtbarkeit des Randkreises.
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Konstruktion der Finaltopologie, daß eine Teilmenge der topologischen Summe
genau dann offen ist, wenn ihr Schnitt mit jedem Xj offen ist in Xj .

Lemma 15.1.7.14 (Finalität von Restriktionen). Ist f : X → Y eine finale
Abbildung von topologischen Räumen und ist V ⊂ Y offen oder abgeschlossen,
so ist auch die induzierte Abbildung f : f−1(V )→ V final. Dasselbe gilt analog
auch für gesamthaft finale Familien.

15.1.7.15. Für beliebiges V ⊂ Y ist die entsprechende Aussage meines Wissens
nicht richtig.

Beweis. Wir zeigen das nur im Fall V ⊂◦ Y , den anderen Fall behandelt man ana-
log. Es gilt für U ⊂ V zu zeigen U ⊂◦ V ⇔ f−1(U) ⊂◦ f−1(V ). Dazu überlegen
wir uns U ⊂◦ V ⇔ U ⊂◦ Y ⇔ f−1(U) ⊂◦ X ⇔ f−1(U) ⊂◦ f−1(V ). Die äußeren
Implikationen folgen dabei aus 15.1.1.10, die mittlere aus der Finalität von f .

Lemma 15.1.7.16 (Finalität von Surjektionen). Jede stetige offene oder abge-
schlossene Surjektion ist final.

Beweis. Gegeben eine Surjektion f : X � Y gilt für jede Teilmenge V ⊂ Y
bereits V = f(f−1(V )). Ist f zusätzlich offen, so folgt aus f−1(V ) ⊂◦ X also
V ⊂◦ Y und f ist in der Tat final. Im Fall einer stetigen abgeschlossenen Surjektion
argumentiert man genauso.

Beispiel 15.1.7.17. Jede stetige Surjektion von einem kompakten Raum auf einen
Hausdorffraum ist final nach 15.1.7.16, denn sie ist abgeschlossen nach 15.1.5.13.

15.1.7.18. Sei X ein topologischer Raum. Ein System A ⊂ P(X) von Teilmen-
gen von X heißt lokal endlich, wenn jeder Punkt x ∈ X eine Umgebung besitzt,
die nur endlich viele der Teilmengen unseres Systems trifft.

Proposition 15.1.7.19 (Gesamthafte Finalität von Überdeckungen). Gegeben
eine offene oder eine lokal endliche abgeschlossene Überdeckung eines topologi-
schen Raums bilden die zugehörigen Einbettungen eine gesamthaft finale Familie.

Beweis. Im Fall einer offenen Überdeckung ist das nur eine Umformulierung un-
serer Proposition 15.1.1.20, nach der Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist. Im Fall
einer endlichen abgeschlossenen Überdeckung folgt das ebenso direkt aus Propo-
sition 15.1.1.20. Im Fall einer lokal endlichen abgeschlossenen Überdeckung folgt
es aus einer Kombination dieser beiden Aussagen oder alternativ, da je eine Ab-
bildung stetig ist, wenn sie stetig ist in jedem Punkt.

Beispiel 15.1.7.20 (Finalität ist lokal in der Basis). Sei f : X → Y eine stetige
Abbildung. Mit der „Basis“ ist der Raum Y gemeint. Besitzt diese Basis Y eine
offene Überdeckung V derart, daß f : f−1(V ) → V final ist für alle V ∈ V ,
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zum Beispiel weil es jeweils einen Schnitt besitzt, so ist auch f selbst final. In
der Tat bilden dann nach der Transitivität gesamthaft finaler Familien 15.1.7.5
und der gesamthaften Finalität von Überdeckungen 15.1.7.19 die Abbildungen
f−1(V ) → Y eine gesamthaft finale Familie, und da diese über f : X → Y
faktorisiert, ist nach der zweiten Aussage in 15.1.7.5 auch f final.

Beispiel 15.1.7.21. Die Exponentialabbildung exp : C→ C× ist final, da sie lokal
stetige Schnitte besitzt, zum Beispiel über jeder geschlitzten Ebene. Eine Funktion
f : C× → C ist also genau dann stetig, wenn f ◦ exp : C→ C stetig ist.

Beispiel 15.1.7.22. Das Potenzieren C→ C, z 7→ zn ist final für n ≥ 1. In diesem
Fall besitztC nämlich eine endliche Überdeckung durch abgeschlossene Teilmen-
gen, etwa geeignete abgeschlossene Winkelsegmente, auf denen sie jeweils einen
stetigen Schnitt besitzt, und man kann 15.1.7.28 anwenden. Alternativ mögen sie
aus der Funktionentheorie wissen, daß nichtkonstante holomorphe Abbildungen
mit zusammenhängendem Definitionsbereich offen sind, und offene stetige Sur-
jektionen sind nach 15.1.7.16 final. Als drittes Argument mögen sie nochmal mit
15.1.7.28 argumentieren und eine lokal endliche Überdeckung durch abgeschlos-
sene Kreisringe konstruieren, auf die zurückgezogen unsere Abbildung jeweils
final ist nach 15.1.7.17 als stetige surjektive Abbildung von einem Kompaktum
auf einen Hausdorffraum.

Vorschau 15.1.7.23 (Finalität und Produkte). Es ist meines Wissens im allge-
meinen nicht richtig, daß daß für f : X → Y final und Z ein beliebiger topolo-
gischer Raum auch f × id : X × Z → Y × Z final wäre. Wir zeigen jedoch in
15.1.9.15, daß gegeben eine finale Surjektion f : X � Y und Z lokal kompakt
auch f × id : X × Z → Y × Z final ist.

Übungen

Übung 15.1.7.24. Gegeben ein diskreter Raum F und ein beliebiger Raum X
stimmt die Produkttopologie auf X × F überein mit der Finaltopologie in Bezug
auf die Abbildungen if : X → X × F für alle f ∈ F , die gegeben werden durch
x 7→ (x, f).

Übung 15.1.7.25 (Eigenschaften stetiger offener Surjektionen). Wir wissen aus
15.1.7.16 bereits, daß stetige offene Surjektionen final sind. Man zeige darüber
hinaus die folgenden Eigenschaften.

1. Ist f : X → Y eine stetige offene Surjektion und Z ein topologischer
Raum, so ist auch f × id : X ×Z → Y ×Z eine stetige offene Surjektion;

2. Ist f : X → Y eine stetige offene Surjektion und V ⊂ X ein Teilmenge, so
ist auch f : f−1(V )→ V eine stetige offene Surjektion;
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3. Sind f : X → Y und g : Y → Z stetige Abbildungen und ist gf : X →
Z eine stetige offene Surjektion, so auch g. Insbesondere ist jede stetige
Abbildung, die einen stetigen Schnitt besitzt, eine stetige offene Surjektion;

4. Ist f : X → Y eine stetige Abbildung und Y =
⋃
V ∈V V eine offene

Überdeckung derart, daß alle f : f−1(V ) → V stetige offene Surjektionen
sind, so ist auch f eine stetige offene Surjektion.

Salopp gesprochen sind stetige offene Surjektionen „die besseren finalen Abbil-
dungen“.

Übung 15.1.7.26 (Verträglichkeit von endlichen Produkten mit Koproduk-
ten). In der Kategorie der Mengen kommutieren Koprodukte mit beliebigen Pro-
dukten. In der Kategorie der topologischen Räume kommutieren Koprodukte mit
beliebigen endlichen Produkten. In der Kategorie der abelschen Gruppen gilt noch
nicht einmal das.

Übung 15.1.7.27. Gegeben X ein topologischer Raum, f : X → Y eine Abbil-
dung und E ⊂ P(Y ) ein Mengensystem ist f ist stetig für die von E erzeugte
Topologie auf Y genau dann, wenn die Urbilder aller V ∈ E offen sind in X .
Hinweis: Sind die Urbilder aller V ∈ E offen, so ist E enthalten in der finalen
Topologie auf Y .

Übung 15.1.7.28 (Finalitätskriterium über abgeschlossene Überdeckungen).
Sei f : X → Y eine stetige Abbildung. Besitzt die Basis Y eine lokal endliche
Überdeckung V durch abgeschlossene Teilmengen derart, daß f : f−1(V ) →
V final ist für alle V ∈ V , so ist auch f selbst final. Hinweis: Man passe die
Argumentation aus 15.1.7.20 an.

Übung 15.1.7.29 (Finale Abbildungen und Zusammenhang). Ist f : X → Y
final mit zusammenhängenden Fasern, so sind die Zusammenhangskomponenten
von X die Urbilder der Zusammenhangskomponenten von Y . Ist insbesondere Y
zusammenhängend, so auch X .

Ergänzende Übung 15.1.7.30. Sei f : X � Y eine stetige Surjektion auf einen
Hausdorffraum. Besitzt Y eine lokal endliche Überdeckung durch Teilmengen,
deren Urbilder unter f kompakt sind, so ist f final. Hinweis: 15.1.7.17 und 15.1.7.28.
Besitzt insbesondere ein Hausdorffraum eine lokal endliche Überdeckung durch
Kompakta, so kann man keine offenen Mengen hinzufügen, ohne die lokal endli-
che Überdeckbarkeit durch Kompakta zu verlieren.

Übung 15.1.7.31 (Stetigkeitseigenschaften der Nullstellen von Polynomen).
Die Vorschrift (λ1, . . . , λn) 7→ (T −λ1) . . . (T −λn) liefert für jedes n eine finale
Abbildung π : Cn � Poln in den affinen Raum Pol aller normierten komplexen
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Polynome vom Grad n, und die davon induzierte Abbildung ist ein Homöomor-
phismus

Cn/Sn
∼→ Poln

Hier meint Cn/Sn den Bahnenraum für die Operation der symmetrischen Gruppe
durch Vertauschung der Koordinaten mit der Quotiententopologie alias den Raum
der Multimengen komplexer Zahlen der Kardinalität n. Auf unserem Raum Poln

dahingegen betrachten wir die natürliche Topologie. Unser Satz ist ein topologi-
sches Analogon des Hauptsatzes über symmetrische Polynome 6.2.9.6, vergleiche
7.5.3.7. Hinweis: Man mag etwa davon ausgehen, daß aufgrund der Abschätzung
3.5.3.33 Urbilder von Kompakta K unter π stets wieder kompakt sind.
Beispiel 15.1.7.32. Ist f : C → C stetig, so ist auch die Abbildung Pol → C
gegeben durch (T − λ1) . . . (T − λn) 7→ f(λ1) + . . .+ f(λn) stetig.

Übung 15.1.7.33. Man zeige, daß im Raum aller normierten reellen Polynome
vom Grad n die über R zerfallenden Polynome eine abgeschlossene Teilmenge
bilden und daß darin die offene Teilmenge der Polynome ohne Nullstelle bei Null
in (n+ 1) Zusammenhangskomponenten zerfällt, die durch die Zahl der mit Viel-
fachheit genommenen positiven Nullstellen der in ihnen enthaltenen Polynome
charakterisiert werden können.
Vorschau 15.1.7.34. In der Homotopietheorie arbeitet man oft mit sogenannten
CW-Komplexen. Darunter versteht man einen Hausdorffraum X mit einer Fa-
milie von stetigen Abbildungen ϕα : Dn(α) → X von geschlossenen Bällen
Dn := {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} nach X derart, daß gilt:

1. Die Restriktionen unserer Abbildungen auf die offenen Bälle sind Homöo-
morphismen auf ihr Bild ϕα : (Dn(α)\Sn(α))

∼→ ϕα(Dn(α)\Sn(α)) und unser
Raum X ist als Menge die disjunkte Vereinigung der Bilder der offenen
Bälle X =

⊔
α ϕα(Dn(α)\Sn(α)). Diese Bilder der offenen Bälle heißen die

Zellen unseres CW-Komplexes;

2. Für jedes α ist ϕα(Sn(α)) enthalten in einer endlichen Vereinigung von Bil-
dern von anderen ϕβ mit n(β) < n(α);

3. Der Raum X trägt die finale Topologie in Bezug auf die Familie der ϕα :
Dn(α) → X .

Die zweite Bedingung heißt auf Englisch „closure finiteness“, die Dritte „weak to-
pology“, daher die Terminologie. Große Vorsicht ist bei Produkten angesagt: Das
Produkt von zwei CW-Komplexen mit seiner offensichtlichen Zellstruktur muß
keineswegs wieder ein CW-Komplex sein, sondern kann mehr offene Teilmen-
gen haben als die finale Topologie zur offensichtlichen Zellstruktur. Mehr Details
stehen bei Hatcher.
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Ergänzende Übung 15.1.7.35. Gegeben ein CW-Komplex X ist die Vereinigung
X≤n aller Zellen der Dimension ≤ n abgeschlossen. Sie heißt das n-Skelett un-
seres CW-Komplexes.
Ergänzende Übung 15.1.7.36. Ein Kompaktum in einem CW-Komplex trifft höchs-
tens endlich viele Zellen. Hinweis: Eine Teilmenge, die jede Zelle nur in endlich
vielen Punkten trifft, ist diskret.

15.1.8 Abzählbar basierte Einsmannigfaltigkeiten*
15.1.8.1. Dieser Abschnitt ist für das Weitere entbehrlich. Er dient im Wesentli-
chen dazu, den Leser davon zu überzeugen, daß die bisher entwickelten abstrakten
Begriffsbildungen immer noch eine enge Beziehung zur Anschauung haben.

Satz 15.1.8.2 (Klassifikation kompakter Einsmannigfaltigkeiten). Jede zusam-
menhängende kompakte topologische Einsmannigfaltigkeit ist homöomorph zur
Kreislinie S1.

15.1.8.3. Weitere Resultate in dieser Richtung kann man etwa in [FR84, p. 139]
finden. Wir schicken dem eigentlichen Beweis ein Lemma voraus.

Lemma 15.1.8.4. Läßt sich ein zusammenhängender Hausdorffraum schreiben
als Vereinigung von zwei offenen zu R homöomorphen Teilmengen, so ist er ho-
möomorph zur Zahlengeraden R oder zur Kreislinie S1.

Beweis. Sei X unser Raum und seien ϕ, ψ : R ↪→ X stetige offene Einbettun-
gen, deren Bilder X überdecken. Da X zusammenhängend ist, haben wir ϕ(R) ∩
ψ(R) 6= ∅. Sicher ist ϕ−1(ψ(R)) offen in R, folglich ist jede Zusammenhangs-
komponente dieser Menge ein offenes Intervall. Wäre solch eine Zusammen-
hangskomponente beschränkt, sagen wir von der Gestalt (a, b) mit a, b ∈ R, so
folgte (ψ−1 ◦ ϕ)((a, b)) = (ψ−1 ◦ ϕ)([a, b]), und da ϕ([a, b]) kompakt und damit
abgeschlossen ist, wäre (ψ−1 ◦ ϕ)((a, b)) sowohl offen als auch abgeschlossen
und damit ganz R und es folgte ϕ : R ∼→ X und wir wären fertig. Wir dürfen
also annehmen, jede Zusammenhangskomponente von ϕ−1(ψ(R)) sei ein unbe-
schränktes Intervall. Folglich besitzt dieser Raum und damit auch ϕ(R) ∩ ψ(R)
entweder eine oder zwei Zusammenhangskomponenten. Wir beginnen mit dem
Fall einer Komponente. Indem wir notfalls ϕ beziehungsweise ψ durch ihre Ver-
knüpfung mit t 7→ −t ersetzen, dürfen wir annehmen, daß es a, b ∈ R gibt derart,
daß ϕ und ψ Homöomorphismen

(−∞, a)
∼→ ϕ(R) ∩ ψ(R)

∼← (b,∞)

induzieren. Die Verknüpfung ist also streng monoton. Wäre sie streng monoton
fallend, so hätten wir

lim
x↗a

ϕ(x) = ϕ(a) = ψ(b) = lim
y↘b

ψ(y)
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Illustration zum Beweis von 15.1.8.4.
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im Widerspruch zur Wahl von a und b. Also ist unsere Verknüpfung streng mono-
ton wachsend und gegeben c, d mit ϕ(c) = ψ(d) haben wir

X = ψ((−∞, d]) ∪ ϕ([c,∞))

wobei ϕ(c) = ψ(d) der einzige gemeinsame Punkt dieser beiden Mengen ist. Sie
sind beide abgeschlossen in X , da ihre Urbilder unter ψ und ϕ es sind. Daraus
folgt dann, daß X homöomorph ist zu R. Im Fall zweier Komponenten argumen-
tieren wir analog.

Beweis von Satz 15.1.8.2. Sei X = U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ Ur eine offene Überdeckung
durch zu R homöomorphe Teilmengen. Wir können die Mengen unserer Überde-
ckung so anordnen, daß U1∪U2∪. . .∪Ui für jedes i ≥ 1 zusammenhängend ist. Ist
i minimal derart, daß U1 ∪ . . .∪Ui nicht homöomorph ist zu R, so muß nach dem
Lemma diese Vereinigung bereits homöomorph zu S1 sein und damit als nichtlee-
re abgeschlossene und offene Teilmenge mit ganz X zusammenfallen.

Satz 15.1.8.5 (Klassifikation abzählbar basierter Einsmannigfaltigkeiten). Je-
de abzählbar basierte topologische Einsmannigfaltigkeit besitzt abzählbar viele
Zusammenhangskomponenten und jede von diesen ist homöomorph zur Kreislinie
S1 oder zur reellen Zahlengerade R.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß jede nichtkompakte abzählbar basierte zusam-
menhängende Einsmannigfaltigkeit M homöomorph zur reellen Zahlengeraden
R ist. Per definitionem besitzt M eine abzählbare Überdeckung durch zu R ho-
möomorphe offene Teilmengen M =

⋃
I∈I I . Wir greifen willkürlich ein I ∈ I

heraus und nennen es U0 := I0. Gilt U0 = M , so sind wir fertig und setzen nur
proForma U1 := U0. Andernfalls muß es es, da M zusammenhängend vorausge-
setzt war, I1 ∈ I geben mit U0 ∩ I1 6= ∅. Nach 15.1.8.4 ist U0 ∪ I1 homöomorph
zu S1 oder zu R. Im ersteren Fall wäre U0 ∪ I1 kompakt, also abgeschlossen, also
ganz M im Widerspruch zu unserer Annahme. Also gilt U0 ∪ I1

∼= R und wir
setzen U1 := U0 ∪ I1. So machen wir immer weiter und finden eine Überdeckung

M =
∞⋃
n=0

Un

durch eine Folge von zu R homöomorphen offenen Teilmengen

U0 ⊂ U1 ⊂ . . .

Offensichtlich finden wir dann eine monoton fallende Folge an und eine monoton
wachsende Folge bn in R und mit den Einbettungen verträgliche Homöomorphis-
men (an, bn)

∼→ Un. Der Satz folgt.
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15.1.9 Topologisches Exponentialgesetz

Definition 15.1.9.1. Gegeben topologische Räume X, Y bezeichne Top(X, Y )
die Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y . Gegeben Teilmengen K ⊂
X und U ⊂ Y bezeichne

O(K,U) ⊂ Top(X, Y )

die Menge aller stetigen Abbildungen f : X → Y mit f(K) ⊂ U . Die auf
Top(X, Y ) von den Mengen O(K,U) für K ⊂ X kompakt und U ⊂◦ Y offen
erzeugte Topologie heißt wie in 13.3.10.2 die kompakt-offene Topologie. Wir
denken uns Räume stetiger Abbildungen im Zweifelsfall stets mit dieser Topo-
logie versehen und verwenden für den so entstehenden topologischen Raum die
Notation

C(X, Y )

15.1.9.2 (Diskussion der Notation). Manche Quellen verwenden die Notation
Y X = C(X, Y ). Ich will versuchen, diese exponentielle Schreibweise zu ver-
meiden. Sie hat den Nachteil, daß in wieder anderen Quellen die Notation Y X

vielmehr die Menge aller Abbildungen Ens(X, Y ) bezeichnet.

Lemma 15.1.9.3 (Funktorialitäten). Gegeben stetige Abbildungen f : X ′ → X
und g : Y → Y ′ sind auch die induzierten Abbildungen (◦f) : C(X, Y ) →
C(X ′, Y ) und (g◦) : C(X, Y )→ C(X, Y ′) stetig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus (◦f)−1O(K ′, U) = O(f(K), U). Die
zweite Behauptung folgt aus (g◦)−1O(K,U ′) = O(K, g−1(U ′)).

15.1.9.4. Unter einer Eigenschaft von Objekten einer Kategorie C versteht man
formal einen Funktor C× → {wahr, falsch} von der Isomorphismenkategorie von
C in die diskrete Kategorie der zweielementigen Menge der Wahrheitswerte.

Definition 15.1.9.5. Sei (E) eine Eigenschaft topologischer Räume. Sagen wir,
ein topologischer Raum X sei lokal (E), so meinen wir, daß sich jede Umgebung
eines beliebigen Punkts von X verkleinern läßt zu einer Umgebung desselben
Punktes, die als topologischer Raum mit der induzierten Topologie die Eigen-
schaft (E) hat.

Beispiel 15.1.9.6. Speziell heißt ein topologischer Raum lokal kompakt, wenn
sich jede Umgebung eines jeden seiner Punkte zu einer kompakten Umgebung
des besagten Punktes verkleinern läßt. Diese Terminologie hatten wir bereits in
13.1.10.5 eingeführt.
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15.1.9.7 (Diskussion der Terminologie). In der Terminologie von Bourbaki wird
von einem lokal kompakten Raum zusätzlich die Hausdorff-Eigenschaft gefordert.
Ich schließe mich dieser Terminologie nicht an, da sie im Widerspruch steht zu der
eben vereinbarten allgemeinen Bedeutung des Adjektivs „lokal“. Im Deutschen
bringt man diesen Unterschied zumindest in der alten Rechtschreibung dadurch
zum Ausdruck, daß man „lokalkompakt“ zusammenschreibt, wenn die Hausdorff-
Bedingung mit gemeint ist.

Lemma 15.1.9.8. Besitzt in einem Hausdorffraum jeder Punkt eine kompakte Um-
gebung, so ist unser Raum bereits lokal kompakt im Sinne von 15.1.9.5.

Beweis. Seien X unser Hausdorffraum und p ∈ U ⊂ K ⊂ X ein Punkt, eine in
X offene Menge U ⊂◦ X und ein Kompaktum K. Es gilt, V ⊂◦ X zu finden mit
p ∈ V̄ ⊂ U . Nach 15.1.5.19 finden wir V,W ⊂◦ K disjunkt mit K\U ⊂ W und
p ∈ V . Aus V ⊂◦ K und V ⊂ U folgt erst V ⊂◦ U und dann V ⊂◦ X . Wir haben
V̄ := ClX(V ) = ClK(V ) und V ∩W = ∅ ⇒ ClK(V ) ∩W = ∅ ⇒ ClK(V ) ⊂ U
alias V̄ ⊂ U wie gewünscht.

Satz 15.1.9.9 (Exponentialgesetz, schwache Form). Seien X, Y, Z topologische
Räume. Ist Y lokal kompakt, so induziert die Bijektion aus dem Exponentialgesetz
Ens(X × Y, Z)

∼→ Ens(X,Ens(Y, Z)) eine Bijektion zwischen den entsprechen-
den Teilmengen von stetigen Abbildungen

Top(X × Y, Z)
∼→ Top(X, C(Y, Z))

15.1.9.10. In der Terminologie der Kategorientheorie 16.4.3 bedeutet dieser Satz,
daß für lokal kompaktes Y der Funktor C(Y, ) : Top → Top rechtsadjungiert
ist zum Funktor ×Y . In Korollar 15.1.9.13 folgern wir, daß die Abbildung im
Satz unter der zusätzlichen Annahme, daß auch X lokal kompakt ist, sogar einen
Homöomorphismus C(X × Y, Z)

∼→ C(X, C(Y, Z)) induziert. Das heißt dann
eigentlich erst das Exponentialgesetz aus Gründen, die dort erläutert werden. In
13.3.10.4 formulieren wir bereits das sehr schwache Exponentialgesetz, nach dem
für beliebige Räume X, Y, Z und f : X × Y → Z stetig auch die induzierte
Abbildung F : X → C(Y, Z) stetig ist. Der Beweis wird gleich wiederholt.

Beweis. Sei f : X × Y → Z stetig und F : X → C(Y, Z) die induzierte Ab-
bildung. Es ist im folgenden wichtig zu unterscheiden zwischen der Abbildung F
und der Abbildung F (x) : Y → Z für festes x ∈ X . Wir wiederholen zunächst,
noch ohne irgendwelche Bedingungen an Y , den Beweis aus 13.3.10.4, daß F
stetig ist. Es reicht, diese Stetigkeit an jeder Stelle x ∈ X zu zeigen. Gegeben
K ⊂ Y kompakt und U ⊂◦ Z offen mit F (x) ∈ O(K,U) gilt es, eine offe-
ne Umgebung V von x zu finden mit F (V ) ⊂ O(K,U). In der Tat folgt dann
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Illustration zum Beweis von Satz 15.1.9.9. Das Bild kommt von dem Beweis des
Spezialfalls 11.2.5.4. Das p im Bild heißt in unserem Beweis x, das η im Bild ist

so gewählt, daß der η-Ball um x alias p in V enthalten wäre.
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F−1(O(K,U)) ⊂◦ X und mit 15.1.7.27 die Stetigkeit von F . Nun besagt unsere
Bedingung gerade (x×K) ⊂ f−1(U). Wir finden für all y ∈ K offene Teilmen-
gen Vy ⊂◦ X und Wy ⊂◦ Y mit

(x, y) ∈ Vy ×Wy ⊂ f−1(U)

Wegen der Kompaktheit von K finden wir sogar E ⊂ K endlich mit K ⊂⋃
y∈EWy. Jetzt setzen wir V :=

⋂
y∈E Vy und haben (V × K) ⊂ f−1(U) ali-

as F (V ) ⊂ O(K,U) wie gewünscht. Sei nun umgekehrt F : X → C(Y, Z) stetig
und sei f : X × Y → Z die induzierte Abbildung. Es gilt zu zeigen, daß f ste-
tig ist an jeder Stelle (x, y) ∈ X × Y . Sei also U ⊂◦ Z eine offene Umgebung
von f(x, y) = (F (x))(y). Nach Annahme ist F (x) : Y → Z stetig und Y lokal
kompakt, folglich gibt es eine kompakte UmgebungK von y mit (F (x))(K) ⊂ U
alias F (x) ∈ O(K,U). Da nun auch die Abbildung F : X → C(Y, Z) stetig ist
bei x, gibt es dann auch eine Umgebung V von x mit F (V ) ⊂ O(K,U), also mit
f(V ×K) ⊂ U . Damit ist V ×K die gesuchte Umgebung von (x, y), die unter f
nach U abgebildet wird.

Korollar 15.1.9.11 (Stetigkeit des Auswertens). Ist Y lokal kompakt und Z ein
beliebiger topologischer Raum, so ist das Auswerten C(Y, Z)× Y → Z stetig.

Beweis. Das Auswerten entspricht unter der Bijektion aus unserem Adjunktions-
satz 15.1.9.9 der Identität auf C(Y, Z) = X rechts.

Korollar 15.1.9.12. Gegeben ein lokal kompakter topologischer Raum X und
eine Familie topologischer Räume (Yi) liefert die offensichtliche Abbildung einen
Homöomorphismus

C

(
X,
∏
i

Yi

)
∼→
∏
i

C(X, Yi)

Beweis. In kategorieller Sprache ausgedrückt besagt unser Lemma, daß der Funk-
tor C(X, ) : Top → Top verträglich ist mit Produkten. Das folgt mit der Ad-
junktion 15.1.9.9 unmittelbar aus der allgemeinen Erkenntnis 17.7.1.30, daß ein
rechtsadjungierter Funktor stets mit Limites vertauscht.

Korollar* 15.1.9.13 (Exponentialgesetz). Seien X, Y, Z topologische Räume.
Sind X und Y lokal kompakt, so induziert unser Exponentialgesetz für Mengen
einen Homöomorphismus

C(X × Y, Z)
∼→ C(X, C(Y, Z))

Ergänzung 15.1.9.14. In der anderen Schreibweise liest sich dasZX×Y ∼→ (ZY )X ,
daher die Terminologie. Ich benutze diese Aussage im weiteren nicht und zeige
sie nur der Vollständigkeit halber.
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Beweis. Die Stetigkeit dieser Abbildung ist nach 15.1.9.9 gleichbedeutend erst
zur Stetigkeit der induzierten Abbildung C(X × Y, Z)×X → C(Y, Z) und durch
erneutes Anwenden von 15.1.9.9 auch zur Stetigkeit der induzierten Abbildung
C(X×Y, Z)×X×Y → Z. Diese Stetigkeit folgt jedoch aus 15.1.9.11, da mit X
und Y auch X×Y lokal kompakt ist. Also ist die im Korollar betrachtete Bijekti-
on stetig und es bleibt nur noch, die Stetigkeit ihrer Umkehrabbildung zu zeigen.
Die Stetigkeit dieser Umkehrabbildung ist jedoch nach 15.1.9.9 gleichbedeutend
zur Stetigkeit der induzierten Abbildung C(X, C(Y, Z)) ×X × Y → Z, die hin-
wiederum stetig sein muß als die Verknüpfung von zwei nach 15.1.9.9 stetigen
Abbildungen C(X, C(Y, Z))×X × Y → C(Y, Z)× Y → Z.

Proposition 15.1.9.15. Ist p : X → Y final und surjektiv und Z lokal kompakt,
so ist auch p× id : X × Z → Y × Z final und surjektiv.

15.1.9.16. Wir geben in 17.3.4.7 noch einen direkteren Beweis für dieselbe Aus-
sage.

Beweis. Sei W ein topologischer Raum und g : Y × Z → W eine Abbildung. Ist
g ◦ (p× id) : X ×Z → W stetig, so nach 15.1.9.9 auch die induzierte Abbildung
X → C(Z,W ). Diese Abbildung faktorisiert jedoch als X → Y → C(Z,W ) mit
p als erstem Pfeil und der von g induzierten Abbildung als zweitem Pfeil, da wir p
surjektiv vorausgesetzt hatten. Ist zusätzlich p final, so ist folglich mit g ◦ (p× id)
auch die von g induzierte Abbildung Y → C(Z,W ) stetig und damit nach 15.1.9.9
wiederum g selbst.

Ergänzung 15.1.9.17. Ein Raum Y heißt kompakt erzeugt, wenn er Hausdorff ist
und wenn die offensichtliche Abbildung

⊔
K∈KK → Y final ist, für K ⊂ P(Y )

das System aller kompakten Teilräume, vergleiche etwa [?]. Man kann zeigen, daß
es in der Kategorie der kompakt erzeugten Räume Produkte gibt, die allerdings
nicht mit den üblichen Produkten in der Kategorie aller topologischen Räume
übereinstimmen, daß das Darankreuzen einen Rechtsadjungierten hat, der aller-
dings nicht mit dem Raum der stetigen Abbildungen und seiner kompakt-offenen
Topologie übereinstimmt, und daß in dieser Begrifflichkeit auch eine Variante des
Exponentialgesetzes gilt.

Übungen

Übung 15.1.9.18. IstX ein kompakter topologischer Raum, so stimmt die kompakt-
offene Topologie auf C(X,C) überein mit der von der Supremumsnorm induzier-
ten Topologie.
Übung 15.1.9.19. Gegeben topologische Räume X, Y ist diejenige Abbildung
Y → C(X, Y ) stetig, die jedem Punkt y ∈ Y die entsprechende konstante Ab-
bildung zuordnet, die eben ganz X auf diesen einen Punkt y wirft.
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Übung 15.1.9.20. Gegeben topologische RäumeX, Y mitX lokal kompakt ist das
Auswerten eine stetige Abbildung X → C(C(X, Y ), Y ). Hinweis: Man verwende
die Stetigkeit des Auswertens 15.1.9.11 und das sehr schwache Exponentialgesetz
15.1.9.10.

Übung 15.1.9.21. Die stetigen Abbildungen von einem lokal kompakten topolo-
gischen Raum in einen topologischen Vektorraum bilden unter der punktweisen
Verknüpfung und mit der kompaktoffenen Topologie selbst einen topologischen
Vektorraum. Hinweis: 15.1.9.12.

Übung 15.1.9.22. Ist Y → Y ′ initial und X ein beliebiger topologischer Raum,
so ist auch C(X, Y )→ C(X, Y ′) initial.

Ergänzende Übung 15.1.9.23. Man zeige, daß für jeden lokal kompakten Raum Y
die Verknüpfung C(X, Y )×C(Y, Z)→ C(X,Z) stetig ist. Hinweis: GegebenQ ⊂
V ⊂◦ Y eine kompakte Teilmenge in einer offenen Teilmenge gibt es unter unseren
Annahmen stets eine kompakte Teilmenge R ⊂ Y und eine offene Teilmenge
W ⊂◦ Y mitQ ⊂ W ⊂ R ⊂ V . SindX und Y lokal kompakt, folgt das auch leicht
aus dem schwachen Exponentialgesetz 15.1.9.9 und der Stetigkeit des Auswertens
15.1.9.11.

Übung 15.1.9.24. Ich erinnere an unsere Abkürzung C(X,C) = C(X). Man zei-
ge: Ist X ein lokal kompakter Raum und F : R × X → C differenzierbar nach
der ersten Variablen mit stetiger partieller Ableitung ∂F : R×X → C, so gilt für
die Abbildung g : R → C(X), t 7→ F (t, ) im topologischen Vektorraum C(X)
die Identität

lim
t→0

g(t)− g(0)

t
= (∂F )(0, )

Analoges gilt für Abbildungen F : R × X → V in einen beliebigen normierten
reellen Vektorraum.

Übung 15.1.9.25. Jede stetige Surjektion f : X � Y auf einen lokal kompakten
Hausdorffraum derart, daß alle Urbilder unter f von Kompakta wieder kompakt
sind, ist final. Hinweis: Finalität von Restriktionen 15.1.7.14 und Lokalität von
Finalität in der Basis 15.1.7.20.
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15.2 Topologie und algebraische Strukturen

15.2.1 Topologische Gruppen
15.2.1.1. Ich erinnere an die Produkttopologie 15.1.6.17. Im folgenden denken
wir uns alle Produkte von topologischen Räumen mit dieser Topologie vershehen.

Definition 15.2.1.2. Ein topologisches Magma ist ein Magma M mit einer To-
pologie derart, daß die Verknüpfung M ×M →M stetig ist.

Definition 15.2.1.3. Ein topologisches Monoid ist ein Monoid M mit einer To-
pologie derart, daß die Verknüpfung M ×M →M stetig ist.

Definition 15.2.1.4. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G mit einer To-
pologie derart, daß die Verknüpfung G × G → G und die Inversenabbildung
G→ G stetig sind.

15.2.1.5 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren fordern von ihren to-
pologischen Gruppen zusätzlich auch noch die Hausdorff-Eigenschaft, aber ich
schließe mich dieser Konvention nicht an und nenne eine hausdorffsche topologi-
sche Gruppe kurz eine Hausdorffgruppe.

Ergänzung 15.2.1.6. Segal und Nikolov haben gezeigt, daß eine kompakte Haus-
dorffgruppe keinen surjektiven Gruppenhomomorphismus auf eine unendliche
aber endlich erzeugte Gruppe besitzen kann. Gemeint sind hier Homomorphis-
men von abstrakten Gruppen, also nach Vergessen der Topologie.

Beispiele 15.2.1.7. Die Gruppen GL(n;R) sind topologische Gruppen in der von
der natürlichen Topologie auf dem endlichdimensionalen reellen Vektorraum aller
reellen (n × n)-Matrizen induzierten Topologie. Jeder normierte Vektorraum ist
mit der Addition als Verknüpfung und der metrischen Topologie eine topologische
Gruppe.

15.2.1.8 (Stetigkeit von Translationen). Gegeben ein topologisches Magma M
ist die Linkstranslation (x·) : M →M stetig als die Verknüpfung

M
(x,id)−→ M ×M →M

mit x der entsprechenden konstanten Abbildung M →M , die ja stets stetig ist. In
derselben Weise folgt, daß auch die Rechtstranslationen (·x) stetig sind und daß
im Fall einer topologischen Gruppe alle Translationen und ebenso die Konjuga-
tionen g 7→ xgx−1 für alle x Homöomorphismen sind.

15.2.1.9. Jede offene Untergruppe einer topologischen Gruppe ist auch abge-
schlossen als das Komplement der Vereinigung ihrer nichttrivialen Linksneben-
klassen.
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Lemma 15.2.1.10. Eine zusammenhängende topologische Gruppe wird von jeder
Umgebung ihres neutralen Elements erzeugt.

Beweis. In der Tat erzeugt in jeder topologischen Gruppe jede Umgebung des
neutralen Elements eine offene Untergruppe. Nach 15.2.1.9 ist diese offene Un-
tergruppe auch abgeschlossen. Ist unsere Gruppe zusammenhängend, so muß sie
also bereits mit besagter Untergruppe übereinstimmen.

Ergänzung 15.2.1.11. Ein stetiger Gruppenhomomorphismus von der additiven
Gruppe der reellen Zahlen in eine topologische Gruppe heißt ein Gruppenweg in
unserer topologischen Gruppe. In der Literatur ist auch die Bezeichnung als Ein-
parameteruntergruppe gebräuchlich. In 11.2.3.19 bestimmen wir die Gruppen-
wege in der additiven Gruppe eines normierten reellen Vektorraums, in 22.1.4.5
die Gruppenwege in Matrixliegruppen.
Ergänzung 15.2.1.12. Gegeben eine Umgebung U ⊂ G des neutralen Elements
einer topologischen Gruppe gibt es stets eine weitere Umgebung V ⊂ G des
neutralen Elements mit V 2 ⊂ U alias xy ∈ U ∀x, y ∈ V . In der Tat gibt es eine
Umgebung von (1, 1) in G× G, die unter der Verknüpfung in U landet, und jede
solche Umgebung umfaßt eine Umgebung der Gestalt A × B für Umgebungen
A,B von 1 ∈ G. Der Schnitt A ∩ B ist dann die gesuchte Umgebung V des
neutralen Elements.

Übungen

Übung 15.2.1.13. Ist G eine Hausdorffgruppe und A ⊂ G eine abelsche Unter-
gruppe, so ist auch der Abschluß Ā unserer Untergruppe abelsch. In der Tat folgt
aus aba−1b−1 = 1 für alle a, b ∈ A dasselbe zunächst für alle a ∈ A, b ∈ Ā und
dann für alle a, b ∈ Ā.
Übung 15.2.1.14. Man zeige, daß eine zusammenhängende topologische Gruppe
mit einer abzählbar basierten Umgebung des neutralen Elements stets abzählbar
basiert ist. Hinweis: Gegeben eine offene Teilmenge U ⊂◦ G ist die Multiplikation
Un → G stets offen.
Übung 15.2.1.15. Jede Untergruppe einer topologischen Gruppe ist mit der indu-
zierten Topologie selbst eine topologische Gruppe. Jedes Produkt topologischer
Gruppen ist mit der Produkttopologie wieder eine topologische Gruppe.
Ergänzende Übung 15.2.1.16. Die Einheiten jeder Banach-Algebra bilden mit der
metrischen Topologie eine topologische Gruppe. Die unitären Automorphismen
eines Hilbertraums bilden eine abgeschlossene Untergruppe in der Einheitengrup-
pe der Banach-Algebra der beschränkten Operatoren auf unserem Hilbertraum.
Übung 15.2.1.17. Ein Gruppenhomomorphismus von topologischen Gruppen ist
stetig genau dann, wenn er stetig ist beim neutralen Element.
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Übung 15.2.1.18. Gegeben eine Untergruppe einer topologischen Gruppe ist auch
ihr Abschluß eine Untergruppe.

Übung 15.2.1.19. In jeder topologischen Gruppe ist die Zusammenhangskompo-
nente des neutralen Elements eine Untergruppe, ja sogar ein Normalteiler. Man
nennt sie meist die Einszusammenhangskomponente oder kurz Einskompo-
nente. Die Einskomponente einer topologischen Gruppe G wird G◦ notiert.

Übung 15.2.1.20. In einer topologischen Gruppe erzeugt jede zusammenhängen-
de Umgebung der Eins die Einskomponente.

Übung 15.2.1.21. Jeder diskrete Normalteiler einer zusammenhängenden topolo-
gischen Gruppe liegt bereits im Zentrum besagter Gruppe.

Übung 15.2.1.22. Sei G eine Gruppe mit einer Topologie. Sind die Translationen
(g·) : G → G und (·g) : G → G stetig für alle g ∈ G, ist die Inversenbildung
stetig beim neutralen Element e, und ist die Verknüpfung G × G → G stetig bei
(e, e), so ist G eine topologische Gruppe.

Übung 15.2.1.23. Ein topologischer Schiefkörper ist ein Schiefkörper k mit ei-
ner Topologie derart, daß die Addition und die Multiplikation stetig sind als Ab-
bildungen k× k → k sowie, für die auf k× induzierte Topologie, auch das Bilden
des Inversen k× → k×. Man zeige, daß für einen Hausdorff’schen topologischen
Schiefkörper k die Gruppen GL(d; k) topologische Gruppen sind.

Ergänzende Übung 15.2.1.24. Jede topologische Gruppe, die homöomorph ist zur
additiven Gruppe R der reellen Zahlen, ist bereits als topologische Gruppe iso-
morph zur Gruppe R der reellen Zahlen.

Übung 15.2.1.25. IstG eine topologische Gruppe undH ⊂ G eine diskrete Unter-
gruppe, so gibt es eine Umgebung U ⊂ G des neutralen Elements derart, daß die
Multiplikation eine Injektion H ×U ↪→ G induziert. In einer Hausdorffgruppe ist
jede diskrete Untergruppe abgeschlossen. Hinweis: Man verwende 15.2.1.12 und
führe für den zweiten Teil die Annahme H̄ 6= H zum Widerspruch.

Übung 15.2.1.26. SeienH ein Hilbertraum und U(H) die Gruppe seiner unitären
Automorphismen. Man zeige, daß U(H) eine topologische Gruppe wird, wenn wir
sie mit der Initialtopologie zu allen Auswertungen an Vektoren evv : U(H)→ H
für v ∈ H versehen, der sogenannten starken Topologie. Man zeige weiter: Ist
G eine topologische Gruppe und α : G × H → H eine Operation durch unitäre
Abbildungen, so ist α genau dann stetig, wenn der induzierte Gruppenhomomor-
phismus G→ U(H) stetig ist für die starke Operatortopologie auf U(H).

Übung 15.2.1.27. SeienH ein Hilbertraum und U(H) die Gruppe seiner unitären
Automorphismen. Man zeige, daß auf U(H) die starke Topologie übereinstimmt
mit der sogenannten schwachen Topologie, die definiert ist als Initialtopologie
zu allen Abbildungen U(H) → C, A 7→ 〈w,Av〉 für v, w ∈ H. Hinweis: Mit
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|〈v,Av〉 − 〈v, v〉| ist auch ‖v − Av‖ klein. Man zeige weiter: Ist H abzählbar
basiert, so auch U(H) mit seiner starken Topologie.
Übung 15.2.1.28. Die stetigen Abbildungen von einem lokal kompakten topo-
logischen Raum in eine topologische Gruppe bilden unter der punktweisen Verk-
nüpfung und mit der kompakt-offenen Topologie selbst eine topologische Gruppe.
Hinweis: 15.1.9.12.

15.2.2 Quotienten nach Gruppenwirkungen
15.2.2.1. Eine Operation M × X → X eines topologischen Monoids auf einem
topologischen Raum heißt stetig, wenn sie stetig ist in Bezug auf die Produktto-
pologie aufM×X . Denken wir uns hierM mit der diskreten Topologie versehen,
so sprechen wir von einer Operation durch stetige Abbildungen.
15.2.2.2. Stetige Abbildungen f : X → Y mit f × id : X ×Z → Y ×Z final für
beliebiges Z nennen wir produktfest final. Jede stetige offene Surjektion ist final
nach 15.1.7.16 und bleibt unter dem Darankreuzen beliebiger Identitäten nach
15.1.6.25 eine stetige offene Surjektion. Stetige offene Surjektionen sind mithin
produktfest final.
15.2.2.3. Operiert eine Gruppe G auf einem topologischen Raum X , so versehen
wir den Bahnenraum X/G a priori mit der Quotiententopologie zur Projektion
X � X/G.

Lemma 15.2.2.4 (Gruppenquotienten). Operiert eine Gruppe G durch stetige
Abbildungen auf einem topologischen Raum X , so ist die Quotientenabbildung
π : X � X/G eine stetige offene Surjektion und insbesondere produktfest final.
Ist G endlich, so ist π zusätzlich abgeschlossen.

15.2.2.5. Operiert eine Gruppe G durch stetige Abbildungen auf einem topolo-
gischen Raum X , so ist nach 15.2.2.2 insbesondere für jeden weiteren Raum Y
die induzierte Abbildung Y × X � Y × X/G final. Mithin ist die Identität ein
Homöomorphismus (Y ×X)/G

∼→ Y ×X/G.

Beweis. Das Urbild des Bildes einer Teilmenge U ⊂ X ist die Vereinigung all
ihrer mit der Gruppenoperation verschobenen Kopien, π−1(π(U)) =

⋃
g∈G gU .

Aus U ⊂◦ X folgt so π−1(π(U)) ⊂◦ X und damit π(U) ⊂◦ X/G.

Beispiel 15.2.2.6. Die offensichtliche Operation von GL(n+1;R) auf PnR ist ste-
tig für die Topologie auf PnR als Bahnenraum der Operation von R× auf Rn+1\0.
Um das zu sehen, betrachte man das kommutative Diagramm

GL(n+ 1;R)× Rn+1\0 → Rn+1\0
↓ ↓

GL(n+ 1;R)× PnR → PnR
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Die obere Horizontale ist offensichtlich stetig und die linke Vertikale ist final nach
15.2.2.2, da die Quotientenabbildung nach Lemma 15.2.2.4 produktfest final ist.
Mithin ist auch die untere Horizontale stetig.

Definition 15.2.2.7. Ein topologischer RaumX mit einer stetigen transitiven Ope-
ration einer topologischen Gruppe G heißt ein homogener G-Raum.

Lemma 15.2.2.8 (Quotienten als homogene Räume). Gegeben eine topologi-
sche Gruppe G und eine Untergruppe H ⊂ G ist die Operation von G auf G/H
stetig.

Beweis. Man betrachte das Diagramm

G×G → G
↓ ↓

G×G/H → G/H

und beachte, daß die linke Vertikale nach 15.2.2.4 final ist.

15.2.2.9. Gegeben eine Menge X mit einer transitiven Operation einer topologi-
schen Gruppe G gibt es offensichtlich genau eine Topologie auf X derart, daß für
jeden Punkt x ∈ X das Anwenden G → X , g 7→ gx eine finale Abbildung ist.
Wir nennen sie die feinste Topologie als homogener Raum auf X . In der Tat
ist für jeden Punkt x ∈ X die offensichtliche Bijektion G/Gx

∼→ X automatisch
stetig und ist genau dann ein Homöomorphismus, wenn X die feinste Topologie
als homogener Raum trägt.

Proposition 15.2.2.10 (Quotienten nach abgeschlossenen Untergruppen). Ei-
ne Untergruppe einer topologischen Gruppe ist abgeschlossen genau dann, wenn
der Quotient nach unserer Untergruppe Hausdorff ist.

Beweis. Seien G ⊃ H besagte Gruppen. Ist der Quotient G/H Hausdorff, so
sind seine Punkte abgeschlossen und damit ist auch H abgeschlossen in G als
Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge von G/H . Für die Umkehrung gilt es
nach 15.1.6.22 zu zeigen, daß die Diagonale ∆G/H inG/H×G/H abgeschlossen
ist. Das Produkt der Projektionen G×G→ G/H ×G/H ist als Produkt offener
stetiger Surjektionen auch selbst final. Es reicht also zu zeigen, daß das Urbild
der Diagonale ∆G/H in G × G abgeschlossen ist. Dies Urbild kann aber auch
beschrieben werden als das Urbild von H unter der Abbildung G × G → G,
(x, y) 7→ xy−1 und ist abgeschlossen, wenn H abgeschlossen ist.

15.2.2.11 (Zusammenhangskomponenten von Bahnenräumen). Operiert eine
zusammenhängende topologische GruppeG stetig auf einem topologischen Raum
X , so ist X zusammenhängend genau dann, wenn X/G zusammenhängend ist.
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Operiert allgemeiner eine zusammenhängende topologische Gruppe G stetig auf
einem topologischen Raum X , so induziert die Quotientenabbildung X � X/G
eine Bijektion zwischen der Menge Zus(X) ⊂ P(X) der Zusammenhangskom-
ponenten von X und der Menge Zus(X/G) ⊂ P(X/G) der Zusammenhangs-
komponenten von X/G. Das alles folgt sofort aus Übung 15.1.7.29 über finale
Abbildungen und Zusammenhang.

Beispiel 15.2.2.12 (Zusammenhang der speziellen orthogonalen Gruppen).
Die Gruppen SO(n) sind zusammenhängend. In der Tat folgt mit der Finalität
15.1.7.17 stetiger Surjektionen von kompakten Räumen auf Hausdorffräume, daß
die Operation auf der n-Sphäre Sn einen Homöomorphismus SO(n+1)/ SO(n)

∼→
Sn liefert, und mit Induktion über n und 15.2.2.11 folgt die Behauptung. In der-
selben Weise zeigt man, daß auch die Gruppen SU(n) zusammenhängend sind.
Ein Beweis mit mehr Algebra und weniger Topologie wird in 12.7.5.19 skizziert.

Übungen

Übung 15.2.2.13. Ist f : X � Y eine stetige offene Surjektion von topologi-
schen Räumen, die äquivariant ist für Operationen einer Gruppe G auf beiden
Räumen, in Formeln f(gx) = gf(x), und ist G mit einer Topologie versehen, für
die die Operation auf X stetig ist, so ist auch die Operation auf Y stetig. Hinweis:
15.2.2.8.

Übung 15.2.2.14. Operiert eine kompakte Hausdorffgruppe stetig auf einem lokal
kompakten Hausdorffraum, so ist auch der Bahnenraum Hausdorff. Hinweis: Man
beginne mit einem Punkt aus einer von zwei Bahnen und wähle dazu eine kom-
pakte Umgebung, die die andere Bahn nicht trifft. Die Aussage gilt im übrigen
auch ohne die Annahme lokal kompakt nach 15.2.4.5, aber dann kenne ich keinen
so direkten Beweis.

Übung 15.2.2.15. Gegeben eine topologische Gruppe G und eine normale Un-
tergruppe N ⊂ G ist der Quotient G/N mit seiner Quotiententopologie und der
induzierten Verknüpfung eine topologische Gruppe.

Übung 15.2.2.16. Operiert eine topologische GruppeG stetig auf einem topologi-
schen Raum X und ist N ⊂ G ein Normalteiler, dessen Elemente X punktweise
festhalten, so ist auch die induzierte Operation von G/N auf X stetig.

Übung 15.2.2.17. Gegeben G ⊃ H ⊃ K eine topologische Gruppe mit zwei Nor-
malteilern ist der Isomorphismus aus dem noetherschen Isomorphiesatz 4.4.2.15
ein Homöomorphismus G/H ∼→ (G/K)/(H/K).

Übung 15.2.2.18. Man zeige, daß die Einbettung U(n) ↪→ GL(n;C) einen Ho-
möomorphismus U(n)/O(n)

∼→ GL(n;C)/GL(n;R) induziert.
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Übung 15.2.2.19. Der Abschluß des neutralen Elements in einer topologischen
Gruppe ist stets ein Normalteiler und der Quotient danach eine Hausdorffgruppe
und die Surjektion auf den Quotienten nicht nur final, sondern auch initial.

Übung 15.2.2.20. SeienX ein topologischer Raum undR ⊂ X×X eine Äquiva-
lenzrelation. IstX/RHausdorff, so istR ⊂ X×X abgeschlossen. IstR ⊂ X×X
abgeschlossen und X � X/R offen, so ist X/R Hausdorff. Hinweis: Jede stetige
offene Surjektion ist produktfest final.

Übung 15.2.2.21. Ist Y → X eine initiale stetige G-äquivariante Abbildung von
topologischen Räumen mit einer stetigen Operation einer Gruppe G, so ist auch
die induzierte Abbildung Y/G → X/G initial. Hinweis: Es gilt zu zeigen, daß
jede für die Quotiententopologie auf Y/G offene Menge auch für die Initialtopo-
logie offen ist.

Ergänzende Übung 15.2.2.22 (Zusammenhangskomponenten von SO(p, 1)). Ge-
geben p, q ∈ N betrachte man die Diagonalmatrizen mit p Einsen und q Minus--
Einsen J = Jp,q := diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1) und erkläre Gruppen

GO(p, q) ⊃ O(p, q) ⊃ SO(p, q)

wie folgt: O(p, q) := {A ∈ GL(p + q;R) | A>JA = J}, SO(p, q) := {A ∈
O(p, q) | detA = 1}, und GO(p, q) := R×O(p, q). Im Spezialfall q = 1 betrach-
ten wir die Quadrik Q := {v ∈ Rp+1 | v>Jv = −1}. Man zeige, daß sie genau
zwei Komponenten hat. Wir erklären weiter

SO(p, 1)+ ⊂ O(p, 1)+

als die Gruppe aller Elemente von SO(p, 1) beziehungsweise O(p, 1), die beide
Komponenten vonQ stabilisieren. Man zeige, daß SO(p, 1)+ die Einskomponente
von O(p, 1) ist. Hinweis: Der Satz von Witt 4.2.4.2 zeigt, daß O(p, 1) transitiv auf
Q operiert. Etwas Nachdenken zeigt dasselbe für SO(p, 1) unter der Annahme p >
0. In diesem Fall zeige man, daß wir einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

(det, komp) : O(p, 1)� {±1} × {±1}

erhalten, wo komp erklärt sei durch komp(g) = 1, wenn g beide Komponenten
von Q stabilisiert.

Übung 15.2.2.23. Der Quotient G/G◦ einer Gruppe nach ihrer Einskomponente
heißt die Komponentengruppe von G. Ist G◦ offen in G, so ist besagte Kom-
ponentengruppe diskret. Ist G außerdem kompakt, so ist die Komponentengruppe
endlich. Gegeben ein stetiger surjektiver Gruppenhomomorphismus einer kom-
pakten Gruppe mit endlicher Komponentengruppe in eine Hausdorffgruppe ist
das Bild der Einskomponente die Einskomponente.
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Übung 15.2.2.24 (Realisierung von SL(2;R)/ SO(2) durch Matrizen). Wir be-
trachten die Menge Y ⊂ Mat(2;R) aller positiv definiten Matrizen mit der De-
terminante Eins und fassen sie auf als eine Menge von Skalarprodukten auf R2.
Sie trägt eine transitive Wirkung von SL(2;R) durch die Vorschrift A · S :=
ASA> und die Standgruppe der Einheitsmatrix alias des Standardskalarprodukts
ist SO(2). Also erhalten wir eine Bijektion SL(2;R)/ SO(2)

∼→ Y durch A 7→
AA>. Sie besitzt eine stetige Spaltung, die wir etwa erhalten können, indem wir
jedem Skalarprodukt die Matrix zuordnen, in deren Spalten die Vektoren derjeni-
gen Orthonormalbasis stehen, die in ihm aus der Standardbasis durch das Gram-
Schmidt-Verfahren entsteht. Folglich ist die von Mat(2;R) induzierte Topologie
auf Y auch in der Tat die feinste Topologie als homogener Raum. Diese Realisie-
rung ist eng verwandt zur Polarzerlegung 4.1.12.23. Eine alternative Realisierung
als obere Halbebene besprechen wir in 15.2.3.16.
Übung 15.2.2.25. Gegeben ein Körper K erinnere man aus 4.5.6.1 die Bruhat-
Zerlegung

GL(n;K)/B =
⊔
w∈Sn

BwB/B

für B die invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen und zeige für K = R,C die
Existenz von Homöomorphismen BwB/B ∼= Kl(w) für l(w) die Zahl der Fehl-
stände der Permutation w.

15.2.3 Projektive Räume
Beispiele 15.2.3.1. Die wichtigsten hausdorffschen topologischen Schiefkörper
sind für uns im folgenden der Körper der reellen Zahlen R, der Körper der kom-
plexen Zahlen C und der Schiefkörper der Quaternionen H.

Definition 15.2.3.2. Die projektiven Räume PnK für n ≥ 0 und einen hausdorff-
schen topologischen Schiefkörper K erhält man als die Menge aller Ursprungs-
geraden oder genauer aller von einem von Null verschiedenen Element erzeug-
ten Rechtsuntermoduln in Kn+1. Wir versehen unsere projektiven Räume mit der
Quotiententopologie bezüglich der offensichtlichen Surjektionen

π : Kn+1\0 � PnK
x 7→ xK

Die natürliche Operation von GL(n + 1;K) auf Kn+1 induziert eine Operation
von GL(n+ 1;K) auf PnK, von der man wie in 15.2.2.6 sieht, daß sie stetig sein
muß.

Lemma 15.2.3.3. Gegeben ein hausdorffscher topologischer SchiefkörperK stimmt
auf Kd\0 die von Kd induzierte Topologie überein mit der feinsten Topologie als
homogener Raum von GL(d;K).
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Beweis. Es reicht zu zeigen, daß das Anwenden auf den ersten Vektor der Stan-
dardbasis π : A 7→ A e1 eine finale Abbildung GL(d;K)→ Kd\0 ist. Da Finalität
nach 15.1.7.20 lokal ist in der Basis, reicht es, für jeden Vektor v 6= 0 eine offene
Umgebung U zu finden derart, daß π : π−1(U)→ U final ist. Nach 15.1.7.5 reicht
es, besagte offene Umgebung U so zu finden, daß π : π−1(U) → U einen steti-
gen Schnitt besitzt. Dazu wählen wir zu unserem von Null verschiedenen Vektor
v eine invertierbare Matrix A = (v|a2| . . . |ad) mit erster Spalte v und nehmen
als U := Kd\〈a2, . . . , ad〉 das Komplement des Rechtserzeugnisses ihrer ande-
ren Spalten und als stetigen Schnitt auf U die Abbildung w 7→ (w|a2| . . . |ad), die
jedem w ∈ U diejenige Matrix zuordnet, die ausA entsteht beim Ersetzen der ers-
ten Spalte durchw. Die Hausdorffeigenschaft haben wir dabei implizit verwendet,
um zu sehen, daß das Erzeugnis 〈a2, . . . , ad〉 abgeschlossen ist.

15.2.3.4. Alternativ könnte man argumentieren, daß unsere Abbildung π eine ste-
tige offene Surjektion ist, weil sie lokal stetige Schnitte besitzt. Bei dieser Argu-
mentation braucht man weniger Wissen über finale Abbildungen.

15.2.3.5 (Existenz globaler Schnitte). Der Beweis von Lemma 15.2.3.3 beruht
auf der Erkenntnis, daß die Abbildung, die jeder invertierbaren Matrix ihre ers-
te Spalte zuordnet, lokal stetige Schnitte besitzt. Im Fall von GL(2;R) → R2\0
ist es auch nicht schwer, einen globalen stetigen Schnitt anzugeben. Im Fall von
GL(3;R) → R3\0 hingegen gibt es keinen globalen stetigen Schnitt: Aus solch
einem Schnitt könnte man nämlich unschwer eine „Kämmung des Igels“ konstru-
ieren, und wir werden in 16.1.4.4 zeigen, daß es solch eine Kämmung nicht geben
kann.

Lemma 15.2.3.6 (Projektive Räume als homogene Räume). Gegeben ein haus-
dorffscher topologischer Schiefkörper K stimmt die Topologie auf dem projekti-
ven Raum PnK als Quotient von Kn+1\0 überein mit der feinsten Topologie als
homogener Raum in Bezug auf die offensichtliche Operation von GL(n + 1;K).
Insbesondere ist der projektive Raum PnK Hausdorff.

Beweis. Wir versehen PnK mit seiner Topologie als Quotient von Kn+1\0 und
betrachten die Abbildungen

GL(n+ 1;K) � Kn+1\0 � PnK

gegeben durch das Anwenden auf den ersten Vektor der Standardbasis e1 und die
offensichtliche Projektion. Die erste Abbildung ist final nach Lemma 15.2.3.3,
die zweite nach Annahme. Also ist nach 15.1.7.5 auch ihre Verknüpfung final.
Damit stimmt auf PnK die feinste Topologie als homogener Raum überein mit
der Topologie als Quotient von Kn+1\0 aus 15.2.3.2. Die Hausdorffeigenschaft
folgt dann aus 15.2.2.10, da die Standgruppen unseres homogenen Raums PnK
offensichtlich abgeschlossen sind.
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Proposition 15.2.3.7 (Projektive Räume als Mannigfaltigkeiten). Für K =
R,C oderH ist der projektive Raum PnK eine kompakte topologische Mannigfal-
tigkeit der Dimension n(dimRK).

Beispiele 15.2.3.8. Die reelle projektive Gerade P1R ist homöomorph ist zu ei-
ner Kreislinie S1, die komplexe projektive Gerade P1C zur Kugelschale S2, und
die quaternionale projektive Gerade P1H homöomorph zur 4-Sphäre S4. Weiter
ist P2R homöomorph ist zu einer Kugelschale, in die man ein kreisrundes Loch
geschnitten hat, um dort ein Möbiusband einzukleben. All das zu zeigen ist eine
gute Übung.

Vorschau 15.2.3.9. Die offensichtlichen Projektionen von den geeignet erklärten
Einheitssphären auf die jeweiligen projektiven Räume S2 → P1R ∼= S1, S3 →
P1C ∼= S2 und S7 → P1H ∼= S4 sind Faserbündel, ja sogar Hauptfaserbündel mit
Fasern S0, S1 und S3. Faserbündel mit Basis, Faser und Totalraum jeweils einer
Sphäre heißen Hopf-Faserungen. Mithilfe der Oktonionen kann man auch eine
Hopf-Faserung über der S8 mit Faser S7 und Totalraum S15 konstruieren. Man
kann sogar zeigen, daß es außerhalb dieser Dimensionen keine Hopf-Faserungen
gibt, aber das ist für uns vorerst außer Reichweite.

Beweis von 15.2.3.7. Identifizieren wir in R-linearer Weise Kn+1 ∼= Rm und be-
zeichnen mit S := Sm−1 ⊂ Kn+1 die Menge aller Vektoren der Länge Eins für
das Standard-Skalarprodukt des Rm, eine hochdimensionale Sphäre, so erhalten
wir eine stetige Surjektion S � PnK. Als Bilder kompakter Räume sind demnach
unsere projektiven Räume kompakt. Somit müssen wir nur noch für jeden Punkt
eine zuKn homöomorphe offene Umgebung finden. Wir betrachten dazu einen be-
liebigen endlichdimensionalen K-Vektorraum W und zeigen, daß für jede affine
Hyperebene H ⊂ W , die den Ursprung vermeidet, die Injektion iH : H ↪→ PW
gegeben durch v 7→ 〈v〉 eine offene Einbettung ist. Ist in der Tat ~H ⊂ W der
Richtungsraum unserer affinen Hyperebene H , so ist π−1(π(H)) = W\ ~H offen
in W\0. Mithin hat unsere Injektion iH : H ↪→ PW offenes Bild. Nun betrachten
wir das kommutative Diagramm

W\ ~H
π

$$ $$HHHHHHHHH

}}}}{{{{{{{{{

H // iH(H)

Der linke schräge Pfeil ordne jedem Punkt den Schnittpunkt mit H der durch ihn
verlaufenden Ursprungsgeraden zu. Er ist stetig, denn ist λH : W → k die Linear-
form, deren Niveaufläche zum Wert Eins gerade H ist, so wird er gegeben durch
die Formel w 7→ wλH(w)−1. Er ist nach 15.1.7.5 sogar final, da er einen Schnitt
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Illustration zum Beweis von 15.2.3.7
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besitzt, eben die Einbettung H ↪→ W\ ~H . Der rechte schräge Pfeil ist final nach
15.1.7.14 als Einschränkung einer finalen Abbildung auf eine offene Teilmenge
der Basis. Zusammen folgt, daß die horizontale Bijektion ein Homöomorphismus
H

∼→ iH(H) sein muß. Damit ist PW in der Tat eine Mannigfaltigkeit.

Beispiel 15.2.3.10. Unter einer vollständigen Fahne von Untervektorräumen ei-
nes endlichdimensionalen Vektorraums V über einem Körper k versteht man eine
Folge von Untervektorräumen

V = Vn ⊃ Vn−1 ⊃ . . . ⊃ V1 ⊃ V0 = 0

mit dimVi = i. Die Menge aller derartigen Fahnen notieren wirF(V ) und nennen
sie die Fahnenmannigfaltigkeit. Auf dieser Menge operiert die Gruppe GL(V ) in
offensichtlicher Weise, und diese Operation ist auch sicher transitiv. Die Stand-
gruppe der Fahne

kn = 〈e1, . . . , en〉 ⊃ 〈e1, . . . , en−1〉 ⊃ . . . ⊃ 〈e1〉 ⊃ 0

ist die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen B ⊂ GL(n; k). Wir erhalten so eine
Bijektion

GL(n; k)/B
∼→ F(kn)

Analoges gilt für einen Schiefkörper k, wobei wir vereinbaren, Vektorräume als
Rechtsmoduln verstehen zu wollen. Arbeiten wir über dem Körper R oder C oder
dem Schiefkörper H, so ist die Fahnenmannigfaltigkeit mit ihrer feinsten Topo-
logie als homogener Raum kompakt aufgrund der Iwasawa-Zerlegung 4.1.11.9,
4.1.11.11 und 22.1.6.11.

Übungen

Übung 15.2.3.11. Man prüfe die Beschreibungen von P1K für K = R,C,H aus
15.2.3.8.

Übung 15.2.3.12. Man zeige, daß P1R homöomorph ist zu einer Kreislinie S1,
P1C homöomorph zur Kugelschale S2, und P1H homöomorph zur 4-Sphäre S4.
Man zeige weiter, daß P2R homöomorph ist zu einer Kugelschale, in die man ein
kreisrundes Loch geschnitten hat, um dort ein Möbiusband einzukleben.

Übung 15.2.3.13. Sei V ein dreidimensionaler reeller Vektorraum. Wir betrach-
ten in P(V ) × P(V ) alle Paare bestehend aus einer Halbebene und einer Halb-
geraden auf ihrem Rand, also alle Paare (H,L), für die es v, w ∈ V gibt mit
H = R≥0w+Rv und L = R≥0v. Man zeige, daß die Menge aller derartigen Paa-
re ein homogener Raum für GL(V ) ist und daß dieser homogene Raum kompakt
ist.
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Übung 15.2.3.14. Man zeige, daß die Gruppe GL(n;R)+ aller reellen (n × n)-
Matrizen mit positiver Determinante zusammenhängend ist. Hinweis: Induktion
über n. Aus 15.2.3.3 folgert man unschwer, daß im Fall n > 1 für den homoge-
nen Raum Rn\0 unserer Gruppe seine Topologie als homogener Raum mit der
offensichtlichen Topologie übereinstimmt, so daß dieser homogene Raum zusam-
menhängend ist. Damit müssen wir nach 15.2.2.11 nur noch zeigen, daß die Stand-
gruppe eines Punktes zusammenhängend ist.
Übung 15.2.3.15. Versehen wir Rd\0 mit der von Rd induzierten Topologie, so
liefert für d > 1 das Anwenden auf einen beliebigen von Null verschiedenen
Vektor eine finale Abbildung SL(d;R)→ Rd\0. Dasselbe gilt im Komplexen.
Übung 15.2.3.16 (Realisierung von SL(2;R)/ SO(2) als obere Halbebene). Wir
betrachten die Operation von SL(2;R) ⊂ GL(2;C) auf der Riemann’schen Zah-
lenkugel P1C. Sie stabilisiert den Äquator P1R und man prüft ohne Schwierig-
keiten, daß sie außer dem Äquator nur zwei weitere Bahnen hat, nämlich die
„nördliche und die südliche Hemisphäre“. Die Kreislinie SO(2) operiert durch
Rotationen um die Polachse, aber „mit verdoppelter Geschwindigkeit“. Insbeson-
dere operiert (−I) als die Identität und unsere Operation faktorisiert über eine
Operation von PSL(2;R) := SL(2;R)/{±I}. Die Standgruppe jedes der bei-
den Pole unter SL(2;R) ist SO(2) und wir erhalten so je eine Bijektion von
SL(2;R)/ SO(2) mit jeder der beiden Hemisphären. Unter der natürlichen Identi-
fikation Ct{∞} ∼→ P1Cmit z 7→ 〈1, z〉 entsprechen unsere beiden Hemisphären
den beiden Zusammenhangskomponenten von C\R und die Pole den Punkten ±i
und die Operation erhält die Gestalt(

a b
c d

)
: z 7→ c+ dz

a+ bz

wie in 4.5.1.25. Wählen wir stattdessen die Identifikation C t {∞} ∼→ P1C mit
z 7→ 〈z, 1〉, so erhält unsere Operation die den meisten Mathematikern besser
vertraute Gestalt (

a b
c d

)
: z 7→ az + b

cz + d

Man findet leicht eine stetige Spaltung, explizit hat man etwa auf der oberen Halb-
ebene die Spaltung

x+ yi 7→ y−1/2

(
1 0
x y

)
Diese Spaltung zeigt, daß die von P1C induzierte Topologie auf unserer Hemi-
sphäre mit ihrer feinsten Topologie also homogener Raum von SL(2;R) über-
einstimmt. Sie ist auch eine unmittelbare Konsequenz der Iwasawa-Zerlegung
4.1.11.9. Diese Spaltungen zeigen im übrigen sehr direkt, daß das Urbild je-
des Kompaktums unter SL(2;R) � SL(2;R)/ SO(2) kompakt ist, was nach
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15.2.4.17 und 15.2.4.20 auch ganz allgemein für Quotienten einer topologischen
Gruppe nach einer kompakten Untergruppe gilt. Eine alternative Realisierung
durch Matrizen haben wir in 15.2.2.24 besprochen.

15.2.4 Eigentlichkeit und hausdorffsche Quotienten*
Definition 15.2.4.1. Eine Abbildung von topologischen Räumen f : X → Y
heißt eigentlich, wenn sie stetig ist und wenn darüber hinaus für jeden weiteren
Raum Z die Abbildung f × id : X × Z → Y × Z abgeschlossen ist.

15.2.4.2 (Diskussion der Terminologie). Auf Französisch verwendet man für
„eigentlich“ den Begriff propre, auf Deutsch sagt man alternativ auch universell
abgeschlossen. In einer hoffentlich selbsterklärenden Terminologie, die ich hier
nicht formal einführen will, könnte man auch produktfest abgeschlossen sagen.
Die Terminologie ist nicht ganz einheitlich, in der Literatur werden verschiedene
andere Varianten der Definition des Begriffs einer eigentlichen Abbildung ver-
wendet.

Vorschau 15.2.4.3. Wir zeigen in 15.2.4.13, daß eine stetige Abbildung zwischen
lokal kompakten Hausdorffräumen eigentlich ist genau dann, wenn das Urbild je-
des Kompaktums kompakt ist. Das mag eine erste Anschauung für dieses Konzept
geben.

Lemma 15.2.4.4 (Eigentliche Abbildungen auf einen Punkt). Ein topologi-
scher Raum ist kompakt genau dann, wenn die konstante Abbildung von besagtem
Raum auf den einpunktigen Raum eigentlich ist.

Beweis. Sei X kompakt und Z beliebig. Ich denke mir X vertikal und Z horizon-
tal. Sei A ⊂∧ X ×Z abgeschlossen und z ∈ Z gegeben derart, daß A die vertikale
Faser bei z nicht trifft, in Formeln A∩ (X ×{z}) = ∅. So gibt es für jedes x ∈ X
offene Umgebungen Ux ⊂◦ X von x und Vx ⊂◦ Z von z mitA∩(Ux×Vx) = ∅. End-
lich viele Ux überdecken nun aber X und der Schnitt der zugehörigen Vx ist eine
offene Umgebung von z, die die Projektion von A nicht trifft. Also ist die kon-
stante Abbildung von einem Kompaktum auf einen einpunktigen Raum eigent-
lich. Die Umkehrung ist für uns weniger wichtig. Um sie zu zeigen, betrachten
irgendein System abgeschlossener Teilmengen A ⊂ P(X) mit nichtleeren end-
lichen Schnitten und müssen nach 15.1.5.18 nur zeigen, daß auch sein gesamter
Schnitt nicht leer ist. Dazu dürfen wir annehmen, daß A stabil ist unter endlichen
Schnitten, und bilden den Raum

Z := X t {∞}

mit der Topologie, für die die offenen Teilmengen alle Teilmengen sind, die ent-
weder ∞ vermeiden oder ∞ enthalten und mindestens ein A ∈ A umfassen.
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Aufgrund unserer Annahme an A liegt∞ im Abschluß von X ⊂ Z. Betrachten
wir die Diagonale ∆ ⊂ X × Z, so muß das Bild ihres Abschlusses ∆̄ unter der
Projektion auf die zweite Koordinate ganz Z sein. Es gibt also ein x ∈ X mit
(x,∞) ∈ ∆̄ und daraus folgt sofort x ∈

⋂
A∈AA.

Proposition 15.2.4.5. Operiert eine kompakte topologische Gruppe G auf einem
Hausdorffraum X , so ist auch der Bahnenraum X/G Hausdorff.

15.2.4.6. Ich hätte einen Beweis vorgezogen, der das Konzept eigentlicher Abbil-
dungen vermeidet, aber mir ist keiner eingefallen. Unter stärkeren Voraussetzun-
gen wird der Beweis einfacher, vergleiche 15.2.2.14.

Beweis. Wegen der Kompaktheit vonG ist die ProjektionG×X → X eigentlich.
Damit ist auch die Wirkung eigentlich als Komposition der Projektion mit dem
Homöomorphismus G × X

∼→ G × X , (g, x) 7→ (g, gx). Damit ist auch das
Produkt der WirkungG×X×X → X×X mit der Identität aufX eine eigentliche
Abbildung, und schalten wir id×∆ davor, so erkennen wir mit 15.1.6.22 und
Übung 15.2.4.16, daß die Abbildung

G×X → X ×X
(g , x) 7→ (gx, x)

eigentlich ist. Insbesondere ist ihr Bild Γ ⊂ X ×X abgeschlossen und das Kom-
plement offen. Dann ist aber nach 15.2.2.3 und 15.2.2.4 auch das Bild dieses
Komplements in X/G × X/G offen und die Diagonale in X/G × X/G folglich
abgeschlossen.

Ergänzung 15.2.4.7. Die Operation einer topologischen Gruppe G auf einem to-
pologischen Raum X heißt eigentlich, wenn die Abbildung G × X → X × X ,
(g, x) 7→ (gx, x) eigentlich ist. Die zweite Hälfte des Beweises von 15.2.4.5 zeigt,
daß bei einer eigentlichen Operation der Bahnenraum stets Hausdorff ist. Die ers-
te Hälfte des Beweises von 15.2.4.5 zeigt, daß eine Operation einer kompakten
Gruppe stets eigentlich ist.

Ergänzung 15.2.4.8. Man kann zeigen, daß eine stetige Abbildung eigentlich ist
genau dann, wenn sie abgeschlossen ist und alle ihre Fasern kompakt sind. Bei
Bourbaki kann man nachlesen, warum ein beliebiges Produkt von eigentlichen
Abbildungen wieder eigentlich ist. Diese Aussage heißt der Satz von Frolik-
Tychonoff.

Definition 15.2.4.9. Eine stetige Abbildung f : X → Y heißt separiert, wenn
die Diagonale eine abgeschlossene Teilmenge X ⊂∧ X ×Y X ist.
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Beispiele 15.2.4.10. Die konstante Abbildung von einem topologischen Raum auf
einen Punkt ist nach 15.1.6.22 separiert genau dann, wenn der fragliche Raum
Hausdorff alias separiert ist. Jede topologische Einbettung ist separiert. Ist in ei-
nem kartesischen Diagramm topologischer Räume ein Ursprungspfeil separiert,
so auch der gegenüberliegende Pfeil aus dem Faserprodukt.

Lemma 15.2.4.11. Ist g ◦ f eigentlich und g separiert, so ist auch f eigentlich.

15.2.4.12. Landet g in einem Punkt, so liefert dieses Lemma insbesondere die
bereits aus 15.1.5 bekannte Aussage, daß das Bild einer stetigen Abbildung von
einem Kompaktum in einen Hausdorffraum stets abgeschlossen ist. Bei Bourbaki
findet sich unser Lemma zumindest schon einmal für g injektiv.

Beweis. Seien f : X → Y und g : Y → Z. Wir betrachten zum Morphismus f
das in TopZ kartesische Diagramm

X //

��

Y

��
X ×Z Y // Y ×Z Y

aus 16.2.2.13 und sehen, daß mit der Diagonale Y ↪→ Y ×ZY auch die Abbildung
(id, f) : X → X ×Z Y eine abgeschlossene Einbettung ist. Der Morphismus f
ergibt sich als deren Verknüpfung mit dem eigentlichen da durch Basiswechsel
aus X → Z entstehenden Morphismus X ×Z Y → Y .

Lemma 15.2.4.13. Eine stetige Abbildung zwischen lokal kompakten Hausdorff-
räumen ist eigentlich genau dann, wenn das Urbild jedes Kompaktums kompakt
ist.

Beweis. Daß Urbilder von Kompakta unter eigentlichen Abbildungen stets kom-
pakt sind, haben wir bereits in 15.2.4.17 gesehen. Daß eine stetige Abbildung
von kompakten Hausdorffräumen eigentlich ist, folgt aus 15.2.4.11 und aus der
Erkenntnis 15.2.4.4, daß die konstante Abbildung eines Kompaktums auf einen
Punkt eigentlich ist. Das Lemma folgt damit aus der Lokalität der Eigentlichkeit
in der Basis 15.2.4.15.

15.2.4.14. Eine Teilmenge in einem topologischen Raum heißt relativ Haus-
dorff, wenn je zwei verschiedene Punkte unserer Teilmenge disjunkte Umgebun-
gen im ursprünglichen Raum besitzen.
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Übungen

Übung 15.2.4.15 (Eigentlichkeit ist lokal in der Basis). Seien f : X → Y stetig
und U ⊂ P(Y ) eine offene Überdeckung von Y . Genau dann ist f eigentlich,
wenn die induzierten Abbildungen f−1(U)→ U eigentlich sind für alle U ∈ U .

Übung 15.2.4.16 (Permanenzeigenschaften eigentlicher Abbildungen). Die Ver-
knüpfung eigentlicher Abbildungen ist eigentlich. Eine Einbettung ist eigentlich
genau dann, wenn sie abgeschlossen ist. Ist g ◦ f eigentlich und f surjektiv, so ist
auch g eigentlich. Landet g in einem Punkt, so spezialisiert die letzte Behauptung
zur Aussage, daß stetige Bilder von Kompakta stets kompakt sind.

Ergänzende Übung 15.2.4.17 (Eigentlichkeit ist stabil unter Basiswechsel). Le-
ser, die bereits mit Faserprodukten 16.2.2.8 vertraut sind, werden leicht zeigen
können, daß gegeben eine eigentliche Abbildung X → Y und eine beliebige ste-
tige Abbildung Z → Y auch die erweiterte Abbildung X ×Y Z → Z eigentlich
ist. Insbesondere bedeutet das im Fall von einpunktigem Z, daß alle Fasern einer
eigentlichen Abbildung kompakt sind, und im Fall einer kompakten Teilmenge
K ⊂ Y ergibt sich mit 15.2.4.16 und 15.2.4.4, daß die Urbilder von Kompakta
unter eigentlichen Abbildungen kompakt sind.

Übung 15.2.4.18. Sind X → Y und X ′ → Y eigentlich, so auch (X tX ′)→ Y .
Ist insbesondere Z → Y stetig und sind Teilräume X,X ′ ⊂ Z gegeben mit
X → Y und X ′ → Y eigentlich, so ist auch (X ∪ X ′) → Y eigentlich mit der
vorhergehenden Übung 15.2.4.16.

Übung 15.2.4.19. Gegeben eine kompakte Hausdorff’sche Gruppe enthält jede
Umgebung des neutralen Elements eine unter Konjugation stabile offene Umge-
bung des neutralen Elements.

Weiterführende Übung 15.2.4.20. Ist G eine topologische Gruppe und K ⊂ G
eine kompakte Untergruppe, so ist die Multiplikation G × K � G eigentlich.
Hinweis: 15.2.4.17. Ist G eine topologische Gruppe und K ⊂ G eine kompakte
Untergruppe, so ist die Projektion G � G/K eigentlich. Hinweis: Man verwen-
de das kartesische Diagramm zum Quotienten 16.2.2.15 und die Erkenntnis, daß
Quotienten nach 15.2.2.4 produktfest final sind.

Weiterführende Übung 15.2.4.21. SeienG eine Hausdorffgruppe undK ⊂ G eine
kompakte Untergruppe und Γ ⊂ G eine diskrete Untergruppe. So besitzt jeder
Punkt x ∈ G/K eine offene Umgebung U mit der Eigenschaft, daß für γ ∈ Γ gilt

γ(U) ∩ U 6= ∅ ⇒ γ(x) = x und γ(U) = U.

Hinweis: Die Untergruppe Γ ist abgeschlossen nach 15.2.1.25 und für jede Teil-
menge A ⊂ Γ ist dann AK ⊂∧ G abgeschlossen in G nach 15.2.4.20.
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Übung 15.2.4.22. Die Quotientenabbildung für die Operation einer endlichen Grup-
pe auf einem topologischen Raum ist stets eigentlich. Hinweis: Quotienten nach
Gruppenoperationen sind produktfest final nach 15.2.2.4.

Übung 15.2.4.23. IstX → Y eine eigentliche äquivariante Abbildung von Räum-
en mit einer Operation einer Gruppe G durch stetige Abbildungen, so ist auch die
auf den Bahnenräumen induzierte Abbildung X/G → Y/G eigentlich. Hinweis:
Quotientenabbildungen sind produktfest final.

Übung 15.2.4.24. Es operiere eine topologische GruppeG auf einem RaumX und
sei P ⊂ G eine Untergruppe mit G/P kompakt. Man zeige, daß die Operation
eine eigentliche Abbildung G ×/P X → X induziert. Hinweis: Man betrachte
G × X

∼→ G × X mit (g, x) 7→ (g, gx). Ist weiter A ⊂∧ X abgeschlossen und
P -stabil, so ist auch GA abgeschlossen in X . Hinweis: G×/P A→ G×/P X ist
eine abgeschlossene Einbettung. Diese Übung verallgemeinert unsere Erkenntnis
15.2.4.7, daß Operationen kompakter Gruppen stets eigentlich sind.

Übung 15.2.4.25 (Bruhatzellen sind offen in ihrem Abschluß). Wir betrachten
K = R,C und betrachten in G := GL(n;K) die Untergruppe der oberen Drei-
ecksmatrizen B. Wir wollen zeigen, daß jede Doppelnebenklasse BwB offen in
ihrem Abschluß ist. Dazu zeige man der Reihe nach: (1) Ist s die Permutations-
matrix einer Permutation mit nur einem Fehlstand, so ist Ps := B t BsB eine
abgeschlossene Untergruppe von GL(n;K) aus „Block-oberen Dreiecksmatrizen
mit einem (2×2)-Block und sonst nur (1×1)-Blöcken. (2) Die Quotienten Ps/B
sind homöomorph zu P1K und insbesondere kompakt. (3) Alle Produkte der Ge-
stalt PrPs . . . Pt sind abgeschlossen inGwegen 15.2.4.24. (4) Ist die Zahl l(x) der
Fehlstände eines Produkts x = rs . . . t die Zahl seiner Faktoren, so ist das Produkt
PrPs . . . Pt nach 4.5.6.4 die Vereinigung der Doppelnebenklasse Brs . . . tB mit
Doppelnebenklassen BxB für l(x) < l(rs . . . t). Im übrigen zeigen wir für Bah-
nen von „algebraischen Gruppen auf algebraischen Varietäten“ in 9.2.3.7 in voller
Allgemeinheit, daß sie offen sind in ihrem Abschluß und das sogar in Bezug auf
die „Zariski-Topologie“.

Übung 15.2.4.26. Eine stetige Abbildung ist separiert genau dann, wenn alle ihre
Fasern relativ Hausdorff sind im Sinne von 15.2.4.14. Jede Verknüpfung separier-
ter Abbildungen ist separiert. Das Urbild einer relativ Hausdorff’schen Teilmenge
unter einer separierten Abbildung ist wieder relativ Hausdorff’sch.

Übung 15.2.4.27. Sei X ein topologischer Raum und Y ⊂ X eine relativ Haus-
dorff’sche Teilmenge. Gegeben zwei zueinander disjunkte Kompakta K,L ⊂ Y
gibt es dann disjunkte offene Mengen U, V ⊂◦ X mit K ⊂ U und L ⊂ V .

Übung 15.2.4.28. Ist f : X → Y eigentlich und separiert und i : A ↪→ X eine
Einbettung derart, daß f◦i eigentlich ist, so muß i eine abgeschlossene Einbettung
sein. Hinweis: 15.2.4.11 und 15.2.4.16.
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15.3 Funktionen auf topologischen Räumen

15.3.1 Stetige Funktionen auf normalen Räumen
Definition 15.3.1.1. Ein topologischer Raum heißt normal, wenn sich je zwei
disjunkte abgeschlossene Teilmengen unseres Raums zu disjunkten offenen Teil-
mengen vergrößern lassen.

Ergänzung 15.3.1.2. In der Literatur ist es üblich, von normalen Räumen zu-
sätzlich die Hausdorff-Eigenschaft zu fordern und unsere normalen Räume „T4-
Räume“ zu nennen. Die Bezeichnung T4 steht für das vierte Trennungsaxiom.
Das Trennungsaxiom T2 ist synonym zu Hausdorff. Die Trennungsaxiome T0, T1

und T3 spielen für uns keine Rolle.

Beispiel 15.3.1.3. Nach Übung 15.1.5.19 ist jeder kompakte Hausdorffraum nor-
mal.

Lemma 15.3.1.4. Jeder metrische Raum ist normal.

Beweis. Sei (X, d) unser metrischer Raum. Gegeben eine nichtleere Teilmenge
M ⊂ X betrachten wir die Funktion dM : X → R gegeben durch dM(x) :=
inf{d(y, x) | y ∈ M}. Wie Sie in ?? zeigen durften, ist sie stetig mit Nullstel-
lenmenge d−1

M (0) = M̄ . Gegeben Y, Z ⊂∧ X disjunkte abgeschlossene nichtleere
Teilmengen sind nun sicher U := {x ∈ X | dY (x) < dZ(x)} und V := {x ∈ X |
dY (x) > dZ(x)} disjunkte offene Teilmengen mit U ⊃ Y und V ⊃ Z.

Satz 15.3.1.5 (Tietze’s Erweiterungslemma). Jede stetige Abbildung von einer
abgeschlossenen Teilmenge eines normalen Raums in ein nichtleeres reelles Inter-
vall läßt sich fortsetzen zu einer stetigen Abbildung des ganzen Raums in besagtes
Intervall.

15.3.1.6. Wir behandeln zunächst als Spezialfall das sogenannte „Lemma von
Urysohn“ und im Anschluß den Fall der Intervalle [0, 1] und [0, 1).Der allgemeine
Fall bleibt von da an dem Leser überlassen.

Lemma 15.3.1.7 (von Urysohn). Gegeben ein normaler Raum X und disjunkte
abgeschlossene Teilmengen A,B ⊂∧ X gibt es eine stetige Funktion f : X →
[0, 1] mit f |A = 0 und f |B = 1.

Beispiel 15.3.1.8. Im Fall eines metrischen Raums ist das leicht zu sehen: Wir
dürfen ohne Beschränkung annehmen, daß weder A noch B leer sind. Die Abbil-
dung

g : X → R2

x 7→ (dA(x), dB(x))
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ist in diesem Fall stetig mit Werten im ersten Quadranten ohne Ursprung, in For-
meln mit Werten in Q = (R≥0)2\(0, 0). Ist nun h : Q → [0, 1] eine stetige Ab-
bildung derart, daß h auf der Achse R>0 × 0 konstant Eins ist und auf der Achse
0 × R>0 konstant Null, so ist die Abbildung f = h ◦ g : X → [0, 1] stetig mit
f |A = 0 und f |B = 1.

Beweis. Wir beginnen mit einer Vorüberlegung. Ist X normal und sind Teilmen-
gen C ⊂ U ⊂ X gegeben mit C ⊂∧ X und U ⊂◦ X, so gibt es eine offene Menge
W ⊂◦ X mit

C ⊂ W ⊂ W ⊂ U

Um das einzusehen nehme man disjunkte offene Umgebungen W von C und D
von X\U, dann gilt nämlich C ⊂ W ⊂ W ⊂ X\D ⊂ U . Das war unsere
Vorüberlegung. Wir finden danach U(0) ⊂◦ X mit

A ⊂ U(0) ⊂ U(0) ⊂ X\B

Wir finden danach weiter U(1/2) ⊂◦ X mit

U(0) ⊂ U(1/2) ⊂ U(1/2) ⊂ X\B

Indem wir so weitermachen finden wir induktiv für alle r ∈ [0, 1) der Form r =
k/2n mit k ∈ N eine offene Menge U(r) ⊂ X\B derart, daß gilt r < r′ ⇒
U(r) ⊂ U(r′). Schließlich setzen wir nochU(1) = X und erklären f : X → [0, 1]
durch

f(x) := inf{r ∈ [0, 1] | x ∈ U(r)}

Sicher gilt f |A = 0, f |B = 1. Wir müssen nur noch zeigen, daß f stetig ist. Für
0 < t < 1 finden wir schon mal

f−1([0, t)) =
⋃
r<t U(r) ⊂◦ X

f−1((t, 1]) =
⋃
r>tX\U(r)

=
⋃
s>tX\U(s) ⊂◦ X

Da aber die Intervalle [0, t) und (t, 1] die metrische Topologie auf [0, 1] erzeugen,
ist f damit nach 15.1.7.27 stetig.

15.3.1.9. Im folgenden Beweis verwenden wir, daß die Summe von zwei steti-
gen reellwertigen Funktionen auf einem topologischen Raum wieder stetig ist.
Das hatten wir uns bereits in 11.1.7.7 überlegt. Es folgt aber auch sofort aus der
universellen Eigenschaft der Produkttopologie 15.1.6.17 zusammen mit der Ste-
tigkeit der Addition R2 → R.
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Beweis des Erweiterungslemmas 15.3.1.5. Jetzt zeigen wir das Erweiterungslem-
ma für das Intervall [0, 1]. Sei wieder X unser Raum und Y ⊂∧ X eine abge-
schlossene Teilmenge und f : Y → [0, 1] eine stetige Abbildung. Wir suchen
F : X → [0, 1] stetig mit F |Y = f. Nach Urysohn finden wir F0 : X → [0, 1/3]
stetig mit f(x) ≤ 1/3 ⇒ F0(x) = 0 und f(x) ≥ 2/3 ⇒ F0(x) = 1/3 für alle
x ∈ Y. Es folgt

F0(x) ≤ f(x) ≤ 2/3 + F0(x)

für alle x ∈ Y. Nun nehmen wir die Funktion f1 := f − F0 : Y → [0, 2/3]
und finden ebenso F1 : X → [0, (1/3)(2/3)] mit F1(x) ≤ f1(x) ≤ (2/3)2 +
F1(x) ∀x ∈ Y und mithin

F0(x) + F1(x) ≤ f(x) ≤ (2/3)2 + F0(x) + F1(x)

für alle x ∈ Y. Wir machen immer so weiter und konstruieren schließlich F als
Summe der gleichmäßig konvergenten Reihe

F = F0 + F1 + F2 + . . .

Sie strebt gegen eine stetige Funktion wegen ??. Jetzt zeigen wir das Erweite-
rungslemma noch für das Intervall [0, 1). Wir benutzen dieselben Notationen wie
eben und finden nach dem vorhergehenden jedenfalls eine stetige Erweiterung
von f zu einer stetigen Abbildung F : X → [0, 1]. Dann ist natürlich F−1(1)
abgeschlossen in X und disjunkt zu Y. Wir finden also G : X → [0, 1] stetig
mit G|Y = 1 und G|F−1(1) = 0 und H = inf(F,G) ist unsere gesuchte stetige
Erweiterung von f. Den Rest des Beweises können wir getrost dem Leser über-
lassen.

Übungen

Übung 15.3.1.10. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum läßt sich jede auf
einer kompakten Teilmenge definierte stetige reellwertige Funktion stetig auf den
ganzen Raum fortsetzen, und das sogar zu einer Funktion mit kompaktem Träger.

Übung 15.3.1.11. Jede offene Teilmenge eines lokal kompakten abzählbar ba-
sierten Hausdorff-Raums X läßt sich darstellen als abzählbare Vereinigung von
Mengen der Gestalt {x | f(x) > 0} für f : X → [0,∞) stetig mit kompaktem
Träger.

Übung 15.3.1.12. Jede abgeschlossene Teilmenge eines lokal kompakten Raums
ist lokal kompakt.

Übung 15.3.1.13. Ein topologischer Raum ist genau dann Hausdorff und lokal
kompakt, wenn seine Ein-Punkt-Kompaktifizierung Hausdorff und kompakt ist.
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15.3.2 Filter und Satz von Tychonoff

Definition 15.3.2.1. Sei X eine Menge. Ein System von Teilmengen F ⊂ P(X)
heißt ein Filter auf X , wenn es stabil ist unter endlichen Schnitten und dem Bil-
den von Obermengen, in Formeln

1. (A,B ∈ F ⇒ A ∩B ∈ F) und X ∈ F ;

2. (A ∈ F und B ⊃ A)⇒ B ∈ F .

Unter einem echten Filter verstehen wir einen Filter, der nicht die ganze Potenz-
menge ist. Gleichbedeutend ist die Forderung ∅ 6∈ F . In vielen Quellen wird ein
Filter abweichend definiert als das, was wir hier einen echten Filter nennen.

Ergänzung 15.3.2.2 (Filter und Ideale). Unter der BijektionP(X)
∼→ Ens(X,F2),

die jeder Teilmenge die charakteristische Funktion ihres Komplements zuordnet,
entsprechen die Filter eineindeutig den Idealen des Funktionenrings.

Beispiele 15.3.2.3. Ist X eine Menge und x ∈ X ein Punkt, so ist das System
aller Teilmengen von X , die den Punkt x enthalten, ein Filter. Ist x0, x1, . . . eine
Folge in X , so ist das System derjenigen Teilmengen von X , die fast alle Fol-
genglieder enthalten, ein Filter. Ist Y ⊂ X eine unendliche Teilmenge von X , so
ist das System derjenigen Teilmengen von X , die fast alle Elemente von Y ent-
halten, ein Filter. Ist X ein topologischer Raum und x ∈ X ein Punkt, so bilden
alle Umgebungen von x einen Filter, den Umgebungsfilter Ux von x. Das leere
Mengensystem ist kein Filter.

Definition 15.3.2.4. Seien X ein topologischer Raum, F ⊂ P(X) ein Filter und
x ∈ X ein Punkt. Wir sagen, der Filter F konvergiert gegen den Punkt x, wenn
jede Umgebung von x zum Filter F gehört, in Formeln Ux ⊂ F . Wir sagen, der
Filter F konvergiert, wenn es einen Punkt x ∈ X gibt derart, daß F gegen x
konvergiert.

Definition 15.3.2.5. Ein Filter F auf einer Menge X heißt ein Ultrafilter, wenn
er ein echter Filter ist und wenn für jede Teilmenge A ⊂ X entweder A selbst
oder ihr Komplement X\A zu F gehört.

Beispiel 15.3.2.6. Ist X eine Menge und x ∈ X ein Punkt, so ist das System aller
Teilmengen von X, die x enthalten, ein Ultrafilter.

Lemma 15.3.2.7. Die Ultrafilter auf einer Menge sind genau die maximalen Ele-
mente der Menge der echten Filter und jeder echte Filter läßt sich vergrößern zu
einem Ultrafilter.
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Beweis. Ein Ultrafilter ist offensichtlich maximal in der Menge aller echten Filter.
Ist umgekehrt F ein echter Filter aber kein Ultrafilter, so gibt es B ⊂ X mit
B 6∈ F und X\B 6∈ F . Wir behaupten, daß entweder gilt B ∩ F 6= ∅ ∀F ∈ F
oder (X\B) ∩ F 6= ∅ ∀F ∈ F . Sonst gäbe es nämlich F,G ∈ F mit B ∩ F = ∅
und (X\B) ∩ G = ∅ und damit F ∩ G = ∅ im Widerspruch zur Annahme, daß
F ein echter Filter ist. Sei also ohne Beschränkung der Allgemeinheit B ∩ F 6=
∅ ∀F ∈ F . Dann bilden alle Obermengen zu solchen Schnitten selbst einen echten
Filter F̃ ⊃ F mitB ∈ F̃ undF war nicht maximal in der Menge der echten Filter.
Die zweite Aussage folgt aus der ersten mit dem Zorn’schen Lemma 3.1.9.15. Es
gilt nur zu beachten, daß eine aufsteigende Vereinigung von Filtern wieder ein
Filter ist und eine aufsteigende Vereinigung von echten Filtern wieder ein echter
Filter, da die Vereinigung ja nicht ∅ enthalten kann, wenn keine der vereinigten
Filter ∅ enthält.

Ergänzung 15.3.2.8. Unter der Bijektion P(X)
∼→ Ens(X,F2), die jeder Teil-

menge die charakteristische Funktion ihres Komplements zuordnet, entsprechen
die Ultrafilter eineindeutig den maximalen Idealen, die ja auch als maximale echte
Ideale definiert sind.

Lemma 15.3.2.9. Ein topologischer Raum ist kompakt genau dann, wenn jeder
Ultrafilter in besagtem Raum konvergiert.

Beweis. ⇒). Sei X kompakt. Ist F ⊂ P(X) ein echter Filter, so hat die Familie
(F )F∈F und dann erst recht die Familie (F̄ )F∈F nichtleere endliche Schnitte. Mit
Übung 15.1.5.18 folgt

⋂
F∈F F̄ 6= ∅. Wählen wir x aus diesem Schnitt und U eine

Umgebung von x, so gilt U ∩ F 6= ∅ für alle F ∈ F . Aus U ∩ (X\U) = ∅ folgt
dann (X\U) 6∈ F , und wenn F sogar ein Ultrafilter ist folgt weiter U ∈ F . Also
konvergiert dann F gegen x.

⇐). IstX nicht kompakt, so finden wir wieder nach Übung 15.1.5.18 eine Familie
(Ai)i∈I abgeschlossener Teilmengen mit nichtleeren endlichen Schnitten, für die
gilt

⋂
i∈I Ai = ∅. Alle Mengen, die einen Schnitt von endlich vielen unserer Ai

umfassen, bilden einen echten Filter. Folglich gibt es auch einen Ultrafilter, der
alle Ai enthält. Nun besitzt aber jeder Punkt von x eine Umgebung, die eines der
Ai nicht trifft und die also nicht in unserem Ultrafilter liegt. Daher kann unser
Ultrafilter gegen keinen Punkt x ∈ X konvergieren.

Satz 15.3.2.10 (Tychonoff). Das Produkt über eine beliebige Familie von kom-
pakten Räumen ist kompakt.

15.3.2.11. Den einfacheren Fall einer abzählbaren Familie kompakter metrischer
Räume sollten Sie bereits als Übung 15.1.6.41 erledigt haben. Es scheint, daß
man das Auswahlaxiom hier nur in seiner vollen Stärke braucht, wenn die betei-
ligten Räume nicht Hausdorff sind, um im letzten Schritt des folgenden Beweises
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eine Familie von yi auszuwählen. Für die anderen Argumente reicht schon das
schwächere „Ultrafilterlemma“.

Beweis. Seien (Yi)i∈I unsere Familie von kompakten Räumen und F ein Ultrafil-
ter im Produktraum. Für jedes i ∈ I betrachten wir in Yi den Ultrafilter

Fi := {F ⊂ Yi | F ×
∏
j 6=i

Yj ∈ F}

Da die Yi kompakt sind, gibt es yi ∈ Yi derart, daß Fi gegen yi konvergiert. Dann
konvergiert aber offensichtlich F gegen y := (yi)i∈I .

15.3.2.12 (Ein folgenkompakter aber nicht kompakter Raum). Wir können
nun auch ein Beispiel für einen folgenkompakten aber nicht überdeckungskom-
pakten Hausdorffraum angeben: Der Raum Ens(R, [0, 1]) aller Abbildungen R→
[0, 1], aufgefaßt als Produkt von Kopien des kompakten Intervalls [0, 1], ist kom-
pakt nach dem Satz von Tychonoff. Die borelmeßbaren Funktionen bilden darin
eine folgenabgeschlossene, aber nicht abgeschlossene Teilmenge, wie wir bereits
in 15.1.2.26 gesehen haben. Folglich bilden die borelmeßbaren Funktionen mit
der induzierten Topologie auch einen folgenkompakten aber nach 15.1.5.11 nicht
kompakten topologischen Hausdorffraum.

Ergänzung 15.3.2.13. Gegeben eine Boole’sche Algebra B im Sinne von 2.2.6.1
betrachten wir die Menge aller Homomorphismen Boole(B, {0, 1}) in die zwei-
elementige Boole’sche Algebra. Als Teilmenge von Ens(B, {0, 1}) = {0, 1}B
mit seiner Produkttopologie ist Boole(B, {0, 1}) offensichtlich abgeschlossen und
wird so ein kompakter Hausdorffraum. Er heißt der Stone-Raum unserer Boo-
le’schen Algebra. Der Satz von Stone besagt, daß der so konstruierte Funktor

Boole→ Topopp

volltreu ist und eine Äquivalenz der Kategorie der Boole’schen Algebren mit der
Opponierten der Kategorie der total unzusammenhängenden kompakten Haus-
dorffräume induziert. Hier meint total unzusammenhängend, daß jede offene Teil-
menge eine Vereinigung von abgeschlossen-offenen Mengen ist, also von Men-
gen, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind. Es scheint, daß das im Fall
kompakter Hausdorffräume dazu gleichbedeutend ist, daß nur die einpunktigen
Teilmengen zusammenhängend sind, aber das habe ich mir nicht überlegt. Im
übrigen hat unser Funktor einen Rechtsadjungierten, der jedem topologischen
Raum die Boole-Algebra seiner abgeschlossen-offenen Mengen zuordnet. Mehr
dazu mag man im Buch von Halmos „Boolean Algebras“ nachlesen. Jede Boo-
le’sche Algebra ist nach 2.2.6.7 ein Verband und kann so nach 10.2.3.9 als eine
spezielle teilgeordnete Menge aufgefaßt werden. Eine Boole’sche Algebra heißt
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vollständig, wenn in der zugehörigen teilgeordneten Menge jede Teilmenge ein
Supremum und gleichbedeuten ein Infimum hat. Ich habe bei Wikipedia gelernt,
daß unter obigem Funktor die vollständigen Boole’schen Algebren den extremal
unzusammenhängenden kompakten Hausdorffräumen entsprechen, also den kom-
pakten Hausdorffräumen, in denen der Abschluß jeder offenen Menge offen ist.

Übungen

Übung 15.3.2.14. IstX ein Hausdorffraum und konvergiert ein echter Filter gegen
die Punkte x und y aus X , so gilt x = y.
Übung 15.3.2.15. Die Charaktergruppe X(Γ) einer diskreten Gruppe Γ ist mit
ihrer kompakt-offenen Topologie eine kompakte topologische Gruppe. Hinweis:
Man schreibe sie als abgeschlossene Untergruppe eines Produkts von Kreisgrup-
pen. Daß das eine topologische Gruppe ist, wissen wir bereits aus 15.1.9.21 oder
auch 13.3.10.9.
Übung 15.3.2.16. Viele Aussagen verallgemeinern sich von metrischen auf belie-
bige topologische Räume, wenn man „Folgen durch Filter ersetzt“. Zum Beispiel
zeige man, daß eine Abbildung f : X → Y von topologischen Räumen genau
dann stetig ist, wenn sie filterstetig ist, als da heißt, wenn für jeden Filter F auf
X mit Grenzwert x ∈ X der Bildfilter f∗F := {A ⊂ Y | f−1(A) ∈ F} gegen
f(x) konvergiert.
Übung 15.3.2.17 (Topologie durch Umgebungsfilter). Sei X eine Menge und
sei für jeden Punkt x ∈ X ein Filter Ux von X gegeben, das aus Obermengen von
{x} besteht. Genau dann ist unser Datum das Datum der Umgebungsfilter einer
Topologie auf X , wenn es für jedes x ∈ X und jedes U ∈ Ux ein V ∈ Ux gibt mit
V ⊂ U und y ∈ V ⇒ V ∈ Uy.

15.3.3 Produkte von Wahrscheinlichkeitsräumen*
Definition 15.3.3.1 (Produkt von Meßräumen). Gegeben eine Familie von Meß-
räumen (Ωi,Ai)i∈I erklärt man ihr Produkt, indem man die Produktmenge

l

i∈I

Ωi

mit der kleinsten σ-Algebra versieht derart, daß die Projektionsabbildungen auf
die Faktoren Ωi alle meßbar werden.

Übung 15.3.3.2. Eine Abbildung von einem Meßraum in ein Produkt von Meß-
räumen ist meßbar genau dann, wenn alle ihre Komponenten meßbar sind. Hin-
weis: Man betrachte das Bild der σ-Algebra der meßbaren Mengen aus dem De-
finitionsbereich unserer Abbildung. In kategorientheoretischer Terminologie ist
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unser Produkt von Meßräumen also in der Tat das Produkt in der Kategorie der
Meßräume.

Definition 15.3.3.3. Ein Meßraum heißt diskret, wenn seine meßbaren Teilmen-
gen alle Teilmengen der Grundmenge sind. Ein Meßraum heißt Borel’sch, oder
ein Borelraum, wenn er isomorph ist zu einer meßbaren Teilmenge eines abzähl-
baren Produkts endlicher diskreter Meßräume.

Beispiele 15.3.3.4. Die reelle Zahlengerade R ist mit ihrer Borel’schen σ-Algebra
ein Borel’scher Meßraum. In der Tat liefert die Dezimalbruchentwicklung „oh-
ne Neunerperioden“ eine meßbare Abbildung [0, 1) ↪→ Ens(N, {0, 1, . . . , 9}) mit
meßbarem Bild. Umgekehrt ist auch jeder Borel’sche Meßraum isomorph zu ei-
ner meßbaren Teilmenge der reellen Zahlengeraden. In der Tat können wir ihn
leicht als meßbare Teilmenge von Ens(N, {0, 1, . . . , 8}) realisieren, und die Dezi-
malbruchentwicklung realisiert das hinwiederum als meßbare Teilmenge von R.
Damit ist auch jeder Borel’sche Meßraum isomorph zu einer meßbaren Teilmenge
des Intervalls [0, 1].

Ergänzung 15.3.3.5. Im allgemeinen weiß ich nicht, wie man ein beliebiges Pro-
dukt von beliebigen Wahrscheinlichkeitsräumen wieder mit der Struktur eines
Wahrscheinlichkeitsraums versehen sollte. Man konstruiert zwar relativ leicht ei-
ne Abbildung von den offensichtlichen Erzeugern der σ-Algebra nach [0, 1], es
aber gelingt mir im allgemeinen nicht, deren σ-Additivität nachzuweisen. Im fol-
genden zeigen wir, wie das im Fall eines Produkts von Borelräumen doch gelingt.

Lemma 15.3.3.6 (Projektiver Limes von Maßräumen). Sei T eine Indexmenge
und sei für jedes endliche I ⊂ T ein endliches Maß µI auf Ens(I, [0, 1]) gegeben
derart, daß für J ⊂ I und mit der Notation ΦJ

I : Ens(I, [0, 1]) → Ens(J, [0, 1])
für das Vorschalten der Injektion J ↪→ I stets gilt(

ΦJ
I

)
∗ µI = µJ

So existiert genau ein Borelmaß µ auf Ens(T, [0, 1]) mit
(
ΦI
T

)
∗ µ = µI für alle

endlichen I ⊂ T .

Beweis. Es ist leicht zu sehen, daß die Mengen
(
ΦI
T

)−1
(A) fürA ⊂ Ens(I, [0, 1])

meßbar und I ⊂ T endlich aber beliebig einen Mengenring I bilden, und daß es
genau eine Abbildung µ von diesem Mengenring I nach [0,∞) gibt mit

µ
((

ΦI
T

)−1
(A)
)

= µI(A)

wann immer I ⊂ T endlich ist und A ⊂ Ens(I, [0, 1]) meßbar. Ebenso leicht sieht
man, daß diese Abbildung µ additiv ist. Sobald wir die σ-Additivität von µ zeigen
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können, folgt unser Lemma aus dem Maßfortsetzungssatz von Caratheodory. Um
die σ-Additivität zu zeigen, argumentieren wir wie im Vorfeld der Konstruktion
des Lebesguemaßes beim Beweis von Lemma 13.1.2.7. Es gilt zu zeigen, daß für
A =

⊔
n∈NAn eine disjunkte Vereinigung mit A,An ∈ I gilt

µ(A) =
∑
n∈N

µ(An)

Offensichtlich gilt schon einmal µ(B∪C) = µ(B)+µ(C) fürB,C ∈ I disjunkt.
Wir setzen nun Bn = A\(A0 ∪ . . .∪An). Natürlich gehören dann auch die Bn zu
I, es gilt B0 ⊃ B1 ⊃ . . . und

⋂
n∈NBn = ∅, und es reicht, wenn wir zeigen

lim
n→∞

µ(Bn) = 0

Sei ε > 0 beliebig. Aufgrund der Regularität von Borel-Maßen auf [0, 1]r nach
13.1.10.10 und dem Satz von Tychonoff 15.3.2.10 finden wir für jedes n eine
kompakte Menge Cn ⊂ Bn aus I für die gilt

µ(Bn\Cn) ≤ 2−nε

Jetzt betrachten wir Dn = C0 ∩ . . . ∩ Cn. Auch die Dn gehören zu I, es gilt
Dn ⊂ Cn ⊂ Bn, und zusätzlich haben wir D0 ⊃ D1 ⊃ D2 . . . Wir zeigen nun
µ(Bn\Dn) ≤ 2ε für alle n. In der Tat gilt ja

Bn\Dn =
n⋃
k=0

Bn\Ck ⊂
n⋃
k=0

Bk\Ck

und folglich

µ(Bn\Dn) ≤
n∑
k=0

µ(Bk\Ck) ≤
n∑
k=0

2−kε ≤ 2ε

Nun folgt aber aus
⋂
n∈NDn = ∅ und der Kompaktheit der Dn und 11.2.1.19

schon DN = ∅ für ein N, und damit ergibt sich µ(Bn) ≤ 2ε für n ≥ N .

Satz 15.3.3.7 (von Kolmogoroff für projektive Limites von Borelräumen). Sei
T eine Indexmenge und sei für jedes i ∈ T ein Borelraum Bi gegeben und für
jedes endliche I ⊂ T ein Wahrscheinlichkeitsmaß µI auf

d
i∈I Bi derart, daß für

J ⊂ I und mit der Notation ΦJ
I für die Projektion auf den entsprechenden Teil der

Faktoren stets gilt (
ΦJ
I

)
∗ µI = µJ

So existiert genau ein Borelmaß µ auf
d
i∈T Bi mit

(
ΦI
T

)
∗ µ = µI für alle endli-

chen I ⊂ T .

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Lemma 15.3.3.6.
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15.3.4 Topologische Räume und Kringalgebren*
15.3.4.1. Unter einer Ringalgebra über C verstehen wir nach 4.7.9.1 einen Vek-
torraum A über C mit einer bilinearen Abbildung

A× A → A
(a, b) 7→ ab

derart, daß das Assoziativgesetz a(bc) = (ab)c gilt und daß es ein Element 1A =
1 ∈ A gibt mit 1a = a1 = a ∀a ∈ A. Ein Ringalgebrenhomomorphismus von
einer Ringalgebra A in eine weitere Ringalgebra Z ist eine C-lineare Abbildung
ϕ : A→ Z derart, daß gilt ϕ(1) = 1 und ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) für alle a, b ∈ A. Wir
bezeichnen die Menge all dieser Ringalgebrenhomomorphismen mit RalgC(A,Z)
oder kurz Ralg(A,Z). Eine kommutative Ringalgebra nennen wir abkürzend eine
Kringalgebra.

15.3.4.2. Jedem topologischen Raum X können wir die C-Kringalgebra

C(X) := {f : X → C | f stetig}

der stetigen komplexwertigen Funktionen auf X zuordnen. Wir benutzen im wei-
teren Verlauf dieses Abschnitts für den Wert einer Funktion f ∈ C(X) an einer
Stelle x ∈ X die symmetrischere Notation f(x) = 〈f, x〉 und erhalten eine Ab-
bildung

C(X)×X → C
(f , x) 7→ 〈f, x〉

15.3.4.3. JederC-RingalgebraA ordnen wir umgekehrt einen topologischen Raum
SpekA zu, das Spektrum von A. Als zugrundeliegende Menge nehmen wir die
Menge

SpekA := Ralg(A,C)

aller Homomorphismen von C-Ringalgebren A→ C. Für a ∈ A und ϕ ∈ SpekA
benutzen wir analog wie oben die Notation ϕ(a) = 〈a, ϕ〉 und erhalten eine Ab-
bildung

A× SpekA → C
(a , ϕ) 7→ 〈a, ϕ〉

Wir definieren die Topologie auf SpekA als die Initialtopologie zur Familie von
Abbildungen 〈a, 〉 : SpekA → C für a ∈ A. Die komplexen Zahlen denken wir
uns dabei mit ihrer natürlichen Topologie versehen.

Vorschau 15.3.4.4 (Bezug zum Spektrum eines Operators). Wie unser Spek-
trum hier mit dem Spektrum eines Operators zusammenhängt, wird in 15.3.4.23
erklärt.
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Vorschau 15.3.4.5 (Bezug zum Spektrum in der kommutativen Algebra). In
der kommutativen Algebra in 7.4.2.4 definieren wir das Spektrum SpecR eines
kommutativen Rings abweichend als die Menge aller Primideale von R. Aller-
dings schreiben wir dann auch SpecR mit einem c und nicht wie hier mit k. Für
jede C-Kringalgebra A liefert die Abbildungsvorschrift φ 7→ kerφ eine Einbet-
tung SpekA ↪→ SpecA, deren Bild wir MaxCA notieren und das für ringendliche
C-Kringalgebren nach dem Hilbert’schen Nullstellensatz mit der Menge MaxA
aller maximalen Ideale von A übereinstimmt.

Satz 15.3.4.6 (Räume und ihre Ringe). Das Spektrum des Rings der stetigen
komplexwertigen Funktionen auf einem kompakten Hausdorffraum ist homömorph
zu unserem kompakten Hausdorffraum selber.

Ergänzung 15.3.4.7. Analoges gilt mit demselben Beweis auch, wenn man im vor-
hergehenden C durch R ersetzt. Allerdings gilt der anschließende Satz 15.3.4.19
von Gelfand-Naimark nicht mehr analog über R. Das ist der Grund, warum ich
mich hier auf die komplexe Version konzentriere.

Vorschau 15.3.4.8. Die Sprache der Kategorientheorie und insbesondere der ad-
jungierten Funktoren 16.4.3 erlauben es, die Struktur der folgenden Argumenta-
tion besonders gut herauszuarbeiten. In dieser Sprache konstruiert man zunächst
eine Adjunktion zwischen dem Funktor Spek : Ralgopp

C → Top als Rechtsadjun-
giertem zum Funktor C : Top → Ralgopp

C als seinem Linksadjungierten. Unsere
Konstruktionen aus 15.3.4.10 erweisen sich als der Opponierte der Koeinheit und
die Einheit dieser Adjunktion. Die Präzisierung 15.3.4.11 des Satzes besagt in
dieser Sprache, daß diese Einheit der Adjunktion für kompakte Hausdorffräume
stets ein Isomorphismus ist. Nach den allgemeinen Erkenntnissen 16.4.8.15 zu
adjungierten Funktoren ist damit der Funktor C : Top → Ralgopp

C volltreu auf
der Kategorie der kompakten Hausdorffräume mit Spek als Quasiinversem wie in
15.3.4.6 behauptet.

Scholium 15.3.4.9. Ein kompakter Hausdorffraum X ist also vollständig „ko-
diert“ in der C-Ringalgebra C(X) der stetigen komplexwertigen Funktionen auf
X , einem rein algebraischen Objekt. Eine Variante dieser Entsprechung zwischen
„Räumen und Ringen“ steht im Zentrum der „algebraischen Geometrie“. Eine an-
dere Variante führt zur sogenannten „nichtkommutativen Geometrie“. Die Grund-
idee ist hierbei, daß ja nur ganz spezielle kommutative Ringe kompakte Haus-
dorffräume beschreiben. Allgemeinere Klassen von eventuell nichtkommutativen
Ringen kann man aber in analoger Weise auch „geometrisch“ verstehen und so
neue Arten von „nichtkommutativen Räumen“ gewinnen.

15.3.4.10. Bevor wir den Satz beweisen, will ich seine Aussage noch etwas prä-
zisieren. Per definitionem haben wir ja für jede C-Ringalgebra A einen Homo-
morphismus von C-Ringalgebren A→ C(SpekA), a 7→ 〈a, 〉. Ebenso haben wir
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für jeden topologischen Raum X eine stetige Abbildung ev : X → Spek C(X),
x 7→ 〈 , x〉. Wir werden den obigen Satz in der folgenden präziseren Form zeigen:

Satz 15.3.4.11 (Räume und ihre Ringe). Gegeben ein kompakter Hausdorffraum
X ist unsere Evaluationsabbildung ev ein Homöomorphismus

ev : X
∼→ Spek C(X)

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß Spek C(X) und sogar allgemeiner SpekA für
eine beliebigeC-RingalgebraA ein Hausdorffraum ist. In der Tat, sind ϕ, ψ : A→
C zwei verschiedene Elemente von SpekA, so gibt es a ∈ A mit 〈a, ϕ〉 6= 〈a, ψ〉.
Die Urbilder unter 〈a, 〉 von disjunkten offenen Umgebungen dieser verschie-
denen komplexen Zahlen sind dann disjunkte offene Umgebungen von ϕ und
ψ im SpekA. Wir müssen jetzt nur noch zeigen, daß für kompaktes und Haus-
dorff’sches X unsere Evaluationsabbildung ev : X → Spek C(X) bijektiv ist,
denn nach 15.1.5.13 ist eine stetige Bijektion von einem kompakten Raum auf
einen Hausdorffraum stets ein Homöomorphismus. Aus Urysohns Lemma folgt
bereits, daß ev injektiv ist, denn für x 6= y gibt es f ∈ C(X) mit 〈f, x〉 6= 〈f, y〉
und daraus folgt 〈 , x〉 6= 〈 , y〉. Es bleibt zu zeigen, daß ev surjektiv ist. Ist in
anderen Worten ϕ : C(X) → C ein Ringalgebrenhomomorphismus, so müssen
wir x ∈ X finden mit ϕ = 〈 , x〉. Finden wir x ∈ X mit 〈kerϕ, x〉 = 0, so
ist notwendig ϕ = 〈 , x〉, denn beide Seiten sind dann Linearformen, die densel-
ben Kern haben und die konstante Funktion 1 ∈ C(X) auf 1 ∈ C werfen. Wir
nehmen also an, es gebe keinen Punkt x ∈ X , an dem alle Funktionen aus kerϕ
verschwinden, und führen diese Annahme zum Widerspruch. In der Tat gäbe es ja
dann für jeden Punkt x ∈ X eine Funktion fx ∈ kerϕ mit fx(x) 6= 0. Natürlich
gibt es dann auch eine offene Umgebung Ux von x, auf der fx nicht verschwindet.
Endlich viele dieser Ux überdecken aber X , es gäbe also eine endliche Teilmenge
E ⊂ X mit X =

⋃
x∈E Ux und f =

∑
x∈E fxf̄x wäre ein Element von kerϕ ohne

Nullstelle. Dann wäre aber auch 1/f ∈ C(X) eine wohldefinierte stetige Funktion
auf X , es folgte 1 = (1/f)f ∈ kerϕ und das kann nicht sein.

Ergänzung 15.3.4.12 (Bezug zwischen stetigen und polynomialen Funktionen).
Gegeben ein Kring R und ein Ideal I ⊂ R[T1, . . . , Tn] mit simultaner Nullstellen-
menge Z(I) ⊂ Rn ist es im Rahmen der Algebra unmittelbar klar, daß wir eine
Bijektion

Z(I)
∼→ KringR(R[T1, . . . , Tn]/I,R)

erhalten, wenn wir jedem Punkt den zugehörigen Auswertungshomomorphismus
zuordnen. Ist speziell R = R der Körper der reellen Zahlen und Z(I) kompakt in
der von der natürlichen Topologie auf Rn induzierten Topologie, so liefert nach
15.3.4.7 andererseits dieselbe Abbildungsvorschrift auch eine Bijektion

Z(I)
∼→ KringR(C(Z(I),R),R)
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In anderen Worten läßt sich also unter diesen Annahmen jeder R-lineare Ringho-
momorphismus R[T1, . . . , Tn]/I → R auf genau eine Weise zu einem R-linearen
Ringhomomorphismus C(Z(I),R)→ R ausdehnen. Das ist explizit deshalb klar,
da jeder Ringhomomorphismus der letzteren Art nach 15.3.4.7 stetig sein muß
in Bezug auf die Norm der gleichmäßigen Konvergenz und da die polynomialen
Funktionen für diese Norm dicht liegen nach dem Satz von Stone-Weierstraß.

15.3.4.13. Diejenigen komplexen Ringalgebren, die isomorph sind zur Ringalge-
bra der stetigen komplexwertigen Funktionen auf einem kompakten Hausdorffraum,
werden charakterisiert durch den Satz von Gelfand-Naimark 15.3.4.19, den wir im
folgenden beweisen. Wir beginnen mit einigen Erinnerungen. Eine Banach-Ring-
algebra ist nach 13.4.3.1 ein Banachraum A mit einer stetigen bilinearen Verk-
nüpfung A×A→ A, die A zu einem Ring macht. Auf jeder Banach-Ringalgebra
gibt es nach loc.cit. genau eine zur urprünglichen Norm äquivalente Norm ‖ ‖
mit der Eigenschaft ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖ und ‖1‖ ≤ 1. Wir nennen sie die kanoni-
sche Norm und denken uns jede Banachringalgebra mit ihrer kanonischen Norm
versehen. Man prüft leicht ‖1‖ = 1 falls A 6= 0. Das Spektrum eines Elements
a einer Banachringalgebra ist die Menge aller λ ∈ C mit (a − λ1) nicht inver-
tierbar. Es ist nach 13.4.3.13 stets kompakt und enthalten in der abgeschlossenen
Kreischeibe B̄(0; ‖a‖). Das Supremum über die Beträge der Elemente des Spek-
trums von a heißt der Spektralradius ρ(a) von a, so daß sich unsere Aussage als
die Ungleichung ρ(a) ≤ ‖a‖ schreiben läßt. In 13.4.4.4 zeigen wir unter Vorweg-
nahme von Resultaten aus der Funktionentheorie für jede von Null verschiedene
Banachringalgebra A, daß jedes Element a ∈ A nichtleeres Spektrum hat und daß
genauer gilt

ρ(a) = lim
n→∞

n
√
‖an‖

Im übrigen zeigen wir in 13.4.4.8 für jede Banachkringalgebra A, daß die Ab-
bildung, die jedem Ringalgebrenhomomorphismus nach C seinen Kern zuordnet,
eine Bijektion

SpekA
∼→ MaxA

mit der Menge der rein algebraisch zu verstehenden maximalen Ideale von A in-
duziert.

Satz 15.3.4.14 (Kompaktheit von Spektren). Für jede Banachringalgebra A ist
ihr Spektrum SpekA ein kompakter Hausdorffraum.

Beweis. Gegeben ein Ringalgebrenhomomorphismus ϕ : A→ C muß ϕ(a) stets
Werte im Spektrum annehmen, da ϕ keine invertierbaren Elemente vonA auf Null
schicken kann. Wir betrachten die Injektion SpekA ↪→

∏
a∈A B̄(0; ‖a‖), ϕ 7→

(ϕ(a))a∈A unseres Spektrums in ein Produkt abgeschlossener Kreisscheiben in
der komplexen Zahlenebene, deren Existenz durch die Abschätzung ρ(a) ≤ ‖a‖
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gesichert ist. Per definitionem trägt SpekA die Spurtopologie. Andererseits ist
SpekA genau die Menge aller Tupel (ψ(a))a∈A mit ψ(1) = 1, ψ(a+ b) = ψ(a) +
ψ(b) und ψ(ab) = ψ(a)ψ(b) für alle a, b ∈ A und damit eine abgeschlossene
Teilmenge. Nach dem Satz von Tychonoff 15.3.2.10 ist also SpekA kompakt,
und als Teilraum eines Hausdorffraums ist SpekA eh Hausdorff.

Definition 15.3.4.15. Eine Involution und genauer schieflineare Involution auf
einer C-Algebra A ist eine C-schieflineare Abbildung a 7→ a∗ derart, daß gilt
a∗∗ = a und (ab)∗ = b∗a∗ für alle a, b ∈ A.

Definition 15.3.4.16. Eine C∗-Ringalgebra ist ein Tripel (A, ‖ ‖, ∗) bestehend
aus einer Banachringalgebra mit kanonischer Norm im Sinne von 13.4.3.1 und
einer schieflinearen Involution derart, daß gilt ‖aa∗‖ = ‖a‖2 ∀a ∈ A. Ein Homo-
morphismus von C∗-Ringalgebren ist ein stetiger Ringalgebrenhomomorphis-
mus, der verträglich ist mit den Involutionen. Eine kommutative C∗-Ringalgebra
nennen wir eine C∗-Kringalgebra.

15.3.4.17 (Diskussion der Terminologie). In Teilen der Literatur heißen unse-
re C∗-Ringalgebren abweichend C∗-Algebren oder B∗-Algebren. Vielfach wird
aber bei einer C∗-Algebra auch nur die Assoziativität gefordert und nicht die Exis-
tenz einer Einselements.

Beispiel 15.3.4.18. Die Ringalgebra C(X) aller stetigen Funktionen auf einem
kompakten Hausdorffraum X mit der Norm ‖f‖ := sup{|f(x)| | x ∈ X} und
der durch f 7→ f̄ gegebenen Involution ist eine C∗-Kringalgebra.

Satz 15.3.4.19 (Gelfand-Naimark). Gegeben eine C∗-KringalgebraA ist SpekA
ein kompakter Hausdorffraum und die offensichtliche Abbildung liefert einen Iso-
morphismus von C-Kringalgebren

h : A
∼→ C(SpekA)

Dieser Isomorphismus identifiziert die Norm und Involution auf A mit der offen-
sichtlichen Norm und Involution auf C(SpekA).

15.3.4.20. Dieser Satz sagt insbesondere, daß die Norm und die Involution auf ei-
ner C∗-Kringalgebra schon durch die unterliegende Struktur einerC-Kringalgebra
eindeutig festgelegt sind, ja daß der vergeßliche Funktor von den C∗-Kringalgebren
in die C-Kringalgebren volltreu ist.

15.3.4.21. In der Terminologie, wie wir sie in 4.7.2.19 einführen, liefern die Funk-
toren Spek und C sogar zueinander quasiinverse Äquivalenzen von Kategorien

kompakte
Hausdorffräume,

stetige Abbildungen


C
→≈←

Spek


C∗-Kringalgebren,

Homomorphismen von
C-Kringalgebren


opp
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15.3.4.22. Wir haben bereits besprochen, daß h(a) nur Werte aus dem Spektrum
von a annehmen kann. In Übung 13.4.4.8 haben wir genauer gesehen, daß im
Fall einer kommutativen BanachringalgebraA umgekehrt alle Elemente des Spek-
trums eines Elements a ∈ A auch tatsächlich als Werte der Funktion h(a) ange-
nommen werden.

Beweis. Sei ohne Beschränkung der AllgemeinheitA 6= 0, also ‖1‖ = 1. Zunächst
zeigen wir, daß für a = a∗ ∈ A unser h(a) eine reellwertige Funktion ist. Haben
wir nämlich h(a) = α + iβ mit α, β ∈ R, so folgt h(a + it1) = α + i(β + t)
und für b := a + it1 mit t ∈ R ergibt sich die von der Mitte zu entwickelnde
Ungleichungskette

α2 + β2 + 2βt+ t2 = |h(b)|2 ≤ ‖b‖2 = ‖bb∗‖ = ‖a2 + t21‖ ≤ ‖a‖2 + t2

Da kann aber nur dann für alle t ∈ R gelten, wenn gilt β = 0. Indem wir ein be-
liebiges a ∈ A als (a+a∗)/2+i((a−a∗)/2i) schreiben, folgern wir h(a∗) = h(a)
für alle a ∈ A. Dann zeigt Stone-Weierstraß, daß h(A) dicht liegt in C(SpekA)
für die Topologie der gleichmäßigen Konvergenz. Gegeben ein Element a einer
Banachringalgebra erinnere ich nun aus 13.4.4.4 an die Formel

ρ(a) = lim
n→∞

n
√
‖an‖

für den Spektralradius, deren Beweis mit einem Vorgriff auf Methoden aus der
Funktionentheorie gelang. IstA sogar eine C∗-Kringalgebra, so folgt aus der Iden-
tität ‖aa∗‖ = ‖a‖2 sofort ρ(b) = ‖b‖ für alle b ∈ A mit b∗ = b. Gegeben a ∈ A
und b = aa∗ erhalten wir damit ρ(b) = ‖b‖, mit unserer Vorbemerkung 15.3.4.22
also ‖h(b)‖∞ = ‖b‖. Daraus aber folgt ‖a‖2 = ‖aa∗‖ = ‖b‖ = ‖h(b)‖∞ =
‖h(a)‖2

∞ alias ‖a‖ = ‖h(a)‖∞ für alle a ∈ A. Also ist h isometrisch. Da A
vollständig ist, muß h abgeschlossenes Bild haben. Also ist h ein isometrischer
Isomorphismus.

15.3.4.23. Wir geben noch eine konkrete Anwendung. Seien H ein Hilbertraum
undN : H → H ein beschränkter Operator, als da heißt eine stetige lineare Abbil-
dung. Man nennt N normal, wenn N mit seinem Adjungierten N∗ kommutiert.
Normal sind also insbesondere alle beschränkten selbstadjungierten Operatoren
und ebenso alle unitären Operatoren. Das Spektrum σ(N) ⊂ C eines beschränk-
ten Operators N ist die Menge

σ(N) = {λ ∈ C | N − λ id ist nicht invertierbar}

Das Spektrum eines beschränkten Operators ist nach 13.4.3.13 stets eine kom-
pakte Teilmenge von C. Nun bilden wir in der Algebra B(H) aller beschränkten
Operatoren von H in sich selber die von N und N∗ erzeugte Unterringalgebra
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und bezeichnen mit A ihren Abschluß bezüglich der Operatornorm. So ist A ei-
ne C∗-Kringalgebra, nach Gelfand-Naimark 15.3.4.19 ist also die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus

A
∼→ C(SpekA)

Andererseits kann man zeigen, daß das Auswerten an N einen Homöomorphis-
mus SpekA

∼→ σ(N) liefert. In der Tat entspricht nach Gelfand-Naimark unter
jeden Ringalgebrenhomomorphismus ϕ : A → C die Abbildung a 7→ a∗ der
komplexen Konjugation und stetig ist er auch, also festgelegt durch seinen Wert
an der Stelle N . Mithin liefert das Auswerten eine Injektion SpekA ↪→ C. Sie ist
per definitionem stetig. Ihr Bild muß in σ(N) landen, da invertierbare Elemente
unter ϕ invertierbar bleiben. Andererseits erzeugt jede Nichteinheit von A ein
maximales Ideal, das einem Element von SpekA entspricht. So erkennt man, daß
das Bild unserer Injektion genau das Spektrum σ(N) vonN ist. Zusammengesetzt
ergibt sich so ein Isomorphismus

C(σ(N))
∼→ A

Wir kürzen ihn f 7→ f(N) ab. Er ist sehr nützlich, zum Beispiel, wenn man eine
Wurzel aus dem Operator N ziehen will. Wir haben die Verknüpfung unseres
Isomorphismus mit der Einbettung A ↪→ B(H) bereits in 13.4.8 kennengelernt.
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15.4 Funktionen auf topologischen Gruppen*

15.4.1 Uniforme Strukturen
15.4.1.1. Der Begriff der gleichmäßigen Stetigkeit kann nicht sinnvoll von Abbil-
dungen zwischen metrischen Räumen auf Abbildungen zwischen beliebigen to-
pologischen Räumen erweitert werden. Eine derartige Erweiterung gelingt jedoch
für Räume mit einer sogenannten „uniformen Struktur“ und insbesondere für to-
pologische Gruppen und Teilmengen derselben. Das soll im folgenden diskutieren
werden.

Definition 15.4.1.2. Gegeben eine Menge X und eine Relation auf X alias eine
Teilmenge A ⊂ X ×X setzen wir

A−1 := {(y, x) | (x, y) ∈ A}
A2 := {(x, z) | ∃y ∈ A mit (x, y) ∈ A und (y, z) ∈ A}

Definition 15.4.1.3. Eine uniforme Struktur auf einer Menge X ist ein Men-
gensystem A ⊂ P(X ×X) derart, daß gilt:

1. A ist stabil unter endlichen Schnitten und enthält demnach insbesondere
auch ganz X ×X;

2. Mit einer Menge gehört auch jede ihrer Obermengen zu A;

3. Alle Mengen aus A umfassen die Diagonale;

4. Mit A gehört auch A−1 zu A;

5. Für jedes A ∈ A gibt es B ∈ A mit B2 ⊂ A.

Die beiden ersten Bedingungen lassen sich in der in 15.3.2.1 eingeführten Ter-
minologie auch als die Forderung zusammenfassen, daß A ein Filter sein soll.
Eine Menge mit einer ausgezeichneten uniformen Struktur heißt ein uniformer
Raum. Die Elemente von A nennen wir verallgemeinerte Abstände oder auch
kürzer Abstände.

Beispiel 15.4.1.4. Für jede Metrik oder allgemeiner Pseudometrik d auf einer
Menge X erhält man eine uniforme Struktur A auf X durch die Vorschrift

A := {A ⊂ X ×X | ∃ε > 0 mit (d(x, y) < ε⇒ (x, y) ∈ A)}

Es gibt jedoch bereits in dieser uniformen Struktur im allgemeinen sehr viel mehr
Möglichkeiten für Abstände als im zugrundeliegenden metrischen Raum.
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Beispiel 15.4.1.5. Jede Teilmenge eines uniformen Raums erbt eine uniforme
Struktur in offensichtlicher Weise.

Beispiel 15.4.1.6. Auf jeder topologischen Gruppe G erhält man zwei uniforme
Strukturen Al und Ar durch die Vorschriften

Al := {A ⊂ G×G | ∃V ⊂◦ G mit e ∈ V und (x−1y ∈ V ⇒ (x, y) ∈ A)}
Ar := {A ⊂ G×G | ∃V ⊂◦ G mit e ∈ V und (xy−1 ∈ V ⇒ (x, y) ∈ A)}

Beispiel 15.4.1.7. Gegeben eine abelsche Gruppe G mit einem System von Un-
tergruppen U ⊂ P(G), das stabil ist unter endlichen Schnitten, können wir auf G
eine uniforme Struktur erklären durch die Vorschrift

A := {A ⊂ G×G | ∃V ∈ U mit (x− y ∈ V ⇒ (x, y) ∈ A)}

Definition 15.4.1.8. Gegeben ein Punkt x ∈ X und ein Abstand A ∈ A erklären
wir den A-Ball um x als die Menge

B(x;A) := {y ∈ X | (y, x) ∈ A}

Wir nennen eine Menge U ⊂ X uniform offen oder meist einfach nur offen,
wenn sie mit einem Element stets auch einen ganzen Ball um besagtes Element
umfaßt. Die uniform offenen Mengen bilden dann eine Topologie auf X , die uni-
forme Topologie.

Beispiel 15.4.1.9. Unsere uniformen Strukturen auf einer topologischen Gruppe
aus 15.4.1.6 geben uns beide als uniforme Topologie die ursprüngliche Topologie
unserer topologischen Gruppe zurück.

15.4.1.10 (Offene Kerne in der uniformen Topologie). Bezüglich der unifor-
men Topologie auf einem uniformen Raum X besteht der offene Kern einer Men-
ge M ⊂ X genau aus allen Punkten p ∈ M , um die es einen Ball B(p;A) gibt,
der auch noch ganz in M enthalten ist. In der Tat ist diese Menge offen, denn für
jedes A finden wir C mit C2 ⊂ A und für jeden Punkt q ∈ B(p;C) ist damit auch
B(q;C) noch ganz in M enthalten. Daß unser offener Kern in spe die größtmögli-
che in M enthaltene offene Menge ist, ist dann eh klar. Insbesondere ist jeder Ball
um einen Punkt auch eine Umgebung von besagtem Punkt. Dahingegen müssen
unsere Bälle keineswegs offen sein.

Definition 15.4.1.11. Eine Abbildung f : X → Y zwischen uniformen Räumen
(X,A) und (Y,B) heißt gleichmäßig stetig, wenn es für jedes B ∈ B ein A ∈ A
gibt mit (f × f)(A) ⊂ B alias f(B(x;A)) ⊂ B(f(x);B) für alle x ∈ X .

Satz 15.4.1.12 (Gleichmäßige Stetigkeit auf Kompakta). Jede stetige Abbil-
dung von einem kompakten uniformen Raum in einen weiteren uniformen Raum
ist gleichmäßig stetig.
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Beweis für metrische Räume. Im Fall metrischer Räume haben wir dafür bereits
in 11.2.1.16 einen Beweis skizziert, der vom Begriff der Folgenkompaktheit aus-
geht. Zur Vorübung geben wir nun erst einmal einen alternativen Beweis im Fall
metrischer Räume, der vom Begriff der Überdeckungskompaktheit ausgeht. Sei-
en X, Y metrische Räume und f : X → Y unsere stetige Abbildung. Gege-
ben β > 0 setzen wir γ := β/2 und gegeben x ∈ X finden wir αx > 0
mit f(B(x;αx)) ⊂ B(f(x); γ). Nun setzen wir δx := αx/2 und Wegen der
Kompaktheit von X gibt es eine endliche Teilmenge E ⊂ X derart, daß die
Bälle B(x; δx) für x ∈ E bereits ganz X überdecken. Jedes z ∈ X liegt al-
so in einem B(x; δx) für ein x ∈ E und damit gilt auch B(z; δx) ⊂ B(x;αx).
Nehmen wir nun δ := min{δx | x ∈ E}, so gibt es für jedes z ∈ X ein
x ∈ E mit B(z; δ) ⊂ B(x;αx) und folglich f(B(z; δ)) ⊂ B(f(x); γ). Nun ha-
ben aber je zwei Elemente des γ-Balls einen Abstand unter 2γ = β und so folgt
f(B(z; δ)) ⊂ B(f(z); β).

Beweis. Seien (X,A) und (Y,B) unsere uniformen Räume und f : X → Y
unsere stetige Abbildung. Gegeben B ∈ B wählen wir zunächst C ∈ B mit C =
C−1 und C2 ⊂ B. Für jedes x ∈ X finden wir dann Ax ∈ A mit f(B(x;Ax)) ⊂
B(f(x);C). Weiter finden wir Dx ∈ A mit D2

x ⊂ Ax und Dx = D−1
x . Wegen

der Kompaktheit von X gibt es nun eine endliche Teilmenge E ⊂ X derart, daß
die Bälle B(x;Dx) für x ∈ E bereits ganz X überdecken. Jedes z ∈ X liegt
also in einem B(x;Dx) für ein x ∈ E und damit gilt auch B(z;Dx) ⊂ B(x;Ax).
Nehmen wir nun D :=

⋂
x∈E Dx, so gibt es für jedes z ∈ X ein x ∈ E mit

B(z;D) ⊂ B(x;Ax) und folglich f(B(z;D)) ⊂ B(f(x);C). Für alle Elemente
von B(f(x);C) und insbesondere für f(z) gilt aber B(f(z);C2) ⊃ B(f(x);C).
So folgt schließlich f(B(z;D)) ⊂ B(f(z);B).

Übungen

Übung 15.4.1.13. Jede stetige Abbildung von einem uniformen Raum in einen
weiteren uniformen Raum, die außerhalb von einem Kompaktum konstant ist, ist
gleichmäßig stetig. Hinweis: Man arbeite zunächst auf dem besagten Kompaktum
K und finde dort zu B ein A. Dann betrachte man F ∈ A mit F = F−1 und
F 2 ⊂ A. Trifft nun ein Ball B(z;F ) das Kompaktum K, so ist er bereits in einem
Ball B(y;A) mit y ∈ K enthalten.

Übung 15.4.1.14. Sei X eine Menge undA ⊂ P(X×X) eine uniforme Struktur.
Eine Teilmenge E ⊂ A heißt ein Erzeugendensystem der uniformen Struktur
A, wenn die Elemente von A genau alle Obermengen von Elementen von E sind.
Man zeige, daß in einer abzählbar erzeugten uniformen Struktur jeder Punkt eine
abzählbare Umgebungsbasis besitzt.
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Übung 15.4.1.15. Jede Verknüpfung gleichmäßig stetiger Abbildungen zwischen
uniformen Räumen ist gleichmäßig stetig. Die Identität auf einem uniformen Raum
ist gleichmäßig stetig. Die uniformen Räume bilden mithin eine Kategorie Unif.
Man zeige, daß diese Kategorie Produkte besitzt.

15.4.2 Riesz’scher Darstellungssatz
15.4.2.1. Unter einem Borelmaß auf einem topologischen Raum verstehen wir
wie in 13.1.1.22 ein topologisches Maß, das auf allen abgeschlossenen Kompakta
unseres Raums endliche Werte annimmt. Diese Terminologie ist gängig, aber kein
universeller Standard. Wir werden jedoch Borelmaße eh nur auf abzählbar basier-
ten lokal kompakten Hausdorffräumen betrachten, für die die Konventionen der
meisten Autoren dieselben Borelmaße liefern. Die Menge aller Borelmaße auf X
notieren wir

Mbor(X; [0,∞])

Definition 15.4.2.2. Seien X ein topologischer Raum und C!(X,R) der reelle
Vektorraum aller stetigen Abbildungen f : X → R mit kompaktem Träger. Eine
Linearform Λ : C!(X,R) → R heißt nichtnegativ, wenn sie jeder nichtnegativen
Funktion eine nichtnegative reelle Zahl zuordnet. Eine nichtnegative Linearform
heißt ein Radon-Maß oder genauer ein nichtnegatives Radon-Maß auf unserem
topologischen Raum. Die Menge aller nichtnegativen Radonmaße auf X notieren
wir

Mrad(X; [0,∞))

15.4.2.3. Ein Radon-Maß ist kein Maß im Sinne einer Funktion auf einer σ-
Algebra 13.1.1.11. Der folgende Satz zeigt jedoch, daß diese Begriffe eng ver-
wandt sind. Man beachte, daß wir von unserer Linearform keinerlei zusätzliche
Stetigkeitseigenschaften fordern. Wir werden in 15.4.2.7 sehen, daß die Forde-
rung der Nichtnegativität bereits gewisse Stetigkeitseigenschaften impliziert.

Satz 15.4.2.4 (Riesz’scher Darstellungssatz). Für jeden lokal kompakten ab-
zählbar basierten HausdorffraumX liefert das Bilden des Integrals eine Bijektion

Mbor(X; [0,∞])
∼→ Mrad(X; [0,∞))

zwischen der Menge aller Borelmaße und der Menge aller Radonmaße auf X .

15.4.2.5. In anderen Worten können wir also jede nichtnegative Linearform durch
genau ein Borelmaß darstellen, deshalb auch die Bezeichnung als Darstellungs-
satz. Wir beginnen den Beweis des Satzes mit dem Nachweis, daß nichtnegative
Linearformen automatisch gewisse Stetigkeitseigenschaften haben.



2560 KAPITEL 15. TOPOLOGIE UND KOMPAKTE GRUPPEN

Ergänzung 15.4.2.6 (Verallgemeinerung auf nicht abzählbar basierte Räume).
Für jeden lokal kompakten Hausdorffraum X liefert allgemeiner das Bilden des
Integrals eine Bijektion

{Reguläre Borelmaße auf X} ∼→ {Radonmaße auf X}

Hier sind reguläre Borelmaße wie in 13.1.10.12 zu verstehen als Borelmaße mit
den Eigenschaften, daß (1) das Maß jeder offenen Menge das Supremum über
die Maße der in ihr enthaltenen Kompakta ist und (2) das Maß jeder meßbaren
Menge das Infimum über die Maße der sie umfassenden offenen Mengen. Man
mag das in [Hal70] oder [Rud87] oder [?] nachlesen. Betrachten wir zum Beispiel
eine überabzählbare Menge mit der diskreten Topologie und das Borelmaß, das
jeder abzählbaren Menge Null zuordnet und jeder überabzählbaren Menge Un-
endlich, so ist das Integral jeder stetigen Funktion mit kompaktem Träger Null,
obwohl unser Maß nicht identisch verschwindet. Allerdings sind in diesem Fall
auch unsere Regularitätsbedingungen nicht erfüllt, genauer ist hier unsere erste
Regularitätsbedingung verletzt. Meines Erachtens sind auf topologischen Räum-
en Radonmaße der natürlichere Begriff. Dennoch ist der Übergang zu regulären
Borelmaßen oft von Nutzen.

Lemma 15.4.2.7 (Stetigkeitseigenschaften nichtnegativer Linearformen). Ge-
geben ein lokal kompakter Hausdorffraum X und eine nichtnegative Linearform
Λ : C!(X,R) → R und ein Kompaktum K ⊂ X ist die Einschränkung von Λ
auf den Raum CK(X,R) aller stetigen Funktionen mit Träger in K stetig für die
Norm der gleichmäßigen Konvergenz.

Beweis. Das Lemma von Urysohn oder genauer 15.3.1.10 liefert eine stetige nicht-
negative Funktion h ∈ C!(X,R), die auf unserem Kompaktum K konstant Eins
ist. Für f ∈ CK(X,R) gilt dann −‖f‖∞ h ≤ f ≤ ‖f‖∞ h und Anwenden von Λ
liefert |Λ(f)| ≤ Λ(h) ‖f‖∞.

Ergänzung 15.4.2.8. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X verstehen
wir unter einem reellen Radonmaß auf X eine Linearform Λ : C!(X,R) → R
mit der Eigenschaft, daß für jedes Kompaktum K ⊂ X die Einschränkung von Λ
auf den Raum CK(X,R) aller stetigen Funktionen mit Träger inK stetig ist für die
Norm der gleichmäßigen Konvergenz. Den Vektorraum der reellen Radonmaße
notieren wir

Mrad(X;R)

Das Analogon des Riesz’schen Darstellungssatzes für reelle Maße gilt nicht. Be-
reits für X = Z mit der diskreten Topologie ist f 7→

∑
n∈Z(−1)nf(n) ein re-

elles Radonmaß, das nicht als eine Integration über ein reelles Borelmaß µ ∈
Mbor(X;R) realisiert werden kann.
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Beweis des Darstellungssatzes 15.4.2.4. Wir konstruieren zunächst eine Abbildung
in die Gegenrichtung und betrachten die σ-Algebra aller Borelmengen in X × R.
Wir behaupten, daß sie bereits erzeugt wird von den „Graphenflächen“

G(f) = {(x, t) | 0 ≤ t < f(x)}

für alle nichtnegativen f ∈ C!(X, [0,∞)) sowie ihren in der zweiten Koordinate
verschobenen Kopien {(x, t) | 0 ≤ t + a < f(x)} für alle a ∈ R. Um das
nachzuweisen, reicht es zu zeigen, daß die von den verschobenen Graphenflächen
erzeugte σ-Algebra bereits alle Quader U× [a, b) mit U ⊂◦ X offen enthält. Sicher
dürfen wir uns hier auf Quader U × [0, b) beschränken, und nach 15.3.1.11 dürfen
wir, da wir X abzählbar basiert voraussetzen, sogar annehmen, daß gilt U = {x |
f(x) > 0} für eine stetige Funktion f : X → [0,∞) mit kompaktem Träger.
Dann aber erhalten wir für den fraglichen Quader die Darstellung

U × [0, b) =
⋃
n∈N

G(inf(nf, b))

Bezeichne nun G ⊂ P(X × R) den von allen verschobenen Graphenflächen er-
zeugten Mengenring und bezeichne λ das Lebesguemaß auf R. Wir behaupten,
daß für alle G ∈ G die Abbildung

fG : X → [0,∞)
x 7→ λ(G ∩ pr−1

1 (x))

stetig ist. Um das zu sehen, betrachten wir für alle stetigen f : X → R den
„Halbraum“

H(f) := {(x, t) | t < f(x)}
Sicher gilt H(f) ∩ H(g) = H(inf(f, g)) und H(f) ∪ H(g) = H(sup(f, g)).
Betrachten wir die leere Menge und die ganze Menge auch als Halbräume, so
ist das System aller Halbräume mithin stabil unter endlichen Schnitten und end-
lichen Vereinigungen. Der von allen Halbräumen erzeugte Mengenring besteht
nach 13.1.2.33 folglich aus endlichen disjunkten Vereinigungen von Differenz-
mengen von derartigen Halbräumen. Insbesondere ist jede Menge G ∈ G eine
endliche disjunkte Vereinigung von Mengen der Gestalt H(f)\H(g) mit f, g :
X → R stetig, und das zeigt, daß fG stetig ist für alle G ∈ G. Wir behaupten
nun, daß für Λ : C!(X;R) → R eine nichtnegative Linearform die Zuordnung
G 7→ Λ(fG) sogar ein Prämaß auf G ist. In der Tat folgt das aus der Stetigkeitsei-
genschaft 15.4.2.7 nichtnegativer Linearformen mit dem Satz von Dini 12.4.1.14,
der besagt, daß auf einem Kompaktum jede monotone Folge stetiger reellwerti-
ger Funktionen, die punktweise gegen eine stetige Funktion konvergiert, bereits
gleichmäßig konvergieren muß. Jede nichtnegative Linearform auf C!(X,R) lie-
fert so erst ein Prämaß auf G und mit dem Erweiterungssatz von Caratheodory
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Eine verschobene Graphenfläche
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13.1.2.11 dann ein topologisches Maß πΛ auf X ×R. Wir erhalten schließlich ein
topologisches Maß µΛ auf X, indem wir für jede topologisch meßbare Teilmenge
A ⊂ X setzen

µΛ(A) = πΛ(A× [0, 1))

Dieses Maß µΛ ist endlich auf Kompakta, da wir nach 15.3.1.10 für jedes Kom-
paktumK die konstante Funktion Eins aufK zu einer stetigen Funktion mit kom-
paktem Träger h : X → [0,∞) ausdehnen können, und aus K × [0, 1) ⊂ G(h)
folgt dann sofort µΛ(K) ≤ Λ(h). Damit haben wir zu unserer durch das Integrie-
ren erklärten Abbildung im Darstellungssatz eine Abbildung in die Gegenrichtung
konstruiert, der man ohne Schwierigkeiten ansieht, daß sie eine Rechtsinverse ist,
in Formeln

∫
fµΛ = Λ(f). Es bleibt also nur noch zu zeigen, daß die Abbildung

aus unserem Satz injektiv ist, als da heißt, daß verschiedene Borelmaße µ 6= ν
auf X auch verschiedene Funktionale auf C!(X,R) liefern. Sicher liefern sie ver-
schiedene Maße µ� λ 6= ν � λ auf X ×R und wegen der Eindeutigkeitsaussage
im Maßerweiterungssatz 13.1.2.11 nehmen sie dann auch auf mindestens einer
Menge G ∈ G verschiedene Werte an. Mit Fubini folgt daraus aber, daß µ und ν
verschieden sind auf fG ∈ C!(X,R).

Übungen

Übung 15.4.2.9. Gegeben ein reguläres Borelmaß µ auf einem lokal kompakten
Hausdorffraum X liegen die stetigen Funktionen mit kompaktem Träger dicht im
Raum der Lp-Funktionen für jedes p <∞, in Formeln

C!(X) = Lp(X;µ)

Hinweis: Nach 13.2.3.21 liegt das Erzeugnis der charakteristischen Funktionen
von Mengen endlichen Maßes dicht. Aufgrund der Regularität liegt sogar das Er-
zeugnis der charakteristischen Funktionen von offenen Mengen endlichen Maßes
dicht. Und wieder aufgrund der Regularität können wir in jede offene Menge end-
lichen Maßes eine kompakte Menge fast desselben Maßes hineinlegen und dann
eine nichtnegative stetige Funktion mit kompaktem Träger finden, die auf diesem
Kompaktum Eins ist und außerhalb unserer offenen Menge Null.

Übung 15.4.2.10. Jedes reelle Radonmaß auf einem lokal kompakten Hausdorff-
raum ist die Differenz von zwei nichtnegativen Radonmaßen. Hinweis: Man ori-
entiert sich an den Hinweisen zu 13.4.6.6.

Übung 15.4.2.11. Gegeben ein lokal kompakter abzählbar basierter Hausdorffraum
X liefert das Bilden des Produkts mit dem Lebesguemaß eine Bijektion

{Borelmaße auf X} ∼→ {translationsinvariante Borelmaße auf X × R}
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15.4.3 Haarmaße
15.4.3.1. Seien X ein topologischer Raum und C!(X,R) der reelle Vektorraum
aller stetigen Abbildungen f : X → R mit kompaktem Träger. Ich erinnere
daran 15.4.2.2, daß nach wir unter einem Radonmaß auf X eine Linearform
Λ : C!(X,R) → R verstehen, die jeder nichtnegativen Funktion eine nichtnegati-
ve reelle Zahl zuordnet.

Definition 15.4.3.2. Unter einem Haar-Maß oder genauer einem linksinvarian-
ten Haar-Radonmaß auf einer topologischen Gruppe G verstehen wir ein von
Null verschiedenes nichtnegatives Radonmaß µ mit der Eigenschaft µ(f ◦ (x·)) =
µ(f) für alle x ∈ G und alle f ∈ C!(G,R).

Satz 15.4.3.3 (über Haar’sche Maße). 1. Auf jeder lokal kompakten Haus-
dorffgruppe gibt es ein Haarmaß und je zwei Haarmaße darauf unterschei-
den sich höchstens um einen positiven konstanten reellen Faktor;

2. Ein Haarmaß auf einer lokal kompakten Hausdorffgruppe ordnet jeder von
Null verschiedenen nichtnegativen Funktion mit kompaktem Träger eine po-
sitive Zahl zu.

Ergänzung 15.4.3.4. Die Hausdorff-Bedingung im Satz ist überflüssig. Genauer
kann man mit 15.2.2.19 den allgemeinen Fall auf den Fall einer Hausdorffgruppe
zurückführen.

Beispiele 15.4.3.5. Haarmaße auf Matrixliegruppen werden in 22.2.4 diskutiert,
Haarmaße auf beliebigen Liegruppen in 22.5.9.23. Typische Beispiele sind das
Zählmaß auf diskreten Gruppen, das Lebesguemaß auf den additiven Gruppen R
und allgemeiner Rn, sowie das Maß f 7→

∫
f(t)t−1 dt auf der multiplikativen

Gruppe R×.

15.4.3.6. Ein Haarmaß auf einer kompakten topologischen Gruppe, das der kon-
stanten Funktion Eins den Wert Eins zuordnet, heißt ein normiertes Haarmaß.

Ergänzung 15.4.3.7. Ich gebe hier einen Beweis der Existenz, der den Satz von
Tychonoff 15.3.2.10 verwendet und so implizit das Auswahlaxiom. Es ist na-
türlich merkwürdig, das Auswahlaxiom zu verwenden bei der Konstruktion von
etwas, das im wesentlichen eindeutig ist. Einen etwas längeren Beweis, der ohne
das Auswahlaxiom auskommt, kann man in [HR63] finden.

Beweis. Bezeichne C+
! (G) die Menge aller f ∈ C!(G,R) mit f ≥ 0. Gegeben

f, g ∈ C+
! (G) mit g 6= 0 gibt es x1, . . . , xn ∈ G und a1, . . . , an ≥ 0 mit

f(z) ≤
n∑
i=1

aig(xiz) ∀z ∈ G
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Wir definieren (f : g) ∈ R als das Infimum der möglichen
∑n

i=1 ai für alle Wahlen
wie eben und haben für alle f, f1, f2, h ∈ C+

! (G) offensichtlich

1. (f ◦ (x·) : g) = (f : g) ∀x ∈ G;

2. (f1 + f2 : g) ≤ (f1 : g) + (f2 : g);

3. (cf : g) = c(f : g) für beliebiges c ∈ R≥0;

4. f1 ≤ f2 ⇒ (f1 : g) ≤ (f2 : g);

5. (f : g) ≤ (f : h)(h : g) falls h 6= 0;

6. f 6= 0⇒ (f : g) > 0.

Jetzt wählen wir ein für allemal ein festes w ∈ C+
! (G) mit w(e) 6= 0. Es exis-

tiert, denn das neutrale Element besitzt eine offene Umgebung mit kompaktem
Abschluß und wir können nach Urysohn 15.3.1.7 eine stetige Funktion von die-
sem Abschluß nach [0, 1] finden, die auf seinem Rand Null ist und beim neutralen
Element Eins. Dann dehnen wir diese stetige Funktion durch Null aus auf die gan-
ze Gruppe. Jetzt betrachten wir für jedes von Null verschiedene g ∈ C+

! (G) die
Abbildung

µg : C+
! (G) → R≥0

f 7→ µg(f) = (f : g)/(w : g)

Diese Abbildungen sind zu verstehen als Approximationen unseres Haar’schen
Maßes, normalisiert durch die Bedingung µg(w) = 1. Sicher gilt für diese Appro-
ximationen:

1. µg(f ◦ (x·)) = µg(f) ∀x ∈ G;

2. µg(cf) = cµg(f) für beliebiges c ≥ 0;

3. µg(f1 + f2) ≤ µg(f1) + µg(f2).

Des weiteren gelten für beliebige von Null verschiedene f, g ∈ C+
! (G) die Ab-

schätzungen

(f : w) =
(f : w)(w : g)

(w : g)
≥ µg(f) ≥ (f : g)

(w : f)(f : g)
=

1

(w : f)

Wir zeigen als Zwischenschritt sogar eine Abschätzung in der Gegenrichtung.

Lemma 15.4.3.8. Seien f1, f2 ∈ C+
! (G) und ε > 0 gegeben. So gibt es eine offene

Umgebung V = V (f1, f2, ε) von e ∈ G derart, daß für alle g ∈ C+
! (V )\0 gilt

µg(f1) + µg(f2) ≤ µg(f1 + f2) + ε
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Beweis. Zunächst einmal finden wir eine Funktion h ∈ C+
! (G) mit h(z) = 1 ∀z ∈

supp(f1 +f2). Diese Funktion halten wir für den folgenden Beweis fest. Gegeben
ein δ > 0, das am Schluß genügend klein gewählt werden muß, setzen wir nun
f = f δ = f1 + f2 + δh und betrachten die Funktionen hν = hδν = fν/f, stetig
fortgesetzt durch Null auf die Nullstellenmenge von f. Wegen der in 15.4.1.13
gezeigten gleichmäßigen Stetigkeit der hν finden wir eine offene Umgebung V =
V (δ, f1, f2) des neutralen Elements mit |hν(z)− hν(y)| < δ falls y ∈ zV für ν =
1, 2. Nehmen wir nun irgendein g ∈ C+

! (G) mit g 6= 0 und wählen irgendwelche
ai ≥ 0 und xi ∈ G mit

f(z) ≤
n∑
i=1

aig(xiz) ∀z,

so folgt unter der Zusatzbedingung supp(g) ⊂ V bereits

fν(z) ≤
∑n

i=1 aig(xiz)hν(z)

≤
∑n

i=1 aig(xiz)(hν(x
−1
i ) + δ)

da ja gilt g(xiz) 6= 0 ⇒ xiz ∈ V ⇒ z ∈ x−1
i V . Immer unter unserer Zusatzbe-

dingung supp(g) ⊂ V folgt weiter erst

(fν : g) ≤
∑

ai(hν(x
−1
i ) + δ)

und wegen h1 + h2 ≤ 1 dann

(f1 : g) + (f2 : g) ≤
∑
ai(1 + 2δ)

(f1 : g) + (f2 : g) ≤ (f : g)(1 + 2δ)
≤ ((f1 + f2 : g) + δ(h : g))(1 + 2δ)

µg(f1) + µg(f2) ≤ (µg(f1 + f2) + δµg(h))(1 + 2δ)
≤ (µg(f1 + f2) + δ(h : w))(1 + 2δ)

Das Lemma ergibt sich, wenn wir zu Beginn δ in Abhängigkeit von ε klein genug
wählen und das zugehörige V nehmen.

Setzen wir für f 6= 0 nun If = [(w : f)−1, (f : w)] , so gilt nach einer früheren
Abschätzung µg(f) ∈ If für alle f 6= 0. Damit kann man µg auffassen als einen
Punkt des Produkts

I :=
∏

06=f∈C+
! (G)

If

Mit der Produkttopologie wird I ein Kompaktum nach dem Satz von Tychonoff
15.3.2.10. Für V ⊂◦ G eine offene Umgebung des neutralen Elements betrachten
wir nun

KV := {µg| supp g ⊂ V } ⊂ I
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Sicher gilt V ⊂ W ⇒ KV ⊂ KW und wir folgern, daß es ein µ ∈ I gibt mit
µ ∈ KV ∀V. Wir verstehen nun µ als eine Abbildung µ : C+

! (G)→ R, indem wir
µ(f) als die Projektion von µ auf seine f -Komponente definieren für f 6= 0 und
µ(0) = 0 setzen. Dann behaupten wir, daß das so erklärte µ additiv ist und mit der
Multiplikation mit nichtnegativen Skalaren vertauscht. Gegeben f1, f2 ∈ C+

! (G)
und ε > 0 und V eine Umgebung des neutralen Elements finden wir ja nach der
Definition der Produkttopologie ein g ∈ C+

! (V ) mit

|µ(fi)− µg(fi)| < ε für i = 1, 2.

Es folgt für f, f1, f2 ∈ C+
! (G) bereits µ(cf) = cµ(f) falls c ≥ 0, µ(f1 + f2) =

µ(f1)+µ(f2) sowie µ(f◦(x·)) = µ(f) ∀x ∈ G. Für beliebiges f ∈ C!(G) setzen
wir f± = sup(±f, 0) und µ(f) = µ(f+) − µ(f−) und haben damit die Existenz
eines Haar’schen Maßes nachgewiesen. Wir zeigen nun noch die Eindeutigkeit.
Dazu benötigen wir Produktmaße, wie sie im Anschluß in 15.4.3.10 diskutiert
werden. Gegeben zwei Haarmaße µ, ν auf einer lokal kompakten Hausdorff’schen
Gruppe G benutzen wir im Folgenden die Konvention, nach der über die Variable
x nach µ und über die Variable y nach ν integriert werden möge. Damit finden
wir nach 15.4.3.10 oder im abzählbar basierten Fall auch alternativ nach Riesz
15.4.2.4 und Fubini 13.1.7.16 für f, h ∈ C!(G,R) beliebig

µ(f)ν(h)− ν(f)µ(h) =
∫
f(x)h(y)− f(y)h(x)

=
∫
f(x)h(x−1y)− f(y)h(x)

=
∫
f(yx)h(x−1)− f(y)h(x)

Unter der zusätzlichen Annahme, daß h nichtnegativ und symmetrisch sei, in For-
meln h ≥ 0 und h(x) = h(x−1) ∀x ∈ G, ergibt sich die Abschätzung

|µ(f)ν(h)− ν(f)µ(h)| ≤ µ(h) sup |f(yx)− f(y)|

Dabei ist das Supremum über alle x ∈ supph und y ∈ G zu bilden. Indem wir die
gleichmäßige Stetigkeit von f nach 15.4.1.13 ausnützen und h mit sehr kleinem
Träger um das neutrale Element herum wählen, finden wir bei festem f ≥ 0 mit
f 6= 0 für alle ε > 0 eine Umgebung des neutralen Elements derart, daß für alle
h ≥ 0 mit h 6= 0 und Träger in dieser Umgebung U(f, ε) gilt∣∣∣∣ν(h)

µ(h)
− ν(f)

µ(f)

∣∣∣∣ ≤ ε

µ(f)

Daraus folgt dann die Eindeutigkeit, denn gegeben von Null verschiedene f, g ≥ 0
kommen wir mit demselben ν(h)

µ(h)
sowohl an ν(f)

µ(f)
als auch an ν(g)

µ(g)
beliebig nah

heran.



2568 KAPITEL 15. TOPOLOGIE UND KOMPAKTE GRUPPEN

15.4.3.9. Gegeben ein lokal kompakter HausdorffraumX mit einem Radonmaß µ
und eine stetige Funktion mit kompaktem Träger f : X → C verwende ich auch
die Schreibweise

µ(f) =:

∫
X

f(x)µ〈x〉

Proposition 15.4.3.10 (Produkte von Radonmaßen). Seien lokal kompakte Haus-
dorffräume X, Y mit Radonmaßen µ, ν gegeben. So gilt:

1. Es gibt genau ein Radonmaß µ� ν auf dem Produktraum X × Y mit∫
f(x)g(y)(µ� ν)〈x, y〉 =

(∫
f(x)µ〈x〉

)(∫
g(y)ν〈y〉

)
für alle f ∈ C!(X,R) und g ∈ C!(Y,R);

2. Für alle h ∈ C!(X × Y ;R) gehört die Abbildung x 7→
∫
h(x, y)ν(y) zu

C!(X,R) und es gilt
∫
h(x, y)(µ� ν)〈x, y〉 =

∫
(
∫
h(x, y)ν〈y〉)µ〈x〉;

Insbesondere darf also die Integrationsreihenfolge vertauscht werden.

15.4.3.11. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X und ein Kompaktum
K ⊂ X bezeichne CK(X,R) ⊂ C!(X,R) den Raum aller stetigen reellen Funk-
tionen mit Träger in K, versehen mit seiner sup-Norm. In dieser Situation ist
jedes positive Funktional ϕ : C!(X,R) → R stetig auf CK(X,R), denn es gibt
h ∈ C!(X,R) mit h ≥ 0 und hK = 1, und für f ∈ CK(X,R) folgt aus ‖f‖ ≤ 1
sofort |ϕ(f)| = |ϕ(f+)− ϕ(f−)| ≤ ϕ(h).

Beweis. Ist X ein beliebiger topologischer Raum und Y kompakt, so macht die
offensichtliche Identifikation Ens(X × Y,R)

∼→ Ens(X,Ens(Y,R)) jede stetige
Abbildung h : X × Y → R zu einer stetigen Abbildung X → C(Y,R) für die
sup-Norm auf C(Y,R), vergleiche 15.1.9.9. Sind also X und Y lokal kompak-
te Hausdorffräume und ist h : X × Y → R stetig mit kompaktem Träger und
ν ein Radonmaß auf Y , so ist auch x 7→

∫
h(x, y)ν〈y〉 stetig mit kompaktem

Träger. Das zeigt schon mal, daß das Doppelintegral im zweiten Teil des Satzes
existiert wie behauptet. Insbesondere erhalten wir so ein Radonmaß auf X × Y ,
das die Bedingung aus Teil 1 erfüllt. Es bleibt zu zeigen, daß es das Einzige ist.
Dazu reicht es zu zeigen, daß sich für beliebige Kompakta K ⊂ X und L ⊂ Y
jedes h ∈ CK×L(X × Y,R) beliebig gut gleichmäßig appoximieren läßt durch
endliche Linearkombinationen von äußeren Produkten u � v mit u ∈ CK(X,R)
und v ∈ CL(Y,R). Auf dem kompakten Raum Z, der aus X × Y entsteht, wenn
man den Abschluß des Komplements von K × L zu einem Punkt ∗ identifiziert,
bilden diese Linearkombinationen aber zusammen mit der Eins eine Unteralge-
bra von C(Z,R), die die Punkte trennt. Damit sagt uns Stone-Weierstraß 11.3.2.7,
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daß wir beliebige h ∈ C(Z,R) beliebig gut durch Elemente dieser Unteralgebra
approximieren können, und Funktionen mit h(∗) = 0 sogar beliebig gut durch
Linearkombinationen von externen Produkten u� v.

15.4.3.12 (Modulare Funktion). Gegeben eine Gruppe G und h ∈ G ist das
Vorschalten der Rechtsverschiebung (·h) : G → G eine Abbildung (◦(·h)) :
C(G) → C(G). Gegeben eine lokal kompakte Hausdorffgruppe G mit Haarmaß
µ ist für jedes Gruppenelement h ∈ G auch µ ◦ (◦(·h)) ein Haarmaß und es gibt
folglich ∆(h) ∈ R>0 mit µ ◦ (◦(·h)) = ∆(h)µ. Offensichtlich ist dann

∆ : G→ R>0

ein Gruppenhomomorphismus. Er heißt die modulare Funktion von G. Sie ist
stetig, denn halten wir eine nichtnegative von Null verschiedene stetige Funktion
f : G → R≥0 mit kompaktem Träger fest und wählen eine kompakte Umgebung
K ⊂ G des neutralen Elements, so gibt es eine stetige Funktion s : G→ R≥0 mit
s = 1 auf (supp f)K und s = 0 außerhalb von (supp f)K2 und aus Gründen der
gleichmäßigen Stetigkeit gibt es für alle ε > 0 eine Umgebung Uε des neutralen
Elements mit |f(g) − f(gx)| ≤ ε ∀x ∈ Uε, g ∈ G. Für x ∈ Uε ∩ K folgt
|µ(f) − µ(f ◦ (·x))| ≤ εµ(s) und das zeigt die Stetigkeit von ∆ bei h = 1 und
damit die Stetigkeit überhaupt.

Definition 15.4.3.13. Unter einem Haar’schen Borelmaß oder genauer einem
linksinvarianten Haar’schen Borelmaß auf einer topologischen Gruppe G ver-
stehen wir ein von Null verschiedenes nichtnegatives Borelmaß µ mit der Eigen-
schaft µ(gA) = µ(A) für jede Borelmenge A ⊂ G und alle g ∈ G.

Korollar* 15.4.3.14 (Existenz und Eindeutigkeit Haar’scher Borelmaße). Auf
jeder abzählbar basierten lokal kompakten Hausdorff’schen Gruppe gibt es ein
Haar’sches Borelmaß, und je zwei Haar’sche Borelmaße auf einer derartigen to-
pologischen Gruppe unterscheiden sich höchstens um einen konstanten positiven
reellen Faktor.

Beweis. Man kombiniere die Existenz und Eindeutigkeit Haar’scher Radonmaße
15.4.3.3 mit dem Riesz’schen Darstellungssatz 15.4.2.4.

Ergänzung 15.4.3.15. Die Forderung der Existenz einer abzählbaren Basis der
Topologie ist jedenfalls notwendig, um die Eindeutigkeit bis auf einen konstan-
ten Faktor zu sichern. Ist zum Beispiel G eine überabzählbare Gruppe mit der
diskreten Topologie, so wäre das Zählmaß ein Haar’sches Borelmaß in unserem
Sinne, aber auch das Maß, das jeder abzählbaren Teilmenge das Maß Null zuord-
net und jeder überabzählbaren Teilmenge das Maß Unendlich. In diesem Fall gälte
die Eindeutigkeit bis auf einen konstanten Faktor also nicht. Man kann die Ein-
deutigkeit Haar’scher Borelmaße durch zusätzliche Forderungen an die fraglichen
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Borelmaße auch in dieser Allgemeinheit sichern, vergleiche etwa [?]. Diesen Auf-
wand will ich jedoch vermeiden, da den meisten von uns aller Voraussicht nach
kaum einmal lokal kompakte topologische Gruppen begegnen werden, die nicht
abzählbar basiert sind.

Übungen

Übung 15.4.3.16. Man zeige, daß jedes linksinvariante Haarmaß auf einer kom-
pakten topologischen Gruppe auch rechtsinvariant ist.

Übung 15.4.3.17. Gegeben ein Haar’sches Borelmaß auf einer abzählbar basierten
lokal kompakten Hausdorff’schen Gruppe hat jede nichtleere offene Teilmenge
positives Maß. Hinweis: Urysohn.

Übung 15.4.3.18. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X und eine lokal
kompakte Hausdorffgruppe G mit einem Haar’schen Radonmaß µ ist jedes Ra-
donmaß π auf X × G, das unter G linksinvariant ist, von der Gestalt π = ν � µ
für ein wohlbestimmtes Radonmaß ν auf X . Hinweis: Für f ∈ C!(X,R) erkläre
man µf : C!(G,R) → R durch µf (k) := π(f � k) und erhält ein Haarmaß, also
µf = ν(f)µ für eine wohlbestimmte Konstante ν(f).

Übung 15.4.3.19. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X mit einem Ra-
donmaß ν und eine lokal kompakte Hausdorffgruppe G mit einem Haar’schen
Radonmaß µ ist das Produktmaß ν � µ invariant unter der Eichgruppe des trivia-
len G-Hauptfaserbündels X×G, als da heißt unter allen Abbildungen der Gestalt
(x, g) 7→ (x, s(x)g) für s : X → G stetig.

Übung 15.4.3.20. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X und eine lokal
kompakte HausdorffgruppeG und einG-Hauptfaserbündel P � X bilden wir ein
R>0-Hauptfaserbündel ∆(P ), indem wir jedem Punkt x ∈ X den R>0-Torsor der
G-rechtsinvarianten Haarmaße auf der Faser Px zuordnen und die disjunkte Ver-
einigung dieser R>0-Torsoren in der offensichtlichen Weise mit einer Topologie
versehen.

Übung 15.4.3.21 (Formelsammlung für Radonmaße). Bildmaße von Radon-
maßen konstruiert man leicht für eigentliche stetige Abbildungen sowie im Fall
kompakt getragener Radonmaße auch für beliebige stetige Abbildungen, jeweils
von lokal kompakten Hausdorffräumen. Man zeige, daß in beiden Fällen alle For-
meln unserer Formelsammlung 13.1.7.25 gelten, als da wären die Natürlichkeit,
Eins, Assoziativität und Kommutativität von Produktmaßen sowie die Funktoria-
lität von Bildmaßen.
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15.4.4 Matrixkoeffizienten
15.4.4.1. Ich beginne mit Erinnerungen zu 8.4.5.4. Ist V eine Darstellung eines
Monoids G über einem Körper k, so erklärt man für v ∈ V und ϕ ∈ V ∗ den
Matrixkoeffizienten cϕ,v : G → k durch die Vorschrift cϕ,v(g) := ϕ(gv) für alle
g ∈ G. So erhalten wir eine Abbildung, die Matrixkoeffizientenabbildung

V ⊗k V ∗ → Ens(G, k)
v ⊗ ϕ 7→ cϕ,v

15.4.4.2. Jedes Monoid G trägt eine natürliche Operation des Monoids G×Gopp

vermittels der Vorschrift (x, y◦)z := xzy. Gegeben eine Menge E erhalten wir
auch eine Operation vonG×Gopp auf Ens(G,E) durch die Vorschrift ((y, x◦)f)(z) :=
f(xzy). Ich verwende die abkürzenden Notationen (yf) für die Funktion ge-
geben durch (yf)(z) = f(zy) und (x◦f) = (fx) für die Funktion gegeben
durch (x◦f)(z) = (fx)(z) = f(xz). Insbesondere erhalten wir damit u◦(x◦f) =
(u◦x◦)f = (xu)◦f , was im Sinne unserer Notation 2.2.3.33 vernünftig ist. Gege-
ben ein Körper k und eine Darstellung V von G über k ist unsere Matrixkoeffizi-
entenabbildung ein Homomorphismus

V �k V
∗ → Ens(G, k)

von Darstellungen des Monoids G×Gopp.

15.4.4.3 (Funktionen auf Monoiden als Matrixkoeffizienten). Sei G ein Mo-
noid und k ein Körper. Jede Abbildung f : G → k ist der Matrixkoeffizient cδ,f
der Linksoperation von G auf V := Ens(G, k) für δ := δe ∈ V ∗ das Auswerten
am neutralen Element. In der Tat rechnen wir cδ,f (a) = δ(af) = (af)(e) = f(a).
Analog gilt für die Linksoperation vonGopp auf demselben Raum auch die Gleich-
heit cδ,f = f von Funktionen auf Gopp.

Lemma 15.4.4.4 (Darstellende Funktionen). Sei k ein Körper. Für eine k-werti-
ge Funktion auf einem Monoid sind gleichbedeutend:

1. Unsere Funktion spannt zusammen mit ihren Linkstranslaten einen endlich-
dimensionalen Untervektorraum im Raum aller k-wertigen Funktionen auf
unserem Monoid auf;

2. Unsere Funktion spannt zusammen mit ihren Rechtstranslaten einen end-
lichdimensionalen Untervektorraum im Raum aller k-wertigen Funktionen
auf unserem Monoid auf;

3. Unsere Funktion ist ein Matrixkoeffizient einer endlichdimensionalen Dar-
stellung unseres Monoids über k.
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Beweis. Gegeben eine Darstellung eines Monoids G durch Endomorphismen ei-
nes endlichdimensionalen k-Vektorraums V liefern die Matrixkoeffizienten eine
(G × Gopp)-äquivariante Abbildung V �k V ∗ → Ens(G, k) unter der Operation
aus 15.4.4.2. Damit erhalten wir sofort 3 ⇒ 1&2. Spannt umgekehrt eine Funk-
tion f : G → k mit ihren Rechtstranslaten einen endlichdimensionalen Teilraum
V ⊂ Ens(G, k) auf, so ist f eben der Matrixkoeffizient dieser endlichdimensio-
nalen Darstellung zum Vektor f ∈ V und dem Auswerten am neutralen Element
δ ∈ V ∗. Das zeigt 2 ⇒ 3. Spannt schließlich f mit seinen Linkstranslaten einen
endlichdimensionalen Teilraum W ⊂ Ens(G, k) auf, so ist f Matrixkoeffizient
der endlichdimensionalen Darstellung W von Gopp, und dann ist f auch ein Ma-
trixkoeffizient der kontragredienten Darstellung W ∗ von G.

Lemma 15.4.4.5 (Stetige darstellende Funktionen). Für eine stetige Funktion
auf einem topologischen Monoid, reellwertig oder komplexwertig oder auch mit
Werten in einem beliebigen topologischen Körper, sind gleichbedeutend:

1. Unsere Funktion spannt zusammen mit ihren Linkstranslaten einen endlich-
dimensionalen Untervektorraum im Raum aller Funktionen auf unserem
Monoid auf;

2. Unsere Funktion spannt zusammen mit ihren Rechtstranslaten einen end-
lichdimensionalen Untervektorraum im Raum aller Funktionen auf unserem
Monoid auf;

3. Unsere Funktion ist ein Matrixkoeffizient einer stetigen endlichdimensiona-
len Darstellung unseres Monoids.

Beweis. Gegeben eine endlichdimensionale stetige Darstellung V eines topologi-
schen Monoids G liefern die Matrixkoeffizienten eine (G × Gopp)-äquivariante
Abbildung V � V ∗ → C(G). Damit erhalten wir sofort 3 ⇒ 1&2. Ist umgekehrt
eine Funktion f : G→ C stetig und spannt mit ihren Rechtstranslaten einen end-
lichdimensionalen Teilraum V ⊂ C(G) auf, so finden wir x1, . . . , xn ∈ G derart,
daß die Rechtstranslate x1f, . . . , xnf eine Basis dieses Teilraums bilden. Da eine
Funktion, die an jeder Stelle verschwindet, schon identisch Null ist, finden wir
Stellen y1, . . . , yn ∈ G derart, daß die Auswertungen dort eine Basis des Dual-
raums V ∗ liefern. Da die zugehörigen Matrixkoeffizienten g 7→ (gxif)(yj) =
f(yjgxi) alle stetig sind, muß V eine stetige Darstellung von G sein. Und nun
ist f eben der Matrixkoeffizient dieser stetigen endlichdimensionalen Darstellung
zum Vektor f ∈ V und dem Auswerten am neutralen Element ϕ ∈ V ∗. Das zeigt
2 ⇒ 3. Spannt schließlich f mit seinen Linkstranslaten einen endlichdimensio-
nalen Teilraum W ⊂ Ens(G, k) auf, so ist f Matrixkoeffizient der endlichdimen-
sionalen Darstellung W von Gopp, und dann ist f auch ein Matrixkoeffizient der
kontragredienten Darstellung W ∗ von G.
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15.4.4.6 (Die Ringalgebra der darstellenden Funktionen). Gegeben ein ein to-
pologisches Monoid G bilden die stetigen komplexwertigen darstellenden Funk-
tionen in C(G) eine unter der komplexen Konjugation stabile Unterringalgebra

R(G)

Ist in der Tat f = cϕ,v für v ∈ V und ϕ ∈ V ∗, so haben wir f̄ = cϕ̄,v̄ für
v̄ ∈ V , ϕ̄ ∈ V ∗ im Sinne von 4.7.4.22. Spannen weiter f1, . . . , fd und h1, . . . , hs
jeweils einen unter Linkstranslation invarianten Teilraum von C(G) auf, so gilt
offensichtlich dasselbe für die Produkte fihj .

Übungen

Ergänzende Übung 15.4.4.7. Sei G eine kompakte Liegruppe und f : G → C
eine darstellende Funktion mit f(e) = 1. Gibt es stets eine stetige Darstellung
ρ : G→ GL(n;C), für die wir f = ρ11 haben?

Ergänzende Übung 15.4.4.8. Der Ring der stetigen reellen oder komplexen dar-
stellenden Funktionen auf der Gruppe SL(2;R) besteht genau aus allen Funk-
tionen, die sich durch Polynome in den vier Matrixeinträgen ausdrücken lassen.
Hinweis: 22.2.3.16.

15.4.5 Kompakte Operatoren
Definition 15.4.5.1. Eine lineare Abbildung zwischen normierten Vektorräumen
heißt kompakt, wenn sie die Einheitskugel auf eine Menge mit kompaktem Ab-
schluß abbildet.

Satz 15.4.5.2 (Spektrum kompakter selbstadjungierter Operatoren). Gege-
ben ein kompakter selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum ist das
Erzeugnis seiner Eigenräume dicht und alle seine Eigenräume zu von Null ver-
schiedenen Eigenwerten sind endlichdimensional.

Beweis. Sei H unser Hilbertraum und T : H → H unser kompakter selbstadjun-
gierter Operator. Wir zeigen zunächst, daß unter der Annahme H 6= 0 entweder
‖T‖ oder −‖T‖ ein Eigenwert ist, und wiederholen dazu erst einmal den Beginn
des Beweises für den Satz über den Spektralradius 13.4.5.1. Gegeben ein Vektor
v der Länge Eins gilt ‖Tv‖2 = 〈Tv, Tv〉 = 〈v, T 2v〉 ≤ ‖v‖‖T 2v‖ = ‖T 2v‖.
Das zeigt ‖T‖2 ≤ ‖T 2‖. Die andere Ungleichung gilt eh, womit wir für jeden
selbstadjungierten Operator T folgern

‖T‖2 = ‖T 2‖
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Unter der Annahme H 6= 0 finden wir in H eine Folge von Einheitsvektoren vn
mit limn→∞ ‖T 2vn‖ = ‖T 2‖. Wegen ‖T 2vn‖ ≤ ‖T‖‖Tvn‖ ≤ ‖T‖2 = ‖T 2‖
folgt limn→∞ ‖Tvn‖ = ‖T‖ zumindest falls ‖T‖ 6= 0, und im Fall ‖T‖ = 0 ist
das eh klar. Wir setzen nun c = ‖T‖ und behaupten zunächst, daß c2 ein Eigenwert
von von T 2 ist. In der Tat gilt ja

‖(T 2 − c2)vn‖2 = 〈vn, (T 4 − 2c2T 2 + c4)vn〉 = ‖T 2vn‖2 − 2c2‖Tvn‖2 + c4

und das strebt für n → ∞ offensichtlich gegen Null. Da wir nun T kompakt an-
genommen hatten, dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit die Folge
Tvn konvergent annehmen. Im Fall c = 0 ist unsere Behauptung eh klar, und im
Fall c 6= 0 folgt erst die Konvergenz von T 2vn und dann die Konvergenz der Folge
c2vn und damit die Konvergenz der Folge vn selber. Gilt nun etwa limn→∞ vn = v,
so folgt unmittelbar ‖v‖ = 1 und T 2v = c2v und c2 ist in der Tat ein Eigenwert
von von T 2. Aus (T + c)(T − c)v = 0 folgt dann aber auch, daß entweder v ein
Eigenvektor von T zum Eigenwert c ist, oder (T − c)v ein Eigenvektor von T
zum Eigenwert −c. Damit haben wir gezeigt, daß in der Tat entweder ‖T‖ oder
−‖T‖ ein Eigenwert von T ist. Der Rest des Beweises ist nun schnell erledigt.
Wäre das Erzeugnis der Eigenräume nicht dicht, so wäre sein orthogonales Kom-
plement nicht Null und unser Operator hätte darin folglich einen Eigenvektor,
Widerspruch. Wäre der Eigenraum zu einem von Null verschiedenen Eigenwert
nicht endlichdimensional, so gäbe es darin eine Folge von paarweise orthogona-
len Einheitsvektoren, und deren Bild könnte keine konvergente Teilfolge besitzen,
Widerspruch.

Übungen

Ergänzende Übung 15.4.5.3. Eine Komposition von zwei stetigen Operatoren
zwischen normierten Vektorräumen ist kompakt, wenn einer der Faktoren kom-
pakt ist.

Ergänzende Übung 15.4.5.4. Die kompakten linearen Abbildungen von einem
normierten Vektorraum in einen Banachraum bilden eine abgeschlossene Teil-
menge im Raum aller stetigen linearen Abbildungen mit der Operatornorm.

Übung 15.4.5.5. Ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum ist genau
dann kompakt, wenn das Erzeugnis seiner Eigenräume dicht liegt, alle seine Ei-
genräume zu von Null verschiedenen Eigenwerten endlichdimensional sind, und
wenn zusätzlich in jeder Umgebung von Null fast alle seiner Eigenwerte enthalten
sind.

Ergänzende Übung 15.4.5.6. Gegeben ein kompakter Operator T : H → H′ von
einem Hilbertraum in einen weiteren Hilbertraum gibt es durch eine abzählbare
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Menge N indizierte Orthonormalsysteme (vn)n∈N von H und (wn)n∈N von H′
und λn > 0 derart, daß für alle v ∈ H gilt

T (v) =
∑
n∈N

λn〈vn, v〉wn

Hinweis: Man gehe von einer Hilbertbasis aus Eigenvektoren des kompakten selbst-
adjungierten Operators T ∗T aus.

15.4.6 Faltungen als kompakte Operatoren
15.4.6.1. Ein metrischer Raum heißt total beschränkt, wenn er für jedes ε > 0
eine endliche Überdeckung durch ε-Bälle besitzt.

Satz 15.4.6.2. Ein metrischer Raum ist kompakt genau dann, wenn er vollständig
und total beschränkt ist.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß jeder kompakte metrische Raum vollständig
ist. In der Tat besitzt ja unter unserer Annahme insbesondere auch jede Cauchy-
Folge eine konvergente Teilfolge und muß damit schon selbst konvergent sein.
Daß jeder kompakte metrische Raum total beschränkt sein muß, ist eh klar. Sei
nun umgekehrt X vollständig und total beschränkt und sei v : N → X eine
Folge in X . Wir überdecken X durch endlich viele Bälle mit Radius 1. In einem
dieser Bälle müssen unendlich viele Folgenglieder liegen, und diese bilden eine
Teilfolge v1 = v ◦ i1 für eine geeignete Injektion i1 : N → N. Als nächstes
überdecken wir X durch endlich viele Bälle vom Radius 1/2. In einem dieser
Bälle müssen unendlich viele Folgenglieder der Folge v1 liegen, und diese bilden
eine Teilfolge v2 = v1 ◦ i2 von v1, für eine geeignete Injektion i2 : N → N. Als
nächstes überdecken wir X durch endlich viele Bälle vom Radius 1/3, und indem
wir immer so weitermachen erhalten wir eine Kette von Teilfolgen vν derart, daß
Folgenglieder von vν höchstens den Abstand 2/ν voneinander haben. Die Folge
yν = vν(ν) ist dann eine Teilfolge unserer Folge v, die eine Cauchy-Folge ist und
mithin konvergiert.

Definition 15.4.6.3. Eine Menge F von Abbildungen von einem topologischen
Raum X in einen metrischen Raum heißt gleichgradig stetig, wenn es für jeden
Punkt x ∈ X und jedes ε > 0 eine Umgebung U(x, ε) von x gibt derart, daß gilt

y ∈ U(x, ε) ⇒ d(f(x), f(y)) ≤ ε ∀f ∈ F

Satz 15.4.6.4 (Arzela-Ascoli). Im Raum aller stetigen Abbildungen eines kom-
pakten Raums in einen kompakten metrischen Raum, versehen mit der Metrik der
gleichmäßigen Konvergenz, hat eine Teilmenge kompakten Abschluß genau dann,
wenn sie gleichgradig stetig ist.
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Illustration zum Beweis von Arzela-Ascoli. Die Bälle Bi sowie die Umgebungen
U(xi, ε) sind hier abgeschlossen zu verstehen, das ist im Beweis unerheblich. Im
allgemeinen würden sich natürlich unsere Bälle in M und auch die Umgebungen
in X sehr viel mehr überlappen, aber dann kann man im Bild kaum noch etwas
sehen. In unserem Fall wäre das einzig mögliche σ zu f gegeben durch 1 7→ 3,

2 7→ 3, 3 7→ 2. Alle Funktionen, insbesondere auch f und fσ, können auf
U(xi, ε) höchstens um ε von ihrem Wert bei xi abweichen. Ich hoffe, man kann

nun sehen, daß f höchstens um 4ε von jedem zu σ gewählten fσ abweichen kann.
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Beweis. Unser Raum von stetigen Abbildungen ist nach ?? schon mal vollständig
in seiner Metrik der gleichmäßigen Konvergenz. Nach 15.4.6.2 reicht es also
zu zeigen, daß eine Teilmenge darin total beschränkt ist genau dann, wenn sie
gleichgradig stetig ist. Die Herleitung gleichgradigen Stetigkeit aus der totalen
Beschränktheit überlassen wir dem Leser als Übung 15.4.6.8. Ist umgekehrt eine
Menge F von Abbildungen f : X → M gleichgradig stetig, so finden wir ja für
jedes ε > 0 und jeden Punkt x ∈ X eine Umgebung U(x, ε) von x derart, daß gilt

y ∈ U(x, ε) ⇒ d(f(x), f(y)) ≤ ε ∀f ∈ F

Endlich viele dieser U(x, ε) überdecken dann X , etwa die zu den Punkten x1,
. . ., xr, und endlich viele ε-Bälle B1, . . . , Bs überdecken M . Für jede Abbildung
σ : {1, . . . r} → {1, . . . s} wählen wir nun wenn möglich eine Funktion fσ ∈ F
mit fσ(xi) ∈ Bσ(i) ∀i und behaupten, daß die Bälle um diese fσ mit Radius
4ε bereits ganz F überdecken. In der Tat, zu jeder Funktion f ∈ F gibt es ja
mindestens ein σ mit f(xi) ∈ Bσ(i) ∀i. Für solch ein σ existiert dann notwendig
auch ein fσ und es gilt offensichtlich d(f(xi), fσ(xi)) ≤ 2ε für alle i. Da jedes x
in einem U(xi, ε) liegt, folgt dann jedoch d(f(x), fσ(x)) ≤ 4ε für alle x ∈ X .

Definition 15.4.6.5. Eine lineare Abbildung von einem reellen Vektorraum mit
einer Seminorm in einen reellen topologischen Vektorraum heißt kompakt, wenn
sie die Menge aller Vektoren der Seminorm ≤ 1 auf eine Menge mit kompaktem
Abschluß abbildet.

Proposition 15.4.6.6 (Kompaktheit gewisser Konvolutionsoperatoren). Gege-
ben kompakte Räume X, Y mit X Hausdorff und ein Radonmaß µ auf X und
eine stetige Funktion h ∈ C(Y × X) erhalten wir einen kompakten Operator
K = Kh : (C(X), ‖ ‖2,µ)→ (C(Y ), ‖ ‖∞) durch die Abbildungsvorschrift

(Kf)(y) :=

∫
X

h(y, x)f(x)µ〈x〉

Beweis. Wir versehen hier C(X) mit der positiv semidefiniten Sesquilinearform
〈f, g〉 :=

∫
X
f̄ gµ und ‖f‖2,µ :=

√
〈f, f〉 meint die zugehörige Seminorm. Ge-

geben y ∈ Y erklären wir hy ∈ C(X) durch hy : x 7→ h(x, y). Mit der Cauchy-
Schwarz’schen Ungleichung oder genauer ihrer Variante 4.1.3.30 finden wir die
Abschätzung

|(Kf)(y)| = |〈hy, f〉| ≤ ‖hy‖2 ‖f‖2 ≤ ‖hy‖∞µ(X)‖f‖2

Nun erinnern wir aus 15.1.9.9, daß wegen X kompakt Hausdorff und damit ins-
besondere X lokal kompakt die Abbildung Y → C(X,C), y 7→ hy stetig ist für
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die kompakt-offene Topologie alias die Topologie zur Norm ‖ ‖∞ auf C(X,C).
Für jedes ε > 0 und jeden Punkt y ∈ Y existiert folglich eine Umgebung Uε von
y mit z ∈ Uε ⇒ ‖hz − hy‖∞ < ε. Wir folgern für z ∈ Uε

|(Kf)(z)− (Kf)(y)| = |〈hz − hy, f〉| ≤ ‖hz − hy‖∞µ(X)‖f‖2 ≤ εµ(X)‖f‖2

Insgesamt ist folglich die Menge F := {Kf | ‖f‖2 ≤ 1} ⊂ C(Y ) gleichgradig
stetig. Unsere obige Abschätzung zeigt weiter, daß sie in C(Y,M) liegt für M :=
{z ∈ C | |z| ≤ ‖h‖∞µ(X)}. Nach Arzela-Ascoli 15.4.6.4 hat dann F kompakten
Abschluß in C(Y,M) oder gleichbedeutend in C(Y ) und unser Operator K ist
kompakt.

Ergänzung 15.4.6.7. Eine stetige lineare Abbildung von topologischen Vektor-
räumen heißt ein Fredholm-Operator, wenn ihr Bild abgeschlossen ist und ihr
Kern und ihr Kokern endliche Dimension haben. Der Index eines Fredholmope-
rators A : X → Y ist die ganze Zahl

ind(A) := dim(kerA)− dim(cokerA)

IstA : X → X ein kompakter selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum,
so zeigt der Spektralsatz, daß A − id Fredholm vom Index Null ist. Allgemeiner
folgt sofort, daß A − λ id Fredholm vom Index Null ist für alle λ ∈ C×. Man
kann das auch allgemeiner für einen beliebigen kompakten Operator auf einem
Banachraum zeigen, aber das soll an dieser Stelle nicht ausgeführt werden.

Übungen

Übung 15.4.6.8. Man zeige, daß eine Menge beschränkter stetiger Abbildungen
von einem topologischen Raum in einen metrischen Raum, die für die Metrik
der gleichmäßigen Konvergenz total beschränkt ist im Sinne von 15.4.6.1, schon
gleichgradig stetig sein muß.

Übung 15.4.6.9. Die Kompaktheit des Ausgangsraums ist wesentlich im Satz von
Arzela-Ascoli: So ist etwa für die „Dächle-Funktion“ d(x) = sup(1 − |x|, 0) auf
R die Menge ihrer verschobenen Kopien fn(x) = d(x − n) zwar gleichgradig
stetig, hat aber keinen kompakten Abschluß.

Übung 15.4.6.10 (Nocheinmal die hängende Kette). Ich erinnere an den Begriff
eines rektifizierbaren Weges in einem metrischen Raum 12.7.5.1. Man zeige, daß
die rektifizierbaren nach der Bogenlänge parametrisierten Wege γ : [a, b] → Rn
mit vorgegebenem Ausgangs- und Endpunkt γ(a), γ(b) und vorgegebener Länge
L eine kompakte Teilmenge im Raum aller stetigen Abbildungen mit der Norm
der gleichmäßigen Konvergenz bilden. Man zeige, daß im Fall n = 2 das Kur-
venintegral γ 7→

∫
γ
y im Sinne von 10.7.1.23 eine stetige Funktion auf dieser
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kompakten Teilmenge ist und folglich ihr Minimum annimmt. Das zeigt, daß es
„im Fall einer hängenden Kette eine Lösung kleinster potentieller Energie gibt“.
Jetzt wäre noch zu zeigen, daß im Fall γ1(a) 6= γ1(b) von Aufhängepunkten mit
verschiedener x-Koordinate jede Kette kleinster Energie durch den Graphen einer
stetigen Funktion beschrieben wird. Hinweis: Trifft unser Weg eine nicht verti-
kale Gerade in γ(s) und γ(t) aber nicht für τ ∈ (s, t), so muß er für τ ∈ (s, t)
unterhalb besagter Gerade verlaufen. Hinweis: Vertikale Stücke oder Stücke und
vertikale Tangenten kann man ausschließen, indem man zuerst das Argument zu
Ende bringt und zeigt, daß Stücke ohne dem Kettenlinien sind; daß diese Funk-
tion konvex sein muß; daß sie damit in jedem Punkt im Inneren des Definitions-
intervalls linksseitig und rechtsseitig differenzierbar sein muß; daß sie unter der
Annahme minimaler Energie sogar differenzierbar sein muß; daß die Ableitung
monoton und dann nach 10.3.3.2 und 10.5.5.21 sogar stetig sein muß; und daß
man dann mit Methoden der Variationsrechnung, wie mir Ernst erklärt hat, zeigen
kann, daß nur die Kettenlinie als Möglichkeit übrigbleibt.

15.4.7 Satz von Peter und Weyl

15.4.7.1. Auf jeder kompakten Hausdorffgruppe G existiert nach 15.4.3.3 genau
ein normiertes Haar-Radonmaß µ = µG. Wir machen C(G) zu einem Prähilbert-
raum vermittels der Vorschrift

〈f, h〉 :=

∫
G

f̄hµ

Die Vervollständigung dieses Prähilbertraums notieren wir L2(G) und ignorie-
ren hierbei im allgemeinen die Frage, inwieweit man Elemente dieser Vervoll-
ständigung als Äquivalenzklassen von Funktionen auf G interpretieren kann. Ist
G abzählbar basiert, so können wir unser Haar-Radonmaß nach 15.4.3.14 mit
einem Haar-Borelmaß identifizieren und unsere Vervollständigung ist kanonisch
isomorph zum zugehörigen Raum quadratintegrierbarer Funktionen aus 13.2.2.20.

15.4.7.2. Gegeben eine kompakte Hausdorffgruppe G mit normiertem Haar-Maß
µ erklären wir auf C(G) die Faltung (h, f) 7→ h ∗ f alias Konvolution durch die
Vorschrift

(h ∗ f)(x) :=

∫
G

h(y)f(y−1x)µ〈y〉

Unsere Erkenntnisse 15.4.3.10 über Produkte von Radonmaßen zeigen, daß auch
h ∗ f stetig ist. Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung zeigt |(h ∗ f)(x)| ≤
‖h‖2‖f‖2 und impliziert insbesondere, daß sich (h∗) zu einer stetigen Abbildung
von normierten Vektorräumen (h∗) : L2(G)→ C(G) fortsetzen läßt.
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Lemma 15.4.7.3. Gegeben eine kompakte Hausdorffgruppe ist für jede stetige
Funktion h ∈ C(G) die Faltung mit h ein kompakter Operator

(h∗) : L2(G)→ C(G)

Beweis. Das folgt aus Proposition 15.4.6.6 zur Stetigkeit von Konvolutionen, in-
dem wir unsere Definition umschreiben zu (h∗f)(x) =

∫
G
h(xy−1)f(y)µ〈y〉.

Lemma 15.4.7.4. Sei G eine kompakte Hausdorffgruppe. Gegeben h, k ∈ C(G)
mit h(x) = k(x−1) für alle x ∈ G sind (h∗) und (k∗) als Operatoren auf L2(G)
zueinander adjungiert.

Ergänzung 15.4.7.5. Die Operation durch Verschiebung von G auf L2(G) ge-
schieht durch unitäre Operatoren, so daß offensichtlich das Verschieben um x ∈ G
adjungiert ist zum Verschieben um sein Inverses x−1 ∈ G. Unser Lemma und die-
se Aussage haben eine gemeinsame Verallgemeinerung im Rahmen der Faltung
von Maßen mit Funktionen, deren Ausformulierung dem Leser überlassen bleiben
möge.

Beweis. Gegeben f, g ∈ L2(G) gilt es zu zeigen 〈h ∗ f, g〉 = 〈f, k ∗ g〉. Es reicht,
das für f, g ∈ C(G) zu zeigen. In diesem Fall können wir unsere Behauptung
ausschreiben zu∫ ∫

h(xy−1)f(y)g(x) =

∫ ∫
f(x)k(xy−1)g(y)

Hier ist zu verstehen, daß jeweils über x und y integriert werden soll. Um diese
Identität einzusehen, müssen wir nur auf einer Seite unserer Gleichung x mit y
vertauschen.

15.4.7.6 (Eigenfunktionen von Faltungen als darstellende Funktionen). Gege-
ben eine kompakte Hausdorffgruppe G und h : G→ R stetig mit h(x) = h(x−1)
für alle x ist (h∗) : L2(G) → L2(G) nach 15.4.7.4 ein selbstadjungierter Ope-
rator und nach 15.4.7.3 auch ein kompakter Operator mit Bild in C(G). Seine
Eigenräume sind offensichtlich stabil unter allen Rechtstranslationen und seine
Eigenräume zu von Null verschiedenen Eigenwerten bestehen aus stetigen dar-
stellenden Funktionen: Stetig, da sie im Bild unseres Operators enthalten sind,
darstellend, da die fraglichen Eigenräume sowohl endlichdimensional als auch
unter allen Rechtstranslationen stabil sind.

Satz 15.4.7.7 (Peter-Weyl). Auf einer kompakten Hausdorffgruppe kann jede ste-
tige Funktion beliebig gut gleichmäßig durch darstellende Funktionen approxi-
miert werden.
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Beweis. Sei f : G→ C stetig und ε > 0. Nach 15.4.1.12 ist f gleichmäßig stetig,
es gibt also eine Umgebung V des neutralen Elements mit |f(zx)− f(x)| ≤ ε für
alle x ∈ G und z ∈ V . Wählen wir nun eine stetige Funktion h : G → R≥0 mit
Träger in V und Integral

∫
h = 1, so folgt

|(h ∗ f)(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ h(z−1)(f(zx)− f(x))µ〈z〉

∣∣∣∣ ≤ ε

für alle x ∈ G und damit
‖h ∗ f − f‖∞ ≤ ε

Nehmen wir nun zusätzlich h(z) = h(z−1) für alle z ∈ G an und betrachten
die Eigenräume L2(G)λ von (h∗), so liegt nach dem Spektralsatz für kompakte
selbstadjungierte Operatoren 15.4.5.2 deren Erzeugnis

⊕
L2(G)λ dicht in L2(G)

und wir finden folglich ein g aus diesem Erzeugnis mit ‖g−f‖2 ≤ ε/‖h‖2. Daraus
folgt dann aber

‖h ∗ g − h ∗ f‖∞ ≤ ε

und ‖h ∗ g− f‖∞ ≤ 2ε und damit haben wir gewonnen, da h ∗ g ∈
⊕

λ 6=0 L2(G)λ
nach unserer Vorbemerkung 15.4.7.6 eine darstellende Funktion ist.

Korollar 15.4.7.8 (Diskret-kompakte Pontrjagin-Dualität). 1. Gegeben ei-
ne kompakte abelsche Hausdorffgruppe A ist die Menge ihrer Charaktere
X(A) ⊂ L2(A) eine Hilbertbasis des Raums der quadratintegrierbaren
Funktionen auf unserer Gruppe;

2. Gegeben eine diskrete abelsche Gruppe Γ ist ihre Charaktergruppe X(Γ) ei-
ne kompakte Hausdorffgruppe und die Auswertungsabbildung ein Isomor-
phismus von topologischen Gruppen Γ

∼→ X(X(Γ));

3. Gegeben eine kompakte abelsche Hausdorffgruppe A ist ihre Charakter-
gruppe X(A) eine diskrete abelsche Gruppe und die Auswertungsabbildung
ein Isomorphismus von topologischen Gruppen A ∼→ X(X(A)).

Beweis. 1. Wie in 13.2.7.23 oder in größerer Allgemeinheit gleich anschließend in
15.4.9.15 zeigt man, daß die Charaktere ein Orthonormalsystem bilden. Sein Vek-
torraumerzeugnis ist ein Teilraum des Raums der darstellenden Funktionen. Wäre
unser Orthonormalsystem nicht vollständig, so müßte es nach dem Satz von Peter
und Weyl 15.4.7.7 ein echter Teilraum sein, und damit müßte es in seinem ortho-
gonalen Komplement eine von Null verschiedene darstellende Funktion geben.
Nach dem Schur’schen Lemma 8.3.2.1 sind in unserem Fall jedoch alle endlichdi-
mensionalen irreduziblen Darstellungen eindimensional, es müßte also in diesem
orthogonalen Komplement eine Funktion geben, die mit ihren Translaten einen
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eindimensionalen Teilraum aufspannt. Damit müßte es dann in diesem orthogo-
nalen Komplement noch einen weiteren Charakter geben, und dieser Widerspruch
zeigt die erste Aussage.

2. Daß die Charaktergruppe X(Γ) eine kompakte Hausdorffgruppe ist, folgt aus
dem Satz von Tychnoff und Sie durften es als Übung 15.3.2.15 ausarbeiten. Es ist
nun klar, daß das Bild der natürlichen Einbettung Γ ↪→ X(X(Γ)) eine Menge von
Funktionen Γ ⊂ C(X(Γ)) ist, die die Punkte trennt und stabil ist unter der komple-
xen Konjugation. Der vom Bild von Γ erzeugte Untervektorraum B ⊂ C(X(Γ))
ist sogar eine Unterringalgebra, die die Punkte trennt und stabil ist unter der kom-
plexen Konjugation. Nach dem Satz von Stone-Weierstraß 11.3.2.13 ist folglich
B dicht in der Norm der gleichmäßigen Konvergenz. Das aber zeigt, daß B auch
dicht liegt im Hilbertraum L2(X(Γ)). Folglich ist das Bild von Γ bereits eine Hil-
bertbasis von L2(X(Γ)) und X(Γ) kann keine weiteren Charaktere besitzen und
die natürliche Abbildung ist ein Gruppenisomorphismus Γ

∼→ X(X(Γ)). Daß die
kompakt-offene Topologie auf X(X(Γ)) diskret ist, überlegen wir wir uns gleich
beim Beweis des letzten Teils.

3. Das Bild jedes nichttrivialen Charakters unserer abelschen kompakten Haus-
dorffgruppe A ist eine kompakte nichttriviale Untergruppe der Kreisgruppe und
jede echte kompakte Untergruppe der Kreisgruppe ist zyklisch nach 11.1.5.8. Ins-
besondere enthält sie ein Element, das vom neutralen Element einen Abstand ≥ 1
hat. Es folgt, daß die kompakt-offene Topologie auf X(A) diskret ist. Nach Teil
2 ist damit X(X(A)) kompakt. Andererseits ist die Einbettung A ↪→ X(X(A))
stetig nach 15.1.9.20 und 15.1.9.22. Ihr Bild ist also eine kompakte und damit
abgeschlossene Untergruppe. Der Quotient X(X(A))/A ist nach 15.2.2.10 und
15.2.2.15 selbst wieder eine kompakte Hausdorffgruppe. Wäre er nicht trivial, so
besäße er mithin einen nichttrivialen Charakter χ 6= 1. Die induzierte Abbildung
θ : X(X(X(A))) → X(A) wäre also kein Isomorphismus. Wir wissen aber be-
reits für jede diskrete abelsche Gruppe Γ um den kanonischen Isomorphismus
Γ

∼→ X(X(Γ)) und mit 2.1.6.13 ist leicht zu sehen, daß im Fall Γ = X(A) die-
ser Isomorphismus gefolgt von θ die Identität auf X(A) induzieren muß. Folglich
muß auch θ ein Isomorphismus sein, und damit die Einbettung A ↪→ X(X(A)) ei-
ne Bijektion A ∼→ X(X(A)). Als stetige bijektive Abbildung eines Kompaktums
auf einen Hausdorffraum ist sie dann nach 15.1.5.13 sogar ein Homöomorphis-
mus.

Übungen

Übung 15.4.7.9. Seien G ⊃ H eine kompakte Hausdorffgruppe mit einer abge-
schlossenen Untergruppe. Man zeige: Induziert die Einschränkung auf den kom-
plexen darstellenden Funktionen einen Isomorphismus R(G)

∼→ R(H), so gilt
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schon G = H . Hinweis: Man kopiere die im Beweis von 9.1.9.3 gegebene Argu-
mentation.

15.4.8 Ringalgebra der kompakt getragenen Maße
15.4.8.1. Im Fall einer diskreten Gruppe hatten wir den Gruppenring definiert als
den Vektorraum aller Funktionen auf der Gruppe mit einer etwas merkwürdigen
nichtkommutativen Multiplikation. Im Fall einer lokal kompakten Hausdorffgrup-
pe zersplittert dieses Konzept in eine Vielzahl vernünftiger feinerer Begriffsbil-
dungen. Besonders wichtig scheint mir der Vektorraum der komplexen kompakt
getragenen Radonmaße, der im folgenden diskutiert werden soll. Es ist möglich
und sogar üblich, die Diskussion dieses Konzeptes zu vermeiden. Dabei büßen
allerdings die Formeln in meinen Augen viel von ihrer Transparenz ein.

Definition 15.4.8.2. Gegeben ein lokal kompakter HausdorffraumX versteht man
unter einem komplexen Radonmaß auf X eine Linearform Λ : C!(X) → C mit
der Eigenschaft, daß für jedes Kompaktum K ⊂ X die Einschränkung von Λ auf
den Raum CK(X) aller stetigen Funktionen mit Träger inK stetig ist für die Norm
der gleichmäßigen Konvergenz. Die Gesamtheit aller komplexen Radonmaße auf
X notieren wir

Mrad(X)

Dieser Raum wird ein Modul über dem Ring C(X) der stetigen komplexwertigen
Funktionen auf X , indem wir fµ erklären durch die Vorschrift (fµ)(g) := µ(fg)
für f, g ∈ C(X) und µ ∈ Mrad(X).

15.4.8.3. Gegeben ein kompakter Hausdorffraum X ist insbesondere ein komple-
xes Radonmaß auf X eine Linearform µ : C(X)→ C, die stetig ist für die Norm
der gleichmäßigen Konvergenz.

Definition 15.4.8.4. Gegeben eine eigentliche Abbildung f : X → Y von lokal
kompakten Hausdorffräumen induziert die transponierte Abbildung zur Restrikti-
on (◦f) : C!(Y )→ C!(X) eine Abbildung auf Radonmaßen, das direkte Bild

f∗ : Mrad(X)→ Mrad(Y )

Statt f∗µ = ν schreiben wir auch f : µ ; ν und sagen, unsere Maße seien
verwandt unter f .

15.4.8.5 (Produkt komplexer Radonmaße). Gegeben lokal kompakte Hausdorff-
räume X, Y mit komplexen Radonmaßen µ, ν zeigt man, wie es im Fall reel-
ler Maße in 15.4.3.10 bereits ausgeführt wurde, die Existenz eines eindeutig be-
stimmten Radonmaßes

µ� ν ∈ Mrad(X × Y )
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mit (µ� ν)(f � g) = µ(f)ν(g) für alle f ∈ C!(X) und g ∈ C!(Y ). Auf dem ein-
punktigen Raum betrachten wir das Radonmaß δ ∈ Mrad(top), das jeder Funktion
ihren einzigen Wert zuordnet, und verstehen es als „das Produktmaß mit gar kei-
nem Faktor über dem Produkt einer leeren Familie von Räumen“.

15.4.8.6. Für Radonmaße auf lokal kompakten Hausdorffräumen und ihre Pro-
dukte und Bildmaße unter eigentlichen Abbildungen gelten offensichtlich alle
Formeln unserer Formelsammlung für das Produktmaß aus 13.1.7.25 analog, als
da wären die Natürlichkeit, Eins, Assoziativität, Kommutativität und Funktoriali-
tät.

15.4.8.7. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X und x ∈ X bezeichne
emx : top → X die Abbildung mit Bild x und δx := emx∗ δ ∈ Mrad(X) das
Bildmaß des Diracmaßes auf dem einpunktigen Raum. Auf stetigen Funktionen
f : X → C mit kompaktem Träger haben wir dann δx(f) = f(x).

15.4.8.8 (Radonmaße mit kompaktem Träger). SeiX ein lokal kompakter Haus-
dorffraum. Standardargumente mit Teilungen der Eins zeigen, daß für jede offene
Überdeckung U von X gilt

C!(X) =
∑
U∈U

C!(U)

mit den implizit verstandenen Einbettungen C!(U) ↪→ C!(X) vermittels der jewei-
ligen Ausdehnung durch Null. Für jedes Radonmaß µ ∈ Mrad(X) gibt es folglich
eine größte offene Teilmenge U ⊂◦ X mit µ(f) = 0 ∀f ∈ C!(U). Deren Kom-
plement heißt der Träger unseres Radonmaßes und wir notieren sie suppµ. Den
Raum der Radonmaße auf X mit kompaktem Träger notieren wir

Mrad
! (X)

15.4.8.9 (Bilder von Radonmaßen mit kompaktem Träger). Gegeben ein lokal
kompakter Hausdorffraum X gilt offensichtlich

Mrad
! (X) =

⋃
K⊂X kompakt

iK∗
(
Mrad(K)

)
mit iK : K ↪→ X der jeweiligen Einbettung. Wir folgern, daß das Produkt von
kompakt getragenen Maßen kompakt getragen ist und daß es für jede stetige Ab-
bildung f : X → Y in einen weiteren lokal kompakten Hausdorffraum Y genau
eine Abbildung

f∗ : Mrad
! (X)→ Mrad

! (Y )

gibt mit f∗(iK∗µ) = (f ◦ iK)∗µ für alle Kompakta K ⊂ X und alle µ ∈ Mrad(K).
Hier steht uns das Bild (f ◦ iK)∗ bereits zur Verfügung, da f ◦ iK eigentlich ist.
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15.4.8.10. Für kompakte getragene Radonmaße auf lokal kompakten Hausdorff-
räumen und ihre Produkte und Bildmaße unter beliebigen Abbildungen gelten nun
offensichtlich auch alle Formeln unserer Formelsammlung für das Produktmaß
aus 13.1.7.25 alias unsere Verschmelzungsidentitäten analog, als da wären die
Natürlichkeit, Eins, Assoziativität, Kommutativität und Funktorialität.

15.4.8.11 (Maßring einer lokal kompakten Hausdorffgruppe). Der komplexe
Vektorraum Mrad

! (G) der Radonmaße auf einem lokal kompakten Hausdorffmo-
noid G wird eine komplexe Ringalgebra mit der Faltung

µ ∗ ν := mult∗(µ� ν)

als Multiplikation. Man zeigt das genau wie in 13.3.5.9. Die Vorschrift x 7→ δx
liefert einen Ringhomomorphismus CG ↪→ Mrad

! (G), der im Fall eines diskreten
Monoids G ein Isomorphismus ist.

15.4.8.12 (Faltung von Funktionen). Gegeben eine lokal kompakte Hausdorff-
gruppe und ein Haarmaß µ ist das Bild der Einbettung C!(G)→ Mrad

! (G) gegeben
durch f 7→ fµ stabil unter Faltung. In der Tat finden wir für f, g, h ∈ C!(G) un-
schwer

(fµ ∗ gµ)(h) =
∫
G×G f(x)g(y)h(xy)(µ� µ)〈x, y〉

=
∫
G
f(x)

(∫
G
g(y)h(xy)µ〈y〉

)
µ〈x〉

=
∫
G
f(x)

(∫
G
g(x−1y)h(y)µ〈y〉

)
µ〈x〉

=
(∫

G
f(x)g(x−1y)µ〈x〉

)
h(y)µ〈y〉

= ((f ∗µ g)µ)(h)

für die Funktion f ∗µ g gegeben durch (f ∗µ g)(y) :=
∫
G
f(x)g(x−1y)µ〈x〉, die

wir bereits in 15.4.7.2 im kompakten Fall kennengelernt und f ∗ g notiert hatten.

15.4.8.13 (Integration vektorwertiger Funktionen). GegebenX ein lokal kom-
pakter Hausdorffraum und µ ∈ Mrad

! (X) ein komplexes kompakt getragenes Ra-
donmaß auf X , ja ein beliebiger topologischer Raum X mit einer Linearform
µ : C(X) → C, erhalten wir für jeden endlichdimensionalen C-Vektorraum V
eine lineare Abbildung

µ = µV : C(X, V )→ V

als die Verknüpfung des Inversen zum hoffentlich offensichtlichen Isomorphismus
C(X) ⊗ V ∼→ C(X, V ) mit µ ⊗ id. Im Fall V = Cn ist das schlicht die kompo-
nentenweise Integration. Wir schreiben µV (f) =

∫
X
f(x)µ〈x〉. Man prüft auch

leicht für jede lineare Abbildung L : V → W von endlichdimensionalen kom-
plexen Vektorräumen die Verträglichkeit µW (L ◦ f) = L(µV f) für alle stetigen
Funktionen f : X → V .
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15.4.8.14 (Darstellungen als Moduln über dem Maßring). Gegeben eine end-
lichdimensionale komplexe stetige Darstellung V eines lokal kompakten Haus-
dorffmonoids G läßt sich die Operation des Monoidrings CG auf V mit unserem
Integral vektorwertiger Funktionen aus 15.4.8.13 offensichtlich erweitern zu einer
Operation des Maßrings Mrad

! (G) durch die Vorschrift

µ ∗ v :=

∫
gv µ〈g〉

Ist G eine lokal kompakte Hausdorffgruppe und µ ein Haarmaß auf G und f ∈
C!(G) eine stetige Funktion mit kompaktem Träger auf G, so verwenden wir die
Abkürzung f ∗µ v := (fµ) ∗ v und schreiben dafür im kompakten Fall mit dem
normierten Haarmaß auch noch kürzer f ∗ v.

15.4.9 Fouriertheorie für kompakte Gruppen

Lemma 15.4.9.1 (Existenz invarianter Skalarprodukte). Auf jeder endlichdi-
mensionalen stetigen reellen oder komplexen Darstellung einer kompakten Haus-
dorffgruppe gibt es ein invariantes Skalarprodukt.

Beweis. Bezeichne K unsere kompakte Hausdorffgruppe und V unsere Darstel-
lung. Nach 15.4.3.3 gibt es ein Haarmaß µ aufK. Ist nun b : V ×V → C irgendein
Skalarprodukt, so liefert die Formel

(v, w) :=

∫
K

b(gv, gw) µ〈g〉

einK-invariantes Skalarprodukt, es gilt also (gv, gw) = (v, w)∀g ∈ K. Damit das
richtig ist, muß a priori µ ein rechtsinvariantes Haarmaß sein. Im kompakten Fall
wissen wir aber bereits, daß linksinvariante Haarmaße auch rechtsinvariant sind
und umgekehrt.

15.4.9.2 (Eindeutigkeit invarianter Skalarprodukte). Auf einer irreduziblen
endlichdimensionalen stetigen komplexen Darstellung V einer kompakten Haus-
dorffgruppe K gibt es bis auf eine multiplikative Konstante in R>0 nur ein invari-
antes Skalarprodukt. In der Tat ist der Raum der hermiteschen Sesquilinearformen
eindimensional nach dem Schur’schen Lemma, da er mit HomC,K(V̄, V ∗) identi-
fiziert werden kann.

Satz 15.4.9.3 (Vollständige Reduzibilität). Jede stetige Darstellung endlicher
Dimension einer kompakten Hausdorffgruppe ist eine direkte Summe von einfa-
chen Unterdarstellungen.
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Beweis. Nach Lemma 15.4.9.1 finden wir auf unserer Darstellung stets ein unter
der Gruppenoperation invariantes Skalarprodukt. Nun argumentieren wir durch
Induktion über die Dimension unserer Darstellung. Ist sie Null, so ist nichts zu
zeigen. Sonst besitzt sie eine einfache Unterdarstellung, und deren orthogonales
Komplement ist auch eine Unterdarstellung, auf die wir dann nur noch die Induk-
tionsannahme anzuwenden brauchen.

15.4.9.4. Gegeben eine kompakte Hausdorffgruppe G bezeichne Ĝ die Menge
aller Isomorphieklassen von endlichdimensionalen irreduziblen unitären Darstel-
lungen von G. Gegeben eine irreduzible unitäre Darstellung L wissen wir aus
15.4.9.1, daß sie ein invariantes Skalarprodukt besitzt, und aus 15.4.9.2, daß die-
ses eindeutig bestimmt ist bis auf eine multiplikative Konstante aus R>0. Insbe-
sondere hängt für A ∈ EndCL der Adjungierte A† nicht von dieser Wahl ab und
die Vorschrift (A,B) 7→ tr(A†B) liefert ein wohlbestimmtes Skalarprodukt auf
EndCL.

Satz 15.4.9.5 (Fourierreihe für kompakte Gruppen). Gegeben eine kompakte
Hausdorffgruppe G gibt es genau einen Isomorphismus von Hilberträumen

F : L2(G)
∼→
⊕̂

L∈Ĝ
(EndCL)dimL

mit der Eigenschaft, daß jede stetige Funktion f ∈ C(G) darunter auf das Tupel
der Endomorphismen (f∗) : L→ L abgebildet wird. Unter der Umkehrabbildung
wird dabei A ∈ EndCL abgebildet auf c∗A : g 7→ (dimL) tr

(
ρL(g−1)A|L

)
.

15.4.9.6. Die Notation (f∗) wurde in 15.4.8.14 eingeführt. Auf der rechten Seite
meint der untere Index dimL, daß das von einem und jedem invarianten Ska-
larprodukt auf L nach 15.4.9.4 herkommende Skalarprodukt auf dem Raum der
Endomorphismen noch mit diesem Faktor zu multiplizieren ist. Der Hut über der
direkten Summe meint, daß die algebraische direkte Summe mit dem offensichtli-
chen Skalarprodukt noch zu einem Hilbertraum zu vervollständigen ist. Der Stern
bei der Notation c∗A erinnert daran, daß das nicht genau die Matrixkoeffizientenab-
bildung ist, die ich in 8.4.2.3 im Fall endlicher Gruppen cA : g 7→ tr

(
ρL(g)A|L

)
notiert habe.

15.4.9.7. Den Fall einer endlichen Gruppe G haben wir bereits in 8.4.3.5 behan-
delt. Im Fall der Kreisgruppe G = S1 spezialisiert unsere Inverse der Fourier-
entwicklung F zum durch das Aufsummieren der Fouriereihe gegebenen Isomor-
phismus L2(Z)

∼→ L2(S1).

Beweis. Zunächst einmal behauptet unser Satz, daß gegeben A ∈ EndCL und
B ∈ EndCM mit M,L nichtisomorphen irreduziblen Darstellungen in C(G) gilt
〈c∗A, c∗B〉 = 0. Sicher dürfen wir dazu annehmen, daß A und B Rang höchstens
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Eins haben, sagen wir A : l 7→ 〈a, l〉v für a, v ∈ L und B : m 7→ 〈b,m〉w für
b, w ∈M und jeweils fest gewählte invariante Skalarprodukte. Dann ergibt sich

〈c∗A, c∗B〉
(dimL)2

=

∫
〈a, gv〉〈b, gw〉 =

∫
〈v, g−1a〉〈b, gw〉 = 〈v|

(∫
g−1|a〉〈b|g

)
|w〉

mit der Notation |a〉〈b| für die lineare Abbildung M → L gegeben durch w 7→
〈b, w〉a. Dann steht in der großen Klammer rechts ein Homomorphismus von Dar-
stellungen M → L, also die Null, und das zeigt 〈c∗A, c∗B〉 = 0. Im Fall M = L
steht dahingegen in der großen Klammer ein Vielfaches von idL mit derselben
Spur wie |a〉〈b|, also das Vielfache (〈b, a〉/dimL) idL, und wir folgern mit ele-
mentarer Rechnung

〈c∗A, c∗B〉
(dimL)2

=
〈b, a〉〈v, w〉

dimL
=

tr(A†B|L)

dimL

Damit wissen wir schon einmal, daß unsere Abbildungsvorschrift A 7→ c∗A einen
Homomorphismus von Prähilberträumen

C(G)←
⊕
L∈Ĝ

(EndCL)dimL

liefert. Da die darstellenden Funktionen aber nach dem Satz 15.4.7.7 von Peter-
Weyl dicht liegen im Raum der quadratintegrierbaren Funktionen, muß die auf den
Vervollständigungen induzierte Abbildung ein Isomorphismus von Hilberträum-
en sein. Es bleibt damit nur noch zu zeigen, daß dessen Umkehrabbildung jeder
stetigen Funktion f ∈ C(G) das Tupel der Endomorphismen (f∗) : L→ L zuord-
net. Da nun die darstellenden Funktionen nach dem Satz 15.4.7.7 von Peter-Weyl
sogar für die Norm der gleichmäßigen Konvergenz dicht liegen in C(G), müssen
wir das nur für darstellende Funktionen f prüfen. Für L ∈ Ĝ und A ∈ EndCL
müssen wir also zeigen, daß gilt c∗A ∗ w = 0 ∀w ∈ M mit M 6∼= L und c∗A ∗ w =
Aw ∀w ∈ L. Nun dürfen wir sicher wieder A(l) = 〈a, l〉v annehmen, also ha-
ben wir diesmal c∗A(g) = (dimL)〈a, g−1v〉 = (dimL)〈v, ga〉 und erhalten mit
unseren Ergebnissen vom ersten Teil des Beweises

〈b|c∗A ∗ w〉 = 〈b|
∫
c∗A(g)gw〉 = (dimL)

∫
〈v, ga〉〈b, gw〉 = 0

falls M 6∼= L, wohingegen sich im Fall M = L gerade 〈b, v〉〈a, w〉 = 〈b, Aw〉
ergibt.

15.4.9.8. Ich erinnere an unsere Inversionsformel für Fouriergruppen 13.3.7.13
und will nun eine analoge Formel für nicht notwendig kommutative kompakte
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Liegruppen G angeben. Im Fall endlicher Gruppen habe ich das bereits in 8.4.3.5
ausgeführt. Bezeichne Ĝ die Menge der Isomorphieklassen von endlichdimen-
sionalen irreduziblen stetigen Darstellungen. Bezeichne Salg(G) := R(G) den
Ring der darstellenden Funktionen undMalg(G) den Teilring des Maßrings, der
aus allen Produkten einer darstellenden Funktion mit einem Haarmaß besteht. So
erhalten wir, indem wir jedem derartigen Maß das Tupel der davon induzierten
Endomorphismen der irreduziblen Darstellungen zuordnen, die obere Horizonta-
le eines Zykels aus Isomorphismen der Gestalt

Malg(G) ∼
//
⊕

L∈Ĝ EndCL

·µo
��

Salg(G)↔

·λ o

OO

⊕
L∈Ĝ EndCL

c∗

∼
oo

mit der Eigenschaft, daß einmal im Kreis herumgehen die Identität liefert. Als un-
tere Horizontale nehme ich die Variante der Matrixkoeffizientenabbildung, unter
der A ∈ EndCL auf die Funktion c∗A : g 7→ tr

(
ρL(g−1)A : L → L

)
abgebil-

det wird. Der obere Index ↔ erinnert daran, daß die Operation von G × Gopp

anders als für Funktionenräume natürlich zu verstehen ist, wenn man erreichen
will, daß alle beteiligten Abbildungen äquivariant werden. Die linke Vertikale ist
die Multiplikation mit einem Haarmaß λ, die rechte Vertikale ist die Multiplika-
tion mit dem zugehörigen Plancherelmaß µ, hier einer reellwertigen Funktion auf
Ĝ, die dadurch bestimmt wird, daß „einmal im Kreis herumgehen an jeder Stel-
le die Identität ist“. Ist λ normiert auf Gesamtmasse λ(G) = 1, so müssen wir
nach 15.4.9.5 für µ die Funktion µ(L) = dimL nehmen. Arbeiten wir über C,
so können wir unser Diagramm ergänzen zu einem kommutativen nach 13.3.7.21
modellierten Diagramm

Malg(G) ∼ //
⊕

L∈Ĝ EndCL
·√µ
∼

((PPPPPPPPPPPPP

Halg(G)

·
√
λ
∼

99sssssssssss
� � // L2(G) oo ∼ //

⊕̂
L∈ĜEndCL

⊕
L∈Ĝ EndCL

·√µ
∼

vvnnnnnnnnnnnnn
? _oo

Salg(G)↔
·
√
λ

∼
eeKKKKKKKKKKK ⊕

L∈Ĝ EndCL∼
c∗oo

Hier meint Halg(G) einen Raum von „algebraischen Halbdichten auf G“, den
man formal als einen Teilraum des Raums aller „Schwartz-Halbdichten“ erklären
mag, vergleiche 13.3.7.21. Das äußere Sechseck besteht wieder aus Isomorphis-
men und einmal im Kreis herumgehen liefert die Identität. Darüber hinaus ist aber
der Isomorphismus zwischen den sich horizontal gegenüberliegenden Räumen in
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der mittleren Horizontale ein Isomorphismus von Prähilberträumen für die expli-
zit beschriebenen Skalarprodukte und induziert einen Isomorphismus von Hilber-
träumen der in der Mitte des Diagramms angedeuteten Gestalt. Dies Diagramm,
wenn wir es zum normierten Haarmaß λ(G) = 1 und der zugehörigen Funktion
µ(L) = dimL spezialisieren, liefert sofort Korollar 15.4.9.12.

15.4.9.9. Wir erinnern daran, daß wir in 8.4.2.19 für jede endlichdimensionale
Darstellung ρ : G → GL(V ) einer Gruppe G über einem Körper k ihren Cha-
rakter χρ : G → k erklärt hatten durch die Formel χρ(g) := tr(ρ(g)), und daß
wir so eine Klassenfunktion erhalten, also eine Funktion, die konstant ist auf
Konjugationsklassen.

Korollar 15.4.9.10 (Charakter-Projektor-Formel). Sei G eine kompakte Haus-
dorffgruppe mit Haarmaß µ. Wir erklären für jede endlichdimensionale einfache
komplexe Darstellung L von G den Projektor eL ∈ Mrad(G) im Maßring durch
die Vorschrift

eL :=
dimL

µ(G)
(χL ◦ inv)µ

So gilt eL ∗ eL = eL und eL ∗ v = v ∀v ∈ L. Für jede nicht zu L isomorphe
endlichdimensionale einfache Darstellung M gilt dahingegen eL ∗ eM = 0 und
damit dann natürlich auch eL ∗ w = 0 ∀w ∈M .

15.4.9.11. Hier meint inv : G → G das Invertieren. Im Fall einer endlichen
Gruppe kennen wir unsere Formel bereits aus 8.4.2.19.

Beweis. Wir dürfen unser Haarmaß µ ohne Beschränkung der Allgemeinheit nor-
miert annehmen. Die Identität c∗idL = (dimL)(χL ◦ inv) und die Behauptung fol-
gen dann sofort aus unseren Formeln in 15.4.9.5 oder vielleicht direkter 15.4.9.8.

Korollar 15.4.9.12 (Orthogonalität komplexer Matrixkoeffizienten). Bilden
gewisse ρL : G → U(dL) ein Repräsentantensystem für die einfachen unitären
Darstellungen einer kompakten Hausdorffgruppe G, so bilden die renormalisier-
ten Matrixkoeffizienten

√
dL (ρL)ij eine Hilbertbasis von L2(G).

Beweis. Die Matrizen Eij bilden eine Orthonormalbasis von Mat(d;C) für das
durch 〈A,B〉 = tr(A†B) gegebene Skalarprodukt. Die (1/

√
d)Eij bilden folglich

eine Orthonormalbasis für denselben Raum Mat(d;C)d mit dem um den Faktor d
vergrößerten Skalarprodukt. Unter der inversen Fouriertransformation gehen die
nun aber gerade in die Funktionen

√
dL (ρL)ij ◦ inv über. Die Behauptung folgt so

aus unseren Fourierformeln 15.4.9.5 oder vielleicht direkter 15.4.9.8.
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15.4.9.13 (Darstellende Funktionen kompakter Matrixliegruppen). Gegeben
eine kompakte Matrixliegruppe G ⊂ GL(n;R) liefert die Restriktion von Funk-
tionen eine Surjektion

R[Xij]� R(G,R)

des Polynomrings in den Matrixeinträgen auf die Ringalgebra der reellwertigen
darstellenden Funktionen. In der Tat restringieren Polynomfunktionen offensicht-
lich zu darstellenden Funktionen, genauer zu allen Matrixkoeffizienten von einfa-
chen Darstellungen, die in einer Tensorpotenz der durch unsere Einbettung gege-
benen Darstellung Rn auftreten. Nach Stone-Weierstraß restringieren sie sogar zu
einem bezüglich der Norm der gleichmäßigen Konvergenz dichten Teilraum von
C(G,R). Dann aber können die Matrixkoeffizienten keiner endlichdimensionalen
stetigen irreduziblen Darstellung fehlen, da diese sonst nach 15.4.9.5 orthogonal
auf allen stetigen Funktionen stehen müßten.

15.4.9.14. SeiG eine kompakte Hausdorffgruppe. Unter dem Raum der quadrat-
integrierbaren Klassenfunktionen auf G verstehen wir den Raum der unter der
Operation durch Konjugation invarianten Elemente von L2(G).

Satz 15.4.9.15 (Klassenfunktionen kompakter Hausdorffgruppen). Gegeben
eine kompakte Hausdorffgruppe bilden die Charaktere der einfachen komplexen
Darstellungen eine Hilbertbasis des Raums aller quadratintegrierbaren Klassen-
funktionen auf unserer Gruppe und spannen einen in der Supremumsnorm dichten
Teilraum des Raums der stetigen Klassenfunktionen auf.

Beweis. Unsere irreduziblen Charaktere bilden nach 15.4.9.8 ein Orthonormal-
system. Jetzt betrachten wir die nach 15.4.3.10 wohldefinierte Abbildung P :
C(G)→ C(G) gegeben durch

(Pf)(x) =

∫
f(g−1xg)µ〈g〉

Sie ist eine Projektion auf den Raum der stetigen Klassenfunktionen und ist ste-
tig für die Norm der gleichmäßigen Konvergenz. Folglich liegen die Bilder der
Matrixkoeffizienten in Bezug auf die Norm der gleichmäßigen Konvergenz dicht
im Raum der stetigen Klassenfunktionen. Das Bild eines Matrixkoeffizienten ei-
ner irreduziblen Darstellung ist jedoch offensichtlich wieder ein Matrixkoeffizi-
ent besagter Darstellung und damit ein Vielfaches ihres Charakters. Das zeigt die
gleichmäßige Dichtigkeit im Raum der stetigen Klassenfunktionen. Weiter bemer-
ken wir, daß eine quadratintegrierbare Klassenfunktion f senkrecht stehen muß
auf jedem unter Konjugation stabilen endlichdimensionalen Teilraum E ⊂ C(G),
in dem die triviale Darstellung nicht als Summand auftritt, da ja für h ∈ E of-
fensichtlich gilt 〈f, h〉 = 〈f, Ph〉. Damit muß eine quadratintegrierbare Klassen-
funktion senkrecht stehen auf den Bildern unter der Matrixkoeffizientenabbildung
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aller {A ∈ EndC L | trA = 0} für L ∈ Ĝ, und damit muß sie dann sogar im
Abschluß des Erzeugnisses der irreduziblen Charaktere liegen.

Übungen

Übung 15.4.9.16. Auf einer kompakten Hausdorffgruppe ist das Faltungsprodukt
von Matrixkoeffizienten zu nichtisomorphen endlichdimensionalen einfachen Dar-
stellungen stets Null. Gegeben eine einfache unitäre Darstellung ρ : G → U(d)
gilt dagegen für die Faltung der Matrixkoeffizienten ρij ∗ ρkl = d−1δjkρil.

Übung 15.4.9.17. Eine endlichdimensionale Darstellung V einer kompakten Haus-
dorffgruppe, für die die Matrixkoeffizientenabbildung V ⊗C V ∗ → C(G) injektiv
ist, muß irreduzibel sein oder Null.

Übung 15.4.9.18. Man beschreibe die Verknüpfung der Matrixkoeffizientenabbil-
dung

⊕
L∈Ĝ EndCL→ C(G) mit dem Integral nach dem normierten Haarmaß.

Übung 15.4.9.19. Man zeige, daß für eine kompakte Hausdorffgruppe G die Fou-
riertransformation von Maßen nach 15.4.8.14 stets eine Injektion

Mrad(G) ↪→
∏

M∈irrf G

EndCM

liefert. Hinweis: Man zeige als Zwischenschritt: Konvolutiert ein Maß mit je-
der darstellenden Funktion zur Nullfunktion, so konvolutiert es mit jeder stetigen
Funktion zur Nullfunktion und ist folglich das Nullmaß.
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16.5.2 Überlagerungen topologischer Gruppen* . . . . . . 2746
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Im folgenden setze ich Grundkenntnisse in mengentheoretischer Topologie
voraus, wie sie etwa in 15.1 aufbauend auf 12.7.5, 12.7.7 und 11.1.1 erklärt wer-
den.
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16.1 Homotopie und Fundamentalgruppe

16.1.1 Einführung in die algebraische Topologie

16.1.1.1. Ich erinnere an den vertrauten Begriff der Stetigkeit von Funktionen
mehrerer reellen Veränderlichen. Weiter bezeichne ‖ ‖ : Rn → R die Skalarpro-
duktnorm, ‖x‖ :=

√
x2

1 + . . .+ x2
n für x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, und

Sn := {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}

die n-dimensionale Kugelschale oder n-Sphäre. Es ist also S−1 = ∅, S0 =
{+1,−1}, S1 die Kreislinie, S2 die Kugelschale und so weiter. Zur Motivation
liste ich nun einige typische Probleme der Topologie auf.

1. Man zeige, daß es für n ≥ 0 keine stetige Injektion Sn ↪→ Rn der n-
dimensionalen Kugelschale in die n-dimensionale Ebene gibt. Als Übung
empfehlen sich die Fälle n = 0, 1. Der Fall n = 2 wird in 16.1.9.10 erledigt,
der allgemeine Fall ergibt sich als Konsequenz aus 17.3.3.17.

2. „Ein Igel läßt sich nicht kämmen ohne Wirbel“. In Formeln zeige man: Es
gibt keine stetige Abbildung κ : S2 → S2 derart, daß κ(x) senkrecht steht
auf x für alle x ∈ S2. Wir zeigen das in 16.1.4.4.

3. Es bezeichne stets Dn = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} die n-dimensionale Voll-
kugel. Es ist also D0 ein Punkt, D1 = [−1,+1] ein kompaktes Intervall,
D2 die abgeschlossene Kreisscheibe und so weiter. Man zeige, daß jede
stetige Abbildung f : Dn → Dn von einer abgeschlossenen Vollkugel in
sich selber einen Fixpunkt hat. Diese Aussage heißt der Brouwer’sche Fix-
punktsatz. Als Übung empfehlen sich wieder die Fälle n = 0, 1. Der Fall
n = 2 wird in 16.1.4.3 behandelt, der allgemeine Fall in 17.2.3.12.

16.1.1.2. Gegeben Teilmengen A ⊂ Rn und B ⊂ Rm heißt eine Abbildung
f : A → B heißt ein Homöomorphismus, wenn sie stetig und bijektiv ist und
ihre Inverse f−1 : B → A auch stetig ist. Des weiteren heißen A und B homöo-
morph, wenn es einen Homöomorphismus vonA nachB gibt. Wir schreiben kurz
A ∼= B für die Aussage „A ist homöomorph zuB“. Anschaulich bedeutetA ∼= B,
daß sich A durch „Verbeulen und Verbiegen“ aus B erhalten läßt. Zum Beispiel
sind je zwei offene Intervalle in R homöomorph, und „Die Oberfläche einer Kaf-
feetasse mit einem Henkel ist homöomorph zur Oberfläche eines Rettungsrings“.
Man bezeichnet die Topologie deshalb auch scherzhaft als „Gummigeometrie“.
Zur weiteren Motivation liste ich auch noch einige typische Probleme im Zusam-
menhang mit dem Homöomorphiebegriff auf.
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1. Invarianz der Dimension: Man zeige, daß für natürliche Zahlen n,m ≥
0 gilt Rn ∼= Rm ⇒ n = m. In Worten sind also endlichdimensionale
reelle Räume verschiedener Dimension, wenn man sie mit ihrer natürlichen
Topologie versieht, auch nicht homöomorph.

2. Man zeige, daß der Rettungsring, auch genannt der zweidimensionale To-
rus S1 × S1, nicht homöomorph ist zur 2-Sphäre S2.

3. Sei S ⊂ R2 eine Teilmenge der Ebene, die homöomorph ist zur Kreisli-
nie, S ∼= S1. Man zeige, daß auch das Komplement von S homöomorph
ist zum Komplement der Kreislinie, R2\S ∼= R2\S1. Der Beweis dieser
Aussage gelingt erst unter Zuhilfenahme von Methoden der Analysis. Man
kann sie etwa aus 17.3.3.11 zusammen mit 17.1.6.10 und dem „kleinen“
Riemann’schen Abbildungssatz 14.5.5.1 der Funktionentheorie recht leicht
folgern.

Ergänzung 16.1.1.3. Man kann für S ⊂ R2 homöomorph zur Kreislinie sogar
zeigen, daß es einen Homöomorphismus f : R2 ∼→ R2 gibt mit f(S1) = S, aber
den Beweis dieses Satzes von Schönflies werden wir nicht behandeln. Im übrigen
erweisen sich die höherdimensionalen Analoga der Aussagen des letzten Punktes
der vorangehenden Aufzählung sämtlich als falsch: Zum Beispiel ist die soge-
nannte gehörnte Sphäre von Alexander eine zur Kugelschale S2 homöomorphe
Teilmenge des Raums R3, bei der eine Zusammenhangskomponente des Komple-
ments noch nicht einmal schleifenfüllend ist.

16.1.1.4. In mathematisch nicht ganz so präziser Formulierung will ich auch noch
die Klassifikation zusammenhängender geschlossener Flächen besprechen. Ich
gebe zunächst eine Definition, die etwas unbeholfen ist, da sie die Sprache der
Topologie noch weitgehend vermeidet.

Definition 16.1.1.5. Eine Teilmenge F ⊂ Rn heißt eine geschlossene topologi-
sche in Rn eingebettete d-Mannigfaltigkeit genau dann, wenn F kompakt ist
und es für jeden Punkt p ∈ F eine offene Teilmenge U ⊂◦ Rn gibt mit p ∈ U und
U ∩ F ∼= Rd.

16.1.1.6. Beispiele für geschlossene d-Mannigfaltigkeiten sind die Sphären Sd.
Wir zeigen in 15.1.8.2, daß jede geschlossene 1-Mannigfaltigkeit homöomorph
ist zu einer endlichen disjunkten Vereinigung von Kopien von S1. Eine geschlos-
sene 2-Mannigfaltigkeit nennen wir auch eine geschlossene Fläche. Beipiele für
geschlossene Flächen sind die Kugelschale S2, der Torus S1 × S1, oder auch die
Oberfläche einer massiven Acht, die homöomorph ist zur Oberfläche einer dick-
wandigen Suppentasse mit zwei Henkeln. Ein etwas komplizierteres Beispiel für
eine geschlossene Fläche ist die sogenannte Klein’sche Flasche, die man erhält,
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Die Klein’sche Flasche
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indem man bei einer Flasche den Flaschenhals langzieht, umbiegt, ihn von aussen
unter Durchdringung der Flaschenwand ins Innere der Flasche schiebt, dann ein
kreisrundes Loch in den Boden der Flasche schneidet, und schließlich die Fla-
schenöffnung in das Loch unten am Boden einklebt. Genauer erhält man so in der
Anschauung noch keine geschlossene Fläche in unserem Sinne, da sich unsere
Fläche selbst überschneidet an der Stelle, an der der Flaschenhals in die Flasche
eindringt. In der vierten Dimension jedoch kann man diese Selbstüberschneidung
vermeiden. Stellen wir uns dazu die vierte Koordinate als Farbe vor und malen
unsere Flasche changierend so an, daß der Flaschenhals und der Flaschenboden
rot, der Flaschenkörper aber blau sind. Dann ist klar, daß unsere Fläche ohne
Selbstüberschneidung im vierdimensionalen Raum liegt, und das ist dann wirk-
lich unsere Klein’sche Flasche. Die Klein’sche Flasche ist nicht homöomorph zu
einer Teilmenge des R3, wie wir in 19.4.10.20 beweisen werden. Im folgenden
Satz brauchen wir noch das berühmte Möbiusband, das man erhält, wenn man
einen Papierstreifen einmal verdrillt zu einem Ring verklebt. Der Rand des Möbi-
usbandes ist eine einzige geschlossene Kreislinie.

Satz 16.1.1.7 (Klassifikation der geschlossenen Flächen). Jede zusammenhäng-
ende geschlossene Fläche ist homöomorph zu genau einer der im folgenden be-
schriebenen Flächen:

• Man nehme die Kugelschale S2, schneide in diese 2g kreisrunde Löcher
hinein und verbinde diese Löcher paarweise durch g hohle Henkel. Für
g = 0, 1, 2, . . . liefert das jeweils eine Fläche, die orientierbare Fläche
vom Geschlecht g;

• Man nehme die Kugelschale S2, schneide in diese g kreisrunde Löcher hin-
ein und klebe Möbiusbänder in diese Löcher ein. Für g = 1, 2, . . . liefert
das jeweils eine Fläche, die nichtorientierbare Fläche vom Geschlecht g.

16.1.1.8. Die orientierbaren Flächen vom Geschlecht g = 0, 1, 2 sind die Kugel-
schale, der Torus und die Oberfläche einer Kaffeetasse mit zwei Henkeln oder
auch eines Abseilachters, wie ihn Bergsteiger verwenden. Die nichtorientierba-
ren Flächen vom Geschlecht g = 1, 2 sind die reelle projektive Ebene P2R aus
15.2.3 und die Klein’sche Flasche. Die nicht orientierbaren Flächen zeichnen sich
dadurch aus, daß man bei einem Rundweg als Spaziergänger auf der Fläche un-
ter Umständen „mit dem Kopf nach unten“ wieder am Ausgangspunkt ankommt.
Statt des Einklebens von Möbiusbändern mag man sich gleichbedeutend auch das
Ankleben sogenannter „Kreuzhauben“ vorstellen, wie sie auf Seite 2678 vorge-
stellt werden. Zum Nachdenken hier noch eine Frage: Welche Fläche unserer
Liste erhält man, wenn man an die Klein’sche Flasche einen Henkel anklebt?
Die Antwort liefert die „Henkelelimination“ im Beweis des Klassifikationssatzes
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Eine orientierbare kompakte Fläche vom Geschlecht zwei
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16.2.8.11: Wir erhalten die nichtorientierbare Fläche vom Geschlecht 4. Jetzt gilt
es aber zunächst, einen präzisen und effektiven Begriffsapparat für die Behand-
lung derartiger Fragestellungen aufzubauen.

Übungen

Übung 16.1.1.9. Läßt man aus der Kugelschale Sn für n ≥ 0 einen Punkt weg, so
entsteht ein zu Rn homöomorpher Raum. Hinweis: Stereographische Projektion.

16.1.2 Definition der Fundamentalgruppe
16.1.2.1. Ich erinnere daran, daß wir einen Weg in einem topologischen Raum in
12.7.5.1 definiert hatten als eine stetige Abbildung eines mehrpunktigen kompak-
ten reellen Intervalls in besagten Raum. Ist unser Intervall das Einheitsintervall
[0, 1], so reden wir von einem normierten Weg oder einfach von einem Weg in
der Hoffnung, daß aus dem Kontext heraus klar wird, was gemeint ist.

Definition 16.1.2.2. Seien X ein topologischer Raum und x, y ∈ X Punkte. Die
Menge aller normierten Wege von x nach y bezeichnen wir mit

Ω(X, x, y) := {α : [0, 1]→ X | α ist stetig, α(0) = x, α(1) = y}

Für zwei Wege α ∈ Ω(X, x, y) und γ ∈ Ω(X, y, z), von denen der eine da aufhört
wo der andere anfängt, erklären wir ihre Verknüpfung oder auch Aneinander-
hängung γ ∗ α ∈ Ω(X, x, z) durch

(γ ∗ α)(t) :=

{
α(2t) 0 ≤ t ≤ 1/2;
γ(2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1.

16.1.2.3. Die Abbildung γ ∗ α ist stetig nach 15.1.1.20, da es eine Überdeckung
ihres Definitionsbereichs durch zwei abgeschlossene Mengen gibt derart, daß die
Restriktion darauf jeweils stetig ist.

16.1.2.4. Anschaulich gesprochen entsteht der Weg γ∗α dadurch, daß wir erst den
Weg α und dann den Weg γ jeweils mit doppelter Geschwindigkeit durchlaufen,
so daß wir insgesamt wieder einen normierten alias durch das Einheitsintervall
parametrisierten Weg erhalten.

16.1.2.5. Sei X ein topologischer Raum. Wir erklären für x ∈ X den konstanten
Weg εx ∈ Ω(X, x, x) durch εx(t) = x ∀t ∈ [0, 1]. Wir erklären zu jedem Weg
α ∈ Ω(X, x, y) den umgekehrten Weg ᾱ ∈ Ω(X, y, x) durch die Vorschrift
ᾱ(t) := α(1 − t). Ein Weg, bei dem Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen,
heißt geschlossen.
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Definition 16.1.2.6. Seien x, y Punkte eines topologischen Raums X . Zwei Wege
α, β von x nach y heißen homotop oder präziser homotop mit festen Randpunk-
ten und wir schreiben α ' β, wenn es eine stetige Abbildung

h : [0, 1]2 → X

des Einheitsquadrats in unseren Raum gibt, die auf der Unter- beziehungsweise
Oberkante unseres Quadrats mit α beziehungsweise β übereinstimmt und die auf
der Vorder- und der Hinterkante konstant ist. In Formeln ausgedrückt fordern wir
also h(t, 0) = α(t) und h(t, 1) = β(t) für alle t ∈ [0, 1] sowie h(0, τ) = x und
h(1, τ) = y für alle τ ∈ [0, 1]. Wir schreiben unter diesen Umständen auch kurz

h : α ' β

Definition 16.1.2.7. Ein geschlossener Weg heißt zusammenziehbar, wenn er
homotop ist zu einem konstanten Weg.

16.1.2.8. Vielleicht anschaulicher kann man Homotopie von Wegen dahingehend
interpretieren, daß es eine durch τ ∈ [0, 1] parametrisierte Familie hτ von nor-
mierten Wegen von x nach y geben soll derart, daß gilt h0 = α, h1 = β und daß
unsere Familie stetig von τ abhängt in dem Sinne, daß die Abbildung [0, 1]2 → X ,
(t, τ) 7→ hτ (t) stetig ist.

Beispiel 16.1.2.9 (Konvexität impliziert Homotopie von Wegen). GegebenX ⊂
Rn konvex und x, y ∈ X sind je zwei Wege α, β ∈ Ω(X, x, y) homotop vermittels
h(t, τ) = (1− τ)α(t) + τβ(t).

Beispiel 16.1.2.10 (Bilder homotoper Wege sind homotop). Ist genauer eine
Abbildung f : X → Y stetig, so folgt aus h : α ' β schon f ◦ h : f ◦ α ' f ◦ β.

Beispiel 16.1.2.11 (Umparametrisierungen liefern homotope Wege). Ein Weg
ist homotop zu jeder seiner Umparametrisierungen. Ist genauer v : [0, 1] → [0, 1]
stetig mit v(0) = 0 und v(1) = 1 und ist γ : [0, 1] → X ein Weg, so folgt
γ ' γ ◦ v. In der Tat finden wir erst id ' v mit 16.1.2.9, da das eben beides Wege
in der konvexen Teilmenge [0, 1] ⊂ R sind, und dann γ ◦ id ' γ ◦ v, da nach
16.1.2.10 Bilder homotoper Wege homotop sind.

Lemma 16.1.2.12 (Homotopie ist eine Äquivalenzrelation). Für jeden topolo-
gischen Raum X und beliebige Punkte x, y ∈ X ist Homotopie eine Äquivalenz-
relation auf der Menge Ω(X, x, y) aller Wege von x nach y.

Beweis. Wir müssen zeigen, daß gilt erstens α ' α, zweitens α ' β ⇒ β ' α,
und daß drittens aus α ' β und β ' γ folgt α ' γ. Wir überlassen dem Leser
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den Beweis der beiden ersten Aussagen und zeigen nur die letzte Aussage. Seien
also h : α ' β und g : β ' γ Homotopien. Wir definieren f : [0, 1]2 → X durch

f(t, τ) =

{
h(t, 2τ) 0 ≤ τ ≤ 1/2;
g(t, 2τ − 1) 1/2 ≤ τ ≤ 1.

Dann ist in der Tat die Abbildung f stetig, denn ihre Restriktionen auf die abge-
schlossenen Teilmengen [0, 1]× [0, 1/2] und [0, 1]× [1/2, 1] des Einheitsquadrats
sind es und wir können 15.1.1.20 anwenden. Nach Konstruktion ist aber nun f
eine Homotopie f : α ' γ.

Definition 16.1.2.13. Äquivalenzklassen von Wegen unter der Äquivalenzrelation
der Homotopie nennen wir Homotopieklassen von Wegen. Die Menge aller Ho-
motopieklassen von Wegen von einem Punkt x zu einem Punkt y in einem Raum
X notieren wir π1(X, x, y). In Formeln setzen wir also

π1(X, x, y) := Ω(X, x, y)/'

Die Homotopieklasse eines Weges α notieren wir [α].

Definition 16.1.2.14. Ein bepunkteter Raum (X, x) ist ein topologischer Raum
X mit einem ausgezeichneten Punkt x ∈ X , seinem Basispunkt. Für einen be-
punkteten Raum (X, x) vereinbaren wir die Abkürzungen Ω(X, x) := Ω(X, x, x)
für die Menge aller Wege mit unserem ausgezeichneten Punkt x als Anfangs- und
Endpunkt sowie π1(X, x) := π1(X, x, x) für die Menge aller Homotopieklassen
derartiger Wege.

16.1.2.15 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur nennt man einen be-
punkteten Raum auch häufig einen „punktierten Raum“. Ich ziehe es vor, von
einem bepunkteten Raum zu reden, da man wieder an anderer Stelle unter einer
„punktierten Ebene“ oder einer „punktierten Kreisscheibe“ für gewöhnlich das
Komplement eines Punktes in der Ebene oder das Komplement des Ursprungs
in der Kreisscheibe versteht. Auf Englisch wird unterschieden zwischen „pointed
space“ und „punctured plane“ oder auch „punctured disc“. Ich vermute sorglose
Übersetzung als Grund für die unklare Terminologie im Deutschen.
Vorschau 16.1.2.16. Versehen wir die Menge Ω(X, x, y) mit der kompakt-offenen
Topologie 15.1.9.1 und setzen h(t, τ) = hτ (t), so ist h nach dem Exponentialge-
setz 15.1.9.9 stetig genau dann, wenn die Abbildung [0, 1]→ Ω(X, x, y), τ 7→ hτ
stetig ist. Mit dieser Topologie heißt Ω(X, x, y) ein Wegeraum und zwei Wege
sind homotop genau dann, wenn sie zur selben Wegzusammenhangskomponente
des Wegeraums gehören. Speziell heißt Ω(X, x) ein Schleifenraum und π1(X, x)
ist die Menge der Wegzusammenhangskomponenten des Schleifenraums. Notie-
ren wir π0(X) die Menge der Wegzusammenhangskomponenten eines topologi-
schen Raums X , so haben wir demnach in Formeln π1(X, x) = π0(Ω(X, x))
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und Lemma 16.1.2.12 erweist sich als Spezialfall der allgemeinen Erkenntnis
15.1.3.14, daß auf jedem topologischen Raum die Wegverbindbarkeit eine Äqui-
valenzrelation ist.

Satz 16.1.2.17 (Fundamentalgruppe). Gegeben ein bepunkteter Raum (X, x) in-
duziert das Verknüpfen von Wegen eine Verknüpfung auf der Menge π1(X, x) aller
Homotopieklassen von Wegen von x nach x und mit dieser Verknüpfung wird diese
Menge eine Gruppe, die Fundamentalgruppe unseres bepunkteten Raums

π1(X, x)

Beispiel 16.1.2.18. Ist X ⊂ Rn eine konvexe Teilmenge, so ist die Fundamental-
gruppe von X nach 16.1.2.9 für jeden Basispunkt x ∈ X trivial.

Beweis. Die beiden ersten Aussagen des anschließenden Lemmas 16.1.2.19 sagen
uns, daß die Homotopieklasse der Verknüpfung von zwei Wegen nur von den
Homotopieklassen der verknüpften Wege abhängt. Die weiteren Aussagen liefern
das neutrale Element, die Inversen und das Assoziativgesetz.

Lemma 16.1.2.19. Wann immer die folgenden Verknüpfungen von Wegen in einem
topologischen Raum X sinnvoll sind in dem Sinne, daß der eine aufhört wo der
andere anfängt, gilt:

1. α ' α′ ⇒ α ∗ β ' α′ ∗ β

2. β ' β′ ⇒ α ∗ β ' α ∗ β′

3. ε ∗ α ' α ' α ∗ ε

4. α ∗ ᾱ ' ε, ᾱ ∗ α ' ε

5. (α ∗ β) = β̄ ∗ ᾱ

6. (α ∗ β) ∗ γ ' α ∗ (β ∗ γ)

Beweis. Wir zeigen nur beispielhaft die letzte Behauptung. Sicher gilt

α ∗ (β ∗ γ) = ((α ∗ β) ∗ γ) ◦ v

für eine stetige Umparametrisierung alias eine stetige Abbildung v : [0, 1]→ [0, 1]
mit v(0) = 0 und v(1) = 1. Da nach 16.1.2.11 ein Weg homotop ist zu allen seinen
derartigen Umparametrisierungen, folgt die Behauptung.

16.1.2.20. Ein topologischer Raum heißt schleifenfüllend, wenn jeder geschlos-
sene Weg in unserem Raum zusammenziehbar ist. Er heißt einfach wegzusam-
menhängend, wenn er wegzusammenhängend und schleifenfüllend ist.
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Satz 16.1.2.21 (Kriterium für schleifenfüllende Räume). Kann ein topologi-
scher Raum überdeckt werden durch zwei schleifenfüllende offene Teilmengen mit
wegzusammenhängendem Schnitt, so ist er bereits selbst schleifenfüllend.

Vorschau 16.1.2.22. Das Resultat wird sich später als ein Spezialfall des Satzes
von Seifert-van Kampen 16.2.4.1 erweisen.

Beweis. Sei X = U ∪ V unser Raum mit seiner Überdeckung. Nach Übung
16.1.2.27 reicht es zu zeigen, daß π1(X, x) für x ∈ U ∩ V trivial ist. Sei dazu
γ ∈ Ω(X, x) ein geschlossener Weg. Nach dem Überdeckungssatz von Lebesgue
15.1.5.17 gibt es eine Unterteilung des Einheitsintervalls 0 = a0 < a1 < . . . <
an = 1 derart, daß [ai−1, ai] unter γ abwechselnd ganz in U oder ganz in V landet.
Dann gilt γ(ai) ∈ U ∩ V ∀i und wir finden für 0 < i < n Wege βi, die in U ∩ V
von x nach γ(ai) laufen. Bezeichnet andererseits γi : [0, 1] → X den „auf dem
Intervall [ai−1, ai] reparametrisierten“ Weg γi := γ ◦ vi für vi : [0, 1]

∼→ [ai−1, ai]
die Restriktion auf [0, 1] der affinen Abbildung mit vi(0) = ai−1 und vi(1) = ai,
so ist nach 16.1.2.11 unser Weg γ homotop zu γn∗γn−1∗ . . .∗γ2∗γ1, wobei es auf
die Klammerung nach Lemma 16.1.2.19 nicht ankommt, da wir nur an „Wegen
bis auf Homotopie“ interessiert sind. Nach Lemma 16.1.2.19 ist das nun weiter
homotop zu

γn ∗ (βn−1 ∗ β̄n−1) ∗ γn−1 ∗ (βn−2 ∗ β̄n−2) ∗ . . . ∗ γ2 ∗ (β1 ∗ β̄1) ∗ γ1

und dann auch homotop zu

(γn ∗ βn−1) ∗ (β̄n−1 ∗ γn−1 ∗ βn−2) ∗ . . . ∗ (β̄2 ∗ γ2 ∗ β1) ∗ (β̄1 ∗ γ1)

Da aber nach Annahme γn ∗βn−1 beziehungsweise β̄i ∗γi ∗βi−1 beziehungsweise
β̄1 ∗ γ1 jeweils ein geschlossener Weg ist, der ganz in U oder ganz in V verläuft
und somit homotop ist zum konstanten Weg εx nach Annahme, muß dann auch
die ganze Verknüpfung homotop sein zum konstanten Weg εx.

Korollar 16.1.2.23. Die Sphären Sn sind für n ≥ 2 schleifenfüllend.

16.1.2.24. Daß jeder Weg in einer n-Sphäre für n ≥ 2, der nicht surjektiv ist,
bereits zusammenziehbar sein muß, zeigt man leicht mit einer geeigneten ste-
reographischen Projektion. Es gibt jedoch auch in höherdimensionalen Sphären
surjektive Wege, die man etwa mit Hilfe der Hilbertkurve ?? konstruieren kann.
Der Beweis gilt diesen Fällen.

Beweis. Entfernen wir für n ≥ 0 aus Sn einen Punkt, so erhalten wir einen topolo-
gischen Raum, der homöomorph ist zuRn vermittels einer stereographischen Pro-
jektion und der insbesondere schleifenfüllend ist. Nehmen wir U das Komplement
eines Punktes und V das Komplement eines anderen Punktes, so ist Sn = U ∪ V
eine offene Überdeckung. Ab n ≥ 2 ist außerdem U ∩ V wegzusammenhängend,
und dann greift unser Kriterium 16.1.2.21 für schleifenfüllende Räume.
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Vorschau 16.1.2.25. Die Poincaré-Vermutung besagt, daß jede wegzusammen-
hängende schleifenfüllende topologische kompakte 3-Mannigfaltigkeit ohne Rand
homöomorph ist zur dreidimensionalen Sphäre S3. Sie wurde 2002 mit analyti-
schen Methoden von G. Perelman bewiesen.

16.1.2.26 (Funktorialität der Fundamentalgruppe). Sei f : (X, x) → (Y, y)
ein Morphismus bepunkteter Räume alias eine stetige Abbildung f : X → Y
mit f(x) = y. So erhält man einen Homomorphismus der Fundamentalgruppen
π1(f) = f] durch die Vorschrift

π1(f) = f] : π1(X, x) → π1(Y, y)
[α] 7→ [f ◦ α]

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da nach 16.1.2.10 Bilder homotoper Wege ho-
motop sind. Sie ist ein Gruppenhomomorphismus, da stets gilt f ◦ (α ∗ β) =
(f ◦α)∗ (f ◦β). Offensichtlich haben wir id] = id und (g ◦f)] = g] ◦f] wann im-
mer f : (X, x)→ (Y, y) und g : (Y, y)→ (Z, z) Morphismen bepunkteter Räume
sind. In der Terminologie, die wir gleich in 16.1.6 besprechen, ist die Fundamen-
talgruppe demnach ein „Funktor von der Kategorie der bepunkteten topologischen
Räume in die Kategorie der Gruppen“.

Übungen

Übung 16.1.2.27. Ein wegzusammenhängender topologischer Raum ist genau
dann schleifenfüllend, wenn seine Fundamentalgruppe in Bezug auf einen und
gleichbedeutend jeden Basispunkt trivial ist.

Übung 16.1.2.28 (Komplemente von Geradenstücken im Raum). Sei I ⊂∧ Rn
abgeschlossen und eine echte Teilmenge eines Untervektorraums der Kodimensi-
on Zwei. So ist die Fundamentalgruppe des Komplements von I trivial, in Formeln
π1(Rn\I, p) = 1 für jeden Punkt p des Komplements. Ein Argument, das ohne die
Bedingung I abgeschlossen auskommt, findet man in 16.1.7.12. Hinweis: Ohne
Beschränkung der Allgemeinheit gelte ∅ 6= I ( 0 × Rn−2. Jetzt lasse man die
Sonne aus der Richtung der positiven ersten Koordinatenachse leuchten und be-
trachte die Menge U+ aller Punkte, die nicht auf I oder im Schatten von I liegen,
also

U+ := {(x1, . . . , xn) | x1 ≤ 0⇒ (0, x2, x3, . . . , xn) 6∈ I}

Ähnlich erkläre man U− durch Beleuchtung aus der Richtung der negativen ers-
ten Koordinatenachse. So erhalten wir eine Überdeckung unseres Komplements
durch zwei zusammenziehbare offene Teilmengen mit wegzusammenhängendem
Schnitt.
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Übung 16.1.2.29. Sei G ein topologischer Raum mit einer stetigen Verknüpfung
G × G → G und sei e ∈ G ein neutrales Element. Man zeige, daß unter diesen
Annahmen die Fundamentalgruppe π1(G, e) kommutativ ist.

Ergänzende Übung 16.1.2.30 (Endlich erzeugte Fundamentalgruppen). Man
zeige: Die Fundamentalgruppe einer bepunkteten kompakten Mannigfaltigkeit ist
stets endlich erzeugt. Hinweis: Bezeichne B = {v ∈ Rn | ‖v‖ < 1} den 1-Ball
um den Ursprung und B̄ = {v ∈ Rn | ‖v‖ ≤ 1} seinen Abschluß. Für unsere
Mannigfaltigkeit X wähle man stetige Karten ϕ1, . . . , ϕr : Rn → X derart, daß
die ϕi(B) schon X überdecken. Für jedes Paar von Indizes i, j mit i 6= j wähle
man eine endliche Überdeckung des Schnitts ϕi(B̄) ∩ ϕj(B̄) durch zusammen-
hängende offene Teilmengen Uν

ij von ϕi(Rn) ∩ ϕj(Rn). Für jedes ν wähle man
einen Weg γνij von ϕj(0) nach ϕi(0), der erst innerhalb von ϕj(Rn) nach Uν

ij läuft
und dann innerhalb von ϕi(Rn) nach ϕi(0). Seien βi Wege von p := ϕ1(0) nach
ϕi(0) mit der einzigen Einschränkung, daß β1 der konstante Weg sein soll. So
erzeugen die Verknüpfungen β̄i ∗ γνij ∗ βj die Fundamentalgruppe π1(X, p).

Ergänzende Übung 16.1.2.31 (Abzählbare Fundamentalgruppen). Man zeige:
Die Fundamentalgruppe einer bepunkteten abzählbar basierten Mannigfaltigkeit
ist stets abzählbar. Hinweis: Man orientiere sich an den Hinweisen zur vorherge-
henden Übung 16.1.2.30.

16.1.3 Fundamentalgruppe der Kreislinie

Satz 16.1.3.1 (Fundamentalgruppe der Kreislinie). Die Fundamentalgruppe
der Kreislinie S1 := {z ∈ C | |z| = 1} ist isomorph zur additiven Gruppe
der ganzen Zahlen. Genauer ist die Abbildung, die jeder ganzen Zahl n ∈ Z die
Homotopieklasse des Weges [0, 1] → S1, t 7→ exp(2πint) zuordnet, ein Isomor-
phismus

wind : Z ∼→ π1(S1, 1)

n 7→ [t 7→ exp(2πint)]

16.1.3.2. Unter der Umlaufzahl eines Weges γ ∈ Ω(S1, 1) versteht man das Ur-
bild seiner Homotopieklasse [γ] unter diesem Isomorphismus. In anderen Worten
ist also die Umlaufzahl von γ diejenige ganze Zahl n ∈ Z, für die γ homotop ist
zum Weg t 7→ exp(2πint).

Ergänzung 16.1.3.3. Arbeiten wir mit einem Körper C von vergesslichen kom-
plexen Zahlen im Sinne von 3.2.7.7, so liefert uns die obige Konstruktion einen
kanonischen Isomorphismus 2πiZ ∼→ π1(S1, 1), der jedem a ∈ ker(exp) = 2πiZ
eben den normierten Weg t 7→ exp(ta) zuordnet. Man notiert diese Gruppe auch
Z(1) = ZC(1) := ker(exp) und nennt sie den Tate-Twist von Z.
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Beweis. Zur Vereinfachung betrachten wir die Abbildung

Exp : R → S1

t 7→ cos(2πt) + i sin(2πt)

Mit der Euler’schen Formel können wir auch schreiben Exp(t) = exp(2πit). Das
erklärt erstens unsere Notation und zweitens sieht man so leichter, daß Exp ein
Gruppenhomomorphismus ist von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in die
multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen der Länge 1. Anschaulich wickelt
Exp die reelle Gerade auf die Kreislinie auf und aufgrund des Faktors 2π haben
wir Exp−1(1) = Z. In dieser Notation erhält die Abbildungsvorschrift aus unse-
rem Satz die Gestalt

wind : n 7→ [t 7→ Exp(nt)]

Als erstes zeigen wir nun, daß sie einen Gruppenhomomorphismus definiert. Ge-
geben m,n ∈ Z bezeichnen wir mit (m + n·) den normierten Weg t 7→ m + nt
aus Ω(R,m,m + n). Da je zwei Wege in R mit denselben Endpunkten homotop
sind, haben wir

(n+m·) ∗ (n·) ' ((m+ n)·)

Diese Homotopie bleibt bestehen, wenn wir beide Seiten mit Exp verknüpfen.
Dies Exp dürfen wir dann auf die beiden Faktoren des ∗-Produkts verteilen und
wegen Exp ◦(n + m·) = Exp ◦(m·) erkennen wir, daß unsere Abbildungsvor-
schrift wind : n 7→ [Exp ◦(n·)] in der Tat einen Gruppenhomomorphismus lie-
fert. Um zu zeigen, daß er ein Isomorphismus ist, konstruieren wir eine inverse
Abbildung. Der erste Schritt dazu ist die folgende Definition.

Definition 16.1.3.4. Gegeben Y ein topologischer Raum und f : Y → S1 eine
stetige Abbildung heißt eine stetige Abbildung f̃ : Y → R mit Exp ◦f̃ = f ein
Lift oder eine Hochhebung von f .

Lemma 16.1.3.5 (Eindeutigkeit von Lifts). Seien Y zusammenhängend, f :
Y → S1 eine stetige Abbildung und f̃, f̂ : Y → R zwei Lifts von f . So gibt
es k ∈ Z mit f̂(y) = f̃(y) + k für alle y ∈ Y .

Beweis. Sicher gilt Exp(f̃(y)−f̂(y)) = 1, also f̃(y)−f̂(y) ∈ Z für alle y ∈ Y . Ist
nun Y zusammenhängend, so muß f̃(y)− f̂(y) nach 15.1.3.8 konstant sein.

Lemma 16.1.3.6. Jede stetige Abbildung f : [0, 1]→ S1 besitzt einen Lift.

Beweis. Unser Exp liefert Homöomorphismen Expx : (x, x + 1)
∼→ S1\Exp(x)

für alle x ∈ R, siehe Übung 15.1.5.21. Ist also f nicht surjektiv, liegt sagen wir
Exp(x) nicht in seinem Bild, so ist Exp−1

x ◦f = f̃ ein Lift und wir sind fertig.
Weil nun f gleichmäßig stetig ist, finden wir 0 = a0 < a1 < a2 < . . . < ak = 1
derart, daß f auf allen Teilintervallen [ai−1, ai] nicht surjektiv ist. Wir wählen nun
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Lifts f̃i von f |[ai−1, ai] für i = 1, . . . , k und können diese Lifts durch Addition
von Elementen von Z so abändern, daß stets gilt f̃i(ai) = f̃i+1(ai). Dann erklären
wir f̃ durch f̃ |[ai, ai+1] = f̃i und sind fertig.

Lemma 16.1.3.7. Jede stetige Abbildung f : [0, 1]2 → S1 besitzt einen Lift.

Beweis. Wir zerlegen zunächst unser Quadrat [0, 1]2 in so kleine Schachfelder,
daß das Bild keines unserer Felder ganz S1 ist. Die Einschränkung von f auf jedes
dieser Felder läßt sich wie im Beweis zuvor leicht liften. Als nächstes konzentrie-
ren wir uns auf eine Zeile von Schachfeldern und ändern in dieser Zeile unsere
Lifts so um Konstanten aus Z ab, daß sie auf dem Schnitt benachbarter Felder
zusammenpassen. So erhalten wir einen Lift auf der ganzen Zeile. Das machen
wir für jede Zeile, passen dann diese Lifts wieder aneinander an, und erhalten so
schließlich einen Lift auf unserem ganzen Quadrat.

16.1.3.8. Gegeben x ∈ S1 und einen geschlossenen Weg α ∈ Ω(S1, x) erklären
wir seine Ganghöhe gh(α) ∈ Z durch

gh(α) := α̃(1)− α̃(0)

für einen und jeden Lift α̃ von α. Am Ende des Beweises werden wir sehen, daß
die Ganghöhe mit der Umlaufzahl übereinstimmt.

Proposition 16.1.3.9. Geschlossene Wege in der Kreislinie sind homotop genau
dann, wenn sie dieselbe Ganghöhe haben. In Formeln gilt für Wege α, β ∈ Ω(S1, 1)
also

α ' β ⇔ gh(α) = gh(β)

Beweis. ⇒.) Zu jeder Homotopie h : α ' β finden wir mit Lemma 16.1.3.7
einen Lift h̃. Sicher ist h̃ auf der Unterkante des Einheitsquadrats ein Lift α̃ von
α und auf der Oberkante ein Lift β̃ von β. Weiter muß h̃ auf der Vorder- und
Hinterkante wie h selbst konstant sein. Insbesondere haben wir α̃(0) = β̃(0) und
α̃(1) = β̃(1) und damit folgt gh(α) = gh(β).

⇐.) Die Gleichheit der Ganghöhen gh(α) = gh(β) bedeutet, daß je zwei Lifts
α̃ und β̃ von α und β mit demselben Anfangspunkt auch denselben Endpunkt
haben. Als Wege in R mit demselben Anfangs- und demselben Endpunkt sind
dann aber besagte Lifts α̃ und β̃ homotop nach 16.1.2.9. Da Bilder homotoper
Wege homotop sind nach 16.1.2.10, folgt α ' β.

Unsere Ganghöhe gh : Ω(S1, 1) → Z induziert nach der vorhergehenden Propo-
sition 16.1.3.9 eine wohlbestimmte injektive Abbildung

gh : π1(S1, 1) ↪→ Z
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Es reicht zu zeigen, daß sie linksinvers ist zur Abbildung aus unserem Satz, in
Formeln gh ◦wind = idZ. Das prüft man ohne Schwierigkeiten.

16.1.3.10 (Fundamentalgruppe der punktierten Ebene). Geht man alle Argu-
mente dieses Abschnitts nocheinmal durch, so sieht man, daß wir überall statt S1

genausogut C× hätten schreiben können, wenn wir statt Exp : R → S1 eben
Exp : C → C× betrachten. Wieder besitzt jeder Weg γ : [0, 1] → C× einen
Lift, der bis auf eine additive Konstante k ∈ Z eindeutig bestimmt ist, und wieder
erhalten wir einen Isomorphismus

Z ∼→ π1(C×, 1)

n 7→ [t 7→ exp(2πint)]

und dessen Inverses wird durch die Ganghöhe gegeben. In 16.3.1.1 folgende wer-
den wir sogenannte „Überlagerungen“ betrachten, denen sich diese beiden Situa-
tionen als Spezialfälle unterordnen.

Beispiel 16.1.3.11 (Unmöglichkeit komplexer Wurzelfunktionen). Mit den hier
entwickelten Hilfsmitteln können wir sehr schnell sehen, daß es keine stetige Ab-
bildung w : C→ C gibt mit q ◦ w = id für q : C→ C das Quadrieren. In der Tat
gälte ja q]◦w] = id auf π1(C×, 1) und diese Gruppe ist isomorph zu Z und wir ha-
ben q](c) = c2, wie Sie sich gleich in 16.1.3.13 überlegen dürfen. Es gibt jedoch,
jetzt in additiver Notation, keine Abbildung w] : Z→ Z mit 2w](n) = n ∀n ∈ Z.

Übungen

Übung 16.1.3.12. Sei (X, x) ein bepunkteter Raum. Ist α ∈ Ω(X, x) ein geschlos-
sener Weg, so gibt es genau eine stetige Abbildung α̂ : S1 → X mit α = α̂◦Exp,
und die Verknüpfung von α̂] : π1(S1, 1) → π1(X, x) mit dem Isomorphismus
Z ∼→ π1(S1, 1) aus unserem Satz 16.1.3.1 wird gegeben durch n 7→ [α]n.

Übung 16.1.3.13. Die Abbildung [n] : S1 → S1, z 7→ zn induziert auf der Fun-
damentalgruppe π1(S1, 1) die Abbildung [n]] : c 7→ cn in multiplikativer Schreib-
weise, also [n]] : c 7→ nc in additiver Schreibweise.

Übung 16.1.3.14. Ist Y ein kartesisches Produkt von endlich vielen reellen Inter-
vallen, so besitzt jede stetige Abbildung Y → S1 einen Lift.

Übung 16.1.3.15. Man zeige: Ein geschlossener Weg γ : [0, 1]→ C× mit γ(0) =
γ(1) in R>0 und der Eigenschaft, daß es a ∈ (0, 1) gibt mit γ(a) ∈ R<0 und
Im(γ(t)) ≥ 0 ∀t ∈ [0, a] und Im(γ(t)) ≤ 0 ∀t ∈ [a, 1], hat die Umlaufzahl Eins
um den Ursprung.
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16.1.4 Anwendungen und Beispiele
Satz 16.1.4.1 (Retraktionen einer Kreisscheibe auf ihren Rand). Es gibt keine
stetige Abbildung von einer abgeschlossenen Kreisscheibe auf ihren Randkreis,
deren Einschränkung auf besagten Randkreis die Identität ist.

16.1.4.2. Ist X ⊃ A ein topologischer Raum mit einer Teilmenge, so versteht
man ganz allgemein unter einer Retraktion von X auf A eine stetige Abbildung
r : X → A mit r(a) = a für alle a ∈ A.

Beweis. Bezeichne D = {z ∈ R2 | ‖z‖ ≤ 1} die abgeschlossene Einheits-
kreisscheibe und S1 = {z ∈ R2 | ‖z‖ = 1} ihren Randkreis. Wir führen den
Beweis durch Widerspruch und nehmen an, es gäbe solch eine stetige Abbildung
r : D → S1 mit r(z) = z für alle z ∈ S1. Bezeichne i : S1 ↪→ D die Einbettung.
Wir hätten also ein kommutatives Diagramm von topologischen Räumen

S1 i //

id   AAAAAAAA D

r
��
S1

und erhielten nach 16.1.2.26 mit π1 ein kommutatives Diagramm von Gruppen

π1(S1, 1)
i] //

id &&MMMMMMMMMM
π1(D, 1)

r]
��

π1(S1, 1)

Das ist aber unmöglich, da ja gilt π1(D, 1) ∼= 1 nach 16.1.2.9 und π1(S1, 1) ∼= Z
nach 16.1.3.1.

Satz 16.1.4.3 (Fixpunktsatz von Brouwer für die Kreisscheibe). Jede stetige
Abbildung von der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe in sich selbst hat einen
Fixpunkt.

Beweis. Sei f : D → D unsere stetige Selbstabbildung der Einheitskreisscheibe
D. Wäre f : D → D stetig mit f(x) 6= x für alle x ∈ D, so könnten wir eine
Abbildung r : D → S1 der Einheitskreisscheibe auf ihren Rand S1 definieren
durch die Vorschrift, daß sie jedem x ∈ D denjenigen Punkt r(x) ∈ S1 zuord-
net, „in dem der Strahl, der in f(x) beginnt und durch x läuft, die Kreislinie S1

trifft“. Offensichtlich wäre r stetig und r(z) = z für alle z ∈ S1, als da heißt,
r wäre eine Rektraktion der Kreisscheibe auf ihren Rand, im Widerspruch zum
vorhergehenden Satz 16.1.4.1.
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Die Retraktion r aus dem Beweis des Fixpunktsatzes von Brouwer
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Satz 16.1.4.4 (vom Igel). Es gibt keine stetige Selbstabbbildung der Kugelschale
κ : S2 → S2 derart, daß κ(x) senkrecht steht auf x für alle x ∈ S2.

16.1.4.5. Man stelle sich vor, die Abbildung κ ordne jedem Punkt x auf der Au-
ßenfläche eines kugelförmig zusammengerollten Igels die Richtung κ(x) des dort
entspringenden Stachels zu. Diese Vorstellung mag auf bei Nachvollziehen des
anschließenden Beweises hilfreich sein. Die Bedingung „κ(x) steht senkrecht auf
x“ bedeutet, daß die Stacheln flach anliegen müssen, und unser Satz sagt, daß sich
ein Igel nicht „wirbelfrei kämmen läßt“. Man beachte jedoch, daß sich ein „Igel
von der Form eines Rettungsrings“ durchaus wirbelfrei kämmen läßt.

Vorschau 16.1.4.6. Einen eleganteren Beweis einer allgemeineren Aussage wer-
den wir mit singulärer Homologie in 17.4.1.3 geben können.

Beweis. Wir zeigen das durch Widerspruch und nehmen also an, es gäbe so eine
Kämmung κ. Bezeichne S2

+ beziehungsweise S2
− die nördliche beziehungsweise

südliche abgeschlossene Hemisphäre und S1 = S2
+∩S2

− den Äquator. Für p ∈ S2
+

bezeichne R+
p die Rotation mit Rotationsachse in der Äquatorebene, die p auf

den Nordpol (0, 0, 1) dreht. Dann ist p 7→ R+
p (κ(p)) eine stetige Abbildung κ+ :

S2
+ → S1. Analog definieren wir κ− : S2

− → S1. Offensichtlich gilt für alle p auf
dem Äquator p ∈ S1 die Beziehung

κ+(p) = sp(κ−(p)),

mit sp : S1 → S1 der Spiegelung an der zu p senkrechten Geraden in der Äqua-
torebene, die also p auf −p abbildet. Fassen wir S1 ⊂ C auf als die komplexen
Zahlen der Länge 1, so wird die Abbildung s : S1 × S1 → S1, (p, x) 7→ sp(x)
beschrieben durch die Formel (p, x) 7→ −p2x−1. Wir erhalten also

−κ+(p)κ−(p) = p2 ∀p ∈ S1

Das ist aber unmöglich, denn p 7→ p2 induziert auf π1(S1, 1) nach 16.1.3.13
die Multiplikation mit 2, wohingegen die linke Seite auf π1(S1, 1) eine konstan-
te Abbildung liefert: In der Tat läßt sich die stetige Abbildung S1 → S1, p 7→
−κ+(p)κ−(p) ja faktorisieren in

S1 ∆−→ (S2
+ × S2

−)
κ+×κ−−→ (S1 × S1)

mult−→ S1 (−1)−→ S1

mit ∆(z) = (z, z). Die Fundamentalgruppe von (S2
+ × S2

−) ist jedoch trivial,
da dieser Raum homöomorph ist zur konvexen Teilmenge D × D ⊂ R4. Dieser
Widerspruch beendet den Beweis.
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Satz vom Igel

Wirbelfreie Kämmung eines toroidalen Igels
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Übungen

Übung 16.1.4.7 (Jeder Mensch hat einen Haarwirbel). Wir gehen dabei davon
aus, daß die Haare am Rand des Haarwuchses alle nach unten wachsen. Man
zeige: Es gibt keine stetige Abbildung κ : S2

+ → S2 von der oberen Hemisphäre
in die Sphäre, die den Äquator in die untere Hemisphäre abbildet und so, daß κ(x)
senkrecht steht auf x für alle x ∈ S2

+.
Übung 16.1.4.8 (Die Fundamentalgruppe von einem Produkt). Man zeige: Für
zwei bepunktete Räume (X, x) und (Y, y) induzieren die beiden Projektionen pr1

und pr2 von X × Y auf X und Y einen Isomorphismus

(π1(pr1), π1(pr2))> : π1(X × Y, (x, y))
∼→ π1(X, x)× π1(Y, y)

und dessen Inverses wird gegeben durch (π1(idX , y), π1(x, idY )) mit der Notation
(idX , y) für die Abbildung X → X × Y gegeben durch x 7→ (x, y). Der Ret-
tungsring S1 × S1 hat also für jeden Basispunkt die Fundamentalgruppe Z × Z.
Anschaulich liefert ja auch jeder geschlossene Weg auf dem Rettungsring zwei
Umlaufzahlen: „Wie oft der Weg um die Luftkammer läuft“ und „Wie oft er um
den hypothetischen Matrosen im Ring läuft“.

16.1.5 Homotopien zwischen stetigen Abbildungen
Definition 16.1.5.1. Seien f, g : Y → X stetige Abbildungen. Eine Homotopie
von f nach g ist eine stetige Abbildung

H : Y × [0, 1]→ X

derart, daß gilt H(y, 0) = f(y) und H(y, 1) = g(y) für alle y ∈ Y . Man sagt, die
Abbildung f sei homotop zu g und schreibt f ' g, wenn es eine Homotopie von
f nach g gibt.

16.1.5.2 (Diskussion der Terminologie). Dieser Begriff von Homotopie ist für
Wege wesentlich verschieden von unserem Begriff aus 16.1.2.6, den wir deshalb
genauer die Homotopie mit festen Randpunkten genannt haben. Es gibt jedoch
eine gemeinsame Verallgemeinerung, bei der man zusätzlich eine Teilmenge Z ⊂
Y festlegt und fordert, daß H(z, τ) für z ∈ Z von τ unabhängig sein soll. Zwei
Abbildungen f, g : Y → X , die in dieser Weise homotop sind und die damit
auf Z übereinstimmen müssen, heißen homotop relativ zu Z. Für Y = [0, 1]
und Z = {0, 1} erhält man dann unsere Homotopie mit festen Randpunkten als
Spezialfall.

Proposition 16.1.5.3. Gegeben topologische Räume X, Y ist die Relation ' eine
Äquivalenzrelation auf der Menge Top(X, Y ) aller stetigen Abbildungen von X
nach Y .
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Beweis. Wir überlassen den Nachweis der Symmetrie und Reflexivität dem Leser
und zeigen nur die Transitivität (f ' g und g ' h)⇒ f ' h. Gegeben Homoto-
pien F,G von f nach g beziehungsweise von g nach h erhält man eine Homotopie
H von f nach h durch

H(x, τ) =

{
F (x, 2τ) 0 ≤ τ ≤ 1/2;
G(x, 2τ − 1) 1/2 ≤ τ ≤ 1.

Definition 16.1.5.4. Die Äquivalenzklasse einer stetigen Abbildung f unter der
Äquivalenzrelation der Homotopie bezeichnen wir mit [f ] und nennen sie die Ho-
motopieklasse von f . Gegeben topologische RäumeX, Y verwenden wir die bei-
den Notationen hTop(X, Y ) = [X, Y ] für die Menge der Homotopieklassen von
stetigen Abbildungen von X nach Y .

16.1.5.5. Bei dieser Notation ist Vorsicht geboten, denn für Wege α hat nun das
Symbol [α] zwei verschiedene Bedeutungen. Im Zweifelsfall ist bei Wegen immer
die Homotopieklasse von α unter Homotopie mit festen Randpunkten gemeint.

Beispiel 16.1.5.6. GegebenD ⊂ Rn eine konvexe Teilmenge und Y ein beliebiger
topologischer Raum sind je zwei stetige Abbildungen f, g : Y → D homotop. In
der Tat ist H(y, τ) = τf(y) + (1− τ)g(y) eine Homotopie.

Proposition 16.1.5.7. Seien f, g : Y → X stetige homotope Abbildungen, in
Formeln f ' g. So gilt auch h ◦ f ' h ◦ g für jede stetige Abbildung h : X → Z
und f ◦ h ' g ◦ h für jede stetige Abbildung h : Z → Y .

Beweis. Ist H : Y × [0, 1] → X eine Homotopie von f nach g, so ist die Ab-
bildung h ◦ H : Y × [0, 1] → Z eine Homotopie von h ◦ f nach h ◦ g und die
AbbildungH ◦(h× id) : Z× [0, 1]→ X eine Homotopie von f ◦h nach g◦h.

16.1.5.8. Da nach Proposition 16.1.5.7 die Homotopieklasse einer Verknüpfung
von stetigen Abbildungen nur von den Homotopieklassen der verknüpften Abbil-
dungen abhängt, können wir eine Verknüpfung von Homotopieklassen definie-
ren durch die Vorschrift [f ] ◦ [g] = [f ◦ g].

16.1.6 Kategorien und Funktoren
16.1.6.1. An dieser Stelle möchte ich damit beginnen, in die Sprache der Katego-
rien und Funktoren einzuführen, die auch in 4.7.1.1 in größerer Ausführlichkeit
und vor einem anderen Hintergrund besprochen wird.

Definition 16.1.6.2. Eine Kategorie C ist ein Datum bestehend aus:

a. einer Menge von Objekten Ob C;
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b. einer Menge C(X, Y ) von Morphismen für je zwei Objekte X, Y ∈ Ob C;

c. einer Abbildung C(X, Y )×C(Y, Z)→ C(X,Z), (f, g) 7→ g ◦ f für je drei
Objekte X, Y, Z ∈ C, genannt die Verknüpfung von Morphismen,

derart, daß folgende Axiome erfüllt sind:

1. Die Morphismenmengen sind paarweise disjunkt;

2. Die Verknüpfung ist assoziativ, als da heißt, es gilt (f◦g)◦h = f◦(g◦h) für
Morphismen f, g und h, wann immer diese Verknüpfungen sinnvoll sind;

3. Für jedes Objekt X ∈ Ob C gibt es einen Morphismus idX ∈ C(X,X), die
Identität auf X , so daß gilt idX ◦f = f und g ◦ idX = g für Morphismen f
und g wann immer diese Verknüpfungen sinnvoll sind. Die üblichen Argu-
mente zeigen, daß es für jedes X höchstens einen derartigen Morphismus
geben kann, womit auch die Verwendung des bestimmten Artikels gerecht-
fertigt wäre.

16.1.6.3. Seien C eine Kategorie und X, Y ∈ Ob C Objekte. Statt f ∈ C(X, Y )
sagen wir auch, f sei ein Morphismus von X nach Y und schreiben kurz

f : X → Y

Statt idX schreiben wir oft nur id. StattX ∈ Ob C schreiben wir oft kürzerX ∈ C.
Statt C(X,X) schreibe ich gerne kürzer C(X) und nenne diese Menge mit ihrer
Verknüpfung das Monoid der Endomorphismen von X .

Beispiel 16.1.6.4 (Kategorie der topologischen Räume). Als erstes Beispiel hätte
ich gerne die Kategorie C = Top aller topologischen Räume eingeführt, mit topo-
logischen Räumen als Objekten und stetigen Abbildungen als Morphismen. Das
ist jedoch nicht ohne weiteres möglich, da die „Gesamtheit aller Mengen“ nach
2.1.3.9 nicht als Menge angesehen werden darf, und da wir von unseren Kategori-
en stets annehmen, daß ihre Objekte eine Menge bilden sollen. Um diese Untiefen
der Logik zu umschiffen, betrachten wir feiner ein Mengensystem alias eine Men-
ge U von Mengen und die Kategorie

UTop

aller topologischen Räume X , die als Menge betrachtet Elemente unseres Men-
gensystems U sind, in Formeln X ∈ U. Meist wird das Mengensystem U in der
Notation dann aber doch weggelassen und nur insgeheim dazugedacht. So wollen
wir es im folgenden meist auch halten.
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16.1.6.5 (Morphismen versus Abbildungen). Das vorhergehende Beispiel ist
zwar typisch, aber man lasse sich davon nicht in die Irre führen. Bei einer all-
gemeinen Kategorie müssen die Objekte a priori keineswegs Mengen mit Zusatz-
struktur sein und die Morphismen keineswegs strukturerhaltenden Abbildungen.

16.1.6.6. In vielen Quellen fordert man stattdessen, daß die Objekte einer Katego-
rie eine „Klasse“ bilden sollen. Mir gefällt die hier gegebene Formulierung besser,
da sie im Rahmen der Terminologie der Mengenlehre bleibt. Statt mit „Klassen“
werden wir zu gegebener Zeit mit „Universen“ arbeiten. Das hat den zusätzlichen
Vorteil, daß man, wenn es einmal nötig sein sollte und man etwa die Kategorie al-
ler Kategorien betrachten will, noch zu höheren Universen aufsteigen kann. Es hat
den Nachteil, beim Aufbau im Rahmen der Mengenlehre, wie er hier jedenfalls im
Hintergrund mitgedacht wird, recht starke zusätzliche Axiome der Mengenlehre
zu benötigen, die Existenz sogenannter „unerreichbarer Kardinalzahlen“.

Beispiel 16.1.6.7 (Homotopiekategorie der topologischen Räume). Wir betrach-
ten die Kategorie hTop aller topologischen Räume mit Homotopieklassen stetiger
Abbildungen als Morphismen, also

hTop(X, Y ) := Top(X, Y )/ '

Die Verknüpfung von Abbildungen kommt dabei von 16.1.5.8 her. Die Axiome
einer Kategorie sind offensichtlich erfüllt. Für die Menge der Homotopieklassen
von Abbildungen zwischen zwei Räumen ist auch die Notation hTop(X, Y ) =
[X, Y ] gebräuchlich.

Beispiel 16.1.6.8 (Kategorie der Mengen). Wir betrachten die Kategorie aller
Mengen Ens oder genauer die Kategorie

UEns

aller Mengen X ∈ U für ein vorgegebenes Mengensystem U. Ihre Objekte sind
beliebige Mengen X ∈ U. Für zwei Mengen X, Y ∈ U ist die Morphismenmenge
Ens(X, Y ) die Menge aller Abbildungen von X nach Y . Die Verknüpfung ordnet
jedem Paar (f, g) von Abbildungen ihre Komposition g◦f zu, und idX ∈ Ens(X)
ist schlicht die identische Abbildung idX(x) = x ∀x ∈ X .

Beispiel 16.1.6.9 (Kategorie der Gruppen). Wir betrachten die Kategorie Grp
aller Gruppen mit Gruppenhomomorphismen als Morphismen.

Definition 16.1.6.10. 1. Ein Morphismus f ∈ C(X, Y ) in einer Kategorie
heißt ein Isomorphismus oder Iso und als Adjektiv iso, wenn es einen Mor-
phismus g ∈ C(Y,X) gibt mit f ◦ g = idY und g ◦ f = idX . Wir notieren
Isomorphismen oft f : X

∼→ Y .
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2. Zwei Objekte X und Y einer Kategorie heißen isomorph, wenn es einen
Iso f : X

∼→ Y gibt. Man schreibt dann auch kurz X ∼= Y .

Beispiele 16.1.6.11. Isomorphismen in der Kategorie der Mengen nennt man Bi-
jektionen, Isomorphismen in der Kategorie der topologischen Räume Homöo-
morphismen, Isomorphismen in der Kategorie der Gruppen Isomorphismen von
Gruppen. Stetige Abbildungen, die Isomorphismen in der Homotopiekategorie
der topologischen Räume repräsentieren, heißen Homotopieäquivalenzen. Zwei
topologische Räume heißen homotopieäquivalent, wenn es eine Homotopieäqui-
valenz vom einen zum anderen gibt.

16.1.6.12. In der Linearen Algebra erklärt man oft Isomorphismen als „bijektive
Homomorphismen“. Das ist in meinen Augen didaktisch verwerflich, da es zwar
im Fall der Kategorien der Mengen, Gruppen, Vektorräume, Ringe und Körper
eine alternative Beschreibung der Isomorphismen im Sinne der Kategorientheorie
liefert, aber die korrekte Definition im Fall allgemeiner Kategorien nicht vorspurt,
sondern eher verdeckt.

16.1.6.13. Eine stetige Abbildung heißt nullhomotop, wenn sie homotop ist zu
einer einwertigen Abbildung alias konstanten Abbildung mit nichtleerem Bild,
wenn sie also in der Homotopiekategorie über den einpunktigen Raum faktori-
siert. Ein Raum X heißt zusammenziehbar, wenn er homotopieäquivalent ist zu
einem Punkt. Das ist gleichbedeutend dazu, daß die Identität auf X nullhomotop
ist.

16.1.6.14. Ausgeschrieben ist ein topologischer Raum X also zusammenziehbar
genau dann, wenn es einen Punkt x0 ∈ X und eine stetige Abbildung H : X ×
[0, 1]→ X gibt mit H(x, 0) = x0 und H(x, 1) = x für alle x ∈ X . Zum Beispiel
ist jede konvexe Menge D ⊂ Rn zusammenziehbar.

16.1.6.15. Eine Kategorie, in der jeder Morphismus ein Isomorphismus ist, heißt
ein Gruppoid. Man erklärt zu jedem topologischen Raum X das fundamentale
GruppoidW =WX =W(X). Seine Objekte sind die Punkte vonX , in Formeln
Ob(W) = X , und die MorphismenmengeW(x, y) besteht aus allen Homotopie-
klassen von Wegen mit Anfangspunkt x und Endpunkt y, in Formeln

W(x, y) := π1(X, x, y)

Die Verknüpfung von Morphismen ist das Aneinanderhängen von Wegen. Man
benutzt Lemma 16.1.2.19, um die Axiome einer Kategorie zu prüfen. Unsere Fun-
damentalgruppe π1(X, x) ist damit genau das Monoid der Endomorphismen des
Punktes x im fundamentalen Gruppoid, in Formeln π1(X, x) =WX(x).

Definition 16.1.6.16. Ein Funktor F : A → B von einer Kategorie A in eine
Kategorie B ist ein Datum bestehend aus:
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a. einer Abbildung F : ObA → ObB, X 7→ FX;

b. einer Abbildung F : A(X, Y )→ B(FX,FY ), f 7→ Ff für je zwei Objek-
te X, Y ∈ ObA,

derart, daß gilt:

1. F (f ◦ g) = (Ff) ◦ (Fg) für beliebige verknüpfbare Morphismen f und g
aus der Kategorie A;

2. F (idX) = idFX für jedes Objekt X ∈ A.

Ich nenne in diesem Zusammenhang A die Ausgangskategorie und B die Ziel-
kategorie des Funktors F .

16.1.6.17. Man gibt bei einem Funktor F meist nur die Abbildung X 7→ FX auf
den Objekten an in der Hoffnung, daß dadurch vom Leser erraten werden kann,
welche Abbildung f 7→ Ff auf den Morphismen gemeint ist.

Beispiel 16.1.6.18 (Die Fundamentalgruppe als Funktor). Man betrachte die
Kategorie Top∗ der bepunkteten topologischen Räume alias topologischen Räume
mit einem ausgezeichnetem Punkt, dem Basispunkt. Morphismen sind stetige
Abbildungen, die den ausgezeichnetem Punkt in den ausgezeichnetem Punkt über-
führen. Das Bilden der Fundamentalgruppe ist dann ein Funktor

π1 : Top∗ → Grp

Jedem bepunkteten Raum (X, x) ∈ Top∗ wird eine Gruppe π1(X, x) ∈ Grp zu-
geordnet und jeder stetigen basispunkterhaltenden Abbildung f : (X, x)→ (Y, y)
ein Gruppenhomomorphismus f] = π1(f) : π1(X, x) → π1(Y, y). Daß diese Da-
ten die Eigenschaften eines Funktors haben, steht in 16.1.2.26. Jetzt haben wir
allerdings den Ärger, daß für ein beliebig vorgegebenes Mengensystem U die
Fundamentalgruppe keineswegs einen Funktor π1 : UTop∗ → UGrp zu indu-
zieren braucht. Diesem Ärger kann man jedoch entgehen, indem man annimmt,
daß das zugrundeliegende Mengensystem ein „Universum“ im Sinne von 4.7.11.3
sein soll, vergleiche auch 4.7.11.6. Im weiteren will ich diese Feinheiten schlicht
ignorieren.

Beispiel 16.1.6.19 (Vorschub als Funktor der fundamentalen Gruppoide). Je-
de stetige Abbildung f : X → Y liefert einen Funktor zwischen den zugehörigen
fundamentalen Gruppoiden f] : W(X) → W(Y ), der ein Objekt x ∈ X auf das
Objekt f(x) ∈ Y abbildet und einen Morphismus [γ] auf den Morphismus [f ◦γ].

Beispiel 16.1.6.20 (Wegzusammenhangskomponenten als Funktor). Das Bil-
den der Menge der Wegzusammenhangskomponenten eines topologischen Raums
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ist ein Funktor π0 : Top → Ens. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y
ist dabei π0(f) : π0(X)→ π0(Y ) zu verstehen als die Abbildung, die jeder Weg-
zusammenhangskomponente Z ∈ π0(X) von X diejenige Wegzusammenhangs-
komponente W ∈ π0(Y ) von Y zuordnet, für die gilt f(Z) ⊂ W .

Vorschau 16.1.6.21. Man mag die Homotopiekategorie bepunkteter Räume be-
trachten mit bepunkteten Räumen als Objekten und Homotopieklassen für basis-
punkterhaltende Homotopie alias Homotopie relativ zum Basispunkt im Sinne von
16.1.5.2 als Morphismen. Wir notieren sie hTop∗. So wird die Fundamentalgrup-
pe, aufgefaßt als Funktor π1 : hTop∗ → Ens, dargestellt im Sinne von 4.7.10.7
durch die bepunktete Kreislinie. Die bepunktete Kreislinie kann im Übrigen ver-
sehen werden mit der Struktur eines „Gruppenobjekts“ in (hTop∗)opp im Sinne
von 9.1.2.1. Das liefert in diesem Kontext die Gruppenstruktur auf π1(X, x).

Übungen

Übung 16.1.6.22. Ein Morphismus f ∈ C(X, Y ) in einer Kategorie ist ein Isomor-
phismus genau dann, wenn es Morphismen g, h ∈ C(Y,X) gibt mit f ◦ g = idY
und h◦f = idX , und unter diesen Voraussetzungen gilt bereits g = h. Wir nennen
diesen Morphismus dann den inversen Morphismus zu f und notieren ihn f−1.

Übung 16.1.6.23. Gegeben Morphismen f ∈ C(X, Y ) und g ∈ C(Y,X) in einer
Kategorie derart, daß f ◦ g und g ◦ f Isomorphismen sind, müssen f und g bereits
selbst Isomorphismen sein.

Übung 16.1.6.24. Sei C eine Kategorie und f : X → Y ein Morphismus. Man
zeige, daß f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn das Vorschalten von f für
jedes weitere Objekt Z eine Bijektion C(Y, Z)

∼→ C(X,Z) induziert. Man zeige
dual, daß f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn das Nachsschalten von f für
jedes weitere Objekt Z eine Bijektion C(Z,X)

∼→ C(Z, Y ) induziert. Genauere
Aussagen in dieser Richtung macht das sogenannte Yoneda-Lemma 4.7.10.2.

Übung 16.1.6.25. Man zeige, daß eine stetige Abbildung Sn → X von einer
Sphäre in einen topologischen Raum X genau dann nullhomotop ist, wenn sie
sich stetig auf das Innere der Sphäre fortsetzen läßt.

Übung 16.1.6.26. Man zeige, daß eine stetige Abbildung f : S1 → C× genau
dann eine Homotopieäquivalenz ist, wenn sie einen Isomorphismus auf den Fun-
damentalgruppen π1(S1, 1)

∼→ π1(C×, f(1)) induziert.

Übung 16.1.6.27. Ist Y beliebig und X zusammenziehbar, so sind je zwei Abbil-
dungen f, g : Y → X homotop. Ist zusätzlich Y wegzusammenhängend, so sind
auch je zwei Abbildungen X → Y homotop.

Übung 16.1.6.28. Jeder zusammenziehbare Raum ist wegzusammenhängend.
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Übung 16.1.6.29. Die Einbettung Sn ↪→ Rn+1\0 ist eine Homotopieäquivalenz.
Allgemeiner zeige man, daß für jeden Punkt y ∈ Rn+1 und jedes r ≥ 0 mit
r + ‖y‖ < 1 die Einbettung Sn ↪→ Rn+1\A(y; r) eine Homotopieäquivalenz ist,
für A(y; r) = {x | ‖x − y‖ ≤ r} der abgeschlossene Ball. Ebenso zeige man,
daß für jeden Punkt y ∈ Rn+1 und jedes r > 0 mit r + ‖y‖ ≤ 1 die Einbettung
Sn ↪→ Rn+1\B(y; r) eine Homotopieäquivalenz ist.

Übung 16.1.6.30 (Funktoren erhalten Isomorphie). Ein Funktor bildet stets Iso-
morphismen auf Isomorphismen ab. Insbesondere haben isomorphe Objekte unter
einem Funktor stets isomorphe Bilder.

Übung 16.1.6.31. Homotope Abbildungen f, g : X → Y induzieren dieselben
Abbildungen auf der Menge der Wegzusammenhangskomponenten, in Formeln
f ∼= g ⇒ π0(f) = π0(g) : π0(X) → π0(Y ). Das Bilden der Menge der Wegzu-
sammenhangskomponenten liefert mithin sogar einen Funktor

π0 : hTop→ Ens

16.1.7 Homotopie und Fundamentalgruppe
16.1.7.1. Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen Fundamentalgruppe
und Homotopie. Zunächst interessieren wir uns dafür, wie die Fundamentalgruppe
vom Basispunkt abhängt. Falls es keinen Weg von x nach y gibt, haben π1(X, x)
und π1(X, y) nichts miteinander zu tun. Gibt es aber einen Weg, so erhalten wir
isomorphe Gruppen. Genauer gilt:

Satz 16.1.7.2 (Wechsel des Basispunkts). Gegeben Punkte x, y eines topologi-
schen Raums X liefert jeder stetige Weg γ von x nach y einen Isomorphismus

iγ : π1(X, x)
∼→ π1(X, y)

[α] 7→ [γ ∗ α ∗ γ̄]

16.1.7.3. Hier und im folgenden kürzen wir α ∗ (β ∗ γ) mit α ∗ β ∗ γ ab, für
verknüpfbare Wege α, β und γ. Wann immer wir diese Notation verwenden, wird
es eh nicht auf die Klammern ankommen, da wir Wege nur bis auf Homotopie
betrachten.

Beweis. α ' α′ ⇒ γ ∗ α ∗ γ̄ ' γ ∗ α′ ∗ γ̄ nach Lemma 16.1.2.19, also ist iγ
wohldefiniert. Wegen γ̄∗γ ' εx und γ∗γ̄ ' εy ist iγ̄ invers zu iγ und insbesondere
iγ eine Bijektion. Um zu prüfen, daß iγ auch ein Gruppenhomomorphismus ist,
rechnen wir

iγ([α] ∗ [β]) = [γ ∗ (α ∗ β) ∗ γ̄]
iγ([α]) ∗ iγ([β]) = [(γ ∗ α ∗ γ̄) ∗ (γ ∗ β ∗ γ̄)]
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und sehen, daß auf der rechten Seite in der oberen und unteren Zeile dieselbe
Homotopieklasse steht.

Alternativer Beweis in der Sprache der Kategorien. Ist γ : A
∼→ B ein Isomor-

phismus zwischen zwei Objekten einer Kategorie C, so erhalten wir offensichtlich
einen Isomorphismus zwischen den Monoiden der Endomorphismen unserer bei-
den Objekte

iγ : C(A)
∼→ C(B)

durch die Vorschrift iγ : α 7→ γαγ−1. Unser Satz 16.1.7.2 und sein Beweis spe-
zialisieren diese Erkenntnis auf den Fall des fundamentalen Gruppoids eines to-
pologischen Raums.

Satz 16.1.7.4 (Homotopie und Fundamentalgruppe). Seien stetige Abbildun-
gen f, g : X → Y gegeben und sei H eine Homotopie von f nach g. Sei x ∈ X
ein fest gewählter Basispunkt und bezeichne γ den Weg γ(t) = H(x, t) von f(x)
nach g(x). So gilt g] = iγ ◦ f], als da heißt, es kommutiert das Diagramm

π1(X, x)
f]−→ π1(Y, f(x))

‖ o ↓ iγ
π1(X, x)

g]−→ π1(Y, g(x))

Vorschau 16.1.7.5. Eine noch etwas allgemeinere und natürlichere Aussage dürfen
Sie als Übung 21.6.4.6 selbst zeigen: Jede Homotopie H : f ∼= g induziert eine
„Isotransformation“ H] : f]

∼⇒ g] zwischen den auf den fundamentalen Gruppoi-
den induzierten Funktoren.

Beweis. Es gilt zu zeigen γ̄ ∗ (g ◦ α) ∗ γ ' (f ◦ α) für alle α ∈ Ω(X, x). Es
reicht dazu, eine Homotopie γ̄ ∗ (g ◦α) ∗ γ ' ε ∗ (f ◦α) ∗ ε anzugeben. Zunächst
ist H ◦ α : [0, 1]2 → Y auf der unteren Kante f ◦ α, auf der oberen Kante
g ◦ α und auf der linken und rechten Kante γ. Weiter ist [0, 1]2 → Y gegeben
durch (t, τ) 7→ γ(tτ) auf der oberen und auf der rechten Kante γ, auf der unteren
und linken Kante dahingegen konstant f(x). Schließlich ist [0, 1]2 → Y gegeben
durch (t, τ) 7→ γ((1−t)τ) auf der der rechten Kante γ, auf der oberen Kante γ̄ und
auf der unteren und linken Kante konstant f(x). Setzen wir unsere drei Quadra-
te richtig nebeneinander, so verkleben unsere Abbildungen längs der senkrechten
Kanten zu einer stetigen Abbildung [0, 3]× [0, 1]→ Y und Umparametrisieren in
x-Richtung liefert die gesuchte Homotopie. Unsere Zwischenwege bestehen an-
schaulich darin, daß wir erst γ ein Stück weit gehen, dann das mit der Homotopie
deformierte f ◦ α herumgehen und anschließend wieder mit γ zurückgehen.

Korollar 16.1.7.6 (Fundamentalgruppen homotopieäquivalenter Räume). Je-
de Homotopieäquivalenz induziert Isomorphismen auf den Fundamentalgruppen.
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Jede nullhomotope Abbildung induziert die konstante Abbildung auf den Fun-
damentalgruppen. Die Fundamentalgruppe eines zusammenziehbaren Raums ist
trivial.

Beweis. Jede stetige Abbildung f : X → X , die homotop ist zur Identität, in-
duziert die Identität auf der Menge der Wegzusammenhangskomponenten. Das
folgt formal aus Übung 16.1.6.31 und ist auch so klar. Sie induziert auch Iso-
morphismen f] : π1(X, x)

∼→ π1(X, f(x)) nach unserem Satz 16.1.7.4 über Ho-
motopie und Fundamentalgruppe. Ist u : X → Y eine Homotopieäquivalenz,
so gibt es per definitionem eine Abbildung v : Y → X mit u ◦ v ' id und
v ◦ u ' id. Also liefern (u ◦ v)] = u] ◦ v] und (v ◦ u)] = v] ◦ u] Isomorphis-
men π1(X, x)

∼→ π1(X, v(u(x))) und π1(Y, y)
∼→ π1(Y, u(v(y))). Daraus folgt

aber sofort, daß v] : π1(Y, u(x)) → π1(X, v(u(x))) für alle x ∈ X injektiv und
surjektiv, mithin ein Isomorphismus sein muß. Ist y ∈ Y beliebig, so gibt es nach
16.1.6.31 einen Punkt x ∈ X und einen Weg γ von y nach u(x) und da offen-
sichtlich gilt v] ◦ iγ = iv◦γ ◦ v] : π1(Y, y) → π1(X, v(u(x))) muß schließlich
v] : π1(Y, y) → π1(X, v(y)) für alle y ∈ Y ein Isomorphismus sein. Die anderen
Aussagen des Korollars sind offensichtlich.

Beispiel 16.1.7.7 (Fundamentalgruppe der punktierten Ebene). Wir können
nun ein weiteres Mal beweisen, daß die Fundamentalgruppe des Komplements ei-
nes Punktes in der Ebene zu Z isomorph ist: Die Einbettung S1 ↪→ C× ist nämlich
nach Übung 16.1.6.29 eine Homotopieäquivalenz und induziert folglich einen
Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen. In derselben Weise folgt, daß für
x 6= z zwei Punkte der komplexen Zahlenebene C der Weg t 7→ z + x exp(2πit)
einen Erzeuger von π1(C\z, x) repräsentiert.

16.1.7.8. Gegeben γ : [0, 1]→ C ein geschlossener Weg in der komplexen Zahle-
nebene und z ∈ C\γ([0, 1]) ein Punkt, der nicht auf besagtem Weg liegt, erklären
wir die Umlaufzahl

Um(γ, z)

von unserem Weg γ um unseren Punkt z als diejenige ganze Zahl n ∈ Z, für die γ
als Weg in C\z homotop ist zum Weg t 7→ z + (γ(0)− z) exp(2πint). Nach dem
vorhergehenden gibt es stets genau eine solche Zahl.

Proposition 16.1.7.9 (Stetigkeit der Umlaufzahl). Gegeben ein geschlossener
Weg γ : [0, 1] → C in der komplexen Zahlenebene liefert die Umlaufzahl eine
stetige Abbildung C\γ([0, 1]) → Z, z 7→ Um(γ, z), die auf der unbeschränkten
Zusammenhangskomponente von C\γ([0, 1]) verschwindet.

Beweis. Gegeben eine offene Kreischeibe von endlichem Radius D ⊂◦ C und
z ∈ D ist C\D ↪→ C\z eine Homotopieäquivalenz und induziert folglich einen
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In jede Zusammenhangskomponente aus dem Komplement des hier gezeichneten
Weges habe ich hier die Umlaufzahl des besagten Weges um einen und jeden

Punkt aus besagter Zusammenhangskomponente geschrieben.
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Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen. Trifft unser geschlossener Weg γ
die Kreisscheibe D nicht und ist zusätzlich der Durchmesser von D kleiner als
der Abstand vonD zu γ(0), so kann die Umlaufzahl Um(γ, z) mithin beschrieben
werden als diejenige ganze Zahl n ∈ Z, für die γ als Weg in C\D homotop ist
zum Weg t 7→ z + (γ(0) − z) exp(2πint). Alle diese Wege für verschiedene
z ∈ D sind jedoch offensichtlich zueinander homotop in C\D. Das zeigt, daß die
Umlaufzahl von γ um alle Punkte von D dieselbe sein muß. Liegt schließlich z
außerhalb einer Kreisscheibe K, die das Bild unseres Weges umfaßt, so ist unser
Weg in K und erst recht in C\z zusammenziehbar und muß um z die Umlaufzahl
Null haben.

Satz* 16.1.7.10 (Umlaufzahlen kreuzungsfreier Wege in der Ebene). Ein ge-
schlossener Weg in der punktierten Ebene γ : [0, 1]→ C×, der in der Fundamen-
talgruppe π1(C×, 1) weder das neutrale Element noch einen Erzeuger repräsen-
tiert, kann nicht auf (0, 1] injektiv sein.

16.1.7.11. Einen alternativen Beweis, der auch höherdimensionale Analoga unse-
rer Aussage zeigt, geben wir in 19.4.10.26.

Beweis. Repräsentiert ein Weg γ : [0, 1] → C× das n-fache eines Erzeugers
der Fundamentalgruppe und gilt n 6= 0, so können wir nach 16.1.3.10 einen Lift
γ̃ : [0, 1] → C finden alias eine stetige Abbildung mit Exp ◦γ̃ = γ, und dann ist
α : [0, 1]→ C× mit α(t) = Exp ◦γ̃(t/n) ein geschlossener Weg mit γ(t) = α(t)n

für alle t. Induzierte nun γ eine Einbettung γ̂ : S1 ↪→ C×, so hätte die von α
induzierte Abbildung α̂ : S1 ↪→ C× die Eigenschaft z 6= w ⇒ α̂(z) 6= ζα̂(w) für
jede n-te Einheitswurzel ζ 6= 1. Wir erhielten mithin für jede n-te Einheitswurzel
ζ 6= 1 eine stetige Abbildung

ϕ = ϕζ : S1 × S1 → C×

durch die Vorschrift ϕ(z, w) = α̂(z)− ζα̂(w). Nun betrachten wir das Diagramm

S1

(id,1)

$$HHHHHHHHH

S1 (id,id) // S1 × S1 ϕ // C×

S1
(1,id)

::vvvvvvvvvv

Ich behaupte, daß darin alle drei Kompositionen Homotopieäquivalenzen sind ali-
as, nach Übung 16.1.6.26 gleichbedeutend, daß sie Isomorphismen auf den Fun-
damentalgruppen induzieren. Zunächst induziert nach Konstruktion α̂ : S1 → C×
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Ein geschlossener Weg in der punktierten Ebene mit Umlaufzahl Drei um den als
Kreuz eingezeichneten Punkt, der „so injektiv ist wie irgend möglich“.
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einen Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen und ist also eine Homoto-
pieäquivalenz. Dasselbe gilt für die mittlere Komposition z 7→ (1 − ζ)α̂(z),
denn sie ist zu α̂ homotop. Die obere Komposition hinwiederum ist homotop zu
z 7→ α̂(z)−ζα̂(w) für alle w ∈ S1. Wählen wir w0 mit |α̂(w0)| kleinstmöglich, so
liegt ζα̂(w0) in derselben Komponente von C\α̂(S1) wie der Ursprung. Aus der
Stetigkeit der Umlaufzahl 16.1.7.9 folgt Um(α, ζα̂(w0)) = Um(α, 0) = 1 und
damit ist z 7→ α̂(z)− ζα̂(w) eine Homotopieäquivalenz erst für w = w0 und dann
für alle w, insbesondere auch für w = 1. Für die untere Komposition argumentiert
man genauso, also haben wir in der Tat drei Homotopieäquivalenzen vor uns. Das
aber widerspricht der Tatsache, daß nach 16.1.4.8 für c ∈ π1(S1, 1) gilt

(id, 1)]c+ (1, id)]c = (id, id)]c

und damit ϕ](id, 1)]c + ϕ](1, id)]c = ϕ](id, id)]c in π1(C×, 1) im Widerspruch
dazu, daß für jeden Erzeuger c von π1(S1, 1) alle diese drei Elemente nach dem
bereits Bewiesenen Erzeuger von π1(C×, 1) sein müssen.

Proposition* 16.1.7.12 (Schleifenfüllende Komplemente). Sei V ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum und W ⊂ V ein Teilraum der Kodimension zwei.
So ist für I ( W eine echte Teilmenge das Komplement V \I schleifenfüllend, für
alle Punkte ∗ unseres Komplements gilt also in Formeln

π1(V \I, ∗) = 1

Beweis. Den Fall I ⊂∧ W haben Sie bereits in 16.1.2.28 behandelt. Um das im
allgemeinen zu sehen, dürfen wir V = C×Y annehmen mit einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum Y und W = 0× Y . Es gilt für irgendeinen Basispunkt ∗ zu
zeigen, daß gilt π1(V \I, ∗) = 1, etwa für den Basispunkt ∗ := (1, 0). Es reicht zu
zeigen, daß jeder geschlossene Weg von ∗ nach ∗ homotop ist in V \W , denn die
Abbildung π1(V \W, ∗) → π1(V \I, ∗) ist sicher konstant. Es reicht also zu zei-
gen, daß jeder Weg γ ∈ Ω(V \I, ∗), derW trifft, homotop ist zum konstanten Weg.
Wir schreiben dazu γ(t) = (z(t), y(t)). Auf U := {t ∈ [0, 1] | z(t) 6= 0} können
wir dann ϕ : U → S1 erklären durch ϕ(t) = z(t)/|z(t)|. Nun gilt U ⊂◦ [0, 1]
und 0, 1 ∈ U , aber nach Annahme U 6= [0, 1]. Mithin existiert ein stetiger Lift
ϕ̃ : U → iR mit ϕ̃(0) = ϕ̃(1) = 0 und ϕ(t) = exp(ϕ̃(t)) für alle t ∈ U . Es gilt
also z(t) = exp(ϕ̃(t))|z(t)| für alle t ∈ U . Jetzt erklären wir h : [0, 1]2 → V \I
durch die Vorschrift

h(t, τ) =

{
(exp(ϕ̃(τt))|z(t)|, y(t)) falls t ∈ U,

(0, y(t)) sonst.

Diese Abbildung ist sicher stetig an allen Stellen (t, τ) mit t ∈ U . An Stellen
(t, τ) mit t 6∈ U kann man die Stetigkeit aber auch zeigen, da in einer Umgebung
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von t 6∈ U unser |z(t)| sehr klein sein muß. Damit ist h(t, τ) eine Homotopie in
V \I zwischen unserem Weg γ und dem Weg t 7→ (|z(t)|, y(t)), der seinerseits
offensichtlich in V \I zusammenziehbar ist.

Übungen

Ergänzende Übung 16.1.7.13. Feiner liefert der Beweis von 16.1.7.10 bei Be-
trachtung aller n-ten Einheitwurzeln ζ 6= 1, daß der in gewisser Weise die Zahl
der Selbstüberkreuzungen messende Ausdruck

∑
p∈γ[0,1](|γ−1(p)|−1) mindestens

so groß sein muß wie der Betrag der Umlaufzahl. Das mag der Leser zur Übung
ausarbeiten.

Übung 16.1.7.14. Für die Basispunktwechselisomorphismen iγ aus 16.1.7.2 zeige
man: Homotope Wege liefern denselben Isomorphismus, in Formeln γ ' δ ⇒
iγ = iδ. Außerdem gilt iγ∗δ = iγ ◦ iδ für verknüpfbare Wege γ, δ, für γ ein Weg
von x zu sich selbst ist iγ = int γ die Konjugation mit γ, und für den konstanten
Weg ε = εx ist speziell iε die Identität auf π1(X, x).

Übung 16.1.7.15 (Fundamentalgruppe und freie Homotopie). Gegeben ein be-
punkteter wegzusammenhängender Raum (X, x) zeige man, daß die Abbildung
Ω(X, x) → hTop(S1, X), die jedem geschlossenen Weg γ : [0, 1] → X die
Homotopieklasse der induzierten Abbildung γ̃ : S1 → X zuordnet, eine Bijek-
tion zwischen der Menge der Konjugationsklassen in π1(X, x) und hTop(S1, X)
induziert.

Übung 16.1.7.16 (Fundamentalsatz der Algebra). Man zeige den Fundamen-
talsatz der Algebra mit den hier entwickelten Methoden. Man zeige also in ande-
ren Worten, daß jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen Koeffizienten eine
Nullstelle hat. Hinweis: Hat unsere Polynomfunktion P : C→ C keine Nullstelle,
so sind die Abbildungen Pτ : S1 → C×, z 7→ P (τz) alle homotop zur konstanten
Abbildung P0.

Übung 16.1.7.17. Man zeige, daß die Fundamentalgruppe des Komplements ei-
ner Gerade im R3 isomorph ist zu Z. Man zeige, daß die Fundamentalgruppe des
Raums, der entsteht, wenn man aus dem R3 die z-Achse sowie den Einheitskreis
in der xy-Ebene herausnimmt, isomorph ist zu Z × Z. Hinweis: 16.1.4.8. Even-
tuell benötigte Homotopien sollen anschaulich plausibel gemacht werden, eine
formelhafte Ausarbeitung ist nicht gefordert.

16.1.8 Abelisierte Fundamentalgruppe*
Definition 16.1.8.1. Gegeben eine Gruppe G definiert man ihren maximalen
kommutativen Quotienten, auch genannt ihre Abelisierung, als den Quotien-
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ten
Gab := G/(G,G)

nach dem Normalteiler (G,G) ⊂ G, der von allen Kommutatoren ghg−1h−1 mit
g, h ∈ G erzeugt wird. Die Untergruppe (G,G) heißt im übrigen die derivierte
Gruppe von G.

16.1.8.2 (Diskussion der Notation). Die Notation (G,G) geht zurück auf die in
der Gruppentheorie übliche Notation ghg−1h−1 = : (g, h) für den Kommutator.
Im Sinne unserer allgemeinen Konvention 2.2.1.3 sollte natürlich (G,G) eigent-
lich nur die Menge aller Kommutatoren aus G bezeichnen und der davon erzeugte
Normalteiler sollte 〈〈(G,G)〉〉 notiert werden. Da aber letzteres Konzept soviel
häufiger vorkommt, ist es üblich, hier eine Ausnahme zu machen und mit (G,G)
kurzerhand den von den Kommutatoren erzeugten Normalteiler zu bezeichnen,
der nebenbei bemerkt mit der von den Kommutatoren erzeugten Untergruppe
übereinstimmt.

Lemma 16.1.8.3 (Universelle Eigenschaft der Abelisierung). Für jede Gruppe
G ist ihre Abelisierung Gab eine abelsche Gruppe, und jeder Morphismus von G
in eine abelsche Gruppe faktorisiert über Gab. In Formeln liefert also für jede
abelsche Gruppe A das Verknüpfen mit der Projektion G� Gab eine Bijektion

Grp(Gab, A)
∼→ Grp(G,A)

Beweis. Dem Leser überlassen.

16.1.8.4. Ist X ein wegzusammenhängender Raum und sind x, y ∈ X Punkte,
so liefern nach 16.1.7.2 je zwei Wege γ von x nach y denselben Isomorphismus
iγ : π1(X, x)ab ∼→ π1(X, y)ab, den wir dann auch iyx nennen dürfen, und für je
drei Punkte x, y, z gilt izx = izyiyx. Folglich können wir für jeden wegzusam-
menhängenden Raum X die basispunktfreie abelisierte Fundamentalgruppe
erklären als die Untergruppe

π1(X)ab ⊂
∏
x∈X

π1(X, x)ab

aller Tupel (αx)x∈X mit iyx(αx) = (αy) für alle x, y ∈ X . Die Projektion auf
den entsprechenden Faktor liefert dann für jeden Punkt einen kanonischen Iso-
morphismus π1(X)ab ∼→ π1(X, x)ab. Sind alle Fundamentalgruppen eh abelsch,
so schreiben wir statt π1(X)ab auch kürzer π1(X). Ist weiter f : X → Y eine
stetige Abbildung von wegzusammenhängenden Räumen, so gibt es genau einen
Gruppenhomomorphismus f] : π1(X)ab → π1(Y )ab, der für alle x ∈ X mit
unseren f] : π1(X, x) → π1(Y, f(x)) verträglich ist in der hoffentlich offensicht-
lichen Weise. Wir erhalten so einen Funktor X 7→ π1(X)ab von der Kategorie der
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wegzusammenhängenden topologischen Räume in die Kategorie der abelschen
Gruppen.

Vorschau 16.1.8.5 (Umlaufzahl und Orientierung). Wir betrachten die Kate-
gorie ModR(2)× mit zweidimensionalen reellen Vektorräumen als Objekten und
Vektorraumisomorphismen als Morphismen. Wir erhalten einen Funktor

dreh : ModR(2)× → Ens

durch die Vorschrift, daß wir jedem zweidimensionalen reellen Vektorraum V die
Menge der beiden Erzeuger der basispunktfreien abelisierten Fundamentalgruppe
π1(V \0)ab des Komplements des Ursprungs zuordnen. Andererseits erinnern wir
den Funktor or : ModR(2)× → Ens aus 3.6.5.3, der jedem zweidimensionalen
reellen Vektorraum die Menge seiner beiden Orientierungen zuordnet. Es gibt nun
offensichtlich genau zwei Transformationen or⇒ dreh und ebenso offensichtlich
sind sie beide Isotransformationen. Wir vereinbaren, daß wir von nun an diejenige
dieser beiden Transformationen als die Standardtransformation

std : or
∼⇒ dreh

auszeichnen, die unserer Standardorientierung von C vermittels der angeordneten
Basis (1, i) den durch t 7→ exp(2πit) repräsentierten Erzeuger der Fundamental-
gruppe von C\0 zuordnet. Mit dem durch eine Orientierung gegebenen Dreh-
sinn meinen wir den durch diese Standardtransformation unserer Orientierung
zugeordneten Drehsinn.

16.1.9 Selbsthomotopien der Kreislinie
Satz 16.1.9.1 (Selbstabbildungen der Kreislinie bis auf Homotopie). Man er-
hält eine Bijektion zwischen der Menge der ganzen Zahlen und der Menge aller
Homotopieklassen von Selbstabbildungen der Kreislinie, indem man jeder ganzen
Zahl n ∈ Z die Homotopieklasse des n-fachen Potenzierens S1 → S1, z 7→ zn

zuordnet. In Formeln haben wir also eine Bijektion

Z ∼→ hTop(S1, S1)
n 7→ [z 7→ zn]

16.1.9.2. Mit dem Abbildungsgrad grad(f) einer stetigen Selbstabbildung der
Kreislinie f : S1 → S1 meint man das Urbild ihrer Homotopieklasse unter dieser
Bijektion. In anderen Worten ist also der Abbildungsgrad einer stetigen Selbst-
abbildung f : S1 → S1 diejenige ganze Zahl n ∈ Z, für die f homotop ist zu
z 7→ zn. In 17.4.3.13 führen wir allgemeiner den Abbildungsgrad stetiger Ab-
bildungen zwischen „kompakten orientierten zusammenhängenden Mannigfaltig-
keiten derselben Dimension“ ein.



2634 KAPITEL 16. FUNDAMENTALGRUPPE UND ÜBERLAGERUNG

16.1.9.3. Eine Selbstabbildung der Kreislinie, die nicht surjektiv ist, ist nullhomo-
top. Eine nicht nullhomotope Selbstabbildung der Kreislinie muß also surjektiv
sein.

Beweis. Das folgt sofort aus Übung 16.1.7.15 über den Zusammenhang zwischen
freier Homotopie geschlossener Wege und Fundamentalgruppe.

Zweiter Beweis. Wir konstruieren explizit eine Inverse zur Zuordnung aus unse-
rem Satz. Dazu erinnern wir an unsere Abbildung Exp : R→ S1, t 7→ exp(2πit).
Sei f : S1 → S1 stetig. Da wir den Begriff des Abbildungsgrads eben schon ver-
geben haben, erklären wir nur für diesen Beweis die Ganghöhe gh(f) ∈ Z von f
durch die Formel gh(f) = f̃(1)− f̃(0), wo f̃ : [0, 1]→ R ein beliebiger Lift von
f ◦ Exp : [0, 1] → S1 ist, als da heißt eine Abbildung derart, daß das folgende
Diagramm kommutiert:

[0, 1]
f̃−→ R

Exp ↓ ↓ Exp

S1 f−→ S1

Nach 16.1.3.6 gibt es stets solch ein f̃ und es ist sogar eindeutig bis auf eine
additive Konstante aus Z. Folglich ist die Ganghöhe gh(f) wohldefiniert.

Lemma 16.1.9.4. Genau dann sind zwei Selbstabbildungen der Kreislinie homo-
top, wenn sie dieselbe Ganghöhe haben.

Beweis. Seien f, g : S1 → S1 gegeben und sei H : S1 × [0, 1] → S1 eine
Homotopie von f nach g. Nach unseren Erkenntnissen 16.1.3.7 zum Liften von
auf dem Einheitsquadrat definierten Abbildungen finden wir H̃ : [0, 1]× [0, 1]→
R derart, daß folgendes Diagramm kommutiert:

[0, 1]× [0, 1]
H̃−→ R

Exp× id ↓ ↓ Exp

S1 × [0, 1]
H−→ S1

Es folgt H̃(0, τ)− H̃(1, τ) ∈ Z ∀τ , mithin ist diese Abbildung konstant und wir
erhalten gh(f) = gh(g). Also haben homotope Selbstabbildungen der Kreislinie
dieselbe Ganghöhe. Seien umgekehrt f, g : S1 → S1 zwei stetige Selbstabbildun-
gen der Kreislinie mit derselben Ganghöhe. Es gilt zu zeigen, daß sie homotop
sind. Seien dazu f̃, g̃ : [0, 1] → R gewählt wie in der Definition der Ganghöhe.
Wir erklären H̃ : [0, 1]× [0, 1]→ R durch die Vorschrift

H̃(t, τ) = (1− τ)f̃(t) + τ g̃(t)
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Eine Selbstabbildung der Kreislinie vom Abbildungsgrad (−3).
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Aus gh(f) = gh(g) folgt nun H̃(0, τ)+ gh(f) = H̃(1, τ), also (Exp ◦H̃)(0, τ) =
(Exp ◦H̃)(1, τ) für alle τ . Folglich gibt es eine Abbildung von Mengen H wie in
der unteren Zeile des obigen Diagramms derart, daß das Diagramm kommutiert.
Da Exp× id : [0, 1] × [0, 1] → S1 × [0, 1] nach 15.1.7.17 final ist, ist H sogar
stetig. Das ist dann die gesuchte Homotopie von f nach g.

Nach Lemma 16.1.9.4 liefert unsere Ganghöhe eine Injektion

gh : hTop(S1, S1) ↪→ Z

Aus den Definitionen folgt mühelos, daß z 7→ zn die Ganghöhe n hat. Der Satz
ist bewiesen und wir haben zusätzlich gezeigt, daß der Abbildungsgrad mit der
Ganghöhe übereinstimmt, in Formeln grad(f) = gh(f).

16.1.9.5. Wir nennen eine Abbildung f gerade beziehungsweise ungerade, wenn
gilt f(−x) = f(x) beziehungsweise f(−x) = −f(x) für alle x, und das in großer
Allgemeinheit und einem vorsätzlich offen gelassenen Kontext.

Proposition 16.1.9.6. Jede stetige ungerade Selbstabbildung der Kreislinie hat
ungeraden Abbildungsgrad und ist insbesondere nie nullhomotop.

16.1.9.7 (Versuch einer Veranschaulichung). Sei f : S1 → S1 unsere stetige
ungerade Selbstabbildung der Kreislinie. Das Urbild

Γ̃ := {(x, y) ∈ R2 | Exp(y) = f(Exp(x))}

des Graphen von f unter Exp×Exp ist dann stabil unter der Verschiebung mit
den Vektoren±(1, 0),±(0, 1) und±(1/2, 1/2) und zu jedem x haben je zwei y, z
mit (x, y), (x, z) ∈ Γ̃ ganzzahlige Differenz y − z ∈ Z.

Beweis. In Formeln gilt es zu zeigen, daß für f : S1 → S1 stetig mit f(−x) =
−f(x) ∀x der Abbildungsgrad von f notwendig ungerade ist. Nach 16.1.3.6 fin-
den wir stets f̃ : R→ R stetig derart, daß folgendes Diagramm kommutiert:

R f̃−→ R
Exp ↓ ↓ Exp

S1 f−→ S1

Aus f(−x) = −f(x) folgt f̃(t + 1
2
) ∈ f̃(t) + 1

2
+ Z für alle t, es gibt also ein

k ∈ Z mit f̃(t+ 1
2
) = f̃(t) + 1

2
+ k ∀t ∈ R. Wir erhalten insbesondere

f̃(1) = f̃(1
2
) + 1

2
+ k

= f̃(0) + 1 + 2k

und folglich grad(f) = gh(f) = 1 + 2k.
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Satz 16.1.9.8 (Borsuk-Ulam). Jede stetige ungerade Abbildung von der Kugel-
schale in die Ebene hat eine Nullstelle.

16.1.9.9. Versuchen wir einmal, uns das vorzustellen. Eine ungerade Abbildung
f1 : S2 → R, die nicht identisch verschwindet, nimmt an einer Stelle einen po-
sitiven Wert an und gegenüber einen negativen Wert. Denken wir uns ihre Null-
stellenmenge als die Menge der Punkte auf einem Globus, an denen Land ist und
nicht Meer, so könnten wir nicht mit einem Schiff vom Norpol zum Südpol se-
geln. Es ist dann zumindest anschaulich klar, daß es auf unserer Landmasse zwei
gegenüberliegende Städte geben sollte derart, daß wir trockenen Fußes von der
einen zur anderen wandern können, mit beliebig kleiner positiv vorgegebener er-
laubter Schrittweite. Hätten wir nun eine zweite ungerade Funktion f2 und hätten
f1, f2 keine gemeinsame Nullstelle, so könnten wir von einer dieser Städte zur
anderen gehen ohne Nullstellen von f2 zu treffen. Das stünde jedoch im Wider-
spruch zur Stetigkeit von f2. Ein ähnliches Resultat wird in 17.7.4.10 diskutiert.
Diese Überlegungen mögen den Satz anschaulicher machen, dürfen aber nicht als
Beweisskizze geschweige denn als Beweis mißverstanden werden.

Beweis. Gegeben f : S2 → R2 stetig mit f(−x) = −f(x) ∀x ∈ S2 gilt es zu zei-
gen, daß ein x ∈ S2 existiert mit f(x) = 0. Sonst wäre jedoch x 7→ f(x)/‖f(x)‖
eine stetige ungerade Abbildung g : S2 → S1. Die Einschränkung von g auf
den Äquator S1 ⊂ S2 wäre also nicht nullhomotop nach Proposition 16.1.9.6,
aber sie faktorisiert über die zusammenziehbare nördliche Hemisphäre S2

+ ⊂ S2.
Widerspruch!

Korollar 16.1.9.10 (Das Plattdrücken einer Kugelschale ist nie injektiv). Für
jede stetige Abbildung der Kugelschale in die Ebene gibt es sogar ein Paar von
gegenüberliegenden Punkten der Kugelschale, die auf denselben Punkt der Ebene
abgebildet werden.

16.1.9.11. Daß eine stetige Abbildung von der Kugelschale in die Ebene nie in-
jektiv sein kann, ist Ihnen hoffentlich anschaulich sofort klar. Ich kenne jedoch
keinen einfacheren Beweis.

Beweis. Sei h : S2 → R2 unsere stetige Abbildung. Gäbe es kein x ∈ S2 mit
h(x) = h(−x), so wäre f : S2 → R2, f(x) = h(x)− h(−x) stetig und ungerade
ohne Nullstelle, im Widerspruch zum Satz 16.1.9.8 Borsuk-Ulam.

Korollar 16.1.9.12 (Satz vom Butterbrot mit Schinken). Gegeben drei kompak-
te Teilmengen des Raums gibt es stets eine Ebene, die sie alle drei in jeweils zwei
volumengleiche Teile teilt.
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16.1.9.13. Ist also ein Butterbrot mit Schinken gegeben und betrachtet man die
Mengen der Punkte des Raums, an denen sich Schinken beziehungsweise Butter
beziehungsweise Brot befindet, so kann man mit einem Schnitt das Brot so teilen,
daß zwei Hungrige jeweils gleichviel sowohl vom Schinken, als auch von der
Butter als auch vom Brot erhalten.

Beweis. Um dieses Korollar zu beweisen, formulieren wir es zunächst einmal um.
Seien A,B,C ⊂ R3 unsere drei Kompakta. Sicher finden wir eine stetige Abbil-
dung α : S2 → R derart, daß für alle x ∈ S2 die Ebene durch den Punkt α(x)x
mit Normalenvektor x die Menge A halbiert: Hat A nicht Volumen Null, so ord-
nen wir zum Beispiel jedem x das maximal mögliche α(x) zu, sonst dürfen wir
α(x) eh beliebig wählen. Sicher dürfen wir weiter sogar α ungerade annehmen,
indem wir sonst α durch (α(x) − α(−x))/2 ersetzen. Ebenso finden wir stetige
ungerade β, γ : S2 → R fürB und C, und es gilt zu zeigen, daß wir x ∈ S2 finden
mit α(x) = β(x) = γ(x). Nach dem Satz 16.1.9.8 von Borsuk-Ulam hat aber je-
de stetige ungerade Abbildung von der Kugelschale in die Ebene eine Nullstelle,
insbesondere also auch die Abbildung

f : S2 → R2

x 7→ (α(x)− β(x), β(x)− γ(x))

Korollar* 16.1.9.14 (Lusternik-Schnirelmann). Gegeben eine Überdeckung der
Kugelschale durch drei abgeschlossene Teilmengen enthält mindestens eine unse-
rer drei Mengen ein Paar von gegenüberliegenden Punkten.

Beweis. Wäre S2 = A1 ∪ A2 ∪ A3 ein Gegenbeispiel, so könnten wir stetige
ungerade Funktionen fi : S2 → R finden mit fi(x) = 1 für x ∈ Ai, zum Beispiel
indem wir mit den Funktionen d(Ai, ) spielen, oder indem wir nach Tietze’s
Erweiterungslemma 15.3.1.5 eine stetige Funktion gi finden mit gi(±x) = ±1 für
x ∈ Ai und dann fi(y) = (gi(y)− gi(−y))/2 setzen für alle y. Dann könnten wir
den Satz von Borsuk-Ulam 16.1.9.8 anwenden auf f = (f1, f2) : S2 → R2 und
fänden x ∈ S2 mit ±x 6∈ A1, ±x 6∈ A2, also notwendig x,−x ∈ A3.

Übungen

Übung 16.1.9.15. Sei f : S1 → S1 stetig. Für alle z ∈ S1 enthält f−1(z) mindes-
tens | grad f | Punkte.

Übung 16.1.9.16. Sei f : S1 → S1 stetig, z ∈ S1. So kommutiert das Diagramm

π1(S1, z)
f]−→ π1(S1, f(z))

Um ↓ ↓ Um

Z (grad f)·−→ Z
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wo in der unteren Horizontale die Multiplikation mit (grad f) gemeint ist. Hin-
weis: Man ziehe sich auf den Fall f(z) = zn zurück.
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16.2 Beschreibung einiger Fundamentalgruppen

16.2.1 Produkte und Koprodukte in Kategorien
Definition 16.2.1.1. Seien C eine Kategorie undA,B Objekte von C. Ein Produkt
vonA undB ist ein Datum (P, p, q) bestehend aus (1) einem Objekt P ∈ C und (2)
Morphismen p : P → A und q : P → B, den sogenannten Projektionen, derart
daß gilt: Ist T ∈ C ein Objekt und sind f : T → A, g : T → B Morphismen,
so gibt es genau einen Morphismus h : T → P mit p ◦ h = f und q ◦ h = g.
Wir notieren diesen Morphismus dann h = (f, g) oder, ganz pedantisch und wenn
wir ihn von den Morphismen aus einem Koprodukt absetzen wollen, als Spalte
h = (f, g)>.

Beispiele 16.2.1.2. In der Kategorie der Mengen ist P = A × B mit p, q den
üblichen Projektionsabbildungen ein Produkt von A und B. Dasselbe gilt in der
Kategorie der topologischen Räume, wenn wir A × B mit der Produkttopologie
versehen.
16.2.1.3 (Eindeutigkeit von Produkten). Produkte in Kategorien sind im we-
sentlichen eindeutig, falls sie existieren. Sind genauer (P, p, q) und (P̃, p̃, q̃) zwei
mögliche Produkte der Objekte A und B, so gibt es aufgrund der universellen Ei-
genschaft von P genau ein h : P̃ → P mit p ◦ h = p̃ und q ◦ h = q̃ und ebenso
genau ein h̃ : P → P̃ mit p̃ ◦ d̃ = p und q̃ ◦ h̃ = q. Weiter gibt es auch genau ein
i : P → P mit p ◦ i = p und q ◦ i = q, und da sowohl i = id als auch i = h ◦ h̃
diese Bedingung erfüllen, folgt h ◦ h̃ = id. Ebenso erhalten wir h̃ ◦h = id, mithin
sind c und d zueinander inverse Isomorphismen. Aufgrund dieser Eindeutigkeit
sprechen wir ab jetzt meist von dem Produkt und notieren es

(A×B, prA, prB)

Sind schließlich Morphismen u : A→ X , v : B → Y gegeben und existieren die
Produkte A×B und X × Y , so benutzen wir die Abkürzung (u ◦ prA, v ◦ prB) =
u× v und nennen diesen Morphismus den Produktmorphismus

u× v : A×B → X × Y

16.2.1.4. Analoge Definitionen sind auch für größere Familien von Objekten ein-
und derselben Kategorie sinnvoll, vergleiche 4.7.7.8.
Beispiel 16.2.1.5. Für jede Kategorie C bildet man die opponierte Kategorie Copp

wie folgt: Man setzt

Ob Copp := Ob C und Copp(A,B) := C(B,A)

und erklärt die Verknüpfung von Morphismen in Copp wie folgt: Man notiert einen
Morphismus f als f ◦, wenn er in der opponierten Kategorie aufgefaßt werden soll,
und setzt g◦ ◦ f ◦ := (f ◦ g)◦.
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16.2.1.6. Produkte in der opponierten Kategorie heißen „Koprodukte“. Im folgen-
den sprechen wir diese Definition gleich für Familien explizit aus.

Definition 16.2.1.7. Sei C eine Kategorie und (Ai)i∈I eine Familie von Objekten
aus C. Ein Koprodukt der Ai ist ein Datum (K, (ini)i∈I) bestehend aus einem
Objekt K ∈ C und Morphismen ini : Ai → K derart, daß gilt: Ist T ∈ C ein
Objekt und sind fi : Ai → T Morphismen, so gibt es genau einen Morphismus
f : K → T mit f ◦ ini = fi ∀i ∈ I . Wir notieren diesen Morphismus dann auch
(fi)i∈I und hoffen, daß der Leser aus dem Kontext erschließen kann, wann damit
ein Morphismus aus einem Koprodukt und wann ein Morphismus in ein Produkt
gemeint ist. Wenn es drauf ankommt, mag ein Morphismus in ein Produkt eben
als Spalte mit einem hochgestellten > notiert werden und ein Morphismus aus
einem Koprodukt als Zeile. Wir notieren Koprodukte

⊔
i∈I Ai, bei endlich vielen

Faktoren auch A1 t . . . t An.

Beispiele 16.2.1.8. In der Kategorie der Mengen ist das Koprodukt die disjunk-
te Vereinigung

⊔
i∈I Ai, vergleiche 4.7.7.17. In der Kategorie der topologischen

Räume gilt dasselbe. Kategorie der bepunkteten topologischen Räume ist das Ko-
produkt die Einpunktverbindung

∨
i∈I Ai =

⊔
Ai/ ∼, wo die Äquivalenzrelati-

on ∼ dadurch erklärt sei, daß alle Basispunkte der verschiedenen Ai unter ∼ eine
Äquivalenzklasse bilden und die anderen Äquivalenzklassen einelementig sind.

Definition 16.2.1.9. Ein Funktor F : A → B heißt verträglich mit beliebigen
Produkten genau dann, wenn für jedes Produkt (P, (pi)i∈I) einer Familie (Ai)i∈I
von Objekten von A das Datum (F (P ), (F (pi))i∈I) ein Produkt in B der Fami-
lie (F (Ai))i∈I ist. Gilt das nur für Produkte endlicher Familien, so sagen wir,
unser Funktor sei verträglich mit endlichen Produkten. Dual erklären wir die
Verträglichkeit mit beliebigen beziehungsweise endlichen Koprodukten.

Beispiel 16.2.1.10. Der vergeßliche Funktor Grp → Ens ist verträglich mit be-
liebigen Produkten, aber nicht mit beliebigen, ja noch nicht einmal mit endlichen
Koprodukten. Der Funktor der Fundamentalgruppe π1 : Top∗ → Grp ist ver-
träglich mit endlichen Produkten nach 16.1.4.8, ja er ist sogar mit derselben Ar-
gumentation verträglich mit beliebigen Produkten.

Übungen

Übung 16.2.1.11. Gegeben Objekte X, Y, Z einer Kategorie derart, daß das ite-
rierte Produkt (X × Y ) × Z existiert, zeige man, daß es zusammen mit den Ab-
bildungen pr1 ◦ pr1, pr2 ◦ pr1 und pr2 die universelle Eigenschaft hat, die das Pro-
dukt X × Y × Z charakterisiert.
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Übung 16.2.1.12. Sei k ein Körper. Man zeige daß der Dualraumfunktor Modk →
Modopp

k verträglich ist mit endlichen Produkten aber nicht mit beliebigen Produk-
ten.

Übung 16.2.1.13. Man zeige, daß das Bilden der Fundamentalgruppe π1 : Top∗ →
Grp verträglich ist mit beliebigen Produkten.

16.2.2 Kartesische Diagramme
Definition 16.2.2.1. Ein Diagramm in einer Kategorie C der Gestalt

P

q
��

p // A

a
��

B
b // X

heißt kartesisch oder ein pull-back-Diagramm, wenn es kommutativ ist, in For-
meln ap = bq, und wenn es für ein beliebiges Objekt T ∈ C und Morphismen
f : T → A und g : T → B mit af = bg genau einen Morphismus h : T → P
gibt mit f = hp und g = hq, im Diagramm

T

��/
/////////////

��@
@

@
@

''PPPPPPPPPPPPPPP

P

��

// A

��
B // X

Definition 16.2.2.2. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt X ∈ C erklären
wir die Kategorie CX der Objekte von C über X . Objekte von CX sind Paare
(A, a) mit A ∈ C und a ∈ C(A,X), Morphismen in CX von einem Objekt (A, a)
in ein weiteres Objekt (B, b) sind Morphismen f : A→ B in C mit b ◦ f = a, in
Formeln

CX(A,B) := {f ∈ C(A,B) | bf = a}
mit der abkürzenden Notation A,B für (A, a), (B, b) auf der linken Seite. Wir
nennen sie auch die Morphismen über X .

16.2.2.3 (Kartesische Diagramme als Produkte). Ein kommtatives Quadrat wie
oben ist genau dann kartesisch, wenn mit dem diagonalen Morphismus d =:=
ap = bq : P → X das Tripel ((P, d), p, q) in der Katgorie CX der Objekte über X
ein Produkt von (A, a) und (B, b) ist. Das zeigt insbesondere, daß darin (P, p, q)
durch (A, a,B, b,X) bereits eindeutig festgelegt ist bis auf eindeutigen Isomor-
phismus in derselben Weise, wie wir es für Produkte ausformuliert hatten.
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Definition 16.2.2.4. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt X ∈ C erklären
wir opponiert die Kategorie CX der Objekte von C unter X . Objekte von CX
sind Paare (a,A) mit A ∈ C und a ∈ C(X,A), Morphismen in CX von einem
Objekt (a,A) in ein weiteres Objekt (b, B) sind Morphismen f : A→ B in C mit
f ◦ a = b, in Formeln

CX(A,B) := {f ∈ C(A,B) | fa = b}

mit der abkürzenden Notation A,B für (a,A), (b, B) auf der linken Seite. Wir
nennen sie auch die Morphismen unter X .

16.2.2.5. Wir erhalten einen Isomorphismus von Kategorien (Copp)X
∼→ (CX)opp

durch die Vorschrift (A, a◦) 7→ (a,A) auf Objekten und f ◦ 7→ f auf Morphismen.
Bei der Diskussion allgemeiner Aussagen können wir uns deshalb meist auf einen
dieser beiden Fälle beschränken.
Beispiele 16.2.2.6. Die Kategorie der bepunkteten topologischen Räume Top∗ ist
die „Kategorie der topologischen Räume unter dem einpunktigen Raum“. Die Ka-
tegorie der Körpererweiterungen eines Körpers k ist die „Kategorie aller Körper
unter k“.
16.2.2.7. Daß ein Diagramm kartesisch ist, mag man auch durch das Symbol
in seiner Mitte notieren, etwa in der Form

W //

��

X

��
Z // Y

Dies Symbol deutet an, aus welchen Winkel unser Diagramm durch pullback ent-
steht.
16.2.2.8. Ein Diagramm der Gestalt

X
↓ f

Z
p−→ Y

nennen wir ein Winkeldiagramm oder kurz einen Winkel. In einer beliebigen
Kategorie läßt sich nicht jeder Winkel zu einem kartesischen Diagramm vervoll-
ständigen, aber wenn er sich vervollständigen läßt, dann ist diese Vervollständi-
gung als ein Produkt in CY im wesentlichen eindeutig. Wir erlauben uns deshalb
den bestimmten Artikel, schreiben

W = X ×Y Z

und nennen dieses Objekt das Faserprodukt von X mit Z über Y . Vom Morphis-
mus X ×Y Z → Z sagen wir, er entstehe aus f durch Zurückholen mit p oder
gleichbedeutend durch Basiswechsel.
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16.2.2.9 (Herkunft der Terminologie). Ist f : X → Y eine Abbildung und
y ∈ Y ein Punkt, so nennt man sein Urbild Xy = f−1(y) vielfach auch die
„Faser“ über y. Das Faserprodukt in der Kategorie der Mengen können wir nun
verstehen als ein „faserweises Produkt“, in der Kategorie der Mengen ist nämlich

X ×Y Z := {(x, z) ∈ Y × Z | f(x) = p(z)}

mit den offensichtlichen Projektionen ein Rückzug und wir haben insbesonde-
re (X ×Y Z)y = Xy × Zy für alle y ∈ Y . Im Fall einer stetigen Abbildung
f : X → Y topologischer Räume denken wir uns die Fasern Xy mit ihrer in-
duzierten Topologie versehen und verstehen so unsere Abbildung als eine durch
y ∈ Y indizierte „topologische Familie topologischer Räume über der Basis Y “.
Der Übergang zur Abbildung X ×Y Z → Z bedeutet in diesem semantischen
Umfeld dann einen „Wechsel der Basis“.

Übungen

Übung 16.2.2.10 (Transitivität des Rückzugs). Sei in einer Kategorie ein kom-
mutatives Diagramm der Gestalt

X ′ → Y ′ → Z ′

↓ ↓ ↓
X → Y → Z

gegeben mit einem kartesischen Quadrat rechts. Man zeige, daß dann das linke
Quadrat genau dann kartesisch ist, wenn das einhüllende Rechteck kartesisch ist,
mit den horizontalen Verknüpfungen als horizontalen Pfeilen.
Übung 16.2.2.11. Man zeige: Ist i : Z ↪→ X die Einbettung eines Teilraums und
f : Y → X eine stetige Abbildung, so ist das folgende Diagramm kartesisch in
der Kategorie der topologischen Räume:

f−1(Z) ↪→ Y
f ↓ ↓ f
Z ↪→ X

Übung 16.2.2.12. Gegeben zwei kartesische Quadrate ist auch das „Produktqua-
drat“, bei dem an jeder Ecke das Produkt der zugehörigen Objekte aus unseren
beiden Ausgangsquadraten steht, ein kartesisches Quadrat, wenn diese vier Pro-
dukte alle existieren.
Übung 16.2.2.13. Seien ein kartesisches Diagramm in einer Kategorie

Z

g
��

q // X

f
��

W
p // Y
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und ein Objekt V gegeben, dessen Produkte mit den Objekten der unteren Hori-
zontale existieren. So erhalten wir für jeden Morphismus h : X → V ein weiteres
kartesisches Diagramm

Z

(g,hq)
��

q // X

(f,h)
��

W × V p×id // Y × V

Übung 16.2.2.14. Gegeben ein kartesisches Diagramm in der Kategorie der to-
pologischen Räume zeige man: Ist eine Ausgangskante offen, so auch die gege-
nüberliegende Kante aus dem Faserprodukt. Ist eine Ausgangskante surjektiv, so
auch die gegenüberliegende Kante aus dem Faserprodukt.

Übung 16.2.2.15. Gegeben G ⊃ H eine topologische Gruppe mit einer Unter-
gruppe erhalten wir ein kartesisches Diagramm von topologischen Räumen

G×H
pr

��

mult // G

��
G // G/H

16.2.3 Kokartesische Diagramme

Definition 16.2.3.1. Kartesische Diagramme in der opponierten Kategorie hei-
ßen kokartesische Diagramme oder auch push-out-Diagramme. Ausgeschrie-
ben heißt ein Diagramm der Gestalt

X
a−→ Y

b ↓ ↓cy
Z

cz−→ W

also kokartesisch, wenn es kommutiert und wenn es für jedes andere kommutative
Diagramm

X
a−→ Y

b ↓ ↓ f
Z

g−→ G
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genau einen Morphismus u : W → G gibt mit f = u ◦ cy und g = u ◦ cz. Man
mag diese verschiedenen Daten auch zusammenfassen im Diagramm

X //

��

Y

��

��0
00000000000000

Z

((PPPPPPPPPPPPPPP //W

  A
A

A
A

G

Unsere Eindeutigkeitsaussagen 16.2.2.8 für kartesische Diagramme gelten ent-
sprechend auch für kokartesische Diagramme. Winkeldiagramme in der opponier-
ten Kategorie nennen wir Kowinkeldiagramme oder kurz Kowinkel.

16.2.3.2. Daß ein Diagramm kokartesisch ist, notiert man auch durch das Symbol
in seiner Mitte, etwa in der Form

X //

��

Y

��
Z //W

Dies Symbol deutet an, aus welchen Kowinkel unser Diagramm durch pushout
entsteht.

Übungen

Übung 16.2.3.3. Man beschreibe den push-out in der Kategorie der Mengen. Hin-
weis: W = (Z t Y )/ ∼ für ∼ die Äquivalenzrelation, die von inY (f(x)) ∼
inZ(g(x)) für x ∈ X erzeugt wird. Ist f injektiv, so ist diese Relation bereits
eine Äquivalenzrelation. Dann können wir uns den pushout vorstellen als den
Raum, der entsteht, indem wir Y an Z ankleben längs f(X) ⊂ Y in der durch
g ◦ f−1 : f(X)→ Z spezifizierten Weise.

Übung 16.2.3.4. Ist in einem kartesischen oder kokartesischen Diagramm ein Ur-
sprungspfeil ein Isomorphismus, so auch der gegenüberliegende Pfeil aus dem
pull-back beziehungsweise in den push-out.

Ergänzende Übung 16.2.3.5 (Mengentheoretischer Basiswechsel). In einem kar-
tesischen Diagramm von Mengen

W

g
��

q // X

f
��

Z p
// Y
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gilt für jede Teilmenge A ⊂ X die Gleichheit p−1(f(A)) = g(q−1(A)) von Teil-
mengen von Z. In einem kokartesischen Diagramm gilt das im allgemeinen nicht
mehr. Es gilt jedoch unter der Zusatzannahme, daß q oder g injektiv sind.

Übung 16.2.3.6 (Pushout und pullback für abelsche Gruppen). In der Katego-
rie der abelschen Gruppen ist ein Diagramm

W

g
��

q // X

f
��

Z p
// Y

kartesisch beziehungsweise kokartesisch genau dann, wenn die Sequenz W →
X ⊕ Z → Y mit Morphismen (q, g)> und (f,−p) linksexakt beziehungsweise
rechtsexakt ist. Insbesondere läßt sich jeder Winkel beziehungsweise Kowinkel zu
einem kartesischen beziehungsweise kokartesischen Diagramm vervollständigen.
Ist in einem kokartesischen Diagramm von abelschen Gruppen von zwei paralle-
len Pfeilen einer eine Surjektion, so auch der andere. Ist in einem kokartesischen
Diagramm von abelschen Gruppen ein Ursprungspfeil eine Injektion, so auch der
gegenüberliegende Pfeil in den push-out. Hinweis: Man argumentiere mit einer
expliziten Konstruktion des push-out. Wer spickeln will, vergleiche 17.6.6.8. Ein
allgemeines Argument wird in 20.1.5.11 gegeben.

Ergänzende Übung 16.2.3.7 (Basiswechsel für Untergruppen). Sowohl in einem
kartesischen als auch in einem kokartesischen Diagramm von abelschen Gruppen

W

g
��

q // X

f
��

Z p
// Y

gilt für jede Untergruppe A ⊂ X die Gleichheit p−1(f(A)) = g(q−1(A)) von
Untergruppen von Z. Hinweis: Jedes kartesische Diagramm von abelschen Grup-
pen ist kartesisch als Diagramm von Mengen. Jedes kokartesische Diagramm von
abelschen Gruppen wird kartesisch, wenn wir seine obere linke Ecke ersetzen
durch ihren Quotienten nach dem Schnitt der Kerne der von ihr ausgehenden
Morphismen. So kann man sich auf 16.2.3.5 zurückziehen. In der größerer All-
gemeinheit der „abelschen Kategorien“ diskutieren wir das in 19.6.3.30.

Übung 16.2.3.8. Jeder Rückzug einer offenen Abbildung von topologischen Räum-
en ist offen. Hinweise: Mengentheoretischer Basiswechsel 16.2.3.5. Produkte of-
fener Abbildungen sind offen. Die Einbettung des Definitionsbereichs einer steti-
gen Abbildung in ihren Graphen ist initial.
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Ergänzende Übung 16.2.3.9 (Pushout von Kringen). Die algebraisch Gebildeten
unter Ihnen mögen sich überlegen, daß in der Kategorie Kring der kommutativen
Ringe alle Diagramme der Gestalt

C → B
↓ ↓
A → A⊗C B

kokartesisch sind, mit beliebigen Ringhomomorphismen C → A und C → B,
der hoffentlich offensichtlichen Multiplikation auf dem Tensorprodukt, und den
hoffentlich offensichtlichen Ringhomomorphismen in das Tensorprodukt.

Ergänzende Übung 16.2.3.10. In der Kategorie der Mengen ist das Faserprodukt
zweier Objekte über ihrem Koprodukt stets das initiale Objekt alias die leere Men-
ge. Der Pushout eines Produkts dahingegen ist nur dann das finale Objekt alias die
einpunktige Menge, wenn keiner der beiden Faktoren die leere Menge ist.

16.2.4 Satz von Seifert und van Kampen

Satz 16.2.4.1 (Seifert-van Kampen). Sei ein topologischer Raum X die Vereini-
gung zweier offener Teilmengen U, V ⊂◦ X . Ist der Schnitt U ∩ V wegzusammen-
hängend, so bilden für jeden Basispunkt x ∈ U ∩ V die Vorschübe der Funda-
mentalgruppen ein kokartesisches Diagramm von Gruppen

π1(U ∩ V, x) //

��

π1(V, x)

��
π1(U, x) // π1(X, x)

16.2.4.2. Der Beweis dieses Satzes wird uns bis zum Ende dieses Abschnitts be-
schäftigen. In 16.2.6.4 diskutieren wir ganz allgemein, daß und wie sich jeder
Kowinkel von Gruppen zu einem kokartesischen Diagramm ergänzen läßt. Wir
beginnen mit einigen Vorbereitungen.

16.2.4.3 (Die Kategorie der Kategorien). Die Gesamtheit aller Kategorien bildet
mit Funktoren als Morphismen selbst eine Kategorie

Cat

Etwas sorgfältiger sollte man ein Universum U festhalten und dann etwa die Ka-
tegorie UCat aller Kategorien betrachten, deren Morphismenmengen und Objekt-
menge Elemente von U sind, aber diese Feinheiten sind hier nicht relevant.
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Berechnung der Fundamentalgruppe der Figur 8 mit Seifert-van Kampen. Das
Symbol in der Mitte soll andeuten, daß wir ein push-out-Diagramm vor uns

haben. Die Formel Z ∗ Z meint das Koprodukt von Gruppen, wie es in 16.2.6.2
noch ausführlicher besprochen werden wird. Ich hoffe, es verwirrt nicht zu sehr,
daß die triviale Gruppe darin multiplikativ notiert ist als 1, wohingegen die freie
Gruppe mit einem Erzeuger darin Z notiert wird, also in additiver Notation mit

dem neutralen Element 0.
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16.2.4.4. Wir erinnern aus 16.1.6.15 das fundamentale Gruppoid WX = W(X)
eines topologischen Raums X . Jede stetige Abbildung f : X → Y ist die Objekt-
abbildung eines Funktors f : W(X) → W(Y ), dessen Effekt auf Morphismen
durch [α] 7→ [f ◦ α] gegeben wird.

Satz 16.2.4.5 (Seifert-van Kampen für das fundamentale Gruppoid). Gegeben
ein topologischer Raum X mit einer Überdeckung X = U ∪ V durch zwei offene
Teilmengen U, V ⊂◦ X erhalten wir mit den durch die Einbettungen gegebenen
Funktoren in der Kategorie der Kategorien ein kokartesisches Diagramm

W(U ∩ V ) //

��

W(V )

��
W(U) //W(X)

Beweis. Für den Beweis verwenden wir eine andere Schreibweise und setzen
U = U+ und V = U− und U∩ = U+ ∩ U−. Jeder Morphismus inW(X) läst sich
als Verknüpfung von Morphismen schreiben, die von W(U+) oder von W(U−)
herkommen. In der Tat gibt es für jeden Weg γ : [0, 1] → X eine Unterteilung
0 = a0 < a1 < a2 < . . . < ar = 1 des Einheitsintervalls derart, daß für 1 ≤ ρ ≤ r
gilt γ[aρ−1, aρ] ⊂ U+ oder γ[aρ−1, aρ] ⊂ U−. Das folgt etwa aus dem Überde-
ckungssatz von Lebesgue 12.4.1.7 angewandt auf die offene Überdeckung des
Kompaktums [0, 1] durch γ−1(U+) und γ−1(U−). Ein Funktor F : W(X) → C
in eine weitere Kategorie C wird also bereits eindeutig festgelegt durch die Funk-
toren F ◦ i+ : W(U+) → C und F ◦ i− : W(U−) → C, wobei i± : U± ↪→ X
ebenso die Einbettungen wie die zugehörigen Funktoren auf den fundamentalen
Gruppoiden bezeichnen. Es bleibt zu zeigen, daß es für eine weitere Kategorie C
und Funktoren I± :W(U±)→ C derart, daß das Diagramm

W(U∩) //

��

W(U−)

I−
��

W(U+)
I+ // C

kommutiert, auch in der Tat einen Funktor F :W(X)→ C gibt mit F ◦ i± = I±.
Konstruieren wir also einen derartigen Funktor F . Auf Objekten ist klar, welche
Abbildungsvorschrift wir nehmen können und müssen. Es ist auch klar, daß der
Funktor F , wenn es ihn denn gibt, auf einem Morphismus g ∈ WX(x, y) wie folgt
berechnet werden kann: Man wählt einen Weg γ : [0, 1] → X von x nach y mit
g = [γ], wählt dazu eine Unterteilung 0 = a0 < a1 < a2 < . . . < ar = 1 wie
oben, wählt für jedes ρ ein Vorzeichen ε(ρ) mit γ[aρ−1, aρ] ⊂ Uε(ρ), bezeichnet mit
γρ : [0, 1] → Uε(ρ) den zugehörigen auf das Einheitsintervall umparametrisierten
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Weg, bezeichnet mit [γρ]ε(ρ) den zugehörigen Morphismus in W(Uε(ρ)), und hat
dann

F (g) = (Iε(r)[γr]ε(r)) ◦ . . . ◦ (Iε(2)[γ2]ε(2)) ◦ (Iε(1)[γ1]ε(1))

Es ist schließlich klar, daß wir einen Funktor F mit den gesuchten Eigenschaften
durch diese Vorschrift konstruieren können, wenn es gelingt zu zeigen, daß F (g)
unabhängig ist von allen diesen Wahlen. Daß es auf die Wahl der jeweiligen Vor-
zeichen ε(ρ) nicht ankommt, folgt aus unserer Annahme der Kommutativität des
letzten Diagramms. Daß es auf die Wahl der Unterteilung von γ nicht ankommt,
erkennt man, indem man bei zwei Wahlen zu einer gemeinsamen Verfeinerung
übergeht und die Annahme ausnutzt, daß unsere I± Funktoren sind. Damit lie-
fert jeder Repräsentant γ von g schon mal ein wohldefiniertes Fγ(g). Bleibt zu
zeigen, daß es auch auf die Wahl des Repräsentanten γ der Homotopieklasse g
nicht ankommt. Aber sei sonst ψ ein weiterer Repräsentant und h : γ ' ψ ei-
ne Homotopie mit festen Endpunkten. Wieder nach dem Überdeckungssatz von
Lebesgue gibt es Unterteilungen 0 = a0 < a1 < a2 < . . . < ar = 1 und
0 = b0 < b1 < b2 < . . . < bs = 1 derart, daß jedes Feld [aρ−1, aρ]×[bσ−1, bσ] unter
unserer Homotopie h ganz nach U+ oder ganz nach U− abgebildet wird. Sind p, q
benachbarte Ecken eines Feldes, so bezeichnen wir mit dp,q : [0, 1]→ [0, 1]×[0, 1]
die affine Abbildung mit dp,q(0) = q, dp,q(1) = p und setzen γp,q = h ◦ dp,q. Für
ein von h ganz nach Uε abgebildetes Feld mit Ecken(

y z
x w

)
sind die Wege γz,w ∗ γw,x und γz,y ∗ γy,x dann in Uε homotop. In der Tat folgt aus
16.1.2.9 sofort die Homotopie dz,w ∗dw,x ' dz,y ∗dy,x in Ω(Feld, x, z). Betrachten
wir nun irgendeinen Weg φ im Einheitsquadrat, dem Definitionsbereich unserer
Homotopie h, der mit konstanter absoluter Geschwindigkeit auf den Kanten unse-
rer Felder von (0, 0) nach (1, 1) läuft und dabei immer nach rechts oder nach oben
läuft. Nach dem vorhergehenden ist Fh◦φ(g) unabhängig von φ. Andererseits gilt,
jetzt mit der Notation ε für konstante Wege, offensichtlich ε ∗ γ = h ◦ φ1 für φ1

das φ, das erst die Unterkante entlangläuft und dann die rechte Seite hoch, und
ψ ∗ ε = h ◦ φ2 für φ2 das φ, das erst die limke Seite hochläuft und dann die
Oberkante entlang. So aber folgt

Fγ(g) = Fε∗γ(g) = Fh◦φ1(g) = Fh◦φ2(g) = Fψ∗ε(g) = Fψ(g)

Beweis von Seifert-van Kampen. Gegeben ein Monoid M bezeichne [M ] die zu-
gehörige Ein-Objekt-Kategorie mit einem einzigen Objekt, dessen Monoid von
Endomorphismen gerade M ist. Gegeben eine Kategorie C und ein Objekt A ∈ C
haben wir stets einen tautologischen Funktor [C(A)] → C, der das einzige Ob-
jekt auf das Objekt A abbildet. Ein Gruppoid heißt zusammenhängend, wenn es
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zwischen je zwei seiner Objekte mindestens einen Morphismus gibt. Ist W ein
zusammenhängendes Gruppoid und wählen wir ein Objekt x ∈ W und für jedes
y ∈ W einen ausgezeichneten Morphismus gy : x → y, so erhalten wir umge-
kehrt einen FunktorW → [W(x)] durch die Vorschrift f 7→ g−1

z ◦ f ◦ gy für alle
Morphismen f : y → z. Ist dabei speziell gx = idx, so ist die Verknüpfung

[W(x)]→W → [W(x)]

unserer beiden eben diskutierten Funktoren der Identitätsfunktor. Beim Beweis
des Satzes von Seifert-van Kampen dürfen wir nun ohne Beschränkung der Allge-
meinheit außer U ∩V auch U und V und damit X wegzusammenhängend anneh-
men, indem wir andernfalls jeweils zur Wegzusammenhangskomponente unseres
Basispunkts x übergehen. Dann können wir für jeden Punkt y ∈ X einen Weg
von x nach y wählen so, daß unser Weg der konstante Weg ist im Fall y = x und
ganz in U beziehungsweise V verläuft, falls y in U beziehungsweise V liegt. Mit
diesen Wahlen erhalten wir nach dem vorhergehenden im Schaubild

W(U ∩ V ) //

��

W(V )

��
W(U) //W(X)

[π1(U ∩ V, x)] //

��

[π1(V, x)]

��
[π1(U, x)] // [π1(X, x)]

Funktoren von allen vier Ecken des linken in alle vier Ecken des rechten Dia-
gramms. Sie lassen sogar einen kommutativen Würfel entstehen und sind halbin-
vers zu den offensichtlichen Einbettungen. Da das linke Diagramm kokartesisch
ist, folgt dasselbe für das rechte Diagramm. Ist genauer G eine Gruppe, so liefert
jede Ergänzung des Kowinkels im rechten Diagramm zu einem kommutativen
Quadrat

[π1(U ∩ V, x)] //

��

[π1(V, x)]

��
[π1(U, x)] // [G]

eine Ergänzung des Kowinkels im linken Diagramm zu einem kommutativen Qua-
drat mit [G] als rechter unterer Ecke. Diese Ergänzung muß von einem Funk-
tor W(X) → [G] herkommen, der dann hinwiederum einen möglichen Funktor
[π1(X, x)]→ [G] liefert, der zu dem ursprünglichen kommutativen Quadrat führt.
Jeder derartige Funktor hinwiederum kommt von einem eindeutig bestimmten
FunktorW(X)→ [G] her und ist damit auch selbst eindeutig bestimmt.

Übungen

Übung 16.2.4.6. Ist M eine zusammenhängende d-Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion d ≥ 3 und E ⊂ M eine endliche Teilmenge, so induziert die Einbettung
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M\E ↪→M einen Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen.
Übung 16.2.4.7. Man zeige, daß die Fundamentalgruppe des Komplements einer
Kreislinie im R3 isomorph ist zu Z. Hinweis: Die Fundamentalgruppe ändert sich
nach 16.2.4.6 nicht, wenn wir den R3 durch Hinzufügen eines Punktes zur S3

machen. Dann kann man 16.1.7.17 anwenden.

16.2.5 Freie Monoide und freie Gruppen
Satz 16.2.5.1. 1. Gegeben eine Menge X existiert ein Paar (W, ε) bestehend

aus einem Monoid W und einer Abbildung ε : X → W derart, daß für
jedes weitere Monoid M das Vorschalten von ε eine Bijektion

(◦ε) : Mon(W,M)
∼→ Ens(X,M)

zwischen der Menge aller MonoidhomomorphismenW →M und der Men-
ge aller Abbildungen X → M induziert. Wir nennen solch ein ε eine uni-
verselle Mengen-Monoid-Abbildung;

2. Gegeben zwei universelle Mengen-Monoid-Abbildungen ε : X → W und
τ : X → V existiert genau ein Monoidhomomorphismus c : W → V mit
c◦ε = τ und genau ein Monoidhomomorphismus d : V → W mit d◦τ = ε,
und diese Abbildungen c und d sind zueinander inverse Isomorphismen.

16.2.5.2. Unsere Paare (W, ε) sind nach Teil 2 eindeutig bestimmt bis auf eindeu-
tigen Isomorphismus. Eine universelle Mengen-Monoid-Abbildung ε : X → W
verdient damit den bestimmten Artikel. Man nennt (W, ε) das freie Monoid über
X . Wir verwenden für die universelle Mengen-Monoid-Abbildung aus einer Men-
ge X die Notation

ε : X → Mon0X

16.2.5.3. Die charakterisierende Eigenschaft einer universellen Mengen-Mono-
id-Abbildung ε : X → W bedeutet in anderen Worten: Ist M ein Monoid und
ϕ : X → M eine Abbildung von Mengen, so soll es genau einen Monoidhomo-
morphismus ϕ̂ : W →M geben mit ϕ̂ ◦ ε = ϕ, im Diagramm

X

ϕ
  BBBBBBBB

ε //W

∃!ϕ̂
���
�
�

M

Beispiele 16.2.5.4. Für das einelementige Monoid {1} ist die Abbildung ∅ → {1}
universell. Das freie Monoid über der leeren Menge besteht in anderen Worten
nur aus dem neutralen Element. Für das additive Monoid (N,+) ist die Abildung
{∗} → Nmit ∗ 7→ 1 universell. Das freie Monoid über der einelementigen Menge
ist in anderen Worten das additive Monoid der natürlichen Zahlen.
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Beweis. Gegeben eine Menge X konstruieren wir eine universelle Abbildung
von X in ein Monoid W wie folgt: Für n = 0, 1, 2, . . . betrachten wir zunächst
die Mengen Wn := Ens({1, . . . , n}, X). Wir notieren unsere Abbildungen a :
{1, . . . , n} → X als a : i 7→ ai und interpretieren Elemente a ∈ Wn als endliche
Wörter a1a2 . . . an aus Elementen vonX . Die MengeW0 besteht insbesondere nur
aus einem Wort, dem „leeren“ Wort, notiert e. Wir betrachten dann die „Menge
aller Wörter“ W :=

⊔
n≥0Wn und erklären darauf die Verknüpfung des „Hinter-

einanderschreibens von Wörtern“

W ×W → W
(a, b) 7→ ab

Diese Verknüpfung ist offensichtlich assoziativ, die Längen von Wörtern addieren
sich beim Verknüpfen und das leere Wort ist ein neutrales Element. Die Abbil-
dung ε : X → W , die jedem Element x ∈ X das Wort x ∈ W1 bestehend
aus x als einzigem Buchstaben zuordnet, ist dann offensichtlich eine universelle
Mengen-Monoid-Abbildung. Die Argumentation ist beim Beweis von Teil 2 sehr
ähnlich wie beim Nachweis der Eindeutigkeit von Produkten bis auf eindeutigen
Isomorphismus 16.2.1.3 und bleibe dem Leser überlassen. Formal sind alle diese
Aussagen Spezialfälle der Eindeutigkeit darstellender Objekte 4.7.10.17.

Satz 16.2.5.5. 1. Gegeben eine Menge X existiert ein Paar (F, ε) bestehend
aus einer Gruppe F und einer Abbildung ε : X → F derart, daß für jede
weitere Gruppe G das Vorschalten von ε eine Bijektion

(◦ε) : Grp(F,G)
∼→ Ens(X,G)

zwischen der Menge aller Gruppenhomomorphismen F → G und der Men-
ge aller Abbildungen X → G induziert. Wir nennen solch ein ε eine uni-
verselle Mengen-Gruppen-Abbildung;

2. Gegeben zwei universelle Mengen-Gruppen-Abbildungen ε : X → F und
τ : X → H existiert genau ein Gruppenhomomorphismus c : F → H
mit c ◦ ε = τ und genau ein Gruppenhomomorphismus d : H → F mit
d ◦ τ = ε, und diese Abbildungen c und d sind zueinander invers.

16.2.5.6. Unsere Paare (F, ε) sind nach Teil 2 „eindeutig bestimmt bis auf eindeu-
tigen Isomorphismus“, wenn sie existieren. Eine universelle Mengen-Gruppen-
Abbildung ε : X → F verdient damit den bestimmten Artikel. Man nennt (F, ε)
die freie Gruppe über X . Wir verwenden für die universelle Mengen-Gruppen-
Abbildung aus einer Menge X die Notation

ε : X → Grp0 X
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16.2.5.7. Die charakterisierende Eigenschaft einer universellen Mengen-Gruppen-
Abbildung ε : X → F bedeutet in anderen Worten: Ist G eine Gruppe und
ϕ : X → G eine Abbildung von Mengen, so soll es genau einen Gruppenho-
momorphismus ϕ̃ : F → G geben mit ϕ̃ ◦ ε = ϕ, im Diagramm

X

ϕ
  @@@@@@@@

ε // F

∃!ϕ̃
���
�
�

G

Beispiele 16.2.5.8. Für die einelementige Gruppe {1} ist die Abbildung ∅ → {1}
universell. Die freie Gruppe über der leeren Menge besteht in anderen Worten
nur aus dem neutralen Element. Für die additive Gruppe (Z,+) ist sowohl die
Abbildung {∗} → Z mit ∗ 7→ 1 als auch die Abbildung {∗} → Z mit ∗ 7→ −1
universell.

Beweis. Gegeben eine MengeX konstruieren wir eine universelle Mengen-Grup-
pen-Abbildung ε : X → F wie folgt: Wir beginnen mit dem freien Monoid

W± := Mon0(X × {+1,−1})

über dem kartesischen Produkt X×{+1,−1}. Wir interpretieren Elemente a die-
ses Monoids als endliche Wörter aσ1

1 a
σ2
2 . . . aσnn mit ai ∈ X und σi ∈ {+1,−1}.

Ein typisches Element unseres Monoids wäre etwa das Wort xyx−1xy−1 mit x, y ∈
X . Sei nun ∼ die kleinste Äquivalenzrelation auf W± derart, daß mit unserer No-
tation e für das leere Wort gilt:

1. xx−1 ∼ e ∼ x−1x ∀x ∈ X;

2. a ∼ b ⇒ ca ∼ cb und ac ∼ bc ∀a, b, c ∈ W±.

Bezeichne F := W±/∼ die Menge der Äquivalenzklassen. Die Klasse von a ∈
W± heiße [a]. Offensichtlich definiert die Verknüpfung aufW± eine Verknüpfung
auf F . Das Assoziativgesetz gilt schon inW±, also erst recht in F . Das leere Wort
e ist schon neutral in W±, also ist erst recht [e] neutral in F . Um die Existenz
von Inversen nachzuweisen, betrachte man zu a = aσ1

1 a
σ2
2 . . . aσnn das Wort b =

a−σnn . . . a−σ2
2 a−σ1

1 oder in Formeln zu a : {1, . . . , n} → (X × {+1,−1}) das
Wort b gegeben durch b(i) = (an−i,−σn−i). Ist zum Beispiel a = xyx−1yxx, so
nehmen wir b = x−1x−1y−1xy−1x−1. Dann gilt offensichtlich [b][a] = [a][b] =
[e]. Mithin ist F eine Gruppe. Wir betrachten nun die Abbildung ε : X → F
gegeben durch x 7→ [x] und zeigen sie universell ist. Seien dazu G eine Gruppe
und ϕ : X → G eine Abbildung. Man definiere ϕ̂ : W± → G durch

ϕ̂(aσ1
1 . . . aσnn ) = ϕ(a1)σ1 . . . ϕ(an)σn
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Betrachten wir auf W± die Äquivalenz-Relation a ∼ϕ b ⇔ ϕ̂(a) = ϕ̂(b), so er-
füllt ∼ϕ sicher die Bedingungen 1 und 2 an unsere Äquivalenzrelation auf W±.
Also ist ϕ̂ konstant auf den Äquivalenzklassen zu ∼ und definiert eine Abbildung
ϕ̃ : F → G mit ϕ̃([a]) = ϕ̂(a). Damit ist die Existenz von ϕ̃ gezeigt. Die Ein-
deutigkeit ist klar, unsere Abbildung ε : X → F ist also in der Tat universell.
Die Argumentation ist beim Beweis von Teil 2 sehr ähnlich wie beim Nachweis
der Eindeutigkeit von Produkten bis auf eindeutigen Isomorphismus 16.2.1.3 und
bleibe dem Leser überlassen. Formal sind alle diese Aussagen Spezialfälle der
Eindeutigkeit darstellender Objekte 4.7.10.17.

Vorschau 16.2.5.9. Die Notationen Mon0 X und Grp0 X werden in 16.4.8.7 ver-
allgemeinert auf beliebige Kategorien C mit einem ausgezeichneten Funktor in
die Kategorie der Mengen v : C → Ens. Auch in dieser Situation erklären wir
eine „universelle Mengen-C-Abbildung“ als eine Abbildung ε : X → vC mit
X ∈ Ens und C ∈ C mit der Eigenschaft, daß das Anwenden von v und Vorschal-
ten von ε für alle D ∈ C eine Bijektion (◦ε) : C(C,D)

∼→ Ens(X, vD) liefert.
Auch in dieser Allgemeinheit notieren wir C dann gerne C0X .

Beispiel 16.2.5.10 (Fundamentalgruppe koendlicher Teilmengen der Ebene).
GegebenE ⊂ C eine endliche Teilmenge und ∗ ∈ C\E ein Basispunkt derart, daß
keine zwei Punkte aus E mit ∗ kollinear sind, erhalten wir einen Isomorphismus

Grp0 E
∼→ π1(C\E, ∗)

durch die Vorschrift p 7→ [αp] mit αp einem Weg, der erst auf geradem Wege von
∗ so nah an p herangeht, daß man näher bei p ist als bei allen anderen q ∈ E,
dann einmal im Gegenuhrzeigersinn um p herum, und dann wieder auf geradem
Wege zu ∗ zurück“. Das folgert man induktiv mit Seifert-van Kampen und Übung
16.2.5.16 und der offenen Überdeckung, die wir erhalten, indem wir erst die Ebe-
ne von ∗ ausgehend so in Kuchenstücke aufschneiden, daß in jedem Kuchenstück
genau ein Punkt von E liegt, und dann diese Kuchenstücke etwas aufdicken, in-
dem wir alle Punkte mit einem Abstand < ε vom gegebenen Kuchenstück mit
dazunehmen und dabei ε > 0 so klein wählen, daß auch in jedem dieser aufge-
dickten Kuchenstücke nur genau ein Punkt von E liegt. Im Fall eines allgemeinen
Basispunktes können wir uns mit unseren Erkenntnisse zum Wechsel des Basis-
punktes 16.1.7.2 unschwer auf den bereits behandelten Fall zurückziehen.

Ergänzung 16.2.5.11. Gegeben eine MengeX kann man die abelsche Gruppe ZX
aller derjenigen Abbildungen X → Z betrachten, die an höchstens endlich vielen
Stellen von Null verschiedene Werte annehmen. Die Abbildung ε : X → ZX ,
die jedem Element von X seine charakteristische Funktion zuordnet, hat dann die
universelle Eigenschaft, daß das Vorschalten dieser Abbildung für jede abelsche
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Ein geschlossener nicht zusammenziehbarer Weg im Komplement einer
zweielementigen Teilmenge der komplexen Zahlenebene. Denken wir uns das

Mittelkreuz als Basispunkt und bezeichnet α beziehungsweise β in der
Fundamentalgruppe das Umrunden gegen den Uhrzeigersinn von a

beziehungsweise b, so ist unser Fundamentalgruppe nach 16.2.5.10 frei erzeugt
von α und β und unser Weg repräsentiert das Element α−1β−1αβ in der

Fundamentalgruppe. Denken wir uns an den beiden Kreuzen je einen Nagel in
die Wand geschlagen, bleibt unsere Schnur hängen, weil sie eben ein

nichttriviales Element der Fundamentalgruppe repräsentiert. Sobald wir einen
der beiden Nägel herausziehen, wird jedoch die Fundamentalgruppe des
Komplements des verbleibenden Nagels kommutativ und die Schnur fällt

herunter.
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Gruppe A eine Bijektion

(◦ε) : Ab(ZX,A)
∼→ Ens(X,A)

zwischen der Menge aller Homomorphismen von abelschen Gruppen ZX → A
und der Menge aller Abbildungen X → A induziert. Sie ist also eine universel-
le Mengen-(abelsche-Gruppen)-Abbildung. Aufgrund dieser universellen Eigen-
schaft heißt ZX die freie abelsche Gruppe über X und wir notieren sie auch
Ab0 X und notieren unsere universelle Abbildung ε : X → Ab0 X . Wieder legt
diese universelle Eigenschaft unser Paar (ε,ZX) bereits bis auf eindeutigen Iso-
morphismus eindeutig fest. So erkennen wir, daß der durch das letztere ε indu-
zierte Gruppenhomomorphismus ε̃ : Grp0 X → Ab0 X einen Isomorphismus

(Grp0 X)ab ∼→ Ab0 X

von der Abelisierung im Sinne von 16.1.8.1 der freien Gruppe über X in die freie
abelsche Gruppe über X induzieren muß. Das hinwiederum zeigt, daß die frei-
en Gruppen über zwei Mengen X, Y nur dann isomorph sein können, wenn gilt
|X| = |Y |, denn für A := Ab0 X können wir das daraus folgern, daß A/2A
in Bijektion ist zur Menge aller endlichen Teilmengen von X . Wir nennen die
Kardinalität von X den Rang der freien Gruppe Grp0 X .

Vorschau 16.2.5.12. Da die VorschriftX 7→ ZX einen kovarianten Funktor Ens→
Ab liefert, ist es richtiger, die Elemente von ZX als eine Art „kompakt getrage-
ner Maße“ auf X aufzufassen. Wenn wir diesen Gesichtspunkt betonen wollen,
verwenden wir die Notation ZX = Maß!(X) und ε(x) = δx.

Ergänzung 16.2.5.13 (Freie Untergruppen einer Matrixgruppe). Man kann sich
mit Möbiusgeometrie anschaulich leicht klar machen, daß die Gruppe GL(2;C),
ja selbst die Gruppe PGL(2;C) freie Untergruppen von beliebigem endlichem
Rang besitzt. Dazu betrachtet man ihre Operation auf der Zahlenkugel P1C. Für
jedes Paar von abgeschlossenen Kreisscheiben K,L ⊂ P1C mit K ⊂ L◦ findet
man γ ∈ PGL(2;C) mit γ(K◦) = L◦. Erinnert man etwa P1C = C t {∞}
und nimmt zwei konzentrische Kreisscheiben in C, so wäre etwa eine geeignete
Streckung ein mögliches γ. Wählt man nun endlich viele paarweise disjunkte ab-
geschlossene Kreisscheiben Ki ⊂ L◦ und betrachtet das Untergruppenerzeugnis
Γ := 〈γ1, . . . , γr〉 der zugehörigen γi, so erhält man eine freie Gruppe vom Rang r.
In der Tat, betrachtet man die Menge A aller Translate des A := Γ(∂L) des Rand-
kreises von L und die Menge E := Zus(A) ihrer Zusammenhangskomponenten
und verbindet je zwei Elemente p, q ∈ E durch eine Kante, wenn die entspre-
chenden Kreise im Abschluß derselben Zusammenhangskomponente von P1C\A
liegen. So erhält man einen zykelfreien eindimensionalen Simplizialkomplex ali-
as Baum, bei dem von jeder Ecke 2r Kanten ausgehen. Die induzierte Operation
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von Γ auf diesem Simplizialkomplex geschieht in der Weise, daß unsere Erzeuger
γi und ihre Inversen jede Ecke p ∈ E auf alle ihre 2r Nachbarn schieben. So kann
man zumindest anschaulich gut einsehen, daß Γ eine freie Gruppe vom Rang r
sein muß. Diese freien Untergruppen von PGL(2;C) heißen Schottky-Gruppen.

Übungen

Übung 16.2.5.14 (Freie Gruppe als Menge unkürzbarer Worte). Sei X eine
Menge. Man zeige, daß jedes Element der freien Gruppe Grp0 X über X genau
einen Repräsentanten kürzester Länge im freien Monoid Mon0(X × {+1,−1})
hat, und daß diese Repräsentanten genau die „unkürzbaren Worte“ aus diesem
freien Monoid sind. Hinweis: Man konstruiere eine Operation der Gruppe Grp0 X
auf der Menge aller unkürzbaren Worte.

Übung 16.2.5.15. Man zeige, daß x und a := yxyx−1y−1 in der freien Gruppe
über den beiden Symbolen x, y eine echte Untergruppe erzeugen, die surjektiv
auf die Abelianisierung unserer freien Gruppe abbildet. Hinweis: 16.2.5.14.

Übung 16.2.5.16. Jede Abbildung von Mengen ϕ : X → Y setzt sich auf genau
eine Weise fort zu einer Abbildung von Gruppen Grp0 X → Grp0 Y , und unser
Grp0 ist so in natürlicher Weise ein Funktor von den Mengen in die Gruppen.
Man zeige, daß dieser Funktor Grp0 kokartesische Diagramme von Mengen zu
kokartesischen Diagrammen von Gruppen macht. Das wird später zu 16.4.3.12
verallgemeinert. Sind insbesondere X und Y zwei Mengen, so ist das folgende
Diagramm kokartesisch in der Kategorie der Gruppen:

Grp0(X ∩ Y ) → Grp0 X
↓ ↓

Grp0 Y → Grp0(X ∪ Y )

Übung 16.2.5.17. Man zeige, daß wir einen Isomorphismus zwischen der freien
Gruppe über einer endlichen Menge I und der Fundamentalgruppe der Einpunkt-
verbindung

∨
i∈I S

1 von Kopien der bepunkteten Räume (S1, 1) erhalten, wenn
wir jedem i ∈ I das „einfache Durchlaufen der i-ten Kreislinie“ zuordnen.

Übung 16.2.5.18 (Verschlungene und nicht verschlungene Kreislinien). Die
Fundamentalgruppe des Komplements der Vereinigung von zwei „nicht ineinan-
der verschlungenen“ Kreislinien in R3 ist isomorph zur freien Gruppe in zwei Er-
zeugern. Hinweis: 16.2.4.7. Die Fundamentalgruppe des Komplements von zwei
„ineinander verschlungenen“ Kreislinien in R3 ist isomorph zur freien abelschen
Gruppe in zwei Erzeugern. Hinweis: R3 mithilfe von 16.2.4.6 zu S3 ergänzen,
16.1.7.17 anwenden. Es gibt also keinen Homöomorphismus des R3 mit sich sel-
ber, der ein Paar von verschlungenen Kreislinien zu einem Paar von nicht ver-
schlungenen Kreislinien macht.
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Übung 16.2.5.19. Man bestimme die Fundamentalgruppe des Komplements einer
Acht in R3.

16.2.6 Push-out von Gruppen
16.2.6.1. Schon beim Satz von Seifert und van Kampen wird sich der Leser ge-
fragt haben, ob sich jedes Kowinkeldiagramm von Gruppen zu einem kokartesi-
schen Diagramm vervollständigen läßt. Das ist in der Tat der Fall und soll nun
bewiesen werden. Wir beginnen mit einem besonders einfachen Fall.

Satz 16.2.6.2 (Koprodukte von Gruppen). In der Kategorie der Gruppen exis-
tiert zu je zwei Gruppen ein Koprodukt.

Ergänzung 16.2.6.3. Man zeigt ähnlich, daß für eine beliebige Familie von Grup-
pen ein Koprodukt in der Kategorie der Gruppen existiert.

Beweis. Das Koprodukt von zwei Gruppen G1 und G2 heißt auch das freie Pro-
dukt der Gruppen G1 und G2 und wird notiert als

G1 ∗G2

Nach der universellen Eigenschaft der freien Gruppe Grp0 G über der Menge G
haben wir für jede Gruppe G genau einen Gruppenhomomorphismus η = ηG :
Grp0 G → G, dessen Verknüpfung mit ε : G → Grp0 G die Identität auf G
ist. Den Kern RG ⊂ Grp0 G dieses Gruppenhomomorphismus nennen wir die
„Relationen von G“. Wir definieren die Gruppe G1 ∗ G2 als den Quotienten der
freien Gruppe über der disjunkten Vereinigung unserer beiden Gruppen nach dem
von den Relationen in beiden Gruppen erzeugten Normalteiler, in Formeln

G1 ∗G2 := Grp0(G1 tG2)/〈〈RG1 ∪RG2〉〉

Hier haben wir der Einfachheit halber das Bild von RGi unter der von der In-
klusion induzierten Abbildung Grp0 Gi → Grp0(G1 t G2) auch mit RGi be-
zeichnet. Wir behaupten nun, daß diese Gruppe G1 ∗G2 mit den offensichtlichen
Abbildungen cani : Gi → G1 ∗ G2 ein Koprodukt ist. In der Tat, ist irgendeine
Gruppe H gegeben mitsamt Abbildungen f1 : G1 → H und f2 : G2 → H , so
erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus f : Grp0(G1 t G2) → H . Ist zu-
sätzlich fi ein Gruppenhomomorphismus, so liegtRGi im Kern von f . Sind f1, f2

Gruppenhomomorphismen, so definiert f mithin einen Gruppenhomomorphismus
f̄ : G1 ∗G2 → H .

Korollar 16.2.6.4. Jedes Kowinkeldiagramm von Gruppen läßt sich zu einem
push-out-Diagramm vervollständigen.
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16.2.6.5. Man nennt so einen push-out auch ein amalgamiertes Produkt und
bezeichnet ihn mit G1 ∗G G2.

Beweis. Sei
G

ϕ2→ G2

ϕ1 ↓
G1

unser Kowinkeldiagramm. Wir konstruieren dann unseren Pushout als den Quo-
tienten G1 ∗ G2/〈〈ϕ1(x)−1ϕ2(x) | x ∈ G〉〉 und überlassen es dem Leser, die
universelle Eigenschaft zu prüfen.

Übungen

Übung 16.2.6.6. Ist in einem kokartesischen Diagramm von Gruppen einer der
Ausgangspfeile eine Surjektion, so auch der parallele Pfeil in den Pushout. Hin-
weis: Sein Bild hat die universelle Eigenschaft.

Übung 16.2.6.7 (Explizite Beschreibung des freien Produkts). Seien G1, G2

Gruppen. Man zeige, daß sich jedes Element des freien Produkts G1 ∗ G2 in ein-
deutiger Weise als ein Produkt g1g2 . . . gn schreiben läßt mit n ≥ 0 und gk ∈ Gε(k)

nicht das neutrale Element und ε(k) 6= ε(k + 1) für 1 ≤ k < n. Wie üblich soll
hier das leere Produkt mit n = 0 das neutrale Element von G1 ∗ G2 darstellen.
Hinweis: Man orientiere sich am Beweis von Übung 16.2.5.14.

16.2.7 Simplizialkomplexe und triangulierbare Flächen

16.2.7.1. Gegeben V ein reeller Raum und M ⊂ V eine Teilmenge definiert man
die konvexe Hülle von M als als den Schnitt aller konvexen Teilmengen von V ,
dieM umfassen. Explizit wird die konvexe Hülle einer nichtleeren Menge im Fall
eines Vektorraums gegeben durch die Vorschrift

konv(M) := {
∑n

i=0 tipi | n ≥ 0, pi ∈M, ti ≥ 0,
∑n

i=0 ti = 1}

Im Fall eines affinen Raums gilt dieselbe Formel, wenn man die Summe interpre-
tiert als q +

∑n
i=0 ti(pi − q) für irgendeinen Punkt q.

Definition 16.2.7.2. Ich erinnere daran, daß eine nichtleere Familie (p0, . . . , pn)
von Punkten eines reellen affinen Raums affin unabhängig heißt, wenn es keinen
(n − 1)-dimensionalen affinen Teilraum gibt, der alle ihre Punkte enthält. Dann
nennt man ihre konvexe Hülle konv(p0, . . . , pn) den vollen Simplex mit Ecken
p0, . . . , pn.
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Eine endliche Teilmenge der Ebene, dargestellt durch fette Punkte, und ihre
konvexe Hülle, dargestellt als schraffierter Bereich.
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Beispiele 16.2.7.3. Ein einzelner Punkt p ist stets affin unabhängig und wir ha-
ben konv(p) = {p}. Ein Zweitupel (p, q) von Punkten ist affin unabhängig genau
dann, wenn die beiden Punkte verschieden sind, und in diesem Fall ist konv(p, q)
das „abgeschlossene Streckenstück zwischen p und q“, das wir manchmal auch
[p, q] notieren. Ein Dreitupel (p, q, r) von Punkten ist affin unabhängig genau
dann, wenn die drei Punkte nicht auf einer affinen Gerade liegen, und in die-
sem Fall ist konv(p, q, r) die „abgeschlossene Fläche des Dreiecks mit den Ecken
p, q und r“.

16.2.7.4 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung „Simplex“ kann wohl
zurückgeführt werden auf denselben Wortstamm wie „simpel“. In jedem Fall wer-
den volle Simplizes verwendet als einfachste Grundbausteine bei der Konstruktion
komplizierterer Räume. Die Konstruktionsvorschrift ist dabei ein rein kombinato-
risches Datum, das wir gleich definieren und einen „Simplizialkomplex“ nennen
werden. Den zugehörigen topologischen Raum nennen wir dann seine „topologi-
sche Realisierung“.

Definition 16.2.7.5. Ein Simplizialkomplex K = (E,K) ist eine Menge E mit-
samt einem System K ⊂ P(E) von nichtleeren endlichen Teilmengen von E,
das unter dem Bilden von nichtleeren Teilmengen stabil ist und alle einelementi-
gen Teilmengen von E enthält. In Formeln ausgedrückt fordern wir von unserem
Mengensystem K ⊂ P(E) also:

1. 0 < |K| <∞ ∀K ∈ K;

2. (K ∈ K und ∅ 6= L ⊂ K)⇒ L ∈ K;

3. {e} ∈ K ∀e ∈ E.

Wir nennen die Elemente von E die Ecken und die Elemente von K die Sim-
plizes oder ausführlicher kombinatorischen Simplizes unseres Simplizialkom-
plexes. Die Simplizes der Kardinalität (n + 1) nennen wir n-Simplizes und die
Menge aller n-Simplizes notieren wir Kn. Wir identifizieren oft stillschweigend
die Menge E der Ecken mit der Menge K0 der 0-Simplizes.

Vorschau 16.2.7.6 (Diskussion der Terminologie). Wenn in der Literatur von
einem Simplizialkomplex die Rede ist, ist auch oft eine „Menge mit einer simpli-
zialen Teilordnung“ im Sinne von Übung 16.2.7.19 gemeint. Wir diskutieren dort,
inwiefern das „im wesentlichen dasselbe Datum“ ist wie ein Simplizialkomplex.

Beispiel 16.2.7.7. Jede Menge E ist mit dem System K = ME all ihrer nicht-
leeren endlichen Teilmengen ein SimplizialkomplexME = (E,ME). Ich nenne
ihn den maximalen Simplizialkomplex mit Eckenmenge E.
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Versuch der graphischen Darstellung der topologischen Realisierung eines
Simplizialkomplexes mit acht Ecken E = {a, b, . . . , h}, einem 3-Simplex
{a, b, c, d}, sechs 2-Simplizes {a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, {b, d, e},

{f, g, h}, und dreizehn 1-Simplizes.
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Definition 16.2.7.8. Wir ordnen jedem Simplizialkomplex K = (E,K) einen to-
pologischen Raum ∆(K) zu, den wir seine topologische Realisierung oder kurz
Realisierung nennen. Als zugrundeliegende Menge nehmen wir

∆(K) :=

{
t : E → R≥0

∣∣∣∣ Es gibt einen kombinatorischen Simplex σ ∈ K
mit (supp t) = σ und es gilt

∑
e∈E t(e) = 1

}
Hier verwenden wir die übliche Notation supp t := {e ∈ E | t(e) 6= 0} für den
Träger oder englisch und französisch „support“ von t. Unsere Menge ∆(K) ist
enthalten im Vektorraum RE aller Abbildungen E → R mit endlichem Träger.
Für σ ∈ K betrachten wir nun die Teilmenge ∆(σ) ⊂ ∆(K) aller t mit Träger
in σ. Bezeichnen wir für e ∈ E mit 1e = δe ∈ RE das zugehörige Element der
Standardbasis und besteht σ aus den n + 1 Ecken e0, . . . , en ∈ E, so ist ∆(σ)
gerade die konvexe Hülle der 1ei, in Formeln

∆(σ) = konv(1e0, . . . , 1en)

Unsere topologische Realisierung ist die Vereinigung aller dieser vollen Simpli-
zes. Ist E endlich, so nehmen wir als Topologie auf ∆(K) schlicht die Topologie,
die induziert wird von der natürlichen Topologie auf dem endlichdimensionalen
reellen Vektorraum RE. Im allgemeinen versehen wir ∆(K) mit der Finaltopo-
logie bezüglich aller Inklusionen ∆(L) ⊂ ∆(K) von Realisierungen endlicher
Unterkomplexe L ⊂ K oder gleichbedeutend der Finaltopologie bezüglich aller
Inklusionen ∆(σ) ⊂ ∆(K) der vollen Simplizes zu σ ∈ K. In Übung 16.2.7.17
wird erklärt, warum wir unsere Menge nicht mit der Kofinaltopologie zur Familie
der Auswertungen an allen Ecken E unseres Komplexes versehen wollen.

Ergänzung 16.2.7.9. Für die Realisierung eines Simplizialkomplexes K ist statt
∆(K) auch die Notation |K| gängig. Ob im Zweifelsfall die Kardinalität der Men-
geK oder die Realisierung des SimplizialkomplexesK gemeint ist, muß der Leser
dann aus dem Kontext erschließen.

Ergänzung 16.2.7.10. Ein grundlegendes und weitgehend ungelöstes Problem der
Topologie ist die Klassifikation aller Realisierungen endlicher Simplizialkomple-
xe bis auf Homotopie, vergleiche zum Beispiel den Artikel von Baues in [Jam95].

16.2.7.11 (Sparsame Realisierung von Simplizialkomplexen). Wir können die
Realisierung ∆(K) eines Simplizialkomplexes (E,K) oft auch in affine RäumeX
einer Dimension dimRX < |E| einbetten. Ist genauer E → X , e 7→ ē irgendeine
Abbildung der Ecken unseres Simplizialkomplexes in einen reellen affinen Raum
X , so gibt es genau eine affine Abbildung {t ∈ RE |

∑
t(e) = 1} → X mit

e 7→ ē. Ist diese Abbildung darüber hinaus injektiv auf ∆(K) und ist X endlich-
dimensional und unser Simplizialkomplex endlich, so induziert unsere Abbildung
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nach 15.1.5.13 einen Homöomorphismus von der gemetrischen Realisierung un-
seres Simplizialkomplexes mit ihrem Bild. Dasselbe gilt mit 15.1.7.30, wenn wir
statt |K| < ∞ schwächer nur fordern, daß die Bilder der vollen Simplizes eine
lokal endliche Überdeckung des Bildes von ∆(K) bilden. Notwendig und hinrei-
chend für die Injektivität ist, daß (1) für jeden Simplex σ ∈ K die Familie (p̄)p∈σ
affin unabhängig ist in X und daß (2) gegeben zwei Simplizes σ, τ ∈ K für die
vollen Simplizes konv(σ̄) ⊂ X gilt konv(σ̄) ∩ konv(τ̄) = konv(σ ∩ τ).

Definition 16.2.7.12. Eine simpliziale Abbildung ϕ von einem Simplizialkom-
plex (E,K) in einen Simplizialkomplex (F,L) ist eine Abbildung auf den Ecken
ϕ : E → F derart, daß gilt σ ∈ K ⇒ ϕ(σ) ∈ L. So eine simpliziale Abbildung
liefert eine stetige Abbildung ∆(ϕ) : ∆(K) → ∆(L) zwischen den zugehöri-
gen topologischen Räumen durch „affine Fortsetzung auf das Innere der vollen
Simplizes“, in Formeln ∆(ϕ) : t 7→ s mit

s(f) :=
∑
ϕ(e)=f

t(e) ∀f ∈ F

Wir nennen ∆(ϕ) die topologische Realisierung unserer simplizialen Abbildung
und schreiben oft einfacher ϕ statt ∆(ϕ).

Definition 16.2.7.13. Eine kombinatorische Fläche ist ein endlicher Simplizial-
komplex F derart, daß gilt:

1. Jeder Simplex liegt in einem 2-Simplex;

2. Jeder 1-Simplex liegt in höchstens zwei 2-Simplizes;

3. Alle 2-Simplizes, die einen gegebenen 0-Simplex enthalten, lassen sich so
durchnummerieren als σ1, σ2, . . . , σr, daß jeweils σi und σi+1 eine Kante
gemeinsam haben, in Formeln |σi ∩ σi+1| = 2 für 1 ≤ i < r.

Diejenigen 1-Simplizes, die nur zu einem einzigen 2-Simplex gehören, nennen wir
die Randkanten unserer kombinatorischen Fläche. Gehört sogar jeder 1-Simplex
zu genau zwei 2-Simplizes, so nennen wir unseren Simplizialkomplex eine ge-
schlossene kombinatorische Fläche oder auch eine kombinatorische Fläche
ohne Rand.

16.2.7.14. Es ist leicht zu sehen und auch nicht schwer zu beweisen, daß die to-
pologische Realisierung einer geschlossenen kombinatorischen Fläche F eine ge-
schlossene Fläche ∆(F) alias eine kompakte 2-Mannigfaltigkeit im Sinne unserer
Definition 16.1.1.5 ist.
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Dieser Simplizialkomplex ist keine kombinatorische Fläche, da im „mittleren
Punkt“ die dritte Bedingung unserer Definition 16.2.7.13 verletzt ist.



2668 KAPITEL 16. FUNDAMENTALGRUPPE UND ÜBERLAGERUNG

Definition 16.2.7.15. Eine Triangulierung einer geschlossenen Fläche X ist ein
Paar bestehend aus einer geschlossenen kombinatorischen Fläche F und einem
Homöomorphismus ∆(F)

∼→ X .

Ergänzung 16.2.7.16. Rado [?, ?] hat gezeigt, daß jede geschlossene Fläche eine
Triangulierung besitzt. Der Beweis ist nicht ganz einfach. In höheren Dimensio-
nen gibt es kompakte topologische Mannigfaltigkeiten, die nicht homöomorph
sind zur Realisierung eines Simplizialkomplexes, die also „nicht triangulierbar“
sind.

Übungen

Übung 16.2.7.17. Die Realisierung ∆(K) eines Simplizialkomplexes (E,K) ist
stets Hausdorff und jede kompakte Teilmenge A ⊂ ∆(K) ist schon enthalten in
einer Vereinigung von endlich vielen vollen Simplizes. Hinweis: Eine Teilmenge
von ∆(K), die jeden Simplex in höchstens endlich vielen Punkten trifft, ist stets
abgeschlossen und diskret. Besteht unser Simplizialkomplex aus abzählbar vielen
Kanten, die in einen zentralen Punkt hereinlaufen, so gälte diese Aussage nicht
für die von den Auswertungen an allen Ecken induzierte Initialtopologie.

Übung 16.2.7.18. Ein Simplizialkomplex heißt lokal endlich, wenn jede seiner
Ecken nur zu endlich vielen Simplizes gehört. Man zeige, daß ein Simplizialkom-
plex genau dann lokal endlich ist, wenn seine topologische Realisierung lokal
kompakt ist. Hinweis: 16.2.7.17.

Übung 16.2.7.19. Ein Teilordnung ≤ auf Menge K heiße simplizial, wenn gilt:

1. K hat ein kleinstes Element;

2. Jede zweielementige Teilmenge von K besitzt eine größte untere Schranke;

3. Die Menge aller Elemente kleinergleich einem beliebig vorgegebenen Ele-
ment ist als teilgeordnete Menge isomorph zum System aller Teilmengen
einer endlichen Menge.

Gegeben ein Simplizialkomplex (E,K) setzen wir K̃ := Kt{∅} und nennen die-
se Menge seine Augmentierung. Dann ist für jeden Simplizialkomplex im Sin-
ne von 16.2.7.5 die auf seiner Augmentierung K̃ durch die Inklusion gegebenen
Teilordnung simplizial. Man zeige, daß auch umgekehrt jede Menge mit einer
simplizialen Teilordnung isomorph ist zur Augmentierung eines bis auf eindeu-
tigen Isomorphismus eindeutig bestimmten Simplizialkomplexes im Sinne von
16.2.7.5.
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Ergänzende Übung 16.2.7.20. Gegeben eine Menge E nennen wir die topologi-
sche Realisierung ∆(ME) des maximalen SimplizialkomplexesME mit Ecken-
menge E den vollen Simplex mit Eckenmenge E. Man zeige, daß für E 6= ∅ der
volle Simplex ∆(ME) zusammenziehbar ist.

16.2.8 Klassifikation der geschlossenen Flächen
16.2.8.1. Wir werden im folgenden den in 16.1.1.7 formulierten Satz unter der
Zusatzannahme der „Triangulierbarkeit“ beweisen, wir klassifizieren also die tri-
angulierbaren geschlossenen Flächen bis auf Homöomorphie. Dieser Abschnitt
nimmt insofern eine Sonderstellung ein, als die Argumentation nicht so weit in
die formalen Details getrieben wird wie in den übrigen Abschnitten.

Definition 16.2.8.2. Sei F eine kombinatorische Fläche. Eine Zerschneidung
von F ist eine kombinatorische Fläche Z mit einer simplizialen Abbildung ϕ :
Z → F , die auf den 2-Simplizes eine Bijektion ϕ : Z2

∼→ F2 induziert. Umge-
kehrt sagen wir in dieser Situation auch, F entstehe durch Verklebung von Z .

Definition 16.2.8.3. Eine kombinatorische Fläche Z heiße ein Vieleck, wenn ih-
re topologische Realisierung ∆(Z) homöomorph ist zur abgeschlossenen Kreis-
scheibe D2 = {z ∈ C | |z| ≤ 1}.

Lemma 16.2.8.4. Ist eine kombinatorische Fläche Z ein Vieleck und ϕ : D2 ∼→
∆(Z) ein Homöomorphismus, so ist das Bild der Kreislinie ϕ(S1) die Vereinigung
der Randkanten von Z im Sinne von 16.2.7.13.

Beweis. Das Komplement von S1 kann man in der Kreisscheibe D2 charakteri-
sieren als die Menge aller Punkte z, die eine zusammenziehbare Umgebung U
besitzen derart, daß U\z nichttriviale Fundamentalgruppe hat. Das Komplement
der Vereinigung der Randkanten in ∆(Z) kann man genauso charakterisieren.

Lemma 16.2.8.5. Jede zusammenhängende kombinatorische Fläche besitzt eine
Zerschneidung zu einem Vieleck.

Beweis. Sei F unsere kombinatorische Fläche. Sicher gibt es eine Zerschneidung
von F in eine disjunkte Vereinigung endlich vieler Vielecke. Sei Z → F eine
solche Zerschneidung mit der kleinstmöglichen Zahl von Zusammenhangskom-
ponenten. Nehmen wir einmal an, es gäbe hier mehr als eine Komponente. Dann
könnten wir also 2-Simplizes σ, τ ∈ F2 finden, die von verschiedenen Zusammen-
hangskomponenten von Z herkommen. Da F zusammenhängend ist, könnten wir
σ, τ in F durch eine Kette von 2-Simplizes σ = σ0, σ1, . . . , σr = τ verbinden der-
art, daß gilt σi ∩ σi+1 6= ∅. Aufgrund unserer Annahmen an eine kombinatorische
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Dieses Bild zeigt eine Zerschneidung des Schwimmrings alias Torus zu einem
Viereck. In der demnächst eingeführten Terminologie wird es auch die Definition

der Fläche F (aba−1b−1) anschaulich machen. Verkleben wir nur längs der
b-Kanten, so entsteht eine Klopapierrolle. Verkleben weiter längs der b-Kanten,

so entsteht ein Schwimmring alias Torus.
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Fläche können wir sogar annehmen, daß σi∩σi+1 jeweils ein 1-Simplex ist. Dann
finden wir aber notwendig ein i derart, daß σi und σi+1 von verschiedenen Zu-
sammenhangskomponenten von Z herkommen. Verkleben wir nun diese beiden
Zusammenhangskomponenten entlang der Randkante σi ∩ σi+1, so erhalten wir
eine Zerschneidung von F in weniger Vielecke, im Widerspruch zur angenom-
menen Minimalität.

16.2.8.6. Seien F eine geschlossene kombinatorische Fläche und ϕ : Z → F
eine Zerschneidung zu einem Vieleck. Sicher werden unter ϕ die Randkanten von
Z paarweise identifiziert. Insbesondere ist also die Zahl der Randkanten unseres
Vielecks gerade. Im folgenden führen wir eine Notation für mögliche Identifizie-
rungsvorschriften der Randkanten eines Vielecks mit einer geraden Anzahl von
Kanten ein.

Definition 16.2.8.7. Sei A eine endliche Menge, die wir in diesem Zusammen-
hang unser „Alphabet“ nennen, mit |A| = r ≥ 0 Elementen, den „Buchstaben“.
Ein Flächenwort im Alphabet A ist eine Abbildung

{1, 2, 3, . . . , 2r} → A× {1,−1}
i 7→ (a(i), ε(i))

derart, daß jeder Buchstabe genau zweimal als ein a(i) vorkommt.

16.2.8.8. Wir schreiben Flächenworte in der Form a(1)ε(1) . . . a(2r)ε(2r) und nen-
nen 2r die „Länge“ so eines Flächenworts. Beispiele für Flächenworte im Alpha-
bet A = {a, b} sind etwa die Ausdrücke aabb−1 und aba−1b.

16.2.8.9. Gegeben ein Flächenwort w in r ≥ 2 Buchstaben konstruieren wir einen
topologischen Raum

F (w)

wie folgt: Wir betrachten ein regelmäßiges 2r-Eck, mit 2r der Länge unseres Flä-
chenworts, und schreiben die Buchstaben unseres Flächenworts der Reihe nach an
seine Kanten. Weiter versehen jede Kante mit einem Pfeil im Gegenuhrzeigersinn
beziehungsweise im Uhrzeigersinn, je nachdem ob der Exponent ihres Buchsta-
bens 1 beziehungsweise −1 ist. Dann verkleben wir jeweils die Kanten mit den
gleichen Buchstaben so, daß die Spitzen der Pfeile identifiziert werden. Im Fall
r = 1 erlauben wir dem 2-Eck krumme Kanten und erhalten so zum Beispiel
F (aa) ∼= P2R und F (aa−1) ∼= S2. Im Fall r = 0 setzen wir F ( ) = S2.

Lemma 16.2.8.10 (Fläche zu einem Flächenwort). Der auf diese Weise zu einem
Flächenwort w konstruierte topologische Raum F (w) ist stets eine geschlossene
Fläche.
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Dieses Bild soll die Definition der Fläche F (aabb) anschaulich machen. Statt die
zu jeweils zu verklebenden Randkanten mit denselben Buchstaben zu benennen,

habe ich sie jeweils mit demselben Typ von Pfeilen, hier Doppelpfeilen
beziehungsweise einfachen Pfeilen, gekennzeichnet. Verklebt wird eigentlich nur

das fett eingezeichnete Viereck. Ich finde, man erkennt in der Mitte recht gut,
wie das Verkleben eine Fläche liefert, in der alle vier Eckpunkte unseres

Quadrats dasselbe Bild haben. Es ist jedoch nicht so leicht zu sehen, daß diese
Fläche homöomorph ist zur Klein’schen Flasche. Um sich das zu überlegen,

sollte man wohl am besten die Klein’sche Flasche zerschneiden: Einmal rund um
den Flaschenhals, ein zweites Mal in Längsrichtung Flasche und Hals.



16.2. BESCHREIBUNG EINIGER FUNDAMENTALGRUPPEN 2673

Beweis. Die größte Schwierigkeit scheint mir hierbei der Nachweis, daß auch die
Bilder der Ecken unseres Vielecks im verklebten Raum F (w) eine zu einer of-
fenen Kreisscheibe homöomorphe offene Umgebung besitzen. Um das zu sehen,
muß man sich überlegen, daß lokal um das Bild einer Ecke schlicht „mehrere Win-
kelsegmente zu einer Kreisscheibe verklebt werden“. Wir überlassen die Details
dem Leser.

Satz 16.2.8.11 (Klassifikation der geschlossenen Flächen). Jede zusammen-
hängende triangulierbare geschlossene Fläche ist homöomorph zur Fläche F (w)
für genau ein Flächenwort w aus der folgenden Liste:

1. a1b1a
−1
1 b−1

1 a2b2a
−1
2 b−1

2 . . . agbga
−1
g b−1

g mit g ≥ 0;

2. a1a1a2a2 . . . agag mit g ≥ 1.

Beweis. Wir zeigen zunächst die „Ausschöpfung“, daß also jede zusammenhäng-
ende triangulierbare geschlossene Fläche homöomorph ist zu mindestens einer
Fläche unserer Liste. Die „Minimalität“ unserer Liste, daß also keine zwei der ge-
listeten Flächen homöomorph sind, zeigen wir erst als letzten Punkt von Abschnitt
16.2.10.

16.2.8.12. Dieser Satz präzisiert die in der Einleitung besprochene Klassifika-
tion der geschlossenen Flächen 16.1.1.7. Wenn wir den Satz von Rado glauben,
können wir hier sogar auf die Annahme der Triangulierbarkeit verzichten, da nach
diesem Satz jede zusammenhängende geschlossene Fläche triangulierbar ist.

16.2.8.13. Zur Vorbereitung des Beweises listen wir zunächst einmal einige fun-
damentale Operationen auf der Menge aller Flächenwörter auf, die offensichtlich
den Homöomorphietyp der zugehörigen Fläche nicht ändern. In den folgenden
Formeln bedeuten a, b, c, d mit und ohne Hut stets Buchstaben unseres Alphabets
A, dahingegen bedeuten u, v, w, z Abschnitte von Flächenwörtern.

1. „Zyklisches Vertauschen“ und „von hinten nach vorne Lesen“, in Formeln
F (vw) ∼= F (wv) und F (w) ∼= F (w−1);

2. „Substituieren“ von a−1 für a, in Formeln F (vaεwaηz) ∼= F (va−εwa−ηz);

3. „Aufschneiden des Vielecks längs der Gerade zwischen zwei Ecken und
Zusammenkleben längs einer äußeren Kante“ wie im nebenstehenden Bild
dargestellt, in Formeln

F (uavza−1w) ∼= F (uwâ−1zvâ)
F (uavzaw) ∼= F (uz−1âw−1vâ)
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Dieses Bild soll die zweite Regel F (uavzaw) ∼= F (uz−1bw−1vb) zum
Aufschneiden und Verkleben anschaulich machen. Kleben wir das darin

enthaltene achteckige „Stoppschild“ zu einer Fläche zusammen, so entsteht
dieselbe Fläche wie beim Zusammenkleben des mit gestricheltem Rand
gezeichneten „Schmetterlings“. Hierbei könnten wir etwa konkret an ein

Flächenwort in vier Buchstaben a, c, d, e denken und etwa u = c, v = c−1e,
z = d−1 und w = ed setzen, dieser Fall ist als Beispiel eingezeichnet.
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Bei der Notation versuche ich, das Nachvollziehbarkeit zu erleichtern, in
dem ich dem neu entstehenden Kantenpaar denselben Buchstaben gebe wie
der durch Verkleben verschwundenen Kante, ihn aber mit einem Hut verse-
he. Bei der Richtung der neu entstehenden Kanten lege ich mich fest.

4. „Kürzen“, in Formeln F (uava−1) ∼= F (uv) unter der Annahme, daß die
beiden Enden der a-Kanten verschiedene Bilder in der verklebten Fläche
haben. Sind hier u oder v leer, so haben die Enden der a-Kanten automatisch
verschiedene Bilder und die Formel scheint mir offensichtlich. Sind u und v
nicht leer, so betrachten wir in unserem Vieleck das Viereck mit den beiden
a-Kanten als gegenüberliegenden Seiten. Sein Bild in der verklebten Fläche
ist ein Zylinder, den wir zu einer Kreislinie identifizieren können, ohne den
Homöomorphietyp der verklebten Fläche zu ändern.

16.2.8.14. Zu jedem Flächenwort w erklären wir seine Eckenzahl als die Zahl
der Punkte in der zugehörigen Fläche F (w), die Bilder von Ecken unseres Viel-
ecks sind. Kombinatorisch betrachtet man auf der Menge der Ecken die kleinste
Äquivalenzrelation, unter der je zwei Ecken mit einer Ausgangskante zum selben
Buchstaben oder einer Eingangskante zum selben Buchstaben äquivalent sind,
und kann dann die Eckenzahl verstehen als die Kardinalität der Äquivalenzklas-
sen. Die Eckenzahl des leeren Worts sei Eins.

Lemma 16.2.8.15 (Eckenreduktion). Für jedes vorgegebene Flächenwortw gibt
es ein Flächenwort v mit Eckenzahl Eins und F (w) ∼= F (v).

Beweis. Sei w ein Flächenwort mit Eckenzahl ≥ 2 und mehr als einem Buchsta-
ben. Wir wählen einen Punkt P in F (w), der das Bild einer Ecke unseres Vielecks
ist, und nennen diejenigen Ecken unseres Vielecks „gut“, die nach P gehen. Die
übrigen Ecken nennen wir „schlecht“ und geben ein Verfahren an, das entweder
die Zahl der Ecken überhaupt oder die Zahl der schlechten Ecken unseres Ecken-
worts verringert, ohne die zugehörige Fläche zu ändern. Sei in der Tat a eine Kante
von einer guten Ecke zu einer schlechten Ecke. Zwei Fälle sind möglich:

1. Die beiden a-Kanten unseres Vielecks erscheinen mit demselben Exponenten.
In diesem Fall können sich nach unserer Annahme die a-Kanten nicht berühren.
Wir schneiden dann zwischen den guten Enden der a-Kanten auf und verkleben
längs der a-Kanten. So verringert sich die Zahl der schlechten Ecken um Eins.

2. Die beiden a-Kanten unseres Vielecks erscheinen mit verschiedenen Exponen-
ten. In diesem Fall können wir sie kürzen und so die Eckenzahl um Eins verrin-
gern. Das zeigt das Lemma.

Beweis des Klassifikationssatzes 16.2.8.11, Ausschöpfung. Nach der Eckenreduk-
tion 16.2.8.15 ist jede triangulierbare Fläche homöomorph zu einer Fläche F (w)
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Dieses Bild soll die vierte Regel zum „Kürzen“ anschaulich machen.
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für ein Flächenwort w mit Eckenzahl 1. Wir bemerken für das folgende, daß sich
die Eckenzahl beim Aufschneiden und Verkleben nicht ändert. Wir können uns
also im Weiteren auf Worte der Eckenzahl 1 beschränken und werden von nun
an nur noch solche Worte betrachten. Man beachte nun als Spezialfälle des Auf-
schneidens und Verklebens die beiden folgenden Regeln:

Kreuzhaubennormierung: Man findet F (ubvbw) ∼= F (uv−1b̂b̂w) durch Auf-
schneiden zwischen den Enden von b und Verkleben längs b. Die Bezeich-
nung rührt daher, daß wir wie auf Seite 2678 erklärt ein Möbiusband auch
als eine sogenannte Kreuzhaube realisieren können.

Henkelnormierung: Man findet F (uavbwa−1zb−1x) ∼= F (uâb̂â−1b̂−1zwvx). In
der Tat, Aufschneiden zwischen den Enden von a und Verkleben längs b lie-
fert ub̂−1zwa−1b̂avx. Nochmaliges Aufschneiden zwischen den Anfangs-
punkten der Kanten b̂ und Verkleben längs a liefert das gewünschte Ergeb-
nis.

Unter Verwendung der ersten Regel normieren wir zunächst Kreuzhauben, bis wir
ein Wort erreicht haben, bei dem jeder Buchstabe entweder als normierte Kreuz-
haube aa beziehungsweise a−1a−1 oder in der Form . . . a . . . a−1 . . . vorkommt.
Im letzteren Fall finden wir ein b derart, daß unser Wort feiner sogar die Form

. . . a . . . b . . . a−1 . . . b−1 . . .

hat, denn sonst müßten alle Buchstaben entweder doppelt oder gar nicht zwischen
a und a−1 vorkommen, und dann hätten Anfangs- und Endpunkt der a-Kanten ver-
schiedene Bilder in der Fläche, im Widerspruch zu unserer Annahme der Ecken-
zahl 1. Mit sukzessiven Henkelnormierungen landen wir also bei einem Wort,
das eine Verkettung von Kreuzhauben cc und Henkeln aba−1b−1 ist. Henkelnor-
mierung rückwärts und dann mehrfaches Anwenden der Kreuzhaubennormierung
liefert aber auch die sogenannte Henkelelimination, in Formeln und unter mehr-
facher Verwendung der Aufschneidesymbole â, b̂ für unterschiedliche Kanten

F (uâb̂â−1b̂−1ccx) ∼= F (uabca−1cb−1x)
∼= F (uabaĉĉb−1x)
∼= F (ub−1ââĉĉb−1x)
∼= F (u(ââĉĉ)−1b̂b̂x)

Folglich liefert jede Verkettung von Kreuzhauben und Henkeln, in der mindes-
tens eine Kreuzhaube auftritt, dieselbe Fläche wie ein reines Produkt von Kreuz-
hauben. Damit ist gezeigt, daß jede triangulierbare Fläche homöomorph ist zu
mindestens einer Fläche, die durch ein Flächenwort aus unserer Liste beschrieben
wird. Wir zeigen in 16.2.10, daß diese Flächen paarweise nichtisomorphe Funda-
mentalgruppen haben. Daraus folgt, daß sie paarweise nicht homöomorph sind,
und das beendet dann den Beweis des Klassifikationssatzes.
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Man erhält eine stetige Abbildung des Möbiusbands nach R3 ∼= C×R vermittels
der Formel (t, τ) 7→ (τ eπ i t,

√
1− τ 2 cos2 πt). Anschaulich gesprochen

verbindet man je zwei gegenüberliegende Punkte des Einheitskreises durch einen
Bogen mit variierender mittlerer Höhe. Das Bild ist eine sich selbst

durchdringende räumliche Fläche, bei der man sich die Selbstdurchdringung
leicht wegdenken kann. Man nennt sie auch die Kreuzhaube. In dieser
Anschauung für das Möbiusband bezahlt man in gewisser Weise mit der

Selbstdurchdringung für die gute Sichtbarkeit des Randkreises.
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16.2.9 Gruppen durch Erzeugende und Relationen

16.2.9.1. Ist G eine Gruppe und T ⊂ G eine Teilmenge, so hatten wir in 3.4.3.5
den Schnitt über alle Untergruppen von G, die T umfassen, die „von T erzeugte
Untergruppe“ genannt und mit 〈T 〉 bezeichnet.

Definition 16.2.9.2. SeienG eine Gruppe und T ⊂ G eine Teilmenge. Der Schnitt
über alle Normalteiler vonG, die T umfassen, heißt der von T inG erzeugte Nor-
malteiler 〈〈T 〉〉G = 〈〈T 〉〉. Er kann auch beschrieben werden als die Untergruppe
〈〈T 〉〉 = 〈gtg−1 | g ∈ G, t ∈ T 〉, die von der Elementen t ∈ T und allen ihren
Konjugierten erzeugt wird.

16.2.9.3 (Schwierigkeiten der Terminologie). Hier treffen wir auf die seman-
tische Schwierigkeit, daß „der von T erzeugte Normalteiler“ ja auch bedeuten
könnte, daß wir die von T erzeugte Untergruppe nehmen und daß diese zusätz-
lich ein Normalteiler ist. In Formelsprache sollte jedoch klar werden, was jeweils
gemeint ist.

Lemma 16.2.9.4. Seien ϕ : G → G′ ein Gruppenhomomorphismus und T ⊂ G
eine Teilmenge mit ϕ(T ) ⊂ {e}. So gibt es genau einen Gruppenhomomorphis-
mus ϕ̃ : G/〈〈T 〉〉 → G′ mit ϕ̃ ◦ π = ϕ, im Diagramm

G

##GGGGGGGGGG
// G/〈〈T 〉〉

���
�
�

G′

Beweis. Nach Annahme gilt T ⊂ kerϕ. Da kerϕ stets ein Normalteiler ist, folgt
〈〈T 〉〉 ⊂ kerϕ. Jetzt folgt die Aussage aus der universellen Eigenschaft der Rest-
klassengruppe 4.4.2.1.

Definition 16.2.9.5. SeiX eine Menge undR ⊂ Grp0 X eine Teilmenge der frei-
en Gruppe über X . Der Quotient Grp0 X/〈〈R〉〉 der freien Gruppe über X nach
dem von R erzeugten Normalteiler heißt die von der Menge X mit den Relatio-
nen R erzeugte Gruppe. Meist werden die Relationen in der Form ai = bi mit
Wörtern ai, bi ∈ Mon0 X angegeben. Gemeint ist dann R = {[ai][bi]−1}.

Beispiel 16.2.9.6. Die von zwei Elementen x und y mit der Relation xy = yx
erzeugte Gruppe ist isomorph zu Z× Z.

16.2.9.7. Die Darstellung einer Gruppe durch Erzeugende und Relationen ist nicht
„effektiv“ : Es gibt nachweislich keinen Algorithmus, der bestimmt, ob so eine
Gruppe trivial ist, also nur aus einem Element besteht.
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Übungen

Übung 16.2.9.8. Sei eine MengeX die Vereinigung zweier TeilmengenX = X1∪
X2 mit Schnitt X0 = X1 ∩ X2. Seien Ri ⊂ Grp0Xi Relationen, i = 0, 1, 2. Gilt
zusätzlich R0 ⊂ 〈〈Ri〉〉 für i = 1, 2, so ist das folgende Diagramm ein Pushout:

Grp0 X0/〈〈R0〉〉 → Grp0 X1/〈〈R1〉〉
↓ ↓

Grp0 X2/〈〈R2〉〉 → Grp0 X/〈〈R1 ∪R2〉〉

Übung 16.2.9.9. Die symmetrische Gruppe Sn kann beschrieben werden als die
Gruppe mit Erzeugern s1, . . . , sn−1 und den Relationen s2

i = 1, sisj = sjsi für
|i − j| > 1, (sisi+1)3 = 1. Die Tetraedergruppe alias die alternierende Gruppe
A4 kann beschrieben werden als die Gruppe erzeugt von zwei Elementen s, t mit
Relationen s2 = t3 = (st)3 = 1. Die Ikosaedergruppe alias die die alternierende
Gruppe A5 kann beschrieben werden als die Gruppe erzeugt von zwei Elementen
u, v mit Relationen u2 = v3 = (uv)5 = 1.

Übung 16.2.9.10. Die Abelisierung der freien Gruppe über einer Menge ist kano-
nisch isomorph zur freien abelschen Gruppe über besagter Menge.

16.2.10 Die Fundamentalgruppen geschlossener Flächen
Satz 16.2.10.1 (Fundamentalgruppen geschlossener Flächen). Gegeben ein Flä-
chenwort w im Alphabet A mit Eckenzahl Eins wird die Fundamentalgruppe der
zugehörigen Fläche F (w) erzeugt von der Menge A mit dem Flächenwort w als
einziger Relation. Bezeichnet genauer ∗ ∈ F (w) das Bild der Ecken unseres Viel-
ecks, so erhalten wir einen Isomorphismus

(Grp0 A)/〈〈w〉〉 ∼→ π1(F (w), ∗)

dadurch, daß wir jedem Buchstaben das Bild der entsprechenden Kante mit der
durch den Exponenten unseres Buchstabens gegebenen Durchlaufrichtung zuord-
nen.

Beweis. Sei v : Z → F die Verklebung unseres Vielecks Z ⊂ R2 zur Fläche F =
F (w). Das Bild v(∂Z) vom Rand unseres Vielecks in unserer Fläche F besteht
aus |A| Kreislinien, die alle in einem Punkt zusammengeklebt sind. Solch einen
Raum nennt man ein Bouquet von Kreislinien. Bezeichne nun Z◦ das Innere
unseres Vielecks und sei z ∈ Z◦ sein Mittelpunkt. Unter der Verklebung v geht
Z◦ homöomorph auf eine offene Teilmenge unserer Fläche z : Z◦

∼→ v(Z◦) ⊂◦ F .
Wir und wenden den Satz von Seifert und van Kampen 16.2.4.1 an auf die offene
Überdeckung

F = (F\z) ∪ v(Z◦)
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unserer Fläche. Nehmen wir einen Punkt e ∈ Z◦, der auf dem offenen Geraden-
segment von z zur „Ausgangsecke q unseres Flächenworts w“ liegt, und setzen
ē := v(e), so liefert Seifert-van-Kampen 16.2.4.1 ein kokartesisches Diagramm
von Gruppen

π1(Z◦\z, e) → π1(Z◦, e)
↓ ↓

π1(F\z, ē) → π1(F, ē)

Nun verwenden wir den Weg, der radial von e nach q läuft, und noch genauer sein
Bild in F , um die Fundamentalgruppen in der unteren Zeile mit den entsprechen-
den Fundamentalgruppen zum Basispunkt ∗ zu identifizieren. Weiter zeigt das
„radial nach außen schieben“ von Punkten aus Z\z, daß die Einbettung unseres
Bouquets von Kreislinien p(∂Z) ↪→ F\z eine Homotopieäquivalenz ist und folg-
lich einen Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen zum Basispunkt ∗ indu-
ziert. Die Fundamentalgruppe solch eines Bouquets haben Sie bereits in 16.2.5.17
mit der freien Gruppe über A identifiziert. Nun muß man sich überzeugen, daß
unter den beschriebenen Identifikationen

π1(F\z, ē) ∼→ π1(F\z, ∗) ∼← π1(p(∂Z), ∗) ∼← Grp0 A

das Bild eines der beiden Erzeuger von π1(Z◦\z, e) gerade auf das Wort w geht,
aufgefaßt als Element der freien Gruppe Grp0 A. So ergibt sich ein kokartesisches
Diagramm von Gruppen

Z → 1
↓ ↓

Grp0 A → π1(F, ∗)

Die Abbildung Z → Grp0 A bildet darin die 1 ∈ Z gerade auf das Flächenwort
w unserer Fläche in Grp0 A ab und die untere Horizontale unseres Diagramms
induziert mithin den gesuchten Isomorphismus (Grp0 A)/〈〈w〉〉 ∼→ π1(F, ∗), ver-
gleiche Übung 16.2.10.3.

Beweis des Klassifikationssatzes 16.2.8.11, Minimalität. Sicher wird jedes kokar-
tesische Diagramm in der Kategorie der Gruppen unter der Abelisierung 16.1.8.1
ein kokartesisches Diagramm in der Kategorie der abelschen Gruppen und die
Abelisierung einer freien Gruppe Grp0 A ist die freie abelsche Gruppe Ab0 A =
ZA aller endlichen formalen Linearkombinationen von Elementen von A mit
ganzzahligen Koeffizienten. Für den maximalen kommutativen Quotienten πab

1

der Fundamentalgruppe einer der Flächen unserer in 16.2.8.11 angegebenen Liste
erhalten wir damit πab

1 (F (w)) = ZA ∼= Z2g im Fall von g Henkeln und

πab
1 (F (w)) = ZA/2Z(c1 + . . .+ cg) ∼= Z/2Z× Zg−1
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im Fall von g Kreuzhauben. Da diese Gruppen paarweise nicht isomorph sind,
nach 4.4.4.4 oder auch elementar durch Zählen der Elemente endlicher Ordnung
und Berechnung der Dimensionen der Vektorräume aller Gruppenhomomorphis-
men nach Q, sind auch die zugehörigen Flächen paarweise nicht homöomorph.
Das beendet den Beweis des Klassifikationssatzes.

Übungen

Übung 16.2.10.2. Gegeben X eine zusammenhängende geschlossene Fläche vom
Geschlecht g und E ⊂ X eine endliche nichtleere Teilmenge ist π1(X\E, ∗) frei
in 2g + |E| − 1 Erzeugern.

Übung 16.2.10.3. Gegeben eine Gruppe H und ein Element w ∈ H ist das Dia-
gramm von Gruppen

Z → 1
↓ ↓
H → H/〈〈w〉〉

mit 1 7→ w in der linken Vertikale stets kokartesisch.
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16.3 Überlagerungstheorie

16.3.1 Überlagerungen

Definition 16.3.1.1. Eine stetige Abbildung p : Ũ → U heißt eine triviale Über-
lagerung, wenn U nicht leer ist und es einen diskreten Raum D mitsamt einem
Homöomorphismus τ : D × U ∼→ Ũ gibt derart, daß das Diagramm

D × U τ
∼
//

pr2

��

Ũ

p

��
U U

kommutiert. Solch ein Homöomorphismus heißt dann eine Trivialisierung unse-
rer trivialen Überlagerung.

Definition 16.3.1.2. Eine stetige Abbildung p : X̃ → X heißt eine Überlage-
rung, wenn jeder Punkt x ∈ X eine Umgebung U besitzt derart, daß die induzier-
te Abbildung p : p−1(U)→ U eine triviale Überlagerung ist. Wir nennen U dann
eine trivial überlagerte Umgebung von x. Der Definitionsbereich X̃ von p heißt
der Totalraum unserer Überlagerung, der Wertebereich X ihre Basis.

16.3.1.3. Ich erinnere daran, daß gegeben eine Abbildung f : X → Y und ein
Punkt y ∈ Y sein Urbild f−1(y) die Faser von f über y heißt.

16.3.1.4 (Diskussion der Terminologie). Wir fordern nicht, daß eine Überlage-
rung surjektiv sein muß. Insbesondere ist für uns ∅ → X stets eine Überlagerung.
Wir fordern auch nicht, daß die Fasern einer Überlagerung konstante Kardinalität
haben müssen. Eine Überlagerung mit dieser Eigenschaft nennen wir eine Fase-
rung mit diskreter Faser. In der Funktionentheorie arbeitet man oft mit einem
etwas allgemeineren Überlagerungsbegriff, in dem etwa die Abbildung C → C,
z 7→ z2 noch als eine „im Ursprung verzweigte Überlagerung“ durchgehen würde.
Die Überlagerungen im Sinne der obigen Definition heißen in der in der Funk-
tionentheorie üblichen Terminologie unverzweigte Überlagerungen.

Beispiele 16.3.1.5. Die Abbildung Exp : R → S1, t 7→ exp(2πit) = cos(2πt) +
i sin(2πt) aus dem Beweis von 16.1.3.1, die die Zahlengerade auf den Einheits-
kreis aufwickelt, ist eine Überlagerung. Ebenso sind exp : C → C× und die
Projektion Sn → PnR Überlagerungen und für jeden diskreten Raum F ist die
Projektion pr2 : F ×X → X eine Überlagerung. Als weiteres Beispiel betrachte
man Exp×Exp : R2 → S1 × S1. Sind allgemeiner f : X̃ → X und g : Ỹ → Y
Überlagerungen, so auch f × g : X̃ × Ỹ → X × Y .
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Eine zweifache Überlagerung der Kreislinie.
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16.3.1.6 (Lokalkonstanz der Faserkardinalität). Ist p : X̃ → X eine Über-
lagerung, so ist die Kardinalität der Fasern p−1(x) konstant auf den Zusammen-
hangskomponenten von X . Genauer sind für jede Menge E die Mengen {x ∈
X | |p−1(x)| = |E|} beziehungsweise {x ∈ X | |p−1(x)| 6= |E|} aller Punkte
x ∈ X , deren Fasern p−1(x) dieselbe beziehungsweise nicht dieselbe Kardinalität
wieE haben, offen inX , da sie mit jedem Punkt auch jede trivial überlagerte Um-
gebung des besagten Punktes umfassen. Ist X zusammenhängend, so nennt man
die Zahl der Elemente einer und gleichbedeutend jeder Faser die Blätterzahl der
Überlagerung.

Lemma 16.3.1.7 (Komponenten von Überlagerungen). Die Einschränkung ei-
ner Überlagerung eines lokal zusammenhängenden Raums auf eine Zusammen-
hangskomponente ihres Totalraums ist auch selbst wieder eine Überlagerung.

Beispiel 16.3.1.8. Die Menge Q mit ihrer von R induzierten Topologie ist nicht
lokal zusammenhängend und für die Überlagerung id : Q → Q sind die Ein-
schränkungen auf Zusammenhangskomponenten von Q alias Punkte keine Über-
lagerungen mehr. Ein Beispiel mit zusammenhängender Basis ist R × Zp →
(R × Zp)/Z für p prim und Zp die sogenannten „p-adischen Zahlen“ und die
diagonale Z-Operation.

Vorschau 16.3.1.9. Es wird sich im folgenden mehr und mehr erweisen, daß die
Überlagerungstheorie eigentlich eine Theorie der Überlagerungen lokal zusam-
menhängender Räume ist. Ich erinnere daran, daß ein lokal zusammenhängender
Raum in unserer Terminologie ein Raum ist, bei dem sich jede Umgebung eines
jeden Punktes zu einer zusammenhängenden Umgebung desselben Punktes ver-
kleinern läßt.

Beweis. Sei p : X̃ → X unsere Überlagerung und Z ⊂ X̃ eine Zusammen-
hangskomponente. Gegeben z ∈ Z finden wir eine trivial überlagerte zusammen-
hängende UmgebungU ⊂ X von p(z). Gegeben eine Trivialisierung τ : D×U ∼→
p−1(U) unserer Überlagerung über U sind die τ({d} × U) für d ∈ D zusammen-
hängend. Jede dieser Mengen ist damit entweder enthalten in Z oder disjunkt zu
Z. Das zeigt, daß auch Z → X eine Überlagerung ist.

Definition 16.3.1.10. Eine stetige Abbildung f : X → Y heißt étale, wenn jeder
Punkt x ∈ X eine offene Umgebung U ⊂◦ X besitzt derart, daß die Restriktion
f : U → Y eine offene Einbettung ist.

16.3.1.11. Das Wort „étale“ kommt aus dem Französischen und bedeutet „ausge-
breitet“. Jede étale Abbildung ist offen, jede surjektive étale Abbildung ist nach
15.1.7.16 also final.
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16.3.1.12. Ich erinnere daran, daß in unserer Terminologie eine Einbettung ei-
ne stetige Abbildung ist, die einen Homöomorphismus mit ihrem Bild induziert.
Weiter heißt eine Abbildung offen, wenn sie offene Mengen zu offenen Mengen
macht. Für Einbettungen ist letztere Bedingung gleichbedeutend dazu, offenes
Bild zu haben.

Beispiele 16.3.1.13. Jede Überlagerungsabbildung ist étale. Die Projektion unse-
rer Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt Rt{0̃} aus 15.1.4.8 auf die Gerade R ist
étale. Jede Einbettung einer offenen Teilmenge ist étale. Jede Verknüpfung étaler
Abbildungen ist étale. Eine Abbildung auf einen Punkt ist genau dann étale, wenn
sie von einem Raum mit diskreter Topologie ausgeht.

Lemma 16.3.1.14. Sind f : X → Y und g : Y → Z stetige Abbildungen und
sind g und gf étale, so ist auch f étale.

Beweis. Sei x ∈ X gegeben. Nach Annahme besitzt f(x) eine offene Umgebung
V ⊂◦ Y derart, daß g : V → Z eine offene Einbettung ist. Nach Annahme besitzt
x eine offene Umgebung U ⊂◦ X derart, daß gf : U → Z eine offene Einbettung
ist. Indem wir andernfalls U ersetzen durch U ∩ f−1(V ) dürfen wir f(U) ⊂ V
annehmen. Für die von f und g induzierten Abbildungen U → V → Z sind
damit sowohl gf : U → Z als auch g : V → Z offene Einbettungen. Dann aber
ist notwendig f : U → V initial mit offenem Bild f(U) = g−1((gf)(U)) alias
eine offene Einbettung und damit auch f : U → Y .

Definition 16.3.1.15. Wir nennen einen Raum überlagerungstrivial, wenn jede
Überlagerung unseres Raums trivial ist.

16.3.1.16. Jeder überlagerungstriviale Raum ist zusammenhängend, da eine dis-
junkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen stets nichttriviale Über-
lagerungen besitzt. Der leere Raum ist nicht überlagerungstrivial, da Überlage-
rungen der leeren Menge in unserer Terminologie keine trivialen Überlagerungen
sind.

Beispiel 16.3.1.17 (Das Einheitsintervall ist überlagerungstrivial). Ist in der
Tat p : X̃ → [0, 1] eine Überlagerung, so finden wir mit dem Überdeckungssatz
von Lebesgue Punkte 0 = a0 < a1 < . . . < ar = 1 derart, daß [ai−1, ai] jeweils
trivial überlagert ist. Wir finden also Trivialisierungen

τi : [ai−1, ai]×Di
∼→ p−1([ai−1, ai])

Diese induzieren für 2 ≤ i ≤ r Bijektionen Di
∼→ p−1(ai−1)

∼→ Di−1, die wir
verwenden können, um alle Di so mit einer festen Menge D zu identifizieren, daß
unsere Trivialisierungen zu einer Bijektion

τ : [0, 1]×D ∼→ X̃
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verkleben. Diese ist stetig, da sie aus endlich vielen stetigen Abbildungen auf ab-
geschlossenen Teilmengen zusammengeklebt ist. Sie ist offen und sogar étale nach
Lemma 16.3.1.14 und folglich ein Homöomorphismus alias eine Trivialisierung
unserer Überlagerung X̃ → [0, 1].

Vorschau 16.3.1.18. In 16.5.3.2 zeigen wir, daß das Produkt zweier überlage-
rungstrivialer Räume wieder überlagerungstrivial sein muß, falls einer der Fak-
toren zusätzlich lokal zusammenhängend ist.

16.3.1.19. Wir nennen einen topologischen Raum wegetrivial, wenn er zusam-
menhängend, schleifenfüllend und lokal wegzusammenhängend ist.

Satz 16.3.1.20 (Wegetrivial impliziert überlagerungstrivial). Jeder wegetrivia-
le Raum ist überlagerungstrivial.

Beispiel 16.3.1.21. Insbesondere ist jede zusammenhängende schleifenfüllende
offene Teilmenge der komplexen Zahlenebene überlagerungstrivial. Diese Erkennt-
nis wird in der Funktionentheorie meist implizit verwendet und in den jeweils
benötigten Spezialfällen separat bewiesen.

Beispiel 16.3.1.22. Ersetzen wir im Rand des Quadrats [−1, 1] × [0, 2] das Stück
(0, π−1] durch ein Stück der Sinuskurve des Topologen 15.1.3.23, genauer durch
den Graphen von (0, π−1] → R, x 7→ sin(1/x), so erhalten wir einen schlei-
fenfüllenden zusammenhängenden Raum, der nicht überlagerungstrivial ist. Er ist
aber nicht lokal wegzusammenhängend, deshalb liefert er kein Gegenbeispiel zu
unserem Satz.

Beweis. Sei X unser Raum. Wäre X nicht überlagerungstrivial, so hätte X ei-
ne nichttriviale Überlagerung. Deren Zusammenhangskomponenten wären nach
16.3.1.7, da unser Raum lokal zusammenhängend ist, auch Überlagerungen und
insbesondere offene Teilmengen und wären nach 15.1.3.15 sogar wegzusammen-
hängend. Mindestens eine von ihnen müßte eine nichttriviale Überlagerung p :
X̃ → X sein, sonst wäre unsere Überlagerung ja trivial. Es gäbe also x ∈ X und
zwei verschiedene Punkte x̃0 6= x̃1 der Faser über x und einen Weg γ̃ von x̃0 nach
x̃1. Der geschlossene Weg γ := p◦ γ̃ inX kann dann nicht zusammenziehbar alias
nullhomotop sein, da man nach Übung 16.3.1.23 den Lift γ̃ von γ zu einem Lift
der ganzen Homotopie erweitern könnte und da dieser Lift konstant sein müßte
auf drei Kanten des Quadrats [0, 1]2, womit γ̃ doch geschlossen wäre.

Übungen

Übung 16.3.1.23. Das Einheitsquadrat [0, 1]2 ist überlagerungstrivial.

Übung 16.3.1.24 (Pullback von étalen Abbildungen). Ist X̃ → X étale und
Y → X eine stetige Abbildung, so ist auch der pullback X̃ ×X Y → Y étale.
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Übung 16.3.1.25 (Pullback von Überlagerungen). Ist X̃ → X eine Überlage-
rung und Y → X eine stetige Abbildung, so ist auch der pullback X̃ ×X Y → Y
eine Überlagerung. Das wird in 16.3.4.13 für die Existenz von Lifts gebraucht.

Übung 16.3.1.26. Sind X̃ → X und X̂ → X Überlagerungen, so auch ihr Fa-
serprodukt X̃ ×X X̂ → X . Des weiteren hat die Diagonale X̃ → X̃ ×X X̃
abgeschlossenes Bild alias jede Überlagerung ist separiert im Sinne von 15.2.4.9.
Das brauchen wir beim Beweis von 16.3.4.10.

Übung 16.3.1.27. Sind p : X → Y und q : Y → Z Überlagerungen und besitzt
jeder Punkt z ∈ Z eine überlagerungstriviale Umgebung, so ist auch q ◦ p eine
Überlagerung.

Ergänzung 16.3.1.28. Dasselbe kann man für beliebiges Z zeigen, wenn die Fa-
sern von q endlich sind, aber diese Variante ist für uns im folgenden neben-
sächlich.

Ergänzende Übung 16.3.1.29. Jede étale Abbildung von einem kompakten Haus-
dorffraum in einen Hausdorffraum ist eine Überlagerung. Besonders Mutige zei-
gen: Eine eigentliche separierte étale Abbildung ist dasselbe wie eine Überlage-
rung mit endlichen Fasern.

Ergänzende Übung 16.3.1.30. Gegeben f : X → Y eine Überlagerung mit end-
lichen Fasern und X = U t V eine Zerlegung von X in zwei offene Teilmengen
sind auch die Restriktionen von f auf U und V Überlagerungen.

16.3.2 Kategorien von Mengen mit Operation

16.3.2.1. Wir gehen nun davon aus, daß der Leser mit den grundlegenden Be-
griffsbildungen zu Operationen von Gruppen und allgemeiner von Monoiden ver-
traut ist, wie sie zum Beispiel in 4.5.1.1 entwickelt werden.

Definition 16.3.2.2. Sei G ein Monoid. Eine Abbildung φ : X → Y von ei-
ner G-Menge X in eine G-Menge Y heißt ein G-Morphismus oder auch G-
äquivariant, wenn gilt φ(gx) = gφ(x) ∀g ∈ G, x ∈ X . Mit den äquivari-
anten Abbildungen als Morphismen bilden die G-Mengen eine Kategorie, die
wir mit G -Ens oder EnsG% bezeichnen. In derselben Weise bilden auch die G-
Rechtsmengen eine Kategorie, die wir mit Ens-G oder Ens$G bezeichnen.

Ergänzung 16.3.2.3. Im Rahmen der Kategorientheorie können wir die Kategorie
der G-Mengen auch beschreiben als die Kategorie G -Ens = Cat([G],Ens) al-
ler Funktoren von der Ein-Objekt-Kategorie [G] aus 4.7.1.6 in die Kategorie der
Mengen.
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Übungen

Ergänzende Übung 16.3.2.4. Ich erinnere daran, daß wir unter einem „homogenen
Raum“ für eine vorgegebene Gruppe eine Menge mit einer transitiven Wirkung
unserer Gruppe verstehen. Man zeige: Genau dann stimmen für einen gegebenen
homogenen Raum alle Standgruppen überein, wenn er isomorph ist zum Quoti-
enten der Gruppe nach einem Normalteiler. Wir sagen dann auch, der homogene
Raum sei normal. Hinweis: 4.5.2.2.
Übung 16.3.2.5. Jede Gruppe operiert auf der Menge aller ihrer Untergruppen
durch Konjugation. Die Bahnen dieser Operation nennt man Konjugationsklassen
von Untergruppen. Man zeige, daß für jede GruppeG das Bilden der Gesamtheit
aller Standgruppen eine Bijektion liefert{

Transitive G-Mengen,
bis auf Isomorphismus

}
∼→
{

Konjugationsklassen von
Untergruppen von G

}
X 7→ {Gx | x ∈ X}

Im übrigen ist das schlicht die von der Äquivalenz von Kategorien 16.3.2.8 auf
Isomorphieklassen von Objekten induzierte Bijektion.
Übung 16.3.2.6. Man zeige, daß die Linksoperation eines Monoids G auf sich
selbst einen Isomorphismus induziert zwischen dem Monoid G und dem Mono-
id der Endomorphismen der G-Rechtsmenge G, in Formeln also einen Isomor-
phismus G ∼→ (Ens-G)(G), g 7→ (g·). Ebenso induziert die Rechtsoperation
eines Monoids G auf sich selbst einen Isomorphismus Gopp ∼→ (G -Ens)(G),
g◦ 7→ (·g).
Übung 16.3.2.7. Der Normalisator einer Untergruppe H in einer Gruppe G ist
definiert als die Untergruppe NG(H) := {g ∈ G | gHg−1 = H} von G. Man
zeige, daß die Zuordnung g 7→ (·g−1), die also jedem g ∈ G die Multiplikation
von rechts mit g−1 zuordnet, einen Isomorphismus

NG(H)/H
∼→ (G -Ens)×(G/H)

induziert zwischen der Quotientengruppe NG(H)/H und der Automorphismen-
gruppe der G-Menge G/H . In derselben Weise erhält man durch die Abbildung
g 7→ (·g), immer noch für G ⊃ H eine Gruppe mit einer Untergruppe einen
Isomorphismus

({g ∈ G | Hg ⊂ gH}/H)opp ∼→ (G -Ens)(G/H)

von Monoiden. Betrachtet man in G = SL(2;Q) die Untergruppe H aller oberen
Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diagonale und einem ganzzahligen Eintrag
in der oberen rechten Ecke, und nimmt als g eine geeignete Diagonalmatrix, so
erhält man ein Beispiel mit Hg ( gH .
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Übung 16.3.2.8 (Die Untergruppenkategorie). Sei G eine Gruppe. Wir machen
die Menge UGrG aller Untergruppen von G zu einer Kategorie durch die Vor-
schrift

UGrG(H,K) := {gK ∈ G/K | HgK = gK}

mit der Verknüpfung UGrG(H,K) × UGrG(K,M) → UGrG(H,M) gegeben
durch (gK, fM) 7→ gKfM = gfM . Man zeige, daß wir eine Äquivalenz von
Kategorien

UGrG
≈→ {Transitive G-Mengen}

erhalten, indem wir jeder Untergruppe H ⊂ G den homogenen Raum G/H zu-
ordnen und jedem Morphismus gK ∈ UGrG(H,K) die G-äquivariante Abbil-
dung G/H → G/K, aH 7→ aHgK = agK. Diese Übung ist wichtig für gewisse
Formulierungen der Überlagerungstheorie.

Ergänzende Übung 16.3.2.9. Gegeben Gruppen H , G bezeichne H -Ens-G die
Kategorie aller Mengen X mit einer Linksoperation von H und einer Rechts-
operation von G derart, daß gilt (hx)g = h(xg) für alle h ∈ H , x ∈ X und
g ∈ G. Man erkläre, in welcher Weise diejenigen Objekte dieser Kategorie, auf
denen die Rechtsoperation von G frei und transitiv ist, klassifiziert werden durch
G-Konjugationsklassen von Gruppenhomomorphismen H → G.

Übung 16.3.2.10. Ist C eine Kategorie, A ∈ C ein Objekt und G = C(A) das
Monoid seiner Endomorphismen, so erhalten wir stets einen Funktor C(A, ) :
C → Ens-G, indem wir setzen fg = f ◦g fürB ∈ C, f ∈ C(A,B) und g ∈ C(A).

16.3.3 Quotientenabbildungen als Überlagerungen

Definition 16.3.3.1. Unter einer Operation eines Monoids auf einem Objekt
einer Kategorie versteht man einen Homomorphismus von besagtem Monoid in
das Monoid der Endomorphismen von besagtem Objekt.

16.3.3.2. Eine Operation eines Monoids M auf einem topologischen Raum X
ist also ein Monoidhomomorphismus ϕ : M → Top(X). Unter der durch das
Exponentialgesetz gegebenen Bijektion

Ens(M,Ens(X,X))
∼→ Ens(M ×X,X)

entsprechen die Monoidhomoorphismen ϕ : M → Top(X,X) denjenigen Ab-
bildungen ϕ̃ : M × X → X , für die mit der vereinfachenden Notation gx :=
ϕ̃(g, x) und der durch Hintereinanderschreiben notierten Verknüpfung in M und
1 ∈ M dem neutralen Element gilt (hg)x = h(gx) ∀h, g ∈ M,x ∈ X sowie
1x = x ∀x ∈ X und für die x 7→ gx für alle g ∈ M eine stetige Abbildung
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X → X ist. Oft versteht man unter einer Operation eines Monoids M auf ei-
nem topologischen Raum X auch direkt eine Abbildung

M ×X → X

mit den eben aufgeführten Eigenschaften.

16.3.3.3. Ich erinnere daran, daß eine Operation einer Gruppe auf einer Menge
frei heißt, wenn außer dem neutralen Element kein Element unserer Gruppe ir-
gendeinen Punkt unserer Menge festhält.

Definition 16.3.3.4. Eine Operation einer Gruppe G auf einem topologischen
Raum X heißt topologisch frei, wenn jeder Punkt x ∈ X eine Umgebung U
besitzt, für die die Operation eine Injektion G× U ↪→ X liefert.

16.3.3.5 (Terminologisches). In der Literatur heißen unsere topologisch freien
Operationen meist freie eigentlich diskontinuierliche Operationen.

Beispiele 16.3.3.6. Die Gruppe Zn operiert topologisch frei durch Addition auf
Rn. Die Gruppe {+1,−1} operiert topologisch frei durch Multiplikation auf Sn

und Rn\0. Für festes k operiert die Gruppe {z ∈ C× | zk = 1} der k-ten Einheits-
wurzeln topologisch frei auf Cn\0. Die Operation vonQ auf R durch Addition ist
frei, aber nicht topologisch frei.

Ergänzung 16.3.3.7. Ist G eine topologische Gruppe und H ⊂ G eine diskrete
Untergruppe, so ist die Operation von H auf G durch Linkstranslation topolo-
gisch frei. Dasselbe gilt dann natürlich auch für die Operation durch Rechtstrans-
lation. Sie durften das im Zusammenhang mit topologischen Gruppen als Übung
15.2.1.25 zeigen.

Ergänzung 16.3.3.8. Seien G eine Hausdorffgruppe und K ⊂ G eine kompakte
Untergruppe und Γ ⊂ G eine diskrete Untergruppe. So bilden nach 15.2.4.21 die
Punkte x̄ ∈ G/K des Quotienten mit trivialer Standgruppe Γx̄ = 1 eine offene
Teilmenge V ⊂◦ G/K, auf der Γ topologisch frei operiert.

16.3.3.9 (Bahnenraum). Ist X ein topologischer Raum mit einer Operation einer
Gruppe G, so geben wir dem Bahnenraum X/G die Quotiententopologie bezüg-
lich der Surjektion X � X/G. Wie wir in 15.2.2.4 gesehen haben, ist in die-
sem Fall sogar für einen beliebigen weiteren Raum Y die Abbildung Y × X �
Y × (X/G) final, die offensichtliche Abbildung liefert mithin einen Homöomor-
phismus (Y ×X)/G

∼→ Y × (X/G).

Satz 16.3.3.10 (Quotientenabbildungen als Überlagerungen). Ist X ein topo-
logischer Raum mit einer topologisch freien Operation einer Gruppe G, so ist die
Surjektion auf den Bahnenraum p : X � X/G, x 7→ Gx eine Überlagerung.
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Beweis. Gegeben x ∈ X und U eine offene Umgebung von x mit G × U ↪→ X
sind sowohl p : U → p(U) als auch G × U → p−1(p(U)) Homöomorphismen,
da diese Abbildungen beide bijektiv, offen und stetig sind. Folglich ist p(U) eine
trivial überlagerte Umgebung von Gx.

Beispiel 16.3.3.11. Die Klein’sche Flasche kann realisiert werden als der Quotient
der Ebene nach einer topologisch frei operierenden Gruppe, wie nebenstehendes
Bild illustriert.

Übungen

Übung 16.3.3.12. Jede freie Operation einer endlichen Gruppe auf einem Haus-
dorffraum ist topologisch frei.

Übung 16.3.3.13 (Quotient einer Überlagerung). Ist p : X → Y eine Überla-
gerung eines lokal zusammenhängenden Raums Y und operiert eine Gruppe G
topologisch frei auf X und stabilisiert die Fasern von p, so ist auch X/G → Y
eine Überlagerung.

Übung 16.3.3.14. Seien G eine Gruppe und f : X → Y eine stetige G-äquivari-
ante Abbildung von topologischen Räumen mitG-Operation. Man zeige: Operiert
G topologisch frei auf Y , so auch auf X . Operiert G topologisch frei auf Y , so
liefert das Bilden des Bahnenraums eine Äquivalenz von Kategorien

TopGY
≈→ TopY/G

zwischen der Kategorie der topologischen Räume über Y mit einer äquivarian-
tenG-Operation und der Kategorie der topologischen Räume über Y/G. Hinweis:
Man mag einen Quasiinversen konstruieren als das Faserprodukt mit Y über Y/G.
Unter diesen zueinander inversen Äquivalenzen bleiben alle Eigenschaften erhal-
ten, die lokal sind in der Basis.

16.3.4 Lifts und Decktransformationen

Definition 16.3.4.1. Seien p : X̃ → X und f : Y → X stetige Abbildungen. Eine
stetige Abbildung h : Y → X̃ mit p◦h = f heißt ein Lift oder eine Hochhebung
von f .

16.3.4.2. In der Kategorientheorie hatten wir so einen Lift einen „Morphismus
über X“ genannt. Der Begriff Lift ist insbesondere dann gebräuchlich, wenn p :
X̃ → X eine Überlagerung ist. Man mag sich einen Lift durch das folgende
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Dieses Bild der Fläche F (aabb) von Seite 2672 kann gelesen werden als eine
Darstellung der Klein’schen Flasche als der Quotient der Ebene nach einer
topologisch frei operierenden Gruppe, die von zwei Gleitspiegelungen mit
parallelen Achsen und demselben Verschiebungsvektor erzeugt wird. Die

Gleitspiegelachsen zweier erzeugender Gleitspiegelungen sind hier gestrichelt
eingezeichnet.
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kommutative Diagramm veranschaulichen, das gleichzeitig auch die Terminologie
erklärt:

X̃

p

��
Y

h

??�������� f // X

16.3.4.3. Sind p : X̃ → X und q : X̂ → X Überlagerungen eines topologischen
Raums X , so heißt ein Lift von q alias eine stetige Abbildung h : X̂ → X̃
mit p ◦ h = q eine Decktransformation zwischen unseren Überlagerungen. Wir
erhalten so die Kategorie

ÜbX

der Überlagerungen von X mit Überlagerungen als Objekten und Decktransfor-
mationen als Morphismen. Wir bezeichnen die Menge aller Decktransformationen
zwischen zwei Überlagerungen X̂ und X̃ eines Raums X nach unseren Konven-
tionen mit TopX(X̂, X̃). Die Automorphismen einer Überlagerung heißen auch
ihre Deckbewegungen. Wir schreiben nach unseren Konventionen Top×X(X̃) für
die Gruppe der Deckbewegungen von X̃ über X .

Beispiele 16.3.4.4. Die Deckbewegungen unserer Überlagerung Exp : R → S1

sind genau die Abbildungen R → R, x 7→ x + n für n ∈ Z. Ist allgemeiner X
zusammenhängend und operiert die Gruppe G topologisch frei auf X , so sind die
Abbildungen x 7→ gx für g ∈ G genau die Deckbewegungen der Überlagerung
X → G\X . Das folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit von Lifts auf zusammen-
hängenden Räumen 16.3.4.10.

16.3.4.5. Da jede Überlagerungsabbildung étale ist, muß nach 16.3.1.14 auch je-
de Decktransformation étale sein. Insbesondere ist also jede Decktransformation
offen und jede bijektive Decktransformation ein Isomorphismus von Überlage-
rungen.

Satz 16.3.4.6 (Decktransformationen als Überlagerungen). Jede Decktransfor-
mation zwischen Überlagerungen eines lokal zusammenhängenden Raums ist be-
reits selbst eine Überlagerungsabbildung.

16.3.4.7. Insbesondere hat jede Decktransformation zwischen Überlagerungen ei-
nes lokal zusammenhängenden Raums offenes und abgeschlossenes Bild, denn
nach der Lokalkonstanz der Faserkardinalität 16.3.1.6 gilt das für jede Überlage-
rungsabbildung.

Beweis. Seien q : X̂ → X und p : X̃ → X unsere Überlagerungen und h :
X̂ → X̃ unsere Decktransformation. Gegeben x̃ ∈ X̃ hat sein Bild x ∈ X
eine zusammenhängende Umgebung U , auf der unsere beiden Überlagerungen
Trivialisierungen κ : U × D̂

∼→ q−1(U) und τ : U × D̃
∼→ p−1(U) besitzen.



16.3. ÜBERLAGERUNGSTHEORIE 2695

Wir dürfen weiter annehmen, daß D̃ = p̃−1(x) die Faser über x ist und daß gilt
τ(x, d̃) = d̃ für alle d̃ ∈ D̃ und entsprechend für die erste Überlagerung. Dann gilt
notwendig h(κ(z, d̂)) = τ(z, h(d̂)) und das zeigt, daß auch h eine Überlagerung
ist.

Ergänzung 16.3.4.8. Mir ist nicht klar, ob im Fall einer beliebigen Basis jede
Decktransformation bereits selbst eine Überlagerungsabbildung sein muß. Ich er-
warte eher ein Gegenbeispiel.

16.3.4.9. Eine Decktransformation einer Überlagerung auf sich selber muß keine
Deckbewegung sein. Man findet leicht Gegenbeispiele mit unzusammenhängen-
dem Totalram. Es gibt sogar Gegenbeispiele mit zusammenhängendem Totalram
für absolut vernünftige Räume, vergleiche 16.4.4.4. Eine Überlagerung muß auch
durchaus nicht der Quotient nach einer Gruppenwirkung sein. Wir sehen bald ab-
solut vernünftige Gegenbeispiele.

Satz 16.3.4.10 (Eindeutigkeit von Lifts). Seien p : X̃ → X eine Überlagerung
und f : Y → X stetig und g, h : Y → X̃ zwei Lifts von f . Ist Y zusammenhän-
gend und gibt es y ∈ Y mit g(y) = h(y), so gilt g = h.

Ergänzung 16.3.4.11. Dasselbe gilt mit demselben Beweis, wenn wir von f nur
fordern, daß es étale und separiert sein soll.

Beweis. Nach 16.3.1.26 ist X̃×X X̃ eine Überlagerung von X und die Diagonale
∆ : X̃ ↪→ X̃ ×X X̃ hat abgeschlossenes Bild. Da ∆ eine Decktransformation ist,
muß aber das Bild auch offen sein. Die Abbildung (g, h) : Y → X̃ ×X X̃ ist nun
stetig und das Urbild der Diagonale unter dieser Abbildung ist folglich offen und
abgeschlossen in Y . Für Y zusammenhängend muß dies Urbild also entweder leer
sein oder ganz Y . Da es y enthält, ist es nicht leer und es folgt g = h.

Elementarer Beweis. Wir zeigen, daß die Mengen Y1 := {z ∈ Y | g(z) = h(z)}
und Y2 := {z ∈ Y | g(z) 6= h(z)} beide offen sind. Aus y ∈ Y1 und Y zusammen-
hängend folgt dann Y2 = ∅. Sei also z ∈ Y ein Punkt. Man wähle eine trivial über-
lagerte Umgebung U von f(z) und eine Trivialisierung τ : p−1(U)

∼→ D×U von
p auf U . Gilt τg(z) ∈ {d}×U , so besitzt z eine Umgebung V mit g(V ) ⊂ p−1(U)
und sogar τg(V ) ⊂ {d} × U . Analoges gilt für h. Also sind Y1 und Y2 beide of-
fen.

16.3.4.12. Ein bepunkteter Raum ist ein Paar (X, x) aus einem topologischen
Raum X und einem Punkt x ∈ X , dem Basispunkt unseres bepunkteten Raums.
Von einer stetigen Abbildung f : (X, x)→ (Y, y) bepunkteter Räume fordern wir
stets implizit f(x) = y.
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Satz 16.3.4.13 (Existenz von Lifts). Seien f : (Y, y) → (X, x) eine stetige Ab-
bildung und (X̂, x̂) → (X, x) eine Überlagerung. Ist Y überlagerungstrivial, so
besitzt f genau einen Lift f̂ : (Y, y)→ (X̂, x̂).

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz 16.3.4.10 über die Eindeutigkeit
von Lifts, da ja Y zusammenhängend ist nach 16.3.1.16. Die wesentliche neue
Aussage betrifft die Existenz. Wir betrachten dazu das pull-back-Diagramm

Y ×X X̂ → X̂
↓ ↓
Y → X

Nach Übung 16.3.1.25 ist auch die linke Vertikale eine Überlagerung. Wenn Y
überlagerungstrivial ist, muß die linke Vertikale eine triviale Überlagerung sein.
Wir finden also eine stetige Abbildung Y → Y ×X X̂ mit y 7→ (y, x̂). Verknüpfen
mit der oberen Horizontale gibt den gesuchten Lift.

Beispiel 16.3.4.14. Ist U ⊂ C überlagerungstrivial und f : U → C stetig ohne
Nullstelle, so gibt es für jedes n ∈ Z\0 eine stetige Funktion g : U → C× mit
g(z)n = f(z) für alle z ∈ U . Weiter gibt es g : U → C stetig mit exp(g(z)) =
f(z) für alle z ∈ U . Beide Behauptungen bedeuten ja nur die Existenz eines Lifts
in Bezug auf die Überlagerung C× → C×, z 7→ zn beziehungsweise die Über-
lagerung exp : C → C×. Sind wir in der Funktionentheorie und ist U zusätzlich
offen, so zeigt der Umkehrsatz für holomorphe Funktionen 14.3.4.1, daß mit f
auch g holomorph sein muß.

Proposition 16.3.4.15 (Freiheit der Operation der Deckbewegungsgruppe).
Gegeben eine Überlagerung mit zusammenhängendem Totalraum operiert ihre
Deckbewegungsgruppe stets topologisch frei auf dem Totalraum.

Beweis. Sei p : X̃ → X unsere Überlagerung und x̃ ∈ X̃ ein Punkt und x ∈ X
sein Bild. Es hat eine trivial überlagerte offene Umgebung U ⊂◦ X und gegeben
eine Trivialisierung τ : U ×D ∼→ p−1(U) gibt es ein d ∈ D mit τ(x, d) = x̃. Ich
behaupte, daß dann die Operation eine Injektion G× τ(U ×{d}) ↪→ X̃ induziert.
In der Tat folgt aus gτ(u, d) = hτ(v, d) durch Anwenden von p sofort u = v
und daraus τ(u, d) = τ(v, d) und mit dem Satz über die Eindeutigkeit von Lifts
schließlich g = h wie gewünscht.

Definition 16.3.4.16. Eine zusammenhängende Überlagerung p : X̃ → X derart,
daß für jeden Punkt x ∈ X die Gruppe der Deckbewegungen transitiv auf der
Faser p−1(x) operiert, nennen wir eine Galois-Überlagerung oder galois.

16.3.4.17 (Diskussion der Terminologie). Statt „galois“ sagt man auch normal
oder regulär. Ich ziehe galois vor, denn normalerweise ist eine Überlagerung kei-
neswegs galois.
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Versuch der bildlichen Darstellung einer dreiblättrigen Überlagerung der Acht,
die keine nichttrivialen Decktransformationen zuläßt. Diese Überlagerung ist

also nicht galois.
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Übungen

Übung 16.3.4.18 (Normale Hülle). Man zeige, daß jede endliche zusammen-
hängende lokal zusammenhängende surjektive Überlagerung selbst eine endliche
Überlagerung besitzt derart, daß die Verknüpfung der beiden Überlagerungsabbil-
dungen eine normale Überlagerung ist. Hinweis: Man bilde über der Basis das Fa-
serprodukt einiger Kopien unserer Überlagerung mit sich selbst und nehme darin
eine geeignete Zusammenhangskomponente. Man zeige auch, daß es zu je zwei
endlichen zusammenhängenden lokal zusammenhängenden surjektiven Überla-
gerungen eine weitere endlichen zusammenhängende Überlagerung gibt, die über
beide als Überlagerungsabbildung faktorisiert.

16.3.5 Initiale und universelle Überlagerungen
Definition 16.3.5.1. Eine bepunktete Überlagerung (X̃, x̃) → (X, x) heißt in-
itial oder ausführlich eine initiale bepunktete Überlagerung, wenn es für jede
weitere bepunktete Überlagerung (X̂, x̂) → (X, x) ihrer Basis genau eine basis-
punkterhaltende Decktransformation (X̃, x̃)→ (X̂, x̂) gibt.

Beispiele 16.3.5.2 (Initialität bei überlagerungstrivialem Totalraum). Nach
unseren Sätzen 16.3.4.10 und insbesondere 16.3.4.13 über die Existenz und Ein-
deutigkeit von Lifts ist jede Überlagerung durch einen überlagerungstrivialen Raum
bepunktet initial für jede mögliche Bepunktung. Da nach 16.3.1.20 jeder wege-
triviale Raum bereits überlagerungstrivial sein muß, ist etwa exp : (R, x) →
(S1, exp(x)) eine initiale bepunktete Überlagerung für alle x ∈ R.

16.3.5.3. Eine initiale bepunktete Überlagerung ist stets zusammenhängend. In
der Tat, wäre andernfalls X̃ = X̃1 t X̃2 eine Zerlegung in zwei nichtleere offene
Teilmengen, so könnten wir leicht zwei verschiedene Decktransformationen X̃ →
X̃ t X̃ angeben, unter denen x̃ dasselbe Bild hat. Das Bild p(X̃) ⊂ X ist also
zusammenhängend und nach unseren Erkenntnissen zur Kardinalität der Fasern
einer Überlagerung 16.3.1.6 ist es auch offen und abgeschlossen in X .

16.3.5.4 (Eindeutigkeit initialer bepunkteter Überlagerungen). In kategorien-
theoretischer Terminologie ist eine initiale bepunktete Überlagerung eines be-
punkteten Raums ein initiales Objekt in der Kategorie aller seiner bepunkteten
Überlagerungen. Insbesondere ist sie eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus, weshalb wir guten Gewissens mit einem bestimmten Artikel von der initialen
bepunkteten Überlagerung reden dürfen.

Satz 16.3.5.5 (Eigenschaften initialer bepunkteter Überlagerungen). Gegeben
eine initiale bepunktete Überlagerung u : (X̃, x̃) → (X, x) eines zusammen-
hängenden lokal zusammenhängenden Raums gilt:
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1. Jede Decktransformation von X̃ zu sich selbst ist bereits eine Deckbewe-
gung, in Formeln Top×X(X̃) = TopX(X̃);

2. Die Deckbewegungsgruppe G := Top×X(X̃) operiert topologisch frei auf
dem Totalraum X̃;

3. Unsere Überlagerungsabbildung induziert einen Homöomorphismus

X̃/G
∼→ X

4. Für jeden Punkt z̃ ∈ X̃ ist auch u : (X̃, z̃) → (X, u(z̃)) eine initiale
bepunktete Überlagerung.

Beweis. 1. Jede Decktransformation ϕ : X̃ → X̃ ist surjektiv nach 16.3.4.6,
weil wir unsere Basis lokal zusammenhängend angenommen hatten. Es gibt also
x̂ ∈ X̃ mit ϕ(x̂) = x̃. Aufgrund der Initialität gibt es dann auch eine Decktrans-
formation ψ : X̃ → X̃ mit ψ(x̃) = x̂. Sowohl ψϕ als auch ϕψ sind Decktrans-
formationen, die einen Punkt festhalten, also nach der Eindeutigkeit von Lifts die
Identität. Also ist jede Decktransformation eine Deckbewegung.

2. Da jede initiale bepunktete Überlagerung X̃ zusammenhängend ist, operiert
nach 16.3.4.15 die Deckbewegungsgruppe topologisch frei auf X̃ .

3. DaX lokal zusammenhängend angenommen war, muß X̃/G→ X nach Übung
16.3.3.13 ebenfalls eine Überlagerung sein. Nun besteht aber bei letzterer Über-
lagerung die Faser über unserem Basispunkt x nur aus einem Punkt, da nach
dem ersten Teil alle Decktransformationen bereits Deckbewegungen sind und die
Deckbewegungsgruppe mithin und aufgrund der Initialität transitiv auf p−1(x)
operiert. Da nach 16.3.1.6 die Faserkardinalität lokal konstant ist und X zusam-
menhängend angenommen war, muß diese Überlagerung einblättrig und damit ein
Homöomorphismus X̃/G ∼→ X sein.

4. Sei (X̂, ẑ)→ (X, u(z̃)) eine bepunktete Überlagerung. Wir müssen zeigen, daß
es genau eine bepunktete Decktransformation (X̃, z̃) → (X̂, ẑ) gibt. Die Eindeu-
tigkeit folgt aus der Eindeutigkeit von Lifts. Um die Existenz zu zeigen, dürfen wir
X̂ durch die Zusammenhangskomponente von ẑ ersetzen, die nach 16.3.1.7 unter
unseren Annahmen auch eine Überlagerung von X sein muß, und dürfen damit
X̂ zusammenhängend annehmen. Nach ?? ist X̂ → X surjektiv. Aufgrund der
Initialität von X̃ gibt es damit eine Decktransformation d : X̃ → X̂ und diese ist
nach 16.3.4.7 surjektiv und wir finden z̆ ∈ X̃ mit d(z̆) = ẑ. Wegen u(z̆) = u(z̃)
gibt es aber nach Teil 3 ein g ∈ G mit g(z̃) = z̆ und dann ist dg die gesuchte
Decktransformation mit z̃ 7→ ẑ.
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Versuch der graphischen Darstellung einer universellen Überlagerung einer
bepunkteten Kreislinie. Gemeint ist eine nach oben und unten unendliche

Spirale, die vertikal auf die Kreislinie projeziert wird.
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Definition 16.3.5.6. Eine Überlagerung p : X̃ → X eines zusammenhängenden
Raums heißt eine universelle Überlagerung, wenn X̃ nicht leer ist und wenn
für alle x̃ ∈ X̃ die Überlagerung von bepunkteten Räumen (X̃, x̃) → (X, p(x̃))
bepunktet initial ist.

16.3.5.7. Jede initiale bepunktete Überlagerung eines zusammenhängenden und
lokal zusammenhängenden Raums ist nach 16.3.5.5 universell. Die Bezeichnung
„universell“ bezieht sich auf die „universelle Eigenschaft“, die wir „bepunktet
initial“ genannt hatten und die wir bei universellen Überlagerungen stärker sogar
für alle Punkte des Totalraums fordern.

16.3.5.8 (Eindeutigkeit universeller Überlagerungen). Universelle Überlage-
rungen haben keine vernünftige universelle Eigenschaft und sind nur eindeutig
bis auf nicht-eindeutigen Isomorphismus, was man leicht aus der Eindeutigkeit
im bepunkteten Fall folgert. Wir erlauben uns dennoch auch in dieser Situation
den bestimmten Artikel.

Beispiel 16.3.5.9. Die Überlagerung Exp : R→ S1 ist nach 16.3.5.2 universell.

16.3.5.10 (Deckbewegungen universeller Überlagerungen). Gegeben eine uni-
verselle Überlagerung X̃ → X ist jede Decktransformation X̃ → X̃ bereits eine
Deckbewegung, die DeckbewegungsgruppeG operiert topologisch frei auf X̃ und
die Überlagerungsabbildung induziert einen Homöomorphismus X̃/G ∼→ X . Das
alles folgt genau wie im bepunkteten Fall 16.3.5.5, nur daß wir die Bedingung
„lokal zusammenhängend“ aufgrund der stärkeren Annahmen nicht mehr benöti-
gen.

Lemma 16.3.5.11. Ein Raum ist überlagerungstrivial genau dann, wenn die Iden-
tität auf unserem Raum eine universelle Überlagerung ist.

Beweis. Daß die Identität auf jedem überlagerungstrivialen Raum eine univer-
selle Überlagerung ist, folgt sofort aus der Existenz und Eindeutigkeit von Lifts
16.3.4.13. Ist umgekehrt die Identität auf einem Raum Y eine universelle Überla-
gerung, so ist nach unseren Definitionen Y nicht leer. Wählen wir also y ∈ Y . Ist
dann p : Ŷ → Y eine Überlagerung, so finden wir für jedes ŷ ∈ p−1(y) genau
einen Lift sŷ : (Y, y) → (Ŷ, ŷ) von p und in ihrer Gesamtheit liefern diese Lifts
eine stetige Abbildung

τ : Y × p−1(y)→ Ŷ

gegeben durch (z, ŷ) 7→ sŷ(z). Als Decktransformation ist τ nach 16.3.4.5 auch
offen, ja sogar étale. Wenden wir die Annahme des Lemmas auf die anderen Punk-
te von Y an, so erkennen wir unschwer, daß unsere Abbildung zusätzlich injektiv
und surjektiv ist und damit die Überlagerung Ŷ → Y trivialisiert.
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Graphische Darstellung eines Teils einer universellen Überlagerung der Figur 8.
Jede vertikale Kante dieses Bildes geht unter der Überlagerungsabbildung

homöomorph auf die obere Schlaufe der 8, jede horizontale Kante auf die untere
Schlaufe der 8, und zwar soll das Durlaufen von unten nach oben

beziehungsweise von rechts nach links dabei jeweils dem Durchlaufen im
Uhrzeigersinn entsprechen. Es gilt also salopp gesagt, „sich alle Kanten dieses
Bildes gleich lang zu denken“. Die Kreuzungspunkte sind nach ?? in Bijektion

zu den Elementen der freien Gruppe in zwei Erzeugern x und y, indem man etwa
von der Mitte ausgehend jedes x interpretiert als „gehe nach rechts zum nächsten
Kreuzungspunkt“, jedes x−1 als „gehe nach links“, jedes y als „gehe nach oben“

und y−1 als „gehe nach unten“.
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Beispiel 16.3.5.12 (Universelle Überlagerung der Figur 8). Will man nicht nur
Bilder malen, muß man zunächst spezifizieren, was die Figur 8 sein soll. Wir defi-
nieren sie hier noch etwas unbeholfen als die geometrische Realisierung des Sim-
plizialkomplexes K(8) mit fünf Ecken K(8)0 := {a, b, c, d, e} und sechs Kanten
K(8)1 := {{c, a}, {c, b}, {a, b}, {c, d}, {c, e}, {d, e}}. Die universelle Überlage-
rung können wir dann ähnlich als geometrische Realisierung eines unendlichen
Simplizialkomplexes konstruieren.

Wir definieren sie als die geometrische Realisierung der semisimplizialen Men-
ge K(8) mit einem Nullsimplex K(8)0 und zwei Einssimplizes K(8)1 := {a, b}
nach ??.

Satz 16.3.5.13 (Überlagerungen mit überlagerungstrivialem Totalraum). Ei-
ne Überlagerung eines zusammenhängenden lokal überlagerungstrivialen Raums
ist genau dann universell, wenn sie einen überlagerungstrivialen Totalraum hat.

Ergänzung 16.3.5.14. Ich erinnere daran, daß nach unseren allgemeinen Kon-
ventionen „lokal überlagerungstrivial“ bedeutet, daß jede Umgebung jedes Punk-
tes verkleinert werden kann zu einer überlagerungstrivialen Umgebung desselben
Punktes. Ich weiß nicht, ob jede universelle Überlagerung eines beliebigen Raums
einen überlagerungstrivialen Totalraum haben muß.

Beweis. Das Liften bei überlagerungstrivialem Definitionsbereich 16.3.4.13 zeigt,
daß eine Überlagerung eines zusammenhängenden Raums durch einen überlage-
rungstrivialen Raum stets universell ist. Für den Beweis der anderen Implikation
sei X unser Raum und p : X̃ → X eine universelle Überlagerung. Ist q : X̂ → X̃
eine Überlagerung dieser universellen Überlagerung, so ist nach Übung 16.3.1.27
auch die Verknüpfung pq : X̂ → X eine Überlagerung. Gegeben x̂ ∈ X̂ mit Bild
x̃ ∈ X̃ gibt es mithin genau eine Decktransformation d : (X̃, x̃) → (X̂, x̂) über
X . Wegen qd(x̃) = x̃ gilt nach der Eindeutigkeit von Lifts qd = idX̃ und q ist
sogar eine Decktransformation über X̃ . Wir sehen so, daß die Identität auf X̃ eine
universelle Überlagerung von X̃ ist. Damit aber ist X̃ überlagerungstrivial nach
16.3.5.11 .

Beispiel 16.3.5.15. Die Klein’sche Flasche hat nach 16.3.3.11 als universelle Über-
lagerung die Ebene, denn diese ist überlagerungstrivial nach dem Schleifenkrite-
rium 16.3.1.20. Dasselbe gilt im Übrigen für alle unsere kompakten zusammen-
hängenden Flächen mit Ausnahme der Kugelschale S2 und des zweidimensiona-
len reell-projektiven Raums P2R.

16.3.6 Existenz universeller Überlagerungen
Satz 16.3.6.1 (Universelle Überlagerung lokal überlagerungstrivialer Räume).
Jeder zusammenhängende lokal überlagerungstriviale Raum besitzt eine überla-
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gerungstriviale universelle Überlagerung.

Beweis. Jede initiale bepunktete Überlagerung (X̃, x̃) → (X, x) eines zusam-
menhängenden und lokal zusammenhängenden Raums ist nach Satz 16.3.5.5 be-
reits eine universelle Überlagerung und jede universelle Überlagerung eines zu-
sammenhängenden lokal überlagerungstrivialen Raums ist nach 16.3.5.13 überla-
gerungstrivial. Es reicht demnach zu zeigen, daß unser Raum X für einen Punkt
x ∈ X eine initiale bepunktete Überlagerung besitzt. Wir beginnen damit, eine
obere Abschätzung für die Kardinalität |X̃| einer zusammenhängenden bepunk-
teten Überlagerung p : (X̃, x̃) → (X, x) herzuleiten. Wir wählen dazu für jeden
Punkt y ∈ X eine überlagerungstriviale Umgebung U(y). Zu jedem Punkt ỹ ∈ X̃
und jeder Folge p(ỹ) = x0, z0, x1, z1, . . . , xr in X mit zi ∈ U(xi) ∩ U(xi+1) er-
halten wir eine wohlbestimmte Folge x̃0, z̃0, x̃1, z̃1, . . . , x̃r in X̃ mit x̃0 = ỹ, die
unter p auf unsere ursprüngliche Folge abgebildet wird und so, daß z̃i in dersel-
ben Zusammenhangskomponente von p−1(U(xi)) liegt wie x̃i und in derselben
Zusammenhangskomponente von p−1(U(xi+1)) wie x̃i+1 falls i 6= r. Es ist klar,
daß alle x̃r, die wir auf diese Weise für irgendein r ≥ 0 erhalten, eine offene zu-
sammenhängende Teilmenge Z(ỹ) ⊂◦ X̃ bilden, die ỹ enthält. Es ist auch klar, daß
diese Z(ỹ) eine Partition von X̃ bilden. Ist also X̃ zusammenhängend, so folgt
X̃ = Z(x̃) und das liefert uns die gewünschte obere Schranke für die Kardinalität
einer zusammenhängenden bepunkteten Überlagerung von (X, x). Sei nun Ω eine
Menge echt größerer Kardinalität. Wir betrachten die Gesamtheit I aller Quadru-
pel (Z, z, τ, q) mit Z ⊂ Ω einer Teilmenge, z ∈ Z einem Punkt, τ ⊂ Pot(Z)
einer Topologie auf Z und q : Z → X einer in Bezug auf die Topologie τ stetigen
Abbildung, unter der (Z, z) eine bepunktete Überlagerung von (X, x) wird. Das
durch i ∈ I gegebene Quadrupel notieren wir (Zi, zi, τi, qi). Wir betrachten weiter
die Menge

T ⊂
∏
i∈I

Zi

aller Tupel t = (ti) derart, daß für jede Decktransformation von bepunkteten
Überlagerungen d : (Zi, zi)→ (Zj, zj) gilt d(ti) = tj . Die Menge T besitzt einen
ausgezeichneten Punkt z := (zi) und eine offensichtliche ausgezeichnete Abbil-
dung von bepunkteten Mengen pr : (T, z)→ (X, x) mit qi◦pri = pr ∀i ∈ I . Un-
sere Menge T versehen wir nun mit einer Topologie, indem wir ein Fundamental-
system von Umgebungen für jeden Punkt t ∈ T angeben derart, daß die davon er-
zeugten Filter die in 15.3.2.17 gegebenen Axiome erfüllen. Gegeben U ⊂ V ⊂ X
eine zusammenhängende Umgebung U von pr(t), die in einer überlagerungstri-
vialen Teilmenge V von X liegt, besitzt ja jede Überlagerung qi : Zi → X genau
einen stetigen Schnitt si : V → Zi, dessen Bild ti enthält, und a forteriori genau
einen stetigen Schnitt si : U → Zi, dessen Bild ti enthält. Diese Schnitte liefern
in ihrer Gesamtheit eine Abbildung s : U → T mit s(pr(t)) = t und die so er-
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haltenen Teilmengen s(U) ⊂ T nehmen wir als unsere Fundamentalsysteme von
Umgebungen von t ∈ T . Es ist klar, daß wir so eine Topologie auf T erhalten
und daß pr : (T, z) → (X, x) eine bepunktete Überlagerung ist. Die Zusam-
menhangskomponente X̃ ⊂ T von z ist dann nach 16.3.1.7 auch eine bepunktete
Überlagerung von (X, x) und ist initial nach Konstruktion.

16.3.6.2. Wir nennen einen topologischen Raum nach 16.3.1.19 wegetrivial, wenn
er zusammenhängend, schleifenfüllend und lokal wegzusammenhängend ist.

Satz 16.3.6.3 (Universelle Überlagerung lokal wegetrivialer Räume). Jeder
zusammenhängende lokal wegetriviale Raum besitzt eine wegetriviale universelle
Überlagerung.

Beweis. Wir wählen x ∈ X fest und betrachten die Menge X̃ aller Homotopie-
klassen von Wegen mit Anfangspunkt x unter Homotopie mit festen Randpunkten,
in Formeln,

X̃ := {γ : [0, 1]→ X | γ ist stetig, γ(0) = x}/ '

Äquivalent und vielleicht suggestiver aber komplizierter könnten wir X̃ auch er-
klären als die Menge aller Paare (g, y) bestehend aus einem Punkt y ∈ X und ei-
ner Homotopieklasse von Wegen g ∈ W(x, y). Die Homotopieklasse eines Weges
γ heiße wieder [γ]. Insbesondere haben wir also eine Abbildung u : X̃ → X ,
[γ] 7→ γ(1), die jeder Homotopieklasse von Wegen ihren gemeinsamen Endpunkt
zuordnet. Sie ist surjektiv, da X wegzusammenhängend ist. Wir erklären nun auf
X̃ eine Topologie. Für jeden stetigen Weg γ mit Anfangspunkt x und jede offene
Umgebung V seines Endpunktes γ(1) setzen wir dazu

U(γ, V ) := {[β ∗ γ] | β : [0, 1]→ V ist stetig mit β(0) = γ(1)}

und betrachten auf X̃ die von allen U(γ, V ) erzeugte Topologie. Offensichtlich
ist u : X̃ → X stetig, das Urbild von V ist ja gerade die Vereinigung der U(γ, V )
über alle Wege γ mit Endpunkt in V . Wir müssen zeigen, daß u eine Überlagerung
ist. Für z ∈ X wählen wir dazu eine offene wegzusammenhängende Umgebung
V von z, die ganz in einer schleifenfüllenden Umgebung enthalten ist. Wir be-
trachten nun die Abbildung

Φ : u−1(z)× V → X̃, ([γ], v) 7→ [β ∗ γ]

Hier meint β : [0, 1] → V irgendeinen Weg von z nach v, der ganz in V verläuft.
Aufgrund unserer Voraussetzungen an V ist Φ wohldefiniert und eine Injektion
mit Bild u−1(V ). Wir zeigen, daß Φ ein Homöomorphismus auf sein Bild ist.

1. Φ ist stetig. In der Tat, liegt Φ([γ], v) in U(α,W ), so auch Φ({[γ]} × V1)
für jede offene wegzusammenhängende Umgebung V1 von v in V ∩W ;
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2. Φ ist offen. In der Tat, für wegzusammenhängendes offenes V1 ⊂ V gilt
Φ({[γ]} × V1) = U(β ∗ γ, V1) für jeden Weg β : [0, 1] → V mit β(0) = z,
β(1) ∈ V1.

Also ist u : X̃ → X eine Überlagerung und wir müssen nur noch zeigen, daß
X̃ wegzusammenhängend und schleifenfüllend ist. Bezeichne x̃ ∈ X̃ die Klasse
des konstanten Weges x. Jeder Weg ω : ([0, 1], 0) → (X, x) mit Anfangspunkt
x hat als Lift zum Anfangspunkt x̃ den Weg ω̃ : ([0, 1], 0) → (X̃, x̃) gegeben
durch ω̃(s) = [ωs] mit ωs(t) = ω(st). Die Wege ωs : [0, 1] → X sind also An-
fangsstücke von ω, die so langsam durchlaufen werden, daß gilt ωs(1) = ω(s).
Offensichtlich hat ω̃ den Endpunkt [ω]. Mit X ist also auch X̃ wegzusammenhän-
gend. Jeder geschlossene Weg α̃ ∈ Ω(X̃, x̃) von unserem Punkt x̃ zu sich selber
schließlich ist umgekehrt der Lift seines Bildes α ∈ Ω(X, x) zum Anfangspunkt
x̃ und hat nach dem vorhergehenden folglich den Endpunkt [α]. Aus [α] = x̃
folgt aber, daß es eine Homotopie h : α ' εx zum konstanten Weg gibt. Diese
können wir liften nach 16.3.4.13, da [0, 1]2 überlagerungstrivial ist, und erhalten
so h̃ : α̃ ' ε̃x = εx̃. Also ist jeder geschlossene Weg in X̃ zusammenziehbar
und X̃ ist eine wegetriviale Überlagerung. Dann ist sie aber nach 16.3.1.20 auch
überlagerungstrivial sowie lokal überlagerungstrivial und nach 16.3.5.13 eine uni-
verselle Überlagerung.

Übungen

Übung 16.3.6.4. Für n ≥ 1 betrachte man den Kreis Kn ⊂ R2 mit Radius 1/n,
der rechts von der y-Achse liegt und diese im Ursprung berührt. Man zeige, daß
der Raum X =

⋃
n≥1Kn keine einfach wegzusammenhängende Überlagerung

besitzt. Dieser sogenannte Kreisraum dient oft als Gegenbeispiel.
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Versuch der graphischen Darstellung des Kreisraums. Man muß sich dabei
allerdings noch unendlich viele immer kleinere Kreise hinzudenken.
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16.4 Überlagerungen und Gruppenwirkungen

16.4.1 Eigenschaften von Funktoren
16.4.1.1. Ich erinnere einige Begriffe zu Funktoren aus 4.7.2.19.

Definition 16.4.1.2. 1. Ein Funktor F : A → B heißt treu, wenn er auf den
Morphismen Injektionen F : A(A,A′) ↪→ B(FA, FA′) induziert, für alle
A,A′ ∈ A;

2. Ein Funktor F : A → B heißt volltreu, wenn er auf den Morphismen
Bijektionen F : A(A,A′)

∼→ B(FA, FA′) induziert. Ich notiere volltreue
Funktoren ∼

↪→;

3. Ein Funktor F : A → B heißt eine Äquivalenz von Kategorien, wenn er
volltreu ist und zusätzlich eine Surjektion auf Isomorphieklassen von Ob-
jekten induziert, wenn es also in Formeln für alle B ∈ B ein A ∈ A gibt
mit FA ∼= B. Ich notiere Äquivalenzen von Kategorien ≈→. Die doppel-
te Schlange soll andeuten, daß dieser Begriff schwächer ist als der Begriff
eines Isomorphismus von Kategorien, wie er im Anschluß eingeführt wird;

4. Ein Funktor F : A → B heißt ein Isomorphismus von Kategorien, wenn
er bijektiv ist auf Objekten und auf Morphismen, wenn er also ein Isomor-
phismus ist in der Kategorie der Kategorien aus 20.1.1.6. Ich notiere Iso-
morphismen von Kategorien ∼→.

Beispiel 16.4.1.3. Sei k ein Körper. Wir betrachten die Kategorie Modfk aller
endlichdimensionalen alias endlich erzeugten k-Vektorräume mit linearen Abbil-
dungen als Morphismen. Das Kürzel steht für „finitely generated k-Module“, eine
andere Bezeichnung für dasselbe Objekt. Weiter betrachten wir, und zwar sogar
für einen beliebigen Ring k, die Matrixkategorie Mat = Matk mit Objekten
Ob(Mat) := N und Matrizen mit Einträgen in k des entsprechenden Formats
als Morphismen, in Formeln Mat(m,n) := Mat(n × m; k). Die Verknüpfung
von Morphismen in Mat schließlich sei die Matrixmultiplikation. Im Fall eines
Körpers k ist dann der offensichtliche Funktor n 7→ kn eine Äquivalenz von Ka-
tegorien

Matk
≈→ Modfk

zwischen unserer Matrixkategorie Matk und der Kategorie der endlich erzeug-
ten k-Vektorräume, aber ist natürlich kein Isomorphismus von Kategorien. Diese
Aussage faßt eine Vielzahl von Aussagen der linearen Algebra zusammen und
illustriert meines Erachtens recht gut die Kraft und Eleganz der Sprache der Kate-
gorientheorie. Wenn unser Ring k selbst durch einen größeren Ausdruck gegeben
ist, schreiben wir für unsere Matrixkategorie statt Matk auch manchmal Mat(k).
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Übungen

Übung 16.4.1.4. Jede Äquivalenz von Kategorien induziert eine Bijektion zwi-
schen den zugehörigen Isomorphieklassen von Objekten. Zum Beispiel werden
die endlichdimensionalen k-Vektorräume klassifiziert durch ihre Dimension, alias
durch Elemente von N, alias durch Isomorphieklassen der Matrixkategorie.

16.4.2 Transformationen
16.4.2.1. Ich erinnere nun an das Konzept einer Transformation von Funktoren,
wie es in 4.7.4 ausführlicher besprochen wird.

Definition 16.4.2.2. Seien A,B Kategorien und F,G : A → B Funktoren. Eine
Transformation τ : F ⇒ G ist eine Vorschrift, die jedem Objekt X ∈ A einen
Morphismus τX ∈ B(FX,GX) zuordnet derart, daß für jeden Morphismus f :
X → Y in A das folgende Diagramm in B kommutiert:

FX
τX−→ GX

Ff ↓ ↓ Gf
FY

τY−→ GY

In Formeln meint dies „Kommutieren“ die Gleichheit (Gf) ◦ τX = τY ◦ (Ff) in
der Morphismenmenge B(FX,GY ). Ob ein Doppelpfeil eine Transformation von
Funktoren oder vielmehr eine Implikation meint, muß der Leser aus dem Kontext
erschließen. Sind alle τX Isomorphismen, so nenne ich τ eine Isotransformation
und notiere sie ∼⇒. Gibt es zwischen zwei Funktoren eine Isotransformation, so
heißen sie isomorph.

16.4.2.3 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heißen unsere Trans-
formationen meist „natürliche Transformationen“. Diese Terminologie schien mir
jedoch unnötig umständlich und entspricht auch nicht meinem Sprachempfinden:
Ich möchte zum Beispiel unter der „natürlichen“ Transformation des Identitäts-
funktors auf der Kategorie aller R-Vektorräume in den Bidualraumfunktor ger-
ne die in 16.4.2.4 gegebene Transformation verstehen, die zwar keineswegs die
einzige Transformation zwischen diesen Funktoren ist, aber vielleicht schon die
„natürlichste“. In der Literatur heißen unsere Isotransformationen auch und sogar
meist Isomorphismen von Funktoren oder Äquivalenzen von Funktoren.

Beispiel 16.4.2.4 (Bidualraum und Identitätsfunktor). Seien k ein Körper und
B : Modk → Modk der Funktor, der jedem k-Vektorraum V seinen Bidualraum
BV := V >> zuordnet. So liefern die Evaluationen evV : V → V >>, v 7→ (f 7→
f(v)) eine Transformation ev : Id ⇒ B und eine Isotransformation zwischen
den Restriktionen dieser Funktoren auf die Kategorie der endlichdimensionalen
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k-Vektorräume, vergleiche 3.2.9.26. Oft formalisiert man Situationen dieser Art
nicht bis ins Letzte aus und spricht etwa von kanonischen Abbildungen oder
kanonischen Isomorphismen, wenn bei formaler Betrachtung Abbildungen oder
Isomorphismen τX : FX → GX gemeint sind, die in ihrer Gesamtheit eine
Transformation beziehungsweise Isotransformation von Funktoren τ : F

∼⇒ G
bilden.

Beispiel 16.4.2.5 (Dualraum und Transponieren). Sei k ein Körper. Wir be-
trachten den Dualraumfunktor D : Modk → Modopp

k , der jedem Raum seinen
Dualraum zuordnet. Sei T : Matk → Matopp

k der Funktor auf der Matrizenkate-
gorie Matk aus 16.4.1.3, der die Objekte festhält und Matrizen transponiert. Sei
schließlich noch R : Matk → Modk unser Realisierungsfunktor n 7→ kn aus
16.4.1.3. So erhalten wir eine Isotransformation

τ : RoppT
∼⇒ DR

dadurch, daß wir jeder natürlichen Zahl alias jedem Objekt n ∈ Matk den of-
fensichtlichen Isomorphismus τn : kn

∼→ (kn)> zuordnen. Es kann hilfreich sein,
durch Doppelpfeile in Diagrammen von Kategorien und Funktoren klarzumachen,
zwischen welchen Funktoren eine Transformation gemeint ist. So wäre etwa in
diesem Beispiel unser τ ein möglicher Doppelpfeil im Diagramm

Matk

R

��

T //Matopp
k

τ

v~ uuuuuuuuu

uuuuuuuuu
Ropp

��
Modk

D //Modopp
k

In diesem Fall könnten wir zusätzlich unseren Doppelpfeil noch mit einer Schlan-
ge versehen, da er ja einen Isomorphismus von Funktoren darstellt.

Beispiel 16.4.2.6. Sind τ : F ⇒ G und σ : G⇒ H Transformationen, so ist auch
σ ◦ τ : F ⇒ H gegeben durch (σ ◦ τ)X := σFX ◦ τX für jedes Objekt X der Aus-
gangskategorie von F eine Transformation. Des weiteren gibt es für jeden Funktor
F die identische Transformation id = idF von besagtem Funktor zu sich selber,
gegeben durch (idF )X := idFX für jedes Objekt X der Ausgangskategorie unse-
res Funktors. Sind A,B Kategorien, so bilden die Funktoren A → B selbst eine
Kategorie, mit Funktoren als Objekten und Transformationen als Morphismen.
Ich verwende für diese Funktorkategorie die beiden Notation Cat(A,B) = BA,
so daß etwa für Funktoren F,G : A → B die Menge der Transformationen

Cat(A,B)(F,G) = BA(F,G)

notiert werden kann. Werden die Kategorien selber durch größere Ausdrücke ge-
geben, so sind für die Menge der Transformationen auch abkürzende Notationen
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wie etwa Trans(F,G) sinnvoll und üblich. Unsere Isotransformationen sind genau
die Isomorphismen der Funktorkategorie.

Beispiel 16.4.2.7. Seien F,G : A → B Funktoren und τ : F ⇒ G eine Trans-
formation. Gegeben ein weiterer Funktor H : B → C erhalten wir eine Trans-
formation Hτ : HF ⇒ HG durch (Hτ)X := H(τX). Gegeben ein weiterer
Funktor K : D → A erhalten wir eine Transformation τK : FK ⇒ GK durch
(τK)W := τKW . Offensichtlich liefern diese Konstruktionen ihrerseits Funktoren
Cat(A,B) → Cat(A, C) und Cat(A,B) → Cat(D,B) zwischen den entspre-
chenden Funktorkategorien, die wir als das Nachschalten von H beziehungswei-
se Vorschalten von K bezeichnen.

16.4.2.8 (Schwierigkeiten der Notation). Die Notationen τK und Hτ führen
leicht zu Verwirrung, sobald nicht aus der Art der Symbole klar ist, welche Sym-
bole Funktoren und welche Transformationen darstellen. Ich kenne keine generel-
le Lösung für diese Schwierigkeiten der Notation. Hier versuche ich, eine gewisse
Übersichtlichkeit dadurch zu erreichen, daß ich systematisch lateinische Groß-
buchstaben für Funktoren und kleine griechische Buchstaben für Transformatio-
nen verwende.

Übungen

Übung 16.4.2.9 (Homotopie und fundamentales Gruppoid). Gegeben stetige
Abbildungen f, g : X → Y liefert jede Homotopie H : f ' g eine Isotransfor-
mation H] : f]

∼⇒ g] zwischen den auf den Wegekategorien induzierten Funk-
toren f], g] : WX → WY vermittels der Isomorphismen (H])x = [H(x, t)] ∈
WY (f(x), g(x)).

Übung 16.4.2.10. Sind zwei Funktoren isomorph und ist der eine eine Äquivalenz
von Kategorien, so auch der andere.

Übung 16.4.2.11. Sei G ein Monoid. Die G-Mengen mit den äquivarianten Ab-
bildungen als Morphismen bilden dann eine Kategorie G -Ens. Bilden wir zu un-
serem Monoid G die Ein-Objekt-Kategorie [G], so liefert der hoffentlich offen-
sichtliche Funktor einen Isomorphismus von Kategorien

G -Ens
∼→ Cat([G],Ens)

Übung 16.4.2.12. Man zeige: Ein Funktor F : A → B ist genau dann eine Äqui-
valenz von Kategorien, wenn es eine Äquivalenz von Kategorien in die Gegen-
richtung G : B → A gibt nebst einer Isotransformation τ : IdA

∼⇒ GF . Die
Äquivalenz G oder genauer das Paar (G, τ) heißt dann ein quasiinverser Funk-
tor zu F . Man zeige weiter: Zu jedem Paar (G, τ) wie eben gibt es genau eine
Isotransformation η : FG

∼⇒ IdA mit (ηF ) ◦ (Fτ) = idF .
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Übung 16.4.2.13. Man zeige: Genau dann ist ein Funktor F : A → B eine
Äquivalenz von Kategorien, wenn es einen Funktor G : B → A gibt derart, daß
FG isomorph ist zum Identitätsfunktor auf B und GF isomorph zum Identitäts-
funktor auf A.

Übung 16.4.2.14. Man zeige: Gegeben eine Äquivalenz von Kategorien F : A ≈→
B und ein Funktor G : B → A nebst einer Isotransformation τ : FG

∼⇒ IdA ist
auch G eine Äquivalenz von Kategorien und (G, τ) quasiinvers zu F .

Übung 16.4.2.15 (Äquivalenzen von Funktorkategorien). SindA,B Kategorien
und ist K : A′ ≈→ A eine Äquivalenz von Kategorien, so liefert das Vorschalten
von K eine Äquivalenz von Funktorkategorien

Cat(A,B)
≈→ Cat(A′,B)

Ist ähnlichH : B ≈→ B′ eine Äquivalenz von Kategorien, so liefert das Nachschal-
ten von H eine Äquivalenz von Funktorkategorien

Cat(A,B)
≈→ Cat(A,B′)

Ergänzende Übung 16.4.2.16 (Exponentialgesetz für Kategorien). Man zeige,
daß man für je drei Kategorien A,B, C einen Isomorphismus von Kategorien

Cat(A,Cat(B, C)) ∼→ Cat(A× B, C)

erhält durch die Vorschrift F 7→ F̃ mit F̃ (A,B) = (F (A))(B) auf Objekten und
eine vom Leser zu spezifizierende Vorschrift auf Morphismen.

16.4.3 Adjungierte Funktoren
16.4.3.1. Das Konzept adjungierter Funktoren gehört zu den Grundbegriffen der
Kategorientheorie. Die Terminologie kommt vermutlich vom Fall der Restriktions-
und Induktionsfunktoren aus der Darstellungstheorie endlicher Gruppen her, die
ein Paar von adjungierten Funktionen bilden und deren Effekte auf Charakteren
adjungierte lineare Abbildungen im Sinne der linearen Algebra sind.

Definition 16.4.3.2. Seien A,B Kategorien und L : A → B sowie R : B → A
Funktoren. Eine Adjunktion α von L mit R oder in Kurzschreibweise α : L a R
ist eine Isotransformation

α : B(L , )
∼⇒ A( , R )

von Funktoren Aopp × B → Ens, also explizit eine Familie von Bijektionen
αA,B : B(LA,B)

∼→ A(A,RB) für A ∈ A, B ∈ B mit gewissen Natürlichkeits-
eigenschaften, genauer mit α(ϕ ◦ Lf) = α(ϕ) ◦ f sowie α(g ◦ ϕ) = Rg ◦ α(ϕ)
für f : A′ → A und ϕ : LA→ B und g : B → B′.
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Beispiel 16.4.3.3 (Freie Gruppen als adjungierter Funktor). Der Vergißfunk-
tor von den Gruppen in die Mengen hat als Linksadjungierten den Funktor, der
jeder Menge die freie Gruppe über besagter Menge zuordnet, wie sie in 16.2.5.6
eingeführt wird. Mit der Notation v : Grp → Ens für den vergeßlichen Funktor
haben wir für jede Gruppe G und jede Menge X eine natürliche Bijektion

Grp(Grp0 X,G)
∼→ Ens(X, vG)

Der Vergißfunktor von den abelschen Gruppen in die Mengen hat ähnlich als
Linksadjungierten den Funktor, der jeder Menge die freie abelsche Gruppe über
besagter Menge zuordnet, für die wir die Notationen Ab0X = ZX verwenden.

Beispiel 16.4.3.4 (Das Exponentialgesetz als Adjunktion). Gegeben eine Menge
Z ist der Funktor (Z×) : Ens → Ens linksadjungiert zum Funktor Ens(Z, ) :
Ens→ Ens vermittels der kanonischen Bijektionen

Ens(Z ×X, Y )
∼→ Ens(X,Ens(Z, Y ))

aus dem Exponentialgesetz 2.1.6.5. Weiter ist der Funktor Ens( , Z) : Ens →
Ensopp linksadjungiert zum Funktor Ens( , Z)opp : Ensopp → Ens vermittels der
in derselben Weise konstruierten kanonischen Bijektionen

Ensopp(Ens(X,Z), Y ) = Ens(Y,Ens(X,Z))
∼→ Ens(X,Ens(Y, Z))

Beispiele 16.4.3.5 (Adjunktionen mit Hom und ⊗). Gegeben ein Körper k und
ein k-Vektorraum E ist der Funktor E⊗k : Modk → Modk linksadjungiert zu
Homk(E, ) : Modk → Modk und der Funktor Homk( , E) : Modk → Modopp

k

hat als Rechtsadjungierten den Funktor Homk( , E)opp : Modopp
k → Modk. Aus-

gezeichnete derartige Adjunktionen werden in 4.6.1.19 und 3.2.3.16 angegeben.
Sie sind als Spezialfälle der Adjunktionen 18.1.4.12 und 18.1.4.13 in Schmelzka-
tegorien.

16.4.3.6 (Einheit und Koeinheit einer Adjunktion). SeienA,B Kategorien und
L : A → B sowie R : B → A Funktoren. Gegeben eine Adjunktion α : L a R
von Funktoren erhalten wir Transformationen α̂ : IdA ⇒ RL und α̌ : LR ⇒
IdB durch α̂A := α(idLA) und α̌B := α−1(idRB). Sie heißen die Einheit und
Koeinheit der Adjunktion. Oft versteht sich die zugrundeliegende Adjunktion α
von selbst und wir brauchen dafür gar keine Notation vorzusehen. Dann notieren
wir die Einheit und Koeinheit meist εA : A→ RLA und ηB : LRB → B.

Beispiel 16.4.3.7 (Einheit und Koeinheit im Fall freier Gruppen). Unsere Ad-
junktion Grp(Grp0 X,G)

∼→ Ens(X, vG) hat als Einheit die kanonischen Abbil-
dungen εX : X → vGrp0 X und als Koeinheit die kanonischen Gruppenhomo-
morphismen ηG : Grp0(vG)→ G aus dem Beweis von 16.2.6.2.
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Beispiel 16.4.3.8. Der Funktor Spek : Ralgopp
C → Top aus 15.3.4 ist rechts-

adjungiert zum Funktor C : Top → Ralgopp
C . Diese Aussage ist der Kern der

Argumentation in 15.3.4.6.

Lemma 16.4.3.9 (Äquivalenz durch Adjunktion). Seien L : A → B und R :
B → A Funktoren und α : L a R eine Adjunktion.

1. Genau dann besteht die Einheit der Adjunktion α̂ aus Isomorphismen α̂X :
X

∼→ RLX , wenn der Funktor L volltreu ist;

2. Genau dann besteht die Koeinheit der Adjunktion α̌ aus Isomorphismen
α̌Y : LRY

∼→ Y , wenn der Funktor R volltreu ist;

3. Genau dann bestehen α̂ und α̌ beide aus Isomorphismen, wenn L und R
Äquivalenzen von Kategorien sind. Man nennt L und R dann zueinander
quasiinverse Funktoren und versteht dabei die Adjunktion als einen Teil
des Datums. In diesem Fall liefern α̂−1 und α̌−1 auch eine Adjunktion (R,L).

Beweis. Aus unseren Erkenntnissen zu Einheiten und Koeinheiten von Adjunk-
tionen 16.4.8.1 folgt die Kommutativität des Diagramms

A(X, Y ) L //

α̂Y ◦
��

B(LX,LY )

αX,LYo
��

A(X,RLY ) A(X,RLY )

Das zeigt die erste Aussage. Die zweite Aussage zeigt man genauso. Für die dritte
Aussage bemerkt man, daß unter der Annahme α̌B : LRB

∼→ B jedes B ∈ B
isomorph ist zu einem Objekt der Gestalt LX .

Beispiel 16.4.3.10 (Der Dualraumfunktor als sein eigener Adjungierter). Der
Rechtsadjungierte des Dualraumfunktors D : k -Mod→ k -Modopp ist der Funk-
tor Dopp : k -Modopp → k -Mod, der durch dieselbe Abbildungsvorschrift ge-
geben wird, vermittels der Adjunktion, die gegeben wird durch die kanonischen
Identifikationen

Homk(V,DW )
∼← Hom

(2)
k (V,W ; k)

∼→ Homk(DW,V )

Vorschau 16.4.3.11. Mehr zu adjungierten Funktoren diskutieren wir in 16.4.8.
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Übungen

Übung 16.4.3.12. Besitzt ein Funktor einen Rechtsadjungierten, so vertauscht er
mit Koprodukten und macht kokartesische Diagramme zu kokartesischen Dia-
grammen. Besitzt ein Funktor einen Linksadjungierten, so vertauscht er mit Pro-
dukten und macht er kartesische Diagramme zu kartesischen Diagrammen. Stärker
zeigen Sie etwa in 17.7.1.30, daß Linksadjungierte mit „Kolimites“ vertauschen
und Rechtsadjungierte mit „Limites“.

Ergänzende Übung 16.4.3.13 (Adjunktionen auf Funktorkategorien). Seien Ka-
tegorien A,B, C gegeben. Man zeige, daß jedes Paar (L,R) von adjungierten
Funktoren L : A → B und R : B → A auch ein Paar (L◦, R◦) von ad-
jungierten Funktoren zwischen den Funktorkategorien (L◦) : AC → BC und
(R◦) : BC → AC liefert.

Übung 16.4.3.14 (Opponierte Adjunktionen). Seien A,B Kategorien und L :
A → B sowie R : B → A Funktoren. Jede Adjunktion α : L a R kann auch
als Adjunktion αopp : Ropp a Lopp der zugehörigen Funktoren Lopp : Aopp →
Bopp und Ropp : Bopp → Aopp zwischen den jeweiligen opponierten Kategorien
aufgefaßt werden. Ich nenne αopp die opponierte Adjunktion.

16.4.4 Überlagerungen und Gruppenwirkungen
16.4.4.1. Gegeben C eine Kategorie,A ∈ C ein Objekt undG := C(A) das Mono-
id seiner Endomorphismen erhalten wir stets einen Funktor in die Kategorie der
G-Rechtsmengen

C(A, ) : C → Ens-G

Wir setzen dazu fg := f ◦ g für alle B ∈ C, f ∈ C(A,B) und g ∈ C(A). Man be-
achte für das Folgende, daß das Monoid der Endomorphismen einer universellen
Überlagerung nach 16.3.5.5 stets eine Gruppe ist.

Satz 16.4.4.2 (Überlagerungen und Gruppenwirkungen). Gegeben eine uni-
verselle Überlagerung u : X̃ → X mit Deckbewegungsgruppe G := Top×X(X̃)
liefert der Funktor T := TopX(X̃, ) eine Äquivalenz zwischen der Kategorie der
Überlagerungen von X und der Kategorie der G-Rechtsmengen

T : ÜbX
≈→ Ens$G

Beispiel 16.4.4.3. Man überlege sich die Bedeutung des Satzes zunächst im Fall
der universellen Überlagerung Exp : R → S1 der Kreislinie. In diesem Fall
erhalten wir für die Deckbewegungsgruppe einen Isomorphismus G ∼→ Z durch
g 7→ g(0).
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Beweis. Wir konstruieren zunächst einen Funktor in die Rückrichtung. Gegeben
eine G-Rechtsmenge M konstruieren wir eine stetige Abbildung

M ×/G X̃ → X

Wir betrachten dazu auf M × X̃ die Operation von G gegeben durch g(m, x̃) =
(mg−1, gx̃). Die Bahn von (m, x̃) notieren wir [m, x̃]. Da G topologisch frei ope-
riert auf X̃ nach 16.3.4.15, operiert es erst recht topologisch frei aufM×X̃ . Nach
16.3.3.13 ist also der Bahnenraum M ×/G X̃ eine Überlagerung von X . Den in
dieser Weise konstruierten Funktor in die Rückrichtung bezeichnen wir mit A, in
Formeln

A := ( ×/GX̃) : Ens$G → ÜbX

Als nächstes erklären wir eine Adjunktion A a T . Gegeben eine G-Rechtsmenge
M und eine Überlagerung p̂ : X̂ → X gilt es, eine natürliche Bijektion

Ens$G(M,TopX(X̃, X̂))
∼→ TopX(M ×/G X̃, X̂)

zwischen der Menge der G-äquivarianten Abbildungen links und der Menge der
stetigen Abbildungen überX rechts anzugeben. Man erhält sie durch Einschränken
der offensichtlichen Bijektion

Ens(M,Top(X̃, X̂))
∼→ Top(M × X̃, X̂)

auf die Fixpunkte einer geeigneten G-Operation auf beiden Seiten. Jetzt müssen
wir nach 16.4.3.9 nur noch zeigen, daß die durch unsere Adjunktion definierten
Transformationen Id ⇒ TA und AT ⇒ Id Isotransformationen sind. Die Erste
spezialisiert auf einer G-Menge M zur Abbildung M → TopX(X̃,M ×/G X̃)
gegeben durch m 7→ (z 7→ [m, z]) und ist eine Bijektion aufgrund der univer-
sellen Eigenschaft der universellen Überlagerung. Die Zweite spezialisiert auf ei-
ner Überlagerung X̂ zur Abbildung TopX(X̃, X̂) ×/G X̃ → X̂ gegeben durch
[d, z] 7→ d(z) und ist ebenfalls bijektiv aufgrund der universellen Eigenschaft der
universellen Überlagerung. Als bijektive Decktransformation muß sie dann sogar
ein Homöomorphismus sein.

16.4.4.4 (Zusammenhängende Überlagerungen und Untergruppen). Gegeben
eine universelle Überlagerung X̃ → X ist X̃ nach 16.3.5.7 stets zusammen-
hängend. Für die Gruppe G der Decktransformationen und eine G-Rechtsmenge
M ist also M ×/G X̃ genau dann zusammenhängend, wenn M eine transitive G-
Menge ist. In Worten induziert also unser Funktor T := TopX(X̃, ) aus 16.4.4.2
auch eine Äquivalenz

{X̂ ∈ ÜbX | X̂ zusammenhängend} ≈→ {M ∈ Ens$G |M transitiv}
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zwischen der Kategorie der zusammenhängenden Überlagerungen von X und der
Kategorie der transitiven G-Rechtsmengen. Nach 16.3.2.5 werden also die zu-
sammenhängenden Überlagerungen von X klassifiziert durch Konjugationsklas-
sen von Untergruppen von G und man prüft leicht, daß dabei die Klasse der Un-
terguppe H ⊂ G auf die Isomorphieklasse der Überlagerung X̃/H → X geht.
Genauer erhalten wir mit 16.3.2.8 eine Äquivalenz zwischen der Kategorie der
zusammenhängenden Überlagerungen von X und der opponierten Untergruppen-
kategorie zu G aus 16.3.2.8.

Ergänzung 16.4.4.5 (Bezug zur Galoistheorie). Die hier vorgestellte Theorie ist
strukturell eng verwandt mit der Galoistheorie. Ist K̃/K eine endliche Galoiser-
weiterung, so kann man den Hauptsatz der Galoistheorie 6.4.3.1 nämlich dahin-
gehend interpretieren, daß der Funktor KringK( , K̃) der K-linearen Körperho-
momorphismen nach K̃ eine Äquivalenz von Kategorien{

Körpererweiterungen von K,
die sich in K̃ einbetten lassen

}opp
≈→ {transitive Gal(K̃/K)-Mengen}

liefert, für Gal(K̃/K) = (KringK)×(K̃) die Galoisgruppe. Die Kategorie der
zusammenhängenden Überlagerungen kann im Licht von 16.4.4.2 also aufgefaßt
werden als ein geometrisches Analogon zur opponierten Kategorie unserer Kate-
gorie von Körpererweiterungen. Noch besser würde die Analogie, wenn wir auch
nur alle zusammenhängenden Überlagerungen betrachten würden, die eine Deck-
transformation von einer fest gewählten Galois-Überlagerung empfangen können.
Ergänzung 16.4.4.6 (Die Kategorie der G-Mengen bestimmt die Gruppe G).
Gegeben eine Gruppe G kennt die Kategorie der G-Mengen bereits die Gruppe G
bis auf Isomorphismus. Wir betrachten genauer eine Menge C vonG-Mengen, die
die Gruppe G selbst enthält und mindestens je eine einelementige und eine zwei-
elementige Menge mit der trivialen G-Operation, und betrachten die Kategorie C
all dieser G-Mengen. Darin gibt es nach unseren Annahmen ein finales Objekt
pt und ein Koprodukt ptt pt dieses finalen Objekts mit sich selbst. Sicher ist
unsere Kategorie C eine V-Kategorie für ein geeignetes Mengensystem V. Man
überzeugt sich leicht, daß ein Objekt X ∈ C genau dann ein homogener Raum
ist, wenn für den dadurch dargestellten Funktor F := C(X, ) : C → VEns die
kanonische Abbildung eine Bijektion

F (pt) t F (pt)
∼→ F (ptt pt)

liefert. Weiter ist die G-Operation auf einem homogenen Raum X genau dann
frei, gilt C(X,G) 6= ∅ alias wenn es von X zu jedem Objekt von C einen Mor-
phismus gibt. Die G-Torsoren können somit als Objekte der Kategorie C unter
alleiniger Verwendung der Struktur dieser Kategorie charakterisiert werden. Die
Gruppe G erhält man dann bis auf Isomorphismus als die Opponierte der Auto-
morphismengruppe eines jeden solchen G-Torsors.
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Graphische Darstellung einer Überlagerung mit zusammenhängendem
Totalraum, bei der nicht jede Decktransformation eine Deckbewegung ist.

Überlagert wird die Figur einer Acht. Die fragliche Decktransformation schiebt
„um eins nach oben“ und „faltet die beiden obersten der sich ins unendliche

verzweigenden Äste über den Rest“. Die Fundamentalgruppe der Überlagerung
für den zentralen Punkt als Basispunkt ist die von den Lifts aller a−nban für
n > 0 erzeugte Untergruppe H ⊂ G der Fundamentalgruppe der Basis und
unsere Decktransformation entspricht der durch (·a) induzierten Abbildung

G/H → G/H .
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16.4.5 Überlagerungen und Fundamentalgruppe
Definition 16.4.5.1. Seien p : X̃ → X eine Überlagerung und γ ∈ Ω(X, x, y) ein
Weg. Der Transport durch Wegeliften

〈γ〉 : p−1(x)→ p−1(y)

längs des Weges γ von der Faser bei x in die Faser bei y wird erklärt als diejenige
Abbildung, die jedem Punkt x̃ ∈ p−1(x) den Endpunkt des Lifts γ̃x̃ unseres Weges
γ mit Anfangspunkt γ̃x̃(0) = x̃ zuordnet, in Formeln 〈γ〉(x̃) := γ̃x̃(1). Hier ver-
wenden wir, daß nach 16.3.1.17 das Intervall [0, 1] überlagerungstrivial ist und
daß damit nach 16.3.4.13 unser Weg genau einen Lift hat mit Anfangspunkt x̃.

Lemma 16.4.5.2 (Eigenschaften des Wegeliftungstransports). Sei p : X̃ → X
eine Überlagerung.

Homotopieinvarianz: Homotope Wege in der Basis liefern denselben Transport
durch Wegeliften auf den Fasern, in Formeln γ ' β ⇒ 〈γ〉 = 〈β〉. Insbe-
sondere ist auch für jede Homotopieklasse γ von Wegen die Abbildung 〈γ〉
wohldefiniert;

Funktorialität: Der Transport durch Wegeliften längs des konstanten Weges εx
bei x ∈ X ist die identische Abbildung 〈εx〉 = id auf der Faser p−1(x).
Sind β und γ verknüpfbare Wege in X , so gilt 〈β〉 ◦ 〈γ〉 = 〈β ∗ γ〉;

Natürlichkeit: Ist q : Ỹ → Y eine weitere Überlagerung und sind f : X → Y
und f̃ : X̃ → Ỹ stetige Abbildungen mit q ◦ f̃ = f ◦ p und ist γ ein Weg in
X , so gilt f̃ ◦ 〈γ〉 = 〈fγ〉 ◦ f̃ .

Ergänzung 16.4.5.3. Man mag den zweiten Punkt dahingehend zusammenfassen,
daß jede Überlagerung p : X̃ → X einen Funktor [X̃] : WX → Ens des fun-
damentalen Gruppoids von X in die Kategorie der Mengen liefert vermittels der
Vorschrift x 7→ p−1(x) auf Objekten und γ 7→ 〈γ〉 auf Morphismen. Der letzte
Punkt besagt in dieser Sprache, daß die von f̃ auf den Fasern induzierte Abbil-
dung eine Transformation unseres Funktors [Ỹ ] : WY → Ens zur Verknüpfung
des Funktors Funktor f] : WY → WX mit dem Funktor [X̃] : WX → Ens ist, in
Formeln also eine Transformation [Ỹ ]⇒ [X̃] ◦ f].

Beweis. Wir zeigen nur die Homotopieinvarianz, die anderen Eigenschaften sind
klar nach den Definitionen. Sei h : [0, 1]2 → X eine Homotopie mit festen
Endpunkten zwischen unseren Wegen. Auf der vorderen beziehungsweise hin-
teren Kante unseres Quadrats haben wir also h(0, t) = γ(t) beziehungsweise
h(1, t) = β(t), und auf der oberen und der unteren Kante ist H konstant. Da
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Eine dreiblättrige Überlagerung der Acht, ein Punkt unten und die drei Punkte
der Faser darüber, ein geschlossener Weg unten und die zugehörige Operation
auf der Faser am Beispiel des „untersten“ Punktes der Faser, der in diesem Fall

auf den „obersten“ Punkt der Faser geschoben wird.
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unser Quadrat nach 16.3.1.23 überlagerungstrivial ist, gibt es für alle x̃ ∈ p−1(x)
einen Lift h̃ : [0, 1]2 → X̃ von h mit h̃(0, 0) = x̃. Nach dem Satz über die Eindeu-
tigkeit von Lifts ist dieser Lift konstant x̃ auf der unteren Kante, folglich ist er auf
der vorderen beziehungsweise hinteren Kante der Lift mit Anfangspunkt x̃ von
γ beziehungsweise β. Da aber unser Lift auch konstant sein muß auf der oberen
Kante, folgt 〈γ〉(x̃) = 〈β〉(x̃).

16.4.5.4. Gegeben eine Menge F bezeichnen wir die Gruppe aller Permutationen
von F mit Ens×(F ). Das ist auch die Menge der invertierbaren Elemente des
Monoids Ens(F ) aller Abbildungen von F in sich selber.

Satz 16.4.5.5. 1. Ist p : X̃ → X eine Überlagerung und x ∈ X ein Punkt,
so liefert der Wegeliftungstransport eine Operation der Fundamentalgruppe
π1(X, x) auf der Faser p−1(x), die Wegeliftungsoperation;

2. Ist q : X̂ → X eine weitere Überlagerung und d : X̃ → X̂ eine Decktrans-
formation, so ist deren Einschränkung d : p−1(x)→ q−1(x) auf die Fasern
eine π1(X, x)-äquivariante Abbildung.

Beweis. Das folgt alles sofort aus den im vorhergehenden Lemma 16.4.5.2 ge-
zeigten Eigenschaften des Wegeliftungstransports.

16.4.5.6. Für jeden bepunkteten topologischen Raum (X, x) erhalten wir damit
einen Funktor von der Kategorie seiner Überlagerungen in die Kategorie der Men-
gen mit Operation der Fundamentalgruppe, indem wir jeder Überlagerung von X
ihre Faser bei x zuordnen. Dieser sogenannte Faserfunktor F = Fx wird in For-
meln gegeben durch die Vorschrift

F : ÜbX → π1(X, x) -Ens
p 7→ p−1(x)

Satz 16.4.5.7 (Fundamentalgruppe einer Überlagerung).

1. Jede Überlagerung bepunkteter Räume p : (X̃, x̃) → (X, x) induziert eine
Injektion p] : π1(X̃, x̃) ↪→ π1(X, x) auf den Fundamentalgruppen und das
Bild dieser Injektion ist die Standgruppe von x̃ unter der Wegeliftungsope-
ration, in Formeln

im p] = {γ ∈ π1(X, x) | 〈γ〉(x̃) = x̃}

2. Ist zusätzlich unsere Überlagerung X̃ wegzusammenhängend, so operiert
die Fundamentalgruppe π1(X, x) transitiv auf der Faser über dem Basis-
punkt p−1(x).
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Beweis. Seien x̃, ỹ ∈ X̃ beliebig und x, y ∈ X ihre Bilder. So liefert nach unseren
Definitionen und wegen der Eindeutigkeit von Lifts 16.3.4.10 das Nachschalten
von p eine Bijektion

Ω(X̃, x̃, ỹ)
∼→ {γ ∈ Ω(X, x, y) | 〈γ〉(x̃) = ỹ}

Diese Bijektion induziert dann eine Bijektion auf Homotopieklassen. Setzen wir
ỹ = x̃, so ergibt sich der erste Teil. Läßt sich jeder Punkt ỹ aus der Faser p−1(x) in
X̃ durch einen Weg αmit x̃ verbinden, so liegt die Homotopieklasse von γ = p◦α
in π1(X, x) und wir haben ỹ = 〈γ〉(x̃).

Proposition 16.4.5.8. Gegeben X ein Raum mit einer topologisch freien Ope-
ration einer Gruppe G erhalten wir für jeden Punkt x ∈ X durch die Vorschrift
cx(γ)−1x = 〈γ〉x einen Gruppenhomomorphismus, den Faserwirkungsvergleich

cx : π1(X/G, x̄)→ G

Beweis. Bezeichne p : X → X/G die Quotientenabbildung. Nach 16.3.3.10 ist
sie eine Überlagerung. Per definitionem operiert G frei und transitiv auf der Fa-
ser p−1(x̄) über x̄ := p(x) und nach 16.4.5.5 kommutiert diese Operation mit
der Operation von π1(X/G, x̄) durch Wegeliften. Das anschließende algebraische
Lemma 16.4.5.9 beendet den Beweis.

Lemma 16.4.5.9 (Homomorphismen durch Torsoren). Sei F eine Menge mit
einer Linksoperation einer GruppeH und einer freien transitiven Rechtsoperation
einer Gruppe G, die in dem Sinne kommutieren, daß gilt (hf)g = h(fg) ∀h ∈ H ,
f ∈ F , g ∈ G. So liefert jedes Element f ∈ F einen Gruppenhomomorphismus

cf : H → G

durch die Vorschrift hf = fcf (h). Ist die Operation von H frei, so ist cf injektiv.
Ist die Operation von H transitiv, so ist cf surjektiv.

Ergänzung 16.4.5.10. Analoges gilt für Monoide, wenn wir zusätzlich f so wählen,
daß die Operation von G eine Bijektion G ∼→ X , g 7→ fg liefert.

Beweis. Wir überlassen die formale Rechnung dem Leser und versuchen stattdes-
sen eher informell, die Aussage transparent zu machen. Da G frei und transitiv
operiert, ist die Abbildung

G → F
g 7→ fg

eine G-äquivariante Bijektion. Die G-äquivarianten Abbildungen φ : G → G,
also die Abbildungen φmit φ(xg) = φ(x)g ∀x, g ∈ G, sind nun genau die Links-
multiplikationen mit Elementen c ∈ G und entsprechen unter unserer Bijektion
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G
∼→ F den Abbildungen fg 7→ fcg. Insbesondere gilt das für die Abbildun-

gen φ = (h·). Das ist der strukturelle Grund für unser Lemma, das sich so als
unmittelbare Konsequenz der Übung 16.3.2.6 erweist.

16.4.5.11 (Fundamentalgruppe von Bahnenräumen). Operiert eine Gruppe G
topologisch frei auf einem wegzusammenhängenden schleifenfüllenden RaumX ,
so ist der Faserwirkungsvergleich 16.4.5.8 für alle x ∈ X ein Isomorphismus

cx : π1(X/G, x̄)
∼→ G

In der Tat operiert nach 16.4.5.7 die Fundamentalgruppe π1(X/G, x̄) frei und
transitiv auf der Faser über x̄ und dasselbe gilt per definitionem für G und die
Behauptung folgt damit aus unserem algebraischen Lemma 16.4.5.9. Eine Vari-
ante für allgemeine Räume X wird in Übung 16.4.5.20 besprochen.
Beispiele 16.4.5.12. Aus 16.4.5.11 folgt insbesondere π1(PnR) = π1(Sn/{±1}) =
{±1} für n ≥ 2 und π1(S1) ∼= π1(R/Z) = Z.

16.4.5.13 (Fundamentalgruppe als Deckbewegungsgruppe). Hat ein Raum X
eine universelle Überlagerung p : X̃ → X und ist diese wegzusammenhängend
und schleifenfüllend, so ist der Faserwirkungsvergleich 16.4.5.8 für alle x ∈ X
und x̃ ∈ p−1(x) ein Isomorphismus

cx̃ : π1(X, x)
∼→ G

In der Tat operiert nach 16.3.5.10 die DeckbewegungsgruppeG jeder universellen
Überlagerung topologisch frei und die Überlagerungsabbildung induziert einen
Homöomorphismus X̃/G ∼→ X , so daß wir 16.4.5.11 anwenden können. Ich erin-
nere daran, daß nach 16.3.6.3 jeder zusammenhängende lokal wegetriviale Raum
eine wegetriviale universelle Überlagerung besitzt.

Satz 16.4.5.14 (über den Faserfunktor). Gegeben ein zusammenhängender lo-
kal wegetrivialer bepunkteter Raum (X, x) liefert der Faserfunktor F = Fx : p 7→
p−1(x) eine Äquivalenz zwischen der Kategorie der Überlagerungen von X und
der Kategorie der π1(X, x)-Mengen

F : ÜbX
≈→ π1(X, x) -Ens

Beweis. Ich erinnere aus 16.4.4.2 die Äquivalenz von Kategorien

T : ÜbX
≈→ Ens-G

für T = TopX(X̃, ) und p : X̃ → X eine universelle Überlagerung und G ihre
Deckbewegungsgruppe. Ich erinnere weiter aus 16.4.5.13 den Faserwirkungsver-
gleich cx̃ : π1(X, x)

∼→ G für x̃ ∈ p−1(x). Er liefert eine Äquivalenz

C = Cx̃ : Ens-G
≈→ π1(X, x) -Ens
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Anschaulich gesprochen kann es passieren, daß man bei einem Rundweg auf
P2R „mit dem Kopf nach unten wieder am Ausgangspunkt ankommt“. Diese
Rundwege sind genau die nichtzusammenziehbaren Rundwege auf P2R. Um
wieder in sein Auto einsteigen zu können, muß man sie noch ein zweites Mal
gehen. Um das zu sehen, mag man sich P2R vorstellen als Kugelschale, in die
ein Kreisrundes Loch geschnitten wurde, um dort ein Möbiusband alias eine

Kreuzhabe einzukleben, wie ich sie hier gezeichnet habe.
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vermittels der Vorschrift, daß wir erst die G-Rechtsoperation durch Inversenbil-
dung in eine Linksoperation verwandeln und dieseG-Linksoperation dann mithil-
fe von cx̃ in eine Linksoperation von π1(X, x). Wir erhalten nun eine Isotransfor-
mation τ = τx̃ : CT

∼⇒ F wie im Doppelpfeil des Diagramms

ÜbX
T // Ens-G

C

��
∼

τ

t| qqqqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqqq

ÜbX
F // π1(X, x) -Ens

angedeutet durch die Isomorphismen τX̂ : CTX̂
∼→ FX̂ , d 7→ d(x̃) von Mengen

mit π1(X, x)-Operation, wie der Leser leicht prüfen kann. DaC und T Äquivalen-
zen von Kategorien sind, muß auch F eine Äquivalenz von Kategorien sein.

Beispiel 16.4.5.15. Das nebenstehende Bild zeigt eine Überlagerung der Figur 8.
Die Fundamentalgruppe dieser Überlagerung ist offensichtlich eine nicht endlich
erzeugte Untergruppe der Fundamentalgruppe der Figur 8, die ihrerseits durchaus
endlich erzeugt ist.

Satz* 16.4.5.16 (Liftbarkeitskriterium). Seien p : (X̃, x̃) → (X, x) eine Über-
lagerung, (Y, y) ein zusammenhängender und lokal wegzusammenhängender be-
punkteter Raum und f : (Y, y) → (X, x) stetig. Genau dann existiert ein Lift f̃
von f , wenn in π1(X, x) die Inklusion im f] ⊂ im p] gilt.

Beweis. Wir veranschaulichen uns die Situation mit dem Diagramm

(X̃, x̃)

p

��
(Y, y)

f̃
;;vvvvvvvvv

f // (X, x)

Existiert ein Lift f̃ , so folgt p] ◦ f̃ ] = f] und damit im f] ⊂ im p]. Um die andere
Richtung zu zeigen, bilden wir das kartesische Diagramm

(Ỹ , ỹ)
f̃ //

q

��

(X̃, x̃)

p

��
(Y, y)

f // (X, x)

und behaupten, daß unter unseren Annahmen q] : π1(Ỹ , ỹ) → π1(Y, y) surjektiv
ist. Sonst gäbe es nämlich nach unserer Beschreibung 16.4.5.7 der Fundamental-
gruppe einer Überlagerung als Standgruppe einen geschlossenen Weg γ ∈ Ω(Y, y)
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Eine Überlagerung der Figur 8 mit nicht endlich erzeugter Fundamentalgruppe.
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mit 〈γ〉(ỹ) 6= ỹ. Es folgte 〈f ◦ γ〉(x̃) 6= x̃, da ja die obere Horizontale in unserem
Quadrat eine Bijektion q−1(y)

∼→ p−1(x) induziert, nochmal nach 16.4.5.7 also
[f ◦ γ] 6∈ im p] im Widerspruch zur Annahme. Da wir Y lokal wegzusammen-
hängend angenommen hatten, folgt andererseits mit 16.3.1.7, daß die Zusammen-
hangskomponenten von Ỹ selbst schon Überlagerungen von Y und darüberhinaus
wegzusammenhängend sind. Nach 16.4.5.7 bildet dann die Zusammenhangskom-
ponente von ỹ in Ỹ eine einblättrige Überlagerung von Y , und die schenkt uns
dann schließlich den gesuchten Lift.

Übungen

Übung 16.4.5.17 (Klassifikation bepunkteter Überlagerungen, Variante). Ge-
geben ein zusammenhängender lokal wegetrivialer bepunkteter Raum (X, x) er-
halten eine Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen zusammenhän-
gender bepunkteter Überlagerungen p : (X̃, x̃) → (X, x) und der Menge der
Untergruppen von π1(X, x) vermittels der Zuordnung

p 7→ im
(
p] : π1(X̃, x̃)→ π1(X, x)

)
Übung 16.4.5.18 (Klassifikation von Überlagerungen, Variante). Gegeben ein
zusammenhängender lokal wegetrivialer bepunkteter Raum (X, x) induziert die
Umkehrabildung unserer Bijektion aus 16.4.5.17 eine Bijektion zwischen der Men-
ge der Konjugationsklassen von Untergruppen von π1(X, x) und der Menge der
Isomorphieklassen zusammenhängender Überlagerungen von X .

Übung 16.4.5.19. Man erkläre die Operation der Fundamentalgruppe auf den Fa-
sern im Fall der auf Seite 2697 dargestellten Überlagerung der Acht.

Übung 16.4.5.20 (Fundamentalgruppe eines Bahnenraums, Variante). Ope-
riert eine Gruppe G topologisch frei auf einem Raum X , so erhalten wir eine
linksexakte Sequenz

π1(X, x) ↪→ π1(X/G, x̄)→ G

mit dem Faserwirkungsvergleich 16.4.5.8 als zweiter Abbildung. Ist y ∈ X ein
weiterer Punkt derselben Faser und ist β ∈ π1(X/G, x̄) ein Weg mit 〈β〉(x) = y,
so gilt cx = cy ◦ int(β) alias cx(γ) = cy(βγβ

−1). Ist X wegzusammenhängend,
so ist der Faserwirkungsvergleich sogar surjektiv und unsere Sequenz eine kurze
exakte Sequenz

π1(X, x) ↪→ π1(X/G, x̄)� G

Übung 16.4.5.21 (Funktorialität des Faserwirkungsvergleichs). Seien X ein
Raum mit einer topologisch freien Operation einer Gruppe G und Y ein weiterer
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Raum mit einer topologisch freien Operation einer Gruppe H . Sei weiter (f, ϕ)
ein Paar bestehend aus einer stetigen Abbildung f : X → Y und einem Gruppen-
homomorphismus ϕ : G→ H mit f(gx) = ϕ(g)f(x) für alle x ∈ X und g ∈ G.
So kommutiert für jedes x ∈ X mit Bild y := f(x) das Diagramm

π1(X/G, x̄)
f] //

cx
��

π1(Y/H, ȳ)

cy

��
G

ϕ // H

für die durch Faserwirkungsvergleich erklärten Gruppenhomomorphismen in den
Vertikalen.

Übung 16.4.5.22. Gegeben eine zusammenhängende Überlagerung (X̂, x̂)→ (X, x)
eines zusammenhängender lokal wegetrivialen RaumsX ist die Gruppe der Deck-
bewegungen Top×X(X̂) isomorph zu N/π1(X̂, x̂) mit N ⊂ π1(X, x) dem Norma-
lisator von π1(X̂, x̂) in π1(X, x). Hinweis: 16.3.2.7.

Weiterführende Übung 16.4.5.23. Seien F und X topologische Räume. Ein Fa-
serbündel mit Faser F auf X ist ein topologischer Raum p : E → X über X
derart, daß jeder Punkt von X eine Umgebung U besitzt, für die p : p−1(U)→ U
als topologischer Raum über U isomorph ist zu prU : U×F → U . Unser RaumX
heißt dann die Basis des Faserbündels. Ein derartiger Isomorphismus heißt eine
Bündelkarte auf U . Ein System von Bündelkarten auf offenen Teilmengen der
Basis, die eine Überdeckung unserer Basis bilden, heißt ein Bündelatlas unseres
Faserbündels. Ein Faserbündel mit diskreter endlicher Faser F der Kardinalität n
ist dasselbe wie eine n-blättrige Überlagerung. Seien nun f : E → X ein Faser-
bündel und e ∈ E ein Punkt mit Bild x := f(e) ∈ X . Ist die Faser F = f−1(x)
wegzusammenhängend, so folgt aus π1(E, e) = 1 bereits π1(X, x) = 1. Später
werden Sie diese Aussage als Spezialfall der sogenannten „langen exakten Homo-
topiesequenz“ verstehen lernen.

Übung 16.4.5.24. Je zwei nicht nullhomotope Abbildungen S1 → P2R haben
mindestens einen Bildpunkt gemeinsam. Hinweis: Man ziehe sich darauf zurück
zu zeigen, daß je zwei schiefsymmetrische Abbildungen S1 → S2 einen gemein-
samen Bildpunkt haben.

16.4.6 Erzeuger und Relationen für PSL(2;Z)*
16.4.6.1. Wir erinnern aus 15.2.3.16 die Operation von SL(2;R) auf der offenen
oberen komplexen Halbebene H := {z ∈ C | Im(z) > 0} durch

g :=

(
a b
c d

)
: z 7→ gz :=

az + b

cz + d
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Lemma 16.4.6.2 (Fundamentalbereiche in der oberen Halbebene).

1. Unter der Operation von SL(2;Z) auf H trifft jede Bahn die Menge D :=
{z ∈ H | −1/2 ≤ Re(z) ≤ 1/2 und |z| ≥ 1};

2. Genau dann gehören zwei verschiedene Punkte von D zur selben Bahn,
wenn sie „auf dem Rand von D liegen“ und durch Spiegelung an der ima-
ginären Achse auseinander hervorgehen;

3. Die Gruppe SL(2;Z) wird erzeugt von s := (1
0

0
−1) und t := (1

0
1
1);

4. Die einzigen Elemente von D mit nichttrivialer Standgruppe in PSL(2;Z)
sind die beiden „unteren Spitzen“ exp(2πi/6) und exp(4πi/6) sowie i;

5. Die MengeHsing der Punkte mit nichttrivialer Standgruppe vonH ist diskret
und abgeschlossen;

6. Der Quotient Hreg/PSL(2;Z) des Komplements Hreg := H\Hsing ist ho-
möomorph zum Komplement von zwei Punkten in der Ebene.

Beweis. 1. Jeder Punkt der oberen Halbebene, der in der Einheitskreisscheibe
liegt, wird durch die Transformation S : z 7→ −(1/z) auf einen Punkt mit
echt größerem Imaginärteil abgebildet, und jeder Punkt außerhalb des Streifens
{z ∈ C | −1/2 ≤ Re(z) ≤ 1/2} kann durch Addieren einer ganzen Zahl in die-
sen Streifen verschoben werden. Bezeichnet T die Translation T : z 7→ (z+1), so
kann demnach jeder Punkt sogar durch Anwenden eines Elements der von S und
T erzeugten Untergruppe auf ein Element von D abgebildet werden: Andernfalls
erhielten wir nämlich in einer Bahn besagter Untergruppe eine Folge von Elemen-
ten des besagten Streifens mit Betrag kleiner als Eins und streng monoton wach-
sendem Imaginärteil und das widerspricht der Formel Im(gz) = Im(z)/|cz+ d|2,
da |cz + d|2 bei festem z nur endlich viele Werte < 1 annehmen kann.

2. Für z ∈ D folgt aus gz ∈ D sofort |c| ≤ 1. Dann muß man die verschiedenen
Fälle durchgehen.

3. Für z ∈ H gilt sz = S(z) und tz = T (z). Da PSL(2;Z) treu auf H operiert,
folgt aus dem vorhergehenden bereits PSL(2;Z) = 〈s̄, t̄〉. Aus s2 = −I folgt dann
die Behauptung.

4.– 6. können dem Leser überlassen werden.

16.4.6.3. Auf X := Hreg operiert G := PSL(2;Z) nach 16.3.3.8 topologisch frei
und der Quotientenraum X/G ist nach 16.4.6.1 homöomorph zum Komplement
von zwei Punkten in der Ebene. Wenden wir auf diese Situation die kurze exakte
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Sequenz π1(X, x) ↪→ π1(X/G, x̄)� G aus Übung 16.4.5.20 an mit irgendeinem
Punkt x = z ∈ D◦, so erhalten wir eine kurze exakte Sequenz

π1(Hreg, z) ↪→ Z ∗ Z� PSL(2;Z)

Hier vereinbaren wir, daß der Erzeuger 1 des ersten Z in der Mitte einmal das
Bild von i in H/PSL(2;Z) umläuft und der Erzeuger 1 des zweiten Z einmal das
Bild von exp(4πi/6) und zwar „im positiven Drehsinn“ für die „offensichtliche“
Orientierung. In PSL(2;Z) gehen unsere Erzeuger also auf s̄ und s̄t̄. Das Bild von
π1(Hreg, z) ist nun der vom Quadrat des ersten Erzeugers und der dritten Potenz
des zweiten Erzeugers erzeugte Normalteiler und so erhalten wir den behaupteten
Gruppenisomorphismus

(Z/2Z) ∗ (Z/3Z)
∼→ PSL(2;Z)

16.4.7 Das Yoneda-Lemma*

16.4.7.1. Manchmal ist es wichtig, die verwendeten Universen zu spezifizieren.
Wir deuten durch ein vorgestelltes U∈ beziehungsweise U⊂ um an, daß die Men-
ge der Objekte ein Element beziehungsweise eine Teilmenge eines vorgegebenen
Mengensystems U ist. Wir deuten ähnlich durch ein vorgestelltes ~U∈ beziehungs-
weise ~U⊂ an, daß die Menge der Morphismen zwische zwei beliebig vorgegebe-
nen Objekten ein Element beziehungsweise eine Teilmenge eines vorgegebenen
Mengensystems U ist. Gegeben Mengensysteme U,V ist etwa eine ~V∈-Kategorie
eine Kategorie C mit C(X, Y ) ∈ V für alle X, Y ∈ C und von einer U⊂-~V∈-
Kategorie fordern wir zusätzlich Ob(C) ⊂ U.

16.4.7.2. Ich wiederhole 4.7.10.1 folgende. Einen Funktor von einer Kategorie
C in eine Kategorie von Mengen nennen wir kurz einen Mengenfunktor auf C.
Jedes Objekt X ∈ C liefert einen derartigen Mengenfunktor X̌ : Y 7→ C(X, Y ).
Gegeben ein Mengensystem U und eine Kategorie C bildet die Menge aller Funk-
toren C → UEns mit den Transformationen als Morphismen wieder eine Katego-
rie Cat(C,UEns).

Proposition 16.4.7.3 (Yoneda-Lemma). Seien U ein Mengensystem, C eine ~U∈-
Kategorie, X ∈ C ein Objekt und F : C → UEns ein Mengenfunktor auf C. So
liefert die Abbildungsvorschrift τ 7→ τX(idX) eine Bijektion

Cat(C,UEns)(X̌, F )
∼→ F (X)

zwischen der Menge aller Transformationen X̌ ⇒ F und der Menge F (X).
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16.4.7.4. Sei U ein Mengensystem. Die zur Kategorie dieser Mengenfunktoren
auf einer ~U∈-Kategorie C opponierte Kategorie

C∨ = C∨U := Cat(C,UEns)opp

kann man als eine Art „Vervollständigung“ von C interpretieren. In der Tat liest
sich unser Yoneda-Lemma in dieser geschickt abgekürzten Notation als eine Bi-
jektion C∨(F, X̌)

∼→ F (X). Spezialisieren wir zu F = Y̌ , so erhalten wir eine
Bijektion C∨(Y̌, X̌)

∼→ C(Y,X), von der man leicht zeigt, daß sie die Inverse zur
offensichtlichen Abbildung C(Y,X)→ C∨(Y̌, X̌) ist. So folgt, daß die Vorschrift
X 7→ X̌ einen volltreuen Funktor C ∼

↪→ C∨ induziert.

Ergänzung 16.4.7.5. Die hier verwendeten Notationen C∨ und das später einge-
führte C∧ sind genau umgekehrt wie in [KS90]. Dafür stimmt die Notation C∧
dann mit der in [Gro72] verwendeten Notation überein.

16.4.7.6 (Das Yoneda-Lema im Fall einer Ein-Objekt-Kategorie). Im Spezial-
fall einer Ein-Objekt-Kategorie C = [G] mit einzigem Objekt X ist diese Aussage
besonders leicht einzusehen: Sie besagt dann im Lichte von 16.4.2.11, daß die
äquivarianten Abbildungen von einem Monoid G in eine beliebige G-Menge F
festgelegt und festlegbar sind durch das Bild des neutralen Elements. Im weiteren
lassen wir das Mengensystem U wieder in den Hintergrund treten und ignorieren
es meist in unserer Notation.

Beweis. Wir konstruieren zunächst eine Abbildung in die andere Richtung. Für
beliebiges a ∈ F (X) betrachten wir dazu die Abbildungen

τY : C(X, Y ) → F (Y )
f 7→ (Ff)(a)

Man prüft ohne Schwierigkeiten, daß sie eine Transformation τ : X̌ ⇒ F bilden,
die wir mit τ̂(a) bezeichnen. Jetzt gilt es nur noch zu zeigen, daß die Abbildung
a 7→ τ̂(a) invers ist zu unserer Abbildung τ 7→ â(τ) := τX(idX) aus der Pro-
position. Dafür müssen wir also prüfen, daß gilt a = â(τ̂(a)) für alle a ∈ F (X)
und τ = τ̂(â(τ)) für alle Transformationen τ : X̌ ⇒ F . Das überlassen wir dem
Leser.

Definition 16.4.7.7. Diejenigen Mengenfunktoren auf C, die isomorph sind zu
Mengenfunktoren im Bild von C → C∨, heißen darstellbare Funktoren. Ist ein
Mengenfunktor F : C → Ens isomorph zu X̌ = C(X, ) für ein X ∈ C, so sagen
wir, der Funktor F werde dargestellt durch das Objekt X . Ist noch genauer
F : C → Ens ein Mengenfunktor und X ∈ C ein Objekt und a ∈ F (X) ein
Element, das unter der Bijektion aus dem Yoneda-Lemma einer Isotransformation
C(X, )

∼⇒ F entspricht, so sagen wir, der Funktor F werde strikt dargestellt
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durch das Paar (X, a). Ausgeschrieben bedeutet das, daß die Vorschrift f 7→
(Ff)(a) für alle Y ∈ C eine Bijektion C(X, Y )

∼→ F (Y ) liefert. Oft lassen wir
das „strikt“ aber auch weg.

Beispiel 16.4.7.8. Der Vergißfunktor Modk → Ens von den k-Vektorräumen in
die Mengen wird dargestellt durch das Paar (k, 1) oder auch durch jeden anderen
eindimensionalen Vektorraum zusammen mit einem beliebigen von Null verschie-
denen Element.
Beispiel 16.4.7.9. Der Vergißfunktor Grp→ Ens von den Gruppen in die Mengen
wird dargestellt durch das Paar (Z, 1) oder auch durch jedes andere Paar (Z, e)
bestehend aus einer unendlich zyklischen Gruppe und einem Erzeuger.
16.4.7.10. In derselben Weise kann man für jede U-Kategorie C auch die Katego-
rie

C∧ = C∧U := Cat(Copp,UEns)

aller kontravarianten Funktoren C → UEns betrachten und erhält mit X 7→ X̂ :=
C( , X) eine volltreue Einbettung C ∼

↪→ C∧. Wieder heißen die Funktoren im
Bild dieser Einbettung darstellbare Funktoren. Die Objekte von C∧ werden Ih-
nen sehr viel später vielleicht einmal unter der Bezeichnung als „mengenwertige
Prägarben auf C“ wieder begegnen. Diesmal liefert das Auswerten auf idX eine
Bijektion C∧(X̂, F )

∼→ F (X).
Ergänzung 16.4.7.11. Gegeben eine Kategorie C kann man leicht Isomorphismen
von Kategorien (C∨)opp ∼→ (Copp)∧ und (C∧)opp ∼→ (Copp)∨ angeben. In diesem
Sinne sind unsere beiden Konzepte zueinander opponiert.

16.4.8 Mehr zu adjungierten Funktoren*
Satz 16.4.8.1 (Adjunktion durch Einheit und Koeinheit). SeienA,B Kategori-
en und L : A → B sowie R : B → A Funktoren und α : L a R eine Adjunktion.

1. Die Einheit und Koeinheit unserer Adjunktion 16.4.3.6 erfüllen die Drei-
ecksidentitäten α̌L◦Lα̂ = idL sowieRα̌◦α̂R = idR von Transformationen
L⇒ LRL⇒ L beziehungsweise R⇒ RLR⇒ R;

2. Gegeben Transformationen ε : IdA ⇒ RL und η : LR ⇒ IdB, die die
Dreiecksidentitäten ηL ◦ Lε = idL und Rη ◦ εR = idR erfüllen, gibt es
genau eine Adjunktion α : L a R mit Einheit α̂ = ε und Koeinheit α̌ = η.

Beweis. Wir beginnen mit einem Lemma und führen danach den Beweis.

Lemma 16.4.8.2. Gegeben A,B Kategorien und L : A → B sowie R : B → A
Funktoren erhalten wir eine Bijektion

Cat(Aopp × B,Ens)
(
B(L , ),A( , R )

) ∼→ Cat(A,A)(IdA, RL)
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durch die Vorschrift α 7→ εα mit εαA := α(idLA) : A → RLA mit Umkehrabbil-
dung ε 7→ αε gegeben durch αεA,B(h) := (Rh) ◦ εA : A→ RB für h : LA→ B.

Beweis des Lemmas. Da ist eine ganze Menge zu prüfen. Als erstes zeigen wir,
daß für fest vorgegebenes α unser εα in der Tat eine Transformation ist, daß also
für jeden Morphismus f : X → A inA gilt εαA ◦f = RL(f)◦εαX . Der Trick ist zu
zeigen, daß beide Seiten gleich sind zu αX,LA(Lf), und das kann dem Leser über-
lassen bleiben. Damit haben wir zumindest gezeigt, daß die Abbildung sinnvoll
definiert ist, von der wir behaupten, daß sie eine Bijektion sein soll. Als nächstes
zeigen wir, daß für fest vorgegebenes ε unser αε in der Tat eine Transformation
ist, daß also für jeden Morphismus f : X → A in A und beliebige Morphismen
g : B → Y sowie h : LA→ B in B gilt

Rg ◦ αεA,B(h) ◦ f = αεX,Y (g ◦ h ◦ Lf)

Ausgeschrieben gilt es zu zeigenRg◦Rh◦εA◦f = R(g◦h◦Lf)◦εX und das folgt
sofort aus εA ◦ f = RL(f) ◦ εX . Damit ist auch die behauptete Umkehrabbildung
sinnvoll definiert und es bleibt nur zu zeigen ε = εα

ε und α = αε
α , was wir dem

Leser zur Übung überlassen.

Beweis des Satzes. Um die erste Dreiecksidentität zu zeigen, also α̌LX ◦L(α̂X) =
idLX für alle X ∈ A, setzen wir in die Definitionen ein und müssen zeigen
α−1(idRLX) ◦ L(α(idLX)) = idLX . Wenden wir darauf α an und verwenden die
Natürlichkeit nach 16.4.3.2, so ist gleichbedeutend idRLX ◦α(idLX) = α(idLX)
und das ist klar. Die andere Dreiecksidentität zeigt man ebenso. Um den dritten
Teil zu zeigen, müssen wir nur prüfen, daß unter der Annahme der Dreiecksiden-
titäten die aus dem Lemma entstehenden Transformationen α = αε und die durch
Übergang zu den opponierten Kategorien entstehende Transformation β = βη in
die Gegenrichtung zueinander invers sind. Diese Rechnung sei wieder dem Leser
überlassen.

16.4.8.3 (Eindeutigkeit der Adjungierten). Gegeben Kategorien A,B erhalten
wir mit der kategoriellen Fassung des Exponentialgesetzes 4.7.4.13 für die obere
Horizontale und den Yondeda-Einbettungen Y = YC : Copp ∼

↪→ Cat(C,Ens) für
die Vertikalen ein Diagramm von Kategorien

Cat(A,Cat(B,Ens))
∼→ Cat(A× B,Ens)

∼← Cat(B,Cat(A,Ens))
↑ can1 can2 ↑

Cat(A,Bopp) Cat(B,Aopp)

mit volltreuen Einbettungen als Vertikalen. Eine Adjunktion α : L a R zwischen
einem Funktor L : A → Bopp und dem Funktor R : Bopp → A, ist eine Isotrans-
formation α : can1(YL)

∼⇒ can2(YRopp). Das Diagramm zeigt, daß gegeben L
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ein Paar (α,R) bestehend aus einem Funktor in die Gegenrichtung und einer Ad-
junktion α : L a R eindeutig bestimmt ist bis auf eindeutigen Isomorphismus.
Man benutzt deshalb meist den bestimmten Artikel und nennt R den rechtsad-
jungierten Funktor zu L, wobei eigentlich nicht nur der Funktor R gemeint ist,
sondern das Paar (α,R). Ebenso wird auch das Paar (α,L) durch R im wesentli-
chen eindeutig festgelegt und man nennt L den linksadjungierten Funktor zuR.
Spricht man von einem adjungierten Paar L a R, so ist der Leser gefordert, die
vom Autor gemeinte Adjunktion α von L und R aus dem Kontext zu erschließen.
16.4.8.4. Ist U ein Mengensystem und sind A,B beide U-Kategorien, so können
wir zu jedem Funktor L : A → B den maximalen partiellen rechtsadjungier-
ten Funktor R bilden, der eben nur auf der vollen Unterkategorie B0 ⊂ B der-
jenigen Objekte B ∈ B erklärt ist, für die der Mengenfunktor Aopp → UEns,
X 7→ B(LX,B) darstellbar ist im Sinne von 16.4.7.10. Wieder ist das Paar (α,R)
bestehend aus dem Funktor R : B0 → A und der Isotransformation

α ∈ Cat(Aopp × B0,Ens)
(
B(L , ),A( , R )

)
eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Wir sagen dann auch, der
„rechtsadjungierte Funktor sei bei B definiert“. Wollen wir speziell betonen, daß
ein rechtsadjungierter Funktor überall definiert ist, so sprechen wir von einem glo-
balen Rechtsadjungierten. Jede Restriktion eines maximalen partiellen Rechts-
adjungierten nennen wir einen partiellen Rechtsadjungierten. Analoge Begriffs-
bildungen vereinbaren wir für Linksadjungierte.
16.4.8.5. Seien A,B Kategorien. Unter einem partiell definierten Funktor ver-
stehe ich einen Funktor von einer vollen Unterkategorie vonA nach B. Ich notiere
partiell definierte Funktoren auch F : A 99K B. Zum Beispiel ist der maximale
partielle Rechtsadjungierte eines beliebigen Funktors F : A → B ein partiell
definierter Funktor B 99K A.
Vorschau 16.4.8.6. Betrachten wir wie in 16.4.7.10 die Yoneda-Einbettung C ∼

↪→
C∧ := Cat(Copp,Ens). Ein Funktor im Bild heißt ein „darstellbarer Funktor“.
Auch wenn ein Funktor F ∈ C∧ nicht darstellbar ist, kann immerhin der Rechtsad-
jungierte der Einbettung C ↪→ C∧ bei F definiert sein. Das entsprechende Objekt
R(F ) ∈ C mag man dann als eine „bestmögliche Approximation an ein darstel-
lendes Objekt“ verstehen. Ein Beispiel für solche Konstruktionen sind die soge-
nannten groben Modulräume.

Definition 16.4.8.7. Ist allgemein C eine Kategorie mit einem ausgezeichneten
Funktor v : C → Ens in die Kategorie der Mengen, als da heißt eine Kategorie
über Ens, so nennen wir den Wert des möglicherweise partiellen Linksadjungier-
ten auf einer Menge X das freie Objekt von C über X und notieren dies freie
Objekt im allgemeinen

C0X
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und notieren ε : X → v(C0X) die durch Einheit der Adjunktion gegebene Abbil-
dung.

Beispiel 16.4.8.8 (Freie Gruppen und freie abelsche Gruppen). Der Vergiß-
funktor von den Gruppen in die Mengen hat als Linksadjungierten den Funk-
tor, der jeder Menge die freie Gruppe über besagter Menge zuordnet, wie sie in
16.2.5.6 eingeführt wird. Der Vergißfunktor von den abelschen Gruppen in die
Mengen hat als Linksadjungierten den Funktor, der jeder Menge die freie abel-
sche Gruppe über besagter Menge zuordnet. Für diese Gruppe verwenden wir die
Notation Ab0X = ZX .

Beispiel 16.4.8.9 (Es gibt keine freien Körper). Der Vergißfunktor von den Kör-
pern in die Mengen hat keinen Linksadjungierten. Es gibt also salopp gesprochen
keine sinnvolle Definition eines „freien Körpers über einer vorgegebenen Menge“.

Beispiel 16.4.8.10. Der Vergißfunktor von den k-Vektorräumen in die Mengen hat
als Linksadjungierten den Funktor, der jeder Menge X den freien k-Vektorraum
über der Menge X zuordnet, also den Vektorraum aller Abbildungen X → k, die
nur an endlich vielen Stellen x ∈ X verschieden sind von Null. Wir verwenden
für diesen Vektorraum die abkürzende Notation

k -Mod0 X = k〈X〉

Ist allgemeiner k ein Ring, so verwenden wir dieselbe Notation auch für den freien
k-Modul über X .

Beispiel 16.4.8.11. Gegeben ein kommutativer Ring k ist der freie k-Kring über
einer Menge von Veränderlichen schlicht der Polynomring in diesen Veränderli-
chen, in Formeln gilt also zum Beispiel

(Kringk)0{T1, . . . , Tn} = k[T1, . . . , Tn]

mit derjenigen Abbildung ε : {T1, . . . , Tn} → k[T1, . . . , Tn] als universeller
Mengen-k-Kringalgebren-Abbildung, die eben Ti auf Ti abbildet.

Übungen

Ergänzende Übung 16.4.8.12 (Partielle Dreiecksidentitäten). Sei L : A → B
ein Funktor. Man zeige: Gegeben ein Objekt A ∈ A derart, daß der partielle
Rechtsadjungierte R bei LA definiert ist, ist die Verknüpfung LA → LRLA →
LA der von der Einheit A → RLA und der Identität RLA → RLA herrühren-
den Morphismen die Identität auf LA. Gegeben ein Objekt B ∈ B derart, daß der
partielle Rechtsadjungierte R bei B und LRB definiert ist, ist weiter die entspre-
chende Verknüpfung RB → RLRB → RB die Identität auf RB.
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Übung 16.4.8.13. Seien L : A → B und R : B → A ein Paar (L,R) adjungierter
Funktoren. So gilt für den Isomorpismus B(LA,B)

∼→ A(A,RB) stets f 7→
Rf ◦ εA und für seine Umkehrabbildung gilt g 7→ ηB ◦ Lg. Des weiteren können
wir B(LA,LA1)

∼→ A(A,RLA1) beschreiben durch die Vorschrift f 7→ Rf ◦ εA
und A(RB1, RB)

∼→ B(LRB1, B) durch die Vorschrift g 7→ ηB ◦ Lg. Für letzere
Aussagen mögen die Dreiecksidentitäten helfen.

Übung 16.4.8.14. Sei L : A → B ein Funktor und R sein Rechtsadjungierter. So
ist die Restriktion von R auf die volle Unterkategorie L(A) ⊂ B der Rechtsad-
jungierte von L : A → L(A). Analoges gilt für Linksadjungierte.

Übung 16.4.8.15 (Äquivalenz durch Adjunktion). Gegeben ein Funktor L :
A → B betrachte man seinen partiellen Rechtsadjungierten R und die vollen
Unterkategorien

A0 := {A ∈ A | RLA ist definiert und die Einheit ist ein Iso A ∼→ RLA}
B0 := {B ∈ B | RB ist definiert und die Koeinheit ist ein Iso LRB ∼→ B}

Man zeige, daß L eine Äquivalenz von Kategorien A0
≈→ B0 mit Quasiinversem

R induziert. Hinweis: 16.4.8.12.

Ergänzende Übung 16.4.8.16 (Volltreuheit von Adjungierten). Besitzt ein Funk-
tor F einen volltreuen Linksadjungierten L, so ist für jedes Objekt Y , auf dem der
partielle Rechtsadjungierte von F definiert ist, der Adjunktionsmorphismus ein
Isomorphismus FRY ∼→ Y und der partielle Rechtsadjungierte von F ist eben-
falls volltreu. Hinweis: Für F : A → B beachte man die kanonischen Isomorphis-
men

B(X,FRY )
∼→ A(LX,RY )

∼→ B(FLX, Y )
∼→ B(X, Y )

In 20.1.3.9 werden wir diese Aussage als Konsequenz einer größeren Theorie ver-
stehen können: Jeder Funktor mit einem volltreuen Linksadjungierten oder voll-
treuen Rechtsadjungierten ist ein „Lokalisierungsfunktor“ und die beiden partiel-
len Adjungierten eines Lokalisierungsfunktors sind stets volltreu.

Übung 16.4.8.17 (Adjungierte zur Restriktion von Gruppenwirkungen). Ist
ϕ : H → G ein Gruppenhomomorphismus, so besitzt der offensichtliche Funktor
resHG : G -Ens → H -Ens einen Linksadjungierten, den wir prodGH notieren und
der einer H-Menge X die G-Menge

G×/H X

aller H-Bahnen in G × X unter der Operation h(g, x) = (gh−1, hx) zuordnet.
Ebenso besitzt er einen Rechtsadjungierten indGH : X 7→ EnsH%(G,X).
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16.4.8.18 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heißt G×/H X meist
die „von X induzierte G-Menge“. Wir werden jedoch von der von X koindu-
zierten G-Menge reden, um mit anderen Begriffsbildungen kompatibel zu blei-
ben. Ist etwas allgemeiner H eine Gruppe und X eine H-Menge und Y eine H-
Rechtsmenge, so erklärt man analog ihr balanciertes Produkt

Y ×/H X

als die Menge allerH-Bahnen in Y ×X unter der Operation h(y, x) = (yh−1, hx).
Die Bahn von (y, x) notieren wir [y, x]. Oft werden balancierte Produkte statt
Y ×/HX einfacher Y ×HX notiert. Das kann leider auch ein Faserprodukt bedeu-
ten und der Leser muß aus dem Kontext erschließen, welche Bedeutung jeweils
gemeint ist.
Übung 16.4.8.19. Ist G eine Gruppe mit Untergruppen H,K und ist S = H ∩K
ihr Schnitt, so induziert die Multiplikation eine Bijektion H ×/S K

∼→ HK.
Ergänzende Übung 16.4.8.20. Ist G eine Gruppe und H ⊂ G eine Untergruppe
und y ∈ G ein Element und S = H∩yHy−1, so erhalten wir einen Isomorphismus
H ×S H

∼→ HyH von (H ×H)-Mengen mit der Rechtsoperation von s ∈ S auf
H durch Rechtsmultiplikation und der Linksoperation von s ∈ S auf H durch
Linksmultiplikation mit y−1sy vermittels der Abbildung [h, k] 7→ hyk. Hinweis:
Man wende 16.4.8.19 an mit K = yHy−1.
Ergänzende Übung 16.4.8.21. Sei ϕ : H → G ein Homomorphismus topolo-
gischer Gruppen. Bezeichnet TopG die Kategorie der topologischen Räume mit
einer stetigen G-Operation, so besitzt der offensichtliche Funktor TopG → TopH

einen Linksadjungierten, den wir prodGH notieren und der einem H-Raum X den
G-Raum G ×/H X mit seiner Quotiententopologie zuordnet. Die Stetigkeit der
Operation von G folgt hier zum Beispiel mit 16.3.3.9.
Übung 16.4.8.22 (Adjungierter einer Verknüpfung). Der Adjungierte einer Ver-
knüpfung ist die Verknüpfung der Adjungierten, als da heißt: Gegeben Funktoren
R∗ : A → B und S∗ : B → C mit Linksadjungierten R∗ und S∗ erhalten wir eine
Adjunktion (R∗ ◦ S∗) a (S∗ ◦R∗) in kanonischer Weise.
Übung 16.4.8.23 (Transformationen zwischen Adjungierten). Jede Transfor-
mation von einem Funktor zu einem weiteren Funktor induziert ein natürlicher
Weise eine Transformation in der Gegenrichtung zwischen ihren Links- bezie-
hungsweise ihren Rechtsadjungierten, soweit diese existieren.
Übung 16.4.8.24 (Transformationen zwischen Adjungierten, Variante). Gege-
ben adjungierte Paare (L,R) und (L′, R′) von Funktoren zwischen Kategorien
A,B beziehungsweise A′,B′ und Funktoren F : A → A′ sowie G : B → B′
konstruiere man eine natürliche Bijektion

Cat(A,B′)(L′F,GL)
∼→ Cat(B,A′)(FR,R′G)
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Übung 16.4.8.25 (Kompatibilitäten). Sei F ein Funktor mit Linksadjungiertem
E und Rechtsadjungiertem G, so daß wir adjungierte Paare (E,F ) und (F,G)
haben. Die Einheit der Adjunktion ε : Id⇒ FE induziert durch Übergang zu den
Rechtsadjungierten mit 16.4.8.22 und 16.4.8.23 eine Transformation FG ⇒ Id.
Man zeige, daß sie mit der Koeinheit der Adjunktion (F,G) zusammenfällt.

Ergänzung 16.4.8.26 (Adjunktionen einiger Funktoren vonG-Mengen). Gege-
ben H ⊂ G eine Untergruppe und X eine H-Menge bezeichne [g, x] ∈ G×/H X
die Bahn von (g, x). Ist X die Restriktion einer G-Menge, so definiert die Abbil-
dung [g, x] 7→ (gH, gx) eine G-äquivariante Bijektion

G×/H X
∼→ (G/H)×X

Hier ist auf der rechten Seite das Produkt des G-Mengen (G/H) und X in der
Kategorie der G-Mengen gemeint, also mit der „diagonalen“ G-Operation. Allge-
meiner ist für jede G-Menge E der Funktor (E×) : G -Ens → G -Ens linksad-
jungiert zum Funktor Ens(E, ) : G -Ens → G -Ens vermittels der kanonischen
Bijektionen aus 2.1.6.5, wenn wir die G-Operation auf einem Raum von Abbil-
dungen Ens(E,M) erklären durch die Konjugation, so daß in Formeln gf erklärt
sei durch (gf)(x) = g(f(g−1x). Gegeben M ∈ H -Ens und E ∈ G -Ens haben
wir kanonische Isomorphismen von G-Mengen

prodGH(E ×M)
∼→ E × (prodGHM)

indGH Ens(E,M)
∼→ Ens(E, indGHM)

indGH Ens(M,E)
∼→ Ens(prodGHM,E)

Ganz allgemein ist nach 16.4.8.22 der Adjungierte einer Verknüpfung von Funk-
toren die Verknüpfung der Adjungierten, wenn sie existieren. Diese Erkenntnis
gilt es nun anzuwenden auf die kommutativen Diagramme von Funktoren

G -Ens
E×−→ G -Ens

↓ ↓
H -Ens

E×−→ H -Ens

G -Ens
Ens(E, )−→ G -Ens

↓ ↓
H -Ens

Ens(E, )−→ H -Ens

G -Ens
Ens( ,E)−→ G -Ensopp

↓ ↓
H -Ens

Ens( ,E)−→ H -Ensopp

mit den Restriktionen als Vertikalen und der Adjunktion (E×,Ens(E, )) bezie-
hungsweise der Tatsache, daß der Rechtsadjungierte der Horizontalen Ens( , E)
im Diagramm ganz rechts wieder Ens( , E) ist, nur diesmal aufgefaßt als Funktor
in der Gegenrichtung, also präziser der Funktor Ens( , E)opp.
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16.5 Weiterführende Resultate

16.5.1 Die Zopfgruppe
Definition 16.5.1.1. Sei Xn die Menge aller Teilmengen von C mit genau n Ele-
menten. Wir geben Xn die Finaltopologie für die die Reihenfolge vergessende
Abbildung Cn\∆ � Xn mit ∆ ⊂ Cn der großen Diagonale alias der Menge al-
ler n-Tupel komplexer Zahlen, in denen mindestens eine Zahl doppelt vorkommt.
Die Fundamentalgruppe von Xn heißt die Zopfgruppe in n Strängen, englisch
braid group, französisch groupe de tresses. Als Basispunkt nehmen wir meist
∗ = {1, 2, . . . , n}.

16.5.1.2. Die Elemente der Zopfgruppe kann man durch Bilder darstellen wie
etwa das nebenstehende Bild für ein Element γ ∈ π1(X3). Dies Bild stellt im
Raum C × R ∼→ R3 die Menge {(z, t) | z ∈ γ(t)} dar, mit t als senkrechter
Koordinate und mit der Konvention, daß Punkte mit größerem Imaginärteil weiter
hinten liegen mögen. Die Verknüpfung in unserer Zopfgruppe bedeutet in dieser
Anschauung das „Aneinanderhängen“ solcher „Zöpfe“.

Notation 16.5.1.3. Bezeichne sν ∈ π1(Xn, ∗) für 1 ≤ ν ≤ n − 1 die Klasse des
Weges, unter dem der Punkt ν durch die untere Halbebene nach ν + 1 wandert
und gleichzeitig der Punkt ν + 1 durch die obere Halbebene nach ν. Alle anderen
Punkte sollen unter sν auf ihren Plätzen bleiben. Ein Repräsentant dieser Klasse
wäre etwa der Weg

sν(t) = {1, . . . , ν − 1, (ν + 1/2− eπ i t /2), (ν + 1/2 + eπ i t /2), ν + 2, . . . , n}

Satz 16.5.1.4 (Erzeuger und Relationen der Zopfgruppe). Die Zopfgruppe in
n Strängen wird dargestellt durch die Erzeuger s1, . . . , sn−1 mit den sogenannten
Zopfrelationen

sisj = sjsi falls |i− j| > 1;
sisjsi = sjsisj falls |i− j| = 1.

16.5.1.5. In der Anschauung überzeugt man sich leicht, daß die si die Zopfgruppe
erzeugen und die Zopfrelationen erfüllen. Hier verstellt das formale Argument
eher den Blick. Das eigentliche Problem besteht darin, zu zeigen, daß nicht noch
weitere Relationen benötigt werden.

Beweis des Satzes. Wir beginnen mit dem Fall n = 3 und berechnen zunächst
die Fundamentalgruppe π1(C3\∆) einer Überlagerung von X3. Wir interpretieren
Elemente von C3\∆ als die Angabe von drei paarweise verschiedenen Punkten
in der Ebene C, wobei wir jedoch im Unterschied zu X3 noch wissen, welcher
Punkt hier der Erste beziehungsweise der Zweite beziehungsweise der Dritte ist.
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Illustration der Zopfrelation s1s2s1 = s2s1s2. In der Tat geht bei beiden Bildern
der Faden von links oben nach rechts unten „auf der obersten Ebene“, der Faden
von rechts oben nach links unten „auf der untersten Ebene“, und der Faden von

der Mitte zur Mitte auf einer „mittleren Ebene“.
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Wir ändern die Fundamentalgruppe von C3\∆ nicht, wenn wir den zweiten Punkt
festhalten, formal ist genauer die Einbettung

{(x, y) ∈ (C×)2 | x 6= y} ↪→ C3\∆
(x, y) 7→ (x, 0, y)

eine Homotopieäquivalenz. Wir geben der linken Seite den Namen M und be-
trachten die Überdeckung M = M+ ∪M− durch die offenen Teilmengen

M+ := M\{(x, λx) | 0 < λ < 1}
M− := M\{(λy, y) | 0 < λ < 1}

mit SchnittM+∩M− = {(x, y) ∈M | R>0x 6= R>0y}. Stellen wir uns den festen
Punkt als die Sonne vor und x beziehungsweise y als die Erde beziehungsweise
den Mond, die sich jedoch in einer Ebene völlig unabhängig voneinander bewe-
gen dürfen, so ist M+ die Menge aller Konstellationen „ohne Sonnenfinsternis“
und M− die Menge aller Konstellationen „ohne Mondfinsternis“. Jetzt haben wir
Homotopieäquivalenzen

S1 × S1 → M+, (z, w) 7→ (z, 2w)
S1 × S1 → M−, (z, w) 7→ (2z, w)
S1 → M+ ∩M−, z 7→ (−z, z)

Wenn wir Basispunkte 1 ∈ S1, (1, 1) ∈ S1 × S1 und (−1, 1) ∈ M wählen, er-
halten wir mit etwas komplizierteren Ausdrücken auch basispunkterhaltende Ho-
motopieäquivalenzen, indem „wir Erde un Mond um geeignete Punkte p auf der
reellen Achse kreisen lassen“, in Formeln

S1 × S1 → M+, (z, w) 7→ (−p− z(1− p), −p+ w(1 + p))
S1 × S1 → M−, (z, w) 7→ ( p− z(1 + p), p+ w(1− p))

für beliebig fest gewähltes pmit 0 < p < 1/2. Unsere dritte Homotopieäquivalenz
S1 → M+ ∩M− von oben erhält schon die Basispunkte. Wie man anschaulich
schnell einsieht und unschwer formalisiert, kommutieren mit unserer Wahl von
Basispunkten nun die beiden nur durch ein Vorzeichen unterschiedenen Diagram-
me

π1(S1) ∼ //

diag

��

π1(M+ ∩M−)

��
π1(S1)× π1(S1) π1(S1 × S1)∼oo ∼ // π1(M±)
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und wir erhalten isomorphe pushout-Diagramme

π1(M+ ∩M−) //

��

π1(M+)

��

Z
diag

��

diag // Z⊕ Z

��
π1(M−) // π1(M) Z⊕ Z // π1(C3\∆)

Man sieht so, daß π1(C3\∆) erzeugt wird von den Klassen g, u+, u− der drei
Wege

g̃ : t 7→ ( −e2πit , 0, e2πit )
ũ+ : t 7→ ( −1 , 0, p+ (1− p)e2πit )
ũ− : t 7→ ( −p− (1− p)e2πit , 0, 1 )

für beliebiges festes p mit 0 < p < 1/2, wo wir nur die beiden Kommutations-
relationen gu+ = u+g und gu− = u−g fordern müssen. Wir behaupten, daß die
Bilder unserer drei Wege in der Zopfgruppe π1(X3) gegeben werden durch

u+ 7→ s2
1

u− 7→ s2
2

g 7→ (s1s2)3 = (s2s1)3

Das scheint mir anschaulich evident. Formal kann man zum Beispiel in C3\∆ den
Weg g̃1/2 von (−1, 0, 1) nach (1, 0,−1) betrachten mit g̃1/2(t) = g̃(2t) sowie die
Wege s̃1 und s̃2 gegeben durch

s̃1 : t 7→ ( −1/2− eπit /2 , −1/2 + eπit /2 , 1 )
s̃2 : t 7→ ( −1 , 1/2− eπit /2 , 1/2 + eπit /2 )

und linear interpolieren zwischen den Wegen g̃1/2 und (τ ◦ s̃1) ∗ (σ ◦ s̃2) ∗ s̃1

für Permutationen σ, τ ∈ S3 der drei Koordinaten derart, daß die Wege verk-
nüpfbar sind. Dasselbe gilt symmetrisch, wenn wir die Indizes 1 und 2 vertau-
schen. Drücken wir diese linearen Homotopien dann herunter auf X3 und verk-
nüpfen, so ergibt sich die Dritte und komplizierteste der obigen Behauptungen,
d.h. g 7→ (s1s2)3 = (s2s1)3. Jetzt betrachten wir formal die Gruppe B3, die er-
zeugt wird von zwei Elementen s und t mit den Relationen sts = tst, und nenne
sie für die Dauer dieses Beweises die abstrakte Zopfgruppe. Es tut mir leid,
den Buchstaben t erst als Parameter eines Weges und nun gleich darauf in dieser
völlig anderen Bedeutung zu verwenden. Beide Notationen sind jedoch derart ge-
bräuchlich, daß diese Kollision mir ein kleineres Übel scheint, als es eine gänzlich
unübliche Wahl der Bezeichnungen wäre. Mit unseren Erkenntnissen zur Funda-
mentalgruppe von Bahnenräumen 16.4.5.20 und den Formeln t2(st)3 = (st)3t2



16.5. WEITERFÜHRENDE RESULTATE 2743

und s2(st)3 = (st)3s2 in der abstrakten Zopfgruppe B3 erhalten wir ein kommu-
tatives Diagramm von Gruppen

π1(C3\∆) → B3 � S3

‖ ↓ ‖
π1(C3\∆) ↪→ π1(X3) � S3

mit s 7→ s1 und t 7→ s2 in der mittleren Vertikale und hoffentlich sonst offensicht-
lichen Morphismen. Als erstes folgt, daß die Horizontale oben links eine Injektion
ist. Weiter ist klar, daß die Verknüpfung in der oberen Horizontale trivial ist. Als
nächstes überlegt man sich explizit, daß in der oberen Horizontale das Bild des
linken Pfeils genau der Kern von B3 � S3 ist. Um zu erkennen, ob die Klas-
se eines Gruppenworts in ker(B3 � S3) liegt, müssen wir nur alle Potenzen sm

für m ∈ Z reduzieren zu s beziehungsweise e falls m ∈ 2Z beziehungsweise
m 6∈ 2Z und analog für t, bis wir bei einem Wort ankommen, bei dem keine ne-
gativen Potenzen auftreten und bei dem die Buchstaben s und t alternieren. Unser
ursprüngliches Wort war im Kern genau dann, wenn dieses alternierende Wort ei-
ne durch 6 teilbare Länge hat. Nun zeigen wir erst einmal, daß unser Bild normal
ist. Dazu reicht es zu zeigen, daß die Konjugierten von Erzeugers des Bildes un-
ter Erzeugern der abstrakten Zopfgruppe wieder im Bild liegen. Das hinwiederum
zeigen die Identitäten

ts2t−1 = (st)3s−2t−2 und t(st)3t−1 = (ts)3 = (st)3

und ihre Varianten mit s und t vertauscht. Also ist das Bild normal. Jetzt beachten
wir, daß für einen Normalteiler N einer Gruppe G und a, b ∈ G, x ∈ N gilt

axb ∈ N ⇔ axa−1ab ∈ N ⇔ ab ∈ N

Unsere Beschreibung des Kerns zeigt dann, da eben das Bild normal ist, die
schwierige Inklusion ⊃ und damit die Gleichheit

π1(C3\∆) = ker(B3 → S3)

So folgt durch Diagrammjagd in der Tat B3
∼→ π1(X3) und der Fall n = 3 ist er-

ledigt. Jetzt unterbrechen wir den Beweis durch einige allgemeine Überlegungen
zu Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten, die im Fall von allgemeinem n
benötigt werden.

Definition 16.5.1.6. Seien n ≤ d natürliche Zahlen. Eine Teilmenge N einer
d-Mannigfaltigkeit M heißt eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit genau
dann, wenn es für jeden Punkt y ∈ N eine offene Umgebung U ⊂◦ M gibt und
einen Homöomorphismus U ∼→ Rd mit U ∩ N ∼→ Rn × 0. Ein derartige offene
Menge U nennen wir eine plättbare Ball-Umgebung von y ∈ N . Die Differenz
d− n heißt die Kodimension der Untermannigfaltigkeit N in M .
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Satz 16.5.1.7 (Fundamentalgruppe von Mannigfaltigkeitskomplement). Seien
M ⊃∧ N ⊃∧ A eine Mannigfaltigkeit mit einer abgeschlossenen Untermannig-
faltigkeit einer Kodimension≥ 3 und einer abgeschlossenen Teilmenge derselben.
So induziert für beliebiges p ∈M\A die Einbettung einen Isomorphismus

π1(M\A, p) ∼→ π1(M, p)

Im Fall einer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit N ⊂∧ M der Kodimension 2
ist diese Abbildung zumindest noch eine Surjektion π1(M\A, p)� π1(M, p).

Ergänzung 16.5.1.8. Stützt man sich beim Beweis statt auf 16.1.2.28 auf die etwas
allgemeinere aber mühsamer zu beweisende Aussage 16.1.7.12, so zeigt der hier
gegebene Beweis die Behauptung des Satzes sogar für A ⊂ N eine beliebige
Teilmenge unserer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir unsere Mannigfal-
tigkeit M zusammenhängend annehmen. Wir beginnen mit einer Vorüberlegung.
Seien A ⊂∧ N eine abgeschlossene Teilmenge, U ⊂◦M eine plättbare Ball-Umge-
bung eines Punktes von N und p ∈ U\A. Nach Seifert-van-Kampen 16.2.4.1
haben wir ein kokartesisches Diagramm

π1(U\A, p) → π1(U, p)
↓ ↓

π1(M\A, p) → π1((M\A) ∪ U, p)

Da nach 16.1.2.28 die obere Horizontale ein Isomorphismus beziehungsweise im
Fall der Kodimension 2 eine Surjektion ist, muß dasselbe nach 16.2.3.4 bezie-
hungsweise 16.2.6.6 auch für die untere Horizontale gelten. Da unsere Räume
wegzusammenhängend sind, gilt das dann auch für einen beliebigen Basispunkt
p aus M\A. Man beachte für das folgende auch, daß gilt (M\A) ∪ U = M\B
für B ⊂∧ N die Teilmenge B = N\U . Jetzt zeigen wir die Surjektivität von
π1(M\A, p) → π1(M, p) im allgemeinen. Ist in der Tat γ ∈ Ω(M, p) ein Weg,
so wird γ[0, 1] ∩ N überdeckt von endlich vielen plättbaren Ball-Umgebungen
U1, . . . , Ur. Nach unserer Vorüberlegung haben wir dann für p ∈ M\A eine Sur-
jektion

π1(M\A, p)� π1((M\A) ∪ U1 ∪ . . . ∪ Ur, p)
Unser [γ] ∈ π1(M, p) liegt aber sicher im Bild der rechten Seite unter der von
der Inklusion induzierten Abbildung der Fundamentalgruppen. Also liegt [γ] auch
im Bild von π1(M\A, p). Ähnlich zeigen wir die Injektivität im Fall einer Ko-
dimension ≥ 3. Dann ist ja unsere Surjektion sogar ein Isomorphismus. Ist nun
γ ∈ Ω(M\A, p) nullhomotop in M , sagen wir vermittels h : [0, 1]× [0, 1]→ M ,
so läßt sich eine Homotopie mit dem konstanten Weg sicher in einem geeigne-
ten (M\A) ∪ U1 ∪ . . . ∪ Ur realisieren, mit plättbaren Ball-Umgebungen Ui von
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Punkten von N , und dann ist γ nach unserem Isomorphismus sogar nullhomotop
in M\A.

Beweis des Satzes über Zopfgruppen 16.5.1.4. Wir halten nun n fest, schreiben
kurz Xn = X , und betrachten die Abbildung

k : X → N
E 7→ n− |Re(E)|

für |Re(E)| die Kardinalität der Projektion von E auf die reelle Achse. In X
betrachten wir die Teilmengen Zν = k−1(ν) sowie Z≤ν = k−1({0, 1, . . . , ν}).
Zum Beispiel besteht Z0 aus allen n-elementigen Teilmengen von C derart, daß
die Realteile ihrer Elemente paarweise verschieden sind, und Z1 besteht aus allen
n-elementigen Teilmengen, in denen es genau zwei Punkte gibt mit demselben
Realteil. Offensichtlich ist Z0 zusammenziehbar, alle Z≤ν sind offen, und Zν ist
eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der Kodimension ν in Z≤ν . Propositi-
on 16.5.1.7 liefert uns damit für einen beliebigen Basispunkt in Z0 eine Surjektion
und viele Isomorphismen

π1(Z≤1)� π1(Z≤2)
∼→ . . .

∼→ π1(Z≤n−1) = π1(X)

Wir untersuchen nun zunächst π1(Z≤1). Sicher zerfällt Z1 in Zusammenhangs-
komponenten

Z1 = Z1
1 t Z2

1 t . . . t Zn−1
1

mit Zi
1 dem System aller n-elementigen Teilmengen E ∈ Z1 derart, daß bei einer

Aufzählung x1, . . . , xn von E mit wachsenden Realteilen gilt Re(xi) = Re(xi+1).
Bezeichnen wir ganz allgemein mitX [a,b]

n den Raum aller n-elementigen Teilmen-
gen von {z ∈ C | a ≤ Re(z) ≤ b}, so haben wir offensichtlich Homotopieäqui-
valenzen

X2 ←↩ X
[i,i+1]
2 ↪→ Z0 ∪ Zi

1

{x, y} 7→ {1, . . . , i− 1, x, y, i+ 2, . . . , n}

Folglich ist π1(Z0 ∪ Zi
1) frei erzeugt von si. Mit Induktion und dem Satz von

Seifert-van-Kampen folgt, daß für jede Teilmenge T ⊂ {1, . . . , n−1} die Funda-
mentalgruppe π1(Z0∪

⋃
i∈T Z

i
1) frei erzeugt ist von den si mit i ∈ T . Insbesondere

erzeugen die si schon mal unsere Zopfgruppe, und wir müssen uns nur noch um
die Relationen kümmern. Sicher zerfällt auch Z2 in Zusammenhangskomponen-
ten

Z2 =
⊔

1≤i<j<n

Zi,j
2

mit Zi,j
2 dem System aller n-elementigen TeilmengenE ∈ Z2 derart, daß bei einer

Aufzählung x1, . . . , xn von E mit wachsenden Realteilen gilt Re(xi) = Re(xi+1)
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und Re(xj) = Re(xj+1). Wir setzen Zi,j
≤2 = Z0∪Zi

1∪Z
j
1∪Z

i,j
2 und bemerken, daß

diese Menge offen ist in Xn. Im Fall i < j − 1 haben wir eine Homotopieäquiva-
lenz

X
[i,i+1]
2 ×X [j,j+1]

2 ↪→ Zi,j
≤2

({x, y}, {z, w}) 7→ {1, 2, . . . , i− 1, x, y, . . . , j − 1, z, w, . . . , n}

Sie zeigt, daß π1(Zi,j
≤2) erzeugt wird von si und sj mit der einzigen Relation sisj =

sjsi. Im Fall i = j − 1 haben wir Homotopieäquivalenzen

X3 ←↩ X
[i,i+2]
3 ↪→ Zi,i+1

≤2

{x, y, z} 7→ {1, . . . , i− 1, x, y, z, i+ 3, . . . , n}

Mit dem bereits behandelten Fall n = 3 zeigen sie, daß π1(Zi,i+1
≤2 ) erzeugt wird

von si und si+1 mit der einzigen Relation sisi+1si = si+1sisi+1. Sei nun eine
beliebige Teilmenge R ⊂ {(i, j) | 1 ≤ i < j < n} gegeben. Wir behaupten,
daß π1(Z≤1 ∪

⋃
(i,j)∈R Z

i,j
2 ) erzeugt ist von s1, . . . , sn−1 mit den Zopfrelationen

für alle (i, j) ∈ R. In der Tat folgt das nun mit Seifert-van-Kampen 16.2.4.1
und vollständiger Induktion über |R|. Der Satz ergibt sich, wenn wir R maximal
möglich wählen.

Ergänzung 16.5.1.9. Ähnlich überlegt man sich, wie die Fundamentalgruppe des
Raums aller n-elementigen Teilmengen von C× durch Erzeuger und Relationen
dargestellt werden kann. Hier ist der Trick, zunächst die stetige Abbildung nach
C× zu betrachten, die durch Aufmultiplizieren unserer Punkte gegeben wird, und
den Kern der von ihr auf der Fundamentalgruppe induzierten Abbildung. Die Fun-
damentalgruppe selber stellt man dann als semidirektes Produkt dieses Kerns mit
Z dar.

16.5.2 Überlagerungen topologischer Gruppen*
16.5.2.1 (Produkt universeller Überlagerungen). Jedes endliche Produkt lokal
zusammenhängender überlagerungstrivialer Räume ist nach 16.5.3.2 auch selbst
überlagerungstrivial. Gegeben X̃ → X und Ỹ → Y universelle Überlagerungen
zusammenhängender lokal überlagerungstrivialer Räume X, Y ist mithin auch
X̃ × Ỹ → X × Y eine universelle Überlagerung. Besonders leicht sieht man
das im Fall lokal wegetrivialer Räume, denn jedes endliche Produkt wegetrivialer
Räume ist offensichtlich wieder wegetrivial.

Proposition 16.5.2.2. Sei p : G̃→ G die universelle Überlagerung einer zusam-
menhängenden lokal überlagerungstrivialen Gruppe G. So gilt:
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1. Es gibt für jeden Punkt ẽ ∈ G̃ über dem neutralen Element e ∈ G genau
einen Lift der Verknüpfung mit ẽ als neutralem Element und diese Verknüp-
fung macht G̃ zu einer topologischen Gruppe;

2. Für jede Gruppenstruktur auf G̃ nach Teil 1 ist der Kern der Überlage-
rungsabbildung K := ker p ein diskreter kommutativer Normalteiler von G̃
und wir erhalten einen Isomorphismus

K
∼→ Top×G G̃

zwischen K und der Deckbewegungsgruppe durch dir Vorschrift k 7→ (k·);

3. Für jede Gruppenstruktur auf G̃ nach Teil 1 induziert die Überlagerungs-
abbildung einen Isomorphismus von topologischen Gruppen G̃/K ∼→ G.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort daraus, daß nach 16.5.2.1 auch die Abbil-
dungen G̃×n → G×n universelle Überlagerungen sind. Für die zweite Aussage
bemerken wir, daß für k ∈ K sowohl (k·) als auch (·k) die eindeutig bestimmte
Deckbewegung mit ẽ 7→ k sein müssen, und damit folgt auch sie sofort. Die dritte
Aussage folgt aus der Erkenntnis 16.3.5.10, daß bei jeder universellen Überlage-
rung die Basis der Quotient des Totalraums nach der Gruppe der Deckbewegungen
ist.

Korollar 16.5.2.3 (Gruppenstruktur auf zusammenhängenden Überlagerun-
gen). Gegeben eine zusammenhängende lokal überlagerungstriviale topologische
GruppeG besitzt jede zusammenhängende bepunktete Überlagerung q : (Ĝ, ê)→
(G, e) genau eine stetige Verknüpfung mit ê als neutralem Element, für die q ein
Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Verknüpfung folgt aus unserem Satz über die Ein-
deutigkeit von Lifts. Die Existenz folgt daraus, daß (G, e) ja nach 16.3.6.1 eine
universelle Überlagerung p : (G̃, ẽ)→ (G, e) besitzt, von der es dann eine Deck-
transformation q : (G̃, ẽ) → (Ĝ, ê) geben muß. Nun hat G̃ nach 16.5.2.2 genau
eine Gruppenstruktur mit neutralem Element ẽ, für die p ein Gruppenhomomor-
phismus ist, deren Kern K ist ein kommutativer Normalteiler und die Linksmulti-
plikationen mit Elementen vonK sind genau die Deckbewegungen. Nach 16.4.4.4
gibt es also eine Untergruppe H ⊂ K derart, daß q einen Homöomorphismus
G̃/H

∼→ Ĝ induziert. Das Korollar folgt.

Korollar 16.5.2.4 (Überlagerungen topologischer Gruppen, Klassifikation).
Gegeben eine zusammenhängende lokal überlagerungstriviale topologische Grup-
pe (G, e) und p : (G̃, ẽ) → (G, e) ihre universelle Überlagerung und K := ker p
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deren Kern erhalten wir durch die Vorschrift H 7→ G̃/H eine Äquivalenz von
Kategorien{

Untergruppen von K mit
Inklusionen als Morphismen

}
≈→
{

Zusammenhängende topologische
Gruppenüberlagerungen von G

}opp

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden.

Korollar 16.5.2.5 (Überlagerungen lokal wegetrivialer Gruppen). Gegeben ei-
ne zusammenhängende lokal wegetriviale topologische Gruppe (G, e) erhalten
wir eine Äquivalenz von Kategorien{

Zusammenhängende topologische
Gruppenüberlagerungen von G

}opp
≈→
{

Untergruppen von π1(G, e) mit
Inklusionen als Morphismen

}
durch die Vorschrift (p : (Ĝ, ê) 7→ (G, e)) 7→ im(p] : π1(Ĝ, ê) 7→ π1(G, e)).

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden zusammen mit der Iden-
tifikation von Fundamentalgruppe und Deckbewegungsgruppe der universellen
Überlagerung im Fall zusammenhängender lokal wegetrivialer Räume.

Übungen

Ergänzende Übung 16.5.2.6. Jede topologische Gruppe, die homöomorph ist zur
Kreislinie S1, ist bereits als topologische Gruppe isomorph zur multiplikativen
Gruppe S1 aller komplexen Zahlen vom Betrag Eins. Hinweis: 15.2.1.24.

16.5.3 Überlagerungen und Homotopie*
Satz 16.5.3.1 (Überlagerungen von Produkten). SeienX,Z topologisch Räume
mit Z überlagerungstrivial und lokal zusammenhängend. So ist das Bilden des
Produkts mit Z eine Äquivalenz von Kategorien

(×Z) : ÜbX
≈→ ÜbX×Z

zwischen der Kategorie der Überlagerungen von X und der Kategorie der Über-
lagerungen von X × Z.

Beweis. Sei p : X̃Z → X × Z eine Überlagerung des Produkts. Für jedes z ∈ Z
setzen wir X̃z = p−1(X ×{z}) und erhalten so eine Überlagerung von X̃z → X .
Ist Z überlagerungstrivial, so erklären wir für beliebige z, w ∈ Z Abbildungen
fwz : X̃z → X̃w durch die Bedingung, daß x̃ und fwz(x̃) im Bild desselben Lifts
von Z → X × Z, z 7→ (p(x̃), z) liegen sollen. Natürlich gilt fvw ◦ fwz = fvz
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und fzz = id für alle z, w, v ∈ Z. Der Satz folgt nun, sobald wir zeigen, daß die
Abbildung

f : X̃z × Z → X̃Z , (x̃, w) 7→ fwz(x̃)

ein Isomorphismus von Überlagerungen ist. Sie ist sicher bijektiv. Zeigen wir auch
noch die Stetigkeit von f , so ist f eine bijektive Decktransformation, also ein
Isomorphismus von Überlagerungen. Für jedes x̃ ∈ X̃Z finden wir eine trivial
überlagerte Umgebung von (x,w) := p(x̃) der Form U ×W mit W zusammen-
hängend. Die eingeschränkte Überlagerung notieren wir p : ŨW → U ×W und
setzen Ũw := p−1(U × {w}) analog wie zuvor. Dann induziert offensichtlich die
Abbildung (x̃, v) 7→ fvw(x̃) einen Homöomorphismus

Ũw ×W
∼→ ŨW

Für festes z ∈ Z und x̃ ∈ X̃z betrachten wir nun in Z die Teilmengen Zs, Zu
aller w ∈ Y derart, daß fwz : X̃z → X̃w bei x̃ stetig beziehungsweise unstetig ist.
Nach dem Vorhergehenden sind sowohl Zs als auch Zu offen. Also gilt Z = Zs
und alle fwz sind stetig. Daraus folgt aber unter nochmaliger Verwendung unserer
Homöomorphismen von eben, daß f selbst stetig ist.

Korollar 16.5.3.2. Sind X und Z überlagerungstrivial und ist Z zusätzlich lokal
zusammenhängend, so ist auch X × Z überlagerungstrivial.

Beweis. Nach dem Satz ist jede Überlagerung vonX×Z das Produkt einer Über-
lagerung von X mit Z.

Korollar 16.5.3.3 (Liften von Homotopien). Seien p : X̃ → X eine Überla-
gerung, Y ein topologischer Raum und H : Y × [0, 1] → X stetig. So läßt sich
jeder Lift H̃0 von H0 := H|Y×{0} auf genau eine Weise zu einem Lift H̃ von H
fortsetzen.

16.5.3.4. Zum besseren Verständnis des Satzes stelle ich die Räume und Abbil-
dungen, die darin vorkommen, nochmal in einem Diagramm dar.

Y × {0} H̃0→ X̃

↓
H̃

↗ ↓
Y × [0, 1]

H→ X

Beweis mit 16.5.3.1. Die Eindeutigkeit von H̃ ist klar nach dem Satz über Ein-
deutigkeit von Lifts: Man wende ihn an auf die zusammenhängenden Teilräume
{y} × [0, 1]. Wir zeigen die Existenz von H̃ . Der pull-back der Überlagerung
p : X̃ → X mit H ist eine Überlagerung Z → Y × [0, 1]. Wenden wir auf diese
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Überlagerung Satz 16.5.3.1 an, so finden wir eine Überlagerung q : Ỹ → Y und
einen Isomorphismus Ỹ × [0, 1] ' Z von Überlagerungen von Y × [0, 1]. Folglich
gibt es eine Abbildung f : Ỹ × [0, 1]→ X̃ derart, daß das Diagramm

Ỹ × [0, 1]
f−→ X̃

q × id ↓ ↓ p
Y × [0, 1]

H−→ X

kartesisch ist. Dann definiert H̃0 ein Rechtsinverses l : Y → Ỹ der Überlagerung
q und wir erhalten H̃ als H̃ = f ◦ (l × id).

Beweis ohne 16.5.3.1. Die Eindeutigkeit von H̃ ist klar nach dem Satz über Ein-
deutigkeit von Lifts: Man wende ihn an auf die zusammenhängenden Teilräume
{y} × [0, 1]. Wir zeigen die Existenz von H̃ in mehreren Schritten.

1. Der Satz gilt, falls X trivial überlagert ist, also ohne der Beschränkung der All-
gemeinheit X̃ = X × F und p = pr1. In der Tat ist in diesem Fall H̃(y, t) =
(H(y, t), pr2 ◦H̃0(y)) ein Lift von H mit den gewünschten Eigenschaften.

2. Im allgemeinen reicht es zu zeigen, daß jedes y ∈ Y eine offene Umgebung
W besitzt derart, daß H̃0|W×{0} sich zu einem Lift H̃ von H|W×[0,1] fortsetzen
läßt. Aufgrund der Eindeutigkeit müssen diese Lifts nämlich auf den Schnitten
(W ∩ V ) × [0, 1] zusammenfallen, und wir definieren dann durch Verkleben den
gesuchten Lift H̃ : Y × [0, 1]→ X̃ .

3. Sei nun y ∈ Y fest. Für jedes t ∈ [0, 1] besitzt H(y, t) eine trivial überlager-
te Umgebung, mithin gibt es offene Umgebungen Wt von y und It von t derart,
daß H(Wt × It) in einer trivial überlagerten offenen Menge liegt. Hier ist ohne
Beschränkung der Allgemeinheit It ein Intervall. Die It für endlich viele t bede-
cken [0, 1]. Sei W = Wy der Schnitt der zugehörigen Wt. So ist W eine offene
Umgebung von y, und es gibt 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = 1 derart, daß
H(W × [ti−1, ti]) für alle i ganz in einer trivial überlagerten offenen Menge in X
liegt. Setzen wir induktiv vorraus, daß ein partieller Lift H̃ : W × [0, ti] → X̃
schon konstruiert ist, so liefert uns Schritt 1 ein H̃ : W × [ti, ti+1] → X̃ , das
auf W × {ti} mit dem vorigen partiellen Lift H̃ übereinstimmt und H liftet, also
verkleben diese beiden H̃ zu einem Lift H̃ : W × [0, ti+1] → X̃ und wir sind
fertig per Induktion.

Satz 16.5.3.5. Gegeben Z überlagerungstrivial lokal zusammenhängend und X
ein beliebiger topologischer Raum ist das Bilden des Produkts mit Z eine Äquiva-
lenz von Kategorien

(×Z) : étTopX
≈→ {p ∈ étTopX×Z | (p−1(x× Z)→ Z) ∈ ÜbZ ∀x ∈ X}
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16.5.3.6. Daß sich unter dieser Äquivalenz die Überlagerungen auf beiden Sei-
ten entsprechen, war die Aussage von 16.5.3.1. Der Beweis verallgemeinert den
Beweis dort.

Beweis. Sei p : X̃Z → X × Z eine étale Abbildung, deren Restriktion auf x× Z
für alle x ∈ X eine Überlagerung ist. Für z ∈ Z setzen wir X̃z := p−1(X × {z})
und erhalten so für jedes z ∈ Z eine étale Abbildung nach X . Ist Z überlage-
rungstrivial, so können wir für beliebige z, w ∈ Z Abbildungen fwz : X̃z → X̃w

erklären durch die Bedingung, daß x̃ und fwz(x̃) im Bild desselben Lifts von
Z → X × Z, z 7→ (p(x̃), z) liegen sollen. Natürlich gilt fvw ◦ fwz = fvz und
fzz = id für alle z, w, v ∈ Z. Es reicht nun zu zeigen, daß für jedes z ∈ Z die
offensichtliche Abbildung

f : X̃z × Z → X̃Z , (x̃, w) 7→ fwz(x̃)

ein Homöomorphismus ist. Diese Abbildung ist sicher bijektiv. Können wir zei-
gen, daß sie stetig ist, so muß sie aufgrund der Eigenschaften étaler Abbildungen
16.3.1.14 offen und damit ein Homöomorphismus sein. Für jedes x̃ ∈ X̃Z finden
wir eine UmgebungQW , die homöomorph auf eine Umgebung von p(x̃) := (x,w)
der Form U ×W abgebildet wird mit W zusammenhängend. Wir setzen Qw :=
Q ∩ (p−1(U ×w)). Dann induziert offensichtlich die Abbildung (x̃, v) 7→ fvw(x̃)
einen Homöomorphismus

Qw ×W
∼→ QW

Für festes z ∈ Z und x̃ ∈ X̃z betrachten wir nun in Z die Teilmengen Zs, Zu
aller w ∈ Z derart, daß fwz bei x̃ stetig beziehungsweise unstetig ist. Nach dem
Vorhergehenden sind sowohl Zs als auch Zu offen. Also gilt Z = Zs und alle fwz
sind stetig. Daraus folgt aber unter nochmaliger Verwendung unserer Homöomor-
phismen von eben, daß f selbst stetig ist.

Übungen

Übung 16.5.3.7. Sind zwei Räume homotopieäquivalent, so ist der eine überlage-
rungstrivial genau dann, wenn der andere überlagerungstrivial ist. Ist allgemeiner
X → Y eine Homotopieäquivalenz, so liefert der pull-back eine Äquivalenz von
Kategorien ÜbY

≈→ ÜbX .
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17.1 Singuläre Homologie

17.1.1 Simpliziale Homologie
17.1.1.1. Für jede Menge Λ betrachten wir die abelsche Gruppe

ZΛ

aller der Abbildungen f : Λ → Z, die nur auf endlich vielen Elementen von Λ
Werte ungleich Null annehmen. Die Elemente von ZΛ fassen wir auf als endliche
formale Linearkombinationen von Elementen von Λ und schreiben sie f =

∑
aλλ

mit aλ = f(λ) ∈ Z und λ ∈ Λ. Die Gruppe ZΛ heißt die freie abelsche Gruppe
über Λ. In der in 17.1.1.1 eingeführten Notation hieß sie Ab0 Λ.

17.1.1.2. Wir haben eine offensichtliche Abbildung ε : Λ → ZΛ, die eben je-
dem Element die charakteristische Funktion der entsprechenden einelementigen
Teilmenge zuordnet und die wir in diesem Kontext in Worten und Formeln behan-
deln, als ob sie die Einbettung einer Teilmenge sei. Gegeben eine weitere abelsche
Gruppe G läßt sich jede Abbildung ϕ : Λ → G auf genau eine Weise zu einem
Gruppenhomomorphismus ϕ̃ : ZΛ → G fortsetzen, den wir die lineare Fortset-
zung von ϕ nennen und in diesem Kontext auch meist mit demselben Buchstaben
ϕ bezeichnen. In Formeln ausgedrückt induziert für jede abelsche Gruppe G das
Vorschalten von ε eine Bijektion

(◦ε) : Ab(ZΛ, G)
∼→ Ens(Λ, G)

17.1.1.3. Ich erinnere an die Definition eines Simplizialkomplexes K = (E,K)
aus 16.2.7.5 als einer Menge E von „Ecken“ mitsamt einem System K ⊂ P(E)
von nichtleeren endlichen Teilmengen, genannt „kombinatorische Simplizes“ oder
auch kurz „Simplizes“, das unter dem Bilden von nichtleeren Teilmengen stabil ist
und alle einelementigen Teilmengen von E enthält. Eine geometrische Anschau-
ung für dieses eher kombinatorische Datum mag seine geometrische Realisierung
∆(K) nach 16.2.7.8 geben.

17.1.1.4 (Ketten und Randoperator zu vorgegebener Eckenanordnung). Ge-
geben ein SimplizialkomplexK = (E,K) bezeichneKq := {s ∈ K | |s| = q+1}
die Menge seiner q-Simplizes. Gegeben eine Anordnung ≤ auf der Menge E sei-
ner Ecken erklären wir für alle q ≥ 1 einen Homomorphismus ∂≤ : ZKq →
ZKq−1 zwischen den freien abelschen Gruppen über den entsprechenden Mengen
von Simplizes als die lineare Fortsetzung der Abbildung

∂≤ : {s0, . . . , sq} 7→
∑

0≤i≤q

(−1)i{s0, . . . , ŝi, . . . , sq}
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mit einem Hut alias einer „Tarnkappe“ über der wegzulassenden Ecke und der
Konvention, daß s ∈ Kq geschrieben werden muß als s = {s0, . . . , sq} mit
s0 < . . . < sq. Diesen Homomorphismus nennen wir den Randoperator zur
vorgegebenen Eckenanordnung. Es ist leicht zu sehen, daß in der Sequenz

. . .→ ZK2 → ZK1 → ZK0 → 0

die Verknüpfung je zweier aufeinanderfolgender Homomorphismen Null ist. Im
folgenden machen wir diese Konstruktion unabhängig von der Wahl einer Anord-
nung der Eckenmenge.

Definition 17.1.1.5. Sei K = (E,K) ein Simplizialkomplex. Gegeben q ≥ 0
bilden wir die Menge

K<q := {σ : {0, . . . , q} → E | σ ist injektiv, (imσ) ∈ K}

aller angeordneten kombinatorischen q-Simplizes. Dann bilden wir über dieser
Menge die freie abelsche Gruppe ZK<q und schließlich deren Quotienten

SqK := ZK<q /〈σ ◦ π − (sgnπ)σ | σ ∈ K<q , π ∈ Sq+1〉

In diesem Quotienten werden also je zwei angeordnete q-Simplizes, die sich nur
in ihrer Anordnung und in dieser um eine Permutation π unterscheiden, bis auf
das Signum der fraglichen Permutation π ∈ Sq+1 miteinander identifiziert. Wir
nennen unseren Quotienten SqK die Gruppe der q-Simplizialketten von K. Die
Klasse eines angeordneten q-Simplex σ ∈ K<q notiere ich [σ] ∈ SqK.

17.1.1.6 (Veranschaulichung von Null-Simplizialketten). Eine Null-Simplizial-
kette ist eine Z-wertige Funktion auf der Menge der Ecken, die höchstens endlich
vielen Ecken einen Wert ungleich Null zuordnet.

17.1.1.7 (Veranschaulichung von Eins-Simplizialketten). Einen kombinatori-
schen Eins-Simplex mit Anordnung zeichne ich als eine Kante mit einem Pfeil
von der kleineren Ecke zur größeren Ecke. Eine Eins-Simplizialkette ist eine Z-
wertige Funktion auf der Menge von derart bepfeilten Kanten, die auf der um-
gekehrt bepfeilten Kante jeweils den negativen Wert annimmt und auf fast allen
bepfeilten Kanten den Wert Null.

17.1.1.8 (Veranschaulichung von Zwei-Simplizialketten). Die durch einen an-
geordneten kombinatorischen Zwei-Simplex gegebene Zwei-Simplizialkette zeich-
ne ich als Dreiecksfläche mit einem Kreispfeil, der andeutet, in welcher Richtung
man auf dem Rand herumgehen muß, wenn man von der kleinsten Ecke über
die mittlere Ecke zur größten Ecke gehen will. Da alle zyklischen Permutatio-
nen in S3 gerade sind, ist es bei dieser Darstellung egal, welche Ecke man als
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kleinste Ecke nimmt. Dieselbe Dreiecksfläche mit einem Kreispfeil in der Gegen-
richtung stellt dann das Negative unserer Zwei-Simplizialkette dar. Eine beliebige
Zwei-Simplizialkette eines Simplizialkomplexes ist eine Z-wertige Funktion auf
der Menge aller derart kreisbepfeilten Dreiecksflächen, die auf der umgekehrt be-
pfeilten Dreiecksfläche jeweils den negativen Wert annimmt und auf fast allen
kreisbepfeilten Dreiecksflächen den Wert Null.

17.1.1.9 (Simplizialketten und Simplizes). Sei K = (E,K) ein Simplizialkom-
plex. Ist ≤ eine Anordnung der Eckenmenge E, so erhalten wir für jedes q ≥ 0
einen Gruppenisomorphismus

b≤ = b≤q : ZKq
∼→ SqK

als die lineare Fortsetzung der Abbildung s 7→ σs, die gegeben wird durch die
Vorschrift σs(i) := si für s = {s0, . . . , sq} mit s0 < . . . < sq. Im folgenden
konstruieren wir Randoperatoren ∂ = ∂q : SqK → Sq−1K derart, daß für jede
Anordnung ≤ der Eckenmenge E das Diagramm

. . .
∂≤−→ ZK2

∂≤−→ ZK1
∂≤−→ ZK0

∂≤−→ 0

b≤ ↓ o b≤ ↓ o b≤ ↓ o ↓ o

. . .
∂−→ S2K

∂−→ S1K
∂−→ S0K

∂−→ 0

kommutiert. Sowohl die Homomorphismen der oberen Horizontale ∂≤ aus 17.1.1.4
als auch die vertikalen Isomorphismen hängen dabei von einer Anordnung ≤ von
E ab. Die Sequenz der unteren Horizontale ist jedoch unabhängig von der Wahl
einer Anordnung der Eckenmenge, wie im folgenden diskutiert wird.

Definition 17.1.1.10. Sei K = (E,K) ein Simplizialkomplex. Einen angeordne-
ten q-Simplex σ notieren wir (v0, . . . , vq) mit vi = σ(i). Die Gruppenhomomor-
phismen ∂< : ZK<q → ZK<q−1 für q ≥ 1, die auf angeordneten Simplizes durch
die Formel

(v0, . . . , vq) 7→
∑

0≤i≤q

(−1)i(v0, . . . , v̂i, . . . , vq)

gegeben werden mit einem Hut alias einer „Tarnkappe“ über der wegzulassenden
Komponente, induzieren Gruppenhomomorphismen

∂ = ∂q : SqK → Sq−1K

auf den Simplizialketten, die Randoperatoren. In der Tat, da die symmetrische
Gruppe durch Transpositionen benachbarter Elemente erzeugt wird, müssen wir
für die Wohldefiniertheit dieser Randoperatoren nur prüfen, daß die beiden Ränder
∂<(v0, . . . , vi, vi+1, . . . , vq) und −∂<(v0, . . . , vi+1, vi, . . . , vq) für alle i dieselbe
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Simplizialkette repräsentieren, und das ist leicht einzusehen. Per definitionem
kommutieren mit diesem ∂ alle Quadrate in 17.1.1.9 für jede Anordnung ≤ der
Eckenmenge. Damit folgt aus (∂≤)2 = 0 sofort ∂2 = 0. Die so entstehende Se-
quenz von abelschen Gruppen

. . .
∂→ S2K

∂→ S1K
∂→ S0K

nennen wir den Komplex der Simplizialketten. Um mit Beschränkungen der In-
dizes keinen Ärger zu kriegen, setzen wir unsere Sequenz ins Negative fort durch
Null und vereinbaren SqK = 0 für q < 0.

17.1.1.11 (Anschauung für den Komplex der Simplizialketten). Anschaulich
mag man sich eine 0-Simplizialkette vorstellen als eine endliche formale Line-
arkombination von Ecken mit ganzzahligen Koeffizienten; eine 1-Simplizialkette
als eine endliche formale Linearkombination von bepfeilten Kanten, wobei ei-
ne umgekehrt bepfeilte Kante mit dem Negativen der ursprünglichen bepfelten
Kante zu identifizieren ist; den Rand einer bepfeilten Kante als Endpunkt minus
Anfangspunkt; eine 2-Simplizialkette als eine endliche formale Linearkombinati-
on von kreisbepfeilten Dreiecksflächen, wobei die umgekehrt kreisbepfeilte Drei-
ecksfläche mit dem Negativen der ursprünglichen kreisbepfeilten Dreiecksfläche
zu identifizieren ist; und den Rand einer kreisbepfeilten Dreiecksfläche als die
Summe ihrer drei Kanten, jeweils versehen mit der Richtung, für die sie einen
Rundweg in der durch den Kreispfeil gegebenen Laufrichtung bilden. Die Her-
kunft der Bezeichnung ∂ für die Randoperatoren wird in 12.8.6.11 diskutiert.

Definition 17.1.1.12. Sei K ein Simplizialkomplex. Wir setzen:

ZqK := ker(∂q : SqK → Sq−1K) die Gruppe der q-Simplizialzykel;

BqK := im ∂q+1 die Gruppe der q-Simplizialränder (englisch boundaries);

HqK := ZqK/BqK die q-te simpliziale Homologiegruppe von K.

In der letzten Zeile ist die Quotientengruppe aus 4.4.2.10 gemeint.

17.1.1.13 (Anschauung für Homologiegruppen). Anschaulich beschreiben die
verschiedenen Homologiegruppen eines SimplizialkomplexesK verschiedene Ar-
ten von Löchern seiner geometrischen Realisierung ∆(K). Zum Beispiel liefert
17.1.2.13 in Verbindung mit 17.3.1.7 einen Isomorphismus zwischen H0K und
der freien abelschen Gruppe über der Menge der Zusammenhangskomponenten
von ∆(K), die ja durch eine gewisse Art von Löchern voneinander getrennt wer-
den; der „Hurewicz-Isomorphismus“ 17.1.5.2 in Verbindung mit 17.3.1.7 liefert
einen Isomorphismus zwischen H1K und dem maximalen abelschen Quotienten
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Anschauung für den Rand einer 2-Simplizialkette. In der linken Spalte habe ich
versucht, zwei Elemente der freien abelschen Gruppe über der Menge der

angeordneten Simplizes graphisch darzustellen, die dieselbe Simplizialkette
repräsentieren, sowie ganz unten besagte Simplizialkette selber. In der rechten

Spalte werden die jeweiligen Ränder angedeutet. Die Zahlen an den Ecken
stehen für die durch die jeweilige Anordnung gegebene Nummerierung.
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Ein Simplizialkomplex mit 12 Ecken, 20 Kanten und 8 Zweisimplizes. Darin
eingezeichnet eine 1-Simplizialkette, bestehend aus der formalen Summe der
sieben mit einem Pfeil versehenen fetten Kanten, zu verstehen mit der durch
diesen Pfeil gegebenen Orientierung und jeweils mit dem Koeffizienten 8.
Ebenfalls eingezeichnet der Rand dieser Simplizialkette, bestehend aus der

formalen Summe der zwei besonders fetten Punkte mit den darangeschriebenen
Koeffizienten ±8. Dieses Beispiel mag auch die Bezeichnung als „Kette“

erklären. Wenn wir unsere 1-Simplizialkette entsprechend durch die beiden
Kanten zwischen diesen beiden Punkten mit geeigneter Orientierung und

geeigneten Koeffizienten ergänzen, so erhalten wir einen 1-Simplizialzykel.
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Zwei homologe 1-Simplizialzykel in einem zweidimensionalen
Simplizialkomplex mit 12 Zwei-Simplizes, 24 Eins-Simplizes und 12

Null-Simplizes. Betrachtet man die Summe aller mit der Orientierung „im
Uhrzeigersinn“ versehenen Zwei-Simplizes, so ist der Rand dieser

2-Simplizialkette die Differenz der durch Doppelpfeile beziehungsweise
einfache Pfeile angedeuteten 1-Zykel.
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der Fundamentalgruppe von ∆(K), der eine andere Art von Löchern beschreibt;
und die „Alexanderdualität“ 19.5.1.22 in Verbindung mit 17.3.1.7 liefert für jede
Einbettung der Realisierung ∆(K) eines endlichen Simplizialkomplexes K in R3

einen Isomorphismus zwischen H2K und der freien abelschen Gruppe über der
Menge der beschränkten Zusammenhangskomponenten des Komplements von
∆(K) alias der freien abelschen Gruppe über der Menge der „Kavitäten“ unse-
rer Realisierung, die eine wieder andere Art von Löchern beschreibt. Die höheren
Homologiegruppen beschreiben ähnliche Phänomene in höheren Dimensionen,
für die ich keine so konkrete räumliche Anschauung mehr anbieten kann.
Beispiel 17.1.1.14. Ist E 6= ∅ eine nichtleere Menge und (E,ME) der maximale
Simplizialkomplex zur Eckenmenge E, so ist der Komplex der Simplizialketten
kanonisch isomorph in nichtnegativen Graden zum Komplex aus dem gleich an-
schließenden Lemma 17.1.1.15, und zwar für jede Anordnung vonE. Folglich lie-
fert die Abbildung nach ZME,0 = ZP1E → ZP0E aus Lemma 17.1.1.15 einen
Isomorphismus H0ME

∼→ Z und Lemma 17.1.1.15 zeigt weiter, daß alle anderen
Homologiegruppen verschwinden. Die geometrische Realisierung ∆(ME) von
ME ist für endliches E ein voller Simplex mit |E| Ecken, und unsere Erkenntnis
bedeutet anschaulich, daß solch ein voller Simplex „keine Löcher hat“.

Lemma 17.1.1.15 (Azyklizität von Simplizes). Für jede nichtleere angeordnete
Menge E 6= ∅ ist der Komplex

0← ZP0E ← ZP1E ← ZP2E ← ZP3E ← . . .

exakt, wo PnE das System aller n-elementigen Teilmengen von E bezeichnet und
der Randoperator ∂ = ∂< : ZPn+1E → ZPnE durch die Formel aus 17.1.1.4
gegeben wird, so daß wir in Formeln für v0 < . . . < vn haben

∂ : {v0, . . . , vn} 7→
∑

0≤i≤n

(−1)i{v0, . . . , v̂i, . . . , vn}

17.1.1.16. Wir verstehen hier Exaktheit im Sinne von 4.4.6.5. Ausgeschrieben
behaupten wir also, daß an jeder Stelle der Kern des auslaufenden Pfeils mit dem
Bild des einlaufenden Pfeils zusammenfällt.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir E endlich annehmen.
Ist dann v ∈ E das kleinste Element und definieren wir Gruppenhomomorphis-
men δ : ZPnE → ZPn+1E durch die Vorschrift δ{v1, . . . , vn} = {v, v1, . . . , vn}
falls v 6= v1 beziehungsweise δ{v1, . . . , vn} = 0 sonst, so prüft man leicht an jeder
Stelle ∂δ + δ∂ = id. Also ist in unserem Komplex jeder Zykel ein Rand.

17.1.1.17 (Varianten zur Azyklizität von Simplizes). Fast derselbe Beweis lie-
fert auch die Exaktheit von zwei weiteren Komplexen, nämlich für jede nichtlee-
re angeordnete Menge E dem Komplex der freien abelschen Gruppen über der
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Menge aller monotonen statt streng monotonen Abbildungen {1, . . . , n} → E
alias Symbolen (v1, . . . , vn) mit v1 ≤ . . . ≤ vn, und für jede nichtleere Menge E
dem Komplex der freien abelschen Gruppen über der Menge aller Abbildungen
{1, . . . , n} → E, jedesmal mit Z im Grad Null und dem durch dieselbe Formel
gegebenen Randoperator. Im ersten Fall zieht man sich wieder auf den endlichen
Fall zurück und nimmt als δ das Davorschreiben der kleinsten Ecke. Im zweiten
Fall nimmt man als δ das Davorschreiben einer beliebigen fest gewählten Ecke.

Vorschau 17.1.1.18. In der in 17.1.4.8 eingeführten Terminologie zeigt unser Be-
weis sogar, daß alle drei in 17.1.1.15 und 17.1.1.17 betrachteten Komplexe null-
homotop sind.

Ergänzung 17.1.1.19 (Problematik von Definitionsvarianten). Sei E eine Men-
ge. Ich will noch auf zwei weitere Komplexe eingehen, die man E zuordnen kann
und die a priori besonders natürlich wirken mögen, die aber weniger gute Eigen-
schaften haben. Man mag einerseits von der Untergruppe derjenigen Elemente
der freien Gruppe ZEq ausgehen wollen, die „schiefsymmetrisch“ sind unter der
offensichtlichen Operation der symmetrischen Gruppe Sq. Dann wird jedoch der
Randoperator durch kompliziertere Formeln gegeben und der Wechsel zu anderen
Koeffizienten wird schwieriger. Andererseits mag man vom „maximalen schief-
symmetrischen Quotienten“ der freien Gruppe ZEq ausgehen wollen. Das aber
geht nur mit Koeffizienten in Q gut, für Koeffizienten in Z erhält man eine Sur-
jektion dieses Quotienten auf (Z/2Z)Eq.

Beispiel 17.1.1.20. Ist (E,K) ein Simplizialkomplex mit 3 ≤ |E| <∞ undK der
Menge aller nichtleeren echten Teilmengen von E, so liefert die letzte Abbildung
aus obigem Komplex wieder einen Isomorphismus H0K

∼→ Z und die erste einen
Isomorphismus HnK

∼→ Z für n = |E| − 2 und alle anderen Homologiegruppen
verschwinden. Seine Realisierung ∆(K) ist der „anschauliche Rand“ eines vollen
Simplex mit n+ 2 Ecken.

Vorschau 17.1.1.21 (Persistente Homologie). Ein Verfahren der Informatik zur
Untersuchung von „Datenwolken“ alias großen Teilmengen eines RN besteht dar-
in, daraus zunächst in geeigneter Weise eine aufsteigende Folge von Simplizial-
komplexen

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn

zu bilden und dann für gegebenes q die Sequenz der Homologiegruppen

Hq(K1; k)→ Hq(K2; k)→ . . .→ Hq(Kn; k)

mit Koeffizienten in einem Körper k. Diese Sequenz können wir als graduierten
k[t]-Modul auffassen und nach 7.6.7.1 in eine direkte Summe von unzerlegbaren
Moduln zerlegen, bei denen jede homogene Komponente höchstens die Dimen-
sion Eins hat. Die Multimenge der Isomorphieklassen der Summanden ist nach
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Krull-Schmid unabhängig von der Zerlegung, und die „Summanden hoher Dimen-
sion“ liefern dann relevante Informationen über unsere Datenwolke. Sie entspre-
chen Homologieklassen, die erst unter einer vergleichsweise langen Komposition
von Morphismen unserer Sequenz sterben, daher die Bezeichnung als „persistente
Homologie“.

Übungen

Übung 17.1.1.22 (Zerlegung der Homologie). Seien (Kw)w∈W Simplizialkom-
plexe und K :=

⊔
Kw ihre disjunkte Vereinigung. Man konstruiere einen Isomor-

phismus
⊕

w∈W HqKw
∼→ HqK.

Übung 17.1.1.23. Man berechne die simpliziale Homologie der „Vereinigung der
Kanten eines Tetraeders“, also |E| = 4 undK alle Teilmengen mit höchstens zwei
Elementen.
Übung 17.1.1.24. Man zeige: Besitzt ein Simplizialkomplex eine Ecke mit der
Eigenschaft, daß jeder Simplex bei Dazunehmen dieser Ecke ein Simplex bleibt,
so verschwinden seine höheren simplizialen Homologiegruppen und seine nullte
Homologiegruppe ist isomorph zu Z. Hinweis: 17.1.1.15.
Übung 17.1.1.25. Man berechne die simpliziale Homologie des „Randes eines
Quadrats“.
Übung 17.1.1.26 (Nullte Homologie). Man zeige, daß gegeben ein Simplizial-
komplex K das Bild der offensichtlichen Abbildung K0 → H0K eine Z-Basis ist
und daß zwei Ecken aus K0 dasselbe Basiselement liefern genau dann, wenn sie
durch einen „Kantenweg“ verbunden werden können.
Übung 17.1.1.27. Man fügt bei einem Simplizialkomplex eine Kante zwischen
zwei bereits existierenden Ecken hinzu. Wie können sich die Homologiegruppen
unseres Simplizialkomplexes dabei ändern?
Übung 17.1.1.28. Man rechne nach, daß die zweite simpliziale Homologie eines
„hohlen Tetraeders“ isomorph ist zu Z. Ich stelle mir hier vor, dass man den Kern
der Matrix des Randoperators ∂2 mithilfe der Methoden aus dem Elementarteiler-
satz bestimmt, wie er in der Algebra oder linearen Algebra 4.4.4.13 vorgekommen
sein sollte.

17.1.2 Definition der singulären Homologie
17.1.2.1. Unser nächstes Ziel ist zu zeigen, daß die simplizialen Homologiegrup-
pen eines Simplizialkomplexes K bis auf Isomorphismus nur vom topologischen
Raum ∆(K) abhängen und nicht von der gewählten Triangulierung. Dazu er-
klären wir ganz allgemein für einen beliebigen topologischen Raum seine „sin-
gulären Homologiegruppen“ und konstruieren ganz am Schluß dieses Abschnitts
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in 17.3.1.7 Isomorphismen zwischen den simplizialen Homologiegruppen eines
Simplizialkomplexes und den singulären Homologiegruppen seiner Realisierung
∆(K).

Definition 17.1.2.2. Sei q ≥ 0. Der topologische Raum

∆q :=
{

(x0, . . . , xq) ∈ Rq+1
∣∣∣ 0 ≤ xi ≤ 1,

∑
xi = 1

}
heißt der q-te Standardsimplex. Es ist also ∆0 ein Punkt, ∆1 ein Geradenseg-
ment, ∆2 eine Dreiecksfläche, ∆3 ein massiver Tetraeder und so weiter.

Definition 17.1.2.3. Eine stetige Abbildung σ : ∆q → X des q-ten Standard-
simplex ∆q in einen topologischen Raum X heißt ein singulärer q-Simplex von
X .

17.1.2.4 (Diskussion der Terminologie). Das Adjektiv singulär ist hier in dem
Sinne zu verstehen, daß wir außer der Stetigkeit keine Forderungen an σ stel-
len. Wir erlauben also auch nicht-injektive, ja sogar konstante Abbildungen σ als
singuläre Simplizes, so daß das Adjektiv singulär zumindest einen Teil unserer
singulären Simplizes recht gut beschreibt. Der Buchstabe S bei SqX steht jedoch
für „Simplex“, nicht etwa für „singulär“.

Definition 17.1.2.5. Wir bezeichnen mit

SqX := ZTop(∆q, X) = Ab0 Top(∆q, X)

die freie abelsche Gruppe über der Menge aller singulären q-Simplizes vonX und
nennen ihre Elemente singuläre q-Ketten. Um mit Beschränkungen der Indizes
keinen Ärger zu kriegen, vereinbaren wir zusätzlich SqX = 0 für q < 0.

17.1.2.6. Die Gruppen der singulären Ketten sind im allgemeinen riesig. Zum
Beispiel liefert die offensichtliche Bijektion Top(∆0, X)

∼→ X Gruppenisomor-
phismen S0X

∼→ ZX .

Definition 17.1.2.7. Für q ≥ 1 und 0 ≤ i ≤ q erklären wir die i-te Kantenabbil-
dung

ki = kqi : ∆q−1 → ∆q

dadurch, daß sie nach der i-ten Stelle die Koordinate Null einfügen soll. Dann
erklären wir für alle q einen Gruppenhomomorphismus ∂ = ∂q : SqX → Sq−1X ,
den sogenannten Randoperator: Für q ≤ 0 setzen wir schlicht ∂q = 0 und für
q ≥ 1 erklären wir ∂q durch die Vorschrift, daß für jeden singulären q-Simplex σ
gelten soll

∂(σ) =

q∑
i=0

(−1)iσ ◦ ki
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Eine singuläre 1-Kette in der Papierebene. Das Bild von (0, 1) ∈ ∆1 ist jeweils
durch eine Pfeilspitze kenntlich gemacht. Die Parametrisierung dieser ganzen

Würmer kann ich nicht darstellen. Es werden im allgemeinen auch welche
darunter sein, deren Bild beliebige Kompakta der Papierebene sind, vergleiche

??. Der Rand ist die formale Summe „Endpunkte minus Anfangspunkte“.
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Versuch der Darstellung eines singulären 2-Simplex mit seinem Rand. Die
Zahlen an den Ecken der Dreiecksfläche links zeigen, wohin die Vektoren der

Standardbasis e0, e1, e2 des R3, deren konvexe Hülle ja der Standardsimplex ∆2

ist, abgebildet werden. Es ist in diesem Zusammenhang bequem und üblich, die
Nummerierung der Standardbasis um Eins zu verschieben und den ersten Vektor

der Standardbasis als e0 zu bezeichnen.
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Natürlich sind die Elemente von SqX eigentlich formale Z-Linearkombinationen
von q-Simplizes und gemeint ist die lineare Fortsetzung des durch diese Formel
auf den Simplizes erklärten Randoperators.

Lemma 17.1.2.8. Es gilt ∂q−1 ◦ ∂q = 0.

Beweis. Wir müssen nur für jeden q-Simplex σ mit q ≥ 2 prüfen, daß gilt ∂q−1 ◦
∂q(σ) = 0. Nun prüft man sofort, daß gilt kqi ◦ k

q−1
j = kqj ◦ k

q−1
i−1 falls i > j. Es

folgt
∂q−1 ◦ ∂q(σ) = ∂q−1

∑q
i=0(−1)iσ ◦ ki

=
∑

0≤i≤q, 0≤j≤q−1(−1)i+jσ ◦ ki ◦ kj

und wir sehen, daß sich in dieser Doppelsumme die Terme mit i > j und die
Terme mit i ≤ j gegenseitig aufheben.

Definition 17.1.2.9. Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren:

ZqX := ker(∂q : SqX → Sq−1X), die Gruppe der singulären q-Zykel;

BqX := im ∂q+1 die Gruppe der singulären q-Ränder (englisch boundaries);

HqX := ZqX/BqX die q-te singuläre Homologiegruppe von X .

Die Nebenklasse in HqX eines Zykels c ∈ ZqX heißt seine Homologieklasse und
wird mit [c] ∈ HqX bezeichnet.

17.1.2.10. Die Zykel und Ränder sind natürlich Untergruppen in der Gruppe aller
Ketten, nach 17.1.2.8 gilt genauer BqX ⊂ ZqX ⊂ SqX . Deshalb ist es auch
überhaupt nur möglich, die Quotientengruppe HqX = ZqX/BqX zu bilden.

17.1.2.11. Später werden wir noch andere Homologietheorien kennenlernen. Die
hier vorgestellte Theorie heißt genauer die singuläre Homologie mit ganzzahli-
gen Koeffizienten. Wollen wir besonders betonen, daß wir die singuläre Homolo-
gie eines topologischen Raums meinen, schreiben wir statt HqX genauer Hsing

q X .
Statt Koeffizienten in Z können wir als Koeffizienten in unseren formalen Linear-
kombinationen von Simplizes auch Elemente einer beliebigen abelschen Gruppe
G zulassen und erhalten dann auf dieselbe Weise weitere abelsche Gruppen, die
die singulären Homologiegruppen von X mit Koeffizienten in G heißen und
Hq(X;G) notiert werden. So erhalten wir sogar in offensichtlicher Weise Funk-
toren Top×Ab → Ab und insbesondere wird für jeden k-Vektorraum G auch
Hq(X;G) ein k-Vektorraum in natürlicher Weise.
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17.1.2.12. Auf den ersten Blick sehen unsere Homologiegruppen recht unhandlich
aus: Es sind Quotienten einer riesigen abelschen Gruppe durch eine fast ebenso
riesige Untergruppe. Wir werden aber sehen, daß unsere Hq so schöne Eigen-
schaften haben, daß man sie dennoch für viele interessante Räume sehr explizit
berechnen und verstehen kann.

Beispiel 17.1.2.13 (Homologie eines Punktes). Für den einpunktigen RaumX =
top gilt Hq(top) = 0 für q 6= 0. Des weiteren ist der einzige Nullsimplex σ :
∆0 → top ein Zykel und die Vorschrift 1 7→ [σ] liefert einen Isomorphismus

Z ∼→ H0(top)

In der Tat gibt es für jedes q ≥ 0 genau einen q-Simplex in top, also gilt Sq(top) ∼=
Z für alle q ≥ 0 und die Randabbildung ∂q verschwindet für q ungerade und
q ≤ 0, ist aber ein Isomorphismus für q ≥ 2 gerade. Wir bezeichnen die Homo-
logieklasse des einzigen Nullsimplex mit δ := [σ] ∈ H0(top) und nennen sie den
kanonischen Erzeuger der nullten Homologie des einpunktigen Raums.

Beispiel 17.1.2.14 (Homologie und Wegzusammenhangskomponenten). IstX =⊔
Xw die Zerlegung eines topologischen RaumsX in seine Wegzusammenhangs-

komponenten, so sind die hoffentlich offensichtlichen Isomorphismen
⊕

SqXw
∼→

SqX verträglich mit den Randoperatoren und induzieren folglich Isomorphismen⊕
HqXw

∼→ HqX

Lemma 17.1.2.15 (Nullte Homologie). Für jeden topologischen Raum X fakto-
risiert die Abbildung X → H0X , die jedem Punkt x ∈ X die Homologieklasse
δx des konstanten Nullsimplex σx mit besagtem Punkt als Wert zuordnet, über die
Menge π0(X) der Wegzusammenhangskomponenten von X und induziert einen
Isomorphismus

Zπ0(X)
∼→ H0X

zwischen der freien abelschen Gruppe über der Menge π0(X) der Wegzusammen-
hangskomponenten von X und der nullten Homologie von X .

17.1.2.16. Für eine Wegzusammenhangskomponente w von X bezeichne δw ∈
H0X die Klasse eines und jedes Nullsimplex aus unserer Komponente. Die δw
bilden dann also eine Basis von H0X .

Beweis. In der Tat reicht es nach dem vorhergehenden Beispiel 17.1.2.14, das für
X wegzusammenhängend zu prüfen. Wir haben jedoch eine natürliche Abbildung,
die sogenannte Augmentation

ε : S0X → Z∑
axx 7→

∑
ax
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Es reicht sicher, für wegzusammenhängendes X die Formel ker ε = im ∂1 zu
zeigen. Nun wird aber im ∂1 erzeugt von allen formalen Summen x−y mit x, y ∈
X , denn je zwei Punkte lassen sich durch einen Weg verbinden. Daraus folgt dann
sofort ker ε = im ∂1.

Lemma 17.1.2.17 (Homologie konvexer Mengen). Gegeben K ⊂ Rn eine kon-
vexe Teilmenge gilt HqK = 0 für q > 0.

Beweis. Ist K leer, so ist eh nichts zu zeigen. Sonst zeichnen wir einen beliebigen
Punkt s ∈ K aus und definieren für q ≥ 0 den Prismen-Operator

P = Ps = Ps
q : SqK → Sq+1K

der „jeden q-Simplex durch Verbinden mit dem ausgezeichneten Punkt s zu ei-
nem (q + 1)-Simplex erweitert“, ganz ähnlich wie beim Beweis von 17.1.1.15.
Formal definieren wir P auf Simplizes σ : ∆q → K dadurch, daß Pσ der Sim-
plex Pσ : ∆q+1 → K sein soll mit (Pσ)(1 − τ, τx0, . . . , τxq) = (1 − τ)s +
τσ(x0, . . . , xq) für alle τ ∈ [0, 1]. Hier ist Pσ stetig, da [0, 1] × ∆q → ∆q+1,
(τ, x0, . . . , xq) 7→ (1− τ, τx0, . . . , τxq) als stetige Surjektion eines Kompaktums
auf einen Hausdorffraum nach 15.1.7.17 final ist. Nun setzen wir P linear auf Ket-
ten fort und prüfen die Relation ∂P + P∂ = id : SqK → SqK für q > 0. In der
Tat gilt ja

∂(Pσ) =
∑

0≤j≤q+1(−1)j(Pσ) ◦ kq+1
j

P(∂σ) =
∑

0≤j≤q(−1)jP(σ ◦ kqj )

und prüft leicht die Formeln (Pσ)◦kq+1
0 = σ sowie (Pσ)◦kq+1

j = P(σ ◦kqj−1) für
1 ≤ j ≤ q + 1. Also haben wir in der Tat ∂P + P∂ = id auf q-Ketten mit q > 0,
damit gilt im Fall q > 0 für jeden Zykel z ∈ ZqK schon ∂Pz = z und z ist ein
Rand.

Ergänzung 17.1.2.18 (Glatte Variante des Prismenoperators). Wir können auch
allgemeiner für eine beliebige stetige Abbildung f : [0, 1] → [0, 1] mit f(0) = 0
und f(1) = 1 die Variante Ps,f des Prismenoperators betrachten, die durch die
Vorschrift (Ps,fσ)((1− τ), τx0, . . . , τxq) = (1− f(τ))s+ f(τ)σ(x0, . . . , xq) für
alle τ ∈ [0, 1] gegeben wird. Nehmen wir für f insbesondere eine glatte Abbil-
dung, die in einer Umgebung von τ = 1 konstant den Wert Eins annimmt, so
macht diese Variante des Prismenoperators glatte Simplizes zu glatten Simplizes.
Das wird uns insbesondere im Zusammenhang mit dem Beweis des Satzes von de
Rham in 19.5.5 helfen.

Ergänzung 17.1.2.19 (Wegintegrale über Homologieklassen). Diese Ergänzung
ist für Leser gedacht, die bereits mit den Grundlagen der Funktionentheorie ver-
traut sind. Gegeben U ⊂◦ C und f : U → C holomorph und σ : ∆1 → U
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Ein 1-Simplex σ und der daraus durch Anwenden des Prismenoperators zu einem
Punkt p entstehende 2-Simplex Pσ.
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ein 1-Simplex erklären wir das Integral
∫
σ
f(z) dz, indem wir σ vermittels des

durch die Projektion auf die zweite Koordinate gegebenen Homöomorphismus
c : ∆1

∼→ [0, 1] als Weg auffassen und darüber integrieren im Sinne von 14.2.3.8.
Lineare Fortsetzung liefert unmittelbar ein Integralbegriff für holomorphe Funk-
tionen über 1-Ketten. Aus der Homotopie-Invarianz des Wegintegrals 14.2.3.9
folgt dann, daß die Integrale über 1-Ränder verschwinden. Wir erhalten auf diese
Weise eine wohlbestimmte Z-bilineare Paarung

(S1(U)/B1(U))×Oan(U) → C

([α] , f) 7→
∫
α
f(z) dz

und insbesondere eine wohlbestimmte Z-bilineare Paarung zwischen der ersten
Homologiegruppe H1(U) und der additiven Gruppe Oan(U) der holomorphen
Funktionen auf U . Diese Paarungen schreiben wir für jede Klasse b in der Form
(b, f) 7→

∫
b
f(z) dz.

17.1.3 Funktorialität der Homologie

17.1.3.1. In diesem Abschnitt erklären wir für jede stetige Abbildung f : X → Y
Gruppenhomomorphismen Hq(f) = f∗ : HqX → HqY derart, daß unsere Ho-
mologiegruppen Funktoren Hq : Top→ Ab von der Kategorie der topologischen
Räume in die Kategorie der abelschen Gruppen werden.

Definition 17.1.3.2. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y erklären wir
Gruppenhomomorphismen Sqf : SqX → SqY , indem wir jedem Simplex σ :
∆q → X den Simplex f ◦ σ : ∆q → Y zuordnen und diese Abbildung linear auf
SqX fortsetzen.

Lemma 17.1.3.3. Gegeben f : X → Y stetig gilt ∂q ◦ Sqf = Sq−1f ◦ ∂q, als da
heißt, es kommutieren die Diagramme

SqX
Sqf−→ SqY

∂ ↓ ↓ ∂
Sq−1X

Sq−1f−→ Sq−1Y

Beweis. Wir müssen das nur auf jedem q-Simplex σ : ∆q → X prüfen. Es gilt
aber in der Tat

(∂q ◦ Sqf)(σ) = ∂q(f ◦ σ)
=

∑
(−1)if ◦ σ ◦ kqi

= (Sq−1f ◦ ∂q)(σ)
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17.1.3.4. Das Lemma zeigt, daß Sqf Zykel auf Zykel und Ränder auf Ränder
abbildet. Für einen q-Zykel z in X hängt also die Homologieklasse seines Bildes
(Sqf)(z) in Y nur von der Homologieklasse von z ab. Wir erhalten somit einen
Gruppenhomomorphismus, das Vorschieben

Hqf : HqX → HqY
[z] 7→ [(Sqf)(z)]

Man sieht leicht, daß gilt Hq(f◦g) = Hq(f)◦Hq(g) und Hq(id) = id, also erhalten
wir für alle q ∈ Z einen Funktor Hq : Top → Ab. Oft verwenden wir auch die
Abkürzung Hq(f) = f∗.

17.1.3.5. Für jeden topologischen Raum X bezeichne Xw die disjunkte Vereini-
gung seiner Wegzusammenhangskomponenten mit der kofinalen Topologie. Die
Identität ist dann eine stetige Abbildung Xw → X und der zugehörige Vorschub
induziert auf der Homologie offensichtlich einen Isomorphismus

HXw ∼→ HX

Ergänzung 17.1.3.6 (Funktorialität unter simplizialstetigen Abbildungen). Wir
nennen eine Abbildung f : X → Y von topologischen Räumen simplizialstetig,
wenn für jedes q und jede stetige Abbildung σ : ∆q → X auch f ◦ σ : ∆q → Y
stetig ist. Offensichtlich ist jede stetige Abbildung auch simplizialstetig. Unse-
re singulären Ketten ebenso wie die singuläre Homologie sind sogar Funktoren
Hq : Top∆ → Ab auf der Kategorie Top∆ der topologischen Räume mit sim-
plizialstetigen Abbildungen als Morphismen, und unsere Abbildung aus 17.1.3.5
ist ein Isomorphismus Xw ∼→ X in Top∆. Von dieser Kategorie erhält man hin-
wiederum unschwer einen volltreuen Funktor in die Kategorie der sogenannten
„simplizialen Mengen“, der als Definitionsbereich für die simpliziale Homologie
besonders natürlich wäre, aber ich möchte Sie nicht zu Beginn durch allzugroße
Abstraktion allzusehr verwirren.

17.1.3.7 (Verträglichkeit der Homologie mit Koprodukten). Ist X =
⊔
Xw

eine Zerlegung von X in paarweise disjunkte Teilmengen, die nicht durch Wege
verbunden werden können, und bezeichnet iw : Xw ↪→ X die jeweilige Einbet-
tung, so liefern die Siw : SXw → SX einen Isomorphismus

⊕
SXw

∼→ SX und
damit liefern auch die Hq(iw) : Hq(Xw)→ Hq(X) einen Isomorphismus⊕

Hq(Xw)
∼→ Hq(X)

Wir hatten fast dasselbe bereits in 17.1.2.14 in etwas weniger präziser Sprache be-
merkt. In der in 16.2.1.9 eingeführten Terminologie sind insbesondere die Funk-
toren Hq : Top→ Ab verträglich mit beliebigen Koprodukten.
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17.1.3.8. Wir wiederholen die vorhergehenden Argumente noch einmal in einer
ausgefeilten Sprache und führen dazu die Kategorie der „Kettenkomplexe“ ein.

Definition 17.1.3.9. Ein Kettenkomplex oder Komplex von abelschen Grup-
pen ist ein Paar C = (C, ∂) bestehend aus einer Familie C = (Cq)q∈Z abelscher
Gruppen und einer Familie von Gruppenhomomorphismen ∂q = ∂Cq : Cq → Cq−1

für q ∈ Z derart, daß gilt

∂q−1 ◦ ∂q = 0 für alle q.

Ein Morphismus s : C → D von Kettenkomplexen, auch Kettenabbildung ge-
nannt, ist eine Familie von Gruppenhomomorphismen sq : Cq → Dq derart, daß
gilt ∂Dq ◦sq = sq−1◦∂Cq für alle q ∈ Z oder, etwas salopp geschrieben, ∂◦s = s◦∂.
Wir erhalten so die Kategorie Ket = Ket(Ab) aller Komplexe von abelschen
Gruppen. Darin gibt es ein finales und kofinales Objekt, den Nullkomplex, bei
dem eben alle Gruppen und Differentiale Null sind. Analog erklärt man für einen
beliebigen Ring R die Kategorie Ket(R -Mod) aller Komplexe von R-Moduln.

17.1.3.10. Für diese Struktur ist auch noch eine andere Terminologie üblich. Ganz
allgemein nennt man eine abelsche Gruppe C mit einer Zerlegung C =

⊕
q∈ZCq

als interne direkte Summe in eine Familie von mit q ∈ Z indizierten Untergruppen
eine graduierte oder genauer Z-graduierte abelsche Gruppe. Ist zusätzlich ein
Gruppenhomomorphismus ∂ : C → C gegeben mit ∂(Cq) ⊂ Cq−1 und ∂2 = 0, so
nennt man das Paar (C, ∂) eine differentielle graduierte abelsche Gruppe oder
kurz eine dg-Gruppe mit Differential ∂. Analog definieren wir die Kategorie der
differentiellen graduierten Moduln über einem Ring R und notieren sie dgModR,
so daß also gilt Ket(R -Mod) = dgModR. Manchmal arbeitet man auch allge-
meiner mit dem Begriff einer differentiellen abelschen Gruppe, womit schlicht
ein Paar (A, ∂) gemeint ist bestehend aus einer abelschen Gruppe A und einem
Gruppenhomomorphismus ∂ : A → A mit der Eigenschaft ∂2 = 0. Natürlich
könnte man auch differentielle graduierte abelsche Gruppen betrachten, bei de-
nen das Differential einen anderen „Grad“ hätte als in unserer Definition, aber die
kommen seltener vor und wir blenden sie deshalb vorerst einmal aus.

Beispiel 17.1.3.11. Für jeden topologischen Raum X ist der Komplex der sin-
gulären Ketten (SX, ∂) mit (SX)q := SqX ein Kettenkomplex. Für jede stetige
Abbildung f : X → Y bilden nach Lemma 17.1.2.8 die Sq(f) eine Kettenabbil-
dung Sf : SX → SY . Da gilt S(f ◦ g) = S(f) ◦ S(g) sowie S(id) = id, erhalten
wir so einen Funktor

S : Top→ Ket

17.1.3.12. In ?? konstruieren wir für jeden topologischen Raum X die „simpli-
ziale Menge“ SX . Was im Einzelfall mit dem Symbol SX gemeint ist, muß der
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Leser dann aus dem Kontext erschließen. Wenn wir besonders betonen wollen,
daß SX den Kommplex und nicht die simpliziale Menge meint, verwenden wir
die Notation S∗X .

Definition 17.1.3.13. Für jedes q ∈ Z definieren wir einen Funktor, die q-te Ho-
mologiegruppe eines Kettenkomplexes

Hq : Ket → Ab
C 7→ Hq(C) := ker ∂q/ im ∂q+1

als den Quotienten vom Kern des Differentials nach seinem Bild. Auf den Ob-
jekten ist das schon mal in Ordnung und wir müssen nur noch erklären, wie
ein Morphismus von Kettenkomplexen s : C → D Morphismen auf der Ho-
mologie Hq(s) : Hq(C) → Hq(D) definiert. Aus ∂D ◦ s = s ◦ ∂C folgt aber
s(im ∂C) ⊂ im ∂D, s(ker ∂C) ⊂ ker ∂D und damit induziert s Morphismen
Hq(s) : Hq(C)→ Hq(D). Wieder sieht man leicht, daß gilt Hq(s ◦ t) = Hq(s) ◦
Hq(t) undHq(id) = id, unserHq ist also ein Funktor für alle q ∈ Z.

Ergänzung 17.1.3.14. Manchmal betrachten wir auch den Funktor

H : Ket→ Ket

der einem Komplex die Gesamtheit seiner Homologiegruppen zuordnet, aufgefaßt
als Komplex mit Differential Null. Gegeben eine differentielle abelsche Gruppe
(A, ∂) erklärt man ihre Homologie als die abelsche Gruppe HA := ker ∂/ im ∂,
die in diesem Fall keine Graduierung trägt.

17.1.3.15. Wir erhalten mit diesen Begriffsbildungen und Notationen unsere Funk-
toren der singulären Homologiegruppen Hq : Top → Ab als die Verknüpfungen
Hq = Hsing

q = Hq ◦ S von Funktoren

Top
S→ Ket

Hq→ Ab

Wir übertragen die Begriffsbildungen Zykel, Rand, Homologieklasse auf be-
liebige Kettenkomplexe C und schreibt ZqC := ker ∂q für die Zykel, BqC :=
im ∂q+1 für die Ränder und [c] ∈ HqC für die Homologieklasse eines Zykels
c ∈ ZqC.

Übungen

Übung 17.1.3.16. Ist f : X → Y eine Überlagerung mit endlichen Fasern, so
erhält man eine Kettenabbildung f ∗ : SY → SX , indem man jedem singulären
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Der Transfer eines singulären Eins-Simplex unter einer zweiblättrigen
Überlagerung der Kreislinie.
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Simplex die Summe seiner Lifts zuordnet. Man zeige, daß für die auf der Homo-
logie induzierten Rückzüge

f ∗ : HqY → HqX

im Fall einer n-blättrigen Überlagerung gilt (Hqf)◦f ∗ = n · id : HqY → HqY . Ist
unsere Überlagerung normal und ist G ihre Gruppe von Decktransformationen, so
zeige man weiter f ∗ ◦ (Hqf) =

∑
g∈G Hqg : HqX → HqX .

Übung 17.1.3.17. Man erkläre, wie für einen festen topologischen Raum X die
Homologiegruppen mit Koeffizienten aus 17.1.2.11 als Funktoren Ab → Ab,
A 7→ Hq(X;A) aufgefaßt werden können, und wieso damit für jeden Ring R die
Gruppen Hq(X;R) in natürlicher Weise zu R-Moduln werden, was wir ja auch
bereits in 17.1.2.11 bemerkt hatten.

Übung 17.1.3.18. Man zeige, daß unsere Isomorphismen Zπ0(X)
∼→ H0X in

ihrer Gesamtheit eine Isotransformation Zπ0
∼⇒ H0 von Funktoren Top → Ab

bilden.

Ergänzende Übung 17.1.3.19. Gegeben eine Familie (Kα)α∈A von Kettenkom-
plexen derart, daß in jedem Grad nur endlich viele von ihnen nicht verschwinden,
ist die offensichtliche Kettenabbildung ein Isomorphismus⊔

α∈A

Kα
∼→
l

α∈A

Kα

17.1.4 Homotopie-Invarianz
Satz 17.1.4.1 (Homotopie-Invarianz). Homotope stetige Abbildungen induzie-
ren dieselbe Abbildung auf der Homologie.

17.1.4.2. Dieser Satz ist schon ein sehr starkes Hilfsmittel zur Berechnung der
singulären Homologiegruppen. Er impliziert zum Beispiel, daß ein zusammen-
ziehbarer Raum dieselbe Homologie hat wie ein Punkt. Wir geben zwei Beweise:
Erst einen mehr rechnerischen Beweis, und dann einen mehr konzeptionellen Be-
weis, der jedoch im Gegensatz zu unserem rechnerischen Beweis auf der Kenntnis
der Homologie konvexer Mengen 17.1.2.17 aufbaut.

Vorschau 17.1.4.3. Wir werden das im Folgenden durchgeführte konzeptionelle
Beweisverfahren später formalisieren zum Satz über azyklische Modelle 17.5.6.23
und damit auch die sogenannte „Künneth-Formel“ über die Homologie von Pro-
dukten zeigen. Aus dieser Formel kann die Homotopie-Invarianz im übrigen leicht
direkt hergeleitet werden. Das ist nur insofern nicht ganz fair, als unser Beweis
der Künnethformel auf der Homotopieinvarianz aufbaut. Will man die Homoto-
pieinvarianz direkt aus dem Satz über azyklische Modelle herleiten, mag man
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bemerken, daß bei den Funktoren Top → Ket gegeben durch X 7→ S(X) und
X 7→ S(X × [0, 1]) jeweils alle homogenen Komponenten frei sind mit Modellen
in unseren Simplizes, beim zweiten Funktor nach 17.5.6.21. Damit zeigt dieser
Satz unmittelbar, daß jede Transformation, die auf der nullten Homologie eine
Isotransformation induziert, bereits selbst eine Isotransformation zwischen den
entsprechenden Funktoren Top → Hot gewesen sein muß. Diese Erkenntnis gilt
es dann nur noch anzuwenden auf die Transformation, die von den Projektionen
X × [0, 1]→ X induziert wird.

Erster Beweis. Bezeichnet f, g : X → Y unsere homotopen stetigen Abbildun-
gen, so behauptet der Satz für alle q die Gleichheit Hq(f) = Hq(g) von Abbil-
dungen HqX → HqY . Es gilt also zu zeigen, daß für jeden Zykel z ∈ ZqX
die Differenz (Sqf)(z) − (Sqg)(z) ein Rand in Y ist. Anschaulich ist das recht
klar: Unsere Differenz ist eben „der Rand des Gebiets, das von besagtem Zykel
während der Homotopie von f nach g überstrichen wird“. Etwas formaler sei
h : X × [0, 1] → Y eine Homotopie von f nach g. Bezeichne ων : ∆q+1 →
∆q × [0, 1] diejenige affine Abbildung, die die Ecken e0, . . . , eq+1 unseres Stan-
dardsimplex der Reihe nach abbildet auf (e0, 0), . . . , (eν , 0), (eν , 1), . . . , (eq, 1).
Bezeichne δq : SqX → Sq+1Y die Abbildung, die auf Simplizes gegeben wird
durch

δq(σ) =

q∑
ν=0

(−1)νh ◦ (σ × id) ◦ ων

Nun prüfen wir für die so gegebenen Abbildungen δq die Identitäten ∂δ + δ∂ =
Sqg − Sqf . Sobald das getan ist, sind wir fertig, denn dann gilt für jeden Zykel
z ∈ ZqX die Formel (Sqg)(z) − (Sqf)(z) = ∂δz und unsere Differenz ist in
der Tat ein Rand. Für den Nachweis unserer Identitäten kürzen wir (eν , 0) = vν
und (eν , 1) = wν ab und vereinbaren für q + 1 Punkte a, b, . . . , c einer konvexen
Teilmenge eines reellen Raums die Notationen [a, b, . . . , c] für die Abbildung von
∆q in unsere konvexe Teilmenge, die die Ecken der Reihe nach auf diese Punkte
wirft. Dann haben wir also ων = [v0, . . . , vν , wν , . . . , wq] und

∂δq(σ) =
∑

ν≥µ(−1)ν(−1)µh(σ × id)[v0, . . . , v̂µ, . . . , vν , wν , . . . , wq]

+
∑

ν≤µ(−1)ν(−1)µ+1h(σ × id)[v0, . . . , vν , wν , . . . , ŵµ, . . . , wq]

Andererseits ergibt sich ∂(σ) =
∑

µ(−1)µσ[e0, . . . , êµ, . . . , eq] und damit

δq−1∂(σ) =
∑

ν>µ(−1)ν(−1)µ+1h(σ × id)[v0, . . . , v̂µ, . . . , vν , wν , . . . , wq]

+
∑

ν<µ(−1)ν(−1)µh(σ × id)[v0, . . . , vν , wν , . . . , ŵµ, . . . , wq]

Nach dem Aufaddieren bleiben nur noch die Terme mit ν = µ des Ausdrucks für
∂δq(σ) übrig, und auch diese löschen sich paarweise aus bis auf den Summanden
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mit ν = µ = 0 vorne und den Summanden mit ν = µ = q hinten. Da nun
aber gilt h(σ × id)[w0, . . . , wq] = gσ und h(σ × id)[v0, . . . , vq] = fσ, folgt die
Behauptung.

17.1.4.4. Es mag der Anschauung helfen, sich klarzumachen, daß die Bilder der
ων die vollen Simplizes maximaler Dimension einer Triangulierung von ∆q×[0, 1]
sind. Für die formale Argumentation ist das jedoch belanglos. Unserem zweiten
Beweis schicken wir eine Vorbemerkung voraus.

17.1.4.5 (Abstrakte Variante des Yoneda-Lemmas). Ist C eine Kategorie und
∆ ∈ C ein Objekt, so können wir den Funktor ZC(∆, ) : C → Ab betrachten, der
jedem Objekt X die freie abelsche Gruppe über C(∆, X) zuordnet. Ist dann G :
C → Ab ein weiterer Funktor, so liefert die Abbildungsvorschrift δ 7→ δ∆(id∆)
eine Bijektion

AbC(ZC(∆, ), G)
∼→ G(∆)

zwischen der Menge aller TransformationenZC(∆, )⇒ G und der MengeG(∆).
Man erhält eine Umkehrabbildung, indem man einem g ∈ G(∆) diejenige Fami-
lie von Gruppenhomomorphismen δX : ZC(∆, X) → G(X) zuordnet, bei der
δX dadurch gegeben ist, daß es jedem Morphismus σ : ∆ → X das Element
(Gσ)(g) ∈ G(X) zuordnet.Wir überlassen die Details des Beweises dem Leser
zur Übung, man orientiere sich am Beweis des Yoneda-Lemmas 4.7.10.2.

Beispiel 17.1.4.6 (Variante des Yoneda-Lemmas für Ketten). Für jeden Funktor
G : Top → Ab liefert das Auswerten auf dem tautologischen q-Simplex τq eine
Bijektion zwischen der Menge der Transformationen von Sq nachG und der Men-
ge G(∆q), in Formeln AbTop(Sq, G)

∼→ G(∆q), δ 7→ δ∆q(τq). Der Randoperator
∂ : Sq → Sq−1 entspricht unter dieser Bijektion etwa der Kette ∂τq ∈ Sq−1(∆q).

Zweiter Beweis. Sei wieder h : X × [0, 1] → Y eine Homotopie von f nach
g. Bezeichnen wir die Inklusionen X → X × [0, 1], x 7→ (x, t) mit it, so gilt
f = h ◦ i0 und g = h ◦ i1. Es reicht nun, Hq(i0) = Hq(i1) zu zeigen, denn daraus
folgt mit der Funktorialität der Homologie schon

Hq(f) = Hq(h) ◦ Hq(i0) = Hq(h) ◦ Hq(i1) = Hq(g)

Die Formel Hq(i0) = Hq(i1) bedeutet, daß für jeden Zykel z ∈ ZqX die Differenz
seiner Bilder (Sqi0)(z) − (Sqi1)(z) ein Rand ist. Um das nachzuweisen reicht es,
eine Familie von Morphismen

δ = δq = δXq : SqX → Sq+1(X × [0, 1])

für q ∈ Z zu konstruieren derart, daß gilt ∂δ + δ∂ = Sqi1 − Sqi0, denn dann ist
(Sqi1)(z)−(Sqi0)(z) = ∂δz ein Rand für jeden Zykel z ∈ ZqX . Eine Möglichkeit,
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Dies Bild zeigt zwei homotope Abbildungen der Kreislinie in die punktierte
Ebene und die Bilder desselben aus der formalen Summe von fünf singulären

Eins-Simplizes bestehenden Eins-Zykels unter diesen beiden Abbildungen. Des
weiteren ist in der Abbildung eine Zweikette in der punktierten Ebene

angedeutet, gegeben durch die formale Summe von insgesamt zehn singulären
Zwei-Simplizes, davon die Hälfte mit dem Koeffizienten (−1), deren Rand

gerade die Differenz unserer beiden Eins-Zykel ist. So erkennt man, daß unsere
beiden Eins-Zykel dieselbe Homologieklasse in der punktierten Ebene

repräsentieren.
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derartige Morphismen explizit anzugeben, liefert die explizite Formel

δqσ =

q∑
ν=0

(−1)ν(σ × id)ων

in den Notationen unseres ersten Beweises. Ich will jedoch auch noch einen mehr
konzeptionellen Zugang erklären. Es ist bequem, solch eine Familie zu konstruie-
ren als Transformation, wo wir beide Seiten auffassen als Funktoren in X von den
topologischen Räumen in die abelschen Gruppen. Dann können wir uns nämlich
auf die Variante des Yoneda-Lemmas für Ketten 17.1.4.6 stützen. Bezeichne dazu
τq ∈ Sq(∆q) den tautologischen q-Simplex id : ∆q → ∆q. Wir hatten gese-
hen, daß wir nur für alle topologischen Räume X und alle q ∈ Z Morphismen
δ = δq : SqX → Sq+1(X × [0, 1]) konstruieren müssen derart, daß gilt

∂δq + δq−1∂ = Sqi1 − Sqi0 (∗)q

Wir konstruieren die δq als Transformationen δq : Sq ⇒ Fq+1 in den Funktor
Fq+1 : X 7→ Sq+1(X × [0, 1]) von oben. Sie werden dann nach unserer Yoneda-
Variante 17.1.4.6 schon durch die Angabe jeweils eines Elements δq(τq) = Vq ∈
Sq+1(∆q×[0, 1]) eindeutig festgelegt und wir müssen nur unsere Vq so wählen, daß
die obigen Gleichungen (∗)q erfüllt sind. Da (∗)q aber eine Gleichung von Trans-
formationen Sq ⇒ Fq ist, gilt sie wieder nach unserer Yoneda-Variante 17.1.4.6
immer, wenn sie nach Auswerten auf dem tautologischen Simplex τq ∈ Sq(∆q)
gilt, also genau dann, wenn gilt

(∂δq + δq−1∂)(τq) = (Sqi1 − Sqi0)(τq)

in Sq(∆q × [0, 1]). Für Vq = δq(τq) bedeutet das genau

∂Vq = (Sqi1 − Sqi0 − δq−1∂)(τq)

Man beachte, daß hier die rechte Seite von δq−1, also von Vq−1 abhängt. Wir
wählen nun mögliche Vq induktiv und nehmen an, daß die Vπ für π ≤ q − 1
schon konstruiert sind und die Gleichungen (∗)π für π ≤ q − 1 gelten. Als Basis
der Induktion dürfen wir Vπ = 0 für π < 0 nehmen und als V0 irgendeinen singu-
lären Simplex ∆1 → ∆0× [0, 1], der die Endpunkte des Geradensegments ∆1 „in
der richtigen Reihenfolge“ auf die Endpunkte des Geradensegments ∆0 × [0, 1]
abbildet. Da nun nach Lemma 17.1.2.17 über die Homologie konvexer Mengen
für q > 0 gilt Hq(∆q × [0, 1]) = 0, können wir eine q-Kette in ∆q × [0, 1] für
q > 0 als Rand schreiben genau dann, wenn sie ein Zykel ist. Wir finden für q > 0
also unser Vq wie gewünscht genau dann, wenn gilt

∂(Sqi1 − Sqi0 − δq−1∂)(τq) = 0
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Eine mögliche Wahl von V0, die anders ist als im Beweis vorgeschlagen, und
dazu eine mögliche Wahl von V1
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Das zeigen wir induktiv, indem wir unter Verwendung von (∗)q−1 rechnen

∂(Sqi1 − Sqi0 − δq−1∂) = (Sq−1i1 − Sq−1i0 − ∂δq−1)∂
= δq−2∂∂
= 0

Definition 17.1.4.7. Zwei Kettenabbildungen f, g : A → B von Kettenkomple-
xen heißen kettenhomotop oder kurz homotop, wenn es eine Familie δq : Aq →
Bq+1 von Gruppenhomomorphismen gibt mit fq − gq = ∂q+1δq + δq−1∂q für alle
q. Wir schreiben dafür auch manchmal δ : f ∼ g.

17.1.4.8. Eine Kettenabbildung heißt nullhomotop, wenn sie homotop ist zur
Nullabbildung. Per definitionem sind zwei Kettenabbildungen kettenhomotop, wenn
ihre Differenz nullhomotop ist. Ist weiter g◦h eine Verknüpfung von Kettenabbil-
dungen und ist eine der beiden nullhomotop, so auch die Verknüpfung, wie Sie in
17.1.4.11 selbst prüfen sollen. Wir können deshalb die Homotopiekategorie der
Kettenkomplexe abelscher Gruppen einführen, mit Kettenkomplexen von abel-
schen Gruppen als Objekten und Homotopieklassen von Kettenabbildungen als
Morphismen. Wir notieren sie Hot(Ab) oder HotAb oder auch einfach nur Hot.
Morphismen von Komplexen in der Homotopiekategorie notieren wir manchmal
A →Hot B. Analog erklärt man für einen beliebigen Ring R die Homotopiekate-
gorie HotR = Hot(R -Mod) aller Komplexe von R-Moduln. Isomorphismen in
einer Homotopiekategorie von Komplexen nennen wir auch Homotopieäquiva-
lenzen und notieren sie p∼p→ oder ∼→Hot. Ein Komplex heißt nullhomotop, wenn er
homotopieäquivalent ist zum Nullkomplex.

17.1.4.9. Unsere Argumente von eben zeigen, daß die Homologiegruppen ganz
allgemein Funktoren Hq : Hot(Ab)→ Ab liefern. Weiter haben wir gezeigt, daß
homotope Abbildungen f, g kettenhomotope Abbildungen Sf, Sg auf den singu-
lären Ketten liefern. Genauer erhalten wir für jede Homotopie h : f ∼ g eine
Kettenhomotopie Sf ∼ Sg als Sh ◦ δ mit δ wie im Beweis von 17.1.4.1. Be-
zeichnen wir wie bisher mit Hot die Homotopiekategorie topologischer Räume,
so erhalten wir mithin ein kommutatives Diagramm von Funktoren

Top
S→ Ket(Ab)

Hq→ Ab
↓ ↓ ‖

hTop
S→ Hot(Ab)

Hq→ Ab

Insbesondere induziert eine Homotopieäquivalenz stets Isomorphismen auf der
Homologie. Nun ist die konstante Abbildung von einem topologischen Raum auf
einen Punkt eine Homotopieäquivalenz genau dann, wenn unser Raum zusam-
menziehbar ist. Da Funktoren Isomorphismen zu Isomorphismen machen, liefert
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also für jeden zusammenziehbaren RaumX die konstante Abbildung Isomorphis-
men von seiner Homologie mit der Homologie eines Punktes. Wir folgern für X
zusammenziehbar HqX = Z für q = 0 und Null sonst. Wenn wir den ersten Be-
weis für die Homotopieinvarianz nehmen, erhalten wir unser Lemma 17.1.2.17
über die Homologie konvexer Mengen als Korollar.

Übungen

Übung 17.1.4.10. Für den einpunktigen RaumX = top und den konstanten Null-
simplex σ : ∆0 → top liefert die Vorschrift n 7→ nσ eine Homotopieäquivalenz

Z[0]
p∼p→ S(top)

mit der Notation Z[0] für den Komplex, der Z ist im Grad Null und Null sonst.

Übung 17.1.4.11. Man zeige, daß die Verknüpfung einer nullhomotopen Ket-
tenabbildung mit einer beliebigen Kettenabbildung wieder nullhomotop ist, und
zwar sowohl für das Davorschalten wie auch für das Dahinterschalten.

Übung 17.1.4.12 (Hom-Komplex). Sind (C, ∂C) und (D, ∂D) Kettenkomplexe,
so erklären wir einen Kettenkomplex (CVD) = Hom(C,D) durch die Vorschrift

(CVD)i :=
∏
q

Hom(Cq, Dq+i)

mit Differential ∂(f) = ∂D ◦ f − (−1)|f |f ◦ ∂C und der Konvention |f | = i
für f ∈ (CVD)i. Man zeige, daß gilt ∂(∂(f)) = 0, daß die Nullzykel des
Hom-Komplexes gerade die Kettenabbildungen von C nach D sind, in Formeln
Z0(CVD) = Ket(C,D), und daß diese Gleichheit eine GleichheitH0(CVD) =
Hot(C,D) zwischen der nullten Homologie und dem Raum der Morphismen von
C nach D in der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe induziert. In dieser
Weise erhalten wir natürliche Abbildungen

H(CVD)→ (HCVHD)

Vorschau 17.1.4.13 (Vorzeichen im Hom-Komplex). Die Wahl der Vorzeichen
in unserem Hom-Komplex mag willkürlich wirken. Sie kann jedoch zurückge-
führt werden auf unsere Vorzeichenwahl bei der Definition des Tensorkomplexes
17.5.3.1. Genauer bilden nach 17.5.3.18 die Isomorphismen

αY,Z : Ket(Y ⊗X,Z)
∼→ Ket(Y,XVZ)

gegeben durch f 7→ f̄ mit f̄(y) := (f̄(y)i) und f̄(y)i : Xi → Zi+|y| gegeben
durch x 7→ f|y|+|x|(y ⊗ x) für homogene y, x eine Adjunktion (⊗X,XV) von
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Funktoren Ket → Ket und das Paar (α,XV) ist nach 16.4.8.3 durch ⊗X ein-
deutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Es gibt auch andere mögliche
Paare, von denen das hier betrachtete nur dadurch ausgezeichnet ist, daß ich mir
α gut merken kann. Nur in diesem schwachen und sehr menschlichen Sinne wer-
den auch die Vorzeichen im Hom-Komplex durch die Vorzeichen bei der Wahl
des Tensorkomplexes bestimmt. Bei der Wahl von α könnte man, wenn man den
Teufel am Schwanz ziehen will, durchaus noch igendwelche Vorzeichen einbauen
und müßte dann die Definition vonV eben entsprechend anpassen.

Übung 17.1.4.14. Sei C ein Komplex von Moduln über einem Ring, dessen Ho-
mologiegruppen freie oder allgemeiner „projektive“ Moduln sind. Man zeige, daß
es dann in der Homotopiekategorie der Kettenkomplexe genau einen Homomor-
phismus HC → C gibt, der auf der Homologie die offensichtliche Identifikation
H(HC)

∼→ HC induziert, und daß er im Fall von Vektorräumen sogar eine Ho-
motopieäquivalenz ist. In 17.6.2.11 verallgemeinern wir die zweite Aussage auf
gegen die Pfeile beschränkte Komplexe projektiver Moduln. Für Moduln über
Hauptidealringen zeigen wir eine Variante in 20.2.6.27.

17.1.5 Erste Homologie und Fundamentalgruppe

17.1.5.1. Der Klarheit halber schreiben wir in diesem Abschnitt anders als sonst
JγK für die Homotopieklasse mit festen Endpunkten eines Weges und wie üblich
[z] für die Homologieklasse eines Zykels. Bezeichne c : ∆1

∼→ [0, 1] die Restrik-
tion der Projektion zur zweiten Koordinate auf den Standard-1-Simplex ∆1 =
{(x, y) ∈ [0, 1]2 | x+ y = 1}.

Satz 17.1.5.2. 1. Für jeden bepunkteten Raum (X, x) gibt es genau einen Grup-
penhomomorphismus π1(X, x) → H1X von seiner Fundamentalgruppe in
seine erste singuläre Homologiegruppe mit JγK 7→ [γ ◦ c] für alle geschlos-
senen Wege γ ∈ Ω(X, x);

2. Für jeden wegzusammenhängenden bepunkteten Raum induziert der Homo-
morphismus aus dem ersten Teil einen Isomorphismus zwischen der Abeli-
sierung 16.1.8.1 der Fundamentalgruppe und der ersten singulären Homo-
logiegruppe, den sogenannten Hurewicz-Isomorphismus

π1(X, x)ab ∼→ H1X

17.1.5.3. Ein geschlossener Weg, der unter der im Satz beschriebenen Abbildung
zum Nullelement der ersten Homologiegruppe wird, heißt nullhomolog.
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Ein geschlossener, nicht zusammenziehbarer, aber dennoch nullhomologer Weg
im Komplement einer zweielementigen Teilmenge der komplexen Zahlenebene.

Denken wir uns das Mittelkreuz als Basispunkt und bezeichnet α
beziehungsweise β in der Fundamentalgruppe das Umrunden gegen den

Uhrzeigersinn von a beziehungsweise b, so ist unser Fundamentalgruppe nach
16.2.5.10 frei erzeugt von α und β und unser Weg repräsentiert das Element

α−1β−1αβ in der Fundamentalgruppe.
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Ergänzung 17.1.5.4. Der Hurewicz-Isomorphismus hängt von der a priori unka-
nonischen Wahl unserer Bijektion c : ∆1

∼→ [0, 1] ab. Wählen wir hier statt der
Projektion auf die zweite Koordinate die Projektion auf die erste Koordinate, so
ändert er sein Vorzeichen.

Beweis. 1. Offensichtlich definiert die Vorschrift γ 7→ [γ ◦ c] eine Abbildung
hur : Ω(X, x) → H1X vom Wegeraum in die erste Homologiegruppe. Um zu
zeigen, daß sie auf Homotopieklassen von Wegen konstant ist, geben wir eine
alternative Beschreibung. Bezeichne Exp : [0, 1]→ S1 unsere übliche Abbildung
t 7→ exp(2π i t). Da Exp nach 15.1.7.17 final ist, gibt es zu jedem geschlossenen
Weg γ ∈ Ω(X, x) eine stetige Abbildung γ̃ : S1 → X mit γ = γ̃◦Exp. Betrachten
wir nun in der Kreislinie S1 den 1-Zykel z = Exp ◦c ∈ Z1(S1), so können wir
unsere Abbildung von Ω(X, x) nach H1X auch schreiben als

γ 7→ [γ ◦ c] = (H1γ̃)[z]

Sind nun γ, β ∈ Ω(X, x) homotop mit festen Endpunkten, so sind γ̃ und β̃ ho-
motope Abbildungen von S1 nach X , da wieder nach 15.1.7.17 auch id×Exp :
[0, 1]× [0, 1]→ [0, 1]× S1 final ist. Wir erhalten damit

JγK = JβK ⇒ γ̃ ' β̃

⇒ H1γ̃ = H1β̃ nach Homotopieinvarianz 17.1.4.1
⇒ (H1γ̃)[z] = (H1β̃)[z]
⇒ [γ ◦ c] = [β ◦ c]

Folglich definiert die Vorschrift JγK 7→ [γ ◦ c] in der Tat eine wohlbestimmte Ab-
bildung π1(X, x) → H1X . Wir müssen für den ersten Teil nur noch zeigen, daß
sie ein Gruppenhomomorphismus ist. Dazu betrachten wir die affine Abbildung
p : ∆2 → [0, 1] mit (1, 0, 0) 7→ 0, (0, 1, 0) 7→ 1/2 und (0, 0, 1) 7→ 1. Offensicht-
lich gilt für beliebige γ, β ∈ Ω(X, x), ja sogar für zwei beliebige verknüpfbare
nicht notwendig geschlossene Wege in S1X die Identität

∂((β ∗ γ) ◦ p) = γ ◦ c− (β ∗ γ) ◦ c+ β ◦ c

als da heißt (β ∗ γ) ◦ c ist homolog zu γ ◦ c+ β ◦ c, und für γ, β ∈ Ω(X, x) folgt
daraus in H1X die Gleichung [(β ∗ γ) ◦ c] = [γ ◦ c] + [β ◦ c].
2. Da H1X abelsch ist, definiert die Abbildung aus Teil 1 nach 16.1.8.3 einen
Gruppenhomomorphismus

húr : π1(X, x)ab → H1X

Wir nehmen nun X wegzusammenhängend an und wählen für jeden Punkt y ∈ X
einen Weg αy ∈ Ω(X, y, x) von x nach y. Dann definieren wir einen Gruppenho-
momorphismus

w : S1X → π1(X, x)ab
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Der tautologische Zwei-Simplex mit seinem Rand sowie der Zwei-Simplex
p : ∆2 → [0, 1] und sein Rand in S1([0, 1]).
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durch die Vorschrift, daß er einen 1-Simplex σ : ∆1 → X abbilden möge auf die
Klasse des geschlossenen Weges w(σ) = ᾱz ∗ (σ ◦ c−1) ∗ αy für z = σ(0, 1) und
y = σ(1, 0) die Enden unseres 1-Simplex. Wir zeigen nun, daß dieser Gruppen-
homomorphismus alle Ränder in B1X auf das neutrale Element von π1(X, x)ab

wirft. In der Tat, der Rand eines 2-Simplex τ : ∆2 → X wird unter unserem Grup-
penhomomorphismus abgebildet auf Jᾱu∗(τ ◦k)∗αuK, wo u = τ(0, 0, 1) das Bild
einer Ecke von ∆2 ist und k : [0, 1]→ ∆2 den Weg mit Anfangs- und Endpunkt in
dieser Ecke bezeichnet, der einmal auf dem Rand von ∆2 umläuft in einer Rich-
tung, die der Leser sich selber überlegen möge. Da aber schon k selbst homotop ist
zum konstanten Weg, gilt dasselbe für die obige Verknüpfung. Folglich definiert
unsere Vorschrift einen Gruppenhomomorphismus in der umgekehrten Richtung

w : H1X → π1(X, x)ab

Es bleibt zu zeigen, daß er invers ist zu dem in Teil 1 konstruierten Homomorphis-
mus húr. Um w ◦ húr = id nachzuweisen, wählen wir einen geschlossenen Weg
γ ∈ Ω(X, x) und erkennen, daß unter unserer Verknüpfung seine Klasse abgebil-
det wird auf die Klasse von αx ∗ γ ∗ αx in π1(X, x)ab. Das zeigt w ◦ húr = id.
Um húr ◦w = id nachzuweisen bemerken wir, daß für jeden 1-Simplex σ unser
w(σ) durch den Weg ᾱσ(1,0) ∗ (σ ◦ c−1) ∗ ασ(0,1) repräsentiert wird. Nach dem
Schluß des vorhergehenden Beweises ist damit hur(w(σ)) homolog zur 1-Kette
σ+ασ(1,0) ◦ c−ασ(0,1) ◦ c. Definieren wir also δ : S0X → S1X durch y 7→ αy ◦ c,
so ist hur(w(σ))−σ homolog zu δ∂σ für jeden 1-Simplex σ und nullhomolog für
jeden 1-Zykel a ∈ Z1X , in Formeln [hur(w(a))] = [a] ∀a ∈ Z1X .

Definition 17.1.5.5. Zwei normierte geschlossene Wege α, β in einem topologi-
schen Raum heißen frei homotop, wenn es eine durch τ ∈ [0, 1] parametrisierte
Familie geschlossener normierter Wege γτ gibt mit γ0 = α, γ1 = β und so, daß
(t, τ) 7→ γτ (t) stetig ist auf [0, 1]2.

17.1.5.6. Im Gegensatz zur Homotopie mit festen Endpunkten muß unsere Abbil-
dung auf [0, 1]2 bei einer freien Homotopie also nicht auf der vorderen und hin-
teren Kante konstant sein, sondern vielmehr auf der vorderen und hinteren Kante
denselben Weg darstellen.

Übungen

Übung 17.1.5.7. Man zeige, daß je zwei frei homotope geschlossene Wege unter
den Hurewicz-Homomorphismen zum jeweiligen Basispunkt auf dieselbe Homo-
logieklasse abgebildet werden.

Übung 17.1.5.8. Man zeige, daß die Hurewicz-Isomorphismen für jeden wegzu-
sammenhängenden Raum X einen Isomorphismus hurX : π1(X)ab ∼→ H1(X)
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Dies Bild soll illustrieren, warum für einen Zwei-Simplex τ : ∆2 → X sein
Rand unter unserem Gruppenhomomorphismus abgebildet auf

Jᾱu ∗ (τ ◦ k) ∗ αuK, wo u = τ(0, 0, 1) das Bild einer Ecke von ∆2 ist und
k : [0, 1]→ ∆2 den Weg mit Anfangs- und Endpunkt in dieser Ecke bezeichnet,

der einmal auf dem Rand von ∆2 umläuft.
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zwischen seiner basispunktfreien abelisierten Fundamentalgruppe 16.1.8.4 und
der ersten Homologiegruppe induzieren und daß wir so sogar eine Isotransfor-
mation

hur : πab
1

∼⇒ H1

von Funktoren von der Kategorie der wegzusammenhängenden Räume in die Ka-
tegorie der abelschen Gruppen erhalten.

17.1.6 Homologie offener Teilmengen der Ebene
17.1.6.1 (Umlaufzahlen für Zykel). Gegeben w, z ∈ C zwei verschiedene Punk-
te der komplexen Zahlenebene spezialisiert der Hurewitz-Isomorphismus 17.1.5.2
zu einem Isomorphismus

π1(C\w, z) ∼→ H1(C\w)

Wir notieren den duch die Umlaufzahl γ 7→ Um(γ, w) aus 16.1.7.7 gegebenen
Isomorphismus Um( , w) : π1(C\w, z) ∼→ Z. Man kann leicht zeigen, daß die auf
der Homologie induzierte Abbildung nicht von z abhängt und folglich mit

Um( , w) : H1(C\w)
∼→ Z

bezeichnet werden kann. Für eine Homologieklasse α ∈ H1(C\w) notieren wir
ihr Bild unter dieser Abbildung mit Um(α,w) und nennen diese Zahl die Um-
laufzahl unserer Klasse α um den Punkt w. Für einen 1-Zykel σ ∈ Z1(C\w)
notieren wir das Bild seiner Homologieklasse unter dieser Abbildung wieder mit
Um(σ,w) := Um([σ], w) und nennen diese Zahl die Umlaufzahl des Zykels σ
um den Punkt w.

Ergänzung 17.1.6.2. Bei unserer Definition 17.1.2.19 des Integrals holomorpher
Funktionen über 1-Zykel haben wir mit Vorbedacht dieselbe durch die Projektion
auf die zweite Koordinate gegebene Identifikation c : ∆1

∼→ [0, 1] zugrundegelegt
wie bei der Konstruktion des Hurewitz-Isomorphismus. Ist also γ : [0, 1]→ C ein
Weg und γ ◦ c : ∆1 → C der zugehörige 1-Simplex, so gilt∫

γ

f(z) dz =

∫
[γ◦c]

f(z) dz

Der mit den Grundlagen der Funktionentheorie vertrauten Leser wird nun leicht
einsehen können, daß für jeden Punkt w ∈ C und jede Homologieklasse γ ∈
H1(C\w) ihre Umlaufzahl um den Punkt w auch durch die Formel

Um(γ, w) =
1

2πi

∫
γ

1

z − w
dz



2792 KAPITEL 17. SINGULÄRE HOMOLOGIETHEORIE

beschrieben werden kann, mit dem in 17.1.2.19 erklärten Integralbegriff. Für im
Sinne von 17.1.2.19 „geschlossene“ 1-Simplizes folgt das unmittelbar aus dem
Residuensatz oder auch direkter aus dem Beweis von 14.4.2.1, und im allgemei-
nen folgt es dann aus der Erkenntnis, daß jeder 1-Zykel homolog ist zu einer
Linearkombination geschlossener 1-Simplizes.

Satz 17.1.6.3 (Homologie offener Teilmengen der Ebene). Ist U ⊂◦ C eine of-
fene Teilmenge der komplexen Zahlenebene, so liefert die durch das Bilden der
Umlaufzahlen gegebene Abbildung H1(U) × (C\U) → Z, (σ,w) 7→ Um(σ,w)
einen Gruppenisomorphismus

H1(U)
∼→ C!(C\U,Z)

zwischen der ersten Homologiegruppe von U und der Gruppe der stetigen Z-
wertigen Funktionen mit kompaktem Träger auf dem Komplement von U .

17.1.6.4. Die Injektivität unserer Abbildung bedeutet in anderen Worten, daß ein
Zykel in einer offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene in unserer Teil-
menge nullhomolog ist genau dann, wenn er keinen Punkt außerhalb besagter
Teilmenge umläuft. In 17.4.3.5 wird erklärt, wie sich unser Satz auf offene Teil-
mengen beliebiger endlichdimensionaler Vektorräume verallgemeinern läßt.

Ergänzung 17.1.6.5. Umläuft ein geschlossener Weg in einer offenen Teilmen-
ge der komplexen Zahlenebene U ⊂◦ C keinen Punkt des Komplements C\U ,
so ist er nach 17.1.6.3 insbesondere nullhomolog, und nach 17.1.2.19 verschwin-
det folglich das Integral jeder auf unserer Teilmenge holomorphen Funktion über
besagten Weg. Diese Aussage ist in der Funktionentheorie bekannt als die Um-
laufzahlversion des Integralsatzes von Cauchy.

Ergänzung 17.1.6.6 (Residuensatz, homologische Version). Seien U ⊂◦ C ei-
ne offene Teilmenge und P ⊂ U eine endliche Teilmenge und f : U\P → C
holomorph und γ ein Zykel in U\P , der in U nullhomolog ist. So gilt∫

γ

f(z) dz = 2πi
∑
p∈P

Um(γ, p) Res(f, p)

Wir könnten das genauso herleiten wie den Residuensatz 14.4.2.11. Stattdessen
führen wir hier einen alternativen Beweis vor, der von der Laurententwicklung
unabhängig ist und die Nützlichkeit unserer neuen Sprache zeigen soll. Wählen
wir um jede der Singularitäten w ∈ P einen Kreisweg γw mit so kleinem Radius,
daß die ganze abgeschlossene Kreisscheibe innerhalb dieses Weges in U enthalten
ist und keine andere Singularität enthält, so gilt Um(γw, w) = 1 und Um(γw, v) =
0 für alle v ∈ P\w und für alle v ∈ C\U . Die Zykel γ und

∑
w Um(γ, w)γw
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Illustration zum Satz über die Homologie offener Teilmengen der Ebene
17.1.6.3. Die Ebene C habe ich hier ersetzt durch eine „eiförmige“ konvexe

offene nichtleere Teilmenge derselben, die ja homöomorph ist. Das Komplement
von U ist schraffiert eingezeichnet und besteht aus vier

Zusammenhangskomponenten, von denen eine nicht kompakt ist. In die
kompakten Zusammenhangskomponenten habe ich Zahlen geschrieben, die die
Werte einer Funktion aus C!(C\U,Z) meinen, und darüber hinaus habe ich einen
Eins-Zykel in U angegeben, der unter dem Isomorphismus aus unserem Satz auf

besagte Funktion abgebildet wird.
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haben also dieselben Umlaufzahlen um alle Punkte des Komplements von U\P
in C, als da heißt, ihre Differenz ist in U\P nullhomolog. Daraus folgt wegen der
Homologieinvarianz des Wegintegrals 14.2.3.9 aber sofort∫

γ

f(z) dz =
∑
w∈P

Um(γ, w)

∫
γw

f(z) dz

und die Formel aus der Definition des Residuums 14.4.2.8 zeigt dann den Residu-
ensatz.

Beweis von 17.1.6.3. Jeder Zykel σ ∈ Z1(U) wird in S1(C) ein Rand, σ = ∂α
für α ∈ S2(C). Liegt w auf keinem Simplex von α, so gilt sicher Um(σ,w) = 0.
Folglich verschwindet Um(σ,w) bei festem σ für alle w außerhalb eines geeig-
neten Kompaktums. Daß w 7→ Um(σ,w) auch stetig von w abhängt, also eine
lokal konstante Funktion ist, wird sich der Leser leicht selbst überlegen können.
Damit liefert unsere Abbildungsvorschrift schon einmal einen Gruppenhomomor-
phismus

H1(U)→ C!(C\U,Z)

und es bleibt, dessen Injektivität und Surjektivität zu zeigen. Wir beginnen mit
der Surjektivität. Es reicht sicher zu zeigen, daß alle Funktionen im Bild lie-
gen, die nur die Werte Null und Eins annehmen. Dann zerfällt aber das Kom-
plement in die disjunkte Vereinigung C\U = A0 t A1 einer kompakten Teil-
menge A1, auf der der Wert Eins ist, und einer in C\U und C abgeschlossenen
Teilmenge, auf der der Wert Null ist. Nach 11.2.1.20 existiert ein δ > 0 mit
|x1 − x0| > δ ∀x1 ∈ A1, x0 ∈ A0. Wir können also auf unsere Ebene ein
„Rechenpapier-Raster“ legen, das so fein ist, daß keines der Rechenkästchen so-
wohl A0 als auch A1 trifft. Zu jedem Rechenkästchen erklären wir seinen „Kan-
tenzykel“, der anschaulich der Summe seiner vier mit konstanter Geschwindig-
keit im Gegenuhrzeigersinn zu durchlaufenden Kanten entspricht, in hoffentlich
offensichtlicher Weise. Dann betrachten wir die Summe σ aller „Kantenzykel“
zu Rechenkästchen, die A1 treffen, und behaupten, daß dieser Zykel σ in U liegt
und jeden Punkt von A1 einmal umläuft, jeden Punkt von A0 dahingegen kein-
mal. Letzteres scheint mir offensichtlich. Ersteres scheint mir auch offensichtlich
für Punkte, die auf keiner Kante eines Kästchens liegen. Für Punkte auf Kanten
und Ecken unseres Rechenpapiers ist es aber auch leicht zu sehen. Damit ist die
Surjektivität bewiesen, und es gilt, auch noch die Injektivität zu zeigen. Dazu un-
terbrechen wir den Beweis und zeigen zunächst einige Hilfsaussagen.

Lemma 17.1.6.7. Jeder Zykel in einer offenen Teilmenge der Ebene ist in dieser
offenen Teilmenge homolog zu einer formalen Summe von Kanten von Kästchen
auf einem hinreichend feinen Rechenpapier.
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Anschauliche Darstellung zum Beweis von Satz 17.1.6.3. Unser A0 soll in
diesem Beispiel die Vereinigung der zwei eng schraffierten Stücke sein.
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Ein Zykel und eine dazu homologe Summe von Kanten in einer ringförmigen
offenen Teilmenge der komplexen Zahlenebene.
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Beweis. Nach dem Satz von Hurewicz 17.1.5.2, genauer der leicht zu zeigenden
Surjektivität des Hurewicz-Isomorphismus, ist jeder Zykel in einem wegzusam-
menhängenden Raum homolog zu einem geschlossenen Weg oder präziser zu
einem Zykel, der durch einen einzigen singulären Simplex gegeben wird. Jeder
Zykel in einem beliebigen Raum ist folglich homolog zu einer endlichen Linear-
kombination von derartigen „geschlossenen“ Simplizes. Jeder geschlossene Weg
in einer offenen Teilmenge der Ebene ist weiter homolog, ja nach 12.7.7.11 sogar
homotop zu einem geschlossenen polygonalen Weg und dann sogar frei homo-
top zu einem geschlossenen polygonalen Weg mit Ecken aus Q + Qi. Jedes der
Geradensegmente dieser polygonalen Wege ist hinwiederum homotop in unserer
offenen Teilmenge zu einem „Treppenweg“ mit Ecken in Q+Qi, und der Haupt-
nenner aller Koordinaten aller Ecken aller dieser Treppenwege gibt uns dann eine
mögliche Feinheit für unser Rechenpapier.

Für den Beweis des Satzes reicht es also zu zeigen, daß jeder solche „Kantenzy-
kel“, der keinen Punkt außerhalb unserer offenen Teilmenge umläuft, bereits in
unserer offenen Teilmenge nullhomolog ist. Dazu beachten wir zunächst, daß die
Umlaufzahl auf dem Komplement der Spur unseres Kantenzykels in der Ebene
lokal konstant ist. Liegt also der Abschluß eines unserer Rechenkästchen nicht
ganz in unserer offenen Teilmenge, so verschwindet dort die Umlaufzahl an allen
Stellen, die nicht gerade zu Kanten unseres Kantenzykels gehören, und insbeson-
dere im Innern des besagten Kästchens. Die Umlaufzahl unseres Kantenzykels
kann nun nur auf dem Innern von endlich vielen Rechenkästchen von Null ver-
schieden sein, und diese gehören nach dem Vorhergehenden mit ihrem Abschluß
zu unserer offenen Teilmenge. Wir können also einen weiteren Kantenzykel in
unserer offenen Menge konstruieren, der zu unserem ursprünglichen Kantenzykel
homolog ist und bei dem die Umlaufzahl um jeden Punkt im Innern jedes Rechen-
kästchens verschwindet, indem wir bei jedem Rechenkästchen mit von Null ver-
schiedener Umlaufzahl ein geeignetes Vielfaches seines „Randzykels“ zu unserem
ursprünglichen Zykel addieren. Auf diese Weise töten wir auf dem entsprechen-
den Kästchen die Umlaufzahl und auf den anderen Kästchen ändert sich nichts
und wir erhalten einen zu unserem ursprünglichen Zykel homologen Kantenzy-
kel, der überhaupt keinen Punkt im Innern irgendeines Rechenkästchens umläuft.
Das anschließende Lemma beendet dann den Beweis.

Lemma 17.1.6.8. In einem Kantenzykel, der keinen Punkt aus dem Innern irgend-
eines Kästchens umläuft, kommt jede Kante gleich oft in beiden Richtungen vor.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit argumentieren wir nur für senk-
rechte Kanten. Nehmen wir also an, eine senkrechte Kante käme a-mal in der
Richtung nach oben und b-mal in die Gegenrichtung vor. Ziehen wir von unserem
Kantenzykel den Randzykel des Kästchens links neben unserer Kante ab, und
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zwar a-mal im Gegenuhrzeigersinn und b-mal im Uhrzeigersinn, so erhalten wir
einen neuen Kantenzykel mit Umlaufzahl b − a auf diesem Kästchen und Um-
laufzahl null auf dem Kästchen rechts daneben. Diese Kante selbst gehört aber
gar nicht mehr zur Spur unseres Zykels, und weil die Umlaufzahl lokal konstant
ist folgt b− a = 0.

Ergänzung 17.1.6.9. Für Zykel in nicht notwendig offenen Teilmengen der kom-
plexen Zahlenebene gilt die Aussage von Satz 17.1.6.3 im allgemeinen nicht mehr,
wie nebenstehendes Beispiel illustriert.

Übungen

Übung 17.1.6.10. Man zeige, daß eine zusammenhängende offene Teilmenge der
Ebene R2 genau dann überlagerungstrivial ist, wenn ihre erste Homologiegruppe
verschwindet. Hinweis: Man benötigt die Argumente der vorhergehenden Bewei-
se und 17.1.6.8. Die analoge Aussage gilt in höheren Dimensionen im übrigen
nicht mehr, das einfachste mir bekannte Gegenbeispiel wird in 17.3.3.13 disku-
tiert.
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Ist U ⊂ C nicht offen, so gilt die Aussage von Satz 17.1.6.3 im allgemeinen
nicht mehr, die Umlaufzahlabbildung H1(U)→ Cc(C\U,Z) ist also in dieser
Allgemeinheit nicht mehr notwendig ein Isomorphismus. Betrachten wir etwa

die stetige Funktion

f : [0, 1]→ R

mit f(x) = x sin(πx−1) für x 6= 0 und f(x) = 0 für x = 0. Betrachten wir in der
komplexen Zahlenebene C die Wege

γ1 = t

γ2(t) = t+ if(t)

γ3(t) = t+ i sup(f(t), 0)

γ4(t) = t+ i inf(f(t), 0)

Der Zykel γ1 + γ2 − γ3 − γ4 hat dann Umlaufzahl Null um jeden Punkt im
Komplement seiner Spur. Dennoch ist er in seiner Spur nicht nullhomolog, was

ich hier nur heuristisch begründen will: Wie fein ich eine endliche Zerstückelung
auch wähle, die Situation in der Nähe des Ursprungs bleibt einfach zu verworren.
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17.2 Relative singuläre Homologie
In diesem Abschnitt führen wir eine Verallgemeinerung unserer singulären Ho-
mologiegruppen ein, die sogenannten „relativen Homologiegruppen“ eines topo-
logischen Raums relativ zu einer Teilmenge. Man mag sich fragen, ob es nicht
sinnvoller wäre, erst einmal die bisher eingeführten gewöhnlichen Homologie-
gruppen so eingehend zu studieren, daß wir sie für einige elementare Beispiele
auch berechnen könnten, anstatt gleich zu verallgemeinern. Es erweist sich je-
doch, daß die Verallgemeinerung zur relativen Homologie bei der Berechnung der
gewöhnlichen Homologiegruppen entscheidend hilft, sobald wir (1) die lange ex-
akte Homologiesequenz hergeleitet haben, die die relative mit der gewöhnlichen
Homologie in Beziehung setzt, und (2) den Satz über die Ausschneidung gezeigt
haben, der sich nur für die relative Homologie überhaupt formulieren läßt.

17.2.1 Definition der relativen Homologie

Definition 17.2.1.1. Ist (X,A) ein Raumpaar, als da heißt ein topologischer
Raum X mit einer Teilmenge A, so liefert die Einbettung A ↪→ X für alle q ∈ Z
Inklusionen SqA ↪→ SqX auf den Gruppen der singulären q-Ketten. Die Quotien-
tengruppe bezeichnen wir mit

Sq(X,A) := SqX/SqA

und nennen ihre Elemente relative q-Ketten. Wir geben der Quotientenabbildung
SqX � Sq(X,A) keinen Namen.

17.2.1.2. Die Quotientenabbildung liefert einen Isomorphismus zwischen der frei-
en Gruppe über der Menge aller der q-Simplizes σ : ∆q → X , deren Bild nicht in
A enthalten ist, und der Gruppe der relativen q-Ketten Sq(X,A). Diese Sichtweise
zeigt, daß auch die relativen Ketten eine freie abelsche Gruppe bilden.

17.2.1.3. Man überzeugt sich leicht, daß es eindeutig bestimmte Gruppenhomo-
morphismen ∂̄q : Sq(X,A) → Sq−1(X,A) gibt derart, daß auch das rechte Qua-
drat im folgenden Diagramm kommutiert:

SqA ↪→ SqX � Sq(X,A)

∂q ↓ ∂q ↓ ∂̄q ↓
Sq−1A ↪→ Sq−1X � Sq−1(X,A)

Es ist klar, daß die Sq(X,A) mit diesem Differential einen Kettenkomplex bilden,
daß in anderen Worten gilt ∂̄ ◦ ∂̄ = 0. Wir notieren ihn S(X,A) und definieren die
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relativen Homologiegruppen von unserem Raumpaar als die Homologie dieses
Kettenkomplexes, in Formeln

Hq(X,A) := Hq(S(X,A)) = ker ∂̄q/ im ∂̄q+1

Die Elemente von ker ∂̄q heißen auch die relativen q-Zykel, die Elemente von
im ∂̄q+1 die relativen q-Ränder und für einen relativen Zykel c bezeichnet wieder
[c] seine Homologieklasse.

Vorschau 17.2.1.4. In 17.2.4.15 wird klar werden, daß wir unter geeigneten An-
nahmen an unser Raumpaar (X,A) die relative Homologie Hq(X,A) für q > 0
identifizieren können mit der Homologie Hq(X/A) des Raums X/A, der aus X
entsteht durch die Identifikation der Teilmenge A zu einem Punkt.
Beispiel 17.2.1.5. Wir haben H1([a, b], {a, b}) ∼= Z, für a < b inR. Diese Aussage
können Sie sich als Übung hier schon überlegen, wir erhalten sie später auch als
einen Spezialfall von 17.2.3.4. Wir werden in 17.2.3.6 auch für die Homologie der
Einheitskreisscheibe reltiv zu ihrem Rand die Identität H2(D2, S1) ∼= Z zeigen.
Hier erkläre ich nur in der schmutzigen Anschauung und ohne Beweis, wie man
sich einen Erzeuger dieser relativen Homologie vorstellen mag: Man schneide da-
zu den Kuchen D2 wie üblich in Stücke und betrachte jedes der Stücke mit einer
geeigneten Orientiering als 2-Simplex. Die formale Summe dieser Simplizes hat
dann als Rand nur den Rand des Kuchens selber und bildet folglich einen relativen
Zykel, von dem man mithilfe des zweiten Teils von 17.2.3.4 zeigen kann, daß sei-
ne Klasse in der Tat die relative Homologie erzeugt. Die erste relative Homologie
des Möbiusbands M aus 15.1.7.9 relativ zu seinem Randkreis S1 hat genau zwei
Elemente, H1(M,S1) ∼= Z/2Z, und ein nichttriviales Element wird repräsentiert
durch den 1-Zykel, der „in der Mitte des Möbiusbands einmal umläuft“. Um das
alles präzise zu zeigen, benötigen wir jedoch die lange exakte Homologiesequenz
17.2.2.4.

Definition 17.2.1.6. Ein Morphismus von Raumpaaren f : (X,A) → (Y,B)
ist per definitionem schlicht eine stetige Abbildung f : X → Y mit f(A) ⊂ B.
So ein f induziert eine Abbildung Hqf auf der relativen Homologie. Genauer
definiert man zunächst Sqf : Sq(X,A) → Sq(Y,B) durch die Bedingung, daß
auch das rechte Quadrat im folgenden Diagramm kommutiert:

SqA ↪→ SqX � Sq(X,A)
↓ ↓ ↓

SqB ↪→ SqY � Sq(Y,B)

Dann prüft man, daß diese Sqf sogar mit den Differentialen kommutieren und so
einen Morphismus von Kettenkomplexen

Sf : S(X,A)→ S(Y,B)
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Ein Erzeuger der relativen Homologie H2(D2, S1) ∼= Z
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definieren. Dieser Morphismus liefert dann schließlich auf der Homologie die ge-
wünschten Morphismen Hqf : Hq(X,A)→ Hq(Y,B).

17.2.1.7. Ich notiere die Kategorie der Raumpaare Top⊂. In diesen Notationen ist
also die relative Homologie die Verknüpfung von Funktoren

Top⊂
S→ Ket(Ab)

Hq→ Ab

Die Definition der relativen Ketten schenkt uns natürliche Morphismen SX →
S(X,A) und damit HqX → Hq(X,A). Es ist klar nach den Definitionen, daß sie
im Fall A = ∅ stets Isomorphismen sind.

Übungen

Übung 17.2.1.8 (Verträglichkeit der relativen Homologie mit Koprodukten).
Die Funktoren Hq : Top⊂ → Ab der relativen Homologie sind verträglich mit
beliebigen Koprodukten.

Übung 17.2.1.9. Man konstruiere eine Isotransformation zwischen den beiden fol-
genden Funktoren von den Raumpaaren in die abelschen Gruppen:

1. (X,A) 7→ H0(X,A)

2. (X,A) 7→
{

Die freie abelsche Gruppe über der Menge aller Wegzu-
-sammenhangskomponenten von X , die A nicht treffen

}
Übung 17.2.1.10. Seien f, g : (X,A) → (Y,B) zwei Morphismen zwischen
Raumpaaren. Eine Homotopie von f nach g ist ein Morphismus von Raumpaaren
h : (X× [0, 1], A× [0, 1])→ (Y,B) derart, daß gilt h◦ i0 = f und h◦ i1 = g. Man
zeige: Sind zwei Morphismen f, g : (X,A)→ (Y,B) homotop, so induzieren sie
dieselben Abbildungen Hqf = Hqg : Hq(X,A) → Hq(Y,B) auf den relativen
Homologiegruppen. Hinweis: Man wiederhole den alten Beweis und zeige sogar
stärker, daß (Sf−Sg) : S(X,A)→ S(Y,B) nullhomotop ist. Man zeige durch ein
Beispiel, daß es nicht ausreicht, nur vorauszusetzen, daß f und g als Abbildungen
X → Y sowie als Abbildungen A→ B jeweils zueinander homotop sind.

17.2.2 Lange exakte Homologiesequenz
17.2.2.1. Ich erinnere daran, daß eine Sequenz A′ → A → A′′ von Gruppen und
Gruppenhomomorphismen exakt bei A oder genauer exakt bei A heißt, wenn
gilt im(A′ → A) = ker(A → A′′); daß eine längere Sequenz von Gruppen und
Gruppenhomomorphismen exakt heißt, wenn sie an jeder Stelle mit Vorgänger
und Nachfolger exakt ist; daß eine Sequenz A′ → A → A′′ von Gruppen und
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Gruppenhomomorphismen eine kurze exakte Sequenz heißt, wenn die Sequenz
0 → A′ → A → A′′ → 0 exakt ist; und daß wir kurze exakte Sequenzen gerne
notieren als

A′ ↪→ A� A′′

Satz 17.2.2.2. Sei C ′
i
↪→ C

p
� C ′′ eine kurze exakte Sequenz von Kettenkom-

plexen, als da heißt, C ′q ↪→ Cq � C ′′q soll für alle q eine kurze exakte Sequenz
von abelschen Gruppen sein. So gilt:

1. Es gibt für jedes q genau eine Abbildung, den sogenannten Randoperator

∂̂ : HqC
′′ → Hq−1C

′

derart, daß gilt ∂̂[c′′] = [c′] für Zykel c′′ ∈ ZqC ′′ und c′ ∈ Zq−1C
′ ge-

nau dann, wenn es ein c ∈ Cq gibt mit pc = c′′ und ∂c = ic′, und diese
Abbildung ∂̂ ist ein Gruppenhomomorphismus;

2. Mit den von der Funktorialität der Homologie herrührenden Homorphis-
men in der Mitte und den Randoperatoren aus dem esten Teil an den Seiten
erhalten wir eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen, die abstrakte
lange exakte Homologiesequenz

. . .→ Hq+1C
′′ → HqC

′ → HqC → HqC
′′ → Hq−1C

′ → . . .

Ergänzung 17.2.2.3. Ist C ′ ↪→ C � C ′′ eine kurze exkte Sequenz von nicht
notwendig graduierten differentiellen abelschen Gruppen, so erhalten wir in der-
selben Weise eine periodische lange exakte Sequenz

. . .→ HC ′′ → HC ′ → HC → HC ′′ → HC ′ → . . .

17.2.2.4. Die Bezeichnung als Randoperator ist durch die topologische Anwen-
dung motiviert: Wir werden im folgenden zu jedem Raumpaar (X,Z) Homomor-
phismen ∂̂ = ∂̂q : Hq(X,Z)→ Hq−1(Z) konstruieren derart, daß die Sequenz

. . .→ Hq+1(X,Z)→ Hq(Z)→ Hq(X)→ Hq(X,Z)→ Hq−1(Z)→ . . .

exakt ist, wenn wir diese ∂̂ und die von den Einbettungen (Z, ∅) ↪→ (X, ∅) ↪→
(X,Z) induzierten Abbildungen als Morphismen nehmen. Ist genauer eine rela-
tive Homologieklasse [c] ∈ Hq(X,Z) gegeben, so repräsentieren wir [c] durch
einen relativen q-Zykel c ∈ Sq(X,Z) und diesen durch eine q-Kette c̃ ∈ SqX .
Dann ist ∂c̃ ∈ Sq−1Z ein (q − 1)-Zykel und wir nehmen als ∂̂[c] seine Homo-
logieklasse, in Formeln ∂̂[c] := [∂c̃]. Daß wir so eine wohldefinierte Abbildung
erhalten und daß mit diesen Abbildungen die oben angegebene Sequenz exakt ist,
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Dieses Bild soll den Randoperator der langen exakten Homologiesequenz
anschaulich machen. Es stellt einen zweidimensionalen Simplizialkomplex K

mit 18 Zwei-Simplizes dar und darin schraffiert einen Teilkomplex Z . Die
Summe der sieben durch einen Kreispfeil mit einer Orientierung versehenen

Zwei-Simplizes ist ein relativer Zwei-Zykel aus SK/SZ und repräsentiert eine
relative simpliziale Homologieklasse inH2(SK/SZ). Sein Rand ist die Summe
der im Bild durch Pfeile gerichteten Kanten, ein simplizialer Eins-Zykel aus SZ ,

dessen Homologieklasse inH1(SZ) das Bild unserer relativen simplizialen
Homologieklasse unter dem Randoperator der langen exakten

Homologiesequenz repräsentiert.
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folgt aus Satz 17.2.2.2, angewandt auf die kurze exakte Sequenz von Kettenkom-
plexen

SZ ↪→ SX � S(X,Z)

Unsere Sequenz heißt die lange exakte Homologiesequenz des Raumpaares
(X,Z).

Beweis. Das folgende Diagramm stellt alle im Beweis benötigten Gruppen und
Abbildungen dar:

Cq+1 � C ′′q+1

↓ ↓
C ′q ↪→ Cq � C ′′q
↓ ↓ ↓
C ′q−1 ↪→ Cq−1 � C ′′q−1

↓ ↓
C ′q−2 ↪→ Cq−2

Jetzt beginnen wir mit der eigentlichen Argumentation. Ist c′′ ∈ C ′′q ein Zykel und
c ∈ Cq ein Urbild, in Formeln pc = c′′, so folgt p∂c = ∂c′′ = 0 und mit Exaktheit
bei Cq−1 gibt es c′ ∈ C ′q−1 mit ic′ = ∂c. Dies c′ muß sogar ein Zykel sein, denn es
gilt i∂c′ = ∂ic′ = ∂2c = 0 und iq−2 ist injektiv.

Wir wollen gerne ∂̂[c′′] = [c′] setzen und müssen zeigen, daß die Homologie-
klasse [c′] weder von der Wahl von c′′ noch von der Wahl von c abhängt. Aber sei
sonst b′′ ∈ C ′′q+1 gegeben und sei c′′ abgeändert zu c′′ + ∂b′′. Wir finden b ∈ Cq+1

mit pb = b′′. Wählen wir c̃ ∈ Cq mit pc̃ = c′′ + ∂b′′, so folgt p(c̃ − c − ∂b) = 0,
also c̃ − c − ∂b = ib′ für b′ ∈ C ′q. Ist nun ∂c̃ = ic̃′ so folgt i(c̃′ − c′) = i∂b′ und
somit [c̃′] = [c′] wie gewünscht.

Damit ist also ∂̂ definiert und wir überlassen dem Leser den Nachweis, daß
dies ∂̂ durch die im ersten Teil des Satzes angegebene Eigenschaft charakteri-
siert wird. Es bleibt nur die Exaktheit unserer Sequenz nachzuweisen. Man folgert
mühelos aus den Definitionen daß die Verknüpfung je zweier aufeinanderfolgen-
der Morphismen verschwindet, also ker ⊃ im. Wir müssen noch ker ⊂ im an
jeder Stelle zeigen.

Bei HqC folgt aus [c] 7→ 0 für c ∈ ZqC sofort pc = ∂b′′ und die Surjektivität
von Cq+1 → C ′′q+1 liefert uns b ∈ Cq+1 mit pb = b′′, also p(c−∂b) = 0. Dann gibt
es aber nach der Exaktheit von C ′q ↪→ Cq � C ′′q ein c′ ∈ C ′q mit ic′ = c− ∂b und
notwendig ist c′ ein Zykel und [c′] 7→ [c− ∂b] = [c]. BeiHqC

′′ folgt aus [c′′] 7→ 0,
daß für jedes Urbild c ∈ Cq mit c 7→ c′′ gilt ∂c = ic′ für einen Rand c′ = ∂b′ in
C ′q−1. Dann ist aber c− ib′ ∈ Cq ein Zykel und [c′′] das Bild von [c− ib′] ∈ HqC.
Bei Hq−1C

′ folgt aus [c′] 7→ 0 ja ic′ = ∂c für c ∈ Cq und dann muß pc ∈ C ′′q ein
Zykel sein mit [pc] 7→ [c′]. Der Satz ist bewiesen.
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17.2.2.5. Gegeben ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen
exakten Zeilen

C ′ ↪→ C � C ′′

↓ ↓ ↓
D′ ↪→ D � D′′

ist auch das folgende Diagramm kommutativ:

. . . → HqC
′ → HqC → HqC

′′ → Hq−1C
′ → . . .

↓ ↓ ↓ ↓
. . . → HqD

′ → HqD → HqD
′′ → Hq−1D

′ → . . .

Das folgt aus der Funktorialität vonHq für die ersten beiden Quadrate und aus der
Konstruktion von ∂̂ für das dritte Quadrat.

17.2.2.6. Inbesondere kommutieren für jeden Morphismus f : (X,A) → (Y,B)
von Raumpaaren mit den Randabbildungen der jeweiligen langen exakten Homo-
logiesequenzen die Diagramme

Hq(X,A) → Hq−1(A)
↓ ↓

Hq(Y,B) → Hq−1(B)

Korollar 17.2.2.7. Sei f : (X,A) → (Y,B) ein Morphismus von Raumpaaren.
Induziert f Isomorphismen Hqf : HqX

∼→ HqY und Hqf : HqA
∼→ HqB für alle

q, so induziert f auch auf der relativen Homologie Isomorphismen

Hqf : Hq(X,A)
∼→ Hq(Y,B)

Beweis. Das folgt aus der langen exakten Homologiesequenz mit dem anschlie-
ßenden Fünferlemma.

17.2.2.8. Induziert in der Situation des Korollars die Abbildung f Homotopieäqui-
valenzen X → Y und A→ B, so induziert f nach unserem Korollar Isomorphis-
men auf der relativen Homologie, ohne daß es deshalb eine Homotopieäquivalenz
von Raumpaaren im Sinne von 17.2.1.10 sein muß.

Lemma 17.2.2.9 (Fünferlemma). Wir betrachten ein kommutatives Diagramm
von abelschen Gruppen der Gestalt

A → B → C → D → E
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
A′ → B′ → C ′ → D′ → E ′

Sind die beiden Horizontalen exakte Sequenzen und sind alle Vertikalen bis auf
die mittlere Isomorphismen, so ist auch die mittlere Vertikale ein Isomorphismus.
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Beweis. Diese Diagrammjagd überlassen wir dem Leser. Man bemerke, daß wir
sogar bei der Vertikale ganz links nur die Surjektivität verwenden und bei der
Vertikale ganz rechts nur die Injektivität.

17.2.2.10. Gegeben X ⊃ Y ⊃ Z ein topologischer Raum mit zwei Teilmengen
erhalten wir eine lange exakte Sequenz

. . .Hq+1(X, Y )→ Hq(Y, Z)→ Hq(X,Z)→ Hq(X, Y )→ Hq−1(Y, Z) . . .

abelscher Gruppen, die lange exakte Homologiesequenz des Tripels (X, Y, Z),
aus der kurzen exakten Sequenz SY/SZ ↪→ SX/SZ � SX/SY von Kettenkom-
plexen, die hinwiederum eine Konsequenz des noetherschen Isomorphiesatzes ist.

Übungen

Übung 17.2.2.11 (Neunerlemma). Sei gegeben ein kommutatives Diagramm von
Gruppen mit kurzen exakten Zeilen der Gestalt

A3 ↪→ B3 � C3

↓ ↓ ↓
A2 ↪→ B2 � C2

↓ ↓ ↓
A1 ↪→ B1 � C1

und seien die senkrechten Kompositionen jeweils Null. Sind zwei der Spalten
kurze exakte Sequenzen, so auch die Dritte. Hinweis: Im Fall kommutativer Grup-
pen benutze man die lange exakte Homologiesequenz. Im Fall nichtkommutativer
Gruppen bleibt allerdings nur die Diagrammjagd, vergleiche 4.4.7.5.
Übung 17.2.2.12. Eine kurze exakte Sequenz A′ ↪→ A � A′′ von abelschen
Gruppen heißt spaltend, wenn es einen Isomorphismus A ∼→ A′⊕A′′ gibt derart,
daß das folgende Diagramm kommutiert, mit a′ 7→ (a′, 0) und (a′, a′′) 7→ a′′ in
der unteren Horizontalen:

A′ ↪→ A � A′′

‖ ↓o ‖
A′ ↪→ A′ ⊕ A′′ � A′′

Man zeige, daß für eine kurze exakte Sequenz A′ ↪→ A � A′′ von abelschen
Gruppen gleichbedeutend sind: (1) Die Sequenz spaltet; (2) Die Surjektion A �
A′′ besitzt ein Rechtsinverses; (3) Die InjektionA′ ↪→ A besitzt ein Linksinverses.
17.2.2.13. Man nennt ganz allgemein einen surjektiven Gruppenhomomorphis-
mus, der ein Rechtsinverses besitzt, einen spaltenden surjektiven Gruppenho-
momorphismus und einen injektiven Gruppenhomomorphismus, der ein Links-
inverses besitzt, einen spaltenden injektiven Gruppenhomomorphismus. Die-
selbe Terminologie verwendet man bei Moduln über Ringen und auch in noch



17.2. RELATIVE SINGULÄRE HOMOLOGIE 2809

größerer Allgemeinheit. In welcher Bedeutung das jeweils gemeint ist, ob also
die fraglichen Halbinversen Gruppenhomomorphismen, Modulhomomorphismen
oder irgendeine andere Art von Morphismen sein sollen, gilt es jeweils aus dem
Kontext zu erschließen.

Übung 17.2.2.14. Eine abelsche Gruppe F heißt frei, wenn sie isomorph ist zur
freien abelschen Gruppe ZM über einer Menge M . Man zeige, daß jede Surjekti-
on von einer beliebigen abelschen Gruppe auf eine freie abelsche Gruppe spaltet.

Übung 17.2.2.15. Sei gegeben ein kommutatives (3 × 3)-Diagramm von Ketten-
komplexen mit exakten Zeilen und Spalten

A′ ↪→ A � A′′

↓ ↓ ↓
B′ ↪→ B � B′′

↓ ↓ ↓
C ′ ↪→ C � C ′′

So kommutiert das Diagramm der Randoperatoren der zugehörigen langen exak-
ten Homologiesequenzen bis auf ein Vorzeichen, und zwar kommutiert genauer
das Diagramm

HqC
′′ ∂̂→ Hq−1C

′

∂̂ ↓ ↓ −∂̂
Hq−1A

′′ ∂̂→ Hq−2A
′

Übung 17.2.2.16 (Erweiterte Natürlichkeit der Homologiesequenz). Gegeben
ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen exakten Zeilen

B′ ↪→ C ′ � D′

↓ ↓
A ↪→ B � C

gibt es eine wohlbestimmte Abbildung HqD
′ → Hq−1A, für die die Klasse eines

Zykels d′ ∈ ZqD′ genau dann auf die Klasse von a ∈ Zq−1A abgebildet wird,
wenn es ein Urbild c′ ∈ C ′q von d′ gibt und ein Urbild β′ ∈ B′q−1 von ∂c′ und ein
Urbild b ∈ Bq vom Bild c ∈ Cq von c′ mit a = ∂b − β für β ∈ Bq−1 das Bild
von β′. Mit dieser Abbildung erhalten wir einen Morphismus der langen exak-
ten Homologiesequenz der oberen Horizontale in die durch Negativmachen aller
HqA→ HqB abgeänderte lange exakte Homologiesequenz der unteren Horizon-
tale

. . .→ Hq+1D
′ → HqB

′ → HqC
′ → HqD

′ → . . .
↓ ↓ ↓ ↓

. . .→ HqA
−1→ HqB → HqC → Hq−1A

−1→ . . .
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Jedes kommutative Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen exakten Zeilen

A′ ↪→ B′ � C ′

↓ ↓
B ↪→ C � D

liefert auch einen Morphismus der zugehörigen langen exakten Sequenzen mit
der Nullabbildung Hq−1A

′ → HqD. Eigentlich sollte man auch hier Vorzeichen
einführen, aber in diesem Fall ist es nicht nötig, weil Minus Null auch Null ist. In
20.2.6.32 werden wir beide Aussagen als eine Konsequenz des „Drehens ausge-
zeichneter Dreiecke“ zu verstehen lernen.

17.2.3 Ausschneidung und Anwendungen

Satz 17.2.3.1 (Ausschneidung). Seien (X,Z) ein Raumpaar und L ⊂ Z eine
Teilmenge von Z, deren Abschluß im Inneren von Z liegt, in Formeln L̄ ⊂ Z◦. So
liefert die Einbettung (X\L,Z\L) ↪→ (X,Z) Isomorphismen auf den relativen
Homologiegruppen

Hq(X\L,Z\L)
∼→ Hq(X,Z)

17.2.3.2. Im Satz meinen wir mit L̄ ⊂ Z◦ die Bedingung ClX(L) ⊂ OfX(Z).
Der Satz besagt salopp gesprochen, daß sich die relative Homologie nicht ändert,
wenn wir die Menge L gleichzeitig sowohl ausX als auch aus Z herausschneiden.
Eine alternative Formulierung ist

Hq(U,U\A)
∼→ Hq(X,X\A)

für Teilmengen U,A ⊂ X mit Ā ⊂ U◦. Man erhält sie durch den Übergang zu
den richtigen Komplementen.

17.2.3.3. Wir stellen den Beweis zurück und geben zunächst einige Anwendun-
gen. Bezeichne ∂∆n ⊂ ∆n den anschaulichen Rand ∂∆n := {(x0, . . . , xn) ∈
∆n | xi = 0 für mindestens ein i} des n-ten Standardsimplex.

Satz 17.2.3.4 (Homologie von Simplizes relativ zu ihrem Rand). Die Homo-
logiegruppen Hq(∆n, ∂∆n) der Standardsimplizes relativ zu ihrem Rand werden
gegeben durch

Hq(∆n, ∂∆n) ∼=
{
Z q = n;
0 sonst.

Des weiteren ist die Klasse [τn] des tautologischen Simplex τn ein Erzeuger der
relativen Homologiegruppe Hn(∆n, ∂∆n).
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17.2.3.5. Ein meiner Ansicht nach anschaulicherer Zugang zur Berechnung dieser
Homologiegruppen vermittels der „Mayer-Vietoris-Sequenz“ wird in 17.2.4.12 er-
klärt. Er liefert jedoch keine explizite Beschreibung eines Erzeugers, und diese
explizite Beschreibung werden wir brauchen, um den Zusammenhang zwischen
simplizialer und singulärer Homologie zu klären.

Beweis. Für n = 0 ist ∆n ein Punkt und ∂∆n die leere Menge und der Satz ist un-
sere Aussage 17.1.2.13 über die Homologie eines Punktes. Den allgemeinen Fall
folgern wir durch vollständige Induktion. Dazu betten wir ∆n ein in ∆n+1, indem
wir als letzte Koordinate eine Null anfügen, und betrachten in ∆n+1 die Spitze
p = (0, 0, 0, . . . , 1), die der Seitenfläche ∆n ⊂ ∆n+1 gegenüberliegt. Weiter be-
trachten wir die Vereinigung Λn+1 ⊂ ∆n+1 aller Seitenflächen, die diese Spitze p
enthalten, und die Isomorphismen

Hq(∆n, ∂∆n)
∼→ Hq(∂∆n+1\p,Λn+1\p)

∼→ Hq(∂∆n+1,Λn+1)

wie sie von den Einbettungen aufgrund der Homotopieinvarianz und der Aus-
schneidung von p induziert. Die Randabbildung zur langen exakten Homologie-
sequenz des Tripels (∆n+1, ∂∆n+1,Λn+1) liefert weiter Isomorphismen

Hq+1(∆n+1, ∂∆n+1)
∼→ Hq(∂∆n+1,Λn+1)

und die erste Behauptung folgt durch Induktion. Unter diesen Isomorphismen geht
die Klasse [τn+1] ∈ Hn+1(∆n+1, ∂∆n+1) über in (−1)n+1[τn] ∈ Hn(∆n, ∂∆n),
und so ergibt sich auch die zweite Behauptung mit vollständiger Induktion.

Korollar 17.2.3.6 (Homologie von Bällen relativ zu ihrem Rand). Für n ≥ 0
wird die Homologie des n-Balls relativ zu seinem Rand gegeben durch die For-
meln

Hq(D
n, Sn−1) ∼=

{
Z q = n;
0 sonst.

Beweis. Das folgt sofort aus 17.2.3.4, da es etwa nach 15.1.4.12 einen Homöomor-
phismus ∆n

∼→ Dn gibt, der eine Bijektion ∂∆n
∼→ Sn−1 induziert. Alternativ

folgt es auch aus dem anschließenden Satz.

Satz 17.2.3.7 (Homologie der Sphären). Die Homologiegruppen der Sphären
Sn werden für n ≥ 1 gegeben durch

Hq(S
n) ∼=

{
Z q = 0 oder q = n;
0 sonst.

Die Nullsphäre S0 besteht schlicht aus zwei Punkten, wir haben in diesem Fall
also H0(S0) ∼= Z⊕ Z sowie Hq(S

0) = 0 für q > 0.
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Die Raumpaare und das Raumtripel aus dem Beweis von 17.2.3.4 im Fall n = 1.
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Beweis. Das ergibt sich aus dem vorhergehenden Korollar 17.2.3.6 mit der langen
exakten Homologiesequenz des Raumpaars (Dn+1, Sn). Einen alternativen und
vielleicht anschaulicheren Beweis mithilfe der „Mayer-Vietoris-Sequenz“ geben
wir in 17.2.4.12. Er hat allerdings den Nachteil, keinen expliziten Erzeuger der
Homologie zu liefern.

17.2.3.8. Gegeben ein punktierter topologischer Raum (X, x) nennt man seine
Homologie Hq(X,X\x) relativ zum Komplement des ausgezeichneten Punktes
auch seine lokale Homologie.

Korollar 17.2.3.9 (Lokale Homologie reeller Vektorräume). Für n ≥ 0 und
jeden Punkt x ∈ Rn gilt

Hq(Rn,Rn\x) ∼=
{
Z q = n;
0 sonst.

Insbesondere sind Rn und Rm für n 6= m nicht homöomorph.

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit x = 0 annehmen.
Die Einbettung (Dn, Sn−1) → (Rn,Rn\0) induziert nun aufgrund der Homo-
topieinvarianz 17.2.2.7 Isomorphismen auf den relativen Homologiegruppen und
die Aussage folgt so aus 17.2.3.6.

17.2.3.10 (Wahl von Erzeugern). Bis hierher haben wir die Frage offengelas-
sen, wie man sinnvoll Erzeuger von Hn(Dn, Sn−1), Hn(Rn,Rn\0) und HnS

n aus-
zeichnen kann. In meinen Augen ist es besonders sinnvoll, mit demjenigen Erzeu-
ger τ ∈ H1(R,R\0) zu beginnen, der durch die Klasse des relativen Einszykels
[−1, 1] gegeben wird, also durch die affine Abbildung ∆1 → R mit e0 7→ −1 und
e1 7→ 1. Dann liefert das Kreuzprodukt der relativen Homologie 17.5.7.12 einen
ausgezeichneten Erzeuger

τ×n ∈ Hn(Rn,Rn\0)

für alle n ≥ 0. Daraus erhalten wir mit dem durch die Einbettung gegebenen
Isomorphismus Hn(Dn, Sn−1)

∼→ Hn(Rn,Rn\0) ausgezeichnete Erzeuger von
Hn(Dn, Sn−1) und mit dem Randoperator ausgezeichnete Erzeuger von HnS

n für
n ≥ 1 und allgemeiner ausgezeichnete Erzeuger der in 17.3.3.5 eingeführten redu-
zierten Homologie H̃nS

n für n ≥ −1. Wie nennen sie unsere Standarderzeuger.
Damit wir auch hier schon mit diesen Standarderzeugern arbeiten können, geben
wir eine explizite Beschreibung und definieren unsere Standarderzeuger

ηn ∈ Hn(Rn,Rn\0)

vorerst dadurch, das sie durch den affinen n-Simplex [
(
−
∑

ei
)
, e1, . . . , en] re-

präsentiert werden, eine stetige Abbildung ∆n → Rn. Da diese Abbildung eine
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Homotopieäqivalenz von Raumpaaren (∆n, ∂∆n) ↪→ (Rn,Rn\0) induziert und
da ηn das Bild der Klasse des tautologischen n-Simplex, die hinwiederum nach
17.2.3.4 ein Erzeuger von [τn] ∈ Hn(∆n, ∂∆n) ist, erhalten wir so in der Tat einen
Erzeuger ηn der lokalen Homologie des Rn am Ursprung. Die Kompatibilität mit
dem Kreuzprodukt wird in Übung 17.5.8.7 gezeigt.

Korollar 17.2.3.11 (Unmöglichkeit der Retraktion eines Balls auf seinen Rand).
Sei n ≥ −1. Es gibt keine stetige Abbildung r : Dn+1 → Sn des (n+ 1)-Balls auf
seine Randsphäre, deren Einschränkung auf die Randsphäre Sn die Identität ist.

Beweis. Sei i : Sn ↪→ Dn+1 die Einbettung. Aus r ◦ i = id folgt, daß die Verk-
nüpfung

HnS
n → HnD

n+1 → HnS
n

von Hr mit Hi die Identität ist. Die Identität auf Z kann aber nicht über 0 faktori-
sieren und das erledigt den Fall n ≥ 1. Im Fall n = 0 argumentiert man analog,
daß die Identität auf Z2 nicht über Z faktorisieren kann. Der Fall n = −1 ist eh
klar.

Satz 17.2.3.12 (Fixpunktsatz von Brouwer). Jede stetige Selbstabbildung des
abgeschlossenen n-Balls besitzt einen Fixpunkt.

Beweis. Sei f : Dn → Dn stetig. Hätte f keinen Fixpunkt, so könnte man ei-
ne stetige Abbildung r : Dn → Sn−1 konstruieren durch die Vorschrift, daß
r(x) der Punkt ist, in dem der Strahl, der von r(x) ausgeht und durch x läuft,
die Sphäre Sn−1 trifft. Das stünde jedoch im Widerspruch zum vorhergehenden
Korollar 17.2.3.11.

17.2.4 Beweis des Ausschneidungssatzes
17.2.4.1. Wir beginnen nun mit den Vorbereitungen zum Beweis des Ausschnei-
dungssatzes. Die zentrale Rolle spielen hier die Unterteilungsoperatoren Uq :
SqX → SqX , die jeden Simplex „baryzentrisch unterteilen“. Wir konstruieren
sie als Transformationen Uq : Sq ⇒ Sq. Um solche Transformationen festzule-
gen, brauchen wir ja nach Lemma 17.1.4.6 nur das Bild des tautologischen q-
Simplex Uq(τq) ∈ Sq(∆q) anzugeben. Für jede konvexe Teilmenge K eines Rn
und jeden Punkt s ∈ K erinnern wir dazu an den Prismen-Operator P = Ps :
SqK → Sq+1K aus dem Beweis von 17.1.2.17. Dann setzen wir Uq = 0 für q < 0
und definieren Uq für q ≥ 0 induktiv vermittels der Vorschrift U0(τ0) := τ0 und
Uq(τq) := Ps(q)Uq−1(∂τq) für q > 0, wo Ps(q) den Prismenoperator bezüglich des
Schwerpunkts s(q) := 1

q+1
(1, 1, . . . , 1) von ∆q bezeichnet.

Lemma 17.2.4.2. Die Unterteilung U : SX → SX ist eine Kettenabbildung.
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Der Effekt der Unterteilungsoperatoren U1 und U2 auf Simplizes. Die Zahlen an
den Ecken der Dreiecksflächen zeigen wieder, wohin die Vektoren der

Standardbasis e1, e2, e3 des R3, deren konvexe Hülle ja der Standardsimplex ∆2

ist, abgebildet werden.
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Beweis. Es gilt zu zeigen ∂Uq = Uq−1∂ für alle q. Wir zeigen die Gleichheit
durch Induktion über q. Wegen 17.1.4.6 reicht es, die Gleichheit auf τq zu zeigen.
Die Fälle q = 0, 1 überlassen wir dem Leser. Für q ≥ 2 und P = Ps(q) haben wir

∂Uq(τq) = ∂PUq−1∂(τq)
= (−P∂ + id)Uq−1∂(τq)
= Uq−1∂(τq)

Die erste Gleichung nach Definition, die zweite da ∂P + P∂ = id auf Sq∆q für
q ≥ 1, die dritte da ∂Uq−1 = Uq−2∂ nach Induktion.

Lemma 17.2.4.3. Die Unterteilung ist in natürlicher Weise kettenhomotop zur
Identität, als da heißt, es gibt Transformationen

Tq : Sq ⇒ Sq+1

mit ∂Tq + Tq−1∂ = Uq − id für alle q. Insbesondere induziert U die Identität auf
der Homologie.

Vorschau 17.2.4.4. Dies Lemma wird sich später als eine Konsequenz des Satzes
über azyklische Modelle 17.5.6.23 erweisen.

Beweis. Wir versuchen induktiv mögliche Transformationen Tq zu finden und
müssen nur Tq(τq) ∈ Sq+1(∆q) angeben. Wir können mit T−1 = T0 = 0 beginnen
und müssen dann induktiv die Gleichungen

∂Tq(τq) = −Tq−1∂(τq) + Uq(τq)− τq

lösen. Wegen Hq(∆q) = 0 für q ≥ 1 sind diese Gleichungen lösbar, wenn die
rechte Seite ein Zykel ist. Dazu rechnen wir stur mit der Induktionsannahme

−∂Tq−1(∂τq) + ∂Uq(τq)− ∂τq =

= (Tq−2∂ − Uq−1 + id)(∂τq) + ∂Uq(τq)− ∂τq = 0

Definition 17.2.4.5. Gegeben ein System V ⊂ P(X) von Teilmengen eines topo-
logischen Raums X bezeichne SVqX ⊂ SqX die freie Gruppe über allen denjeni-
gen Simplizes, die ganz in einem der V ∈ V liegen. Wir nennen SVq X die Gruppe
der V-feinen Ketten.

Satz 17.2.4.6 (über feine Ketten). Sei V eine Überdeckung eines Raums X der-
art, daß selbst die offenen Kerne der Mengen aus V schon X überdecken, in For-
meln X =

⋃
V ∈V V

◦. So induziert die Einbettung SVX ↪→ SX vom Komplex der
V-feinen Ketten in den Komplex aller singulären Ketten Isomorphismen auf allen
Homologiegruppen.
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Vorschau 17.2.4.7. Mit 17.6.2.4 wird aus diesem Resultat folgen, daß unsere Ein-
bettung sogar eine Homotopieäquivalenz SVX

p∼p→ SX ist.

Beweis. Mit der langen exakten Homologiesequenz müssen wir nur zeigen, daß
die Homologie von SX/SVX verschwindet. Nun bilden unsere Abbildungen U
und T sicher SVX auf sich selber ab und induzieren also Operatoren Ū, T̄ auf
dem Quotienten. Offensichtlich ist auch Ū homotop zur Identität vermittels T̄ und
liefert also die Identität auf den Homologiegruppen von SX/SVX . Für jedes q und
jede Kette γ ∈ SqX gibt es aber nach dem anschließenden Lemma 17.2.4.8 ein
n� 0 mit Unγ ∈ SVqX , also Ūnγ̄ = 0 für γ̄ ∈ SqX/S

V
qX die Nebenklasse von γ.

Wir folgernHq(SX/S
VX) = 0.

Lemma 17.2.4.8. Sei V eine offene Überdeckung eines RaumsX . Für jedes q und
jede Kette γ ∈ SqX gibt es dann n ∈ N mit Unγ ∈ SVqX .

17.2.4.9. Dieselbe Aussage folgt unmittelbar, wenn wir statt eine offenen Über-
deckung zu betrachten wie oben schwächer nur annehmen, daß die offenen Kerne
der Mengen aus V bereits X überdecken.

Beweis. Es reicht sicher, das Lemma für jeden Simplex γ : ∆q → X zu zeigen.
Nun sieht man, daß der maximale Durchmesser eines Simplex, der mit von Null
verschiedenem Koeffizienten in Un(τq) vorkommt, für n → ∞ beliebig klein
wird. Insbesondere ist für n � 0 nach dem Überdeckungssatz von Lebesgue
jeder solche Simplex ganz in einer der Mengen γ−1(V ) mit V ∈ V enthalten. Das
bedeutet aber gerade Unγ ∈ SVqX .

Satz 17.2.4.10 (Ausschneidung). Sei (X,Z) ein Raumpaar und L ⊂ Z eine Teil-
menge, deren Abschluß im Inneren von Z liegt, in Formeln ClX(L) ⊂ InnX(Z).
So liefert die Einbettung (X\L,Z\L) ↪→ (X,Z) Isomorphismen auf den relati-
ven Homologiegruppen

Hq(X\L,Z\L)
∼→ Hq(X,Z)

Beweis. Wir betrachten die Überdeckung X = Z ∪ (X\L), geben ihr den Namen
V und bilden ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen der Gestalt

S(Z\L) ↪→ SZ ⊕ S(X\L) � SVX
↓ ↓ ↓

S(X\L) ↪→ SX ⊕ S(X\L) � SX
↓ ↓ ↓

S(X\L,Z\L) → S(X,Z) → SX/SVX

Hier ist zu verstehen, daß die beiden oberen horizontalen Inklusionen die „diago-
nalen“ Einbettungen z 7→ (z, z) sein sollen und die folgenden Surjektionen die
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Dieses Bild soll Anschauung für den Ausschneidungsisomorphismus geben. X
ist darin die Papierebene, Z alles außerhalb des kleinen Eis und L alles außerhalb

der Zackenlinie. Das große Dreieck stellt einen singulären Zweisimplex in X
dar, der relativ zu Z ein Zykel ist, da eben sein Rand in Z liegt. Nach

zweimaliger baryzentrischer Unterteilung entsteht diese Art Spinnennetz, eine zu
unserem Zweisimplex homologe singuläre Zweikette. Lassen wir aus dieser
Zweikette alle Simplizes fort, die nicht in X\L liegen, die also aus unserer
Zackenlinie herauspieken, so repräsentiert der Rest immer noch dieselbe

Homologieklasse in der relativen Homologie H2(X,Z), die folglich herkommt
von einer Homologieklasse in H2(X\L,Z\L). Damit sollte zumindest die

Surjektivität der von der Einbettung (X\L,Z\L) ↪→ (X,Z) auf der Homologie
induzierten Abbildung anschaulich klar werden.
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Differenzen (x, y) 7→ x − y. Nach dem Neunerlemma ist die untere Horizontale
dann auch exakt, und da nach dem Satz über feine Ketten 17.2.4.6 die Homologie
von SX/SVX verschwindet, folgt unser Satz aus der langen exakten Homologie-
sequenz.

17.2.4.11. Sei X = X1 ∪ X2 ein topologischer Raum mit einer Überdeckung V
durch zwei offene Teilmengen. Wir betrachten die Einbettungen

(X1 ∩X2)
iν
↪→ Xν

jν
↪→ X

und erhalten eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

S(X1 ∩X2) ↪→ SX1 ⊕ SX2 � SVX

Hier fassen wir die Elemente der direkten Summe als Spaltenvektoren auf, die
erste Abbildung wird gegeben durch die Spaltenmatrix (Si1, Si2)>, und die zweite
durch die Zeilenmatrix (Sj1,−Sj2). Nehmen wir dazu die lange exakte Homolo-
giesequenz und verwenden die von der Einbettung SVX ↪→ SX induzierten Iden-
tifikationen Hq(S

VX)
∼→ HqX , so erhalten wir die sogenannte Mayer-Vietoris-

Sequenz, eine lange exakte Sequenz der Gestalt

. . .Hq(X1 ∩X2)→ Hq(X1)⊕ Hq(X2)→ Hq(X)→ Hq−1(X1 ∩X2) . . .

Die ersten beiden Abbildungen dieser Sequenz werden gegeben durch die Spalten-
matrix (Hqi1,Hqi2)> und die Zeilenmatrix (Hqj1,−Hqj2). Die dritte Abbildung
ist nicht ganz so leicht explizit anzugeben.
Beispiel 17.2.4.12 (Homologie der Sphären, Variante). Mithilfe der Mayer-
Vietoris-Sequenz 17.2.4.11 bestimmen wir ein weiteres Mal die Homologie der
Sphären. Man schreibt für diesen Beweis die Kugelschale als die Vereinigung
zweier offener etwas über den Äquator hinaus verdickter Hemisphären Sn =
U+ ∪ U− und erhält nach 17.2.4.11 eine lange exakte Sequenz

Hq(U
+)⊕ Hq(U

−)→ Hq(S
n)→ Hq−1(U+ ∩ U−)→ Hq−1(U+)⊕ Hq−1(U−)

und so weiter. Der Schnitt U+ ∩ U− ist homotopieäquivalent zum Äquator Sn−1

und die Hemisphären sind beide zusammenziehbar und haben folglich dieselbe
Homologie wie ein Punkt. Man sieht nun explizit leicht ein, daß wir für n = 0, 1
das behauptete Ergebnis erhalten, und für n ≥ 2 folgt durch Betrachten der obigen
Sequenz

Hq(S
n)

∼→ Hq−1(U+ ∩ U−) ∼= Hq−1(Sn−1)

für q ≥ 2 und H1(Sn) = 0 und H0(Sn) ∼= Z. Die Homologie der Sphären ergibt
sich durch vollständige Induktion. Diese Herleitung gefällt mir eigentlich besser
als die Herleitung aus 17.2.3.4, sie liefert jedoch nicht unmittelbar die Beschrei-
bung eines Erzeugers der Homologie.
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Berechnung der Homologie der Sphäre mithilfe der Mayer-Vietoris-Sequenz.
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Übungen

Übung 17.2.4.13. Man zeige, daß es nicht möglich ist, die Kreislinie durch zwei
zusammenziehbare offene Teilmengen mit zusammenhängendem Schnitt zu über-
decken. Man zeige, daß es nicht möglich ist, die Sphäre durch zwei zusammen-
ziehbare offene Teilmengen mit einfach wegzusammenhängendem Schnitt zu über-
decken. Hinweis: Mayer-Vietoris-Sequenz.

Übung 17.2.4.14 (Relative Mayer-Vietoris-Sequenz). Sei X ein topologischer
Raum und seien U, V ⊂◦ X zwei offene Teilmengen. Betrachten wir die offene
Überdeckung von U ∪ V durch U und V und bilden das Diagramm

S(U ∩ V ) ↪→ SU ⊕ SV � SV(U ∪ V )
↓ ↓ ↓

SX ↪→ SX ⊕ SX � SX
↓ ↓ ↓

S(X,U ∩ V ) ↪→ S(X,U)⊕ S(X, V ) � S(X)/SV(U ∪ V )

mit „diagonalen“ Abbildungen in den linken Horizontalen und „Differenzen von
erstem minus zweitem Term“ in den rechten Horizontalen, so entsteht in der un-
teren Zeile eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Die natürliche Sur-
jektion S(X)/SV(U ∪V )� S(X,U ∪V ) induziert weiter Isomorphismen auf der
Homologie, und so erhalten wir eine natürliche lange exakte Sequenz

. . .→ Hq(X,U)⊕ Hq(X, V )→ Hq(X,U ∪ V )→ Hq−1(X,U ∩ V )→ . . .

und die Randoperatoren dieser Sequenz bilden mit den Randoperatoren der Mayer-
Vietoris-Sequenz und den Randoperatoren der langen exakten Homologiesquen-
zen nach 17.2.2.15 ein bis auf Vorzeichen kommutierendes Viereck.

Ergänzende Übung 17.2.4.15. Sei (X,Z) ein Raumpaar. Bezeichne X/Z den
Raum mit Quotiententopologie, der entsteht, wenn man Z zu einem Punkt iden-
tifiziert. Man zeige: Ist Z abgeschlossen und gibt es U mit Z ⊂ U◦ ⊂ X derart,
daß die Einbettungen Z ↪→ U und Z/Z ↪→ U/Z Homotopieäquivalenzen sind, so
liefert die offensichtliche Abbildung Isomorphismen

Hq(X,Z)
∼→ Hq(X/Z,Z/Z)

Hinweis: Ausschneidung.

Übung 17.2.4.16 (Ausschneidung und Mayer-Vietoris). Sei X = U ∪ V ein
topologischer Raum mit einer Überdeckung durch zwei offene Teilmengen. Man
zeige, daß die Verknüpfungen

Hq(X,U)
∼← Hq(V, U ∩ V )→ Hq−1(U ∩ V )
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eines umgedrehten Ausschneidungsisomorphismus mit einem Randoperator zu-
sammen mit den offensichtlichen anderen Vertikalen einen Homomorphismus

. . . Hq(U ∩ V ) → HqU ⊕ HqV → HqX → Hq−1(U ∩ V ) . . .
↑ ↑ ‖ ↑

. . . Hq+1(X,U) → HqU → HqX
−1→ Hq(X,U) . . .

von der wie angedeutet durch Vorzeichen leicht veränderten langen Homologiese-
quenz des Raumpaars (X,U) zur Mayer-Vietoris-Sequenz liefern. Hinweis: Man
mag das als Spezialfall von 17.2.2.16 verstehen, aber eine direkte Argumentation
scheint mir eher einfacher.
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17.3 Homologie verklebter Räume

17.3.1 Singuläre Homologie von Simplizialkomplexen
17.3.1.1. Zu jedem Simplizialkomplex K = (E,K) haben wir in 16.2.7.8 einen
topologischen Raum ∆(K) konstruiert, seine geometrische Realisierung. Sie be-
steht aus gewissen Abbildungen t : E → R.

17.3.1.2 (Standardsimplex als geometrische Realisierung). Wir betrachten den
maximalen Simplizialkomplex M[q] mit Eckenmenge [q] := {0, 1, . . . , q}. Wir
erinnern andererseits unseren Standardsimplex ∆q ⊂ Rq+1 aus 17.1.2.2 und er-
halten einen Homöomorphismus

τ = τq : ∆q
∼→ ∆(M[q])

zwischen dem Standard-q-Simplex und dem vollen Simplex zur Eckenmenge [q]
durch (x0, . . . , xq) 7→ t mit xi = t(i).

Definition 17.3.1.3. Seien K ein Simplizialkomplex und ∆(K) seine geometri-
sche Realisierung. Ein singulärer Simplex alias eine stetige Abbildung

σ : ∆q → ∆(K)

heiße simplizialsingulär, wenn er durch Vorschalten unseres Homöomorphismus
τ : ∆q

∼→ ∆(M[q]) aus der geometrischen Realisierung einer simplizialen Abbil-
dung σ̃ : M[q] → K hervorgeht. Im Komplex der singulären Ketten der geome-
trischen Realisierung erklären wir den Unterkomplex der simplizialsingulären
Ketten

Ss∆(K) ⊂ S∆(K)

durch die Vorschrift, daß Ss
q∆(K) das Erzeugnis der simplizialsingulären q-Sim-

plizes sein soll.

17.3.1.4. Simpliziale Abbildungen brauchen keineswegs injektiv zu sein.

17.3.1.5 (Simplizialketten, simplizialsinguläre Ketten und singuläre Ketten).
Für einen Simplizialkomplex K haben wir damit drei Kettenkomplexe erklärt,
nämlich den besonders kleinen und anschaulichen Komplex der Simplizialketten
SK aus 17.1.1.5, den unglaublich riesigen Komplex aller singulären Ketten sei-
ner geometrischen Realisierung S∆(K) aus 17.1.2 und darin den Unterkomplex
Ss∆(K) ⊂ S∆(K) aller simplizialsingulären Ketten aus 17.3.1.3. Im folgenden
konstruieren wir Kettenabbildungen zwischen diesen Komplexen und zeigen, daß
sie Isomorphismen auf der Homologie induzieren. Diese Brücke ist für mich der
Hauptweg zur Anschauung in der singulären Homologietheorie, ja in der Homo-
logietheorie überhaupt.



2824 KAPITEL 17. SINGULÄRE HOMOLOGIETHEORIE

17.3.1.6 (Von simplizialsingulären Ketten zu Simplizialketten). SeiK ein Sim-
plizialkomplex. Wir erklären Homomorphismen

komb : Ss
q∆(K)→ SqK

von den simplizialsingulären Ketten in die Simplizialketten, indem wir zu je-
dem simplizialsingulären Simplex σ : ∆q ↪→ ∆(K) die simpliziale Abbildung
σ̃ : M[q] → K betrachen mit σ = ∆(σ̃) ◦ τ und dann setzen komb(σ) :=
[(σ̃(0), . . . , σ̃(q))] falls σ̃ injektiv ist und komb(σ) := 0 sonst. Wir prüfen, daß
diese Homomorphismen in ihrer Gesamtheit einen Morphismus von Kettenkom-
plexen

komb : Ss∆(K)→ SK
bilden. Um das zu sehen, muß man nur die Verträglichkeit mit den Randoperato-
ren nachzuweisen. Das ist nicht schwer und sei dem Leser überlassen. Gegeben
ein weiterer Simplizialkomplex L und eine simpliziale Abbildung ϕ : (E,K) →
(F,L) im Sinne von 16.2.7.12 erhalten wir mit besagten Abbildungen in den Ho-
rizontalen darüberhinaus ein kommutatives Quadrat von Kettenabbildungen

Ss∆(K) → SK
S∆(ϕ) ↓ ↓ Sϕ

Ss∆(L) → SL

mit derjenigen Abbildung Sϕ : SK → SL als rechter Vertikale, die die Klasse
eines angeordneten Simplex σ : {0, 1, . . . , q} ↪→ E auf die Klasse des ange-
ordneten Simplex ϕ ◦ σ : {0, 1, . . . , q} ↪→ F wirft, falls ϕ ◦ σ injektiv ist, und
auf Null sonst. Der Leser wird unschwer prüfen können, daß Sϕ in der Tat eine
Kettenabbildung ist und daß damit unser Quadrat kommutiert.

Satz 17.3.1.7 (Simpliziale als singuläre Homologie). Für jeden Simplizialkom-
plex K induzieren die Kettenabbildungen aus 17.3.1.6 von den simplizialsingu-
lären Ketten in die Simplizialketten sowie die Einbettung der simplizialsingulären
Ketten in die singulären Ketten SK ← Ss∆(K) ↪→ S∆(K) Isomorphismen auf
allen Homologiegruppen

HqK
∼← Hq(S

s∆(K))
∼→ Hq(∆(K))

17.3.1.8. Aus 17.3.1.6 folgt mit den Isomorphismen des Satzes für jede simpli-
ziale Abbildung ϕ : K → L die Kommutativität des Diagramms

HqK
∼← Hq(S

s∆(K))
∼→ Hq(∆(K))

Hqϕ ↓ ↓ ↓ Hq∆(ϕ)

HqL
∼← Hq(S

s∆(L))
∼→ Hq(∆(L))

mit Hqϕ := Hq(Sϕ) für die Kettenabbildung Sϕ aus 17.3.1.6 als linker Vertikale.
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Vorschau 17.3.1.9. Aus 17.6.2.4 und 17.3.1.6 wird sogar folgen, daß die fragli-
chen Kettenabbildungen Homotopieäquivalenzen sind.

Beweis. Ich erinnere daran, daß wir unter einem Simplizialkomplex ein Datum
(E,K) verstehen aus einer Menge E von „Ecken“ und einem Mengensystem
K ⊂ P(E) mit gewissen Eigenschaften und daß wir die Elemente unseres Men-
gensystems K die „kombinatorischen Simplizes“ unseres Simplizialkomplexes
nennen. Wir wählen nun eine Teilordnung ≤ auf der Menge E der Ecken von
K, die auf jedem kombinatorischen Simplex eine Anordnung induziert. So eine
Teilordnung nennen wir eine simpliziale Teilordnung. Nach 3.1.9.23 ist es sogar
stets möglich, eine Anordnung der Menge aller Ecken zu finden, und jede solche
Anordnung ist a forteriori eine simpliziale Teilordnung. Ein simplizialsingulärer
Simplex σ : ∆q → ∆(K) heiße ordnungsverträglich, wenn er durch Vorschalten
unseres Homöomorphismus τ : ∆q

∼→ ∆(M[q]) aus der geometrischen Realisie-
rung einer simplizialen Abbildung σ̃ :M[q] → K hervorgeht, die ihrerseits streng
monoton ist auf den Ecken. Die von diesen Simplizes erzeugte Untergruppe no-
tieren wir

Sos
q ∆(K) ⊂ Ss

q∆(K)

und nennen sie die Gruppe der ordnungsverträglichen simplizialsingulären q-
Ketten von K. Offensichtlich bilden die ordnungsverträglichen simplizialsingu-
lären Ketten einen Unterkomplex Sos∆(K) ⊂ Ss∆(K) im Komplex aller simpli-
zialsingulären Ketten von ∆(K) und wir erhalten ein kommutatives Diagramm

SK ← Ss∆(K) ↪→ S∆(K)
↖ ↑ ↗

Sos∆(K)

Der schräge Pfeil nach links oben ist offensichtlich ein Isomorphismus von Ket-
tenkomplexen. Nun zeigen wir in den anschließenden Propositionen 17.3.1.10 und
17.3.1.12, daß die beiden anderen Pfeile nach oben auch Isomorphismen auf der
Homologie induzieren. Daraus folgt dann der Satz.

Proposition 17.3.1.10. Für jede simpliziale Teilordnung der Ecken eines Sim-
plizialkomplexes K liefert die Einbettung Sos∆(K) ↪→ S∆(K) der ordnungsver-
träglichen simplizialsingulären Ketten in die singulären Ketten Isomorphismen
auf allen Homologiegruppen.

Beweis. Wir schreiben kurz X := ∆(K) und setzen für k ∈ Z

Xk :=
⋃

s∈Kq , q≤k

∆(s)
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Dieser Raum heißt das k-Skelett von K. Nun betrachten wir für alle k das folgen-
de kommutative Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen exakten Zeilen:

SosXk ↪→ SosXk+1 � SosXk+1/S
osXk

↓ ↓ ↓
SXk ↪→ SXk+1 � SXk+1/SXk

Das zugehörige Diagramm von langen exakten Homologiesequenzen schreiben
wir

. . .Hos
q+1(Xk+1, Xk) → Hos

q Xk → Hos
q Xk+1 → Hos

q (Xk+1, Xk) . . .
↓ ↓ ↓ ↓

. . .Hq+1(Xk+1, Xk) → HqXk → HqXk+1 → Hq(Xk+1, Xk) . . .

Wir zeigen nun durch Induktion über k, daß Hos
q Xk → HqXk ein Isomorphismus

ist für alle k und q. Für k < 0 ist das klar. Im anschließenden Lemma 17.3.1.11
werden wir zeigen, daß Hos

q (Xk+1, Xk) → Hq(Xk+1, Xk) ein Isomorphismus ist
für alle q und alle k. Der Induktionsschritt besteht dann im Anwenden des Fünfer-
lemmas. Unter der Zusatzannahme X = Xk für k � 0 ist unser Satz damit be-
reits bewiesen. Im allgemeinen bemerken wir zusätzlich, daß nach 16.2.7.17 jede
singuläre Kette von X schon in einem Xk liegt, und überlassen den Rest des Be-
weises dem Leser zur Übung. Später wird er den Beweis auch mithilfe des Satzes
über die Exaktheit filtrierender Kolimites 17.7.1.18 direkt beenden können.

Lemma 17.3.1.11. Die durch die von den Einbettungen der ordnungsverträgli-
chen simplizialsingulären Ketten in alle singulären Ketten induzierten Abbildun-
gen auf den relativen Ketten liefern Isomorphismen Hos

q (Xk+1, Xk)
∼→ Hq(Xk+1, Xk).

Beweis. Die linke Seite ist hier die Homologie eines Komplexes, der nur im Grad
q = k+1 lebt. Genauer ist Hos

k+1(Xk+1, Xk) frei erzeugt von den Nebenklassen der
ordnungsverträglichen simplizialsingulären Simplizes, die durch auf den Ecken
streng monoton wachsende simpliziale Abbildungen σ̃ : M[k+1] → K gegeben
werden. Bei q 6= k + 1 dahingegen verschwindet unser Komplex mitsamt seiner
Homologie. Wir untersuchen nun die rechte Seite Hq(Xk+1, Xk) und betrachten
dazu das „verdickte k-Skelett“ Uk ⊂ Xk+1, das wir erhalten, indem wir aus Xk+1

die Schwerpunkte aller (k + 1)-Simplizes entfernen. Die beiden Einbettungen

(Xk+1, Xk) ↪→ (Xk+1, Uk)←↩ (Xk+1\Xk, Uk\Xk)

induzieren Isomorphismen auf der relativen Homologie: Die linke nach 17.2.2.7
und 17.1.4.1, da Xk ↪→ Uk eine Homotopieäquivalenz ist, hier verwendet man
auch 15.1.9.15 nach dem das Produkt einer finalen Surjektion mit dem Einheitsin-
tervall auch wieder final ist, und die rechte mit Ausschneidung des k-Skeletts Xk.



17.3. HOMOLOGIE VERKLEBTER RÄUME 2827

Das Raumpaar rechts ist aber schlicht die disjunkte unzusammenhängende Verei-
nigung über alle (k+1)-Simplizes s ∈ Kk+1 der Raumpaare (∆◦(s),∆◦(s)\b(s)),
wo wir ∆◦(s) für den „offenen vollen Simplex“ schreiben und mit b(s) den Schwer-
punkt von ∆(s) bezeichnen. Zusammenfassend erhalten wir also mit den offen-
sichtlichen Abbildungen ein kommutatives Diagramm

Hq(Xk+1, Uk)
∼←

⊕
s Hq(∆

◦(s),∆◦(s)\b(s))
‖ ↓ o

Hq(Xk+1, Uk) ←
⊕

s Hq(∆(s),∆(s)\b(s))
↑ o ↑ o

Hq(Xk+1, Xk) ←
⊕

s Hq(∆(s), ∂∆(s))

wo die Summen jeweils über alle (k + 1)-Simplizes s ∈ Kk+1 laufen und wir
mit ∂∆(s) ähnlich wie in 17.2.3.4 das k-Skelett von ∆(s) bezeichnen. Die mit
∼ bezeichneten Pfeile darin sind offensichtlich Isomorphismen und für die übri-
gen Pfeile folgt dasselbe. Nach 17.2.3.4 wissen wir aber, daß Hq(∆(s), ∂∆(s))
verschwindet für q 6= k + 1 und daß es für q = k + 1 frei ist vom Rang 1 und er-
zeugt wird von der Klasse desjenigen ordnungsverträglichen simplizialsingulären
Simplex σ = ∆(σ̃) ◦ τ , für den σ̃ : M[k+1] → K das Bild s hat. Das zeigt das
Lemma.

Proposition 17.3.1.12. Für jede simpliziale Teilordnung der Ecken eines Simpli-
zialkomplexes K liefert die Einbettung Sos∆(K) ↪→ Ss∆(K) der ordnungsver-
träglichen simplizialsingulären Ketten in alle simplizialsingulären Ketten Isomor-
phismen auf allen Homologiegruppen.

Beweis. Den Fall, daß unser Simplizialkomplex der maximale Simplizialkom-
plex ME zu einer vorgegebenen Eckenmenge E ist, erledigen 17.1.1.15 und
17.1.1.17. Den Fall, daß unser Simplizialkomplex endlich ist, folgern wir induk-
tiv. Bezeichne in der Tat Hs

qK = Hq(S
s∆(K)) die Homologie des Komplexes

der simplizialsingulären Ketten in der Realisierung eines Simplizialkomplexes K.
Ist K = K′ ∪ K′′ eine Darstellung unseres Simplizialkomplexes als Vereinigung
zweier Unterkomplexe, so liefert der Beweis der Mayer-Vietoris-Sequenz auch in
dieser Situation Mayer-Vietoris-Sequenzen für Hos und Hs. Mit dem Fünferlemma
und Induktion über die Zahl der Simplizes unseres Simplizialkomplexes sehen wir
so, daß die Proposition für endliche Simplizialkomplexe folgt, sobald wir sie für
die maximalen Simplizialkomplexe zu einer vorgegebenen Eckenmenge kennen.
Der Fall beliebiger Simplizialkomplexe hinwiederum folgt aus dem Fall endlicher
Simplizialkomplexe mit etwas Nachdenken oder formal mit der Exaktheit filtrie-
render Kolimites 17.7.1.18.

Korollar 17.3.1.13. Ist K ein Simplizialkomplex, so benötigt man für die q-te
Homologie seiner Realisierung nicht mehr Erzeuger, als es in unserem Simplizial-



2828 KAPITEL 17. SINGULÄRE HOMOLOGIETHEORIE

komplex q-Simplizes gibt. In Formeln kann die Gruppe Hq(∆(K)) also stets durch
|Kq| Elemente erzeugt werden.

Ergänzung 17.3.1.14. Ist Kq unendlich, so gilt sogar feiner, daß die Kardinali-
tät von Hq(∆(K)) kleinergleich der Kardinalität von Kq ist. Der Beweis bleibt
mutatis mutandis derselbe, es werden jedoch Grundkenntnisse zu Kardinalitäten
benötigt, wie sie etwa in 6.5.3 ausgeführt werden.

Beweis. Hierzu braucht man außer 17.3.1.7 nur noch erinnern, daß man nach
4.4.4.1 für eine Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe höchstens
soviel Erzeuger benötigt wie für die ursprüngliche Gruppe.

17.3.1.15. Wenn wir Homologie mit Koeffizienten betrachten wie in 17.1.2.11,
so bleiben alle bisherigen Resultate und Beweise mit den hoffentlich offensichtli-
chen Modifikationen gültig, insbesondere auch Satz 17.3.1.7 über die Beziehung
zwischen singulärer und simplizialer Homologie.

Definition 17.3.1.16. Für einen beliebigen topologischen Raum X setzt man

bq(X) := dimQ Hq(X;Q) ∈ N t {∞}

und nennt diese Zahl die q-te Betti-Zahl von X . Sind alle Betti-Zahlen endlich
und verschwinden sie für q � 0, so heißt ihre alternierende Summe

χ(X) :=
∑

(−1)qbq(X) ∈ Z

die Euler-Charakteristik von X und wir sagen, unser Raum „habe eine wohlde-
finierte Eulercharakteristik“.

17.3.1.17. Wir haben χ(X) = |X| für jeden endlichen diskreten Raum X mit
|X| Punkten. Es ist auch für allgemeinere Räume oft sinnvoll, χ(X) als eine Ver-
allgemeinerung der „Zahl der Punkte von X“ aufzufassen. Eine mögliche Be-
gründung wird in 17.3.1.27 skizziert, eine weitere in 17.5.6.1 in Gestalt der For-
mel χ(X × Y ) = χ(X)χ(Y ). Wir schreiben bei einem beliebigen Körper

χ(X; k) :=
∑

(−1)q dimk Hq(X; k)

wann immer dieser Ausdruck sinnvoll ist, als da heißt, wann immer alle Summan-
den endlich sind und fast alle Summanden verschwinden.

Korollar 17.3.1.18 (Eulercharakteristik von Simplizialkomplexen). Die Euler-
charakteristik der Realisierung eines endlichen Simplizialkomplexes K wird für
jeden Körper k gegeben durch die der Zahl der Simplizes gerader Dimension ab-
züglich der Zahl der Simplizes ungerader Dimension, in Formeln

χ(∆(K); k) =
∑

(−1)q|Kq|



17.3. HOMOLOGIE VERKLEBTER RÄUME 2829

Beweis. Wir wenden das anschließende Lemma 17.3.1.19 auf den Komplex S(K; k)
der Simplizialketten mit Koeffizienten in k an, dessen Homologie ja nach 17.3.1.7
genau die Homologie von ∆(K) mit Koeffizienten in k ist.

Lemma 17.3.1.19. Ist A ein Komplex endlichdimensionaler k-Vektorräume und
verschwinden von den Ai alle bis auf endlich viele, so gilt∑

(−1)i dimk Ai =
∑

(−1)i dimkHiA

17.3.1.20. Man nennt die linke Seite hier auch die Eulercharakteristik des Ket-
tenkomplexes A. Die Gleichung besagt damit in Worten, daß ein Kettenkomplex
dieselbe Eulercharakteristik hat wie seine Homologie.

Beweis. Das folgt sofort aus den Gleichungen

dimAi = dim(ker ∂i) + dim(im ∂i)

dimHiA = dim(ker ∂i)− dim(im ∂i+1)

Korollar 17.3.1.21 (Euler’scher Polyedersatz). Ist ∆(F)
∼→ S2 eine Triangu-

lierung der Kugelschale, so gilt |F0| − |F1|+ |F2| = 2 oder salopp gesagt

|Ecken| − |Kanten|+ |Flächen| = 2

17.3.1.22. Daß die Sphäre nicht zu einem Simplizialkomplex mit Simplizes einer
Dimension mehr als Zwei homöomorph sein kann, folgt zum Beispiel daraus,
daß in unserer Sphäre das Komplement jeder zweielementigen Teilmenge eine
nichttriviale Fundamentalgruppe hat.
17.3.1.23. Das vorhergehende Resultat von Euler, ein Vorläufer der Homologie-
theorie, hat der Euler-Charakteristik ihren Namen gegeben. Man folgert es auch
allgemeiner für in geeigneter Weise definierte „polyedrische“ Zerlegungen der
Kugelschale wie sie etwa die platonischen Körper liefern, indem man derartige
polyedrische Zerlegungen zu Triangulierungen verfeinert. Zum Beispiel hat ein
Würfel 6 Flächen, 12 Kanten und 8 Ecken, und in der Tat gilt 6− 12 + 8 = 2.

Übungen

Übung 17.3.1.24. Gegeben K ⊂ U ⊂◦ Rn eine kompakte Teilmenge in einer
offenen Teilmenge eines Rn zeige man, daß für alle q das Bild der auf der Homo-
logie induzierten Abbildung HqK → HqU endlich erzeugt ist. Ebenso zeige man,
daß das Bild von Hq(Rn,Rn\U) → Hq(Rn,Rn\K) endlich erzeugt ist. Hinweis:
Indem man einen vollen Simplex, der K umfaßt, hinreichend oft baryzentrisch
unterteilt, erhält man ein Sandwich K ⊂ S ⊂ U mit S homöomorph zum Poly-
eder eines endlichen Simplizialkomplexes. So folgt bereits die erste Aussage. Ein
Beweis einer etwas allgemeineren Aussage wird in 17.3.1.25 skizziert.
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Ergänzende Übung 17.3.1.25 (Endlichkeitsaussagen für Simplizialkomplexe).
SeiX die Realisierung eines lokal endlichen Simplizialkomplexes. GegebenK ⊂
U ⊂◦ X eine kompakte Teilmenge in einer offenen Teilmenge von X zeige man,
daß das Bild der auf der Homologie induzierten Abbildung HqK → HqU für
alle q endlich erzeugt ist. Ebenso zeige man, daß das Bild von Hq(X,X\U) →
Hq(X,X\K) für alle q endlich erzeugt ist. In der Tat ist nach 16.2.7.17 jedes
Kompaktum K ⊂ X enthalten in einer Vereinigung endlich vieler Simplizes und
trifft folglich auch nur endlich viele Simplizes. Auf jedem dieser von K getrof-
fenen Simplizes hat der Schnitt mit unserem Kompaktum einen positiven Ab-
stand zum Schnitt mit dem Komplement von U . Indem wir baryzentrisch unter-
teilen, können wir also annehmen, daß es einen Unterkomplex L ⊂ K gibt mit
X\K ⊂ ∆(L) ⊂ X\U und der Eigenschaft, daß nur höchstens endlich viele
Simplizes von L nicht zu K gehören. Dann aber zeigt 17.3.1.7, daß die relative
Homologie Hq(∆(K),∆(L)) endlich erzeugt ist für alle q.

Übung 17.3.1.26. Man bestimme die Eulercharakteristik des Torus S1 × S1.

Übung 17.3.1.27. Ein topologischer RaumX werde von zwei offenen Teilmengen
überdeckt,X = U∪V , und beide sowie ihr Schnitt mögen im Sinne von 17.3.1.16
eine wohldefinierte Eulercharakteristik besitzen. Man zeige, daß dann auch der
ursprüngliche Raum eine wohldefinierte Eulercharakteristik besitzt und daß gilt

χ(X) = χ(U) + χ(V )− χ(U ∩ V )

Übung 17.3.1.28 (Eulercharakteristik einer endlichen Überlagerung). Ist Y =
∆(K) die geometrische Realisierung eines endlichen Simplizialkomplexes und
X → Y eine endliche Überlagerung mit m Blättern, so gilt

χ(X) = mχ(Y )

17.3.2 Fixpunktsätze und simpliziale Approximation
Lemma 17.3.2.1 (Spur als Spur auf der Homologie). Seien k ein Körper, A ein
Komplex endlichdimensionaler k-Vektorräume und ϕ : A→ A ein Endomorphis-
mus von A. Verschwinden von den Ai alle bis auf endlich viele, so gilt für die
Spuren ∑

(−1)i tr(ϕ|Ai) =
∑

(−1)i tr(ϕ|HiA)

17.3.2.2. Der Übersichtlichkeit halber haben wir die von ϕ auf den Ai und den
HiA induzierten Abbildungen auch kurzerhand ϕ notiert. Ist ϕ die Identität, so
erhalten wir zumindest im Fall eines Körpers k der Charakteristik Null unser Lem-
ma 17.3.1.19 als Spezialfall. Ich nenne die alternierende Summe der Spuren des
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Endomorphismus ϕ eines endlichdimensionalen Z-graduierten Vektorraums seine
Superspur und notiere sie

str(ϕ|A) :=
∑

(−1)i tr(ϕ|Ai)

In 18.3.4.14 erklären wir allgemeiner die Superspur für beliebige, nicht notwendig
die Graduierung erhaltende Endomorphismen Z-graduierter Vektorräume.

Vorschau 17.3.2.3. In 18.3.4.14 erklären wir allgemeiner die Z-wertige Spur von
Endomorphismen von Komplexen abelscher Gruppen mit endlich erzeugter tota-
ler Homologie und zeigen in 18.3.4.15, daß sie mit „derivierter“ Erweiterung der
Skalare verträglich ist.

Beweis. Das folgt sofort aus den Gleichungen

tr(ϕ|Ai) = tr(ϕ| ker ∂i) + tr(ϕ| im ∂i)

tr(ϕ|HiA) = tr(ϕ| ker ∂i)− tr(ϕ| im ∂i+1)

Diese hinwiederum folgert man aus der Additivität der Spur 4.4.6.14.

Satz 17.3.2.4 (Simplizialer Fixpunktsatz). Sei ϕ : (E,K) → (E,K) eine sim-
pliziale Selbstabbildung eines endlichen Simplizialkomplexes mit ϕ(s) 6= s für
alle Simplizes s ∈ K mit mindesten zwei Ecken. So gilt für die Zahl der Fixpunkte
von ϕ und Homologie mit Koeffizienten in einem beliebigen Körper die Formel

|Eϕ| =
∑

(−1)i tr(Hiϕ|HiK)

Beweis. Beide Seiten stimmen aufgrund von Lemma 17.3.2.1 und aufgrund un-
serer Annahmen überein mit

∑
(−1)i tr(Siϕ|SiK).

Vorschau 17.3.2.5. Mit der Z-wertigen Spur 18.3.4.14 gilt die Identität aus dem
Beweis |Eϕ| =

∑
(−1)i tr(Siϕ|SiK) sogar in Z.

17.3.2.6. Ich finde an diesem Satz bemerkenswert, daß er ohne „Fixpunktindizes“
auskommt. Vielmehr erzwingen die Bedingungen des Satzes, daß diese Fixpunkt-
indizes im Fall einer kompakten orientierten triangulierten Mannigfaltigkeit und
für Abbildungen dieser speziellen Natur alle Eins sein müssen. Eine partielle Ver-
allgemeinerung auf den Fall stetiger nicht notwendig simplizialer Abbildungen
zeigen wir als 17.3.2.13.

17.3.2.7. Gegeben ein Simplizialkomplex K = (E,K) erklären wir zu jedem
Element seiner Realisierung z ∈ ∆(K) dessen Träger supp z ∈ K als den Träger
von z in seiner Eigenschaft als Abbildung z : E → R≥0 oder gleichbedeutend
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als das kleinste σ ∈ K mit z ∈ ∆(σ). Gegeben ein Simplex σ ∈ K erklären wir
dessen offenen Stern St(σ) ⊂◦ ∆(K) als die Teilmenge

St(σ) := {z ∈ ∆(K) | σ ⊂ supp z}

Der Leser mag zur Übung zeigen, daß sie in der Tat offen ist. Offensichtlich gilt
für beliebiges z ∈ ∆(K) auch umgekehrt supp z = {q ∈ K0 | z ∈ St(q)}.

17.3.2.8. Gegeben ein Simplizialkomplex K = (E,K) erklären wir einen neuen
Simplizialkomplex, seine baryzentrische Unterteilung

BK = Ǩ = (Ě, Ǩ)

Als Ecken nehmen wir alle Simplizes des ursprünglichen Komplexes, in Formeln
Ě := K. Als Simplizes nehmen wir alle endlichen Ketten in der Menge Ě für die
Inklusionsrelation, also alle bezüglich Inklusion total geordneten endlichen Teil-
mengen. Man erhält einen ausgezeichneten Homöomorphismus zwischen ihren
Realisierungen

u : ∆(Ǩ)
∼→ ∆(K)

durch die Vorschrift, daß jede Ecke s ∈ Ě ⊂ K auf den Schwerpunkt des vollen
Simplex ∆(s) ⊂ ∆(K) abgebildet wird und jeder volle Simplex von ∆(Ǩ) affin
in denjenigen vollen Simplex von ∆(K), der seiner größten Ecke entspricht.

17.3.2.9. Auf der baryzentrischen Unterteilung Ǩ eines Simplizialkomplexes K
liefert die umgekehrte Inklusionsrelation vonK stets eine simpliziale Teilordnung,
seine natürliche simpliziale Teilordnung. Wir kehren hier die Inklusionsrelation
um, damit unsere Unterteilungsoperatoren Uq : Sq∆(K) → Sq∆(K) aus 17.2.4.1
Abbildungen

Uq : Ss
q∆(K)→ Squ(Sos

q ∆(Ǩ))

induzieren für die in Bezug auf die natürliche Teilordnung zu verstehenden ord-
nungsverträglichen simplizialsingulären Ketten der baryzentrischen Unterteilung.
Das hinwiederum zeigen wir dann durch Induktion über q. Gegeben ein festes q
folgt es offensichtlich für jeden beliebigen Simplizialkomplex, wenn wir es für
einen vollen q-Simplex zeigen. Unsere induktive Definition der Unterteilungs-
operatoren Uq(τq) = Ps(q)Uq−1(∂τq) mit Ps(q) dem Prismenoperator bezüglich
des Schwerpunkts zeigt dann induktiv die Behauptung, da ja unser im Beweis
von 17.1.2.17 erklärter Prismenoperator die zusätzliche Ecke als erste Ecke da-
vorschreibt.

Satz 17.3.2.10 (Simpliziale Approximation). Seien K,L endliche Simplizial-
komplexe und f : ∆(K) → ∆(L) stetig. So gibt es n ∈ N derart, daß für das



17.3. HOMOLOGIE VERKLEBTER RÄUME 2833

Ein Simplizialkomplex und gestrichelt eingezeichnet seine baryzentrische
Unterteilung. Die Ecken der baryzentrischen Unterteilung mag man sich denken

als die Schwerpunkte der nichtleeren Simplizes des ursprünglichen
Simplizialkomplexes, die Simplizes der baryzentrischen Unterteilung

entsprechen den endlichen Ketten in der teilgeordneten Menge der
ursprünglichen Simplizes.
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Vorschalten des Homöomorphismus un : ∆(BnK)
∼→ ∆(K) aus der n-fachen

baryzentrischen Unterteilung eine simpliziale Abbildung

ϕ : (BnK)0 → L0

existiert mit der Eigenschaft, daß für alle z ∈ ∆(BnK) die beiden Punkte f(un(z))
und (∆ϕ)(z) in einem gemeinsamen vollen Simplex von ∆(L) liegen.

17.3.2.11. Unser ϕ heißt eine simpliziale Approximation von f . Offensichtlich
ist in dieser Sitution ∆(ϕ) homotop zu fun vermittels der Homotopie

h(z, t) = t(∆ϕ)(z) + (1− t)f(un(z))

Hierbei sind die Formeln auf der rechten Seite zu verstehen in dem großen Vek-
torraum, in dem wir unsere geometrische Realisierung von L als Teilmenge kon-
struiert hatten.

17.3.2.12 (Die schmutzige Anschauung). Die simpliziale Approximation an einen
Homöomorphismus wird im allgemeinen keineswegs ein Isomorphismus sein,
sondern vielmehr salopp gesprochen in etwa so aussehen, daß einige wenige klit-
zekleine Simplizes der entsprechenden mehrfachen baryzentrischen Unterteilung
bijektiv stark vergrößert auf Simplizes des Zielkomplexes abgebildet werden, wo-
hingegen die meisten dieser klitzekleinen Simplizes zu Simplizes kleinerer Di-
mension zusammengedrückt werden. Ich bitte darum, diese anschauliche Beschrei-
bung eines typischen Falls nicht als mathematische Aussage mißzuverstehen.

Beweis. Mithilfe des Überdeckungssatzes von Lebesgue, angewandt auf das Kom-
paktum ∆(K) ⊂ RK0 , finden wir n ∈ N und eine Abbildung auf den Ecken
ϕ : (BnK)0 → L0 mit f(St(q)) ⊂ St(ϕ(q)) für alle q ∈ (BnK)0. Wir zei-
gen, daß dies ϕ die gesuchte simpliziale Approximation ist. In der Tat gilt für
beliebiges z ∈ ∆(BnK) ja supp z = {q ∈ (BnK)0 | z ∈ St(q)} und folglich
ϕ(supp z) ⊂ supp f(z). Da jeder Simplex von BnK ein supp z ist, muß ϕ sim-
plizial sein und es folgt weiter, daß für alle z unser (∆ϕ)(z) zum vollen Simplex
∆(supp f(z)) gehört.

Satz 17.3.2.13 (Erste Annäherung an den Lefschetz’schen Fixpunktsatz). Ge-
geben ein endlicher Simplizialkomplex K und eine fixpunktfreie stetige Selbstab-
bildung f seiner RealisierungX := ∆(K) gilt für jeden Koeffizientenkörper k die
Identität

0 =
∑
q

(−1)q tr
(
Hqf |Hq(X; k)

)
17.3.2.14 (Fixpunkte von Selbstabbildungen von Sphären). Nach 17.3.2.13
hat insbesondere jede stetige Selbstabbildung einer Sphäre gerader Dimension,
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die homotop ist zur Identität, mindestens einen Fixpunkt. Induziert eine stetige
Selbstabbildung einer n-Sphäre Sn positiver Dimension n > 0 allgemeiner eine
von der Multiplikation mit (−1)n+1 verschiedene Abbildung auf der n-ten Ho-
mologiegruppe, hat sie also in einer noch einzuführenden Terminologie einen von
(−1)n+1 verschiedenen „Abbildungsgrad“, so hat sie mindestens einen Fixpunkt.

Beweis. Indem wir aufX die von einer Norm aufRK0 induzierte Metrik dwählen
und dann hinreichend oft baryzentrisch unterteilen, dürfen wir annehmen, daß das
Minimum von d(x, f(x)) größer ist als der Durchmesser jedes vollen Simplex.
Für jede simpliziale Approximation ϕ : (BnK)0 → K0 an f gilt dann, daß ϕ
keinen Simplex der n-fachen baryzentrischen Unterteilung eines Simplex σ ∈
K auf σ selbst wirft. Wir dürfen dabei auch n ≥ 1 annehmen. Jetzt betrachten
wir im Komplex SX der singulären Ketten von X den Unterkomplex SsX der
simplizialsingulären Ketten und das Bild

Sos,nX ⊂ SX

des Komplexes Sos∆(BnK) der orientierungsverträglichen simplizialsingulären
Ketten der n-fachen baryzentrischen Unterteilung unter dem natürlichen Homöo-
morphismus un : ∆(BnK)

∼→ ∆(K). So erhalten wir mit unseren Unterteilungs-
operatoren U aus 17.2.4.1 nach 17.3.2.9 ein kommutatives Diagramm von Ketten-
komplexen

Sos,nX −→ SsX
Un−→ Sos,nX⋂ ⋂ ⋂

SX
Sϕ−→ SX

Un−→ SX

Seine Vertikalen induzieren nach unserem Vergleichssatz 17.3.1.7 zusammen mit
17.3.1.12 Isomorphismen auf der Homologie. Die Verknüpfung in der oberen Ho-
rizontale hat nun Spur Null in jedem Grad, denn ihre Matrix in der durch die ori-
entierungsverträglichen simplizialsingulären Simplizes gegebenen Basis hat nur
Einträge Null auf der Diagonalen, da unsere simpliziale Approximation keinen
Simplex aus der n-fachen baryzentrischen Unterteilung eines Simplex σ auf σ
selbst wirft. Nach 17.3.2.1 induziert dann die Verknüpfung in der oberen Horizon-
tale auch auf der Homologie eine Abbildung mit Superspur Null. Dasselbe folgt
erst für die Verknüpfung in der unteren Horizontale und dann wegen HUn = id
auch für Hϕ = Hf .

Übungen

Übung 17.3.2.15. Jede stetige Selbstabbildung der reellen projektiven Ebene hat
einen Fixpunkt.
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Übung 17.3.2.16. Man folgere den Fixpunktsatz von Brouwer aus dem Fixpunkt-
satz von Lefschetz.

Übung 17.3.2.17 (Nullstellenfreie glatte Vektorfelder und Eulercharakteris-
tik). Besitzt eine glatte kompakte Mannigfaltigkeit ein glattes nirgends verschwin-
dendes Vektorfeld, so ist ihre Euler-Charakteristik Null. Hinweis: Man verwende,
daß jede glatte kompakte Mannigfaltigkeit triangulierbar ist und für jedes glatte
nirgends verschwindende Vektorfeld darauf sein „Fluß für ein hinreichend kleines
positives Zeitintervall“ eine fixpunktfreie stetige Selbstabbildung ist.

Vorschau 17.3.2.18. Das gilt genauso für stetige Vektorfelder, muß dann aber an-
ders bewiesen werden.

17.3.3 Einbettungen von Sphären in Sphären

17.3.3.1. Im folgenden ist die (−1)-Sphäre wie in 16.1.1 als die leere Menge zu
verstehen, in Formeln S−1 = ∅.

Satz 17.3.3.2 (Jordan-Brouwer). Seien n, r ≥ −1 und sei sr ⊂ Sn eine Teil-
menge der n-Sphäre, die homöomorph ist zur r-Sphäre Sr. So haben wir:

r > n Unmöglich;
r = n Impliziert Sn = sr;
r = n− 1 Dann hat Sn\sr genau zwei Zusammenhangskomponenten,

und der Rand jeder dieser beiden Komponenten ist sr;
r ≤ n− 2 Dann ist Sn\sr zusammenhängend.

Vorschau 17.3.3.3. Im Rahmen der Garbentheorie werden wir in 19.4.10.16 einen
alternativen Beweis geben, der mir besonders natürlich scheint. Der elementa-
rere Beweis hier wird uns bis zum Ende dieses Abschnitts beschäftigen. Im Fall
r = n−1 induziert für eine zweipunktige TeilmengeZ bestehend aus einem Punkt
in jeder Komponente des Komplements Sn\sn−1 die Einbettung sn−1 ↪→ Sn\Z
einen Isomorphismus auf der Homologie. Im Fall n = 2 folgt das etwa aus unse-
ren Erkenntnissen zu Umlaufzahlen kreuzungsfreier Wege in 16.1.7.10. Im allge-
meinen zeigen wir es erst als Übung 19.4.10.26.

17.3.3.4. Als Vorbereitung auf den Beweis beginnen wir mit einer Diskussion der
sogenannten „reduzierten Homologie“. Diese Variante der Homologie hilft auch
sonst oft, Sonderbetrachtungen im Grad Null zu vermeiden.

Definition 17.3.3.5. Für jeden topologischen Raum X kann man den Komplex
SX der singulären Ketten verlängern zum sogenannten augmentierten Komplex
S̃X mit S̃qX := SqX für q 6= −1 und S̃−1X := Z, wobei der zusätzlich benötigte
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Randoperator ∂0 : S̃0X → S̃−1X gegeben wird durch die sogenannte Augmen-
tation ∂0 = ε :

∑
nxx 7→

∑
nx. Offensichtlich erhalten wir so wieder einen

Funktor
S̃ : Top→ Ket

von der Kategorie der topologischen Räume in die Kategorie der Kettenkomplexe.
Wir definieren dann die reduzierten Homologiegruppen H̃q(X) von X als die
Homologiegruppen unseres augmentierten Komplexes und setzen also in Formeln

H̃q(X) := Hq(S̃X)

17.3.3.6 (Verschiedene Konventionen zur reduzierten Homologie). Die vorste-
hende Definition weicht im Fall X = ∅ von der in der Literatur gebräuchlichen
Konvention ab, bei der, so will es mir scheinen, das Widerstreben gegenüber Ho-
mologie in negativen Graden die Oberhand gewonnen hat über das Streben nach
Klarheit des Formalismus.

17.3.3.7 (Beziehung zwischen gewöhnlicher und reduzierter Homologie). Für
X 6= ∅ gilt H̃q(X) = 0 für q < 0, für die leere Menge erhalten wir jedoch
H̃−1(∅) = Z. Gegeben eine abelsche Gruppe G bezeichne ganz allgemein G[q]
den Komplex mit G im Grad q und Nullen sonst. Speziell meint also Z[−1] den
Komplex mit Z im Grad −1 und Nullen sonst. Wir haben eine kurze exakte Se-
quenz von Komplexen Z[−1] ↪→ S̃X � SX . Mit der zugehörigen langen Ho-
mologiesequenz erhalten wir HqX = H̃qX für q > 0 und im Fall X 6= ∅ eine
kurze exakte Sequenz H̃0X ↪→ H0X � Z, mithin nach 17.2.2.14 und 17.2.2.12
einen allerdings nicht kanonischen Isomorphismus H0X ∼= H̃0X ⊕ Z. Es gilt al-
so H̃0X = 0 genau dann, wenn X leer oder wegzusammenhängend ist, und die
reduzierte Homologie von Sphären wird für alle n ≥ −1 gegeben durch

H̃q(S
n) ∼=

{
Z n = q;
0 sonst.

17.3.3.8 (Lange exakte Homologiesequenz für die reduzierte Homologie). Für
ein Raumpaar (X,A) folgt aus der kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen
S̃A ↪→ S̃X � S̃X/S̃A auch eine lange exakte Sequenz

. . .→ H̃q+1(X,A)→ H̃q(A)→ H̃q(X)→ H̃q(X,A)→ H̃q−1(A)→ . . .

für Raumpaare in der reduzierten Homologie, wobei natürlich gilt S̃X/S̃A =
SX/SA und folglich H̃q(X,A) = Hq(X,A). Für jeden Punkt p ∈ X erhalten
wir so insbesondere einen kanonischen Isomorphismus H̃q(X) → Hq(X, p). Ho-
motope Abbildungen f, g : X → Y induzieren auch auf der reduzierten Homolo-
gie dieselben Abbildungen: Um das zu sehen reicht es, unsere Kettenhomotopie
Sf ' Sg durch Null auf S̃−1X = Z fortzusetzen. Die Mayer-Vietoris-Sequenz
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und ihr Beweis übertragen sich ebenso ohne Schwierigkeiten in die reduzierte
Homologie. Der folgende Beweis ist eine erste Illustration für die Nützlicheit der
reduzierten Homologie.

Proposition 17.3.3.9. Gegeben eine stetige Einbettung eines Hyperkubus in eine
Sphäre beliebiger Dimension verschwinden die reduzierten Homologiegruppen
des Komplements des Bildes in allen Graden.

Beweis. Seien also in Formeln r ≥ 0 und ϕ : [0, 1]r → Sn eine stetige Injektion
mit Bild imϕ = ϕ([0, 1]r). Unsere Proposition behauptet H̃q(S

n\ imϕ) = 0 für
alle q. Als stetige Injektion von einem Kompaktum in einen Hausdorffraum ist ϕ
nach 15.1.5.13 ein Homöomorphismus auf sein Bild. Da Sn nie zusammenziehbar
ist, folgt Sn 6= imϕ. Wir können uns also auf q ≥ 0 beschränken. Dafür machen
wir eine Induktion über r und geben dazu der Aussage der Proposition den Namen
P (r). Nach Konvention ist [0, 1]0 ein Punkt und Sn\x ist zusammenziehbar, ja
sogar homöomorph zu Rn für alle x ∈ Sn. Das liefert unsere Induktionsbasis
P (0). Sei nun P (r − 1) bekannt, sei ϕ : [0, 1]r → Sn eine stetige Injektion und
sei z ∈ S̃q(S

n\ imϕ) ein q-Zykel, q ≥ 0. Es gilt zu zeigen, daß z ein Rand ist. Für
I ⊂ [0, 1] setzen wir

UI := Sn\ϕ(I × [0, 1]r−1)

und kürzen U{t} = Ut ab. Nach unserer Induktionsannahme P (r − 1) gibt es
für alle t ∈ [0, 1] ein wt ∈ Sq+1Ut mit ∂wt = z. Mit Kompaktheitsargumenten
folgt, daß sogar gilt wt ∈ Sq+1UB für eine geeignete Umgebung B von t in [0, 1].
Mit zusätzlichen Kompaktheitsargumenten gibt es dann eine Folge 0 = t0 < t1 <
. . . < tm = 1 derart, daß für alle i einwi ∈ Sq+1U[ti−1,ti] existiert mit ∂wi = z. Die
Aussage P (r) folgt nun mit Induktion über i, wenn wir noch die anschließende
Folgerung aus unserer Induktionsannahme P (r − 1) bemerken.

Lemma 17.3.3.10. Sei r ≥ 1 und es gelte P (r − 1). Sei ϕ : [0, 1]r → Sn eine
stetige Injektion. Seien 0 ≤ a < b < c ≤ 1. Gegeben Ketten u ∈ Sq+1U[a,b]

und v ∈ Sq+1U[b,c] mit ∂u = ∂v gibt es dann auch eine Kette w ∈ Sq+1U[a,c] mit
∂w = ∂u = ∂v.

Beweis. Sicher gilt

U[a,b] ∪ U[b,c] = Ub und U[a,b] ∩ U[b,c] = U[a,c]

Die Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Homologie liefert uns nun

H̃q+1Ub → H̃qU[a,c] → H̃qU[a,b] ⊕ H̃qU[b,c] → H̃qUb

Da hier das rechte und linke Ende verschwindet nach P (r − 1), steht in der Mitte
ein Isomorphismus. Schreiben wir also ∂u = ∂v = z, so ist z ein Zykel in S̃qU[a,c],
der ein Rand wird in S̃qU[a,b]⊕S̃qU[b,c]. Also muß z auch in S̃qU[a,c] bereits ein Rand
gewesen sein.
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Satz 17.3.3.11 (Homologie des Komplements einer Sphäre in einer Sphäre).
Seien r, n ≥ −1 und sei sr ⊂ Sn eine Teilmenge der n-Sphäre, die homöomorph
ist zur r-Sphäre Sr. So gilt

H̃q(S
n\sr) ∼=

{
Z q = n− r − 1;
0 sonst.

Beweis. Wir machen wieder eine Induktion über r. Für r = −1 ist die Aussage
schon aus 17.3.3.7 bekannt. Ist nun r ≥ 0, so schreiben wir sr = s+ ∪ s− als Ver-
einigung von zwei abgeschlossenen Hemisphären mit Schnitt s+ ∩ s− = sr−1 ∼=
Sr−1. Wir wenden die reduzierte Mayer-Vietoris-Sequenz an auf X± = Sn\s±,
es ist also X+ ∪ X− = Sn\sr−1 und X+ ∩ X− = Sn\sr und wir erhalten mit
17.3.3.9 Isomorphismen H̃q+1(Sn\sr−1) ∼= H̃q(S

n\sr) und von da ausgehend in-
duktiv H̃q(S

n\sr) ∼= H̃q+r+1(Sn\s−1) = H̃q+r+1(Sn).

Beweis von Jordan-Brouwer 17.3.3.2. Der Fall r > n ist unmöglich, da H̃q stets
verschwindet für q < −1. Im Fall r = n haben wir Sn = sr, denn H̃−1(X) 6= 0
bedeutet X = ∅. Im Fall r ≤ n − 2 haben wir H̃0(Sn\sr) = 0 aber Sn\sr 6= ∅.
Es folgt H0(Sn\sr) ∼= Z, und damit hat Sn\sr nach 17.1.2.15 genau eine Weg-
zusammenhangskomponente, die auch die einzige Zusammenhangskomponente
sein muß. Im Fall r = n−1 haben wir H̃0(Sn\sr) ∼= Z, also H0(Sn\sr) ∼= Z2 und
damit hat Sn\sr nach 17.1.2.15 genau zwei Wegzusammenhangskomponenten.
Da bei einer offenen Teilmenge von Sn jeder Punkt eine wegzusammenhängende
Umgebung hat, sind das nach 15.1.3.15 auch die Zusammenhangskomponenten
von Sn\sr. Jetzt müssen wir nur noch im Fall r = n − 1 zusätzlich zeigen, daß
sn−1 im Abschluß jeder der beiden Zusammenhangskomponenten von Sn\sn−1

liegt. Für jedes x ∈ sn−1 und eine beliebige offene Umgebung U von x in Sn

finden wir eine Teilmenge A ⊂ sn−1 mit x ∈ A derart, daß gilt Ā ⊂ U und
sn−1\A ∼= [0, 1]n−1. Wir setzen B := sn−1\A. Nach 17.3.3.9 ist Sn\B wegzu-
sammenhängend. Verbinden wir nun zwei Punkte aus verschiedenen Zusammen-
hangskomponenten von Sn\sn−1 in Sn\B durch einen Weg σ, so muß σ durch A
laufen. Ist σ(t) beziehungsweise σ(s) der erste beziehungsweise letzte Punkt von
σ in Ā, so liegen für kleines ε > 0 notwendig σ(t − ε), σ(s + ε) in U , aber in
verschiedenen Wegzusammenhangskomponenten von Sn\sn−1. Jede offene Um-
gebung U von x trifft also beide Komponenten von Sn\sn−1.

Korollar 17.3.3.12. Seien n ≥ 2 und sn−1 ⊂ Rn eine Teilmenge, die homöo-
morph ist zur (n − 1)-Sphäre Sn−1. So zerfällt ihr Komplement Rn\sn−1 in zwei
Zusammenhangskomponenten, deren Rand jeweils sn−1 ist.

Beweis. Man fasse Rn auf als das Komplement eines Punktes in Sn.
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Versuch der Darstellung einer Konstruktionsvorschrift für Alexander’s gehörnte
Sphäre. Es gilt, sich dieses Bild in fraktaler Weise immer weiter verkleinert ins

Unendliche fortgesetzt zu denken, an jedem der beiden Paaare von dich
gegenüberliegenden Endkugeln teilt sich unser Gebilde also wieder in jeweils
zwei Arme, die sich fast wieder treffen, und so weiter. Die hier gezeichneten
Drähte sind massiv gemeint und verdünnen sich entsprechend in die Spitzen

hinein, so daß dieses ganze Drahtgebilde homöomorph ist zum Einheitsball im
R3. Sein Komplement ist nicht einfach wegzusammenhängend, was wir aber

nicht beweisen werden. Alexander’s gehörnte Sphäre ist die Oberfläche dieses
Gebildes.
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17.3.3.13. Der Spezialfall n = 2 des vorhergehenden Korollars heißt der Jor-
dan’sche Kurvensatz. Er besagt grob gesprochen, daß jede geschlossene Kurve
in der Ebene die Ebene in zwei Zusammenhangskomponenten zerlegt. In diesem
Fall sagt der Satz von Schönflies sogar stärker, daß wir einen Homöomorphismus
der Ebene mit sich selber finden können, unter dem unsere geschlossene Kurve
dem Einheitskreis entspricht. Im Fall n = 3 ist Alexander’s gehörnte Sphäre ei-
ne zum kompakten Ball D3 homöomorphe Teilmenge des Raums R3, deren Kom-
plement nicht einfach wegzusammenhängend ist, oder vielmehr die Randsphäre
dieses Balls. Die abelsch gemachte Fundamentalgruppe diese Komplements muß
aber wieder verschwinden nach dem Satz von Hurewicz 17.1.5.2 und unserem
Satz 17.3.3.11 über die reduzierte Homologie des Komplements.

Korollar* 17.3.3.14 (Invarianz von Gebieten). Jede stetige Injektion Rn ↪→ Rn
ist offen.

17.3.3.15 (Diskussion der Terminologie). Seien U, V ⊂ Rn zwei Teilmengen,
die homöomorph sind als topologische Räume. Aus Korollar 17.3.3.14 folgt: Ist U
offen, so ist auch V offen. In der Funktionentheorie nennt man offene Teilmengen
der komplexen Zahlenebene auch „Gebiete“, daher die Terminologie.

Beweis. Es reicht, wenn wir für jede Einbettung f : E ↪→ Sn der abgeschlossenen
Einheitskugel E ⊂∧ Rn in die Sphäre Sn zeigen, daß ihr Inneres E◦ offenes Bild
f(E◦) ⊂◦ Sn hat. Das Komplement des Bildes der Randsphäre f(∂E) besteht nach
dem Satz von Jordan-Brouwer 17.3.3.2 aus zwei Zusammenhangskomponenten

Sn\f(∂E) = W1 tW2

Da Sn lokal zusammenhängend ist, sind diese Zusammenhangskomponenten of-
fene Teilmengen der Sphäre W1,W2 ⊂◦ Sn. Das Komplement des Bildes f(E) ist
auch zusammenhängend nach 17.3.3.9, somit erhalten wir eine weitere disjunkte
Zerlegung in zusammenhängende Teilmengen

Sn\f(∂E) = (Sn\f(E)) t f(E◦)

Nach 15.1.3.16 muß aber jede zusammenhängende Teilmenge eines Raums in
einer seiner Zusammenhangskomponenten enthalten sein. Da unser Raum ge-
nau zwei Zusammenhangskomponenten hat, müssen unsere beiden disjunkten zu-
sammenhängenden Teilmengen also genau diese Zusammenhangskomponenten
W1,W2 sein. Es folgt f(E◦) = Wi ⊂◦ Sn für ein i.

17.3.3.16. Sind s, s′ ⊂ Sn disjunkte Teilmengen, die homöomorph sind zu Sp

beziehungsweise Sq mit p + q = n − 1, so kann man ihre Verschlingungszahl
v(s, s′) ∈ N definieren als den Betrag des Bildes der Eins unter Z ∼= H̃p(s) →
H̃p(S

n\s′) ∼= Z. Der Spezialfall q = 0 wird in 17.3.3.3 diskutiert. Mehr dazu
findet man in [SZ94].
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Übungen

Übung 17.3.3.17 (Einbettungen von Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension).
Eine injektive stetige Abbildung von einer nichtleeren kompakten Mannigfaltig-
keit in eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit derselben Dimension ist stets
surjektiv. Hinweis: Invarianz von Gebieten 17.3.3.14.

17.3.4 Homologie von endlichen Zellkomplexen
Definition 17.3.4.1. Gegeben eine stetige Abbildung f : Z → X erklärt man
ihren Abbildungskegel als den topologischen Raum

Keg(f) = K(f) :=
(
(Z×[0, 1]) t X t top

)
/ ∼

für top = {∗} den einpunktigen Raum und die Äquivalenzrelation ∼ erzeugt
durch f(z) ∼ (z, 0) sowie (z, 1) ∼ ∗ für alle z ∈ Z. Unsere Definition weicht im
Fall Z = ∅ von der in der Literatur üblichen Definition ab.

Beispiel 17.3.4.2. Ist n ≥ 0 und f : Sn−1 → X eine stetige Abbildung, so sagt
man auch, der Abbildungskegel K(f) entstehe aus X durch Ankleben einer n-
Zelle vermittels f . Im Fall n = 0 alias Z = ∅ entsteht K(f) aus X durch die
disjunkte Vereinigung mit einem Punkt; im Fall n = 1 durch das Ankleben einer
Kante, wobei man ihre beiden Endpunkte mit den Punkten f(−1) und f(1) des
Ausgangsraums identifiziert; im Fall n = 2 durch das Ankleben einer Kreisschei-
be längs ihres Randkreises in der durch f vorgegebenen Weise, und so weiter.

Satz 17.3.4.3 (Anklebesequenz). Für jede stetige Abbildung f : Z → X gibt es
in der reduzierten Homologie eine lange exakte Sequenz

. . .→ H̃qZ → H̃qX → H̃qK(f)→ H̃q−1Z → . . .

mit der Eigenschaft, daß die erste Abbildung von f induziert wird und die zweite
von der Einbettung von X in den Abbildungskegel K(f).

Vorschau 17.3.4.4. In 17.3.5.7 zeigen wir mit mehr Mühe eine noch feinere Aus-
sage, die sowohl die Beziehung unserer Sequenz zur langen exakten Homolo-
giesequenz des Raumpaars (K(f), X) klärt als auch den Fall „simultaner Abbil-
dungskegel“ einschließt.

17.3.4.5 (Änderung der Homologie beim Ankleben einer Zelle). Es können
also anschaulich gesprochen beim Ankleben einer n-Zelle im wesentlichen zwei
Dinge passieren: Entweder die angeklebte Zelle „füllt ein (n − 1)-Loch“, als da
heißt H̃n−1S

n−1 → H̃n−1X ist eine Injektion und die (n − 1)-te Homologie von
X wird beim Ankleben entsprechend kleiner; Oder die angeklebte Zelle „schafft
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Der Abbildungskegel der Abbildung, die eine Kreislinie Z zu einer Acht X
zusammenzwickt. Die hier zu sehende Kreislinie in mittlerer Höhe ist das Bild
von Z × {1/2} oder vielleicht auch eher von Z × {1/4} im Abbildungskegel.

Zwei Fälle des Anklebens einer Eins-Zelle, hier gezackt eingezeichnet. Im ersten
Fall wird ein Eins-Loch geschaffen, im zweiten Fall ein Null-Loch geschlossen.
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ein n-Loch“, als da heißt H̃n−1S
n−1 → H̃n−1X ist keine Injektion und die n-te

Homologie von X wird beim Ankleben entsprechend größer. In diesem Fall kann
sich natürlich die (n−1)-te Homologie auch noch etwas verkleinern, es wird eben
eine endliche Untergruppe daraus weggeteilt, und das ist dann nicht mehr so leicht
anschaulich zu machen. Sie können etwa versuchen, sich das Beispiel vorzustel-
len, daß an die reell projektive Ebene, die ja durch Ankleben einer Zweizelle längs
des Randes eines Möbiusbandes entsteht, noch eine weitere Zweizelle längs der
Kreislinie auf der Mitte besagten Möbiusbandes angeklebt wird. In jedem Fall gilt
jedoch H̃qX

∼→ H̃qK(f) für q 6= n, n− 1.

Beweis. Das Bild der ausgezeichneten einpunktigen Menge top im Abbildungs-
kegel bezeichnen wir wieder mit top und das Bild von X wieder mit X . Wir er-
halten so zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen des Abbildungskegels K :=
K(f), deren Komplemente eine offene Überdeckung K = U ∪ V bilden. Von
diesen offenen Mengen ist V := K\X zusammenziehbar, und der Schnitt unse-
rer beiden offenen Mengen kann identifiziert werden mit U ∩ V = Z × (0, 1).
Die durch unsere Erkenntnis H̃qV = 0 vereinfachte Mayer-Vietoris-Sequenz der
reduzierten Homologie hat dann die Gestalt

. . .→ H̃q(U ∩ V )→ H̃q(U)→ H̃q(K)→ H̃q−1(U ∩ V )→ . . .

Wendet man 17.3.4.7 auf T := [0, 1] und die die Topologie des Abbildungskegels
definierende finale Abbildung an, so erkennt man leicht, daß die Einbettung X ↪→
U eine Homotopieäquivalenz ist. Wir erhalten sogar ein homotopiekommutatives
Diagramm

Z ↪→ U ∩ V
↓ ↓
X ↪→ U

durch z 7→ (z, 1/2) in der oberen Horizontalen mit Homotopieäquivalenzen in
den Horizontalen. Der Satz ist bewiesen.

Vorschau 17.3.4.6 (Algebraischer und topologischer Abbildungskegel). Unse-
re Mayer-Vietoris-Sequenz aus dem vorhergehenden Beweis kommt nach 17.2.4.11
her von einer kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen, die wir im folgen-
den Diagramm in die oberen Horizontale geschrieben haben. Hierbei bedeutetW
die offene Überdeckung K = U ∪ V .

S̃(U ∩ V ) ↪→ S̃(U)⊕ S̃(V ) � S̃W(K)
↑ o ↑ o

S̃(Z) → S̃(X)

Die untere Horizontale stellt die von f : Z → X induzierte Abbildung dar und
mit den durch unser homotopiekommutatives Diagramm vom Ende des vorher-
gehenden Beweises induzierten Vertikalen ensteht ein homotopiekommutatives
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Diagramm von Komplexen freier abelscher Gruppen. Zusammen mit S̃W(K) →
S̃(K) und 20.2.6.4 liefert das einen ausgezeichneten Isomorphismus Keg(S̃(Z)→
S̃(X))

∼→ S̃(K) in der derivierten Kategorie Der(Ab) und zusammen mit 20.3.2.20
sogar in der Homotopiekategorie Hot(Ab). Er rechtfertigt die Bezeichnung als
Abbildungskegel für die rein algebraische Konstruktion Keg aus dem Beweis von
17.6.2.5.

Proposition 17.3.4.7. Ist p : X → Y final und surjektiv und T lokal kompakt, so
ist auch p× id : X × T → Y × T final und surjektiv.

17.3.4.8. Wir geben in 15.1.9.15 einen alternativen Beweis.

Beweis. Sei W ⊂ Y × T eine Teilmenge mit offenem Urbild U ⊂◦ X × T .
Es gilt zu zeigen, daß W selbst offen ist. Sei dazu (y, t) ∈ W ein Punkt und
(x, t) eines seiner Urbilder. Sicher gibt es eine kompakte Umgebung K von t mit
{x} ×K ⊂ U . Man überlegt sich leicht, daß dann

A := {a ∈ X | {a} ×K ⊂ U}

offen ist in X und daß gilt A = p−1(p(A)). Folglich ist p(A) offen in Y und wir
haben (y, t) ∈ p(A) × K ⊂ W . Mithin liegt mit jedem Punkt auch eine ganze
offene Umgebung des besagten Punktes in W und W ist offen.

Korollar 17.3.4.9 (Endlichkeit der Homologie von endlichen Zellkomplexen).
Entsteht ein topologischer Raum X aus der leeren Menge durch sukzessives An-
heften von endlich vielen Zellen, und heften wir dabei keine Zellen einer Dimensi-
on > d an, so gilt HqX = 0 für q > d und HqX ist eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe für alle q ∈ Z.

Beweis. Man benutze für die zweite Aussage, daß bei einer kurzen exakten Se-
quenz abelscher Gruppen A′ ↪→ A � A′′ die Mitte endlich erzeugt ist genau
dann, wenn die Enden es sind.

Beispiel 17.3.4.10 (Homologie der komplex projektiven Räume). Der PnC er-
gibt sich aus dem Pn−1C durch Anheften einer 2n-Zelle. Betrachten wir genauer
die Abbildung F : D2n → PnC gegeben durch die Abbildungsvorschrift

z = (z0, . . . , zn−1) 7→ 〈z0, . . . , zn−1, 1− ‖z‖〉

und nehmen ihre Restriktion zu f : S2n−1 → Pn−1C als Anklebeabbildung, so
konstruiert man ohne Schwierigkeiten einen Homöomorphismus K(f)

∼→ PnC
zwischen dem Abbildungskegel und PnC. Wir erhalten also

Hq(PnC) ∼=
{
Z q = 0, 2, . . . , 2n;
0 sonst.
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Entsteht allgemeiner X aus der leeren Menge durch sukzessives Anheften von
Zellen gerader Dimension, so verschwindet HqX für ungerades q und für gerades
q ist HqX eine freie abelsche Gruppe, deren Rang gerade die Anzahl der angehef-
teten q-Zellen ist.

Satz 17.3.4.11 (Eulercharakteristik von Zellkomplexen). Der Raum X entste-
he aus der leeren Menge durch sukzessives Anheften von endlich vielen Zellen. Sei
cq die Zahl der verwendeten q-Zellen und sei k ein Körper. So wird die Eulercha-
rakteristik von X gegeben durch die Formel

χ(X; k) =
∑

(−1)qcq

Beweis. Ist . . . → Ai
∂i→ Ai−1 → . . . eine lange exakte Sequenz von endlich-

dimensionalen Vektorräumen und verschwinden von den Ai alle bis auf endlich
viele, so gilt für die Eulercharakteristik unseres Komplexes∑

(−1)i dimAi =
∑

(−1)i dimHiA = 0

nach 17.3.1.19. Schreiben wir unsere Sequenz in der Gestalt

. . .→ Dq+1 → Bq → Cq → Dq → Bq−1 → . . .

so folgt ∑
(−1)q dimCq =

∑
(−1)q dimBq +

∑
(−1)q dimDq

Nun läßt sich die Eulercharakteristik auch mithilfe der reduzierten Homologie dar-
stellen als χ(X; k) − 1 =

∑
(−1)q dimk H̃q(X; k). Mit unserer Anklebesequenz

folgt χ(X; k)− 1 = χ(Y ; k)− 1 + (−1)n, wenn X aus Y durch Ankleben einer
n-Zelle entsteht. Der Satz ergibt sich nun mit Induktion.

Ergänzung 17.3.4.12. Der vorhergehende Beweis könnte alternativ auch auf un-
serer Formel χ(U ∪ V ) = χ(U) + χ(V ) − χ(U ∩ V ) aus 17.3.1.27 aufgebaut
werden: Diese Formel liefert sogar allgemeiner unter den offensichtlichen End-
lichkeitsannahmen für f : Z → X stetig mit den im Beweis der Anklebesequenz
diskutierten Argumenten die Formel

χ(K(f)) = χ(X) + 1− χ(Z)

Man diese Formel jedoch auch direkt aus der Anklebesequenz folgern.
17.3.4.13. Gegeben ein topologischer Raum X erklärt man seine Suspension als
den Abbildungskegel der konstanten Abbildung

ΣX := K(X → top)

Unsere Anklebesequenz liefert Isomorphismen H̃i+1(ΣX)
∼→ H̃i(X) für alle i.

Unsere Definition weicht im Fall X = ∅ von der in der Literatur üblichen Defini-
tion ab.
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Übungen

Übung 17.3.4.14. Man zeige, daß die Homologie der quaternionalen projektiven
Räume gegeben wird durch Hq(PnH) ∼= Z für q = 0, 4, . . . , 4n und Null sonst.

Übung 17.3.4.15. Man zeige, daß der Abbildungungskegel von S1 → S1 gegeben
durch z 7→ z2 homöomorph zur reell projektiven Ebene ist und berechne deren
Homologie.

17.3.5 Zelluläre Homologie

Satz 17.3.5.1 (Komplex der zellulären Homologie). Wir betrachten einen Raum
X , der aus der leeren Menge ensteht durch das simultane Ankleben von durch
α ∈ A0 indizierten Nullzellen gefolgt vom simultanen Ankleben von durch α ∈
A1 indizierten Einszellen und so weiter bis zum simultanen Ankleben von durch
α ∈ An indizierten n-Zellen. So gibt es einen Komplex

ZAn → ZAn−1 → . . .→ ZA1 → ZA0

aus freien abelschen Gruppen über den Indexmengen der jeweiligen Zellen, der
die Homologie von X berechnet.

17.3.5.2. Bezeichne ∅ = X≤−1 ⊂ X≤0 ⊂ X≤1 ⊂ . . . ⊂ X≤n = X die zu-
gehörige Folge von Teilräumen. Mit „simultanem Ankleben“ ist gemeint, daß die
Anklebeabbildungen der q-Zellen jeweils Werte in X≤q−1 annehmen. Wir nennen
X≤q das q-Skelett.

17.3.5.3. Wir gehen dabei von der Erkenntnis 17.3.4.2 aus, daß das Ankleben
einer Zelle als Abbildungskegel beschrieben werden kann, und untersuchen erst
einmal ganz allgemein die Homologie simultaner Abbildungskegel.

17.3.5.4. Die Differentiale in diesem Komplex entstehen aus den Anklebeabbil-
dungen in einer im weiteren genauer spezifizierten Weise. Seien Xq ⊃ Xq−1 das
q-Skelett und das (q − 1)-Skelett. Für α ∈ Aq sei iα : (Dq, Sq−1) → (Xq, Xq−1)
das Einfügen der n-Zelle mit Index α mit der auf dem Rand induzierten Anklebe-
abbildung fα : Sq−1 → Xq−1. Sei ηq ∈ Hq(Dq, Sq−1) unser Standarderzeuger aus
17.2.3.10. So haben wir Isomorphismen

ZAq
∼→ Hq(Xq, Xq−1)

gegeben durch α 7→ (Hqiα)(ηq) zwischen dem q-Term des Komplexes der zellu-
lären Homologie und der q-ten relativen Homologie der entsprechenden Skelette.
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17.3.5.5. Die Abbildung von Raumpaaren iα : (Dq, Sq−1) → (Xq, Xq−1) indu-
ziert eine Abbildung zwischen den jeweiligen langen exakten Homologiesequen-
zen und insbesondere das kommutative Quadrat im Diagramm

Hq(Dq, Sq−1)
∼→ H̃q−1(Sq−1) ZAq−1

↓ ↓ ↓ o
Hq(Xq, Xq−1) → H̃q−1(Xq−1) → Hq−1(Xq−1, Xq−2)

Die linke obere Horizontale ist ein Isomorphismus, da Dq zusammenziehbar ist.
Ich habe reduzierte Homologie genommen, damit gilt H̃0(Dq) = 0 für q ≥ 0.
Das Bild von ηq obenrum nach ZAq−1 ist die Definition des Randoperators im
zellulären Komplex. Das Bild untenrum ist eine alternative Definition.

Beweis. Der Beweis wir in 17.3.5.10 gegeben.

17.3.5.6. Sei (fα)α∈A eine Familie stetiger Abbildungen fα : Zα → X . Um die
Notation zu vereinfachen setzen wir Z :=

⊔
Zα und bezeichnen mit i : Z → A

die „Indexabbildung“ mit Faser Zα über α ∈ A. Unter dem simultanen Abbil-
dungskegel der fα verstehen wir den Raum

K :=
(
X t (Z×[0, 1]) t A

)
/ ∼

für die Äquivalenzrelation ∼ erzeugt durch f(z) ∼ (z, 0) sowie (z, 1) ∼ i(z) für
alle z ∈ Z.

Satz 17.3.5.7 (Anklebesequenz, Variante). Ist (fα)α∈A eine Familie stetiger Ab-
bildungen fα : Zα → X undK der simultane Abbildungskegel 17.3.5.6 der fα, so
gibt es Isomorphismen

⊕
α∈A H̃qZα

∼→ Hq+1(K,X), deren Verknüpfung mit dem
Randoperator der langen exakten Homologiesequenz des Raumpaars (K,X) die
von den fα induzierte Abbildung

⊕
α∈A H̃qZα → HqX ist. Insbesondere können

wir diese Abbildungen einbetten in eine lange exakte Sequenz

. . .→
⊕

α∈A H̃qZα → HqX → HqK→
⊕

α∈A H̃q−1Zα → . . .

17.3.5.8. Für die Isomorphismen, deren Existenz in diesem Satz behauptet wird,
geben wir im Beweis sogar eine explizite Konstruktion. Der Satz gilt ebenso und
mit fast demselben Beweis, wenn wir darin alle Homologiegruppen zu reduzierten
Homologiegruppen machen.

Beweis. Die Bilder vonA undX inK sind disjunkte abgeschlossene Teilmengen.
Deren Komplemente bilden eine offene Überdeckung K = U ∪ V , wobei sich
i : K → A zu einer stetigen Abbildung i : V → A mit zusammenziehbaren
Fasern ausdehnen läßt. Gegeben eine stetige Abbildung in einen diskreten Raum
i : Y → A vereinbaren wir die Notation S̃AY für den durch i∗ : S0Y → S0A bis
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in den Grad−1 erweiterten Komplex der singulären Ketten. Insbesondere ist S̃AV
exakt. Wir nennen unsere offene ÜberdeckungW und betrachten das Diagramm

S̃A(U ∩ V ) ↪→ SU ⊕ S̃AV � SWK
↑ ‖

SU ↪→ SWK � SWK/SU
‖ ↓ ↓

SU ↪→ SK � SK/SU

mit kurzen exakten Sequenzen von Kettenkomplexen in den Horizontalen und
hoffentlich offensichtlichen Abbildungen. Es liefert mit der erweiterten Natürlich-
keit 17.2.2.16 der langen exakten Homologiesequenz und unter Verwendung der
Exaktheit des Komplexes S̃AV ein kommutatives Diagramm

. . .
⊕

α∈A H̃q(U ∩ Vα) → HqU → HqK
−1→

⊕
α∈A H̃q−1(U ∩ Vα) . . .

↑ ‖ ‖ ↑
. . . H̃q+1(K,U) → HqU → HqK → H̃q(K,U) . . .

Die −1 meint dabei an der entsprechenden Stelle das Negative der Randabbil-
dung der Mayer-Vietoris-Sequenz gefolgt von der natürlichen Abbildung in die
reduzierte Homologie. Nun ist die Einbettung X ↪→ U eine Homotopieäquiva-
lenz und die U ∩Vα sind homöomorph zu Zα× (0, 1) und wir können den Beweis
wie im Fall 17.3.4.3 eines einfachen Abbildungskegels zu Ende bringen.

17.3.5.9 (Ankleben mehrerer Zellen auf einmal). Seien n ≥ 0 fest gewählt und
(fα)α∈A eine Familie stetiger Abbildungen fα : Sn−1 → X und K der Raum,
der aus X entsteht durch Ankleben von Zellen Dn vermittels der Abbildungen
fα alias der simultane Abbildungskegel der fα. So haben wir Hq(K,X) = 0 für
q 6= n und unsere Konstruktionen liefern einen Isomorphismus ZA ∼→ Hn(K,X),
dessen Verknüpfung

ZA ∼→ Hn(K,X)→ Hn−1X

mit dem Randoperator der langen exakten Homologiesequenz des Paars (K,X)
von den fα induziert wird in der Weise, daß darunter ein Element α ∈ A abgebil-
det wir auf das Bild unseres Standarderzeugers von H̃n−1S

n−1 aus 17.2.3.10 unter
fα. Nehmen wir zusätzlich HnX = 0 an, so erhalten wir eine exakte Vier-Term-
Sequenz

HnK ↪→ ZA→ Hn−1X � Hn−1K

und Isomorphismen HqX
∼→ HqK für q 6∈ {n, n− 1}.

17.3.5.10 (Zelluläre Homologie). Wir betrachten nun einen RaumX , der aus der
leeren Menge ensteht durch das Ankleben von durch α ∈ A0 indizierten Nullzel-
len gefolgt vom Ankleben von durch α ∈ A1 indizierten Einszellen und so weiter
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bis zum Ankleben von durch α ∈ An indizierten n-Zellen. Bezeichne

∅ = X≤−1 ⊂ X≤0 ⊂ X≤1 ⊂ . . . ⊂ X≤n = X≤n+1 = . . . = X

die zugehörige Folge von Teilräumen. So liefert 17.3.5.9 induktiv erst Isomorphis-
men

0 = HqX
≤−1 ∼→ HqX

≤0 ∼→ . . .
∼→ HqX

≤q−1 HqX
≤q+1 ∼→ HqX

≤q+2 ∼→ . . .

und dann kommutative Diagramme mit einer exakten Vier-Term-Sequenz in der
oberen Horizontale

HqX
≤q ↪→ Hq(X

≤q, X≤q−1) → Hq−1X
≤q−1 � Hq−1X

≤q

↑o ‖⊕
α∈Aq H̃q−1S

≤q−1 → Hq−1X
≤q−1

↑o
ZAq

und mit der wie im Diagramm dargestellt durch die Anklebeabbildungen gegebe-
nen mittleren Abbildung. Das führt unmittelbar zu der Erkenntnis, daß die Homo-
logie von X isomorph ist zur Homologie des aus dem Zusammenstückeln dieser
Vier-Term-Sequenzen entstehenden Komplexes

. . .→ ZAq+1 → ZAq → ZAq−1 → . . .

alias des Komplexes

. . .→ Hq+1(X≤q+1, X≤q)→ Hq(X
≤q, X≤q−1)→ Hq−1(X≤q−1, X≤q−2)→ . . .

Die Randoperatoren kommen hier von den langen exakten Homologiesequenzen
der entsprechenden Tripel 17.2.2.10 her. Die Homologie dieses Komplexes nennt
man auch die zelluläre Homologie. Im übrigen liefert 17.2.4.15 Isomorphismen
Hq(X

≤q, X≤q−1)
∼→ Hq(X

≤q/X≤q−1, ∗) und X≤q/X≤q−1 ist ein Bouquet von
q-Sphären, genauer eine durch Aq indizierte Familie von an einem Punkt ∗ zu-
sammengeklebten q-Sphären. Das mag zusätzliche Anschauung für die Randab-
bildungen des zellulären Komplexes geben.

Vorschau 17.3.5.11 (Zelluläre Homologie von CW-Komplexen). Im Fall eines
sogenannten CW-Komplexes X mit n-Skeletten X≤n liefern die Einbettungen
nach 17.7.1.28 Isomorphismen HnX

≤n+1 ∼→ HnX . Folglich können wir auch die
Homologie eines CW-Komplexes in der in 17.3.5.10 beschriebenen Weise berech-
nen.
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17.4 Homologie von Mannigfaltigkeiten

17.4.1 Homologie und Orientierung
Satz 17.4.1.1 (Homologie und Determinantenvorzeichen). Gegeben eine inver-
tierbare lineare Abbildung g : Rn ∼→ Rn ist die davon induzierte Selbstabbildung
g∗ auf der relativen Homologie Hn(Rn,Rn\0) die Identität im Fall det(g) > 0
und die Multiplikation mit (−1) im Fall det(g) < 0.

17.4.1.2. Wir verwenden hier die Konvention, nach der die Identität auf dem Null-
vektorraum die Determinante Eins hat.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei n > 0. Nach 12.7.5.19 hat
dann GL(n;R) genau zwei Wegzusammenhangskomponenten, die Matrizen mt
positiver Determinante und die Matrizen mit negativer Determinante. Homoto-
pieinvarianz zeigt dann, daß g∗ nur vom Vorzeichen von det(g) abhängen kann.
Jetzt bette man den Standardsimplex ∆n so nach Rn ein, daß alle seine Ecken bis
auf Zwei in ein- und derselben Koordinatenebene zu liegen kommen, daß die rest-
lichen beiden Ecken unter der Spiegelung an dieser Koordinatenebene vertauscht
werden, und daß der Ursprung im offenen Kern des Bildes liegt. Diese Einbettung
liefert einen Isomorphismus

Hn(∆n, ∂∆n)
∼→ Hn(Rn,Rn\0)

Der Effekt der fraglichen Spiegelung kann auf der simplizialen Homologie der
linken Seite leicht berechnet werden und ergibt sich dort zu (−1), da die fragliche
Permutation der Ecken von ∆n eine Transposition und damit ungerade ist.

Korollar 17.4.1.3 (Nullstellenfreie Vektorfelder auf Sphären). Genau dann
gibt es auf der n-Sphäre Sn ein nirgends verschwindendes stetiges Vektorfeld,
wenn ihre Dimension n ungerade ist.

Beweis. Ein Vektorfeld ist für uns eine stetige Abbildung v : Sn → Rn+1 derart,
daß v(x) senkrecht steht auf x für alle x, in Formeln x ⊥ v(x) ∀x ∈ Sn. Ist n
ungerade, so können wir ein mögliches v angeben durch

v(x0, . . . , xn) = (x1,−x0, x2,−x1, . . . , xn−1,−xn)

In jedem Fall können wir ein nirgends verschwindendes Vektorfeld v auf Länge
Eins normieren. Es definiert dann eine Familie von Abbildungen ϕt : Sn → Sn,
bei der ϕt(x) der Punkt ist, an dem man landet, wenn man von x in Richtung
v(x) für die Zeit t auf dem entsprechenden Großkreis um die Sphäre läuft, in
Formeln ϕt(x) = (cos t)x + (sin t)v(x). So erhalten wir nun offensichtlich eine
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Homotopie zwischen der Identität und der Antipodenabbildung a = ϕπ : Sn →
Sn, x 7→ −x und folgern H̃n(a) = id auf H̃n(Sn). Da aber die Einbettung Sn ↪→
(Rn+1\0) eine Homotopieäquivalenz ist und da folglich gilt H̃n(a) = (−1)n+1 id
auf H̃n(Rn+1\0), kann es eine derartige Homotopie nur für ungerades n geben.

Übungen

Übung 17.4.1.4 (Algebraische und topologische Orientierung). Jedem endlich-
dimensionalen Vektorraum V über einem angeordneten Körper k hatten wir in der
linearen Algebra eine zweielementige Orientierungsmenge oder ausführlicher sei-
ne algebraische Orientierungsmenge or(V ) = oralg(V ) zugeordnet und sogar
einen Funktor

oralg : Modf×k → Ens

erklärt. Eine algebraische Orientierung von V war dort eine Vorschrift ε, die jeder
angeordneten Basis A von V ein Vorzeichen ε(A) so zuordnet, daß diese Vorzei-
chen mit den Vorzeichen der Basiswechselmatrizen verträglich sind. Jedem end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum V ordnen wir seine topologische Orien-
tierungsmenge ortop(V ) zu als die Menge der beiden Erzeuger von Hn(V, V \0)
und erhalten so einen weiteren Funktor

ortop : Modf×R → Ens

Zu jeder angeordneten Basis A = (v1, . . . , vn) eines endlichdimensionalen reel-
len Vektorraums V betrachten wir nun denjenigen Erzeuger ηA ∈ Hn(V, V \0),
der durch den affinen n-Simplex [

(
−
∑
vi
)
, v1, . . . , vn] repräsentiert wird, und

erklären unsere Standardtransformation

std : oralg ∼⇒ ortop

durch die Vorschrift stdV : ε 7→ ε(A)ηA. Man zeige, daß das wohldefiniert ist.
Wir zeigen in 18.4.1.17, daß diese Standardtransformation eine von zwei mögli-
chen „Transformationen von Schmelzfunktoren“ ist für die natürlichen Erweite-
rungen von oralg und ortop zu „Schmelzfunktoren“, die wir ebenfalls dort bespre-
chen. Solch eine Schmelztransformation ist dann bereits festgelegt und festlegbar
durch die davon induzierte Bijektion oralg(R)

∼→ ortop(R).

Beispiel 17.4.1.5. Im Fall der angeordneten Standardbasis S(n) desRn ist ηS(n) =
ηn unser Standarderzeuger aus 17.2.3.10.

Übung 17.4.1.6 (Verträglichkeiten im Zusammenhang mit Orientierungen).
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Man zeige die Kommutativität des Diagramms

oralg

stdo
��

std
∼
+3 ortop

∂o
��

dreh hur
∼
+3 ortop

abs

in Cat(ModR(2)×,Ens) von Funktoren und Transformationen mit unten rechts
dem Funktor ortop

abs, der jedem zweidimensionalen reellen Vektorraum V die Men-
ge der beiden Erzeuger von H1(V \0) zuordnet, mit den Standardisomorphismen
aus der oberen linken Ecke nach rechts aus 17.4.1.4 und nach unten zur Menge
der beiden Drehsinne aus 16.1.8.5 und dem Randoperator der langen exakten Ho-
mologiesequenz ∂ : H2(V, V \0)

∼→ H1(V \0) in der rechten Vertikale und dem
Hurewicz-Isomorphismus 17.1.5.2 in der unteren Horizontale.
Übung 17.4.1.7. Gegeben ein endliches angeordnetes minimales Erzeugenden-
system p0, p1, . . . , pn eines reellen affinen Raums E erinnern wir die zugehöri-
ge algebraische Orientierung von ~E aus 3.6.5.21 durch die angeordnete Basis
p1 − p0, . . . , pn − p0. Sei s der Schwerpunkt der pi. Man zeige, daß die unter
unserer Standardidentifikation aus 17.4.1.4 zugehörige topologische Orientierung
alias der zugehörige Erzeuger von Hn( ~E, ~E\0) durch den Simplex ∆n → ~E mit
ei 7→ pi − s repräsentiert wird.
Übung 17.4.1.8 (Orientierung und Vorzeichen der Funktionaldeterminante).
Gegeben A,B ⊂◦ Rn offene Umgebungen des Ursprungs und g : A

∼→ B ein
Diffeomorphismus mit g(0) = 0 kommutiert das Diagramm

Hn(A,A\0) → Hn(B,B\0)
↓ ↓

Hn(Rn,Rn\0) → Hn(Rn,Rn\0)

mit dem Vorzeichen der Funktionaldeterminante det(d0g) als unterer Horizontale.
Hinweis: Für vom Ursprung verschiedene Punkte p nahe am Ursprung gilt die
Abschätzung ‖g(p)− (d0g)(p)‖ < ‖(d0g)(p)‖.

17.4.2 Orientierung von Mannigfaltigkeiten
17.4.2.1. Unter einer topologischen Mannigfaltigkeit der Dimension n oder
kurz n-Mannigfaltigkeit verstehen wir wie in 15.1.4.3 einen Hausdorffraum X
derart, daß jeder Punkt p ∈ X eine offene Umgebung besitzt, die homöomorph ist
zu einer offenen Teilmenge des Rn. Viele Autoren fordern von einer Mannigfal-
tigkeit zusätzlich, daß sie „parakompakt“ sein soll oder sogar „abzählbar basiert“.
Wir werden solche Bedingungen stets explizit erwähnen. Vorerst sind sie für uns
belanglos.
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17.4.2.2. Sei M eine n-Mannigfaltigkeit. Für jeden Punkt x ∈ M ist die relative
Homologie Hn(M,M\x) alias die n-te lokale Homologie des bepunkteten Raums
(M,x) frei vom Rang Eins nach Ausschneidung 17.2.4.10 und den Resultaten
17.2.3.9 über die Homologie von Sphären.

Definition 17.4.2.3. Eine Orientierung, genauer topologische Orientierung ei-
ner n-Mannigfaltigkeit ist eine Zuordnung ω, die jedem Punkt x ∈ M einen Er-
zeuger ωx von Hn(M,M\x) zuordnet und zwar so, daß gilt: Für alle x ∈ M gibt
es eine Umgebung U von x und ein Element ωU ∈ Hn(M,M\U) derart, daß
für alle y ∈ U gilt ωU 7→ ωy unter der natürlichen Abbildung Hn(M,M\U) →
Hn(M,M\y). Wir nennen ωx die lokale Orientierung zur „globalen Orientie-
rung“ ω.

17.4.2.4 (Bezug zur Orientierung aus der linearen Algebra). Gegeben ein end-
lichdimensionaler reeller Vektorraum V liefert die in 17.4.1.4 ausgezeichnete Stan-
dardbijektion stdV zwischen or(V ) und der Menge der Erzeuger von Hn(V, V \0)
eine Bijektion zwischen der Menge der Orientierungen auf V im Sinne der linea-
ren Algebra und der Menge der topologischen Orientierungen von V als Mannig-
faltigkeit.

17.4.2.5. Gegeben Räume M ⊃ A ⊃ B notieren wir die natürliche Abbildung
Hn(M,M\A) → Hn(M,M\B) im weiteren Verlauf kurz η 7→ η|B, so daß wir
etwa eben statt ωU 7→ ωy auch ωU |y = ωy hätten schreiben dürfen.
17.4.2.6 (Bezug zur Orientierung aus der Analysis). In 12.8.3.3 hatten wir eine
Orientierung einer Mannigfaltigkeit, genauer einer eingebetteten n-dimensiona-
len C1-Mannigfaltigkeit M , erklärt als eine Vorschrift, die an jedem Punkt dem
eine algebraische Orientierung des Tangentialraums auszeichnet derart, daß noch
gewisse zusätzliche Eigenschaften erfüllt sind. Zu jeder derartigen analytischen
Orientierung von M konstruieren wir eine topologische Orientierung, indem wir
von Rn mit seiner Standardorientierung 3.6.5.2 ausgehen und mit unserer Stan-
dardbijektion 17.4.1.4 eine topologische Orientierung von Rn konstruieren. Sie
wird gegeben durch einen Erzeuger von Hn(Rn,Rn\0), den wir den Standar-
derzeuger nennen. Durch Verschieben und Ausschneidung erhalten wir daraus
Erzeuger der relativen Homologie Hn(W,W\p) für beliebige p ∈ W ⊂◦ Rn. Ge-
geben eine Karte (W,ϕ) der Orientierung ε im Sinne von 12.8.3.9 wählen wir
dann die Bilder der ε-fachen dieser Erzeuger unter den von ϕ induzierten Ab-
bildungen Hn(W,W\p) → Hn(M,M\ϕ(p)) als Erzeuger auf der rechten Seite.
Führen wir das für alle zusammenhängenden Karten durch, so erhalten wir wegen
der Beziehung 17.4.1.8 zwischen dem Erhalten der Orientierung und dem Vor-
zeichen der Funktionaldeterminate eine wohldefinierte topologische Orientierung
auf M . Offensichtlich erhalten wir so für jede C1-Mannigfaltigkeit M eine Bijek-
tion zwischen der Menge der analytischen Orientierungen von M und der Menge
der topologischen Orientierungen von M .
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Illustration der Definition einer Orientierung. Die ganzen Punkte y ∈ U sind
nicht beschriftet, erben aber ihre Orientierung von einem gemeinsamen ωU . Die

Homologieklassen habe ich durch Erzeuger angedeutet.
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Definition 17.4.2.7. Eine Mannigfaltigkeit, die mindestens eine Orientierung be-
sitzt, heißt orientierbar. Unter einer orientierten Mannigfaltigkeit verstehen
wir eine Mannigfaltigkeit mit einer ausgezeichneten Orientierung. Eine Orientie-
rung aufM induziert in offensichtlicher Weise eine Orientierung auf jeder offenen
Teilmenge von M .

Lemma 17.4.2.8 (Kriterium für die Gleichheit von Orientierungen). Stimmen
zwei Orientierungen einer zusammenhängenden Mannigfaltigkeit in einem Punkt
überein, so sind sie gleich.

Beweis. Seien M unsere zusammenhängende Mannigfaltigkeit und ω, η unsere
beiden Orientierungen. Sei x ∈ M gegeben mit ωx = ηx. Wir zeigen, daß es eine
Umgebung U von x gibt mit ωy = ηy ∀y ∈ U . Sicher dürfen wir dazu annehmen
M = Rn. Per definitionem gibt es einen offenen Ball U um x und Elemente
ωU , ηU ∈ Hn(Rn,Rn\U) mit ωU 7→ ωy und ηU 7→ ηy ∀y ∈ U . Da aber für so ein
U die Einbettung Isomorphismen

Hn(Rn,Rn\U)
∼→ Hn(Rn,Rn\y)

induziert für alle y ∈ U , folgt aus ωx = ηx bereits ωU = ηU und dann ωy =
ηy ∀y ∈ U . Die Mengen M± aller x ∈ M mit ωx = ±ηx sind folglich offen.
Damit ist M = M+ tM− eine Zerlegung in zwei disjunkte offene Teilmengen.
Da nach Annahme M+ nicht leer ist und M zusammenhängend, folgt ω = η.

Definition 17.4.2.9. Etwas formaler betrachten wir die Menge

or = orM :=
⊔
x∈M

Hn(M,M\x)

und versehen sie mit der Topologie, die erzeugt wird von allen Teilmengen der
Gestalt O(U, ω) = {ω|x | x ∈ U} für U ⊂◦ M und ω ∈ Hn(M,M\U). Wir
nennen orM die Orientierungsgarbe von M . Die offensichtliche Abbildung p :
orM → M ist stetig, denn das Urbild von U ⊂◦ M kann beschrieben werden als
die Vereinigung aller O(V, ω) mit V ⊂◦ U .

Vorschau 17.4.2.10. Nach dem anschließenden Lemma 17.4.2.12 ist orM → M
eine Überlagerung und damit in einer Terminologie, die wir in 19.2.2 einführen,
der „étale Raum einer abelschen Garbe auf M“. In dieser Terminologie bedeu-
tet unsere Konstruktion der Orientierungsgarbe die „Garbifizierung der Prägarbe
U 7→ Hn(M,M\U)“.
Beispiel 17.4.2.11 (Trivialisierung der Orientierungsgarbe von Rn). Wir kon-
struieren einen Homöomorphismus Z × Rn ∼→ orRn oder vielmehr und noch na-
türlicher einen Homöomorphismus

Hn(Rn,Rn\0)× Rn ∼→ orRn
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wie folgt: Jedem Paar (ω0, x) wird dasjenige ωx ∈ Hn(Rn,Rn\x) zugeordnet
mit der Eigenschaft, daß es für einen und jeden Ball B ⊂◦ Rn mit Zentrum
im Ursprung und x ∈ B ein ωB ∈ Hn(Rn,Rn\B) gibt mit ωB|0 = ω0 und
ωB|x = ωx. Wegen der für alle x ∈ B von der Einbettung induzierten Isomor-
phismen Hn(Rn,Rn\B)

∼→ Hn(Rn,Rn\x) ist damit ωx wohldefiniert, und daß
unsere Abbildung eine Bijektion ist scheint mir offensichtlich. Sie ist stetig, da
das Urbild jedes O(U, ω) für einen Ball U ⊂◦ Rn offen ist, und da diese Mengen
auch schon die Topologie der Orientierungsgarbe erzeugen. Sie ist offen, da diese
Urbilder sogar die Topologie der linken Seite erzeugen, wie der Leser unschwer
einsehen wird.

Lemma 17.4.2.12. Ist V ⊂◦M eine offene Teilmenge, so haben wir mit den offen-
sichtlichen Abbildungen ein kartesisches Diagramm

orV //

��

orM

��
V //M

In anderen Worten liefert in diesem Diagramm also die obere Horizontale einen
Homöomorphismus von orV mit dem Urbild von V in orM .

Ergänzung 17.4.2.13. Insbesondere ist also nach dem vorhergehenden Beispiel
17.4.2.11 die natürliche Projektion orM →M eine Überlagerungsabbildung.

Beweis. Mit der offensichtlichen Abbildung orV → orM meinen wir die durch die
natürlichen Abbildungen Hn(V, V \x)

∼→ Hn(M,M\x) erklärte Injektion can :
orV ↪→ orM . Wir zeigen zunächst, daß sie stetig ist. Es gilt also zu zeigen, daß die
Urbilder allerO(U, ωU) offen sind. In der Tat können wir das Urbild einer solchen
Menge aber schreiben als

can−1(O(U, ωU)) =
⋃

W⊂◦U∩V, W̄⊂V

OV (W,ωU |W )

wo wir mit ωU |W das Bild von ωU unter

Hn(M,M\U)→ Hn(M,M\W )
∼← Hn(V, V \W )

meinen und mit OV ( , ) die definitionsgemäßen Erzeuger der Topologie auf
orV bezeichnen. Ähnlich aber einfacher erkennt man, daß unsere Injektion can :
orV → orM offen ist. Mithin trägt orV die von orM induzierte Topologie, und
dann folgt ohne weitere Schwierigkeiten, daß unser Diagramm kartesisch ist.
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17.4.2.14. Die Teilmenge or×M ⊂ orM , die aus allen Erzeugern von Hn(M,M\x)
für die verschiedenen x ∈ M besteht, ist eine zweiblättrige Überlagerung von
M . Wir nennen sie die Orientierungsüberlagerung. Eine Orientierung von M
ist nichts anderes als ein Lift M → or×M der Identität auf M alias ein steti-
ger Schnitt dieser Überlagerung. Insbesondere ist M orientierbar genau dann,
wenn or×M → M eine triviale Überlagerung ist. Damit erweist sich das Kri-
terium 17.4.2.8 für die Gleichheit von Orientierungen als eine Konsequenz aus
Satz 16.3.4.10 über die Eindeutigkeit von Lifts. Ist M zusammenhängend und
x ∈M fest gewählt, so liefert diese Überlagerung eine Operation der Fundamen-
talgruppe π1(M,x) auf einer zweielementigen Menge alias einen Homomorphis-
mus π1(M,x)→ {±1} und M ist orientierbar genau dann, wenn diese Orientie-
rungsdarstellung konstant ist.

Übungen

Übung 17.4.2.15. Man zeige, daß P2R nicht orientierbar ist.
Übung 17.4.2.16. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Man zeige: Die faserweise Addi-
tion orM ×M orM → orM sowie das faserweise Negative orM → orM sind stetig,
und der Nullschnitt M → orM ist auch stetig.
Übung 17.4.2.17. Eine einfach wegzusammenhängende Mannigfaltigkeit ist stets
orientierbar. Allgemeiner ist jede Mannigfaltigkeit orientierbar, deren Fundamen-
talgruppe keinen Normalteiler vom Index Zwei besitzt.
Übung 17.4.2.18. Für jede n-Mannigfaltigkeit M ist ihre Orientierungsüberlage-
rung M̃ := or×M auch eine Mannigfaltigkeit. Weiter können wir auf der Orien-
tierungsüberlagerung eine Orientierung definieren, indem wir von der Projektion
π : M̃ � M ausgehen und für jedes x̃ ∈ M̃ mit Bild x := π(x̃) den durch π ver-
mittelten Isomorphismus Hn(M̃, M̃\x̃)

∼→ Hn(M,M\x) betrachten und jeweils
das Urbild von x̃ unter diesem Isomorphismus auszeichnen. Wir nennen diese
Orientierung die tautologische Orientierung der Orientierungsüberlagerung.
Übung 17.4.2.19. Besitzt eine Mannigfaltigkeit eine Überdeckung durch zwei ori-
entierbare offene Teilmengen mit zusammenhängendem Schnitt, so ist sie auch
selbst bereits orientierbar.

17.4.3 Hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten
Satz 17.4.3.1 (n-te Homologie orientierbarer n-Mannigfaltigkeiten). Gegeben
eine kompakte zusammenhängende orientierbare n-MannigfaltigkeitM ist ihre n-
te Homologiegruppe HnM frei vom Rang Eins und die offensichtliche Abbildung
liefert für alle x ∈M Isomorphismen

HnM
∼→ Hn(M,M\x)
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Anschauliche Darstellung der Erkenntnis, daß die reell projektive Ebene nicht
orientierbar ist. Die reell projektive Ebene ist hier aufgeschnitten dargestellt, die
beiden Kanten müssen so wieder verklebt werden, daß Pfeilspitze auf Pfeilspitze

geht.
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Beweis. Um beim Beweis dieses Satzes die nötige Flexibilität zu haben, zeigen
wir im folgenden gleich die allgemeinere Aussage 17.4.3.5.

17.4.3.2. Ist (M,ω) eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, so gibt es nach
Satz 17.4.3.1 genau ein Element ωM ∈ HnM mit ωM 7→ ωx ∀x ∈ M . Dies
Element ωM heißt der Fundamentalzykel der kompakten orientierten Mannig-
faltigkeit M und wird notiert als

[M ] := ωM

Manche Autoren nennen [M ] die Fundamentalklasse, da es sich dabei genau ge-
nommen nicht um einen Zykel handelt, sondern vielmehr eine Klasse von Zykeln,
eben eine Homologieklasse. Ich halte dafür, daß die Bezeichnung als Fundamen-
talzykel so viel mehr geometrische Anschauung transportiert, daß es lohnt, dafür
diese Inkonsistenz in der Terminologie auszuhalten.

17.4.3.3. Wir erinnern aus 17.4.2.9 die Orientierungsgarbe orM →M einer Man-
nigfaltigkeit M . Rein topologisch ist das nach 17.4.2.12 eine Überlagerung, aber
zusätzlich trägt jede Faser noch die Struktur einer abelschen Gruppe, die frei ist
vom Rang Eins, und die faserweise Addition ebenso wie das faserweise Inverse in-
duziere stetige Abbildungen orM ×M orM → orM beziehungsweise orM → orM .
In der feineren Sprache aus 9.1.2.1 ist das ein „abelsches Gruppenobjekt in der
Kategorie der Überlagerungen von M“.

Definition 17.4.3.4. GegebenM eine Mannigfaltigkeit undA ⊂M eine Teilmen-
ge nennen wir einen Lift A → orM der Einbettung A ↪→ M auch einen stetigen
Schnitt über A der Orientierungsgarbe. Die Gruppe der stetigen Schnitte über
A notieren wir

Γ(A; orM) = ΓA

Der Träger eines Schnitts s ∈ ΓA ist die Menge supp s ⊂ A aller derjenigen
Punkte, an denen er von Null verschieden ist. Der Träger eines stetigen Schnitts
über A ist stets abgeschlossen in A. Wir notieren die Untergruppe aller stetigen
Schnitte mit kompaktem Träger

Γ!A ⊂ ΓA

Die Gruppe der nicht notwendig stetigen Schnitte A→ orM notieren wir Γ′A.

Satz 17.4.3.5 (Hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten). Gegeben eine n-Man-
nigfaltigkeit M und eine abgeschlossene Teilmenge A ⊂∧ M gilt für q > n stets
Hq(M,M\A) = 0. Für q = n dahingegen induziert die offensichtliche Abbildung
j = jA : Hn(M,M\A) → Γ′A einen Isomorphismus zwischen der n-ten Homo-
logie von M relativ zum Komplement von A und der Gruppe der stetigen Schnitte
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Versuch einer graphischen Darstellung jeweils eines Repräsentanten eines
Fundamentalzykels der Kreislinie und der Sphäre.
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mit kompaktem Träger von A in die Orientierungsgarbe, in Formeln einen Iso-
morphismus

j : Hn(M,M\A)
∼→ Γ!A

Beispiel 17.4.3.6. Unser Isomorphismus H1(U)
∼→ C!(C\U,Z) aus 17.1.6.3 für

U ⊂◦ C liefert obigen Isomorphismus im Spezialfall M = C, wenn wir die Ran-
dabbildung der langen exakten Homologiesequenz H2(C, U)

∼→ H1(U) vorschal-
ten und die Standardorientierung von C wählen und A = C\U setzen.

Vorschau 17.4.3.7. Allgemeinere Aussagen in dieser Richtung macht die soge-
nannte „starke Poincaré-Dualität“ 21.6.5.2.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß j tatsächlich in Γ!A ⊂ Γ′A landet. Sei also
η ∈ Hn(M,M\A) gegeben. Um zu zeigen, daß j(η) ein stetiger Schnitt der Ori-
entierungsgarbe ist, müssen wir zeigen j(η)−1(O(U, ω)) ⊂◦ A für alle U ⊂◦M und
ω ∈ Hn(M,M\U) mit den O(U, ω) := {ω|x | x ∈ U} wie in der Definition der
Topologie der Orientierungsgarbe in 17.4.2.9. Nach Einsetzen der Definitionen
gilt es zu zeigen, daß die Menge

E := {x ∈ A ∩ U | ω und η haben dasselbe Bild in Hn(M,M\x)}

offen ist in A. Nehmen wir aber ein x ∈ E und einen repräsentierenden sin-
gulären Zykel c ∈ SnM von η und eine offene Umgebung W ⊂◦ U von x mit
∂c ∈ Sn−1(M\W ), für die gilt Hn(M,M\W )

∼→ Hn(M,M\y) ∀y ∈ W , so
folgt W ∩ A ⊂ E. Also haben wir E ⊂◦ A und j(η) ist ein stetiger Schnitt der
Orientierungsgarbe. Schließlich gibt es ein Kompaktum K ⊂ M mit c ∈ SnK
und dann verschwindet j(η) außerhalb von K ∩A. Folglich landet j stets in Γ!A.
Jetzt machen wir uns an den Beweis der restlichen Aussagen. Um Schreibarbeit
zu sparen setzen wir Hq(\A) := Hq(M,M\A) und bemerken zunächst:

Lemma 17.4.3.8. Sind A1, A2 abgeschlossen in M und gilt der Satz für A1, A2

und A1 ∩ A2, so gilt er auch für A1 ∪ A2.

Beweis. Das folgt mit dem Fünferlemma aus dem kommutativen Diagramm

0 → Hn(\A1 ∪ A2) → Hn(\A1)⊕ Hn(\A2) → Hn(\A1 ∩ A2)
↓ ↓o ↓ o

0 → Γ!(A1 ∪ A2) → Γ!A1 ⊕ Γ!A2 → Γ!(A1 ∩ A2)

mit exakten Zeilen, wo wir oben die relative Mayer-Vietoris-Sequenz 17.2.4.14
benutzt haben und am Anfang unsere Voraussetzung Hn+1(\A1 ∩ A2) = 0.

Jetzt gehen wir in mehreren Schritten von Spezialfällen bis zur allgemeinen Si-
tuation.
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1. IstM = Rn undA ⊂ Rn ein kompakter Quader, dem wir auch Seiten der Länge
Null erlauben, so gilt der Satz ganz offensichtlich, da für jeden Punkt p ∈ A die
Einbettung Rn\A ↪→ Rn\p eine Homotopieäquivalenz ist.

2. Ist M = Rn und A ⊂ Rn kompakt, so gilt der Satz. In der Tat, gegeben
z ∈ SqRn mit ∂z ∈ Sq−1(Rn\A) finden wir ε > 0 und E ⊂ Rn endlich mit

A ⊂ B :=
⋃
v∈E

v + [−ε, ε]n

und ∂z ∈ Sq−1(Rn\B). Es folgt, daß unser [z] ∈ Hq(Rn,Rn\A) das Bild von
[z] ∈ Hq(Rn,Rn\B) ist. Nun gilt der Satz für unsere „Würfelmenge“ B nach
Schritt 1 und dem Lemma. Das zeigt unsere Behauptung im Fall q > n. Im Fall
q = n zeigen wir zunächst die Injektivität jA[z] = 0⇒ [z] = 0. Dazu wählen wir
unsere Würfelmenge B zusätzlich so, daß jeder Würfel von B die Menge A trifft,
etwa indem wir E ⊂ A wählen. Dann ist die Restriktion ΓB → ΓA injektiv und
aus jA[z] = 0 folgt jB[z] = 0 und damit [z] = 0 sogar in Hq(Rn,Rn\B). Das zeigt
die Injektivität von jA. Um die Surjektivität von jA zu zeigen, argumentieren wir
ähnlich: Jeder stetige Schnitt s ∈ ΓA ist lokal konstant und gleichmäßig stetig,
läßt sich also stetig auf eine geeignete kompakte Würfelmenge B ausdehnen und
kommt damit sogar von einer Klasse aus Hn(Rn,Rn\B) her.

3. Ist A kompakt und M beliebig, so können wir A schreiben als eine endliche
Vereinigung von Kompakta, die jeweils ganz in einer Karte enthalten sind. Dann
sind wir fertig mit Induktion nach Schritt 2 und dem Lemma und Ausschneidung.

4. Sei nun A abgeschlossen und M lasse sich einbetten als offene Teilmenge mit
kompaktem Abschluß in eine größere n-Mannigfaltigkeit X , in Formeln M ⊂◦ X
mit M̄ kompakt. So bezeichnen wir den Rand von M in X mit ∂M = M̄\M ,
betrachten die lange exakte Sequenz des Tripels

(X,X\∂M,X\(∂M ∪ A))

und beachten, daß ∂M und ∂M ∪ A kompakt sind. Mit dem bereits Bewiesenen
folgt für q > n schon 0 = Hq(X\∂M,X\(∂M ∪ A)) und durch Ausschneiden
von X\M̄ auch 0 = Hq(M,M\A). Im Fall q = n erhalten wir mit derselben
Ausschneidung ein kommutatives Diagramm

Hn(M,M\A) ↪→ Hn(X,X\(∂M ∪ A)) → Hn(X,X\∂M)
↓ ↓o ↓ o

Γ!A ↪→ Γ!(∂M ∪ A) → Γ!(∂M)

mit exakten Zeilen, wo die zweite horizontale Abbildung der unteren Zeile einen
Schnitt mit kompaktem Träger fortsetzt durch Null. Die Behauptung folgt mit dem



2864 KAPITEL 17. SINGULÄRE HOMOLOGIETHEORIE

Dieses Bild soll den Satz über hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten
illustrieren. In der großen offenen Ellipse M betrachten wir die abgeschlossene

Teilmenge A, die aus den beiden kompakten kleinen schraffierten Eiern und
einer ebenfalls eingezeichneten nichtkompakten Zusammenhangskomponente
besteht. Die Orientierungsgarbe ist in diesem Fall isomorph zu M × Z, ihre
Schnitte über A müssen auf allen drei Zusammenhangskomponenten von A

konstant sein, und die Schnitte mit kompaktem Träger sind genau die Schnitte,
die auf der nichtkompakten Komponente verschwinden. Der ebenfalls

eingezeichnete singuläre Zweisimplex ist ein Zykel in M relativ zu M\A. Seine
Homologieklasse entspricht dem Schnitt aus Γ!A, der auf der entsprechenden

Komponente von A den Wert plus oder Minus Eins annimmt, je nach Wahl der
Identifikation unserer Orientierungsgarbe mit M × Z, und der auf dem Rest von

A den Wert Null annimmt.
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Fünferlemma.

5. Der allgemeine Fall. Sei zunächst q > n und z ∈ SqM ein Repräsentant von
ω ∈ Hq(M,M\A). So finden wir U ⊂◦ M mit z ∈ SqU und Ū kompakt. Nach
dem vorhergehenden Punkt verschwindet die Klasse von z schon in Hq(U,U\A),
also erst recht in Hq(M,M\A) und es folgt Hq(M,M\A) = 0 für q > n. Im Fall
q = n beachten wir für U ⊂◦M das kommutative Diagramm

Hn(U,U\A) → Hn(M,M\A)
↓ ↓

Γ!(A ∩ U) → Γ!A

wo die untere Horizontale ausdehnt durch Null. Ist Ū kompakt, so ist die linke Ver-
tikale ein Isomorphismus nach dem vorigen Schritt. Aber jedes ω ∈ Hn(M,M\A)
wird repräsentiert von einem z ∈ SnM , wir finden dann U ⊂◦ M mit Ū kompakt
und z ∈ SnU und so kommt ω schon her von einem [z] ∈ Hn(U,U\A). Das zeigt
die Injektivität von jA. Die Surjektivität zeigen wir ähnlich: Für jedes s ∈ Γ!A
gibt es U ⊂◦M mit Ū kompakt und s ∈ Γ!(A∩U) und dann kommt s sogar schon
her von Hn(U,U\A).

Korollar 17.4.3.9. IstM eine zusammenhängende aber nicht kompakte oder nicht
orientierbare n-Mannigfaltigkeit, so gilt HnM = 0.

Beweis. Wir erhalten einen Homöomorphismus M t (N≥1 × or×M)
∼→ orM durch

die Vorschrift, die auf M der Nullschnitt der Orientierungsgarbe ist und sonst die
Multiplikation mit der entsprechenden natürlichen Zahl in jeder Faser. Ist also
M zusammenhängend und hat orM → M einen von Null verschiedenen steti-
gen Schnitt, so hat der bereits ganz M als Träger und es gibt auch einen stetigen
Schnitt von or×M alias eine Orientierung.

Korollar 17.4.3.10 (Alexander-Dualität in einem Spezialfall). Ist A ⊂∧ Rn ab-
geschlossen mit endlich vielen kompakten und beliebig vielen sonstigen Zusam-
menhangskomponenten, so gilt für die Zahl k der kompakten Zusammenhangs-
komponenten

H̃n−1(Rn\A) ∼= Zk

17.4.3.11. Die Aussage des Korollars ist ein Spezialfall der sogenannten „Alex-
ander-Dualität“ 19.5.1.22.

Beweis. Wir haben Hn(Rn,Rn\A)
∼→ H̃n−1(Rn\A) nach der langen exakten Ho-

mologiesequenz und der linke Raum ist isomorph zu Γ!A ∼= Zk nach unserem Satz
17.4.3.5. Man verwende hierbei, daß der Abschluß vonA in der Einpunktkompak-
tifizierung Sn von Rn nur endlich viele Zusammenhangskomponenten hat, so daß
insbesondere alle kompakten Zusammenhangskomponenten offen sind in A.
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17.4.3.12 (Umlaufzahl als Spezialfall der Alexanderdualität). Sind wir im Spe-
zialfall M = C und benutzen die durch (1, i) gegebene Orientierung von C, um
Γ!A zu identifizieren mit stetigen Abbildungen A→ Zmit kompaktem Träger, so
ordnet unser Isomorphismus

H1(C\A;Z)
∼→ Γ!A

der Klasse [γ] eines Zykels γ diejenige Funktion A → Z zu, deren Wert an einer
Stelle z ∈ A die Umlaufzahl im Sinne von 17.1.6.2 des Zykels γ um den Punkt z
ist.

Definition 17.4.3.13. Sei f : M → N eine stetige Abbildung von kompakten ori-
entierten zusammenhängenden n-Mannigfaltigkeiten. Der Abbildungsgrad grad f
von f ist die ganze Zahl, die angibt, auf welches Vielfache des Fundamentalzykels
von N der Fundamentalzykel von M abgebildet wird, in Formeln

f∗[M ] = (grad f)[N ]

17.4.3.14 (Nichtsurjektionen haben Abbildungsgrad Null). Insbesondere ist
eine Abbildung von zusammenhängenden orientierten kompakten Mannigfaltig-
keiten derselben Dimension mit von Null verschiedenem Abbildungsgrad stets
surjektiv, da für jeden Punkt x ∈ N die Mannigfaltigkeit N\x keine kompakte
Zusammenhangskomponente hat und da nach 17.4.3.9 folglich gilt Hn(N\x) =
0 ∀x ∈ N . Jede Abbildung, deren Bild einen Punkt x nicht enthält, faktorisiert
jedoch als M → (N\x) ↪→ N .
17.4.3.15. Homotope Abbildungen von zusammenhängenden orientierten kom-
pakten Mannigfaltigkeiten derselben Dimension haben nach 17.1.4.1 denselben
Abbildungsgrad.

Definition 17.4.3.16. Sei f : M → N eine stetige Abbildung von orientierten
n-Mannigfaltigkeiten (M,ω) und (N, η). Ist q ∈M ein isolierter Punkt der Faser
über f(q), gibt es in anderen Worten eine offene Umgebung U ⊂◦ M von q mit
U ∩ f−1(f(q)) = {q}, so erklären wir den lokalen Abbildungsgrad von f bei q
als die ganze Zahl gradq f ∈ Z, die gegeben wird durch die Gleichung

f∗ωq = (gradq f)ηf(q)

für f∗ : Hn(U,U\q) → Hn(N,N\f(q)) die auf der Homologie induzierte Abbil-
dung und ωq beziehungsweise ηf(q) die entsprechenden lokalen Orientierungen.
Diese Abbildung hängt offensichtlich nicht von der Wahl von U ab.

Beispiel 17.4.3.17. In Übung 17.4.1.8 haben Sie gezeigt, daß der lokale Grad im
Fall eines lokalen Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen des Rn gera-
de das Vorzeichen der Funktionaldeterminante ist. In Übung 17.4.3.21 werden Sie
unter anderem zeigen, daß der lokale Abbildungsgrad am Ursprung der Potenzab-
bildung C→ C, z 7→ zn genau n ist.
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Eine Abbildung einer Kreislinie auf sich selbst vom Abbildungsgrad Zwei. Die
Orientierungen sind durch Pfeilspitzen angedeutet. An den Punkten des Urbilds

zweier Punkte sind auch die lokalen Abbildungsgrade eingetragen, unter
Verwendung der Abkürzungen ± für ±1.
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Satz 17.4.3.18 (Abbildungsgrad als Summe lokaler Abbildungsgrade). Ge-
geben eine stetige Abbildung von kompakten orientierten zusammenhängenden
n-Mannigfaltigkeiten f : M → N und ein Punkt p ∈ N mit endlichem Urbild
ist der Abbildungsgrad von f die Summe der lokalen Abbildungsgrade bei den
Urbildern unseres Punktes, in Formeln

grad f =
∑

q∈f−1(p)

gradq f

Beweis. Wir nummerieren die Punkte aus der Faser über p als q1, . . . , qr und
wählen für sie paarweise disjunkte offene UmgebungenU1, . . . , Ur. Dann betrach-
ten wir für jedes j das kommutative Diagramm

HnM
∼→ Hn(M,M\qj)

∼← Hn(Uj, Uj\qj)
‖ ↑ ↑

HnM → Hn(M,M\{q1, . . . , qr})
∼←

⊕
i Hn(Ui, Ui\qi)

↓ ↓ ↓
HnN

∼→ Hn(N,N\p) = Hn(N,N\p)

Hier meint der letzte Isomorphismus der mittleren Horizontalen Ausschneidung
gefolgt von der relativen Version der Zerlegung der Homologie 17.2.1.8 Wir er-
innern die Verträglichkeit der relativen Homologie mit Koprodukten 17.2.1.8, die
Zeilenmatrix (Hn ini)i liefert also einen Isomorphismus⊕

i Hn(Ui, Ui\pi)
∼→ Hn(

⋃
i Ui,

⋃
i Ui\pi)

für die als Spalte verstandenen Einträge der direkten Summe. Gehen wir von der
Mitte der linken Vertikalen direkt nach unten, so wird der Fundamentalzykel [M ]
abgebildet auf (grad f)[N ]. Gehen wir dahingegen in der mittleren Horizontale
nach rechts, so erhalten wir das Tupel der ωM |qi , wie die obere Hälfte des Dia-
gramms zeigt, und gehen wir dann nach unten, so erhalten wir die Summe der
lokalen Abbildungsgrade multipliziert mit ηN |p. Gehen wir wieder nach links, so
folgt die Behauptung.

Vorschau 17.4.3.19 (Schnittpaarung und Poincaré-Dualität). Ich kann nun ei-
nige Aussagen zumindest formulieren, deren Beweise uns noch lange beschäfti-
gen werden. Gegeben eine kompakte orientierte n-Mannigfaltigkeit M werden
wir in 17.6.4.10 für alle q mit 0 ≤ q ≤ n eine bilineare Abbildung konstruieren,
die sogenannte „Schnittpaarung“

HqM × Hn−qM → Z
(ζ , ξ) 7→ ζ � ξ
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Illustration zur Schnittpaarung. Als orientierte Mannigfaltigkeit M habe ich den
Torus gewählt, mit der durch den kleinen Kreispfeil angedeuteten Orientierung.
Die orientierten Untermannigfaltigkeiten X und Y sind als bepfeilte Kurven zu
sehen. Sie schneiden sich in der Punkten, die gemäß unserer Vorschrift zweimal
mit +1 und einmal mit −1 zu gewichten sind. Die gesamte Schnittzahl wäre in

diesem Fall also ωX � ωY = 1.
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Sie ordnet je zwei Homologieklassen komplementären Grades ihre Schnittzahl
zu und hat eine anschauliche Bedeutung, zu deren genauer Formulierung ich et-
was ausholen muß. Gegeben eine orientierte abgeschlossene q-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit X ⊂∧ M , also eine abgeschlossene Teilmenge, die mit der
Spurtopologie zu einer q-dimensionalen Mannigfaltigkeit wird und die zusätz-
lich mit einer Orientierung versehen ist, erhalten wir ja einen Fundamentalzy-
kel [X] ∈ HqX . Dessen Bild in der Homologie von M notieren wir kurzerhand
[X] ∈ HqM . Seien nun X ⊂∧ M und Y ⊂∧ M abgeschlossene orientierte Un-
termannigfaltigkeiten komplementärer Dimensionen q und n − q. Wir nehmen
zusätzlich an, daß es um jeden Schnittpunkt s ∈ X ∩ Y eine offene Umgebung
U ⊂◦M und einen Homöomorphismus U ∼→ Rn gibt, unter dem die von M auf U
induzierte Orientierung der Standardorientierung des Rn entspricht und die Ho-
möomorphismen X ∩U ∼→ Rq × 0 sowie Y ∩U ∼→ 0×Rn−q induziert. Erklären
wir schließlich Vorzeichen ε(s), η(s) dadurch, daß sie angeben, ob unsere letzten
beiden Homöomorphismen die vorgegebenen Orientierungen auf X und Y mit
den Standardorientierungen auf Rq und Rn−q identifizieren oder nicht, so gilt für
die Schnittzahl der zu X und Y gehörigen Fundamentalzykel die Identität

[X]� [Y ] =
∑

s∈X∩Y

ε(s)η(s)

Wir erklären in 17.6.4.10, wie man die Schnittpaarung aus dem „cup-Produkt der
Kohomologie“ zusammen mit dem „Isomorphismus der Poincaré-Dualität“ erhal-
ten kann. Wir zeigen aber erst in 21.6.4.31, daß die auf diesem Wege konstruierte
bilineare Abbildung wirklich die hier für unsere Schnittpaarung behauptete an-
schauliche Eigenschaft hat. Zusätzlich werden wir zeigen, daß unsere Schnittpaa-
rung, wenn alle HqM freie abelsche Gruppen sind, Isomorphismen

HqM
∼→ Hom(Hn−qM,Z)

induziert, und daß ihr Analogon für „Koeffizienten in einem Körper“ stets nicht-
ausgeartete Paarungen liefert. Diese Aussagen und Verschiedene ihrer Varianten
sind bekannt als „Poincaré-Dualität“. Im nächsten Abschnitt beginnen wir unsere
Arbeit an diesem Themenkomplex mit der Diskussion von „Homologie mit Koef-
fizienten“.

Übungen

Übung 17.4.3.20 (Fundamentalzykel in der simplizialen Homologie). Ist eine
kompakte orientierbare n Manningfaltigkeit M mit einer Triangulierung M ∼=
∆(K) versehen, so können wir jedem n-Simplex dieser Triangulierung ein Vor-
zeichen und eine Anordnung derart zuordnen, daß die Summe der entsprechen-
den mit Vorzeichen versehenen simplizialsingulären n-Simplizes ein Zykel ist. Ist
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M auch noch zusammenhängend, so gibt es genau zwei derartige Zykel, und ih-
re Homologieklassen sind genau die beiden Erzeuger von HnM , also die beiden
Fundamentalzykel zu den beiden möglichen Orientierungen. Hinweis: Man gehe
von 17.4.3.1 aus.
Übung 17.4.3.21. Man bestimme die lokalen Abbildungsgrade der nichtkonstan-
ten Polynomfunktionen P : C→ C.
Übung 17.4.3.22 (Rückzug von Orientierungen). Ist f : M → N eine étale
Abbildung von n-Mannigfaltigkeiten und x ∈M ein Punkt, so gibt es genau einen
Isomorphismus Hn(M,M\x)

∼→ Hn(N,N\f(x)), der für alle Umgebungen U
von x, die homöomorph auf ihr Bild abgebildet werden, verträglich ist mit den
von f induzierten Isomorphismen Hn(U,U\x)

∼→ Hn(f(U), f(U)\f(x)). Wir
erhalten so ein kartesisches Diagramm

orM → orN
↓ ↓
M → N

Insbesondere läßt sich jede Orientierung von N „zurückziehen“ zu einer Orien-
tierung von M .
Übung 17.4.3.23 (Orientierungsgarbe auf Quotient nach freier Operation).
Jede Operation einer Gruppe auf einer Mannigfaltigkeit induziert eine Operation
auf der Orientierungsgarbe, die verträglich ist mit der faserweisen Addition. Ope-
riert eine Gruppe D topologisch frei auf einer Mannigfaltigkeit M , so ist auch
M/D eine Mannigfaltigkeit und die obere Horizontale aus 17.4.3.22 induziert
einen Homöomorphismus

(orM)/D
∼→ or(M/D)

Übung 17.4.3.24 (Orientierbarkeit reell projektiver Räume). Die Kugelscha-
len Sr sind orientierbar für alle r ≥ 0. Für r ≥ 1 sind sie auch zusammenhängend
und die Antipodenabbildung Sr ∼→ Sr bildet einen Fundamentalzykel ab auf sich
selber für r ungerade und auf sein Negatives für r gerade. Der reell projektive
Raum PrR ist orientierbar für r = 0 und r ≥ 1 ungerade, jedoch nicht für r ≥ 1
gerade.
Übung 17.4.3.25 (Fixpunkte von Selbstabbildungen von Sphären). Eine stetige
Selbstabbildung einer Sphäre Sn mit von−(−1)n verschiedenem Abbildungsgrad
hat stets einen Fixpunkt. Hinweis: Lefschetz’scher Fixpunktsatz 17.3.2.13.
Übung 17.4.3.26. Gegeben eine nichtkompakte zusammenhängende Einsmannig-
faltigkeit besteht das Komplement jedes Punktes aus zwei Zusammenhangskom-
ponenten. Hinweis: Die Schwierigkeit liegt im nicht abzählbar basierten Fall be-
ziehungsweise darin, die Klassifikation im abzählbar basierten Fall zu vermeiden,
in dem danach die reelle Zahlengerade das einzige Beispiel ist.
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Übung 17.4.3.27 (Einbettung kompakter n-Mannigfaltigkeiten in denRn). Ei-
ne nichtleere kompakte orientierbare n-Mannigfaltigkeit kann nicht in denRn ein-
gebettet werden. Hinweis: Man schalte eine Einbettung Rn ↪→ Sn nach und be-
merke, daß der Abbildungsgrad der Komposition Null sein muß. Dasselbe Argu-
ment funktioniert für nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten, wenn wir Homologie
mit Koeffizienten in Z/2Z betrachten, wie wir sie gleich kennenlernen werden.

17.4.4 Endlichkeitsaussagen für Mannigfaltigkeiten*
17.4.4.1. Nicht alle kompakten Mannigfaltigkeiten sind triangulierbar alias ho-
möomorph zur Realisierung eines endlichen Simplizialkomplexes. Im folgenden
zeigen wir, daß ihre Homologiegruppen dennoch stets endlich erzeugt sind.

Satz 17.4.4.2 (Wilder). Alle Homologiegruppen kompakter Mannigfaltigkeiten
sind endlich erzeugt. Ist allgemeiner M eine Mannigfaltigkeit und K ⊂ M eine
kompakte Teilmenge, so ist das Bild von HqK → HqM endlich erzeugt für alle
q ∈ Z.

Beweis. Per Induktion über q mithilfe des anschließenden Lemmas.

Ergänzung 17.4.4.3. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch für Mannigfaltig-
keiten mit Rand oder mit Ecken, ja mit 17.3.1.25 für beliebige Hausdorffräume,
in denen jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt, die homöomorph ist zu einer
offenen Teilmenge der Realisierung eines lokal endlichen Simplizialkomplexes.
Nach [Hir75] gilt er damit insbesondere für separierte komplexe Varietäten. Wei-
ter gilt er mit demselben Beweis auch für Homologie mit Koeffizienten in einem
beliebigen noetherschen Ring. Eine Variante dieses Resultats für relative Homo-
logie wird in 17.7.3.22 gezeigt werden.

Lemma 17.4.4.4. Seien X ein lokal kompakter Hausdorffraum und q ≥ 0 eine
natürliche Zahl. Wir nehmen an, daß gilt:

1. Für jedes Paar M ⊂ W von Teilmengen von X mit M kompakt und W
offen in X ist das Bild von Hq−1M → Hq−1W endlich erzeugt;

2. Jeder Punkt x ∈ X besitzt eine Umgebung mit endlich erzeugter q-ter Ho-
mologie.

So ist im(HqK → HqX) endlich erzeugt für jedes Kompaktum K ⊂ X .

Beweis. Wir betrachten in der Potenzmenge von X die Teilmenge

E = Eq :=

K ⊂ X

∣∣∣∣∣∣
K ist kompakt und besitzt eine offene
Umgebung U ⊂◦ X derart, daß das Bild
von HqU → HqX endlich erzeugt ist.
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Nach unseren Annahmen besitzt jeder Punkt von X eine Umgebung aus E . Aus
K ∈ E und L ⊂∧ K folgt ohne Schwierigkeiten L ∈ E . Können wir zeigen, daß
mit zwei Kompakta L und K stets auch ihre Vereinigung zu E gehört, so gehört
offensichtlich jede kompakte Teilmenge vonX zu E und wir sind fertig. Seien also
K,L ∈ E und U, V ⊂◦ X offen mit K ⊂ U und L ⊂ V und im(HqU→HqX) und
im(HqV→HqX) endlich erzeugt. Da X nach Voraussetzung lokal kompakt ist,
finden wir etwa nach 13.1.10.9 auch U1 ⊂◦ U , V1 ⊂◦ V mit K ⊂ U1 ⊂ Ū1 ⊂ U und
L ⊂ V1 ⊂ V̄1 ⊂ V und Ū1, V̄1 kompakt. Dann betrachten wir das kommutative
Diagramm

Hq(U1 ∪ V1) → Hq−1(U1 ∩ V1)
↓ ↓

HqU ⊕ HqV → Hq(U ∪ V ) → Hq−1(U ∩ V )
↓ ↓

HqX ⊕ HqX → HqX

Das Bild der linken Vertikale ist endlich erzeugt nach Wahl von U und V . Das
Bild der rechten Vertikalen ist endlich erzeugt nach unserer ersten Annahme, an-
gewandt auf M = Ū1 ∩ V̄1 und W = U ∩ V . Die mittlere Horizontale ist exakt
als Teil einer Mayer-Vietoris-Sequenz. Dann muß aber nach dem anschließenden
Lemma 17.4.4.5 auch das Bild der Komposition in der mittleren Vertikalen end-
lich erzeugt sein und es folgt L ∪K ∈ E .

Lemma 17.4.4.5. Sei gegeben ein kommutatives Diagramm von abelschen Grup-
pen der Gestalt

A → B
↓ ↓

C → D → E
↓ ↓
F → G

Ist das Bild der beiden äußeren Vertikalen CF und BE endlich erzeugt und ist
die mittlere Horizontale exakt bei D, so ist auch das Bild der Komposition AG in
der mittleren Vertikalen endlich erzeugt.

Beweis. Unter D → E geht im(AD) nach im(BE). Wir finden also endlich viele
d1, . . . , ds ∈ im(AD) derart, daß sich jedes Element aus im(AD) schreiben läßt
als c + r1d1 + . . . + rsds mit ri ∈ Z und c ∈ im(CD). Der Rest des Arguments
bleibe dem Leser überlassen.
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17.5 Koeffizientenwechsel und Künneth-Formel

17.5.1 Homologie mit Koeffizienten
17.5.1.1. Sei G eine abelsche Gruppe. In unseren bisherigen Argumenten können
wir stets G statt Z schreiben und erhalten so allgemeinere Funktoren von topolo-
gischen Räumen oder Raumpaaren in die abelschen Gruppen. Sie heißen die Ho-
mologie beziehungsweise relative beziehungsweise reduzierte Homologie mit
Koeffizienten in G. Genauer definieren wir die q-te Homologie

Hq(X;G)

eines Raums X mit Koeffizienten in G, indem wir die Homologie des Komplexes
S(X;G) der singulären Ketten mit Koeffizienten in G nehmen, wobei Sq(X;G)
die Menge aller endlichen formalen Ausdrücke

∑
nσσ bezeichnet mit nσ ∈ G

und nσ = 0 für alle bis auf endlich viele Simplizes σ : ∆q → X . Wir schreiben
H̃q(X;G) für die reduzierten Homologiegruppen und Hq(X,A;G) für die relati-
ven Homologiegruppen mit Koeffizienten in G.

17.5.1.2 (Funktorialität in den Koeffizienten). Halten wir den Raum X fest, so
wirdG 7→ Hq(X;G) ein Funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen in sich
selber. Unter einer additiven Struktur auf einer Kategorie C versteht man ganz
allgemein die Vorgabe einer Verknüpfung „Addition“ auf jeder Morphismenmen-
ge C(X, Y ) derart, daß die Morphismenmengen darunter abelsche Gruppen sind
und die Verknüpfung von Morphismen bilinear. Ein Funktor zwischen Kategori-
en mit additiver Struktur heißt additiv, wenn er Gruppenhomomorphismen auf
den Morphismenräumen induziert. In dieser Terminologie trägt die Kategorie der
abelschen Gruppen eine additive Struktur in natürlicher Weise und unsere Funkto-
ren G 7→ Hq(X;G) sind additiv. Ist insbesondere R ein Ring und G ein R-Modul,
so werden die Homologiegruppen mit Koeffizienten in G in natürlicher Weise zu
R-Moduln.

17.5.1.3. Die meisten der bisher bewiesenen allgemeinen Aussagen, insbesonde-
re Homotopieinvarianz, lange exakte Homologiesequenz, Ausschneidung, Mayer-
Vietoris-Sequenz und Anklebesequenz gelten in der Homologie mit Koeffizienten
genauso mit demselben oder fast demselben Beweis. Bei den bisherigen speziellen
Resultaten zur Homologie und reduzierten Homologie von Punkten und Sphären
kann man direkt prüfen, daß alle Argumente ebenso mit Koeffizienten G funk-
tionieren und wir nur im Endresultat jeweils G statt Z erhalten. Wir werden in
17.5.5.2 zeigen, daß Ähnliches allgemein gilt, solange die Homologiegruppen mit
Koeffizienten in Z alle frei sind über Z.

Beispiel 17.5.1.4 (Mit zwei Farben färbbare Landkarten). Wir behaupten, daß
sich eine Landkarte, bei der an jedem „Mehrländereck“ eine gerade Anzahl von
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Grenzen beginnnt, stets so mit zwei Farben färben läßt, daß keine zwei benach-
barten Staaten dieselbe Farbe haben, wobei Staaten nicht als benachbart gelten,
die nur Grenzsteine gemeinsam haben. Um das zu zeigen, ergänzen wir die An-
schauungsebene durch einen Punkt im Unendlichen zu einer Sphäre und untertei-
len unsere Staaten durch zusätzliche Grenzen aber ohne zusätzliche Mehrländer-
ecken in Bundesländer, bis wir eine Triangulierung der Sphäre erhalten. Daß das
möglich sein soll, verstehen wir als Teil unserer Definition des Begriffs einer
„Landkarte“. Die Summe der Staatsgrenzen ist dann ein simplizialer Einszykel
mit Z/2Z-Koeffizienten, der der Rand einer Zweikette sein muß. Diese ist die
gesuchte Färbung.

17.5.1.5. Wie in 17.4.2.9 definieren wir für jede n-Mannigfaltigkeit M und jede
abelsche Gruppe G die Orientierungsgarbe orM(G) mit Koeffizienten in G.
Wie in 17.4.3.5 zeigen wir auch für jede abgeschlossene Teilmenge A ⊂∧ M , daß
gilt Hq(M,M\A;G) = 0 für q > n und daß die offensichtliche Abbildung einen
Isomorphismus

j = jA : Hn(M,M\A;G)
∼→ Γ!(A; orM(G))

induziert, wobei rechts die Schnitte mit kompaktem Träger von A in die Orientie-
rungsgarbe mit Koeffizienten in G zu verstehen sind. Man erkennt ohne Schwie-
rigkeiten, daß die fragliche Orientierungsgarbe eine Überlagerung ist, und für zu-
sammenhängendes M gerade die Überlagerung, die von der Operation der Fun-
damentalgruppe auf G vermittels der Orientierungsdarstellung aus 17.4.2.14 her-
kommt. Daraus folgt, daß für eine kompakte zusammenhängende n-Mannigfal-
tigkeit M und einen beliebigen Punkt x ∈M die kanonische Abbildung

Hn(M ;G)→ Hn(M,M\x;G)

ein Isomorphismus ist für M orientierbar und ein Isomorphismus mit der Gruppe
der Fixpunkte der Multiplikation mit (−1) für M nicht orientierbar. Gegeben ein
Kring k nennen wir eine n-Mannigfaltigkeit k-orientierbar, wenn orM(k) einen
globalen Schnitt besitzt, der an jeder Stelle x ∈ M ein Erzeuger des freien k-
Moduls Hn(M,M\x; k) vom Rang Eins ist. Unter einer k-Orientierung von M
verstehen wir die Auswahl eines derartigen globalen Schnitts. Ist M kompakt, so
heißt das zugehörige Element

[M ] = [M ]k = ωM = ωM(k) ∈ Hn(M ; k)

der Fundamentalzykel mit Koeffizienten in k der k-orientierten kompakten n-
Mannigfaltigkeit M .

Satz 17.5.1.6. Gegeben eine abelsche Gruppe G verwenden wir im folgenden die
Notation G2 := {a ∈ G | a + a = 0} für die Fixpunkte der Multiplikation mit
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Eine Zweifärbung einer ebenen „geraden“ Karte

Eine nicht zweifärbbare „gerade“ Karte auf dem Torus
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(−1). Die Homologie der reell projektiven Räume PnR mit Koeffizienten in G
wird in dieser Notation gegeben durch

Hq(PnR;G) ∼=



G q = 0;
G/2G 0 < q < n, q ungerade;
G2 0 < q < n, q gerade;
G 0 < q = n, n ungerade;
G2 0 < q = n, n gerade;
0 q > n.

Beweis. Wir kürzen für diesen Beweis Hq(X;G) = HqX und PnR = Pn ab.
Für n ≥ 0 geht Pn+1 aus Pn hervor durch Ankleben einer (n + 1)-Zelle und die
verklebende Abbildung ist schlicht die offensichtliche zweifache Überlagerung
π : Sn → Pn. Wir haben also H̃qPn+1 = H̃qPn für q 6= n + 1, n und H̃qPn+1 = 0
für q > n+ 1 sowie eine exakte Sequenz

0→ H̃n+1Pn+1 → H̃nS
n → H̃nPn → H̃nPn+1 → 0

Es reicht zu zeigen, daß hier der mittlere Pfeil die Nullabbildung ist für n gerade
beziehungsweise das Doppelte eines Isomorphismus für n > 0 ungerade. Der Fall
n = 0 ist eh klar. Für n > 0 betrachten wir nun das kommutative Diagramm
aus dem Beweis von 17.4.3.18 mit Koeffizienten in G. Genauer betrachten wir
um p ∈ Pn eine trivial überlagerte offene Umgebung U , die homöomorph ist zu
einem offenen Ball. Wir haben dann π−1(p) = {p1, p2} und π−1(U) = U1 t U2

für offene Umgebungen Ui von pi in Sn. Wir erinnern die Verträglichkeit der
relativen Homologie mit Koprodukten 17.2.1.8, die Zeilenmatrix (Hn in1,Hn in2)
liefert also einen Isomorphismus

Hn(U1, U1\p1)⊕ Hn(U2, U2\p2)
∼→ Hn(U1 ∪ U2, U1\p1 ∪ U2\p2)

für die als Spalte verstandenen Einträge der direkten Summe. Wir erhalten so ein
kommutatives Diagramm

HnS
n → Hn(Sn, Sn\π−1(p))

∼← Hn(U1, U1\p1)⊕ Hn(U2, U2\p2)
↓ ↓ ↓

HnPn ↪→ Hn(Pn,Pn\p) ∼← Hn(U,U\p)

und unten links ist für n ungerade unsere Injektion sogar ein Isomorphismus. Mit
a : Sn → Sn der Antipodenabbildung kommutiert nun das Diagramm

HnS
n ∼→ Hn(Sn, Sn\p1)

∼← Hn(U1, U1\p1)
∼→ Hn(U,U\p)

↓ a ↓ a ↓ a ‖
HnS

n ∼→ Hn(Sn, Sn\p2)
∼← Hn(U2, U2\p2)

∼→ Hn(U,U\p)
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Da aber nach 17.4.1.1 die Antipodenabbildung auf der n-ten reduzierten Homolo-
gie der Sphäre Sn die Multiplikation mit (−1)n+1 induziert, unterscheiden sich die
Verknüpfung in der oberen und in der unteren Horizontale hier um (−1)n+1. Die
Abbildung im oberen Diagramm von HnS

n nach Hn(U,U\p) ist nun die Summe
der beiden horizontalen Isomorphismen aus dem unteren Diagramm und damit
das (1 + (−1)n+1)-fache eines Isomorphismus. So folgt, daß für n ungerade auch
HnS

n → HnPn das Doppelte eines Isomorphismus sein muß wie gewünscht.

Übungen

Übung 17.5.1.7. Gegeben eine kurze exakte Sequenz G′ ↪→ G � G′′ von abel-
schen Gruppen und ein topologischer Raum X zeige man, wie in natürlicher Wei-
se Randoperatoren definiert werden können derart, daß eine lange exakte Sequenz

. . .→ Hq(X;G′)→ Hq(X;G)→ Hq(X;G′′)→ Hq−1(X;G′)→ . . .

entsteht. Diese Randoperatoren heißen die Bockstein-Homomorphismen.

17.5.2 Tensorprodukt abelscher Gruppen
Vorschau 17.5.2.1. Ich bespreche hier nur Tensorprodukte über Z und die zu-
gehörige multilineare Algebra. Allgemeinere Tensorprodukte werden in 7.2.6 dis-
kutiert.
17.5.2.2. SeienU, V,W abelsche Gruppen. Eine Abbildungϕ : U×V → W heiße
biadditiv, wenn gilt ϕ(u1 + u2, v) = ϕ(u1, v) + ϕ(u2, v) und ϕ(u, v1 + v2) =
ϕ(u, v1) + ϕ(u, v2) für alle u, u1, u2 ∈ U und v, v1, v2 ∈ V . Gegeben abelsche
Gruppen V1, . . . , Vr,W nennen wir allgemeiner eine Abbildung

ϕ : V1 × . . .× Vr → W

multiadditiv, wenn sie in jeder Variablen ein Gruppenhomomorphismus wird,
sobald wir die anderen Variablen festhalten. Im Fall r = 0 ist eine multiadditive
Abbildung des leeren Produkts nach W schlicht eine beliebige Abbildung des
leeren Produkts alias der einelementigen Menge nach W . Die Gesamtheit aller
derartigen multiadditiven Abbildungen notieren wir

Ab(V1 g . . .g Vr,W )

und Ab(g,W ) im Fall r = 0. In diesem Fall liefert das Auswerten auf dem
einzigen Element des leeren Produkts eine Bijektion Ab(g,W )

∼→ W .
17.5.2.3 (Diskussion der Terminologie). Die im vorhergehenden eingeführte Ter-
minologie suggeriert, daß die fraglichen abelschen Gruppen additiv notiert sein
sollen. In manchen Kontexten ist das unglücklich. Dann rede ich unverfänglicher
von „Bimorphismen“ und „Multimorphismen“.
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Satz 17.5.2.4. Seien r ≥ 0 eine natürliche Zahl und V1, . . . , Vr abelsche Gruppen.
So gilt:

1. Es gibt ein Paar (T, τ) bestehend aus einer abelschen Gruppe T und einer
multiadditiven Abbildung τ ∈ Ab(V1 g . . . g Vr, T ) derart, daß für jede
weitere abelsche Gruppe W das Vorschalten von τ eine Bijektion

(◦τ) : Ab(T,W )
∼→ Ab(V1 g . . .g Vr,W )

zwischen der Menge aller Gruppenhomomorphismen T → W und der Men-
ge aller multiadditiven Abbildungen V1 × . . . × Vr → W induziert. Wir
nennen solch ein τ eine universelle multiadditive Abbildung;

2. Gegeben ein weiteres derartiges Paar (S, σ) existiert genau ein Gruppenho-
momorphismus c : T → S mit c ◦ τ = σ und genau ein Gruppenhomomor-
phismus d : S → T mit d ◦ σ = τ und diese Abbildungen sind zueinander
inverse Isomorphismen zwischen T und S.

Beweis der Eindeutigkeit 17.5.2.4.2. Die Existenz und Eindeutigkeit von c folgt
sofort aus der universellen Eigenschaft von (T, τ). Die Existenz und Eindeutigkeit
von d folgt ebenso aus der universellen Eigenschaft von (S, σ). Schließlich gilt
(d ◦ c) ◦ τ = τ = idT ◦τ und damit folgt d ◦ c = idT wieder nach der universellen
Eigenschaft von τ . Die Identität c ◦ d = idS zeigt man genauso.

17.5.2.5. Unsere Paare sind nach Teil 2 „eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen
Isomorphismus“, wenn sie denn existieren. Insbesondere kommt es auf die genaue
Konstruktion ebensowenig an wie auf die genaue Konstruktion der natürlichen
oder der reellen Zahlen. Solch ein Paar verdient damit eine eigene Notation und
den bestimmten Artikel. Man nennt T das Tensorprodukt der Vi und notiert es
im Fall r > 0 als

T := V1 ⊗ . . .⊗ Vr
und notiert die universelle multiadditive Abbildung (v1, . . . , vr) 7→ v1 ⊗ . . .⊗ vr.
Im Fall r = 1 nimmt man meist T = V1 und wählt als universelle multiadditive
Abbildung die Identität. Im Fall r = 0 nimmt man meist T = Z und wählt als
universelle multiadditive alias beliebige Abbildung ens→ Z vom leeren Produkt
alias der einelementigen Menge nach Z die Abbildung ∗ 7→ 1. Wenn spezifiziert
werden muß, daß das Tensorprodukt abelscher Gruppen gemeint ist, schreiben wir
genauer ⊗Ab oder auch ⊗Z im Vorgriff auf die allgemeine Konstruktion ⊗k des
Tensorprodukts über einem Ring k.

Beweis der Existenz 17.5.2.4.1. Der Einfachkeit halber schreibe ich die Details
nur für biadditive Abbildungen aus. Wir erinnern aus 17.1.1.1 die freie abelsche
Gruppe ZΛ über einer Menge Λ und aus 17.1.1.2 die Abbildung can : Λ → ZΛ.
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Wir beginnen mit der freien abelschen Gruppe Z(U ×V ) über der Menge U ×V .
Darin betrachten wir die Untergruppe R ⊂ Z(U × V ), der erzeugt wird von allen
Ausdrücken

(u1 + u2, v)− (u1, v)− (u2, v)
(u, v1 + v2)− (u, v1)− (u, v2)

für u, u1, u2 ∈ U und v, v1, v2. Schließlich definieren wir T als den Quotienten

T := Z(U × V )/R

und erklären τ : U × V → T als die Abbildung, die jedem Paar (u, v) die Ne-
benklasse τ(u, v) := can(u, v) + R von can(u, v) zuordnet. Die Bilinearität von
τ folgt dann unmittelbar aus der Definition der herausgeteilten Untergruppe R.
Um die im Satz behauptete universelle Eigenschaft nachzuweisen, arbeiten wir
mit dem Diagramm

U × V //

&&MMMMMMMMMMMM Z(U × V ) //

��

T

zzuuuuuuuuuuu

W

Für jede Abbildung b : U ×V → W gibt es nach der universellen Eigenschaft der
freien abelschen Gruppe über einer vorgegebenen Menge genau einen Gruppen-
homomorphismus b̃ : Z(U × V )→ W mit b̃ ◦ can = b. Ist hier b biadditiv, so gilt
offensichtlich b̃(R) = 0, also gibt es nach der universellen Eigenschaft des Quoti-
enten genau einen Gruppenhomomorphismus b̂ : T → W mit b̂ τ(v, w) = b(v, w).
Diese Abbildung b̂ ist eindeutig bestimmt durch b, da die τ(v, w) unser T als Grup-
pe erzeugen.

17.5.2.6 (Notation für Gruppenhomomorphismen aus Tensorprodukten). Sei-
en U, V abelsche Gruppen. Die Elemente der Gestalt u ⊗ v erzeugen U ⊗ V als
Gruppe. Geben wir einen Gruppenhomomorphismus U ⊗ V → W in eine weite-
re abelsche Gruppe an durch eine Vorschrift der Gestalt u ⊗ v 7→ b(u, v), so ist
der Leser implizit gefordert, die Biadditivität der Abbildung b : U × V → W
zu prüfen, und gemeint ist dann eigentlich der durch die universelle Eigenschaft
definierte Gruppenhomomorphismus b̂ : U ⊗ V → W . Analoge Vereinbarungen
treffen wir für Abbildungen aus Tensorprodukten mit einer beliebigen Zahl von
Faktoren.

Definition 17.5.2.7. Sind f : V → V ′ und g : W → W ′ Homomorphismen
abelscher Gruppen, so definieren wir einen Gruppenhommorphismus f ⊗ g : V ⊗
W → V ′ ⊗W ′ durch die Vorschrift

(f ⊗ g)(v ⊗ w) := f(v)⊗ g(w)
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in unserer Konvention 17.5.2.6. Wir nennen f ⊗g das Tensorprodukt der Grup-
penhomomorphismen f und g. Analog erklären wir das Tensorprodukt einer
beliebigen endlichen Familie von Gruppenhomomorphismen.

17.5.2.8 (Universell bedeutet stark universell bei abelschen Gruppen). Uni-
verselle multiadditive Abbildungen τ : U1 × . . . × Ur → T haben sogar die
stärkere universelle Eigenschaft, daß das Vorschalten von τ in der entsprechenden
Variablen für beliebige abelsche Gruppen V1, . . . , Vs und W eine Bijektion

Ab(T g V1 g . . .g Vs,W )
∼→ Ab(U1 g . . .g Ur g V1 g . . .g Vs,W )

induziert. In der Tat kann man die entsprechende Abbildung in offensichtlicher
Weise in ein kommutatives Dreieck einfügen mit zwei Isomorphismen in eine
dritte Ecke Ab(U1g . . .gUr,Ab(V1g . . .gVs,W )) als weiteren Kanten, in dem
Ab(V1 g . . . g Vs,W ) mithilfe der Addition auf W selbst als abelsche Gruppe
aufgefaßt wird.

17.5.2.9 (Multiverknüpfung multiadditiver Abbildungen). Gegeben eine mul-
tiadditive Abbildung V1 × . . .× Vs → W und jeweils multiadditive Abbildungen
Ui,1 × . . . × Ui,r(i) → Vi erklären wir in hoffentlich offensichtlicher Weise ihre
Multiverknüpfung, eine multiadditive Abbildung der Familie aller Ui,j nach W .

17.5.2.10 (Multiverknüpfung universeller multiadditiver Abbildungen). Aus
der starken Universalität universeller multiadditiver Abbildungen folgt ohne wei-
tere Schwierigkeiten, daß jede Multiverknüpfung universeller multiadditiver Ab-
bildungen wieder universell ist. Diese Erkenntnis bedeutet eine Art „Assoziativi-
tät“ unserer Tensorprodukte. In der Tat erhalten wir etwa einen ausgezeichneten
Isomorphismus (U ⊗ V ) ⊗ W

∼→ U ⊗ (V ⊗ W ) aus der Erkenntnis, daß die
offensichtlichen multiadditiven Abbildungen von U × V ×W in beide Gruppen
universell sind als Multiverknüpfungen universeller multiadditiver Abildungen.
Ebenso erhalten wir einen ausgezeichneten Isomorphismus U ⊗ Z ∼→ U mit der
impliziten Interpretation von Z versehen mit der universellen multiadditiven Ab-
bildung ∗ 7→ 1 als dem leeren Tensorprodukt.

17.5.2.11. Gegeben abelsche Gruppen V,W verwenden wir von nun an die No-
tation VVW für die Menge Ab(V,W ) aller Gruppenhomomorphismen mit ihrer
offensichtlichen Struktur als abelsche Gruppe.

Proposition 17.5.2.12 (Adjunktion von Tensor und Hom). Gegeben abelsche
Gruppen U, V,W erhalten wir durch die Vorschrift f 7→ f̃ mit f̃(u ⊗ v) =
(f(u))(v) einen Isomorphismus

Ab(U, VVW )
∼→ Ab(U ⊗ V,W )
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Beweis. Wir können unseren Isomorphismus is spe zu einem kommutativen Drei-
eck ergänzen durch die zusätzliche Menge Ab(U g V,W ) und die zwei offen-
sichtlichen Abbildungen dorthin.

Vorschau 17.5.2.13. Die Proposition bedeutet in der Terminologie aus 16.4.3, daß
die Funktoren ⊗V und (VV ) zueinander adjungiert sind.

17.5.2.14 (Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Gegeben eine rechtsexakte
Sequenz U ′′ → U � U ′ von abelschen Gruppen und eine weitere abelsche Grup-
pe V ist auch die Sequenz U ′′ ⊗ V → U ⊗ V � U ′ ⊗ V rechtsexakt. Um das
einzusehen, muß man nur prüfen, daß eine biadditive Abbildung U × V → W
genau dann über U ′ × V faktorisiert, wenn sie auf U × V verschwindet. Das aber
scheint mir klar.

17.5.3 Torsionsprodukt von abelschen Gruppen
Definition 17.5.3.1 (Tensorprodukt von Komplexen). SindX, Y Komplexe von
Rechts- beziehungsweise Linksmoduln über einem Ring R, so bildet man einen
Komplex von abelschen Gruppen X ⊗R Y , ihr Tensorprodukt alias den Ten-
sorkomplex, durch die Vorschrift (X ⊗R Y )n :=

⊕
p+q=nXp ⊗R Yq mit dem

Differential
∂(x⊗ y) := ∂x⊗ y + (−1)|x|x⊗ ∂y

17.5.3.2 (Vertauschung von Tensorfaktoren). SindX, Y Komplexe von Rechts-
beziehungsweise Linksmoduln über einem Ring R, so liefert die Abbildungs-
vorschrift x ⊗ y 7→ (−1)|x||y|y ⊗ x einen Isomorphismus von Kettenkomplexen
v : X ⊗R Y → Y ⊗Ropp X . Speziell erhalten wir so für X, Y ∈ Ket einen
ausgezeichneten Isomorphismus

v : X ⊗ Y ∼→ Y ⊗X

Um das alles nachzuweisen, prüfen wir die Bedingung ∂v(x ⊗ y) = v∂(x ⊗ y)
durch die Umformungen

∂v(x⊗ y) = (−1)|x||y|∂(y ⊗ x)
= (−1)|x||y|∂y ⊗ x+ (−1)|x||y|+|y|y ⊗ ∂x

v∂(x⊗ y) = v(∂x⊗ y) + (−1)|x|v(x⊗ ∂y)
= (−1)|y||x|+|y|y ⊗ ∂x+ (−1)|x|(−1)|x||y|+|x|∂y ⊗ x

Vorschau 17.5.3.3. In 18.2.3.2 führen wir die „Schmelzkategorie der Kettenkom-
plexe“ ein als einen formalen Rahmen, in dem derartige Vorzeichenfragen ein für
allemal gelöst werden können.
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17.5.3.4. Ob mit dem Symbol ⊗ das Tensorprodukt zweier Moduln oder viel-
mehr das Tensorprodukt zweier Komplexe gemeint ist, gilt es aus dem Kontext
zu erschließen. Da das Tensorprodukt mit direkten Summen vertauscht, kommt es
darauf auch nicht wesentlich an.

17.5.3.5 (Funktorialitäten des Tensorprodukts von Komplexen). Offensicht-
lich ist das Tensorprodukt von Komplexen ein Funktor

Ket(Mod-R)×Ket(R -Mod)→ Ket(Ab)

Er geht auf die Homotopiekategorien über. Sind genauer f, g : C → C ′ Ketten-
homomorphismen und ist δ eine Kettenhomotopie zwischen f und g, in Formeln
δ∂ + ∂δ = f − g, so ist δ⊗ id eine Kettenhomotopie zwischen f ⊗ id und g⊗ id.
Analoges gilt für den zweiten Tensorfaktor. Das Tensorprodukt liefert damit auch
einen Funktor

Hot(Mod-R)× Hot(R -Mod)→ Hot(Ab)

17.5.3.6. Gegeben eine abelsche Gruppe M betrachten wir die kurze exakte Se-
quenz

KM ↪→ ZM �M

Mit ZM meinen wir hier die freie abelsche Gruppe ZM := Z〈′!M〉 über der Men-
ge M und mit KM den Kern der offensichtlichen Surjektion ZM � M . Wir
notieren PM das Anfangsstück dieser kurzen exakten Sequenz, also den Kom-
plex mit P1M = KM und P0M = ZM und PqM = 0 für q 6= 0, 1. Wir nennen
PM die Standardauflösung von M . Gegeben zwei abelsche Gruppen M,N er-
klären wir eine dritte abelsche Gruppe M ∗N , ihr Torsionsprodukt, als die erste
Homologiegruppe des Tensorprodukts ihrer Standardauflösungen, in Formeln

M ∗N := M ∗Z N := H1(PM ⊗Z PN)

Wir erhalten so in offensichtlicher Weise einen Funktor ∗ : Ab×Ab→ Ab.

17.5.3.7 (Das Torsionsprodukt von höheren Standpunkten). Die Definition des
Torsionsprodukts mag auf den ersten Blick bizarr wirken. Erst das gleich folgen-
de Beispiel 17.5.3.12 und die Anwendung im universellen Koeffiziententheorem
17.5.5.2 zeigen ihre Sinnhaftigkeit. Vom höheren Standpunkt aus betrachtet ist
das Torsionsprodukt unser erstes Beispiel für einen „derivierten Funktor“. Ge-
nauer haben wir hier den „ersten derivierten Funktor des Tensorprodukts“ vor
uns, vergleiche 19.3.2.25. Von einem noch höheren Standpunkt aus führen wir in
21.9.9.14 die Schmelzkategorie Der(Ab) ein und darin die universelle Verschmel-
zung M gN →M ⊗L N . In dieser Sprache haben wir M ∗N = H1(M ⊗L N).

17.5.3.8. Eine abelsche Gruppe heißt torsionsfrei, wenn sie außer der Null keine
Elemente endlicher Ordnung hat.
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17.5.3.9 (Vereinfachte Berechnung des Torsionsprodukts). Wir kürzen im fol-
genden ⊗Z = ⊗ ab. Bezeichne M die Gruppe M , aufgefaßt als Komplex mit
einem einzigen Eintrag im Grad Null. Wenn Unklarheiten aufkommen, mag man
diesen Komplex feiner M [0] notieren. Wir erhalten eine offensichtliche surjektive
Kettenabbildung PM � M . Wir behaupten, daß für jedes weitere N die indu-
zierte Abbildung PM ⊗ PN �M ⊗ PN Isomorphismen

Hi(PM ⊗ PN)
∼→ Hi(M ⊗ PN)

auf der Homologie liefert. In der Tat ist der Kern unserer surjektiven Kettenab-
bildung PM � M der Komplex K2M mit KM in den Graden Null und Eins,
der Identität dazwischen als Randoperator, und Nullen an allen anderen Stellen.
Dieser Komplex K2M ist nun offensichtlich nullhomotop. Da PN aus torsions-
freien Gruppen besteht, erhalten wir mit 7.2.5.16 eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen

K2M ⊗ PN ↪→ PM ⊗ PN �M ⊗ PN

Da darin der erste Komplex nullhomotop ist, muß nach der langen exakten Ho-
mologiesequenz die zweite Abbildung Isomorphismen auf der Homologie liefern.
Anders gesagt hat die Abbildung M ⊗ KN → M ⊗ ZN also den Kern M ∗ N
und den Kokern M ⊗N .

17.5.3.10 (Das Torsionsprodukt mit einer torsionsfreien Gruppe ist Null). Ist
von zwei abelschen Gruppen M,N eine torsionsfrei, so gilt M ∗ N = 0. In der
Tat folgt aus unserer vereinfachten Berechnung der Torsionsgruppe nach 17.5.3.9
für M torsionsfrei sofort

M ∗N = H1(PM ⊗ PN)
∼→ H1(M ⊗ PN) = 0

Hier verwenden wir 7.2.5.16 für die letzte Gleichung. Den Fall von torsionsfreiem
N behandelt man analog.

17.5.3.11. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen M ′ ↪→
M � M ′′ erhält man nach 7.2.5.16 für alle N eine kurze exakte Sequenz von
Komplexen M ′ ⊗ PN ↪→ M ⊗ PN � M ′′ ⊗ PN und daraus mit 17.5.3.9 eine
exakte Sequenz, die Torsionssequenz oder genauer Torsionssequenz im ersten
Eintrag

0 → M ′ ∗N ↪→ M ∗N → M ′′ ∗N →
→ M ′ ⊗N → M ⊗N � M ′′ ⊗N → 0

die natürlich ist in der kurzen exakten Sequenz M ′ ↪→ M � M ′′ und in N .
Analog konstruieren wir die Torsionssequenz im zweiten Eintrag.
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17.5.3.12 (Torsionsprodukt mit zyklischer Gruppe). Für jede abelsche Gruppe
N und jede natürliche Zahl m 6= 0 liefert der Randoperator der Torsionssequenz
zur offensichtlichen kurzen exakten Sequenz Z m

↪→ Z � Z/mZ einen Isomor-
phismus

(Z/mZ) ∗N ∼→ {a ∈ N | ma = 0}

Die Gruppe auf der rechten Seite würde man in Worten die „Gruppe aller Elemen-
te von N mit m-Torsion“ nennen, daher wohl auch die Bezeichnung der linken
Seite als „Torsionsprodukt“.

Übungen

Übung 17.5.3.13. Man zeige, daß das Torsionsprodukt mit beliebigen direkten
Summen vertauscht.

Ergänzende Übung 17.5.3.14. Das Torsionsprodukt M ∗ N von zwei abelschen
Gruppen besitzt niemals Elemente unendlicher Ordnung. Hinweis: Man zeige da-
zu (M ∗N)⊗Z Q = 0.

Ergänzende Übung 17.5.3.15. Man zeige, daß unser v : PM⊗PN → PN⊗PM
aus 17.5.3.2 Isomorphismen vM,N : M ∗N ∼→ N ∗M liefert mit vM,N ◦vN,M = id.
Man zeige weiter, daß für M ′ ↪→ M � M ′′ eine kurze exakte Sequenz sogar das
Diagramm

M ′′ ∗N //

��

M ′ ⊗N

��
N ∗M ′′ // N ⊗M ′

kommutiert mit den Randabbildungen der entsprechenden Torsionssequenzen in
den Horizontalen und unseren Vertauschungen in den Vertikalen.

Übung 17.5.3.16 (Tensor-Hom-Adjunktion). Man erinnere unseren Homkom-
plex 17.1.4.12 und und zeige, daß für je drei Komplexe X, Y, Z ∈ Ket die „offen-
sichtliche“ Abbildung eine Bijektion

Ket(X ⊗ Y, Z)
∼→ Ket(X, YVZ)

liefert. Speziell erhalten wir so eine Adjunktion (⊗Y, (YV )) von Funktoren
Ket → Ket der Kategorie der Komplexe abelscher Gruppen in sich selber. Die
Koeinheit dieser Adjunktion (YVZ)⊗ Y → Z heißt das Auswerten.

Übung 17.5.3.17. Jeder MorphismusX⊗Y → Z von Komplexen induziert einen
MorphismusHX⊗HY → HZ ihrer Homologien, hier gedacht als Komplexe mit
Differential Null.
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Übung 17.5.3.18. SeienA,B Ringe undM ∈ Ket(Mod-A), X ∈ Ket(A -Mod-B)
und N ∈ Ket(Mod-B) Komplexe. So erhalten wir mit dem Hom aus 17.1.4.12
einen Isomorphismus von Komplexen

Hom−B(M ⊗A X,N)
∼→ Hom−A(M,Hom−B(X,N))

gegeben durch ϕ 7→ ϕ̃ mit ϕ̃(m)(x) = ϕ(m⊗ x), und der induzierte Isomorphis-
mus auf den Nullzykeln liefert ein adjungiertes Paar ( ⊗AX,Hom−B(X, )) von
Funktoren zwischen dgMod−A und dgMod−B.

Ergänzung 17.5.3.19. Arbeiten wir in Übung 17.5.3.18 statt mit Rechts- mit Links-
moduln M ∈ Ket(A -Mod), X ∈ Ket(B -Mod-A) und N ∈ Ket(B -Mod), so
haben wir analog

HomB(X ⊗AM,N)
∼→ HomA(M,HomB(X,N))

vermittels ϕ 7→ ϕ̃ mit ϕ̃(m)(x) = (−1)|m||x|ϕ(x ⊗m). Daraus erhalten wir ins-
besondere ein adjungiertes Paar (X⊗A ,HomB(X, )) von Funktoren zwischen
dgModA und dgModB.

17.5.4 Erste Anwendungen in der Homologietheorie
Proposition 17.5.4.1 (Tensorprodukt und Homologie). Ist C ∈ Ket ein Ket-
tenkomplex von abelschen Gruppen und A eine abelsche Gruppe, so liefert die
Vorschrift a⊗ [c] 7→ [a⊗ c] Homomorphismen

A⊗Z (HqC)→ Hq(A⊗Z C)

Ist die abelsche GruppeA flach alias torsionsfrei, so sind diese Homomorphismen
Isomorphismen.

Beweis. Die offensichtlichen vertikalen Abbildungen liefern ein kommutatives
Diagramm

A⊗Z (BqC)

��

// A⊗Z (ZqC)

��

// // A⊗Z (HqC)

���
�
�

Bq(A⊗Z C) �
� // Zq(A⊗Z C) // //Hq(A⊗Z C)

Darin ist auch die obere Horizontale rechtsexakt nach 7.2.5.8, deshalb induziert
es die behauptete gestrichelt eingezeichnete Abbildung auf der Homologie. Ist
A torsionsfrei, so ist die obere Horizontale auch exakt und bei Vertikalen sind
Isomorphismen und induzieren deshalb einen Isomorphismus auf der Homologie.
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Korollar 17.5.4.2 (Koeffizientenwechsel). Ist X ein topologischer Raum und A
eine abelsche Gruppe, so liefert die Vorschrift a ⊗ [c] 7→ [a ⊗ c] natürliche Ho-
momorphismen A⊗Z Hq(X)→ Hq(X;A). Ist die abelsche Gruppe A flach alias
torsionsfrei, so sind diese Homomorphismen sogar Isomorphismen

A⊗Z Hq(X)
∼→ Hq(X;A)

Beweis. Die vorhergehende Proposition 17.5.4.1 liefert uns schon einmal Homo-
morphismenA⊗ZHq(X)→ Hq(A⊗ZSX), a⊗ [c] 7→ [a⊗c] und fürA flach sind
sie Isomorphismen. Übung 17.5.4.3 liefert uns weiter die recht offensichtlichen
IsomorphismenHq(A⊗Z SX)

∼→ Hq(X;A).

Übungen

Übung 17.5.4.3. Für jede abelsche Gruppe A und jeden topologischen Raum X
und jedes a ∈ A und jede q-Kette c ∈ SqX erklären wir die q-Kette a⊗̇c ∈
Sq(X;A) mit Koeffizienten in A in der hoffentlich offensichtlichen Weise. Dann
liefert die Abbildung a ⊗ c 7→ a⊗̇c Isomorphismen A ⊗Z SqX

∼→ Sq(X;A) für
alle q und sogar einen Isomorphismus A⊗Z SX

∼→ S(X;A) von Komplexen.

17.5.5 Universelles Koeffiziententheorem
17.5.5.1. In diesem Abschnitt kürzen wir systematisch ⊗Z = ⊗ und ∗Z = ∗ ab.

Satz 17.5.5.2 (Universelles Koeffiziententheorem der Homologie). Gegeben
ein topologischer Raum X und eine abelsche Gruppe G gibt es Isomorphismen

Hq(X;G) ∼=
(

Hq(X)⊗G
)
⊕
(

Hq−1(X) ∗G
)

17.5.5.3. Dasselbe gilt für relative Homologie und mit Koeffizienten in einem be-
liebigen Hauptidealring R, für den wir allerdings erst noch das Torsionsprodukt
∗R einführen müßten. Der Satz behauptet nur die Existenz solcher Isomorphis-
men. Inwieweit sie natürlich sind, wird im Beweis genauer diskutiert werden.
Beispiel 17.5.5.4. Da H0 stets frei ist, gilt stets H1(X) ⊗ G ∼→ H1(X;G) für die
erste Homologie.
Beispiel 17.5.5.5. Nach 17.5.1.6 ist die Folge der Hq(PnR;Z) für n ≥ 2 bis auf
Isomorphismus

Z, Z/2Z, 0, Z/2Z, 0, . . . , Z/2Z,
{

0, Z n ungerade;
0 n gerade.

Die Beschreibung 17.5.1.6 der Homologie mit Koeffizienten G entsteht daraus
nach dem universellen Koeffiziententheorem, indem man Z durch G = G ⊗ Z
ersetzt, Z/2Z durch G/2G = G⊗ Z/2Z und die Nullen durch G2 = G ∗ Z/2Z.
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Beweis. Tensorieren wir die kurze exakte Sequenz KG ↪→ ZG � G über Z mit
dem Komplex von freien abelschen Gruppen SX , so erhalten wir mit 17.5.4.3 eine
kurze exakte Sequenz von Komplexen

SX ⊗KG ↪→ SX ⊗ ZG� S(X;G)

Bilden wir die lange exakte Homologiesequenz und beachten die Isomorphismen
(HqSX) ⊗ ZG ∼→ Hq(SX ⊗ ZG) und (HqSX) ⊗KG ∼→ Hq(SX ⊗KG) nach
17.5.4.1, so ergibt sich mit der Abkürzung Hq := Hq(SX) die lange exakte Se-
quenz

Hq⊗KG→ Hq⊗ZG→ Hq(X;G)→ Hq−1⊗KG→ Hq−1⊗ZG

und dann mit der Rechtsexaktheit von ⊗ und der Definition von ∗ und 17.5.5.7
eine kurze exakte Sequenz

Hq(X)⊗G ↪→ Hq(X;G)� Hq−1(X) ∗G

Es bleibt zu zeigen, daß sie spaltet. Aber die kurze exakte Sequenz ZqX ↪→
SqX � Bq−1X spaltet, da Bq−1X ⊂ Sq−1X frei ist nach 17.5.5.11.Wir finden
nach 17.2.2.12 also ein Linksinverses SqX � ZqX der Einbettung der Zykel in
die Ketten, und das induziert die gesuchte Spaltung Hq(X;G)→ Hq(X)⊗G.

17.5.5.6. Die Spaltung im vorhergehenden Beweis ist für festes X natürlich in G.
Sie kann aber nicht bei festem G 6= 0 natürlich in X gewählt werden. Dazu hätte
ich gerne ein gut zugängliches Beispiel etwa eines Raums X mit einer stetigen
Abbildung f : X → X , die die Identität auf H1(X) und H2(X) induziert, nicht
aber auf H2(X;G).

17.5.5.7. Ist A → B → C → D → E eine exakte Sequenz von abelschen
Gruppen, so ist (cok(A → B)) → C → (ker(D → E)) eine kurze exakte
Sequenz.

Korollar 17.5.5.8 (Freiheit für Homologie von Mannigfaltigkeiten). Gegeben
eine orientierbare n-Mannigfaltigkeit M ist Hn−1M torsionsfrei.

17.5.5.9. Ist M zusätzlich kompakt, so sind zusätzlich alle Homologiegruppen
endlich erzeugt nach dem Satz von Wilder 17.4.4.2 und wir folgern, daß Hn−1M
eine freie abelsche Gruppe sein muß. Für M abzählbar basiert zeige ich das in
21.6.4.4. Ich weiß nicht, ob für beliebige nicht notwendig abzählbar basierte ori-
entierbare Mannigfaltigkeiten die Homologie im Grad Eins unter der Dimension
eine freie abelsche Gruppe sein muß.



17.5. KOEFFIZIENTENWECHSEL UND KÜNNETH-FORMEL 2889

Beweis. Nach der Variante mit Koeffizienten 17.5.1.5 des Satzes über hohe Ho-
mologie von Mannigfaltigkeiten ist für jede abelsche GruppeG die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus Hn(M)⊗G ∼→ Hn(M ;G). Aus dem universellen
Koeffiziententheorem 17.5.5.2 folgt damit Hn−1(M) ∗G = 0.

Beispiel 17.5.5.10. Die Sphäre S3 kann mit der Struktur einer topologischen Grup-
pe versehen werden, indem wir ihre Elemente als Quaterionen der Länge 1 auf-
fassen. Die n-ten komplexen Einheitswurzeln bilden darin eine zyklische Unter-
gruppe µn und der Quotient S3/µn hat nach Überlagerungstheorie die Fundamen-
talgruppe µn ∼= Z/nZ und nach dem Satz von Hurewicz 17.1.5.2 auch erste Ho-
mologie H1(S3/µn) ∼= Z/nZ. Kompakte orientierbare Mannigfaltigkeiten einer
Dimension > 2 können also durchaus Torsion in ihrer Homologie haben.

Satz 17.5.5.11. Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist frei.

17.5.5.12. Der anschließende Beweis zeigt allgemeiner: Jeder Untermodul eines
freien Moduls über einem Hauptidealring ist frei. Für endlich erzeugte Gruppen
folgt das aus 4.4.4.1 in Verbindung mit 4.4.4.4, für endlich erzeugte Moduln ana-
log aus 7.1.4.9 in Verbindung mit 7.2.4.8. Die Hauptarbeit besteht darin, auch
nicht notwendig endlich erzeugte Gruppen beziehungsweise Moduln zu behan-
deln.

Beweis. Sei I eine Menge und U ⊂ ZI eine Untergruppe. Wir betrachten die
Menge aller Paare (J,B) wo J ⊂ I eine Teilmenge ist und B eine Z-Basis des
Schnitts U ∩ ZJ . Diese Menge ist nicht leer und ist induktiv geordnet. Sie besitzt
also nach Zorns Lemma 3.1.9.15 ein maximales Element (Jm, Bm) und es gilt zu
zeigen Jm = I . Aber sonst sei i ∈ I\Jm. Das Bild von U∩Z(Jm∪{i}) in Zi unter
der offensichtlichen Projektion ist von der Form rZi für ein r ∈ Z. Ist r 6= 0, so
wählen wir ein Urbild u von ri in U und (Jm ∪ {i}, Bm ∪ {u}) wäre ein größeres
Paar. Ist r = 0, so wäre schon (Jm ∪ {i}, Bm) ein größeres Paar. In jedem Fall
steht Jm 6= I im Widerspruch zur Maximalität von (Jm, Bm).

17.5.6 Singuläre Ketten in Produkträumen
17.5.6.1 (Anschauung für das Kreuzprodukt der Homologie). Gegeben topo-
logische Räume X, Y scheint mir anschaulich klar, daß man natürliche Produk-
tabbildungen

Hp(X)× Hq(Y )→ Hp+q(X × Y )

erwarten darf. Suchen wir zum Beispiel das Produkt von zwei Homologieklassen
vom Grad 1, und werden diese Klassen repräsentiert durch geschlossene Wege in
X beziehungsweise Y , so liefern unsere beiden Wege zusammen eine Abbildung
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des 2-Torus nach X × Y , und jede Triangulierung dieses 2-Torus liefert einen 2-
Zykel im Produkt, der dann das Produkt unserer beiden 1-Klassen repräsentieren
soll. Diese Anschauung werden wir im folgenden zur Definition des „Kreuzpro-
dukts der Homologie“ formalisieren und zeigen, wie uns die „Künneth-Formel“
erlaubt, die Homologie eines Produkts aus der Homologie seiner Faktoren zu be-
rechnen. Arbeiten wir zur Vereinfachung mit Koeffizienten in einem Körper k, so
liefert nach dieser Formel das Kreuzprodukt sogar Isomorphismen⊕

p+q=n

Hp(X; k)⊗k Hq(Y ; k)
∼→ Hn(X × Y ; k)

Besitzen insbesondere X und Y eine im Sinne von 17.3.1.16 wohldefinierte Eu-
lercharakteristik, so auch X × Y und es gilt χ(X × Y ) = χ(X)χ(Y ). Der Fall
ganzzahliger Koeffizienten ist nur unwesentlich komplizierter. Nach diesen Vor-
bemerkungen beginnen wir nun mit der formalen Arbeit. Die formale Definition
des Kreuzprodukts werden wir in 17.5.7.2 angeben.

Beispiel 17.5.6.2 (Das Kreuzprodukt auf der nullten Homologie). Im Fall n =
0 kommen wir noch ohne größere Vorarbeiten zum Ziel. Wir erinnern dazu den
Funktor π0 : Top→ Ens der Wegzusammenhangskomponenten und unseren Iso-
morphismus Zπ0(X)

∼→ H0X aus 17.1.3.18 und erhalten für je zwei topologische
Räume X, Y natürliche Isomorphismen

H0X ⊗ H0Y
∼← Zπ0X ⊗ Zπ0Y

∼→ Zπ0(X × Y )
∼→ H0(X × Y )

Der dritte Isomorphismus kommt dabei von der Verträglichkeit π0X × π0Y
∼→

π0(X × Y ) von π0 mit endlichen Produkten her. Analoges gilt für die Homologie
mit Koeffizienten in einem beliebig vorgegebenen Ring.

17.5.6.3. Gegeben eine Kategorie A mit additiver Struktur erklären wir in der of-
fensichtlichen Weise die Kategorie Ket(A) = KetA der Komplexe von Objekten
von A und ihre Homotopiekategorie Hot(A) = HotA. Gegeben Komplexe C,D
bilden wir dann wie in 17.1.4.12 den Hom-Komplex HomA(C,D) ∈ Ket(Ab)
und haben per definitionem

HotA(C,D) = H0 HomA(C,D)

Im Spezialfall A = R -Mod verwenden wir für den Hom-Komplex auch die No-
tation HomR(C,D). Unsere Homotopiekategorie HotA erbt von A in offensicht-
licher Weise eine additive Struktur und auch eine k-lineare Struktur, wenn A eine
k-lineare Struktur trägt.

17.5.6.4. Wir betrachten nun die Funktoren S ⊗ S : (X, Y ) 7→ S(X × Y ) und
S(×) : (X, Y ) 7→ SX ⊗Z SY von der Kategorie Top×Top der Paare topologi-
scher Räume in die Kategorie Ket der Komplexe. Wir können sie als Komplexe
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von Funktoren alias Objekte von Ket(AbTop×Top) auffassen und wie in 17.5.6.3
die zugehörige Homotopiekategorie Hot(AbTop×Top) bilden. Man beachte, daß
wir für eine beliebige Kategorie C einen offensichtlichen Isomorphismus von Ka-
tegorien Ket(Ab)C

∼→ Ket(AbC) zur Verfügung haben und einen offensichtlichen
Funktor

Hot(AbC)→ Hot(Ab)C

Letzterer Funktor ist jedoch im allgemeinen kein Isomorphismus von Kategorien,
ja noch nicht einmal eine Äquivalenz von Kategorien.

Satz 17.5.6.5 (Eilenberg-Zilber). In der Homotopiekategorie Hot(AbTop×Top)
gibt es zwischen den beiden Objekten S ⊗ S und S(×) genau einen Morphismus,
der auf der nullten Homologie dieselben Abbildungen induziert wie die offen-
sichtlichen Isomorphismen S0X ⊗ S0Y

∼→ S0(X × Y ), und dieser ist in besagter
Homotopiekategorie ein Isomorphismus

S⊗ S
∼→ S(×)

17.5.6.6. Wir beweisen diesen Satz nach einigen Vorbereitungen im Anschluß
an den Satz über azyklische Modelle 17.5.6.23. Unser Satz gilt mit demselben
Beweis für jede volle Unterkategorie von Top×Top, zu deren Objekten alle Paare
(∆p,∆q) von Standardsimplizes gehören.

17.5.6.7. Einen Repräsentanten in Ket(AbTop×Top) für den im Satz beschriebe-
nen Isomorphismus in Hot(AbTop×Top) beziehungsweise seinen Inversen nen-
nen wir eine Eilenberg-Zilber-Transformation beziehungsweise eine Alexan-
der-Whitney-Transformation. Beispiele für derartige Transformationen werden
wir in 17.5.8.3 und 17.5.8.5 angeben.

Vorschau 17.5.6.8. Der Satz gilt analog für eine beliebige endliche Zahl von Fak-
toren und der Beweis bleibt im wesentlichen derselbe. Für diese Allgemeinheit
will ich aber die Diskussion von Tensorprodukten mit einer beliebigen endlichen
Zahl von Tensorfaktoren abwarten. Mehr dazu in 18.4.1.2.

17.5.6.9. Der vorstehende Satz 17.5.6.5 liefert für je zwei topologische Räume
X, Y eine ausgezeichnete Homotopieäquivalenz SX ⊗ SY

p∼p→ S(X × Y ). Wir
nennen sie die Eilenberg-Zilber-Äquivalenz und ihre Inverse die Alexander-
Whitney-Äquivalenz. Will man ihre anschauliche Bedeutung verstehen, so mag
das in 17.5.8.3 gegebene explizite Beispiel helfen. Wir wollen den Satz von Eilenberg-
Zilber mithilfe der Methode der „azyklischen Modelle“ beweisen und müssen da-
zu die nötige Terminologie einführen. Zum Aufwärmen beweisen wir erst einmal
eine einfachere verwandte Aussage, das sogenannte „Hauptlemma der homologi-
schen Algebra“.
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Definition 17.5.6.10. SeiR ein Ring. EinR-Modul P heißt projektiv, wenn jeder
surjektive HomomorphismusA� A′′ vonR-Moduln auf den Homomorphismen-
räumen eine Surjektion HomR(P,A)� HomR(P,A′′) induziert.

Beispiel 17.5.6.11. Ist A′ ↪→ A � A′′ eine kurze exakte Sequenz von Moduln
über einem Ring R und ist M ein weiterer R-Modul, so ist die induzierte Sequenz

HomR(M,A′) ↪→ HomR(M,A)→ HomR(M,A′′)

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil muß keineswegs wieder eine Sur-
jektion sein. Für die kurze exakte Sequenz 2Z ↪→ Z � Z/2Z etwa kommt die
Identität Z/2Z→ Z/2Z nicht von einem Morphismus Z/2Z→ Z her. Insbeson-
dere ist Z/2Z nicht projektiv als Z-Modul.
Beispiele 17.5.6.12. Gegeben ein RingR ist jeder freieR-Modul projektiv. Insbe-
sondere ist Z/2Z projektiv als Z/2Z-Modul. Sind P ′, P ′′ zwei R-Moduln und ist
ihre Summe P ′ ⊕ P ′′ projektiv, so auch die Summanden P ′ und P ′′. Über einem
Ring der Gestalt R = R′ × R′′ für zwei Ringe R′, R′′ ist insbesondere R′ × 0 ein
projektiver Modul, der jedoch nicht frei ist, falls R′ und R′′ von Null verschieden
sind.

Lemma 17.5.6.13. Ein Modul über einem Ring ist projektiv genau dann, wenn er
direkter Summand eines freien Moduls ist.

Beweis. Natürlich ist jeder direkte Summand eines freien Moduls projektiv. Ist
umgekehrt P ein projektiver R-Modul, so finden wir einen freien Modul F und
eine Surjektion F � P . Nach Annahme induziert diese Surjektion eine Surjekti-
on HomR(P, F ) � HomR(P, P ). Jedes Urbild der Identität auf P ist dann eine
Spaltung der Surjektion F � P .

Satz 17.5.6.14 (Hauptlemma der homologischen Algebra). Seien gegeben ein
Ring R, ein Komplex projektiver R-Moduln P mit Pq = 0 für q < 0 und ein
Komplex C von R-Moduln mit Hq(C) = 0 für q > 0. So induziert das Bilden der
nullten Homologie eine Bijektion

HotR(P,C)
∼→ HomR(H0P,H0C)

zwischen der Menge aller Homotopieklassen von Kettenabbildungen und der Men-
ge aller R-linearen Abbildungen auf der nullten Homologie.

17.5.6.15. Im folgenden Beweis zeigen wir, daß das sogar unter schwächeren Vor-
aussetzungen gilt. Genauer benötigen wir nur die Exaktheit der Zeilen des großen
Diagramms in unserem Beweis und noch genauer sogar nur deren Exaktheit „auf
der Diagonale und der ersten oberen Nebendiagonale“ also bei den Hom(Pi, Ci)
und den Hom(Pi+1, Ci). Man mag diese Voraussetzung salopp gesprochen als ei-
ne Forderung der Art verstehen, daß die Pq in geeigneter Weise „relativ zu den Cq
projektiv sind“.
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Beweis. Beide Seiten bleiben unverändert, wenn wir beim Komplex C den Anteil
C0 im Grad Null durch Z0C ersetzen und die Cq für q < 0 durch Null. Wir dürfen
also ohne Beschränkung der Allgemeinheit zusätzlich annehmen, daß bereits gilt
q < 0⇒ Cq = 0. Jetzt betrachten wir das kommutative Diagramm

...
...

...
...

Hom(P2,H0C) � Hom(P2, C0) ← Hom(P2, C1) ← Hom(P2, C2) . . .
↑ ↑ ↑ ↑

Hom(P1,H0C) � Hom(P1, C0) ← Hom(P1, C1) ← Hom(P1, C2) . . .
↑ ↑ ↑ ↑

Hom(P0,H0C) � Hom(P0, C0) ← Hom(P0, C1) ← Hom(P0, C2) . . .
∪

Hom(H0P,H0C)

Seine Zeilen sind alle exakt und die Kompositionen in den Spalten sind alle Null.
Eine Kettenabbildung f ∈ KetR(P,C) besteht aus einem Tupel von Elemen-
ten fi ∈ Hom(Pi, Ci) „längs der Diagonale“ derart, daß das Bild von fi unter
dem Pfeil nach oben mit dem Bild von fi+1 unter dem Pfeil nach links zusam-
menfällt, also ∂ ◦ fi+1 = fi ◦ ∂. Um die Surjektivität zu zeigen, klettern wir im
Diagramm hoch und benutzen dabei nur die Exaktheit der Zeilen an den Stel-
len Hom(Pi+1, Ci). Um die Injektivität zu zeigen, müssen wir zeigen, daß jede
Kettenabbildung P → C nullhomotop ist, die die Nullabbildung H0P → H0C
induziert. Eine Kettenhomotopie zwischen f und der Nullabbildung besteht aus
einem Tupel von Elementen si ∈ Hom(Pi, Ci+1) derart, daß gilt s0 7→ f0 und daß
fi+1 die Summe des Bildes von si unter dem Pfeil nach oben mit dem Bild von
si+1 unter dem Pfeil nach links ist, also fi+1 = si ◦ ∂ + ∂ ◦ si+1. Um so eine
Kettenhomotopie zu finden, klettern wir wieder in unserem Diagramm hoch und
benutzen diesmal nur die Exaktheit der Zeilen an den Stellen Hom(Pi, Ci).

Definition 17.5.6.16. Sei C eine Kategorie. Unter dem freien Funktor in die
Kategorie der abelschen Gruppen F : C → Ab über einer Familie (Mi)i∈I von
Objekten von C verstehen wir den Funktor

F : Y 7→
⊕
i∈I

ZC(Mi, Y )

Beispiel 17.5.6.17. Der Funktor Sq : Top → Ab der singulären q-Ketten ist der
freie Funktor zur einelementigen Familie (∆q) von topologischen Räumen.

Proposition 17.5.6.18. Seien C eine Kategorie und F : C → Ab der freie Funktor
zur Familie (Mi)i∈I und G : C → Ab ein weiterer Funktor. So haben wir eine
Bijektion

AbC(F,G)
∼→

d
i∈I G(Mi)

η 7→ (ηMi
(idi))i∈I
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für idi ∈ F (Mi) =
⊕

j∈I ZC(Mj,Mi) dem Tupel mit einmal der Identität an der
i-ten Stelle und Nullen an allen Stellen mit Index j 6= i.

Beweis. Den Beweis dieser Verallgemeinerung der Variante 17.1.4.6 des Yoneda-
lemmas überlassen wir dem Leser. Wie immer bezeichnet AbC die Kategorie der
Funktoren C → Ab.

17.5.6.19. Sei C eine Kategorie. Eine Basis eines Funktors

G : C → Ab

ist eine Familie (Mi,mi)i∈I von Paaren bestehend aus jeweils einem Objekt Mi ∈
C und einem Element mi ∈ G(Mi) seines Bildes unter unserem Funktor derart,
daß für jedes X ∈ C die (Gf)(mi) mit i ∈ I und f ∈ C(Mi, X) eine Z-Basis von
G(X) bilden. Nach unserer Proposition 17.5.6.18 entsprechen die Basen von G
zu einer Familie (Mi)i∈I von Objekten eineindeutig den Isotransformationen des
freien Funktors über besagter Familie nach G.

Beispiel 17.5.6.20. Für alle n ≥ 0 ist die Familie ((∆q,∆p), τq ⊗ τp)p+q=n eine
Basis des Funktors Top×Top→ Ab mit (X, Y ) 7→ (SX ⊗ SY )n.

Beispiel 17.5.6.21. Für alle n ≥ 0 ist (∆n, (τn, ϕ))ϕ∈Top(∆n,[0,1]) eine Basis des
Funktors Top→ Ab gegeben durch X 7→ Sn(X × [0, 1]).

Definition 17.5.6.22. Seien C eine Kategorie undM ⊂ Ob(C) eine Teilmenge.
Ein Funktor F : C → Ab heißt frei mit Modellen in M, wenn er eine Basis
(Mi,mi)i∈I besitzt derart, daß alle Mi zuM gehören.

Satz 17.5.6.23 (über azyklische Modelle). Seien C eine Kategorie und F,G ∈
Ket(AbC) Komplexe von Funktoren mit Fq = 0 für q < 0. Wir nehmen an, daß es
eine MengeM von Objekten von C gibt derart, daß die homogenen Komponenten
Fq : C → Ab von F frei sind mit Modellen in M und daß für alle M ∈ M
die Homologie Hq(GM) verschwindet für q > 0. So induziert der Übergang zur
nullten Homologie eine Bijektion

Hot
(
AbC

)
(F,G)

∼→ AbC(H0F,H0G)

17.5.6.24. Mit H0F meinen wir den Funktor X 7→ H0(FX) alias den Funktor
H0 ◦ F . Wenn Sie bereits mit den sogenannten „abelschen Kategorien“ vertraut
sind, mögen Sie erkennen, daß AbC selbst eine abelsche Kategorie ist und daß
H0F gleichbedeutend in diesem begrifflichen Rahmen verstanden werden kann.

17.5.6.25. Ein topologischer Raum, dessen reduzierte Homologie identisch ver-
schwindet, heißt azyklisch für die singuläre Homologie. Übertragen nennt man
manchmal auch Komplexe azyklisch, deren Homologie vom Grad Null abgesehen
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identisch verschwindet. Die wesentliche Voraussetzung des vorhergehenden Sat-
zes läßt sich dahingehend formulieren, daß „G in echt positiven Graden azyklisch
ist auf den Modellen von F “. Spezialisiert man den Satz über azyklische Modelle
auf den Fall einer Kategorie C mit nur einem Objekt und einem Morphismus, eben
der Identität dieses einzigen Objekts, so erhält man dieselbe Aussage wie bei der
Spezialisierung des Hauptlemmas der homologischen Algebra 17.5.6.14 auf den
Fall freier Z-Moduln anstelle projektiver R-Moduln.

Beweis. Wir wiederholen den Beweis des Hauptlemmas der homologischen Al-
gebra 17.5.6.14 und ersetzen darin überall R -Mod durch AbC . Die Gruppen von
Transformationen AbC(Fp, Gq) können nach 17.5.6.18 identifiziert werden mit
Produkten

d
i∈I(p) Gq(Mi) für geeignete Familien I(p) → M von Modellen und

bilden folglich nach unserer Annahme der „Azyklizität der Modelle“ exakte Zei-
len. Damit funktioniert dann unser vorheriger Beweis ohne weitere Änderun-
gen.

Beweis von Eilenberg-Zilber 17.5.6.5. Der Funktor (X, Y ) 7→ Sn(X×Y ) hat als
Basis die einelementige Familie ((∆n,∆n), diag), wobei diag : ∆n → ∆n ×∆n

die diagonale Einbettung und dann auch den n-Zykel diag ∈ Sn(∆n × ∆n) be-
zeichnet. Der Funktor (X, Y ) 7→ (SX⊗ZSY )n hat als Basis die (n+1)-elementige
Familie ((∆p,∆q), τp⊗τq)p+q=n mit den Tensorprodukten der tautologischen Sim-
plizes als zweiten Einträgen. Wir prüfen als nächstes, daß beide Funktoren auf ih-
ren eigenen Modellen und den Modellen des jeweils anderen Funktors azyklisch
sind, daß also die höheren Homologiegruppen der Komplexe S(∆p × ∆q) und
S∆p ⊗Z S∆q verschwinden. Die erste Aussage folgt daraus, daß ∆p × ∆q kon-
vex ist. Um die zweite Aussage einzusehen, betrachten wir den Kettenkomplex
Z[0], der nur im Grad Null lebt und dort Z ist, und bilden die Folge von Kettenab-
bildungen S(∆p) → S(top)

ε→ Z[0]. Man erkennt, daß alle diese Abbildungen
Homotopieäquivalenzen sind, zum Beispiel mit 17.1.4.9 für die erste Abbildung
und expliziter Rechnung für die Zweite, oder alternativ mit 17.6.2.4. Es folgt eine
Homotopieäquivalenz S∆p ⊗Z S∆q → Z[0]⊗Z Z[0] und so die Azyklizität dieses
Komplexes. Nach dem Satz über azyklische Modelle 17.5.6.23 liefert das Bilden
der nullten Homologie also eine Bijektion

Hot(AbTop×Top)(S⊗ S, S(×))
∼→ AbTop×Top(H0(S⊗ S),H0S(×))

und ebenso eine Bijektion auf Morphismen in der Gegenrichtung und ebenso Bi-
jektionen in den Fällen, in denen in den Klammern zweimal derselbe Funktor
steht. So erhalten wir insgesamt einen Isomorphismus zwischen der vollen Unter-
kategorie mit zwei Objekten {S ⊗ S, S(×)} ⊂ Hot(AbTop×Top) und der vollen
Unterkategorie mit zwei Objekten {H0(S⊗ S),H0S(×)} ⊂ AbTop×Top. Nun gilt
es nur noch zu zeigen, daß die offensichtlichen Isomorphismen S0(X × Y )

∼→
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S0X ⊗S0Y Isomorphismen H0(X ×Y )
∼→ H0(SX ⊗SY ) auf der nullten Homo-

logie induzieren. Es scheint mir jedoch offensichtlich, daß unsere Isomorphismen
der Grad-Null-Anteile unserer Komplexe Ränder zu Rändern machen und daß die
davon auf der nullten Homologie induzierte Abbildung unter der Verknüpfung mit
dem Inversen des von der Variation 7.2.6.17 zur Rechtsexaktheit des Tensorpro-
dukts herrührenden Isomorphismus H0X⊗H0Y

∼→ H0(SX⊗SY ) genau unseren
Isomorphismus 17.5.6.2 liefert. Der Satz folgt.

17.5.7 Tensorprodukt und Homologie
17.5.7.1 (Homologie von Tensorproduktkomplexen). Sind C,D Komplexe von
Rechts- beziehungsweise Linksmoduln über einem Ring R, so haben wir offen-
sichtliche Abbildungen

HpC ⊗R HqD → Hp+q(C ⊗R D)
[c]⊗ [d] 7→ [c⊗ d]

Verschwinden unsere beiden Komplexe in allen Graden, die man von Null aus in
Richtung der Pfeile erreicht, so liefert die natürliche Abbildung sogar einen Iso-
morphismus H0C ⊗R H0D

∼→ H0(C ⊗R D) als Konsequenz aus der Rechtsex-
aktheit des Tensorprodukts 7.2.6.17.

Definition 17.5.7.2. Gegeben topologische Räume X , Y notieren wir die von der
Eilenberg-Zilber-Äquivalenz SX ⊗Z SY

p∼p→ S(X × Y ) nach 17.5.7.1 induzierten
Abbildungen mit dem Symbol × als

HpX × HqY → Hp+q(X × Y )
(c, d) 7→ c× d

und nennen sie das Kreuzprodukt der Homologie.

17.5.7.3. Ist R ein Ring, so liefert die Vorschrift (c ⊗ d) ⊗ r 7→ c ⊗ rd Isomor-
phismen von R-Bimoduln (SX ⊗Z SY ) ⊗Z R

∼→ S(X;R) ⊗R S(Y ;R). In der
Tat kann man zum Beispiel argumentieren, daß die so definierte Abbildung eine
Basis für die Linksoperation von R in eine ebensolche überführt. Damit liefert die
Eilenberg-Zilber-Abbildung wohlbestimmte Homotopieäquivalenzen S(X;R)⊗R
S(Y ;R)

p∼p→ S(X × Y ;R). Die nach 17.5.7.1 auf der Homologie induzierten Ab-
bildungen schreibt man in der Form

Hp(X;R)× Hq(Y ;R) → Hp+q(X × Y ;R)
(c, d) 7→ c× d

und nennt sie das Kreuzprodukt der Homologie mit Koeffizienten.
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Proposition 17.5.7.4 (Formelsammlung für das Kreuzprodukt). Das Kreuz-
produkt der Homologie hat die folgenden Eigenschaften:

Natürlichkeit: Gegeben stetige Abbildungen f : X → K und g : Y → L haben
wir für beliebige a ∈ HpX und b ∈ HqY in Hp+q(K × L) die Gleichheit

(f∗a)× (g∗b) = (f × g)∗(a× b)

Eins: Gegeben ein topologischer Raum X und a ∈ HpX eine Homologieklasse
und δ ∈ H0(top) der kanonische Erzeuger der Homologie eines Punktes
gilt

(prX)∗(a× δ) = a

Assoziativität: Gegeben X, Y, Z topologische Räume und a, b, c jeweils Homo-
logieklassen und ass : (X × Y ) × Z ∼→ X × (Y × Z) die offensichtliche
Bijektion gilt

ass∗((a× b)× c) = a× (b× c)

Graduierte Kommutativität: Gegeben τ : X×Y ∼→ Y ×X die Vertauschungs-
abbildung für topologische Räume X, Y und Homologieklassen a ∈ HpX
sowie b ∈ HqY gilt in Hp+q(Y ×X) bei kommutativem Koeffizientenring R
die Identität

τ∗(a× b) = (−1)pqb× a

Vorschau 17.5.7.5. Wir erklären in 18.4.1.9, inwiefern diese Eigenschaften zu-
sammen mit den Funktorialitäten (idX)∗(a) = a und f∗(g∗(a)) = (f ◦ g)∗(a)
bedeuten, daß unsere Homologie als ein „Schmelzfunktor von der kartesischen
Schmelzkategorie der topologischen Räume in die Schmelzkategorie der gradu-
ierten Paritätsgruppen“ aufgefaßt werden kann. Der kanonische Erzeuger δ ∈
H0(top) ist in diesem Kontext als das „Kreuzprodukt mit überhaupt keinem Faktor
in der Homologie des kartesischen Produkts über die leere Familie topologischer
Räume“ zu verstehen.

Beweis. Die Natürlichkeit folgt sofort aus der Natürlichkeit der Eilenberg-Zilber-
Äquivalenz 17.5.6.5. Die graduierte Kommutativität folgt daraus, daß mit der No-
tation η für unsere Eilenberg-Zilber-Äquivalenz die Komposition

S⊗ S
v−→ S⊗ S

η−→ S(×)
τ∗−→ S(×)

von Morphismen in der Homotopiekategorie Hot(AbTop×Top) mit v der Ver-
tauschung der Tensorfaktoren nach 17.5.3.2 auch die charakterisierenden Eigen-
schaften der Eilenberg-Zilber-Äquivalenz aus 17.5.6.5 hat. Für die Eins-Eigenschaft
betrachten wir die Komposition

S
⊗1−→ S⊗ S(top)

η−→ S( ×top)
pr∗−→ S
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von Morphismen in der Homotopiekategorie Hot(AbTop) und folgern direkt aus
dem Satz über azyklische Modelle 17.5.6.23, daß sie die Identität sein muß. Für
die Assoziativität schließlich betrachten wir in Hot(AbTop3

) mit variablen topolo-
gischen Räumen X, Y, Z das Diagramm

(SX ⊗ SY )⊗ SZ

��

// S(X × Y )⊗ SZ // S((X × Y )× Z)

��
SX ⊗ (SY ⊗ SZ) // SX ⊗ S(Y × Z) // S(X × (Y × Z))

mit hoffentlich offensichtlichen Morphismen. Es gilt zu zeigen, daß es kommu-
tiert. Wieder wenden wir den Satz über azyklische Modelle 17.5.6.23 an. Der Aus-
gangsfunktor ist frei mit Modellen (∆p,∆q,∆r) und der Zielfunktor ist auf diesen
Modellen azyklisch. Folglich reicht es zu zeigen, daß beide Kompositionen die-
selbe Abbildung auf der nullten Homologie induzieren. Das ist jedoch klar.

Lemma 17.5.7.6. Sind C,D Komplexe von Vektorräumen über einem Körper k,
so liefern die natürlichen Abbildungen Isomorphismen⊕

p+q=n

Hp(C)⊗k Hq(D)
∼→ Hn(C ⊗k D)

Beweis. Nach 17.1.4.14 gibt es in der Homotopiekategorie der Komplexe von k-
Vektorräumen eindeutig bestimmte IsomorphismenHC p∼p→ C undHD p∼p→ D, die
auf der Homologie die offensichtlichen Identifikationen induzieren. Mit 17.5.3.5
folgt eine HomotopieäquivalenzHC⊗HD p∼p→ C⊗D, die dann den gewünschten
IsomorphismusHC ⊗HD ∼→ H(C ⊗D) induziert.

Satz 17.5.7.7 (Künneth-Formel mit Koeffizienten in einem Körper). Für zwei
beliebige topologische Räume X, Y und Homologie mit Koeffizienten in einem
Körper k liefert das Kreuzprodukt der Homologie Isomorphismen⊕

p+q=n

Hp(X; k)⊗k Hq(Y ; k)
∼→ Hn(X × Y ; k)

Beweis. Für diesen Beweis vereinbaren wir die Abkürzungen HX := H(X; k)
und SX := S(X; k) sowie ⊗ := ⊗k. Unser Lemma 17.5.7.6 und die Homoto-
pieäquivalenz SX ⊗ SY

p∼p→ S(X × Y ) liefern dann auf der Homologie Isomor-
phismen

HX ⊗ HY H(X × Y )
‖ ‖

H(SX)⊗H(SY )
∼→ H(SX ⊗ SY )

∼→ H S(X × Y )
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Satz 17.5.7.8 (Künneth-Formel). Gegeben topologische Räume X und Y liefert
das Kreuzprodukt der Homologie die erste Abbildung einer natürlichen kurzen
exakten Sequenz⊕

p+q=n

(HpX ⊗ HqY ) ↪→ Hn(X × Y )�
⊕

p+q=n−1

(HpX ∗ HqY )

Diese Sequenz, deren zweite Abbildung im Beweis explizit angegeben werden
wird, spaltet für alle X und Y , aber es gibt keine natürliche Wahl einer Spaltung
für alle X und Y .

Ergänzung 17.5.7.9. Die von der Vertauschung X × Y → Y × X auf der Ho-
mologie induzierte Abbildung läßt sich zu einem Morphismus der entsprechen-
den Künneth-Sequenzen ergänzen. Wie die zugehörige Abbildung auf dem Ten-
sorprodukt der Homologien aussieht, erklärt die „graduierte Kommutativität des
Kreuzprodukts“ nach 18.4.1.13. Wie die zugehörige Abbildung auf dem Torsions-
produkt der Homologien aussieht, habe ich mir nicht so genau überlegt.

17.5.7.10. Arbeitet man mit Koeffizienten in einem Hauptidealring, so gilt diesel-
be Formel mit demselben Beweis.

17.5.7.11 (Konventionen zum Verschieben von Komplexen). Ist C ein Kom-
plex, so bezeichnen wir mit

C[1]

den „um Eins gegen die Richtung der Pfeile verschobenen Komplex“, in For-
meln (C[1])q = Cq−1 beziehungsweise später einmal bei „Kokettenkomplexen“
(C[1])q = Cq+1. Jedes Element c ∈ C liefert ein Element c[1] ∈ C[1]. Entgegen
leider üblichen Konventionen führe ich hier beim Randoperator kein Vorzeichen
ein. Bezeichnet also Z[1] den um Eins gegen die Richtung der Pfeile verschobenen
Komplex Z[0] und ist C ein Komplex von abelschen Gruppen, so definiert die Ab-
bildung c⊗n[1] 7→ nc[1] einen Isomorphismus von Komplexen C⊗Z[1]

∼→ C[1].
Dahingegen bezeichne

[1]C

den um Eins gegen die Richtung der Pfeile verschobenen Komplex, bei dem zu-
sätzlich der Randoperator ∂ durch −∂ ersetzt wird. Jedes Element c ∈ C lie-
fert auch ein Element [1]c ∈ [1]C, und in diesen Notationen haben wir dann
∂([1]c) = −[1](∂c). Diesmal liefert n[1] ⊗ c 7→ [1]nc einen Isomorphismus von
Komplexen Z[1]⊗C ∼→ [1]C. Die offensichtliche Abbildung induziert dann einen
Isomorphismus von Kettenkomplexen

(C ⊗D)[1]
∼→ C ⊗ (D[1])

und die Abbildung [1]c 7→ (−1)|c|c[1] mit |c| = q für c ∈ Cq ist ein Isomorphismus
[1]C

∼→ C[1].
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Beweis. Sicher haben wir eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

ZX ↪→ SX � BX[1]

Vorne und hinten stehen hier Komplexe mit Differential Null. Tensorieren wir über
Z mit dem aus freien abelschen Gruppen bestehenden Komplex SY , so erhalten
wir eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

ZX ⊗ SY ↪→ SX ⊗ SY � BX[1]⊗ SY

Da ZX und BX nach 17.5.5.11 auch aus freien abelschen Gruppen bestehen und
Differential Null haben, hat die zugehörige lange exakte Homologiesequenz die
Gestalt

→ (BX[1]⊗ HY )n+1 →
→ (ZX ⊗ HY )n → Hn(SX ⊗ SY ) → (BX[1]⊗ HY )n →
→ (ZX ⊗ HY )n−1 →

Man überzeugt sich mühelos, daß die Randabbildungen hier schlicht von den Ein-
bettungen der Ränder in die Zykel induziert werden, so daß sich aufgrund der
kurzen exakten Sequenz BX ↪→ ZX � HX und der exakten Tor-Sequenz eine
natürliche kurze exakte Sequenz der Gestalt

(HX ⊗ HY )n ↪→ Hn(X × Y )� (HX ∗ HY )n−1

ergibt. Um eine Spaltung dieser Sequenz anzugeben, wählen wir Linksinverse der
Einbettungen ZX ↪→ SX,ZY ↪→ SY . Solche Linksinversen existieren, da ja die
jeweiligen Kokerne BX,BY nach 17.5.5.11 frei sind als Untergruppen der freien
abelschen Gruppen SX, SY .

Übungen

Übung 17.5.7.12. Man zeige: Jede Eilenberg-Zilber-Transformation läßt sich auf
genau eine Weise zu einer Transformation

S(X,A)⊗ S(Y,B)→ S(X × Y, (X ×B) ∪ (A× Y ))

zwischen Funktoren auf Paaren von Raumpaaren fortsetzen, die wohlbestimmt ist
als Transformation zwischen Funktoren in die Homotopiekategorie der Ketten-
komplexe. Wir erhalten so das Kreuzprodukt der relativen Homologie

Hq(X,A)⊗ Hp(Y,B)→ Hq+p(X × Y, (X ×B) ∪ (A× Y ))
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Man beachte die Identität
(
(X × B) ∪ (A× Y )

)c
= Ac × Bc von Komplement-

mengen. Mit der Notation HD
q (X) := Hq(X,X\D) wird unser relatives Kreuz-

produkt also zu einer Abbildung

HD
q (X)⊗ HE

p (Y )→ HD×E
q+p (X × Y )

Der Vorschub gelingt dann für stetige Abbildungen f : X → Y mit f(X\D) ⊂
(Y \E) alias D ⊃ f−1(E).
Übung 17.5.7.13 (Formelsammlung für das relative Kreuzprodukt). Das Kreuz-
produkt der relativen Homologie hat die folgenden Eigenschaften:

Natürlichkeit: Gegeben Morphismen von Raumpaaren f : (X,A)→ (K, I) und
g : (Y,B)→ (L, J) gilt für a ∈ Hp(X,A) und b ∈ Hq(Y,B) die Gleichheit

(f∗a)× (g∗b) = (f × g)∗(a× b)

Eins: Gegeben ein Raumpaar (X,A) und a ∈ Hp(X,A) eine Homologieklasse
und δ ∈ H0(top, ∅) der kanonische Erzeuger der Homologie eines Punktes
gilt

(prX)∗(a× δ) = a

Assoziativität: Gegeben (X,A), (Y,B), (Z,C) Raumpaare und a, b, c jeweils re-
lative Homologieklassen und ass : (X × Y ) × Z

∼→ X × (Y × Z) die
offensichtliche Bijektion gilt

ass∗((a× b)× c) = a× (b× c)

Graduierte Kommutativität: Gegeben τ : (X,A)× (Y,B)
∼→ (Y,B)× (X,A)

die Vertauschungsabbildung für Raumpaare (X,A), (Y,B) und Homolo-
gieklassen a ∈ Hp(X,A) sowie b ∈ Hq(Y,B) gilt bei kommutativem Koef-
fizientenring R die Identität

τ∗(a× b) = (−1)pqb× a

Übung 17.5.7.14 (Relatives Kreuzprodukt als Isomorphismus). Gegeben (X,A), (Y,B)
Raumpaare mit A ⊂◦ X und B ⊂◦ Y oder A beliebig und B = ∅ liefert unsere re-
lative Eilenberg-Zilber-Transformation aus 17.5.7.12 Isomorphismen auf der Ho-
mologie. Hinweis: Nach dem Satz über feine Ketten 17.2.4.6 liefert unter diesen
Annahmen

S((X ×B) + S(A× Y ))→ S((X ×B) ∪ (A× Y ))

Isomorphismen auf der Homologie. In diesen Fällen ist bei Koeffizienten in einem
Körper k das Kreuzprodukt auf der relativen Homologie also ein Isomorphismus

Hq(X,A; k)⊗k Hp(Y,B; k)→ Hq+p(X × Y, (X ×B) ∪ (A× Y ); k)
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Übung 17.5.7.15 (Nichtexistenz einer Wurzel aus dem R3). Für ungerades n
kann es keinen topologischen Raum X geben derart, daß X ×X homöomorph ist
zu Rn. Hinweis: Kreuzprodukt als Isomorphismus 17.5.7.14.

Übung 17.5.7.16 (Kreuzprodukt von Fundamentalzykeln). Gegeben zwei kom-
pakte orientierte Mannigfaltigkeiten ist das Kreuzprodukt ihrer Fundamentalzykel
der Fundamentalzykel ihres Produkts unter einer wohlbestimmten Orientierung,
der Produktorientierung.

Ergänzende Übung 17.5.7.17. Gegeben ein Ring A und ein A-Modul M bezeich-
neM∗ denA-Rechtsmodul HomA(M,A). Gegeben ein RingA und einA-Rechts-
modul N bezeichne weiter ∗N den A-Modul Hom−A(N,A). Man zeige, daß das
Auswerten Homomorphismen M → ∗(M∗) und N → (∗N)∗ induziert. Man zei-
ge, daß diese Homomorphismen für endlich erzeugte projektive Moduln Isomor-
phismen sind. Bezeichnet A -pModf die Kategorie der endlich erzeugten projek-
tiven A-Moduln und pModf-A die Kategorie der endlich erzeugten projektiven
A-Rechtsmoduln, so liefert unser Dualisieren mithin eine Äquivalenz von Kate-
gorien

pModf-A
≈→ A -pModfopp

Übung 17.5.7.18. Man berechne die Homologie von P2R× P2R.

Übung 17.5.7.19 (Verschieben und Hom-Komplexe). Gegeben Komplexe X, Y
liefern die offensichtlichen, ohne alle Vorzeichen erklärten Identifikationen Iso-
morphismen von Komplexen

Hom(X,Z)
∼→ Hom(X[1], Z[1])

Hom([1]X,Z)
∼→ Hom(X,Z)[−1]

Hom(X, [1]Z)
∼→ [1] Hom(X,Z)

Später werden sich diese Isomorphismen als Spezialfälle von Aussagen über das
Tensorieren mit Einheiten 18.3.4.20 und 18.3.4.16 erweisen, angewandt auf die
Einheit Z[1] der Schmelzkategorie Ket.

Übung 17.5.7.20. Seien R ein Ring und C ein exakter Komplex von R-Moduln
und P ein Komplex von projektiven R-Moduln, der in Richtung der Differentiale
beschränkt ist, als da heißt, irgendwann kommen nur noch Nullen. Man zeige, daß
dann der Hom-Komplex HomR(P,C) auch exakt ist. Hinweis: Hauptlemma der
homologischen Algebra 17.5.6.14 und Interpretation der Homologie des Hom-
Komplexes als Homotopieklassen 17.1.4.12.

17.5.8 Eilenberg-Zilber und Alexander-Whitney*
17.5.8.1. Um zusätzliche Anschauung bereitzustellen, gebe ich eine mögliche Ei-
lenberg-Zilber-Transformation auch noch explizit an. Wir werden diese explizite
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Form nicht benötigen, deshalb führe ich den Beweis nicht aus. Wir betrachten für
n = p+ q alle affinen injektiven Abbildungen

ω : ∆n → ∆p ×∆q

mit der Eigenschaft, daß sie Ecken auf Paare von Ecken werfen und „in jeder
Komponente monoton wachsen auf den Ecken“. So eine Abbildung entspricht
eindeutig einer Injektion

ω = (α, β) : {0, . . . , n} ↪→ {0, . . . , p} × {0, . . . , q}

mit monoton wachsenden α und β. Man erkennt, daß für solch ein ω notwendig
gilt ω(0) = (0, 0), ω(n) = (p, q) und daß beim Übergang von i zu i+ 1 entweder
α oder β aber nicht beide um 1 wachsen. Man kann sich so ein ω vorstellen als
einen Weg von (0, 0) nach (p, q), der in jedem von n Zeitschritten entweder eins
nach oben oder eins nach rechts gehen darf. Die Fläche unterhalb dieses Weges
im Quadrat [0, p]× [0, q] notieren wir n(ω), in Formeln

n(ω) =
∑

0≤i<j<p+q

(β(i+ 1)− β(i))(α(j + 1)− α(j))

Unsere Abbildungen ω : ∆n → ∆p × ∆q sind die n-Simplizes einer Triangulie-
rung von ∆p ×∆q, aber diese Erkenntnis ist nur für die Anschauung von Belang.
Jetzt definieren wir Homomorphismen

SpX ⊗Z SqY → Sp+q(X × Y )
σ ⊗ τ 7→

∑
ω(−1)n(ω)(σ × τ) ◦ ω

und erhalten so eine Transformation von Funktoren von der Kategorie aller Paare
topologischer Räume in die Kategorie der Gruppen.

Ergänzung 17.5.8.2. Im übrigen entsprechen unsere Wege eineindeutig den soge-
nannten (p, q)-Shuffles aus dem Beweis von 12.8.1.9. Des weiteren entsprechen
diese Wege auch eineindeutig den Worten, die man durch das Hintereinander-
schreiben von p Einsen und q Nullen bilden kann und die wir etwa in 10.1.4.25
betrachtet hatten.

Lemma 17.5.8.3. Die in 17.5.8.1 angegebenen Homomorphismen bilden eine Ei-
lenberg-Zilber-Transformation S⊗Z S→ S(×) in Ket(AbTop×Top).

Beweis. Unsere Homomorphismen sind offensichtlich funktoriell und tun in der
nullten Homologie das Richtige. Nach dem Satz über azyklische Modelle 17.5.6.23
und dem Beweis des Satzes von Eilenberg-Zilber müssen also nur prüfen, daß sie
für alle X, Y eine Kettenabbildung bilden. Das überlassen wir dem Leser.



2904 KAPITEL 17. SINGULÄRE HOMOLOGIETHEORIE

Graphische Darstellung einer unserer in beiden Komponenten monotonen
Injektionen ω im Fall p = 5, q = 3.
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Definition 17.5.8.4. Die Abbildungen

λp+qp = λp : ∆p → ∆p+q und ρp+qq = ρq : ∆q → ∆p+q,

die hinten q Nullen anhängen beziehungsweise vorne p Nullen davorschieben,
heißen die p-Vorderseite beziehungsweise die q-Hinterseite unseres Standard-
simplex. Hier steht λ für „links“ und ρ für „rechts“.

Lemma 17.5.8.5. Gegeben topologische Räume X, Y schreiben wir einen belie-
bigen n-Simplex ∆n → X × Y in der Form (σ, τ) mit σ : ∆n → X , τ : ∆n → Y .
In dieser Notation bilden die Abbildungen

An : Sn(X × Y ) → (SX ⊗Z SY )n
(σ, τ) 7→

∑
p+q=n σλp ⊗ τρq

eine Kettenabbildung A : S(X × Y ) → SX ⊗Z SY , die Alexander-Whitney-
Abbildung, und diese Abbildungen bilden in ihrer Gesamtheit eine Alexander-
Whitney-Transformation.

Beweis. Die im Lemma definierte Abbildung ist offensichtlich funktoriell und tut
das Richtige in der nullten Homologie. Nach dem Satz über azyklische Modelle
17.5.6.23 und dem Beweis des Satzes von Eilenberg-Zilber müssen wir also nur
prüfen, daß sie für alle X, Y eine Kettenabbildung ist. Dazu rechnen wir mit der
Vereinbarung, die a priori undefinierten Ausdrücke σλ0k0 und τρ0k0 als Null zu
verstehen, zunächst

∂A(σ, τ) =
∑
p+q=n

(
p∑
i=0

(−1)iσλpki ⊗ τρq + (−1)p
q∑
j=0

(−1)σλp ⊗ τρqkj

)
Ebenso finden wir auch

A∂(σ, τ) =
n∑
ν=0

(−1)ν
∑

a+b=n−1

σkνλa ⊗ τkνρb

Für die entsprechenden Abbildungen mit Werten in ∆n für n = a+ b+ 1 gilt nun

kνλa =

{
λa+1kν falls 0 ≤ ν ≤ a+ 1;
λa falls a+ 1 ≤ ν ≤ n;

kνρb =

{
ρb falls 0 ≤ ν ≤ a;
ρb+1kν−a falls a ≤ ν ≤ n.

Damit können wir A∂(σ, τ) umschreiben zu

∑
a+b+1=n

(
(−1)ν

a∑
ν=0

σλa+1kν ⊗ τρb + (−1)a+1+µ

b∑
µ=0

σλa ⊗ τρb+1kµ+1

)
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und wenn wir in der ersten Summe p = a + 1, q = b, i = ν substituieren und in
der Zweiten p = a, q = b+ 1, j = µ+ 1 ergibt sich

A∂(σ, τ) =
∑
p+q=n

(
p−1∑
i=0

(−1)iσλpki ⊗ τρq + (−1)p
q∑
j=1

(−1)jσλp ⊗ τρqkj

)

wobei wir die erste Summe im Fall p = 0 und die zweite im Fall q = 0 als Null
zu verstehen haben. Es folgt ∂A(σ, τ) = A∂(σ, τ).

Übungen

Übung 17.5.8.6. Bezeichne An ⊂ Rn+1 die vom Standardsimplex erzeugte affine
Hyperebene aller Punkte mit Koordinatensumme Eins. Wir versehen sie mit der
durch das angeordnete minimale affine Erzeugendensystem e0, . . . , en gegebenen
algebraischen Orientierung 3.6.5.21. Man zeige, daß für ω : ∆n → ∆p×∆q wie in
17.5.8.1 das Vorzeichen (−1)n(ω) die Verträglichkeit des induzierten Isomorphis-
mus ω : An

∼→ Ap×Aq von affinen Räumen mit der eben gegebenen Orientierung
aufAn und dem Produkt nach 3.6.5.17 der eben gegebenen Orientierungen aufAp

und Aq beschreibt.

Übung 17.5.8.7 (Kompatibilität der Standarderzeuger mit dem Kreuzpro-
dukt). Für die Standarderzeuger ηn ∈ Hn(Rn,Rn\0) aus 17.2.3.10 zeige man
ηn = τ×n für τ = η1 wie dort. Hinweis: Man berechne das relative Kreuzprodukt
τ × ηn aus 17.5.7.12 mithilfe der Alexander-Whitney-Transformation 17.5.8.1.
Es ist eine Summe mit Vorzeichen versehener affiner Simplizes und jeder Sum-
mand gehört zu derselben topologischen Orientierung der Mannigfaltigkeit Rn+1.
Hier mag 17.4.1.7 helfen. Diese wenig erfreuliche Übung dient dem Prüfen der
Rückwärtskompatibilitäten.
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17.6 Kohomologie

17.6.1 Singuläre Kohomologie
17.6.1.1 (Obere und untere Indizes). Komplexe abelscher Gruppen haben wir
bislang stets (Aq, ∂q) notiert mit ∂q : Aq → Aq−1. Im folgenden ist es aber oft auch
praktisch, sie (Aq, dq) zu notieren mit Aq := A−q und dq := ∂−q : Aq → Aq+1.
Es ist allgemeine Konvention, daß bei oberer Stellung des Index das Differential
in Richtung wachsender Indizes geht und bei unterer Stellung des Index in Rich-
tung fallender Indizes. Im Kontext von Differentialen in Richtung wachsender
Indizes bezeichnet man die Ränder, Zykel und Homologiegruppen meist als Ko-
ränder BqC, Kozykel ZqC und Kohomologiegruppen HqC, aber das werden
wir im allgemeinen nicht so genau nehmen. Im Kontext der Kohomologiegrup-
pen topologischer Räume, die wir gleich einführen werden, trägt die Stellung des
Index jedoch darüber hinaus jedoch noch die zusätzliche Information, daß eben
Kohomologie und nicht Homologie gemeint ist, und da müssen wir diese Unter-
scheidung sehr genau nehmen.
17.6.1.2. Wir erinnern daran, wie wir in 17.1.4.12 für je zwei Komplexe C,D ∈
Ket den Hom-KomplexCVD eingeführt hatten. Gegeben ein topologischer Raum
X und eine abelsche Gruppe M erklären wir die Kohomologiegruppen von X
mit Koeffizienten in M als die Gruppen

Hq(X;M) = Hq
sing(X;M) := Hq(SXVM [0])

Sie sind Funktoren Topopp×Ab → Ab. Jede stetige Abbildung f : X → Y
induziert insbesondere Homomorphismen f ∗ : Hq(Y ;M)→ Hq(X;M). Sie hei-
ßen die Rückzüge der Kohomologie. Im Spezialfall M = Z kürzen wir unsere
Kohomologiegruppen ab zu

HqX := Hq(X;Z)

17.6.1.3 (Homotopieinvarianz der Kohomologie). Homotope Abbildungen f, g :
X → Y induzieren nach 17.1.4.9 kettenhomotope Kettenabbildungen alias die-
selben Morphismen SX → SY in Hot und damit auch dieselben Abbildungen
f ∗ = g∗ : HqY → HqX . Insbesondere induziert jede Homotopieäquivalenz Iso-
morphismen auf der Kohomologie.
Beispiel 17.6.1.4 (Kohomologie eines Punktes). Für den einpunktigen Raum
zeigt unsere Diskussion 17.1.2.13 des Komplexes S(top) unmittelbar, daß die Ket-
tenabbildung Z[0] → S(top), die 1 ∈ Z auf den einzigen singulären Nullsimplex
abbildet, eine Homotopieäquivalenz ist. Wenden wir darauf VM [0] an, entsteht
wieder eine Homotopieäquivalenz. Diese liefert dann einen ausgezeichneten Iso-
morphismus

H0(top;M)
∼→M
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durch Nachschalten des ausgezeichneten IsomorphismusH0(Z[0]VM [0])
∼→M ,

der seinerseits gegeben wird durch das Auswerten auf 1 ∈ Z. Das Urbild von
1 ∈ Z heißt der kanonische Erzeuger von H0(top). Wir notieren ihn 1 = 1top ∈
H0(top).

17.6.1.5. Das Auswerten (SXVM [0])gSX →M [0] aus 17.5.3.16 induziert auf
der Homologie nach 17.5.3.17 bilineare Abbildungen, die Kronecker-Paarungen

Hq(X;M)× HqX →M

Wir notieren sie 〈 , 〉 und finden etwa 〈1top, δ〉 = 1 für δ ∈ H0(top) unseren
kanonischen Erzeuger der Homologie des einpunktigen Raums. Man prüft leicht,
daß unsere Kroneckerpaarungen Isomorphismen

H0(X;M)
∼→ HomZ(H0X,M)

induzieren. Das „universelle Koeffiziententheorem der Kohomologie“ 17.6.7.2
wird zeigen, daß sie auch Isomorphismen H1(X;M)

∼→ HomZ(H1X,M) indu-
zieren, daß aber für Hq(X;M) mit q ≥ 2 die analogen Aussagen im allgemeinen
nicht mehr gelten und für M = Q dann doch wieder.

17.6.1.6 (Kohomologie mit Körperkoeffizienten). Arbeiten wir mit Koeffizien-
ten in einem Köper k, so liefert 17.1.4.14 eindeutig bestimmte Homotopieäquiva-
lenzen H(S(X; k))

∼→ S(X; k) und damit liefern die entsprechnd zur Homologie
mit Koeffizienten verallgemeinerten Kroneckerpaarungen Isomorphismen

Hq(X; k)
∼→ Hq(X; k)∗

Im Fall von Körperkoeffizienten ist also salopp gesprochen die Kohomologie
schlicht der Dualraum der Homologie.

17.6.1.7. Ich buchstabiere die im obigen Formalismus zusammengefaßten Defi-
nitionen im folgenden auch noch explizit aus. Wir vereinbaren dazu die Nota-
tion S∗(X;M) := (SXVM [0]) und haben also per definitionem Hq(X;M) =
HqS∗(X;M). Der Komplex S∗(X;M) besteht per definitionem aus den Gruppen

Sq(X;M) := HomZ(SqX,M)
∼← Ens(Top(∆q, X),M)

Deren Elemente heißen singuläre Koketten von X mit Koeffizienten in M . Der
Randoperator wird per definitionem gegeben durch ∂(f) = −(−1)|f |f ◦ ∂. Ei-
ne Kokette c ∈ Sq(X;M) nennen wir eine Kokette vom Grad q und schreiben
|c| = q. Den Wert einer Kokette c ∈ Sq(X;M) auf einer Kette z ∈ SqX no-
tieren wir 〈c, z〉 ∈ M . Sprechen wir ohne nähere Spezifikation von singulären
Koketten, so meinen wir Koeffizienten in Z. Den Randoperator des Komplexes
Hom(SX,M) = (SXVM [0]) nennen wir den Korandoperator.
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17.6.1.8 (Verträglichkeit der Kohomologie mit Koprodukten). Ist X =
⊔
Xw

eine Zerlegung von X in paarweise disjunkte Teilmengen, die nicht durch Wege
verbunden werden können, und bezeichnet iw : Xw ↪→ X die jeweilige Ein-
bettung, so liefern nach 19.3.3.5 die Siw : SXw → SX einen Isomorphismus⊕

SXw
∼→ SX und dual liefern auch die S∗iw : S∗X → S∗Xw einen Isomorphis-

mus S∗X →
∏

w S∗Xw für das gradweise Produkt von Komplexen und schließlich
die Rückzüge der Kohomologie Isomorphismen

Hq(X)
∼→
∏
w

Hq(Xw)

In der in 16.2.1.9 eingeführten Terminologie sind insbesondere die Funktoren
Hq : Top → Abopp verträglich mit beliebigen Koprodukten. Dasselbe gilt für
Kohomologie mit Koeffizienten mit demselben Beweis. Für die nullte Kohomolo-
gie erhalten wir so eine Bijektion

H0(X;M)
∼→ {f : X →M | f ist konstant auf allen Wegen in X}

17.6.1.9 (Anschauung für die erste Kohomologie). Die erste Kohomologiegrup-
pe mit Koeffizienten in einer abelschen Gruppe M kann man sich im Fall eines
„lokal zusammenziehbaren“ Raums als die Menge aller Isomorphieklassen von
„M -Hauptfaserbündeln“ veranschaulichen, wobei M mit der diskreten Topologie
zu verstehen ist, so daß unsere Hauptfaserbündel topologisch betrachtet Überlage-
rungen sind. Der Wert einer Isomorphieklasse von Hauptfaserbündeln auf einem
durch einen geschlossenen Weg dargestellten Zykel wird dann berechnet, indem
man „den Weg liftet und ihm das Gruppenelement zuordnet, das den Anfangs-
punkt auf den Endpunkt schiebt“.

Vorschau 17.6.1.10. Für allgemeine topologische Räume werden wir die Menge
aller Isomorphieklassen von M -Hauptfaserbündeln in 19.1.2.6 und 19.5.2.1 mit
der „ersten Garbenkohomologie unseres Raums mit Koeffizienten in M“ identifi-
zieren.

17.6.1.11 (Tensorprodukt und Dualisieren). Gegeben ein Komplex A ∈ Ket
erklären wir den dualen Komplex als A∗ := (AVZ[0]). Gegeben Komplexe
A,B ∈ Ket erklären wir einen natürlichen Homomorphismus

t = tA,B : A∗ ⊗B∗ → (A⊗B)∗

Wir können ihn explizit angeben durch (f ⊗ g)(a ⊗ b) := (−1)|g||a|f(a)g(b) für
homogene Elemente. Man prüft dann leicht, daß diese natürlichen Homomorphis-
men auch eine Transformation der entsprechenden Funktoren in der Homotopie-
kategorie Hot bilden. Konzeptioneller wird das in 18.1.6.25 erklärt.
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Definition 17.6.1.12. Gegeben topologische Räume X , Y betrachten wir in Hot
die Verknüpfung S∗X ⊗Z S∗Y → (SX ⊗Z SY )∗ → S∗(X × Y ) unserer natürli-
chen Morphismen aus 17.6.1.11 mit der dualisierten Alexander-Whitney-Äqui-
valenz aus 17.5.6.9. Die davon nach 17.5.7.1 auf der Kohomologie induzierten
Abbildungen notieren wir

HpX × HqY → Hp+q(X × Y )
(c, d) 7→ c× d

und nennen sie das Kreuzprodukt der Kohomologie. Analoge Definitionen ver-
einbaren wir für Kohomologie mit Koeffizienten in einem Kring.

Proposition 17.6.1.13 (Formelsammlung für das Kreuzprodukt). Das Kreuz-
produkt der Kohomologie hat die folgenden Eigenschaften:

Natürlichkeit: Gegeben stetige Abbildungen f : X → K und g : Y → L haben
wir für beliebige a ∈ HpK und b ∈ HqL in Hp+q(X × Y ) die Gleichheit

(f ∗a)× (g∗b) = (f × g)∗(a× b)

Eins: GegebenX ein topologischer Raum und a ∈ HpX eine Kohomologieklasse
und 1 ∈ H0(top) der kanonische Erzeuger der Kohomologie eines Punktes
und prX : X × top→ X die Projektion gilt

(prX)∗a = (a× 1)

Assoziativität: Gegeben X, Y, Z topologische Räume und a, b, c jeweils Koho-
mologieklassen und ass : (X ×Y )×Z ∼→ X × (Y ×Z) die offensichtliche
Bijektion gilt

ass∗(a× (b× c)) = (a× b)× c

Graduierte Kommutativität: Gegeben τ : X×Y ∼→ Y ×X die Vertauschungs-
abbildung für topologische RäumeX, Y und Kohomologieklassen a ∈ HpX
und b ∈ HqY gilt in Hp+q(Y ×X) die Identität

τ ∗(a× b) = (−1)pqb× a

Beweis. Die Natürlichkeit folgt aus der Natürlichkeit der Alexander-Whitney-
Äquivalenz 17.5.6.9. Die graduierte Kommutativität folgt sofort, wenn wir ihren
Beweis im Fall des Kreuzprodukts der Homologie noch ergänzen um die Gleich-
heit v∗ ◦ t = t ◦ v : A∗ ⊗ B∗ → (B ⊗ A)∗, die man sowohl schlicht nachrechnen
als auch aus der allgemeinen Theorie der Schmelzkategorien in 18.1.1.1 folgende
konzeptuell erhalten kann. Die Eins-Eigenschaft folgt ähnlich, indem wir ihren
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Beweis im Fall des Kreuzprodukts der Homologie ergänzen um die Erkenntnis,
daß für jeden Komplex A die Verknüpfung

A∗ → A∗ ⊗ I→ A∗ ⊗ I∗ → (A⊗ I)∗ → A∗

der Morphismen (⊗1)∗ ◦ t◦ (id× can)◦ (⊗1) die Identität ist, für can : I
∼→ I∗ der

offensichtliche Morphismus. Das kann man sowohl schlicht nachrechnen als auch
aus der allgemeinen Theorie der Schmelzkategorien in 18.1.1.1 folgende konzep-
tuell erhalten. Für die Assoziativität schließlich erinnern wir aus dem Beweis der
Assoziativität des Kreuzprodukts der Homologie unsere homotopiekommutativen
Diagramme von Homotopieäquivalenzen und erhalten durch Dualisieren und In-
vertieren aller horizontalen Pfeile die Mitte eines homotopiekommutativen Dia-
gramms der Gestalt

(S∗X ⊗ S∗Y )⊗ S∗Z

��
(SX ⊗ SY )∗ ⊗ S∗Z

��

// S(X × Y )∗ ⊗ S∗Z

��
((SX ⊗ SY )⊗ SZ)∗ // (S(X × Y )⊗ SZ)∗ // S((X × Y )× Z))∗

(SX ⊗ (SY ⊗ SZ))∗

OO

// (SX ⊗ S(Y × Z))∗ // S(X × (Y × Z)))∗

OO

S∗X ⊗ (SY ⊗ SZ)∗ //

OO

S∗X ⊗ S∗(Y × Z)

OO

S∗X ⊗ (S∗Y ⊗ S∗Z)

OO

Die Morphismen in den Außenbereichen sind alle irgendwelche t vom Tensor-
produkt der Dualen zum Dualen des Tensorprodukts. Die Assoziativität folgt nun,
sobald wir zeigen, daß die linke Vertikale zu einem kommutativen Diagramm er-
gänzt werden kann durch den offensichtlichen Morphismus von ganz unten nach
ganz oben. Das kann man sowohl schlicht nachrechnen als auch aus der allge-
meinen Theorie der Schmelzkategorien in 18.1.1.1 folgende konzeptuell erhalten.
Wenden wir dann H an, so ergibt sich die behauptete Assoziativität ohne weitere
Schwierigkeiten.

Vorschau 17.6.1.14. Eine geschlossene Darstellung dieser Argumentation und auch
der anschließenden Diskussion des Kohomologierings im Rahmen der Schmelz-
kategorien gebe ich in 18.4.2.2 folgende.
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17.6.1.15 (Kohomologiering). Gegeben ein topologischer Raum X definieren
wir das cup-Produkt auf seiner Kohomologie durch

a ∪ b := ∆∗(a× b)

Das cup-Produkt ist also für alle p, q eine biadditive Abbildung

HpX × HqX → Hp+qX

Unsere Formeln für das Kreuzprodukt 17.6.1.13 zeigen unmittelbar, daß H∗X mit
dem cup-Produkt ein Ring wird mit Einselement 1X := fin∗(1top) ∈ H0X für
fin : X → top die konstante Abbildung und 1top ∈ H0(top) der kanonische
Erzeuger. Dieser Ring

H∗X =
⊕
q≥0

HqX

heißt der Kohomologiering vonX . Die graduierte Kommutativität des Kreuzpro-
dukts zeigt

a ∪ b = (−1)|a||b|b ∪ a
Man sagt deshalb auch, der Kohomologiering sei graduiert kommutativ. Schließ-
lich folgt aus unseren Formeln 17.6.1.13 für das Kreuzprodukt, daß der Rückzug
der Kohomologie unter stetigen Abbildungen f : X → Y durch Ringhomomor-
phismen f ∗ : H∗Y → H∗X geschieht.

Beispiel 17.6.1.16. Sind iw : Xw ↪→ X die Einbettungen der Wegzusammen-
hangskomponenten von X , so liefern die Rückzüge nach 17.6.1.8 sogar einen
Isomorphismus von graduierten Ringen

H∗X
∼→
∏

H∗Xw

Man beachte hier, daß hier rechts das Produkt von graduierten Ringen verstanden
werden muß, das nur aus denjenigen Tupeln des Produktrings besteht, bei denen es
eine gemeinsame Schranke für die Grade der von Null verschiedenen homogenen
Anteile der Einträge unseres Tupels gibt. Das Urbild des Tupels mit einer Eins an
der Stelle w und Nullen sonst notiere ich 1w ∈ H0X . Diese Kohomologieklassen
können wir auch charakterisieren durch 〈1w, δv〉 = δw,v für δv ∈ H0X das Bild
des zur Wegzusammenhangskomponente Xv gehörigen kanonischen Erzeugers in
der Homologie.

Satz 17.6.1.17 (Künnethformel der Kohomologie). Sind alle Homologiegrup-
pen eines Raums X endlich erzeugt und frei oder, noch allgemeiner, endlich er-
zeugt und projektiv über dem gewählten Koeffizientenring, so induziert für jeden
weiteren Raum Y das Kreuzprodukt der Kohomologie einen Isomorphismus

H∗X ⊗ H∗Y
∼→ H∗(X × Y )
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17.6.1.18. Ganz ohne Endlichkeitsbedingung kann man hier nicht auskommen,
denn schon wenn X und Y unendliche diskrete Mengen sind, ist das Analogon
der Künneth-Formel 17.5.7.7 für die Kohomologie selbst mit Koeffizienten in ei-
nem Körper offensichtlich falsch. Ohne Endlichkeitsbedingungen erhält man aber
im Beweis immer noch (HX ⊗ SY )∗

∼→ (SYVH∗X) und so ausgezeichnete Iso-
morphismen ⊕

p+q=n

Hq(Y ; Hp(X; k))
∼→ Hn(X × Y ; k)

Beweis. Nach 17.1.4.14 im Fall von Körperkoeffizienten oder 17.6.2.11 im allge-
meinen gibt es genau einen Isomorphismus SX

p∼p→ HX in der Homotopiekatego-
rie der Kettenkomplexe, der den offensichtlichen Isomorphismus auf der Homolo-
gie induziert. Nehmen wir dann zusätzlich für den vorletzten Isomorphismus alle
Homologiegruppen vonX als endlich erzeugt an, so erhalten wir Homotopieäqui-
valenzen

S∗(X × Y )
p∼p→ (SX ⊗ SY )∗

p∼p→ (HX ⊗ SY )∗
∼→ (HX)∗ ⊗ S∗Y

∼← (H∗X ⊗ S∗Y )

Man sieht unschwer ein, daß der auf der Kohomologie in der Gegenrichtung in-
duzierte Isomorphismus gerade das Kreuzprodukt ist.

Übungen

Übung 17.6.1.19. Gegeben eine kurze exakte Sequenz L ↪→ M � N von abel-
schen Gruppen und ein topologischer Raum X zeige man, wie analog zu 17.5.1.7
in natürlicher Weise Randoperatoren definiert werden können derart, daß eine lan-
ge exakte Sequenz

. . .→ Hq(X;L)→ Hq(X;M)→ Hq(X;N)→ Hq+1(X;L)→ . . .

entsteht. Diese Randoperatoren heißen wie Bockstein-Homomorphismen wie im
Fall der Homologie.

Übung 17.6.1.20 (Kreuzprodukte und Kroneckerpaarung). Gegeben topologi-
sche Räume X , Y und Kohomologieklassen c ∈ HpX, d ∈ HqY sowie Homolo-
gieklassen λ ∈ HpX,µ ∈ HqY zeige man die Verträglichkeit

〈c× d, λ× µ〉 = (−1)pq〈c, λ〉〈d, µ〉

der Kreuzprodukte mit der Kroneckerpaarung.

Übung 17.6.1.21 (Cup-Produkt für Koketten). Sei X ein topologischer Raum.
Mithilfe der Alexander-Whitney-Abbildung 17.5.8.5 zeige man, daß das cup-Produkt
induziert wird von der Abbildung ∪ : S∗X×S∗X → S∗X , die Koketten a ∈ SpX ,
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b ∈ SqX auf diejenige Kokette a ∪ b abbildet, die in den Notationen 17.5.8.4 auf
einem Simplex σ : ∆p+q → X den Wert

〈a ∪ b, σ〉 = (−1)pq〈a, σλp〉〈b, σρq〉

annimmt. Mehr dazu wird in 18.4.3.3 diskutiert.

17.6.2 Kriterium für Homotopieäquivalenzen
17.6.2.1. Viele der für die Homologie bewiesenen Resultate überträgt man mühe-
los von der Homologie auf die Kohomologie mit Hilfe der in diesem Abschnitt
entwickelten Methoden der homologischen Algebra.

Definition 17.6.2.2. Wir nennen einen Komplex beschränkt in Richtung der
Differentiale, wenn wir in Richtung der Differentiale gehend ab einer Stelle nur
noch Cq = 0 treffen.

Definition 17.6.2.3. Wir nennen eine Kettenabbildung einen Quasiisomorphis-
mus, wenn sie Isomorphismen auf allen Homologiegruppen induziert. Wir notie-
ren Quasiisomorphismen →̆.

Satz 17.6.2.4 (Kriterium für Homotopieäquivalenzen). Seien R ein Ring und
P,Q in Richtung der Differentiale beschränkte Komplexe von projektivenR-Moduln.
So ist jeder Quasiisomorphismus f : Q →̆ P bereits eine Homotopieäquivalenz.

Beweis. Das folgt durch zweifaches Anwenden der anschließenden technischen
Proposition 17.6.2.5.

Proposition 17.6.2.5 (Spalten von Quasiisomorphismen). Jeder Quasiisomor-
pismus f : C →̆ P von einem Komplex von Moduln über einem Ring zu einem in
Richtung der Differentiale beschränkten Komplex projektiver Moduln besitzt ein
Rechtsinverses in der Homotopiekategorie, es gibt also h : P → C mit fh ' idP .

Beweis. Wir konstruieren für eine beliebige Kettenabbildung f : C → P einen
Komplex K = K(f) = Keg(f), den Abbildungskegel von f , wie folgt: Wir
setzen Kn = Cn−1 ⊕ Pn, fassen die Elemente dieser Summe als Spaltenvektoren
auf und definieren den Randoperator ∂K : Kn → Kn−1 durch die Matrix

∂K =

(
−∂C 0
f ∂P

)
Man prüft mühelos ∂K ◦∂K = 0. Bezeichnet [1]C wie in 17.5.7.11 den verschobe-
nen Komplex mit ([1]C)n = Cn−1 und Randoperator ∂[1]C = −∂C , so ergibt sich
mit den offensichtlichen Abbildungen eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

P ↪→ K(f)� [1]C
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Man überzeugt sich, daß der Randoperator der zugehörigen langen exakten Ho-
mologiesequenz geradeHnf : HnC → HnP ist. Ist speziellHnf ein Isomorphis-
mus für alle n, so ist der Abbildungskegel K(f) exakt nach der langen exakten Ho-
mologiesequenz. Ist zusätzlich P ein in Richtung der Differentiale beschränkter
Komplex von projektiven R-Moduln, so ist nach dem Hauptlemma der homolo-
gischen Algebra 17.5.6.14 die Kettenabbildung P ↪→ K(f) nullhomotop. Setzen
wir so eine Homotopie an als Spaltenmatrix (h, δ)>, so ergibt sich die Matrixglei-
chung (

−∂C 0
f ∂P

)(
h
δ

)
+

(
h
δ

)
∂P =

(
0

idP

)
Nach Ausmultiplizieren bedeutet die erste Zeile, daß h : P → C eine Kettenab-
bildung ist, und die Zweite, daß fh homotop ist zur Identität auf P .

17.6.2.6. Die Beziehung zwischen dem hier eingeführten algebraischen Abbil-
dungskegel und dem topologischen Abbildungskegel aus 17.3.4.1 wird in 17.3.4.6
besprochen. Kurz gesagt konstruieren wir dort für jede stetige Abbildung f : Z →
X eine Homotopieäquivalenz

S̃(K(f))
∼→ Keg(S̃f)

Lemma 17.6.2.7 (Kohomologie bei freien Homologiegruppen). Sind alle Ho-
mologiegruppen eines topologischen Raums X mit Koeffizienten in einem Ring R
freie Linksmoduln, so induziert die Kroneckerpaarung mit Koeffizienten für jeden
R-Modul M Isomorphismen

Hq(X;M)
∼→ ModR(Hq(X;R),M)

Vorschau 17.6.2.8. Weitere Aussagen in derselben Richtung liefert das „univer-
selle Koeffiziententheorem der Kohomologie“ 17.6.7.2.

Beweis. Nach 17.6.2.11 ist unter unseren Voraussetzungen der Komplex S(X;R)
als Komplex von Linksmoduln homotop zu seiner Homologie H(X;R). Also ist
auch der Komplex S∗(X;M) = HomR(S(X;R),M) homotop zum Komplex
HomR(H(X;R),M).

17.6.2.9 (Kohomologie von Sphären). Wenden wir Lemma 17.6.2.7 an mit k =
Z, so erhalten wir Formeln für die Kohomologie von Sphären, jeweils mit belie-
bigen Koeffizienten.

Ergänzung 17.6.2.10. Jeder stetigen Abbildung f : S2n−1 → Sn für n ≥ 1 ord-
net man eine ganze Zahl, ihre Hopf-Invariante, zu wie folgt: Bezeichnet X den
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Raum, der aus Sn entsteht durch Ankleben einer 2n-Zelle vermittels der Abbil-
dung f , so erhält man aus der analog zu 17.3.4.3 gebildeten „Anklebesequenz der
Kohomologie“ zwei Isomorphismen

. . .→ HnX
∼→ HnSn → . . .

. . .→ H2n−1S2n−1 ∼→ H2nX → . . .

Nun nimmt man den kanonischen Erzeuger von HnSn, holt ihn zurück nach HnX ,
quadriert ihn im Kohomologiering des verklebten RaumsX , betrachtet das Urbild
unter dem Korand in H2n−1S2n−1 und erhält ein Vielfaches des kanonischen Er-
zeugers. Der Faktor, mit dem hier multipliziert werden muß, heißt dann die Hopf-
Invariante von f . Ihre Konstruktion ist eine erste Illustration für die Nützlichkeit
des cup-Produkts und damit der Kohomologie überhaupt. Man kann zeigen, daß
sie nur von der Homotopieklasse von f abhängt, siehe zum Beispiel [Vic94].

Übungen

Übung 17.6.2.11. Gegeben ein Komplex C von Moduln mit projektiver Homo-
logie wissen wir aus 17.1.4.14, daß es in der Homotopiekategorie genau einen
Homomorphismus HC → C gibt, der auf der Homologie den offensichtlichen
IsomorphismusH(HC)

∼→ HC induziert. Man zeige, daß wenn auch unser Kom-
plex selber aus projektiven Moduln besteht und beschränkt ist in Richtung der
Differentiale, daß dann dieser Homomorphismus eine Homotopieäquivalenz ist.

Übung 17.6.2.12 (Homkomplex, Tensorkomplex und Abbildungskegel). Ge-
geben eine Kettenabbildung A → B und ein Komplex C konstruiere man einen
Isomorphismus von Kettenkomplexen, der als mittlerer vertikaler Pfeil das Dia-
gramm

([1]A)VC //

o
��

Keg(A→ B)VC //

o
��

(BVC)

[−1](AVC) // [−1] Keg
(
(BVC)→ (AVC)

)
// (BVC)

mit der offensichtlichen linken Vertikale nach 17.5.7.19 oder gleichbedeutend
nach 18.3.4.20 zum Kommutieren bringt. Ebenso konstruiere man einen Isomor-
phismus von Kettenkomplexen, der als mittlerer vertikaler Pfeil das Diagramm

CVB // CV(Keg(A→ B)) //

o
��

CV([1]A)

o
��

CVB // Keg((CVA)→ (CVB)) // [1](CVA)
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mit der offensichtlichen rechten Vertikale nach 17.5.7.19 oder gleichbedeutend
nach 18.3.4.20 zum Kommutieren bringt. Schließlich konstruiere man einen Iso-
morphismus von Kettenkomplexen, der als mittlerer vertikaler Pfeil das Diagramm

C ⊗B // C ⊗ (Keg(A→ B)) //

o
��

C ⊗ ([1]A)

o
��

C ⊗B // Keg((C ⊗ A)→ (C ⊗B)) // [1](C ⊗ A)

mit der offensichtlichen rechten Vertikale zum Kommutieren bringt.

17.6.3 Relative Kohomologie
17.6.3.1. Gegeben X ⊃ A ein topologischer Raum mit einer Teilmenge erinnere
ich an den Komplex S(X,A) der relativen Ketten aus 17.2.1.3. Wir definieren
die relative Kohomologie mit Koeffizienten in M unseres Paares (X,A) als die
Kohomologie des Komplexes S∗(X,A;M) :=

(
S(X,A)VM [0]

)
der relativen

Koketten und erhalten so Funktoren

Hq : (Top⊂)opp × Ab→ Ab

Lemma 17.6.2.7 zur Kohomologie bei freien Homologiegruppen gilt mit demsel-
ben Beweis analog auch für die relative Kohomologie, vergleiche Übung 17.6.3.5.
Gegeben ein Raumpaar (X,A) liefern die spaltenden kurzen exakten Sequenzen
SqA ↪→ SqX � Sq(X,A) mittels Dualisierung spaltende kurze exakte Sequenzen
SqA � SqX ←↩ Sq(X,A). Die kurze exakte Sequenz der Komplexe der singu-
lären Koketten liefert wiederum die lange exakte Kohomologiesequenz

0→ H0(X,A)→ H0X → H0A→ H1(X,A)→ . . .

mit einem im Raumpaar (X,A) natürlichen Randoperator. Dasselbe gilt auch mit
beliebigen Koeffizienten. Wir übertragen beispielhaft noch einige weitere Aussa-
gen auf die Kohomologie.

Satz 17.6.3.2 (Ausschneidung für die Kohomologie). Ist (X,A) ein Raumpaar
und V ⊂ A eine Teilmenge mit V ⊂ A◦, so liefert die Einbettung von Raumpaaren
i : (X\V,A\V ) ↪→ (X,A) Isomorphismen auf den relativen Kohomologiegrup-
pen

Hq(X,A)
∼→ Hq(X\V,A\V )

Beweis. Nach dem Ausschneidungssatz 17.2.4.10 induziert die von der Einbet-
tung herkommende Kettenabbildung Si : S(X\V,A\V ) → S(X,A) Isomorphis-
men auf der Homologie und ist mithin nach 17.6.2.4 eine Homotopieäquivalenz.
Dann ist auch die transponierte Abbildung S∗i : S∗(X,A)→ S∗(X\V,A\V ) eine
Homotopieäquivalenz und induziert Isomorphismen auf der Kohomologie.
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17.6.3.3. Geht man in der Herleitung der Mayer-Vietoris-Sequenz und der rela-
tiven Mayer-Vietoris-Sequenz in 17.2.4.11 und 17.2.4.14 aus kurzen exakten Se-
quenzen von Komplexen freier abelscher Gruppen zuerst zu den dualen Komple-
xen über und bildet erst dann die lange exakte Homologiesequenz, so erhält man
lange exakte Sequenzen von Kohomologiegruppen, genannt die Mayer-Vietoris-
Sequenz und die relative Mayer-Vietoris-Sequenz der Kohomologie. Letzteren
Fall führen wir beim Beweis der Poincaré-Dualität in 17.7.4.7 noch genauer aus.
17.6.3.4 (Simpliziale Kohomologie). Gegeben ein SimplizialkomplexK erinnern
wir aus dem Beweis der Gleichheit von simplizialer und singulärer Homologie
17.3.1.7 das kommutative Diagramm

SK ← Ss∆(K) ↪→ S∆(K)
↖ ↑ ↗

Sos∆(K)

aus den Komplexen der Simplizialketten, der simplizialsingulären Ketten, der
singulären Ketten und der ordnungsverträglichen simplizialsingulären Ketten in
Bezug auf eine Anordnung auf den Ecken unseres Simplizialkomplexes. Nach
17.3.1.7 induzieren hier alle Pfeile Isomorphismen auf der Homologie. Da alle
unsere Komplexe aus freien abelschen Gruppen bestehen, sind nach 17.6.2.4 so-
gar alle Pfeile Homotopieäquivalenzen. Folglich erhalten wir durch Anwenden
von Hom( ,Z) wieder ein kommutatives Diagramm von Homotopieäquivalenzen,
das wir

S∗K → S∗s∆(K) ← S∗∆(K)
↘ ↓ ↙

S∗os∆(K)

notieren und das Isomorphismen zwischen den Kohomologiegruppen dieser Kom-
plexe liefert. Die Elemente von Sqos∆(K) kann man auffassen als unendliche for-
male Linearkombinationen ordnungsverträglicher simplizialsingulärer q-Simpli-
zes, formal haben wir eine kanonische Bijektion Sqos∆(K)

∼→ Ens(Kq,Z). Der
Korandoperator ordnet einem q-Simplex die formale Summe mit geeigneten Vor-
zeichen aller (q+1)-Simplizes zu, die unseren q-Simplex enthalten. Ähnlich kann
man die Gruppe der Simplizialkoketten SqK identifizieren mit der Gruppe aller
Abbildungen f : K≤q → Z von der Menge aller angeordneten q-Simplizes nach Z
mit der Eigenschaft f(σ ◦π) = (sgn π)f(σ) für alle Permutationen π ∈ Sq+1. Zur
Übung empfehle ich, diese simpliziale Kohomologie für eine Triangulierung der
reellen Zahlengerade explizit zu berechnen.

Übungen

Übung 17.6.3.5 (Relative Kohomologie bei freien Homologiegruppen). Man
zeige, daß Lemma 17.6.2.7 unverändert auch für die relative Kohomologie gilt:
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Sind alle relativen Homologiegruppen eines Raumpaars (X,A) mit Koeffizien-
ten in einem Ring R freie Linksmoduln, so induziert die Kroneckerpaarung mit
Koeffizienten für jeden R-Modul M Isomorphismen

Hq(X,A;M)
∼→ HomR

(
Hq(X,A;R),M

)
Übung 17.6.3.6 (Lokale Kohomologie endlichdimensionaler R-Vektorräume).
Für alle x ∈ Rn zeige man Hq(Rn,Rn\x;M) ∼= M für q = n und Null sonst. Wei-
ter zeige man für jede konvexe beschränkte Teilmenge C ⊂ Rn mit x ∈ C, daß
die Einbettung einen Isomorphismus Hq(Rn,Rn\x;M)

∼→ Hq(Rn,Rn\C;M) in-
duziert.

Übung 17.6.3.7 (Relative Kroneckerpaarung und Funktorialität). Gegeben ein
Raumpaar (X,A) erklärt man die Kroneckerpaarung

〈 , 〉 : Hp(X,A)× Hp(X,A)→ Z

als den Effekt der Auswertungsabbildung S∗(X,A)⊗S(X,A)→ Z[0] auf der Ho-
mologie. Man zeige für f : (X,A) → (Y,B) ein Morphismus von Raumpaaren
und b ∈ Hp(Y,B) sowie c ∈ Hp(X,A) die Identität

〈f ∗b, c〉 = 〈b, f∗c〉

17.6.4 Homologie als Kohomologiemodul

Vorschau 17.6.4.1. Die im vorhergehenden und im folgenden gegebene Darstel-
lung von cup und cap hat zum Ziel, ohne große Umwege die zur Formulierung
und zum Beweis der Poincaré-Dualität benötigten Hilfsmittel bereitzustellen. Ich
finde sie wenig befriedigend und ziemlich verwirrend und will kurz den Zugang
skizzieren, der in [TSK] entwickelt wird und der mir transparenter scheint. Je-
des Objekt X einer Kategorie C ist nach 18.2.2.10 in banaler Weise ein Ko-
abmonoid der zugehörigen banalen Trennkategorie fC mit der Koverknüpfung
(id, id) : X → XfX . Nach 18.4.1.4 bilden die simplizialen Ketten einen Trenn-
schmelzfunktor

S : fTop→ Hot

von der banalen Trennkategorie der topologischen Räume in Schmelzkategorie
der Homotopiekomplexe abelscher Gruppen oder vielmehr zwischen den zugehöri-
gen Trennschmelzkategorien. Aus dem banalen Koabmonoid eines topologischen
Raums X wird so ein Koabmonoid SX in Hot mit der Komultiplikation, die wir
als

η∆∗ : SX → SX ⊗ SX
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kennengelernt haben. Unter dem Nachschalten des Dualisierens, einem Trenn-
funktor Hott → Hotopp, wird daraus der Trennfunktor der singulären Koketten

S∗ : fTop→ Hotopp

und ein Koabmonoid S∗X in Hotopp alias Abmonoid S∗X in Hot mit der entspre-
chend dualisierten Multiplikation

S∗X ⊗ S∗X → S∗X

als Verknüpfung. Das cap-Produkt ist dann eine Struktur von SX als S∗X-Modul,
die uns in solchen Situationen immer zur Verfügung steht. Arbeiten wir zum Bei-
spiel mit der Trennschmelzkategorie Modk der k-Vektorräume, so ist ein Koab-
monoid A eine kokommutative kounitäre Koalgebra und wir erhalten eine natürli-
che Struktur von A als A∗-Modul für die durch Dualisieren entstehende Kringal-
gebra A∗. Die eigentlich grundlegenden Strukturen sind in meinen Augen der
Trennfunktor S : fTop → Hot und die davon abgeleitete Komultiplikation
SX → SX ⊗ SX und werden erst sichtbar, sobald die entsprechende Terminolo-
gie zur Verfügung steht. Unsere verschiedenen Produkte erweisen sich in diesem
Licht als die Schatten, die diese Strukturen in Homologie und Kohomologie wer-
fen.

17.6.4.2. Gegeben ein topologischer Raum X betrachten wir in der Homotopie-
kategorie der Komplexe die Sequenz

S∗X ⊗ SX → S∗X ⊗ SX ⊗ SX → Z[0]⊗ SX → SX

mit der Komposition η∆∗ : SX → S(X × X) → SX ⊗ SX des Vorschubs
unter der Diagonale ∆ : X → X ×X mit der Alexander-Whitney-Äquivalenz η
aus 17.5.6.9 tensoriert von links mit S∗X für den ersten Pfeil und dem Auswerten
vorne als zweitem Pfeil. Diese Komposition wird meist ∩ notiert und heißt cap-
Produkt. Auf der Kohomologie erhalten wir so bilineare Abbildungen

∩ : HpX × HqX → Hq−pX

Auch diese heißen cap-Produkte. Salopp gesprochen bedeutet das ein „partielles
Auswerten einer Kohomologieklasse auf einer Homologieklasse“.

17.6.4.3 (Cap-Produkt mit Koeffizienten in einem Körper). Wenn wir mit Ko-
effizienten in einem Körper arbeiten, können wir bereits in der Homologie selbst
∆∗c =

∑
ci1 × ci2 schreiben und erhalten die Identität b ∩ c =

∑
〈b, ci1〉ci2. Im

allgemeinen liefert jedoch das Kreuzprodukt keinen Isomorphismus auf die Ho-
mologie des Produktraums und wir müssen das cap-Produkt zunächst für Ketten
erklären, bevor wir auf die Homologie absteigen können.
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Proposition 17.6.4.4. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y gilt für alle
b ∈ HpY und z ∈ HqX die Projektionsformel

f∗(f
∗b ∩ z) = b ∩ (f∗z)

17.6.4.5. Anders und etwas unscharf gesagt kommutiert also das Diagramm

H∗X × HX

��

H∗Y × HX //oo H∗Y × HY

��
HX // HY

Beweis. Wir betrachten das offensichtliche kommutative Diagramm

S∗X ⊗ SX

��

S∗Y ⊗ SX

��

//oo S∗Y ⊗ SY

��
S∗X ⊗ S(X ×X)

��

S∗Y ⊗ S(X ×X) //oo

��

S∗Y ⊗ S(Y × Y )

��
S∗X ⊗ SX ⊗ SX

��

S∗Y ⊗ SX ⊗ SX //oo S∗Y ⊗ SY ⊗ SY

��
SX // SY

und gehen zur Homologie über.

Proposition 17.6.4.6. Gegeben ein topologischer Raum X gilt für alle a ∈ HpX ,
b ∈ HqX und c ∈ Hp+qX die Adjunktionsformel

〈a ∪ b, c〉 = 〈a, b ∩ c〉

Beweis. Gegeben ein Morphismus von Komplexen ϕ : A→ B und ein Morphis-
mus von Komplexen ψ : C → B∗ kommutiert das Diagramm

C ⊗ A → B∗ ⊗ A → A∗ ⊗ A
↓ ↓ ↓

C ⊗B → B∗ ⊗B → Z[0]

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise erklärten Pfeilen. Jetzt nehmen wir
als ϕ : A→ B die Verknüpfung η∆∗ : SX → SX ⊗ SX des Vorschubs unter der
Diagonale mit einer Alexander-Whitney-Transformation und als ψ : C → B∗ die
Verknüpfung tv : S∗X ⊗ S∗X → (SX ⊗ SX)∗ und erhalten eine Gleichheit von
zwei Kettenabbildungen

S∗X ⊗ S∗X ⊗ SX → Z[0]

Die davon induzierte Gleichheit von Abbildungen auf der Homologie ist unsere
Adjunktionsformel.
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Satz 17.6.4.7 (Homologie als Kohomologiemodul). Das cap-Produkt macht die
Homologie jedes Raums zu einem Modul über seinem Kohomologiering. Ist also
X ein topologischer Raum, so gelten für alle a ∈ HpX, b ∈ HqX, c ∈ HrX die
Identitäten

(a ∪ b) ∩ c = a ∩ (b ∩ c) und 1 ∩ c = c.

Beweis. Wir beginnen mit der ersten Identität. Dazu bemerken wir, daß die obere
Horizontale im kommutativen Diagramm aus dem vorhergehenden Beweis der
Adjunktionsformel 17.6.4.6 durch das Tensorieren mit A aus einer Sequenz C →
B∗ → A∗ entsteht. Tensorieren wir unser ganzes Diagramm von rechts mit einem
Komplex Ā und bauen mithilfe irgendeines Morphismus Ã → A ⊗ Ā noch eine
Zeile oben an, so erhalten wir ein kommutatives Diagramm der Gestalt

C ⊗ Ã → B∗ ⊗ Ã → A∗ ⊗ Ã
↓ ↓ ↓

C ⊗ A⊗ Ā → B∗ ⊗ A⊗ Ā → A∗ ⊗ A⊗ Ā
↓ ↓ ↓

C ⊗B ⊗ Ā → B∗ ⊗B ⊗ Ā → Ā

Spezialisieren wir das nun wie bei Beweis der Adjunktionsformel 17.6.4.6 und
setzen außerdem Ā = Ã = A = SX und nehmen als Morphismus Ã → A ⊗ Ā
ein weiteres Mal η∆∗, so erhalten wir eine Gleichheit von zwei Kettenabbildungen

S∗X ⊗ S∗X ⊗ SX → SX

Die davon induzierte Gleichheit von Abbildungen auf der Homologie ist unse-
re erste Formel. Für die zweite Formel gehen wir aus von einem Spezialfall der
rechten Hälfte des ersten kommutativen Diagramms aus dem Beweis der Adjunk-
tionsformel

S∗(top)⊗ SX → S∗(top)⊗ S(top)
↓ ↓

S∗X ⊗ SX → Z[0]

Tensorieren wir von rechts mit SX und halten noch den Vorschub unter der Dia-
gonale und Alexander-Whitney davor und lassen den einpunktigen Raum top aus
der Notation weg, so erhalten wir ein kommutatives Diagramm

S∗ ⊗ SX → S∗ ⊗ S(X ×X) → S∗ ⊗ SX ⊗ SX → S∗ ⊗ S⊗ SX
↓ ↓ ↓ ↓

S∗X ⊗ SX → S∗X ⊗ S(X ×X) → S∗X ⊗ SX ⊗ SX → SX

Für den „oberen Weg“ gilt dann 1⊗ c 7→ c, da ja die diagonale Einbettung gefolgt
von der Projektion auf den zweiten Eintrag die Identität ist. Dahingegen gilt für
den „unteren Weg“ per definitionem 1⊗c 7→ 1∩c. Das zeigt, was wir wollten.
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Beispiel 17.6.4.8 (Cap-Produkt und Kronecker-Paarung). Ist X wegzusam-
menhängend und δ ∈ H0X der kanonische Erzeuger, so liefert die Adjunktions-
formel angewandt auf a = 1 und b ∈ HpX und c ∈ HpX die Beziehung

b ∩ c = 〈b, c〉δ

zwischen Kroneckerpaarung und cap-Produkt. Ist allgemeiner i : Xw ↪→ X die
Einbettung einer Wegzusammenhangskomponente und δw ∈ H0Xw der kanoni-
sche Erzeuger und c = i∗cw mit cw ∈ HpXw beliebig, so finden wir mit der
Adjunktionsformel

b ∩ i∗cw = 〈i∗b, cw〉i∗δw

Vorschau 17.6.4.9 (Poincaré-Dualität für kompakte Mannigfaltigkeiten). Für
jede kompakte orientierte Mannigfaltigkeit liefert das cap-Produkt mit ihrem Fun-
damentalzykel einen Isomorphismus zwischen ihrer Kohomologie und ihrer Ho-
mologie. Ist genauer M eine kompakte orientierte n-Mannigfaltigkeit so liefert
das cap-Produkt mit ω für alle p einen Isomorphismus

∩[M ] : HpM
∼→ Hn−pM

Dieser Satz und sein Beweis gelten mit Koeffizienten in einem beliebigen kom-
mutativen Ring. Gilt in unserem Ring 1 + 1 = 0, so benötigt man noch nicht
einmal die Voraussetzung der Orientierbarkeit. Wir zeigen das alles in 17.7.4.3.

Vorschau 17.6.4.10 (Schnittpaarung durch Poincaré-Dualität). SeiM eine kom-
pakte orientierte n-Mannigfaltigkeit. Unter den durch Poincaré-Dualität 17.6.4.9
im Fall einer kompakten orientierten n-Mannigfaltigkeit gegebenen Isomorphis-
men

HpM
∼→ Hn−pM

entspricht das cup-Produkt Hn−pM × HpM → HnM einer bilinearen Abbildung
auf der Homologie, die unter dem Nachschalten der Augmentation H0M → Z
unsere in 17.4.3.19 gesuchte Schnittpaarung

HpM × Hn−pM → Z

liefert. Daß diese bilineare Abbildung die in 17.4.3.19 für die Schnittpaarung be-
hauptete anschauliche Eigenschaft hat, wird allerdings erst in 21.6.4.31 klar wer-
den. Eine erste Anschauung im triangulierbaren Fall mag 17.7.5.7 geben.

Vorschau 17.6.4.11. Sei M eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit. Nach der
Adjunktionsformel 〈a ∪ b, [M ]〉 = 〈a, b ∩ [M ]〉 entsprechen sich unter den Iden-
tifikationen der Poincaré-Dualität für einen beliebigen kommutativen Koeffizi-
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entenring k per definitionem die cup-Produkt-Paarung, die beiden Kronecker-
Paarungen und die Schnittpaarung

Hn−p(M ; k) × Hp(M ; k) → k, (a, b) 7→ 〈a ∪ b, [M ]〉
Hn−p(M ; k) × Hn−p(M ; k) → k, (a, β) 7→ 〈a, β〉

Hp(M ; k) × Hp(M ; k) → k, (α, b) 7→ ±〈b, α〉
Hp(M ; k) × Hn−p(M ; k) → k, (α, β) 7→ α� β

Falls eine dieser Paarungen eine Bijektion des linken Raums auf den Dualraum
des rechten Raumes oder das Umgekehrte induziert, so folgt dasselbe für die bei-
den anderen Paarungen. Haben wir etwa Koeffizienten in einem Körper oder ist
Hn−p−1(M ;Z) eine freie abelsche Gruppe, so liefert nach 17.6.7.2 die Paarung in
der Mitte eine Bijektion des linken Raums auf den Dualraum des rechten Raumes
und dasselbe folgt für die anderen Paarungen. In 17.7.4.9 diskutieren wir Verall-
gemeinerungen auf den Fall nicht notwendig kompakter Mannigfaltigkeiten.

17.6.4.12 (Herkunft der Notationen cup und cap). Für das Schnittprodukt schie-
ne mir die Notation ∩ naheliegend und das cup-Produkt ist dazu in gewisser Weise
dual. Ich vermute hier die Herkunft der Notation ∪ für das cup-Produkt, kann das
aber nicht belegen.

17.6.4.13 (Heuristisches zur Poincaré-Dualität). Um einen anschaulichen Be-
weis der Poincaré-Dualität zu geben, verallgemeinert man zunächst unseren Satz
17.3.1.7 über den Zusammenhang von singulärer und simplizialer Homologie von
endlichen Simplizialkomplexen auf Räume, die statt aus Simplizes in ähnlicher
Art aus komplizierteren kompakten konvexen Polyedern zusammengesetzt sind,
wie zum Beispiel die Oberflächen der platonischen Körper. So kann etwa die Ho-
mologie der Sphäre mithilfe einer Dodekaeder-Zerlegung berechnet werden durch
einen Komplex der Gestalt Z12 → Z30 → Z20 für die 12 Flächen, 30 Kanten und
20 Ecken. Gehen wir nun über zur „dualen“ Zerlegung in kompakte konvexe Poly-
eder, im Beispiel zur Ikosaeder-Zerlegung der Sphäre in 20 Flächen mit 30 Kanten
und 12 Ecken, so kann man den Komplex, der ursprünglich die Homologie berech-
net, in natürlicher Weise identifizieren mit dem Komplex, der bezüglich dieser
dualen Zerlegung die Kohomologie berechnet. Da aber Homologie und Kohomo-
logie von der Zerlegung gänzlich unabhängig sind, ergibt sich HiM ∼= Hn−iM für
jede orientierte kompakte triangulierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Es ist
nicht allzu schwer, diese Skizze zu einem richtigen Beweis auszubauen, siehe zum
Beispiel [SZ94]. Wir werden jedoch einen anderen Weg gehen, der Triangulier-
barkeitsvoraussetzungen vermeidet und auch abgesehen davon zu allgemeineren
Resultaten führt. Genauer wollen wir unseren Satz durch eine Art Induktion über
alle offenen Teilmengen beweisen und werden dazu eine Version formulieren, die
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auch nichtkompakte Mannigfaltigkeiten einbezieht. Das benötigt einige algebrai-
sche Vorbereitungen.

Übungen

Übung 17.6.4.14 (Cap-Produkt für Ketten). Sei X ein topologischer Raum.
Mithilfe der Alexander-Whitney-Abbildung 17.5.8.5 zeige man, daß das cap-Produkt
induziert wird von der Abbildung ∩ : S∗X × SX → SX , die ein Paar (b, σ) mit
b ∈ SqX und σ : ∆p+q → X ein Simplex in den Notationen 17.5.8.4 abbildet auf

b ∩ σ = (−1)pq〈b, σρq〉σλp

Mehr dazu wird in 18.4.3.3 diskutiert.

Übung 17.6.4.15 (Cap-Produkte für Raumpaare). Für Raumpaare (X,A) in-
duziert jede Alexander-Whitney-Transformation 17.5.6.9 eine Kettenabbildung

S(X ×X,X × A)
∼→ SX ⊗ S(X,A)

Man sieht leicht ein, daß sie Isomorphismen auf der Homologie induziert und
deshalb nach dem Kriterium für Homotopieäquivalenzen 17.6.2.4 eine Homoto-
pieäquivalenz sein muß. Man sieht auch leicht ein, daß sie wohlbestimmt ist bis
auf Homotopie, denn Alexander-Whitney-Transformationen sind wohlbestimmt
bis auf Homotopie im Sinne von 17.5.6.5 und jede Homotopie zwischen zwei
Alexander-Whitney-Transformationen im Sinne von 17.5.6.5 geht offensichtlich
auf die Quotienten über. Die zur Konstruktion in 17.6.4.2 analoge Komposition

S∗X ⊗ S(X,A)

��

S(X,A)

S∗X ⊗ S(X ×X,X × A) // S∗X ⊗ SX ⊗ S(X,A)

OO

liefert eine Verallgemeinerung

∩ : Hp(X)× Hq(X,A)→ Hq−p(X,A)

des cap-Produkts, unter der auch die relative Homologie H(X,A) ein Modul über
dem Kohomologiering H∗X wird. Man prüft das mit denselben Argumenten wie
im bereits behandelten nichtrelativen Fall. Die Variante

S∗(X,A)⊗ S(X,A)

id⊗∆∗
��

SX

S∗(X,A)⊗ S(X ×X,A×X)
id⊗η // S∗(X,A)⊗ S(X,A)⊗ SX

ev⊗ id

OO
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liefert durch Übergang zur Homologie eine weitere Verallgemeinerung des cap-
Produkts, diesmal zu einer Abbildung

∩ : Hp(X,A)× Hq(X,A)→ Hq−pX

Man prüfe auch in diesem Fall für X wegzusammenhängend und p = q die Be-
ziehung

b ∩ c = 〈b, c〉δ
zwischen cap-Produkt und Kroneckerpaarung. Man zeige weiter für jeden Mor-
phismus von Raumpaaren (X,A)→ (Y,B) mit den entsprechenden cap-Produk-
ten in den Vertikalen und den offensichtlichen durch Rückzug auf der Kohomolo-
gie und Vorschub auf der Homologie gegebenen Horizontalen die Kommutativität
des Diagramms

H∗(X,A)× H(X,A)

��

H∗(Y,B)× H(X,A) //oo H∗(Y,B)× H(Y,B)

��
HX // HY

Ergänzende Übung 17.6.4.16 (Tensorprodukt von dg-Moduln). Gegeben über
einem Z-graduierten Ring R ein Z-graduierter Rechtsmodul M und ein Z-gradu-
ierter Linksmodul N ist der Kern der Surjektion M ⊗Z N � M ⊗R N stets ein
im Sinne von 7.6.6.7 homogener Teilraum und M ⊗RN ist folglich in natürlicher
Weise Z-graduiert. Ist R sogar ein dg-Ring und sind M und N beide dg-Moduln,
so induziert das offensichtliche Differential aufM⊗ZN ein Differential aufM⊗R
N .

Ergänzende Übung 17.6.4.17. Gegeben dg-Moduln M,N über einem dg-Ring R
ist die Menge der mit der Operation von R in hoffentlich offensichtlicher Wei-
se verträglichen Elemente des Hom-Komplexes (MVN) = Hom(M,N) aus
17.1.4.12 ein Unterkomplex (MVRN) = HomR(M,N). Die Nullzykel dieses
Komplexes sind genau die Homomorphismen von dg-Moduln, in Verallgemeine-
rung von 17.1.4.12 gilt also

dgModR(M,N) = Z0 HomR(M,N)

Die Nullränder B0 HomR(M,N) dieses Komplexes nennen wir analog nullho-
motope Homomorphismen von differentiellen graduierten Moduln über R und
führen die Homotopiekategorie

R -dgHot = dgHotR

ein dadurch, daß ihre Objekte R-dg-Moduln sein sollen, die Morphismen jedoch
gegeben sein sollen durch dgHotR(M,N) := H0 HomR(M,N).
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Ergänzende Übung 17.6.4.18. Gegeben dg-Rechtsmoduln M,N über einem dg-
Ring R ist Hom−R(M,N) ⊂ Hom(M,N) ein Unterkomplex des Hom-Kom-
plexes. Ist S ein weiterer dg-Ring und ist M ein S-R-dg-Bimodul, so ist unser
Unterkomplex ein S-dg-Unterrechtsmodul des Hom-Komplexes mit seiner offen-
sichtlichen und in ?? formalisierten S-Operation von rechts. Analoges gilt, wenn
man Links und Rechts vertauscht.

Ergänzende Übung 17.6.4.19. Gegeben ein dg-Ring R liefert die Multiplikation
des Rings von links auf sich selber analog zum Fall gewöhnlicher Ringe 7.2.3.14
einen Isomorphismus von dg-Ringen R ∼→ Hom−R(R,R) zwischen R selbst und
dem Endomorphismenkomplex von R als dg-Rechtsmodul.

Ergänzende Übung 17.6.4.20. Hinweis: Diese Übung verfeinert 17.5.3.18. Gege-
ben dg-RingeA,B und einA-B-dg-BimodulX induziert fürM beziehungsweise
N beliebige dg-Rechtsmoduln über A beziehungsweise B die offensichtliche Ab-
bildung Isomorphismen von Komplexen abelscher Gruppen

Hom−A(M,Hom−B(X,N))
∼→ Hom−B(M ⊗A X,N)

Insbesondere erhalten wir durch Übergang zur nullten Homologie natürliche Bi-
jektionen dgHot−A(M,Hom−B(X,N))

∼→ dgHot−B(M⊗AX,N). Unsere Ad-
junktion 17.5.3.18 liefert als Koeinheit der Adjunktion 16.4.8.1 weiter natürliche
Kettenabbildungen von B-Rechtsmoduln Hom−B(X,M) ⊗A X → M , die auch
explizit als das „Auswerten von Homomorphismen auf Elementen“ beschrieben
werden können.

17.6.5 Erweiterungen von abelschen Gruppen
17.6.5.1. Um unsere Kohomologiegruppen aus den Homologiegruppen berechnen
zu können, brauchen wir Erweiterungen. Unter einer Erweiterung einer abel-
schen Gruppe M durch eine abelsche Gruppe N versteht man zunächst einmal
eine kurze exakte Sequenz N ↪→ E � M . Eine zweite solche Erweiterung
N ↪→ E ′ � M heißt isomorph oder genauer erweiterungsisomorph zu un-
serer ersten Erweiterung, wenn es einen Isomorphismus E ∼→ E ′ gibt, der das
Diagramm

N ↪→ E � M
‖ ↓ ‖
N ↪→ E ′ � M

zum Kommutieren bringt. Wir werden uns im folgenden überlegen, daß die Iso-
morphieklassen von derartigen Erweiterungen eine Menge, ja sogar in natürlicher
Weise eine abelsche Gruppe bilden, und wie wir diese Gruppe zu gegebenen M
und N effektiv berechnen können. Die eigentliche Arbeit beginnen wir mit einem
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etwas künstlichen aber formal einfacheren Zugang zu besagter Gruppe. Das Aus-
arbeiten des Zusammenhangs zum hier nur skizzierten namensgebenden Zugang
überlasse ich dem Leser als Übung 17.6.5.6.

Definition 17.6.5.2. Gegeben ein Homomorphismus f : A → B von abelschen
Gruppen erklärt man seinen Kokern als die abelsche Gruppe

cok f := B/(im f)

Definition 17.6.5.3. Gegeben zwei abelsche Gruppen M und N erklären wir eine
dritte abelsche Gruppe Ext(M,N) durch die Vorschrift

Ext(M,N) := cok
(

Hom(ZM,N)→ Hom(KM,N)
)

für KM ↪→ ZM � M die Standardauflösung von M aus 17.5.3.6. Sie heißt
die Gruppe der Erweiterungen von M durch N . Die Notation rührt her von der
englischen und französischen Bezeichnung extension.

17.6.5.4 (Funktorialität von Ext). Offensichtlich ist Ext ein kovarianter Funktor
in der zweiten und ein kontravarianter Funktor in der ersten Variablen. Wir notie-
ren das Anwenden von Morphismen auf Erweiterungen wie eine Verknüpfung
von Morphismen, wobei wir eine Erweiterung als einen „Morphismus von höher-
em Grad“ auffassen. In Ist M frei, so spaltet die Sequenz KM ↪→ ZM �M und
wir folgern Ext(M,N) = 0 für alle N .
17.6.5.5. Wir können unsere Definition auch dahingehend umschreiben, daß wir
den Komplex PM mit P1M = KM und P0M = ZM und PqM = 0 für q 6= 0, 1
aus 17.5.3.6 betrachten und N = N [0] als im Grad Null konzentrierten Komplex
auffassen und im Sinne von 17.1.4.12 den Hom-Komplex PMVN [0] bilden. Da-
mit erhalten wir dann die Darstellung

Ext(M,N) = H−1(PMVN [0])

Andererseits definiert die Surjektion ZM � M offensichtlich einen Isomorphis-
mus

Hom(M,N)
∼→ H0(PMVN [0])

Da nun nach 17.5.5.11 der Komplex PM aus freien abelschen Gruppen besteht,
liefert jede kurze exakte Sequenz N ′ ↪→ N � N ′′ von abelschen Gruppen eine
kurze exakte Sequenz von Komplexen

(PMVN ′[0]) ↪→ (PMVN [0])� (PMVN ′′[0])

und die zugehörige lange exakte Homologiesequenz liefert mit den eben angege-
benen Identifikationen eine exakte Sequenz

0 → Hom(M,N ′) ↪→ Hom(M,N) → Hom(M,N ′′) →
→ Ext(M,N ′) → Ext(M,N) � Ext(M,N ′′) → 0

Sie heißt die lange exakte Ext-Sequenz im zweiten Eintrag.
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Übungen

Ergänzende Übung 17.6.5.6. Man zeige, daß wir eine Bijektion{
Erweiterungen von M durch N im Sinne

von 17.6.5.1, bis auf Erweiterungsisomorphie

}
∼→ Ext(M,N)

erhalten, indem wir jeder kurzen exakten Sequenz N ↪→ E � M das Bild in
Ext(M,N) der Identität auf M unter dem Randoperator der zugehörigen Ext-
Sequenz im zweiten Eintrag zuordnen. Hinweis: Gegeben e ∈ Ext(M,N) wähle
man einen Repräsentanten ẽ : KM → N und bilde durch pushout in die Mitte im
Sinne von 17.6.6.8 ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen der Gestalt

KM ↪→ ZM � M
↓ ↓ ‖
N ↪→ E � M

Man zeige weiter, daß für f : M ′ → M eine kurze exakte Sequenz N ↪→ F �
M ′ genau dann der Erweiterung e ◦ f ∈ Ext(M ′, N) entspricht, wenn es einen
vertikalen Isomorphismus in der Mitte gibt, der das Diagramm

N ↪→ F � M ′

‖ ↓ f
N ↪→ E � M

kommutativ macht. Daß wir für vorgegebenes f ein mögliches F als pull-back
konstruieren können. Und daß entsprechendes dual für g : N → N ′ gilt.

17.6.6 Injektive abelsche Gruppen
Definition 17.6.6.1. Ein Modul I über einem Ring R heißt injektiv, wenn gege-
ben irgendein weiterer Modul M über unserem Ring und darin ein Untermodul
U ⊂ M sich jeder Modulhomomorphismus U → I zu einem Modulhomomor-
phismus M → I ausdehnen läßt. In Formeln heißt das also: Für jede Injektion
i : U ↪→M von R-Moduln liefert das Vorschalten von i eine Surjektion

(◦i) : ModR(M, I)� ModR(U, I)

Beispiele 17.6.6.2. Ist k ein Körper, so ist jeder k-Modul injektiv als k-Modul,
aber natürlich nicht notwendig als abelsche Gruppe. Einen injektiven Z-Modul
nennen wir eine injektive abelsche Gruppe. Die abelsche Gruppe Q ist injektiv,
wie die gleich anschließende Proposition 17.6.6.5 zeigt. Alternativ können wir
auch argumentieren, daß für S = Z\0 gilt Ab(M,Q) = ModQ(S−1M,Q) nach
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der universellen Eigenschaft der Lokalisierung 7.4.3.3 und daß die rechte Seite ein
exakter Funktor in M ist wegen der Exaktheit der Lokalisierung 7.4.3.11. Wieder
anders können wir auch argumentieren, daß gilt Ab(M,Q) = HomQ(Q⊗ZM,Q)
nach 7.2.8.7 und daß die rechte Seite ein exakter Funktor in M ist nach 7.2.5.16.

Definition 17.6.6.3. Eine abelsche Gruppe heißt divisibel, wenn für jede von Null
verschiedene ganze Zahl der durch die Multiplikation mit dieser Zahl gegebene
Endomorphismus unserer Gruppe surjektiv ist.

Beispiel 17.6.6.4. Sowohl Q als auch Q/Z sind divisible abelsche Gruppen.

Proposition 17.6.6.5. 1. Eine abelsche Gruppe I ist injektiv genau dann, wenn
gilt Ext(M, I) = 0 für alle M ;

2. Eine abelsche Gruppe ist injektiv genau dann, wenn sie divisibel ist;

3. Jeder Quotient einer injektiven abelschen Gruppe ist injektiv;

4. Jede abelsche Gruppe läßt sich in eine Injektive einbetten.

Ergänzung 17.6.6.6. Der Beweis zeigt genauer, daß jede abelsche Gruppe M in
eine injektive abelsche Gruppe der Kardinalität ≤ max(cardM, cardN) einge-
bettet werden kann.

17.6.6.7. Analoges gilt mit einem analogen Beweis auch für Moduln über beliebi-
gen Hauptidealringen. So erhalten wir zum Beispiel, daß C[t, t−1]/tC[t] ein injek-
tiver C[t]-Modul ist, denn die Multiplikation mit t ist offensichtlich surjektiv und
die Multiplikationen mit (t − α) sind sogar bijektiv, ja induzieren Automorphis-
men der von t0, . . . , t−n erzeigten Teilräume für alle n, da sie dort den einzigen
Eigenwert α haben. Allgemeiner und mit mehr Kenntnissen aus der kommutati-
ven Algebra erkennt man in derselben Weise, daß gegeben ein Hauptidealring R
mit einem Primelement p der R-Modul R[p−1]/pR injektiv ist.

17.6.6.8. Der folgende Beweis verwendet die Konstruktion des „push-out in der
Kategorie der abelschen Gruppen“ : Gegeben Homomorphismen abelscher Grup-
pen φ : A → B und ψ : A → C bildet man die abelsche Gruppe P :=
(B ⊕ C)/{(φ(a),−ψ(a)) | a ∈ A} mit den durch die Einbettungen induzierten
Morphismen B → P und C → P und erhält so ein kommutatives Diagramm

A → B
↓ ↓
C → P

von abelschen Gruppen. Die Gruppe P oder genauer die „Hälfte dieses Dia-
gramms unterhalb der Linie durch B und C“ heißt der push-out der Hälfte ober-
halb besagter Linie. Im Rahmen der Kategorientheorie in 16.2.3.1 mag man die
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universelle Eigenschaft kennenlernen, die push-outs in beliebigen Kategorien cha-
rakterisiert. In unserem speziellen Fall erkennt man leicht, daß die Injektivität
eines Ausgangspfeils die Injektivität des dazu parallelen Pfeils in den push-out
impliziert und daß die Surjektivität eines Ausgangspfeils gleichbedeutend ist zur
Surjektivität des dazu parallelen Pfeils in den push-out, in Formeln (A ↪→ B) ⇒
(C ↪→ P ) und (A � B) ⇔ (C � P ). Man vergleiche hierzu auch Übung
16.2.3.6.

Beweis. 1. Für I injektiv folgt Ext(M, I) = 0 aus der Definition. Sei umgekehrt
I eine abelsche Gruppe mit Ext(M, I) = 0 für alle M . Gegeben eine Injektion
B′ ↪→ B gilt es, jeden Morphismus B′ → I zu einem Morphismus B → I
auszudehnen. Dazu bilden wir den push-out

B′ ↪→ B
↓ ↓
I ↪→ Y

mit einer Injektion in der unteren Horizontalen nach 17.6.6.8. Vervollständigen
wir diese untere Horizontale zu einer kurzen exakten Sequenz I ↪→ Y � K und
bilden dazu die Ext-Sequenz im zweiten Eintrag 17.6.5.5 mit M = K, so folgt,
daß die Surjektion Y � K spaltet alias ein Rechtsinverses besitzt. Mit 17.2.2.12
folgt, daß dann auch die Injektion I ↪→ Y spaltet, und ein Linksinverses Y → I
dazu liefert die gewünschte Ausdehnung.

2. Ist I injektiv, so induziert für alle n 6= 0 die Injektion (n·) : Z ↪→ Z eine
Surjektion Hom(Z, I) � Hom(Z, I) alias (n·) : I � I . Jede injektive abelsche
Gruppe ist also divisibel. Die Umkehrung zeigen wir mit dem Zorn’schen Lemma.
Sei I divisibel, A′ ⊂ A eine Untergruppe und ϕ′ : A′ → I ein Homomorphismus.
Es gilt, ϕ′ auf ganz A auszudehnen. Wir betrachten dazu die Menge aller Paare
(A1, ϕ1) mit A1 einer Untergruppe von A oberhalb von A′ und ϕ1 einer Fortset-
zung von ϕ′ auf A1. Die Menge aller derartigen Paare ist in offensichtlicher Weise
induktiv geordnet, wir finden also eine maximale Fortsetzung (Amax, ϕmax). Wäre
hier nicht Amax = A, so könnten wir ein a in der Komplementmenge wählen und
das Diagramm

mZ � � // nZ // //

��

Amax ∩ 〈a〉 //

��

Amax

��
mZ � � // Z ·a // // 〈a〉 // Amax + 〈a〉

bilden. Hier steht rechts ein Pushout, mZ sei der Annullator von a, und nZ das
Urbild von Amax ∩ 〈a〉 unter Z � 〈a〉, r 7→ ra. Da I divisibel ist, können wir
die Einschränkung von ϕmax längs der oberen Horizontale längs der Einbettung
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nZ ↪→ Z fortsetzen, und da auch diese Fortsetzung auf mZ verschwinden muß,
induziert sie ϕa : 〈a〉 → I . Dies ϕmax und ϕa zusammen liefern dann eine Fortset-
zung von ϕmax auf den pushout. Das aber widerspräche der Maximalität unserer
Fortsetzung.

3. Das folgt direkt aus 2, oder auch aus 1 mit der Ext-Sequenz 17.6.5.5.

4. Eine derartige Einbettung liefert nach 3 die rechte Vertikale des kokartesischen
Diagramms

ZM � M
↓ ↓
QM � I

Daß die untere Horizontale eine Surjektion und die rechte Vertikale eine Injektion
ist, folgt aus der expliziten Konstruktion des pushout nach 17.6.6.8.

Beweisvariante zur Injektivität divisibler abelscher Gruppen. Wir können die In-
jektivität divisibler abelscher Gruppen alternativ auch aus dem anschließenden
Lemma folgern, das in unserer Terminologie zeigt Ext(N, I) = 0 für jede abel-
sche Gruppe N und jede divisible abelsche Gruppe I . Umgekehrt folgt dieses
Lemma auch unmittelbar aus der Injektivität divisibler abelscher Gruppen.

Lemma 17.6.6.9. Ist M eine abelsche Gruppe und I ⊂ M eine divisible Unter-
gruppe, so gibt es eine weitere Untergruppe D ⊂M mit M = I ⊕D.

Beweis. Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es unter allen Untergruppen von M ,
die I nur in der Null treffen, eine maximale Untergruppe D. Es reicht zu zeigen,
daß gilt I +D = M . Zunächst beachten wir, daß

D′ := {v ∈M | ∃n ∈ Z\0 mit nv ∈ D}

auch eine Untergruppe von M ist. Dann beachten wir, daß aufgrund unserer An-
nahme an I auch gilt D′ ∩ I = 0. Wegen der Maximalität von D haben wir also
D′ = D. Wäre nun I + D 6= M , so könnten wir c ∈ M mit c 6∈ I + D finden.
Ich behaupte, daß dann I ∩ (D + Zc) = 0 gälte im Widerspruch zur Maximalität
von D. In der Tat folgt aus q = d + nc mit q ∈ I\0 und d ∈ D bereits n 6= 0. Es
gibt also p ∈ I mit np = q und dann auch n(p − c) = d. Daraus aber folgt erst
p− c ∈ D′ = D und dann c ∈ I +D im Widerspruch zu unserer Annahme.

17.6.6.10. Ist N ′ ↪→ N � N ′′ eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen
und ist M ein weitere abelsche Gruppe, so ist die induzierte Sequenz

Hom(M,N ′) ↪→ Hom(M,N)→ Hom(M,N ′′)

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil muß keineswegs wieder eine Sur-
jektion sein. Ist jedoch M frei, so ist auch der rechte Pfeil offensichtlich wieder
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eine Surjektion und unsere Sequenz folglich exakt. Ist ähnlich M ′ ↪→ M � M ′′

eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen und ist N ein weitere abelsche
Gruppe, so ist die induzierte Sequenz

Hom(M ′′, N) ↪→ Hom(M,N)→ Hom(M ′, N)

offensichtlich linksexakt, aber der rechte Pfeil muß ebensowenig eine Surjektion
sein. Unsere Erweiterungsgruppen sind in gewisser Weise Korrekturterme für die-
se Phänomene. Im ersten Fall ist das die Bedeutung von 17.6.5.5. Wir zeigen es
nun als 17.6.6.11 zweiten Fall.
17.6.6.11 (Ext-Sequenz im ersten Eintrag). Gegeben eine abelsche Gruppe N
betrachten wir die kurze exakte Sequenz N ↪→ IN � KN mit der im letzten
Schritt des Beweises von 17.6.6.5 als pushout konstruierten Einbettung von N in
eine injektive Gruppe I = IN als erstem Pfeil und dem Kokern dieser Einbettung
als zweitem Pfeil. Den Zweischrittkomplex IN � KN in Graden Null und (−1)
notieren wir IN . Gegeben eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen
M ′ ↪→ M � M ′′ erhält man nun wegen der Injektivität der Einträge IN eine
kurze exakte Sequenz von Komplexen

(M ′′[0]VIN) ↪→ (M [0]VIN)� (M ′[0]VIN)

Die zugehörige lange exakte Homologiesequenz liefert mit den durch die Homo-
logiesequenz im zweiten Eintrag gegebenen Identifikationen eine exakte Sequenz

0 → Hom(M ′′, N) ↪→ Hom(M,N) → Hom(M ′, N) →
→ Ext(M ′′, N) → Ext(M,N) � Ext(M ′, N) → 0

Sie heißt die lange exakte Ext-Sequenz im ersten Eintrag.
17.6.6.12. Oliver Bräunling hat mir erklärt, warum für eine abelsche Gruppe A
aus Hom(A,Z) = 0 = Ext(A,Z) folgt A = 0. Zunächst folgt A/pA = 0 für alle
Primzahlen p aus der exakten Sequenz zu Z ↪→ Z � Fp. Also ist die Multipli-
kation mit p eine Surjektion und wir erhalten eine weitere kurze exakte Sequenz
ker(p·) ↪→ A � A und folgern Ext(ker(p·),Z) = 0 und dann ker(p·) = 0. Al-
so ist die Multiplikation mit p eine Bijektion A ∼→ A für jede Primzahl p, also
ist A ein Q-Vektorraum, und dann folgt leicht A = 0 wegen Ext(Q,Z) 6= 0 nach
Übung 17.6.6.19. Zentral ist in dieser Argumentation der Basisexistenzsatz für die
Fp-Vektorräume A/pA und ker(p·) sowie am Schluß für den Q-Vektorraum A.
17.6.6.13. Eine berühmte Vermutung von Whitehead dahingehend, daß für abel-
sche Gruppen A gilt

Ext(A,Z) = 0 ⇒ A frei

ist von Shelah [She74] in ganz absonderlicher Weise „gelöst“ worden: Ob die
Vermutung stimmt oder nicht, ist im üblichen Axiomensystem „Zermelo-Fraenkel
mit Auswahlaxiom“ der Mengenlehre nicht entscheidbar!
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Übungen

Übung 17.6.6.14. Ähnlich wie im Fall der Torsionsgruppen zeige man, daß gege-
ben abelsche Gruppen M,N die von PM � M [0] und N [0] ↪→ IN induzierten
Kettenabbildungen

(M [0]VIN)→ (PMVIN)← (PMVN [0])

auf der Homologie Isomorphismen induzieren.

Übung 17.6.6.15. Für jede abelsche Gruppe N und jede natürliche Zahl m 6= 0
liefert der Randoperator der Ext-Sequenz im ersten Eintrag zur kurzen exakten
Sequenz Z m

↪→ Z� Z/mZ einen Isomorphismus

N/mN
∼→ Ext(Z/mZ, N)

Übung 17.6.6.16. Gegeben eine abelsche Gruppe M und eine Familie von abel-
schen Gruppen (Ni) ist die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

Ext
(
M,
∏

Ni

)
∼→
∏

Ext(M,Ni)

Übung 17.6.6.17. Gegeben eine Familie von abelschen Gruppen (Mi) und eine
abelsche Gruppe N ist die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

Ext
(⊕

Mi, N
)
∼→
∏

Ext(Mi, N)

Übung 17.6.6.18. Gilt Ext(P,N) = 0 für alle N , so ist P frei. Im allgemeinen
kann Ext(M,N) durchaus Elemente unendlicher Ordnung enthalten. Hinweis:
17.6.6.16.

Ergänzende Übung 17.6.6.19. Man zeige, daß die Gruppe Ext(Q,Z) überabzähl-
bar ist. Hinweis: Ab(Q,Q) ist abzählbar, Ab(Q,Q/Z) aber überabzählbar.

17.6.7 Koeffizientenwechsel
Satz 17.6.7.1. Sei C ein Komplex von freien abelschen Gruppen und G eine wei-
tere abelsche Gruppe. So erhalten wir natürliche unkanonisch spaltende kurze
exakte Sequenzen

Ext(Hq−1C,G) ↪→ Hq(CVG[0])� Hom(HqC,G)

Korollar 17.6.7.2 (Universelles Koeffiziententheorem der Kohomologie). Ist
X ein topologischer Raum und G eine abelsche Gruppe, so haben wir natürliche
kurze exakte Sequenzen

Ext(Hq−1X,G) ↪→ Hq(X;G)� Hom(HqX,G)
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Diese Sequenzen spalten sogar für jedes X , aber es gibt keine Transformation,
die so eine Spaltung für alle X liefert.

Beispiel 17.6.7.3. Für jeden topologischen Raum X haben wir H−1X = 0 und
H0X ist eine freie abelsche Gruppe. Das universelle Koeffiziententheorem liefert
folglich stets Isomorphismen

H0(X;G)
∼→ Hom(H0X,G) und H1(X;G)

∼→ Hom(H1X,G)

Den ersten kennen wir schon aus 17.6.1.5.

Beispiel 17.6.7.4 (Universelles Koeffiziententheorem, Anwendung). Seien X
ein topologischer Raum und q ∈ Z. Sind dann HqX und Hq−1X endlich ezeugte
abelsche Gruppen, so ist auch HqX eine endlich ezeugte abelsche Gruppe, deren
Rang mit dem Rang von HqX übereinstimmt, wohingegen ihr Torsionsanteil un-
kanonisch isomorph ist zum Torsionsanteil von Hq−1X . In Formeln gilt also unter
den gegebenen Endlichkeitsannahmen

rang HqX = rang HqX und (HqX)tor
∼= (Hq−1X)tor.

Das alles folgt unmittelbar aus dem universellen Koeffiziententheorem in Verbin-
dung mit der Strukturtheorie endlich erzeugter abelscher Gruppen 4.4.4.5 und der
Beschreibung von Ext aus 17.6.6.15.

Ergänzung 17.6.7.5 (Verallgemeinerung auf erbliche Koeffizienten). Der Satz
gilt allgemeiner nach 17.5.5.11 mit demselben Beweis für k ein Hauptidealring
oder ganz allgemein für Komplexe C projektiver Moduln und alle Ringe derart,
daß jeder Untermodul eines projektiven Moduls projektiv ist. Derartige Ringe hei-
ßen erbliche Ringe, da sich bei ihnen „die Eigenschaft der Projektivität auf Unter-
moduln vererbt“. Kaplansky hat ein Beispiel für einen erblichen Ring gefunden,
dessen opponierter Ring nicht erblich ist. Man müßte also eigentlich genauer von
linkserblichen und rechtserblichen Ringen reden.

Vorschau 17.6.7.6 (Verallgemeinerung auf allgemeinere Koeffizienten). Will
man aus der Homologie eines topologischen RaumsX mit Koeffizienten in einem
Ring k die Kohomologie vonX mit Koeffizienten in einem k-ModulG berechnen,
so leistet das eine „Spektralsequenz mit E2-Term Extik(Hj(X; k), G)“. Hier ist
stets Ext0

k = Homk, in unserem speziellen Fall k = Z verschwinden darüber
hinaus alle ExtiZ für i ≥ 2, wir notieren Ext1

Z = Ext, und besagte Spektralsequenz
degeneriert zur Aussage des obigen Korollars.

Beweis. Wir betrachten die kurze exakte Sequenz G ↪→ IG � KG mit injektiven
IG und KG aus 17.6.6.11. Unsere Sequenz führt zu einer kurzen exakten Sequenz
von Komplexen

(CVG[0]) ↪→ (CVIG[0])� (CVKG[0])
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Da IG und KG injektiv sind, sind die Funktoren Hom( , IG) und Hom( , KG)
exakt und „kommutieren“ folglich mit dem Bilden der Homologie in derselben
Weise, wie wir das in 17.5.4.1 für das Tensorieren mit torsionsfreien Moduln ge-
sehen hatten. Von der zugehörigen langen exakten Kohomologiesequenz ist also
ein Ausschnitt

→ Hom(Hq−1C, IG) → Hom(Hq−1C,KG) →
→ Hq(CVG[0]) → Hom(HqC, IG) → Hom(HqC,KG) →

Die Ext-Sequenz im zweiten Eintrag liefert uns damit wie gewünscht kurze exakte
Sequenzen

Ext(Hq−1C,G) ↪→ Hq(CVG[0])� Hom(HqC,G)

Es bleibt zu zeigen, daß unsere Sequenzen spalten. So eine Spaltung folgt aber wie
zu Ende des Beweises von 17.5.5.2 aus der Existenz einer Spaltung der Einbettung
ZqC ↪→ Cq: Solch eine Spaltung Cq � ZqC induziert nämlich eine Abbildung
Hom(HqC,G) ↪→ Hom(ZqC,G) → (CVG[0])q, die in Zq(CVG[0]) landet.

Ergänzung 17.6.7.7. Bereits für einen unendlichen diskreten Raum X ist der na-
türliche Homomorphismus Q ⊗Z H0(X) → H0(X;Q) kein Isomorphismus. In
der Kohomologie ist insbesondere der Übergang von Koeffizienten Z zu Koeffi-
zienten Q nicht so einfach wie in der Homologie, ja ich weiß noch nicht einmal,
wie man ihn überhaupt bewerkstelligen sollte.

Übungen

Übung 17.6.7.8. Das universelle Koeffiziententheorem der Kohomologie gilt mit
demselben Beweis auch in der relativen Kohomologie. Was besagt es im Fall der
relativen Kohomologie des Möbiusbands relativ zu seinem Randkreis?
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17.7 Poincaré-Dualität

17.7.1 Limites und Kolimites
17.7.1.1. Limites und Kolimites sind weitreichende Verallgemeinerungen von Pro-
dukten beziehungsweise Koprodukten, zu denen sie im Spezialfall eines „Köchers
ohne Pfeile“ spezialisieren. Im Fall eines Winkeldiagramms als Köcher spezia-
lisiert der Limes zum Faserprodukt alias pullback, im Fall eines Kowinkeldia-
gramms der Kolimes zum pushout.

Definition 17.7.1.2. Gegeben ein Köcher I und eine Kategorie C ist die Vor-
schrift, die jedem Objekt die entsprechende konstante Darstellung unseres Kö-
chers zuordnet, ein Funktor

konst : C → Car(I, C)

Wenn der partielle Linksadjungierte dieses Funktors auf einer Köcherdarstellung
D : I → C definiert ist, so nennen wir seinen Wert den Kolimes unserer Köcher-
darstellung. Ist unsere Köcherdarstellung D gegeben durch D : i 7→ Di und
D : I(i, j)→ C(Di, Dj), so notieren wir den Kolimes

col
i∈I

Di

Er ist in der üblichen Weise eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus wenn er
existiert, weshalb wir dafür auch den bestimmten Artikel verwenden. Die Bilder
der Pfeile unter einer Köcherdarstellung kürzen wir gerne mit demselben Symbol
D(p) = p ab wie die Pfeile selbst. Wenn analog der partielle Rechtsadjungierte
unseres Funktors konst auf einer Köcherdarstellung definiert ist, so nennen wir
seinen Wert den Limes unserer Köcherdarstellung und notieren ihn

lim
i∈I

Di

17.7.1.3. Ausgeschrieben besteht unser Kolimes aus einem Objekt K = colDi

mitsamt Morphismen ini : Di → K derart, daß gilt inj ◦D(p) = ini für alle Pfeile
p ∈ I(i, j) und daß folgende universelle Eigenschaft erfüllt ist: Gegeben ein
Objekt N ∈ C mitsamt Morphismen ψi : Di → N derart, daß gilt ψj ◦D(p) = ψi
für alle Pfeile p ∈ I(i, j), existiert genau einen Morphismus ψ : K → N mit
ψ ◦ ini = ψi für alle i.

17.7.1.4. Der Kolimes einer Darstellung F : I → C eines Köchers fällt zusam-
men mit dem Limes der Darstellung F opp : Iopp → Copp des opponierten Köchers
in der opponierten Kategorie.
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Illustration zum Kolimes

Illustration zum Limes
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17.7.1.5. Ausgeschrieben besteht unser Limes aus einem Objekt L = limDi mit-
samt Morphismen pri : L → Di derart, daß gilt D(p) ◦ pri = prj für alle Pfeile
p ∈ I(i, j), und daß folgende universelle Eigenschaft erfüllt ist: Gegeben ein Ob-
jekt M ∈ C mitsamt Morphismen ψi : M → Di derart, daß gilt D(p) ◦ ψi = ψj
für alle Pfeile p ∈ I(i, j), existiert genau ein Morphismus ψ : M → L mit
pri ◦ψ = ψi für alle i.

17.7.1.6 (Diskussion der Terminologie). Meist geht man spezieller von einer
Kategorie I aus und betrachtet nur Kolimites von Funktoren F ∈ Cat(I, C) ⊂
Car(I, C). Die Einschränkung auf diesen Spezialfall schien mir jedoch wenig
sinnvoll. Oft geht man auch noch spezieller von einer teilgeordneten Indexmenge
I aus, dann ist die Kategorie mit je einem Morphismus von kleineren zu größeren
Elementen gemeint. Im allgemeinen nenne ich eine Darstellung eines Köchers in
einer Kategorie C ein Diagramm in C und einen Funktor von einer Kategorie in
eine Kategorie C ein System in C. Meist findet man für den Kolimes die ausführ-
lichere Notation colim. Oft verwendet man auch statt col und lim die Notationen
lim−→ und lim←−. Ich verwende sie nur im Fall von Systemen, die durch eine ange-
ordnete Menge indiziert werden. Für unseren Kolimes findet man in der Literatur
auch die Bezeichnungen als induktiver Limes und direkter Limes. Für unse-
ren Limes findet man in der Literatur auch die Bezeichnungen als projektiver
Limes und inverser Limes. Ich erlaube mir das jedoch nur im Fall filtrierender
beziehungsweise kofiltrierender Systeme, wie sie in 17.7.1.12 eingeführt werden.

Beispiele 17.7.1.7 (Kolimes spezialisiert zu Koprodukt und Pushout). Im Fall
eines Köchers ohne Pfeile spezialisiert unser Kolimes zum Koprodukt. Im Fall
eines Kowinkeldiagramms spezialisiert unser Kolimes zum Pushout.

Beispiele 17.7.1.8 (Limes spezialisiert zu Produkt, Pullback und Egalisator).
Im Fall eines Köchers ohne Pfeile spezialisiert unser Limes zum Produkt. Im
Fall eines Winkeldiagramms spezialisiert unser Limes zum Pullback. Bezeich-
ne schließlich ⇒ den Köcher mit zwei Punkten und zwei Pfeilen, von dem ich
der Einfachkeit halber nur die Pfeile angedeutet habe. Der Limes einer Darstel-
lung dieses Köchers heißt, wenn er existiert, auch der Egalisator der beiden Mor-
phismen, die den Pfeilen unseres Köchers zugordnet werden. Sind zum Beispiel
f, g : X → Y zwei Abbildungen von Mengen, so ist ihr Egalisator die Menge
{x ∈ X | f(x) = g(x)} mit ihrer Einbettung nach X .

Beispiel 17.7.1.9 (Kolimites von Mengen). In der Kategorie der Mengen exis-
tieren alle Kolimites: Unser universelles Problem wird gelöst von der Menge der
Äquivalenzklassen in der disjunkten Vereinigung

⊔
i∈IMi unter der Äquivalenz-

relation ∼, die erzeugt wird wird durch die Äquivalenzen

ini(ai) ∼ inj(p(ai)) für alle i, j ∈ I und alle p ∈ I(i, j) und alle ai ∈Mi.
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Wählen wir etwas vorsichtiger ein Universum U mit I ∈ U und Mi ∈ U ∀i ∈ I,
so existiert unser Kolimes in UEns. Existiert umgekehrt unser Kolimes in UEns
für ein Mengensystem U, so erkennt man leicht, daß er auch für jedes größere
Mengensystem existieren und derselbe bleiben muß.

Beispiel 17.7.1.10 (Kolimes als aufsteigende Vereinigung). Gegeben sei ein Dia-
gramm von Mengen mit Injektionen M0 ↪→ M1 ↪→ M2 ↪→ . . . Sind alle diese
Mengen Teilmengen einer MengeM und sind unsere Injektionen Inklusionen von
Teilmengen, so liefert die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

col
i∈N

Mi
∼→
⋃
i∈N

Mi

Beispiel 17.7.1.11. In der Kategorie der abelschen Gruppen existieren Kolimites:
Der Quotient der direkten Summe

⊕
i∈IMi nach der Untergruppe, die erzeugt

wird von allen ini(m) − inj(p(m)) für i, j ∈ I , p ∈ I(i, j) und m ∈ Mi, löst
unser universelles Problem.

Definition 17.7.1.12. Eine Kategorie I heißt filtrierend, wenn (1) ihre Objekt-
menge nicht leer ist, wenn es (2) für je zwei Objekte i, j ∈ I ein Objekt k ∈ I
mit Morphismen i → k, j → k gibt und wenn es (3) für je zwei Morphismen
ϕ, ψ : i→ j einen Morphismus ζ : j → k gibt mit ζ ◦ ϕ = ζ ◦ ψ. Eine Kategorie
I heißt kofiltrierend, wenn die opponierte Kategorie filtrierend ist.

17.7.1.13 (Diskussion des Begriffs einer filtrierenden Kategorie). Man kann
die ersten beiden Forderungen vielleicht natürlicher dahingehend zusammenfasen,
daß es für jede endliche Menge von Objekten ein Objekt geben soll, zu dem sie
alle mindestens einen Morphismus haben. Einen weiteren Grund, Kategorien mit
leerer Objektmenge nicht filtrierend zu nennen, lernen wir in 17.7.1.16 kennen.

17.7.1.14. Ein Kolimes eines Funktors von einer filtrierenden Kategorie in eine
weitere Kategorie heißt auch ein filtrierender Kolimes und wir notieren derartige
Kolimites colf. Im Prinzip ist diese Notation unnötig, aber filtrierende Kolimites
haben besonders gute Eigenschaften und unsere Notation ist eine effiziente Art,
daran zu erinnern, daß wir in dieser Situation sind. Ein Limes über eine kofiltrie-
rende Kategorie heißt dual ein kofiltrierender Limes und wir notieren derartige
Limites limf. Schreiben wir colfn∈NXn, so gehen wir stets implizit von einem
System der Gestalt X0 → X1 → . . . aus, über das der Kolimes zu bilden ist.
Schreiben wir limfn∈NXn, so gehen wir stets implizit von einem System der Ge-
stalt . . .→ X1 → X0 aus, über das der Limes zu bilden ist.

17.7.1.15 (Filtrierende Kolimites von Mengen). Im Fall eines mengenwertigen
Funktors M ∈ Cat(I,Ens) auf einer filtrierenden Kategorie I kann man die
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Äquivalenzrelation ∼ auf der disjunkten Vereinigung
⊔
Mi aus 17.7.1.9 mit

colf M =

(⊔
i∈I

Mi

)/
∼

sehr viel expliziter beschreiben: Genau dann gilt unter dieser Annahme ai ∼ aj ,
wenn es Morphismen ϕ : i → k und ψ : j → k gibt mit ϕ(ai) = ψ(aj) in Mk.
In der Tat liefert für filtrierendes I diese Vorschrift eine Äquivalenzrelation, von
der man leicht zeigt, daß sie mit der in 17.7.1.9 beschriebenen Äquivalenzrelation
übereinstimmen muß.
17.7.1.16. Gegeben ein Köcher I und darüber ein System M ∈ Car(I,Ens∗)
von bepunkteten Mengen liefern die universellen Eigenschaften eine natürliche
Abbildung colI→Ens M → colI→Ens∗M von dem in der Kategorie der Mengen
berechneten Kolimes zu dem in der Kategorie der punktierten Mengen berechne-
ten Kolimes. Im Fall eines durch eine filtrierende Kategorie I indizierten Systems
M ∈ Cat(I,Ens∗) ist diese natürliche Abbildung nach der eben gegebenen Be-
schreibung filtrierender Kolimites eine Bijektion

colf
I→Ens

M
∼→ colf
I→Ens∗

M

Auch dafür ist unsere Bedingung an eine filtrierende Kategorie wesentlich, daß
ihre Objektmenge nicht leer sein darf.

Definition 17.7.1.17. Sei I ein Köcher. Eine Sequenz F → G → H in der
Kategorie Car(I,Ens∗) der Darstellungen von I durch bepunktete Mengen heißt
exakt, wenn für jedes i ∈ I die Sequenz Fi → Gi → Hi exakt ist.

Lemma 17.7.1.18 (Exaktheit filtrierender Kolimites von Mengen). Gegeben
eine filtrierende Kategorie I macht das Bilden des Kolimes von Mengen und nach
17.7.1.16 gleichbedeutend von punktierten Mengen colf : Cat(I,Ens∗) → Ens∗

aus exakten Sequenzen exakte Sequenzen.

17.7.1.19 (Exaktheit filtrierender Kolimites von Gruppen). Für ein filtrieren-
des System von Gruppen erhalten wir auf dem Mengenkolimes aus 17.7.1.15 in
offensichtlicher Weise eine Struktur als Gruppe, und es ist auch klar, daß wir so
den Kolimes in der Kategorie der Gruppen konstruieren können. Unser Lemma
gilt also analog auch für Gruppen.

Beweis. Sei F → G→ H unsere Sequenz. Bezeichne (ϕi), (ψi) die Morphismen
unserer Sequenz und ϕ, ψ ihre Kolimites. Sicher ist die Verknüpfung auch im Ko-
limes konstant. Ist andererseits ini(gi) ∈ colf G ein Element im Kolimes der Mitte,
das auf ∗ ∈ colf H geht, so folgt ini ψi(gi) = ∗, nach 17.7.1.15 also ζψi(gi) = ∗
für geeignetes ζ : i → j, also ψjζ(gi) = ∗ und folglich gilt ζ(gi) = ϕj(fj) und
ini(gi) = ϕ inj(fj).
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Definition 17.7.1.20. Eine Unterkategorie K ⊂ I einer filtrierenden Kategorie
heißt konfinal, wenn sie voll ist und wenn es für jedes i ∈ I einen Morphismus
zu einem Objekt k ∈ K gibt.

17.7.1.21 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur heißt diese Eigen-
schaft meist „kofinal“. Da die Vorsilbe „ko“ aber in diesem Zusammenhang mit
der Bedeutung „dasselbe für die opponierte Kategorie“ belastet ist, habe ich die
Terminologie variiert.

Lemma 17.7.1.22 (Übergang zu konfinalem Teilsystem). Seien I eine filtrie-
rende Kategorie, K ⊂ I konfinal und M : I → C ein Funktor. Genau dann
existiert der Kolimes von M über I, wenn der Kolimes über K existiert, und dann
ist der offensichtliche Morphismus ist ein Isomorphismus

colf
k∈K

Mk
∼→ colf

i∈I
Mi

Beweis. Beide Seiten haben dieselbe universelle Eigenschaft. Man überzeuge sich
davon zunächst im Spezialfall, daß I ein finales Objekt besitzt und daß K nur aus
diesem einen finalen Objekt besteht.

Beispiel 17.7.1.23 (Limites von Mengen). In der Kategorie der Mengen existie-
ren Limites: Die Teilmenge des Produkts

d
i∈IMi, die besteht aus allen Tupeln

(mi)i∈I mit p(mi) = mj für alle Pfeile p : i→ j, löst unser universelles Problem.
Wählen wir etwas vorsichtiger ein Universum U mit I ∈ U und Mi ∈ U ∀i ∈ I,
so existiert unser Limes in UEns. Existiert umgekehrt unser Limes in UEns für
ein Mengensystem U, so erkennt man leicht, daß er auch für jedes größere Men-
gensystem existieren und derselbe bleiben muß.

Ergänzung 17.7.1.24 (Leere Limites nichtleerer Mengen). Der Limes eines ko-
filtrierenden Systems nichtleerer endlicher Mengen ist nicht leer: Das folgt aus
dem Satz von Tychonoff 15.3.2.10 mit Übung 12.4.1.13 zu nichtleeren Schnitt-
mengen von Familien abgeschlossener Teilmengen in Kompakta. Im Fall unend-
licher Mengen stimmt das nicht mehr. Die Mengen Z≤n mit den Inklusionen als
Morphismen bilden etwa ein kofiltrierendes System nichtleerer unendlicher Men-
gen mit leerem Limes. Sogar bei einem kofiltrierenden System nichtleerer Men-
gen mit surjektiven Morphismen kann es verblüffenderweise vorkommen, daß der
Limes leer ist. Mehr dazu findet man in der „Théorie des Ensembles“ von Bour-
baki.

Beispiel 17.7.1.25 (Formale Potenzreihen als Limes). Wir können den Ring
kJXK der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in einem Ring k beschreiben
als Limes des Systems aller „abgeschnittenen Polynomringe“. Genauer liefert die
universelle Eigenschaft einen Isomorphismus kJXK ∼→ limfn k[X]/〈Xn〉.
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17.7.1.26. Als Konsequenz unseres Resultats für Kolimites in 17.7.1.22 bleiben
auch kofiltrierende Limites unverändert bei der Restriktion zu einer Unterkatego-
rie, deren opponierte Kategorie konfinal ist in der Opponierten der Indexkategorie
des ursprünglichen Systems.

Übungen

Übung 17.7.1.27 (Limites und volltreue Funktoren). Seien D : I → C eine
Darstellung eines Köchers in einer Kategorie und V : C ∼

↪→ C ′ ein volltreuer
Funktor. Existiert dann der Limes von V D und liegt im essentiellen Bild von V ,
so existiert auch der Limes von D und der offensichtliche Morphismus ist ein
Isomorphismus V (limD)

∼→ lim(V D). Analoges gilt für Kolimites.

Ergänzende Übung 17.7.1.28. Gegeben ein CW-Komplex X ist seine Homologie
der Kolimes der Homologie seiner Skelette, in Formeln

colf
n

Hq(X
≤n)

∼→ Hq(X)

für alle q. Hinweis: Man zeige zunächst die analoge Aussage für Ketten mit
15.1.7.36 und verwende dann die Exaktheit filtrierender Kolimites.

Übung 17.7.1.29. Gegeben ein Diagramm von Gruppen (oder abelschen Grup-
pen, oder Ringen, oder Moduln) trägt sein Limes als Diagramm von Mengen in
natürlicher Weise die Struktur einer Gruppe (oder einer abelschen Gruppe, oder
eines Rings, oder eines Moduls) und wird mit dieser Struktur ein Limes in der
jeweiligen Kategorie.

Übung 17.7.1.30 (Linksadjungierte vertauschen mit Kolimites). SeienL : B →
C ein Funktor und I ein Köcher und X : I → B eine Darstellung unseres
Köchers. Existiert der Kolimes colXi und besitzt L einen Rechtsadjungierten,
so machen auch die offensichtlichen Morphismen L(Xi) → L(colXi) die rechte
Seite zu einem Kolimes der Darstellung LX : I → C. Opponiert zeigt man, daß
Rechtsadjungierte mit Limites vertauschen.

Übung 17.7.1.31 (Partielle Linksadjungierte vertauschen mit Kolimites). Sei-
en genauer R : C → B ein Funktor und I ein Köcher und X : I → B eine
Darstellung unseres Köchers. Existiert der Kolimes colXi und ist der partielle
Linksadjungierte L : B 99K C von R bei allen Xi sowie bei colXi definiert, so
machen auch die offensichtlichen Morphismen L(Xi) → L(colXi) die rechte
Seite zu einem Kolimes der Darstellung LX : I → C. Opponiert zeigt man, daß
partielle Rechtsadjungierte mit Limites vertauschen.

Übung 17.7.1.32. Ist (Xi) eine Darstellung eines Köchers in der Kategorie der to-
pologischen Räume und Y lokal kompakt, so liefert die offensichtliche Abbildung
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einen Homöomorphismus von Kolimites

col(Xi × Y )
∼→ (colXi)× Y

Hinweis: 17.7.1.30 und Exponentialgesetz 15.1.9.9.

Übung 17.7.1.33. Die Realisierung des vollen Simplex über einer nichtleeren
MengeE ist stets zusammenziehbar. Hinweis: Für die Teilmenge ∆(E) ⊂ Ens(E,R)
und ein Element g ∈ ∆(E) betrachte man die Abbildung [0, 1]×∆(E)→ ∆(E)
mit (a, f) 7→ ag + (1 − a)f und zeige mit 17.7.1.32, daß sie stetig ist. Weiter
besitzt jeder Punkt sogar eine Umgebungsbasis aus offenen konvexen und mithin
zusammenziehbaren Umgebungen.

Übung 17.7.1.34 (Transitivität von Limites und Kolimites). Seien I und J Kö-
cher und sei B eine Kategorie und X : I × J → B eine Darstellung. So ist,
immer unter der Voraussetzung der Existenz unserer Kolimites, der offensichtliche
Morphismus ein Isomorphismus

col
I×J

X(i,j)
∼→ col
I

(
col
J
X(i,j)

)
Analoges gilt für Limites.

Übung 17.7.1.35 (Transitivität von filtrierenden Limites und Kolimites). Sei
eine Kategorie I die Vereinigung einer in Bezug auf Inklusionen filtrierenden
Familie von Unterkategorien I =

⋃
α∈A Iα. So existiert für ein von I indiziertes

System, bei dem die Kolimites auf der linken Seite existieren, auch der Kolimes
der rechten Seite und der natürliche Morphismus ist ein Isomorphismus

colfα∈A (coli∈Iα Di)
∼→ coli∈I Di

Übung 17.7.1.36 (Hinreichendes Kriterium für filtrierende Kolimites). Seien
C eine Kategorie undX : I → C ein filtrierendes System und ψ = (ψi : Xi → D)
ein Morphismus in das konstante System zu einem ObjektD ∈ C. Man zeige: Gibt
es einen Index j und einen Morphismus ϕj : D → Cj mit ψj ◦ ϕj = idD, so ist
unser Morphismus ψ ein Kolimes.

Übung 17.7.1.37 (Tensorprodukte vertauschen mit Kolimites). In Formeln lie-
fert also die kanonische Abbildung einen Isomorphismus

col(Mi ⊗R N)
∼→ (colMi)⊗R N

Hinweis: Man beachte, daß ⊗RN einen Rechtsadjungierten besitzt, und wende
17.7.1.30 an.
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Ergänzende Übung 17.7.1.38. Gegeben eine abelsche Gruppe G und n ∈ N
betrachte man die Kategorie mit Ab(Zn, G) als Objektmenge und Morphismen
ζ : ϕ → ψ allen Gruppenhomomorphismen ζ : Zn → Zn mit ψ ◦ ζ = ϕ. Man
zeige: Für n ≥ 2 ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

colϕ Zn
∼→ G

mit dem über die Kategorie Ab(Zn, G) zu verstehenden Kolimes. Man zeige wei-
ter, daß das für n ≤ 1 nicht mehr stimmt.

Ergänzende Übung 17.7.1.39 (Kolimes eines Systems aus Surjektionen). Ge-
geben ein filtrierendes System (Mi) von Gruppen, dessen sämtliche Morphismen
Surjektionen sind, kann man den Kolimes auch beschreiben, indem man ein i fest-
hält und Mi teilt durch die Vereinigung der Kerne aller p : i→ j.

Ergänzende Übung 17.7.1.40 (Tensorprodukt über filtrierendem Kolimes). Mit-
hilfe von 17.7.1.39 zeige man: Gegeben ein filtrierendes System von Ringen Ri

mit Kolimes R und einen R-Rechtsmodul M sowie einen R-Linksmodul N indu-
ziert die kanonische Abbildung einen Isomorphismus

colf
i

(M ⊗Ri N)
∼→M ⊗R N

Übung 17.7.1.41. Sei der topologische Raum X eine aufsteigende oder allge-
meiner eine filtrierende Vereinigung offener Teilmengen. In Formeln gelte also
X =

⋃
i∈I Ui und für je zwei Indizes i, j ∈ I existiere ein Index k ∈ I mit

Ui ⊂ Uk und Uj ⊂ Uk. So induzieren die offensichtlichen Abbildungen Isomor-
phismen

colf Hq(Ui)
∼→ Hq(X) und colf π1(Ui, x)

∼→ π1(X, x),

wobei an zweiter Stelle der Kolimes über alle i mit x ∈ Ui gemeint ist.

Ergänzende Übung 17.7.1.42. Algebraisch Gebildete mögen zeigen, daß in der
Kategorie Kring der Kringe beliebige Kolimites existieren. Hinweis: Man beginne
mit der Existenz filtrierender Kolimites in Anlehnung an 17.7.1.19. Man erinnere
die Existenz endlicher Koprodukte aus 7.2.6.12. Man folgere die Existenz belie-
biger Koprodukte als filtrierende Kolimites über alle endlichen Teilkoprodukte.
Schließlich gehe man noch zu geeignet zu Restklassenringen über.

Übung 17.7.1.43 (Exaktheitseigenschaften von Limites). Gegeben eine links-
exakte Sequenz M ′

i ↪→ Mi → M ′′
i von Diagrammen abelscher Gruppen ist die

Sequenz der Limites auch eine linksexakte Sequenz

limM ′
i ↪→ limMi → limM ′′

i
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Sind unsere Diagramme indiziert durch n ∈ N, aufgefaßt als Köcher mit Pfeilen
(n → n − 1), und besteht die Sequenz aus kurzen exakten Sequenzen M ′

n ↪→
Mn � M ′′

n und ist das linke System surjektiv in dem Sinne, daß alle seine Mor-
phismen Surjektionen M ′

n � M ′
n−1 sind, so bilden die inversen Limites sogar

eine kurze exakte Sequenz

limf
n
M ′

n ↪→ limf
n
Mn � limf

n
M ′′

n

Man kann das auch noch allgemeiner zeigen unter der noch schwächeren soge-
nannten Mittag-Leffler-Bedingung, daß in jedem M ′

n die absteigende Folge der
Bilder der M ′

j mit j > n nach endlich vielen Schritten konstant wird, etwa beim
Bild von M ′

j(n). Hinweis: Wähle j(n) jeweils kleinstmöglich. Gegeben ein Ele-
ment des inversen Limes (m′′n) wähle man zunächst in der Mitte jeweils Urbilder
mn und davon ausgehend „bessere“ Urbilder als die Bilder m̃n ∈ Mn der mj(n),
und ändere die mj(n) dann induktiv so ab, daß die m̃n ein Element des inversen
Limes werden.
Ergänzende Übung 17.7.1.44 (Exaktheitseigenschaften von Limites, Variante).
Sei ein inverses System von kurzen exakten Sequenzen M ′

ω ↪→ Mω � M ′′
ω abel-

scher Gruppen über einer wohlgeordneten Menge Ω gegeben. Ist das linke System
transfinit surjektiv in dem Sinne, daß für alle ω ∈ Ω die offensichtlichen Abbil-
dungen Surjektionen M ′

η � limfω<ηM
′
ω liefern, so bilden die inversen Limites

eine kurze exakte Sequenz

limf
ω
M ′

ω ↪→ limf
ω
Mω � limf

ω
M ′′

ω

Hinweis: Man orientiere sich am Fall der wohlgeordneten Menge N. Gäbe es für
eine verträgliche Familie (m′′ω) kein Urbild, so gäbe es einen kleinsten Index η der-
art, daß wir zu einem vorgegebenen verträglichen System von Urbildern (mω)ω<η
kein mögliches mη finden könnten. Wieder reicht es auch aus, die transfinite
Mittag-Leffler-Bedingung anzunehmen, daß es für jedes η ein α ≥ η gibt derart,
daß für β ≥ α die Bilder von M ′

β und M ′
α in limfω<ηM

′
ω übereinstimmen.

Beispiel 17.7.1.45. Die kurzen exakten Sequenzen pnZ ↪→ Z� Z/pnZ für p 6= 0
liefern im inversen Limes keine kurze exakte Sequenz: Die kanonische Abbildung
Z→ Zp von Z in die p-adischen Zahlen ist nicht surjektiv.
Übung 17.7.1.46 (Übergang zu den Schnitten der Bilder beim Limes). Gege-
ben ein Diagramm Mi abelscher Gruppen über einem Köcher I betrachten wir
das Unterdiagramm der Schnitte der Bilder gegeben durch

Si :=
⋂
j→i

im(Mj →Mi)

Man zeige, daß die Einbettung dieses Unterdiagramms auf den Limites einen Iso-
morphismus limSi

∼→ limMi induziert.
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Übung 17.7.1.47 (Übergang zum bidualen Diagramm beim Limes). Gegeben
ein DiagrammMi von Vektorräumen über einem Köcher I zeige man: Besteht das
Unterdiagramm der Schnitte aller Bilder aus endlichdimensionalen Untervektor-
räumen, gilt also in Formeln dim

⋂
j→i im(Mj →Mi) <∞ für alle i, so induziert

die Einbettung unseres Diagramms in das Diagramm der jeweiligen Bidualräume
einen Isomorphismus limMi

∼→ limM∗∗
i . Hinweis: 17.7.1.46.

Übung 17.7.1.48 (Exakte Limites exakter Komplexe abelscher Gruppen). Sei
ein durch die natürlichen Zahlen indiziertes inverses System von exakten Komple-
xen abelscher Gruppen gegeben. Sind alle Morphismen unseres Systems surjektiv,
so ist auch der inverse Limes exakt. Sind genauer alle Komplexe unseres inversen
Systems exakt in den Graden Null und Eins, so ist der inverse Limes exakt im
Grad Eins. Wir denken hier an obere Indizes, das Differential erhöht also den
Grad. Hinweis: Die Bilder fallen einerseits mit den Zykeln zusammen und bilden
andererseits auch ein inverses System mit surjektiven Morphismen. Nun wende
man das Mittag-Leffler-Kriterium 17.7.1.43 an.

Übung 17.7.1.49. Sei ein durch eine wohlgeordnete Menge indiziertes inverses
System von exakten Komplexen abelscher Gruppen gegeben. Ist unser System an
jeder Stelle transfinit surjektiv, so ist auch der inverse Limes exakt.

Übung 17.7.1.50. Sei ein durch eine wohlgeordnete Menge Ω indiziertes inverses
SystemXω von Komplexen abelscher Gruppen gegeben. Ist unser System an jeder
Stelle ω ∈ Ω transfinit surjektiv und ist an jeder Stelle ω ∈ Ω der Komplex
der Kerne ker(Xη � limfω<ηXω) exakt, so ist auch der Limes exakt. Hinweis:
Wegen 17.7.1.49 reicht es zu zeigen, daß alle unsere Komplexe Xω exakt sind.
Andernfalls gibt es ein kleinstes η, für das der Komplex Xη nicht exakt ist, und
mit 17.7.1.49 und der langen exakten Homologiesequenz landen wir bei einem
Widerspruch.

Übung 17.7.1.51. Gegeben ein Morphismus von Systemen von Kettenkomplexen
abelscher Gruppen ist der Limes der zugehörigen Abbildungskegel der Abbil-
dungskegel des auf den Limites induzierten Morphismus.

Übung 17.7.1.52 (Inverser Limes erhält manchmal Quasiisomorphismen). Sei
gegeben ein Morphismus u : X → Y von durch N indizierten inversen Systemen
von Komplexen abelscher Gruppen. Im Diagramm

Xn
1

∂ //

��

Xn+1
1

��
Xn

0
∂ // Xn+1

0
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deuten die vertikalen Pfeile die Morphismen des inversen SystemsX an. Induziert
ui : Xi → Yi für alle i ∈ N Isomorphismen auf der Kohomologie und sind alle
Morphismen unserer inversen Systeme Surjektionen Xi � Xi−1, Yi � Yi−1, so
induziert auch die im inversen Limes erhaltene Kettenabbildung

limf Xi → limf Yi

Isomorphismen auf der Kohomologie. Hinweis: Es reicht, die Exaktheit des Ab-
bildungskegels zu zeigen. Das gelingt mit 17.7.1.51 und 17.7.1.48. Nehmen wir
feiner nur an, daß ui für alle i Isomorphismen auf H0,H1 und H2 induziert, so
folgt in derselben Weise, daß die im inversen Limes erhaltene Kettenabbildung
einen Isomorphismus auf H1 induziert. Dasselbe gilt, wenn wir inverse Limites
über eine allgemeinere wohlgeordnete Menge bilden und unsere inversen Syste-
me (Xi) und (Yi) transfinit surjektiv annehmen.

Übung 17.7.1.53 (Vertauschen von inversem Limes und Kohomologie). Seien
R ein Ring und X ein durch N indiziertes inverses System . . . � X1 � X0

von Komplexen von R-Moduln mit surjektiven Systemmorphismen. Sei q ∈ Z
fest gewählt. Sind die (q − 1)-ten Kohomologiegruppen unserer Komplexe alle
artinsch, zum Beispiel endlichdimensionale Vektorräume oder endliche abelsche
Gruppen, so liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

Hq(limf Xi)
∼→ limfHq(Xi)

Allgemeiner reicht es hier sogar zu fordern, daß für jedes feste i die Bilder von
Hq−1(Xj+i) → Hq−1(Xi) für große j stagnieren. Hinweis: Unter unserer An-
nahme erfüllen die inversen Systeme der (q − 1)-Kozykel die Mittag-Leffler-
Bedingung.

Übung 17.7.1.54 (Quasiisomorphismus zum Limes der bidualen Komplexe).
Seien k ein Körper und X ein durch N indiziertes inverses System . . . � X1 �
X0 von Komplexen von k-Vektorräumen mit surjektiven Systemmorphismen. Sind
bei festem i die Bilder vonHq(Xj+i)→ Hq(Xi) endlichdimensional für große j,
so induziert die offensichtliche Kettenabbildung

limf Xi → limf X∗∗i

Isomorphismen auf der Kohomologie. Hinweis: 17.7.1.53 liefert schon einmal
Isomorphismen Hq(limf Xi)

∼→ limf(HqXi). Dann liefert 17.7.1.47 uns weiter
Isomorphismen limf(HqXi)

∼→ limf((HqXi)
∗∗). Andererseits liefert die Exakt-

heit des Dualisierens Isomorphismen (HqXi)
∗∗ ∼→ Hq(X∗∗i ).
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17.7.2 Kompakte Kohomologie
17.7.2.1. Wir wollen den Dualitätssatz von Poincaré 17.6.4.9 durch eine Art „In-
duktion über die offenen Teilmengen“ beweisen und müssen dazu eine Version
dieses Satzes für nicht notwendig kompakte Mannigfaltigkeiten formulieren. Für
jeden topologischen Raum X erklären wir seine singuläre Kohomologie mit
kompaktem Träger oder kurz kompakte Kohomologie als den Kolimes

Hq
!X := colf

K
Hq(X,X\K)

seiner relativen Kohomologiegruppen in Bezug auf die Komplemente kompakter
Teilmengen. Dieser Kolimes ist also zu verstehen über alle Kompakta K ⊂ X .

17.7.2.2. Kompakte Kohomologie hat nur für lokal kompakte Hausdorffräume so
gute Eigenschaften, daß sie zu etwas nutze ist. Ich will dennoch versuchen, im
folgenden die jeweils benötigten Eigenschaften der beteiligten Räume in jedem
Fall explizit dazuzuschreiben.

17.7.2.3 (Diskussion der Notation). Üblich ist für kompakte Kohomologie die
Notation Hq

cX . Bei ihrer Verallgemeinerung zum „Vorschub mit kompaktem Träger“
hat sich aber schon lange die !-Notation durchgesetzt und beim unteren Index
c liegt auch immer die Fehlinterpretation als c-te Homologie nahe, weshalb ich
die !-Notation bevorzuge. Natürlich kann kompakte Kohomologie auch mit Ko-
effizienten in einer abelschen Gruppe G definiert werden. Wir schreiben dann
Hq

! (X;G). Im weiteren Verlauf werden wir auch noch andere Kohomologietheo-
rien wie de-Rham-Kohomologie und Garbenkohomologie einführen. Wenn wir
dann besonders betonen wollen, daß singuläre Kohomologie gemeint ist, schrei-
ben wir genauer Hq

! (X;G)sing.

Beispiel 17.7.2.4. Für die kompakte Kohomologie des Rn gilt

Hq
! (R

n) ∼=
{
Z q = n;
0 sonst.

In der Tat bilden immer größere Bälle um den Ursprung ein konfinales System
im System aller kompakten Teilmengen des Rn, und für dieses System wird der
fragliche Kolimes aus 17.7.2.1 nach 17.6.3.6 über ein System aus Isomorphis-
men gebildet und ist damit leicht zu berechnen. Man beachte, daß die kompakte
Kohomologie insbesondere keine Homotopieinvariante ist.

17.7.2.5. Für jede offene Teilmenge U ⊂◦ X eines Hausdorffraums oder allgemei-
ner jede offene Einbettung i : U ↪→ X von Hausdorffräumen erhalten wir eine
Abbildung, die Ausdehnung durch Null

i! : Hq
!U → Hq

!X
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als Kolimes der Abbildungen Hq(U,U\K)
∼→ Hq(X,X\K) → Hq

!X , wo die
ersten Abbildungen die Inversen zu den Ausschneidungsisomorphismen meinen
und der Limes über alle Kompakta aus U zu bilden ist. Die Hausdorff-Eigenschaft
wird benötigt, um sicherzustellen, daß unser Kompaktum K abgeschlossen ist in
X und wir somit die Ausschneidungsisomorphismen zur Verfügung haben.

17.7.2.6. Für jede eigentliche Abbildung f : X → Y erhalten wir das eigentliche
Zurückholen

f ! : Hq
! Y → Hq

!X

durch colfL Hq(Y, Y \L)→ colfL Hq(X,X\f−1(L))→ colfK Hq(X,X\K) alias
das Zurückholen in der relativen Kohomologie gefolgt von der Abbildung in den
längeren Kolimes.

17.7.2.7. Seien X ein lokal kompakter Hausdorffraum und U eine offene Über-
deckung von X . Gegeben K ⊂ X kompakt gibt es dann U1, . . . , Ur ∈ U und
Kompakta Ki ⊂ Ui mit K = K1 ∪ . . . ∪Kr. In der Tat besitzt ja jeder Punkt von
K eine Umgebung mit kompaktem und ganz in einem überdeckenden U ∈ U ent-
haltenem Abschluß. Endlich viele dieser Umgebungen überdecken K, und dann
wird der Beweis mit etwas Basteln zu Ende gebracht.

17.7.2.8 (Mayer-Vietoris-Sequenz für H∗! ). Ist ein Hausdorffraum X Vereini-
gung von zwei offenen Teilmengen X = U ∪ V und sind K ⊂ U und L ⊂ V
kompakt, so haben wir in 17.6.3.3 eine lange exakte Sequenz

Hq(X,X\(K ∩ L))→ Hq(X,X\K)⊕ Hq(X,X\L)→ Hq(X,X\(K ∪ L))→

konstruiert. Mit Ausschneidung und Übergang zum Kolimes über alle K und L
ergibt sich daraus mit 17.7.2.7 für jeden lokal kompakten Hausdorffraum eine
lange exakte Sequenz

. . .→ Hq
! (U ∩ V )→ Hq

! (U)⊕ Hq
! (V )→ Hq

! (X)→ Hq+1
! (U ∩ V )→ . . .

Sie heißt die Mayer-Vietoris-Sequenz der kompakten Kohomologie.

17.7.2.9. Gegeben ein topologischer Raum X erklären wir den Komplex der sin-
gulären kompakten Koketten als den filtrierenden Kolimes über alle Kompakta

S∗!X := colf
K

S∗(X,X\K)

der relativen Koketten. Er kann auch beschrieben werden als der Komplex aller
Koketten, für die es ein Kompaktum gibt derart, daß sie auf allen Simplizes ver-
schwinden, die besagtes Kompaktum nicht treffen. Wegen der Exaktheit filtrie-
render Kolimites berechnet dieser Komplex die kompakte Kohomologie im Sinne
von 17.7.2.1. Wir erhalten so in Formeln kanonische Isomorphismen

HqS∗!X
∼→ Hq

!X
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Dieses Bild soll anhand der simplizialen Interpretation veranschaulichen, daß nur
die zweite kompakte Kohomologie der Ebene nicht verschwindet und daß sie frei
ist vom Rang Eins über dem Koeffizientenring. Der Korand eines Punktes ist die

formale Summe aller „orientierten aus ihm herauslaufenden Kanten“. Es ist
damit klar, daß es außer der Null keinen Null-Simplizialkozykel gibt. Der

Korand eines orientierten Segments ist die Summe aller 2-Simplizes, in deren
Rand es liegt, mit einer durch die Orientierung unseres Segments bestimmten

Orientierung. Man kann sich etwa mithilfe der dualen Zellenzerlegung
klarmachen, daß alle Eins-Simplizialkozykel Ränder sind. Schließlich sind alle

2-Simplizialkoketten auch 2-Kozykel und zwei 2-Koketten sind kohomolog
genau dann, wenn die „Zahl der darin vorkommenden orientierten 2-Simplizes

gleich ist, wobei 2-Simplizes mit entgegengesetztem Drehsinn negativ zu zählen
sind“.
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17.7.2.10. Ich erinnere daran, daß ein Simplizialkomplex nach 16.2.7.18 lokal
endlich heißt, wenn jede seiner Ecken nur zu endlich vielen Simplizes gehört,
und daß die geometrische Realisierung jedes lokal endlichen Simplizialkomplexes
lokal kompakt ist.

17.7.2.11 (Kompakte simpliziale Kohomologie). Um Anschauung für die kom-
pakte Kohomologie bereitzustellen, erkläre ich auch noch die simpliziale Bedeu-
tung dieses Konzepts. Gegeben ein lokal endlicher Simplizialkomplex K können
wir im Komplex der Simplizialkoketten aus 17.6.3.4 einen Unterkomplex S∗!K ⊂
S∗K bilden, indem wir nur solche Abbildungen f : K≤q → Z zulassen, die auf
fast allen angeordneten q-Simplizes verschwinden. Wir nennen ihn den Komplex
der kompakten Simplizialkoketten und behaupten, daß er bereits die kompakte
Kohomologie H∗! ∆(K) berechnet. Nach 17.7.1.22 können wir ja bei der Defini-
tion der kompakten Kohomologie den Kolimes ebenso gut über alle Teilmengen
K mit kompaktem Abschluß laufen lassen. Wieder nach 17.7.1.22 haben wir in
unserem speziellen Fall auch

H∗! ∆(K)
∼→ colf

L
H∗(∆(K),∆(L))

mit dem Kolimes über alle Unterkomplexe L ⊂ K, für die gilt |K\L| <∞. Nach
17.6.3.4 in Verbindung mit dem Fünferlemma wird nun aber die relative Koho-
mologie H∗(∆(K),∆(L)) berechnet durch den Komplex S∗(K,L) der relativen
Simplizialkoketten, den wir erklären als den Kern der offensichtlichen Kettenab-
bildung S∗K� S∗L. Bilden wir den Kolimes dieser Kerne, so erhalten wir gerade
unseren Komplex S∗!K. Wegen der Exaktheit filtrierender Kolimites erhalten wir
so Isomorphismen

Hq S∗!K
∼→ Hq colfL S∗(K,L)
∼→ colfLHq S∗(K,L)
∼→ colfLHq(∆(K),∆(L))
∼→ Hq

! ∆(K)

17.7.2.12 (Kompakte Kohomologie als Modul). Nach 17.6.4.15 ist für jedes
Raumpaar seine relative Kohomologie in natürlicher Weise ein Modul über dem
Kohomologiering des großen Raums. Durch Übergang zum Kolimes wird damit
auch die kompakte Kohomologie jedes Raums ein Modul über seinem Kohomo-
logiering.

Übungen

Übung 17.7.2.13. Ist ein Hausdorffraum X Vereinigung eines Systems offener
Teilmengen U derart, daß es für je zwei Mengen aus U eine weitere Menge aus
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U gibt, die sie beide umfaßt, so induzieren die eben erklärten Abbildungen einen
Isomorphismus colfU∈U Hq

! (U)
∼→ Hq

! (X).

17.7.3 Lokalendliche Homologie*
17.7.3.1. Um zusätzliche Anschauung für die kompakte Kohomologie bereitzu-
stellen, will ich nun erklären, in welcher Weise ihr Dualraum in vielen Fällen als
„lokalendliche Homologie“ alias „Borel-Moore-Homologie“ interpretiert werden
kann. Ich selbst kann mir Homologie besser vorstellen, deshalb hilft mir das. Man
beachte, daß es sich in diesem Fall andersherum verhält als bei gewöhnlicher Ho-
mologie und Kohomologie: Die lokalendliche Homologie ist zwar für lokal kom-
pakte Simplizialkomplexe und Körperkoeffizienten der Dualraum der kompakten
Kohomologie, die kompakte Kohomologie ist jedoch nur dann auch umgekehrt
der Dualraum der lokalendlichen Homologie, wenn sie endlichdimensional ist. In
diesem Sinne scheint mir die kompakte Kohomologie ähnlich grundlegend zu sein
wie die Homologie.

Definition 17.7.3.2. Gegeben ein topologischer Raum X erklären wir die Gruppe
S!
qX der lokalendlichen singulären q-Ketten als die Gruppe aller Abbildungen

Top(∆q, X) → Z mit der Eigenschaft, daß jeder Punkt x ∈ X eine Umgebung
U besitzt derart, daß nur endlich vielen singulären Simplizes σ : ∆q → X mit
σ(∆q) ∩ U 6= ∅ eine von Null verschiedene Zahl zugeordnet wird. Der Zusatz
„lokalendlich“ wirkt in diesem Fall also begriffserweiternd. Man überlegt sich
leicht, daß wir wie bei der Definition der Homologie Randoperatoren

∂ : S!
qX → S!

q−1X

erklären können: Die lokale Endlichkeit unserer Ketten sorgt dafür, daß beim Bil-
den der Ränder keine unendlichen Summen von Koeffizienten auftreten. Die Ho-
mologiegruppen des Komplexes S!X der lokalendlichen singulären Ketten nennen
wir die lokalendliche Homologie und genauer die singuläre lokalendliche Ho-
mologie oder auch die Borel-Moore-Homologie von X und notieren sie

H!
qX = H!

q(X)sing := HqS
!X

Natürlich können wir diese Konstruktionen auch analog mit Koeffizienten in ei-
ner beliebigen abelschen Gruppe G durchführen. Wir erhalten so Kettenkomplexe
S!(X;G), notieren deren Homologie H!

q(X;G) := HqS
!(X;G) und nennen sie

die lokalendliche Homologie von X mit Koeffizienten in G.

17.7.3.3 (Diskussion der Terminologie und Notation). In der Literatur findet
man meist andere Definitionen, vergleiche etwa [BM60], die zwar nicht immer,
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Ein lokalendlicher Eins-Zykel im topologischen Raum, der aus drei ins
Unendliche laufenden von demselben Punkt ausgehenden Halbgeraden besteht.
Die erste lokalendliche Homologie ist frei vom Rang Zwei und wird erzeugt von
dem hier gezeichneten Zykel zusammen mit seinen beiden gedrehten Varianten.

Die einzige Relation ist, daß die Summe dieser drei Erzeuger verschwindet.
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aber doch in allen mir bekannten Anwendungsfällen dieselben Gruppen liefern.
Die Bezeichnung als Borel-Moore-Homologie ist zwar üblich, schien mir aber
weniger aussagekräftig, weshalb ich die Terminologie „lokalendliche Homolo-
gie“ vorziehe. Die Notation H!

qX ist unüblich, sie scheint mir jedoch praktisch
und ich kenne auch keine allgemein übliche Notation. Die obige Definition liefert
im allgemeinen eine Theorie mit ziemlich schlechten formalen Eigenschaften. Sie
ist jedoch zumindest meiner Anschauung gut zugänglich und kann in interessan-
ten Anwendungsfällen mit anderen Theorien identifiziert werden, die vielleicht
weniger anschaulich sind, dafür aber bessere formale Eigenschaften haben.

17.7.3.4 (Simpliziale Interpretation der lokalendlichen Homologie). Gegeben
ein lokal endlicher SimplizialkomplexK können wir den Komplex der lokalend-
lichen Simplizialketten S!K ganz analog bilden wie den Komplex der Simplizial-
ketten SK aus 17.1.1.5, indem wir eben auch unendliche formale Linearkombina-
tionen von angeordneten Simplizes zulassen. Die Homologie dieses Komplexes
nennen wir die simpliziale lokal endliche Homologie unseres lokal endlichen
Simplizialkomplexes und notieren sie

H!
qK := HqS

!K

Analog wie in 17.3.1.3 definieren wir auch den Komplex der lokalendlichen sim-
plizialsingulären Ketten S! s∆(K) ⊂ S!∆(K) und analog wie in 17.3.1.6 die Ket-
tenabbildung S! s∆(K) → S!K von den lokalendlichen simplizialsingulären Ket-
ten in die lokalendlichen Simplizialketten.

Satz 17.7.3.5 (Simpliziale als singuläre lokalendliche Homologie). Für jeden
lokalendlichen Simplizialkomplex K induzieren die in 17.7.3.4 eingeführten Ket-
tenabbildungen S!K ← S! s∆(K) ↪→ S!∆(K) Isomorphismen auf der Homologie

H!
qK

∼← HqS
! s∆(K)

∼→ H!
q∆(K)

Beweis. Alle in diesem Satz auftauchenden Gruppen, Komplexe et cetera zerfal-
len in ein Produkt über die Zusammenhangskomponenten unseres Simplizialkom-
plexes, den wir deshalb ohne Beschränkung der Allgemeinheit zusammenhängend
und damit abzählbar annehmen dürfen. Wir können unseren Simplizialkomplex
dann als Vereinigung einer aufsteigenden Folge K0 ⊂ K1 ⊂ . . . endlicher Teil-
komplexe schreiben derart, daßKn+1 jeweils alle Simplizes umfaßt, die Simplizes
aus Kn treffen. Wir betrachten nun die Unterkomplexe Ln aller Simplizes von K,
die keinen Simplex von Kn treffen, und bilden das kommutative Diagramm mit
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exakten Spalten

SLn� _

��

Ss∆(Ln)oo
� _

��

� � // S∆(Ln)� _

��
SK

����

Ss∆(K)

����

oo � � // S∆(K)

����
SK/SLn Ss∆(K)/Ss∆(Ln)oo // S(∆(K),∆(Ln))

Nach 17.3.1.7 induzieren die Horizontalen oben und in der Mitte Isomorphismen
auf der Homologie, nach dem Fünferlemma und der langen exakten Homologie-
sequenz gilt das also auch für die Horizontalen unten. Gehen wir in der unteren
Horizontale zum inversen Limes über, so erhalten wir gerade die Morphismen von
Komplexen

S!K ← S! s∆(K)→ S!∆(K)

aus unserem Satz, denn die Komplemente der ∆(Ln) sind final im System aller
Teilmengen von ∆(K) mit kompaktem Abschluß. Da alle System-Morphismen
der fraglichen inversen Systeme Surjektionen sind, folgt die Behauptung nun aus
Übung 17.7.1.52, nach der gewisse inverse Limites von Quasiisomorphismen von
Kettenkomplexen wieder Quasiisomorphismen sind.

Proposition 17.7.3.6 (Verschwinden der nullten lokalendlichen Homologie).
Sei X ein lokal kompakter lokal wegzusammenhängender abzählbar basierter zu-
sammenhängender Hausdorffraum. Ist X nicht kompakt, so gilt H!

0(X;G) = 0
für jede abelsche Gruppe G.

Beweis. Salopp gesprochen gilt es, jedem Punkt einen Weg aufzuzeigen, auf dem
er ins Unendliche fliehen kann, ja für jede lokalendliche Familie von Punkten
einen Fluchtplan aufzustellen, bei dem sie sich nicht gegenseitig zu Tode tram-
peln. Diese Grundidee wird nun ausgeführt. Ich erinnere daran, daß jede Zu-
sammenhangskomponente eines lokal wegzusammenhängenden Raums offen und
wegzusammenhängend ist. Wir gehen in Schritten vor.

1. Gegeben ein Kompaktum K ⊂ X finden wie eine nichtleere offene Menge
U ⊂◦ X mit kompaktem Abschluß Ū und mit K ⊂ U . Alle Komponenten von
X\K treffen U , sonst wäre X nicht zusammenhängend, da wir U 6= ∅ ange-
nommen hatten. Alle Komponenten liegen entweder in U oder treffen ∂U , sonst
wären sie selbst nicht zusammenhängend, da auch X\Ū nicht leer ist, da wir ja X
nichtkompakt angenommen hatten. Von den Komponenten, die nicht in U liegen,
überdecken endlich viele das Kompaktum ∂U . Das müssen dann auch bereits alle
Komponenten gewesen sein, die dieses Kompaktum treffen alias die nicht in U
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Graphische Darstellung derjenigen Simplizialkette, die für die ebenfalls
dargestellte Triangulierung der Ebene den Fundamentalzykel in Bezug auf eine

geeignete Orientierung repräsentiert. Man mache sich auch anschaulich klar, daß
die lokalendliche Homologie der Ebene in allen von Zwei verschiedenen Graden

verschwindet.
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enthalten sind. Vereinigen wir Ū mit den Abschlüssen aller nicht in U enthaltenen
Komponenten mit kompaktem Abschluß, enthalten wir also wieder ein Kompak-
tum L und finden eine offene Menge V ⊂◦ X mit V̄ kompakt und V ⊃ L. Gegeben
ein Kompaktum in einer offenen Menge K ⊂ U ⊂◦ X mit Ū kompakt haben wir
so eine offene Menge V ⊂◦ X gefunden mit V̄ kompakt, V ⊃ U und V ⊃ Z̄ für
jede Komponente Z von X\K mit kompaktem Abschluß.

2. Da X abzählbar basiert ist, finden wir mit dem ersten Schritt des Beweises in-
duktiv eine Überdeckung von X durch eine aufsteigende Folge V0 ⊂ V1 ⊂ . . .
offener Teilmengen mit V̄i kompakt und V̄i ⊂ Vi+1 und derart, daß für alle Kom-
ponenten Z von X\V̄i mit kompaktem Abschluß gilt Z̄ ⊂ Vi+1. Um Sonderfälle
der Notation zu vermeinden, setzen wir V−1 = V−2 = . . . = ∅.
3. Jeder Punkt p ∈ X\V̄i liegt in einer Komponente Z von X\V̄i−1 mit Z̄ nicht-
kompakt. Er kann folglich durch einen Weg in X\V̄i−1 mit einem Punkt aus
X\V̄i+1 verbunden werden. Damit ist klar, daß für jede Gruppe von Koeffizienten
jede lokalendliche Nullkette der Rand einer lokalendlichen Einskette ist.

17.7.3.7 (Simpliziale lokalendliche Homologie als Dualraum). Gegeben ein lo-
kal endlicher SimplizialkomplexK erhalten wir unmittelbar einen Isomorphismus
von Kettenkomplexen

S!K ∼→ (S∗!KVZ[0])

des Komplexes der lokalendlichen Simplizialketten aus 17.7.3.4 mit dem Dualen
des Komplexes der Simplizialkoketten mit kompaktem Träger, der also in gewis-
ser Weise das fundamentalere Objekt ist. Das zeigt insbesondere, daß im Fall von
Körperkoeffizienten die lokalendliche Homologie lokal endlicher Simplizialkom-
plexe der Dualraum der Kohomologie mit kompaktem Träger ist. In 17.7.3.28
zeigen wir eine analoge Aussage für etwas allgemeinere Räume.
17.7.3.8 (Beziehung zwischen lokalendlicher und gewöhnlicher Homologie).
Wir haben stets kanonische Kettenabbildungen SX → S!X und davon induzier-
te Gruppenhomomorphismen HqX → H!

qX . Für X kompakt sind diese Abbil-
dungen offensichtlich Isomorphismen. Für jedes Kompaktum K ⊂ X haben wir
weiter eine offensichtliche Kettenabbildung S!X → S(X,X\K) und damit kano-
nische Abbildungen

H!
qX → Hq(X,X\K)

auf der Homologie. Schalten wir unsere kanonischen Abbildungen HqX → H!
qX

davor, so ergeben sich die üblichen Abbildungen HqX → Hq(X,X\K), die dem-
nach für kompaktes K über die lokalendliche Homologie faktorisieren.
17.7.3.9. Gegeben ein lokal kompakter HausdorffraumX liefern die Abbildungen
S!X → S(X,X\K) aus 17.7.3.8 Isomorphismen

S!
qX

∼→ limf
K

Sq(X,X\K)
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Der inverse Limes ist dabei über alle Kompakta K ⊂ X zu verstehen. In der
Tat können in diesem Fall die lokalendlichen Ketten auch beschrieben werden als
Abbildungen Top(∆q, X) → Z mit der Eigenschaft, daß für jedes Kompaktum
K ⊂ X nur endlich vielen der σ : ∆q → X mit σ(∆q) ∩ K 6= ∅ eine von Null
verschiedene Zahl zugeordnet wird.

17.7.3.10 (Funktorialitäten der lokalendlichen Homologie). Die lokalendliche
Homologie ist keineswegs homotopieinvariant, ja nicht einmal in dem von der
Homologie gewohnten Sinne funktoriell. Vielmehr erhält man nur für eigentli-
che Abbildungen von lokal kompakten Hausdorffräumen, nach 15.2.4.13 also den
stetigen Abbildungen f : X → Y , bei denen das Urbild jedes Kompaktums kom-
pakt ist, auch Abbildungen f! : S!X → S!Y auf den lokalendlichen Ketten und
Abbildungen

f! : H!
qX → H!

qY

auf der lokalendlichen Homologie, den eigentlichen Vorschub. Mit etwas mehr
Mühe kann man für die lokalendliche Homologie von abzählbar basierten lokal
kompakten Hausdorffräumen auch noch einen offenen Rückzug konstruieren, ver-
gleiche 21.6.7.16. Im Rahmen der Garbenkohomologie konstruieren wir in ?? für
die lokalendliche Homologie sogar einen mannigfaltigen Rückzug.

Vorschau 17.7.3.11. Die wesentliche Bedeutung der lokalendlichen Homologie
liegt darin, daß in ihr auch für orientierte Mannigfaltigkeiten, die abzählbar ba-
siert aber nicht notwendig kompakt sind, ein „Fundamentalzykel“ erklärt werden
kann, vergleiche 17.7.3.13. Noch stärker gelingt das sogar für „Pseudomannig-
faltigkeiten, bei denen die Singularitäten erst in Kodimension Zwei beginnen“,
und damit insbesondere für mit ihrer analytischen Topologie versehene komplexe
algebraische Varietäten. Das besprechen wir aber hier nicht weiter.

Proposition 17.7.3.12 (Lokalendliche Homologie und Orientierungsgarbe).
Gegeben eine abzählbar basierte n-Mannigfaltigkeit M liefern die Abbildungen
aus 17.7.3.8 einen Isomorphismus

H!
nM

∼→ ΓM

zwischen ihrer n-ten lokalendlichen Homologie und dem Raum der globalen Schnit-
te ihrer Orientierungsgarbe aus 17.4.3.4.

Definition 17.7.3.13. Ist (M,ω) eine abzählbar basierte orientierte Mannigfaltig-
keit, so gibt es nach Proposition 17.7.3.12 genau ein [M ]! ∈ H!

nM mit [M ]! 7→ ωx
für alle x ∈ M . Dies Element [M ]! heißt der Fundamentalzykel der orientierten
Mannigfaltigkeit M , obwohl es genau genommen eigentlich gar kein Zykel ist
sondern vielmehr eine Homologieklasse in der lokalendlichen Homologie.
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17.7.3.14 (Diskussion der Notation). IstM sogar kompakt, so haben wir HqM =
H!
qM und [M ] = [M ]!. Ich will begründen, warum wir dennoch die neue Notation

[M ]! einführen. GegebenX ein lokal kompakter Hausdorffraum undM ⊂∧ X eine
Teilmenge, die mit der induzierten Topologie eine kompakte q-Mannigfaltigkeit
ist, und ist eine Orientierung auf M gegeben, so wollen wir unterscheiden zwi-
schen i![M ]! ∈ H!

qX und i∗[M ] ∈ HqX und wollen für diese Klassen die ab-
kürzenden Notationen [M ]! ∈ H!

qX und [M ] ∈ HqX verwenden. Wir verwenden
die Abkürzung

[M ]! = i![M ]! ∈ H!
qX

auch allgemeiner, wenn M ⊂∧ X eine abzählbar basierte nicht notwendig kom-
pakte q-Mannigfaltigkeit ist.

Ergänzung 17.7.3.15 (Bedeutung der Annahme abzählbar basiert). Die An-
nahme der Existenz einer abzählbaren Basis der Topologie in 17.7.3.12 ist we-
sentlich. Um das zu sehen, betrachte man die Alexandroff’sche Halbgerade A mit
ihrer Anordnung nach 6.5.4.2 und nehme als M das Komplement ihres kleinsten
Elements. Ich will kurz skizzieren, wie die Annahme der Existenz eines lokalend-
lichen Fundamentalzykels in diesem Fall einer nicht abzählbar basierten Mannig-
faltigkeit zum Widerspruch führt. In der Tat ist A nach 6.5.4.7 folgenkompakt,
als da heißt, jede unendliche Teilmenge hat einen Häufungspunkt. Die Endpunkte
aller 1-Simplizes, die mit von Null verschiedenem Koeffizienten in einem lokal-
endlichen Fundamentalzykel vorkommen, bilden nun sicher eine Teilmenge von
M ohne obere Schranke inM . Es gibt also zu einem festen Punkt x ∈M unendli-
che viele solcher Endpunkte, die größer sind. Diese müssen dann einen Häufungs-
punkt in M haben und das steht im Widerspruch zur lokalen Endlichkeit unseres
Zykels.

Beweis von Proposition 17.7.3.12. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum
X erinnern wir aus 17.7.3.9 die Isomorphismen S!

qX
∼→ limfK Sq(X,X\K). Der

Limes ist dabei über alle Kompakta K ⊂ X zu verstehen. Nehmen wir zusätzlich
X abzählbarer basiert an, so existiert sogar eine Überdeckung von X durch eine
aufsteigende Folge von offenen Teilmengen mit kompaktem AbschlußU0 ⊂ U1 ⊂
. . . ⊂ X , und da die Ūi final sind im System aller Kompakta von X , haben wir
ebenso

S!
qX

∼→ limf
i

Sq(X,X\Ūi)

Dieses inverse System besteht offensichtlich aus Surjektionen und dasselbe gilt a
forteriori für das System von Rändern Bq−1(X,X\Ūi). Ist nun zusätzlichX = M
eine n-Mannigfaltigkeit, so liefert Satz 17.4.3.5 über die hohe Homologie von
Mannigfaltigkeiten Hn+1(M,M\Ūi) = 0, folglich haben wir Bn+1(M,M\Ūi) =
Zn+1(M,M\Ūi) und die (n + 1)-Zykel bilden auch ein inverses System aus Sur-
jektionen. Mit dem Mittag-Leffler-Kriterium 17.7.1.43 für die Exaktheit inverser
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Limites folgt sowohl die Surjektivität der offensichtlichen Abbildung

limf
i

Sn+1(M,M\Ūi)� limf
i

Bn(M,M\Ūi)

als auch die Exaktheit von

limf
i

Bn(M,M\Ūi) ↪→ limf
i

Zn(M,M/Ūi)� limf
i

Hn(M,M\Ūi)

Unsere erste Surjektivität erlaubt uns die Identifikation der ersten Gruppe dieser
kurzen exakten Sequenz mit BnS!M und die Linksexaktheit inverser Limites er-
laubt die Identifikation der Mitte unserer Sequenz mit ZnS!M , so daß wir schließ-
lich für jede abzählbar basierte n-Mannigfaltigkeit einen Isomorphismus

H!
nM

∼→ limf
i

Hn(M,M\Ūi)

erhalten. Bis hierher war das im wesentlichen die Lösung von Übung 17.7.1.53 in
unserem Spezialfall. Beachten wir nun die Isomorphismen Hn(M,M\A)

∼→ ΓA
für A ⊂M kompakt aus dem Satz 17.4.3.5 über hohe Homologie von Mannigfal-
tigkeiten, so erhalten wir den gewünschten Isomorphismus H!

nM
∼→ ΓM wegen

ΓM
∼→ limfi ΓŪi. Diese letzte Identität sieht man zum Beispiel ein, indem man

sich überlegt, daß sowohl die Ūi als auch die Ui final sind im System aller Teil-
mengen von X mit kompaktem Abschluß.

17.7.3.16 (Simpliziale Interpretation des Fundamentalzykels). Sei ein Simpli-
zialkomplex K eine Triangulierung einer nicht notwendig kompakten abzählbar
basierten orientierten n-Mannigfaltigkeit. Der Fundamentalzykel von ∆(K) im
Sinne von 17.7.3.13 hat wegen 17.7.3.5 genau einen Repräsentanten in der Grup-
pe der lokalendlichen n-Simplizialketten. Für n ≥ 1 kann dieser Repräsentant be-
schrieben werden als die formale Summe über alle n-Simplizes, jeweils mit einer
Anordnung versehen, die mit der gewählten Orientierung in der Weise verträglich
ist, daß eben ω|x ∈ Hn(∆(K),∆(K)\x) an jeder Stelle x die vorgegebene Orien-
tierung liefert. Im Fall n = 0 einer nulldimensionalen Mannigfaltigkeit ist dieser
Repräsentant dahingegen die formale Summe aller ihrer Punkte mit den durch die
Orientierung gegebenen Vorzeichen.

Definition 17.7.3.17. Ein RaumX heiße kompaktrelativ homologisch q-endlich
für eine natürliche Zahl q ≥ 0, wenn für jedes Paar K ⊂ W ⊂◦ X von Teilmengen
mit K kompakt und W offen in X die offensichtliche Abbildung

Hq(X,X\W )→ Hq(X,X\K)

endlich erzeugtes Bild hat. Er heiße kompaktrelativ homologisch endlich, wenn
er homologisch kompaktrelativ q-endlich ist für alle q.
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17.7.3.18. Es gibt auch offensichtliche Varianten dieses Begriffs für allgemeine-
re Koeffizientenringe, die wir in diesem Zusammenhang stets kommutativ und
noethersch voraussetzen wollen.

Beispiele 17.7.3.19. Für alle n ist der Rn nach 17.3.1.24 kompaktrelativ homolo-
gisch endlich. Allgemeiner ist nach 17.3.1.25 die geometrische Realisierung eines
lokal endlichen Simplizialkomplexes stets kompaktrelativ homologisch endlich.
Jede offene Teilmenge eines kompaktrelativ homologisch q-endlichen Raums ist
auch selbst wieder kompaktrelativ homologisch q-endlich.

Proposition 17.7.3.20. Jeder lokal kompakte Hausdorffraum, der eine Überde-
ckung durch offene kompaktrelativ homologisch endliche Teilmengen besitzt, ist
bereits selbst kompaktrelativ homologisch endlich.

Beweis. Jedes Kompaktum kann durch endlich viele offene Teilmengen überdeckt
werden. Die Proposition folgt so aus dem anschließenden Lemma 17.7.3.21.

Lemma 17.7.3.21. Sei q ≥ 0 gegeben. Ist ein lokal kompakter Hausdorffraum
überdeckt von zwei offenen kompaktrelativ homologisch q-endlichen Teilmengen
mit kompaktrelativ homologisch (q+1)-endlichem Schnitt, so ist bereits der ganze
Raum kompaktrelativ homologisch q-endlich.

Beweis. Sei X unser Raum und seien V1, V2 ⊂◦ X zwei kompaktrelativ homolo-
gisch q-endliche offene Teilmengen mit Vereinigung V1 ∪ V2 = X . Seien K ⊂
W ⊂◦ X gegeben mit K kompakt. Es gilt zu zeigen, daß das Bild von

Hq(X,X\W )→ Hq(X,X\K)

endlich erzeugt ist. Jeder Punkt von K besitzt eine kompakte Umgebung, die ent-
weder ganz in V1 ∩ W oder ganz in V2 ∩ W liegt. Wir finden also Kompakta
Ki ⊂ Vi ∩W mit K = K1 ∪K2. Offensichtlich finden wir weiter Ui ⊂◦ X mit

Ki ⊂ Ui ⊂ Ūi ⊂ Vi ∩W

und Ūi kompakt. Mit der Abkürzung Hq(\Y ) := Hq(X,X\Y ) für Teilmengen
Y ⊂ X erhalten wir nun ein kommutatives Diagramm

Hq(\K1 ∪K2) Hq+1(\K1 ∩K2)oo

Hq(\Ū1)⊕ Hq(\Ū2) Hq(\Ū1 ∪ Ū2)oo

OO

Hq+1(\Ū1 ∩ Ū2)oo

OO

Hq(\W ∩ V1)⊕ Hq(\W ∩ V2)

OO

Hq(\W )

OO

oo
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Da V1 und V2 als kompaktrelativ homologisch q-endlich angenommen waren, ist
das Bild der linken Vertikale endlich erzeugt. Da V1 ∩ V2 kompaktrelativ homo-
logisch (q + 1)-endlich angenommen war, ist auch das Bild der rechten Vertikale
endlich erzeugt. Als Teil einer Mayer-Vietoris-Sequenz ist die mittlere Horizon-
tale exakt. Mit 17.4.4.5 folgt dann, daß auch die Verknüpfung in der mittleren
Vertikale endlich erzeugtes Bild hat.

Korollar 17.7.3.22 (Variante zum Satz von Wilder). Jede Mannigfaltigkeit ist
kompaktrelativ homologisch endlich. Allgemeiner ist ein Hausdorffraum, in dem
jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt, die homöomorph ist zu einer offenen
Teilmenge der geometrischen Realisierung eines lokal endlichen Simplizialkom-
plexes, stets kompaktrelativ homologisch endlich.

Ergänzung 17.7.3.23. Nach [Hir75] sind damit insbesondere separierte komplexe
algebraische Varietäten die Mengen der abgeschlossenen Punkte mit ihrer analy-
tische Topologie kompaktrelativ homologisch endlich.

17.7.3.24 (Kronecker-Paarung für lokalendliche Ketten). Das Auswerten von
Koketten auf Ketten induziert für jeden topologischen Raum X eine Kettenabbil-
dung

S∗!X ⊗ S!X → Z[0]

In der Tat, gegeben eine kompakte Kokette gibt es ein Kompaktum K ⊂ X der-
art, daß unsere Kokette nur auf solchen singulären Simplizes von Null verschieden
ist, die K treffen. Gegeben eine lokalendliche Kette besitzt aber jeder Punkt von
K eine Umgebung derart, daß nur endlich viele singuläre Simplizes, die diese
Umgebung treffen, in unserer Kette mit Null verschiedenem Koeffizienten auftau-
chen. Endlich viele dieser Umgebungen überdecken K, weshalb unser Auswerten
oben nur zu endlichen Summen führt. Unsere Paarung führt wie in 17.6.1.5 zu
Paarungen

Hq
! (X)× H!

q(X)→ Z

der kompakten Kohomologie mit der lokalendlichen Homologie. Analoges gilt
mit Koeffizienten in einem beliebigen Ring.

Satz 17.7.3.25 (Lokalendliche Homologie als Dualraum). Gegeben k ein Körper
und X eine abzählbar basierte Mannigfaltigkeit liefern die in 17.7.3.24 konstru-
ierten Abbildungen Isomorphismen

H!
q(X; k)

∼→ Hq
! (X; k)∗

zwischen der lokalendlichen Homologie und dem Dualraum der kompakten Ko-
homologie.
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17.7.3.26. Der Satz gilt mit demselben Beweis für jeden abzählbar basierten lokal
kompakten Hausdorffraum, der kompaktrelativ homologisch endlich ist im Sinne
von 17.7.3.17. Insbesondere gilt er nach 17.7.3.23 für separierte komplexe Varie-
täten.
17.7.3.27. Der sogenannte Kreisraum aus 16.3.6.4 zeigt, daß der Dualraum der
singulären Kohomologie mit kompaktem Träger im allgemeinen nicht durch den
Komplex der lokal endlichen singulären Koketten berechnet werden kann.

Beweis. In diesem Beweis meinen wir stets Körperkoeffizienten, ohne das in den
Notationen nochmals besonders hervorzuheben. Für jeden lokal kompakten Haus-
dorffraum X sind nach 17.7.3.9 unsere natürlichen Abbildungen Isomorphismen
S!X

∼→ limf S(X,X\K), wobei der inverse Limes über alle Kompakta K ⊂ X
zu bilden ist. Wie beim Beweis von 17.7.3.12 finden wir eine Überdeckung vonX
durch eine aufsteigende Folge von offenen Teilmengen mit kompaktem Abschluß
U0 ⊂ U1 ⊂ . . . ⊂ X , und da die Ūi final sind im System aller Kompakta von X ,
ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

S!X
∼→ limf

i
S(X,X\Ūi)

von Komplexen. Nun hat das inverse System von Komplexen rechts surjektive
Systemmorphismen. Unsere Variante zum Satz von Wilder 17.7.3.22 zeigt, daß
die von Sq(X,X\Ūi+1) � Sq(X,X\Ūi) auf der Homologie induzierten Abbil-
dungen endlich erzeugte Bilder haben. Da wir hier mit Koeffizienten in einem
Körper arbeiten, zeigt dann Übung 17.7.1.53 zum Vertauschen von Homologie
und inversem Limes, daß die offensichtlichen Abbildungen Isomorphismen

H!
qX

∼→ limf
i

Hq(X,X\Ūi)

induzieren. Nun sind die Bilder von Hq(X,X\Ūi+1) → Hq(X,X\Ūi) wie be-
reits erwähnt endlichdimensional. Wir nennen sie Iq,i und haben also in Formeln
dim Iq,i < ∞ für alle i, q. Es ist klar, daß die offensichtlichen Abbildungen Iso-
morphismen

limf
i
Iq,i

∼→ limf
i

Hq(X,X\Ūi)

liefern. Man identifiziert die Bilder von Hq(X,X\Ūi) → Hq(X,X\Ūi+1) leicht
mit den Dualräumen I∗q,i und folgert unschwer, daß die offensichtlichen Abbildun-
gen auch Isomorphismen

colf
i
I∗q,i

∼→ colf
i

Hq(X,X\Ūi)

liefern. Die rechte Seite kann nun in natürlicher Weise mit der kompakten Koho-
mologie Hq

!X identifiziert werden. So erhalten wir schließlich natürliche Isomor-
phismen

(Hq
!X)∗

∼→ (colf
i
I∗q,i)

∗ ∼→ limf
i
I∗∗q,i

∼→ limf
i
Iq,i

∼→ H!
qX
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Das etwas unangenehme Prüfen der Tatsache, daß diese Verknüpfung von Isomor-
phismen genau die Abbildung aus dem Satz ist, bleibe dem Leser überlassen.

Proposition 17.7.3.28 (Nullte lokalendliche Homologie als Dualraum). Gege-
ben ein Kring k und ein k-ModulM und ein lokal kompakter lokal wegzusammen-
hängender abzählbar basierter HausdorffraumX liefern die in 17.7.3.24 konstru-
ierten Abbildungen Isomorphismen

H!
0(X;M∗)

∼→ H0
! (X;M)∗

Beweis. Nach Annahme sind alle Zusammenhangskomponenten von X offen. Es
reicht also, die Behauptung für X zusammenhängend zu zeigen. Ist X kompakt,
so stimmt die lokalendliche Homologie mit der gewöhnlichen Homologie überein
und die kompakte Kohomologie mit der gewöhnlichen Kohomologie und beide
Seiten lassen sich für X zusammenhängend in verträglicher Weise mit M∗ iden-
tifizieren. Ist X nichtkompakt und zusammenhängend, so verschwindet die linke
Seite nach 17.7.3.6 und die rechte Seite aus offensichtlichen Gründen. Die Propo-
sition folgt.

Satz 17.7.3.29 (Kompakte Kohomologie und Orientierung). Gegeben eine n-
Mannigfaltigkeit X liefert die gleich im Beweis konstruierte Abbildung einen Iso-
morphismus zwischen dem Dualraum ihrer n-ten kompakten Kohomologie mit
rationalen Koeffizienten und dem Raum der globalen Schnitte ihrer rationalen
Orientierungsgarbe

Hn
! (X;Q)∗

∼→ Γ(X; orX(Q))

17.7.3.30. Ist unsere Mannigfaltigkeit X sogar abzählbar basiert, so können wir
unseren Isomorphismus aus dem Satz mit 17.7.3.28 verlängern zu einem Isomor-
phismus H!

n(X;Q)
∼→ Γ(X; orX(Q)). In dieser Gestalt scheint er mir besonders

anschaulich und wir finden ihn sogar mit Z-Koeffizienten in 21.6.4.2 als einen
speziellen „dualisierten Poincaré-Isomorphismus“ wieder. Wenn wir unsere loka-
lendliche Homologie als „garbentheoretische lokalendliche Homologie“ interpre-
tieren, gilt dasselbe auch ohne die Annahme, X sei abzählbar basiert.

Beweis. Per definitionem gilt Hn
! (X;Q) = colfK Hn(X,X\K;Q) mit dem über

alle Kompakta K ⊂ X gebildeten Kolimes. Wir folgern Isomorphismen

Hn
! (X;Q)∗

∼→ limfK Hn(X,X\K;Q)∗
∼→ limfK Hn(X,X\K;Q) nach 17.7.1.47 und 17.7.3.22
∼→ limfK Γ(K; orX(Q)) nach 17.5.1.5
∼→ Γ(X; orX(Q))
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17.7.4 Poincaré-Dualität
17.7.4.1 (Erinnerungen an das relative cap-Produkt). Wir hatten in 17.6.4.15
die relativen cap-Produkte Hp(X,A)× Hq(X,A)→ Hq−pX eingeführt und ken-
nen aus dieser Übung im Fall p = q und X wegzusammenhängend die Beschrei-
bung b ∩ c = 〈b, c〉δ durch die Kroneckerpaarung sowie für jeden Morphismus
(X,A)→ (Y,B) von Raumpaaren die Kommutativität des Diagramms

H∗(X,A)× H(X,A)

��

H∗(Y,B)× H(X,A) //oo H∗(Y,B)× H(Y,B)

��
HX // HY

17.7.4.2. Gegeben M eine n-Mannigfaltigkeit liefert jede Orientierung ω auf M
nach Satz 17.4.3.5 über hohe Homologie von Mannigfaltigkeiten für alle kompak-
ten Teilmengen K ⊂ M ein Element ωK = ωK⊂M ∈ Hn(M,M\K). Das cap-
Produkt mit ωK liefert dann nach 17.7.4.1 Abbildungen ∩ωK : Hq(M,M\K) →
Hn−qM und durch Übergang zum Kolimes mithilfe von 17.7.4.1 erhalten wir Ab-
bildungen

Q = Qq
(M,ω) : Hq

!M → Hn−qM

Sie sind wieder nach den Verträglichkeiten 17.7.4.1 verträglich mit dem Ausdeh-
nen von offenen Teilmengen von M .

Satz 17.7.4.3 (Allgemeine Poincaré-Dualität). Gegeben eine orientierte n-Man-
nigfaltigkeit M ist die Abbildung Q aus 17.7.4.2 für alle q ein Isomorphismus

Q : Hq
!M

∼→ Hn−qM

17.7.4.4. Dieser Satz gilt mit demselben Beweis für Koeffizienten in einem belie-
bigen Kring k. Statt einer Orientierung brauchen wir dafür in dieser Allgemein-
heit nur eine k-Orientierung. Betrachten wir den Fall rationaler Koeffizienten und
nehmen q = n und gehen auf beiden Seiten zum Dualraum über, so erhalten
wir einen Spezialfall unseres Isomorphismus 17.7.3.29 zwischen dem Dualraum
der kompakten Kohomologie und dem Raum der globalen Schnitte der Orientie-
rungsgarbe.

17.7.4.5. Die Umkehrabbildung zu Q notiere ich P = PM = P ~M : Hn−qM
∼→

Hq
!M und nenne sie den Poincaré-Isomorphismus. Den Pfeil schreibe ich da-

zu, wenn ich besonders betonen will, daß wir mit orientierten Manngaltigkeiten
arbeiten.

17.7.4.6. Ist M eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, so ist per definitio-
nem Q = ∩[M ] das cap-Produkt mit dem Fundamentalzykel von M . Allerdings
kann ich in diesem Rahmen keinen vernünftigen Beweis dafür geben, daß er die in
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17.7.4.3 behaupteten Isomorphismen liefert. Ist M eine abzählbar basierte orien-
tierte Mannigfaltigkeit, so könnte Q auch als das cap-Produkt mit dem Fundamen-
talzykel Q = ∩[M ]! eingeführt werden. Dafür müßten wir jedoch das cap-Produkt
in der entsprechenden Allgemeinheit entwickeln und das will ich hier vermeiden.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.

Lemma 17.7.4.7. Sind U, V ⊂◦ M offene Teilmengen und gilt der Satz für die
n-Mannigfaltigkeiten U, V und U ∩ V , so gilt er auch für U ∪ V .

Beweis. Das folgt mit dem Fünferlemma aus dem Diagramm

Hq
! (U ∩ V ) → Hq

!U ⊕ Hq
! V → Hq

! (U ∪ V ) → Hq+1
! (U ∩ V )

↓ ↓ ↓ ↓
Hn−q(U ∩ V ) → Hn−qU ⊕ Hn−qV → Hn−q(U ∪ V ) → Hn−q−1(U ∩ V )

mit ins Unendliche gedachten Zeilen aus Mayer-Vietoris-Sequenzen 17.7.2.8 und
17.2.4.11, sobald wir zeigen können, daß dies Diagramm kommutativ ist. Das
stimmt nun zwar nicht, aber wir zeigen die Kommutativität für das leicht variierte
Diagramm, bei dem wir beim vertikalen Pfeil aus den direkten Summen jeweils
beim zweiten Summanden das Negative von Q nehmen, und das reicht uns auch
für den Beweis. Es reicht uns weiter, für beliebige kompakte K ⊂ U und L ⊂ V
die Kommutativität des Diagramms zu zeigen, das man erhält, wenn man die obe-
re Zeile durch die entsprechende relative Mayer-Vietoris-Sequenz ersetzt. Dazu
diskutieren wir zunächst einmal die Konstruktion dieser Sequenz, die in 17.6.3.3
nur angedeutet worden war. Wir kürzen U ∪ V = X ab und bezeichnen die of-
fene Überdeckung X\(K ∩ L) = (X\K) ∪ (X\L) mit V . Weiter kürzen wir
X\(K ∩ L) = X\∩ ab und X\(K ∪ L) = X\∪. Die kurze exakte Sequenz auf
den singulären Ketten

S(X\∪) ↪→ S(X\K)⊕ S(X\L)� SV(X\∩)

aus der Konstruktion der Mayer-Vietoris-Sequenz 17.2.4.11 mit der Summe der
Vorschübe vorne und dem ersten Vorschub minus dem zweiten Vorschub hinten
liefert durch Dualisieren die obere Horizontale eines kommutativen Diagramms
mit dem ersten Rückzug minus dem zweiten Rückzug vorne und der Summe der
Rückzüge hinten

S∗V(X\∩) ↪→ S∗(X\K)⊕ S∗(X\L) � S∗(X\∪)
↑ ↑ ↑

S∗(X) ↪→ S∗X ⊕ S∗X � S∗X
↑ ↑ ↑

S∗V(X,X\∩) ↪→ S∗(X,X\K)⊕ S∗(X,X\L) � S∗(X,X\∪)
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Die untere linke Ecke sei darin durch die Exaktheit der linken Vertikale definiert.
Dann sind alle Vertikalen kurze exakte Sequenzen und die untere Zeile ist exakt
nach dem Neunerlemma. Die lange exakte Kohomologiesequenz dieser unters-
ten Zeile liefert die Mayer-Vietoris-Sequenz der relativen Kohomologie, wenn
wir darinH(S∗V(X,X\∩)) ersetzen durchH(S∗(X,X\∩)) vermittels des Isomor-
phismus, den die Einschränkung auf feine Ketten auf der Kohomologie der jewei-
ligen Komplexe induziert. Jetzt gilt es, ein kommutatives Diagramm von Ketten-
komplexen anzugeben, das bei Übergang zur Homologie unsere Mayer-Vietoris-
Sequenzen in den Horizontalen und die fraglichen cap-Produkte in den Vertikalen
induziert. Um die cap-Produkte aus der Definition von Q zu beschreiben, wählen
wir einen beliebigen Repräsentanten ω̇K∪L ∈ Zn(X,X\∪) der Homologieklasse
ωK∪L ∈ Hn(X,X\∪) zu unserer Orientierung ω. Sein Vorschub unter der Dia-
gonale ist ein Zykel ∆∗ω̇K∪L ∈ Zn(X × X, (X\∪) × X) und wird unter dem
Vorschub mit einer Alexander-Whitney-Transformation η ein n-Zykel η∆∗ω̇K∪L
des Tensorkomplexes S(X,X\∪)⊗ SX . Das Darantensorieren dieses Zykels von
rechts ist die erste Kettenabbildung einer Sequenz

S∗(X,X\∪)→ S∗(X,X\∪)⊗ S(X,X\∪)⊗ SX → SX

mit dem Auswerten des ersten Faktor auf dem zweiten Faktor als zweiter Abbil-
dung. Die Verknüpfung ist dann eine Kettenabbildung, die auf der Homologie das
cap-Produkt mit ωK∪L induziert. Wir notieren sie ∩ω̇K∪L. Nun wählen wir die re-
lative Kette ω̇K∪L ∈ Zn(X,X\∪) so, daß sie einen Repräsentanten ω̈K∪L ∈ SnX
hat, der bezüglich der offenen Überdeckung X = (U\L)∪ (V \K)∪ (U ∩V ) fein
ist, also ω̈K∪L = ω̈1 + ω̈2 + ω̈3 mit den Summanden in den jeweiligen Räumen von
n-Ketten. Dann landet zunächst einmal ∩ω̇K∪L in SWX fürW die Überdeckung
X = U∪V vonX , dafür hätte auch die Feinheit unseres Repräsentanten in Bezug
auf diese Überdeckung bereits ausgereicht. Weiter wird ωK⊂U ∈ Hn(U,U\K)
repräsentiert durch ω̈1 + ω̈3, vergleiche den Beweis des Ausschneidungssatzes
17.2.4.10, und ωL⊂V ∈ Hn(V, V \L) ähnlich durch ω̈2 + ω̈3. Durch Verwendung
dieser Repräsentanten in der mittleren Vertikale erhalten wir ein kommutatives
rechtes Quadrat im Diagramm

S∗V(X,X\∩) ↪→ S∗(X,X\K)⊕ S∗(X,X\L) � S∗(X,X\∪)
↓ ↓ ↓

S(U ∩ V ) ↪→ SU ⊕ SV � SW(U ∪ V )

Die mitteleren Vertikalen liefern darin auf der Homologie die Komposition von
Ausschneidung H∗(X,X\K)

∼→ H∗(U,U\K) → HU und ∩ωK⊂U und eben-
so für L ⊂ V . Ähnlich erklären wir die linke Vertikale durch Verwendung des
Repräsentanten ω̈3 von ω(K∩L)⊂(U∩V ) ∈ Hn(U ∩ V, (U ∩ V )\(K ∩ L)). So er-
halten wir das gesuchte kommtative Diagramm von Kettenkomplexen mit kurzen
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exakten Sequenzen in den Horizontalen, das beim Übergang zur Homologie das
Diagramm liefert, dessen Kommutativität wir zu zeigen hatten.

Jetzt gehen wir in mehreren Schritten von Spezialfällen bis zur allgemeinen Si-
tuation.

1. Der Satz gilt für M = Rn. Dann bilden ja die abgeschlossenen Bälle Dr schon
ein konfinales System unter allen kompakten Teilmengen von Rn und die Ab-
bildung ∩ωDr : Hn(Rn,Rn\Dr) → H0(Rn) = Zδ ist nach 17.7.4.1 in diesem
Fall das Auswerten einer Kohomologieklasse auf der Homologieklasse ωDr ∈
Hn(Rn,Rn\Dr) gefolgt von der Multiplikation mit dem kanonischen Erzeuger δ
der nullten Homologie, also ein Isomorphismus für 0 < r <∞.

2. Der Satz gilt für jede offene konvexe Teilmenge des Rn, denn so eine Teilmen-
ge ist schon homöomorph zu Rn.

3. Der Satz gilt für jede endliche Vereinigung offener konvexer Mengen in Rn mit
Induktion, Schritt 2 und Lemma 17.7.4.7.

4. Ist M eine aufsteigende Vereinigung von offenen Teilmengen Ui und gilt der
Satz für alle Ui, so gilt er auch für M . In der Tat gilt Hq(M) = colf Hq(Ui) und
Hp

!M = colf Hp
! (Ui) nach den Übungen 17.7.1.41 und 17.7.2.13.

5. Der Satz gilt für jede offene Teilmenge des Rn. In der Tat läßt sie sich als auf-
steigende Vereinigung von endlichen Vereinigungen offener Bälle schreiben.

6. Der Satz gilt für jede Mannigfaltigkeit. In der Tat finden wir nach Schritt 4 und
dem Zorn’schen Lemma eine maximale offene Teilmenge, für die der Satz gilt.
Wäre sie nicht schon die ganze Mannigfaltigkeit, so könnten wir sie nach Lem-
ma 17.7.4.7 und Schritt 5 noch durch eine Karte vergrößern, im Widerspruch zur
Maximalität.

Korollar 17.7.4.8. Ist t ein Erzeuger der zweiten Kohomologiegruppe H2PnC, so
liefert der offensichtliche Ringhomomorphismus einen Isomorphismus

Z[t]/〈tn+1〉 ∼→ H∗PnC

Beweis. Es gilt zu zeigen, daß das Produkt eines Erzeugers von H2p mit einem Er-
zeuger von H2q stets ein Erzeuger von H2p+2q ist. Im Fall p+ q = n folgt das aus
17.6.4.11. Im Fall p + q > n ist eh nichts zu zeigen. Im Fall p + q = m < n ver-
wendet man den nach 17.3.4.10 und 17.6.2.7 surjektiven Ringhomomorphismus
H∗PnC� H∗PmC.

Vorschau 17.7.4.9 (Schnittprodukt und Poincaré-Dualität). Sei im folgenden k
ein Hauptidealring oder allgemeiner ein beliebiger noetherscher Kring endlicher
homologischer Dimension und sei M eine abzählbar basierte n-Mannigfaltigkeit.
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Ein Zykel und ein lokalendlicher Zykel in einer offenen Teilmenge der Ebene. Je
nach Wahl der Orientierung der Ebene ist in diesem Fall die Schnittzahl ±1.
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Ich will kurz skizzieren, wie sich der in 17.6.4.10 und 17.6.4.11 erklärte Zusam-
menhang zwischen Poincaré-Dualität und Schnittpaarung auf diesen Fall verall-
gemeinert. Sobald uns garbenkohomologische Begriffsbildungen zur Verfügung
stehen, gelingt das ohne die Beschränkung auf abzählbar basierte Mannigfaltig-
keiten. In jedem Fall konstruieren wir in 21.9.10.10 zusätzlich zu den Poincaré-
Isomorphismen

P : Hn−p(M ; k)
∼→ Hp

! (M ; k)

auch noch natürliche Isomorphismen zwischen der Kohomologie und der lokal-
endlichen Homologie, die wir die dualisierten Poincaré-Isomorphismen

P! : H!
n−p(M ; k)

∼→ Hp(M ; k)

nennen. Im Fall eines Koeffizientenkörpers k entstehen sie unter Beachtung von
17.7.3.28 schlicht durch Dualisieren aus den Poincaré-Isomorphismen, daher habe
ich sie so genannt. Im Fall einer kompakten orientierten Mannigfaltigkeit fallen
die beiden oben diskutierten Isomorphismen zusammen. Im allgemeinen ist die
Konstruktion der dualisierten Poincaré-Isomorphismen komplizierter und soll an
dieser Stelle nicht ausgeführt werden. Unter den dualisierten Poincaré-Isomor-
phismen entspricht das cup-Produkt ∪ : Hp(M ; k) × Hq(M ; k) → Hp+q(M ; k)
auf der Kohomologie bilinearen Abbildungen

H!
n−p(M ; k)× H!

n−q(M ; k)→ H!
n−p−q(M ; k)

Sie heißen Schnittprodukte und wir nennen sie genauer cup-Schnittprodukte.
Um ihre anschauliche Bedeutung präzise zu formulieren, muß ich etwas ausholen.
Gegeben eine orientierte abgeschlossene Untermannigfaltigkeit X ⊂∧ M der Di-
mension a erinnern wir aus 17.7.3.14 ihren Fundamentalzykel [X]! ∈ H!

a(M ; k).
Das geht, da wir M in diesem Unterabschnitt abzählbar basiert angenommen hat-
ten und da folglich auch X abzählbar basiert ist. Seien nun X ⊂∧ M und Y ⊂∧ M
abgeschlossene orientierte Untermannigfaltigkeiten, die sich „transversal schnei-
den“. Damit ist gemeint, daß es um jeden Punkt ihres Schnitts X ∩ Y eine of-
fene Umgebung U ⊂◦ M und einen Homöomorphismus U ∼→ Rn gibt, der Ho-
möomorphismen X ∩ U ∼→ Ra × 0 sowie Y ∩ U ∼→ 0 × Rb induziert und un-
ter dem die von M auf U induzierte Orientierung der Standardorientierung des
Rn entspricht. Seien dann εX , εY die Vorzeichen, die angeben, ob unsere letzten
beiden Homöomorphismen die vorgegebenen Orientierungen auf X, Y mit den
Standardorientierungen auf Ra,Rb identifizieren oder nicht. Versehen wir dann
X ∩ Y mit der Schnittorientierung, die unter dem induzierten Homöomorphis-
mus X ∩ Y ∩ U ∼→ 0 × Rc × 0 mit c := a + b − n dem εXεY -fachen der
Standardorientierung auf Rc entspricht, so gilt für unsere cup-Schnittprodukte

[X]! · [Y ]! = [X ∩ Y ]!
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Des weiteren entspricht unter den dualisierten Poincaré-Isomorphismen die durch
das cap-Produkt gegebene Struktur auf der Homologie als Modul über dem Ko-
homologiering ∩ : Hp(M ; k)×Hp+q(M ; k)→ Hq(M ; k) bilinearen Abbildungen

H!
n−p(M ; k)× Hp+q(M ; k)→ Hq(M ; k)

Auch sie heißen Schnittprodukte und wir nennen sie cap-Schnittprodukte. Sie
haben die analoge Eigenschaft, daß für sich transversal schneidende abgeschlos-
sene orientierte Untermannigfaltigkeiten X, Y ⊂∧ M mit Y kompakt und der No-
tation [Y ] ∈ Hb(M ; k) für den Fundamentalzykel einer kompakten Untermannig-
faltigkeit der Dimension b als Element der Homologie von M gilt

[X]! · [Y ] = [X ∩ Y ]

Im Fall q = 0 erhalten wir durch Nachschalten der Augmentation H0(M ; k)→ k
aus dem cap-Schnittprodukt die Schnittpaarung

H!
n−p(M ; k)× Hp(M ; k)→ k

Im Fall von kompaktem M hatten wir sie bereits in 17.4.3.19 angekündigt und
dafür die Notation � vereinbart, die wir auch in diesem allgemeineren Fall ver-
wenden werden. Daß diese bilineare Abbildung für M kompakt in der Tat die
in 17.4.3.19 von einer Schnittpaarung geforderten Eigenschaften hat, ist eine of-
fensichtliche Konsequenz unserer feineren Behauptungen für die Schnittprodukte.
Daß jedoch unsere Schnittprodukte hinwiederum tatsächlich die oben behaupte-
ten Eigenschaften haben, wird erst in 21.6.4.31 bewiesen werden. Unter unseren
Poincaré-Isomorphismen und dualisierten Poincaré-Isomorphismen entsprechen
sich dann unsere Schnittpaarung, die vom cup-Produkt induzierte Paarung und
die beiden Kroneckerpaarungen wie in folgender Übersicht dargestellt, die unsere
in 17.6.4.11 im kompakten Fall gegebenen Formeln verallgemeinert.

H!
n−p(M ; k) × Hp(M ; k) → k, (α, β) 7→ α� β

Hp(M ; k) × Hn−p
! (M ; k) → k, (a, b) 7→ 〈a ∪ b, ωM〉

H!
n−p(M ; k) × Hn−p

! (M ; k) → k, (a, β) 7→ 〈a, β〉
Hp(M ; k) × Hp(M ; k) → k, (α, b) 7→ ±〈b, α〉

Falls eine dieser Paarungen eine Bijektion des linken Raums auf den Dualraum
des rechten Raumes oder das Umgekehrte induziert, so folgt insbesondere dassel-
be für die drei anderen Paarungen. Im Fall eines Koeffizientenkörpers wissen wir
bereits aus 17.6.1.6, daß das stets der Fall ist.
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Beispiel 17.7.4.10 (Erzwungene Schnitte geschlossener Wege in P2R). Für die
Homologie der reell projektiven Ebene Hq(P2R;F2) mit Koeffizienten im zwei-
elementigen Körper wissen wir nach 17.5.1.6, daß sie eindimensional ist für q =
0, 1, 2 und Null sonst. Für das nichttriviale Element z ∈ H1(P2R;F2) gilt also
z � z 6= 0. Wir können so aus der erst in 21.6.4.31 bewiesenen Interpretation
von z�z als Schnittzahl folgern, daß zwei geschlossene nicht zusammenziehbare
Wege in P2R, die mithin beide unter dem Hurewicz-Isomorphismus diese Homo-
logieklasse darstellen, nie disjunkt sein können. Äquivalent dazu ist die Aussa-
ge, daß zwei ungerade stetige Abbildungen S1 → S2 nie disjunktes Bild haben
können. Das scheint mir auch anschaulich recht klar, so eine ungerade stetig Ab-
bildung muß ja einen Halbkreis auf einen stetigen Weg von einem Punkt zum ge-
genüberliegenden Punkt der Kugelschale abbilden und den gegenüberliegenden
Halbkreis auf den gegenüberliegenden Weg zurück zum Ausgangspunkt.

Übungen

Übung 17.7.4.11. Man definiere für jeden Hausdorffraum ein cup-Produkt auf sei-
ner Kohomologie mit kompaktem Träger. Für eine Mannigfaltigkeit entspricht es
nebenbei bemerkt unter dem Poincaré-Isomorphismus dem anschaulichen Schnitt-
produkt auf der Homologie.

Übung 17.7.4.12 (Cup mit dem Dual von Fundamentalzykeln). Ist f : X → Y
eine stetige Abbildung von orientierten kompakten Mannigfaltigkeiten der Di-
mensionen m und n, so kommutiert das Diagramm

HνX

∩[X]

��

HνY
f∗oo ∪PY f∗[X] // Hν+n−mY

∩[Y ]

��
Hm−νX

f∗ // Hm−νY

Hinweis: Projektionsformel 17.6.4.4. Ist speziell f = i eine Einbettung, so finden
wir mit unserer abkürzenden Notation [X] = i∗[X] die Beschreibung

PY ◦ i∗ ◦ P−1
X ◦ i

∗ = ( ∪PY [X])

für das cup-Produkt mit dem Poincarédualen des Fundamentalzykels von X .

17.7.5 Schnittzahlen im Simplizialen*
17.7.5.1. Im folgenden zeigen wir nach einigen Vorbereitungen Satz 17.7.5.7
zur simplizialen Interpretation der Schnittzahlen. Er hat das Verdienst, eine ers-
te bewiesene anschauliche Interpretation bereitzustellen, zeigt aber nicht die in
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17.4.3.19 behaupteten Eigenschaften. Das gelingt erst im Rahmen der Garbenko-
homologie. Allerdings benötigt das einen großen Apparat, so daß die hier gege-
bene elementarere Argumentation auch ihre Berechtigung haben mag.
17.7.5.2. Sei M eine kompakte orientierte n-Mannigfaltigkeit. Für zwei Homolo-
gieklassen komplementärer Dimension α ∈ HqM und β ∈ Hn−qM ist hoffentlich
anschaulich in etwa klar, was ihre „Schnittzahl“ sein sollte, die die Schnittpunk-
te von repräsentierenden Zykeln „in generischer Lage“ mit geeigneten, von der
Orientierung abhängigen Vorzeichen zählt. Mit dem Isomorphismus der Poincaré-
dualität 17.7.4.3 können wir unseren Homologieklassen sicher formal korrekt eine
Zahl α � β ∈ Z zuordnen wie folgt: Wir suchen a ∈ Hn−qM und b ∈ HqM mit
α = a ∩ ωM und β = b ∩ ωM und setzen

α� β := 〈a ∪ b, ωM〉

Dies sei unsere Definition der Schnittzahl der beiden Homologieklassen. Der bald
folgende Satz 17.7.5.7 soll plausibel machen, daß die so definierte Zahl die oben
beschriebene geometrische Bedeutung hat. Dazu braucht es jedoch einige Vorbe-
reitungen. Daß unsere Zahl tatsächlich die in unserer Vorschau 17.4.3.19 verspro-
chenen Eigenschaften hat, zeigen wir erst in 21.6.4.31.
17.7.5.3. Seien K ein Simplizialkomplex und Ǩ seine baryzentrische Untertei-
lung 17.3.2.8 mit ihrer natürlichen simplizialen Teilordnung. Die hoffentlich of-
fensichtlichen Kettenabbildungen liefern wie im Beweis von 17.3.1.7 einen Iso-
morphismus von Kettenkomplexen und eine Homotopieäquivalenz

SǨ ∼← Sos∆(Ǩ)
p∼p→ S∆(K)

17.7.5.4. Sei nun unser Simplizialkomplex K eine Triangulierung einer kompak-
ten orientierten n-Mannigfaltigkeit. Wir wählen eine Anordnung ≤ auf der Men-
ge E der Ecken von K. Der Fundamentalzykel von ∆(K) hat genau einen Re-
präsentanten in den n-Simplizialketten und damit auch genau einen Repräsentan-
ten ω ∈ Sos

n ∆(K) in der Gruppe der ordnungsverträglichen simplizialsingulären
n-Ketten. Nach 17.7.3.16 hat unser Fundamentalzykel die Gestalt

ω =
∑
s∈Kn

ε(s)〈s〉

für wohlbestimmtes ε : Kn → {±1}, wobei 〈s〉 wie im Beweis von 17.3.1.7
den zum n-Simplex s gehörigen angeordneten simplizialsingulären n-Simplex be-
zeichnet.

17.7.5.5. Gegeben ein (n − q)-Simplex t ∈ Kn−q erklären wir die zugehörige
duale Zelle c(t) ∈ Sos

q ∆(Ǩ) als die Summe

c(t) =
∑

η(ǔ)〈ǔ〉
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Ein Ausschnitt einer triangulierten 2-Mannigfaltigkeit. Die Nummerierung der
Ecken legt ihre Anordnung fest. Der Kreispfeil daneben deutet die Orientierung

an, der Fundamentalzykel hat also die Gestalt

ω = . . .+ 〈{1, 2, 3}〉 − 〈{1, 2, 7}〉+ . . .

Die duale Zelle zum 1-Simplex t = {1, 2} besteht aus den beiden Summanden
ǔ = {{1, 2}, {1, 2, 3}} und v̌ = {{1, 2}, {1, 2, 7}} und deren Vorzeichen sind
η(ǔ) = −1 und η(v̌) = 1, so daß sich die duale Zelle zu c(t) = v̌ − ǔ ergibt. Im

Bild habe ich die den ordnungsverträglichen 1-Ketten 〈t〉 und c(t)
entsprechenden Simplizialketten fett eingezeichnet.

Weiter besteht die duale Zelle zum 0-Simplex {6} aus 10 Summanden, und ich
habe im Bild auch die der dualen Zelle zu dieser Ecke alias der

ordnungsverträglichen 2-Kette c({6}) entsprechende Simplizialkette durch
Kreispfeile eingezeichnet.
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über alle q-Simplizes ǔ ∈ Ǩq mit ǔ0 = t. Einen q-Simplex ǔ ∈ Ǩq schreiben wir
dazu als echt aufsteigende Kette ǔ0 ( ǔ1 ( . . . ( ǔq von nichtleeren Simplizes
von K, und summieren über alle Ketten, die mit dem (n− q)-Simplex t beginnen.
Die η(ǔ) = ±1 seien gegeben wie folgt: Man betrachte die Ecken u1, . . . , uq ∈ E
des ursprünglichen Komplexes mit ǔi = ǔi−1 ∪ {ui}, so daß also gilt ǔq = ǔ0 ∪
{u1, . . . , uq}. Sei (s0, s1, . . . , sn) die angeordnete Darstellung des n-Simplex ǔq
und (t0, . . . , tn−q) die angeordnete Darstellung des (n − q)-Simplex t = ǔ0 und
τ ∈ Sn+1 die Permutation mit

sτ(0) = t0
...

...
...

sτ(n−q) = tn−q
sτ(n−q+1) = u1
...

...
...

sτ(n) = uq

So sei das fragliche Vorzeichen gegeben als η(ǔ) = (−1)q(n−q)ε(s) sgn(τ).

17.7.5.6. Diese dualen Zellen mögen mit ihren ganzen Vorzeichen unanschaulich
wirken. Der erste Teil des folgenden Satzes mag der Anschauung helfen, zeigt er
doch, daß die Vorzeichen stets so zusammenpassen, daß der Rand einer dualen
Zelle eine Linearkombination dualer Zellen ist. Das hat im Bild der Simplizial-
ketten unter anderem die anschauliche Bedeutung, daß „die einzelnen Simplizes
einer dualen Zelle gerade so orientiert sind, daß sich die internen Ränder gegen-
seitig wegheben“.

Satz 17.7.5.7 (Simpliziale Interpretation der Schnittzahlen). Sei K ein Simpli-
zialkomplex, der eine kompakte orientierte n-MannigfaltigkeitM trianguliert. Sei
auf der Menge E der Ecken von K eine Anordnung gewählt. So gilt:

1. Die von den dualen Zellen im Sinne von 17.7.5.5 erzeugten Untergruppen
Cq ⊂ Sos

q ∆(Ǩ) bilden einen Unterkomplex C ⊂ Sos∆(Ǩ) im Komplex der
ordnungsverträglichen simplizialsingulären Ketten der baryzentrischen Un-
terteilung Ǩ von K und die Einbettung dieses Unterkomplexes induziert auf
allen Homologiegruppen IsomorphismenHqC

∼→ HqM ;

2. Wird α ∈ HqM repräsentiert durch einen simplizialsingulären Zykel der
Gestalt

∑
t∈Kq αt〈t〉 ∈ Sos∆(K) und β ∈ Hn−qM durch einen „zellulären“

Zykel der Gestalt
∑

t∈Kq βtc(t) ∈ Cn−q, so gilt für ihre Schnittzahl

α� β =
∑
t

αtβt
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Beweis. Zunächst einmal erinnern wir die Definition der Schnittzahl: Wir hatten
dazu ja das a ∈ Hn−qM beziehungsweise b ∈ HqM genommen mit a ∩ ωM = α
beziehungsweise b∩ωM = β und dann unsere Schnittzahl als Kronecker-Paarung
des cup-Produkts dieser Kohomologieklassen mit dem Fundamentalzykel defi-
niert, in Formeln α � β = 〈a ∪ b, ωM〉. Mit der Adjunktionsformel 17.6.4.6 er-
halten wir daraus auch die alternative Darstellung α � β = 〈a, β〉. Es reicht also,
das Urbild a von α unter dem Poincaré-Isomorphismus hinreichend explizit zu
beschreiben. Dazu müssen wir etwas weiter ausholen. Gegeben ein Simplizial-
komplex K liefert das baryzentrische Unterteilen ganz allgemein eine Homoto-
pieäquivalenz SK p∼p→ SǨ zwischen den entsprechenden Komplexen von Simpli-
zialketten. Genauer erhält man eine Injektion von der Menge K≤q aller angeord-
neten q-Simplizes von K in die Menge Ǩ≤q aller angeordneten q-Simplizes von
Ǩ, indem man σ : {0, . . . , q} ↪→ E abbildet auf σ∨ : {0, . . . , q} ↪→ Ě gegeben
durch σ∨(i) = {σ(0), . . . , σ(i)}. Anschaulich gesprochen erhalten wir so „alle q-
Simplizes von Ǩ, die in q-Simplizes vonK liegen“, und die AbbildungK≤q → SqǨ
gegeben durch

σ 7→
∑

π∈Sq+1

sgn(π)(σ ◦ π)∨

induziert eine Homotopieäquivalenz b : SK p∼p→ SǨ, die wir wieder die bary-
zentrische Unterteilung nennen. Wenden wir auf unseren Fundamentalzykel aus
17.7.5.4 die baryzentrische Unterteilung an, so erhalten wir den Repräsentanten

ω̌ =
∑

s∈Kn, π∈Sn+1

ε(s) sgn(π)(〈s〉 ◦ π)∨

des Fundamentalzykels in Sos
n ∆(Ǩ). Die weitere Argumentation wird ausgehen

von einem Diagramm der Gestalt

C∗[n] //____ Sos∆(K)

b

��

S∗os∆(Ǩ)[n] ∩ω̌ //

OO�
�
�
�
�
�

>>|
|

|
|

|
|

|
|

Sos∆(Ǩ)

Der Komplex S∗os∆(Ǩ) der ordnungsverträgliche simplizialen Koketten mitsamt
einem Isomorphismus von Komplexen S∗os∆(Ǩ)

∼→ S∗Ǩ ist in derselben Weise er-
klärt wie der Komplex der ordnungsverträgliche simplizialen Ketten in 17.3.2.8.
Die durchgezogenen Pfeile sind uns bereits bekannt, die rechte Vertikale ist modu-
lo unserer Identifikation von Simplizialketten mit ordnungsverträglichen simpli-
zialen Ketten das baryzentrische Unterteilen, die untere Horizontale die Restrik-
tion auf ordnungsverträgliche simpliziale Ketten unserer Poincaré-Dualität aus
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Ein angeordneter 3-Simplex σ und die sechs angeordneten 3-Simplizes σ ◦ π mit
Vorzeichen, deren Summe seine baryzentrische Unterteilung b(σ) im Sinne des
Beweises von 17.7.5.7 repräsentiert. Die Kreispfeile sind eigentlich überflüssig
und betonen nur die Reihenfolge der Ecken in den angeordneten 3-Simplizes
σ ◦ π und die Beziehung zum Signum der zugehörigen Permutationen π.
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17.7.4.3. Unser Ziel ist die Ergänzung durch Kettenabbildungen wie durch die
gestrichelten Pfeile angedeutet zu einem kommutativen Diagramm von Homo-
topieäquivalenzen, dessen obere Horizontale dann die geometrische Bedeutung
des Poincaré-Isomorphismus klar macht. Als ersten Schritt in diese Richtung be-
haupte ich, daß die durch ∩ω̌ gegebene Kettenabbildung wie durch den schrägen
gestrichelten Pfeil angedeutet über unsere baryzentrische Unterteilung b faktori-
siert. Ein q-Simplex ǔ ∈ Ǩq ist ja per definitionem eine echt aufsteigende Kette
ǔ0 ( ǔ1 ( . . . ( ǔq von Simplizes von K. Die zugehörigen 〈ǔ〉 bilden eine Z-
Basis von Sos

q ∆(Ǩ) und die zugehörigen Linearformen bilden eine Z-Basis 〈ǔ〉∗
von Sqos ∆(Ǩ). Für das cap-Produkt 〈ǔ〉∗ ∩ ω̌ mit dem Fundamentalzykel erhalten
wir nach 18.4.3.3 die Darstellung

〈ǔ〉∗ ∩ ω̌ = (−1)q(n−q)
∑

s∈Kn, π∈Sn+1

ε(s) sgn(π)
〈
〈ǔ〉∗, (〈s〉 ◦ π)∨ρq

〉
(〈s〉 ◦ π)∨λn−q

Insbesondere ist die rechte Seite nur dann nicht Null, wenn ǔ die Gestalt ǔ0 (
. . . ( ǔq hat mit ǔ0 ∈ Kn−q und dann natürlich auch ǔi ∈ Kn−q+i für alle i.
Seien nun u1, . . . , uq ∈ E die Ecken des ursprünglichen Komplexes mit ǔi =
ǔi−1 ∪ {ui}, so daß also gilt ǔq = ǔ0 ∪ {u1, . . . , uq}. Sei s = (s0, s1, . . . , sn)
die angeordnete Darstellung des n-Simplex s. Auf der rechten Seite liefert nur
s = ǔq ∈ Kn von Null verschiedene Beiträge, und zwar nur für π ∈ Sn+1 mit
sπ(n−q+1) = u1, . . . , sπ(n) = uq, und für diese ist der Gesamtbeitrag bis auf ein
Vorzeichen gerade

b(ǔ0) =
∑

κ∈Sn−q+1

sgn(κ)(〈ǔ0〉 ◦ κ)∨

Das zeigt schon einmal, dass ∩ω̌ wie behauptet über b faktorisiert und liefert den
Pfeil schräg nach oben. Um auch das Vorzeichen anzugeben, betrachten wir die
angeordnete Darstellung ǔ0 = (v0, . . . , vn−q) und die Permutation τ ∈ Sn+1 mit
sτ(0) = v0, . . . , sτ(n−q) = vn−q, sτ(n−q+1) = u1, . . . , sτ(n) = uq, finden für das
fragliche Vorzeichen die Darstellung η(ǔ) = (−1)q(n−q)ε(s) sgn(τ) und erhalten
für ǔ ∈ Ǩq die Formel

〈ǔ〉∗ ∩ ω̌ =

{
η(ǔ)b(ǔ0) falls ǔ0 ∈ Kn−q;

0 sonst.

Bilden wir den Quotienten C∗ von S∗os∆(Ǩ) nach den 〈ǔ〉∗ mit ǔ0 6∈ Kn−q sowie
den η(ǔ)〈ǔ〉∗ − η(v̌)〈v̌〉∗ mit ǔ0 = v̌0, so faktorisiert unser ∩ω̌ weiter und liefert,
wie man leicht sieht, einen Isomorphismus von Kettenkomplexen

C∗[n]
∼→ Sos∆(K)
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Man kann in dieser Weise sogar einen Beweis der Poincaré-Dualität im triangu-
lierbaren Fall geben, wofür dann allerdings noch gezeigt werden muß, daß die
linke Vertikale unseres Diagramms Isomorphismen auf der Homologie induziert.
Da wir aber vielmehr an der anschaulichen Bedeutung der Poincaré-Dualität in-
teressiert sind, drehen wir den Spieß um und folgern aus der Poincaré-Dualität
17.7.4.3, daß die linke Vertikale unseres Diagramms S∗os∆(Ǩ) � C∗ Isomor-
phismen auf der Kohomologie induziert. Nach 17.6.2.4 ist sie also eine Homoto-
pieäquivalenz und unser ganzes Diagramm besteht aus Homotopieäquivalenzen.
Gehen wir nun in dieser linken Vertikale zu den dualen Komplexen über, so er-
halten wir offensichtlich genau den Unterkomplex C ⊂ Sos∆(Ǩ) aus dem ersten
Teil unseres Satzes 17.7.5.7, und damit ist auch dieser erste Teil bereits bewiesen.
Des weiteren sehen wir, daß für t ∈ Kn−q und 〈t〉 der zugehörige angeordnete
Simplex seine baryzentrische Unterteilung b(〈t〉) genau ein Urbild hat unter ∩ω̌,
und daß dieses Urbild auf der dualen Zelle c(t) den Wert Eins annimmt und auf
allen anderen dualen Zellen den Wert Null. Daraus folgt dann auch der zweite Teil
des Satzes.
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18.1 Kategorielle Produktstrukturen

18.1.1 Schmelzkategorien

18.1.1.1 (Motivation). Gegeben Vektorräume M,N,L über einem Körper k ist
es nicht schwer, natürliche Isomorphismen L⊗ (M ⊗N)

∼→ (L⊗M)⊗N und
M ⊗N ∼→ N ⊗M und k⊗M ∼→M und M ⊗ k ∼→M und Hom(L⊗M,N)

∼→
Hom(L,Hom(M,N)) anzugeben. Dasselbe gilt für Moduln über einem beliebi-
gen Kring k. Dasselbe gilt für Kettenkomplexe und für Komplexe von Moduln
über einem beliebigen Kring k und für deren Homotopiekategorien und für deren
„derivierte Kategorien“, die wir noch gar nicht kennengelernt haben. Um mit die-
sen ganzen Konstruktionen und vielen weiteren komplizierteren Konstruktionen
derselben Bauart rein formal arbeiten zu können, müssen wir auch die Verträglich-
keiten zwischen obigen natürlichen Isomorphismen formalisieren, etwa die Kom-
mutativität des Diagramms

(M ⊗N)⊗ L

((RRRRRRRRRRRRR

L⊗ (M ⊗N)

��

44iiiiiiiiiiiiiiii
M ⊗ (N ⊗ L)

��
(L⊗M)⊗N

**UUUUUUUUUUUUUUUU
(N ⊗ L)⊗M

N ⊗ (L⊗M)

66lllllllllllll

In diesem Diagramm sind alle Pfeile abwechselnd als Spezialfälle unserer natürli-
chen Isomorphismen von eben zu verstehen. Es ist durchaus möglich, eine voll-
ständige Liste der benötigten Verträglichkeiten anzugeben. Das führt, wenn man
das Hom erst einmal außen vor läßt, zur Definition der „symmetrischen monoida-
len Kategorien“. Die „Vollständigkeit“ der fraglichen Liste von Verträglichkeiten
wird dabei formalisiert im „Kohärenzsatz von MacLane“. Wir wählen im folgen-
den einen anderen Zugang zu diesem Themenkomplex über „Schmelzkategorien“
alias „Multikategorien“ alias „gefärbte Operaden“, der mir flexibler und besser
zugänglich scheint. Das folgende ist ein Versuch, diesem Formalismus zu helfen,
insoweit erwachsen zu werden, daß sich die Formeln um sich selber kümmern
und man ihnen nicht in jedem Einzelfall und für jedes Vorzeichen hinterherrennen
muß.

18.1.1.2 (Multilineare Abbildungen als Beispiel). Gegeben r ≥ 0 und Vektor-
räume V1, . . . , Vr,W über ein- und demselben Körper betrachten wir die Menge
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aller multilinearen Abbildungen V1 × . . . × Vr → W . Wenn man r spezifizie-
ren will, nennt man sie r-lineare Abbildungen. Üblicherweise heißen 1-lineare
Abbildungen linear und 2-lineare Abbildungen bilinear. Im Fall r = 0 verste-
hen wir unter einer 0-linearen Abbildung einen Vektor aus W und sprechen in
diesem Kontext auch von einer leerlinearen Abbildung. Gegeben weitere mul-
tilineare Abbildungen Ui,1 × . . . × Ui,r(i) → Vi, wieder mit r(i) ≥ 0, können
wir in offensichtlicher Weise eine multilineare Abbildung vom Produkt der Ui,j
nach W erklären, die wir die „Multiverknüpfung“ unserer multilinearen Abbil-
dungen nennen. In der folgenden Definition des Begriffs einer „Schmelzkatego-
rie“ wird diese Struktur formalisiert. Sie ist in der Mathematik allgegenwärtig.
Moduln über Kringen, Komplexe von abelschen Gruppen, Vektorbündel auf to-
pologischen Räumen, glatte Vektorbündel auf Mannigfaltigkeiten, Darstellungen
von Gruppen oder Liealgebren und abelsche Garben auf topologischen Räumen
sind nur eine kleine Auswahl relevanter Schmelzkategorien. Das fundamentale
Beispiel ist für uns erst einmal die Schmelzkategorie der Mengen mit Funktio-
nen von mehreren Variablen alias „Multiabbildungen“ als Verschmelzungen. Im
weiteren Verflauf wird sich jedoch erweisen, daß es so fundamental gar nicht ist,
sondern seinerseits aus der „banalen Trennkategorie“ zur Kategorie der Mengen
durch Dualisieren hervorgeht, aber alles zu seiner Zeit.
18.1.1.3. Unter einer Familie von Elementen einer MengeM verstehen wir eine
Abbildung von einer Menge nach M. Vielfach verwendet man für eine Familie
die Notation (Ai)i∈I . Formal meint man damit eine Abbildung A : I → M,
i 7→ Ai. Gegeben eine Familie A : I → M bezeichnen wir im folgenden mit
Ā ihren Definitionsbereich alias ihre Indexmenge, also die Menge I . Die auf eine
Teilmenge K ⊂ I eingeschränkte Familie notieren wir A|K und unterscheiden
für i ∈ I zwischen der einelementigen Familie A|{i} und Element Objekt Ai. Eine
Familie mit einelementiger Indexmenge heiße eine Einsfamilie. Eine Familie mit
endlicher Indexmenge heiße eine Kleinfamilie.

Definition 18.1.1.4. Eine Schmelzkategorie ist ein Datum bestehend aus:

a. Einer Menge M von Objekten. Endliche Familien von Objekten nennen
wir gemäß der in 18.1.1.3 eingeführten Terminologie Objektkleinfamilien;

b. Für jede Objektkleinfamilie A und jedes Objekt Y einer MengeM(A, Y )
von Verschmelzungen;

c. Für je zwei Objektkleinfamilien A,B und jedes Objekt Z und jede Abbil-
dung ϕ : Ā → B̄ zwischen den Indexmengen unserer Objektkleinfamilien
einer Abbildung, der Multiverknüpfung von Verschmelzungen längs ϕ∏

j∈B̄

M(A|ϕ−1(j), Bj)

×M(B,Z)→M(A,Z)
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derart, daß unsere Multiverknüpfungen multiunitärassoziativ sind in einem Sin-
ne, für dessen Erklärung ich etwas weiter ausholen muß. Wir bilden dafür einen
Köcher mit Verknüpfung

Mg

mit Objektkleinfamilien aus M als Ecken und Pfeilen A → B gegeben durch
beliebige Paare (ϕ, (fj)j∈B̄) bestehend aus einer Abbildung ϕ : Ā → B̄ zwi-
schen den Indexmengen und einem Tupel (fj)j∈B̄ von Verschmelzungen fj ∈
M(A|ϕ−1(j), Bj) und der offensichtlichen durch unsere Multiverknüpfung von
Verschmelzungen erklärten Verknüpfung von Pfeilen. Wir fordern dann als letz-
tes Axiom, daß dieser Köcher mit VerknüpfungMg eine Kategorie sein soll. Es
ist diese Eigenschaft unserer Multiverknüpfungen, die ich multiunitärassoziativ
nennen will.

18.1.1.5. Verschmelzungen, die von einer Objektfamilie mit r-elementiger In-
dexmenge ausgehen, nennen wir r-Verschmelzungen und insbesondere Eins-
verschmelzungen im Fall r = 1 sowie Zweiverschmelzungen im Fall r = 2.
Die von der leeren Objektfamilie ausgehenden Verschmelzungen, also die 0-Ver-
schmelzungen, nennen wir Leerverschmelzungen, um den Begriff einer „Null-
verschmelzung“ zu vermeiden, der im Fall einer zusätzlichen „additiven Struktur“
leicht mißverstanden werden könnte.

Beispiel 18.1.1.6. Wie bereits erwähnt ist das fundamentale Beispiel für uns vor-
erst die kartesische Schmelzkategorie der Mengen

kEns

mit Funktionen von mehreren Variablen alias „Multiabbildungen“ als Verschmel-
zungen. Eine Leerverschmelzung in eine Menge Z ist insbesondere eine Abbil-
dung des leeren Produkts nach Z und kann identifiziert werden mit einem Ele-
ment von Z. Wenn wir es genau nehmen wollen, müssen wir erst ein Mengen-
system U wählen und dürfen erst dann die Schmelzkategorie UkEns aller Mengen
X ∈ U betrachten, weil nur dann die Gesamtheit der Objekte selbst wieder eine
Menge ist. Diese Feinheiten will ich im folgenden in der Notation nicht sicht-
bar machen und denke mir vorerst ein festes Universum U, aus dem die Grund-
mengen der Objekte unserer konkreten Beispiele jeweils kommen sollen. Unsere
nächsten Beispiele leiten sich davon ab, indem wir statt Mengen „Mengen mit Zu-
satzstrukturen“ betrachten und „mit diesen Zusatzstrukturen in geeigneter Weise
verträgliche Multiabbildungen“. So erklären wir etwa die Schmelzkategorie der
Vektorräume, indem wir als Objekte alle Vektorräume über einem vorgegebenen
Körper k nehmen und als Verschmelzungen alle multilinearen Abbildungen und
insbesondere eine Leerverschmelzung in einen Vektorraum W als ein Element
von W verstehen oder ganz pedantisch eine Abbildung der einpunktigen Menge
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nachW . Die Multiverknüpfungen sind die von der kartesischen Schmelzkategorie
der Mengen induzierten. Die so entstehende Schmelzkategorie notieren wir

Modk

Vorschau 18.1.1.7. Bei der weiteren Entwicklung der Theorie 22.2.1.16 werden
wir sehen, daß unsere kartesische Schmelzkategorie der Mengen so fundamental
gar nicht ist, sondern ihrerseits durch „Invertieren“ aus der noch fundamentaleren
„banalen Trennkategorie der Mengen“ hervorgeht, aber alles zu seiner Zeit.

Ergänzung 18.1.1.8. Die Definition bliebe sinnvoll, wenn wir darin unendliche
Objektfamilien zuließen. Diese Allgemeinheit will ich jedoch vermeiden, solange
ich keine überzeugenden Anwendungen kenne. Um mengentheoretischen Beden-
ken vorzubeugen, mag man als Indexmengen nur gewisse endliche Mengen zu-
lassen wollen, etwa nur Elemente des kleinsten Universums, das die leere Menge
als Element enthält. So genau werden wir es aber in diesem Text nicht nehmen.

18.1.1.9. Gegeben eine Schmelzkategorie M nennen wir die in der Definition
beschriebene Kategorie Mg die Familienkategorie unserer Schmelzkategorie.
Im Fall einer Einsfamilie B bestehend aus einem einzigen Objekt B∗ werden wir
die offensichtlichen Bijektionen

Mg(A,B)
∼→M(A,B∗)

in Notation und Sprache im weiteren als Gleichheiten betrachten. Wir erklären den
IndexfunktorMg → Ens durch die Vorschrift, daß er jeder Objektkleinfamilie
A ihre Indexmenge Ā zuordnet und jedem Morphismus f : A→ B die zugehöri-
ge Abbildung f̄ := ϕ : Ā → B̄ der Indexmengen. Die Menge der Morphismen
über einer festen Abbildung ϕ : Ā→ B̄ notieren wirMg

ϕ(A,B).

18.1.1.10. Es gibt in unserer Familienkategorie genau einen Morphismus in die
leere Objektfamilie, nämlich die Identität auf der leeren Objektfamilie, gegeben
durch das einzige 0-Tupel von Leerverschmelzungen.

18.1.1.11. Gegeben Objektkleinfamilien A = (Ai)i∈I und B = (Bj)j∈J sowie
eine Abbildung ϕ : I → J und Verschmelzungen fj ∈ M(A|ϕ−1(j), Bj) notieren
wir den zugehörigen Morphismus (ϕ, (fj)j∈B̄) der Familienkategorie von nun an

(ϕ,g(fj))

und sagen, er entstehe durch Vertupeln oder ausführlicher g-Vertupeln aus den
Verschmelzungen fj .

18.1.1.12. Eine durch eine einelementige Indexmenge indizierte Objektfamilie
nennen wir eine Einsfamilie. Die Identität idA in der Familienkategorie auf ei-
ner Einsfamilie entspricht einer Einsverschmelzung idA ∈M(A,A∗), die wir die
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Identitätsverschmelzung nennen. Ich will kurz begründen, warum die Identität
in der Familienkategorie auf einer beliebigen ObjektkleinfamilieB durch das Ver-
tupeln der Identitätsverschmelzungen ihrer Objekte gegeben sein muß, in Formeln

idB = (idB̄,g(idBj)j∈B̄)

In der Tat können wir in der Familienkategorie diejenige Unterkategorie betrach-
ten, bei der wir nur solche Morphismen zulassen, die unter dem Indexfunktor zu
Bijektionen werden. In dieser Unterkategorie ist es klar, daß unser Tupel von Iden-
titätsverschmelzungen die Identität sein muß. Damit muß unser Tupel aber auch
in der ursprünglichen Kategorie die Identität gewesen sein.

18.1.1.13. Gegeben eine Objektkleinfamilie B : J → M und eine Bijektion
ϕ : I

∼→ J erhalten wir durch das Vertupeln von Identitätsverschmelzungen in der
FamilienkategorieMg einen ausgezeichneten Isomorphismus

ϕ̂ : (B ◦ ϕ)
∼→ B

Wir nennen ihn die Umindizierung mit ϕ. Für Umindizierungen gelten die For-
meln ϕ̂◦ψ̂ = (ϕ◦ψ)∧ und id∧ = idB und weitere offensichtliche Verträglichkeiten
zwischen dem Verknüpfen und dem Vertupeln, die ich hier nicht ausschreibe.

18.1.1.14. Im Spezialfall identischer Indexmengen J = I und unter der Annahme
B = B ◦ ϕ muß unsere Umindizierung ϕ̂ : B

∼→ B, wenn ϕ : I
∼→ I nicht die

Identität ist, keineswegs die Identität sein. Zum Beispiel muß ja eine bilineare
Abbildung b : V × V → W keineswegs symmetrisch sein und im allgemeinen
gilt b 6= b ◦ τ̂ für τ die nichttriviale Permutation einer hier nicht explizit notierten
zweielementigen Indexmenge.

18.1.1.15. Im Fall einer Einsfamilie A von Objekten einer SchmelzkategorieM
hängt die Menge M(A, Y ) bis auf eindeutige durch das Vorschalten der einzig
möglichen Umindizierungen gegebene Bijektionen nur vom einzigen Element A∗
unserer Einsfamilie ab. Gegeben zwei Objekte X, Y ∈M notieren wir

M(X, Y )

die bis auf eindeutige Bijektion wohlbestimmte Menge aller Verschmelzungen
M(A, Y ) einer und jeder Einsfamilie A mit einzigem Objekt X nach Y . Zu-
sammen mit der offensichtlichen Verknüpfung erhalten wir so eine Kategorie mit
ObjektmengeM. Wir nennen sie die einfache Kategorie zu unserer Schmelzka-
tegorie und notieren sieM oder auch

E(M)

und nennen ihre Morphismen die Morphismen unserer Schmelzkategorie.
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18.1.1.16 (Notationsfragen). Im Kontext von Schmelzkategorien verwende ich
das Symbol g als „Tupeltrenner“ für Objektkleinfamilien und zur Beschreibung
von Morphismen der Familienkategorie. Das hat den didaktischen Vorteil, uns
daran zu erinnern, daß wir uns im Kontext einer Schmelzkategorie bewegen. Wir
verwenden im Kontext von Schmelzkategorien insbesondere die Notation

X1 g . . .gXr

für die durch {1, . . . , r} indizierte Objektfamilie, die durch i 7→ Xi gegeben wird.
Auch ohne die Indizes steht X g Y g X etwa für die durch {1, 2, 3} indizierte
Objektfamilie mit 1 7→ X, 2 7→ Y und 3 7→ X und selbst für X2 gX1 sei hiermit
vereinbart, daß es als die durch die Menge {1, 2} indizierte Objektfamilie mit 1 7→
X2, 2 7→ X1 zu interpretieren ist. Die leere Objektfamilie einer Schmelzkategorie
M notieren wir g = gM und die Menge der Leerverschmelzungen in ein Objekt
Y dementsprechend

M(g, Y )

Gegeben eine ObjektfamilieB = B1g . . .gBr und ein Objekt Y ∈M schreiben
wir statt f ∈M(B, Y ) auch f : B1g. . .gBr →M Y oder f : B1g. . .gBr → Y .

18.1.1.17. Für Leerverschmelzungen werden wir oft statt y : g →M Y auch
y ∈M Y schreiben oder, wenn wir die Schmelzkategorie nicht ausschreiben wo-
len, y ∈g Y . Gegeben bi ∈g Bi und f wie oben kann man dann schreiben

f ◦ (b1 g . . .g br) = f(b1, . . . , br) ∈M Y

18.1.1.18 (Notationsfragen). Manchmal verwenden wir die Notation B g T für
die „um ein Objekt T erweiterte“ Objektkleinfamilie B. Haben wir etwa B =
(Bj)j∈J , so vereinbaren wir für

B g T

die Indexmenge ({1} × J) t {2} mit (1, j) 7→ Bj und 2 7→ T als präzise Be-
schreibung der Familie B g T . Manchmal verwenden wir die Notation A g B
auch für die „disjunkte Vereinigung“ zweier Objektkleinfamilien. Haben wir etwa
A = (Ai)i∈I und B = (Bj)j∈J , so vereinbaren wir für

AgB

die Indexmenge ({1} × I) t ({2} × J) mit (1, i) 7→ Ai und (2, j) 7→ Bj als
präzise Beschreibung der Familie A g B. Der Leser muß nicht selten aus dem
Kontext erschließen, welches Symbol eine Objektfamilie meint und welches ein
Objekt. Vielfach sind die einzelnen Objekte dann die Symbole mit Indizes oder
mit Buchstaben aus dem hinteren Teil des Alphabets und Familien werden mit
den Buchstaben A,B,C,D bezeichnet.
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18.1.1.19. Seien M eine Schmelzkategorie und (ϕ,g(fj)) : A → B ein Mor-
phismus der Familienkategorie Mg. Steht uns eine ausgezeichnete Anordnung
der Indexmenge B̄ zur Verfügung, haben wir etwa B̄ = {1, . . . , r}, so notieren
wir den zugehörigen Morphismus der Familienkategorie auch

(ϕ,g(fj)) = (ϕ, f1 g . . .g fr)

oder ähnlich. Steht uns zusätzlich auch noch eine ausgezeichnete Anordnung der
Indexmenge Ā zur Verfügung, so verwenden wir im Fall einer monoton wachsen-
den Indexabbildung ϕ weiter die abkürzende Notation

(ϕ, g1 g . . .g gr) = g1 g . . .g gr

Von einer 2-Verschmelzung m : X g X → X können wir zum Beispiel die
Assoziativität fordern als die Identität m ◦ (m g id) = m ◦ (idgm) von 3-
Verschmelzungen X g X g X → X . Die zugrundeliegenden Indexabbildungen
können dabei leicht erraten werden.

18.1.1.20 (Diskussion der Notation). Gegeben r ∈ N verwenden wir die No-
tation JrK := {1, 2, . . . , r}. Bei der Diskussion simplizialer Strukturen verwen-
det man meist [r] := {0, 1, 2, . . . , r}. Im Zusammenhang mit Schmelzkategorien
spielt jedoch auch die leere Familie eine wichtige Rolle. Ich führe die Notation
JrK ein, um nicht mit ∅ = [−1] arbeiten zu müssen.

18.1.1.21. Unter einer monotonen Schmelzkategorie verstehen wir ein analoges
Datum, bei dem wir in den Axiomen die Vorgabe von Verschmelzungen nur für
Objektkleinfamilien mit ausgezeichneter Anordnung ihrer Indexmenge fordern
und Multiverknüpfungen nur längs monotonen Indexabbildungen erklärt sind. Wir
konstruieren zu jeder SchmelzkategorieM in offensichtlicher Weise eine mono-
tone Schmelzkategorie

Mmon

und nennen sie die Monotonisierung vonM.

18.1.1.22 (Diskussion der Terminologie). Eine Schmelzkategorie mit einem ein-
zigen Objekt nennen wir eine Operade oder ausführlicher Mengenoperade. Eine
monotone Schmelzkategorie mit einem einzigen Objekt nennen wir eine mono-
tone Mengenoperade. In vielen Quellen erklärt man eine Operade „über einem
Körper k“ als das, was wir eine „k-lineare Schmelzkategorie mit einem einzigen
Objekt“ nennen werden. Der Begriff der Mengenoperade betont, daß keine derar-
tigen Zusatzstrukturen implizit mit angenommen werden. Relevante Beispiele für
Schmelzkategorien mit nur einem Objekt diskutieren wir in ?? folgende. Andere
Quellen nennen unsere Operaden „symmetrische Operaden“ und unsere monoto-
nen Operaden schlicht „Operaden“. Wieder andere Quellen wie etwa [Lur17] be-
zeichnen Schmelzkategorien als „gefärbte Operaden“ oder „Multikategorien“ und
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unsere Verschmelzungen als „Multimorphismen“. Vielfach erklärt man zuerst den
Begriff eines Operads als „monotones Operad“ und erklärt dann ein symmetri-
sches Operad als ein Operad zusammen mit Operationen symmetrischer Gruppen.
Sie entsprechen bei uns dem Vorschalten der Umindizierungsisomorphismen. Das
hat den Vorteil, daß die Verträglichkeiten, die man beim anderen Zugang von den
Operationen der symmetrischen Gruppen zu fordern hat, in unserer Darstelllung
bereits implizit durch die Multiunitärassoziativität der Verknüpfung gesichert ist.

Übungen

Übung 18.1.1.23. SeiM eine Schmelzkategorie. Man zeige, daß ein Morphismus
(ϕ, f1 g . . . g fr) der FamilienkategorieMg genau dann ein Isomorphismus ist,
wenn ϕ eine Bijektion ist und alle fi Einsverschmelzungen, die Isomorphismen
der zugehörigen einfachen Kategorie sind.

18.1.2 Beispiele für Schmelzkategorien

Beispiele 18.1.2.1. Hier eine kleine Auswahl relevanter Schmelzkategorien.

1. Die kartesische Schmelzkategorie der Mengen kEns mit Mengen als Ob-
jekten und Multiabbildungen alias Funktionen von mehreren Variablen als
Verschmelzungen, wobei wir eine „Funktion in null Variablen“ als ein Ele-
ment des Wertebereichs verstehen und so in Formeln eine ausgezeichnete
Bijektion kEns(g, X)

∼→ X erhalten. Allgemeiner und präziser erklären
wir in 18.1.2.12 die „kartesische Schmelzkategorie“ zu jeder Kategorie mit
endlichen Produkten;

2. Abelsche Gruppen Ab mit multiadditiven Abbildungen;

3. Darstellungen von Gruppen oder Liealgebren;

4. Teilgeordnete Mengen mit ordnungsverträglichen Multiabbildungen ϕ, in
Formeln x1 ≤ y1, . . . , xr ≤ yr ⇒ ϕ(x1, . . . , xr) ≤ ϕ(y1, . . . , yr);

5. Z-filtrierte abelsche Gruppen mit solchen multiadditiven Abbildungen, die
ein Tupel von Elementen der Filtrierungsstufen ≤ p, . . . ,≤ q auf ein Ele-
ment der Filtrierungsstufe ≤ (p+ . . .+ q) abbilden;

6. Z-graduierte abelsche Gruppen mit solchen multiadditiven Abbildungen,
die ein Tupel von homogenen Elementen der Grade p, . . . , q auf ein ho-
mogenes Element vom Grad p+ . . .+ q abbilden;
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7. Durch ein kommutatives Monoid (Γ,+) indizierte Familien von Objekten
(Mγ)γ∈Γ einer Schmelzkategorie M bilden ihrerseits einer Schmelzkate-
gorie MΓ in natürlicher Weise, wie wir im folgenden genauer ausführen.
Als Verschmelzungen ϕ ∈ MΓ(A, Y ) nehmen wir durch α ∈ Ens(Ā,Γ)
indizierte Tupel von Verschmelzungen

ϕα ∈M((A
α(i)
i )i∈Ā, Y

sum(α))

mit der Notation sum(α) =
∑

i∈Ā α(i). DieM-Verschmelzung ϕα nennen
wir den α-Anteil unserer MΓ-Verschmelzung ϕ. Für die Leerverschmel-
zungen erhalten wir insbesondereMΓ(g, (Mγ)) :=M(g,M0). Die Mul-
tiverknüpfung ist die offensichtliche. Unsere Schmelzkategorie der Z-gra-
duierten abelschen Gruppen erhalten wir zurück als AbZ;

8. Abelsche Garben auf topologischen Räumen;

9. Vektorbündel auf einem vorgegebenen topologischen Raum mit „multili-
nearen Morphismen von einer Kleinfamilie von Bündeln in ein weiteres
Bündel“ als Verschmelzungen;

10. Glatte Vektorbündel auf einer vorgegebenen Mannigfaltigkeit mit „multili-
nearen glatten Morphismen von einer Kleinfamilie von Bündeln in ein wei-
teres Bündel“ als Verschmelzungen.

Vorschau 18.1.2.2 (Superisierte abelsche Gruppen). Für uns relevant sind ins-
besondere die Schmelzkategorie sAb der „superisierten abelschen Gruppen“ und
ihre Varianten sgAb sowie deren Verwandte Ket und Hot, die wir in 18.2.1.18 fol-
gende noch ausführlich besprechen werden. Objekte von sAb sindZ/2Z-graduierte
abelsche Gruppen

M = M 0̄ ⊕M 1̄

Eine Verschmelzung ϕ ∈ sAb
(
(Mi)i∈I , N

)
ist eine Vorschrift, die jeder Anord-

nung ω von I eine multiadditive Abbildung ϕω ∈ AbZ/2Z
(
(Mi)i∈I , N

)
zuordnet,

die homogen ist vom Grad 0̄, so daß für je zwei Anordnungen ω, η von I und jedes
Tupel (vi)i∈I von homogenen Elementen vi ∈Mi gilt

ϕω
(
(vi)i∈I

)
= ±ϕη

(
(vi)i∈I

)
mit dem Signum derjenigen Permutation als Vorzeichen, die die vom Übergang
von ω zu η auf den ungeraden Elementen vi ∈ M 1̄

i induzierte Umordnung be-
schreibt. Als Multiverknüpfung nehmen wir die normale Multiverknüpfung mul-
tiadditiver Abbildungen bei „passender Wahl“ der Anordnungen und verweisen
auf 18.2.1.18 für eine genauere Beschreibung und die Diskussion von Fragen der
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Wohldefiniertheit und Multiunitärassoziativität. Das ist die Stelle, an der die Vor-
zeichenfragen der homologischen Algebra ein- für allemal erledigt werden. Sa-
lopp gesprochen ist eine Verschmelzung von superisierten abelschen Gruppen al-
so ein etwas, das bei jeder Wahl einer Anordnung der Ausgangsobjekte die Gestalt
einer vom Grad Null homogenen multiadditiven Abbildung annimmt.

Beispiel 18.1.2.3 (Beliebige Kategorie als Schmelzkategorie). Jede Kategorie
C können wir als Schmelzkategorie auffassen, indem wir als Verschmelzungen
Tupel von Morphismen nehmen, in Formeln

C(B1 g . . .gBr, X) :=
rl

i=1

C(Bi, X)

Die Multiverknüpfung von Verschmelzungen ist dabei die Offensichtliche. Ich
nenne diese Struktur die banale Struktur einer Schmelzkategorie auf C und
notiere diese Schmelzkategorie statt C auch ausführlicher gC oder bang(C). Die
Familienkategorie der banalen Schmelzkategorie zu einer Kategorie C notiere ich
vereinfachend Cg. Umgekehrt nenne ich eine SchmelzkategorieM banal, wenn
es in jedes Objekt nur genau eine Leerverschmelzung gibt und wir jeweils Bijek-
tionen

M(B,X)
∼→
l

j∈B̄

M(Bj, X)

erhalten durch geeignetes Vorschalten von Leerverschmelzungen in alle Bj außer
in Bi an der i-ten Stelle.

18.1.2.4. Man beachte, daß die Morphismen einer banalen Schmelzkategorie zwar
Tupel sind, aber nicht als g-Tupel mißverstanden oder notiert werden dürfen.

18.1.2.5. Jede Kategorie C können wir als „Schmelzkategorie mit nur Einsver-
schmelzungen“ auffassen. Diese Struktur nennen wir die triviale Schmelzkate-
gorie zu C.

18.1.2.6. Unter einer Schmelzunterkategorie einer Schmelzkategorie verstehen
wir die Vorgabe einer Teilmenge der Menge der Objektmenge und von Teilmen-
gen der Mengen von Verschmelzungen zwischen diesen Objekten, die stabil sind
unter Multiverknüpfung und alle Identitätsverschmelzungen zu Objekten aus un-
serer Teilmenge der Menge der Objekte enthalten. Enthält eine Schmelzunterka-
tegorie alle Verschmelzungen der ursprünglichen Schmelzkategorie zwischen den
Objekten der Schmelzunterkategorie, so nennen wir sie eine volle Schmelzunter-
kategorie.

Beispiel 18.1.2.7. Jede Schmelzkategorie hat die Unterschmelzkategorie, bei der
wir dieselben Einsverschmelzungen nehmen aber sonst nur leere Verschmelzungs-
mengen. Jede Schmelzkategorie enthält des weiteren als Unterschmelzkategorie
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auch die Schmelzkategorie, bei der wir dieselben Leerverschmelzungen nehmen
aber sonst nur leere Verschmelzungsmengen, oder dieselben Einsverschmelzun-
gen und Leerverschmelzungen aber sonst nur leere Verschmelzungsmengen. Alle
diese Unterschmelzkategorien scheinen mir nicht von großem Nutzen zu sein.
18.1.2.8 (Quotienten von Schmelzkategorien). Sei M eine Schmelzkategorie
und sei auf allen ihren Mengen von Verschmelzungen eine Äquivalenzrelation ∼
gegeben derart, daß jede Multiverknüpfung äquivalenter Verschmelzungen äqui-
valente Verschmelzungen liefert, in Formeln

(f ∼ f ′, g1 ∼ g′1, . . . , gr ∼ g′r)⇒ f ◦ (ψ, g1 g . . .g gr) ∼ f ′ ◦ (ψ, g′1 g . . .g g
′
r)

So erhalten wir eine SchmelzkategorieM/∼ mit denselben Objekten und Äqui-
valenzklassen von Verschmelzungen als neuen Verschmelzungen und der koindu-
zierten Multiverknüpfung in offensichtlicher Weise. Wir nennen solch eine Äqui-
valenzrelation eine schmelzverträgliche Äquivalenzrelation. Offensichtlich ist
jeder Schnitt schmelzverträglicher Äquivalenzrelationen auf einer Schmelzkate-
gorie auch selbst wieder eine schmelzverträgliche Äquivalenzrelation. Insbeson-
dere können wir, wenn auf jeder Verschmelzungsmenge einer Schmelzkategorie
eine Relation gegeben ist, die kleinste schmelzverträgliche Äquivalenzrelation be-
trachten, die alle diese Relationen erhält.
18.1.2.9. Um den Kopf zu entlasten, führe ich zusätzlich die zu Schmelzkategori-
en opponierten Trennkategorien ein. Sie unterscheiden sich nur dadurch, daß wir
Verschmelzungen in der entgegengesetzten Reihenfolge notieren und sie „Tren-
nungen“ nennen. Für eine Trennkategorie T und ein Objekt T ∈ T und eine
Objektkleinfamilie B aus T fordern wir in diesem Fall also die Vorgabe einer
Menge von Trennungen

T (T,B)

und für diese Multiverknüpfungen. Bei Trennkategorien verwenden wir das Sym-
bol f als Trenner. Gegeben T,B1, . . . , Br ∈ T verwenden wir auch die Notation

f : T → B1 f . . .fBr

für so eine Trennung. Das leere Wort notieren wir in diesem Kontextf und schrei-
ben T (T,f) für die Menge der von einem Objekt T ausgehenden Leertrennun-
gen. Die zugehörige Familienkategorie notieren wir T f. Sie wird angeliefert mit
einem ausgezeichneten Funktor T f → Ensopp, den wir wieder den Indexfunktor
nennen. Analog erklären wir monotone Trennkategorien.
Beispiel 18.1.2.10 (Beliebige Kategorie als Trennkategorie). Jede Kategorie C
können wir als Trennkategorie auffassen, indem wir als Trennungen schlicht Tupel
von Morphismen betrachten, in Formeln

C(X,B1 f . . .fBr) :=
rl

i=1

C(X,Bi)
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Die Multiverknüpfung von Trennungen ist dabei die Offensichtliche. Ich nenne
diese Struktur die banale Struktur einer Trennkategorie auf C und notiere diese
Trennkategorie statt C auch ausführlicher fC oder banf(C). Die Familienkatego-
rie der banalen Trennkategorie zu einer Kategorie C notiere ich vereinfachend Cf.
Analog wie bei Schmelzkategorien definieren wir auch banale Trennkategorien.

Beispiel 18.1.2.11 (Opposition von Schmelzkategorien und Trennkategorien).
Zu jeder SchmelzkategorieM erhalten wir in offensichtlicher Weise eine Trenn-
kategorie Mopp mit „opponierten Verschmelzungen“ als Trennungen. Zu jeder
Trennkategorie T erhalten wir in offensichtlicher Weise eine Schmelzkategorie
T opp mit „opponierten Trennungen“ als Verschelzungen. Diese Konstruktionen
sind zueinander invers und wir haben für eine beliebige Kategorie C offensicht-
lich (fC)opp = g(Copp).

Beispiel 18.1.2.12. Jede Kategorie C mit endlichen Produkten können wir mit
der Struktur einer Schmelzkategorie versehen, indem wir Verschmelzungen als
Morphismen aus Produkten erklären, in Formeln

C(B1 g . . .gBr, X) := C(B1 × . . .×Br, X)

Die Multiverknüpfung ist die Offensichtliche. Ich nenne diese Struktur die karte-
sische Schmelzkategorie auf C und verwende dafür die Notationen kC = kart(C).
Die kartesische Schmelzkategorie der Mengen kEns hatten wir bereits in 18.1.2.1
als Beispiel angeführt.

Vorschau 18.1.2.13 (Kartesische Schmelzkategorien durch Invertieren). Wir
werden zu jeder Trennkategorie mit „stabil universellen Trennungen“ in 18.1.5.5
ihre „inverse Schmelzkategorie“ einführen. Es erweist sich in dieser Terminolo-
gie, daß wir die kartesische Schmelzkategorie kart(C) durch Invertieren aus der
banalen Trennkategorie fC erhalten können, vergleiche 18.1.5.10.

Beispiel 18.1.2.14 (Produkt von Schmelzkategorien). Gegeben Schmelzkatego-
rienM,N erklären wir ihr Produkt

M×N

mit Paaren (M,N) als Objekten und Paaren von Verschmelzungen als Verschmel-
zungen und den offensichtlichen weiteren Daten.

Beispiel 18.1.2.15 (Multiäquivariante Schmelzkategorie der Ω-Mengen). Ge-
geben eine Menge Ω erhalten wir auf der Gesamtheit aller Ω-Mengen eine Struk-
tur als Schmelzkategorie durch die Vorschrift, daß wir unter einer Verschmelzung
X1 g . . .gXr → Y eine Abbildung f : X1 × . . .×Xr → Y verstehen mit

f(ax1, . . . , xr) = . . . = f(x1, . . . , axr) = af(x1, . . . , xr)
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für alle a ∈ Ω und xi ∈ Xi und alle i mit 1 ≤ i ≤ r, die also in Worten „äquivari-
ant ist in jeder Variable“. Wir nennen sie die multiäquivariante Schmelzkatego-
rie der Ω-Mengen und notieren sie

EnsΩg′

Ihre Verschmelzungen nennen wir multiäquivariante Multiabbildungen. Für ih-
re Leerverschmelzungen gilt EnsΩg′(g, Y )

∼→ Y vermittels f 7→ f(∗). Das kleine
Strichlein bei g′ ist ein „Freiheitsstrichlein“. Wenn wir es weglassen, wird meist
Ω ein Monoid sein und wir betrachten nur solche Ω-Mengen X , für die die Abbil-
dung Ω×X → X eine Operation des Monoids Ω ist.

18.1.2.16. Dasselbe geht auch allgemeiner. Gegeben eine Schmelzkategorie M
und ein Objekt Ω ∈ M erklären wir einen Ω-Objektmodul oder abkürzend Ω-
Modul als ein Paar (X,µ) aus einem Objekt X ∈ M mit einer Verschmelzung
µ = µX : ΩgX → X und bilden wie zuvor die multiäquivariante Schmelzka-
tegorie der Ω-Moduln

MΩg′

Zweiverschmelzungen ϕ : X g Y → Z von derartigen Ω-Moduln etwa erklären
wir als Zweiverschmelzungen inM derart, daß die drei offensichtlichen Zweiver-
schmelzungen ΩgX g Y → Z übereinstimmen, in Formeln

ϕ ◦ (µx g idY ) = ϕ ◦ (idX gµY ) = µZ ◦ (idΩgϕ)

Hier habe ich darauf verzichtet, die zugrundeliegenden Abbildungen der Index-
mengen näher zu spezifizieren, weil sie auch so schon offensichtlich sind, da wir
in diesem Fall die beteiligten Objekte mit paarweise verschiedenen Buchstaben
notieren konnten.

Vorschau 18.1.2.17. In 18.3.1.24 führen wir Ω-Moduln in angereicherten Schmelz-
kategorienM/S für Objekte Ω ∈ S der anreichernden Schmelzkategorie ein und
diskutieren in 18.3.1.27, inwiefern sie im Fall einer SelbstanreicherungMsa/M
mit den eben in 18.1.2.16 erklärten Ω-Moduln zusammenfallen.

Beispiel 18.1.2.18. Gegeben eine abelsche Gruppe Ω identifiziert man AbΩg′

leicht mit der Schmelzkategorie aller Moduln über der Tensoralgebra TΩ. Mul-
tiäquivariante Schmelzkategorien von Moduln über „Abmonoiden“ diskutieren
wir in 18.2.2.5 und über „Monoiden“ in 18.3.1.16 und notieren sie dann ohne
das „Freiheitsstrichlein“ in unserer Notation für Objektmoduln.

Beispiel 18.1.2.19. Gegeben ein Kring k und ein k-Modul Ω ist ein Ω-Modul in
unserem Sinne ein Paar (X,µ) bestehend aus einem k-Modul X und einer k-
bilinearen Abbildung Ω×X → X .
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Vorschau 18.1.2.20. In 18.2.2.13 führen wir die „äquivariante Schmelzkategorie
MC%′ derC-Objektmoduln“ eines „KoabmonoidsC einer Trennschmelzkategorie
M“ ein. Sie hat dieselben Objekte wie aber andere Verschmelzungen als unsere
multiäquivariante SchmelzkategorieMCg′ .

18.1.2.21. Gegeben eine Trennkategorie T und ein Objekt Ω ∈ T erklären wir
opponiert einen Ω-Objektkomodul von T als ein Paar (X,∆) aus einem Objekt
X ∈ T und einer Trennung ∆ : X → Ω fX und betrachten die multiäquivari-
ante Trennkategorie der Ω-Objektkomoduln

MΩf′

Übungen

Übung 18.1.2.22. In der Familienkategorie einer banalen Trennkategorie kann je-
der Morphismus durch f-Vertupeln und Verknüpfen erhalten werden aus Leer-
trennungen, Einstrennungen und Zweitrennungen der Gestalt (id, id) : X →
X fX . Letztere nennen wir Diagonalzweitrennungen.

Übung 18.1.2.23. In der Familienkategorie einer banalen Trennkategorie zu einer
Kategorie mit endlichen Produkten kann jeder Morphismus durch f-Vertupeln
und Verknüpfen erhalten werden aus Leertrennungen, Einstrennungen und Zwei-
trennungen der Gestalt (prX , prY ) : X × Y → X f Y . Letztere nennen wir Pro-
jektionszweitrennungen. Diese Übung wird sich als ein Spezialfall von 18.1.3.24
erweisen.

Ergänzende Übung 18.1.2.24 (Monotone Schmelzkategorie der Ω-Bimengen).
Gegeben eine Menge Ω verstehen wir unter einer Ω-Bimenge eine Menge X mit
Abbildungen Ω × X → X und X × Ω → X , die wir durch Hintereinander-
schreiben notieren, so daß gilt (ωx)η = ω(xη) für alle ω, η ∈ Ω und x ∈ X .
Die Ω-Bimengen werden zu einer monotonen Schmelzkategorie, wenn wir Ver-
schmelzungen erklären als Abbildungen

ϕ : X1 × . . .×Xr → Y

mit ϕ(x1, . . . , xiη, xi+1, . . . , xr) = ϕ(x1, . . . , xi, ηxi+1, . . . , xr) für alle i sowie
ϕ(ωx1, . . . , xr) = ωϕ(x1, . . . , xr) und ϕ(x1, . . . , xrη) = ϕ(x1, . . . , xr)η für alle
xi ∈ Xi und ω, η ∈ Ω. Leerverschmelzungen sind Abbildungen aus dem leeren
Produkt {∗} alias Elemente y = ϕ(∗) ∈ Y mit ωy = yω für alle ω ∈ Ω.

Ergänzende Übung 18.1.2.25 (Monotone Schmelzkategorie der Bimoduln). Ge-
geben ein Ring R bilden die R-Bimoduln eine monotone Schmelzkategorie mit
den Z-multilinearen Verschmelzungen von R-Bimengen wie in 18.1.2.24 als Ver-
schmelzungen.
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18.1.3 Stabil universelle Verschmelzungen
Definition 18.1.3.1. Eine Verschmelzung κ ∈ M(A, T ) in einer Schmelzkatego-
rieM heiße universell, wenn für jedes weitere Objekt Y ∈ M das Vorschalten
von κ eine Bijektion

(◦κ) :M(T, Y )
∼→M(A, Y )

induziert. Eine universelle Verschmelzung (κ, T ) ist, wenn sie existiert, durch ihre
Ausgangsfamilie A bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmt. Wir
sagen, eine Schmelzkategorie habe universelle Verschmelzungen, wenn es darin
zu jeder Objektkleinfamilie eine universelle Verschmelzung gibt.

Definition 18.1.3.2. Eine Verschmelzung κ ∈ M(A, T ) in einer Schmelzkatego-
rie M heiße stabil universell, wenn für jede Objektkleinfamilie B ∈ Mg und
jedes Objekt Y ∈ M das Vorschalten des Morphismus κ g id der Familienkate-
gorie eine Bijektion

(◦(κg id)) :M(T gB, Y )
∼→M(AgB, Y )

zwischen den jeweiligen Mengen von Verschmelzungen induziert. Wir sagen, eine
Schmelzkategorie habe stabil universelle Verschmelzungen, wenn es darin zu
jeder Objektkleinfamilie eine stabil universelle Verschmelzung gibt.

18.1.3.3. Das Konzept einer stabil universellen Verschmelzung wird sich im fol-
genden als der wichtigere Begriff erweisen. Das Konzept einer universellen Ver-
schmelzung sehe ich nur als didaktischen Zwischenschritt.

Ergänzung 18.1.3.4. Im Fall einer monotonen Schmelzkategorie muß die Eigen-
schaft „stabil universell“ sorgfältiger formuliert werden in der Weise, daß eine
Verschmelzung B → T stabil universell ist, wenn für beliebige Objektworte
A,C ∈ und jedes Objekt Y ∈ M das Vorschalten des Morphismus idgκ g id
eine BijektionM(AgT gC, Y )

∼→M(AgBgC, Y ) zwischen den jeweiligen
Mengen von Verschmelzungen induziert.

Beispiel 18.1.3.5 (Eine universelle aber nicht stabil universelle Verschmel-
zung). Ändern wir die Schelzkategorie Modk der multilinearen Abbildungen von
Vektorräumen über einem Körper k dahingehend ab, daß wir als Leerverschmel-
zungen nur die Nullvektoren zulassen, so ist eine universelle Leerverschmelzung
in der so entstehenden Schmelzkategorie der Nullvektor im Nullvektorraum, aber
diese ist nicht stabil universell.

18.1.3.6 (Eigenschaften stabil universeller Verschmelzungen). Offensichtlich
ist jede stabil universelle Verschmelzung universell. Offensichtlich ist jede Mul-
tiverknüpfung stabil universeller Verschmelzungen wieder stabil universell. Eine
Einsverschmelzung ist genau dann stabil universell, wenn sie in der zugehörigen
einfachen Kategorie zu einem Isomorphismus wird.
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Vorschau 18.1.3.7. In 18.1.4.9 lernen wir, daß in einer Schmelzkategorie mit
„Multihom“ jede universelle Verschmelzung stabil universell ist. In 18.1.3.21 dürfen
Sie zeigen, daß in einer Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzungen ge-
nau dann alle Verschmelzungen stabil universell sind, wenn jede Multiverknüpfung
universeller Verschmelzungen wieder universell ist.

18.1.3.8 (Notationen für stabil universelle Verschmelzungen). Stabil univer-
selle Verschmelzungen einer Objektkleinfamilie B in einer SchmelzkategorieM
notieren wir meist (κ,⊗B) und schreiben manchmal ⊗M und für eine explizite
Familie B = (Bi)i∈I auch

⊗
i∈I Bi oder ausführlicher

κ = κB ∈M(B,⊗B) =M(B1 g . . .gBr, B1 ⊗ . . .⊗Br)

und nennen sie häufig Tensorprodukte. Jeder Morphismus φ ∈ Mg(C,B) der
Familienkategorie vonM induziert, wenn die entsprechenden stabil universellen
Verschmelzungen von B und C existieren, in offensichtlicher Weise einen Mor-
phismus ⊗φ : ⊗C → ⊗B in der zugrundeliegenden einfachen Kategorie E(M).
Hat unsere Schmelzkategorie stabil universelle Verschmelzungen, so liefert diese
Konstruktion einen Funktor Mg → E(M). Schließlich liefert jede stabil uni-
verselle Verschmelzung in der Wortkategorie durch das Vorschalten von Leerver-
schmelzungen eine Abbildung

M(g, B1)× . . .×M(g, Br)→M(g, B1 ⊗ . . .⊗Br)

Auch diese Abbildung notieren wir meist mit demselben Symbol wir unsere Ver-
schmelzung, im vorliegenden Fall also (b1, . . . , br) 7→ b1 ⊗ . . .⊗ br.
Beispiel 18.1.3.9. Im Fall der Schmelzkategorie der k-Vektorräume ist die kanoni-
sche multilineare Abbildung V1× . . .× Vr → V1⊗ . . .⊗ Vr in das Tensorprodukt
aus der linearen Algebra stabil universell und die auf den Leerverschmelzungs-
mengen induzierte Abbildung ist schlicht ebendieselbe Abbildung aufgefaßt als
Abbildung von Mengen, deren Effekt auf Elementen wir bereits in der linearen
Algebra (v1, . . . , vr) 7→ v1 ⊗ . . . ⊗ vr notiert hatten. Eine universelle Leerver-
schmelzung ist speziell die Abbildung {∗} → k mit ∗ 7→ 1. Analoges gilt für
Moduln über einem beliebigen Kring k bis auf das Detail, daß wir in diesem Fall
Tensorprodukte mit mehr als einem Faktor noch nicht eingeführt haben. Das soll
in 18.1.3.17 nachgeholt werden.

18.1.3.10. SeiM eine Schmelzkategorie. Gegeben M ∈ M und r ∈ N notieren
wir

Mgr := M gM g . . .gM

die konstante Familie {1, . . . , r} → M. Existiert eine stabil universelle Ver-
schmelzung für diese Familie, so notieren wir sie M⊗r := ⊗(Mgr) und nennen
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sie die r-te Tensorpotenz von M und erhalten darauf mit Umindizierung nach
18.1.1.13 eine Rechtsoperation der Gruppe Sr aller Permutationen von {1, . . . , r}.
Gegeben eine endliche Menge I und eine konstante Familie B : I → M er-
halten wir allgemeiner durch Umindizierung 18.1.1.13 eine Rechtsoperation von
Ens×(I) auf ⊗B.

18.1.3.11. Da nach 18.1.3.6 Multiverknüpfungen stabil universeller Verschmel-
zungen wieder stabil universell sind, ist für beliebige ObjekteX, Y, Z einer Schmelz-
kategorie, für die die entsprechenden stabil universellen Verschmelzungen exis-
tieren, auch κ ◦ (κ g id) : X g Y g Z → (X ⊗ Y ) ⊗ Z eine stabil universelle
Verschmelzung. Dasselbe gilt für κ ◦ (idgκ) und wir erhalten so Isomorphismen

(X ⊗ Y )⊗ Z ∼→ X ⊗ Y ⊗ Z ∼→ X ⊗ (Y ⊗ Z)

Deren Verknüpfung heißt der Assoziator. Er wird in manchen Kontexten ass =
assX,Y,Z notiert.

18.1.3.12. Das Zielobjekt einer stabil universellen Leerverschmelzung, wenn es
sie denn gibt, nennen wir das Einsobjekt oder kurz die Eins unserer Schmelzka-
tegorie. Wir notieren es I = IM und notieren die stabil universelle Leerverschmel-
zung

1 = 1M : g→ I

18.1.3.13. Für jedes Objekt X einer SchmelzkategorieM mit Eins gibt es genau
eine Verschmelzung κ : IgX → X mit idX = κ◦ (1g idX) : X → IgX → X .
Diese Verschmelzung ist stabil universell und wir erhalten so einen natürlichen
Isomorphismus I⊗X ∼→ X . Er heißt die Einsbedingung.

18.1.3.14. Die Assoziativität der Multiverknüpfung liefert in Schmelzkategorien
viele weitere Verträglichkeiten zwischen stabil universellen Verschmelzungen. Ich
werde sie vorerst nicht thematisieren. Der Vorteil der Sprache der Schmelzkate-
gorien liegt gerade darin, daß diese Verträglichkeiten bereits in die Axiomatik fest
mit eingebaut sind und bei Bedarf abgeleitet werden können, a priori aber nicht
thematisiert werden müssen.

Beispiele 18.1.3.15. In Fall einer banalen Schmelzkategorie ist jedes endliche Ko-
produkt eine stabil universelle Verschmelzung. Im Fall der kartesischen Schmelz-
kategorie einer Kategorie mit endlichen Produkten ist die „Identität auf dem Pro-
dukt“ eine stabil universelle Verschmelzung.

18.1.3.16. Natürlich kann man einen zu unseren universellen beziehungsweise
stabil universellen Verschmelzungen opponierten Formalismus auch in der oppo-
nierten Situation der Trennkategorien entwickeln. Ich nenne diesen Begriff eine
universelle beziehungsweise stabil universelle Trennung.
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18.1.3.17 (Längere Tensorprodukte über Kringen). Gegeben ein Kring k und
k-Moduln V1, . . . , Vn konstruieren wir nun eine universelle k-multilineare Abbil-
dung

κ : V1 × . . .× Vn → T

Wir betrachten dazu den Quotienten T := k〈V1 × . . . × Vn〉/U des freien k-
Moduls F über der Menge V1 × . . . × Vn nach dem kleinsten Untermodul U , für
den die Abbildung V1 × . . . × Vn → F/U multilinear ist. Daß es einen kleinsten
Untermodul U mit dieser Eigenschaft gibt, folgt aus der Tatsache, daß der Schnitt
über eine beliebige Familie (Ui)i∈I von Untermoduln mit dieser Eigenschaft stets
auch wieder diese Eigenschaft hat. Das hinwiederum folgt aus der Existenz einer
k-linearen Einbettung F/(

⋂
Ui) ↪→

d
(F/Ui), über das Produkt der multilinearen

Abbildungen V1 × . . . × Vn → F/Ui ja faktorisieren muß. Wir verwenden für
unseren universellen Quotienten die Notation

V1 ⊗k . . .⊗k Vn := F/U

Alternativ hätten wir den herauszuteilenden Untermodul U auch ähnlich wie im
Fall bilinearer Abbildungen explizit durch Erzeuger beschreiben können, aber wie
schon im alten Rom, variatio delectat. Man prüft leicht, daß auch im Fall der Mo-
duln über einem Kring alle universellen Verschmelzungen vereits stabil universell
sind.
Beispiel 18.1.3.18 (Schmelzkategorie der abelschen Gruppen). Wir buchsta-
bieren die in 18.1.3.17 besprochenen allgemeinen Aussagen nocheinmal im Spe-
zialfall des Krings Z aus, dessen Modulkategorie ja schlicht die Kategorie der
abelschen Gruppen ist. Die abelschen Gruppen bilden mithin eine Schmelzkate-
gorie Ab mit den multilinearen Abbildungen als Verschmelzungen. Hierbei ver-
stehen wir multilineare Abbildungen von der leeren Objektfamilie in eine abel-
sche Gruppe wie zuvor als Elemente von besagter Gruppe oder genauer und ganz
pedantisch als Abbildungen der einpunktigen Menge {∗} dorthin. Die natürlichen
multilinearen Abbildungen κ : V1×. . .×Vn → V1⊗. . .⊗Vn in die Tensorproduk-
te über Z sind dann stabil universell. Eine stabil universelle Leerverschmelzung
ist die Abbildung {∗} → Z mit ∗ 7→ 1. Eine alternative universelle Leerver-
schmelzung wäre die Abbildung {∗} → Z mit ∗ 7→ −1, aber wozu den Teufel am
Schwanz ziehen.
Ergänzung 18.1.3.19. Die Bimoduln über einem beliebigen Ring sind ein Beispiel
für eine monotone Schmelzkategorie. Wir führen das hier nicht weiter aus.
18.1.3.20 (Symmetrische Potenzen). Gegeben ein Objekt V einer Schmelzka-
tegorie M und r ≥ 0 nennt man Sr-invariante Verschmelzungen V gr → X
symmetrisch. Eine symmetrische Verschmelzung V gr → S heißt universell-
symmetrisch, wenn für jedes Objekt X das Vorschalten eine Bijektion

M(S,X)
∼→M(V gr, X)Sr
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induziert. Eine universellsymmetrische Verschmelzung ist eindeutig bis auf ein-
deutigen Isomorphismus, wenn sie existiert. Sie heißt stabil universellsymme-
trisch, wenn sogar für jede weitere Objektkleinfamilie C und jedes Objekt U das
Vorschalten eine Bijektion

M(S g C,U)
∼→M(V gr g C,U)Sr

induziert. Für Schmelzkategorien mit Multihom sind offensichtlich alle univer-
sellsymmetrischen Verschmelzungen auch stabil universellsymmetrisch. Wir ver-
wenden

αr : V gr → SrV

als Notation für die bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmte stabil
universellsymmetrische Verschmelzung, wenn es sie denn gibt, und nennen SrV
die r-te symmetrische Potenz von V . Natürlich ist α1 = id : V → V stets stabil
universell 1-symmetrisch und wenn es ein Einsobjkt gibt, ist auch die universelle
Leerverschmelzung α0 = 1 : g→ I stabil universell 0-symmetrisch. Gibt es alle
drei beteiligten stabil universellsymmetrischen Verschmelzungen, so liefern die
universellen Eigenschaften, daß αr+t eindeutig faktorisiert in

V g(r+t) → SrV g V gt → SrV g StV → Sr+tV

mit αr g idgt und id g αt als ersten beiden Morphismen und einer so erklärten
Zweiverschmelzung

β = βr,t : SrV g StV → Sr+tV

Klar sind auch die „Kommutativität“ βt,r = βr,t ◦ τ für τ die Vertauschung, die
„Unitarität“ β0,r ◦ (1 g id) = id sowie die „Assoziativität“ βr,s+t(idgβs,t) =
βr+s,t(βr,sg id). In einer später eingeführten Terminologie kann das dahingehend
zusammengefaßt werden, daß (SrV )r∈N mit den β ein Abmonoid der Schmelzka-
tegorieMN der N-graduierten Objekte vonM aus 18.1.2.1 wird. In der Schmelz-
kategorie der Moduln über einem Kring k sind die SrV unsere symmetrischen
Potenzen aus der kommutativen Algebra. In der kartesischen Schmelzkategorie
der Mengen sind es die Bahnenräume Xr/Sr unter der Operation der symmetri-
schen Gruppe. Für eine Diskussion der „äußeren Potenzen“ verweise ich auf ??.

Übungen

Übung 18.1.3.21. Man zeige, daß in einer Schmelzkategorie mit universellen Ver-
schmelzungen genau dann alle universellen Verschmelzungen stabil sind, wenn
jede Multiverknüpfung von universellen Verschmelzungen wieder universell ist.
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Übung 18.1.3.22. Man zeige, daß eine Schmelzkategorie mit stabil universellen
Verschmelzungen für alle Familien aus zwei Objekten und für die leere Objektfa-
milie auch stabil universelle Verschmelzungen für beliebige Objektkleinfamilien
hat.

Übung 18.1.3.23 (Schmelzkategorien von graduierten abelschen Gruppen).
Gegeben ein abelsches Monoid Γ bilden die Γ-graduierten abelschen Gruppen ei-
ne Schmelzkategorie AbΓ mit den vom Grad Null homogenen multiadditiven Ab-
bildungen als Verschmelzungen. Universelle, ja stabil universelle Verschmelzun-
gen sind die Tensorprodukte mit ihrer natürlichen Γ-Graduierung. Analog erklärt
man die Schmelzkategorie ModΓ

k der Γ-graduierten Moduln über einem Kring k.
Noch allgemeinere Aussagen dieser Art besprechen wir in 18.1.4.15.

Übung 18.1.3.24. Bei einer Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmel-
zungen entsteht jeder Morphismus ihrer Familienkategorie durchg-Vertupeln und
Verknüpfen aus universellen Leerverschmelzungen, universellen Zweiverschmel-
zungen und beliebigen Einsverschmelzungen. Die Identität auf der leeren Objekt-
familie erhalten wir dabei als das leere Tupel von Einsverschmelzungen. Wir er-
halten 18.1.2.23 als Spezialfall.

Ergänzende Übung 18.1.3.25. Gegeben Ringe R, S sowie Moduln C ∈ Mod-R,
D ∈ R -Mod-S und E ∈ S -Mod gibt es genau einen Isomorphismus von abel-
schen Gruppen

C ⊗R (D ⊗S E) 7→ (C ⊗R D)⊗S E
mit der Eigenschaft, daß mit den offensichtlichen Surjektionen des für die zugrun-
deliegenden abelschen Gruppen über Z gebildeten Tensorprodukts C⊗D⊗E auf
beide Seiten ein kommutatives Dreieck entsteht.

Ergänzende Übung 18.1.3.26. Gegeben eine Menge Ω erhalten wir stabil univer-
selle Verschmelzungen in der multiäquivarianten Schmelzkategorie der Ω-Mengen
durch X g Y → (X × Y )/∼ mit ∼ der durch (ωx, y) ∼ (x, ωy) erzeugten Äqui-
valenzrelation.

18.1.4 Multihom in Schmelzkategorien
Definition 18.1.4.1. Gegeben eine SchmelzkategorieM, eine Objektkleinfamilie
B ∈Mg und ein Objekt Z ∈M verstehen wir unter einem Multi-Hom-Objekt

(BVZ) = (BVMZ) ∈M

ein Objekt, das den durch A 7→ M(AgB,Z) gegebenen FunktorMg → Ensopp

darstellt. Ein Multihomobjekt kommt also zusammen mit natürlichen Bijektionen
M(AgB,Z)

∼→M(A,BVZ) und ist als derartiges Datum eindeutig bestimmt
bis auf eindeutigen Isomorphismus, wenn es existiert.
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18.1.4.2. Multihomobjekte in einer Schmelzkategorie M werden insbesondere
angeliefert mit einer natürlichen BijektionM(B,Z)

∼→M(g, BVZ) zwischen
der Menge aller Verschmelzungen von einer Objektkleinfamilie zu einem Objekt
und der Menge aller Leerverschmelzungen in das entsprechende Multihomobjekt.

18.1.4.3. Wir sagen, eine SchmelzkategorieM habe Multihom, wenn zu jeder
Objektkleinfamilie B und jedem Objekt Z das Multihomobjekt BVZ existiert.
Im Fall einer Objektfamilie B = X aus einem einzigen Buchstaben nennen wir
das Multihomobjekt XVZ das interne Homobjekt oder kurz Homobjekt. Exis-
tieren alle Homobjekte, so existieren auch alle Multihom und können induktiv
konstruiert werden. Zum Beispiel wird der Funktor A 7→ M(A gX g Y, Z) für
feste Objekte X, Y, Z offensichtlich dargestellt durch XV(YVZ), wenn denn
die fraglichen Hom-Objekte beide existieren. Andererseits wird er auch darge-
stellt durch (X ⊗ Y )VZ, wenn denn die fraglichen universellen Verschmelzun-
gen und internen Hom beide existieren. So erhalten wir unter den entsprechenden
Voraussetzungen einen ausgzeichneten Isomorphismus

(X ⊗ Y )VZ ∼→ XV(YVZ)

18.1.4.4. Existiert für eine Objektkleinfamilie B einer Schmelzkategorie eine sta-
bil universelle Verschmelzung B → ⊗B, so ist für jedes weitere Objekt die Exis-
tenz von BVZ gleichbedeutend zur Existenz von (⊗B)VZ und diese beiden
Objekte sind kanonisch isomorph.

Beispiel 18.1.4.5 (Multihom im Fall von Vektorräumen). Die Vektorräume über
einem vorgegebenen Körper k bilden, wie bereits in 18.1.1.6 besprochen, eine
Schmelzkategorie Modk mit multilinearen Abbildungen als Verschmelzungen, al-
so

Modk(W1 g . . .gWr, V ) := Hom
(r)
k (W1 × . . .×Wr, V )

Versehen wir diese Mengen von multilinearen Abbildungen ihrerseits mit ihrer
offensichtlichen Struktur als k-Vektorraum, so erhalten wir ein Multihom unserer
Schmelzkategorie. In der Tat entsprechen s-lineare Abbildungen

U1 × . . .× Us → Hom
(r)
k (W1 × . . .×Wr, V )

eineindeutig (s + r)-linearen Abbildungen U1 × . . . × Us ×W1 × . . . ×Wr →
V . In der Schmelzkategorie Ab der abelschen Gruppen erhalten wir ähnlich ein
Multihom, indem wir von der abelschen Gruppe(

(V1 g . . .g Vr)VW
)

:= Hom(r)(V1 × . . .× Vr,W )

aller fraglichen multiadditiven Abbildungen ausgehen und sie um die offensichtli-
chen zusätzlichen Daten ergänzen. Analog erhalten wir Multihom in der Schmelz-
kategorie der Moduln über einem beliebigen Kring.
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Ergänzung 18.1.4.6. Im Fall einer monotonen Schmelzkategorie muß man un-
terscheiden zwischen einer „Rechtsversion“ und einer „Linksversion“ von Mul-
tihom. Wir verfolgen das hier nicht weiter.
18.1.4.7. Die Konstruktion interner Homobjekte ist offensichtlich ein Funktor von
der vollen Unterkategorie aller Paare in E(M)opp×E(M), für die eben solch ein
Objekt existiert, in die Kategorie E(M). Er heißt der interne Hom-Funktor.
Beispiel 18.1.4.8. In der kartesischen Schmelzkategorie kart(Ens) der Mengen
ist das Multihomobjekt BVZ die Menge Ens(B1× . . .×Br, Z) mit den entspre-
chenden Zusatzdaten.
18.1.4.9. In einer SchmelzkategorieMmit Multihom sind offensichtlich alle uni-
versellen Verschmelzungen bereits stabil universell.
18.1.4.10 (Multihom aus der leeren Objektfamilie). Für das Multihom aus der
leeren Objektfamilie liefert die Definition sowohl die Existenz des fraglichen Mul-
tihom als auch einen ausgezeichneten Isomorphismus (gVZ)

∼→ Z. Besitzt un-
sere Schmelzkategorie eine Eins I = ⊗g, so erhalten wir mit 18.1.4.4 weiter
einen ausgezeichneten Isomorphismus

(IVZ)
∼→ Z

Ergänzung 18.1.4.11. Natürlich kann man einen zu Multihom opponierten For-
malismus auch in der opponierten Situation der Trennkategorien aufbauen. Dar-
auf verzichte ich, weil es dieses „opponierte Multihom“ in den im folgenden zu
betrachtenden Standardsituationen meist entweder gar nicht gibt oder wir uns be-
reits in der Situation einer „Trennschmelzkategorie“ bewegen, in der es vermittels
des internen Homs des Schmelzanteils durch die Formel AV(B1 ⊗ . . . ⊗ Br)
dargestellt werden kann.

Übungen

Übung 18.1.4.12 (Tensor-Hom-Adjunktion). Man zeige, daß eine Schmelzkate-
gorie mit stabil universellen Verschmelzungen genau dann Multihom hat, wenn
für jedes Objekt X der Funktor X⊗ auf den zugehörigen einfachen Kategorien
einen Rechtsadjungierten besitzt. Er wird dann notwendig durch das Bilden des
internen Homobjekts (XV ) gegeben.
Übung 18.1.4.13 (Hom-Hom-Adjunktion). Gibt es für Z ∈ M ein Objekt ei-
ner Schmelzkategorie alle internen Homobjekte XVZ, so ist auf den zugehöri-
gen einfachen Kategorien der Funktor (VZ) : M → Mopp linksadjungiert zu
(VZ)opp :Mopp →M.
Übung 18.1.4.14 (Multihom von graduierten abelschen Gruppen). Ist Γ ein
abelsches Monoid, so erhält man internes Hom in der Schmelzkategorie AbΓ aus
18.1.3.23 durch (MVN)γ =

d
µ∈Γ HomZ(Mµ, Nµ+γ).
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Übung 18.1.4.15 (Schmelzkategorien von graduierten Objekten). Gegeben ei-
ne SchmelzkategorieM und ein abelsches Monoid Γ bilden wir wie in 18.1.2.1
die Schmelzkategorie MΓ der Γ-graduierten Objekte von M. Besitzt M stabil
universelle Verschmelzungen und Koprodukte zu über alle Objektfamilien, die
durch Fasern der Verknüpfung Γ × Γ → Γ indiziert werden, so besitzt auchMΓ

stabil universelle Verschmelzungen. BesitztM zusätzlich internes Hom und Pro-
dukte über alle Objektfamilien, die durch Γ indiziert werden, so besitzt auchMΓ

internes Hom.

Übung 18.1.4.16 (Multihom in multiäquivarianten Schmelzkategorien). Ge-
geben eine Menge Ω gibt es in der multiäquivarianten Schmelzkategorie der Ω-
Mengen im allgemeinen kein Multihom. Ist jedoch Ω = G ein abelsches Monoid
und betrachten wir nur Mengen mit Monoidoperation, so liefert die Menge der
multiäquivarianten Abbildungen mit der durch Nachschalten gegebenen Operati-
on ein Multihom.

Übung 18.1.4.17 (Auswerten von internem Hom). SeiM eine Schmelzkatego-
rie. Existiert für X, Y ∈ M das interne Homobjekt, so erhalten wir eine ausge-
zeichnete Zweiverschmelzung

ev : X g (XVY ) → Y

per Adjunktion aus der Identität auf (XVY ). Im Spezialfall der Moduln ist obi-
ger Morphismus das Auswerten von linearen Abbildungen. Wir nennen ihn ana-
log auch im allgemeinen das Auswerten oder gleichbedeutend Evaluieren. Durch
nochmaliges Anwenden der Adjunktion erhalten wir, wenn auch das zweite fragli-
che interne Homobjekt existiert, einen Morphismus X → (XVY )VY , der auch
das Auswerten heißt und im Fall der Vektorräume mit Y dem Grundkörper zur
natürlichen Abbildung eines Vektorraums in seinen Bidualraum spezialisiert.

Ergänzung 18.1.4.18. Gegeben eine Zweiverschmelzung S g X → Y und ein
weiteres Objekt Z derart, daß die internen Hom XVZ und YVZ existieren,
erhalten wir eine Zweiverschmelzung

S g (YVZ)→ (XVZ)

aus der Dreiverschmelzung S g X g (YVZ) → Z, die durch Vorschalten von
S g X → Y aus dem Auswerten 18.1.4.17 entsteht. Weiter erhalten wir, wenn
die entsprechenden internen Hom ZVX und ZVY existieren, auch eine Zwei-
verschmelzung

S g (ZVX)→ (ZVY )

aus der Dreiverschmelzung S g Z g (ZVX) → Y , die durch Vorschalten des
Auswertens 18.1.4.17 entsteht.
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Übung 18.1.4.19. SeiM eine Schmelzkategorie. Gegeben Objekte X, Y, Z der-
art, daß XVY und YVZ existieren, liefert das Auswerten 18.1.4.17 natürliche
Verschmelzungen

X g (XVY )g (YVZ) → Y g (YVZ) → Z

Existiert auchXVZ, so erhalten wir aus deren Komposition eine natürliche Zwei-
verschmelzung, das Verknüpfen von internem Hom

(XVY )g (YVZ)→ (XVZ)

Wenn die entsprechenden Hom-Objekte existieren, erhalten wir daraus hinwie-
deum natürliche Morphismen (XVY ) → (YVZ)V(XVZ) und (YVZ) →
(XVY )V(XVZ), die man das Vorschalten beziehungsweise Nachschalten
von internem Hom nennen mag. Gegeben eine Schmelzkatgorie mit Einsobjekt I
und Objekte X, Y liefert das Verknüpfen von internem Hom, wenn die fraglichen
Homobjekte existieren, einen natürlichen Morphismus

X∨ g Y = (XVI)g (IVY )→ (XVY )

Übung 18.1.4.20 (Tensorieren von internem Hom). Sei M eine Schmelzkate-
gorie. Wenn die fraglichen Multihom und stabil universellen Verschmelzungen
existieren, erhalten wir eine ausgezeichnete Zweiverschmelzung

(WVX)g (YVZ) → (W ⊗ Y )V(X ⊗ Z)

aus der Multiverknüpfung W g Y g (WVX) g (YVZ) → X g Z → X ⊗ Z
mit Auswertungen vorne durch Faktorisierung über eine Dreiverschmelzung mit
W⊗Y ganz links und Anwenden der Adjunktion. Im Spezialfall der Vektorräume
ist der obige kanonische Morphismus das Tensorieren von linearen Abbildungen.
Wir nennen ihn auch im allgemeinen das Tensorieren.

Übung 18.1.4.21 (Dualisieren). Sei M eine Schmelzkategorie mit Eins I. Wir
nennen ein Objekt X ∈ M dualisierbar, wenn das Homobjekt von XVI zur
Eins existiert. Wir setzen dann

X∨ := (XVI)

Im Fall der Vektorräume ist das der Dualraum und wir nennen es auch im allge-
meinen das duale Objekt zu X . Jeder Morphismus f : X → Y von dualisierba-
ren Objekten induziert durch Funktorialität einen Morphismus f∨ : Y ∨ → X∨.
Die Eins selbst ist immer dualisierbar und in 18.1.4.10 konstruieren wir einen
ausgezeichneten Isomorphismus c : I∨ ∼→ I. Sind X und X∨ dualisierbar, so lie-
fert 18.1.4.17 einen ausgezeichneten Morphismus ev = evX : X → X∨∨ und
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sind zusätzlich Y und Y ∨ auch dualisierbar, so gilt evY ◦f = f∨∨ ◦ evX für alle
f : X → Y . Im Fall des Einsobjekts finden wir evI = c∨ ◦ c−1. Gegeben eine
stabil universelle Verschmelzung X1 g . . .gXr → X1 ⊗ . . .⊗Xr dualisierbarer
Objekte zu einem dualisierbaren Objekt liefert das Tensorieren von internem Hom
18.1.4.20 eine ausgezeichnete Verschmelzung

X∨1 g . . .gX
∨
r → (X1 ⊗ . . .⊗Xr)

∨

Übung 18.1.4.22 (Differentielle abelsche Gruppen). Wir führen die Schmelzka-
tegorie dAb der differentiellen abelschen Gruppen ein. Objekte sind Paare (A, ∂)
bestehend aus einer abelschen Gruppe mit einem Endomorphismus, den wir das
Differential nennen. Verschmelzungen ϕ : A1g . . .gAr → A sind multiadditive
Abbildungen ϕ : A1 × . . .× Ar → A mit

∂ϕ(a1, . . . , ar) = ϕ(∂a1, . . . , ar) + . . .+ ϕ(a1, . . . , ∂ar) ∀ai ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ r

Leerverschmelzungen nach (A, ∂) sind insbesondere Elemente des Kerns von ∂.
Man zeige, daß diese Schmelzkategorie universelle Veschmelzungen und Mul-
tihom hat und daß das Vergessen des Differentials dAb → Ab mit universellen
Verschmelzungen und Multihom verträglich ist. In der in 18.3.3.14 eingeführten
Terminologie ist das die äquivariante Schmelzkategorie der Moduln über dem Ab-
Biabmonoid Z[∂] der dualen Zahlen.

18.1.5 Trennschmelzkategorien
18.1.5.1. Eine Schmelzkategorie heiße ein Schmelzgruppoid, wenn alle ihre Ver-
schmelzungen stabil universell sind. Zu jeder SchmelzkategorieM erhalten wir
ein SchmelzgruppoidM×, indem wir nur die stabil universellen Verschmelzun-
gen vonM als Verschmelzungen zulassen. Analoges gilt für Trennkategorien.

Definition 18.1.5.2. Eine Trennschmelzkategorie ist ein Datum bestehend aus
einer Kategorie M mit Erweiterungen der Kategorienstruktur sowohl zu einer
Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmelzungen als auch zu einer Trenn-
kategorie mit stabil universellen Trennungen und zusätzlich ausgezeichneten Bi-
jektionen

i :M×(Y,X1 f . . .fXr)
∼→M×(X1 g . . .gXr, Y )

zwischen stabil universellen Trennungen und stabil universellen Verschmelzun-
gen in die Gegenrichtung, die verträglich sind mit Multiverknüpfungen und die
auf stabil universellen Einsverschmelzungen zum Invertieren von Isomorphismen
spezialisieren. Wenn wir uns auf die zugrundeliegende Trenn- oder Schmelzkate-
gorie konzentrieren wollen, schreiben wirMt beziehungsweiseMs.
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Ergänzung 18.1.5.3. Das Konzept einer Trennschmelzkategorie ist der Versuch
einer „ganzheitlichen“ Beschreibung der Struktur, die man in der Literatur meist
durch Erzeuger und Relationen beschreibt und eine „symmetrische monoidale Ka-
tegorie“ nennt.

Beispiel 18.1.5.4. Gegeben eine additive Kategorie ist der natürliche Morphismus
19.2.3.8 von endlichen Koprodukten zu endlichen Produkten stets ein Isomorphis-
mus. Wir erklären die banale Trennschmelzkategorie einer additiven Kategorie,
indem wir ihre banalen Strukturen einer Schmelzkategorie und Trennkategorie
ergänzen um die durch diese Isomorphismen gegebenen ausgezeichneten Bijek-
tionen i.

18.1.5.5 (Ergänzung zu Trennschmelzkategorie). Jede Schmelzkategorie M
mit stabil universellen Verschmelzungen läßt sich zu einer Trennschmelzkategorie
ergänzen, indem wir die zugehörigen Trennungen Y → X1 f . . . f Xr erklären
als Morphismen Y → X1 ⊗ . . .⊗Xr. Stabile Trennungen sind dann Isomorphis-
men t : Y

∼→ X1 ⊗ . . . ⊗ Xr. Als i(t) := t−1 ◦ κ nehmen wir die universelle
Verschmelzung gefolgt vom Inversen

X1 f . . .fXr → X1 ⊗ . . .⊗Xr → Y

Das ist offensichtlich bis auf eindeutigen Isomorphismus die einzige derartige Er-
gänzung, genauer haben wir für je zwei Trennschmelzkategorien mit derselben
zugrundeliegenden Schmelzkategorie eindeutig bestimmte Bijektionen zwischen
ihren Trennungsmengen von einem vorgegebenen Ausgangsobjekt in eine vorge-
gebene Objektkleinfamilie mit den offensichtlichen Eigenschaften. Es ist deshalb
erlaubt, diese bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmte Struktur
mit einem bestimmten Artikel anzusprechen und ihr eine Notation zuzugestehen.
Wir notieren diese Trennschmelzkategorie weiter M und schreiben Mt, wenn
wir uns auf ihren Trennanteil konzentrieren wollen. Wir sagen, diese Trennkate-
gorie entstehe durch Invertieren unserer Schmelzkategorie mit stabil universellen
Verschmelzungen.

18.1.5.6. In derselben Weise besitzt jede Trennkategorie T mit stabil universellen
Trennungen bis auf eindeutigen Isomorphismus genau eine Ergänzung zu einer
Trennschmelzkategorie, die wir auch wieder T notieren. Wenn wir uns auf ihren
Schmelzanteil konzentrieren wollen, schreiben wir T s und sagen, diese Schmelz-
kategorie entstehe durch Invertieren unserer Trennkategorie mit stabil universel-
len Trennungen.

18.1.5.7. Gegeben eine TrennschmelzkategorieM erklären wir in der offensicht-
lichen Weise die opponierte TrennschmelzkategorieMopp und vereinbaren die
Abkürzungen

Mos := (Mopp)s sowie Mot := (Mopp)t
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Wenn wir von einer Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmelzungen
ausgehen, nennen wir Mos die oppinvertierte Schmelzkategorie. Ebenso nen-
nen wir für T eine Trennkategorie mit stabil universellen Trennungen T ot die
oppinvertierte Trennkategorie.

18.1.5.8. Gegeben eine Trennschmelzkategorie M hat man quasi per definitio-
nem ausgezeichnete Isomorphismen (Ms)opp ∼→Mot und (Mt)opp ∼→Mos von
Trenn- beziehungsweise Schmelzkategorien, die die Objekte festhalten.

Vorschau 18.1.5.9 (Multihom und Opponieren). Sehr oft arbeiten wir im folgen-
den in einer Trennschmelzkategorie mit Multihom. Diese Situation ist nicht „stabil
unter Opponieren“, denn man fordert zwar Rechtsadjungierte für X⊗, aber kei-
ne Linksadjungierten. Die Symmetrie wird erst wieder hergestellt, wenn wir die
„Starrheit“ aller Objekte fordern.

Beispiel 18.1.5.10 (Trennschmelzkatgorie zu endlichen Produkten). Gegeben
eine Kategorie C mit endlichen Produkten hat die zugehörige banale Trennkate-
gorie stabil universelle Trennungen und kann mithin als Trennschmelzkategorie
aufgefaßt werden. Die zugehörige Schmelzkategorie hat dann die Verschmelzun-
gen

(fC)(X1 g . . .gXr, Y ) = C(X1 × . . .×Xr, Y )

und erweist sich so als die kartesische Schmelzkategorie (fC)s = kart(C) von C.
Die Trennschmelzkategorie einer Kategorie C mit endlichen Produkten notieren
wir statt fC oft vereinfachend C.

Beispiel 18.1.5.11 (Trennschmelzkatgorie zu endlichen Koprodukten). Für ei-
ne Kategorie C mit endlichen Koprodukten hat die zugehörige banale Schmelzka-
tegorie stabil universelle Verschmelzungen und kann mithin als Trennschmelzka-
tegorie aufgefaßt werden. Die zugehörige Trennkategorie hat dann die Trennun-
gen

(gC)(X, Y1 f . . .f Yr) = C(X, Y1 t . . . t Yr)

Dieses Beispiel scheint mir eine besonders gute Motivation für die Bezeichnung
derartiger Strukturen als Trennkategorie.

Übungen

Übung 18.1.5.12 (Funktorkategorie als internes Hom). Gegeben ein Mengen-
system U betrachten wir die Kategorie UCat nach 20.1.1.6 aller Kategorien, de-
ren Morphismenmengen und Objektmenge Elemente von U sind, mit Funktoren
als Morphismen. Ist unser Mengensystem U ein Universum, so hat UCat endliche
Produkte alias die zugehörige banale Trennkategorie

fUCat
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stabil universelle Trennungen und kann folglich in im wesentlichen eindeutiger
Weise zu einer Trennschmelzkategorie erweitert werden. Sind U ∈ V Univer-
sen, so gibt es für Objekte A,B ∈ UCat das interne Hom AVB in VCat und
dies interne Hom ist die Funktorkategorie, mit Funktoren als Objekten und Trans-
formationen als Morphismen. Im wesentlichen ist das das Exponentialgesetz für
Kategorien aus 4.7.4.13.

18.1.6 Schmelzfunktoren

Definition 18.1.6.1. Ein Schmelzfunktor p :M→N von einer Schmelzkatego-
rie in eine weitere Schmelzkategorie ist ein Datum bestehend aus einer Abbildung
p der Objektmengen nebst Abbildungen

p :M(A, Y )→ N (pA, pY )

für jede Objektkleinfamlie A : I → M und jedes Objekt Y ∈ M zwischen
den entsprechenden Mengen von Verschmelzungen, die verträglich sind mit Mul-
tiverknüpfungen und die Identitäten auf Identitäten werfen. Ein Schmelzfunktor
induziert in offensichtlicher Weise einen Funktor pg :Mg → Ng auf den Fami-
lienkategorien der jeweiligen Schmelzkategorien. Die Menge der Schmelzfunkto-
ren vonM nachN notieren wir SCat(M,N ). Wir nennen einen Schmelzfunktor
treu, volltreu beziehungsweise eine Äquivalenz oder genauer Schmelzäquiva-
lenz oder sogar einen Isomorphismus von Schmelzkategorien, wenn der zu-
gehörige Funktor auf den Familienkategorien die entsprechende Eigenschaft hat.
Analog erklären wir Trennfunktoren zwischen Trennkategorien und vereinbaren
dafür eine analoge Terminologie.

18.1.6.2 (Kriterium für Schmelzfunktoren). Um zu prüfen, daß eine gegebene
Abbildung p auf den Objektmengen zusammen mit Abbildungen p auf den Ver-
schmelzungsmengen wie eben ein Schmelzfunktor ist, reicht es zu prüfen, daß sie
(1) Identitäten auf Identitäten wirft, daß sie (2) mit Umindizierungen τ̂ zu Vertau-
schungen benachbarter Einträge τ verträglich ist und daß sie (3) mit Vorschalten
eines Morphismus der Familienkategorie der Gestalt

g g idg . . .g id : Z1 g . . .g Zs gX2 g . . .gXr → X1 gX2 g . . .gXr

verträglich ist. Das wird der Leser leicht selbst einsehen können.

Beispiel 18.1.6.3. Jeder Funktor C → B induziert einen Trennfunktor fC → fB
zwischen den zugehörigen banalen Trennkategorien und einen Schmelzfunktor
gC → gB zwischen den zugehörigen banalen Schmelzkategorien.
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18.1.6.4 (Opponieren von Schmelz- und Trennfunktoren). Jeder Schmelzfunk-
tor p :M→N induziert einen Trennfunktor

popp :Mopp → N opp

zwischen den opponierten Trennkategorien. Analoges gilt für Trennfunktoren.

18.1.6.5. Gegeben p, q : M → N Schmelzfunktoren verstehen wir unter einer
Transformation von Schmelzfunktoren τ : p ⇒ q eine Vorgabe von Einsver-
schmelzungen τM : p(M) → q(M) in N für alle M ∈ M, deren g-Vertupeln
eine Transformation pg ⇒ qg zwischen den auf den Familienkategorien induzier-
ten Funktoren liefert. Die Gesamtheit aller Schmelzfunktoren SCat(M,N ) ist
mit den Transformationen als Morphismen in natürlicher Weise eine Kategorie.
Um zu prüfen, daß eine Vorgabe von Einsverschmelzungen τM : p(M) → q(M)
eine Transformation ist, reicht es für jede durch JnK mit n ∈ N indizierte Kleinfa-
milie A und jedeM-Verschmelzung f : A(1) g . . . g A(r) → Y zu prüfen, daß
gilt q(f) ◦

(
τA(1) g . . .g τA(r)

)
= τY ◦ p(f) : p(A(1))g . . .g p(A(r))→ q(Y ).

18.1.6.6. Die Gesamtheit aller Schmelzkategorien bildet mit Schmelzfunktoren
als Morphismen selbst eine Kategorie

SCat

mit der terminalen Schmelzkategorie als finalem Objekt.

Beispiel 18.1.6.7. Sei K ein Körper oder allgemeiner ein Kring. Wir bilden die
Matrix-Schmelzkategorie MatK wie folgt: Objekte sind alle natürlichen Zahlen.
Als Mengen von Verschmelzungen nehmen wir die Mengen von Multimatrizen

MatK(m1 g . . .gmr, n) := {T : Jm1K× . . .× JmrK× JnK→ K}

Die Multiverknüpfungen werden durch Summation über gleiche Indizes in der
hoffentlich offensichtlichen Weise definiert. Wir erhalten dann einen Schmelz-
funktor MatK → ModK , der auf Objekten durch JnK 7→ Kn gegeben wird und
auf Morphismen leicht vom Leser erraten werden kann. Im Spezialfall r = 1
hätten wir MatK(m,n) = Mat(n× n;K) in unserer früheren Notation.

Beispiel 18.1.6.8 (Matrix-Schmelzkategorie eines Mengensystems). Seien K
ein Körper oder allgemeiner ein Kring und U ein Mengensystem. Wir bilden die
Matrixschmelzkategorie UMatK wie folgt: Objekte sind alle Mengen aus U, in
Formeln ObUMat := U. Wir setzen

UMatK(X1 g . . .gXr, Y ) :=


Alle Abbildungen

T : X1 × . . .×Xr × Y → K
derart, daß es für beliebige x1, . . . , xr

höchstens endlich viele y gibt mit
mit T (x1, . . . , xr, y) 6= 0
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Wieder sind die Multiverknüpfungen in der hoffentlich offensichtlichen Weise
durch Summation über gleiche Indizes erklärt. Wir erhalten dann einen Schmelz-
funktor UMatK → ModK , der auf Objekten durch die Konstruktion freier Mo-
duln X 7→ Mod0

K X über den entsprechenden Mengen gegeben wird und auf
Morphismen vom Leser erraten werden mag.

Beispiel 18.1.6.9 (Differential der Analysis als Schmelzfunktor). In der Spra-
che der Kategorientheorie mag man die Kategorie D der bepunkteten halboffe-
nen Teilmengen (A, p) normierter reeller Räume X betrachten mit solchen Ab-
bildungen f : (A, p) → (B, q) als Morphismen, die bei p differenzierbar sind
und p auf q abbilden. Dann erhalten wir einen Funktor in die Kategorie der reel-
len Vektorräume, indem wir jeder bepunkteten halboffenen Teilmenge den Rich-
tungsraum des umgebenden reellen Raums zuordnen und jedem Morphismus sein
Differential am ausgezeichneten Punkt. Man mag weiter D zu einer Schmelzka-
tegorie machen mit Zweiverschmelzungen (A, p)g (B, q)→ (C, r) Morphismen
(A×B, (p, q))→ (C, r) und analog erklärten beliebigen Verschmelzungen. Dann
wird unser Differential ein Schmelzfunktor D → gModR in die banale Schmelz-
kategorie der reellen Vektorräume.

18.1.6.10. Analog zu Schmelzfunktoren erklären wir monotone Schmelzfunkto-
ren zwischen monotonen Schmelzkategorien und eine Transformation zwischen
monotonen Schmelzfunktoren. Jeder Schmelzfunktor p : M → N induziert
einen monotonen Schmelzfunktor p = pmon : Mmon → Nmon zwischen den zu-
gehörigen Monotonisierungen 18.1.1.21, den wir die Monotonisierung unseres
Schmelzfunktors nennen, und jede Transformation induziert eine Transformation
zwischen den jeweiligen monotonisierten Schmelzfunktoren.

18.1.6.11. Gegeben ein Schmelzfunktor p induzieren die universellen Eigenschaf-
ten für jede Objektkleinfamilie B, wenn denn die fraglichen stabil universellen
Verschmelzungen existieren, einen natürlichen Morphismus ⊗(pB) → p(⊗B).
Dasselbe gilt für nicht notwendig stabile universelle Verschmelzungen. Unser
Morphismus muß kein Isomorphismus sein, wie etwa der Schmelzfunktor der
Restriktion ModC → ModR zeigt. Ist er doch für alle universellen Verschmel-
zungen ein Isomorphismus, so sagen wir, unser Schmelzfunktor sei verträglich
mit universellen Verschmelzungen.

18.1.6.12. Ganz allgemein verstehen wir unter einem Trennschmelzfunktor zwi-
schen Trennschmelzkategorien ein Datum bestehend aus einem mit universellen
Trennungen verträglichen Trennfunktor und einem mit universellen Verschmel-
zungen verträglichen Schmelzfunktor, die auf den zugrundeliegenden einfachen
Kategorien übereinstimmen. Jeder mit universellen Verschmelzungen verträgli-
che Schmelzfunktor zwischen Trennschmelzkategorien und jeder mit universellen
Trennungen verträgliche Trennfunktor zwischen Trennschmelzkategorien lassen
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sich offensichtlich auf genau eine Weise zu einem Trennschmelzfunktor fortset-
zen. Jeder Schmelzfunktor p : M → N zwischen Schmelzkategorien mit stabil
universellen Verschmelzungen, der mit universellen Verschmelzungen verträglich
ist, induziert insbesondere einen Trennfunktor

pt :Mt → N t

zwischen den zugehörigen Trennkategorien, der seinerseits mit universellen Tren-
nungen verträglich ist. Analoges gilt für Trennfunktoren.

Beispiel 18.1.6.13. Jeder mit endlichen Produkten verträgliche Funktor C → B in-
duziert einen mit universellen Trennungen verträglichen alias einen Trennschmelz-
funktor fC → fB. Insbesondere induziert der Funktor iso : UCat → UEns,
der jeder U-Kategorie die Menge ihrer Isomorphieklassen zuordnet, einen Trenn-
schmelzfunktor iso : fUCat→ fUEns.

Beispiel 18.1.6.14 (Leerverschmelzungsfunktor). GegebenM eine Schmelzka-
tegorie erhalten wir stets einen Schmelzfunktor

L = LM :M→ kEns

in die kartesische Schmelzkategorie der Mengen, indem wir jedem Objekt X ∈
M die Menge M(g, X) der Leerverschmelzungen nach X zuordnen. Dieser
Schmelzfunktor ist nur selten verträglich mit universellen Verschmelzungen. Ge-
geben ein Schmelzfunktor p :M→ N bilden die durch p gegebenen Abbildun-
gen p :M(g, X)→ N (g, pX) stets eine Transformation von Schmelzfunktoren

p̂ : LM ⇒ LN ◦p

18.1.6.15. Gegeben eine Trennkategorie T erklären wir opponiert den Leertren-
nungsfunktor LT : T → kEnsopp. Er hat die entsprechend opponierten Eigen-
schaften.

18.1.6.16. Wir sagen, ein Schmelzfunktor p :M→N sei volltreu auf Leerver-
schmelzungen, wenn er für alle Objekte X ∈M eine Bijektion

M(g, X)
∼→ N (g, pX)

induziert. Der Vergißfunktor Ab → kEns hat zum Beispiel diese Eigenschaft.
Er ist in diesem Fall sogar isomorph zum Leerverschmelzungsfunktor. Allgemei-
ner ist für jede Schmelzkategorie der Leerverschmelzungsfunktor offensichtlich
volltreu auf Leerverschmelzungen.

Beispiel 18.1.6.17. Es gibt eine terminale Schmelzkategorie

scat



3016 KAPITEL 18. KATEGORIELLE PRODUKTSTRUKTUREN

mit genau einem Objekt ∗ und einelementigen Mengen von Verschmelzungen.
Von jeder Schmelzkategorie gibt es genau einen Schmelzfunktor in diese termi-
nale Schmelzkategorie. Der Indexfunktor der terminalen Schmelzkategorie lie-
fert einen Isomorphismus zwischen ihrer Familienkategorie und der Kategorie der
endlichen Mengen beziehungsweise derjenigen endlichen Mengen, die wir für die
Indizierung erlaubt haben, etwa die Elemente des kleinsten Universums, das die
leere Menge als Element enthält. Opponiertes gilt für die terminale Trennkate-
gorie tcat.

18.1.6.18. Ich erinnere „Strukturen“ auf Objekten einer Kategorie, wie sie in
4.7.3.6 diskutiert wurden, und erkläre deren Verallgemeinerung auf den Fall von
Schmelzkategorien. Gegeben ein treuer Schmelzfunktor w : S → M erklären
wir eine (S, w)-Struktur auf einem Objekt M ∈ M als eine Äquivalenzklasse
von Paaren (S, ϕ) bestehend aus einem Objekt S ∈ S und einem Isomorphismus
ϕ : w(S)

∼→ M mit der Maßgabe, daß (S, ϕ) äquivalent ist zu (T, ψ), wenn es
einen Isomorphismus i : S

∼→ T gibt mit ϕ ◦w(i) = ψ. Gegeben eine Verschmel-
zung g : M1 g . . . gMr → M von Objekten vonM mit (S, w)-Strukturen sa-
gen wir, unsere Verschmelzung sei eine (S, w)-Verschmelzung oder verträglich
mit den (S, w)-Strukturen, wenn sie für beliebige Wahlen von Repräsentanten
(Si, ϕi) und (S, ϕ) der jeweiligen (S, w)-Strukturen das Bild unter w einer Ver-
schmelzung g̃ : S1 g . . .g Sr → S ist, wenn also für diese Daten gilt

g ◦ (ϕ1 g . . .g ϕr) = ϕ ◦ w(g̃)

Die so erklärte Schmelzkategorie der Objekte vonMmit (S, w)-Struktur no-
tieren wirM(S,w) und erhalten eine Schmelzäquivalenz

[w] : S ≈→M(S,w)

in Gestalt eines Schmelzfunktors, der jedem Objekt S ∈ S die Äquivalenzklasse
des Paars (S, idw(S)) zuordnet.

Beispiel 18.1.6.19. Im Fall des Vergißfunktors v : Ab → kEns ist diese Schmel-
zäquivalenz in Verallgemeinerung von 4.7.3.7 mit der entsprechenden Sorgfalt in
Fragen der Mengenlehre sogar ein Isomorphismus von Schmelzkategorien

[v] : UAb
∼→ UkEns(Ab,v)

für jedes vorgegebene Mengensystem U. Analoges gilt in den meisten konkreten
Fällen, die mir in den Sinn kommen.

Übungen

Übung 18.1.6.20. Gegeben ein Schmelzfunktor F liefern die universellen Eigen-
schaften für je zwei Objekte X, Y unter der Annahme, daß die fraglichen internen
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Hom-Objekte existieren, einen natürlichen Morphismus

F (XVY )→ (FXVFY )

Er muß kein Isomorphismus sein, wie unser Schmelzfunktor ModC → ModR
zeigt. Ist er stets ein Isomorphismus, so sagen wir, unser Schmelzfunktor sei ver-
träglich mit internem Hom.

Ergänzende Übung 18.1.6.21. Seien L : M → N und R : N → M Schmelz-
funktoren. Unter einer Adjunktion von Schmelzfunktoren α : L a R verstehen
wir eine Familie von Bijektionen

αM1,...,Mr,N :M(M1 g . . .gMr, RN)
∼→ N (LM1 g . . .g LMr, N)

derart, daß sie in ihrer Gesamtheit eine Adjunktion (Lg, Rg) der auf den Fami-
lienkategorien induzierten Funktoren liefern. Man zeige, daß für jeden Kringho-
momorphismus k → K die Restriktion reskK und die Induktion indKk = K⊗k in
natürlicher Weise ein adjungiertes Paar (ind, res) von Schmelzfunktoren zwischen
den Schmelzkategorien der K-Moduln beziehungsweise k-Moduln bilden.

Übung 18.1.6.22. Gegeben SchmelzkategorienM,N mit stabil universellen Ver-
schmelzungen und ein Schmelzfunktor L : M → N , der mit stabil universellen
Verschmelzungen verträglich ist und dessen Einschränkung auf die zugehörigen
einfachen Kategorien einen Rechtsadjungierten R hat, wird dieser Rechtsadjun-
gierte seinerseits ein Schmelzfunktor mit den Abbildungen

N (N1 g . . .gNr, N)→M(RN1 g . . .gRNr, RN)

gegeben durch abbilden erst nachN (LRN1g . . .gLRNr, N) durch Vorschalten
der Koeinheit der Adjunktion, dann bijektiv nach N (LRN1 ⊗ . . . ⊗ LRNr, N)
und weiter bijektiv nach N (L(RN1 ⊗ . . . ⊗ RNr), N) und schließlich bijektiv
nach M(RN1 ⊗ . . . ⊗ RNr, RN) mit der gewöhnlichen Adjunktion und nach
N (RN1 g . . .gRNr, RN) in der offensichtlichen Weise.

Übung 18.1.6.23 (Schmelzfunktoren und symmetrische Potenzen). Gegeben
ein Schmelzfunktor F : M → N und V ∈ M haben wir, wenn die symme-
trischen Potenzen SrV und Sr(FV ) nach 18.1.3.20 existieren, einen kanonischen
Morphismus Sr(FV )→ F (SrV ). Auch wenn F mit universellen Verschmelzun-
gen verträglich ist, muß F nicht mit symmetrischen Potenzen verträglich sein, wie
das Beispiel des vergeßlichen Funktors von der kartesischen Schmelzkategorie der
abelschen Gruppen in die kartesische Schmelzkategorie der Mengen zeigt.

Beispiel 18.1.6.24. In der kartesischen Schmelzkategorie mit Multihom der Men-
gen ist das duale Objekt jeder Menge die einelementige Menge.
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Übung 18.1.6.25 (Dualisieren als Trennfunktor). SeiM eine Trennschmelzka-
tegorie, in der jedes Objekt dualisierbar ist. Man zeige, daß das Dualisieren einen
Trennfunktor

Mt →Mot

vom Trennanteil vonM zum Trennanteil vonMopp liefert, wenn wir den Effekt
auf Trennungen erklären als die Komposition

Mt(Y,X1 f . . .fXr) Mot(Y ∨, X∨1 f . . .fX
∨
r )

M(Y,X1 ⊗ . . .⊗Xr)

��
M((X1 ⊗ . . .⊗Xr)

∨, Y ∨) //M(X∨1 g . . .gX
∨
r , Y

∨)

mit dem Vorschalten der in 18.1.4.21 erklärten Verschmelzung als unterer Ho-
rizontale. Unser Dualisieren macht eine universelle Trennung nach X1 f . . . f
Xr genau dann zu einer universellen Trennung, wenn unsere Verschmelzung aus
18.1.4.21 universell ist alias einen Isomorphismus X∨1 ⊗ . . . ⊗ X∨r

∼→ (X1 ⊗
. . . ⊗ Xr)

∨ induziert. In 18.3.4.20 werden wir sehen, daß das etwa dann der Fall
ist, wenn alle Xi mit höchstens einer Ausnahme „starr“ sind. Natürlich induziert
unser Dualisieren Mt → Mot opponiert einen Schmelzfunktor Mos → Ms.
Im allgemeinen ist unser Dualisieren Mt → Mot aber nicht mit universellen
Trennungen verträglich undMos → Ms gleichbedeutend nicht mit universellen
Verschmelzungen.

Übung 18.1.6.26. Gegeben ein Morphismus f : M → N in einer Trennschmelz-
kategorie mit MultihomM kommutiert mit dem Auswerten ev : X g X∨ → I
aus 18.1.4.17 für X = M,N und den hoffentlich offensichtlichen weiteren Mor-
phismen das Diagramm

M gN∨ → M gM∨

↓ ↓
N gN∨ → I

Übung 18.1.6.27 (Funktionenraum als Trennfunktor). Wir erhalten einen Trenn-
funktor

Fun : fEns→ Abopp

von der banalen Trennkategorie der Mengen in die Opponierte der Schmelzka-
tegorie der abelschen Gruppen durch die Vorschrift, daß wir jeder Menge X die
Gruppe Fun(X) := Ens(X,Z) der Z-wertigen Funktionen auf X zuordnen und
jeder Trennung X → Y1 f . . . f Yr gegeben durch ein Tupel von Abbildungen
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fi : X → Yi die multilineare Abbildung (h1, . . . , hr) 7→ (h1 ◦ f1) . . . (hr ◦ fr), die
einem Tupel von Funktionen das Produkt der auf X zurückgeholten Funktionen
zuordnet. Der Leertrennung X → f wird dabei die durch die konstante Funktion
Eins gegebene Leertrennung Fun(X)→ f in der Trennkategorie Abopp zugeord-
net. In derselben Weise oder auch durch Skalarerweiterung erhalten wir für jeden
Kring k einen Trennfunktor

Fun : fEns→ Modopp
k

Wenn wir k spezifizieren wollen, schreiben wir auch Fun(X) = Fun(X; k) =
Ens(X, k).

Übung 18.1.6.28 (Funktionenraum als Trennfunktor, topologische Variante).
Wir erhalten einen Trennfunktor fTop→ Modopp

R mit X 7→ Top(X,R), ja sogar
einen Trennfunktor in die Opponierte der Schmelzkategorie der topologischen re-
ellen Vektorräume mit stetigen multilinearen Abbildungen als Verschmelzungen,
indem wir unsere Räume von stetigen Funktionen mit ihrer kompakt-offenen To-
pologie versehen.

Übung 18.1.6.29 (Raum von Maßen als Trennschmelzfunktor). Wir erhalten
einen Trennschmelzfunktor

Maß! : fEns→ Ab

von der banalen Trennkategorie der Mengen in die Schmelzkategorie der abel-
schen Gruppen und genauer zwischen deren Erweiterungen zu Trennschmelz-
kategorien durch die Vorschrift, daß wir jeder Menge X die abelsche Gruppe
Maß!(X) := ZX der Z-wertigen Funktionen auf X mit endlichem Träger ali-
as „kompakt getragenen ganzzahligen Maße“ zuordnen und jeder Verschmelzung
X1 g . . . g Xr → Y alias Abbildung v : X1 × . . . × Xr → Y die multilineare
Abbildung

(µ1, . . . , µr) 7→ v∗(µ1 � . . .� µr)

mit v∗ der „Summation über die Fasern von v“ alias dem „direkten Bild von Ma-
ßen“. Der universellen Leerverschmelzung, die in der einpunktigen Menge ens
landet, wird insbesondere eine universelle Leerverschmelzung alias ein Isomor-
phismus Z ∼→ Maß!(ens) aus dem leeren Tensorprodukt abelscher Gruppen zuge-
ordnet. Das Bild des ausgezeichneten Erzeugers 1 ∈ Z im leeren Tensorprodukt
unter diesem Isomorphismus notieren wir δ∗ ∈ Maß!(ens) und nennen es das
Dirac-Maß auf dem einpunktigen Raum ens = {∗}. Einer Leerverschmelzung
g → Y alias einem Punkt y ∈ Y wird folglich diejenige Leerverschmelzung
g → Maß!(Y ) zugeordnet, die durch die charakteristische Funktion des fragli-
chen Punktes alias sein Diracmaß δy ∈ Maß!(Y ) gegeben ist. In derselben Weise
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oder auch durch Skalarerweiterung erhalten wir für jeden Kring k einen Trenn-
schmelzfunktor

Maß! : fEns→ Modk

Wenn wir an die Koeffizienten erinnern wollen, schreiben wir in diesem Zusam-
menhang ausführlicher Maß!(X) = Maß!(X; k).

18.1.6.30 (Raum von Maßen als Schmelzfunktor). Bezeichne Meß die Katego-
rie der Meßräume. Wir erhalten dann einen Schmelzfunktor

kart(Meß)→ ModR

durch die Vorschrift, daß wir jedem Meßraum X den Vektorraum X 7→ M(X;R)
seiner reellen Maße zuordnen und jeder Verschmelzung X1 g . . . g Xr → Y
alias meßbaren Abbildung v : X1 × . . . × Xr → Y die multilineare Abbildung
(µ1, . . . , µr) 7→ v∗(µ1 � . . . � µr), die einem Tupel von Maßen das Bildmaß
des Produktmaßes zuordnet. Er ist jedoch in dieser Allgemeinheit nicht mehr ver-
träglich mit universellen Verschmelzungen und kann insbesondere nicht mehr zu
einem Trennschmelzfunktor erweitert werden. Nach allgemeinen Resultaten der
Maßtheorie wird weiter das Bilden der Borel’schen σ-Algebra Top → Meß ver-
träglich mit endlichen kartesischen Produkten, wenn wir es auf die volle unter
endlichen Produkten stabile Unterkategorie Topaz ⊂ Topaz der abzählbar basier-
ten topologischen Räume einschränken. So erhalten wir einen Schmelzfunktor
kart(Topaz)→ ModR, X 7→ M(X;R).

18.1.6.31 (Raum von Maßen als Schmelzfunktor, Variante). Bezeichne Meß
die Kategorie der Meßräume. Wir erhalten dann einen Schmelzfunktor kart(Meß)→
kart(Ens) durch X 7→ M(X; [0,∞]).

18.1.6.32 (Raum von Maßen als Schmelzfunktor, topologische Variante). Die
topologischen Räume, in denen alle Kompakta abzählbar basiert sind, bilden eine
volle unter endlichen Produkten abgeschlossene Unterkategorie Topkaz ⊂ Top
und wir erhalten einen Schmelzfunktor

Maß! : kart(Topkaz)→ ModR

mit der Eigenschaft, daß Maß! jedem Raum den Raum der kompakt getragenen
reellen Maße zuordnet, also aller Maße, die sich als Bildmaße von reellen Maßen
auf Kompakta darstellen lassen. Daraus erhalten wir unsere kompakt getragenen
Maße auf diskreten Mengen als Spezialfall zurück. Alternativ können wir auch
beliebige lokal kompakte Hausdorffräume und kompakt getragene Radonmaße
betrachten. Auch diese bilden einen Schmelzfunktor, der kompakt getragene Ma-
ße auf diskreten Mengen verallgemeinert.
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Übung 18.1.6.33 (Funktionen als duale Maße). Unser Trennfunktor der Funk-
tionenräume aus 18.1.6.27 ist isomorph zur Verkettung von Trennfunktoren

fEns→ Abt → Abot

mit Maß! als erstem Pfeil und dem Dualisieren 18.1.6.25 als zweitem Pfeil. Ge-
nauer erhalten wir eine Isotransformation zwischen besagten Trennfunktoren durch
diejenigen natürlichen Isomorphismen Fun(X)

∼→ Maß!(X)∗, die von den Paa-
rungen

Fun(X)×Maß!(X)→ Z

vermittels der Vorschrift „multipliziere und summiere die Funktionswerte“ alias
„integriere die Funktion nach dem Maß“ herkommen. Analoges gilt mit Koeffizi-
enten in einem beliebigen Kring. Wir erklären in 18.3.2.10, wie in diesem begriff-
lichen Rahmen die Struktur auf dem Raum der Maße als Modul über dem Ring
der Funktionen zu einem Spezialfall des „abstrakten cap-Produkts“ wird.



3022 KAPITEL 18. KATEGORIELLE PRODUKTSTRUKTUREN

18.2 Vorzeichenfragen und Homotopiekomplexe

18.2.1 Twist und Superisierung
18.2.1.1 (Motivation). Ich will alle Vorzeichen der homologischen Algebra unter
den Teppich kehren, indem ich eine neue Schmelzkategorie einführe, die Schmelz-
kategorie

sgAb

der „supergraduierten abelschen Gruppen“. Die Verschmelzungen hängen auch
hier von der Reihenfolge der verschmolzenen Faktoren nicht ab, sonst wären die
Axiome einer Schmelzkategorie nicht erfüllt. Stattdessen erklären wir die Ver-
schmelzungen in sgAb ihrerseits als Zuordnungen, die jeder Anordnung der Fak-
toren homogene multiadditive Abbildungen zuordnen derart, daß sich unsere mul-
tiadditiven Abbildungen bei einem Wechsel der Anordnung um gewisse wohlbe-
stimmte Vorzeichen ändern. So eine Verschmelzung wird meist angegeben, indem
man eine Reihenfolge der Ausgangsobjekte wählt, üblicherweise stehen sie be-
reits der Reihe nach auf dem Papier und man denkt sich die „von links nach rechts
wachsende Anordnung“ als die gewählte Anordnung, und zusätzlich die multiad-
ditive Abbildung angibt, die unsere Verschmelzung in Bezug auf diese Anordnung
realisiert. Die ganzen Verträglichkeiten von Vorzeichen, die man üblicherweise zu
prüfen hat, werden so in der Aussage kodiert und ein für allemal bewiesen, daß
diese Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen Gruppen tatsächlich eine
Schmelzkategorie ist. Komplexe abelscher Gruppen sind in diesem Formalismus
„Moduln K ∈ sgAb über dem Biabmonoid D ∈ sgAb der Differentiale“, wie im
anschließenden Abschnitt besprochen werden soll.

18.2.1.2. Gegeben eine endliche Menge I mit einer Abbildung π : I → Z/2Z,
die jedem Element eine „Parität“ zuordnet, erklären wir für je zwei Anordnungen
ω, η von I ein Vorzeichen

sgnu(ω, η) = sgnuπ(ω, η) ∈ {1,−1}

als das Signum der von der entsprechenden Umordnung auf den ungeraden Ele-
menten von I alias der auf π−1(1̄) induzierten Permutation. Wir nennen sgnu das
Paritätssignum.

Beispiel 18.2.1.3. Gegeben die zwei Anordnungen ω : 3 < 4 < 6 < 7 < 9
und η : 9 < 4 < 3 < 6 < 7 auf der fünfelementigen Menge {3, 4, 6, 7, 9} mit
ihrer offensichtlichen Paritätsabbildung sind 3 < 7 < 9 und 9 < 3 < 7 die auf
den ungeraden Elementen induzierten Anordnungen. Diese unterscheiden sich um
eine gerade Permutation, also haben wir sgnu(ω, η) = 1.

18.2.1.4. Sei eine SchmelzkategorieM versehen mit einer Operation der Vorzei-
chengruppe {+,−} auf jeder Verschmelzungsmenge, die wir als das „Ändern des
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Vorzeichens“ ansprechen und notieren. Hat diese Operation die Eigenschaft, daß
„jede Multiverknüpfung ihr Vorzeichen ändert, wenn wir bei genau einer der be-
teiligten Verschmelzungen das Vorzeichen ändern“, so nennen wirM mit diesen
Operationen eine Schmelzkategorie mit Vorzeichen.

Vorschau 18.2.1.5. In der in 18.2.4.14 eingeführten Terminologie ist eine Schmelz-
kategorie mit Vorzeichen dasselbe wie eine geeignet angereicherte Schmelzka-
tegorie, genauer eine in der multiäquivarianten Schmelzkategorie Ensg± nach
18.1.2.15 der Mengen mit einer Operation der Gruppe {+,−} angereicherte Schmelz-
kategorie.

Beispiel 18.2.1.6 (Abelsche Gruppen als Schmelzkategorie mit Vorzeichen).
Wir können die Schmelzkategorie Ab der abelschen Gruppen zu einer Schmelz-
kategorie mit Vorzeichen machen, indem wir die Operation der Gruppe {+,−}
auf jeder Verschmelzungsmenge dadurch erklären, daß das nichttriviale Element
durch das Nachschalten der Multiplikation mit (−1) operiert.

18.2.1.7 (Twist einer Schmelzkategorie mit Vorzeichen). Gegeben eine Schmelz-
kategorie mit VorzeichenM erklären wir eine weitere Schmelzkategorie, ihre ge-
twistete Verdopplung oder kurz ihren Twist

tM

Als Objektmenge von tM nehmen wir die Menge Z/2Z × M aller Paare be-
stehend aus einer Parität und einem Objekt vonM. Die Projektion auf die erste
Komponente notieren wir par : Ob(tM) → Z/2Z und nennen sie Parität. Die
Projektion auf die zweite Komponente Ob(tM)→ Ob(M) alias das „Vergessen
der Parität“ notieren wir gar nicht. Die Elemente von Z/2Z notieren wir 0̄, 1̄ und
unterscheiden sie so von den Elementen unserer Vorzeichengruppe. Gegeben eine
Objektkleinfamilie A := (Ai)i∈Ā von tM und ein Objekt Q ∈ tM erklären wir
die Menge der Verschmelzungen tM(A,Q) im Twist durch die Vorschrift

tM(A,Q) = ∅ falls
∑
i∈Ā

parAi 6=parQ

und andernfalls als die Menge aller Abbildungen

ϕ : Ens×(JrK, Ā)→M(A,Q) notiert ω 7→ ϕω

von der Menge aller Anordnungen auf Ā in die Menge derM-Verschmelzungen
unserer Objekte mit ϕω = sgnupar ◦A(ω, η)ϕη ∀ω, η. Der folgende Satz liefert eine
Multiverknüpfung für diese Verschmelzungen, die offensichtlich multiunitärasso-
ziativ ist und unsere Konstruktion der Schmelzkategorie tM zu Ende bringt.
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Satz 18.2.1.8 (Multiverknüpfung von vertwisteten Verschmelzungen). Seien
M eine Schmelzkategorie mit Vorzeichen und (Ai)i∈Ā sowie (Bj)j∈B̄ Objekt-
kleinfamilien in tM. Seien Q ∈ tM ein Objekt und f : Ā → B̄ eine Abbil-
dung der Indexmengen. Gegeben Verschmelzungen ψj ∈ tM(A|f−1(j), Bj) und
ϕ ∈ tM(B,Q) gibt es genau eine Verschmelzung ϑ ∈ tM(A,Q) mit

ϑκ = ϕω ◦
∏
j∈B̄

(ψj)η(j)

für jede Wahl einer Anordnung ω von B̄, je einer Anordnung η(j) der Faser f−1(j)
und die induzierte Anordnung κ von Ā.

Beweis. Es gilt zu zeigen, daß die durch ϑκ gegebene Verschmelzung weder von
der Wahl der Anordnung ω auf B̄ noch von der Wahl der Anordnungen η(j) auf
den Fasern f−1(j) von f abhängt. Im Fall der Wahl der Anordnung auf einer der
Fasern ist das eh klar, das Signum einer Permutation einer angeordneten Menge,
die nur in einem Intervall etwas bewegt, ist dasselbe wie das Signum ihrer Re-
striktion auf besagtes Intervall. Ändern wir dahingegen die Anordnung auf B̄, so
gilt es zu beachten, daß das Signum einer Permutation, die aus einer Permutation
von Intervallen entsteht, die ihre interne Anordnung behalten, zusammenfällt mit
dem Signum der Permutation, die die Umordnung der Intervalle ungerader Länge
unter unseren Intervallen beschreibt.

18.2.1.9 (Notationsfragen). Wir werden noch weitere Schmelzkategorien ken-
nenlernen, bei denen eine Verschmelzung (Ai)i∈Ā → Y erklärt wird als ein Da-
tum, das jeder Anordnung der Indexmenge ω : JrK ∼→ Ā etwas zuordnet. In diesen
Fällen denken wir uns für gewöhnlich implizit eine als Aufzählung hingeschrie-
bene Familie versehen mit der „Leseanordnung, in der der erste Buchstabe das
kleinste Element symbolisiert und der letzte Buchstabe das größte“. Mit dieser
Konvention auf der linken Seite erhalten wir Bijektionen

tM(P1 g . . .g Pr, Q)
∼→M(P1 g . . .g Pr, Q)

durch die Vorschrift ϕ 7→ ϕid mit id : JrK ∼→ JrK der offensichtlichen Anord-
nung. Wir sagen dann, die „M-Verschmelzung stelle die tM-Verschmelzung in
der vorgegebenen Anordnung dar“ und ähnlich in vergleichbaren Kontexten.

Beispiel 18.2.1.10 (Schmelzkategorie der erweiterten Paritäten). Wir betrach-
ten zur kartesischen Schmelzkategorie der Mengen kEns die multiäquivariante
Schmelzkategorie kEnsg{+,−} der Mengen mit einer Operation der Vorzeichen-
gruppe und darin die volle Unterkategorie

ZEns ⊂ kEnsg{+,−}
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aller zweielementigen Mengen mit transitiver Operation. Eine Verschmelzung in
dieser Schmelzkategorie ist eine Abbildung f : Y1 × . . . × Yr → X mit der Ei-
genschaft, daß sich bei jeder Änderung an genau einem Eintrag in der Definitions-
menge notwendig auch das Ergebnis ändert. Wir nennen so eine Multiabbildung
antikonstant. Alle Mengen von Verschmelzungen in ZEns haben damit genau
zwei Elemente und das Vertauschen dieser beiden Elemente macht ZEns zu ei-
ner Schmelzkategorie mit Vorzeichen, die sich in 18.2.4.23 als die „automatische
Selbstanreicherung von ZEns“ erweisen wird. Den Twist dieser Schmelzkategorie
mit Vorzeichen notieren wir

Par := t(ZEns)

und nennen ihn die Schmelzkategorie der erweiterten Paritäten. Objekte dieser
Schmelzkategorie sind Paare bestehend aus einer Parität und einer zweielementi-
gen Menge, die wir als ein „unsere Parität erweiterndes Zusatzdatum“ verstehen.

Beispiel 18.2.1.11 (Orientierungsmenge als Schmelzfunktor). Gegeben ein an-
geordneter Körper k erinnern wir den Funktor oralg : Modf×k → Ens der Orientie-
rungsmenge, der jedem endlichdimensionalen k-Vektorraum die zweielementige
Menge seiner beiden Orientierungen zuordnet. Unter einer Orientierung verstehen
wir dabei wie üblich eine Abbildung, die jeder angeordneten Basis ein Vorzeichen
in einer Weise zuordnet, die mit dem Vorzeichen der Determinante der Basiswech-
selmatrizen verträglich ist. Wir erweitern ihn nun zu einem Schmelzfunktor

or = oralg : (gModfk)
× → Par

E 7→ (dimE + 2Z, orE)

vom Schmelzgruppoid der banalen Schmelzkategorie der endlichdimensionalen
k-Vektorräume in unsere Schmelzkategorie der erweiterten Paritäten. Um so einen
Schmelzfunktor anzugeben, müssen wir jeder universellen Verschmelzung f :
V1 g . . . g Vr → W alias jedem Tupel linearer Abbildungen fi : Vi → W ,
die in ihrer Gesamtheit einen Isomorphismus V1 ⊕ . . . ⊕ Vr

∼→ W liefern, eine
antikonstante Multiabbildung

or(f) : orV1 × . . .× orVr → orW

so zuordnen, daß verschiedene Verträglichkeiten erfüllt sind. Wir wählen or(f)
als die eindeutige antikonstante Multiabbildung mit or(f) : (ε1, . . . , εr) 7→ ε falls
es angeordnete Basen Bi von Vi der Orientierung εi gibt und ε die Orientierung
der in der offensichtlichen Weise angeordneten Basis f1(B1) t . . . t fr(Br) von
W ist. Jetzt gilt es, mithilfe des Kriteriums 18.1.6.2 die Verträglichkeit mit Multi-
verknüpfungen zu prüfen, was wir dem Leser überlassen.
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18.2.1.12 (Funktorialität der Twists). Ein Schmelzfunktor F : M → N von
Schmelzkategorien mit Vorzeichen heiße vorzeichenverträglich, wenn die davon
auf den Verschmelzungsmengen induzierten Abbildungen äquivariant sind für die
jeweiligen Operationen der Vorzeichengruppe. Unter diesen Voraussetzungen in-
duziert er in offensichtlicher Weise einen Schmelzfunktor der Twists

tF : tM→ tN

18.2.1.13 (Motivation für das Supergraduieren). Die Schmelzkategorie der abel-
schen Gruppen Ab können wir zu einer Schmelzkategorie mit Vorzeichen machen,
indem wir das Nachschalten der Multiplikation mit (−1) als Involution auf den
Verschmelzungsmengen auszeichnen. Um die „Schmelzkategorie der Komplexe“
zu konstruieren, mit der wir in der Homologietheorie bereits ausgiebig gearbeitet
haben, gehen wir von einer Variante unserer Twist-Konstruktion aus, die wir das
„Supergraduieren“ nennen.

18.2.1.14 (Supergraduieren). Gegeben eine Schmelzkategorie M mit Vorzei-
chen und ein kommutatives Monoid (Γ,+) mit einem ausgezeichneten Homo-
morphismus π : Γ→ Z/2Z bilden wir eine weitere Schmelzkategorie, die (Γ, π)-
supergraduierte Version

sM(Γ,π)

vonM. Als Objektmenge nehmen wir Ob(sM(Γ,π)) := Ob(MΓ). Unsere neuen
Objekte sind also Familien (Mγ)γ∈Γ von Objekten vonM indiziert durch γ ∈ Γ.
Als Verschmelzungen ϕ ∈ sM(Γ,π)(A, Y ) nehmen wir Abbildungen

ϕ : Ens×(JrK, Ā)→MΓ(A, Y ) notiert ω 7→ ϕω

von Anordnungen der Indexmenge der Objektkleinfamilie A, für die wir hier
|Ā| = r angenommen haben, in die Menge der Verschmelzungen der Schmelz-
kategorie der Γ-graduierten Objekte von M aus 18.1.2.1 derart, daß für je zwei
Anordnungen ω, η und jedes α : Ā→ Γ gilt

ϕω,α = sgnuπ◦α(ω, η)ϕη,α

mit ϕω,α ∈ M((A
α(i)
i )i∈Ā, Y

sum(α)) wie in 18.1.2.1 dem α-Anteil der MΓ-Ver-
schmelzung ϕω. Die Multiverknüpfungen erklären wir analog zum Fall der ver-
twisteten Schmelzkategorien 18.2.1.8 dadurch, daß sie bei der Darstellung be-
züglich verträglicher Anordnungen mit den Multiverknüpfungen in MΓ zusam-
menfallen. Die Wohldefiniertheit und Multiunitärassoziativität folgen aus den ent-
sprechenden Eigenschaften im Fall von vertwisteten Schmelzkategorien 18.2.1.8,
angewandt auf die ϕω,α. HatMΓ stabil universelle Verschmelzungen beziehungs-
weise Multihom, so auch sM(Γ,π).
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18.2.1.15 (Funktorialität des Supergraduierens). Gegeben ein vorzeichenver-
träglicher Schmelzfunktor F : M → N von Schmelzkategorien mit Vorzeichen
und π : Γ→ Z/2Z wie oben erhalten wir in offensichtlicher Weise Schmelzfunk-
toren zwischen den (Γ, π)-supergraduierten Versionen

sF (Γ,π) : sM(Γ,π) → sN (Γ,π)

Beispiel 18.2.1.16. Im Fall π = 0 erhalten wir die Schmelzkategorie der Γ-gradu-
ierten Objekte zurück, in Formeln sM(Γ,0) =MΓ.

18.2.1.17. Im Fall Γ = Z mit π : Z → Z/2Z der Projektion verwenden wir die
abkürzende Schreibweise

sgM := sM(Z,π)

und nennen das die Schmelzkategorie der supergraduierten Objekte von M.
Leerverschmelzungen werden per definitionem gegeben durch sgM(f, X) =
M(f, X0). Besonders wichtig ist für uns die Schmelzkategorie sgAb, die wir im
folgenden noch ausführlicher diskutieren. Den Effekt des Supergraduierens auf
Funktoren notieren wir analog sgF .

18.2.1.18. Im Fall Γ = Z/2Z mit π = id der Identität verwenden wir die ab-
kürzende Schreibweise

sM := sM(Z/2Z,id)

und nennen sM die Schmelzkategorie der Superobjekte von M. Im Fall eines
Körpers k heißt sModk die Schmelzkategorie der Supervektorräume über k.
Objekte sind Z/2Z-graduierte k-Vektorräume W = (W 0̄,W 1̄). Vielfach bezeich-
net man in diesem Zusammenhang die direkte SummeW 0̄⊕W 1̄ auch mitW . Die
Schmelzkategorie

sAb

nennen wir die Schmelzkategorie der superisierten abelschen Gruppen oder
„Super-Z-Moduln“, weil der Begriff der „Supergruppen“ schon anderweitig ver-
geben ist, vergleiche 18.3.5.4. Wir erhalten eine Transformation vom Identitäts-
funktor auf sAb zu sich selbst, indem wir jedem Objekt W = W 0̄ ⊕ W 1̄ sei-
ne Vorzeicheninvolution diag(id,− id) zuordnen. Die Notation Zn|m steht für
das Objekt (Zn,Zm) ∈ sAb. Die Notation kn|m steht allgemeiner für das Objekt
(kn, km) ∈ sModk.

Vorschau 18.2.1.19. In Übung 18.2.1.24 lernen Sie eine Schmelzäquivalenz zwi-
schen dem Einheitengruppoid der superisierten abelschen Gruppen und der Schmelz-
kategorie der erweiterten Paritäten U×(sAb)

≈→ Par kennen, in der sich die enge
Verwandtschaft zwischen Twist und Superisierung konkretisiert.



3028 KAPITEL 18. KATEGORIELLE PRODUKTSTRUKTUREN

Beispiel 18.2.1.20 (Supergraduierte abelsche Gruppen). Wir diskutieren nun
die Schmelzkategorie sgAb der supergraduierten abelschen Gruppen. Ihre Ob-
jekte sind Familien (Xn)n∈Z von abelschen Gruppen. Einsverschmelzungen f :
X → Y sind Tupel f = (fn) von Gruppenhomomorphismen fn : Xn → Y n.
Leerverschmelzungen f : g → X sind Elemente x ∈ X0. Eine universelle Leer-
verschmelzung ist die Leerverschmelzung in das Objekt Z[0] mit Z[0]0 = Z und
Z[0]n = 0 für n 6= 0, die gegeben wird durch 1 ∈ Z. Um Zweiverschmelzungen
zu erklären, betrachten wir eine Objektkleinfamilie B = (Bi, Bι) indiziert durch
eine Indexmenge B̄ = {i, ι} = {ι, i}, die extra so gewählt und angegeben ist, um
der Versuchung entgegenzuwirken, sie als mit einer Anordnung versehen betra-
chen zu wollen. Eine Verschmelzung f ∈ sgAb(B, Y ) ist dann eine Familie von
biadditiven Abbildungen

fp,qω : Bp
i ×Bq

ι → Y p+q

für alle p, q ∈ Z und alle Anordnungen ω unserer Indexmenge B̄ derart, daß für
η, ρ die beiden möglichen Anordnungen gilt fp,qη = (−1)pqfp,qρ . Vielfach geben
wir so eine Verschmelzung schlicht als ein Tupel von biadditiven Abbildungen

fp,q : Bp
i ×Bq

ι → Y p+q

an und meinen damit fp,q = fp,qω für ω die „Schreibanordnung“, hier also die An-
ordnung i < ι. Eine universelle, ja eine stabil universelle Zweiverschmelzung von
zwei Objekten X, Y landet mit diesen Konventionen im Objekt Z mit den homo-
genenen Komponenten Zn :=

⊕
p+q=nX

p⊗Y q und wird in den eben besproche-
nen Konventionen gegeben durch die biadditiven Abbildungen u : Xp × Y q →
Zp+q mit u : (x, y) 7→ x ⊗ y. Ich schlage vor, das Ziel universeller Verschmel-
zungen in sgAb und anderen superisierten Schmelzkategorien in Zweifelsfällen

⊗̄ = ⊗s

zu notieren und als Supertensorprodukt anzusprechen, so daß das Diagramm

X ⊗ Y ∼→ X ⊗̄ Y
‖ ‖

Y ⊗X ∼→ Y ⊗̄X

keineswegs kommutiert mit denjenigen Gleichheiten in den Vertikalen, die die
Eindeutigkeit universeller Verschmelzungen zum Ausdruck bringen, und den durch
die Schreibreihenfolge ausgezeichneten Isomorphismen in den Horizontalen. Viel-
mehr müssen wir in der linken Vertikale die Abbildung x ⊗ y 7→ (−1)|x||y|y ⊗ x
nehmen, damit unser Diagramm kommutiert. Die Schmelzkategorie sgAb der su-
pergraduierten abelschen Gruppen hat auch Multihom. Um das zu zeigen, brau-
chen wir nach 18.1.4.12 nur für jedes Objekt X einen Rechtsadjungierten (XV )
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von ( ⊗̄X) anzugeben. Dazu erklären wir unseren Funktor durch

(XVY )n :=
∏
i

HomZ(X i, Y i+n)

und die Adjunktion durch die Bijektionen

sgAb(Z⊗̄X, Y )
∼→ sgAb(Z,XVY )

gegeben durch f = (fp,q) 7→ f̄ mit f̄n : Zn → (XVY )n gegeben durch
(f̄n(z))i := fn,i(z, ) ∈ HomZ(X i, Y i+n). Das Prüfen sei dem Leser überlas-
sen. Analoges gilt für die Schmelzkategorie sgModk der supergraduierten Moduln
über einem Kring k.
Beispiel 18.2.1.21 (Maximale äußere Potenz als Schmelzfunktor). Gegeben ein
Körper k liefert die maximale äußere Potenz als homogene Komponente im durch
die Dimension gegebenen Grad V 7→ (

∧max V )[− dimV ] einen Schmelzfunktor∧max : (gModfk)
× → sgModk

vom Schmelzgruppoid der banalen Schmelzkategorie der endlich erzeugten k-
Vektorräume in das Schmelzgruppoid der eindimensionalen supergraduierten k-
Vektorräume. Ist k ein angeordneter Körper, so konstruieren wir unschwer von
diesem Schmelzgruppoid einen weiteren Schmelzfunktor in die Schmelzkategorie
Par der erweiterten Paritäten derart, daß die Verknüpfung unser Schmelzfunktor
der Orientierungsmenge aus 18.2.1.10 ist.
18.2.1.22 (Allgemeines zu verträglichen Orientierungen). In der Schmelzkate-
gorie der erweiterten Paritäten ist das Quadrat jeder Einsverschmelzung von ei-
nem Objekt zu sich selber die Identität. Gegeben ein endlichdimensionaler Vek-
torraum über einem Körper der Charakteristik Null ist andererseits jeder unipoten-
te Endomorphismus ein Quadrat. Gegeben ein Körper k der Charakteristik Null
und ein Schmelzfunktor ω : (gModfk)

× → Par und eine kurze exakte Sequenz
U ↪→ V � W von endlichdimensionalen k-Vektorräumen liefert folglich für jede
Spaltung die Komposition

ω(U)g ω(W )→ ω(U ⊕W )
∼→ ω(V )

dieselbe antikonstante Abbildung ω(U) × ω(W ) → ω(V ). Ist k ein angeord-
neter Körper und ω := or der durch unsere algebraische Orientierungsmenge
gegebene Schmelzfunktor, so ist das eine ausgezeichnete Abbildung, die in ei-
ner kurzen exakten Sequenz aus einer Orientierung von Untervektorraum und
Quotient eine Orientierung der Mitte macht und die man die „zusammengesetz-
te Orientierung“ nennen mag. Auch im allgemeinen nennen wir Elemente ε ∈
ω(U), η ∈ ω(W ), θ ∈ ω(V ) verträglich, wenn unter unserer Zweiverschmel-
zung gilt (ε, η) 7→ ϑ. Nebenbei bemerkt überlegt man sich auch leicht, daß ω die
universelle Leerverschmelzung auf die universelle Leerverschmelzung abbilden
muß.
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Übungen

Übung 18.2.1.23. Man zeige, daß die Operation 18.1.3.10 der symmetrischen
Gruppe Sr auf der r-ten Tensorpotenz eines eindimensionalen Vektorraums tri-
vial ist. Man zeige, daß die Operation 18.1.3.10 der symmetrischen Gruppe Sr
auf der r-ten Tensorpotenz des eindimensionalen Supervektorraums C0|1 durch
Multiplikation mit dem Signum geschieht.

Übung 18.2.1.24 (Einheitengruppoid der superisierten abelschen Gruppen).
Wir betrachten in der Schmelzkategorie der superisierten abelschen Gruppen aus
18.2.1.18 die volle Schmelzunterkategorie U(sAb) der Objekte, die als abelsche
Gruppen frei sind vom Rang Eins. All diese Objekte sind also isomorph zu Z1|0

oder Z0|1. Sie werden sich in der in 18.3.4.16 eingeführten Terminologie als die
„Einheiten“ unserer Schmelzkategorie sAb erweisen, deshalb die Notation U für
„unité“. Betrachten wir zu dieser Schmelzkategorie der Einheiten das zugehöri-
ge Schmelzgruppoid U×(sAb), in dem wir also nur noch die universellen Ver-
schmelzungen von U(sAb) als Verschmelzungen zulassen, so erhalten wir eine
Schmelzäquivalenz

U×(sAb)
≈→ Par

mit der Schmelzkategorie der erweiterten Paritäten, indem wir jeder unserer freien
abelschen Gruppen vom Rang Eins ihre Parität zusammen mit der zweielementi-
gen Menge ihrer Erzeuger zuordnen.

Übung 18.2.1.25 (Formeln für supergraduierte abelsche Gruppen). Wie be-
reits in 18.2.1.20 erwähnt erhalten wir ein internes Hom in sgAb durch (XVY )n :=∏

i∈Z HomZ(X i, Y i+n) mit α : sgAb(Z g X, Y )
∼→ sgAb(Z,XVY ) gegeben

durch (αf) : z 7→ (x 7→ f(z, x)) für beliebige homogene f, z, x. Man zeige,
daß die Evaluation ev : X g (XVY ) → Y nach 18.1.4.17 unter diesen Identi-
fikationen derjenigen biadditiven Abbildung entspricht, die auf homogenen Ele-
menten gegeben wird durch (x, f) 7→ (−1)|x||f |f(x). Man zeige weiter, daß das
Tensorieren von internem Hom (WVX) ⊗ (YVZ) → (W ⊗ Y )V(X ⊗ Z)
nach 18.1.4.20 unter diesen Identifikationen derjenigen biadditiven Abbildung
entspricht, die auf homogenen Elementen gegeben wird durch f ⊗g 7→ (w⊗y 7→
(−1)|g||w|f(w)⊗ g(y)).

18.2.2 Monoide, Bimonoide und ihre Moduln

Definition 18.2.2.1. Einen Schmelzfunktor der terminalen Schmelzkategorie in
eine beliebige Schmelzkategorie A : scat→M nennen wir ein Abmonoid inM
oderM-Abmonoid. Unter einem Homomorphismus von Abmonoiden A→ B
verstehen wir eine Transformation der entsprechenden Funktoren.
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18.2.2.2. Diese Terminologie hat die Schwäche, daß ein Abmonoid im hier ein-
geführten Sinne nicht dasselbe ist wie ein Ab-Monoid in später eingeführter Ter-
minologie. Da sich aber erweisen wird, daß man ein Ab-Monoid auch schlicht
einen Ring nennen kann, habe ich mich dafür entschieden, diesen terminologi-
schen Konflikt auszuhalten.

18.2.2.3 (Abmonoide als Objekte mit Verknüpfung). Ein AbmonoidA : scat→
M wird festgelegt durch das Bild A = A(∗) des einzigen Objekts von scat und
das Bild

m = mA : Ag A→ A

der einzigen Zweiverschmelzung von scat. So ein Datum (A,m) kommt seiner-
seits genau dann von einem Abmonoid her, wenn die Assoziativitätm◦(mgid) =
m◦ (idgm), die Existenz einer neutralen Leerverschmelzung 1 = 1A : g→ A
mit m ◦ (1 g id) = m ◦ (idg1) = id alias 1 ∈M A und die Kommutativität
m ◦ τ̂ = m erfüllt sind. Lassen wir die Forderung der Kommutativität fallen, so
nennen wir unsere Struktur ein Monoidobjekt oder kurz Monoid. Ich nenne 1A
die Eins von A. Sie ist auch für Monoide eindeutig bestimmt, wenn sie existiert,
wie Sie allgemeiner in 18.3.1.29 zeigen sollen. Die Zweiverschmelzung m heißt
die Verknüpfung unseres Abmonoids. Ein Morphismus ϕ : A→ B inM ist ge-
nau dann ein Morphismus von Abmonoiden, wenn gilt ϕ◦mA = mB◦(ϕgϕ) und
ϕ◦1A = 1B. Im nichtkommutativen Fall nennen wir das einen Monoidhomomor-
phismus. Lassen wir auch die Forderung nach der Existenz einer Eins fallen, so
nennen wir unser Datum (A,m) ein Assoziativobjekt und nennen die mit den je-
weiligen Verknüpfungen verträglichen Morphismen Homomorphismen von As-
soziativobjekten. Mehr dazu wird in 18.3.1.2 folgende diskutiert.

Beispiel 18.2.2.4 (Banale Monoidobjekte). Gegeben eine Kategorie C können
wir jedes Objekt A ∈ C auf genau eine Weise als eingC-Monoid der zugehörigen
banalen Schmelzkategorie auffassen, indem wir nämlich die Zweiverschmelzung
(id, id) : A g A → A als Verknüpfung nehmen. Das folgt daraus, daß für die
Eins nur die einzige Leerverschmelzung g → A in Betracht kommt. Für diese
Strukturen auf zwei Objekten A,B ist jeder Morphismus f : A→ B ein Monoid-
homomorphismus.

18.2.2.5 (Moduln über Monoiden). Gegeben eine SchmelzkategorieM und dar-
in ein Monoid (A,m) verstehen wir unter einem A-Modul oder ausführlicher A-
Monoidmodul ein Objekt M ∈M mitsamt einer Zweiverschmelzung

mM : AgM →M

derart, daß gilt mM ◦ (mg id) = mM ◦ (idgmM) im Raum der Verschmelzungen
AgAgM →M undmM◦(1gid) = id im Raum der VerschmelzungenM →M .
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Unter einer Verschmelzung von A-Moduln verstehen wir eine Verschmelzung
von A-Objektmoduln wie sie bereits in 18.1.2.16 erklärt wurde. Wir notieren

MAg

die Schmelzkategorie derA-Monoidmoduln. Per definitionem ist unsere Schmelz-
kategorie allerA-Moduln über einem MonoidA eine volle Schmelzunterkategorie
MAg ⊂ MAg′ der multiäquivarianten Schmelzkategorie aller A-Objektmoduln
im Sinne von 18.1.2.16.

Beispiel 18.2.2.6. Ein Ab-Abmonoid ist ein Kring und die Schmelzkategorie der
Moduln Abkg über einem Kring k ist unsere Schmelzkategorie Modk der k-
Moduln aus 18.1.1.6, in Formeln

Abkg = Modk

18.2.2.7. Jetzt wird alles in der opponierten Situation mit der Vorsilbe Ko wieder-
holt.

Definition 18.2.2.8. Einen Trennfunktor tcat→ T der terminalen Trennkategorie
in eine beliebige Trennkategorie T nennen wir ein Koabmonoid in T oder auch
T -Koabmonoid. Unter einem Homomorphismus von Koabmonoiden verste-
hen wir eine Transformation der entsprechenden Funktoren.

18.2.2.9 (Koabmonoide als Objekte mit Koverknüpfung). Ein Koabmonoid
C : tcat → T wird festgelegt durch das Bild C = C(∗) des einzigen Objekts
von tcat und das Bild

∆ = ∆C : C → C f C

der einzigen Zweitrennung von tcat. So ein Datum (C,∆) kommt seinerseits ge-
nau dann von einem Koabmonoid her, wenn die Koassoziativität (∆f id) ◦∆ =
(idf∆)◦∆, die Existenz einer koneutralen Leertrennung ε = εC : C → fmit
(ε f id) ◦∆ = (idfε) ◦∆ = id und die Kokommutativität τ̂ ◦∆ = ∆ erfüllt
sind. Lassen wir die Forderung der Kokommutativität fallen, so nennen wir unse-
re Struktur ein Komonoidobjekt oder kurz Komonoid. Ich nenne εC die Koeins
von C. Sie ist auch für Komonoide eindeutig bestimmt, wenn sie existiert, wie Sie
allgemeiner in 18.3.1.29 zeigen sollen. Die Zweitrennung ∆C heißt die Koverk-
nüpfung von C. Ein Morphismus ϕ : C → D inM ist genau dann ein Morphis-
mus von Koabmonoiden, wenn gilt ∆D ◦ϕ = (ϕgϕ) ◦∆C und εC = εD ◦ϕ. Im
nichtkommutativen Fall nennen wir das einen Komonoidhomomorphismus.

Beispiel 18.2.2.10 (Banale Komonoidobjekte). Gegeben eine Kategorie C kön-
nen wir jedes Objekt A ∈ C auf genau eine Weise als ein Komonoidobjekt der
zugehörigen banalen Trennkategorie fC auffassen, indem wir als Koverknüpfung
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die Diagonaltrennung ∆ := (id, id) : C → C f C nehmen. Das folgt daraus,
daß nur die einzige Leertrennung C → f als Koeins in Betracht kommt. Für diese
Strukturen auf Objekten C,D ist jeder Morphismus f : C → D ein Komonoid-
homomorphismus.

18.2.2.11 (Komoduln über Komonoiden). Opponiert zu Moduln über Monoi-
den führen wir Komoduln über Komonoiden alias Komonoidmoduln ein und
bezeichnen mit TCf die Trennkategorie der Komoduln über einen Komonoid C
einer Trennkategorie T . Sie ist eine volle Untertrennkategorie TCf ⊂ TCf′ der
multiäquivarianten Trennkategorie aller C-Objektkomoduln aus 18.1.2.21.

18.2.2.12. Damit ist die Wiederholung in der opponierten Situation beendet.

18.2.2.13 (Äquivariante Verschmelzungen unter Koabmonoid). Gegeben M
eine Trennschmelzkategorie und C ein Koabmonoid inM erklären wir nun neu
die äquivariante Schmelzkategorie der C-Objektmoduln

MC%′

mit C-Objektmoduln vonM als Objekten, also denselben Objekten wie bei der
multiäquivarianten Schmelzkategorie der C-ObjektmodulnMCg′ aus 18.1.2.16.
Verschmelzungen X1 g . . . g Xr → Y dahingegen werden in MC%′ erklärt als
Verschmelzungen inM derart, daß das Diagramm

C ⊗X1 ⊗ . . .⊗Xr
//

��

C ⊗ Y

��

C⊗r ⊗X1 ⊗ . . .⊗Xr

��
X1 ⊗ . . .⊗Xr

// Y

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise gegebenen Pfeilen kommutiert. Der
Morphismus C → C⊗r ist dabei die iterierte Koverknüpfung in unserer Trenn-
schmelzkategorie. Dann hat auch MC%′ stabil universelle Verschmelzungen und
das Vergessen der Operation ist ein mit universellen Verschmelzungen verträgli-
cher Schmelzfunktor

MC%′ →M
Beispiel 18.2.2.14 (Äquivariante Schmelzkategorie derC-Mengen). Jede Men-
ge C trägt nach 18.2.2.10 genau eine Struktur als Koabmonoid der banalen Trenn-
schmelzkategorie fEns. Die Komultiplikation ist dabei notwendig die Diagonale
∆ : C → C × C. Die Verschmelzungen der äquivarianten Schmelzkategorie
kEnsC%′ der C-Objektmoduln sind alle Abbildungen f : X1 × . . .×Xr → Y mit

f(cx1, . . . , cxr) = cf(x1, . . . , xr) ∀c ∈ C, r ∈ N, xi ∈ Xi
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Wie nennen sieC-äquivariante Multiabbildungen. Die Leerverschmelzungen in
kEnsC%′ entsprechen den C-Fixpunkten, genauer induziert für alle Y ∈ kEnsC%′
die aus 18.1.2.1 bekannte Bijektion kEns(g, Y )

∼→ Y eine Bijektion

kEnsC%′(g, Y )
∼→ Y C

Die Schmelzkategorie kEnsC%′ besitzt im übrigen stabil universelle Verschmel-
zungen und die zugehörige Trennschmelzkategorie ist als Trennkategorie die ba-
nale Trennkategorie zur Kategorie der C-Mengen.

18.2.2.15 (Äquivariante Verschmelzungen). SeienM eine Trennschmelzkate-
gorie und C ∈ M sowohl mit der Struktur eines Koabmonoids als auch mit der
Struktur eines Abmonoids versehen. Wir betrachten in der äquivarianten Schmelz-
kategorie der C-Objekte aus 18.2.2.13 die volle Unterschmelzkategorie

MC% ⊂MC%′

aller der C-Objekte, die sogar C-Moduln sind. Nehmen wir zusätzlich an, daß
unsere beiden Strukturen auf C in der Weise miteinander verträglich sind, daß für
alle endlichen Mengen I, J die Diagramme

C⊗I → C⊗(I×J)

↓ ↓
C → C⊗J

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise durch die Koabmonoidstruktur gege-
benen Horizonalen und durch die Abmonoidstruktur gegebenen Vertikalen kom-
mutieren, so nennen wir C ein Biabmonoid. Wenn wir die Kommutativität unse-
res Diagramms für |I|, |J | ≤ 2 zeigen, so folgt sie im übrigen bereits im allgemei-
nen. Für Moduln über einem BiabmonoidC sind die Ziele ihrer stabil universellen
Verschmelzungen inMC%′ bereits selbst Moduln über C, gehören also in Formeln
bereits zu MC%, und sind dort a forteriori auch universelle, ja stabil universelle
Verschmelzungen.

18.2.2.16 (Objekte mit Operation eines Biabmonoids). Zusammenfassend er-
halten wir so für jedes Biabmonoid C einer TrennschmelzkategorieM eine wei-
tere Trennschmelzkategorie

MC%

der „Objekte mit C-Operation“ und das Vergessen der Operation ist verträglich
mit stabil universellen Verschmelzungen.

18.2.2.17 (Multiäquivariant versus äquivariant). Es gilt sorgfältig zu unter-
scheiden zwischen der multiäquivarianten Schmelzkategorie der Moduln über ei-
nem Abmonoid und der äquivarianten Schmelzkategorie der Moduln über einem
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Biabmonoid. Im Fall eines gewöhnlichen Monoids in der kartesischen Schmelz-
kategorie der Mengen sind die Verschmelzungen im multiäquivarianten Fall Mul-
tiabbildungen, die „äquivariant sind in jeder Variable“, in Formeln

ϕ(x1, . . . , gxi, . . . , xr) = gϕ(x1, . . . , xr) ∀i, g

Im äquivarianten Fall jedoch sind sie, wenn man als Koverknüpfung einmal die
diagonale Einbettung annimmt, Multiabbildungen die „äquivariant sind für die
diagonale Operation“, in Formeln

ϕ(gx1, . . . , gxr) = gϕ(x1, . . . , xr) ∀g

18.2.2.18. In vielen Kontexten spricht man von Moduln, wenn man die multiäqui-
variante Schmelzkategorie meint, und von Darstellungen, wenn man die äquiva-
riante Schmelzkategorie meint.

Beispiel 18.2.2.19 (Äquivariante Schmelzkategorie der C-Mengen). Jedes Ab-
monoid C ∈ kEns wird mit der banalen Struktur als Koabmonoid der bana-
len Trennkategorie fEns nach 18.2.2.10 zu einem Biabmonoid. Die zugehöri-
ge Schmelzkategorie kEnsC% hat als Objekte C-Moduln alias Mengen mit einer
Operation des Monoids C und die universelle Verschmelzung von X und Y ist
X × Y mit der „diagonalen“ Operation von C, gegeben durch c(x, y) = (cx, cy).
Daß das wieder eine Operation des Abmonoids C ist, ist einerseits offensichtlich
und andererseits eine formale Konsequenz der Biabmonoidstruktur.

Übungen

Übung 18.2.2.20 (Tensorprodukt von Biabmonoiden). Gegeben Biabmonoide
A,B einer Trennschmelzkategorie ist auch A ⊗ B mit der offensichtlichen Ver-
knüpfung und Koverknüpfung ein Biabmonoid.

Übung 18.2.2.21 (Äußere Algebra als Biabmonoid). Gegeben ein k-Vektorraum
V zeige man, daß die äußere Algebra

∧
V mit ihrer offensichtlichen Graduie-

rung ein Biabmonoid der Trennschmelzkategorie sgModk ist mit dem durch die
Shuffle-Koprodukte ∆p,q

n gegebenen Koprodukt. Dasselbe gilt allgemeiner für je-
den Kring k. Im Fall V = Z ∈ sgModZ = sgAb erhalten wir so das Biabmonoid
der Differentiale D =

∧
Z aus 18.2.3.1. Im allgemeinen mag man einen Isomor-

phismus von Biabmonoiden
∧

(V ⊕W )
∼→ (
∧
V ) ⊗ (

∧
W ) angeben. Insbeson-

dere liefert im endlichdimensionalen Fall jede Wahl einer angeordnetem Basis
v1, . . . vn von V einen Isomorphismus von Biabmonoiden D⊗n ∼→

∧
V für D das

Biabmonoid der Differentiale aus 18.2.3.1 mit Koeffizienten in k.
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18.2.3 Schmelzkategorie der Komplexe
18.2.3.1 (Biabmonoid der Differentiale). In der Schmelzkategorie der supergra-
duierten abelschen Gruppen sgAb aus 18.2.1.20 betrachten wir das Objekt D mit
D0 = D1 = Z und Dq = 0 sonst. Wir versehen D mit der einzig möglichen
Struktur als Abmonoid, für die 1 ∈ Z = D0 alias die dadurch gegebene Leer-
verschmelzung das neutrale Element ist, sowie mit der einzig möglichen Struktur
als Koabmonoid, für dessen Koverknüpfung mit der Notation d := 1 ∈ D1 gilt
1 7→ 1⊗1 und d 7→ d⊗1+1⊗d. Man prüft unschwer, daß wir so ein Biabmonoid
erhalten. Die einzige substantielle Rechnung dazu ist der Fall |I| = |J | = 2 und
dabei, daß d⊗ d auch beim Weg über D⊗(I×J) in 18.2.2.15 zu Null gemacht wird.
Unter der oberen Horizonale finden wir aber

d⊗ d 7→ 1⊗ d⊗ 1⊗ d+ 1⊗ d⊗ d⊗ 1 + d⊗ 1⊗ 1⊗ d+ d⊗ 1⊗ d⊗ 1

Darauf die Vertikale anwenden bedeutet, die mittleren Einträge zu vertauschen mit
Vorzeichen und dann die ersten beiden und die letzten beiden Einträge zu multi-
plizieren. Das liefert eine Null bei ersten und letzten Term und bei den mittleren
Termen ebenso −d⊗ d+ d⊗ d = 0 wie gewünscht.

18.2.3.2. Wir erklären die Schmelzkategorie der differentiellen graduierten abel-
schen Gruppen in der Notation aus 18.2.2.15 als die äquivariante Schmelzkate-
gorie

dgAb := sgAbD%

der supergraduierten abelschen Gruppen mit einer Operation des Biabmonoids D
der Differentiale aus 18.2.3.1.

18.2.3.3 (Bezug zwischen unseren beiden Definitionen von Kettenkomplexen).
Einen Komplex (Xq, dq) im üblichen Sinne verstehen wir als ein Objekt X =
(Xq) ∈ sgAb mit derjenigen Operation µX : D gX → X , die für x ∈ Xq durch
(d, x) 7→ dq(x) und (1, x) 7→ x gegeben wird. So erhalten wir einen Isomorphis-
mus von Kategorien

Ket
∼→ E(dgAb)

zwischen der üblichen Kategorie der Kettenkomplexe und der einfachen Katego-
rie zur in 18.2.3.2 neu erklärten Schmelzkategorie dgAb. Man sieht leicht ein, daß
eine Zweiverschmelzung ϕ : XgY → Z in dgAb in Bezug auf die Schreibanord-
nung repräsentiert wird durch eine vom Grad Null homogene bilineare Abbildung

ϕ : X × Y → Z

mit dϕ(x, y) = ϕ(dx, y) + (−1)|x|ϕ(x, dy) für x homogen vom Grad |x|. Insbe-
sondere ist die in der Schreibanordnung durch (x, y) 7→ x⊗ y gegebene Zweiver-
schmelzung X gY → X ⊗Y in den üblichen Tensorkomplex universell. Ebenso
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sieht man leicht ein, daß Leerverschmelzungeng→ Z in dgAb genau diejenigen
Leerverschmelzungen von sgAb sind, die durch Zykel aus Z0X = ker d0 ⊂ X0

gegeben werden, wir haben also in Formeln

dgAb(g, X) = Z0X

Insbesondere ist der Nullzykel 1 ∈ Z[0] im Komplex I := Z[0] mit I0 = Z und
Iq = 0 für q 6= 0 eine universelle Leerverschmelzung in dgAb. Um zu sehen,
daß unsere universellen Verschmelzungen auch stabil universell sind, mag man
etwa prüfen, daß jede Multiverknüpfung universeller Verschmelzungen universell
ist, und das ist nicht schwer, weil man dabei das Differential ignorieren darf. Um
zu zeigen, daß unsere Schmelzkategorie dgAb internes Hom hat, mag man ent-
weder prüfen, daß unser üblicher Hom-Komplex so ein internes Hom ist, oder
die allgemeine Theorie bemühen, die wir in 18.2.3.4 skizzieren und in 18.3.3.19
entwickeln.

Vorschau 18.2.3.4 (Internes Hom von Komplexen vom höheren Standpunkt).
In 18.3.3.19 werden wir lernen, daß gegeben ein Biabmonoid D „mit Antipo-
de“ in einer Trennschmelzkategorie M mit Multihom auch MD% eine Trenn-
schmelzkategorie mit Multihom ist. Wenn wir das einmal wissen, müssen wir nur
noch prüfen, daß unser Biabmonoid der Differentiale eine Antipode besitzt, um zu
folgern, daß dgAb eine Trennschmelzkategorie mit Multihom ist. Genauer wird
sich erweisen, daß für unser Biabmonoid der Differentiale der durch 1 7→ 1 und
d 7→ −d gegebene Morphismus eine Antipode ist und daß Antipoden eindeutig
bestimmt sind, wenn sie existieren.

Übungen

Übung 18.2.3.5. Gegeben ein KringhomomorphismusA→ B ist die Erweiterung
der Skalare ein mit universellen Verschmelzungen verträglicher Schmelzfunktor

B⊗A : dgModA → dgModB

18.2.4 Angereicherte Schmelzkategorien
18.2.4.1. Wir besprechen zunächst „additive Strukturen“ und „(S, v)-Strukturen
in Bezug auf eine Schmelzkategorie S mit einem ausgezeichneten treuen Schmelz-
funktor v : S → kEns“, bevor wir das allgemeine Konzept einer S-Schmelzkate-
gorie einführen.

18.2.4.2. Unter einer additiven Struktur auf einer Schmelzkategorie verstehen
wir die Vorgabe einer Verknüpfung „Addition“ auf allen Verschmelzungsmengen
derart, daß alle Multiverknüpfungen multiadditive Abbildungen werden.
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Beispiel 18.2.4.3 (Erste Konstruktion einer additiven Struktur auf Ab). Wir
erhalten eine additive Struktur auf der Schmelzkategorie Ab der abelschen Grup-
pen, indem wir alle Mengen Ab(B, Y ) von multiadditiven Abbildungen mit ihrer
von der Addition auf Y induzierten Addition versehen.

18.2.4.4. Gegeben ein Kring k erklären wir eine k-Struktur auf einer Schmelzka-
tegorie die Vorgabe einer Struktur als k-Modul auf allen Verschmelzungsmengen
derart, daß alle Multiverknüpfungen k-multilineare Abbildungen werden.

Beispiel 18.2.4.5 (Offensichtliche k-Struktur auf Abk). Gegeben ein Kring k
erhalten wir eine k-Struktur auf der Schmelzkategorie Abk der k-Moduln, indem
wir alle Mengen Ab(B, Y ) von multiadditiven Abbildungen mit ihrer von der k-
Modulstruktur auf Y induzierten k-Modulstruktur versehen.

18.2.4.6. Gegeben eine SchmelzkatgorieMmit additiver Struktur faktorisiert ihr
Leerverschmelzungsfunktor in offensichtlicher Weise als L = v ◦ LAb über den
Vergißfunktor v : Ab → kEns. Wir machen in diesem Fall meist keinen Unter-
schied in der Notation zwischen dem Leerverschmelzungsfunktor und dem addi-
tiv angereicherten Leerverschmelzungsfunktor LAb :M→ Ab und schreiben
meist abkürzend L = LAb. Analoges gilt für Schmelzkategorien mit k-Struktur
für einen Kring k.

Beispiel 18.2.4.7 (Additive Struktur durch Leerverschmelzfaktorisierung). Ge-
geben eine Schmelzkategorie mit MultihomM und eine Faktorisierung L = v◦A
ihres Leerverschmelzungsfunktors über den Vergißfunktor v : Ab→ kEns erhal-
ten wir eine additive Struktur aufM, indem wir Additionen auf den Verschmel-
zungsmengen dadurch festlegen, daß die Verknüpfung der von unserer Faktorisie-
rung herrührenden Bijektionen mit den in 18.1.4.2 erklärten Bijektionen

vA(BVY )
∼→ L(BVY )

∼→M(B, Y )

Isomorphismen von abelschen Gruppen sein sollen.

Beispiel 18.2.4.8 (Zweite Konstruktion der additiven Struktur auf Ab). Der
Leerverschmelzungsfunktor von Ab ordnet jeder abelschen Gruppe X die Menge
der Abbildungen der einpunktigen Menge in unsere Gruppe zu und faktorisiert in
offensichtlicher Weise über den Vergißfunktor v : Ab → Ens. Die sich darüber
mit 18.2.4.7 ergebende additive Struktur auf der Schmelzkategorie Ab fällt mit
der offensichtlichen additiven Struktur aus 18.2.4.3 zusammen.

Vorschau 18.2.4.9 (Eindeutigkeit additiver Strukturen). Wir zeigen in 21.2.8.8,
daß Schmelzkategorien mit universellen Verschmelzungen und Multihom, deren
zugrundeliegende einfache Kategorien eine additive Struktur und endliche Pro-
dukte oder gleicbedeutend endliche Koprodukte haben, eine eindeutig bestimmte
additive Struktur besitzen.
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18.2.4.10. Gegeben ein treuer Schmelzfunktor w : S → kEns erklären wir eine
(S, w)-Struktur auf einer Schmelzkategorie M als die Vorgabe einer (S, w)-
Struktur im Sinne von 18.1.6.18 auf jeder Verschmelzungsmenge derart, daß alle
Multiverknüpfungen mit den jeweiligen (S, w)-Strukturen verträglich sind. Der
Leerverschmelzungsfunktor einer Schmelzkategorie mit (S, w)-Struktur faktori-
siert in offensichtlicher Weise als L = v ◦L(S,w) mit L(S,w) einem Schmelzfunktor
in die Schmelzkategorie kEns(S,w) der Mengen mit (S, w)-Struktur aus 18.1.6.18
und v : kEns(S,w) → kEns dem Vergißfunktor. Wir machen in diesem Fall meist
keinen Unterschied in der Notation zwischen dem Leerverschmelzungsfunktor
und dem angereicherten Leerverschmelzungsfunktor L(S,w) :M→ kEns(S,w)

und schreiben meist abkürzend L = L(S,w).

Beispiel 18.2.4.11. Die additiven Strukturen auf einer Schmelzkategorie sind in
offensichtlicher Bijektion zu den (Ab, v)-Strukturen auf besagter Schmelzkatego-
rie in derselben Weise, wie additive Strukturen auf einer Menge in Bijektion sind
zu (Ab, v)-Strukturen auf besagter Menge.

18.2.4.12. Gegeben eine Schmelzkategorie M mit Multihom und treuem Leer-
verschmelzungsfunktor L : M → kEns liefern unsere in 18.1.4.2 eingeführten
Bijektionen L(BVX)

∼→M(B,X) eine (M,L)-Struktur aufM.

Beispiel 18.2.4.13 (Dritte Konstruktion der additiven Struktur auf Ab). Die
durch 18.2.4.12 gegebene (Ab, v)-Struktur auf Ab entspricht unter unserer Bijek-
tion aus 18.2.4.11 der in 18.2.4.8 erklärten additiven Struktur auf Ab.

18.2.4.14 (Angereicherte Schmelzkategorien). Gegeben eine Schmelzkategorie
S erklären wir eine S-SchmelzkategorieM als ein Datum bestehend aus einer
MengeM von Objekten und für jede Objektkleinfamilie B = (Bj)j∈J inM und
jedes Y ∈M einem Verschmelzungsobjekt

M(B, Y ) ∈ S

und für jede weitere Objektkleinfamilie A = (Ai)i∈I und jede Abbildung ϕ : I →
J einer ausgezeichneten S-Verschmelzung mit dem Namen Multiverknüpfung(

M(A|ϕ−1(j), Bj)
)
j∈J gM(B, Y )→M(A, Y )

der mit J t {J} indizierten Objektkleinfamilie J t {J} → S gegeben durch
j 7→ M(A|ϕ−1(j), Bj) und J 7→ M(B, Y ) in das S-ObjektM(A, Y ). Von diesen
Daten fordern wir, daß das Analogon der Assoziativitätsbedingung aus unserer
Definition 18.1.1.4 einer Schmelzkategorie erfüllt ist und daß es für jede Einsfa-
milie A in M eine Leerverschmelzung idA ∈ S(g,M(A,A∗)) gibt derart, daß
die Verknüpfung

M(B,A∗)→M(B,A∗)gM(A,A∗)→M(B,A∗)
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mit dem ersten Pfeil gegeben durch idA und dem zweiten Pfeil durch die Multiver-
knüpfung inM stets die Identität aufM(B,A∗) ist und daß umgekehrt auch das
entsprechende Vorschalten der idBj die Identität aufM(B,A∗) induziert. Wenn
wir S nicht spezifizieren wollen, reden wir von einer angereicherten Schmelz-
kategorie. Wenn wir S in der Notation verdeutlichen wollen, schreiben wir

M/S

Beispiel 18.2.4.15. Eine kEns-Schmelzkategorie ist dasselbe wie eine gewöhnli-
che Schmelzkategorie. Eine Ab-Schmelzkategorie ist dasselbe wie eine Schmelz-
kategorie mit additiver Struktur.

Beispiel 18.2.4.16. Sei v : S → kEns ein treuer Schmelzfunktor. Wir erinnern
aus 18.1.6.18 die Schmelzkategorie kEns(S,v) der Mengen mit (S, v)-Struktur. Ei-
ne Schmelzkategorie mit (S, v)-Struktur ist dasselbe wie eine in kEns(S,v) ange-
reicherte Schmelzkategorie. Es ist auch im wesentlichen dasselbe wie eine in S
angereicherte Schmelzkategorie, wie wir in 18.2.4.22 ausführen werden.

18.2.4.17. Ich vermeide die Diskussion, was das Analogon der Familienkategorie
einer angereicherten SchmelzkategorieM/S sein sollte. Ich verwende im weite-
ren für A,B Objektkleinfamilien inM und ϕ : Ā → B̄ eine Abbildung auf den
Indexmengen die Notation

Mg
ϕ(A,B) :=

(
M(A|ϕ−1(j), Bj)

)
j∈B̄

für die entsprechende Kleinfamilie von Objekten von S, so daß unsere Multiver-
knüpfungen auch notiert werden können als S-Verschmelzungen

Mg
ϕ(A,B)gM(B, Y )→M(A, Y )

18.2.4.18 (Angereicherte Schmelzfunktoren). Unter einem Schmelzfunktor F
von einer S-Schmelzkategorie M in eine T -Schmelzkategorie N über einem
Schmelzfunktor der anreichernden Schmelzkategorien ϕ : S → T verstehen wir
ein Datum bestehend aus einer Abbildung F : M → N auf den Objektmen-
gen und T -Morphismen F : ϕ(M(B, Y )) → N (FB,FY ), die mit Multiverk-
nüpfungen verträglich sind in der offensichtlichen Weise. Wir notieren so einen
Schmelzfunktor

F/ϕ :M/S → N /T

Es ist klar, wie angereicherte Schmelzfunktoren zu verknüpfen sind. Einigen Spe-
zialfällen geben wir eigene Namen und Bezeichnungen.

1. Angereicherte Schmelzfunktoren, die die Identität auf den Objektmengen
sind, nennen wir objektfest;
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2. Angereicherte Schmelzfunktoren, bei denen die induzierten T -Morphismen
sämtlich Isomorphismen F : ϕ(M(B, Y ))

∼→ N (FB,FY ) sind, nennen
wir ϕ-volltreu;

3. Schmelzfunktoren von S-Schmelzkategorien über ϕ = id : S → S nennen
wir S-Schmelzfunktoren.

18.2.4.19. GegebenM/S eine angereicherte Schmelzkategorie erklären wir An-
reicherungsfunktoren F :M/S → S als Abbildungen F :M→ S auf Objek-
ten zusammen mit S-Verschmelzungen κF (A, Y ) : F (A) gM(A, Y ) → F (Y )
für jede ObjektkleinfamilieA und jedes Objekt Y vonMmit den offensichtlichen
Verträglichkeiten. Jeder Anreicherungsfunktor induziert in offensichtlicher Weise
einen angereicherten Schmelzfunktor

F/LS :M/S → S/kEns

Beispiel 18.2.4.20. Gegeben eine S-Schmelzkategorie M/S erklären wir ihren
angereicherten Leerverschmelzungsfunktor als den Anreicherungsfunktor L =
LM gegeben durch L(X) := M(g, X). Dieser Anreicherungsfunktor induziert
dann wie in 18.2.4.19 besprochen einen angereicherten Schmelzfunktor

L = LM/LS :M/S → S/kEns

Besitzt S Multihom, so induziert er, wie in 18.2.4.24 besprochen wird, sogar einen
angereicherten Schmelzfunktor

L = LM/S :M/S → Ssa/S

18.2.4.21 (Umstrukturieren). Gegeben ein Schmelzfunktor ϕ : S → T wird
aus jeder S-Schmelzkategorie M/S in offensichtlicher Weise eine T -Schmelz-
kategorie ϕ(M/S) mit derselben Menge von Objekten. Wir verwenden dafür je
nach Kontext auch die abkürzenden Notationen ϕ(M/S) = ϕ(M) =M/T und
nennen diese Konstruktion das Umstrukturieren vonM mit ϕ. In dieser Situa-
tion ist die Identität auf der Menge der Objekte zusammen mit der Identität auf
ϕ(S) für alle Verschmelzungsobjekte S ein objektfester ϕ-volltreuer angereicher-
ter Schmelzfunktor

U/ϕ :M/S →M/T

18.2.4.22. Gegeben (S, v) eine Schmelzkategorie mit einem treuen Schmelzfunk-
tor v : S → kEns liefert jede S-Schmelzkategorie eine Schmelzkategorie mit
(S, v)-Struktur durch Umstrukturieren mit der Schmelzäquivalenz S ≈→ kEns(S,v).
Ist unsere Schmelzäquivalenz ein Isomorphismus S ∼→ kEns(S,v) von Schmelz-
kategorien, so können wir diese Umstrukturierung auch rückgängig machen. Zum
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Beispiel liefern im Fall der abelschen Gruppen unsere Konstruktionen einen Iso-
morphismus Ab

∼→ kEns(Ab,v) und in diesem Sinne ist eine in Ab angereicherte
Schmelzkategorie dasselbe wie eine Schmelzkategorie mit additiver Struktur.
18.2.4.23. Gegeben eine Schmelzkategorie M mit Multihom erhalten wir eine
M-Schmelzkategorie Msa/M mit derselben Objektmenge, mit den fraglichen
Multihomobjekten als Verschmelzungsobjekten

Msa(B, Y ) := (BVY )

und mit analog zu 18.1.4.19 erklärten Multiverknüpfungen. Wir nennen dieseM-
Schmelzkategorie die Selbstanreicherung vonM. Unsere Bijektionen zwischen
der Menge der Leerverschmelzungen in das Multihom und der Verschmelzungs-
menge der entsprechenden ObjekteM(g, BVX)

∼→M(B,X) aus 18.1.4.2 lie-
fern in ihrer Gesamtheit zusammen mit der Identität auf der Objektmenge einen
objektfesten Isomorphismus

L(Msa)
∼→M

zwischen der Umstrukturierung der Selbstanreicherung mit dem Leerverschmel-
zungsfunktor und der ursprünglichen Schmelzkategorie.
Beispiel 18.2.4.24. Besitzt die anreichernde Schmelzkategorie S Multihom, so
sind AnreicherungsfunktorenF :M/S → S dasselbe wie angereicherte Schmelz-
funktoren F/S :M/S → Ssa/S in die Selbstanreicherung von S nach 18.2.4.23.
18.2.4.25 (Selbstanreicherung bei treuem Leerverschmelzungsfunktor). Ge-
geben eine SchmelzkategorieM mit Multihom und treuem Leerverschmelzungs-
funktor notieren wirM/ kEns(M,L) die SchmelzkategorieMmit der in 18.2.4.12
beschriebenen (M,L)-Struktur. Wir erhalten in diesem Fall einen objektfesten
[L]-volltreuen angereicherten Schmelzfunktor

Msa/M→M/ kEns(M,L)

über der Schmelzäquivalenz [L] :M ≈→ kEns(M,L) nach 18.1.6.18. Unsere beiden
angereicherten Schmelzkategorien sind also salopp gesprochen dieselben bis auf
die Schmelzäquivalenz [L] zwischen den anreichernden Schmelzkategorien.
18.2.4.26. Gegeben F/ϕ,G/ϕ :M/S → N /T angereicherte Schmelzfunktoren
im Sinne von 18.2.4.18 erklären wir eine Transformation τ : F ⇒ G von ange-
reicherten Schmelzfunktoren als eine Vorschrift, die jedem ObjektX ∈M eine
Leerverschmelzung τX ∈T N (FX,GX) so zuordnet, daß für jede Kleinfamilie
B inM und jedes Objekt Y ∈M das Diagramm

ϕM(B, Y ) → N (FB,FY )
↓ ↓

N (GB,GY ) → N (FB,GY )
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kommutiert mit den durch Nachschalten von τY beziehungsweise Vorschalten des
Tupels τB gegebenen Morphismen nach rechts unten. Die Menge aller derartigen
Schmelzfunktoren wird mit den Transformationen als Morphismen selbst eine Ka-
tegorie. Wir notieren sie

SCatϕ(M,N )

und im Fall ϕ = id : S → S aussagekräftiger SCatS(M,N ) und im besonders
relevanten Unterfall S = Modk abkürzend SCatk(M,N ).
Vorschau 18.2.4.27. Im allgemeinen besitzt eine Kategorie angereicherter Schmelz-
funktoren selbst keine natürliche Anreicherung. Zum Beispiel ist in der in ??
eingeführten Notation SCat(scat,Ab) = SCatZ(Ab0 scat,Abas) die Kategorie
Kring der kommutativen Ringe und es gibt keine natürliche Addition von Kring-
homomorphismen. Im Fall angereicherter Funktoren gewöhnlicher angereicherter
Kategorien sieht es aber besser aus und wird in ?? folgende diskutiert.
18.2.4.28. Wir erklären analog in einer Schmelzkategorie angereicherte Trennka-
tegorien und die zugehörigen angereicherten Trennfunktoren und dergleichen.

18.2.5 Homotopiekategorie der Komplexe
18.2.5.1 (Additive Struktur der Schmelzkategorie der Komplexe). Wir erin-
nern aus 18.2.3.2, 18.2.3.3 die Schmelzkategorie mit Multihom dgAb. Ihr Leer-
verschmelzungsfunktor faktorisiert als L = v ◦ Z0 mit Z0 : dgAb → Ab dem
Schmelzfunktor der Nullzykel und v : Ab→ kEns dem Schmelzfunktor des Ver-
gessens der Addition. Diese Faktorisierung macht dgAb nach 18.2.4.7 zu einer
Ab-Schmelzkategorie. Die zugehörige additive Struktur ist die offensichtliche.
18.2.5.2 (Schmelzfunktor der nullten Homologie). FürX1g . . .gXr → Y eine
Verschmelzung in dgAb liefert die auf den Nullzykeln induzierte Verschmelzung
Z0X1g . . .gZ0Xr → Z0Y von abelschen Gruppen ihrerseits auf der Homologie
eine weitere VerschmelzungH0X1g. . .gH0Xr → H0Y von abelschen Gruppen.
Damit wird die nullte Homologie zu einem SchmelzfunktorH0 : dgAb→ Ab.
18.2.5.3. Wir erklären die Ab-Schmelzkategorie Hot der Homotopiekomplexe
als die Umstrukturierung

Hot = Hot/Ab := H0(dgAbsa)

der Selbstanreicherung von dgAb mit dem Schmelzfunktor der nullten Homolo-
gie. In Formeln hat Hot also dieselben Objekte wie dgAb und Verschmelzungen
in Hot werden erklärt durch Hot(B, Y ) := H0(BVdgAbY ). Der Leerverschmel-
zungsfunktor von Hot ist der Funktor der nullten Homologie, wir haben genauer
offensichtliche Isomorphismen

Hot(g, Y ) = H0(gVdgAbY )
∼→ H0Y
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18.2.5.4. Gegeben eine angereicherte Schmelzkategorie M/S erklären wir ei-
ne angereicherte universelle Verschmelzung oder kurz universelle Verschmel-
zung als eine S-Leerverschmelzung in ein Verschmelzungsobjekt

u ∈ S(g,M(X1 g . . .gXr, T ))

derart, daß für jedes Objekt Y das Vorschalten von u einen Isomorphismus

M(T, Y )
∼→M(X1 g . . .gXr, Y )

induziert. Weiter erklären wir eine angereicherte stabil universelle Verschmel-
zung oder kurz stabil universelle Verschmelzung als eine S-Leerverschmelzung
u wie zuvor derart, daß wir für jedes Objekt Y und jede Objektkleinfamilie B
einen Isomorphismus

M(T gB, Y )
∼→M(X1 g . . .gXr gB, Y )

erhalten durch das Vorschalten von ug idB.

Beispiel 18.2.5.5 (Universelle Verschmelzungen für Selbstanreicherungen). Ge-
geben eine Schmelzkategorie M mit stabil universellen Verschmelzungen und
Multihom besitzt ihre SelbstanreicherungMsa/M angereicherte stabil universel-
le Verschmelzungen. Genauer ist das durch eine stabil universelle Verschmelzung
u : X1 g . . .gXr → X1 ⊗ . . .⊗Xr gegebene Element

u ∈M(g, (X1 g . . .gXr V X1 ⊗ . . .⊗Xr))

eine angereicherte stabil universelle Verschmelzung. Ich skizziere hier nur eine
Argumentation dafür, daß u : g→ (X g Y V X ⊗ Y ) eine angereichert univer-
selle Verschmelzung ist. Es gilt ja zu zeigen, daß das Vorschalten von u für jedes
Z einen Isomorphismus

(X g Y V Z)
∼→ (X ⊗ Y V Z)

induziert. Nach dem Yonedalemma reicht es zu zeigen, daß für jedes W unser
Isomorphismus in spe eine Bijektion

M(W, (X g Y V Z))
∼→M(W, (X ⊗ Y V Z))

liefert. Das hinwiederum können wir einsehen, indem wir beide Seiten mit der
Menge von 3-VerschmelzungenM(W gX g Y, Z) identifizieren.

Beispiel 18.2.5.6 (Umstrukturieren stabil universeller Verschmelzungen). Ge-
geben eine angereicherte Schmelzkategorie M/S und ein Schmelzfunktor ϕ :
S → T werden unter dem Umstrukturieren offensichtlich stabil universelle Ver-
schmelzungen zu stabil universellen Verschmelzungen.
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Beispiel 18.2.5.7 (Stabil universelle Verschmelzungen für Homotopiekomple-
xe). Die stabil universellen Verschmelzungen in dgAb liefern nach 18.2.5.5 sta-
bil universelle Verschmelzungen in der Selbstanreicherung dgAbsa und dann nach
18.2.5.6 auch stabil universelle Verschmelzungen in der Homotopiekategorie Hot.

18.2.5.8. Gegeben eine angereicherte Schmelzkategorie M/S erklären wir für
eine Objektkleinfamilie B und ein Objekt Z ein angereichertes Multihom oder
kurz Multihom als ein Objekt BVZ zusammen mit Isomorphismen

iA :M(AgB,Z)
∼→M(A,BVZ)

für alle A ∈ Mg derart, daß für jede weitere Objektkleinfamilie C und jede
Abbildung der Indexmengen Ā→ C̄ das Diagramm

Mg
ϕ(A,C)gM(C gB,Z)

∼→ Mg
ϕ(A,C)gM(C,BVZ)

↓ ↓
M(AgB,Z)

∼→ M(A,BVZ)

kommutiert mit den von iC beziehungsweise iA induzierten Horizontalen und den
von den angereicherten Multiverknüpfungen induzierten Vertikalen.

Beispiel 18.2.5.9 (Multihom für Selbstanreicherungen). Gegeben eine Schmelz-
kategorieM mit Multihom wird dieses Multihom auch ein angereichertes Mul-
tihom für ihre SelbstanreicherungMsa/M, wenn wir denjenigen Isomorphismen

iA :Msa(AgB,Z)
∼→Msa(A,BVZ)

alias iA : ((A g B)VZ)
∼→ (AV(BVZ)) auszeichnen, die für jedes Objekt W

dieselbe VerschmelzungM(W gAgB,Z) liefern. Ich arbeite das vorerst nicht
weiter aus.

Beispiel 18.2.5.10 (Umstrukturieren von Multihom). Gegeben eine angerei-
cherte Schmelzkategorie M/S und ein Schmelzfunktor ϕ : S → T wird unter
dem Umstrukturieren offensichtlich angereichertes Multihom zu angereichertem
Multihom.

Beispiel 18.2.5.11 (Multihom für Homotopiekomplexe). Unser Multihom in
dgAb wird mit 18.2.5.9 ein Multihom in der Selbstanreicherung dgAbsa und lie-
fert dann nach 18.2.5.10 auch Multihom in der Homotopiekategorie Hot.

18.2.5.12. In derselben Weise erklären wir für jeden Kring k die Modk-Schmelz-
kategorien der supergraduierten k-Moduln sgModk, der differentiellen graduier-
ten k-Moduln dgModk = Ketk und der Homotopiekomplexe von k-Moduln Hotk
und konstruieren darin angereicherte stabil universelle Verschmelzungen und an-
gereichertes Multihom.
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Übungen

Übung 18.2.5.13. Die sogenannte totale HomologieH :=
⊕
Hq ist ein Schmelz-

funktor H : Hot → sgAb von der Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe in
die Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen Gruppen. Er macht univer-
selle Leerverschmelzungen zu universellen Leerverschmelzungen, ist aber im all-
gemeinen nicht verträglich mit universellen Verschmelzungen. Ein allgemeinerer
Zugang zu diesem Schmelzfunktor wird in 18.3.4.18 erklärt.

Übung 18.2.5.14. Gegeben ein Körper k ist das Bilden der totalen Homologie
eine Äquivalenz von Schmelzkategorien

H : Hotk
≈→ sgModk

und induziert mithin einen mit universellen Verschmelzungen und internem Hom
verträglichen FunktorH : dgMogk → sgModk.

Übung 18.2.5.15. Gegeben eine Ab-SchmelzkategorieM erhalten wir eine AbZ-
SchmelzkategorieMZ, indem wir Verschmelzungsobjekte erklären durch

M(X1 g . . .gXr, Y )n :=
∏

i1+...+ir+n=j

M(X i1
1 g . . .gX

ir
r , Y

j)

und die Multiverknüpfungen erklären in der hoffentlich offensichtlichen Weise.
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18.3 Mehr zu Schmelzkategorien

18.3.1 Moduln und Komoduln
18.3.1.1. Wir erinnern aus 18.1.1.16, daß X g Y die durch {1, 2} indizierte Fa-
milie 1 7→ X, 2 7→ Y bezeichnet.

18.3.1.2. Unter einer Verknüpfung auf einem Objekt A einer Schmelzkategorie
verstehen wir eine Zweiverschmelzung m = mA : A g A → A. Ein Objekt mit
Verknüpfung nennen wir ein Magmaobjekt oder kurz Magma unserer Schmelz-
kategorie.

18.3.1.3. Eine Verknüpfung m : AgA→ A auf einem Objekt einer Schmelzka-
tegorie heißt assoziativ, wenn gilt m ◦ (mg id) = m ◦ (idgm). Ein Objekt einer
Schmelzkategorie mit assoziativer Verknüpfung heiße ein Assoziativobjekt.

18.3.1.4. Unter einer Eins eines Magmas A verstehen wir eine Leerverschmel-
zung 1 = 1A : g→ A mit m ◦ (1g id) = id = m ◦ (idg1). Ein Assoziativobjekt
mit einer Eins nennen wir ein Monoidobjekt oder auch kurz ein Monoid unserer
Schmelzkategorie. Die Eins ist dann nach Übung 18.3.1.29 eindeutig betimmt.

18.3.1.5. Wir müssen in Zukunft sorgfältig unterscheiden zwischen der Eins eines
Magmaobjekts A und dem Einsobjekt einer SchmelzkategorieM.

18.3.1.6. Gegeben zwei Monoide A,B in ein- und derselben Schmelzkategorie
verstehen wir unter einem Homomorphismus von Monoidobjekten oder auch
Monoidhomomorphismus eine Einsverschmelzung f : A → B mit den Eigen-
schaften f ◦mA = mB ◦ (f g f) und f ◦ 1A = 1B. Unsere Monoide werden so
selbst zu einer Kategorie. Jeder Schmelzfunktor induziert einen Funktor zwischen
den jeweiligen Kategorien von Monoiden.

Ergänzung 18.3.1.7. All diese Begriffe verallgemeinern sich in offensichtlicher
Weise auf den Fall monotoner Schmelzkategorien.

18.3.1.8. Eine Verknüpfung m : A g A → A in einer Schmelzkategorie heißt
kommutativ, wenn gilt m = m ◦ τ̂ für τ die nichttriviale Permutation. Ein Mo-
noid mit kommutativer Verknüpfung nennen wir wie in 18.2.2.1 ein Abmonoid.
Unsere Abmonoide bilden eine volle Unterkategorie der Kategorie der Monoide.
Jeder Schmelzfunktor induziert einen Funktor zwischen den jeweiligen Kategori-
en von Abmonoiden.

18.3.1.9. Gegeben eine Kategorie C mit endlichen Produkten sind die Magmas,
Monoide und Abmonoide der Schmelzkategorie kart(C) im hier erklärten Sinne
genau unsere Magmas, Monoide und Abmonoide von C im üblichen Sinne.

Beispiele 18.3.1.10. Die folgende Tabelle faßt einige besonders wichtige Beispie-
le für Magmas, Monoide und Abmonoide in Schmelzkategorien zusammen.



3048 KAPITEL 18. KATEGORIELLE PRODUKTSTRUKTUREN

Schmelzkategorie Magma Monoid Abmonoid

kEns Magma Monoid Abmonoid
kC Magma in C Monoid in C Abmonoid in C
Ab Z-Algebra Ring Kring
ModK K-Algebra K-Ringalgebra K-Kringalgebra
AbΓ Γ-graduierter Ring Γ-graduierter Kring
sModK Superringalgebra Superkringalgebra
filAb filtrierter Ring filtrierter Kring

Ein Monoidobjekt in der Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen Grup-
pen sgAb ist immer noch schlicht ein graduierter Ring, aber so ein Monoidobjekt
ist kommutativ genau dann, wenn unser graduierter Ring superkommutativ ist in
dem Sinne, daß gilt ab = (−1)|a||b|ba für beliebige homogene Elemente a, b.

Beispiel 18.3.1.11 (Monaden als Monoide). Gegeben eine Kategorie C erhal-
ten wir eine monotone Schmelzkategorie Cat(C) := Cat(C, C) mit Funktoren
F : C → C als Objekten und der Maßgabe, daß eine Verschmelzung von En-
dofunktoren in einen weiteren Endofunktor dasselbe sein soll wie eine Transfor-
mation der Komposition unserer Endofunktoren in den weiteren Endofunktor, in
Formeln

Cat(C)(F1 g . . .g Fr, G) := Cat(C, C)(F1 ◦ . . . ◦ Fr, G)

und insbesondere Cat(C)(g, G) := Cat(C, C)(Id, G) für Id der Identitätsfunktor
auf C. Die Multiverknüpfung wird der Leser leicht selbst erraten. Die Monoidob-
jekte dieser monotonen Schmelzkategorie heißen Monaden auf C. Gegeben ein
Funktor L : C → B mit Rechtsadjungiertem R wird F := RL : C → C eine
Monade mit ε : Id ⇒ RL der Eins und RL ◦ RL = R(LR)L ⇒ RL gegeben
durch RηL der Verknüpfung, wie der Leser zur Übung nachprüfen mag.

Beispiel 18.3.1.12 (Einsobjekte als Abmonoide). In jeder Schmelzkategorie mit
Eins I macht die offensichtliche Zweiverschmelzung I g I → I unser Einsobjekt
zu einem Abmonoid.

18.3.1.13. Unter Koverknüpfungen, Komagmas, Koassoziativobjekten, Komonoi-
dobjekten, Koabmonoidobjekten und dergleichen in einer Trennkategorie verste-
hen wir die entsprechenden Begriffe in der dazu opponierten Schmelzkategorie.

18.3.1.14. Ausgeschrieben ist ein Komonoid einer Trennkategorie T ein Paar
(A, µ) bestehend aus einem Objekt A ∈ T und einer Zweitrennung

µ : A→ Af A
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mit dem Namen Komultiplikation derart, daß gilt (µ f id) ◦ µ = (idfµ) ◦ µ :
A→ AfAfA und daß es eine Leertrennung ε : A→ f gibt mit (εf id) ◦ µ =
id = (idfε) ◦ µ. Diese Leertrennung ist dann eindeutig bestimmt und heißt die
Koeinheit. Gilt zusätzlich τ̂ ◦ µ = µ für τ ∈ S2 das nichtneutrale Element, so ist
unser Komonoid ein Koabmonoid.
Beispiel 18.3.1.15. Unter unserem Trennfunktor Fun : fEns→ Abopp der Funk-
tionenräume 18.1.6.27 liefert die banale Struktur auf einer Menge X ∈ fEns als
Koabmonoid eine Struktur als Koabmonoid der Trennkategorie Abopp auf ihrem
Funktionenraum Fun(X), mithin eine Struktur als Abmonoid der Schmelzkate-
gorie Ab alias eine Struktur als Kring. So erhalten wir ein weiteres Mal die durch
punktweise Multiplikation gegebene Ringstruktur auf Fun(X) = Ens(X,Z).
18.3.1.16. Gegeben eine SchmelzkategorieM und darin ein Monoid (R,m) ver-
stehen wir unter einemR-M-Monoidmodul oder kurzR-Modul ein ObjektM ∈
M mitsamt einer Zweiverschmelzung

mM : R gM →M

mit der Eigenschaft, daß gilt mM ◦ (m g id) = mM ◦ (idgmM) im Raum
der Verschmelzungen R g R g M → M und mM ◦ (e g id) = id im Raum
der Verschmelzungen M → M für e : (g) → R die Eins von R. Unsere
Zweiverschmelzung mM heißt die Operation von R auf M . Jeder Schmelz-
funktor F macht R-Objekte zu F (R)-Objekten. Ausfühlicher nennen wir unse-
re R-Moduln auch R-Linksmoduln und erklären analog R-Rechtsmoduln und
R-S-Bimoduln für zwei Monoide R und S, bei denen wir eben die übliche Ver-
träglichkeit von Rechts- und Linksoperation fordern.
Ergänzung 18.3.1.17 (Diskussion der Terminologie). Wie in 18.3.1.35 ausge-
führt kann man R-Rechtsmoduln mit Ropp-Linksmoduln identifizieren. Bei kon-
kreten Rechnungen erlaubt jedoch die Arbeit mit Rechtsmoduln oft eine über-
sichtlichere Darstellung. Allgemeiner kann man Bimoduln als einen Spezialfall
von Multimoduln M über einer Familie von Monoiden Ri sehen, bei denen eben
Modulstrukturen mi : Ri g M → M vorgegeben sind und für i 6= j die Ve-
träglichkeit mi ◦ (idgmj) = mj ◦ (idgmi) ◦ (τ g id) : Ri g Rj gM → M
gefordert wird. Bei konkreten Rechnungen erlaubt aber die Arbeit mit Bimoduln
oft eine übersichtlichere Darstellung. Außerdem bleiben Bimoduln ein sinnvolles
Konzept in monotonen Schmelzkategorien, in denen Multimoduln oder opponier-
te Monoide nicht mehr sinnvoll erklärt werden können.
18.3.1.18. Seltener betrachten wir Assoziativmoduln über Assoziativobjekten,
bei denen wir im Unterschied zu Monoidmoduln keine Forderung an die Operati-
on der Eins stellen, die es ja bei Assoziativobjekten gar nicht geben muß. Seltener
betrachten wir auch die in 18.1.2.16 eingeführten Objektmoduln über Objekten
ohne Verknüpfung.
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18.3.1.19 (Schmelzkategorien von Moduln). Gegeben eine Schmelzkategorie
M und darin ein Monoid R bilden wir die Schmelzkategorien MRg und MgR

derR-Linksmoduln beziehungsweiseR-Rechtsmoduln als volle Schmelzunterka-
tegorien der multiäquivarianten Schmelzkategorie aller R-Objektmoduln MRg′

nach 18.1.2.16.

Beispiele 18.3.1.20. Die folgende Tabelle faßt einige besonders wichtige Beispie-
le für Monoidmoduln in Schmelzkategorien zusammen.

Schmelzkategorie Monoid Objekt mit Operation

kEns Monoid G G-Menge
kC Monoid G in C Objekt mit G-Operation
Ab Ring Modul
ModK K-Ringalgebra Modul
AbΓ Γ-graduierter Ring Γ-graduierter Modul
sModK Superringalgebra Supermodul
filAb filtrierter Ring filtrierter Modul

Beispiel 18.3.1.21 (Operation durch das Einsobjekt). In einer Schmelzkatego-
rie mit Einsobjekt I ist für jedes Objekt X die offensichtliche Zweiverschmelzung
I g X → X eine Operation des Abmonoidobjekts I aus 18.3.1.12. Zum Beispiel
trägt jede abelsche Gruppe eine natürliche Struktur als Z-Modul.

18.3.1.22. Unter einer Kooperation eines Komonoids auf einem Objekt einer
Trennkategorie verstehen wir eine Operation in der opponierten Schmelzkatego-
rie. Die so erklärten Objekte nenn wir Komonoidkomoduln oder kurz Komo-
duln. Zum Beispiel heißt ein Objekt der Trennschmelzkategorie ModK mit der
Kooperation einer Koringalgebra ein Komodul im üblichen Sinne.

Beispiel 18.3.1.23. Gegeben ein Morpismus f : Z → X in einer Kategorie C wird
Z ein Komodul des banalen Koabmonoids X ∈ fC vermittels der Kooperation
(f, id) : Z → X f Z. Wir nennen ihn den banalen Komodul zu Z ∈ CX .

18.3.1.24 (Varianten des Modulbegriffs in angereicherten Kategorien). Ge-
geben eine angereicherte gewöhnliche Kategorie M/S und ein Monoid Ω in S
erklären wir einen Ω-Monoidmodul als ein Paar

(X,µ)

aus einem Objekt X ∈ M/S und einem Morphismus von S-Monoiden µ :
Ω → M(X) := M(X,X). Ist Ω ein Assoziativobjekt und µ nur ein mit der
Verknüpfung verträglicher S-Morphismus, so sprechen wir von einem Ω-Asso-
ziativmodul. Ist Ω nur ein Objekt und µ nur ein S-Morphismus, so sprechen wir
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von einem Ω-Objektmodul. Meist sagen wir kurz Ω-Modul und hoffen, daß aus
dem Kontext hervorgeht, was genau gemeint ist. Einen Homomorphismus von
Ω-Moduln X → Y erklären wir als eine Leerverschmelzung ϕ ∈S M(X, Y )
derart, daß die beiden Morphismen Ω → M(X, Y ) übereinstimmen, die wir
aus den Verknüpfungen M(X, Y ) gM(Y, Y ) → M(X, Y ) beziehungsweise
M(X,X) gM(X, Y ) → M(X, Y ) erhalten durch Vorschalten von ϕ g µY
beziehungsweise µX g ϕ.

Beispiel 18.3.1.25. Gegeben eine Menge Ω ist ein Ω-Modul im Sinne von 8.2.1.1
in der hier eingeführten Terminologie ein Ω-Objektmodul der trivial angereicher-
ten Kategorie Ab/kEns.

Beispiel 18.3.1.26. Gegeben ein Monoid G und ein Ring k ist eine Darstellung
von G über k im Sinne von 8.1.1.2 in der hier eingeführten Terminologie ein G-
Monoidmodul der trivial angereicherten Schmelzkategorie Modk/kEns.

Beispiel 18.3.1.27. Gegeben eine Schmelzkategorie M mit Multihom und Ω ∈
M sind die Strukturen auf X ∈ M als Ω-Modul im Sinne von 18.1.2.16 von
M in Bijektion zu den Strukturen auf X als Ω-Modul im Sinne von 18.3.1.24 in
der SelbstanreicherungMsa/M vermittels der durch die Definition von internem
Hom gegebenen Bijektion

M(ΩgX,X)
∼→M(Ω, XVX)

Vorschau 18.3.1.28. Ich diskutiere in ?? Annahmen, unter denen unsere Moduln
aus 18.3.1.24 selbst eine Schmelzkategorie bilden.

Übungen

Übung 18.3.1.29. Eine Eins eines Magmas in einer Schmelzkategorie ist eindeutig
bestimmt, wenn sie denn existiert.

Übung 18.3.1.30. Die Gesamtheit aller monotonen Schmelzkategorien bildet selbst
eine Kategorie

MSCat

Deren finales Objekt mscat ist die monotone Schmelzkategorie mit nur einem Ob-
jekt und je einer Verschmelzung von jedem Grad r ∈ N. Gegeben eine monotone
SchmelzkategorieM konstruiere man eine Bijektion zwischen Schmelzfunktoren
R : mscat→M und Monoiden vonM.

Übung 18.3.1.31 (Produkt von Monoidobjekten). Existiert für zwei Monoidob-
jekteA,B einer Schmelzkategorie eine stabil universelle VerschmelzungAgB →
A⊗B, so erhalten wir eine Struktur als Monoidobjekt aufA⊗B in der hoffentlich
offensichtlichen Weise. Sind A und B kommutativ, so auch A ⊗ B. Zusammen
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mit κ ◦ (idg1B) : A→ A⊗B und κ ◦ (1Ag id) : B → A⊗B wird dann A⊗B
ein Koprodukt in der Kategorie der Abmonoidobjekte unserer Schmelzkategorie.
Analoges gilt für Komonoidobjekte beziehungsweise Koabmonoidobjekte einer
Trennkategorie.
Beispiel 18.3.1.32. Das Tensorprodukt zweier Ringalgebren über einem Körper ist
wieder eine Ringalgebra über besagtem Körper. Andererseits ist auch das Super-
tensorprodukt zweier Z/2Z-graduierten Ringalgebren über einem Körper k wie-
der eine Ringalgebra. Sie hat denselben Vektorraum A⊗k B als Grundraum, aber
ihr Produkt ist (a⊗b)(c⊗d) = (−1)|b||c|ac⊗bd. Wir verwenden dafür die Notation
A⊗̄kB.
Übung 18.3.1.33 (Endomorphismenobjekte). SeiM eine Schmelzkategorie. Ge-
geben ein Objekt X , für das das Homobjekt XVX existiert, wird es mit der aus-
gezeichneten Zweiverschmelzung

(XVX)g (XVX)→ (XVX)

aus 18.1.4.19 ein Monoidobjekt vonM. Wir nennen dies Monoid das Endomor-
phismenobjekt von X und notieren es End(X) = EndM(X). Gegeben eine
Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzungen und Multihom liefert das
Tensorieren von internem Hom 18.1.4.20 für beliebige Objekt X, Y einen Ho-
momorphismus von Monoidobjekten End(X)⊗ End(Y )→ End(X ⊗ Y ). Ist X
oder Y starr im Sinne von 18.3.4.3, so ist er ein Isomorphismus

End(X)⊗ End(Y )
∼→ End(X ⊗ Y )

Übung 18.3.1.34. Gegeben eine Verknüpfungm : AgA→ A auf einem ObjektA
einer Schmelzkategorie erklären wir die opponierte Verknüpfungmopp := m◦τ
für τ die nichttriviale Permutation von zwei Objekten. Unser Objekt A mit dieser
Verknüpfung notieren wir Aopp. Ist A ein Monoid, so auch Aopp. Genau dann ist
A in dieser Situation ein Abmonoid, wenn die Identität auf A ein Monoidhomo-
morphismus A→ Aopp ist.
Übung 18.3.1.35 (Rechts- und Linksmoduln). Gegeben eine Schmelzkategorie
mit einem Monoid R erhalten wir einen Isomorphismus von Kategorien zwischen
der Kategorie der R-Linksmoduln und der Ropp-Rechtsmoduln, indem wir jedem
M mit Operation m : R g M → M dasselbe Objekt mit der Rechtsoperation
m ◦ τ : M gR→M zuordnen.
Übung 18.3.1.36 (Duale Moduln). Gegeben eine Schmelzkategorie mit Mul-
tihom und darin ein Monoid R und ein R-Modul M wird M∨ := (MVI) ein
R-Rechtsmodul, indem man die Operation R gM → M umschreibt zu einem
Morphismus R→ (MVM) und dann von der durch Verknüpfen gegebenen Ver-
schmelzung (MVM)g(MVI)→ (MVI) ausgeht und sie mit den Definitionen
umschreibt zu einem Morphismus (MVM)→ (M∨VM∨) und so bei einer Ver-
schmelzung R→ (M∨VM∨) landet.
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18.3.2 Cap-Produkt
18.3.2.1 (Abstrakte cap-Produkte). Gegeben eine Trennschmelzkategorie M
mit Multihom sowie ein KomonoidA ∈M erhalten wir durch das Anwenden des
TrennfunktorsMt → Mot des Dualisierens nach 18.1.6.25 stets ein Komonoid
A∨ inMot alias ein Monoid

A∨ ∈M

Zusätzlich erhalten wir auf A die Struktur eines A∨-Bimoduls vonM. Die Ope-
ration A∨ g A→ A erklären wir dazu als die Komposition

A∨ g A→ A∨ ⊗ A→ A∨ ⊗ A⊗ A→ I⊗ A→ A

mit den offensichtlichen äußeren Morphismen und id⊗τ23∆ als zweitem Mor-
phismus, für ∆ : A→ A⊗A die Komultiplikation des KomonoidobjektsA ∈M,
sowie (ev τ12) ⊗ id als drittem Morphismus, für ev die Evaluation aus 18.1.4.17
und und τ jeweils die Vertauschung der entsprechenden Tensorfaktoren. Die Ope-
ration Ag A∨ → A erklären wir ähnlich als die Komposition

Ag A∨ → A⊗ A∨ → A⊗ A⊗ A∨ → A⊗ I→ A

mit den offensichtlichen äußeren Morphismen und τ12∆ ⊗ id als zweitem Mor-
phismus sowie id⊗ ev als drittem Morphismus. Um das einzusehen mag man von
18.1.6.26 ausgehen. Für diese Operationen von A∨ auf A schlage ich die Bezeich-
nung abstraktes cap-Produkt von links beziehungsweise rechts und die Notati-
on ∩ vor. Ist A kokommutativ, so ist auch A∨ kokommutativ und die Operationen
von links und rechts stimmen im Sinne der Gleichheit ∩ ◦ τ = ∩ : A∨ g A → A
überein. Man prüft für das cap-Produkt von links leicht die Übereinstimmung der
beiden Verschmelzungen

A∨ g A∨ g A→ I

durch „Produkt der vorderen Einträge gefolgt vom Auswerten ev ◦τ“ und „Pro-
dukt der hinteren Einträge gefolgt vom Auswerten ev ◦τ“. Diese Erkenntnis mag
man die abstrakte Adjunktionsformel nennen. Gegeben ein Komonoidmorphis-
mus f : A → B erhalten wir weiter einen Monoidmorphismus f∨ : B∨ → A∨

und die abstrakte Projektionsformel in Gestalt eines kommutativen Diagramms

A∨ g A

��

B∨ g A //oo B∨ gB

��
A // B

18.3.2.2 (Terminologisches zum dualisierten Komonoid). Mir ist schmerzlich
bewußt, daß es gute Gründe gibt, statt der hier getroffenen Wahl für die Definition
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des zu einem Komonoid A gebildeten dualen Monoids A∨ eine andere Wahl zu
bevorzugen, bei der A∨ opponiert wäre zum A∨ in den hier vereinbarten Konven-
tionen.

Ergänzung 18.3.2.3. Man kann denselben Formalismus auch in der opponierten
Situation entwickeln. In dieser Situation muß dann aber auch das „Opponierte zu
Multihom“ zur Verfügung stehen, und das ist in den von uns betrachteten Beispie-
len eher die Ausnahme als die Regel.

Beispiel 18.3.2.4 (Koringalgebra als Modul der dualen Ringalgebra). Gegeben
ein Kring k betrachten wir die Trennschmelzkategorie mit Multihom Modk. Ein
Komonoid (A,∆) ist ein k-Modul A zusammen mit einer k-linearen Abbildung
∆ : A → A ⊗ A, der Komultiplikation, die die Koassoziativitätsbedingung
(∆ ⊗ id) ◦ ∆ = (id⊗∆) ◦ ∆ erfüllt und für die es eine Koeins gibt, also einen
Kovektor ε : A → k derart, daß aus ∆(a) =

∑
bi ⊗ ci folgt a =

∑
ε(bi)ci =∑

ε(ci)bi. Gegeben eine Koringalgebra wird nun A∗ eine Ringalgebra, wenn wir
sie mit der MultiplikationA∗⊗A∗ → A∗ versehen, die aus der Komultiplikation ∆
durch Dualisieren und Vorschalten des offensichtlichen Homomorphismus A∗ ⊗
B∗ → (A ⊗ B)∗ im Fall A = B entsteht. Das Einselement ist dann ε ∈ A∗. In
dieser Situation wird A ein A∗-Bimodul

A ∈ A∗ -Mod-A∗

mit der Linksoperation fa :=
∑
f(ci)bi für ∆(a) =

∑
bi ⊗ ci und der Rechts-

operation af :=
∑
f(bi)ci. Diese Bimodulstruktur ist ein Beispiel für unser ab-

straktes cap-Produkt. Um auch noch die Bedeutung der Adjunktionsformel her-
auszuarbeiten bemerken wir, daß für jede k-Ringalgebra B ihr Dualraum B∗ ein
B-Bimodul

B∗ ∈ B -Mod-B

wird vermittels der Operationen bβ := β ◦ (·b) sowie βb := β ◦ (b·) für b ∈ B und
β ∈ B∗. Insbesondere wird so auch A∗∗ ein A∗-Bimodul. Die Adjunktionsformel
kann verstanden werden als die Aussage, daß das Auswerten evA : A → A∗∗

in unserer speziellen Situation ein Homomorphismus von A∗-Moduln ist. Sie ist
sogar, wie man ebensoleicht erkennt, ein Homomorphismus von A∗-Bimoduln

evA ∈ ModA∗−A∗(A,A
∗∗)

Beispiel 18.3.2.5 (Cap-Produkte bei äußeren Algebren). Wir erinnern für jeden
Kring k und jeden k-Modul V das Biabmonoid

∧
V in sgModk aus 18.2.2.21.

In dieser Situation erhalten wir einen Isomorphismus Alt(V ) =
⊕

Altn V
∼→

(
∧
V )∨ von der Ringalgebra der alternierenden Formen mit dem Shuffledach-

produkt und der Graduierung mit Altn(V ) homogen vom Grad −n nach (
∧
V )∨

durch die Vorschrift, daß (ω, v1 ∧ . . . ∧ vn) 7→ ω(v1, . . . , vn) der vertauschten
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Auswertung ev ◦τ : (
∧
V )∨ g

∧
V → I = k entsprechen soll mit τ der Vertau-

schung der beiden Faktoren. Unser cap-Produkt von links entspricht dann derje-
nigen Struktur von

∧
V als Alt(V )-Modul, unter der die Operation durch geshuf-

feltes partielles Einsetzen

ω ∩ (v1 ∧ . . . ∧ vn) =
∑
σ∈Sp,q

sgn(σ)ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) vσ(p+1) ∧ . . . ∧ vσ(n)

geschieht. Die Rechtsmodulstruktur kann in diesem Fall durch die Linksmodul-
struktur ausgedrückt werden vermittels

(v1 ∧ . . . ∧ vn) ∩ ω = (−1)pnω ∩ (v1 ∧ . . . ∧ vn)

Diese Formel spezialisiert unsere allgemeine Erkenntnis, daß im Fall eines kom-
mutativen Komonoids die „cap-Produkte von links und rechts übereinstimmen“.
18.3.2.6. Gegeben ein Bimonoid A einer Trennschmelzkategorie ist A selbst stets
ein A-Bimodul. Haben wir Multihom, so ist nach 18.3.1.36 damit auch A∨ ein A-
Bimodul. Andererseits induziert die Komonoidstruktur aufA eine Monoidstruktur
aufA∨ und mit unseren Cap-Produkten ist auch umgekehrtA einA∨-Bimodul. Ich
habe mir nicht so genau überlegt, welche Verträglichkeiten hier im allgemeinen
zu erwarten sein sollten.
Beispiel 18.3.2.7 (Äußere Bialgebra und alternierende Algebra). Wir erinnern
für jeden Kring k und jeden k-Modul V das Biabmonoid A :=

∧
V in sgModk

aus 18.2.2.21. Das duale Abmonoid ist A∨ = AltV . Dann ist sowohl AltV ein∧
V -Modul durch partielles Einsetzen als auch

∧
V ein AltV -Modul durch das

bereits in 18.3.2.5 besprochene geshuffelte partielle Einsetzen.
Beispiel 18.3.2.8 (Symmetrische Bialgebra). Wir erinnern für jeden Kring k und
jeden k-Modul V das Biabmonoid A := SV in gModk. Die Komultiplikation
∆ : SV → SV ⊗k SV ist dabei der Homomorphismus von k-Kringalgebren, der
die durch v 7→ v⊗ 1 + 1⊗ v gegebene k-lineare Abbildung V → SV ⊗k SV fort-
setzt. Das duale Monoid notieren wir A∨ = SymuV . Seine homogenen Kom-
ponenten sind die Moduln Symu−r V = (SrV )∗ aller multilinearen Abbildun-
gen V ×r → k, die ihren Wert nicht ändern, wenn man die Einträge permutiert.
Der offensichtliche Isomorphismus V ∗ ∼→ Symu−1 V induziert einen natürlichen
Kringalgebrenhomomorphismus S(V ∗) → SymuV , aber hier ist die Situation
komplizierter als im Fall der äußeren Algebren und er ist auch im Fall eines end-
lichdimensionalen Vektorraums V nur ein Isomorphismus im Fall eines Grund-
körpers der Charakteristik Null und sonst noch nicht einmal injektiv. Das ist gut
zu sehen im Fall eines freien k-Moduls V vom Rang Eins mit Basisvektor v. Dann
haben wir k[T ]

∼→ SV vermittels T 7→ v. Andererseits finden wir

∆(T n) = (T ⊗ 1 + 1⊗ T )n =
∑(

n

i

)
T i ⊗ T n−i



3056 KAPITEL 18. KATEGORIELLE PRODUKTSTRUKTUREN

Für die zur Basis der T r dualen Basisvektoren (T r)∗ ∈ Symu−r V ergeben sich
so die Multiplikationsregeln (T r)∗(T s)∗ =

(
r+s
s

)
(T r+s)∗ und (T ∗)r = r!(T r)∗

mit T ∗ = (T 1)∗. Es ist in diesem Kontext üblich, für unsere Basisvektoren die
Notation X(r) = (T r)∗ zu verwenden mit einer virtuellen Variablen X und diese
als dividierte Potenzen anzusprechen, da über Q ja gilt (T r)∗ = (T ∗)r/r!.

18.3.2.9 (Diskussion der Terminologie). Bourbaki betrachtet in seiner Algèbre,
was wir in unserer Terminologie die „cap-Produkte eines Komonoids der Trenn-
schmelzkategorien mit Multihom gAb und sgAb“ nennen würden, und verwendet
dafür die Terminologie „produits internes d’une cogèbre“.

Beispiel 18.3.2.10 (Raum der Maße als Modul über dem Funktionenring).
Der Trennschmelzfunktor Maß! : fEns → Ab aus 18.1.6.29 macht jede Menge
X mit ihrer banalen Struktur als Koabmonoid von fEns zu einem Koabmonoid
A := Maß!(X) ∈ Ab. Durch Dualisieren entsteht daraus wie bereits besprochen
das Abmonoid A∨ = Fun(X) ∈ Ab der Funktionen auf X . Unser abstraktes
cap-Produkt aus 18.3.2.1 liefert eine Operation

Fun(X)gMaß!(X)→ Maß!(X)

In diesem Fall ist das, wie man unschwer einsieht, schlicht die natürliche Struktur
der Gruppe der Maße als Modul über dem Ring der Funktionen. Die abstrakte
Adjunktionsformel spezialisiert zur einigermaßen banalen Identität∫

(fg)µ =

∫
f(gµ)

Beispiel 18.3.2.11 (Ein langweiliges cap-Produkt). In der Trennschmelzkatego-
rie fEns können wir zu jedem Objekt X das banale Koabmonoid betrachten und
es zu einem Abmonoid dualisieren. Unter dieser Konstruktion liefert jede Menge
das immergleiche Einheitsmonoid.

18.3.2.12 (Variante zum abstrakten cap-Produkt). Seien eine Trennschmelz-
kategorie M mit Multihom gegeben und ein Komonoid A in M sowie ein A-
Rechtskomodul M ∈ MfA. Dann wird M ein A∨-Modul inM, indem wir die
Operation A∨ gM →M erklären als die Komposition

A∨ gM → A∨ ⊗M → A∨ ⊗ A⊗M → I⊗M →M

mit den offensichtlichen äußeren Morphismen und ev⊗ id in der rechten Mitte
und id⊗τ∆M in der linken Mitte für ∆M : M →M ⊗A die Kooperation auf M
und τ die Vertauschung der beiden Tensorfaktoren. Im Fall M = A spezialisiert
das zu unserem abstrakten cap-Produkt aus 18.3.2.1. Wir nennen auch sie ein
abstraktes cap-Produkt.
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18.3.2.13 (Weitere Variante zum abstrakten cap-Produkt). Seien gegeben eine
TrennschmelzkategorieM mit Multihom und ein Komonoid A inM sowie ein
A-LinkskomodulM ∈MAf. So erhalten wir eine natürliche Zweiverschmelzung
M∨ gM → A als die Komposition

M∨ gM →M∨ ⊗M →M∨ ⊗M ⊗ A→ I⊗ A→ A

mit id⊗τ∆M in der linken Mitte. Im Fall M = A spezialisiert das zu unse-
rem abstrakten cap-Produkt aus 18.3.2.1. Wir nennen auch sie ein abstraktes cap-
Produkt.

Beispiel 18.3.2.14 (Varianten zum cap-Produkt im Maße-Funktionen-Fall).
Ist f : Z → X eine Abbildung und Z der zugehörige banale Komodul nach
18.3.1.23 über dem banalen Koabmonoid zu X ∈ fEns, so wird unter dem
Trennschmelzfunktor Maß! : fEns → Ab aus 18.1.6.29 der Raum von Ma-
ßen Maß!(Z) ein Komodul zu Maß!(X). Vermittels des cap-Produkts wird dann
Maß!(Z) ein Modul über dem Funktionenring Fun(X) und man prüft unschwer,
daß diese Modulstruktur schlicht die Multiplikation mit der zurückgeholten Funk-
tion ist, ϕ∩µ = (ϕ◦f)µ. Unsere zweite Verschmelzung erweist sich als das Bild-
maß in X des Produkts einer Funktion auf Z mit einem Maß auf Z, in Formeln
ψ ∩ µ = f∗(ψµ).

Beispiel 18.3.2.15 (Varianten zum cap-Produkt im topologischen Fall). Für
jedes Raumpaar ist (id, id) : (X, ∅) → (X,A) f (X, ∅) eine Rechtskooperation
des banalen Koabmonoids (X, ∅) auf (X,A). Für A ⊂◦ X erhalten wir daraus
vermittels unseres Trennfunktors der singulären Ketten S : Top⊂◦ → Hot aus
18.4.1.16 eine Rechtskooperation von SX auf S(X,A). Für beliebiges A ⊂ X
kann man so eine Rechtskooperation immer noch explizit konstruieren als die
Komposition

SX → S(X ×X,A×X)
∼→ S(X,A)⊗ S(X)

des Vorschubs unter der diagonalen Einbettung gefolgt von der von einer und je-
der Alexander-Whitney-Transformation induzierten Kettenabbildung. Ebenso er-
hält man auch eine Linkskooperation. Unser abstrakter Formalismus 18.3.2.13
macht daraus in Hot eine Operation von S∗X auf S(X,A) sowie eine ausgezeich-
nete Verschmelzung S∗(X,A) g S(X,A) → SX . Daraus erhalten wir mit dem
Schmelzfunktor H unmittelbar das relative cap-Produkt H∗(X) ⊗ H(X,A) →
H(X,A) aus der singulären Homologietheorie, das H(X,A) zu einem Modul über
dem Kohomologiering macht, sowie ein weiteres cap-Produkt

H∗(X,A)⊗ H(X,A)→ HX
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Übungen

Übung 18.3.2.16. SeienM eine Trennschmelzkategorie mit Multihom und darin
f : R → S Komonoidmorphismus und M → N ein Homomorphismus über f
von einem Komodul über R zu einem Komodul über S der hoffentlich offensicht-
lichen Weise. So kommutiert mit dem in 18.3.2.13 konstruierten cap-Produkt das
Diagramm

M∨ gM

��

N∨ gM //oo N∨ gN

��
R // S

Speziell erhalten wir so im topologischen Fall die Verträglichkeit für das Cap-
Produkt.

Übung 18.3.2.17. Gegeben ein Komonoid A einer Trennschmelzkategorie fakto-
risiert die Multiplikation auf A∨ als

A∨ g A∨ → (AVA∨) = (AV(AVI)) ∼→ ((A⊗ A)VI)→ (AVI) = A∨

mit den Morphismen aus 18.1.4.19 und 18.1.4.3 und dem Vorschalten der Komul-
tiplikation.

18.3.3 Bimonoide und Hopfobjekte
18.3.3.1. SeiM eine Trennschmelzkategorie. Ein Bimonoid inM ist ein Tripel
(B,m,∆) bestehend aus einem ObjektB, einer Verknüpfungm : BgB → B und
einer Koverknüpfung ∆ : B → B f B derart, daß die folgenden Eigenschaften
erfüllt sind:

1. (B,m) ist ein Monoid;

2. (B,∆) ist ein Komonoid;

3. Der induzierte Morphismus ∆ : B → B ⊗B ist ein Monoidhomomorphis-
mus für die Monoidstruktur auf B ⊗B aus 18.3.1.31.

Man zeigt dann unschwer , daß zusätzlich gilt:

4. Der von m induzierte Morphismus m : B ⊗ B → B ist ein Komonoidho-
momorphismus für die Komonoidstruktur auf B ⊗B aus 18.3.1.31;

5. Der vom neutralen Element e : g → B induzierte Morphismus I → B ist
ein Komonoidmorphismus für die Komonoidstruktur auf I aus 18.3.1.12;
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6. Die Koeins η : B → I von (B,∆) ist ein Monoidmorphismus für die Mo-
noidstruktur auf I aus 18.3.1.12.

Ein Bimonoid heißt kommutativ, wenn das zugrundeliegende Monoid kommutativ
ist. Ein Bimonoid heißt kokommutativ, wenn das zugrundeliegende Komonoid
kokommutativ ist. Ein Bimonoid, dessen Verknüpfung und Koverknüpfung beide
kommutativ sind, ist dasselbe wie ein Biabmonoid im Sinne von 18.2.2.15.

18.3.3.2. Gegeben ein Bimonoid (B,m,∆) einer Trennschmelzkategorie M ist
die opponierte Struktur (B,∆◦,m◦) ein Bimonoid der opponierten Trennschmelz-
kategorieMopp.

Beispiel 18.3.3.3. Jedes Monoid (G,m) der kartesischen Schmelzkategorie der
Mengen wird mit der Diagonaltrennung ∆ := (id, id) : G → G f G als Ko-
verknüpfung zu einem Bimonoid (G,m,∆) der banalen Trennkategorie fEns.
Dasselbe gilt für jedes Monoid der kartesischen Schmelzkategorie einer beliebi-
gen Kategorie mit endlichen Produkten.

Beispiel 18.3.3.4. Ein Bimonoid der Trennschmelzkategorie Modk der Moduln
über einem Kring k nennen wir eine k-Biringalgebra. Ausgeschrieben ist das ein
k-Modul A mit einer Multiplikation, die ihn zu einer Ringalgebra macht, sowie
einer Komultiplikation, die ihn zu einer Koringalgebra macht derart, daß die Ko-
multiplikation ein Homomorphismus von Ringalgebren ist für die Multiplikation

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′

auf A⊗A und die Koeins ein Homomorphismus von Ringalgebren A→ k. In der
Literatur heißt diese Struktur meist kürzer eine „Bialgebra“, aber das paßt nicht
zu unserem sehr allgemeinen Verständnis des Begriffs einer Algebra als „Magma
einer Modulschmelzkategorie“. Gegeben eine endlichdimensionale Biringalgebra
über einem Körper ist ihr Dualraum in natürlicher Weise wieder eine Biringalge-
bra.

18.3.3.5. Jeder Trennschmelzfunktor macht Bimonoide zu Bimonoiden. Insbe-
sondere macht unser Trennschmelzfunktor Maß! : fEns → Ab aus 18.1.6.29
jedes Monoid G zu einer Z-Biringalgebra. Die zugehörige Ringalgebra ist unser
Monoidring ZG. Die Komultiplikation macht

∑
agδg zu

∑
agδg ⊗ δg.

Definition 18.3.3.6. Gegeben eine TrennschmelzkategorieM verstehen wir unter
einem Hopf-Objekt von M ein Bimonoid (H,m,∆), für das ein Morphismus
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S : H → H existiert derart, daß das Diagramm

H ⊗H S⊗id // H ⊗H
m

##HHHHHHHHH

H

∆
;;vvvvvvvvv ε //

∆ ##HHHHHHHHH I I 1 // H

H ⊗H
id⊗S

// H ⊗H
m

;;vvvvvvvvv

kommutiert. Solch ein S ist dann eindeutig bestimmt, vergleiche Übung 18.3.3.23,
und heißt auch in dieser Allgemeinheit Antipode. Ein Biabmonoid mit Antipode
nennen wir ein Hopfbiabmonoid.

18.3.3.7 (Involutivität von Antipoden). Für Antipoden gilt im allgemeinen S2 6=
id, ja eine Antipode muß noch nicht einmal ein Isomorphismus sein. Ist jedoch die
Komultiplikation kokommutativ, so gilt das doch und folgt durch Verallgemei-
nern des Beweises der Involutivität des Invertierens im Fall von Monoidobjekten
9.1.2.15. Ist die Multiplikation unseres Hopfobjekts kommutativ, so funktioniert
das opponierte Argument und unsere Antipode muß auch involutiv sein.

Beispiel 18.3.3.8. Jede Gruppe (G,m) wird zu einem Hopfobjekt (G,m,∆) der
banalen Trennkategorie fEns, indem wir als Koverknüpfung die Diagonaltren-
nung ∆ := (id, id) : G → G f G ergänzen. Die Antipode ist in diesem Fall
das Invertieren S = inv : G → G. Dasselbe gilt für jedes Gruppenobjekt einer
beliebigen Kategorie mit endlichen Produkten.

Beispiel 18.3.3.9 (Differentiale als Hopfbiabmonoid). Das Biabmonoid D der
Differentiale 18.2.3.1 ist ein Hopfobjekt der Schmelzkategorie der supergradu-
ierten abelschen Gruppen sgAb mit Antipode S : 1 7→ 1, d 7→ −d alias ein
Hopfbiabmonoid dieser Trennschmelzkategorie.

Beispiel 18.3.3.10 (Äußere Algebra als Hopfbiabmonoid). Für jeden Kring k
und jeden k-Modul V ist das Biabmonoid

∧
V aus 18.2.2.21 ein Hopfbiabmonoid

von sgModk mit Antipode S gegeben durch (−1)n :
∧n V →

∧n V . Für k = Z
und V = Zd frei vom Rang eins erhalten wir als Spezialfall das Hopfobjekt der
Differentiale 18.3.3.9.

Beispiel 18.3.3.11. Gegeben ein Kring k heißt ein Hopfobjekt der Trennschmelz-
kategorie Modk eine Hopf-Algebra. Gegeben eine endlichdimensionale Hopfal-
gebra über einem Körper ist ihr Dualraum in natürlicher Weise wieder eine Hopf-
algebra.

18.3.3.12. Jeder Trennschmelzfunktor macht Hopfobjekte zu Hopfobjekten. Ins-
besondere macht unser Trennschmelzfunktor Maß! : fEns → Ab aus 18.1.6.29
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jede GruppeG zu einerZ-Hopfalgebra. Die zugeörige Ringalgebra ist unser Grup-
penring ZG, die Komultiplikation macht

∑
agδg zu

∑
agδg⊗δg und die Antipode

macht
∑
agδg zu

∑
agδg−1 .

Beispiel 18.3.3.13 (Symmetrische Algebra als Hopfalgebra). Gegeben ein Vek-
torraum V wird die symmetrische Algebra SV eine Hopfalgebra mit der Komul-
tiplikation ∆ : SV → SV ⊗ SV gegeben durch v 7→ v ⊗ 1 + 1 ⊗ v für v ∈ V .
Allgemeiner wird für einen beliebigen Modul V über einem beliebigen Kring k
so die symmetrische Algebra SV eine k-Hopfalgebra.

Beispiel 18.3.3.14 (Differentielle abelsche Gruppen als Darstellungen). Wir
erhalten ein Ab-Hopfbiabmonoid, indem wir den Polynomring Z[∂] in einer Va-
riablen mit der Komultiplikation mit ∂ 7→ ∂ ⊗ 1 + 1⊗ ∂ versehen. Die Antipode
wird dann beschrieben durch ∂ 7→ −∂. Das ist ein Spezialfall von 18.3.3.13. Die
Schmelzkategorie der Darstellungen dieses Hopfbiabmonoids ist unsere Schmelz-
kategorie der differentiellen abelschen Gruppen 18.1.4.22.

Beispiel 18.3.3.15 (Symmetrische Algebra als Hopfobjekt). Gegeben ein Vek-
torraum V wird die symmetrische Algebra SV ein Hopfobjekt der Trennschmelz-
kategorie gAb, wenn wir SV mit der natürlichen Graduierung versehen, bei der
wir V in den Grad Eins setzen, und mit derselben Komultiplikation wie im ungra-
duierten Fall .

Beispiel 18.3.3.16. Typische Beispiele für Hopfalgebren sind universelle Ein-
hüllende von Liealgebren. Mehr zu Hopfalgebren findet man etwa in [Kas95].

Vorschau 18.3.3.17. Jetzt muß man sich mal überlegen, daß für jeden Kring k
und jedes Objekt V ∈ sgModk die Summe der symmetrischen Potenzen SV ein
Hopfobjekt ist in natürlicher Weise. Das verallgemeinert 18.3.3.10 und 18.3.3.13
und muß seinerseits auf Einhüllende von Liealgebrenobjekten und noch allge-
meinere Schmelzkategorien verallgemeinert werden. Das will ich aber jetzt nicht
ausführen.

18.3.3.18 (Kohomologie topologischer Gruppen). Jede topologische Gruppe G
kann nach 18.3.3.8 als Hopfobjekt der banalen Trennkategorie fTop aufgefaßt
werden. Ist k ein Körper und H∗G := H∗(G; k) endlichdimensional, so ist nach
der Künnethformel der Kohomologie der Trennfunktor

H∗ : fTop→ sgModopp
k

verträglich mit universellen Trennungen in endlich viele Kopien von G. Insbeson-
dere macht er G zu einem Hopfobjekt H∗G der Trennkategorie sgModopp

k alias
der Schmelzkategorie sgModk.

18.3.3.19 (Äquivariante Verschmelzung unter kokommutativem Bimonoid).
Seien M eine Trennschmelzkategorie und C ∈ M ein kokommutatives Bimo-
noid. Wir betrachten in der äquivarianten Schmelzkategorie der C-Objekte aus
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18.2.2.13 die volle Unterschmelzkategorie

MC% ⊂MC%′

aller der C-Objekte, die sogar C-Moduln sind. So sind in Verallgemeinerung von
18.2.2.15 die Ziele der stabil universellen Verschmelzungen inMC%′ bereits selbst
Moduln über C, gehören also in Formeln bereits zuMC%, und sind dort a forte-
riori universelle, ja stabil universelle Verschmelzungen.

18.3.3.20 (Internes Hom für Moduln über kokommutativem Hopfobjekt). Sei-
enM eine Trennschmelzkategorie und C ∈ M ein kokommutatives Hopfobjekt.
Besitzt M internes Hom, so besitzt auch MC% internes Hom. Genauer erhalten
wir ein internes Hom XVY für X, Y ∈MC%, indem wir das interne Hom inM
mit einer Modulstruktur C g (XVY ) → (XVY ) versehen. So eine Verschmel-
zung entspricht unter Adjunktion einem Morphismus C ⊗ (XVY ) ⊗ X → Y .
Wir erhalten ihn als die Verknüpfung

C ⊗X ⊗ (XVY ) → C ⊗ C ⊗X ⊗ (XVY ) mit (id⊗S)∆ vorne,
→ C ⊗X ⊗ (XVY ) mit der Operation auf X ,
→ C ⊗ Y mit dem Auswerten,
→ Y mit der Operation auf Y .

Der Leser mag ausschreiben, daß das in der Tat auf XVY eine Struktur als C-
Modul ist und daß sich unter der Adjunktion (⊗X,XV) Modulmorphismen ent-
sprechen. Als Spezialfall erhalten wir das interne Hom von Komplexen.

18.3.3.21 (Objekte mit Operation eines Hopfbiabmonoids). Zusammenfassend
hat für jedes Hopfbiabmonoid C einer TrennschmelzkategorieM mit Multihom
auch unsere Trennschmelzkategorie

MC%

der „Objekte mit C-Operation“ Multihom und das Vergessen der Operation ist
verträglich mit stabil universellen Verschmelzungen und Multihom. Das ergänzt,
was wir bereits aus 18.2.2.16 über Objekte mit der Operation eines Biabmonoids
wissen.

Ergänzung 18.3.3.22. Alles hier Gesagte gilt opponiert genauso für Komoduln
über einem kommutativen Bimonoid. Allerdings gilt es zu beachten, daß gegeben
eine Trennschmelzkategorie mit internem Hom die opponierte Trennschmelzkate-
gorie keineswegs wieder internes Hom haben muß. So braucht etwa die Existenz
von internem Hom in der Trennschmelzkategorie der algebraischen Darstellungen
einer algebraischen Gruppe zusätzliche Argumente und folgt nicht wie im Fall von
Darstellungen von Liealgebren aus dem allgemeinen Formalismus.
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Übungen

Übung 18.3.3.23 (Eindeutigkeit von Antipoden). Man zeige die in 18.3.3.6 be-
hauptete Eindeutigkeit der Antipode, wenn sie denn existiert. Hinweis: Man ori-
entiere sich am Fall von Gruppenobjekten und untersuche für zwei Antipoden
S1, S2 die Verknüpfung H → H ⊗H ⊗H → H ⊗H ⊗H → H von dreifacher
Komultiplikation gefolgt von S1 ⊗ id⊗ S2 gefolgt von dreifacher Multiplikation.

18.3.4 Starrheit
Definition 18.3.4.1. Ein Objekt X einer Schmelzkategorie heiße universell ten-
sorierbar, wenn es mit jedem weiteren Objekt Y eine stabil universelle Zweiver-
schmelzung X g Y → X ⊗ Y besitzt.

18.3.4.2. Gegeben eine Schmelzkategorie M mit Eins und die volle Unterkate-
gorieMut der universell tensorierbaren Objekte erhalten wir durch X 7→ (X⊗)
einen volltreuen FunktorMut ∼

↪→ Cat(M,M) zwischen den zugrundeliegenden
gewöhnlichen Kategorien. Ich erinnere an unsere Konvention, „bis auf eindeu-
tigen Isomorphismus eindeutig bestimmte Objekte“ als gleich zu behandeln. In
dieser Konvention ist dann auch erst (X⊗) ein wohldefinierter Funktor.

Definition 18.3.4.3. Ein Objekt X einer Schmelzkategorie mit Eins heißt starr,
wenn es universell tensorierbar ist und wenn es dazu ein Adjunktionsdatum
(X∗, γ) gibt bestehend aus einem weiteren universell tensorierbaren Objekt X∗

und einer Adjunktion
γ : (X∗⊗) a (X⊗)

Ein Adjunktionsdatum zu X ist eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus
aufgrund der Eindeutigkeit von Adjungierten und unserer volltreuen Einbettung
X 7→ (X⊗) nach 18.3.4.2.

18.3.4.4. Die Eins einer Schmelzkategorie mit Eins ist offensichtlich stets starr.
18.3.4.5. Ein Starrheitsdatum in einer Schmelzkategorie mit Eins ist ein Qua-
drupel (X,X∗, α, β) bestehend aus universell tensorierbaren Objekten X,X∗ und
Morphismen α : I → X∗ ⊗X sowie β : X ⊗X∗ → I derart, daß die Komposi-
tionen

X
idX ⊗α // X ⊗X∗ ⊗X β⊗idX // X

X∗
α⊗idX∗ // X∗ ⊗X ⊗X∗ idX∗ ⊗β // X∗

die Identität auf X beziehungsweise X∗ sind. Gegeben ein Adjunktionsdatum
(X∗, γ) für X in einer Schmelzkategorie mit Eins erhalten wir ein Starrheitsda-
tum für X , indem wir als α die Einheit der Adjunktion ausgewertet auf I neh-
men gefolgt von der Einsbedingung und als β die Koeinheit der Adjunktion mit
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der invertierten Einsbedingung vorgeschaltet, das alles aufgrund der allgemeinen
Beschreibung einer Adjunktion durch ihre Einheit und Koeinheit. Gegeben ein
Starrheitsdatum für X erhalten wir umgekehrt ein Adjunktionsdatum für X wie-
der nach der allgemeinen Beschreibung einer Adjunktion durch ihre Einheit und
Koeinheit und diese beiden Konstruktionen sind zueinander invers. Ein Objekt X
einer Schmelzkategorie mit Eins ist also genau dann starr, wenn es sich zu ei-
nem Starrheitsdatum ergänzen läßt, und auch dieses Starrheitsdatum wird durch
X eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus.

18.3.4.6 (Erhaltung von Starrheit unter Schmelzfunktoren). Ein mit stabil uni-
versellen Verschmelzungen verträglicher Schmelzfunktor zwischen Schmelzkate-
gorien mit Eins macht offensichtlich jedes Starrheitsdatum zu einem Starrheitsda-
tum und damit starre Objekte zu starren Objekten.

18.3.4.7. Es wird sich gleich herausstellen, daß jedes Starrheitsdatum (X,X∗, α, β)
die Existenz des internen Homobjekts (XVI) impliziert und einen ausgezeichne-
ten IsomorphismusX∗ ∼→ X∨ = (XVI) liefert. Sobald das gezeigt ist, geben wir
die Notation X∗ wieder auf.

18.3.4.8. In einer Schmelzkategorie mit Eins ist mit X ist auch X∗ starr. Genauer
entsteht aus jedem Starrheitsdatum (X,X∗, α, β) durch das Nachschalten der Ver-
tauschungen τ ein Starrheitsdatum (X∗, X, βτ, τα), wie nebenstehende Graphik
veranschaulichen mag. Wir erhalten so einen ausgezeichneten Isomorphismus

X∗∗
∼→ X

Beispiele 18.3.4.9. In der Schmelzkategorie der Vektorräume über einem vorge-
gebenen Körper sind die starren Objekte genau die endlichdimensionalen Vektor-
räume und die durch X bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmten
Daten (X∗, α, β) sind der DualraumX>, die Expansion der Identität und die Eva-
luation. Sie entsprechen unter der Identifikation von X ⊗X∗ mit dem Raum der
Endomorphismen von X der durch idX gegebenen Einbettung des Grundkörpers
und der Spur. In der kartesischen Schmelzkategorie der Mengen ist „die“ einele-
mentige Menge das einzige starre Objekt. Beides folgt leicht aus dem anschlie-
ßenden Satz.

Satz 18.3.4.10 (Starrheit und Homobjekte). Ein Objekt X einer Schmelzkate-
gorie mit Eins ist genau dann starr, wenn für alle Y das Homobjekt XVY und
stabil universelle Zweiverschmelzungen X ⊗ Y sowie (XVI)⊗ Y existieren und
wir für jedes Y einen Isomorphismus

(XVI)⊗ Y ∼→ (XVY )

erhalten durch Anwenden auf X ⊗ (XVI)⊗ Y → I⊗ Y ∼→ Y der Tensor-Hom-
Adjunktion, wobei der erste Pfeil vom Auswerten X ⊗ (XVI)→ I herkommt.
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Versuch einer graphischen Darstellung des Rechenwegs beim Nachweis, daß aus
(β ⊗ idX)(idX ⊗α) = idX folgt (idX ⊗βτ)(τα⊗ idX) = idX .
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Beweis. Gegeben (X,X∗, α, β) ein Starrheitsdatum und A eine Objektkleinfami-
lie und Y ein Objekt betrachten wir das Diagramm

M(Ag (X ⊗X∗), Y ⊗X∗) → M(Ag I, Y ⊗X∗)
↑ ↓ o

M(AgX gX∗, Y ⊗X∗) M(A, Y ⊗X∗)
↑ ↓

M(AgX, Y ) ← M(AgX, Y ⊗X∗ ⊗X)

aus hoffentlich offensichtlichen Abbildungen. Man prüft leicht, daß es zueinander
inverse Bijektionen zwischenM(AgX, Y ) undM(A, Y ⊗X∗) induziert und daß
Y ⊗ X∗ zusammen mit diesen Bijektionen ein internes Homobjekt (XVY ) ist.
Setzen wir hier Y = I ein, so erhalten wir einen ausgezeichneten Isomorpismus
X∗

∼→ X∨ und die restlichen in der Proposition für starre Objekte behaupteten
Aussagen. Gelten umgekehrt diese Aussagen, so liefern sie uns die universelle
Tensorierbarkeit des Objekts X∨ und eine Adjunktion (X⊗, X∨⊗) und damit ist
X starr.

Übungen

Übung 18.3.4.11. Man zeige in einer Schmelzkategorie mit Eins und additiver
Struktur, daß jeder Summand und jede endliche direkte Summe starrer Objekte
auch selbst wieder starr ist.

Übung 18.3.4.12. Man zeige für eine beliebige Schmelzkategorie mit Eins, daß
das Zielobjekt jeder stabil universellen Verschmelzung starrer Objekte auch selbst
wieder starr ist.

Übung 18.3.4.13 (Ein selbstbiduales aber nicht starres Objekt). In der Schmelz-
kategorie gModk der Z-graduierten Vektorräume über einem Körper k ist das Ob-
jekt X bestehend aus einer Kopie von k in jedem Grad nicht starr, aber dennoch
ist der natürliche Morphismus in das Bidual ein Isomorphismus X ∼→ X∨∨.

Übung 18.3.4.14. Gegeben ein starres Objekt X einer SchmelzkategorieM mit
Eins erklären wir die Spur

tr = trX : (XVX)→ I

als den Morphismus, der unter unserem Isomorphismus (XVI)⊗X ∼→ (XVX)
aus 18.3.4.10 dem Auswerten X ⊗ (XVI) → I entspricht. Dieser Morphismus
liefert unter dem Leerverschmelzungsfunktor nach 18.1.4.2 zusammen mit weite-
ren natürlichen Isomorphismen eine ausgezeichnete Abbildung

tr :M(X,X)→M(g, I)
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und auch diese nennen wir eine Spur. Man zeige, daß das im Fall der Schmelzka-
tegorie der k-Vektorräume die Spur aus der linearen Algebra tr : End(V )→ k ist
und im Fall der Schmelzkategorie der Supervektorräume die sogenannte Super-
spur str : End(V )→ k gegeben durch str(A) := tr(A0̄

0̄)− tr(A1̄
1̄) in hoffentlich

selbsterklärender Notation.

Übung 18.3.4.15 (Spur und Schmelzfunktoren). Sei F :M→N ein Schmelz-
funktor von Schmelzkategorien mit Eins, der verträglich ist mit stabil universel-
len Verschmelzungen. Nach 18.3.4.6 macht F Starrheitsdaten zu Starrheitsdaten.
Nach 18.3.4.10 existieren unter diesen Annahmen für starres X und beliebiges
Y die internen Homobjekte XVY und FXVFY . Man zeige, daß dann auch der
natürliche Morphismus ein Isomorphismus F (XVY )

∼→ FXVFY ist und zeige
die Kommutativität des Diagramms

F (XVX)

F (trX)

��

∼ // FXVFX

trFX
��

F (IM) ∼ // IN

Übung 18.3.4.16 (Negative Tensorpotenzen von Einheiten). Sei eine Schmelz-
kategorie M mit Eins gegeben. Ein Objekt E heißt eine Einheit, wenn es uni-
versell tensorierbar ist und es ein universell tensorierbares Objekt F gibt mitsamt
einem Isomorphismus E ⊗ F

∼→ I. Man zeige, daß jede Einheit starr und so
nach 18.3.4.10 „universell hombar“ ist und daß der offensichtliche Morphismus
I → (EVE) für jede Einheit E ein Isomorphismus I ∼→ (EVE) ist. Gegeben
eine Einheit E erkläre man für alle n ∈ Z die Tensorpotenz E⊗n, indem man für
negatives n die Vereinbarung E⊗n := (E∨)⊗(−n) trifft. Man zeige, daß es dann
genau ein Datum von Isomorphismen αn,m : E⊗n ⊗ E⊗m ∼→ E⊗(n+m) gibt, das
für n,m ≥ 0 aus den offensichtlichen Isomorphismen besteht und die Assoziati-
vitäten αn,m+l ◦ (id⊗αm,l) = αn+m,l ◦ (αn,m⊗ id) für alle n,m, l ∈ Z gelten. Das
kann dahingehend zusammengefaßt werden, daß (E⊗n)n∈Z mit den α ein Abmo-
noid der Schmelzkategorie MZ der Z-graduierten Objekte von M aus 18.1.2.1
wird.

Übung 18.3.4.17. Eine EinheitE einer Schmelzkategorie mit Vorzeichen und Eins
heiße eine Signumseinheit, wenn auf E ⊗ E die Vertauschung das Negative der
Identität ist. Ein typisches Beispiel ist das Objekt Z[1] ∈ Ket(Ab) der Schmelz-
kategorie der Komplexe abelscher Gruppen. Gegeben eine Signumseinheit zeige
man für Morphismen f : E⊗n → I und g : E⊗m → I die Identität

g ◦ (id⊗f) = (−1)nmf ◦ (id⊗g)

von in hoffentlich offensichtlicher Weise notierten Morphismen E⊗(n+m) → I.
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Übung 18.3.4.18 (Schmelzfunktor der graduierten Leerverschmelzungen). Ge-
geben eine Schmelzkategorie M mit additiver Struktur und Eins und eine Sig-
numseinheit E ∈ M erhalten wir einen Schmelzfunktor M → sgAb mit der
Notation [q]X := E⊗q ⊗X durch die Vorschrift

X 7→ M(g, [q]X)q∈Z

Unser Schmelzfunktor H : Hot → sgAb der totalen Homologie aus 18.2.5.13
kann als ein Spezialfall dieser allgemeinen Konstruktion verstanden werden.

Übung 18.3.4.19 (Verträglichkeiten für das Tensorieren von internem Hom).
SeiM eine Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzungen und Multihom.
Man zeige die Kommutativität des Diagramms

W∨ ⊗X ⊗ Y ∨ ⊗ Z → (W ⊗ Y )∨ ⊗ (X ⊗ Z)
↓ ↓

(WVX)⊗ (YVZ) → (W ⊗ Y )V(X ⊗ Z)

mit dem Tensorieren 18.1.4.20 von internem Hom in der unteren Horizontale und
für W∨ ⊗ Y ∨ → (W ⊗ Y )∨ und den in 18.3.4.10 beschriebenen Morphismen
W∨ ⊗X → (WVX).

Übung 18.3.4.20 (Starrheit und Tensorieren von internem Hom). SeiM eine
Schmelzkategorie mit Eins. Gegeben Objekte A,B,X, Y ∈ M mit X, Y starr
derart, daß AVB existiert, existiert auch (X⊗A)V(Y ⊗B) und der in 18.1.4.20
erklärte Morphismus ist ein Isomorphismus

(XVY )⊗ (AVB)
∼→ (X ⊗ A)V(Y ⊗B)

Speziell erhalten wir für jede EinheitE natürliche IsomorphismenE⊗(AVB)
∼→

AV(E⊗B) undE∨⊗(AVB)
∼→ (E⊗A)VB. Hinweis: Man gehe von 18.1.4.3

aus. Auch 18.3.4.19 mag helfen.

Übung 18.3.4.21 (Starrheit von Homotopiekomplexen). Man zeige, daß gege-
ben ein Morphismus A → B von starren Objekten der Schmelzkategorie Hot
auch der Abbildungskegel starr ist. Man zeige, daß ein Objekt der Schmelzka-
tegorie Hot genau dann starr ist, wenn seine totale Kohomologie eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe ist.

18.3.5 Terminologische Experimente*
18.3.5.1 (Versuch einer Terminologie). Hier lege ich noch den Versuch einer
kohärenten Terminologie für verschiedene von einer Schmelzkategorie, Trennka-
tegorie oder Trennschmelzkategorie abgeleitete Kategorien nieder.
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• Man beschreibe mit einem der Vokale e, i oder o das Verhältnis von Multi-
plikation und Komultiplikation, so beide vorhanden sein sollten, und zwar

e für den Fall keiner Verträglichkeitsforderung und auch wenn eine der
beiden Strukturen gar nicht gefordert wird;

i für die übliche Verträglichkeit;

o für die übliche Verträglichkeit und die zusätzliche Forderung nach der
Existenz einer Antipode;

• Man setze davor beziehungsweise danach beziehungsweise sowohl als auch
einen der Konsonanten k oder b zur Beschreibung der Komultiplikation be-
ziehungsweise Multiplikation, und zwar

k für den Fall einer kommutativen Verknüpfung oder Koverknüpfung;

b für den Fall einer beliebigen Verknüpfung oder Koverknüpfung.

• Man setze davor beziehungsweise danach beziehungsweise sowohl als auch
ein u, wenn die Komultiplikation beziehungsweise Multiplikation, unitär
sein soll?

• Soll die Assoziativität extra gefordert und durch ein s davor oder dahinter
notiert werden? Dann wären eksu Abmonoide und ebsu Monoide und eb
Magmas und ebs Assoziativobjekte.

• Man verwende a priori die stärkstmögliche Bezeichnung.

Beispiel 18.3.5.2. Im Fall einer Schmelzkategorie M finden wir die folgende
Übersetzungstabelle.

neue Notation Bezeichnung in Worten

eb(M) Monoidobjekte vonM
ek(M) Abmonoide vonM

Beispiel 18.3.5.3. Im Fall der Trennschmelzkategorie fEns finden wir die fol-
gende Übersetzungstabelle.

neue Terminologie übliche Terminologie

kok(fEns) abelsche Gruppen
kob(fEns) beliebige Gruppen
kik(fEns) abelsche Monoide
kib(fEns) beliebige Monoide
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Man erinnere dabei, daß für C eine Kategorie mit endlichen Produkten in fC
jedes Objekt genau eine Struktur als Komonoid hat und daß diese kommutativ
und funktoriell ist. Abelsche Monoide hätten wir demnach statt mit kik(fEns)
auch mit ek(fEns) oder bik(fEns) notieren können, aber wir wollen ja a priori
die stärkstmögliche Bezeichnung verwenden.

Beispiel 18.3.5.4. Im Fall der Trennschmelzkategorie Ab finden wir die folgende
Übersetzungstabelle.

neue Terminologie übliche Terminologie

eb(Ab) Ringe
ek(Ab) Kringe
beb(Ab) Hopfalgebren über Z
bok(Ab) affine Gruppenschemata
kok(Ab) abelsche affine Gruppenschemata
bik(Ab) affine Monoidschemata

Affine Supergruppenschemata oder kurz Supergruppen über einem Körper k sind
in dieser Terminologie Objekte von bok(sModk).

18.3.5.5 (Iteration von kok). Gegeben eine Trennschmelzkategorie M machen
wir kok(M) zu einer Schmelzkategorie, indem wir nur solcheM-Verschmelzun-
gen

A1 g . . .g Ar → Y

erlauben, für die für alle i kommutiert

A1 ⊗ . . .⊗ Ai ⊗ Ai ⊗ . . .⊗ Ar → A1 ⊗ . . .⊗ Ai ⊗ . . .⊗ Ar
↓ ↓

A1 ⊗ A1 ⊗ . . .⊗ Ai ⊗ Ai ⊗ . . .⊗ Ar ⊗ Ar → Y ⊗ Y → Y

Hier wird die linke Vertikale gegeben durch die Koverknüpfungen aller Objekte
außerAi und die obere Horizontale durch die Verknüpfung vonAi und die anderen
Pfeile sind die offensichtlichen. Es müßte aber einmal geprüft werden, daß auch
in dieser Allgemeinheit die Multiverknüpfung von Verschmelzungen wieder eine
Verschmelzung ist. Das könnte vielleicht ein Student ausschreiben. Delikater ist
die Frage, ob man vernünftige Annahmen an eine Schmelzkategorie M finden
kann, unter denen kok(M) wieder eine Trennschmelzkategorie ist und eventuell
sogar dieselben vernünftigen Annahmen erfüllt, so daß man iterativ

kokn(M)
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bilden könnte. Bisher beobachte ich nur amüsiert, daß kok(fEns) = Ab die
Schmelzkategorie der abelschen Gruppen ist und kok2(fEns) = kok(Ab) et-
was Absonderliches: Objekte sind wohl affine abelsche Gruppenschemata, Leer-
verschmelzungen Elemente des zugrundeliegenden Krings, Einsverschmelzungen
Homomorphismen des zugrundeliegenden Krings, Zweiverschmelzungen biaddi-
tive Abbildungen A × B → C alias Gruppenhomomorpismen A ⊗ B → C,
wir notieren sie etwa (a, b) 7→ a ∗ b, mit a ∗ (b1b2) = (a(1) ∗ b1)(a(2) ∗ b2) und
(a1a2) ∗ b = (a1 ∗ b(1))(a2 ∗ b(2)) mit a 7→

∑
a(1) ⊗ a(2) die übliche Notation für

eine Koverknüpfung. Ich frage mich, ob da mehr dahinter steckt und ob und wenn
ja wie man diese Beobachtung ausnutzen kann.

Übungen

Übung 18.3.5.6 (Additive Struktur auf kok(M)). Man zeige, daß für jede Trenn-
schmelzkategorieM die Schmelzkategorie kok(M) eine additive Struktur erhält,
indem wir für Verschmelzungen φ, ψ : X g Y → Z ihre Summe φ + ψ erklären
als die Vernüpfung

X g Y → X gX g Y g Y → X g Y gX g Y → Z g Z → Z

von Koverknüpfung aufX und Y , Umordnen, (φgψ) und Verknüpfung auf Z und
analog für Verschmelzungen von beliebigen Objektkleinfamilien. Der durch das
Vergessen der zusätzlichen Daten gegebene Schmelzfunktor v : kok(M) → M
ist volltreu auf Leerverschmelzungen.
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18.4 Bezug zur Homologietheorie

18.4.1 Homologie als Schmelzfunktor

18.4.1.1. Wir betrachten die Kategorie Topr aller r-Tupel topologischer Räume,
bilden dazu die Funktorkategorie AbTopr = Cat(Topr,Ab) aller von dort ausge-
henden Funktoren in die Kategorie der abelschen Gruppen und bilden schließlich
zu dieser Kategorie mit additiver Struktur die Homotopiekategorie

Hot
(

AbTopr
)

mit ihrer induzierten additiven Struktur.

Satz 18.4.1.2 (Eilenberg-Zilber, Variante). Für r ≥ 0 gibt es in der Homotopie-
kategorie Hot

(
AbTopr

)
zwischen den beiden Objekten (⊗S) : (X1, . . . , Xr) 7→

SX1 ⊗ . . . ⊗ SXr und (S×) : (X1, . . . , Xr) 7→ S(X1 × . . . × Xr) genau einen
Morphismus, der auf der nullten Homologie dieselben Abbildungen induziert wie
die offensichtlichen Isomorphismen S0X1 ⊗ . . . ⊗ S0Xr

∼→ S0(X1 × . . . × Xr),
und dieser Morphismus ist in besagter Homotopiekategorie ein Isomorphismus

(⊗S)
∼→ (S×)

18.4.1.3. Die Umkehrabbildung (S×)
∼→ (⊗S) zu diesem Isomorphismus nen-

nen wir die Alexander-Whitney-Transformation, ihre Effekte im Fall spezieller
Räume Alexander-Whitney-Abbildungen.

Beweis. Man zeigt das genau wie im Fall r = 2. Man beachte, wie die Aussage
im Fall r = 0 zu allgemeinen Erkenntnissen über die Homologie eines Punktes
spezialisiert.

Korollar 18.4.1.4 (Singuläre Ketten als Trennschmelzfunktor). Wir erhalten
einen Trennschmelzfunktor

S : fTop→ Hot

von der banalen Trennkategorie der Kategorie der topologischen Räume in die
Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe abelscher Gruppen, genauer zwischen
den zugehörigen Trennschmelzkategorien, indem wir jedem Tupel v = (v1, . . . , vr)
stetiger Abbildungen vi : X → Yi die Komposition

SX → S(Y1 × . . .× Yr)
∼→ SY1 ⊗ . . .⊗ SYr

von Vorschub und Alexander-Whitney-Abbildung 18.4.1.3 zuordnen.
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Beweis. Die Gesamtheit der r-Trennungen Sv aus unserem Korollar für festes r
kann nach 18.4.1.2 eindeutig dadurch charakterisiert werden, daß sie einerseits
natürlich ist, also für jede Sammlung kommutativer Diagramme

X
vi→ Yi

↓ f ↓ gi
X ′

v′i→ Y ′i

von topologischen Räumen und stetigen Abbildungen ein homotopiekommutati-
ves Diagramm liefert, und daß andererseits die davon induzierten Abbildungen
H0X → H0Y1 ⊗ . . . ⊗ H0Yr von den offensichtlichen Abbildungen S0X →
S0(Y1 × . . . × Yr)

∼→ S0Y1 ⊗ . . . ⊗ S0Yr herkommen. Auf die Gesamtheit der
Verknüpfungen für festes s und eine feste Indexabbildung ū : JrK → JsK einer
s-Trennung gefolgt von einer Trennung über ū trifft aber diese Charakterisierung
auch zu, weil wir in der Mitte ja auch geeignete Produkte der Räume am Ende
einfügen können. Daß unser Trennfunktor dann verträglich ist mit universellen
Trennungen, ist eh klar.

18.4.1.5. Man beachte, daß in der Situation des Korollars die Bilder der Trennun-
gen zwar auf der nullten Homologie durch die einfache Vorschrift [x] 7→ [v1(x)]⊗
. . . ⊗ [vr(x)] gegeben werden, daß sie aber aber auf höheren Homologien nur im
Fall von Körperkoeffizienten sinnvoll definiert sind und dann eine kompliziertere
Beschreibung benötigen als „Vorschub längs (v1, . . . , vr);X → Y1× . . .× Yr ge-
folgt von der Umkehrung der durch das Kreuzprodukt der Homologie gegebenen
Isomorphismen“.
18.4.1.6 (Singuläre Ketten für diskrete Räume). Schränken wir unseren Trenn-
schmelzfunktor aus 18.4.1.4 auf diskrete Räume ein, so fällt er zusammen mit
unserem Trennschmelzfunktor Maß! : fEns → Ab aus 18.1.6.29 gefolgt vom
offensichtlichen volltreuen Trennschmelzfunktor Ab

∼
↪→ Hot.

18.4.1.7 (Singuläre Ketten des einpunktigen Raums). Der universellen Leer-
trennung top→ f in der banalen Trennkategorie fTop wird nach 18.4.1.4 unter
dem Trennfunktor der singulären Ketten eine universelle Leertrennung der Trenn-
schmelzkategorie Hot zugeordnet, also ein Isomorphismus S(top)

∼→ Z[0] zur
Eins der Homotopiekategorie. Man sieht leicht ein, daß dieser Isomorphismus
durch die Augmentation repräsentiert wird.
18.4.1.8 (Homologie als Schmelzfunktor). Wir erhalten einen Schmelzfunktor

H := H ◦ S : kart(Top)→ sgAb

von der kartesischen Schmelzkategorie der topologischen Räume in die Schmelz-
kategorie der supergraduierten abelschen Gruppen, indem wir unseren Trenn-
schmelzfunktor fTop → Hot in die Homotopiekomplexe aus 18.4.1.4 mit dem
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Schmelzfunktor H : Hot → sgAb der totalen Homologie aus 18.2.5.13 verk-
nüpfen. Da diese Schmelzfunktoren beide universelle Leerverschmelzungen zu
universellen Leerverschmelzungen machen, gilt dasselbe für H und wir erhalten
einen ausgezeichneten Isomorphismus H(top)

∼→ Z[0] in sgAb. Das durch die
universelle Leerverschmelzung gegebene Element alias das Urbild von 1 ∈ Z un-
ter diesem Isomorphismus ist unser kanonischer Erzeuger der nullten Homologie
des einpunktigen Raums δ ∈ H0(top), wie der Leser leicht prüfen wird.

18.4.1.9 (Das Kreuzprodukt und seine Eigenschaften). Per definitionem ord-
net unser Schmelzfunktor der Homologie der universellen Zweiverschmelzung
X g Y → X × Y , die durch die Identität auf X × Y gegeben ist, diejenige
Zweiverschmelzung HX g HY → H(X × Y ) in sgAb zu, die der durch die
Schreibreihenfolge gegebenen Anordnung das Kreuzprodukt der Homologie

HX × HY → H(X × Y )

zuordnet. Eine Einsverschmelzung f : X → Y wird darunter zur auf der Homo-
logie induzierten Abbildung f∗ : HX → HY und die universelle Leerverschmel-
zung g → top zum kanonischen Erzeuger δ ∈ H0(top). Unser Schmelzfunktor
liefert mithin, um nicht zu sagen beinhaltet, was wir in unserer Formelsammlung
für das Kreuzprodukt der Homologie die Assoziativität, Eins, Antikommutativität
und Natürlichkeit genannt hatten. Das wird im folgenden ausgeführt.

18.4.1.10 (Natürlichkeit des Kreuzprodukts). Gegeben zwei stetige Abbildun-
gen f : X → X ′ und g : Y → Y ′ haben wir für beliebige c ∈ HpX und d ∈ HqY
in Hp+q(X

′ × Y ′) die Gleichheit

(f∗c)× (g∗d) = (f × g)∗(c× d)

Das folgt auch ohne alle Verschmelzung aus der Natürlichkeit der Eilenberg-
Zilber-Abbildung. In der Sprache der Verschmelzungen entsteht diese Identität
durch das Anwenden des Schmelzfunktors der Homologie auf das kommutative
Diagramm der Familienkategorie

X g Y
u−→ X × Y

↓ fgg ↓ f×g
X ′ g Y ′

u−→ X ′ × Y ′

mit den universellen Zweiverschmelzungen in den Horizontalen, genauer durch
das Einsetzen von Elementen oben links und das Verfolgen ihrer Bilder unter bei-
den Verknüpfungen nach unten rechts.

18.4.1.11 (Einheit des Kreuzprodukts). Für δ ∈ H0(top) den kanonischen Er-
zeuger der Homologie eines Punktes und X ein beliebiger Raum und q ∈ N und
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c ∈ Hq(X) gelten unter Unterdrückung der Notation für die von den offensichtli-
chen Homöomorphismen pr1 : X × top

∼→ X und pr2 : top×X ∼→ X auf der
Homologie induzierten Isomorphismen die Gleichheiten

δ × c = c = c× δ

Sie entstehen durch das Anwenden des Schmelzfunktors der Homologie auf das
kommutative Diagramm

X
id

&&MMMMMMMMMMMMM
idgn //

ngid
��

X g top

pr1

��
topgX pr2

// X

der Familienkategorie mit n : g → top der universellen Leerverschmelzung,
genauer durch das Einsetzen von Elementen oben links und Verfolgen ihrer Bilder
unter den Verknüpfungen nach unten rechts.
18.4.1.12 (Assoziativität des Kreuzprodukts). Gegeben topologische RäumeX,
Y, Z und zugehörige Homologieklassen a, b, c gilt in der Homologie vonX×Y ×
Z unter Unterdrückung der Notation für die von den natürlichen Identifikationen
(X × Y ) × Z ∼→ X × Y × Z ∼→ X × (Y × Z) auf der Homologie induzierten
Isomorphismen die Identität

(a× b)× c = a× (b× c)

Sie entsteht durch das Anwenden des Schmelzfunktors der Homologie auf das
kommutative Diagramm der Familienkategorie

X g Y g Z //

��

X g (Y × Z)

��
(X × Y )g Z // X × Y × Z

und das Einsetzen von Elementen oben links und das Verfolgen ihrer Bilder unter
den Verknüpfungen nach unten rechts.
18.4.1.13 (Graduierte Kommutativität des Kreuzprodukts). Gegeben topolo-
gische Räume X, Y bezeichne τ : X × Y ∼→ Y ×X die Vertauschung (x, y) 7→
(y, x). Für beliebige homogene Homologieklassen c ∈ HX und d ∈ HY gilt in
H(Y ×X) bei kommutativem Koeffizientenring R die Identität

τ∗(c× d) = (−1)|c||d|d× c

Sie bringt zum Ausdruck, daß eine Zweiverschmelzung in sgAb eben eine Vor-
schrift ist, die jeder Anordnung der Faktoren eine bilineare Abbildung zuordnet
derart, daß gewisse Vorzeichenregeln erfüllt sind, und daß wir das Kreuzprodukt
mit Bezug auf die Schreibreihenfolge im kartesischen Produkt erklärt hatten.
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18.4.1.14 (Künnethformel mit Körperkoeffizienten). Die Homologie von X
mit Koeffizienten in einer abelschen Gruppe M kann in unserer neuen Sprache
durch die Formel H(X;M) = H(SX ⊗Z M) ausgedrückt werden. Für Koeffizi-
enten in einem Körper k ist der Schmelzfunktor der Homologie sogar verträglich
mit universellen Verschmelzungen als die Komposition

kart(Top)→ Hot→ Hotk
≈→ sgModk

von Schmelzfunktoren, die jeweils verträglich sind mit universellen Verschmel-
zungen nach 18.4.1.4, 18.2.3.5 und 18.2.5.14. Diese Aussage beinhaltet unsere
Künnethformel mit Körperkoeffizienten H(X; k)⊗k H(Y ; k)

∼→ H(X × Y ; k).

Vorschau 18.4.1.15. Wir konstruieren in 18.4.3.6 sogar einen monotonen Schmelz-
funktor von monotonen Schmelzkategorien

S : kart(Top)mon → Ketmon

vermittels der offensichtlichen Verallgemeinerung der üblichen expliziten Eilen-
berg-Zilber-Abbildung auf endlich viele Faktoren mit der Eigenschaft, daß er den
von unserem Schmelzfunktor S : kart(Top) → Hot aus 18.4.1.4 induzierten
monotonen Schmelzfunktor liftet. Es ist jedoch nicht möglich, unseren ursprüng-
lichen Schmelzfunktor S : kart(Top) → Hot aus 18.4.1.4 zu einem Schmelz-
funktor S : kart(Top) → Ket zu liften. Dem steht die Existenz nichttrivialer so-
genannter „Massey-Produkte“ entgegen, was hier nicht weiter ausgeführt werden
soll.

Übungen

Übung 18.4.1.16. Wir erklären die Trennkategorie der Raumpaare Top⊂ durch
die Vorschrift, daß eine Trennung (X,U) → (Y1, V1) f . . . f (Yr, Vr) ein Tupel
von stetigen Abbildungen fi : X → Yi ist mit U ⊂ f−1

1 (V1) ∪ · · · ∪ f−1
r (Vr).

Von (X,U) geht mithin genau eine Leertrennung aus im Fall U = ∅ und keine
Leertrennung sonst, denn die Vereinigung über eine leere Mengenfamilie ist die
leere Menge. Universell sind die Trennungen

(Y1 × . . .× Yr, U)→ (Y1, V1)f . . .f (Yr, Vr)

mit U := pr−1
1 V1 ∪ . . . ∪ pr−1

r Vr der Menge aller Punkte des Produkts, bei de-
nen mindestens eine Koordinate zum entsprechenden Vi gehört. Speziell ist die
einzige Leertrennung (top, ∅) → f universell und im Fall (Y1, V1) = (Y2, V2) =
([0, 1], {0, 1}) geht die universelle Zweitrennung aus von ([0, 1]2, U) mit U der
Vereinigung der Randkanten des Einheitsquadrats. Unsere universellen Trennun-
gen sind offensichtlich sogar stabil universell, unsere Trennkategorie Top⊂ ist also
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eine Trennschmelzkategorie mit Verschmelzungen (X1, U1) g . . . g (Xr, Ur) →
(Y, V ) allen stetigen Abbildungen X1 × . . . ×Xr → Y mit der Eigenschaft, daß
jeder Punkt (x1, . . . , xr) in V landet, bei dem mindestens eine der Koordinaten xi
zur entsprechenden Teilmenge Ui gehört. Wir nennen sie die Trennschmelzkate-
gorie der Raumpaare

Top⊂

Ein Leerverschmelzungg→ (Y, V ) in Top⊂ ist per definitionem ein Morphismus
(top, ∅)→ (Y, V ) alias ein Punkt von Y . Man zeige, daß der Schmelzfunktor der
singulären Ketten einen Schmelzfunktor

S : Top⊂ → Hot

induziert mit (X,U) 7→ S(X,U). Durch Nachschalten von H erhalten wir einen
Schmelzfunktor

H : Top⊂ → sgAb

mit (X,U) 7→ H(X,U), der viele Eigenschaften des Kreuzprodukts der relati-
ven Homologie zusammenfaßt. Unser Schmelzfunktor S ist sogar verträglich mit
universellen Verschmelzungen, wenn wir ihn auf die Schmelzkategorie Top⊂◦ der
Raumpaare (X,U) mit offener Teilmenge U ⊂◦ X einschränken. Insbesondere
erhalten wir so einen Trennschmelzfunktor

S : Top⊂◦ → Hot

In einer anderen Richtung zeigen unsere Argumente auch, daß jede stabil univer-
selle Verschmelzung von Raumpaaren unter S stabil universell in Hot bleibt, wenn
bei nur einem der Ausgangs-Raumpaare die ausgezeichnete Teilmenge nicht leer
ist.

Übung 18.4.1.17 (Topologische Orientierungsmenge als Schmelzfunktor). Wir
erhalten einen Schmelzfunktor

ortop : (gModfR)× → Par

vom banalen Schmelzgruppoid der endlichdimensionalen reellen Vektorräume in
unsere erweiterten Paritäten aus 18.2.1.10 durch die Vorschrift, daß wir jedem
reellen Vektorraum V endlicher Dimension d die Parität seiner Dimension zu-
sammen mit der Menge der beiden Erzeuger von Hd(V, V \0) zuordnen und jeder
Verschmelzung V1 ⊕ . . . ⊕ Vr

∼→ W diejenige Verschmelzung von erweiterten
Zahlen, die durch die vom Kreuzprodukt auf der relativen Homologie induzierte
Abbildung gegeben wird. Zwischen diesem Schmelzfunktor und dem Schmelz-
funktor

or = oralg : (gModfR)× → Par
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der algebraischen Orientierungsmenge aus 18.2.1.11 gibt es genau zwei Isotrans-
formationen. Wir zeichnen eine von ihnen als unsere Standardtransformation

std : oralg ∼⇒ ortop

dadurch aus, daß darunter die Standardorientierung von R demjenigen Erzeuger
τ ∈ H1(R,R\0) entspricht, der durch die Klasse des relativen Einszykels [−1, 1]
gegeben wird, also durch die affine Abbildung ∆1 → Rmit e0 7→ −1 und e1 7→ 1.
Das bedeutet, daß die algebraische Standardorientierung auf Rn für alle n unter
unserer ausgezeichneten Isotransformation dem Erzeuger τ×n von Hn(Rn,Rn\0)
entspricht.

Übung 18.4.1.18. Gegeben orientierte reelle Vektorräume U ⊂ V endlicher Di-
mension liefert 18.2.1.22 eine ausgezeichnete Orientierung auf dem Quotienten
V/U und vermittels des von der Projektion induzierten Isomorphismus

Hd(V, V \U)
∼→ Hd(V/U, (V/U)\0)

einen ausgezeichneten Erzeuger der linken Seite für d = dimR(V/U). Er stimmt
im Fall Rm × 0d ⊂ Rn mit den jeweiligen Standardorientierungen überein mit
1×m × τ×d für 1 ∈ H0(R, ∅) der natürliche Erzeuger und τ ∈ H1(R,R\0) wie in
18.4.1.17.

Übung 18.4.1.19 (Formeln für mengenwertige Schmelzfunktoren). Sei C eine
Kategorie mit je einem ausgezeichneten ProduktX×Y für jedes Paar (X, Y ) von
Objekten und ausgezeichnetem finalen Objekt fin. Jeder Schmelzfunktor

S : kart(C)→ kart(Ens)

liefert einen gewöhnlichen Funktor M : C → Ens, den wir auf Morphismen
M(f) = f∗ notieren werden, sowie Abbildungen M(X)×M(Y )→M(X×Y ),
(a, b) 7→ a� b und ein ausgezeichnetes Element δ ∈M(fin) derart, daß für dieses
Datum (M,�, δ) die folgenden Verträglichkeiten gelten:

Natürlichkeit: Gegeben Morphismen f : X → Z und g : Y → W in C haben
wir für beliebige a ∈M(X) und b ∈M(Y ) in M(Z ×W ) die Gleichheit

(f∗a)� (g∗b) = (f × g)∗(a� b)

Eins: Gegeben X ∈ C und a ∈M(X) und gilt

(prX)∗(a� δ) = a
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Assoziativität: Gegeben Objekte X, Y, Z ∈ C und dazu jeweils Elemente a, b, c
von M(X),M(Y ),M(Z) sowie ass : (X × Y ) × Z ∼→ X × (Y × Z) der
offensichtliche Isomorphismus gilt

ass∗((a� b)� c) = a� (b� c)

Kommutativität: Gegeben τ : X × Y ∼→ Y ×X der Vertauschungsmorphismus
und a ∈M(X) sowie b ∈M(Y ) gilt

τ∗(a� b) = b� a

Sei nun C eine Kategorie mit je einem ausgezeichneten Produkt X × Y für jedes
Paar (X, Y ) von Objekten und einem ausgezeichneten finalen Objekt fin. Man
zeige, daß umgekehrt jedes Datum (M,�, δ) wie oben von einem wohlbestimm-
ten Schmelzfunktor S : kart(C) → kart(Ens) herkommt. In der Praxis verwen-
den wir für S und M für gewöhnlich dieselbe Bezeichnung. Analoges gilt für
Schmelzfunktoren kart(C)→ sgAb und ist die Bedeutung unserer Formelsamm-
lung für das Kreuzprodukt der Homologie 18.4.1.9 folgende.

Übung 18.4.1.20 (Formeln für allgemeinere Schmelzfunktoren). Sei C eine Ka-
tegorie mit je einem ausgezeichneten Produkt X × Y für jedes Paar (X, Y ) von
Objekten und ausgezeichnetem finalen Objekt fin. Analoges zu 18.4.1.19 gilt für
Schmelzfunktoren kart(C) → S in allgemeine Schmelzkategorien S mit einem
ausgezeichneten treuen Schmelzfunktor v : S → kEns. Sie entsprechen Tupeln
(M,�, δ) mit M : C → S einem Funktor der zugrundeliegenden einfachen Ka-
tegorien, Zweiverschmelzungen M(X) gM(Y ) → M(X × Y ) und einer Leer-
verschmelzung δ : g → M(fin) derart, daß die obigen Verträglichkeiten für vM
gelten. Für einen Schmelzfunktor kart(C) → Ab etwa muß man nur zusätzlich
fordern, daß M ein Funktor M : C → Ab ist und � für alle X, Y eine bilineare
Abbildung M(X) ×M(Y ) → M(X × Y ). Das ist die Bedeutung der Formeln
für verschiedene Arten von Maßen.

18.4.2 Kohomologie als Trennfunktor
18.4.2.1. Man erinnere aus 18.1.6.27 den Trennfunktor Fun : fEns → Abot

der Funktionenräume. Im folgenden erweitern wir ihn zu einem Trennfunktor
fTop → sgAbot von der banalen Trennkategorie der topologischen Räume in
die Opponierte der Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen Gruppen.
Im diskreten Fall haben wir bereits in 18.1.6.33 diskutiert, wie man den Trenn-
funktor der Funktionenräume durch Dualisieren aus dem Trennschmelzfunktor
der Räume von kompakt getragenen Maßen erhalten kann. Dort war das eher ein
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Umweg zum Ausprobieren der Konzepte. Hier wird es ein Zugang zur Kohomo-
logie, der es mir besonders gut erlaubt, meine Anschauung für Homologie auf die
Kohomologie zu übertragen.

18.4.2.2 (Trennfunktor der singulären Koketten). Verknüpfen wir den Trenn-
schmelzfunktor der singulären Ketten S : fTop → Hot aus 18.4.1.4 mit dem
Dualisieren Hott → Hotot, so erhalten wir einen Trennfunktor

S∗ : fTop→ Hotot

von der banalen Trennkategorie der topologischen Räume in die Opponierte der
Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe abelscher Gruppen. Wir nennen die-
sen Trennfunktor den Trennfunktor der singulären Koketten und verwenden
im folgenden die abkürzende Notation S∗X = S∨X := (SX)∨. Per definitionem
ordnet unser Trennfunktor einer Trennung X → Y1 f . . . f Yr in fTop alias
einem Tupel stetiger Abbildungen fi : X → Yi als Trennung in Hotopp alias
Verschmelzung in Hot die Komposition

S∨Y1 × . . .× S∨Yr S∨X
↓ ↑

S∨Y1 ⊗ . . .⊗ S∨Yr → (SY1 ⊗ . . .⊗ SYr)
∨ ∼→ S(Y1 × . . .× Yr)∨

zu mit einem dualisierten Eilenberg-Zilber-Isomorphismus als drittem Morphis-
mus. Nach 18.1.6.25 macht unser Trennfunktor darüber hinaus eine universel-
le Trennung in eine Kleinfamilie Y1 f . . . f Yr topologischer Räume zu einer
universellen Trennung in Hotot, wenn die SYi ∈ Hot mit höchstens einer Aus-
nahme freie Homologiegruppen von endlichem Rang haben, denn dann liefern
die üblichen Argumente Homotopieäquivalenzen dieser Komplexe mit ihrer Ho-
mologie und folglich ist in unserem Diagramm auch der erste Morphismus der
unteren Horizontale eine Homotopieäquivalenz. Insbesondere macht unser Trenn-
funktor die universelle Leertrennung top→ f zu einer universellen Leertrennung
S∗(top) → f und induziert mithin einen Isomorphismus S∗(top)

∼→ Z[0]. Das-
selbe gilt mit Koeffizienten in einem beliebigen Kring k und wir erhalten auch in
dieser Allgemeinheit einen Trennfunktor

S∗k : fTop→ Hotot
k

Auch er macht eine universelle Trennung in eine Kleinfamilie Y1 f . . . f Yr to-
pologischer Räume zu einer universellen Trennung, wenn die Hn(Yi; k) für alle i
mit höchstens einer Ausnahme endlich erzeugt und frei oder allgemeiner endlich
erzeugt und projektiv sind. Die universelle Leertrennung induziert insbesondere
einen Isomorphismus S∗k(top)

∼→ k[0] von Homotopiekomplexen.
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18.4.2.3 (Singuläre Kohomologie als Trennfunktor). Schalten wir hinter unse-
ren Trennfunktor der singulären Koketten S∗ : fTop → Hotot aus 18.4.2.2 noch
den Opponierten des Schmelzfunktors der totalen Homologie H : Hot → sgAb
alias den TrennfunktorHopp dahinter, so erhalten wir einen Trennfunktor

H∗ = H∗sing : fTop→ sgAbot

Wir nennen ihn die Kohomologie oder ausführlicher singuläre Kohomologie.
Noch genauer setzen wir HqX := Hq(S∗X) und nennen diese abelsche Grup-
pe die q-te Kohomologiegruppe von X . Die von der universellen Zweitrennung
X × Y → X f Y induzierte Zweiverschmelzung ist das Kreuzprodukt der Koho-
mologie. Auch der Trennfunktor der Kohomologie macht universelle Trennungen
zu universellen Trennungen, wenn die Hn(Yi; k) für alle i mit höchstens einer
Ausnahme endlich erzeugt und frei oder allgemeiner endlich erzeugt und projek-
tiv sind, macht insbesondere die universelle Leertrennung top→ f zu einer uni-
versellen Leertrennung und induziert so einen Isomorphismus H∗(top)

∼→ Z[0].
Das Urbild von 1 ∈ Z nennen wir den kanonischen Erzeuger 1 ∈ H0(top). Für
jede stetige Abbildung f : X → Y bezeichnen wir mit f ∗ : HqY → HqX die
induzierte Abbildung auf der Kohomologie. Sie heißt das Zurückholen. Analo-
ges gilt für Kohomologie Hq(X; k) := Hq S∗(X; k) mit Koeffizienten in einem
beliebigen Kring k.

18.4.2.4 (Singuläre Kohomologie mit Körperkoeffizienten). Ich erinnere daran,
daß nach 18.2.5.14 im Fall eines Körpers k die totale Kohomologie eine Äquiva-
lenz von Schmelzkategorien H : Hotk

≈→ sgModk liefert. Wir erhalten so für
jeden Komplex S ∈ Ketk von k-Vektorräumen einen natürlichen Isomorphismus
Hq(S∨)

∼→ (H−qS)∨ zwischen der Kohomologie des dualen Komplexes und dem
Dualen der Kohomologie. Das bedeutet insbesondere natürliche Isomorphismen

Hq(X; k)
∼→ Hq(X; k)∗

zwischen der Kohomologie und dem Dualraum der Homologie. Ich kann mir die
höheren Kohomologiegruppen ab q ≥ 2 nur vorstellen als den Dualraum in die-
sem Sinne der für mich vergleichsweise anschaulichen Homologiegruppen.

18.4.2.5 (Künnethformel). Für Körperkoeffizienten finden wir, daß der Trenn-
funktor der Kohomologie H∗( ; k) : fTop → sgModot

k universelle Trennungen
zu universellen Trennungen macht, wann immer die Komplexe der singulären
Ketten mit Koeffizienten in k aller Zielräume bis auf höchstens eine Ausnah-
me nur endlichdimensionale Homologievektorräume haben. Insbesondere erhal-
ten wir so, wann immer alle Hm(X; k) oder alle Hn(Y ; k) endlichdimensionale
k-Vektorräume sind, einen ausgezeichneten Isomorphismus

H∗(X; k)⊗k H∗(Y ; k)
∼→ H∗(X × Y ; k)
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18.4.2.6. Die banale Struktur auf einem topologischen Raum X ∈ Top als Koab-
monoid von fTop im Sinne von 18.2.2.10 induziert durch Anwenden des Trenn-
funktors der Kohomologie 18.4.2.3 auf seiner Kohomologie H∗X eine Struktur
als Koabmonoid von sgAbot alias eine Struktur als Abmonoid von sgAb alias ei-
ne Struktur als superkommutativer graduierter Ring. Dieser Ring H∗X heißt der
Kohomologiering vonX . Jede stetige Abbildung f : X → Y induziert einen Ho-
momorphismus von graduierten Ringen f ∗ : H∗Y → H∗X in die Gegenrichtung,
den Rückzug. Die Multiplikation des Kohomologierings wird oft

∪

notiert und das cup-Produkt genannt. Wir werden den Kohomologiering im fol-
genden noch genauer studieren und auch explizitere Beschreibungen dafür her-
leiten. Zur Übung dürfen Sie zeigen, daß im Fall des einpunktigen Raums der
kanonische Erzeuger die Eins des Kohomologierings ist.

18.4.2.7 (Trennfunktor der Kohomologie und cup-Produkt). Aus den Defini-
tionen folgt unmittelbar, daß eine Trennung (f1, . . . , fr) : X → Y1 f . . . f Yr in
der banalen Trennkategorie der topologischen Räume unter dem Trennfunktor der
Kohomologie auf diejenige Trennung von sgAbot abgebildet wird, die derjenigen
Verschmelzung ihrer Kohomologien H∗Y1g. . .gH∗Yr → H∗X entspricht, die ein
Tupel (c1, . . . , cr) von Kohomologieklassen auf das cup-Produkt f ∗1 c1∪ . . .∪f ∗r cr
ihrer jeweiligen Rückzüge in H∗X wirft.

18.4.2.8 (Kronecker-Paarung). Wir erinnern aus 18.1.4.17 im Kontext einer all-
gemeinen Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzungen und Multihom das
Auswerten D∨ g D → I. Wenden wir es in der Schmelzkategorie Hot auf den
Komplex SX der singulären Ketten eines topologischen Raums X an, so erhal-
ten wir eine Zweiverschmelzung S∗X g SX → Z[0] in Hot. Diese hinwieder-
um liefert unter dem Schmelzfunktor H der Homologie bilineare Paarungen, die
Kronecker-Paarungen

〈 , 〉 : HqX × HqX → Z

Beispiel 18.4.2.9 (Homologie als Modul über dem Kohomologiering). Jeder
topologische Raum X ist in banaler Weise ein Koabmonoid in fTop und liefert
unter dem Trennschmelzfunktor S : fTop → Hot der singulären Ketten ein Ko-
abmonoidR := SX ∈ Hot. Durch Dualisieren entsteht daraus wie besprochen ein
Abmonoid S∗X ∈ Hot und unser abstraktes cap-Produkt aus 18.3.2.1 spezialisiert
zu einer Operation

S∗X g SX → SX

in Hot. Diese Operation in Hot liefert unter dem Schmelzfunktor H eine Opera-
tion des Kohomologierings auf der Homologie und das ist das cap-Produkt. Die
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Adjunktionsformel für das topologische cap-Produkt entsteht ebenso aus unserer
abstrakten Adjunktionsformel 18.3.2.1 durch Anwenden vonH. Die Projektions-
formel für das topologische cap-Produkt schließlich entsteht aus der abstrakten
Projektionsformel 18.3.2.1, indem wir eine stetige Abbildung f : X → Y als
Morphismus der zugehörigen banalen Koabmonoide in fTop auffassen, darauf
den Trennschmelzfunktor S der singulären Ketten anwenden, die abstrakte Pro-
jektionsformel zu diesem Koabmonoidmorphismus in Hot hinschreiben und mit
dem SchmelzfunktorH zur Homologie übergehen.

Übungen

Übung 18.4.2.10 (Relative Kohomologie als Trennfunktor). Der Trennschmelz-
funktor S : Top⊂◦ → Hot der relativen singulären Ketten in Bezug auf eine offene
Teilmenge aus 18.4.1.16 ist insbesondere verträglich mit universellen Trennun-
gen. Halten wir den Trennfunktor des Dualisierens dahinter, so erhalten wir einen
weiteren Trennfunktor, den Trennfunktor

S∗ : Top⊂◦ → Hotot

der relativen singulären Koketten in Bezug auf eine offene Teilmenge. Halten wir
zusätzlich die HomologieHopp dahinter, so erhalten wir wieder einen Trennfunk-
tor, den Trennfunktor

H∗ : Top⊂◦ → sgAbot

der Kohomologie relativ zu einer offenen Teilmenge. Per definitionem ist eine
Trennung (Z,W )→ (X,U)f (Y, V ) in Top⊂◦ ein Paar von stetigen Abbildungen
f : Z → X und g : Z → Y mit (f, g)(W ) ⊂ (X × V ) ∪ (U × Y ). Unser
Trennfunktor beinhaltet für U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y offene Teilmengen topologischer
Räume eine ausgezeichnete Abbildung

H∗(X,U)⊗ H∗(Y, V )→ H∗(X × Y, (X × V ) ∪ (U × Y ))

und für U, V ⊂◦ X offene Teilmengen ein- und desselben Raums durch Nach-
schalten des Rückzugs längs der Diagonale eine natürliche Abbildung H∗(X,U)⊗
H∗(X, V )→ H∗(X,U ∪ V ). Noch spezieller beinhaltet er für U ⊂◦ X eine Struk-
tur auf H∗(X,U) als H∗(X)-Modul. Auf jedem Paar (X,U) ∈ Top⊂◦ haben wir
zwar eine banale Komultiplikation und diese ist auch assoziativ und kommutativ,
aber eine Koeins besitzt dieses Magma nur im Fall U = ∅.
Ergänzende Übung 18.4.2.11. In 18.4.1.16 hatten wir gesehen, daß sogar für ein
beliebiges Raumpaar (X,A) die Verschmelzung auf den singulären Ketten Ho-
motopieäquivalenzen SX⊗r ⊗ S(X,A)

p∼p→ S(X×(r+1), X×r × A) induziert. Man
zeige, daß die durch Dualisieren und Rückzug längs der Diagonale gegebene Ab-
bildung S∗X ⊗ S∗(X,A) → S∗(X,A) unter Übergang zur Kohomologie für ein
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beliebiges Raumpaar die relative Kohomologie H∗(X,A) zu einem Modul über
dem Kohomologiering H∗X macht.

18.4.3 Cup und cap für singuläre Ketten*
18.4.3.1. Im folgenden geben wir noch explizite Konstruktionen für monotone Va-
rianten unserer Alexander-Whitney-Abbildungen als Trennfunktoren und unserer
Eilenberg-Zilber-Abbildungen als Schmelzfunktoren, und zwar jeweils auf Ket-
tenniveau. Der Vorteil dieser Konstruktionen liegt darin, daß sie expliziten Rech-
nungen besser zugänglich sind.

18.4.3.2 (Alexander-Whitney als monotoner Trennfunktor). Wir können den
Funktor der singulären Ketten zu einem monotonen Trennfunktor von monotonen
Trennkategorien

S = SAW : fTopmon → (Kett)mon

erweitern, indem wir jedem Tupel von stetigen Abbildungen X → Yi alias jeder
Trennung φ : X → Y1 f . . .f Yr diejenige Trennung

Sφ : SX → SY1 f . . .f SYr

alias denjenigen Morphismus SX → SY1 ⊗ . . . ⊗ SYr von Komplexen abelscher
Gruppen zuordnen, der einen singulären Simplex σ : ∆n → X auf den Tensor∑

p1+...+pr=n

f1σκ1 ⊗ . . .⊗ frσκr

wirft mit κi = κ(i; p1, . . . , pr) : ∆pi ↪→ ∆n anschaulich dem entsprechen-
den Mittelteil des Standardsimplex und formal der affinen Abbildung, die die
Ecken mit den Indizes 0, 1, . . . , pi der Reihe nach auf die Ecken mit den Indi-
zes (p1 + . . . + pi−1 + 0), . . . , (p1 + . . . + pi−1 + pi) abbildet. Im Fall r = 2
kann man diese Trennung auch schreiben als σ 7→

∑
p+q=n f1σλp ⊗ f2σρq mit λp

der p-Vorderseite und ρq der q-Hinterseite des Standard-n-Simplex aus 17.5.8.4.
Im Fall X = Y1 × Y2 mit f1, f2 den Projektionen schließlich erhalten wir ge-
nau unsere Alexander-Whitney-Abbildung aus 17.5.8.5. Um zu prüfen, daß SAW

wie behauptet ein Trennfunktor ist, mag man mit dem Nachweis beginnen, daß
unsere Vorschrift einen Trennfunktor in die monotonen Trennschmelzkategorie
der Z-graduierten abelschen Gruppen liefert. Danach kann man sich beim Prüfen
der Verträglichkeit mit den Differentialen auf den Fall von Zweitrennungen zu-
rückziehen, den wir bereits in 17.5.8.5 behandelt hatten. Natürlich ist Sφ im Fall
einer Einstrennung schlicht das übliche Vordrücken von singulären Ketten und
nach 17.5.8.5 wissen wir auch, daß es im Fall einer Zweitrennung der Gestalt
(prX , prY ) : X × Y → X f Y das Homotopieinverse der Eilenberg-Zilber-
Abbildung repräsentiert.
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18.4.3.3 (Cup und cap für singuläre Ketten). Unter dem in 18.4.3.2 konstru-
ierten monotonen Trennfunktor S : fTopmon → (Kett)mon wird das banale Ko-
monoid eines topologischen Raums X ein Komonoid SX in (Kett)mon mit der
Komultiplikation SX → SX ⊗ SX gegeben auf Simplizes durch

σ 7→
∑

p+q=|σ|

σλp ⊗ σρq

Dieses Komonoidobjekt in (Kett)mon liefert unter dem Dualisieren aus 18.1.6.25
ein Monoidobjekt S∗X in Ketmon und mit dem abstrakten cap-Produkt 18.3.2.1
wird SX ein Linksobjekt über S∗X . Unter dem Übergang H zur Homologie lie-
fern diese nach Konstruktion das cup- und das cap-Produkt, wie wir sie bereits
konstruiert hatten. Explizit wird für Koketten a ∈ SpX , b ∈ SqX der Wert von
a ∪ b auf einem Simplex σ : ∆p+q → X gegeben durch die Formel

〈a ∪ b, σ〉 = (−1)pq〈a, σλp〉〈b, σρq〉

und das cap-Produkt einer Kokette b ∈ SqX mit einem Simplex z = σ : ∆p+q →
X in den Notationen 17.5.8.4 durch

b ∩ σ = (−1)pq〈b, σρq〉σλp

und unsere abstrakte Adjunktionsformel spezialisiert zur für beliebige Koketten
a ∈ SpX , b ∈ SqX und Ketten c ∈ Sp+qX gültigen Adjunktionsformel

〈a ∪ b, c〉 = 〈a, b ∩ c〉

Beispiel 18.4.3.4. Für jeden topologischen RaumX macht das cup-Produkt 18.4.3.3
den Komplex der singulären Koketten mithin zu einem dg-Ring S∗X und unter
dem cap-Produkt aus 18.4.3.3 wird der Komplex der singulären Ketten SX ein
dg-Modul über diesem dg-Ring.

18.4.3.5 (Varianten zum cap-Produkt). Ist X ein topologischer Raum und A ⊂
X eine Teilmenge, so induziert der zur Komultiplikation µ des Komonoidobjekts
SX ∈ (Kett)mon gehörige Morphismus µ : SX → SX ⊗ SX offensichtlich einen
Morphismus SA→ SA⊗ SX und so auf den Kokernen einen Morphismus

S(X,A)→ S(X,A)⊗ SX

Damit wird S(X,A) ein SX-Rechtskoobjekt in Ket und unsere allgemeinen Kon-
struktionen aus 18.3.2.12 liefern in Ket auf S(X,A) eine Struktur als SX-Links-
objekt sowie eine ausgezeichnete Kettenabbildung

S∗(X,A)⊗ S(X,A)→ S∗X
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Explizit ist der Komplex der relativen Koketten S∗(X,A) als Kern des Ringho-
momorphismus S∗X → S∗A ein unter dem Korandoperator stabiles graduiertes
Ideal von S∗X und insbesondere ist S∗(X,A) selbst ein assoziatives Magma in
dgAb mit Operationen von S∗X von beiden Seiten, die dazu noch kommutieren
in einem hoffentlich offensichtlichen Sinn. Mithin ist H∗(X,A) eine graduierte
assoziative Z-Algebra und ein H∗X-Bimodul. Des weiteren ist SA ⊂ SX ein
dg-Untermodul für die Operation von S∗X und unter dem cap-Produkt wird folg-
lich auch der Kokern S(X,A) ein S∗X-Modul. Schließlich annulliert das dg-Ideal
S∗(X,A) ⊂ S∗X den dg-Untermodul SA ⊂ SX und induziert so die gesuchte
Kettenabbildung.

18.4.3.6 (Eilenberg-Zilber als monotoner Schmelzfunktor*). Wir können auch
den Funktor der singulären Ketten zu einem monotonen Schmelzfunktor von mo-
notonen Schmelzkategorien

S = SEZ : kart(Top)mon → Ketmon

erweitern, indem wir jeder stetigen Abbildung f : X1 × . . . × Xr → Y alias
Verschmelzung f : X1 g . . .gXr → Y diejenige Verschmelzung

Sf : SX1 g . . .g SXr → SY

von Komplexen abelscher Gruppen zuordnen, die ein Tupel (σ1, . . . , σr) singu-
lärer Simplizes σi : ∆p(i) → Xi abbildet auf∑

ω

sgn(ω)f ◦ (σ1 × . . .× σr) ◦ ω

mit der Summe über alle injektiven und in jeder Komponente monoton wach-
senden Abbildungen ω : {0, . . . , n} ↪→ {0, . . . , p(1)} × . . . × {0, . . . , p(r)} für
n = p(1) + . . . + p(r) beziehungsweise die davon induzierten affinen Abbildun-
gen ω : ∆n → ∆p(1) × . . . × ∆p(r) und mit sgn(ω) dem Vorzeichen, das die
Verträglichkeit dieser letzteren Abbildung mit den natürlichen Orientierungen auf
beiden Seiten ähnlich beschreibt, wie das in 17.5.8.6 im Fall von zwei Faktoren
ausgeführt wurde. Um das zu prüfen, mag man damit beginnen nachzuweisen, daß
unsere Vorschrift einen Schmelzfunktor in die monotone Schmelzkategorie der Z-
gradierten abelschen Gruppen liefert, und man sich so zum Prüfen der Verträglich-
keit mit den Differentialen auf den Fall von Zweiverschmelzungen zurückziehen,
den wir bereits behandelt haben. Wie wir bereits aus 17.5.8.1 wissen, induziert
Sf auf der Homologie die Abbildung, die durch das Kreuzprodukt gefolgt vom
Vorschub mit f gegeben wird.
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19.1.5 Čech-Kohomologie der Grade Null und Eins . . . . 3108

19.2 Abelsche Kategorien und Garben . . . . . . . . . . . . . . 3111

19.2.1 Wozu Garbenkohomologie? . . . . . . . . . . . . . 3111

19.2.2 Garben und ihre étalen Räume . . . . . . . . . . . 3112
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19.6.6 Höhere Derivierte der Vorschübe . . . . . . . . . . 3283
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19.1 Čech-Kohomologie

19.1.1 Erste Čech-Kohomologie und Überlagerungen
19.1.1.1. Ich beginne mit einer Erinnerung an einige Begriffe aus der Überlage-
rungstheorie 16.3.1.1. Seien X ein topologischer Raum und n ≥ 1 eine positive
natürliche Zahl. Eine stetige Abbildung p : X̃ → X heißt eine n-blättrige Über-
lagerung, wenn eine offene Überdeckung U ⊂ P(X) von X existiert derart, daß
es für alle U ∈ U Homöomorphismen

iU : p−1(U)
∼→ U × {1, . . . , n}

gibt, die verträglich sind mit den offensichtlichen Projektionen beider Seiten auf
die offene Menge U . Solch eine Familie von Homöomorphismen (iU)U∈U nennen
wir eine Trivialisierung unserer Überlagerung über der offenen Überdeckung U .
Zwei Überlagerungen nennt man isomorph, wenn sie isomorph sind in der Ka-
tegorie der topologischen Räume über X , wenn es also in anderen Worten einen
Homöomorphismus zwischen ihnen gibt, der mit den jeweiligen Projektionen auf
X verträglich ist. So ein Homöomorphismus ist dasselbe wie eine bijektive Deck-
transformation im Sinne von 16.3.4.3.

19.1.1.2. Wir setzen F := {1, . . . , n} und bezeichnen mit Sn die Gruppe der
Permutationen von F , versehen mit der diskreten Topologie. Jede Trivialisierung
(iU)U∈U einer n-blättrigen Überlagerung p : X̃ → X über einer offenen Überde-
ckung U von X liefert für beliebige U, V ∈ U Abbildungen

ϕUV : U ∩ V → Sn
x 7→ ϕxUV

durch die Vorschrift (iU ◦ i−1
V )(x, f) = (x, ϕxUV (f)) ∀x ∈ U ∩ V, f ∈ F . Wir

nennen diese Abbildungen die Verklebungsfunktionen unserer Trivialisierung
(iU)U∈U . Nach 15.1.9.9 oder auch elementareren Überlegungen sind sie stetig.
Gegeben U, V,W ∈ U haben wir offensichtlich

ϕxUV ◦ ϕxVW = ϕxUW ∀x ∈ U ∩ V ∩W

Definition 19.1.1.3. Seien X ein topologischer Raum, U ⊂ P(X) eine offene
Überdeckung von X und G eine topologische Gruppe, deren Verknüpfung wir
mit> notieren. Die Menge Ž1(U ; CG) der Čech-1-Kozykel bezüglich U und G ist
definiert als die Menge aller möglichen Wahlen von stetigen Abbildungen ϕUV :
U ∩ V → G für (U, V ) ∈ U × U derart, daß für beliebige U, V,W ∈ U auf dem
Schnitt U ∩ V ∩W gilt

ϕUV>ϕVW = ϕUW
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Eine zweiblättrige Überlagerung der Kreislinie mit Trivialisierung in Bezug auf
eine Überdeckung durch zwei offene Teilmengen. Der Schnitt dieser beiden

Teilmengen hat zwei Zusammenhangskomponenten, und die
Verklebungsfunktion ist konstant das neutrale Element aus S2 auf der im Bild

„hinteren“ Komponente und konstant die Transposition aus S2 auf der
„vorderen“ Komponente.
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Das C steht dabei für „stetig“ alias „continu“. Trägt G die diskrete Topologie, so
schreibt man meist kürzer Ž1(U ;G) und redet von G-wertigen Einskozykeln.

Beispiel 19.1.1.4. Die Verklebungsfunktionen einer n-blättrigen Überlagerung be-
zügliche einer Trivialisierung über einer vorgegebenen offenen Überdeckung bil-
den einen Sn-wertigen Einskozykel.

19.1.1.5. Sind p : X̃ → X und q : X̂ → X zwei n-blättrige Überlagerungen eines
topologischen Raums X mit je einer Trivialisierung über derselben Überdeckung
U durch gewisse iU : p−1(U)

∼→ U × F und jU : q−1(U)
∼→ U × F , so verstehen

wir unter einem trivialisierungsverträglichen Isomorphismus zwischen unse-
ren beiden Überlagerungen eine bijektive Decktransformation d : X̃

∼→ X̂ derart,
daß gilt jU ◦ d = iU für alle U ∈ U .

Lemma 19.1.1.6. Gegeben ein topologischer Raum X und eine offene Überde-
ckung U von X liefert das Bilden der Verklebungsfunktionen eine Bijektion

n-blättrige Überlagerungen von X mit
einer Trivialisierung (iU)U∈U über U , bis auf
trivialisierungsverträglichen Isomorphismus

 ∼→ Ž1(U ;Sn)

Beweis. Um die Bijektivität zu zeigen, konstruieren wir eine Umkehrabbildung.
Gegeben ein Čech-Einskozykel (ϕUV )U,V ∈U bilden wir für jedes U ∈ U die ein-
punktige Menge {U} und betrachten auf dem Raum⊔

U∈U

{U} × U × F

die Äquivalenzrelation ∼, die erzeugt wird von

(V, x, f) ∼ (U, x, ϕxUV (f)) ∀ U, V ∈ U , x ∈ U ∩ V, f ∈ F.

Dann bilden wir den Raum X̃ der Äquivalenzklassen mit der Quotiententopolo-
gie, der Projektion auf die mittlere Koordinate X̃ → X und der offensichtlichen
Trivialisierung über U . Es bleibe dem Leser überlassen zu zeigen, daß diese Kon-
struktion eine Umkehrabbildung zur durch das Bilden der Verklebungsfunktionen
gegebenen Abbildung aus unserem Lemma liefert.

19.1.1.7. Nun nehmen wir an, wir hätten für ein- und dieselbe Überlagerung p :
X̃ → X zwei Trivialisierungen über derselben offenen Überdeckung U gegeben
durch gewisse iU , ı̃U : p−1(U)

∼→ U × F . Dann erklären wir Abbildungen

ψU : U → Sn
x 7→ ψxU
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durch die Gleichungen (̃ıU ◦ i−1
U )(x, f) = (x, ψxU(f)) ∀x ∈ U, f ∈ F und nennen

diese ψU die Übergangsfunktionen zwischen unseren beiden Trivialisierungen
(iU) und (̃ıU). Auch unsere Übergangsfunktionen sind offensichtlich stetig. Die
Verklebungsfunktionen ϕ̃UV zu unserer zweiten Trivialisierung (̃ıU) lassen sich
durch die Verklebungsfunktionen ϕUV zu unserer ersten Trivialisierung (iU) und
die Übergangsfunktionen zwischen den beiden Trivialisierungen ausdrücken ver-
mittels der Formel

ϕ̃xUV = ψxU ◦ ϕxUV ◦ (ψxV )−1 ∀x ∈ U ∩ V

Definition 19.1.1.8. Seien X ein topologischer Raum, U eine offene Überde-
ckung von X und G eine topologische Gruppe. Zwei Čech-Einskozykel ϕ, ϕ̃ ∈
Ž1(U ; CG) heißen kohomolog und wir schreiben ϕ ∼ ϕ̃, wenn es eine Familie
ψ = (ψU)U∈U von stetigen Funktionen ψU : U → G gibt derart, daß für beliebige
U, V ∈ U auf dem Schnitt U ∩ V gilt

ϕ̃UV = ψU>ϕUV>ψ−1
V

Diese Relation „kohomolog“ ist eine Äquivalenzrelation. Die Menge der Äquiva-
lenzklassen notieren wir

Ȟ1(U ; CG) := Ž1(U ; CG)/ ∼

und nennen sie die erste Čech-Kohomologie für die Überdeckung U zuG. Trägt
G die diskrete Topologie, so schreibt man meist kürzer Ȟ1(U ;G).

19.1.1.9. Unser Ȟ1(U ; CG) ist im allgemeinen keine Gruppe, sondern nur eine
Menge mit einem ausgezeichneten Punkt, nämlich der Klasse des trivialen Eins-
kozykels. Ist jedoch die Gruppe G kommutativ, so sind Ž1(U ; CG) und Ȟ1(U ; CG)
auch kommutative Gruppen in natürlicher Weise.

Lemma 19.1.1.10. Gegeben ein topologischer Raum X und eine offene Überde-
ckung U von X liefert das Bilden der Verklebungsfunktionen eine Bijektion

n-blättrige über U trivialisierbare
Überlagerungen von X ,
bis auf Isomorphismus

 ∼→ Ȟ1(U ;Sn)

Beweis. Dem Leser überlassen.

19.1.1.11 (Übergang zu kleinerer Überdeckung). Ist U eine Überdeckung von
X und V ⊂ U eine weitere Überdeckung durch weniger offene Mengen, so haben
wir eine offensichtliche Abbildung Ȟ1(U ; CG)→ Ȟ1(V ; CG), die den ausgezeich-
neten Punkt in den ausgezeichneten Punkt überführt.
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Ergänzung 19.1.1.12. Ist U eine Überdeckung von X und V ⊂ U eine weitere
Überdeckung durch weniger offene Mengen und ist zusätzlich jede Menge aus U
bereits in einer Menge aus V enthalten, so ist unsere Abbildung eine Bijektion

Ȟ1(U ; CG)
∼→ Ȟ1(V ; CG)

Das ist anschaulich klar in unserem Spezialfall G = Sn. Formal kann man eine
Umkehrabbildung konstruieren, indem man man eine Abbildung τ : U → V wählt
mit W ⊂ τ(W ) ∀W und jedem Kozykel (ϕUV ) rechts den Kozykel (φUV ) links
mit φUV := ϕτ(U)τ(V )|U∩V zuordnet. Das Argument vereinfacht sich zusätzlich,
wenn man annimmt, daß τ ein Schnitt der Einbettung ist alias auf V die Identität
induziert. Wir beweisen in 19.1.4.1 eine Variante.

Definition 19.1.1.13. Wir nennen eine offene Überdeckung U eines topologischen
RaumsX gesättigt oder auch ein überdeckendes Sieb, wenn sie mit einer Menge
auch alle ihre offenen Teilmengen enthält, wenn also aus U ∈ U und V ⊂◦ U folgt
V ∈ U .

Definition 19.1.1.14. Seien X ein topologischer Raum und G eine topologische
Gruppe. Die erste Čech-Kohomologie von X zu G ist die bepunktete Menge

Ȟ1(X; CG) := colf Ȟ1(U ; CG)

Der Begriff eines Kolimes wird in 17.7.1.2 besprochen. Er ist hier zu verstehen als
Kolimes über alle gesättigten offenen Überdeckungen unseres Raums und in der
Kategorie der bepunkteten Mengen. Im Fall einer diskreten Gruppe G verwendet
man meist die Notation Ȟ1(X;G).

Satz 19.1.1.15 (Erste Čech-Kohomologie und Überlagerungen). Für jeden to-
pologischen RaumX liefert das Bilden von Verklebungsfunktionen für Trivialisie-
rungen bezüglich offener Überdeckungen eine Bijektion{

n-blättrige Überlagerungen von X ,
bis auf Isomorphismus

}
∼→ Ȟ1(X;Sn)

Beweis. Das ergibt sich aus den vorhergehenden Definitionen und Lemmata. Die
Details bleiben dem Leser überlassen.

Übungen

Übung 19.1.1.16. Man leite aus der in diesem Abschnitt entwickelten Theorie eine
Klassifikation der n-blättrigen Überlagerungen der Kreislinie her. Man verwende
die Erkenntnis, daß jede Überlagerung eines Intervalls trivial ist, und gehe von
19.1.1.10 aus.
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19.1.2 Erste Čech-Kohomologie und Torsoren
Definition 19.1.2.1. Sei G eine topologische Gruppe. Ein G-Raum Y heißt topo-
logisch frei, wenn jeder Punkt y ∈ Y eine offene G-stabile Umgebung U besitzt,
die isomorph ist zu einem G-Raum der Gestalt W ×G für einen weiteren topolo-
gischen Raum W .

Beispiel 19.1.2.2. Die Operation von R mit der diskreten Topologie auf R mit der
üblichen Topologie ist stetig und frei, aber nicht topologisch frei.

Definition 19.1.2.3. Seien G eine topologische Gruppe und X ein topologischer
Raum. Ein G-Torsor auf X , auch genannt ein G-Hauptfaserbündel, englisch
principal bundle, französisch fibré principal, ist ein Paar

(E, p)

bestehend aus einem topologisch freien G-Rechtsraum E mitsamt einer stetigen
Abbildung p : E → X , die einen Homöomorphismus E/G ∼→ X induziert. Wir
nennen E den Totalraum und p die Projektion unseres Torsors. Ein Morphis-
mus von G-Torsoren auf X ist eine stetige G-äquivariante Abbildung über X .

Beispiel 19.1.2.4. IstG diskret, so ist einG-Torsor auf einem topologischen Raum
dasselbe wie eine Überlagerung unseres Raums mitsamt einer Rechtsoperation
von G durch Decktransformationen derart, daß die Operation auf jeder Faser frei
und transitiv ist.

Vorschau 19.1.2.5. Ist G eine Lie-Gruppe und X eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit und ersetzt man in der obigen Definition das Wort „stetig“ durch „glatt“
und den Begriff „topologischer Raum“ durch „differenzierbare Mannigfaltigkeit“,
so erhält man die Definition eines glatten G-Hauptfaserbündels auf X .

19.1.2.6 (Erste Čech-Kohomologie und Torsoren). Sei X ein topologischer
Raum, G eine topologische Gruppe und p : E → X ein G-Torsor auf X . Wählen
wir für unseren Torsor eine trivialisierende gesättigte offene Überdeckung U von
X und über U eine Trivialisierung (iU)U∈U von E durch die Wahl gewisser iU ∈
TopGU (p−1(U), U × G) und erklären für U, V ∈ U die Verklebungsfunktionen
ϕUV ∈ Top(U ∩ V,G) durch die Vorschrift (iU ◦ i−1

V )(x, g) = (x, ϕUV (x)g), so
bilden die ϕUV einen Čech-Kozykel, dessen Kohomologieklasse nur von E ab-
hängt, und wir erhalten so eine Bijektion{

G-Torsoren auf X ,
bis auf Isomorphismus

}
∼→ Ȟ1(X; CG)

Der Beweis läuft vollständig analog zum Beweis von 19.1.1.15 und bleibt dem Le-
ser überlassen. Gegeben ein Homomorphismus topologischer Gruppen H → G
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kann man weiter jedem H-Hauptfaserbündel E → X das G-Hauptfaserbündel
E ×/H G → X zuordnen. Diese Zuordnung ist dann unter den eben erklärten
Bijektionen mit der offensichtlichen Abbildung Ȟ1(X; CH) → Ȟ1(X; CG) ver-
träglich.

19.1.2.7 (Erste Čech-Kohomologie als singuläre Kohomologie). Gegeben ein
zusammenhängender lokal zusammenziehbarer topologischer Raum X und eine
diskrete abelsche Gruppe M können wir bereits hier einen Isomorphismus zwi-
schen der ersten singulären Kohomologie und der ersten Čech-Kohomologie er-
halten als die Komposition der Isomorphismen beziehungsweise Inversen der Iso-
morphismen des folgenden Diagramms, dessen Pfeile wir im Anschluß diskutie-
ren:

H1(X;M)sing Ȟ1(X;M)

↑ o ↑ o
Hom(H1(X),M) {M -Torsoren auf X}/∼=

↓ o ↓ o

Grp(π1(X, x),M)
∼→
{

π1(X, x)-Mengen mit einer freien
transitiven Rechtsoperation von M

}
/∼=

Hier kommt der vertikale Pfeil oben links vom universellen Koeffiziententheorem
17.6.7.2 her, der vertikale Pfeil unten links vom Satz von Hurwitz 17.1.5.2 und
der vertikale Pfeil oben rechts von der vorhergehenden Bemerkung 19.1.2.6. Für
den vertikalen Pfeil unten rechts erinnern wir, daß nach 16.4.5.14 unter unseren
Annahmen der Faserfunktor zu einem beliebigen Punkt x ∈ X eine Äquivalenz
von Kategorien

{Überlagerungen von X} ≈→ {π1(X, x)-Mengen}

liefert. Sie induziert auch eine Äquivalenz zwischen den Kategorien aller „Objekte
mit Rechtsoperation einer Gruppe M“ in unseren beiden Kategorien, und diese
hinwiederum schränkt ein zu einer Äquivalenz von Kategorien

{M -Torsoren auf X} ≈→
{

π1(X, x)-Mengen mit einer freien
transitiven Rechtsoperation von M

}
Das liefert die Bijektion auf Isomorphieklassen in der unteren rechten Vertika-
le. Um schließlich die untere Horizontale zu erklären, beachten wir die Bijek-
tion M

∼→ Ens−M(M) vermittels m 7→ (m·), die Endomorphismen der M -
Rechtsmenge M sind also genau die Multiplikationen mit Elementen von M von
links. Das gilt sogar für jedes Monoid M , die Umkehrabbildung zu m 7→ (m·)
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ist ϕ 7→ ϕ(e). Die Operationen einer Gruppe P auf der M -Rechtsmenge M ent-
sprechen also eineindeutig den Monoidhomomorphismen φ : P → M und zwei
solche Monoidhomomorphismen φ, ψ liefern isomorphe M -Rechtsmengen mit
P -Operation genau dann, wenn es eine Einheitm ∈M× gibt mit φ = (intm)◦ψ.
Ist M kommutativ, so bedeutet das bereits φ = ψ und diese Erkenntnis liefert die
Bijektion in der unteren Horizontale unseres Diagramms. Wir werden später noch
sehr viel stärkere Resultate über den Zusammenhang von singulärer Kohomologie
und Garbenkohomologie kennenlernen.

Definition 19.1.2.8. Sei K entweder R oder C oder der Schiefkörper der Quater-
nionen H und sei X ein topologischer Raum.

1. Ein „Möchtegern-Bündel von K-Vektorräumen“ oder kurz ein „Möchte-
gern-K-Bündel“ E = (E, p) = (p : E → X) auf X besteht aus einem
topologischen Raum p : E → X über X , dem Totalraum E mit der Pro-
jektion p, sowie einer K-Vektorraumstruktur auf jeder Faser Ex = p−1(x).

2. Ein Morphismus von einem Möchtegern-K-Bündel E in ein Möchtegern-
K-Bündel F ist eine stetige Abbildung h : E → F über X derart, daß für
alle x ∈ X die auf den Fasern induzierte Abbildung h : Ex → Fx eine
K-lineare Abbildung ist.

3. Der Raum X ×Kn mit seiner offensichtlichen Struktur als Möchtegern-K-
Bündel heißt das konstante n-dimensionale K-Bündel auf X .

4. Ein n-dimensionales topologischesK-Bündel aufX ist ein n-dimensiona-
les Möchtegern-K-Bündel (E, p), bei dem jeder Punkt x ∈ X eine Umge-
bung U besitzt derart, daß das auf der Umgebung U induzierte Möchtegern-
K-Bündel (p : p−1(U)→ U) auf U isomorph ist zum konstanten n-dimen-
sionalen K-Bündel U ×Kn auf U .

19.1.2.9. Die Automorphismengruppe des konstanten K-Bündels X ×Kn ist ka-
nonisch isomorph zur Gruppe der stetigen Abbildungen von X nach GL(n;K).
Genauer erhalten wir eine Bijektion Top(X,GL(n;K))

∼→ Aut(X ×Kn) vermit-
tels f 7→ f̃ mit f̃(x, v) = (x, f(x)v). Hier fassen wir v ∈ Kn als Spaltenvektor
auf und verstehen im Fall der Quaternionen unter einem H-Vektorraum einen H-
Rechtsmodul.

19.1.2.10. Ganz genauso wie in 19.1.1.15 erhalten wir auch Bijektionen

{n-dimensionale K-Bündel auf X} /∼=
∼→ Ȟ1(X; CGL(n;K))

Genauer betrachten wir lokale Trivialisierungen unseresK-Bündels und die Klas-
se des durch die zugehörigen Übergangsfunktionen gegebenen Čech-1-Kozykels.
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Wir können auch direkt jedem GL(n;K)-Torsor E das n-dimensionale K-Bündel
E ×/GL(n;K) Kn zuordnen und erhalten dann ein kommutatives Dreieck von Bi-
jektionen, an dessen drei Ecken Isomorphieklassen von Vektorraumbündeln, Iso-
morphieklassen von Torsoren und Ȟ1(X; CGL(n;K)) stehen.

Vorschau 19.1.2.11. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und ersetzt man
in der obigen Definition überall das Wort „stetig“ durch „glatt“ und den Be-
griff „topologischer Raum“ durch „differenzierbare Mannigfaltigkeit“, so erhält
man die Definition eines n-dimensionalen differenzierbaren K-Bündels auf
X , wie sie in 22.3.4.3 bereits im Fall K = R gegeben wurde. Das Tangential-
bündel an eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n ist etwa ein
n-dimensionales differenzierbares und damit erst recht ein n-dimensionales topo-
logisches R-Bündel. Unter anderem um die Klassifikation differenzierbarer oder
auch „analytischer“ Bündel in derselben Weise behandeln zu können wie die Klas-
sifikation topologischer Bündel, führen wir im folgenden Abschnitt allgemeiner
Prägarben und ihre Čech-Kohomologie ein.

Übungen

Übung 19.1.2.12. Sei X ein topologischer Raum. Wir erhalten eine Bijektion

{Sn-Torsoren auf X}/∼=
∼→ {n-blättrige Überlagerungen von X}/∼=

durch E 7→ E ×/Sn {1, . . . , n} beziehungsweise in der umgekehrten Richtung,
indem wir einer n-blättrigen Überlagerung p : X̃ → X die Menge E :=

⊔
xEx

zuordnen, für Ex := Ens×({1, . . . , n}, p−1(x)) die Menge aller Bijektionen zwi-
schen {1, . . . , n} und der Faser unserer Überlagerung bei x, mit der offensichtli-
chen Sn-Operation und Projektion auf X und einer geeigneten Topologie. Hierbei
ist ×/Sn das balancierte Produkt im Sinne von 16.4.8.18.

Übung 19.1.2.13. Jeder Morphismus von Torsoren ist ein Isomorphismus. Die
Automorphismen des G-Torsors X × G über X können identifiziert werden mit
den stetigen Abbildungen X → G. Genauer erhalten wir eine Bijektion

Top(X,G)
∼→ TopGX(X ×G)

durch die Vorschrift f 7→ f̃ mit f̃ gegeben durch f̃(x, g) = (x, f(x)g).

Übung 19.1.2.14. Man zeige, daß der in 19.1.2.7 konstruierte Isomorphismus zwi-
schen der ersten singulären Kohomologie und der ersten Čech-Kohomologie nicht
von der Wahl des Basispunkts x ∈ X abhängt.

Übung 19.1.2.15. Ist der topologische Raum X einfach zusammenhängend, so
besteht Ȟ1(X;G) für jede diskrete Gruppe G nur aus einem Punkt.
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Übung 19.1.2.16. G eine topologische Gruppe und E ein topologisch freier G-
Raum undX ein beliebigerG-Raum, so istX×E mit der diagonalenG-Operation
als G-Raum isomorph zu X×E mit der G-Operation nur auf dem zweiten Faktor
und ist damit auch topologisch frei.

Übung 19.1.2.17. Ist F ein topologischer Raum, auf dem eine topologische Grup-
pe G wirkt, und ist E ein G-Torsor auf einem Raum X , so ist E ×/G F ein Faser-
bündel über X mit Faser F .

19.1.2.18. In manchen Fällen liefert die Konstruktion aus 19.1.2.17 sogar eine Bi-
jektion zwischen Isomorphieklassen von G-Torsoren und Isomorphieklassen von
Faserbündeln mit Faser F , so zum Beispiel etwa im Fall F = {1, . . . , n} und
G = Sn, den wir bereits in 19.1.2.12 diskutiert hatten.

Übung 19.1.2.19. Sei G eine topologische Gruppe. Ordnen wir jedem Element
g ∈ G den G-Torsor auf S1 zu, der entsteht aus [0, 1]×G durch die Identifikation
(0, h) ∼ (1, gh), so erhalten wir eine Bijektion

{Konjugationsklassen in π0(G)} ∼→ {G-Torsoren auf S1}/∼=

zwischen der Menge der Konjugationsklassen in der Gruppe der Wegzusammen-
hangskomponenten von G und der Menge der Isomorphieklassen von G-Torsoren
auf der Kreislinie.

19.1.3 Prägarben und höhere Čech-Kohomologie

19.1.3.1. Für einen topologischen Raum bilden wir die Kategorie seiner offenen
Teilmengen mit allen offenen Teilmengen als Objekten und den Inklusionen als
Morphismen. Insbesondere ist in dieser Kategorie also jede Morphismenmenge
entweder einelementig oder leer.

Definition 19.1.3.2. SeienX ein topologischer Raum undW eine Kategorie. Eine
Prägarbe, englisch presheaf, französisch prefaisceau, auf X mit Werten in W
ist ein Funktor

{offene Teilmengen von X}opp →W

Ein Morphismus von Prägarben ist eine natürliche Transformation von Funkto-
ren. Eine Prägarbe mit Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen heißt eine
abelsche Prägarbe. Die Kategorie der abelschen Prägarben auf einem Raum X
notieren wir pAb/X . Vereinbaren wir die Notation Off(X) für die Kategorie der
offenen Teilmengen von X , so ist die Kategorie derW-wertigen Prägarben auf X
die Funktorkategorie

Cat(Off(X)opp,W)
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19.1.3.3 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren betrachten nur Prägar-
ben von Gruppen oder sogar nur von abelschen Gruppen und fordern dann von
jeder Prägarbe zusätzlich, daß der entsprechende Funktor der leeren Menge eine
einelementige Gruppe zuordnen soll. Derartige Zusatzannahmen scheinen mir im
Lichte der obigen allgemeinen Definition unnatürlich.
19.1.3.4. Ausgeschrieben ist eine PrägarbeF von Gruppen auf einem RaumX al-
so eine Zuordnung, die jeder offenen Menge U ⊂◦ X eine Gruppe F(U) zuordnet
und jeder Inklusion V ⊂ U von offenen Teilmengen von X einen Homomorphis-
mus von Gruppen ρVU : F(U) → F(V ), die sogenannte Einschränkungsabbil-
dung, in Formeln

F :
U 7→ F(U)
∪ 7→ ↓ ρVU
V 7→ F(V )

Von diesen Daten muß man dann noch fordern, daß gilt ρUU = id und ρWV ◦ρVU = ρWU
falls W ⊂ V ⊂ U . Ein Element s ∈ F(U) heißt ein Schnitt von F über U .
Statt ρVU (s) schreiben wir meist s|V oder auch s|V . Ein Morphismus von Prägar-
ben f : F → G ist ausgeschrieben eine Familie von Gruppenhomomorphismen
fU : F(U) → G(U) derart, daß gilt ρVU ◦ fU = fV ◦ ρVU für alle V ⊂ U , wo wir
mit ρVU links die Restriktionsabbildungen der Prägarbe G und rechts die Restrik-
tionsabbildungen der Prägarbe F meinen. Als Diagramm geschrieben soll also
kommutieren

F(U) → G(U)
↓ ↓
F(V ) → G(V )

Beispiel 19.1.3.5. Sei X ein topologischer Raum. Die Zuordnung, die jeder of-
fenen Menge U ⊂◦ X den komplexen Vektorraum C(U) aller stetigen komplex-
wertigen Funktionen auf U zuordnet und jeder Inklusion V ⊂◦ U die Restriktion
C(U)→ C(V ), ist eine Prägarbe C = CC = CC,X von C-Vektorräumen auf X , die
Prägarbe der stetigen komplexwertigen Funktionen.
Beispiel 19.1.3.6. Ist allgemeinerX ein topologischer Raum undG eine topologi-
sche Gruppe, so bilden die stetigen Abbildungen von offenen Teilmengen von X
nach G eine Prägarbe CG = CG,X von Gruppen auf X , die Prägarbe der stetigen
G-wertigen Funktionen. Wählt man auf G die diskrete Topologie, so notiert
man diese Prägarbe oft GX und spricht von der Prägarbe der lokal konstan-
ten G-wertigen Funktionen. Für jeden topologischen Raum X haben wir zum
Beispiel Homomorphismen von abelschen Prägarben ZX → RX → CR,X .
Beispiel 19.1.3.7. IstX eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so bilden die kom-
plexwertigen C∞-Funktionen eine Prägarbe C∞ = C∞C = C∞C,X von komple-
xen Vektorräumen auf X . Wir haben dann einen natürlichen Homomorphismus
C∞ → C von Prägarben von C-Vektorräumen auf X .
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Beispiel 19.1.3.8. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und G eine Lie-
Gruppe, so bilden die differenzierbaren Abbildungen von offenen Teilmengen von
X nach G eine Prägarbe C∞G = C∞G,X von Gruppen auf X , die Prägarbe der
differenzierbaren G-wertigen Funktionen.

Beispiel 19.1.3.9. Ist p : E → X eine stetige Abbildung, so erhalten wir eine
Prägarbe von Mengen auf X , in dem wir jedem U ⊂◦ X die Menge aller stetigen
Abbildungen s : U → E zuordnen mit p(s(x)) = x ∀x ∈ U . Sie heißt die
Prägarbe der Schnitte von p.

Beispiel 19.1.3.10. Gegeben ein topologischer Raum X , ein Punkt x ∈ X und
eine Menge A definieren wir eine Prägarbe von Mengen A(x) auf X durch die
VorschriftA(x)(U) = A falls x ∈ U undA(x)(U) einpunktig sonst. Diese Prägarbe
heißt der Wolkenkratzer bei xmit FaserA. Für eine abelsche GruppeA ist unser
Wolkenkratzer in natürlicher Weise eine abelsche Prägarbe.

Definition 19.1.3.11 (Čech-Kohomologie einer abelschen Prägarbe). Sei F ei-
ne abelsche Prägarbe auf einem topologischen Raum X . Gegeben ein System
offener Teilmengen U ⊂ P(X) von X definieren wir den Komplex

. . .→ Čq(U ;F)
d→ Čq+1(U ;F)→ . . .

der Čech-Koketten für U mit Koeffizienten inF als den Komplex von abelschen
Gruppen

Čq(U ;F) :=
∏

(U0,...,Uq)∈Uq+1

F(U0 ∩ . . . ∩ Uq)

Hier setzen wir Čq(U ;F) = 0 für q < 0 und erklären die Randoperatoren d wie
folgt: Eine Čech-Kokette ψ ∈ Čq(U ;F) ist ja ein Tupel bestehend aus Elementen
ψ(U0, . . . , Uq) ∈ F(U0 ∩ . . . ∩ Uq). Wir setzen dann

(dψ)(U0, . . . , Uq+1) :=
∑

0≤i≤q+1

(−1)iψ(U0, . . . , Ûi, . . . , Uq+1)|(U0 ∩ . . . ∩ Uq+1)

Die „Tarnkappe“ über Ui soll dabei wie üblich bedeuten, daß Ui aus dem Schnitt
wegzulassen ist. Man prüft leicht die Formel dd = 0, unsere Konstruktion liefert
also wirklich einen Komplex. Seine Kohomologie notieren wir

Ȟq(U ;F) := HqČ∗(U ;F)

Ist U eine Überdeckung von X , so nennen wir sie die Čech-Kohomologie von
X bezüglich U mit Koeffizienten in F . Die q-te Čech-Kohomologie Ȟq(X;F)
von X mit Koeffizienten in F schließlich ist definiert als der Kolimes über alle
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gesättigten offenen Überdeckungen U von X der Čech-Kohomologien für diese
Überdeckungen, in Formeln

Ȟq(X;F) := colf Ȟq(U ;F)

Um den Kolimes zu bilden beachten wir wie im Fall der ersten Čech-Kohomologie,
daß für V ⊂ U die Einschränkung natürliche Abbildungen von Komplexen und
damit natürliche Abbildungen Ȟq(U ;F)→ Ȟq(V ;F) induziert.

Lemma 19.1.3.12 (Čech-Kohomologie von Wolkenkratzern). Gegeben ein to-
pologischer Raum X und eine offene Überdeckung U von X gilt für den Wolken-
kratzer A(x) an einem Punkt x ∈ X mit einer abelschen Gruppe A als Faser

Ȟq(U ;A(x)) = 0 für q > 0.

Beweis. Wir können den fraglichen Čech-Komplex, indem wir zur Menge E =
{U ∈ U | x ∈ U} den in 17.1.1.17 betrachteten Komplex mit ZEq+1 im Grad q
bilden, zum Komplex der HomZ(ZEq+1, A) übergehen und schließlich den Anteil
mit q = −1 abschneiden. Da unser KomplexZEq+1 nach dem dortigen Beweis so-
gar nullhomotop ist, muß auch der Komplex HomZ(ZEq+1, A) nullhomotop und
insbesondere exakt sein und durch das Abschneiden kriegt er A als nullte Koho-
mologie und bleibt sonst exakt. Wir können aber auch den Beweis von 17.1.1.17
wiederholen: Wir wählen dann U ∈ U mit x ∈ U und definieren für q ≥ 0 die
Abbildung δ = δU : Čq+1(U ;A(x))→ Čq(U ;A(x)) durch die Vorschrift

(δψ)(U0, . . . , Uq) = ψ(U,U0, . . . , Uq)

Eine kurze Rechnung zeigt dδ + δd = id auf Čq(U ;A(x)) für q > 0, folglich ist
für q > 0 jeder q-Zykel ein Rand.

19.1.4 Varianten der Čech-Kohomologie
Proposition 19.1.4.1. Seien V ⊂ U offene Überdeckungen eines topologischen
Raums und sei F eine abelsche Prägarbe auf besagtem Raum. Liegt jede Menge
aus U in einer Menge aus V , so sind unsere natürlichen Abbildungen Isomorphis-
men

Ȟq(U ;F)
∼→ Ȟq(V ;F)

19.1.4.2. Mich verwirrt hier immer die Notation. Die Überdeckung V besteht aus
weniger offenen Mengen als die Überdeckung U , aber keineswegs aus „kleine-
ren“ offenen Mengen, sondern ganz im Gegenteil entsteht salopp und unpräzise
gesprochen unsere Überdeckung V aus U , indem man aus U einige offene Mengen
wegläßt, die eh schon in anderen offenen Mengen aus U enthalten sind. Im Fall
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der ersten Kohomlogie bedeutet die Aussage salopp gesprochen, daß jede „über
einer offenen Menge trivialisierbare Struktur auch über jeder darin enthaltenen
offenen Menge trivialisierbar ist“.

Beweis. Man wähle τ : U → V , U 7→ U τ mit U ⊂ U τ ∀U ∈ U und konstruiere
eine Kettenabbildung α : Č∗(V ;F)

∼→ Č∗(U ;F) durch φ 7→ αφ mit

αφ(U0, . . . , Uq) := φ(U τ
0 , . . . , U

τ
q )|(U0 ∩ . . . ∩ Uq)

Wir behaupten, daß sie homotopieinvers ist zur in ähnlicher Weise durch die In-
klusion ι : V ↪→ U gegebenen Kettenabbildung β : Č∗(U ;F)

∼→ Č∗(V ;F),
die ihrerseits die natürliche Abbildung auf der Čech-Kohomologie induziert. Es
reicht, wenn wir im Fall U = V für jedes τ wie oben zeigen, daß die fragli-
che Kettenabbildung homotop ist zur Identität, und diese Erkenntnis dann anwen-
den auf (U , ιτ) und (V , τ ι). Seien also U eine offene Überdeckung von X und
τ : U → U , U 7→ U τ eine Abbildung mit U ⊂ U τ ∀U ∈ U und α wie oben. Als
Kettenhomotopie versuchen wir es mit

(δφ)(U1, . . . , Uq) :=
∑
i

(−1)iφ(U1, . . . , Ui, U
τ
i , . . . , U

τ
q )

und lassen dabei rechts die Restriktion auf U1 ∩ . . . ∩ Uq aus der Notation weg.
Dann gilt

(dδφ)(U0, . . . , Uq) =
∑

i(−1)i(δφ)(U0, . . . , Ûi, . . . , Uq)

= −
∑

j<i(−1)i+jφ(U0, . . . , Uj, U
τ
j , . . . , Û

τ
i , . . . , U

τ
q )

+
∑

j>i(−1)i+jφ(U0, . . . , Ûi, . . . , Uj, U
τ
j , . . . , U

τ
q )

(δdφ)(U0, . . . , Uq) = −
∑

j(−1)j(dφ)(U0, . . . , Uj, U
τ
j , . . . , U

τ
q )

= −
∑

j≥i(−1)i+jφ(U0, . . . , Ûi, . . . , Uj, U
τ
j , . . . , U

τ
q )

+
∑

j≤i(−1)i+jφ(U0, . . . , Uj, U
τ
j , . . . , Û

τ
i , . . . , U

τ
q )

In (dδ + δd)φ werden alle Summanden der oberen Summe weggehoben und nur
die Terme mit i = j in den unteren Summen bleiben stehen. Von denen heben
sich aber auch die mittleren weg und nur φ(U0, . . . , Uq) − φ(U τ

0 , . . . , U
τ
q ) bleibt

stehen. Also gilt (dδ + δd)φ = φ− αφ wie gewünscht.

19.1.4.3 (Varianten abstrakter Kokettenkomplexe). Gegeben eine Menge E
bezeichne KE das System ihrer endlichen Teilmengen, angeordnet durch Inklusi-
on. Gegeben (M,ϕ) ein durch (KE,⊂) indiziertes gerichtetes System von abel-
schen Gruppen bilden wir drei Komplexe wie folgt:
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1. Für e0, . . . , eq ∈ E setzen wir M(e0, . . . , eq) := M({e0, . . . , eq}) und bil-
den das Produkt

Cq = CqM :=
∏

(e0,...,eq)∈Eq+1

M(e0, . . . , eq)

Gegeben s ∈ Cq notieren wir s(e0, . . . , eq) ∈ M(e0, . . . , eq) seine Projek-
tion auf die entsprechende Komponente des Produkts. Schließlich erklären
wir Randoperatoren d : Cq−1 → Cq durch die Vorschrift

(ds)(e0, . . . , eq) =

q∑
i=0

(−1)iϕs(e0, . . . , êi, . . . , eq)

mit ϕ : M(e0, . . . , êi, . . . , eq) → M(e0, . . . , eq) den entsprechenden Mor-
phismen unseres direkten Systems. Man prüft leicht d2 = 0. Wir haben also
einen Komplex C∗M konstruiert, der im Grad q = −1 mit C−1M = M(∅)
beginnt.

2. In unserem Komplex betrachten wir weiter die Untergruppen der alternie-
renden Koketten

Cq
alt ⊂ Cq

aller Ketten s ∈ Cq mit s(. . . , ei, ei+1, . . .) = −s(. . . , ei+1, ei, . . .) für alle
i und alle Tupel (e0, . . . , eq) ∈ Eq+1 sowie s(. . . , ei, ei+1, . . .) = 0 für
alle Tupel mit zwei gleichen benachbarten Einträgen ei = ei+1. Man prüft
unschwer, daß sie einen Unterkomplex bilden. Per definitionem stimmt er
in den beiden tiefsten Graden sogar mit unserem ursprünglichen Komplex
überein, genauer und in Formeln gilt C−1

alt = C−1 und C0
alt = C0.

3. Ist zusätzlich eine Anordnung auf E gegeben, so bilden die s ∈ Cq mit
s(e0, . . . , eq) = 0 falls e0 < . . . < eq zusammen mit C−1

× := 0 einen
Unterkomplex Cq

× ⊂ Cq. Ich nenne ihn den Komplex der ungeordneten
Koketten. Bilden wir andererseits die Gruppen

Cq
< = Cq

<M :=
∏

e0<...<eq

M(e0, . . . , eq)

der angeordneten q-Koketten, so liefern die Projektionen auf einen Teil
der Faktoren kurze exakte Sequenzen

Cq
× ↪→ Cq � Cq

<

und der induzierte Randoperator auf Cq
< wird beschrieben durch dieselbe

Formel (ds)(e0, . . . , eq) =
∑q

i=0(−1)iϕs(e0, . . . , êi, . . . , eq) wie oben mit
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dem einzigen Unterschied, daß in diesem Fall nur streng monoton wachsen-
de Tupel zu betrachten sind. Wieder stimmt per definitionem unser neuer
Komplex in den beiden tiefsten Graden mit unserem ursprünglichen Kom-
plex überein, genauer und in Formeln gilt C−1 ∼→ C−1

< und C0 ∼→ C0
<.

Lemma 19.1.4.4 (Vergleich abstrakter Kokettenkomplexe). SeienE eine Men-
ge und (M,ϕ) ein vom System ihrer endlichen Teilmengen indiziertes direktes
System abelscher Gruppen. So gilt in den Notationen aus 19.1.4.3:

1. Die Komposition C∗altM ↪→ C∗M � C∗<M ist ein Isomorphismus von
Komplexen;

2. Beide fraglichen Abbildungen induzieren bereits für sich genommen Iso-
morphismen auf der Kohomologie;

3. Gibt es e ∈ E mit ϕ : M(A)
∼→M(A ∪ {e}) für alle endlichen Teilmengen

A ⊂ E, so sind unsere Komplexe alle drei exakt.

19.1.4.5. Die Aussage des Lemmas gilt analog und mit demselben Beweis für
direkte Systeme in abelschen Kategorien, in denen über Systeme endlicher Teil-
mengen von E indizierte Produkte existieren und kurze exakte Sequenzen zu kur-
zen exakten Sequenzen machen. Insbesondere gelten sie für direkte Systeme in
Abopp und wir erhalten so als Spezialfälle unsere Aussagen 17.1.1.17 über die
Azyklizität von Simplizes.

Beweis. Teil 1 ist offensichtlich. Teil 3 zeigen wir für C∗M , indem wir Abbildun-
gen δ : Cq+1M → CqM erklären durch die Vorschrift

(δs)(e0, . . . , eq) := ϕ−1s(e, e0, . . . , eq)

Damit prüft man unschwer für jede Kokette s die Formel δds + dδs = s. Der
Beweis von Teil 3 fürC∗<M geht genauso, wir müssen nur zuvor bemerken, daß es
nach Teil 1 auf die Anordnung dabei gar nicht ankommt und wir mithin annehmen
dürfen, e sei das kleinste Element von E. Um schließlich Teil 2 zu zeigen, müssen
wir nur nachweisen, daß C∗×M stets exakt ist. Im Spezialfall, daß unser System
M konstant eine abelsche Gruppe G ist, folgt das aus Teil 3 für E 6= ∅ und ist
eh klar für E = ∅. Gegeben eine Teilmenge F ⊂ E und eine abelsche Gruppe G
können wir etwas allgemeiner das direkte System GF betrachten mit GF (B) = G
für B ⊂ F und GF (B) = 0 sonst. Für direkte Systeme der Form M = GF

folgt unsere Behauptung wie im Fall konstanter Systeme. Im allgemeinen läßt
sich jedes System M in eine kurze exakte Sequenz

M ↪→
∏
A∈KE

M(A)A � cok
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von direkten Systemen einbetten, wo A wie angedeutet alle endlichen Teilmen-
gen von E durchläuft. Da C∗× für die Mitte exakt ist nach dem, was wir bereits
bewiesen haben, ergibt sich HqC∗× cok

∼→ Hq+1C∗×M. So folgt dann induktiv
HqC∗×N = 0 für alle direkten Systeme N und alle q.

19.1.4.6. Will man Čech-Kohomologie in Bezug auf eine offene Überdeckung ex-
plizit berechnen, so ist der angeordnete Čech-Komplex ein sehr nützliches Hilfs-
mittel. Um ihn zu konstruieren, wählt man für den zu untersuchenden Raum X
eine offene Überdeckung U ⊂ P(X) und eine totale Ordnung ≤ auf U und bildet
zu jeder abelschen Prägarbe F den Komplex der angeordneten Čech-Koketten

Čq
<(U ;F) :=

∏
U0<...<Uq

F(U0 ∩ . . . ∩ Uq)

Das Produkt läuft wie angedeutet über alle streng monoton wachsenden Folgen
der Länge q+ 1 in U . Das Differential wird definiert durch dieselben Formeln wie
beim Čech-Komplex aus 19.1.3.11.

Korollar 19.1.4.7. SeienX ein topologischer Raum, F darauf eine abelsche Prä-
garbe, U eine offene Überdeckung von X und ≤ eine totale Ordnung auf U . So
induziert die Projektion Č∗(U ;F)� Č∗<(U ;F) auf die entsprechenden Teile der
jeweiligen Produkte Isomorphismen auf der Kohomologie.

Beweis. Das folgt aus unserem allgemeinen Lemma 19.1.4.4 über den Vergleich
abstrakter Kokettenkomplexe.

19.1.5 Čech-Kohomologie der Grade Null und Eins
19.1.5.1 (Nullte Čech-Kohomologie für Prägarben von Mengen). Im Fall einer
Prägarbe F von Mengen kann man immer noch die Menge

Ȟ0(U ;F) :=

{
(sU) ∈

∏
U∈U

F(U)

∣∣∣∣∣ sU |U∩V = sV |U∩V ∀U, V ∈ U

}
bilden. Man setzt dann wieder in derselben Weise

Ȟ0(X;F) := colf Ȟ0(U ;F)

und nennt das die nullte Čech-Kohomologie mit Koeffizienten in der Prägarbe
von Mengen F . Die Restriktionen liefern eine natürliche Abbildung

F(X)→ Ȟ0(U ;F)

Sie ist im allgemeinen weder injektiv noch surjektiv.
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19.1.5.2 (Erste Čech-Kohomologie für nichtabelsche Gruppen-Prägarben).
Im Fall einer Prägarbe von nicht notwendig kommutativen Gruppen erben die
Ȟ0 aus der vorhergehenden Bemerkung noch die Struktur einer Gruppe und wir
können zusätzlich analog zu den Definitionen des ersten Abschnitts und in multi-
plikativer Notation geschrieben die Menge der Čech-1-Kozykel erklären als

Ž1(U ;F) :=

(sUV ) ∈
∏

(U,V )∈U2

F(U ∩ V )

∣∣∣∣∣∣∣∣
Für alle U, V,W ∈ U gilt mit

der Notation D := U ∩ V ∩W
die Identität

sUV |D sVW |D = sUW |D


Zwei derartige 1-Kozykel (sUV ) und (tUV ) heißen kohomolog, wenn es eine Fa-
milie (iU) ∈

∏
U∈U F(U) gibt mit

sUV = (iU |U∩V )tUV (iV |U∩V )−1 ∀U, V ∈ U

Die Relation, kohomolog zu sein, ist dann eine Äquivalenzrelation auf der Menge
Ž1(U ;F) der Čech-1-Kozykel. Die Menge der Äquivalenzklassen notieren wir

Ȟ1(U ;G) := Ž1(U ;G)/ ∼

Sie heißt die erste Čech-Kohomologie für die Überdeckung U mit Koeffizien-
ten in der Prägarbe von Gruppen F . Unser Ȟ1(U ;G) ist im allgemeinen keine
Gruppe, sondern nur eine Menge mit einem ausgezeichneten Punkt, nämlich der
Klasse des trivialen 1-Kozykels. Der Kolimes über alle gesättigten offenen Über-
deckungen liefert dann eine weitere bepunktete Menge

Ȟ1(X;F) := colf Ȟ1(U ;F)

Sie heißt die erste Čech-Kohomologie von X mit Koeffizienten in der Prägar-
be von Gruppen F . Im Fall einer abelschen Prägarbe fallen diese Definitionen
von Ȟ0 und Ȟ1 mit den in 19.1.3.11 gegebenen Definitionen zusammen.
Ergänzung 19.1.5.3 (Klassifikation von Bündeln durch Čech-Kohomologie).
Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so erhalten wir ganz analog wie in
19.1.2.10 Bijektionen

{differenzierbare reelle Geradenbündel auf X} /∼=
∼→ Ȟ1(X; C∞R×)

{differenzierbare komplexe Geradenbündel auf X} /∼=
∼→ Ȟ1(X; C∞C×)

Ist X eine komplex-analytische Mannigfaltigkeit und OX die Prägarbe der kom-
plexwertigen analytischen Funktionen auf X und O×X die Prägarbe der der kom-
plexwertigen analytischen Funktionen ohne Nullstellen mit der Multiplikation als
Verknüpfung, so erhalten wir in derselben Weise eine Bijektion

{analytische komplexe Geradenbündel auf X} /∼=
∼→ Ȟ1(X;O×X)
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Allgemeiner erhalten wir Bijektionen

{differenzierbare n-dimensionale K-Bündel auf X} /∼=
∼→ Ȟ1(X; C∞GL(n;K))

Das triviale Bündel entspricht hier stets der Null beziehungsweise im letzten Fall
dem ausgezeichneten Punkt der bepunkteten Menge Ȟ1.

19.1.5.4 (Bezug zu vorhergehenden Versionen von Ȟ1). Im Fall einer diskre-
ten abelschen Gruppe G fallen die in 19.1.1 definierten Gruppen Ȟ1(U ;G) und
Ȟ1(X;G) mit den hier definierten Gruppen Ȟ1(U ;GX) und Ȟ1(X;GX) zusam-
men. Im Fall einer allgemeinen topologischen abelschen Gruppe G fallen allge-
meiner die in 19.1.1 definierten Gruppen Ȟ1(U ;G) und Ȟ1(X;G) mit den hier
definierten Gruppen Ȟ1(U ; CG) und Ȟ1(X; CG) zusammen.

19.1.5.5 (Nullte Čech-Kohomologie). Sei G eine abelsche topologische Gruppe.
Nach Proposition ?? über die lokale Natur der Stetigkeit liefert die Restriktion
für jede offene Überdeckung U von X Isomorphismen Top(X,G)

∼→ Ȟ0(U ; CG).
Folglich haben wir auch im Kolimes einen Isomorphismus

Top(X,G)
∼→ Ȟ0(X; CG)

Das steht im Gegensatz zur singulären Kohomologie, bei der wir für diskretes
abelsches G vielmehr einen natürlichen Isomorphismus

Ens(π0(X), G)
∼→ H0

sing(X;G)

mit dem Raum den G-wertigen Funktionen auf der Menge π0(X) der Wegzusam-
menhangskomponenten von X haben. Für lokal wegzusammenhängende Räume
X und diskretes abelsches G haben wir jedoch wieder einen kanonischen Isomor-
phismus

Ȟ0(X;GX)
∼→ H0

sing(X;G)

zwischen der nullten Čech-Kohomologie mit Koeffizienten in der Prägarbe GX

und der nullten singulären Kohomologie mit Koeffizienten in G.

Übungen

Übung 19.1.5.6. Das Bilden der Čech-Kohomologie bezüglich einer Überdeckung
U kommutiert mit beliebigen Produkten von abelschen Prägarben. Für die Čech-
Kohomologie selbst ist das im allgemeinen vermutlich falsch.

Übung 19.1.5.7. In der Kategorie der abelschen Prägarben auf einem topologi-
schen Raum gibt es beliebige Produkte und Koprodukte.
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19.2 Abelsche Kategorien und Garben

19.2.1 Wozu Garbenkohomologie?

19.2.1.1. In diesem Abschnitt führen wir die abstrakte Sprache der abelschen Ka-
tegorien ein und besprechen parallel dazu als motivierendes Beispiel die Katego-
rie der abelschen Garben auf einem topologischen Raum. Ich habe versucht, diese
beiden Handlungsstränge insoweit zu entflechten, daß die Abschnitte ohne das
Wort „Garbe“ in der Überschrift auch unabhängig gelesen und verstanden werden
können.

19.2.1.2. Sowohl die Garbenkohomologie als auch die damit verbundenen Me-
thoden der homologischen Algebra sind aus der algebraischen und arithmetischen
Geometrie und darüber hinaus aus weiten Teilen der Mathematik nicht mehr weg-
zudenken. Für manch Einen mag das schon Anlaß genug sein, sich damit zu be-
schäftigen. Ich will im folgenden ausführen, welchen Gewinn man auch in der
„ganz normalen Topologie“ aus diesen Methoden ziehen kann.

19.2.1.3. Als ersten Punkt führe ich eine Variante der langen exakten Kohomo-
logiesequenz an, die Lokalisierungssequenz 19.4.9.18, in der nur absolute Ko-
homologien auftreten. Das erlaubt eine sehr elegante Diskussion von Einbett-
barkeitsproblemen, etwa im Zusammenhang mit dem Satz von Jordan-Brouwer
19.4.10.16 oder mit Alexanderdualität 19.4.10.19 folgende.

19.2.1.4. Als zweiten Punkt beachte man das sehr gute Verhalten in Faserungen.
Zum Beispiel zeigen wir in 19.6.6.14 für ein beliebiges Faserbündel mit zusam-
menziehbarer Faser, daß der Rückzug einen Isomorphismus auf der Kohomologie
liefert. Ich wüßte nicht, wie ich das für die singuläre Kohomologie zeigen sollte,
und ob es da überhaupt stimmt. Diesessehr gute Verhalten in Faserungen hinwie-
derum erlaubt die Konstruktion von äquivarianter Kohomologie und charakteristi-
schen Klassen für beliebige Hauptfaserbündel mit beliebigen topologischen Grup-
pen als Faser auf beliebigen topologischen Räumen, vergleiche 19.7.2.5 folgende.
Es erlaubt auch für rationale Koeffizienten eine Identifikation der Kohomologie
des Quotienten eines topologischen Raums nach einer endlichen Gruppe mit den
Invarianten in der Kohomologie 19.6.6.24, wann immer die Quotientenabbildung
separiert ist, also wirklich in sehr befriedigender Allgemeinheit.

19.2.1.5. Als dritten Punkt führe ich ein besseres Verständnis der Poincaré-Dualität
an, genauer den Nachweis ihrer Interpretation über Schnittpaarung und Schnitt-
produkte, wie sie in 17.4.3.19 und 17.7.4.9 angekündigt wird. Das gelingt jedoch
erst im Vollausbau der Theorie als Konsequenz der Verdier-Dualität und wird in
21.9.10.13 folgende erklärt. Wieder wüßte ich nicht, wie das in der singulären
Theorie in der Allgemeinheit zu machen sein sollte, da man dort zunächst einmal,
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soweit ich sehen kann, tubulare Umgebungen bereitstellen muß. Das mag aber
meiner eigenen Unkenntnis geschuldet sein.

19.2.2 Garben und ihre étalen Räume
19.2.2.1. Alle Prägarben, die bisher von Belang waren, besitzen noch eine zu-
sätzliche Eigenschaft, die es erlaubt, dafür eine geometrische Anschauung zu ent-
wickeln. Diese zusätzliche Eigenschaft, die die „Garben“ unter den Prägarben
auszeichnet, ist im Folgenden von entscheidender Bedeutung.

Definition 19.2.2.2. Eine Garbe F auf einem topologischen Raum X ist eine
Prägarbe von Mengen derart, daß die folgende Verklebungsbedingung erfüllt ist:
Gegeben ein System U ⊂ P(X) von offenen Teilmengen von X und gegeben für
alle U ∈ U Schnitte sU ∈ F(U) mit

sU |U∩V = sV |U∩V ∀ U, V ∈ U

gibt es genau einen Schnitt auf der Vereinigung s ∈ F
(⋃

U∈U U
)

mit

s|U = sU ∀ U ∈ U

Ein Homomorphismus von Garben ist ein Homomorphismus der zugrundelie-
genden Prägarben.

19.2.2.3. Analog definiert man Garben von Gruppen und Ringen und dergleichen
sowie ihre Morphismen. Wir nennen sie auch Gruppengarben beziehungsweise
Ringgarben und reden von Mengengarben, wenn wir betonen wollen, daß wir
Garben von Mengen meinen.

19.2.2.4 (Diskussion der Terminologie). Eine Garbe heißt auf Englisch sheaf
und auf Französisch faisceau. Der Begriff ist in der französischen Mathematik
des zwanzigsten Jahrhunderts entstanden und geht wohl auf eine ältere Verwen-
dung von „faisceau“ für „vernünftige Familien geometrischer Objekte“ zurück.
Zum Beispiel kann man in einer euklidischen Ebene die „Schar aller Kreise“ be-
trachten, die an zwei gegebene Geraden tangential sind, und hätte diese als einen
„faisceau de cercles“ bezeichnet. Bei der Übertragung ins Deutsche und Engli-
sche hat man dann sprachlich verwandte aber mathematisch noch nicht belegte
Begriffe gewählt.

19.2.2.5 (Schnitte einer Garbe über der leeren Menge). Unsere Verklebungs-
bedingung mit U = ∅ dem leeren Mengensystem impliziert, daß eine Garbe von
Mengen F stets genau einen Schnitt über der leeren Menge haben muß, in For-
meln |F(∅)| = 1.
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Ergänzung 19.2.2.6 (Garben mit Werten in einer beliebigen Kategorie). Wir
definieren allgemeiner Garben mit Werten in einer beliebigen Kategorie C als C-
wertige Prägarben F , die zusätzlich die Verklebungsbedingung erfüllen, daß für
jedes gesättigte System U von offenen Teilmengen von X mit Vereinigung V der
offensichtliche Morphismus ein Isomorphismus F(V )

∼→ limU∈U F(U) ist. Für
eine Garbe F mit Werten in C ist insbesondere F(∅) stets final in C.

19.2.2.7 (Notationen für Kategorien von Garben). Die Kategorie der Garben
auf einem Raum X mit Werten in einer Kategorie C notieren wir C/X . Die Ka-
tegorie der Mengengarben auf einem topologischen Raum X notieren wir insbe-
sondere Ens/X . Eine Garbe mit Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen
heißt eine abelsche Garbe. Die Kategorie der abelschen Garben auf einem topo-
logischen Raum X notieren wir entsprechend Ab/X .

19.2.2.8. Gegeben eine Garbe von Mengen F auf einem Raum X und eine offe-
ne Überdeckung U von X liefern die für jede Prägarbe von Mengen definierten
Abbildungen Isomorphismen F(X)

∼→ Ȟ0(U ;F)
∼→ Ȟ0(X;F). Das folgt unmit-

telbar aus den Definitionen.

Beispiel 19.2.2.9. Ist p : E → X eine stetige Abbildung, so erhalten wir eine
Garbe von Mengen S = SE = SXE auf X durch die Vorschrift

S(U) := TopX(U,E) = {s : U → E | s ist stetig und p(s(x)) = x ∀x ∈ U}

mit den offensichtlichen Restriktionsabbildungen. Wir nennen sie die Garbe der
Schnitte von p und erhalten so einen Funktor von der Kategorie der Räume über
unserem Raum in die Kategorie der Garben von Mengen auf unserem Raum

S : TopX → Ens/X

Beispiel 19.2.2.10. Gegeben eine Menge M und ein topologischer Raum X er-
klären wir die konstante Garbe MX als die Garbe der Schnitte von M ×X , wo
M mit der diskreten Topologie zu versehen ist.

Beispiel 19.2.2.11. Die Prägarben GX für eine diskrete Gruppe G oder allgemei-
ner CG,X für eine topologische Gruppe G aus 19.1.3.6 sind Garben von Gruppen.

Beispiel 19.2.2.12. Unsere Prägarben von differenzierbaren oder besser glatten
Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit sind Garben von R-Vektorräumen. Unsere
Wolkenkratzer aus 19.1.3.10 sind Garben.

Beispiel 19.2.2.13. SeiA eine nichttriviale Gruppe undX ein topologischer Raum.
Die Prägarbe, die jeder offenen Teilmenge von X einfach die feste Gruppe A zu-
ordnet, mit der Identität als Restriktion, ist keine Garbe: Der leeren Menge wird
nämlich nicht die triviale Gruppe zugeordnet. Wenn wir unser Beispiel dahin-
gehend abändern, daß wir der leeren Menge ausnahmsweise die triviale Gruppe



3114 KAPITEL 19. GARBENKOHOMOLOGIE

zuordnen, ist unsere Prägarbe immer noch keine Garbe, wenn es in unserem Raum
nichtleere unzusammenhängende offene Teilmengen gibt: Denn dann zerlegen wir
diese in zwei echte disjunkte offene Teilmengen, wählen dort als Schnitte ver-
schiedene Elemente von A und können diese Vorgabe nicht „zu einem Schnitt auf
der ganzen offenen Menge zusammenkleben“.

19.2.2.14. Wir erinnern aus 16.3.1.10, daß eine stetige Abbildung p : E → X
étale heißt, wenn jeder Punkt e ∈ E eine offene Umgebung U ⊂◦ E besitzt, die
von p homöomorph auf eine offene Teilmenge p(U) ⊂◦ X abgebildet wird.

Definition 19.2.2.15. Sei X ein topologischer Raum. Ein étaler Raum E =
(E, p) über X ist ein topologischer Raum E mitsamt einer étalen Abbildung
p : E → X . Ein Morphismus von étalen Räumen über X ist eine stetige
Abbildung, die verträglich ist mit den Projektionen auf X .

19.2.2.16. Jede étale Abbildung ist offen und nach 16.3.1.14 kann eine Verk-
nüpfung gf stetiger Abbildungen mit g étale nur étale sein, wenn auch f étale
ist. Insbesondere ist jeder Morphismus von étalen Räumen offen, speziell also
jeder Schnitt einer étalen Abbildung auf einer offenen Menge.

Satz 19.2.2.17 (Garben und ihre étalen Räume). Für jeden topologischen Raum
X liefert der Funktor S, der jedem Raum über X die Garbe seiner Schnitte zu-
ordnet, eine Äquivalenz von Kategorien

S :

{
étale Räume

über X

}
≈→
{

Garben von Mengen
auf X

}
Beispiele 19.2.2.18. Der étale Raum der GarbeMX istM×X . Der étale Raum des
Wolkenkratzers (Z/2Z)(0) mit Faser Z/2Z am Nullpunkt auf der reellen Gerade
X = R ist die reelle Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt aus 15.1.4.8.

19.2.2.19. Die linke Seite unserer Äquivalenz 19.2.2.17 ist, zumindest nach mei-
nem Geschmack, der Anschauung besser zugänglich und liefert eine sehr transpa-
rente Konstruktion für den „Rückzug“ von Garben, wie wir ihn in 19.7.1.9 ken-
nenlernen werden. Die rechte Seite ist dahingegen technisch besonders gut zu-
gänglich und leicht zu verallgemeinern. Mir scheint die in diesem Satz formulierte
Äquivalenz von Kategorien eine wichtige Brücke in die Anschauung.

Beweis. Der Beweis des vorhergehenden Satzes strukturiert den Rest dieses Ab-
schnitts. Genauer konstruieren wir in 19.2.2.23 einen Funktor ét von Prägarben
auf X zu topologischen Räumen über X und konstruieren in 19.2.2.25 eine Ad-
junktion (ét,S) zwischen ét : pEns/X → TopX und S : TopX → pEns/X . Im
Anschluß daran wird der Beweis dann zu Ende geführt.



19.2. ABELSCHE KATEGORIEN UND GARBEN 3115

Definition 19.2.2.20. Gegeben eine Prägarbe F von Mengen auf einem topolo-
gischen Raum X definieren wir ihren Halm Fx an einer Stelle x ∈ X als den
Kolimes

Fx := colU3xF(U)

Unser Kolimes soll wie angedeutet über alle offenen Umgebungen U ⊂◦ X von
x laufen. Gegeben x ∈ U ⊂◦ X und s ∈ F(U) einen Schnitt bezeichnen wir mit
sx ∈ Fx sein Bild im Halm.

Beispiel 19.2.2.21. Unsere Keime regulärer Funktionen aus 22.3.3.11 sind genau
die Halme der Garbe der regulären Funktionen aus 22.3.1.1.

Ergänzung 19.2.2.22. Gegeben Punkte x, y eines topologischen Raums, von de-
nen einer im Abschluß des anderen liegt, in Formeln x ∈ ȳ, erhalten wir für jede
Prägarbe von Mengen F eine Abbildung Fx → Fy aus der Beobachtung heraus,
daß jede offene Menge um x auch y enthalten muß. Wir nennen sie das Generi-
sieren.

Definition 19.2.2.23. Gegeben ein Prägarbe F von Mengen auf einem topologi-
schen Raum X definieren wir ihren étalen Raum, notiert ét(F) oder kürzer F̄ ,
als die disjunkte Vereinigung ihrer Halme

F̄ :=
⊔
x∈X

Fx

mitsamt der natürlichen Projektion p : F̄ → X . Gegeben U ⊂◦ X und s ∈ F(U)
definieren wir einen Schnitt s̄ : U → F̄ durch s̄(x) = sx. Wir versehen F̄ mit der
Finaltopologie in Bezug auf die Familie aller dieser Abbildungen s̄. Bezeichnet
pEns/X die Kategorie der Prägarben von Mengen auf X, so erhalten wir auf diese
Weise einen Funktor

ét : pEns/X → TopX

19.2.2.24 (Anschauung für étale Räume). Der étale Raum einer Prägarbe von
Mengen ist meiner Anschauung nur schlecht zugänglich. Er wird im allgemeinen
in keinster Weise Hausdorff sein. Ich denke dabei eher an eine Art Blätterteig, der
auf das Backblech projiziert wird.

19.2.2.25 (Der étale Raum als Linksadjungierter des Schnittefunktors). Wir
erhalten eine Adjunktion (ét,S) von Funktoren zwischen pEns/X und TopX ver-
mittels der Abbildungen

pEns/X(F ,SE)→ TopX(étF , E)

gegeben durch ϕ 7→ (ϕ̄ : (sx 7→ ϕ(s)(x))) für x ∈ X und einen und jeden Schnitt
s ∈ F(U) für x ∈ U ⊂◦ X . Die Stetigkeit von ϕ̄ folgt daraus, daß für alle Schnitte
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s ∈ F(V ) mit V ⊂◦ X auch ϕ̄ ◦ s̄ = ϕ(s) : U → E stetig ist. Die Injektivität
unserer Abbildung ϕ 7→ ϕ̄ ist offensichtlich. Die Surjektivität folgt, indem wir
eine Abbildung in die Gegenrichtung konstruieren, und zwar durch Anwenden
des Funktors S und Vorschalten des Morphismus F → S(étF), der durch s 7→ s̄
gegeben wird. Man erkennt unschwer, daß diese Abbildung ein Schnitt und wegen
der Injektivität dann sogar eine Umkehrabbildung ist.

Satz 19.2.2.17 über Garben und ihre étalen Räume, Ende des Beweises. Man erin-
nere aus 16.4.8.15, daß gegeben Funktoren L : A → B und R : B → A und eine
Adjunktion α : L a R und die vollen Unterkategorien

A0 := {A ∈ A | Die Einheit ist ein Iso A ∼→ RLA}
B0 := {B ∈ B | Die Koeinheit ist ein Iso LRB ∼→ B}

unser Funktor L eine Äquivalenz von Kategorien A0
≈→ B0 mit Quasiinversem

R induziert. Nun zeigen wir in 19.2.2.27, daß genau die Räume E ∈ TopX étale
sind, für die unsere Adjunktion einen Isomorphismus ét(SE)

∼→ E induziert, und
in 19.2.2.29, daß genau die Prägarben F ∈ pEns/X Garben sind, für die unsere
Adjunktion einen Isomorphismus F ∼→ S(étF) induziert. Damit ist dann unser
Satz 19.2.2.17 über Garben und ihre étalen Räume bewiesen.

Lemma 19.2.2.26 (Eigenschaften des étalen Raums einer Prägarbe). Sei F
eine Prägarbe von Mengen auf einem Raum X .

1. Die s̄(U) mit U ⊂◦ X und s ∈ F(U) bilden eine Basis für die Topologie des
étalen Raums von F . Insbesondere sind alle derartigen Schnitte s̄ offene
Einbettungen;

2. Die Projektion p : F̄ → X ist étale;

3. Ein Schnitt über V ⊂◦ X in F̄ ist stetig genau dann, wenn jedes x ∈ V
eine offene Umgebung U ⊂◦ V besitzt derart, daß unser Schnitt auf dieser
Umgebung U übereinstimmt mit einem s̄ für geeignetes s ∈ F(U).

Beweis. 1. Wir zeigen zunächst, daß alle s̄(U) offen sind in F̄ . Dazu gilt es nach-
zuweisen, daß W = t̄−1(s̄(U)) offen ist in V, für alle V ⊂◦ X und t ∈ F(V ). Aber
wir haben ja

t̄−1(s̄(U)) = {x ∈ U ∩ V | sx = tx},

und da mit der Beschreibung 17.7.1.15 eines filtrierenden direkten Limes aus
sx = tx folgt s|W = t|W für eine hinreichend kleine offene Umgebung W von x,
ist t̄−1(s̄(U)) in der Tat stets offen in V und damit s̄(U) offen in F̄ . Damit gilt ins-
besondere t̄(W ) = s̄(U) ∩ t̄(V ) für W = t̄−1(s̄(U)) ⊂◦ X, folglich bilden unsere
s̄(U) ein System von offenen Mengen, das stabil ist unter endlichen Schnitten. Für
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die von diesem Mengensystem erzeugte Topologie sind aber bereits alle s̄ stetig,
folglich muß es sich dabei um die Finaltopologie handeln.

2. Der zweite Teil des Lemmas folgt sofort aus dem ersten.

3. Für den dritten Teil bemerken wir, daß offensichtlich jeder Schnitt mit besagter
Eigenschaft stetig ist. Ist umgekehrt t : V → F̄ ein Schnitt und ist x ∈ V gege-
ben, so hat t(x) ∈ Fx die Gestalt t(x) = sx für geeignetes s ∈ F(W ) undW ⊂◦ V
eine Umgebung von x. Ist t stetig, so folgt U = t−1(s̄(W )) ⊂◦ V, und das ist die
gesuchte offene Umgebung von x mit t|U = s̄ für s = s|U .

Lemma 19.2.2.27. Genau dann ist eine stetige Abbildung p : E → X étale, wenn
die Adjunktion einen Isomorphismus ét(SE)

∼→ E liefert.

Beweis. Nach 19.2.2.26 ist die linke Seite auch étale über X . Liefert die Adjunk-
tion einen Isomorphismus, so ist folglich auch E selbst étale, und ist umgekehrt E
selbst étale, so reicht es nach 19.2.2.16 zu zeigen, daß unsere Adjunktionsabbil-
dung bijektiv ist alias daß sie Bijektionen auf allen Halmen induziert. Da p étale
ist, gibt es für jedes e ∈ E eine offene Umgebung U von x = p(e) und einen
Schnitt s : U → E mit s(x) = e. Also ist unsere Abbildung auf den Halmen
surjektiv. Ist V ⊂◦ X eine weitere offene Umgebung von p(e) und t ∈ F(V ) ein
weiterer Schnitt mit t(x) = e, so stimmen s und t notwendig überein auf der nach
19.2.2.16 offenen Umgebung W = p(s(U) ∩ t(V )) von x in X . Also ist unsere
Abbildung auf den Halmen auch injektiv.

Lemma 19.2.2.28. 1. Stimmen zwei Schnitte einer Garbe auf allen Halmen
überein, so sind sie gleich;

2. Induziert ein Morphismus von Garben Bijektionen auf allen Halmen, so ist
er ein Isomorphismus.

Beweis. Die Herleitung der ersten Aussage bleibt dem Leser überlassen. Für den
Nachweis der zweiten Aussage sei F → G unser Morphismus. Aus 1 folgt, daß
für alle U ⊂◦ X die induzierte Abbildung F(U)→ G(U) injektiv ist. Wir müssen
zeigen, daß diese Abbildungen auch surjektiv sind. Gegeben s ∈ G(U) gibt es
jedoch für alle x ∈ U ein tx ∈ Fx mit tx 7→ sx. Dies tx ist der Halm eines
Schnitts t(x) ∈ F(U(x)) für eine geeignete offene Umgebung U(x) ⊂◦ U von x,
und wenn wir U(x) hinreichend klein wählen, dürfen wir annehmen t(x)|U(x) 7→
s|U(x). Dann aber erfüllen die t(x) aber die Verklebungsbedingung und verkleben
zu einem Schnitt t ∈ F(U) mit t 7→ s.

Lemma 19.2.2.29. Genau dann ist eine Prägarbe F eine Garbe, wenn die Ad-
junktion einen Isomorphismus F ∼→ S(étF) liefert.
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Beweis. Die rechte Seite ist stets eine Garbe, ja sogar S(E) ist eine Garbe für je-
desE ∈ TopX . Liefert die Adjunktion einen Isomorphismus, so ist demnach auch
F eine Garbe, und ist umgekehrt F eine Garbe, so müssen wir nach 19.2.2.28
nur zeigen, daß unser Morphismus auf allen Halmen Bijektionen induziert oder
gleichbedeutend, daß er unter ét eine Bijektion liefert. Nach der Dreiecksidentität
für adjungierte Funktoren 16.4.8.1 faktorisiert jedoch die Identität auf étF in ka-
nonischer Weise als étF → ét(S(étF))→ étF , und nach 19.2.2.27 angewandt
auf E = étF ist hier die zweite Abbildung ein Isomorphimus. Dasselbe gilt dann
auch für die erste Abbildung und das Lemma folgt.

19.2.2.30. Ist F eine Garbe von Funktionen auf X, zum Beispiel die Garbe der
differenzierbaren Funktionen auf einer offenen Teilmenge des Rn oder allgemei-
ner einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, so nennt man die Elemente der Hal-
me Fx meist Funktionskeime, in unserem Beispielfall also „Keime differenzier-
barer Funktionen an der Stelle x“.

19.2.2.31. Der étale Raum der Garbe der stetigen reellwertigen Funktionen auf
R ist nicht Hausdorff: Die Nullfunktion und die Funktion x 7→ max{x, 0} haben
verschiedene Keime an der Stelle Null, aber dieselben Keime an allen echt ne-
gativen Stellen. Die beiden Keime an der Stelle Null lassen sich also nicht durch
offene Umgebungen im étalen Raum trennen.

Ergänzung 19.2.2.32. Der étale Raum ét(Oan) der Garbe Oan der holomorphen
Funktionen auf C ist Hausdorff aufgrund der Eindeutigkeit der lokalen analyti-
schen Fortsetzung. Die Zusammenhangskomponente eines Funktionskeims f ∈
ét(Oan) wird dann eine Riemann’sche Fläche im Sinne von 22.3.2.4 vermittels
der finalen Struktur im Sinne von 22.3.1.11 zur Familie der Schnitte auf offe-
nen Teilmengen der komplexen Zahlenebene. Diese Riemann’sche Fläche heißt
die Riemann’sche Fläche des Funktionskeims f . Zum Beispiel erhalten wir als
Riemannsche Fläche der durch die Eigenschaft n

√
1 = 1 ausgezeichneten stetigen

n-ten Wurzel in einer Umgebung der Eins eine zusammenhängende n-blättrige
Überlagerung von C×. Es ist auch klar, daß zu jedem Funktionskeim an einer vor-
gegebenen Stelle die Riemannsche Fläche jedes Stammfunktionskeims an besag-
ter Stelle eine Überlagerung der Riemannschen Fläche unseres Funktionskeims
selber ist.

Definition 19.2.2.33. Sei F eine Garbe von Mengen auf einem Raum X und
p : F̄ → X ihr étaler Raum. Gegeben eine beliebige Teilmenge A ⊂ X setzen
wir

F(A) = Γ(A;F) := {s : A→ F̄ | s ist stetig und p(s(x)) = x ∀x ∈ A}

und nennen die Elemente dieser Menge die Schnitte von F über A. Per defini-
tionem haben wir zum Beispiel Fx = F({x}) für alle x ∈ X .
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19.2.2.34. Im Gegensatz zu Prägarben können wir also bei Garben Schnitte über
beliebigen, nicht notwendig offenen Mengen betrachten. Die Schnitte einer Garbe
F über dem ganzen Raum nennen wir auch die globalen Schnitte unserer Garbe
und notieren sie

F(X) = Γ(X;F) = ΓF
19.2.2.35 (Einschränkung einer Garbe). Sei F eine Garbe von Mengen auf ei-
nem Raum X und p : F̄ → X ihr étaler Raum. Gegeben eine Teilmenge Z ⊂ X
definieren wir die Garbe F|Z auf dem Raum Z als die Garbe der Schnitte im nach
16.3.1.24 étalen Raum p−1(Z) → Z und nennen sie die Einschränkung von F
auf Z. Die offensichtliche Abbildung liefert dann eine Bijektion

Γ(Z;F|Z)
∼→ Γ(Z;F)

zwischen dem Raum der globalen Schnitte der Einschränkung und dem Raum der
Schnitte über Z der ursprünglichen Garbe.

Lemma 19.2.2.36. Gegeben ein topologischer RaumX besitzt der offensichtliche
Einbettungsfunktor Ens/X

∼
↪→ pEns/X von den Garben in die Prägarben einen

Linksadjungierten, die Garbifizierung F 7→ F+.

19.2.2.37. Der Formalismus der adjungierten Funktoren 16.4.8.1 liefert uns dann
für jede Prägarbe G einen kanonischen Morphismus G → G+ derart, daß jeder
Morphismus G → F in eine Garbe F in eindeutiger Weise über G → G+ faktori-
siert. Des weiteren folgt aus der Volltreuheit des Einbettungsfunktors mit 16.4.3.9,
daß für jede GarbeF der kanonische Morphismus einen IsomorphismusF ∼→ F+

liefert. Explizit ist das genau der Isomorphismus 19.2.2.29.

19.2.2.38. In der folgenden Darstellung finde ich es ziemlich verwirrend, wenn
bei Garben der Zusatz „Prä“ begriffserweiternd wirkt und bei topologischen Räum-
en über einem weiteren Raum der Zusatz „étale“ begriffsverengend. Ich benutze
deshalb auch noch die alternative Notation

gpEns/X = Ens/X

für „Garbenprägarben“ auf einem topologischen Raum X .

Beweis. Wir notieren étTopX ⊂ TopX die volle Unterkategorie aller étalen Räume
über X und betrachten das Diagramm von Funktoren

pEns/X
ét //

étTopX
S
≈
//

S
oo gpEns/X

ét
oo

Oben steht dabei immer der Linksadjungierte, auf der linken Seite wegen unserer
allgemeinen Adjunktion 19.2.2.25, und auf der rechten Seite, weil die Funktoren
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Eine abelsche Garbe auf der Zahlengerade, deren Halme alle freie abelsche
Gruppen vom Rang Eins sind, braucht noch lange nicht konstant zu sein.
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zueinander quasiinverse Äquivalenzen von Kategorien sind. Die Verknüpfung in
der unteren Horizontale ist nun isomorph zum Einbettungsfunktor und die Verk-
nüpfung in der oberen Horizontale wird so ein Linksadjungierter des Einbettungs-
funktors, eben unsere Garbifizierung.

Ergänzung 19.2.2.39 (Étalisierung). Wir notieren weiter étTopX ⊂ TopX die
volle Unterkategorie aller étalen Räume überX und Ens/X = gpEns/X ⊂ pEns/X
die volle Unterkategorie aller Garben alias Garbenprägarben und betrachten das
Diagramm von Funktoren

étTopX
S
≈
//

gpEns/X
ét
oo

ét //
TopX

S
oo

Oben steht dabei immer der Linksadjungierte, auf der rechten Seite wegen unse-
rer allgemeinen Adjunktion 19.2.2.25, und auf der linken Seite, weil die Funkto-
ren zueinander quasiinverse Äquivalenzen von Kategorien sind. Die Verknüpfung
in der oberen Horizontale ist nun isomorph zum Einbettungsfunktor. Die Verk-
nüpfung in der unteren Horizontale wird so ein Rechtsadjungierter des Einbet-
tungsfunktors, den wir die Étalisierung nennen und éts := ét ◦S notieren. Zu
jeder stetigen Abbildung Y → X alias Y ∈ TopX können wir so die étale Abbil-
dung éts(Y ) ∈ étTopX bilden, die über Y → X in natürlicher Weise faktorisiert,
und gegeben E ∈ étTopX faktorisiert jeder Morphismus in TopX(E, Y ) auf ge-
nau eine Weise über éts(Y ). Für Y étale über X ist der natürliche Morphismus
ein Isomorphismus éts(Y )

∼→ Y .

Beispiel 19.2.2.40 (Konstante Garben). Der Funktor Ens → Ens/X der kon-
stanten Garbe aus 19.2.2.10 gegeben durch M 7→ MX ist linksadjungiert zum
Funktor Γ der globalen Schnitte vermittels der durch die offensichtlichen Abbil-
dungen M → ΓMX induzierten Bijektionen

Ens/X(MX ,F)
∼→ Ens(M,ΓF)

Das folgt sofort aus unserem Satz 19.2.2.17 über Garben und ihre étalen Räume.
Das Exponentialgesetz für Mengen induziert sogar für jeden Raum E über X und
jede diskrete MengeM eine Bijektion TopX(M×X,E)

∼→ Ens(M,TopX(X,E)).
Für X 6= ∅ ist unser Funktor (M 7→ MX) treu und für X zusammenhängend so-
gar volltreu. Eine Garbe von Mengen heißt konstant, wenn sie zu einer Garbe der
GestaltMX isomorph ist. Bezeichne Ensk

/X ⊂ Ens/X die volle Unterkategorie der
konstanten Garben. Ist X zusammenhängend, so liefert unser Funktor M 7→ MX

mithin eine Äquivalenz von Kategorien

Ens
≈→ Ensk

/X
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Die GarbeMX für die einpunktige MengeM ist das finale Objekt von Ens/X . Wir
notieren es auch ens/X . Analoges gilt für Garben von Gruppen und Ringen. Ins-
besondere ist der Funktor Ab→ Ab/X gegeben durch (A 7→ AX) linksadjungiert
zum Funktor der globalen Schnitte und treu für X 6= ∅ und volltreu für X zusam-
menhängend. Die Objekte seines wesentlichen Bildes heißen konstante abelsche
Garben. Notieren wir Abk

/X ⊂ Ab/X Kategorie der konstanten abelschen Garben
aus X , so liefert unser Funktor für zusammenhängendes X eine Äquivalenz von
Kategorien

Ab
≈→ Abk

/X

Übungen

Übung 19.2.2.41. Sei X ein Raum und F ∈ Ens/X eine Mengengarbe. Gibt es
eine TeilmengeM ⊂ F(X) mitM ∼→ Fx ∀x ∈ X , so istF eine konstante Garbe.

Übung 19.2.2.42 (Verallgemeinerte Garbifizierung). Gegeben ein topologischer
Raum X mit einer Basis B der Topologie zeige man, daß das Vorschalten von
B ↪→ Off(X) einen volltreuen Funktor

Ens/X
∼
↪→ Cat(Bopp,Ens)

liefert und daß auch dieser Funktor einen Linksadjungierten besitzt. Hinweis: Man
konstruiert den Linksadjungierten analog vor wie im Fall B = Off(X). Man mag
einen Funktor F : Bopp → Ens eine Prägarbe auf B nennen und unseren Links-
adjungierten die Garbifizierung.

Übung 19.2.2.43. Gegeben ein Schnitt einer étalen Abbildung ist die Menge aller
Punkte, an denen er stetig ist, stets offen.

Übung 19.2.2.44 (Produkte und Koprodukte von Garben). In der Kategorie der
Garben auf einem topologischen Raum gibt es beliebige Produkte. Diese stimmen
überein mit den Produkten in der Kategorie der Prägarben, aber der étale Raum
eines Produkts ist im Fall unendlicher Produkte nicht notwendig das Faserprodukt
der étalen Räume. In der Kategorie der Garben auf einem topologischen Raum
gibt es beliebige Koprodukte. Diese stimmen überein mit den Koprodukten in der
Kategorie der Räume über der Basis, aber nicht mit Koprodukten in der Kategorie
der Prägarben.

Weiterführende Übung 19.2.2.45 (Gruppengarben als Gruppenobjekte). Sei
ein fester topologischer Raum X gegeben. Wir erinnern aus 9.1.2.1 die Konzepte
der Monoidobjekte, Abmonoidobjekte, Gruppenobjekte und abelschen Gruppen-
objekte in einer Kategorie mit endlichen Produkten. Man konstruiere Isomorphis-
men von Kategorien

Mon(Ens/X)
∼→ Mon/X Grp(Ens/X)

∼→ Grp/X Ab(Ens/X)
∼→ Ab/X
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zwischen der Kategorie der Monoidobjekte der Kategorie der Mengengarben und
der Kategorie der Garben von Monoiden und dergleichen.

Übung 19.2.2.46 (Morphismen aus dem leeren Produkt). Das leere Produkt
alias finale Objekt in der Kategorie Ens/X der Garben auf einem topologischen
Raum X ist die konstante Garbe ens/X mit id : X → X als étalem Raum. Das
Auswerten auf dem einzigen Schnitt der konstanten Garbe liefert für jede weitere
Garbe F eine Bijektion

Ens/X(ens/X ,F)
∼→ Γ(X;F)

Übung 19.2.2.47 (Multihom der kartesischen Schmelzkategorie der Garben).
In der kartesischen Schmelzkategorie kart(Ens/X) der Garben auf einem topolo-
gischen Raum X erhält man ein Multihom durch die Vorschrift

(GVF)(U) := Ens/U(G1|U g . . .g Gr|U ,F|U)

für G = G1g. . .gGr undU ⊂◦ X . In dieser Terminologie können wir die Beschrei-
bung der globalen Schnitte aus der vorhergehenden Übung auch umschreiben zu
einer ausgezeichneten Bijektion

Ens/X(g,F)
∼→ Γ(X;F)

zwischen den Leerverschmelzungen nach F und den globalen Schnitten von F .

Übung 19.2.2.48. In der Kategorie der abelschen Garben auf einem topologischen
Raum gibt es beliebige Produkte, und diese stimmen überein mit den Produkten in
der Kategorie der Prägarben. Die Konstruktion direkter Summen diskutieren wir
in 19.2.6.6.

Übung 19.2.2.49 (Halm von Produkt und Produkt der Halme). Der Halm ei-
nes Produkts von Garben ist nicht notwendig das Produkt der Halme: Zum Bei-
spiel betrachte man auf R das Produkt der Wolkenkratzer mit Halm K an den
Stellen 1/n mit n ≥ 1 und zeige, daß sein Halm im Ursprung der Quotient(∏

n≥1K
)
/
(⊕

n≥1K
)

ist. Oder man betrachte auf R das Produkt der Garben Fn
mit étalen Räumen den disjunkten Vereinigungen Rt (−1/n, 1/n) für natürliche
Zahlen n ≥ 1 und den offensichtlichen Abbildungen nach R. Im Fall endlicher
Produkte ist aber der étale Raum des Produkts in der Tat das Faserprodukt der
étalen Räume der Faktoren.

Ergänzende Übung 19.2.2.50. Sei f : Y → X stetig und U ⊂ P(X) eine offene
Überdeckung. Man zeige: Genau dann ist f étale, wenn f : f−1(U)→ U étale ist
für alle U ∈ U .

Ergänzende Übung 19.2.2.51. Man zeige, daß die Halme der Wolkenkratzergarbe
A(x) gerade die MengeA selbst sind an allen Stellen, die im Abschluß des Punktes
x liegen, und daß sie sonst einelementig sind.
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Ergänzende Übung 19.2.2.52. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer of-
fenen Teilmenge U ⊂◦ X ist die Einbettung étale und mithin der étale Raum einer
Garbe von Mengen. Deren Halme sind einelementig an allen Punkten x ∈ U und
leer an allen Punkten x 6∈ U . Im Fall eines offenen aber nicht abgeschlossenen
Punktes ist diese Garbe damit „stärker lokalisiert“ als die Wolkenkratzergarbe an
besagtem Punkt.

Übung 19.2.2.53. SeiX ein topologischer Raum und x ∈ X ein Punkt. Der Halm-
funktor Ab/X → Ab, F 7→ Fx hat als Rechtsadjungierten den Wolkenkratzer-
funktor A 7→ A(x). Sehr viel allgemeinere Resultate in dieser Richtung werden
wir in 19.4.3.13 kennenlernen.

Ergänzende Übung 19.2.2.54 (Garben auf teilgeordneten Mengen). Sei eine
teilgeordnete Menge (A,≤) gegeben. Wir versehen sie mit ihrer Ordnungstopo-
logie nach 15.1.1.24, in der also genau die Teilmengen offen sind, die mit einem
Element auch jedes kleinere enthalten. Wir versehen sie auch mit der durch die
Teilordnung gegebenen Kategorienstruktur im Sinne von 4.7.1.8, Morphismen ge-
hen hier von größeren zu kleineren Objekten. Man zeige, daß wir eine Äquivalenz
von Kategorien

Ens/A
≈→ Cat(A,Ens)

erhalten zwischen der Kategorie der Garben auf der MengeAmit ihrer Ordnungs-
topologie und der Kategorie der Funktoren von A in die Kategorie der Mengen,
indem wir zu jeder Garbe F den Funktor bilden, der jedem Punkt x ∈ A seinen
Halm Fx und jedem Morphismus x ≥ y die von x ∈ ȳ nach 19.2.2.22 induzierte
Generisierungsabbildung Fx → Fy zwischen den Halmen zuordnet.

Übung 19.2.2.55. Auf einem zusammenhängenden Raum X ist das Bilden des
Halms an einem beliebigen aber festen Punkt eine Äquivalenz zwischen der vol-
len Unterkategorie in Ensk

/X ⊂ Ens/X der konstanten Garben auf X und der Ka-
tegorie der Mengen. Auf einem einfach zusammenhängenden Raum ist jede lokal
konstante Garbe konstant. Hinweis: Existenz- und Eindeutigkeitssätze für Hoch-
hebungen aus der Überlagerungstheorie 16.3.4.10 und 16.3.4.13. Ich ergänze, daß
nach 16.5.3.7 jeder zusammenziehbare Raum einfach zusammenhängend ist.

Übung 19.2.2.56. Ist F eine abelsche Prägarbe, so ist die Garbifizierung F+ in
natürlicher Weise eine abelsche Garbe und wir erhalten so einen Linksadjungier-
ten des Einbettungsfunktors Ab/X ↪→ pAb/X .

Übung 19.2.2.57. Sei F eine abelsche Prägarbe. Genau dann wird ein Schnitt
s ∈ F(V ) in der Garbifizierung zu Null, wenn es eine offene Überdeckung V =⋃
U∈U U von V gibt mit s|U = 0 für alle U ∈ U .

Übung 19.2.2.58. Für jede MengengarbeF induziert der kanonische Morphismus
in die Garbifizierung F → F+ Bijektionen auf allen Halmen.
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Übung 19.2.2.59. Sei F eine Garbe von Mengen auf einem topologischen Raum
X und sei K ⊂ X eine beliebige Teilmenge. Stimmen die Restriktionen zweier
globaler Schnitte s, t ∈ F(X) auf K überein, so stimmen bereits ihre Restriktio-
nen auf eine offene Umgebung U von K in X überein.

Übung 19.2.2.60. Gegeben ein topologischer Raum X hat das Vergessen der Ad-
dition pAb/X → pEns/X als Linksadjungierten den Funktor der freien abel-
schen Prägarbe, der einer Prägarbe von Mengen F ∈ pEns/X mit U 7→ F(U)
die Prägarbe pZF von abelschen Gruppen zuordnet, die gegeben wird durch
U 7→ Z(F(U)) mit ZM der freien abelschen Gruppe über einer Menge M . Der
Vergißfunktor Ab/X → pEns/X hat folglich als Linksadjungierten den Funktor
der freien abelschen Garbe F 7→ ZF := (pZF)+, die wir erhalten als die Gar-
bifizierung der freien abelschen Prägarbe. Der Vergißfunktor Ab/X → Ens/X hat
denselben Linksadjungierten.

Übung 19.2.2.61. Gegeben X ein lokal kompakter Hausdorffraum betrachte man
die Kategorie KompX der kompakten Teilmengen von X mit den Inklusionen als
Morphismen. Wir erhalten dann einen volltreuen Funktor

Sc : Ens/X
∼
↪→ Cat(Kompopp

X ,Ens)

durch die Vorschrift Sc : F 7→ (K 7→ Γ(K;F)). Hinweis: Man konstruiere zu
einem Morphismus rechts eine Abbildung auf den étalen Räumen links und zeige
deren Stetigkeit.

Übung 19.2.2.62. Gegeben X ⊃ Z ein topologischer Raum mit einer dichten
Teilmenge läßt sich jeder stetige Schnitt von Z in eine konstante Garbe auf X
stetig auf eine offene Teilmenge vonX fortsetzen. Das habe ich von Olaf Schnürer
gelernt.

Ergänzende Übung 19.2.2.63 (Nichtfortsetzbarkeit in Hausdorffräumen). Hier
kommt ein Beispiel für einen Schnitt einer Garbe auf einer Teilmenge eines Haus-
dorffraums, der sich nicht stetig auf eine offene Umgebung unserer Teilmenge
fortsetzen läßt. Man sucht einen Raum X mit einer diskreten abgeschlossenen
Teilmenge A ⊂ X derart, daß es keine paarweise disjunkten offenen Umgebun-
gen Ua ⊂◦ X der Punkte von A gibt. Dann ist

⊔
a∈AX\(A\a) → X eine étale

Abbildung und a 7→ a ∈ X\(A\a) ein stetiger Schnitt auf A, der nicht stetig auf
eine offene Umgebung von A fortgesetzt werden kann. Man erhält ein mögliches
Paar A ⊂ X , indem man X := R setzt und A := {1/n | n ∈ Z>0} ∪ {0} und
die kleinste Topologie auf R betrachtet, die die natürliche Topologie umfaßt und
bei der zusätzlich R\{1/n | n ∈ Z>0} offen ist. Das alles habe ich von Martin
Ziegler gelernt.
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19.2.3 Kerne und Kokerne in Kategorien

19.2.3.1. Im folgenden wird es sich als nützlich erweisen, in der Kategorie der
abelschen Garben auf einem topologischen Raum homologische Algebra zu trei-
ben. In diesem Abschnitt beginnen wir damit, für dieses Vorhaben einen begriff-
lichen Rahmen zu zimmern. Bei vielen konkreten Beispielen wie etwa der Kate-
gorie aller abelschen Gruppen muß man sich, wenn man es ganz genau nimmt,
ein Universum hinzudenken und erst die Gesamtheit aller Strukturen der fragli-
chen Art, deren Grundmengen zu besagtem Universum gehören, bilden dann eine
Kategorie im Sinne unserer Definitionen.

Definition 19.2.3.2. Ein Objekt einer Kategorie heißt ein Nullobjekt, wenn es
final und initial ist. Existiert ein Nullobjekt, so ist es eindeutig bis auf eindeutigen
Isomorphimus. Wir sprechen deshalb meist von dem Nullobjekt und notieren es
0. Gegeben zwei Objekte A,B in einer Kategorie mit Nullobjekt nennen wir den
Morphismus A → B, der über das Nullobjekt faktorisiert, den Nullmorphismus
und notieren ihn 0 : A→ B.

Beispiel 19.2.3.3. In der Kategorie Grp der Gruppen ist jede einelementige Grup-
pe ein Nullobjekt. In der Kategorie Mon der Monoide ist jedes einelementige
Monoid ein Nullobjekt. In der Kategorie Ens∗ der bepunkteten Mengen ist jede
einpunktige Menge final und initial, als da heißt, ein Nullobjekt. Dasselbe gilt in
der Kategorie Top∗ der bepunkteten topologischen Räume. Noch allgemeiner ist
für jede Kategorie C mit finalem Objekt pt in der Kategorie Cpt aller Objekte unter
pt die Identität pt→ pt ein Nullobjekt.

Definition 19.2.3.4. Sei f : B → C ein Morphismus in einer Kategorie mit
Nullobjekt.

1. Ein Kern von f ist ein Morphismus i : (ker f)→ B mit fi = 0 derart, daß
jeder Morphismus g : A → B mit fg = 0 eindeutig faktorisiert über i, als
da heißt, es gibt genau einen Morphismus g̃ : A→ (ker f) mit g = ig̃;

2. Ein Kokern von f ist dual ein Morphismus p : C → (cok f) mit pf = 0
derart, daß jeder Morphismus g : C → D mit gf = 0 eindeutig faktorisiert
über p : C → (cok f);

3. Einen Kokern eines Kerns von f nennen wir auch ein Bild von f und notie-
ren es B → (im f);

4. Einen Kern eines Kokerns von f nennen wir dual ein Kobild von f und
notieren es (coim f)→ C.
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19.2.3.5. Per definitionem sind Kerne und Kokerne und ebenso Bilder und Kobil-
der eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus, falls sie existieren. Wir sprechen
deshalb meist von dem Kern, dem Kokern etc.

Definition 19.2.3.6. Ein Morphismus g : B → C in einer Kategorie heißt ein
Monomorphismus oder Mono und als Adjektiv mono, wenn für zwei beliebige
Morphismen f, f ′ : A → B aus gf = gf ′ schon folgt f = f ′. Wir notieren
Monomorphismen oft ↪→.

Definition 19.2.3.7. Ein Morphismus g : B → C in einer Kategorie heißt ein Epi-
morphismus oder Epi und als Adjektiv epi, wenn für zwei beliebige Morphismen
h, h′ : C → D aus hg = h′g schon folgt h = h′. Wir notieren Epimorphismen oft
�.

19.2.3.8. Gegeben eine Kategorie mit Nullobjekt und eine Objektfamilie (Xi)i∈I ,
für die Koprodukt und Produkt existieren, können wir einen Morphismus

ϕ :
⊔

Xi →
l

Xi

angeben durch die Bedingung pri ◦ϕ ◦ ini = id ∀i und pri ◦ϕ ◦ inj = 0 für i 6= j.
Wir nennen ihn den natürlichen Morphismus.

Übungen

Übung 19.2.3.9. Gegeben eine Kategorie mit Nullobjekt ist die Verknüpfung von
rechts oder links eines Nullmorphismus mit einem anderen Morphismus stets wie-
der ein Nullmorphismus.

Übung 19.2.3.10. Die Verknüpfung von zwei Monos ist mono. Ist eine Verk-
nüpfung hg mono, so auch g. Die Verknüpfung von zwei Epis ist epi. Ist eine
Verknüpfung gf epi, so auch g.

Übung 19.2.3.11. Ein Funktor L mit Rechtsadjungiertem R ist genau dann treu,
wenn die Einheiten der Adjunktion M → RLM alle Monomorphismen sind. Ein
Funktor R mit Linksadjungiertem L ist genau dann treu, wenn die Koeinheiten
der Adjunktion LRM →M alle Epimorphismen sind.

Übung 19.2.3.12. Ist in einem kartesischen Diagramm ein Ausgangsmorphismus
mono, so auch der induzierte gegenüberliegende Morphismus aus dem Faserpro-
dukt. Man formuliere auch die duale Aussage.

Übung 19.2.3.13. In einer Kategorie mit Nullobjekt zeige man die folgenden Aus-
sagen und formuliere ihre Dualen: (1) Der Kern eines Nullmorphismus ist die
Identität auf dem Ausgangsobjekt. Ein Morphismus mit Kern 0 induziert einen
Isomorphismus auf sein Bild. (2) Besitzt f : A → B einen Kern und ist g :
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B → C ein Mono, so haben wir ker f = ker gf . (3) Gegeben ein kartesisches
Diagramm ist jeder Kern eines Morphismus im Diagramm auch ein Kern des ge-
genüberliegenden Morphismus.

Übung 19.2.3.14. Seien C eine Kategorie und X ∈ C ein Objekt. Die volle Unter-
kategorie von CX aller Monomorphismen nach X notieren wir C⊂X und nennen
sie die Kategorie der Monos nach X . Man zeige: In der Kategorie der Monos
nach X gibt es zwischen je zwei Objekten höchstens einen Morphismus. Gibt es
insbesondere Morphismen in beide Richtungen Y → Z und Z → Y , so sind diese
zueinander inverse Isomorphismen. Eine Isomorphieklasse in C⊂X nennen wir ein
Unterobjekt von X oder ausführlicher ein kategorisches Unterobjekt von X .
Auf der Menge Unt(X) der Unterobjekte von X erhalten wir eine Teilordnung
durch die Vorschrift, daß [Y ] ≤ [Z] gilt genau dann, wenn es einen Morphismus
Y → Z in CX gibt. Vielfach lassen wir die eckigen Klammern in der Notation von
Unterobjekten aber auch weg.

19.2.3.15 (Unter-was-auch-immer). Die Terminologie ist hier nicht vollständig
kohärent. Untergruppen, Untervektorräume und Unterkörper sind im Wesentli-
chen dasselbe wie kategorische Unterobjekte in der entsprechenden Kategorie.
Untermannigfaltigkeiten oder Untervarietäten dahingegen sind es nicht.

19.2.4 Präabelsche Kategorien
19.2.4.1. Sei C eine Kategorie mit Nullobjekt. Wir erinnern die Definition 19.2.3.4
von Kern, Bild, Kokern und Kobild. Per definitionem sind Kerne stets Monos und
Kokerne stets Epis. Für jeden Morphismus f : A→ B mit Kern, Bild, Kokern und
Kobild gibt es genau einen Morphismus im f → coim f, mit dem das folgende
Diagramm kommutativ wird:

ker f ↪→ A � im f
↓ ↓

cok f � B ←↩ coim f

Definition 19.2.4.2. Eine Kategorie heißt präabelsch genau dann, wenn sie (1)
ein Nullobjekt besitzt, wenn (2) jeder Morphismus einen Kern und einen Kokern
hat und wenn zusätzlich (3) für jeden Morphismus f der induzierte Morphismus
nach 19.2.4.1 ein Isomorphismus im f

∼→ coim f ist.

Ergänzung 19.2.4.3 (Diskussion der Terminologie). Iversen [Ive87] nennt unse-
re präabelschen Kategorien exakt und übernimmt damit in etwa die Terminolo-
gie von Buchsbaum [Buc55], der allerdings von seinen exakten Kategorien etwas
mehr fordert als Iversen. In der Literatur versteht man unter einer exakten Katego-
rie inzwischen fast immer abweichend davon eine exakte Kategorie im Sinne von
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Quillen [Qui73]. Die Terminologie „präabelsch“ führe ich ein, um diese Inkonsis-
tenzen aufzulösen. Wir werden in 19.3.1 in beliebigen präabelschen Kategorien
zu jeder kurzen exakten Sequenz von Kettenkomplexen die lange exakte Homo-
logiesequenz herleiten.

Beispiele 19.2.4.4. Die Kategorie aller abelschen Gruppen ist präabelsch. Die Ka-
tegorie aller Gruppen besitzt zwar ein Nullobjekt und zu jedem Morphismus Kern
und Kokern, ist jedoch nicht präabelsch. Die Kategorie aller Moduln über einem
festen Grundring ist präabelsch.

Beispiel 19.2.4.5. Die opponierte Kategorie einer präabelschen Kategorie ist auch
eine präabelsche Kategorie.

Definition 19.2.4.6. Eine Sequenz A
f→ B

g→ C in einer präabelschen Kategorie
heißt exakt, wenn gilt gf = 0 und wenn zusätzlich die induzierte Abbildung
im f → ker g ein Isomorphismus ist. Sie heißt eine kurze exakte Sequenz, wenn
zusätzlich f mono ist und g epi. Eine längere Sequenz heißt exakt, wenn sie exakt
ist an jeder Stelle.

Beispiel 19.2.4.7. Eine exakte Sequenz ist offensichtlich auch exakt in der oppo-
nierten Kategorie.

Definition 19.2.4.8. Ein Funktor zwischen präabelschen Kategorien heißt links-
exakt, wenn er Kerne zu Kernen macht; rechtsexakt, wenn er Kokerne zu Koker-
nen macht; und exakt, wenn er linksexakt und rechtsexakt ist.

Übungen

Übung 19.2.4.9. In einer präabelschen Kategorie zeige man die folgenden Aussa-
gen. (1) Für einen Morphismus f : A → B sind gleichbedeutend: (a) f ist epi,
(b) cok f = 0 und (c) coim f

∼→ B. Man formuliere auch die duale Aussage. (2)
Genau dann ist ein Morphismus ein Isomorphismus, wenn er mono und epi ist.
(3) Ist A � B ↪→ C eine Komposition eines Epi mit einem Mono, so ist B das
Bild dieser Verknüpfung.

Übung 19.2.4.10. Ein Funktor F zwischen präabelschen Kategorien ist genau
dann rechtsexakt, wenn für jede exakte Sequenz 0 → A → B → C → 0 die
Sequenz FA→ FB → FC → 0 exakt ist.

Übung 19.2.4.11. Sowohl rechtsexakte als auch linksexakte Funktoren bilden das
Nullobjekt stets auf das Nullobjekt ab.

Übung 19.2.4.12. Besitzt ein Funktor zwischen präabelschen Kategorien einen
linksadjungierten Funktor, so ist er linksexakt. Besitzt ein Funktor zwischen prä-
abelschen Kategorien einen rechtsadjungierten Funktor, so ist er rechtsexakt.
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Übung 19.2.4.13. Eine Sequenz . . . → Aq−1 → Aq → Aq+1 → . . . in einer
präabelschen Kategorie ist exakt genau dann, wenn für die jeweiligen Faktorisie-
rungen An−1 � Kq ↪→ Aq in einen Epi gefolgt von einem Mono die offensichtli-
chen Sequenzen Kq ↪→ Aq � Kq+1 kurz exakt sind für alle q.

Ergänzende Übung 19.2.4.14. Eine Filtrierung F auf einem Vektorraum V ist
eine Folge von Teilräumen

. . . ⊃ F≥nV ⊃ F≥n+1V ⊃ . . .

mit n ∈ Z. Wir machen die filtrierten Vektorräume zu einer Kategorie, indem wir
die filtrierungserhaltenden linearen Abbildungen als Morphismen nehmen. Man
zeige, daß es in dieser Kategorie Kerne und Kokerne gibt, daß aber die kanonische
Abbildung coim f → im f kein Isomorphismus sein muß. Ist diese Abbildung
doch ein Isomorphismus, so heißt f strikt verträglich mit den Filtrierungen.

19.2.5 Additive und abelsche Kategorien

Definition 19.2.5.1. Eine additive Struktur auf einer Kategorie ist die Vorgabe
einer Verknüpfung „Addition“ auf allen Morphismenräumen derart, daß sie alle
abelsche Gruppen werden und die Kompositionen von Morphismen bilineare Ab-
bildungen. Eine Kategorie mit additiver Struktur nennen wir eine Ab-Kategorie.
Ein Funktor zwischen Ab-Kategorien heißt ein Ab-Funktor, wenn er Gruppen-
homomorphismen auf den Morphismenräumen induziert.

19.2.5.2 (Diskussion der Terminologie). In ?? führen wir den Begriff einer „in
einer Schmelzkategorie angereicherten Kategorie“ ein. Eine Ab-Kategorie erweist
sich in dieser Terminologie als eine in der Schmelzkategorie der abelschen Grup-
pen angereicherte Kategorie. In wieder anderen Quellen wird eine Ab-Kategorie
als eine „prä-additive Kategorie“ bezeichnet. Ich bezeichne eine Ab-Kategorie in
manchen Kontexten auch als ein Ringoid.

Beispiel 19.2.5.3 (Ein-Objekt-Kategorien mit additiver Struktur). Zu jedem
RingR können wir die Ein-Objekt-Kategorie [R] mit einem einzigen Objekt ∗ bil-
den, deren Morphismen eben genau die Elemente von besagtem Ring sind, mit der
Multiplikation als Verknüpfung von Morphismen. Die Addition von Ringelemen-
ten definiert dann auf der Ein-Objekt-Kategorie [R] eine additive Struktur. Umge-
kehrt ist für jedes Objekt X einer Ab-Kategorie C die Menge C(X) = C(X,X)
mit der von der Kategorienstruktur herkommenden Verknüpfung als Multiplikati-
on und der von der additiven Struktur herkommenden Verknüpfung als Addition
ein Ring. In diesem Sinne ist also eine Ab-Kategorie mit einem einzigen Objekt
nichts anderes als ein Ring.
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Definition 19.2.5.4. Eine Kategorie heißt additiv, wenn sie endliche Produkte
hat und mit einer additiven Struktur versehen werden kann. Eine Kategorie heißt
abelsch, wenn sie additiv und präabelsch ist.

19.2.5.5. Einen Ab-Funktor zwischen additiven Kategorien nennt man manchmal
auch einen additiven Funktor.

19.2.5.6. Wir werden in 19.2.5.11 zeigen, daß es auf Kategorien mit endlichen
Produkten höchstens eine additive Struktur geben kann. Bei unserer Forderung
nach endlichen Produkten mitgemeint ist die Forderung nach einem finalen Objekt
als dem Produkt über die leere Familie. Andere äquivalente Definitionen und viele
weitere Resultate findet man in [Fre66, Bor94, Gab62, HS71]. Insbesondere findet
man in [Fre66] einen Beweis der Tatsache, daß jede präabelsche Kategorie mit
endlichen Produkten und Koprodukten bereits abelsch ist.

Beispiel 19.2.5.7. Die Kategorie der abelschen topologischen Gruppen ist additiv,
aber nicht abelsch. So ist etwa für die Abbildung Rdisc → R von R mit der dis-
kreten Topologie nach R mit der üblichen Topologie der natürliche Morphismus
vom Bild zum Kobild kein Isomorphismus von topologischen Gruppen.

Lemma 19.2.5.8 (Koprodukte und Produkte in Ab-Kategorien). In einer Ab-
Kategorie seien Objekte Z,X1, . . . Xn gegeben.

1. Finden wir Morphismen iν : Xν → Z, pν : Z → Xν mit pνiν = id und
pνiµ = 0 falls ν 6= µ und

∑
iνpν = idZ , so ist (Z, pν) ein Produkt der Xν

und (Z, iν) ein Koprodukt der Xν;

2. Ist für Morphismen pν : Z → Xν das Datum (Z, pν) ein Produkt der Xν

und erklären wir iν : Xν → Z durch pνiν = id und pνiµ = 0 falls ν 6= µ,
so gilt

∑
iνpν = idZ;

3. Ist für Morphismen iν : Xν → Z das Datum (Z, iν) ein Koprodukt der Xν

und erklären wir pν : Z → Xν durch pνiν = id und pνiµ = 0 falls ν 6= µ,
so gilt

∑
iνpν = idZ .

19.2.5.9. Salopp gesprochen stimmen bei einer Ab-Kategorie also endliche Pro-
dukte und endliche Koprodukte überein. Insbesondere sind in einer Ab-Kategorie
die finalen Objekte dieselben wie die initialen Objekte und können dadurch cha-
rakterisiert werden, daß bei ihnen die Identität mit dem Nullendomorphismus zu-
sammenfällt. Weiter folgt unmittelbar, daß jeder Ab-Funktor von Ab-Kategorien
mit endlichen Produkten und endlichen Koprodukten verträglich ist.

Ergänzung 19.2.5.10. Man kann ähnlich zeigen, daß jede Kategorie mit endlichen
Produkten und Koprodukten, bei der die offensichtlichen Morphismen vom Ko-
produkt zum Produkt stets Isomorphismen sind, in eindeutiger Weise angereichert
ist in kommutativen Monoiden.
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Beweis. Wir zeigen in Teil 1, daß Z ein Produkt ist. Gegeben Morphismen f, g :
T → Z folgt aus pνf = pνg bereits f =

∑
iνpνf =

∑
iνpνg = g. Gegeben

Morphismen fν : T → Xν gilt für f :=
∑
iνfν umgekehrt pνf = fν Das zeigt,

daß Z ein Produkt ist. Die Koprodukteigenschaft zeigt man genauso. Umgekehrt
hat in Teil 2 der Morphismus f :=

∑
iνpν : Z → Z die Eigenschaft pνf = pν

und damit folgt f = idZ . Teil 3 zeigt man genauso.

Lemma 19.2.5.11 (Eindeutigkeit der additiven Struktur). Auf einer Kategorie
mit endlichen Produkten gibt es höchstens eine additive Struktur. Dasselbe gilt
opponiert für jede Kategorie mit endlichen Koprodukten.

Beweis. Zunächst kann, wenn es ein finales Objekt gibt, der Nullmorphismus in
jedem Morphismenraum in Bezug auf jede additive Struktur charakterisiert wer-
den als der einzige Morphismus, der über das finale Objekt faktorisiert. Gege-
ben ein Objekt A und sein Produkt mit sich selber (A × A, p1, p2) hängen also
die nach 19.2.5.8 zugehörigen i1, i2 : A → A × A mit p1i1 = p2i2 = id und
p1i2 = p2i1 = 0 nicht von der gewählten additiven Struktur ab und erfüllen für
jede additive Struktur i1p1 + i2p2 = idA×A. Es gibt auch genau ein s : A×A→ A
mit si1 = si2 = idA, ja für jede additive Struktur haben wir

s = s ◦ idA×A = s ◦ (i1p1 + i2p2) = p1 + p2

Gegeben f1, f2 : B → A gilt für den Produktmorphismus f1×f2 : B×B → A×A
per definitionem pν(f1× f2) = fνqν für q1, q2 : B×B → B die Projektionen und

s ◦ (f1 × f2) ◦∆ = (f1q1 + f2q2) ◦∆ = f1 + f2

für jede additive Struktur. Das zeigt die behauptete Eindeutigkeit.

19.2.5.12. Ein Funktor F : A → B zwischen additiven Kategorien ist genau
dann ein Ab-Funktor, wenn er mit endlichen Produkten verträglich ist. In der Tat
ist nach 19.2.5.9 bereits jeder Ab-Funktor von Ab-Kategorien mit endlichen Pro-
dukten verträglich. Ist umgekehrt ein Funktor von additiven Kategorien mit end-
lichen Produkten verträglich, so muß er aufgrund der Beschreibung f1 + f2 =
s ◦ (f1 × f2) ◦ ∆ der additiven Struktur aus dem Beweis von 19.2.5.11 auch
Gruppenhomomorphismen auf den Morphismenräumen induzieren. Insbesonde-
re ist jeder Funktor zwischen additiven Kategorien, der einen Linksadjungierten
besitzt, bereits additiv.

19.2.5.13. Ein Funktor F : A → B zwischen additiven Kategorien ist oppo-
niert auch genau dann ein Ab-Funktor, wenn er mit endlichen Koprodukten ver-
träglich ist. Insbesondere ist jeder Funktor zwischen additiven Kategorien, der
einen Rechtsadjungierten besitzt, bereits additiv.
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19.2.5.14 (Matrixnotation für Morphismen zwischen Produkten). In einer be-
liebigen Kategorie C sind Morphismen von einem Koprodukt zu einem Produkt
f :
⊔
i∈I Xi →

∏
j∈J Yj in Bijektion zu Tupeln (fj,i) ∈

∏
i,j C(Xi, Yj) vermittels

f 7→ (prj f ini). In Ab-Kategorien ist es besonders sinnhaft, Morphismen zwi-
schen endlichen Produkten alias Koprodukten mit angeordneter Indexmenge als
Matrizen von Morphismen zwischen den einzelnen Objekten zu schreiben, weil in
diesem Fall die Verknüpfung von Morphismen nach 19.2.5.8 durch ein Analogon
der Matrixmultiplikation beschrieben werden kann. Wir denken uns dabei unsere
Objekttupel als Spalten, ein Morphismus von einem endlichen Koprodukt in ein
Objekt wird also durch eine Zeilenmatrix beschrieben und ein Morphismus von
einem Objekt in ein endliches Produkt durch eine Spaltenmatrix.

Beispiele 19.2.5.15. Sei R ein Ring. Die Kategorie aller freien R-Moduln von
endlichem Rang ist additiv. Die Kategorie allerR-Moduln ist sogar abelsch, eben-
so wie die Kategorie der abelschen Prägarben und die Kategorie der abelschen
Garben auf einem gegebenen topologischen Raum. Die opponierte Kategorie ei-
ner additiven beziehungsweise abelschen Kategorie ist stets auch additiv bezie-
hungsweise abelsch.

Beispiel 19.2.5.16. Ganz allgemeinen ist für jede Kategorie I die Kategorie al-
ler Funktoren von I in eine additive beziehungsweise abelsche Kategorie mit den
Transformationen als Morphismen wieder eine additive beziehungsweise abelsche
Kategorie. Zum Beispiel ist die Kategorie aller gerichteten Systeme von abelschen
Gruppen über einer vorgegebenen teilgeordneten Indexmenge eine abelsche Kate-
gorie. Aus demselben allgemeinen Grund bilden auch die abelschen Prägarben auf
einem topologischen Raum eine abelsche Kategorie: Nullobjekt ist Prägarbe, die
jeder offenen Menge die triviale Gruppe zuordnet, und der Kern beziehungsweise
Kokern eines Morphismus f : F → G werden gegeben durch

(ker f)(U) = ker(F(U)→ G(U)) ∀ U ⊂◦ X
(cok f)(U) = cok(F(U)→ G(U)) ∀ U ⊂◦ X

mit hoffentlich offensichtlichen Restriktionen.

Beispiel 19.2.5.17. Die Kategorie aller Komplexe in einer additiven beziehungs-
weise abelschen Kategorie A, also aller Sequenzen . . . → An → An+1 → . . .
mit der Eigenschaft, daß die Komposition von je zwei aufeinanderfolgenden Mor-
phismen Null ist, ist mit den „Kettenabbildungen“ als Morphismen eine additive
beziehungsweise abelsche Kategorie Ket(A) = KetA. Unsere kurzen exakten
Sequenzen von Kettenkomplexen aus 17.2.2.2 sind genau die kurzen exakten Se-
quenzen in der abelschen Kategorie Ket(Ab).
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Übungen

Übung 19.2.5.18. Eine volle Unterkategorie einer additiven Kategorie ist additiv
genau dann, wenn sie mit jeder endlichen Familie von Objekten auch ein Produkt
dieser Familie enthält.

Übung 19.2.5.19. Jeder rechtsexakte und jeder linksexakte Funktor zwischen abel-
schen Kategorien ist additiv. Jeder Funktor zwischen additiven Kategorien, der
einen Rechts- oder Linksadjungierten besitzt, ist additiv.

Übung 19.2.5.20. Gegeben A eine additive Kategorie und T ∈ A ein Objekt be-
zeichne 〈!T 〉 = 〈!T 〉⊕ ⊂ A die kleinste volle Unterkategorie von A, die T enthält
und stabil ist unter endlichen Produkten. Wie immer bezeichne A(T ) den En-
domorphismenring von T . Man zeige, daß der Funktor A(T, ) eine Äquivalenz
zwischen 〈!T 〉⊕ und 〈!A(T )〉⊕ ⊂ Mod-A(T ) induziert. Im übrigen sind beide Ka-
tegorien auch äquivalent zur Matrixkategorie Mat(A(T )), wie wir sie in 4.7.1.7
für einen beliebigen Ring definiert hatten.

Ergänzende Übung 19.2.5.21. Seien A eine additive Kategorie und E ∈ A ein
Objekt mit der Eigenschaft, daß jedes Objekt von A isomorph ist zu einem Sum-
manden einer direkten Summe von endlich vielen Kopien von E. So ist der Funk-
tor der Homomorphismen

A(E, ) : A → Mod-A(E)

von A in die Rechtsmoduln über dem Endomorphismenring von E volltreu und
alle A(E,M) sind projektive A(E)-Rechtsmoduln. Hat unsere additive Katego-
rieA darüber hinaus spaltende Idempotente oder gleichbedeutend die Karoubi-
Eigenschaft, ist also jeder idempotente Endomorphismus eines Objekts der Pro-
jektor einer Zerlegung in eine direkte Summe, so induziert A(E, ) eine Äquiva-
lenz vonA mit der Kategorie der endlich erzeugten projektivenA(E)-Rechtsmo-
duln.

Übung 19.2.5.22 (Additive Funktoren und idempotente Endomorphismen).
Gegeben ein additiver Funktor F : A → B zwischen abelschen Kategorien und
ein Objekt A ∈ A mit idempotenten Endomorphismus e ist die offensichtliche
Abbildung ein Isomorphismus F (ker e)

∼→ ker(F (e)) und ebenso ist die offen-
sichtliche Abbildung ein Isomorphismus F (im e)

∼→ im(F (e)).

Übung 19.2.5.23 (Pullback und pushout in abelschen Kategorien). In einer
abelschen Kategorie erhält man einen pullback eines Winkels gegeben durch f :
X → Y und p : Z → Y als den Kern von (f,−p) : X ⊕ Z → Y . Man be-
schreibe dual auch den pushout eines Kowinkels. Wichtige Eigenschaften werden
in 20.1.5.9 gezeigt.
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Übung 19.2.5.24. Seien A eine abelsche Kategorie und X ∈ A ein Objekt. Man
zeige, daß in der angeordneten Menge Unt(X) der Unterobjekte vonX jede zwei-
elementige Teilmenge {U, V } ein Supremum und ein Infimum besitzt, das wir be-
schreiben können durch U + V = im(i, j) : U ⊕ V → X für i : U ↪→ X und
j : V ↪→ X sowie U ∩ V = ker(X → (X/U ⊕X/V )).

Übung 19.2.5.25 (Modularität von Unterobjektverbänden). SeienA eine abel-
sche Kategorie und X ∈ A ein Objekt und U, V ⊂ X Unterobjekte.

1. Man zeige U ∩ V = ker(V → X/U);

2. Man zeige, daß V und V + U dasselbe Bild in X/U haben. Hinweis: Man
zeige, daß das Urbild vom Bild von V in jedem Unterobjekt liegt, das U
und V umfaßt;

3. Man zeige, daß für je zwei Unterobjekte U, V ⊂ X die Komposition V ↪→
(V + U)� (V + U)/U einen Isomorphismus V/(V ∩ U)

∼→ (V + U)/U
induziert;

4. Man zeige, daß wir für je zwei Unterobjekte U, V ⊂ X zueinander inverse
Ordnungsisomorphismen

{A ∈ Unt(X) | (V ∩U) ⊂ A ⊂ V } ∼→ {B ∈ Unt(X) | U ⊂ B ⊂ (V+U)}

erhalten durch A 7→ A+ U und B 7→ B ∩ V .

Nach 3.2.2.15 bilden unsere Unterobjekte also einen modularen Verband und mit
den dortigen Argumenten folgt unter der Annahme U ⊂ V ⊂ X für beliebige
Unterobjekte A ⊂ X die „modulare Identität“ (V ∩A)+U = (A+U)∩V . Mehr
dazu diskutieren wir in 19.6.3.30.

Ergänzende Übung 19.2.5.26. Man verallgemeinere den Satz von Jordan-Hölder
aus 7.4.7.12 auf den Fall einer beliebigen abelschen Kategorie.

Übung 19.2.5.27 (Gruppenobjekte in additiven Kategorien). In einer additiven
Kategorie B können wir jedes Objekt M auf genau eine Weise zu einem Monoid-
objekt 9.1.2.1 machen. Die zugehörige Verknüpfung wird durch die Zeilenmatrix
(id, id) : M⊕M →M gegeben und ist kommutativ. Bis hierher gilt das in großer
Allgemeinheit, genauer in jeder „banalen Schmelzkategorie“, vergleiche 18.2.2.4.
In unserer Situation wird M sogar ein Gruppenobjekt. A forteriori können wir
jedes Objekt M auch auf genau eine Weise zu einem Komonoidobjekt machen.
In unserer Situation erhalten wir sogar insgesamt ein Hopfbiabmonoid 18.3.3.6 in
der banalen Trennschmelzkategorie 18.1.5.4 unserer additiven Kategorie.
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Übung 19.2.5.28 (Mengenfunktoren auf additiven Kategorien). Für jeden Funk-
tor F : B → Ens von einer additiven Kategorie in die Kategorie der Mengen, der
mit endlichen Produkten verträglich ist, macht die durch Komposition der Se-
quenz

FM × FM ∼→ F (M ⊕M)→ FM

mit F ((id, id)) als zweiter Abbildung gegebene Verknüpfung die Menge FM zu
einer abelschen Gruppe und F wird so zu einem additiven Funktor F : B → Ab.
Hinweis: 19.2.5.27.

19.2.6 Abelsche Garben als abelsche Kategorie
Satz 19.2.6.1. 1. Die Kategorie der abelschen Garben auf einem festen topo-

logischen Raum ist eine abelsche Kategorie;

2. Eine Sequenz von abelschen Garben ist exakt genau dann, wenn sie auf
allen Halmen exakte Sequenzen von abelschen Gruppen induziert.

19.2.6.2. Der étale Raum der Bildgarbe ist mithin genau das mengentheoreti-
sche Bild der auf den étalen Räumen induzierten Abbildung. Nach 16.3.1.14 ist
darüberhinaus die Abbildung auf die Bildgarbe étale, also offen und surjektiv und
insbesondere auch final.

Beweis. Sicher besitzt unsere Kategorie ein Nullobjekt. Offensichtlich ist der Prä-
garbenkern eines Morphismus f : F → G von abelschen Garben schon selbst eine
Garbe und sogar ein Kern von f in der Kategorie der abelschen Garben. Mit der
Exaktheit des filtrierenden Kolimes folgern wir aus dieser Beschreibung, daß für
alle x ∈ X die Sequenz von Halmen

0→ (ker f)x → Fx → Gx

exakt ist. Der Kokern in der Kategorie der abelschen Prägarben eines Morphismus
von abelschen Garben f : F → G ist zwar im allgemeinen keine Garbe, aber seine
Garbifizierung

cok f = (Prägarbenkokern von f)+

ist ein Kokern von f in der Kategorie der abelschen Garben aufgrund der univer-
sellen Eigenschaft der Garbifizierung 19.2.2.56. Da die Garbifizierung die Halme
nicht ändert, folgt aus der Exaktheit filtrierender Kolimites wieder, daß für alle
x ∈ X die Sequenz von Halmen

Fx → Gx → (cok f)x → 0

exakt ist. Wir folgern insbesondere, daß die kanonische Abbildung im f → coim f
auf allen Halmen Isomorphismen induziert. Dann ist sie aber nach 19.2.2.28 schon
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ein Isomorphismus und der erste Teil des Satzes folgt. Für einen Garbenhomo-
morphismus wissen wir bereits, daß der Halm des Kerns der Kern der auf den
Halmen induzierten Abbildung ist, und desgleichen für den Kokern. Damit folgt,
daß eine exakte Sequenz von abelschen Garben auch exakte Sequenzen auf allen
Halmen liefert. Ist umgekehrt F ′ → F → F ′′ exakt auf allen Halmen, so ist die
Verknüpfung Null nach 19.2.2.28 und die damit definierte kanonische Abbildung
vom Bild des ersten Morphismus in den Kern des Zweiten ist ein Isomorphismus
wieder nach 19.2.2.28.

Übungen

Übung 19.2.6.3. Das Bilden der globalen Schnitte ist ein linksexakter Funktor von
der Kategorie der abelschen Garben auf einem gegebenen Raum in die Kategorie
der abelschen Gruppen.

Übung 19.2.6.4. Das Bilden des Halms an einem Punkt ist ein exakter Funktor von
der Kategorie der abelschen Garben auf einem gegebenen Raum in die Kategorie
der abelschen Gruppen.

Übung 19.2.6.5. Die Garbifizierung ist ein exakter Funktor von der Kategorie der
abelschen Prägarben in die Kategorie der abelschen Garben.

Übung 19.2.6.6 (Der Halm eines Koprodukts ist das Koprodukt der Halme).
In der Kategorie der abelschen Garben auf einem gegebenen Raum existieren di-
rekte Limites alias filtrierende Kolimites, und der Halm eines direkten Limes ist
der direkte Limes der Halme. Insbesondere ist jedes Koprodukt, ja jeder filtrieren-
de Kolimes von exakten Sequenzen abelscher Garben wieder eine exakte Sequenz
von abelschen Garben. Hinweis: Man garbifiziere das Prägarben-Koprodukt.

Übung 19.2.6.7. Auf einem Raum, in dem alle Punkte abgeschlossen sind, mag
man in der Kategorie der abelschen Garben das Koprodukt 19.2.6.6 der Wolken-
kratzergarben Z zu allen Punkten betrachten. Diese Garbe hat an jeder Stelle den
Halm Z, ist aber dennoch nicht isomorph zur konstanten Garbe Z.

Übung 19.2.6.8. Ist G eine topologische Gruppe und X ein G-Raum, so ist die
Kategorie Ab/G%X abelsch und das Vergessen der G-Operation ist ein exakter
Funktor Ab/G%X → Ab/X . Hinweis: 19.2.6.2 mag helfen, um die Stetigkeit der
G-Operation auf der Bildgarbe nachzuweisen.

19.2.6.9 (Nicht-Verträglichkeit des Koprodukts mit globalen Schnitten). IstX
ein unendlicher diskreter Raum, so ist der Raum der globalen Schnitte der Summe
aller Wolkenkratzergarben Z(x) für x ∈ X sehr viel größer als das Koprodukt der
Räume der globalen Schnitte der Summanden. Das Bilden der globalen Schnitte
vertauscht jedoch mit filtrierenden Kolomites auf kompakten Hausdorffräumen
und auf noetherschen topologischen Räumen, vergleiche 21.4.2.1 und 19.4.8.21.
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Ergänzung 19.2.6.10 (Nicht-Exaktheit von Produkten von Garben). In der Ka-
tegorie der abelschen Garben auf einem gegebenen Raum existieren Produkte,
aber der Halm eines Produkts ist nicht notwendig das Produkt der Halme, wie wir
bereits in 19.2.2.49 gesehen haben. Das fürt zu der unangenehmen Erkenntnis,
daß ein unendliches Produkt von kurzen exakten Sequenzen von abelschen Gar-
ben im allgemeinen keineswegs wieder eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben sein muß.
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19.3 Abstrakte homologische Algebra und Garben
In diesem Abschnitt führen wir die abstrakte Sprache der höheren derivierten
Funktoren ein und besprechen parallel dazu als motivierendes Beispiel Garben-
kohomologie. Ich habe versucht, diese beiden Handlungsstränge insoweit zu ent-
flechten, daß die Abschnitte ohne das Wort „Garbe“ in der Überschrift auch unab-
hängig gelesen und verstanden werden können.

19.3.1 Die lange exakte Kohomologiesequenz

Definition 19.3.1.1. Gegeben ein Komplex . . . → Aq−1 dq−1

→ Aq
dq→ Aq+1 → . . .

in einer präabelschen Kategorie erklären wir seine q-te Kohomologie als

HqA := cok(Aq−1 → ker dq)

Satz 19.3.1.2 (Lange exakte Kohomologiesequenz). Sei A
f
↪→ B

g
� C eine

kurze exakte Sequenz von Komplexen in einer präabelschen Kategorie. So gilt:

1. Es gibt für jedes q genau einen Morphismus HqC → Hq+1A, der mit den
kanonischen Morphismen von ker(dC ◦ g) = ker(g ◦ dB) nach HqC bezie-
hungsweiseHq+1A verträglich ist;

2. Mit diesen Morphismen erhalten wir eine lange exakte Sequenz

. . .→ Hq−1C → HqA→ HqB → HqC → Hq+1A→ . . .

Ergänzung 19.3.1.3. Ich kenne den hier gegebenen Beweis aus [Ive87]. Er braucht
einige Vorbereitungen und wird erst am Ende dieses Abschnitts gegeben. Alle An-
wendungen, die mir in den Sinn kommen, betreffen Kategorien von Moduln über
Ringen oder von abelschen Garben. In diesen Fällen kann man Teile des Argu-
ments vereinfachen, indem man sich auf den bereits in 17.2.2.2 behandelten Fall
der Kategorie aller abelschen Gruppen stützt, im Fall von Garben durch Betrach-
tung der Halme.

Lemma 19.3.1.4. Sei in einer präabelschen Kategorie ein kommutatives Dia-
gramm mit exakten Zeilen

0 → A
f→ B

g→ C
↓a ↓b ↓c

0 → A′
f ′→ B′

g′→ C ′

gegeben. So gilt:
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1. Die induzierte Kernsequenz 0→ ker a→ ker b→ ker c ist exakt;

2. Ist c ein Monomorphismus, so ist auch 0→ cok a→ cok b exakt.

Beweis. Teil 1 bleibe dem Leser überlassen, wir zeigen nur Teil 2. Ist c ein Mono-
morphismus, so folgt aus Teil 1 die Exaktheit der oberen Zeile im kommutativen
Diagramm mit exakten Zeilen

0 → ker a → ker b → 0 → 0
↓ ↓ ↓

0 → A → B → cok f → 0

Die duale Aussage zu Teil 1 liefert dann die Exaktheit in der Mitte der oberen
Zeile im kommutativen Diagramm

0 → im a → im b → cok f → 0
↓ ↓ ↓

0 → A′ → B′ → C ′

Die Exaktheit vorne der oberen Zeile erkennt man aus dem Diagramm. Die rechte
Vertikale ist ein Monomorphismus nach unserer Annahme und wir haben uns so
auf den Fall zurückgezogen, daß a, b und c alle drei Monomorphismen sind. Unter
dieser Voraussetzung sieht man jedoch explizit, daß a ein Kern ist für A′ → cok b
und daraus folgt, daß A′ � cok a ↪→ cok b die kanonische Faktorisierung in einen
Epimorphismus und einen Monomorphismus sein muß.

Lemma 19.3.1.5 (Schlangenlemma). Sei in einer präabelschen Kategorie ein
kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

A
f→ B

g→ C → 0
↓a ↓b ↓c

0 → A′
f ′→ B′

g′→ C ′

gegeben. Wir kürzen ker(B → C ′) = K und cok(A→ B′) = K ′ ab und behaup-
ten: Es gibt genau einen Morphismus ker c→ cok a derart, daß

ker c ← K → B
↓ ↓

cok a → K ′ ← B′

kommutiert, und mit diesem Morphismus erhalten wir eine exakte Sequenz

ker a→ ker b→ ker c→ cok a→ cok b→ cok c
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Beweis. Das Diagramm

0 → ker g → B → C → 0
↓ ↓ ↓

0 → 0 → C ′ = C ′ → 0

liefert mit dem vorhergehenden Lemma und seinem Dualen die Exaktheit der
obersten Zeile in der nun folgenden Erweiterung unseres Diagramms. Die Ex-
aktheit der untersten Zeile erhält man dual, wir haben also ein kommutatives Dia-
gramm mit exakten Zeilen

A → K → ker c → 0
‖ ↓ ↓
A → B → C → 0
↓ ↓ ↓

0 → A′ → B′ → C ′

↓ ↓ ‖
0 → cok a → K ′ → C ′

Diesem Diagramm sieht man die Existenz und Eindeutigkeit unseres Morphismus
ker c → cok a nun unschwer an. Die Exaktheit unserer Sequenz bei ker b erhält
man durch Anwenden von Lemma 19.3.1.4 auf die Diagramme mit exakten Zeilen

0 → ker f ↪→ A � im f → 0 0 → im f ↪→ B → C
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

0 → ker f ′ ↪→ A′ � im f ′ → 0 0 → im f ′ ↪→ B′ → C

Um die Exaktheit bei ker c zu zeigen reicht es, die Exaktheit von

ker b→ ker c→ K ′

nachzuweisen. Dazu betrachten wir das Diagramm

A → K → ker c → 0
↓ ↓ ↓
A → B′ → K ′ → 0

und wenden ein letztes Mal Lemma 19.3.1.4 an. Da gilt ker(K → B′) = ker b
folgt ker b � ker(ker c → K ′) und wir haben die Exaktheit bei ker c nachgewie-
sen. Der Rest des Lemmas folgt mit Dualität.

Herleitung der langen exakten Homologiesequenz. Wir verwenden das Ergebnis
der anschließenden Übung 19.3.1.6 und wenden das Schlangenlemma an auf das
Diagramm mit exakten Zeilen

cok dq−1
A → cok dd−1

B → cok dq−1
C → 0

↓ ↓ ↓
0 → ker dq+1

A → ker dq+1
B → ker dq+1

C
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Übungen

Übung 19.3.1.6. Gegeben ein Komplex . . . → Aq−1 dq−1

→ Aq
dq→ Aq+1 → . . .

in einer präabelschen Kategorie setzen wir H̄qA = ker(cok dq−1 → Aq+1). Man
zeige, daß sich das Diagramm

HqA H̄qA
↑ ↓

ker dq ↪→ Aq � cok dq−1

auf genau eine Weise durch einen Morphismus in der oberen Horizontalen kom-
mutativ ergänzen läßt, und daß dieser notwendig ein Isomorphismus ist.

Übung 19.3.1.7. Man zeige in einer beliebigen präabelschen Kategorie das Fünfer-
lemma.

Übung 19.3.1.8. Gegeben eine präabelsche Kategorie ist jeder Limes und jeder
Kolimes von Kopien des Nullobjekts Null. Des weiteren können Limites und Ko-
limites von Komplexen gradweise berechnet werden. Dasselbe gilt im Fall einer
abelschen Kategorie für ihre Homotopiekategorie.

19.3.2 Derivierte Funktoren
Definition 19.3.2.1. 1. SeiA eine abelsche Kategorie. Ein Objekt I ∈ A heißt

injektiv, wenn der Funktor A( , I) : A → Abopp der Homomorphismen in
unser Objekt exakt ist;

2. Eine abelsche Kategorie A hat genug Injektive, wenn es für jedes Objekt
A ∈ A einen MonomorphismusA ↪→ I in ein injektives Objekt I ∈ A gibt;

3. Eine Auflösung oder genauer Rechtsauflösung eines Objekts A einer abel-
schen Kategorie A ist eine exakte Sequenz A ↪→ C0 → C1 → . . . in A;

4. Eine Auflösung durch Injektive oder injektive Auflösung eines Objekts
A einer abelschen Kategorie A ist eine Auflösung durch injektive Objekte,
als da heißt eine Auflösung A ↪→ I0 → I1 → . . . mit I0, I1, . . . injektiv.

19.3.2.2. Wir kürzen eine Auflösung mit A ↪→ C� ab. Die additive Kategorie
aller injektiven Objekte einer abelschen Kategorie A notieren wir im folgenden
iA. Gibt es in einer abelschen Kategorie A genügend Injektive, so besitzt jedes
Objekt von A eine injektive Auflösung.

19.3.2.3. Ein Objekt einer abelschen Kategorie A ist injektiv genau dann, wenn
jeder von besagtem Objekt ausgehende Monomorphismus spaltet. In der Tat, ist
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I ↪→ M ein Monomorphismus und I injektiv, so ist das Vorschalten eine Surjek-
tion A(M, I) � A(I, I), unter der die Identität auf I eben ein Urbild hat. Der
Nachweis der anderen Implikation bleibe dem Leser überlassen.

Beispiel 19.3.2.4. Die Kategorie der abelschen Gruppen besitzt genug Injektive
nach 17.6.6.5.

19.3.2.5. Gegeben eine Kategorie mit additiver Struktur A erklären wir die zu-
gehörige Kategorie Ket(A) = KetA der Komplexe von Objekten von A analog
zur Kategorie der Komplexe von abelschen Gruppen in der hoffentlich offensicht-
lichen Weise. Weiter erklären wir die zugehörige Homotopiekategorie

Hot(A) = HotA

analog zur Homotopiekategorie der abelschen Gruppen aus 17.1.4.8 in der hof-
fentlich offensichtlichen Weise.

Satz 19.3.2.6 (Hauptlemma der homologischen Algebra). Seien in einer abel-
schen Kategorie A ein Komplex C mit HqC = 0 für q > 0 und ein Komplex I
injektiver Objekte mit Iq = 0 für q < 0 gegeben. So induziert das Bilden der
nullten Kohomologie eine Bijektion

HotA(C, I)
∼→ A(H0C,H0I)

Beweis. In der opponierten Kategorie zur Kategorie ModR der Moduln über ei-
nem Ring R hatten wir das bereits in 17.5.6.14 gezeigt. Der Beweis im Allgemei-
nen ist mutatis mutandis derselbe.

19.3.2.7 (Existenz und Eindeutigkeit von Homotopielifts). Gegeben ein Mor-
phismus f : A → B in einer abelschen Kategorie sowie Auflösungen A ↪→ C�

und B ↪→ D� verstehen wir unter einem Lift von f einen Morphismus von Kom-
plexen f̃ : C� → D�, der in der offensichtlichen Weise mit f verträglich ist. Mit
f̃ ist sicher auch jeder dazu homotope Morphismus ein Lift von f . Eine Homoto-
pieklasse von Lifts nennen wir einen Homotopielift. Das Hauptlemma der homo-
logischen Algebra 19.3.2.6 sagt insbesondere, daß für eine beliebige Auflösung
A ↪→ C� und eine injektive Auflösung B ↪→ I� jeder Morphismus f : A → B
genau einen Homotopielift [f̃ ] : C� → I� besitzt.

Definition 19.3.2.8. Gegeben eine abelsche Kategorie A mit genug Injektiven
und ein additiver Funktor F : A → B in eine weitere abelsche Kategorie definiert
man für jedes q ∈ Z einen q-ten rechtsderivierten Funktor von F als ein Paar
(RqF, τ) bestehend aus einem Funktor

RqF : A → B
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und Morphismen τ = τA↪→C� = τF,A↪→C� : Hq(FC�) → (RqF )(A) für jede
Auflösung A ↪→ C� eines beliebigen Objekts A ∈ A mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Der Morphismus τ ist für jede injektive Auflösung A ↪→ I� ein Isomor-
phismus τA↪→I� : Hq(FI�)

∼→ (RqF )(A);

2. Für jeden Morphismus f : A→ B und je zwei Auflösungen A ↪→ C� und
B ↪→ D� und jeden Lift f̃ : C� → D� von f kommutiert das Diagramm

Hq(FC�) → (RqF )(A)
↓ ↓

Hq(FD�) → (RqF )(B)

mit τA↪→C� und τB↪→D� in den Horizontalen.

Aus der Eindeutigkeit der Homotopielifts nach 19.3.2.7 folgt, daß derartige Paare
(RqF, τ) existieren. Daß sie eindeutig sind bis auf eindeutigen Isomorphismus,
ist dann eh klar. Damit dürfen und werden wir von nun an mit einem bestimmten
Artikel von dem q-ten rechtsderivierten Funktor von F reden. Das Datum τ
unterschlagen wir meist in der Notation und nennen es, wenn wir darauf Bezug
nehmen wollen, den kanonischen Morphismus.

Vorschau 19.3.2.9. In 20.3.2 werden wir unsere Definition derivierter Funktoren
noch wesentlich verallgemeinern. Der Bezug zur hier gegebenen Definition wird
dann in ?? hergestellt.

19.3.2.10 (Erste Eigenschaften der Rechtsderivierten). Offensichtlich sind un-
sere derivierten Funktoren auch selbst wieder additiv. Für q < 0 haben wir per
definitionem RqF = 0. Ist F : A → B ein additiver Funktor von abelschen Kate-
gorien und besitztA genug Injektive, so gibt es genau eine in der offensichtlichen
Weise mit τ verträgliche Transformation F ⇒ R0F . Ist F linksexakt, so ist sie
eine Isotransformation

F
∼⇒ R0F

Wir behandeln sie in Notation und Sprache meist als eine Gleichheit F = R0F .
Ist F sogar exakt, so gilt RqF = 0 für q > 0.

Beispiel 19.3.2.11 (Erweiterungen abelscher Gruppen als Rechtsderivierte).
Die Kategorie der abelschen Gruppen hat genügend Injektive nach 17.6.6.5. Ge-
geben eine feste abelsche Gruppe M betrachten wir den linksexakten Funktor
F := Hom(M, ) : Ab→ Ab. Sei N eine weitere abelsche Gruppe. Um RqF (N)
zu bestimmen, können wir nach 17.6.6.5 eine injektive Auflösung der Gestalt
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N ↪→ I0 � I1 wählen. Dann hat die lange exakte Ext-Sequenz im zweiten Ein-
trag 17.6.5.5 die Gestalt

Hom(M,N) ↪→ Hom(M, I0)→ Hom(M, I1)� Ext(M,N)

und wir folgern kanonische Isomorphismen

RqF (N)
∼→


Hom(M,N) q = 0;
Ext(M,N) q = 1;
0 sonst.

Lemma 19.3.2.12 (Injektive Moduln, Existenz). Die Kategorie aller Moduln
über einem gegebenen Ring besitzt genug injektive Objekte.

Ergänzung 19.3.2.13. Der Beweis zeigt mit 17.6.6.6 genauer, daß jeder A-Modul
M in einen injektiven A-Moduln der Kardinalität ≤ card Ens(A,M t N) einge-
bettet werden kann.

Beweis. Sei A unser Ring. Der Vergißfunktor resZA : A -Mod → Z -Mod besitzt
zum Beispiel nach 7.2.6.18 einen Rechtsadjungierten, unseren Induktionsfunktor
indAZ : N 7→ HomZ(A,N). Wollen wir nun einen A-Modul M in einen injektiven
A-Modul einbetten, so beginnen wir mit einer Einbettung resZAM ↪→ I von M in
eine injektive abelsche Gruppe, die es nach 17.6.6.5 geben muß, und bilden dann
die Verknüpfung

M → indAZ resZAM → indAZ I

Hier ist das rechte Ende offensichtlich ein injektiver A-Modul und der rechte
Pfeil eine Injektion. Der linke Pfeil ist aber auch eine Injektion, entweder nach
19.2.3.11 oder explizit als die Einbettung HomA(A,M) ↪→ HomZ(A,M).

Beispiel 19.3.2.14 (Erweiterungen von Moduln als Rechtsderivierte). Die Ka-
tegorie der Moduln über einem vorgegebenen RingA hat genügend Injektive nach
19.3.2.12. Gegeben ein fester A-Modul M betrachte man den linksexakten Funk-
tor F := HomA(M, ) : A -Mod → Ab. Ist N ein weiterer A-Modul, so erklärt
man die abelschen Gruppen ExtqA(M,N) als die Werte der zugehörigen derivier-
ten Funktoren, in Formeln

ExtqA(M,N) := (RqF )(N)

Diese Gruppen heißen auch die höheren Erweiterungen unserer beiden Moduln.

19.3.2.15 (Derivieren von Transformationen). Seien F,G : A → B additi-
ve Funktoren von abelschen Kategorien und es besitze A genug Injektive. Jede
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Transformation η : F ⇒ G induziert offensichtlich für jedes q genau eine Trans-
formation Rqη : RqF ⇒ RqG derart, daß für jede Auflösung A ↪→ C� das
Diagramm

Hq(FC�) → (RqF )(A)
↓ ↓

Hq(GC�) → (RqG)(A)

kommutiert mit τF,A↪→C� und τG,A↪→C� in den Horizontalen, und wir haben die
Funktorialität Rq(η ◦ κ) = (Rqη) ◦ (Rqκ) und Rq(idF ) = idRqF .
Beispiel 19.3.2.16 (Erweiterungen als Bifunktor). Gegeben ein Ring R liefert
jeder Homomorphismus von R-Moduln f : L → M eine Transformation (◦f)
oder ausführlicher (◦f)τ : HomR(M, ) → HomR(L, ) und so eine Transfor-
mation der derivierten Funktoren Rq(◦f)τ : ExtqR(M, ) → ExtqR(L, ) und so
Abbildungen

Rq(◦f)τN = (◦f)τ : ExtqR(M,N)→ ExtqR(L,N)

Andererseits induziert jeder R-Modulhomomorphismus g : N → K vermittels
der Funktorialität einen Homomorphismus

(g◦) : ExtqR(M,N)→ ExtqR(M,K)

und weil das mit Transformationen immer so ist, vertauschen hier (◦f)τ und (g◦).
So werden unsere Erweiterungen zu Funktoren

Extq : Modopp
R ×ModR → Ab

Vorschau 19.3.2.17. In 20.2.6.10 besprechen wir das Yoneda-Produkt von Erwei-
terungen

ExtpR(L,M)× ExtqR(M,N)→ Extp+qR (L,N)

und es wird klar sein, daß es im Fall p = 0 beziehungsweise q = 0 zum Vorschal-
ten beziehungsweise Nachschalten eines Homomorphismus aus 19.3.2.16 spezia-
lisiert.
Beispiel 19.3.2.18 (Erweiterungen und Zentrum). Gegeben ein Ring R und ein
Element z ∈ Z(R) des Zentrums von R und R-Moduln M,N behaupten wir

(◦(z·)) = ((z·)◦) : ExtqR(M,N)→ ExtqR(M,N)

Man erkennt das leicht an der Beschreibung durch injektive Auflösungen. Etwas
formaler induziert die Selbsttransformation (z·) : Id ⇒ Id des Identitätsfunktors
auf der Modulkategorie für F := HomR(M, ) wegen F = F ◦ Id eine Trans-
formation F ⇒ F , die quasi per definitionem ((z·)◦) liefert. Andererseits stimmt
sie überein mit der Transformation (◦(z·)) : F ⇒ F , die per definitionem (◦(z·))
liefert. Das zeigt die behauptete Identität. Vom höheren Standpunkt besprechen
wir sie in 20.2.6.11.
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19.3.2.19. Wir erhalten weitere Beispiele durch Übergang zu den opponierten
abelschen Kategorien. In diesem Zusammenhang sind eigenständige Sprechwei-
sen üblich, die wir im folgenden erläutern.

Definition 19.3.2.20. 1. Sei A eine abelsche Kategorie. Ein Objekt P ∈ A
heißt projektiv, wenn der Funktor der Homomorphismen von unserem Ob-
jekt A(P, ) : A → Ab exakt ist;

2. Eine abelsche Kategorie hat genug Projektive, wenn es für jedes Objekt A
einen Epimorphismus P � A gibt mit P projektiv;

3. Eine Linksauflösung eines Objekts A ∈ A ist ein exakter Komplex . . . →
C−1 → C0 � A in A;

4. Eine Auflösung durch Projektive oder projektive Auflösung eines Ob-
jekts A ∈ A ist eine Linksauflösung P� � A mit P 0, P−1, . . . projektiv.

19.3.2.21. Gegeben eine abelsche Kategorie A mit genug Projektiven und ein
additiver Funktor G : A → B in eine weitere abelsche Kategorie erklären wir
analog zu 19.3.2.8 einen Linksderivierten

LqG : A → B

als ein Paar (LqG, τ) bestehend aus einem Funktor LqGwie oben und kanonischen
Morphismen τ : (LqG)(A)→ H−q(GC�) für jede Linksauflösung C� � A, die
mit Morphismen von Auflösungen verträglich und für jede projektive Linksauf-
lösung P� � A Isomorphismen τ : (LqG)(A)

∼→ H−q(GP�) sind. Per definitio-
nem gilt LqG = 0 für q < 0 und es gibt genau eine mit τ verträgliche Transforma-
tion L0G⇒ G, die im Fall eines rechtsexakten FunktorsG eine Isotransformation
ist. Diese Isotransformation behandeln wir sprachlich und in der Notation meist
als eine Gleichheit L0G = G.

Beispiel 19.3.2.22 (Erweiterungen abelscher Gruppen als Linksderivierte).
Gegeben eine feste abelsche Gruppe N betrachten wir insbesondere den rechtsex-
akten Funktor G := Hom( , N) : Ab → Abopp. Um (LqG)(M) zu bestim-
men, können wir nach 17.5.5.11 eine projektive Auflösung von M der Gestalt
0→ P−1 → P 0 �M wählen. Dann hat die lange exakte Ext-Sequenz im ersten
Eintrag die Gestalt

Hom(M,N) ↪→ Hom(P 0, N)→ Hom(P−1, N)� Ext(M,N)

und wir erhalten kanonische Isomorphismen

(LqG)(M)
∼→


Hom(M,N) q = 0;
Ext(M,N) q = 1;
0 sonst.
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Ein Vergleich mit 19.3.2.11 zeigt insbesondere, daß wir unsere Ext sogar auf
zweierlei Weise als derivierte Funktoren erhalten können.

Beispiel 19.3.2.23 (Erweiterungen von Moduln als Linksderivierte). Die Ka-
tegorie der Moduln über einem vorgegebenen Ring A besitzt genügend Projek-
tive. Gegeben ein fester A-Modul N betrachte man den rechtsexakten Funktor
G := HomA( , N) : A -Mod → Abopp. Ist M ein weiterer A-Modul, so erklären
wir die abelschen Gruppen lExtAq (M,N) als die Werte der zugehörigen derivier-
ten Funktoren, in Formeln

lExtAq (M,N) := (LqG)(M)

Wir machen sie ebenso wie in 19.3.2.16 zu Bifunktoren. In 20.2.3.10 werden wir
Isotransformationen lExtq

∼⇒ Extq zwischen den besagten Bifunktoren konstru-
ieren und dann die Notation lExt wieder aufgeben.

Beispiel 19.3.2.24 (Erweiterungen in abelschen Kategorien). Dieselbe Defini-
tion wie bei Moduln vereinbaren wir für eine beliebige abelsche Kategorie A mit
genug Injektiven und setzen

ExtqA(M,N) := (RqF )(N)

für ObjekteM,N ∈ A und F := A(M, ) : A → Ab. Dieselbe Definition wie bei
Moduln vereinbaren wir auch für eine beliebige abelsche Kategorie A mit genug
Projektiven und setzen

lExtAq (M,N) := (LqG)(M)

für Objekte M,N ∈ A und G := A( , N) : A → Abopp. In 20.2.6.10 erklären
wir eine gemeinsame Verallgemeinerung dieser beiden Konstruktionen im Fall
beliebiger abelscher Kategorien und geben die Notation lExt wieder auf.

Beispiel 19.3.2.25 (Tor von abelschen Gruppen als Linksderivierter). Für eine
feste abelsche Gruppe M betrachten wir den rechtsexakten Funktor G := M⊗Z :
Ab → Ab. Aus der Definition des Torsionsprodukts erhalten wir sofort kanoni-
sche Isomorphismen

(LqG)(N)
∼→


M ⊗Z N q = 0;
M ∗N q = 1;

0 sonst.

Beispiel 19.3.2.26 (Tor von Moduln als Linksderivierter). Die Kategorie der
Moduln über einem vorgegebenen Ring A hat genügend Projektive. Gegeben ein
fester A-Rechtsmodul M betrachten wir den rechtsexakten Funktor F := M⊗A :
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A -Mod → Ab. Ist N ein weiterer A-Modul, so erklärt man die abelschen Grup-
pen TorAq (M,N) als Werte der zugehörigen linksderivierten Funktoren, in For-
meln

TorAq (M,N) := (LqF )(N)

Diese Gruppen heißen die höheren Torsionsgruppen unserer beiden Moduln.
In 19.4.6.13 zeigen wir, daß es nicht darauf ankommt, welchen Faktor wir hier
auflösen, konstruieren also in Formeln ausgedrückt kanonische Isomorphismen

(Lq(M⊗A))(N)
∼→ (Lq(⊗AN))(M)

Übungen

Übung 19.3.2.27. Sei F : A → B ein additiver Funktor von abelschen Katego-
rien und es besitze A genug Injektive. Man zeige, daß für injektives I ∈ A gilt
(RqF )(I) = 0 falls q > 0.

Übung 19.3.2.28 (Injektivitätskriterium über Ideale). Ein Linksmodul I über
einem Ring A ist genau dann injektiv, wenn sich für jedes Linksideal a ⊂ A
jeder Modulhomomorphismus a → I zu einem Modulhomomorphismus A → I
ausdehnen läßt. Hinweis: Man kopiere den Beweis von 17.6.6.5, wo das im Fall
A = Z gezeigt wird.

Ergänzende Übung 19.3.2.29. Ist ein Modul I über einem RingA die Vereinigung
über eine Menge von injektiven Untermoduln, auf der die Inklusion eine Anord-
nung ist und deren Kardinalität echt größer ist als die Kardinalität des Rings A, so
ist auch der ganze Modul I injektiv.

Übung 19.3.2.30. Ein beliebiges Produkt injektiver Objekte in einer abelschen
Kategorie ist wieder injektiv. Ein beliebiges Koprodukt projektiver Objekte in ei-
ner abelschen Kategorie ist wieder projektiv.

Übung 19.3.2.31. Gegeben ein Körper K betrachte man den Polynomring K[X]
und die kurze exakte Sequenz von K[X]-Moduln

K[X] ↪→ K[X]� K

mit der Multiplikation mit X als erster Abbildung und dem Auswerten bei X = 0
als zweiter Abbildung. Man mag sie als Homotopieäquivalenz von Komplexen
von K-Vektorräumen des Zwei-Term-Komplexes K[X] ↪→ K[X] mit dem Ein-
Term-Komplex K[0] lesen. Nimmt man nun Variablen X1, . . . , Xn und tensoriert
die entsprechenden Zweitermkomplexe über K, so ergibt sich eine freie Auf-
lösung des K[X1, . . . , Xn]-Moduls K mit der durch das Auswerten aller Varia-
blen bei Null gegebenen Modulstruktur. Das ist ein besonders einfacher Fall des
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sogenannten Koszul-Komplexes. Man folgere

dimK ExtiK[X1,...,Xn](K,K) =
(
n
i

)
dimK ExtiK[X1,...,Xn](K,K[X1, . . . , Xn]) = 1 falls i = n und 0 sonst.

Analoges zeigt man analog für einen beliebigen Kring K, nur daß man statt der
Dimension d der fraglichen Erweiterungsräume die Existenz eines Isomorphismus
mit dem freien K-Modul Kd erhält.

Übung 19.3.2.32 (Koszulkomplex koordinatenfrei). Eine koordinatenfreie Ver-
sion des Koszulkomplexes erhält man, indem man für einenK-Vektorraum V den
Komplex

. . .→ SV ⊗
∧2 V → SV ⊗ V → SV � K

betrachtet mit dem Differential

u⊗ (v1 ∧ . . . ∧ vn) 7→
n∑
i=1

(−1)i+1uvi ⊗ (v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ vn)

und an der letzten Stelle die Augmentation SV � K mit v 7→ 0 für alle v ∈
V . Das funktioniert sogar für unendlichdimensionale Vektorräume. Man mag die
Exaktheit zeigen, indem man den Komplex mit dem Kolimes der Komplexe zu
endlichdimensionalen Teilräumen identifiziert und sich so auf die vorhergehende
Übung 19.3.2.31 zurückzieht. Unser Komplex liefert uns Isomorphismen

ExtiSV (K,K)
∼→ Alti V

Daß unter diesen Isomorphismen das „Yoneda-Produkt“ von Erweiterungen dem
„Shuffle-Dachprodukt“ von alternierenden Formen entspricht, dürfen Sie später
einmal als Übung 20.2.6.30 nachvollziehen.

Übung 19.3.2.33 (Augmentierte derivierte Funktoren). Sei G : A → B ein ad-
ditiver Funktor von abelschen Kategorien und es habe A genug Projektive. Unter
einer G-Augmentation eines Objekts A ∈ A verstehen wir ein Paar (B, ε) mit
B ∈ B und ε : GA → B. Die G-augmentierten Objekte von A bilden in offen-
sichtlicher Weise eine Kategorie AG. Wir erklären einen augmentierten Links-
derivierten

LqG : AG → B

als ein Paar (LqG, τ) bestehend aus einem Funktor LqG wie oben und kanoni-
schen Morphismen τ : (LqG)(A, ε,B) → H−q(GC� → B) für jede Linksauf-
lösung C� � A, die mit Morphismen von Auflösungen verträglich und für jede
projektive Linksauflösung P� � A Isomorphismen liefert. Man zeige, daß es
so einen augmentierten Linksderivierten stets gibt und daß er eindeutig bestimmt
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ist bis auf eindeutigen Isomorphismus. Die Konstruktion liefert eine kurze exakte
Sequenz B[1] ↪→ (GC� → B)� GC� von Komplexen und als Ausschnitte von
deren langer exakter Homologiesequenz eine exakte Sequenz

(L0G)(A, ε,B) ↪→ (L0G)(A)→ B � (L−1G)(A, ε,B)

und Isomorphismen (LqG)(A, ε,B)
∼→ (LqG)(A) für q > 0. Dual erklären wir

Koaugmentationen und koaugmentierte Rechtsderivierte.

Übung 19.3.2.34 (Injektive Moduln über Ringalgebren). Ist k ein Körper und
A eine k-Ringalgebra, so ist A∗ = Homk(A, k) mit der von der Rechtsoperation
auf A herrührenden Struktur als A-Linksmodul ein injektiver A-Linksmodul und
jeder A-Modul läßt sich einbetten in ein Produkt von Kopien von A∗. Hinweis:
7.2.8.5.

Übung 19.3.2.35 (Limites und Kolimites von Komplexen). Seien A eine Kate-
gorie mit additiver Struktur und (Ci)i∈I ein System von Komplexen (Cq

i , d) aus
KetA. Existiert für jedes q der Limes limi∈I C

q
i inA, so ist der aus diesen Limites

gebildete Komplex der Limies der Ci. Analoges gilt für Kolimites, entweder mit
einem analogen Beweis oder formal durch Übergang zur opponierten Kategorie.

Übung 19.3.2.36 (Produkte und Koprodukte in Homotopiekategorien). Seien
A eine Kategorie mit additiver Struktur und (Ci)i∈I eine Familie von Komplexen
(Cq

i , d) aus KetA. Existiert für jedes q das Produkt
∏

i∈I C
q
i in A, so ist der aus

diesen Produkten gebildete Komplex nicht nur in KetA, sondern auch in HotA
das Produkt der Ci. Analoges gilt für Koprodukte, entweder mit einem analogen
Beweis oder formal durch Übergang zur opponierten Kategorie. Für Limites und
Kolimites sind mir die analogen Aussagen nicht klar. Das Problem liegt darin,
daß zwar das Bilden von Produkten abelscher Gruppen exakt ist, das Bilden von
Limites abelscher Gruppen jedoch im allgemeinen nicht mehr.

Übung 19.3.2.37. Sei F : A → B ein linksexakter Funktor von abelschen Ka-
tegorien. Man konstruiere für jeden Komplex A∗ in A natürliche Morphismen
HnFA∗ → FHnA∗.

Übung 19.3.2.38. Gegeben Ringe A,B,C und ein A-B-Bimodul M sowie ein
A-C-Bimoduln N liefert die Funktorialität von Erweiterungen auf ExtiA(M,N)
eine natürliche Struktur als B-C-Bimodul.

Übung 19.3.2.39. Gegeben A ⊃ J ein Ring mit einem zweiseitigen Ideal liefert
für jeden A-Modul M das Vorschalten von M � M/〈JM〉 einen Isomorphis-
mus HomA(M/〈JM〉, A/J)

∼→ HomA(M,A/J). Weiter liefert die kurze exakte
Sequenz J ↪→ A� A/J von A-Linksmoduln eine exakte Sequenz

HomA(A/J,A/J) ↪→ HomA(A,A/J)→ HomA(J,A/J)� Ext1
A(A/J,A/J)
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mit einem Isomorphismus an erster Stelle und wir erhalten so einen ausgezeich-
neten Isomorphismus

HomA(J/〈J2〉, A/J)
∼→ Ext1

A(A/J,A/J)

19.3.3 Hochschild-Kohomologie*
Definition 19.3.3.1. Gegeben eine Ringalgebra A über einem Körper k erklärt
man ihre Hochschild-Kohomologie als

HHq(A) = HHq
k(A) := ExtqA⊗kAopp(A,A)

Allgemeiner erklärt man für einen A-Bimodul M mit gleicher k-Operation von
rechts und links die Hochschildkohomologie von A mit Koeffizienten in M als

HHq(A;M) = HHq
k(A;M) := ExtqA⊗kAopp(A,M)

19.3.3.2 (Nullte Hochschildkohomologie). Sei A eine Ringalgebra über einem
Körper k. Offensichtlich liefert das Multiplizieren mit Elementen des Zentrums
z ∈ Z(A) einen Isomorphismus

Z(A)
∼→ HomA⊗kAopp(A,A) = HH0(A)

19.3.3.3 (Berechnung der Hochschildkohomologie mit dem Barkomplex). Sei
A eine Ringalgebra über einem Körper k. Die höhere Hochschild-Kohomologie
von A kann mit der Bar-Auflösung

. . .→ A⊗k A⊗k A→ A⊗k A� A

aus 19.3.3.10 berechnet werden, denn diese ist in unserem Fall offensichtlich eine
Auflösung durch freie (A⊗k Aopp)-Moduln. Wir erhalten Isomorphismen

HomA⊗kA(A⊗(q+2),M)
∼→ Homk(A

⊗q,M)

durch Vorschalten von a1⊗ . . .⊗aq 7→ 1⊗a1⊗ . . .⊗aq⊗1. Der vom Barkomplex
vermittels dieses Isomorphismus induzierte Randoperator bildet ψ : A⊗q → M
ab auf dψ mit

(dψ)(a1 ⊗ . . .⊗ aq+1) = a1ψ(a2 ⊗ . . .⊗ aq+1)
−ψ(a1a2 ⊗ . . .⊗ aq+1)
+ψ(a1 ⊗ a2a3 ⊗ . . .⊗ aq+1)
. . .
±ψ(a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ aq)aq+1
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So erhalten wir insbesondere eine Identifikation

HH0(A)
∼→ {ψ ∈ Homk(k,A) | a1ψ(1)− ψ(1)a1 = 0 ∀a1 ∈ A}

und Auswerten eines Homomorphismus bei 1 ∈ k liefert ein weiteres Mal unseren
Isomorphismus HH0(A)

∼→ Z(A) der nullten Hochschildkohomologie mit dem
Zentrum unserer Ringalgebra.
19.3.3.4 (Erste Hochschildkohomologie). Seien k ein Körper und A eine Ring-
algebra über k. Um HH1(A) zu berechnen, bilden wir zuerst die Einskozykel un-
seres Komplexes

Z1 = {ψ ∈ Homk(A,A) | a1ψ(a2)− ψ(a1a2) + ψ(a1)a2 = 0}

und finden den Raum der Derivationen Z1 = Derk(A) im Sinne von 9.3.2.4.
Für jedes a ∈ A ist unter anderem der Kommutator mit a eine solche Derivation
(ad a) : A → A, b 7→ [a, b]. Derivationen dieses Typs heißen innere Derivatio-
nen unserer Ringalgebra. Wir sehen leicht, daß die Einsränder unseres Komplexes
genau die inneren Derivationen sind. So ergibt sich dann schließlich ein Isomor-
phismus

Derk(A)/ ad(A)
∼→ HH1(A)

zwischen dem Quotienten des Raums der Derivationen nach dem Teilraum der
inneren Derivationen und der ersten Hochschild-Kohomologie.
19.3.3.5 (Zweite Hochschildkohomologie). Seien k ein Körper undA eine Ringal-
gebra über k und M ein A-Bimodul mit gleicher k-Operation von beiden Sei-
ten, also ein Modul über A ⊗k Aopp. Wir konstruieren eine Bijektion zwischen
Z2(A;M) und der Menge aller Strukturen µ einer assoziativen k-Algebra auf
dem k-Vektorraum M ⊕ A derart, daß die Projektion auf A ein Algebrenhomo-
morphismus ist und ihr Kern aus Elementen mit Quadrat Null besteht und die
Struktur auf M als Bimodul unter (M ⊕ A, µ) die vorgegebene Struktur auf
M als A-Bimodul induziert. So eine Multiplikation µ muß ja gegeben werden
durch (m, a)(n, b) = (an + mb + ψ(a, b), ab) für eine k-bilineare Abbildung
ψ : A× A→M und die Assoziativität ist gleichbedeutend zur Identität

aψ(bc) + ψ(a, bc) = ψ(a, b)c+ ψ(ab, c)

und in der Tat gleichbedeutend zu ψ ∈ Z2(A;M) ⊂ Homk(A⊗k A,M). Neben-
bei bemerkt besitzt (M ⊕A, µ) dann automatisch eine Eins, nämlich das Element
(−ψ(1, 1), 1). Wir notieren diese Algebra nun (M ⊕ A,ψ) und rechnen mühelos
nach, daß gegeben ϕ : A → M weiter (m, a) 7→ (m + ϕ(a), a) ein Algebreniso-
morphismus (M ⊕ A,ψ)

∼→ (M ⊕ A,ψ − dϕ) ist. Zusammengefaßt klassifiziert
also HH2(A;M) kurze exakte Sequenzen von k-Moduln

M ↪→ E � A
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mit Ringalgebrenstruktur auf E, für die die Surjektion ein Ringalgebrenhomo-
morphismus ist und der Kern M die Eigenschaft M2 = 0 hat und die dadurch
gegebene Struktur auf M als A-Bimodul die vorgegebene ist, bis auf Isomorphis-
men von kurzen exakten Sequenzen, die vorne und hinten die Identität sind und
in der Mitte Isomorphismen von Ringalgebren.

Definition 19.3.3.6. Eine endlichdimensionale Ringalgebra S über einem Körper
k heißt separabel, wenn S ⊗k Sopp halbeinfach ist.

19.3.3.7. Jede separable Ringalgebra ist halbeinfach, denn ist das Jacobsonradikal
von S nicht Null, so kann S als Bimodul über sich selber nicht halbeinfach sein.
In Charakteristik Null ist jede endlichdimensionale halbeinfache Ringalgebra se-
parabel, vergleiche 8.3.6.13.

19.3.3.8. Offensichtlich verschwinden für separable endlichdimensionale Ringal-
gebren über einem Körper k alle höheren Hochschildkohomologien HHq

k(S;M) =
0 für q > 0 und jeden S-Bimodul M . Gegeben ein endlichdimensionaler k-
Vektorraum V ist Endk V offensichtlich stets separabel. Nach der Beschreibung
19.3.3.4 der ersten Hochschildkohomologie ist folglich jede Derivation von Endk V
eine innere Derivation.

Satz 19.3.3.9 (Spaltungssatz von Wedderburn). Gegeben eine endlichdimensio-
nale Ringalgebra A über einem Körper k derart, daß ihr Quotient Ā := A/J(A)
nach dem Jacobson-Radikal separabel ist, gibt es eine k-Unterringalgebra S ⊂ A
derart, daß die Projektion einen Isomorphismus S ∼→ A/J(A) induziert.

Beweis. Vollständige Induktion über das kleinste n ≥ 1 mit J(A)n = 0. Im Fall
n = 1 ist nichts zu zeigen. Im Fall n = 2 gilt wegen Ā separabel über k of-
fensichtlich HH2

k(Ā, J(A)) = 0 und dann zeigt unsere Interpretation 19.3.3.5 der
zweiten Hochschildkohomologie die Behauptung. Für den Induktionsschritt sei
J(A)n+1 = 0. Per Induktionsannahme finden wir S ⊂ A/J(A)n wie gewünscht.
Das Urbild S̃ ⊂ A von S unter der Projektion besitzt nun nach dem bereits be-
handelten Fall n = 2 eine Unterringalgebra S ′, die isomorph auf S geht unter der
Projektion. Das liefert den Induktionsschritt und beendet den Beweis.

Übungen

Übung 19.3.3.10 (Barkomplex). Gegeben ein Ringhomomorphismus k → A und
ein A-Linksmodul M ist der Komplex

. . .→ A⊗k A⊗k M → A⊗k M �M
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mit dem Randoperator

a0 ⊗ a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ aq ⊗m 7→ a0a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ aq ⊗m
−a0 ⊗ a1a2 ⊗ . . .⊗ aq ⊗m

. . .

±a0 ⊗ a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ aqm

exakt, ja sogar nullhomotop. Er heißt der Bar-Komplex oder präziser der nicht
normalisierte Bar-Komplex. Hinweis: Das Davorschreiben von 1⊗ ist eine Ho-
motopie der Identität mit der Nullabbildung.

19.3.4 Beispiele für injektive Moduln*
Lemma 19.3.4.1. Seien A ein noetherscher Kring und b ⊂ A ein Ideal. Ist I ein
injektiver A-Modul, so ist auch ΓbI :=

⋃
n∈N{x ∈ I | bnx = 0} ein injektiver

A-Modul.

Beweis. Wir prüfen das Injektivitätskriterium über Ideale 19.3.2.28. Gegeben ein
Ideal a ⊂ A landet ein beliebiger fest vorgegebener Homomorphismus a → ΓbI
bereits in sagen wir dem n-ten Untermodul in unserer Vereinigung und faktorisiert
mithin über a/bna. Nach 7.7.3.9 können wir ein l ≥ n wählen mit bna ⊃ bl ∩ a
und dann faktorisiert unser Homomorphismus auch über a/(bl ∩ a). Nun ist aber
{x ∈ I | blx = 0} ∼= HomA(A/bl, I) injektiv als Modul überA/bl und damit läßt
sich unser eben betrachteter Homomorphismus a/(bl ∩ a)→ HomA(A/bl, I) auf
ganz A/bl fortsetzen. Das schließlich liefert unmittelbar die gesuchte Fortsetzung
des ursprünglichen Homomorphismus a→ ΓbI auf ganz A.

Beispiel 19.3.4.2. Gegeben ein Körper K ist K[T−1
1 , . . . , T−1

r ] ein injektiver Mo-
dul über dem Polynomring K[T1, . . . , Tr]. Um die Modulstruktur zu präzisieren,
mag man unseren Modul auch beschreiben als den Quotient vonK[T±1

1 , . . . , T±1
r ]

nach dem Untermodul, der von allen Monomen aufgespannt wird, in denen min-
destens eines der Ti mit positivem Exponenten auftritt. Wir folgern die Injekti-
vität, indem wir Lemma 19.3.4.1 auf den nach 19.3.2.34 injektiven K-Dualraum
unseres Polynomrings anwenden.

19.3.5 Definition der Garbenkohomologie
Lemma 19.3.5.1. Die Kategorie Ab/X der abelschen Garben auf einem gegebe-
nen topologischen Raum X besitzt genug Injektive.

Vorschau 19.3.5.2. Man kann zeigen, daß in der Kategorie der Garben von Vektor-
räumen auf einem gegebenen topologischen Raum die injektiven Objekte genau
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die welken Garben nach 19.4.1.1 sind, vergleiche [Bor84], V.1.13, wo man sogar
noch allgemeiner eine explizite Charakterisierung injektiver Garben von Moduln
über noetherschen Ringen findet. Wir werden diese Resultate nicht benötigen.

Beweis. Alle Wolkenkratzer mit einer injektiven abelschen Gruppe als Halm sind
injektive abelsche Garben nach 19.2.2.53. Gegeben eine Garbe F und eine Ein-
bettung Fx ↪→ Ix von jedem Halm in eine injektive abelsche Gruppe konstruieren
wir eine injektive abelsche Garbe I =

∏
(Ix)(x) als Produkt der zu den Gruppen

Ix gehörigen Wolkenkratzer bei x. Explizit haben wir also

I(U) =
∏
x∈U

Ix ∀ U ⊂◦ X

Der offensichtliche Monomorphismus F ↪→ I zeigt dann das Lemma.

Definition 19.3.5.3. Sei X ein topologischer Raum. Die Werte der Rechtsderi-
vierten des linksexakten Funktors Γ : Ab/X → Ab der globalen Schnitte auf
einer abelschen Garbe F ∈ Ab/X nennt man die Kohomologie von X mit Koef-
fizienten in F und notiert sie

Hq(X;F) := (RqΓ)(F)

19.3.5.4. IstX ein topologischer Raum,F eine abelsche Garbe aufX und Z ⊂ X
eine Teilmenge, so verwenden wir die Abkürzung Hq(Z;F) := Hq(Z;F|Z). IstX
ein topologischer Raum und M eine abelsche Gruppe und F = MX die konstante
Garbe auf X , so verwenden wir die Abkürzungen Hq

garb(X;M) = Hq(X;M) :=
Hq(X;MX). Ist noch speziellerM = Z, so bezeichnen wir diese Gruppe auch mit

Hq
garbX = HqX = Hq(X;ZX) = Hq

garb(X;Z) = Hq(X;Z)

Beispiel 19.3.5.5. Für den einpunktigen Raum liefern die ersten Eigenschaften
von Rechtsderivierten 19.3.2.10 ausgezeichnete Isomorphismen ΓF ∼→ H0(top;F)
sowie das Verschwinden Hq(top;F) = 0 für q > 0. Im Fall der konstanten Gar-
be Ztop nennen wir das Bild der Eins unter dem ausgezeichneten Isomorphismus
Z ∼→ H0(top;Z) den kanonischen Erzeuger und notieren ihn 1 ∈ H0(top).

19.3.5.6. Ich fürchte, daß diese Definitionen dem nicht vorgebildeten Leser ziem-
lich sinnlos erscheinenen müssen. Mein Ziel ist im folgenden, parallel die rele-
vante abstrakte homologische Algebra und ihre Anwendung auf den Fall der Gar-
benkohomologie zu entwickeln in der Hoffnung, daß sich dadurch beide Theorien
gegenseitig motivieren und ihre Sinnhaftigkeit zeigen.

19.3.5.7 (Garbenkohomologie als Erweiterungsgruppe). Wir erinnern unsere
Erweiterungen aus 19.3.2.24. Im Fall der Kategorie A = Ab/X der abelschen



19.3. ABSTRAKTE HOMOLOGISCHE ALGEBRA UND GARBEN 3157

Garben auf einem topologischen Raum X liefern die durch das Auswerten auf
dem konstanten Schnitt Eins für alle abelschen Garben F ∈ Ab/X gegebenen
Isomorphismen Ab/X(ZX ,F)

∼→ ΓF Isomorphismen

ExtqAb/X
(ZX ,F)

∼→ Hq(X;F)

Vorschau 19.3.5.8. In 20.2.8 erklären wir die Ringstruktur auf der Garbenkoho-
mologie mit Hilfe der sogenannten „Yoneda-Produkte“.

Übungen

Übung 19.3.5.9. Eine abelsche Garbe I auf einem topologischen Raum X ist
genau dann injektiv, wenn sich jeder Morphismus A → I von einer Untergarbe
A ⊂ ZX nach I auf ganz ZX fortsetzen läßt. Hinweis: Man kopiere den Beweis
vom Fall 17.6.6.5 eines einpunktigen Raums.

Übung 19.3.5.10. Für einen diskreten Raum verschwindet alle Garbenkohomolo-
gie in Graden ≥ 1.

Übung 19.3.5.11 (Exakte Funktoren). Seien F : A → B ein exakter Funktor von
abelschen Kategorien mit genug Injektiven und G : B → C ein additiver Funktor
in eine weitere abelsche Kategorie. Man zeige, daß es eindeutig bestimmte Trans-
formationen Rq(G◦F )⇒ RqG◦F gibt derart, daß für jede Auflösung A ↪→M�

das Diagramm
HqGFM�

↓ ↘
Rq(G ◦ F )A → RqG(FA)

mit den τ -Morphismen aus der Definition der derivierten Funktoren in den Mor-
phismen nach unten kommutiert.

Übung 19.3.5.12 (Erweiterungen und exakte Funktoren). Sei F : A → B ein
exakter Funktor von abelschen Kategorien mit genug Injektiven. Man konstruiere
natürliche Abbildungen

ExtqA(M,N)→ ExtqB(FM,FN)

Später werden wir derartige Abbildungen auch ohne die Forderung nach der Exis-
tenz von genug Injektiven als unmittelbare Konsequenz der Konstruktion des „von
F induzierten Funktors auf den derivierten Kategorien“ erhalten.

Übung 19.3.5.13 (Erste Kohomologie überlagerungstrivialer Räume). Man
zeige für jeden überlagerungstrivialen Raum X das Verschwinden der ersten Gar-
benkohomologie H1(X;Z)garb = 0. Hinweis: Bei jeder Erweiterung ZX ↪→ F �
ZX von abelschen Garben ist F̄ → X eine Überlagerung, also eine triviale Über-
lagerung, also spaltet unsere Erweiterung.
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19.3.6 Derivieren mit azyklischen Objekten
19.3.6.1 (Lange exakte Sequenz der derivierten Funktoren). Sei F : A → B
ein additiver Funktor von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven in eine
weitere abelsche Kategorie. Wir geben eine Konstruktion an, die jeder kurzen
exakten Sequenz A ↪→ B � C in A für alle q Morphismen Rq−1F (C)→ RqFA
zuordnet derart, daß unsere Morphismen zusammen mit den von der Funktorialität
der derivierten Funktoren herrührenden Morphismen eine lange exakte Sequenz

. . .→ Rq−1F (C)→ RqFA→ RqFB → RqFC → Rq+1F (A)→ . . .

in B bilden und daß jeder Morphismus von kurzen exakten Sequenzen einen Mor-
phismus der so entstehenden langen exakten Sequenzen liefert. Unsere Konstruk-
tion geht aus von der Bemerkung, daß in der abelschen Kategorie Ket≥0(A) aller
in negativen Graden verschwindenden Komplexe für I, J ∈ iA injektive Ob-
jekte von A sowohl I[0] als auch der bei Null beginnende Zwei-Term-Komplex
J

∼→ J injektive Objekte von Ket≥0(A) sind und daß sich jeder bei Null begin-
nende Zweitermkomplex aus einer SurjektionB � C in ein injektives Objekt von
Ket≥0(A) der Gestalt (pr2 : I ⊕ J ∼→ J) einbetten läßt. Wir finden induktiv für
B � C eine injektive Auflösung in Ket≥0(A) durch Zweitermkomplexe dieser
speziellen Gestalt. Die Beschreibung aller Injektiven von Ket≥0(A) mögen Sie
als Übung 19.3.6.12 ausarbeiten, sie wird hier nicht benötigt. Ergänzen wir die
Kerne, so erhalten wir ein kommutatives Diagramm der Gestalt

↑ ↑ ↑
I2 ↪→ J2 � K2

↑ ↑ ↑
I1 ↪→ J1 � K1

↑ ↑ ↑
I0 ↪→ J0 � K0

↑ ↑ ↑
A ↪→ B � C

Die linke Spalte ist exakt nach der langen exakten Homologiesequenz und die
höheren Horizontalen sind spaltende kurze exakte Sequenzen nach Konstruktion.
Anwenden von F liefert also eine kurze exakte Sequenz von Komplexen FI� ↪→
FJ� � FK� und deren lange exakte Kohomologiesequenz ist eine lange exakte
Sequenz

. . .→ Rq−1F (C)→ RqFA→ RqFB → RqFC → Rq+1F (A)→ . . .

Die Unabhängigkeit von der gewählten injektiven Auflösung durch unsere speziel-
len injektiven Zweitermkomplexe und die Verträglichkeit mit Morphismen von
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kurzen exakten Sequenzen zeigen wir zusammen. Gegeben ein Morphismus von
kurzen exakten Sequenzen alias ein kommutatives Diagramm

A

��

� � // B

��

// // C

��
A′ �
� // B′ // // C ′

und erhalten erst einen Homotopielift des durch das rechte Quadrat gegebenen
vertikal zu sehenden Morphismus in Ket≥0(A) und dann durch das Ergänzen der
jeweiligen Kerne ein kommutatives Diagramm

I�

��

� � // J�

��

// // K�

��
I ′� �
� // J ′� // // K ′�

von langen exakten Sequenzen. Wenden wir darauf F an, so erhalten wir die Un-
abhängigkeit unserer Konstruktion von den dabei getroffenen Wahlen ebenso wie
die Verträglichkeit mit Morphismen von kurzen exakten Sequenzen.

19.3.6.2. Als Spezialfälle erhalten wir in unseren Beispielen: Die lange exak-
te Ext-Sequenz im ersten 17.6.6.11 beziehungsweise zweiten 17.6.5.5 Eintrag
und die lange exakte Tor-Sequenz im ersten beziehungsweise zweiten Eintrag
17.5.3.11.

Beispiel 19.3.6.3 (Lange exakte Sequenz der Garbenkohomologie). Gegeben
eine kurze exakte Sequenz F ′ ↪→ F � F ′′ von abelschen Garben auf einem to-
pologischen Raum X spezialisiert die lange exakte Sequenz der derivierten Funk-
toren zu langen exakten Sequenzen der zugehörigen Kohomologiegruppen

H0(X;F ′) ↪→ H0(X;F)→ H0(X;F ′′)→ H1(X;F ′)→ H1(X;F)→ . . .

Definition 19.3.6.4. Sei F : A → B ein linksexakter Funktor von einer abelschen
Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Ein Objekt
J ∈ A heißt F -rechtsazyklisch, wenn gilt (RqF )(J) = 0 für alle q > 0. Gilt
nur (RqF )(J) = 0 für 0 < q ≤ n, so nennen wir J ein F -n-rechtsazyklisches
Objekt.

Beispiele 19.3.6.5. Injektive Objekte sind F -rechtsazyklisch für jeden linksex-
akten Funktor F . Alle Objekte sind rechtsazyklisch für jeden exakten Funktor.
Analoge Definitionen trifft man für rechtsexakte Funktoren von einer abelschen
Kategorie mit genug Projektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Projektive
Objekte sind dann F -linksazyklisch für jeden rechtsexakten Funktor F . Torsions-
freie abelsche Gruppen sind linksazyklisch für alle Funktoren der Gestalt ⊗ZM
mit M ∈ Ab.
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19.3.6.6. Vielfach sagt man einfach nur F -azyklisch und der Leser muß erraten,
was genau gemeint ist. Im Fall eines linksexakten Funktors meint „F -azyklisch“
für gewöhnlich „F -rechtsazyklisch“ und im Fall eines rechtsexakten Funktors „F -
linksazyklisch“.

Proposition 19.3.6.7 (Derivieren mit azyklischen Objekten). Gegeben ein links-
exakter Funktor F : A → B von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven
in eine weitere abelsche Kategorie sind für jede Auflösung A ↪→ J� durch F -
rechtsazyklische Objekte eines Objekts A ∈ A unsere kanonischen Morphismen
Isomorphismen

τ : HqFJ� ∼→ (RqF )(A)

19.3.6.8. Injektive Auflösungen sind für konkrete Rechnungen selten von Nut-
zen und eher für theoretische Überlegungen von Interesse. Für praktische Anwen-
dungen ist es von zentraler Bedeutung, daß man die Derivierten eines gegebenen
linksexakten beziehungsweise rechtsexakten Funktors bereits über Auflösungen
durh azyklische Objekte berechnen kann. In 20.3.4.13 diskutieren wir, wie man
den Begriff derivierter Funktoren ebenso wie obige Proposition auf Situationen
verallgemeinern kann, in denen es nicht genug Injektive gibt. Von unserem derzei-
tigen Stand aus ist allerdings noch nicht einmal klar, wie in dieser Allgemeinheit
„azyklisch“ überhaupt zu definieren sein sollte.

19.3.6.9 (Partielles Derivieren mit Auflösungen durch partiell Azyklische).
Gegeben ein linksexakter Funktor F : A → B von einer abelschen Kategorie
mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie und ein festes N ∈ N
sind sogar für jede Auflösung A ↪→ J� eines Objekts A ∈ A mit (RqF )(Jp) = 0
für alle (q, p) mit q > 0 und q + p ≤ N unsere kanonischen Morphismen Isomor-
phismen

τ : HqFJ� ∼→ (RqF )(A) für n < N.

Der Beweis bleibt im wesentlichen derselbe, die Details mag der Leser zur Übung
ausarbeiten. Insbesondere können wir RqF auch bereits mit Auflösungen durch
(q + 1)-azyklische Objekte berechnen.

Beweis. Seien A ↪→ I� eine injektive Auflösung von A und f� : J� → I� die
bis auf Homotopie wohldefinierte Fortsetzung der Identität auf A nach 19.3.2.6.
Es gilt zu zeigen, daß die Kettenabbildung

Ff� : FJ� → FI�

Isomorphismen auf der Homologie induziert. Da aber f� : J� → I� Isomor-
phismen auf der Homologie induziert, muß die Homologie des Abbildungskegels



19.3. ABSTRAKTE HOMOLOGISCHE ALGEBRA UND GARBEN 3161

K := K(f�) identisch verschwinden. Dieser Abbildungskegel beginnt im Grad
−1 und wir können ihn aufspalten in kurze exakte Sequenzen

K−1 ↪→ K0 � C0

C0 ↪→ K1 � C1

C1 ↪→ K2 � C2

. . . . . . . . .

Aus der langen exakten Sequenz der derivierten Funktoren 19.3.6.1 folgt induktiv,
daß alle in diesen kurzen exakten Sequenzen auftauchenden Objekte F -azyklisch
sein müssen. Damit sehen wir dann sofort, daß K(f�) exakt bleibt unter F . Da
also nun F K(f�) = K(Ff�) exakt ist, muß Ff� Isomorphismen auf der Homo-
logie induzieren.

19.3.6.10. Wir sagen, ein additiver Funktor F : A → B von einer abelschen
Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie habe endliche
homologische Rechtsdimension, wenn es ein d gibt mit RqF = 0 für q > d.
Das kleinstmögliche derartige d oder genauer das Infimum aller derartigen d heißt
dann die homologische Rechtsdimension unseres Funktors. Insbesondere hat der
Nullfunktor die homologische Rechtsdimension −∞. Analoges vereinbaren wir
für Links statt Rechts. Eine Verallgemeinerung unserer Definitionen geben wir in
20.3.6.1.

Übungen

Übung 19.3.6.11 (Ein Spektralsequenzargument). Sei F : A → B ein linksex-
akter Funktor von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere
abelsche Kategorie und A∗ ein Komplex von F -azyklischen Objekten mit An = 0
für n < 0. Wir nehmen weiter an, es gelte (RqF )HpA∗ = 0 für alle (q, p) mit
q > 0 und q + p ≤ N . Man zeige, daß dann die natürlichen Morphismen aus
19.3.2.37 für n < N Isomorphismen

HnFA∗
∼→ FHnA∗

sind. Hinweis: Man verfeinere den Beweis von 19.3.6.7. Im Rahmen der allgemei-
nen Theorie der Spektralsequenzen folgt die Aussage unmittelbar aus 19.9.3.12.

Übung 19.3.6.12 (Injektive Objekte in Kategorien nichtnegativer Komplexe).
Gegeben eine abelsche Kategorie A betrachten wir die abelsche Kategorie

Ket≥0(A)
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aller für negative Indizes verschwindenden Komplexe inA. Die injektiven Objek-
te dieser Kategorie sind genau alle entsprechenden Komplexe aus injektiven Ob-
jekten von A, bei denen die Kohomologie in von Null verschiedenen Graden ver-
schwindet und bei denen die Zykel ker ∂ : In → In+1 in jedem Grad oder gleich-
bedeutend im Grad n = 0 direkte Summanden von In sind. In der Tat sieht man
leicht, daß jeder Komplex dieser Art ein injektives Objekt von Ket≥0(A) ist, da
es ein Produkt von Komplexen der Typen I[0] und (I

∼→ I) ist für I ∈ iA. Ande-
rerseits ist leicht zu sehen, daß bei einem injektiven Objekt von Ket≥0(A) die Zy-
kel an jeder Stelle zu iA gehören müssen, man teste mit Homomorphismen nach
A[n] ↪→ B[n], und die Objekte an jeder Stelle zu iA gehören müssen, man teste
mit Injektionen von Zwei-Term-Komplexen (A

∼→ A) ↪→ (B
∼→ B). Schließlich

ist jeder unserer Komplexe X Unterkomplex eines weiteren Komplexes Y mit
HqY = 0 für q > 0, und ist X injektiv, so muß diese Einbettung spalten und wir
folgern HqX = 0 für q > 0. Hat A genügend Injektive, so auch Ket≥0(A), wie
man leicht einsieht. Für die Rechtsderivierten von H0 : Ket≥0(A) → A erhalten
wir dann natürliche Isomorphismen

(RqH0)(K∗)
∼⇒ HqK∗

vermittels der Interpretation einer injektiven Auflösung in Ket≥0(A) als Doppel-
komplex im ersten Quadranten, dessen Zeilen und Spalten in positiven Graden
exakt sind. Die Kohomologie des senkrechten Kernkomplexes berechnet nun die
linke Seite Seite und die Kohomologie des waagerechten Kernkomplexes die rech-
te Seite und der waagerechte Kernkomplex ist schlichtK∗ selber und beide Koho-
mologien gehen nach 19.4.6.8 isomorph auf die Kohomologie des Totalkomple-
xes.
Ergänzung 19.3.6.13. Ein Student könnte einmal ausarbeiten, inwiefern das Vor-
hergehende gültig bleibt, wenn A nicht genug Injektive hat und man derivierte
Funktoren im in 20.3.4.2 erklärten verallgemeinerten Sinne versteht.
Übung 19.3.6.14. In der Kategorie aller graduierten Moduln über einem graduier-
ten Ring gibt es genügend injektive Objekte.
Übung 19.3.6.15. Sei F : A → B ein linksexakter Funktor von einer abelschen
Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Sei

. . .→ J−1 → J0 → J1 → . . .

eine exakte Sequenz mit F -rechtsazyklischen Jq. Man zeige: Bleibt unsere Se-
quenz nicht exakt unter F , so kann keiner der derivierten Funktoren RqF für q ≥ 0
der Nullfunktor sein.
Übung 19.3.6.16. Sei F : A → B ein linksexakter Funktor von einer abelschen
Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Sei weiter

J−d ↪→ . . .→ J−2 → J−1 → J0 � A
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eine exakte Sequenz mit F -rechtsazyklischen Jq, die „in die andere Richtung
geht als eine Auflösung“. Man zeige: Alle Kokerne cok(Jq−1 → Jq) sind F -
rechtsazyklisch undA ist F -rechtsazyklisch und unsere Sequenz bleibt exakt beim
Anwenden von F . Dasselbe folgt im Übrigen auch ohne die Annahme der Exis-
tenz von genug Injektiven, wenn wir die Eigenschaft „F -rechtsazyklisch“ wie in
20.3.4.2 verstehen und 20.3.4.15 zu Hilfe nehmen.

Übung 19.3.6.17. Sei F : A → B ein linksexakter Funktor von einer abelschen
Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie. Sei

A ↪→ J0 → J1 → . . .→ Jd−1 � C

eine exakte Sequenz mit F -rechtsazyklischen Jν . Ist die homologische Rechtsdi-
mension von F höchstens d, so ist auch C ein F -rechtsazyklisches Objekt.

Übung 19.3.6.18. Sei G : A → B ein additiver Funktor von abelschen Kategori-
en und es habeA genug Projektive. Man erinnere aus 19.3.2.33 die augmentierten
Linksderivierten LqG : AG → B und leite die lange exakte Sequenz der augmen-
tierten derivierten Funktoren zu einer kurzen exakten Sequenz in AG her.

Übung 19.3.6.19 (Nullhomotope Komplexe). Man zeige, daß ein Komplex (Xn, ∂)
von abelschen Gruppen genau dann nullhomotop ist, wenn es Gruppen An und
Isomorphismen Xn ∼→ An ⊕ An+1 gibt, unter denen der Randoperator der Kom-
position

An ⊕ An+1 � An+1 ↪→ An+1 ⊕ An+2

von Projektion und Injektion entspricht. Mutige zeigen dasselbe in beliebigen
abelschen Kategorien und sogar noch allgemeiner beliebigen additiven Katego-
rien mit spaltenden Idempotenten.

Übung 19.3.6.20 (Zu Komplexen mit Differential Null homotope Komplexe).
Man zeige, daß ein Komplex (Y n, ∂) von abelschen Gruppen genau dann homo-
topieäquivalent ist zu einem Komplex mit verschwindenden Differentialen, wenn
es GruppenAn, Hn und IsomorphismenXn ∼→ An⊕Hn⊕An+1 gibt, unter denen
der Randoperator der Komposition

An ⊕Hn ⊕ An+1 � An+1 ↪→ An+1 ⊕Hn+1 ⊕ An+2

von Projektion und Injektion entspricht. Wir nennen Komplexe mit dieser Eigen-
schaft maximal spaltend. Mutige zeigen dasselbe in beliebigen abelschen Kate-
gorien und sogar noch allgemeiner in beliebigen additiven Kategorien mit spal-
tenden Idempotenten.
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19.3.7 Gruppenkohomologie*
19.3.7.1. An dieser Stelle geht es nur um die Definition der Gruppenkohomologie
als Anwendung unserer Konstruktionen aus der abstrakten homologischen Alge-
bra und um die Beziehung der Gruppenkohomologie mit konstanten Koeffizienten
zur singulären Kohomologie. In 19.8.3 besprechen wir dann feiner die Beziehung
der Gruppenkohomologie mit beliebigen Koeffizienten zur Garbenkohomologie.
In 19.3.8.2 besprechen wir nichtabelsche Gruppenkohomologie.

Definition 19.3.7.2. Sei G eine Gruppe. Unter einem G-Modul verstehen wir
eine abelsche Gruppe A mit einer Operation G → Grp×(A) von G auf A durch
Gruppenhomomorphismen, als da heißt ein Objekt A von G -Ab.

19.3.7.3. Gegeben einG-ModulA bilden wir zwei abelsche GruppenAG undAG,
genannt die Invarianten und die Ko-Invarianten vonA, vermittels der Vorschrift

AG := {a ∈ A | ga = a ∀g ∈ G}
AG := A/〈a− ga | a ∈ A, g ∈ G〉

Hier besteht AG genau aus allen unter G invarianten Elementen von A und ist
damit die größte unter G invariante Untergruppe von A. Dual ist AG der „größte
Quotient von A, auf dem G trivial operiert“. Etwas formaler können wir jede
abelsche Gruppe mit der trivialen G-Operation versehen und so einen Funktor
Ab → G -Ab definieren. Das Bilden der Invarianten beziehungsweise der Koin-
varianten ist dann der Rechts- beziehungsweise Linksadjungierte zu diesem Funk-
tor.

19.3.7.4 (Invarianten und Koinvarianten in Modulsprache). Bilden wir wie in
8.1.2.1 den Gruppenring ZG, so ist ein G-Modul nichts anderes als ein Modul
über dem Ring ZG. Der Funktor, der jede abelsche Gruppe mit der trivialen G-
Operation versieht, entspricht dann dem Zurückholen

resZGZ : Z -Mod→ ZG -Mod

vermittels des Ringhomomorphismus ZG → Z, der jedes Gruppenelement auf
die Eins wirft. Im Rahmen des allgemeinen Formalismus aus 8.6.3.2 haben wir
demnach natürliche Isomorphismen AG ∼→ indZZGA = HomZG(Z, A) und AG

∼→
prodZZGA = Z⊗ZG A.

Definition 19.3.7.5 (Gruppenhomologie und Gruppenkohomologie). Sicher ist
A 7→ AG ein linksexakter und A 7→ AG ein rechtsexakter Funktor G -Ab → Ab.
Die Rechtsderivierten von A 7→ AG nennt man die Kohomologie der Gruppe G
mit Koeffizienten in A und notiert sie

Hq(G;A)
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Die Linksderivierten von A 7→ AG nennt man die Homologie der Gruppe G mit
Koeffizienten in A und notiert sie

Hq(G;A)

Speziell gilt also H0(G;A) = AG und H0(G;A) = AG. Redet man von Grup-
penhomologie oder Gruppenkohomologie ohne Koeffizienten zu spezifizieren, so
sind meist Koeffizienten in der Einsdarstellung Z gemeint.

19.3.7.6 (Gruppenhomologie und -kohomologie in Modulsprache). Seien G
eine Gruppe und A ein G-Modul. Verstehen wir Z als G-Modul mit der trivialen
Operation von links beziehungsweise von rechts, so liefern unsere offensichtli-
chen kanonischen Isomorphismen AG

∼→ HomZG(Z, A) und AG
∼→ Z ⊗ZG A

auch kanonische Isomorphismen

Hq(G;A)
∼→ TorZGq (Z, A)

Hq(G;A)
∼→ ExtqZG(Z, A)

mit Ext und Tor wie in 19.3.2.14 und 19.3.2.26.

19.3.7.7 (Ursprung der Terminologie). Es mag verwirren, daß Kohomologie die
Invarianten und Homologie die Koinvarianten verallgemeinert. Der Grund ist die
Entstehung dieser Begriffe aus topologischen Überlegungen, genauer aus der Er-
kenntnis 19.3.7.12, daß die Kohomologie beziehungsweise Homologie eines Quo-
tienten G\X für einen zusammenziehbaren topologischen Raum X mit topolo-
gisch freier Operation einer Gruppe G nur von der Gruppe G selbst und nicht von
X abhängt und folglich die Bezeichnung Hq(G\X;Z) = Hq(G;Z) beziehungs-
weise Hq(G\X;Z) = Hq(G;Z) verdient.

Beispiel 19.3.7.8 (Homologie und Kohomologie von Z/2Z). Wir betrachten die
zweielementige Gruppe G = {e, g}. Sie ist kommutativ und dasselbe gilt für
ihren Gruppenring. Eine freie Auflösung des ZG-Moduls Z wird gegeben durch
den Komplex

. . .
(1−g)−→ ZG (1+g)−→ ZG (1−g)−→ ZG� Z

Schneiden wir das Z am Ende ab und wenden auf den Rest den Funktor der Ko-
invarianten an, so ergibt sich der Komplex

. . .
0→ Z 2→ Z 0→ Z

Damit erhalten wir schließlich H0(G;Z) ∼= Z, Hq(G;Z) ∼= Z/2Z für q ≥ 2
gerade und Hq(G;Z) = 0 für q ungerade. Ist allgemeiner A ein G-Modul, so
können wir unseren Isomorphismus Hq(G;A)

∼→ TorZGq (Z, A) anwenden und
dürfen das nach 19.4.6.13 mithilfe des obigen Komplexes als freie Auflösung des
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trivialen G-Rechtsmoduls Z berechnen. So erhalten wir dann eine Beschreibung
der Gruppenhomologie Hq(G;A) als Homologie des Komplexes

. . .
1−g→ A

1+g→ A
1−g→ A

Die Gruppenkohomologie berechnen wir ähnlich, indem wir vom Isomorphismus
Hq(G;A)

∼→ ExtqZG(Z, A) ausgehen und das nach 20.2.3.10 mithilfe des obigen
Komplexes als freie Auflösung des trivialen G-Linksmoduls Z berechnen. So er-
gibt sich die Gruppenkohomologie mit Koeffizienten in A als Kohomologie des
Komplexes

. . .
1−g← A

1+g← A
1−g← A

19.3.7.9 (Gruppenkohomologie über die Standardauflösung). SeiG eine Grup-
pe. Um die Bedeutung der Gruppenkohomologie für kleine q zu verstehen, er-
innern wir uns daran, daß wir nach 17.1.1.17 für jede Menge G einen exakten
Komplex

Z ∂← ZG ∂← ZG2 ∂← . . .

erhalten mit Randoperatoren ∂(g0, . . . , gq) =
∑

(−1)i(g0, . . . , ĝi, . . . , gq) auf den
offensichtlichen Basiselementen. Ist G eine Gruppe und lassen wir G auf G×(q+1)

operieren durch die Vorschrift g(g0, . . . , gq) = (gg0, . . . , ggq), so wird unser Kom-
plex eine freie Auflösung des trivialen ZG-Moduls Z. Unter den Isomorphismen
von abelschen Gruppen

(ZG)Gq ∼→ ZGq+1

g0(g1, . . . , gq) 7→ (g0, g0g1, g0g1g2, . . . , g0g1 . . . gq)

stellt sich zwar die ZG-Operation in einfacherer Form dar, der Randoperator wird
jedoch komplizierter und wird die ZG-lineare Abbildung (ZG)Gq → (ZG)Gq−1

vom freien ZG-Modul über Gq in den freien ZG-Modul über Gq−1, die auf den
freien Erzeugern gegeben wird durch

∂(g1, . . . , gq) = g1(g2, . . . , gq) + (−1)q(g1, . . . , gq−1)

+
∑q−1

i=1 (−1)i(g1, . . . , gigi+1, . . . , gq)

Wir nennen diesen Komplex der (ZG)Gq die Standardauflösung.

Lemma 19.3.7.10 (Erste Gruppenkohomologie bei trivialer Operation). Ope-
riert eine Gruppe G trivial auf einer abelschen Gruppe A, so liefert die Konstruk-
tion im folgenden Beweis einen natürlichen Isomorphismus zwischen der ersten
Kohomologie von G mit Koeffizienten in A und der Menge der Gruppenhomo-
morphismen von G nach A, in Formeln

H1(G;A)
∼→ Grp(G,A)
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Beweis. Die Einskozykel in der Standardauflösung 19.3.7.9 sind die ZG-Homo-
morphismen f : (ZG)G → A mit f ◦ ∂ = 0. Schränken wir sie ein auf die of-
fensichtliche ZG-Basis G von (ZG)G, so werden Einskozykeln identifiziert mit
Abbildungen f : G → A derart, daß gilt xf(y) − f(xy) + f(x) = 0 für al-
le x, y ∈ G, wo wir der Übersichtlichkeit halber statt g1, g2 die Symbole x, y
verwenden. Derartige Abbildungen nennt man im allgemeinen gekreuzte Homo-
morphismen. Operiert G trivial auf A, so vereinfacht sich das zu f(y) + f(x) =
f(xy) und wir haben den Raum der Einskozykeln identifiziert mit dem Raum
aller Gruppenhomomorphismen Grp(G,A). Die Koränder ihrerseits sind die ZG-
Homomorphismen (ZG)G → A der Gestalt f = h ◦ ∂, also der Gestalt f(x) =
xa − a für ein a ∈ A, das das Bild des freien Erzeugers () von (ZG)G0 unter h
bedeutet. Operiert G trivial auf A, so sind mithin alle Einskoränder null.

19.3.7.11 (Zweite Gruppenkohomologie und Gruppenerweiterungen). Seien
G eine Gruppe und A ein G-Modul. Die Zweikozykel in der Standardauflösung
19.3.7.9 sind per definitionem genau die ZG-Homomorphismen f : (ZG)G2 →
A mit f ◦ ∂ = 0. Unter Restriktion auf die freien Erzeuger entsprechen sie ein-
eindeutig den Abbildungen h : G × G → A derart, daß für alle x, y, z ∈ G gilt
xh(y, z) − h(x, y) − h(xy, z) + h(x, yz) = 0. Solche Abbildungen heißen auch
selbst Zweikozykel und gegeben solch ein Zweikozykel können wir A × G zu
einer Gruppe E machen vermittels der Verknüpfung

(a, x)(b, y) = (a+ xb+ h(x, y), xy)

So erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von Gruppen A ↪→ E � G. Man
zeigt ohne Schwierigkeiten, daß H2(G;A) die Isomorphieklassen von derartigen
Erweiterungen bei vorgegebener Operation von G auf A durch Konjugation klas-
sifiziert. Eine zweite kurze exakte Sequenz A ↪→ E ′ � G heißt hier isomorph zu
A ↪→ E � G, wenn es einen Gruppenisomorphismus E ∼→ E ′ gibt derart, daß
das Diagramm

A ↪→ E � G
‖ ↓ ‖
A ↪→ E ′ � G

kommutiert. Die Null in H2(G;A) entspricht hierbei dem Fall, daß E das semidi-
rekte Produkt ist. Mehr dazu findet man in [Mac63].

Satz 19.3.7.12 (Gruppen(ko)homologie und singuläre (Ko)homologie). Seien
X ein zusammenziehbarer topologischer Raum und G eine diskrete Gruppe, die
topologisch frei von rechts auf X operiert. Sei weiter A eine abelsche Gruppe mit
trivialer G-Operation. So konstruieren wir im folgenden Beweis in A und (X,G)
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natürliche Isomorphismen

Hq(G;A)
∼→ Hq(X/G;A)sing

Hq(G;A)
∼→ Hq(X/G;A)sing

19.3.7.13. Die Homologie beziehungsweise Kohomologie der Gruppe G mit Ko-
effizienten in der abelschen Gruppe A mit der trivialen G-Operation ist demnach
kanonisch isomorph zur singulären Homologie beziehungsweise Kohomologie
des Bahnenraums X/G mit Koeffizienten in A. Morphismen (X,G) → (Y,H)
für die Natürlichkeit in (X,G) sind zu verstehen als Paare (f, ϕ) aus einer steti-
gen Abbildung und einem Gruppenhomomorphismus mit f(xg) = f(x)ϕ(g) für
alle x ∈ X, g ∈ G.

Beweis. Man sieht leicht ein, daß der Komplex der singulären Ketten SX � Z
eine Auflösung von Z durch freie ZG-Moduln ist. Genauer operiert G nach dem
Satz über die Existenz und Eindeutigkeit von Lifts 16.3.4.13 frei auf der Menge
der singulären Simplizes und jedes Repräsentantensystem für die Bahnen ist eine
ZG-Basis. Fassen wir unsere Räume von Ketten als ZG-Rechtsmoduln auf, so
liefert die Projektion einen Isomorphismus von Kettenkomplexen

(SX)⊗ZG A
∼→ S(X/G;A)

In der Tat ist das Bild unserer ZG-Basis von SX ist offensichtlich eine Z-Basis
von S(X/G). Gehen wir auf beiden Seiten zur Homologie über, so ergibt sich die
erste Behauptung. Fassen wir unsere Räume von Ketten als ZG-Linksmoduln auf,
so erkennen wir ähnlich, daß die Projektion einen Isomorphismus von Kettenkom-
plexen der Gestalt

HomZ(S(X/G), A)
∼→ HomZG(SX,A)

liefert. Gehen wir auf beiden Seiten zur Kohomologie über, so ergibt sich die
zweite Behauptung.

Satz 19.3.7.14 (Gruppenkohomologie und singuläre Kohomologie, Varian-
te). Sei X ein wegzusammenhängender topologischer Raum und G eine diskrete
Gruppe, die topologisch frei von rechts auf X operiert. Seien weiter A eine abel-
sche Gruppe mit trivialer G-Operation und q ≥ 0.

1. Gilt H1(X;A)sing = . . . = Hq(X;A)sing = 0, so haben wir einen kanoni-
schen Isomorphismus Hq(G;A)

∼→ Hq(X/G;A)sing.

2. Gilt H1(X;A)sing = . . . = Hq(X;A)sing = 0, so haben wir einen kanoni-
schen Isomorphismus Hq(G;A)

∼→ Hq(X/G;A)sing.
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Beweis. Mutatis mutandis identisch zum Beweis von 19.3.7.12.

Beispiel 19.3.7.15. Betrachten wir auf der Sphäre Sn die Operation der zweiele-
mentigen Gruppe G := Z/2Z, die jeden Punkt auf den gegenüberliegenden Punkt
wirft, so folgt für q < n unmittelbar Hq(Z/2Z;A) ∼= Hq(PnR;A) in Überein-
stimmung mit unserer Berechnung der Homologie 17.5.1.6 der reell-projektiven
Räume und unserer Berechnung 19.3.7.8 der Gruppenhomologie der zweielemen-
tigen Gruppe. Ebenso erhalten wir wieder unter der Voraussetzung q < n für die
Kohomologie Hq(Z/2Z;A) ∼= Hq(PnR;A).

Übungen

Übung 19.3.7.16. Man finde für jeden Gruppenhomomorphismus G → A eine
kurze exakte Sequenz von G-Moduln A ↪→ E � Z, die sein Bild unter den
kanonischen Isomorphismen Grp(G,A)

∼→ H1(G;A)
∼→ Ext1

ZG(Z, A) im Sinne
von 20.2.7.7 repräsentiert.

Übung 19.3.7.17. Gegeben eine abelsche GruppeAmit einer Operation der Grup-
peG = Z, bei der die Eins durch den Automorphismus T : A

∼→ A operiert, zeige
man:

Hq(Z;A) ∼=


{a ∈ A | T (a) = a} q = 0;
A/ im(T − id) q = 1;
0 sonst.

Hinweis: Die durch Multiplikation mit (T−1) gegebene Einbettung Z[T, T−1] ↪→
Z[T, T−1] hat den Kokern Z.

Übung 19.3.7.18 (Zurückholen in der Gruppenkohomologie). Gegeben f :
G → H ein Gruppenhomomorphismus und A ∈ G -Ab sowie B ∈ H -Ab Mo-
duln verstehen wir unter einem Komorphismus von abelschen Gruppen über
f einen Homomorphismus von abelschen Gruppen φ : B → A mit φ(f(g)b) =
gϕ(b) für alle g ∈ G, b ∈ B. Man zeige: Für jeden Komorphismus und jedes q
gibt es genau eine Abbildung

Hqφ : Hq(H;B)→ Hq(G;A)

derart, daß für je zwei Auflösungen A ↪→ I� und B ↪→ J� und jeden Lift von φ
zu einem Komorphismus φ� : J� → I� von Auflösungen über f das Diagramm

Hq((J�)H)
φ�→ Hq((I�)G)

τ ↓ ↓ τ
Hq(H;B)

Hqφ→ Hq(G;A)

kommutiert mit den natürlichen Abbildungen τ aus 19.3.2.8 in den Vertikalen und
der von unserem Lift φ� induzierten oberen Horizontalen. Des weiteren gelten die
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Formeln Hq(φ ◦ ψ) = Hqψ ◦ Hqφ und Hq id = id. Eine gewisse Anschauung im
Fall q = 1 mag 19.3.8.5 geben. In 19.4.3.7 werden wir eine ähnliche Konstruktion
kennenlernen, das „Zurückholen in der Garbenkohomologie“.

19.3.8 Nichtabelsche Kohomologie*

19.3.8.1. Im folgenden erkläre ich die Bedeutung der ersten Gruppenkohomo-
logie. Operiert eine Gruppe G auf einer abelschen Gruppe A, so hatten wir ja
bereits in 19.3.7.5 die abelschen Gruppen Hq(G;A) erklärt und im Fall einer tri-
vialen Operation in 19.3.7.10 einen ausgezeichneten Isomorphismus H1(G;A)

∼→
Grp(G,A) konstruiert. Ist A nicht notwendig kommutativ, so erklären wir im fol-
genden eine punktierte Menge

H1
na(G;A) = H1

nichtabelsch(G;A)

und konstruieren im weiteren im Fall einer abelschen Gruppe eine ausgezeichnete
Bijektion zwischen dieser punktierten Menge und der ersten Kohomologie aus
19.3.7.5 mit der Null als ausgezeichnetem Punkt. Damit können wir dann die
Notation auch wieder zu H1(G;A) = H1

na(G;A) vereinfachen.

Definition 19.3.8.2 (Nichtabelsche Gruppenkohomologie). Seien G eine Grup-
pe und A ∈ G -Grp eine Gruppe, auf der G durch Gruppenautomorphismen ope-
riert. Ein G-äquivarianter A-Torsor ist ein A-Torsor X mit einer G-Operation
derart, daß die Operation A×X → X äquivariant ist für G, in Formeln g(ax) =
(ga)(gx) ∀g ∈ G, a ∈ A, x ∈ X . Die Menge aller Isomorphieklassen von G-
äquivarianten A-Torsoren mit dem durch die Klasse des trivialen G-äquivarianten
A-Torsors X = A gegebenen ausgezeichneten Punkt notieren wir

H1
na(G;A) ∈ Ens∗

und nennen sie die erste Gruppenkohomologie von G mit Koeffizienten in A.

Beispiel 19.3.8.3 (Erste Gruppenkohomologie bei trivialer Operation). Gege-
ben Gruppen G,A mit der Maßgabe, daß G trivial auf A operiert, erhalten wir
eine Bijektion

Grp(G,A)/(intA)
∼→ H1

na(G;A)

durch die Vorschrift, daß wir einem Gruppenhomomorphismus ϕ : G → A die
A-Menge A mit der G-Operation gegeben durch gx := xϕ(g−1) zuordnen. Der
Gruppenhomomorphismus (int a)◦ϕ führt zu einem isomorphenG-äquivarianten
A-Torsor, ein Isomorphismus ist die Multiplikation mit a von rechts.
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19.3.8.4 (Nichtabelsche Gruppenkohomologie durch kohomologe Zykel). Um
unsere Menge H1

na(G;A) von Isomorphieklassen explizit zu beschreiben und da-
bei mit den Notationen nicht durcheinander zu kommen, benutzen wir die expo-
nentielle Schreibweise für die Operation von G und gehen gleichzeitig zu Rechts-
operationen von G über. Weiter unterscheiden wir die Operation von G auf unse-
rem Torsor X durch Klammern von der Operation von G auf der Gruppe A und
schreiben also x(g) := g−1x für x ∈ X sowie ag := g−1a für a ∈ A. Unsere
Äquivarianzbedingung erhält damit die Gestalt

(ax)(g) = agx(g)

Eine äquivariante G-Operation auf dem A-Torsor X = A ist nun festgelegt durch
die Abbildung z : G → A, g 7→ 1(g), denn es gilt stets a(g) = (a1)(g) = agz(g).
Für eine beliebige Abbildung z : G→ A liefert umgekehrt diese Formel für jedes
g eine Bijektion A ∼→ A, a 7→ a(g) mit (ba)(g) = bga(g) für alle a, b ∈ G. Diese
Bijektionen hinwiederum bilden eine Operation von G auf A genau dann, wenn
für alle a ∈ A und g, h ∈ G gilt a(gh) = (a(g))(h), also aghz(gh) = (agz(g))(h) =
(aghz(g)h)z(h), was äquivalent ist zur Bedingung

z(gh) = z(g)hz(h) ∀g, h ∈ G

Eine Abbildung z : G → A, die diese Bedingung erfüllt, heißt ein Einskozykel
von G mit Koeffizienten in A. Die Einskozykel parametrisieren mithin diejenigen
G-Operationen auf der A-Menge X = A, die in der oben beschriebenen Weise
verträglich sind mit der vorgegebenen Operation von G auf A durch Gruppen-
homomorphismen. Man erkennt sofort, daß für abelsches A diese Einskozykel
nichts anderes sind als unsere Einskozykel der Standardauflösung alias gekreuz-
ten Homomorphismen aus dem Beweis von 19.3.7.10. Wir brauchen also bereits
hier die Spezifikation „nichtabelsch“ nicht mehr und bezeichnen die Menge der
Einskozykel mit

Z1(G;A)

Die Automorphismen der A-Menge A sind nun genau die Rechtsmultiplikationen
(·b) mit Elementen b ∈ A und unter der Identifikation (·b) : A

∼→ A entspricht
die äquivariante G-Operation a 7→ a(g) einer neuen G-Operation gegeben durch
a 7→ a[g] mit a[g]b = (ab)(g) für unser fest gewähltes b. Der Kozykel w(g) = 1[g]

zu unserer neuen Operation berechnet sich demnach aus dem Kozykel z(g) = 1(g)

der alten Operation vermittels der Formel

w(g) = 1[g] = b(g)b−1 = bgz(g)b−1

Wir erhalten so eine Beschreibung unserer Kohomologiemenge Bahnenraum in
Gestalt einer kanonischen Bijektion

Z1(G;A)/A
∼→ H1(G;A)
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Die Standgruppe des ausgezeichneten Zykels ∗ ist dabei die Gruppe der G-In-
varianten AG. Kozykel in derselben Bahn heißen kohomolog, unsere Kohomo-
logiemenge ist in dieser Terminologie also die Menge aller Kohomologieklassen
von Kozykeln. Für abelsches und additiv notiertes A sind wieder zwei Kozykel
kohomolog genau dann, wenn ihre Differenz ein Rand ist im Sinne vom Schluß
des Beweises von 19.3.7.10, folglich erhalten wir für abelsches A in der Tat unser
altes H1 zurück.

19.3.8.5 (Nichtabelsche Gruppenkohomologie als Funktor). Die erste Koho-
mologie wird ein Funktor in A, indem wir jedem G-äquivarianten Gruppenhomo-
morphismus alias jedem Morphismus B → A in G -Grp den Morphismus von
bepunkteten Mengen H1(G;B) → H1(G;A) zuordnen, der von X 7→ A ×/B X
induziert wird. Sie ist andererseits bei festem A auch ein kontravarianter Funk-
tor in G in offensichtlicher Weise. Wir können diese beiden Funktorialitäten auch
zusammenfassen und so jedem Komorphismus B → A von Gruppen mit Opera-
tion über einem Gruppenhomomorphismus f : G → H einen Morphismus von
bepunkteten Mengen

H1(H;B)→ H1(G;A)

Der Leser mag zur Übung zeigen, daß er im abelschen Fall unter unseren Bijek-
tionen dem Rückzug aus 19.3.7.18 entspricht.

Beispiel 19.3.8.6. Für jeden Einskozykel z : G→ A gilt sicher z(1) = 1. Im Fall
einer zweielementigen Gruppe G = {1, γ} erhalten wir damit eine Bijekion

Z1(G;A)
∼→ {a ∈ A | 1 = aγa}

und eine Bijektion zwischen H1(G;A) und der Menge der A-Bahnen auf besagter
Teilmenge von A unter der A-Operation, die gegeben wird durch die Vorschrift
b · a := bγab−1 für b ∈ A.

19.3.8.7 (Diskussion der Terminologie). Wenn ich von nichtabelscher Grup-
penkohomologie rede, meine ich H1(G;A). Die Hq(G;A) mit q > 1 sind bei uns
nur für A abelsch definiert. H0(G;A) = AG nenne ich die G-Invarianten von A.

Ergänzung 19.3.8.8 (Exakte Sequenzen der nichtabelschen Kohomologie). Sei
G eine Gruppe. Unter einer punktierten G-Menge verstehen wir eine Menge A
mit einem ausgezeichneten Punkt und einer Operation von G, die diesen Punkt
festhält. Wir setzen dann H0(G;A) := AG und betrachten das als eine Menge
mit demselben ausgezeichneten Punkt. Die folgenden unter immer stärkeren Vor-
aussetzungen immer längeren exakten Sequenzen von punktierten Mengen sind
kein so starkes Hilfsmittel wie exakte Sequenzen von Gruppen, können aber in
speziellen Situationen schon weiterhelfen.
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1. Ist A ↪→ B � C eine kurze exakte Sequenz von punktierten G-Mengen im
Sinne von 4.4.6.3, so erhalten wir eine linksexakte Sequenz AG ↪→ BG →
CG alias

H0(G;A) ↪→ H0(G;B)→ H0(G;C)

von punktierten Mengen.

2. Ist A eine Gruppe und B eine punktierte Menge mit freier G-äquivarian-
ter A-Operation von links und sind die Fasern von B � C gerade die A-
Bahnen, so erklären wir ∂ : H0(G;C) → H1(G;A) wie folgt: Gegeben
c ∈ CG wählen wir b ∈ B mit b 7→ c und definieren z = zb : G → A
durch z(g)b = bg. Dann gilt z(g)βz(β)b = z(g)βbβ = bgβ , folglich ist zb ein
Element von Z1(G;A). Eine andere Wahl ab führt zu zab(g)(ab) = (ab)g

und damit gilt (ag)−1zab(g)a = zb(g) und wir erhalten einen homologen 1-
Kozykel. Auf diese Weise liefert jedes c ∈ CG eine wohlbestimmte Klasse
∂c ∈ H1(G;A). Damit erhalten wir eine exakte Sequenz

H0(G;A) ↪→ H0(G;B)→ H0(G;C)
∂→ H1(G;A)

In der Tat, hat c ∈ CG ein Urbild b ∈ BG, so ist ∂c die Klasse des konstanten
1-Kozykels zb. Ist umgekehrt b ∈ B ein Urbild von c ∈ CG und ist zb
homolog zum konstanten 1-Kozykel, gibt es also a ∈ A mit zb(g) = aga−1

für alle g ∈ G, gilt also aga−1b = bg ∀g ∈ G, so gilt a−1b ∈ BG und das
ist ein G-invariantes Urbild von c.

3. Ist A ↪→ B ein injektiver Gruppenhomomorphismus und C = {Ab | b ∈
B} ⊂ P(B) der Raum der Linksnebenklassen, so erhalten wir sogar eine
exakte Sequenz

H0(G;A) ↪→ H0(G;B)→ H0(G;C)
∂→ H1(G;A)→ H1(G;B)

In der Tat, wird ein 1-Kozykel z : G → A nullhomolog in H1(G;B), so
gibt es b ∈ B mit z(g) = bgb−1 ∀g und dann ist z = zb = ∂c für c ∈ CG

das Bild von b. Umgekehrt ist auch klar, daß jedes ∂c in H1(G;B) triviales
Bild hat.

4. Ist A ↪→ B � C eine kurze exakte Sequenz von Gruppen, so haben wir
sogar eine exakte Sechs-Term-Sequenz

AG ↪→ BG � CG ∂→ H1(G;A)� H1(G;B)→ H1(G;C)

und haben H0 umgeschrieben, damit sie in eine Zeile paßt. In der Tat geht
jeder 1-Kozykel aus A natürlich auf den trivialen 1-Kozykel in C. Ist an-
dererseits z : G → B ein 1-Kozykel, der trivial wird in H1(G;C), so gibt
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es c ∈ C mit z(g) = cgc−1 ∀g ∈ G. Für jedes Urbild b ∈ B von c folgt
w(g) := (bg)−1z(g)b ∈ A und so ist z homolog zu w ∈ Z1(G;A).

5. Liegt zusätzlich das Bild von A im Zentrum von B, so können wir unse-
re Sequenz um noch einen weiteren Schritt zu einer exakten Sieben-Term-
Sequenz

AG ↪→ BG � CG ∂→ H1(G;A)� H1(G;B)→ H1(G;C)→ H2(G;A)

verlängern. Das sei dem Leser zur Übung überlassen.

Vorschau 19.3.8.9 (Gruppenkohomologie und Garbenkohomologie). Gegeben
eine Gruppe G und eine G-Gruppe A klassifiziert unsere nichtabelsche Gruppen-
kohomologie H1(G;A) diejenigen G-Mengen mit G-äquivaranter A-Operation,
die unter Vergessen der G-Wirkung isomorph werden zu A selber. Gegeben ein
topologischer Raum X und eine Gruppengarbe A ∈ Grp/X klassifiziert unse-
re nichtabelsche Čech-Kohomologie Ȟ1(X;A) diejenigen Mengengarben auf X
mit A-Operation, die unter dem Rückzug auf alle Mengen mindestens einer of-
fenen Überdeckung von X isomorph werden zu A selber. Als gemeinsame Ver-
allgemeinerung mag man „G-äquivariante Gruppengarben A auf einem topologi-
schen RaumX“ betrachten, und warum nicht gleich für eine topologische Gruppe
G, und warum nicht gleich statt Gruppengarben beliebige nichtnotwendig étale
Gruppenobjekte A ∈ TopX . Die Menge der Isomorphieklassen mag man dann

H1(G%X;A)

notieren und unsere bisherigen Konstruktionen als Spezialfälle betrachten.

19.3.8.10 (Topologische nichtabelsche Gruppenkohomologie). Die Definition
der nichtabelschen ersten Gruppenkohomologie 19.3.8.2 bleibt sinnvoll, wenn wir
statt mit Mengen vielmehr mit topologischen Räumen arbeiten. Dann sind also G
und A topologische Gruppen, die Operationen G × A → A und G × X → X
sollen stetig sein, und X soll die Topologie als homogener Raum von A tragen.
Wollen wir besonders betonen, daß unsere Kohomologie in dieser Weise verstan-
den werden soll, so schreiben wir H1

st(G;A). Eine Anwendung diskutieren wir in
6.6.4.12.

19.3.8.11. Im topologischen Fall erhalten wir genauso eine kanonische Bijektion

(Z1
st(G;A)/∼)

∼→ H1
st(G;A)

zwischen den Klassen stetiger 1-Zykel z : G→ A und der entsprechenden Koho-
mologiemenge.



19.4. BERECHNUNG VON GARBENKOHOMOLOGIE 3175

19.4 Berechnung von Garbenkohomologie

19.4.1 Welke Garben sind globale-Schnitte-azyklisch
Definition 19.4.1.1. Eine Garbe heißt welk, englisch flabby und französisch flas-
que, wenn sich jeder Schnitt auf einer offenen Teilmenge zu einem globalen
Schnitt fortsetzen läßt.

Lemma 19.4.1.2. Sei F ′ ↪→ F � F ′′ eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einem topologischen Raum X .

1. Ist F ′ welk, so induziert der Epimorphismus F � F ′′ eine Surjektion
ΓF � ΓF ′′ auf den globalen Schnitten;

2. Sind F ′ und F welk, so ist auch F ′′ welk.

Beweis. 1. Sei s′′ ∈ ΓF ′′ ein globaler Schnitt. Wir betrachten die Menge aller
Paare (U, sU) mit U ⊂◦ X und sU ∈ F(U) einem Urbild von s′′|U . Diese Menge
ist in natürlicher Weise induktiv teilgeordnet und besitzt nach Zorn ein maximales
Element. Ist nun (U, sU) so ein maximales Element und wäre U 6= X , so fänden
wir x ∈ X\U und aufgrund der Surjektivität Fx � F ′′x eine offene Umgebung V
von x sowie sV ∈ F(V ) mit sV 7→ s′′|V . Es folgt

sV |U∩V − sU |U∩V ∈ F ′(U ∩ V )

Setzen wir diese Differenz fort zu einem Schnitt tV ∈ F ′(V ) über V der welken
Garbe F ′, so stimmen (sV − tV ) und sU überein auf U ∩V und verkleben folglich
zu einem Urbild von s′′ auf U ∪ V , das sU fortsetzt. Das steht jedoch im Wider-
spruch zur Maximalität von (U, sU) und wir hatten doch U = X . Teil 2 folgt aus
Teil 1, da die Restriktionen welker Garben auf offene Teilmengen wieder welk
sind.

Satz 19.4.1.3. Welke abelsche Garben auf einem topologischen Raum sind azy-
klisch für den Funktor der globalen Schnitte.

Beweis. Wir werden in 19.4.1.5 zeigen, daß jede injektive abelsche Garbe welk
ist. Auch hier aber zeigt unser Beweis 19.3.5.1 für die Existenz von genug injek-
tiven Objekten in der Kategorie der abelschen Garben schon, daß jede abelsche
Garbe in eine welke injektive abelsche Garbe eingebettet werden kann. Jede abel-
sche Garbe F besitzt also eine Auflösung F ↪→ I0 → I1 → . . . durch welke
injektive Garben. Wir zerlegen sie in kurze exakte Sequenzen

F ↪→ I0 � K1

K1 ↪→ I1 � K2

K2 ↪→ I2 � K3

. . . . . . . . .
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Mit dem vorhergehenden Lemma 19.4.1.2 erkennen wir, daß für welkes F alle
Garben in diesen kurzen exakten Sequenzen welk sind. Mit demselben Lemma
erkennen wir weiter, daß alle unsere Sequenzen kurz exakt bleiben unter Γ. Das
zeigt aber, daß der Komplex 0→ ΓF → ΓI0 → ΓI1 → . . . exakt ist.

19.4.1.4. Sei X = U ∪ V eine Überdeckung eines topologischen Raums durch
zwei offene Teilmengen und F eine abelsche Garbe auf X und F ↪→ W� eine
welke Auflösung. So erhalten wir mit s 7→ (s|U , s|V ) und (s, t) 7→ s|U∩V − t|U∩V
eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

Γ(X;W�) ↪→ Γ(U ;W�)⊕ Γ(V ;W�)� Γ(U ∩ V ;W�)

Offensichtlich sind Restriktionen welker Garben auf offene Teilmengen wieder
welk. Die zugehörige lange exakte Sequenz, die Mayer-Vietoris-Sequenz der
Garbenkohomologie, hat demnach die Gestalt

. . .Hq(X;F)→ Hq(U ;F)⊕ Hq(V ;F)→ Hq(U ∩ V ;F)→ Hq+1(X;F) . . .

Die Existenz welker injektiver Auflösungen zeigt, daß auch die Randabbildungen
dieser Sequenz nicht von der gewählten welken Auflösung abhängen.

Übungen

Übung 19.4.1.5 (Injektive Garben sind welk). Gegeben U ⊂◦ X eine offene
Teilmenge eines topologischen Raums erklären wir eine Untergarbe

ZU⊂X ⊂ ZX

dadurch, daß wir ihren étalen Raum erklären als die Teilmenge vom étalen Raum
X × Z von ZX aller Paare (x, n) mit n 6= 0 ⇒ x ∈ U . Gegeben eine weitere
abelsche Garbe G ∈ Ab/X erhalten wir mit den natürlichen Identifikationen in
den Vertikalen ein kommutatives Diagramm

G(X) //

o
��

G(U)

o
��

Ab/X(ZX ,G) // Ab/X(ZU⊂X ,G)

Insbesondere ist jede injektive Garbe welk. In 19.4.9.9 werden wir unsere Kon-
struktion der Garbe ZU⊂X als eine spezielle „Ausdehnung durch Null“ verstehen
lernen und in 19.4.9.13 unser Argument nocheinmal in einer neuen Notation wie-
derholen.



19.4. BERECHNUNG VON GARBENKOHOMOLOGIE 3177

Übung 19.4.1.6 (Kriterium für Azyklizität). Sei A eine abelsche Kategorie mit
genug Injektiven und sei Γ : A → B ein linksexakter Funktor. SeiW ⊂ A eine
Menge von Objekten, die die folgenden drei Bedingungen erfüllt:

1. Jede kurze exakte Sequenz F ′ ↪→ F � F ′′ in A mit F ′ ∈ W bleibt unter Γ
eine kurze exakte Sequenz;

2. Gegeben kurze exakte Sequenz F ′ ↪→ F � F ′′ in A mit F ′, F ∈ W folgt
F ′′ ∈ W;

3. Jedes Objekt A ∈ A läßt sich einbetten in ein injektives Objekt von A, das
zusätzlich inW liegt.

So besteht W aus Γ-azyklischen Objekten. Hinweis: Man wiederhole die Argu-
mentation aus dem vorhergehenden Abschnitt.

19.4.2 Garbenkohomologie der Zahlengeraden
Definition 19.4.2.1. Wir nennen eine Garbe punktweich, wenn ihre globalen
Schnitte surjektiv auf alle Halme gehen.

Lemma 19.4.2.2. Seien F ′ ↪→ F � F ′′ eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einer Teilmenge D ⊂ R und F ′ punktweich. So gilt:

1. Der Epimorphismus F � F ′′ induziert eine Surjektion auf den globalen
Schnitten;

2. Ist zusätzlich F welk, so ist auch F ′′ welk.

Beweis. Gegeben ein Schnitt s′′ ∈ F ′′(D) finden wir eine Überdeckung von D
durch ein System V offener Teilmengen V ⊂◦ R und Schnitte sV ∈ F(V ∩D) mit
sV 7→ s′′|V ∩D für alle V ∈ V . Die Vereinigung aller V ∈ V ist sicher eine dis-
junkte Vereinigung nichtleerer offener reeller Intervalle. Wir dürfen beim Beweis
von Teil 1 ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß sie bereits selbst
solch ein Intervall und dann, daß sie sogar bereits selbst ganz R ist. Jede offene
Überdeckung V von R besitzt nun eine Verfeinerung zu einer Überdeckung durch
ein System von offenen Intervallen

Ui := (ai, bi)i∈Z

mit ai < bi−1 < ai+1 < bi für alle i. In der Tat finden wir für jedes r ∈ Z
nach dem Lebesgue’schen Überdeckungssatz ein c(r) ∈ N≥1 derart, daß für alle
x ∈ [r, r + 1] das Intervall (x − 1/c(r), x + 1/c(r)) ganz in einer Menge aus
V enthalten ist. Wählen wir nun α ∈ (1/2, 1) beliebig, so bilden die Intervalle
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(r − α/c(r − 1), r + α/c(r)) und (r + ν/c(r) − α/c(r), r + ν/c(r) + α/c(r))
für 1 ≤ ν < c(r) bei geeigneter Nummerierung ein System von Intervallen der
beschriebenen Art. Nach Konstruktion finden wir stets ein Urbild si ∈ F(Ui∩D)
der Restriktion s′′i ∈ F ′′(Ui∩D) von s′′ auf Ui∩D. Jetzt wählen wir, wann immer
diese Menge nicht leer ist, einen Punkt

xi ∈ Ui ∩ Ui+1 ∩D

und wählen dann zusätzlich ein ti ∈ F ′(D), das im Halm von F bei xi dasselbe
Bild hat wie si − si+1, und eine offene Umgebung Wi ⊂ Ui ∩ Ui+1 von xi in
R derart, daß ti sogar auf ganz Wi ∩ D mit si − si+1 übereinstimmt. Ist Ui ∩
Ui+1 ∩ D leer, setzen wir dahingegen Wi := Ui ∩ Ui+1 und nehmen ti ∈ F ′(D)
beliebig. Dann verkleinern wir unsere Ui zu offenen Intervallen U ′i derart, daß
ihre Vereinigung immer noch ganz R ist und daß gilt U ′i ∩ U ′i+1 ⊂ Wi für alle
i. Schließlich verkleben die Schnitte auf den U ′i ∩ D, die gegeben werden durch
si + ti−1 + . . . + t0 für i ≥ 1 und s0 für i = 0 und si − ti − ti+1 − . . . − t−1 für
i ≤ −1, zu dem gesuchten globalen Schnitt s ∈ F(D) mit s 7→ s′′. Die zweite
Behauptung in unserem Lemma folgt offensichtlich aus der Ersten.

Satz 19.4.2.3 (Garbenkohomologie von Teilmengen D ⊂ R). Gegeben eine
abelsche Garbe F auf einer Teilmenge D ⊂ R gilt Hq(D;F) = 0 für q > 1 und
bei punktweichem F sogar für q > 0.

Beispiele 19.4.2.4. Ist I ⊂ R ein nichtleeres reelles Intervall undM eine abelsche
Gruppe und MI die zugehörige konstante Garbe auf I , so liefert das Bilden der
konstanten Schnitte einen Isomorphismus M ∼→ Γ(I;MI) und die höhere Gar-
benkohomologie von MI verschwindet, in Formeln Hq(I;MI) = 0 für q > 0,
denn jede konstante Garbe ist punktweich. Ebenso folgt Hq(Q;F) = 0 für je-
de abelsche Garbe F auf dem topologischen Raum Q mit der von R induzierten
Topologie und alle q > 0, denn offensichtlich ist jede abelsche Garbe aufQ punkt-
weich.

Beweis. Ist F punktweich, so finden wir nach 19.4.2.2 eine kurze exakte Se-
quenz F ↪→ G0 � G1 mit G0 und G1 welk. Da welke Garben globale-Schnitte-
azyklisch sind und da nach 19.3.6.7 zur Berechnung der Kohomologie jede azy-
klische Auflösung herangezogen werden kann, folgt Hq(D;F) = 0 für q > 1 und
H1(D;F) = coker(ΓG0 → ΓG1) = 0, die letzte Gleichheit wieder nach 19.4.2.2.
Für allgemeines F finden wir eine kurze exakte Sequenz F ↪→ G0 � G1 mit G0

welk. Als Quotient einer punktweichen Garbe ist dann G1 punktweich und damit
azyklisch nach dem bereits behandelten Fall. Der Satz folgt dann wieder mit un-
serer Erkenntnis 19.3.6.7, daß zur Berechnung der Kohomologie jede Auflösung
durch Γ-azyklische abelsche Garben herangezogen werden kann.
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Illustration zum Beweis von 19.4.2.2.
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19.4.3 Zurückholen in der Garbenkohomologie
Definition 19.4.3.1. Seien f : X → Y eine stetige Abbildung und F ∈ pC/X
sowie G ∈ pC/Y Prägarben mit Werten in einer Kategorie C. Ein Komorphismus
φ : G → F über f ist eine Vorschrift φ, die beliebigen U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y
mit f(U) ⊂ V einen Morphismus φUV : G(V )→ F(U) in der Gegenrichtung so
zuordnet, daß diese Morphismen mit Restriktionen auf offene Teilmengen U1 ⊂◦ U
und V1 ⊂◦ V mit f(U1) ⊂ V1 verträglich sind. Wir notieren

pC/f◦(G,F)

die Menge dieser Komorphismen. Komorphismen über der Identität sind Homo-
morphismen von Prägarben.

Beispiel 19.4.3.2. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y und eine Gruppe
G erhalten wir einen Komorphismus τf = τf,G : GY → GX über f zwischen den
jeweiligen konstanten Garben durch das „Vorschalten von f“, das für alle V ⊂◦ Y
einen Gruppenhomomorphismus GY (V )→ GX(f−1(V )) liefert.

19.4.3.3 (Komposition von Komorphismen von Prägarben). Gegeben stetige
Abbildungen f : X → Y und g : Y → Z sowie Prägarben F ,G,H über X, Y, Z
sowie ein Komorphismus φ : G → F über f und ein Komorphismus ψ : H → G
über g bildet man in offensichtlicher Weise einen Komorphismus φ ◦ ψ : H → F
über g ◦ f . Für unsere Komorphismen aus 19.4.3.2 finden wir τg◦f = τg ◦ τf und
τid = id.

19.4.3.4 (Vorschub von Garben und Prägarben). Gegeben f : X → Y eine
stetige Abbildung und C eine Kategorie und F ∈ pC/X eine Prägarbe erklären wir
ihren Vorschub oder auch ihr direktes Bild f∗F als die Prägarbe auf Y gegeben
durch

(f∗F)(U) := F(f−1(U))

Wir erhalten so einen Funktor f∗ : pC/X → pC/Y . Offensichtlich ist der Vor-
schub einer Garbe wieder eine Garbe. Für den étalen Raum des Vorschubs einer
Mengengarbe habe ich nur im Fall einer abgeschlossenen Einbettung eine gewis-
se Anschauung, die sich auf das anschließende Beispiel und die Beschreibung
19.2.2.18 des étalen Raums eines Wolkenkratzers stützt. Das Nachschalten des
offensichtlichen Komorphismus κ : f∗F → F liefert für jede Prägarbe G ∈ C/Y
eine Bijektion

pC/Y (G, f∗F)
∼→ pC/f◦(G,F)

Insbesondere faktorisiert unser Komorphismus, wenn er von einer Garbe F aus-
geht, stets in eindeutiger Weise über den natürlichen Morphismus G → G+ über
Y in die Garbifizierung. Gegeben ein globaler Schnitt s ∈ Γ(F) notiere ich
f∗(s) ∈ Γ(f∗F) sein Bild.
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19.4.3.5 (Wolkenkratzer als Vorschub). Sei (X, x) ein bepunkteter topologi-
scher Raum. Bezeichne emx : top ↪→ X die zugehörige Einbettung oder englisch
„embedding“ des einpunktigen Raums. So erhalten wir für jede Menge G einen
Isomorphismus

G(x)
∼→ emx∗Gtop

durch die Abbildungen G(x)(U)
∼→ Gtop(em−1

x (U)), die im Fall x ∈ U jedem
g ∈ G = G(x)(U) die entsprechende einwertige Abbildung g ∈ Gtop(top) zuord-
nen und im Fall x 6∈ U dem einzigen Element von G(x)(U) das einzige Element
von Gtop(∅). Der Vorschub unter unserer Einbettung macht also aus einer Menge
G, aufgefaßt vermittels 19.1.3.6 als Mengengarbe auf dem einpunktigen topolo-
gischen Raum top, den Wolkenkratzer G(x) mit Faser G bei x.

19.4.3.6 (Inkompatibilität von Vorschub und Garbifizierung). Der Vorschub
von Prägarben vertauscht nicht mit Garbifizierung. Bezeichnet genauer und in
Formeln fp

∗ den Vorschub von Prägarben, so ist die kanonische Abbildung (fp
∗F)+ →

f∗(F+) im allgemeinen kein Isomorphismus. Man sieht das schon im Beispiel der
Projektion f auf einen Punkt.

Satz 19.4.3.7 (Zurückholen in der Garbenkohomologie). Gegeben f : X → Y
eine stetige Abbildung und φ : G → F ein Komorphismus von abelschen Garben
über f gibt es für jedes q genau eine Abbildung

Hqφ : Hq(Y ;G)→ Hq(X;F)

derart, daß für je zwei Auflösungen F ↪→ A� und G ↪→ B� und jeden Lift von φ
zu einem Komorphismus φ� : B� → A� von Auflösungen über f das Diagramm

HqΓB� φ�→ HqΓA�

τ ↓ ↓ τ
Hq(Y ;G)

Hqφ→ Hq(X;F)

kommutiert mit den natürlichen Abbildungen τ aus 19.3.2.8 in den Vertikalen und
der von unserem Lift φ� induzierten oberen Horizontalen. Unsere Abbildungen
Hqφ sind Gruppenhomomorphismen und es gilt Hq(φ ◦ ψ) = Hqψ ◦ Hqφ sowie
Hq id = id.

19.4.3.8 (Zurückholen im Fall von konstanten Koeffizienten). Insbesondere
erhalten wir für jede stetige Abbildung f : X → Y einen Gruppenhomomorphis-
mus

f ∗ := Hqτ : Hq(Y ;Z)garb → Hq(X;Z)garb

aus dem Komorphismus τf : ZY → ZX über f nach 19.4.3.2, das Zurückholen.
Mithilfe unserer Identitäten τg◦f = τg ◦ τf und τid = id aus 19.4.3.3 wird die
Garbenkohomologie dann eine Folge von Funktoren Hq

garb : Topopp → Ab.



3182 KAPITEL 19. GARBENKOHOMOLOGIE

Vorschau 19.4.3.9. Daß das Zurückholen auf der Garbenkohomologie mit kon-
stanten Koeffizienten ein Ringhomomorphismus ist, zeigen wir in 20.2.6.18 im
Rahmen der derivierten Kategorien. In 19.5.4.10 zeigen wir, daß sich das Zurück-
holen unter glatten Abbildungen in der de-Rham-Kohomologie durch das Zurück-
holen glatter Differentialformen berechnen läßt, und in 19.5.1.3, daß es in der
singulären Kohomologie dem gewöhnlichen Zurückholen 17.6.1.1 entspricht. In
21.2.4.10 erklären wir, wie das Zurückholen im Formalismus der sechs Funktoren
verstanden werden kann.

Satz 19.4.3.10 (Rückzug von Garben). Gegeben f : X → Y eine stetige Ab-
bildung besitzt der Vorschub f∗ : Ens/X → Ens/Y von Mengengarben einen
Linksadjungierten, den Rückzug f ∗ : Ens/Y → Ens/X .

Beweis. Man erklärt zu G ∈ Ens/Y zunächst eine Prägarbe f ∗pG ∈ pEns/X durch
die Vorschrift

(f ∗pG)(U) := colfV⊃f(U) G(V )

für U ⊂◦ X , wo der Kolimes über alle V ⊂◦ Y mit f(U) ⊂ V zu bilden ist und
wir als Restriktionsabbildungen die natürlichen Abbildungen „vom kleineren zum
größeren Kolimes“ nehmen. Dann erklärt man f ∗G := (f ∗pG)+ als die Garbifizie-
rung dieser Prägarbe. Die Adjunktionsisomorphismen schließlich werden in der
Sprache der Komorphismen konstruiert als die Kompositionen

Ens/X(f ∗G,F)
∼← pEns/X(f ∗pG,F)

∼→ pEns/f◦(G,F)
∼← Ens/Y (G, f∗F)

Hierbei wird die erste horizontale Bijektion durch die universelle Eigenschaft der
Garbifizierung erklärt, die mittlere Bijektion folgt aus der universellen Eigen-
schaft von Kolimites und die letzte ist das Nachschalten des kanonischen Ko-
morphismus κ : f∗F → F über f .

19.4.3.11 (Étaler Raum der zurückgezogenen Garbe). Seien f : X → Y eine
stetige Abbildung und F ∈ Ens/X sowie G ∈ Ens/Y Garben. Sei eine stetige
Abbildung ϕ : F̄ → Ḡ von étalen Räumen gegeben derart, daß das Diagramm

F̄ → Ḡ
↓ ↓
X → Y

kartesisch ist. So gibt es aufgrund der universellen Eigenschaft kartesischer Dia-
gramme genau einen Komorphismus γ : G → F über f mit ϕ ◦ (γ(s)) = s̄ ◦ f für
alle Schnitte s von G. Hierbei gehen wir von U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y mit f(U) ⊂ V
aus und fassen Schnitte s ∈ G(V ) und γ(s) ∈ F(U) als stetige Abbildungen
s̄ : V → Ḡ und γ(s) : U → F̄ auf. Wir behaupten nun, daß dieser Komorphis-
mus einen Isomorphismus f ∗G ∼→ F induziert. In der Tat reicht es ja, das auf
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den Halmen zu zeigen, und da ist die Behauptung klar. Insbesondere liefern diese
Überlegungen für den étalen Raum der zurückgezogenen Garbe einen ausgezeich-
neten Isomorphismus

αG : f ∗G ∼→ X ×Y Ḡ

19.4.3.12 (Anschauliche Bedeutung von Komorphismen). Seien f : X → Y
eine stetige Abbildung und F ∈ Ens/X sowie G ∈ Ens/Y Garben. Jeder Ko-
morphismus φ : G → F über f induziert in offensichtlicher Weise Abbildungen
φx : Gf(x) → Fx auf den Halmen und so eine Abbildung X ×Y Ḡ → F̄ . Diese
Konstruktion liefert nach den im vorhergehenden gezeigten Aussagen eine Bijek-
tion

Ens/f◦(G,F)
∼→ TopX(X ×Y Ḡ, F̄)

Wir diskutieren in 19.8.4.8, inwiefern diese Bijektionen einen Isomorphismus
zwischen der „Mengengarbenkofaserung“ und der „invertierten Mengengarben-
faserung“ liefern.

19.4.3.13 (Rückzug abelscher Garben). Gegeben eine stetige Abbildung f :
X → Y besitzt auch für abelsche Garben der Vorschub f∗ : Ab/X → Ab/Y einen
Linksadjungierten f ∗ : Ab/Y → Ab/X , der wie im Fall von Garben von Mengen
konstruiert werden kann. Diese Konstruktion zeigt insbesondere, daß der Rückzug
von abelschen Garben ein exakter Funktor ist.

19.4.3.14 (Additivität von Rückzug und Vorschub abelscher Garben). Wir
erinnern aus 19.2.5.19, daß jeder links- oder rechtsexakte Funktor zwischen abel-
schen Kategorien additiv ist. Insbesondere ist also der Rückzug abelscher Gar-
ben ein additiver Funktor. Weiter erinnern wir aus 19.2.5.19, daß jeder Funktor
zwischen additiven Kategorien, der einen Rechts- oder Linksadjungierten besitzt,
additiv ist. Insbesondere ist also auch der Vorschub abelscher Garben ein additi-
ver Funktor. Beide Aussagen lassen sich aber auch ohne alle Theorie leicht direkt
prüfen.

Beispiel 19.4.3.15. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y induziert der
Komorphismus τf : ZY → ZX über f aus 19.4.3.2 einen Isomorphismus f ∗ZY

∼→
ZX .

19.4.3.16. Der Rückzug abelscher Garben vertauscht als linksadjungierter Funk-
tor nach 17.7.1.30 mit direkten Summen und allgemeiner mit Kolimites. Es ver-
tauscht jedoch nicht mit Limites, ja noch nicht einmal mit beliebigen Produkten,
und das noch nicht einmal bei der Restriktion auf einzelne Punkte, vergleiche
19.2.2.49.

19.4.3.17. Beitzt ein Funktor von präabelschen Kategorien einen Linksadjungier-
ten, so ist er nach 19.2.4.12 linksexakt. Insbesondere ist der Vorschub von abel-
schen Garben ein linksexakter Funktor. Besitzt ein Funktor zwischen abelschen
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Kategorien sogar einen exakten Linksadjungierten, so macht er offensichtlich in-
jektive Objekte zu injektiven Objekten. Insbesondere ist der Vorschub einer injek-
tiven abelschen Garbe stets wieder eine injektive abelsche Garbe.

Beweis zum Zurückholen von Garbenkohomologie. Ein Komorphismus φ : G →
F über f entspricht nach 19.4.3.4 einem Morphismus φ̂ : G → f∗F von abel-
schen Garben auf Y . Gegeben eine injektive Auflösung F ↪→ I� erhalten wir aus
der Linksexaktheit von f∗ einen Isomorphismus f∗F

∼→ H0f∗I�. Nach 19.4.3.17
ist f∗I� ein Komplex von injektiven Garben. Gegeben eine Auflösung G ↪→ B�

zeigt dann das Hauptlemma der homologischen Algebra 19.3.2.6, daß φ̂ genau
einen Homotopielift B� → f∗I� besitzt. In anderen Worten besitzt unser Komor-
phismus φ genau einen Homotopielift zu einem Komorphismus B� → I� über
f . Ist B� auch eine injektive Auflösung, so hat die von diesem Komorphismus auf
der Kohomologie der globalen Schnitte induzierte AbbildungHqΓB� → HqΓI�
offensichtlich alle im Satz von einem Zurückholen auf der Kohomologie gefor-
derten Eigenschaften. Daß es keine andere Abbildung mit den geforderten Eigen-
schaften geben kann, ist eh klar.

Übungen

Übung 19.4.3.18. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y betrachte man
den exakten Funktor f ∗ : Ab/Y → Ab/X . Die davon nach 19.3.5.12 induzierte
Abbildung

ExtqAb/Y
(ZY ,F)→ ExtqAb/X

(f ∗ZY , f ∗F)

entspricht dem Zurückholen Hq(Y ;F) → Hq(X; f ∗F) auf der Garbenkohomo-
logie unter dem Vorschalten des Isomorphismus ZX

∼→ f ∗ZY aus 19.4.3.15 und
der Isomorphismen 19.3.5.7 .

Übung 19.4.3.19 (Halme der Garbenkohomologieprägarben). Gegeben ein be-
punkteter topologischer Raum (X, x) haben wir für q > 0 stets

colfU3x Hq(U ;Z)garb = 0

mit dem Kolimes über alle offenen Umgebungen U ⊂◦ X von x. Allgemeiner
haben wir für F ∈ Ab/X und q > 0 stets colfU3x Hq(U ;F) = 0. Diese Aussage
wird sich später als Spezialfall der Beschreibung der höheren Vorschübe 19.6.6.2
erweisen.

Übung 19.4.3.20 (Vorschub unter topologischer Einbettung). Ist f : X ↪→ Y
eine topologische Einbettung, so ist für jede Garbe F ∈ Ens/X die Koeinheit der
Adjunktion ein Isomorphismus f ∗f∗F

∼→ F .
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Übung 19.4.3.21. Ist f : X ↪→ Y eine abgeschlossene topologische Einbettung,
so induziert das adjungierte Paar (f ∗, f∗) eine Äquivalenz zwischen der Kategorie
aller Garben auf X und der Kategorie aller derjenigen Garben auf Y , die an allen
Punkten außerhalb von f(X) einen einelementigen Halm haben.
Übung 19.4.3.22 (Vorschub unter abgeschlossenen Einbettungen). Seien A ⊂∧
X eine abgeschlossene Teilmenge eines topologischen Raums und i : A → X
ihre Einbettung und F ∈ Ens/A eine Garbe auf A. So erhalten wir mithilfe der
vorhergehenden Übung 19.4.3.21 eine natürliche Bijektion

i∗F
∼→ F̄ t (X\A)

Man zeige, daß sie ein Homöomorphismus wird, wenn wir rechts genau diejeni-
gen Mengen U tV offen nennen, für die mit π : F̄ → A der Projektion des étalen
Raums von F gilt U ⊂◦ F̄ und (π(U) ∪ V ) ⊂◦ X .
Übung 19.4.3.23 (Rückzug bei zusammenhängenden Fasern). Gegeben eine
finale stetige Abbildung f : X → Y mit zusammenhängenden Fasern ist für jede
Garbe von Mengen G ∈ Ens/Y die Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus
G ∼→ f∗f

∗G. Ich erinnere daran, daß bei uns zusammenhängende Räume nicht leer
sein dürfen. Hinweis: Man ziehe sich darauf zurück, eine Bijektion auf globalen
Schnitten zu zeigen. Dann interpretiere man Schnitte der zurückgeholten Garbe
als Lifts von f zu Abbildungen in den étalen Raum von G.
Vorschau 19.4.3.24. Unter dem essentiellen Bild eines Funktors F : A → B
versteht man die volle Unterkategorie aller Objekte von B, die isomorph sind zu
Objekten der Gestalt F (A) für A ∈ A. In 19.6.3.25 werden wir zeigen, daß so-
wohl im Fall eines zusammenhängenden Hausdorff’schen Kompaktums I als auch
im Fall eines nichtleeren reellen Intervalls I das essentielle Bild des nach dieser
Übung volltreuen Funktors pr∗ : Ens/Y → Ens/I×Y genau aus den auf allen
Fasern konstanten Garben besteht.
Übung 19.4.3.25. Ist f : X → Y eine offene Surjektion, und G ∈ Ens/Y eine
Garbe, so ist nach 16.2.2.14 auch f ∗G → Ḡ eine offene Surjektion. Hat f zusätz-
lich zusammenhängende Fasern, so ist die Einheit der Adjunktion nach 19.4.3.23
ein Isomorphismus G ∼→ f∗f

∗G. Ist außerdem f : X → Y äquivariant für die
Operation eines topologischen Monoids G und ist G × f ∗G → f ∗G eine Struk-
tur als G-äquivariante Garbe auf f ∗G, so ist insbesondere die von f∗ induzierte
Operation G× Ḡ → Ḡ auch stetig. Für unsere offene äquivariante Surjektion mit
zusammenhängenden Fasern liefert also der äquivariante Rückzug einen volltreu-
en Funktor

Ens/G%Y
∼
↪→ Ens/G%X

und in dessen essentiellem Bild liegen genau diejenigen äquivarianten Garben, die
nach Vergessen der Operation im essentiellen Bild des normalen Rückzugs liegen.
Im Fall eines einpunktigen Raums Y hatten wir das bereits in 19.7.1.15 diskutiert.
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Übung 19.4.3.26. Wir betrachten die Operation der Galoisgruppe alias der kom-
plexen Konjugation auf C× und betrachten die konstante abelsche Garbe Z auf
C× als äquivariante Garbe. Dann betrachten wir deren direktes Bild unter dem
Quadrieren C× → C×. So operiert die Galoisgruppe trivial auf den Halmen in
Punkten aus R>0 und nichttrivial auf den Halmen in Punkten aus R<0.

Übung 19.4.3.27. Für einen topologischen Raum X bezeichne Xδ die Menge
X versehen mit der diskreten Topologie und d : Xδ → X die Identität. Man
zeige, daß für eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X die Einheit der Adjunktion F →
d∗d
∗F mit der Einbettung in die Garbe der unstetigen Schnitte in den étalen Raum

unserer Garbe identifiziert werden kann.

Übung 19.4.3.28 (Reduzierte Garbenkohomologie). Gegeben X ein topologi-
scher Raum erkläre man die reduzierte Kohomologie H̃q(X;Z) als den Wert des
koaugmentierten q-ten Rechtsderivierten im Sinne von 19.3.2.33 auf der konstan-
ten Garbe ZX ∈ Ab/X mit der offensichtlichen Γ-Koaugmentierung η : Z →
Γ(ZX), in Formeln

H̃q(X;Z) := RqΓ(ZX , η,Z)

Man erkläre das Zurückholen für die reduzierte Garbenkohomologie und leite eine
natürliche exakte Sequenz H̃−1(X;Z) ↪→ Z → H0(X;Z) � H̃0(X;Z) sowie
Isomorphismen Hq(X;Z)

∼→ H̃q(X;Z) für q > 0 her und zeige, daß unsere exakte
Sequenz mit H̃−1(∅;Z)

∼→ Z beginnt für X = ∅ und mit H̃−1(X;Z) = 0 für
X 6= ∅ und folglich für X 6= ∅ schrumpft zu einer kurzen exakten Sequenz

Z ↪→ H0(X;Z)� H̃0(X;Z)

Übung 19.4.3.29. Sei ein Raum X die Vereinigung von zwei offenen Teilmengen
U, V . Man konstruiere die Mayer-Vietoris-Sequenz der reduzierten Garben-
kohomologie

. . . H̃q(X)→ H̃q(U)⊕ H̃q(V )→ H̃q(U ∩ V )→ H̃q+1(X) . . .

und zeige ihre Natürlichkeit in dem Sinne, daß wir für eine stetige Abbildung
f : X → Y und eine offene Überdeckung Y = A ∪ B mit f(U) ⊂ A und
f(V ) ⊂ B) ein kommutatives Diagramm

. . . H̃q(Y ) → H̃q(A)⊕ H̃q(B) → H̃q(A ∩B) → H̃q+1(Y ) . . .
↓ ↓ ↓ ↓

. . . H̃q(X) → H̃q(U)⊕ H̃q(V ) → H̃q(U ∩ V ) → H̃q+1(X) . . .

erhalten mit Rückzügen in den Vertikalen. Weiter diskutiere man, warum der Ran-
doperator sein Vorzeichen ändert, wenn man die beiden offenen Mengen ver-
tauscht. Das wird benötigt werden bei der Diskussion des Begriffs einer Orien-
tierung.
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Übung 19.4.3.30 (Garbenkohomologie von Koprodukten). Ist ein RaumX eine
disjunkte Vereinigung offener Teilmengen X =

⊔
i∈I Xi und ist F eine abelsche

Garbe auf X , so induzieren die Rückzüge längs der ini einen Isomorphismus

Hq(X;F)
∼→
∏
i∈I

Hq(Xi;F)

Eine Verallgemeinerung auf den Fall der „Hyperkohomologie“ wird in 21.2.3.17
diskutiert.
Übung 19.4.3.31 (Garben auf Koprodukten). Ist ein Raum X eine disjunkte
Vereinigung offener Teilmengen X =

⊔
i∈I Xi und ist F eine Garbe auf X , so

induzieren die Einheiten der Adjunktion einen Isomorphismus

F ∼→
∏
i∈I

ini∗ in∗i F

In 19.4.9.21 werden wir auch noch eine analoge Aussage für das Koprodukt ken-
nenlernen und sehen, daß Koprodukte und Produkte von abelschen Garben in die-
ser speziellen Situation zusammenfallen.
Übung 19.4.3.32 (Produktgarben als Bildgarben). IstX ein topologischer Raum
und (Gi)i∈I eine Familie von Garben auf X und sind emi : X → X × I die Ein-
bettungen und ist eine Garbe G auf X× I gegeben zusammen mit Isomorphismen
em∗i G

∼→ Gi, so liefern diese Isomorphismen zusammen nach 19.4.3.31 einen Iso-
morphismus G ∼→

∏
i∈I emi∗ Gi und Vorschub unter der Projektion auf X liefert

einen Isomorphismus
prX∗ G

∼→
∏
i∈I

Gi

19.4.4 Lokale Kohomologie und Ausschneidung
Definition 19.4.4.1. Gegeben ein globaler Schnitt s ∈ F(X) einer abelschen Gar-
be F auf einem topologischen Raum X erklärt man den Träger von s, englisch
und französisch support, als die Menge

supp s := {x ∈ X | sx 6= 0}

Zur Übung mag der Leser zeigen, daß der Träger eines globalen Schnitts stets
abgeschlossen ist.

19.4.4.2. Ein Schnitt s ∈ F(A) einer abelschen Garbe F ∈ Ab/X über einer Teil-
menge A ⊂ X ist dasselbe wie ein globaler Schnitt der Restriktion F|A unserer
Garbe aufA. In diesem Fall definieren wir den Träger von s als den Träger dieses
globalen Schnitts von F|A, in Formeln

supp s := {x ∈ A | sx 6= 0}
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19.4.4.3 (Schnitte mit Träger versus Schnitte auf Teilmengen). Man beachte,
daß für eine abelsche Garbe ein globaler Schnitt mit Träger in einer Teilmenge
A etwas völlig anderes ist als ein Schnitt über A alias ein globaler Schnitt der
Einschränkung unserer Garbe auf die Teilmenge A. Sicher liefert die Restriktion
eine Einbettung

{s ∈ F(X) | supp s ⊂ A} ↪→ F(A)

Diese Einbettung ist aber im Allgemeinen kein Isomorphismus. Die konstante
GarbeF = ZX aufX = R etwa besitzt keinen von Null verschiedenen Schnitt mit
Träger im Ursprung, aber ihre Einschränkung auf den Ursprung besitzt durchaus
von Null verschiedene Schnitte.

19.4.4.4. Sei C ⊂∧ X eine abgeschlossene Teilmenge. Gegeben eine abelsche
Garbe F ∈ Ab/X setzen wir

ΓCF := {s ∈ ΓF | supp s ⊂ C}

Die Werte des Rechtsderivierten des linksexakten Funktors ΓC auf einer abelschen
Garbe F ∈ Ab/X heißen die lokalen Kohomologiegruppen von F mit Träger
in C und werden notiert als

Hq
C(X;F) := (RqΓC)(F)

19.4.4.5 (Lokale Kohomologie als Erweiterungsgruppe). Für C = X haben
wir ΓXF = ΓF und Hq

X(X;F) = Hq(X;F). Unsere lokale Kohomologie ist
also eine Verallgemeinerung der normalen Garbenkohomologie. Es ist auch leicht
zu sehen, daß wir für i : C ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmen-
ge und ZC⊂X := i∗ZC einen Isomorphismus Ab/X(ZC⊂X ,F)

∼→ ΓCF erhalten
durch die Zuordnung ϕ 7→ ϕ(i∗1C). Diese Isomorphismen liefern dann auch Iso-
morphismen der derivierten Funktoren

ExtqAb/X
(ZC⊂X ,F)

∼→ Hq
C(X;F)

Vorschau 19.4.4.6. Gegeben ein „lokal singulär-azyklischer“ Raum X und C ⊂∧
X konstruieren wir in 19.5.1.20 einen Isomorphismus Hq(X,X\C)sing

∼→ Hq
C(X)garb

und zeigen, wie die lange exakte Kohomologiesequenz der singulären Kohomo-
logie darunter unserer langen exakten Sequenz der lokalen Kohomologie 19.4.4.9
entspricht.

Satz 19.4.4.7 (Zurückholen auf der lokalen Kohomologie). Seien f : X → Y
eine stetige Abbildung und C ⊂∧ X und D ⊂∧ Y mit C ⊃ f−1(D) und φ : G → F
ein Komorphismus von abelschen Garben über f . So gibt es für jedes q genau eine
Abbildung

Hqφ : Hq
D(Y ;G)→ Hq

C(X;F)
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derart, daß für je zwei Auflösungen F ↪→ A� und G ↪→ B� und jeden Lift von φ
zu einem Komorphismus φ� : B� → A� von Auflösungen über f das Diagramm

HqΓDB� φ�→ HqΓCA�

τ ↓ ↓ τ
Hq
D(Y ;G)

Hqφ→ Hq
C(X;F)

kommutiert mit den natürlichen Abbildungen τ aus 19.3.2.8 in den Vertikalen und
der von unserem Lift φ� induzierten oberen Horizontalen. Des weiteren gelten die
Formeln Hq(φ ◦ ψ) = Hqψ ◦ Hqφ und Hq id = id.

Beweis. Genau wie im Fall des Zurückholens der Kohomologie 19.4.3.7.

Vorschau 19.4.4.8 (Vergarbung der Schnitte mit Träger). Eine Vergarbung un-
serer Konstruktion der Schnitte mit Träger lernen wir in 19.6.4.14 folgende ken-
nen. Genauer konstruieren wir dort für jede abgeschlossene Einbettung i : C ↪→
X einen linksexakten Funktor i! : Ab/X → Ab/C als Rechtsadjungierten zu
i∗ : Ab/C → Ab/X und natürliche Isomorphismen Γi!F ∼→ ΓCF .

19.4.4.9. Gegeben ein topologischer RaumX mit einer abgeschlossenen Teilmen-
ge C ⊂∧ X und ihrem offenen Komplement U ⊂◦ X haben wir für jede abelsche
Garbe F ∈ Ab/X eine linksexakte Sequenz ΓCF ↪→ ΓF → Γ(U ;F). Für welkes
und insbesondere für injektives F ist sie sogar exakt. Indem wir diese Erkennt-
nis auf eine injektive Auflösung F ↪→ I� einer beliebigen abelschen Garbe F
anwenden, erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

ΓCI� ↪→ ΓI� � Γ(U ; I�)

Deren lange exakte Kohomologiesequenz heißt die lange exakte Sequenz der
lokalen Kohomologie

. . .→ Hq
C(X;F)→ Hq(X;F)→ Hq(X\C;F)→ Hq+1

C (X;F)→ . . .

Im Fall der konstanten Garbe erhalten wir in derselben Weise auch eine lange
exakte Sequenz von reduzierten Kohomologiegruppen der Gestalt

. . .→ Hq
C(X)→ H̃q(X)→ H̃q(X\C)→ Hq+1

C (X)→ . . .

Vorschau 19.4.4.10. Die Bedeutung der langen exakten Sequenz der lokalen Ko-
homologie im Rahmen der „sechs Funktoren“ diskutieren wir in 21.5.3.8.

19.4.4.11 (Ausschneidung für die Garbenkohomologie). Seien X ein topolo-
gischer Raum mit einer abgeschlossenen Teilmenge C ⊂∧ X und einer offenen
Teilmenge V ⊂◦ X , die C umfaßt. Bezeichne v : V ↪→ X die Einbettung. Für
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jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X liefert dann die Restriktion von Schnitten einen
Isomorphismus

ΓCF
∼→ ΓC(v∗F)

mit dem Ausdehnen durch Null als Umkehrabbildung. Da der offene Rückzug
v∗ exakt ist und injektive Garben zu injektiven Garben macht, induzieren diese
Isomorphismen ihrerseits Isomorphismen

Hq
C(X;F)

∼→ Hq
C(V ; v∗F)

und insbesondere Isomorphismen Hq
C(X)

∼→ Hq
C(V ). Sie sind das Analogon in

der Garbenkohomologie unserer Ausschneidungsisomorphismen aus der singu-
lären Kohomologie.

Übungen

Übung 19.4.4.12. Gegeben C ⊂∧ X eine abgeschlossene Teilmenge eines topo-
logischen Raums ist jede welke Garbe auf X azyklisch für ΓC . Hinweis: Lange
exakte Sequenz 19.4.4.9.

Übung 19.4.4.13. Man prüfe, daß die Abbildungen der langen exakten Sequenz
der lokalen Kohomologie 19.4.4.9 nicht von der Wahl der injektiven Auflösung
abhängen und daß zwei dieser Abbildungen Rückzüge auf der Kohomologie be-
ziehungsweise lokalen Kohomologie im Sinne von 19.4.4.7 sind.

Übung 19.4.4.14 (Träger von Schnitten in Bildgarben). Seien f : X → Y
stetig, F eine abelsche Garbe auf X und G eine abelsche Garbe auf Y und ϕ ∈
Ab/f◦(G,F) ein Komorphismus. Man zeige f(suppϕ(t)) ⊂ supp t für jeden
globalen Schnitt t ∈ ΓG und und im Fall des kanonischen Komorphismus κ :
f∗F → F haben wir für alle s ∈ ΓF sogar

supp(f∗s) = f(supp s)

Übung 19.4.4.15 (Zurückholen der lokalen Kohomologie und Erweiterun-
gen). Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y betrachte man den exakten
Funktor f ∗ : Ab/Y → Ab/X . Sei D ⊂∧ Y eine abgeschlossene Teilmenge und
C ⊂∧ X ihr Urbild. Die davon nach 19.3.5.12 induzierte Abbildung

ExtqAb/Y
(ZD⊂Y ,F)→ ExtqAb/X

(f ∗ZD⊂Y , f ∗F)

entspricht unter dem offensichtlichen Isomorphismus f ∗ZD⊂Y
∼→ ZC⊂X und ver-

schiedenen kanonischen Identifikationen dem Zurückholen auf der lokalen Gar-
benkohomologie Hq

D(Y ;F)→ Hq
C(X; f ∗F).
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Übung 19.4.4.16 (Trägerzerlegung der lokalen Kohomologie). Gegeben C ⊂∧
X ein topologischer Raum mit einer abgeschlossenen Teilmenge undC =

⋃
λ∈ΛCλ

eine disjunkte Zerlegung mit Cλ ⊂◦ C und F ∈ Ab/X eine abelsche Garbe liefern
die Rückzüge in ihrer Gesamtheit Isomorphismen

Hq
C(X;F)

∼→
∏
λ∈Λ

Hq
Cλ

(X;F)

19.4.5 Homotopieinvarianz der Garbenkohomologie
19.4.5.1. Ich erinnere daran, daß nach 15.2.4.14 eine Teilmenge eines topologi-
schen Raums „relativ Hausdorff“ heißt, wenn je zwei verschiedene Punkte unserer
Teilmenge disjunkte Umgebungen im ursprünglichen Raum besitzen.

Proposition 19.4.5.2 (Fortsetzen von Schnitten über Kompakta). Gegeben ei-
ne Garbe F ∈ Ens/X auf einem topologischen Raum X läßt sich jeder Schnitt
von F über einem relativ Hausdorff’schen Kompaktum K ⊂ X stetig auf eine
offene Umgebung von K fortsetzen.

19.4.5.3. Zusammen mit 19.2.2.59 folgt unter den Annahmen der Proposition,
daß die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus colfU⊃K F(U)

∼→ F(K)
liefert. Der Kolimes ist hierbei über alle offenen Umgebungen U ⊂◦ X von K zu
verstehen.

Beispiel 19.4.5.4. Für den dreielementigen Raum X mit zwei abgeschlossenen
Punkten, die eine kompakte Teilmenge K bilden und beide im Abschluß des drit-
ten Punktes liegen, läßt sich nicht jeder Schnitt über K der konstanten Garbe ZX
auf eine offene Umgebung von K fortsetzen. Die Bedingung „relativ Hausdorff“
ist also notwendig für die Gültigkeit der Proposition.

Beweis. Sei s ∈ F(K) unser Schnitt. Da K als kompakter Hausdorffraum nach
15.1.5.20 lokal kompakt ist, finden wir eine Überdeckung von K durch Kompak-
ta K1, . . . , Kn und für diese Kompakta offene Umgebungen U1, . . . , Un ⊂◦ X und
Schnitte si ∈ F(Ui) mit si|Ki = s|Ki. Nach 19.2.2.59 gibt es eine offene Umge-
bung W von K1∩K2 in U1∩U2 mit s1|W = s2|W . Weiter finden wir ähnlich wie
in 15.1.5.19 für i = 1, 2 disjunkte offene Umgebungen U ′i ⊂◦ Ui von Ki\W . Dann
verkleben die beiden si|U ′i und s1|W = s2|W zu einem Schnitt auf U ′1 ∪U ′2 ∪W ,
der unseren Schnitt auf K1 ∪K2 fortsetzt. Eine offensichtliche Induktion beendet
den Beweis.

19.4.5.5 (Diskussion allgemeiner Fortsetzungsresultate für Schnitte). Im Fall
parakompakter Räume lernen wir in 19.5.4.1, daß sich jeder Schnitt über einer
abgeschlossenen Teilmenge auf eine offene Umgebung derselben fortsetzen läßt.
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Illustration zum Beweis des Fortsetzens von Schnitten über Kompakta 19.4.5.2



19.4. BERECHNUNG VON GARBENKOHOMOLOGIE 3193

Diese Aussage und die vorhergehende Proposition 19.4.5.2 sind die beiden ein-
zigen allgemeinen Fortsetzungsresultate dieser Art, die ich kenne. Man beach-
te, daß jede einpunktige Teilmenge eines topologischen Raums ein relativ Haus-
dorff’sches Kompaktum ist.

Proposition 19.4.5.6. Seien X ein topologischer Raum und K ein kompakter
Hausdorffraum und π : X × K → X die Projektion. So liefert für jede Gar-
be F ∈ Ens/X×K und jeden Punkt x ∈ X die offensichtliche Abbildung eine
Bijektion

(π∗F)x
∼→ Γ(π−1(x);F)

Vorschau 19.4.5.7. Diese Aussage wird sich im weiteren Verlauf als ein Spezial-
fall des „fasereigentlichen Basiswechsels“ 19.6.3.24 erweisen.

Beweis. Nach 19.4.5.3 haben wir colfW Γ(W ;F)
∼→ Γ(π−1(x);F) für den Koli-

mes über alle offenen UmgebungenW von π−1(x). Nach Übung 15.1.6.39 umfaßt
jede offene Umgebung von π−1(x) eine Menge der Gestalt π−1(U) für U ⊂◦ X
eine offene Umgebung von x. Das zeigt die Proposition.

Proposition 19.4.5.8. Gegeben X ein topologischer Raum und π : X × [0, 1] →
X die Projektion auf den ersten Faktor gilt:

1. Für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X ist die Einheit der Adjunktion ein
Isomorphismus F ∼→ π∗π

∗F;

2. Ist eine abelsche Garbe A ∈ Ab/X azyklisch für den Funktor der globalen
Schnitte, so gilt dasselbe für die zurückgeholte Garbe π∗A;

3. Für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X induziert das Zurückholen auf der
Kohomologie Isomorphismen Hq(X;F)

∼→ Hq(X × [0, 1];π∗F).

Vorschau 19.4.5.9. Im Rahmen der sechs Funktoren erweist sich das als eine di-
rekte Konsequenz aus fasereigentlichem Basiswechsel und unseren Erkenntnis-
sen zur Garbenkohomologie reeller Intervalle, vergleiche den zweiten Beweis von
21.3.1.1.

Beweis. Teil 1 gilt für jede finale Surjektion mit zusammenhängenden Fasern und
sogar für Garben von Mengen nach Übung 19.4.3.23. Um Teil 2 zu zeigen, wählen
wir eine welke Auflösung π∗A ↪→ B� und betrachten für alle x ∈ X das kartesi-
sche Diagramm

[0, 1]

fin

��

jx // X × [0, 1]

π

��
top

ix
// X
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Unter der Restriktion mit der Einbettung jx wird unsere welke Auflösung zu einer
punktweichen Auflösung j∗xπ

∗A ↪→ j∗xB� einer punktweichen Garbe. Da nach
19.4.2.3 punktweiche Garben auf Intervallen Γ-azyklisch sind, liefert unser Kom-
plex einen exakten Komplex Γ(j∗xπ

∗A) ↪→ Γ(j∗xB�). Das ist aber nach 19.4.5.6
genau der Komplex der Halme bei x des Garbenkomplexes π∗π∗A ↪→ π∗B�, der
folglich auch exakt ist und mit unserem Isomorphismus A ∼→ π∗π

∗A als welke
Auflösung von A verstanden werden kann. Ist nun A globale-Schnitte-azyklisch,
so ist der Komplex Γ(π∗B�) = Γ(B�) exakt in höheren Graden und damit ist auch
π∗A globale-Schnitte-azyklisch. Teil 3 folgt ohne weitere Schwierigkeiten.

Korollar 19.4.5.10 (Homotopieinvarianz der Garbenkohomologie). Homotope
Abbildungen von topologischen Räumen induzieren dieselbe Abbildung auf der
Garbenkohomologie.

Beweis. Seien X, Y topologische Räume und f, g : X → Y homotope Abbildun-
gen und h : X × [0, 1] → Y eine Homotopie von f nach g. Bezeichnen wir die
Inklusionen X → X × [0, 1], x 7→ (x, t) mit it, so gilt f = h ◦ i0 und g = h ◦ i1.
Es reicht nun, Hq(i0) = Hq(i1) zu zeigen, denn daraus folgt mit der Funktorialität
der Homologie bereits

Hq(f) = Hq(i0) ◦ Hq(h) = Hq(i1) ◦ Hq(h) = Hq(g)

Andererseits gilt für π : X × [0, 1] → X die Projektion aber idX = π ◦ it und
damit id = Hq(it)◦Hq(π) für alle t. Nun ist Hq(π) nach 19.4.5.8 für jede abelsche
Gruppe M von Koeffizienten ein Isomorphismus

Hq(π) : Hq(X;M)garb
∼→ Hq(X × [0, 1];M)garb

Folglich müssen alle Hq(it) dieselbe Abbildung in die Gegenrichtung induzieren,
nämlich die Umkehrabbildung zu unserem Isomorphismus.

Beispiel 19.4.5.11 (Garbenkohomologie zusammenziehbarer Räume). Die Gar-
benkohomologie jedes zusammenziehbaren Raums X besteht aus den konstanten
Schnitten der konstanten Garbe ZX im Grad Null und verschwindet in allen ande-
ren Graden.

Beispiel 19.4.5.12 (Garbenkohomologie von Sphären). Um die Kohomologie
von Sphären im Rahmen der Garbenkohomologie zu berechnen, mag man besag-
te Sphären in zwei etwas über den Äquator hinaus verdickte offene Hemisphären
zerlegen und die Mayer-Vietoris-Sequenz der Garbenkohomologie 19.4.1.4 oder
noch besser der reduzierten Garbenkohomologie 19.4.3.29 anwenden. Unsere bei-
den Hemisphären sind zusammenziehbar und ihr Schnitt ist homotopieäquivalent
zu einer Sphäre einer um Eins kleineren Dimension. So finden wir H̃q(Sn) ∼= Z



19.4. BERECHNUNG VON GARBENKOHOMOLOGIE 3195

für q = n ≥ −1 und Null sonst und finden zusätzlich, daß die Spiegelung an
einer Koordinatenebene auf unserer Kohomologie als die Multiplikation mit (−1)
wirkt.

Beispiel 19.4.5.13 (Lokale Kohomologie des Rn). Für einen Punkt x ∈ Rn
liefert die reduzierte Version der langen exakten Sequenz der lokalen Kohomo-
logie 19.4.4.9 insbesondere Isomorphismen H̃q−1(Rn\x)

∼→ Hq
{x}(R

n) und mit
19.4.5.12 dann

Hq
{x}(R

n) ∼=
{
Z q = n;
0 sonst.

Weiter sehen wir so, daß die Spiegelung an einer Koordinatenebene auf unserer
lokalen Kohomologie als die Multiplikation mit (−1) wirkt. Zusätzlich zeigt die
Funktorialität unserer Konstruktion, daß für jeden abgeschlossenen Ball K ⊂∧ Rn
mit x ∈ K das Zurückholen auf der lokalen Kohomologie einen Isomorphismus
Hq
K(Rn)

∼→ Hq
{x}(R

n) induziert.

Übungen

Übung 19.4.5.14. Man zeige für jede abelsche Garbe F auf einem Kubus [0, 1]n

die Abschätzung Hq([0, 1]n;F) = 0 für q > n. Hinweis: 19.4.5.6 und 19.4.2.3
und Induktion. Der Beweis von 19.4.5.8 mag auch inspirierend wirken. Mit einem
stärkeren Formalismus an der Hand zeigen wir es auch noch in 21.5.5.14.

Übung 19.4.5.15. Sei Z ⊂∧ X ein Raum mit einer abgeschlossenen Teilmenge.
Man zeige: Das Zurückholen mit der Projektion induziert auf der lokalen Koho-
mologie Isomorphismen

Hq
Z(X)

∼→ Hq
Z×[0,1](X × [0, 1])

Übung 19.4.5.16 (Homotopieinvarianz der lokalen Kohomologie). Seien f, g :
(X,Z) → (Y, T ) zwei Morphismen zwischen Raumpaaren bestehend aus einem
Raum mit einer abgeschlossenen Teilmenge. Man zeige: Sind zwei Morphismen
f, g : (X,Z) → (Y, T ) homotop im Sinne von 17.2.1.10, so induzieren sie die-
selben Abbildungen Hqf = Hqg : Hq

T (Y )→ Hq
Z(X) auf den lokalen Homologie-

gruppen.

Übung 19.4.5.17 (Determinante und Orientierung). Gegeben A,B ⊂◦ Rn of-
fene Umgebungen des Ursprungs und g : A

∼→ B ein Diffeomorphismus mit
g(0) = 0 kommutiert das Diagramm

Hn
{0}(A) → Hn

{0}(B)

o ↑ ↑ o
Hn
{0}(Rn) → Hn

{0}(Rn)
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mit den Ausschneidungsisomorphismen 19.4.4.11 in den Vertikalen und dem Vor-
zeichen der Funktionaldeterminante det(d0g) als unterer Horizontale. Hinweis:
Für vom Ursprung verschiedene Punkte p nahe am Ursprung gilt die Abschätzung
‖g(p)− (d0g)(p)‖ < ‖(d0g)(p)‖, und man beachte 19.4.5.16.

19.4.6 Ein Spektralsequenzargument
Definition 19.4.6.1. Ein Doppelkomplex A = (Ap,q, ∂, δ) ist eine durch Z × Z
parametrisierte Familie Ap,q von abelschen Gruppen mitsamt Gruppenhomomor-
phismen ∂ = ∂p : Ap,q → Ap+1,q und δ = δq : Ap,q → Ap,q+1 derart, daß gilt
∂2 = 0, δ2 = 0 und ∂δ = δ∂.

Ergänzung 19.4.6.2. Allgemeiner und formaler erklären wir für jede endliche
Menge I einen I-Multikomplex als eineZI-graduierte abelsche Gruppe mit Grup-
penhomomorphismen ∂i : Aα → Aα+ei für i ∈ I , α ∈ ZI derart, daß gilt
∂i∂j = ∂j∂i ∀i, j und ∂2

i = 0 ∀i. Oft arbeiten wir mit I = {1, 2, . . . , l} und
schreiben α als Zeilenvektor α = (α1, α2, . . . , αl) und lassen die Klammern beim
oberen Index auch noch weg, also Aα = Aα1,α2,...,αl . Die Menge I = {1, 2, . . . , l}
hat im Gegensatz zu einer beliebigen endlichen Menge I eine ausgezeichnete An-
ordnung und es gilt im folgenden, deren implizite Verwendung zu vermeiden.
Unseren Doppelkomplex verstehen wir als einen {1, 2}-Multikomplex.

Definition 19.4.6.3. Gegeben ein DoppelkomplexA bilden wir seinen Totalkom-
plex tot(A) = T = (T, d) durch die Vorschrift

T n :=
⊕
p+q=n

Ap,q

mit dem Differential da := ∂a+ (−1)pδa für a ∈ Ap,q.

Ergänzung 19.4.6.4. Gegeben ein I-MultikomplexA erklären wir allgemeiner für
jede Anordnung ω von I den zugehörigen Totalkomplex T = Totω(A) mit

T n =
⊕

p+q+...+r+s=n

Ap,q,...,r,s

und Differential ∂p+(−1)p∂q+. . .+(−1)p+q+...+r∂s in hoffentlich selbsterklären-
der Notation. Ist η eine andere Anordnung auf I , so liefert die Multiplikation mit
dem „Signum der auf den ungeraden Einträgen induzierten Umordnung“ auf den
Komponenten einen Isomorphismus Totω(A)

∼→ Totη(A).
19.4.6.5. In der Literatur wird auch eine andere Konvention verwendet, bei der
man ∂δ + δ∂ = 0 statt ∂δ = δ∂ fordert. Wir sprechen dann von einem Doppel-
komplex mit antikommutierenden Differentialen. Zwischen beiden Konzep-
ten kann man hin- und hergehen, indem man δ : Ap,q → Ap,q+1 ersetzt durch
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(−1)pδ : Ap,q → Ap,q+1. Ich finde es natürlicher, mit kommutierenden Differen-
tialen zu arbeiten. So ergibt sich etwa der Tensorkomplex als Totalkomplex eines
Doppelkomplexes in Bezug auf eine Anordnung der Tensorfaktoren.

19.4.6.6. Wir denken uns p nach rechts und q nach oben aufgetragen und betrach-
ten in unserem Doppelkomplex die Spaltenkomplexe Ap,∗ sowie die Zeilenkom-
plexe A∗,q. Verschwinden alle Ap,q mit p < 0, so sprechen wir von einem Dop-
pelkomplex in der rechten Halbebene. Verschwinden alle Ap,q oder q < 0, so
sprechen wir von einem Doppelkomplex in der oberen Halbebene. Verschwin-
den alle Ap,q mit p < 0 oder q < 0, so sprechen wir von einem Doppelkomplex
im ersten Quadranten. Zu einem Doppelkomplex in der rechten Halbebene er-
klären wir den senkrechten Kernkomplex K↑ als den Komplex der Kerne „längs
der q-Achse“, in Formeln

K∗↑ = ker(∂ : A0,∗ → A1,∗)

mit dem von δ induzierten Differential. Gegeben ein Doppelkomplex in der rech-
ten Halbebene haben wir eine offensichtliche injektive Kettenabbildung K↑ ↪→ T
vom senkrechten Kernkomplex in den Totalkomplex.

19.4.6.7. Gegeben ein I-Multikomplex A betrachten wir allgemeiner für jede
Teilmenge J ⊂ I und jedes β ∈ ZI\J den J-Teilmultikomplex AJ,β = Aβ mit
Differentialen ∂i für i ∈ J . Beispiele sind unsere Zeilen- und Spaltenkomplexe.
Andererseits bilden für festes i ∈ I die Kerne und Bilder von ∂i Untermulti-
komplexe und die Kokerne und Bilder von ∂i Quotientenmultikomplexe unseres
ursprünglichen I-Multikomplexes und wir erhalten so I-Multikomplexe mit ver-
schwindendem ∂i. Der senkrechte Kernkomplex ist in dieser Terminologie einer
der {2}-Teilkomplexe des Doppelkomplexes ker ∂1.

Satz 19.4.6.8 (Eine ausgeartete Spektralsequenz). SeiA = (Ap,q, ∂, δ) ein Dop-
pelkomplex im ersten Quadranten. Sind alle seine Zeilen exakt an allen Stellen
Ap,q mit p 6= 0, so induziert die Einbettung des senkrechten Kernkomplexes in den
Totalkomplex K↑ ↪→ T auf der Kohomologie Isomorphismen

HnK↑
∼→ HnT

19.4.6.9. Der Satz gilt allgemeiner für jeden Doppelkomplex in der rechten Halb-
ebene, bei dem es für jedes feste n höchstens endlich viele von Null verschiedene
Einträge zu Indizes (p, q) mit p + q = n gibt. Der Beweis bleibt derselbe. Wir
beginnen mit einem Spezialfall.

Lemma 19.4.6.10. Sind bei einem Doppelkomplex im ersten Quadranten alle Zei-
len exakt, so ist auch sein Totalkomplex exakt.
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Ein Doppelkomplex

Eine explizite Beschreibung der KompositionHK→ → HT
∼← HK↑ im Fall

eines Doppelkomplexes im ersten Quadranten mit exakten Zeilen bei Apq mit
p 6= 0. Der Zykel 1 im waagerechten Kernkomplex ist als Element 2 der tiefsten

Zeile der ∂-Rand von 3. Der δ-Rand von 3 ist dann ein ∂-Zykel 4, der sich wegen
der Exaktheit der Zeile als ∂-Rand eines Elements 5 schreiben läßt. Und so

klettert man die Treppe hoch um schließlich bei einem Zykel 9 des senkrechten
Kernkomplexes zu landen.
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Vorschau 19.4.6.11. Das Lemma gilt mit demselben Beweis für jeden Doppel-
komplex, bei dem es für jedes feste n höchstens endlich viele von Null verschie-
dene Einträge zu Indizes (p, q) mit p + q = n gibt. Die Einträge können dabei
sogar Objekte einer beliebigen abelschen Kategorie sein. Eine Verallgemeinerung
dieser Aussage, die für beliebige Doppelkomplexe von abelschen Gruppen rich-
tig bleibt, wird in 20.3.7.3 formuliert und bewiesen. Daraus ergeben sich dann
auch Verallgemeinerungen von 19.4.6.8. Allgemeine Spektralsequenzen bespre-
chen wir in 19.9.1.

Beweis. Sind nur endlich viele Zeilen unseres Doppelkomplexes von Null ver-
schieden, so können wir das mit vollständiger Induktion zeigen: Dazu betten wir
die oberste von Null verschiedene Zeile ein in den Totalkomplex. Der Kokern
dieser Einbettung ist der Totalkomplex eines Doppelkomplexes mit exakten Zei-
len und einer Zeile weniger. Zu der so konstruierten kurzen exakten Sequenz von
Kettenkomplexen bilden wir dann die lange exakte Homologiesequenz und unsere
Induktion läuft. Haben wir einen beliebigen Doppelkomplex im ersten Quadranten
vor uns, so stimmt sein Totalkomplex bis zum Grad n überein mit dem Totalkom-
plex zum Doppelkomplex der untersten n Zeilen, also können wir uns auf den
bereits behandelten Fall zurückziehen.

Beweis von Satz 19.4.6.8. Der Kokern der Einbettung K↑ ↪→ T ist der Total-
komplex eines Doppelkomplexes im ersten Quadranten mit exakten Zeilen. Nach
Lemma 19.4.6.10 ist er damit exakt und die Behauptung folgt aus der langen ex-
akten Homologiesequenz.

Übungen

Übung 19.4.6.12. Man zeige, daß unser Satz über ausgeartete Spektralsequenzen
19.4.6.8 ähnlich für Spektralsequenzen im dritten Quadranten und den senkrech-
ten Kokernkomplex gilt. Betrachtet man die analogen Aussagen in allgemeinen
abelschen Kategorien, so gelten sie weiter mit demselben Beweis und fallen zu-
sammen, wenn man zur opponierten abelschen Kategorie übergeht.

Übung 19.4.6.13. Gegeben ein Ring R und ein R-Rechtsmodul M und ein R-
Linksmodul N und . . .→ P1 → P0 � M eine projektive Auflösung von M und
. . . → Q1 → Q0 � N eine projektive Auflösung von N liefern die offensichtli-
chen Kettenabbildungen Quasiisomorphismen

P ⊗R N ←̆ P ⊗R Q →̆M ⊗R Q

Insbesondere erhalten wir so die bei der Definition der Torsionsgruppen in 19.3.2.26
versprochenen kanonischen Isomorphismen

(Lq(M⊗R))(N)
∼→ (Lq(⊗RN))(M)
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Übung 19.4.6.14. Sind bei einem Doppelkomplex im ersten Quadranten die Zei-
lenkomplexe exakt an allen Stellen (p, q) mit p + q ≤ n, so ist der Totalkomplex
exakt an allen Stellen ≤ n. Sind bei einem Doppelkomplex im ersten Quadran-
ten die Zeilenkomplexe exakt an allen Stellen (p, q) mit p + q ≤ n und p > 0,
so induziert die Einbettung des senkrechten Kernkomplexes in den Totalkomplex
Isomorphismen auf allenHq mit q ≤ n.

Übung 19.4.6.15. Sind bei einem Doppelkomplex nur endlich viele Zeilenkom-
plexe verschieden von Null und sind alle Spalten exakt, so ist der Totalkomplex
exakt. Hinweis: Im Fall von nur zwei von Null verschiedenen Zeilen ist das leicht
einzusehen. Im allgemeinen argumentiere man mit vollständiger Induktion und
geschickten kurzen exakten Sequenzen von Doppelkomplexen und der langen ex-
akten Kohomologiesquenz.

19.4.7 Garbenkohomologie durch offene Überdeckungen
19.4.7.1. Man erinnere sich daran, daß ein unendliches Produkt exakter Sequen-
zen von abelschen Garben nicht wieder exakt zu sein braucht, daß aber ein belie-
biges Produkt exakter Sequenzen von abelschen Gruppen stets wieder exakt ist.

19.4.7.2 (Čech-Kohomologie zu Überdeckung und Garbenkohomologie). Ge-
geben eine Überdeckung U eines topologischen Raums X und eine abelsche Gar-
be F auf X erklären wir einen Komplex von Garben Cq = Cq(U ;F), indem wir
für jede offene Teilmenge V ⊂◦ X setzen

Cq(V ) :=
∏

(U0,...,Uq)∈Uq+1

F(V ∩ U0 ∩ . . . ∩ Uq)

Das Differential wird definiert durch dieselben Formeln wie beim Čech-Komplex
aus 19.1.3.11. Nimmt man noch den Morphismus F → C0 hinzu, der durch die
Einschränkungen F(V ) →

∏
U0∈U F(V ∩ U0) gegebenen wird, und nimmt von

unserer Überdeckung an, daß auch die offenen Kerne der Mengen aus U bereits
X überdecken, so entsteht eine exakte Sequenz von Garben

F ↪→ C0 → C1 → . . .

In der Tat erhalten wir für jede offene Teilmenge V ⊂◦ X , die ganz in einer Teil-
menge U aus unserem überdeckenden Mengensystem enthalten ist, sogar bereits
ein exakte Sequenz F(V ) ↪→ C0(V ) → C1(V ) → . . . nach Teil 3 von Lemma
19.1.4.4. Wir nennen unsere exakte Sequenz von Garben den vergarbten Čech-
Komplex. Per definitionem gilt Ȟq(U ;F) = HqΓC�(U ;F) und aus der Definition
derivierter Funktoren 19.3.2.8 erhalten wir natürliche Abbildungen

Ȟq(U ;F)→ Hq(X;F)
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von der Čech-Kohomologie zu einer gegebenen offenen Überdeckung in die Gar-
benkohomologie. Wir erhalten sogar derartige natürliche Abbildungen für jede
beliebige Überdeckung derart, daß die offenen Kerne der überdeckenden Mengen
bereits X überdecken, mit der entsprechenden offensichtlichen Erweiterung der
linken Seite auf diesen Fall. Wir hatten diesen Fall bisher nur deshalb vermie-
den, da wir mit Prägarben gearbeitet hatten und da für Prägarben Schnitte über
beliebigen Teilmengen nicht definiert sind.

Vorschau 19.4.7.3 (Čech-Kohomologie und Garbenkohomologie). Es ist klar,
daß unsere Abbildungen von eben im Kolimes natürliche Abbildungen

Ȟq(X;F)→ Hq(X;F)

von der Čech-Kohomologie in die Garbenkohomologie induzieren. In 19.5.2.1
zeigen wir, daß diese für q = 1 stets Isomorphismen sind. In 19.5.6.1 zeigen wir,
daß sie auf „parakompakten“ Räumen sogar für alle q Isomorphismen sind.

Definition 19.4.7.4. Seien X ein topologischer Raum, F ∈ Ab/X eine abelsche
Garbe auf X und U eine offene Überdeckung von X . Gilt

Hq(U0 ∩ . . . ∩ Uν ;F) = 0

für alle endlichen Schnitte von einer oder mehr Mengen aus U und für alle q >
0, so sagen wir, die Garbe F sei azyklisch für die Überdeckung U , oder die
Überdeckung sei azyklisch für die Garbe.

Satz 19.4.7.5 (Kohomologie durch azyklische Überdeckungen). Seien X ein
topologischer Raum, F eine abelsche Garbe auf X und U eine offene Überde-
ckung von X . Ist die Überdeckung U azyklisch für die Garbe F , so berechnet
der Komplex der Čech-Koketten ihre Kohomologie, als da heißt, die in 19.4.7.2
konstruierten Abbildungen sind Isomorphismen

Ȟq(U ;F)
∼→ Hq(X;F)

Vorschau 19.4.7.6. Insbesondere ist jede welke abelsche Garbe Čech-azyklisch in
dem in 19.5.1.12 eingeführten Sinne. Allgemeiner folgt dasselbe für jede abelsche
Garbe, deren Restriktion auf jede offene Teilmenge global-Schnitte-azyklisch ist.

Beweis. Wir wählen eine „waagerecht gedachte“ welke AuflösungF ↪→W� von
F und bilden den Doppelkomplex

Cq(U ;Wp)

von abelschen Garben, indem wir von dieser Auflösung an jeder Stelle „in senk-
rechter Richtung“ den vergarbten Čech-Komplex nehmen. Offensichtlich besteht
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Eine für die konstante Garbe auf der Acht azyklische offene Überdeckung durch
drei offene Teilmengen mit ihrem angeordneten Čech-Komplex
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dieser Doppelkomplex aus welken Garben, die Spaltenkomplexe sind exakt in
höheren Graden, und der waagerechte Kernkomplex ist unsere ursprüngliche wel-
ke Auflösung W�. Der Totalkomplex ist also nach 19.4.6.8, angewandt auf die
Halme, auch eine welke Auflösung von F und unsere Konstruktion liefert, auch
ohne daß wir über die Exaktheit des senkrechten Kernkomplexes etwas wissen,
einen Homomorphismus von Auflösungen

Cn(U ;F)→ tot Cq(U ;Wp)

Aus der Azyklizität von F in Bezug auf U folgt nun, da F|U ↪→ W�|U für alle
U ⊂◦ X eine welke Auflösung ist, die Exaktheit der Sequenzen

F(U0 ∩ . . . ∩ Uq) ↪→W0(U0 ∩ . . . ∩ Uq)→W1(U0 ∩ . . . ∩ Uq)→ . . .

Die von unserem Homomorphismus von Auflösungen auf den globalen Schnitten
induzierte Abbildung∏

Un+1

F(U0 ∩ . . . ∩ Un)→
⊕
p+q=n

∏
Uq+1

Wp(U0 ∩ . . . ∩ Uq)

kann mithin als die Einbettung des senkrechten Kernkomplexes in einen Dop-
pelkomplex mit exakten Zeilen aufgefaßt werden. Also ist sie ein Quasiisomor-
phismus, und da die rechte Seite von einer welken Auflösung herkam, folgt der
Satz.

19.4.7.7 (Garbenkohomologie von Simplizialkomplexen). Gegeben ein Sim-
plizialkomplex (E,K) mit Ecken E und Simplizes K wie in 16.2.7.5 und seine
Realisierung ∆(K) ⊂ Ens(E,R≥0) wie in 16.2.7.8 erinnern wir aus 17.3.2.7 den
offenen Stern um eine Ecke e

St(e) := {f ∈ ∆(K) | e ∈ supp f}

Diese Sterne sind offen und zusammenziehbar und überdecken unsere Realisie-
rung. Auch die Schnitte endlich vieler Sterne sind jeweils zusammenziehbar oder
leer. Nach der Homotopieinvarianz der Garbenkohomologie 19.4.5.10 bilden folg-
lich die Sterne für jede konstante oder mit 19.2.2.55 auch für jede lokal konstante
Garbe auf unserer Realisierung eine azyklische Überdeckung und nach 19.4.7.5
berechnet der Čech-Komplex für derartige Garben die Garbenkohomologie. Nach
19.1.4.6 können wir die Garbenkohomologie für derartige Garben dann auch mit
dem angeordneten Čech-Komplex berechnen. Von hier ausgehend konstruiert man
im Fall konstanter Koeffizienten leicht einen Isomorphismus der Garbenkohomo-
logie mit der simplizialen Kohomologie unseres Simplizialkomplexes.
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Übungen

Übung 19.4.7.8. Man zeige, daß die Kohomologie der Kreislinie mit Koeffizien-
ten in der nichttrivialen lokal konstanten abelschen Garbe F mit Fasern frei vom
Rang Eins gegeben wird durch H1(S1;F) ∼= Z/2Z und durch Null in allen ande-
ren Graden. Man zeige dasselbe auch für C× statt S1.

Übung 19.4.7.9. Sei F eine lokal konstante abelsche Garbe auf C× und (F1, T )
ihr Halm bei 1 mit seinem Monodromieautomorphismus 19.7.1.19. Man zeige

Hq(C×;F) ∼=


{a ∈ F1 | T (a) = a} q = 0;
F1/ im(T − id) q = 1;
0 sonst.

Man zeige dasselbe für S1 statt C×.

Übung 19.4.7.10. Seien X ein topologischer Raum, F ∈ Ab/X eine abelsche
Garbe auf X und U eine offene Überdeckung von X . Gilt

Hq(U0 ∩ . . . ∩ Uν ;F) = 0

für alle endlichen Schnitte von einer oder mehr Mengen aus U und für alle q mit
0 < q ≤ n, so ist die natürliche Abbildung für alle q ≤ n ein Isomorphismus

Ȟq(U ;F)
∼→ Hq(X;F)

Hinweis: Man verwende Übung 19.4.6.14. Man benötigt sogar nur das Verschwin-
den der fraglichen höheren Kohomologie der Schnitte für q > 0 und q + ν ≤ n.

19.4.8 Kompakte Kohomologie

Definition 19.4.8.1. Gegeben eine abelsche Garbe F auf einem topologischen
Raum X erklären wir die Gruppe der Schnitte von F mit kompaktem Träger
oder kurz der kompakten Schnitte von F durch die Vorschrift

Γ!F := Γ!(X;F) := {s ∈ ΓF | (supp s) ist kompakt}

Definition 19.4.8.2. Die q-te Kohomologie mit kompaktem Träger oder kurz
kompakte Kohomologie eines topologischen RaumsX mit Koeffizienten in einer
abelschen Garbe F ist der Wert bei F des q-ten rechtsderivierten Funktors RqΓ!

des Funktors der kompakten Schnitte, in Formeln

Hq
!F = Hq

! (X;F) := RqΓ!F
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19.4.8.3 (Annahmen an die zugrundeliegenden Räume). Kompakte Kohomo-
logie hat nur für lokal kompakte Hausdorffräume so gute Eigenschaften, daß sie zu
etwas nütze ist. Ich werde dennoch versuchen, die jeweils benötigten Bedingun-
gen stets explizit dazuzuschreiben. Ähnlich werde ich es später mit dem „Schrei-
vorschub“ halten.

19.4.8.4 (Diskussion von Notation und Terminologie). In der Literatur sind die
alternativen Notationen Γc und Hq

c statt unserem Γ! und Hq
! üblich. Ist A ⊂ X

eine Teilmenge, so verwenden wir die Abkürzungen Γ!(A;F) := Γ!(A;F|A). und
Hq

! (A;F) := Hq
! (A;F|A). Die abkürzenden Bezeichnungen „kompakte Schnitte“

und „kompakte Kohomologie“ sind unüblich.

19.4.8.5 (Kompakte Kohomologie der konstanten Garbe). Ist M eine abelsche
Gruppe, so heißt die kompakte Kohomologie der konstanten Garbe MX die gar-
bentheoretische kompakte Kohomologie unseres RaumsX mit Koeffizienten in
M und wir notieren sie

Hq
! (X;M) = Hq

! (X;M)garb := Hq
! (X;MX)

Wenn wir betonen wollen, daß die kompakte singuläre Kohomologie 17.7.2.1 ge-
meint ist, schreiben wir Hq

! (X;M)sing. Im Spezialfall M = Z kürzen wir das
weiter ab zu Hq

! (X) := Hq
! (X;Z).

19.4.8.6. Gegeben eine kurze exakte Sequenz von Garben F ′ ↪→ F � F ′′ spe-
zialisiert die lange exakte Sequenz der derivierten Funktoren zur langen exakten
Sequenz der kompakten Kohomologie

H0
! (X;F ′) ↪→ H0

! (X;F)→ H0
! (X;F ′′)→ H1

! (X;F ′)→ H1
! (X;F)→ . . .

19.4.8.7. Gegeben eine abelsche Garbe F auf einem RaumX liefert die Transfor-
mation Γ! ⇒ Γ Transformationen RqΓ! ⇒ RqΓ und so kanonische Abbildungen

Hq
! (X;F)→ Hq(X;F)

Für kompaktes X sind sie offensichtlich Isomorphismen.

Lemma 19.4.8.8. Sei F ′ ↪→ F � F ′′ eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einem topologischen Raum X . Ist F ′ welk, so induziert die Surjektion
F � F ′′ eine Surjektion Γ!F � Γ!F ′′. Stärker ist sogar jeder Schnitt von F ′′ das
Bild eines Schnitts von F mit demselben Träger.

Beweis. Sei s′′ ein kompakter Schnitt von F ′′. Nach 19.4.1.2 gibt es einen Schnitt
s ∈ ΓF mit s 7→ s′′. Ist U das Komplement des Trägers von s′′, so kommt s|U per
definitionem von einem Schnitt s′ ∈ F ′(U) her. Dieser läßt sich jedoch, wenn F ′
welk ist, zu einem globalen Schnitt s′ ∈ ΓF ′ ausdehnen, und s − s′ ist dann der
gesuchte kompakte Schnitt von F , der auf s′′ abgebildet wird.
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Satz 19.4.8.9. Alle welken abelschen Garben auf einem topologischen Raum sind
azyklisch für den Funktor der kompakten Schnitte.

Beweis. Jede abelsche Garbe F besitzt wie im Beweis von 19.4.1.3 eine Auf-
lösung F ↪→ I0 → I1 → . . . durch welke injektive Garben. Wir zerlegen sie in
kurze exakte Sequenzen

F ↪→ I0 � K1

K1 ↪→ I1 � K2

K2 ↪→ I2 � K3

. . . . . . . . .

Wie im Beweis von 19.4.1.3 zeigt 19.4.1.2, daß für welkesF alle Garben in diesen
kurzen exakten Sequenzen welk sind. Mit Lemma 19.4.8.8 erkennen wir weiter,
daß alle unsere Sequenzen kurz exakt bleiben unter Γ!. Das zeigt aber, daß der
Komplex 0→ Γ!F → Γ!I0 → Γ!I1 → . . . exakt ist.

Definition 19.4.8.10. Eine Garbe heißt kompaktweich, englisch c-soft, franzö-
sisch c-mou, wenn sich jeder Schnitt über einem relativ Hausdorff’schen Kom-
paktum zu einem globalen Schnitt fortsetzen läßt.

Beispiele 19.4.8.11. Jede welke Garbe ist kompaktweich, da wir nach 19.4.5.2
einen Schnitt über einem relativ Hausdorff’schen Kompaktum stets auf eine of-
fene Umgebung unseres Kompaktums fortsetzen können. Jede injektive abelsche
Garbe ist nach 19.4.1.5 welk und mithin kompaktweich. Die Einschränkung einer
kompaktweichen Garbe auf einen relativ Hausdorff’schen Teilraum ist stets auch
wieder kompaktweich.

Proposition 19.4.8.12 (Kompaktweiche Garben sind Γ!-azyklisch). Für jede
kompaktweiche abelsche Garbe F auf einem lokal kompakten Hausdorffraum X
verschwindet die höhere kompakte Kohomologie, in Formeln

Hq
! (X;F) = 0 ∀q > 0

Beweis. Analog wie in 19.4.1.3 oder mit Übung 19.4.1.6 folgt das aus dem an-
schließenden Lemma 19.4.8.13.

Lemma 19.4.8.13. Gegeben F ′ ↪→ F � F ′′ eine kurze exakte Sequenz von
abelschen Garben auf einem lokal kompakten Hausdorffraum X gilt:

1. Ist F ′ kompaktweich, so induziert die Surjektion F � F ′′ eine Surjektion
Γ!F � Γ!F ′′ auf den globalen Schnitten mit kompaktem Träger;

2. Sind F ′ und F kompaktweich, so ist auch F ′′ kompaktweich.
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Beweis. 0. Wir zeigen Teil 1 zunächst unter der zusätzlichen Annahme X kom-
pakt. Das kann später auch aus 19.5.4.6 gefolgert werden, aber das direkte Ar-
gument ist einfacher. Gegeben ein Schnitt s′′ ∈ F ′′(X) finden wir eine endliche
Überdeckung X = K1 ∪ . . . ∪Kr durch Kompakta und Schnitte si ∈ F(Ki) mit
si 7→ s′′|Ki. Wir dürfen r kleinstmöglich annehmen. Wäre dann r > 1, so gälte
(s1−s2)|(K1∩K2) ∈ F ′(K1∩K2), und wenn wir diesen Schnitt zu einem Schnitt
t ∈ F ′(K1) fortsetzen, verkleben s1 − t und s2 zu einem Schnitt in F(K1 ∪K2)
im Widerspruch zur Minimalität von r.

1. Sei s′′ ein Schnitt von F ′′ mit Träger im Kompaktum K. Wir wählen eine of-
fene Umgebung U ⊂◦ X von K mit kompaktem Abschluß Ū . Nach Teil 0 des
Beweises finden wir also ein Urbild s ∈ F(Ū) von s′′|Ū . Wählen wir noch ei-
ne Ausdehnung s′ ∈ F ′(Ū) von der Einschränkung s|∂U von s auf den Rand
von U im Sinne der mengentheoretischen Topologie und ersetzen s durch s − s′,
so dürfen wir s|∂U = 0 annehmen und können s durch Null zu einem globalen
Schnitt ausdehnen.

2. Für K ⊂ X kompakt betrachten wir das Diagramm

F(X) → F ′′(X)
↓ ↓
F(K) � F ′′(K)

Die linke Vertikale ist surjektiv, da F kompaktweich ist. Die untere Horizontale
ist surjektiv nach Teil 1, da mitF ′ auchF ′|K kompaktweich ist. Also ist die rechte
Vertikale surjektiv.

Lemma 19.4.8.14. Gegeben eine kompaktweiche abelsche Garbe F auf einem
lokal kompakten Hausdorffraum X und A ⊂∧ X abgeschlossen induziert das Ein-
schränken von Schnitten eine Surjektion

Γ!(X;F)� Γ!(A;F)

Beweis. Sei s ∈ Γ(A;F) ein Schnitt mit kompaktem Träger K. Sei U eine offene
Umgebung von K in X mit kompaktem Abschluß. Man kann einen Schnitt

s̃ ∈ Γ(∂U ∪ (A ∩ Ū);F)

erklären durch s̃|A ∩ Ū = s|A ∩ Ū und s̃|∂U = 0. Da F kompaktweich ist,
kann s̃ zu einem globalen Schnitt t ∈ Γ(X;F) fortgesetzt werden. Dieser Schnitt
verschwindet jedoch auf ∂U und wir können folglich einen neuen Schnitt ŝ ∈
Γ(X;F) bilden, der auf Ū mit s̃ übereinstimmt und der auf X\U verschwindet.
Dieser Schnitt ŝ ist dann der gesuchte Schnitt ŝ ∈ Γ!(X;F) mit ŝ 7→ s.
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Illustration zum Beweis von 19.4.8.14



19.4. BERECHNUNG VON GARBENKOHOMOLOGIE 3209

19.4.8.15. Die Einschränkung einer kompaktweichen Garbe auf einen relativ Haus-
dorff’schen Teilraum ist, wie bereits in 19.4.8.11 erwähnt, wieder kompaktweich.
Seien nun X ein lokal kompakter Hausdorffraum und j : U ↪→ X die Einbet-
tung einer offenen Teilmenge und i : A ↪→ X die Einbettung ihres Komplements.
Gegeben eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X und eine kompaktweiche Auflösung
F ↪→ I� erhalten wir nach Lemma 19.4.8.14 eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen

Γ!(U ; I�) ↪→ Γ!(X; I�)� Γ!(A; I�)

Die zugehörige lange exakte Homologiesequenz liefert zusammen mit unseren
natürlichen Isomorphismen eine lange exakte Sequenz

. . .→ Hq
! (U ;F)→ Hq

! (X;F)→ Hq
! (A;F)→ Hq+1

! (U ;F)→ . . .

Durch Betrachtung injektiver Auflösungen von F erkennt man, daß diese lange
exakte Sequenz nicht von der Wahl der kompaktweichen Auflösung abhängt. Sie
heißt die Lokalisierungssequenz der kompakten Kohomologie.

19.4.8.16 (Lokale Kohomologie und kompakte Kohomologie). Gegeben eine
abgeschlossene kompakte Teilmenge K eines topologischen Raums X haben wir
für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X offensichtliche Einbettungen ΓKF ↪→ Γ!F
und im filtrierenden Kolimes über alle abgeschlossenen Kompakta

colfK ΓKF
∼→ Γ!F

Sie induzieren natürliche Homomorphismen Hq
K(X;F)→ Hq

! (X;F) und in ihrer
Gesamtheit aufgrund der Exaktheit filtrierender Kolimites Isomorphismen

colfK Hq
K(X;F)

∼→ Hq
! (X;F)

Beispiel 19.4.8.17 (Kompakte Kohomologie des Rn). Für jeden Punkt x ∈ Rn
und jede abelsche Gruppe M sind die in 19.4.8.16 konstruierten Abbildungen
nach 19.4.5.13 als Kolimites über Systeme mit konstantem konfinalen Teilsystem
Isomorphismen Hq

{x}(R
n;M)

∼→ Hq
! (Rn;M). Wir erhalten mit 19.4.5.13 Isomor-

phismen

Hq
! (R

n;M) ∼=
{
M q = n;
0 sonst.

Weiter sehen wir so, daß die Spiegelung an einer Koordinatenebene auf unse-
rer kompakten Kohomologie als die Multiplikation mit (−1) wirkt. Insbesonde-
re ist die Kohomologie mit kompaktem Träger nicht homotopieinvariant, denn
sonst müßte sie für jeden zusammenziehbaren Raum dasselbe sein wie für einen
Punkt. Hier kommt noch ein zweiter Weg zur kompakten Kohomologie des Rn.
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Vermittels stereographischer Projektion erhalten wir ja einen Homöomorphismus
Sn\x ∼→ Rn des Komplements eines Punktes x der n-Sphäre mit dem Rn. Die
zugehörige Lokalisierungssequenz 19.4.8.15 hat die Gestalt

. . .→ Hq
! (R

n)→ Hq
! (S

n)→ Hq
! (x)→ Hq+1

! (Rn)→ . . .

Die kompakte Kohomologie von Punkt und Sphäre ist nun aber dieselbe wie deren
normale Kohomologie und wir kennen sie bereits aus 19.4.5.12. Es folgt wieder
Hq

! (Rn) ∼= Z für q = n und Null sonst und analog mit Koeffizienten in einer
beliebigen abelschen Gruppe M .
Beispiel 19.4.8.18 (Kompakte Kohomologie der Zahlengerade nach de Rham).
Wir kennen diese Kohomologie bereits aus 19.4.8.17 und prüfen nun, daß im Fall
von reellen Koeffizienten die Berechnung als de-Rham-Kohomologie zu demsel-
ben Resultat führt. Es ist leicht zu sehen, daß die Garbe C∞Z,R der reellen C∞-
Funktionen auf der Zahlengerade Z := R kompaktweich ist. Man kann folglich
die kompakte Kohomologie der Zahlengeraden mit reellen Koeffizienten Hq

! (Z;R)
berechnen vermittels der kompaktweichen Auflösung RZ ↪→ C∞Z,R → C∞Z,R der
konstanten Garbe mit dem Ableiten als zweiter Abbildung. Den Komplex der
Schnitte mit kompaktem Träger dieser Auflösung können wir nach rechts mit dem
Integral ergänzen zu einer kurzen exakten Sequenz C∞! (Z;R) ↪→ C∞! (Z;R)� R
und erhalten so einen Isomorphismus Hq

! (Z;R)
∼→ R für q = 1 und das Ver-

schwinden dieser Kohomologiegruppen für q 6= 1.
Beispiel 19.4.8.19 (Kohomologie der komplex projektiven Räume). Aus dem
Beweis von 15.2.3.7 wissen wir um eine Zerlegung

Pn+1C = PnC t Cn+1

in eine abgeschlossene Teilmenge und ihr offenes Komplement. Unsere Lokalisie-
rungssequenz 19.4.8.15 liefert dann mit unserer Berechnung 19.4.8.17 der kom-
pakten Kohomologie vonCn+1 induktiv Hq(PnC) ∼= Z für q = 0, 2, 4, . . . , 2n und
Null sonst.

Übungen

Übung 19.4.8.20. Gegeben ein filtrierendes System abelscher Garben auf einem
topologischen Raum ist die offensichtliche Abbildung eine Injektion colf Γ!Fi ↪→
Γ! colf Fi. Wir zeigen in 21.4.2.1, daß das auf lokal kompakten Hausdorffräumen
ein Isomorphismus ist.
Ergänzende Übung 19.4.8.21. Gegeben ein filtrierendes System abelscher Gar-
ben auf einem kompakten topologischen Raum mit einer Basis der Topologie aus
kompakten offenen Teilmengen ist die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

colf ΓFi
∼→ Γ colf Fi
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Hinweis: Man verwende 19.4.8.20 zum Verkleben lokaler Schnitte. Diese Übung
ist insbesondere bei der Diskussion von Schemata von Nutzen. Wir zeigen ein
Analogon für kompakte Schnitte in 21.4.2.1.

Übung 19.4.8.22. Sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum. Ist X = A1 t . . . t
An eine Zerlegung in endlich viele paarweise disjunkte Teilmengen derart, daß
für jeden Index i gilt Ai ⊂◦ Ai t . . . t An und daß jedes Ai homöomorph ist zu
Rd(i) für ein d(i) ≥ 0, so gilt∑

i

(−1)d(i) =
∑

(−1)d dim Hd
! (X;Q)

Übung 19.4.8.23. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X ist der Funktor

So
! : Ab/X → Cat(OffX ,Ab)

gegeben durch So
! : F 7→ (U 7→ Γ!(U ;F)) volltreu für von kompaktweichen

abelschen Garben ausgehende Morphismen. Hinweis: Man betrachte zusätzlich
die Kategorie AbgX der abgeschlossenen Teilmengen von X und den Funktor

Sa
! : Ab/X → Cat(Abgopp

X ,Ab)

gegeben durch Sa
! : F 7→ (A 7→ Γ!(A;F)). Jede Transformation So

! F ⇒ So
! G

induziert mit 19.4.8.14 eine Transformation Sa
! F ⇒ Sa

! G und durch Einschränken
auf Kompakta eine Transformation ScF ⇒ ScG in Cat(Kompopp

X ,Ab). Diese
gehört jedoch nach 19.2.2.61 zu einem eindeutig bestimmten Garbenmorphismus.

19.4.9 Funktorialitäten der kompakten Kohomologie
19.4.9.1. Ich erinnere daran, daß nach 15.2.4.13 eine stetige Abbildung zwischen
lokal kompakten Hausdorffräumen genau dann eigentlich ist, wenn das Urbild
jedes Kompaktums wieder kompakt ist. Das ist alles, was wir an dieser Stelle über
eigentliche Abbildungen wissen müssen. Wo ich die Bedingung „lokal kompakt
Hausdorff“ oder Teile derselben nicht gefordert habe, dürfen Sie sie ohne Schaden
hinzufügen, denn außerhalb dieses Rahmens ist kompakte Kohomologie nutzlos.

19.4.9.2. Kompakte Kohomologie hat andere Funktorialitätseigenschaften als die
gewöhnliche Kohomologie. So ist es zum Beispiel nicht möglich, für beliebige
stetige Abbildungen einen Rückzug auf der kompakten Kohomologie zu erklären,
das gelingt nur für eigentliche Abbildungen. Stattdessen kann man jedoch für die
kompakte Kohomologie einen „Vorschub“ unter étalen Abbildungen und sogar
unter sogenannten „orientierten mannigfaltigen Abbildungen“ erklären. Ich er-
kläre das vorerst nur für offene Einbettungen in 19.4.9.7. In diesem Fall heißt der
Vorschub das „Ausdehnen durch Null“. Im Allgemeinen heißt er die „Integration
über die Fasern“.



3212 KAPITEL 19. GARBENKOHOMOLOGIE

Satz 19.4.9.3 (Eigentliches Zurückholen). Seien f : X → Y eigentlich und
φ : G → F ein Komorphismus von abelschen Garben über f . So gibt es für
jedes q genau eine Abbildung φ~ : Hq

! (Y ;G)→ Hq
! (X;F) derart, daß für je zwei

AuflösungenF ↪→ A� und G ↪→ B� und jeden Lift von φ zu einem Komorphismus
φ� : B� → A� von Auflösungen über f das Diagramm

HqΓ!B� φ�→ HqΓ!A�

τ ↓ ↓ τ
Hq

! (Y ;G)
φ~→ Hq

! (X;F)

kommutiert mit den natürlichen Abbildungen τ aus 19.3.2.8 in den Vertikalen und
der von φ� induzierten oberen Horizontalen. Des weiteren gilt (φ◦ψ)~ = ψ~◦φ~
und id~ = id.

Beispiel 19.4.9.4. Insbesondere liefert für jede eigentliche Abbildung f : X → Y
der offensichtliche Komorphismus ZY → ZX über f eine natürliche Abbildung
Hq

! (Y ) → Hq
! (X), die wir das eigentliche Zurückholen auf der kompakten

Garbenkohomologie nennen.

Vorschau 19.4.9.5. Sie werden zu gegebener Zeit als Übung zeigen, daß sich
das eigentliche Zurückholen in der de-Rham-Kohomologie durch das Zurück-
holen kompakt getragener Differentialformen berechnen läßt und daß es in der
singulären Kohomologie dem eigentlichen Zurückholen 17.7.2.6 entspricht. In
21.5.2.23 erklären wir, wie das eigentliche Zurückholen im Formalismus der sechs
Funktoren verstanden werden kann.

Beweis. Ein Komorphismus φ : G → F über f entspricht nach 19.4.3.4 einem
Morphismus φ̂ : G → f∗F von abelschen Garben auf Y . Gegeben eine injek-
tive Auflösung F ↪→ I� erhalten wir aus der Linksexaktheit von f∗ einen Iso-
morphismus f∗F

∼→ H0f∗I�. Weiter wissen wir aus 19.4.3.17, daß f∗I� ein
Komplex von injektiven Garben ist. Gegeben eine Auflösung G ↪→ B� zeigt dann
das Hauptlemma der homologischen Algebra 19.3.2.6, daß φ̂ bis auf Homotopie
genau einen Lift B� → f∗I� besitzt. In anderen Worten besitzt unser Komorphis-
mus φ bis auf Homotopie genau einen Lift zu einem Komorphismus B� → I�
über f . Ist B� auch eine injektive Auflösung, so hat die von diesem Komorphis-
mus auf der Kohomologie der kompakten globalen Schnitte induzierte Abbildung
HqΓ!B� → HqΓ!I� offensichtlich alle im Satz von einem eigentlichen Zurück-
holen auf der kompakten Kohomologie geforderten Eigenschaften. Daß es keine
andere Abbildung mit den geforderten Eigenschaften geben kann, ist eh klar.

Definition 19.4.9.6. Gegeben j : X ↪→ Y eine offene Einbettung von Haus-
dorffräumen und F ∈ Ab/X sowie G ∈ Ab/Y abelsche Garben und ϕ : F → G
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ein Morphismus über j erklären wir einen Gruppenhomomorphismus

ϕ~ : Γ!F → Γ!G

dadurch, daß wir einen Schnitt von F als stetige Abbildung s : X → F̄ auffassen
und ϕ̄ ◦ s durch Null auf Y ausdehnen. Die Hausdorff-Eigenschaft stellt dabei
sicher, daß das Bild j(supp s) des Trägers von s in Y abgeschlossen ist, so daß es
mit dem Träger des Bildes zusammenfällt, der folglich als Bild eines Kompaktums
auch wieder kompakt ist.

Satz 19.4.9.7 (Ausdehnen durch Null in der kompakten Garbenkohomologie).
Seien j : X ↪→ Y eine offene Einbettung von Hausdorffräumen und ϕ : F → G
ein Morphismus von abelschen Garben über j. So gibt es für jedes q genau eine
Abbildung ϕ~ : Hq

! (X;F)→ Hq
! (Y ;G) derart, daß für je zwei Auflösungen F ↪→

A� und G ↪→ B� und jeden Lift von ϕ zu einem Morphismus ϕ� : A� → B� von
Auflösungen über j das Diagramm

HqΓA� ϕ�

−→ HqΓB�

τ ↓ ↓ τ
Hq

! (X;F)
ϕ~−→ Hq

! (Y ;G)

kommutiert mit den natürlichen Abbildungen τ aus 19.3.2.8 in den Vertikalen und
der von ϕ� induzierten oberen Horizontalen. Des weiteren gilt (ϕ◦ψ)~ = ϕ~◦ψ~
und id~ = id.

19.4.9.8. Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Erkenntnis, daß für eine offene
Einbettung j die Restrikion j∗ ein linksexakter Funktor ist und injektive abelsche
Garben zu injektiven abelschen Garben macht. Wir wissen bereits, daß j∗ für jede
stetige Abbildung j exakt ist. Um auch die zweite Aussage zu zeigen, überlegen
wir uns, daß j∗ im Fall einer offenen Einbettung j einen exakten Linksadjungier-
ten besitzt, die „Ausdehnung durch Null“ abelscher Garben.

Satz 19.4.9.9 (Ausdehnung durch Null von abelschen Garben). Gegeben eine
offene Einbettung j : X ↪→ Y von topologischen Räumen besitzt der Rückzug
j∗ : Ab/Y → Ab/X einen Linksadjungierten j! : Ab/X → Ab/Y und dieser ist
ein exakter Funktor.

Beispiel 19.4.9.10. Der Beweis wird zeigen, daß im Fall der Einbettung j : X ↪→
Y einer offenen TeilmengeX ⊂◦ Y unsere Garbe j!ZX hier isomorph ist zu unserer
Garbe ZX⊂Y aus 19.4.1.5. Wir vereinbaren für jede abelsche Garbe G ∈ Ab/Y die
Notation

GX⊂Y := j!j
∗G



3214 KAPITEL 19. GARBENKOHOMOLOGIE

und fassen diese Garbe meist vermittels der Koeinheit der Adjunktion als Un-
tergarbe von G auf, schreiben im Fall einer abelschen Gruppe M aber MX⊂Y statt
(MY )X⊂Y . Die Konstruktionen beider Beweise unseres Satzes 19.4.9.9 zeigen in
der Tat, daß für jede offene Einbettung j : Y ↪→ X die Adjunktionsabbildung für
jede abelsche Garbe G ∈ Ab/Y ein Monomorphismus j!j

∗G ↪→ G ist.

Algebraischer Beweis. Es reicht, den Fall zu betrachten, daß j die Einbettung ei-
ner offenen Teilmenge ist. In dem Fall konstruieren wir j!F als die Garbifizierung
der abelschen Prägarbe mit U 7→ F(U) für U ⊂◦ X und U 7→ 0 sonst. Die uni-
verselle Eigenschaft der Garbifizierung liefert dann unmittelbar die universelle
Eigenschaft der Adjunktion. Die Exaktheit ist offensichtlich.

Geometrischer Beweis. Wir konstruieren den étalen Raum von j!F als Verkle-
bung im kokartesischen Diagramm topologischer Räume

X //

��

Y

��

F̄ // j!F

mit dem Nullschnitt als linker Vertikale. Der Rest des Arguments kann dem Leser
überlassen bleiben.

19.4.9.11. Gegeben eine offene Einbettung j : U ↪→ X ist nach 19.4.3.20 für
jede Mengengarbe F ∈ Ens/X die Koeinheit der Adjunktion ein Isomorphis-
mus j∗j∗F

∼→ F . Der inverse Isomorphismus induziert vermittels der Adjunktion
einen natürlichen Morphismus

j!F → j∗F

Man sieht leicht ein, daß er im Fall einer gleichzeitig offenen und abgeschlossenen
Einbettung ein Isomorphismus ist.

Vorschau 19.4.9.12. In 19.6.4.5 erklären wir Funktoren f! für beliebige stetige
Abbildungen f sowie natürliche Morphismen f!F → f∗F , die für f eigentlich
Isomorphismen sind. In 19.6.5.1 verallgemeinern wir unseren Satz 19.4.9.9 auf
den Fall beliebiger étaler separierter Abbildungen. Sie stimmen zwar für offene
Einbettungen j mit den hier erklärten Funktoren j! überein, aber nicht in unmit-
telbar kanonischer Weise. Bei der Diskussion solcher Feinheiten verwende ich für
den Linksadjungierten von j∗ die Notation j!! statt j!.

19.4.9.13 (Injektive Garben sind welk). Wir wiederholen unser Argument für
unsere Erkenntnis 19.4.1.5, daß jede injektive Garbe welk ist. Ist I eine injek-
tive Garbe auf einem topologischen Raum X und j : U ↪→ X die Einbettung
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einer offenen Teilmenge, so liefert die Einbettung j!ZU ↪→ ZX eine Surjektion
Ab/X(ZX , I) � Ab/X(j!ZU , I), die wir wegen unserer Adjunktion (j!, j

∗) um-
schreiben können zu einer Surjektion Γ(X; I)� Γ(U ; I).

19.4.9.14 (Offene Restriktionen injektiver Garben sind injektiv). Da das Aus-
dehnen durch Null j! unter einer offenen Einbettung j ein exakter Funktor ist, muß
die Restriktion einer injektiven abelschen Garbe auf eine offene Teilmenge stets
wieder injektiv sein.

Beweis zum Ausdehnen von kompakter Kohomologie. Ein Morphismus ϕ : F →
G über j entspricht nach 19.7.1.9 einem Morphismus ϕ̂ : F → j∗G von abelschen
Garben auf X . Gegeben eine injektive Auflösung G ↪→ J � erhalten wir aus der
Exaktheit von j∗ und 19.4.9.14 eine injektive Auflösung j∗G ↪→ j∗J �. Gegeben
eine AuflösungF ↪→ A� zeigt dann das Hauptlemma der homologischen Algebra
19.3.2.6, daß ϕ̂ bis auf Homotopie genau einen Lift A� → j∗J � besitzt. In an-
deren Worten besitzt unser Morphismus ϕ bis auf Homotopie genau einen Lift zu
einem KomorphismusA� → J � über j. IstA� auch eine injektive Auflösung, so
hat die von diesem Komorphismus auf der Kohomologie der globalen kompakten
Schnitte induzierte Abbildung HqΓ!A� → HqΓ!J � offensichtlich alle im Satz
von einer Ausdehnung durch Null auf der kompakten Kohomologie geforderten
Eigenschaften. Daß es keine andere Abbildung mit den geforderten Eigenschaften
geben kann, ist eh klar.

19.4.9.15. Gegeben ein Raum X und j : U ↪→ X die Einbettung einer offenen
Teilmenge und i : Z ↪→ X die Einbettung ihres abgeschlossenen Komplements
und F ∈ Ab/X erhalten wir mit der Koeinheit der Adjunktion (j!, j

∗) und der
Einheit der Adjunktion (i∗, i∗) eine kurze exakte Sequenz

j!j
∗F ↪→ F � i∗i

∗F

Die Lokalisierungssequenz 19.4.8.15 für einen lokal kompakten Hausdorffraum
X kann in natürlicher Weise identifiziert werden mit der zugehörigen langen
exakten Sequenz der Rechtsderivierten von Γ!.

19.4.9.16 (Funktorialität der Lokalisierungssequenz). Wir erinnern aus 19.4.8.15
für X ein lokal kompakter Hausdorffraum und A ⊂∧ X eine abgeschlossene Teil-
menge und F ∈ Ab/X die Lokalisierungssequenz

. . .→ Hq
! (X\A;F)→ Hq

! (X;F)→ Hq
! (A;F)→ Hq+1

! (X\A;F)→ . . .

Aus den Definitionen folgt, daß ihre graderhaltenden Abbildungen die Ausdeh-
nung durch Null 19.4.9.7 und das eigentliche Zurückholen 19.4.9.3 sind. Aus den
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Definitionen folgt auch, daß für abgeschlossene Teilmengen B ⊂∧ A ⊂∧ X und F
eine abelsche Garbe auf X das Diagramm

. . .→ Hq−1
! (A;F)→ Hq

! (X\A;F)→ Hq
! (X;F)→ Hq

! (A;F)→ . . .
↓ ↓ ‖ ↓

. . .→ Hq−1
! (B;F)→ Hq

! (X\B;F)→ Hq
! (X;F)→ Hq

! (B;F)→ . . .

mit dem Ausdehnen durch Null beziehungsweise dem abgeschlossenen Zurück-
holen in den Vertikalen kommutiert. In der Tat haben wir ja für jede kompakt-
weiche abelsche Garbe G auf X ein kommutatives Diagramm mit kurzen exakten
Zeilen

Γ!(X\A;G) ↪→ Γ!(X;G) � Γ!(A;G)
↓ ↓ ↓

Γ!(X\B;G) ↪→ Γ!(X;G) � Γ!(B;G)

Wenden wir das auf eine kompaktweiche Auflösung von F an und beachten die
Funktorialität der langen exakten Homologiesequenz, so ergibt sich die Behaup-
tung.

Vorschau 19.4.9.17. Alternativ mag man die Behauptung auch vermittels der Kon-
struktion eines kommutativen Diagramms

j!j
∗F ↪→ F � i∗i

∗F
↓ ↓ ↓

̂!̂
∗F ↪→ F � ı̂∗ı̂

∗F

herleiten, für ı̂ : B ↪→ X und ̂ : X\B ↪→ X die Einbettungen. Das wird sich mit
den als besonders einfach erweisen, sobald wir ausgezeichnete Isotransformatio-
nen (f ◦ g)∗

∼⇒ g∗ ◦ f ∗ und (f ◦ g)∗
∼⇒ f∗ ◦ g∗ und, zumindest im Fall offener

Einbettungen f, g auch (f ◦ g)!
∼⇒ f! ◦ g! zur Verfügung haben. Dann betrachten

wir einfach a : B ↪→ A und u : X\A ↪→ X\B und erhalten unsere natürlichen
Morphismen als die Komposition j!j

∗F ∼→ ̂!u!u
∗̂∗F → ̂!̂

∗F unter Verwen-
dung von u!u

∗ ⇒ id und i∗i∗F → i∗a∗a
∗i∗F ∼→ ı̂∗ı̂

∗F unter Verwendung von
id⇒ a∗a

∗.

Beispiel 19.4.9.18 (Lokalisierungssequenz mit konstanten Koeffizienten). Ist
X ein lokal kompakter Hausdorffraum und A ⊂∧ X eine abgeschlossene Teil-
menge, so erhalten wir insbesondere in der Garbenkohomologie eine lange exakte
Sequenz

. . .→ Hq
! (X\A)→ Hq

! (X)→ Hq
! (A)→ Hq+1

! (X\A)→ . . .

mit der Ausdehnung durch Null und dem abgeschlossenen Zurückholen als grad-
erhaltenden Abbildungen und funktoriellem Randoperator.
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19.4.9.19 (Ausgezeichnete Erzeuger der kompakten Kohomologie des Rn).
Wir erklären induktiv ausgezeichnete Erzeuger τn ∈ Hn

! (Rn), indem wir die durch
das Davorschreiben einer Null gegebene abgeschlossene Einbettung Rn−1 ↪→ Rn
betrachten und die Zerlegung U+ tU− des Komplements ihres Bildes mit U± :=
{x ∈ Rn | ±x1 > 0} und dann das Stück

Hn−1
! (Rn−1) ↪→ Hn

! (U+)⊕ Hn
! (U−)� Hn

! (Rn)

der Lokalisierungssequenz der kompakten Kohomologie. Sie induziert Isomor-
phismen Hn−1

! (Rn−1)
∼→ Hn

! (U+)
∼→ Hn

! (Rn). Vermittels dieser Isomorphismen
erklären wir ausgehend vom kanonischen Erzeuger 1 ∈ H0

! (R0) = H0(top) nach
19.3.5.5 induktiv unsere ausgezeichneten Erzeuger.

Vorschau 19.4.9.20 (Ausgezeichnete Erzeuger als Kreuzprodukte). Für die „rich-
tige“ Definition der kanonischen Erzeuger sollten wir von dem in 21.5.6.13 für
beliebige lokal kompakte Hausdorffräume X, Y erklärten Kreuzprodukt der kom-
pakten Kohomologie Hp

!X ⊗ Hq
! Y → Hp+q

! (X × Y ) und dessen „Assoziativität“
ausgehen und τn := τ×n erklären für τ ∈ H1

! (R) das in 19.4.9.19 als τ 1 beschrie-
bene Element. Der Nachweis der Verträglichkeit beider Definitionen ist dann eine
Übung.

Übungen

Übung 19.4.9.21 (Abelsche Garben auf Koprodukten). Ist ein Raum X eine
disjunkte Vereinigung offener Teilmengen X =

⊔
i∈I Xi und ist F eine abelsche

Garbe auf X , so induzieren zusätzlich zu 19.4.3.31 die Koeinheiten der Adjunkti-
on einen Isomorphismus ⊕

i∈I

ini! in∗i F
∼→ F

Nebenbei bemerkt haben wir in der Situation dieser Übung ini! = ini∗, folglich
ist für beliebige abelsche Garben Fi ∈ Ab/Xi der offensichtliche Morphismus ein
Isomorphismus ⊕

i∈I

ini∗Fi
∼→
∏
i∈I

ini∗Fi

Analoge Aussagen für derivierte Kateorien zeigen wir in 21.2.3.16.

Übung 19.4.9.22 (Garbenkohomologie des Zweitorus). Man berechne ein wei-
teres Mal die Garbenkohomologie der Figur 8. Man berechne die Garbenkoho-
mologie des Zweitorus und zeige unter anderem, daß das Zurückholen unter den
beiden Projektionen einen Isomorphismus

H1S1 ⊕ H1S1 ∼→ H1(S1 × S1)
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liefert. Hinweis: Der Zweitorus enthält eine offene zu R2 homöomorphe Teilmen-
ge, deren Komplement homöomorph ist zur Figur 8.

Übung 19.4.9.23. Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X und eine abel-
sche Garbe F auf X sind gleichbedeutend:

1. F ist kompaktweich;

2. H1
! (U ;F) = 0 für alle U ⊂◦ X;

3. Hq
! (U ;F) = 0 für alle U ⊂◦ X und q > 0;

4. FU⊂X ist für alle U ⊂◦ X eine Γ!-azyklische Garbe.

Hinweis: Lokalisierungssequenz 19.4.8.15. Man kann in 21.5.7.14 spickeln.

Übung 19.4.9.24. Betten wir einen offenen Ball im Rn in einen größeren offenen
Ball ein, so ist die Ausdehnung durch Null ein Isomorphismus auf der kompak-
ten Kohomologie. Hinweis: Bezug zur lokalen Kohomologie 19.4.8.16 und Aus-
schneidung 19.4.4.11.

Übung 19.4.9.25. Seien j : X ↪→ Y eine offene Einbettung von lokal kompakten
Hausdorffräumen und ϕ : F → j!F der offensichtliche Morphismus von abel-
schen Garben über j. So sind die zugehörigen Abbildungen Isomorphismen

Hq
! (X;F)

∼→ Hq
! (Y ; j!F)

Später werden Sie das verstehen lernen als einen Spezialfall der Aussage, daß
der derivierte Schreivorschub einer Verknüpfung die Verknüpfung der derivierten
Schreivorschübe ist.

Übung 19.4.9.26 (Mayer-Vietoris-Squenz der kompakten Kohomologie). Ge-
geben offene Teilmengen U, V eines lokal kompakten Hausdorffraums X und
F ∈ Ab/X konstruiere man eine lange exakte Sequenz

. . .→ Hq
! (U ∩ V ;F)→ Hq

! (U ;F)⊕ Hq
! (V ;F)→ Hq

! (U ∪ V ;F)→ Hq+1
! . . .

Hinweis: Sie gehört zu einer kurzen exakten Garbensequenz.

Übung 19.4.9.27. Man zeige für jede abelsche Garbe F auf Rn das Verschwinden
Hq

! (Rn;F) = 0 für q > n. Hinweis: Nach 19.4.5.14 wissen wir für den Kubus
bereits Hq([0, 1]n;G) = 0 für q > n und jede abelsche Garbe G auf dem Kubus.
Mit einm stärkren Formalismus an der Hand zeigen wir es auch noch in 21.5.5.15.

Übung 19.4.9.28. Ist A ⊂∧ Rn eine abgeschlossene echte Teilmenge A 6= Rn, so
gilt Hn

! A = 0. Hinweis: 19.4.9.24 und 19.4.9.27.
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Übung 19.4.9.29 (Verträglichkeiten des eigentlichen Zurückholens). FürX →
Y eine eigentliche Abbildung lokal kompakter Hausdorffräume und Kompakta
K ⊂ X sowie L ⊂ Y mit K ⊃ f−1(L) und F ∈ Ab/Y zeige man, daß unser ei-
gentliches Zurückholen 19.4.9.3 verträglich ist mit dem Zurückholen aus 19.4.3.7
und 19.4.4.7 in dem Sinne, daß das Diagramm

Hq
L(Y ;F)

��

// Hq
! (Y ;F)

��

// Hq(Y ;F)

��
Hq
K(X;F) // Hq

! (X;F) // Hq(X;F)

mit dem Zurückholen in den Vertikalen und den kanonischen Abbildungen 19.4.8.7
in den Horizontalen kommutiert. Insbesondere entspricht unter unserem Isomor-
phismus colfK Hq

K(X;F)
∼→ Hq

! (X;F) aus 19.4.8.16 das eigentliche Zurück-
holen auf der kompakten Kohomologie dem Kolimes des Zurückholens auf der
Kohomologie mit Trägern.

Übung 19.4.9.30. Wir betrachten die Abbildung S1 → S1 gegeben durch z 7→ zn.
Man zeige, daß das Zurückholen mit dieser Abbildung die Multiplikation

(n·) : H1S1 → H1S1

ist. Hinweis: Man mag damit beginnen zu zeigen, daß die natürliche Abbildung
einen Isomorphismus H1

{x}(S
1)

∼→ H1S1 induziert, und verwende 19.4.9.29. Die-
se Übung wird sich als ein Spezialfall von 22.5.10.17 erweisen.

Übung 19.4.9.31. Gegeben ein endlichdimensionaler reller Vektorraum V der Di-
mension n und ein Automorphismus g ∈ GL(V ) ist die von g induzierte Selbst-
abbildung von Hn

! (V ;Z) die Identität im Fall det(g) > 0 und die Multiplikation
mit (−1) andernfalls.

Übung 19.4.9.32. Gegeben U ⊂◦ X eine offene Teilmenge eines topologischen
Raums und j die Einbettungsabbildung induzieren die durch die Adjunktion (j!, j

∗)
gegebenen Isomorphismen Ab/X(ZU⊂X ,F)

∼→ Γ(U ;F) für alle F ∈ Ab/X und
alle q Isomorphismen

ExtqAb/X
(ZU⊂X ,F)

∼→ Hq(U ;F)

Im weiteren werden wir diese Aussage als eine unmittelbare Konsequenz der Ad-
junktion (j!, j

!) derivierter Funktoren verstehen lernen.

19.4.10 Kompakte Kohomologie von Mannigfaltigkeiten
19.4.10.1. Im folgenden sind Mannigfaltigkeiten, wenn nichts anderes explizit
gesagt wird, stets als topologische Mannigfaltigkeiten zu verstehen.
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Proposition 19.4.10.2 (Kompakte Kohomologie oberhalb der Dimension). Ge-
geben eine n-Mannigfaltigkeit M und eine abelsche Garbe F ∈ Ab/M gilt

q > n ⇒ Hq
! (M ;F) = 0

19.4.10.3. Für jede n-Mannigfaltigkeit M hat also Γ! : Ab/M → Ab eine ho-
mologische Dimension ≤ n. Aus dem anschließenden Satz folgt, daß diese ho-
mologische Dimension für M 6= ∅ sogar genau n ist. Für die gewöhnliche Gar-
benkohomologie zeigen wir die entsprechnde Aussage erst in 21.6.1.4 unter der
zusätzlichen Annahme, daß M abzählbar basiert ist.

Beweis. Sei zunächst q beliebig. Für j : U ↪→ M die Einbettung einer offenen
Teilmenge haben wir Hq

! (U ;F) ∼= Hq
! (M ; j!j

∗F) nach 19.4.9.25. Da die kom-
pakte Kohomologie nach 19.4.8.20 mit filtrierenden Kolimites vertauscht, gibt
es nach dem Zorn’schen Lemma eine maximale offene Teilmenge U ⊂◦ M mit
Hq

! (U ;F) = 0. Wäre sie nicht ganzM , so fänden wir V ⊂◦M homöomorph zuRn
mit V 6⊂ U . Nach 19.4.9.27 wissen wir q > n ⇒ Hq

! (V ;F) = Hq
! (V ∩ U ;F) =

0. Die Mayer-Vietoris-Sequenz 19.4.9.26 zeigt dann Hq
! (V ∪U ;F) = 0 und dieser

Widerspruch zur Maximalität von U beendet den Beweis.

19.4.10.4. Eine Garbe mit Werten in Abopp heißt eine abelsche Kogarbe. Wir
werden die Arbeit mit abelschen Kogarben meiden. Sie sind mühsam zu handha-
ben, da sie keine abelsche Kategorie bilden.

Satz 19.4.10.5 (Maximale kompakte Kohomologie als Kogarbe). Gegeben eine
n-Mannigfaltigkeit M erhalten wir eine abelsche Kogarbe auf M vermittels der
Vorschrift

U 7→ Hn
! (U)

Beweis. Gegeben eine Familie (Uν) von offenen Teilmengen von M mit Verei-
nigung V haben wir, wie man unschwer auf den Halmen prüft, eine rechtsexakte
Garbensequenz

ZV⊂M �
⊕

ZUν⊂M ←
⊕

Z(Uν∩Uµ)⊂M

Unter dem nach 19.4.10.2 rechtsexakten und nach 19.4.8.20 mit filtrierenden Ko-
limites verträglichen Funktor Hn

! wird sie zu einer rechtsexakten Sequenz

Hn
! (V )�

⊕
Hn

! (Uν)←
⊕

Hn
! (Uν ∩ Uµ)

19.4.10.6. Ist insbesondere eine n-MannigfaltigkeitM eine disjunkte Vereinigung
offener Teilmengen (Mi)i∈I , so induzieren die Ausdehnungen durch Null einen
Isomorphismus ⊕

i∈I

Hn
! Mi

∼→ Hn
! M
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Das folgt sowohl aus der Kogarbeneigenschaft als auch direkt aus der Verträglich-
keit der kompakten Kohomologie mit filtrierenden Kolimites.

Korollar 19.4.10.7 (Orientierungsgarbe). Gegeben eine n-Mannigfaltigkeit M
und eine abelsche Gruppe G erhalten wir eine abelsche Garbe orM,G auf M , die
Orientierungsgarbe von M mit Koeffizienten in G, vermittels der Vorschrift

orM,G : U 7→ HomZ(Hn
! (U), G)

Beweis. Wenden wir auf unsere Kogarbe 19.4.10.5 den kontravarianten durch G
gegebenen Funktor HomZ( , G) an, so erhalten wir eine linksexakte Sequenz

HomZ(Hn
! (V ), G) ↪→

∏
HomZ(Hn

! (Uν), G)→
∏

HomZ(Hn
! (Uν ∩ Uµ), G)

Sie beinhaltet die Garbeneigenschaft.

19.4.10.8. Gegeben eine n-Mannigfaltigkeit M vereinbaren wir für die Speziali-
sierung unserer Garbe orM,G aus 19.4.10.7 zu G = Z die Notation

orM := orM,Z

und nennen diese Garbe die Orientierungsgarbe vonM . Die Orientierungsgarbe
ist stets lokal isomorph zur konstanten Garbe ZM nach 19.4.9.24 und ihre Halme
sind wieder nach 19.4.8.16 kanonisch isomorph zu den Dualen der lokalen Koho-
mologiegruppen Hn

{x}(M). Ist die Orientierungsgarbe global isomorph zur kon-
stanten Garbe ZM , so heißt M orientierbar. Unter einer Orientierung oder aus-
führlicher topologischen Orientierung unserer Mannigfaltigkeit verstehen wir
die Wahl eines ausgezeichneten Isomorphismus ZM

∼→ orM . Die Definitionen
liefern einen natürlichen Isomorphismus zwischen der Restriktion der Orientie-
rungsgarbe auf eine offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit und der Orientie-
rungsgarbe der fraglichen offenen Teilmenge als Mannigfaltigkeit orM |U

∼→ orU .

Vorschau 19.4.10.9 (Bezug zur singulären Homologie). Unsere Vergleichssätze
liefern auch einen Isomorphismus unserer Orientierungsgarbe hier mit der Orien-
tierungsgarbe der singulären Homologie aus 17.4.2.9. In der Tat sind deren Halme
Hn(M,M\x)sing die Dualräume von Hn(M,M\x)sing und letztere Räume sind
nach unserem Vergleichssatz 19.5.1.20 kanonisch isomorph zu Hn

{x}(M).

Satz 19.4.10.10 (Hohe kompakte Kohomologie von Mannigfaltigkeiten). Ge-
geben eine zusammenhängende n-Mannigfaltigkeit M haben wir:

1. Hq
!M = 0 für q > n;

2. Für jeden Punkt x ∈ M ist die offensichtliche Abbildung eine Surjektion
Hn
{x}(M)� Hn

! (M);
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3. Ist M nicht orientierbar, so ist Hn
! M
∼= Z/2Z eine zweielementige Gruppe;

4. Ist M orientierbar, so gilt Hn
! M
∼= Z und für jede Orientierung ZM

∼→ orM
gibt genau einen Isomorphismus Z ∼→ Hn

! M , der unter dem Dualisieren
HomZ( ,Z) die Komposition natürlicher Abbildungen Z ∼→ ZM(M)

∼→
orM(M) liefert.

Beweis. Das Verschwinden für q > n ist ein Spezialfall unserer allgemeineren
Proposition 19.4.10.2. Aus Hn

! (Rn) ∼= Z nach 19.4.8.17 und 19.4.9.24 folgt, daß
orM,G für jede abelsche Gruppe G lokal isomorph ist zur konstanten Garbe GM .
Gegeben eine abelsche Garbe F und eine abelsche Gruppe G bezeichne F ⊗ G
die Garbifizierung der Prägarbe U 7→ F(U)⊗G. Man erkennt unschwer, daß der
mithilfe der universellen Eigenschaften konstruierte Homomorphismus stets ein
Isomorphismus

orM ⊗G
∼→ orM,G

ist. Ist M zusammenhängend und gibt es keinen Isomorphismus ZM
∼→ orM

der konstanten Garbe mit der Orientierungsgarbe, so haben wir nach Lemma
19.4.10.11 Isomorphismen G2

∼→ Γ(M ; orM ⊗G)
∼→ HomZ(Hn

! M,G), die funk-
toriell sind in G und die nach dem Yoneda-Lemma folglich von einem Isomor-
phismus Z/2Z ∼→ Hn

! M herkommen müssen, mit der Notation

G2 := {g ∈ G | g2 = 1}

Das zeigt den dritten Teil. Ist M zusammenhängend und gibt es einen Isomor-
phismus ZM

∼→ orM der konstanten Garbe mit der Orientierungsgarbe, so liefert
jeder derartige Isomorphismus Isomorphismen G ∼→ HomZ(Hn

! M,G), die funk-
toriell sind in G und folglich von einem Isomorphismus Z ∼→ Hn

! M herkommen
müssen, wieder nach dem Yoneda-Lemma. Das zeigt den vierten Teil. Der Beweis
des zweiten Teils bleibe dem Leser zur Übung überlassen.

Lemma 19.4.10.11. Gegeben ein zusammenhängender Raum X und darauf eine
lokal aber nicht global zur konstanten Garbe ZX isomorphe abelsche Garbe F
erhalten wir einen in G ∈ Ab funktoriellen Isomorphismus

G2
∼→ Γ(F ⊗G)

durch die Vorschrift, die g ∈ G2 den durch x 7→ sx ⊗ g mit sx ∈ Fx einem
Erzeuger des Halms gegebenen globalen Schnitt zuordnet.

Beweis. Wir betrachten den Teilraum

X̃ := {s ∈ F̄ | s erzeugt seinen Halm}
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Dann ist die offensichtliche Abbildung π : X̃ → X eine zweiblättrige Überla-
gerung. Wäre X̃ nicht zusammenhängend, so könnte man es als disjunkte Verei-
nigung zweier nichtleerer offener Teilmengen schreiben, die nach 16.3.1.30 auch
bereits X überlagern, die mithin einblättrige Überlagerungen wären und folglich
Homöomorphismen, so daß π : X̃ → X einen stetigen Schnitt hätte im Wider-
spruch zu unserer Annahme F 6∼= ZX . Also ist X̃ zusammenhängend. Nun kann
die Projektion π : X̃ → X auch als die Quotientenabbildung nach einer Ope-
ration der zweielementigen Gruppe F2 verstanden werden. Die zurückgezogene
Garbe π∗F hat den étalen Raum ét(π∗F) = X̃ ×X F̄ und den globalen erzeu-
genden Schnitt x̃ 7→ (x̃, x̃), der einen Isomorphismus ZX̃

∼→ π∗F liefert. Die
F2-Operation auf π∗F nach 19.7.1.10 entspricht unter unserem Isomorphismus
π∗F ∼= ZX̃ der Operation (x̃, n) 7→ (−x̃,−n). Dann haben wir natürliche Iso-
morphismen

π∗(F ⊗G)
∼→ (π∗F)⊗G ∼→ GX̃

Die F2-Operation links entspricht darunter der F2-Operation (x̃, g) 7→ (−x̃,−g).
Das liefert Isomorphismen G2

∼→ Γ(π∗(F ⊗ G))F2
∼→ Γ(F ⊗ G) mit 19.7.1.10

für den zweiten Pfeil und mehr war nicht zu zeigen.

19.4.10.12 (Jede Einsmannigfaltigkeit ist orientierbar). Für abzählbar basierte
Einsmannigfaltigkeiten folgt das bereits aus der Klassifikation 15.1.8.5, aber hier
wollen wir ohne diese Bedingung auskommen. Gegeben eine zusammenhängende
n-Mannigfaltigkeit M haben wir

Hn
! (M ;Z/4Z) ∼=

{
Z/4Z M orientierbar;
Z/2Z sonst.

Man kann das genauso zeigen wie wir es für die kompakte Kohomologie mit Z-
Koeffizienten in 19.4.10.10 ausgeführt haben. Man kann es auch als Konsequenz
der sogenannten Projektionsformel 21.4.7.6 zeigen, die unter anderem für belie-
bige n-Mannigfaltigkeiten M und beliebige abelsche Gruppen G Isomorphismen
Hn

! (M ;G)
∼→ Hn

! (M) ⊗Z G liefert. Gegeben eine zusammenhängende Einsman-
nigfaltigkeit M liefert die Surjektion Z/4Z � Z/2Z nun sicher eine Surjekti-
on H0

! (M ;Z/4Z) � H0
! (M ;Z/2Z) und wir folgern mit dem Verschwinden der

höheren kompakten Kohomologie 19.4.10.2 eine kurze exakte Sequenz

H1
! (M ;Z/2Z) ↪→ H1

! (M ;Z/4Z)� H1
! (M ;Z/2Z)

Zusammen zeigt das, daß jede zusammenhängende Einsmannigfaltigkeit und dann
auch überhaupt jede Einsmannigfaltigkeit orientierbar ist.
19.4.10.13. Gegeben eine Mannigfaltigkeit M und ihre Orientierungsgarbe orM
nennen wir die im vorhergehenden Beweis konstruierte zweiblättrige Überlage-
rung π : M̃ →M ihre Orientierungsüberlagerung

M̃ := {s ∈ ét(orM) | s erzeugt seinen Halm}
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Wir haben dann einen natürlichen Isomorphismus π∗ orM
∼→ orM̃ und die kano-

nische Trivialisierung dieser Garbe nennen wir die tautologische Orientierung
der Orientierungsüberlagerung M̃ .

19.4.10.14 (Endlichkeit der kompakten Kohomologie). Sei n ∈ N gegeben.
Besitzt ein topologischer Raum X eine Überdeckung durch offene Teilmengen
U ⊂◦ X mit Hq

! (U ;F) = 0 für q > n und alle F ∈ Ab/U , so folgt Hq
! (X;F) = 0

für q > n und alle F ∈ Ab/X . Das zeigt der Beweis von 19.4.10.2. Weiter zeigt
der Beweis von 19.4.10.7, daß dann für alle F ∈ Ab/X und G ∈ Ab der Funktor
U 7→ HomZ(Hn

! (U ;F), G) eine abelsche Garbe auf X ist.

19.4.10.15 (Hohe kompakte Kohomologie von Randfaltigkeiten). Man mag
unsere Erkenntnisse 19.4.10.14 zur Endlichkeit der kompakten Kohomologie ins-
besondere auf Randfaltigkeiten anwenden und aus der in 19.4.10.8 gegebenen
Argumentation folgern, daß für eine n-dimensionale Randfaltigkeit X die zuvor
besprochenen Garben U 7→ HomZ(Hn

! (U ;AX), G) im Fall einer konstanten Gar-
be F = AX lokal konstant sind auf dem Komplement des Randes und aus dieser
lokal konstanten Garbe entstehen vermittels der Ausdehnung durch Null. Eine
Argumentation wie beim Beweis von 19.4.10.10 zeigt dann Hn

! (X; k) = 0 für
jede zusammenhängende Randfaltigkeit, die keine Mannigfaltigkeit ist, und jede
abelsche Gruppe k von Koeffizienten.

Korollar 19.4.10.16 (Jordan-Brouwer). Seien n, r ≥ −1 und sei sr ⊂ Sn eine
Teilmenge der n-Sphäre, die homöomorph ist zur r-Sphäre Sr. So haben wir:

r > n Unmöglich;
r = n Impliziert Sn = sr;
r = n− 1 Dann hat Sn\sr genau zwei Zusammenhangskomponenten,

und der Rand jeder dieser beiden Komponenten ist sr;
r ≤ n− 2 Dann ist Sn\sr zusammenhängend.

19.4.10.17. Hier ist die (−1)-Sphäre wie in 16.1.1 als die leere Menge zu verste-
hen. Obiger Satz wurde bereits in 17.3.3.2 bewiesen. Mir scheint jedoch der hier
entwickelte Zugang natürlicher.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir n ≥ 2 und r ≥ 0
annehmen. Im Fall r > n wäre 0 → Hr

! (s
r) → 0 ein Ausschnitt der langen

exakten Lokalisierungssequenz im Widerspruch zu Hr
! (s

r) ∼= Z. Im Fall r ≤ n
betrachten wir den Ausschnitt

0→ Hn−1
! sr → Hn

! (Sn\sr)→ Hn
! S

n → Hn
! s

r → 0

der Lokalisierungssequenz. Im Fall r = n muß in unserer Sequenz eine Sur-
jektion und damit ein Isomorphismus Hn

! S
n ∼→ Hn

! s
n stehen und es folgt erst
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Hn
! (Sn\sn) = 0 und mit unseren Erkenntnissen 19.4.10.10 und 19.4.10.6 zur ho-

hen kompakten Kohomologie von Mannigfaltigkeiten dann Sn\sn = ∅. Im Fall
r = n − 1 erhalten wir ähnlich Hn

! (Sn\sn−1) ∼= Z2 und nach denselben Argu-
menten hat Sn\sn−1 zwei Zusammenhangskomponenten. Daß sn−1 im Abschluß
beider Komponenten liegt, folgert man wie in 17.3.3.2. Ist schließlich r ≤ n− 2,
so erhalten wir Hn

! (Sn\sr) ∼= Z und nach denselben Argumenten besteht Sn\sr
aus genau einer Zusammenhangskomponente.

19.4.10.18. Für jede zusammenhängende topologische n-Mannigfaltigkeit M gilt
mit denselben Argumenten wie zuvor Hn

! (M ;Z/2Z) ∼= Z/2Z.

Korollar 19.4.10.19 (Komplemente von Untermannigfaltigkeiten in Rn). Ge-
geben eine abgeschlossene (n − 1)-Untermannigfaltigkeit M ⊂∧ Rn mit k Zu-
sammenhangskomponenten besteht ihr Komplement Rn\M aus (k + 1) Zusam-
menhangskomponenten. HatM unendlich viele Zusammenhangskomponenten, so
auch Rn\M .

Beweis. Die Lokalisierungssequenz liefert mit dem Verschwinden 19.4.10.2 un-
mittelbar Hn−1

! (M ;Z/2Z) ↪→ Hn
! (Rn\M ;Z/2Z) � Hn

! (Rn;Z/2Z). Die Be-
hauptung folgt damit aus 19.4.10.18.

Korollar 19.4.10.20 (Nichteinbettbarkeit von Mannigfaltigkeiten). Für n ≥ 1
kann eine zusammenhängende nicht orientierbare (n− 1)-Mannigfaltigkeit nicht
als abgeschlossene Teilmenge in den Rn eingebettet werden.

Beweis. Für M unsere Mannigfaltigkeit erhielten wir Hn−1
! (M ;Z) = Z/2Z und

mit der Lokalisierungssequenz Hn
! (Rn\M ;Z)

∼→ Hn
! (Rn;Z) ∼= Z, diesmal mit

Z-Koeffizienten, und Rn\M wäre zusammenhängend im Widerspruch zum vor-
hergehenden Korollar 19.4.10.19.

Korollar 19.4.10.21 (Injektive geschlossene Wege in einem Zweitorus). Gege-
ben eine Einbettung i : S1 ↪→ S1 × S1 sind die Umlaufzahlen von pr1 ◦i und
pr2 ◦i entweder teilerfremd oder beide Null.

Beweis. Nach 19.4.9.22 ist die Kohomologie des Zweitorus isomorph zu Z in den
Graden Null und Zwei und isomorph zu Z2 im Grad Eins. Insbesondere ist der
Zweitorus orientierbar. Wir wenden nun die Lokalisierungssequenz 19.4.8.15 an
auf den Fall X = S1 × S1 und das Bild A := i(S1) ⊂∧ X und folgern eine exakte
Sequenz

H1
!X → H1

!A→ H2
! (X\A)

Da H2
! (X\A) frei ist über Z, muß H1

!X → H1
!A surjektiv oder Null sein. Diese

Abbildung wird jedoch nach 19.4.9.22 unter geeigneten Identifikationen H1
!X
∼=

Z⊕ Z, H1
!A
∼= Z gegeben durch die Zeilenmatrix (a, b).
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Übungen

Übung 19.4.10.22. Gegeben eine eigentliche Abbildung f : M � N von zusam-
menhängenden orientierten n-Mannigfaltigkeiten erklären wir ihren Abbildungs-
grad als das Bild der Eins unter der Komposition Z ∼→ Hn

! N → Hn
! M

∼→ Z mit
den durch die jeweiligen Orientierungen gegebenen äußeren Isomorphismen und
dem eigentlichen Zurückholen unter f in der Mitte. Sei V ⊂◦ N offen zusammen-
hängend und sei f−1(V ) = U1t . . .tUr die Zerlegung des Urbilds von V in seine
Zusammenhangskomponenten. So ist der Abbildungsgrad von f die Summe der
Abbildungsgrade der eingeschränkten Abbildungen f : Ui → V . Hat insbeson-
dere f einen von Null verschiedenen Abbildungsgrad, so muß f surjektiv sein.
Hinweis: 19.4.9.29 und 19.4.10.10.

Übung 19.4.10.23. Wir denken uns eine Einbettung der Figur 8 in einen Zwei-
torus. Welche Werte können die insgesamt vier Umlaufzahlen, je zwei für jeden
Kreis der 8, annehmen? Ich hab mir das selber gar nicht so genau überlegt.

Übung 19.4.10.24. IstN ↪→M die Einbettung einer offenen nichtleeren Teilmen-
ge in eine zusammenhängende n-Mannigfaltigkeit, so ist die Ausdehnung durch
Null eine Surjektion Hn

! N � Hn
! M .

Übung 19.4.10.25 (Kompakte Kohomologie komplexer Varietäten). Ein lokal
kompakter Hausdorffraum X besitze eine Filtrierung

X = X≤n ⊃ X≤n−1 ⊃ . . . ⊃ X≤0 ⊃ ∅ = X≤−1 = X≤−2 = . . .

durch abgeschlossene Teilmengen derart, daß X≤q\X≤q−1 jeweils eine q-Man-
nigfaltigkeit ist. Man zeige Hq

! (X) = 0 für q > n und zeige unter der zusätzlichen
Annahme X≤n−1 = X≤n−2, daß die Ausdehnung durch Null einen Isomorphis-
mus

Hn
! (X\X≤n−2)

∼→ Hn
! (X)

induziert. Ein typisches Beispiel für eine derartige Situation erhalten wir im Fall
einer komplexen algebraischen Varietät V einer Dimension kdimC V ≤ d, wenn
wir den zugehörigen topologischen Raum X = V (C) mit seiner analytischen
Topologie versehen und die Filtrierung durch die Untervarietäten der jeweils sin-
gulären Punkte betrachten, vergleiche 7.7.4.28 und 7.7.5.5. Hier hat man dann
n = 2d. Sobald wir wissen, daß für jede irreduzible glatte komplexe Varietät
V unser Raum V (C) zusammenhängend und orientierbar ist, folgt sogar, daß
H2d

! (V (C)) eine freie abelsche Gruppe ist mit je einem Erzeuger pro irreduzibler
Komponente der Krulldimension d von V , und durch die Wahl einer Orientierung
des R-Vektorraums C werden diese Erzeuger sogar eindeutig festgelegt. Hinweis:
Lokalisierungssequenz 19.4.9.18.
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Übung 19.4.10.26. Man zeige, daß gegeben sn−1 ⊂ Sn zwei ineinander enthal-
tene Sphären benachbarter Dimensionen und eine beliebige zweipunktige Teil-
menge Z ⊂ Sn bestehend aus je einem Punkt in jeder Komponente des Kom-
plements Sn\sn−1 die Einbettung sn−1 ↪→ Sn\Z einen Isomorphismus auf der
Kohomologie induziert. Hinweis: Man vergrößere Z zu einer offenen Menge Z̃
bestehend aus je einem offenen Ball um jeden der beiden Punkte, der seiner-
seits sn−1 nicht trifft. Mithilfe der Natürlichkeit der Sequenz zu einer offenen
Teilmenge zeige man dann, daß das abgeschlossene Zurückholen Isomorphismen
Hq

! (S
n\Z̃)

∼→ Hq
! (s

n−1) induziert. Das liefert auch einen alternativen Zugang zu
unseren Erkenntnissen über Umlaufzahlen kreuzungsfreier Wege 16.1.7.10.

Übung 19.4.10.27. Gegeben eine abgeschlossene Teilmenge A ⊂∧ Rn, die ho-
möomorph ist zu Rn−1, sind beide Komponenten des Komplements von A unbe-
schränkt und A ist der Rand einer jeden von ihnen. Hinweis: Man lasse sich vom
Beweis des Jordan’schen Kurvensatzes 17.3.3.2 inspirieren.

Übung 19.4.10.28. Sind A,B ⊂∧ R2 zwei nichtkompakte zusammenhängende
Einsmannigfaltigkeiten und besteht ihr Schnitt aus einem einzigen Punkt, so hat
das Komplement R2\(A ∪ B) genau vier Komponenten. Hinweis: Man berechne
mit 17.4.3.26 zunächst einmal die kompakte Kohomologie von A ∪B.

Übung 19.4.10.29. Ist A ⊂∧ R2 kompakt und überlagerungstrivial, so ist R2\A
zusammenhängend. Ist A ⊂∧ R2 kompakt und einfach wegzusammenhängend, so
ist R2\A nicht notwendig zusammenhängend. Hinweis: Verschwinden der ersten
Garbenkohomologie überlagerungstrivialer Räume 19.3.5.13 und Lokalisierungs-
sequenz der kompakten Kohomologie.
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19.5 Vergleichssätze

19.5.1 Singuläre Kohomologie als Garbenkohomologie
19.5.1.1. Gegeben ein topologischer Raum X und q ≥ 0 betrachten wir die abel-
sche Prägarbe der singulären q-Koketten, die jeder offenen Menge U ⊂◦ X
die Gruppe SqU der singulären q-Koketten auf U zuordnet. Die Garbifizierung
dieser Prägarbe notieren wir SqX und nennen sie die Garbe der lokalen singu-
lären q-Koketten. Die üblichen Korandabbildungen auf den Koketten induzieren
Korandabbildungen SqX → S

q+1
X . Auf diese Weise wird S∗X ein Komplex von abel-

schen Garben und die offensichtliche Kettenabbildung S∗X → ΓS∗X liefert eine
Abbildung

Hq
sing X → HqΓS∗X

Weiter liefert für jede stetige Abbildung f : X → Y der Rückzug von Koketten
einen Komorphismus über f zwischen den Prägarben der singulären Koketten
und dann mit 19.4.3.4 auch einen Komorphismus S∗Y → S∗X über f zwischen
ihren Garbifizierungen. Mit den davon induzierten Abbildungen ΓS∗Y → ΓS∗X
wird X 7→ ΓS∗X ein Funktor ΓS∗ : Top → Ketopp und unsere offensichtlichen
Kettenabbildungen bilden eine Transformation von Funktoren S∗ ⇒ ΓS∗ und
induzieren nach Anwenden der KohomologiefunktorenHq Transformationen

Hq
sing ⇒ HqΓS∗

19.5.1.2. Ein topologischer Raum heiße singulär-azyklisch, wenn seine singuläre
Homologie isomorph ist zu Z im Grad Null und zu Null in höheren Graden. Nach
dem universellen Koeffiziententheorem gilt dann dasselbe auch für die Kohomo-
logie. Nach unseren allgemeinen Konventionen 15.1.9.5 heißt ein Raum lokal
singulär-azyklisch, wenn sich jede Umgebung jedes Punktes zu einer singulär-
azyklischen Umgebung desselben Punktes verkleinern läßt.

19.5.1.3. Ist X lokal singulär-azyklisch, so wird der Komplex der Garben der lo-
kalen singulären Koketten nach der Augmentierung zu ZX ↪→ S∗X exakt, denn das
muß man ja nur auf dem Halm an jeder Stelle x ∈ X zeigen und der Komplex
der Halme an einer Stelle x ist isomorph zu Z ↪→ colfU3x S∗U mit dem filtrie-
renden Kolimes über alle offenen Umgebungen von x. Nach 17.7.1.22 kommt es
nun nicht darauf an, ob wir den Kolimes über alle offenen Umgebungen von x,
über alle Umgebungen von x, oder über alle singulär-azyklischen Umgebungen
von x bilden. Damit folgt die behauptete Exaktheit aus der Exaktheit filtrierender
Kolimites 17.7.1.18. Wir erhalten so mithilfe unserer Definition rechtsderivierter
Funktoren 19.3.2.8 für jeden lokal singulär-azyklischen Raum Abbildungen

HqΓS∗X → Hq(X;ZX)
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in die Garbenkohomologie der konstanten Garbe. Ist zusätzlich f : X → Y ei-
ne stetige Abbildung in einen weiteren lokal singulär-azyklischen Raum, so ist
unser Komorphismus S∗Y → S∗X über f aus 19.5.1.1 eine Fortsetzung des offen-
sichtlichen Komorphismus ZY → ZX und die charakterisierende Eigenschaft des
Zurückholens 19.4.3.7 in der Garbenkohomologie liefert, daß auch obige Abbil-
dungen natürlich sind in X .

Satz 19.5.1.4 (Singuläre Kohomologie als Garbenkohomologie). Für jeden lo-
kal singulär-azyklischen Raum X ist die Komposition Hq

sing X → HqΓS∗X →
Hq(X;ZX) der beiden in 19.5.1.1 und 19.5.1.3 erklärten natürlichen Abbildun-
gen ein natürlicher Isomorphismus, der Vergleichsisomorphismus zwischen der
singulären Kohomologie und der Garbenkohomologie

Hq
sing X

∼→ Hq(X;ZX)

19.5.1.5. Der Beweis wird erst zu Ende dieses Abschnitts gegeben. Einen alterna-
tiven Beweis für „parakompakte“ Räume geben wir in 19.5.6.6. Der Satz erlaubt
uns insbesondere, Anschauung aus der singulären Kohomologie in die Garbenko-
homologie zu übertragen. Daß unser Vergleichsisomorphismus ein Ringisomor-
phismus ist für das in 20.2.6.14 erklärte cup-Produkt auf der Garbenkohomologie
beweisen wir in 20.2.8.2. Die Interpretation der singulären Homologie im Rahmen
der Garbenkohomologie wird erst in 21.6.7 besprochen.

19.5.1.6. Der Satz gilt mit demselben Beweis weiter, wenn wir schwächer nur
fordern, daß die durch die singulären Koketten gegebene Sequenz von Prägarben
zu einer Auflösung der konstanten Garbe garbifiziert. Dasselbe gilt mit fast dem-
selben Beweis auch für beliebige Koeffizienten, wir müssen dann nur im anschlie-
ßenden BeweisQ→ Q/Z durch eine endliche injektive Auflösung der jeweiligen
Koeffizientengruppe ersetzen und statt mit Dmit dem Homomorphismenkomplex
dorthin arbeiten.

19.5.1.7. Zum Beweis des obigen Vergleichssatzes mag man versucht sein zu zei-
gen, daß die beiden Abbildungen aus 19.5.1.1 und 19.5.1.3 bereits jeweils für sich
genommen Isomorphismen sind. Das gelingt mir jedoch nur unter stärkeren An-
nahmen, genauer für „parakompakte“ Räume, vergleiche 19.5.6.5. Stattdessen ge-
be ich im folgenden eine alternative Konstruktion derselben Abbildung, der man
auch im allgemeinen ansieht, daß sie ein Isomorphismus sein muß.

19.5.1.8. Für jeden topologischen RaumX erklären wir den Komplex der Grenz-
ketten als den Kolimes

GX := colf(SX
U→ SX

U→ . . .)

des Komplexes der singulären Ketten in Bezug auf die Unterteilungsoperatoren
U aus 17.2.4.1. Alle kanonischen Abbildungen SX → GX in diesen Kolimes
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induzieren nach 17.2.4.3 dieselbe Abbildung auf der Homologie. Wir arbeiten im
folgenden mit der ersten dieser kanonischen Abbildungen. Sie kommt, wie auch
alle anderen, sogar von einer Transformation S ⇒ G von Funktoren Top → Ket
her und induziert aufgrund der Exaktheit filtrierender Kolimites Isomorphismen
auf der Homologie

HqX = HqSX
∼→ HqGX

Ergänzung 19.5.1.9. Ich wüßte gerne, ob der Komplex der Grenzketten aus freien
abelschen Gruppen besteht. Das würde uns die Arbeit sehr erleichtern, aber ich er-
warte eher ein Gegenbeispiel als einen Beweis. Klar ist jedoch, daß der Komplex
der Grenzketten aus flachen abelschen Gruppen besteht, da ja jeder filtrierende
Kolimes von torsionsfreien abelschen Gruppen aufgrund der Exaktheit filtrieren-
der Kolimites wieder torsionsfrei ist.

19.5.1.10. Seien X ein topologischer Raum und V eine Überdeckung derart, daß
selbst die offenen Kerne der Mengen aus V bereits X überdecken, in Formeln
X =

⋃
V ∈V V

◦. So verschwindet der Kolimes über das System

SX/SVX
U−→ SX/SVX

U−→ SX/SVX
U−→ . . .

mit den von den Unterteilungsoperatoren induzierten Morphismen. In der Tat wird
nach 17.2.4.8 jedes Element dieses Quotienten von einer hinreichend hohen Po-
tenz des Unterteilungsoperators annulliert.

Satz 19.5.1.11 (Grenzketten als welke Čech-azyklische Kogarbe). Ist X ein
topologischer Raum und U eine offene Überdeckung von X , so erhalten wir eine
exakte Sequenz von Grenzkettenkomplexen

GX �
⊕
U∈U

GU ←
⊕

(U,U ′)∈U2

G(U ∩ U ′)← . . .

Des weiteren induziert jede stetige injektive Abbildung A ↪→ X eine injektive
Abbildung GA ↪→ GX auf den Grenzketten.

19.5.1.12 (Čech-azyklische Kogarben). Eine Prägarbe mit Werten in einer abel-
schen Kategorie nennen wir Čech-azyklisch, wenn in Bezug auf jedes System von
offenen Teilmengen der zugehörige Čech-Komplex eine Auflösung der Schnitte
auf der Vereinigung bildet, wobei wir implizit voraussetzen, daß alle beim Bilden
der jeweiligen Čech-Komplexe benötigten Produkte existieren. Insbesondere ist
jede Čech-azyklische Prägarbe bereits eine Garbe. Eine Garbe mit Werten in ei-
ner abelschen Kategorie heißt welk, wenn die globalen Schnitte epimorph auf die
Schnitte über jeder offenen Teilmenge gehen.
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Beweis. Wenn wir statt Grenzketten gewöhnliche Ketten betrachten und ganz
links den Komplex der U-feinen Ketten SUX , so folgt die Exaktheit aus der Azy-
klizität von Simplizes 17.1.1.17 mit Eckenmenge die Menge aller U ∈ U , die
einen vorgegebenen singulären Simplex enthalten. Wenn wir nun den Kolimes
anwenden und die vorbereitende Bemerkung 19.5.1.10 beachten, folgt die erste
Aussage. Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus der Injektivität SA ↪→ SX
durch Übergang zum Kolimes.

19.5.1.13 (Explizite derivierte Dualität). Gegeben ein Komplex von abelschen
Gruppen A erklären wir den dualen Komplex als den Hom-Komplex

DKetA = DA :=
(
AV(Q[0]→ Q/Z)

)
in den KomplexQ[0]→ Q/Zmit nur zwei von Null verschiedenen Termen, deren
Erster, wie das Symbol [0] andeutet, im Grad Null sitzen soll. Die offensichtliche
Kettenabbildung Z[0]→ (Q[0]→ Q/Z) liefert natürliche Homomorphismen

ν : Hom(A,Z[0])→ DA

Jede exakte Sequenz von Kettenkomplexen A → B → C wird unter unserer
Dualität zu einer exakten Sequenz DC → DB → DA in die Gegenrichtung.

Vorschau 19.5.1.14. Anstelle des KomplexesQ[0]→ Q/Z könnten wir hier allge-
meiner eine beliebige injektive Auflösung von Z verwenden. In 21.9.9.14 werden
wir DA als das „Homobjekt von A zum Einsobjekt in der derivierten Kategorie
der Kategorie der abelschen Gruppen“ verstehen lernen und werden lernen, daß
diese derivierte Kategorie eine Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzun-
gen und Multihom ist. In diesem Rahmen erweist sich unser dualer Komplex dann
als das duale Objekt in dieser Schmelzkategorie im Sinne von 18.1.4.21.

Definition 19.5.1.15. Sei A eine abelsche Kategorie. Ein Morphismus in der Ka-
tegorie der Komplexe Ket(A) oder in der Homotopiekategorie Hot(A) heißt ein
Quasiisomorphismus, wenn er Isomorphismen auf der Homologie induziert. Ich
will Quasiisomorphismen →̆ notieren, denn sie sind noch etwas ferner von übli-
chen Isomorphismen als unsere Isomorphismen p∼p→ in Homotopiekategorien.

19.5.1.16. Wie wir im Fall von Komplexen abelscher Gruppen bereits beim Be-
weis von 17.6.2.5 diskutiert haben, ist eine Kettenabbildung genau dann ein Qua-
siisomorphismus, wenn ihr Abbildungskegel exakt ist.

Proposition 19.5.1.17 (Eigenschaften der derivierten Dualität). 1. Für jeden
Komplex S von freien abelschen Gruppen ist unser natürlicher Homomor-
phismus ein Quasiisomorphismus ν : (SVZ[0]) →̆ DS;
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2. Jeder Quasiisomorphismus A →̆ B von Komplexen abelscher Gruppen in-
duziert einen Quasiisomorphismus DB →̆ DA.

Beweis. Gegeben ein in Richtung der Pfeile beschränkter Komplex S von freien
abelschen Gruppen S zeigt das Hauptlemma der homologischen Algebra 17.5.6.14,
daß der Homomorphismenkomplex SVX in jeden exakten Komplex X exakt ist.
Ist X beschränkt, so folgt das sogar für einen beliebigen Komplex S von frei-
en abelschen Gruppen, indem man entsprechend weiter und weiter im Negativen
abschneidet. Wenden wir diese Erkenntnis auf den Abbildungskegel

X := Keg
(
Z[0]→ (Q[0]→ Q/Z)

)
an und beachten, daß nach 17.6.2.12 die Konstruktionen Abbildungskegel und
Hom-Komplex vertauschen, so folgt Teil 1. Für Teil 2 reicht es nach Übergang
zum Abbildungskegel und dem Vertauschen 17.6.2.12 der Konstruktionen Abbil-
dungskegel und Hom-Komplex in der anderen Variablen zu zeigen, daß für jeden
exakten Komplex C auch der Komplex CV(Q[0]→ Q/Z) exakt ist. Das aber ist
allgemein klar nach dem Hauptlemma der homologischen Algebra, wenn rechts
ein beschränkter Komplex von Injektiven steht.

Ergänzung 19.5.1.18 (Bidualität). Unsere Überlegungen aus 18.1.4.17 liefern na-
türliche Kettenabbildungen A → DDA. Aus dem Vorhergehenden folgt leicht,
daß sie für jeden Komplex von endlich erzeugten freien abelschen Gruppen S
einen Quasiisomorphismus S →̆ DDS liefern. Mit etwas mehr homologischer
Algebra folgt, daß sie sogar für jeden beliebigen Komplex von endlich erzeugten
abelschen Gruppen E einen Quasiisomorphismus E →̆ DDE liefern.
19.5.1.19. Gegeben ein topologischer Raum X erklären wir den Komplex der
Kogrenzkettengarben oder kurz den Kogrenzkomplex G∗X durch die Vorschrift,
daß der Komplex seiner Schnitte auf U ⊂◦ X mit unserer derivierten Dualität D
aus 19.5.1.13 gegeben wird durch die Vorschrift

G∗X(U) := D(GU)

Man beachte, daß GiX(U) keineswegs nur von GiU abhängt. Da nach 19.5.1.11
die Grenzketten eine welke Kogarbe bilden, erhalten wir so einen Komplex von
welken abelschen Garben. Das Dualisieren unseres exakten Komplexes von abel-
schen Gruppen aus 19.5.1.11 liefert genauer wegen der Exaktheit von D einen
exakten Komplex

G∗X(X) ↪→
∏
U∈U

G∗X(U)→
∏

(U,V )∈U2

G∗X(U ∩ V )→ . . .

Ähnlich prüft man die Verklebungseigenschaft auch für Systeme offener Teilmen-
gen mit einer von ganz X verschiedenen Vereinigung. Daß G∗X welk ist, folgt aus
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der Injektivität von GA ↪→ GX für A ⊂ X , immer noch nach 19.5.1.11, und der
Exaktheit von D.

Beweis von Satz 21.6.7.2 über den Vergleichsisomorphismus. Gegeben ein topo-
logischer Raum X führt unser Quasiisomorphismus SX →̆ GX aus 19.5.1.8
zusammen mit unseren Erkenntnissen über die derivierte Dualität bei abelschen
Gruppen 19.5.1.17 zu Quasiisomorphismen

S∗X →̆ D(SX) ←̆ D(GX)

Ist X lokal singulär-azyklisch, so folgern wir, indem wir unsere Sequenz von
Quasiisomorphismen für alle singulär-azyklischen Umgebungen V ⊂ X gegebe-
ner Punkte betrachten, daß unser Kogrenzkomplex aus 19.5.1.19 eine Auflösung
ZX → G∗X der konstanten Garbe ist. Unsere Sequenz von Quasiisomorphismen
betrachten wir dann weiter für alle U ⊂◦ X und erhalten so eine Sequenz von
Quasiisomorphismen von Komplexen von Prägarben, die wir zu einer Sequenz

S∗X →̆ S̃�
X ←̆ G∗X

von Morphismen von Auflösungen der konstanten GarbeZX garbifizieren. Wählen
wir noch eine injektive Auflösung I� der konstanten Garbe und einen Morphis-
mus von Auflösungen S̃�

X →̆ I�, so erhalten wir auf den globalen Schnitten ein
kommutatives Diagramm

S∗X →̆ D(SX) ←̆ D(GX)
↓ ↓ o ↓

ΓS∗X → ΓS̃�
X ← ΓG∗X

↘ ↓ ↙
ΓI�

Wichtig ist hierbei, daß G∗X : U 7→ D(GU) bereits ein Komplex von Garben
ist und wir an dieser Stelle nicht zu garbifizieren brauchen, denn das liefert den
vertikalen Isomorphismus ganz rechts. Nun besteht G∗X nach 19.5.1.19 sogar aus
welken Garben. Nach unseren Erkenntnissen 19.3.6.7 zum Derivieren mit azy-
klischen Auflösungen und der Γ-Azyklizität welker Garben aus 19.4.1.3 ist mit-
hin in unserem Diagramm die Kettenabbildung↙ ein Quasiisomorphismus. Dar-
aus aber folgt, daß die Komposition in der mittleren Vertikale und dann auch die
Komposition nach unten auf der linken Seite Quasiisomorphismen sind. Der Satz
folgt.

19.5.1.20 (Lokale Garbenkohomologie als relative singuläre Kohomologie).
Gegeben j : U ↪→ X die Einbettung einer offenen Teilmenge in einen topo-
logischen Raum induziert der zugehörige Komorphismus S∗X → S∗U über j of-
fensichtlich einen Isomorphismus von Komplexen S∗U

∼→ j∗S∗X von Garben auf
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unserer offenen Teilmenge U . Nehmen wir nunX lokal singulär-azyklisch an und
wählen eine injektive Auflösung ZX ↪→ I� und einen Lift S∗X → I� der Identi-
tät auf ZX , so erhalten wir mit den hoffentlich offensichtlichen Abbildungen ein
kommutatives Diagramm

S∗X //

��

ΓS∗X

��

ΓS∗X

��

// ΓI�

��
S∗U // ΓS∗U // Γj∗S∗X // Γj∗I�

Nach 19.4.9.14 ist jede offene Restriktion einer injektiven Garbe injektiv, und
wenden wir im äußeren Rechteck Hq an, so werden die Horizontalen per defini-
tionem unsere Vergleichsisomorphismen zwischen singulärer Kohomologie und
Garbenkohomologie, wohingegen die Vertikalen den jeweiligen Rückzug auf die
offene Teilmenge U liefern. Nun ist nach 19.4.9.13 ist jede injektive Garbe welk,
also ist die rechte Vertikale surjektiv. Die linke Vertikale ist eh surjektiv. Indem
wir unser Diagramm zum Platzsparen diagonal spiegeln und die Kerne ergänzen,
erhalten wir mit 19.4.4.9 für Z := X\U ein kommutatives Diagramm

S∗(X,U) �
� //

��

S∗X // //

��

S∗U

��
ΓZI

� � � // ΓI� // // Γj∗I�

von kurzen exakten Sequenzen abelscher Gruppen. Man überzeugt sich leicht, daß
der von der linken Vertikale induzierte Isomorphismus

Hq(X,U)sing
∼→ Hq

Z(X)garb

nicht von der Wahl der injektiven Auflösung I� und der Wahl des Lifts S∗X → I�
abhängt. Wir nennen ihn den Vergleichsisomorphismus der relativen Koho-
mologie. Die Funktorialität der langen exakten Kohomologiesequenz zeigt, daß
unsere Vergleichsisomorphismen für jeden lokal singulär-azyklischen Raum X
mit einer offenen Teilmenge U ⊂◦ X und deren abgeschlossenem Komplement
Z ⊂∧ X einen Morphismus von langen exakten Sequenzen liefern in Gestalt eines
kommutativen Diagramms

. . . // Hq(X,U) //

o
��

HqX //

o
��

HqU //

o
��

Hq+1(X,U) //

o
��

. . .

. . . // Hq
Z(X) // HqX // HqU // Hq+1

Z (X) // . . .

mit singulärer Kohomologie oben, Garbenkohomologie unten und unseren Ver-
gleichsisomorphismen in den Vertikalen. Die Konstruktion zeigt weiter, daß un-
sere Vergleichsisomorphismen der relativen Kohomologie auch Transformationen
von Funktoren sind.
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19.5.1.21. Gegeben ein lokal singulär-azyklischer Raum X und eine injektive
Auflösung ZX ↪→ I� der konstanten Garbe und ein Lift S∗X ↪→ I� dieser Auf-
lösung hatten wir für jede abgeschlossene TeilmengeZ ⊂∧ X ausgezeichnete Qua-
siisomorphismen S∗(X,X\Z) →̆ ΓZI� konstruiert. Ist X zusätzlich Hausdorff,
so können wir zum filtrierenden Kolimes über alle Kompakta Z = K ⊂ X über-
gehen und erhalten einen ausgezeichneten Quasiisomorphismus

colfK S∗(X,X\K) →̆ Γ!I�

Er induziert Isomorphismen

Hq
! (X)sing

∼→ Hq
! (X)garb

Es ist leicht zu sehen, daß sie von den zu ihrer Konstruktion getroffenen Wahlen
nicht abhängen. Wir nennen sie die Vergleichsisomorphismen der kompakten
Kohomologie. Offensichtlich sind sie verträglich mit dem Ausdehnen durch Null
nach 17.7.2.5 beziehungsweise 19.4.9.7 auf der singulären beziehungsweise gar-
bigen kompakten Kohomologie. Nach 19.4.9.29 sind sie auch verträglich mit dem
eigentlichen Zurückholen.

Satz 19.5.1.22. Ist A ⊂∧ Rn eine abgeschlossene Teilmenge und G eine abelsche
Gruppe, so induzieren der Randoperator der Lokalisierungssequenz 19.4.8.15 zu-
sammen mit dem Vergleichssatz 19.5.1.21 und der Poincaré-Dualität 17.7.4.3 Iso-
morphismen, die Isomorphismen der Alexander-Dualität

Hq
! (A;GA)

∼→ H̃n−q−1(Rn\A;G)

Beispiele 19.5.1.23. Schneiden wir etwa aus der Ebene R2 zwei disjunkte kom-
pakte abgeschlossene zusammenhängende Teilmengen heraus, so ist die erste Ho-
mologie des Komplements frei vom Rang zwei. Anschaulich wird eine Basis
eben gegeben durch die Klassen zweier Zykel, die jeweils um eines der beiden
beim Herausschneiden entstandenen Löcher laufen. Man kann sich auch den Fall
denken, daß eine der besagten kompakten abgeschlossenen zusammenhängenden
Teilmengen als Ring um die andere liegt: Unser Satz wird dann auch für q = 1 ge-
haltvoll. Schneiden wir dahingegen eine nichtkompakte zusammenhängende ab-
geschlossene Teilmenge heraus, so verschwindet die erste Homologie des Kom-
plements, da anschaulich gesprochen „unsere nichtkompakte Teilmenge in irgend-
einer Richtung nach Unendlich läuft und nicht von einem Zykel umrundet werden
kann“. Im Fall q = 0 liefert der Isomorphismus der Alexanderdualität nochein-
mal Korollar 17.4.3.10, nach dem H̃n−1(Rn\A;Z) für A ⊂∧ Rn mit nur genau
k ∈ N kompakten Zusammenhangskomponenten frei ist über Z vom Rang k, und
im Fall q = 0, n = 2 ist er im wesentlichen der in 17.1.6.3 durch Umlaufzahlen
beschriebene Isomorphismus H1(U ;Z)

∼→ C!(C\U,Z) für U ⊂◦ C.



3236 KAPITEL 19. GARBENKOHOMOLOGIE

Beispiel 19.5.1.24. Ersetzen wir im Satz auf der linken Seite Garbenkohomologie
durch singuläre Kohomologie, so gilt er im allgemeinen nicht mehr, zum Beispiel
im Fall n = 2, q = 1, G = Z und A dem Schmitt der Sinuskurve des Topologen
15.1.3.23 mit dem Kompaktum [−2, 2]2.

Beweis. Wir gehen aus vom nach 19.5.1.21 und Bemerkung 17.7.4.2 kommutati-
ven Diagramm

Hq
! (Rn;G)garb

∼→ Hq
! (Rn;G)sing

∼→ Hn−q(Rn;G)
↑ ↑ ↑

Hq
! (Rn\A;G)garb

∼→ Hq
! (Rn\A;G)sing

∼→ Hn−q(Rn\A;G)

Als Isomorphismus zwischen den Kernen für q < n und zwischen den Kokernen
für q ≥ n der Vertikalen erhalten wir daraus nach 19.4.9.16 für alle q den ersten
Isomorphismus der Sequenz

Hq
! (A;G)garb

∼→ Hn−q(Rn,Rn\A;G)
∼→ H̃n−q−1(Rn\A;G)

Der zweite Isomorphismus kommt von der langen exakten Sequenz der reduzier-
ten Kohomologie her zusammen mit der Erkenntnis, daß für die relativen Homo-
logiegruppen zwischen reduzierter und nichtreduzierter Homologie kein Unter-
schied besteht.

Proposition 19.5.1.25 (Verallgemeinerte Poincaré-Dualität). Gegeben eine Man-
nigfaltigkeitX der Dimension n und eine abelsche GruppeG liefert die Konstruk-
tion des folgenden Beweises Isomorphismen

Hq
! (X; orX(G))

∼→ Hn−q(X;G)

zwischen der kompakten Kohomologie der Orientierungsgarbe und der singulären
Homologie im gegenüberliegenden Grad.

Vorschau 19.5.1.26. Die Bedeutung dieses Satzes im Rahmen der „sechs Funkto-
ren“ diskutieren wir in 21.9.10.7.

Beweis. Wir schreiben das Argument nur für Koeffizienten G = Z aus, der allge-
meine Fall geht genauso. Sei π : X̃ → X die Orientierungsüberlagerung mit ihrer
tautologischen Orientierung ω̃ und sei τ : X̃ → X das Vertauschen der Blätter.
Nach dem Beweis von 19.3.7.12 haben wir mit den offensichtlichen Abbildungen
eine kurze exakte Sequenz

(S∗X̃)−τ ↪→ S∗X̃ � S∗X
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GegebenK ⊂ X kompakt und K̃ = π−1(K) sein Urbild erhalten wir in derselben
Weise eine kurze exakte Sequenz

S∗(X̃, X̃\K̃)−τ ↪→ S∗(X̃, X̃\K̃)� S∗(X,X\K)

Nach Konstruktion geht der Fundamentalzykel ω̃K̃ ∈ Hn(X̃, X̃\K̃) nach Null
in Hn(X,X\K), kann also durch eine Kette ω̃K̃ ∈ Sn(X̃, X̃\K̃)−τ repräsentiert
werden. Wir erhalten so die obere Hälfte eines kommutativen Diagramms von
Kettenkomplexen

(Sn−qX̃)−τ �
� // Sn−qX̃ // // Sn−qX

Sq(X,X\K)

∩ω̃K̃

OO

��

� � // Sq(X̃, X̃\K̃)

��

∩ω̃K̃

OO

// // cokq(X,K)

���
�
�

OO�
�
�

Γ!(X;SqX) �
� // Γ!(X̃;Sq

X̃
) // // Γ!(X;SqX ⊗ orX)

Die untere Zeile kommt dabei von der kurzen exakten Sequenz kompaktweicher
Garben SqX ↪→ π∗SqX̃ � S

q
X ⊗ orX her und cokq(X,K) ist nur eine Notation für

den Kokern in der mittleren Horizontale. Gehen wir nun zur Kohomologie dieser
Komplexe über und in der mittleren Horizontale zusätzlich zum direkten Limes
über alle Kompakta K ⊂ X , so werden die beiden linken vertikalen Morphismen
nach unten Isomorphismen nach 19.5.1.21. Mit dem Fünferlemma folgt dasselbe
für den rechten vertikalen Morphismus nach unten. Insbesondere erhalten wir, da
auch SqX⊗orX als Kokern einer Inklusion kompaktweicher Garben kompaktweich
ist, natürliche Isomorphismen

colfK Hq cok∗(X,K)
∼→ HqΓ!(X;S∗X ⊗ orX)

∼→ Hq
! (X; orX)

Für letzteren Isomorphismus verwenden wir, daß S∗X ⊗ orX eine kompaktweiche
Auflösung von orX ist. So erhalten wir schon mal kanonische Homomorphismen
κX : Hq

! (X; orX)→ Hn−qX . Aus der Konstruktion folgt unmittelbar, daß wir für
jede offene Einbettung U ↪→ X kommutative Quadrate

Hq
! (U ; orU) //

��

Hn−qU

��
Hq

! (X; orX) // Hn−qX

erhalten. Mit einer etwas feineren Argumentation zeigt man ähnlich wie beim
Beweis von 17.7.4.7, daß wir für je zwei offene Teilmengen U, V ⊂◦ X sogar
ein kommutatives Diagramm von Mayer-Vietoris-Sequenzen erhalten. Mit dieser
Erkenntnis können wir dann den Beweis der Poincaré-Dualität aus 17.6.4.9 wie-
derholen.
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Übungen

Übung 19.5.1.27. Gegeben abgeschlossene Teilmengen B ⊂∧ A ⊂∧ Rn kommutie-
ren die Diagramme

Hq
! (A;GA)

∼→ H̃n−q−1(Rn\A;G)
↓ ↓

Hq
! (B;GB)

∼→ H̃n−q−1(Rn\B;G)

mit den Isomorphismen der Alexanderdualität 19.5.1.22 in den Horizontalen und
dem abgeschlossenen Zurückholen der kompakten Kohomologie sowie dem Bild
in der reduzierten Homologie in den Vertikalen.

Übung 19.5.1.28. Man zeige, daß unter der Verknüpfung von ausgezeichneten
Isomorphismen Hn(Rn,Rn\0)sing

∼→ Hn
{0}(Rn)

∼→ Hn
! (Rn) der Duale unseres

ausgezeichneten Erzeugers von Hn(Rn,Rn\0) aus 17.4.1.4 alias 18.4.1.17 unse-
rem ausgezeichneten Erzeuger aus 19.4.9.19 entspricht.

19.5.2 Erste Čech-Kohomologie als Garbenkohomologie

Satz 19.5.2.1 (Erste Čech-Kohomologie als Garbenkohomologie). Gegeben ei-
ne abelsche GarbeF auf einem topologischen RaumX liefert die durch das Kom-
mutieren des Diagramms im folgenden Beweis definierte Abbildung einen natürli-
chen Isomorphismus zwischen ihrer ersten Čech-Kohomologie und ihrer ersten
Garbenkohomologie

can : Ȟ1(X;F)
∼→ H1(X;F)

19.5.2.2. Dieser Satz soll unter anderem dazu beitragen, unsere Anschauung von
der durch 19.1.2.6 bereits mit Anschauung gefüllten ersten Čech-Kohomologie
auf die von ihrer Definition her für mich völlig unanschauliche Garbenkohomo-
logie zu übertragen. In 19.5.6.1 zeigen wir, daß die Čech-Kohomologie und die
Garbenkohomologie auf „parakompakten“ Räumen sogar in allen Graden über-
einstimmen.

Beweis. Wir wählen eine Einbettung F ↪→ G von F in ein Produkt von Wol-
kenkratzergarben. Bezeichne C den Prägarbenkokern dieser Einbettung und be-
zeichne C+ seine Garbifizierung. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm von
Prägarben

F � � // G // // C

��
F � � // G // C+
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mit kurzer exakter oberer Zeile und linksexakter unterer Zeile, das insbesondere
zeigt, daß die kanonische Abbildung C → C+ ein Monomorphismus von Prägar-
ben ist. Behandeln wir dies Diagramm mit Ȟ und mit 19.2.2.8, so erhalten wir die
linke Hälfte eines kommutativen Diagramms, bei dem wir der Einfachheit halber
den Grundraum X aus der Notation weggelassen haben:

Ȟ0F // Ȟ0G // Ȟ0C

��

// Ȟ1F //

���
�
�
�
�
�
� 0

Ȟ0F //

o
��

Ȟ0G //

o
��

Ȟ0C+

o
��

H0F // H0G // H0C+ // H1F // 0

Die Zeilen sind exakt, wie im folgenden begründet werden soll. In der oberen
Zeile, da eine kurze exakte Sequenz von Prägarben uns eine lange exakte Sequenz
in der Čech-Kohomologie liefert, zunächst bezüglich jeder offenen Überdeckung
und dann auch im Limes. Wir haben weiter Ȟ1(X;G) = 0, nach 19.1.3.12 und
19.1.5.6 verschwinden ja für ein Produkt von Wolkenkratzergarben sogar alle
höheren Čech-Kohomologiegruppen bezüglich jeder offenen Überdeckung. Das
liefert Exaktheit der oberen Zeile. Die untere Zeile ist exakt als Teil einer lan-
gen exakten Garbenkohomologie-Sequenz, es gilt nämlich H1(X;G) = 0 nach
19.4.1.3, da G stets welk ist. Folglich können wir den gestrichelten Pfeil durch die
Kommutativität des Diagramms definieren. Um zu zeigen, daß er ein Isomorphis-
mus ist, brauchen wir nur zu prüfen, daß der Monomorphismus von Prägarben
C ↪→ C+ Isomorphismen auf Ȟ0 induziert. Nun hat jedoch sein Prägarbenkokern
K aufgrund der Exaktheit der Garbifizierung die Eigenschaft K+ = 0, als da
heißt, alle Halme von K sind Null, woraus wir leicht Ȟ0K = 0 folgern. Dann
ergibt sich Ȟ0C ∼→ Ȟ0C+ aus der bereits diskutierten langen exakten Sequenz der
Čech-Kohomologie zu einer kurzen exakten Sequenz in der Kategorie der abel-
schen Prägarben.

Ergänzung 19.5.2.3. Im allgemeinen liefert eine kurze exakte Sequenz in der
Kategorie der abelschen Garben keineswegs eine lange exakte Sequenz der zu-
gehörigen Čech-Kohomologiegruppen. Ich bin jedoch außerstande, ein konkretes
Gegenbeispiel anzugeben.

Beispiel 19.5.2.4. Sei X ein topologischer Raum. Die lange exakte Sequenz zur
kurzen exakten Garbensequenz 2πiZX ↪→ CC � CC× , die von der Exponentialab-
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bildung induziert wird, liefert die obere Horizontale in einem Diagramm

H1(X; CC×) //

o
��

H2(X; 2πiZX)

o

��

Ȟ1(X; CC×)

o
��{

komplexe Geradenbündel auf X ,
bis auf Isomorphismus

}
H2(X;ZX)

wo wir links die Identifikationen aus 19.5.2.1 und 19.1.2.9 benutzen und rechts
durch 2πi teilen. Das Bild eines komplexen Geradenbündels L unter dieser Verk-
nüpfung heißt die erste Chern’sche Klasse von L und wird bezeichnet mit

c1(L) ∈ H2(X;ZX)

Wir werden in 19.5.4.18 und 19.5.4.5 sehen, daß auf „parakompakten“ Räumen
die Gruppen Hq(X; CC) verschwinden für q > 0, so daß unser ganzes Diagramm
aus Bijektionen besteht. Auf parakompakten Räumen werden demnach komplexe
Geradenbündel „klassifiziert durch ihre erste Chern’sche Klasse“.

Satz* 19.5.2.5 (Geradenbündel mit konstanten Übergangsfunktionen). Ein
komplexes Geradenbündel auf einem parakompakten Raum besitzt genau dann ei-
ne Bündelkarte mit konstanten Übergangsfunktionen, wenn das Bild seiner ersten
Chern’schen Klasse unter der natürlichen Abbildung H2(X;ZX) → H2(X;CX)
nach Null geht.

Ergänzung 19.5.2.6. Dasselbe gilt mit demselben Beweis für glatte komplexe Ge-
radenbündel auf parakompakten glatten Mannigfaltigkeiten. Es gilt jedoch für
holomorphe Bündel auf einer komplexanalytischen Mannigfaltigkeit nur unter
der zusätzlichen Annahme der Surjektivität von Ȟ1(X;CX) → Ȟ1(X;Oan), die
im Diagramm ganz unten horizontal anzubauen wäre. Diese Surjektivität hin-
wiederum ergibt sich bei kompakten Kählermannigfaltigkeiten aus der Hodge-
theorie, unsere Abbildung identifiziert sich dann nämlich mit der Projektion von
H1(X;CX) = H(1,0)(X;CX)⊕H(0,1)(X;CX) auf H1(X;Oan) ∼= H(1,0)(X;CX).

Beweis. Wir erhalten für jeden beliebigen topologischen Raum X Monomorphis-
men 2πiZX ↪→ CX ↪→ CC und ein kommutatives Diagramm mit kurzen exakten
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Garbensequenzen in den Zeilen und Spalten

2πiZX �
� // CX� _

��

// // C×X� _

��
2πiZX �

� // CC // //

����

CC×

����
cok cok

Ein komplexes Geradenbündel kann durch lokal konstante oder gleichbedeutend
konstante Übergangsfunktionen realisiert werden genau dann, wenn seine Klasse
im Bild von Ȟ1(X;C×X) → Ȟ1(X; CC×) liegt. Das impliziert sofort, daß das Bild
seiner ersten Chern’schen Klasse in H2(X;CX) verschwinden muß. Umgekehrt
kann man sich überlegen und der Beweis des Oktaederaxioms wird auch formal
zeigen, daß das Diagramm

H1(X; CC×) → H2(X; 2πiZX)
↓ ↓

H1(X; CC) → H1(X; cok) → H2(X;CX)

mit den von obigen Sequenzen und Morphismen induzierten Morphismen kom-
mutiert. Für parakompaktes X folgt aus Ȟ1(X; CC) = 0 dann umgekehrt auch,
daß jedes komplexe Geradenbündel mit in H2(X;CX) verschwindender erster
Chern’scher Klasse bereits durch konstante Übergangsfunktionen realisiert wer-
den kann.

19.5.3 Parakompakte Räume
Definition 19.5.3.1. 1. Seien X eine Menge und U ⊂ P(X) eine Überde-

ckung von X . Eine Überdeckung V von X heißt eine Verfeinerung von U ,
wenn jedes V ∈ V in mindestens einem U ∈ U enthalten ist;

2. Ein System von Teilmengen U ⊂ P(X) eines topologischen Raums X
heißt lokal endlich, wenn jedes x ∈ X eine Umgebung besitzt, die höchs-
tens endlich viele U ∈ U trifft;

3. Ein topologischer Raum heißt parakompakt, wenn er Hausdorff ist und
sich jede offene Überdeckung unseres Raums zu einer lokal endlichen offe-
nen Überdeckung verfeinern läßt.

19.5.3.2. Jede abgeschlossene Teilmenge eines parakompakten Raums ist offen-
sichtlich wieder parakompakt. Für offene Teilmengen gilt das jedoch im allgemei-
nen nicht. Topologische Räume, in denen jede offene Teilmenge parakompakt ist,
heißen erblich parakompakt.
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Proposition 19.5.3.3 (Kriterium für Parakompaktheit). Besitzt ein Hausdorff-
raum topologischer Raum eine abzählbare Überdeckung durch offene Teilmengen
mit kompaktem Abschluß, so ist er parakompakt.

Beweis. Indem wir zu geeigneten Vereinigungen übergehen dürfen wir ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit sogar annehmen, unser Raum sei überdeckt durch
eine aufsteigende Folge X0 ⊂ X1 ⊂ . . . von offenen Teilmengen mit kompak-
tem Abschluß. Indem wir zu einer geeigneten Teilfolge übergehen, dürfen wir
zusätzlich annehmen, daß für alle n gilt X̄n ⊂ Xn+1. Um Sonderbetrachtungen
zu vermeiden setzen wir Xn = ∅ für n < 0. Gegeben eine offene Überdeckung
U unseres Raums werden die Kompakta X̄n+1\Xn jeweils schon überdeckt von
den U aus einem endlichen Teilsystem Un ⊂ U . Die Schnitte U ∩ (Xn+2\X̄n−1)
für U ∈ Un und n ∈ Z bilden dann die gesuchte lokal endliche Verfeinerung der
Überdeckung U .

Proposition 19.5.3.4. Jeder parakompakte Raum ist normal.

Beweis. Das folgt mit zweimaligem Anwenden des anschließenden technischen
Lemmas, erst im Fall einer einpunktigen Menge B, dann im Allgemeinen.

Lemma 19.5.3.5. Seien A,B disjunkte abgeschlossene Mengen in einem para-
kompakten Raum X . Zu jedem Punkt x ∈ A gebe es disjunkte offene Teilmengen
Ux, Vx ⊂◦ X mit x ∈ Ux und B ⊂ Vx. So gibt es auch disjunkte offene U, V ⊂◦ X
mit A ⊂ U und B ⊂ V .

Beweis. Die Ux mitsamt X\A bilden eine offene Überdeckung von X . Sei W
eine offene lokal endliche Verfeinerung dieser offenen Überdeckung. Setzen wir
WA := {W ∈ W | W ∩ A 6= ∅}, so ist jedes W ∈ WA in einem Ux enthalten,
die Vereinigung U :=

⋃
W∈WA

W ist offen, und wir haben A ⊂ U . Andererseits
besitzt jedes y ∈ B eine offene Umgebung Cy, die nur endlich viele Mengen
W1, . . . ,Wn aus WA trifft. Wählen wir nun x(i) ∈ A mit Wi ⊂ Ux(i), so ist
Dy = Cy ∩ Vx(1) ∩ . . . ∩ Vx(n) offen und trifft überhaupt keine Menge aus WA.
Damit ist V =

⋃
y∈BDy offen mit V ∩ U = ∅ und B ⊂ V .

Proposition 19.5.3.6 (Schrumpfen offener Überdeckungen). Ist X ein para-
kompakter Hausdorffraum und (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von X , so finden
wir eine offene Überdeckung (Vi)i∈I von X mit V̄i ⊂ Ui ∀i ∈ I .

Beweis. Aufgrund der Normalität von X besitzt jedes x ∈ X eine offene Umge-
bung Cx, deren Abschluß in einem Ui enthalten ist, sagen wir C̄x ⊂ Ui(x). SeiW
eine lokal endliche offene Verfeinerung der offenen Überdeckung von X durch
die Cx. So finden wir auch für jedes W ∈ W ein i := i(W ) mit W̄ ⊂ Ui(W ).
Dann setzen wir Vj :=

⋃
i(W )=jW und erhalten V̄j ⊂ Uj , da mit 19.5.3.9 die

Vereinigung einer lokal endlichen Familie abgeschlossener Mengen wieder abge-
schlossen ist.
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Lemma 19.5.3.7 (Teilung der Eins). Ist X eine glatte parakompakte Mannig-
faltigkeit und U ⊂ P(X) eine offene Überdeckung von X , so gibt es eine durch
U ∈ U indizierte Familie von glatten Funktionen αU : X → [0, 1] derart, daß αU
jeweils Träger in U hat, daß jede Stelle x ∈ X eine Umgebung besitzt, auf der
nur endlich viele unserer Funktionen nicht verschwinden, und daß an jeder Stelle
x ∈ X gilt ∑

U∈U

αU(x) = 1

19.5.3.8. Sind etwa A,B ⊂∧ X disjunkt und abgeschlossen, so gibt es eine glatte
Funktion f : X → [0, 1] mit f = 1 auf einer offenen Umgebung von A und
f = 0 auf einer offenen Umgebung von B. In der Tat folgt das sofort, wenn man
das Lemma auf die Überdeckung von X durch die Komplemente unserer beiden
abgeschlossenen Mengen anwendet.

Beweis. Können wir unseren Satz für eine lokal endliche Verfeinerung unserer
Überdeckung U zeigen, so folgt er mühelos für U selber. Wir dürfen also oh-
ne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß unsere Überdeckung lokal
endlich ist und daß die überdeckenden Mengen Ui jeweils kompakten Abschluß
haben, der darüber hinaus noch ganz im Bild einer Karte liegt. Wählen wir dann
eine Schrumpfung (Vi) unserer Überdeckung, so finden wir etwa nach 12.4.2.14
angewandt auf den Fall der Überdeckung von V̄i durch Ui glatte Funktionen βi :
Ui → [0, 1] mit kompaktem Träger, die auf V̄i konstant Eins sind. Dehnen wir die-
se durch Null auf ganz X aus und bilden ihre Summe, so erhalten wir eine glatte
überall positive Funktion β, und die Quotienten αi = βi/β bilden die gesuchte
Teilung der Eins.

Übungen

Übung 19.5.3.9. Die Vereinigung über ein lokal endliches System abgeschlosse-
ner Mengen ist abgeschlossen. Ist eine Abbildung stetig auf jeder der Teilmengen
einer lokal endlichen Überdeckung eines Raums durch abgeschlossene Teilmen-
gen, so ist sie schon selbst stetig.

19.5.4 Garben auf parakompakten Räumen

Proposition 19.5.4.1 (Fortsetzbarkeit von Schnitten). Gegeben eine Garbe von
Mengen auf einem parakompakten Raum läßt sich jeder Schnitt über einer abge-
schlossenen Teilmenge auf eine offene Umgebung unserer abgeschlossenen Teil-
menge fortsetzen.
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19.5.4.2. In 19.4.5.2 haben wir eine ähnliche Fortsetzbarkeitaussage auch noch für
kompakte „relativ Hausdorff’sche“ Teilmengen beliebiger topologischer Räume
gezeigt. Der Beweis der Proposition zeigt, daß sich auf erblich parakompakten
Räumen jeder Schnitt auf einer beliebigen Teilmenge zu einem Schnitt auf eine
sie umfassende offene Teilenge fortsetzen läßt.

Beweis. Seien X unser Raum, A ⊂∧ X unsere abgeschlossene Teilmenge und
F unsere Garbe. Gegeben s ∈ F(A) finden wir eine Überdeckung (Ui)i∈I von
A durch offene Teilmengen Ui ⊂◦ X und Schnitte si ∈ F(Ui) mit s|Ui ∩ A =
si|Ui ∩ A ∀i. Wir können zum Beispiel für jeden Punkt innerhalb von A einen
hinreichend kleinen Repräsentanten des Halms von s nehmen. Wir ergänzen durch
X\A zu einer offenen Überdeckung von X . Ohne Beschränkung der Allgemein-
heit dürfen wir diese zu einer lokal endlichen Überdeckung von X verfeinern.
Nach Proposition 19.5.3.6 zum Schrumpfen offener Überdeckungen von para-
kompakten Räumen finden wir auch Vi ⊂◦ X mit V̄i ⊂ Ui ∀i und A ⊂

⋃
i∈I Vi.

Jetzt setzen wir

W := {x ∈ X | Alle si zu Indizes i mit x ∈ V̄i haben denselben Halm bei x}

Per definitionem gilt A ⊂ W und W ist eine offene Teilmenge von X . Zusätzlich
gilt jedoch si|W ∩Vi∩Vj = sj|W ∩Vi∩Vj ∀i, j. Folglich verkleben die Schnitte
si|W ∩ Vi zu einem Schnitt s̃ auf W , der s fortsetzt.

Definition 19.5.4.3. Eine Garbe heißt weich, englisch soft, französisch mou,
wenn sich jeder Schnitt über einer abgeschlossenen Teilmenge zu einem globa-
len Schnitt fortsetzen läßt.

Beispiele 19.5.4.4. Jede welke Garbe auf einem parakompakten Raum ist weich
nach 19.5.4.1. Die Garbe der glatten Funktionen auf einer parakompakten Man-
nigfaltigkeit ist weich: Um das zu sehen, dehnt man einen Schnitt über einer ab-
geschlossenen Teilmenge zunächst mithilfe von 19.5.4.1 auf eine offene Menge
aus und biegt ihn dann in dieser offenen Menge mithilfe einer glatten Partition der
Eins 19.5.3.8 herunter nach Null, so daß man ihn weiter durch Null ausdehnen
kann zu einem globalen Schnitt. Man beachte hierbei, daß ein Schnitt der Garbe
der glatten Funktionen auf einer abgeschlossenen Teilmenge einer glatten Man-
nigfaltigkeit keineswegs eine Funktion auf dieser abgeschlossenen Teilmenge ist:
An den Randpunkten zeichnet ein Schnitt dieser Garbe einen ganzen Funktions-
keim auf einer offenen Umgebung des besagten Punktes in der ursprünglichen
Mannigfaltigkeit aus und keineswegs nur einen Funktionswert. Analog sind auch
die Garben der glatten p-Formen und allgemeiner der glatten Schnitte in irgendei-
nem glatten Vektorraumbündel weich.

Satz 19.5.4.5. Auf parakompakten Räumen sind weiche abelsche Garben azy-
klisch für den Funktor der globalen Schnitte.
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Beweis. Das folgt genau wie bei den welken Garben 19.4.1.3 oder mit dem ab-
strakten Kriterium 19.4.1.6 aus dem anschließenden Lemma 19.5.4.6.

Lemma 19.5.4.6. Sei F ′ ↪→ F � F ′′ eine kurze exakte Sequenz von abelschen
Garben auf einem parakompakten topologischen Raum X .

1. Ist F ′ weich, so induziert der Epimorphismus F � F ′′ eine Surjektion
ΓF � ΓF ′′ auf den globalen Schnitten;

2. Sind F ′ und F weich, so ist auch F ′′ weich.

Beweis. 1. Sei s′′ ∈ ΓF ′′ gegeben. Nach 19.5.3.6 gibt es eine lokal endliche ab-
geschlossene Überdeckung (Ai)i∈I unseres Raums und si ∈ F(Ai) mit si 7→
s′′|Ai ∀i. Für J ⊂ I setzen wir AJ =

⋃
i∈J Ai. Nun betrachten wir die Men-

ge aller Paare (sJ , J) mit J ⊂ I und sJ einem Schnitt von F über AJ , der auf
s′′|AJ geht. Auf dieser Menge erklären wir ein Teilordnung durch die Vorschrift
(sK , K) ≤ (sJ , J)⇔ (K ⊂ J und sK = sJ |AK). Nach 19.5.3.9 ist unsere Men-
ge induktiv teilgeordnet und besitzt folglich ein maximales Element. Sei (sJ , J)
solch ein maximales Element. Wäre J 6= I , so gäbe es i ∈ I\J . Hier unter-
scheiden sich si und sJ auf Ai ∩ AJ nur um einen Schnitt s′i in F ′, der sich nach
Annahme auf ganz Ai ausdehnen läßt. Also verkleben si − s′i und sJ auf Ai ∪AJ
zu einem Urbild von s′′ im Widerspruch zur Maximalität von (sJ , J). Damit ist in
der Tat ΓF → ΓF ′′ eine Surjektion.

2. Das folgt sofort aus Teil 1, da jede abgeschlossene Teilmenge eines parakom-
pakten Raums parakompakt ist und da die Einschränkung einer weichen Garbe
auf eine abgeschlossene Teilmenge stets eine weiche Garbe bleibt.

19.5.4.7. Diejenigen Leser, die noch nicht mit der Differentialformen auf abstrak-
ten Mannigfaltigkeiten 22.5.9.10 folgende vertraut sind, mögen sich im folgenden
auf den Fall 12.8.2 beschränken, daß die Mannigfaltigkeit eine offene Teilmen-
ge eines endlichdimensionalen reellen Raums ist. Nicht zulässig ist es jedoch,
mit eingebetteten Mannigfaltigkeiten positiver Kodimension und unseren relati-
ven Differentialformen zu arbeiten, wie wir sie in 12.8.2 betrachtet hatten.

Definition 19.5.4.8. Der de-Rham-Komplex einer glatten Mannigfaltigkeit X
ist der Komplex (Ω�(X), d) der glatten Differentialformen auf X mit der äußeren
Ableitung als Differential, wie wir ihn in 22.5.9.19 eingeführt haben. Die de-
Rham-Kohomologie von X ist per definitionem seine Kohomologie

Hq(X)dR := HqΩ�(X)

Korollar 19.5.4.9 (de-Rham-Kohomologie als Garbenkohomologie). Für je-
de parakompakte glatte Mannigfaltigkeit X stimmt die Garbenkohomologie der
konstanten Garbe RX überein mit der de-Rham-Kohomologie.
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Beweis. Wir konstruieren im folgenden sogar einen ausgezeichneten Vergleichs-
isomorphismus zwischen den fraglichen Kohomologiegruppen. Sicher können
wir p-Formen auch auffassen als globale Schnitte der Garbe der p-Formen, in
Formeln Ωp(X) = ΓΩp

X , und diese Garben bilden mit der äußeren Ableitung als
Differential nach dem Poincaré-Lemma 19.5.4.12 eine Auflösung der konstanten
Garbe

RX ↪→ Ω�
X

Die Garben der Differentialformen sind nun aber weich nach 19.5.4.4 und da-
mit globale-Schnitte-azyklisch nach 19.5.4.5. Also berechnet unser Komplex nach
19.3.6.7 die Garbenkohomologie der konstanten Garbe RX , als da heißt, die na-
türlichen Abbildungen aus 19.3.2.8 sind Isomorphismen

Hq(X)dR = HqΓΩ�
X
∼→ Hq(X;RX)garb

Beispiel 19.5.4.10 (Zurückholen und de-Rham-Kohomologie). Ist f : X → Y
eine glatte Abbildung von glatten Mannigfaltigkeiten, so liefert das Zurückho-
len von Differentialformen eine Kettenabbildung f ∗ : Ω�Y → Ω�X , und diese
ist der Effekt auf den globalen Schnitten eines Komorphismus über f von Auf-
lösungen der konstanten Garben RX und RY , der den offensichtlichen Komor-
phismus über f zwischen besagten konstanten Garben liftet. Folglich entsprechen
die von dieser Kettenabbildung auf der Kohomologie induzierten Abbildungen
Hi(Y )dR → Hi(X)dR unter unseren kanonischen Homomorphismen und im Fall
parakompakter Mannigfaltigkeiten sogar Isomorphismen aus dem Beweis von
19.5.4.9 dem Zurückholen auf der Garbenkohomologie.
19.5.4.11 (Vor- und Nachteile der de-Rham-Kohomologie). Die de-Rham-Ko-
homologie ist Berechnungen besonders gut zugänglich. Zum Beispiel sieht man
in dieser Realisierung der Garbenkohomologie unmittelbar, daß die Kohomologie
mit reellen Koeffizienten einer parakompakten Mannigfaltigkeit X oberhalb der
Dimension unserer Mannigfaltigkeit verschwinden muß, in Formeln

Hq(X;RX) = 0 für q > dimX.

Der wesentlichen Nachteile dieser Kohomologietheorie sind, daß sie nur für glat-
te Mannigfaltigkeiten sinnvoll definiert ist, daß sie nur reelle Koeffizienten zuläßt
und daß man mit ihr nur Rückzüge unter glatten Abbildungen berechnen kann.
Ich habe einmal gelesen, daß die de-Rham-Kohomologie ursprünglich von Elie
Cartan erfunden wurde, um die Kohomologie kompakter Liegruppen zu bestim-
men.

Lemma 19.5.4.12 (von Poincaré). Ist U ⊂◦ Rn eine offene Kreisscheibe, so er-
halten wir einen exakten Komplex

R ↪→ Ω0(U)
d→ Ω1(U)

d→ . . . . . .
d
� Ωn(U)
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mit der Identifikation von Zahlen und konstanten Funktionen R ↪→ Ω0(U) als
erster Abbildung und der äußeren Ableitung als anderen Abbildungen.

Ergänzung 19.5.4.13 (Das Poincaré-Lemma mit polynomialen Koeffizienten).
Ist U = Rn und betrachten wir nur polynomiale Koeffizienten, so ist die entspre-
chende Aussage schnell gezeigt: In einer Veränderlichen liefert die Einbettung der
Konstanten ja offensichtlich eine Homotopieäquivalenz

...
...

0 0

↑ ↑
0 −→ R[x] dx

↑ ↑ d
R −→ R[x]

↑ ↑
0 0
...

...

Tensorieren wir n Kopien dieser Homotopieäquivalenz miteinander, so ergibt sich
das Poincaré-Lemma auf ganz Rn für den Fall polynomialer Koeffizienten. Expli-
zit ist die Komposition von Kettenabbildungen zwischen vertikal geschriebenen
Komplexen mit jeweils höchstens zwei von Null verschiedenen Einträgen

R[x] dx −→ 0 −→ R[x] dx

d ↑ ↑ ↑ d
R[x] −→ R −→ R[x]

mit dem Auswerten bei Null in der Horizontale unten rechts homotop zur Identität
vermittels der Homotopie, die gegeben wird durch die Vorschrift δ : R[x] dx →
R[x], f(x) dx 7→

∫ x
0
f(t) dt. In der Tat gilt ja dδ = id und f−f(0) = δ df . Unser

gleich folgender Beweis des Poincaré-Lemmas im glatten Fall verläuft analog.

Beweis. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit der Ursprung das Zentrum
unserer Kreisscheibe. Sei π : Rn → Rn−1 das Vergessen der ersten Koordinate.
So ist V := π(U) ⊂ Rn−1 wieder eine offene Kreisscheibe und wir sind fertig mit
Induktion, sobald wir zeigen können, daß das Zurückholen von Differentialformen

π∗ : Ω∗(V )→ Ω∗(U)

Isomorphismen auf der Kohomologie induziert. Bezeichnet i : Rn−1 ↪→ Rn das
Davorschreiben einer Koordinate Null, so gilt sicher π ◦ i = id und folglich i∗ ◦
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π∗ = id. Wir sind also fertig, wenn wir zusätzlich noch zeigen können, daß die
Komposition π∗ ◦ i∗ : Ω∗(U) → Ω∗(U) homotopieäquivalent ist zur Identität.
Dazu betrachten wir δ : Ω∗(U)→ Ω∗−1(U) gegeben durch

δ :
∑

aI dxI 7→
∑
I31

(
∫
aI) dxI\1

Hierbei ist (
∫
a) zu verstehen als die Funktion

(
∫
a)(x1, . . . , xn) =

∫ x1

0

a(t, x2, . . . , xn) dt

So gilt id−π∗i∗ = dδ+ δd, wie man separat für Formen der Gestalten aI dxI und
bI dx1 ∧ dxI , jeweils mit 1 /∈ I , ohne größere Schwierigkeiten prüft.

19.5.4.14. Jede weiche Garbe auf einem Hausdorffraum ist kompaktweich. Die
Garbe der glatten Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit ist kompaktweich: Um
das zu sehen, dehnt man einen Schnitt über einer kompakten Teilmenge zunächst
mithilfe von 19.4.5.2 auf eine parakompakte offene Menge aus und biegt ihn dann
in dieser offenen Menge mithilfe einer glatten Partition der Eins 19.5.3.8 herunter
nach Null, so daß man ihn weiter durch Null ausdehnen kann zu einem globalen
Schnitt. Analog sind auch die Garben der glatten p-Formen und allgemeiner der
glatten Schnitte in irgendeinem glatten Vektorraumbündel kompaktweich.

19.5.4.15. Die kompakte de-Rham-Kohomologie einer glatten Mannigfaltigkeit
X ist definiert als die Kohomologie des Komplexes der Differentialformen mit
kompaktem Träger, in Formeln

Hq
! (X)dR := HqΓ!ΩX

Da RX ↪→ ΩX eine Auflösung der konstanten Garbe durch kompaktweiche Gar-
ben ist und da diese Γ!-azyklisch sind, sind unsere natürlichen Morphismen aus
19.3.2.8 Isomorphismen

Hq
! (X)dR

∼→ Hq
! (X;RX) = Hq

! (X;R)garb

19.5.4.16. Die de-Rham-Kohomologie mit kompaktem Träger ist Berechnungen
besonders gut zugänglich. Zum Beispiel sieht man in diesem Bild unmittelbar, daß
die Kohomologie mit kompaktem Träger und reellen Koeffizienten einer Mannig-
faltigkeitX oberhalb der Dimension unserer Mannigfaltigkeit verschwinden muß,
in Formeln

Hq
! (X;RX) = 0 für q > dimX.
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Beispiel 19.5.4.17. Für die Kohomologie der Zahlengerade mit kompaktem Träger
und reellen Koeffizienten gilt

Hq
! (R;RR) ∼=

{
R q = 1;
0 sonst.

In der Tat erhalten wir mit dem Integrieren über die Zahlengerade als zweitem
Pfeil eine kurze exakte Sequenz Γ!Ω

0
R ↪→ Γ!Ω

1
R � R. Man beachte, daß wir die

kompakte Kohomologie der Zahlengerade mit anderen Argumenten und sogar mit
beliebigen Koeffizienten bereits aus 19.4.8.17 kennen.

Übungen

Übung 19.5.4.18. Die Garbe der stetigen Funktionen auf einem parakompakten
Raum mit Werten in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum ist weich.
Hinweis: Tietzes Erweiterungslemma 15.3.1.5 und Normalität parakompakter Räume
19.5.3.4. Dasselbe gilt für die Garbe der stetigen Schnitte in einem beliebigen
Vektorraumbündel mit endlichdimensionalen Fasern.

Übung 19.5.4.19. SeiX eine parakompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit und
H∗(Ω∗(X)) der Kohomologiering der differentiellen graduierten Algebra Ω∗(X)
der Differentialformen auf X . Man zeige, daß der Vergleichsisomorphismus von
der de-Rham-Kohomologie zur Garbenkohomologie ein Ringhomomorphismus
ist für die durch das Dachprodukt gegebene Ringstruktur auf der de-Rham-Koho-
mologie. Hinweis: Man orientiere sich am Beweis der entsprechenden Aussage
20.2.8.2 für die singuläre Kohomologie.

Übung 19.5.4.20 (Funktorialität der kompakten Kohomologie und de-Rham).
Das Ausdehnen durch Null in der kompakten Kohomologie von glatten Mannig-
faltigkeiten kann über das Ausdehnen durch Null von Differentialformen mit kom-
paktem Träger berechnet werden. Das eigentliche Zurückholen auf eine weitere
Mannigfaltigkeit unter einer eigentlichen glatten Abbildung kann durch Zurück-
holen von Differentialformen mit kompaktem Träger berechnet werden.

Übung 19.5.4.21. Man zeige, daß unser ausgezeichneter Erzeuger von Hn
! (Rn;Z)

aus 19.4.9.19 in der de-Rham-Kohomologie durch eine und jede Differentialform
der Gestalt f(x1, . . . , xn)dx1∧ . . .∧dxn repräsentiert wird, die kompakten Träger
hat und Integral Eins in Bezug auf die Standardorientierung.

19.5.5 Isomorphismus von de Rham
19.5.5.1. Der q-te Standardsimplex ∆q ist eine halboffene Teilmenge der durch
die Gleichung

∑
xi = 1 definierten affinen Hyperebene von Rq+1 und eine glatte

Eckfaltigkeit im Sinne von 12.8.7.12. Gegeben eine glatte Untermannigfaltigkeit
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eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums oder allgemeiner auch eine glatte
abstrakte MannigfaltigkeitX nennen wir glatte Abbildungen ∆q → X auch glatte
q-Simplizes. Wir bilden dann die Gruppe der glatten q-Ketten C∞SqX als die
freie abelsche Gruppe über der Menge aller glatten q-Simplizes und erhalten auf
diese Weise einen Unterkomplex C∞SX ⊂ SX im Komplex der singulären Ketten
vonX . Offensichtlich spaltet diese Einbettung in jedem Grad. Die Homologie des
Komplexes der glatten Ketten notieren wir

Hq(X)sing-∞ := HqC∞SX

Proposition 19.5.5.2 (Homologie mit glatten Ketten). Gegeben eine glatte Man-
nigfaltigkeit X ist die Einbettung C∞SX ⊂ SX des Komplexes der glatten Ketten
in den Komplex aller singulären Ketten eine Homotopieäquivalenz und induziert
insbesondere Isomorphismen

Hq(X)sing-∞
∼→ Hq(X)sing

19.5.5.3. Wir verwenden analoge Notationen für relative Homologie oder Ko-
homologie mit glatten Ketten, auch mit Koeffizienten. Aus unserer Proposition
folgen leicht analoge Aussagen in all diesen Situationen. Zum Beispiel liefern die
offensichtlichen Abbildungen für jede abelsche Gruppe M Isomorphismen

Hq(X;M)sing
∼→ Hq(X;M)sing-∞

19.5.5.4. Man könnte ähnlich wie beim Beweis von 17.7.4.3 für diese Proposition
auch einen elementaren Beweis zusammenstückeln. Das wäre aber kontraproduk-
tiv, denn ich will ja gerade zeigen, wie die Garbentheorie derartige Konstruktionen
in angenehmer Verpackung gebrauchsfertig bereitstellt.

Beweis. Da wir in Richtung der Pfeile beschränkte Komplexe freier abelscher
Gruppen vor uns haben, reicht es zu zeigen, daß unsere Einbettung ein Quasi-
isomorphismus ist. Nun macht der Unterteilungsoperator glatte Ketten zu glatten
Ketten. Wir konstruieren genau wie in 19.5.1.8 den Komplex der glatten Grenzket-
ten C∞GX und erhalten ein kommutatives Diagramm mit Quasiisomorphismen in
den Vertikalen

C∞SX ↪→ SX
↓ ↓

C∞GX ↪→ GX

Für jede injektive abelsche Gruppe I bilden wir nun stetige und glatte Varianten
mit Koeffizienten in I unserer Komplexe von Kogrenzkettengarben aus 19.5.1.19,
indem wir jeder offenen Menge U ⊂◦ X als Schnitte GX,I(U) := HomZ(GU, I)
beziehungsweise C∞GX,I(U) := HomZ(C∞GU, I) zuordnen. Beide Komplexe
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bilden welke Auflösungen der konstanten Garbe IX auf X , im glatten Fall nach
dem im Anschluß bewiesenen Lemma 19.5.5.5. Folglich ist die auf den globa-
len Schnitten induzierte Abbildung ein Quasiisomorphismus. Da das für alle I
gilt, muß auch die obere Horizontale unseres Diagramms ein Quasiisomorphis-
mus sein, und dann gilt dasselbe für die untere Horizontale.

Lemma 19.5.5.5. Für jede glatte Mannigfaltigkeit X und jede injektive abelsche
Gruppe I ist der augmentierte Komplex IX ↪→ C∞G∗X,I der glatten Kogrenzket-
tengarben mit Koeffizienten in I eine exakte Sequenz von Garben.

Beweis. Das muß nur auf dem Halm an jeder Stelle x ∈ X gezeigt werden. Für
U ⊂◦ Rn nicht leer und konvex ist die Sequenz C∞SU � Z exakt: Das folgert man
wie für die singuläre Homologie in 17.1.2.17 durch die Konstruktion eines Pris-
menoperators, und wir haben bereits in 17.1.2.18 erklärt, wie man einen Prismen-
operator konstruiert, der glatte Ketten zu glatten Ketten macht. Durch Übergang
zum Kolimes erkennen wir aus der Exaktheit filtrierender Kolimites 17.7.1.18,
daß auch C∞GU � Z exakt ist. Durch Anwenden von Hom( , I) folgt, daß
I ↪→ C∞G∗X,I(U) exakt ist. Da es nach 17.7.1.22 nicht darauf ankommt, ob wir
den direkten Limes über alle offenen Umgebungen von x oder nur über alle die-
jenigen Umgebungen von x bilden, die diffeomorph sind zu konvexen offenen
Teilmengen eines Rn, folgt die behauptete Exaktheit aus der Exaktheit filtrieren-
der Kolimites 17.7.1.18.

19.5.5.6. Der q-te Standardsimplex ∆q ist in der affinen Hyperebene von Rq+1,
die durch die Gleichung

∑
xi = 1 definiert wird, eine kompakte Eckfaltigkeit

12.8.7.12. Wir versehen unsere Hyperebene mit der Orientierung, die sie als Rand
der berandeten Untermannigfaltigkeit, die durch die Gleichung

∑
xi ≤ 1 definiert

wird, von der Standardorientierung des Rq+1 erbt, und bezeichnen die induzierte
Orientierung auf dem regulären Teil von ∆q als die Standardorientierung des
Standardsimplex. Ist dann X eine offene Teilmenge eines endlichdimensionalen
reellen Vektorraums oder allgemeiner eine glatte abstrakte Mannigfaltigkeit und
ω eine stetige q-Form auf X und σ : ∆q → X ein glatter q-Simplex, so setzen wir∫

σ

ω =

∫
~∆q

σ∗ω

Diese Abbildung setzt sich linear fort und liefert einen Homomorphismus von
abelschen Gruppen

int : ΩqX → HomZ(C∞SqX,R)

Der Satz von Stokes mit Ecken 12.8.7.19 oder, vielleicht einfacher, eine explizite
an unseren Spezialfall angepaßte Rechnung zeigt dann, daß die Familie dieser
Homomorphismen für q ∈ Z eine Kettenabbildung ist.



3252 KAPITEL 19. GARBENKOHOMOLOGIE

Satz 19.5.5.7 (Isomorphismus von de Rham). Gegeben eine parakompakte glat-
te Mannigfaltigkeit X liefert das Integrieren von glatten Formen über glatte Ket-
ten int : Ω∗X → HomZ(C∞SX,R) = C∞S∗(X;R) auf der Kohomologie Iso-
morphismen

Hq(X)dR
∼→ Hq(X;R)sing-∞

19.5.5.8. Aus dem Beweis folgt zusätzlich, daß das Diagramm

Hq(X)dR
∼ //

o
��

Hq(X;R)sing-∞

Hq(X;R)garb Hq(X;R)sing
∼oo

o

OO

mit dem Isomorphismus aus dem Satz in der oberen Horizontale und den bereits
konstruierten anderen Isomorphismen an den anderen drei Seiten isomorphie-
kommutiert in dem Sinne, daß einmal im Kreis herumgehen mit besagten Iso-
morphismen oder ihren Inversen an jeder Stelle die Identität liefert.

Beweis. Das Integral einer Form über eine glatte Kette ist offensichtlich dasselbe
wie das Integral unserer Form über jede Unterteilung unserer Kette. Folglich fak-
torisiert unsere Kettenabbildung über die globalen Schnitte der Kogrenzkomplexe
mit reellen Koeffizienten als

Ω∗X → HomZ(C∞GX,R)→ HomZ(C∞SX,R)

Die erste Abbildung ist der Effekt auf den globalen Schnitten von einem Mor-
phismus zwischen den beiden Auflösungen der konstanten Garbe RX durch den
de-Rham-Komplex RX ↪→ Ω�

X aus 19.5.4.9 und den glatten Kogrenzkomplex
RX ↪→ C∞GX,R aus 19.5.5.5, die beide aus Γ-azyklischen Garben bestehen, und
induziert folglich Isomorphismen auf der Kohomologie. Andererseits induziert
die zusätzlich angehängte Abbildung aufgrund der Exaktheit filtrierender Kolimi-
tes und der Exaktheit von HomZ( ,R) ebenfalls Isomorphismen auf der Kohomo-
logie. Der Satz folgt.

Satz 19.5.5.9 (de Rham für kompakte Kohomologie). Gegeben eine glatte Man-
nigfaltigkeit X induziert die Integration von kompakt getragenen Formen über
glatte Ketten Isomorphismen

Hq
! (X)dR

∼→ Hq
! (X;R)sing-∞

19.5.5.10. Der Beweis zeigt zusätzlich, daß das Diagramm

Hq
! (X)dR

∼→ Hq
! (X;R)sing-∞

o ↓ ↑ o
Hq

! (X;R)garb
∼← Hq

! (X;R)sing
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mit dem Homomorphismus aus dem Satz in der oberen Horizontale und den be-
reits konstruierten Isomorphismen an den anderen drei Seiten isomorphie-kom-
mutiert in dem Sinne, daß einmal-im-Kreis-herumgehen mit unseren Isomorphis-
men und ihren Inversen an jeder Stelle die Identität liefert.

Beweis. Wir gehen wir aus vom Morphismus von Auflösungen durch Γ!-azyklische
Objekte

ΩX → C∞GX,R
der konstanten Garbe RX vermittels der Integration von Formen über Ketten aus
dem Beweis des Satzes von de Rham 19.5.5.7. Er muß einen Quasiisomorphismus

Γ!Ω
�
X →̆ Γ!C∞GX,R

induzieren. Andererseits erhalten wir wie im Beweis von 19.5.1.21 einen Quasi-
isomorphismus

colfK Hom(C∞S(X,X\K),R) →̆ Γ!C∞GX,R

Unser erster Quasiisomorphismus faktorisiert nun über den Zweiten vermittels
einer ebenfalls durch Integration von Formen über glatte Ketten gegebenen Ket-
tenabbildung, die folglich auch ein Quasiisomorphismus

Γ!Ω
�
X →̆ colfK Hom(C∞S(X,X\K),R)

sein muß. Der Satz folgt durch Übergang zur Kohmologie.

19.5.6 Čech-Kohomologie auf parakompakten Räumen*
Satz 19.5.6.1. Auf parakompakten Räumen ist unser Homomorphismus 19.4.7.3
von der Čech-Kohomologie zur Garbenkohomologie stets ein Isomorphismus.

Beweis. Für welke Garben F auf einem beliebigen Raum X ist dieser Homo-
morphismus stets ein Isomorphismus, denn der vergarbte Čech-Komplex 19.4.7.2
besteht dann für jede offene Überdeckung U auch aus welken Garben, seine glo-
balen Schnitte bilden also eine Auflösung unserer ursprünglichen Garbe und wir
erhalten Ȟq(U ;F)

∼→ Hq(X;F) für jede offene Überdeckung U und dann auch im
Limes. Es reicht also, wenn wir auf parakompakten Räumen zu jeder kurzen ex-
akten Sequenz von Garben eine lange exakte Sequenz für die Čech-Kohomologie
konstruieren derart, daß die natürlichen Morphismen aus 19.4.7.3 einen Morphis-
mus dieser langen exakten Sequenz in die langen exakten Sequenz der Garben-
kohomologie bilden. Zunächst beachten wir dazu, daß der Čech-Komplex einer
abelschen Garbe auch für jede nicht notwendig offene Überdeckung U sinnvoll
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definiert ist, und daß für zwei Überdeckungen V ⊂ U derart, daß jede Menge aus
U in einer Menge aus V enthalten ist, unser Argument aus 19.1.4.1 immer noch
Isomorphismen

Ȟq(U ;F)
∼→ Ȟq(V ;F)

liefert. Nach dem Satz zum Schrumpfen offener Überdeckungen 19.5.3.6 sind
lokal endliche abgeschlossene ÜberdeckungenA vonX , deren offene Kerne auch
überdecken, konfinal. Jede kurze exakte Sequenz abelscher Garben F ′ ↪→ F �
F ′′ induziert nun, wie wir uns gleich überlegen, kurze exakte Sequenzen der wie
in 19.4.7.2 erklärten vergarbten Čech-Koketten

Cq(A;F ′) ↪→ Cq(A;F)� Cq(A;F ′′)

Die Exaktheit ist ja nur auf den Halmen zu prüfen, und diese Halme können leicht
explizit angegeben werden, daA eine lokal endliche abgeschlossene Überdeckung
ist. Nehmen wir globale Schnitte und gehen zum Kolimes über alle A über, so
erhalten wir, wie wir uns gleich überlegen, eine kurze exakte Sequenz von Ket-
tenkomplexen

Č
q
(X;F ′) ↪→ Č

q
(X;F)� Č

q
(X;F ′′)

Der Punkt ist hierbei, sich zu überlegen, daß jeder globale Schnitt ganz rechts
nach geeigneter Verfeinerung der lokal abgeschlossenen Überdeckung von der
Mitte herkommt. Indem wir die zugehörige lange exakte Homologiesequenz bil-
den, haben wir jeder kurzen exakten Sequenz von abelschen Garben eine lange
exakte Sequenz ihrer Čech-Kohomologiegruppen zugeordnet, und die Konstruk-
tion zeigt, daß unsere natürlichen Morphismen 19.4.7.2 in die gewöhnlichen Gar-
benkohomologiegruppen Morphismen von langen exakte Kohomologiesequenzen
liefern.

Definition 19.5.6.2. Wir sagen, eine Prägarbe F auf einem Raum X erlaubt das
Verkleben von Schnitten, wenn gegeben ein System U ⊂ P(X) von offenen
Teilmengen von X mit Vereinigung V =

⋃
U∈U U und gegeben für alle U ∈ U

Schnitte sU ∈ F(U) mit

sU |U∩W = sW |U∩W ∀ U,W ∈ U

es stets einen Schnitt auf der Vereinigung s ∈ F(V ) gibt mit s|U = sU für alle
U ∈ U . Der Unterschied zu einer Garbe besteht nur darin, daß der Schnitt s auf
der Vereinigung durch die sU nicht eindeutig bestimmt sein muß.

Proposition 19.5.6.3. Erlaubt eine Prägarbe F auf einem parakompakten Raum
das Verkleben von Schnitten und gilt |F(∅)| = 1, so gehen die globalen Schnit-
te unserer Prägarbe surjektiv auf die globalen Schnitte ihrer Garbifizierung, in
Formeln

ΓF � ΓF+
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Beweis. Sei s ∈ ΓF+ ein globaler Schnitt der Garbifizierung. Sicher finden wir
eine lokal endliche Überdeckung X =

⋃
i∈I Ui und s̃i ∈ F(Ui) mit s̃i 7→ s|Ui

für alle i ∈ I . Für jedes x ∈ X finden wir nun eine offene Umgebung W (x)
mit x ∈ Ui ⇒ W (x) ⊂ Ui so, daß für alle i mit x ∈ Ui die s̃i zu demselben
Schnitt s̃(x) ∈ F(W (x)) einschränken. Mit einem solchen W (x) tut es natürlich
auch jedes kleinere. Wir wollen die W (x) nun zusätzlich so klein wählen, daß
W (x)∩W (y) 6= ∅ nur möglich ist, wenn es einen Index i gibt mitW (x),W (y) ⊂
Ui. Für die so verkleinerten W (x) stimmen dann nämlich s̃(x) und s̃(y) jeweils auf
W (x) ∩W (y) überein, da sie je von demselben Schnitt über einem Ui herkom-
men, und verkleben folglich zum gesuchten globalen Schnitt s̃ ∈ ΓF mit s̃ 7→ s.
Um unsere W (x) hinreichend zu verkleinern, wählen wir zunächst eine Schrump-
fung Vi unserer Überdeckung nach 19.5.3.6. Für jedes x ∈ X verkleinern wir als
nächstes unser W (x) so weit, daß zusätzlich gilt x 6∈ V̄i ⇒ W (x) ∩ Vi = ∅. Das
impliziert insbesondere, daß für Punkte x 6∈ Ui gilt W (x) ∩ Vi = ∅, für Punkte
x 6∈ Ui trifft also W (x) das entsprechende Ui salopp gesprochen höchstens im
„Randbereich“ Ui\Vi. Und dann folgt aus W (x) ∩W (y) 6= ∅ in der Tat bereits,
daß es einen Index i gibt mit W (x),W (y) ⊂ Ui, denn zum Beispiel tut es jeder
Index i mit W (x) ∩W (y) ∩ Vi 6= ∅, weil für solch einen Index notwendig gilt
x, y ∈ V̄i ⊂ Ui.

Korollar 19.5.6.4. Für jeden parakompakten Raum X liefern die kanonischen
Abbildungen Surjektionen SqX � ΓSqX .

Beweis. Offensichtlich erlaubt für jedes q ≥ 0 die Prägarbe U 7→ Sq(U) das
Verkleben von Schnitten. Das Korollar folgt damit aus 19.5.6.3.

Lemma 19.5.6.5. Für jeden parakompakten Raum X liefern die kanonischen Ab-
bildungen Isomorphismen

Hq
sing X

∼→ HqΓS∗X

19.5.6.6. Aus 19.5.6.4 folgt, daß S∗X für X parakompakt ein Komplex aus welken
Garben ist. Nehmen wir zusätzlich X lokal singulär-azyklisch an, so ist leicht zu
sehen, daß ZX ↪→ S∗X eine welke und somit Auflösung der konstanten Garbe
durch Γ-azyklische Garben ist. Unseren Erkenntnisse 19.3.6.7 zur Berechnung
derivierten Funktoren durch Auflösungen aus azyklischen Objekten liefert dann
natürliche Isomorphismen HqΓS∗X

∼→ Hq(X;ZX) und so zusammen mit 19.5.6.5
einen alternativen Beweis des Vergleichssatzes 21.6.7.2 für parakompakte Räume.

Beweis. Wir vervollständigen unsere Surjektionen aus 19.5.6.3 zu einer kurzen
exakten Sequenz von Kettenkomplexen

K∗ ↪→ S∗X � ΓS∗X
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Mit der langen exakten Homologiesequenz reicht es zu zeigen, daß K∗ exakt ist.
Aber liegt ein Kozykel s ∈ S∗X im Kern der Surjektion, so gibt es eine offene
Überdeckung U von X derart, daß s verschwindet auf den U-feinen Ketten, so
daß s schon im Kern K∗U der Surjektion S∗X � S∗U X liegt. Diese Surjektion
induziert aber Isomorphismen auf der Kohomologie nach dem Satz über feine
Ketten 17.2.4.7, folglich ist ihr Kernkomplex exakt, folglich gibt es sogar r ∈ K∗U
mit ∂r = s, und folglich ist unser Kozykel s ein Korand.
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19.6 Faserungen und Basiswechsel

19.6.1 Fasern eines Funktors
Definition 19.6.1.1. Seien f : X → Y eine stetige Abbildung und F ∈ Ens/X
sowie G ∈ Ens/Y Garben von Mengen. Ein Garbenmorphismus über f ist eine
stetige Abbildung ϕ : F̄ → Ḡ derart, daß das Diagramm

F̄ → Ḡ
↓ ↓
X → Y

kommutiert. Die Menge der Garbenmorphismen über einer vorgegebenen stetigen
Abbildung f notieren wir Ens/f (F ,G).

Definition 19.6.1.2 (Mengengarbenfaserung). Wir erklären die Kategorie Ens/Top

aller Paare (X,F) bestehend aus einem topologischen Raum X und einer Garbe
von Mengen F ∈ Ens/X auf X . Gegeben Objekte F ∈ Ens/X sowie G ∈ Ens/Y
erklären wir einen Morphismus als ein Paar (f, ϕ) bestehend aus einer stetigen
Abbildung f : X → Y und einem Garbenmorphismus ϕ : F̄ → Ḡ über f . Die
Verknüpfung von Morphismen ist die offensichtliche. Das Vergessen der Garbe
ist ein Funktor

Ens/Top → Top

Definition 19.6.1.3. Sei p : C → B ein Funktor. Gegeben ein Objekt X ∈ B
erklärt man die Faser von p überX als die Unterkategorie CX ⊂ C mit Objekten
CX := {E ∈ C | pE = X} und Morphismen denjenigen Morphismen von C , die
über der Identität von X liegen, in Formeln

CX(E ,F) := {α ∈ C (E ,F) | p(α) = idX}

Vorschau 19.6.1.4 (Die Faser vom höheren Standpunkt). Gegeben die terminale
Kategorie cat mit einem Objekt und einem Morphismus ist die Faser ein Faser-
produkt cat×B C in der Kategorie Cat der Kategorien, zu verstehen in Bezug
auf den durch das Objekt X gegebenen Funktor cat→ B.

Beispiel 19.6.1.5. Für jeden Monoidhomomorphismus ϕ : G → H ist die Faser
des Funktors [ϕ] : [G] → [H] der zugehörigen Ein-Objekt-Kategorien die Ein-
Objekt-Kategorie [kerϕ].

Beispiel 19.6.1.6. Sei B irgendeine Kategorie und C := C ↓ = Car(↓,B) die Ka-
tegorie aller Darstellungen im Sinne von 4.7.6.4 des Köchers ↓ mit zwei Punkten
und einem Pfeil vom einen zum anderen in B und p : C → B der Funktor, der
jedem Morphismus sein Ziel zuordnet. So ist die Faser CX über X ∈ B gerade
unsere Kategorie BX aller Objekte von B über X aus 16.2.2.2.
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Beispiel 19.6.1.7. Sei B = Top die Kategorie der topologischen Räume und
C = Ét die Kategorie mit étale Abbildungen (p : X̃ → X) als Objekten und
Morphismen Paaren α = (f̃, f) stetiger Abbildungen derart, daß das Diagramm

X̃

p

��

f̃ // Ỹ

q

��
X

f // Y

kommutiert. In anderen Worten ist Ét ⊂ Top↓ die volle Unterkategorie aller éta-
len Morphismen. Betrachten wir in dieser Situation den Funktor P : Ét → Top
gegeben durch (p : X̃ → X) 7→ X , so besteht die Faser über X aus allen éta-
len Morphismen nach X , mit Decktransformationen im Sinne von 16.3.4.9 als
Morphismen.

Beispiel 19.6.1.8. Die Faser (Ens/Top)X unserer Garbenfaserung Ens/Top → Top
aus 19.6.1.2 über einem topologischen RaumX ist isomorph zur Kategorie Ens/X
der Garben über X vermittels des Funktors, der jedem Garbenhomomorphismus
die davon induzierte Decktransformation zwischen den étalen Räumen unserer
Garben zuordnet.

19.6.1.9. In derselben Weise definieren wir Morphismen von abelschen Garben
über einer vorgegebenen stetigen Abbildung und die zugehörige Kategorie Ab/Top

von abelschen Garben auf topologischen Räumen mit dem natürlichen Funktor

Ab/Top → Top

19.6.2 Kartesische Morphismen und Faserfunktoren

19.6.2.1. Gegeben ein Funktor p : C → B und Objekte F ,G ∈ C und ein
Morphismus f ∈ B(pF , pG) setzen wir

Cf (F ,G) := {ξ ∈ C (F ,G) | p(ξ) = f}

und nennen die Elemente dieser Menge Morphismen über f . Die Morphismen
über der Identität f = idX eines Objekts X ∈ B sind also genau die Morphismen
in der Faser über X unseres Funktors, in Formeln CX(F ,G) = CidX (F ,G).

Definition 19.6.2.2. Gegeben ein Funktor p : C → B heißt ein Morphismus
κ : F → G in C kartesisch oder genauer p-kartesisch, wenn mit der Notation
f : X → Y für sein Bild unter p für jedes Objekt E ∈ CX das Nachschalten von
κ eine Bijektion (κ◦) : CX(E ,F)

∼→ Cf (E ,G) induziert.
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Beispiel 19.6.2.3. Ein Morphismus (f, ϕ) in Ens/Top ist kartesisch für unseren
Funktor des Vergessens der Garbe Ens/Top → Top genau dann, wenn das Dia-
gramm

Ē → Ḡ
↓ ↓
X → Y

kartesisch ist in der Kategorie der topologischen Räume.
Beispiel 19.6.2.4 (Herkunft der Terminologie). Sei B irgendeine Kategorie und
C := B↓ die Kategorie aller Darstellungen des Köchers ↓ mit zwei Punkten und
einem Pfeil vom einen zum anderen in B im Sinne von 4.7.6.4. Denken wir uns
den einzigen Pfeil unseres Köchers wie angedeutet „vertikal“, so sind Objekte
von C „vertikale“ Morphismen in B und Morphismen in C Paare von „horizon-
talen“ Morphismen in B derart, daß mit den gegebenen vertikalen Morphismen
kommutative Quadrate entstehen. Ist schließlich p : C → B der Funktor, der
jedem Morphismus sein Ziel zuordnet, so sind die p-kartesischen Morphismen in
C genau diejenigen Morphismen, die kartesischen Quadraten entsprechen.

Definition 19.6.2.5. Ein Funktor p : C → B heißt ein Faserfunktor oder gleich-
bedeutend eine Faserung, wenn gilt:

1. Zu jedem Morphismus f : X → Y in B und jedem G ∈ CY existiert ein
kartesischer Lift κ : F → G von f , der wie angedeutet in G landet;

2. Die Verknüpfung von je zwei kartesischen Morphismen ist kartesisch.

Beispiel 19.6.2.6. Sei B eine Kategorie. Unser Funktor p : B↓ → B aus 19.6.2.4
ist genau dann ein Faserfunktor, wenn sich in B jeder Winkel zu einem kartesi-
schen Diagramm ergänzen läßt.
Beispiel 19.6.2.7. Unsere Mengengarbenfaserung Ens/Top → Top aus 19.6.1.2
ist ein Faserfunktor. Dasselbe gilt für den Funktor Ab/Top → Top. aus 19.6.1.9.
Analoges gilt weiter für Garben von Moduln über einem festen Ring und für Gar-
ben von Ringen.
Beispiel 19.6.2.8. Eine Trennkategorie hat genau dann stabil universelle Trennun-
gen, wenn ihr Trennfunktor zur terminalen Trennkategorie eine Faserung auf den
Familienkategorien induziert.
Beispiel 19.6.2.9. Gegeben eine Kategorie C bezeichne pC/Topopp die Kategorie
aller Paare (X,F) aus einem topologischen Raum X und einer C-Prägarbe F ∈
pC/X darauf, mit Komorphismen als Morphismen. Das Vergessen der Garbe ist
dann eine Faserung

pC/Topopp → Topopp

Gegeben f : X → Y ist weiter der kanonische Komorphismus f∗F → F karte-
sisch über f ◦ für unseren Funktor.
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19.6.2.10. Gegeben ein Funktor p : C → B heißt ein Morphismus κ in C ko-
kartesisch, wenn κ◦ kartesisch ist für den Funktor popp : C opp → Bopp. Ausge-
schrieben ist also κ : F → G kokartesisch, wenn mit der Notation f : X → Y für
sein Bild unter p gilt, daß für jedes Objekt H ∈ CY das Vorschalten von κ eine
Bijektion

(◦κ) : CY (G,H)
∼→ Cf (F ,H)

induziert. Ein Funktor p : C → B heißt ein Kofaserfunktor oder gleichbedeu-
tend eine Kofaserung, wenn der induzierte Funktor popp : C opp → Bopp ein
Faserfunktor ist.

19.6.2.11. Einen Komorphismus φ : G → F nennen wir auch einen Opkomor-
phismus von F nach G und notieren diesen Opkomorphismus φ◦ : F → G. Wir
erhalten so Kategorien

pC�Top ⊃ C�Top

mit Objekten Paaren (X,F) aus einem topologischen Raum X und einer C-wer-
tigen Prägarbe beziehungsweise Garbe F auf unserem Raum X und Morphismen
Paaren (f, η) : (X,F) → (Y,G) aus einer stetigen Abbildung f : X → Y und
einem Opkomorphismus η : F → G darüber. Das Vergessen der Prägarbe ist dann
ein Funktor

pC�Top → Top

Die Menge aller Opkomorphismen über f von einer Prägarbe F in eine Prägar-
be G notieren wir pC�f (F ,G) und im Fall von Garben C�f (F ,G). Wir notieren
C�X := Copp

/X die zur Kategorie der Garben auf X opponierte Kategorie und haben
damit insbesondere C�X(F ,G) = C� idX (F ,G).

Beispiel 19.6.2.12. Gegeben eine Kategorie C sind unsere Funktoren pC�Top →
Top und C�Top → Top aus 19.6.2.11 Kofaserfunktoren. Sie entstehen durch
Opponieren aus den Faserfunktoren 19.6.2.9 nach Topopp. Ein Morphismus ali-
as Opkomorphismus F → G über einer stetigen Abbildung f : X → Y ist
dabei genau dann kokartesisch, wenn er Isomorphismen von abelschen Gruppen
G(V )

∼→ F(f−1(V )) alias einen Isomorphismus von Garben G ∼→ f∗F induziert.
Ich nenne diese Kofaserfunktoren die Opkofaserung der C-Prägarben bezie-
hungsweise die Opkofaserung der C-Garben. Die Fasern dieser Funktoren sind
opponierte Kategorien von C-Prägarben beziehungsweise C-Garben.

19.6.2.13 (Der Fall diskreter Räume). Jede Menge X ist auch ein diskreter to-
pologischer Raum und eine diskrete Kategorie. In diesem Fall haben wir einen
natürlichen Isomorphismus Ens/X

∼→ Cat(X,Ens) und gegeben f : X → Y mit
Y ebenfalls diskret haben wir

Ens/f (F ,G)
∼→ Cat(X,Ens)(F ,G ◦ f)
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Ein Morphismus über von Mengengarben über f entspricht also einer Transfor-
mation der zugehörigen Funktoren F ⇒ G◦f . Ebenso haben wir eine natürlichen
Isomorphismus Ens�X

∼→ Cat(X,Ensopp) und eine Bijektion

Ens�f (F ,G)
∼→ Cat(X,Ensopp)(F ,G ◦ f)

Beispiel 19.6.2.14. Eine Schmelzkategorie hat genau dann stabil universelle Ver-
schmelzungen im Sinne von 18.1.3.2, wenn ihr Schmelzfunktor zur terminalen
Schmelzkategorie eine Kofaserung auf den Familienkategorien induziert.
19.6.2.15. Ein Funktor heißt ein Bifaserfunktor oder gleichbedeutend eine Bifa-
serung, wenn er sowohl ein Faserfunktor als auch ein Kofaserfunktor ist.
Beispiel 19.6.2.16 (Modulbifaserung). Bezeichne ModRing die Kategorie, deren
Objekte Paare (A,M) aus einem Ring A und einem A-Modul M sind. Morphis-
men (A,M) → (B,N) erklären wir als Paare (ϕ, ψ) bestehend aus einem Ring-
homomorphismus ϕ : A → B und einem Homomorphismus ψ : M → N der
unseren Moduln zugrundeliegenden additiven Gruppen derart, daß gilt ψ(am) =
ϕ(a)ψ(m) ∀a ∈ A,m ∈M . Der Funktor

ModRing → Ring

des Vergessens des Moduls ist dann eine Bifaserung. Kokartesisch über einem
Ringhomomorphismus A → B ist jeder Morphismus der Gestalt M → B ⊗A
M gegeben durch m 7→ 1 ⊗ m, kartesisch die Identität resAB(N) → N auf der
zugrundeliegenden abelschen Gruppe für jeden B-Modul N .
Beispiel 19.6.2.17. In 19.6.2.12 hatten wir für eine beliebige Kategorie C die
Opkofaserung C�Top → Top der C-Garben eingeführt. Für Garben von Men-
gen oder abelschen Gruppen sind unsere Opkofaserungen Ens�Top → Top und
Ab�Top → Top aus 19.6.2.12 sogar Bifaserungen und ein Opkomorphismus
F → G über f ist genau dann kartesisch, wenn er einen Isomorphismus f ∗G ∼→ F
induziert. Ich nenne diese Funktoren die Garbenopfaserung von Mengengarben
beziehungsweise abelschen Garben. Die Fasern dieser Garbenopfaserungen sind
opponiert zu unseren üblichen Kategorien von Garben.
Vorschau 19.6.2.18. In meinen Augen ist die Garbenfaserung Ens/Top → Top be-
sonders anschaulich und die Garbenopfaserung Ens�Top → Top algebraisch be-
sonders übersichtlich. Diese beiden Faserfunktoren bestimmen sich gegenseitig,
genauer gehen sie durch „Oppinvertieren“ auseinander hervor, wie wir in 19.8.4.8
und 19.8.4.11 ausführen werden. Allerdings ist nur der zweite eine Bifaserung.

Übungen

Übung 19.6.2.19. Sei p : C → B ein Funktor. Ein Morphismus κ : F → G in
C heißt stark kartesisch, wenn für alle Objekte E ∈ C und alle Morphismen
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g : pE → pF in B das Nachschalten von κ eine Bijektion

(κ◦) : Cg(E ,F)
∼→ Cp(κ)◦g(E ,G)

induziert. Man zeige, daß jede Verknüpfung stark kartesischer Morphismen wie-
der stark kartesisch ist. Man zeige weiter, daß ein Funktor genau dann ein Faser-
funktor ist, wenn jeder Morphismus in der Bildkategorie einen stark kartesischen
Lift besitzt, und daß dann alle kartesischen Morphismen sogar stark kartesisch
sind. Man zeige auch: Ist βα kartesisch und β stark kartesisch, so ist α kartesisch.

Übung 19.6.2.20 (Verknüpfung von Faserfunktoren). Gegeben seien Funktoren
p : C → B und q : B → A . Gegeben ein Morphismus κ in C mit p(κ) stark
q-kartesisch ist κ genau dann stark qp-kartesisch, wenn es stark p-kartesisch ist.
Die Verknüpfung von Faserfunktoren ist auch selbst ein Faserfunktor.

Übung 19.6.2.21. Seien p : C → B ein Funktor und κ ein Morphismus in C .
Ist p(κ) ein Isomorphismus, so ist κ genau dann kartesisch, wenn es selbst ein
Isomorphismus ist.

Übung 19.6.2.22. Gegeben ein Faserfunktor p : C → B zeige man, daß auch der
auf den Morphismenkategorien induzierte Funktor p↓ : C ↓ → B↓ ein Faserfunk-
tor ist und daß ein Morphismus genau dann kartesisch ist, wenn er objektweise
kartesisch ist.

Ergänzende Übung 19.6.2.23. Gegeben ein Funktor p : C → B und eine Unter-
kategorie U ⊂ B erklären wir das Urbild von U als die Kategorie p−1(U ) =
CU = C |U aller Objekte von C , die unter p zu Objekten aus U werden, mit
den Morphismen, die unter p zu Morphismen aus U werden. Man zeige, daß mit
p auch der induzierte Funktor pU : CU → U ein Faserfunktor beziehungsweise
Kofaserfunktor ist. Diesen Funktor nennen wir die Rückzug von p auf U .

Übung 19.6.2.24 (Familienfaserung). Jede Menge X können wir als eine diskre-
te Kategorie auffassen. Gegeben eine Kategorie C bezeichnen wir dann mit

C/X := Cat(X, C)

die Funktorkategorie. Ihre Objekte sind durch x ∈ X indizierte Familien (Fx)x∈X
von Objekten von C. Gegeben eine Abbildung in eine weitere Menge f : X → Y
und F ∈ C/X sowie G ∈ C/Y erklären wir einen Morphismus über f von F
nach G als eine Transformation F ⇒ G ◦ f alias eine Familie von Morphismen
(Fx → Gf(x))x∈X und setzen also in Formeln

C/f (F ,G) := Cat(X, C)(F ,G ◦ f)

Man zeige, daß wir so einen Faserfunktor C/Ens → Ens erhalten. Wir nennen ihn
die Familienfaserung zu C.
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19.6.3 Rückzug, Vorschub, Basiswechsel
Definition 19.6.3.1 (Rückzug von Objekten und Morphismen). Seien p : C →
B ein Funktor, f : X → Y ein Morphismus in der Basis B und G ∈ CY ein
Objekt über Y .

1. Sind κ : E → G und κ′ : E ′ → G kartesische Morphismen über f mit
demselben Ziel, so gibt es genau einen Morphismus ι ∈ CX(E , E ′) mit
κ′ ◦ ι = κ, und dieser Morphismus ist ein Isomorphismus. Das Paar (E , κ)
ist also durch G eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus. Es
verdient deshalb den bestimmten Artikel und eine Notation. Wir bezeich-
nen unser Paar (E , κ), wenn es denn existiert, mit (f †G, κG), und nennen
f †G das mit f zurückgezogene Objekt und κ = κG seinen Transport-
morphismus.

2. Ist G ′ ∈ CY ein weiteres Objekt über Y , das sich vermittels f zurückziehen
läßt, so gibt es für jeden Morphismus α ∈ CY (G,G ′) genau einen Morphis-
mus β ∈ CX(f †G, f †G ′) mit κG′β = ακG . Wir notieren ihn β := f †(α) und
nennen ihn den mit f zurückgezogenen Morphismus.

3. Nehmen wir zusätzlich an, daß sich jedes Objekt über Y zurückziehen läßt,
so erhalten wir einen Funktor f † : CY → CX , der zusammen mit unseren
Transportmorphismen eindeutig bestimmt ist bis auf eindeutige Isotransfor-
mation. Er heißt der Rückzug. Sollte sich nicht jedes Objekt zurückziehen
lassen, so ist er zumindest ein wohldefinierter Funktor auf der vollen Un-
terkategorie der zurückziehbbaren Objekte von CY und damit ein partiell
definierter Funktor f † : CY 99K CX .

4. Gegeben X ∈ B ist der Identitätsfunktor IdCX auf der Faser CX mit den
Identitäten als Transportmorphismen ein Rückzug zu idX . Zwischen dem
Rückzug id†X und IdCX erhalten wir damit eine wohlbestimmte Isotransfor-
mation

cX : idX
† ∼⇒ IdCX

5. Sind alle Objekte unter allen Morphismen zurückziehbar, so erhalten wir
eine Transformation c(f, g) : f † ◦ g† ⇒ (g ◦ f)† durch die Bedingung,
daß ihr Vorschalten vor den Transportmorphismus des simultanen Zurück-
ziehens die Verknüpfung der Transportmorphismen des separaten Zurück-
ziehens liefert. Im allgemeinen erhalten wir so eine Transformation der ent-
sprechenden partiell definierten Funktoren.

6. Wir nennen ein Objekt stark zurückziehbar, wenn es zurückziehbar ist mit
einem stark kartesischen Transportmorphismus, und reden dann von star-
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kem Rückzug. Unsere Transformation von eben liefert eine Isotransforma-
tion c(f, g) : f †◦g† ∼⇒ (g◦f)† zwischen den Restriktionen unserer partiellen
Rückzüge auf die unter g und (g ◦ f) stark zurückziehbaren Objekte.

7. Ist insbesondere unser Funktor ein Faserfunktor, so sind unsere Transfor-
mationen stets Isotransformationen

c(f, g) : f † ◦ g† ∼⇒ (g ◦ f)†

Wir nennen diese Isotransformationen c(f, g) sowie die Isotransformatio-
nen cX : idX

† ∼⇒ IdCX von oben die Identifikationen unseres Faserfunktors
und notieren sie manchmal ausführlicher idf oder idf(f, g) und idfX .

Beispiel 19.6.3.2. Für jeden Gruppenhomomorphismus ϕ : G → H betrachten
wir den Funktor [G] → [H] der zugehörigen Ein-Objekt-Kategorien. Für einen
Morphismus f ∈ H ist nach 19.6.2.21 jeder Lift kartesisch. Unser Funktor ist
demnach ein Faserfunktor genau dann, wenn unser Gruppenhomomorphismus
surjektiv ist. Der durch die Wahl eines Urbilds g von f festgelegte Rückzug ist
dann die Konjugation f † = int(g−1) : [kerϕ]→ [kerϕ]. Gegeben ein Faserfunk-
tor ist es insbesondere im allgemeinen nicht möglich, Rückzüge so zu wählen, daß
alle Identifikationen Gleichheiten werden.

19.6.3.3. Gegeben ein Funktor p : C → B und ein Morphismus f : X → Y in
B konstruiert man analog partiell definierte Funktoren f† : CX 99K CY , den Vor-
schub und den starken Vorschub, und zeigt dafür analoge Eigenschaften. Formal
ließen sie sich auch erhalten, indem man auf den Funktor popp : C opp → Bopp

die obigen Konstruktionen anwendet und zu dem so erhaltenen partiell definierten
Funktor (f ◦)† : C opp

X 99K C opp
Y den partiell definierten Funktor f† := ((f ◦)†)opp

bildet.

19.6.3.4 (Adjunktion von Vorschub und Rückzug). Gegeben ein Funktor C →
B sind Vorschub und Rückzug stets partiell adjungierte partiell definierte Funk-
toren vermittels der durch die Definitionen gegebenen Bijektionen

CX(F , f †G)
∼→ Cf (F ,G)

∼→ CY (f†F ,G)

Im Fall einer Bifaserung sind darüber hinaus beide Funktoren für jeden Morphis-
mus der Basis global definiert.

Beispiel 19.6.3.5. Sei f : X → Y stetig. Die Rückzugfunktoren unserer Garben-
faserung machen aus einer Garbe G auf Y mit étalem Raum Ḡ die Garbe auf X
mit étalem Raum X ×Y Ḡ und dem offensichtlichen Transportmorphismus. Wir
notieren sie f ∗G mit dem Transportmorphismus τ ∈ Ens/f (f

∗G,G).
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Beispiel 19.6.3.6. Gegeben Z ⊂ X eine Teilmenge eines topologischen Raums
und eine Garbe F ∈ Ens/X auf X liefert unsere Definition 19.2.2.35 der auf Z
eingeschränkten Garbe F|Z einen kartesischen Morphismus F|Z → F über der
Einbettung i : Z ↪→ X alias einen Isomorphismus

F|Z
∼→ i∗F

Beispiel 19.6.3.7. Gegeben c : X → top die konstante Abbildung eines topologi-
schen Raums auf den einpunktigen Raum top sowie eine Menge M liefert unsere
Definition 19.2.2.10 der konstanten Garbe MX einen kartesischen Morphismus
MX →Mtop über der c alias einen Isomorphismus

MX
∼→ c∗Mtop

Beispiel 19.6.3.8. Sei f : X → Y stetig. Die Rückzugfunktoren unserer Garben-
opfaserung Ens�Top → Top aus 19.6.2.17 sind die opponierten inversen Bilder

f † := (f ∗)opp : Ens�Y → Ens�X

mit den hoffentlich offensichtlichen Opkomorphismen f †G → G über f als Trans-
portmorphismen. Die Vorschübe der Garbenopfaserung sind entsprechend die op-
ponierten Vorschübe

f† := (f∗)
opp : Ens�X → Ens�Y

mit den hoffentlich offensichtlichen OpkomorphismenF → f†F über f als Trans-
portmorphismen.
19.6.3.9. In 19.4.3.11 haben wir einen ausgezeichneten Isomorphismus zwischen
dem Rückzug einer Mengengarbe in Bezug auf die Garbenopfaserung und dem
Rückzug in Bezug auf die Garbenfaserung 19.6.3.5 angegeben. In 19.8.4.11 wer-
den wir erklären, inwiefern diese Beobachtung sich zu der Aussage präzisieren
läßt, daß unsere beiden Faserungen durch „Oppinvertieren“ auseinander hervor-
gehen.
19.6.3.10 (Notationsvarianten). Gegeben ein Bifaserfunktor C → B und ein
Objekt X ∈ B der Basis notieren wir die Opponierten der Faserkategorien gerne
C/X := C opp

X . Gegeben ein Morphismus f : X → Y in der Basis schreiben wir
weiter f ∗ := (f †)opp : C/Y → C/X und f∗ := (f†)

opp : C/X → C/Y . Dann bilden
diese Funktoren ein adjungiertes Paar (f ∗, f∗) so, wie man es gewohnt ist.
19.6.3.11 (Allgemeiner Basiswechsel). Sei C → B ein Funktor und sei in der
Basis B ein kommutatives Quadrat

W

g
��

q // X

f
��

Z
p // Y
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gegeben. Wir nehmen an, daß sich für ein Objekt F ∈ CX unser Diagramm hoch-
heben läßt zu einem Diagramm in C ohne den gestrichelten Pfeil der Gestalt

q†F //

��

F

��

g†q
†F

##H
H

H
H

H

p†f†F // f†F

Sind hier die Pfeile nach rechts sogar stark kartesische Lifts und die Pfeile nach
unten stark kokartesische Lifts, so gibt es offensichtlich genau einen Morphismus

bw : g†q
†F → p†f†F

in CZ , der das obige Diagramm kommutieren läßt, wenn wir ihn als gestrichelten
Pfeil einsetzen. Er heißt der Basiswechselmorphismus und wir notieren ihn oft
bw wie oben. Ist unser Funktor etwa eine Bifaserung, so ist der Basiswechselmor-
phismus nach 19.6.2.19 für alle Objekte F ∈ CX definiert.

Beispiel 19.6.3.12. Im Fall zweier Morphismen π, i in der Basis mit π ◦ i = id =
id ◦ id spezialisiert der Basiswechsel zu einem natürlichen Morphismus

i†F → π†F

unter der Annahme, daß i†F → F stark kartesisch ist und F → π†F stark kokar-
tesisch.

Übungen

Übung 19.6.3.13 (Vorschub durch Adjunktion). Gegeben sei ein Faserfunktor
C → B mit Rückzugfunktoren f † : CY → CX für f : X → Y . Man zeige:
Existiert der partielle Linksadjungierte f† bei F ∈ CX und ist F → f †f†F die
Einheit der Adjunktion, so ist der zugehörige Morphismus F → f†F über f stark
kokartesich für C → B. Haben also bei einem Faserfunktor alle Rückholfunkto-
ren einen Linksadjungierten, so ist er ein Bifaserfunktor. Umgekehrt erhalten wir
auch für jeden Bifaserfunktor Adjunktionen (f†, f

†) als die Verknüpfungen

CY (f†F ,G)
∼→ Cf (F ,G)

∼← CX(F , f †G)

Übung 19.6.3.14 (Basiswechsel und Adjunktionen). Man zeige, daß sich der
Basiswechsel unter einem Bifaserfunktor für ein kommutatives Quadrat fq = pg
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in der Basis beschreiben läßt vermittels der Adjunktionen zwischen Vorschub und
Rückzug (f†, f

†) und (g†, g
†) als

g†q
†F → g†q

†f †f†F → g†g
†p†f†F → p†f†F

Alternativ mag man ihn auch vermittels der Adjunktionen (p†, p
†) und (q†, q

†)
konstruieren in ähnlicher Weise. Sind insbesondere f † und g† volltreu, so liefert
das Basiswechsel einen Isomorphismus für alle Objekte F der Gestalt F = f †G.

Übung 19.6.3.15 (Einheit und Koeinheit einer Adjunktion als Basiswechsel).
Man zeige, daß der Basiswechselmorphismus unter einem Bifaserfunktor für ein
kommutatives Quadrat fq = pg in der Basis mit p = f und q = g zusammen-
fällt mit der Komposition g† g†F ∼→ F → f †f†F der Koeinheit und Einheit der
jeweiligen Adjunktionen.

Übung 19.6.3.16 (Transitivität von Basiswechseln). Sei C → B ein Bifaser-
funktor und sei in der Basis B ein kommutatives Diagramm

V

h
��

s //W

g
��

q // X

f
��

T
r // Z

p // Y

gegeben. So stimmt der Basiswechsel im einhüllenden Rechteck überein mit der
in der hoffentlich offensichtlichen Weise aus den Basiswechseln in den einzelnen
Quadraten und Identifikationen gebildeten Transformation h†(qs)† ⇒ h†s

†q† ⇒
r†g†q

† ⇒ r†p†f† ⇒ (pr)†f†.

Übung 19.6.3.17 (Rückzug von Basiswechseln). Sei C → B ein Bifaserfunktor
und sei in der Basis B ein kommutatives Diagramm

W

g
��

q // X

f
��

Z p
// Y

gegeben. Sei weiter s : V → W gegeben. So ist die Verknüpfung

(gs)†(qs)
† ∼⇒ g†s†s

†q† ⇒ g†q
† ⇒ p†f†

von durch Identifikationen, der Koeinheit der Adjunktion und dem Basiswechsel
gegebenen Transformationen der Basiswechsel im Diagramm f(qs) = p(gs).

Übung 19.6.3.18 (Verträglichkeit von Adjunktion und Basiswechsel). Man zei-
ge, daß gegeben ein Bifaserfunktor und ein kommutatives Quadrat fq = pg in der
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Basis das Diagramm von Transformationen

p†f†f
† p†η +3 p†

g†q
†f †

g† idt
//

bw f†

OO

g†g
†p†

ηp†

OO

kommutiert. Hinweis: Man mag von der Transitivität der Basiswechsel 19.6.3.16
in den Diagrammen

W

g
��

q // X

g
��

f // Y

id
��

Z
p // Y

id // Y

W

g
��

g //W

id
��

p // Y

id
��

Z
id // Z

p // Y

ausgehen, deren einhüllende Rechtecke übereinstimmen.

Übung 19.6.3.19 (Verträglichkeit von Adjunktionen und Identifikationen). Ge-
geben eine Bifaserung und eine Verknüpfung fg von Morphismen der Basis zei-
ge man, daß die durch Koeinheiten von Adjunktionen induzierte Transformation
g†f†f

†g† ⇒ g†g
† ⇒ Id zusammenfällt mit der durch Identifikationen und eine

Koeinheit der Adjunktion induzierten Transformation g†f†f †g†
∼⇒ (fg)†(fg)† ⇒

Id.

Übung 19.6.3.20. Gegeben eine Bifaserung und eine Verknüpfung f ◦g von Mor-
phismen in der Basis zeige man, daß die durch Einheit und Koeinheit der Adjunk-
tion induzierte Transformation g† ⇒ (fg)†(fg)†g

† ∼⇒ g†f †f†g†g
† ⇒ g†f †f† zu-

sammenfällt mit der durch die Einheit der Adjunktion induzierte Transformation
g† ⇒ g†f †f†. Hinweis: Verträglichkeit von Adjunktionen und Identifikationen
19.6.3.19 sowie Dreiecksidentität 16.4.8.1.

Übung 19.6.3.21 (Linksadjungierter von étalem Rückzug). Gegeben eine étale
Abbildung f : X → Y hat der Rückzug f ∗ : Ens/Y → Ens/X stets einen
Linksadjungierten

f[!] : Ens/X → Ens/Y

Um das zu einzusehen, bemerkt man zunächst, daß (f◦) : TopX → TopY links-
adjungiert ist zu X×Y : TopY → TopX . Daraus folgt dann, daß für f étale (f◦)
linksadjungiert ist zu X×Y : étTopY → étTopX .

Übung 19.6.3.22 (Schnitte als Morphismen). Gegeben ein topologischer Raum
X und j : U ↪→ X die Einbettung einer offenen Teilmenge und eine Garbe F ∈
Ens/X konstruiere man für ens/U die finale Mengengarbe auf U eine natürliche
Bijektion

Ens/X(j[!] ens/U ,F)
∼→ F(U)
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Übung 19.6.3.23 (Étaler Basiswechsel). Sind in einem kartesischen Diagramm
fq = pg von topologischen Räumen die Vertikalen f, g étale, so ist der Basis-
wechsel für Mengengarben in Ens/Top eine Isotransformation

g[!]q
∗ ∼⇒ p∗f[!]

Sind in einem kartesischen Diagramm fq = pg von topologischen Räumen die
Horizontalen p, q étale, so ist der Basiswechsel für Mengengarben in Ens�Top eine
Isotransformation

g†q
† ∼⇒ p†f†

Man mag sich zusätzlich überlegen, daß diese Basiswechsel in unseren oppin-
versen Faserungen bis auf Wechsel der Buchstaben durch den Übergang zu den
opponierten Adjungierten auseinander hervorgehen.
Übung 19.6.3.24 (Eigentlicher Basiswechsel). Sind in einem kartesischen Dia-
gramm fq = pg von topologischen Räumen die Vertikalen f, g eigentlich und
separiert, so ist der Basiswechsel für Mengengarben in Ens�Top eine Isotransfor-
mation

g†q
† ∼⇒ p†f†

Hinweis: Hat g einpunktigen Wertebereich, so ist das im wesentlichen die Folge-
rung 19.4.5.3 aus unserer Proposition 19.4.5.2 zur Fortsetzbarkeit von Schnitten
über relativ Hausdorff’schen Kompakta. Der allgemeine Fall folgt ohne weitere
Schwierigkeiten. Einen Spezialfall haben wir bereits in 19.4.5.6 kennengelernt.
Spezialisiert auf den Fall abelscher Garben ist das ein erstes Beispiel für den all-
gemeinen „les-Basiswechsel“ nach ??.
Übung 19.6.3.25 (Faserkonstante Garben). Seien X ein topologischer Raum
und I ein zusammenhängendes hausdorffsches Kompaktum und π : X × I → X
die Projektion und F ∈ Ens/X×I eine Garbe. Ist die Restriktion von F auf je-
de Faser von π konstant, so ist die Koeinheit der Adjunktion ein Isomorphismus
π∗π∗F

∼→ F . Hinweis: Eigentlicher Basiswechsel 19.6.3.24. Allgemeiner zeige
man dasselbe für π : X × I → X im Fall eines beliebigen nichtleeren reellen
Intervalls I . Hinweis: Man schreibe I als aufsteigende Vereinigung kompakter In-
tervalle und folgere, daß für jeden Punkt t ∈ I und jede offene Teilmenge U ⊂◦ X
die Restriktion von Schnitten eine Bijektion Γ(U × I;F)

∼→ Γ(U ×{t};F) indu-
ziert. Ich erinnere daran, daß die Einheit der Adjunktion für finale Abbildungen
mit zusammenhängenden Fasern stets ein Isomorphismus ist nach 19.4.3.23.
Übung 19.6.3.26 (Basiswechsel sind nicht immer Isomorphismen). Gegeben
eine Familie (Fi)i∈I von Garben auf einem Raum X kann man ihr Produkt kon-
struieren, indem man sie zu einer Garbe auf X × Idis zusammenfügt und deren
Vorschub unter der Projektion aufX nimmt. So liefert 19.2.2.49 auch ein Beispiel
für ein kartesisches Diagramm topologischer Räume und eine Garbe, für die der
Basiswechselmorphismus aus 19.6.3.11 kein Isomorphismus ist.
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Übung 19.6.3.27 (Vorschub unter horizontaler Einbettung). Seien X,Z topo-
logische Räume und z0 ∈ Z ein Punkt. Man zeige, daß für f : x 7→ (x, z0) der
Vorschub f∗ : Ab/X → Ab/X×Z ein exakter Funktor ist. Hinweis: Mit eigentli-
chem Basiswechsel im Diagramm

top

g

��

q // X

f
��

Z
p // X × Z

für q die Einbettung eines Punktes x0 ∈ X und p : z 7→ (x0, z) das Davorschrei-
ben dieses Punktes zieht man sich darauf zurück zu zeigen, daß das Bilden von
Wolkenkratzergarben ein exakter Funktor ist. Dafür vergleiche 19.2.2.51.

Übung 19.6.3.28 (Partielle Auflösung durch offene Überdeckung). Gegeben
eine offene Überdeckung (Ui)i∈I eines topologischen RaumsX und eine abelsche
Garbe F auf X ist die Sequenz

F ↪→
∏
i∈I

fi∗f
∗
i F →

∏
(i,j)∈I2

fij∗f
∗
ijF

eine linksexakte Sequenz von Garben, ja sogar von Prägarben auf X . Hier be-
zeichnen fi : Ui ↪→ X und fij : Ui∩Uj ↪→ X die Einbettungen. Die Morphismen
kommen her von den Adjunktionen und Identifikationen in der hoffentlich of-
fensichtlichen Weise. Etwas allgemeiner ist sogar für (Uij,k)k∈K(i,j) jeweils eine
offene Überdeckung von Ui ∩ Uj die Sequenz

F ↪→
∏
i∈I

fi∗f
∗
i F →

∏
(i,j)∈I2, k∈K(i,j)

fij,k∗f
∗
ij,kF

für jede abelsche Garbe F eine linksexakte Sequenz von Prägarben.

Ergänzende Übung 19.6.3.29 (Unterobjektfaserung). Gegeben eine Kategorie
C betrachten wir in der Kategorie C↓ aller Morphismen die volle Unterkategorie
C⊂ ⊂ C↓ aller Monomorphismen und den Funktor p : C⊂ → C, der jedem Mono-
morphismus sein Zielobjekt zuordnet. Besitzt in C jeder Winkel einen Pullback,
so ist dieser Funktor eine Faserung mit dem Urbild eines Unterobjekts als Rück-
zug. Ist unsere Kategorie C abelsch, so ist er sogar eine Bifaserung mit dem Bild
eines Unterobjekts als Vorschub.

Ergänzende Übung 19.6.3.30 (Basiswechsel in der Unterobjektbifaserung). Ge-
geben eine abelsche Kategorie A und die Unterobjektbifaserung p : A⊂ → A
nach 19.6.3.29 ist der Basiswechsel über einem kommutativen Quadrat fq = pg
der Basis ein Isomorphismus, wenn (f, p) ◦ (q,−g)> eine exakte Sequenz ist, ins-
besondere also für jedes kartesische und jedes kokartesische Quadrat. Hinweis:
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Man zieht sich unschwer auf den Fall eines kartesischen Quadrats zurück. In-
dem man beide Kanten des Ausgangswinkels in einen Epimorphismus gefolgt
von einem Monomorphismus faktorisiert und 20.1.5.9 anwendet, zieht man sich
weiter zurück auf den Fall kartesischer Quadrate mit nur Epimorphismen, mit nur
Monomorphismen, oder mit parallelen Monomorphismen und parallelen Epimor-
phismen. Nur im letzten dieser Fälle ist die Behauptung nicht offensichtlich. Hier
kann man aber die modulare Identität 19.2.5.25 anwenden.

19.6.4 Garbenschreikofaserung
Definition 19.6.4.1. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y und abelsche
Garben F ∈ Ab/X sowie G ∈ Ab/Y heiße ein Komorphismus ϕ : G → F über f
eigentlich, wenn für V ⊂◦ Y und s ∈ G(V ) die Abbildung f : (suppϕ(s)) → V
eigentlich ist, die vom Träger (suppϕ(s)) ⊂ f−1(V ) von ϕ(s) ∈ F(f−1(V ))
nach V geht. Die Menge der eigentlichen Komorphismen über f notieren wir

Ab!
/f◦(G,F)

19.6.4.2. Nach allgemeinen Eigenschaften eigentlicher Abbildungen 15.2.4.18 ist
die Menge aller eigentlichen Komorphismen eine Untergruppe der Gruppe al-
ler Komorphismen. Nach allgemeinen Eigenschaften eigentlicher Abbildungen ist
über einer eigentlichen Abbildung f jeder Komorphismus eigentlich.

19.6.4.3 (Verknüpfung eigentlicher Komorphismen). Die Verknüpfung eigent-
licher Komorphismen ist eigentlich. Seien genauer f : X → Y und g : Y → Z
sowie abelsche Garben F ∈ Ab/X und G ∈ Ab/Y und H ∈ Ab/Z sowie ei-
gentliche Komorphismen ψ : H → G und ϕ : G → F gegeben. Dann wird
für W ⊂◦ Z ein Schnitt t ∈ H(W ) unter ψ abgebildet auf s ∈ G(g−1(W )) mit
g : supp(s)→ W eigentlich und der Schnitt s wird unter ϕ weiter abgebildet auf
r ∈ F(f−1(g−1(W ))) mit f : supp(r) → g−1(W ) eigentlich. Diese Abbildung
faktorisiert nach 19.4.4.14 über eine Abbildung f : supp(r)→ supp(s), die ihrer-
seits eigentlich ist nach 15.2.4.11. Da die Verknüpfung eigentlicher Abbildungen
stets wieder eigentlich ist nach 15.2.4.16, folgt die Behauptung.

19.6.4.4. Opkomorphismen über f , die durch eigentliche Komorphismen 19.6.4.1
gegeben werden, nennen wir eigentliche Opkomorphismen oder kürzer Schrei-
morphismen über f . Die Menge der Schreimorphismen über f von F nach G
notieren wir

Ab¡
�f (F ,G) := Ab!

/f◦(G,F)

und das motiviert auch die hier vorgeschlagene Terminologie. Wir erhalten so eine
Unterkategorie Ab¡

�Top ⊂ Ab�Top. Ist f selbst eigentlich, so ist jeder Opkomor-
phismus über f eigentlich und wir haben Ab¡

�f = Ab�f .
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19.6.4.5 (Schreivorschub). Einen Schreimorphismus φ : F → G über einer ste-
tigen Abbildung f : X → Y , der kokartesisch ist für den Funktor

Ab¡
�Top → Top

des Vergessens der Garbe, nennen wir schreikokartesisch. Gegeben F ∈ Ab/X
eine abelsche Garbe auf X gibt es stets einen von F ausgehenden schreikokar-
tesischen Schreimorphismus über f . In der Tat können wir eine abelsche Garbe
f!F ∈ Ab/Y erklären, indem wir für alle V ⊂◦ Y setzen

(f!F)(V ) := {s ∈ F(f−1(V )) | f : (supp s)→ V ist eigentlich}

Wegen der Lokalität der Eigentlichkeit in der Basis 15.2.4.15 ist f!F ⊂ f∗F eine
Untergarbe von Mengen und nach 15.2.4.18 sogar eine Untergarbe von abelschen
Gruppen. Der durch die Komposition der Einbettung f!F ⊂ f∗F mit dem natürli-
chen Komorphismus f∗F → F gegebene Komorphismus κ : f!F → F über f
ist offensichtlich eigentlich und für jede abelsche Garbe G auf Y liefert das Nach-
schalten von κ eine Bijektion (κ◦) : Ab/Y (G, f!F)

∼→ Ab!
/f◦(G,F). Für jede

stetige Abbildung f : X → Y setzen wir nun

f¡ := f opp
! : Ab�X → Ab�Y

Für jede abelsche Garbe G auf Y liefert dann opponiert das Vorschalten des Schrei-
morphismus τ := κ◦ : F → f¡F über f eine Bijektion

(◦τ) : Ab�Y (f¡F ,G)
∼→ Ab¡

�f (F ,G)

In anderen Worten ist τ : F → f¡F ein von F ausgehender schreikokartesischer
Schreimorphismus über f und f¡ ist der Vorschub längs f in Bezug auf den Funk-
tor Ab¡

�Top → Top. Wir nennen f! und f¡ den Schreivorschub. Für eigentliches
f sind alle Opkomorphismen über f eigentlich. Wir erhalten so für eigentliches
f einen ausgezeichneten Isomorphismus von Funktoren f¡

∼⇒ f†, der unter unse-
ren verschiedenen Identifikationen der Gleichheit f!F = f∗F für eigentliches f
entspricht.

19.6.4.6. Der Schreivorschub längs f ist kategorisch der Vorschub in Bezug auf
den Funktor Ab¡

�Top → Top. Der Funktor f! ist dahingegen kategorisch ein Rück-
zug längs f ◦.

Vorschau 19.6.4.7. Später werden wir mit f! beziehungsweise f¡ meist die Deri-
vierten der hier eingeführten Funktoren bezeichnen und und für die hier einge-
führten Funktoren die alternative Notation f(!) beziehungsweise f(¡) verwenden,
aber alles zu seiner Zeit.
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Lemma 19.6.4.8. Seien f : X → Y und g : Y → Z stetig und F ∈ Ab/X eine
abelsche Garbe. Ist g separiert, so ist der von den universellen Eigenschaften
herrührende Morphismus ein Isomorphismus

g!(f!F)
∼→ (gf)!F

Beweis. Daß der fragliche Morphismus injektiv ist, ist eh klar. Es bleibt, die
Surjektivität zu zeigen. Sei dazu t ∈ F(f−1(g−1(W ))) ein Schnitt mit gf :
(supp t) → W eigentlich. Ist g separiert, so ist auch f : (supp t) → g−1(W ) ei-
gentlich nach 15.2.4.11 und dann folgt mit 19.4.4.14 bereits supp(f∗t) = f(supp t)
und das geht mit einer eigentlichen Abbildung weiter nach W wegen 15.2.4.16.
Folglich liegt t auch in (g!(f!F))(W ).

19.6.4.9. Bezeichne Tops die Kategorie der topologischen Räume mit nur sepa-
rierten Abbildungen als Morphismen. Nach Lemma 19.6.4.8 restringiert unser
Funktor Ab¡

�Top → Top zu einer Kofaserung

Ab¡
�Tops → Tops

Wir nennen sie die Garbenschreikofaserung. Ihre Vorschübe sind unsere Schrei-
vorschübe f¡ = (f!)

opp aus 19.6.4.5. Ihre Fasern sind opponierte Kategorien abel-
scher Garben, in Formeln Ab¡

�X = Ab�X = Abopp
/X .

19.6.4.10 (Ausdehnung durch Null als Schreivorschub). Ist j : X → Y die
Einbettung einer offenen Teilmenge, so finden wir (j!F)(V ) = {s ∈ F(X ∩ V ) |
supp s ⊂∧ V }. Das liefert einen Isomorphismus zwischen unserem Schreivorschub
und der Ausdehnung durch Null aus 19.4.9.9, die wir dort bereits j! notiert hatten.

19.6.4.11 (Abgeschlossener Vorschub als Schreivorschub). Ist f : X → Y die
Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge, so ist f eigentlich und wir finden
f!F = f∗F .

19.6.4.12 (Kompakte Schnitte als Schreivorschub). Ist c : X → top die kon-
stante Abbildung zum einpunktigen Raum top, so gilt (c!F)(top) = Γ!F .

19.6.4.13 (Schreivorschub für lokal abgeschlossene Einbettungen). Ist b : Z ↪→
X die Einbettung einer lokal abgeschlossenen Teilmenge und E ∈ Ab/Z eine abel-
sche Garbe auf Z, so hat b!E auf Z dieselben Halme wie b∗E und nach 19.4.3.20
damit auch dieselben Halme wie E , in Formeln

(b!E)z
∼→ (b∗E)z

∼→ (b∗b∗E)z
∼→ Ez ∀z ∈ Z

Außerhalb von Z jedoch verschwinden alle Halme der Garbe b!E , die deshalb
auch in dieser Allgemeinheit die Ausdehnung von E durch Null heißt. Bredon
[Bre97] notiert sie EX .
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Satz 19.6.4.14 (Schreirückzug unter abgeschlossener Einbettung). Gegeben
eine abgeschlossene Einbettung von topologischen Räumen i : C ↪→ X besitzt
der Vorschub i∗ : Ab/C → Ab/X einen Rechtsadjungierten i! : Ab/X → Ab/C .

Beweis. Ohne Einschränkung sei i die Einbettung einer abgeschlossenen Teil-
menge. Wir können dann i!F beschreiben durch

(i!F)(W ) := {s ∈ F(V ) | supp s ⊂ V ∩X}

für eine und jede offene Teilmenge V ⊂◦ X mit V ∩ C = W oder, formal kor-
rekter, als den Kolimes über alle derartigen V . Es ist klar, daß die so definierte
Prägarbe eine Garbe ist und daß für G ∈ Ab/C das Anwenden von i∗ gefolgt vom
Nachschalten des offensichtlichen Homomorphismus i∗i!F → F eine Bijektion
Ab/C(G, i!F)

∼→ Ab/X(i∗G,F) induziert.

Beispiel 19.6.4.15. Für i : C ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen Teil-
menge liefern die Definitionen einen natürlichen Isomorphismus Γi!F ∼→ ΓCF .

19.6.4.16 (Schreirückzug unter lokal abgeschlossener Einbettung). Aus unse-
rer Adjunktion (i∗, i

!) = (i!, i
!) für abgeschlossene Einbettungen nach 19.6.4.14

zusammen mit der Adjunktion (j!, j
∗) für offene Einbettungen nach 19.4.9.9 und

dem Isomorphismus der Ausdehnung durch Null mit dem Schreivorschub j! nach
19.6.4.10 folgt unmittelbar, daß auch für jede Einbettung b : Z ↪→ X mit ei-
ner lokal abgeschlossenen Teilmenge b(Z) ⊂ X als Bild der Schreivorschub
b! : Ab/Z → Ab/X einen Rechtsadjungierten

b! : Ab/Z → Ab/X

hat. Wir nennen b! den Schreirückzug. Den zugehörigen Funktor auf opponierten
Kategorien von Garben nennen wir den Schreirückzug und notieren ihn b¡. Dieser
Funktor ist dann auch kategorisch ein Rückzug für Ab¡

�Top → Top.

Vorschau 19.6.4.17. Später werden wir für eine lokal abgeschlossene Einbettung
mit b!, b¡ meist die entsprechenden derivierten Funktoren meinen und für die hier
erklärten underivierten Funktoren die neuen Notationen b(!), b(¡) einführen, aber
alles zu seiner Zeit.

19.6.4.18 (Schreirückzug unter offener Einbettung). Die Adjunktion (j!, j
∗)

aus 19.4.9.9 liefert für jede offene Einbettung j eine Isotransformation

j! ∼⇒ j∗

zwischen Schreirückzug und gewöhnlichem Rückzug und in unserer Notation für
opponierte Kategorien von Garben eine Isotransformation j† ∼⇒ j¡.
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19.6.4.19. Sei b : Z ↪→ X die Einbettung einer lokal abgeschlossenen Teilmenge.
Die Werte der rechtsderivierten Funktoren (Rqb!)F des linksexakten Funktors b!

auf einer abelschen Garbe F ∈ Ab/X heißen die lokalen Kohomologiegarben
von F mit Träger in Z.
Vorschau 19.6.4.20 (Lokale Kohomologiegruppen und -garben). Sei i : C ↪→
X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und F ∈ Ab/X eine abelsche
Garbe. Die Beziehung der lokalen Kohomologiegarben zu den lokalen Kohomo-
logiegruppen werden wir in 19.9.3.18 beschreiben durch eineE2-Spektralsequenz
Hq(C; Rpi!F)⇒ Hn

C(X;F).
Vorschau 19.6.4.21 (Lokale Kohomologiegruppen und die sechs Funktoren).
Seien i : C ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und F ∈
Ab/X eine abelsche Garbe. Im Rahmen der „sechs Funktoren“ in 21.5.3.8 kon-
struieren wir noch genauer natürliche IsomorphismenHnc∗i

!F ∼→ Hn
C(X;F) mit

c : C → top der konstanten Abbildung auf einen Punkt. Das benötigt jedoch den
Formalismus der derivierten Kategorien und c∗ und i! bedeuten dabei die totalen
Linksderivierten derjenigen Funktoren, die wir bisher noch c∗ und i! notieren und
für die wir später die Bezeichnungen c(∗) und i(!) vereinbaren werden.

19.6.4.22 (Ausdehnungen von Einschränkungen). Für Z ⊂ X eine lokal abge-
schlossene Teilmenge erhalten wir aus dem vorhergehenden vier Funktoren von
Ab/X zu sich selber, die wir im folgenden der Reihe nach diskutieren. Sei F eine
abelsche Garbe auf X und bezeichne b : Z ↪→ X die Einbettung.

b∗b
∗F hat meines Wissens keinen besonderen Namen. Sogar für Z ⊂ X nicht

notwendig lokal abgeschlossen lassen sich die Schnitte dieser Garbe über
U ⊂◦ X offen beschreiben als (b∗b

∗F)(U) = F(U ∩ Z) mit der Notation
von 19.2.2.33 für Schnitte einer Garbe über beliebigen, nicht notwendig
offenen Teilmengen rechts.

b!b
!F hat keinen Namen, ist jedoch, was man a priori die „Garbe der Schnitte

von F mit Träger in Z“ würde nennen wollen. Für jede offene Teilmenge
U ⊂◦ X haben wir nämlich (b!b

!F)(U) = {s ∈ F(U) | supp s ⊂ Z}.

b∗b
!F heißt in der Literatur die „Garbe der Schnitte von F mit Träger in Z“ und

wird ΓZF := b∗b
!F notiert. Mir gefällt diese Terminologie nicht, da wie

eben diskutiert b!b
!F viel eher diese Bezeichnung verdient. Ich werde auch

die Notation ΓZ nicht in diesem Sinne verwenden, da sie bereits für die
Gruppe der globalen Schnitte mit Träger in Z vergeben ist.

b!b
∗F wird meist FZ notiert, etwa bei [Bre97] oder [KS90]. Ich weiß nicht, wie

diese Garbe in Worten genannt wird. Spaltenstein benutzt stattdessen die
NotationFZ⊂X , die mir besser gefällt. Für Z ⊂∧ X abgeschlossen fällt diese
Garbe mit b∗b∗F zusammen, für Z ⊂◦ X offen mit b!b

!F .
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Graphische Darstellung von X, Y, U, V aus der Definition der Garbe der lokalen
Schnitte ΓYF für Y ein offenes Geradensegment und F eine abelsche Garbe auf

der Ebene X .
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19.6.4.23 (Einschränkungen von Ausdehnungen). Bei einer Komposition in der
anderen Richtung unserer Funktoren für eine lokal abgeschlossene Einbettung er-
hält man stets die ursprüngliche Garbe zurück. Genauer ist nach 19.4.3.20 für eine
beliebige Einbettung b von topologischen Räumen die Koeinheit der Adjunktion
eine Isotransformation b∗b∗

∼⇒ id. Für die Einbettung einer lokal abgeschlosse-
nen Teilmenge induziert sie offensichtlich eine Isotransformation b∗b!

∼⇒ id, die
wir im Lichte von 19.6.4.32 als einen Spezialfall von les-Basiswechsel verstehen
können. Durch Übergang zu den Rechtsadjungierten erhalten wir daraus auch eine
ausgezeichnete Isotransformation b!b∗

∼⇒ id. Schließlich ist für jede lokal abge-
schlossene Einbettung b offensichtlich b! exakt und volltreu und b! linksexakt und
die Einheit der Adjunktion folglich eine Isotransformation id

∼⇒ b!b!.

Übungen

Übung 19.6.4.24. Gegeben ein kartesisches Diagramm von topologischen Räum-
en

W

g
��

q // X

f
��

Z p
// Y

mit abgeschlossenen Einbettungen in den Vertikalen liefert die Isotransformati-
on g∗q∗

∼⇒ p∗f∗ des eigentlichen Basiswechsels für Mengengarben 19.6.3.24 ei-
ne Isotransformation auf den entsprechenden Funktoren für abelsche Garben und
durch Übergang zu den Rechtsadjungierten eine Isotransformation q∗g! ∼⇒ f !p∗.

Übung 19.6.4.25. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer abgeschlossenen
Teilmenge C ⊂∧ X bezeichne i : C ↪→ X und u : X\C ↪→ X die Einbettungen.
Man zeige, daß für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X die Adjunktionsmorphismen
eine linksexakte Sequenz

i∗i
!F ↪→ F → u∗u

∗F

liefern, die für welkes und insbesondere für injektivesF exakt ist, ja stärker exakte
Sequenzen von Schnitten über jeder offenen Teilmenge induziert.

Übung 19.6.4.26. Man zeige für die Einbettung b einer lokal abgeschlossenen
Teilmenge, daß b! welke abelsche Garben zu welken abelschen Garben macht und
daß welke abelsche Garben b!-azyklisch sind. Hinweis: 19.4.1.6.

Übung 19.6.4.27. FürW,Z lokal abgeschlossene Teilmengen eines topologischen
Raums X und F ∈ Ab/X konstruiere man einen Isomorphismus

(FW )Z
∼→ F(W∩Z)



3278 KAPITEL 19. GARBENKOHOMOLOGIE

Einen natürlichen derartigen Isomorphismus wird uns der étale separierte Basis-
wechsel 19.6.4.32 liefern. Die Chancen stehen gut, daß Sie bei der Bearbeitung
der Übung genau diesen Isomorphismus angeben werden.

Übung 19.6.4.28 (Unverträglichkeit von i! mit K⊗k). Wir betrachten in R2 die
unendliche Vereinigung von vom Ursprung ausgehenden Strahlen

X :=
⋃
n≥1

R≥0(n, 1)>

der Steigungen 1/n und die Einbettung i : {0} ↪→ X der einelementigen Teil-
menge, die nur aus dem Nullvektor besteht. Die lokale Kohomologie Hq

{0}(X; k)
am Ursprung ist ein abzählbares Produkt von Kopien des Koeffizientenrings k für
q = 1 und Null sonst. Unser Raum ist lokal singulär-azyklisch, also haben wir
auch

Rqi!kX ∼= Hq
{0}(X; k)

für i die Einbettung des Ursprungs in X . Insbesondere ist i! im allgemeinen nicht
verträglich mit der Erweiterung von Skalaren durch den Linksadjungierten zur
Restriktion. Wir werden später zeigen, daß es verträglich mit der Erweiterung von
Skalaren durch den Rechtsadjungierten zur Restriktion.

Übung 19.6.4.29 (Étaler Raum der Ausdehnung durch Null). Ist b : Z ↪→ X
eine lokal abgeschlossene Einbettung und E eine abelsche Garbe auf Z, so ist
im étalen Raum ét(b∗E) der Bildgarbe die Vereinigung aller Halme über Punkten
von b(Z) mit dem Bild des Nullschnitts der étale Raum der Untergarbe b!E ⊂
b∗E . Man kann umgekehrt zeigen, daß für b : Z ↪→ X eine beliebige Einbettung
und E eine konstante nichttriviale Garbe auf Z der eben betrachtete Teilraum von
ét(b∗E) genau dann étale ist über X , wenn b lokal abgeschlossen ist. Für mehr
dazu vergleiche [God64].

Übung 19.6.4.30 (Transformation b! ⇒ b∗ in einem Spezialfall). Für jede lokal
abgeschlossene Einbettung b erhalten wir eine Transformation b! ⇒ b∗, indem
wir auf die durch die Adjunktionen gegebene Transformation b!b

! ⇒ id ⇒ b∗b
∗

den Funktor b∗ anwenden und unsere Isotransformationen b∗b!
∼⇒ b∗b∗

∼⇒ id aus
19.6.4.23 benützen. Für jede offene Einbettung b ist diese Transformation unsere
Isotransformation b! ∼⇒ b∗ aus 19.6.4.16.

Übung 19.6.4.31 (Rückzug eigentlicher Opkomorphismen). Gegeben sei über
einem kartesischen Diagramm fq = pg von topologischen Räumen ein Diagramm
von abelschen Garben und Opkomorphismen f̄ q̄ = p̄ḡ. Man zeige: Sind die Hori-
zontalen p̄, q̄ kartesisch und ist f̄ eigentlich, so ist auch ḡ eigentlich. Hinweis: Man
gehe aus von einem eigentlichen Komorphismus G → F über f . Es gilt zu zeigen,
daß der induzierte Komorphismus p∗G → q∗F über g alias der davon induzierte
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Die Ausdehnung durch Null und das direkte Bild der konstanten Garbe F mit
Halm Z/2Z unter der offenen Einbettung u : R× ↪→ R. Dargestellt sind zwei

Räume, bei denen die Garbe der stetigen Schnitte der offensichtlichen vertikalen
Projektion auf die waagerechte Gerade gerade u!F beziehungsweise u∗F sind.

Im ersten Fall ist diese vertikale Projektion étale und wir sehen den étalen Raum
der Ausdehnung durch Null. Im zweiten Fall ist die vertikale Projektion jedoch

nicht étale, der étale Raum des direkten Bildes ist eben nicht Hausdorff und
deshalb schwer graphisch darzustellen. Man erkennt jedoch gut, daß der Halm
am Ursprung der Garbe u∗F aus genau vier Elementen besteht: Kommt von

unten bleibt unten, kommt von oben bleibt unten, kommt von unten geht nach
oben, kommt von oben geht wieder nach oben.
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Garbenhomomorphismus p∗G → g∗q
∗F faktorisiert über g!q

∗F . Dazu reicht es zu
zeigen, daß p∗G als abelsche Garbe erzeugt wird von Schnitten, die in g!q

∗F lan-
den. Schließlich überlegt man sich, daß die von Schnitten von G zurückgeholten
Schnitte von p∗G die abelsche Garbe p∗G erzeugen und in g!q

∗F landen.

Übung 19.6.4.32 (Étaler separierter Basiswechsel). Hier lernen Sie einen Spe-
zialfall des allgemeinen „les-Basiswechsels“ kennen. Gegeben ein kartesisches
Diagramm fq = pg von topologischen Räumen mit f étale und separiert indu-
ziert für jede abelsche Garbe F auf dem Definitionsbereich von f der allgemeine
Basiswechsel p∗f∗F → g∗q

∗F einen Isomorphismus

p∗f!F
∼→ g!q

∗F

und f! ist exakt. Hinweis: Man ziehe sich zunächst auf den Fall zurück, daß p die
Einbettung eines Punktes ist. In 21.4.1.16 zeigen wir unseren Isomorphismus all-
gemeiner für f „lokal eigentlich separiert“. Die Exaktheit von f! verallgemeinert
sich jedoch nicht auf diesen Fall.

19.6.5 Adjungierte für Schreivorschübe*
Satz 19.6.5.1 (Verdierdualität für separierte étale Abbildungen). Für jede se-
parierte étale Abbildung f : X → Y ist der Schreivorschub ein exakter Funktor
f! : Ab/X → Ab/Y und es gibt genau eine Adjunktion (f!, f

∗), deren Koeinheit
f!f
∗G → G unter Restriktion auf eine beliebige Faser und étalem separierten

Basiswechsel 19.6.4.32 der Summation
⊕

x∈f−1(y) Gy → Gy entspricht.

19.6.5.2. Diese Adjunktion verallgemeinert unsere Adjunktion (j!, j
∗) für offene

Einbettungen j aus 19.4.9.9. Eine Verallgemeinerung, die auch den Fall lokal ab-
geschlossener Einbettungen mit einschließt, diskutieren wir in 21.5.7.11. Im übri-
gen hat nach 19.6.5.6 der Funktor f ∗ : Ab/Y → Ab/X sogar für eine beliebige
étale nicht notwendig separierte Abbildung f einen Linksadjungierten.

Beweis. Étaler separierter Basiswechsel 19.6.4.32 liefert für alle y ∈ Y einen
Isomorphismus

⊕
f(x)=y Fx

∼→ (f!F)y. Das zeigt, daß f! exakt ist und mit be-
liebigen direkten Summen vertauscht. Gegeben eine separierte étale Abbildung
f : X → Y und F ∈ Ab/X und G ∈ Ab/Y konstruieren wir nun eine Bijektion

Ab/Y (f!F ,G)
∼→ Ab/f (F ,G)

Jeder Morphismus ϕ : f!F → G liefert ja mit étalem separierten Basiswechsel
Gruppenhomomorphismen Fx → (f!F)f(x) → Gf(x). Wir zeigen nun, daß diese
in ihrer Gesamtheit eine stetige Abbildung F̄ → Ḡ alias einen Morphismus in
Ab/f (F ,G) liefern und daß wir so die gewünschte Bijektion erhalten. Die Menge
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der abelschen Garben F ∈ Ab/X , für die das stimmt, ist stabil unter beliebigen
direkten Summen und unter Kokernen, da unser Schreivorschub f! mit beliebigen
direkten Summen vertauscht und exakt ist. Ist j : U ↪→ X die Einbettung einer
offenen Teilmenge derart, daß fj : U → Y immer noch eine offene Einbettung
ist, so gehört F = j!ZU offensichtlich zu unserer Menge. Damit ist aber klar, daß
unsere Menge ganz Ab/X sein muß.

Ergänzung 19.6.5.3. Die Adjunktionen aus dem Beweis des Lemmas erfüllen ih-
rerseits weitere Verträglichkeiten. Genauer erinnern wir aus 19.6.4.9 unsere Schrei-
kofaserung

Ab¡
�Tops → Tops

mit ihren Vorschüben f¡ aus 19.6.4.5. Wir erinnern weiter unsere Garbenfaserung
Ab/Top → Top. Nach 19.6.5.6 besitzen deren Rückzüge zu étalen Abbildungen
f : X → Y Linksadjungierte. Schränken wir unsere Garbenfaserung auf die Un-
terkategorie Topét der topologischen Räume mit étalen Abbildungen als Morphis-
men ein, so wird unsere Garbenfaserung mithin eine Bifaserung und wir erhalten
auf den opponierten Kategorien eine Faserung(

Ab/Topét

)opp →
(

Topét
)opp

Für separierte étale Abbildungen haben wir in 19.6.5.1 sogar ausgezeichnete Iso-
morphismen zwischen diesen Linksadjungierten und unseren Funktoren f! ange-
geben. Schränken wir uns also weiter ein auf die Kategorie Topéts mit nur sepa-
rierten étalen Abbildungen in der Basis beziehungsweise deren opponierte Ka-
tegorie, so entsprechen in unserer Faserung Morphismen über f ◦ : Y → X zu
einer stetigen Abbildung f : X → Y Elementen von Ab/f (F ,G) und kartesisch
sind diejenigen Elemente von Ab/f (F ,G), die Isomorphismen f!F

∼→ G indu-
zieren. Umgekehrt entsprechen Morphismen der Schreikofaserung über f einein-
deutig Elementen von Ab¡

�Y (f¡F ,G) alias Garbenhomomorphismen G → f!F
und kokartesisch sind genau die Morphismen, die hier Isomorphismen G ∼→ f!F
von Garben entsprechen. Man prüft nun unschwer, daß die oben herausgestell-
te Faserung über (Topéts)opp zusammen mit der Schreikofaserung und den durch
Invertieren eines Isomorphismus G ∼→ f!F zu einem Isomorphismus f!F

∼→ G
gegebenen Bijektionen zwischen kartesischen und kokartesischen Morphismen
der Faserung beziehungsweise Kofaserung die Axiome einer Fakofaserung aus
19.8.4.4 erfüllen. Salopp gesprochen sind also die Identifikationen für die Funk-
toren f! „in Bezug auf die Schreikofaserung“ und „in Bezug auf ihre Bedeutung
als Linksadjungierte zur Garbenfaserung“ dieselben.

19.6.5.4 (Schreivorschub konstanter Garben). Gegeben eine separierte étale
Abbildung f : X → Y liefern unsere beiden Beschreibungen 19.6.5.1 und 19.6.5.6
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des Linksadjungierten zum Rückzug f ∗ : Ab/Y → Ab/X einen natürlichen Iso-
morphismus

f!ZX
∼→ ZSYX

zwischen dem Schreivorschub der konstanten Garbe und der freien abelschen Gar-
be über der Garbe von Mengen auf Y mit étalem Raum X . Analoges gilt für be-
liebige konstante Garben auf X und wird sich auch in ?? formal als Konsequenz
aus unserer Formel im Fall der konstanten Garbe ZX ergeben. Einfacher mag man
den allgemeinen Fall als Konsequenz aus unserer Formel im Fall der konstanten
Garbe ZX erhalten, indem man bei torsionsfreiem Halm die „underivierte Projek-
tionsformel“ 21.4.3.9 anwendet und im allgemeinen zusätzlich die Exaktheit von
f! beachtet.

Übungen

Übung 19.6.5.5 (Spur gewisser Schreivorschübe). Ist f : X → Y stetig und
G ∈ Ab/Y eine abelsche Garbe, so liefert die Einheit der Adjunktion (f ∗, f∗)
einen Garbenhomomorphismus G → f∗f

∗G. Ist f zusätzlich étale und separiert,
so liefert die Koeinheit der Adjunktion (f!, f

∗) aus 19.6.5.1 einen Garbenhomo-
morphismus f!f

∗G → G. Ist f zusätzlich auch noch eigentlich, so ist die natürli-
che Einbettung aus 19.6.4.5 eine Isotransformation f!

∼⇒ f∗ und ihre Inverse lie-
fert zusammen mit den obigen Konstruktionen natürliche Garbenhomomorphis-
men

G → f∗f
∗G ∼→ f!f

∗G → G
Man zeige, daß dieser Garbenhomomorphismus das Produkt mit der Kardinalität
der Faser von f ist, in Formeln also das Produkt mit der lokal konstanten Funktion
y 7→ |f−1(y)| von Y nach Z. Hinweis: Man ziehe sich mit Basiswechseln auf den
Fall zurück, daß Y nur aus einem einzigen Punkt besteht. Allgemein nennt man
im Fall eines Paars von Funktoren, für das sowohl eine Adjunktion (F,G) als auch
eine Adjunktion (G,F ) gegeben sind, die Verknüpfungen Id ⇒ FG ⇒ Id und
Id ⇒ GF ⇒ Id der Einheit der einen Adjunktion mit der Koeinheit der anderen
Spurmorphismen. In unserem Fall ist der zweite Spurmorphismus die Identität
F → f ∗f!F

∼→ f ∗f∗F → F .

Übung 19.6.5.6 (Linksadjungierter zu abelschem étalen Rückzug). Gegeben
eine étale nicht notwendig separierte Abbildung f : X → Y ist für alle F ∈
Ens/X der partielle Linksadjungierte des Rückzugs f ∗ : Ab/Y → Ab/X auf der
freien abelschen Garbe ZF ∈ Ab/X definiert und nimmt dort den Wert

Zf[!]F

an für unser f[!] : Ens/X → Ens/Y aus 19.6.3.21 und der Notation ZG ∈ Ab/Y
für die freie abelsche Garbe über G ∈ Ens/Y aus 19.2.2.60. Jede abelsche Garbe
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A ∈ Ab/X ist nun der Kokern ZG → ZF � A eines Morphismus von freien
abelschen Garben und man folgere so für étales f die Existenz eines globalen
Linksadjungierten des Rückzugs f ∗ : Ab/Y → Ab/X . Für separierte étale Abbil-
dungen muß er mit dem Schreivorschub übereinstimmen, den wir je nach Kontext
f! oder f(!) notieren und für den wir in diesem Fall in 19.6.5.1 eine Adjunktion
(f!, f

∗) konstruiert haben.

19.6.6 Höhere Derivierte der Vorschübe
Beispiel 19.6.6.1. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y ist der Vorschub
offensichtlich und formal nach 19.2.4.12 als Rechtsadjungierter ein linksexakter
Funktor f∗ : Ab/X → Ab/Y . Die zugehörigen rechtsderivierten Funktoren Rqf∗
beschreibt der folgende Satz.

Satz 19.6.6.2 (Beschreibung der höheren Vorschübe). Gegeben eine stetige Ab-
bildung f : X → Y und eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X ist ihr q-ter derivierter
Vorschub Rqf∗F isomorph zu der zur Prägarbe V 7→ Hq(f−1(V );F) assozi-
ierten Garbe vermittels der im anschließenden Beweis konstruierten natürlichen
Isomorphismen.

Beispiel 19.6.6.3. Ist c : X → top die konstante Abbildung, so liefern die Defi-
nitionen einen Isomorphismus Rqc∗F

∼→ Hq(X;F)top von abelschen Garben auf
top, der in diesem Fall mit dem im anschließenden Beweis konstruierten natürli-
chen Isomorphismus zusammenfällt.
Beispiel 19.6.6.4. Den Fall, daß f die Identität auf X ist, haben Sie möglicher-
weise bereits als Übung 19.4.3.19 behandelt.

Beweis. Gegeben ein Komplex A∗ von abelschen Garben auf einem topologi-
schen Raum Y bezeichne HqA∗ seine q-te Kohomologie als Komplex von abel-
schen Prägarben, also die Prägarbe

HqA∗ : V 7→ cok
(
Aq−1(V )→ ker(Aq(V )→ Aq+1(V ))

)
Das Zusammenfallen von Prägarbenkern und Garbenkern sowie unsere Beschrei-
bung des Garbenkokerns als Garbifizierung des Prägarbenkokerns liefern einen
ausgezeichneten Isomorphismus

(HqA∗)+ ∼→ HqA∗

der Garbifizierung der Prägarbenkohomologie mit der Garbenkohomologie. Ist
nun F ↪→ I� eine injektive Auflösung, so erhalten wir insbesondere Isomorphis-
men zwischen den Kohomologiegarben des Komplexes f∗I� und den Garbifizie-
rungen der Prägarben

V 7→ Hq((f∗I�)(V )) = Hq(I�(f−1(V )))
∼→ Hq(f−1(V );F)
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Der letzte Isomorphismus ganz rechts rührt daher, daß die Restriktionen auf die
offenen Teilmengen f−1(V ) der welken Garben des Komplexes I� wieder welk
sind. Daß diese letzten Isomorphismen mit Restriktionen auf kleinere V ver-
träglich sind, folgt aus der Definition des Zurückholens in der Garbenkohomo-
logie.

19.6.6.5. Aus dem Satz folgt unmittelbar, daß welke abelsche Garben azyklisch
sind für den Vorschub unter jeder stetigen Abbildung. Verallgemeinerungen auf
Komplexe diskutieren wir in 21.2.3.22.

19.6.6.6. Gegeben eine stetige Abbildung p : Z → Y und eine abelsche Garbe
F ∈ Ab/Z und ein Punkt y ∈ Y erhalten wir kanonische Abbildungen

(Rip∗F)y → Hi(p−1(y);F)

von den Halmen der höheren Vorschübe in die Kohomologie der Fasern durch
Übergang zum Kolimes der Restriktionen Hi(p−1(V );F) → Hi(p−1(y);F) über
alle V ⊂◦ Y mit y ∈ V . Wir nennen auch diese Abbildungen Basiswechsel, da sie
ein Spezialfall der folgenden allgemeineren Konstruktion sind, die offensichtlich
die Bezeichnung als Basiswechsel verdient.

19.6.6.7. Ist pg = fq ein kommutatives Diagramm von topologischen Räumen
und F eine abelsche Garbe auf dem Definitionsbereich von f , so erklären wir die
Basiswechselhomomorphismen

p∗(Rif∗)F → (Rig∗)q
∗F

wie folgt: Wir gehen aus von einer injektiven Auflösung F ↪→ I� und betrachten
die Basiswechsel p∗f∗I� → g∗q

∗I�. Da der Rückzug von Garben exakt ist, muß
q∗I� eine Auflösung von q∗F sein und wir erhalten unsere Basiswechselmorphis-
men als die Komposition

p∗(Rif∗)F = p∗Hi(f∗I�)
∼→ Hi(p∗f∗I�)→ Hi(g∗q

∗I�)→ (Rig∗)q
∗F

Deren Unabhängigkeit von der gewählten injektiven Auflösung ist offensichtlich.

Satz 19.6.6.8 (Derivierter offener und eigentlicher Basiswechsel). Sei ein kar-
tesisches Diagramm von topologischen Räumen pg = fq gegeben. Sind p, q offene
Einbettungen oder f, g eigentlich und separiert, so ist unser Basiswechsel für alle
i ein Isomorphismus

p∗(Rif∗)
∼⇒ (Rig∗)q

∗

19.6.6.9. Speziell ist für f : X → Y eigentlich und separiert sowie F ∈ Ab/X
und einen beliebigen Punkt y ∈ Y der Basiswechsel ein Isomorphismus

(Rif∗F)y
∼→ Hi(f−1(y);F)
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Das folgt durch Anwenden des Satzes auf die Einbettung p : {y} ↪→ Y des
Punktes y ∈ Y .

Beweis. Wir betrachten die Sequenz von Morphismen, durch die wir unseren de-
rivierten Basiswechsel in 19.6.6.7 definiert haben. Sind p, q offene Einbettungen,
so ist der gewöhnliche Basiswechsel ein Isomorphismus nach offenen Basiswech-
sel 19.6.3.23, also ist der vorletzte Pfeil unserer Sequenz ein Isomorphismus, und
die Restriktion einer injektiven Garbe unter einer offenen Einbettung bleibt injek-
tiv, also ist der letzte Pfeil ein Isomorphismus. Sind f, g separiert und eigentlich,
so reicht es, wenn wir unsere Aussage für p die Einbettung eines Punktes zeigen,
da ein Garbenhomomorphismus, der Isomorphismen auf allen Halmen induziert,
bereits ein Isomorphismus sein muß. In diesem Fall ist die vorletzte Abbildung
obiger Sequenz ein Isomorphismus nach eigentlichen Basiswechsel 19.6.3.24 und
die letzte Abbildung ist ein Isomorphismus, da die Restriktion einer welken Garbe
auf ein relativ Hausdorff’sches Kompaktum nach 19.4.5.2 kompaktweich ist.

19.6.6.10. Wir nennen einen topologischen Raum Z schwach basisfest garben-
azyklisch oder kurz schwach bagazyklisch, wenn für jeden topologischen Raum
Y und jede abelsche Gruppe M und alle q der Rückzug unter der Projektion auf
der Garbenkohomologie Isomorphismen Hq(Y ;M)

∼→ Hq(Y × Z;M) liefert.
Insbesondere ist nach der Homotopieinvarianz der Garbenkohomologie 19.4.5.10
jeder zusammenziehbare Raum schwach bagazyklisch. Gilt die fragliche Eigen-
schaft nur für q ≤ n, so nenne ich den Raum Z schwach bag-n-azyklisch. Ein
vernüftiges Kriterium zum Nachweis dieser Eigenschaft zeigen wir in 19.8.2.6.

Vorschau 19.6.6.11. Starke Varianten dieser Begriffe werden in 21.3.1.2 einge-
führt. Der wesentliche Punkt ist, daß wir dafür vergleichbare Eigenschaften für
beliebige Komplexe abelscher Garben fordern, die wir im schwachen Fall nur für
beliegige konstante Garben fordern. Wir werden dort zeigen, daß zusammenzieh-
bare Räume auch diese stärkere Eigenschaft haben.

Satz 19.6.6.12 (Verschwinden höherer Vorschübe bei Faserbündeln). Gege-
ben ein Faserbündel f : X → Y mit schwach bagazyklischer Faser und eine
abelsche Gruppe M verschwinden die höheren derivierten Vorschübe der kon-
stanten Garbe MX , in Formeln Rqf∗MX = 0 für q > 0. Weiter ist die Einheit der
Adjunktion dann ein Isomorphismus MY

∼→ f∗f
∗MY und liefert zusammen mit

dem natürlichen Isomorphismus f ∗MY
∼→MX einen Isomorphismus

MY
∼→ f∗MX

19.6.6.13. Ist die Faser nur schwach bag-n-azyklisch, so folgt in derselben Weise
MY

∼→ f∗MX und Rqf∗MX = 0 für 0 < q < n.
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Beweis. Mit offenem Basiswechsel können wir uns auf den Fall zurückziehen,
daß unsere Abbildung die Projektion f : Y × Z � Y ist mit Z schwach bagazy-
klisch. Nach Annahme induziert nun für alle U ⊂◦ Y der Rückzug Isomorphismen
Hq(U ;M)

∼→ Hq(U × Z;M) für alle q. Nach 19.4.3.19 alias 19.6.6.2 angewandt
auf die Identität verschwinden für q > 0 alle Halme der Prägarbe U 7→ Hq(U ;M)
aufX . So folgt Rqf∗MX für q > 0 aus unserer Beschreibung 19.6.6.2 der höheren
Vorschübe. Im Fall q = 0 folgt die Aussage direkt aus den Definitionen.

Korollar 19.6.6.14 (Zurückholen auf Bündel mit zusammenziehbarer Faser).
Gegeben ein Faserbündel f : X → Y mit schwach bagazyklischer Faser lie-
fert das Zurückholen auf der Garbenkohomologie für jede abelsche Gruppe M
Isomorphismen

Hp(Y ;M)
∼→ Hp(X;M)

Ist die Faser nur schwach bag-n-azyklisch, so erhalten wir mit demselben Beweis
dieselben Isomorphismen für p < n.

Ergänzung 19.6.6.15. Ich habe nur deshalb eine schwächere Aussage als Motto
gesetzt, weil sie mir griffiger schien. Der Satz von Leray-Hirsch über die Koho-
mologie von Faserbündeln, vergleiche etwa [Hat02], Theorem 4D.1, liefert eine
vergleichbare Aussage für die singuläre Kohomologie.

19.6.6.16 (Ein Faserbündel mit zusammenziehbarer Faser ohne Schnitt). Ein
Faserbündel mit zusammenziehbarer Faser muß im allgemeinen keine Homoto-
pieäquivalenz sein, ja es muß noch nicht einmal einen globalen Schnitt besitzen.
Ein Beispiel erhält man, indem man als Basis die Zahlengerade mit verdoppeltem
Ursprung aus 15.1.4.8 betrachtet und sie überdeckt durch zwei Kopien U, V der
Zahlengerade mit Schnitt U ∩ V ∼= R×. Darauf betrachtet man das Faserbündel
mit Faser R, das auf den beiden offenen Teilmengen U, V trivial ist, und zusam-
mengeklebt mit der Verklebungsfunktion (x, t) 7→ (x, f(x) + t) für eine stetige
Abbildung f : (U ∩ V ) → R, die sich nicht stetig von U ∩ V ∼= R× auf ganz R
fortsetzen läßt.

Beweis. Aus 19.6.6.12 folgt Rqf∗MX = 0 für q > 0 und die Adjunktion liefert
den Ersten von zwei Isomorphismen MY

∼→ f∗f
∗MY

∼→ f∗MX . Ist also MX ↪→
I� eine welke Auflösung, so ist auch f∗MX ↪→ f∗I� eine welke Auflösung. So
erhalten wir Isomorphismen

Hp(Y ;MY )
∼→ Hp(Y ; f∗MX)

∼→ HpΓf∗I�
∼→ HpΓI� ∼→ Hp(X;MX)

Daß diese Komposition genau das Zurückholen auf der Kohomologie ist, folgt aus
den Definitionen.
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19.6.6.17 (Ein Spezialfall der Leray’schen Spektralsequenz). Gegeben stetige
Abbildungen f : X → Y und g : Y → Z sowie F ∈ Ab/X mit Rqf∗F = 0 für
0 < q ≤ n konstruieren wir nun ganz allgemein natürliche Isomorphismen

(Rpg∗)f∗F
∼→ Rp(gf)∗F für p < n.

Wir wählen dazu eine injektive und damit welke Auflösung F ↪→ I�. Nach An-
nahme ist dann auch f∗F ↪→ f∗I� ein bis zum Grad n exakter Komplex aus
welken, nach 19.6.6.5 also g∗-azyklischen Garben. Indem wir in diesen Komplex
die Garbe im Grad n+ 1 durch das Bild des Randoperators ersetzen und die Gar-
ben in höheren Graden durch Null und ihn dann zur Berechnung von Rpg∗(f∗F)
verwenden, erhalten wir für p < n Isomorphismen

Rpg∗(f∗F)
∼→ Hpg∗(f∗I�)

∼→ Hp(gf)∗I�
∼→ Rp(gf)∗F

Daß diese Isomorphismen nicht von der Wahl der ursprünglichen injektiven Auf-
lösung abhängen, folgt aus der Eindeutigkeit von Homotopielifts. Im Fall einer
konstanten Abbildung g erhalten wir, daß das Zurückholen auf der Kohomo-
logie zum kanonischen Komorphismus f∗F → F für p ≤ n Isomorphismen
Hp(Y ; f∗F)

∼→ Hp(X;F) induziert. Unser Korollar 19.6.6.14 über das Zurück-
holen auf Faserbündel mit zusammenziehbarer Faser hinwiederum mag man nun
aus dieser Aussage folgern, indem man sie auf die konstante Garbe F := MX und
anwendet und als g die konstante Abbildung auf den einpunktigen Raum nimmt.

Übungen

Übung 19.6.6.18. Man zeige, daß ein RaumZ genau dann schwach bag-n-azyklisch
ist für ein n ≥ 0, wenn Z zusammenhängend ist und wenn gilt Rq pr1∗MX×Z = 0
für 0 < q ≤ n und beliebiges X . Hinweis: Man orientiere sich am Beweis von
19.6.6.12.

Übung 19.6.6.19. Man zeige, daß die Sphäre Sn+1 schwach bag-n-azyklisch ist.
Hinweis: Eigentlicher Basiswechsel.

Übung 19.6.6.20. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y und eine Zerle-
gung X =

⊔
i∈I Xi in paarweise disjunkte offene Teilmengen und eine abelsche

Garbe F auf X zeige man, daß die Basiswechsel natürliche Isomorphismen

Rqf∗F
∼→
∏
i∈I

Rqfi∗ in∗i F

liefern, für ini : Xi ↪→ X die jeweilige Einbettung und fi : Xi → Y die jeweilige
Einschränkung.
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Übung 19.6.6.21. Für eine Überlagerung f : X → Y verschwinden die höher-
en derivierten Vorschübe. Für eine endliche Überlagerung ist der Vorschub einer
lokal konstanten Garbe lokal konstant.

Übung 19.6.6.22 (Invarianten und Reynoldsoperator). Gegeben eine endliche
Gruppe G und eine abelsche Gruppe M mit G-Operation, auf der die Multipli-
kation mit der Gruppenordnung auf M einen Isomorphismus (|G|·) : M

∼→ M
induziert, ist der Reynolds-Operator R := |G|−1

∑
g∈G g ein idempotenter En-

domorphismus R ∈ Ab(M,M) mit der Untergruppe der G-Invarianten als Bild,
in Formeln

im(R) = MG

Übung 19.6.6.23 (Invarianten und Reynoldsoperator, Variante). Gegeben ei-
ne endliche Gruppe G und eine abelsche Kategorie A und ein Objekt M ∈ A
mit G-Operation, auf dem die Multiplikation mit der Gruppenordnung auf M
einen Isomorphismus (|G|·) : M

∼→ M induziert, ist der Reynolds-Operator
R := |G|−1

∑
g∈G g ein idempotenter Endomorphismus R ∈ A(M,M) mit dem

Unterobjekt der G-Invarianten als Bild, in Formeln

im(R) = MG

für MG den Kern des Morphismus (g − id)g∈G : M →
∏

g∈GM .

Übung 19.6.6.24 (Garbenkohomologie von Quotienten). Es operiere eine end-
liche diskrete Gruppe G auf einem topologischen Raum X und die Quotientenab-
bildung f : X → X/G sei separiert. Sei weiter M eine abelsche Gruppe. Ist
die Multiplikation mit |G| ein Isomorphismus (|G|·) : M

∼→ M , so induziert das
Zurückholen Isomorphismen

Hq(X/G;M)
∼→ Hq(X;M)G

zwischen der Kohomologie des Quotienten und den G-Invarianten in der Koho-
mologie des ursprünglichen Raums. Hinweis: Nach 15.2.4.22 ist unsere Quotien-
tenabbildung eigentlich. Für jede abelsche Gruppe M trägt der Vorschub f∗MX

eine natürliche G-Operation und die Komposition MX/G → f∗f
∗MX/G

∼→ f∗MX

induziert einen Isomorphismus MX/G
∼→ (f∗MX)G auf die Untergarbe der G-

Invarianten, etwa nach eigentlichem Basiswechsel. Nun verwende man unseren
Spezialfall der Leray’schen Spektralsequenz 19.6.6.17 sowie den Reynolds-Ope-
rator 19.6.6.23 und allgemeine Erkenntnisse 19.2.5.22 über additive Funktoren
und idempotente Endomorphismen. Ich weiß nicht, ob für die singuläre Kohomo-
logie die entsprechende Abbildung Hq(X/G;M)sing → Hq(X;M)Gsing in dersel-
ben Allgemeinheit ein Isomorphismus ist.

Beispiel 19.6.6.25 (Kohomologie von Quotienten, Gegenbeispiel). Die Spiege-
lung an einer Ursprungsgerade erzeugt eine Gruppe G von Automorphismen der
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Kreislinie S1, für die das Zurückholen Hq(S1/G;M) → Hq(S1;M)G im Fall
M := Z/2Z kein Isomorphismus ist. In diesem Fall ist die Multiplikation mit |G|
aber auch kein Isomorphismus, sondern die Nullabbildung (|G|·) = 0 : M →M .

Beispiel 19.6.6.26 (Kohomologie von Quotienten, Gegenbeispiel). Wir betrach-
ten als unseren Raum X die „Zahlengerade mit verdoppeltem Ursprung“ und
lassen darauf die zweielementige Gruppe G so operieren, daß alle Punkte in ihr
Negatives übergehen und die beiden Punkte unseres verdoppelten Ursprungs ver-
tauscht werden. So ist H1(X/G;Q)→ H1(X;Q)G kein Isomorphismus. Genauer
verschwindet die erste Kohomologie des Quotienten und mit einer azyklischen
Überdeckung erhalten wir rechts als erste Kohomologie den Körper Q mit trivia-
ler G-Operation. In diesem Fall ist X → X/G aber auch nicht separiert.
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19.7 Äquivariante Theorie
In meinen Augen ist die Erweiterung der Theorie zu äquivarianten Situationen
von zentraler Wichtigkeit, weil wir hier auf eine große Vielfalt von nichttrivialen
explizit berechenbaren Beispielen treffen.

19.7.1 Äquivariante Garben, VERSCHIEBEN?

19.7.1.1. Gegeben ein topologischer Raum mit der Operation eines topologischen
Monoids G%X verstehen wir unter einer G-äquivarianten Mengengarbe auf
X eine Garbe F ∈ Ens/X mit einer stetigen Operation G × F̄ → F̄ unseres
Monoids auf ihrem étalen Raum derart, daß Projektion F̄ → X äquivariant ist.
Die Kategorie der G-äquivarianten Mengengarben auf X notieren wir

Ens/G%X

Beispiel 19.7.1.2 (Äquivariante Garben auf dem einpunktigen Raum). Im Fall
des einpunktigen Raums und eines diskreten Monoids ist das Bilden der globalen
Schnitte ein Isomorphismus von Kategorien

Ens/G%top
∼→ G -Ens

Im Fall eines topologischen Monoids G gilt dasselbe, wenn wir G -Ens verste-
hen als die Kategorie aller Mengen F mit einer G-Operation, die als Abbildung
G × F → F stetig ist für die diskrete Topologie auf F . Ist G eine topologische
Gruppe und gibt es in G eine zusammenhängende Umgebung des neutralen Ele-
ments, so liefert der Rückzug vom Quotienten nach der Einskomponente einen
Isomorphismus von Kategorien

(G/G◦) -Ens
∼→ G -Ens

Beispiel 19.7.1.3 (Äquivariante Garben bei trivialer Operation). Ist G ein dis-
kretes Monoid, das auf einem Raum X trivial operiert, so ist eine G-äquivariante
Mengengarbe auf X dasselbe wie eine Garbe F ∈ Ens/X mit einem Monoidho-
momorphismus G → Ens/X(F) von G in das Monoid ihrer Endomorphismen.
Etwas formaler erhalten wir so einen Isomorphismus von Kategorien

Ens/G%X
∼→ Cat([G],Ens/X)

Im Fall des einpunktigen Raums erhalten wir auf diese Weise die Beschreibung
aus 19.7.1.2 ein weiteres Mal.
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19.7.1.4 (Äquivariante Gruppengarben). SeiG%X ein topologischer Raum mit
der Operation eines topologischen Monoids. Unter einerG-äquivarianten Grup-
pengarbe auf X verstehen wir eine Gruppengarbe F mit einer G-äquivarianten
Struktur auf der zugrundeliegenden Mengengarbe derart, daß für alle g ∈ G und
x ∈ X die auf den Halmen induzierte Abbildung g : Fx → Fgx ein Morphis-
mus von Gruppen ist. Die Kategorie der G-äquivarianten abelschen Garben auf X
notieren wir

Ab/G%X

Beispiel 19.7.1.5 (Äquivariante abelsche Garben auf dem einpunktigen Raum).
Im Fall des einpunktigen Raums und eines diskreten MonoidsG ist das Bilden der
globalen Schnitte ein Isomorphismus von Kategorien

Ab/G%top
∼→ G -Ab

Im Fall eines topologischen Monoids G gilt dasselbe, wenn wir G -Ab verste-
hen als die Kategorie aller abelschen Gruppen F mit einer G-Operation, die als
Abbildung G × F → F stetig ist für die diskrete Topologie auf F . Ist G eine
topologische Gruppe und gibt es in G eine zusammenhängende Umgebung des
neutralen Elements, so liefert der Rückzug einen Isomorphismus von Kategorien

(G/G◦) -Ab
∼→ G -Ab

Beispiel 19.7.1.6 (Äquivariante abelsche Garben bei trivialer Operation). Ist
G ein diskretes Monoid, das auf einem Raum X trivial operiert, so ist eine G-
äquivariante abelsche Garbe auf X dasselbe wie eine Garbe F ∈ Ab/X mit einem
Monoidhomomorphismus G → Ab/X(F) von G in das Monoid ihrer Endomor-
phismen. Etwas formaler erhalten wir dann einen Isomorphismus von Kategorien

Ab/G%X
∼→ Cat([G],Ab/X)

Im Fall des einpunktigen Raums erhalten wir so die Beschreibung aus 19.7.1.5 ein
weiteres Mal.

19.7.1.7. Unter einem Morphismus (G%X) → (H%Y ) von Räumen mit Ope-
ration verstehen wir ein Paar (φ, f) bestehend aus einem stetigen Monoidhomo-
morphismus φ : G → H und einer stetigen Abbildung f : X → Y derart, daß
die Kompatibilitätsbedingung f(gx) = φ(g)f(x) erfüllt ist. Wir notieren solche
Paare φ%f . Die Räume mit Operation werden auf diese Weise zu einer Kategorie

Mon%Top

Vorschau 19.7.1.8. Grothendieck untersucht noch allgemeiner Garben auf soge-
nannten „Topoi“. Diese Allgemeinheit will ich vorerst vermeiden.
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19.7.1.9. Gegeben ein Morphismus (φ%f) : (G%X)→ (H%Y ) von Räumen mit
Operation sowie äquivariante Garben F ∈ Ens/G%X und G ∈ Ens/H%Y verstehen
wir unter einem Garbenmorphismus über φ%f einen Morphismus F → G über
f , der für den vorgegebenen Monoidmorphismus φ auf den étalen Räumen ein
Morphismus G%F̄ → H%Ḡ von Räumen mit Operation ist. Die Menge der Mor-
phismen über einem vorgegebenen φ%f notieren wir Ens/φ%f (F ,G). Wir erhalten
so eine Kategorie Ens/Mon%Top und einen Funktor

Ens/Mon%Top → Mon%Top

Wir nennen wieder einen Morphismus τ ∈ Ens/φ%f (E ,G) von Garben mit Opera-
tion über einem Morphismus φ%f von Räumen mit Operation kartesisch, wenn
für jede Garbe F ∈ Ens/G%X das Nachschalten von τ eine Bijektion

Ens/G%X(F , E)
∼→ Ens/φ%f (F ,G)

induziert. Wie im nichtäquivarianten Fall ist dann das Paar (E , τ) bereits durch das
Paar (G, (φ%f)) eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus, wenn es
denn existiert. Die Existenz ist aber auch klar, man muß nur den gewöhnlichen
Rückzug mit der offensichtlichen G-Operation versehen. Wir nennen E die äqui-
variant zurückgezogene Garbe und notieren sie

E = f ∗G = (φ%f)∗G

Genauso erklären wir für abelsche Garben die Kategorie Ab/Mon%Top, den Funktor
Ab/Mon%Top → Mon%Top und den äquivarianten Rückzug.

19.7.1.10 (Garben und Quotienten). Im Fall einer topologisch freien Operation
einer diskreten Gruppe G auf einem topologischen Raum X ist der äquivariante
Rückzug unter φ%f für f : X � G\X und φ : G � 1 eine Äquivalenz von
Kategorien

Ens/(G\X)
≈→ Ens/G%X

zwischen der Kategorie der Garben auf dem Bahnenraum und der Kategorie der
äquivarianten Garben auf dem ursprünglichen Raum. Einen Quasiinversen erhal-
ten wir vermittels der Zuordnung (F̄ → X) 7→ (G\F̄ → G\X). All das ist leicht
zu sehen. Aus 16.3.3.14 mögen Sie auch, immer noch im Fall einer topologisch
freien Operation einer diskreten Gruppe, die Äquivalenz TopG\X

≈→ TopG%X
zwischen topologischen Räumen über dem Quotienten und äquivarianten topo-
logischen Räumen über X erinnern, die sich zu obiger Äquivalenz spezialisieren
läßt. Der Rückzug der finalen Mengengarbe auf G\X ist offensichtlich die fina-
le Mengengarbe auf X mit der offensichtlichen G-Operation. So sieht man, daß
das Zurückholen globaler Schnitte eine Bijektion Γ(G\X;F)

∼→ Γ(X; f ∗F)G
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zwischen Schnitten auf dem Quotienten und G-invarianten Schnitten der zurück-
geholten Garbe liefert. Ebenso liefert im Fall einer topologisch freien Operati-
on einer diskreten Gruppe G auf einem topologischen Raum X der äquivariante
Rückzug abelscher Garben eine Äquivalenz

Ab/G\X
≈→ Ab/G%X

In 21.7.2.19 zeigen wir analoge Aussagen für beliebige nicht notwendig diskrete
topologische Gruppen.

19.7.1.11 (Lokal konstante Garben). Eine Garbe von Mengen beziehungsweise
von Gruppen heißt lokal konstant, wenn unser Raum eine offene Überdeckung
besitzt derart, daß die Einschränkung unserer Garbe auf jede der überdeckenden
Mengen konstant ist. Eine Garbe von Mengen ist offensichtlich genau dann lokal
konstant, wenn ihr étaler Raum eine Überlagerung im Sinne von 16.3.1.2 ist. Ge-
geben ein Raum X bezeichne Ensk

/X ⊂ Enslk
/X ⊂ Ens/X die vollen Unterkatego-

rien der konstanten beziehungsweise lokal konstanten Garben in der Kategorie al-
ler Mengengarben auf unserem Raum. Weiter bezeichne Abk

/X ⊂ Ablk
/X ⊂ Ab/X

die vollen Unterkategorien der konstanten beziehungsweise lokal konstanten abel-
schen Garben in der Kategorie aller abelschen Garben auf unserem Raum.

19.7.1.12 (Äquivariante konstante und lokal konstante Garben). Gegeben ein
Raum mit Operation G%X bezeichne

Ensk
/G%X ⊂ Enslk

/G%X ⊂ Ens/G%X

die vollen Unterkategorien derjenigen äquivarianten Garben, die unter dem Ver-
gessen der G-Operation konstant beziehungsweise lokal konstant werden. Im Fall
abelscher Garben verwenden wir die analogen Begriffe und vereinbaren dafür die
Notationen

Abk
/G%X ⊂ Ablk

/G%X ⊂ Ab/G%X

19.7.1.13 (Lokal konstante Garben und Quotienten). Im Fall einer topologisch
freien Operation einer diskreten Gruppe G induziert unsere durch äquivarianten
Rückzug gegebene Äquivalenz aus 19.7.1.10 eine Äquivalenz

Enslk
/(G\X)

≈→ Enslk
/G%X

zwischen den vollen Unterkategorien der jeweils lokal konstanten Garben. In der
Tat sieht man leicht ein, daß beide in 19.7.1.10 betrachteten quasiinversen Funkto-
ren lokal konstante Garben zu lokal konstanten Garben machen. Analoges gilt für
abelsche Garben, der äquivariante Rückzug liefert auch für diese eine Äquivalenz

Ablk
/(G\X)

≈→ Ablk
/G%X
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19.7.1.14 (Globale Schnitte äquivarianter Garben). Gegeben ein Raum mit
Operation G%X betrachten wir den Funktor

G -Ens→ Ens/G%X

der konstanten Garbe (M 7→ MX). Er ist sinnvoll definiert, denn operiert G
stetig auf M und X , so auch auf M × X . Der Funktor der globalen Schnitte
macht im allgemeinen aus einer äquivarianten Garbe eine Menge mit unstetigerG-
Operation. Beschränken wir uns jedoch auf diskrete MonoideG, so ist der Funktor
der konstanten Garbe wieder linksadjungiert zum Funktor der globalen Schnitte
Γ : Ens/G%X → G -Ens. Genauer liefert das Exponentialgesetz für Mengen für
jeden Raum E über X und jede diskrete Menge M eine Bijektion

TopX(M ×X,E)
∼→ Ens(M,TopX(X,E))

Operiert daselbe Monoid G auf M und E, so entsprechen sich unter dieser Bi-
jektion die G-äquivarianten Abbildungen und wir erhalten so im Fall diskreter
Monoide eine ausgezeichnete Adjunktion (Γ, (M 7→MX)).

Lemma 19.7.1.15 (Operationen auf konstanten Garben). Gegeben G%X ein
zusammenhängender Raum mit Operation ist der Funktor der konstanten Garbe
(M 7→MX) volltreu und liefert eine Äquivalenz

G -Ens
≈→ Ensk

/G%X

Beweis. Wir nehmen zunächstG diskret an und bemerken, daß unsere Adjunktion
für jede G-äquivariante Garbe F ∈ Ens/G%X einen G-äquivarianten Morphismus

X × ΓF → F̄

von étalen Räumen über X liefert. Ist F eine konstante Garbe und X zusammen-
hängend, so ist er nach 19.2.2.40 ein Isomorphismus. Daraus folgt hinwiederum,
daß wenn G eine Topologie trägt und stetig auf F̄ operiert, daß dann auch die in-
duzierte Operation auf X×ΓF stetig ist. Aufgrund der Finalität von Projektionen
und speziell der ProjektionG×X×ΓF → G×ΓF muß dann auch die Operation
von G auf ΓF stetig sein.

Proposition 19.7.1.16 (Monodromie lokal konstanter Garben). Ist X überla-
gerungstrivial und mit einer topologisch freien Operation einer diskreten Grup-
pe G versehen, so liefert der Rückzug auf X gefolgt vom Funktor der globalen
Schnitte Äquivalenzen

Enslk
/G\X

≈→ G -Ens Ablk
/G\X

≈→ G -Ab
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19.7.1.17. Im Fall von Mengengarben ist unsere Aussage nurmehr eine Umfor-
mulierung von Satz 16.4.4.2 über den abstrakten Faserfunktor. Ist insbesondere
X lokal zusammenziehbar, so können wir unsere Äquivalenz auch konstruieren,
indem wir einen Punkt x ∈ X festhalten und durch Faserwirkungsvergleich einen
Isomorphismus cx : π1(X/G, x̄)

∼→ G konstruieren und die zusammengesetzte
Bijektion ix : Fx̄

∼→ (π∗F)x
∼← Γπ∗F betrachten. Darunter entspricht dann die

Operation der Fundamentalgruppe auf der Faser durch Wegeliften unserer Opera-
tion von G auf den globalen Schnitten.

19.7.1.18. Im Beweis konstruieren wir einen Linksadjungierten und der Beweis
zeigt, daß er im Fall von zusammenhängendem X volltreu ist und im Fall von
nichtleerem X treu.

Beweis. Wir konzentrieren uns diesmal auf den Fall abelscher Garben. Unser
Funktor ist für einen beliebigen Raum X mit der Operation einer diskreten to-
pologischen Gruppe sinnvoll erklärt als die Komposition

Ablk
/G\X → Ablk

/G%X → G -Ab

Der erste Funktor ist eine Äquivalenz für jede topologisch freie Operation einer
diskreten Gruppe nach 19.7.1.13. Der zweite Funktor ist der Linksadjungierte zum
Bilden der konstanten Garbe und induziert eine Äquivalenz Abk

/G%X
≈→ G -Ab

nach 19.7.1.15. Auf einem überlagerungstrivialen Raum schließlich ist jede lokal
konstante Garbe konstant und wir haben folglich Ablk

/G%X = Abk
/G%X . Das zeigt

die Behauptung.

Beispiel 19.7.1.19 (Lokal konstante Garben auf der punktierten Ebene). Wir
erhalten aus unseren Erkenntnissen 19.7.1.16 zu lokal konstanten Garben und Mo-
nodromie eine Äquivalenz

Ablk
/C×

≈→ Z -Ab

zwischen der Kategorie Ablk
/C× der lokal konstanten abelschen Garben auf C×

und der Kategorie Z -Ab der abelschen Gruppen mit einem ausgezeichneten Au-
tomorphismus, indem wir bemerken, daß C überlagerungstrivial ist und daß die
Exponentialfunktion einen HomöomorphismusC/2πiZ ∼→ C× induziert. Wie wir
sehen, ist es noch natürlicher und erlaubt sogar das Arbeiten mit vergeßlichen
komplexen Zahlen, wenn wir unsere Äquivalenz schreiben als eine Äquivalenz

Ablk
/C×

≈→ 2πiZ -Ab

Übungen

Übung 19.7.1.20. Gegeben ein Morphismus (φ%f) : G%X → H%Y von Räum-
en mit topologisch freien Operationen diskreter Gruppen konstruiere man eine
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Isotransformation für das Diagramm

H -Ab

��

// Ab/H\Y
∼

u} ttttttttt

ttttttttt

��
G -Ab // Ab/G\X

mit den Funktoren aus 19.7.1.18 in den Horizontalen und den Rückzügen in den
Vertikalen.

Weiterführende Übung 19.7.1.21 (Gruppengarben als Gruppenobjekte). Sei
ein topologischer Raum mit einer stetigen Operation eines topologischen Monoids
G%X gegeben. Wir erinnern aus 9.1.2.1 das Konzept abelscher Gruppenobjekte in
Kategorien mit endlichen Produkten. Man konstruiere einen Isomorphismus von
Kategorien

Ab(Ens/G%X)
∼→ Ab/G%X

zwischen der Kategorie der abelschen Gruppenobjekte der Kategorie der äquiva-
rianten Mengengarben und der Kategorie der äquivarianten abelschen Garben.

19.7.2 Äquivariante Kohomologie
19.7.2.1. Das entscheidende Resultat, das die Entwicklung der äquivarianten Ko-
homologie hier möglich macht, ist Korollar 19.6.6.14 in Verbindung mit 19.6.6.10,
wonach für jedes Faserbündel f : X → Y mit zusammenziehbarer Faser das Zu-
rückholen auf der Garbenkohomologie für jede abelsche Gruppe M Isomorphis-
men

Hp(Y ;M)
∼→ Hp(X;M)

liefert. Die zweite wesentliche Zutat ist die Erkenntnis, daß es für jede topologi-
sche Gruppe G einen topologisch freien zusammenziehbaren G-Raum gibt. Den
Beweis dieser Aussage holen wir in 19.7.3.5 nach. Wie dieser G-Raum aussieht
oder welchen wir unter den vielen Möglichkeiten aussuchen, ist unerheblich.

19.7.2.2. Sei G eine Gruppe. Gegeben ein G-Raum X und ein G-Rechtsraum Y
bezeichnen wir mit Y ×/GX den Bahnenraum von Y ×X unter der G-Operation
gegeben durch g(y, x) := (yg−1, gx) alias die Menge der Äquivalenzklassen un-
ter der Äquivalenzrelation (yg, x) ∼ (y, gx) mit ihrer Quotiententopologie. Man
nennt diesen Raum das balancierte Produkt vonX und Y . Die Äquivalenzklasse
von (y, x) notieren wir [y, x].

19.7.2.3. Gegeben eine topologische Gruppe G und ein G-Raum X und ein G-
Rechtsraum A setzen wir

Hq
G(X)A := Hq(A×/G X)
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Ist weiter ϕ%f : G%X → H%Y ein Morphismus von Räumen mit Operation
19.7.1.7 und ist zusätzlich A ein topologisch freier G-Rechtsraum sowie B ein
zusammenziehbarer H-Rechtsraum, so erklären wir das Zurückholen rA,B,f,ϕ =
rAB : Hq

H(Y )B → Hq
G(X)A durch die Kommutativität des Diagramms

Hq((B × A)×/G X)

Hq(B ×/H Y )

55kkkkkkkkkkkkkk
// Hq(A×/G X)

∼
iiSSSSSSSSSSSSSS

Nach oben bedeuten die Pfeile hier das gewöhnlichem Zurückholen und oben ist
die diagonale G-Operation auf B × A gemeint, wobei der Isomorphismus daher
rührt, daß das Zurückholen längs eines Faserbündels mit der zusammenziehbaren
Faser B geschieht und wir somit 19.7.2.1 anwenden dürfen. Natürlich gilt stets
rAA = id für die Identität auf einem Raum mit Gruppenwirkung G%X . Ist nun
H%Y → K%Z ein weiterer Morphismus von Räumen mit Gruppenoperation und
ist auch die Operation von H auf B topologisch frei und C ein zusammenziehba-
rer K-Raum, so behaupten wir die Gleichheit rAC = rAB ◦ rBC von Abbildungen
Hq
K(Z)C → Hq

G(X)A. Um das einzusehen betrachten wir das kommutative Dia-
gramm

(C × A)×/G X

 ��

(C ×B × A)×/G X

OO

''PPPPPPPPPPPP

vvnnnnnnnnnnnn

(C ×B)×/H X

((PPPPPPPPPPPP

zzuuuuuuuuu
(B × A)×/G X

$$IIIIIIIII

vvnnnnnnnnnnnn

C ×/K Z B ×/H Y A×/G X

Alle Pfeile, die nach rechts oder nach oben gehen, sind Faserbündel mit zusam-
menziehbarer Faser, und alles zusammen zeigt die behauptete Identität

rAC = rAB ◦ rBC

Definition 19.7.2.4. Gegeben ein Raum mit Gruppenwirkung G%X erklären wir
seine q-te äquivariante Kohomologie als die Gruppe

Hq
G(X) := Hq

G(X)EG = Hq(EG×/G X)

für den topologisch freien zusammenziehbaren G-Raum EG aus 19.7.3.5. Gege-
ben ein Morphismus φ%f : G%X → H%Y von Räumen mit Gruppenwirkung
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erklären wir das Zurückholen auf der äquivarianten Kohomologie als die Ab-
bildung

(φ%f)∗ := rEG,EH : Hq
H(Y )→ Hq

G(X)

So erhalten wir für jedes q ≥ 0 einen kontravarianten Funktor von der Kategorie
der Räume mit Gruppenoperation in die Kategorie der abelschen Gruppen.

Satz 19.7.2.5 (Eigenschaften der äquivarianten Kohomologie). 1. Für die tri-
viale Gruppe 1 erhalten wir durch das Zurückholen einen natürlichen Iso-
morphismus Hq(X)

∼→ Hq(E1 ×/1 X) = Hq
1(X). Er ist so natürlich, daß

wir ihn in der Notation für gewöhnlich als eine Gleichheit behandeln;

2. Ist G%X ein Raum mit topologisch freier Gruppenoperation, so liefert das
Zurückholen unter der Quotientenabbildung nach X/G einen Isomorphis-
mus, den Quotientenisomorphismus

Hq(X/G)
∼→ Hq

G(X)

Hier verwenden wir die Notation X/G für den Quotienten, obwohl wir ge-
nau genommen von einer Linksoperation ausgehen;

3. Ist G%X ein Raum mit Gruppenwirkung und K ⊂ G eine Untergruppe, die
topologisch frei auf G operiert mit zusammenziehbarem Quotienten G/K,
so ist das Zurückholen ein Isomorphismus

Hq
G(X)

∼→ Hq
K(X)

4. IstG eine topologische Gruppe und f : X → Y eine stetigeG-äquivariante
Abbildung, die bei Vergessen der G-Operation ein Faserbündel mit zusam-
menziehbarer Faser ist, so induziert das Zurückholen auf der äquivarianten
Kohomologie Isomorphismen

Hq
G(Y )

∼→ Hq
G(X)

Beweis. Das folgt alles unmittelbar aus den Definitionen und unserer Erkenntnis
19.6.6.14, daß das Zurückholen auf Faserbündel mit zusammenziehbarer Faser
Isomorphismen auf der Garbenkohomologie induziert.

Vorschau 19.7.2.6. Sehr viel allgemeinere Aussagen als 4 zeigen wir in ?? im
Rahmen unserer Diskussion äquivarianter derivierter Kategorien. Wenn etwa G
eine Liegruppe ist, so reicht es anzunehmen, daß der Rückzug Isomorphismen auf
der gewöhnlichen Kohomologie induziert.
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Beispiel 19.7.2.7. Die Gruppe G := Z operiert topologisch frei auf E := R. Wir
haben folglich Hq

Z(top) = Hq(R/Z) und das ist isomorph zu Z für q = 0, 1 und
Null sonst.

19.7.2.8. Seien G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum. Ein
G-Rechtstorsor auf X ist ein topologisch freier G-Rechtsraum E mitsamt einer
stetigen Abbildung π : E → X , die einen Homöomorphismus E/G ∼→ X indu-
ziert. Gegeben solch ein G-Rechtstorsor betrachten wir die Komposition

Hq
G(top)→ Hq

G(E)
∼← Hq(X)

des äquivarianten Zurückholens längs der konstanten Abbildung mit dem Inversen
des Quotientenisomorphismus. Wir nennen diese Komposition

CE : H∗G(top)→ H∗(X)

den charakteristischen Homomorphismus von E.

Vorschau 19.7.2.9. Sobald wir einmal den garbentheoretischen Kohomologiering
eingeführt haben, wird sich CE als ein Ringhomomorphismus erweisen. Weiter
kann man für manche G den Ring H∗G(top) explizit berechnen oder zumindest
Kohomologieklassen c ∈ Hq

G(top) explizit angeben, vergleiche 21.3.3.10 folgen-
de. Deren BilderCE(c) ∈ H∗(X) unter dem charakteristischen Homomorphismus
heißen dann „charakteristische Klassen des G-Torsors E“. Insbesondere behan-
deln wir in 21.3.3.12 die unitären Gruppen U(n). In 21.3.4.3 diskutieren wir den
Zusammenhang zwischen charakteristischen Klassen von Produkten von Torso-
ren und den charakteristischen Klassen der Faktoren und davon ausgehend die
sogenannten „Chern’schen Klassen“.

19.7.2.10 (Charakteristische Klassen und Gruppenwechsel). Ist X ein topolo-
gischer Raum und φ : G → H ein stetiger Homomorphismus von topologischen
Gruppen und E ein G-Torsor auf X und φ∗E := E ×/G H der daraus durch
Gruppenwechsel entstehende H-Torsor, so kommutiert mit den Rückzügen auf
der äquivarianten Kohomologie das Diagramm

Hq
G(top) → Hq

G(E)
∼← Hq(X)

↑ ↑ ‖
Hq
H(top) → Hq

H(φ∗E)
∼← Hq(X)

In Formeln gilt also Cφ∗E = CE ◦ φ∗. Wir sehen so auch, daß unser charakteristi-
scher HomomorphismusCE nur von der Isomorphieklasse des TorsorsE abhängt.

19.7.2.11 (Charakteristische Klassen und Raumwechsel). Sind G eine topolo-
gische Gruppe und f : X → Y eine stetige Abbildung und F ein G-Torsor auf
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Y und f ∗F := X ×Y F der zurückgeholte Torsor auf X , so kommutiert mit den
Rückzügen auf der äquivarianten Kohomologie das Diagramm

Hq
G(top) → Hq

G(f ∗F )
∼← Hq(X)

‖ ↑ ↑
Hq
G(top) → Hq

G(F )
∼← Hq(Y )

In Formeln gilt also Cf∗F = f ∗ ◦ CF .
19.7.2.12 (Äquivariante Kohomologie mit Koeffizienten). Alles zuvor Gesag-
te gilt analog für Kohomologie mit Koeffizienten in einer beliebigen abelschen
Gruppe M . Wir notieren die äquivariante Kohomologie von G%X mit Koeffizien-
ten in M dann Hq

G(X;M).
19.7.2.13 (Äquivariante Kohomologie für Operationen endlicher Gruppen).
Gegeben ein Raum X mit einer Operation einer Gruppe G und eine abelsche
GruppeM ist das Zurückholen ein Isomorphismus Hq(X;M)

∼→ Hq(EG×X;M).
Er ist G-äquivariant und induziert folglich einen Isomorphismus Hq(X;M)G

∼→
Hq(EG×X;M)G. Ist zusätzlich unsere Gruppe G endlich und diskret und liefert
die Multiplikation mit |G| einen Isomorphismus (|G|·) : M

∼→M , so können wir
obigen Isomorphismus mit unseren Erkenntnissen zur Kohomologie von Quotien-
ten 19.6.6.24 verlängern zu einer Kette von Isomorphismen

Hq(X;M)G
∼→ Hq(EG×X;M)G

∼← Hq(EG×/G X;M) = Hq
G(X;M)

In der Tat ist EG×X � EG×/G X stets separiert. Ist darüber hinaus die Quoti-
entenabbildung X → X/G separiert, so liefern unsere Erkenntnisse aus 19.6.6.24
sogar einen Isomorphismus Hq(X/G;M)

∼→ Hq(X;M)G dieser Gruppen mit der
Kohomologie des Quotienten.
19.7.2.14 (Äquivariante Kohomologie mit äquivarianten Koeffizienten). Ge-
geben G%X ein Raum mit Gruppenoperation und F ∈ Ab/G%X eine G-äquivari-
ante abelsche Garbe können wir analog wie zuvor auch die äquivarianten Koho-
mologiegruppen mit Koeffizienten einführen durch die Vorschrift

Hq
G(X;F) := Hq(EG×/G X; EG×/G F)

Hier meinen wir mit EG×/G F die abelsche Garbe mit étalem Raum EG×/G F̄
und es ist einiges an Arbeit zu tun, um unserer Definition Sinn zu geben und daraus
ein nützliches Werkzeug zu machen. Wir diskutieren das im Zusammenhang mit
äquivarianten derivierten Kategorien in 21.7. Ist speziell X = top ein Punkt und
G diskret, erhalten wir unsere Gruppenkohomologie 19.3.7.5, in Formeln

Hq
G(top;F) = Hq(G;F)

Hier ist rechts die Gruppenkohomologie von G im Sinne von 19.3.7.5 gemeint
und nicht die Kohomologie des diskreten Raums G mit was für Koeffizienten
auch immer.
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19.7.2.15 (Charakteristische Klassen von Darstellungen). Jeder Homomorphis-
mus von topologischen Gruppen φ : G → H induziert einen Ringhomomorphis-
mus H∗H(top) → H∗G(top). Im Fall H = GL(n;R) oder H = GL(n;C) ken-
nen wir H∗H(top;F2) beziehungsweise H∗H(top;Z) recht gut nach 21.3.4.8 bezie-
hungsweise 21.3.4.5 als Polynomringe in Stiefel-Whitney-Klassen beziehungs-
weise Chern’schen Klassen. Deren Bilder in der Gruppenkohomologie von G hei-
ßen dann die Stiefel-Whitney-Klassen der reellen beziehungsweise die Chern’schen
Klassen der komplexen Darstellung φ.

Übungen

Übung 19.7.2.16 (Berechnung der äquivarianten Kohomologie). Seien G ei-
ne topologische Gruppe und X ein G-Raum. Ist A ein topologisch freier schwach
bag-n-azyklischerG-Rechtsraum, so liefern unsere Rückzüge rEG,A für jede abel-
sche Gruppe M und 0 ≤ q < n Isomorphismen

Hq(A×/G X;M)
∼→ Hq

G(X;M)

Hinweis: Man verwende 19.6.6.14.

Übung 19.7.2.17 (Operation innerer Automorphismen). Gegeben eine topolo-
gische Gruppe G und ein Element g ∈ G operiert int(g) als die Identität auf der
äquivarianten Kohomologie H∗G(top) des einpunktigen Raums. Dasselbe gilt für
äquivariante Kohomologie mit Koeffizienten in einer abelschen Gruppe.

19.7.3 Milnor-Konstruktion
Definition 19.7.3.1. Gegeben eine Familie von Mengen (Yi)i∈I erklärt man ihren
Join

J = ∗i∈IYi
als die Realisierung des Simplizialkomplexes mit Eckenmenge der disjunkten Ver-
einigung

⊔
i∈I Yi und Simplizes allen endlichen Teilmengen mit je höchstens einer

Ecke aus jedem der Yi.

19.7.3.2 (Milnor-Topologie auf dem Join). Ich erinnere aus 16.2.7.8, daß unsere
Realisierung J aus allen Abbildungen p :

⊔
i∈I Yi → R≥0 besteht, die Träger in

einem Simplex haben und bei denen sich die Funktionswerte zu Eins aufaddieren.
Ich notiere Punkte eines solchen Joins

p =
∑

tiyi = (tiyi)

Dabei meint yi die charakteristische Funktion [yi] des Punktes yi. Damit solch eine
Funktion zu unserem Join gehört, muß gelten ti = 0 für fast alle i und

∑
ti = 1.
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Zu jedem Index k ∈ I erklären wir nun eine Abbildung ck : J → [0, 1] als „die
Summe der Koeffizienten an Ecken aus Yk“, von denen nach Annahme jeweils
höchstens einer von Null verschieden ist. Weiter erklären wir prk : c−1

k (0, 1]→ Yk
dadurch, daß jedem Punkt aus dem Join, der als Funktion aufgefaßt an einer Ecke
aus Yk nicht verschwindet, eben diese Ecke zugeordnet wird. Sind nun alle unsere
Faktoren Yi topologische Räume, so erklärt man die Milnor-Topologie auf dem
Join als diejenige Topologie, die von allen Urbildern offener Mengen unter den
ck und den prk erzeugt wird.

19.7.3.3 (Umgebungsbasen in der Milnor-Topologie). Wir betrachten einen Join

J = ∗i∈IYi

Eine Umgebungsbasis eines Punktes p =
∑
tiyi ∈ J kann man erhalten wie

folgt: Sei N = Np ⊂ I die Menge der Indizes n mit tn 6= 0. Sei ε > 0 kleiner
als das Minimum dieser positiven tn. Seien Un ⊂ Yn Umgebungen der yn für
n ∈ N . Sei K ⊂ I endlich und disjunkt zu N . Nun betrachte man die Mengen
V = V ((Un), ε,K) aller Punkte

∑
sixi aus dem Join J mit |sn − tn| < ε für

n ∈ N t K und xn ∈ Un für n ∈ N . Das System all dieser Mengen für alle
erlaubten ε, Un und K ist dann eine Umgebungsbasis des Punktes p im Join J .
Salopp gesprochen: „An den endlich vielen Indizes nmit Parameter ungleich Null
sei das Wackeln an der Stelle yn und am Parameter tn klein, an endlich vielen
vorgegebenen weiteren Indizes sei das Wackeln am Parameter klein, und an den
restlichen Indizes darf passieren, was will“.

19.7.3.4 (Vergleich von Milnor-Topologie und Realisierungs-Topologie). Für
die Realisierung eines Simplizialkomplexes hatten wir in 17.3.1.7 gesehen, daß
die Finaltopologie aus 16.2.7.8 zur Einbettung der Realisierungen aller endlichen
Unterkomplexe für die Bedürfnisse der singulären Homologietheorie gut geeignet
ist. Der Join einer durch eine MengeE indizierten Familie von einpunktigen Men-
gen ist nun als Menge in offensichtlicher Bijektion zum vollen Simplex mit der
Eckenmenge E im Sinne von 16.2.7.8, aber die dort erklärte Topologie ist feiner
als die Milnor-Topologie auf dem Join. Zum Beispiel konvergiert im Fall E = N
die Folge der Tupel

(1− 1/n, 1/n2, . . . , 1/n2, 0, 0, . . .)

mit n Einträgen 1/n2 in der Milnor-Topologie gegen (1, 0, . . .). In der Finalto-
pologie würde jedoch für jede Folge von positiven reellen Zahlen f1, f2, . . . die
Menge aller Tupel (t0, t1, . . .) mit endlich vielen von Null verschiedenen Ein-
trägen, Summe Eins, t0 beliebig und ti < fi für alle i ≥ 1 eine Umgebung von
(1, 0, . . .) bilden. Setzen wir dabei zum Beispiel fi = 1/2i2, so liegt kein Glied
unserer Folge in dieser Umgebung.
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Der Join eines zweielementigen diskreten Raums mit einem dreielementigen
diskreten Raum besteht aus der Vereinigung aller sechs „disjunkt gedachten“

Verbindungsstrecken.
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Proposition 19.7.3.5 (Milnor-Konstruktion). 1. Für jede topologische Grup-
pe G ist der abzählbar unendliche Join EG := ∗n∈NG mit seiner Milnor-
Topologie und der diagonalen G-Operation ein topologisch freier zusam-
menziehbarer G-Raum;

2. Ist G offenlokal zusammenziehbar, so gilt dasselbe für EG und EG/G.

19.7.3.6. Mir scheint, die ganze Argumentation würde mit der alternativen Topo-
logisierung des Joins als „Kolimes der endlichen Teil-Joins“ ganz genauso funk-
tionieren. Beim Beweis des ersten Teils folge ich [tD91, IV.4].

Beweis. Unser Raum ist zusammenziehbar nach Lemma 19.7.3.7. Weiter zeigt
man anhand unserer Beschreibung von Umgebungsbasen ohne Schwierigkeiten,
daß die diagonale Operation einen Homöomorphismus{∑

tngn

∣∣∣ t0 6= 0, g0 = eG

}
×G ∼→

{∑
tngn

∣∣∣ t0 6= 0
}

induziert, denn die inverse Abbildung ist auch punktweise stetig. Das zeigt Teil
1. Für Teil 2 reicht es zu zeigen, daß der erste Faktor von eben offenlokal zusam-
menziehbar ist. Er ist aber eine offene Teilmenge des abzählbar unendlichen Joins
von Kopien unserer Gruppe und einer Kopie des einpunktigen Raums und damit
offenlokal zusammenziehbar nach 19.7.3.8.

Lemma 19.7.3.7 (Zusammenziehbarkeit abzählbarer Joins). Für jeden nicht
leeren topologischen Raum Y ist der Join ∗n∈NY von abzählbar unendlich vielen
Kopien von Y zusammenziehbar.

Beweis. Wir verwenden die Notation
∑
tnyn = (t0y0, t1y1, t2y2, . . .). An Stellen,

an denen das ti Null ist, brauchen wir dabei das yi nicht zu spezifizieren und
schreiben dort manchmal auch einfach nur 0. Wir zeigen nun, daß die Identität
homotop ist zur Nulleneinfügeabbildung

(t0y0, t1y1, t2y2, . . .) 7→ (t0y0, 0, t1y1, 0, t2y2, 0, . . .)

Für diese Abbildung eine Homotopie zu einer konstanten Abbildung anzugeben
ist dann unproblematisch. Auch jede Abbildung, die an nur einer Stelle eine Null
eingefügt, ist in offensichtlicher Weise homotop zu einer konstanten Abbildung,
nur ist die Konstruktion einer Homotopie von der Identität zu einer derartigen
Abbildung verblüffenderweise mühsamer. Um nun zu zeigen, daß die Identität
homotop ist zu unserer Nulleneinfügeabbildung, überlegen wir uns erst einmal,
daß wir eine Homotopie unserer Abbildung zu der Abbildung „füge eine Null
weniger ein“ erhalten durch die Vorschrift

(t, (t0y0, t1y1, t2y2, . . .)) 7→ (t0y0, tt1y1, (1− t)t1y1, tt2y2, (1− t)t2y2, . . .)
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mit t als Parameter der Homotopie. Die Stetigkeit prüft man punktweise mit der
Beschreibung 19.7.3.3 von Umgebungsbasen in der Milnor-Topologie. Jetzt setzt
man abzählbar viele Homotopien dieser Art nebeneinander, für den Homotopie-
parameter t in [0, 1], [1, 1+ 1

2
], [1+ 1

2
, 1+ 1

2
+ 1

4
], . . . und ergänzt durch die Identität

bei t = 2. Die Stetigkeit für t < 2 ist dann unproblematisch, denn eine Abbildung
ist stetig, wenn ihre Restriktionen auf die Mengen einer endlichen abgeschlosse-
nen Überdeckung jeweils stetig sind. Die Stetigkeit für t = 2 muß wieder in jedem
Punkt geprüft werden und folgt aus unserer Beschreibung von Umgebungsbasen
für die Milnor-Topologie.

Lemma 19.7.3.8 (Zusammenziehbare Umgebungen in der Milnor-Topologie).
Ein Join J = ∗i∈NYi offenlokal zusammenziehbarer Räume ist auch selbst offen-
lokal zusammenziehbar.

Beweis. Seien in der Tat p = (tiyi) ∈ J und N = Np wie oben in 19.7.3.3.
Wählen wir offene Umgebungen Un von yn für n ∈ N , so ist auch für alle ε und
K die zugehörige Umgebung V = V ((Un), ε,K) von p nach 19.7.3.3 offen. Sind
weiter alle Un zusammenziehbar, so auch die Umgebungen V = V ((Un), ε,K)
von p. In der Tat sieht man mit der Beschreibung der Umgebungsbasen, daß die
Abbildung [0, 1] × V → V gegeben durch (t, (sixi)) 7→ (tti + (1 − t)si)xi)
wohldefiniert und stetig ist und eine Homotopie zwischen der Identität auf V und
der Abbildung (sixi) 7→ (tixi). Eine Homotopie zwischen dieser Abbildung und
der konstanten Abbildung V → V mit Wert (tiyi) ist dann leicht anzugeben.

19.7.4 Äquivariante de-Rham-Kohomologie (in Arbeit)*
19.7.4.1. Gegeben eine glatte Mannigfaltigkeit mit der glatten Operation einer
Liegruppe G%X erklärt man den äquivarianten de-Rham-Komplex als die gra-
duierte R-Ringalgebra

Ω∗(G%X) :=
(
Ω∗(X)⊗R O(g)

)G
in Bezug auf die „verdoppelte Graduierung“ auf dem Ring O(g) der regulären
Funktionen auf der Liealgebra g, für die die Linearformen homogen sind vom
Grad Zwei, und mit einem gleich noch zu erklärenden Differential. Unter dem
Ring der regulären Funktionen O(V ) ⊂ Ens(V,R) auf einem reellen Vektor-
raum V verstehen wir dabei den Teilring im Ring aller reellwertigen Funktionen,
der von den Konstanten und den Linearformen erzeugt wird. Als Differential auf
Ω∗(G%X) nehmen wir

dG(ω ⊗ f) := (dω)⊗ f −
∑
ρ

iξρω ⊗ ξ>ρ f
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für ξ1, . . . , ξr eine Basis von g und ξ>ρ den jeweiligen Vektor der dualen Basis
alias die entsprechende Koordinatenfunktion auf g, die dann mit f multipliziert
wird. Weiter bezeichne ξ = ξX auch das Vektorfeld der infinitesimalen Operation
von ξ nach ?? und iξω das partielle Auswerten nach ??. Insgesamt wird bei den
hinteren Termen der Grad von ω um Eins erniedrigt aber der Grad der Funktion
wegen der verdoppelten Graduierung um Zwei erhöht, so daß unser Differential
in der Tat den Grad um Eins erhöht. Man prüft leicht auf ganz Ω∗(X) ⊗R O(g)
die graduierte Leibnizregel

dG
(
(ω ⊗ f)(η ⊗ g)

)
=
(

dG(ω ⊗ f)
)
(η ⊗ g) + (−1)|ω|(ω ⊗ f)

(
dG(η ⊗ g)

)
Wir haben auch eine offensichtliche Einbettung

Ω∗(X)⊗O(g) ↪→ Ens(g,Ω∗(X))

Die G-invarianten Tensoren sind genau die, die darunter G-äquivarianten Abbil-
dungen entsprechen. Bezeichnet aζ : Ω∗(X) ⊗ O(g) → Ω∗(X) das Auswerten
bei ζ ∈ g, so finden wir aζdG = daζ − iζaζ . Daraus folgern wir, daß unser Diffe-
rential invariante Tensoren zu invarianten Tensoren macht, da mit ζ 7→ aζω auch
ζ 7→ aζ(dGω) äquivariant ist. Weiter finden wir

aζd
2
G = daζdG − iζaζdG

= d2aζ − diζaζ − iζdaζ + i2ζaζ
= −Lζaζ

mit der Cartan-Formel ?? im letzten Schritt. Gehen wir nun zusätzlich von einer
invarianten Form ω ∈ (Ω∗(X)⊗O(g))G aus, so ist ζ 7→ aζ(ω) eineG-äquivariante
Abbildung g → Ω(M) und ist folglich auch verträglich mit der Operation der
Liealgebra, als da heißt

a[ξ,ζ](ω) = Lξ(aζ(ω))

für alle ξ ∈ g und insbesondere Lζ(aζ(ω)) = 0. Es folgt aζd2
Gω = 0 für alle ζ und

so d2
Gω = 0.

19.7.4.2. Gegeben eine glatte Mannigfaltigkeit X mit der Operation einer kom-
pakten Liegruppe G setzen wir

H∗G(X)dR := H∗Ω∗(G%X)

und nennen diese graduierte R-Ringalgebra die q-te G-äquivariante de-Rham-
Kohomologie vonX . Gegeben eineG-äquivariante glatte Abbildung ϕ : X → Y
induziert der Rückzug von Differentialformen offensichtliche Homomorphismen

ϕ∗ : Hq
G(Y )dR → Hq

G(X)dR

Unsere äquivariante de-Rham-Kohomologie wird dadurch ein Funktor von der
Kategorie der glatten G-Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der graduierten R-
Ringalgebren.
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Lemma 19.7.4.3. Seien G eine kompakte Liegruppe und ϕ : X → Y eine glatte
äquivariante Abbildung von glatten G-Mannigfaltigkeiten. Induziert der Rückzug
Isomorphismen Hn(Y )dR

∼→ Hn(X)dR auf der gewöhnlichen de-Rham-Kohomo-
logie für n ≤ N , so induziert er auch auf der äquivarianten de-Rham-Kohomolo-
gie Isomorphismen

Hn
G(Y )dR

∼→ Hn
G(X)dR für n ≤ N.

Vorschau 19.7.4.4. Eine entsprechende Aussage in der Allgemeinheit topologi-
scher Räume und Gruppen zeigen wir erst in ??.

Beweis. Bei unserem äquivarianten de-Rham-Komplex T nX steht im homologi-
schen Grad n der Eintrag

T nX =
⊕

p+2q=n

(
Ωp(X)⊗R O(g)q

)G
Er hat eine Filtrierung durch die Unterkomplexe T n,q≥aX und die E0-Terme der
zugehörigen Spektralsequenz im Sinne von 19.9.1.15 sind die

E
(n,a)
0 = E

(n,a)
0 (X) =

(
Ωn−2a(X)⊗R O(g)a

)G
mit ∂0 : E

(n,a)
0 → E

(n+1,a)
0 der von der Cartan’schen äußeren Ableitung induzier-

ten Abbildung und es gilt E(n,a)
0 = 0 für n < 2a. Nun sind alle Ωn(X) mit der

Topologie der „gleichmäßigen Konvergenz aller Ableitungen auf Kompakta“ von-
Neumann-Darstellungen von G im Sinne von ?? ist und der Randoperator ebenso
wie der Rückzug von Differentialformen sind stetige Homomorphismen von Dar-
stellungen. Die Integration über die Gruppe liefert einen idempotenten Endomor-
phismus aller unserer Räume, dessen Bild die G-Invarianten sind und der mit al-
len Abbildungen vertauscht. Der Rückzug unter ϕ liefert einen Homomorphismus
von Spektralsequenzen und unsere Annahmen zeigen, daß dieser Homomorphis-
mus Isomorphismen E(n,a)

1 (Y )
∼→ E

(n,a)
1 (X) induziert für n ≤ N + 2a. Damit

muß er auch für alle r ≥ 1 Isomorphismen E(n,a)
r (Y )

∼→ E
(n,a)
r (X) induzieren für

n ≤ N+2q und so immer nach 19.9.1.15 Isomorphismen graHnTY
∼→ graHnTX

für n ≤ N + 2a und damit schließlich wie gewünscht Isomorphismen HnTY
∼→

HnTX für n ≤ N .

Lemma 19.7.4.5 (Äquivariante de-Rham-Kohomologie einer Liegruppe). Ge-
geben eine Liegruppe G gilt Hn

G(G)dR = 0 für n > 0 und der strukturelle Ringal-
gebrenhomomorphismus R→ Ω∗(G%G) induziert einen Isomorphismus

R ∼→ H0
G(G)dR
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Beweis. Nachdem wir
∧p g∗ mit linksinvarianten Differentialformen auf G iden-

tifizieren, liefert die Multiplikation Isomorphismen C∞(G)⊗
∧p g∗

∼→ Ωp(G) und
daraus ergeben sich Isomorpismen

C∞(G,
∧p g∗ ⊗O(g)q)

∼→ C∞(G)⊗
∧p g∗ ⊗O(g)q

∼→ Ωp(G)⊗O(g)q

Bilden wir die G-Invarianten, so liefert das Auswerten am neutralen Element den
ersten Isomorphismus eines Diagramms∧p g∗ ⊗O(g)q

∼← C∞(G,
∧p g∗ ⊗O(g)q)G

∼→
(
Ωp(G)⊗O(g)q

)G
Den so entstehenden Isomorphismus von links nach rechts notieren wir ä wie
Äquivariantisierung. Nun betrachten wir die Filtrierung unseres äquivarianten
de-Rham-Komplexes Komplexes T nG durch die Unterkomplexe T n,p+q≥tG . Die E0-
Terme der zugehörigen Spektralsequenz im Sinne von 19.9.1.15 sind die

E
(n,t)
0 =

(
Ω2t−n(G)⊗R O(g)n−t

)G
und wir zeigen, daß das Differential ∂0 : E

(n,t)
0 → E

(n+1,t)
0 unter unseren Iso-

morphismen von eben auf der linken Seite dem Differential des Koszulkomplexes
19.3.2.32 entspricht. Es folgt E(n,t)

1 = 0 für n > 0 und damit die Behauptung.
Es gilt also, ∂0 mit dem Koszuldifferential dKos zu vergleichen. Unsere obigen
Isomorphismen sind aber Isomorphismen von bigraduierten R-Ringalgebren, das
Koszuldifferential ändert sich nicht beim Übergang zum assoziierten Graduierten
unter unserer Filtrierung und dG wird zu

∂0 = d̄G : ω ⊗ f 7→
∑
ρ

−iξρω ⊗ ξ>ρ f

Auch d̄G erfüllt jedoch die graduierte Leibnizregel, so daß wir die Verträglichkeit
der beiden Differentiale nur auf Erzeugern der Ringalgebra zu prüfen bxrauchen.
Wegen dKos(λ⊗ 1) = −1⊗ λ können wir uns sogar darauf zurückziehen,

ä(dKos(λ⊗ 1)) = d̄G(ä(λ⊗ 1))

zu zeigen, und wir können uns dabei auf λ = ξ>ρ beschränken. Um die linke Seite
alias ä(−1 ⊗ ξ>ρ ) zu beschreiben, beachten wir zunächst, daß das ja in der Mitte
auf die Abbildung g 7→ (Ad∗(g))(ξ>ρ ) gehen muß und erklären wir Funktionen
fσρ ∈ C∞(G) durch (Ad∗(g))(ξ>ρ ) =

∑
σ f

σ
ρ (g)ξ>σ , so finden wir schließlich

ä(dKos(ξ
>
ρ ⊗ 1) = ä(−1⊗ ξ>ρ ) =

∑
σ

−fσρ ⊗ ξ>σ
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Umgekehrt haben wir ä(ξ>ρ ⊗ 1) = ξ̀>ρ ⊗ 1 mit λ̀ der Fortsetzung von λ zu einem
linksinvarianten Kovektorfeld auf G und weil in der Definition von dG das iξ das
partielle Einsetzen des durch die infinitesimale Operation von ξ gegebenen Vek-
torfelds meint, in unserem Fall also das partielle Einsetzen der rechtsinvarianten
Fortsetzung ξ́ von ξ, schreiben wir das erst zu einer Linearkombination linksin-
varianter Felder um. Haben wir aber (Ad(g−1))(ξρ) =

∑
hσρ(g)ξσ, so zeigt eine

kurzen Rechnung die Beziehung

ξ́ρ =
∑

hσρ(g)ξ̀σ

zwischen rechtsinvarianten und linksinvarianten Fortsetzungen und eine ebenso-
kurze Rechnung liefert hσρ = fρσ und wir finden wie gewünscht

d̄G(ä(ξ>ρ ⊗ 1)) = d̄G(ξ̀>ρ ⊗ 1) =
∑
σ

−ξ̀>ρ (ξ́σ)⊗ ξ>σ =
∑
σ

−fσρ ⊗ ξ>σ

Lemma 19.7.4.6 (Äquivariante de-Rham-Kohomologie trivialer Torsoren).
Gegeben eine Liegruppe G und eine Mannigfaltigkeit B ist der offensichtliche
Homomorphismus von dg-Ringalgebren ein Quasiisomorphismus

Ω∗B →̆ Ω∗(G%(G×B))

Beweis. Wir modifizieren den Beweis im Fall eines einpunktigen Raums B aus
19.7.4.5. Zunächst ist klar, wie wir Differentialformen auf einem Produkt zerlegen
können in der Form Ωn(G×B) =

⊕
p+c=n Ωp,c(G×B). Nachdem wir

∧p g∗ mit
linksinvarianten Differentialformen auf G identifizieren und auf G × B zurück-
ziehen, liefert die Multiplikation Ω0,c(G×B)⊗

∧p g∗
∼→ Ωp,c(G×B) und

Ω0,c(G×B)⊗
∧p g∗ ⊗O(g)q

∼→ Ωp,c(G×B)⊗O(g)q

Bilden wir die G-Invarianten, so liefert der Rückzug unter B → G × B mit
b 7→ (1, b) einen Isomorphismus und die Umkehrabbildung nennen wir die Äqui-
variantisierung

ä : Ωc(B)⊗
∧p g∗ ⊗O(g)q

∼→
(
Ωp,c(G×B)⊗O(g)q

)G
Nun betrachten wir die Filtrierung unseres äquivarianten de-Rham-Komplexes
Komplexes T n = T nG×B durch die Unterkomplexe T n,p+q≥t. Die E0-Terme der
zugehörigen Spektralsequenz im Sinne von 19.9.1.15 sind die

E
(n,t)
0 =

⊕
c

(
Ω2t−n+c,c(G×B)⊗R O(g)n−c−t

)G
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und wir zeigen, daß das Differential ∂0 : E
(n,t)
0 → E

(n+1,t)
0 unter unseren Isomor-

phismen von eben auf der linken Seite
⊕

c Ωc(B)⊗
∧2t−n+c g∗⊗O(g)n−c−t dem

Differential des Tensorprodukts vom de-Rham-Komplex von B mit dem Koszul-
komplex 19.3.2.32 entspricht. Das ist dieselbe Rechnung wie im Fall 19.7.4.5, daß
B nur aus einem Punkt besteht. So sehen wir, daß unser Quasiisomorphismus in
spe einen Quasiisomorphismus auf den E0-Termen der Spektralsequenz induziert
und aus der Theorie der Spektralsequenzen folgt dann, daß er bereits selber ein
Quasiisomorphismus gewesen sein muß.

Proposition 19.7.4.7 (Äquivariante de-Rham-Kohomologie von Torsoren). Ge-
geben eine kompakte Liegruppe G und ein glatter G-Linkstorsor π : E → B auf
einer glatten Mannigfaltigkeit B induziert der Rückzug von Differentialformen
gefolgt vom Tensorieren mit der konstanten Funktion 1 ∈ O(g) einen Isomorphis-
mus, den Quotientenisomorphismus

H∗(B)dR
∼→ H∗G(E)dR

Beweis. Wir betrachten auf B den Garbenkomplex EΩ∗B : U 7→ Ω∗(G%π−1(U))
und erhalten einen Homomorphismus Ω∗B → EΩ

∗
B durch Rückzug auf E und Ten-

sorieren mit der konstanten Funktion 1 ∈ O(g). Dieser Hommorphismus ist ver-
träglich mit dem Differential, weil das partielle Einsetzen iξ jede Differentialform
auf E annulliert, die durch Rückzug von einer Differentialform auf B herkommt.
Ich behaupte nun, daß wir so einen Quasiisomorphismus von Garbenkomplexen

Ω∗B →̆ EΩ
∗
B

erhalten. Um das zu zeigen, dürfen wir annehmen, daß unser Torsor trivial ist,
also E = G × B, und müssen nur zeigen, daß wir in dieser Situation stets einen
Quasiisomorphismus auf den globalen Schnitten erhalten. Das aber war gerade
die Aussage von Lemma 19.7.4.6. Nun erkennt man wie in 19.5.4.4, daß EΩ

∗
B

eine weiche Garbe ist, also nach 19.5.4.5 azyklisch für den Funktor der globalen
Schnitte. Die Proposition folgt.

Satz 19.7.4.8 (Äquivariante de-Rham-Vergleichsisomorphismen). SeienG%X
eine parakompakte glatte Mannigfaltigkeit mit der Operation einer kompakten
Liegruppe und q ∈ N. So gibt es genau einen Isomorphismus

Hq
G(X)dR

∼→ Hq
G(X;R)garb

derart, daß unser Isomorphismus für jeden glatten G-Rechtstorsor A, der zusam-
menhängend ist mit H1(A;R) = . . . = Hq+2(A;R) = 0, übereinstimmt mit der in
entsprechend vereinfachter Notation geschriebenen Verknüpfung

Hq
G(X)

∼→ Hq
G(A×X)

∼→ Hq(A×/G X)
∼→ Hq(A×/G X;R)

∼→ Hq
G(X;R)

der Isomorphismen nach 19.7.4.3, 19.7.4.7, 19.5.4.9 und 19.7.2.16.
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Beweis.

19.7.4.9. Gegeben eine kompakte Liegruppe G liefert unsere Konstruktion direkt
einen Ringhomomorphismus O(g)G

∼→ Ω∗(G%mgf) und, da rechts das Differen-
tial verschindet, auch einen Ringisomorphismus

O(g)G
∼→ H∗G(mgf)dR

wobei O(g)G wie immer in diesem Kontext mit der „verdoppelten Graduierung“
zu versehen ist und mgf die einpunktige finale Mannigfaltigkeit bezeichnet. Der
Rückzug liefert dann für jedeG-MannigfaltigkeitX einen Ringhomomorphismus

O(g)G → H∗G(X)dR

Im Spezialfall eines G-Linkstorsors E über einer Basismannigfaltigkeit B ent-
spricht die Verknüpfung

O(g)G → H∗G(E)dR
∼→ H∗(B)dR

des Rückzugs mit dem Inversen des Quotientenisomorphismus 19.7.4.7 unter un-
seren Vergleichsisomorphismen dem charakteristischen Homomorphismus 19.7.2.8.
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19.8 Ergänzungen zu Faserungen und Basiswech-
sel*

19.8.1 Gefaserter Basiswechsel
Definition 19.8.1.1. Sei (E) eine Eigenschaft topologischer Räume. Sagen wir,
ein topologischer RaumX sei offenlokal (E), so meinen wir, daß sich jede Umge-
bung eines beliebigen Punkts von X verkleinern läßt zu einer offenen Umgebung
desselben Punktes, die als topologischer Raum mit der induzierten Topologie die
Eigenschaft (E) hat.

Satz 19.8.1.2 (Gefaserter Basiswechsel). Sind in einem kartesischen Diagramm
von topologischen Räumen fq = pg die Horizontalen p, q Faserbündel mit offen-
lokal zusammenhängender Faser, so ist der Basiswechsel von Mengengarben eine
Isotransformation

p∗f∗
∼⇒ g∗q

∗

19.8.1.3. Insbesondere vertauscht das Zurückziehen auf ein Faserbündel mit of-
fenlokal zusammenhängender Faser mit beliebigen Produkten von Garben: In der
Tat kann man ein Produkt

∏
i∈I Fi von Garben auf Y als Vorschub unter der Pro-

jektion einer geeigneten Garbe auf Y × Idis verstehen. Ich erinnere daran, daß
das Bilden von Produkten von Garben im allgemeinen keineswegs mit Rückzug
vertauscht, ja nach 19.2.2.49 noch nicht einmal mit dem Bilden von Halmen.

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß unser
Diagramm die Gestalt

X × Z → X
↓ ↓

Y × Z → Y

hat für offenlokal zusammenhängendes Z. Es reicht zu zeigen, daß für jede Garbe
von Mengen F ∈ Ens/X und jeden Punkt (y, z) ∈ Y × Z unsere natürliche
Transformation auf dem Halm eine Bijektion

(p∗f∗F)(y,z)
∼→ (g∗q

∗F)(y,z)

induziert. Dazu hinwiederum reicht es, für ein Fundamentalsystem von Umge-
bungen von (y, z) zu zeigen, daß Bijektionen auf den Schnitten über diesen Um-
gebungen induziert werden. Jetzt verwenden wir offenen Basiswechsel 19.6.3.23
und sehen so, daß es reicht, für Z zusammenhängend nachzuweisen, daß sich auf
den globalen Schnitten eine Bijektion

Γp∗f∗F
∼→ Γg∗q

∗F
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ergibt. Nun haben wir für jede stetige Abbildung f per definitionem Γf∗ = Γ und
nach Übung 19.4.3.23 über finales Zurückholen bei zusammenhängenden Fasern
liefern in unserem speziellen Fall die kanonischen Abbildungen auch Bijektionen
Γ

∼→ Γq∗ und Γ
∼→ Γp∗. Damit identifizieren wir beide Seiten des behaupteten

Isomorphismus mit ΓF und der Satz ist bewiesen.

Beispiel 19.8.1.4 (Basiswechsel braucht Faserbündelbedingung). In 19.8.1.3
hatten wir bereits gesehen, daß Basiswechsel ohne Faserbündelbedingung nicht
gilt. Hier kommt noch ein Beispiel, das zeigt, daß auch in „ganz gewöhnlichen Si-
tuationen“ die Faserbündelbedingung gebraucht wird. Im kartesischen Diagramm

R\0
g

��

q // R2\0
f

��
pt

p // R

mit q : y 7→ (0, y) und f : (x, y) 7→ x ist für die konstante Garbe F auf
R2\0 mit Faser Z der von der Basiswechseltransformation induzierte Morphismus
p∗f∗F → g∗q

∗F kein Isomorphismus. Das zeigt, daß bei kartesischen Diagram-
men ohne Faserbündel in den Horizontalen im allgemeinen der Basiswechsel kein
Isomorphismus ist.

Beispiel 19.8.1.5 (Gefaserter Basiswechsel braucht spezielle Fasern). Sei Q
versehen mit der von R induzierten Topologie und D = R\Q die Menge der
irrationalen Zahlen, versehen mit der diskreten Topologie. Man zeige, daß für
f : D → pt und Basiswechsel mit p : Q → pt der von der kanonischen Trans-
formation induzierte Morphismus p∗f∗ZD → g∗q

∗ZD kein Isomorphismus ist.
Genauer überlege man sich, daß der globale Schnitt der konstanten Garbe ZD×Q
auf D × Q ⊂ R2, der konstant Eins ist oberhalb der Diagonalen und konstant
Null unterhalb, einem globalen Schnitt von g∗q∗ZD entspricht, der nicht von ei-
nem globalen Schnitt von p∗f∗ZD herkommen kann. Dieses Beispiel zeigt, daß in
19.8.1.2 auf die Voraussetzung offenlokal zusammenhängender Fasern im allge-
meinen nicht verzichtet werden kann.

19.8.2 Derivierter gefaserter Basiswechsel
19.8.2.1. Ein topologischer Raum X heiße schwach garbenazyklisch, wenn für
jede abelsche GruppeM von Koeffizienten seine höhere Garbenkohomologie ver-
schwindet und die natürliche Abbildung einen Isomorphismus M ∼→ Γ(MX)
induziert. Offensichtlich ist jeder zusammenziehbare Raum schwach garbenazy-
klisch. Jeder zusammenziehbare Raum ist nach 19.6.6.10 sogar schwach basisfest
garbenazyklisch.
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Satz 19.8.2.2 (Derivierter gefaserter Basiswechsel). Sind in einem kartesischen
Diagramm von topologischen Räumen fq = pg die Horizontalen p, q Faserbün-
del mit offenlokal schwach garbenazyklischer Faser, so sind die Basiswechsel für
abelsche Garben Isotransformationen

p∗(Rif∗)
∼⇒ (Rig∗)q

∗

Vorschau 19.8.2.3. In 21.3.2.2 zeigen wir eine Variante in derivierten Kategorien.

Beweis. Für i = 0 folgt das aus unserem underivierten gefaserten Basiswechsel
19.8.1.2, denn jeder schwach garbenazyklische Raum ist zusammenhängend und
damit jeder offenlokal schwach garbenazyklische Raum auch offenlokal zusam-
menhängend. Im allgemeinen können wir uns mit offenem Basiswechsel auf den
Fall eines kartesischen Diagramms der Gestalt

X × Z
g

��

q // X

f

��
Y × Z p // Y

für offenlokal schwach garbenazyklisches Z zurückziehen. Trägt zusätzlich X
die diskrete Topologie, so verschwinden die höheren derivierten Vorschübe Rif∗
für i > 0 und die Behauptung folgt, wenn wir für i > 0 und F ∈ Ab/X auch
(Rig∗)q

∗F = 0 zeigen. Gegeben B ⊂◦ Y und U ⊂◦ Z mit U schwach garbenazy-
klisch finden wir mit 19.4.3.30 aber

Hi(g−1(B × U); q∗F) =
∏

x∈f−1(B)

Hi(U ;Fx) = 0

für i > 0 und durch Übergang zum Kolimes erkennt man, daß für i > 0 alle Hal-
me von (Rig∗)q

∗F verschwinden. Damit haben wir unseren Satz für diskretes X
bewiesen. Um unseren Satz für allgemeines X zu zeigen, müssen wir nur für jede
abelsche Garbe F ∈ Ab/X eine Einbettung in eine f∗-azyklische abelsche Garbe
finden, die unter q∗ zu einer g∗-azyklischen Garbe wird: Dann können wir für je-
de abelsche Garbe induktiv eine Auflösung durch Garben dieser Art konstruieren
und der Satz folgt wieder aus seiner underivierten Variante 19.8.1.2. Um unsere
Einbettung zu konstruieren, bilden wir einen diskreten Raum Xδ, indem wir die
Menge X mit der diskreten Topologie versehen, geben der Identität den Namen
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h : Xδ → X und erhalten ein Diagramm der Gestalt

Xδ × Z
k
��

r // Xδ

h

��
X × Z
g

��

q // X

f

��
Y × Z p // Y

Die kanonische Abbildung F → h∗h
∗F alias Godementauflösung ist dann ei-

ne Einbettung in eine f∗-azyklische Garbe, und es reicht zu zeigen, daß auch
q∗h∗h

∗F azyklisch ist für g∗. Nach dem bereits behandelten Fall verschwinden
aber die höheren derivierten Vorschübe von r∗h∗F sowohl unter k als auch unter
gk. Gegeben eine injektive Auflösung r∗h∗F ↪→ I� ist also k∗r∗h∗F ↪→ k∗I�
eine welke Auflösung von k∗r∗h∗F und g∗k∗r∗h∗F ↪→ g∗k∗I� ist immer noch
exakt. So folgt, daß k∗r∗h∗F ∼= q∗h∗h

∗F azyklisch ist für g∗.

Korollar 19.8.2.4 (Höhere Vorschübe längs Faserbündeln mit spezieller Ba-
sis). Gegeben ein Faserbündel g : E → Z über einem offenlokal schwach gar-
benazyklischen Raum Z und eine abelsche GruppeM sind die höheren Vorschübe
Rig∗ME der konstanten Garben lokal konstant und Basiswechsel liefert Isomor-
phismen zwischen ihren Halmen und den Kohomologiegruppen der Faser

(Rig∗ME)z
∼→ Hi(g−1(z);M)

Beweis. Mit offenem Basiswechsel dürfen wir annehmen, daß unsere Abbildung
eine Projektion g : X × Z → Z ist für einen weiteren topologischen Raum X .
Jetzt wenden wir derivierten gefaserten Basiswechsel 19.8.2.2 an auf die konstante
Garbe MX ∈ Ab/X im kartesischen Diagramm

X × Z

��

// X

��
Z // top

und finden, daß in diesem Fall die Rig∗ME sogar konstante Garben sind.

Korollar 19.8.2.5 (Kriterium für schwache basisfeste Azyklizität). Gegeben Z
zusammenhängend und offenlokal schwach garbenazyklisch sowie eine Schranke
n ≥ 1 mit H1(Z;M) = . . . = Hn+2(Z;M) = 0 für jede beliebige abelsche
Gruppe M und X ein beliebiger topologischer Raum induziert der Rückzug für
alle F ∈ Ab/X und 0 ≤ q ≤ n Isomorphismen

Hq(X;F)
∼→ Hq(X × Z; pr∗F)
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19.8.2.6. Insbesondere ist ein Raum Z mit den im Korollar geforderten Eigen-
schaften schwach bag-n-azyklisch im Sinne von 19.6.6.10. Noch spezieller hat
jede zusammenhängende Mannigfaltigkeit, deren Kohomologie mit beliebigen
abelschen Gruppen als Koeffizienten in den Graden 1, . . . , n + 2 verschwindet,
diese Eigenschaft. In der Tat ist jede Mannigfaltigkeit offenlokal zusammenzieh-
bar und damit offenlokal schwach garbenazyklisch.

Beweis. Wir arbeiten mit dem kartesischen Diagramm

X × Z
g

��

q // X

f

��
Z

p // top

Derivierter gefaserter Basiswechsel 19.8.2.2 liefert uns zunächst einmal Isomor-
phismen p∗(Rif∗)F

∼→ (Rig∗)q
∗F und zeigt insbesondere, daß auch die linke

Seite eine konstante Garbe ist. Nach Annahme verschwinden darauf die Rjp∗ für
1 ≤ j ≤ n+ 2 und wir erhalten Isomorphismen

(Rif∗)F
∼→ p∗p

∗(Rif∗)F
∼→ (R0p∗)(R

ig∗)q
∗F ∼→ (Ri(p ◦ g)∗)q

∗F

für 1 ≤ i ≤ n + 1 mit ganz rechts der Leray’schen Spektralsequenz 19.9.3.15
oder elementarer 19.3.6.11 angewandt auf den Komplex g∗I� für q∗F → I� ei-
ne injektive Auflösung, der dann konstante Kohomologiegarben haben muß, und
den Funktor p∗. Ist F injektiv, so ist q∗F mithin (n + 1)-Γ-azyklisch. Jede in-
jektive Auflösung von F wird also unter q∗ zu einer Auflösung von q∗F durch
(n+ 1)-Γ-azyklische Garben. Da so eine Auflösung nach 19.3.6.9 aber bereits die
Kohomologie in jedem Grad ≤ n berechnet, folgt die Behauptung.

Übungen

Übung 19.8.2.7. Ist j : C× ↪→ C die Einbettung und F eine lokal konstante
abelsche Garbe mit Monodromie T : F1

∼→ F1 wie in 19.7.1.19, so gilt für den
Halm bei Null ihrer derivierten Vorschübe

(Rqj∗F)0
∼=


{a ∈ F1 | T (a) = a} q = 0;
F1/ im(T − id) q = 1;
0 sonst.

Hinweis: Es reicht, einen Isomorphismus (Rqj∗F)0
∼→ Hq(C×;F) zu konstruie-

ren. Den Rest erledigt dann 19.4.7.9.
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Vorschau 19.8.2.8. Ist j : C× ↪→ C die Einbettung und F eine lokal konstante
abelsche Garbe auf C×, so gilt Hq(C; j!F) = 0 für alle q. Eine mögliche Ar-
gumentation, die hier aber für uns noch nicht zugänglich ist, besteht darin, vom
ausgezeichneten Dreieck

j!F → j∗F → i∗i
∗j∗F →

auszugehen, mit i der Einbettung des Ursprungs, in dem alle Funktoren als de-
rivierte Funktoren zu verstehen sind. Dann folgt die Behauptung aus dem letz-
ten Isomorphismus von Übung 19.8.2.7. Betrachten wir dann das ausgezeichnete
Dreieck

i!i
!(j!F)→ j!F → j∗j

∗j!F →

und bilden die Kohomologie, so finden wir Hq(C×;F)
∼→ Hq+1i!j!F . Nach 19.4.7.9

sagt das also

Hqi!j!F ∼=


{a ∈ F1 | T (a) = a} q = 1;
F1/ im(T − id) q = 2;
0 sonst.

Das ist bereits in neuer Notation zu verstehen, in alter Notation hätten wir Rqi!

statt Hqi! zu schreiben und i! hätte eine andere Bedeutung. Eigentlich sollte man
hier zeigen, daß i!j!F in der derivierten Kategorie Der(Ab) isomorph ist zum
Komplex mit dem Differential (T − id) : F1 → F1 vom Grad 1 zum Grad 2 und
nur Nullen außerhalb dieser beiden Grade.

19.8.3 Gruppenkohomologie als Garbenkohomologie
19.8.3.1. Wir erinnern aus 19.3.7.5 die Definition der Kohomologie einer diskre-
ten Gruppe mit Koeffizienten in einer Darstellung.

19.8.3.2. Ist G # A eine abelsche Gruppe A mit einer Operation einer diskre-
ten Gruppe G und X " G ein topologischer Raum mit einer topologisch freien
Rechtsoperation von G, so bilden wir wie in 16.4.4 erklärt die Überlagerung

X ×/G A→ X/G

und bezeichnen mit Ã die Garbe ihrer Schnitte. Auf diese Weise erhalten wir einen
exakten Funktor A 7→ Ã von der Kategorie G -Ab der G-Moduln in die Kategorie
Ab/(X/G) der abelschen Garben auf dem Bahnenraum X/G. Wir nennen Ã die zu
A assoziierte Garbe und erhalten natürliche Homomorphismen AG → ΓÃ durch
die Vorschrift a 7→ (xG 7→ [x, a]).

Satz 19.8.3.3 (Gruppenkohomologie als Garbenkohomologie). Sei X ein glo-
bal und offenlokal schwach garbenazyklischer topologischer Raum, auf dem eine
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diskrete GruppeG topologisch frei operiert. So induzieren unsere natürlichen Ho-
momorphismen AG → ΓÃ aus 19.8.3.2 natürliche Isomorphismen

Hq(G;A)
∼→ Hq(X/G; Ã)

zwischen der Gruppenkohomologie von G mit Koeffizienten in einem G-Modul A
und der Garbenkohomologie des Quotienten X/G mit Koeffizienten in der zu A
assoziierten Garbe Ã.

19.8.3.4 (Gruppenkohomologie von diskreter Gruppe). Da die Milnorkonstruk-
tion einen zusammenziehbaren und offenlokal zusammenziehbaren topologisch
freien G-Rechtsraum liefert, erhalten wir insbesondere für jede diskrete topologi-
sche Gruppe G und jede abelsche Gruppe M einen Isomorphismus

Hq(G;M)
∼→ Hq

G(top;M)

zwischen der Kohomologie von M als G-Modul mit der trivialen Operation und
der G-äquivarianten Kohomologie des einpunktigen Raums mit Koeffizienten in
der abelschen Gruppe M .

Beweis. Ist X zusammenhängend und verschwindet seine erste Kohomologie mit
konstanten Koeffizienten für jede abelsche Koeffizientengruppe, so ist jede lokal
konstante abelsche Garbe auf X konstant nach 19.1.2.6 und 19.5.2.1. Operiert
nun eine diskrete Gruppe G topologisch frei von rechts auf X und bezeichnen wir
Kategorien lokal konstanter Garben mit einem oberen Index lk, so erhalten wir
ein kommutatives Diagramm von Kategorien der Gestalt

Ab/X oo ? _Ablk
/X

∼

 (IIIIIIIII

IIIIIIIII

≈ // Ab

Ab/(X/G)
oo ? _

OO

Ablk
/(X/G)

∼

!)JJJJJJJJJJ

JJJJJJJJJJ

≈ //

OO

G -Ab

OO

Ab/top

OO

Ab/top

OO

Ab

OO

Die Vertikalen meinen das Zurückholen von Garben beziehungsweise das Zurück-
holen der G-Operation vermittels 1 → G → 1. Die obere rechte Horizontale ist
der Funktor der globalen Schnitte und die mittlere rechte Horizontale der Faser-
funktor TopX/G(X, ) aus 16.4.4.2, der ja quasiinvers ist zuA 7→ Ã. Gehen wir im
Quadrat unten rechts zu den Rechtsadjungierten der Vertikalen über, so ergeben
sich kanonische Isomorphismen

ΓÃ
∼→ AG
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Um zu zeigen, daß sie sogar Isomorphismen Hq(X/G; Ã)
∼→ Hq(G;A) induzie-

ren, müssen wir nur wissen, daß injektive Objekte A von G -Ab unter der Zu-
ordnung A 7→ Ã zu Γ-azyklischen Garben Ã auf X/G werden. Nun ist aber
jedes injektive Objekt A ∈ G -Ab Summand eines indG1 I für eine injektive abel-
sche Gruppe I und indG1 I entspricht nach Übergang zu den Rechtsadjungierten
der Vertikalen im oberen rechten Quadrat der lokal konstanten Garbe π∗IX auf
X/G für π : X → X/G die Projektion. Da X und damit auch X/G offenlo-
kal schwach garbenazyklisch ist , muß hier π∗ nach 19.8.2.4 auch wirklich lokal
konstante Garben zu lokal konstanten Garben machen. Zusätzlich zeigt diese Be-
dingung, daß die höheren Derivierten Rqπ∗ auf lokal konstanten abelschen Garben
verschwinden. Unsere Garbe π∗IX ist damit offensichtlich Γ-azyklisch, wenn X
wie angenommen schwach garbenazyklisch ist.

Übungen

Übung 19.8.3.5. Man berechne nocheinmal die Kohomologiegruppen der Kreis-
linie mit lokal konstanten Koeffizienten 19.4.7.9 und verwende statt offener Über-
deckungen unsere Gruppenkohomologie aus 19.3.7.17.

19.8.4 Fakofaserungen
19.8.4.1. Wir haben bereits bemerkt, daß die Garbenopfaserung Ens�Top → Top
und die Garbenfaserung Ens/Top → Top zueinander opponierte Fasern haben,
in Formeln Ens�X = (Ens/X)opp, und haben in 19.4.3.11 einen ausgezeichneten
Isomorphismus f ∗ ∼⇒ (f ∗)opp zwischen dem Rückzug in Ens�Top und dem vom
Rückzug in Ens/Top auf den opponierten Kategorien induzierten Funktor angege-
ben. Hier will ich besprechen, welche Verträglichkeiten diese Isomorphismen ih-
rerseits erfüllen, ja inwiefern die Garbenopfaserung und die Garbenfaserung sich
gegenseitig vollständig beschreiben. Ich skizziere erst einen Zugang über „Pseu-
dofunktoren“ und führe dann einen Zugang über „Fakofaserungen“ aus, der dem
in diesem Text verfolgten Ziel der Vermeidung höherer Strukturen näher kommt.

19.8.4.2. Ein Ansatz, die Beziehung zwischen Garbenfaserung und Garbenopfa-
serung zu verstehen, ist die Sprache der Pseudofunktoren, vergleiche 19.8.6.7.
Ich will ihn hier nur kurz skizzieren. Einen Kofaserfunktor C → B anzuge-
ben „läuft auf dasselbe hinaus“ wie einen Köchermorphismus B → Cat an-
zugeben, der jedem Objekt X ∈ B eine Kategorie CX zuordnet und jedem
f : X → Y einen Funktor f† : CX → CY , und zusätzlich Isotransformationen
c(f, g) : g†f†

∼⇒ (gf)† sowie cX : IdCX
∼⇒ idX† anzugeben, die wir die „Identifi-

kationen“ genannt hatten und ihrerseits weitere Verträglichkeiten erfüllen, die ich
hier nicht ausschreibe. Halten wir hinter unseren Köchermorphismus den Köcher-
morphismus des Opponierens opp : Cat → Cat dahinter und nehmen die Inver-
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sen der von den Identifikationen induzierten Isotransformationen, so erhalten wir
ein Datum derselben Art. Gehen wir dann unser „läuft auf dasselbe hinaus“ wie-
der zurück, so erhalten wir einen weiteren Kofaserfunktor mit opponierten Fasern
aber denselben Vorschüben. Die Beziehung zwischen Garbenfaserung und Gar-
benopfaserung kann als die analoge Konstruktion im Fall von Faserungen statt
Kofaserungen verstanden werden.

19.8.4.3. Gegeben eine Kategorie C erklären wir ihre Diskretisierung Cδ als die
Unterkategorie mit denselben Objekten aber nur Identitäten als Morphismen.

Definition 19.8.4.4. Eine Fakofaserung über einer Kategorie B ist ein Datum
aus einem Faserfunktor p : C → B und einem Kofaserfunktor p̄ : C̄ → Bopp,
die nach Zurückholen auf die diskretisierte Basis Bδ übereinstimmen, sowie aus-
gezeichneten Bijektionen

i : C ×f (F ,G)
∼→ C̄ ×f◦(G,F)

zwischen den Mengen der jeweiligen kartesischen beziehungsweise kokartesi-
schen Morphismen, die verträglich sind mit Verknüpfung und die im Fall f = idX
zum Invertieren von Isomorphismen der Faser spezialisieren.

19.8.4.5 (Fakofaserung und Identifikationen). Anders und etwas vage gesagt
besteht eine Fakofaserung aus zwei Faserfunktoren p : C → B und q := p̄opp :
C̄ opp → B mit zueinander opponierten Fasern und Isomorphismen zwischen
den Rückzügen der ersten und den opponierten Rückzügen der zweiten Fase-
rung f †

∼⇒ (f ‡)opp derart, daß die Identifikationen f †g†
∼⇒ (gf)†, id†

∼⇒ Id
der ersten Faserung darunter den Inversen der Opponierten der Identifikationen
f ‡g‡

∼⇒ (gf)‡, id‡
∼⇒ Id entsprechen.

Beispiel 19.8.4.6. Die Familienkategorien einer Trennschmelzkategorie bilden ei-
ne Fakofaserung über der Familienkategorie der terminalen Trennkategorie. In
21.1.6.1 führen wir den Begriff einer „Trennschmelzfakofaserung“ ein, einer ge-
meinsamen Verallgemeinerung von Trennschmelzkategorien und Fakofaserungen.

Beispiel 19.8.4.7 (Fakofaserung der Mengengarben). Die Mengengarbenfase-
rung Ens/Top → Top und die zur Garbenopfaserung opponierte Kofaserung (Ens�Top)opp →
Topopp bilden zusammen mit unseren ausgezeichneten Bijektionen aus 19.4.3.11
eine Fakofaserung. In der Tat haben wir in 19.4.3.12 für Morphismen über f der
Garbenopfaserung eine Bijektion

Ens�f (F ,G)
∼→ TopX(X ×Y Ḡ, F̄)

konstruiert. Für Morphismen über f der Garbenfaserung erhalten wir dahingegen
unmittelbar eine Bijektion

Ens/f (F ,G)
∼→ TopX(F̄ , X ×Y Ḡ)
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Kartesische Morphismen sind jeweils die Morphismen links, die rechts Isomor-
phismen in TopX entsprechen, und das Invertieren dieser Isomorphismen liefert
in diesem Fall die Bijektionen unserer Fakofaserung. Wie in 19.8.4.5 ausgeführt
bedeutet das, daß die Isomorphismen, die wir so zwischen den Rückzügen von
Ens/Top → Top und den opponierten Rückzügen von Ens�Top → Top erhalten,
mit den jeweiligen Identifikationen verträglich sind.

Beispiel 19.8.4.8 (Fakofaserung der Mengengarben). Die Mengengarbenfase-
rung Ens/Top → Top und die zur Garbenopfaserung der Mengengarben oppo-
nierte Kofaserung (Ens�Top)opp → Topopp bilden zusammen mit unseren ausge-
zeichneten Bijektionen aus 19.4.3.11 eine Fakofaserung. In der Tat haben wir in
19.4.3.12 für Morphismen über f der Garbenopfaserung eine Bijektion

Ens�f (F ,G)
∼→ TopX(X ×Y Ḡ, F̄)

konstruiert. Für Morphismen über f der Garbenfaserung erhalten wir dahingegen
unmittelbar eine Bijektion

Ens/f (F ,G)
∼→ TopX(F̄ , X ×Y Ḡ)

Kartesische Morphismen sind jeweils die Morphismen links, die rechts Isomor-
phismen in TopX entsprechen, und das Invertieren dieser Isomorphismen liefert
in diesem Fall die Bijektionen unserer Fakofaserung. Wie in 19.8.4.5 ausgeführt
bedeutet das, daß die Isomorphismen, die wir so zwischen den Rückzügen von
Ens/Top → Top und den opponierten Rückzügen von Ens�Top → Top erhalten,
mit den jeweiligen Identifikationen verträglich sind.

Beispiel 19.8.4.9 (Fakofaserung zu étale eingeschränkter Schreikofaserung).
Ein Faserfunktor p : C → B derart, daß alle Rückzüge einen Linksadjungierten
haben, ist eine Bifaserung. Ein Beispiel ist unsere auf étale separierte Abbildungen
eingeschränkte Garbenfaserung

Ab/Topéts → Topéts

Wir haben in 19.6.5.1 für alle Morphismen f der Basis Isomorphismen zwischen
den Funktoren f! und den Linksadjungierten der Rückzüge f ∗ angegeben. Ande-
rerseits sind die Funktoren f¡ = f opp

! die Vorschübe der Garbenschreikofaserung,
die wir einschränken können zu einer Kofaserung Ab!

�Topéts → Topéts und die
durch Opponieren zu einer Faserung

(Ab!
�Topéts)opp → (Topéts)opp

wird. Diese opponierte Garbenschreikofaserung hat dieselben Fasern wie unsere
Kofaserung Ab/Topéts → Topéts und man prüft, daß sie zusammen eine Fakofa-
serung über (Topéts)opp bilden mit den Bijektionen i : C ×f (F ,G)

∼→ C̄ ×f◦(G,F)
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gegeben durch die Bijektionen

i : (Ab!
�f )
×(G,F)

∼→ Ab×/f (G,F)

für f : X → Y étale separiert, die mit den offensichtlichen Bijektionen vom
Invertieren (Ab!

�Y )×(f¡G,F)
∼→ Ab×/Y (f!G,F) herkommen. Wie in 19.8.4.5 aus-

geführt kann man das auch so formulieren, daß die zwischen den Vorschüben von
Ab/Topéts → Topéts und den opponierten Vorschüben von Ab!

�Topéts → Topéts

in 19.6.5.1 angegebenen Isomorphismen mit den jeweiligen Identifikationen ver-
träglich sind. In 21.6.7.20 beschreiben wir noch in weiteren Fällen die im Sinne
von 19.8.4.11 oppinverse Kofaserung zur Garbenschreikofaserung.
19.8.4.10 (Ergänzen zu Fakofaserung). Jeder Faserfunktor p : C → B läßt sich
eindeutig bis auf eindeutigen objektfesten Isomorphismus zu einer Fakofaserung
ergänzen, indem wir

C̄f◦(G,F) := CX(f †G,F)

setzen für f : X → Y und die übrigen Daten in der offensichtlichen Wei-
se konstruieren. Unter einem objektfesten Funktor verstehen wir dabei einen
Funktor, der auf Objekten die Identität ist. Ebenso läßt sich jeder Kofaserfunktor
p̄ : C̄ → Bopp eindeutig bis auf eindeutigen objektfesten Isomorphismus zu einer
Fakofaserung ergänzen, indem wir

Cf (F ,G) := C̄X(F , f ◦† G)

setzen für f : X → Y alias f ◦ : Y → X und die übrigen Daten in der offensicht-
lichen Weise konstruieren. Diese Ergänzungen verdienen also einen bestimmten
Artikel und eine eigene Notation. Gegeben eine Faserung C → B notieren wir
den Kofaseranteil der zugehörigen Fakofaserung statt C̄ auch C k und erhalten so
eine Kofaserung

C k → Bopp

Gegeben eine Kofaserung D → A notieren wir den Faseranteil der zugehörigen
Fakofaserung auch D f und erhalten so eine Faserung

D f → A opp

Diesen Übergang nennen wir das Invertieren einer Faserung zu einer Kofaserung
über der opponierten Basis und umgekehrt.
19.8.4.11. Zu jeder Fakofaserung bilden wir die opponierte Fakofaserung über
derselben Basis B, indem wir die Kofaserung popp : C opp → Bopp und die Fa-
serung p̄opp : C̄ opp → B betrachten und die Bijektionen i durch ihre Inversen er-
setzen. Zusammen können wir so für jeden Faserfunktor C → B den opponiert-
invertierten oder kurz oppinvertierten Faserfunktor

C of := (C opp)f → B
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über derselben Basis mit opponierten Fasern aber, bis auf das Opponieren, densel-
ben Rückzügen bilden. Ebenso können wir so für jeden Kofaserfunktor D → A
den oppinvertierten Kofaserfunktor

Dok := (Dopp)k → A

über derselben Basis mit opponierten Fasern aber, bis auf das Opponieren, densel-
ben Vorschüben bilden. In so einer Situation sagen wir, die beiden Faserfunktoren
beziehungsweise Kofaserfunktoren seien zueinander oppinvers.

19.8.4.12. Man kann weiter zeigen, daß Invertieren und Opponieren „vertauscht“
und daß zweimaliges Invertieren ebenso wie zweimaliges Opponieren mit der
Identität „übereinstimmt“. Ich verzichte darauf, das ganz präzise auszuschreiben,
weil es für uns im folgenden in größerer Präzision nicht relevant ist.

Beispiel 19.8.4.13 (Oppinverse Familienfaserungen). Gegeben eine Kategorie
C erinnern wir ihre Familienfaserung 19.6.2.24 über Ens. Die Familienfaserungen
zu C und Copp sind zueinander oppinvers.

19.8.5 Das sucht noch seinen Platz
19.8.5.1. Zu jeder Faserung C → B erklären wir die faserduale Kofaserung

C fdual → Bopp

durch die Vorschrift, daß wir als Objekte die Objekte von C nehmen und als Ab-
bildung auf den Objekten dieselbe Abbildung wie zuvor und die Morphismen
erklären durch

C fdual
f◦ (G,F) := CX(f †G,F)

für einen und jeden kartesischen Lift f †G → G von f : X → Y . Gegeben so
ein Morphismus ϕ und ein weiterer Morphismus g : Y → Z in der Basis und
ψ ∈ C fdual

g◦ (E ,G) = CY (g†E ,G) erklären wir die Verknüpfung ϕ ◦̂ ψ in unserer
faserdualen Kategorie als ϕ ◦̂ ψ := ϕ ◦ f †ψ für die in CX zu verstehende Verk-
nüpfung rechts. Wir überlassen dem Leser den Nachweis, daß diese Verknüpfung
auf unseren bis auf eindeutigen Isomorphismus wohlbestimmten Morphismen-
mengen wohldefiniert ist und daß der so entstehende Köcher mit Verknüpfung
auch wirklich eine Kategorie ist, und wir in der Tat eine Kofaserung erhalten.
Die Konstruktion liefert ausgezeichnete Isomorphismen zwischen den Fasern und
der Vorschub unter der faserdualen Kofaserung entspricht darunter dem Rückzug
in unserer urprünglichen Faserung. Analog erklärt man zu jeder Kofaserung die
faserduale Faserung und erhält einen ausgezeichneten Isomorphismus zwischen
dem Faserdualen des Faserdualen und der ursprünglichen Faserung beziehungs-
weise Kofaserung.
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19.8.5.2. Das Dualisieren vertauscht mit dem Übergang zu den opponierten Ka-
tegorien. Aus jeder Faserung C → B erhalten wir so die faserdualopponierte
Faserung

C fdo := (C fdual)opp → B

Analoges gilt für Kofaserungen und wir verwenden dafür dieselbe Notation. Be-
zeichnen wir zu jeder Faserung C → B mit Faserung C kart → B die Faserung
mit nur den kartesischen Morphismen in der Ausgangskategorie, so liefern die
Konstruktionen einen Isomorphismus von Faserungen C kart ∼→ (C fdo)kart, der in
den Fasern das Invertieren von Morphismen ist.

19.8.6 Kategorienfaserungen und -kofaserungen*
19.8.6.1. Unter einer Zerfällung eines Kofaserfunktors F : C → B, fran-
zösisch clivage, versteht man eine Vorschrift (f,F) 7→ (f†F , κf,F), die zu jedem
Morphismus in der Basis f : X → Y und jedem Objekt F ∈ CX einen kokar-
tesischen Lift κf,F : F → f†F auszeichnet. Wie bereits besprochen sind diese
Wahlen eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.

19.8.6.2. Unter einer Spaltung eines Kofaserfunktors, französisch scindage,
versteht man eine Zerfällung, bei der die Verknüpfung von je zwei ausgezeichne-
ten Transportmorphismen wieder ein Transportmorphismus ist, in Formeln g†(f†F) =
(gf)†F und κg,f†F ◦ κf,F = κgf,F für alle verknüpfbaren f, g. Es ist im allge-
meinen nicht möglich, solch eine Spaltung zu finden: Zum Beispiel ist für jeden
surjektiven Gruppenhomomorphismus G � H der Funktor [G] → [H] der zu-
gehörigen Ein-Objekt-Kategorien ein Kofaserfunktor, eine Zerfällung dieses Ko-
faserfunktors bedeutet die Auswahl eines Repräsentantensystems für die Fasern,
und eine Spaltung eine Zerfällung durch einen Gruppenhomomorphismus, die es
im allgemeinen eben nicht gibt.

19.8.6.3. Gegeben ein zerfällter Kofaserfunktor kommutieren alle Diagramme

h† ◦ g† ◦ f† ⇒ (h ◦ g)† ◦ f†
⇓ ⇓

h† ◦ (g ◦ f)† ⇒ (h ◦ g ◦ f)†

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise aus unseren Identifikationen gebil-
deten Transformationen. Weiter stimmt c(idX , idX) : idX† ◦ idX†

∼⇒ idX† übe-
rein mit der aus cX : idX†

∼⇒ Id durch Vorschalten und ebenso mit der dar-
aus durch Nachschalten von idX† entstehenden Isotransformation, in Formeln
c(idX , idX) = idX† cX = cX idX†.

19.8.6.4. Sei B eine Kategorie. Unter einer Kategorienkofaserung C = (C, †, c)
über B verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Objekt X ∈ B eine Kategorie
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C/X zuordnet, jedem Morphismus f : X → Y in B einen Funktor f† : C/X →
C/Y , und jedem Paar g ◦f von verknüpfbaren Morphismen in B eine Isotransfor-
mation c = c(g, f) : g† ◦f†

∼⇒ (g ◦f)† derart, daß idX† für alleX eine Äquivalenz
von Kategorien ist und daß alle Diagramme

h† ◦ g† ◦ f† ⇒ (h ◦ g)† ◦ f†
⇓ ⇓

h† ◦ (g ◦ f)† ⇒ (h ◦ g ◦ f)†

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise aus den Transformationen c gebil-
deten Transformationen kommutieren. Wir nennen die Kategorie C/X die Fa-
ser über X unserer Kategorienkofaserung, die Funktoren f† ihre Vorschübe, die
Transformationen c(g, f) ihre Identifikationen und die Kategorie B ihre Basis.

Vorschau 19.8.6.5. In einer Terminologie, die wir hier nicht einführen, ist eine
Kategorienkofaserung über einer Kategorie B dasselbe wie ein laxer 2-Funktor
alias Pseudofunktor von der Kategorie B in die Zweikategorie der Kategorien.

19.8.6.6 (Kofaserfunktoren und Kategorienkofaserungen). Nach 19.8.6.3 bil-
den für jeden zerfällten Kofaserfunktor p : C → B seine Fasern zusammen mit
den für jeden Morphismus der Basis gewählten Vorschüben und deren Identifika-
tionen eine Kategorienkofaserung. Umgekehrt können wir zu jeder Kategorienko-
faserung C = (C, †, c) über einer Basiskategorie B einen zerfällten Kofaserfunk-
tor p : C → B konstruieren, indem wir als Objektmenge C :=

⊔
X∈B C/X

nehmen und für jeden Morphismus f : X → Y in der Basis Cf (F ,G) :=
C/Y (f†F ,G) setzen und für g : Y → Z die Verknüpfung von f mit einem Ele-
ment von Cg(G,H) = C/Z(g†G,H) erklären durch das Vorschalten in C/Z des
Bildes unseres ursprünglichen Elements unter der Komposition

C/Y (f†F ,G)→ C/Z(g†f†F , g†G)
∼→ C/Z((g ◦ f)†F , g†G)

von Vorschub und dem Vorschalten einer Identifikation. Wir notieren die Aus-
gangskategorie dieses Kofaserfunktors C = Kof(C). Unsere beiden Konstruk-
tionen sind salopp gesprochen zueinander invers, aber das soll hier nicht genauer
ausformuliert werden.

19.8.6.7. Analog ist ein zerfällter Faserfunktor über einer Kategorie B „dasselbe“
wie ein Pseudofunktor Bopp → Cat und damit auch „dasselbe“ wie ein zerfällter
Kofaserfunktor über Bopp. Diese zwei Seiten derselben Medaille sind, was das
Konzept einer Fakofaserung aus 19.8.4.4 in anderer Weise einfängt. Zusätzlich
können wir auch noch den durch das Opponieren gegebenen opp-Zweifunktor

opp : Cat→ Cat
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nachschalten, der jeder Kategorie C die opponierte Kategorie Copp zuordnet, jedem
Funktor F den auf der opponierten Kategorien induzierten Funktor F opp und je-
der Transformation τ : F ⇒ G die opponierte Transformation τ ◦ : Gopp ⇒ F opp.
Diese Vorschrift ist nicht eigentlich ein Zweifunktor, weil sie kontravariante Funk-
toren auf den Morphismenkategorien induziert, sondern vielmehr ein angereicher-
ter Funktor längs des Schmelzfunktors opp : fCat → fCat im Sinne von ??.
Da aber alle Identifikationen Isotransformationen sind, können wir sie invertieren
und erhalten so eine weitere Kategorienfaserung über B und eine weitere Kate-
gorienkofaserung über Bopp, deren Fasern opponiert sind zu den ursprünglichen
Fasern.

19.8.6.8. Zu jeder Kategorienkofaserung C = (C, †, c) über einer Basiskategorie
B können wir die opponierte Kategorienkofaserung Copp über derselben Basis-
kategorie B bilden, indem wir in jeder Faser zur opponierten Kategorie überge-
hen und aus den ursprünglichen Vorschüben und Identifikationen in offensichtli-
cher Weise Vorschübe und Identifikationen für diese opponierten Fasern machen.
Jeder Kategorienkofaserung können wir mithin zwei Kofaserfunktoren in natürli-
cher Weise zuordnen: Den Ersten durch die in 19.8.6.6 beschriebene Konstruktion,
und den Zweiten, indem wir dieser Konstruktion noch den Übergang zur opponier-
ten Kategorienkofaserung vorschalten. Diese Kofaserungen sind dann zueinander
dualopponiert im Sinne von 19.8.5.2.

Vorschau 19.8.6.9. In noch unerklärter Terminologie ist eine Kategorienkofase-
rung über B ein „laxer 2-Funktor B → Cat“ und das Bilden der opponierten
Kategorie ein „laxer 2-Funktor Cat → Cat“ und der Übergang zur opponierten
Kategorienkofaserung besteht im „Nachschalten dieses 2-Funktors“. Gegeben ei-
ne Kategorie B verstehen wir weiter unter einer „Kategorienfaserung“ über B
einen „laxen 2-Funktor B → Catopp“. Im folgenden schreiben wir eine Definiti-
on dieses Begriffs in der bereits vorhandenen Terminologie aus.

19.8.6.10. Unter einer Kategorienfaserung C = (C, †, c) über einer Kategorie
B verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Objekt X ∈ B eine Kategorie CX

zuordnet, jedem Morphismus f : X → Y in B einen Funktor f † : CY → CX

in die Gegenrichtung und jedem Paar f ◦ g von verknüpfbaren Morphismen in B
eine Isotransformation c = c(g, f) : g† ◦ f † ∼⇒ (f ◦ g)† derart, daß id†X für alle X
eine Äquivalenz von Kategorien ist und daß alle Diagramme

h† ◦ g† ◦ f † ⇒ (g ◦ h)† ◦ f †
⇓ ⇓

h† ◦ (f ◦ g)† ⇒ (f ◦ g ◦ h)†

mit den in hoffentlich offensichtlicher Weise aus den Transformationen c gebil-
deten Transformationen kommutieren. Wir nennen die Kategorie CX die Faser
über X unserer Kategorienfaserung, die Funktoren f † ihre Rückholfunktoren,
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die Transformationen c(g, f) ihre Identifikationen und die Kategorie B ihre Ba-
sis. Auch bei Kategorienfaserungen können wir analog wie in 19.8.6.8 zur oppo-
nierten Kategorienfaserung übergehen.

Beispiel 19.8.6.11. Die Kategorienfaserungen zur Garbenfaserung Ens/Top →
Top und zur Garbenopfaserung Ens�Top → Top sind zueinander opponiert, wie
wir das bereits in 19.8.5.2 sozusagen „zu Fuß“ ausgeführt haben. Entspricht in
anderen Worten die Garbenfaserung dem laxen 2-Funktor Φ : Topopp → Cat, so
entspricht die Garbenopfaserung dem laxen 2-Funktor opp ◦Φ : Topopp → Cat,
der durch Nachschalten des 2-Funktors des Opponierens opp : Cat

∼→ Cat daraus
entsteht.

19.8.6.12. Besitzt bei einer Kategorienfaserung C = (C, †, c) über einer Basis-
kategorie B jeder Rückholfunktor f † einen Linksadjungierten f†, so bilden diese
Linksadjungierten zusammen mit den induzierten Identifikationen eine Kategori-
enkofaserung über B und der zu unserer Kategorienfaserung gehörige Faserfunk-
tor ist eine Bifaserung.

19.8.6.13. Besitzt bei einer Kategorienkofaserung C = (C, †, c) über einer Ba-
siskategorie B jeder Vorschub f† einen Rechtsadjungierten f †, so bilden diese
Rechtsadjungierten zusammen mit den induzierten Identifikationen eine Katego-
rienfaserung über B und der zu unserer Kategorienkofaserung gehörige Kofaser-
funktor ist eine Bifaserung.



3328 KAPITEL 19. GARBENKOHOMOLOGIE

19.9 Spektralsequenzen

19.9.1 Allgemeiner Formalismus der Spektralsequenzen
19.9.1.1. Eine differentielle abelsche Gruppe ist wie in 17.1.3.10 ein Paar (T, ∂)
bestehend aus einer abelschen Gruppe T und einem Gruppenhomomorphismus
∂ : T → T mit ∂2 = 0.

19.9.1.2 (Erinnerungen zu Filtrierungen). Wie in 7.7.1 verstehen wir unter ei-
ner filtrierten abelschen Gruppe eine abelsche Gruppe V mit einer Folge von
Untergruppen (V ≥q)q∈Z derart, daß gilt V ≥q ⊃ V ≥q+1. Wir setzen dann

grq(V ) := V ≥q/V ≥q+1

und bezeichnen gr(V ) :=
⊕

grq(V ) als die assoziierte graduierte Gruppe. Jede
Untergruppe U ⊂ V und jeder Quotient V/U einer filtrierten abelschen Grup-
pe V erben durch U≥r := V ≥r ∩ U sowie (V/U)≥r := im(V ≥r → V/U) eine
Filtrierung von V , die wir die Untergruppenfiltrierung und die Quotientenfil-
trierung nennen. Gegeben Untergruppen U ⊂ V ⊂ W einer filtrierten abelschen
GruppeW stimmen dann, wie bereits in 7.7.1.10 erwähnt, auf dem Subquotienten
V/U die beiden Filtrierungen überein, die wir von der vorgegebenen Filtrierung
auf W auf den beiden Wegen W ; W/U ; V/U und W ; V ; V/U als
Untergruppenfiltrierung zur Quotientenfiltrierung auf W/U beziehungsweise als
Quotientenfiltrierung zur Untergruppenfiltrierung auf V erhalten. Wir nennen die
so erhaltene Filtrierung die Subquotientenfiltrierung.

19.9.1.3 (Was Spektralsequenzen leisten). Man betrachte eine filtrierte differen-
tielle abelsche Gruppe, also eine differentielle abelsche Gruppe (T, ∂) mit einer
Filtrierung . . . ⊃ T≥q ⊃ T≥q+1 ⊃ . . . durch unter ∂ stabile Untergruppen. Die so-
genannten „Spektralsequenzen“ sind ein Begriffsapparat, der es erlaubt, die asso-
ziierte graduierte Gruppe grHT zur Subquotientenfiltrierung auf der Homologie
mit der Homologie HgrT der assoziierten graduierten differentiellen abelschen
Gruppe zu vergleichen. Die auf der HomologieHT := ker ∂/ im ∂ induzierte Fil-
trierung ist hierbei im Sinne von 19.9.1.2 zu verstehen. Die Grundfrage, zu deren
Aufklärung Spektralsequenzen beitragen, lautet damit:

Was ist die Beziehung zwischen grHT undHgrT ?

Die allgemeine Theorie der Spektralsequenzen liefert eine ziemlich komplizier-
te Beschreibung für diese Beziehung über eine Vielzahl von Zwischenschritten
19.9.1.11. Sie erweist sich erst in konkreten Anwendungen als nützlich, in der sie
oft zu einer sehr viel einfacheren Beschreibung spezialisiert. Weiteres zu Spek-
tralsequenzen findet man etwa in [CE56, Gro57].
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19.9.1.4. Man beachte, daß die assoziierte graduierte differentielle abelsche Grup-
pe grT einer filtrierten differentiellen abelschen Gruppe T keineswegs eine dg-
Gruppe im Sinne unserer Definition 17.1.3.10 ist. Vielmehr hat im vorliegenden
Fall das Differential Grad Null, so daß wir in anderen Worten vielmehr eine durch
q ∈ Z indizierte direkte Summe von differentiellen abelschen Gruppen vor uns
haben.

19.9.1.5 (Spektralsequenzen im graduierten Fall). In den meisten Anwendun-
gen trägt unsere differentielle abelsche Gruppe zusätzlich noch eine Graduierung,
bezüglich derer das Differential Grad Eins hat und bezüglich derer die Untergrup-
pen unserer Filtrierung homogen sind. In anderen Worten geht man dann also aus
von einem Komplex

. . .→ T n
∂→ T n+1 → . . .

von filtrierten abelschen Gruppen . . . ⊃ T n,≥q ⊃ T n,≥q+1 ⊃ . . . Ich denke mir
den Komplex gerne „horizontal mit Differentialen von links nach rechts“ und die
Filtrierung „vertikal und nach oben absteigend“, aber das mag jeder halten, wie
er will. Da ich nun obere Indizes schreibe und das Differential Grad Eins hat,
sollte und werde ich in Übereinstimmung mit unseren allgemeinen Konventionen
statt „Homologie“ im weiteren „Kohomologie“ sagen. Ich gebe gleich ein Bei-
spiel in diesem graduierten Fall. Dann bespreche ich die Theorie zunächst einmal
im ungraduierten Fall, um Sie zu überzeugen, daß „an Spektralsequenzen nichts
schwierig ist außer den Indizes“.

Beispiel 19.9.1.6 (Lange exakte Homologiesequenz als Spektralsequenz). Im
Spezialfall einer zwei-Schritt-Filtrierung, wenn wir also etwa haben

T n = T n,≥−1 ⊃ T n,≥0 ⊃ T n,≥1 = 0

für alle n oder nach unseren Konventionen eigentlich das Ganze noch vertikal ge-
schrieben mit der Null ganz oben, wird der gewünschte Vergleich geleistet von
der langen exakten Kohomologiesequenz zur eigentlich auch senkrecht nach oben
zu schreibenden kurzen exakten Sequenz gr0T ∗ ↪→ T ∗ � gr−1T ∗ von horizon-
tal gedachten Komplexen. Diese Kohomologiesequenz kann man in der Tat auch
lesen als eine Sammlung von exakten Sequenzen

gr−1Hn−1T ∗ ↪→ Hn−1gr−1T ∗ → Hngr0T ∗ � gr0HnT ∗

und damit als eine Beschreibung der Beziehung zwischen grHT undHgrT .

Definition 19.9.1.7. Unter einer ungraduierten Spektralsequenz oder auch kürzer
Spektralsequenz versteht man ein Datum (Eq

r , ∂, can) bestehend aus (1) abel-
schen Gruppen Eq

r für alle r ∈ N und q ∈ Z sowie (2) Homomorphismen
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∂ = ∂qr : Eq
r → Eq+r

r mit ∂2 = 0 und (3) Identifikationen alias Isomorphismen
can = canqr : Eq

r+1
∼→ ker ∂qr/ im ∂q−rr oder salopp geschrieben

can : Er+1
∼→ HEr

Gegeben (F q
r , ∂, can) eine weitere Spektralsequenz verstehen wir unter einem

Homomorphismus von Spektralsequenzen eine Familie von Homomorphismen
f qr : Eq

r → F q
r derart, daß die offensichtlichen Verträglichkeiten gelten, die ich

hier nur durch die Formeln f∂ = ∂f sowie f can = can f andeute und die der
Leser selbst durch die entsprechenden Indizes noch weiter präzisieren mag.

19.9.1.8 (Spektralsequenz filtrierter differentieller abelscher Gruppen). Ge-
geben eine filtrierte differentielle abelsche Gruppe (T, ∂) setzen wir für r ∈ Z
ganz allgemein T≥qr := {a ∈ T≥q | ∂a ∈ T≥q+r}. In Worten ist das der Raum
aller Elemente der Filtrierungsstufe ≥ q, die unter dem Differential in der um
r höheren Filtrierungsstufe landen. Für r ≤ 0 haben wir insbesondere schlicht
T≥qr = T≥q. Dann betrachten wir die Quotienten

Eq
r := T≥qr /(∂T

≥q−(r−1)
r−1 + T≥q+1

r−1 )

Diagrammatisch sind das die Quotienten der unteren Mitte der Diagramme

T≥q+r

T≥q+1
r−1

∂

::uuuuuuuuu

� _

��
T≥qr

∂

DD																		

T
≥q−(r−1)
r−1

∂

99sssssssss

nach den Bildern der beiden dort einlaufenden Pfeile. Der Eine kommt in unse-
rer Darstellung von oben, der andere von links unten. Die graphische Anordnung
in unserem Diagramm ist so zu lesen, daß kleinere Teile der Filtrierung weiter
oben stehen und steilere Pfeile nach rechts oben eine stärkere Erhöhung des Fil-
trierungsgrades bedeuten. Weiter betrachten wir die von ∂ induzierten Gruppen-
homomorphismen

∂r = ∂qr : Eq
r → Eq+r

r

Man erkennt, daß die Surjektionen T≥qr � Eq
r in diesem Zusammenhang Sur-

jektionen s : T≥qr+1 � ker ∂qr induzieren, denn aus ∂qr ā = 0 für a ∈ T≥qr folgt
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∂a = ∂b + c mit b ∈ T≥q+1
r−1 und c ∈ T≥q+r+1

r−1 ⊂ T≥q+r+1 und dann ist a − b

ein Repräsentant von ā aus T≥qr+1. Wir zeigen im Anschluß in 19.9.1.9, daß diese
Surjektionen s Isomorphismen

canqr : Eq
r+1

∼→ ker ∂qr/ im ∂q−rr

oder grob gesagt Isomorphismen can: Er+1
∼→ HEr liefern. Damit steht die

Spektralsequenz einer filtrierten differentiellen abelschen Gruppe auch schon da.
Für r ≤ 0 haben wir Eq

r = T≥q/T≥q+1 und für r < 0 gilt ∂r = 0, wo-
hingegen wir für r = 0 als ∂r das induzierte Differential auf der assoziierten
graduierten Gruppe erhalten und für r = 1 als Differential den Randoperator
H(T≥q−1/T≥q) → H(T≥q/T≥q+1) der kurzen exakten Sequenz differentieller
abelscher Gruppen

T≥q/T≥q+1 ↪→ T≥q−1/T≥q+1 � T≥q−1/T≥q

19.9.1.9 (Herleitung der eben behaupteten Isomorphismen). Es reicht in 19.9.1.8,
wenn wir zeigen s−1(im ∂q−rr ) = ∂T≥q−rr + T≥q+1

r . Links steht die Menge aller
a ∈ T≥qr+1 mit a ∈ ∂T≥q−rr + ∂T

≥q−(r−1)
r−1 + T≥q+1

r−1 . Der mittlere Summand ist hier
eh im ersten Summanden enthalten, so daß es reicht, die Identität

T≥qr+1 ∩ (∂T≥q−rr + T≥q+1
r−1 ) = ∂T≥q−rr + T≥q+1

r

zu zeigen. Die Inklusion ⊃ ist dabei offensichtlich. Um die andere Inklusion ein-
zusehen bemerken wir, daß aus a = b+cmit a ∈ T≥qr+1, b ∈ ∂T≥q−rr und c ∈ T≥q+1

r−1

bereits folgt ∂a = ∂c ∈ T≥q+(r−1) und somit c ∈ T≥q+1
r .

19.9.1.10 (E∞-Term einer Spektralsequenz). Jede Spektralsequenz beinhaltet
Isomorphismen zwischen Eq

r+1 und einem Subquotienten von Eq
r und damit in-

duktiv Folgen von Untergruppen

Eq
r = Z0Eq

r ⊃ Z1Eq
r ⊃ Z2Eq

r ⊃ . . . ⊃ B2Eq
r ⊃ B1Eq

r ⊃ B0Eq
r = 0

von Eq
r mit ausgezeichneten Isomorphismen Z iEq

r/BiEq
r
∼→ Eq

r+i. Wir bezeich-
nen mit Z∞Eq

r den Schnitt der Z iEq
r und mit B∞Eq

r die Vereinigung der BiEq
r

und vereinbaren die Notation

Eq
∞ := Z∞Eq

r/B∞Eq
r

Das ist sinnvoll, da diese Gruppe nach Konstruktion bis auf eindeutigen Isomor-
phismus gar nicht von r abhängt. Falls es ein k ∈ N gibt derart, daß für alle r ≥ k
das nachEq

r einlaufende Differential und das vonEq
r auslaufende Differential ver-

schwinden, so erhalten wir ausgezeichnete Isomorphismen

Eq
k
∼→ Eq

k+1 . . .
∼→ Eq

∞
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19.9.1.11 (E∞-Term für filtrierte differentielle abelsche Gruppen). Im Fall ei-
ner filtrierten differentiellen abelschen Gruppe (T, ∂) finden wirEq

0 = T≥q/T≥q+1,
ZrEq

0 = im(T≥qr → T≥q/T≥q+1) und Br+1Eq
0 = im(∂ : T≥q−rr → T≥q/T≥q+1).

Wir erhalten natürliche Injektionen

Z(T≥q)/Z(T≥q+1)
∼→ im((ker ∂ ∩ T≥q)→ T≥q/T≥q+1) ↪→ Z∞Eq

0

und diese sind Isomorphismen unter anderem dann, wenn unsere Filtrierung bei
Null endet, in Formeln T≥j = 0 für hinreichend großes j. Andererseits erhalten
wir natürliche Injektionen

B∞Eq
0 ↪→ im((im ∂ ∩ T≥q)→ T≥q/T≥q+1)

∼→ B(T≥q)/B(T≥q+1)

und ist unsere Filtrierung ausschöpfend alias
⋃
r T
≥r = T , so sind sie Isomor-

phismen. Zusammen liefern sie im Fall einer ausschöpfenden Filtrierung natürli-
che Injektionen grqHT ↪→ Eq

∞ und im Fall einer ausschöpfenden und bei Null
endenden Filtrierung sind diese sogar Isomorphismen

grqHT ∼→ Eq
∞

Andererseits haben wir nach unserer Definition 19.9.1.8 für jede filtrierte diffe-
rentielle abelsche Gruppe (T, ∂) stets grqT = Eq

0 und das Differential ∂0 fällt
zusammen mit gr ∂, so daß wir kanonische Isomorphismen

HgrqT
∼→ Eq

1

erhalten. In dieser Weise macht also die Spektralsequenz Aussagen über die Be-
ziehung zwischen grHT undHgrT . Sie ist im allgemeinen recht unübersichtlich.
In vielen konkreten Anwendungsfällen ist die hier gegebene Beschreibung aber
dennoch nützlich, und zwar insbesondere dann, wenn es ein i gibt derart, daß alle
Differentiale ∂r für r ≥ i verschwinden, so daß gilt Eq

i = Eq
∞. Dann spricht man

von einer bei Ei ausgearteten Spektralsequenz. Besonders häufig trifft man in
der Praxis die Fälle i = 1 und i = 2.
19.9.1.12 (Funktorialität der Spektralsequenz). Die eben vorgestellte Konstruk-
tion der Spektralsequenz ist in offensichtlicher Weise funktoriell. Jeder Morphis-
mus (T, ∂) → (S, ∂) von filtrierten differentiellen abelschen Gruppen induziert
genauer Gruppenhomomorphismen Eq

r (T ) → Eq
r (S), die verträglich sind mit

den Differentialen ∂r und den Identifikationen can : Er+1
∼→ HEr und, im

Fall ausschöpfender Filtrierungen, mit den Einbettungen Eq
∞(T ) ↪→ grqHT aus

19.9.1.11.
19.9.1.13. Gegeben ein ungraduierte Spektralsequenz (Eq

r , ∂r) verstehen wir un-
ter einem Konvergenzdatum gegen eine abelsche Gruppe H ein Datum beste-
hend aus einer Filtrierung (H≥q)q∈Z auf H und ausgezeichneten Injektionen

grq(H) ↪→ Eq
∞
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Sind sie sogar Isomorphismen, so sagen wir, das Konvergenzdatum konvergiert.
Im vorhergehenden haben wir insbesondere jeder filtrierten differentiellen abel-
schen Gruppe mit ausschöpfender Filtrierung in funktorieller Weise eine Spek-
tralsequenz zusammen mit einem Konvergenzdatum dieser Spektralsequenz ge-
gen die Kohomologie mit ihrer induzierten Filtrierung zugeordnet, das im Fall
einer bei Null beginnenden Filtrierung unserer differentiellen abelschen Gruppe
konvergiert. Wenn es solch ein gegen H konvergierende Konvergenzdatum gibt,
so sagt man auch, die Spektralsequenz (Eq

r , ∂r) konvergiere gegen H . Beson-
ders oft gibt man nur den E2-Term an und schreibt

F q ⇒ H

als Abkürzung für die Aussage, daß eine Spektralsequenz mit demE2-TermEq
2 =

F q gegen H konvergiert.

19.9.1.14 (Homotopie und Spektralsequenz). Gibt es für zwei Morphismen f, g :
(T, ∂) → (S, ∂) von filtrierten differentiellen abelschen Gruppen einen Grup-
penhomomorphismus h : T → S und k ∈ N mit f − g = ∂h + h∂ und
h(T≥q) ⊂ S≥q−k ∀q, so induzieren f und g dieselben Abbildungen

f = g : Eq
r (T )→ Eq

r (S) für r > k.

In der Tat schickt ∂h dann T≥q nach ∂S≥q−k und h∂ schickt T≥qr nach S≥q+r−k.
Also schickt (f − g) unser T≥qr nach S≥qr ∩ (∂S≥q−(r−1) + S≥q+1). Für jedes
Element a = ∂b+ c dieses Schnitts gilt jedoch b ∈ S≥q−(r−1)

r−1 , selbst wenn wir nur
a ∈ S≥q haben, und dann ∂a = ∂c ∈ S≥q+r alias c ∈ S≥q+1

r−1 .

19.9.1.15 (Spektralsequenz im graduierten Fall). Jetzt betrachten wir den gra-
duierten Fall, bei dem man wie bereits erwähnt von einem Komplex

. . .→ T n
∂→ T n+1 → . . .

von filtrierten abelschen Gruppen . . . ⊃ T n,≥q ⊃ T n,≥q+1 ⊃ . . . ausgeht und wir
letztere Sequenz von Inklusionen vertikal denken mit immer kleineren Stücken
immer weiter oben. Offensichtlich ist unsere Konstruktion der Spektralsequenz
einer filtrierten differentiellen Gruppe nach 19.9.1.8 mit dieser zusätzlichen Gra-
duierung verträglich in dem Sinne, daß gilt T≥qr =

⊕
T n,≥qr und Eq

r =
⊕

E
(n,q)
r

und daß ∂ Gruppenhomomorphismen

∂r : E(n,q)
r → E(n+1,q+r)

r

induziert und daß unsere Isomorphismen can: Er+1
∼→ HEr Isomorphismen

E
(n,q)
r+1

∼→ (HEr)(n,q) induzieren. Im Fall einer ausschöpfenden Filtrierung erhal-
ten wir dann natürliche Einbettungen grq(HnT ) ↪→ E

(n,q)
∞ und ein kurzer Blick
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auf deren Herleitung zeigt, daß sie sogar unter der schwächeren Zusatzbedingung
Isomorphismen

grq(HnT )
∼→ E(n,q)

∞

liefern, daß gilt T n+1,≥q+r = 0 für hinreichend großes r.

19.9.1.16. Gegeben ein graduierte Spektralsequenz (E
(n,q)
r , ∂r) und eine graduier-

te abelsche Gruppe mit homogenen Komponenten Hn verstehen wir unter einem
Konvergenzdatum ein Datum bestehend aus Filtrierungen (H(n,≥q))q∈Z auf den
Hn und ausgezeichneten Injektionen

grq(Hn) ↪→ E(n,q)
∞

Sind sie Isomorphismen, so sprechen wir von einem konvergierenden Konver-
genzdatum. Im vorhergehenden haben wir insbesondere jeder filtrierten differen-
tiellen graduierten abelschen Gruppe mit ausschöpfender Filtrierung in funktori-
eller Weise eine Spektralsequenz zusammen mit einem Konvergenzdatum dieser
Spektralsequenz gegen die Kohomologie mit ihrer induzierten Filtrierung zuge-
ordnet. Weiter haben wir gezeigt, daß es konvergiert, wenn die Filtrierung in je-
dem Grad bei Null beginnt. Wenn es ein konvergierendes Konvergenzdatum gibt,
so sagt man auch, die Spektralsequenz (E

(n,q)
r , ∂r) konvergiere gegen H . Be-

sonders oft gibt man nur den E2-Term an und schreibt

F (n,q) ⇒ Hn

für die Aussage, daß eine Spektralsequenz mit dem E2-Term E
(n,q)
2 = F (n,q) ge-

gen H konvergiert.

19.9.1.17 (Produktstruktur der Spektralsequenz). Gegeben filtrierte dg-Gruppen
T, S versehen wir ihr Tensorprodukt T⊗S mit seiner dg-Struktur aus 17.5.3.1 und
erklären darauf wie in 7.7.1.12 eine Filtrierung durch die Vorschrift

(T ⊗ S)≥q :=
∑
k+l=q

ten(T≥k ⊗ S≥l)

für ten das Tensorprodukt der jeweiligen Einbettungsabbildungen. Man prüft un-
schwer, daß das Tensorprodukt der jeweiligen Einbettungsabbildungen Abbildun-
gen T≥kr ⊗ S≥lr → (T ⊗ S)≥k+l

r induziert und dann auch Abbildungen

Ek
r (T )⊗ El

r(S)→ Ek+l
r (T ⊗ S)

Diese Abbildungen ihrerseits werden Morphismen von dg-Gruppen für die von
den Differentialen ∂r induzierten Differentiale, wenn wir unsere Ek

r mit der indu-
zierten Graduierung Ek

r =
⊕

E
(n,k)
r versehen.
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19.9.1.18 (Doppelkomplexe und alternative Graduierungskonventionen). Übli-
cherweise wird die Indizierung bei der Spektralsequenz einer filtrierten differenti-
ellen graduierten abelschen Gruppe dem besonders häufig auftretenden Fall eines
Doppelkomplexes (Ap,q, ∂, δ) im Sinne von 19.4.6.1 angepaßt. Wir denken uns
dabei p nach rechts und q nach oben aufgetragen. In diesem Fall betrachtet man
auf dem Totalkomplex (T n, d) aus 19.4.6.1 üblicherweise die Filtrierung

T n,≥q :=
⊕

p+j=n, j≥q

Ap,j

So ergibt sich mit unseren Notationen von oben gerade E(n,q)
0 = An−q,q und als

Differential ∂0 erhalten wir schlicht das horizontale Differential ∂ unseres Dop-
pelkomplexes. Es ist nun sinnvoll und üblich, die Indizierung umzustellen durch
Ep,q
r := E

(p+q,q)
r alias E(n,q)

r = En−q,q
r derart, daß wir in unserem Spezialfall eines

Doppelkomplexes die Formel
Ep,q

0 = Ap,q

und für ∂0 = ∂ das horizontale Differential unseres Doppelkomplexes erhal-
ten. Weiter prüft man, daß in diesem Fall eines Doppelkomplexes die E1-Terme
Ep,q

1 = Hp(A∗,q, ∂) die Kohomologie der waagerechten Komplexe sind und ∂1

vom mit geeigneten Vorzeichen versehenen senkrechten Differential δ unseres
Doppelkomplexes induziert wird. Im Fall eines Doppelkomplexes ist die fragli-
che Filtrierung stets ausschöpfend und die hinreichende Bedingung aus 19.9.1.15
übersetzt sich in

grq(Hp+q(totA))
∼→ Ep,q

∞

falls gilt Ap+1−r,q+r = 0 für hinreichend großes r. Dieses Umindizieren hat auch
den Effekt, daß die Differentiale Abbildungen ∂r : Ep,q

r → Ep+1−r,q+r
r werden.

Wir erhalten so ganz allgemein zu jeder filtrierten abelschen dg-Gruppe eine gra-
duierte Spektralsequenz im Sinne der folgenden Definition.

Definition 19.9.1.19. Unter einer graduierten Spektralsequenz oder auch kurz
Spektralsequenz versteht man ein Datum (Ep,q

r , ∂, can) bestehend aus

1. Einer Familie von abelschen Gruppen (Ep,q
r ) für p, q ∈ Z und r ∈ N mit-

samt Gruppenhomomorphismen ∂ = ∂r = ∂p,qr : Ep,q
r → Ep+1−r,q+r

r mit
der Eigenschaft ∂2 = 0; die ∂r haben also „Bigrad“ (1− r, r);

2. Einer Familie von Isomorphismen can : Ep,q
r+1

∼→ (ker ∂r/ im ∂r) für ∂r das
von Ep,q

r auslaufende beziehungsweise das nach Ep,q
r einlaufende Differen-

tial, die also die Ep,q
r+1 mit der Kohomologie von (Ep,q

r , ∂r) identifizieren.
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Die E0-Terme einer Spektralsequenz mit den zugehörigen Differentialen

Die E1-Terme einer Spektralsequenz mit den zugehörigen Differentialen

Die E2-Terme einer Spektralsequenz mit den zugehörigen Differentialen
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Die bigraduierte differentielle abelsche Gruppe Ep,q
r heißt der Er-Term unserer

Spektralsequenz. Wie zuvor hängen die Gruppen Ep,q
r+1 hierbei zwar bis auf Iso-

morphismus nur von den Daten (Ep,q
r , ∂r) ab, das Differential ∂r+1 wird jedoch

durch diese Daten nicht bestimmt.

19.9.1.20 (Konvergenz in der neuen Notation). Gegeben ein graduierte Spek-
tralsequenz (Ep,q

r , ∂r) und eine graduierte abelsche Gruppe H mit homogenen
KomponentenHn wird unter einem Konvergenzdatum in der neuen Notation ein
Datum bestehend aus Filtrierungen (Hn,≥q)q∈Z auf den Hn und ausgezeichneten
Injektionen

grq(Hp+q) ↪→ Ep,q
∞

Wir sagen, unser Konvergenzdatum konvergiert, wenn diese Injektionen Isomor-
phismen sind. Wenn es solch ein konvergentes Konvergenzdatum gibt, so sagt man
auch, die Spektralsequenz (Ep,q

r , ∂r) konvergiere gegen Hn. Besonders oft gibt
man nur den E2-Term an und schreibt

F p,q ⇒ Hn

als Abkürzung für die Aussage, daß eine Spektralsequenz mit Ep,q
2 = F p,q als

E2-Term gegen H konvergiert.

Beispiel 19.9.1.21 (Spektralsequenzen für Doppelkomplexe). Unsere Konstruk-
tionen ordnen jedem Doppelkomplex A = (Ap,q, ∂, δ) in funktorieller Weise eine
graduierte Spektralsequenz nebst einem Konvergenzdatum gegen die Kohomolo-
gie des Totalkomplexes zu, mit der durch horizontal unten abgeschnittene Dop-
pelkomplexe A∗,≥q gegebenen (≥ q)-Filtrierung, das konvergiert unter der Vor-
aussetzung, daß gegeben p, q stets gilt Ap−r,q+r = 0 für alle hinreichend großen
r � 0. Der E2-Term dieser Spektralsequenz ist die Kohomologie der vertikalen
Komplexe, die aus der Kohomologie der Zeilenkomplexe enstehen, so daß wir
unter unserer Konvergenzbedingung haben

Hq(Hp(A; ∂); δ)⇒ Hn(tot(A))

Die Filtrierung des Konvergenzdatums eines Doppelkomplexes kann man alterna-
tiv auch erhalten, indem man die Filtrierung von A durch die Unterdoppelkom-
plexe τ≤pA betrachtet, bei denen die p-te Spalte durch die Spalte aus den Kernen
des horizontalen Differentials ersetzt wird und die Spalten mit höheren Indizes zu
Null gesetzt werden. Wir haben genauer für p+ q = n in Formeln

Zn(tot τ≤pA) = Zn(totA∗,≥q)

und damit stimmen natürlich auch die Bilder beider Seiten in der Kohomologie
des Totalkomplexes überein.
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19.9.1.22. Im Fall von Doppelkomplexen kann man auch noch eine zweite Spek-
tralsequenz erhalten, indem man die Rollen von p und q vertauscht. Wollen wir
betonen, daß die bisher betrachtete Sequenz mit Differentialen ∂r : Ep,q

r →
Ep−r+1,q+r
r gemeint ist, schreiben wir

p⇒, weil dann das nullte Differential in Rich-
tung wachsender p geht.

19.9.1.23 (Beispiel für eine ausgeartete Spektralsequenz). Betrachten wir spe-
ziell einen Doppelkomplex im ersten Quadranten und sind wie in 19.4.6.8 alle
Zeilen unseres Doppelkomplexes exakt an allen Stellen Ap,q mit p 6= 0, so lie-
fert unser Formalismus hier mit den Notationen 19.4.6.8 unmittelbar E0,q

1 = Kq
↑

und Ep,q
1 = 0 für p 6= 0 sowie E0,q

2 = E0,q
∞ = Hq(K∗↑) und natürlich auch

Ep,q
∞ = 0 für p 6= 0. Jede Kohomologiegruppe des Totalkomplexes besteht mit-

hin aus einer einzigen Filtrierungsstufe und wir erhalten so unsere Isomorphismen
Hn(K∗↑)

∼→ HnT aus 19.4.6.8 zwischen der Kohomologie des senkrechten Kern-
komplexes und der Kohomologie des Totalkomplexes nocheinmal neu als Konse-
quenzen der allgemeinen Theorie.

19.9.1.24 (Homotopie für Morphismen von Doppelkomplexen). Jeder Doppel-
komplex in einer additiven KategorieA kann als ein Objekt von Ket(KetA) auf-
gefaßt werden, indem ihn als den Komplex seiner Spaltenkomplexe versteht. Zwei
Morphismen von Doppelkomplexen nennen wir horizontal homotop, wenn sie in
diesem Sinne homotop sind. Gegeben Morphismen f, g : A → B von Doppel-
komplexen mit Differentialen ∂ : Ap,q → Ap+1,q und δ : Ap,q → Ap,q+1 verstehen
wir genauer und in Formeln unter einer horizontalen Homotopie zwischen f
und g eine Familie von Kettenabbildungen hp : Ap,∗ → Ap−1,∗ mit

∂h+ h∂ = f − g

Analog erklären wir vertikale Homotopie als eine Familie von Kettenabbildun-
gen kq : A∗,q → A∗,q−1 mit δk + kδ = f − g. Jede horizontale Homotopie
induziert unmittelbar eine Homotopie zwischen den auf den Totalkomplexen in-
duzierten Abbildungen. Jede vertikale Homotopie k induziert eine Homotopie
zwischen den auf den Totalkomplexen induzierten Abbildungen vermittels der
k̄ := (−1)pkq : Ap,q → Ap,q−1. Wir nennen zwei Morphismen f, g von Dop-
pelkomplexen homotop, wenn es eine horizontale Homotopie h eine vertikale
Homotopie k gibt mit

∂h+ h∂ + δ̄k̄ + k̄δ̄ = f − g

Dann ist also (h + k̄) eine Homotopie zwischen den von f und g auf den Total-
komplexen induzierte Kettenabbildung. Sowohl für horizontale wie für vertikale
Homotopien gilt nun h, k̄ : T n,≥q → Sn,≥q−1 in den Notationen von 19.9.1.18 mit
T, S den filtrierten graduierten Komplexen zu unseren Doppelkomplexen A,B.
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Die E0-Terme der Spektralsequenz zu einem Komplex mit
Zwei-Schritt-Filtrierung

Die E1-Terme der Spektralsequenz zu einem Komplex mit
Zwei-Schritt-Filtrierung. Die Differentiale ∂n für n ≥ 2 laufen alle nach Null

oder kommen von Null, folglich haben wir E2 = E∞.
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Nach 19.9.1.14 induzieren also homotope Morphismen f und g von Doppelkom-
plexen jeweils dieselben Abbildungen auf allen Termen Er mit r ≥ 2 der zu-
gehörigen Spektralsequenzen.

Übungen

Übung 19.9.1.25. Gegeben eine Spektralsequenz mit Ep,q
2 = 0 für p 6= 0, 1 kon-

struiere man eine lange exakte Sequenz

. . .→ E1,q
2 → E0,q+2

2 → E0,q+2
∞ → E1,q+1

2 → . . .

19.9.2 Spektralsequenzen eines filtrierten Raums
19.9.2.1 (Filtrierungssequenz der singulären Homologie). Sei X ein topologi-
scher Raum mit einer Filtrierung . . . ⊃ X≥q ⊃ X≥q+1 ⊃ . . . durch Teilmengen.
Unsere Filtrierung sei endlich, es gebe also k, g mit X = X≥k und X≥g = ∅. Auf
dem Komplex SnX der singulären Ketten betrachten wir die Filtrierung durch die
SnX

≥q. Untere Indizes mit fallenden Differentialen übersetzen wir nun im Kopf
zu den entsprechenden negativ gemachten oberen Indizes mit wachsenden Diffe-
rentialen. Nach 19.9.1.20 liefert unser filtrierter Komplex dann eine Spektralse-
quenz mit Grenzwert HnX . Für die ersten Terme dieser Spektralsequenz erhalten
wir nach 19.9.1.15 natürliche Isomorphismen

E−n−q,q0 = E
(−n,q)
0

∼→ Sn(X≥q, X≥q+1)

E−n−q,q1 = E
(−n,q)
1

∼→ Hn(X≥q, X≥q+1)

Guckt man sich die Konstruktion der Spektralsequenz genauer an, so erkennt man
zusätzlich, daß die Differentiale ∂1 : E

(−n,q)
1 → E

(−n+1,q+1)
1 mit den Rändern

Hn(X≥q, X≥q+1)→ Hn−1(X≥q+1, X≥q+2) der langen exakten Homologiesequenz
des Tripels X≥q ⊃ X≥q+1 ⊃ X≥q+2 zusammenfallen.

19.9.2.2 (Filtrierungssequenz der Garbenkohomologie). Sei X ein lokal kom-
pakter Hausdorffraum mit einer Filtrierung . . . ⊃ X≥q ⊃ X≥q+1 ⊃ . . . durch
offene Teilmengen. Unsere Filtrierung sei wieder endlich, es gebe also k, g mit
X = X≥k und X≥g = ∅. Gegeben eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X und eine
injektive Auflösung F ↪→ I� betrachten wir nun auf dem Komplex Γ!(X; I�)
der Schnitte mit kompaktem Träger die Filtrierung durch die Γ!(X

≥q; I�). Nach
19.9.1.20 liefert dieser filtrierte Komplex eine Spektralsequenz mit Grenzwert
Hn

! (X;F) = HnΓ!(X; I�). Für die ersten Terme dieser Spektralsequenz erhalten
wir nach 19.9.1.15 und 19.4.8.14 mit Xq := X≤q\X≤q−1 natürliche Isomorphis-
men

En−q,q
0 = E

(n,q)
0 = Γ!(X

≥q; In)/Γ!(X
≥q+1; In)

∼→ Γ!(X
q; In)
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und
En−q,q

1 = E
(n,q)
1

∼→ HnΓ!(X
q; I�)

∼→ Hn
! (Xq;F)

Guckt man sich die Konstruktion der Spektralsequenz noch genauer an, so er-
kennt man zusätzlich, daß die Differentiale ∂1 : E

(n,q)
1 → E

(n+1,q+1)
1 mit den

Rändern Hn
! (Xq;F)→ Hn+1

! (Xq+1;F) der Lokalisierungssequenz 19.4.8.15 zur
Zerlegung von Xq tXq+1 in die offene Teilmenge Xq+1 und ihr abgeschlossenes
Komplement Xq zusammenfallen.

19.9.3 Grothendieck’s Spektralsequenz

Definition 19.9.3.1. Gegeben ein Komplex (Ap)p∈Z in einer abelschen Katego-
rie verstehen wir unter einer Cartan-Eilenberg-Obenauflösung einen Doppel-
komplex (Ip,q)q≥0 in der oberen Halbebene mit im Sinne von 19.3.6.20 maximal
spaltenden Zeilen und einem Isomorphismus von unserem Ausgangskomplex zum
waagerechten Kernkomplex dieses Doppelkomplexes derart, daß die Spalten Auf-
lösungen der Objekte unseres Ausgangskomplexes sind und die Spalten aus den
Kernen der p-Differentiale unseres Doppelkomplexes Auflösungen der Kerne der
Differentiale unseres Ausgangskomplexes. Sind alle Ip,q injektiv, so sprechen wir
von einer Cartan-Eilenberg-Auflösung durch Injektive und es versteht sich von
selbst, daß damit a priori eine Obenauflösung gemeint ist. Analog, ja opponiert bis
auf die Indizierung erklären wir eine Cartan-Eilenberg-Untenauflösung.

Lemma 19.9.3.2. Gegeben eine kurze exakte Sequenz A ↪→ B � C von Ketten-
komplexen in einer abelschen Kategorie sind gleichbedeutend:

1. Die auf den Zyklen induzierten Seqenzen sind ihrerseits kurze exakte Se-
quenzen ZpA ↪→ ZpB � ZpC;

2. Die auf den Bildern induzierten Seqenzen sind ihrerseits kurze exakte Se-
quenzen BpA ↪→ BpB � BpC;

3. Die auf den Kozykeln induzierten Seqenzen sind ihrerseits kurze exakte Se-
quenzen cok(Ap → Ap+1) ↪→ cok(Bp → Bp+1)� cok(Cp → Cp+1).

Wir nennen eine derartige kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen zykelexakt.
Jede zykelexakte Sequenz von Kettenkomplexen induziert kurze exakte Sequenzen
HpA ↪→ HpB � HpC auf der Homologie.

Beweis. Das folgt leicht mit wiederholter Anwendung des Neunerlemmas. Die
Details seien dem Leser überlassen.
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19.9.3.3. Jeder Doppelkomplex (Ip,q) liefert für jedes q eine kurze exakte Sequenz
von Zeilenkomplexen ker δp,q ↪→ Ip,q � im δp,q. Sind alle seine Spalten exakt, so
haben wir zusätzlich im δp,q = ker δp,q+1. Sind zusätzlich die Spalten ker ∂p,q aus
den Kernen der horizontalen Differentiale exakt und liegt unser Doppelkomplex
in einer oberen Halbebene, so erkennt man induktiv, daß alle eben betrachteten
kurzen exakten Sequenzen von Zeilenkomplexen zykelexakt sein müssen. Das
bedeutet hinwiederum nach 19.9.3.2, daß auch die Spalten im ∂p,q aus den Bil-
dern der horizontalen Differentiale und die Spalten cok ∂p,q aus den Kokernen der
horizontalen Differentiale und die Spalten aus der Kohomologie der horizontalen
Differentiale exakt sind.

19.9.3.4. Gegeben eine Cartan-Eilenberg-Obenauflösung (Ip,q) eines horizontal
gedachten Komplexes (Ap) sind nach 19.9.3.3 insbesondere auch die Spalten aus
den Bildern in den Zeilenkomplexen Auflösungen der Bilder von A, die Spalten
aus den Kokernen in den Zeilenkomplexen Auflösungen der Kokerne von A und
die Spalten aus den Homologien in den Zeilenkomplexen Auflösungen der Homo-
logie vonA. Hierzu wird die Bedingung an eine Cartan-Eilenberg-Obenauflösung,
daß ihre Zeilen maximal spalten sollen, noch nicht einmal benötigt.

Proposition 19.9.3.5 (Existenz von Cartan-Eilenberg-Auflösungen). Gegeben
eine abelsche Kategorie A mit einer vollen unter endlichen Koprodukten abge-
schlossenen Unterkategorie L ⊂ A derart, daß jedes Objekt von A Unterobjekt
eines Objekts von L ist, besitzt jeder Komplex in A eine Cartan-Eilenberg-Oben-
auflösung durch Objekte von L.

19.9.3.6. Der Beweis wird zeigen, daß wir unter der Zusatzannahme Ap = 0
für p > 0 eine Cartan-Eilenberg-Obenauflösung in L mit Lp,q = 0 für p > 0
finden können. Eine kleine Variation des Beweises zeigt auch, daß wir unter der
Zusatzannahme Ap = 0 für p < 0 eine Cartan-Eilenberg-Obenauflösung in L mit
Lp,q = 0 für p < 0 finden können.

Beweis. Sei (Ap) unser Komplex. Es reicht, wenn wir ihn als Unterkomplex eines
maximal spaltenden Komplexes (Lp) von Objekten von L realisieren derart, daß
für alle p der induzierte Morphismus ein Monomorphismus

cok(ZpA ↪→ ZpL) ↪→ cok(Ap ↪→ Lp)

ist. Dann können wir den Kokernkomplex nehmen und immer so weitermachen,
wobei letztere Eigenschaft sicherstellt, daß auch die Kerne jeweils Auflösungen
der Kerne liefern. Um unseren Komplex (Ap) so als Unterkomplex zu schreiben,
wählen wir Monomorphismen Ap ↪→ Mp und cok(Ap−1 → Ap) ↪→ Np mit
Mp, Np ∈ L und betrachten die offensichtlichen Monomorphismen

Ap ↪→ Lp := Mp ⊕Np ⊕Mp+1



19.9. SPEKTRALSEQUENZEN 3343

und nehmen als Randoperatoren Lp → Lp+1 die Projektion auf Mp+1 gefolgt von
der Einbettung von Mp+1. Um die zusätzliche igenschaft zu prüfen, wenden wir
das Neunerlemma an auf das Diagramm

ZpL ↪→ Lp � Bp+1L
↑ ↑ ↑
ZpA ↪→ Ap � Bp+1A

und folgern aus der Injektivität der drei Vertikalen, daß die Kokerne auch eine
kurze exakte Sequenz bilden.

19.9.3.7 (Spezielle Cartan-Eilenberg-Auflösungen durch Injektive). Besitzt ei-
ne abelsche Kategorie A genügend Injektive, so können wir für jeden Komplex
(Ap) in A sogar eine Cartan-Eilenberg-Obenauflösung durch Injektive finden, die
für verschwindende Objekte, Zykel, Bilder oder Homologien des aufzulösenden
Komplexes jeweils die Nullauflösung induziert. Dazu wählen wir injektive Auf-
lösungen BpA ↪→ Jp,0 → Jp,1 → . . . der Bilder undHpA ↪→ Kp,0 → Kp,1 → . . .
der Kohomologie. Dann betrachten wir die kurze exakte SequenzBpA ↪→ ZpA�
HpA und finden eine Einbettung ZpA ↪→ Jp,0⊕Kp,0 und induktiv eine Kettenab-
bildung u : [−1]K → J derart, daß der Abbildungskegel K(u) eine Auflösung
der Zykel ZpA wird. Diese Auflösung von ZpA hat also die Gestalt Jp,∗ ⊕Kp,∗

mit Randoperator (
∂ u
0 ∂

)
Anschließend betrachten wir die kurze exakte Sequenz ZpA ↪→ Ap � Bp+1A
und finden ebenso eine Auflösung von Ap der Gestalt Jp,∗ ⊕ Kp,∗ ⊕ Jp+1,∗ mit
Randoperator der Gestalt ∂ u v

0 ∂ w
0 0 ∂


Wir setzen nun Ip,q = Jp,q ⊕Kp,q ⊕ Jp+1,q und machen dieses bigraduierte Ob-
jekt zu einem Doppelkomplex, indem wir als Differential in Richtung wachsender
q das Differential von eben nehmen, als Differential in Richtung wachsender p
dahingegen die Verknüpfung der offensichtlichen Morphismen Ip,q � Jp+1,q ↪→
Ip+1,q. Der so konstruierte Doppelkomplex ist dann eine Cartan-Eilenberg-Auflö-
sung durch Injektive. Wenn man bei der Konstruktion als injektive Auflösung von
Null stets den Nullkomplex wählt, so hat diese auch die zusätzlich versprochene
Verschwindungseigenschaft. Schließlich prüft man unschwer, daß jede Cartan-Ei-
lenberg-Auflösung durch Injektive von dieser Gestalt sein muß.
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19.9.3.8 (Zeilenbeschränkte Cartan-Eilenberg-Auflösung durch Injektive). Be-
sitzt eine abelsche KategorieA endlicher homologischer Dimension genügend In-
jektive, so können wir für jeden Komplex (Ap) in A sogar eine Cartan-Eilenberg-
Obenauflösung durch Injektive finden, bei der nur höchstens endlich viele Zeilen
von Null verschieden sind. Das folgt diret aus der eben in 19.9.3.7 gegebenen
Konstruktion.

19.9.3.9. Für jeden gegen die Differentiale beschränkten Komplex A erhalten wir
aus einer Cartan-Eilenberg-Obenauflösung durch Injektive beim Übergang zum
Totalkomplex mit 19.4.6.11 einen Quasiisomorphismus zu einem Komplex von
injektiven Objekten. Nehmen wir zusätzlich an, die homologische Dimension un-
serer abelschen Kategorie A sei beschränkt durch m, so liefert die vorhergehende
Konstruktion mit 20.2.6.34 sogar eine Cartan-Eilenberg-Obenauflösung durch In-
jektive (Ip,q) mit Ip,q = 0 für alle q > m. Der Übergang zum Totalkomplex zeigt
dann wieder mit 19.4.6.11, daß unter dieser Zusatzannahme sogar überhaupt jeder
Komplex in A quasiisomorph ist zu einem Komplex von injektiven Objekten.

Proposition 19.9.3.10 (Lift zu Cartan-Eilenberg-Auflösung). Sei f : A → B
eine Kettenabbildung von Komplexen in einer abelschen Kategorie und seienA→
I sowieB → J Cartan-Eilenberg-Obenauflösungen. Besteht J aus injektiven Ob-
jekten, so besitzt f einen Lift zu einem Doppelkomplexmorphismus I → J und
dieser Lift ist eindeutig bis auf vertikale Homotopie. Darüber hinaus sind Lifts
homotoper Kettenabbildungen f, g : A → B homotop im Sinne von Doppelkom-
plexen.

Beweis. Alles bis auf die letzte Aussage folgt mit einer Argumentation, die wir
bereits beim Beweis des Hauptlemmas der homologischen Algebra 17.5.6.14 ver-
wendet hatten. Wir müssen dazu nur prüfen, daß gegeben eine zykelexakte kurze
exakte Sequenz von Komplexen M ↪→ N � L und ein maximal spaltender
Komplex aus Injektiven I die Räume von Kettenabbildungen eine kurze exakte
Sequenz

Ket(L, I) ↪→ Ket(N, I)� Ket(M, I)

induzieren. Nun ist jedoch I ein Produkt von Komplexen der Gestalt „ein in-
jektives Objekt an einer Stelle, Null sonst“ und „dasselbe injektive Objekt an
zwei benachbarten Stellen mit der Identität als Differential, Null sonst“. Für diese
beiden Typen von Komplexen I ist die Exaktheit unserer Sequenz klar und sie
folgt sofort im allgemeinen. Um nun noch zu zeigen, daß Lifts homotoper Ket-
tenabbildungen doppelkomplexhomotop sind, reicht es zu zeigen, daß jeder Lift
f̃ : (Ip,q) → (Jp,q) einer nullhomotopen Kettenabbildung f : (Ap) → (Bp) auch
selbst nullhomotop ist. Seien also sp : Ap → Bp−1 gegeben mit ∂sp+sp+1∂ = fp.
Nach dem Hauptlemma der homologischen Algebra liften sie zu Kettenabbildun-
gen von Spaltenkomplexen s̃p : Ip,∗ → Jp−1,∗. A forteriori sind dann ∂s̃p+s̃p+1∂ :
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Ip,∗ → Jp,∗ Kettenabbildungen von Spaltenkomplexen, die fp : Ap → Bp liften.
Andererseits kommutieren die ∂s̃ + s̃∂ aber auch mit den horizontalen Differen-
tialen ∂ und bilden folglich einen Morphismus von Doppelkomplexen. Damit ist
∂s̃ + s̃∂ − f̃ ein Lift der Nullabbildung A → B zu einem Homomorphismus
von Doppelkomplexen und ist nach der Eindeutigkeit von Lifts bis auf vertikale
Homotopie folglich homotop zu Null vermittels einer vertikalen Homotopie.

Ergänzung 19.9.3.11. Noch feiner zeigen wir im Beweis der letzten Aussage so-
gar, daß jede Homotopie von Kettenabbildungen A → B zu einer Homotopie
zwischen beliebig vorgegebenen Lifts unserer Abbildungen liftet. Diese Aussa-
gen sollten eigentlich zusammen mit dem Hauptlemma der homologischen Alge-
bra zu einer ganzen Theorie für „Cartan-Eilenberg-Auflösungen von Multikom-
plexen“ gehören. Deren Entwicklung mag einmal ein Student angehen. Ich hoffe,
daß dadurch die hier gegebene Darstellung transparenter gemacht werden kann.

19.9.3.12 (Derivierte Funktoren und Spektralsequenzen). Gegeben ein links-
exakter Funktor G : B → C von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven
in eine weitere abelsche Kategorie konstruieren wir für jeden gegen die Pfeile
beschränkten KomplexB∗ ∈ Ket+B ausG-azyklischen Objekten eine konvergie-
rende E2-Spektralsequenz

(RqG)(HpB∗)⇒ Hn(GB∗)

Zunächst finden wir nach 19.9.3.10 eine Cartan-Eilenberg-Auflösung (Ip,q) von
B∗ im ersten Quadranten durch Injektive. Dann ist (GIp,q) ein Doppelkomplex
im ersten Quadranten mit exakten Spalten und die Einbettung des waagerechten
Kernkomplexes liefert nach 19.4.6.8 IsomorphismenHn(GB∗)

∼→ Hn tot(GIp,q).
Berechnen wir die Homologie des Totalkomplexes dieses letzten Doppelkomple-
xes mithilfe der Spektralsequenz 19.9.1.21 oder vielmehr ihrem offensichtlichen
Analogon für allgemeine abelsche Kategorien, so ergibt sich als E1-Term Ep,q

1 =
GHp(I∗,q, ∂). Da dieHp(I∗,q, ∂) nach Annahme injektive Auflösungen der Koho-
mologieobjekte HpB∗ sind, erhalten wir E2-Terme Ep,q

2 = (RqG)(HpB∗). Nach
19.9.3.10 und 19.9.1.24 ist unsere Spektralsequenz ab dem E2-Term im übri-
gen bis auf eindeutigen Isomorphismus unabhängig von der gewählten Auflösung
(Ip,q) und sogar funktoriell auf der Homotopiekategorie von gegen die Differen-
tiale beschränkten Komplexen B∗ aus G-azyklischen Objekten von B.

Vorschau 19.9.3.13. In der Sprache der „derivierten Kategorien und derivierten
Funktoren“ bedeutet das nach 20.3.5.1 für jede abelsche Kategorie B mit genug
Injektiven und alle X ∈ Der+B und jeden linksexakten Funktor G : B → C eine
in X funktorielle konvergierende E2-Spektralsequenz

(RqG)(HpX)⇒ Hn((RG)(X))



3346 KAPITEL 19. GARBENKOHOMOLOGIE

19.9.3.14 (Grothendieck’s Spektralsequenz). Seien A,B abelsche Kategorien
mit genug Injektiven und C eine weitere abelsche Kategorie. Seien F : A → B
ein additiver Funktor und G : B → C ein linksexakter Funktor. Macht F injektive
Objekte zu G-azyklischen Objekten, so erhalten wir für jedes Objekt A ∈ A,
indem wir eine injektive Auflösung A → J� wählen und 19.9.3.12 auf B∗ :=
FJ� anwenden, eine konvergierende E2-Spektralsequenz

(RqG ◦ RpF )A ⇒ Rn(G ◦ F )A

durch Wahl einer injektiven AuflösungA ↪→ I� und das Anwenden von 19.9.3.12
auf den Komplex FI�. Auch diese Spektralsequenz hängt bis auf eindeutigen
Isomorphismus nicht von den getroffenen Wahlen ab und ist funktoriell in A.

Beispiel 19.9.3.15 (Leray’sche Spektralsequenz). Gegeben stetige Abbildungen
f : X → Y und g : Y → Z und eine abelsche Garbe F auf X erhalten wir eine
konvergierende E2-Spektralsequenz

(Rqg∗ ◦ Rpf∗)F ⇒ Rn(g ◦ f)∗F

Das folgt aus Grothendieck’s Spektralsequenz 19.9.3.14 mit der Erkenntnis, daß
der Vorschub jeder welken und damit jeder injektiven abelschen Garbe welk ist
und damit nach 19.6.6.5 azyklisch für Vorschübe.

Beispiel 19.9.3.16 (Kohomologie von Faserbündeln). Ist f : X → Y ein Faser-
bündel mit Faser F über einem überlagerungstrivialen offenlokal zusammenzieh-
baren Raum und M eine abelsche Gruppe, so erhalten wir für die Kohomologie
des Totalraums eine konvergierende E2-Spektralsequenz

Hq(Y ; Hp(F ;MF )Y ) ⇒ Hn(X;MX)

Der E2-Term ist dabei die Kohomologie der Basis mit Koeffizienten in der Ko-
homologie der Faser. In der Tat sind die höheren Vorschübe Rpf∗MX in diesem
Fall lokal konstant nach 19.8.2.4 mit der Kohomologie der Faser als Halm und da-
mit konstant nach 16.3.1.15, da wir die Basis überlagerungstrivial angenommen
hatten.

Beispiel 19.9.3.17 (Kohomologie von Faserbündeln, Variante). Ist f : X → Y
ein Faserbündel mit zusammenhängender offenlokal zusammenziehbarer Faser F
und gilt Hq(F ) = 0 für 0 < q ≤ n, so induziert der Rückzug auf der Kohomologie
Isomorphismen

Hq(Y )
∼→ Hq(X) für q ≤ n.

Unsere Beschreibung 19.6.6.2 der höheren Vorschübe liefert für ihre Halme bei
y ∈ Y ausgezeichnete Isomorphismen

coly∈V⊂◦Y Hq(V × F )
∼→ (Rqf∗ZX)y
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Beispiel 19.9.3.18 (Spektralsequenz der lokalen Kohomologie). Sei i : C ↪→ X
die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge. Als Rechtsadjungierter der ex-
akten Ausdehnung durch Null macht i! : Ab/X → Ab/C injektive Garben zu
injektiven Garben und per definitionem gilt ΓC = Γ ◦ i!. Grothendieck’s Spektral-
sequenz spezialisiert damit für F ∈ Ab/X zu einer E2-Spektralsequenz

Hq(C; Rpi!F)⇒ Hn
C(X;F)

Die zugehörige Surjektion Hn
C(X;F) � H0(C; Rni!F) hat einen Kern mit einer

Filtrierung mit den Hq(C; Rpi!F) für 0 < q ≤ n als Subquotienten. Wählen wir
einen Punkt x ∈ X und bilden den Kolimes über alle seine Umgebungen U ,
so verschwinden im Kolimes alle anderen Subquotienten nach 19.4.3.19 und wir
erhalten einen Isomorpismus auf den Halm der lokalen Kohomologiegarbe

colfU3x Hn
C∩U(U ;F)

∼→ (Rni!F)x

19.9.3.19 (Hyperfunktionen). Wir betrachten auf R die Garbe

B := R1i!R⊂COan
C

der derivierten Schnitte mit Träger in der reellen Gerade R ⊂∧ C der Garbe der ho-
lomorphen Funktionen auf C. Wegen R0i!R⊂COan

C = 0 liefert die Spektralsequenz
19.9.3.18 der lokalen Kohomologie für alle U ⊂◦ C Isomorphismen

Γ(U ∩ R;B)
∼→ H1

U∩R(U ;Oan
C )

Weiter gilt Hq(V ;Oan
C ) = 0 für V ⊂◦ C und q ≥ 1, was hier nicht bewie-

sen wird. Das liefert eine kurze exakte Sequenz Γ(U ;Oan
C ) ↪→ Γ(U\R;Oan

C ) �
H1
U∩R(U ;Oan

C ) alias

Γ(U\R;Oan
C )/Γ(U ;Oan

C )
∼→ B(U ∩ R)

Die Garbe B heißt die Garbe der Hyperfunktionen auf der reellen Zahlengerade.
19.9.3.20 (Analytische Funktionen als Hyperfunktionen). Für jede analytische
Abbildung f : R ⊃◦ A → C finden wir U ⊂◦ C mit U ∩ R = A derart, daß jede
Komponente von U unser A trifft und daß sich unsere Funktion zu einer holomor-
phen Funktion f̂ : U → C fortsetzen läßt. Das folgt unmittelbar, indem wir in die
Potenzreihenentwicklungen von f komplexe Zahlen einsetzen. Jeder analytischen
Funktion f : R ⊃◦ A → C ordnen wir dann den Schnitt in Γ(U\R;Oan

C ) zu, der
auf den Punkten mit positivem Imaginärteil durch f̂ gegeben wird und auf den
Punkten mit negativem Imaginärteil durch Null. So erhalten wir für A ⊂◦ R eine
Injektion Cω(A) ↪→ B(A) und insgesamt einen Garbenmonomorphismus

Cω ↪→ B

von der Garbe der komplexwertigen analytischen Funktionen auf R in die Garbe
der Hyperfunktionen auf der reellen Zahlengeraden.
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19.9.3.21. Wir wollen nun diskutieren, wie man zu einer Hyperfunktion ihre kom-
plex Konjugierte bildet. Dazu arbeiten wir mit einer Körpererweiterung R ⊂ K
vom Grad zwei alias einem Körper K von vergeßlichen komplexen Zahlen und
erklären die relative Orientierungsgarbe orR⊂K auf R, indem wir A ⊂◦ R die
Teilmenge Â := A+ iR ⊂◦ K zuordnen, eine Art „Streifengebilde“, und setzen

Γ(A; orR⊂K) := Γ(Â\R;ZK)/Γ(Â;ZK)

für ZK die konstante Garbe Z auf K. Die lange exakte Sequenz der lokalen Ko-
homologie 19.4.4.9 liefert Isomorphismen Γ(A; orR⊂K)

∼→ H1
A(Â;ZK) und mit

19.9.3.18 erhalten wir daraus Isomorphismus orR⊂K
∼→ R1i!R⊂KZK . Dann be-

trachten wir die Garbe der K-wertigen analytischen Funktionen Oan
K auf K. Ge-

geben A ⊂◦ R induziert für alle U ⊂◦ K mit U ∩ R = A die Multiplikation
Γ(Â\R;ZK)× Γ(U ;Oan

K ) → Γ((U ∩ Â)\R;Oan
K ) unter unseren Identifikationen

eine wohlbestimmte biadditive Abbildung

Γ(A; orR⊂K)× Cω(A;K)→ Γ(A; R1i!R⊂KOan
K )

und zusammen einen Garbenhomomorphismus orR⊂K ⊗ CωR⊂K → R1i!R⊂KOan
K .

Nun erklären wir die Garbe der K-wertigen Hyperfunktionen auf R durch

C−ωR⊂K := orR⊂K ⊗R1i!R⊂KOan
K

und erhalten mithilfe der Quadrattrivialisierung 21.1.1.14 einen Garbenmonomor-
phismus CωR⊂K ↪→ C−ωR⊂K von der Garbe der analytischen K-wertigen Funktionen
auf R in die Garbe der K-wertigen Hyperfunktionen auf R.
19.9.3.22. Wir betrachten in orR⊂C den globalen Schnitt s+, der repräsentiert wird
durch die FunktionC\R→ Z, die konstant Eins ist auf den Punkten mit positivem
Imaginärteil und Null sonst. Der Isomorphismus (s+)⊗ : B ∼→ C−ωR⊂C bildet dann
zusammen mit der Einbettung CωR⊂C = Cω ↪→ B aus 19.9.3.20 und der Einbettung
CωR⊂C ↪→ C−ωR⊂C aus 19.9.3.21 ein kommutatives Dreieck.
19.9.3.23. Es ist klar, wie ein Isomorphismus γ : K

∼→ L zwischen Körperer-
weiterungen vom Grad zwei von R einen Isomorphismus C−ωR⊂K

∼→ C−ωR⊂L indu-
ziert. Genauer liefert er ein kartesisches Diagramm γ ◦ iR⊂K = iR⊂L ◦ id und mit
19.6.4.24 eine Isotransformation i!R⊂K

∼⇒ i!R⊂L ◦ γ∗ und andererseits einen kar-
tesischen Opkomorphismus Oan

K → Oan
L über γ gegeben durch f 7→ γ ◦ f ◦ γ−1

alias einen Isomorphismus γ∗Oan
K

∼→ Oan
L und zusammen einen Isomorphismus

γ̂ : R1i!R⊂KOan
K

∼→ R1i!R⊂LOan
L . Andererseits induziert 19.4.3.15 einen Isomor-

phismus γ∗ZK
∼→ ZL und wir erhalten so einen Isomorphismus R1i!R⊂KZK

∼→
R1i!R⊂LZL alias orγ : orR⊂K

∼→ orR⊂L. Zusammen mit unseren Einbettungen aus
19.9.3.21 ergibt sich ein kommutatives Diagramm

CωR⊂K ↪→ C−ωR⊂K
↓ γ◦ ↓ orγ ⊗γ̂

CωR⊂L ↪→ C−ωR⊂L
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Nehmen wir hier speziell γ : C → C die komplexe Konjugation, so macht die
linke Vertikale aus einer komplexwertigen Funktion ihre komplex Konjugierte und
das Diagramm läßt sich erweitern zu einem kommutativen Diagramm

CωR⊂C ↪→ C−ωR⊂C
∼← B

↓ γ◦ ↓ orγ ⊗γ̂ ↓ −γ̂
CωR⊂C ↪→ C−ωR⊂C

∼← B

mit unseren Isomorphismen (s+)⊗ in den rechten Horizontalen. Dieses Diagramm
zeigt, wie wir die komplexe Konjugation komplexwertiger analytischer Funktio-
nen in verträglicher Weise auf Hyperfunktionen fortsetzen können.

19.9.3.24. Sei eine analytische Abbildung φ : R ⊃◦ A→ R gegeben. Wir erinnern,
daß wir eine holomorphe Fortsetzung unserer Abbildung zu φ : C ⊃◦ U → C
finden können mit U ∩R = A. Hat φ′ auf A keine Nullstelle, so können wir U so
verkleinern, daß gilt φ̂(U\A) ⊂ C\R. Haben wir zusätzlichB ⊂◦ Rmit φ(A) ⊂ B
und V ⊂◦ C mit V ∩ R = B, so gilt A ⊂ φ̂−1(V ) ⊂◦ U und es ergibt sich, daß wir
ein Zurückholen

φ∗ : B(B)→ B(A)

erklären können in der offensichtlichen Weise. Es gelten die üblichen Regeln
φ∗ψ∗ = (ψφ)∗ und id∗ = id. Allerdings gilt für A = B = R und φ : x 7→ −x
auch, daß das Diagramm

Cω(R) ↪→ B(R)
φ∗ ↓ ↓ φ∗
Cω(R) ↪→ B(R)

nur kommutiert bis auf das Vorzeichen (−1).

19.9.3.25. Gegeben N ⊂∧ M eine reellanalytische 2-Mannigfaltigkeit mit einer
abgeschlossenen reellanalytischen 1-Untermannigfaltigkeit bezeichne

orN⊂M := R1i!N⊂MZM

die relative Orientierungsgarbe von N in M . Wegen R0i!N⊂MZM = 0 liefert
die Spektralsequenz 19.9.3.18 der lokalen Kohomologie für alle U ⊂◦ M Isomor-
phismen

Γ(U ∩N ; orN⊂M)
∼→ H1

U∩N(U ;ZM)

Andererseits haben wir eine exakte Sequenz Γ(U ;ZM) ↪→ Γ(U\N ;ZM) �
H1
U∩N(U ;ZM)→ H1(U ;ZM) und damit ein Monomorphismus

Γ(U\N ;ZM)/Γ(U ;ZM) ↪→ Γ(U ∩N ; orN⊂M)

Ist außerdem U ⊂◦ M zusammenziehbar, so folgt H1(U ;ZM) = 0 und unser
Monomorphismus ist sogar ein Isomorphismus. Wir sehen so, daß die relative



3350 KAPITEL 19. GARBENKOHOMOLOGIE

Orientierungsgarbe lokal frei ist vom Rang Eins. Insbesondere gibt es genau einen
Isomorphismus q : orN⊂M ⊗ orN⊂M

∼→ ZN mit q(s ⊗ s) = 1 für jeden lokalen
Erzeuger s von orN⊂M , unsere Quadrattrivialisierung 21.1.1.14.

19.9.3.26. Jetzt wählen wir einen Körper K von vergeßlichen komplexen Zahlen
und betrachten darauf die Garbe der K-wertigen analytischen Funktionen Oan

K .
Gegeben A ⊂◦ R induziert für alle U ⊂◦ K mit U ∩ R = A die Multiplikation
Γ(U\R;ZK) × Γ(U ;Oan

K ) → Γ(U\R;Oan
K ) unter unseren Identifikationen eine

wohlbestimmte biadditive Abbildung

Γ(A; orR⊂K)× Cω(A;K)→ Γ(A; R1i!R⊂KOan
K )

Diese biadditiven Abbildungen können wir zusammenfassen zu einem Garbenho-
momorphismus orR⊂K ⊗CωR⊂K → R1i!R⊂KOan

K und mithilfe der Quadrattriviali-
sierung einem Garbenhomomorphismus CωR⊂K → orR⊂K ⊗R1i!R⊂KOan

K . Wir no-
tieren die rechte Seite

C−ωR⊂K = BR⊂K := orR⊂K ⊗R1i!R⊂KOan
K

und nennen sie die Garbe der K-wertigen Hyperfunktionen auf R und haben
im Vorlauf bereits einenK-linearen Garbenhomomorphismus CωR⊂K → BR⊂K von
der Garbe der K-wertigen analytischen Funktionen in die Garbe der K-wertigen
Hyperfunktionen angegeben. Jeder Isomorphismus K ∼→ C von Körpern vergeß-
licher komplexer Zahlen induziert Isomorphismen CωR⊂K

∼→ CωR⊂C und BR⊂K
∼→

BR⊂C und diese sind verträglich mit den jeweiligen Einbettungen von eben. Insbe-
sondere setzt sich so die komplexe Konjugation auf CωR⊂C fort zu einer komplexen
Konjugation auf BR⊂C.

19.9.3.27. Gegeben eine eindimensionale reellanalytische Mannigfaltigkeit M
und erklären wir eine Hyperfunktion auf M als eine Vorschrift, die jeder Karte
ϕ : R ⊃◦ A→ M eine Hyperfunktion auf A so zuordnet, daß wir gerne ihre Noch
⊗ orM/X im allgemeinen bei Kashiwara-Schapira!

19.9.3.28 (Hyperfunktionen auf dem Einheitskreis). Wir finden

Γ(U ;OC)/Γ(U\S1;OC)
∼→ B(U ∩ S1)

19.9.3.29. Das eben Gesagte gilt unverändert, wenn wir statt R eine beliebige
echte abgeschlossene Teilmenge R ⊂∧ C betrachten. Allerdings nennen wir die
Schnitte der Garbe R1i!R⊂COC in dieser Allgemeinheit nicht mehr Hyperfunktio-
nen.
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20.1 Lokalisierung von Kategorien

20.1.1 Pfadkategorie eines Köchers
Vorschau 20.1.1.1. Jede Kategorie kann als ein Köcher aufgefaßt werden, indem
man die Komposition von Morphismen vergißt. Dieser Funktor hat als Linksad-
jungierten den Funktor, der jedem Köcher die Kategorie zuordnet, deren Morphis-
men Pfade in unserem Köcher sind. Diese Konstruktion soll in diesem Abschnitt
ausgeführt werden.

20.1.1.2. Ich erinnere an die Begriffswelt der Köcher. Ein Köcher ist ein Da-
tum K = (P,E, a, e) bestehend aus zwei Mengen P,E und zwei Abbildungen
a, e : P → E. Wir nennen die Elemente von E die Ecken des Köchers und
die Elemente von P seine Pfeile. Für einen Pfeil p ∈ P nennen wir a(p) seinen
Anfangspunkt und e(p) seinen Endpunkt. Die Köcher bilden in offensichtlicher
Weise eine Kategorie, die wir nach französisch „carquois“ als Car notieren.

Definition 20.1.1.3. Gegeben ein Köcher K = (P,E, a, e) bilden wir seine Pfad-
kategorie K̃ wie folgt: Als Objekte nehmen wir die Ecken Ob K̃ := E des
Köchers, als Menge von Morphismen von einer Ecke x in eine weitere Ecke y
die Menge aller Folgen von Pfeilen p1, . . . , pn mit a(p1) = x, e(pn) = y und
e(pi) = a(pi+1) für 1 ≤ i < n, disjunkt vereinigt mit einem weiteren Element Idx
im Fall y = x. Die Verknüpfung ist das „Aneinanderhängen“, unsere Folge wäre
also die Verknüpfung pn ◦ . . . ◦ p1 ∈ K̃(x, y). Wir nennen die Morphismen in der
Pfadkategorie K̃ die Pfade in unserem Köcher.

Beispiel 20.1.1.4. Gegeben ein Köcher K mit nur einer Ecke ist seine Pfadka-
tegorie die Ein-Objekt-Kategorie zum freien Monoid über der Menge P seiner
Pfeile.

20.1.1.5. Der offensichtliche Köchermorphismus von einem Köcher in seine Pfad-
kategorie can : K → K̃ hat die folgende universelle Eigenschaft: Ist C eine Ka-
tegorie und ϕ : K → C ein Morphismus von Köchern, so gibt es genau einen
Funktor ϕ̃ : K̃ → C mit ϕ̃ ◦ can = ϕ. Ist K ein Köcher und C eine Kategorie, so
liefert die Restriktion sogar einen Isomorphismus von Kategorien

Cat(K̃, C) ≈→ Car(K, C)

Hier machen wir beide Seiten dadurch zu Kategorien, daß wir als Morphismen
die Transformationen nehmen. In anderen Worten ist das Bilden der Pfadkategorie
Car→ Cat der Linksadjungierte zum Vergessen der Verknüpfung Cat→ Car.

20.1.1.6 (Notationen für Köcher und Kategorien). Manchmal ist es wichtig,
die verwendeten Universen zu spezifizieren. Wir deuten bei Köchern wie bei Ka-
tegorien durch ein vorgestelltes U∈ beziehungsweise U⊂ an, daß die Menge der



3356 KAPITEL 20. DERIVIERTE KATEGORIEN UND FUNKTOREN

Punkte ein Element beziehungsweise eine Teilmenge eines vorgegebenen Men-
gensystems U ist, und durch ein vorgestelltes U→∈ beziehungsweise U→⊂ , daß die
Menge der Pfeile zwischen zwei beliebig vorgegebenen Punkten ein Element be-
ziehungsweise eine Teilmenge eines vorgegebenen Mengensystems U ist.

Ergänzung 20.1.1.7. Gegeben ein Universum U mit N ∈ U und ein U∈-U→∈ -
Köcher ist seine Pfadkategorie eine U∈-U→∈ -Kategorie.

20.1.2 Lokalisierung von Kategorien
20.1.2.1. Die Morphismen aus einer ausgezeichneten Menge S von Morphismen
einer Kategorie nennen wir im folgenden S-Morphismen.

Satz 20.1.2.2 (Lokalisierung von Kategorien). Seien C eine Kategorie und S
eine Menge von Morphismen in C. So gibt es ein Paar (CS, Q) bestehend aus
einer Kategorie CS mitsamt einem Funktor Q : C → CS derart, daß gilt:

1. Jeder S-Morphismus wird unter Q ein Isomorphismus in CS;

2. Ist F : C → D ein Funktor, der alle S-Morphismen zu Isomorphismen
macht, so gibt es genau einen Funktor F̃ : CS → D mit F = F̃ ◦Q.

20.1.2.3. Natürlich ist ein derartiges Paar (CS, Q) in der üblichen Weise eindeu-
tig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Wir konstruieren im Beweis sogar explizit
ein derartiges Paar und nennen es die Lokalisierung von C an S. Manchmal ver-
wenden wir auch die ausführlicheren Notationen CS = S−1C = C|S−1〉. Gegeben
Objekte A,B ∈ C schreiben wir manchmal A →S B für einen Morphismus aus
CS(A,B).

Ergänzung 20.1.2.4. Gegeben ein Universum U mitN ∈ U und ein U∈-~U∈-Köcher
ist seine Pfadkategorie eine U∈-~U∈-Kategorie.

20.1.2.5 (Herkunft der Terminologie). Der Begriff der Lokalisierung kommt
aus der Ringtheorie, in der man das formale Einführen von Inversen aus geome-
trischen Gründen als Lokalisierung bezeichnet, vergleiche 7.4.4. Mehr zur Kate-
gorientheorie findet man in [Bor94].

20.1.2.6 (Lokalisierung von Monoiden als Spezialfall). Man kann insbesonde-
re zu jedem Paar G ⊃ S bestehend aus einem Monoid mit einer Teilmenge ein
weiteres Monoid S−1G mit einem Monoidhomomorphismus G → S−1G kon-
struieren derart, daß alle Elemente von S unter diesem Morphismus invertierbar
werden und daß jeder Monoidhomomorphismus G→ H , unter dem alle Elemen-
te von S invertierbar werden, auf genau eine Weise über G → S−1G faktorisiert.
Die Ein-Objekt-Kategorie [S−1G] ist in diesem Fall genau die Lokalisierung [G]S
der Ein-Objekt-Kategorie zu G.
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Beweis. Wir vergrößern den unserer Kategorie C zugrundeliegenden Köcher zu
einem neuen Köcher C t S−1, indem wir für jeden Morphismus s : X → Y aus
S einen Pfeil s̄ : Y → X neu hinzunehmen. Zu dem so vergrößerten Köcher bil-
den wir dann die Pfadkategorie 20.1.1.3. Wir notieren [p] den Morphismus in der
Pfadkategorie zu einem Pfeil p aus dem Köcher CtS−1 und IdX beziehungsweise
idX die Identität auf einem Objekt X in unserer Pfadkategorie beziehungsweise
in unserer ursprünglichen Kategorie C. Nun betrachten wir auf der Menge der
Morphismen unserer Pfadkategorie die kleinste Äquivalenzrelation ∼ derart, daß
gilt:

1. [s] ◦ [s̄] ∼ IdY und [s̄] ◦ [s] ∼ IdX für alle s : X → Y aus S;

2. IdX ∼ [idX ] und [f ] ◦ [g] ∼ [f ◦ g] für alle verknüpfbaren Morphismen f
und g aus C;

3. v ∼ w ⇒ u ◦ v ∼ u ◦ w und v ◦ x ∼ w ◦ x für beliebige entsprechend
verknüpfbare Morphismen u, v, w, x unserer Pfadkategorie.

Schließlich erklären wir die Kategorie CS, indem wir als Objekte die Objekte von
C nehmen, als Morphismen jedoch Äquivalenzklassen von Wegen in der Pfad-
kategorie des Köchers C t S−1 unter unserer Äquivalenzrelation ∼. Die letzte
Bedingung an unsere Äquivalenzrelation stellt dabei sicher, daß die Verknüpfung
solcher Äquivalenzklassen wohldefiniert ist. Man folgert leicht, daß CS mit dieser
Verknüpfung von Morphismen eine Kategorie ist. Bezeichne nun wie zuvor K̃ die
Pfadkategorie eines KöchersK. Die vorletzte Bedingung in unserer Definition der
Äquivalenzrelation erzwingt, daß die Verknüpfung

C → C t S−1 → ˜C t S−1 → CS

von Morphismen von Köchern sogar ein Funktor ist, und die erste Bedingung
erzwingt, daß jeder Morphismus aus S unter diesem Funktor ein Isomorphismus
der Kategorie CS wird. Wir bezeichnen unseren Funktor mit Q : C → CS und
überlassen den Nachweis der universellen Eigenschaft dem Leser.

Definition 20.1.2.7. Ein Funktor F : C → D heißt ein Lokalisierungsfunktor,
wenn für die Menge S aller Morphismen von C, die er zu Isomorphismen macht,
der induzierte Funktor eine Äquivalenz von Kategorien F̃ : CS

≈→ D ist.

Beispiel 20.1.2.8 (Erweiterung der Skalare als Lokalisierungsfunktor). Das
Erweitern der Skalare ist ein Lokalisierungsfunktor

Q⊗Z : ModfZ → ModfQ

von der Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen zur Kategorie der
endlichdimensionalenQ-Vektorräume. Um das zu sehen, bilden wir zunächst eine
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Hilfskategorie ModfQZ , indem wir dieselben Objekte nehmen wie bei ModfZ aber
als Morphismenräume die Lokalisierungen

ModfQZ (M,N) := P−1 ModfZ(M,N)

nach der Menge P := Z>0 im Sinne der kommutativen Algebra. Es ist dann leicht
zu sehen, daß der offensichtliche Funktor

ModfZ → ModfQZ

die universelle Eigenschaft hat, die die Lokalisierung von ModfZ nach der Men-
ge S aller Morphismen nidM für n > 0 und M ∈ ModfZ charakterisiert. An-
dererseits ist leicht zu sehen, daß die Erweiterung der Skalare eine Äquivalenz
Q⊗Z : ModfQZ

≈→ ModfQ induziert. Daraus folgt die Behauptung.

Satz 20.1.2.9. Besitzt ein Funktor einen volltreuen globalen Rechts- oder Links-
adjungierten, so ist er ein Lokalisierungsfunktor.

Beispiel 20.1.2.10 (Erweiterung der Skalare als Lokalisierungsfunktor). Die
Erweiterung der Skalare Q⊗Z : ModZ → ModQ ist ein Lokalisierungsfunktor,
denn sie hat einen volltreuen Rechtsadjungierten, das Vergessen der Operation der
nicht ganzen Skalare. Man beachte, daß auch der analog zu 20.1.2.8 konstruierte
Funktor ModZ → ModQZ mit der dort gegebenen Argumentation ein Lokalisie-
rungsfunktor ist, daß aber der von der Erweiterung der Skalare induzierte Funktor
Q⊗Z : ModQZ → ModQ keine Äquivalenz ist.

Beweis. Wir behandeln nur einen der beiden Fälle, der andere folgt durch Über-
gang zu den opponierten Kategorien. Sei L : C → D ein Funktor und R : D → C
volltreu und rechtsadjungiert zu L. Sei S die Klasse aller Morphismen in C, die
unter L Isomorphismen werden. Erklären wir eine Kategorie C(S), indem wir als
Objekte dieselben nehmen wie die Objekte von C, als Morphismen jedoch set-
zen C(S)(X, Y ) := D(LX,LY ) mit der offensichtlichen Verknüpfung von Mor-
phismen, so ist der offensichtliche Funktor eine Äquivalenz C(S)

≈→ D, da die
Koeinheit der Adjunktion für alle D ∈ D ein Isomorphismus LRD ∼→ D ist
nach 16.4.3.9, da wir R volltreu angenommen hatten. Wenden wir diesen Iso-
morphismus an auf LX für X ∈ C, so folgt mit der Dreiecksidentität 16.4.8.1,
daß die Sequenz von kanonischen Morphismen LX → LRLX → LX , die man
mithilfe der Adjunktion erhält, aus Isomorphismen besteht. Ist nun G : C → E
ein Funktor, der S-Morphismen zu Isomorphismen macht, so faktorisiert er über
C → C(S) vermittels eines Funktors G̃ : C(S) → E , wobei wir auf den Morphis-
men G̃ : C(S)(X, Y ) → E(GX,GY ) für f ∈ C(S)(X, Y ) = D(LX,LY ) erklären
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durch die Kommutativität des Diagramms mit Isomorphismen in den Vertikalen

G̃X
G̃f−→ G̃Y

↓ o o ↓
GRLX

GRf−→ GRLY

Diese Faktorisierung ist, wie man leicht sieht, auch die einzig mögliche.

Beispiel 20.1.2.11 (Garbifizierung als Lokalisierung). Gegeben ein topologi-
scher Raum X ist die Garbifizierung pEns/X → Ens/X ein Lokalisierungsfunk-
tor, denn sie ist linksadjungiert zum volltreuen Einbettungsfunktor. Dasselbe gilt
für die Garbifizierung pAb/X → Ab/X von Prägarben abelscher Gruppen und
analog für Prägarben von Ringen und dergleichen mehr. Dasselbe gilt auch für
die von der Garbifizierung induzierten Funktoren Ket(pAb/X) → Ket(Ab/X)
und Hot(pAb/X)→ Hot(Ab/X).

Beispiel 20.1.2.12 (Funktoren mit einem volltreuen Adjungierten). Funktoren
mit einem volltreuen Rechtsadjungierten, die nach Satz 20.1.2.9 folglich Loka-
lisierungsfunktoren sind, sind jede Lokalisierung von Moduln über einem Kring
nach einer Teilmenge des Krings oder auch die Abelisierung Grp → Ab. Ein
Funktor mit einem volltreuen Linksadjungierten, der nach Satz 20.1.2.9 folglich
auch ein Lokalisierungsfunktor ist, wäre etwa die zweite Erweiterung der Skalare
Ab → Q -Mod gegeben durch M 7→ HomZ(Q,M). Diese zweite Erweiterung
der Skalare ist durchaus verschieden von der gewöhnlichen Erweiterung der Ska-
lare, wie etwa das Anwenden auf Q/Z zeigt.

Beispiel 20.1.2.13 (Vervollständigung metrischer Räume als Lokalisierung).
Wir betrachten den Funktor der Vervollständigung Q : Met → Metv von der
Kategorie der metrischen Räumen in die Kategorie der vollständigen metrischen
Räume. Morphismen sind jeweils alle Abbildungen, die die Abstände erhalten.
Unser Funktor Q der Vervollständigung hat als Rechtsadjungierten den volltreuen
Einbettungsfunktor R : Metv → Met. Das Vervollständigen metrischer Räume
ist also ein Lokalisierungsfunktor.

Beispiel 20.1.2.14. Gegeben ein Köcher mit zwei Ecken und nur einem Pfeil,
der seinerseits von einer Ecke zur anderen Ecke geht, erhalten wir zwei Loka-
lisierungsfunktoren von der Kategorie der Darstellungen unseres Köchers in die
Kategorie der abelschen Gruppen, indem wir jeder Darstellung den Wert an einer
festen unserer beiden Ecken zuordnen. Auch das folgt aus Satz 20.1.2.9 folgen,
denn diese Funktoren haben einen volltreuen Links- beziehungsweise Rechtsad-
jungierten.

Lemma 20.1.2.15. Seien C ⊃ C ′ ⊃ C ′′ eine Kategorie mit zwei vollen Unterka-
tegorien und sei F : C → D ein Lokalisierungsfunktor derart, daß auch seine
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Einschränkung F : C ′′ → D ein Lokalisierungsfunktor ist und daß es zu jedem
X ′ ∈ C ′ einen Morphismus X ′′ → X ′ aus X ′′ ∈ C ′′ gibt, der unter F ein Iso-
morphismus FX ′′ ∼→ FX ′ wird. So ist auch die Einschränkung F : C ′ → D ein
Lokalisierungsfunktor.

20.1.2.16. Dies Lemma zeigen wir, um noch reichhaltigere Beispiele für Lokali-
sierungsfunktoren zur Verfügung stellen zu können.

Beweis. Bezeichne S, S ′, S ′′ die Menge aller Morphismen in C, C ′, C ′′, die jeweils
unter F zu Isomorphismen werden. Gegeben X ′′, Y ′′ ∈ C ′′ ist in den Notationen
des Beweises von 20.1.2.2 offensichtlich jeder Pfad im Köcher C ′ t S ′−1 von
X ′′ nach Y ′′ äquivalent zu einem Pfad im Köcher C ′′ t S ′′−1. Mithin induziert
der offensichtliche Funktor C ′′S′′ → C ′S′ Surjektionen auf den Morphismenräumen,
ist also voll. Andererseits ist nach unseren Annahmen die Verknüpfung C ′′S′′ →
C ′S′ → CS eine Äquivalenz von Kategorien, folglich ist C ′′S′′ → C ′S′ sogar volltreu.
Daß dieser Funktor essentiell surjektiv ist, ist eh klar. Das Lemma folgt.

Beispiel 20.1.2.17 (Allgemeinere Lokalisierungsfunktoren). Wir betrachten die
Kategorie Modloke

Z aller abelschen Gruppen M mit Q ⊗Z M ∈ ModfQ. Für jede
volle Unterkategorie A ⊂ Modloke

Z mit ModfZ ⊂ A ist die Erweiterung der Ska-
lare ein Lokalisierungsfunktor

Q⊗Z : A → ModfQ

Das folgt aus Lemma 20.1.2.15, da die Skalarerweiterung Q⊗Z auf Modloke
Z und

auf ModfZ jeweils ein Lokalisierungsfunktor ist nach 20.1.2.9 und 20.1.2.8.
20.1.2.18. Ist F : C → D ein Lokalisierungsfunktor, so ist F surjektiv auf Iso-
morphieklassen von Objekten und jeder Morphismus in D(FA, FB) läßt sich
schreiben als eine Verknüpfung

F (g1) ◦ F (s1)−1 ◦ F (g2) ◦ F (s2)−1 ◦ . . . ◦ F (gn) ◦ F (sn)−1

mit Morphismen gi in C und si ∈ S. Das folgt unmittelbar aus unseren Konstruk-
tionen und Definitionen.
20.1.2.19. Wir nennen einen Funktor F : A → B volldicht, wenn für jede weitere
Kategorie C das Vorschalten von F auf den Funktorkategorien einen volltreuen
Funktor CB ∼

↪→ CA liefert.
Beispiele 20.1.2.20. Jede Äquivalenz von Kategorien ist volldicht. Ist ein Funktor
F : A → B bijektiv auf Objekten und läßt sich jeder Morphismus in B darstel-
len als Verknüpfung von Bildern von Morphismen aus A und Inversen derartiger
Bilder, so ist F volldicht. Das folgt ohne größere Schwierigkeiten daraus, daß
ein quadratisches Diagramm mit Isomorphismen in den Horizontalen kommutiert
genau dann, wenn es kommutiert nach Ersetzen der Horizontalen durch ihre In-
versen. Insbesondere ist nach 20.1.2.18 jeder Lokalisierungsfunktor volldicht.
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Beispiel 20.1.2.21 (Fall der Ein-Objekt-Kategorien). Ein Morphismus von Mo-
noiden G → H liefert einen volldichten Funtor auf den zugehörigen Ein-Objekt-
Kategorien [G]→ [H], wennH erzeugt wird von den Bildern der Elemente vonG
und den Inversen der Bilder der Elemente von G mit invertierbarem Bild. Nun ha-
ben wir einen natürlichen Isomorphismus von Kategorien G -Ens

∼→ Ens[G]. Spe-
zialisieren wir C aus 20.1.2.20 zu Ens, so besagt das insbesondere, daß unter den
gegebenen Annahmen die Restriktion ein volltreuer Funktor H -Ens

∼
↪→ G -Ens

ist. Das scheint mir auch ohne die vorhergehenden Überlegungen unmittelbar ein-
sichtig.

Übungen

Übung 20.1.2.22. Gegeben eine Kategorie C und darin ein System von Morphis-
men S ist der von C → CS induzierte Funktor Copp → (CS)opp eine Lokalisierung
von Copp an Sopp. Gegeben zwei Kategorien C,D und darin Systeme von Mor-
phismen S, T ist das Produkt der Lokalisierungsfunktoren C × D → CS × DT
eine Lokalisierung der Produktkategorie an S × T . Die Verknüpfung von zwei
Lokalisierungen ist auch selbst wieder eine Lokalisierung.

Übung 20.1.2.23. Jeder Lokalisierungsfunktor ist auch als Funktor zwischen den
zugehörigen opponierten Kategorien ein Lokalisierungsfunktor. Gegeben zwei
Lokalisierungsfunktoren F : A → Ā und G : B → B̄ ist auch ihr Produkt
(F ×G) : A×B → Ā×B̄ ein Lokalisierungsfunktor. Die Verknüpfung von zwei
Lokalisierungsfunktoren ist auch selbst wieder ein Lokalisierungsfunktor.

20.1.3 Lokalisierung und Entfaltung

20.1.3.1 (Entfaltete Objekte). Sei F : A → B ein Funktor. Ein Objekt I ∈ A
nennen wir rechtsentfaltet für F oder F -rechtsentfaltet, wenn der Funktor F
für alle X ∈ A eine Bijektion

A(X, I)
∼→ B(FX,FI)

induziert. Das ist gleichbedeutend zu der Forderung, daß der partielle Rechtsad-
jungierte R von F bei FI existiert und idFI unter der Adjunktion einem Isomor-
phismus I ∼→ RFI entspricht. Opponiert werden linksentfaltete Objekte erklärt.

Beispiel 20.1.3.2 (Vervollständigung metrischer Räume). Wir betrachten den
Funktor F : A → B der Vervollständigung 20.1.2.13 von der Kategorie der me-
trischen Räume in die Kategorie der vollständigen metrischen Räume, jeweils mit
Isometrien als Morphismen. In diesem Fall sind genau die vollständigen Räume
rechtsentfaltet.
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Beispiel 20.1.3.3 (Vervollständigung abzählbarer metrischer Räume). Wir be-
trachten den Funktor F : A → B der Vervollständigung 20.1.2.13 von der Kate-
gorie der abzählbaren metrischen Räume in die Kategorie der vollständigen metri-
schen Räume, jeweils mit Isometrien als Morphismen. In diesem Fall sind genau
die vollständigen abzählbaren metrischen Räume rechtsentfaltet.

Beispiel 20.1.3.4 (Erweiterung der Skalare). Für den FunktorF : Ab→ Q -Mod
der Erweiterung der Skalare gegeben durch M 7→ Q ⊗Z M sind alle abelschen
Gruppen, die bereits Q-Vektorräume sind, rechtsentfaltet.

20.1.3.5 (Entfaltungen). Gegeben ein Funktor F : A → B verstehen wir unter
einer F -Rechtsentfaltung eines Objekts Y ∈ A einen Morphismus Y → I von
Y zu einem rechtsentfalteten Objekt I , der unter F ein Isomorphismus wird. Ge-
geben Rechtsentfaltungen Y → I und Z → J und ein Morphismus Y → Z gibt
es genau einen Morphismus I → J , der ein kommtatives Quadrat entstehen läßt.
In der Tat ist ja der induzierte Morphismus FI → FJ offensichtlich eindeutig
bestimmt. Insbesondere ist eine F -Rechtsentfaltung von Y , wenn sie denn exis-
tiert, als Objekt von AY eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus.
Opponiert gilt Analoges für Linksentfaltungen.

Beispiele 20.1.3.6. Für den Funktor der Vervollständigung metrischer Räume ist
eine Entfaltung eine isometrische Einbettung mit dichtem Bild in einen vollständi-
gen metrischen Raum. Für den Funktor der Vervollständigung abzählbarer metri-
scher Räume 20.1.3.3 besitzen nur diejenigen abzählbaren metrischen Räume ei-
ne Rechtsentfaltung, deren Vervollständigung auch abzählbar ist. Für den Funktor
der Erweiterung der Skalare von Z nach Q ist eine Entfaltung ein Gruppenhomo-
morphismus zu einem Q-Vektorraum, dessen Kern aus allen Torsionselementen
besteht und dessen Bild unseren Q-Vektorraum erzeugt.

20.1.3.7. Gegeben eine Kategorie C mit einer ausgezeichneten Menge S von Mor-
phismen nennen wir ein Objekt B ∈ C rechtsentfaltet für S oder S-rechtsent-
faltet, wenn für alle X ∈ C die natürliche Abbildung eine Bijektion

C(X,B)
∼→ CS(QX,QB)

ist, wenn B also Q-rechtsentfaltet ist in Bezug auf den Lokalisierungsfunktor
Q : C → CS im Sinne von 20.1.3.1. Wie bereits in 20.1.3.1 erwähnt ist das
gleichbedeutend dazu, daß der Rechtsadjungierte R zu Q bei QB definiert ist
und die Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus B ∼→ RQB. Weiter nennen
wir einen Morphismus Y → B eine S-Rechtsentfaltung, wenn er unter Q ein
Isomorphismus QY ∼→ QB wird und B rechtsentfaltet ist. Nach 20.1.3.5 ist eine
S-Rechtsentfaltung von Y eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus als Ob-
jekt von CY , wenn sie existiert. Opponiert verwenden wir analog linksentfaltet
und Linksentfaltung.
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Beispiel 20.1.3.8. Für den Funktor Q⊗Z : ModZ → ModQ sind genau diejenigen
abelschen Gruppen rechtsentfaltet, die bereits Q-Vektorräume sind. Ebenso sind
für den Funktor

Q⊗Z : A → ModfQ

von einer KategorieA von abelschen Gruppen mit ModfZ ⊂ A ⊂ Modloke
Z wie in

20.1.2.17 genau diejenigen abelschen Gruppen aus A rechtsentfaltet, die bereits
Q-Vektorräume sind. Das sind mithin auch genau die S-rechtsentfalteten Objekte
für S die Menge aller Morphismen, die unter Q⊗Z zu Isomorphismen werden.

Satz 20.1.3.9 (Entfaltung und Adjunktion bei Lokalisierungen). Seien C eine
Kategorie, S eine Menge von Morphismen in C undQ : C → CS die Lokalisierung.

1. Ein Objekt B ∈ C ist S-rechtsentfaltet genau dann, wenn der zugehörige
Funktor B̂ = C( , B) : Copp → Ens alle S-Morphismen zu Bijektionen
macht;

2. Besitzt für D ∈ CS der Lokalisierungsfunktor Q einen partiellen Rechtsad-
jungierten R bei D, so ist RD rechtsentfaltet und die Koeinheit der Ajunk-
tion ein Isomorphismus QRD ∼→ D;

3. Besitzt für Y ∈ C der Lokalisierungsfunktor Q einen partiellen Rechtsad-
jungiertenR beiQY , so ist die Einheit der Adjunktion eine Rechtsentfaltung
Y → RQY ;

4. Genau dann besitzt Q einen globalen Rechtsadjungierten, wenn jedes Ob-
jekt Y ∈ C eine S-Rechtsentfaltung besitzt;

5. Jeder partielle Rechtsadjungierte eines Lokalisierungsfunktors volltreu.

20.1.3.10. Die in unserem Satz speziell für Q : C → CS formulierten Aussagen
folgen unmittelbar für jeden Lokalisierungsfunktor. Alles geht opponiert genauso.
Das Beispiel 20.1.2.17 mag instruktiv sein.

20.1.3.11. Ich deute an, wie die Umkehrabbildung CS(QX,QB) → C(X,B) so
ungefähr konstruiert werden kann. Ein Morphismus links wird repräsentiert durch
ein Zick-Zack-Diagramm wie etwa

X1

S~~}}}}}}}}

!!BBBBBBBB X3

S}}||||||||

  AAAAAAAA

X X2 B
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mit S-Morphismen als Pfeilen nach links. Anwenden von C( , B) macht daraus
ein ein Zick-Zack-Diagramm wie etwa

C(X1, B) C(X3, B)

C(X,B)

∼
88qqqqqqqqqq

C(X2, B)

ffMMMMMMMMMM
∼

88qqqqqqqqqq
C(B,B)

ffMMMMMMMMMM

mit Bijektionen als Pfeilen nach rechts. Das Bild der Identität auf B unter der
Komposition von rechts nach links ist der gesuchte Morphismus in C(X,B). Nun
muß gezeigt werden, daß er von der Darstellung des Ausgangsmorphismus als
Zick-Zack-Diagramm unabhängig ist. Das kann man direkt angehen, wir nehmen
aber im folgenden Beweis einen anderen Weg.

Beweis. 1. Daß rechtsentfaltete Objekte die behauptete Eigenschaft haben, ist
klar. Umgekehrt gilt es zu zeigen, daß für B mit der besagten Eigenschaft die
Transformation

η : B̂ ⇒ (QB)∧ ◦Q
von Funktoren (CS)opp → Ens gegeben nach dem Yonedalemma durch ηB(idB) =
idQB eine Isotransformation ist. Nach der universellen Eigenschaft der Lokalisie-
rung gibt es genau einen Funktor B̃ : (CS)opp → Ens mit B̃ ◦ Q = B̂ und wir
erhalten eine eindeutig bestimmte Transformation

η : B̃ ◦Q⇒ (QB)∧ ◦Q

mit ηB(idB) = idQB. Da Q als Lokalisierungsfunktor volldicht ist nach 20.1.2.20,
gibt es mithin genau eine Transformation

η̂ : B̃ ⇒ (QB)∧

mit η̂Q = η alias η̂QB(idB) = (η̂Q)B(idB) = ηB(idB) = idQB. Umgekehrt gibt
es nach dem Yonedalemma auch genau eine Transformation

τ : (QB)∧ ⇒ B̃

mit τQB(idQB) = idB. Wegen (η̂ ◦ τ)QB(idQB) = idQB folgt mit dem Yoneda-
lemma η̂ ◦ τ = id und a forteriori η ◦ τQ = η̂Q ◦ τQ = id. Umgekehrt finden wir
aber auch (τQ ◦ η)B(idB) = (τQ)B(idQB) = τQB(idQB) = idB und so wieder
nach dem Yonedalemma τQ ◦ η = id. Damit sind τQ und η zueinander inverse
Isotransformationen.

2. Sicher liefert jeder S-Morphimus X → Y einen Isomorphismus QX ∼→ QY
und dann auch eine Bijektion CS(QY,D)

∼→ CS(QX,D) und schließlich eine Bi-
jektion C(Y,RD)

∼→ C(X,RD). Damit zeigt Teil 1, daß RD rechtsentfaltet sein
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muß. Insbesondere induziert der Lokalisierungsfunktor Q für unser D ∈ CS und
alle X ∈ C Isomorphismen C(X,RD)

∼→ CS(QX,QRD). Da jedes Objekt in CS
von einem Objekt X ∈ C herkommt, ist damit die Koeinheit der Adjunktion ein
Isomorphismus QRD ∼→ D in CS .

3. Nach der partiellen Dreiecksidentität 16.4.8.12 ist die Verknüpfung der natürli-
chen Morphismen QY → QRQY → QY die Identität. Nach Teil 2 steht hinten
ein Isomorphismus. Also muß auch hinten ein Isomorphismus stehen und nach
Teil 2 ist RQY rechtsentfaltet.

4. BesitztQ einen globalen RechtsadjungiertenR, so besitzt nach Teil 3 jedes Ob-
jekt Y eine Rechtsentfaltung Y → RQY . Besitzt umgekehrt jedes Objekt Y eine
Rechtsentfaltung Y → B, so gilt QY ∼→ QB und nach 20.1.3.7 ist der partielle
Rechtsadjungierte R zu Q bei QB definiert. Da zusätzlich Q essentiell surjektiv,
ja sogar surjektiv ist auf Objekten, ist damit der partielle Rechtsadjungierte R zu
Q global definiert;

5. Das folgt mit einer Variante von 16.4.3.9 für partielle Adjungierte aus den Er-
kenntnissen in Teil 2.

Vorschau 20.1.3.12. Gegeben Kategorien I, C und eine Menge von Morphismen
S von C können wir eine Menge S(I) von Morphismen in der Funktorkategorie
Cat(I, C) erklären als diejenigen Transformationen τ mit τi ∈ S für alle i ∈ I.
Der Funktor des konstanten Systems const : C → Cat(I, C) induziert dann einen
Funktor auf den Lokalisierungen

konst : CS → Cat(I, C)S(I)

Der linksadjungierte Funktor dazu hinwiederum heißt der Homotopiekolimes
und wird hocol notiert. In diesem Fall ist, anders als bei normalen Kolimites,
auch die Struktur von I als Kategorie und nicht nur der zugrundeliegende Köcher
relevant.

Übungen

Übung 20.1.3.13 (Entfaltung und Spaltung). Gegeben F : A → B ein Funktor
und I ein F -rechtsentfaltetes Objekt und f : I → C ein Morphismus, der unter F
ein Isomorphismus wird, gibt es stets einen Morphismus g : C → I mit gf = idI .

Übung 20.1.3.14 (Kolimites und Lokalisierung). Seien C eine Kategorie und S
eine Menge von Morphismen von C und Q : C → CS der Lokalisierungsfunktor.
Ist jedes Objekt von C rechtsentfaltbar für S, so besitzt Q nach 20.1.3.9 einen
globalen Rechtsadjungierten und vertauscht nach 17.7.1.30 mit Kolimites. Oppo-
niertes gilt für Limites.
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Übung 20.1.3.15 (Limites rechtsentfalteter Objekte). Sei F : A → B ein es-
sentiell surjektiver Funktor. Landet eine Köcherdarstellung D : I → A in den
F -rechtsentfalteten Objekten von A und existiert ihr Limes und ist selbst wieder
F -rechtsenfaltet, so besitzt auch FD : I → B einen Limes und der offensichtli-
che Morphismus ist ein Isomorphismus

F

(
lim
i∈I

Di

)
∼→ lim

i∈I
(FDi)

Übung 20.1.3.16 (Limites rechtsentfalteter Objekte in Lokalisierungen). Sei-
en C eine Kategorie und S eine Menge von Morphismen. Landet eine Köcherdar-
stellung D : I → C in den S-rechtsentfalteten Objekten von C und existiert ihr
Limes und ist selbst wieder S-rechtsenfaltet, so besitzt auch QD : I → CS einen
Limes und der offensichtliche Morphismus ist ein Isomorphismus

Q

(
lim
i∈I

Di

)
∼→ lim

i∈I
(QDi)

Das ist nur eine offensichtliche Spezialisierung von 20.1.3.15.

20.1.4 Lokalisierung unter Orebedingungen
20.1.4.1. Mit zusätzlichen Bedingungen an das System der zu invertierenden Mor-
phismen erhält man feinere Aussagen über die Lokalisierung, wie wir im folgen-
den ausführen.

Definition 20.1.4.2. Eine Menge von Morphismen einer Kategorie heißt multi-
plikativ oder ein multiplikatives System, wenn sie stabil ist unter Verknüpfung
und alle Identitäten enthält.

Definition 20.1.4.3. Eine Menge S von Morphismen einer Kategorie C heißt ein
Rechts-Ore-System, wenn sie multiplikativ ist und zusätzlich die beiden folgen-
den Eigenschaften hat:

1. Gegeben X s← C
g→ Y mit s ∈ S gibt es X h→ D

t← Y mit t ∈ S und
hs = tg;

2. Gegeben f, g ∈ C(X, Y ) und s ∈ S mit fs = gs gibt es t ∈ S mit tf = tg.

Ein Diagramm der Gestalt X h→ D
t← Y mit t ∈ S interpretieren wir als Mor-

phismus t−1h : X → Y und nennen es einen Rechtsbruch, weil der Zähler eben
rechts steht.
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20.1.4.4. Eine Menge S von Morphismen einer Kategorie C heißt ein Links-Ore-
System, wenn sie ein Rechts-Ore-System in der opponierten Kategorie ist. Ein
Ore-System in einer Kategorie ist ein Menge von Morphismen, die Rechts-Ore
und Links-Ore ist.

Ergänzung 20.1.4.5. Ist unsere Kategorie eine Ein-Objekt-Kategorie mit additiver
Struktur, so sind diese Bedingungen die bei der Lokalisierung nichtkommutativer
Ringe üblichen Ore-Bedingungen.

Lemma 20.1.4.6. Gegeben eine Kategorie C mit einem Rechtsoresystem S und ein
Objekt X ∈ C bilden die von X ausgehenden S-Morphismen mit ihrer Struktur
als volle Unterkategorie von CX eine filtrierende Kategorie SX .

Beweis. Gegeben Objekte i, j ∈ SX gilt es zunächst, ein weiteres Objekt k zu
finden mit Morphismen α : i → k und β : j → k. Gegeben S-Morphismen
i : X → Di und j : X → Dj gilt es also, einen S-Morphismus k : X → Dk zu
finden und C-Morphismen α : Di → Dk mit α ◦ i = k sowie β : Dj → Dk mit
β ◦ j = k. Das gelingt mühelos mit der ersten Orebedingung. Gegeben Objekte
i, j ∈ SX und Morphismen φ, ψ : i → j gilt es weiter, ein Objekt k und einen
Morphismus ζ : j → k zu finden mit ζφ = ζψ. Gegeben C-Morphismen φ, ψ :
Di → Dj mit φ◦ i = j = ψ ◦ i gilt es also, einen S-Morphismus k : X → Dk und
einen C-Morphismus ζ : Dj → Dk zu finden mit ζ ◦ j = k und ζ ◦φ = ζ ◦ψ. Das
gelingt mühelos mit der zweiten Orebedingung. Daß schließlich SX nicht leer ist,
folgt aus idX ∈ S.

20.1.4.7. Seien C eine Kategorie und S ein Rechtsoresystem von Morphismen
von C. Wir betrachten für X, Y ∈ C die Menge B(X, Y ) aller Diagramme D =
(f,D, s) der Gestalt

X
f→ D

s← Y

mit s ∈ S und nennen derartige Diagramme Brüche oder genauer Rechtsbrüche
von X nach Y . Wir sagen, ein Bruch (f,D, s) gehe hervor aus einem weiteren
Bruch (f ′, D′, s′) ∈ B(X, Y ) durch Kürzen, wenn es einen Morphismus h : D →
D′ gibt mit s′ = hs und f ′ = hf . Wir fordern dabei nicht h ∈ S und notieren
diese Aussage

D 99K D′

Bezeichne B̄(X, Y ) die Menge aller Äquivalenzklassen von Brüchen von X nach
Y unter der Äquivalenzrelation, die gegeben wird durch die Vorschrift, daß gilt
(f,D, s) ∼ (f ′, D′, s′) genau dann, wenn es einen weiteren Bruch (f ′′, D′′, s′′)
gibt mit D′ 99K D′′ L99 D. Bezeichne [f,D, s] die Äquivalenzklasse des Bruches
(f,D, s). Per definitionem haben wir dann

B̄(X, Y ) = colf
Y
S→D
C(X,D)
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mit dem Kolimes über die Kategorie SY aller von Y ausghenden S-Morphismen,
aufgefaßt als volle Unterkategorie von CY , oder genauer mit dem Kolimes des
Funktors SY → Ens, (Y → D) 7→ C(X,D).

20.1.4.8. Ich komme mit Rechts und Links in diesem Zusammenhang leicht durch-
einander. Als Eselsbrücke mag man sich einen Rechtsbruch als eine Komposition
der Form s−1 ◦ f denken, bei der der Zähler eben rechts steht. Der erste Teil der
Rechtsorebedingung sagt dann, salopp gesprochen, daß man jeden Linksbruch zu
einem Rechtsbruch umschreiben kann. Der zweite Teil der Rechtsorebedingung
besagt, ebenso salopp gesprochen, daß zwei Brüche mit einer Eins im Nenner,
die durch Erweiterung zu einem Linksbruch gleich gemacht werden können, auch
durch Erweiterung zu einem Rechtsbruch gleich gemacht werden können.

20.1.4.9 (Bezug zur Lokalisierung von Kringen). Bei der Lokalisierung eines
kommutativen RingsR nach einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S de-
finiert man die Äquivalenzrelation auf Brüchen meist durch die Bedingung, daß
unsere Brüche gleich gemacht werden können, wenn wir sie beide mit jeweils
einem Element von S erweitern. Unsere Äquivalenzrelation hier würde vielmehr
bedeuten, daß sie gleich gemacht werden können, wenn wir sie beide mit jeweils
einem Element von R erweitern unter der Maßgabe, daß dabei die Nenner in S
bleiben müssen. Man überlegt sich jedoch unschwer, daß diese beiden Äquiva-
lenzrelationen im Fall kommutativer Ringe übereinstimmen.

Proposition 20.1.4.10 (Kategorien von Brüchen als Lokalisierung). Gegeben
eine Kategorie C und ein Rechtsoresystem S von Morphismen von C liefert die
offensichtliche Abbildung eine Bijektion

B̄(X, Y )
∼→ CS(X, Y )

zwischen der Menge der Äquivalenzklassen von Rechtsbrüchen und der Menge
der Morphismen in der lokalisierten Kategorie.

Vorschau 20.1.4.11. Für Leser, die bereits die Kategorie der „Ind-Objekte“ ei-
ner vorgegebenen Kategorie 20.3.1.12 kennen, sei bemerkt, daß die ersten Zeilen
des folgenden Beweises eine Bijektion zwischen B̄(X, Y ) und der Menge der
Morphismen vom Ind-Objekt der von X ausgehenden S-Morphismen zum Ind-
Objekt der von Y ausgehenden S-Morphismen liefert. In diesem Rahmen ist es
dann offensichtlich, wie wir Äquivalenzklassen von Brüchen zu verknüpfen ha-
ben und daß wir so eine Kategorie erhalten, genauer eine volle Unterkategorie der
Kategorie der Ind-Objekte.

Beweis. Zunächst überlegen wir uns, daß das Vorschalten eines S-Morphismus
Y → D eine Bijektion B̄(D,Z)

∼→ B̄(Y, Z) induzieren muß. Die Surjektivität
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dieser Abbildung folgt leicht aus der ersten Orebedingung, die es salopp gespro-
chen erlaubt, jeden Linksbruch zu einem Rechtsbruch umzuschreiben. Die Injek-
tivität folgt ebenso leicht aus der zweiten Orebedingung. Dann erklären wir eine
Verknüpfung B̄(X, Y ) × B(Y, Z) → B̄(X,Z) dadurch, daß ([f,D, s], (g, E, t))
abgebildet wird auf die Äquivalenzklasse eines Bruches der Gestalt

X

  AAAAAAAA Y

~~~~~~~~~~

  @@@@@@@@ Z

��~~~~~~~~

D

  @@@@@@@@ E

��~~~~~~~~

F

mitE → F aus S und kommutierendem schiefen Quadrat. Die so gebildete Äqui-
valenzklasse ist unabhängig von der Wahl von F undE, denn wir können sie auch
dadurch beschreiben, daß wir unserem [g, E, t] erst sein Urbild in B̄(D,Z) zu-
ordnen und dann dessen Bild unter dem Vorschalten von X → D nehmen. Des
weiteren erhalten wir dieselbe Äquivalenzklasse, wenn wir (f,D, s) durch einen
gekürzten Bruch (f ′, D′, s′) ersetzen, denn das Vorschalten von X → D′ liefert
auch eine Bijektion B̄(D′, Z)

∼→ B̄(Y, Z) und damit liefert das Vorschalten von
D′ → D eine Bijektion B̄(D,Z)

∼→ B̄(D′, Z). Unsere Verknüpfung induziert mit-
hin eine Verknüpfung B̄(X, Y ) × B̄(Y, Z) → B̄(X,Z). Nun zeigen wir, daß die
Objekte von C mit den Morphismenmengen B̄(X, Y ) und der eben eingeführten
Verknüpfung eine Kategorie bilden. Die Identitätsmorphismen sind hier unpro-
blematisch, und die Assoziativität der Verknüpfung scheint mir auch recht offen-
sichtlich durch Rechnen mit Repräsentanten. Aus der Konstruktion wird jedoch
zusätzlich klar, daß für die eben konstruierte Kategorie B̄ der Funktor C → B̄, der
die Identität ist auf Objekten und jeden Morphismus f : X → Y auf die Äqui-
valenzklasse [f,X, idX ] abbildet, dieselbe universelle Eigenschaft hat wie unsere
Lokalisierung C → CS .

20.1.4.12 (Morphismen in einer Orelokalisierung). Seien C eine Kategorie und
S ein Linksoresystem von Morphismen von C. In der Terminologie aus 17.7.1.14
liefert nach 20.1.4.10 die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

colf C(D, Y )
∼→ CS(QX,QY )

mit dem filtrierenden Kolimes über das System SX aller S-Morphismen s : D →
X nach X oder genauer über die filtrierende Kategorie Sopp

X .

20.1.4.13 (Morphismen in einer Orelokalisierung). Seien C eine Kategorie und
S ein Linksoresystem von Morphismen von C. In der Terminologie aus 17.7.1.14
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liefert nach 20.1.4.12 die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

colf C(D, Y )
∼→ CS(QX,QY )

mit dem filtrierenden Kolimes über das System Sopp
X aller S-Morphismen s : D →

X in das Objekt X . Ist hier S ein Oresystem, so erhalten wir sogar ein kommuta-
tives Diagramm

CS(QX,QY )

colf C(D, Y )

∼

66mmmmmmmmmmmm
colf C(X,C)

∼

hhQQQQQQQQQQQQ

colf C(D,C)

∼

hhQQQQQQQQQQQQ ∼

66mmmmmmmmmmmm

mit den filtrierenden Kolimites über das System aller S-Morphismen s : D → X
in das Objekt X , das System aller S-Morphismen s : Y → C aus dem Objekt Y
und das System aller Paare derartiger Morphismen. Um das zu sehen, verwendet
man die Transitivität von Kolimites 17.7.1.34 zusammen mit der Erkenntnis, daß
der zweite Kolimes auf dem Weg nach unten jeweils über ein konstantes System
gebildet wird.

Satz 20.1.4.14. Gegeben ein Funktor F : C → D mit einem volltreuen Rechtsad-
jungierten ist das System S der Morphismen in C, die unter F zu Isomorphismen
werden, ein Rechtsoresystem.

20.1.4.15. Man mag sich als F den Funktor der Vervollständigung von der Kate-
gorie der metrischen Räume in die Kategorie der vollständigen metrischen Räume
denken. In diesem Fall ist S die Menge aller Isometrien mit dichtem Bild.

Beweis. Nach 20.1.3.9 hat jedes Objekt von C eine F -Rechtsentfaltung. In unse-
rem Beispielfall wäre so eine Rechtsentfaltung eine Isometrie mit dichtem Bild
in einen vollständigen metrischen Raum. Gegeben die durchgezogenen Pfeile im
Diagramm

C
f //

s
��

Y

t
���
�
�

X
g //___ D

mit s ∈ S finden wir D und die gestrichelten Pfeile mit t ∈ S, indem wir für
t : Y → D eine Rechtsentfaltung von Y nehmen. Morphismen nach D sind dann
dieselben in C und in CS und in CS finden wir offensichtlich ein g, daß unser Dia-
gramm zum Kommutieren bringt. Das zeigt die erste Orebedingung, jeder Links-
bruch läßt sich zu einem Rechtsbruch umschreiben. Gegeben f, g ∈ C(X, Y ) und
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s ∈ S mit fs = gs gilt weiter für jede Rechtsentfaltung t : Y → D bereits
tf = tg. In der Tat gilt offensichtlich

fs = gs⇒ Q(fs) = Q(gs)⇒ Q(f) = Q(g)⇒ Q(tf) = Q(tg)⇒ tf = tg

mit dem letzten Schritt, da Morphismen nach D dieselben sind in C und in CS .
Das zeigt die zweite Orebedingung.

Definition 20.1.4.16. Ein multiplikatives System S von Morphismen einer Ka-
tegorie C heißt gesättigt, wenn für einen beliebigen Morphismus f gilt: Gibt es
Morphismen g, h mit fg ∈ S und hf ∈ S, so folgt f ∈ S.

20.1.4.17. Der Begriff eines gesättigten Oresystems scheint mir für die Diskussi-
on triangulierter Kategorien praktisch. Für einzelne der im folgenden diskutierten
Konsequenzen dieser Eigenschaft sind jedoch auch schwächere Bedingungen aus-
reichend.
Beispiel 20.1.4.18. Das System aller Isomorphismen einer Kategorie ist gesättigt.
Das Urbild eines gesättigten multiplikativen Systems unter einem Funktor ist stets
wieder ein gesättigtes multiplikatives System.

Lemma 20.1.4.19. Gegeben ein gesättigtes Oresystem S von Morphismen einer
Kategorie C ist S genau die Menge aller Morphismen von C, die unter dem Loka-
lisierungsfunktor C → CS Isomorphismen werden.

Beweis. Gibt es für den Rechtsbruch id−1 f einen Rechtsbruch s−1a mit der Ei-
genschaft s−1a id−1 f = id in der Kategorie der Rechtsbrüche B̄, so gibt es b
mit baf = bs und bs ∈ S, also (ba)f ∈ S. Argumentiert man analog mit Links-
brüchen, so erkennt man, daß für jedes f , das in der Lokalisierung ein Isomorphis-
mus wird, mit unserer Sättigungsbedingung 20.1.4.16 bereits f ∈ S folgt.

20.1.4.20. Lemma 20.1.4.19 impliziert insbesondere, daß jedes gesättigte Oresys-
tem S die Zwei-aus-Drei-Eigenschaft hat: Sind Morphismen f, g, h gegeben mit
fg = h und gehören zwei der drei Morphismen f, g, h zu S, so auch der Dritte.

Satz 20.1.4.21 (Orelokalisierung und volltreue Einbettungen). Sei C eine Ka-
tegorie mit einem Rechtsoresystem S. Ist C ′ ⊂ C eine volle Unterkategorie und
S ′ ⊂ S ein Rechtsoresystem von Morphismen von C ′ mit der Eigenschaft, daß es
für alle s ∈ S, die von einem Objekt von C ′ ausgehen, einen Morphismus h in C
gibt mit h ◦ s ∈ S ′, so ist der offensichtliche Funktor ein volltreuer Funktor

C ′S′
∼
↪→ CS

Beweis. Das erkennt man sofort an der Realisierung 20.1.4.10 der lokalisierten
Kategorie als Kategorie von Brüchen. Formal kommt es von unserer Erkenntnis
her, daß filtrierende Kolimites sich nicht ändern, wenn wir zu einem konfinalen
Teilsystem übergehen.
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20.1.4.22. Ist C eine Kategorie mit einem Rechtsoresystem von Morphismen S,
so lassen sich zwei Brüche (f, E, r) ∈ B(X, Y ) und (g, F, t) ∈ B(W,Y ) stets auf
einen Hauptnenner bringen. Das folgt aus der Filtrierungseigenschaft 20.1.4.6
von SY , nach der wir Morphismen von Objekten a : E → D, b : F → D so
finden, daß gilt ar = bt ∈ S. Nennen wir diesen Morphismus s : Y → D, so
entstehen unsere beiden Brüche durch Kürzen aus Brüchen der Gestalt (f ′, D, s)
und (g′, D, s).

20.1.4.23 (Übertragung additiver Strukturen auf Orelokalisierungen). Sei-
en C eine Kategorie und S ein Rechtsoresystem. Gegeben eine additive Struktur
auf C im Sinne von 19.2.5.1 gibt es genau eine additive Struktur auf CS , für die
der Lokalisierungsfunktor mit der additiven Struktur verträglich ist. Man addiert
dazu eben Brüche, indem man sie auf einen Hauptnenner bringt, anders geht es
auch nicht, und prüft, daß die Verknüpfung biadditiv bleibt. Dasselbe gilt für die
Lokalisierung nach Linksoresystemen. Besitzt C nur ein Objekt, so ist diese Kon-
struktion die sogenannte Orelokalisierung von nicht notwendig kommutativen
Ringen.

Proposition 20.1.4.24 (Koprodukte in Orelokalisierungen). Gegeben C eine
Kategorie und S ein Rechtsoresystem von Morphismen von C vertauscht der Funk-
tor C → CS mit dem Bilden von Kolimites über beliebige endliche Diagramme
alias Darstellungen endlicher Köcher.

20.1.4.25. Insbesondere vertauscht der Übergang zur Lokalisierung unter diesen
Annahmen mit endlichen Koprodukten.

Beweis. Seien I ein endlicher Köcher und C ∈ Car(I, C) ein Diagramm dieser
Gestalt in C. Gegeben X ∈ C bezeichne konst(X) ∈ Car(I, C) das zugehörige
konstante Diagramm. Ich behaupte, daß die offensichtliche Abbildung eine Bijek-
tion

colf
Y
S→D

Car(I, C)(C, konst(D))
∼→ Car(I, CS)(C, konst(Y ))

induziert. Die Surjektivität zeigt man, indem man Brüche von den Ci nach Y auf
einen Hauptnenner bringt und den noch für alle Pfeile in I hinreichend vergrößert.
Die Injektivität ist eh klar und die Proposition folgt unmittelbar.

Proposition 20.1.4.26 (Orelokalisierung additiver Kategorien). Ist C eine ad-
ditive Kategorie und S ein Rechtsoresystem von Morphismen, so ist auch CS eine
additive Kategorie und Q : C → CS ist additiv.

Beweis. Das folgt sofort aus der Existenz einer additiven Struktur 20.1.4.23 in der
Lokalisierung, die mit dem Lokalisierungsfunktor verträglich ist, und der Existenz
endlicher Koprodukte in der Lokalisierung sowie der Verträglichkeit des Lokali-
sierungsfunktors mit endlichen Koprodukten 20.1.4.24.
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Übungen

Übung 20.1.4.27 (Entfaltung und Spaltung, Variante). Seien C eine Kategorie
und S ein Rechtsoresystem. Genau dann ist I ∈ C ein S-rechtsentfaltetes Objekt
im Sinne von 20.1.3.7, wenn es für jeden S-Morphismus s : I → C einen Mor-
phismus g : C → I gibt mit gf = idI . Hinweis: Daß Rechtsentfaltung Spaltungen
liefert, wissen wir bereits aus 20.1.3.13. Unter der Annahme der Spaltungen ist
umgekehrt idI konfinal in SI und die Beschreibung 20.1.4.12 von Morphismen in
CS als Kolimes zeigt die andere Richtung.

Übung 20.1.4.28. Seien C eine Kategorie und S ein Rechtsoresystem von Mor-
phismen von C. Genau dann liefern Morphismen f, g : X → Y aus C denselben
Morphismus in CS , wenn es s ∈ S gibt mit sf = sg.

Übung 20.1.4.29 (Liften kommutativer Quadrate). Seien C eine Kategorie und
S ein Rechtsoresystem von Morphismen. Gegeben ein kommutatives Quadrat
fq = pg in CS mit den horizontalen Morphismen p, q in C und eine Darstel-
lung von g als Rechtsbruch g = t−1b finden wir stets eine Darstellung von f als
Rechtsbruch f = s−1a und einen Morphismus r wie im Diagramm angedeutet
mit rb = aq und rt = sp, so daß also im Diagramm

W

b
���
�
�

g

  

q // X

a

���
�
�

f

~~

E
r //___ D

Z

t

OO

p // Y

s

OO

die beiden Quadrate kommutieren. Das wird gebraucht für das Bilden von Quoti-
enten triangulierter Kategorien.

Übung 20.1.4.30 (Oresysteme in Produktkategorien). Gegeben Kategorien C,D
mit multiplikativen Systemen S, T ist auch S × T ein multiplikatives System in
C ×D. Sind S und T rechtsore beziehungsweise linksore, so auch S × T . Sind S
und T gesättigt, so auch S × T .

Übung 20.1.4.31. Wir betrachten in der Kategorie Ab der abelschen Gruppen die
Menge S := {n idA | A ∈ Ab, n ∈ Z\0} aller Vielfachen von Identitätsmor-
phismen mit von Null verschiedenen ganzen Zahlen. Man betrachte andererseits
die Kategorie Ab⊗ZQ mit abelschen Gruppen als Objekten und Morphismen
(Ab⊗ZQ)(A,B) := Ab(A,B) ⊗Z Q und der hoffentlich offensichtlichen Ver-
knüpfung von Morphismen. Man zeige, daß der offensichtliche Funktor ein Iso-
morphimus von Kategorien AbS

∼→ Ab⊗ZQ ist.
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20.1.5 Quotienten abelscher Kategorien*

Definition 20.1.5.1. SeienA eine abelsche Kategorie und K eine Menge von Ob-
jekten vonA. Ein Quotient vonA nachK ist ein Paar (A/K, can) bestehend aus
einer abelschen Kategorie A/K und einem Funktor can : A → A/K derart, daß
gilt:

1. Jedes Objekt aus K wird unter can ein Nullobjekt in A/K;

2. Ist F : A → D ein exakter Funktor in eine weitere abelsche Kategorie,
der alle Objekte aus K zu Null macht, so gibt es genau einen Funktor F̃ :
A/K → D mit F = F̃ ◦ can.

20.1.5.2. Wir zeigen gleich in 20.1.5.4, daß solch ein Quotient stets existiert.
Wenn er existiert, ist er offensichtlich in der üblichen Weise eindeutig bis auf
eindeutigen Isomorphismus. Ist F : A → D ein exakter Funktor in eine weitere
abelsche Kategorie, der Objekte aus K zu Null macht und für den der induzier-
te Funktor eine Äquivalenz von Kategorien F̃ : A/K ∼→ D ist, so nennen wir
den Funktor F einen Quotientenfunktor oder genauer, wenn Verwechslungen
mit Quotientenfunktoren im Kontext triangulierter Kategorien zu befürchten sind,
einen exakten Quotientenfunktor.

20.1.5.3. Sei A eine abelsche Kategorie. Eine Menge von Objekten K ⊂ A heißt
eine Serre’sche Unterkategorie, wenn sie alle Nullobjekte enthält und für jede
kurze exakte Sequenz vonA die Mitte zuK gehört genau dann, wenn beide Enden
zu K gehören. Die kleinste Serre’sche Unterkategorie, die eine gegebene Menge
von Objekten enthält, heißt die von diesen Objekten erzeugte Serre’sche Unter-
kategorie. Sie kann explizit beschrieben werden als die Menge aller Objekte, die
eine endliche Filtrierung besitzen derart, daß alle Subquotienten dieser Filtrierung
isomorph sind zu Subquotienten der erzeugenden Objekte.

Satz 20.1.5.4 (Quotienten abelscher Kategorien). 1. Gegeben eine Menge von
Objekten einer abelschen Kategorie existiert stets ein Quotient von besagter
Kategorie nach besagter Menge von Objekten;

2. Genau dann wird ein Objekt vom zugehörigen Quotientenfunktor annulliert,
wenn es in der von unserer Menge von Objekten erzeugten Serre’schen Un-
terkategorie liegt;

3. Jede kurze exakte Sequenz in der Quotientenkategorie kommt her von einer
kurzen exakten Sequenz in der ursprünglichen Kategorie;

4. Jeder Quotientenfunktor ist ein Lokalisierungsfunktor.
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Ergänzung 20.1.5.5. Gegeben ein Universum U mit N ∈ U und eine abelsche
U∈-~U∈-Kategorie ist auch jeder Quotient eine U∈-~U∈-Kategorie.

20.1.5.6. Wir werden den ersten und den letzten Teil zusammen durch eine ex-
plizite Konstruktion eines Quotienten als Lokalisierung zeigen und führen dazu
zunächst noch weitere Begriffe ein.

Proposition 20.1.5.7. Jede Lokalisierung einer abelschen Kategorie an einem
Oresystem von Morphismen ist wieder eine abelsche Kategorie.

Beweis. Unsere Lokalisierung ist additiv nach 20.1.4.26 und es bleibt nur, die
Exaktheit der Lokalisierung zu zeigen. Der Kern eines Morphismus in unserer ur-
sprünglichen Kategorie ist gerade sein Egalisator mit dem Nullmorphismus und
bleibt deshalb nach 20.1.4.24 der Kern in der Lokalisierung. Der Kern eines Bru-
ches ist offensichtlich schlicht der Kern seines Zählers. Damit ist die Existenz von
Kernen und dual von Kokernen in der Lokalisierung gezeigt. Die Gleichheit von
Bild und Kobild muß nur für den Zähler eines jeden Bruches gezeigt werden und
ist damit auch klar.

Proposition 20.1.5.8. Ist A eine abelsche Kategorie und K ⊂ A eine Serre’sche
Unterkategorie, so ist das System aller Morphismen mit Kern und Kokern inK ein
Oresystem in A.

Beweis. Die Identitäten gehören natürlich zu unserem System. Um die Stabilität
unter Verknüpfung zu zeigen wende man auf das kartesische Quadrat im Dia-
gramm

X
f→ Y

g→ Z
↑ ↑

ker gf → ker g

das Lemma 19.2.3.13 über die Gleichheit der Kerne paralleler Pfeile auf die hori-
zontalen Pfeile an und verwende das duale Argument für cok . Die Orebedingung
folgt durch kartesische beziehungsweise kokartesische Ergänzung mit 20.1.5.9
und die letzte Bedingung erkennt man, da t ◦ f = t ◦ g gleichbedeutend ist zu
t ◦ (f − g) = 0 und das zu im(f − g) ∈ K, einer selbstdualen Bedingung.

Beweis von 20.1.5.4. Wir zeigen zunächst den ersten und den letzten Teil. Ist A
eine abelsche Kategorie und K ⊂ A eine Serre’sche Unterkategorie, so notieren
wir

A/K
die Lokalisierung von A am Oresystem aller Morphismen mit Kern und Kokern
in K und nennen sie die Quotientenkategorie. Ist allgemeiner K ⊂ A eine belie-
bige Menge von Objekten, so betrachten wir die davon erzeugte Serre’sche Un-
terkategorie 〈K〉 ⊂ A und setzen A/K = A/〈K〉. Der Funktor A → A/K hat
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dann offensichtlich die von einem Quotientenfunktor geforderte universelle Ei-
genschaft und Teil 1 sowie Teil 4 des Satzes sind bewiesen.

2. Es gilt, für jede Serre’sche Unterkategorie K ⊂ A die Identität K = ker(A �
A/K) zu zeigen. Nur die Inklusion ⊃ ist problematisch. Haben wir jedoch ein
Objekt A ∈ A, das verschwindet in A/K, so ist die Identität auf A die Nullab-
bildung in A/K, der Bruch (id, A, id) läßt sich also erweitern zu (s,D, 0) als da
heißt, es gibt ein D derart, daß die Nullabbildung D → A zu S gehört. Daraus
folgt sofort A ∈ K.
3. Sei A′ ↪→ A � A′′ unsere kurze exakte Sequenz in A/K. Wir schreiben den
ersten Morphismus als Bruch, betrachten dessen Zähler f und nehmen in A die
kurze exakte Sequenz im f ↪→ A� cok f.

Proposition 20.1.5.9. Jedes kartesische Diagramm in einer abelschen Kategorie
induziert Isomorphismen zwischen den Kernen paralleler Pfeile und Monomor-
phismen zwischen den Kokernen paralleler Pfeile.

20.1.5.10. Die erste Aussage ist ein Spezialfall von Übung 19.2.3.13. Wir bewei-
sen die zweite Aussage zu Ende dieses Abschnitts im Anschluß an die Behand-
lung von zwei Spezialfällen. Im Fall von abelschen Gruppen prüft man die zweite
Aussage auch leicht explizit.

Lemma 20.1.5.11. Ist in einem kartesischen Diagramm in einer abelschen Kate-
gorie ein Ursprungspfeil epi, so auch der gegenüberliegende Pfeil aus dem Faser-
produkt.

20.1.5.12. Ist ein Ursprungspfeil mono, so auch der gegenüberliegende Pfeil aus
dem Faserprodukt. Das gilt sogar in beliebigen Kategorien, vergleiche 19.2.3.12.

Beweis. Wir notieren unser kartesisches Diagramm

P

��

//M

f

��
N

g // // Q

Ersetzen wir M durch M0 := im(P →M), so bleibt unser Diagramm kartesisch.
Jetzt betrachten wir das kommutative Diagramm

M0 ×N

��

� � //M ×N // //

��

cok×N

��
Q Q // 0
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Die nichttrivialen Vertikalen darin seien durch die Zeilenmatrix (f,−g) erklärt.
Die Kerne der beiden linken Vertikalen sind dann gerade die beiden Faserprodukte
M0 ×Q N beziehungsweise M ×Q N und wir folgern aus der langen exakten
Homologiesequenz cok×N = 0, also cok = 0 und M = M0.

Lemma 20.1.5.13. Ein kartesisches Diagramm in einer präabelschen Kategorie,
in dem zwei gegenüberliegende Pfeile Monomorphismen sind, induziert einen Mo-
nomorphismus zwischen den Kokernen dieser Pfeile.

Beweis. Wir betrachten das Diagramm

M ↪→ P � cok
↓ ↓ ↓
N ↪→ Q � cok

In diesem Diagramm sieht man leicht, daß M ↪→ P der Kern der Verknüpfung
P ↪→ Q � cok ist. Damit ist aber P � cok in der oberen Horizontalen das Bild
dieser Verknüpfung und damit ist die rechte Vertikale ein Monomorphismus.

Beweis von 20.1.5.9. Nun zeigen wir die Proposition. Faktorisieren wir einen Ur-
sprungspfeil in mono ◦ epi, so ist die induzierte Faktorisierung des gegenüberlie-
genden Pfeils auch eine Faktorisierung in mono ◦ epi wegen der ersten Aussage
der Proposition und 20.1.5.11. Wir dürfen also annehmen, daß wir die Kokerne
von zwei gegenüberliegenden Monomorphismen zu vergleichen haben, und das
erledigt 20.1.5.13.

Beispiel 20.1.5.14 (Restriktion abelscher Garben als Quotientenfunktor). Der
Rückzug abelscher Garben unter einer topologischen Einbettung ist stets ein Quo-
tientenfunktor. In der Tat hat er nach 19.4.3.20 einen volltreuen Rechtsadjungier-
ten und ist damit nach 20.1.3.9 schon einmal ein Lokalisierungsfunktor. Die zu
lokalisierenden Morphismen sind dann offensichtlich genau die, deren Kern und
Kokern unter dem Rückzug zu Null werden.

Beispiel 20.1.5.15. Der Rückzug vonOX-Moduln unter einer offenen Einbettung
von Schemata ist stets ein Quotientenfunktor. Dasselbe gilt für den Rückzug von
quasikohärenten OX-Moduln. Das Argument ist dasselbe wie in 20.1.5.14.

Beispiel 20.1.5.16. Der Rückzug von kohärentenOX-Moduln unter einer offenen
Einbettung von noetherschen Schemata ist stets ein Quotientenfunktor. Das kann
man etwa aus dem in 20.1.5.15 behandelten Fall quasikohärenter OX-Moduln
folgern, indem man Proposition 20.1.4.21 über die Lokalisierung voller Unterka-
tegorien anwendet. Man beachte, daß der Rückzug in diesem Fall im allgemeinen
keinen Adjungierten mehr besitzt: Der Vorschub eines kohärenten OU -Moduls
unter einer offenen Einbettung U ⊂◦ X ist meist nicht mehr kohärent, sondern nur
noch quasikohärent.
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Beispiel 20.1.5.17. Gegeben ein Ring R mit einem Ideal m ⊂ R bilden in der
Kategorie aller R-Moduln die von einer Potenz von m annullierten Moduln eine
Serre’sche Unterkategorie. Gegeben ein R-Modul M gilt für die Multiplikation
µ : m ⊗R M → M offensichtlich m cokµ = 0 = m kerµ, folglich ist µ ein
Isomorphismus in besagter Quotientenkategorie.

Beispiel 20.1.5.18. Gegeben ein Ring R mit einem Ideal m ⊂ R mit der Eigen-
schaft m2 = m bilden von m anullierten Moduln eine Serre’sche Unterkategorie.
Die Quotientenkategorie heißt dann die Kategorie der Fast-Moduln von (R,m).
Man kann in diesem Fall leicht zeigen, daß der Funktor M 7→ m⊗Rm⊗RM über
den Quotienten faktorisiert. Mit mehr Mühe scheint man sogar zeigen zu können,
daß er einen volltreuen Funktor von der Quotientenkategorie in die ursprüngliche
Kategorie von Moduln induziert.

20.1.5.19. Ist R ⊃ m ein Ring mit einem Ideal und gilt m2 = m, so erhalten wir
einen Isomorphismus

m⊗R m⊗RM
∼→ m⊗R m

durch die Vorschrift a ⊗ b ⊗ c 7→ ab ⊗ c = a ⊗ bc. Um das zu zeigen, gehen wir
aus von der Multiplikation µ : m ⊗R m � m. Sie führt zu einer rechtsexakten
Sequenz m⊗R kerµ→ m⊗R m⊗R M � m⊗R m und es reicht zu zeigen, daß
die erste Abbildung Null ist. Aber gegeben

∑
ai ⊗ bi ∈ kerµ und c ∈ m finden

wir in der Tat eine Identität der Form c =
∑
ανβν mit αν , βν ∈ m und erhalten

c⊗
∑

ai ⊗ bi =
∑

ανβν ⊗ ai ⊗ bi =
∑

αν ⊗ βν ⊗ aibi = 0

Lemma 20.1.5.20. Sei A eine abelsche Kategorie und K ⊂ A eine Serre’sche
Unterkategorie. Gegeben M,N ∈ A liefert die offensichtliche Abbildung eine
Bijektion

colfA(U,Q)
∼→ (A/K)(M,N)

Der Kolimes ist dabei zu bilden über alle Unterobjekte U von M mit M/U ∈ K
und über alle Quotienten Q von N mit ker(N � Q) ∈ K.

Beweis. Ich gebe nur die inverse Abbildung an und überlasse dem Leser den Rest
des Beweises. Für einen Bruch M ← D → N bilden wir dazu den pushout

D → N
↓ ↓
M → P

und betrachten die induzierte Abbildung auf den Bildern U und Q der vertikalen
Morphismen.
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Lemma 20.1.5.21. Ggeben A eine abelsche Kategorie und K ⊂ A eine Ser-
re’sche Unterkategorie liefert der Quotientenfunktor auf den Isomorphieklassen
einfacher Objekte eine Injektion

(IrrA)\(IrrK) ↪→ Irr(A/K)

Ist A längenendlich, so ist auch A/K längenendlich und der Quotientenfunktor
liefert sogar eine Bijektion

(IrrA)\(IrrK)
∼→ Irr(A/K)

Beweis. Einfache Objekte können dadurch charakterisiert werden, daß jeder Mor-
phismus in besagtes Objekt surjektiv oder Null ist. Nach 20.1.5.20 werden da-
mit einfache Objekte unter einem Quotientenfunktor stets einfach oder Null, und
nichtisomorphe Objekte, die nicht zu Null werden, bleiben nichtisomorph. Mit
20.1.5.4.2 erkennen wir dann schon einmal, daß ein Quotientenfunktor stets ei-
ne Injektion (IrrA)\(IrrK) ↪→ Irr(A/K) liefert. Ist aber A ∈ A gegeben mit
einfachem Bild in A/K, und ist die Länge von A endlich, so muß schon ein ein-
facher Subquotient von A dasselbe Bild haben inA/K wie A selbst. Das zeigt die
Surjektivität im längenendlichen Fall.

Ergänzung 20.1.5.22. Besitzt ein Injektiver von A kein von Null verschiedenes
Unterobjekt aus K, so bleibt er injektiv in A/K. Besitzt ein Objekt aus A kein
von Null verschiedenes Unterobjekt ausK, so gilt dasselbe für jede injektive Hülle
dieses Objekts.
Ergänzung 20.1.5.23. Bei [Gab62] wird die Quotientenkategorie sogar definiert
dadurch, daß ihre Objekte dieselben sein sollen wie die Objekte der ursprüngli-
chen Kategorie, ihre Morphismen jedoch gegeben werden durch die direkten Li-
mites aus Lemma 20.1.5.20. Man muß dann allerdings einige Arbeit investieren,
um die Verknüpfung von Morphismen zu erklären und die Axiome einer abel-
schen Kategorie zu prüfen.
Ergänzung 20.1.5.24. Die Links- beziehungsweise Rechtsadjungierten eines Quo-
tientenfunktors nennen wir, wenn sie existieren, Approximationen. Aus 20.1.3.9
folgt, daß Approximationen stets volltreu sind. Insbesondere ist nach 16.4.3.9 al-
so die Verknüpfung eines Approximationsfunktors mit dem Quotientenfunktor
äquivalent zum Identitätsfunktor unter der Adjunktionstransformation. Bezeich-
net Q den Quotientenfunktor und L beziehungsweise R seine Adjungierten, so
liefern die kanonischen Abbildungen Surjektionen M � RQM und Injektionen
LQM ↪→ M. Falls L existiert, kann genauer LQM beschrieben werden als das
größte Unterobjekt von M ohne echten Quotienten aus K und RQM als der Quo-
tient von M nach dem größten Unterobjekt aus K. Man erkennt das aus der Be-
schreibung der Quotientenkategorie in 20.1.5.20. Es steht in krassem Gegensatz
zu 19.2.3.11, aber Q ist ja auch alles andere als treu.
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Satz 20.1.5.25 (Verallgemeinerte Morita-Äquivalenz). Ist A eine längenendli-
che Kategorie und P ∈ A ein projektives Objekt, so ist der Funktor A(P, ) ein
Quotientenfunktor

A(P, ) : A� Modf-A(P )

Beweis. Sicher ist K := {M ∈ A | A(P,M) = 0} eine Serre’sche Unterkatego-
rie und nach 20.1.5.20 liefert der Quotientenfunktor A � A/K für alle M ∈ A
Bijektionen A(P,M)

∼→ (A/K)(P,M). Nun müssen wir nur noch unsere ab-
strakte Morita-Äquivalenz 8.7.5.3 auf die Quotientenkategorie anwenden.

Beispiel 20.1.5.26. Gegeben ein Ring A und ein Idempotentes e ∈ A liefert die
Multiplikation mit e nach in etwa demselben Argument wie beim Beweis von
20.1.5.25 einen Quotientenfunktor

Q : A -Mod → eAe -Mod
M 7→ eM

Die Multiplikation und das Auswerten bei e liefern jeweils Isomorphismen eA⊗A
M

∼→ eM und HomA(Ae,M)
∼→ eM. Mit 7.2.8.1 erhalten wir demnach einen

Linksadjungierten sowie einen Rechtsadjungierten von Q vermittels der Bildun-
gen

LN = Ae⊗eAe N sowie RN = HomeAe(eA,N)

Ergänzung 20.1.5.27. Selbst bei der fünfdimensionalen Köcheralgebra gilt nicht,
daß die Multiplikation einen Isomorphismus Ae ⊗eAe eA

∼→ AeA induziert. Der
durch den Bimodul AeA gegebene Hom-Funktor wird für einen artinschen Ring
A bei [KM03] kategorientheoretisch beschrieben als „Nimm die größtmögliche
Erweiterung durch von e annullierte Einfache und teile danach soviel wie möglich
von Einfachen dieser Sorte weg“. Dort heißt diese Konstruktion eine partielle
Approximation.
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20.2 Triangulierte und derivierte Kategorien

20.2.1 Abbildungskegel in Homotopiekategorien

20.2.1.1. Ich erinnere an 17.5.7.11, wo wir für einen Komplex X = (Xn, dnX) mit
dnX : Xn → Xn+1 den Komplex [1]X definiert hatten, indem wir den Komplex
um Eins gegen die Richtung der Pfeile verschieben, in Formeln ([1]X)n := Xn+1,
und die Randoperatoren mit Minuszeichen versehen, in Formeln

dn[1]X := −dn+1
X

Jede Kettenabbildung u : X → Y liefert in offensichtlicher Weise eine Kettenab-
bildung u : [1]X → [1]Y , hier fügen wir keine Vorzeichen ein. Im Fall eines
Komplexes X von abelschen Gruppen haben wir schlicht [1]X = Z[1]⊗X .

Definition 20.2.1.2. Seien I eine additive Kategorie und HotI die Homotopieka-
tegorie der Komplexe in I.

1. Ein Dreieck in HotI ist die Vorgabe von Objekten und Morphismen der
Gestalt

X
u→ Y

v→ Z
w→ [1]X

2. Ein Morphismus von einem Dreieck in ein weiteres Dreieck ist ein Tripel
von Morphismen (f, g, h) derart, daß das folgende Diagramm mit unseren
beiden Dreiecken in den Zeilen kommutiert:

X −−−→ Y −−−→ Z −−−→ [1]X

f

y g

y h

y [1]f

y
X ′ −−−→ Y ′ −−−→ Z ′ −−−→ [1]X ′

3. Ein Dreieck in HotI heißt ein ausgezeichnetes Dreieck, englisch distin-
guished triangle, französisch triangle distingué, wenn es isomorph ist zu
einem Dreieck der Gestalt

X
u→ Y → K(u)→ [1]X

mit u einer Kettenabbildung, K(u) dem Abbildungskegel von u, gegeben
durch K(u)n := Xn+1 ⊕ Y n mit ∂K : (x, y) 7→ (−∂X(x), u(x) + ∂Y (y))
und als weiteren Morphismen der offensichtlichen Injektion und Projektion
Y → K(u)→ [1]X .
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20.2.1.3. Die Beziehung zwischen dem hier eingeführten algebraischen Abbil-
dungskegel und dem topologischen Abbildungskegel aus 17.3.4.1 diskutieren wir
in 17.3.4.6. Kurz gesagt konstruieren wir dort für jede stetige Abbildung f : Z →
X eine ausgezeichnete funktorielle Homotopieäquivalenz

S̃(K(f))
∼→ Keg(S̃f)

20.2.1.4. Sei I eine additive Kategorie. Unsere Konstruktion des Abbildungske-
gels liefert einen Funktor von der Kategorie Ket↓I der Morphismen von Kom-
plexen in die Kategorie der Dreiecke in HotI , ja sogar in die analog definierte
Kategorie der Dreiecke in KetI .
20.2.1.5. Ein Dreieck, das zu einem ausgezeichneten Dreieck wird, wenn wir alle
drei Morphismen durch ihre Negativen ersetzen, heißt antiausgezeichnet.

Proposition 20.2.1.6 (Drehen von ausgezeichneten Dreiecken). Sei I eine ad-
ditive Kategorie. Ist X u→ Y → Z → [1]X ein ausgezeichnetes Dreieck in HotI ,
so ist auch Y → Z → [1]X

−u→ [1]Y ein ausgezeichnetes Dreieck in HotI .

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit hat unser erstes Dreieck die Ge-
stalt

X
u→ Y

α→ K(u)
β→ [1]X

mit α, β den kanonischen Abbildungen. Es gilt also, eine Homotopieäquivalenz
ψ : K(α)

∼→ [1]X anzugeben derart, daß kommutiert

Y
α→ K(u) → K(α) → [1]Y

‖ ‖ ψ ↓ ‖
Y

α→ K(u) → [1]X
−u→ [1]Y

Per definitionem haben wir K(α)n = Y n+1 ⊕ K(u)n = Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Y n und
der Randoperator wird gegeben durch die Matrix

∂K(α) =

(
−∂Y 0
α ∂K(u)

)
=

 −∂Y 0 0
0 −∂X 0
id u ∂Y


Wir nehmen nun ψ = (0, id, 0) und erhalten offensichtlich eine Kettenabbildung
derart, daß das mittlere Quadrat kommutiert. In die andere Richtung nehmen wir
φ = (−u, id, 0)> : [1]X → K(α) und erkennen, daß φ eine Kettenabbildung ist
und daß mit φ nach oben statt ψ nach unten das rechte Quadrat kommutiert. Of-
fensichtlich gilt ψφ = id auf [1]X . Wir haben gewonnen, wenn wir die Homotopie
φψ ' id zeigen. Dazu muß man nur prüfen, daß für

s =

 0 0 id
0 0 0
0 0 0

 : K(α)n+1 → K(α)n
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die Gleichung ∂s+ s∂ = id−φψ erfüllt ist.

Proposition 20.2.1.7 (Morphismen von Dreiecken). Sei I eine additive Katego-
rie. Gegeben ein kommutatives Diagramm in HotI der Gestalt

X //

f
��

Y //

g
��

Z // [1]X

f
��

X̂ // Ŷ // Ẑ // [1]X̂

mit ausgezeichneten Dreiecken als Zeilen gibt es ein h : Z → Ẑ derart, daß
(f, g, h) ein Morphismus von Dreiecken wird.

20.2.1.8. Dieses h ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Unter geeigne-
ten Zusatzannahmen gilt das aber doch, vergleiche 20.2.3.8. In Übung 20.2.2.12
dürfen Sie zeigen, daß mit f und g auch h ein Isomorphismus sein muß.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß beide
Dreiecke die Standarddreiecke für u beziehungsweise û sind mit Z = K(u) und
Ẑ = K(û). Sei sn : Xn → Ŷ n−1 eine Homotopie, die die Kommutativität des
ersten Quadrats liefert, also sd+ ds = gu− ûf . Wir behaupten, daß

h =

(
f 0
s g

)
: K(u)→ K(û)

eine Kettenabbildung ist und daß mit diesem h die beiden anderen Quadrate sogar
kommutieren, ohne daß man zu Homotopieklassen übergehen muß. Diese Rech-
nung überlassen wir dem Leser.

20.2.1.9. Gegeben eine abelsche KategorieA liefert das Bilden der Kohomologie
eines Komplexes FunktorenHi : HotA → A und wir habenH0([i]X) = HiX für
beliebiges X ∈ HotA.

Lemma 20.2.1.10 (Kohomologiesequenz eines ausgezeichneten Dreiecks). Ist
A eine abelsche Kategorie und X → Y → Z → [1]X ein ausgezeichnetes
Dreieck in HotA, so erhalten wir mit den natürlichen Abbildungen eine lange
exakte Sequenz auf der Kohomologie

. . .→ Hq−1Z → HqX → HqY → HqZ → Hq+1X → . . .

Beweis. Da wir nach 20.2.1.6 Dreiecke drehen können, reicht es, die Exaktheit
von H0Y → H0Z → H0[1]X zu zeigen. Dazu dürfen wir ausgehen von einem
Dreieck der Gestalt X u→ Y → K(u)→ [1]X , und dann haben wir schlicht einen
Ausschnitt der langen exakten Kohomologiesequenz zur kurzen exakten Sequenz
von Kettenkomplexen Y ↪→ K(u)� [1]X vor uns.
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20.2.2 Triangulierte Kategorien
Definition 20.2.2.1. Eine Z-Kategorie ist eine KategorieAmitsamt einem Auto-
morphismus [1] : A ∼→ A. Mit Automorphismus meine ich einen Isomorphismus
der Kategorie zu sich selbst, nicht etwa bloß eine Äquivalenz von Kategorien.

Vorschau 20.2.2.2. Es gibt durchaus relevante Situationen, in denen man die hier
entwickelten Begriffsbildungen auf den Fall erweitern muß, daß unsere Verschie-
bung [1] : A → A nur eine Äquivalenz von Kategorien ist. Allgemeiner wir man
auch Kategorien mit einer Operation allgemeinerere Gruppen erklären wollen.
Das alles weckt jedoch Elefanten der Notation, die ich lieber schlafen lasse.

Definition 20.2.2.3. Unter einem Dreieck in einer Z-Kategorie versteht man ein
Diagramm der Gestalt X u→ Y

v→ Z
w→ [1]X , das suggestiver aber weniger

präzise auch in der Gestalt

X // Y

��~~~~~~~~

Z
[1]

``@@@@@@@@

geschrieben werden mag. Wir notieren Dreiecke auch abkürzend X → Y →
Z → [1]. Ein Morphismus von Dreiecken wird definiert wie im Fall der Homo-
topiekategorie einer additiven Kategorie in 20.2.1.2.

Definition 20.2.2.4. Eine triangulierte Kategorie ist eine additive Z-Kategorie
mitsamt einer Vorschrift, die unter allen Dreiecken unserer Z-Kategorie gewis-
se Dreiecke auszeichnet derart, daß die folgenden merkwürdigen durch den Fall
20.2.1 der Homotopiekategorien motivierten Axiome erfüllt sind:

1. Jedes Dreieck, das isomorph ist zu einem ausgezeichneten Dreieck, ist auch
selbst ein ausgezeichnetes Dreieck;

2. Für jedes Objekt X ist das Dreieck X id→ X → 0→ [1]X ausgezeichnet;

3. Jeder Morphismus X → Y unserer Kategorie kann in ein ausgezeichnetes
Dreieck X → Y → Z → [1]X eingebettet werden. Es wird sich später
herausstellen, daß hier Z eindeutig ist bis auf nicht-eindeutigen Isomor-
phismus, vergleiche das anschließende Axiom 5. Wir gönnen ihm dennoch
einen bestimmten Artikel und nennen Z in Erinnerung an 20.2.1.2 auch im
allgemeinen den Abbildungskegel über dem Morphismus X → Y ;

4. Ein Dreieck X u→ Y → Z → [1]X ist ausgezeichnet genau dann, wenn das
„gedrehte“ Dreieck Y → Z → [1]X

−u→ [1]Y ausgezeichnet ist;
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5. Gegeben ein Diagramm mit ausgezeichneten Dreiecken in den Horizontalen
und einem kommutativen Quadrat links

X //

f

��

Y

g

��

// Z // [1]X

[1]f
��

X ′ // Y ′ // Z ′ // [1]X ′

gibt es einen Morphismus h : Z → Z ′ derart, daß die beiden dadurch
in der Mitte und rechts entstehenden Quadrate kommutieren. Von diesem
Morphismus h wird nur die Existenz und nicht die Eindeutigkeit gefordert;

6. (Oktaederaxiom) Gegeben ausgezeichnete Dreiecke

X
f // Y // Z ′ // [1]X

Y
g // Z // X ′ // [1]Y

X
g◦f // Z // Y ′ // [1]X

gibt es ein ausgezeichnetes Dreieck Z ′ → Y ′ → X ′ → [1]Z ′ derart, daß im
nebenstehenden Oktaeder die beiden Quadrate im Schnitt mit senkrechten
Ebenen kommutieren, die vier „zyklischen“ Dreiecke ausgezeichnete Drei-
ecke sind, und die vier anderen Dreiecke kommutieren.

Die ausgezeichneten Dreiecke einer triangulierten Kategorie heißen, nun, eben
ausgezeichnete Dreiecke. Eingeführt wurden sie ursprünglich auf Französisch
als triangles distingués. Auf Englisch nennt man sie distinguished triangles.

Vorschau 20.2.2.5. Der Definition einer triangulierten Kategorie haftet etwas Künst-
liches an und sie ist es auch. Ich hoffe aber, Sie im folgenden davon zu überzeu-
gen, daß diese Begriffsbildung für viele Argumentationen dennoch ein geschickter
Rahmen ist.

Vorschau 20.2.2.6 (Motivation für das Oktaederaxiom). In 20.2.6.1 werden wir
jeder abelschen Kategorie eine triangulierte Kategorie Der(A) zuordnen sowie
einen Funktor Ket(A) → Der(A). In 20.2.6.4 werden wir weiter einen Funktor
von der Kategorie der kurzen exakten Sequenzen in Ket(A) zur Kategorie der
ausgezeichneten Dreiecke in Der(A) konstruieren. Gegeben X ↪→ Y ↪→ Z injek-
tive Kettenabbildungen erhalten wir nun offensichtlich eine kurze exakte Sequenz
von Kettenkomplexen

Y/X ↪→ Z/X � Z/Y
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Die Struktur der Pfeile soll den Aufbau eines solchen Oktaeders verdeutlichen:
Man beginnt mit zwei verknüpfbaren Morphismen und ihrer Komposition,
dargestellt durch durchgehende Pfeile zwischen X, Y und Z. Jeden dieser

Morphismen ergänzt man zu einem ausgezeichneten Dreieck, angedeutet durch
die gestrichelten Pfeile. Und dann fordert man die Existenz von gepunkteten

Pfeilen, die die drei eben konstruierten Objekte zu einem vierten
ausgezeichneten Dreieck verbinden, die drei anderen so entstehenden Dreiecke
zum Kommutieren bringen (was den horizontalen gepunkteten Pfeil im übrigen

bereits eindeutig festlegt), und die beiden in Schnitten unseres Oktaeders mit
geeigneten senkrechten Ebenen entstehenden Quadrate zum Kommutieren

bringen. Von zwei gegenüberliegenden Flächen ist also stets eine ein
kommutatives Diagramm und die andere ein ausgezeichnetes Dreieck. Unser
Oktaederdiagramm hat weitaus weniger Symmetrien als ein echter Oktaeder,
genauer ist die Symmetriegruppe eine zyklische Gruppe der Ordnung vier,

erzeugt vom Drehen um die senkrechte Achse um einen rechten Winkel gefolgt
vom Vertauschen der oberen und der unteren Ecke.
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oder diagrammatisch
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Es entspricht einem Oktaeder in Der(A) und mag die Axiomatik motivieren.
20.2.2.7. Jede triangulierte Kategorie liefert eine weitere triangulierte Katego-
rie, wenn man statt der ausgezeichneten Dreiecken die sogenannten antiausge-
zeichneten Dreiecke auszeichnet, die aus ausgezeichneten Dreiecken durch das
Ändern des Vorzeichens aller drei Morphismen entstehen.
20.2.2.8. Wir notieren Oktaeder oft vereinfacht in der Form

Z ′

  AAAAAAAA

Y

  AAAAAAAA

>>~~~~~~~~
Y ′

��1
11111111111111

Z

>>||||||||

((PPPPPPPPPPPPPPP

X

GG���������������
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X ′

In dieser Gestalt sind alle vier ausgezeichneten Dreiecke als leidlich gerade Pfeil-
sequenzen erkennbar, einige kommutative Dreiecke und ein kommutatives Qua-
drat sind jedoch nicht sichtbar. Eine andere Darstellung ist

X // Y //

��

Z ′ //

��

[1]X

X //

��

Z // Y ′ //

��

[1]X

��
Y //

��

Z //

��

X ′ // [1]Y

��
Z ′ // Y ′ // X ′ // [1]Z ′
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mit einigen Identitäten in den Vertikalen, kommutativen Quadraten und ausge-
zeichneten Dreiecken als Zeilen. In dieser Darstellung sehen wir alle Informa-
tion unseres Oktaeders: Alle vier ausgezeichneten Dreiecke als Zeilen, alle vier
kommutativen Dreiecke als Quadrate mit einer ist-gleich-Seite, davon eines sogar
doppelt, und beide kommutativen Quadrate, davon eines sogar doppelt. Als letzte
Variante gebe ich
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X ′
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Dies Diagramm soll man sich periodisch nach rechts und links fortgesetzt denken.
Alle vier ausgezeichneten Dreiecke sind hier gut als eckenlose Wege erkennbar,
und die vier kommutativen Dreiecke ebenso wie die beiden kommutativen Viere-
cke sind gleichfalls gut zu sehen.

20.2.2.9. Aus 19.2.5.11 folgt, daß jeder Isomorphismus von additiven Kategori-
en additiv ist. Insbesondere brauchen wir die Additivität des Funktors [1] einer
triangulierten Kategorie nicht extra zu fordern.

20.2.2.10 (Komposition von Morphismen in einem Dreieck). In einem ausge-
zeichneten Dreieck ist die Komposition von je zwei aufeinanderfolgenden Mor-
phismen Null. In der Tat gibt es für jedes ausgezeichnete Dreieck X → Y →
Z → notwendig einen Morphismus von Dreiecken nach 0 → Z → Z → der
Gestalt (?, v, id) mit v : Y → Z dem zweiten Morphismus unseres Ausgangsdrei-
ecks. Folglich ist (0, v, id) ein Morphismus von Dreiecken, und damit gilt v◦u = 0
für u : X → Y den ersten Morphismus unseres Ausgangsdreiecks.

Lemma 20.2.2.11. Ist T eine triangulierte Kategorie und X → Y → Z →
[1]X darin ein ausgezeichnetes Dreieck, so bilden für jedes Objekt W ∈ T die
Morphismen nach W eine lange exakte Sequenz von abelschen Gruppen

. . .← T (X,W )← T (Y,W )← T (Z,W )← T ([1]X,W )← . . .

Dasselbe gilt dual auch für die Morphismen von W in die Objekte unseres ausge-
zeichneten Dreiecks.
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Noch eine andere Darstellung eines Oktaeders
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Beweis. In einem ausgezeichneten Dreieck ist die Komposition zweier aufeinan-
derfolgender Morphismen stets null, also ist unsere lange Sequenz schon einmal
ein Komplex. Andererseits ist 0 → W

∼→ W → [1]0 stets ein ausgezeichnetes
Dreieck. Wir können also nach 20.2.1.7 ein kommutatives Diagramm

X → Y → Z → [1]X
↓ ↓
0 → W

∼→ W → 0

stets kommutativ ergänzen, und das zeigt die Exaktheit unseres Komplexes bei
T (Y,W ). Drehen von Dreiecken nach 20.2.1.6 liefert den Rest.

Übungen

Übung 20.2.2.12. Sind bei einem Tripel von Morphismen, die zusammen einen
Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken bilden, zwei der Morphismen Iso-
morphismen, so auch der Dritte. Hinweis: Lange exakte Sequenzen 20.2.2.11 und
Fünferlemma und Yoneda-Lemma. Man beachte, daß wir dazu das Oktaederaxi-
om nicht benötigen.

Übung 20.2.2.13 (Morphismen von ausgezeichneten Dreiecken, Eindeutigkeit).
Sei T eine triangulierte Kategorie. Gegeben ein kommutatives Diagramm mit aus-
gezeichneten Dreiecken in den Horizontalen

X → Y → Z → [1]X
↓ ↓ ↓
X ′ → Y ′ → Z ′ → [1]X ′

gibt es nach Annahme einen Morphismus Z → Z ′, der es kommutativ vervoll-
ständigt. Man zeige, daß sowohl unter der Annahme T ([1]X,Z ′) = 0 als auch
unter der Annahme T (Z, Y ′) = 0 dieser Morphismus Z → Z ′ sogar eindeutig
bestimmt ist. Im Spezialfall von Homotopiekategorien war das 20.2.3.8. Hinweis:
Dieser Morphismus Z → Z ′ ist sogar bereits dadurch eindeutig bestimmt, daß
er das linke beziehungsweise das rechte durch ihn neu entstehende Quadrat zum
Kommutieren bringt.

Übung 20.2.2.14 (Morphismen in ausgezeichneten Dreiecken, Eindeutigkeit).
Sei T eine triangulierte Kategorie. Gibt es zu einem Morphismus aus einem aus-
gezeichneten Dreieck keinen von Null verschiedenen Morphismus in die Gegen-
richtung, so wird der fragliche Morphismus bereits durch die beiden anderen ein-
deutig festgelegt. Sind also in Formeln X u→ Y

v→ Z
r,s−→ [1]X ausgezeichnete

Dreiecke für zwei Morphismen r, s : Z → [1]X und gilt T ([1]X,Z) = 0, so folgt
r = s. Im Spezialfall von Homotopiekategorien war das 20.2.3.9.
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Übung 20.2.2.15. Wenn man in einem ausgezeichneten Dreieck bei zwei Mor-
phismen das Vorzeichen ändert, entsteht wieder ein ausgezeichnetes Dreieck.
Übung 20.2.2.16. Die opponierte Kategorie einer triangulierten Kategorie T ist
mit der entgegengesetzten homologischen Verschiebung [1]T opp := [−1]opp

T und
„denselben“ ausgezeichneten Dreiecken versehen auch eine triangulierte Katego-
rie. Sie heißt die opponierte triangulierte Kategorie.
Übung 20.2.2.17 (Summen und Produkte von Dreiecken). Man zeige, daß die
direkte Summe von zwei ausgezeichneten Dreiecken (X, Y, Z) und (X ′, Y ′, Z ′)
wieder ein ausgezeichnetes Dreieck ist. Hinweis: Man betrachte den Abbildungs-
kegel K über X ⊕ X ′ → Y ⊕ Y ′ und konstruiere Morphismen Z → K und
Z ′ → K und zeige mit Yonedalemma, Fünferlemma und 20.2.2.11, daß sie einen
Isomorphismus Z ⊕ Z ′

∼→ K liefern. Analoges gilt mit demselben Argument
für beliebige Summen und Produkte. Man beachte aber, daß der Funktor von der
Kategorie der Komplexe einer abelschen Kategorie in ihre Homotopiekategorie
keineswegs mit beliebigen Summen oder Produkten verträglich sein muß.

20.2.3 Triangulierung von Homotopiekategorien
Satz 20.2.3.1 (Homotopiekategorien als triangulierte Kategorien). Für jede
additive Kategorie I ist ihre Homotopiekategorie Hot(I) mit ihrer durch Ver-
schiebung und Negativieren der Differentiale 20.2.1.1 erklärten Z-Operation und
den in 20.2.1.2 durch Abbildungskegel erklärten ausgezeichneten Dreiecken eine
triangulierte Kategorie.

Beweis. Alle Axiome mit Ausnahme des Oktaederaxioms sind entweder offen-
sichtlich erfüllt oder werden in 20.2.1 bewiesen. Um auch noch das Oktaederaxi-
om zu prüfen, reicht es zu zeigen, daß für Morphismen von Komplexen X

f→
Y

g→ Z die Sequenz

Keg(f) u // Keg(g ◦ f) v // Keg(g) w // [1] Keg(f)

ein ausgezeichnetes Dreieck ist, wenn diese Komplexe und Morphismen gegeben
werden durch

Xn+1 ⊕ Y n
(1 0

0 g) //

(−∂ 0
f ∂)

��

Xn+1 ⊕ Zn

(−∂ 0
g◦f ∂)
��

(f 0
0 1) // Y n+1 ⊕ Z

(0 0
1 0) //

(−∂ 0
g ∂)

��

Xn+2 ⊕ Y n+1

( ∂ 0
−f −∂)
��

Xn+2 ⊕ Y n+1

(1 0
0 g)
// Xn+2 ⊕ Zn+1

(f 0
1 1)
// Y n+2 ⊕ Zn+1

(0 0
1 0)
// Xn+3 ⊕ yn+2

Hier und im Folgenden verwenden wir unsere Konvention 7.2.1.17, nach der Ele-
mente von direkten Summen als Spaltenmatrizen aufgefaßt werden, mit den vor-
ne stehenden Komponenten oben, und Morphismen zwischen direkten Summen
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durch Matrizen von Homomorphismen zwischen den Summanden, die durch Ma-
trixmultiplikation von links operieren. Um zu zeigen, daß dies Dreieck ausge-
zeichnet ist, gilt es, eine Homotopieäquivalenz h : Keg(g)

∼→ Keg(u) anzugeben
derart, daß

Keg(g ◦ f) v // Keg(g) w //

h
��

[1] Keg(f)

Keg(g ◦ f) // Keg(u) // [1] Keg(f)

in der Homotopiekategorie kommutiert. Nun haben wir ja

Keg(u)n = Xn+2 ⊕ Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Zn

mit Randoperator 
∂ 0 0 0
f −∂ 0 0
1 0 −∂ 0
0 g g ◦ f ∂


und es reicht zu zeigen, daß die Marix

0 0
1 0
0 0
0 1

 : Y n+1 ⊕ Zn → Xn+2 ⊕ Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Zn

eine Homotopieäquivalenz h mit den gewünschten Eigenschaften liefert. Explizi-
te Rechnung zeigt, daß sie eine Kettenabbildung definiert und das rechte Quadrat
unseres Diagramms der sechs Komplexe von eben zum Kommutieren bringt. De-
finieren wir eine Abbildung in die Gegenrichtung k : Keg(u) → Keg(g) durch
die Matrix(

0 1 f 0
0 0 0 1

)
: Xn+2 ⊕ Y n+1 ⊕Xn+1 ⊕ Zn → Y n+1 ⊕ Zn

so erhalten wir auch eine Kettenabbildung, von der klar ist, daß sie das linke
Quadrat mit umgekehrtem Mittelpfeil zum Kommutieren bringt. Weiter gilt of-
fensichtlich k ◦ h = id, so daß nur zu zeigen bleibt, daß h ◦ k homotop ist zur
Identität auf Keg(u). Solch eine Homotopie wird jedoch gegeben durch die Ma-
trix 

0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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Ergänzung 20.2.3.2. Wir haben hier genau genommen nicht nur das Oktaederaxi-
om im Fall der Homotopiekategorie einer additiven Kategorie nachgewiesen, son-
dern sogar darin einen Funktor von der Kategorie aller Paare von verknüpfbaren
Morphismen in die Kategorie aller Oktaeder konstruiert, der darüberhinaus ver-
träglich ist mit unseren funktoriellen Abbildungskegeln aus 20.2.1.4 in einer Wei-
se, die hier nicht ausbuchstabiert werden soll.
20.2.3.3. Unter einem internen Automorphismus einer Schmelzkategorie M
mit Einsobjekt I verstehen wir einen Automorphismus α : M

∼→ M der zu-
grundeliegenden einfachen Kategorie, der in Cat(M ,M ) isomorph ist zu einem
Funktor der Gestalt E⊗ für eine Einheit E. Ein Datum (E, ι) bestehend aus einer
Einheit E und einer Isotransformation ι : α

∼⇒ (E⊗) nennen wir dann eine Rea-
lisierung unseres internen Automorphismus. Solch eine Realisierung entspricht
eineindeutig einem Paar (E, τ) bestehend aus einer Einheit und einem Isomor-
phismus τ : α(I) ∼→ E, indem wir (E,α) das Paar (E, τ) zuordnen mit τ der
Komposition α(I) ∼→ E ⊗ I ∼→ E. Insbesondere ist so eine Realisierung ein-
deutig bis auf eindeutigen Isomorphismus und jede Realisierung liefert für stabil
universell verschmelzbare Objekte M,N dieselben Isomorphismen

α(M ⊗N)
∼→ α(M)⊗N ∼→M ⊗ α(N)

Unter einem Signumsautomorphismus einer Schmelzkategorie mit Vorzeichen
verstehen wir einen internen Automorphismus derart, daß die zugehörige Einheit
E eine Signumseinheit ist, daß also auf E⊗E die Vertauschung das Negative der
Identität ist.
20.2.3.4 (Interne triangulierte Struktur einer Schmelzkategorie). Eine Struk-
tur von triangulierter Kategorie auf der einfachen Kategorie einer Schmelzkate-
gorie mit stabil universellen Verschmelzungen und internem Hom heiße eine in-
terne triangulierte Struktur, wenn der zugehörige Automorphismus [1] ein Si-
gnumsautomorphismus ist und wenn außerdem für jedes ausgezeichnete Dreieck
L→M → N → [1]L und jedes Objekt K auch die drei Dreiecke

L⊗K → M ⊗K → N ⊗K → [1](L⊗K)

KVL → KVM → KVN → [1](KVL)

LVK ← MVK ← NVK ← [−1](LVK)

ausgezeichnete Dreiecke sind. Bei der Konstruktion des jeweiligen letzen Mor-
phismus haben wir hier stillschweigend Isomorphismen ([1]L)⊗K ∼→ [1](L⊗K)
und dergleichen verwendet, die daher rühren, daß unser Automorphismus [1] in-
tern ist.
Beispiel 20.2.3.5. Die in 20.2.3.1 eingeführte Struktur als triangulierte Kategorie
auf der Kategorie der Homotopiekomplexe Hot = Hot(Ab) ist offensichtlich
intern für die in 18.2.5.3 erklärte Struktur als Schmelzkategorie.
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Satz 20.2.3.6 (Kurze exakte Sequenzen als ausgezeichnete Dreiecke). Sei A
eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven und iA ⊂ A die Kategorie aller
injektiven Objekte von A. Man betrachte die Kategorie Hot0+(iA) := {X ∈
Hot(iA) | Xq = 0 falls q < 0 undHqX = 0 falls q 6= 0}. So gilt:

1. Das Bilden der nullten Kohomologie induziert eine Äquivalenz von Katego-
rienH0 : Hot0+(iA)

≈→ A;

2. Das Bilden der nullten Kohomologie induziert eine Äquivalenz von Katego-
rien

ausgezeichnete Dreiecke
X → Y → Z → [1]X

in Hot(iA) mit X, Y, Z ∈ Hot0+(iA)

 ≈→
{

kurze exakte
Sequenzen in A

}

Vorschau 20.2.3.7. Wir werden wir dieses Resultat in einer besseren Terminologie
in 20.2.7.14 wiederfinden.

Beweis. Der erste Teil folgt sofort aus dem Hauptlemma der homologischen Al-
gebra 19.3.2.6. Für den Rest des Beweises führen wir eine bequeme Terminologie
ein und nennen die im Satz beschriebenen ausgezeichneten Dreiecke von Hot(iA)
„speziell“. Die Homologiesequenz 20.2.1.10 zeigt, daßH0 aus jedem unserer spe-
ziellen ausgezeichneten Dreiecke eine kurze exakte Sequenz macht. Nach Teil 1
liefert also H0 schon mal einen treuen Funktor von unserer Kategorie von spezi-
ellen ausgezeichneten Dreiecken in die Kategorie der kurzen exakten Sequenzen
aus A. Als nächstes zeigen wir, daß unser Funktor surjektiv ist auf Isomorphie-
klassen von Objekten. Hierzu müssen wir uns daran erinnern, daß wir in 19.3.6.1
gezeigt hatten, daß in einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven jede kurze
exakte Sequenz A ↪→ B � C isomorph ist zum Kernkomplex eines Doppel-
komplexes aus injektiven Objekten mit in positiven Graden exakten Spalten und
kurzen exakten Zeilen. Da diese notwendig spalten, hat unser Doppelkomplex die
Gestalt

↑ ↑ ↑
I2 ↪→ I2 ⊕ J2 � J2

↑ ↑ ↑
I1 ↪→ I1 ⊕ J1 � J1

↑ ↑ ↑
I0 ↪→ I0 ⊕ J0 � J0

↑ ↑ ↑
A ↪→ B � C

Die mittlere Vertikale ist folglich der Abbildungskegel K(u) einer Kettenabbil-
dung u : [−1]J → I und das ausgezeichnete Dreieck [−1]J → I → K(u) → J
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liefert mit Drehen ein ausgezeichnetes Dreieck I → K(u) → J → [1]I . Jetzt
müssen wir noch zeigen, daß unser Funktor H0 volltreu ist. Seien dazu zwei spe-
zielle ausgezeichnete Dreiecke (X, Y, Z) und (X ′, Y ′, Z ′) gegeben. Jeder Mor-
phismus der zugehörigen kurzen exakten Sequenzen liefert ein Diagramm

X → Y → Z → [1]X

f ↓ g ↓ h ↓ f ↓
X ′ → Y ′ → Z ′ → [1]X ′

mit der Eigenschaft, daß darin die beiden linken Quadrate kommutieren. Nun be-
achten wir

Hot([1]X,Z ′) = 0

nach dem Lemma 19.3.2.6 über injektive Auflösungen und folgern aus 20.2.2.11
die Injektivität von Hot(Z,Z ′) → Hot(Y, Z ′). In anderen Worten ist unser Mor-
phismus h : Z → Z ′ der einzige Morphismus von Z nach Z ′, der das mittlere
Quadrat zum Kommutieren bringt. Andererseits gibt es aber nach 20.2.1.7 einen
Morphismus von Z nach Z ′, der alle drei Quadrate zum Kommutieren bringt. Da-
mit ist klar, daß (f, g, h) schon ein Morphismus von Dreiecken sein muß.

Übungen

Übung 20.2.3.8. Gegeben ein kommutatives Diagramm mit ausgezeichneten Drei-
ecken in den Horizontalen

X → Y → Z → [1]X
↓ ↓ ↓
X ′ → Y ′ → Z ′ → [1]X ′

gibt es nach 20.2.1.7 einen Morphismus Z → Z ′, der es kommutativ vervoll-
ständigt. Man zeige, daß unter der Annahme HotI([1]X,Z ′) = 0 dieser Morphis-
mus Z → Z ′ sogar eindeutig bestimmt ist.
Übung 20.2.3.9. Gibt es zu einem Morphismus aus einem ausgezeichneten Drei-
eck keinen von Null verschiedenen Morphismus in die Gegenrichtung, so wird
der fragliche Morphismus bereits durch die beiden anderen eindeutig festgelegt.
Sind also in Formeln X u→ Y

v→ Z
r,s−→ [1]X ausgezeichnete Dreiecke für zwei

Morphismen r, s : Z → [1]X und gilt HotI([1]X,Z) = 0, so folgt r = s.
Übung 20.2.3.10. Ist A eine abelsche Kategorie und M →̆ N ein Quasiisomor-
phismus von Komplexen in KetA und P ein Komplex projektiver Objekte von
A, der in Richtung der Differentiale beschränkt ist, so ist auch die auf den Hom-
Komplexen induzierte Abbildung ein Quasiisomorphismus

HomA(P,M) →̆ HomA(P,N)
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Man folgere für eine abelsche Kategorie A mit genug Projektiven und genug In-
jektiven kanonische Isomorphismen lExtAq (M,N)

∼→ ExtqA(M,N). Hinweis:
Man ergänze unseren Quasiisomorphismus zu einem ausgezeichneten Dreieck
M →̆ N → K → in HotA und beachte, daß dann K exakt ist. Mit dem Haupt-
lemma der homologischen Algebra 17.5.6.14 folgt HotA([q]P,K) = 0 für alle
q und mit der langen exakten Sequenz 20.2.2.11 folgt die Behauptung. Noch
stärkere Aussagen in dieser Richtung enthält die Interpretation 20.2.6.10 von Ext
und dem a priori anders definierten lExt als dieselben Morphismenräume in der
derivierten Kategorie.
Übung 20.2.3.11. In einer Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmel-
zungen und interner triangulierter Struktur bilden die starren Objekte stets eine
volle triangulierte Unterkategorie. Hinweis: 18.3.4.10. Insbesondere besteht die
vom Einsobjekt erzeugte volle triangulierte Unterkategorie 〈I〉∆ stets aus starren
Objekten.
Übung 20.2.3.12. Gegeben ein KringR endlicher Torsionsdimension ist Der(R -Mod)
nach 21.9.9.17 eine Schmelzkategorie und 〈R〉∆ besteht nach 20.2.3.11 aus star-
ren Objekten.

20.2.4 Triangulierte Funktoren
20.2.4.1. Ein Z-Funktor F : A → B von Z-Kategorien ist definiert als ein Paar
(F, u) bestehend aus einem Funktor F nebst einer Isotransformation u : [1]◦F ∼⇒
F ◦ [1], die die Z-Struktur unseres Z-Funktors heißen möge. Die Verknüpfung
von Z-Funktoren sei definiert durch (F, u) ◦ (G, v) = (F ◦ G, uG ◦ Fv). Sie ist
assoziativ.
20.2.4.2. Gegeben eine Z-Struktur u eines Funktors wie eben ist natürlich auch
ihr Negatives (−u) eine Z-Struktur für denselben Funktor.
20.2.4.3. Die Menge aller Z-Funktoren von einer Z-Kategorie A in eine Z-Kate-
gorie B notieren wir CatZ(A,B). Gegeben ein Universum U wie in ?? bezeichne
UCatZ die Kategorie aller Z-Kategorien, deren zugrundeliegende Kategorie eine
U-Kategorie ist. Als Morphismen von UCatZ nehmen wir unsere Z-Funktoren.

Definition 20.2.4.4. Eine Z-verträgliche oder kurz verträgliche Transformati-
on (F, u) ⇒ (G, v) zwischen Z-Funktoren ist eine Transformation τ : F ⇒ G,
die mit den jeweiligen Z-Strukturen verträglich ist in dem Sinne, daß das Dia-
gramm von Transformationen

[1] ◦ F u +3

[1]τ
��

F ◦ [1]

τ [1]

��
[1] ◦G v +3 G ◦ [1]
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kommutiert. Jede Verknüpfung verträglicher Transformationen ist wieder verträg-
lich und die Menge CatZ(A,B) wird mit diesen Transformationen als Morphis-
men eine Kategorie. Wir notieren die Menge der verträglichen Transformationen

CatZ(A,B)(F,G)

oder abkürzend TransZ(F,G). Eine Adjunktion (L,R) von Z-Funktoren nen-
nen wir eine verträgliche Adjunktion, wenn die zugehörigen Transformationen
Id ⇒ RL und LR ⇒ Id verträglich sind. Gegeben eine Adjunktion zwischen
Funktoren zwischen zwei Z-Kategorien existiert für jede Z-Struktur auf einem
der beiden genau eine Z-Struktur auf dem anderen derart, daß die Adjunktion mit
diesen Z-Strukturen verträglich ist.

Vorschau 20.2.4.5. Man kann auch allgemeiner für eine beliebige Gruppe Γ den
Begriff einer Γ-Kategorie und eines Γ-Funktors und einer verträglichen Transfor-
mation und einer verträglichen Adjunktion von Γ-Funktoren einführen. Das will
ich hier nicht weiter verfolgen.

Definition 20.2.4.6. Ein triangulierter Funktor von einer triangulierten Kate-
gorie in eine weitere ist ein additiver Z-Funktor, der ausgezeichnete Dreiecke zu
ausgezeichneten Dreiecken macht.

Definition 20.2.4.7. Eine Menge von Objekten einer triangulierten Kategorie heißt
ein trianguliertes System, wenn gilt:

1. Das Nullobjekt gehört zu unserer Menge;

2. Mit je zwei Objekten eines ausgezeichneten Dreiecks gehört auch das Dritte
zu unserer Menge.

Ein trianguliertes System, das mit jedem Objekt auch alle seine direkten Sum-
manden enthält, nennen wir ein Verdiersystem.

20.2.4.8. Nach der Definition einer triangulierten Kategorie 20.2.2.4 haben wir
für jedes Objekt X ein ausgezeichnetes Dreieck (X, 0, [1]X) und jeder Isomor-
phismus X ∼→ Y paßt in ein ausgezeichnetes Dreieck (X, Y, 0). Folglich gehören
zu einem gegebenen triangulierten System mit einem Objekt X auch alle [n]X
und alle zu X isomorphen Objekte.

20.2.4.9 (Diskussion der Terminologie). Kashiwara und Schapira verwenden in
[KS90] die Bezeichnung Nullsystem für das, was ich ein trianguliertes System
nenne. Der Terminologie von Kashiwara und Schapira folge ich nicht, da ich der-
artige Systeme keineswegs nur betrachten will, um sie wegzuteilen. Die Bezeich-
nung als „Verdiersystem“ ist nicht üblich. Verdier selbst benutzt die Bezeichnung
souscatégorie épaisse.
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20.2.4.10. Verstehen wir ein trianguliertes System als volle Unterkategorie, so
erbt es in natürlicher Weise die Struktur einer triangulierten Kategorie. Diejeni-
gen Objekte, die von einem triangulierten Funktor zu Null gemacht werden, bilden
offensichtlich sogar ein Verdiersystem. Das kleinste triangulierte System bezie-
hungsweise Verdiersystem, das eine vorgegebene Menge von Objekten umfaßt,
bezeichnen wir als das von dieser Menge erzeugte triangulierte System bezie-
hungsweise Verdiersystem. Das von einer Menge von Objekten N erzeugte tri-
angulierte System notieren wir 〈N〉 = 〈!N〉∆. Hier verwenden wir einen unteren
Index ∆, wenn wir betonen wollen, daß das triangulierte Erzeugnis gemeint ist,
und in Anlehnung an unsere Vereinbarung aus 6.3.5.1 das untere Ausrufezeichen,
wenn wir betonen wollen, daß das Symbol in der Klammer nicht einen einzelnen
Erzeuger meint, sondern ein ganzes System von Erzeugern. Besteht N aus einem
einzigen ObjektN , so schreiben wir auch kürzer 〈N〉 oder 〈N〉∆. Für das von was
auch immer erzeugte Verdiersystem verwenden wir analog die Notation 〈 〉∆	.
Beispiel 20.2.4.11. In der Homotopiekategorie der Kategorie der Vektorräume
über einem Körper k besteht das von k2 erzeugte Verdiersystem aus allen in beide
Richtungen beschränkten Komplexen mit endlichdimensionalen Einträgen. Das
von k2 erzeugte triangulierte System enthält jedoch nur beschränkte Komplexe
mit endlichdimensionalen Einträgen und gerader Eulercharakteristik, wir haben
also 〈k2〉∆ 6= 〈k2〉∆	.
20.2.4.12. Ist ein triangulierter Funktor von triangulierten Kategorien volltreu auf
einer vollen unter allen Verschiebungen [n] stabilen Unterkategorie, so ist er auch
volltreu auf dem von dieser Unterkategorie erzeugten triangulierten System, ja
sogar Verdiersystem. Das folgt sofort aus 20.2.2.11 und dem Fünferlemma. Das
Anwenden dieser Erkenntnis bezeichnet man oft als dévissage, französisch für
„Aufschrauben“.

Übungen

Übung 20.2.4.13. Ist ein triangulierter Funktor eine Äquivalenz von Kategorien,
so ist auch jeder dazu quasiinverse Funktor trianguliert. In anderen Worten kann
man unter keinen Umständen in einer triangulierten Kategorie noch zusätzliche
Dreiecke auszeichnen derart, daß man wieder eine triangulierte Kategorie erhält.
Übung 20.2.4.14. Man betrachte den Funktor D, der jedem Komplex C von abel-
schen Gruppen seinen dualen Komplex DC := C∗ im Sinne von 19.5.1.13 zu-
ordnet, und versehe ihn mit der Z-Struktur, die durch diejenigen Morphismen
[1]DC ∼→ D[1]C erklärt wird, die auf der Komponente vom Grad n beider Kom-
plexe das (−1)n-fache der offensichtlichen Identifikation sind. Mit dieserZ-Struk-
tur ist D ein triangulierter Funktor

D : HotAb → Hotopp
Ab
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Übung 20.2.4.15. Gegeben ein triangulierter Funktor F : T → T ′ und Y ∈ T
bilden die Objekte X ∈ T mit T (X, [q]Y )

∼→ T ′(FX,F [q]Y ) für alle q ∈ Z ein
Verdiersystem in T .

20.2.5 Quotienten triangulierter Kategorien
20.2.5.1. Seien T eine triangulierte Kategorie und N eine Menge von Objekten
von T . Im folgenden konstruieren wir ein Paar (T /N , can) bestehend aus einer
triangulierten Kategorie T /N und einem triangulierten Funktor can : T → T /N
derart, daß gilt:

1. Jedes Objekt aus N wird unter can zu Null in T /N ;

2. Ist D eine weitere triangulierte Kategorie und F : T → D ein triangulier-
ter Funktor, der alle Objekte aus N zu Null macht, so gibt es genau einen
triangulierten Funktor F̃ : T /N → D mit F = F̃ ◦ can.

Ein derartiges Paar ist in der üblichen Weise eindeutig bis auf eindeutigen Isomor-
phismus. Wir nennen es den trianguierten Quotienten von T nach N .

20.2.5.2. Ist F : T → D ein triangulierter Funktor in eine weitere triangulier-
te Kategorie, der die Objekte aus N zu Null macht und für den der induzierte
Funktor eine Äquivalenz von Kategorien F̃ : T /N ≈→ D ist, so nenne ich F
einen Quotientenfunktor oder genauer, wenn ich Verwechslungen mit Quotien-
tenfunktoren im Kontext abelscher Kategorien vermeiden will, einen triangulier-
ten Quotientenfunktor. Man erinnere, daß nach 20.2.4.13 in diesem Fall jeder
Quasiinverse zu unserer Äquivalenz auch trianguliert ist.

Satz 20.2.5.3 (Triangulierte Quotienten durch Lokalisierung). Seien T eine
triangulierte Kategorie und K ⊂ T ein trianguliertes System. So gilt:

1. Die Menge S(K) aller Morphismen mit Kegel in K ist ein Oresystem;

2. Die an S(K) lokalisierte Kategorie TS(K) wird eine triangulierte Katego-
rie, wenn wir sie mit der von T induzierten Z-Operation [1] versehen und
als ausgezeichnete Dreiecke alle Dreiecke nehmen, die isomorph sind zu
Bildern ausgezeichneter Dreiecke von T ;

3. Der kanonische Funktor T → TS(K) ist ein triangulierter Quotient von T
nach K. Die davon annullierten Objekte sind genau alle direkten Summan-
den von Objekten von K und die davon zu Isomorphismen gemachten Mor-
phismen genau alle Morphismen mit Abbildungskegel in derartigen Sum-
manden, die mithin sogar ein gesättigtes Oresystem bilden.



3400 KAPITEL 20. DERIVIERTE KATEGORIEN UND FUNKTOREN

20.2.5.4. Mit diesem Satz ist auch klar, daß für jede Menge von Objekten N
einer triangulierten Kategorie T der triangulierte Quotient T /N existiert: Man
wendet eben die Konstruktion aus dem Satz an auf das von dieser Menge erzeugte
triangulierte System 〈N〉∆ und setzt also in Formeln

T /N := TS(〈N〉∆)

Zusätzlich zeigt unser Satz dann, daß die von can : T → T /N zu Null gemach-
ten Objekte genau die Objekte des vonN erzeugten Verdiersystems sind und daß
dieses Verdiersystem aus allen direkten Summanden des von N erzeugten trian-
gulierten Systems besteht.

Beweis. 1. Daß unser System S := S(K) stabil ist unter Verknüpfung, folgt sofort
aus dem Oktaederaxiom. Daß sich jeder Winkel

X

s
��

Y
f // Z

mit s ∈ S ergänzen läßt zu einem kommutativen Diagramm

W
g //

t
��

X

s
��

Y
f // Z

mit t ∈ S folgt auch aus dem Oktaederaxiom, indem man nämlich erst das Drei-
eck X → Z → N → über s bildet und damit den Oktaeder zur Komposition
Y → Z → N . Dessen untere Ecke, also die dritte Ecke des Dreiecks über der
Komposition, ist dann das gesuchte W . Sind schließlich f, g : X → Y gegeben
und s ∈ S und sf = sg, also s ◦ (f − g) = 0, so betrachten wir das ausgezeich-
nete Dreieck über s und folgern mit 20.2.2.11 die Existenz von h : X → W mit
(f − g) = r ◦ h.

V
t // X

h

~~|
|

|
|

f−g
��

W

[1]

OO

r // Y
s // Z

[1] //

Bilden wir nun, wie durch die gepunkteten Pfeile angedeutet, das ausgezeichnete
Dreieck über h, so haben wir t ∈ S und (f − g) ◦ t = 0. Damit haben wir gezeigt,
daß unser System linksore ist im Sinne von 20.1.4.3. Daß es auch rechtsore sein
muß, folgt durch Übergang zur opponierten Kategorie.

2. Nach 20.1.4.26 ist unsere lokalisierte Kategorie TS additiv und der kanonische
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Funktor T → TS desgleichen. Die Z-Operation geht ohne Schwierigkeiten auf die
Lokalisierung über. Es bleibt, die Axiome für ausgezeichnete Dreiecke zu prüfen.
Das Gültigkeit des ersten Axioms (X,X, 0) ist offensichtlich. Da jeder Morphis-
mus von TS isomorph ist zum Bild eines Morphismus von T , läßt sich auch jeder
Morphismus von TS in ein ausgezeichnetes Dreieck einbetten. Auch das Drehen
von Dreiecken ist unproblematisch. Wir zeigen nun das Axiom zur Existenz ei-
ner Ergänzung zu einem Morphismus ausgezeichneter Dreiecke. Wir dürfen dazu
nach 20.1.4.29 ausgehen von einem kommutativen Diagramm

X // Y // Z // [1]X

A //

��

OO

B

��

OO

// C

OO�
�
�

���
�
�

// [1]A

��

OO

X ′ // Y ′ // Z ′ // [1]X ′

in T mit ausgezeichneten Dreiecken aus T in den Horizontalen, in denen die ge-
punktelten Pfeile Morphismen aus S sind und wir die gestrichelten Pfeile nach
dem entsprechenden Axiom in T dazu finden können. Nach 20.2.5.5 gehört dann
der gestrichelte Pfeil nach oben auch zu S und das Ergänzungsaxiom folgt für die
lokalisierte Kategorie. Das Oktaederaxiom folgt wieder ohne weitere Schwierig-
keiten daraus, daß jedes kommutative Dreieck in TS isomorph ist zum Bild eines
kommutativen Dreiecks in T .

3. Die universelle Eigenschaft scheint mir evident. Geht ein Objekt unter dem
Quotientenfunktor nach Null, so muß die Identität darauf zur Nullabbildung wer-
den. Schreiben wir diese Bedingung in der Kategorie der Brüche, so impliziert sie
leicht, daß unser Objekt direkter Summand eines Objekts von K sein muß.

Lemma 20.2.5.5. Sei K ⊂ T ein trianguliertes System in einer triangulierten
Kategorie. Haben bei einem Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken zwei der
Objektmorphismen Kegel in K, so auch der Dritte.
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Beweis. Wir argumentieren anhand des Diagramms

X //

�� !!BBBBBBBB Y

��

// Z

  BBBBBBBB

���
�
�
�
�
�
�

[1] //

X ′

��

// Y ′

��

!!BBBBBBBB
// Z ′

rr

[1] //

K
[1]

oo Woo

qq

�
|

j

[1]

!!BBBBBBBBBB

K
[1]

oo_ _ _ _

[1]

��

Hierin haben wir durch zweimaliges Anwenden des Oktaederaxioms auf die bei-
den Kompositionen im Rechteck oben links die beiden gestrichelt beziehungswei-
se gepunktelt gezeichneten ausgezeichneten Dreiecke erhalten und sehen so, daß
sowohl Z → W als auch Z ′ → W Kegel in K haben. Mit nochmaligem Anwen-
den des Oktaederaxioms auf die Komposition Z → Z ′ → W folgt dann, daß auch
Z → Z ′ Kegel in K hat.

20.2.5.6. Gegeben eine triangulierte Kategorie T und darin eine Menge von Ob-
jekten N setzen wir

N⊥ := {I ∈ T | T (N, I) = 0 ∀N ∈ N}

und bezeichnen die Objekte vonN⊥ alsN -rechtsentfaltet. Offensichtlich istN⊥
stets ein Verdiersystem und nach 20.1.3.9 besteht es genau aus den S(〈N〉∆)-
rechtsentfalteten Objekten im Sinne von 20.1.3.7. Insbesondere induziert der Quo-
tientenfunktor nach 20.1.3.7 einen volltreuen Funktor N⊥ ∼

↪→ T /N und dessen
essentielles Bild besteht aus denjenigen Objekten des Quotienten, auf denen der
partielle Rechtsadjungierte des Quotientenfunktors existiert. Opponiert setzen wir
⊥N := {P ∈ T | T (P,N) = 0 ∀N ∈ N} und bezeichnen die Objekte von ⊥N
als N -linksentfaltet und erhalten die opponierten Aussagen.

20.2.5.7. Gegeben eine triangulierte Kategorie T und darin eine Menge von Ob-
jektenN ist offensichtlich das Produkt einer FamilieN -rechtsentfalteter Objekte,
wenn es existiert, wieder N -rechtsentfaltet. Dasselbe gilt allgemeiner für Limites
N -rechtsentfalteter Objekte. Opponiert sind KolimitesN -linksentfalteter Objekte
wieder N -linksentfaltet.
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20.2.6 Derivierte Kategorien
Definition 20.2.6.1. Gegeben eine abelsche KategorieA bezeichnen wir den Ver-
dierquotienten im Sinne von 20.2.5.3 der zugehörigen Homotopiekategorie nach
dem Verdiersystem aller exakten Komplexe mit

DerA = Der(A) := Hot(A)/(exakte Komplexe)

und nennen diese triangulierte Kategorie die derivierte Kategorie von A.

20.2.6.2. Nach der in 20.2.5.3 gegebenen Konstruktion ist die derivierte Kate-
gorie die Lokalisierung der Homotopiekategorie nach allen Quasiisomorphismen
im Sinne von 19.5.1.15. Die universelle Eigenschaft der Lokalisierung liefert uns
folglich Funktoren

Hi : Der(A)→ A

mit der Eigenschaft, daß jedes ausgezeichnete Dreieck eine lange exakte Sequenz
liefert und daß ein Morphismus ein Isomorphismus ist genau dann, wenn er Iso-
morphismen auf allen Hi induziert. Morphismen in der derivierten Kategorie no-
tiere ich manchmal→Der und Isomorphismen ∼→Der.

20.2.6.3. Gegeben ein Ring A verwenden wir auch die abkürzenden Notationen
DerA := Der(A -Mod) und Der−A := Der(Mod-A) für die derivierten Kategori-
en der entsprechenden Kategorien von A-Moduln.

20.2.6.4 (Ausgezeichnetes Dreieck einer kurzen exakten Sequenz). Gegeben
eine kurze exakte Sequenz

X
f
↪→ Y

g
� Z

von Komplexen in einer abelschen Kategorie A betrachten wir das Diagramm

X → Y → Keg(f) → [1]X
‖ ‖ ↓ ‖
X → Y → Z →? [1]X
↓ ‖ ‖ ↓

[−1] Keg(g) → Y → Z → Keg(g)

mit dritter oberer Vertikale (0, g) und unterer erster Vertikale (f, 0)>. Man er-
kennt, daß diese Vertikalen Quasiisomorphismen sind. Zum Beispiel betrachten
wir für die dritte Vertikale die lange exakte Homologiesequenz der kurzen exakten
Sequenz von Kettenkomplexen Keg(idX) ↪→ Keg(f) � Z und prüfen, daß die
Homologie von Keg(idX) verschwindet. Man erkennt weiter, daß die linken und
mittleren Quadrate kommutieren, wohingegen das rechte Rechteck in der Homo-
topiekategorie kommutiert vermittels der Homotopie Keg(f)n = Y n ⊕Xn+1 �
Y n ↪→ Zn−1 ⊕ Y n = Keg(g)n−1. Es gibt also in der derivierten Kategorie genau



3404 KAPITEL 20. DERIVIERTE KATEGORIEN UND FUNKTOREN

einen Morphismus Z → [1]X , der das obere und gleichbedeutend das untere Qua-
drat rechts zum Kommutieren bringt. Das so entstehende ausgezeichnete Dreieck

X
f
↪→ Y

g
� Z → [1]X

nennen wir das ausgezeichnete Dreieck unserer kurzen exakten Sequenz. Die-
se Konstruktion liefert sogar einen Funktor von der Kategorie der kurzen exakten
Sequenzen von Komplexen in die Kategorie der ausgezeichneten Dreiecke der
derivierten Kategorie.

20.2.6.5. Gegeben eine abelsche Kategorie A nennen wir die in Bezug auf das
Oresystem der Quasiisomorphismen in HotA im Sinne von 20.1.3.7 rechtsentfal-
teten Komplexe quisrechtsentfaltet. Per definitionem ist ein Komplex I ∈ HotA
quisrechtsentfaltet genau dann, wenn für jeden weiteren Komplex X die Mor-
phismen nach I dieselben sind in der Homotopiekategorie und der derivierten
Kategorie, in Formeln

Q : HotA(X, I)
∼→ DerA(QX,QI)

Analog erklären wir quislinksentfaltete Komplexe.

Proposition 20.2.6.6 (Quisrechtsentfaltete Komplexe aus Injektiven). Gege-
ben eine abelsche Kategorie A ist jeder gegen die Pfeile beschränkte Komplex
aus injektiven Objekten quisrechtsentfaltet. Des weiteren ist jeder Komplex aus
injektiven Objekten mit verschwindendem Differential quisrechtsentfaltet.

Beweis. Quasiisomorphismen sind ja genau die Morphismen der Homotopieka-
tegorie mit exaktem Abbildungskegel. Nach 20.2.5.6 ist also I quisrechtsentfaltet
genau dann, wenn für jeden exakten Komplex N gilt HotA(N, I) = 0. Das folgt
jedoch für jeden gegen die Pfeile beschränkten Komplex injektiver Objekte aus
dem Hauptlemma der homologischen Algebra 19.3.2.6. Einen beliebigen Kom-
plex mit verschwindendem Differential können wir nach 19.3.2.36 als Produkt in
der Homotopiekategorie auffassen und Produkte von quisrechtsentfalteten Kom-
plexen sind nach 20.2.5.7 wieder quisrechtsentfaltet. Alternativ sieht man auch
leicht ein, daß sich jeder Quasiisomorphismus I →̆ Y von einem Komplex injek-
tiver Objekte mit verschwindendem Differential zu einem weiteren Komplex so
durch Y → I verlängern läßt, daß die Verknüpfung die Identität auf I ist. Daraus
folgt die Behauptung dann auch direkt.

20.2.6.7. Gegeben eine additive Kategorie I betrachten wir in der triangulierten
Kategorie Hot(I) das Verdiersystem Hot+(I) aller gegen die Pfeile beschränkten
Komplexe.
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Korollar 20.2.6.8 (Derivierte Kategorie und Komplexe von Injektiven). Seien
A eine abelsche Kategorie und iA die volle additive Unterkategorie ihrer injek-
tiven Objekte. So restringiert der Quotientenfunktor Q : Hot(A) → Der(A) zu
einem volltreuen Funktor

Hot+(iA)
∼
↪→ Der(A)

Beweis. Das gilt sogar allgemeiner für die volle Unterkategorie aller quisrechts-
entfalteten Komplexe der Homotopiekategorie.

Vorschau 20.2.6.9. Wir zeigen in 20.2.6.25, daß gegeben eine abelsche Kategorie
A endlicher homologischer Dimension mit genug Injektiven jeder Komplex aus
injektiven Objekten quisrechtsentfaltet ist und daß die Lokalisierung eine Äqui-
valenz Hot(iA)

≈→ Der(A) induziert.

20.2.6.10 (Erweiterungen als Morphismen). SindA,B Objekte einer abelschen
Kategorie A mit genug Injektiven, so erhalten wir eine Bijektion

ExtqA(A,B)
∼→ DerA(A, [q]B)

durch die Wahl einer injektiven Auflösung B ↪→ I� und die natürlichen Isomor-
phismen HqA(A, I�)

∼→ HotA(A, [q]I�)
∼→ DerA(A, [q]I�)

∼→ DerA(A, [q]B)
mit dem mittleren Isomorphismus nach 20.2.6.8. Man prüft auch leicht, daß un-
sere Bijektion oben unabhängig ist von der Wahl der injektiven Auflösung von B.
Hat opponiertA genug Projektive, so erhalten wir in derselben Weise Bijektionen
lExtAq (A,B)

∼→ DerA(A, [q]B) mit unseren lExt aus 19.3.2.23. Für allgemeines
A vereinbaren wir den entsprechenden Morphismenraum in der derivierten Kate-
gorie als Definition von ExtqA(A,B). Die Verknüpfung von Morphismen heißt in
diesem Fall das Yoneda-Produkt

ExtpA(A,B)× ExtqA(B,C)→ Extp+qA (A,C)

20.2.6.11 (Erweiterungen und Zentrum). Gegeben eine abelsche Kategorie A
und eine Selbsttransformation des Identitätfunktors z : IdA ⇒ IdA und A,B ∈
A gilt für die zugehörigen Endomorphismen zA, zB und jede Erweiterung f ∈
ExtqA(A,B) die Identität zB ◦ f = f ◦ zA für das Yonedaprodukt. In der Tat gilt
unsere Identität offensichtlich in der Homotopiekategorie, ja sogar in der Katego-
rie der Komplexe, und sie folgt direkt für die derivierte Kategorie. Das verallge-
meinert unsere Erkenntnisse im Fall von Modulkategorien aus 19.3.2.18.

Vorschau 20.2.6.12. Aus 20.2.7.6 wird folgen, daß auch für eine allgemeine abel-
sche Kategorie A und beliebige A,B ∈ A gilt DerA(A, [q]B) = 0 für q < 0.
In 20.2.7.3 zeigen wir, daß auch in dieser Allgemeinheit der offensichtliche Mor-
phismus ein Isomorphismus A(A,B)

∼→ DerA(A,B) ist.



3406 KAPITEL 20. DERIVIERTE KATEGORIEN UND FUNKTOREN

20.2.6.13 (Selbsterweiterungen). Gegeben ein Objekt M ∈ A einer abelschen
Kategorie bilden seine Selbsterweiterungen mit der Komposition von Morpismen
der derivierten Kategorie als Multiplikation einen graduierten Ring

Ext∗A(M) :=
⊕

ExtqA(M,M) =
⊕

DerA(M, [q]M)

Wir nennen ihn den Ring der Selbsterweiterungen von M .

Beispiel 20.2.6.14 (Der Kohomologiering). Ist speziellX ein topologischer Raum
und bezeichnet Ab/X wie in 19.2.2.7 die Kategorie der abelschen Garben auf
X , so liefert für alle F ∈ Ab/X das Auswerten auf dem konstanten Schnitt
1 ∈ Γ(ZX) einen Isomorphismus Ab/X(ZX ,F)

∼→ ΓF . Wir folgern Isomor-
phismen Hq(X;F) = RqΓ(F)

∼→ Rq(Ab/X(ZX , ))(F) = ExtqAb/X
(ZX ,F)

∼→
DerAb/X (ZX , [q]F) nach der Definition 19.3.5.1 der Garbenkohomologie als de-
rivierter Funktor, der Definition der Ext-Gruppen in abelschen Kategorien mit ge-
nug Injektiven 19.3.2.24 und der Interpretation dieser Ext-Gruppen als Morphis-
men in der derivierten Kategorie 20.2.6.10. Insbesondere erhalten wir so Isomor-
phismen von abelschen Gruppen

H∗(X;ZX)
∼→ Ext∗Ab/X

(ZX)
∼→
⊕

DerAb/X (ZX , [q]ZX)

Auf diese Weise erhält die Garbenkohomologie eines topologischen Raums die
Struktur eines graduierten Rings. Wir nennen ihn den garbentheoretischen Ko-
homologiering, um ihn vom singulären Kohomologiering aus 17.6.1.15 zu un-
terscheiden. Seine Multiplikation heißt weiter das cup-Produkt. Vermittels der
Verknüpfung in der derivierten Kategorie von Ab/X erhält die Kohomologie jeder
abelschen Garbe die Struktur eines graduierten Rechtsmoduls über dem garben-
theoretischen Kohomologiering.

Vorschau 20.2.6.15 (Graduierte Kommutativität des Kohomologierings). Die
graduierte Kommutativität des garbentheoretischen Kohomologierings eines to-
pologischen Raums X zeigen wir erst in 17.6.1.12. Wir leiten sie aus der Existenz
eines derivierten Tensorprodukts abelscher Garben oder genauer der Struktur ei-
ner Schmelzkategorie auf Der(Ab/X) ab. Dazu müssen wir jedoch noch tiefer in
die homologische Algebra einsteigen und sowohl das Derivieren von Funktoren
in mehreren Variablen erklären als auch das Linksderivieren auf Situationen ver-
allgemeinern, in denen es nicht genug projektive Objekte gibt.

20.2.6.16 (Triangulierte Funktoren zu exakten Funktoren). Jeder additive Funk-
tor F : A → B induziert einen triangulierten Funktor HotF : HotA → HotB in
natürlicher Weise. Sind A und B abelsch und ist F exakt, so macht HotF exak-
te Komplexe zu exakten Komplexen und induziert folglich einen triangulierten
Funktor

DerF : DerA → DerB
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auf den derivierten Kategorien. Dieser Funktor hinwiederum induziert für jedes
Objekt M ∈ A einen Homomorphismus von graduierten Ringen

Ext∗A(M)→ Ext∗B(FM)

Vorschau 20.2.6.17 (Triangulierte Funktoren zu additiven Funktoren). Gege-
ben ein additiver Funktor F : A → B zwischen abelschen Kategorien kann man
auch dann, wenn er nicht exakt ist, in vielen Fällen immer noch sinnvoll triangu-
lierte Funktoren RF,LF : DerA → DerB auf den derivierten Kategorien erklären,
seinen „Rechtsderivierten“ und seinen „Linksderivierten“. Im allgemeinen sind
das aber nur noch partiell definierte triangulierte Funktoren. Mehr dazu wird in
20.3.4.2 diskutiert.

20.2.6.18 (Funktorialität des Kohomologierings). Speziell erhalten wir für jede
stetige Abbildung f : X → Y nach 20.2.6.16 mit dem exakten Rückzug f ∗ :
Ab/Y → Ab/X und dem offensichtlichen Isomorphismus f ∗ZY

∼→ ZX einen
Ringhomomorphismus

H∗(Y ;ZY )→ H∗(X; f ∗ZY )
∼→ H∗(X;ZX)

Der Leser mag zur Übung zeigen, daß dieser Ringhomomorphismus mit unserem
Zurückholen auf der Kohomologie aus 19.4.3.7 übereinstimmt.

20.2.6.19 (Kohomologie eines Komplexes als Morphismenraum). Gegeben ein
Ring R und ein Komplex L ∈ Hot(R -Mod) erhalten wir speziell mit 17.1.4.12
und der opponierten Aussage zu 20.2.6.8 kanonische Isomorphismen vonR-Moduln

HqL
∼→ HotR([−q]R,L)

∼→ DerR([−q]R,L)

20.2.6.20 (Totale Homologie). Gegeben eine abelsche Kategorie A betrachten
wir die Funktoren Z,B,H : KetA → KetA, die jedem Komplex (Xq) den
Komplex seiner Zykel, Bilder, oder Homologieobjekte (HqX) mit verschwinden-
den Differentialen zuordnen. Wir haben kurze exakte Sequenzen von Komplexen
ZX ↪→ X � [1]BX und BX ↪→ ZX � HX . Hat bereits X selbst verschwin-
dende Differentiale, so liefern sie Isomorphismen X ∼← ZX ∼→ HX .

Proposition 20.2.6.21 (Komplexe mit projektiver Homologie). Gegeben eine
abelsche KategorieA ist der offensichtliche Funktor von der Kategorie aller Kom-
plexe mit projektiven Einträgen und verschwindendem Differential in die derivier-
te Kategorie ein volltreuer Funktor

Ketd=0(pA)
∼
↪→ Der(A)

und induziert eine Äquivalenz mit der vollen Unterkategorie aller Komplexe X
der derivierten Kategorie mitHqX projektiv für alle q.
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20.2.6.22. Analoges gilt für Injektive. Ich habe hier die Projektiven vorgezogen,
weil mir das Arbeiten mit Zykeln alias den Kernen der Differentiale leichter fällt
als das Arbeiten mit den Kokernen der Differentiale.

Beweis. Unser Funktor ist volltreu, da der offensichtliche Funktor ein Isomor-
phismus Ketd=0(A)

≈→ Hotd=0(A) ist und da nach 20.2.6.6 angewandt auf die
opponierte Kategorie Komplexe aus projektiven Objekten mit verschwindendem
Differential stets quislinksentfaltet sind. Gegeben ein Komplex X ∈ Ket(A)
mit HqX projektiv für alle q gibt einen Morphismus s : HX → X in Ket(A)
derart, daß Hs : HHX → HX invers ist zum offensichtlichen Isomorphismus
HX ∼→ HHX aus 20.2.6.20. In der Tat können wir in diesem Fall die Surjektion
ZqX � HqX der Zykel auf die Homologie spalten. Darüberhinaus ist s in der
Homotopiekategorie eindeutig bestimmt. Sind in der Tat s1, s2 zwei Spaltungen,
so landet s1− s2 in den Bildern und faktorisiert mithin als s1− s2 : HqX → BqX
und dieser Morphismus besitzt einen Lift δ : HqX → Xq−1 mit s1 − s2 = dδ.
Schließlich ist s ein Quasiisomorphismus, induziert also einen Isomorphismus in
der derivierten Kategorie.

20.2.6.23. Gegeben eine abelsche Kategorie A heißt das Supremum

hdim(A) := sup{i | ∃M,N ∈ A mit ExtiA(M,N) 6= 0}

die homologische Dimension von A. Im Fall hdim(A) < ∞ sagen wir auch,
unsere abelsche Kategorie habe endliche homologische Dimension. Homologi-
sche Dimension −∞ haben genau die Nullkategorien, als da heißt, diejenigen
abelschen Kategorien, bei denen alle Objekte Nullobjekte sind. Homologische Di-
mension≤ 0 haben genau diejenigen abelschen Kategorien, bei denen alle kurzen
exakten Sequenzen spalten. Derartige Kategorien heißen halbeinfach. Abelsche
Kategorien einer homologischen Dimension ≤ 1 bezeichnet man auch als erbli-
che Kategorien, da sich bei ihnen die Eigenschaft der Projektivität auf Untermo-
duln vererbt. Diese Terminologie ist allerdings gefährlich, denn es gibt durchaus
abelsche Kategorien, die nicht von homologischer Dimension≤ 1 sind, bei denen
sich aber dennoch die Eigenschaft der Projektivität auf Untermoduln vererbt, etwa
weil sie außer der Null gar keine projektiven Objekte besitzen.

20.2.6.24 (Derivierte Kategorien halbeinfacher Kategorien). Gegeben eine hal-
beinfache KategorieA ist jedes Objekt projektiv und nach 20.2.6.21 ist der offen-
sichtliche Funktor eine Äquivalenz von Kategorien

Ketd=0(A)
≈→ Der(A)

Insbesondere gilt das für die Kategorie der Vektorräume über einem Körper.
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Proposition 20.2.6.25 (Derivierte Kategorien und homologische Dimension).
Gegeben eine abelsche Kategorie A endlicher homologischer Dimension mit ge-
nug Projektiven sind alle Komplexe aus Projektiven quislinksentfaltet und die Lo-
kalisierung liefert eine Äquivalenz von Kategorien

Hot(pA)
≈→ Der(A)

20.2.6.26. Insbesondere gilt das für die Kategorie der abelschen GruppenA = Ab
und allgemeiner für die Kategorie der Moduln über einem Hauptidealring.

Beweis. Nach 19.9.3.9 gibt es unter unseren Annahmen zu jedem Komplex einen
Quasiisomorphismus von einem Komplex projektiver Objekte. Nach der Entfal-
tung durch Spaltung aus Übung 20.1.4.27 müssen wir damit nur noch zeigen, daß
jeder Quasiisomorphismus in Hot(pA) ein Isomorphismus ist. Jeder Quasiiso-
morphismus in Hot(pA) hat aber als Abbildungskegel einen exakten Komplex
aus projektiven Objekten. Die Zykel solch eines Komplexes müssen selbst pro-
jektiv sein, da sie der Beginn eines exakten Komplexes aus projektiven Objekten
sind und wir endliche homologische Dimension angenommen hatten. Damit folgt
leicht, daß unser Abbildungskegel nullhomotop sein muß, so daß jeder Quasiiso-
morphismus in Hot(pA) bereits ein Isomorphismus ist.

Proposition 20.2.6.27 (Derivierte Kategorien erblicher Kategorien). Gegeben
eine erbliche Kategorie A mit genug Projektiven induziert der offensichtliche
Funktor

Ketd=0(A)→ Der(A)

eine Bijektion auf Isomorphieklassen von Objekten.

20.2.6.28. Insbesondere gilt das für die Kategorie der abelschen GruppenA = Ab
und allgemeiner für die Kategorie der Moduln über einem Hauptidealring.

Beweis. Jedes Objekt der derivierten Kategorie ist unter unseren Annahmen nach
20.2.6.25 isomorph zu einem Komplex P aus projektiven Objekten. Da wir un-
sere Kategorie erblich angenommen hatten, sind dann auch alle Bilder projektiv
und wir finden Spaltungen der kurzen exakten Sequenzen ker ∂ ↪→ P k � im ∂.
Die zugehörigen Kompositionen P k � ker ∂ → HkP induzieren einen Quasiiso-
morphismus s : P →̆ HP . Er hat sogar die Eigenschaft, daß Hs invers ist zum
offensichtlichen IsomorphismusHHP ∼→ HP .

Vorschau 20.2.6.29. Produkte von Objektfamilien in derivierten Kategorien dis-
kutieren wir in 20.3.9.2.
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Übungen

Übung 20.2.6.30. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper K oder allge-
meiner ein freier Modul über einem Kring K zeige man, daß unsere Isomorphis-
men ExtiSV (K,K)

∼→ Alti V aus 19.3.2.32 in ihrer Gesamtheit einen Ringiso-
morphismus

Ext∗SV (K,K)
∼→ AltV

bilden zwischen der Algebra der alternierenden Formen mit ihrem Shuffle-Dach-
produkt ?? und dem Ring der Selbsterweiterungen mit seinem Yoneda-Produkt.
Hinweis: Das cap-Produkt von rechts auf dem hinteren Faktor 18.3.2.5 induziert
stets eine SV -lineare Kettenabbildung des Koszulkomplexes aus 19.3.2.32 zu sich
selber. Hinweis: Ich empfehle, das nur für das cap-Produkt von rechts mit Linear-
formen zu prüfen; dann zu zeigen, daß das den endlichdimensionalen Fall erledigt;
und dann den unendlichdimensionalen Fall argumentativ zu folgern.
Übung 20.2.6.31. Seien A eine abelsche Kategorie und z ∈ Cat(A,A)(id, id)
eine Transformation des Identitätsfunktors zu sich selbst. So gilt für alle M,N ∈
A und jede Erweiterung f ∈ ExtiA(M,N) in ExtiA(M,N) die Identität zN ◦ f =
f ◦ zM . Speziell gilt für die Kategorie A = R -Mod der Moduln über einem Ring
und z ∈ Z(R) ein Element des Zentrums stets (z·) ◦ f = f ◦ (z·).
Übung 20.2.6.32. Gegeben ein kommutatives Diagramm von kurzen exakten Se-
quenzen von Kettenkomplexen

B′ ↪→ C ′ � D′

↓ ↓
A ↪→ B � C

in einer abelschen KategorieA erhalten wir in der Homotopiekategorie einen aus-
gezeichneten Homomorphismus von dem nach 20.2.6.4 der ersten Sequenz zuge-
ordneten ausgezeichneten Dreieck in das einmal verdrehte der zweiten Sequenz
zugeordnete ausgezeichnete Dreieck, indem wir vom offensichtlichen Homomor-
phismus von Dreiecken

[−1] Keg′ → B′ → C ′ → Keg′

↓ ↓ ↓ ↓
[−1] Keg → B → C → Keg

ausgehen und vom oberen und unteren dieser Dreiecke jeweils den in 20.2.6.4
gegebenen Isomorphismus zu dem unseren jeweiligen Sequenzen zugeordneten
Dreieck verwenden. Gegeben ein kommutatives Diagramm von Kettenkomplexen
mit kurzen exakten Zeilen

A′ ↪→ B′ � C ′

↓ ↓
B ↪→ C � D
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in einer abelschen Kategorie A erhalten wir in der Homotopiekategorie ebenso
einen ausgezeichneten Homomorphismus von dem nach 20.2.6.4 der ersten Se-
quenz zugeordneten ausgezeichneten Dreieck in das einmal andersrum verdreh-
te der zweiten Sequenz zugeordnete ausgezeichnete Dreieck. Bezeichnet B′′ das
Bild von B′ → B und C ′′ das Bild von C ′ → C, so ist der induzierte Morphismus
ein iso B′′

∼→ C ′′ und unser Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken fak-
torisiert über das ausgezeichnete Dreieck mit dem Abbildungskegel über diesem
Isomorphismus als dritter Ecke. In diesem Fall ist also der zusätzlich konstruierte
Morphismus null in der Homotopiekategorie. Das mag zu einem besseren Ver-
ständnis der erweiterten Natürlichkeit der langen exakten Kohomologiesequenz
17.2.2.16 beitragen.

Übung 20.2.6.33 (Derivieren durch Lokalisieren der Komplexkategorie). Sei
A eine abelsche Kategorie. Man prüfe, daß Kettenabbildungen f, g ∈ KetA(X, Y )
genau dann homotop sind, wenn es eine Kettenabbildung h : S∆1⊗ZX → Y gibt
mit f = h ◦ δ0 und g = h ◦ δ1. Hier meint S∆1 den Komplex der Simplizialketten
des eindimensionalen Standardsimplex. Andererseits sind im Diagramm

X
δ0 --

δ1

11 S∆1 ⊗Z X
p // X

beide Kompositionen die Identität und p ist eine Homotopieäquivalenz. Jeder
Funktor, der Homotopieäquivalenzen zu Isomorphismen macht, muß also über
KetA → HotA faktorisieren. Andererseits werden unter diesem Funktor auch alle
Homotopieäquivalenzen Isomorphismen. Bezeichnet also H die Menge der Ho-
motopieäquivalenzen, so liefert der offensichtliche Funktor einen Isomorphismus
von Kategorien

H−1 KetA
∼→ HotA

Bezeichnet weiter Q die Menge aller Quasiisomorphismen in KetA und Q̄ die
Menge aller Quasiisomorphismen in HotA, so liefert demnach der offensichtliche
Funktor einen Isomorphismus von Kategorien

Q−1 KetA
∼→ Q̄−1 HotA

Damit erhalten wir eine alternative Konstruktion der derivierten Kategorie DerA
als Lokalisierung der Kategorie KetA der Komplexe nach Quasiisomorphismen.

Übung 20.2.6.34. Gegeben eine abelsche Kategorie von endlicher homologischer
Dimension d ∈ N und M ↪→ I0 → I1 → . . . → Id−1 � N exakt mit injektiven
Iν zeige man, daß auch N injektiv ist.

Übung 20.2.6.35. Gegeben eine abelsche KategorieA und X ∈ HotA zeige man,
daß es A ∈ A gibt und s ∈ HotA(A[0], X) mit s : A→ H0X surjektiv.
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Übung 20.2.6.36. Gegeben ein Ring R nennen wir die homologische Dimension
seiner Kategorie von Linksmoduln auch die homologische Dimension von R.
Gegeben ein Ring R endlicher homologischer Dimension d hat der Polynomring
R[X] die homologische Dimension d+ 1.

20.2.7 Beschränkte derivierte Kategorien
Definition 20.2.7.1. Gegeben eine additive Kategorie I betrachten wir in der tri-
angulierten Kategorie Hot(I) die Verdiersysteme

Hot+
I = Hot+(I) aller den Differentialen entgegen beschränkten Komplexe;

Hot−I = Hot−(I) aller in Richtung der Differentiale beschränkten Komplexe;
Hotb

I = Hotb(I) aller beidseitig beschränkten Komplexe.

Wir nennen diese und analoge Kategorien auch beschränkt gegen die Pfeile be-
ziehungsweise beschränkt mit den Pfeilen.

20.2.7.2. Im Fall einer abelschen KategorieA schreiben wir im folgenden Der
(])
A =

Der(])(A) mit ] ∈ {+,−, b} für die triangulierten Quotienten dieser triangulier-
ten Kategorien nach dem Verdiersystem aller exakten Komplexe in der jeweiligen
Kategorie von Komplexen. Wir werden demnächst zeigen, daß die offensichtli-
chen Funktoren volltreue Einbettungen Der

(])
A

∼
↪→ DerA sind. Für ihr essentielles

Bild verwenden wir die Notation

Der]A ⊂ DerA

Lemma 20.2.7.3. Für jede abelsche KategorieA liefern die offensichtlichen Funk-
toren volltreue Einbettungen

Der(+)(A)� t
∼

&&NNNNNNNNNNN

A � � ∼ // Der(b)(A)

) 	

∼
77nnnnnnnnnnnn

� u

∼

''PPPPPPPPPPPP
Der(A)

Der(−)(A)

* 


∼
88pppppppppp

Des weiteren ist ein Komplex im Der(A) isomorph zum Bild eines Objekts un-
ter einer unserer Einbettungen genau dann, wenn seine Kohomologie nach oben
beschränkt beziehungsweise nach unten beschränkt beziehungsweise beschränkt
beziehungsweise nur im Grad Null konzentriert ist.
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Beweis. Wir verwenden die Abschneidefunktoren, wie sie in 20.2.7.4 eingeführt
werden. Um zu zeigen, daß Der(−)(A) → Der(A) volltreu ist, wenden wir unser
allgemeines Resultat 20.1.4.21 zu volltreuen Funktoren zwischen Lokalisierun-
gen an. Ist s : X → Y ein Quasiisomorphismus mit Y ∈ Hot−(A), so ist für
hinreichend großes n der Morphismus h : τ≤nX → X ein Quasiisomorphismus
und leistet das Gewünschte. Die anderen Fälle mit Ausnahme der Einbettung von
A behandelt man ähnlich. Im Fall der Einbettung von A zeigt der Funktor H0,
daß sie treu ist. Ist andererseitsX ein Komplex, dessen Kohomologie nur im Grad
Null lebt, so liefern die Quasiisomorphismen X →̆ τ≥0X ←̆ τ≤0τ≥0X einen
Isomorphismus X ∼→Der H0X in der derivierten Kategorie, wo wir H0X als im
Grad Null konzentrierten Komplex auffassen. Also ist jeder Komplex mit trivialer
Kohomologie außerhalb von Null in der derivierten Kategorie isomorph zu seiner
Kohomologie. Damit gilt es nur noch zu zeigen, daß die EinbettungA → Der(A)
surjektiv ist auf Morphismen. Dazu stellen wir für A,B ∈ A einen Morphismus
als Bruch A ←̆ X → B in der Homotopiekategorie dar mit A ←̆ X einem Quasi-
isomorphismus. Wenden wir nun die Abschneidefunktoren in der Homotopiekate-
gorie auf unseren Bruch an, so erhalten wir einen BruchA ←̆ τ≤0τ≥0X → B, der
offensichtlich denselben Morphismus darstellt. Nun steht jedoch links ein echter
Isomorphismus und wir sind fertig.

20.2.7.4 (Abschneidefunktoren). Gegeben ein Komplex X = (Xn, dn) in einer
abelschen Kategorie erklären wir für alle n ∈ Z die Komplexe

τ≤nX . . .→ Xn−1 → ker dn → 0 → 0 → . . .
τ<n+1X . . .→ Xn−1 → Xn → im dn → 0 → . . .
τ>nX . . .→ 0 → im dn → Xn+1 → Xn+2 → . . .
τ≥n+1X . . .→ 0 → 0 → cok dn → Xn+2 → . . .

Der Buchstabe τ steht für englisch „truncated“ oder französisch „tronqué“. Wir
haben ein offensichtliches kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Qua-
siisomorphismen in den Vertikalen

τ<n+1X �
� / X // // τ≥n+1X

τ≤nX

OO

� � / X // // τ>nX

OO

Sicher gilt Hi(τ≤nX) = Hi(τ<n+1X) = 0 für i > n und die offensichtli-
chen Morphismen τ≤nX → τ<n+1X → X induzieren für i ≤ n Isomorphis-
men auf den i-ten Kohomologiegruppen. Der offensichtliche Morphismus ist also
stets ein Quasiisomorphismus τ≤nX →̆ τ<n+1X , und verschwinden alleHiX für
i > n, so sind die offensichtlichen Morphismen Quasiisomorphismen τ≤nX →̆
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τ<n+1X →̆ X . Analoges gilt für das andere Abschneiden. Offensichtlich machen
alle diese Abschneidefunktoren homotope Abbildungen zu homotopen Abbildun-
gen und Quasiisomorphismen zu Quasiisomorphismen und induzieren folglich
Abschneidefunktoren sowohl auf der Homotopiekategorie als auch auf der deri-
vierten Kategorie. Wir verwenden für diese induzierten Funktoren dieselbe Nota-
tion und erhalten ein funktorielles Diagramm

τ≤nτ≥nX // τ≥nX

[−n]HnX

o
��

o

OO

X

bbEEEEEEEEE

τ≥nτ≤nX τ≤nX

<<yyyyyyyy
oo

20.2.7.5. Gegeben eine abelsche Kategorie A setzen wir

Der≤nA := {X ∈ DerA | HiX = 0 für i > n}

Der≥nA := {X ∈ DerA | HiX = 0 für i < n}

Offensichtlich gilt Der≤nA ⊂ Der≤n+1
A und Der≥nA ⊃ Der≥n+1

A .

Proposition 20.2.7.6 (über Abschneidefunktoren). Gegeben A eine abelsche
Kategorie und n ∈ Z haben wir:

1. Für alle X ∈ Der≤nA und Y ∈ Der≥n+1
A gilt DerA(X, Y ) = 0;

2. Die Einbettung i≤n : Der≤nA → DerA besitzt stets einen Rechtsadjungierten
τ≤n : DerA → Der≤nA ;

3. Die Einbettung i≥n : Der≥nA → DerA besitzt stets einen Linksadjungierten
τ≥n : DerA → Der≥nA ;

4. Die Einheit beziehungsweise Koeinheit zu diesen Adjunktionen lassen sich
für jedes X ∈ DerA auf genau eine Weise ergänzen zu einem ausgezeichne-
ten Dreieck

τ≤nX → X → τ≥n+1X → [1]τ≤nX

und dieses Dreieck ist funktoriell in X .

Beweis. Jeder Morphismus aus DerA(X, Y ) läßt sich natürlich darstellen als ein
Bruch X ←̆ Z → Y von Morphismen in HotA mit einem Quasiisomorphis-
mus Z →̆ X . Unter der Annahme X ∈ Der≤n(A) können wir diesen Bruch
erweitern durch den Quasiisomorphismus τ≤nZ →̆ Z. Unter der Annahme Y ∈
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Der≥n+1(A) dürfen wir weiter aufgrund des Quasiisomorphismus Y →̆ τ≤n+1Y
annehmen, daß Y durch einen Komplex dargestellt wird, der Null ist in Graden
≤ n. Die erste Aussage folgt nun wegen HotA(τ≤nZ, Y ) = 0, es gibt ja noch nicht
einmal von Null verschiedene Kettenabbildungen zwischen diesen beiden Kom-
plexen. Wir erhalten mit den Abschneidefunktoren aus 20.2.7.4 nun offensichtlich
eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen τ≤nX ↪→ X � X/τ≤nX nebst
einem offensichtlichen Quasiisomorphismus X/τ≤nX →̆ τ≥n+1X und so mit
20.2.6.4 ein ausgezeichnetes Dreieck

τ≤nX → X → τ≥n+1X → [1]τ≤nX

in der derivierten Kategorie Der(A). Die Eindeutigkeit des dritten Morphismus
folgt mit 20.2.2.14 aus Teil 1. Um nun die erste Adjunktion zu zeigen, müssen wir
für X ∈ DerA und Y ∈ Der≤nA zeigen DerA(Y, τ≤nX)

∼→ DerA(Y,X). Das folgt
jedoch sofort aus den bereits bewiesenen Teilen. Die andere Adjunktion zeigt man
genauso.

20.2.7.7 (Erweiterungen vom Grad Eins). Sei A eine abelsche Kategorie. Wie
im Fall abelscher Gruppen 17.6.5.6 konstruiert man auch im allgemeinen eine Bi-
jektion zwischen Ext1

A(M,N) und der Menge aller Isomorphieklassen von kurzen
exakten Sequenzen N ↪→ E �M in A.

Satz 20.2.7.8 (Derivierte Kategorien über injektive Auflösungen). Gegeben ei-
ne abelsche Kategorie A mit genug Injektiven und iA ⊂ A die Unterkategorie
ihrer injektiven Objekte schränkt der Quotientenfunktor ein zu einer Äquivalenz
von triangulierten Kategorien

Q : Hot+(iA)
≈→ Der+(A)

Beweis. Nach 20.2.6.8 ist unser Funktor volltreu. Nach 19.9.3.9 für Freunde von
Spektralsequenzargumenten oder alternativ nach 20.2.7.9 für Freunde indexärme-
rer Argumente ist jeder gegen die Pfeile beschränkte Komplex quasiisomorph zu
einem gegen die Pfeile beschränkten Komplex von injektiven Objekten. Der Satz
folgt.

Proposition 20.2.7.9 (Rechtsentfaltung durch Komplexe injektiver Objekte).
Ist A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven, so existiert für jeden Kom-
plex A∗ ∈ Hot≥0(A) ein Quasiisomorphismus A∗ →̆ I∗ zu einem Komplex von
Injektiven I∗ ∈ Hot≥0(iA).

Beweis. Wir konstruieren I∗ induktiv mit der Zusatzeigenschaft, daß jeweils Mo-
nomorphismen zwischen den Kokernen der Randoperatoren induziert werden.
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Sind wir schon bei

. . .
d→ Ap → Ap+1 → . . .
↓

. . .
d→ Ip

angekommen in einer Weise, daß Isomorphismen HqA
∼→ HqI induziert wer-

den für q < p und ein Monomorphismus zwischen den Kokernen der in obigem
Diagramm explizit mit d notierten Ränder, so bilden wir den Pushout von

cok d → Ap+1

↓
cok d

und wählen eine Einbettung dieses Pushouts in ein injektives Objekt Ip+1. Mit
20.1.5.9 dualisiert folgt, daß wir so im Grad p einen Epimorphismus auf der Ho-
mologie erhalten. Da unser vertikaler Morphismus zwischen den Kokernen nach
Induktionsannahme ein Monomorphismus ist, erhalten wir hier sogar einen Iso-
morphismus. Um unsere Induktion am Laufen zu halten müssen wir nur noch
zeigen, daß nun wieder ein Monomorphismus auf den Kokernen der Ränder im
Grad eins höher induziert wird. Das folgt jedoch aus

cok(Ap → Ap+1)
∼→ cok(Ip → Pushout) ↪→ cok(Ip → Ip+1)

Übungen

Übung 20.2.7.10 (Mehr zu Morphismen in der derivierten Kategorie). Sei-
en A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven, A ∈ A ein Objekt und
Y ∈ Hot+(A) ein Komplex. Haben alle Objekte Y i unseres Komplexes die Ei-
genschaft ExtqA(A, Y i) = 0 ∀q > 0, so ist die offensichtliche Abbildung ein
Isomorphismus

HotA(A, Y )
∼→ DerA(A, Y )

Wir können also in gewisser Weise auch „Morphismen in der derivierten Katego-
rie mit Auflösungen aus entfalteten Objekten berechnen“, nur daß wir im Fall von
Komplexen statt von Auflösungen lieber von Entfaltungen reden. Hinweis: Indem
wir einen Quasiisomorphismus Y →̆ I in einen Komplex I ∈ Hot+(iA) wählen
und den Abbildungskegel als neues Y betrachten, dürfen wir Y exakt annehmen
und müssen unter dieser zusätzlichen Annahme HotA(A, Y ) = 0 zeigen.

Vorschau 20.2.7.11. Demnächst werden wir diese Übung auch aus allgemeiner
Theorie herleiten können: Nach 20.3.4.13 ist Y rechtsentfaltet für HotA(A, ) und
damit haben wir

(
HotA(A, )

)
(Y )

∼→
(
R HotA(A, )

)
(Y )

∼→ DerA(A, Y ) mit
dem zweiten Isomorphismus nach 20.3.2.20.
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Übung 20.2.7.12. Seien A eine abelsche Kategorie und Y ∈ DerA und n ∈ Z.
Man zeige: Genau dann gilt Y ∈ Der≥nA , wenn gilt DerA(X, Y ) = 0 für alle
X ∈ Der≤n−1

A . Man formuliere und zeige auch die duale Aussage.

Ergänzende Übung 20.2.7.13. Man zeige: Gegeben eine additive Kategorie I mit
spaltenden Idempotenten liefert die Einbettung der mit Grad Null endenden Kom-
plexe Hot≤0(I) ⊂ Hot+(I) eine Äquivalenz mit der Kategorie aller mit den Pfei-
len beschränkten Komplexe T mit Hot(I[0], T [n]) = 0 für alle n > 0 und alle
I ∈ I. Ebenso liefert die Einbettung der mit Grad Null beginnenden Komplexe
Hot≥0(I) ⊂ Hot−(I) eine Äquivalenz mit der Kategorie aller gegen die Pfeile
beschränkten Komplexe T mit Hot(T [n], I[0]) = 0 für alle n < 0 und alle I ∈ I.

Übung 20.2.7.14 (Ausgezeichnete Dreiecke als kurze exakte Sequenzen). Ge-
geben eine abelsche KategorieA liefert der FunktorH0 eine Äquivalenz zwischen
der Kategorie der ausgezeichneten Dreiecke X → Y → Z → [1] in Der(A), bei
denen die Objekte zum Bild von A gehören, und der Kategorie der kurzen exak-
ten Sequenzen in A. Ein quasiinverser Funktor kann wie in 20.2.6.4 konstruiert
werden.

Übung 20.2.7.15. Gegeben eine abelsche Kategorie A und ein ausgezeichnetes
Dreieck X → Y → Z → [1] in DerA mit τ≤0Y

∼→ Y erhalten wir mit den of-
fensichtlichen Morphismen ein ausgezeichnetes Dreieck τ≤1X → Y → τ≤0Z →
[1]. Ebenso erhalten wir unter der Annahme Y ∼→ τ≥0Y mit den offensichtlichen
Morphismen ein ausgezeichnetes Dreieck τ≥0X → Y → τ≥−1Z → [1]. Hinweis:
Fünferlemma.

Übung 20.2.7.16. Gegeben ein linksnoetherscher Ring A liefert die Einbettung
einen volltreuen Funktor Der−(A-modf)

∼
↪→ Der−(A-mod).

Übung 20.2.7.17. Gegeben ein N-graduierter Ring A mit halbeinfacher Nullkom-
ponente A0 und allen An von endlicher Länge als A0-Linksmoduln liefert die
Einbettung Kategorie der graduierten Moduln endlicher Länge einen volltreuen
Funktor Derb(A-modflZ)

∼
↪→ Derb(A-modfZ). Hinweis: Man verwende das Kri-

terium 20.1.4.21 für die volltreue Einbettung von Ore-Lokalisierungen und das
„Abschneiden oberhalb eines geeigneten Grades“.

Übung 20.2.7.18 (Vergleich von Morphismen in Hot und Der). Gegeben eine
abelsche Kategorie A und darin zwei beschränkte Komplexe X, Y , zwischen de-
ren Objekten es keine höheren Erweiterungen gibt, in Formeln Extq(Xn, Y m) = 0
falls q > 0 für alle n,m, induziert die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

HotA(X, Y )
∼→ DerA(X, Y )

Hinweis: Man verwende 20.2.4.15 und unsere volltreue Einbettung vonA in seine
derivierte Kategorie.
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Übung 20.2.7.19. Sei A eine abelsche Kategorie derart, daß gilt ExtiA(A,B) = 0
für beliebige A,B ∈ A bei ungeradem i ≥ 3. Ist X ∈ Derb(A) ein Komplex mit
HqX = 0 für ungerades q, so können wir Isomorphismen

X
∼→
⊕
q

[−q]HqX

finden, die auf Hq die offensichtlichen Isomorphismen induzieren. Sie sind aller-
dings nicht eindeutig bestimmt.

20.2.8 Vergleich verschiedener Kohomologieringe*
20.2.8.1. Gegeben I eine additive Kategorie und I∗, J∗ ∈ KetI Komplexe in I
bilden wir analog wie in 17.1.4.12 den Komplex von abelschen Gruppen HomI(I

∗, J∗).
Speziell wird EndI(I

∗) unter der Verknüpfung von Morphismen ein dg-Ring.

Satz 20.2.8.2 (Abstrakte Interpretation des cup-Produkts). IstX ein lokal sin-
gulär-azyklischer Raum, so ist unser Vergleichsisomorphismus aus 21.6.7.2 ein
Ringisomorphismus

H∗sing(X)
∼→ H∗garb(X)

zwischen dem singulären Kohomologiering und dem in 20.2.6.14 eingeführten
garbentheoretischen Kohomologiering.

20.2.8.3. Wir führen zunächst eine geeignete Terminologie ein. Unter einem Qua-
siisomorphismus von einem dg-Ring A in einen dg-Ring B verstehen wir einen
Homomorphismus von dg-Ringen, der einen Isomorphismus auf der Kohomolo-
gie induziert. Unter einem Morphismenbimodul von einem dg-Ring A in einen
dg-Ring B verstehen wir ein Paar (M, c) bestehend aus einem A-B-dg-Bimodul
M nebst einer Klasse c ∈ H0M , die eine Basis von HM als HB-Rechtsmodul
bildet. Wir sagen dann auch, c sei eine Quasibasis des B-dg-Moduls M . Ist zu-
sätzlich c auch eine Basis von HM als HA-Linksmodul, so nennen wir unseren
Morphismenbimodul (M, c) einen Isobimodul. Jeder Morphismenbimodul zwi-
schen dg-Ringen liefert einen Homomorphismus zwischen ihren Kohomologie-
ringen, der dadurch charakterisiert werden kann, daß a 7→ b gleichbedeutend ist
zu ac = cb. Ist unser Morphismenbimodul ein Isobimodul, so ist besagter Homo-
morphismus sogar ein Isomorphismus. Jeder Quasiisomorphismus liefert einen
Isobimodul in offensichtlicher Weise. Was an dieser Stelle noch fehlt, ist eine wie
auch immer geartete Verknüpfung von Morphismenbimoduln, und diese ist im
allgemeinen auch nicht unproblematisch.

Beweis von 20.2.8.2. Wir wählen eine injektive Auflösung ZX ↪→ I∗ der kon-
stanten Garbe ZX und faktorisieren sie mithilfe der Existenz und Eindeutigkeit



20.2. TRIANGULIERTE UND DERIVIERTE KATEGORIEN 3419

von Homotopielifts 19.3.2.7 über die Auflösung durch lokale singuläre Koketten
ZX ↪→ S∗X als ZX ↪→ S∗X → I∗. Nach 20.2.8.3 reicht es zu zeigen, daß unsere
Faktorisierung S∗X → I∗ eine Quasibasis des Komplexes

S∗XVI∗

ist, und zwar sowohl für die Linksoperation von End I∗ als auch für die Rechts-
operation von S∗X , die vom dg-Ring-Homomorphismus S∗X → EndS∗X , c 7→
c ∪ mit dem cup-Produkt auf Ketten aus 18.4.3.3 induziert wird. Der erste Teil
dieser Behauptung folgt mit der Existenz und Eindeutigkeit von Homotopielifts
19.3.2.7 aus dem Quasiisomorphismus S∗X →̆ I∗. Für den zweiten Teil betrachten
wir das kommutative Diagramm von Komplexen

S∗X = S∗X
↓ ↓

S∗XVS∗X ZXVS∗X
↓ ↓

S∗XVI∗ → ZXVI∗

Hier ist die obere linke Vertikale durch c 7→ c ∪ gegeben und die anderen Pfei-
le sind hoffentlich selbsterklärend. Nach unserem Vergleichssatz 21.6.7.2 ist die
Komposition in der rechten Vertikale ein Quasiisomorphismus. Nach der Existenz
und Eindeutigkeit von Homotopielifts 19.3.2.7 ist auch die unterste Horizontale
ein Quasiisomorphismus. Folglich ist auch die Verknüfung in der linken Vertika-
len ein Quasiisomorphismus. Des weiteren haben alle Komplexe der linken Ver-
tikale natürliche Strukturen als dg-Rechtsmoduln über S∗X und die Morphismen
sind mit diesen Strukturen verträglich. Das zeigt den zweiten Teil der Behauptung.
Auf diese Weise vermittelt also unser dg-Bimodul in der Tat einen Isomorphismus
zwischen den beiden fraglichen Kohomologieringen. Es ist dann nicht schwer zu
sehen, daß dieser Isomorphismus übereinstimmt mit dem in 21.6.7.2 konstruierten
Vergleichsisomorphismus.
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20.3 Faktorierte und derivierte Funktoren
Derivierte Funktoren wurden in einer Dissertation von Verdier eingeführt, die er
bei Grothendieck schrieb. Verdier erklärt sie als eine Art von Kan-Erweiterungen.
Ich ziehe den Zugang vor, den Deligne in SGA verfolgt. Beide Zugänge führen
in typischen Situationen zu denselben derivierten Funktoren, sind jedoch grund-
sätzlich verschieden. Bei der Definition von Verdier gilt es zu beachten, daß man
etwa im Fall eines linksexakten Funktors von abelschen Kategorien F : A → B
zu unterscheiden hat zwischen derivierten Funktoren RF : Der+

A → Der+
B und

RF : DerA → DerB und daß diese, selbst wenn sie beide existieren sollten, kei-
neswegs auf Der+

A übereinstimmen müssen. Bei Deligne dahingegen haben wir es
nur mit einem einzigen partiell definierten Funktor RF : DerA 99K DerB zu tun,
den es immer gibt, der aber nur partiell definiert ist.

20.3.1 Limites in Funktorkategorien
20.3.1.1. Man erinnere sich an Limites und Kolimites in Kategorien, wie sie in
17.7.1 eingeführt wurden.

20.3.1.2 (Limites und Kolimites in Funktorkategorien). Gegeben seien ein
Köcher I und Kategorien A,D und eine Darstellung I → Cat(A,D), i 7→ Fi.
Existiert für alleA ∈ A der Kolimes colFi(A) inD, so erhalten wir offensichtlich
einen Kolimes der Fi in Cat(A,D) durch die Vorschrift

(colFi)(A) := col(Fi(A))

Dasselbe gilt, wenn wir col durch lim ersetzen, was direkt durch Übergang zu den
opponierten Strukturen gefolgert werden kann.

20.3.1.3 (Limites und Kolimites in Kategorien von Mengenfunktoren). Nach
20.3.1.2 existiert für jede Kategorie A und jedes Mengensystem U der Limes be-
ziehungsweise der Kolimes in der Kategorie UEnsA = Cat(A,UEns) für jede
Darstellung in UEnsA eines Köchers I, wenn der Limes beziehungsweise der Ko-
limes für alle Darstellungen unseres Köchers in UEns existieren. Nach 17.7.1.23
beziehungsweise 17.7.1.9 existieren sie dann auch für jedes größere Mengensys-
tem V ⊃ U in VEnsA und bleiben dieselben. Ein hinreichendes Kriterium für
die Existenz ist, immer noch nach 17.7.1.23 beziehungsweise 17.7.1.9, daß U ein
Universum ist und daß die Punktmenge unseres Köchers I zu U gehört, daß also
I im Sinne von 20.1.1.6 ein U∈-Köcher ist.

20.3.1.4 (Verträglichkeit von Limites mit Ko-Yoneda-Einbettungen). Seien U
ein Mengensystem und C eine U-Kategorie und C ∼

↪→ C∧U := Cat(Copp,UEns)
die Ko-Yoneda-Einbettung C 7→ (Ĉ : X 7→ C(X,C)). Existiert der Limes eines
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Systems (Ci)i∈I in C, so liefert er auch einen Limes des Bildsystems in C∧, in
Formeln

(limCi)
∧ ∼→ lim Ĉi

Beide Funktoren nehmen ja auf allen Z ∈ C denselben Wert lim C(Z,Ci) an.

20.3.1.5 (Verträglichkeit von Kolimites mit Yoneda-Einbettungen). Seien U
ein Mengensystem und C eine U-Kategorie und C ∼

↪→ C∨U := Cat(C,UEns)opp

die Yoneda-Einbettung C 7→ (Č : X 7→ C(C,X)). Existiert der Kolimes eines
Systems (Ci)i∈I in C, so liefert er auch einen Kolimes des Bildsystems in C∨, in
Formeln

col Či
∼→ (colCi)

∨

Beide Funktoren nehmen ja auf allen Z ∈ C denselben Wert col C(Ci, Z) an.

20.3.1.6 (Unverträglichkeit von Kolimites mit Ko-Yoneda-Einbettungen). Im
Gegensatz zu den im vorigen Punkt behandelten Fällen muß, wenn der Kolimes
colCi existiert, der natürliche Morphismus col Ĉi → (colCi)

∧ in C∧ dennoch
kein Isomorphismus sein, als da heißt, die natürliche Abbildung col C(Z,Ci) →
C(Z, colCi) muß keineswegs für alle Objekte Z eine Bijektion sein. Ein typisches
Gegenbeispiel ist der Fall der Kategorie der Vektorräume, in der wir jeden Raum
V als Kolimes des Systems aller endlichdimensionalen Teilräume Ci ⊂ V schrei-
ben können: Der Kolimes der Homomorphismenräume geht dann isomorph auf
den Raum der Homomorphismen endlichen Rangs und keineswegs isomorph auf
den Raum aller Homomorphismen. Ein vielleicht noch typischeres Gegenbeispiel
ist der Fall direkter Summen von Vektorräumen: Die Identität auf einer direkten
Summe mit unendlich vielen von Null verschiedenen Summanden landet nicht in
einer endlichen Teilsumme. Analoges gilt für Limites.

20.3.1.7 (Verträglicheit in der Unverträglichkeit). Man beachte, daß wenn der
Kolimes col Ĉi in C∧ existiert und zusätzlich im essentiellen Bild der Ko-Yoneda-
Einbettung C ∼

↪→ C∧ liegt, daß dann auch der Kolimes colCi in C existiert und
der natürliche Morphismus doch ein Isomorphismus col Ĉi

∼→ (colCi)
∧ in C∧ ist.

Das folgt aus den in 17.7.1.27 besprochenen Aussagen zur Verträglichkeit von
Kolimites mit volltreuen Funktoren. Analoges gilt für Limites.

Beispiel 20.3.1.8 (Unverträglichkeit verschiedener Limites bei Mengen). Wir
betrachten in der Kategorie Ens der Mengen das System

. . .→M3 →M2 →M

für irgendeine feste Menge M mit den Abbildungen, die jeweils den letzten Ein-
trag eines Tupels weglassen. Sein Limes in Ens ist die Menge Ens(N,M) aller
Folgen in M . Der Limes des Systems . . . → (M3)∨ → (M2)∨ → M∨ von
Mengenfunktoren in Ens∨ = Cat(Ens,Ens)opp dahingegen ordnet jeder Menge
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Y den Kolimes des Systems Ens(M,Y ) → Ens(M2, Y ) → Ens(M3, Y ) → . . .
zu alias die Menge aller Abbildungen Ens(N,M) → Y , die über eines der Mn

faktorisieren. In Ens∨ ist also der natürliche Morphismus

(limMn)∨ → lim((Mn)∨)

kein Isomorphismus, wenn M mindestens zwei Elemente hat. Mit 20.3.1.7 zeigt
das, daß die Yoneda-Einbettung Ens

∼
↪→ Ens∨ nicht essentiell surjektiv ist.

Beispiel 20.3.1.9 (Unverträglichkeit verschiedener Kolimites bei Mengen). Wir
betrachten in der Kategorie Ens der Mengen das System

{0} → {0, 1} → {0, 1, 2} → . . .

mit dem Kolimes N und prüfen, daß der Kolimes in Ens∧ beschrieben werden
kann als der Funktor, der jeder Menge X die Menge aller Abbildungen X → N
mit endlichem Bild zuordnet. Der natürliche Morphismus

col({0, . . . , n}∧)→ (col{0, . . . , n})∧

ist mithin kein Isomorphismus. Mit 20.3.1.7 zeigt das, daß die Ko-Yoneda-Ein-
bettung Ens

∼
↪→ Ens∧ nicht essentiell surjektiv ist.

20.3.1.10 (Notation für Kolimites und Limites in Funktorkategorien). Ich ver-
wende für in der Kategorie C∧ zu verstehende Kolimites einer Köcherdarstellung
(Ci)i∈I in C die Notation

côlCi := col Ĉi

und im filtrierenden Fall die Notation côlf und spreche im filtrierenden Fall von
einem Indkolimes. Dual verwende ich die Notation ľım und im kofiltrierenden
Fall die Notation ľımf für in der Kategorie C∨ zu verstehende Limites. Im kofil-
trierenden Fall spreche ich auch von einem Prolimes.

20.3.1.11 (Alternative Notationen). In der Literatur findet man vielfach statt côl
die Notation “lim−→” mit Anführungsstrichlein für in der Kategorie C∧ zu verstehen-
de Kolimites und statt ľım die Notation “lim←−” für in der Kategorie C∨ zu verste-
hende Limites.

20.3.1.12 (Morphismen von Limites von Mengenfunktoren). Sei (Dj) ein Dia-
gramm von Objekten einer Kategorie C. Ein Morphismus eines Objekts F ∈ C∨
in den Limes ľımDj ist per definitionem eine verträgliche Familie von Morphis-
men aus C∨(F, Ďj) alias ein Element von limj C∨(F, Ďj). Das Yoneda-Lemma
4.7.10.2 liefert eine natürliche Bijektion zwischen dieser Menge und limj F (Dj).
Ist speziell F = ľımCi auch der Limes eines Systems (Ci), so erhalten wir eine
natürliche Bijektion

C∨(ľımCi, ľımDj)
∼→ limj coli C(Ci, Dj)
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Im übrigen dürfen Sie in Übung 20.3.1.22 zeigen, daß jedes Objekt von C∨ zu
einem Objekt der Gestalt ľımCi isomorph ist.

20.3.1.13. Unter einem Pro-Objekt einer Kategorie C versteht man ein kofiltrie-
rendes System von Objekten von C im Sinne von 17.7.1.12. Gegeben Pro-Objekte
(Ci) und (Dj) erklärt man einen Morphismus von Pro-Objekten als ein Element
der Menge

limf
j

colf
i
C(Ci, Dj)

Um die Komposition von Morphismen von Pro-Objekten zu erklären, bemerken
wir, daß ein Morphismus repräsentiert werden kann durch eine mit j indizier-
te Familie von Morphismen Ci(j) → Dj , die in der Weise verträglich sind, daß
für jeden Systemmorphismus Dk → Dj und den zu k gehörigen Morphismus
Ci(k) → Dk einen Index i = i(j, k) mit Morphismen i→ i(j) und i→ i(k) gibt,
für den Ci → Ci(j) → Dj und Ci → Ci(k) → Dk → Dj übereinstimmen. Weiter
repräsentiert eine zweite verträgliche Familie von Morphismen Cı̃(j) → Dj genau
dann denselben Morphismus von Pro-Objekten, wenn wir für jedes j einen Index
ı̂(j) und Morphismen ı̂(j) → i(j) und ı̂(j) → ı̃(j) so finden, daß die Komposi-
tionen Cı̂(j) → Ci(j) → Dj und Cı̂(j) → Cı̃(j) → Dj übereinstimmen. Mit dieser
Beschreibung von Morphismen scheint mir nun offensichtlich, wie Morphismen
von Pro-Objekten zu komponieren sind. Gegeben ein Mengensystem U verstehen
wir unter einer U-objektkleinen Kategorie eine Kategorie, deren Objektmenge
ein Element von U ist. Wählen wir ein Universum U und ist C eine U-Kategorie, so
bilden die durch kofiltrierende U-objektkleine Kategorien indizierten Pro-Objekte
eine Kategorie

proU(C)
und nach dem vorhergehenden liefert die Vorschrift (Ci) 7→ ľımfiCi einen voll-
treuen Funktor

proU(C) ∼
↪→ C∨U

20.3.1.14 (Bedeutung der Pro- und Ind-Objekte). Die Pro-Objekte einer Ka-
tegorie C bilden salopp gesprochen einen noch vergleichsweise gut zugänglichen
Teil der Kategorie C∨ aller Mengenfunktoren. In ganz C∨ haben zwar die Objekte
und Morphismenmengen im wesentlichen dieselbe Beschreibung, aber ich ken-
ne in dieser Allgemeineit keine vergleichbar übersichtliche Beschreibung für die
Verknüpfung von Morphismen. Analoges gilt dual für Ind-Objekte, wie wir sie
gleich einführen werden.

20.3.1.15 (Ind-Objekte und ihre Morphismen). Ein Ind-Objekt einer Kate-
gorie C ist ein filtrierendes System (Ci) in C. Die Morphismen in ein weiteres
Ind-Objekt (Dj) erklären wir als Elemente der Menge

limf
i

colf
j
C(Ci, Dj)
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Gegeben ein Universum U und eine U-Kategorie C bilden dann die durch U-
objektkleine filtrierende Kategorien indizierten Indobjekte eine Kategorie indU(C)
und die Konstruktion (Ci) 7→ côlfiCi liefert einen volltreuen Funktor

indU(C) ∼
↪→ C∧U

Jedes Element von colfj C(Ci, Dj) wird repräsentiert durch einen Morphismus
ϕi : Ci → Db für ein b, das vom jeweiligen Element des Kolimes abhängen wird.
Dessen Bild im Kolimes notieren wir ϕ̄i. Ein Morphismus von Ind-Objekten ist
dann eine verträgliche Familie derartiger ϕ̄i.

Definition 20.3.1.16. Ein filtrierendes System (Ci) in einer Kategorie C heißt es-
sentiell konstant, wenn côlfCi isomorph ist zu einem Objekt im Bild der voll-
treuen Einbettung C ∼

↪→ C∧ alias zu einem Funktor der Gestalt D̂ für ein Objekt
D ∈ C. Dual heißt ein kofiltrierendes System (Ci) essentiell konstant, wenn
ľımfCi isomorph ist zu einem Objekt im Bild der volltreuen Einbettung C ∼

↪→ C∨.

20.3.1.17. Im Fall eines essentiell konstanten filtrierenden Systems (Ci) in einer
Kategorie C ist nach 20.3.1.7 der natürliche Morphismus ein Isomorphismus

côlfCi
∼→ colf Ci

Es gilt aber noch mehr. Schreiben wir die Bedingung „essentiell konstant“ für côlf
aus, so entspricht zunächst einmal ein Morphismus ψ ∈ C∧(côlfCi, D̂) einem
verträglichen System von Morphismen ψi ∈ C(Ci, D) und ein Morphismus ϕ ∈
C∧(D̂, côlfCi) hat die Gestalt ϕ = ϕ̄j für ein ϕj ∈ C(D,Cj) und einen Index
j. Die Bedingung ψ ◦ ϕ = id bedeutet dann schlicht ψj ◦ ϕj = idD für diesen
einen Index j und 17.7.1.36 zeigt nocheinmal, daß für das verträgliche System von
Morphismen ψi ∈ C(Ci, D) unser D der Kolimes des Systems der Ci gewesen
sein muß. Die Bedingung ϕ ◦ ψ = id bedeutet aber zusätzlich die Forderung, daß
es für jedes a Systemmorphismen skj : j → k und ska : a → k gibt derart, daß
die Verknüpfung

Ca
ψa→ D

ϕj→ Cj
skj→ Ck

zusammenfällt mit dem von ska induzierten Morphismus Ca → Ck.
Beispiel 20.3.1.18. Das filtrierende System von R-Vektorräumen, indiziert durch
Z und mit irgendwelchen Vektorräumen an jeder Stelle und Nullmorphismen für
alle Morphismen ist essentiell konstant und isomorph zum durch das Nullobjekt
dargestellten Funktor.
Beispiel 20.3.1.19. Gegeben ein Vektorraum W ist der Funktor, der jedem weite-
ren Vektorraum Z die Menge aller linearen Abbildungen endlichen Ranges von Z
nach W zuordnet, ein Ind-Vektorraum, er kann nämlich als der Kolimes der end-
lichdimensionalen Teilräume von W in der Kategorie der kontravarianten Men-
genfunktoren beschrieben werden.
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Beispiel 20.3.1.20. Gegeben ein Vektorraum V ist der Funktor, der jedem weite-
ren Vektorraum Z die Menge aller linearen Abbildungen endlichen Ranges von
V nach Z zuordnet, ein Pro-Vektorraum, er kann nämlich als der Limes der end-
lichdimensionalen Quotienten von V in der Opponierten zur Kategorie der Men-
genfunktoren beschrieben werden.

Übungen

Übung 20.3.1.21 (Hinreichendes Kriterium für essentiell konstante Systeme).
Sei X : I → C ein filtrierendes System in einer Kategorie C. Es gebe einen Index
i ∈ I derart, daß jeder von i ausgehende Systemmorphismus s : i → a in der
Weise durch einen weiteren Systemmorphismus t : a → j verlängert werden
kann, daß die Verknüpfung einen Isomorphismus X(ts) : Xi

∼→ Xj induziert. So
ist der offensichtliche Morphismus ist ein Isomorphismus

Xi
∼→ colfj Xj

und nach 20.3.1.7 ist a forteriori der offensichtliche Morphismus ist ein Isomor-
phismus X̂i

∼→ côlfj Xj . Daß es auch andere essentiell konstante Systeme gibt,
zeigt eine leichte Variation von Beispiel 20.3.1.18.

Übung 20.3.1.22 (Mengenfunktoren als Kolimites). Seien C eine Kategorie und
C∧ := Cat(Copp,Ens) und C 7→ Ĉ die volltreue Ko-Yoneda-Einbettung C ∼

↪→ C∧.
Gegeben X ∈ C∧ betrachten wir die volle Unterkategorie CX ⊂ C∧X aller Mor-
phismen Ĉ → X mit C ∈ C und den Funktor V : CX → C∧, der den Mor-
phismus nach X vergißt. So ist der natürliche Morphismus ein Isomorphismus
côlCX V

∼→ X oder anders notiert

côl
Ĉ→X

Ĉ
∼→ X

Genauer liefert jeder Morphismus ϕ : côlĈ→X Ĉ → Y mit Y ∈ C∧ für beliebige
A,C ∈ C und ψ : Ĉ → X eine Abbildung ϕ(ψ,A) : Ĉ(A) → Y (A). Jedes u ∈
X(A) entspricht nun einem û : Â → X und liefert so ϕ(û, A) : Â(A) → Y (A).
Die Abbildung X(A) → Y (A) wird nun gegeben durch u 7→ ϕ(û, A)(idA). Den
Rest mag der Leser selber machen.

Übung 20.3.1.23 (Proendliche Mengen als topologische Räume). Man betrach-
te die Kategorie Ensf der endlichen Mengen und zeige, daß unter der Interpreta-
tion endlicher Mengen als diskrete topologische Räume das Bilden des Limes in
der Kategorie der topologischen Räume einen volltreuen Funktor

pro- Ensf
∼
↪→ Top
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von der Kategorie der Pro-Objekte zu endlichen Mengen in die Kategorie der
topologischen Räume liefert. Allgemeiner zeige man, daß wir in derselben Weise
einen volltreuen Funktor

pro- Ens
∼
↪→ Unif

von der Kategorie der Pro-Objekte von Mengen in die Kategorie der uniformen
Räume mit gleichmäßig stetigen Abbildungen als Morphismen erhalten.

Übung 20.3.1.24. Man betrachte die Kategorie Grpf der endlichen Gruppen und
zeige, daß nach dem Auffassen endlicher Gruppen als diskrete topologische Grup-
pen das Bilden des Limes in der Kategorie der topologischen Gruppen einen voll-
treuen Funktor

pro- Grpf
∼
↪→ GrpTop

von der Kategorie der Pro-Objekte in endlichen Gruppen in die Kategorie der
topologischen Gruppen liefert. Die topologischen Gruppen im essentiellen Bild
dieses Funktors heißen proendliche Gruppen. Sie können dadurch charakteri-
siert werden, daß sie kompakt und Hausdorff sind und daß das neutrale Element
eine Umgebungsbasis aus offenen Normalteilern besitzt.

Übung 20.3.1.25 (Erweiterung einer Kategorie um alle endlichen Produkte).
Seien U ein Mengensystem und C eine U-Kategorie. So erhält die Ko-Yoneda-
Einbettung C ∼

↪→ C∧U Produkte, wann immer diese existieren, und auch für jedes
größere Mengensystem V ⊃ U erhält die offensichtliche Einbettung C∧U

∼
↪→ C∧V

Produkte, wann immer diese existieren. Gibt es in U alle endlichen Produkte, so
auch in C∧U .

20.3.2 Faktorierte Funktoren auf Ore-Lokalisierungen
20.3.2.1. Die Elemente einer ausgezeichneten Menge S von Morphismen einer
Kategorie nennen wir im folgenden S-Morphismen.

20.3.2.2 (Ore-Lokalisierung durch Ind-Objekte). Seien C eine Kategorie und
S ein Rechtsoresystem von C. Nach 20.1.4.13 haben wir eine natürliche Bijektion

colf
Y
S→B
C(X,B)

∼→ CS(X, Y )

zwischen dem Morphismenraum CS(X, Y ) in der Lokalisierung und dem filtrie-
renden Kolimes über das System aller S-Morphismen Y → B aus Y der Morphis-
menräume C(X,B). In der Terminologie von 20.3.1.12 ist diese Menge weiter in
natürlicher Bijektion zu C∧(X, Y +) für

Y + := côlf
Y
S→B

B
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mit dem filtrierenden Kolimes in der Funktorkategorie über das System SY aller
S-Morphismen Y → B aus Y . Damit aber induziert jeder S-Morphismus t :
X → A, da wir die analoge Aussage in CS ja bereits kennen, eine Bijektion
C∧(A, Y +)

∼→ C∧(X, Y +). Die Vorschrift Y 7→ Y + induziert mithin, wieder nach
20.3.1.12, einen volltreuen Funktor

CS
∼
↪→ ind(C)

20.3.2.3 (Ore-Lokalisierung durch Pro-Objekte). Analog konstruiert man im
Fall eines Linksoresystems S einen volltreuen Funktor CS

∼
↪→ pro(C), X 7→ X−.

Definition 20.3.2.4. Seien F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresys-
tem von C. Der rechtsfaktorierte oder ausführlicher der volle rechtsfaktorierte
Funktor RF von F ist die Komposition

CS
∼
↪→ ind(C)→ ind(D)

der volltreuen Einbettung aus 20.3.2.2 mit dem von F auf Ind-Objekten induzier-
ten Funktor.

20.3.2.5 (Rechtsfaktorierter auf Objekten). Seien F : C → D ein Funktor
und S ein Rechtsoresystem von C. Auf Objekten wird unser Rechtsfaktorierter
gegeben durch die Vorschrift

(RF )(QY ) := côlf
Y
S→B

FB

Der Indkolimes ist hier gemeint über die filtrierende Kategorie aller S-Morphismen
Y → B in C. Für Q : C → CS die Lokalisierung und V : D ∼

↪→ ind(D) der of-
fensichtliche volltreue Funktor erhält man aus der Konstruktion zusätzlich eine
ausgezeichnete Transformation

ρ : V ◦ F ⇒ RF ◦Q

Definition 20.3.2.6. Seien F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresys-
tem von Morphismen von C. Ein Objekt I ∈ C heißt F -S-rechtsentfaltet, wenn
sich jeder S-Morphismus I → B so durch einen weiteren Morphismus B → J
verlängern läßt, daß die Komposition ein S-Morphismus ist und unter F einen
Isomorphismus FI ∼→ FJ induziert.

20.3.2.7 (Rückwärtskompatibilität der Terminologie). Sei S ein Rechtsore-
system von Morphismen einer Kategorie C. Nach 20.1.4.27 ist ein Objekt S-
rechtsentfaltet im Sinne von 20.1.3.7 genau dann, wenn es Id-S-rechtsentfaltet
ist für den Identitätsfunktor auf C, und dann ist es auch F -S-rechtsentfaltet für je-
den Funktor F : C → D in eine weitere Kategorie D. Unsere S-rechtsentfalteten
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Objekte sind weiter genau die Q-rechtsentfalteten Objekte im Sinne von 20.1.3.1
für den Quotientenfunktor Q : C → CS . Unsere F -S-rechtsentfalteten Objekte
hier stehen zu den F -rechtsentfalteten Objekten aus 20.1.3.1 in keiner direkten
Beziehung, sie verallgemeinern vielmehr die Q-rechtsentfalteten Objekte.

20.3.2.8. Seien F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von Morphis-
men von C. Ein Objekt I ist F -S-rechtsentfaltet, wenn in der filtrierenden Kate-
gorie der von I ausgehenden S-Morphismen diejenigen S-Morphismen I → J ,
die unter F zu Isomorphismen werden, eine konfinale Unterkategorie bilden. Das
ist nur eine Umformulierung der Definition.

20.3.2.9. Ein Objekt I ∈ C heißt F -S-déployé à droite, wenn unsere Transfor-
mation aus 20.3.2.5 einen Isomorphismus ρI : V (FI)

∼→ RF (QI) induziert.
Diese Bedingung ist mühsamer in der Handhabung und für unsere Zwecke rei-
chen rechtsentfaltete Objekte aus. Nach 20.3.1.21 ist jedes rechtsentfaltete Objekt
auch déployé à droite.

Definition 20.3.2.10. Seien F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem
von Morphismen von C. Ein Objekt Y ∈ C heiße F -S-rechtsentfaltbar, wenn es
ein F -S-rechtsentfaltetes Objekt I ∈ C gibt mitsamt einem Morphismus Y → I ,
der in CS ein Isomorphismus wird. So einen Morphismus nennen wir dann eine F -
S-Rechtsentfaltung von Y . Die vollen Unterkategorien der F -S-rechtsentfalte-
ten beziehungsweise F -S-rechtsentfaltbaren Objekte notieren wir C[F ] ⊂ CF ⊂ C
und die vollen Unterkategorien ihrer Bilder in der Lokalisierung entsprechend
CS,[F ] ⊂ CS,F ⊂ CS .

20.3.2.11. Die Frage, inwieweit C[F ] → CS,[F ] und CF → CS,F wieder Lokalisie-
rungsfunktoren sind, lassen wir unberührt.

20.3.2.12. Sei C eine Kategorie mit Rechtsoresystem S. Wir hatten in 20.3.2.7
gesehen, daß die Id-S-rechtsentfalteten Objekte genau unsere S-rechtsentfalteten
Objekte sind. Analog vereinbaren wir hier, daß wir die Id-S-rechtsentfaltbaren
Objekte kurz S-rechtsentfaltbar nennen.

Satz 20.3.2.13 (Rechtsfaktorierter). Seien F : C → D ein Funktor und S ein
Rechtsoresystem von Morphismen von C. So gibt es bis auf eindeutigen Isomor-
phismus genau ein Paar (R, τ) bestehend aus einem Funktor

R : CS,F → D

und einer Transformation τ = τF : F ⇒ RQ von Funktoren CF → D derart,
daß für jedes F -S-rechtsentfaltete Objekt I ∈ C[F ] unsere Transformation einen
Isomorphismus τI = τF,I : FI

∼→ RQI liefert.
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20.3.2.14. Seien F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von Mor-
phismen von C. Das Paar (R, τ) aus unserem Satz nennen wir den zahmen Rechts-
faktorierten von F . Es wird sich beim Beweis des Satzes erweisen, daß der zah-
me Rechtsfaktorierte im wesentlichen eine Einschränkung des vollen Rechtsfakto-
rierten ist. Im weiteren verstehen wir unter dem Rechtsfaktorierten von F meist
unseren zahmen Rechtsfaktorierten und verwenden auch dafür die Notation RF .

20.3.2.15. Seien F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von Mor-
phismen von C. Ist Y → I eine F -S-Rechtsentfaltung, so erhalten wir mit τ in
den Horizontalen ein kommutatives Diagramm

FY → RF (QY )
↓ ↓ o
FI

∼→ RF (QI)

einen und daraus einen ausgezeichneten Isomorphismus RF (QY )
∼→ FI . Das

zeigt, wie wir unsere rechtsfaktorierten Funktoren berechnen können.

20.3.2.16 (Charakterisierung von eingeschränkten Rechtsfaktorierten). Sei-
en F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von Morphismen von
C. Ist in der Situation des Satzes 20.3.2.13 über den Rechtsfaktorierten allgemei-
ner eine volle Unterkategorie U ⊂ CF gegeben, in der jedes Objekt eine F -S-
Rechtsentfaltung besitzt, so gibt es auch bis auf eindeutigen Isomorphismus ge-
nau ein Paar (R, τ) mit R : Q(U) → D und τ : F ⇒ RQ derart, daß τI für
alle F -S-rechtsentfalteten Objekte I von U ein Isomorphismus ist. Das folgt aus
unserem Beweis des Satzes gleich mit.

Beweis. Per definitionem macht der volle rechtsfaktorierte Funktor F -S-rechts-
entfaltbare Objekte zu essentiell konstanten induktiven Systemen. Bezeichnen wir
mit indek(D) die Kategorie der essentiell konstanten Systeme, so schränkt (RF, ρ)
demnach ein zu einem Paar derselben Art in der unteren Horizontale des Dia-
gramms

C Q // CS RF // ind(D)

CF

OO

// CS,F

OO

RF // indek(D)

OO

D≈
V
oo

Wir erhalten also einen Rechtsfaktorierten (R, τ), indem wir für die Äquivalenz
von Kategorien V unten rechts ein Quasiinverses wählen und es dem auf CS,F ein-
geschränkten vollen Rechtsfaktorierten (RF, ρ) nachschalten. Um die Eindeutig-
keit zu zeigen, nehmen wir an, nun (R′, τ ′) sei ein weiteres mögliches Paar. Indem
wir die Äquivalenz V : D ≈→ indek(D) nachschalten, müssen wir nur zeigen, daß
es genau eine Transformation κ : V R′ ⇒ RF gibt mit ρ = κQ ◦ V τ ′ : V F ⇒
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RFQ und daß diese Transformation κ eine Isotransformation ist. Das alles folgt
aber unmittelbar aus unseren Annahmen und der Tatsache, daß die Einbettung
eine Äquivalenz CS,[F ]

≈→ CS,F ist.

Beispiel 20.3.2.17 (Blick hinter die Kulissen). Seien F : C → D ein Funktor
und S ein Rechtsoresystem von Morphismen von C. Aus unserem Satz 20.3.2.13
zum Rechtsfaktorierten folgt, daß jeder S-Morphismus s : I → J zwischen F -S-
rechtsentfalteten Objekten unter F ein Isomorphismus wird. Ich will nun zeigen,
wie unsere Argumente in diesem speziellen Fall funktionieren, indem ich mit den
entsprechenden Vereinfachungen nocheinmal eine unabhängige Argumentation
ausschreibe. Weil wir I als F -S-rechtsentfaltet annehmen, gibt es w : J → I1 mit
ws ∈ S und F (ws) iso. Es folgt F (w)F (s) iso. Wegen S rechtsore und ws ∈ S
und ohne daß wir s ∈ S verwenden gibt es weiter t : J → J1 und v : I1 → J1 mit
t ∈ S und v(ws) = ts. Wegen rechtsore gibt es dann auch u ∈ S mit u(vw) = ut.
Aufgrund unserer Annahme, daß J ein F -S-rechtsentfaltetes Objekt ist, gibt es
einen Morphismus xmit xut ∈ S und F (xut) iso, also F (xuvw) = F (xuv)F (w)
iso. Da nun F (w) sowohl durch Nachschalten wie durch Vorschalten geeigneter
Morphismen zu einem Isomorphismus gemacht werden kann, ist F (w) selber iso.
Aus F (w)F (s) iso und F (w) iso folgt dann schließlich F (s) iso wie gewünscht.
Beispiel 20.3.2.18 (Überflüssiges Faktorieren). Seien F : C → D ein Funktor
und S ein Rechtsoresystem von C. Sind in C alle Objekte F -S-rechtsentfaltet,
so werden nach unserem Satz 20.3.2.13 zum Rechtsfaktorieren oder auch nach
20.3.2.17 alle Morphismen aus S unter F zu Isomorphismen und unser Funktor F
faktorisiert in eindeutiger Weise über CS als F = F̃ ◦Q. Für den rechtsfaktorierten
Funktor (RF, τ) ist dann τ eine Isotransformation τ : F̃ ◦ Q = F

∼⇒ RF ◦ Q
und induziert nach der Volldichtigkeit von Lokalisierungsfunktoren 20.1.2.20 eine
Isotransformation F̃ ∼⇒ RF .
20.3.2.19 (Diskussion der Literatur). Seien F : C → D ein Funktor und S ein
Rechtsoresystem von Morphismen von C. Deligne nennt ein Objekt Y ∈ C déri-
vable, wann immer das Indobjekt (RF )(Y ) zum essentiellen Bild der volltreuen
Einbettung V : D ∼

↪→ ind(D) gehört. Ich will vermeiden, in dieser Allgemeinheit
zu arbeiten.
20.3.2.20 (Rechtsfaktorierte von Morphismenfunktoren). Sei (C, S) eine Ka-
tegorie mit einem ausgezeichneten Rechtsoresystem. Gegeben ein Objekt X ∈ C
ordnet der Rechtsfaktorierte des Yonedafunktors X̌ := C(X, ) : C → Ens einem
Objekt QY die Ind-Menge

(RX̌)(QY ) = côlf
Y
S→B
C(X,B)

zu. Ist der Yonedafunktor X̌ := C(X, ) : C → Ens auf Y ∈ C rechtsentfaltbar
für S, ist also Y ein X̌-S-rechtsentfaltbares Objekt, so ist diese Ind-Menge essen-
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tiell konstant und wir erhalten zusammen mit 20.3.1.17 und 20.3.2.2 natürliche
Bijektionen

(RX̌)(QY ) = côlf
Y
S→B
C(X,B)

∼→ colf
Y
S→B
C(X,B)

∼→ CS(QX,QY )

Der Rechtsfaktorierte des Yonedafunktors ist mithin, wo immer er definiert ist, der
Yonedafunktor in der lokalisierten Kategorie. Ist S ein Linksoresystem, so erhal-
ten wir opponiert für den Rechtsfaktorierten des Yonedafunktors Ŷ := C( , Y ) :
Copp → Ens, sofern er auf einem Objekt X ∈ C definiert ist, eine natürliche Bi-
jektion (RŶ )(X)

∼→ CS(X, Y ). Ist S sogar ein Oresystem, so ordnet der volle
Rechtsfaktorierte des Morphismenfunktors

MorC := C( , ) : Copp × C → Ens

einem Paar (QX,QY ) die Ind-Menge côlf
A
S→X, Y S→B

C(A,B) zu. Existiert der
Rechtsfaktorierte bei (QX,QY ) oder ist diese Ind-Menge auch nur essentiell kon-
stant, so erhalten wir zusammen mit 20.3.1.17 und 20.3.2.2 natürliche Bijektionen

(R MorC)(QX,QY ) = côlf
A
S→X, Y S→B

C(A,B)
∼→ colf

A
S→X, Y S→B

C(A,B)
∼→ CS(QX,QY )

Im Fall eines Oresystem beschreibt der Rechtsfaktorierte des Morphismenfunk-
tors mithin, wo immer er definiert ist, die Morphismen in der lokalisierten Ka-
tegorie. Wie in 20.3.10 ausgeführt wird, verhalten sich die sogenannten „univer-
sellen Approximationen“ in diesem Kontext noch besser als unsere faktorierten
Funktoren.

20.3.2.21 (Faktorieren einer Verknüpfung). Seien F : C → D ein Funktor
und S ein Rechtsoresystem von C. Gegeben ein weiterer Funktor G : D → E
ist offensichtlich jedes F -S-rechtsentfaltete Objekt auch GF -S-rechtsentfaltet.
Es gibt mithin nach 20.3.2.16 genau eine Transformation von Funktoren α :
R(GF )|CS,F ⇒ G ◦ RF mit (αQ) ◦ τGF = (GτF ) und diese ist eine Isotrans-
formation

R(GF )|CS,F
∼⇒ G ◦ RF

Feinere Aussagen in dieser Richtung besprechen wir im Zusammenhang mit Gro-
thendieck’s Spektralsequenz in 20.3.4.22.

Proposition 20.3.2.22 (Rechtsfaktorierter des Identitätsfunktors). Gegeben ei-
ne Kategorie mit Rechtsoresystem (C, S) ist der Rechtsfaktorierte RId : CS,Id → C
des Identitätsfunktors ein maximaler partieller Rechtsadjungierter R des Lokali-
sierungsfunktors Q : C → CS mit τ der Einheit der Adjunktion.
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Beweis. Nach 20.3.2.7 besteht C[Id] genau aus allen S-rechtsentfalteten Objek-
ten von C im Sinne von 20.1.3.7 und nach 20.1.3.7 sind das genau alle Objekte
I ∈ C derart, daß der partielle Rechtsadjungierte R von Q bei QI definiert ist und
die Adjunktion einen Isomorphismus I ∼→ RQI liefert. Auf allen Objekten von
CS,[Id] und damit auch auf allen Objekten von CS,Id ist also der partielle Rechtsad-
jungierte definiert. Ist umgekehrt der partielle Rechtsadjungierte R zu Q bei QY
definiert, so ist RQY nach 20.1.3.9 rechtsentfaltet und idQY entspricht unter der
Adjunktion einem Morphismus Y → RQY , der unterQ zu einem Isomorphismus
wird. Mithin ist Y ein S-Id-rechtsentfaltbares Objekt im Sinne von 20.3.2.10. So
sehen wir, daß auch umgekehrt alle Objekte, auf denen der Rechtsderivierte zu Q
definiert ist, zu CS,Id gehören müssen. Also ist unser partieller Rechtsadjungierter
ein Funktor R : CS,Id → C und die Einheit der Adjunktion ist eine Transformation
ε : Id ⇒ RQ mit εI : I

∼→ RQI für alle rechtsentfalteten Objekte I . Damit aber
hat das Paar (R, ε) die charakterisierende Eigenschaft, die den Rechtsfaktorierten
der Identität (RId, τ) festlegt bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Ergänzung 20.3.2.23. In den Notationen des vorhergehenden Beweises ist nach
20.1.3.9 weiter QτY ein Isomorphismus. Nach 20.1.4.19 folgt daraus, wenn S ein
gesättigtes Oresystem ist, sogar τY ∈ S.

20.3.2.24 (S-Rechtsentfaltet impliziertG-S-Rechtsentfaltet). Gegeben eine Ka-
tegorie C mit einem Rechtsoresystem S sind die S-rechtsentfalteten Objekte nach
20.3.2.21 notwendig G-S-rechtsentfaltet für jeden Funktor G : C → D und
20.3.2.21 liefert stets eine Isotransformation

α : RG|CS,Id = R(G ◦ Id)|CS,Id
∼⇒ G ◦ RId mit αQ ◦ τG = GτId.

Nun wissen wir aus 20.3.2.22, daß der Rechtsfaktorierte RId des Identitätsfunk-
tors gerade der maximale partielle Rechtsadjungierte R des Lokalisierungsfunk-
tors ist. Salopp gesprochen haben wir also RG = G ◦ R wo immer der partielle
Rechtsadjungierte R des Lokalisierungsfunktors definiert ist.

Vorschau 20.3.2.25 (Faktorieren mit injektiven Auflösungen). Gegeben A eine
abelsche Kategorie und S das Rechtsoresystem der Quasiisomorphismen in C :=
HotA hatten wir bereits in 20.2.6.5 vereinbart, die S-rechtsentfalteten Komplexe
quisrechtsentfaltet zu nennen. Ebenso vereinbaren wir hier, die S-rechtsentfalt-
baren Komplexe quisrechtsentfaltbar zu nennen. Zum Beispiel ist jeder gegen
die Pfeile beschränkte Komplex I von injektiven Objekten von A nach 20.2.6.6
quisrechtsentfaltet. Wenn A genug Injektive besitzt, ist demnach für jedes A ∈ A
der Komplex A[0] quisrechtsentfaltbar. Betrachten wir nun eine weitere abelsche
Kategorie B und einen additiven Funktor T : A → B und die Verknüpfung F :=
Q ◦ Hot(T ) von Funktoren

F : C = HotA → HotB → DerB = D
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und hat A weiter genug Injektive, so finden wir natürliche Isomorphismen

(RiT )(A)
∼→ Hi

(
(RF )(A[0])

)
Sie zeigen die Beziehung unserer höheren derivierten Funktoren aus 19.3.2.8 mit
den hier erklärten faktorierten Funktoren. Im übrigen gibt es, wenn A genug In-
jektive besitzt, nach 19.9.3.9 oder alternativ 20.2.7.9 sogar von jedem Komplex
in Hot+(A) einen Quasiisomorphismus zu einem Komplex in Hot+(iA) aus in-
jektiven Objekten. Jeder Komplex in Hot+(A) ist mithin quisrechtsentfaltbar für
jeden Funktor F : Hot(A) → D in eine beliebige weitere Kategorie. Ein Vor-
teil der Begrifflichkeit der F -S-rechtsentfaltbaren Objekte oder spezieller der F -
quisrechtsentfaltbaren Komplexe liegt darin, daß wir damit, auch ohne die Exis-
tenz von genug injektiven Objekten vorauszusetzen, derivierte Funktoren erklären
und untersuchen können. Das verwenden wir in der opponierten Situation im wei-
teren zum Beispiel, um auf der derivierten Kategorie der abelschen Garben auf
einem topologischen Raum ein Tensorprodukt zu erklären.

20.3.2.26. Seien opponiert F : C → D ein Funktor und S ein Linksoresystem von
Morphismen von C. Der volle linksfaktorierte Funktor von F ist der Funktor
LF : CS → pro(D) von der Lokalisierung von C in die Kategorie der pro-Objekte
von D gegeben durch

(LF )(X) := ľımf
A
S→X

FA

Der Limes ist dabei zu verstehen über die kofiltrierende Kategorie aller S-Mor-
phismen A → X in C. Wir haben (LF )opp = R(F opp) : Copp

S → ind(Dopp) =
(pro(D))opp. Alle für rechtsfaktorierte Funktoren bewiesenen Aussagen übertra-
gen sich unmittelbar auf linksfaktorierte Funktoren. Insbesondere erklären wir die
vollen Unterkategorien C[F ] ⊂ CF ⊂ C der F -S-linksentfalteten beziehungswei-
se F -S-linksentfaltbaren Objekte und die vollen Unterkategorien

CS,[F ] ⊂ CS,F ⊂ CS

in der Lokalisierung mit deren Bildern als Objekten und verzichten darauf, eine
Notation einzuführen, die in diesem Kontext den Unterschied zwischen rechts und
links zum Ausdruck bringt. Weiter erklären wir den Linksfaktorierten als das bis
auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmte Paar (LF, σ) bestehend aus
einem Funktor LF : CS,F → D und einer Transformation

σ : LF ◦Q⇒ F

in Cat(CF ,D), die für F -S-linksentfaltetes P alias P ∈ C[F ] einen Isomorphismus
σP : (LF )(P )

∼→ FP liefert.
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20.3.2.27 (Rechtsfaktorierter und Linksfaktorierter). Seien F : C → D ein
Funktor und S ein Oresystem von Morphismen von C. Für die Objekte X , die
sowohl linksentfaltbar als auch rechtsentfaltbar sind, liefern unsere Definitionen
natürliche Morphismen (LF )QX → FX → (RF )QX in D. Für Objekte X , die
sowohl F -S-linksentfaltet als auch F -S-rechtsentfaltet sind, sind diese Morphis-
men sogar Isomorphismen. Sind alle Objekte von C sowohl F -S-rechtsentfaltet
als auch F -S-linksentfaltet, so erhalten wir auf diese Weise Isotransformationen
LF ◦ Q ∼⇒ F

∼⇒ RF ◦ Q. Insbesondere macht dann F Morphismen aus S zu
Isomorphismen und faktorisiert folglich als F = F̃ ◦Q. Da jeder Lokalisierungs-
funktor nach 20.1.2.20 volldicht ist, kommen unsere Isotransformationen also her
von wohlbestimmten Isotransformationen

LF
∼⇒ F̃

∼⇒ RF

Die rechte dieser Isotransformation wurde bereits in 20.3.2.18 diskutiert.

20.3.2.28 (Adjunktion von faktorierten Funktoren). Seien adjungierte Funkto-
ren F : C → D und G : D → C gegeben und seien S ein Linksoresystem in C
und T ein Rechtsoresystem in D. So erhalten wir natürliche Bijektionen

(CS)∧(X,R(QG)Y ) (DT )∨(L(QF )X, Y )

colf
Y
T→I
CS(X,QGI)

o

OO

colf
P
S→X
DT (QFP, Y )

o

OO

colf
Y
T→I, P S→X

C(P,GI)

o
OO

∼ // colf
P
S→X, Y T→I

D(FP, I)

o
OO

Hier bezeichnet Q : C → CS und Q : D → DT die jeweilige Lokalisierung.
Sind speziell das ind-Objekt R(QG)Y und das pro-Objekt L(QF )X essentiell
konstant, so erhalten wir eine natürliche Bijektion

CS(X,R(QG)Y )
∼→ DT (L(QF )X, Y )

Sind etwa alle Objekte von C bereits QF -S-linksentfaltbar, so ist R(QG) der par-
tielle Rechtsadjungierte zu L(QF ) auf allen QG-T -rechtsentfaltbaren Objekten
von D.

Vorschau 20.3.2.29. Die obigen Aussagen zur Adjunktion von vollen faktorierten
Funktoren sind für die „Kan-Erweiterungen“, die auch oft betrachtet werden und
die wir in 20.3.10 behandeln, in dieser Allgemeinheit nicht mehr richtig.

20.3.2.30. Ich erinnere daran, daß wir in 16.4.8.5 einen partiell definierten Funk-
tor als einen auf einer vollen Unterkategorie definierten Funktor erklärt hatten.
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Gegeben Kategorien A,B und partiell definierte Funktoren L : A 99K B und
R : B 99K A verstehe ich unter einer partiellen Adjunktion (L,R) eine Isotrans-
formation

αA,B : B(LA,B)
∼→ A(A,RB)

von Funktoren AL ×BR → Ens vom Produkt der Definitionsbereiche unserer je-
weiligen Funktoren. In dieser Terminologie induziert also mit den Notationen der
vorherigen Bemerkung 20.3.2.28 jede Adjunktion (F,G) von Funktoren zwischen
Kategorien mit ausgezeichneten Links- beziehungsweise Rechts-Oresystemen ei-
ne partielle Adjunktion der faktorierten Funktoren (L(QF ),R(QG)).

Übungen

Übung 20.3.2.31. Seien F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von
Morphismen von C. Induziert eine F -S-Rechtsentfaltung Y → I von Y ∈ C einen
Isomorphismus FY ∼→ FI , so ist Y bereits F -S-rechtsentfaltet.
Übung 20.3.2.32. Seien F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem von
Morphismen von C. Gegeben sei eine Menge I ⊂ C von Objekten derart, daß
(1) jedes Objekt Y ∈ C einen S-Morphismus zu einem Objekt I ∈ I besitzt und
daß (2) jeder S-Morphismus zwischen Objekten aus I unter F ein Isomorphismus
wird. So besteht I aus F -S-rechtsentfalteten Objekten.
Übung 20.3.2.33. Seien (C, S) und (D, T ) Kategorien mit Morphismenmengen.
Ist I ∈ C rechtsentfaltet für S und J ∈ D rechtsentfaltet für T , so ist (I, J) ∈
C × D rechtsentfaltet für S × T .
Übung 20.3.2.34. Seien F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem
in C. Besitzt Y ∈ C eine F -S-Rechtsentfaltung, so auch jedes weitere Objekt
Z ∈ C mit QY ∼= QZ in CS . Hinweis: Ich erinnere die Definition: Eine F -S-
Rechtsentfaltung 20.3.2.10 ist ein Morphismus zu einem entfalteten Objekt, der
in der Lokalisierung ein Isomorphismus wird.
Übung 20.3.2.35. Seien F : C → D ein Funktor und S ein Rechtsoresystem in
C. Gegeben ein F -S-rechtsentfaltbares Objekt X ∈ C bilden die entsprechenden
EntfaltungenX → I ein Ind-Objekt. Hinweis: Jeder Morphismus der lokalisierten
Kategorie kann als Rechtsbruch geschrieben werden. Zwei Morphismen f, g in C
werden nach 20.1.4.28 gleich in der Lokalisierung genau dann, wenn es s ∈ S gibt
mit sf = sg. Diese Übung wird gebraucht bei der Diskussion der Lokalisierung
von Kofaserfunktoren durch lokale Linksanpassung 21.2.5.12.

20.3.3 Faktorieren über triangulierte Quotienten
20.3.3.1. Gegeben eine triangulierte Kategorie T und ein trianguliertes System
V ⊂ T ist nach 20.2.5.3 das System S = SV aller Morphismen mit Kegel in V
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ein Oresystem und wir haben per definitionem TS = T /V . Statt S-rechtsentfaltet
beziehungsweise S-rechtsentfaltbar sagen wir in diesem Kontext auch V-rechts-
entfaltet beziehungsweise V-rechtsentfaltbar. Ebenso sagen wir für einen Funk-
tor F : T → D statt F -S-rechtsentfaltet beziehungsweise F -S-rechtsentfaltbar in
diesem Kontext F -V-rechtsentfaltet beziehungsweise F -V-rechtsentfaltbar.

20.3.3.2. Die V-rechtsentfalteten Objekte von T sind per definitionem genau un-
sere V-rechtsentfalteten Objekte aus 20.2.5.6, also genau die Objekte unseres Ver-
diersystems V⊥ aller Objekte I ∈ T mit T (V, I) = 0 für alle V ∈ V .

Satz 20.3.3.3 (Rechtsfaktorierter eines triangulierten Funktors). Gegeben ein
triangulierter Funktor F : T → D und ein trianguliertes System V ⊂ T gilt:

1. Die F -V-rechtsentfalteten Objekte von T bilden eine volle triangulierte Un-
terkategorie T[F ] ⊂ T ;

2. Die F -V-rechtsentfaltbaren Objekte von T und ihre Bilder bilden jeweils
volle triangulierte Unterkategorien TF ⊂ T und (T /V)F ⊂ T /V;

3. Der rechtsfaktorierte Funktor RF von F besitzt genau eine Z-Struktur, für
die τ : F ⇒ (RF )Q eine verträgliche Transformation von Z-Funktoren ist,
und mit dieser Z-Struktur ist er ein triangulierter Funktor

RF : (T /V)F → D

Beweis. Einen Morphismus mit Abbildungskegel in V nennen wir im folgenden
kurz einen V-Morphismus. Zunächst zeigen wir, daß die F -V-rechtsentfalteten
oder kurz entfalteten Objekte eine volle triangulierte Unterkategorie T[F ] ⊂ T
bilden. Dazu argumentieren wir anhand des kommutativen Diagramms

A

V
��

// B

V 1
��

// C
[1] //

V 2
��

X
1
// Y

V 3
��

2
// Z

V 4
��

[1]

2
//

X

V 6
��

3
// Y ′

4
// Z ′

V 5
��

[1]

4
//

X ′′
6
// Y ′

5
// Z ′′

6

[1] //

Wir gehen aus von einem ausgezeichneten Dreieck in der obersten Horizonta-
le, in dem wir B und C als entfaltet annehmen, und von einem beliebigen V-
Morphismus A→ X . Da nach 20.2.5.3 die V-Morphismen ein Oresystem bilden,
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können wir in einem ersten Schritt (1) den Kowinkel oben links so kommutativ
ergänzen, daß wie angedeutet auch B → Y ein V-Morphismus ist. Dann ver-
vollständigen wir in Schritt (2) die zweite Horizontale zu einem ausgezeichneten
Dreieck und ergänzen die beiden linken Vertikalen zu einem Morphismus von
ausgezeichneten Dreiecken durch einen Morphismus C → Z, dessen Kegel nach
20.2.5.5 wie angedeutet in V liegen muß. In Schritt (3) wählen wir Y → Y ′ mit
Kegel in V so, daß die Komposition FB → FY → FY ′ ein Isomorphismus ist. In
Schritt (4) ergänzen wir wieder zu einem Morphismus von ausgezeichneten Drei-
ecken. In Schritt (5) wählen wir Z ′ → Z ′′ mit Kegel in V so, daß die Komposition
FC → FZ → FZ ′ → FZ ′′ ein Isomorphismus ist. In Schritt (6) ergänzen wir
ein letztes Mal zu einem Morphismus von ausgezeichneten Dreiecken. Lassen wir
nun F auf das ganze Diagramm los, so werden beide Kompositionen der mittleren
und rechten Vertikalen Isomorphismen, also auch die Komposition in der linken
Vertikale. Das zeigt Teil 1. Nun zeigen wir, daß auch die F -V-rechtsentfaltbaren
oder kurz entfaltbaren Objekte eine volle triangulierte Unterkategorie TF ⊂ T bil-
den. Wir gehen aus von einem ausgezeichneten Dreieck, in dem wir B und C als
entfaltbar annehmen, und argumentieren anhand des kommutativen Diagramms

A // B

V 1
��

// C
[1] //

V 2
��

A

V 4
��

1
// X

2
// Y

V 3
��

[1]

2
//

Z
4
// X

3
// Y ′

4

[1] //

Hier wählen wir im Schritt (1) eine Entfaltung von B, bilden im Schritt (2) das
ausgezeichnete Dreieck, wählen in Schritt (3) mithilfe von 20.3.2.34 eine Entfal-
tung von Y und bilden in Schritt (4) wieder das Dreieck. Nach dem bereits Bewie-
senen besteht dann das unterste Dreieck aus entfalteten Objekten und wir sehen,
daß TF ⊂ T eine volle triangulierte Unterkategorie ist. Für V[F ] := T[F ] ∩ V ist
nun der offensichtliche triangulierte Funktor T[F ]/V[F ] → T /V volltreu nach dem
allgemeinen Resultat 20.1.4.21 über Orelokalisierung und volltreue Einbettungen.
Unser Funktor liefert folglich eine Äquivalenz

E : T[F ]/V[F ]
≈→ (T /V)F

mit der vollen Unterkategorie aller derjenigen Objekte von T /V , die in T entfalt-
bar sind, und insbesondere ist diese volle Unterkategorie von T /V auch triangu-
liert und Teil 2 ist bewiesen. Nun zeigen zeigen wir F (X) = 0 für alle X ∈ V[F ].
Per definitionem ist fürX ∈ V ja der NullmorphismusX → 0 ein V-Morphismus,
und ist X zusätzlich entfaltet, so muß er sich verlängern lassen durch einen Mor-
phismus 0 → Y derart, daß die Komposition einen Isomorphismus FX ∼→ FY
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liefert. Das ist aber offensichtlich nur möglich, wenn bereits gilt FX = 0. So
folgt in der Tat F (X) = 0 für alle X ∈ V[F ]. Die Einschränkung von F auf
T[F ] ⊂ T faktorisiert mithin über einen triangulierten Funktor F̄ : T[F ]/V[F ] → D.
Jede Wahl eines Quasiinversen U der Äquivalenz E liefert so einen triangulierten
Funktor

R := F̄U : (T /V)F → D

nebst einer verträglichen Transformation τ : F ⇒ RQ von Funktoren TF → D,
die zusammen die charakterisierende Eigenschaft eines Rechtsfaktorierten aus
20.3.2.13 haben. Die Eindeutigkeit des Paares (R, τ) bis auf eindeutigen Isomor-
phismus zeigt auch, daß die Z-Struktur auf R durch die Bedingungen im Satz
bereits eindeutig festgelegt wird.

20.3.3.4 (Überflüssiges Faktorieren). Seien F : T → D ein triangulierter Funk-
tor und V ⊂ T ein trianguliertes System. Ist jedes Objekt von T rechtsentfaltet
für (F,V), so faktorisiert F über F̃ : T /V → D und unser τ ist eine Isotransfor-
mation τ : F̃Q = F

∼⇒ RFQ und induziert eine Isotransformation F̃ ∼⇒ RF .
Diese Erkenntnis ist ein Spezialfall von 20.3.2.18.

20.3.3.5 (Rechtsfaktorierte und Linksfaktorierte). Seien F : T → D ein tri-
angulierter Funktor und V ⊂ T ein trianguliertes System. Ist jedes Objekt von T
sowohl F -V-rechtsentfaltet wie F -V-linksentfaltet, so induzieren die natürlichen
Transformationen aus der Definition Isotransformationen LF ◦Q ∼⇒ F

∼⇒ RF ◦Q.
Damit annulliert F alle Objekte aus V und faktorisiert über T /V als F = F̃Q und
unsere Isotransformationen kommen her von eindeutig bestimmten Isotransfor-
mationen

LF
∼⇒ F̃

∼⇒ RF

Das alles spezialisiert 20.3.2.27 und folgt auch unmittelbar aus unserem Satz
20.3.3.3 zum Rechtsfaktorierten eines triangulierten Funktors.

20.3.4 Derivierte Funktoren
20.3.4.1. Sei F : A → B ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien.
Den rechtsfaktorierten Funktor zur Verknüpfung

Q ◦ Hot(F ) : Hot(A)→ Hot(B)→ Der(B)

in Bezug auf das gesättigte Oresystem S der Quasiisomorphismen alias das Ver-
diersystem der exakten Komplexe von Hot(A) nennen wir den rechtsderivierten
Funktor zu F und notieren ihn vereinfachend RF := R(Q ◦ Hot(F )). Unser
rechtsderivierter Funktor zu F ist also ein triangulierter Funktor

RF : Der(A)F → Der(B)



20.3. FAKTORIERTE UND DERIVIERTE FUNKTOREN 3439

mit der vereinfachten Notation Der(A)F := Der(A)Q◦Hot(F ) für die nach 20.3.3.3
volle triangulierte Unterkategorie der (Q◦Hot(F ))-S-rechtsentfaltbaren Objekte,
die wir in diesem Kontext abkürzend F -quisrechtsentfaltbar nennen. Wir sagen
in diesem Kontext auch einfacher F -quisrechtsentfaltet statt „(Q ◦ Hot(F ))-S-
rechtsentfaltet“ und notieren die Kategorie aller F -quisrechtsentfalteten Komple-
xe Hot(A)[F ] beziehungsweise Der(A)[F ] je nachdem, ob wir sie als Objekte der
Homotopiekategorie oder der derivierten Kategorie betrachten. Ganz genau ist
dann unser Rechtsderivierter nach 20.3.2.13 das bis auf eindeutige Isotransforma-
tion eindeutig bestimmte Paar (RF, τ) aus besagtem triangulierten Funktor und ei-
ner Transformation τ : Q◦(HotF )⇒ RF ◦Q, die für alle F -quisrechtsentfalteten
Komplexe Y einen Isomorphismus τY : FY

∼→ (RF )Y in Der(B) liefert.

20.3.4.2. Sei F : A → B ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien.
Die volle Unterkategorie aller Objekte A ∈ A derart, daß A[0] ein F -quisrechts-
entfaltbarer Komplex ist, notieren wir AF und nennen diese Objekte die F -quis-
rechtsentfaltbaren Objekte vonA. Die höheren derivierten Funktoren von F
erklären wir dann als die Funktoren

RqF : AF → B

gegeben durch (RqF ) : A 7→ Hq(RF (A[0])). Schließlich nennen wir A ∈ A ein
F -rechtsazyklisches Objekt, wenn A[0] ein F -quisrechtsentfalteter Komplex ist.

Proposition 20.3.4.3 (Rechtsderivieren erhält Positivität). Gegeben F : A →
B ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien und X ∈ Der(A)F ein
F -quisrechtsentfaltbarer Komplex gilt

X ∈ Der≥n(A) ⇒ RF (X) ∈ Der≥n(B)

20.3.4.4. Insbesondere induziert die Adjunktion (τ≥n, i≥n), wenn τ≥nX auch F -
quisrechtsentfaltbar ist, einen Morphismus τ≥nRF (X) → RF (τ≥nX). Des wei-
teren verschwinden unsere RqF für q < 0 auch in der Allgemeinheit unserer
Definition 20.3.4.2.

Beweis. Nach Annahme gibt es einen Quasiisomorphismus X →̆ Y zu einem
F -quisrechtsentfalteten Komplex Y ∈ Hot(A). Dann ist für Y der natürliche
Morphismus ein Quasiisomorphismus Y →̆ τ≥nY und muß sich so durch einen
Morphismus τ≥nY → Z fortsetzen lassen, daß die Komposition ein Quasiiso-
morphismus ist und einen Quasiisomorphismus FY →̆ FZ induziert. Es folgt
HiRF (X) = HiFY = 0 für i < n.

20.3.4.5 (Rückwärtskompatibilitäten). Sei A eine abelsche Kategorie. Nach
20.2.6.6 sind gegen die Pfeile beschränkte Komplexe von injektiven Objekten
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in HotA stets quisrechtsentfaltet. Folglich verallgemeinern die hier definierten
höheren derivierten Funktoren unsere durch injektive Auflösungen definierten höher-
en derivierten Funktoren aus 19.3.2.8. Man sieht so auch leicht ein, daß die obige
Definition eines F -rechtsazyklischen Objekts im Fall eines linksexakten Funktors
F : A → B von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven in eine weitere
abelsche Kategorie mit der unter diesen Voraussetzungen in 19.3.6.4 gegebenen
Definition äquivalent ist.

20.3.4.6. Analoge Sprechweisen vereinbaren wir für linksderivierte Funktoren
und setzen zur Vermeidung von Vorzeichen LiFX := H−i(LF (X[0])).

20.3.4.7 (Derivierte Morphismen als Morphismen der derivierten Kategorie).
Gegeben eine abelsche Kategorie A konstruieren wir in diesem Abschnitt für alle
Objekte X, Y ∈ HotA, für die der Rechtsfaktorierte in Bezug auf Quasiisomor-
phismen RHomA des Funktors

(Q ◦ HomA) : Hotopp
A ×HotA → Der(Ab)

bei (X, Y ) definiert ist, einen Isomorphismus von abelschen Gruppen

H0 RHomA(X, Y )
∼→ DerA(X, Y )

Nach unseren Erkenntnissen 20.3.2.21 über das Faktorieren einer Verknüpfung ist
ja für so ein Paar (X, Y ) und jeden Funktor G : Der(Ab) → D der Rechtsfakto-
rierte von G ◦ (Q ◦ HomA) bei (X, Y ) definiert und wir haben einen ausgezeich-
neten Isomorphismus

R(G ◦ (Q ◦ HomA))(X, Y )
∼→ G(RHomA(X, Y ))

Für G = H0 finden wir speziell H0 ◦ (Q ◦ HomA) = MorHot und damit ist auch
der Rechtsfaktorierte von MorHot bei (X, Y ) definiert. Für den Rechtsfaktorierten
von MorHot hatten wir jedoch bereits in 20.3.2.20 eine ausgezeichnete Bijektion
(R MorHot)(X, Y )

∼→ DerA(X, Y ) konstruiert.

20.3.4.8 (Derivierte Morphismen in einer Variablen). Gegeben eine abelsche
Kategorie A und X ∈ HotA erhalten wir für alle Objekte Y ∈ HotA, für die
der Rechtsderivierte RHomA(X, ) des Funktors (Q ◦ HomA(X, )) : HotA →
Der(Ab) definiert ist, einen natürlichen Isomorphismus von abelschen Gruppen

H0
(

RHomA(X, )(Y )
) ∼→ DerA(X, Y )

In der Tat haben wir in diesem Fall X̌ = H0 ◦ (Q ◦ HomA(X, )) und nach
unseren Erkenntnissen 20.3.2.21 ist dann auf Y auch der Rechtsfaktorierte von X̌
definiert und dessen Wert bei Y stimmt nach 20.3.2.20 mit der Morphismenmenge
in der lokalisierten Kategorie DerA(X, Y ) überein. Analoges gilt für den anderen
Eintrag.
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Beispiel 20.3.4.9 (Derivieren exakter Funktoren). Gegeben ein exakter Funktor
F : A → B zwischen abelschen Kategorien ist jeder Komplex sowohl quisrechts-
entfaltet als auch quislinksentfaltet für F und wie in 20.3.3.5 besprochen erhalten
wir in diesem Fall Isotransformationen

LF
∼⇒ (Q ◦ Hot(F ))∼

∼⇒ RF

zwischen dem linksderivierten Funktor, dem von Q ◦ Hot(F ) vermittels der uni-
versellen Eigenschaft der Lokalisierung auf den derivierten Kategorien induzier-
ten Funktor und dem rechtsderivierten Funktor. Wir notieren (Q ◦ Hot(F ))∼ in
diesem Fall schlicht

F : Der(A)→ Der(B)

Für diesen Funktor gilt F (Der≥n(A)) ⊂ Der≥n(B), F (Der≤n(A)) ⊂ Der≤n(B)
und die Adjunktionen geben Isomorphismen τ≥nF ∼⇒ Fτ≥n, F τ≤n

∼⇒ τ≤nF , die
zusammen Isomorpismen FHn ∼⇒ HnF liefern.

Scholium 20.3.4.10. Das Derivieren exakter Funktoren ist ein Extremfall der hier
vorgestellten Theorie, in dem der derivierte Funktor global existiert, ohne daß man
irgendwelche Annahmen über die Existenz von Entfaltungen machen muß. Ein
anderer Extremfall ist das Derivieren durch gegen die Differentiale beschränkte
injektive Auflösungen, das für jeden beliebigen additiven Funktor gelingt, aber
eben nur als partiell definierter Funktor. Ein wichtiger weniger extremer Fall ist
das derivierte Tensorieren von Garben, auf das wir noch zurückkommen werden.

Korollar 20.3.4.11 (Rechtsderivieren und Abschneiden). Gegeben F : A → B
ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien und X ∈ Der(A)F ein F -
quisrechtsentfaltbarer Komplex mit τ≤nX auch F -quisrechtsentfaltbar induziert
τ≤nX → X einen Isomorphismus

τ≤nRF (τ≤nX)
∼→ τ≤nRF (X)

Beweis. Wir betrachten das ausgezeichnete Dreieck τ≤nX → X → τ>nX → [1].
Seine lange exakte Kohomologiesequenz zeigt, daß wir nur HiRFτ>nX = 0 für
i ≤ n zu zeigen brauchen. Das folgt jedoch daraus, daß nach 20.3.4.3 Rechtsderi-
vieren Positivität erhält.

Proposition 20.3.4.12 (Nullter Rechtsderivierter eines linksexakten Funktors).
Gegeben ein linksexakter Funktor F : A → B zwischen abelschen Kategorien
liefert die kanonische Transformation F ⇒ (RF )Q für jedes F -quisrechtsentfalt-
bare Objekt A ∈ AF einen Isomorphismus

FA
∼→ R0F (A)
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Beweis. Ist A[0] →̆ Y eine F -Quisrechtsentfaltung, so ist Y →̆ τ≥0Y ein Qua-
siisomorphismus und τ≥0Y besitzt nach 20.3.2.34 seinerseits eine F -Quisrechts-
entfaltung τ≥0Y → Z. Nun betrachten wir die Sequenz

FA→ H0FY → H0Fτ≥0Y → H0FZ

Die linksexakte Sequenz A ↪→ Y 0/(im d) → Y 1 zeigt nach Anwenden von F ,
daß die Komposition der beiden linken Morphismen dieser Sequenz ein Isomor-
phismus ist. Die Komposition der beiden rechten Morphismen ist ein Isomorphis-
mus nach Konstruktion. Damit müssen dann alle drei Morphismen Isomorphis-
men sein. Der erste Isomorphismus ist aber gerade der Isomorphismus, den wir in
der Proposition behauptet hatten.

Proposition 20.3.4.13 (Entfaltung durch Komplexe aus azyklischen Objek-
ten). Gegeben ein additiver Funktor F : A → B zwischen abelschen Kategorien
ist ein F -quisrechtsentfaltbarer Komplex X ∈ Hot+

A aus F -rechtsazyklischen Ob-
jekten bereits F -quisrechtsentfaltet.

20.3.4.14. Besitzt A genug Injektive, so ist nach 20.3.2.25 jeder Komplex X ∈
Hot+

A für jeden additiven Funktor F quisrechtsentfaltbar.

Beweis. Jeder Komplex aus F -rechtsazyklischen Objekten von A mit nur end-
lich vielen von Null verschiedenen Einträgen ist F -quisrechtsentfaltet, da die
F -quisrechtsentfalteten Komplexe nach 20.3.3.3 eine volle triangulierte Unter-
kategorie bilden. Für n ≥ 0 ist also der ab der (n + 1)-ten Stelle durch Null
fortgesetzte Komplex X≤n quisrechtsentfaltet für F . Das ausgezeichnete Dreieck
X → X≤n → Z → [1] besteht mithin aus F -quisrechtsentfaltbaren Komplexen
und wir erhalten ein kommutatives Diagramm

QF (X) → QF (X≤n) → QF (Z) → [1]
↓ ↓ o ↓

RF (X) → RF (X≤n) → RF (Z) → [1]

Nach 20.3.4.3 folgt aus Z ∈ Der≥n(A) bereits RF (Z) ∈ Der≥n(B). Im linken
Quadrat werden also nach Anwenden von Hq für q < n die beiden Horizontalen
Isomorphismen. Für die mittlere Vertikale gilt das eh wie bereits eingezeichnet
und für die linke Vertikale folgt es. Wenden wir diese Erkenntnis auf alle n an, so
folgt Hq(QF (X))

∼→ Hq(RF (X)) für alle q und damit QF (X)
∼→ RF (X) wie

behauptet.

20.3.4.15 (Lange exakte Sequenz der höheren Derivierten). Sei F : A → B
ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien. Nach 20.3.4.3 verschwin-
den auf jedem F -quisrechtsentfaltbaren Objekt von A alle negativen Rechtsderi-
vierten. Nach 20.2.6.4 gehört jede kurze exakte Sequenz A′ ↪→ A� A′′ zu einem
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wohlbestimmten ausgezeichneten Dreieck und führt folglich, wenn alle drei Ob-
jekte F -quisrechtsentfaltbar sind, auch in dieser Allgemeinheit zu einer langen
exakten Sequenz

R0F (A′) ↪→ R0F (A)→ R0F (A′′)→ R1F (A′)→ R1F (A)→ R1F (A′′)→ . . .

Es reicht im übrigen auch schon zu fordern, daß zwei Objekte unserer kurzen ex-
akten Sequenz F -quisrechtsentfaltbar sind, denn dann ist das dritte nach 20.3.3.3
notwendig auch F -quisrechtsentfaltbar. Ist F linksexakt, so zeigt 20.3.4.12, daß
wir in unserer langen exakten Sequenz sogar R0F durch F ersetzen dürfen.

20.3.4.16 (Adjunktion derivierter Funktoren auf derivierten Kategorien). Ge-
geben A,B abelsche Kategorien und (F,G) ein Paar von adjungierten additiven
Funktoren

A
F
�
G
B

sind LF und RG partiell adjungiert im Sinne von 20.3.2.30, wir haben also eine
explizite Isotransformation

ηA,B : DerA(A,RGB)
∼→ DerB(LFA,B)

von Funktoren Der(A)F × Der(B)G → Ens. In der Tat, gegeben Komplexe
A ∈ HotA und B ∈ HotB liefert unsere Adjunktion (F,G) natürliche Isomor-
phismen HotA(A,GB)

∼→ HotB(FA,B) alias eine Adjunktion (HotF,HotG)
und unsere Isotransformation ergibt sich damit aus der allgemeinen Diskussion
zur Adjunktion faktorierter Funktoren in 20.3.2.28.

Beispiel 20.3.4.17 (Spezialfall der Garbenkohomologie). Gegeben ein topolo-
gischer Raum X betrachten wir den linksexakten Funktor Γ : Ab/X → Ab der
globalen Schnitte. Unsere Theorie liefert dazu einen rechtsderivierten Funktor
RΓ : Der(Ab/X)Γ → Der(Ab) auf der vollen Unterkategorie der Γ-entfaltbaren
Objekte. Da Ab/X genug Injektive hat, sind alle gegen die Richtung der Diffe-
rentiale beschränkten Komplexe schon einmal quisrechtsentfaltbar, in Formeln
Der+(Ab/X) ⊂ Der(Ab/X)Γ. In 21.2.3.2 zeigen wir, daß sogar alle Garbenkom-
plexe quisrechtsentfaltbar sind, so daß sogar gilt Der(Ab/X)Γ = Der(Ab/X). Ge-
geben ein Komplex F ∈ Der(Ab/X)Γ von abelschen Garben setzt man

Hq(X;F) := Hq(RΓ)(F)

und nennt diese Gruppe die q-te Hyperkohomologie von X mit Koeffizienten
in F . Besteht der Komplex F = G[0] aus einer Garbe G im Grad Null und Nullen
in allen anderen Graden, so erhalten wir unsere Garbenkohomologie zurück. In
Formeln gilt also Hq(X;G[0]) = Hq(X;G). Analog verfahren wir auch im Fall
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des Funktors der Schnitte mit Träger in einer abgeschlossenen Teilmenge A ⊂∧ X
und setzen

Hq
A(X;F) := Hq(RΓA)(F)

und nennen diese Gruppe die q-te Hyperkohomologie von X mit Koeffizienten
in F und Träger in A. Analog verfahren wir im Fall des Funktors der kompakten
Schnitte und setzen

Hq
! (X;F) := Hq(RΓ!)(F)

und nennen diese Gruppe die q-te kompakte Hyperkohomologie von X mit
Koeffizienten inF . In dieser Allgemeinheit ist sie zwar definiert, aber vernünftige
Eigenschaften haben diese Gruppen nur unter weitergehenden Annahmen an X
und F . Ist F im vorhergehenden ein Komplex von abelschen Garben auf einem
Raum, in den X als Teilraum eingebettet ist, so ist hier wie in 19.3.5.4 implizit
F|X zu verstehen.

Beispiel 20.3.4.18 (Derivierter Rückzug und Vorschub abelscher Garben).
Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y ist der Rückzug f ∗ : Ab/Y → Ab/X
ein exakter Funktor und nach 20.3.4.9 ist folglich sein Rechtsderivierter wie auch
sein Linksderivierter schlicht der offensichtliche auf der Lokalisierung induzierte
Funktor

f ∗ : Der(Ab/Y )→ Der(Ab/X)

Nach 20.3.4.16 ist damit der Rechtsderivierte Rf∗ des Vorschubs f∗ : Ab/X →
Ab/Y ein partieller Rechtsadjungierter zu unserem derivierten Rückzug f ∗. Wir
wissen bereits aus 20.2.6.6, daß Rf∗ auf Der+(Ab/X) definiert ist. In 21.2.3.2 zei-
gen wir, daß er sogar auf ganz Der(Ab/X) definiert ist. Um die Notation zu verein-
fachen, verwenden wir oft die alternative Notation (f (∗), f(∗)) für unser adjungier-
tes Paar von Funktoren zwischen den nicht-derivierten Kategorien von abelschen
Garben, das wir bis hierher (f ∗, f∗) notiert hatten, und setzen neu

f∗ := Rf(∗) : Der(Ab/X)→ Der(Ab/Y )

und notieren dann (f ∗, f∗) unser adjungiertes Paar von Funktoren zwischen den
derivierten Kategorien.

20.3.4.19 (Iterierter derivierter Vorschub). Gegeben verknüpfbare stetige Ab-
bildungen f : X → Y und g : Y → Z induziert die offensichtliche Isotrans-
formation f ∗g∗ ∼⇒ (gf)∗ in unserer neuen Notation durch Übergang zu den Ad-
jungierten eine Isotransformation g∗f∗

∼⇒ (gf)∗ von Funktoren Der(Ab/X) →
Der(Ab/Z).

Vorschau 20.3.4.20 (Derivierte Garbenfaserung). Wir können einen Faserfunk-
tor Der�Top → Top konstruieren, indem vom hoffentlich offensichtlichen Fa-
serfunktor Hot�Top → Top ausgehen und die Ausgangskategorie an allen Qua-
siisomorphismen über Identitäten in der Basis lokalisieren. Die offensichtlichen
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Funktoren sind dann Isomorphismen von Kategorien Der(Ab/X)opp ∼→ Der�X
in die Fasern und unsere f ∗ entsprechen unter diesen Isomorphismen den Rück-
holfunktoren des Faserfunktors Der�Top → Top. Wir besprechen das genauer in
21.2.4.

20.3.4.21 (Grothendieck’s Spektralsequenz im Fall derivierter Kategorien).
Seien abelsche KategorienA,B, C gegeben sowie additive Funktoren F : A → B,
G : B → C. Haben A und B genug Injektive, so sind auf den gegen die Pfeile
beschränkten derivierten Kategorien jeweils die rechtsderivierten Funktoren defi-
niert. Die zugehörigen Daten fassen wir zusammen im Diagramm

Hot+(A)

��

F // Hot+(B)

��

G //

t| qqqqqqqqqq

qqqqqqqqqq
Hot+(C)

��t| rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr

Der+(A)
RF
// Der+(B)

RG
// Der+(C)

Es liefert eine Transformation η : Q ◦G ◦F ⇒ RG ◦RF ◦Q mit der Notation Q
für alle Lokalisierungsfunktoren in den Vertikalen. Macht unser Funktor F injek-
tive Objekte zu G-rechtsazyklischen Objekten, so ist nach unseren Erkenntnissen
20.3.4.13 zum Derivieren mit Auflösungen durch azyklische Objekte ηI für jeden
Komplex I ∈ Hot+(iA) ein Isomorphismus. Also hat das Paar (RG ◦ RF, η)
die charakterisierende Eigenschaft für einen eingeschränkten Rechtsderivierten
von QGF nach 20.3.2.16 und wir erhalten für die entsprechenden Funktoren
Der+(A)→ Der+(C) eine wohlbestimmte Isotransformation

R(G ◦ F )
∼⇒ RG ◦ RF

20.3.4.22 (Verknüpfung faktorierter Funktoren). Die oben gegebene Argu-
mentation funktioniert auch in der Allgemeinheit von Ore-Lokalisierungen. Seien
genauer F : C → D sowie H : D → E Funktoren. Seien S ein Rechtsoresystem
von C und T ein Rechtsoresystem von D. Die durch die faktorierten Funktoren
von QF und H gegebenen Daten fassen wir zusammen in den Diagrammen

CQF

��

F // D

��s{ ooooooooooooo

ooooooooooooo DH

��

H // E

t| pppppppppppp

pppppppppppp

CS,QF
R(QF )

// DT DT,H RH
// E

Gegeben eine volle Unterkategorie U ⊂ CQF mit F (U) ⊂ DH , die mit jedem
Objekt auch eine QF -Entfaltung des besagten Objekts enthält, können wir das
entsprechend eingeschränkte erste Diagramm mit dem zweiten zusammenfügen
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zu einem Diagramm der Gestalt

U

��

F // DH

��

H //

s{ nnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnnnnnnn E

t| pppppppppppp

pppppppppppp

Q(U)
R(QF )

// DT,H RH
// E

und erhalten so insbesondere eine Transformation

η : HF ⇒ RH ◦ R(QF ) ◦Q

Gibt es nun für jedes Objekt A ∈ U einen S-Morphismus A → X in ein Objekt
X ∈ U , der sowohl eine HF -S-Rechtsentfaltung als auch eine F -S-Rechtsent-
faltung ist und für den F (X) seinerseits H-T -rechtsentfaltet ist, so hat das Paar
(RH◦R(QF ), η) die in 20.3.2.16 beschriebene charakterisierende Eigenschaft für
den auf Q(U) eingeschränkten faktorierten Funktor (R(HF ), τ) und wir erhalten
so in Cat(Q(U), E) eine ausgezeichnete Isotransformation

R(HF )
∼⇒ RH ◦ R(QF )

Um Grothendieck’s Spektralsequenz in der zuvor gegebenen Form abzuleiten gilt
es, für F den Funktor Hot(F ) und für H den Funktor Q ◦ Hot(G) zu nehmen.

Übungen

Übung 20.3.4.23. Man prüfe, daß die lange exakte Sequenz der höheren derivier-
ten Funktoren aus 19.3.6.1 übereinstimmt mit der langen exakten Sequenz aus
20.3.4.15.

20.3.5 Derivierte Funktoren und Kohomologie
20.3.5.1 (Derivierte Funktoren und Spektralsequenzen). Gegeben eine abel-
sche Kategorie B mit genug Injektiven und ein additiver Funktor F : B → C und
ein gegen die Differentiale beschränkter Komplex B ∈ Der+(B) konstruieren wir
wie in 19.9.3.12 eine konvergierende E2-Spektralsequenz

(RqF )(HpB)⇒ Hn(RF )(B)

Genauer liefern unsere Konstruktionen ein Konvergenzdatum, dessen Filtrierung
auf Hn(RF )(B) beschrieben werden als die Filtrierung durch die Bilder der Ko-
homologien Hn(RF )(τ≤pB) der abgeschnittenen Komplexe. Wenn wir die Rol-
len von p und q vertauschen, erhalten wir in derselben Weise für einen beliebigen
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gegen die Differentiale beschränkten KomplexB ∈ Ket+(B) eine konvergierende
E1-Spektralsequenz

(RpF )(Bq)⇒ Hn(RF )(B)

Genauer liefern unsere Konstruktionen ein Konvergenzdatum, dessen Filtrierung
auf Hn(RF )(B) beschrieben werden als die Filtrierung durch die Bilder der Ko-
homologie der Teilkomplexe Hn(RF )(B≥q), bei denen wir alle Bi mit i < q
durch Nullen ersetzen. Das alles folgt aus den in 19.9.1.21 ausgeschriebenen Kon-
struktionen.

Beispiel 20.3.5.2. Gegeben ein topologischer Raum X und F ∈ Ket+(Ab/X)
kann die Hyperkohomologie Hn(X;F) mit ihrer Filtrierung durch die Bilder der
Hn(X;F≥q) nach 20.3.5.1 beschrieben werden durch eine Spektralsequenz mit
E1-Term Hp(X;F q).

Vorschau 20.3.5.3. Seien X eine kompakte komplex-analytische Kähler-Varietät
und F = holΩ∗X der holomorphe garbige de-Rham-Komplex

OX = holΩ0
X → holΩ1

X → holΩ2
X → . . .

So ist die Spektralsequenz aus 20.3.5.2 bereits bei E1 ausgeartet und liefert mit-
hilfe des offensichtlichen Isomorphismus Hn(X;C)

∼→ Hn(X; holΩ∗X) eine Fil-
trierung von Hn(X;C) durch komplexe Untervektorräume F≥q ⊂ Hn(X;C) und
Isomorphismen der Subquotienten mit Hp(X; holΩq

X) für p + q = n. Man er-
kennt das, indem man vom offensichtlichen Isomorphismus resRC(TX)

∼→ TX
des holomorphen Tangentialbündels mit dem glatten Tangentialbündel TX der
reellen Mannigfaltigkeit X ausgeht, der für X ⊂◦ Cn nicht weiter erklärt werden
muß und funktoriell ist für offene Einbettungen. Nun erhalten wir für komplexe
Vektorräume V in hoffentlich offensichtlicher Weise natürliche komplexlineare
Abbildungen

V ∗ = HomC(V,C) ↪→ HomR(resRC V,C)
∼← C⊗R (resRC V )∗

Die C-Operation wird dabei im Zweifelsfall stets durch das Nachschalten einer
Multiplikation erklärt und ist auf den restringierten Räumen ein für allemal ver-
gessen. Erklären wir für einen reellen Vektorraum W die schieflineare Involution
c̄ ⊗ id auf C ⊗R W mit c̄ : C → C der komplexen Konjugation und vereinbaren
die Notation w̄ := (c̄ ⊗ id)(w) für w ∈ C ⊗RW , so führt unsere Einbettung von
V ∗ zu einer Zerlegung als interne direkte Summe

V ∗ ⊕ V ∗ = C⊗R (resRC V )∗

mit V ∗ := (c̄⊗id)(V ∗). Der zweite Summand entspricht dabei in der Mitte unserer
Morphismenkette von oben dem Raum aller schieflinearen Abbildungen V → C.
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Dieser funktorielle Isomorphismus liefert zusammen mit unserem Isomorphismus
resRC(TX)

∼→ TX einen Isomorphismus komplexer Vektorbündel

T∗X ⊕ T∗X
∼→ C⊗R T∗X

Wenn wir für glatte komplexwertige Funktionen f : X → C ihr Differential df
in der offensichtlichen Weise als Schnitt von C ⊗R T∗X erklären, so haben wir
unter unserem Isomorphismus (dz, 0) 7→ dz und (0, dz) 7→ dz̄. Unsere Zerlegung
des komplexifizierten reellen Kotangentialbündels induziert nun mit 4.7.4.24 Zer-
legungen seiner äußeren Potenzen. So können wir den komplexifizierten garbigen
de-Rham-Komplex C⊗RΩk

X derX zugrundeliegenden glatten reellen Mannigfal-
tigkeit realisieren als den Totalkomplex eines garbigen Doppelkomplexes weicher
Garben von komplexen Vektorräumen

C⊗R Ωk
X
∼→ tot(Ωp,q

X , ∂, ∂̄)

Die Spaltenkomplexe dieses Doppelkomplexes sind nun Auflösungen der Garben
hol Ωp

X holomorpher Formen und der horizontale Kernkomplex ist genau der ho-
lomorphe de-Rham-Komplex. Nimmt man globale Schnitte, so findet man mit
den sogenannten „harmonischen Formen“ repräsentierende Untervektorräume für
die Kohomologie der Spaltenkomplexe, auf denen das horizontale Differential be-
reits im ursprünglichen Doppelkomplex verschwindet, weshalb in unserer Spek-
tralsequenz alle höheren Differentiale verschwinden. Also ist unsere Spektralse-
quenz bereits bei E1 ausgeartet. Wir erhalten so wie bereits erwähnt die Hodge-
Filtrierung auf der Kohomologie Hn(X;C). Unsere Argumente zeigen, daß sie
unabhängig ist von der Wahl einer Kähler-Metrik, obwohl die harmonischen For-
men durchaus von dieser Wahl abhängen.

20.3.6 Derivieren homologisch endlicher Funktoren

Definition 20.3.6.1. Ein additiver Funktor F : A → B zwischen abelschen Ka-
tegorien heißt homologisch rechtsendlich, wenn alle A ∈ A unter F quisrechts-
entfaltbar sind und es eine Schranke N gibt mit RqF (A) = 0 für alle A ∈ A und
alle q > N . Das Infimum über alle möglichen derartigen Schranken N heißt dann
die homologische Rechtsdimension unseres Funktors.

20.3.6.2. Analog definieren wir über den linksderivierten Funktor homologisch
linksendlich und homologische Linksdimension. Meist spricht man kürzer von
homologisch endlichen Funktoren und ihrer homologischen Dimension der Le-
ser muß aus dem Kontext erschließen, ob das nun von links oder von rechts ge-
meint sein soll.
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Beispiele 20.3.6.3. Der Nullfunktor hat die homologische Rechtsdimension −∞.
Ein linksexakter Funktor ist homologisch rechtsendlich von der homologischen
Dimension Null genau dann, wenn er exakt aber nicht der Nullfunktor ist. Gege-
ben ein Intervall I ⊂ R ist der Funktor der globalen Schnitte Γ : Ab/I → Ab
nach 19.4.2.3 homologisch rechtsendlich von der homologischen Dimension−∞
für I = ∅, von der homologischen Dimension Null für I einpunktig und von der
homologischen Dimension Eins für I mehrpunktig.

Satz 20.3.6.4 (Unbeschränktes Derivieren homologisch endlicher Funktoren).
Gegeben ein additiver Funktor F : A → B einer endlichen homologischen
Rechtsdimension ≤ d zwischen abelschen Kategorien derart, daß sich jedes Ob-
jekt in ein F -rechtsazyklisches Objekt einbetten läßt, gilt:

1. Es gibt von jedem Komplex einen Quasiisomorphismus zu einem Komplex
von F -rechtsazyklischen Objekten;

2. Für einen Komplex aus Ket≤nA finden wir sogar einen Quasiisomorphismus
zu einem Komplex von F -rechtsazyklischen Objekten aus Ket≤n+d

A ;

3. Jeder Komplex von F -rechtsazyklischen Objekten ist F -quisrechtsentfaltet;

4. Der derivierte Funktor RF ist auf jedem Komplex definiert und wir erhalten
so einen triangulierten Funktor RF : Der(A)→ Der(B);

5. Der derivierte Funktor RF bildet die Unterkategorie Der≤n(A) in die Un-
terkategorie Der≤n+d(B) ab.

20.3.6.5. Ich erinnere daran, daß wir bei der Definition eines additiven Funk-
tors F endlicher homologischer Rechtsdimension zwischen abelschen Kategorien
20.3.6.1 stets mit gefordert hatten, daß jedes Objekt der Ausgangskategorie eine
F -Quisrechtsentfaltung besitzen soll. Da ist insbesondere eine implizite Voraus-
setzung für den vorhergehenden Satz. Das ist zum Beispiel erfüllt, wennA genug
Injektive hat, und zusammen mit der Bedingung RqF (A) = 0 für alle A ∈ A und
q > d reicht das dann schon aus, um RF auf nach beiden Seiten unbeschränkten
Komplexen aus A erklären zu können.

20.3.6.6. Daß Rechtsderivieren Positivität erhält, daß also RF die Unterkategorie
Der≥n(A) in die Unterkategorie Der≥n(B) abbildet, wissen wir bereits in größerer
Allgemeinheit aus 20.3.4.3.

20.3.6.7. Der Satz gilt analog und mit demselben Beweis für Familien F =
(Fi)i∈I linksexakter Funktoren, die sogar in verschiedenen abelschen Kategori-
en landen dürfen, also Fi : A → Bi. Wir müssen dazu nur vereinbaren, daß „F -
rechtsazyklisch“ zu verstehen ist als „Fi-rechtsazyklisch für alle i“ und müssen die
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homologische Endlichkeitsbedingung dahingehend verstehen, daß es eine Schran-
ke N gibt, die die homologische Rechtsdimension aller unserer Funktoren Fi be-
schränkt. Formal mag man das auch folgern, indem man die Aussage des Satzes
auf den Funktor F = (Fi) : A →

∏
Bi anwendet.

20.3.6.8. Besitzt eine abelsche Kategorie A endliche homologische Dimension
≤ d und genug Injektive, so besitzt jeder Komplex in HotA eine Quisrechtsent-
faltung und jeder Komplex in Hot≤nA eine Quisrechtsentfaltung in Hot≤n+d

A und
jeder Komplex von Injektiven ist quisrechtsentfaltet. Das zeigt man, indem man
die Argumente des folgenden Beweises wiederholt oder 20.3.6.7 auf die Familie
aller A(A, ) anwendet. Alternativ mag man in der offensichtlichen Weise ei-
ne Cartan-Eilenberg-Auflösung durch Injektive der Gestalt (Ip,q)0≤q≤d bilden und
zum Totalkomplex übergehen und die Argumente der folgenden Abschnitte ent-
sprechend anpassen.

Beweis. Nach 19.9.3.5 finden wir stets eine Cartan-Eilenberg-Obenauflösung (Ip,q)
von (Xp) durch F -rechtsazyklische Objekte. Ist d mindestens die homologische
Rechtsdimension vonF , so ist ker δd : Ip,d → Ip,d+1 schon selbstF -rechtsazyklisch.
Indem wir Ip,d jeweils durch diesen Kern ersetzen, finden wir einen Doppelkom-
plex Jp,d aus F -rechtsazyklischen Objekten in der oberen Halbebene mit Nullzei-
len für q > d, dessen Spalten bei q 6= 0 exakt sind, sowie einen Isomorphismus
von X zu seinem horizontalen Kernkomplex bei q = 0. Nach 19.4.6.15 indu-
ziert dann die Einbettung des horizontalen Kernkomplexes einen Quasiisomor-
phismus X ∼→ tot Jp,q. Das zeigt die Teile 1&2. Um Teil 3 zu zeigen, sei Z ein
Komplex von F -rechtsazyklischen Objekten und Z →̆ X ein Quasiisomorphis-
mus. Nach Teil 1 können wir ihn verlängern durch einen Quasiisomorphismus
X →̆ Y in einen weiteren Komplex von F -rechtsazyklischen Objekten. Es gilt
zu zeigen, daß die Komposition einen Quasiisomorphismus FZ →̆ FY indu-
ziert. Es gilt durch Übergang zum Abbildungskegel in der Homotopiekategorie
K := Keg(Z → Y ) gleichbedeutend zu zeigen, daß für jeden exakten Kom-
plex K aus F -rechtsazyklischen Objekten auch FK exakt ist. Nun ist ker dn ↪→
Kn → Kn+1 → . . . für jedes n ein Quasiisomorphismus des nach Annah-
me F -quisrechtsentfaltbaren Objekts ker dn zu einem Komplex in Hot+

A aus F -
rechtsazyklischen Objekten, der nach 20.3.2.34 dann auch F -quisrechtsentfaltbar
sein muß. Mit dem Derivieren durch azyklische Auflösungen 20.3.4.13 folgt für
q > 0 sofort Hn+qFK = RqF (ker(dn)). Diese Objekte verschwinden jedoch für
q oberhalb der homologischen Dimension von F , und da das für alle n gilt, muß
FK ein exakter Komplex sein. Teil 4 folgt sofort aus 1 und 3. Teil 5 folgt sofort
aus 2 und 3.

Beispiel 20.3.6.9. Der Komplex von freien Z/4Z-Moduln

. . .→ Z/4Z 2·→ Z/4Z 2·→ Z/4Z→ . . .
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ist exakt und damit isomorph zum Nullkomplex in Der(Z/4Z -Mod). Er ist aber
im Gegensatz zum Nullkomplex nicht entfaltet für den Funktor ⊗Z/2Z, obwohl
er aus projektiven Moduln besteht. Das widerspricht unserem Satz nicht, denn
der Funktor ⊗Z/2Z ist auf der Kategorie aller Z/4Z-Moduln nicht von endlicher
homologischer Dimension.

Übungen

Übung 20.3.6.10. Sei A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven und end-
licher homologischer Dimension hdimA < d. Man zeige DerA(X, Y ) = 0 für
X ∈ Der≥dA und Y ∈ Der≤0

A . Man folgere mit 20.2.6.35, daß es für Y ∈ DerA
genau dann ein n ∈ Z gibt mit DerA(X, Y ) = 0 für alle X ∈ Der≥nA , wenn gilt
Y ∈ Der−A.

20.3.7 Exaktheit von Totalkomplexen abelscher Gruppen
Definition 20.3.7.1. Gegeben ein Doppelkomplex A = (Ap,q) von abelschen
Gruppen mit Differentialen ∂ : Ap,q → Ap+1,q und δ : Ap,q → Ap,q+1 derart,
daß an jeder Stelle gilt δ∂ = ∂δ, bilden wir vier Komplexe, deren homogene
Komponenten gegeben werden durch

(tot⊕A)n =
⊕

p+q=nA
p,q für das Summentotal,

(totπA)n =
∏

p+q=nA
p,q für das Produkttotal sowie

(tot⊕πA)n =
⊕

p+q=n
p<0

Ap,q ⊕
∏

p+q=n
p≥0

Ap,q für das Summenprodukttotal,

(totπ⊕A)n =
∏

p+q=n
p<0

Ap,q ⊕
⊕

p+q=n
p≥0

Ap,q für das Produktsummentotal.

Das Symbol totπ⊕ soll zum Beispiel andeuten, daß auf den Diagonalen p+ q = n
„in Richtung fallender erster Indizes das Produkt zu nehmen ist, in Richtung
wachsender erster Indizes alias fallender zweiter Indizes jedoch die direkte Sum-
me“. Weil es dabei darauf ankommt, welcher Index nun als der erste zu sehen ist,
schreibe ich auch ausführlicher totπ⊕p,q um klarzumachen, daß in Richtung fallen-
der p das Produkt zu nehmen ist und in Richtung fallender q die direkte Summe.
Eigentlich denke ich mir p nach rechts und q nach oben aufgetragen und die Punk-
te mit p+ q = n bilden für festes n eine Gerade von links oben nach rechts unten,
auf der ich nach rechts gehend die direkte Summe nehme und nach links gehend
das Produkt. Die Differentiale werden alle gegeben durch da = ∂a+ (−1)pδa für
a ∈ Ap,q und die offensichtlichen Erweiterungen dieser Regel.

20.3.7.2. In der Literatur wird meist nur das Summentotal betrachtet und heißt der
Totalkomplex. Wir denken uns im folgenden den ersten Index p nach rechts und
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den zweiten Index q nach oben aufgetragen, wenn wir von „Zeilen“ und „Spalten“
reden, mit Differentialen nach oben und rechts. Alternativ reden wir auch von
den p-Komplexen oder p-Zeilen unseres Doppelkomplexes und meinen damit die
Komplexe in Richtung wachsender p bei festem q. In der präziseren Terminologie
aus 19.4.6.7 hießen die Zeilen die {1}-Multiteilkomplexe.

Lemma 20.3.7.3 (Exaktheitskriterien für Totalkomplexe). Gegeben ein Dop-
pelkomplexAp,q von abelschen Gruppen mit exakten p-Zeilen ist sein Produktsum-
mentotal totπ⊕p,q exakt. Sind zusätzlich auch noch die Kerne oder gleichbedeutend
die Bilder oder auch gleichbedeutend die Kokerne der Morphismen zwischen den
Zeilenkomplexen alle exakt, so sind alle vier Totalkomplexe exakt.

20.3.7.4. In der präziseren Terminologie aus 19.4.6.7 fordern wir also für die erste
Aussage die Exaktheit aller {1}-Teilkomplexe und für die zweite Aussage zusätz-
lich die Exaktheit aller {1}-Teilkomplexe von ker ∂2. Unpräziser und in Worten
gesagt gilt es für den Index, für den exakte Komplexe entstehen wenn wir nur ihn
variieren, die Summe beim Wachsen dieses Index und das Produkt beim Fallen
dieses Index zu nehmen.

20.3.7.5. Dies Lemma verallgemeinert unser Lemma 19.4.6.10, bei dem wir uns
auf Doppelkomplexe im ersten Quadranten beschränkt hatten. Eine etwas schwäche-
re hinreichende Bedingung für die Exaktheit des Summenprodukttotals ergänzen
wir als Lemma 20.3.7.7.

20.3.7.6. Dieses Lemma gilt im allgemeinen nicht mehr für Doppelkomplexe von
Objekten aus beliebigen abelschen Kategorien anstelle von abelschen Gruppen.
Ich wüßte gerne genauer, inwieweit seine Aussagen aus allgemeinen Sätzen über
Spektralsequenzen folgen.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß jeder Nullzykel ein Rand ist. So ein Nullzy-
kel ist eine Folge von Elementen . . . , a−1, a0, a1 . . . mit ai ∈ Ai,−i und ∂ai +
(−1)i+1δai+1 = 0 für alle i mit ai = 0 für i � 0. Gesucht ist eine Folge
. . . , b−1, b0, b1, . . . von Elementen bi ∈ Ai,−i−1 mit bi = 0 für i � 0 und mit
ai = ∂bi−1 + (−1)iδbi für alle i. Zunächst einmal säubern wir dies Problem von
Vorzeichen und ändern unsere Folge ab zu

. . . , a0, a1,−a2,−a3, a4, a5,−a6,−a7, . . .

So lautet die Bedingung an unsere neue Folge . . . , c0, c1, c2, . . . einfacher ∂ci =
δci+1 und gesucht ist eine Folge . . . , d0, d1, d2, . . . mit

ci = ∂di−1 + δdi

für alle i, aus der wir dann die ursprünglich gesuchte Folge der bi durch geeigne-
te Vorzeichenänderungen erhalten als . . . , d0,−d1,−d2, d3, d4,−d5,−d6, . . . Der
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Einfachkeit halber nehmen wir für die weitere Argumentation an, es gälte bereits
ci = 0 für i > 0. Dann folgt ∂c0 = 0 und nach Annahme finden wir d0 ∈ A−1,0

mit ∂d0 = c0. Es folgt

∂c−1 = δc0 = δ∂d0 = ∂δd0,

also ∂(δd0 − c−1) = 0. Also gibt es d−1 ∈ A−2,1 mit ∂d−1 = δd0 − c−1 ali-
as c−1 = δd0 − ∂d−1. Indem wir so „die Treppe heraufgehen“ finden wir eine
Folge (. . . , d−1, d0, 0, 0, . . .) wie gewünscht und der Fall des Produktsummento-
tals ist erledigt. Jetzt diskutieren wir den Fall des Summentotals. Sind die Kerne
der Morphismen zwischen den Zeilenkomplexen exakt, so können wir das bereits
Bewiesene anwenden auf die Teilkomplexe T ∗,≤q unseres Doppelkomplexes, die
entstehen durch Ersetzen einer Zeile durch den Kernkomplex zum Morphismus
in die darüberliegende Zeile und Ersetzen der höheren Zeilen durch Null. Das
Summentotal ist dann exakt als der filtrierende Kolimes der Summentotale dieser
Teilkomplexe, die in dem von uns bereits behandelten Rahmen liegen. Jetzt be-
handeln wir den Fall des Produkttotals. Sind die Bilder der Morphismen zwischen
den Zeilenkomplexen exakt, so können wir die bereits gewonnene Erkenntnis an-
wenden auf die Quotienten Q∗,≥q unseres Doppelkomplexes, die entstehen durch
Ersetzen einer Zeile durch den Bildkomplex des Morphismus in die nächsthöhere
Zeile und Ersetzen aller Zeilen darunter durch Null. Das Produkttotal ist dann ex-
akt nach 17.7.1.48 als der Limes über das surjektive inverse System der Produkt-
totale dieser Quotientenkomplexe. Wenden wir diese letzte Erkenntnis wiederum
auf das Produkttotal unserer Teilkomplexe T ∗,≤q an und gehen zum Kolimes über,
so ergibt sich auch die Behauptung für das Summenprodukttotal.

Lemma* 20.3.7.7. Sei ein Doppelkomplex von abelschen Gruppen gegeben. Sind
seine Zeilen und zusätzlich auch noch die Zeilen aus der Kohomologie der Spal-
tenkomplexe alle exakt, so ist auch das Summenprodukttotal exakt.

20.3.7.8. Der Punkt bei diesem Lemma ist, daß die hier gegebene Bedingung für
die Exaktheit des Summenprodukttotals etwas schwächer ist als die in 20.3.7.3
angegebene Bedingung. Mir ist aber keine konkrete Situation bewußt, in der dies
Lemma gebraucht würde.

Beweis. Wir beginnen wie beim Beweis von 20.3.7.3. Wie oben erklärt, können
wir auch hier wieder ausgehen von einer Familie . . . , c−1, c0, c1, c2, . . . mit ci ∈
Ai,−i und ci = 0 für i � 0 sowie ∂ci = δci+1 für alle i. Der Einfachkeit halber
nehmen wir für die weitere Argumentation an, es gälte bereits ci = 0 für i < 0.
Wir beginnen unsere Argumentation mit der Erkenntnis δc0 = 0. Wegen ∂c0 =
δc1 geht der δ-Zykel c0 unter ∂ auf die Null der δ-Kohomologie, also gibt es einen
δ-Zykel z−1 ∈ A−1,0 und e0 ∈ A0,−1 mit ∂z−1 + δe0 = c0. Dann haben wir
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δ(c1 − ∂e0) = 0 und ∂(c1 − ∂e0) = δc2, also ist c1 − ∂e0 ein δ-Zykel, dessen
δ-Kohomologieklasse unter ∂ nach Null geht, also ist er bis auf einen δ-Rand das
∂-Bild eines δ-Zykels. Mithin gilt

c1 − ∂e0 = ∂z0 + δe1

für einen δ-Zykel z0 ∈ A0,−1 und e1 ∈ A1,−2. Wir haben also

δ(z−1 + 0) = 0
∂(z−1 + 0)+ δ(z0 + e0) = c0

∂(z0 + e0) = c1 − δe1

Nun folgt δ(c2−∂e1) = ∂(c1−δe1) = ∂2(z0+e0) = 0,womit c2−∂e1 ein δ-Zykel
ist, der wegen ∂(c2 − ∂e1) = δc3 bis auf δ-Rand von einem δ-Zykel z1 ∈ A1,−2

herkommt, also c2 − ∂e1 = ∂z1 + δe2. Wir haben also

∂(z0 + e0) + δ(z1 + e1) = c1

∂(z1 + e1) = c2 − δe2

Indem wir so „die Treppe heruntergehen“ finden wir auch hier wieder eine Folge
(. . . , 0, z−1, z0 + e0, z1 + e1, . . .) wie gewünscht.

20.3.8 Derivieren von Tensor und Hom
20.3.8.1. Ein Tripelkomplex A ist eine Z3-graduierte abelsche Gruppe Ap,q,r mit
paarweise kommutierenden Differentialen ∂p, ∂q, ∂r, die jeweils „ihren Grad“ um
Eins erhöhen.
20.3.8.2. Das Summentotal eines Tripelkomplexes A ist der Komplex tot⊕(A)
mit homogenen Komponenten

tot⊕(A)n :=
⊕

p+q+r=n

Ap,q,r

und Differential d(a) := ∂pa + (−1)p∂qa + (−1)p+q∂ra für a ∈ Ap,q,r. Analog
erklären wir das Produkttotal. Beide Konstruktionen hängen von der Reihenfolge
der Indizes ab in ähnlicher Weise, wie wir es bei Doppelkomplexen in 19.4.6.4
diskutiert hatten.
20.3.8.3 (Iterative Berechnung von Totalkomplexen). Summentotal und Pro-
dukttotal eines Tripelkomplexes A können iterativ berechnet werden, genauer
sind in hoffentlich selbsterklärender Notation die offensichtlichen Morphismen
Isomorphismen

tot⊕(tot⊕q,r(A))
∼← tot⊕(A)

∼→ tot⊕(tot⊕p,q(A))

totπ(totπq,r(A))
∼→ totπ(A)

∼← totπ(totπp,q(A))
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Proposition 20.3.8.4. Gegeben I = (Ip,q)q≥0 ein Doppelkomplex in der oberen
Halbebene mit maximal spaltenden Zeilen aus Injektiven einer abelschen Katego-
rie A ist sein Produkttotal, wenn es existiert, quisrechtsentfaltet.

Beweis. Wir müssen zeigen, daß für jeden exakten Komplex N ∈ KetA gilt
HotA(N, totπ(I)) = 0. Wir zeigen gleichbedeutend, daß alle Homologiegruppen
aller Hom-Komplexe HomA(N, totπ(I)) verschwinden, daß diese Komplexe al-
so exakt sind. Dazu beschreiben wir so einen Hom-Komplex als das Produkttotal
des Tripelkomplexes der abelschen Gruppen A(N r, Ip,q) mit drittem Differential
∂rf := (−f ◦ dN) und den offensichtlichen ersten Differentialen und erhalten so

HomA(N, totπ(I)) ∼= totπ(A(N r, Ip,q)) ∼= totπ
(

totπp,r(A(N r, Ip,q))
)

Nun hat der Tripelkomplex A(N r, Ip,q) exakte r-Zeilen, da N ein exakter Kom-
plex ist und die Ip,q injektiv. Weiter sind die r-Kernkomplexe der p-Differentia-
le zwischen den r-Zeilen exakt, da Ip,q maximal spaltende p-Zeilen hat. Nach
20.3.7.3 ist also das partielle Produkttotal totπp,r(A(N r, Ip,q) exakt für alle q. Dann
ist aber wieder nach 20.3.7.3 auch totπ

(
totπp,r(A(N r, Ip,q))

)
exakt als Produkt-

summentotal eines Doppelkomplexes mit exakten Zeilen, mit dem das Produktto-
tal wegen unserer Einschränkung q ≥ 0 übereinstimmt.

20.3.8.5. Gegeben P = (P p,q)q≥0 ein Doppelkomplex in der unteren Halbebene
mit maximal spaltenden Zeilen aus Projektiven einer abelschen Kategorie A ist
sein Summentotal, wenn es denn existiert, quislinksentfaltet. Das folgt unmittel-
bar, indem wir 20.3.8.4 auf die opponierte Kategorie anwenden.

Proposition 20.3.8.6. Gegeben ein Ring k besitzt jeder Komplex von k-Moduln
eine Quisrechtsentfaltung.

20.3.8.7. Dasselbe gilt mit demselben Beweis für jede abelsche Kategorie mit
genug Injektiven und einem konservativen exakten Funktor in die Kategorie der
abelschen Gruppen, der mit abzählbaren Produkten vertauscht.

Beweis. Sei A = (Ap)p∈Z uner Komplex. Nach 19.9.3.10 besitzt A eine Cartan-
Eilenberg-Auflösung durch Injektive (Ip,q)q≥0. Insbesondere ist A der horizonta-
le Kernkomplex unseres Doppelkomplexes, dessen Spalten durch die Ergänzung
dieses Kernkomplexes exakt werden. Zusätzlich sind bei dem so ergänzten Dop-
pelkomplex auch die Kerne der Morphismen zwischen den Spaltenkomplexen ex-
akt. Nach 20.3.7.3 ist dann auch das Produkttotal des ergänzten Doppelkomplexes
exakt. Daraus folgt sofort, daß die Einbettung des horizontalen Kernkomplexes
ein Quasiisomorphismus A →̆ totπ(Ip,q) ist. Dieser Totalkomplex ist damit nach
20.3.8.4 die gesuchte Quisrechtsentfaltung.
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Proposition 20.3.8.8. Für jeden Komplex von Moduln über einem Ring ist das
Summentotal einer Cartan-Eilenberg-Untenauflösung durch Projektive eine Quis-
linksentfaltung. Insbesondere besitzt jeder Komplex von Moduln eine Quislinks-
entfaltung.

20.3.8.9. Dasselbe gilt mit demselben Beweis für jede abelsche Kategorie mit
genug Projektiven und einem konservativen exakten Funktor in die Kategorie der
abelschen Gruppen, der mit abzählbaren Koprodukten vertauscht.

Beweis. Sei A = (An)n∈Z unser Komplex. Nach 19.9.3.7 besitzt er eine Cartan-
Eilenberg-Untenauflösung durch Projektive (P p,q)q≤0. Insbesondere ist A der ho-
rizontale Kokernkomplex unseres Doppelkomplexes und die Spalten unseres Dop-
pelkomplexes werden durch die Ergänzung dieses Kokernkomplexes exakt. Zu-
sätzlich sind bei dem so ergänzten Doppelkomplex auch die Kerne der Morphis-
men zwischen den Spaltenkomplexen exakt. Nach 20.3.7.3 ist dann auch das Sum-
mentotal des ergänzten Doppelkomplexes exakt. Daraus folgt, daß die Surjektion
auf den horizontalen Kokernkomplexes ein Quasiisomorphismus tot⊕(P p,q) →̆ A
ist. Dieser Totalkomplex ist nach 20.3.8.5 die gesuchte Quislinksentfaltung.

Proposition 20.3.8.10. Gegeben eine abelsche Kategorie endlicher homologi-
scher Dimension mit genug Injektiven besitzt jeder Komplex eine Quisrechtsent-
faltung.

Beweis. Jeder Komplex besitzt nach 19.9.3.8 eine Cartan-Eilenberg-Obenauflö-
sung durch Injektive mit nur endlich vielen von Null verschiedenen Zeilen. Die
Spalten dieses Doppelkomplexes werden exakt, wenn wir unseren Ausgangskom-
plex als unterste Zeile ergänzen. Nach 19.4.6.11 ist der Totalkomplex dann exakt,
also geht unser ursprünglicher Komplex quasiisomorph zum Totalkomplex solch
einer Cartan-Eilenberg-Obenauflösung. Andererseits ist der Totalkomplex solch
einer Cartan-Eilenberg-Obenauflösung quisrechtsentfaltet nach 20.3.8.4.

Definition 20.3.8.11. Ein Komplex von Moduln heißt quisflach, wenn das Da-
rantensorieren eines exakten Komplexes von Rechtsmoduln über demselben Ring
stets einen exakten Komplex liefert.

20.3.8.12. Gleichbedeutend ist durch Übergang zum Abbildungskegel die Bedin-
gung, daß das Darantensorieren unseres Komplexes Quasiisomorphismen zu Qua-
siisomorphismen macht.
20.3.8.13. Die Torsionsdimension eines Rings k erklären wir als das Supremum
aller q ∈ N derart, daß es einen k-Rechtsmodul M und einen k-Linksmodul N
gibt mit Torkq(M,N) 6= 0. Wir sagen, ein Ring k habe endliche Torsionsdimen-
sion, wenn seine Torsionsdimension nicht∞ ist. Der Nullring hat Torsionsdimen-
sion−∞ und hat in unseren Konventionen insbesondere endliche Torsionsdimen-
sion.
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Proposition 20.3.8.14 (Beispiele quisflacher Komplexe). 1. Gegeben eine Car-
tan-Eilenberg-Linksauflösung eines Komplexes durch flache Moduln ist ihr
Summentotal quisflach;

2. Jeder in Richtung der Differentiale beschränkte Komplex von flachen Mo-
duln ist quisflach;

3. Über einem Ring endlicher Torsionsdimension ist jeder Komplex flacher
Moduln quisflach.

20.3.8.15. Insbesondere ist jeder quislinksentfaltete Komplex von Moduln quis-
flach, da er ja nach der vorherigen Proposition 20.3.8.8 homotopieäquivalent ist
zum Summentotal einer Cartan-Eilenberg-Linksauflösung durch projektive Mo-
duln und da projektive Moduln flach sind. Weiter ist jeder Komplex von tor-
sionsfreien abelschen Gruppen quisflach, da ja abelsche Gruppen flach sind genau
dann, wenn sie torsionsfrei sind, und da folglich Z die Torsionsdimension Eins
hat.

Beispiel 20.3.8.16. Der Komplex X von freien Z/4Z-Moduln

. . .→ Z/4Z 2·→ Z/4Z 2·→ Z/4Z→ . . .

aus 20.3.6.9 ist nicht quisflach in Hot(Z/4Z -Mod). Das wird aus Proposition
20.3.8.17 folgen, denn 0 → X ist ein Quasiisomorphisms, bleibt aber kein Qua-
siisomorphismus unter ⊗Z/4Z(Z/2Z[0]).

Beweis. 1. Sei k unser Ring und sei F = tot⊕(F p,q) das Summentotal einer
Cartan-Eilenberg-Linksauflösung durch flache Moduln eines vorgegebenen Kom-
plexes und sei N ein exakter Komplex von Rechtsmoduln. Es gilt zu zeigen, daß
tot⊕(N r ⊗k F p,q) exakt ist. Da alle F p,q flach sind, sind hier alle r-Komplexe
exakt. Da die p-Komplexe von F p,q maximal spalten, sind auch die Bilder der p-
Morphismen zwischen r-Komplexen exakt und damit nach 20.3.7.3 das Summen-
total tot⊕p,r(N

r ⊗k F p,q) für alle q. Das partielle Summentotal tot⊕p,r(N
r ⊗k F p,q)

ist also ein Doppelkomplex mit exakten Zeilen, dessen Spalten alias q-Zeilen ver-
schwinden für q > 0. Damit ist sein Produktsummentotal exakt nach 20.3.7.3 und
fällt zusammen mit dem Summentotal. Dieses ist also auch exakt und ist ja gerade
der Tensorkomplex.

2. Gegeben ein in Richtung der Differentiale beschränkter Komplex F von flachen
Moduln und ein exakter Komplex N von Rechtsmoduln hat der Doppelkomplex
Np ⊗k F q exakte p-Zeilen und sein Produktsummentotal ist exakt nach 20.3.7.3
und fällt wegen der Beschränkungen der Indizes mit dem Summentotal zusam-
men, ist also der Tensorkomplex.

3. Gegeben ein Komplex F von flachen Moduln finden wir nach 20.3.8.8 einen



3458 KAPITEL 20. DERIVIERTE KATEGORIEN UND FUNKTOREN

Quasiisomorphismus P →̆ F mit P einem quislinksentfalteten und damit nach
20.3.8.15 quisflachen Komplex, von dem wir außerdem annehmen können, daß er
aus projektiven und insbesondere flachen Moduln besteht. Dann ist Keg(P → F )
ein Komplex von flachen Moduln und ist nach 20.3.6.4 für jeden k-Rechtsmodul
M entfaltet in Bezug auf den FunktorM⊗k. Da der Kegel aber auch exakt ist, muß
M ⊗k Keg(P → F ) exakt sein für alle M . Für jeden Komplex X von Rechtsmo-
duln hat also Xq ⊗k Keg(P → F )p exakte p-Zeilenkomplexe und auch die Ker-
ne der Morphismen zwischen den Zeilenkomplexen sind exakt. Damit ist nach
20.3.7.3 das Summentotal alias der Tensorkomplex exakt und unser ursprüngli-
cher Quasiisomorphismus induziert einen Quasiisomorphismus X ⊗k P →̆ X ⊗k
F . Insbesondere ist mit P auch F quisflach.

Proposition 20.3.8.17 (Deriviertes Tensorprodukt). Gegeben ein Ring k gilt:

1. Der Funktor (Q ◦ ⊗k) : Hot(Mod- k) × Hot(k -Mod) → Der(Ab) besitzt
einen Linksfaktorierten, das derivierte Tensorprodukt

⊗L
k : Der(Mod- k)×Der(k -Mod)→ Der(Ab)

2. Alle Paare von Komplexen (X, Y ) mit mindestens einem quisflachen Eintrag
sind linksentfaltet für (Q ◦ ⊗k) und das Oresystem S × S aller Paare von
Quasiisomorphismen, sind also quislinksentfaltet für (Q ◦ ⊗k);

3. GegebenX ∈ Hot(Mod- k) ist jeder quisflache Komplex Y ∈ Hot(k -Mod)
quislinksentfaltet für den Funktor Q ◦ (X⊗k) : Hot(k -Mod) → Der(Ab).
Analoges gilt für den anderen Tensorfaktor;

4. Der Funktor Q ◦ (X⊗k) aus Teil 3 besitzt ebenfalls einen Linksfaktorierten
L(X⊗k) : Der(k -Mod) → Der(Ab) und der natürliche Morphismus vom
größeren Limes zum kleineren Limes ist ein Isomorphismus

X ⊗L
k Y

∼→ (L(X⊗k))(Y )

Analoges gilt für den anderen Tensorfaktor.

20.3.8.18 (Terminologie für derivierte Funktoren in mehreren Variablen).
Gegeben abelsche Kategorien A1, . . . ,Ar,B und ein multiadditiver Funktor

T : A1 × . . .×Ar → B

alias ein Funktor auf der Produktkategorie, der additiv ist in jeder Variablen, kon-
struieren wir in der offensichtlichen Weise einen Funktor

Hot(T ) : Hot(A1)× . . .× Hot(Ar)→ Hot(B)
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Auf der linken Seite bilden alle Tupel von Quasiisomorphismen ein Oresystem S.
Den S-Rechtsfaktorierten von (Q◦Hot(T )) nennen wir in dieser Situation wieder
den Rechtsderivierten von T und notieren ihn

RT :
(

Der(A1)× . . .×Der(Ar)
)
T
→ Der(B)

Der untere Index T kürzt hier (Q◦Hot(T )) ab und steht für die volle Unterkatego-
rie aller (Q◦Hot(T ))-S-rechtsentfaltbaren Tupel von Objekten, die wir in diesem
Kontext auch kürzer T -quisrechtsentfaltet nennen. In derselben Weise erklären
wir den Linksderivierten von T .

Beweis. 1. Jeder Komplex von Moduln besitzt nach 20.3.8.8 eine Quislinksent-
faltung und das zeigt bereits die erste Aussage.

2. Ist (P,M) → (X, Y ) ein Paar von Quasiisomorphismen mit P,M quislinks-
entfaltet und X quisflach gilt es zu zeigen, daß sie einen Quasiisomorphismus
P ⊗k M →̆ X ⊗k Y induzieren. Wir zeigen sogar, daß beide Kettenabbildungen
der Sequenz P⊗kM → X⊗kM → X⊗kY Quasiisomorphismen sind. In der Tat
ist der Kegel über der ersten Kettenabbildung Keg(P → X) ⊗k M exakt, da wir
bereits aus 20.3.8.15 wissen, daßM als quislinksentfalteter Komplex quisflach ist.
Andererseits ist der Kegel über der zweiten Kettenabbildung X⊗k Keg(M → Y )
auch exakt, da X nach Annahme quisflach ist.

3. Ich zeige die Aussage in unserem Kontext bequemer für Rechtsmoduln. Gege-
ben ein Quasiisomorphismus P →̆ X mit P quislinksentfaltet und X quisflach
gilt es für alle Y zu zeigen, daß er einen Quasiisomorphismus

P ⊗k Y →̆ X ⊗k Y

induziert. Wählen wir wie oben einen Quasiisomorphismus M →̆ Y mit M quis-
linksentfaltet, so wissen wir aus dem Beweis des vorherigen Teils bereits, daß
die Komposition P ⊗k M → P ⊗k Y → X ⊗k Y ein Quasiisomorphismus
ist. Andererseits ist P quisflach und folglich P ⊗k Keg(M → Y ) exakt alias
Keg(P ⊗k M → P ⊗k Y ) exakt alias der erste Morphismus ein Quasiisomor-
phismus P ⊗k M →̆ P ⊗k Y . Dann muß aber wie gewünscht auch der zweite
Morphismus unserer Komposition ein Quasiisomorphismus P ⊗k Y →̆ X ⊗k Y
sein.

4. Die vierte Aussage folgt unmittelbar, sobald wir zeigen, daß jedes Paar (X, Y ) ∈
Hot(Mod- k)×Hot(k -Mod) mit Y quislinksentfaltet bereits quislinksentfaltet ist
für (Q ◦⊗k). Das folgt aber aus Teil 2, da jeder quislinksentfaltete Komplex nach
20.3.8.15 bereits quisflach ist.

Vorschau 20.3.8.19. Wir erinnern den SchmelzfunktorH : Hot(Ab)→ sgAb aus
18.2.5.13. In 21.9.9.14 versehen wir Der(Ab) mit der Struktur einer Schmelzka-
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tegorie und zeigen in 21.2.8.19, daß der Schmelzfunktor der Homologie eindeutig
über einen SchmelzfunktorH : Der(Ab)→ sgAb faktorisiert.

Proposition 20.3.8.20. Gegeben ein Ring k gilt:

1. Der Funktor Q ◦ Homk : Hot(k -Mod)opp × Hot(k -Mod) → Der(Ab)
besitzt einen Rechtsfaktorierten, den derivierten Homomorphismenkom-
plex

RHomk : Der(k -Mod)opp ×Der(k -Mod)→ Der(Ab)

2. Gegeben ein Komplex von k-Moduln X ∈ Hot(k -Mod) besitzt der Funktor
Q ◦ Homk(X, ) : Hot(k -Mod) → Der(Ab) ebenfalls einen Rechtsfak-
torierten R(Homk(X, )) : Der(k -Mod) → Der(Ab) und der natürliche
Morphismus vom kleineren Kolimes zum größeren Kolimes ist ein Isomor-
phismus

R(Homk(X, ))(Y )
∼→ RHomk(X, Y )

3. Gegeben ein Komplex von k-Moduln Y ∈ Hot(k -Mod) besitzt der Funktor
Q ◦ Homk( , Y ) : Hot(k -Mod)opp → Der(Ab) ebenfalls einen Rechtsfak-
torierten R(Homk( , Y )) : Der(k -Mod)opp → Der(Ab) und der natürliche
Morphismus vom kleineren Kolimes zum größeren Kolimes ist ein Isomor-
phismus

R(Homk( , Y ))(X)
∼→ RHomk(X, Y )

20.3.8.21. Ich erinnere daran, daß für jeden Ring alle in der Richtung gegen die
Differentiale beschränkten Komplexe aus injektiven Moduln quisrechtsentfaltet
sind und alle in Richtung der Differentiale beschränkten Komplexe aus projekti-
ven Moduln quislinksentfaltet. Ich erinnere daran, daß für einen Ring endlicher
homologischer Dimension nach 20.3.6.8 alle Komplexe aus injektiven Moduln
quisrechtsentfaltet sind und alle Komplexe aus projektiven Moduln quislinksent-
faltet. Ich erinnere auch noch an die in 20.3.4.7 und 20.3.4.8 für jede abelsche
Kategorie A hergeleiteten IsomorphismenH0 RHomA(X, Y )

∼→ DerA(X, Y ).

Beweis. Jeder Komplex von Moduln besitzt nach 20.3.8.8 eine Quislinksentfal-
tung und nach 20.3.8.6 eine Quisrechtsentfaltung und das zeigt bereits die erste
Aussage. Für Teil 2 gilt es zu zeigen, daß (X, Y ) bereits quisquisrechtsentfaltet ist
für (Q ◦ Homk), wenn Y quisrechtsentfaltet ist. Mit denselben Argumenten wie
beim Tensorprodukt reicht es zu zeigen, daß Homk(E, Y ) exakt ist für Y quis-
rechtsentfaltet und E exakt. Das haben wir aber bereits beim Beweis von 20.3.8.4
in größerer Allgemeinheit gesehen für Y das Produkttotal einer Cartan-Eilenberg-
Auflösung durch Injektive und nach 20.3.8.6 ist jeder quisrechtsentfaltete Kom-
plex von k-Moduln homotopieäquivalent zu so einem Produkttotal. Für Teil 3
gilt es zu zeigen, daß (X, Y ) bereits quisquisrechtsentfaltet ist für (Q ◦ Homk),
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wenn X quislinksentfaltet ist. Mit denselben Argumenten wie beim Tensorpro-
dukt reicht es zu zeigen, daß Homk(X,E) exakt ist für X quislinksentfaltet und
E exakt. Das geht genau wie in Teil 2, aber diesmal schreiben wir es genauer aus.
Nach 20.3.8.8 und seinem Beweis dürfen wir annehmen, daß X = tot⊕(P p,q)
das Summentotal der Cartan-Eilenberg-Auflösung durch Projektive (P p,q)q≤0 ei-
nes beliebig vorgegebenen Komplexes ist. Mithin ist Homk(X,E) das Produkt-
total des Tripelkomplexes totπ Homk(P

p,q, Er). Da die P p,q projektive Moduln
sind, hat unser Tripelkomplex exakte r-Komplexe. Da die p-Komplexe P p,q sogar
maximal spaltende Komplexe projektiver Moduln sind, sind auch die Kerne der
p-Differentiale zwischen den r-Komplexen exakt. Nach 20.3.7.3 ist also das par-
tielle Produkttotal totπp,r(Homk(P

p,q, Er)) exakt für alle q. Dann ist aber wieder
nach 20.3.7.3 auch totπ

(
totπp,r(Homk(P

p,q, Er))
)

exakt als Produktsummento-
tal eines Doppelkomplexes mit exakten Zeilen, mit dem das Produkttotal wegen
unserer Einschränkung q ≤ 0 übereinstimmt.

20.3.8.22. Für jeden Ring k undX ∈ Der(k -Mod) ist L(⊗kX) : Der(k -Mod)→
Der(Ab) linksadjungiert zu RHomZ(X, ). Das folgt aus unseren allgemeinen
Erkentnissen 20.3.2.28 zu Adjunktionen faktorierter Funktoren. Für jeden Kring
k und X ∈ Der(k -Mod) ist analog L(⊗kX) : Der(k -Mod) → Der(k -Mod)
linksadjungiert zu RHomk(X, ).

Übungen

Übung 20.3.8.23 (Abstrakte Künnethformel). Gegeben Komplexe von abel-
schen GruppenC,D ∈ Der(Ab) konstruiere man natürliche unnatürlich spaltende
kurze exakte Sequenzen⊕

p+q=n

HpC ⊗HqD ↪→ Hn(C ⊗L D) �
⊕

p+q=n+1

HpC ∗ HqD

Hinweis: Man wiederhole die Definitionen und erinnere den Beweis den Künneth-
formel 17.5.7.8.

Übung 20.3.8.24 (Abstraktes universelles Koeffiziententheorem). GegebenX ∈
Der(Ab) und eine abelsche Gruppe G konstruiere man natürliche und unnatürlich
spaltende kurze exakte Sequenzen

Ext(H1(X), G) ↪→ H0(XVG[0])� Hom(H0(X), G)

Hinweis: Man wähle eine injektive zwei-Schritt-Auflösung vonG, betrachte diese
kurze exakte Sequenz als ausgezeichnetes Dreieck, wende XV an, und bilde die
lange exakte Homologiesequenz. Nach 20.2.6.27 wissen wir zusätzlich, daß jedes
Objekt X ∈ Der(Ab) unkanonisch isomorph ist zu seiner totalen Kohomologie.
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20.3.9 Derivierte Produkte und Koprodukte
20.3.9.1 (Produkte und Koprodukte in Homotopiekategorien). Ich erinnere
an Übung 19.3.2.36. Seien A eine Kategorie mit additiver Struktur und (Ci)i∈I
eine Familie von Komplexen (Cq

i , d) aus KetA. Existiert für jedes q das Produkt∏
i∈I C

q
i in A, so ist der aus diesen Produkten gebildete Komplex nicht nur in

KetA, sondern auch in HotA das Produkt der Ci. Analoges gilt für Koprodukte,
entweder mit einem analogen Beweis oder formal durch Übergang zur opponier-
ten Kategorie. Für Limites und Kolimites sind mir die analogen Aussagen nicht
klar. Das Problem liegt darin, daß zwar das Bilden von Produkten abelscher Grup-
pen exakt ist, das Bilden von Limites abelscher Gruppen jedoch im allgemeinen
nicht mehr.

Proposition 20.3.9.2 (Produkte und Koprodukte in derivierten Kategorien).
Sei A eine abelsche Kategorie.

1. Ist (Ci)i∈I eine Familie quisrechtsentfalteter Komplexe aus KetA und exis-
tiert jeweils das Produkt derCq

i inA, so liefert der Komplex der gliedweisen
Produkte ein Produkt der Ci in KetA,HotA und DerA;

2. Besitzt jedes Objekt von HotA eine Quisrechtsentfaltung und ist (Di)i∈I eine
Familie von Komplexen aus KetA und existiert jeweils das Koprodukt der
Dq
i in A, so liefert der Komplex der gliedweisen Koprodukte ein Koprodukt

der Di in KetA,HotA und DerA.

20.3.9.3. Die Frage allgemeinerer Limites und Kolimites in derivierten Katego-
rien behandeln wir hier nicht weiter. Die im gleich folgenden Beweis gegebene
Argumentation direkt zu verallgemeinern scheitert daran, daß 20.3.9.1 nicht in
der nötigen Allgemeinheit gezeigt wurde.

Beweis. 1. Wir wissen bereits aus 20.3.9.1, daß der Komplex der gliedweisen Pro-
dukte ein Produkt in der Homotopiekategorie HotA ist. Nach 20.2.5.7 ist weiter je-
der Limes in HotA von quisrechtsentfalteten Komplexen wieder quisrechtsentfal-
tet. Damit folgt die Behauptung aus unseren allgemeinen Erkenntnissen 20.1.3.16
über Limites rechtsentfalteter Objekte in Lokalisierungen.

2. Wir wissen bereits aus 20.3.9.1, daß der Komplex der gliedweisen Koproduk-
te ein Koprodukt in der Homotopiekategorie HotA ist. Unter unseren Annahmen
besitzt weiter der Lokalisierungsfunktor HotA → DerA einen Rechtsadjungierten
und vertauscht folglich mit Kolimites und insbesondere mit Koprodukten.

20.3.9.4. Ist A eine abelsche Kategorie und besitzt jedes Objekt von HotA eine
Quisrechtsentfaltung und hat A alle I-Produkte und alle I-Koprodukte, so gilt
dasselbe für DerA. Das alles folgt leicht aus unserer Proposition 20.3.9.2.
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20.3.9.5 (Spezielle Produkte in derivierten Kategorien). Ist A eine abelsche
Kategorie mit genug Injektiven und sind Fn ∈ Hot≥n(A) gegeben für n ≥ 0, so
ist das gliedweise Produkt derFn auch das Produkt in der derivierten Kategorie. In
der Tat finden wir Quasiisomorphismen Fn →̆ In mit In ∈ Hot≥n(iA) und die-
se sind Quisrechtsentfaltungen und diese Quasiisomorphismen induzieren einen
Quasiisomorphismus vom gliedweisen Produkt der Fn in das gliedweise Produkt
der In, das seinerseits nach 20.3.9.2 ein Produkt in Der(A) ist. Die Besonderheit
dieser Situation liegt darin, daß in diesem speziellen Fall „bei der Konstruktion
der gliedweisen Produkte nur endliche Produkte inA zu betrachten sind“. So kann
man in dieser speziellen Situation Fragen der Exaktheit unendlicher Produkte aus
dem Weg gehen.

20.3.9.6 (Produkte und Koprodukte derivierter Moduln). Gegeben sei ein Ring
A und ein Universum U. Existieren für eine Menge I alle I-Koprodukte in der Ka-
tegorie der A-Moduln UModA, so existieren auch alle I-Koprodukte in den Kate-
gorien UKet(ModA), UHot(ModA), UDer(ModA) und stimmen überein mit den
offensichtlichen gliedweisen Koprodukten. Dasselbe gilt für Produkte und folgt
mit dem zweiten Teil unserer Proposition 20.3.9.2 aus der Existenz von Quis-
rechtsentfaltungen 20.3.8.6 und Quislinksentfaltungen 20.3.8.8 beliebiger Homo-
topiekomplexe in unserer abelschen Kategorie.

20.3.10 Universelle derivierte Funktoren*
Definition 20.3.10.1. Seien Q : A → B und F : A → C Funktoren. Unter einer
Rechtsapproximation an F durch Q verstehen wir ein Paar (G, σ) bestehend
aus einem Funktor G : B → C nebst einer Transformation σ : F ⇒ GQ, im
Diagramm

A F //

Q ��@@@@@@@@

σ
��

C

B
G

??��������

Unter einer initialen Rechtsapproximation verstehen wir eine Rechtsapproxima-
tion (F̄, τ) derart, daß für alle Funktoren G : B → C die Abbildung α 7→ (αQ)◦τ
eine Bijektion

CB(F̄, G)
∼→ CA(F,GQ)

zwischen den entsprechenden Räumen von Transformationen induziert. Eine ini-
tiale Rechtsapproximation heißt auch eine Rechts-Kan-Erweiterung nach dem
Mathematiker Daniel Kan.

Beispiel 20.3.10.2. IstQ volldicht, so ist jedes (F̄, τ) mit τ einer Isotransformation
τ : F

∼⇒ F̄Q eine initiale Rechtsapproximation.
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20.3.10.3 (Eindeutigkeit initialer Rechtsapproximationen). Verstehen wir die
Gesamtheit aller Rechtsapproximationen an F durch Q in geeigneter Weise als
eine Kategorie, so ist eine initiale Rechtsapproximation ein initiales Objekt die-
ser Kategorie. So weit will ich jedoch nicht gehen, da es mir auch so schon klar
scheint, daß eine initiale Rechtsapproximation eindeutig ist bis auf eindeutigen
Isomorphismus, falls sie denn existiert.

Beispiel 20.3.10.4 (Initiale Rechtsapproximation durch Rechtsadjungierte).
Gegeben Funktoren Q : A → B und F : A → C mag man die Definition ei-
ner Rechtsapproximation an F durch Q umformulieren als die Aussage, daß ein
partieller Linksadjungierter des durch Vorschalten von Q erklärten Funktors

(◦Q) : CB → CA

bei F existiert und dort den Wert F̄ annimmt. Besitzt nun Q selber einen Rechts-
adjungiertenR, so bilden nach 16.4.3.13 auch die auf den Funktorkategorien indu-
zierten Funktoren ein adjungiertes Paar ((◦R), (◦Q)) und überhaupt jeder Funktor
F besitzt eine initiale Rechtsapproximation durch Q, nämlich den Funktor FR.

20.3.10.5. Die entsprechenden Konzepte nach Übergang zu den opponierten Ka-
tegorien heißen Linksapproximation und finale Linksapproximation alias Links-
Kan-Erweiterung.

20.3.10.6 (Rechtsapproximation bei Lokalisierungen). Seien A eine Katego-
rie, S eine Menge von Morphismen von A und F : A → C ein Funktor. Eine
initiale Rechtsapproximation (F̄, τ) an den Funktor F durch den Lokalisierungs-
funktor Q : A → AS heißt auch ein universeller Rechtsderivierter oder kurz
Rechtsderivierter von F . Ich notiere ihn F̄ = RF oder auch F̄ = uRF , wenn
besonders betont werden soll, daß der universelle Rechtsderivierte gemeint ist.
Analog erklärt man den universellen Linksderivierten LF = uLF .

Beispiel 20.3.10.7. Fakorisiert F bereits selbst durch die Lokalisierung, gibt es al-
so ein Paar (F̄, τ) mit τ einer Isotransformation, so ist nach 20.3.10.2 sowohl dies
Paar ein universeller Rechtsderivierter als auch das Paar (F̄, τ−1) ein universeller
Linksderivierter.

20.3.10.8. Seien A eine Kategorie, S ein Rechtsoresystem von Morphismen von
A und F : A → C ein Funktor. Landet der volle Rechtsderivierte von F nach
20.3.2.18 in der vollen Unterkategorie der essentiell konstanten Indobjekte, so
liefert er unter Nachschalten eines Quasiinversen der Äquivalenz von C und der
Kategorie seiner essentiell konstanten Indobjekte auch einen universellen Rechts-
derivierten von F . Analoges gilt für Linksderivierte.

Lemma 20.3.10.9 (Universeller Rechtsderivierter eines Yoneda-Funktors). Sei-
en A eine Kategorie, S eine Menge von Morphismen in A und Q : A → AS der
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Lokalisierungsfunktor. Sei U ein Mengensystem derart, daß A und AS beide U-
Kategorien sind. Für X ∈ A ist dann der Yoneda-Funktor X̌S := AS(X, ) mit
der offensichtlichen Transformation τ : A(X, ) ⇒ AS(X, ) der universelle
Rechtsderivierte des Yoneda-Funktors X̌ := A(X, ) : A → UEns, im Diagramm

A X̌ //

Q   BBBBBBBB

τ
��

UEns

AS
X̌S

;;wwwwwwwww

Beweis. Gegeben ein FunktorG : AS → UEns und eine Transformation α : X̌ ⇒
GQ konstruieren eine Transformation αS : X̌S ⇒ G wie folgt: Morphismen in
AS sind ja nach 20.1.2 Äquivalenzklassen von Wegen in der Wegekategorie des
Köchers. So ein Weg ist eine Folge

X = Z0 ↔ Z1 ↔ . . .↔ Zn = Y

mit jedem Doppelpfeil entweder einem Morphismus Zi−1 → Zi oder einem Mor-
phismus Zi → Zi−1 aus S. Unserer Transformation α führt dann zu kommutativen
Diagrammen

A(X,Z0)

��

oo // A(X,Z1)

��

oo // . . . oo // A(X,Zn)

��
G(Z0) oo // G(Z1) oo // . . . oo // G(Zn)

Da GQ Morphismen aus S zu Isomorphismen macht, sind in der unteren Hori-
zontale alle Morphismen von rechts nach links Bijektionen. Jeder Weg liefert so
eine Abbildung G(X)→ G(Y ). Man prüft leicht, daß äquivalente Wege dieselbe
Abbildung liefern, so daß unser α uns wohlbestimmte Abbildungen

AS(X, Y )→ Ens(G(X), G(Y ))

liefert, die bei festem X sogar eine Transformation der entsprechenden Funktoren
AS → Ens bilden. Betrachten wir schließlich in G(X) das Element α(idX), so
liefert das Anwenden auf dies Element für unser festes X natürliche Abbildungen
Ens(G(X), G(Y ))→ G(Y ) und wir erhalten insgesamt eine Transformation αS :
X̌S ⇒ G. Man prüft leicht, daß die Abbildung α 7→ αS invers ist zur Abbildung

Cat(AS,UEns)(X̌S, G)→ Cat(A,UEns)(X̌, GQ)

gegeben durch die Abbildungsvorschrift β 7→ (βQ) ◦ τ .
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20.3.10.10. Sei U ein Mengensystem. Für jede U-Kategorie A betrachten wir den
Morphismenfunktor gegeben durch MorA : (X, Y ) 7→ A(X, Y ). Das ist also
ein Funktor

MorA : Aopp ×A → UEns

Lemma 20.3.10.11 (Universeller Rechtsderivierter des Morphismenfunktors).
Seien A eine Kategorie und S eine Menge von Morphismen in A. Sei U ein Men-
gensystem derart, daß A und AS beide U-Kategorien sind. So besitzt der Mor-
phismenfunktor MorA : (X, Y ) 7→ A(X, Y ) als universellen Rechtsderivierten
den Morphismenfunktor MorAS : (X, Y ) 7→ AS(X, Y ) mit der offensichtlichen
Transformation, im Diagramm

Aopp ×A MorA //

Q ''OOOOOOOOOOO

τ
��

UEns

Aopp
S ×AS

MorAS

88rrrrrrrrrrr

Beweis. Gegeben ein Funktor G : Aopp
S ×AS → UEns und eine Transformation

α : MorA ⇒ GQ konstruieren wir wie beim Beweis von 20.3.10.9 eine Transfor-
mation αS : MorAS ⇒ G und zeigen, daß sie invers ist zur zur Abbildung

Cat(Aopp
S ×AS,UEns)(MorAS , G)→ Cat(Aopp ×A,UEns)(MorA, GQ)

gegeben durch die Abbildungsvorschrift β 7→ (βQ) ◦ τ .

Beispiel 20.3.10.12. SeiA eine abelsche Kategorie. Wir wenden die vorhergehen-
den Überlegungen an auf den Morphismenfunktor der Homotopiekategorie

MorHot : Hotopp
A ×HotA → Ab
(A,D) 7→ HotA(A,D)

und die Lokalisierung nach Quasiisomorphismen in unseren Homotopiekategori-
en. Der universelle Rechtsderivierte unseres Morphismenfunktors ist mithin nach
20.3.10.11, genauer einer offensichtlichen Variante für Kategorien mit additiver
Struktur, der Morphismenfunktor der derivierten Kategorie DerA, in Formeln

uR MorHot = MorDer : Deropp
A ×DerA → Ab

20.3.10.13 (Komposition von universellen Rechtsderivierten). Seien (A, S)
und (B, T ) Kategorien mit Mengen von Morphismen und bezeichne Q : B → BT
die Lokalisierung. Seien F : A → B und G : B → D Funktoren. Wir nehmen an,
daß GF einen universellen Rechtsderivierten R(GF ) : AS → D besitzt, daß QF
einen universellen Rechtsderivierten R(QF ) : AS → BT besitzt, und daß G einen
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universellen Rechtsderivierten RG : BT → D besitzt. Die universelle Eigenschaft
zeigt dann, daß es für diese Rechtsderivierten genau eine Transformation

R(G ◦ F )⇒ RG ◦ R(QF )

gibt derart, daß unter dem Vorschalten der Lokalisierung P : A → AS ein kom-
mutatives Diagramm

G ◦ F +3 R(G ◦ F ) ◦ P

��
G ◦ F +3 RG ◦ R(QF ) ◦ P

entsteht mit einer unteren Horizontale, deren Definition der Leser aus dem folgen-
den Diagramm ablesen mag.

A P //

F
��

AS
R(QF )
��

R(G◦F )

ww

B

:B}}}}}}}

}}}}}}} Q //

G
��

BT
RG
��

D

:B|||||||

|||||||
D

Der gekrümmte Pfeil in diesem Diagramm ist formal betrachtet irrelevant.

20.3.10.14 (Konstruktion von universellen Rechtsderivierten). Seien A eine
Kategorie, S eine Menge von Morphismen von A und F : A → C ein Funktor.
Manchmal erhält man einen universellen Rechtsderivierten wie folgt: Man sucht
ein Paar (E, τ) bestehend aus einem Funktor E : A → A nebst einer Transfor-
mation τ : Id⇒ E mit folgenden Eigenschaften:

1. Für alle X ∈ A ist QτX ein Isomorphismus QτX : QX
∼→ QEX;

2. Jeder Morphismus s : X → Y in S liefert unter FE einen Isomorphismus
FEs : FEX

∼→ FEY .

So ein Paar (E, τ) heißt eine an F angepaßte Ersetzung. Es gibt dafür nach der
universellen Eigenschaft der Lokalisierung genau einen Funktor F̄ : AS → C
mit F̄Q = FE. Ich behaupte, daß dieser Funktor F̄ zusammen mit der durch τ
induzierten Transformation F ⇒ FE = F̄Q eine initiale Rechtsapproximation
an F durch Q ist. Wir verwenden im folgenden die exponentielle Schreibweise
Cat(A, C) = CA für Funktorkategorien. Nun erhalten wir für jeden Funktor G :
AS → C Abbildungen

CAS(F̄, G)→ CA(F̄Q,GQ) = CA(FE,GQ)→ CA(F,GQ)
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Die Erste ist eine Bijektion nach unserer Erkenntnis 20.1.2.20, daß jeder Lokali-
sierungsfunktor volldicht ist. Wir müssen also nur noch zeigen, daß auch die Letz-
te eine Bijektion ist. Das aber folgt daraus, daß jede Transformation η : F ⇒ GQ
ein kommutatives Diagramm

FX

ηX
��

FτX // FEX

ηEX
��

GQX
GQτX
∼
// GQEX

liefert, in dem die untere Horizontale nach unseren Annahmen, wie im Diagramm
bereits angedeutet, ein Isomorphismus ist.

Beispiel 20.3.10.15 (Universeller Linksderivierter des Kokern-Funktors). Sei
A eine abelsche Kategorie. Bezeichne A→ die Kategorie aller Darstellungen des
Köchers→ mit zwei Ecken und einem sie verbindenden Pfeil in A. Wir bestim-
men die finale Linksapproximation des Funktors cok : A→ → A oder genauer des
induzierten Funktors cok : Ket(A→) → Der(A). Hier ist implizit zu verstehen,
daß wir an Quasiisomorphismen lokalisieren wollen, der Derivierte wird also die
Gestalt

L cok : Der(A→)→ Der(A)

haben. Nun finden wir von jedem Objekt α : X → Y aus Ket(A→) einen Quasi-
isomorphismus zu einem Objekt α′ : X ′ → Y ′ mit α′ injektiv. Betrachten wir in
der Tat den Simplex ∆1 mit zwei Ecken und die Einbettungen k0, k1 : ∆0 → ∆1

der beiden Ecken alias die Kantenabbildungen aus 17.1.2.7, indiziert durch die je-
weils nicht erwischte Ecke, so erhalten wir auf den zugehörigen Simplizialketten
Homotopieäquivalenzen

S∆0
k0→ S∆1

k1← S∆0

Ausgeschrieben sind diese Homotopieäquivalenzen die Morphismen

Z
(0

1) // Z2 Z
(1

0)oo

0

OO

// Z

( 1
−1)

OO

0oo

OO

von senkrecht zu lesenden Komplexen, bei denen alle nicht ausgeschriebenen
Gruppen verschwinden und die obere Horizontale in Grad Null sitzt und wir mit
oberen Indizes indizieren, so daß die untere Horizontale im Grad (−1) sitzt. Ande-
rerseits betrachten wir den von der konstanten Abbildung auf den Simplizialketten
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induzierten Morphismus S∆1
a0→ S∆0. Nun bilden wir durch sukzessive Pushouts

in Ket(A) das Diagramm

X

k1

��

α // Y

ι
��

X
k0 // S∆1 ⊗Z X

a0

��

c // Zyl(α)

p

��
X

α // Y

Sicher gilt pι = idY . Der erste Pushout heißt der Zylinder von α, da er in der ana-
logen topologischen Situation tatsächlich durch Aufkleben des Zylinders ∆1×X
auf die Bodenplatte Y vermittels der Abbildung α entstünde. In der topologischen
Situation ist auch anschaulich klar, daß p und ι zueinander homotopieinvers sind.
In der algebraischen Situation prüfen wir das explizit. Wir schreiben dazu den
Zylinder aus als Zyl(α) = Y ⊕X ⊕ [1]X mit Differential

d =

dY 0 α
0 dX − id
0 0 −dX


Dann ist ι schlicht die Einbettung von Y als erster Summand, also die Spaltenma-
trix ι = (id, 0, 0)>. Dahingegen ist p die Zeilenmatrix p = (idY , α, 0). Es gilt nun,
die Differenz

ιp− id =

0 α 0
0 − idX 0
0 0 − id[1]X


in der Form dδ + δd zu schreiben. Um das zu leisten, betrachten wir zunächst die
Komposition S∆1

a0→ S∆0
k1→ S∆1 alias

Z2
(1 1

0 0) // Z2

Z

( 1
−1)

OO

0 // Z

( 1
−1)

OO

Hier notieren wir wieder senkrecht gedachte und nur zum Teil ausgeschriebene
Komplexe. In diesem Fall sollten wir ja eine Homotopie zur Identität erhalten
durch den Prismenoperator δ : Z2 → Z gegeben durch die Zeilenmatrix (0, 1). In
der Tat prüft man mühelos die Identitäten(

1

−1

)
(0, 1) =

(
0 1

0 −1

)
=

(
1 1

0 0

)
−
(

1 0

0 1

)
und (0, 1)

(
1

−1

)
= (−1) = (0)−(1).
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Das Tensorieren dieser Homotopie mit der Identität auf X liefert eine Lösung
unseres Problems im Fall α = idX der Form

δ =

0 0 0
0 0 0
0 idX 0


Wir prüfen nun leicht, daß dieselbe Formel auch für allgemeines α die gesuchte
Homotopie liefert. Also ist p : Zyl(α)→ Y in der Tat eine Homotopieäquivalenz.
So erhalten wir ein kommutatives Quadrat

X �
� // Zyl(α)

p

��
X

α // Y

in Ket(A) mit Homotopieäquivalenzen in den Vertikalen. Das ist in Ket(A→)
ein Morphismus der oberen Horizontale zur unteren Horizontale und ist sogar ein
Quasiisomorphismus, wenn auch keine Homotopieäquivalenz. Jedoch ist diese
Konstruktion funktoriell und liefert uns einen an cok angepaßten Ersetzungsfunk-
tor im Sinne von 20.3.10.6, denn in der Tat induziert jeder Quasiisomorphismus
in Ket(A→) zwischen durch injektive Kettenabbildungen beschriebenen Objekten
einen Quasiisomorphismus zwischen ihren Kokernkomplexen nach der langen ex-
akten Homologiesequenz und dem Fünferlemma. So folgt

L cok(X
α→ Y ) = cok(X → Zyl(α)) =

(
Y ⊕ [1]X,

(
dY α
0 −dX

))
Salopp gesprochen ist also der Linksderivierte des Kokernfunktors der Abbil-
dungskegelfunktor.
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20.4 Derivierte Kategorien und dg-Ringoide*

20.4.1 Ringoide und ihre Moduln
Definition 20.4.1.1. Ein Ringoid ist ein Paar (R, I) bestehend aus einer assozia-
tiven Z-Algebra R und einer ausgezeichneten Menge I ⊂ R von Idempotenten
derart, daß für i, j ∈ I gilt i 6= j ⇒ ij = 0 und daß gilt R =

∑
i,j∈I iRj.

20.4.1.2 (Ringoide und Ab-Kategorien). Gegeben ein Ringoid (R, I) erklären
wir seine Ringoidkategorie [R, I], eine Kategorie mit additiver Struktur alias Ab-
Kategorie, indem wir I als Menge der Objekte nehmen und iRj als die abelsche
Gruppe der Morphismen von j nach i. Wir erhalten so eine Ab-Kategorie mit
höchstens einem Nullobjekt. Gegeben eine Ab-Kategorie T erhalten wir anderer-
seits ein Ringoid (R(T ), I(T )), indem wir

R(T ) :=
⊕
X,Y ∈T

T (X, Y )

setzen sowie I(T ) := {iX | X ∈ T } für iX das Tupel mit idX an der Stelle mit
Index (X,X) und Null an allen anderen Stellen. Der offensichtliche Ab-Funktor
T → [R(T ), I(T )] induziert stets einen Isomorphismus T/0

∼→ [R(T ), I(T )] für
T/0 die Ab-Kategorie ist, die aus T entsteht, wenn wir alle Nullobjekte, soweit
es solche überhaupt gibt, zu einem einzigen Objekt identifizieren. Umgekehrt er-
halten wir stets einen offensichtlichen Isomorphismus (R[R, I], I[R, I])

∼→ (R, I)
von Ringoiden.

Definition 20.4.1.3. Ein Ringoidmodul über einem Ringoid (R, I) ist ein R-As-
soziativmodul M derart, daß gilt M =

∑
i∈I iM . Analog erklären wir Ringoid-

rechtsmoduln. Diese bilden abelsche Kategorien RModR und RMod−R.

20.4.1.4. In der Terminologie dieses Textes sind alle Ringe unitär und auf allen
Moduln operiert die Eins als Identität. Ein „nichtunitärer Ring“ heißt bei uns ei-
ne „assoziative Z-Algebra“ oder ein „Assoziativobjekt der Schmelzkategorie Ab“
und die „nichtunitären Moduln“ über einem Assoziativobjekt heißen „Assoziativ-
moduln“.

20.4.1.5 (Ringoidkategorie als Teil der Ringoidmodulkategorie). Gegeben ein
Ringoid (R, I) erhalten wir einen volltreuen Ab-Funktor

[R, I]
∼
↪→ RMod−R

von der Ringoidkategorie in die Kategorie der Rechtsmoduln unseres Ringoids
durch i 7→ iR auf Objekten und jRi ∼→ Hom−R(iR, jR) durch Multiplikation
von links auf Morphismen. Diese volltreue Einbettung ist der Grund, aus dem
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wir im folgenden Rechtsmoduln bevorzugen. Im Fall |I| = 1 spezialisiert das
zur wohlbekannten Bijektion R ∼→ Hom−R(R,R) durch Linksmultiplikation mit
Umkehrabbildung ϕ 7→ ϕ(1).
20.4.1.6 (Ringoidmoduln als Funktoren auf der Ringoidkategorie). Gegeben
ein Ringoid (R, I) erhalten wir zu jedem Ringoidmodul M einen Ab-Funktor
[M ] : [R, I] → Ab durch i 7→ iM . Gegeben eine Ab-Kategorie T und ein Ab-
Funktor F : T → Ab erhalten wir einen Ringoidmodul

M(F ) :=
⊕
X∈T

F (X)

über dem Ringoid R(T ). Diese beiden Konstruktionen sind zueinander quasiin-
verse Isomorphismen von Kategorien zwischen RModR und CatAb([M, I],Ab),
in Worten der Kategorie der mit den jeweiligen additiven Strukturen verträglichen
Funktoren [M, I]→ Ab.
20.4.1.7 (Ubiquität der freien endlich erzeugten Ringoidmoduln). Gegeben
C ⊃ T eine Ab-Kategorie mit einer vollen Unterkategorie betrachten wir das
Ringoid R := R(T ) nach 20.4.1.2 und erhalten einen Ab-Funktor

C → RMod−R

durch die Vorschrift X 7→
⊕

T∈T C(T,X). Jedes Objekt T ∈ T wird dabei auf
auf iTR abgebildet mit iT ∈ R dem zu T gehörigen Idempotenten. Nach 20.4.1.5
ist unser Funktor volltreu auf T , wir haben also in Formeln T ∼

↪→ RMod−R. Ist C
additiv, so folgern wir eine Äquivalenz

〈T 〉⊕
≈→ RFrei−R

für RFrei−R := 〈iR | i ∈ I〉⊕ ⊂ RMod−R die volle Unterkategorie aller endli-
chen direkten Summen von Objekten iR mit i ∈ I . Wir nennen sie freie Ringoid-
moduln oder ausführlicher freie endlich erzeugte Ringoidmoduln.

Definition 20.4.1.8. Gegeben Ringoide (A, I) und (B, J) ist ein Ringoidbimodul
eine abelsche GruppeX mit einer Struktur alsA-Ringoidmodul und einer Struktur
als B-Ringoidrechtsmodul derart, daß gilt (ax)b = a(xb) ∀a ∈ A, b ∈ B, x ∈ X .

20.4.1.9 (Funktoren zu Ringoidbimoduln). Gegeben ein A-B-Ringoidbimodul
X konstruieren wir ein adjungiertes Paar von Funktoren

(X⊗B, XVA)

zwischen RModB und RModA. Dazu gehen wir von der Tensor-Hom-Adjunktion
in der Gestalt 7.2.6.5 aus, also vom Fall A = Z. Wir hatten sie erhalten als die
Komposition

Ab(X ⊗B M,N)
∼→ BalB(X ×M,N)

∼← HomB(M,HomZ(X,N))
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von Ab-Isomorphismen, wobei die Wirkung von b ∈ B auf HomZ(X,N) durch
Vorschalten von (·b) : X → X zu verstehen ist. Sie schränkt ein zu einer Bijektion

HomA(X ⊗B M,N)
∼→ HomB(M,HomA(X,N))

Daß in unserer SituationX⊗BM einA-Ringoidmodul ist, erkennt man unschwer
sogar für einen beliebigenB-AssoziativmodulM , vergleiche 7.2.6.7. Dahingegen
muß HomA(X,N) im allgemeinen kein B-Ringoidmodul sein. Alles paßt aber
mit

(XVAN) :=
∑
j∈J

j HomA(X,N)

20.4.1.10 (Skalarerweiterung bei Ringoidmoduln). Seien (A, I) und (B, J)
Ringoide und ϕ : A → B ein Homomorphismus von Z-Algebren, der eine Sur-
jektion ϕ : I t {0} � J t {0} induziert. So wird B ein B-A-Ringoidbimodul
für Operation durch Linksmultiplikation von B und die Rechtsoperation von A
gegeben durch Multiplikation von rechts mit dem Bild unter ϕ und wir erhalten
einen Funktor, die Skalarerweiterung

B⊗A : RModA → RModB

Weiter erhalten wir in dieser Situation einen Isomorphismus B ⊗A Ai
∼→ Bϕ(i)

durch die Abbildung b ⊗ a 7→ bϕ(a). Das folgt aus allgemeinen Resultaten zum
Tensorieren über nichtunitären Ringen bei vielen Idempotenten, vergleiche 7.2.6.9.
Insbesondere induziert unsere Skalarerweiterung einen Funktor

B⊗A : RFreiA → RFreiB

20.4.2 Differentielle graduierte Ringoide und Moduln
20.4.2.1. Die Schmelzkategorie der differentiellen graduierten abelschen Gruppen
mit den entsprechenden multilinearen Abbildungen als Verschmelzungen notieren
wir dgAb. Eine dgAb-Kategorie nennen wir kurz eine dg-Kategorie. Das interne
Hom der Schmelzkategorie dgAb alias den Homomorphismenkomplex notieren
wir im folgendenVdgAb oder kurzV.

Definition 20.4.2.2. Ein differentielles graduiertes Ringoid oder dg-Ringoid ist
ein Paar (A, I) bestehend aus einem Assoziativobjekt A ∈ dgAb zusammen mit
einer ausgezeichneten Menge von Idempotenten I ⊂ Z0R derart, daß für i, j ∈ I
gilt i 6= j ⇒ ij = 0 und daß gilt A =

∑
i,j∈I iAj.

20.4.2.3 (dg-Ringoide und dg-Kategorien). Gegeben ein dg-Ringoid (R, I) er-
halten wir eine dg-Kategorie [R, I]dg mit höchstens einem Nullobjekt, seine dg-
Ringoidkategorie, indem wir I als Menge der Objekte nehmen und iRj als die
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differentielle abelsche Gruppe der Morphismen von j nach i. Gegeben eine dg-
Kategorie T erhalten wir ein dg-Ringoid (R(T ), I(T )), indem wir

R(T ) :=
⊕
X,Y ∈T

T (X, Y )

setzen und I(T ) := {iX | X ∈ T } für iX das Tupel mit idX an der Stelle mit
Index (X,X) und Null an allen anderen Stellen. Diese beiden Konstruktionen sind
salopp gesprochen invers zueinander, aber wir führen das nicht in voller Präzision
aus.

20.4.2.4. Einen dg-Ringoidmodul über einem dg-Ringoid (R, I) erklären wir
als einen R-dgAb-Assoziativmodul M mit M =

∑
i∈I iM . Analog erklären wir

einen dg-Ringoidrechtsmodul. Diese bilden, wie im folgenden ausgeführt wer-
den soll, dg-Kategorien RModdg

R beziehungsweise RModdg
−R. Wir beginnen unse-

re Diskussion mit Rechtsmoduln. Gegeben dg-Rechtsmoduln M,N nehmen wir
als Morphismenobjekte die Unterkomplexe

RModdg
−R(M,N) ⊂ (MVN)

aus allen f ∈ (MVN)n mit f ◦ (·r) = (·r) ◦ f für alle homogenen r ∈ R. Um
zu prüfen, daß wir so wirklich einen Unterkomplex erhalten, beschreiben wir ihn
alternativ als den Egalisator der beiden Morphismen (MVN)→ ((M ⊗R)VN)
gegeben durch das Vorschalten der Operation M ⊗R→M und das Darantenso-
rieren der Identität auf R gefolgt vom Nachschalten der Operation N ⊗ R → N .
Im Fall von Linksmoduln nehmen wir als Morphismenobjekte die Unterkomplexe

RModdg
R (M,N) ⊂ (MVN)

aus allen f ∈ (MVN)n mit f ◦ (r·) = (−1)|f ||r|(r·) ◦ f für alle homogenen
r ∈ R mit der üblichen Konvention |f | = n. Um zu prüfen, daß wir so wirklich
einen Unterkomplex erhalten, beschreiben wir ihn analog als den Egalisator der
beiden Morphismen (MVN)→ ((R⊗M)VN) gegeben durch das Vorschalten
der Operation R⊗M →M und das Darantensorieren der Identität auf R gefolgt
vom Nachschalten der Operation R ⊗ N → N und erinnern die Vorzeichenregel
18.2.1.25 für das Tensorieren von internem Hom.

20.4.2.5 (dg-Ringoidkategorie als Teil der dg-Ringoidmodulkategorie). Gege-
ben ein dg-Ringoid (R, I) erhalten wir einen volltreuen dgAb-Funktor

[R, I]dg ∼
↪→ RModdg

−R

von der einer dg-Ringoidkategorie 20.4.2.3 in die Kategorie seiner dg-Rechtsmoduln
durch i 7→ iR auf Objekten und jRi ∼→ RModdg

−R(iR, jR) durch Multiplikation
von links auf Morphismen.
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20.4.2.6 (dg-Ringoidmoduln als dg-Funktoren auf der dg-Ringoidkategorie).
Gegeben ein dg-Ringoid (R, I) erhalten wir zu jedem dg-Ringoidmodul M einen
dgAb-Funktor [M ] : [R, I]dg → dgAb durch i 7→ iM . Gegeben eine dgAb-
Kategorie T und ein dgAb-Funktor F : T → dgAb erhalten wir einen dg-
Ringoidmodul

M(F ) :=
⊕
X∈T

F (X)

Diese beiden Konstruktionen sind zueinander quasiinverse Äquivalenzen von dg-
Kategorien zwischen RModdg

R und CatdgAb([M, I]dg, dgAb).

20.4.2.7 (Homotopiekategorie der dg-Moduln). Die Umstrukturierung der dg-
Kategorie der dg-Ringoidmoduln über einem dg-Ringoid (A, I) mit dem Schmelz-
funktor H0 : dgAb → Ab bezeichnen wir mit RHotA := H0(RModdg

A ) und
setzen also

RHotA(M,N) := H0(RModdg
A (M,N))

für dg-Ringoidmoduln M,N über A. Ebenso erklären wir über einem dg-Ringoid
A auch die Homotopiekategorie der dg-Ringoidrechtsmoduln RHot−A. Darauf
ebenso wie bei Linksmoduln ist das Verschieben von Komplexen mit dem Nega-
tivmachen der Differentiale M 7→ [1]M aus 17.5.7.11 eine Z-Operation. Die Ho-
motopiekategorie RHot−A aller dg-Rechtsringoidmoduln über einem dg-Ringoid
A wird eine triangulierte Kategorie, wenn wir sie mit der von RMod−A indu-
zierten Z-Operation versehen und diejenigen Dreiecke auszeichnen, die isomorph
sind zu Dreiecken der Gestalt

M
f→ N → Keg(f)→ [1]M

mit Keg(f) dem Abbildungskegel, den wir mit seiner offensichtlichen Struktur
als dg-Rechtsringoidmodul versehen. Um die Axiome einer triangulierten Ka-
tegorie zu prüfen, müssen wir „nur“ den Beweis von Satz 20.2.3.1 durchgehen
und prüfen, daß alle Kettenabbildungen und Homotopien daraus unter unseren zu-
sätzlichen Voraussetzungen mit der Rechtsoperation von A verträglich sind. Für
Linksmoduln gilt Entsprechendes. Hier erklären wir die Z-Operation, indem wir
von unserer Z-Operation M 7→ [1]M auf Komplexen aus 17.5.7.11 ausgehen und
die A-Operation erklären durch die Vorschrift

a([1]m) := (−1)|a|[1](am)

für homogene a ∈ A. Das Vorzeichen ist nötig, damit unser [1]M aus 17.5.7.11
mit seinem negativ gemachten Differential wieder ein dg-Modul ist. Weiter müssen
wir auf dem Abbildungskegel die nicht ganz so offensichtliche A-Operation be-
trachten, bei der ein homogenes a ∈ A in den Notationen von 17.6.2.5 durch die
Diagonalmatrix diag((−1)|a|a, a) operiert.
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Ergänzung 20.4.2.8. Ich habe davon Abstand genommen, die zuvor erklärten
Konstruktionen in einen noch größeren Rahmen zu stellen, weil ich erstens nicht
so genau weiß, wie das zu machen wäre, und zweitens fürchte, daß ein noch größe-
rer Rahmen das in dieser Darstellung entwickelte Bild erdrücken könnte.
20.4.2.9. Fassen wir ein Ringoid (A, I) als dg-Ringoid auf, indem wir es mit der
trivialen Graduierung A = A0 und dem Differential d = 0 versehen, so erhalten
wir RHotA = Hot(RModA).
Beispiel 20.4.2.10 (Kategorie von Komplexen als dg-Kategorie). Gegeben eine
Ab-Kategorie P bilden die Komplexe KetP eine dg-Kategorie in offensichtlicher
Weise. Wir notieren diese dg-Kategorie Ketdg

P . Die ursprüngliche Ab-Kategorie
der Komplexe erhalten wir daraus zurück durch Umstrukturieren 18.2.4.21 mit
dem Schmelzfunktor Z0 : dgAb → Ab der Nullzykel, in Formeln KetP =
Z0(Ketdg

P ). Die Homotopiekategorie mit ihrer additiven Struktur erhalten wir ähn-
lich durch Umstrukturieren 18.2.4.21 mit dem SchmelzfunktorH0 : dgAb→ Ab
der nullten Homologie, in Formeln HotP = H0(Ketdg

P ).
20.4.2.11. Gegeben eine Ab-Kategorie P und eine volle Unterkategorie T ⊂
KetP bezeichnen wir mit T dg ⊂ Ketdg

P die volle dg-Unterkategorie mit denselben
Objekten und betrachten das zugehörige dg-Ringoid R := R(T dg) nach 20.4.2.3
und erhalten einen dg-Funktor Ketdg

P → Rmoddg
−R durch die Vorschrift

X 7→
⊕
T∈T

Ketdg
P (T,X)

Jedes Objekt X ∈ T wird dabei auf auf iXR abgebildet mit iX ∈ R dem zu X
gehörigen Idempotenten. Nach 20.4.2.5 ist unser dg-Funktor volltreu auf T dg, wir
haben also in Formeln

T dg ∼
↪→ RModdg

−R

Umstrukturieren unseres dg-Funktors Ketdg
P → Rmoddg

−R mit H0 liefert einen
Ab-Funktor

HotP → RHot−R

Ist P additiv, so ist er sogar trianguliert, denn nach einer Variante von 17.6.2.12
wissen wir, daß das „Bilden des Hom-Komplexes“ für alle Z ∈ KetP ein trian-
gulierter Funktor Ketdg

P (Z, ) : HotP → Hot ist. Daraus folgt unsere Behauptung
dann ohne große Mühe. Weiter ist unser Funktor auch volltreu auf der vollen Un-
terkategorie T hot := H0(T dg) ⊂ HotP der Homotopiekategorie mit Objekten T ,
in Formeln T hot ∼

↪→ RHot−R mit X 7→ iXR.
20.4.2.12. Gegeben ein dg-Ringoid (R, I) betrachten wir in der zugehörigen Ho-
motopiekategorie RHotR die von allen Ri mit i ∈ I erzeugte triangulierte Unter-
kategorie und notieren sie

RFrotR := 〈Ri | i ∈ I〉∆ ⊂ RHotR



20.4. DERIVIERTE KATEGORIEN UND DG-RINGOIDE* 3477

Ihre Objekte nennen wir homotopiefreie endlich erzeugte dg-Ringoidmoduln.
In derselben Weise erklären wir die triangulierte Kategorie der homotopiefreien
dg-Ringoidrechtsmoduln

RFrot−R := 〈iR | i ∈ I〉∆ ⊂ RHot−R

20.4.2.13. Fassen wir ein Ringoid (A, I) als dg-Ringoid auf, indem wir es mit der
trivialen Graduierung A = A0 und dem Differential d = 0 versehen, so erhalten
wir RFrotA = Hotb(RFreiA).

20.4.2.14 (Ubiquität der homotopiefreien dg-Ringoidmoduln). Gegeben eine
additive Kategorie P und eine volle Unterkategorie T ⊂ KetP und die volle
dg-Unterkategorie T dg ⊂ Ketdg

P mit denselben Objekten und das zugehörige dg-
Ringoid R := R(T dg) nach 20.4.2.3 induziert unser Funktor HotP → RHot−R
aus 20.4.2.11, der ja wie oben erwähnt volltreu ist auf der Unterkategorie T hot mit
Objektmenge T , vermittels dévissage 20.2.4.12 eine Äquivalenz von triangulier-
ten Kategorien

〈!T 〉Hot
∆

≈→ RFrot−R

Die linke Seite meint hier die von den Objekten von T in HotP erzeugte triangu-
lierte Unterkategorie. Ein Objekt T ∈ T wird dabei auf den dg-R-Rechtsmodul
iTR abgebildet.

20.4.2.15 (Beschreibung triangulierter Erzeugnisse in Homotopiekategorien).
Sei P eine additive Kategorie. Gegeben Komplexe Xα = (Xn

α)n∈Z in KetP indi-
ziert durch 1 ≤ α ≤ a finden wir, daß die iterierten Abbildungskegel gegeben
durch Ka+1 = 0 und Kα := K(fα : [−1]Xα → Kα+1) für beliebige Kettenabbil-
dungen fα beschrieben werden können als die Komplexe mit homogenen Anteilen

Kn
α = Xn

α ⊕Xn
α+1 ⊕ . . .⊕Xn

a

und mit Differentialen dn : Kn
α → Kn+1

α in Bezug auf die Darstellung unserer
direkten Summen als Spaltenvektoren gegeben durch untere Dreiecksmatrizen wie
etwa

dn =

 ∂n 0 0
∗ ∂n 0
∗ ∗ ∂n


im Fall von drei Summanden mit den Differentialen der Xβ für α ≤ β ≤ a auf
der Diagonalen und beliebige Xn

β → Xn+1
γ für α ≤ β < γ ≤ a unterhalb der

Diagonalen mit der einzigen Maßgabe, daß stets gilt dn+1 ◦dn = 0. Gegeben zwei
derartige iterierte Abbildungskegel K,L und eine Kettenabbildung f : [−1]K →
L ist auch Keg([−1]K → L) wieder von derselben Gestalt. Damit haben wir eine
Beschreibung aller Objekte in der von einer Menge von Komplexen erzeugten
triangulierten Unterkategorie von HotP gewonnen. Die Verschiebungen [−1] sind
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hierbei unerheblich und dienten nur dem Zweck, die Diagonale von Vorzeichen
zu befreien.

20.4.2.16 (Beschreibung homotopiefreier dg-Ringoidmoduln). Sei (R, I) ein
dg-Ringoid. Alle homotopiefreien dg-Ringoidrechtsmoduln sind isomorph zu R-
Rechtsmoduln M = [ν1]i1R ⊕ [ν2]i2R ⊕ . . . ⊕ [νa]iaR für beliebig vorgegebene
να ∈ Z und iα ∈ I und 1 ≤ α ≤ a mit homogenen Anteilen

Mn = i1R
n+ν1 ⊕ i2Rn+ν2 ⊕ . . .⊕ iaRn+νa

und mit einem Differential d : Mn → Mn+1 in Gestalt des Davormultiplizierens
einer unteren Dreiecksmatrix wie etwa

d =

 (−1)ν1∂ 0 0
∗ (−1)ν2∂ 0
∗ ∗ (−1)ν3∂


im Fall von drei Summanden, mit Einträgen (−1)να∂R an der α-Stelle auf der
Diagonalen und Einträgen aus (iβRiγ)

νβ−νγ+1 homogen vom Grad νβ−νγ +1 für
β < γ als Matrixeintrag dγβ an den entsprechenden Stellen unterhalb der Diago-
nalen. Wieder ist die einzige zusätzliche Einschränkung an die Einträge unserer
Matrix d2 = 0. Das sieht man genauso wie bei der in 20.4.2.15 ausgeführten
Variante.

20.4.2.17 (Von dg-Ringoidmoduln zu Komplexen). Gegeben eine additive Ka-
tegorie P und eine volle Unterkategorie T ⊂ KetP und das zugehörige dg-
Ringoid R := R(T dg) können wir nun auch ein Quasiinverses der Äquivalenz
von triangulierten Kategorien 〈!T 〉Hot

∆
≈→ RFrot−R nach unserer dg-Ubiquität

20.4.2.14 explizit angeben. Gehören etwa die ausgezeichneten Idempotenten i1, i2, i3
zu den Komplexen T1, T2, T3 ∈ T , so würde unserem Beispielobjekt aus 20.4.2.16
der Komplex K mit homogenen Anteilen Kn = T n+ν1

1 ⊕T n+ν2
2 ⊕T n+ν3

3 zugeord-
net und mit dem durch die Matrix

d =

 (−1)ν1∂1 0 0
∗ (−1)ν2∂2 0
∗ ∗ (−1)ν3∂3


beschriebenen Differential, wobei nun ∂i das Differential von Ti meint und wir
erinnern, daß jedes Element ∗ ∈ (iβRiγ)

νβ−νγ+1 für eine ganze Familie von P-
Morphismen T n+νγ

γ → T
n+νβ+1

β steht.

20.4.2.18 (Homotopiefreie dg-Ringoidmoduln spezieller dg-Ringoide). Sei nun
speziell (H, I) ein dg-Ringoid, das konzentriert ist im Grad Null, so daß insbe-
sondere auch sein Differential verschwindet. Ist dann in 20.4.2.16 sagen wir νγ
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kleinstmöglich unter allen να, so muß die γ-Zeile der das Differential beschrei-
benden Matrix verschwinden und wir erhalten wieder eine obere Dreiecksmatrix,
wenn wir erst die γ-Zeile nach ganz oben schieben und dann die γ-Spalte nach
ganz vorn. So sehen wir, daß wir jeden homotopiefreienH-dg-Ringoidrechtsmodul
auch darstellen können nach dem in 20.4.2.16 beschriebenen Schema mit der zu-
sätzlichen Eigenschaft ν1 ≤ . . . ≤ νa und daß dabei das Differential durch eine
Block-untere Dreiecksmatrix gegeben wird mit der durch die Gleichheiten zwi-
schen unseren να gegebenen Blockstruktur und von Null verschiedenen Einträgen
nur auf der ersten unteren Block-Nebendiagonalen, wie etwa die Matrix

0 0 0 0
∗ 0 0 0
∗ 0 0 0
0 ∗ ∗ 0


im Fall ν1 < ν2 = ν3 < ν4, wobei die Sternchen nur dann alle von Null verschie-
den sein können, wenn< jedes mal ein Wachsen um Eins bedeutet. Das alles illus-
triert nocheinmal unsere Identität RFrot−H = Hotb(RFrei−H) aus 20.4.2.12, die
Nebendiagonalblöcke links entspechen den Differentialen des Komplexes rechts.
Ist etwas allgemeiner (Z, I) ein dg-Ringoid, das konzentriert ist in nichtpositi-
ven Graden, so können wir immer noch zu ν1 ≤ . . . ≤ νa umsortieren, aber die
Differentiale sind nun Block-untere Dreiecksmatrizen mit Diagonalmatrizen mit
von Null verschiedenen Einträgen±∂ auf der Blockdiagonalen und Einträgen von
immer negativeren Graden in den tieferen Block-Nebendiagonalen, also etwa

∂ 0 0 0
∗0 −∂ 0 0
∗0 0 −∂ 0
∗−1 ∗0 ∗0 ∂


im Fall (ν1, ν2, ν3, ν4) = (2, 3, 3, 4) mit oberen Indizes an den Sternchen, um die
Grade der entsprechenden Elemente von Z anzudeuten.

20.4.3 Kippen, Realisierung, Gewichtskomplex
Definition 20.4.3.1. Gegeben dg-Ringoide (A, I) und (B, J) erklären wir einen
dg-Ringoidbimodul als eine dg-Gruppe X mit einer Struktur als A-dg-Ringoid-
modul und einer Struktur als B-dg-Ringoidrechtsmodul derart, daß gilt (ax)b =
a(xb) ∀a ∈ A, b ∈ B, x ∈ X .

20.4.3.2. Gegeben ein A-B-dg-Ringoidbimodul X erhalten wir einen dg-Funktor

⊗AX : RModdg
−A → RModdg

−B
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in recht offensichtlicher Weise durch Ergänzung des in 20.4.1.9 diskutierten Funk-
tors um Graduierung und Differential. Auf die Diskussion des Rechtsadjungierten
verzichten wir vorerst, das mag einmal ein Student ausarbeiten. Unser Funktor in-
duziert auf den Homotopiekategorien einen triangulierten Funktor

⊗AX : RHot−A → RHot−B

20.4.3.3 (Skalarerweiterung bei dg-Ringoidmoduln). Seien (A, I) und (B, J)
dg-Ringoide und ϕ : A → B ein Homomorphismus von dgAb-Magmas, der
eine Surjektion ϕ : I t {0} � J t {0} induziert. So wird B ein A-B-dg-
Ringoidbimodul für die offensichtliche Rechtsoperation von B und die Linksope-
ration von A gegeben durch Multiplikation mit dem Bild unter ϕ und wir erhalten
mit 20.4.3.2 einen triangulierten Funktor, die Skalarerweiterung

⊗AB : RHot−A → RHot−B

Weiter erhalten wir in dieser Situation einen Isomorphismus iA ⊗A B
∼→ ϕ(i)B

durch die Abbildung a⊗b 7→ ϕ(a)b. Das folgt aus der bereits in 20.4.1.10 bespro-
chenen analogen Aussage in der „nicht-dg-Situation“, die wir dort für Linksmo-
duln ausformuliert hatten. Insbesondere induziert unsere Skalarerweiterung einen
triangulierten Funktor

⊗AB : RFrot−A → RFrot−B

In der in 20.4.2.16 besprochenen Beschreibung der homotopiefreien Rechtsmo-
duln bedeutet die Skalarerweiterung das Anwenden von ϕ auf alle Matrixeinträge
unterhalb der Diagonalen und das Ersetzen der Differentiale von A durch die Dif-
ferentiale von B. Ist zusätzlich ϕ ein Quasiisomorphismus, so ist unsere Erwei-
terung der Skalare volltreu auf der vollen Unterkategorie aller iA mit i ∈ I und
mit dévissage auch auf ihrem triangulierten Erzeugnis und induziert mithin eine
Äquivalenz von triangulierten Kategorien

⊗AB : RFrot−A
≈→ RFrot−B

20.4.3.4 (Realisierung, Gewichtskomplex und Kippen im Abstrakten). Gege-
ben ein dg-Ringoid (R, I) haben wir stets Morphismen dgAb-Magmas

H0R ← (Z0R⊕R<0) → R

Zeichnen wir in der Mitte dieselbe Menge I von Idempotenten aus wie in R und
in H0R deren Bilder, so sind alle drei dgAb-Magmas Ringoide und unsere Ska-
larerweiterungen aus 20.4.3.3 liefern triangulierte Funktoren

Hotb(RFrei−H0R) = RFrot−H0R ← RFrot−Z0R⊕R<0 → RFrot−R
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Jetzt unterscheiden wir drei Fälle.

(1) Gilt n < 0 ⇒ HnR = 0, so ist der erste unserer Morphismen ein Quasi-
isomorphismus und die Skalarerweiterung liefert nach 20.4.3.3 eine Äquivalenz
RFrot−H0R

≈← RFrot−Z0R⊕R<0 . Durch Invertieren dieser Äquivalenz erhalten wir
einen triangulierten Funktor, den abstrakten Realisierungsfunktor

Hotb(RFrei−H0R)→ RFrot−R

(2) Gilt n > 0 ⇒ HnR = 0, so ist der zweite unserer Morphismen ein Quasi-
isomorphismus und die Skalarerweiterung liefert nach 20.4.3.3 eine Äquivalenz
RFrot−Z0R⊕R<0

≈→ RFrot−R. Durch Invertieren dieser Äquivalenz erhalten wir
einen triangulierten Funktor, den abstrakten Gewichtskomplexfunktor

RFrot−R → Hotb(RFrei−H0R)

(3) Gilt n 6= 0 ⇒ HnR = 0, so werden die beiden zuvor besprochenen Funkto-
ren zueinander quasiinverse Äquivalenzen von triangulierten Kategorien und wir
erhalten die abstrakte Kippäquivalenz

RFrot−R
≈→ Hotb(RFrei−H0R)

20.4.3.5 (Realisierung, Gewichtskomplex und Kippen für Komplexe). Sei-
en P eine additive Kategorie und T ⊂ KetP eine Menge von Komplexen und
R := R(T dg) das zugehörige dg-Ringoid. In diesem Fall liefert unsere Ubiqui-
tät 20.4.1.7 eine Äquivalenz 〈!T 〉Hot

⊕
≈→ RFrei−H0R für 〈!T 〉Hot

⊕ ⊂ HotP die von
T in HotP erzeugte additive Unterkategorie und zusammen mit der dg-Ubiquität
20.4.2.14 als rechter Vertikale erhalten wir ein Diagramm triangulierter Funktoren

Hotb(RFrei−H0R) ← RFrot−Z0R⊕R<0 → RFrot−R
↑ oo ↑ oo

Hotb(〈!T 〉Hot
⊕ ) 〈!T 〉Hot

∆

Auch hier unterscheiden wir drei Fälle.

(1) Gilt n < 0 ⇒ HotP(X, [n]Y ) = 0 für beliebige X, Y ∈ T , so erhalten wir
n < 0⇒ HnR = 0 und damit einen triangulierten Realisierungsfunktor

Hotb(〈!T 〉Hot
⊕ ) → 〈!T 〉Hot

∆

(2) Gilt n > 0 ⇒ HotP(X, [n]Y ) = 0 für beliebige X, Y ∈ T , so erhalten wir
n > 0⇒ HnR = 0 und damit einen triangulierten Gewichtskomplexfunktor

〈!T 〉Hot
∆ → Hotb(〈!T 〉Hot

⊕ )
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(3) Gilt n 6= 0 ⇒ HotP(X, [n]Y ) = 0 für beliebige X, Y ∈ T , so erhalten
wir n 6= 0 ⇒ HnR = 0 und unsere beiden triangulierten Funktoren werden zu
quasiinversen Äquivalenzen, den Kippäquivalenzen

〈!T 〉Hot
∆

≈↔ Hotb(〈!T 〉Hot
⊕ )

≈↔ Hotb(RFrei−H0R)

Definition 20.4.3.6. Sei A eine abelsche Kategorie. Eine Menge von Komplexen
T ⊂ KetA heiße quisendentfaltet, wenn für alle T, T ′ ∈ T und alle n ∈ Z die
offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

HotA(T, [n]T ′)
∼→ DerA(T, [n]T ′)

zwischen Morphismen in der Homotopiekategorie und Morphismen in der deri-
vierten Kategorie liefert.

Beispiele 20.4.3.7. Das von einer quisendentfalteten Menge von Komplexen er-
zeugte Verdiersystem ist offensichtlich auch selbst wieder quisendentfaltet. Die
Mengen aller gegen die Pfeile beschränkten Komplexe injektiver Objekte und aller
mit den Pfeilen beschränkten Komplexe projektiver Objekte sind quisendentfaltet.
Allgemeiner sind die Mengen aller quisrechtsentfalteten Komplexe nach 20.3.4.5
und aller analog definierten quislinksentfalteten Komplexe beide quisendentfaltet.

20.4.3.8 (Triangulierte Erzeugnisse quisendentfalteter Komplexmengen). Sei-
en A eine abelsche Kategorie und T ⊂ KetA eine quisendentfaltete Menge von
Komplexen. So induziert nach dévissage der Lokalisierungsfunktor eine Äquiva-
lenz von triangulierten Kategorien

〈!T 〉Hot
∆

≈→ 〈!T 〉Der
∆

zwischen ihren jeweiligen triangulierten Erzegnissen in der Homotopiekategorie
HotA und in der derivierten Kategorie DerA.

20.4.3.9 (Realisierung als verallgemeinerter Totalkomplex). Seien P eine ad-
ditive Kategorie und T ⊂ KetP eine Menge von Komplexen mit n < 0 ⇒
HotP(X, [n]Y ) = 0 für beliebige X, Y ∈ T . Wir wollen den Realisierungsfunk-
tor Hotb(〈!T 〉Hot

⊕ ) → 〈!T 〉Hot
∆ expliziter beschreiben. Sei also R := R(T dg) das

zuhehörige dg-Ringoid, für das folglich gilt n < 0 ⇒ HnR = 0. Wir hatten
unseren Realisierungsfunktor definiert als die Komposition

Hotb(RFrei−H0R)
≈← Hotb(RFrei−Z0R⊕R<0) → RFrot−R

↑ oo ↓ oo
Hotb(〈!T 〉Hot

⊕ ) 〈!T 〉Hot
∆

Mithilfe unserer expliziten Formeln 20.4.2.17 wollen wir die Komposition unserer
Funktoren nun expliziter beschreiben. Das Ausgangsobjekt T ∈ Hotb(〈!T 〉Hot

⊕ ) ist
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ein beschränkter Komplex hp : T p → T p+1 aus Objekten der Homotopiekategorie
T p ∈ 〈!T 〉Hot

⊕ ⊂ HotP . Diese sind ihrerseits Komplexe ∂ : T p,q → T p,q+1 aus
Objekten von P . Wir denken uns das ganze Datum notiert in der Form eines Dop-
pelkomplexes mit dem Komplex T p in der Vertikalen bei p. Im Gegensatz zu ei-
nem richtigen Doppelkomplex haben wir aber in den Horizontalen keine richtigen
Morphismen T p,q → T p+1,q, sondern nur Homotopieklassen von Kettenabbildun-
gen T p,∗ → T p+1,∗ derart, daß die Verknüpfung hp+1 ◦ hp stets nullhomotop ist.
Unsere Theorie sagt nun, daß wir Repräsentanten up1 unserer Homotopieklassen
hp bestehend aus Morphismen up,q1 : T p,q → T p+1,q, ja aus Kettenabbildungen
up,∗1 : T p,∗ → T p+1,∗ sowie weitere Morphismen up,qr : T p,q → T p+r,q−r+1 für
r ≥ 2 so finden können, daß der „verallgemeinerte Totalkomplex“ mit homoge-
nen Anteilen

Kn :=
⊕
p+q=n

T p,q

und Randoperatoren Kn → Kn+1 gegeben durch (−1)p∂ +
∑

r≥1 u
p,q
r in der Tat

ein Komplex ist. Unsere Theorie sagt außerdem, daß der so entstehende Komplex
in der Homotopiekategorie K ∈ 〈!T 〉Hot

∆ von den getroffenen Wahlen unabhängig
ist bis auf eindeutigen Isomorphismus und das Bild unseres Ausgangsobjekts be-
schreibt. Ich will nun nicht bis ins Letzte ausschreiben, wie unter unserer neuen
Interpretation des Realisierungsfunktors allgemeine Morphismen abgebildet wer-
den, aber in manchen Fällen ist das auch direkt klar, nämlich etwa dann, wenn wir
beide Objekte durch echte Doppelkomplexe repräsentieren können und den fragli-
chen Morphismus durch einen Morphismus von Doppelkomplexen, dann nämlich
ist sein Bild schlicht der induzierte Morphismus auf dem Totalkomplex. In For-
meln ist also zumindest die Komposition

Ketb(〈!T 〉Ket
⊕ ) → Hotb(〈!T 〉Hot

⊕ ) → 〈!T 〉Hot
∆

der Totalkomplexfunktor, wo 〈!T 〉Ket
⊕ ⊂ KetP die von T in KetP erzeugte additi-

ve Unterkategorie bezeichnet.

Beispiel 20.4.3.10 (Realisierungsfunktor für perverse Garben). Hier will ich
erklären, wie man den Realisierungsfunktor aus [BBD82] als Anwendung unse-
res abstrakten Realisierungsfunktors verstehen kann. Sei A eine abelsche Kate-
gorie mit genug Injektiven und sei auf Der+

A alias Hot+
iA eine Abschneidestruktur

gegeben. Das Herz der Abschneidestruktur notiere ich C ⊂ Hot+
iA und unser Rea-

lisierungsfunktor 20.4.3.5 spezialisiert zu einem triangulierten Funktor

Hotb(C)→ Hot+
iA

Gegeben ein beschränkter exakter Komplex (T ∗, ∂) in einer abelschen Kategorie
C haben wir nun kurze exakte Sequenzen Zp(T ) ↪→ T p � Zp+1(T ) und die
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Ränder T p → T p+1 sind die Verknüpfungen

T p � Zp+1(T ) ↪→ T p+1

Kurze exakte Sequenzen von perversen Garben sind jedoch dasselbe wie ausge-
zeichnete Dreiecke ohne den Morphismus vom Grad Eins und sind folglich für
in Hot+

iA vorgegebenes Anfangs- und Endobjekt isomorph mit der Identität vorne
und hinten zu einer kurzen exakten Sequenz in Ket+

A bestehend aus Objekten von
C ⊂ Hot+

iA. So finden wir von jedem exakten Komplex in Hotb(C) einen Iso-
morphismus zu einem weiteren Objekt von Hotb(C), das durch einen Komplex
in Ketb(Ket+

iA) alias einen echten Doppelkomplex repräsentiert wird, der darüber
hinaus exakte Zeilen hat, also ein exakter Komplex von Komplexen ist. Dann ist
aber auch sein Totalkomplex exakt und wir finden mit 20.4.3.9, daß unser Funktor
über einen triangulierten Funktor

Derb(C)→ Hot+
iA

faktorisiert. Dieser Funktor ist offensichtlich auf C eingeschränkt die Einbettung
C ∼
↪→ Hot+

iA. Das ist im Grunde dieselbe Konstruktion wie in [BBD82], ich habe
sie nur in einem anderen Dialekt ausformuliert.

Beispiel 20.4.3.11. Sei A eine abelsche Kategorie mit genug Projektiven und sei
S ⊂ Der−A eine Menge von Objekten mit

n 6= 0⇒ DerA(X, Y [n]) = 0 ∀X, Y ∈ S

Wir sagen dann auch, S sei eine Menge von paarweise nicht erweiternden Ob-
jekten. SeiH := R(S) das Ringoid der vollen Unterkategorie S ⊂ DerA im Sinne
von 20.4.1.2. So liefert die Kippäquivalenz 20.4.3.5 zusammen mit der Wahl einer
projektiven Auflösung X̃ ∈ Hot−pA für jeder X ∈ S eine Kette von Äquivalenzen
von triangulierten Kategorien

〈!S〉Der
∆

≈← 〈X̃ | X ∈ S〉Hot
∆

≈→ Hotb(RFrei−H)

Beispiel 20.4.3.12. Wir betrachten einen K-Vektorraum V und dessen symmetri-
sche Algebra S := SV mit ihrer offensichtlichen Z-Graduierung sowie die abel-
sche Kategorie A := ModZS der Z-graduierten S-Moduln und deren derivierte
Kategorie Der(ModZS). Darin bilden die Ein-Objekt-Komplexe K(i)[i], die so-
wohl in der homologischen Graduierung als auch in der internen Graduierung im
Grad i konzentriert sind, eine Menge von paarweise nichterweiternden Objekten.
Man erkennt das zum Beispiel am Beweis der Formel 20.2.6.30 für die Erweite-
rungen, die auch zeigt, wie man Erweiterungen in ModZS bestimmen kann. Wir
erhalten so Isomorphismen Altj−i(V )

∼→ Der(ModZS)(K(i)[i], K(j)[j]) = 1jH1i
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für unser Erweiterungsringoid H aus 20.4.3.11 mit der neuen Notation 1j = iX
für den Idempotenten in H zum Objekt K(j)[j] = X . In diesem Fall erhält man
zusätzlich einen Isomorphismus

RMod−H
≈→ ModZAlt(V )

dadurch, daß man jedem Ringoidmodul M den graduierten Modul mit M1i als
homogenen Anteil im Grad i zuordnet, und folgert insbesondere eine Äquivalenz
von RFrei−H mit der Kategorie der graduiert freien endlich erzeugten graduierten
Alt(V )-Moduln.

Beispiel 20.4.3.13 (Die Mutter aller Koszul-Dualitäten). Sei V ein Vektorraum
über einem Körper K. Der Koszulkomplex aus 19.3.2.32 ist ein bigraduierter
K-Vektorraum mit homogenen Anteilen SiV ⊗

∧j V und einem Differential d
vom Bigrad (1,−1), das die (i, j)-Komponente in die (i+ 1, j − 1)-Komponente
schiebt. Darüberhinaus kommutiert unser Differential mit der Linksoperation von
SV und der Rechtsoperation von Alt(V ) durch das cap-Produkt von rechts, wie
wir bereits in 20.2.6.30 diskutiert hatten. Bisher hatten wir j als den „homologi-
schen Grad“ betrachtet und diese Struktur als eine Linksauflösung des im inter-
nen Grad Null graduierten SV -Moduls K durch den Komplex der graduiert freien
SV -Moduln SiV ⊗

∧j V aufgefaßt, wo eigentlich der homologische Index j nach
unten gehörte, da das Differential ihn erniedrigt. Wir können aber auch i als den
„homologischen Grad“ betrachten und erhalten dann eine Rechtsauflösung des
graduierten Alt(V )-Rechtsmoduls K konzentriert im internen Grad Null durch
den Komplex der graduiert freien Alt(V )-Rechtsmoduln SiV ⊗

∧
V . Unter der

Annahme dimV < ∞ sind diese Rechtsmoduln injektiv und unsere Auflösung
liefert einen Isomorphismus

SV
∼→ Ext∗−Alt(V )(K,K)

und für die Kategorie B := ModZ−AltV der Z-graduierten (AltV )-Rechtsmoduln
folgern wir wieder, daß die Ein-Objekt-Komplexe K(i)[i] ∈ DerB, die sowohl
in der homologischen Graduierung wie in der internen Graduierung im Grad i
konzentriert sind, eine Menge von paarweise nichterweiternden Objekten bilden.
In diesem Fall erhält man analog wie zuvor einen Isomorphismus

RMod−H
≈→ ModZ−SV

und folgert insbesondere eine Äquivalenz von RFrei−H mit der Kategorie der
graduiert freien endlich erzeugten graduierten SV -Rechtsmoduln und so eine tri-
angulierte Äquivalenz Hotb(RFrei−H)

≈→ Derb(ModfZ−SV ). Andererseits ist das
triangulierte Erzeugnis unserer Menge von paarweise nichterweiternden Objekten
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gerade Derb(ModfZ−AltV ). Zusammenfassend spezialisiert 20.4.3.11 in unserem
Fall also zu einer Äquivalenz von triangulierten Kategorien

Derb(ModfZ−AltV )
≈→ Derb(ModfZ−SV )
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21.6.4 Schnittpaarung und Poincarédualität . . . . . . . . 3666
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21.1 Trennrückzug

21.1.1 Garben als Schmelzkategorie

21.1.1.1. Ich erinnere an Schmelzkategorien 18.1.1.4, universelle Verschmelzun-
gen 18.1.3.1, stabil universelle Verschmelzungen 18.1.3.2 und Multihom 18.1.4.3.

21.1.1.2 (Kartesische Schmelzkategorie der Mengenprägarben). Gegeben ein
topologischer Raum X erinnern wir die Kategorie pEns/X der Mengenprägarben
aufX . Diese Kategorie hat endliche Produkte und die zugehörige banale Trennka-
tegoriefpEns/X kann damit nach 18.1.5.10 als Trennschmelzkategorie aufgefaßt
werden, die wir auch abkürzend pEns/X = fpEns/X notieren. Die Schmelzka-
tegorie ist dabei die kartesische Schmelzkategorie der Mengenprägarben. Explizit
können wir für r ≥ 0 eine Verschmelzung

φ ∈ fpEns/X(F1 g . . .g Fr,G)

beschreiben als eine Vorschrift φ, die jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X eine Abbil-
dung φU : F1(U)× . . .×Fr(U)→ G(U) so zuordnet, daß für jede weitere offene
Teilmenge V ⊂◦ U das Diagramm

F1(U)× . . .×Fr(U) → G(U)
↓ ↓

F1(V )× . . .×Fr(V ) → G(V )

mit den Restriktionen in den Vertikalen und φU und φV in den Horizontalen kom-
mutiert. Die Multiverknüpfungen zwischen diesen Verschmelzungen sind die of-
fensichtlichen. Die Vorschrift φ 7→ φX(∗) liefert eine Bijektion

βG : fpEns/X(g,G)
∼→ ΓG

zwischen der Menge der Leerverschmelzungen nach G und der Menge der globa-
len Schnitte von G. In ihrer Gesamtheit bilden diese Bijektionen eine Isotransfor-
mation β : L

∼⇒ Γ zwischen dem Leerverschmelzungsfunktor unserer Schmelz-
kategorie und dem Funktor der globalen Schnitte. Ein Multihom

(F1 g . . .g Fr)VfpEns/X G

in der Schmelzkategorie fpEns/X erhält man, indem man U ⊂◦ X die Menge
fpEns/U(F1|U × . . . × Fr|U ,G|U) aller entsprechenden Verschmelzungen der
auf U eingeschränkten Prägarben zuordnet. All diese Behauptungen sind leicht
einzusehen.
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21.1.1.3 (Kartesische Schmelzkategorie der Mengengarben). Gegeben ein to-
pologischer Raum X besitzt auch die Kategorie Ens/X der Mengengarben auf X
Produkte und der Einbettungsfunktor Ens/X

∼
↪→ pEns/X der Garben in die Prägar-

ben ist verträglich mit Produkten. Er induziert folglich eine volltreue Einbettung
von Trennschmelzkategorien

fEns/X
∼
↪→ fpEns/X

Insbesondere schränkt unser β aus 21.1.1.2 ein zu einer Isotransformation β :
L

∼⇒ Γ vom Leerverschmelzungsfunktor von fEns/X zum Funktor der globa-
len Schnitte. Wir kürzen im folgenden oft fEns/X zu Ens/X ab. Auch fEns/X
besitzt Multihom und der Einbettungsfunktor der Mengengarben in die Mengen-
prägarben ist verträglich mit Multihom, wie Sie bereits in 19.2.2.47 prüfen sollten.
Darüber hinaus ist offensichtlich jedes Multihom von Prägarben in eine Garbe be-
reits selbst eine Garbe. Im Fall einer Garbe G liefert speziell das Vorschalten des
universellen Morphismus zur Garbifizierung F1 → F+

1 eine Bijektion

fpEns/X(F+
1 g F2 g . . .g Fr,G)

∼→ fpEns/X(F1 g F2 g . . .g Fr,G)

21.1.1.4 (Schmelzkategorie der abelschen Prägarben). Im allgemeinen Rah-
men unserer terminologischen Versuche 18.3.5.5 können wir die Schmelzkatego-
rie der abelschen Prägarben auf einem Raum X einführen als die Schmelzkatego-
rie

pAb/X := kok(fpEns/X)

der kommutativen und kokommutativen Hopfobjekte der Trennschmelzkategorie
fpEns/X . Nach 18.3.5.6 trägt pAb/X als kok-Konstruktion eine ausgezeichnete
additive Struktur und wird angeliefert mit einem auf Leerverschmelzungen voll-
treuen Schmelzfunktor pAb/X → fpEns/X . Weil das so schnell ging und wir
die kok-Konstruktion auch nicht so ausführlich besprochen hatten, schreibe ich es
nun noch explizit aus.

21.1.1.5 (Schmelzkategorie der abelschen Prägarben, Variante). Gegeben ein
topologischer RaumX machen wir die Kategorie pAb/X der abelschen Prägarben
auf X zu einer Schmelzkategorie, indem wir für r ≥ 0 eine Verschmelzung

φ ∈ pAb/X(F1 g . . .g Fr,G)

erklären als eine Vorschrift φ, die jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X eine multiad-
ditive Abbildung φU : F1(U)× . . .×Fr(U)→ G(U) so zuordnet, daß für V ⊂◦ U
das Diagramm

F1(U)× . . .×Fr(U) → G(U)
↓ ↓

F1(V )× . . .×Fr(V ) → G(V )
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mit den Restriktionen in den Vertikalen und φ in den Horizontalen kommutiert.
Insbesondere schränkt unser β aus 21.1.1.2 ein zu einer Isotransformation β :
L

∼⇒ Γ vom Leerverschmelzungsfunktor von pAb/X zum Funktor der globalen
Schnitte. Die Multiverknüpfungen sind die offensichtlichen und das Vergessen der
Addition liefert einen treuen und auf Leerverschmelzungen volltreuen Schmelz-
funktor pAb/X → fpEns/X in die kartesische Schmelzkategorie der Mengen-
prägarben. Die Schmelzkategorie pAb/X der abelschen Prägarben auf einem to-
pologischen RaumX können wir mit einer additiven Struktur versehen, indem wir
die Summe von zwei Verschmelzungen φ+ψ erklären durch (φ+ψ)U := φU+ψU .

Proposition 21.1.1.6. Die Schmelzkategorie pAb/X der abelschen Prägarben auf
einem topologischen Raum X hat universelle Verschmelzungen und Multihom.

Beweis. Eine offensichtliche universelle Verschmelzung von abelschen Prägarben
F1, . . . ,Fr erhalten wir in die Tensorproduktprägarbe U 7→ F1(U)⊗ . . .⊗Fr(U).
Wir notieren sie

F1 ⊗p . . .⊗p Fr
Eine universelle Leerverschmelzung entspricht, da salopp gesprochen das leere
Tensorprodukt abelscher Gruppen in unseren Konventionen eben Z mit dem aus-
gezeichneten Element 1 ∈ Z ist, unter β : L

∼⇒ Γ dem globalen Schnitt 1 = 1X
der konstanten Prägarbe auf X mit Schnitten Z. Ein Multihom

(F1 g . . .g Fr)V G

erhalten wir als diejenige abelsche Prägarbe, die jedem U ⊂◦ X die abelsche Grup-
pe pAb/U(F1|Ug . . .gFr|U ,G|U) aller entsprechenden Verschmelzungen der auf
U eingeschränkten Prägarben zuordnet.

21.1.1.7. Gegeben ein topologischer Raum X erklären wir die Schmelzkatego-
rie der abelschen Garben als die volle Unterschmelzkategorie Ab/X ⊂ pAb/X
mit nur abelschen Garben als Objekten und versehen sie mit der induzierten ad-
ditiven Struktur. Insbesondere schränkt unser β aus 21.1.1.5 ein zu einer Isotrans-
formation β : L

∼⇒ Γ vom Leerverschmelzungsfunktor von Ab/X zum Funk-
tor der globalen Schnitte. In Ab/X gibt es Multihom und der Einbettungsfunktor
Ab/X

∼
↪→ pAb/X ist verträglich mit Multihom. In Ab/X gibt es auch universel-

le Verschmelzungen, aber der Einbettungsfunktor Ab/X
∼
↪→ pAb/X ist nicht mit

ihnen verträglich. Genauer ist das Prägarbentensorpodukt von abelschen Garben
im allgemeinen keine Garbe und man erhält universelle Verschmelzungen von
abelschen Garben durch Garbifizierung des Prägarbentensorprodukts. Diese Gar-
bifizierung heißt die Tensorproduktgarbe. Wir notieren sie

F1 ⊗ . . .⊗Fr := (F1 ⊗p . . .⊗p Fr)+
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Speziell entspricht der konstante Schnitt 1 = 1X der konstanten Garbe ZX unter
β einer universellen Leerverschmelzung in Ab/X . Gegeben eine abelsche Garbe
G und abelsche Prägarben Fi liefert das Vorschalten von F1 → F+

1 , wie leicht aus
der entsprechenden Aussage 21.1.1.3 für Mengenprägarben folgt, eine Bijektion

pAb/X(F+
1 g F2 g . . .g Fr,G)

∼→ pAb/X(F1 g F2 g . . .g Fr,G)

21.1.1.8. Im Fall r = 1 heißt unser Multihom die Hom-Garbe. Man findet dafür
in der Literatur statt FVG meist die NotationenHom(F ,G) oder Hom(F ,G).
21.1.1.9 (Halme von Tensorproduktgarben). Gegeben abelsche Garben F ,G
auf einem topologischen Raum X liefert die Verträglichkeit des Tensorprodukts
abelscher Gruppen mit Kolimites für jeden Punkt x ∈ X einen Isomorphismus

Fx ⊗ Gx
∼→ (F ⊗ G)x

zwischen dem Tensorprodukt der Halme und den Halmen des Tensorprodukts.
Dasselbe gilt für das Prägarbentensorprodukt von abelschen Prägarben.

Übungen

Übung 21.1.1.10 (Notwendigkeit der Garbifizierung beim Tensorprodukt). Wir
betrachten auf dem Kreisring S1 die nichtkonstante aber lokal konstante Garbe F
von abelschen Gruppen vom Rang Eins. Ihr Tensorprodukt F ⊗F mit sich selbst
ist isomorph zur konstanten Garbe mit Faser Z und hat von Null verschiedene
globale Schnitte, obwohl die Faktoren F selbst keine von Null verschiedenen glo-
balen Schnitte haben.
Übung 21.1.1.11. Sind F , I ∈ Ab/X abelsche Garben auf einem topologischen
Raum und ist I injektiv, so ist die Homgarbe FVI welk.
Übung 21.1.1.12. Eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X heißt flach, wenn das Tenso-
rieren mit unserer Garbe ein exakter Funktor ist. Man zeige, daß eine abelsche
Garbe genau dann flach ist, wenn sie flache Halme hat. Man zeige, daß jede abel-
sche Garbe ein Quotient einer flachen Garbe ist. Hinweis: Man verwende Summen
von Garben der Gestalt ZU⊂X für U ⊂◦ X . Man zeige, daß jede Untergarbe einer
flachen abelschen Garbe wieder flach ist.
Übung 21.1.1.13. Die Wolkenkratzergarbe mit Halm Z am Ursprung der reellen
Zahlengerade ist nicht starr in der Schmelzkategorie Ab/R der abelschen Garben
auf der reellen Zahlengeraden.
Übung 21.1.1.14. Eine abelsche Garbe L auf einem Raum X heißt lokal frei
vom Rang Eins, wenn unser Raum eine offene Überdeckung U besitzt derart,
daß für alle U ∈ U die abelsche Garbe L|U isomorph ist zu ZU . Man zeige, daß
es für jede abelsche Garbe L auf einem Raum X , die lokal frei ist vom Rang Eins,
genau einen Isomorphismus q = qL : L⊗L ∼→ ZX gibt mit q(s⊗s) = 1 für jeden
Erzeuger s von L|U für U ⊂◦ X . Wir nennen ihn die Quadrattrivialisierung.
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21.1.2 Trennfaserungen
Definition 21.1.2.1. Ein Trennfunktor p : M → N heißt eine Trennfaserung,
wenn der auf den Familienkategorien induzierte Funktor M f → N f eine Fa-
serung ist und bei diesem Funktor das Vertupeln aus kartesischen Morphismen
kartesische Morphismen macht.

Definition 21.1.2.2. Gegeben ein Trennfunktor p : M → N heißt eine Trennung
in der Ausgangstrennkategorie p-kartesisch, stark p-kartesisch, p-kokartesisch
beziehungsweise stark p-kokartesisch, wenn der zugehörige Morphismus in der
Familienkategorie für den induzierten Funktor M f → N f die entsprechende
Eigenschaft hat. Die zu einem Trennfunktor gehörigen Rückzugsfunktoren auf
der Familienkategorie bezeichnen wir auch als Trennrückzug.

21.1.2.3. Analoge Sprechweisen vereinbaren wir für Schmelzfunktoren und erhal-
ten so insbesondere die Begriffe einer Schmelzkofaserung und des zugehörigen
Schmelzvorschubs.
Beispiel 21.1.2.4 (Trennfaserungen zur terminalen Trennkategorie). Es gibt
nach 18.1.6.17 eine terminale Trennkategorie, bestehend aus einem einzigen Ob-
jekt mit einelementigen Mengen von Trennungen. Unsere universellen Trennun-
gen aus 18.1.3.16 sind genau die Trennungen, die in Bezug auf den einzigen
Trennfunktor in die terminale Trennkategorie stark kartesische Morphismen der
Familienkategorie liefern. Unsere stabil universellen Trennungen aus 18.1.3.16
sind genau die Trennungen, die auch beim Vertupeln mit endlich vielen Identi-
tätstrennungen in Bezug auf den einzigen Trennfunktor in die terminale Trennka-
tegorie stark kartesische Morphismen der Familienkategorie liefern. Eine Trenn-
kategorie hat stabil universelle Trennungen 18.1.3.16 genau dann, wenn der einzi-
ge von ihr ausgehende Trennfunktor in die terminale Trennkategorie im Sinne der
vorhergehenden Definition eine Trennfaserung ist. Opponiertes gilt für Schmelz-
kofaserungen über der terminalen Schmelzkategorie.
21.1.2.5 (Stark kartesische Lifts stabil universeller Trennungen). Bei einer
Verknüpfung qp von Funktoren ist nach 19.6.2.20 ein Morphismus über einem
stark q-kartesischen Morphismus stark p-kartesisch genau dann, wenn er stark
qp-kartesisch ist. Insbesondere ist die Verknüpfung von Faserungen wieder ei-
ne Faserung und damit auch die Verknüpfung von Trennfaserungen wieder eine
Trennfaserung. Nach 21.1.2.4 ist weiter bei einem Trennfunktor ein Lift einer uni-
versellen Trennung genau dann universell, wenn er stark kartesisch ist. Ebenso ist
bei einem Trennfunktor ein Lift einer stabil universellen Trennung genau dann
stabil universell, wenn er stark kartesisch ist. Opponiertes gilt für Schmelzkofase-
rungen.
Beispiel 21.1.2.6. Wir erinnern die Mengengarbenfaserung Ens/Top → Top aus
19.6.2.7. Sie induziert wie jeder Funktor einen Trennfunktor fEns/Top → fTop
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zwischen den zugehörigen banalen Trennkategorien. Im Fall der Mengengarben-
faserung ist dieser Funktor sogar eine Trennfaserung, die Mengengarbentrenn-
faserung. Genauer geht die kartesische Trennung über (f1, . . . , fr) : X → Y1 f
. . . f Yr nach (Y1,G1) f . . . f (Yr,Gr) in dieser Trennfaserung vom Produkt der
auf X zurückgezogenen Mengengarben f ∗i Gi aus.

Beispiel 21.1.2.7. Wir erweitern die Mengengarbenopfaserung Ens�Top → Top
aus 19.6.2.12 zu einem Trennfunktor in die banale Trennkategorie fTop, indem
wir einen Multiopkomorphismus (X,F)→ (Y1,G1)f . . .f (Yr,Gr) über einer
Trennung (f1, . . . , fr) : X → Y1f. . .fYr erklären als eine Vorschrift φ, die jeder
Familie von offenen Teilmengen Vi ⊂◦ Yi und jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X mit
fi(U) ⊂ Vi ∀i eine Abbildung

G1(V1)× . . .× Gn(Vn)→ F(U)

so zuordnet, daß für alle V ′i ⊂◦ Vi ⊂◦ Yi und U ′ ⊂◦ U mit fi(U ′) ⊂ V ′i ∀i das
Diagramm

G1(V1)× . . .× Gn(Vn) → F(U)
↓ ↓

G1(V ′1)× . . .× Gn(V ′n) → F(U ′)

mit den Restriktionen in den Vertikalen und φ in den Horizontalen kommutiert.
Auch dieser Trennfunktor ist eine Trennfaserung. Wir nennen ihn die Mengengar-
benoptrennfaserung. Die Faser Ens�X mit den Trennungen über den Identi-
tätstupeln (id, . . . , id) als Trennungen ist opponiert zur kartesischen Schmelzka-
tegorie Ens/X der Mengengarben aus 21.1.1.3. Wir erhalten insbesondere für jede
Garbe G eine Bijektion

β = βG : Ens�Top(G,f)
∼→ ΓG

zwischen der Menge der von G ausgehenden Leertrennungen und der Menge ΓG
der globalen Schnitte von G und diese Bijektionen bilden in ihrer Gesamtheit eine
Isotransformation β : L

∼⇒ Γ von Trennfunktoren nach kEnsopp.

Vorschau 21.1.2.8. Man konstruiert unschwer eine eineindeutige Entsprechung
zwischen kartesischen Trennungen der Mengengarbentrennfaserung und kartesi-
schen Trennungen der Mengengarbenoptrennfaserung. Wir diskutieren in 21.1.6.7,
inwiefern diese beiden Trennfaserungen durch „Oppinvertieren“ auseinander her-
vorgehen. Im folgenden wird es hauptsächlich um die Mengengarbenoptrennfa-
serung und insbesondere ihr Analogon für abelsche Garben gehen, das wir nun
einführen.

Beispiel 21.1.2.9. Wir erweitern die Garbenopfaserung Ab�Top → Top der abel-
schen Garben aus 19.6.2.17 zu einem Trennfunktor in die banale Trennkatego-
rie fTop, indem wir einen Multiopkomorphismus (X,F) → (Y1,G1) f . . . f
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(Yr,Gr) über einer Trennung (f1, . . . , fr) : X → Y1 f . . . f Yr erklären als eine
Vorschrift φ, die jeder Familie von offenen Teilmengen Vi ⊂◦ Yi und jeder offenen
Teilmenge U ⊂◦ X mit fi(U) ⊂ Vi ∀i eine multiadditive Abbildung

G1(V1)× . . .× Gn(Vn)→ F(U)

so zuordnet, daß für alle V ′i ⊂◦ Vi ⊂◦ Yi und U ′ ⊂◦ U mit fi(U ′) ⊂ V ′i ∀i das
Diagramm

G1(V1)× . . .× Gn(Vn) → F(U)
↓ ↓

G1(V ′1)× . . .× Gn(V ′n) → F(U ′)

mit den Restriktionen in den Vertikalen und φ in den Horizontalen kommutiert.
Der offensichtliche „vergeßliche“ Trennfunktor Ab�Top → Ens�Top ist volltreu
auf Leertrennungen und mit 21.1.2.7 erhalten wir Bijektionen

β = βG : Ab�Top(G,f)
∼→ ΓG

Die Faser Ab�X mit den Trennungen über den Identitätstupeln (id, . . . , id) als
Trennungen ist dabei opponiert zur Schmelzkategorie Ab/X der abelschen Garben
aus 21.1.1.7.

Satz 21.1.2.10 (Optrennfaserung der abelschen Garben). Der Trennfunktor des
Vergessens der Garbe Ab�Top → fTop ist eine Trennfaserung. Ein kartesischer
Lift der Leertrennung X → f für X ∈ Top ist die Leertrennung ZX → f, die
unter unserer Bijektion β aus 21.1.2.9 auf den globalen Schnitt 1X ∈ ΓZX geht.

Beweis. Für stetige Abbildungen fi : X → Yi und Gi ∈ Ab�Yi ist per definitio-
nem die Trennung über (f1, . . . , fn) aus derjenigen Garbe F kartesisch, die durch
Garbifizierung aus der Prägarbe

U 7→ colffi(U)⊂Vi⊂◦Xi G1(V1)⊗ . . .⊗ Gr(Vr)

für U ⊂◦ X entsteht. Da das Tensorprodukt mit Kolimites vertauscht und der of-
fensichtliche Morphismus von der Garbifizierung eines Prägarbentensorprodukts
von Prägarben zum Garbentensorprodukt der Garbifizierungen unserer Prägarben
stets ein Isomorphismus ist, erhalten wir einen natürlichen Isomorphismus

F ∼→ f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗nGn

Jetzt gilt es noch zu zeigen, daß die Verknüpfung kartesischer Trennungen karte-
sisch ist, daß also für gij : Yi → Zij undHij ∈ Ab�Zij für 1 ≤ j ≤ ni die von der
kartesischen Eigenschaft herrührenden Morphismen Isomorphismen⊗

i,j

(figij)
∗Hij

∼→
n⊗
i=1

f ∗i

(
ni⊗
i=1

g∗ijHij

)
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sind. Das prüft man leicht auf den Halmen. Genauer folgt es aus der Erkenntnis,
daß der Halm eines Tensorprodukts nach 21.1.1.9 das Tensorprodukt der Halme
ist und der Halm der zurückgeholten Garbe an einem Punkt der Halm der ur-
sprünglichen Garbe an seinem Bildpunkt.

Übungen

Übung 21.1.2.11 (Modulschmelzkofaserung). Bezeichne Ab/Kring die Schmelz-
kategorie, deren Objekte Paare (A,M) aus einem Kring A und einem A-Modul
M sind. Verschmelzungen (A1,M1)g . . .g (Ar,Mr)→ (B,N) erklären wir als
Tupel (ϕ1, . . . , ϕr, ψ) bestehend aus Ringhomomorphismen ϕi : Ai → B und
einer multiadditiven Abbildung ψ : M1 × . . .×Mr → N derart, daß gilt

ψ(m1, . . . , aimi, . . . ,mr) = ϕi(ai)ψ(m1, . . . ,mi, . . . ,mr)

für alle i, ai ∈ Ai und mj ∈ Mj . Man zeige, daß der Schmelzfunktor des Verges-
sens des Moduls in die banale Schmelzkategorie der Kringe Ab/Kring → gKring
eine Schmelzkofaserung ist. Man beschreibe kokartesische Verschmelzungen.

Übung 21.1.2.12 (Modulschmelzkofaserung, nichtkommutative Variante). Be-
zeichne kkRing die Schmelzkategorie mit beliebigen Ringen als Objekten und als
Verschmelzungen R1 g . . . g Rn → R allen Tupeln von Ringhomomorphismen
ϕi : Ri → R mit ϕi(a)ϕj(b) = ϕj(b)ϕi(a) für alle i 6= j und a ∈ Ri, b ∈ Rj .
Man zeige, daß das Tensorprodukt von Ringen über Z in dieser Schmelzkatego-
rie universelle Verschmelzungen liefert. Bezeichne Ab/kkRing die Schmelzkatego-
rie, deren Objekte Paare (A,M) aus einem Ring A und einem A-Modul M sind.
Verschmelzungen (A1,M1) g . . . g (Ar,Mr) → (B,N) erklären wir als Tupel
(ϕ1, . . . , ϕr, ψ) bestehend aus Ringhomomorphismen ϕi : Ai → B, die zusam-
men eine Verschmelzung in kkRing bilden, und einer multiadditiven Abbildung
ψ : M1 × . . .×Mr → N derart, daß gilt

ψ(m1, . . . , aimi, . . . ,mr) = ϕi(ai)ψ(m1, . . . ,mi, . . . ,mr)

für alle i, ai ∈ Ai und mj ∈ Mj . Man zeige, daß der Schmelzfunktor des Ver-
gessens des Moduls Ab/kkRing → kkRing eine Schmelzkofaserung ist. Man be-
schreibe kokartesische Verschmelzungen.

Übung 21.1.2.13 (Trennfaserung der Opdarstellungen von Monoiden). Wir
betrachten die Kategorie Mon der Monoide und konstruieren eine Trennfaserung

Ab�Mon → fMon

über der banalen Trennkategorie der Monoide mit opponierten Kategorien von
Darstellungen als Fasern. Gegeben X → Y1 f . . . f Yr eine Trennung in fMon
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alias ein Tupel von Monoidhomomorphismen fi : X → Yi sowie Darstellungen
D,E1, . . . , Er unserer Monoide erklären wir dazu eine Trennung

ϕ : D → E1 f . . .f Er

über einer vorgegebenen Trennung von Monoiden als eine multiadditive Abbil-
dung ϕ◦ : E1 × . . .× Er → D in die Gegenrichtung mit

xϕ◦(e1, . . . , er) = ϕ◦(f1(x)e1, . . . , fr(x)er)

für alle x ∈ X und ei ∈ Ei. Der Trennrückzug ist in diesem Fall das Tensorpro-
dukt der zurückgezogenen Darstellungen.

21.1.3 Multilineare Algebra für Modulgarben
21.1.3.1. Oft ist Kohomologie mit R-Koeffizienten oder Q-Koeffizienten einfa-
cher als Kohomologie mit Koeffizienten in Z. In der algebraischen Geometrie
sind auch allgemeiner Garben von Moduln über Garben von Kringen fundamen-
tal. Differentialmoduln sind noch allgemeiner Garben von Moduln über Garben
von nichtkommutativen Ringen. Da es wenig zusätzlichen Aufwand bedeutet, ent-
wickele ich die Theorie gleich in dieser Allgemeinheit.

Definition 21.1.3.2. Ein geringter Raum ist ein Paar

(X,A)

bestehend aus einem topologischen Raum X mit einer Garbe von Ringen A, sei-
ner Strukturgarbe. Die Schnitte der Strukturgarbe über U ⊂◦ X nennen wir oft
reguläre Funktionen, obwohl sie keineswegs Funktionen aufU zu sein brauchen.
Ein Morphismus von einem geringten Raum (X,A) in einen weiteren geringten
Raum (Y,B) ist ein Paar ϕ = (ϕ, ϕ]) bestehend aus einer stetigen Abbildung
ϕ : X → Y und darüber einem Komorphismus von Ringgarben im Sinne von
19.4.3.1 alias einer Vorschrift, die für beliebige U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y mit ϕ(U) ⊂ V
einen Ringhomomorphismus ϕ]UV : B(V ) → A(U) so auszeichnet, daß diese
Ringhomomorphismen verträglich sind mit den Restriktionen auf kleinere offene
Teilmengen. Es ist klar, wie man Morphismen von geringten Räumen zu verknüp-
fen hat und daß wir auf diese Weise eine Kategorie erhalten, die Kategorie der
geringten Räume

Ger

Besteht die Strukturgarbe aus kommutativen Ringen, so sprechen wir von einem
gekringten Raum. Die Kategorie der gekringten Räume notieren wir

Gek
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Definition 21.1.3.3. Gegeben ein geringter Raum (X,A) verstehen wir unter ei-
ner Garbe von A-Moduln oder einem A-Modul oder einer Modulgarbe eine
abelsche GarbeM auf X mitsamt der Vorgabe für alle U ⊂◦ X von einer A(U)-
Modulstruktur aufM(U) derart, daß für alle V ⊂◦ U ⊂◦ X das Diagramm

A(U) × M(U) → M(U)
↓ ↓

A(V ) × M(V ) → M(V )

mit den Restriktionsabbildungen in den Vertikalen kommutiert. Homomorphis-
men von A-Moduln sind die offensichtlichen. Die Kategorie aller A-Moduln no-
tieren wir A -Mod oder ModA oder in unserem Kontext Ab/(X,A) oder noch ein-
facher Ab/X mit der Interpretation X = (X,A).

Ergänzung 21.1.3.4. In der in 18.3.1.2 eingeführten Terminologie ist eine Ring-
garbe auf einem topologischen Raum X ein Monoidobjekt der Schmelzkategorie
21.1.1.5 der abelschen Garben aufX und eine Kringgarbe ein Abmonoidobjekt. In
dieser Terminologie ist eine Modulgarbe im Sinne der anschließenden Definition
ein Objekt mit Operation im Sinne von 18.3.1.16.

21.1.3.5 (Modulgarben auf gekringtem Raum als Schmelzkategorie). Gege-
ben (X,A) ein gekringter Raum machen wir in Verallgemeinerung von 21.1.1.7
die Kategorie A -Mod aller Modulgarben auf X zu einer Schmelzkategorie, in-
dem wir für r ≥ 0 eine Verschmelzung

φ : G1 g . . .g Gr → F

erklären als eine Vorschrift φ, die jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X eine in jedem
Eintrag A(U)-lineare Abbildung G1(U)× . . .×Gr(U)→ F(U) so zuordnet, daß
für alle U ′ ⊂◦ U das Diagramm

G1(U)× . . .× Gr(U) → F(U)
↓ ↓

G1(U ′)× . . .× Gr(U ′) → F(U ′)

mit den Restriktionen in den Vertikalen und φ in den Horizontalen kommutiert.
Inbesondere liefert das Auswerten auf dem einzigen Element des leeren Pro-
dukts eine Isotransformation β : L

∼⇒ Γ von Leerverschmelzungsfunktor unserer
Schmelzkategorie zum Funktor der globalen Schnitte. Die Multiverknüpfungen
sind die Offensichtlichen.

Ergänzung 21.1.3.6. In der in 18.3.1.19 eingeführten Terminologie ist das genau
die Schmelzkatgorie der A-Moduln in der Schmelzkategorie Ab/X der abelschen
Garben auf dem topologischen Raum X für das Monoidobjekt A von Ab/X .
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21.1.3.7 (Tensorprodukt und internes Hom von Modulgarben). Die Schmelz-
kategorie Ab/(X,A) der A-Modulgarben auf einem gekringten Raum (X,A) be-
sitzt stabil universelle Verschmelzungen und internes Hom im Sinne von 18.1.3.2
und 18.1.4.3. Um das zu sehen, reicht es nach 18.1.4.9, die Existenz von universel-
len Verschmelzungen und Multihom zu zeigen. Eine universelle Verschmelzung
der Familie F := F1 g . . .g Fr erhalten wir, indem wir die Prägarbe

U 7→ F1(U)⊗A(U) . . .⊗A(U) Fr(U)

garbifizieren. Eine universelle Leerverschmelzung ist der globale Schnitt 1 der
Kringgarbe A. Ein Multihom FVG von unserer Familie zu einer weiteren Mo-
dulgarbe G erhalten wir als die Garbe

(FVG) : U 7→ Ab/(U,A|U )(F1|U g . . .g Fr|U ,G|U)

zusammen mit Bijektionen Ab/(X,A)(K g F ,G)
∼→ Ab/(X,A)(K, (FVG)), die

hoffentlich auch für den Leser offensichtlich sind.

21.1.3.8. Die Modulgarben auf einem geringten Raum (X,A) bilden eine abel-
sche Kategorie und der FunktorA -Mod→ Ab/X des Vergessens derA-Modulstruktur
ist exakt. Weiter gibt es in unserer Kategorie beliebige Produkte und Koprodukte,
ja beliebige Limites und Kolimites, und auch diese kommutieren mit dem Verges-
sen der A-Modulstruktur.

21.1.3.9 (Modulgarbenopfaserung). Wir erklären einen Funktor

Ab�Ger → Ger

in die Kategorie der geringten Räume. Objekte links sind Paare F = (X,F)
bestehend auf einem geringten Raum X = (X,A) und einer A-Modulgarbe F
auf X . Ein Morphismus F → G über einem Morphismus f : X → Y der Basis
mit Y = (Y,B) ist ein Opkomorphismus ψ von abelschen Garben derart, daß
für alle U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y mit f(U) ⊂ V für ψ : G(V ) → F(U) und alle
b ∈ B(V ) und g ∈ G(V ) gilt ψ(bg) = f ](b)ψ(g). Die Fasern unseres Funktors
sind opponierte Kategorien von Modulgarben, in Formeln

Ab�(X,A) = (A -Mod)opp

Unser Funktor ist sogar eine Faserung. Einen kartesischen Morphismus über ei-
nem Morphismus f : (X,A) → (Y,B) der Basis mit Ziel G ∈ Ab�(Y,B) können
wir erhalten, indem wir die A-Modulgarbe

f ∗G = f ∗GerG := A⊗f∗AbB f
∗AbG

betrachten, mit der Notation f ∗Ab für den Rückzug in Ab�Top, und den offen-
sichtlichen Transportmorphismus nehmen. Hier ist f ∗AbB eine Garbe von nicht
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notwendig kommutativen Ringen und das Tensorprodukt einer Rechtsmodulgar-
be mit einer Linksmodulgarbe über der Ringgarbe f ∗AbB wird analog gebildet
wie im Fall einer Kringgarbe. Wir notieren in diesem Kontext unsere Rückzüge
f † = (f ∗)opp.

21.1.3.10 (Vorschub von Modulgarben). Die Modulgarbenopfaserung aus 21.1.3.9
besitzt Vorschübe. Gegeben ein Morphismus f : (X,A) → (Y,B) und ein A-
Modul F erhalten wir f∗F , indem wir den Vorschub als abelsche Garbe f∗F =
f∗AbF nehmen und für V ⊂◦ Y ein b ∈ B(V ) auf (f∗F)(V ) = F(f−1(V )) ope-
rieren lassen durch Multiplikation mit f ](b) ∈ A(f−1(V )). Die weiteren Details
mögen dem Leser überlassen bleiben. Wir notieren in diesem Kontext unsere Vor-
schübe f† = f opp

∗ .

21.1.3.11 (Modulgarbenoptrennfaserung). Wir erklären einen Trennfunktor

Ab�Gek → fGek

in die banale Trennkategorie der gekringten Räume. Objekte links sind Paare
F = (X,F) bestehend auf einem gekringten Raum X = (X,A) und einer A-
Modulgarbe F auf X . Eine Trennung F → G1 f . . . f Gr über einer Trennung
(f1, . . . , fr) : X → Y1 f . . . f Yr der Basis mit Yi = (Yi,Bi) ist ein Multiopko-
morphismus ψ von abelschen Garben im Sinne von 21.1.2.9 derart, daß für alle
U ⊂◦ X und Vi ⊂◦ Yi mit fi(U) ⊂ Vi für die zugehörige multiadditive Abbildung

ψ : G1(V1)× . . .× Gn(Vn)→ F(U)

und alle i und alle bi ∈ Bi(Vi) und beliebige gj ∈ Gj(Vj) für 1 ≤ j ≤ r gilt

ψ(g1, . . . , bigi, . . . , gr) = f ]i (bi)ψ(g1, . . . , gi, . . . , gr)

Insbesondere bleibt der Leertrennungsfunktor derselbe wie bei Ab�fTop und wir
erben die Isotransformation β : L

∼⇒ Γ des Leertrennungsfunktors zum Funk-
tor der globalen Schnitte, aufgefaßt als Trennfunktor Γ : Ab�fGek → kEnsopp.
Die Fasern unseres Trennfunktors sind opponierte Kategorien von Modulgarben
Ab�(X,A) = (A -Mod)opp. Unser Trennfunktor ist sogar eine Trennfaserung. Eine
kartesische Trennung über einer einfachen Trennung erhält man wie im nichtkom-
mutativen Fall, der in 21.1.3.9 ausgeführt wird. Eine kartesische Trennung über
einer allgemeinen Trennung der Basis wie oben geht aus von

f ∗1G1 ⊗A . . .⊗A f ∗r Gr

mit dem offensichtlichen Multiopkomorphismus und f ∗i Gi := A⊗f∗Ab
i Bi f

∗Ab
i Gi.

Insbesondere liefert der globale Schnitt 1 ∈ Γ(A) des A-Moduls A unter unter
unserer Identifikation von globalen Schnitten mit Leertrennungen eine kartesische
Leertrennung über der eindeutigen Leertrennung (X,A)→ f der Basis.



3504 KAPITEL 21. GROTHENDIECK’S SECHS FUNKTOREN

Übungen

Übung 21.1.3.12. Gegeben ein Winkel (Z, C) → (Y,B) ← (X,A) von gekring-
ten Räumen erhalten wir einen Pullback, indem wir den topologischen Raum
Z ×Y X mit der Kringgarbe g∗AbC ⊗v∗AbB q

∗AbA versehen für v : Z ×Y X → Y .

Übung 21.1.3.13. Ein Morphismus in Ab�Ger alias ein Opkomorphismus von Mo-
dulgarben heiße eigentlich, wenn der zugrundeliegende Opkomorphismus von
abelschen Garben eigentlich ist im Sinne von 19.6.4.1. Das multiplikative System
der eigentlichen Opkomorphismen von Modulgarben notieren wir Ab!

�Ger. Man
verallgemeinere Übung 19.6.4.31 zu Modulgarben auf geringten Räumen. Gege-
ben sei also über einem kartesischen Diagramm fq = pg von geringten Räumen
ein Diagramm von Modulgarben und Opkomorphismen f̄ q̄ = p̄ḡ. Man zeige:
Sind die Horizontalen p̄, q̄ kartesisch und ist f̄ eigentlich, so ist auch ḡ eigentlich.

Übung 21.1.3.14 (Injektive Modulgarben). Die Kategorie der Modulgarben auf
einem geringten Raum ist abelsch und hat genug injektive Objekte. Des weiteren
sind alle injektiven Modulgarben welk. Hinweis: Wie bei abelschen Garben, nur
bettet man zunächst alle Halme in injektive Moduln über dem Halm der Ringgarbe
ein und bildet dann das Produkt der Wolkenkratzer dieser injektiven Moduln.

21.1.4 Trennfaserungen bei eindeutigen Leertrennungen
21.1.4.1. Ein besonders übersichtlicher Fall, in dem sich viele der folgenden Aus-
sagen gut einsehen lassen, ist die zur Schmelzkofaserung Ab/Kring → gKring der
Moduln über Kringen aus 21.1.2.11 opponierte Trennfaserung. Das ist auch die
Einschränkung unserer Moduloptrennfaserung auf den Fall einpunktiger Räume.
Weil dies Beispiel oft vorkommen wird, vereinbaren wir die Abkürzung Kringo :=
Kringopp und notieren unsere Trennfaserung

Ab�Kringo → fKringo

Diese Trennfaserung ist eine Bifaserung. Genauer sind die Linksadjungierten der
Rückzüge längs opponierter Ringhomomorphismen, also die Linksadjungierten
der Skalarerweiterungen nach Opponieren, die Restriktionen der Skalare auf den
Opponierten der Modulkategorien.

21.1.4.2. Gegeben ein Trennfunktor p : M → N verstehen wir unter einem
Trennschnitt einen Trennfunktor s : N →M mit ps = id. Weiter verstehen wir
unter einem kartesischen Trennschnitt einen Trennschnitt, der beliebige Tren-
nungen zu kartesischen Trennungen macht. Jeder kartesische Trennschnitt einer
Trennfaserung macht nach 21.1.2.5 stabil universelle Trennungen zu stabil uni-
versellen Trennungen.
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21.1.4.3. Wir sagen, eine Trennkategorie habe eindeutige Leertrennungen, wenn
von jedem Objekt genau eine Leertrennung ausgeht. Zum Beispiel hat jede banale
Trennkategorie diese Eigenschaft.
21.1.4.4. Eine Trennfaserung p : M → N über einer Trennkategorie mit eindeu-
tigen Leertrennungen besitzt einen bis auf eindeutige Isotransformation eindeutig
bestimmten kartesischen Trennschnitt, nämlich den Trennfunktor u : N → M ,
der jedem Objekt X der Basis dasjenige Objekt

X := l†X(f)

der Faser zuordnen, von dem der kartesische Lift der eindeutigen Leertrennung
lX : X → f ausgeht, und jeder Trennung in der Basis ihren kartesischen Lift.
Wir nennen ihn den eindeutigen kartesischen Trennschnitt und notieren ihn

u : X 7→ X

Wir nennenX ∈MX das konstante Objekt aufX und notieren 1X : X → f die
zugehörige kartesische Leertrennung. Gegeben F ∈MX liefert das Nachschalten
von 1X : X → f per definitionem eine Bijektion MX(F , X)

∼→M (F ,f). Nach
21.1.4.2 macht der eindeutige kartesische Trennschnitt stabil universelle Trennun-
gen zu stabil universellen Trennungen.
Beispiel 21.1.4.5. Der eindeutige kartesische Trennschnitt der Garbentrennfase-
rung Ens/Top → Top ordnet jedem Raum X als konstantes Objekt X die finale
Mengengarbe auf X zu, also die Mengengarbe mit der Identität als zugehöriger
étaler Abbildung. Die zugehörige Leertrennung 1X ist die eindeutige von X aus-
gehende Leertrennung in Ens/Top.
Beispiel 21.1.4.6. Der eindeutige kartesische Trennschnitt der Garbenoptrennfa-
serung Ab�Top → fTop ordnet jedem Raum X als konstantes Objekt X die
konstante abelsche Garbe X = ZX zu mit derjenigen Leertrennung, die unter
unserer Bijektion aus 21.1.2.9 zwischen Leertrennungen und globalen Schnitten
ihrem globalen Schnitt 1X entspricht.
Beispiel 21.1.4.7. Der eindeutige kartesische Trennschnitt der Moduloptrennfase-
rung Ab�Kringo → fKringo ordnet jedem Kring R als konstantes Objekt R den
R-Modul R zu mit derjenigen Leertrennung, die durch das Einselement 1 ∈ R
gegeben wird.
21.1.4.8 (Leertrennungen und finale Objekte). Sei p : M → N eine Trennfa-
serung über einer Trennkategorie mit eindeutigen Leertrennungen. Besitzt zusätz-
lich die Basis N eine universelle Leertrennung pt→ f, so ist deren kartesischer
Lift nach dem Vorhergehenden eine universelle Leertrennung pt → f in M .
Deren Nachschalten liefert folglich eine Bijektion

M (F , pt)
∼→M (F ,f)
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Beispiel 21.1.4.9. Im Fall der Optrennfaserung der abelschen Garben erhalten wir
so ausgezeichnete Bijektionen Ab�Top(F ,Zpt)

∼→ Ab�Top(F ,f) und im Fall der
Moduloptrennfaserung Bijektionen Ab�Kringo(M,Z)

∼→ Ab�Kringo(M,f).
21.1.4.10 (Leertrennungen und Vorschub). Sei p : M → N eine Trennfase-
rung über einer Trennkategorie mit eindeutigen Leertrennungen. Besitzt für einen
Morphismus der Basis f : X → Y der Rückzug f † : MY → MX einen Links-
adjungierten f†, so liefert das Nachschalten der Identifikation idf : X

∼→ f †Y für
beliebiges F ∈MX den dritten Morphismus einer Folge von natürlichen Isomor-
phismen

M (F ,f)
∼→MX(F , X)

∼→MX(F , f †Y )
∼→MY (f†F , Y )

∼→M (f†F ,f)

21.1.4.11. Alles in diesem Abschnitt Gesagte gilt opponiert analog für Schmelz-
kofaserungen.

21.1.5 Formelsammlung für Trennfaserungen
21.1.5.1. Banale Trennkategorien haben stets eindeutige Leertrennungen. Für jede
Trennfaserung über einer banalen Trennkategorie sind also die im vorhergehen-
den Abschnitt diskutierten konstanten Objekte sinnvoll definiert und erfüllen die
dort angegebenen Beziehungen. Gegeben eine Trennfaserung über einer banalen
Trennkategorie erhalten wir sogar noch stärkere Aussagen, wie im folgenden aus-
geführt werden soll.
21.1.5.2. Gegeben ein Trennfunktor G → fT zu einer banalen Trennkategorie
erklären wir seine Faser über einem Objekt X als die Trennkategorie GX aller
Objekte über X mit nur solchen Trennungen, die über Tupeln aus Identitäten auf
X liegen.
Beispiele 21.1.5.3. Im Fall der Garbenoptrennfaserung ist die Faser Ab�X über
einem topologischen Raum X die opponierte Trennkategorie zur Schmelzkatego-
rie der abelschen Garben auf X . Im Fall der Moduloptrennfaserung ist die Faser
Ab�R über einem Kring R die opponierte Trennkategorie zur Schmelzkategorie
der R-Moduln.
21.1.5.4 (Faserweises Tensorprodukt). Gegeben eine Trennfaserung G → fT
über einer banalen Trennkategorie hat jede Faser GX stabil universelle Trennun-
gen, nämlich die kartesischen Lifts derjenigen Trennungen in der Basis, die Tupel
von Kopien der Identität auf X sind. Wir notieren

F1 ⊗ . . .⊗Fr → F1 f . . .f Fr
den kartesischen Lift von (id, . . . , id) : X → X f . . .fX , der in F1 f . . .f Fr
landet. Die opponierte Schmelzkategorie notieren wir in diesem Kontext

G/X := G opp
X
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Statt ⊗ schreiben wir manchmal ausführlicher ⊗X . Das Einsobjekt einer derar-
tigen Schmelzkategorie ist das konstante Objekt X ∈ G/X , das wir in 21.1.4.4
durch Rückzug X := l†X(f) unter der von X ausgehenden Leertrennung erklärt
hatten. Den vom einfachem Rückzug f † : GY → GX unter f : X → Y auf den
opponierten Kategorien induzierten Funktor notieren wir

f ∗ := (f †)opp : G/Y → G/X

Offensichtlich hat f † genau dann einen Linksadjungierten f†, wenn der Rückzug
f ∗ auf den opponierten Fasern einen Rechtsadjungierten f∗ hat. Wir nennen ihn
den Vorschub unter f und sprechen von einer Trennfaserung mit Vorschub,
wenn für jede Einstrennung der Basis so ein Rechtsadjungierter f∗ existiert.

21.1.5.5 (Diskussion der Notation). Die Notationen G/X und (f ∗, f∗) führe ich
ein, damit wir uns in den üblichen Anwendungsfällen in der üblichen Notation
wiederfinden. Typisch ist für uns die Situation einer Trennfaserung mit Adjun-
gierten über einer banalen Trennkategorie, bei der wir sowohl für alle Mor-
phismen der Basis die Existenz von Adjungierten der Rückzüge fordern, die wir
notieren als f† auf den Fasern beziehungsweise f∗ auf den opponierten Fasern, als
auch internes Hom in allen opponierten Fasern, das wir dannV oder ausführlicher
VX notieren. In konkreten Beispielen notieren wir die Ausgangskategorie unse-
rer Trennfaserung meist in der Form G = Was� banal und die Faser über einem
Objekt X ∈ banal dann GX = Was�X und die opponierte Faser G/X = Was/X .

21.1.5.6. Zunächst einmal liefert jede Trennfaserung mit Adjungierten eine ge-
wöhnliche Faserung zwischen den jeweiligen einfachen Katgorien. Damit gelten
alle in 19.6.3.11 fogende besprochenen Aussagen zum Basiswechsel.

21.1.5.7 (Tensorprodukt und Rückzug). Gegeben ein Morphismus f : X → Y
in einer Kategorie T gilt in der zugehörigen banalen Trennkategorie die Identität

(idY , idY ) ◦ f = (f, f) = (f f f) ◦ (idX , idX)

von Zweitrennungen X → Y f Y . Graphisch mag man sie darstellen wie im
folgenden Diagramm mit der durchgezogenen linken Seite und der gestrichelten
Mitte und der gepunktelten linken Seite

X // Y

X //

44iiiiiiiiiii

**UUUUUUUUUUU

>>

  

Y

??~~~~~~~~

  @@@@@@@@

X // Y
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Ist nun G → fT eine Trennfaserung und schreiben wir für F ,G ∈ GY den
kartesischen Lift von (f, f) nach F f G auf die beiden entsprechenden Weisen
als Verknüpfung kartesischer Lifts, so finden wir in GX einen Isomorphismus
f †(F ⊗ G)

∼→ (f †F) ⊗ (f †G) und in unseren neuen Notationen in G/X einen
Isomorphismus

idf : (f ∗F)⊗ (f ∗G)
∼→ f ∗(F ⊗ G)

Die Notation idf ist dadurch motiviert, daß diese Isomorphismen aus Identifikatio-
nen 19.6.3.1 einer Faserung oder genauer Trennfaserung zusammengesetzt sind.
Etwas feiner liefert unser Formalismus, daß der Rückzug f ∗ : G/Y → G/X ver-
träglich ist mit universellen Verschmelzungen und wir erhalten so im Fall uni-
verseller Leerverschmelzungen insbesondere unsere Isomorphismen X ∼→ f ∗Y
zurück. Ich erinnere daran, daß wir bereits aus 21.1.5.4 wissen, daß unter unseren
Annahmen die opponierten Fasern G/X sogar stabil universelle Verschmelzungen
haben.

Beispiel 21.1.5.8. Im Spezialfall unserer Garbenoptrennfaserung Ab�Top → fTop
aus 21.1.2.9 spezialisiert die Konstruktion 21.1.5.7 zu einem natürlichen Isomor-
phismus zwischen einem zurückgeholten Tensorprodukt und dem Tensorprodukt
der zurückgeholten Garben. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung Ab�Kringo →
fKringo ist f ∗ die Skalarerweiterung und unsere Konstruktion spezialisiert für
f ∈ Kringo(A,B) alias einen Kringhomomorphismus f ◦ : B → A zum kanoni-
schen Modulisomorphismus

(A⊗B F )⊗A (A⊗B G)
∼→ A⊗B (F ⊗B G)

21.1.5.9 (Internes Hom und Vorschub). Gegeben seien eine Trennfaserung G →
fT zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus f : X → Y in der
Basis. Für jedes feste Objekt E ∈ GY betrachten wir die Funktoren GY → GX
gegeben durch G 7→ f †G 7→ f †E ⊗X f †G sowie G 7→ E ⊗Y G 7→ f †(E ⊗Y G). Un-
sere Vorgaben beinhalten eine ausgezeichnete Isotransformation zwischen diesen
Funktoren. Diese Isotransformation hinwiederum induziert eine Isotransformati-
on zwischen ihren Linksadjungierten, wenn diese existieren, und in jedem Fall
zwischen ihren partiellen Linksadjungierten. Haben insbesondere die Opponier-
ten G/X der Fasern internes HomV und hat f † einen Linksadjungierten f† alias
f ∗ einen Rechtsadjungierten f∗, so erhalten wir für E ∈ G/Y und F ∈ G/X Iso-
morphismen

idf : f∗(f
∗EVF)

∼→ (EVf∗F)

Auch sie notieren wir idf, weil sie aus den Identifikationen einer Trennfaserung
entstehen. Gegeben G ∈ G/X erhalten wir daraus, indem wir die Koeinheit der
Adjunktion f ∗f∗G → G vorschalten, einen ausgezeichneten Morphismus

adf : f∗(GVF) → (f∗GVf∗F)
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Ich notiere hier und auch sonst mit adf im Kontext einer Faserung oder Kofase-
rung alle Morphismen, die in der einen oder anderen Weise aus Identifikationen
und Adjunktionen entstehen.

Beispiel 21.1.5.10. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung spezialisiert die-
se Konstruktion für f ∈ Kringo(A,B) alias einen Kringhomomorphismus f ◦ :
B → A zum kanonischen Modulisomorphismus

resBA HomA(A⊗B E,F )
∼→ HomB(E, resBA F )

21.1.5.11 (Internes Hom und Rückzug). Gegeben seien eine Trennfaserung G →
fT zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus f : X → Y in der Ba-
sis. Übung 18.1.6.20 liefert für je zwei Objekte E ,G ∈ G/Y , für die die fraglichen
internen Hom-Objekte existieren, einen ausgezeichneten Morphismus

f ∗(EVG)→ (f ∗EVf ∗G)

Beispiel 21.1.5.12. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung spezialisiert die-
se Konstruktion für f ∈ Kringo(A,B) alias einen Kringhomomorphismus f ◦ :
B → A zu einem kanonischen Modulhomomorphismus

A⊗B HomB(E,G)→ HomA(A⊗B E,A⊗B G)

21.1.5.13 (Dualisieren und Rückzug). Gegeben seien eine Trennfaserung G →
fT zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus der Basis f : X →
Y . Gegeben E ∈ G/Y derart, daß E und f ∗E dualisierbar sind, liefern unsere
ausgezeichneten Morphismen 21.1.5.11 vom Rückzug eines internen Hom in das
interne Hom der Rückzüge zusammen mit dem ausgezeichneten Isomorphismus
21.1.5.7 zwischen der Eins von G/X und dem Rückzug der Eins von G/Y einen
ausgezeichneten Morphismus

f ∗(E∨)→ (f ∗E)∨

Beispiel 21.1.5.14. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung spezialisiert die-
se Konstruktion für f ∈ Kringo(A,B) alias einen Kringhomomorphismus f ◦ :
B → A zu einem kanonischen Modulhomomorphismus

A⊗B HomB(E,B)→ HomA(A⊗B E,A)

21.1.5.15 (Internes Hom und Rückzug im starren Fall). Gegeben seien eine
Trennfaserung G → fT zu einer banalen Trennkategorie und ein Morphismus
f : X → Y in der Basis. Da der Rückzug f ∗ nach 21.1.5.7 mit universellen
Verschmelzungen vertauscht, macht f ∗ nach 18.3.4.6 starre Objekte von G/Y zu
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starren Objekten von G/X und der Morphismus aus 21.1.5.11 spezialisiert für star-
res E und G = IY = Y zu einem Isomorphismus f ∗(E∨) ∼→ (f ∗E)∨. Im Fall eines
starren Objekts E ist unser Morphismus in 21.1.5.11 sogar für beliebiges G ein
Isomorphismus

f ∗(EVG)
∼→ (f ∗EVf ∗G)

In der Tat können wir nämlich besagten Morphismus schreiben als die Verknüpf-
ung von Isomorphismen

f ∗(EVG)
∼→ f ∗(E∨ ⊗ G)

∼→ f ∗(E∨)⊗ f ∗G ∼→ (f ∗E)∨ ⊗ f ∗G ∼→ (f ∗EVf ∗G)

Hier sollte ausgeschrieben werden, daß diese Verknüpfung wirklich besagten Mor-
phismus liefert. Das mag einmal ein Student ausführen.

Beispiel 21.1.5.16. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung sind etwa freie
endlich erzeugte Moduln starr und für E frei und endlich erzeugt liefert unsere
Konstruktion oben in der Tat einen Isomorphismus

A⊗B HomB(E,G)
∼→ HomA(A⊗B E,A⊗B G)

21.1.5.17 (Tensorprodukt und Vorschub). Seien G → fT eine Trennfaserung
zu einer banalen Trennkategorie und f : X → Y ein Morphismus in der Ba-
sis. Besitzt das Zurückholen f ∗ : G/Y → G/X auf den opponierten Fasern einen
Rechtsadjungierten f∗, so erhalten wir für F ∈ G/X und G ∈ G/Y durch Adjunk-
tion einen Morphismus

f∗F ⊗ G → f∗(F ⊗ f ∗G)

aus der Komposition f ∗(f∗F ⊗G)
∼→ f ∗f∗F ⊗ f ∗G → F ⊗ f ∗G des Inversen zur

Verträglichkeit 21.1.1.9 von Rückzug und Tensorprodukt mit der Koeinheit der
Adjunktion tensoriert mit der Identität. Für G := f∗E erhalten wir speziell einen
Morphismus

f∗F ⊗ f∗E → f∗(F ⊗ E)

durch Adjunktion aus f ∗(f∗F ⊗ f∗E)
∼→ f ∗f∗F ⊗ f ∗f∗E → F ⊗E . Nach Übung

18.1.6.22 wird hier f∗ sogar ein Schmelzfunktor in natürlicher Weise.

Vorschau 21.1.5.18. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung wäre Ersteres
der natürliche Homomorphismus

(resBA F )⊗B G→ resBA(F ⊗A (A⊗B G))

und ist sogar immer ein Isomorphismus. Das wird sich mit 21.4.7.13 als Spezi-
alfall der Projektionsformel erweisen, angewandt auf die Trennaustauschsituation
mit Verflechtung und Adjungierten 21.4.6.5 der Modulgarben auf diskreten ge-
kringten Räumen, in der speziell alle Morphismen zwischen einpunktigen Räum-
en e-Morphismen sind.
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Beispiel 21.1.5.19. Im Fall der Garbenoptrennfaserung mit f : X → Y der
konstanten Abbildung eines unendlichen diskreten Raums auf den einpunktigen
Raum ist unsere Garbe F eine durch x ∈ X indizierte Familie von abelschen
Gruppen Fx und G eine weitere abelsche Gruppe G und unser Morphismus der
natürliche Morphismus(∏

x∈X

Fx

)
⊗Z G→

(∏
x∈X

Fx ⊗Z G

)
und im allgemeinen kein Isomorphismus, etwa für G = Q. Für G frei und endlich
erzeugt ist er aber doch wieder ein Isomorphismus. Daß das allgemein für starres
G gilt, diskutieren wir als nächstes.

21.1.5.20 (Tensorprodukt und Vorschub im starren Fall). Gegeben seien eine
über einer banalen Trennkategorie trenngefaserte Trennkategorie G und ein Mor-
phismus f : X → Y in der Basis. Hat der Rückzug f ∗ auf den opponierten Fasern
einen Rechtsadjungierten f∗, so sind die Morphismen aus 21.1.5.17 für starres G
Isomorphismen

f∗F ⊗ G
∼→ f∗(F ⊗ f ∗G)

Das erkennen wir, indem wir unsere Isomorphismen aus 21.1.5.9 zu E := G∨
spezialisieren. Ein Student mag die Details ausschreiben.

Beispiel 21.1.5.21. Im Fall einer abelschen Garbe G auf einem topologischen
Raum, die lokal frei ist von endlichem Rang, spezialisieren die in 21.1.5.20 be-
sprochenen Isomorphismen zu Isomorphismen von abelschen Garben

f∗F ⊗ G
∼→ f∗(F ⊗ f ∗G)

21.1.5.22 (Externes Tensorieren alias Boxprodukt). Gegeben eine über einer
banalen TrennkategoriefT trenngefaserte Trennkategorie G und in der Basis T
zwei ObjekteX, Y mit ProduktX×Y betrachten wir die Projektionszweitrennung

(prX , prY ) : X × Y → X f Y

Gegeben F ∈ GX und G ∈ GY erklären wir dann F�G ∈ GX×Y als den Rückzug

F � G := (prX , prY )†(F f G)

und nennen dies Objekt ein Boxprodukt. Die entsprechende Zweitrennung F �
G → FfG von G ist als stark kartesischer Lift einer stabil universellen Trennung
nach 21.1.2.5 auch stabil universell und für f : P → X sowie g : Q→ Y derart,
daß auch ein Produkt P × Q existiert, liefert die universelle Eigenschaft einen
Isomorphismus

idf : f †F � g†G ∼→ (f × g)†(F � G)



3512 KAPITEL 21. GROTHENDIECK’S SECHS FUNKTOREN

Wir notieren ihn idf, weil er aus den Identifikationen 19.6.3.1 einer Faserung zu-
sammengesetzt ist. Noch genauer könnten wir idf = idf(f × g, (prX , prY ))−1 ◦
idf((prP , prQ), ffg) schreiben, aber übertriebene Genauigkeit macht die Darstel-
lung auch wieder unübersichtlich. Schreiben wir die Projektion prY : X×Y → Y
als Projektionszweitrennung gefolgt von lX f idY für lX : X → f die Leertren-
nung, in Formeln prY = (lXf idY )◦ (prX , prY ), so erhalten wir für jedes G ∈ GY
einen Isomorphismus

X � G ∼→ pr†Y G

Schreiben wir die LeertrennungX×Y → f als Projektionstrennung gefolgt vom
Zweitupel lX f lY aus Leertrennungen X × Y → X f Y → (f)f (f) = f, so
ist die zugehörige Identifikation ein Isomorphismus

X × Y ∼→ X � Y

In unserer opponierten Notation erhalten wir dieselben Isomorphismen in der Ge-
genrichtung mit ∗ statt † für dieselben Objekte als Objekte der opponierten Fasern,
also (f × g)∗(F � G)

∼→ f ∗F � g∗G und pr∗Y G
∼→ X � G und X � Y ∼→ X × Y

für F � G := (prX , prY )∗(F f G). Wenn wir eine Notation für diese Isomorphis-
men benötigen, notieren wir sie idf, weil sie aus Identifikationen 19.6.3.1 einer
Faserung zusammengesetzt sind.

21.1.5.23. Jede Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmelzungen ist stets
schmelzkogefasert über der finalen Schmelzkategorie und diese ist hinwiederum
eine banale Schmelzkategorie. Opponiert gilt Analoges, so daß wir formal immer
� statt ⊗ schreiben dürften. Die Unterscheidung ist als formal nicht zwingend.
Dennoch kann die Boxprodukt-Notation bei sinnvollem Einsatz in meinen Augen
die Lesbarkeit wesentlich verbessern.

Beispiel 21.1.5.24. Im Spezialfall unserer Moduloptrennfaserung ist A⊗Z B das
Koprodukt in Kring alias das Produkt in Kringo und gegeben Moduln M über A
und N über B ist M �N der offensichtliche Modul M ⊗Z N über A⊗Z B.

Ergänzung 21.1.5.25 (Bezug zum Boxprodukt von Funktionen). In den No-
tationen der vorhergehenden Diskussion zu Boxprodukten entspricht es unserer
allgemeinen Konvention 18.1.3.8, auch die auf den Leertrennungen induzierten
Abbildungen

G (F ,f)× G (G,f)→ G (F � G,f)

als (f, g) 7→ f � g zu notieren. Im Spezialfall der Garben von k-Vektorräumen
auf diskreten Mengen und der konstanten Garben F = X sowie G = Y speziali-
siert diese Konstruktion unter verschiedenen weiteren hoffentlich offensichtlichen
Identifikationen zu der Abbildung Ens(X, k)× Ens(Y, k)→ Ens(X × Y, k), die
wir schon bisher immer (f, g) 7→ f � g notiert hatten.
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Beispiel 21.1.5.26 (Bezug zum Produkt von σ-Algebren). Das Vergessen der
σ-Algebra ist eine Trennfaserung Meß → Ens von der banalen Trennkategorie
der Meßräume in die banale Trennkategorie der Mengen. Es ist in diesem Sinne
passend, wenn auch nicht zwingend, das Produkt von Meßräumen zu notieren in
der Form

(X,M)× (Y,N ) = (X × Y,M�N )

Beispiel 21.1.5.27 (Bezug zum Produkt von Maßen). Wir können auch Schmelz-
kategorie MaßR der reellen Maßräume betrachten. Objekte sind Tripel (X,M, µ)
aus einer Menge, einer zugehörigen σ-Algebra und einem reellen Maß µ :M→
R. Verschmelzungen sind meßbare Abbildungen f : X1 × . . . × Xr → Y mit
f∗(µ1 � . . . � µr) = ν für ν das Maß auf Y . Dann ist quasi per definitionem
(X1 ×X2, µ1 � µ2) das Zielobjekt der universellen Verschmelzung von (X1, µ1)
mit (X2, µ2). In diesem Sinne ist auch unsere Notation für das Produktmaß pas-
send, aber nicht zwingend.

Übungen

Übung 21.1.5.28 (Externes Tensorieren und gewöhnliches Tensorieren). Ge-
geben eine über einer banalen Trennkategorie fT trenngefaserte Trennkategorie
G und in T zu zwei Objekten X, Y ein Produkt X × Y sowie F ∈ G/X und
G ∈ G/Y konstruiere man einen Isomorphismus F�G ∼→ (pr∗X F)⊗X×Y (pr∗Y G)
sowie im Fall X = Y einen Isomorphismus F ⊗X G

∼→ ∆∗(F � G) für die
diagonale Einbettung ∆ : X → X ×X .

Übung 21.1.5.29 (Vorschub auf finales Objekt als Trennfunktor). Sei G →
fT eine Trennfaserung mit Vorschüben über einer banalen Trennkategorie mit
finalem Objekt pt. So erhalten wir einen Trennfunktor

c† : G → Gpt

durch die Vorschrift, daß jedes Objekt F ∈ GX auf c†F abgebildet wird für c =
fin : X → pt und jede Trennung φ : F → G1 f . . . f Gr über einer Trennung
(f1, . . . , fr) : X → Y1f . . .fYr auf die durch die stark kokartesische Eigenschaft
19.6.3.13 von F → c†F in Bezug auf den Funktor auf den Familienkategorien
G f → (fT )f bestimmte Trennung c†F → c1†G1f. . .fcr†Gr über der Trennung
(id, . . . , id) : pt → pt f . . . f pt mit der Notation ci : Yi → pt für den jeweils
einzigen Morphismus. Auf den opponierten Schmelzkategorien erhalten wir so
einen Schmelzfunktor

c∗ : G opp → G/pt

Nach 21.1.4.10 ist er volltreu auf Leerverschmelzungen in dem Sinne, daß er Bi-
jektionen G opp(g,F)

∼→ G/pt(g, c∗F) induziert für alle F ∈ G . Der Schmelz-
funktor der Leerverschmelzungen von G opp in die kartesische Schmelzkategorie
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der Mengen 18.1.6.14 faktorisiert mithin als c∗ gefolgt vom Schmelzfunktor der
Leerverschmelzungen von G/pt in die kartesische Schmelzkategorie der Mengen.
Im Fall der Garbenoptrennfaserung 21.1.2.9 mag man G/pt mit der Schmelzkate-
gorie der abelschen Gruppen identifizieren und c∗ mit dem Funktor der globalen
Schnitte. So folgt im Rahmen unseres Formalismus, daß jede Verschmelzung von
abelschen Garben über topologischen Räumen eine multilineare Abbildung zwi-
schen den jeweiligen Räumen von globalen Schnitten induziert.
Übung 21.1.5.30. Sei G → fT eine Trennfaserung mit Vorschüben über einer
banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt. Schalten wir unserem Schmelz-
funktor fin∗ : G opp → G/pt aus 21.1.5.29 den Opponierten (fT )opp → G opp des
kartesischen Trennschnitts nach 21.1.4.4 vor, so erhalten wir einen Schmelzfunk-
tor

gT opp → G/pt

Im Fall der Garbenoptrennfaserung Ab�Top → Top erhalten wir so den Schmelz-
funktor gTopopp → Ab, der jedem Raum X die Gruppe Γ(X) der lokal kon-
stanten Z-wertigen Funktionen auf X zuordnet und jedem Tupel von von X aus-
gehenden stetigen Abbildungen die multiadditive Abbildung „nimm das Produkt
der zurückgezogenen Funktionen“.
Übung 21.1.5.31. Ich erinnere an die Trennfaserung Ab�Mon → fMon der Dar-
stellungen von Monoiden aus 21.1.2.13. Man zeige, daß wir in den Fasern über
Gruppen sogar Multihom haben.
Übung 21.1.5.32 (Boxprodukt von Moduln, Variante). Sei k ein fester Kring.
Im Fall der in 21.1.2.11 betrachteten Schmelzkofaserung AbKringk → gKringk

oder vielmehr der zugehörigen Trennfaserung auf den opponierten Kategorien ist
R der k-Kring R selbst als R-Modul und gegeben M ∈ AbR sowie N ∈ AbS
kann M � N beschrieben werden als M ⊗k N mit der durch (r ⊗ s)(m ⊗ n) =
rm⊗ sn gegebenen Struktur als Modul über R⊗k S.

21.1.6 Trennschmelzfakofaserungen
Definition 21.1.6.1. Eine Trennschmelzfakofaserung über einer Trennkategorie
T ist ein Datum aus einer Trennfaserung p : M → T und einer Schmelzko-
faserung p̄ : M̄ → T opp, die nach Zurückholen auf die diskretisierte Basis T δ

übereinstimmen MX(F ,G) = M̄X(F ,G) ∀X ∈ T , sowie ausgezeichneten Bi-
jektionen

i : M×
f (F ,G1 f . . .f Gr)

∼→ M̄×
f◦(G1 g . . .g Gr,F)

zwischen den Mengen der jeweiligen kartesischen Trennungen beziehungsweise
kokartesischen Verschmelzungen, die verträglich sind mit Multiverknüpfung und
die im Fall f = idX zum Invertieren von Isomorphismen der Faser spezialisieren.
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Beispiele 21.1.6.2. Im Fall einer gewöhnlichen Kategorie in der Basis spezialisiert
das zu einer Fakofaserung im Sinne von 19.8.4.4. Im Fall der terminalen Trennka-
tegorie in der Basis spezialisiert es zum Begriff einer Trennschmelzkategorie im
Sinne von 18.1.5.2.

21.1.6.3 (Ergänzung zu Trennschmelzfakofaserung). Wie in den Spezialfällen
der eben beschriebenen Beispiele besitzt auch im allgemeinen jede Trennfaserung
und jede Schmelzkofaserung eine bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig
bestimmte Ergänzung zu einer Trennschmelzfakofaserung. Gegeben eine Trenn-
faserung M → T notieren wir den Schmelzkofaserungsanteil dieser Ergänzung

M sk → T opp

Für eine Trennung ψ : X → Y1 f . . . f Yr in T werden dann Verschmelzungen
in der Schmelzkofaserung M sk über der opponierten Verschmelzung ψ◦ : Y1 g
. . .g Yr → X in T opp gegeben durch die Vorschrift

M sk
ψ◦(G1 g . . .g Gr,F) := MX(ψ†(G1 f . . .f Gr),F)

mit ψ† dem Rückzug in unserer Trennfaserung. Die Definition der Multiverknüp-
fungen geht analog zu 19.8.4.10. Gegeben eine Schmelzkofaserung N → S
notieren wir umgekehrt den Trennfaserungsanteil der Ergänzung zu einer Trenn-
schmelzfakofaserung als

N tf → S opp

Wir nennen wie in den bereits betrachteten Spezialfällen 19.8.4.10 und 18.1.5.5
diese Konstruktionen das Invertieren einer Trennfaserung beziehungsweise Schmelz-
kofaserung zu einer Schmelzkofaserung beziehungsweise Trennfaserung über der
opponierten Basis.

21.1.6.4. Gegeben eine Trennschmelzfakofaserung M → T ist in offensichtli-
cher Weise auch M opp → T opp eine Trennschmelzfakofaserung. Gegeben eine
Trennfaserung M → T betrachten wir ihre Erweiterung zu einer Trennschmelz-
fakofaserung und erhalten eine weitere Trennfaserung

M otf := (M opp)tf → T

durch das Opponieren gefolgt vom Invertieren. Wir nennen diese Trennfaserung
die oppinvertierte Trennfaserung. Sie verallgemeinert sowohl die Oppinverse
einer Trennkategorie mit stabil universellen Trennungen als auch die Oppinverse
eines Faserfunktors. Explizit werden ihre Trennungen über einer Trennung der
Basis ψ : X → Y1 f . . .f Yr in T gegeben durch

M otf
ψ (F ,G1 f . . .f Gr) := MX(ψ†(G1 f . . .f Gr),F)
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Gegeben eine Schmelzkofaserung N → S konstruieren wir analog die oppin-
vertierte Schmelzkofaserung

N osk := (N opp)sk → S

Quasi per definitionem haben wir ausgezeichnete Isomorphismen (M sk)opp ∼→
M otf und (N tf)opp ∼→ N osk, die die Objekte festhalten.

Beispiel 21.1.6.5. Eine Schmelzkategorie mit stabil universellen Verschmelzun-
gen ist nach 21.1.2.4 schmelzkogefasert über der terminalen Schmelzkategorie.
Unsere invertierte Trennfaserung spezialisiert in diesem Fall zur invertierten Trenn-
kategorie aus 18.1.5.5.

Beispiel 21.1.6.6. Gegeben eine Kategorie C erinnern wir aus 19.6.2.24 unsere
Familienfaserung C/Ens → Ens. Ist C eine Trennkategorie, so können wir C/Ens zu
einer Trennkategorie C/fEns machen und unseren Funktor zu einem Trennfunktor
in die banale Trennkategorie fEns der Mengen, indem wir eine Trennung φ :
F → G1 f . . . f Gr über einer Trennung (f1, . . . , fr) : X → Y1 f . . . f Yr von
Mengen als eine Familie (φx)x∈X von Trennungen φx : Fx → G1,f1(x) f . . . f
Gr,fr(x) erklären. Wir erhalten so einen Trennfunktor, den Familientrennfunktor

C/fEns → fEns

Manchnmal vereinfachen wir hier auch die Notation zu C/Ens → fEns oder zu
C/Ens → Ens. Besitzt C stabil universelle Trennungen, so ist das sogar eine Trenn-
faserung, die Familientrennfaserung. Kartesisch sind dabei genau alle Familien
(φx) aus universellen Trennungen. In diesem Fall haben wir einen natürlichen
Isomorphismus

(C/fEns)
otf ∼→ (Cotf)/fEns

von Trennfaserungen überfEns zwischen der oppinvertierten Familientrennfase-
rung und der Familientrennfaserung der oppinvertierten Trennkategorie.

Beispiel 21.1.6.7. Die Mengengarbentrennfaserung 21.1.2.6 und die Mengengar-
benoptrennfaserung 21.1.2.7 sind zueinander oppinvers, in Formeln und unter et-
was sorgloser Verwendung des Gleichheitszeichens haben wir also

Ens�Top = (Ens/Top)otf

Ich finde die Mengengarbentrennfaserung anschaulicher, aber die Mengengarben-
optrennfaserung ist algebraisch einfacher und läßt sich leichter verallgemeinern.
Im Fall der Optrennfaserung der abelschen Garben kann ich für die oppinvertierte
Trennfaserung keine Anschauung mehr anbieten, die mir weiterhelfen würde.
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Beispiel 21.1.6.8 (Verschiedene Trennungen im diskreten Fall). Wir speziali-
sieren das Vorhergehende auf den Fall diskreter Räume. Eine MengengarbeA auf
einem diskreten Raum X ist eine durch X indizierte Mengenfamilie (Ax)x∈X .
Gegeben Abbildungen f : X → Y und g : X → Z sowie Mengengarben B
auf Y und C auf Z ist eine Garbenoptrennung φ ∈ Ens�(f,g)(A,B f C) über der
Zweitrennung (f, g) : X → Y f Z ein Datum (φx)x∈X bestehend aus Abbildun-
gen φx : Bf(x) × Cg(x) → Ax für alle x ∈ X . Dahingegen ist eine Garbentren-
nung ψ ∈ Ens/(f,g)(A,B f C) ein Datum (ψx)x∈X bestehend aus Abbildungen
ψx : Ax → Bf(x)×Cg(x) für alle x ∈ X . Das kann auch als ein Spezialfall unserer
Erkenntnisse in 21.1.6.6 verstanden werden.
21.1.6.9 (Faserweises Dualisieren als Trennfunktor). Gegeben sei eine Trenn-
faserung zu einer banalen Trennkategorie M → fT derart, daß alle Objekte
der opponierten Fasern dualisierbar sind. Wir behaupten, daß dann das faserweise
Dualisieren einen Trennfunktor

M otf →M f

induziert wie folgt. Ein Trennung F → G1 f . . . f Gr über einer Trennung
(f1, . . . , fr) : X → Y1f . . .f Yr der Basis in M otf ist wie in 21.1.6.4 ausgeführt
ein Element von

M otf
ψ (F ,G1 f . . .f Gr) := MX(ψ†(G1 f . . .f Gr),F)

In unserem speziellen Fall haben wir also Abbildungen

M otf
ψ (F ,G1 f . . .f Gr) M tf

ψ (F∨,G∨1 f . . .f G∨r )

MX(f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗r Gr,F) M/X(f ∗1 (G∨1 )⊗ . . .⊗ f ∗r (G∨r ),F∨)

M/X(F , f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗r Gr) //M/X((f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗r Gr)∨,F∨)

OO

mit dem Dualisieren in der unteren Horizontale und Vorschalten der natürlichen
Morphismen 18.1.4.21 vom Tensorprodukt der Dualen zum Dualen des Tensor-
produkts und der natürlichen Morphismen 21.1.5.13 vom Rückzug des Dualen
zum Dualen des Rückzugs in der rechten Vertikale. Man kann nun zeigen, daß
diese Vorschrift auf Trennungen in der Tat einen Trennfunktor induziert wie be-
hauptet. Im Spezialfall, daß T die finale Trennkategorie ist, haben wir das bereits
in 18.1.6.25 in Gestalt eines DualisierungsfunktorsMt → Mot für eine Trenn-
schmelzkategorie mit MultihomM kennengelernt. In der dort gegebene Fassung
geschieht das Dualisieren inMs und in der hier gegebene Fassung in den Fasern
der Schmelzkofaserung M osk.
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21.2 Derivierter Trennrückzug

21.2.1 Motivation

21.2.1.1. Gegeben MorphismenF → G und E → H von abelschen Garben auf ei-
nem topologischen RaumX mag man sie in der derivierten Kategorie Der(Ab/X)
zusammentensorieren wollen zu einem Morphismus in der derivierten Kategorie

(F ⊗L E)→ (G ⊗L H)

ihrer derivierten Tensorprodukte. Das scheint mir nicht vollständig trivial, wenn
wie das derivierte Tensorprodukt wie üblich mit flachen Linksauflösungen be-
schrieben wird und die Morphismen in der derivierten Kategorie mit Rechtsauf-
lösungen durch injektive Rechtsauflösungen.

21.2.1.2. Etwas allgemeiner könnten wir bereits mit Morphismen in der derivier-
ten Kategorie beginnen, etwa mit Klassen der Garbenkohomologie a ∈ HpX und
b ∈ HqX interpretiert als Morphismen a : ZX → ZX [p] und b : ZX → ZX [q],
und verstehen wollen, inwiefern a⊗ b : ZX ⊗L ZX → ZX [p]⊗L ZX [q] unter den
„offensichtlichen Identifikationen“ der Verknüpfung b[p] ◦ a : ZX → ZX [p + q]
entspricht.

21.2.2 Lokalisierung von Kofaserungen

21.2.2.1. Ich erinnere daran, daß sich nach 20.1.4.10 bei der Lokalisierung einer
Kategorie nach einem Rechtsoresystem S die Morphismen der Lokalisierung als
Äquivalenzklassen von Rechtsbrüchen s−1 ◦ f mit s ∈ S beschreiben lassen, bei
denen also der Zähler rechts steht.

Definition 21.2.2.2. Sei p : C → B ein Funktor. Unter einem faserweisen
Rechtsoresystem in C verstehen wir ein multiplikatives System S in C , das über
den Identitäten der Basis liegt und die Eigenschaft hat, daß für alle X ∈ B die
Menge SX der S-Morphismen über idX ein Rechtsoresystem der Faser CX ist.

21.2.2.3 (Diskussion der Terminologie). Man beachte, daß in diesem Zusam-
menhang der Zusatz „faserweise“ die Bedingung „Rechtsoresystem“ sowohl ver-
schärft als auch abschwächt. Will ich betonen, daß der Begriff „Rechtsoresys-
tem“ nicht faserweise gemeint ist, so spreche ich von einem globalen Rechts-
oresystem.

21.2.2.4. Analog erklären wir die Begriffe eines faserweisen Linksoresystems,
eines faserweisen Oresystems und eines faserweisen gesättigten Oresystems.



21.2. DERIVIERTER TRENNRÜCKZUG 3519

21.2.2.5 (Lokalisierung einer Faser als Faser der Lokalisierung). Sei ein Funk-
tor p : C → B gegeben und sei S ein globales Rechtsoresystem in C über den
Identitäten von B. Gegeben X ∈ B ist die Menge SX der S-Morphismen über
idX dann offensichtlich ein Rechtsoresystem in der Faser CX und für den auf der
Lokalisierung induzierten Funktor pS : S−1C → B sind die offensichtlichen
Funktoren Isomorphismen von Kategorien

S−1
X CX

∼→ (S−1C )X

zwischen der Lokalisierung der Faser und der Faser der Lokalisierung. Das folgt
direkt aus der Interpretation der Morphismen der Lokalisierung als Äquivalenz-
klassen von Brüchen. Es gilt genauso für Linksoresysteme.

21.2.2.6 (Rückzug von Funktoren). Gegeben Funktoren F : C → B und G :
U → B zu derselben Zielkategorie bezeichne

C ×B U

das Faserprodukt in der Kategorie Cat der Kategorien. Explizit können wir
das Faserprodukt C ×B U als Unterkategorie der Produktkategorie konstruieren
wie folgt: Als Objekte nehmen wir alle Paare (C,D) ∈ C ×U mit F (C) = G(D)
und als Morphismen (C,D) → (C ′, D′) alle Paare (u, v) von Morphismen mit
F (u) = G(v). Je nach Kontext verwenden wir für dies Faserprodukt auch die
Notation CU und nennen CU → U den zurückgezogenen Funktor. Im Fall
der durch ein Objekt X ∈ B gegebenen Einbettung cat

∼
↪→ B der terminalen

Kategorie spezialisiert Ccat zu unserer Faser CX .

21.2.2.7 (Rückzug erhält Faserungen und Kofaserungen). Seien Funktoren
C → B und U → B gegeben. Ist ein Morphismus u in C kartesisch bezie-
hungsweise kokartesisch für C → B, so ist auch jeder Morphismus der Gestalt
(u, v) im Faserprodukt kartesisch beziehungsweise kokartesisch für CU → U . Ist
C → B eine Faserung beziehungweise Kofaserung und U → B ein beliebiger
Funktor, so ist auch CU → U eine Faserung beziehungweise Kofaserung.

21.2.2.8 (Lokalisierung und Rückzug auf neue Basiskategorie). Sei ein Funk-
tor p : C → B gegeben und sei S ein globales Rechtsoresystem in C über den
Identitäten von B. Gegeben ein Funktor U → B sind die offensichtlichen Funk-
toren Isomorphismen

S−1
U CU

∼→ (S−1C )U

zwischen der Lokalisierung des Rückzugs und dem Rückzug der Lokalisierung
mit der Notation SU für das Urbild von S unter CU → C . Das folgt direkt aus
der Interpretation der Morphismen der Lokalisierung als Äquivalenzklassen von
Brüchen und gilt ganz genauso auch für globale Linkssoresysteme.
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Satz 21.2.2.9 (Lokalisieren einer Kofaserung nach globalem Rechtsoresys-
tem). Seien p : C → B ein Kofaserfunktor und S ein globales Rechtsoresys-
tem in C über den Identitäten der Basis. So ist auch der auf der Lokalisierung
induzierte Funktor ein Kofaserfunktor

pS : S−1C → B

und jeder kokartesische Morphismus in C bleibt kokartesisch in S−1C .

Beweis. Um das zu zeigen beachten wir für jeden Morphismus f : X → Y in der
Basis sowie Objekte F über X und G über Y die natürlichen Isomorphismen

(S−1C )f (F ,G)

o
��

(S−1C )Y (f†F ,G)

colf
G S→G′

Cf (F ,G ′) ∼ // colf
G S→G′

CY (f†F ,G ′)

o

OO

Der Satz folgt.

Lemma 21.2.2.10 (Faserweise Rechtsoresysteme als globale Rechtsoresyste-
me). Seien p : C → B eine Kofaserung und S ein faserweises Rechtsoresystem
in C . Können wir für jeden Morphismus der Basis einen Vorschub wählen, der S
stabilisiert, so ist S sogar ein globales Rechtsoresystem in C .

21.2.2.11. In der Situation von Lemma 21.2.2.10 können wir insbesondere unsere
Proposition 21.2.2.9 anwenden und erhalten durch Lokalisieren eine Kofaserung
pS : S−1C → B mit der Eigenschaft, daß kokartesische Morphismen in C ko-
kartesisch bleiben in S−1C .

Beweis. Jeder Linksbruch läßt sich zu einem Rechtsbruch umschreiben, das zeigt
das Diagramm

F // f†F //___ G ′

F ′ 66//

S

OO

f†F ′ //

S

OO

G

S

OO�
�
�

zeigt. Je zwei Morphismen, die durch Vorschalten eines S-Morphismus egalisiert
werden, können auch durch Nachschalten eines S-Morphismus egalisiert werden,
das zeigt das Diagramm

F %% ((// f†F //// G
S

���
�
�

F ′ //

S

OO

f†F ′
S

OO

G ′

Das Lemma ist bewiesen.
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21.2.2.12 (Opponierte Aussagen zur Lokalisierung von Faserungen). Ist p :
C → B eine Faserung und S ein globales Linksoresystem in C , so erhalten wir
dual zu 21.2.2.9 durch Lokalisieren wieder eine Faserung pS : S−1C → B mit
der Eigenschaft, daß kartesische Morphismen in C kartesisch bleiben in S−1C .
Ist p : C → B eine Faserung und S ein faserweises Linksoresystem in C und
können wir für jeden Morphismus der Basis einen Rückholfunktor wählen, der
unser faserweises Linksoresystem S stabilisiert, so ist S opponiert zu 21.2.2.10
ein globales Linksoresystem in C und wir erhalten durch Lokalisieren wieder
eine Faserung pS : S−1C → B mit der Eigenschaft, daß kartesische Morphismen
in C kartesisch bleiben in S−1C .

Vorschau 21.2.2.13. Die Lokalisierung von Kofaserungen nach faserweisen Links-
oresystemen beziehungsweise von Faserungen nach faserweisen Rechtsoresyste-
men ist delikater. In 21.2.5.11, 21.2.5.12 und 21.2.5.13 diskutieren wir Annah-
men, unter denen in diesen Fällen die Lokalisierung wieder eine Kofaserung ist
und die Linksderivierten der Vorschübe die Vorschübe der lokalisierten Kofase-
rung sind.

21.2.3 Quisrechtsentfaltung von Garbenkomplexen
21.2.3.1. Gegeben ein Universum U im Sinne von 4.7.11.3 mit N ∈ U und X ∈ U
ein topologischer Raum bezeichne UAb/X die Kategorie der abelschen Garben F
auf X mit F(V ) ∈ U ∀V ⊂◦ X . Das ist eine abelsche Kategorie, die Kolimiten
und Limiten über alle U∈-U→∈ -Köcher besitzt, also alle Köcher, deren Punktmenge
und Morphismenmenge Elemente von U sind.

Satz 21.2.3.2 (Existenz von Quisrechtsentfaltungen). Sei U ein Universum mit
N ∈ U und sei X ∈ U ein topologischer Raum. So besitzt jeder Komplex A ∈
Hot(UAb/X) eine Quisrechtsentfaltung in Hot(UAb/X) durch einen Komplex aus
injektiven Garben.

21.2.3.3. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird im Anschluß an
21.2.3.14 gegeben.

21.2.3.4. Der Satz zeigt, daß gegeben ein Universum U mit N ∈ U und X ∈ U ein
topologischer Raum Der(UAb/X) eine U∈-U→∈ -Kategorie ist. Er zeigt auch, daß
der Übergang zu einem größeren Universum einen volltreuen Funktor zwischen
den jeweiligen derivierten Kategorien von abelschen Garben liefert.

21.2.3.5. Eine Quisrechtsentfaltung muß keineswegs in einem Komplex aus in-
jektiven Garben landen. In der Homotopiekategorie kann ja ein Komplex aus in-
jektiven Garben durchaus isomorph sein zu Komplexen, die nicht aus injektiven
Garben bestehen.
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Ergänzung 21.2.3.6. Ist zusätzlich A ∈ UAb/X eine Garbe von Ringen, so gilt
dasselbe für die Kategorie UAb/(X,A) der Garben von A-Moduln aus UAb/X , ge-
nauer ihre Homotopiekateorie Hot(UAb/(X,A)). Der Beweis bleibt mutatis mutan-
dis derselbe.

Definition 21.2.3.7. Sei C eine Kategorie. Unter einer angeordneten Filtrierung
eines Objekts A ∈ C verstehen wir einen Ordnungshomomorphismus (Aω)ω∈Ω

einer angeordneten Menge Ω in die teilgeordnete Menge der Unterobjekte von A.

21.2.3.8. Seien C eine Kategorie und A ∈ C ein Objekt und (Aω)ω∈Ω eine ange-
ordnete Filtrierung von A. Existieren die filtrierenden Kolimites in C für angeord-
nete Systeme von Unterobjekten von A und sind diese wieder Unterobjekte von
A, so setzen wir allgemein für Γ ⊂ Ω eine Teilmenge

AΓ := colf
η∈Γ

Aη und speziell A<ω := colf
η<ω

Aη.

21.2.3.9. Gegeben eine Garbe F auf einem topologischen Raum X erklären wir
ihre Kardinalität card(F) := card(F̄) als die Kardinalität ihres étalen Raums.
Gegeben ein Komplex von Garben F setzen wir card(F) := max(card(F i)).

Proposition 21.2.3.10 (Enge Filtrierungen exakter Garbenkomplexe). Seien
X ein topologischer Raum und α := max(card(X), card(N)).

1. Für jeden surjektiven Morphismus f : A� B in Ab/X gibt es A0 ⊂ A mit
card(A0) ≤ α card(B) und f : A0 � B;

2. Jeder von Null verschiedene exakte Komplex T 6= 0 in Ket(Ab/X) be-
sitzt einen von Null verschiedenen exakten Unterkomplex 0 6= S ⊂ T mit
card(S) ≤ α;

3. Jeder exakte Komplex T in Ket(Ab/X) besitzt eine wohlgeordnete Filtrie-
rung durch Unterkomplexe Tω, bei der alle Subquotienten Tω/T<ω exakt
sind von einer Kardinalität card(Tω/T<ω) ≤ α und es ω gibt mit Tω = T .

Beweis. 1. Wir wählen für jedes Element eines jeden Halms bx ∈ Bx eine of-
fene Umgebung U ⊂◦ X von x und t ∈ A(U) mit tx 7→ bx. Das liefert einen
Morphismus

⊕
(U,t) ZU⊂X → A mit der Eigenschaft, daß sein Bild A0 surjek-

tiv auf B geht. Unsere direkte Summe ist eine Untergarbe der direkten Summe⊕
(U,t) ZX von konstanten Garben, deshalb kann man ihre Kardinalität abschätzen

durch α card(B).

2. Sicher finden wir einen Index j mit ker(T j → T j+1) 6= 0 und eine von Null
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verschiedene Untergarbe Sj dieses Kerns mit card(Sj) ≤ α. Dann bilden wir den
Pullback

Sj // T j

M j−1

OO

// T j−1

OO

Er ist auch auf den Halmen ein Pullback, also gilt M j−1 � Sj . Nach Teil 1 finden
wir eine Untergarbe M j−1

0 ⊂M j−1 mit card(M j−1
0 ) ≤ α und M j−1

0 � Sj . Dann
nehmen wir Sj−1 := M j−1 und machen induktiv weiter.

3. Wir finden nach dem Zorn’schen Lemma eine maximale wohlgeordnete Familie
von Unterkomplexen (Tω)ω∈Ω mit allen fraglichen Eigenschaften mit Ausnahme
der letzten. Sie sind alle exakt, denn sonst gäbe es einen kleinsten Index ω, für
den Tω nicht exakt wäre, und dann wäre T<ω exakt und Tω/T<ω exakt und damit
Tω doch exakt nach der langen exakten Homologiesequenz. Also ist auch ihr Ko-
limes TΩ exakt. Ist dieser Komplex bereits ganz T , so sind wir fertig. In jedem
Fall ist T/TΩ exakt, und ist es nicht Null, so finden wir darin einen von Null ver-
schiedenen exakten Unterkomplex einer Kardinalität≤ α. Durch sein Urbild in T
könnten wir dann unsere wohlgeordnete Familie vergrößern im Widerspruch zur
Maximalität.

Korollar 21.2.3.11 (Testen auf Quisrechtsentfaltetheit mit kleinen Komple-
xen). Seien X ein topologischer Raum und α := max(card(X), card(N)). Ist J
ein Komplex aus injektiven Garben und gilt HotAb /X(T, J) = 0 für jeden exak-
ten Komplex T mit card(T ) ≤ α, so folgt HotAb /X(T, J) = 0 für jeden exakten
Komplex.

Beweis. Sei T ein beliebiger exakter Komplex. Nach 21.2.3.10 besitzt T eine
wohlgeordnete Filtrierung durch Unterkomplexe Tω mit card(Tω/T<ω) ≤ α ∀ω
und Tω = T für mindestens ein ω. Die Komplexe Ab/X(Tω, J) von abelschen
Gruppen bilden dann ein transfinit surjektives System von Komplexen, dessen
Kernkomplexe

ker

(
Ab/X(Tω, J)→ limf

η<ω
Ab/X(Tη, J)

)
= Ab/X(Tω/T<ω, J)

nach unseren Annahmen an jeder Stelle exakt sind. Mit 17.7.1.50 folgt, daß auch
Ab/X(T, J) exakt ist.

Lemma 21.2.3.12 (Nullhomotopmachen von Morphismen). Sei U ein Univer-
sum mit N ∈ U. Seien X ∈ U ein topologischer Raum, E ∈ U eine Menge und
A, Te ∈ Ket(UAb/X) für e ∈ E Komplexe von abelschen Garben aufX mit Te ex-
akt. Sei (fe : Te → A)e∈E eine Familie von Morphismen nach A. So gibt es einen
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injektiven Quasiisomorphismus g : A ↪→ B in einen Komplex B ∈ Ket(UAb/X)
derart, daß alle g ◦ fe nullhomotop sind.

Beweis. Wir wählen auf E eine Wohlordnung und nennen diese wohlgeordnete
Menge Ω. Dann konstruieren wir mit transfiniter Induktion ein direktes System
(Bω)ω∈Ω von Komplexen mit injektiven Quasiisomorphismen gω : A ↪→ Bω und
gω ◦ fω nullhomotop durch

Tω → A ↪→ colf
η<ω

Bη → Bω

mit Bω dem Abbildungskegel der Komposition der beiden vorderen Morphis-
men. Ist ω ∈ Ω das kleinste Element, so ist der „leere Kolimes“ als A sel-
ber zu verstehen, also als das „initiale Objekt in der Kategorie der Komplexe
mit einem ausgezeichneten Morphismus von A dorthin“. Schließlich löst dann
g : A ↪→ B := colfω∈Ω Bω unser Problem.

Lemma 21.2.3.13. Sei U ein Universum mit N ∈ U. Seien X ∈ U ein topologi-
scher Raum und A ∈ Ket(UAb/X) ein Komplex von abelschen Garben auf X . So
existieren ein Komplex B ∈ Ket(UAb/X) und ein injektiver Quasiisomorphismus
h : A ↪→ B mit der Eigenschaft, daß h(Ai) in einer injektiven Untergarbe von Bi

liegt für alle i ∈ Z.

Beweis. Wir wählen für alle i eine Einbettung f i : Ai ↪→ J i in eine injektive
Garbe aus UAb/X . Wir bilden den Komplex Ki = J i⊕ J i+1 mit dem Differential
d(x, y) = (y, 0). Die Einbettung (f i, f i+1d)> : Ai ↪→ Ki ist dann eine Kettenab-
bildung. Wir bilden nun erst den Kokernkomplex (Ci) dieser Kettenabbildung und
dann den Komplex [−1] Keg(K → C). Die natürliche Kettenabbildung von A in
diesen letzten Komplex hat schließlich die gesuchten Eigenschaften.

Proposition 21.2.3.14. Sei U ein Universum mit N ∈ U. Seien X ∈ U ein topo-
logischer Raum, E ∈ U eine Menge und Te ∈ Ket(UAb/X) exakte Komplexe von
abelschen Garben auf X . So gibt es für jeden Komplex A ∈ Ket(UAb/X) einen
Quasiisomorphismus A →̆ I zu einem Komplex I ∈ Ket(UAb/X) aus injektiven
Garben mit

HotAb/X (Te, I) = 0 ∀e ∈ E

Beweis. Sei α eine Kardinalität einer Menge aus U mit α ≥ card(Te) für al-
le e ∈ E und α ≥ max(card(X), card(N)). Sei Γ die kleinste wohlgeordnete
Menge unseres Universums mit card(Γ) > α. Wir konstruieren ein direktes Sys-
tem (Jγ)γ∈Γ von Komplexen abelscher Garben und beginnen mit J0 := A. Dann
wählen wir mit 21.2.3.12 injektive Quasiisomorphismen

colf
η<γ

Jη ↪→ Jγ
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induktiv so, daß alle Morphismen von irgendwelchen Te in den Kolimes nullho-
motop werden unter dem Nachschalten des Morphismus nach Jγ . Nach 21.2.3.13
dürfen wir zusätzlich annehmen, daß die Bilder unserer Injektionen in jedem Grad
jeweils in injektiven Untergarben enthalten sind. Ich behaupte, daß dann der Ko-
limes

colf
γ∈Γ

Jγ

die gesuchte Eigenschaft hat. In der Tat muß jeder Morphismus von einem Te
dorthin aus Kardinalitätsgründen bereits in einem der Jγ landen, vergleiche etwa
6.5.4.8, und damit nullhomotop werden. Weiter muß unser Kolimes aus injektiven
Garben bestehen, da er das Injektivitätskriterium über Ideale 19.3.5.9 erfüllt.

Beweis für die Existenz von Quisrechtsentfaltungen 21.2.3.2. Sei (Te)e∈E ein Re-
präsentantensystem für die Isomorphieklassen exakter Komplexe in Ket(UAb/X)
einer Kardinalität ≤ max(card(X), card(N)). Konstruieren wir zu dieser Familie
einen Quasiisomorphismus A →̆ I zu einem Komplex aus injektiven Garben mit
HotAb/X (Te, I) = 0 ∀e ∈ E wie in 21.2.3.14 ausgeführt, so folgt mit unserem
Korollar 21.2.3.11, daß I in Hot(UAb/X) bereits quisrechtsentfaltet sein muß.

21.2.3.15 (Produkte und Koprodukte derivierter Modulgarben). Gegeben sei
ein geringter Raum X = (X,A). Existieren für eine Menge I alle I-Koprodukte
in der Kategorie der Modulgarben Ab/X , so existieren auch alle I-Koprodukte in
den Kategorien Ket(Ab/X), Hot(Ab/X), Der(Ab/X) und stimmen überein mit
den offensichtlichen „gliedweisen Koprodukten“. Das folgt mit dem zweiten Teil
unserer Proposition 20.3.9.2 aus der Existenz 21.2.3.6 von Quisrechtsentfaltun-
gen für beliebige Homotopiekomplexe unserer abelschen Kategorie. Existieren
weiter für eine Menge I alle I-Produkte in der Kategorie der Modulgarben Ab/X ,
so existieren auch alle I-Produkte in den Kategorien Ket(Ab/X), Hot(Ab/X),
Der(Ab/X) und können als gliedweise Produkte von Quisrechtsentfaltungen be-
rechnet werden. Das folgt aus dem ersten Teil unserer Proposition 20.3.9.2.

Übungen

Übung 21.2.3.16 (Derivierte Kategorie der Garben auf einem Koprodukt). Ist
ein Raum X eine disjunkte Vereinigung offener Teilmengen X =

⊔
i∈I Xi und

ist F ∈ Der(Ab/X) ein Komplex von Garben auf X , so induzieren die Einheiten
beziehungsweise Koeinheiten der jeweiligen Adjunktionen Isomorphismen⊕

i∈I

ini! in∗i F
∼→ F ∼→

∏
i∈I

ini∗ in∗i F
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Zusätzlich erinnern wir daran, daß hier nach 19.4.9.11 die natürlichen Transfor-
mationen Isotransformationen ini!

∼⇒ ini∗ sind. Hinweis: Für abelsche Garben war
der erste Isomorphismus 19.4.9.21. Für die Homotopiekategorien folgt es unmit-
telbar. Für die derivierten Kategorien folgt es dann aus der Exaktheit der beteilig-
ten Funktoren. Für den zweiten Isomorphismus verwende man die Beschreibung
von Produkten in Der(Ab/X) aus 21.2.3.15.

Übung 21.2.3.17 (Hyperkohomologie auf einem Koprodukt). Sei ein Raum X
eine disjunkte Vereinigung offener TeilmengenX =

⊔
i∈I Xi undF ∈ Der(Ab/X)

ein Komplex von Garben aufX . Daß derivierte direkte Bilder als Rechtsadjungier-
te mit Produkten vertauschen liefert einen Isomorphismus fin∗F

∼→
∏

i∈I fin∗ in∗i F
in Der(Ab). Da auch die FunktorenHq = DerAb(Z[−q], ) mit Produkten vertau-
schen erhalten wir, daß die Rückzüge Isomorphismen

Hq(X;F)
∼→
∏
i∈I

Hq(Xi;F)

liefern. Das verallgemeinert unsere Erkenntnisse aus 19.4.3.30 auf die Hyperko-
homologie.

Übung 21.2.3.18 (Produkte als Vorschub). Ist X ein topologischer Raum und
(Gi)i∈I eine Familie von Objekten von Der(Ab/X) und sind emi : X → X × I
die Einbettungen und ist ein Objekt G ∈ Der(Ab/X×I) gegeben zusammen mit
Isomorphismen em∗i G

∼→ Gi, so liefern diese Isomorphismen zusammen nach
21.2.3.17 einen Isomorphismus G ∼→

∏
i∈I emi∗ Gi und das Anwenden des Vor-

schubs unter der Projektion auf X liefert einen Isomorphismus

prX∗ G
∼→
∏
i∈I

Gi

Hinweis: Der derivierte Vorschub vertauscht als Rechtsadjungierter stets mit Pro-
dukten.

Übung 21.2.3.19 (Koprodukte als Schreivorschub). Seien X ein topologischer
Raum, (Gi)i∈I eine Familie von Objekten von Der(Ab/X) und emi : X → X × I
die Einbettungen. Gegeben ein Objekt G ∈ Der(Ab/X×I) zusammen mit Iso-
morphismen em∗i G

∼→ Gi liefern diese Isomorphismen zusammen nach 21.2.3.17
einen Isomorphismus

⊕
i∈I emi! Gi

∼→ G und der Schreivorschub unter der Pro-
jektion auf X ist exakt und das Anwenden des zugehörigen derivierten Funktors
liefert einen Isomorphismus ⊕

i∈I

Gi
∼→ prX! G

Hinweis: Étaler separierter Basiswechsel 19.6.4.32.
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Übung 21.2.3.20 (Verschwindungskriterium für derivierte Garben). Seien X
ein topologischer Raum und F ∈ Der(Ab/X) ein Komplex von abelschen Gar-
ben. Besitzt jeder Punkt x ∈ X ein konfinales System von offenen Umgebungen
U ⊂◦ X mit fin∗ j

∗F = 0 für j : U ↪→ X die Einbettung, so gilt bereits F = 0.
Hinweis: Da nach 19.4.9.14 das Ausdehnen durch Null unter einer offenen Ein-
bettung ein exakter Funktor ist, macht der Rückzug unter einer offenen Einbettung
quisrechtsentfaltete Komplexe zu quisrechtsentfalteten Komplexen. Man mag die
Aussage alternativ auch aus 21.2.3.22 folgern.

Ergänzung 21.2.3.21. Man kann also lokal prüfen, ob ein vorgegebener Garben-
komplex in der derivierten Kategorie das Nullobjekt ist. Daß das halmweise ge-
prüft werden kann, ist ja eh klar. Ein Komplex abelscher Garben ist eben exakt ge-
nau dann, wenn er auf allen Halmen exakte Komplexe induziert. Man kann jedoch
nicht auf den Halmen prüfen, ob zwei Morphismen in der derivierten Kategorie
der Garben übereinstimmen. Das geht nur bei echten Garben.

Übung 21.2.3.22 (Beschreibung der höheren Vorschübe). Gegeben eine stetige
Abbildung f : X → Y und ein Komplex F ∈ Der(Ab/X) auf X ist die q-te
Kohomologiegarbe seines derivierten Vorschubs Hq(f∗F) natürlich isomorph zu
der zur Prägarbe V 7→ Hq(f−1(V );F) assoziierten Garbe. Das verallgemeinert
sowohl den in 19.6.6.2 besprochenen Fall einer abelschen Garbe F als auch das
Verschwindungskriterium 21.2.3.20, das sich aus dem Spezialfall f = id ergibt.
Für den Beweis kopiere man den Beweis von 19.6.6.2 und nutze die in 21.2.3.20
gegebenen Hinweise. Im Fall unbeschränkter Komplexe benötigt man auch hier
die Quisrechtsentfaltungen aus 21.2.3.

Übung 21.2.3.23 (Verschwindungskriterium für derivierte Garben, Varian-
te). Seien X, Y topologische Räume und F ∈ Der(Ab/X×Y ) ein Komplex von
abelschen Garben. Besitzt jeder Punkt x ∈ X ein konfinales System von offenen
Umgebungen U ⊂◦ X mit prY ∗(j × id)∗F = 0 für j : U ↪→ X die Einbettung, so
gilt bereits F = 0. Hinweis: Folgt aus dem vorhergehenden.

21.2.4 Derivierte Garbenopfaserung
21.2.4.1. Wir erinnern aus 19.6.2.17 die Bifaserung Ab�Top → Top, die wir die
Garbenopfaserung genannt hatten und deren Fasern Ab�X opponiert sind zu den
üblichen Kategorien Ab/X von abelschen Garben auf X . Gegeben eine stetige
Abbildung f : X → Y sind Rückzug und Vorschub adjungierte Funktoren zwi-
schen den additiven Kategorien Ab�X ,Ab�Y und somit nach 19.2.5.13 additive
Funktoren. Gegeben F ∈ Ab�X und G ∈ Ab�Y liefert mithin die Adjunktion
einen Gruppenisomorphismus Ab�Y (f†F ,G)

∼→ Ab�X(F , f †G) und wir können
eine Addition auf

Ab�f (F ,G)
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dadurch erklären, daß sie mit diesen Gruppenstrukturen verträglich ist. Es ist
leicht zu sehen, daß für eine weitere stetige Abbildung g : Y → Z undH ∈ Ab�Z
die Verknüpfung Ab�f (F ,G) × Ab�g(G,H) → Ab�gf (F ,H) biadditiv ist. In
später eingeführter Terminologie haben wir so für unseren Funktor eine „relative
additive Struktur“ erhalten.

21.2.4.2. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y und Komplexe abelscher
Garben F ∈ Ket(Ab�X) und G ∈ Ket(Ab�Y ) erhalten wir analog zum Hom-
komplex einen Komplex abelscher Gruppen Ab�f (F ,G) ∈ Ket(Ab) und Isomor-
phismen von Komplexen

Ab�Y (f†F ,G)
∼→ Ab�f (F ,G)

∼→ Ab�X(F , f †G)

Nehmen wir Z0 beziehungsweise H0 des Komplexes Ab�f (F ,G) als Morphis-
men von Garbenkomplexen über f , so erhalten wir weitere Bifaserungen, die wir

Ket(Ab�Top)→ Top und Hot(Ab�Top)→ Top

notieren, mit komponentenweisem f † als Rückzug und komponentenweisem f†
als Vorschub. In später eingeführter Terminologie haben wir zu unserem Funktor
Ab�Top → Top mit „relativer additiver Struktur“ den „relativ in dgAb angerei-
cherten Funktor“ der Komplexe gebildet und diesen „umstrukturiert“ vermittels
der Schmelzfunktoren Z0 beziehungsweiseH0 von dgAb nach Ab.

21.2.4.3. In Bezug auf den Faserfunktor Hot(Ab�Top) → Top bilden die Qua-
siisomorphismen über den Identitäten der Basis ein faserweises Oresystem, das
unter allen Rückzugfunktoren stabil ist. Nach 21.2.2.10 ist es damit sogar ein glo-
bales Linksoresystem in Hot(Ab�Top). Wenn wir danach lokalisieren, erhalten
wir nach 21.2.2.9 opponiert einen Faserfunktor Der(Ab�Top) → Top. Wir nen-
nen unseren Funktor

Der(Ab�Top)→ Top

die derivierte Garbenopfaserung.

21.2.4.4 (Fasern und Rückzüge der derivierten Garbenopfaserung). Nach 21.2.2.8
opponiert sind die offensichtlichen Funktoren Isomorphismen

eX : Der(Ab�X)
∼→ Der(Ab�Top)X

von der Lokalisierung der Faser zur Faser der Lokalisierung, die mit dem zu-
gehörigen Strukturtransport eine triangulierte Kategorie wird. Nach 21.2.2.9 hat
jeder kartesische Morphismus der Faserung Hot(Ab�Top) → Top kartesisches
Bild in der derivierten Garbenopfaserung. Andererseits ist der Derivierte des op-
ponierten Rückzugs f (†) unter einer stetigen Abbildung f : X → Y nach 20.3.4.1
ein Paar (f †, τ) aus einem triangulierten Funktor f † = Rf (†) : Der(Ab�Y ) →
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Der(Ab�X) und einer Transformation, ja wegen der Exaktheit des Rückzugs Isotrans-
formation τ : Q◦ (Hot f (†))

∼⇒ Rf (†) ◦Q. Zusammen mit dem Transportmorphis-
mus (Hot f (†))(G) → G für Komplexe G ∈ Hot(Ab�Y ) liefert τ also kartesische
Morphismen

eX
(
Rf (†)(QG)

)
→ (QG)

der derivierten Garbenopfaserung. Wir sehen so, daß die Rückzüge der derivierten
Garbenopfaserung triangulierte Funktoren sind. Genauer entsprechen sie den von
unseren derivierten Rückzügen f ∗ = Lf (∗) : Der(Ab/Y ) → Der(Ab/X) aus
20.3.4.18 auf den opponierten Kategorien induzierten Funktoren f ∗opp.

Vorschau 21.2.4.5. Für nicht notwendig exakte Funktoren wird das in 21.2.5.12
und 21.2.5.13 diskutiert.

21.2.4.6 (Derivierte Garbenopfaserung als Bifaserung). Nach 20.3.4.18 hat f ∗

den Rechtsadjungierten f∗ = Rf(∗) und nach 19.6.3.13 ist damit unsere Faserung
auch eine Kofaserung mit Vorschubfunktor f opp

∗ . Formal besteht unsere Struktur
aus einem Bifaserfunktor Der(Ab�Top) → Top und einer Struktur von triangu-
lierter Kategorie auf jeder Faser und einer Z-Struktur auf jedem Rückzugsfunktor
derart, daß alle Rückzüge triangulierte Funktoren werden und alle Identifikatio-
nen unserer Faserung mit den Z-Strukturen verträglich sind. Damit haben wir die
ersten zwei der sechs Funktoren des Sechs-Funktor-Formalismus konstruiert in
Gestalt adjungierter Paare triangulierter Funktorn (f ∗, f∗) und haben deren Bezie-
hungen untereinander beschrieben. Die Verallgemeinerung zu Modulgarben dis-
kutieren wir in ??.

21.2.4.7. Ist speziell f = finX : X → top die konstante Abbildung und F ∈
Der(Ab�X) ein Komplex abelscher Garben auf X , so haben wir

Hq(X;F) = Hq finX∗F

Diese Gruppe ist unsere q-te Hyperkohomologie von X mit Koeffizienten in F
aus 20.3.4.17. Ist F eine abelsche Garbe und kein Komplex, so notieren wir diese
Gruppe wie bisher Hq(X;F) und nennen sie die Kohomologie von X mit Koeffi-
zienten in F .

Satz 21.2.4.8 (Halbbeschränkter derivierter eigentlicher Basiswechsel). Ge-
geben ein kartesisches Quadrat fq = pg topologischer Räume mit f, g eigent-
lich und separiert ist der Basiswechsel der derivierten Garbenopfaserung für
F ∈ Der+(Ab/X) ein Isomorphismus

p∗f∗F
∼→ g∗q

∗F

Beweis. Im Fall von Mengengarben und a forteriori von abelschen Garben ken-
nen wir diese Aussage bereits aus 19.6.3.24. Sie folgt unmittelbar für Komplexe



3530 KAPITEL 21. GROTHENDIECK’S SECHS FUNKTOREN

von abelschen Garben und desgleichen für Homotopiekomplexe. Ein Morphis-
mus in der derivierten Kategorie der Kategorie der abelschen Garben auf einem
topologischen Raum ist nun ein Isomorphismus genau dann, wenn er unter dem
Rückzug auf jeden Punkt einen Isomorphismus liefert. Aufgrund der Transitivi-
tät von Basiswechseln 19.6.3.16 dürfen wir uns beim Beweis mithin auf den Fall
beschränken, daß p von einem einpunktigen Raum ausgeht. Nun wissen wir, daß
jeder Komplex F ∈ Hot+(Ab/X) aus welken abelschen Garben quisrechtsentfal-
tet ist für f(∗). Nach Annahme ist, wenn p von einem einpunktigen Raum ausgeht,
unser q : W → X die Einbettung eines relativ hausdorffschen Kompaktums.
Nach 19.4.8.11 ist damit q(∗)F ein gegen die Differentiale beschränkter Komplex
von kompaktweichen und nach 19.4.8.12 für den Funktor der globalen Schnitte
g(∗) rechtsazyklischen abelschen Garben und ist damit nach 20.3.4.13 quisrechts-
entfaltet für g(∗). Der Satz folgt.

Satz 21.2.4.9 (Unbeschränkter derivierter eigentlicher Basiswechsel). Sei ein
kartesisches Quadrat fq = pg topologischer Räume mit f, g eigentlich und se-
pariert gegeben. Hat g(∗) beschränkte homologische Dimension, so ist der Basis-
wechsel der derivierten Garbenopfaserung für beliebiges F ∈ Der(Ab/X) ein
Isomorphismus

p∗f∗F
∼→ g∗q

∗F

Beweis. Nach 21.2.3.2 besitzt jeder Komplex abelscher Garben eine Quisrecht-
sentfaltung durch einen Komplex injektiver Garben. Wir dürfen also ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit annehmen, daß F bereits selbst solch ein Komplex
ist. Aus dem halbbeschränkten Fall 21.2.4.8 folgt, daß dann q(∗)F ein Komplex
aus g(∗)-rechtsazyklischen Garben ist. Damit ist q(∗)F quisrechtsentfaltet für g(∗)
nach unseren Erkenntnissen 20.3.6.4 über das Derivieren homologisch endlicher
Funktoren. Der Satz folgt.

Übungen

Übung 21.2.4.10. Seien f : X → Y eine stetige Abbildung und φ ∈ Der�f (F ,G)
ein Morphismus derivierter abelscher Garben darüber alias ein Element des Mor-
phismenraums Der/X(f ∗G,F). Sind F ,G abelsche Garben, so ist das schlicht ein
Komorphismus G → F über f . Die Einheit der Adjunktion G → f∗f

∗G induziert
nun einen Morphismus

finY ∗ G → finY ∗ f∗f
∗G ∼→ finX∗ f

∗G → finX∗F

und so einen Morphismus Hq(Y ;G)→ Hq(X;F). Man zeige, daß er unser Rück-
zug auf der Garbenkohomologie aus 19.4.3.7 ist.
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21.2.5 Lokalisierung durch Anpassung
21.2.5.1. Unter einem starken Vorschub verstehen wir im folgenden wie in 19.6.3.3
einen Vorschub mit stark kokartesischem Transportmorphismus.

Definition 21.2.5.2. Unter einer vollen Unterkofaserung eines Funktors C → B
verstehen wir eine volle Unterkategorie D ⊂ C derart, daß die Objekte von D für
jeden Morphismus der Basis B einen in Bezug auf C → B starken Vorschub
besitzen, der selbst wieder zu D gehört.

Definition 21.2.5.3. Seien C → B ein Funktor und S ein faserweises Linksore-
system in C . Eine volle Unterkofaserung D ⊂ C heiße eine Linksanpassung für
S, wenn (1) die Menge T aller S-Morphismen aus D ein faserweises Oresystem
in D bildet, wenn (2) Vorschubfunktoren f† für Objekte von D so gewählt werden
können, daß sie unsere Menge T stabilisieren, und wenn es (3) für jedes C ∈ C
einen S-Morphismus D → C gibt mit D ∈ D .

21.2.5.4. Opponiert zu 21.2.5.2 erklären wir für C → B einen Funktor und S ein
faserweises Rechtsoresystem in C eine Rechtsanpassung als eine volle Unterfa-
serung unseres Funktors mit entsprechenden Eigenschaften.
Beispiel 21.2.5.5. Ganz C ist eine Linksanpassung für eine Kofaserung C → B
mit faserweisem Linksoresystem S genau dann, wenn S ein faserweises Oresys-
tem ist und die Bedingung 21.2.2.10 erfüllt, die sicherstellt, daß S sogar zusätzlich
ein globales Rechtsoresystem ist.
Beispiel 21.2.5.6 (Homotopiekomplexe der Modulbifaserung). Wir erinnern
aus 19.6.2.16 die Modulbifaserung ModRing → Ring. Die Faser über einem Ring
ist seine Modulkategorie, kokartesisch über einem RinghomomorphismusA→ B
ist M → B ⊗A M . Wie bei der Konstruktion der derivierten Garbenopfaserung
bilden wir die zugehörige Kofaserung der Homotopiekomplexe, erst einmal aus
Bequemlicheit ihr halbseitig beschränkte Version

Hot−(ModRing)→ Ring

Das faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen ist kein globales Rechtsore-
system, wie der Leser sich selbst überlegen mag, und erfüllt zumindest nicht un-
sere hinreichende Bedingung 21.2.2.10, da der Vorschub M 7→ B ⊗A M im all-
gemeinen Quasiisomorphismen nicht erhält. Eine Linksanpassung wäre etwa die
volle Unterkategorie aller entsprechend beschränkten Komplexe aus freien Mo-
duln. Allgemeiner bilden die quisflachen Komplexe aus 20.3.8.11 eine Linksan-
passung für Hot(ModRing)→ Ring, da es nach 20.3.8.8 zu jedem Komplex einen
Quasiisomorphismus aus einem quisflachen Komplex, ja sogar aus einem quisent-
falteten Komplex gibt, da quisflache Komplexe unter Skalarerweiterung quisflach
bleiben und da Quasiisomorphismen quisflacher Komplexe unter Skalarerweite-
rung Quasiisomorphismen bleiben nach 20.3.8.17.
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Beispiel 21.2.5.7. Dies Beispiel bereitet das Derivieren abelscher Schmelzkate-
gorien 21.2.8.1 vor. Wir betrachten als Basis B die Kategorie aller Mengen der
Gestalt {1, . . . , n} mit n ≥ 0 und monoton wachsenden Abbildungen als Mor-
phismen. Wir halten einen topologischen Raum X fest und nehmen als Objek-
te von C über {1, . . . , n} Tupel (F1, . . . ,Fn) von Komplexen abelscher Garben
auf X und als Morphismen über einer monoton wachsenden Abbildung entspre-
chende Tupel von Verschmelzungen von Komplexen abelscher Garben, wie sie in
?? genauer diskutiert werden. Für den Vorschub unter der konstanten Abbildung
c : {1, 2} → {1} etwa haben wir dann natürliche Isomorphismen

c†(F1,F2)
∼→ F1 ⊗F2

Zu dieser Kofaserung C → B betrachten wir das faserweise Linksoresystem S
aller Tupel von Quasiisomorphismen in den Fasern. Es ist sogar ein faserwei-
ses Oresystem, ist jedoch nicht stabil unter Vorschub und wir können deshalb
21.2.2.10 und 21.2.2.9 nicht anwenden, um die Lokalisierung zu beschreiben. Wir
finden jedoch eine Linksanpassung in Gestalt aller Tupel von Komplexen flacher
Garben. Die Bedingung (2) an eine Linksanpassung läuft dabei auf die Erkenntnis
20.3.8.13 hinaus, daß das Tensorieren mit einem Komplex flacher Garben Quasi-
isomorphismen zu Quasiisomorphismen macht.

21.2.5.8 (Eigenschaften von Linksanpassungen). Gegeben C → B ein Funktor
und S ein faserweises Linksoresystem in C und D ⊂ C eine Linksanpassung für
S ist die Menge T der S-Morphismen in D nach 21.2.2.10 ein globales Rechts-
oresystem in D , denn T ist nach Annahme ein faserweises Rechtsoresystem in D .
Weiter bemerken wir, daß nach 21.2.2.11 der induzierte Funktor T−1D → B ein
Kofaserfunktor ist und daß kokartesische Morphismen aus D kokartesisch bleiben
in der Lokalisierung T−1D . Schließlich induziert nach 21.2.2.5 die Einbettung für
alle X ∈ B einen Isomorphismus T−1

X DX
∼→ (T−1D)X und nach 20.1.4.21 sind

die auf den Lokalisierungen der Fasern induzierten Funktoren Äquivalenzen

T−1
X DX

≈→ S−1
X CX

Satz 21.2.5.9 (Lokalisierung durch Linksanpassung). Gegeben C → B ein
Funktor und S ein faserweises Linksoresystem in C und D ⊂ C eine Linksan-
passung für S und T die Menge aller S-Morphismen aus D ist der offensichtliche
Funktor eine Äquivalenz

T−1D
≈→ S−1C

Ergänzung 21.2.5.10. Ich wüßte gerne, ob dieser Satz aus allgemeinen Aussagen
über Modellkategorien gefolgert werden kann.

Beweis. Wir konstruieren einen quasiinversen Funktor. In einem ersten Schritt
wählen wir für jedes X ∈ B und jedes C ∈ CX ein Objekt D = D(C) ∈ DX
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zusammen mit einem S-Morphismus D → C. Gegeben f : X → X ′ und darüber
ein Morphismus ϕ : C → C ′ in C erklären wir weiter einen Morphismus ϕ̃ :
D → D′ über f in T−1D durch das Diagramm

f†D

!!C
C

C
C

��2
22222222222222

D

S
��

88ppppppppppppp
D′

S
��

C
ϕ // C ′

Die durchgezogenen Pfeile bedeuten Morphismen in C , der gestrichelte Pfeil da-
hingegen einen Morphismus in T−1

X′ DX′ , der durch das Kommutieren des rechten
Dreiecks in S−1

X′CX′ festgelegt wird. Jetzt prüfen wir, daß die Vorschrift C 7→
D(C), ϕ 7→ ϕ̃ ein Funktor C → T−1D ist. Dazu betrachten wir einen weiteren
Morphismus g : X ′ → X ′′ und darüber ψ : C ′ → C ′′ und bilden das Diagramm

g†f†D

##G
G

G
G

G

))

f†D

66mmmmmmmmmmmmmmm

!!C
C

C
C

##

g†D
′

""E
E

E
E

��3
33333333333333

D

S
��

88ppppppppppppp
D′

S
��

55kkkkkkkkkkkkkkkkkk
D′′

S
��

C
ϕ // C ′

ψ // C ′′

Dessen obere Raute entstehe durch Anwenden des Funktors g† : T−1
X′ DX′ →

T−1
X′′DX′′ auf f†D 99K D′ und verwendet unsere Erkenntnis vom Beginn des Be-

weises, daß T−1D → B eine Kofaserung ist mit den Lokalisierungen der ur-
sprünglichen Fasern als neuen Fasern, wobei der Funktor in die Lokalisierung
kokartesische Morphismen zu kokartesischen Morphismen macht. Man muß nun
zeigen, daß der lange gekrümmte Pfeil, wenn er durch die universelle Eigenschaft
von Vorschüben erklärt wird, auch das Dreieck rechts von ihm mit g†D′ als drit-
ter Ecke in S−1

X′′CX′′ zum Kommutieren bringt. Dazu erinnern wir, daß wir nach
20.1.4.10 unseren Morphismus f†D 99K D′ aus S−1

X′CX′ durch einen Linksbruch
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[t, A, a] repräsentieren können, und zwar so, daß im linken Teil des Diagramms

f†D

!!C
C

C
C

##

A
too

a
��
D′

S
��
C ′

g†f†D

##G
G

G
G

G

$$

g†A
g†too

g†a

��
g†D

′

��
C ′′

erstens das Teildiagramm mit den durchgezogenen Linien sogar in CX′ kommu-
tiert und daß zweitens sogar giltA ∈ DX′ und a forteriori t ∈ T . Daraus folgt aber,
daß auch das rechte Diagramm in seinen durchgezogenen Pfeilen in CX′′ kommu-
tiert, wenn wir die Morphismen nach C ′′ vermittels der universellen Eigenschaft
des starken Vorschubs g† erklären. Das hinwiederum zeigt, daß das Dreieck im
rechten Diagramm mit dem langen gekrümmten Pfeil in S−1

X′′CX′′ kommutiert.
Das zeigt hinwiederum, daß unsere Vorschrift in der Tat ein Funktor C → T−1D
ist. Offensichtlich induziert er einen Funktor S−1C → T−1D und man sieht ohne
weitere Schwierigkeiten, daß dieser Funktor der gesuchte Quasiinverse ist. Beson-
ders bequem geht das unter Verwendung unserer Erkenntnis 20.1.2.20, daß jeder
Lokalisierungsfunktor volldicht ist.

Korollar 21.2.5.11 (Lokalisierung bei Existenz einer Linksanpassung). Seien
p : C → B ein Funktor und S ein faserweises Linksoresystem in C . Gibt es eine
Linksanpassung für S, so gilt:

1. Der von p induzierte Funktor S−1C → B ist eine Kofaserung;

2. Die Einbettungen liefern Isomorphismen S−1
U CU

∼→ (S−1C )U für jeden
Funktor U → B in die Basis;

Beweis. Sei D ⊂ C eine Linksanpassung und T die Menge der S-Morphismen
in D . Wir wissen aus 21.2.5.9, daß der von der Einbettung induzierte Funktor eine
Äquivalenz

T−1D
≈→ S−1C

ist, und wir wissen aus 21.2.5.8, daß T−1D → B eine Kofaserung ist. Folglich
muß auch S−1C → B eine Kofaserung sein. Um die zweite Aussage zu zeigen,
betrachten wir das kommutative Funktordiagramm

T−1
U DU

∼ //

oo
��

(T−1D)U

oo
��

S−1
U CU

// (S−1C )U
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Der obere Isomorphismus kommt von 21.2.2.8 her, die rechte Äquivalenz von der
Äquivalenz T−1D

≈→ S−1C und die linke Äquivalenz von derselben Äquivalenz
im Fall der Linksanpassung DU ⊂ CU .

Korollar 21.2.5.12 (Lokalisierung einer Kofaserung durch Linksanpassung).
Seien p : C → B eine Kofaserung und S ein faserweises Linksoresystem in C
und D ⊂ C eine Linksanpassung für S. So gilt:

1. Für jeden Morphismus f : X → Y der Basis ist jedes Objekt von DX

als Objekt von CX linksentfaltet in Bezug auf SX für den Vorschubfunktor
gefolgt von der Lokalisierung Qf† : CX → S−1

Y CY ;

2. Genau dann ist E ∈ CX ein Qf†-SX-linksentfaltetes Objekt, wenn der
Transportmorphismus E → f†E in der Lokalisierung S−1C kokartesisch
bleibt.

21.2.5.13 (Vorschübe als derivierte Funktoren). Betrachten wir in der Situation
des Korollars einen Morphismus f : X → Y in der Basis und eineQf†-Entfaltung
E → C von C ∈ CX , kürzen den Linksderivierten mit Lf† := L(Qf†) ab, bilden
das kommutative Diagramm

E

S

��

// f†E

��

Lf†E
∼oo

o
��

C // f†C
Lf†Coo

und lassen darin f†C weg, so ist die Komposition in S−1C der restlichen Mor-
phismen nach unserem Satz ein kokartesischer Morphismus

C → Lf†C

in Bezug auf die Kofaserung S−1C → B. In der Tat ist sie eine Komposition von
Isomorphismen über Identitäten mit dem nach Teil 2 unseres Korollars kokartesi-
schen Morphismus dazwischen.

Beispiel 21.2.5.14. In der Situation von Beispiel 21.2.5.7 liefert uns dieses Korol-
lar eine Kofaserung über derselben Basis mit Tupeln (F1, . . . ,Fn) von Objekten
der derivierten Kategorie der abelschen Garben auf unserem festen Raum als Fa-
sern und natürlichen Isomorphismen c†(F1,F2)

∼→ F1⊗F2 im Fall von Komple-
xen flacher Garben.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition einer Linksanpassung.
Um die zweite Aussage zu zeigen, wählen wir einen S-Morphismus D → E mit
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D ∈ DX und betrachen mit einer T und insbesondere D stabilisierenden Wahl
von f† das kommutative Diagramm

D

S
��

// f†D

��
E // f†E

Da nach 21.2.5.8 der TransportmorphismusD → f†D kokartesisch ist für T−1D →
B, ist die untere Horizontale kokartesisch für S−1C → B genau dann, wenn die
rechte Vertikale einen Isomorphismus in (S−1C )Y und nach 21.2.5.11 gleichbe-
deutend einen Isomorphismus in S−1

Y CY induziert. Da wir D bereits als SX-Qf†-
linksentfaltet erkannt haben für Qf† : CX → S−1

Y CY , ist das gleichbedeutend
dazu, daß auch E linksentfaltet ist für SX und Qf†. So folgt die zweite Aussa-
ge.

Beispiel 21.2.5.15 (Derivierte Modulbifaserung als Kofaserung). Wir erinnern
aus 21.2.5.6 die Kofaserung Hot(ModRing) → Ring mit dem faserweisen Ore-
system der Quasiisomorphismen und der Linksanpassung durch quisflache Kom-
plexe. Da eine Linksanpassung existiert, ist nach 21.2.5.11 auch der induzierte
Funktor auf der Lokalisierung nach Quasiisomorphismen eine Kofaserung. Wir
notieren sie

Der(ModRing)→ Ring

Weiter ist nach 21.2.5.11 für jeden Ring A der offensichtliche Funktor ein Iso-
morphismus von Kategorien Der(ModA)

∼→ Der(ModRing)A und nach 21.2.5.12
liefert für jeden Ringhomomorphismus ϕ : A → B und quisflachen Komplex
M von A-Moduln der Morphismus M → B ⊗A M über ϕ einen kokartesischen
Morphismus in der derivierten Modulbifaserung. Salopp gesprochen sind also die
Vorschübe die Linksderivierten der Erweiterungen der Skalare.

Beispiel 21.2.5.16 (Derivierte Modulbifaserung als Faserung). Wir erinnern
aus 21.2.5.6 die Bifaserung Hot(ModRing) → Ring mit dem faserweisen Ore-
system der Quasiisomorphismen. Es ist zwar kein globales Rechtsoresystem, aber
durchaus ein globales Linksoresystem, denn seine Rückzugsfunktoren sind durch-
aus exakt. Damit ist bereits aus 21.2.2.9 opponiert klar, daß die Lokalisierung eine
Faserung Der(ModRing)→ Ring ist.

Beispiel 21.2.5.17 (Derivierte Modulgarbenopfaserung). Wir erinnern aus 21.1.3.9
die Modulgarbenopfaserung Ab�Ger → Ger über der Kategorie der geringten
Räume. Spezialisieren wir zu einpunktigen Räumen, so erhalten wir den von
der Modulbifaserung auf den opponierten Kategorien induzierten Funktor. Durch
Übergang zu Homotopiekategorien erhalten wir die Faserung Hot(Ab�Ger) →
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Ger und darin bilden die Quasiisomorphismen ein faserweises Oresystem. Eine
Rechtsanpassung bilden die sogenannten quisflachen Komplexe von Modulgar-
ben, wie im folgenden diskutiert werden soll. Mit 21.2.5.11 folgt, daß wir durch
Lokalisieren eine Faserung

Der(Ab�Ger)→ Ger

erhalten, daß die offensichtlichen Funtoren von der Lokalisierung der Faser zur
Faser der Lokalisierung Isomorphismen Der(Ab�(X,A))

∼→ Der(Ab�Ger)(X,A) sind
und daß salopp gesprochen die Rückzüge unserer Faserung mit den Opponier-
ten der Derivierten der Rückzüge von Modulgarben übereinstimmen. Da jeder
Komplex von Modulgarben nach 21.2.3.6 eine Quisrechtsentfaltung hat, existie-
ren auch die Vorschübe in unserer Faserung und stimmen salopp gesprochen übe-
rein mit den Opponierten der Derivierten der Vorschübe von Modulgarben.

Definition 21.2.5.18. Sei (X,A) ein geringter Raum. EinA-ModulF heißt flach,
wenn der Funktor ⊗AF von der Kategorie der A-Rechtsmoduln in die Kategorie
der abelschen Garben exakt ist. Gleichbedeutend ist, daß alle Halme Fx flach sind
als Ax-Moduln.

Definition 21.2.5.19. Sei (X,A) ein geringter Raum. Ein Komplex vonA-Moduln
F heißt quisflach, wenn der Funktor⊗AF jeden Quasiisoorphismus von Komple-
xen vonA-Rechtsmoduln zu einem Quasiisomorphismus macht. Gleichbedeutend
ist, daß alle Halmkomplexe Fx quisflach sind als Komplexe von Ax-Moduln.

Proposition 21.2.5.20 (Quisflache Linksauflösung bei Modulgarben). Geben
ein geringter Raum (X,A) hat jeder Komplex von A-Moduln eine quisflache
Linksauflösung durch einen Komplex flacher A-Moduln.

Beweis. Jeder A-Modul F ist Quotient einer direkten Summe von Garben der
Gestalt AU⊂X für U ⊂◦ X in der Notation aus 19.4.9.10 und diese A-Moduln
sind flach. Jeder Komplex (Fp) von A-Moduln besitzt damit nach 19.9.3.5 eine
Cartan-Eilenberg-Untenauflösung (Pp,q)q≤0 durch flache A-Moduln. Wie beim
Beweis von 20.3.8.8 zeigt man, daß der Epimorphismus auf den horizontalen Ko-
kernkomplex auch in diesem Fall ein Quasiisomorphismus tot⊕(Pp,q) →̆ (Fp)
ist. Dafür brauchen dieA-Moduln Pp,q noch nicht einmal spezielle Eigenschaften
zu haben, wichtig ist allein die Vertauschbarkeit von Koprodukten mit dem Bil-
den der Halme. Nun zeigen wir, daß im Fall eines Doppelkomplexes (P p,q)q≤0 von
flachenA-Moduln mit maximal spaltenden Zeilen und einem exakten Komplex E
von A-Rechtsmoduln auch der Garbenkomplex

E ⊗A tot⊕(Pp,q)
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exakt ist. In der Tat ist er das Summentotal des Tripelkomplexes Er ⊗A Pp,q und
dieser Tripelkomplex hat exakte r-Komplexe, da E exakt ist und die Pp,q flach.
Zusätzlich sind die r-Kernkomplexe der p-Differentiale exakt, da Pp,q maximal
spaltende Zeilen hat. Nach 20.3.7.3 ist also tot⊕p,r(Er ⊗A Pp,q) exakt. Dann ist
aber wieder nach 20.3.7.3 auch tot⊕

(
tot⊕p,r(Er ⊗A Pp,q)

)
halmweise exakt als

Produktsummentotal eines Doppelkomplexes mit exakten Zeilen, mit dem das
Summentotal wegen unserer Einschränkung q ≤ 0 übereinstimmt.

21.2.5.21. Jeder in Richtung der Differentiale beschränkte Komplex von flachen
Modulgarben über einem geringten Raum ist quisflach. Hat unsere Ringgarbe end-
liche Torsionsdimension, so ist jeder Komplex von flachen Modulgarben bereits
quisflach. Der Beweis dieser Tatsachen sei dem Leser zur Übung überlassen.

21.2.5.22 (Derivierter Vorschub und Vergessen der Skalare). Jeder Morphis-
mus (X,A)→ (Y,B) von geringten Räumen paßt in ein kommutatives Diagramm

(X,A) → (Y,B)
↓ ↓

(X,ZX) → (Y,ZY )

Die durch die Identifikationen unserer derivierten Modulgarbenopfaserung gege-
benen Isomorphismen zwischen den Vorschüben von oben links nach unten rechts
auf beiden möglichen Wegen präzisieren die Erkenntnis, daß salopp gesprochen
der derivierte Vorschub von Modulgarben „derselbe“ ist wie der derivierte Vor-
schub der zugrundeliegenden abelschen Garben.

21.2.5.23. Das folgende hat nur deshalb an dieser Stelle seinen Platz gefunden,
weil wir gerade die benötigten quisflachen Auflösungen bereitgestellt haben.

Proposition 21.2.5.24 (Deriviertes Tensorieren von Modulgarben). Gegeben
ein geringter Raum (X,A) ist der Linksfaktorierte

⊗L
A : Der(Ab/(X,Aopp))×Der(Ab/(X,A))→ Der(Ab/X)

im Sinne von 20.3.8.18 auf jedem Paar von Garbenkomplexen definiert und alle
Paare mit mindestens einem quisflachen Eintrag sind ⊗A-quislinksentfaltet.

Beweis. Wie der Beweis von 21.2.8.4 oder von 20.3.8.17, wo es im Fall eines
einpunktigen Raums in größerer Ausführlichkeit diskutiert wird.

21.2.5.25. Die zweite Aussage der Proposition zeigt auch, daß für jeden Komplex
F von A-Rechtsmoduln der Funktor Q ◦ (F⊗A) : Hot(Ab/(X,A))→ Der(Ab/X)
einen globalen Linksfaktorierten besitzt und daß der offensichtliche Morphismus
stets ein Isomorphismus

F ⊗L
A G

∼→ (L(F⊗A))(G)
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ist. Aus der Existenz von Quisrechtsentfaltungen für Modulgarben folgern wir
dann, daß (L(F⊗A)) den Rechtsadjungierten RHomZ(F , ) hat, den Rechtsderi-
vierten des Bildens der Homomorphismengarbe in Hot(Ab/X) mit ihrer von der
A-Rechtsoperation aufF herrührenden Struktur alsA-Modulgarbe. Analoges gilt
für den anderen Tensorfaktor.

21.2.5.26 (Eine flache Modulgarbe mit nicht flachem Schnittemodul). Gege-
ben eine flache Modulgarbe auf einem Kompaktum muß der Modul ihrer globa-
len Schnitte keineswegs flach sein. So gibt es etwa auf S1 bis auf Isomorphismus
genau eine lokal, aber nicht global triviale Garbe von Z/4Z-Moduln und deren
globale Schnitte sind als Modul isomorph zum Ideal 2Z/4Z ⊂ Z/4Z.

21.2.6 Lokalisierung von Schmelzkategorien

21.2.6.1 (Schmelzlokalisierung). Seien M eine Schmelzkategorie und S eine
Menge von Einsverschmelzungen in M . In 21.2.6.3 konstruieren wir ein Paar
(MqS, can) bestehend aus einer Schmelzkategorie MqS mitsamt einem Schmelz-
funktor can : M →MqS derart, daß gilt:

1. Alle Einsverschmelzung aus S werden unter can invertierbar in MqS;

2. Ist F : M → N ein Schmelzfunktor, unter dem alle Einsverschmel-
zungen aus S invertierbar werden, so gibt es genau einen Schmelzfunktor
F̃ : MqS → N mit F = F̃ ◦ can.

Wir nennen (MqS, can) die Schmelzlokalisierung von M an S. Natürlich ist ein
derartiges Paar in der üblichen Weise eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus.

21.2.6.2. Gegeben eine Schmelzkategorie M mit einer Menge S von Einsver-
schmelzungen weiß ich nicht, ob der offensichtliche Funktor (EM )S → E(MqS)
von der Lokalisierung der zugehörigen einfachen Kategorie in die einfache Kate-
gorie der Schmelzlokalisierung im allgemeinen ein Isomorphismus von Kategori-
en sein muß. Das ist meine Motivation für die Notation der Schmelzlokalisierung
mit einem vorgestellten q.

21.2.6.3 (Lokalisierung von Schmelzkategorien, Existenz). Um die Lokalisie-
rung einer Schmelzkategorie M an einer Menge S von Einsverschmelzungen zu
konstruieren, betrachten wir in der zugehörigen Familienkategorie M g die Men-
ge Sq aller Morphismen, die Tupel von Einsverschmelzungen aus S sind und die
insbesondere unter dem Indexfunktor auf eine Bijektion geworfen werden, und
bilden im Sinne von 20.1.2 die Lokalisierung M g

Sq der Familienkategorie mit dem
vom Indexfunktor induzierten Funktor nach Ensf. Es ist klar, daß das Vertupeln



3540 KAPITEL 21. GROTHENDIECK’S SECHS FUNKTOREN

für je zwei Objektkleinfamilien A,B und jede Abbildung ϕ : Ā→ B̄ ihrer Index-
mengen eine Bijektion∏

j∈B̄

Mg
Sq(A|ϕ−1(j), Bj)

∼→ (Mg
Sq)ϕ(A,B)

induziert. Wir können also die Morphismen zu Einobjektfamilien als die Ver-
schmelzungen unserer lokalisierten Schmelzkategorie nehmen und vermittels obi-
ger Bijektionen unsere Multiverknüpfungen erklären und erhalten so wieder eine
Schmelzkategorie. Der Schmelzfunktor M → MqS mit der geforderten univer-
sellen Eigenschaft ist der offensichtliche.

21.2.6.4 (Leerverschmelzungsfunktor der Lokalisierung). Sei M eine Schmelz-
kategorie und sei S eine Menge von Einsverschmelzungen. Macht der Leerver-
schmelzungsfunktor L alle Morphismen s ∈ S zu Bijektionen, so induziert er
einen Schmelzfunktor MqS → kEns und wir erhalten einen ausgezeichneten
Isomorphismus zwischen diesem Schmelzfunktor und dem Leerverschmelzungs-
funktor der Lokalisierung MqS .

21.2.6.5. In derselben Weise und formal durch Übergang zur opponierten Kate-
gorie erklären wir auch die Lokalisierung einer Trennkategorie an einer Menge S
von Einstrennungen.

21.2.6.6 (Additive Strukturen auf Schmelzlokalisierungen). In 20.1.4.23 hat-
ten wir diskutiert, wie sich eine additive Struktur auf einer Kategorie auf die Loka-
lisierung nach einem halbseitigen Oresystem vererbt. Im Fall von Schmelz- oder
Trennkategorien kenne ich keine vergleichbare Aussage.

21.2.6.7 (Eindeutigkeit additiver Strukturen). Sei eine Schmelzkategorie mit
stabil universellen Verschmelzungen gegeben. Besitzt die zugrundeliegende einfa-
che Kategorie endliche Koprodukte, so besitzt in Verallgemeinerung von 19.2.5.11
unsere Schmelzkatgorie höchstens eine additive Struktur, denn die Summe von
Verschmelzungen inM(A, Y ) muß der Summe einfacher Morphismen inM(⊗A, Y )
vom Ziel einer universellen Verschmelzung entsprechen. Analoges gilt für Trenn-
kategorien.

21.2.7 Homotopie für bequeme Schmelzkategorien

Definition 21.2.7.1. Eine bequeme Schmelzkategorie ist eine Schmelzkategorie
mit universellen Verschmelzungen und Multihom, deren zugrundeliegende einfa-
che Kategorie abzählbare Produkte und abzählbare Koprodukte hat und die mit
einer additiven Struktur versehen werden kann.
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21.2.7.2. Die additive Struktur einer bequemen Schmelzkategorie ist nach 21.2.6.7
eindeutig bestimmt. Wir werden im folgenden sehen, daß sich viele Konstruktio-
nen im Zusammenhang mit Komplexen für bequeme Schmelzkategorien beson-
ders bequem durchführen lassen. Diese Situation deckt die meisten Anwendungen
ab, die in diesem Text angestrebt werden. Was auch in größerer Allgemeinheit
noch zu machen wäre, wird in 21.9.2.1 angedeutet.

21.2.7.3 (Supergraduieren bequemer Schmelzkategorien). Gegeben eine be-
queme SchmelzkategorieM hat auch ihre Supergraduierung sgM stabil univer-
selle Verschmelzungen und Multihom, ja ist selbst wieder eine bequeme Schmelz-
kategorie. Zum Beispiel ist für X, Y ∈ sgM die offensichtliche vom Grad Null
homogene Verschmelzung X g Y → T mit

T n :=
⊕
i+j=n

X i ⊗M Y j

eine stabil universelle 2-Verschmelzung in sgM. Weiter ist g→ T mit T 0 = IM
und T n = 0 das leere Koprodukt für n 6= 0 eine stabil universelle Leerverschmel-
zung in sgM. Ähnlich erhalten wir in sgM internes Hom das das Objekt mit
homogenen Komponenten

(XVY )n :=
∏
i

(X iVMY
i+n)

und mit den offensichtlichen Zusatzdaten.

21.2.7.4 (Komplexe in bequemen Schmelzkategorien). Gegeben eine bequeme
SchmelzkategorieM erklären wir genau wie im Fall abelscher Gruppen 18.2.3.1
das Hopfbiabmonoid der DifferentialeD = DM ∈ sgM und erklären die Schmelz-
kategorie der Komplexe inM als die äquivariante Schmelzkategorie

dgM = KetM := sgMD%

der Objekte von sgM mit einer Operation von D. Wir können die Objekte von
KetM identifizieren mit Komplexen im üblichen Sinne alias einer Familie (X i)i∈Z
von Objekten X i ∈ M mit Morphismen d : X i → X i+1 derart, daß gilt d2 = 0 :
X i → X i+2 für alle i. Auch die Schmelzkategorie dgM der Komplexe hat stabil
universelle Verschmelzungen und Multihom nach 18.3.3.19 und 18.3.3.20, ja ist
selbst wieder eine bequeme Schmelzkategorie. Genauer erhalten wir stabil uni-
verselle Verschmelzungen und Multihom in dgM, indem wir die entsprechenden
Konstruktionen in der Supergraduierung sgM mit der offensichtlichen Operation
des Hopfbiabmonoids D der Differentiale versehen. Für die Menge der Leerver-
schmelzungen in einen Komplex X = (X i, d) finden wir

dgM(g, X) = ker
(
M(g, X0)→M(g, X1)

)
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Eine universelle Leerverschmelzung in KetM erhalten wir, indem wir von einer
universellen Leerverschmelzung in M ausgehen und sie in den homologischen
Grad Null platzieren und durch Nullobjekte in den anderen homologischen Gra-
den zu einem Komplex ergänzen.

21.2.7.5 (Homotopiekomplexe in bequemen Schmelzkategorien). Gegeben ei-
ne Schmelzkategorie mit additiver Struktur M faktorisiert ihr Leerverschmel-
zungsfunktor stets eindeutig als L = v ◦ A mit einem wohldefinierten Schmelz-
funktor A :M→ Ab. Dieser Schmelzfunktor induziert auf den Supergraduierun-
gen einen Schmelzfunktor sgA : sgM → sgAb. IstM eine bequeme Schmelz-
kategorie, so induziert weiter die universelle Leerverschmelzung g → IM eine
Leerverschmelzungg→ AIM alias einen Gruppenhomomorphismus Z→ AIM.
Man überzeugt sich, daß man so einen Monoidhomomorphismus D → sgADM
in sgAb erhält und daß mit den Komultiplikationen ein kommutatives Diagramm

D //

��

sgADM

��
D ⊗D // sgADM ⊗ sgADM // sgA(DM ⊗DM)

entsteht. Mithin induziert unser Funktor seinerseits einen Schmelzfunktor

dgA : dgM→ dgAb

Die Umstrukturierung der automatischen Selbstanreicherung der Komplexkatego-
rie dgM mit dem SchmelzfunktorH0 ◦ dgA : dgM→ Ab notieren wir

Hot(M) = HotM

und nennen sie die Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe inM. Die sta-
bil universellen Verschmelzungen in dgM liefern nach 18.2.5.5 stabil universelle
Verschmelzungen in seiner Selbstanreicherung und dann nach 18.2.5.6 stabil uni-
verselle Verschmelzungen in HotM. Ebenso wird unser Multihom in dgM mit
18.2.5.9 ein Multihom in seiner Selbstanreicherung und liefert nach 18.2.5.10 ein
Multihom in HotM. Auch die Homotopiekomplexe einer bequemen Schmelzka-
tegorie bilden wieder eine bequeme Schmelzkategorie. Für die Menge der Leer-
verschmelzungen in einen Komplex X = (X i, d) finden wir

HotM(g, X) = H0(M(g, X))

21.2.7.6 (Vererben von Zusatzstrukturen). Ist k ein Kring und ist unsere beque-
me Schmelzkategorie mit einer k-Struktur versehen, so vererbt sich diese zu einer
k-Struktur auf KetM und HotM in offensichtlicher Weise.
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21.2.7.7 (Von Komplexen zu Homotopiekomplexen). GegebenM eine beque-
me Schmelzkategorie liefert unsere Beschreibung der Leerverschmelzungen von
dgM aus 21.2.7.4 einen Isomorphismus des Leerverschmelzungsfunktors mit der
Verknüpfung Z0 ◦ dgA : dgM → Ab. Wir erhalten mithin einen objektfesten
Isomorphismus zwischen dgM und der Umstrukturierung seiner Selbstanreiche-
rung mit dem Schmelzfunktor Z0 ◦dgA. Diese Beschreibung hinwiederum liefert
unmittelbar einen objektfesten mit universellen Verschmelzungen und Multihom
verträglichen Schmelzfunktor

Ket(M)→ Hot(M)

Dieser Schmelzfunktor ist surjektiv auf allen Verschmelzungsmengen.

21.2.7.8 (Interne Triangulierung von Homotopiekategorien). Gegeben eine
bequeme SchmelzkategorieM ist die übliche triangulierte Struktur auf ihrer Ho-
motopiekategorie HotM intern im Sinne von 20.2.3.4. Der Beweis sei dem Leser
überlassen.

21.2.8 Derivieren abelscher Schmelzkategorien
Definition 21.2.8.1. Eine abelsche Schmelzkategorie ist eine Schmelzkategorie
mit additiver Struktur, deren zugrundeliegende einfache Kategorie abelsch ist und
für die gilt:

1. Jeder Kern ist ein Schmelzkern, genauer: Gegeben ein einfacher Morphis-
mus f : X → Y und eine Objektkleinfamilie B induziert das Nachschalten
von (ker f)→ X eine Bijektion

M(B, (ker f))
∼→ {g ∈M(B,X) | f ◦ g = 0}

Diese Eigenschaft impliziert, daß der Leerverschmelzungsfunktor linksex-
akt ist. Sie ist automatisch erfüllt, wenn es zu jeder Objektkleinfamilie eine
universelle Verschmelzung gibt.

2. Jeder Kokern ist ein stabiler Kokern, genauer: Gegeben ein einfacher Mor-
phismus f : X → Y und eine Objektkleinfamilie B und ein Objekt Z
induziert das Vorschalten von Y → (cok f) eine Bijektion

M(B g (cok f), Z)
∼→ {h ∈M(B g Y, Z) | h ◦ (idB gf) = 0}

Das ist automatisch erfüllt, wenn es alle Multihom gibt.

Insbesondere ist jede bequeme Schmelzkategorie, deren zugrundeliegende einfa-
che Kategorie abelsch ist, automatisch eine abelsche Schmelzkategorie.
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21.2.8.2 (Homologie für bequeme abelsche Schmelzkategorien). In 21.2.7.4
und 21.2.7.5 hatten wir zu jeder bequemen SchmelzkategorieM die Schmelzka-
tegorien mit additiver Struktur KetM und HotM der Komplexe und der Homoto-
piekomplexe von Objekten ausM konstruiert. In 21.2.7.8 hatten wir gesehen, daß
unter diesen Voraussetzungen die übliche triangulierte Struktur auf HotM intern
ist. IstM sogar eine abelsche bequeme Schmelzkategorie, so liefern die Nullzykel
und die nullte Homologie in offensichtlicher Weise Ab-Schmelzfunktoren

Z0 : KetM →M
H0 : KetM →M
H0 : HotM →M

Stärker ist auch Z : KetM → sgM ein Ab-Schmelzfunktor und induziert einen
Ab-SchmelzfunktorH : KetM → sgM und schließlich einen Ab-Schmelzfunktor

H : HotM → sgM

Wir nennen ihn den Schmelzfunktor der totalen Homologie.

Definition 21.2.8.3. Ein Komplex F in einer bequemen abelschen Schmelzkate-
gorieM heiße quisflach, wenn für jeden Quasiisomorphismus X →̆ Y in KetM
auch F ⊗ X → F ⊗ Y ein Quasiisomorphismus ist. Eine quisflache Linksauf-
lösung eines Komplexes Z ist ein Quasiisomorphismus F →̆ Z mit F quisflach.

Lemma 21.2.8.4. Sei M eine bequeme abelsche Schmelzkategorie M, bei der
jeder Komplex in KetM eine quisflache Linksauflösung besitzt. So ist jedes Tupel
von Komplexen, in dem alle Einträge mit höchstens einer Ausnahme quisflach
sind, quislinksentfaltet für den Funktor des Zusammentensorierens.

Beweis. Wir beschränken uns auf den Fall von zwei Komplexen. Sei also (X,P )
ein Paar von Komplexen mit P quisflach. Gegeben (X ′, Y ) →̆ (X,P ) ein Paar
von Quasiisomorphismen beliebiger Komplexe dorthin finden wir nach Annahme
ein Paar (Q′, P ′) von quisflachen Komplexen und ein Paar von Quasiisomorphis-
men (Q′, P ′) →̆ (X ′, Y ). Es gilt zu zeigen, daß die Komposition (Q′, P ′) →
(X,P ) einen Quasiisomorphismus Q′ ⊗ P ′ →̆ X ⊗ P induziert. Diese Kompo-
sition faktorisiert aber als Q′ ⊗ P ′ → Q′ ⊗ P → X ⊗ P und hier sind beide
Morphismen Quasiisomorphismen, da wir Q′ und P quisflach angenommen hat-
ten.

Definition 21.2.8.5. Eine bequeme abelsche SchmelzkategorieM heiße entfalt-
bar, wenn jeder Komplex in KetM eine Quisrechtsentfaltung und eine quisflache
Linksauflösung besitzt.
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Beispiele 21.2.8.6. Die abelschen Gruppen, die Moduln über einem Kring, ja die
abelschen Garben auf einem topologischen Raum und sogar die Modulgarben auf
einem gekringten topologischen Raum bilden nach 21.2.5.20 und 21.2.3.6 entfalt-
bare bequeme abelsche Schmelzkategorien.

Satz 21.2.8.7 (Derivieren entfaltbarer abelscher Schmelzkategorien). SeiM
eine entfaltbare bequeme abelsche Schmelzkategorie. So gilt für die Schmelzlo-
kalisierung DerM := (HotM)qqis ihrer Homotopiekategorie an Quasiisomorphis-
men:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus

(E HotM)qis
∼→ E((HotM)qqis) = E(DerM)

2. Die Schmelzkategorie DerM besitzt stabil universelle Verschmelzungen und
jede universelle Verschmelzung in HotM, die von einer Kleinfamilie von
mit höchstens einer Ausnahme quisflachen Komplexen ausgeht, bleibt darin
universell;

3. Die Schmelzkategorie DerM besitzt internes Hom und ist Y ein quisrechts-
entfalteter Komplex, so ist der vom Lokalisierungsfunktor Q nach 18.1.6.20
induzierte Morphismus in DerM ein Isomorphismus

Q(XVHotY )
∼→ (QXVDerQY )

4. Die vom Isomorphismus des ersten Teils auf DerM induzierte Struktur einer
triangulierten Kategorie ist intern.

Beweis. Der Indexfunktor
p : HotgM → Ensf

ist ein Kofaserfunktor, da die fraglichen Homotopiekomplexe nach 21.2.7.8 stabil
universelle Verschmelzungen haben. Die Tupel quisflacher Komplexe bilden eine
Linksanpassung in Bezug auf das faserweise Oresystem der Tupel von Quasiiso-
morphismen für unseren Kofaserfunktor. Damit folgen die ersten beiden Behaup-
tungen aus 21.2.8.4 und den Korollaren 21.2.5.11 und 21.2.5.12 zur Lokalisierung
durch Linksanpassung. Gegeben ein Komplex A ∈ HotM besitzt schließlich der
Funktor (A⊗) : HotM → HotM den Rechtsadjungierten AV. Diese Adjunkti-
on induziert dann nach 20.3.2.30 für jedes feste A eine partielle Adjunktion des
Linksderivierten von A⊗ mit dem Rechtsderivierten von AV, wo immer diese
Derivierten definiert sind. Unsere Derivierten sind jedoch global definiert, da es
nach Annahme zu jedem Komplex einen Quasiisomorphismus von einem quisfla-
chen Komplex gibt und auch jeder Komplex eine Quisrechtsentfaltung besitzt. Die
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daraus folgende Beschreibung von Tensorprodukt und internem Hom in DerM
zeigt schließlich, daß die triangulierte Struktur auf unserer Schmelzkategorie in-
tern ist.

21.2.8.8 (Erweiterung additiver Strukturen auf Schmelzkategorien). Sei M
eine Schmelzkategorie mit universellen Verschmelzungen und Multihom. Ist die
zugrundeliegende einfache Kategorie additiv, so besitzt unsere Schmelzkategorie
genau eine additive Struktur. In der Tat hat nach 19.2.5.11 schon mal die zugrun-
deliegende einfache Kategorie nur genau eine additive Struktur und die Bijek-
tionen M(X1 g . . . g Xr, Y )

∼→ M(X1 ⊗ . . . ⊗ Xr, Y ) induzieren dann die
Struktur einer abelschen Gruppe auf jeder Verschmelzungsmenge. Die Adjunk-
tionen (X⊗, XV) zeigen weiter mit 19.2.5.12, daß für X ∈ M sowohl X⊗ als
auch XV additive FunktorenM → M sind. So folgt dann, daß Multiverknüp-
fungen von Verschmelzungen multiadditiv sein müssen für die zuvor konstruierten
Strukturen als abelsche Gruppe. Insbesondere besitzt jede Schmelzkategorie mit
interner triangulierter Struktur genau eine additive Struktur.

21.2.8.9 (Leerverschmelzungen in derivierten Schmelzkategorien). Gegeben
eine entfaltbare bequeme abelsche SchmelzkategorieM wird insbesondere jede
universelle Leerverschmelzung g→ I in HotM unter dem Lokalisierungsfunktor
eine universelle Leerverschmelzung g → QI in DerM. Gegeben ein Komplex
Y ∈ KetM liefert unser Satz nun für jede Quisrechtsentfaltung Y →̆ J Isomor-
phismen von abelschen Gruppen

DerM(g, Y )
∼← DerM(I, Y )

∼← HotM(I, J)
∼→ HotM(g, J) = H0(M(g, J))

mit der letzten Gleichheit aus 21.2.7.5. Wir erhalten so eine Isotransformation
zwischen dem additiv angereicherten Leerverschmelzungsfunktor der derivierten
Kategorie LDer : DerM → Ab und der Komposition

LDer = H0 ◦ R(LM) : DerM → DerAb → Ab

des Rechtsderivierten 20.3.4.1 des additiv angereicherten Leerverschmelzungs-
funktors vonM mit der nullten Homologie.

21.2.8.10 (Vererben von Zusatzstrukturen). Ist k ein Kring und ist unsere ent-
faltbare bequeme abelsche Schmelzkategorie mit einer k-Struktur versehen, so
vererbt sich diese zu einer k-Struktur auf DerM in offensichtlicher Weise. Zum
Beispiel erklären wir λ idX für X ∈ DerM als das Bild des aus allen λ idXi beste-
henden Endomorphismus unseres Komplexes X in KetM.

21.2.8.11 (Notationsfragen). SeiM eine entfaltbare bequeme abelsche Schmelz-
kategorie. Der durch die Struktur einer Schmelzkategorie auf DerM gegebene
Tensorfunktor wird oft ⊗L := ⊗Der notiert und fällt in den üblichen Anwen-
dungen mit dem üblichen derivierten Tensorprodukt zusammen. Das interne Hom
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unserer Schmelzkategorie DerM wird in der Literatur meist RHom(A,D) :=
(AVDerD) oder ähnlich notiert. Wir lassen den unteren Index Der meist weg in
der Hoffnung, daß er sich aus dem Kontext ergibt, und schreiben ⊗ undV.
21.2.8.12 (Totale Homologie auf derivierten Kategorien). SeiM eine entfalt-
bare bequeme Schmelzkategorie. Nach der universellen Eigenschaft der Lokali-
sierung von Schmelzkategorien 21.2.6.1 induziert der Ab-Schmelzfunktor H :
HotM → sgM der totalen Homologie einen Schmelzfunktor

H : DerM → sgM

Aus der Beschreibung der Verschmelzungen in der derivierten Kategorie mithilfe
quisflacher Komplexe folgt, daß der Schmelzfunktor der totalen Homologie ein
Ab-Schmelzfunktor ist.
Beispiel 21.2.8.13 (Schmelzkategorie der derivierten abelschen Gruppen). Die
Schmelzkategorie der abelschen Gruppen ist offensichtlich eine bequeme abel-
sche Schmelzkategorie. Sie ist entfaltbar. In der Tat ist sie von endlicher homo-
logischer Dimension, also besitzt jeder Komplex nach 19.9.3.9 einen Quasiiso-
morphismus zu einem Komplex injektiver abelscher Gruppen und dieser ist nach
20.2.6.25 quisrechtsentfaltet. Ebenso bilden die Komplexe gibt es nach 20.3.8.8
zu jedem Komplex einen Quasiisomorphismus von einem Komplex freier abel-
scher Gruppen und nach 20.3.8.14 ist jeder Komplex freier abelscher Gruppen
quisflach. Mit 21.2.8.7 erhalten wir so eine Erweiterung der üblichen derivierten
Kategorie der Kategorie der abelschen Gruppen zur Schmelzkategorie

DerAb = Der(Ab)

der derivierten abelschen Gruppen mit stabil universellen Verschmelzungen, in-
ternem Hom und interner triangulierter Struktur. Stärker als in der Allgemeinheit
von Satz 21.2.8.7 ist in diesem Fall nach 20.3.8.20 auch für X ein quislinkssent-
falteter Komplex und Y beliebig der vom LokalisierungsfunktorQ nach 18.1.6.20
induzierte Morphismus in DerAb ein Isomorphismus

Q(XVHotY )
∼→ (QXVDerQY )

21.2.8.14 (Dualität in derivierten abelschen Gruppen). Die universelle Leer-
verschmelzung der Schmelzkategorie DerAb ist die Leerverschmelzungg→ Z[0],
die aus dem Element 1 ∈ Z entsteht. GegebenC ∈ KetAb wird das derivierte Dua-
le alias das Duale in der derivierten Kategorie C∨ ∈ DerAb mithin repräsentiert
durch den bereits in 19.5.1.13 verwendeten Komplex

DC :=
(
CVKet(Q[0]→ Q/Z)

)
In der Tat liefert die Einbettung Z ⊂ Q einen Quasiisomorphismus Z[0] →̆
(Q[0] → Q/Z) und der zweite Komplex besteht aus injektiven abelschen Grup-
pen, ist also quisrechtsentfaltet in HotAb.
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Beispiel 21.2.8.15 (Schmelzkategorie derivierter Kringmoduln). Die Schmelz-
kategorie der Moduln über einem Kring k ist offensichtlich eine bequeme abelsche
Schmelzkategorie. Sie ist entfaltbar. In der Tat besitzt jeder Komplex von Moduln
nach 20.3.8.6 eine Quisrechtsentfaltung und nach 20.3.8.14 und 20.3.8.8 gibt es
zu jedem Komplex einen Quasiisomorphismus von einem quisflachen Komplex.
Mit 21.2.8.7 erhalten wir so eine Erweiterung der üblichen derivierten Kategorie
der Kategorie der k-Moduln zur Schmelzkategorie

Der(Abk)

der derivierten k-Moduln mit stabil universellen Verschmelzungen, internem Hom
und interner triangulierter Struktur. Stärker als in der Allgemeinheit von Satz
21.2.8.7 ist in diesem Fall nach 20.3.8.20 auch für C ein quislinkssentfalteter
Komplex und D beliebig der vom Lokalisierungsfunktor Q nach 18.1.6.20 in-
duzierte Morphismus in Der(Abk) ein Isomorphismus

Q(CVHotD)
∼→ (QCVDerQD)

Nach 21.2.8.10 vererbt sich die offensichtliche k-Struktur auf Abk zu einer k-
Struktur auf Der(Abk).

Beispiel 21.2.8.16 (Schmelzkategorie derivierter Modulgarben). Gegeben ein
gekringter Raum X = (X,A) bilden die A-Moduln aus 21.1.3.5 nach 21.1.3.8
eine bequeme abelsche Schmelzkategorie. Sie ist entfaltbar im Sinne von 21.2.8.5.
In der Tat besitzt jeder Komplex von A-Moduln eine Quisrechtsentfaltung nach
21.2.3.6 und ein quisflache Linksauflösung nach 21.2.5.20. Mit 21.2.8.7 erhalten
wir so eine Erweiterung der üblichen derivierten Kategorie der Kategorie der A-
Moduln zur Schmelzkategorie

Der(Ab/(X,A))

der deriviertenA-Moduln mit stabil universellen Verschmelzungen, internem Hom
und interner triangulierter Struktur. Unsere Isotransformation L

∼⇒ Γ vom Leer-
verschmelzungsfunktor von Ab/(X,A) zum Funktor der globalen Schnitte liefert
mit 21.2.8.9 Isomorphismen

Der(Ab/(X,A))(g,F)
∼→ H0(X;F)

zwischen der abelschen Gruppe der Leerverschmelzungen in einen Garbenkom-
plex und seiner Hyperkohomologie im Grad Null.

21.2.8.17 (Cup-Produkt). Gegeben eine entfaltbare bequeme abelsche Schmelz-
kategorieM ist [1]I eine Signumseinheit von DerM. Wir erhalten also nach 18.3.4.18
einen Schmelzfunktor DerM → sgAb durch die Vorschrift

F 7→ DerM(g, [q]F)q∈Z
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Er macht jedes Monoid zu einem Monoid und macht insbesondere das Abmo-
noid I ∈ DerM nach 18.3.1.12 zu einem Abmonoid von sgAb alias einem su-
perkommutativen Z-graduierten Ring. Im SpezialfallM = Ab/X der abelschen
Garben auf einem topologischen Raum X erhalten wir so unter der Identifikation
21.2.8.16 von Leerverschmelzungen mit Hyperkohomologie den garbentheoreti-
schen Kohomologiering ⊕

q

Hq(X;ZX)

So sehen wir insbesondere, daß dieser graduierte Ring superkommutativ ist. Im
Spezialfall M = Ab/(X,A) der abelschen Garben auf einem gekringten Raum
(X,A) erhalten wir allgemeiner einen superkommutativen graduierten Ring⊕

q

Hq(X;A)

21.2.8.18 (Erweiterungen und internes Hom). SeiM eine entfaltbare bequeme
abelsche Schmelzkategorie. Gegeben F ,G ∈ M haben wir nach 20.2.6.10 und
18.1.4.2 Isomorphismen von abelschen Gruppen

ExtqM(F ,G)
∼→ DerM(F , [q]G)

∼→ DerM(g,FV[q]G)

Im FallM = Ab/X für einen gekringten Raum X können wir das nach 21.2.8.16
weiter identifizieren mit der Hyperkohomologie der derivierten Homomorphis-
mengarbe Hq(X;FVG).
21.2.8.19 (Totale Homologie als Schmelzfunktor). Nach 21.2.8.6 können wir
auch für Modulgarben auf einem gekringten Raum X = (X,A) den Schmelz-
funktor der totalen Homologie H : Hot(Ab/X) → sg(Ab/X) bilden. Er fakto-
risiert offensichtlich über die Lokalisierung nach Quasiisomorphismen und indu-
ziert so einen Schmelzfunktor

H : Der(Ab/X)→ sg(Ab/X)

Insbesondere induziert für beliebige Komplexe von Modulgarben F ,G die stabil
universelle Verschmelzung F g G → F ⊗L G in Der(Ab/X) eine Verschmelzung

HF gHG → H(F ⊗L G)

und insbesondere MorphismenHpF ⊗HqG → Hp+q(F ⊗LG) von Modulgarben.

Übungen

Übung 21.2.8.20. Alle Objekte in Der(Ab) mit endlich erzeugter totaler Koho-
mologie sind starr. Hinweis: 20.2.3.11. Ist allgemeiner k ein noetherscher Kring
von endlicher homologischer Dimension, so sind alle Objekte von Der(Abk) mit
endlich erzeugter totaler Kohomologie starr.
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Übung 21.2.8.21. Gegeben ein Kring k ist in Der(k[T1, . . . , Tr] -Mod) das Dua-
le k∨ des Moduls k = k[T1, . . . , Tr]/〈T1, . . . , Tr〉 isomorph zu k[−r]. Hinweis:
Koszul-Komplex 19.3.2.31.
Übung 21.2.8.22. Gegeben ein topologischer Raum X und abelsche Gruppen
K,L konstruiere man ein cup-Produkt Hp(X;K)×Hq(X;L)→ Hp+q(X;K⊗L).

21.2.9 Derivierte Garbenoptrennfaserung
21.2.9.1. Wir erinnern aus 21.1.3.11 die Trennfaserung Ab�Gek → fGek der op-
ponierten Modulgarben über der banalen Trennkategorie der gekringten Räume,
die „Modulgarbenoptrennfaserung“ oder kurz Garbenoptrennfaserung. Wir er-
innern weiter unsere allgemeinen Erkenntnisse über Trennfunktoren zu banalen
Trennkategorien 21.1.5.2 und insbesondere, wie in diesem Fall auf den Fasern
die Struktur einer Trennkategorie induziert wird, die im Fall einer Trennfaserung
nach 21.1.5.4 ihrerseits stabil universelle Trennungen besitzt. Indem wir erst zu
Komplexen und dann zu Homotopiekomplexen übergehen, erhalten wir in offen-
sichtlicher Weise Trennfaserungen Ket(Ab�Gek)→ fGek und Hot(Ab�Gek)→
fGek. Die Lokalisierung der Trennkategorie Hot(Ab�Gek) im Sinne von 21.2.6.3
nach allen denjenigen Einstrennungen über Identitäten, die Quasiisomorphismen
sind, notiere ich Der�Gek := Hot(Ab�Gek)qqis. Wir erhalten so einen Trennfunk-
tor, den Trennfunktor der derivierten Modulgarben

Der�Gek → fGek

Die in 21.1.5.2 für beliebige Trennfunktoren zu banalen Trennkategorien erklärte
Konstruktion macht für jeden gekringten Raum X = (X,A) die Faser Der�X zu
einer Trennkategorie. Die dazu opponierte Schmelzkategorie notieren wir

Der/X := (Der�X)opp

21.2.9.2. Sei X = (X,A) ein gekringter Raum. Die Einbettung von Familienka-
tegorien Hot(Ab�X)g

∼
↪→ Hot(Ab�Gek)g induziert einen Funktor zwischen ihren

Lokalisierungen nach Tupeln von Quasiisomorphismen über Identitäten und so
einen Schmelzfunktor

eX : Der(Ab/X)→ Der/X

Satz 21.2.9.3 (Rückzug und Tensorprodukt). 1. Der Trennfunktor der deri-
vierten Modulgarben Der�Gek → fGek ist eine Trennfaserung mit Adjun-
gierten im Sinne von 21.1.5.5, die derivierte Garbenoptrennfaserung;

2. Für jeden gekringten Raum X = (X,A) ist der Schmelzfunktor eX aus
21.2.9.2 ein Isomorphismus von Schmelzkategorien

eX : Der(Ab/X)
∼→ Der/X
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3. Gegeben ein Morphismus f : X → Y gekringter Räume existiert eine
Isotransformation zwischen den beiden Kompositionen des Diagramms

Der(Ab/X)

oeY

��

∼

#+OOOOOOOOOOO

OOOOOOOOOOO
Der(Ab/Y )

eX o
��

f∗oo

Der/X Der/Y
f†

opp

oo

mit dem Linksderivierten des Rückzugs beziehungsweise dem Opponierten
des Rückzugs in der derivierten Garbenopfaserung in den Horizontalen.

21.2.9.4. Vermittels der Isomorphismen aus Teil 2 übertragen wir die Struktur
einer Schmelzkategorie mit stabil universellen Veschmelzungen, internem Hom
und interner triangulierter Struktur auf Der(Ab/X) aus 21.2.8.16 auf die oppo-
nierten Fasern der derivierten Garbenoptrennfaserung. Nach Teil 3 sind die ein-
fachen Rückzüge unserer derivierten Garbenoptrennfaserung für diese Strukturen
triangulierte Funktoren.

Beweis. Wir wenden die Korollare 21.2.5.11 und 21.2.5.12 zur Lokalisierung von
Kofaserfunktoren durch Linksanpassung oder genauer die daraus durch Übergang
zu den opponierten Kategorien entstehenden Aussagen zur Lokalisierung von Fa-
serfunktoren durch Rechtsanpassung an auf den auf den Familienkategorien indu-
zierten Funktor

Hot(Ab�Gek)f → Gekf

Er ist ein Faserfunktor. Genauer ist für Morphismen fi : X → Yi gekringter
Räume und Gi ∈ Hot(Ab�Yi) die tautologische Trennung

f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗nGn → G1 f . . .f Gn

über (f1, . . . , fn) kartesisch. Wie beim Beweis des Spezialfalls 21.9.9.19, nur
jetzt in opponierter Weise notiert, bilden die Tupel von Quasiisomorphismen über
Identitäten nach 20.2.5.3 ein faserweises Rechtsoresystem, ja sogar ein faserwei-
ses Oresystem. Für dieses faserweise Rechtsoresystem der Quasiisomorphismen
ist die Unterkategorie (Hfl�Gek)f ⊂ Hot(Ab�Gek)f aller Tupel von quisflachen
Komplexen von Modulgarben eine Rechtsanpassung, denn Tensorprodukt wie
Rückzug machen aus quisflachen Komplexen quisflache Komplexe, Tensorpro-
dukt wie Rückzug von Quasiisomorphismen zwischen quisflachen Komplexen
von Modulgarben sind wieder Quasiisomorphismen, und nach 21.2.5.20 finden
wir für jeden Komplex von Modulgarben eine quisflache Linksauflösung, die in
der opponierten Kategorie den benötigten Morphismus liefert. Nach 21.2.5.11.1
ist unser Trennfunktor Der�Gek → fGek also eine Trennfaserung und nach
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21.2.5.11.2 ist eX ein Isomorphismus von Schmelzkategorien. Da quisflache Kom-
plexe auch quislinksentfaltet sind für f (∗) folgt die dritte Aussage. Daß unsere
Trennfaserung Der�Gek → fGek eine Trennfaserung mit Adjungierten ist, folgt
aus den bereits bewiesenen Teilaussagen 2 und 3. In der Tat haben die Schmelzka-
tegorien der derivierten Modulgarben internes Hom nach 21.2.8.16 und der Links-
derivierte Lf (∗) hat nach 20.3.4.16 als Rechtsadjungierten den Rechtsderivierten
Rf(∗) des Vorschubs 21.1.3.10, der seinerseits global definiert ist, da jeder Kom-
plex von Modulgarben nach 21.2.3.6 eine Quisrechtsentfaltung besitzt.

21.2.9.5 (Garbenkohomologie als Trennfunktor). Unser Schmelzfunktor 21.1.5.29
des Vorschubs auf das finale Objekt spezialisiert in dieser Situation zu einem
Schmelzfunktor

fin∗ : Der/Gek → Der/pt

für pt den einpunktigen mit Z gekringten Raum. Zusammen mit den offensichtli-
chen Isomorphismen Der/pt

∼→ Der(Ab/pt)
∼→ Der(Ab) von Schmelzkategorien

erhalten wir einen Schmelzfunktor

fin∗ : Der/Gek → Der(Ab)

Halten wir noch den Schmelzfunktor H : Der(Ab) → sgAb der Homologie aus
21.2.8.19 dahinter, so erhalten wir den Schmelzfunktor (X,F) 7→ H∗(X;F)
der totalen Hyperkohomologie. Halten wir zusätzlich den Opponierten des ein-
deutigen kartesischen Trennschnitts davor, so erhalten wir einen Schmelzfunktor

gGekopp → sgAb

Er ordnet jedem gekringten Raum (X,A) die supergraduierte abelsche Gruppe
H∗(X;A)garb zu und jedem Tupel von von (X,A) ausgehenden Morphismen von
gekringten Räumen die multiadditive Abbildung „cup-Produkt des Rückzugs der
Kohomologieklassen“.

Ergänzung 21.2.9.6. Der Schmelzfunktor aus 21.2.9.5 ist eine garbenkohomo-
logische Variante des entsprechenden Schmelzfunktors gTopopp → sgAb der
singulären Kohomologie, den wir in 18.4.2.3 als Trennfunktor fTop→ sgAbopp

besprochen hatten. Es sollte einmal diskutiert werden, inwiefern unser Vergleichs-
isomorphismus zur singulären Kohomologie eine Transformation von Trennfunk-
toren ist. Das würde ich gerne einem Studenten überlassen. Er sollte es gleich für
„topologische Räume mit einem vorgegebenen Kring von Koeffizienten“ machen,
als Teil der derivierten Modulgarbenoptrennfaserung.
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21.3 Verschwindungssätze mit Anwendungen

21.3.1 Garbenazyklische Morphismen
Proposition 21.3.1.1. Gegeben ein topologischer Raum Y und ein Komplex von
abelschen Garben F ∈ Der(Ab/Y ) ist für die Projektion π : Y × [0, 1] � Y die
Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus

F ∼→ π∗π
∗F

Beweis. Nach 19.4.3.23 ist für jede Garbe F ∈ Ens/Y die Einheit der Adjunktion
ein Isomorphismus F ∼→ π(∗)π

(∗)F , denn π ist eine finale Surjektion mit zu-
sammenhängenden Fasern. Also ist auch für alle Komplexe F ∈ Hot(Ab/Y ) die
Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus F ∼→ π(∗)π

(∗)F . Nun hat nach eigent-
lichem Basiswechsel 19.6.6.8 und unseren Erkenntnissen 19.4.2.3 zur Garbenko-
homologie von Teilmengen der Zahlengeraden der Vorschub π(∗) : Ab/Y×[0,1] →
Ab/Y eine homologische Dimension kleinergleich Eins und insbesondere endli-
che homologische Dimension. Unsere Erkenntnisse 20.3.6.4 zum Derivieren ho-
mologisch endlicher Funktoren zeigen dann, daß jeder KomplexA von π(∗)-rechtsazyklischen
abelschen Garben bereits π(∗)-quisrechtsentfaltet ist, daß also der natürliche Mor-
phismus in der derivierten Kategorie ein IsomorphismusQπ(∗)A

∼→ π∗A ist. Nach
19.6.6.9 und 19.4.2.3 wissen wir weiter, daß das Zurückholen π(∗) : Ab/Y →
Ab/Y×[0,1] jede Garbe zu einer π(∗)-rechtsazyklischen Garbe macht und wieder
nach 20.3.6.4 damit jeden Komplex von abelschen Garben zu einem π(∗)-quis-
rechtsentfalteten Komplex. Das schließlich zeigt die Behauptung.

Zweiter Beweis. Es reicht zu zeigen, daß die Einheit der Adjunktion für alle y ∈
Y einen Isomorphismus em∗y F

∼→ em∗y π∗π
∗F induziert. Mit eigentlichem Ba-

siswechsel 21.2.4.9 und der Verträglichkeit 19.6.3.18 von Adjunktion und Basis-
wechsel reicht es also, die Proposition in dem Fall zu zeigen, daß Y der einpunk-
tige Raum ist. Nach 19.4.2.3 verschwindet auf reellen Intervallen die Garbenko-
homologie jeder abelschen Garbe im Grad > 1 und die Garbenkohomologie jeder
konstanten abelschen Garbe im Grad ≥ 1. Die Behauptung folgt so mit unseren
Erkenntnissen 20.3.6.4 zum Derivieren homologisch endlicher Funktoren.

Definition 21.3.1.2. Eine stetige Abbildung topologischer Räume f : X → Y
heiße garbenazyklisch, wenn für jeden Komplex F ∈ Der(Ab/Y ) die Einheit
der Adjunktion einen Isomorphismus

F ∼→ f∗f
∗F

liefert. Sie heiße basisfest garbenazyklisch oder kurz bagazyklisch, wenn sie
unter jedem Basiswechsel eine garbenazyklische Abbildung liefert, wenn also in
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Formeln für jede stetige Abbildung S → Y die induzierte AbbildungX×Y S → S
garbenazyklisch ist. Ein topologischer Raum X heiße garbenazyklisch bezie-
hungsweise basisfest garbenazyklisch oder kurz bagazyklisch, wenn die kon-
stante Abbildung X → top die entsprechende Eigenschaft hat.

21.3.1.3. Jede garbenazyklische Abbildung ist offensichtlich schwach garben-
azyklisch im Sinne unserer Definition 19.6.6.10, der Rückzug induziert also Iso-
morphismen auf der Kohomologie mit Koeffizienten in einer beliebigen abelschen
Gruppe.

Satz 21.3.1.4. Jeder zusammenziehbare Raum ist bagazyklisch.

Beweis. Gegeben eine abelsche Gruppe G erhalten wir einen Funktor

H( ;G) : Top→ Der(Ab)opp

durch die Vorschrift X 7→ finX∗ fin∗X G auf Objekten und die Vorschrift, daß je-
dem Morphismus f : X → Y die Komposition

f ] : finY ∗ fin∗Y G→ finY ∗ f∗f
∗ fin∗Y G

∼→ finX∗ fin∗X G

zugeordnet wird. Ich notiere ihn X 7→ H(X;G). Das Nachschalten vonHq macht
daraus den üblichen Funktor X 7→ Hq(X;G) der Garbenkohomologie mit Ko-
effizienten in G. Diese Konstruktion funktioniert genauso, wenn wir für G ein
beliebiges Objekt von Der(Ab) zulassen. Sie funktioniert noch allgemeiner für
eine beliebige Bifaserung p : C → B über einer Kategorie mit finalem Objekt
pt, für jedes Objekt G ∈ Cpt erhalten wir dann einen Funktor B → Cpt durch
die VorschriftX 7→ finX† fin†X G auf Objekten und die Vorschrift, daß jedem Mor-
phismus f : X → Y in der Basis die Komposition

f ] = idt ◦ε : finX† fin†X G → finY † f†f
† fin†Y G

∼→ finY † fin†Y G

zugeordnet wird. Gegeben ein topologischer Raum S und G ∈ Der(Ab/S) erhal-
ten wir so insbesondere einen Funktor auf der Kategorie der topologischen Räume
über S, den wir

HS( ;G) : TopS → Der(Ab/S)opp

notieren. Unsere Erkenntnisse 21.3.1.1 zeigen, daß für einen Raum X ∈ TopS
über S und die Projektion π : X × [0, 1] � X der „relative Rückzug“ stets ein
Isomorphismus

π] : HS(X;G)
∼→ HS(X × [0, 1];G)

ist. Für it : X ↪→ X × [0, 1] die durch das Dahinterschreiben von t ∈ [0, 1]
gegebene Abbildung folgt daraus wegen i]t ◦ π] = id, daß sie gar nicht von t
abhängt. Sind speziell f, g : X → Y homotop, so folgt

(f × id)] = (g × id)] : HS(Y × S;G)→ HS(X × S;G)
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Jede Homotopieäquivalenz f : Y → Z induziert folglich einen Isomorphismus
(f × id)] : HS(Z × S;G)

∼→ HS(Y × S;G). Ist insbesondere Z ein zusammen-
ziehbarer Raum, so ist der relative Rückzug zur Projektion c : Z × S → S ein
Isomorphismus c] : HS(S;G)

∼→ HS(Z × S;G) alias die Einheit der Adjunktion
ein Isomorphismus G ∼→ c∗c

∗G.

21.3.1.5 (Permanenzeigenschaften garbenazyklischer Abbildungen). Jede Ver-
knüpfung garbenazyklischer Abbildungen ist garbenazyklisch. Ist g ◦ f garben-
azyklisch und f garbenazyklisch, so ist auch g garbenazyklisch. Ist f : X → Y
stetig und besitzt Y eine Überdeckung durch offene Teilmengen U ⊂◦ Y der-
art, daß f : f−1(U) → U jeweils garbenazyklisch ist, so ist schon f : X → Y
selbst garbenazyklisch. Insbesondere ist jedes Faserbündel mit bagazyklischer Fa-
ser bagazyklisch.

Definition 21.3.1.6. Sei f : X → Y stetig. Wir sagen, ein Komplex von abelschen
Garben F ∈ Der(Ab/X) kommt her von Y , wenn es G ∈ Der(Ab/Y ) gibt mit
F ∼= f ∗G.

Lemma 21.3.1.7. Seien f : X → Y garbenazyklisch und F ∈ Der(Ab/X). So
sind gleichbedeutend:

1. Das Objekt F kommt her von Y ;

2. Die Koeinheit der Adjunktion liefert einen Isomorphismus f ∗f∗F
∼→ F;

3. Es gibt eine offene Überdeckung U ⊂ P(Y ) von Y derart, daß für alle
U ∈ U die Einschränkung F|f−1(U) von U herkommt.

Beweis. Die Definition garbenazyklischer Abbildungen und formale Eigenschaf-
ten adjungierter Funktoren nach 16.4.8.1 liefern 1 ⇔ 2. Formulieren wir 3 um
vermittels dieser Erkenntnis, so erhalten wir auch 2⇔ 3.

21.3.2 Künnethformeln der Garbenkohomologie
21.3.2.1. In der Garbenkohomologie gilt eine besonders einfache und allgemei-
ne Künnethformel für die kompakte Kohomologie. Wir lernen sie in 21.5.6.13
kennen. Im folgenden diskutieren wir Künnethformeln für die gewöhnliche Ko-
homologie. Wir benötigen sie für die Arbeit mit Kohomologieringen.

Satz 21.3.2.2 (Derivierter gefaserter Basiswechsel). Sind in einem kartesischen
Diagramm von topologischen Räumen fq = pg die Horizontalen p, q Faserbündel
mit offenlokal zusammenziehbarer Faser, so ist der Basiswechsel auf den derivier-
ten Kategorien von abelschen Garben eine Isotransformation

p∗f∗
∼⇒ g∗q

∗
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21.3.2.3. Wir zeigen den Satz sogar etwas allgemeiner für Faserbündel mit of-
fenlokal bagazyklischer Faser. In 19.8.2.2 hatten wir eine Variante diskutiert, die
ohne derivierte Kategorien auskommt und stattdessen eine Aussage über die Folge
der höheren derivierten Funktoren macht.

Beispiel 21.3.2.4. Die geometrische Realisierung ∆(K) eines Simplizialkomple-
xes (E,K) ist stets offenlokal zusammenziehbar: Jede Umgebung eines jeden
Punktes kann in anderen Worten einer offenen zusammenziehbaren Umgebung
desselben Punktes verkleinert werden. Insbesondere ist jede komplexe algebrai-
sche Varietät mit ihrer analytischen Topologie offenlokal zusammenziehbar, denn
nach [Hir75] ist jede algebraische Teilmenge eines Cn homöomorph zur geome-
trischen Realisierung eines Simplizialkomplexes.

Beweis. Gegeben F ∈ Der(Ab/X) reicht es nach unserem Verschwindungskrite-
rium 21.2.3.20 zu zeigen, daß jeder Punkt aus dem Definitionsbereich von p ein
Fundamentalsystem von offenen Umgebungen hat derart, daß der von der Einbet-
tung j der fraglichen Umgebung herrührende Morphismus ein Isomorphismus

fin∗ j
∗p∗f∗F

∼→ fin∗ j
∗g∗q

∗F

ist, für fin die konstante Abbildung auf den einpunktigen Raum. Mit dieser Er-
kenntnis können wir uns darauf zurückziehen, im Fall kartesischen Diagramms
der Gestalt

X × Z
g

��

q // X

f

��
Y × Z p // Y

mit zusammenziehbarem oder allgemeiner bagazyklischem Z zu zeigen, daß Ba-
siswechsel Isomorphismen

p∗p
∗f∗F

∼→ p∗g∗q
∗F

induziert. Das ist aber klar, da ja gilt p∗g∗ = f∗q∗ und da nach Annahme die
Einheiten der Adjunktion Isomorphismen id

∼⇒ p∗p
∗ und id

∼⇒ q∗q
∗ sind.

21.3.2.5. Für beliebige topologische Räume X, Y liefert der Rückzug auf der Ko-
homologie einen Ringhomomorphismus

H∗(X)⊗̄H∗(Y )→ H∗(X × Y )

mit (u, v) 7→ u × v := pr∗X(u) ∪ pr∗Y (v). Hier meint ⊗̄ das für Monoidobjekte
der Schmelzkatgorie der supergraduierten abelschen Gruppen zu verstehende Ten-
sorprodukt 18.3.1.31, also das übliche Tensorprodukt von graduierten abelschen
Gruppen mit einer Vorzeichenregel für der Multiplikation von zwei Tensoren. Die-
ser Ringhomomorphismus heißt das Kreuzprodukt der Garbenkohomologie.
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Satz 21.3.2.6 (Künnethformel der Garbenkohomologie). Seien X, Y topologi-
sche Räume und k ein Kring. Ist X offenlokal zusammenziehbar oder allgemeiner
offenlokal bagazyklisch und sind alle Hq(Y ) projektive k-Moduln, so konstruieren
wir im folgenden Beweis einen ausgezeichneten Isomorphismus⊕

p+q=n

Hp(X; Hq(Y ; k))
∼→ Hn(X × Y ; k)

Sind zuätzlich alle Hq(Y ) endlich erzeugt, so induziert das Kreuzprodukt der Ko-
homologie Isomorphismen⊕

p+q=n

Hp(X; k)⊗k Hq(Y ; k)
∼→ Hn(X × Y ; k)

21.3.2.7. Fordern wir keine speziellen Eigenschaften von X , fordern aber wei-
ter die Projektivität aller Hq(Y ; k), so liefern die Konstruktionen unseres Bewei-
ses ausgezeichnete Morphismen

⊕
p+q=n Hp(X; Hq(Y ; k))→ Hn(X ×Y ; k), die

aber im allgemeinen keine Isomorphismen mehr zu sein brauchen. Fordern wir
andererseits X offenlokal bagazyklisch und fordern keine speziellen Eigenschaf-
ten von Y , fordern aber, daß unser Koeffizientenkring k erblich sein soll, so liefern
die Konstruktionen unseres Beweises zusammen mit 20.2.6.27 zwar die Existenz
von Isomorphismen

⊕
p+q=n Hp(X; Hq(Y ; k))

∼→ Hn(X×Y ; k), aber nicht deren
Eindeutigkeit.

21.3.2.8. In 21.5.6.14 werden wir eine Künnethformel für die kompakte Koho-
mologie kennenlernen.

Beispiel 21.3.2.9. Im Fall n = 0 liefert unser Satz unter Zusatzannahmen, die sich
in diesem Fall als überflüssig erweisen, die vom Exponentialgesetz induzierten
Morphismen

Top(X,Top(Y, k))→ Top(X × Y, k)

Es ist leicht zu sehen, daß diese sogar für lokal zusammenhängendes X Isomor-
phismen sind.

Beweis. Derivierter gefaserter Basiswechsel 21.3.2.2 im kartesischen Diagramm

X × Y
prX
��

prY // Y

b

��
X a // top

liefert einen Isomorphismus a∗b∗Y
∼→ prX∗ pr∗Y Y und so einen Isomorphismus

a∗a
∗b∗Y

∼→ fin∗X × Y . Sind alle Hq(Y ; k) projektive k-Moduln, so gibt es nach
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20.2.6.21 genau einen Morphismus s : Hb∗Y → b∗Y in der derivierten Kategorie
derart, daß Hs : HHb∗Y → Hb∗Y der offensichtliche Isomorphismus ist, und
dieser Morphismus ist offensichtlich selber ein Isomorphismus

s : Hb∗Y → b∗Y

Nach 20.3.9.5 ist a∗b∗Y das Produkt der [−q]a∗Hq(Y ; k). Als Rechtsadjungier-
ter macht a∗ Produkte zu Produkten. Da Produkte in derivierten Modulkategori-
en nach 20.3.9.6 gliedweise berechnet werden können und mit dem Bilden der
Homologie vertauschen, folgen die Isomorphismen des Satzes. Eine Kohomolo-
gieklasse β ∈ Hr(Y ; k) entspricht einem Morphismus β : Y → [r]Y . Indem
wir seinen Effekt unter unseren Konstruktionen verfolgen, erhalten wir auch ohne
irgendwelche Annahmen an X die rechte Hälfte eines kommutativen Diagramms

Hp(X; k)⊗k Hq(Y ; k) → Hp(X; Hq(Y ; k)) → Hp+q(X × Y ; k)

↓ id⊗(∪β) ↓ ∪β ↓ ∪ pr∗Y β

Hp(X; k)⊗k Hq+r(Y ; k) → Hp(X; Hq+r(Y ; k)) → Hp+q+r(X × Y ; k)

Das linke Quadrat entsteht aus dem ausgezeichneten Morphismus

a∗X ⊗F → a∗(X ⊗ a∗F)
∼→ a∗a

∗F

nach 21.1.5.17, indem wir zu F zu [0]Hq(Y ; k) spezialisieren und Hp anwenden
und den Morphismus 21.2.8.19 vom Tensorprodukt der Homologien zur Homo-
logie des Tensorprodukts vorschalten. Indem wir die Bilder von α ⊗ 1 verfol-
gen, erkennen wir, daß die Kompositionen in den Horizontalen das Kreuzprodukt
der Kohomologie sein müssen. Ist Hq(Y ; k) endlich erzeugt projektiv, so ist es
starr und flach und die eben konstruierten Morphismen erweisen sich als Isomor-
phismen nach der starren Projektionsformel 21.1.5.20 oder 21.3.2.10 und der ⊗-
Entfaltetheit flacher Objekte und der zweite Teil des Satzes folgt.

21.3.2.10 (Starre Projektionsformel, Variante). Gegeben f : X → Y stetig und
k ein Kring erhalten wir aus den Adjunktionen für F ∈ Der(Ab/(X,k)) und G ∈
Der(Ab/(Y,k)) einen kanonischen Morphismus (f∗F)⊗G → f∗(F⊗f ∗G). Halten
wir F fest, so bilden die Objekte G, für die unsere Morphismen Isomorphismen

(f∗F)⊗ G ∼→ f∗(F ⊗ f ∗G)

sind, eine volle triangulierte Unterkategorie von Der(Ab/(Y,k)), die zumindest die
konstante Garbe Y enthält. In 21.1.5.20 haben wir diskutiert, warum für beliebiges
F unsere starre Projektionsformel insbesondere für alle „starren“ Objekte G gilt.
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21.3.2.11 (Relative Künnethformel mit Koeffizienten). Wir betrachten ein Dia-
gramm von topologischen Räumen der Gestalt

X ×Z Y
c

$$HHHHHHHHHH
prX
��

prY // Y

b
��

X
a // Z

und nehmen an, a sei ein Faserbündel mit offenlokal zusammenziehbarer oder all-
gemeiner offenlokal bagazyklischer Faser und k ein Kring. Für F ∈ Der(Ab/X)
starr und G ∈ Der(Ab/Y ) mit b∗G starr zeigen wir, daß der natürliche Morphismus
ein Isomorphismus

c∗(F �Z G)
∼→ a∗F ⊗ b∗G

ist. Dazu beachten wir die Isomorphismen

a∗ prX∗(pr∗X F⊗pr∗Y G)
∼→ a∗(F⊗(prX∗ pr∗Y G))

∼→ a∗(F⊗a∗b∗G)
∼→ a∗F⊗b∗G

aus der starren Projektionsformel 21.3.2.10 außen mit dem gefaserten derivierten
Basiswechsel 21.3.2.2 in der Mitte und beachten a prX = c und unsere Definition
F �Z G := pr∗X F ⊗ pr∗Y G für das Boxprodukt. Wenn wir gar keine Starrheitsan-
nahmen machen, erhalten wir nur noch mit 21.1.5.9 und gefasertem Basiswechsel
kanonische Isomorphismen

c∗(pr∗X FV pr∗Y G)
∼→ a∗(FV prX∗ pr∗Y G)

∼→ a∗(FVa∗b∗G)

Satz* 21.3.2.12 (Leray-Hirsch). Gegeben X → Y ein Faserbündel über einem
offenlokal zusammenziehbaren Raum und c1, . . . , cn ∈ H∗(X) homogene Klassen,
deren Rückzüge für alle y ∈ Y eine Basis der Kohomologie H∗(Xy) der Faser
bilden, bilden c1, . . . , cn auch eine Basis von H∗(X) als H∗(Y )-Modul.

Beweis. Bezeichne p : X → Y die Projektion. Eine Klasse c ∈ Hq(X) können
wir nach 20.2.6.14 auffassen als einen Morphismus c : p∗ZY → ZX [q] in der
derivierten Kategorie der abelschen Garben auf X . Die Zeilenmatrix (c1, . . . , cn)
liefert so einen Homomorphismus⊕n

i=1 ZY [−q(i)]→ p∗ZX

Unser Satz folgt, wenn wir nachweisen, daß er ein Quasiisomorphismus ist. Dazu
dürfen wir aber unser Faserbündel als trivial annehmen und dann folgt die Be-
hauptung aus deriviertem gefaserten Basiswechsel 21.3.2.2.

Satz* 21.3.2.13 (Leray-Hirsch, Variante). Gegeben X → Y ein Faserbündel
über einem offenlokal zusammenziehbaren Raum und homogene Kohomologie-
klassen ci ∈ Hq(i)(X) für i = 1, . . . , n, deren Rückzüge für alle y ∈ Y eine Basis
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der abgeschnittenen Kohomologie H≤s(Xy) der Faser bilden, induziert die durch
Multiplikation mit c1, . . . , cn gegebene Abbildung in allen Graden ≤ s einen Iso-
morphismus

n⊕
i=1

H∗(Y )[−q(i)]→ H∗(X)

Beweis. Bezeichne p : X → Y die Projektion. Eine Klasse c ∈ Hq(X) können
wir nach 20.2.6.14 auffassen als einen Morphismus c : p∗ZY → ZX [q] in der
derivierten Kategorie der abelschen Garben auf X . Die Zeilenmatrix (c1, . . . , cn)
liefert so einen Homomorphismus⊕n

i=1 ZY [−q(i)]→ τ≤sp∗ZX

Unser Satz folgt, wenn wir nachweisen, daß er ein Quasiisomorphismus ist. Dazu
dürfen wir aber unser Faserbündel als trivial annehmen und dann folgt die Be-
hauptung aus deriviertem gefaserten Basiswechsel 21.3.2.2.

21.3.2.14. Wir nennen einen Morphismus f : (X,A) → (Y,B) von gekringten
Räumen flach, wenn für alle x ∈ X der HalmAx ein flacher Bf(x)-Modul ist. Wir
nennen ihn starr, wenn A starr ist in der Schmelzkategorie Der(X,f∗B).

Satz 21.3.2.15 (Derivierter gefaserter Basiswechsel in gekringten Räumen).
Sind in einem kartesischen Diagramm von gekringten Räumen fq = pg die Hori-
zontalen p, q starr und Faserbündel mit offenlokal zusammenziehbarer Faser und
sind die Vertikalen flach , so ist der Basiswechsel auf den derivierten Kategorien
von Modulgarben eine Isotransformation

p∗f∗
∼⇒ g∗q

∗

21.3.2.16. Wir zeigen den Satz sogar etwas allgemeiner für Faserbündel mit of-
fenlokal bagazyklischer Faser. Der Beweis soll funktionieren wie in 21.9.5.7, aber
mit der starren Projektionsformel 21.1.5.20 im Quadrat unten links. Beispiele für
starre Morphismen wären etwa endliche Körpererweiterungen. Ist das halmweise
detektierbar? Ist es stabil unter Rückzug?

Beweis. Wir bemerken zunächst, daß jeder Morphismus (X,A) → (Y,B) von
gekringten Räumen faktorisiert als (X,A) → (X, f ∗B) → (Y,B). Jedes kartesi-
sche Quadrat von gekringten Räumen läßt sich mithin erhalten als Verklebung der
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vier kartesischen Quadrate

(W, g∗C ⊗v∗B q∗A) //

��

(W, q∗A)

��

q // (X,A)

��
(W, g∗C)

g

��

// (W, v∗B)

g

��

q // (X, f ∗B)

f
��

(Z, C) // (Z, p∗B)
p // (Y,B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Rückzüge von
Kringgarben. Es reicht also, für jedes dieser vier kartesischen Quadrate zu prüfen,
daß der Basiswechsel für Modulgarben ein Isomorphismus ist. Im Quadrat oben
links geht es nur um Beziehungen zwischen Restriktion und Erweiterung von
Skalaren, da folgt die Behauptung aus der Voraussetzung der Flachheit der Ax
über Bf(x), die dazu führt, daß jeder quisflache Komplex von A-Modulgarben zu
einem quisflachen Komplex von B-Modulgarben restringiert. Im Quadrat oben
rechts werden nur Kringoperationen zurückgezogen und die Behauptung ist klar.
Im Quadrat unten rechts steht unser gewöhnlicher gefaserter Basiswechsel für
abelsche

Übungen

Übung 21.3.2.17. Gegeben topologische Räume X, Y erinnern wir die unkanoni-
schen Homomorphismen⊕

p+q=n

Hp(X; Hq(Y ))→ Hn(X × Y )

aus dem Beweis von 21.3.2.6. Will man eine kanonischere Aussage erhalten, mag
man zum Komplex von abelschen Gruppen B := b∗ZY das Diagramm

[−q]HqB

[1]

0

wwoooooooooo
[−(q + 1)]Hq+1B

[1]

0

wwnnnnnnnnnnnn

. . . τ≤q−1B // τ≤qB //

eeKKKKKKKKK

τ≤q+1B . . .

hhRRRRRRRRRRRR

betrachten. Die Morphismen vom Grad Eins der ausgezeichneten Dreicke ver-
schwinden wie angedeutet, da gilt DerAb(A,B) = 0 für A ∈ Der≥2(Ab) und
B ∈ Der≤0(Ab) oder expliziter nach 20.2.6.27. Alle Morphismen der unteren Ho-
rizontalen sind also spaltende Einbettungen in der additiven Kategorie Der(Ab).
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Wenden wir auf dieses Diagramm Hna∗a
∗ an, so erhalten wir eine gradweise un-

kanonisch spaltende Filtrierung von Hn(X × Y ) und einen kanonischen Homo-
morphismus

gr Hn(X × Y )
∼→
⊕
p+q=n

Hp(X; Hq(Y ))

Es ist eine gute Übung zu zeigen, daß unsere Filtrierung den Kohomologiering
des Produkts zu einem filtrierten Ring macht und daß unser kanonischer Homo-
morphismus ein Ringhomomorphismus wird, wenn wir die Multiplikation rechts
erklären, indem wir das Produkt

Hp(X;K)× Hq(X;L)→ Hp+q(X;K ⊗ L)

aus 21.2.8.22 mit K = Hk(Y ) und L = Hl(Y ) anwenden und den Effekt des
Cup-Produkts Hk(Y )⊗ Hl(Y )→ Hk+l(Y ) nachschalten.

21.3.3 Gysinsequenz für Sphärenbündel
21.3.3.1. Gegeben n ≥ 1 und U ⊂◦ Rn+1 der offene Einheitsball liefern die Loka-
lisierungssequenz der kompakten Kohomologie 19.4.8.15 und die Beschreibung
19.4.8.17 der kompakten Kohomologie von Rn+1 und U als lokale Kohomologie
in Bezug auf einen beliebigen Punkt eine Folge von Isomorphismen

Hn
! (Sn)

∼→ Hn+1
! (U)

∼→ Hn+1
! (Rn+1)

Das Urbild unseres ausgezeichneten Erzeugers aus 19.4.9.19 ganz rechts nehmen
wir als unseren ausgezeichneten Erzeuger von Hn

! (Sn). Die natürlichen Isomor-
phismen Hn

{x}(S
n)

∼→ Hn
! (Sn) liefern dann eine Orientierung auf Sn, die wir

unsere ausgezeichnete Orientierung nennen.
21.3.3.2. Unter einem Sphärenbündel auf einem topologischen Raum X ver-
steht man ein Faserbündel π : E → X mit einer Sphäre Sn als Faser. Unter einer
Orientierung eines Sphärenbündels einer Faserdimension ≥ 1 versteht man die
Vorgabe einer Orientierung im Sinne von 19.4.10.8 auf jeder Faser derart, daß es
einen Bündelatlas gibt, unter dessen Bündelkarten U × Sn → E diese Orientie-
rung stets unserer ausgezeichneten Orientierung auf Sn entspricht. Ein Sphären-
bündel, das mindestens eine Orientierung besitzt, heißt orientierbar.

Satz 21.3.3.3 (Gysin-Sequenz). Gegeben π : E → X ein orientierbares Sphären-
bündel einer Faserdimension n ≥ 1 gibt es eine Klasse c ∈ Hn+1(X) und eine
lange exakte Sequenz der Gestalt

. . .→ Hq(X)→ Hq(E)→ Hq−n(X)→ Hq+1(X)→ . . .

mit dem Zurückholen als erstem Morphismus und dem cup-Produkt c ∪ als drittem
Morphismus.
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Vorschau 21.3.3.4. Wenn der folgende Beweis noch etwas unbeholfen wirkt, so
ist das durchaus in meinem Sinne. Er soll nämlich unter anderem die Sprache
der „derivierten Funktoren Rπ∗ : Der(Ab/E)→ Der(Ab/X)“ motivieren, die wir
im kommenden Abschnitt 20.3 einführen und in der er einfacher zu formulieren
sein wird, vergleiche 21.3.3.5. Im folgenden Beweis werden wir sogar zu jeder
Orientierung unseres Sphärenbündels eine Klasse c wie im Satz konstruieren und
sie die „Eulerklasse“ unseres orientierten Sphärenbündels nennen.

Beweis. Sei ZE ↪→ I� eine injektive Auflösung. Wir haben also natürliche Iso-
morphismen Rqπ∗ZE

∼→ Hqπ∗I�. Da unsere Sphären zusammenhängend sind,
liefert die Einheit Adjunktion (π∗, π∗) den ersten Isomorphismus einer Sequenz
von natürlichen Isomorphismen

ZX
∼→ π∗π

∗ZX
∼→ π∗ZE

Derivierter eigentlicher Basiswechsel 19.6.6.8 im kartesischen Diagramm beste-
hend aus U × Sn mit den Projektionen auf die Faktoren und den einpunktigen
Raum zeigt weiter, daß Rnπ∗ZE lokal isomorph ist zu ZX und daß gilt Rqπ∗ZE =
0 für q 6= 0, n. Der Kokern des Monomorphismus [0]ZX ↪→ π∗I� von Gar-
benkomplexen hat also eine einzige von Null verschiedene Kohomologie und ist
nach 20.2.7.3 folglich isomorph in Der(Ab/X) zum Objekt [−n](Rnπ∗ZE). Un-
sere Erkenntnisse 20.2.7.6 zu Abschneidefunktoren liefern so ein ausgezeichnetes
Dreieck

ZX → π∗I� → [−n](Rnπ∗ZE) → [1]ZX
in Der(Ab/X). Es liefert nach 20.2.2.11 eine lange exakte Sequenz für die Mor-
phismen von ZX und seinen Verschiebungen in die Objekte unseres ausgezeich-
neten Dreiecks. Um diese Morphismen nach π∗I� zu berechnen, bemerken wir,
daß dieser Komplex aus injektiven Garben besteht. Nach 20.2.6.8 oder noch ex-
pliziter nach dem Ende seines Beweises und der Adjunktion (π∗, π∗) liefern die
offensichtlichen Abbildungen also Bijektionen

DerAb/X ([q]ZX , π∗I�) DerAb/E([q]ZE,ZE) ∼ // Hq(E)

HotAb/X ([q]ZX , π∗I�)

o
OO

∼ // HotAb/E([q]π∗ZX , I�)

o
OO

So erhalten wir eine lange exakte Sequenz

. . .→ Hq(X)→ Hq(E)→ Hq−n(X; Rnπ∗ZE)→ Hq+1(X)→ . . .

mit dem Zurückholen auf der Kohmologie als erster Abbildung. Ist unser Bündel
orientierbar und wählen wir eine Orientierung, so liefert diese Wahl einen Iso-
morphismus Rnπ∗ZE

∼→ ZX mit der konstanten Garbe auf X und wir erhalten
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unsere Gysin-Sequenz. Die Konstruktion zeigt, daß die dritte Abbildung darin das
cup-Produkt c∪ mit derjenigen Klasse in c ∈ Hn+1(X) ist, die durch den entspre-
chenden Morphismus [−n]ZX → [1]ZX in der derivierten Kategorie Der(Ab/X)
aus dem ersten ausgezeichneten Dreieck bestimmt wird. Sie heißt die Eulerklasse
unseres orientierten Sphärenbündels.

Beispiel 21.3.3.5 (Nocheinmal die Gysin-Sequenz). Gegeben π : E → X ein
orientiertes Sphärenbündel einer Faserdimension n ≥ 1 zeigen wir wie zu Beginn
des Beweises in 21.3.3.3, daß das ausgezeichnete Dreieck über der Einheit der
derivierten Adjunktion (π∗, π∗) die Gestalt

ZX → π∗π
∗ZX → ZX [−n]

[1]→

hat. Drücken wir es deriviert herunter unter der konstanten Abbildung cX : X →
top und verwenden unsere Isotransformation cX∗π∗

∼⇒ cE∗ aus 20.3.4.19, so lie-
fert es ein ausgezeichnetes Dreieck

cX∗ZX → cE∗ZE → cX∗ZX [−n]
[1]→

in Der(Ab). Wenn wir dazu die lange exakte Kohomologiesequenz bilden, steht
unsere Gysinsequenz auch schon da.

Satz 21.3.3.6. Der Rückzug unter der Einbettung der komplexen Diagonalmatri-
zen in die unitäre Gruppe T(n) ↪→ U(n) induziert einen Isomorphismus

H∗U(n)(top)
∼→ H∗T(n)(top)Sn

Beweis. Den fraglichen Ringhomomorphismus hatten wir bereits in 21.3.3.14 her-
geleitet und diskutiert. Um zu zeigen, daß er ein Isomorphismus ist, betrachten wir
das kommutative Diagramm

T(n) //

��

U(n)

��
T(n;C) // B(n;C) // GL(n;C)

mit T(n;C) der Gruppe aller komplexen invertierbaren Diagonalmatrizen und
B(n;C) der Gruppe aller komplexen invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen und
erhalten so ein kommutatives Diagramm

H∗T(n)(top) H∗U(n)(top)oo

H∗T(n;C)(top)

o
OO

H∗B(n;C)(top)∼oo H∗GL(n;C)(top)

o
OO

oo
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mit den Isomorphismen nach 19.7.2.5 für alle Einbettungen, bei denen der Quoti-
ent zusammenziehbar ist, was für U(n) ⊂ GL(n;C) etwa aus der Polarzerlegung
folgt. Nun setzen wir B := B(n;C) und G := GL(n;C). Nach dem im Anschluß
bewiesenen Lemma 21.3.3.8 reicht es zu zeigen, daß H∗B(top) ein freier Modul
vom Rang n! über H∗G(top) ist. Für die Milnor-Konstruktion E := EG ist nun

π : E/B � E/G

ein Faserbündel mit der Fahnenmannigfaltigkeit G/B als Faser. Aus 4.5.6.1 erin-
nern wir die Bruhat-Zerlegung

G/B =
⊔
w∈Sn

BwB/B

in die B-Bahnen. Aus 15.2.4.25 folgt, daß jede B-Bahn offen ist in ihrem Ab-
schluß. Da die Bahnen selbst nach 15.2.2.25 homöomorph sind zu Cl(w) und da
die Fahnenmannigfaltigkeit nach 15.2.3.10 kompakt ist, folgt mit der Lokalisie-
rungssequenz der kompakten Kohomologie 19.4.8.15 unmittelbar

H2q(G/B) ∼=
⊕
l(w)=q

Z

und H2q+1(G/B) = 0 für alle q. Insbesondere ist H∗(G/B) in den geraden Graden
konzentriert und seine totale Kohomologie ist frei über Z vom Rang n!. Derivier-
ter eigentlicher Basiswechsel 19.6.6.8 zeigt R2q+1π∗ZE/B = 0 für alle q und daß
R2qπ∗ZE/B lokal isomorph ist zu

⊕
l(w)=q ZE/G. Da G zusammenhängend ist, hat

E/G nach dem Spezialfall 16.4.5.23 der langen exakten Homotopiesequenz tri-
viale Fundamentalgruppe. Da E/G nach 19.7.3.5 auch lokal zusammenziehbar
ist, ist E/G nach 16.3.1.19 überlagerungstrivial und jede lokal konstante Gar-
be darauf ist konstant. Das zeigt, daß R2qπ∗ZE/B sogar global isomorph ist zu⊕

l(w)=q ZE/G. Da wir nach 21.3.3.12 bereits wissen, daß die ungerade Kohomo-
logie von E/G verschwindet, liefert 20.2.7.19 einen unkanonischen Isomorphis-
mus

π∗ZE/B
∼→
⊕
w∈Sn

[−2l(w)]ZE/G

in der derivierten Kategorie Der(AbE/G). So folgt unmittelbar, daß H∗(E/B) über
H∗(E/G) ein freier Modul vom Rang n! ist.

21.3.3.7. Ich hätte gerne, daß mir mal ein Student in einer Bachelorarbeit durch-
sortiert, bis auf welche Torsion das bei anderen Gruppen genauso geht. Es geht
dabei in etwa darum, die Arbeit „Invariants des groupes de Weyl et torsion“ von
Michel Demazure in die hier verwendete Sprache zu übersetzen.
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Lemma 21.3.3.8. Seien C ein kommutativer Integritätsbereich und W eine endli-
che Gruppe von Automorphismen von C und A ⊂ CW ein Teilring des Invarian-
tenrings derart, daß C als A-Modul von ≤ |W | Elementen erzeugt wird. So gilt
A = CW und C ist frei über CW vom Rang |W |.

Beweis. Da wir jeden Bruch so erweitern können, daß sein Nenner W -invariant
ist, ist jedes Erzeugendensystem des CW -Moduls C auch ein Erzeugendensystem
des Quot(CW )-Vektorraums Quot(C) und wir haben Quot(CW )

∼→ (QuotC)W ,
vergleiche 6.4.1.23. Nach unserem Satz 6.4.1.9 über Galoiserweiterungen durch
Gruppenoperationen ist andererseits Quot(C) ein (QuotC)W -Vektorraum der
Dimension |W |. Hätten wir nun A 6= CW , so wäre unser Erzeugendensystem von
C über A ein linear abhängiges Erzeugendensystem von C als CW -Modul und
damit ein linear abhängiges Erzeugendensystem von Quot(C) als (QuotC)W -
Vektorraum. Das steht jedoch im Widerspruch zu unserer Erkenntnis, daß dieser
Vektorraum die Dimension |W | haben muß. So folgt A = CW . In derselben Wei-
se folgt, daß unser Erzeugendensystem frei gewesen sein muß und genau |W |
Elemente hatte.

21.3.3.9 (Kohomologieringe der komplex projektiven Räume). Die Kohomo-
logiegruppen der komplex projektiven Räume kennen wir bereits aus 19.4.8.19.
Hier berechnen wir nun ihren Kohomologiering. Wir betrachten dazu die Sphäre
E = S2a+1 ⊂ Ca+1 und das S1-Bündel π : S2a+1 → PaC. Es ist offensicht-
lich orientierbar und beide möglichen Wahlen einer Orientierung liefern uns eine
Klasse c ∈ H2(PaC) derart, daß die Multiplikation mit dieser Klasse Isomorphis-
men

H0(PaC)
∼→ H2(PaC)

∼→ . . .
∼→ H2a(PaC)

induziert und ebenso Isomorphismen

0 = H−1(PaC)
∼→ H1(PaC)

∼→ . . .
∼→ H2a−1(PaC)

Insgesamt erhalten wir so einen Isomorphismus Z[c]/〈ca+1〉 ∼→ H∗(PaC) mit c
homogen vom Grad Zwei. Die beiden möglichen Wahlen der Orientierung führen
dabei zu zwei Erzeugern, von denen der eine das Negative des anderen ist.

Beispiel 21.3.3.10 (Kohomologie klassifizierender Räume: Kreisgruppe). Sei
E ein zusammenziehbarer oder auch nur schwach garbenazyklischer Raum mit
einer topologisch freien Operation der Kreisgruppe S1. So ist die Projektion E →
E/S1 ein orientierbares Sphärenbündel und jede Wahl einer Orientierung der
Kreislinie S1 liefert eine damit verträgliche Orientierung unseres Sphärenbündels.
Für die zugehörige Eulerklasse c ∈ H2(E/S1) liefert die Multiplikation mit c Iso-
morphismen

Z ∼→ H0(E/S1)
∼→ H2(E/S1)

∼→ H4(E/S1)
∼→ . . .
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und ebenso Isomorphismen

0 = H−1(E/S1)
∼→ H1(E/S1)

∼→ H3(E/S1)
∼→ . . .

Insgesamt erhalten wir so einen Isomorphismus Z[′c]
∼→ H∗S1(top) von graduier-

ten Ringen mit c homogen vom Grad Zwei.

Beispiel 21.3.3.11 (Kohomologie klassifizierender Räume: Spingruppe). SeiE
ein zusammenziehbarer oder auch nur schwach garbenazyklischer Raum mit einer
topologisch freien Operation der Spingruppe SU(2). Wir wissen aus 4.1.11.25,
daß diese Gruppe homöomorph ist zur Sphäre S3. Dieselbe Argumentation wie
für die Kreisgruppe liefert dann einen Isomorphismus Z[′d]

∼→ H∗SU(2)(top) von
graduierten Ringen mit d homogen vom Grad Vier und eindeutig bestimmt als
eine Eulerklasse durch die Wahl einer Orientierung der Spingruppe.

Satz 21.3.3.12 (Kohomologie klassifizierender Räume: unitäre Gruppen). Die
Kohomologie H∗U(n)(top) des klassifizierenden Raums der unitären Gruppe U(n)
ist ein Polynomring in Erzeugern a1, a2, . . . , an mit grad(ai) = 2i.

21.3.3.13. Wir stehen hier vor der Schwierigkeit, daß wir die graduierte Kommu-
tativität des garbentheoretischen Kohomologierings erst in 21.9.9.21 zeigen. Für
den Kohomologiering des mit Hilfe der Milnor-Konstruktion konstruierten klas-
sifizierenden Raums BG einer offenlokal zusammenziehbaren Gruppe G können
wir diese graduierte Kommutativität aber bereits aus unseren Vergleichssätzen mit
der singulären Kohomologie 20.2.8.2 unter Verwendung von 19.7.3.5 ableiten.

Beweis. Der Fall n = 0 ist unproblematisch und wir nehmen n ≥ 1 an und be-
handeln den Fall n = 1 der Kreisgruppe gleich nocheinmal mit. Wir bemerken
zunächst, daß U(n − 1) topologisch frei auf U(n) operiert, wenn wir es etwa
durch A 7→ diag(1, A) einbetten. Das ist leicht explizit zu sehen und gilt auch
sehr viel allgemeiner für abgeschlossene Untergruppen von Liegruppen, wie etwa
in 22.4.4.3 ausgeführt wird. Bezeichne nun E := EU(n) die Milnorkonstruktion.
Dann ist E/U(n − 1) � E/U(n) eine Faserung mit Faser U(n)/U(n − 1) ∼=
S2n−1 ⊂ Cn. Man sieht leicht, daß sie orientierbar ist. Da die Basis dieser Fa-
serung mit einer Induktion über n keine ungerade Kohomologie hat, folgern wir
aus der Gysinsequenz, daß die Multiplikation mit der zugehörigen Eulerklasse
an ∈ H2n(E/U(n)) und das Zurückholen für alle q kurze exakte Sequenzen

Hq(E/U(n)) ↪→ Hq+2n(E/U(n))� Hq+2n(E/U(n− 1))

liefern. Das zeigt die Behauptung.

Vorschau 21.3.3.14. Auch die Künnethformeln sind in der Garbenkohomologie
nicht so einfach zu haben und wir zeigen die hier benötigten Formeln rein gar-
benkohomologisch erst in 21.3.2.6. Mit unseren Vergleichssätzen zur singulären
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Kohomologie liefern aber auch nach der Künnethformel 17.6.1.17 der singulären
Kohomologie die Rückzüge 19.7.2.4 unter den Projektionen zusammen mit dem
cup-Produkt für je zwei Liegruppen G,H derart, daß alle Kohomologiegruppen
Hq(BG) der ersten freie endlich erzeugte abelsche Gruppen sind, einen Isomor-
phismus

H∗G(top)⊗̄H∗H(top)
∼→ H∗G×H(top)

Gegeben ein Torus T(n) := (S1)n folgt aus dem Fall n = 1 nach 21.3.3.10
und unserer Vorbemerkung 21.3.3.13, daß für jede Wahl eines Erzeugers z ∈
H2
S1(top) dessen Rückzüge unter den Projektionen unseres Produkts auf seine

Faktoren Klassen z1, . . . , zn ∈ H2
T(n)(top) liefern mit

Z[′z1, . . . , zn]
∼→ H∗T(n)(top)

Aus 19.7.2.17 folgt, daß das Zurückholen H∗U(n)(top) → H∗T(n)(top) unter der
Einbettung T(n) ↪→ U(n) als Diagonalmatrizen in den Invarianten unter der sym-
metrischen Gruppe landet. In 21.3.3.6 zeigen wir, daß diese Abbildung einen Iso-
morphismus

H∗U(n)(top)
∼→ Z[′z1, . . . , zn]Sn

mit dem Ring der symmetrischen Polynome liefert.

21.3.4 Charakteristische Klassen und Produkte
21.3.4.1 (Äquivariante Kohomologie als Trennfunktor). Bezeichne Topog die
Kategorie der topologischen Räume mit Operation einer topologischen Gruppe.
Aus dem nicht-äquivarianten Fall 21.2.9.5 folgt unmittelbar, daß auch die äquiva-
riante Kohomologie (G%X) 7→ H∗G(X) aus 19.7.2.4 einen Trennfunktor

H∗ : fTopog→ sgAbopp

liefert, dessen Effekt auf Trennungen durch das „Produkt der Rückzüge“ gegeben
wird.

21.3.4.2 (Charakteristischer Homomorphismus). Gegeben G eine topologi-
sche Gruppe und X ein topologischer Raum und E ein G-Torsor auf X erinnere
ich daran, wie wir in 19.7.2.8 den charakteristischen Homomorphismus

CE : H∗G(top)→ H∗(X)

erklärt hatten als die Komposition H∗G(top)→ H∗G(E)
∼→ H∗(X) des äquivarian-

ten Zurückholens längs der konstanten Abbildung mit dem Inversen des Quotien-
tenisomorphismus H∗(X)

∼→ H∗G(E).



21.3. VERSCHWINDUNGSSÄTZE MIT ANWENDUNGEN 3569

21.3.4.3 (Charakteristische Klassen und Produkt). Gegeben ein topologischer
Raum X und topologische Gruppen G,H und auf X ein G-Torsor E sowie ein
H-Torsor F ist E ×X F ein (G × H)-Torsor in offensichtlicher Weise und wir
erhalten in Topog ein kommutatives Diagramm

G%top ← G%E → 1%X

↑ ↑ ‖
(G×H)%top ← (G×H)%(E ×X F ) → 1%X

↓ ↓ ‖
H%top ← H%F → 1%X

Wenden wir darauf äquivariante Kohomologie an, so folgt die Kommutativität des
Diagramms

H∗G(top)⊗̄H∗H(top) → H∗(X)⊗̄H∗(X)
↓ ↓

H∗G×H(top) → H∗(X)

mit den durch Rückzug und Produkt gegebenen Vertikalen und den durch un-
sere charakteristischen Homomorphismen gegebenen Horizontalen. In Formeln
ausgedrückt gilt also CE(a)CF (b) = CE×F (a × b) mit der Notation a × b :=
pr∗1(a) pr∗2(b) für den Effekt der linken Vertikale.

21.3.4.4 (Kohomologieringe klassifizierender Räume und Produkte). Jede Lie-
gruppe G ist offenlokal zusammenziehbar und dasselbe folgt mit 19.7.3.5 für die
Milnorkonstruktion EG und den klassifizierenden Raum BG. Gegeben Liegrup-
pen G,H derart, daß alle Kohomologiegruppen Hq(BG) der ersten freie endlich
erzeugte abelsche Gruppen sind, liefert das Kreuzprodukt der Kohomologie nach
der Künnethformel 21.3.2.6 also einen Isomorphismus

H∗G(top)⊗̄H∗H(top)
∼→ H∗G×H(top)

21.3.4.5 (Chern’sche Klassen). Gegeben ein Torus T(n) := (S1)n liefern nach
21.3.4.4 für jede Wahl eines Erzeugers z ∈ H2

S1(top) dessen Rückzüge unter den
Projektionen unseres Torus auf seine Faktoren Klassen z1, . . . , zn ∈ H2

T(n)(top)
mit

Z[′z1, . . . , zn]
∼→ H∗T(n)(top)

Nach 21.3.3.6 liefert weiter der Rückzug unter der Einbettung T(n) ↪→ U(n) der
Diagonalmatrizen in die unitären Matrizen einen Isomorphismus H∗U(n)(top)

∼→
H∗T(n)(top)Sn . Insgesamt erhalten wir so einen Isomorphismus

Z[′z1, . . . , zn]Sn
∼→ H∗U(n)(top)
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Ebenso erhalten wir auch für die entsprechenden komplexen Gruppen Isomorphis-
men Z[′z1, . . . , zn]

∼→ H∗T(n;C)(top) und

Z[′z1, . . . , zn]Sn
∼→ H∗GL(n;C)(top)

Nach 6.2.9.6 haben wir nun Z[′z1, . . . , zn]Sn = Z[′s1, s2, . . . , sn] für sq das q-te
elementarsymmetrische Polynom in den zi. Dies Polynom sq ist homogen vom
Grad q in den zi und bereits sein Bild cq ∈ H∗GL(n;C)(top) unter dem obigen Iso-
morphismus heißt manchmal die q-te Chern’sche Klasse. Gegeben ein GL(n;C)-
Hauptfaserbündel E auf einem Raum X erklärt man dann seine q-te Chern’sche
Klasse durch die Vorschrift

cq(E) := CE(cq) ∈ H2q(X)

für CE : H∗GL(n;C)(top) → H∗(X) den charakteristischen Homomorphismus. Die
Chern’schen Klassen eines komplexen Vektorbündels V werden schließlich er-
klärt als cq(V ) := cq(E) mit E = EV dem zugehörigen GL(n;C)-Torsor alias
dem Rahmenbündel von V aus ??.

21.3.4.6. Gegeben ein n-dimensionales komplexes Vektorbündel V auf einem
Raum X vereinbaren wir c0(V ) := 1 und erklären die totale Chern’sche Klasse
c∗(V ) ∈ H∗(X) von V durch die Vorschrift

c∗(V ) := c0(V ) + c1(V ) + c2(V ) + . . .+ cn(V ) ∈ H∗(X)

Lemma 21.3.4.7. Für die totale Chern’schen Klasse der direkten Summe von zwei
komplexen Vektorbündeln gilt im Kohomologiering der Basis die Whitney’sche
Summenformel

c∗(V ⊕W ) = c∗(V )c∗(W )

Beweis. Die elementarsymmetrischen Polynome sq ∈ Z[z1, . . . , zn]Sn können
charakterisiert werden durch die Identität

(1 + z1)(1 + z2) . . . (1 + zn) = 1 + s1 + s2 + . . .+ sn

zusammen mit der Eigenschaft, daß sq homogen ist vom Grad q. Erklären wir
unseren Ausdruck als das „totale symmetrische Polynom“ s∗(z1, . . . , zn), so gilt
für l + m = n mithin s∗(z1, . . . , zn) = s∗(z1, . . . , zl)s∗(zl+1, . . . , zn). Sei nun X
die Basis unserer Bündel. Bezeichnet D das Rahmenbündel von V ⊕W , so haben
wir per definitionem s∗(z1, . . . , zn) 7→ c∗(V ⊕W ) unter der Komposition

Z[′z1, . . . , zn]Sn
∼−→ H∗GL(n;C)(top)

CD−→ H∗(X)
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Jetzt betrachten wir für l +m = n das kommutative Diagramm

T(l;C) // GL(l;C)

T(l;C)× T(m;C)

��

OO

// GL(l;C)×GL(m;C)

OO

φ
��

T(n;C) // GL(n;C)

mit den jeweiligen Projektionen als Pfeile nach oben und dem „Zusammenblo-
cken“ φ : (A,B) 7→ diag(A,B) als Pfeile nach unten. Zusätzlich betrachten
nocheinmal dasselbe Diagramm mit m statt l in der oberen Horizontale. Gehen
wir zu den Kohomologieringen der jeweiligen klassifizierenden Räume über, so
ergibt sich ein weiteres kommutatives Diagramm, das mit unseren ausgezeichne-
ten Isomorphismen isomorph wird zum Diagramm

Z[z1, . . . , zl]

��

Z[z1, . . . , zl]
Sl

��

oo

Z[z1, . . . , zl]⊗ Z[w1, . . . , wm] Z[z1, . . . , zl]
Sl ⊗ Z[w1, . . . , wm]Smoo

Z[z1, . . . zn]

OO

Z[z1, . . . zn]Snoo

OO

mit der Umbenennung von zl+1, . . . , zn zu w1, . . . , wm bei beiden Pfeilen nach
oben. Im analogen Fall mit m statt l gilt Analoges. Sind nun E,F die Rahmen-
bündel von V,W , so haben wir offensichtlich D ∼= φ∗(E × F ) und damit

c∗(V ⊕W ) = CD(s∗(z1, . . . , zn)) per definitionem
= Cφ∗(E×F )(s∗(z1, . . . , zl)s∗(zl+1, . . . , zn)) nach vorigem
= CE×F (s∗(z1, . . . , zl)× s∗(w1, . . . , wm)) nach 19.7.2.10
= CE(s∗(z1, . . . , zl))CF (s∗(w1, . . . , wm)) nach 21.3.4.3
= c∗(V )c∗(W ) per definitionem.

Vorschau 21.3.4.8 (Stiefel-Whitney-Klassen). Nun arbeiten wir mit Koeffizien-
ten in F2 = Z/2Z und mit reellen Gruppen. Dann liefert explizite Rechnung einen
Isomorphimus F2[′x1, . . . , xn]

∼→ H∗T(n;R)(top;F2) mit Variablen vom Grad Eins
und Rückzug liefert wieder F2[′x1, . . . , xn]Sn

∼→ H∗GL(n;R)(top;F2), da dieselbe
Argumentation wie zuvor zeigt, daß sich zwischendrin homologisch nichts weg-
kürzen kann, sonst bräuchte H∗T(n;R)(top;F2) als Modul über H∗GL(n;R)(top;F2) zu
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viele Erzeuger. Dann wiederholt man alle Argumente. Das Bild des q-ten elemen-
tarysmmetrischen Polynoms sq in Hq

GL(n;R)(top;F2) heißt in diesem Fall die q-te
Stiefel-Whitney-Klasse. Ebenso kann man im Fall GL(n;H) vorgehen, in dem
wir die sogenannten Pontrjagin-Klassen mit Z-Koeffizienten in allen durch Vier
teilbaren Graden erhalten.
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21.4 Trennrückzug und Schreivorschub

21.4.1 Lokal eigentlicher Basiswechsel
21.4.1.1. Ich erinnere an die Schreikofaserung aus 19.6.4.9. Wir hatten sie einge-
führt als eine Kofaserung

Ab¡
�Tops → Tops

über der Kategorie Tops der topologischen Räume mit nur separierten Abbildun-
gen als Morphismen. Ihre Fasern waren die Opponierten der Kategorien abel-
scher Garben auf den jeweiligen Räumen und Morphismen in Ab¡

�Tops waren
unsere eigentlichen Opkomorphismen alias Schreimorphismen aus 19.6.4.4. Im
folgenden führen wir „lokal eigentliche separierte Abbildungen“ oder kurz „les-
Abbildungen“ zwischen topologischen Räumen ein und zeigen dann in 21.4.4.13,
daß der „Trennrückzug“ unter einer beliebigen Trennung topologischer Räume
Tupel schreikokartesischer Schreimorphismen von flachen Garben über les-Ab-
bildungen zu einem schreikokartesischen Schreimorphismus von flachen Garben
über einer les-Abbildung macht. Der Beweis dieser Aussage bildet den Schluß-
punkt unserer Diskussion des underivierten Drei-Funktoren-Kalküls. Die Allge-
meinheit geht in Richtung von Grothendieck’s Desiderata nach [Gro86, 1.5.2,
Note 812]. In [RV04] wird das Konzept einer lokal eigentlichen Abbildung un-
ter einer anderen Bezeichnung eingeführt.

Definition 21.4.1.2. Eine stetige Abbildung f : X → Y topologischer Räume
heiße lokal eigentlich, wenn es für jeden Punkt x ∈ X und jede Umgebung U
von x Umgebungen A ⊂ U von x und V ⊂ Y von f(x) gibt derart, daß gilt
f(A) ⊂ V und daß f : A→ V eigentlich ist.

Vorschau 21.4.1.3. Sie dürfen als Übung 21.4.1.20 zeigen, daß jede Verknüpfung
von lokal eigentlichen Abbildungen lokal eigentlich ist.
Beispiele 21.4.1.4. Eine Einbettung i : X ↪→ Y von topologischen Räumen ist
lokal eigentlich genau dann, wenn ihr Bild lokal abgeschlossen ist. Jede étale Ab-
bildung ist lokal eigentlich. Die konstante Abbildung von einem Raum auf einen
Punkt ist lokal eigentlich genau dann, wenn der fragliche Raum lokal kompakt ist.

Lemma 21.4.1.5. Jede eigentliche und separierte Abbildung ist lokal eigentlich.

21.4.1.6. Das ist das relative Analogon der Tatsache, daß jeder kompakte Haus-
dorffraum lokal kompakt ist. Eine beliebige eigentliche Abbildung muß keines-
wegs lokal eigentlich sein, selbst wenn sie konstant ist.
21.4.1.7. Wir schicken dem Beweis eine Vorbemerkung voraus. Sei f : X → Y
stetig. Gegeben Z ⊂ X mit f : Z → Y eigentlich und U ⊂◦ X ist {y ∈ Y |
(f−1(y) ∩ Z) ⊂ U} offen in Y , denn für K ⊂∧ X das Komplement von U ist das
Komplement unserer Menge genau f(Z ∩K).
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Beweis. Sei f : X → Y unsere eigentliche und separierte Abbildung. Gegeben
x ∈ X mit einer offenen Umgebung U ⊂◦ X betrachten wir Z := X\U . Wir
setzen y := f(x). Für jeden Punkt z ∈ f−1(y) ∩ Z gibt es eine offene Umgebung
Wz ⊂◦ X von z und eine offene Umgebung Bz ⊂◦ U von x mit Wz ∩ Bz = ∅.
Endlich viele solche Wz überdecken das Kompaktum f−1(y) ∩ Z. Ist W ihre
Vereinigung und B der Schnitt der zugehörigen Bz, so gilt x ∈ B ⊂◦ U ⊂◦ X ,
(f−1(y) ∩ Z) ⊂ W ⊂◦ X und B ∩W = ∅. Nach 21.4.1.7 finden wir eine offene
Umgebung V ⊂◦ Y von y mit (f−1(V ) ∩ Z) ⊂ W . Der Abschluß A von B ∩
f−1(V ) in f−1(V ) trifft also f−1(V )∩Z nicht und ist folglich eine in U enthaltene
Umgebung von x derart, daß f : A→ V eigentlich ist.

Lemma 21.4.1.8. Seien g : Z → X und f : X → Y stetig. Ist f◦g lokal eigentlich
und f separiert, so ist bereits g lokal eigentlich.

Beweis. Sei W ⊂ Z eine Umgebung von z ∈ Z. Ist f ◦ g lokal eigentlich, so
gibt es Umgebungen A ⊂ W von z und V von f(g(z)) derart, daß f ◦ g eine
eigentliche Abbildung A→ V induziert. Diese Abbildung faktorisiert als

A
ğ−→ f−1(V )

f̆−→ V

mit ğ und f̆ jeweils den von g und f induzierten Abbildungen. Da f̆ nach 15.2.4.10
separiert ist, zeigt 15.2.4.11, daß ğ : A → f−1(V ) eigentlich ist. Das zeigt, daß g
lokal eigentlich ist.

21.4.1.9. Im folgenden werden lokal eigentliche separierte Abbildungen oft vor-
kommen. Wir nennen sie abkürzend les-Abbildungen oder als Eigenschaft les.

Korollar 21.4.1.10. Jede stetige Abbildung g : Z → X von einem lokal kompak-
ten Hausdorffraum Z in einen Hausdorffraum X ist eine les-Abbildung.

Beweis. Da Z lokal kompakt ist und X Hausdorff, muß g lokal eigentlich sein
nach 21.4.1.8. Da Z Hausdorff ist, ist g separiert.

Lemma 21.4.1.11 (Lokale Eigentlichkeit ist stabil unter Basiswechsel). Ist in
einem kartesischen Diagramm einer der ursprünglichen Pfeile lokal eigentlich, so
auch der gegenüberliegende Pfeil aus dem Faserprodukt.

Beweis. Wir schreiben unser kartesisches Diagramm aus als

T
q //

g
��

X

f
��

Z
p // Y
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Wir nehmen f lokal eigentlich an und wollen dasselbe für g zeigen. Sei also t ∈ T
gegeben mit einer Umgebung S ⊂ T . Wir können, indem wir S notfalls verklei-
nern, ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß es eine Umgebung
V ⊂ X von q(t) und eine Umgebung W ⊂ Z von g(t) gibt derart, daß gilt
g(S) ⊂ W und q(S) ⊂ V und daß auch das Diagramm von Teilräumen

S
q //

g
��

V

f
��

W
p // Y

kartesisch ist. Dann finden wir eine Umgebung A ⊂ V von q(t) und eine Umge-
bung U ⊂ Y von f(q(t)) derart, daß f : A→ U eigentlich ist. Dasselbe folgt für
den durch Basiswechsel entstehenden Morphismus g : q−1(A)→ p−1(U).

Satz 21.4.1.12 (Vereigentlichung). Für jede stetige Abbildung f : X → Y gilt:

1. Die Mengen U t V mit U ⊂◦ X und V ⊂◦ Y und f : f−1(V )\U → V
eigentlich bilden eine Topologie auf der disjunkten Vereinigung X t Y ;

2. Die Abbildung f̄ := (f, idY ) : X tY → Y ist eigentlich in Bezug auf diese
Topologie.

21.4.1.13. Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y notieren wir X t Y mit
seiner Topologie aus dem Satz X ~tf Y oder abkürzend X ~t Y und nennen
f̄ : X ~t Y → Y die Vereigentlichung von f . Ist Y ein Punkt, so spezialisiert
unsere Vereigentlichung zur Ein-Punkt-Kompaktifizierung. Ist f eine abgeschlos-
sene Einbettung, so spezialisiert unsere Vereigentlichung zum Koprodukt X t Y
der beteiligten Räume. Offensichtlich ist die Einbettung von X nach X ~t Y eine
offene Einbettung und die Einbettung von Y nach X ~t Y eine abgeschlossene
Einbettung.

Beweis. 1. Sei eine Familie (Ui t Vi)i∈I solcher Mengen gegeben. So ist U :=⋃
Ui offen in X und f : f−1(Vi)\U → Vi ist eigentlich als Verknüpfung der

abgeschlossenen Einbettung f−1(Vi)\U → f−1(Vi)\Ui mit der eigentlichen Ab-
bildung f : f−1(Vi)\Ui → Vi. Da Eigentlichkeit lokal ist in der Basis, ist dann
für V :=

⋃
Vi auch f : f−1(V )\U → V eigentlich. Seien andererseits (U1 t V1)

und (U2 t V2) gegeben. Mit f−1(V1)\U1 → V1 ist auch f : f−1(V1 ∩ V2)\U1 →
V1 ∩ V2 eigentlich als Basiswechsel einer eigentlichen Abbildung. Dasselbe gilt
für f : f−1(V1 ∩V2)\U2 → V1 ∩V2 und mit 15.2.4.18 folgt die Eigentlichkeit von
f : f−1(V1 ∩ V2)\(U1 ∩ U2)→ V1 ∩ V2.

2. Offensichtlich ist f̄ := (f, idY ) : X ~tf Y → Y stetig. Diese Abbildung ist
sogar abgeschlossen, denn wir haben

f̄(X ~t Y \U ~t V ) = Y \V ∪ f(X\U) = Y \V ∪ f(f−1(V )\U)
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Gegeben ein weiterer topologischer Raum Z zeigen wir nun, daß die offensichtli-
che Bijektion eine stetige Abbildung

(X × Z) ~t (Y × Z)→ (X ~t Y )× Z

ist. In der Tat, gegeben U t V ⊂◦ X ~t Y und W ⊂◦ Z gilt es zu zeigen (f × idZ) :
f−1(V ×W )\(U×W )→ V ×W eigentlich. Das aber folgt aus der Eigentlichkeit
von f : f−1(V )\U → V durch Basiswechsel. Um nun zu zeigen, daß f̄ eigentlich
ist, betrachten wir für einen weiteren Raum Z die Komposition

(X ~t Y )× Z → (X × Z) ~t (Y × Z)→ Y × Z

und müssen nur bemerken, daß die erste dieser Abbildungen abgeschlossen ist als
Inverse unserer stetigen Bijektion, die wir gerade hergeleitet hatten, und daß die
zweite abgeschlossen ist nach unserer Vorüberlegung vom Beginn des Beweises
des zweiten Teils.

Satz 21.4.1.14. Die Vereigentlichung einer les-Abbildung ist stets separiert.

21.4.1.15. Das ist ein relatives Analogon der Tatsache, daß die Einpunktkompak-
tifizierung eines lokal kompakten Hausdorffraums stets Hausdorff ist.

Beweis. Sei f : X → Y unsere les-Abbildung. Es gilt zu zeigen, daß f̄ : X ~t
Y → Y separiert ist, daß also je zwei verschiedene Punkte aus ein- und der-
selben Faser disjunkte Umgebungen haben. Der einzig nichttriviale Fall betrifft
Punkte inX(x), inY (y) mit f(x) = y. Nach Annahme gibt es eine offene Um-
gebung V ⊂◦ Y von y und eine Umgebung A ⊂ X von x mit f(A) ⊂ V und
f : A → V eigentlich. Dann ist die Verknüpfung A → f−1(V ) → V eigentlich.
Da f−1(V )→ V separiert ist, muß auch A→ f−1(V ) eigentlich sein und wir fin-
den A ⊂∧ f−1(V ). Bilden wir also U := f−1(V )\A, so ist U t V eine Umgebung
von inY (y) in X ~t Y und disjunkt zur Umgebung inX(A) von inX(x).

Satz 21.4.1.16 (Les-Basiswechsel). Seien pg = fq ein kartesisches Quadrat von
topologischen Räumen mit les-Vertikalen f, g und p̃g̃ = f̃ q̃ darüber ein kommu-
tatives Diagramm von Opkomorphismen abelscher Garben mit p̃, q̃ kartesisch. Ist
dann f̃ schreikokartesisch, so auch g̃.

21.4.1.17. In anderen Worten besagt unser Satz, daß die vom Basiswechsel 19.6.3.11
der Garbenopfaserung für Funktoren zwischen nichtopponierten Kategorien von
Garben induzierte Transformation p∗f∗ ⇒ g∗q

∗ unter den genannten Vorausset-
zungen Isomorphismen p∗f!F

∼→ g!q
∗F auf den jeweiligen Unterobjekten indu-

ziert, also eine Isotransformation

p∗f!
∼⇒ g!q

∗
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Beweis. Nach 21.4.1.14 und 21.4.1.20 ist eine stetige Abbildung genau dann les,
wenn sie sich als Verknüpfung einer offenen Einbettung gefolgt von einer sepa-
rierten eigentlichen Abbildung schreiben läßt. Nach der Kofaserungseigenschaft
eigentlicher Vorschübe im Fall separierter Abbildungen 19.6.4.9 reicht es also,
unsere Aussage für f separiert eigentlich und für f eine offene Einbettung zu zei-
gen. Im ersten Fall ist das eigentlicher Basiswechsel 19.6.3.24. Im zweiten Fall
der Ausdehnung durch Null ist die Behauptung auch schnell geprüft.

21.4.1.18 (Schreivorschub von Modulgarben). Gegeben ein Morphismus von
geringten Räumen (X,A) → (Y,B) nennen wir einen Komorphismus von Mo-
dulgarben eigentlich, wenn der zugrundeliegende Komorphismus von abelschen
Garben eigentlich ist im Sinne von 19.6.4.1. Nach 19.6.4.2 ist über einem to-
pologisch eigentlichen Morphismus jeder Komorphismus von Modulgarben ei-
gentlich. Nach 19.6.4.3 ist die Verknüpfung eigentlicher Komorphismen von Mo-
dulgarben stets wieder eigentlich. Wir notieren die Menge aller eigentlichen Op-
komorphismen alias Schreimorphismen von Modulgarben über einem Morphis-
mus f von geringten Räumen wie im Fall abelscher Garben Ab¡

�f (F ,G). Die
Konstruktion schreikokartesischer Schreimorphismen 19.6.4.5 liefert offensicht-
lich auch einen Schreivorschub für Modulgarben und in Verallgemeinerung von
19.6.4.9 restringiert unser Funktor Ab¡

�Ger → Ger zu einer Kofaserung

Ab¡
�Gers → Gers

über der Kategorie Gers ⊂ Ger der geringten Räume mit topologisch separier-
ten Morphismen. Wir nennen sie die Schreikofaserung der Modulgarben. Ihre
Vorschübe sind unsere Schreivorschübe f¡ = (f!)

opp aus 19.6.4.5. Im Fall einer
offenen Einbettung j ist j! die Ausdehnung durch Null von Modulgarben.

Übungen

Übung 21.4.1.19. Sei f : X → Y stetig. Besitzt X eine Überdeckung durch
offene Teilmengen U derart, daß die Restriktionen f : U → Y jeweils lokal
eigentlich sind, so ist auch f selbst bereits lokal eigentlich.

Übung 21.4.1.20. Jede Verknüpfung von lokal eigentlichen Abbildungen ist lokal
eigentlich. Eine stetige Abbildung ist genau dann les, wenn sie sich als Verknüp-
fung einer offenen Einbettung gefolgt von einer separierten eigentlichen Abbil-
dung darstellen läßt.

21.4.2 Kompakte Schnitte und Kolimites
Lemma 21.4.2.1 (Filtrierende Kolimites und kompakte Schnitte). Das Bilden
der Schnitte mit kompaktem Träger für abelsche Garben auf einem lokal kompak-
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ten Hausdorffraum vertauscht mit filtrierenden Kolimites von abelschen Garben,
in Formeln

colf (Γ!Fi)
∼→ Γ! (colf Fi)

Beispiel 21.4.2.2. Gegeben K ⊂ X kompakt notieren wir ΓK(X;F) die Men-
ge der globalen Schnitte s ∈ Γ(X;F) mit Träger supp(s) ⊂ K. Der Funktor
ΓK vertauscht auch auf lokal kompakten Hausdorffräumen keineswegs mit filtrie-
renden Kolimites. Als Gegenbeispiel mag man den direkten Limes der ai∗Z[0,1/i]

betrachten für ai : [0, 1/i] ↪→ R die Einbettungen und die offensichtlichen Epi-
morphismen von abelschen Garben als Systemmorphismen dieses mit i ∈ N>0

indizierten Systems.

Beispiel 21.4.2.3. Ist X ein unendlicher diskreter Raum, so ist der Raum der glo-
balen Schnitte des Koprodukts aller Wolkenkratzergarben Z(x) für x ∈ X größer
als das Koprodukt der Räume der globalen Schnitte der Summanden und ist viel-
mehr ihr Produkt. Der Funktor der globalen Schnitte vertauscht mithin auch auf
lokal kompakten Hausdorffräumen keineswegs mit filtrierenden Kolimites.

Beweis. Die Injektivität benötigt keinerlei Annahmen und war auch bereits Übung
19.4.8.20. Wir führen das Argument nocheinmal aus. Sicher ist der Kolimes ei-
nes Systems von abelschen Garben die Garbifizierung des Kolimes in der Ka-
tegorie der abelschen Prägarben. Um im Lemma die Injektivität zu zeigen, be-
ginnen wir mit einem Schnitt s ∈ Γ!(X;Fi) für ein vorgegebenes i ∈ I . Geht
er rechts nach Null, so gibt es für jeden Punkt x ∈ X nach der Transitivität
von Kolimites 17.7.1.34 eine offene Umgebung U(x) und einen Index i(x) mit
s 7→ 0 ∈ Fi(x)(U(x)). Endlich viele U(x) überdecken supp(s), ein i wird er-
reicht von allen beteiligten i(x), und dann gilt offensichtlich s 7→ 0 ∈ Fi(X).
Das zeigt die Injektivität. Um die Surjektivität zu zeigen, ziehen wir uns zunächst
auf den Fall X kompakt zurück. Sei dazu ein Schnitt s ∈ Γ!(X; colf Fi) gegeben.
Wir finden U ⊂ X offen mit kompaktem Abschluß und supp(s) ⊂ U . Finden
wir ein j und ein s̃ ∈ Γ(Ū ;Fj) mit s̃ 7→ s|Ū , so folgt unmittelbar s̃|∂Ū 7→ 0 ∈
Γ(∂Ū ; colf Fi) und nach dem bereits bewiesenen s̃|∂Ū 7→ 0 ∈ Γ(∂Ū ;Fl) für ge-
eignetes l ≥ j. Also läßt sich das Bild ŝ ∈ Γ(Ū ;Fl) von s̃ durch Null fortsetzen
zu einem Schnitt ŝ ∈ Γ!(X;Fl) mit ŝ 7→ s, und das war gerade zu zeigen. Wir
dürfen also X kompakt annehmen. Gegeben ein Schnitt s ∈ Γ(X; colf Fi) gibt
es für jeden Punkt x ∈ X eine Umgebung U(x) und einen Index i(x) und einen
Schnitt s̃(x) ∈ Fi(x)(U(x)) mit s(x) 7→ s|U(x). Wir dürfen unsere U(x) kompakt
annehmen. Weiter gibt es E ⊂ X endlich derart, daß die U(x) mit x ∈ E bereits
X überdecken. Wählen wir j hinreichend groß, so können wir nach der bereits
bewiesenen Injektivität annehmen, daß für alle x, y ∈ E die Bilder von s̃(x) und
s̃(y) in Fj(U(x)∩U(y)) übereinstimmen. Dann aber verkleben sie zu einem glo-
balen Schnitt und der repräsentiert das gesuchte Urbild unseres Schnittes s.
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Lemma 21.4.2.4. Der Schreivorschub von abelschen Garben unter les-Abbildungen
und allgemeiner von Modulgarben unter les-Morphismen vertauscht mit filtrie-
renden Kolimites.

Beweis. Sei f : X → Y les. Wir behaupten, daß für jedes gerichtete System von
abelschen Garben auf Y die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

colf (f!Fi)
∼→ f! (colf Fi)

liefert. Da das Zurückholen mit Kolimites vertauscht, können wir uns mit Basis-
wechsel 21.4.1.16 auf den Fall eines einpunktigen Raums Y zurückziehen und
müssen also nur für jeden lokal kompakten Hausdorffraum zeigen, daß das Bil-
den der Schnitte mit kompaktem Träger mit filtrierenden Kolimites vertauscht.
Das aber wissen wir aus 21.4.2.1. Der Fall der Modulgarben folgt, da das Verges-
sen der Modulstrukturen mit Kolimites und Schreivorschub vertauscht.

21.4.2.5 (Koprodukt als Schreivorschub). Ist X ein topologischer Raum und
(Gi)i∈I eine Familie von Objekten von Ab/X und versehen wir die Indexmenge I
mit der diskreten Topologie und sind emi : X → X × I die Einbettungen und
ist ein Objekt G ∈ Ab/X×I gegeben zusammen mit Isomorphismen em∗i G

∼→ Gi,
so liefern diese Isomorphismen zusammen nach 19.4.9.21 einen Isomorphismus⊕

i∈I emi! Gi
∼→ G und der Schreivorschub unter der Projektion auf X liefert nach

21.4.2.4 einen Isomorphismus ⊕
i∈I

Gi
∼→ prX! G

Dasselbe gilt für Modulgarben auf einem geringten Raum X = (X,A).

Lemma 21.4.2.6 (Filtrierende Kolimites kompaktweicher Garben). Auf einem
lokal kompakten Hausdorffraum X ist jeder filtrierende Kolimes kompaktweicher
Garben wieder kompaktweich.

Beweis. Sei (Fi)i∈I ein filtrierendes System kompaktweicher Garben auf X . Ko-
limites vertauschen nach 17.7.1.30 mit dem Rückzug von Garben, da dieser Rück-
zug einen Rechtsadjungierten hat. Ist u : K ↪→ X die Einbettung einer kompak-
ten Teilmenge, so ist mithin der offensichtliche Morphismus ein Isomorphismus
colf u(∗)Fi

∼→ u(∗) colf Fi und 21.4.2.1 liefert uns einen Isomorphismus

colf Γ(K;Fi)
∼→ Γ(K; colf Fi)

Jeder Schnitt t rechts ist also das Bild eines Schnitts s ∈ Γ(K;Fi) für ein i ∈ I .
Da Fi kompaktweich ist, muß er von einem globalen Schnitt s̃ ∈ Γ(X;Fi) her-
kommen, und dieser globale Schnitt s̃ hinwiederum liefert einen globalen Schnitt
t̃ ∈ Γ(X; colf Fi), der unser t fortsetzt.
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21.4.3 Underivierte Projektionsformel
Proposition 21.4.3.1 (Tensorprodukt und Schnitte mit kompaktem Träger).
Gegeben ein lokal kompakter Hausdorffraum X und eine abelsche Garbe F auf
X und eine flache abelsche Gruppe G ist die natürliche Abbildung ein Isomor-
phismus

Γ!F ⊗G
∼→ Γ!(F ⊗G)

Ist zusätzlich F kompaktweich, so auch F ⊗G.

21.4.3.2. Analoges gilt mit demselben Beweis für jeden Ring k, jede Garbe von
k-Rechtsmoduln F und jeden flachen k-Modul G mit ⊗k statt ⊗.

Beispiel 21.4.3.3. Ich gebe ein Gegenbeispiel im Fall, daß G nicht flach ist. Ist
etwa π : S1 → pt die Projektion und F das nichtkonstante lokale System auf
S1, das halmweise frei ist über Z von Rang Eins, so ist F ⊗Z Z/2Z konstant mit
Γ!(F ⊗Z Z/2Z) ∼= Z/2Z, aber wir haben Γ!F = 0.

Beispiel 21.4.3.4. Ist in der Situation der PropositionK ⊂ X ein Kompaktum und
bezeichnet ΓK Schnitte mit Träger inK, so muß unser Isomorphismus keineswegs
Isomorphismen ΓKF ⊗ G

∼→ ΓK(F ⊗ G) induzieren. Ein Gegenbeispiel liefert
der flache Z-Modul G = Q und die abelsche Garbe

F =
∞∏
n=1

in∗(Z/nZ)[0,1/n]

für in : [0, 1/n] ↪→ R die Einbettungen. Die Garbe F ⊗Z Q hat nur im Ursprung
einen von Null verschiedenen Halm, aber die Garbe F hat keine von Null ver-
schiedenen Schnitte mit dem Ursprung als Träger.

Beweis. Wir beginnen mit der Injektivität. Gegeben ein Element s ∈ Γ!F⊗Gmit
s 7→ 0 besitzt jeder Punkt x ∈ X eine Umgebung U(x) mit s 7→ 0 ∈ F(U(x))⊗
G. Schreiben wir s =

∑
sν ⊗ gν , so überdecken endlich viele U1, . . . , Ur dieser

U(x) die Träger aller sν . Nehmen wir als U0 das Komplement der Vereinigung
dieser Träger, so liefert das Einschränken eine Injektion

Γ!F ↪→
r∏
i=0

F(Ui)

Sie bleibt eine Injektion nach dem Tensorieren mit unserem flachen G, und das
zeigt die Injektivität. Um die Surjektivität zu zeigen, ziehen wir uns zunächst auf
den Fall von kompaktem X zurück. Gegeben s ∈ Γ(F ⊗G) mit Träger in einem
Kompaktum K finden wir stets U ⊂◦ X offen mit K ⊂ U und Ū kompakt. Ist
der Fall von kompaktem X bekannt, so finden wir schon mal ein Urbild s̃ ∈
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Γ(Ū ;F)⊗G von s|Ū und wegen der bereits bewiesenen Injektivität gilt s̃ 7→ 0 ∈
Γ(∂Ū ;F)⊗G. Da G flach ist, kommt damit s̃ von

ker
(
Γ(Ū ;F)→ Γ(∂Ū ;F)

)
⊗G

her und wir finden durch Ausdehnen durch Null auf dem ersten Tensorfaktor das
gesuchte Urbild von s in Γ!(X;F) ⊗ G. Wir dürfen also in der Tat ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit X kompakt annehmen. Sei nun also X kompakt
und s ∈ Γ(F ⊗ G). So gibt es eine endliche Überdeckung X = U1 ∪ . . . ∪ Ur
durch Kompakta und s̃i ∈ F(Ui) ⊗ G mit s̃i 7→ s|Ui. Wegen der bereits bewie-
senen Injektivität haben s̃i und s̃j dasselbe Bild in F(Ui ∩ Uj) ⊗ G. Die exakte
Sequenz

0→ F(X)→
∏
F(Ui)→

∏
F(Ui ∩ Uj)

bleibt aber exakt unter dem Tensorieren mit G und erlaubt das Verkleben der s̃i
zum gesuchten Urbild s̃ ∈ F(X) ⊗ G von s. Um die letzte Aussage zu zeigen,
erinnern wir für K ⊂ X kompakt aus 19.4.8.14, daß für kompaktweiches F die
Restriktion sogar eine Surjektion Γ!F � Γ(K;F) liefert. Tensorieren mit G und
Anwenden unseres Resultats mit K statt X liefert

Γ!F ⊗G� Γ(K;F)⊗G ∼→ Γ(K;F ⊗G)

Da diese Verknüpfung über Γ!(F ⊗ G) faktorisiert, muß auch diese Gruppe sur-
jektiv auf Γ(K;F ⊗G) abgebildet werden.

21.4.3.5. Gegeben eine stetige Abbildung π : X → Y und eine abelsche Gar-
be G auf Y und eine abelsche Garbe F auf X liefern unsere allgemeinen Kon-
struktionen 21.1.5.17 einen natürlichen Garbenhomomorphismus π∗F ⊗ G →
π∗(F ⊗π∗G). Daß dieser Homomorphismus im allgemeinen kein Isomorphismus
sein kann, zeigt bereits das Beispiel der konstanten Abbildung von einer unendli-
chen Menge auf einen Punkt. Unser natürlicher Homomorphismus induziert wei-
ter offensichtlich einen natürlichen Homomorphismus

(π!F)⊗ G → π!(F ⊗ π∗G)

für die Schreivorschübe im Sinne von 19.6.4.5. Analoges gilt für π einen Mor-
phismus von geringten Räumen und F eine Rechtsmodulgarbe und G eine Mo-
dulgarbe.

Definition 21.4.3.6. Gegeben eine stetige Abbildung nennen wir eine abelsche
Garbe auf ihrem Definitionsbereich faserweise kompaktweich, wenn ihre Ein-
schränkung auf jede Faser unserer Abbildung kompaktweich ist. Heißt unsere
Abbildung f , so sprechen wir auch präziser von einer f -kompaktweichen Garbe.
Gegeben eine Modulgarbe beziehen wir diese Begriffe auf die zugrundeliegende
abelsche Garbe.
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21.4.3.7. Der Begriff einer faserweise kompaktweichen Garbe scheint nur im Fall
von les-Abbildungen f nützlich zu sein. In diesem Fall zeigen wir in 21.5.2.7, daß
jede f -kompaktweiche Garbe f!-rechtsazyklisch ist. Die im folgenden gezeigten
Zusatzaussagen über die Erhaltung der Eigenschaft „faserweise kompaktweich“
unter verschiedenen Rückzügen werden sich bei der Konstruktion des vollen de-
rivierten Formalismus als hilfreich erweisen.

Lemma 21.4.3.8. Gegeben eine les-Abbildung ist jeder filtrierende Kolimes von
faserweise kompaktweichen Garben wieder faserweise kompaktweich.

Beweis. Kolimites vertauschen mit dem Rückzug abelscher Garben, ja von Mo-
dulgarben, da dieser Funktor einen Rechtsadjungierten hat. Insbesondere vertau-
schen Kolimites mit der Einschränkung auf die Fasern unserer Abbildung und
diese sind nach Annahme lokal kompakte Hausdorffräume. Daß filtrierende Ko-
limites kompaktweicher Garben auf lokal kompakten Hausdorffräumen wieder
kompaktweich sind, wissen wir aus 21.4.2.6.

Korollar 21.4.3.9 (Flache Projektionsformel). Gegeben π : X → Y eine les-
Abbildung, G ∈ Ab/Y eine flache abelsche Garbe und F ∈ Ab/X eine weitere
abelsche Garbe ist die natürliche Abbildung aus 21.4.3.5 ein Isomorphismus

(π!F)⊗ G ∼→ π!(F ⊗ π∗G)

Ist zusätzlich F faserweise kompaktweich, so ist auch F ⊗ π∗G faserweise kom-
paktweich.

Beweis. Wir dürfen uns mit les-Basiswechsel 21.4.1.16 auf den Fall zurückzie-
hen, daß Y ein Punkt ist. In diesem Fall haben wir die Aussagen bereits als
21.4.3.1 bewiesen.

Korollar 21.4.3.10 (Flache Projektionsformel für Modulgarben). Gegeben π :
X → Y eine les-Abbildung, G ein flacher Modul über einer Ringgarbe B auf
Y und F ein π∗B-Rechtsmodul induziert die natürliche Abbildung aus 21.4.3.5
einen Isomorphismus

(π!F)⊗B G
∼→ π!(F ⊗π∗B π∗G)

Ist zusätzlich F faserweise kompaktweich, so ist auch F ⊗π∗B π∗G faserweise
kompaktweich.

Beweis. Wir dürfen uns mit les-Basiswechsel 21.4.1.16 auf den Fall zurückzie-
hen, daß Y ein Punkt ist. In diesem Fall haben wir die Aussagen bereits als
21.4.3.2 bewiesen.
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21.4.4 Trennrückzug von Schreimorphismen
21.4.4.1. Sei p : C → B eine Faserung und sei in der Basis B ein multipli-
katives System B¡ ausgezeichnet. Unter einem faserrückzugstabilen multipli-
kativen System C ¡ über B¡ verstehen wir ein multiplikatives System C ¡ in C
mit p(C ¡) ⊂ B¡ und mit der Eigenschaft, daß für jede Hochhebung nach C ei-
nes kartesischen Quadrats in B mit vertikalen B¡-Pfeilen, im Diagramm links,
kommutativen Quadrat

W //

���
�
� X

���
�
� E //

?
���
�
� F

���
�
�

Z // Y H // G

in C , im Diagramm rechts, mit den Pfeilen nach rechts kartesisch und dem rechten
vertikalen Pfeil nach unten in C ¡ auch der induzierte linke vertikale mit einem ?
markierte Pfeil zu C ¡ gehört.

21.4.4.2. Ich notiere in diesem Kontext Morphismen aus C und B als gepunktelte
Pfeile und Morphismen aus C ¡ und B¡ als gestrichelte Pfeile. Die durchgezogenen
Pfeile hebe ich mir für „Eigmorphismen“ auf, die hier noch nicht vorkommen.

Beispiel 21.4.4.3 (Rückzug von Schreimorphismen). In unserer Garbenopfase-
rung Ab�Top → Top aus 19.6.2.17 bilden die Schreimorphismen über stetigen
Abbildungen nach Übung 19.6.4.31 ein faserrückzugstabiles multiplikatives Sys-
tem. In diesem Fall ist C = C ¡ = Top.

Beispiel 21.4.4.4 (Rückzug von Schreimorphismen, Variante). In der Faserung
Ab�Gek → Gek, die aus 21.1.3.9 entsteht durch Einschränkung auf gekringte
Räume in der Basis, bilden die Schreimorphismen über beliebigen Morphismen
nach Übung 21.1.3.13 ein faserrückzugstabiles multiplikatives System. In diesem
Fall ist C = C ¡ = Gek.

Beispiel 21.4.4.5 (Rückzug schreikokartesischer Schreimorphismen). In der
Garbenopfaserung Ab�Top → Top aus 19.6.2.12 bilden die schreikokartesischen
Schreimorphismen nach les-Basiswechsel 21.4.1.16 ein faserrückzugstabiles mul-
tiplikatives System über dem multiplikativen System des les-Morphismen. In die-
sem Fall ist C = Top und C ¡ = Toples.

21.4.4.6. Seien T eine Kategorie und T ¡ darin ein multiplikatives System. Gege-
ben eine Trennfaserung G → fT über der banalen Trennkategorie zu T nennen
wir ein multiplikatives System G ¡ über T ¡ fasertrennrückzugstabil, wenn das
System G ¡q aller Tupel von G ¡-Morphismen faserrückzugstabil ist über T ¡q in der
Faserung G f → T f der Familienkategorien.

21.4.4.7. Gegeben eine Kategorie T verstehen wir unter einem Trennquadrat in
T eine endliche Familie von kommutativen Quadraten in T mit derselben linken
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Vertikale. Wir werden so ein Datum auffassen und notieren als ein kommutatives
Diagramm der Familienkategorie T f der banalen TrennkategoriefT der Gestalt

W

g

��

(q1,...,qr) // X1 f . . .fXr

f1f...ffr
��

Z
(p1,...,pr) // Y1 f . . .f Yr

Gleichbedeutend ist es ein Datum bestehend aus Objekten Xi, Yi,W, Z ∈ T so-
wie Morphismen qi : W → Xi und pi : Z → Yi und fi : Xi → Yi und g : W → Z
mit fiqi = pig ∀i.
21.4.4.8. Diagrammatisch bedeutet fasertrennrückzugstabil also, daß gegeben ein
als linkes Quadrat dargestelltes kartesisches Trennquadrat der banalen Trennkate-
gorie T mit Vertikalen aus T ¡ und darüber das als rechtes Quadrat dargestellte
Trennquadrat in G mit kartesischen Horizontalen und rechten Vertikalen in G ¡

W

���
�
�

// X1 f . . .fXr

���
�
� E

?
���
�
�

// F1 f . . .f Fr

���
�
�

Z // Y1 f . . .f Yr H // G1 f . . .f Gr

auch die mit einem Fragezeichen markierte linke Vertikale zu G ¡ gehört.

Proposition 21.4.4.9 (Trennrückzug von Schreimorphismen). In der Garben-
optrennfaserung Ab�Top → fTop bilden die Schreimorphismen ein fasertrenn-
rückzugstabiles multiplikatives System über dem multiplikativen System aller ste-
tigen Abbildungen.

21.4.4.10. Das fasertrennrückzugstabile multiplikative System der Schreimorphis-
men aus dem Lemma notieren wir Ab¡

�Top wie in 19.6.4.4.

Beweis. Nach der Bereitstellung der Methodik 21.4.4.12.

21.4.4.11. Ein multiplikatives System T ¡ von Morphismen einer Kategorie T
heiße rückzugstabil, wenn das Faserprodukt für alle Winkel mit einem T ¡-Morphismus
existiert und in jedem kartesischen Quadrat mit einem T ¡-Morphismus im Aus-
gangswinkel der gegenüberliegende Morphismus aus dem Faserprodukt auch wie-
der ein T ¡-Morphismus ist.

21.4.4.12 (Erzeuger für kartesische Trennquadrate). Sei T ⊃ T ¡ eine Ka-
tegorie mit einem rückzugstabilen multiplikativen System von Morphismen. In
der Familienkategorie T f := (fT )f ihrer banalen Trennkategorie fT sei eine
Menge K von kartesischen Trennquadraten mit Vertikalen in T ¡q gegeben. Un-
sere Menge K sei stabil unter dem Vertupeln sowie unter dem Verkleben längs
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gleicher vertikaler oder horizontaler Kanten und enthalte die elementaren karte-
sischen Trennquadrate mit Vertikalen aus T ¡, ein hier neu benötigter Begriff,
unter dem wir zusammenfassen:

1. Alle kartesischen Quadrate mit Einstrennungen oder Leertrennungen in den
Horizontalen und Vertikalen aus T ¡;

2. Alle Projektionsformel-Quadrate mit Vertialen aus T ¡ alias Quadrate der
Gestalt

X

f
���
�
�

(idX ,f) // X f Y

ffidY
���
�
�

Y
(idY ,idY ) // Y f Y

So enthält unsere Menge K alle kartesischen Trennquadrate der Familienkate-
gorie mit T ¡-Vertikalen. Um das einzusehen, betrachten wir für beliebige T ¡-
Morphismen f : X → Y und g : Z → Y das aus kartesischen Quadraten mit
den offensichtlichen Tupeln einfacher Morphismen in den Vertikalen bestehende
Diagramm

X ×Y Z

���
�
�

// X f (X ×Y Z)

���
�
�

// X f Z

���
�
�

X

���
�
�

// X fX // X f Y

���
�
�

Y // Y f Y

Es zeigt, daß jedes kartesische Trennquadrat mit einer diagonalen Zweitrennung
in der unteren Horizontalen zu unserer Menge K gehören muß. Jeder Morphis-
mus der Familienkategorie einer banalen Trennkategorie entsteht jedoch nach
18.1.2.22 durch Vertupeln und Verknüpfen aus Leertrennungen, Einstrennungen
und Diagonalzweitrennungen. So folgt dann die Behauptung.

Beweis für 21.4.4.9. Die Kategorie Top hat endliche Faserprodukte. Nach 21.4.4.12
müssen wir also nur für elementare kartesische Trennquadrate in Top zeigen, daß
der Rückzug eines Tupels von Schreimorphismen wieder ein Schreimorphismus
ist. Im Fall eines kartesischen Trennquadrats mit Leertrennungen in den Hori-
zontalen ist das die einigermaßen banale Erkenntnis, daß für jeden topologischen
Raum X der identische Opkomorphismus ZX → ZX über id : X → X eigentlich
ist alias daß die natürliche Einbettung eine Gleichheit id! ZX = id∗ ZX ist. Im Fall
eines gewöhnlichen kartesischen Quadrats ist das unsere Übung 19.6.4.31. Im Fall
des Projektionsformelquadrats zu einer stetigen Abbildung f : X → Y schließ-
lich läuft es auf den Nachweis hinaus, daß für jeden eigentlichen Komorphismus
ϕ : G → F über f und jede abelsche Garbe C auf Y der Garbenhomomorphismus
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G ⊗C → f∗(F ⊗ f ∗C), der für V ⊂◦ Y und g ∈ G(V ) und c ∈ C(V ) gegeben wird
durch g⊗ c 7→ ϕ(g)⊗κ(c) für κ : C(V )→ (f ∗C)(f−1V ) aus dem Transportmor-
phismus, über f!(G ⊗ f ∗C) faktorisiert. Da nun der Vorschub von den ϕ(g)⊗κ(c)
erzeugt wird, reicht es zu zeigen, daß diese Tensoren zu f!(F ⊗ f ∗C) gehören.
Es ist aber klar, daß der Träger in f−1(V ) unseres Tensors ϕ(g) ⊗ κ(c) eine ab-
geschlossene Teilmenge von supp(ϕ(g)) ist und folglich, wenn ϕ eigentlich ist,
auch eigentlich nach V abgebildet wird.

Proposition 21.4.4.13 (Trennrückzug schreikokartesischer Schreimorphismen).
Sei k ein Körper. Schränken wir die Garbenoptrennfaserung ein auf die volle Un-
terkategorie (Top, k) ⊂ Gek der konstant mit k gekringten Räume alias in der
die Trennfaserung

k -Mod�fTop → fTop

der Garben von k-Vektorräumen bilden die schreikokartesischen Schreimorphis-
men über les-Abbildungen ein fasertrennrückzugstabiles multiplikatives System.

Beweis. Wir wissen, daß das multiplikative System der les-Abbildungen rückzug-
stabil ist. Wie beim Beweis von 21.4.4.9 ziehen wir uns mit 21.4.4.12 auf den Fall
elementarer kartesischer Trennquadrate in Top mit les-Vertikalen zurück. Im Fall
horizontaler Leertrennungen folgt die Behauptung daraus, daß für jeden topolo-
gischen Raum X der identische Opkomorphismus kX → kX über der Identität
id : X → X schreikokartesisch ist. Im Fall eines gewöhnlichen kartesischen
Diagramms folgt die Behauptung aus les-Basiswechsel 21.4.1.16. Im Fall eines
Projektionsformelquadrats zu einer les-Abbildung f : X → Y schließlich gilt
es zu zeigen, daß der aus 21.4.4.9 entstehende Garbenhomomorphismus ein Iso-
morphismus f!F ⊗ C

∼→ f!(F ⊗ f ∗C) ist. Das leistet in unserem Fall die flache
Projektionsformel für Modulgarben 21.4.3.10.

Proposition 21.4.4.14 (Trennrückzug kokartesischer Modulmorphismen). In
der Garbenoptrennfaserung eingeschränkt auf die volle Unterkategorie der ein-
punktigen gekringten Räume Kringo ⊂ Gek alias in der Trennfaserung

Ab�fKringo → fKringo

der Moduln über Kringen bilden die kokartesischen Morphismen über opponier-
ten Kringhomomorphismen ein fasertrennrückzugstabiles multiplikatives System.

21.4.4.15. In diesem Fall haben wir in der abstrakten Notation aus 21.4.4.6 ge-
schrieben T ¡ = T = Kringo und G ¡ = G = Ab�Kringo.

Beweis. Wie beim Beweis von 21.4.4.9 ziehen wir uns mit 21.4.4.12 auf den Fall
elementarer kartesischer Trennquadrate in Kringo zurück. Im Fall horizontaler
Leertrennungen folgt die Behauptung daraus, daß für jeden KringC der identische
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Opkomorphismus C → C über der Identität id◦ : C → C kokartesisch ist. Im
Fall eines gewöhnlichen kartesischen Diagramms ist es die Ausssage, daß gegeben
Kringhomomorphismen B → A und B → C und ein C-Modul M der natürliche
Morphismus

A⊗B resBCM
∼→ resAA⊗BC((A⊗B C)⊗C M)

ein Isomorphismus ist. Im Fall des Projektionsformelquadrats zu einem Kringho-
momorphismus B → A läuft die Behauptung darauf hinaus, für jeden B-Modul
M und jeden A-Modul N zu zeigen, daß die natürliche Abbildung einen Isomor-
phismus

M ⊗B resBA N
∼→ resBA((M ⊗B A)⊗A N)

liefert. Auch das ist klar.

Proposition 21.4.4.16 (Trennrückzug schreikokartesischer Modulmorphismen).
In der Garbenoptrennfaserung eingeschränkt auf die volle Unterkategorie der dis-
kreten gekringten Räume Gekd ⊂ Gek alias in der Trennfaserung

Ab�fGekd → fGekd

bilden die schreikokartesischen Morphismen ein fasertrennrückzugstabiles multi-
plikatives System.

21.4.4.17. In diesem Fall haben wir in der abstrakten Notation aus 21.4.4.6 ge-
schrieben T ¡ = T = Gekd aber abweichend vom einpunktigen Fall G ¡ ( G .

Beweis. Wie beim Beweis von 21.4.4.9 ziehen wir uns mit 21.4.4.12 auf den Fall
elementarer kartesischer Trennquadrate in Gekd zurück. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß in der Basis unten links ein einpunkiger
Raum mit Ring C steht. Im Fall horizontaler Leertrennungen folgt die Behaup-
tung daraus, daß für jeden Kring C der identische Opkomorphismus C → C
über der Identität id◦ : C → C schreikokartesisch ist. Im Fall eines gewöhnli-
chen kartesischen Diagramms dürfen wir annehmen, daß auch in der Basis unten
rechts ein einpunkiger Raum mit Ring B steht. Den gekringten diskreten Raum
oben links in der Basis schreiben wir als die Familie von Kringen (Ai)i∈I . Der
Morphismus in der linken Vertikale der Basis entspricht einem Tupel von Ring-
homomorphismen B → Ai. Eine Modulgarbe oben links ist eine Familie (Mi)i∈I
mit Mi ∈ Ai -Mod. Der Schreivorschub macht daraus den B-Modul

⊕
resBAiMi.

Das Faserprodukt in der Basis ist (C ⊗B Ai)i∈I . Der Trennrückzug längs der obe-
ren Horizontale ist

(
(C ⊗B Ai)⊗Ai Mi

)
i∈I . Die Behauptung schließlich läuft auf

die Aussage hinaus, daß der offensichtliche Homomorphismus von C-Moduln

C ⊗B
⊕

resBAiMi →
⊕(

(C ⊗B Ai)⊗Ai Mi

)
i∈I
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ein Isomorphismus ist und das ist klar. Im Fall des Projektionsformelquadrats läuft
die Behauptung darauf hinaus, für jeden Kring B und jede Familie von Kringen
(Ai)i∈I und jede Familie von Kringhomomorphismen B → Ai und jeden B-
Modul M und jede Familie (Ni)i∈I mit Ni ∈ Ai -Mod zu zeigen, daß der natürli-
che Homomorphismus von B-Moduln

M ⊗B
⊕

resBAi Ni →
∏

resBAi((M ⊗B Ai)⊗Ai Ni)

über einen Isomorphismus

M ⊗B
⊕

resBAi Ni
∼→
⊕

resBAi((M ⊗B Ai)⊗Ai Ni)

faktorisiert. Auch das ist klar.

Vorschau 21.4.4.18. Die in den vorhergehenden Propositionen diskutierten Fälle,
in denen die schreikokartesischen Morphismen jeweils ein trennfaserrückzust-
abiles multiplikatives System bilden, sind bereits nah am vollständigen Sechs-
Funktor-Formalismus. In der topologischen Variante 21.4.4.9 gilt es „nur“ noch,
zu den derivierten Kategorien überzugehen. Im Fall von Körperkoeffizienten ist
das relativ unproblematisch. Wollen wir dahingegen allgemeinere kommutative
Koeffizientenringe zulassen, wird die Sache schwieriger, da der Rückzug das De-
rivieren von Tensorprodukten und flache Linksauflösungen benötigt, der Schrei-
vorschub dahingegen injektive Rechtsauflösungen.

Übungen

Übung 21.4.4.19. Die Schreimorphismen von Modulgarben über gekringten Räum-
en aus 21.1.3.13 bilden ein fasertrennrückzustabiles multiplikatives System über
dem System aller Morphismen gekringter Räume. Hinweis: Man mag sich auf den
Fall abelscher Garben 21.4.4.9 stützen sowie den Fall des einfachen Rückzugs aus
Übung 21.1.3.13.

21.4.5 Rückzug-Schreivorschub-Formalismus
Definition 21.4.5.1. Ein Kategorienwinkel ist eine Menge von Objekten B mit
drei Strukturen als Kategorie, deren Morphismenmengen wir B†(X, Y ), B¡(X, Y )
und Be(X, Y ) notieren, sowie einer Erweiterung der Identität auf den Objekten
zu treuen Funktoren

Be

}}zzzzzzzz

!!CCCCCCCC

B† B¡
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Die Elemente dieser Morphismenmengen nennen wir †-Morphismen oder kurz
Morphismen, ¡-Morphismen oder Schreimorphismen und e-Morphismen oder
Eigmorphismen.

Definition 21.4.5.2. Ein Quadrat in einem Kategorienwinkel ist ein Datum aus
Objekten und Morphismen (X, Y, Z,W, f, g, p, q) mit Objekten und Morphismen
wie im Diagramm

W

g
���
�
�

q // X

f
���
�
�

Z
p // Y

angegeben mit Vertikalen f, g ∈ B¡ und Horizontalen p, q ∈ B†. Wir notieren
auch im weiteren vielfach †-Morphismen durch gepunktelte Pfeile und ¡-Morphis-
men durch gestrichelte Pfeile. Die Eigmorphismen notieren wir in diesem Kontext
als durchgezogene Pfeile. Wir verwenden die durch das Diagramm erzeugte An-
schauung im weiteren in unserer Terminologie, indem wir etwa von der „rechten
vertikalen Kante eines Quadrats“ und dergleichen reden.

Definition 21.4.5.3. Eine Regulierung eines Kategorienwinkels ist die Vorgabe
einer Menge von Quadraten, die stabil ist unter dem Verkleben längs gleicher
horizontaler oder vertikaler Kanten und die alle kommutativen Quadrate enthält,
bei denen beide horizontalen oder beide vertikalen Morphismen Identitäten sind.

Beispiel 21.4.5.4. Gegeben B ⊃ B¡ ⊃ Be eine Kategorie mit Unterkategorien,
die jeweils alle Objekte enthalten, erhalten wir mit B† := B einen Kategori-
enwinkel. Darin bilden alle kartesischen und auch alle kommutativen Quadrate
von B, die Vertikalen aus B¡ haben, jeweils eine Regulierung, die kartesische
beziehungsweise kommutative Regulierung.

Definition 21.4.5.5. Ein Winkelfunktor von Kategorienwinkeln ist eine Abbil-
dung auf den Objekten F : C → B zusammen mit Abbildungen auf den Mor-
phismen C †(X, Y ) → B†(FX,FY ) und C ¡(X, Y ) → B¡(FX,FY ), die je-
weils Funktoren sind und die zu demselben Funktor C e(X, Y ) → Be(FX,FY )
einschränken. Wir nennen den ersten Funktor den †-Funktor, den zweiten den
¡-Funktor und den dritten den e-Funktor unseres Winkelfunktors.

21.4.5.6 (Kategorie der Quadrate über einem Basisquadrat). Gegeben ein
Winkelfunktor C → B machen wir die Quadrate von C über einem vorgege-
benen Quadrat der Basis B zu einer Kategorie, indem wir solche Viertupeln von
Eigmorphismen über den Identitäten in den Ecken als Morphismen nehmen, die
kommutative Quadrate längs jeder Kante liefern.
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Definition 21.4.5.7. Eine Winkelfaserung ist ein Winkelfunktor F derart, daß
der †-Funktor von F eine Faserung ist, der ¡-Funktor von F eine Kofaserung
und daß über einem Eigmorphismus der Basis jeder †-Morphismus und jeder ¡-
Morphismus wieder ein Eigmorphismus auf den Fasern ist. Den Rückzug längs
eines †-Morphismus p notieren wir p†. Den Vorschub längs eines ¡-Morphismus f
notieren wir f¡.

Beispiel 21.4.5.8. Jede Bifaserung C → B liefert eine Winkelfaserung in offen-
sichtlicher Weise, bei der in der Basis wie in der Faser Morphismen, Schreimor-
phismen und Eigmorphismen zusammenfallen.

Beispiel 21.4.5.9. Über dem Kategorienwinkel zu Top ⊃ Tops ⊃ Topes ist der
Kategorienwinkel zu Ab�Top ⊃ Ab¡

�Tops ⊃ Ab¡
�Topes mit der Notation Topes für

die eigentlichen separierten Abbildungen von topologischen Räumen eine Win-
kelfaserung. In der Tat ist Ab¡

�Tops → Tops eine Kofaserung nach 19.6.4.9 und
über eigentlichen separierten Abbildungen sind alle Opkomorphismen eigentlich.
In diesem Fall sind die Fasern opponierte Kategorien abelscher Garben und wir
haben p† = (p(∗))opp und f¡ = (f(!))

opp.

Definition 21.4.5.10. Gegeben eine Winkelfaserung C → B über einer regulier-
ten Basis B nennen wir die Quadrate der Regulierung erlaubte Basisquadrate
und die Quadrate mit kartesischen Horizontalen in der Faser C , die über erlaubten
Basisquadraten liegen, Rückholquadrate. Unter einer Präverflechtung verste-
hen wir eine Regulierung des Kategorienwinkels C durch ausgewählte Rückhol-
quadrate, die Verflechtungsquadrate, so daß die folgenden Bedingungen erfüllt
sind:

1. Über einem erlaubten Basisquadrat mit Eigmorphismen auf zwei gegenüber-
liegenden Kanten sind alle in C † beziehungsweise C ¡ kommutativen Rück-
holquadrate von C Verflechtungsquadrate;

2. Über jedem erlaubten Basisquadrat kann jedes partielle Quadrat von C mit
†-kartesischen Horizontalen, dem nur die linke Vertikale fehlt, auf genau ei-
ne Weise zu einem Verflechtungsquadrat ergänzt werden. Wir sagen dann,
die so ergänzte linke Vertikale entstehe durch Zurückholen der rechten Ver-
tikale über dem vorgegebenen erlaubten Basisquadrat.

21.4.5.11. Eine präverflochtene Winkelfaserung ist eine Winkelfaserung über
einer regulierten Basis mit einer ausgezeichneten Präverflechtung.

21.4.5.12. Ein Rückholquadrat nennen wir voll kokartesisch, wenn seine bei-
den Vertikalen kokartesisch sind. Eine Präverflechtung einer Winkelfaserung über
einer regulierten Basis nennen wir eine Verflechtung, wenn jedes Verflechtungs-
quadrat mit kokartesischer rechter Vertikale voll kokartesisch ist, wenn also in
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anderen Worten das Zurückholen kokartesische Vertikalen zu kokartesischen Ver-
tikalen macht.
Beispiel 21.4.5.13 (Verflechtung zu faserrückzugstabilem System). Sei p : C →
B eine Faserung und sei B¡ ⊂ B ein multiplikatives System. Wir ergänzen als
Be das kleinste multiplikative System, das nur aus den Identitäten besteht, und
bilden zu B ⊃ B¡ ⊃ Be den nach 21.4.5.4 zugehörigen Kategorienwinkel mit
seiner kartesischen Regulierung. Gegeben ein faserrückzugstabiles multiplikati-
ves System C ¡ über B¡ nach 21.4.4.1, das sogar eine Kofaserung ist, erhalten
wir eine präverflochtene Winkelfaserung über der kartesisch regulierten Basis, in-
dem wir alle kommutativen Rückholquadrate über erlaubten Basisquadraten als
unsere Verflechtungsquadrate nehmen. Bilden zusätzlch die kokartesischen Mor-
phismen unserer Kofaserung auch ein faserrückzugstabiles multiplikatives Sys-
tem, so ist diese Präverflechtung sogar eine Verflechtung. Dasselbe gilt, wenn
wir für Be ⊂ B¡ irgendein multiplikatives System nehmen, über dem alle C -
Morphismen bereits zu C ¡ gehören.
21.4.5.14. Gegeben eine präverflochtene Winkelfaserung gibt es für jedes erlaubte
Basisquadrat und jedes Objekt F in der Faser über der oberen rechten Ecke wie
im Diagramm

W

g

���
�
�
�
�
�
�
�

q // X

f

���
�
�
�
�
�
�
� q†F

���
�
�

// F

���
�
�
�
�
�
�
�

g¡q
†F

##GGGGGGGGG

Z
p // Y p†f¡F // f¡F

genau einen Morphismus g¡q
†F → p†f¡F in der Faser überZ derart, daß das rech-

te Quadrat mit Transportmorphismen von Rückzug und Schreivorschub als allen
anderen Morphismen ein Verflechtungsquadrat wird. Diese Morphismen bilden
sogar in ihrer Gesamtheit eine Transformation

vf : g¡q
† ⇒ p†f¡

Wir nennen sie den Flechtbasiswechsel unserer präverflochtenen Winkelfaserung
und notieren sie vf wie „Verflechtung“. Sind f, g beide Eigmorphismen, so stimmt
der Flechtbasiswechsel nach der Charakterisierung von Verflechtungsquadraten
durch Kommutativität mit dem Basiswechsel 19.6.3.11 der Faserung C † → B†

überein. Sind p, q beide Eigmorphismen, so stimmt er aus demselben Grund mit
dem Basiswechsel der Kofaserung C ! → B! überein. In einer verflochtenen und
nicht nur präverflochtenen Winkelfaserung sind per definitionem alle Flechtbasis-
wechsel Isomorphismen vf : g¡q

† ∼⇒ p†f¡.
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Beispiel 21.4.5.15 (Abstrakter Basiswechsel als Präverflechtung). In der Win-
kelfaserung zu einer Bifaserung C → B bilden die kommutativen Rückholqua-
drate von C eine Präverflechtung über der durch die kommutativen Quadrate regu-
lierten Basis. Der Flechtbasiswechsel fällt hier mit dem abstrakten Basiswechsel
zusammen.

Beispiel 21.4.5.16 (Verflechtung für diskrete gekringte Räume). Über dem Ka-
tegorienwinkel zu Gekd ⊃ Gekd ⊃ Gekde der diskreten gekringten Räume
mit topologisch eigentlichen Morphismen alias Abbildungen mit endlichen Fa-
sern als das System Gekde der Eigmorphismen und mit der kartesischen Re-
gulierung bilden die kommutativen Rückholquadrate in der Winkelfaserung zu
Ab�Gekd ⊃ Ab¡

�Gekd ⊃ Ab¡
�Gekde nach 21.4.4.16 eine Verflechtung. Wir notieren

diese verflochtene Winkelfaserung

(
Ab�Gekd → Gekd ⊃ Gekd← Ab¡

�Gekd,Gekde
)

Beispiel 21.4.5.17 (Verflechtung für topologische Räume). Über dem Katego-
rienwinkel zu Top ⊃ Toples ⊃ Topes mit seiner kartesischen Regulierung bil-
den die kommutativen Rückholquadrate in der Winkelfaserung durch Ab�Top ⊃
Ab¡

�Toples ⊃ Ab¡
�Topes nach Übung 19.6.4.31 und les-Basiswechsel 21.4.1.16 eine

Verflechtung. Wir notieren diese verflochtene Winkelfaserung

(
Ab�Top → Top ⊃ Toples ← Ab¡

�Toples ,Topes
)

21.4.5.18 (Kommutativität durch Präverflechtung). Gegeben eine präverfloch-
tene Winkelfaserung sind die Verflechtungsquadrate über einem erlaubten Basis-
quadrat mit Eigmorphismen auf gegenüberliegenden horizontalen beziehungswei-
se vertikalen Kanten genau die kommutativen Rückholquadrate. In der Tat sind
diese Quadrate nach Annahme Verflechtungsquadrate und die Forderung der ein-
deutigen Ergänzbarkeit zeigt dann, daß es über besagten erlaubten Basisquadraten
nicht noch mehr Verflechtungsquadrate geben kann.

21.4.5.19 (Funktorialität von Verflechtungsquadraten). Gegeben eine präver-
flochtene Winkelfaserung läßt sich jeder Morphismus zwischen den rechten Ver-
tikalen zweier Verflechtungsquadrate über einem vorgegebenen erlaubten Basis-
quadrat auf genau eine Weise zu einem Morphismus zwischen den beiden Ver-



21.4. TRENNRÜCKZUG UND SCHREIVORSCHUB 3593

flechtungsquadraten fortsetzen. Um das einzusehen, betrachten wir das Diagramm

E ′

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

// F ′

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

E

���
�
�

``AAAAAAAA
// F

���
�
�

>>}}}}}}}}

H //

~~}}}}}}}}
G

  @@@@@@@@

H′ // G ′

Beide Quadrate sind Verflechtungsquadrate nach Annahme. Die durchgezogenen
Pfeile stellen Morphismen über Identitäten der Basis dar. Das rechte FG-Trapez
ist kommutativ nach Annahme und stellt unseren Morphismus zwischen den rech-
ten Vertikalen dar. Das obere EF-Trapez wird durch genau einen Morphismus
E → E ′ kommutativ gemacht, da nach Annahme E ′ → F ′ kartesisch ist. Das
untere HG-Trapez wird durch genau einen Morphismus H → H′ kommutativ
gemacht, da nach Annahme H′ → G ′ kartesisch ist. Es bleibt zu zeigen, daß
dann auch das rechte EH-Trapez kommutiert. Nach der Charakterisierung von
Verflechtungsquadraten durch Kommutativität 21.4.5.18 sind aber das obere EF-
Trapez und das untere HG-Trapez beide Verflechtungsquadrate. Aufgrund der
Verklebbarkeit von Verflechtungsquadraten sind dann auch das Teildiagramm mit
den vertikalen Kanten ((EHH′), (FGG ′)) sowie das Teildiagramm mit den verti-
kalen Kanten ((EE ′H′), (FF ′G ′)) Verflechtungsquadrate. Aus der Gleichheit der
rechten Vertikalen folgt dann mit der Eindeutigkeit der Ergänzung die Gleichheit
der zurückgeholten Vertikalen und so die Kommutativität im rechten EH-Trapez.
21.4.5.20 (Transformation vom Vorschub zum Schreivorschub). Gegeben sei
eine präverflochtene Winkelfaserung C → B über dem Kategorienwinkel zu ei-
nem Tripel B ⊃ B¡ ⊃ Be wie in 21.4.5.4 mit seiner kartesischen Regulierung.
Sei f : X → Y ein Schreimorphismus der Basis derart, daß das Faserprodukt
X ×Y X existiert und die Diagonale ∆ = ∆f : X → X ×Y X ein Eigmorphis-
mus ist und die Projektionen X ×Y X → X ihrerseits wieder Schreimorphismen.
Dann erhalten wir mit

X ×Y X
pr2

���
�
�

pr1 // X

f
���
�
�

X
f // Y

als erlaubtem Basisquadrat und mit der Notation Id für den Identitätsfunktor eine
Transformation Id⇒ f †f¡ als die Komposition

Id = Id ◦ Id
∼⇒ id¡ id†

∼⇒ pr2¡ ∆¡∆
† pr†1 ⇒ pr2¡ pr†1 ⇒ f †f¡
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mit der Adjunktion (∆¡,∆
†) für den Eigmorphismus ∆ und Flechtbasiswechsel

21.4.5.14. Besitzt f † einen Linksadjungierten f†, so erhalten wir auf diese Weise
sogar eine Transformation f† ⇒ f¡. Sie entspricht einer Transformation

f! ⇒ f∗

von Funktoren der opponierten Fasern, mit denen wir es in den Anwendungen
meist zu tun haben.

Übungen

Übung 21.4.5.21. Ist in 21.4.5.20 der Morphismus f bereits selbst ein Eigmor-
phismus, so ist unsere Komposition die Einheit der Adjunktion (f¡, f

†) und der
induzierte Morphismus ist die Identität f† = f¡ aus den Definitionen. Ich habe
diese Übung noch nicht gemacht.

21.4.6 Trennrückzug-Schreivorschub-Formalismus
Definition 21.4.6.1. Unter einer Trennaustauschsituation verstehen wir eine Vor-
gabe von Daten

(G → fT ⊃ T ¡ ← G ¡,T e, i)

bestehend aus einer Kategorie T , der Basiskategorie oder Basis; darin zwei aus-
gezeichneten multiplikativen Systemen T e ⊂ T ¡ ⊂ T , die beide alle Isomor-
phismen enthalten; einer Trennkategorie G und einer Trennfaserung G → fT
über der banalen Trennkategorie zu T ; einer Kofaserung G ¡ → T ¡; sowie einem
Isomorphismus i : G ¡|T e ∼→ G |T e von Kategorien über T e.

21.4.6.2 (Sprechweisen und Notationen). 1. Unseren Isomorphismus i behan-
deln wir in der Notation meist als eine Gleichheit und reden dann vereinfa-
chend von einer Trennaustauschsituation (G → fT ⊃ T ¡ ← G ¡,T e). Da
alle Identitäten zu T e gehören, bedeutet das insbesondere, daß G und G ¡

dieselben Objekte haben und sogar dieselben Fasern GX = G ¡
X über allen

Objekten X der Basis.

2. Die Morphismen in T ¡ und G ¡ nennen wir Schreimorphismen.

3. Die Morphismen in T e nennen wir Eigmorphismen.

4. Den Trennrückzug längs einer Trennung p der Basis notieren wir p†.

5. Den Vorschub in Bezug auf die Kofaserung längs eines Schreimorphismus
f notieren wir f¡ und nennen ihn den Schreivorschub. Einen in Bezug auf
die Kofaserung G ¡ → T ¡ kokartesischen Schreimorphismus nennen wir
schreikokartesisch.



21.4. TRENNRÜCKZUG UND SCHREIVORSCHUB 3595

6. Gegeben ein Objekt X ∈ T der Basis vereinbaren wir für die zur Faser
opponierte Schmelzkategorie, wie sie in 21.1.5.4 eingeführt wurde, die No-
tation G/X := G opp

X . In typischen Anwendungen sind das Kategorien von
Garben auf X . Die universellen Verschmelzungen in diesen Schmelzkate-
gorien notieren wir ⊗ = ⊗X wie in 21.1.5.4. Ihr Einsobjekt notieren wir
X .

7. Den Opponierten des Rückzugs in unserer Faserung G → T für einen
Morphismus f : X → Y der Basis T notieren wir f ∗ := (f †)opp : G/Y →
G/X und nennen auch ihn einen Rückzug.

8. Den Opponierten des Schreivorschubs längs eines Schreimorphismus f :
X → Y der Basis notieren wir f! := (f¡)

opp : G/X → G/Y und nennen ihn
oft einen Schreivorschub.

9. Unsere Daten beinhalten für jeden Eigmorphismus f ∈ T e eine Adjunktion
(f¡, f

†) alias (f ∗, f!).

21.4.6.3 (Verflechtung von Trennaustauschsituationen). Gegeben eine Tren-
naustauschsituation (G → fT ⊃ T ¡ ← G ¡,T e) betrachten wir in der Fami-
lienkategorie T f := (fT )f der banalen Trennkategorie fT die multiplikati-
ven Systeme T f ⊃ T qe ⊂ T q¡ der Tupel von Einsmorphismen aus T ¡ bezie-
hungsweise T e. In den Fasern nehmen wir die multiplikativen Systeme G f ⊃
G q¡|T qe ⊂ G q¡. Die Winkelfaserung der zugehörigen Kategorienwinkel notieren
wir

(G f → T f ⊃ T q¡ ← G q¡,T qe)

und nennen sie die Familienwinkelfaserung unserer Trennaustauschsituation. Ei-
ne Präverflechtung beziehungsweise Verflechtung einer Trennaustauschsituati-
on erklären wir als eine Präverflechtung beziehungsweise Verflechtung ihrer Fa-
milienwinkelfaserung in Bezug auf eine mit vorgegebene Regulierung der Ba-
sis derart, daß das Vertupeln Verflechtungsquadrate zu Verflechtungsquadraten
macht. Ein Verflechtungsquadrat mit einer r-Trennung als zurückholendem Mor-
phismus nennen wir in diesem Kontext ein r-Verflechtungsquadrat. Wenn nichts
anderes gesagt wird, gehen wir in der Basis von der kartesischen Regulierung aus.

21.4.6.4 (Verflechtung zu fasertrennrückzugstabilem System). Seien T eine
Kategorie und T ¡ darin ein rückzugstabiles multiplikatives System. Gegeben eine
Trennfaserung G → fT über der banalen Trennkategorie zu T und ein faser-
trennrückzustabiles multiplikatives System G ¡ über T ¡ nach 21.4.4.6 derart, daß
G ¡ → T ¡ eine Kofaserung ist, konstruieren wir eine Trennaustauschsituation

(G → fT ⊃ T ¡ ← G ¡,T e)
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mit Präverflechtung durch alle kommutativen Rückholquadrate. Als T e können
wir dabei jedes multiplikative Teilsystem von T ¡ nehmen, über dem alle G ¡-
Morphismen bereits G -Morphismen sind. Unsere Präverflechtung ist genau dann
eine Verflechtung, wenn auch die schreikokartesischen Morphismen aus G ¡ ein
fasertrennrückzugstabiles multiplikatives System bilden.

Beispiel 21.4.6.5 (Trennverflechtung für diskrete gekringte Räume). Wir be-
trachten die Trennaustauschsituation(

Ab�fGekd → fGekd ⊃ Gekd← Ab¡
�Gekd,Gekde

)
der Modulgarben auf gekringten diskreten Räumen. Die kommutativen Rückhol-
quadrate bilden nach 21.4.4.16 und 21.4.6.4 eine Verflechtung in Bezug auf die
kartesische Regulierung in der Basis.

Beispiel 21.4.6.6 (Trennverflechtung für Vektorraumgarben). Sei k ein Körper.
Wir betrachten die Trennaustauschsituation(

k -Mod�fTop → fTop ⊃ Toples ← k -Mod¡
�Toples ,Topes

)
der Garben von k-Vektorräumen auf topologischen Räumen. Die kommutativen
Rückholquadrate bilden nach 21.4.4.13 und 21.4.6.4 eine Verflechtung in Bezug
auf die kartesische Regulierung in der Basis.

21.4.6.7. Wir sagen, eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung habe Adjun-
gierte, wenn sowohl der Rückzug f † längs jedes Morphismus f : X → Y der
Basis als auch der Schreivorschub f¡ längs jedes Schreimorphismus jeweils einen
Rechtsadjungierten hat und wenn zusätzlich alle opponierten Fasern internes Hom
V haben. Wir notieren die fraglichen Adjungierten f† sowie f ¡ und haben die ad-
jungierten Paare (f†, f

†) sowie (f ¡, f¡). Wir notieren die von unseren Adjungierten
auf den opponierten Fasern induzierten Funktoren f∗ und f !, nennen sie den Vor-
schub und den Schreirückzug und haben mithin die adjungierten Paare (f ∗, f∗)
und (f!, f

!). Eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung und Adjungierten mag
man einen „Sechs-Funktor-Formalismus“ nennen. Die sechs Funktoren sind in
diesem Kontext

f ∗, f∗, f!, f
!,⊗,V

Beispiel 21.4.6.8 (Adjungierte für Modulgarben auf diskreten Räumen). Die
Modulgarben auf diskreten gekringten Räumen 21.4.6.5 sind eine verflochtene
Trennaustauschsituation mit Adjungierten. Das interne Hom kennen wir bereits,
es berechnet sich punktweise als (MVN) = (HomAx(Mx, Nx))x∈X . Der Vor-
schub f∗ macht aus M = (Mx)x∈X das Produkt über die Fasern

(f∗M)y = (
∏

f(x)=y res
By
Ax
Mx)y∈Y
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im Unterschied zum Schreivorschub, bei dem hier das Koprodukt über die Fasern
zu nehmen ist. Der Schreirückzug f ! von N schließlich ist die Familie

f !N = (indAxBf(x)
Nf(x))x∈X

Mit indAB = HomB(A, ) notieren wir dabei den Rechtsadjungierten des Restrikti-
onsfunktors auf Moduln, die Induktion. Der Linksadjungierte der Restriktion ist
in unserer Notation die übliche Erweiterung der Skalare prodAB = A⊗B, die wir
auch die Produktion nennen und die wir beim gewöhnlichen Rückzug verwenden
müssen.

21.4.7 Formelsammlung für verflochtenen Trennaustausch
21.4.7.1. Im folgenden will ich einige Transformationen und Isomorphismen dis-
kutieren, die direkt aus den Axiomen einer Trennaustauschsituation 21.4.6.1 mit
Verflechtung 21.4.6.3 abgeleitet werden können. Die Argumente übertragen sich
auf den Fall allgemeinerer Regulierungen, aber dabei wird es schwerfälliger in der
Formulierung. Wir notieren unsere Trennaustauschsituation

(G → fT ⊃ T ¡ ← G ¡,T e)

21.4.7.2 (Vertauschen von externem Produkt und Schreivorschub). Gegeben
eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung und Schreimorphismen f : W →
X sowie g : Z → Y in der Basis und Objekte F ∈ GW sowie G ∈ GZ der Fasern
liefert Flechtbasiswechsel 21.4.5.14 im kartesischen Diagramm

W × Z //

f×g
��

W f Z

ffg
��

X × Y // X f Y

der Familienkategorie T f, wenn die Produkte in der linken Vertikale existieren,
einen Isomorphismus (f × g)¡(F � G)

∼→ f¡F � g¡G alias

vf : f!F � g!G
∼→ (f × g)!(F � G)

Hier deutet die Notation an, daß unser Morphismus von einer Verflechtung her-
kommt. Daß unser Quadrat in T f kartesisch ist, überlegen wir uns eben auch
noch. Ein Morphismus in der Familienkategorie in eine Einsfamilie wie etwa
X × Y muß von einer Einsfamilie ausgehen. Haben wir nun ein Objekt T und
Morphismen w : T → W , z : T → Z und u : T → X × Y mit fw = prX u und
gz = prY u, so gibt es genau einen Morphismus v : T → A × B mit w = prW v
und z = prZ v und u = (f × g)v, nämlich den Morphismus v = (w, z).
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Beispiel 21.4.7.3. Gegeben eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung und
Schreimorphismen f : A→ X sowie g : B → Y und h : C → Z in der Basis und
Objekte F ∈ GA sowie G ∈ GB und H ∈ GC der Fasern liefern die Morphismen
von eben zusammen mit einigen Assoziatoren die Kanten des Diagramms

(f × g)¡(F � G)� h¡H
∼

))SSSSSSSSSSSSSS

((f × g)× h)¡((F � G)�H)

∼
44iiiiiiiiiiiiiiiii

o
��

(f¡F � g¡G)� h¡H

o
��

(f × (g × h))¡(F � (G �H))

∼

**UUUUUUUUUUUUUUUUU
f¡F � (g¡G � h¡H)

f¡F � (g × h)¡(G �H)

∼
55kkkkkkkkkkkkkk

Ich will erklären, wie aus dem Formalismus einer Trennaustauschsituation mit
Verflechtung folgt, daß es kommutiert. Dazu gehen wir aus von einem kommuta-
tiven Diagramm in der Familienkategorie der Basis der Gestalt

A×B × C ∼
d
//

��

(A×B)× C //

��

(A×B)f C //

��

AfB f C

��
X × Y × Z ∼

d
// (X × Y )× Z // (X × Y )f Z // X f Y f Z

Es besteht nach Annahme aus drei kartesischen Basisquadraten der Familienkate-
gorie. Da Verflechtungsquadrate per definitionem verkleben, paßt die obere Hori-
zontale in ein kommutatives Diagramm

d†((f×g)×h)¡((F�G)�H)
∼ //

o
��

d†((f×g)¡(F�G)�h¡H)
∼ // d†((f¡F�g¡G)�h¡H)

o
��

(f×g×h)¡(F�G�H)
∼ // f¡F�g¡G�h¡H

Hier bedeutet die untere Horizontale den Basiswechsel des einhüllenden Recht-
ecks und die oberen Horizontalen die beiden Flechtbasiswechsel der beiden Teil-
quadrate. Die rechte Vertikale ist eine Identifikation für Trennrückzüge, die linke
Vertikale ein Verflechtungsisomorphismus d†((f × g)×h)¡

∼⇒ (f × g×h)¡d
† zu-

sammen mit der Identifikation d†((F � G)�H)
∼→ F � G �H. Dies Diagramm

gilt es noch um eine entsprechende untere Hälfte zu ergänzen und so folgt dann
die Behauptung.

21.4.7.4 (Schreivorschub unter Schreimonomorphismus). Einen Schreimor-
phismus der Basis, der außerdem ein Monomorphismus ist, nennen wir einen
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Schreimonomorphismus. Gegeben eine Trennaustauschsituation mit Verflech-
tung und ein Schreimonomorphismus i : A→ X ist das Diagramm

A
id //

id
��

A

i
��

A i // X

der Familienkategorie T f kartesisch und Flechtbasiswechsel liefert für alle F ∈
GX einen Isomorphismus F ∼→ i†i¡F alias

i∗i!F
∼→ F

Gegeben Trennaustauschsituation mit Verflechtung und ein Schreimonomorphis-
mus i : A→ X ist auch das Diagramm

A
(id,id) //

i
��

Af A

ifi
��

X
(id,id) // X fX

der Familienkategorie T f kartesisch und für Objekte E ,F ∈ GA liefert Flechtba-
siswechsel in diesem kartesischen Diagramm einen ausgezeichneten Isomorphis-
mus i¡(E ⊗ F)

∼→ i¡E ⊗ i¡F alias

i!E ⊗ i!F
∼→ i!(E ⊗ F)

Beispiel 21.4.7.5. Gegeben einpunktige gekringte Mengen ist jeder Morphismus
ein Monomorphismus, der zu einem surjektiven Kringhomomorphismus B �
A gehört oder zu einem Kringhomomorphismus B → A, der eine Lokalisie-
rung ist. In beiden Fällen finden wir Isomorphismen A ⊗B (resBAM)

∼→ M und
(resBAM)⊗B (resBA N)

∼→ resBA(M ⊗A N).

21.4.7.6. Gegeben eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung, ein Schreimor-
phismus f : X → Y der Basis und Objekte F ∈ GX ,G ∈ GY der Fasern liefert
Flechtbasiswechsel im kartesischen Diagramm

X
(id,f) //

f
��

X f Y

ffid
��

Y
(id,id) // Y f Y

der Familienkategorie T f einen Isomorphismus f¡(F ⊗ f †G)
∼→ (f¡F)⊗G alias

den Isomorphismus der Projektionsformel

vf : (f!F)⊗ G ∼→ f!(F ⊗ f ∗G)
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21.4.7.7. Nun gehen wir aus von einer Trennaustauschsituation mit Verflechtung
und Adjungierten. Sei f : X → Y ein Schreimorphismus der Basis. Wenden
wir den Isomorphismus vf : (f!F) ⊗ G ∼→ f!(F ⊗ f ∗G) der Projektionsformel
21.4.7.6 auf G := f∗E an und verwenden zusätzlich die Koeinheit der Adjunktion
f ∗f∗E → E , so erhalten wir in G/Y einen ausgezeichneten Morphismus

avf : f!F ⊗ f∗E → f!(F ⊗ E)

Mit avf bezeichnen wir hier und im folgenden Morphismen, die aus Adjunktionen,
Verflechtungen und Identifikationen entstehen, also aus dem vollen Fundus einer
Trennaustauschsituation mit Verflechtung und Adjungierten.

21.4.7.8 (Restriktion von Hom-Garben und relative Verdierdualität). Sei bei
einer Trennaustauschsituation mit Verflechtung und Adjungierten ein Schreimor-
phismus der Basis f : X → Y gegeben. Die Projektionsformel 21.4.7.6 liefert uns
für G ∈ G/Y undF ∈ G/X einen Isomorphismus f!(f

∗G⊗F)
∼→ G⊗f!F . Für fes-

tes G ist das eine Isotransformation von Funktoren in F , genauer von Funktoren
G/X → G/Y . Diese Funktoren sind ihrerseits Kompositionen weiterer Funktoren.
Alle diese Funktoren haben unter unseren Annahmen Rechtsadjungierte und wir
erhalten durch Übergang zu den Rechtsadjungierten in G/X Isomorphismen

(f ∗GVf !E)
∼→ f !(GVE)

Ebenso kann die Projektionsformel für festes F als eine Isotransformation von
Kompositionen von Funktoren G/Y → G/Y in G gelesen werden. Aud dann er-
halten wir durch Übergang zu den Rechtsadjungierten natürliche Isomorphismen,
die Isomorphismen der relativen Verdierdualität

f∗(FVf !E)
∼→ f!FVE

21.4.7.9. Zum Vergleich wiederhole ich auch noch aus 21.1.5.9 die natürlichen
Isomorphismen

(FVf∗E)
∼→ f∗(f

∗EVF)

21.4.7.10. Gegeben eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung und Adjun-
gierten, ein Schreimorphismus f : X → Y und Objekte F ,G ∈ G/Y erhalten wir
einen natürlichen Morphismus

f !F ⊗ f ∗G → f !(F ⊗ G)

aus der Komposition f!(f
!F ⊗ f ∗G)

∼→ f!f
!F ⊗ G → F ⊗ G des von der Projek-

tionsformel herrührenden Morphismus mit der Koeinheit der Adjunktion.
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21.4.7.11 (Verdierdualität). Wir nehmen nun an, daß wir eine Trennaustausch-
situation mit Verflechtung und Adjungierten haben über einer Basis T mit einem
finalen Objekt pt. Ein Objekt X ∈ T derart, daß der einzige Morphismus finX :
X → pt ein Schreimorphismus ist, nennen wir dann ein Schreiobjekt von T .
Gegeben ein Schreiobjekt X setzen wir

ωX := fin!
X pt

und nennen ωX das dualisierende Objekt von G/X und erklären die Verdier-
Dualität durch

DXF := (FVωX)

Für jeden Schreimorphismus f : X → Y von Schreiobjekten erhalten wir natürli-
che Isomorphismen

f !ωY
∼→ f ! fin!

Y pt
∼→ fin!

X pt
∼→ ωX

Die Isomorphismen aus 21.4.7.8 spezialisieren, wenn wir E = ωY einsetzen, zu
natürlichen Isomorphismen

f∗DXF
∼→ DY f!F und DXf ∗G

∼→ f !DY G.

Die Koeinheit der Adjunktion f ∗f∗F → F liefert weiter unter Dualisieren den
ersten Morphismus von DXF → DXf ∗f∗F

∼→ f !DY f∗F und dann mit Adjunk-
tion einen natürlichen Morphismus

f!DXF → DY f∗F

Die Koeinheit der Adjunktion f!f
!G → G liefert ähnlich DY G → DY f!f

!G ∼→
f∗DXf !G und dann mit Adjunktion einen natürlichen Morphismus

f ∗DY G → DXf !G

21.4.7.12. Gegeben eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung und Adjun-
gierten und ein kartesisches Diagramm fp = qg der Basis mit f, g Schreimor-
phismen liefert der Basiswechsel q∗f!

∼⇒ g!p
∗ durch Übergang zu den Linksad-

jungierten eine Isotransformation

f !q∗
∼⇒ p∗g

!

Schreiben wir p∗ davor und q∗ dahinter, so erhalten wir mit der Einheit id⇒ q∗q
∗

der Adjunktion und der Koeinheit p∗p∗ ⇒ id der Adjunktion eine Transformation

p∗f ! ⇒ g!q∗
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Übungen

Übung 21.4.7.13. Ich habe diese Übung noch nicht gemacht. Man zeige: Die in
21.4.5.20 beschriebene Transformation f! ⇒ f∗ bildet zusammen mit dem Iso-
morphismus der Projektionsformel 21.4.7.6 und 21.1.5.17 ein kommutatives Dia-
gramm

(f!F)⊗ G ∼→ f!(F ⊗ f ∗G)
↓ ↓

(f∗F)⊗ G → f∗(F ⊗ f ∗G)

Übung 21.4.7.14. Gegeben Trennaustauschsituation mit Verflechtung und Adjun-
gierten und ein Schreimorphismus f : X → Y zu einem Schreiobjekt Y der Basis
sowie ein Objekt G ∈ G/Y in der Faser über Y ist die Verknüpfung

f!f
!DG ∼→ f!Df ∗G → Df∗f ∗G → DG

von natürlichen Morphismen aus 21.4.7.8 und der dualisierten Einheit der Ad-
junktion (f ∗, f∗) auf G die Koeinheit der Adjunktion (f!, f

!) auf DG.

Übung 21.4.7.15. Gegeben eine Trennaustauschsituation mit Verflechtung und
Adjungierten und ein Schreimorphismus f : X → Y der Basis macht die vom
Morphismus avf : f!F ⊗ f∗X → f!(F ⊗ X) aus 21.4.7.7 induzierte Zweiver-
schmelzung f!F g f∗X → f!F unser Objekt f!F zu einem Modul über dem Mo-
noid f∗X für die nach 21.1.5.17 von der Monoidstruktur auf X herkommenden
Monoidstruktur. Erfüllt f die Bedingungen aus 21.4.5.20, so ist der Morphismus
f!F → f∗F zusätzlich ein Homomorphismus von f∗X-Moduln. Ich habe diese
Übung noch nicht gemacht.

Beispiel 21.4.7.16. Ist f : (X,A)→ (pt, A) der offensichtliche Morphismus von
einer endlichen konstant gekringten Menge (X,A) auf die einpunktige gekringte
Menge (pt, A), so fallen f! und f∗ zusammen und unser Morphismus spezialisiert
zur „Projektion auf die Diagonale“

(
⊕

x∈XMx)⊗A (
⊕

y∈X Ny)
∼→
⊕

x,y∈X(Mx ⊗A Ny)�
⊕

x∈X(Mx ⊗A Nx)

21.4.7.17. Ist speziell Y lesb und f : X → Y lesb, so gilt dasselbe für X und wir
erhalten Isomorphismen

f !ωY
∼→ f ! fin!

Y Ztop
∼→ fin!

X Ztop
∼→ ωX

und mit E = ωY schließlich Isomorphismen

f∗DXF
∼→ DY f!F und DXf ∗G

∼→ f !DY G.
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21.5 Derivierter Trennrückzug und Schreivorschub

21.5.1 Motivation

Im folgenden konstruieren wir Trennaustauschsituationen mit Verflechtung und
Adjungierten von Modulgarben auf nicht notwendig diskreten Räumen, indem
wir von der präverflochtenen Trennaustauschsituation der Modulgarben auf ge-
kringten Räumen

(Ab�fGek → fGek ⊃ Gek← Ab¡
�Gek,Geke)

ausgehen, die aus Übung 21.4.4.19 mit 21.4.6.4 entsteht, sie geeignet einschränken
und zu derivierten Kategorien übergehen. In dieser Situation liefert die flache Pro-
jektionsformel eine allgemeingültige Projektionsformel, da wir Trennrückzug mit
flachen Auflösungen berechnen, und der Schreivorschub besitzt einen Adjungier-
ten, dessen Beschreibung im Fall der konstanten Abbildung einer Mannigfaltig-
keit auf den einpunktigen Raum einen Zugang zur Poincarédualität eröffnet.

21.5.2 Derivierter Schreivorschub

21.5.2.1. Ich erinnere an unsere Notation Ab�X := Abopp
/X . Wir beginnen mit der

Konstruktion eines Funktors

Hot
(

Ab¡
�Top

)
→ Top

Als Objekte der Ausgangskategorie nehmen wir alle Komplexe von abelschen
Garben auf unseren topologischen Räumen. Als Morphismen der Ausgangskate-
gorie über einer Abbildung f nehmen wir Homotopieklassen von Kettenabbildun-
gen aus Schreimorphismen über f .

21.5.2.2. Beschränken wir uns in der Basis auf die Kategorie Tops aller topolo-
gischen Räume mit nur separierten Abbildungen als Morphismen, so erhalten wir
einen Kofaserfunktor

Hot
(

Ab¡
�Tops

)
→ Tops

mit dem komponentenweisen Schreivorschub f¡ eines Komplexes als Vorschub,
wie man unschwer aus der analogen Aussage 19.6.4.9 für abelsche Garben fol-
gert. Wir nennen diesen Kofaserfunktor die Schreikofaserung der Homotopie-
komplexe.

21.5.2.3. Wir erinnern feiner die Kategorie Toples der topologischen Räume mit
lokal eigentlichen separierten alias les-Abbildungen als Morphismen.
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Satz 21.5.2.4 (Halbseitig derivierte Schreikofaserung). 1. Durch Lokalisie-
rung nach Quasiisomorphismen über Identitäten erhalten wir aus unse-
rer entsprechend eingeschränkten Schreikofaserung der Homotopiekomple-
xe eine Kofaserung

Der−¡
�Toples := Hot−(Ab¡

�Toples)qis → Toples

2. Für jeden topologischen Raum X ist der natürliche Funktor ein Isomor-
phismus eX : Der−(Ab�X)

∼→ Der−¡
�X von der Lokalisierung der Faser zur

Faser der Lokalisierung;

3. Jeder für Hot−(Ab¡
�Toples)→ Toples kokartesische Morphismus, der von ei-

nem Komplex faserweise kompaktweicher abelscher Garben ausgeht, bleibt
kokartesisch in der Lokalisierung;

4. Gegeben eine les-Abbildung f : X → Y existiert eine Isotransformation
zwischen den beiden Kompositionen des Diagramms

Der−(Ab�X)

oeY
��

(Rf!)
opp

// Der−(Ab�Y )

∼

qy kkkkkkkkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkkkkkk
eX o
��

Der−¡
�X

f‡ // Der−¡
�Y

mit dem Opponierten Derivierten des gewöhnlichen Schreivorschubs und
dem Vorschub f‡ in der derivierten Schreikofaserung in den Horizontalen.

21.5.2.5. Insbesondere sind die Vorschübe f‡ der derivierten Schreikofaserung
triangulierte Funktoren für die durch die Isomorphismen eX auf den Fasern gege-
benen Strukturen als triangulierte Kategorie. Wir werden bald die Notation ändern
und f¡ statt f‡ schreiben, aber bisher bezeichnet f¡ noch den underivierten Schrei-
vorschub.

21.5.2.6. Die Beschränkung auf halbseitig beschränkte derivierte Kategorien brau-
chen wir für den Nachweis, daß wir einen Kofaserfunktor vor uns haben. Man
kann zwar f! durchaus ohne weitere Annahmen und unbeschränkt mit Quisrechts-
entfaltungen derivieren, aber dann ist nicht klar, warum die Verknüpfung der Deri-
vierten der Derivierte der Verknüpfung sein sollte. Ich erwarte insgeheim, daß das
gar nicht stimmt. Im Anschluß zeigen wir, wie man mit unbeschränkten derivier-
ten Kategorien arbeiten kann, wenn man sich auf „lesb-Abbildungen“ beschränkt.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen direkt aus Korollar 21.2.5.11, sobald
wir die Existenz einer Linksanpassung nachweisen. Dazu führen wir in 21.5.2.9
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„schwach kompaktweiche Garben“ ein und zeigen in 21.5.2.12, daß die entspre-
chend halbseitig beschränkten Komplexe aus schwach kompaktweichen Garben
eine solche Linksanpassung bilden. Die dritte Aussage folgt en passant mit Ko-
rollar 21.2.5.12 aus Lemma 21.5.2.7, nach dem gegeben eine les-Abbildung f :
X → Y jede f -kompaktweiche abelsche Garbe f!-rechtsazyklisch ist, so daß nach
20.3.4.13 jeder gegen die Pfeile beschränkte Komplex von f -kompaktweichen
abelschen Garben bereits f!-quisrechtsentfaltet alias nach Übergang zu den oppo-
nierten Kategorien f¡-quislinksentfaltet ist. Die vierte Aussage ist eine unmittel-
bare Konsequenz.

Lemma 21.5.2.7. Gegeben eine les-Abbildung f ist jede f -kompaktweiche abel-
sche Garbe f!-rechtsazyklisch.

Beweis. Seien f : X → Y unsere les-Abbildung und F unsere faserweise kom-
paktweiche Garbe und F ↪→ I� eine injektive Auflösung. Es gilt zu zeigen, daß
f!F ↪→ f!I� ein exakter Komplex von Garben auf Y ist. Dafür müssen wir nur die
Exaktheit auf den Halmen an allen Punkten y ∈ Y prüfen. Mit les-Basiswechsel
21.4.1.16 reicht es dazu hinwiederum, für i = iy die Inklusion der Faser f−1(y)
die Exaktheit von Γ!(i

∗F) ↪→ Γ!(i
∗I�) zu prüfen. Das folgt jedoch formal mit

19.4.8.12 oder auch explizit mit 19.4.8.13, da i∗F ↪→ i∗I� nach 21.5.2.10 eine
exakte Sequenz kompaktweicher Garben auf f−1(y) ist.

Lemma 21.5.2.8. Sei f : X → Y eine stetige Abbildung von lokal kompakten
Hausdorffräumen. Ist F ∈ Ab/X kompaktweich, so ist auch f!F ∈ Ab/Y kom-
paktweich.

Beweis. Für K ⊂ Y kompakt ist f−1(K) ⊂ X abgeschlossen. Nach 19.4.8.14
induziert also das Einschränken eine Surjektion auf den Schnitten mit kompaktem
Träger Γ!(X;F) � Γ!(f

−1(K);F). Die linke Seite können wir nach 19.6.4.9
identifizieren mit Γ!(Y ; f!F). Die rechte Seite können wir ebenfalls mit 19.6.4.9
und Basiswechsel 21.4.1.16 im Diagramm

f−1(K)

g

��

j // X

f

��
K i // Y

umschreiben zu

Γ!(f
−1(K);F)

∼→ Γ!g!j
∗F ∼→ Γ!i

∗f!F = Γ!(K; f!F)

Die von unserer Surjektion Γ!(X;F) � Γ!(f
−1(K);F) unter diesen Identifika-

tionen induzierte Abbildung Γ!(Y ; f!F)� Γ!(K; f!F) ist nun genau die Restrik-
tion von Schnitten. Folglich ist auch diese surjektiv.
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Definition 21.5.2.9. Eine abelsche Garbe auf einem topologischen Raum, deren
Einschränkung auf jeden relativ Hausdorff’schen lokal kompakten Teilraum kom-
paktweich ist, nennen wir schwach kompaktweich.

21.5.2.10. Jede injektive Garbe ist welk, jede welke Garbe kompaktweich nach
19.4.8.11, jede kompaktweiche Garbe schwach kompaktweich und jede schwach
kompaktweiche Garbe faserweise kompaktweich in Bezug auf eine beliebige les-
Abbildung. Jeder filtrierende Kolimes von schwach kompaktweichen Garben ist
wieder schwach kompaktweich, da das nach 21.4.2.6 auf lokal kompakten Haus-
dorffräumen gilt und da die Einschränkung von Garben mit Kolimites vertauscht.

Lemma 21.5.2.11. Der Schreivorschub einer schwach kompaktweichen abelschen
Garbe unter einer beliebigen les-Abbildung ist wieder schwach kompaktweich.

Beweis. Sei f : X → Y unsere Abbildung und F ∈ Ab/X unsere schwach kom-
paktweiche abelsche Garbe. Gegeben ein relativ Hausdorff’scher lokal kompakter
Teilraum L ⊂ Y bilden wir das kartesische Diagramm

f−1(L)

g

��

j // X

f

��
L i // Y

Es gilt zu zeigen, daß i∗f!F kompaktweich ist. Nach les-Basiswechsel 21.4.1.16
können wir gleichbedeutend zeigen, daß g!j

∗F kompaktweich ist. Nach Übung
15.2.4.26 ist j auch die Einbettung eines relativ Hausdorff’schen Teilraums. Nach
21.4.1.11 ist auch g eine les-Abbildung und nach 21.4.1.20 auch die Verknüpfung
von g mit der konstanten Abbildung auf den einpunktigen Raum. Nach 21.4.1.4
ist dann auch f−1(L) lokal kompakt. Da wir F schwach kompaktweich vorausge-
setzt hatten, ist also j∗F kompaktweich, und dann muß nach 21.5.2.8 auch g!j

∗F
kompaktweich sein.

Lemma 21.5.2.12. Die entsprechend beschränkten Komplexe von schwach kom-
paktweichen Garben bilden eine Linksanpassung in Bezug auf das faserweise
Linksoresystem der Quasiisomorphismen für unsere auf les-Abbildungen in der
Basis eingeschränkte Schreikofaserung der Homotopiekomplexe

Hot−(Ab¡
�Toples)→ Toples

Beweis. Die Gesamtheit aller Komplexe schwach kompaktweicher Garben ist sta-
bil unter Schreivorschub längs les-Abbildungen nach 21.5.2.11 und ebenso op-
poniert stabil unter Schreivorschub längs les-Abbildungen. Die Gesamtheit al-
ler entsprechend beschränkten Komplexe schwach kompaktweicher Garben bil-
det folglich eine Unterkofaserung. Weiter sind alle injektiven Garben schwach
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kompaktweich nach 21.5.2.10, so daß jeder gegen die Differentiale beschränk-
te Komplex von abelschen Garben einen Quasiisomorphismus zu einem gegen
die Differentiale beschränkten Komplex von schwach kompaktweichen Garben
besitzt. Entsprechendes folgt in den opponierten Kategorien. Schließlich ist jede
schwach kompaktweiche abelsche Garbe auf einem Raum X auch f -kompakt-
weich für jede les-Abbildung f : X → Y und damit f!-rechtsazyklisch nach
21.5.2.7. Nach 20.3.4.13 sind die entsprechend beschränkten Komplexe schwach
kompaktweicher abelscher Garben folglich auch f!-quisrechtsentfaltet und oppo-
niert f¡-quislinksentfaltet und bilden damit in der Tat eine Linksanpassung wie
behauptet.

21.5.2.13. Wir nennen eine stetige Abbildung f : X → Y eine lesb-Abbildung
oder kurz lesb, wenn sie eine les-Abbildung ist und der Schreivorschub f! : Ab/X →
Ab/Y endliche homologische Dimension hat. Nach 21.5.2.4 gilt für entsprechend
halbseitig beschränkte Komplexe F und verknüpfbare les-Abbildungen stets

Rg!(Rf!F) ∼= R(g ◦ f)!F
Mit den Erkenntnissen zum Derivieren homologisch beschränkter Funktoren 20.3.6.4
sehen wir so, daß jede Verknüpfung von lesb-Abbildungen wieder lesb ist. Die Ka-
tegorie der topologischen Räume mit lesb-Abbildungen als Morphismen notieren
wir Toplesb.

Satz 21.5.2.14 (Unbeschränkt derivierte Schreikofaserung). 1. Durch Loka-
lisierung nach Quasiisomorphismen über Identitäten erhalten wir aus un-
serer entsprechend eingeschränkten Schreikofaserung der Homotopiekom-
plexe eine Kofaserung

Der¡
�Toplesb := Hot(Ab¡

�Toplesb)qis → Toplesb

2. Für jeden topologischen Raum X ist der natürliche Funktor ein Isomor-
phismus Der(Ab�X)

∼→ Der¡
�X von der Lokalisierung der Faser zur Faser

der Lokalisierung;

3. Jeder für Hot(Ab¡
�Toplesb) → Toplesb kokartesische Morphismus, der von

einem Komplex von faserweise kompaktweichen abelschen Garben ausgeht,
bleibt kokartesisch in der Lokalisierung;

4. Gegeben eine les-Abbildung f : X → Y existiert eine Isotransformation
zwischen den beiden Kompositionen des Diagramms

Der(Ab�X)

oeY

��

(Rf!)
opp

// Der(Ab�Y )

∼

qy kkkkkkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkkkk
eX o
��

Der¡
�X

f‡ // Der¡
�Y
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mit dem Opponierten Derivierten des gewöhnlichen Schreivorschubs und
dem Vorschub f‡ in der derivierten Schreikofaserung in den Horizontalen.

21.5.2.15. Insbesondere sind die Vorschübe f‡ der derivierten Schreikofaserung
triangulierte Funktoren für die durch die Isomorphismen eX auf den Fasern gege-
benen Strukturen als triangulierte Kategorie. Wir werden bald die Notation ändern
und f¡ statt f‡ schreiben, aber bisher bezeichnet f¡ noch den underivierten Schrei-
vorschub.

Beweis. Die erste und die dritte Aussage folgen direkt aus Korollar 21.2.5.11,
sobald wir die Existenz einer Linksanpassung nachweisen. Dazu zeigen wir in
21.5.2.16, daß die Komplexe aus schwach kompaktweichen Garben eine solche
Linksanpassung bilden. Die zweite Aussage folgt en passant mit Korollar 21.2.5.12
aus Lemma 21.5.2.7, nach dem gegeben eine les-Abbildung f : X → Y je-
de f -kompaktweiche abelsche Garbe f!-rechtsazyklisch ist, so daß nach unse-
ren Erkenntnissen 20.3.6.4 zum unbeschränkten Derivieren homologisch endli-
cher Funktoren für lesb-Abbildungen f jeder Komplex von f -kompaktweichen
abelschen Garben bereits f!-quisrechtsentfaltet alias nach Übergang zu den oppo-
nierten Kategorien f¡-quislinksentfaltet ist.

Lemma 21.5.2.16. Die Komplexe von schwach kompaktweichen Garben bilden
eine Linksanpassung in Bezug auf das faserweise Linksoresystem der Quasiiso-
morphismen für unsere auf lesb-Abbildungen in der Basis eingeschränkte Schrei-
kofaserung der Homotopiekomplexe

Hot(Ab¡
�Toplesb)→ Toplesb

Beweis. Nach 19.9.3.5 besitzt jeder Garbenkomplex eine Cartan-Eilenberg-Obenauflösung
durch schwach kompaktweiche Garben. Wir spiegeln sie an der Hauptdiagona-
len, so daß sie ein Doppelkomplex in der rechten Halbebene wird und unser
Ausgangskomplex der vertikale Kernkomplex. Wenn wir diesen Kernkomplex er-
gänzen ergibt sich ein Doppelkomplex mit exakten Zeilen. Nach den Exaktheits-
kriterien 20.3.7.3 für Totalkomplexe ist dann auch sein Summentotal exakt, denn
die Exaktheit von Garbenkomplexen kann man auf den Halmen prüfen und die
Halme der Summen sind die Summen der Halme und im Fall abelscher Grup-
pen ist das Summentotal eines Doppelkomplexes in der rechten Halbebene mit
exakten Zeilen auch seinerseits exakt. Das bedeutet, daß unser Ausgangskom-
plex quasiisomorph in das Summentotal unserer gespiegelten Cartan-Eilenberg-
Auflösung abgebildet wird. Nach 21.5.2.10 ist jede direkte Summe schwach kom-
paktweicher Garben schwach kompaktweich. Folglich gibt es von jedem Komplex
abelscher Garben einen Quasiisomorphismus zu einem Komplex schwach kom-
paktweicher abelscher Garben. Nach unseren Erkenntnissen 20.3.6.4 zum unbe-
schränkten Derivieren homologisch endlicher Funktoren ist weiter jeder Kom-
plex schwach kompaktweicher abelscher Garben f!-quisrechtsentfaltet für jede
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lesb-Abbildung f . Daß schließlich Komplexe schwach kompaktweicher abelscher
Garben unter Schreivorschub auf Komplexe schwach kompaktweicher abelscher
Garben abgebildet werden, wissen wir bereits aus 21.5.2.11 und das sogar für be-
liebige les-Abbildungen. Durch Übergang zu den opponierten Kategorien ergibt
sich das Lemma.

21.5.2.17. Einen topologischen Raum nennen wir lesb, wenn die konstante Abbil-
dung auf den einpunktigen Raum lesb ist. Nach 19.4.10.14 ist ein lokal kompakter
Hausdorffraum lesb, wenn er eine Überdeckung durch offene Teilmengen besitzt,
für die die homologische Dimension von Γ! eine gemeinsame endliche Schranke
besitzt. Nach der Lokalisierungssequenz ist ein lokal kompakter Hausdorffraum
lesb, wenn er eine Zerlegung in eine offene Teilmenge und ihr abgeschlossenes
Komplement besitzt derart, daß beide Stücke dieser Zerlegung lesb sind. Jede lo-
kal abgeschlossene Teilmenge eines lesb-Raums ist lesb.

21.5.2.18 (Notation für derivierten Schreivorschub). Wir notieren von nun an
den underivierten Schreivorschub neu f(!) : Ab/X → Ab/Y beziehungsweise
auf den opponierten Kategorien f(¡) : Ab�X → Ab�Y und reservieren f! bezie-
hungsweise f¡ als Notation für die zugehörigen derivierten Funktoren alias Vor-
schübe der derivierten Schreikofaserung. Gegeben eine lesb- oder les-Abbildung
f : X → Y bezeichnen also

f¡ : Der(Ab�X)→ Der(Ab�Y ) und f¡ : Der−(Ab�X)→ Der−(Ab�Y )

den Vorschub in Bezug auf die Kofaserungen

Der¡
�Toplesb → Toplesb und Der−¡

�Toples → Toples

und wir setzen jeweils f! := (f¡)
opp. Da nach unseren Sätzen die Einschränkung

unserer ersten Kofaserung auf die Basis der zweiten eine volle Unterkofaserung
ist, müssen wir dabei keine Mehrdeutigkeiten fürchten. Als Vorschübe einer Kofa-
serung werden unsere f¡ unter anderem mit ausgezeichneten Isotransformationen
(gf)¡

∼⇒ g¡f¡ alias g!f!
∼⇒ (gf)! für entsprechend verknüpfbare Morphismen f, g

geliefert, den Identifikationen unserer Kofaserung. Für die globalen Schnitte mit
kompaktem Träger behalten wir in diesem Kontext jedoch die Notationen Γ! und
RΓ! bei und verzichten darauf, diese Funktoren in Γ(!) und Γ! umzubenennen.

21.5.2.19 (Derivierter Schreivorschub für Modulgarben). Einen Morphismus
geringter Räume nennen wir einen les-Morphismus, wenn die zugrundeliegende
stetige Abbildung eine les-Abbildung ist. Die Kategorie der geringten Räume mit
les-Morphismen als Morphismen notieren wir

Gerles



3610 KAPITEL 21. GROTHENDIECK’S SECHS FUNKTOREN

Einen Opkomorphismus von Modulgarben nennen wir eigentlich, wenn der zu-
grundeliegende Opkomorphismus von abelschen Garben eigentlich ist. So erhal-
ten wir eine Kofaserung

Ab¡
�Gerles → Gerles

und durch Übergang zu Homotopiekategorien eine Kofaserung

Hot−
(

Ab¡
�Gerles

)
→ Gerles

Die Komplexe aus schwach kompaktweichen Modulgarben bilden eine Linksan-
passung in Bezug auf Quasiisomorphismen, denn die abelsche Kategorie der Mo-
dulgarben besitzt nach 21.1.3.14 genug Injektive und diese sind nach 21.1.3.14
auch welk und damit nach 21.5.2.10 schwach kompaktweich. Beim Lokalisieren
unserer Kofaserung nach Quasiisomorphismen erhalten wir also wieder eine Ko-
faserung. Wir notieren sie

Der−¡
�Gerles := Hot−(Ab¡

�Gerles)qis → Gerles

Die Aussagen von Satz 21.5.2.4 gelten genauso in diesem Fall, wir müssen darin
nur Top durch Ger ersetzen.
21.5.2.20 (Derivierter Schreivorschub und Vergessen der Skalare). Jeder Mor-
phismus (X,A) → (Y,B) von geringten Räumen paßt in ein kommutatives Dia-
gramm

(X,A) → (Y,B)
↓ ↓

(X,ZX) → (Y,ZY )

Ist die Abbildung X → Y der zugrundeliegenden topologischen Räume eine
les-Abbildung, so präzisieren die durch die Identifikationen unserer derivierten
Modulgarbenschreikofaserung gegebenen Isomorphismen zwischen den Schrei-
vorschüben von oben links nach unten rechts auf beiden möglichen Wegen die Er-
kenntnis, daß salopp gesprochen der derivierte Schreivorschub von Modulgarben
„derselbe“ ist wie der derivierte Schreivorschub der zugrundeliegenden abelschen
Garben.
21.5.2.21. Ein Morphismus geringter Räume heiße ein lesb-Morphismus, wenn
er ein les-Morphismus ist und wenn zusätzlich der Schreivorschub von Modulgar-
ben homologisch endlich ist. Nach dem vorhergehenden bilden die lesb-Morphismen
ein multiplikatives System. Ein Morphismus geringter Räume heiße eine lesb-
Abbildung, wenn er ein les-Morphismus ist und wenn zusätzlich der Schreivor-
schub von abelschen Garben darunter homologisch endlich ist. Nach dem vorher-
gehenden bilden die lesb-Abbildungen ein noch kleineres multiplikatives System.
Unsere verschiedenen multiplikativen Systeme notieren wir

Gerlesba ⊂ Gerlesb ⊂ Gerles ⊂ Ger
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und erhalten so eine offensichtliche Verallgemeinerung von 21.5.2.14 für den
Funktor

Der¡
�Gerlesb := Hot

(
Ab¡

�Gerlesb

)
qis
→ Gerlesb

Übungen
Übung 21.5.2.22. Gegeben ein les-Abbildung f : X → Y und eine abelsche
Garbe F ∈ Ab/X ist unsere Garbe f(!)-rechtsazyklisch genau dann, wenn ihre
Restriktion auf jede Faser Γ!-rechtsazyklisch ist.

Übung 21.5.2.23. Seien f : X → Y eine eigentliche Abbildung lokal kompakter
Hausdorffräume und φ : G → F ein Komorphismus abelscher Garben darüber
alias ein Morphismus f ∗G → F und a : X → top sowie b : Y → top die
konstanten Abbildungen. Die Einheit der Adjunktion G → f∗f

∗G induziert dann
einen Morphismus

b!G → b!f∗f
∗G = b!f!f

∗G ∼→ a!f
∗G → a!F

und unterHq einen Morphismus Hq
! (Y ;G)→ Hq

! (X;F). Man zeige, daß er genau
unser eigentlicher Rückzug auf der kompakten Garbenkohomologie aus 19.4.9.3
ist.

Übung 21.5.2.24. Gegeben j : X ↪→ Y eine offene Einbettung induziert unsere
Adjunktion (j(!), j

(∗)) exakter Funktoren nach 20.3.4.16 eine Adjunktion (j!, j
∗)

der zugehörigen derivierten Funktoren. Sind hier X, Y lokal kompakte Haus-
dorffräume und bezeichnet c : Y → top die konstante Abbildung, so liefert
für G ∈ Ab/Y die Einheit der Adjunktion j!j

∗G → G unter Hqc! Morphismen
Hq

! (X;G)→ Hq
! (Y ;G). Man zeige, daß sie genau unsere Ausdehnung durch Null

auf der kompakten Garbenkohomologie aus 19.4.9.7 sind.

Übung 21.5.2.25. Gegeben ein U ⊂◦ X ein offene Teilmenge eines lokal kom-
pakten Hausdorffraums und F ∈ Ab/X kompaktweich ist auch FU⊂X ∈ Ab/X
kompaktweich. Hinweis: Man überzeuge sich explizit, daß F|U kompaktweich
ist, und verwende 21.5.2.8.

21.5.3 Ausgezeichnete Dreiecke zu offenen Teilmengen
21.5.3.1. Ich verwende im folgenden wie eben vereinbart runde Klammern um In-
dizes ∗ und ! als Notation für die underivierten Versionen unserer üblichen Funk-
toren. Gegeben eine offene Einbettung j : U ↪→ X erinnern wir aus 19.4.9.9,
19.4.3.13 die adjungierten Funktoren (j(!), j

(∗), j(∗)) zu j(∗) : Ab/X → Ab/U .
Hier sind die Ausdehnung j(!) durch Null und der Rückzug j(∗) exakt und der
Vorschub j(∗) ist zumindest linksexakt. Gegeben eine abgeschlossene Einbettung
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i : Z ↪→ X erinnern wir aus 19.4.3.13, 19.6.4.14 weiter die adjungierten Funk-
toren (i(∗), i(∗), i

(!)) zu i(∗) : Ab/Z → Ab/X . Hier sind der Vorschub i(∗) und der
Rückzug i(∗) exakt und der Funktor i(!) ist zumindest linksexakt.
21.5.3.2. Gegeben eine abgeschlossene Einbettung i : Z ↪→ X liefert das ad-
jungierte Paar (i(∗), i

(!)) von Funktoren auf abelschen Garben nach 20.3.4.16 ein
adjungiertes Paar von triangulierten Funktoren (Li(∗),Ri

(!)). Genauer ist i(∗) exakt
und nach 20.3.4.9 ist folglich sein Linksderivierter auf allen Komplexen definiert
und stimmt mit dem Rechtsderivierten überein, für den wir bereits die Notation
i∗ vereinbart hatten. Andererseits besitzt jeder Garbenkomplex eine Quisrechts-
entfaltung nach 21.2.3.2 und folglich ist auch der Rechtsderivierte eines additiven
Funktors auf jedem Komplex definiert. Wir vereinbaren die Notation i! := Ri(!)

und erhalten nach 20.3.2.28 Tripel adjungierter triangulierter Funktoren

(j!, j
! = j∗, j∗) und (i∗, i∗ = i!, i

!)

zwischen den entsprechenden derivierten Kategorien Der(Ab/U), Der(Ab/X) und
Der(Ab/Z).

Proposition 21.5.3.3 (Gysin-Sequenzen). Seien F ∈ Der(Ab/X) ein Komplex
abelscher Garben auf einem Raum X und i : Z ↪→ X die Einbettung einer ab-
geschlossenen Teilmenge sowie j : U ↪→ X die Einbettung ihres offenen Komple-
ments. So lassen sich die Einheit und Koeinheit der jeweiligen Adjunktionen auf
genau eine Weise durch Morphismen vom Grad Eins ergänzen zu ausgezeichneten
Dreiecken

j!j
!F → F → i∗i

∗F → [1]
i!i

!F → F → j∗j
∗F → [1]

Beweis. Offensichtlich liefern für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X die Koeinheit
und Einheit der entsprechenden Adjunktionen eine kurze exakte Sequenz

j(!)j
(!)F ↪→ F � i(∗)i

(∗)F

Betrachten wir diese kurzen exakten Sequenzen für Komplexe von Garben und
beachten, daß unsere Funktoren soweit alle exakt sind, so erhalten wir mit 20.2.6.4
für alle F ∈ Der(Ab/X) ein ausgezeichnetes Dreieck

j!j
!F → F → i∗i

∗F [1]→

in Der(Ab/X). Der dritte Pfeil i∗i∗F → j!j
!F [1] wird hier nach 20.2.2.14 bereits

durch die beiden anderen festgelegt, da Basiswechsel i∗j! = 0 zeigt und mit einer
Adjunktion Der/X(j!j

!F [1], i∗i
∗F) = 0 folgt. Damit ist das erste Dreieck herge-

leitet. Offensichtlich liefern für jede abelsche Garbe F ∈ Ab/X die Koeinheit und
Einheit der entsprechenden Adjunktionen auch eine linksexakte Sequenz

i(!)i
(!)F ↪→ F → j(∗)j

(∗)F
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Man erkennt leicht, daß sie für welkes und insbesondere für injektives F sogar
exakt ist und folgert dann genau wie zuvor die Existenz und Eindeutigkeit des
zweiten Dreiecks aus der Existenz von Quisrechtsentfaltungen durch Komplexe
aus injektiven Garben nach 21.2.3.2.

21.5.3.4 (Nocheinmal lokale Kohomologie des Rn). Seien A,B verschiedene
einpunktige Teilmengen der n-Sphäre für n ≥ 1 und U, V ihre Komplemente
undG eine abelsche Gruppe. Bezeichne a, b, u, v die jeweiligen Einbettungen und
bezeichne c : Sn � top die Projektion der Sphäre auf den einpunktigen Raum.
Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

c∗a!a
!c∗G → c∗c

∗G → c∗u∗u
∗c∗G

↓ ‖ ↓
c∗v!v

!c∗G → c∗c
∗G → c∗b∗b

∗c∗G

durch die Faktorisierungen a = v ◦α und b = u ◦ β. Das rechte Quadrat induziert
ein Quadrat aus Isomorphismen unterH0, da Sn, U undB alle zusammenhängend
sind. Seine rechte Vertikale hat Hq = 0 für q 6= 0, da U und B zusammenziehbar
sind. Auch ohne zu wissen, ob wir einen Morphismus von ausgezeichneten Drei-
ecken vor uns haben, folgt aus diesen beiden Aussagen und den langen exakten
Kohomologiesequenzen, daß das linke Quadrat ein Quadrat aus Isomorphismen
unter allen Hq mit q 6= 0 induziert. Aus unseren Erkenntnissen zur Kohomolo-
gie der Sphären in 19.4.5.12 folgern wir genauer, daß in der linken Vertikale gilt
Hq = 0 für q 6= 1, und finden einen bis auf Vorzeichen wohlbestimmten Isomor-
phismus H1 ∼= G. Da die Sphäre kompakt ist, gilt c∗ = c!. Für d : V → top die
konstante Abbildung finden wir damit, daß die Koeinheit der Adjunktion einen
Isomorphismus

d!α!α
!d∗G

∼→ d!d
∗G

in der derivierten Kategorie induziert. In klassischer Notation sind das unsere Iso-
morphismen Hq

A(V ;G)
∼→ Hq

! (V ;G) aus 19.4.8.17. Daß wir aber unter den ent-
sprechenden Identifikationen wirklich dieselben Abbildungen erhalten, soll weder
benutzt noch bewiesen werden.

21.5.3.5 (Einschränkungen von Ausdehnungen). Jede Einschränkung einer Aus-
dehnung liefert auch auf den derivierten Kategorien das ursprüngliche Objekt. Ge-
nauer ist nach 19.4.3.20 für eine beliebige Einbettung b von topologischen Räum-
en die Koeinheit der Adjunktion eine Isotransformation b(∗)b(∗)

∼⇒ id. Da b(∗) ex-
akt ist, erhalten wir durch Anwenden auf quisrechtsentfaltete Komplexe abelscher
Garben unmittelbar, daß auch auf den derivierten Kategorien abelscher Garben
die Koeinheit der Adjunktion eine Isotransformation

b∗b∗
∼⇒ id
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sein muß. Insbesondere ist b∗ volltreu für jede Einbettung b. Als nächstes zeigen
wir, daß für jede lokal abgeschlossene Einbettung b auch auf den derivierten Ka-
tegorien abelscher Garben die Einheit der Adjunktion eine Isotransformation

id
∼⇒ b!b!

sein muß. Das folgt im allgemeinen, sobald wir es für offene und abgeschlossene
Einbettungen zeigen. Im Fall einer offenen Einbettung sind beide Funktoren exakt
und die Behauptung folgt unmittelbar aus der Aussage für gewöhnliche ablsche
Garben in 19.6.4.23. Im Fall einer abgeschlossenen Einbettung i : Z ↪→ X
wenden wir die zweite Gysinsequenz aus 21.5.3.3 auf i!G an und folgern aus
j∗i! = 0, daß die Koeinheit der Adjunktion einen Isomorphismus i!i!i!G

∼→ i!G
liefert. Nach den Dreiecksidentitäten 16.4.8.1 liefert dann auch die Einheit der
Adjunktion einen Isomorphismus i!G

∼→ i!i
!i!G und wegen i! = i∗ und i∗ voll-

treu nach dem bereits bewiesenen Fall muß dann auch die Einheit der Adjunktion
ein Isomorphismus G ∼→ i!i!G gewesen sein. Aus der entsprechenden Isotrans-
formation im underivierten Fall 19.6.4.23 folgt weiter unmittelbar, daß für jede
lokal abgeschlossene Einbettung b die offensichtliche Transformation b! ⇒ b∗ ei-
ne Isotransformationen b∗b!

∼⇒ b∗b∗ induziert. Mit dem vorhergehenden erhalten
wir so insgesamt eine Isotransformation

b∗b!
∼⇒ Id

und durch Übergang zu den Adjungierten schließlich auch eine Isotransformation

b!b∗
∼⇒ Id

Vorschau 21.5.3.6. Sei b die Einbettung einer lokal abgeschlossenen Teilmen-
ge. Im weiteren erhalten wir auch durch Basiswechsel eine Isotransformation
b∗b!

∼⇒ Id und werden prüfen wollen, daß sie dieselbe ist. Des weiteren kann man
zeigen, daß die offensichtliche Transformation b! ⇒ b∗ auch eine Isotransforma-
tion b!b!

∼⇒ b!b∗ induziert, und mag prüfen, daß sie dieselbe Isotransformation
b!b∗

∼⇒ Id induziert wie oben. Das soll mir einmal ein Student ausarbeiten.

21.5.3.7 (Trägerzerlegung). Seien X ein topologischer Raum und U ⊂◦ X eine
offene Teilmenge mit Einbettungsabbildung j : U ↪→ X und i : Z ↪→ X die
Einbettung des Komplements. Gegeben ein Garbenkomplex F ∈ Der(Ab/X) mit

j∗F = 0

oder gleichbedeutend j!F = 0 liefern die Koeinheit beziehungsweise Einheit der
Adjunktion nach den Gysinsequenzen Isomorphismen i!i!F

∼→ F ∼→ i∗i
∗F . Da

i! = i∗ volltreu ist, induziert das einen Isomorphismus i!F ∼→ i∗F . Ist nun Z =
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⊔
λ∈Λ Zλ eine Zerlegung von Z in paarweise disjunkte offene Teilmengen Zλ ⊂◦

Z, so erhalten wir mit 21.2.3.16 Isomorphismen⊕
λ∈Λ

inλ! in!
λ i

!F ∼→ i!F ∼→ i∗F ∼→
∏
λ∈Λ

inλ∗ in∗λ i
∗F

Da i! = i∗ mit Koprodukten und Produkten vertauscht, erhalten wir schließlich
mit der Notation aλ : Zλ ↪→ X für die Einbettungen, daß die Koeinheiten bezie-
hungsweise Einheiten der Adjunktionen für alle F mit j∗F = 0 Isomorphismen⊕

λ∈Λ

aλ!a
!
λF

∼→ F ∼→
∏
λ∈Λ

aλ∗a
∗
λF

induzieren. Die Faktoren sind auf beiden Seiten dieselben, der natürliche Mor-
phismus vom Koprodukt zum Produkt ist in diesen Fällen eben ein Isomorphis-
mus. Wir nennen jede derartige Zerlegung eine Trägerzerlegung von F . Nach
21.2.3.17 liefert sie Isomorphismen

Hq(X;F)
∼→
∏
λ∈Λ

Hq(Zλ;F)

und für X lesb oder X nur les aber der Zusatzannahme F ∈ Der+(Ab/X) Iso-
morphismen ⊕

λ∈Λ

Hq
! (Zλ;F)

∼→ Hq
! (X;F)

Übungen

Übung 21.5.3.8. Seien F ∈ Ab/X eine abelsche Garbe auf einem Raum X und
i : Z ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und j : U ↪→ X
die Einbettung ihres offenen Komplements. Bezeichne c die jeweiligen konstan-
ten Abbildungen auf den einpunktigen Raum. Wir identifizieren abelsche Garben
auf dem einpunktigen Raum mit abelschen Gruppen. Die offensichtliche Isotrans-
formation c(∗)i

(!) ∼⇒ ΓZ induziert vermittels 19.6.4.26 und 19.4.4.12 durch welke
Auflösung einen Isomorphismus

Hqc∗i
!F ∼→ Hq

Z(X;F)

Man zeige, wie darunter zusammen mit einigen weiteren Identifikationen die lan-
ge exakte Kohomologiesequenz des ausgezeichneten Dreiecks c∗i!i!F → c∗F →
c∗j∗j

∗F→[1] der langen exakten Sequenz der lokalen Kohomologie 19.4.4.9 ent-
spricht.
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21.5.4 Lokalisierung präverflochtener Winkelfaserungen
21.5.4.1 (Motivation). Dieser eher technische Abschnitt stellt die Hilfsmittel be-
reit, die uns erlauben, gleichzeitig mit den Rechtsderivierten der Schreivorschübe
und den Linksderivierten der Trennrückzüge zu arbeiten. Im Fall von Garben
von Vektorräumen sind beliebige Garbenkomplexe flach und können den derivier-
ten Trennrückzug berechnen und die Schwierigkeit läßt sich unschwer umgehen,
indem man mit faserweise kompaktweichen Garben arbeitet. Im Fall diskreter
Räume sind beliebige Garbenkomplexe kompaktweich und können den derivier-
ten Schreivorschub berechnen und die Schwierigkeit läßt sich unschwer umgehen,
indem man mit hinreichend flachen Garben arbeitet und bemerkt, daß Koprodukte
flacher Moduln wieder flach sind. Im allgemeinen ist der Schreivorschub einer fla-
chen kompaktweichen Garbe keineswegs flach und ich kenne keinen so einfachen
Ausweg. Der allgemeine Fall beinhaltet aber insbesondere den Fall abelscher Gar-
ben, den wir brauchen, wenn wir ganzzahlige Schnittmultiplizitäten erhalten wol-
len. Im hier dargestellten Zugang stützen wir uns auf den Begriff einer „Rechts-
Links-Anpassung“, um die hier angesprochenen Schwierigkeiten zu überwinden.

21.5.4.2. Seien C → B eine Winkelfaserung und S ein faserweises Oresystem in
C . Besitzt die Faserung C † → B† eine S-Rechtsanpassung und die Kofaserung
C ¡ → B¡ eine S-Linksanpassung, so führt Lokalisieren zu einer weiteren Win-
kelfaserung S−1C → B mithilfe der durch 21.2.5.11 gegebenen Isomorphismen
(S−1C ¡)Be

∼← S−1
BeC e ∼→ (S−1C †)Be zwischen Lokalisierung der Einschränkung

und Einschränkung der Lokalisierung. Bezeichne Q im folgenden alle Lokalisie-
rungsfunktoren. Ist unser C → B zusätzlich mit einer Regulierung der Basis und
einer Präverflechtung versehen, so nennen wir ein Verflechtungsquadrat

W
q //

g

���
�
� X

f
���
�
� E //

���
�
� F

���
�
�

Z
p // Y H // G

in C lokalisierbar für S, wenn QF → QG schreikokartesisch ist über f und F
rechtsentfaltet für Qq† und G rechtsentfaltet für Qp†. Die Darstellung zeigt rechts
das fragliche Verflechtungsquadrat und links sein Bild in der Basis, ein erlaubtes
Basisquadrat. Die zu Bildern lokalisierbarer Verflechtungsquadrate isomorphen
Rückholquadrate von S−1C nennen wir die naiven Verflechtungsquadrate der
lokalisierten Winkelfaserung.

21.5.4.3. Gegeben eine Winkelfaserung C → B und ein faserweises Oresystem
S in C verstehen wir unter einer Rechts-Links-Anpassung ein Paar (R,L ) aus
einer S-Rechtsanpassung R der Faserung C † → B† und einer S-Linksanpassung
L der Kofaserung C ¡ → B¡ derart, daß gilt:
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1. Zu jedem Objekt in R gibt es einen S-Morphismus von einem Objekt in
R ∩L ;

2. Zu jedem Morphismus q : W → X der Basis und jedem Objekt F ∈ CX

gibt es S-Morphismen F ← F¡ → F†¡ mit F¡ ∈ LX und q†F ← q†F¡ in S
und F†¡ ∈ RX ∩LX .

Vorschau 21.5.4.4 (Rechtslinksanpassung für abelsche Garben). Im Kontext
von derivierten Kategorien abelscher Garben können wir als R alle Garbenkom-
plexe nehmen und als L alle Komplexe von schwach kompaktweichen Garben.
Mögliche MorphismenF ← F¡ kann man dann mithilfe der Godement-Auflösung
erhalten, genauer mit den dadurch in den opponierten Kategorien erhaltenen Mor-
phismen.

Vorschau 21.5.4.5 (Rechtslinksanpassung für Modulgarben). Im Kontext von
derivierten Kategorien von Modulgarben können wir als R alle quisflachen Gar-
benkomplexe nehmen und als L alle Komplexe von schwach kompaktweichen
Garben. Mögliche F ← F¡ → F†¡ kann man mithilfe der Godement-Auflösung
erhalten, genauer mit den dadurch in den opponierten Kategorien erhaltenen Mor-
phismen, wie in 21.5.5.7 ausgeführt wird.

Satz 21.5.4.6 (Lokalisieren einer präverflochtenen Winkelfaserung). Gibt es
für eine präverflochtene Winkelfaserung mit faserweisem gesättigten Oresystem
eine Rechtslinksanpassung und sind alle naiven Verflechtungsquadrate der Loka-
lisierung voll kokartesisch, so existiert genau eine Verflechtung der lokalisierten
Winkelfaserung, die alle naiven Verflechtungsquadrate enthält.

21.5.4.7. Der Beweis zeigt darüberhinaus, daß die Aussage des Satzes bereits
folgt, wenn wir nur von einer Teilmenge der erlaubten Basisquadrate, aus deren
Quadraten wir alle erlaubten Basisquadrate unserer Regulierung durch Verkleben
erhalten können, voraussetzen, daß alle naiven Verflechtungsquadrate der Lokali-
sierung über Basisquadraten dieser Teilmenge voll kokartesisch sind.

Beweis. Der Beweis füllt den Rest dieses Abschnitts, aber ich fasse hier schon
zusammen, wie sich die verschiedenen Teile des Beweises zusammenfügen. Nach
21.5.4.9 reicht es zu zeigen, daß die naiven Verflechtungsquadrate eine kokarte-
sische Teilverflechtung im Sinne von 21.5.4.8 bilden. Die von einer kokartesi-
schen Teilverflechtung geforderte Fortsetzbarkeit partieller Quadrate zeigen wir
in 21.5.4.10. Die von einer kokartesischen Teilverflechtung, ja einer Regulie-
rung geforderten Verklebbarkeiten zeigen wir in 21.5.4.14 und 21.5.4.16. Daß die
bei einer kokartesischen Teilverflechtung geforderten kommutativen Quadrate tat-
sächlich naive Verflechtungsquadrate sind, bemerken wir in 21.5.4.13. Die von ei-
ner kokartesischen Teilverflechtung geforderte Funktorialitätseigenschaft schließ-
lich zeigen wir in 21.5.4.12.
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21.5.4.8. Gegeben eine Winkelfaserung C → B über einer regulierten Basis ver-
stehen wir unter einer kokartesischen Teilverflechtung eine Regulierung K von
C durch voll kokartesische Rückholquadrate mit den folgenden Eigenschaften:

1. Über jedem erlaubten Basisquadrat kann jedes partielle Quadrat von C mit
†-kartesischen Horizontalen und ¡-kokartesischer rechter Vertikale, dem nur
die linke Vertikale fehlt, in K ergänzt werden;

2. Über jedem erlaubten Basisquadrat kann jeder Morphismus in der Faser
über der oberen rechten Ecke zu einem Morphismus von Quadraten aus K
fortgesetzt werden;

3. K enthält alle kommutativen Quadrate mit kartesischen Horizontalen und
kokartesischen Vertikalen über erlaubten Basisquadraten mit Eigmorphis-
men in zwei parallelen Kanten.

Lemma 21.5.4.9 (Verflechtung zu kokartesischer Teilverflechtung). Gegeben
eine Winkelfaserung über einer regulierten Basis gibt es zu jeder kokartesischen
Teilverflechtung genau eine Verflechtung, die sie umfaßt.

Beweis. Bezeichne K unsere kokartesische Teilverflechtung. Zu jeder Erweite-
rung von K zu einer Verflechtung müssen alle Rückholquadrate gehören, die wir
erhalten, indem wir an ein Rückholquadrat unserer Teilverflechtung ein kommu-
tatives Quadrat mit kartesischen Horizontalen und Vertikalen über Identitäten in
der Basis unten ankleben. In der Menge V von Quadraten, die wir auf diese Weise
erhalten, läßt sich aber bereits jedes partielle Quadrat mit kartesischen Horizonta-
len über einem vorgegebenen erlaubten Basisquadrat vervollständigen. Also gibt
es höchstens eine Erweiterung von K zu einer Verflechtung, nämlich die hier be-
schriebene Menge V von Quadraten. Um zu zeigen, daß V auch tatsächlich eine
Verflechtung ist, müssen wir unsere Bedingungen prüfen. Daß V die Bedingungen
der „eindeutigen Ergänzbarkeit“ und der „eigentlichen Kommutativität“ erfüllt,
scheint mir offensichtlich. Daß V stabil ist unter dem Verkleben längs vertikaler
Kanten scheint mir ebenso offensichtlich. Daß V auch stabil ist unter dem Verkle-
ben längs horizontaler Kanten folgt schließlich aus der Funktorialitätsannahme in
unseren Forderungen an eine kokartesische Teilverflechtung.

21.5.4.10 (Existenz ausreichend vieler naiver Verflechtungsquadrate). Gege-
ben sei eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen Oresystem
S. Gibt es dazu eine Rechtslinksanpassung, so besitzt über jedem erlaubten Ba-
sisquadrat jedes partielle Quadrat mit kartesischen Horizontalen der lokalisierten
Winkelfaserung mit kokartesischer rechter Vertikale eine Erweiterung zu einem
naiven Verflechtungsquadrat. Das folgt, indem wir zu einer vorgegebenen oberen
rechten Ecke ein Objekt F ∈ RX ∩ LX wählen, dessen Bild QF isomorph ist
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zu unserer Ausgangsecke, und dazu ein lokalisierbares Verflechtungsquadrat der
Gestalt

W
q //

g

���
�
�
�
�
�
� X

f

���
�
�
�
�
�
� E //

���
�
�
�
�
�
� F

���
�
�

f¡F
oQ
��

Z
p // Y H // G

bilden mit f¡F → G einem beliebigen S-Morphismus in ein Objekt G ∈ RY .

Lemma 21.5.4.11. Gegeben seien eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem
faserweisen Oresystem S. Gibt es dazu eine Rechtslinksanpassung (R,L ), so
ist jedes naive Verflechtungsquadrat der Lokalisierung isomorph zum Bild eines
lokalisierbaren Verflechtungsquadrats mit oberer rechter Ecke F ∈ L .

Beweis. Wir argumentieren im Diagramm

q†F¡

!!CCCCCCCC
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g
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f
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� E //
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Z
p // Y H // G

H

==zzzzzzzzz
// G

``@@@@@@@@

Hier ist die Mitte ein lokalisierbares Verflechtungsquadrat und F¡ → F ein S-
Morphismus von einem Objekt von LX , der unter q† ein S-Morphismus bleibt.
Daß es so einen Morphismus gibt, war Teil unserer Annahmen. Damit ist auch der
durch die Kommutativität des oberen Trapezes erklärte Morphismus q†F¡ → E
ein S-Morphismus. Die durch unsere Präverflechtung gegebene linke Vertikale
stimmt nun überein mit der durch die Kommutativität des linken Trapezes gege-
benen linken Vertikale. Die schrägen Pfeile liefern dann einen Morphismus von
lokalisierbaren Verflechtungsquadraten und in der Lokalisierung den gewünschten
Isomorphismus von naiven Verflechtungsquadraten.

Lemma 21.5.4.12 (Funktorialität naiver Verflechtungsquadrate). Gegeben sei-
en eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesättigten Oresys-
tem S. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (R,L ), so läßt sich jeder Morphismus
in der lokalisierten Faserkategorie zwischen den oberen rechten Ecken naiver Ver-
flechtungsquadrate auf genau eine Weise zu einem Morphismus der ganzen Ver-
flechtungsquadrate fortsetzen.
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Beweis. Es ist klar, daß sich unser Morphismus auf höchstens eine Weise fort-
setzen läßt. Nach 21.5.4.11 dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daß unsere naiven Verflechtungsquadrate die Bilder lokalisierbarer Ver-
flechtungsquadrate mit oberer rechter Ecke in L sind. Wir argumentieren im Dia-
gramm

Eα
1

""EEEEEEEEE
//
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G
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Z
p // Y p†A // A

Hα

3
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// Gα

2

bbEEEEEEEEE

Gegeben sind als innerstes und äußertes Rechteck jeweils ein lokalisierbares Ver-
flechtungsquadrat mit oberer rechter Ecke F ,Fα ∈ LX sowie, damit fangen wir
erst einmal an, ein Morphismus Fα → F in CX . Nun bauen wir in mehreren
Schritten den Rest des Diagramms auf. Im ersten Schritt faktorisieren wir die rech-
ten Vertikalen unserer lokalisierbaren Verflechtungsquadrate in den Transportmor-
phismus zum Schreivorschub und einen weiteren Morphismus. Da wir die oberen
rechten Ecken in LX angenommen hatten, werden diese weiteren Morphismen
unter Q Isomorphismen, was wir durch oQ andeuten. Da wir S faserweise ge-
sättigt angenommen hatten, gehören diese Morphismen nach 20.1.4.19 bereits zu
S. Außerdem finden wir einen eindeutigen Morphismus Eα → E in CW , der das
obere Trapez zum Kommutieren bringt. Im zweiten Schritt finden wirA ∈ CY zu-
sammen mit einem S-Morphismus G → A und einem CY -Morphismus Gα → A
derart, daß das Parallelogramm unten rechts kommutiert, und können ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit sogar A ∈ RY annehmen. Im dritten Schritt er-
gänzen wir zwei Pfeile links unten wie angedeutet so, daß das untere Rechteck
und Trapez kommutieren. Der vertikale S-Morphismus kommt von unserer An-
nahme A ∈ RY her. Da das große innere Rechteck als Verklebung auch ein Ver-
flechtungsquadrat ist, muß das linke Trapez kommutieren. Damit aber haben wir
den gesuchten Morphismus von naiven Verflechtungsquadraten gefunden. Begin-
nen wir hier mit einem S-Morphismus Fα → F , so werden alle durch durchge-
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zogene Linien dargestellten Pfeile im obigen Diagramm S-Morphismen und wir
erhalten einen Isomorphismus von naiven Verflechtungsquadraten in der Loka-
lisierung. Betrachten wir schließlich zu einem Qq†-entfalteten Objekt F ∈ LX

wie in 21.5.4.3 zwei S-Morphismen F ← F¡ → F†¡, so können wir aus den
bis hier bereits gezeigten Funktorialitätseigenschaften folgern, daß jedes naive
Verflechtungsquadrat isomorph ist zum Bild in der Lokalisierung eines lokali-
sierbaren Verflechtungsquadrats mit Ausgangsecke F ∈ RX ∩ LX . Ein belie-
biger Morphismus Fα → F in S−1

X CX von derartigen Objekten läßt sich aber
als Bruch Fα ← Fβ → F schreiben mit Fβ ∈ RX und dann auch als Bruch
Fα ← Fβ¡ → F mit Fβ¡ ∈ RX ∩LX und so folgt die Behauptung aus den bereits
bewiesenen Aussagen.

21.5.4.13. Gegeben seien eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faser-
weisen gesättigten Oresystem. Gibt es eine Rechtslinksanpassung, so ist über
einem erlaubten Basisquadrat mit Eigmorphismen auf zwei gegenüberliegenden
Kanten jedes kommutative Quadrat kartesischen Horizontalen und kokartesischer
rechter Vertikale isomorph zu einem naiven Verflechtungsquadrat. In der Tat lie-
fert 21.5.4.10 ein kommutierendes naives Verflechtungsquadrat mit isomorpher
Ausgangsecke, zu dem es aufgrund der Funktorialität 21.5.4.12 isomorph sein
muß.

Lemma 21.5.4.14 (Nebeneinanderkleben naiver Verflechtungsquadrate). Ge-
geben seien eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesättig-
ten Oresystem. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (R,L ), so liefert das Verkle-
ben zweier naiver Verflechtungsquadrate der Lokalisierung längs einer gemein-
samen vertikalen Kante stets wieder ein naives Verflechtungsquadrat.

21.5.4.15. Man bemerke, daß wir hier nur eine Aussage machen für den Fall, daß
von den beteiligten naiven Verflechtungsquadraten das rechte voll kokartesisch
ist.

Beweis. Unser Argument für die Existenz ausreichend vieler naiver Verflech-
tungsquadrate 21.5.4.10 zeigt, daß wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit an-
nehmen dürfen, unser rechtes naives Verflechtungsquadrat sei Bild eines lokali-
sierbaren Verflechtungsquadrats, das aus Objekten von R besteht. Damit folgt die
Behauptung aus der Funktorialität naiver Verflechtungsquadrate 21.5.4.12.

Lemma 21.5.4.16 (Untereinanderkleben naiver Verflechtungsquadrate). Ge-
geben seien eine präverflochtene Winkelfaserung mit einem faserweisen gesättig-
ten Oresystem S. Gibt es eine Rechtslinksanpassung (R,L ), so liefert das Ver-
kleben zweier voll kokartesischer naiver Verflechtungsquadrate der Lokalisierung
längs einer gemeinsamen horizontalen Kante wieder ein naives Verflechtungsqua-
drat.
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Beweis. Um das zu zeigen, leiten wir eine alternative Beschreibung für voll kokar-
tesische naive Verflechtungsquadrate her. Sei dazu über der oberen KanteW → X
eines vorgegebenen erlaubten Basisquadrats ein Morphismus E → F von Objek-
ten von L gegeben und sei QE → QF kartesisch. Ist das nach der Funktoriali-
tät naiver Verflechtungsquadrate 21.5.4.12 zugehörige naive Verflechtungsquadrat
voll kokartesisch, so ist es isomorph zum Bild in der Lokalisierung vom Rand des
Diagramms

E

���
�
�

// q†F

���
�
�

// F

���
�
�

g¡E // p†f¡F // f¡F

mit dem rechten Quadrat aus unserer ursprünglichen Präverflechtung und dem
linken Quadrat aus der universellen Eigenschaft des Schreivorschubs. Aus dieser
Bescheibung und der Funktorialität naiver Verflechtungsquadrate 21.5.4.12 folgt
das Lemma sofort. Im Rest des Beweises leiten wir sie her. Gegeben in C ein
Morphismus Eα → Fα über W → X mit denselben Eigenschaften, wie wir sie
von E ,F und E → F gefordert hatten, sowie ein kommutatives Quadrat in C mit
S-Morphismen in den Vertikalen

Eα
S
��

// Fα
S
��

E // F

bilden wir das Diagramm
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und erkennen, daß es einen Isomorphismus der entsprechenden Quadrate in der
Lokalisierung induziert. Jetzt finden wir von der Definition einer Rechtslinksan-
passung ausgehend eine Ergänzung der oberen Horizontale von eben zu einem



21.5. DERIVIERTER TRENNRÜCKZUG UND SCHREIVORSCHUB 3623

kommutativen Diagramm

Eα
3

3

S // q†F†¡ // F†¡

Eα 2

S // G

1 S

��

1
// q†F¡

S
��

OO

// F¡

S

��

S

OO

E // q†F // F

mit den angedeuteten S-Morphismen, mit F¡, E , Eα ∈ L und mit F†¡ ∈ R ∩L .
Hier verwenden wir im ersten Schritt, daß S ein faserweises Oresystem ist, um
G und die beiden davon ausgehenden Morphismen zu finden, und ganz wesent-
lich die Eigenschaft einer Rechtslinksanpassung, daß q† aus F ← F¡ auch dann
einen S-Morphismus macht, wenn diese Objekte nicht Qq†-rechtsentfaltet sind.
Im zweiten Schritt finden wir einen S-Morphismus von einem Objekt Eα ∈ LW

nach G aufgrund der Definition einer Linksanpassung. Im dritten Schritt erkennen
wir, daß QEα → QF†¡ kartesisch sein muß, also QEα → Qq†F†¡ ein Isomorphis-
mus wegen F†¡ ∈ R, also Eα → q†F†¡ ein S-Morphismus wegen S faserweise
gesättigt. So können wir uns darauf zurückziehen, die ursprüngliche Behauptung
für F ∈ RX ∩ LX zu zeigen. Gilt nun aber F ∈ RX ∩ LX , so muß der erste
horizontale Pfeil oben links unter Q ein Isomorphismus werden und wir können
unser Diagramm ergänzen zu einem Diagramm der Gestalt

E
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Q∼ // q†F
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// F
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g¡E // p†f¡F //

��

f¡F

oQ2

��
g¡E 3

Q∼ // p†G // G

mit G ∈ RY . Dann muß, wenn das naive Verflechtungsquadrat zur oberen rechten
Ecke QF voll kokartesisch ist, die mittlere Vertikale kokartesisch werden in der
Lokalisierung. Das hinwiederum zeigt, daß auch der horizontale Morphismus un-
ten links in der Lokalisierung ein Isomorphismus werden muß. So sehen wir, daß
das obere lange horizontale Rechteck, das einhüllende Quadrat und das rechte lan-
ge vertikale Rechteck alle drei isomorphe Quadrate in der Lokalisierung liefern.
Das rechte lange vertikale Rechteck liefert per definitionem ein naives Verflech-
tungsquadrat und so folgt dasselbe für das obere lange horizontale Rechteck.
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Beispiel 21.5.4.17 (Halbseitig beschränkte derivierte Verflechtung). Unsere
verflochtene Winkelfaserung(

Ab�Top → Top ⊃ Toples ← Ab¡
�Toples ,Topes

)
aus 21.4.5.17 mit der kartesischen Regulierung und der durch Kommutativität
konstruierten Verflechtung, immer noch nach 21.4.5.17, liefert in offensichtlicher
Weise verflochtene Winkelfaserungen(

Hot](Ab�Top)→ Top ⊃ Toples ← Hot](Ab¡
�Toples),Topes

)
für ] eine jede unserer vier üblichen Beschränkungsbedingungen. Im Fall von
Hot− können wir diese Winkelfaserung nach Quasiisomorphismen lokalisieren,
denn der Rückzug ist exakt und alle Garbenkomplexe bilden folglich eine Rechts-
anpassung R für den opponierten Rückzug, wohingegen wir für den Schreivor-
schub die Linksanpassung L := Hot−(skwAb�Top) durch entsprechend be-
schränkte Komplexe schwach kompaktweicher Garben nach 21.5.2.12 zur Ver-
fügung haben. Um eine Verflechtung der lokalisierten Winkelfaserung zu kon-
struieren, prüfen wir die Bedingungen von Satz 21.5.4.6. Sicher existiert eine
Rechtslinksanpassung, nämlich (R,L ). Wir müssen also nur noch zeigen, daß in
unserer Situation alle naiven Verflechtungsquadrate voll kokartesisch sind. Nach
21.5.4.11 reicht es zu zeigen, daß alle naiven Verflechtunsquadrate mit Ausgangsecke
in L voll kokartesisch sind. Es reicht also zu zeigen, daß gegeben

W
q //

g
���
�
� X

f
���
�
�

Z
p // Y

ein kartesisches Diagramm topologischer Räume mit les-Abbildungen f, g in den
Vertikalen und ein Komplex F ∈ Hot−(skwAb�X) alias F ∈ Hot+(skwAb/X)
der Rückzug q∗F ein g(!)-quisrechtsentfalteter Garbenkomplex ist, so daß das
entsprechende voll kokartesische Verflechtungsquadrat in Hot−(Ab�Top) aus der
oben beschriebenen Verflechtung voll kokartesisch bleibt in der Lokalisierung.
Nach 21.5.2.7 ist aber jede faserweise kompaktweiche abelsche Garbe bereits g(!)-
quisrechtsentfaltet für jede les-Abbildung g und für eine schwach kompaktweiche
abelsche Garbe F hat offensichtlich ihr Rückzug q∗F diese Eigenschaft. Mithin
erhalten wir durch Lokalisieren mit 21.5.4.6 eine verflochtene Winkelfaserung

(Der−�Top → Top ⊃ Toples ← Der−¡
�Toples ,Topes)

in Bezug auf die kartesische Regulierung der Basis. Offensichtlich macht in die-
sem Fall die Verschiebung [1] Verflechtungsquadrate zu Verflechtungsquadraten,
so daß unser Flechtbasiswechsel eine im Sinne von 20.2.4.4 verträgliche Trans-
formation von triangulierten Funktoren ist.
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Beispiel 21.5.4.18 (Unbeschränkte derivierte Verflechtung). Wir erhalten wie
in 21.5.4.17 eine verflochtene Winkelfaserung(

Hot(Ab�Top)→ Top ⊃ Toplesb ← Hot(Ab¡
�Toplesb),Topesb

)
und können sie wie zuvor nach Quasiisomorphismen lokalisieren, indem wir wie
zuvor die Rechtslinksanpassung (R,L ) beachten mit R allen Komplexen und
L := Hot(skwAb�Top) der Linksanpassung durch Komplexe schwach kompakt-
weicher Garben nach 21.5.2.16. Der Übergang zur Lokalisierung liefert dann wie
zuvor eine verflochtene Winkelfaserung

(Der�Top → Top ⊃ Toplesb ← Der¡
�Toplesb ,Topesb)

in Bezug auf die kartesische Regulierung der Basis und wieder macht die Ver-
schiebung [1] Verflechtungsquadrate zu Verflechtungsquadraten, so daß Flechtba-
siswechsel eine im Sinne von 20.2.4.4 verträgliche Transformation von triangu-
lierten Funktoren ist.

21.5.5 Rückzug-Schreivorschub derivierter Modulgarben
21.5.5.1. In der hier gegebenen Darstellung baut die Konstruktion von Verflech-
tungen für derivierte Modulgarben auf der Erkenntnis auf, daß Godementauf-
lösungen halmweise spalten und folglich stets exakt bleiben unter dem Daranten-
sorieren weiterer Modulgarben. Diese Verträglichkeit geigneter kompaktweicher
Auflösungen mit Flachheitseigenschaften liefert uns die Rechtslinksanpassungen,
die wir zum Lokalisieren der mehr oder weniger offensichtlichen präverflochtenen
Winkelfaserungen auf den Homotopiekategorien benötigen. Das wird im folgen-
den ausgeführt.

21.5.5.2. Sei F eine abelsche Garbe auf einem Raum X . Die Garbe der unste-
tigen Schnitte von F ist die Garbe GF , die jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X das
Produkt der Halme von F an allen Punkten x ∈ U zuordnet, in Formeln

(GF)(U) =
∏
x∈U

Fx

Die Restriktionsabbildungen sind die offensichtlichen. Den durch s 7→ (sx)x∈U
für s ∈ F(U) gegeben Monomorphismus F ↪→ GF nennen wir den Godement-
Monomorphismus. Gleichbedeutend können wir die Identität als stetige Abbil-
dung δ : Xδ → X von der mit der diskreten Topologie versehenen Menge X
in den topologischen Raum X betrachten. Der Godementmonomorphismus fak-
torisiert dann in die Einheit der Adjunktion und einen Isomorphismus als F →
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δ(∗)δ
(∗)F ∼→ GF . Terminologisch wäre es richtiger, von der „Garbe der nicht not-

wendig stetigen Schnitte“ zu reden, aber so pedantisch will ich hier nicht sein.
Analoges gilt für Garben von Moduln über Garben von Ringen.

21.5.5.3. Die Schnitte unserer Garbe der unstetigen Schnitte GF sind nur über of-
fenen Teilmengen unstetige Schnitte in den étalen Raum der ursprünglichen Gar-
be. Die Halme der Garbe der unstetigen Schnitte einer Garbe sind im allgemeinen
sehr viel größer als die Halme der ursprünglichen Garbe.

21.5.5.4 (Halmweises Spalten des Godementmonomorphismus). Gegeben ei-
ne abelsche Garbe F oder allgemeiner eine Modulgarbe auf einem Raum X indu-
ziert der Godementmonomorphismus F ↪→ GF spaltende Injektionen auf allen
Halmen. In der Tat liefert die entsprechende Projektion für x ∈ U ⊂◦ X eine Fak-
torisierung F(U) → (GF)(U) → Fx der Abbildung, die jedem Schnitt von F
über U seinen Halm bei x zuordnet. Diese Faktorisierungen sind verträglich mit
dem Übergang zu kleineren offenen Umgebungen von x und liefern im Kolimes
die gewünschte Spaltung.

21.5.5.5. Sei F eine abelsche Garbe auf einem topologischen Raum X oder all-
gemeiner eine Modularbe auf einem geringten Raum. Die Godement-Auflösung
von F ist der exakte Komplex von abelschen Garben F ↪→ G0F → G1F → . . .,
den wir erhalten durch die Vorschrift

G0F := GF
G1F := G(cok(F → GF)) und dann induktiv

GiF := G(cok(Gi−2F → Gi−1F)) für i ≥ 2;

Jeder Morphismus von abelschen Garben F → F ′ liefert in offensichtlicher Wei-
se einen Morphismus GF → GF ′ zwischen den zugehörigen Garben unsteti-
ger Schnitte und dann induktiv einen Morphismus von Komplexen von Garben
G�F → G�F ′. Auf diese Weise wird das Bilden der Godementauflösung G� ein
Funktor.

Lemma 21.5.5.6. Gegeben X ein geringter Raum und F ∈ Ket(Ab/X) ein Kom-
plex von Modulgarben ist der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphis-
mus

F →̆ G�F := tot Gp(F q)
in das Summentotal der Godementauflösungen der Einträge unseres Garbenkom-
plexes und der Abbildungskegel dieses Quasiisomorphismus ist quisflach.

Beweis. Ergänzen wir den Doppelkomplex Gp(F q) durch G̃−1(F q) := F q, so er-
halten wir einen Doppelkomplex G̃�(F) mit exakten p-Teilkomplexen alias Zei-
len, die für p < −1 verschwindende Einträge haben. Nach dem Exaktheitskriteri-
um 20.3.7.3 und der Vertauschbarkeit der Halmbildung mit Koprodukten ist dann
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auch das Summentotal unseres Doppelkomplexes exakt und die erste Behauptung
folgt. Die zweite Behauptung folgt ebenso, wenn wir für jeden exakten Komplex
E von Rechtsmodulgarben die Exaktheit des Summentotals des Tripelkomplexes
der Er ⊗ G̃p(F q) zeigen können. Wir zeigen das sogar für einen beliebigen Kom-
plex E von Rechtsmodulgarben. Die p-Teilkomplexe von G̃p(F q) sind ja nicht nur
exakt, sondern nach 23.2.2.16 sogar halmweise maximal spaltend. Folglich sind
auch in unserem Tripelkomplex die p-Teilkomplexe exakt. Sie bleiben exakt beim
Übergang zum Summentotal in Bezug auf (r, q), da Koprodukte exakter Garben-
komplexe exakt sind. Der so entstehende Doppelkomplex hat dann wieder exaktes
Summentotal mit demselben Argument wie zuvor.

21.5.5.7 (Vorarbeiten zur Rechtslinksanpassung bei Garbenkomplexen). Für
jeden quisflachen KomplexL von Modulgarben auf einem geringten RaumX lan-
det der Quasiisomorphismus L →̆ G�L aus 21.5.5.6, dessen Abbildungskegel ja
nach 21.5.5.6 stets quisflach ist, selbst in einem quisflachen Komplex G�L. Die-
ser Komplex besteht noch dazu aus schwach kompaktweichen Modulgarben, da
ja diese Eigenschaft nach 21.5.2.10 erhalten bleibt unter filtrierenden Kolimites.
Für einen beliebigen Komplex F von Modulgarben schließlich finden wir nach
21.2.5.20 einen Quasiisomorphismus L →̆ F von einem quisflachen Komplex L
nach F . Mit der Funktorialität der Godementauflösung erhalten wir so ein kom-
mutatives Diagramm aus Quasiisomorphismen

L → F
↓ ↓

G�L → G�F

Hier stehen Komplexe schwach kompaktweicher Garben in der unteren Horizon-
tale und die Vertikalen haben quisflachen Abbildungskegel. Insbesondere ist mitL
auch G�L quisflach und für jeden Morphismus q : W → X von geringten Räum-
en ist q(∗)F → q(∗)G�F ein Quasiisomorphismus, denn der Abbildungskegel von
F → G�F ist exakt und quisflach und bleibt folglich exakt unter q(∗).

21.5.5.8 (Rechtslinksanpassung bei halbseitig beschränkten Komplexen). Für
jeden in Richtung gegen die Differentiale beschränkten Komplex F ∈ Ket+ von
Modulgarben auf einem geringten Raum endlicher Torsionsdimension finden wir
nach 20.3.6.4 oder genauer 20.3.6.7 einen Quasiisomorphismus L →̆ F von
einem Komplex L ∈ Ket+ von flachen Modulgarben nach F , der dann nach
20.3.6.4 auch quisflach ist. Die Funktorialität der Godementauflösung liefert so
dasselbe Diagramm wie in 21.5.5.7 mit Komplexen aus Ket+.

21.5.5.9 (Präverflochtene Winkelfaserung der Modulgarbenkomplexe). Aus
der Faserung der Modulgarben auf geringten Räumen Ab�Ger → Ger nach 21.1.3.9
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erhalten wir wie im Fall abelscher Garben aus 21.4.5.17 eine präverflochtene Win-
kelfaserung (

Ab�Ger → Ger ⊃ Gerles ← Ab¡
�Gerles ,Geres

)
mit der durch Kommutativität konstruierten Präverflechtung. Sie liefert in offen-
sichtlicher Weise präverflochtene Winkelfaserungen(

Hot](Ab�Ger)→ Ger ⊃ Gerles ← Hot](Ab¡
�Gerles),Geres

)
für ] eine jede unserer vier üblichen Beschränkungsbedingungen. Als Regulierung
der Basis nehmen wir an dieser Stelle alle Quadrate, bei denen die zugrundelie-
genden Quadrate von topologischen Räumen kartesisch sind.

21.5.5.10 (Verflochtene halbseitig beschränkt derivierte Modulgarben). Die
in 21.5.5.9 diskutierte präverflochtene Winkelfaserung von halbseitig beschränk-
ten Homotopiekomplexen opponierter Modulgarben aus Hot− läßt sich mit 21.5.4.6
nach Quasiisomorphismen lokalisieren, wenn wir uns weiter einschränken. In der
hier diskutierten Variante erlauben wir nur geringte Räume endlicher Torsionsdi-
mension und notieren diese volle Unterkategorie Gerte ⊂ Ger. Weiter erlauben
wir als ¡-Morphismen in der Basis nur solche Morphismen von geringten Räumen
(X,A) → (Y,B), bei denen f : X → Y eine les-Abbildung ist und Ax flach als
Linksmodul über Bf(x) für alle x ∈ X . Wir notieren Gertelesf ⊃ Gerteesf das mul-
tiplikative System dieser Morphismen beziehungsweise besagter Morphismen, die
zusätzlich eigentlich sind. So erhalten wir eine präverflochtene Winkelfaserung(

Ab�Gerte → Gerte ⊃ Gertelesf ← Ab¡
�Gertelesf ,Gerteesf

)
und eine entsprechend präverflochtene Winkelfaserung auf den Homotopiekate-
gorien. Als Regulierung der Basis wählen wir für das weitere alle Basisquadrate

(W,D)

g

���
�
�

q // (X,A)

f

���
�
�

(Z, C) p // (Y,B)

mit der Eigenschaft, daß die zugrundeliegenden topologischen Räume ein kartesi-
sches Quadrat bilden und daß die Multiplikation für alle w ∈ W mit der Notation
v := fq = pg einen Isomorphismus von abelschen Gruppen

Cg(w) ⊗Bv(w)
Aq(w)

∼→ Dw

induziert. Diese Bedingung bedeutet im Fall gekringter Räume, daß unser Quadrat
auch in Gek kartesisch ist, aber im Fall nichtkommutativer Koeffizienten bedeutet
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sie etwas anderes. Wir nennen unsere Regulierung die kartesisch-tensorielle Re-
gulierung. Man beachte, daß diese Regulierung nicht erhalten bleibt unter dem
Übergang zu den opponierten Ringgarben. Wir behaupten nun, daß wir daraus
mit Satz 21.5.4.6 durch Lokalisierung nach Quasiisomorphismen eine verflochte-
ne Winkelfaserung(

Der−�Gerte → Gerte ⊃ Gertelesf ← Der−!
�Gertelesf ,Gerteesf

)
erhalten. Zunächst folgt aus unseren Vorarbeiten in 21.5.5.8, daß die entsprechend
beschränkten quisflachen Komplexe zusammen mit den entsprechend beschränk-
ten Komplexen schwach kompaktweicher Modulgarben eine Rechtslinksanpas-
sung bilden. Es bleibt damit nur noch zu zeigen, daß alle naiven Verflechtungsqua-
drate voll kokartesisch sind. Nun faktorisiert jeder Morphismus (X,A)→ (Y,B)
von geringten Räumen als (X,A)→ (X, f ∗B)→ (Y,B) und mit B hat auch f ∗B
endliche Torsionsdimension. Jedes erlaubte Basisquadrat läßt sich mithin erhalten
als Verklebung der vier erlaubten Basisquadrate

(W,D) //

��

(W, q∗A)

��

q // (X,A)

��
(W, g∗C)

g

��

// (W, v∗B)

g

��

q // (X, f ∗B)

f

��
(Z, C) // (Z, p∗B)

p // (Y,B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Rückzüge von
Ringgarben. Unter unseren Annahmen ist nun nach 21.5.4.14 und 21.5.4.16 die
Menge der voll kokartesischen naiven Verflechtungsquadrate stabil unter Verkle-
ben. Es reicht also für jedes dieser vier Basisquadrate zu zeigen, daß jedes naive
Verflechtungsquadrat darüber voll kokartesisch ist. Dabei können wir uns nach
21.5.4.12 zusätzlich auf den Fall beschränken, daß die Ausgangsecke in R ∩L
liegt, daß sie also ein quisflacher Komplex aus schwach kompaktweichen Mo-
dulgarben ist. Gehen wir also unsere vier Fälle der Reihe nach durch. Im Basis-
quadrat oben rechts sind alle Rückzüge und Schreivorschübe exakt und die of-
fensichtliche Verträglichkeit von Rückzug ohne Ringwechsel und Einschränken
der operierenden Ringgarbe in der Kategorie der Modulgarben impliziert direkt,
daß jedes naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Im Basisquadrat un-
ten rechts ist offensichtlich jedes naive Verflechtungsquadrat mit Ausgangsecke
in L voll kokartesisch, denn dann ist die Ausgangsecke ein Komplex schwach
kompaktweicher Modulgarben und die Behauptung folgt aus dem bereits behan-
delten Fall abelscher Garben. Im Basisquadrat oben links folgt die Behauptung
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aus der Flachheit von q∗A über v∗B, die dazu führt, daß quisflache Modulgarben-
komplexe zu quisflachen Modulgarbenkomplexen einschränken, und aus unserer
Wahl der Regulierung. Im Basisquadrat unten links schließlich vereinfachen wir
zunächst einmal die Notation mit den mittlerweile frei gewordenen Buchstaben
zu

(X, f ∗C)
f

��

// (X, f ∗B)

f

��
(Y, C) // (Y,B)

für einen Morphismus B → C von Ringgarben auf Y . Es reicht nach 21.5.4.12 zu
zeigen, daß für jeden quisflachen Komplex F in Hot− von schwach kompaktwei-
chen opponierten Modulgarben auf X das zugehörige naive Verflechtungsquadrat
voll kokartesisch ist. Les-Basiswechsel zeigt, daß es ausreicht, das im Fall eines
einpunktigen Raums Y = top zu zeigen. Unsere Ringgarben darauf sind nun
schlicht Ringe B,C mit einem Ringhomomorphismus B → C und X ist ein lo-
kal kompakter Hausdorffraum und F ein quisflacher Komplex in Hot− von kom-
paktweichen opponierten Modulgarben. Es reicht zu zeigen, wir gehen dabei zur
nichtopponierten Situation über, daß im Diagramm

C ⊗B F //

���
�
�
�
�
�
� F

���
�
�

f(!)F
S
��

C ⊗B G // G

mit G quisflach und einem Quasiisomorphismus als dem mit S markierten Pfeil
die linke Vertikale schreikokartesisch wird in der Lokalisierung. Nach 21.5.2.20
reicht es zu zeigen, daß die linke Vertikale nach Vergessen der Operation der Ska-
lare C schreikokartesisch wird in der Lokalisierung. Sei dazuM∗ →̆ C ein Quasi-
isomorphismus von einem beschränkten Komplex flacher B-Rechtsmoduln nach
C. Wir betrachten das Diagramm von Komplexen abelscher Garben

M∗ ⊗B F

���
�
�

// C ⊗B F

���
�
�
�
�
�
�

f(!)(M
∗ ⊗B F) //M∗ ⊗B f(!)F

��
M∗ ⊗B G // C ⊗B G
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Ich behaupte, daß alle durchgezogenen Pfeile Quasiisomorphimen sind. In der
obersten und untersten Horizontale folgt das, da F und G quisflach sind. Die mitt-
lere Horizontale ist sogar ein echter Isomorphismus nach der Projektionsformel
21.4.3.2, da M∗ ein beschränkter Komplex aus flachen B-Rechtsmoduln ist. Die
mittlere Vertikale schließlich ist ein Quasiisomorphismus, da sie aus dem Qua-
siisomorphismus f(!)F →̆ G entsteht durch Tensorieren mit einem beschränkten
Komplex flacher B-Rechtsmoduln. Wieder nach der Projektionsformel 21.4.3.2
besteht nun der Komplex links oben aus kompaktweichen abelschen Garben, folg-
lich bleibt die linke Vertikale schreikokartesisch in der Lokalisierung. Alles zu-
sammen zeigt, daß auch die rechte Vertikale schreikokartesisch werden muß in
der Lokalisierung.

21.5.5.11 (Verflochtene unbeschränkt derivierte Modulgarben). Die in 21.5.5.9
diskutierte präverflochtene Winkelfaserung von unbeschränkten Homotopiekom-
plexen opponierter Modulgarben läßt sich ebenfalls mit 21.5.4.6 nach Quasiiso-
morphismen lokalisieren, wenn wir uns entsprechend einschränken. In der hier
diskutierten Variante erlauben wir beliebige geringte Räume und fordern insbe-
sondere nicht die Endlichkeit der Torsionsdimension, lassen aber als ¡-Morphismen
nur solche Morphismen f : (X,A) → (Y,B) zu, für die Ax stets ein flacher
Bf(x)-Modul ist und f : X → Y eine lesb-Abbildung von topologischen Räumen.
Wir notieren diese Morphismen Gerlesbaf beziehungsweise Geresbaf , wenn sie zu-
sätzlich eigentlich sind. Wir erhalten mit diesen Notationen eine präverflochtene
Winkelfaserung(

Ab�Ger → Ger ⊃ Gerlesbaf ← Ab¡
�Gerlesbaf ,Geresbaf

)
Wir versehen sie mit derselben kartesisch-tensoriellen Regulierung wie im halb-
seitig beschränkten Fall und behaupten nun für die zugehörige unbeschränkte Ho-
motopiekategorie, daß daraus mit Satz 21.5.4.6 durch Lokalisierung nach Quasi-
isomorphismen eine verflochtene Winkelfaserung(

Der�Ger → Ger ⊃ Gerlesbaf ← Der¡
�Gerlesbaf ,Geresbaf

)
entsteht. Zunächst folgt aus unseren Vorarbeiten in 21.5.5.7, daß die quisflachen
Komplexe zusammen mit den Komplexen schwach kompaktweicher Modulgar-
ben eine Rechtslinksanpassung bilden. Es bleibt damit nur noch zu zeigen, daß
alle naiven Verflechtungsquadrate voll kokartesisch sind. Dazu können wir ge-
nauso argumentieren wie im halbseitig beschränkten Fall, nur daß wir für M∗ ei-
ne unbeschränkte flache Auflösung von C zulassen müssen und dürfen, die auch
wieder quisflach ist nach 20.3.8.8 und so den benötigten Quasiisomorphismus
M∗ ⊗B f(!)F

∼→ M∗ ⊗B G liefert. Daß der Komplex M∗ ⊗B F aus kompakt-
weichen Garben besteht, folgt dabei, indem man daß Argument aus dem Beweis
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im halbseitig beschränkten Fall um die Bemerkung ergänzt, daß auch filtrierende
Kolimites kompaktweicher Garben auf lokal kompakten Hausdorffräumen nach
21.4.2.6 wieder kompaktweich sind. Daß M∗ ⊗B F dann auch f(!)-rechtsentfaltet
ist, folgt daraus, daß wir f : X → Y als eine lesb-Abbildung von topologischen
Räumen angenommen hatten.

21.5.5.12 (Verflochtene unbeschränkt derivierte Kringmodulgarben). In einer
weiteren Variante erlauben wir nur gekringte Räume und lassen als ¡-Morphismen
nur solche Morphismen f : (X,A)→ (Y,B) zu, für dieAx stets ein flacher Bf(x)-
Modul ist und f : X → Y ein lesb-Morphismus. Das reicht für die im vorher-
gehenden gegebene Argumentation, da in diesem Fall M∗ ⊗B F sogar ein Kom-
plex vonB-Moduln ist. Wir notieren diese Morphismen Geklesbf beziehungsweise
Gekesbf , wenn sie zusätzlich eigentlich sind. Dann erhalten wir mit Satz 21.5.4.6
durch Lokalisierung nach Quasiisomorphismen eine verflochtene Winkelfaserung(

Der�Gek → Gek ⊃ Geklesbf ← Der¡
�Geklesbf ,Gekesbf

)
21.5.5.13. Die drei Varianten für Verflechtungen derivierter Modulgarben aus
21.5.5.10, 21.5.5.11 und 21.5.5.12 haben alle offensichtlich die Zusatzeigenschaft,
daß alle Shifts [1] von Verflechtungsquadraten wieder Verflechtungsquadrate sind,
so daß die Transformationen der Flechtbasiswechsel verträgliche Transformatio-
nen zwischen triangulierten Funktoren sind im Sinne von 20.2.4.4.

Beispiel 21.5.5.14 (Garbenkohomologie auf kompakten Quadern). Für jede
abelsche Garbe F auf [0, 1]n gilt

Hq([0, 1]n;F) = 0 für q > n.

Im Fall n = 1 hatten wir das bereits in 19.4.2.3 gezeigt. Gegeben ein beliebiger
Raum X zeigt Basiswechsel für die halbseitig beschränkten derivierten Katego-
rien damit, daß für die Projektion π : X × [0, 1] → X der Vorschub π(!) = π(∗)
auf abelschen Garben endliche homologische Dimension ≤ 1 hat. Mit unserer
Abschätzung 20.3.6.4 folgt induktiv, daß Γ : Ab/[0,1]n → Ab homologische Di-
mension ≤ n hat.

Beispiel 21.5.5.15 (Kompakte Garbenkohomologie auf offenen Quadern). Für
jede abelsche Garbe F auf (0, 1)n gilt

Hq
! ((0, 1)n;F) = 0 für q > n.

Ist in der Tat j die Einbettung in den kompakten Quader [0, 1]n, so ist j(!) exakt und
hat damit endliche homologische Rechtsdimension ≤ 0. Wegen Γ! = Γ ◦ j(!) folgt
die Behauptung mit der Abschätzung 20.3.6.4 aus der Abschätzung 21.5.5.14 im
Fall eines kompakten Quaders.
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21.5.6 Trennrückzug-Schreivorschub derivierter Modulgarben
Beispiel 21.5.6.1. Die kommutativen Rückholquadrate über kartesischen Quadra-
ten der Basis der Familienwinkelfaserung bilden eine Präverflechtung der Tren-
naustauschsituation(

Ab�Gek → fGek ⊃ Gekles ← Ab¡
�Gekles ,Gekes

)
für die kartesische Regulierung der Basis. Durch Übergang zu den Homotopie-
komplexen erhalten wir daraus die präverflochtene Trennaustauschsituation der
Homotopiekomplexe von Modulgarben auf gekringten Räumen(

Hot�Gek → fGek ⊃ Gekles ← Hot¡
�Gekles ,Gekes

)
Im folgenden diskutieren wir zwei Fälle, in denen sich Einschränkungen dieser
präverflochtenen Trennaustauschsituation nach Quasiisomorphismen lokalisieren
lassen.

21.5.6.2 (Beliebige Komplexe, homologisch endliche Schreimorphismen). Wir
erlauben nur halmweise flache Morphismen f mit f(!) homologisch endlich als
Schreimorphismen beziehungsweise Eigmorphismen der Basis. Wir erinnern da-
für aus 21.5.5.12 die Notationen Geklesbf beziehungsweise Gekesbf und notieren
diese präverflochtene Trennaustauschsituation(

Hot�Gek → fGek ⊃ Geklesbf ← Hot¡
�Geklesbf ,Gekesbf

)
Als Regulierung nehmen wir die kartesische Regulierung der Basis, also alle kar-
tesischen Quadrate der Familienkategorie T f mit lesbf-Morphismen in allen Ver-
tikalen. Wir zeigen gleich, daß in der zugrundeliegenden einfachen Kategorie Gek
alle kartesischen Quadrate mit einem lesbf-Morphismus in einer Kante des Aus-
gangswinkels auch einen lesbf-Morphismus in der zurückgezogenen Kante aus
dem Faserprodukt haben.

Lemma 21.5.6.3. In der Kategorie Gek aller gekringten Räume bilden die lesbf-
Morphismen ein rückzugstabiles multiplikatives System.

Beweis. Daß sie ein multiplikatives System bilden, ist klar. Gegeben ein kartesi-
sches Diagramm pg = fq von gekringten Räumen mit les-Abildungen f, g gilt
es noch zu zeigen, daß mit f(!) : Ab(X,A) → Ab(Y,B) auch g(!) : Ab(W,D) →
Ab(Z,C) endliche homologische Dimension hat. Mit Basiswechsel reicht es im
Fall einpunktiger Räume Y, Z und W = X zu zeigen, daß die homologische
Dimension von g(!) beschränkt ist durch die homologische Dimension von f(!).
In 21.5.2.20 hatten wir diskutiert, inwiefern der derivierte Schreivorschub unter
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les-Morphismen mit dem Vergessen etwaiger Modulstrukturen vertauscht. Gibt
es also N derart, daß für jedes F ∈ Ab/(X,A) gilt Rnf(!)F = 0 für n ≥ N , so gilt
dasselbe a forteriori für jedes F ∈ Ab/(X,D), da wir es ja mit A → D zu einer
A-Modulgarbe einschränken können.

21.5.6.4 (Halbseitig beschränkte Komplexe, beschränkte Torsion). Wir gehen
in 21.5.6.1 über zur Regulierung, die von allen kartesischen Quadraten in Gek
aus Objekten von Gekte mit lesf-Morphismen als Vertikalen sowie allen Projek-
tionsformelquadraten zu einem lesf-Morphismus in Gekte erzeugt wird. Weiter
betrachten wir nur Komplexe aus Hot−, lassen aber beliebige lesf-Morphismen f
als Schreimorphismen und beliebige esf-Morphisen als Eigmorphismen der Basis
zu. Wir verwenden für diese präverflochtene Trennaustauschsituation die Notation(

Hot−�Gekte → fGekte ⊃ Gektelesf ← Hot−¡
�Gektelesf ,Gekteesf

)
Diese technische Variante wird insbesondere zum Prüfen die Bedingungen der
ersten Variante benötigt. Ich weiß nicht, ob Faserprodukte in der Kategorie Gekte
der gekringten Räume endlicher Torsionsdimension existieren und inwieweit sie
mit den Faserprodukten in Gek übereinstimmen. Die Regulierung erlaubt uns,
diese Schwierigkeiten zu umgehen.

Satz 21.5.6.5 (Trennaustausch für unbeschränkt derivierte Modulgarben).
Die Familienwinkelfaserung der präverflochtenen Trennaustauschsituation aus
21.5.6.2 für unbeschränkte Homotopiekomplexe von Modulgarben auf gekring-
ten Räumen besitzt eine Rechtslinksanpassung in Bezug auf Quasiisomorphismen
und liefert durch Lokalisieren mit Satz 21.5.4.6 eine verflochtene Trennaustausch-
situation (

Der�Gek → fGek ⊃ Geklesbf ← Der¡
�Geklesbf ,Gekesbf

)
für die kartesische Regulierung der Basis.

21.5.6.6. Per definitionem ist in dieser Trennaustauschsituation die Trennfaserung
Der�Gek → fGek unsere derivierte Garbenoptrennfaserung aus 21.2.9.3 und

21.5.6.7. Einen anderen Zugang zu noch allgemeineren Aussagen in dieser Rich-
tung kann man in der Dissertation von Recktenwald [?] finden, die ihrerseits auf
dem Formalismus von Hörmann [?] aufbaut.

Beweis. Aus unseren Vorarbeiten in 21.5.5.7 folgt, daß die Tupel quisflacher Kom-
plexe zusammen mit den Tupeln aus Komplexen schwach kompaktweicher Mo-
dulgarben eine Rechtslinksanpassung der Familienwinkelfaserung bilden. Damit
bleibt nur noch zu zeigen, daß alle naiven Verflechtungsquadrate voll kokarte-
sisch sind. Nach 21.5.4.7 reicht es aus, das für naive Verflechtungsquadrate über
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allen elementaren kartesischen Trennquadraten mit lesbf-Vertikalen im Sinne von
21.4.4.12 zu zeigen, denn aus ihnen können wir nach 21.4.4.12 durch Vertupeln
und Verkleben alle erlaubten Basisquadrate unserer Regulierung erhalten, da sie
nach 21.5.6.3 ein rückzugstabiles multiplikatives System bilden. Im Fall karte-
sischer Quadrate mit Einstrennungen in den Horizontalen haben wir bereits in
21.5.5.12 geprüft, daß alle naiven Verflechtungsquadrate darüber voll kokartesisch
sind. Im Fall kartesischer Quadrate mit Leertrennungen in den Horizontalen ist eh
klar, daß alle naiven Verflechtungsquadrate darüber voll kokartesisch sind. Damit
bleibt uns nur noch der Fall der Projektionsformelquadrate alias aller erlaubten
Basisquadrate der Gestalt

X

f
��

(idX ,f) // X f Y

ffidY
��

Y
(idY ,idY ) // Y f Y

Wir können f faktorisieren in (X,A) → (X, f ∗B) → (Y,B) und dürfen die bei-
den Faktoren getrennt betrachten. Im Fall (X,A)→ (X, f ∗B) reicht es zu zeigen,
daß für jeden quisflachen Komplex G von f ∗B-Moduln und jeden KomplexF von
A-Moduln der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(resf
∗B
A F)⊗f∗B G

∼→ resf
∗B
A (F ⊗A (A⊗f∗B G))

ist. Das ist sogar ohne alle Annahmen an G offensichtlich. Im Fall (X, f ∗B) →
(Y,B) reicht es zu zeigen, daß für F ∈ Hot(Ab�X) ein Komplex schwach kom-
paktweicher Garben und G ∈ Hot(Ab�Y ) ein quisflacher Komplex von flachen
Modulgarben das naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. In diesem Fall
istFfG quisrechtsentfaltet für die obere Horizontale und quislinksentfaltet für die
rechte Vertikale und F ⊗f∗B f ∗G besteht nach 21.4.3.10 aus faserweise kompakt-
weichen Garben, ist also quislinksentfaltet für die linke Vertikale, und f(!)F f G
ist quisrechtsentfaltet für die untere Horizontale und der von der Präverflechtung
der Homotopiekategorien herrührende Morphismus ist nach 21.4.3.10 ein Isomor-
phismus

f(!)(F ⊗f∗B f ∗G)
∼→ (f(!)F)⊗B G

von Komplexen in der opponierten Garbenkategorie. Das zeigt, daß auch in die-
sem Fall unser naives Verflechtunsquadrat voll kokartesisch ist.

Satz 21.5.6.8 (Trennaustausch für halbseitig derivierte Modulgarben). Die
Familienwinkelfaserung der präverflochtenen Trennaustauschsituation für halb-
seitig beschränkte Homotopiekomplexe von Modulgarben auf gekringten Räumen
aus 21.5.6.4 besitzt eine Rechtslinksanpassung in Bezug auf Quasiisomorphismen
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und liefert durch Lokalisieren mit Satz 21.5.4.6 eine verflochtene Trennaustausch-
situation(

Der−�Gekte → fGekte ⊃ Gektelesf ← Der−¡
�Gektelesf ,Gekteesf

)
21.5.6.9. Die Regulierung wird hier erzeugt von allen kartesischen Quadraten in
Gek aus Objekten von Gekte mit lesf-Morphismen als Vertikalen sowie allen Pro-
jektionsformelquadrate zu einem lesf-Morphismus in Gekte. Mit 21.4.4.12 folgt,
daß zur Regulierung insbesondere alle kartesischen Quadrate der Familienkatego-
rie gehören, die aus konstant mit einem festen Kring endlicher Torsionsdimension
gekringten Räumen bestehen. Halten wir so einen Kring fest, so erhalten wir also
eine verflochtene Trennaustauschsituation über der kartesischen Regulierung der
Basis, und ist dieser Kring Z, so ist das eine verflochtene Trennaustauschsituation(

Der−�Top → fTop ⊃ Toples ← Der−¡
�Toples ,Topes

)
Die Notwendigkeit einer feineren Regulierung im Satz rührt daher, daß mir nicht
klar ist, ob Pushouts von Kringen endlicher Torsionsdimension stets wieder end-
liche Torsionsdimension haben, wenn einer der Morphismen flach ist.

Beweis. Mutatis mutandis bleibt der Beweis derselbe, wir müssen nur 21.5.5.8
und 21.5.5.10 zitieren.

Ergänzung 21.5.6.10. Will man allgemeiner Schreivorschub unter nicht notwen-
dig flachen Kringgarbenkomorphismen zulassen, so wird man mit differentiellen
graduierten Kringgarben arbeiten müssen.

Beispiel 21.5.6.11. Gegeben ein Kringhomomorphismus k → K und eine lesb-
Abbildung f : X → Y betrachten wir das kartesische Diagramm konstant ge-
kringter Räume

(X,K)

g

��

q // (X, k)

f

��
(Y,K)

p // (Y, k)

Der zugehörige Verflechtungsisomorphismus in der unbeschränkten Situation aus
21.5.6.5 präzisiert die Verträglichkeit von f! mit der Erweiterung der Skalare
K⊗L

k . Im Fall eines einpunktigen Raums Y mag man sie das universelle Ko-
effiziententheorem der kompakten Kohomologie nennen. Mit 21.5.6.5 folgt es
allgemeiner, wenn f(!) nur auf der Kategorie der Garben von k-Moduln und a for-
teriori von K-Moduln endliche homologische Dimension hat. Mit 21.5.6.8 folgt
es dahingegen für beliebige les-Abbildungen, wenn wir k und K von endlicher
Torsionsdimension annehmen und nur halbseitig beschränkte Komplexe betrach-
ten.
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Beispiel 21.5.6.12 (Das universelle Koeffiziententheorem in einem Spezialfall).
Im Fall X = S1 und Y = top und dem Kringhomomorphismus Z → Z/2Z und
der nichtkonstanten aber lokal zur konstanten GarbeZ isomorphen abelschen Gar-
beM auf S1 ist q∗M = (Z/2Z)⊗ZM die konstante GarbeZ/2Z und wir erhalten
g!q
∗M ∼= Z/2Z ⊕ [−1]Z/2Z. Um andererseits f!M zu bestimmen, erinnern wir

die Mayer-Vietoris-Sequenz der lokalen Kohomologie 19.4.9.26 und finden, daß
nur H1

! (S1;M) von Null verschieden ist und isomorph ist zum Kokern der Abbil-
dung Z2 → Z2 gegeben durch (a, b) 7→ (a + b, a − b) alias H1

! (S1;M) ∼= Z/2Z
und f!M ∼= [−1]Z/2Z. Damit ergibt sich p∗f!M ∼= Z/2Z ⊕ [−1]Z/2Z und wie
behauptet g!q

∗M∼= p∗f!M.
Beispiel 21.5.6.13 (Die Künnethformel der kompakten Kohomologie). Gege-
ben lokal kompakte HausdorffräumeX, Y betrachten wir in der Familienkategorie
der banalen Trennkategorie topologischer Räume das kartesische Diagramm mit
les-Vertikalen

X × Y //

c:=cX×Y
��

X f Y

cXfcY
��

top // topf top

Die Verflechtung in der verflochtenen Trennaustauschsituation der halbseitig de-
rivierten abelschen Garben 21.5.6.9 in unserem kartesischen Diagramm mit der
Diagonale als unterer Horizontale liefert einen Isomorphismus cX!ZX⊗cY !ZY

∼→
c!(ZX � ZY ). Aus 21.1.5.22 erhalten wir weiter einen Isomorphismus X × Y ∼→
X � Y oder in anderer Notation ZX×Y

∼→ ZX � ZY . Alles in allem erhalten wir
so einen Isomorphismus

cX!ZX ⊗ cY !ZY
∼→ c!ZX×Y

in Der(Ab/top) = Der(Ab). Das Tensorprodukt ist bis hierher stets deriviert als
⊗ = ⊗L zu verstehen. Mit der abstrakten Künnethformel 20.3.8.23 erhalten wir
daraus, jetzt aber mit ⊗ als underiviertem Tensorprodukt, natürliche unnatürlich
spaltende kurze exakte Sequenzen von abelschen Gruppen⊕

p+q=n

Hp
!X ⊗ Hq

! Y ↪→ Hn
! (X × Y ) �

⊕
p+q=n+1

Hp
!X ∗ Hq

! Y

Beispiel 21.5.6.14 (Künnethformel mit Koeffizienten). Gegeben ein Kring k
endlicher Torsionsdimension und lokal kompakte Hausdorffräume X, Y liefert
unsere Trennverflechtung für halbseitig derivierte Modulgarben 21.5.6.9 in der-
selben Weise in Der(Modk) einen ausgezeichneten Isomorphismus

cX!kX ⊗ cY !kY
∼→ c!kX×Y

Dasselbe folgt für einen beliebigen Kring k und lesb-Räume X, Y aus unserer
Trennverflechtung für beidseitig derivierte Modulgarben 21.5.6.5.
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21.5.7 Schreirückzug für derivierte Modulgarben
Satz 21.5.7.1. Für jeden lesb-Morphismus gekringter Räume f : X → Y besitzt
der Schreivorschub f! : Der(Ab/X)→ Der(Ab/Y ) einen Rechtsadjungierten, den
Schreirückzug

f ! : Der(Ab/Y )→ Der(Ab/X)

21.5.7.2 (Notationsfragen). Für die Funktoren auf abelschen Garben, die wir bis-
her f ! notiert hatten, vereinbaren wir die neue Notation f (!).

21.5.7.3. Der Beweis des Satzes benötigt größere Vorbereitungen und wird für
abelsche Garben in 21.5.7.21 und für Modulgarben in 21.5.7.26 gegeben. Zunächst
diskutieren wir einige Spezialfälle, die leichter zu haben sind, und erste Eigen-
schaften. Dann beginnen wir mit Vorbereitungen zum Beweis.

21.5.7.4 (Schreirückzug unter separierten étalen Abbildungen). Im Fall of-
fener Einbettungen f und allgemeiner im Fall separierter étaler Abbildungen f
liefern 19.4.9.9 beziehungsweise 19.6.5.1 sogar eine Adjunktion (f(!), f

∗) exakter
Funktoren auf den entsprechenden Kategorien abelscher Garben. Sie führt ohne
weitere Schwierigkeiten zu einer Adjunktion (f!, f

∗) der zugehörigen derivierten
Funktoren und liefert damit sowohl die Existenz des Rechtsadjungierten f ! als
auch eine Isotransformation f ∗ ∼⇒ f ! im Fall derivierter abelscher Garben. Das-
selbe gilt im Fall von Modulgarben für einen separierten étalen Morphismus f
von gekringten Räumen „ohne Ringwechsel“, also mit A = f ∗B.

21.5.7.5 (Schreirückzug unter lokal abgeschlossenen Einbettungen). Im Fall
lokal abgeschlossener Einbettungen f ist f(!) = f∗ ein exakter Funktor auf den
zugrundeliegenden Kategorien abelscher Garben und besitzt dort nach 19.6.4.16
einen Rechtsadjungierten, den wir von nun an neu f (!) : Ab/X → Ab/Y notie-
ren und der jeder Garbe F ∈ Ab/Y auf Y die Garbe f (!)F ∈ Ab/X der Schnitte
von F mit Träger in X zuordnet. Da jeder Garbenkomplex nach 21.2.3.2 eine
Quisrechtsentfaltung besitzt, existiert in diesem Fall der Rechtsderivierte auf der
ganzen derivierten Kategorie und ist dann nach 20.3.2.28 der gesuchte Rechtsad-
jungierte f ! = Rf (!). Die Hqf !F = Rqf (!)F für F ∈ Ab/Y sind in diesem Fall
unsere lokalen Kohomologiegarben von F mit Träger in X aus 19.6.4.19. Dassel-
be gilt im Fall von Modulgarben für einen separierten étalen Morphismus f von
gekringten Räumen „ohne Ringwechsel“, also mit A = f ∗B.

Beispiel 21.5.7.6 (Problematik einer naiven Konstruktion des Schreirückzugs).
Für die konstante Abbildung c : R→ pt der Zahlengerade auf einen Punkt besitzt
c(!) : Ab/R → Ab/ pt keinen Rechtsadjungierten, da der Funktor c(!) sonst nach
19.2.4.12 rechtsexakt sein müßte. Das ist er jedoch nicht, denn der Epimorphis-
mus der konstanten Garbe auf den Wolkenkratzer am Ursprung ZR � Z(0) wird
unter c(!) die Einbettung 0pt ↪→ Zpt und diese ist kein Epimorphismus.
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21.5.7.7 (Homologische Breite des Schreirückzugs). Ist f : X → Y eine les-
Abbildung in Top mit f(!) von einer homologischen Dimension ≤ d, so gilt

G ∈ Der≥0(Ab/Y )⇒ f !G ∈ Der≥−d(Ab/X)

In der Tat reicht es dafür nach 20.2.7.12 zu zeigen, daß gilt Der/X(F , f !G) = 0 für
alle F ∈ Der≤−d−1(Ab/X). Das folgt mit unserer Adjunktion aus der Erkenntnis
f!F ∈ Der≤−1(Ab/X), die hinwiederum von unseren Erkenntnissen 20.3.6.4 zum
Derivieren homologisch endlicher Funktoren herkommt, da wir ja aus 21.2.3.2
wissen, daß jeder Komplex abelscher Garben eine Quisrechtsentfaltung besitzt.
Ist zusätzlich Ab/Y von endlicher homologischer Dimension ≤ r, so zeigen wir
zusätzlich

G ∈ Der≤0(Ab/Y )⇒ f !G ∈ Der≤r(Ab/X)

Nach 20.2.6.35 reicht es in der Tat, für q > r und F ∈ Ab/X das Verschwinden
Der/X(F [−q], f !G) = 0 zu zeigen alias Der/Y (f!F ,G[q]) = 0. Nach Annahme
und 20.3.6.8 ist aber G[q] für q > r quasiisomorph zu einem quisrechtsentfalteten
Komplex in Hot<0(Ab/Y ). Für Modulgarben gilt mutatis mutandis dasselbe.

Satz 21.5.7.8 (Darstellbarkeit von Funktoren auf Garben). Seien U ein Uni-
versum und X ein topologischer Raum aus U. Ein Funktor µ : UAb/X → UAbopp

ist genau dann darstellbar alias isomorph zu einem Funktor der Gestalt F 7→
Ab/X(F , C) mit C ∈ UAb/X , wenn er mit Kolimites über U-punktkleine Köcher
vertauscht.

Beweis. Daß ein darstellbarer Funktor mit Kolimites vertauschen muß, ist eh klar.
Sind weiter eine abelsche Garbe C ∈ Ab/X und natürliche Bijektionen

µ(F)
∼→ Ab/X(F , C)

gegeben, so erhalten wir mit F = ZU⊂X := i(!)ZU für i : U ↪→ X die Einbettung
einer offenen Teilmenge Bijektionen µ(ZU⊂X)

∼→ C(U). Für V ⊂◦ U muß darüber
hinaus der offensichtliche Morphismus ZV⊂X → ZU⊂X zu einem kommutativen
Diagramm

µ(ZU⊂X) ∼ //

��

C(U)

resVU
��

µ(ZV⊂X) ∼ // C(V )

mit besagten Bijektionen in den Horizontalen führen. Damit ist der weitere Gang
des Beweises klar: Wir konstruieren zu unserem Funktor µ eine abelsche Prägarbe
Cµ durch die Vorschrift

Cµ(U) := µ(ZU⊂X)
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und zeigen, daß sie unter unseren zusätzlichen Annahmen eine Garbe ist, die den
Funktor µ darstellt. Um zu zeigen, daß Cµ eine Garbe ist, betrachten wir ein Sys-
tem U ⊂ P(X) von offenen Teilmengen mit Vereinigung V ⊂◦ X und das Dia-
gramm ⊕

(U,U ′)∈U2

Z(U∩U ′)⊂X →→
⊕
U∈U

ZU⊂X → ZV⊂X

mit den beiden ersten Pfeilen gegeben einerseits durch Z(U∩U ′)⊂X → ZU⊂X und
andererseits durch Z(U∩U ′)⊂X → ZU ′⊂X . An den Halmen erkennt man, daß hier
ZV⊂X der Kolimes der linken Hälfte unseres Diagramms alias der Koegalisator
der beiden linken Pfeile ist. Kommutiert µ mit Kolimites, so muß mithin Cµ eine
abelsche Garbe sein. Es bleibt noch zu zeigen, daß diese abelsche Garbe auch in
der Tat den Funktor µ darstellt. Bezeichne dazu OffX die Kategorie der offenen
Teilmengen von X mit Inklusionen als Morphismen und J : OffX → Ab/X den
Funktor U 7→ ZU⊂X . Nun betrachten wir für alle F ∈ Ab/X die Verknüpfungen

µ(F) ∼ // Cat(Ab/X ,Abopp)(µ,Ab/X( ,F))

◦J
��

Ab/X(F , Cµ) Cat(OffX ,Abopp)(µ ◦ J,Ab/X( ,F) ◦ J)∼oo

der Identifikation des Yoneda-Lemmas mit einigen weiteren offensichtlichen Ab-
bildungen unter Verwendung von Ab/X( ,F) ◦ J ∼⇒ F : OffX → Abopp.
Sie bilden eine Transformation τ : µ ⇒ Ab/X( , Cµ) von Funktoren Ab/X →
Abopp, die auf allen Objekten der Gestalt ZU⊂X Isomorphismen τ : µ(ZU⊂X)

∼→
Ab/X(ZU⊂X , Cµ) induziert. Es gilt zu zeigen, daß sie auf überhaupt allen Objekten
F ∈ Ab/X Isomorphismen τ : µ(F)

∼→ Ab/X(F , Cµ) induziert. Da beide Sei-
ten mit Kolimites vertauschen, folgt das zunächst für beliebige direkte Summen
von Kopien unserer ZU⊂X . Jede abelsche Garbe ist aber Quotient einer derarti-
gen direkten Summe und dann auch Kokern eines Morphismus zwischen zwei
derartigen direkten Summen, und so folgt es dann für F beliebig.

Satz* 21.5.7.9 (Darstellbarkeit von Funktoren auf Modulgarben). Seien U
ein Universum und X = (X,A) ein geringter Raum aus U. Ein Funktor µ :
UAb/X → UAbopp ist genau dann darstellbar alias isomorph zu einem Funktor
der Gestalt F 7→ UAb/X(F , C) mit C ∈ UAb/X , wenn er mit Kolimites über
U-punktkleine Köcher vertauscht.

Beweis. Indem wir auf µ̂ : G 7→ µ(A ⊗Z G) unseren vorherigen Satz anwenden,
erkennen wir, daß dieser Funktor dargestellt wird durch die abelsche Garbe C mit
Schnitten C(U) := µ(AU⊂X). Versehen wir nun C mit seiner offensichtlichen
Struktur als A-Modulgarbe, so erhalten wir Abbildungen

µ(F)→ Ab/X(F , C)
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durch die Vorschrift, daß wir α ∈ µ(F) abbilden auf die αU : F(U) → C(U) für
U ⊂◦ X gegeben dadurch, daß wir zu s ∈ F(U) den Morphismus s̃ : AU⊂X → F
mit 1 7→ s betrachten und dazu µ(s̃) : µ(F) → µ(AU⊂X) bilden und dann
αU(s) := (µ(s̃))(α) setzen. Gehen wir die Definitionen durch, so ergibt sich,
daß unsere Abbildungen zu Isomorphismen µ(AU⊂X)

∼→ Ab/X(AU⊂X , C) spe-
zialisieren. Da aber jede A-Modulgarbe F Kokern eines Morphismus zwischen
direkten Summen von Kopien gewisser AU⊂X ist und da beide Seiten mit Koli-
mites vertauschen, muß unsere Abbildung für alleA-Modulgarben F ein Isomor-
phismus sein.

Korollar 21.5.7.10. Seien U ein Universum und X ein topologischer Raum oder
allgemeiner ein geringter Raum und D eine abelsche U-Kategorie. Ein Funktor
Λ : UAb/X → D besitzt genau dann einen Rechtsadjungierten, wenn er mit
Kolimites über U-punktkleine Köcher vertauscht.

Beweis. Jeder Funktor, der einen Rechtsadjungierten besitzt, vertauscht mit Koli-
mites. Andererseits vertauscht auch für alleD ∈ D der FunktorD → Abopp, A 7→
D(A,D) mit Kolimites. Vertauscht weiter Λ mit Kolimites, so auch die Verk-
nüpfung

Ab/X → Abopp

F 7→ D(ΛF , D)

Nach dem Darstellbarkeitskriterium 21.5.7.8 beziehungsweise 21.5.7.9 ist unsere
Verknüpfung also darstellbar durch eine abelsche Garbe RD ∈ Ab/X . Man sieht
nun ohne Mühe, daß wir damit schon den gesuchten Rechtsadjungierten R zu Λ
konstruiert haben.

Beispiel 21.5.7.11 (Spezialfälle des Schreirückzugs). Gegeben eine les-Abbildung
f : X → Y vertauscht der Schreivorschub f(!) : Ab/X → Ab/Y nach 21.4.2.4 mit
filtrierenden Kolimites. Ist f(!) zusätzlich exakt, etwa für f eine lokal abgeschlos-
sene Einbettung oder eine separierte étale Abbildung, so vertauscht es mithin mit
beliebigen Kolimites und besitzt nach 21.5.7.10 einen Rechtsadjungierten

f (!) : Ab/Y → Ab/X

Gegeben eine Garbe G ∈ Ab/Y finden wir für ihren Schreirückzug immer im Fall,
daß der Schreivorschub exakt ist, sogar die explizite Beschreibung

(f (!)G)(U) = Ab/Y (f(!)(ZU⊂X),G)

In diesem Fall erhalten wir nach 20.3.2.28 auch auf den derivierten Funktoren
ein adjungiertes Paar (f!,Rf

(!)) und so eine vergleichsweise explizite Beschrei-
bung des Schreirückzugs auf den derivierten Kategorien. Im Fall étaler separierter
Abbildungen f erhalten wir so ein weiteres Mal unseren ausgezeichneten Isomor-
phismus f (!) ∼⇒ f (∗) aus 19.6.5.1.
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21.5.7.12. Gegeben ein topologischer Raum X mit einer offenen Teilmenge U ⊂◦
X und eine abelsche Garbe F ∈ Ab/X erklären wir ganz allgemein die abelsche
Garbe FU⊂X ∈ Ab/X durch die Vorschrift

FU⊂X := j(!)j
(∗)F

für j : U → X die Einbettung. Da beide fraglichen Funktoren exakt sind, fällt
diese Garbe auch zusammen mit dem Objekt j!j

∗F der derivierten Kategorie.

Lemma 21.5.7.13 (Kriterium für die Eigenschaft relativ kompaktweich). Ge-
geben eine les-Abbildung f : X → Y ist eine Garbe F ∈ Ab/X genau dann f -
kompaktweich, wenn für alle U ⊂◦ X die Garbe FU⊂X eine f(!)-rechtsazyklische
Garbe ist. Insbesondere ist mit F auch FU⊂X eine f -kompaktweiche Garbe.

Beweis. Bezeichnet i := iy : {y} ↪→ Y die Einbettung des Punktes y ∈ Y , so
ist G ∈ Ab/X genau dann eine f(!)-rechtsazyklische Garbe, wenn für alle y ∈ Y
aus Hνi∗f!G 6= 0 bereits folgt ν = 0. Mit mehrfachem derivierten Basiswechsel,
also Basiswechsel 21.4.5.14 in der verflochtenen Winkelfaserung 21.5.4.18 der
derivierten abelschen Garben, über dem doppelt kartesischen Diagramm der Basis

U ∩ f−1(y)

u

��

l // U

j

��
f−1(y)

g

��

� � k // X

f

��
{y} � � i // Y

für alle y ∈ Y erkennen wir, daß die f(!)-Rechtsazyklizität von FU⊂X gleichbe-
deutend ist dazu, daß für

i∗f!FU⊂X ∼= g!k
∗FU⊂X = g!k

∗j!j
∗F ∼= g!u!l

∗j∗F ∼= g!u!u
∗k∗F

und alle y ∈ Y wieder Hν für ν 6= 0 verschwindet, daß also für alle y ∈ Y
mit der Notation Z := f−1(y) für die Faser die Garbe (k∗F)(U∩Z)⊂Z eine Γ!-
rechtsazyklische Garbe ist. Damit ziehen wir uns auf den Fall eines einpunktigen
Raumes zurück, den wir im anschließenden Lemma 21.5.7.14 behandeln.

Lemma 21.5.7.14 (Kompaktweichheitskriterium). Eine abelsche Garbe F auf
einem lokal kompakten Hausdorffraum Z ist kompaktweich genau dann, wenn für
alle W ⊂◦ Z die Garbe FW⊂Z eine Γ!-rechtsazyklische Garbe ist.
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Beweis. Bezeichne j : W ↪→ Z die Einbettung. Ist F kompaktweich, so ist auch
j∗F kompaktweich nach 19.4.8.11 und für die konstante Abbildung c : Z → pt
hat folglich

(c ◦ j)!j
∗F ∼= c!j!j

∗F ∼= c!FW⊂Z
die Eigenschaft Hν = 0 für ν 6= 0, als da heißt, FW⊂Z ist Γ!-rechtsazyklisch. Sei
umgekehrt F eine abelsche Garbe auf Z derart, daß FW⊂Z für alle W ⊂◦ Z eine
Γ!-rechtsazyklische Garbe ist. Gegeben ein Kompaktum K ⊂ Z betrachten wir
dann sein Komplement W ⊂◦ Z und folgern aus 19.4.8.14 sogar die Surjektivität
der Restriktion Γ!(Z;F)→ Γ(K;F).

Lemma 21.5.7.15. Sei f : X → Y eine les-Abbildung derart, daß der Schreivor-
schub f(!) : Ab/X → Ab/Y homologische Dimension r <∞ hat. Gibt es in Ab/X
eine exakte Sequenz I−r → . . .→ I−1 → I0 � K mit f -kompaktweichen Iν , so
ist auch K eine f -kompaktweiche Garbe.

Beweis. Nach dem Kriterium 21.5.7.13 reicht es zu zeigen, daß für alle U ⊂◦ X
die Garbe KU⊂X eine f(!)-rechtsazyklische Garbe ist. Sicher paßt diese Garbe in
eine exakte Sequenz

G ↪→ I−rU⊂X → . . .→ I−1
U⊂X → I

0
U⊂X � KU⊂X

Mit Iν ist auch IνU⊂X eine f -kompaktweiche Garbe nach 21.5.7.13. Spalten wir
unsere exakte Sequenz in kurze exakte Sequenzen auf, so liefern die zugehörigen
langen exakten Sequenzen der Rqf(!) für q ≥ 1 Isomorphismen

Rqf(!) KU⊂X
∼→ Rq+rf(!) G

Die rechte Seite aber verschwindet nach Annahme.

Lemma 21.5.7.16. 1. Gegeben f : X → Y eine les-Abbildung vertauscht der
derivierte Schreivorschub f! : Der+(Ab/X) → Der+(Ab/Y ) mit filtrieren-
den Kolimites;

2. Gegeben eine lesb-Abbildung f : X → Y vertauscht sogar der unbe-
schränkt derivierte Schreivorschub f! : Der(Ab/X) → Der(Ab/Y ) mit fil-
trierenden Kolimites.

Beweis. Gegeben eine les-Abbildung ist nach 21.4.3.8 jeder filtrierende Kolimes
von faserweise kompaktweichen Garben wieder faserweise kompaktweich. Das
Lemma ergibt sich, da wir die entsprechenden derivierten Funktoren durch faser-
weise kompaktweiche Auflösungen berechnen können.

Lemma 21.5.7.17. Seien f : X → Y eine lesb-Abbildung und K,F ∈ Ab/X
abelsche Garben. IstK zusätzlich f -kompaktweich undF flach, so ist auchF⊗K
eine f -kompaktweiche Garbe.
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21.5.7.18. Das gilt ebenso, wenn wir statt der Flachheit von F die Flachheit von
K annehmen. Für diese Variante habe ich jedoch im folgenden keine Verwendung.

Beweis. Jede Garbe F ∈ Ab/X besitzt eine Auflösung . . . → F−1 → F0 � F
mit Fν jeweils einer direkten Summe von Kopien von Garben der Gestalt ZU⊂X
für U ⊂◦ X . Diese liefert eine exakte Sequenz

. . .→ F−1 ⊗K → F0 ⊗K� F ⊗K

Nach 21.5.7.15 reicht es zu zeigen, daß Fν ⊗K eine f -kompaktweiche Garbe ist
für alle ν. Aber Fν ⊗ K ist eine direkte Summe von Garben der Gestalt ZU⊂X ⊗
K ∼= KU⊂X und ist f -kompaktweich, da nach 21.4.3.8 filtrierende Kolomites f -
kompaktweicher Garben f -kompaktweich sind und da nach 21.5.7.13 mit K auch
KU⊂X faserweise kompaktweich ist für U ⊂◦ X .

Lemma 21.5.7.19. Gegeben f : X → Y eine lesb-Abbildung und K ∈ Ab/X
eine f -kompaktweiche abelsche Garbe auf X besitzt der durch die Vorschrift

fK(!) : F 7→ H0f!(F ⊗L K)

gegebene Funktor fK(!) : Ab/X → Ab/Y einen Rechtsadjungierten f (!)
K .

Beweis. Nach 21.5.7.10 reicht es zu zeigen, daß fK(!) mit beliebigen Kolimites ver-
tauscht. Dazu reicht es zu zeigen, daß unser Funktor rechtsexakt ist und mit filtrie-
renden Kolimites, ja mit beliebigen Koprodukten vertauscht. Wir können nun aber
⊗L mit einer Linksauflösung von F durch flache Garben berechnen. Aus Lem-
ma 21.5.7.17 folgt dann, daß F ⊗L K durch einen Komplex f -kompaktweicher
Garben in nichtpositiven Graden dargestellt werden kann und mit 20.3.6.4 folgt
H1f!(F ⊗L K) = 0 und damit ist unser Funktor schon mal rechtsexakt. Unser
Funktor vertauscht aber auch mit beliebigen Koprodukten. Genauer wissen wir
das für ⊗LK, weil er ein Linksadjungierter ist, für f! nach 21.5.7.16 und für H0

folgt es aus der Beschreibung 20.3.9.2 von Koprodukten in derivierten Katego-
rien unter der Annahme der Existenz von Quisrechtsentfaltungen, die es ja nach
21.2.3.2 im Fall abelscher Garben gibt, zusammen mit der Exaktheit von Kopro-
dukten in der Kategorie der abelschen Garben.

21.5.7.20. Geht man die Konstruktion des Rechtsadjungierten in 21.5.7.19 durch,
so erhält man für die Schnitte von f (!)

K G die Beschreibung

(f
(!)
K G)(U) = Ab/Y (f(!)KU⊂X ,G)

Der Isomorphismus Ab/X(ZU⊂X , f (!)
K G)

∼→ Ab/Y (fK(!)(ZU⊂X),G), der davon in-
duziert wird, ist dann die Adjunktion für das Paar (ZU⊂X ,G).
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21.5.7.21 (Existenz des Schreirückzugs für abelsche Garben). Sei f : X → Y
eine lesb-Abbildung. Gegeben ein Komplex KK alias . . . → Kq → Kq+1 → . . .
von faserweise kompaktweichen Garben auf X erklären wir den Funktor

fKK(!) : Hot(Ab/X)→ Hot(Ab/Y )

dadurch, daß er jedem Komplex F ∈ Hot(Ab/X) das Summentotal des Doppel-
komplexes der fKq(!) Fp zuordnet. Man prüft leicht, daß er einen Rechtsadjungierten

f
(!)
KK : Hot(Ab/Y )→ Hot(Ab/X)

besitzt, der jedem Komplex G ∈ Hot(Ab/Y ) das Produkttotal des Doppelkom-
plexes der f (!)

K−qG
p zuordnet. Um die q-Differentiale zu erklären beachten wir, daß

jede Transformation von Funktoren eine Transformation in die Gegenrichtung auf
den Adjungierten induziert. Jeder Morphismus L → M von f -kompaktweichen
Garben liefert mithin eine Transformation f (!)

M ⇒ f
(!)
L . Wir zeigen nun, daß al-

le Komplexe aus flachen abelschen Garben quislinksentfaltet sind für QfKK(!) . Ist
genauer E →̆ F ein Quasiisomorphismus von Komplexen aus flachen abelschen
Garben, so liefert das Darantensorieren von K einen Quasiisomorphismus E ⊗
K →̆ F⊗K und nach 21.5.7.23 bestehen beide Komplexe aus f -kompaktweichen
Garben. Nach 20.3.6.4 erhalten wir also weiter einen Quasiisomorphismus f(!)(E⊗
K) →̆ f(!)(F ⊗ K), da wir auch f lesb angenommen hatten. Schließlich erinnern
wir noch aus 21.2.5.20, daß es zu jedem Komplex von abelschen Garben einen
Quasiisomorphismus von einem Komplex flacher abelscher Garben gibt, und dar-
aus folgt dann mit 20.3.2.32, daß alle Komplexe aus flachen abelschen Garben
quislinksentfaltet sind fürQfKK(!) . Folglich existiert der Linksfaktorierte vonQfKK(!)

auf allen Objekten und mit Lemma 21.5.7.17 erhalten wir für

LQfKK(!) : Der(Ab/X)→ Der(Ab/Y )

sogar eine ausgezeichnete Isotransformation LQfKK(!)
∼⇒ f! ◦ ( ⊗LKK). Da an-

dererseits in Hot(Ab/Y ) nach 21.2.3.2 jeder Komplex eine Quisrechtsentfaltung
besitzt, existiert auch der Rechtsfaktorierte RQf

(!)
KK von Qf (!)

KK auf allen Objekten
und 20.3.2.28 liefert für diese faktorierten Funktoren eine Adjunktion

(LQfKK(!) ,RQf
(!)
KK)

Für jede f -kompaktweiche Auflösung KK der konstanten Garbe ZX ist also der
Rechtsfaktorierte RQf

(!)
KK ein Rechtsadjungierter f ! von f!.

21.5.7.22 (Berechnung des Verdierdualen). Seien f : X → Y eine lesb-Abbil-
dung und K ein Komplex von f -kompaktweichen abelschen Garben auf X . Die
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Isotransformation LfK(!)
∼⇒ f! ◦ ( ⊗K) von Funktoren Der(Ab/X) → Der(Ab/Y )

aus 21.5.7.21 liefert eine ausgezeichnete Isotransformation

Rf
(!)
K

∼⇒ (KV ) ◦ f !

zwischen den adjungierten Funktoren. Ist insbesondere f = fin die konstante Ab-
bildung auf den einpunktigen Raum, so erhalten wir für jeden Komplex K von
kompaktweichen Garben auf einem lokal kompakten homologisch kompaktendli-
chen Hausdorffraum X einen ausgezeichneten Isomorphismus

fin
(!)
K
(
Qtop[0]→ (Q/Z)top

) ∼→
(
KV fin! Ztop

)
und so mit 21.5.7.20 einen ausgezeichneten Isomorphismus zwischen dem Ver-
dierdualen DXK von K und dem Garbenkomplex mit DKetΓ!(U ;K) als Komplex
der Schnitte auf einer offenen Teilmenge U ⊂◦ X .

Lemma 21.5.7.23. Seien f : (X,A)→ (Y,B) ein lesb-Morphismus von gekring-
ten Räumen und K,F ∈ Ab/(X,A) Modulgarben. Ist K faserweise kompaktweich
und F flach, so ist auch F ⊗A K eine faserweise kompaktweiche Garbe.

21.5.7.24. Das gilt ebenso, wenn wir statt der Flachheit von F die Flachheit von
K annehmen. Für diese Variante habe ich jedoch im folgenden keine Verwendung.
Die Kringgarbe B spielt im folgenden keine Rolle.

Beweis. Jede Garbe F ∈ Ab/(X,A) besitzt eine Auflösung . . . → F−1 → F0 �
F mit Fν jeweils einer direkten Summe von Kopien von Garben der Gestalt
AU⊂X für U ⊂◦ X . Diese liefert eine exakte Sequenz von Modulgarben

. . .→ F−1 ⊗A K → F0 ⊗A K� F ⊗A K

Nach dem Kriterium 21.5.7.15 reicht es zu zeigen, daß Fν ⊗A K faserweise
kompaktweich ist für alle ν. Nun ist aber Fν ⊗A K ist eine direkte Summe von
Garben der Gestalt AU⊂X ⊗A K ∼= KU⊂X und die Summanden sind faserweise
kompaktweich nach 21.5.7.13. Also ist auch Fν ⊗A K faserweise kompaktweich
nach 21.4.3.8 als filtrierender Kolimes faserweise kompaktweicher abelscher Gar-
ben.

Lemma 21.5.7.25. Gegeben f : (X,A) → (Y,B) ein lesb-Morphismus gekring-
ter Räume und K ∈ Ab/X eine faserweise kompaktweiche Modulgarbe auf X
besitzt der durch die Vorschrift

fK(!) : F 7→ H0f!(F ⊗L
A K)

gegebene Funktor fK(!) : Ab(X,A) → Ab/(Y,B) einen Rechtsadjungierten f (!)
K .
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Beweis. Nach 21.5.7.10 reicht es zu zeigen, daß fK(!) mit Kolimites vertauscht.
Dazu reicht es zu zeigen, daß unser Funktor rechtsexakt ist und mit filtrierenden
Kolimites, ja mit Koprodukten vertauscht. Wir können F ⊗L

A K mit einer Links-
auflösung von F durch flache Modulgarben berechen, wie wir sie etwa beim Be-
weis von 21.5.7.23 beschrieben haben. So folgt aus 21.5.7.23, daß F ⊗L

A K durch
einen Komplex aus faserweise kompaktweichen Garben in nichtpositiven Graden
beschrieben werden kann, und mit 20.3.6.4 folgt H1f!(F ⊗L

A K) = 0. Damit ist
unser Funktor schon mal rechtsexakt. Unser Funktor vertauscht aber auch mit be-
liebigen Koprodukten. Genauer wissen wir das für ⊗L

AK, weil er ein Linksadjun-
gierter ist, für f! nach 21.5.7.16 und fürH0 folgt es aus der Beschreibung 20.3.9.2
von Koprodukten in derivierten Kategorien unter der Annahme der Existenz von
Quisrechtsentfaltungen, die es nach 21.2.3.6 auch im Fall von Modulgarben gibt,
zusammen mit der Exaktheit von Koprodukten in der Kategorie der Modulgar-
ben.

21.5.7.26 (Existenz des Schreirückzugs). Sei f : X → Y ein lesb-Morphismus
von gekringten Räumen. Gegeben ein Komplex KK alias . . . → Kq → Kq+1 →
. . . von faserweise kompaktweichen Modulgarben aufX erklären wir den Funktor

fKK(!) : Hot(Ab/X)→ Hot(Ab/Y )

dadurch, daß er jedem Komplex F ∈ Hot(Ab/X) das Summentotal des Doppel-
komplexes der fKq(!) Fp zuordnet. Man prüft leicht, daß fKK(!) einen Rechtsadjun-
gierten

f
(!)
KK : Hot(Ab/Y )→ Hot(Ab/X)

besitzt, der jedem Komplex G ∈ Hot(Ab/Y ) das Produkttotal des Doppelkom-
plexes der f (!)

K−qG
p nach 21.5.7.25 zuordnet. Um die q-Differentiale zu erklären

beachten wir, daß jede Transformation von Funktoren eine Transformation in
die Gegenrichtung auf den Adjungierten induziert. Jeder Morphismus L → M
von faserweise kompaktweichen Modulgarben liefert mithin eine Transformation
f

(!)
M ⇒ f

(!)
L . Wir zeigen nun, daß alle quisflachen Komplexe aus flachen Modulgar-

ben quislinksentfaltet sind fürQfKK(!) . Ist nämlich E →̆ F ein Quasiisomorphismus
quisflacher Komplexe aus flachen Modulgarben, so liefert das Darantensorieren
vonKK einen Quasiisomorphismus E⊗AKK →̆ F⊗AKK, da wir E undF quis-
flach angenommen hatten. Nach 21.5.7.23 bestehen weiter beide Komplexe aus fa-
serweise kompaktweichen Garben, da wir auch angenommen hatten, daß E und F
aus flachen Modulgarben bestehen. Nach 20.3.6.4 und da wir f lesb angenommen
hatten, macht f(!) daraus einen Quasiisomorphismus fKK(!) E →̆ fKK(!) F . Schließ-
lich erinnern wir noch aus 21.2.5.20, daß es zu jedem Komplex von Modulgarben
einen Quasiisomorphismus von einem quisflachen Komplex flacher Modulgarben
gibt, und daraus folgt dann mit 20.3.2.32, daß in der Tat alle quisflachen Komplexe
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aus flachen Modulgarben quislinksentfaltet sind für QfKK(!) . Folglich existiert der
Linksfaktorierte von QfKK(!) auf allen Objekten und mit Lemma 21.5.7.23 erhalten
wir für

LQfKK(!) : Der(Ab/X)→ Der(Ab/Y )

sogar eine ausgezeichnete Isotransformation LQfKK(!)
∼⇒ f! ◦ ( ⊗LKK). Da an-

dererseits in Hot(Ab/Y ) nach 21.2.3.2 jeder Komplex eine Quisrechtsentfaltung
besitzt, existiert auch der Rechtsfaktorierte RQf

(!)
KK von Qf (!)

KK auf allen Objekten
und 20.3.2.28 liefert für diese faktorierten Funktoren eine Adjunktion

(LQfKK(!) ,RQf
(!)
KK)

Für jede faserweise kompaktweiche Auflösung KK der Strukturgarbe A ist also
der Rechtsfaktorierte RQf

(!)
KK ein Rechtsadjungierter f ! von f!

∼= f! ◦ (⊗LKK).

Übungen

Übung 21.5.7.27. Man zeige, daß gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y
von lesb-Räumen und ein Komplex K von kompaktweichen abelschen Garben
auf X der natürliche Isomorphismus DY f!K

∼→Der f∗DXK aus 21.4.7.8 unter
der in 21.5.7.22 gegebenen Beschreibung des Verdierdualen und dem natürlichen
Morphismus f(∗) ⇒ f∗ von dem Isomorphismus von Komplexen von abelschen
Garben herkommt, der auf den Schnitten über V ⊂◦ Y gegeben wird durch die
offensichtlichen Isomorphismen

DKetΓ!(V ; f(!)K)
∼→Ket DKetΓ!(f

−1(V );K)

Hinweis: Ich habe diese Übung noch nicht gemacht und stelle mir vor, daß das
einmal ein Student zusammen mit dem Umfeld ausarbeiten könnte.

Übung 21.5.7.28. Ist ein lokal kompakter Hausdorffraum X die disjunkte Verei-
nigung offener Teilmengen X =

⊔
i∈I Xi, so liefern für F ∈ Der+(Ab/X) die

Ausdehnungen durch Null Isomorphismen⊕
i∈I

Hq
! (Xi;F)

∼→ Hq
! (X;F)

Ist X sogar lesb, so gilt dasselbe sogar für jedes Objekt F ∈ Der(Ab/X) der
derivierten Kategorie. Hinweis: Man gehe von der Zerlegung 21.2.3.16 von F
als Summe der Restriktionen auf die Komponenten aus und verwende die Ver-
träglichkeit von fin! mit direkten Summen aus 21.5.7.16.
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Ergänzende Übung 21.5.7.29 (Lokalität der Eigenschaft kompaktweich). Ei-
ne abelsche Garbe auf einem lokal kompakten Hausdorffraum ist kompaktweich
genau dann, wenn jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt derart, daß die Ein-
schränkung unserer Garbe darauf kompaktweich ist. Hinweis: Man zeige mit 21.5.7.14,
daß das System der offenen Teilmengen, auf denen eine abelsche Garbe kompakt-
weich ist, stabil ist unter endlichen Vereinigungen. Dann zeige man mit 21.4.2.6,
daß es auch stabil ist unter beliebigen Vereinigungen.
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21.6 Anwendungen und Vergleichssätze

21.6.1 Anwendung auf Mannigfaltigkeiten
21.6.1.1. Ich erinnere daran, daß wir eine n-Mannigfaltigkeit erklärt hatten als
einen Hausdorffraum, der lokal homöomorph ist zu Rn. Zusätzliche Vorausset-
zungen wie abzählbar basiert oder parakompakt fordern wir explizit, wenn sie
gebraucht werden.

Lemma 21.6.1.2 (Mannigfaltigkeiten sind lesb). Gegeben eine n-Mannigfaltigkeit
M besitzt jede abelsche Garbe F auf M eine Auflösung F ↪→ G0 → . . . →
Gn−1 � Kn der Länge n durch kompaktweiche Garben G0, . . . ,Gn−1,Kn. Insbe-
sondere ist jede Mannigfaltigkeit lesb.

Beweis. Bezeichne Ki ⊂ Gi die Kerne in einer beliebigen Auflösung durch kom-
paktweiche Garben und insbesondere K0 = F . Die Randoperatoren der entspre-
chenden langen exakten Sequenzen liefern für alle U ⊂◦M Isomorphismen

H1
! (U ;Kn)

∼→ H2
! (U ;Kn−1)

∼→ . . .
∼→ Hn+1

! (U ;F)

Nach 19.4.10.2 ist die Gruppe ganz rechts Null. Wir folgern H1
! (U ;Kn) = 0 für

alle U ⊂◦M und nach Übung 19.4.9.23 ist damit Kn kompaktweich.

Lemma 21.6.1.3. Auf einem abzählbar basierten lokal kompakten Hausdorffraum
sind alle kompaktweichen abelschen Garben weich.

Beweis. Sei X unser Raum. Wir finden eine Überdeckung von X durch eine auf-
steigende Folge K0 ⊂ K1 ⊂ . . . von Kompakta derart, daß sogar gilt Ki ⊂ K◦i+1

für alle i. Seien nun F unsere kompaktweiche Garbe und Z ⊂∧ X abgeschlossen
und s ∈ Γ(Z;F) ein Schnitt über Z. Sicher können wir s|(K0 ∩ Z) zu einem
globalen Schnitt mit kompaktem Träger g0 ∈ Γ!(X;F) ausdehnen. Dann können
wir den Nullschnitt auf K0 mit dem Schnitt (s − g0) auf K1 ∩ Z verkleben zu
einem Schnitt s1 auf K0 ∪ (K1 ∩ Z) und können diesen ausdehnen zu einem glo-
balen Schnitt mit kompaktem Träger g1 ∈ Γ!(X;F). Dann gilt s = g0 + g1 auf
K1 ∩ Z und g1 = 0 auf K0. Dann können wir den Nullschnitt auf K1 mit dem
Schnitt s− g0 − g1 auf K2 ∩Z verkleben zu einem Schnitt s2 auf K1 ∪ (K2 ∩Z)
und können diesen ausdehnen zu einem globalen Schnitt mit kompaktem Träger
g2 ∈ Γ!(X;F). Dann gilt s = g0 + g1 + g2 auf K2 ∩Z und g2 = 0 auf K1. So ma-
chen wir immer weiter. Da alle gi+1 jeweils auf Ki verschwinden und kompakten
Träger haben, ist die Summe s̃ :=

∑∞
i=0 gi ein sinnvoll definierter globaler Schnitt

s̃ ∈ Γ(X;F). Nach Konstruktion setzt er unseren Schnitt s fort.

Proposition 21.6.1.4 (Kohomologie oberhalb der Dimension). Gegeben eine
abzählbar basierte n-Mannigfaltigkeit M und eine abelsche Garbe F auf M gilt

q > n ⇒ Hq(M ;F) = 0
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Beweis. Nach 21.6.1.2 besitzt F eine kompaktweiche Auflösung der Länge n.
Nach 21.6.1.3 besteht sie aus weichen Garben. Nach 19.5.4.5 sind weiche Garben
Γ-azyklisch auf parakompakten Räumen. Nach 19.5.3.3 schließlich ist M para-
kompakt.

21.6.1.5 (Lokale Kohomologie oberhalb der Dimension plus Eins). Gegeben
eine abzählbar basierte n-Mannigfaltigkeit und C ⊂∧ M folgt aus dem Verschwin-
den der Kohomologie oberhalb der Dimension 21.6.1.4 mit der langen exakten
Sequenz der lokalen Kohomologie 19.4.4.9 sofort q > n+ 1 ⇒ Hq

C(M ;F) = 0.

Lemma 21.6.1.6. Gegeben eine abzählbar basierte n-Mannigfaltigkeit M besitzt
jede abelsche Garbe F auf M eine Auflösung F ↪→ G0 → . . .→ Gn � Kn+1 der
Länge n+ 1 durch welke Garben G0, . . . ,Gn,Kn+1.

Beweis. Bezeichne Ki ⊂ Gi die Kerne in einer beliebigen Auflösung durch wel-
ke Garben. Die Randoperatoren der entsprechenden langen exakten Sequenzen
liefern für alle C ⊂∧ M Isomorphismen

H1
C(M ;Kn+1)

∼→ H2
C(M ;Kn)

∼→ . . .
∼→ Hn+2

C (M ;F)

Nach 21.6.1.5 ist die Gruppe ganz rechts Null. Wir folgern H1
C(M ;Kn+1) = 0

für alle C ⊂∧ M und nach der langen exakten Sequenz der lokalen Kohomologie
19.4.4.9 ist damit Kn+1 welk.

Proposition 21.6.1.7. Gegeben eine n-Mannigfaltigkeit M und i : C ↪→ M die
Einbettung einer lokal abgeschlossenen Teilmenge hat i(!) endliche homologische
Rechtsdimension ≤ n+ 1.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß für jede abzählbar basierte offene Teilmenge
U ⊂◦M mit C ∩U ⊂∧ U der Funktor i(!) für i : (C ∩U) ↪→ U endliche homologi-
sche Rechtsdimension ≤ n+ 1 hat. Nach 19.6.4.26 können seine Rechtsderivier-
ten jedoch mit welken Auflösungen berechnet werden. So folgt die Proposition
aus Lemma 21.6.1.6.

Lemma 21.6.1.8. Für die konstante Abbildung c : E → top eines endlichdimen-
sionalen reellen affinen Raums auf einen Punkt und alle G ∈ Der(Ab) induziert
die Einheit der Adjunktion (c!, c

!) einen Isomorphismus

c∗c
∗G

∼→ c∗c
!c!c
∗G

Vorschau 21.6.1.9. In 21.6.1.12 zeigen wir stärker, daß die Einheit der Adjunktion
(c!, c

!) sogar einen Isomorphismus c∗G ∼→ c!c!c
∗G induziert.
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Beweis. Wir wissen aus 19.4.8.17, daß c!ZE in Der(Ab) eine Einheit im Sinne
von 18.3.4.16 ist. Wir wissen aus 21.6.1.2, daß E lesb ist, so daß uns für c die
Projektionsformel auf der vollen derivierten Kategorie zur Verfügung steht. Die
Isomorphismen c!c

∗G
∼→ c!(ZE ⊗ c∗G)

∼→ (c!ZE) ⊗ G zum Tensorprodukt mit
dem Einsobjekt gefolgt vom Isomorphismus der Projektionsformel 21.4.7.6 zei-
gen damit, daß c!c

∗ eine Äquivalenz von Kategorien ist. Dasselbe gilt für den
adjungierten Funktor c∗c!. Also ist die Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus
G

∼→ c∗c
!c!c
∗G. Dieser Isomorphismus faktorisiert als G → c∗c

∗G → c∗c
!c!c
∗G

mit den von den Einheiten der Adjunktionen (c∗, c∗) und (c!, c
!) herrührenden

Morphismen. Der erste dieser Morphismen ist ein Isomorphismus nach 21.3.1.4.
Also ist auch der zweite dieser Morphismen ein Isomorphismus.

Lemma 21.6.1.10. Für i : top ↪→ E die Einbettung eines beliebigen Punktes in
einen endlichdimensionalen reellen affinen Raum und c : E → top die konstante
Abbildung und G ∈ Der(Ab) beliebig induziert die Koeinheit der Adjunktion
einen Isomorphismus

c!i!i
!c∗G

∼→ c!c
∗G

Beweis. Ist G ein in einem homologischen Grad konzentrierter Komplex, so hat-
ten wir das bereits in 21.5.3.4 in anderen Notationen und unter der Annahme
dimE ≥ 1 bewiesen. Im Fall dimE = 0 ist die Behauptung eh trivial. Da-
mit ist die Proposition bewiesen für den Fall, daß G in einem Grad konzentriert
ist. Mit dévissage folgt sie sofort für G ∈ Derb(Ab). Nun bilden beide Seiten
Der≥r(Ab) in sich selber ab und Der≤r(Ab) in Der≤r+n+1(Ab) beziehungsweise
stärker Der≤r+n(Ab) wegen 21.6.1.7 beziehungsweise 19.4.10.2 und unseren Er-
kenntnissen 20.3.6.4 zum Derivieren homologisch rechtsendlicher Funktoren. Die
zu festem q von unserem Morphismus aufHq induzierte Abbildung ändert sich al-
so nicht, wenn wir erst zu τ≤qG und dann zu τ≥q−n−1τ≤qG übergehen. Mithin ist
sie für alle q und alle G ein Isomorphismus.

Lemma 21.6.1.11. Gegeben j : D ↪→ E die Einbettung einer offenen konvexen
nichtleeren Teilmenge in einen endlichdimensionalen reellen affinen Raum und
c : E → top die konstante Abbildung und G ∈ Der(Ab) induziert die Koeinheit
der Adjunktion einen Isomorphismus

c!j!j
!c∗G

∼→ c!c
∗G

Beweis. Sei i : top→ D die Einbettung eines Punktes. Wir betrachten die Kom-
position c!j!i!i

!j!c∗G → c!j!j
!c∗G → c!c

∗G. Wegen j! = j∗ und 21.6.1.10 ist
hier der erste Morphismus ein Isomorphismus. Mit einer zweiten Anwendung von
21.6.1.10 ist auch die Verknüpfung ein Isomorphismus. Das Lemma folgt.
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Proposition 21.6.1.12. Für die konstante Abbildung c : E → top eines end-
lichdimensionalen reellen affinen Raums auf einen Punkt und alle G ∈ Der(Ab)
induziert die Einheit der Adjunktion (c!, c

!) einen Isomorphismus

c∗G
∼→ c!c!c

∗G

Vorschau 21.6.1.13. Eine relative Version dieser Aussage zeigen wir in 21.6.2.2.

21.6.1.14. Für G = Z und dimE = n liefert uns das insbesondere einen Isomor-
phismus E ∼→ c!Hn

! (E)[−n] und damit E ⊗ Hn
! (E)∗[n]

∼→ ωE .

Beweis. Nach dem Verschwindungskriterium 21.2.3.20 reicht es zu zeigen, daß
für jede Einbettung j : D ↪→ E einer nichtleeren konvexen offenen Teilmenge
unser Morphismus einen Isomorphismus c∗j∗j!c∗G

∼→ c∗j∗j
!c!c!c

∗G liefert. Nach
19.6.3.20 fällt nun aber der von der Einheit der Adjunktion induzierte Morphismus
j! ⇒ j!c!c! zusammen mit der aus Einheiten und Koeinheiten von Adjunktionen
gebildeten Komposition

j! ⇒ (cj)!(cj)!j
! ∼⇒ j!c!c!j!j

! ⇒ j!c!c!

Wir wissen aus 21.6.1.11, daß hier die Koeinheit der Adjunktion einen Isomor-
phismus c!j!j

!c∗G
∼→ c!c

∗G liefert. Das bedeutet, daß der dritte dieser Pfeile einen
Isomorphismus liefert, wenn wir ihn auf c∗G anwenden. Die ganze Komposition
liefert also einen Isomorphismus auf c∗G bei Nachschalten von c∗j∗ genau dann,
wenn ihr erster Pfeil das tut. Das aber ist gerade die Aussage von Lemma 21.6.1.8
angewandt auf cj.

Beispiel 21.6.1.15 (Dualisierende Garbe einer Mannigfaltigkeit). Gegeben ei-
ne n-Mannigfaltigkeit M konstruieren wir einen Isomorphismus, den Dualisie-
rungsisomorphismus

pM : ωM
∼→ orM [n]

ihrer dualisierenden Garbe mit der Orientierungsgarbe aus 19.4.10.8, verscho-
ben in das Negative der Dimension. Dazu gehen wir von der Erkenntnis aus, daß
ωM [−n] nach 21.6.1.14 eine gewöhnliche Garbe ist, und betrachten weiter für
U ⊂◦ M homöomorph zu Rn den Isomorphismus (ωM [−n])(U)

∼→ Hn
! (U ;Z)∗

aus 21.6.1.14. So erhalten wir einen Isomorphismus der Restriktionen beider Gar-
ben auf die durch die fraglichen Mengen U gegebene Basis der Topologie. Unsere
verallgemeinerte Garbifizierung aus 19.2.2.42 zeigt dann, daß er von genau einem
Isomorphismus der ursprünglichen Garben herkommen muß.

Beispiel 21.6.1.16 (Dualisierende Garbe einer Randfaltigkeit). Gegeben eine
n-Randfaltigkeit M und i : ∂M ↪→ M die abgeschlossene Einbettung ihres Ran-
des und j : M◦ ↪→ M die offene Einbettung seines Komplements betrachten wir
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das ausgezeichnete Dreieck i!i!ωM → ωM → j∗j
∗ωM → [1]. Wir können es um-

schreiben zu einem ausgezeichneten Dreieck i∗ω∂M → ωM → j∗ωM◦ → [1] und
folgern die Beschreibung ωM = Keg(j∗orM◦ → i∗Z∂M)[n − 1] der dualisieren-
den Garbe unserer Randfaltigkeit M als verschobener Kegel eines Morphismus
von Garben j∗orM◦ → i∗Z∂M . Nun wird der Leser etwa durch Einschränkung auf
den Fall eines Halbraums unschwer zeigen können, daß der fragliche Morphis-
mus unter i∗ ein Isomorphismus wird. So folgt i∗ωM = 0 und das ausgezeichnete
Dreieck j!j

!ωM → ωM → i∗i
∗ωM → [1] liefert damit einen Isomorphismus

j!orM◦ [n]
∼→ ωM

Dasselbe gilt auch für Eckfaltigkeiten, die sich ja topologisch nicht von Randfal-
tigkeiten unterscheiden.

Übungen

Übung 21.6.1.17. Gegeben eine lokal konstante abelsche Garbe F mit endlich
erzeugten Halmen auf einer Mannigfaltigkeit X ist der kanonische Morphismus
ein Isomorphismus

F ∼→ DXDXF

21.6.2 Mannigfaltiger Eigrückzug
21.6.2.1. Gegeben ein topologischer Raum Y und ein endlichdimensionaler reel-
ler affiner Raum E der Dimension d := dimE und die Projektion c : E×Y → Y
haben wir mit Basiswechsel und 19.4.8.17 Isomorphismen

c!ZE×Y
∼→ c! pr∗E ZE

∼→ pr∗Y fin! ZE
∼→ pr∗Y (Hd

! (E))[−d] ∼= ZY [−d]

Der letzte dieser Isomorphismen ist unkanonisch. Es geht im weiteren aber nur
darum, daß alle unsere Objekte Einheiten von Der(Ab/Y ) sind.

Lemma 21.6.2.2. Gegeben ein topologischer Raum Y und ein endlichdimensio-
naler reeller affiner Raum E ist für die Projektion c : E × Y → Y und beliebiges
G ∈ Der(Ab/Y ) die Einheit der Adjunktion stets ein Isomorphismus

c∗G ∼→ c!c!c
∗G

21.6.2.3. Wir wissen aus der Projektionsformel, daß c!c
∗ isomorph ist zum Funk-

tor (c!ZE×Y )⊗ und mit 21.6.2.1 weiter zum FunktorZY [−d]⊗. Das Lemma liefert
uns damit die Existenz eines Isomorphismus c!ZY ∼= ZE×Y [d] für d = dimE und
sogar einen ausgezeichneten Isomorphismus c!ZY

∼→ ZE×Y [d]⊗ Hd
! (E)∗.
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Beweis. Nach dem Verschwindungskriterium 21.2.3.20 reicht es zu zeigen, daß
unsere Einheit der Adjunktion für jede nichtleere konvexe offene Teilmenge D ⊂◦
E und die zugehörige Einbettung j : D×Y ↪→ E×Y Isomorphismen c∗j∗j∗c∗G

∼→
c∗j∗j

∗c!c!c
∗G liefert. Hierfür können wir die im Fall eines einpunktigen Raums Y

in 21.6.1.12 gegebene Argumentation kopieren, sobald wir zeigen können, daß
auch in dieser Situation die Koeinheit der Adjunktion einen Isomorphismus

c!j!j
!c∗G ∼→ c!c

∗G

liefert. Das aber dürfen wir halmweise an jedem Punkt y ∈ Y prüfen und mit
Basiswechsel folgt es so aus der bereits beim Beweis von 21.6.1.12 gezeigten
Aussage im Fall eines einpunktigen Raums Y . Jetzt kann die Argumentation wie
in 21.6.1.12 weiterlaufen. Da D homöomorph ist zu E, reicht es zu zeigen, daß
unsere Abbildung für alle Y einen Isomorphismus c∗c∗G

∼→ c∗c
!c!c
∗G induziert.

Wir wissen aber aus der Projektionsformel, daß c!c
∗ isomorph ist zum Funktor

(c!ZE×Y )⊗ und damit nach 21.6.2.1 eine Äquivalenz von Kategorien. Also ist
auch der adjungierte Funktor c∗c! eine Äquivalenz von Kategorien und die Einheit
der Adjunktion ein Isomorphismus G ∼→ c∗c

!c!c
∗G. Daß andererseits auch die

Einheit der Adjunktion ein Isomorphismus G ∼→ c∗c
∗G ist, wissen wir bereits aus

21.3.1.4. Das Lemma folgt.

Lemma 21.6.2.4. Gegeben ein topologischer Raum Y und ein endlichdimensio-
naler reeller affiner Raum E ist für die Projektion c : E × Y → Y und beliebiges
G ∈ Der(Ab/Y ) die Koeinheit der Adjunktion stets ein Isomorphismus

c!c
!G ∼→ G

Beweis. Aus dem vorherigen Lemma wissen wir, daß die Einheit der Adjunkton
einen Isomorphismus c∗G ∼→ c!c!c

∗G liefert. Aus der Dreiecksidentität wissen
wir, daß die Komposition c!c

∗G ∼→ c!c
!c!c
∗G → c!c

∗G mit dem von der Koeinheit
der Adjunktion induzierten zweiten Morphismus die Identität ist. Also induziert
die Koeinheit der Adjunktion stets einen Isomorphismus c!c

!c!c
∗G ∼→ c!c

∗G. Wie
beim vorigen Beweis bemerkt wissen aber aus der Projektionsformel, daß c!c

∗

isomorph ist zum Funktor (c!ZE×Y )⊗ und damit nach 21.6.2.1 eine Äquivalenz
von Kategorien.

Definition 21.6.2.5. Eine stetige Abbildung f : X → Y heißt mannigfaltig von
der relativen Dimension d oder kurz d-mannigfaltig, wenn sie separiert ist und
es für jeden Punkt x ∈ X ein kommutatives Diagramm

V × Rd

��

� � // X

f
��

V �
� // Y
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gibt mit offenen Einbettungen in den Horizontalen und x im Bild der oberen Ho-
rizontalen.

Beispiel 21.6.2.6. Eine 0-mannigfaltige Abbildung ist dasselbe wie eine separierte
étale Abbildung.

21.6.2.7. Offensichtlich ist jede mannigfaltige Abbildung lokal eigentlich und für
d die relative Dimension unserer Abbildung ist jede ihrer Fasern eine d-Mannig-
faltigkeit. Nach dem Verschwinden hoher kompakter Kohomologie bei Mannig-
faltigkeiten 19.4.10.2 und les-Basiswechsel ist also jede mannigfaltige Abbildung
lesb. Nach 21.6.2.3 ist für f : X → Y mannigfaltig von der relativen Dimension
d der Komplex f !ZY [−d] eine abelsche Garbe auf X , die lokal frei ist vom Rang
Eins. Wir nennen sie die relative Orientierungsgarbe und notieren sie

orf = orX/Y := f !ZY [−d]

Ist die relative Orientierungsgarbe isomorph zur konstanten Garbe ZX , so nennen
wir unsere mannigfaltige Abbildung orientierbar und die Wahl eines Isomorphis-
mus orf

∼→ ZX eine Orientierung von f . Für jede 0-mannigfaltige alias separier-
te étale Abbildung haben wir in 21.5.7.4 bereits eine ausgezeichnete Orientierung
konstruiert.

Satz 21.6.2.8 (Eigrückzug unter mannigfaltigen Abbildungen). Im Fall einer
mannigfaltigen Abbildung f : X → Y induziert unser natürlicher Morphismus
21.4.7.10 Isomorphismen

f !ZY ⊗ f ∗G
∼→ f !G

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß unsere
mannigfaltige Abbildung f die Projektion c : E×Y → Y ist für einen endlichdi-
mensionalen reellen affinen Raum E. In diesem Fall ist schon mal die Koeinheit
der Adjunktion ein Isomorphismus c!c

!ZY
∼→ ZY nach 21.6.2.4. Wir können also

von einem Isomorphismus

c!(c
!ZY ⊗ c∗G)

∼→ c!c
!ZY ⊗ G

∼→ ZY ⊗ G
∼→ G

ausgehen und müssen zeigen, daß er unter der Adjunktion einem Isomorphismus
c!ZY ⊗c∗G

∼→ c!G entspricht. Nach 21.6.2.3 ist c!ZY ∼= ZE×y[d] und nach 21.6.2.2
gibt es folglich E mit c!E ∼= (c!ZY ⊗ c∗G), denn die rechte Seite liegt damit im
wesentlichen Bild von c∗. Jeder Isomorphismus c!(c

!E)
∼→ G entspricht aber in

der Tat unter der Adjunktion einem Isomorphismus c!E ∼→ c!G, denn wir können
die von der Ajunktion induzierte Abbildung verstehen als die Komposition

(c!E)→ c!c!(c
!E)

∼→ c!G
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mit dem von der Einheit der Adjunktion induzierten Morphismus links und dieser
linke Morphismus ist ein Isomorphismus, da die Komposition c!E → c!c!c

!E →
c!E die Identität ist nach den Dreiecksidentitäten und die Koeinheit der Adjunktion
ein Isomorphismus c!c

!E ∼→ E nach 21.6.2.4.

Übungen

Übung 21.6.2.9. Die Verknüpfung von zwei mannigfaltigen Abbildungen ist wie-
der eine mannigfaltige Abbildung. Orientierungen unserer beiden Abbildungen
induzieren in natürlicher Weise eine Orientierung ihrer Verknüpfung. Wir nennen
sie die Verknüpfungsorientierung.

Übung 21.6.2.10. Ist in einem kartesischen Diagramm von topologischen Räum-
en eine Ausgangskante d-mannigfaltig, so auch die gegenüberliegende Kante aus
dem Faserprodukt. Ist fp = qg kartesisch mit f mannigfaltig, so ist die ausge-
zeichnete Transformation aus 21.4.7.12 eine Isotransformation

p∗f ! ∼⇒ g!q∗

Insbesondere induziert jede Orientierung von f eine Orientierung von g. Wir nen-
nen sie die zurückgezogene Orientierung. Ich habe diese Übung noch nicht ge-
macht.

21.6.3 Homologien und ihre Funktorialitäten
21.6.3.1. Seien X lesb und c := finX : X → top die konstante Abbildung.
Unsere Vergleichsisomorphismen zur singulären Homologie und Kohomologie,
die wir im Anschluß in 21.6.3.4 besprechen, motivieren uns zu den Definitionen

Hq(X)garb := H−qc!c
!Ztop Hq(X)garb := Hqc∗c

∗Ztop

H!
q(X)garb := H−qc∗c!Ztop Hq

! (X)garb := Hqc!c
∗Ztop

Wir nennen diese Gruppen die garbentheoretische Homologie, Kohomologie,
lokalendliche Homologie und kompakte Kohomologie. Analoge Definitionen
Hq(X;G)garb := H−qc!c

!Gtop und dergleichen vereinbaren wir für den Fall ei-
ner abelschen Gruppe G. Wenn wir den Zusatz garb weglassen, gilt es aus dem
Kontext zu erschließen, was genau gemeint ist. Sei weiter eine offene Teilmenge
U ⊂◦ X gegeben, sei i : A ↪→ X die Einbettung ihres Komplements und bezeich-
ne a = finA : A → top die konstante Abbildung. In dieser Situation motivieren
die Vergleichsisomorphismen zur singulären Homologie und Kohomologie, die
wir im Anschluß in 21.6.3.4 besprechen, uns zu den Definitionen

Hq(X,U)garb := H−qa!i
∗c!Ztop Hq(X,U)garb = Hq

A(X) := Hqa∗i
!c∗Ztop
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Wir nennen sie die relative garbentheoretische Homologie und die relative gar-
bentheoretische Kohomologie alias lokale Kohomologie.

21.6.3.2. Die wesentlichen Funktorialitäten dieser vier Theorien faßt die folgende
Tabelle zusammen. Mehr dazu wird im Anschluß diskutiert.

Vorschub Rückzug

Hq beliebig eigentlich orientiert mannigfaltig

H!
q eigentlich orientiert mannigfaltig

Hq
! orientiert mannigfaltig eigentlich

Hq eigentlich orientiert mannigfaltig beliebig

21.6.3.3 (Diskussion weiterer Verallgemeinerungen). Die beiden Kohomologi-
en aus 21.6.3.1 sind sogar für beliebige topologische Räume sinnvoll definiert,
aber die kompakte Kohomologie hat nur im Fall lokal kompakter Hausdorffräume
gute Eigenschaften. Unsere Isomorphismen aus 21.4.7.8 induzieren für jeden lesb-
RaumX und c : X → top die konstante Abbildung einen IsomorphismusDc!c

∗Ztop
∼→

c∗c
!Ztop und dann mit dem abstrakten universellen Koeffiziententheorem 20.3.8.24

für jede abelsche Gruppe G kurze exakte und unnatürlich spaltende Sequenzen

Ext(Hq+1
! X,G) ↪→ H!

q(X;G)� Hom(Hq
!X,G)

Die lokalendliche Homologie kann man sogar für beliebige topologische Räume
sinnvoll definieren als

H!
q(X)garb := H−qDc!c

∗Ztop

Auch sie hat jedoch nur im Fall lokal kompakter Hausdorffräume gute Eigen-
schaften. Für die garbentheoretische Homologie kenne ich keine sinnvolle Verall-
gemeinerung über den Fall von lesb-Räumen hinaus.

21.6.3.4 (Vergleichsisomorphismen zur singulären Theorie). Um die obigen
Definitionen zu motivieren und mit Anschauung zu füllen, diskutiere ich Ver-
gleichsisomorphismen zur singulären Theorie.

Kohomologie: Einen Vergleichsisomorphismus Hq(X)garb
∼→ Hq(X)sing haben

wir bereits in 21.6.7.2 für jeden lokal singulärazyklischen Raum konstruiert;

Kompakte Kohomologie: Einen Isomorphismus Hq
! (X)garb

∼→ Hq
! (X)sing haben

wir bereits in 19.5.1.21 für jeden lokal singulärazyklischen lokal kompakten
Hausdorffraum konstruiert;
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Relative Kohomologie: Gegeben seien ein lokal singulärazyklischer Raum X
mit i : A ↪→ X der Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge und a der
konstanten Abbildungen von A auf den einpunktigen Raum. Aus 19.5.1.20
kennen wir den zweiten Isomorphismus der Sequenz

Hqa∗i
!c∗Ztop

∼→ Hq
A(X)garb

∼→ Hq(X,X\A)sing

Den ersten dieser Isomorphismen kennen wir aus 21.5.3.8 für eine beliebige
abgeschlossene Teilmenge eines beliebigen topologischen Raums.

Wir vereinbaren, daß ein topologischer Raum X polyederähnlich heißt, wenn er
lokal kompakt ist und es es darin eine konfinale Folge von Kompakta K0 ⊂ K1 ⊂
. . . ⊂ X gibt derart, daß die relative singuläre Homologie Hq(X,X\Kn)sing für
alle q und n endlich erzeugt ist.

Homologie: Einen Isomorphismus Hq(X)garb
∼→ Hq(X)sing konstruieren wir in

21.6.7.27 für jeden lokal singulärazyklischen lokal polyederähnlichen lesb-
Raum;

Lokalendliche Homologie: Einen Isomorphismus H!
q(X)garb

∼→ H!
q(X)sing kon-

struieren wir ebenfalls in 21.6.7.27 für jeden lokal singulärazyklischen lokal
polyederähnlichen und abzählbar basierten lesb-Raum mit der zusätzlichen
Eigenschaft, daß der Funktor der globalen Schnitte Γ : Ab/X → Ab endli-
che homologische Dimension hat.

Relative Homologie: Gegeben X ein lokal singulärazyklischer lokal polyeder-
ähnlicher lesb-Raum und i : A ↪→ X die Einbettung einer abgeschlossenen
Teilmenge und c : X → top sowie a : A → top die jeweils einzige
Abbildung konstruieren wir in 21.6.7.28 einen Isomorphismus

H−qa!i
∗c!Ztop = H−q! (A;ωX)

∼→ Hq(X,X\A;Z)sing

Für die reduzierten Theorien liefern unsere ausgezeichneten Isomorphismen der
nichtreduzierten Theorien unmittelbar ausgezeichnete Isomorphismen

H̃q(X)sing
∼→ H−q(Keg(c!c

!Ztop → Ztop)[−1])

H̃q(X)sing
∼→ Hq(Keg(Ztop → c∗c

∗Ztop))

Die Abbildungskegel darin sind über der Koeinheit beziehungsweise Einheit der
jeweiligen Adjunktion zu verstehen.

Ergänzung 21.6.3.5. Mit 21.9.10.2 ist klar, daß jede abzählbar basierte Mannigfal-
tigkeit alle für unsere Vergleichssätze geforderten Eigenschaften hat. Es ist auch
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klar, daß die Realisierung X = ∆(K) eines abzählbaren lokal endlichen end-
lichdimensionalen Simplizialkomplexes K alle für unsere Vergleichssätze gefor-
derten Eigenschaften hat. Man sollte noch einen Beweis dafür ausschreiben, daß
die Menge der komplexen Punkte einer separierten komplexen Varietät mit ihrer
analytischen Topologie alle für unsere Vergleichssätze geforderten Eigenschaften
hat.

21.6.3.6. Gegeben ein lesb-Raum X liefert die Koeinheit der Adjunktion einen
ausgezeichneten Homomorphismus, die Augmentation

ε : H0(X)→ Z

beziehungsweise ε : H0(X;G) → G. In der singulären Theorie ist der entspre-
chende Homomorphismus die von der Augmentation 17.3.3.5 induzierte Abbil-
dung, daher die Terminologie.

21.6.3.7 (Universelle Koeffiziententheoreme der Garbenkohomologie). Uni-
verselle Koeffiziententheoreme gelten in der Garbenhomologie im allgemeinen
nur unter starken Voraussetzungen und sind nicht ganz leicht zu zeigen. Für jede
Mannigfaltigkeit X liefert jedoch Satz 21.6.2.8 angewandt auf die konstante Ab-
bildung c : X → top für jede abelsche Gruppe G einen ausgezeichneten Isomor-
phismus c!Ztop⊗ c∗Gtop

∼→ c!Gtop. Mit der Projektionsformel erhalten wir daraus
einen ausgezeichneten Isomorphismus c!c

!Ztop ⊗Gtop
∼→ c!c

!Gtop. Mit 20.3.8.23
erhalten wir so für jede Mannigfaltigkeit natürliche und unnatürlich spaltende kur-
ze exakte Sequenzen

Hq(X)⊗G ↪→ Hq(X;G)� Hq−1(X) ∗G

in der Garbenhomologie. Weiter ist für Mannigfaltigkeiten c!Ztop starr und wir
erhalten mit relativer Verdierdualität und 18.3.4.10 und der vorhergehenden Be-
schreibung von c!Gtop in vereinfachter Notation ausgezeichnete Isomorphismen

(c!c
!ZVG)

∼→ c∗(c
!ZVc!G)

∼→ c∗
(
(c!Z)∗ ⊗ (c!Z)⊗ c∗G

) ∼→ c∗c
∗G

Mit dem abstrakten universellen Koeffiziententheorem 20.3.8.24 erhalten wir so
wie in 17.6.7.2 für jede abelsche Gruppe G und jede Mannigfaltigkeit X auch
für die Garbenhomologie und -kohomologie natürliche und unnatürlich spaltende
kurze exakte Sequenzen

Ext(Hq−1X,G) ↪→ Hq(X;G)� Hom(HqX,G)

21.6.3.8. Im folgenden besprechen wir einige Funktorialitäten, die aus der Ver-
dierdualität abgeleitet werden können, ohne daß sie darin explizit vorkommt. Das
Prinzip ist immer dasselbe. Gegeben eine d-mannigfaltige Abbildung f : X → Y
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erinnern wir aus 21.6.2.7 die lokal zur konstanten Garbe ZX isomorphe relative
Orientierungsgarbe orf := f !ZY [−d]. Für sie liefert Satz 21.6.2.8 Isomorphismen

f !F ∼→ orf [d]⊗ f ∗F

Im Spezialfall einer 0-mannigfaltigen alias étalen separierten Abbildung liefert
21.5.7.3 sogar eine Isotransformation f ! ∼⇒ f ∗ alias einen Isomorphismus orf

∼→
ZX . Im allgemeinen heißt eine mannigfaltige Abbildung f orientierbar, wenn es
einen derartigen Isomorphismus gibt. Die Wahl eines derartigen Isomorphismus
heißt dann eine Orientierung unserer Abbildung f .

21.6.3.9 (Funktorialitäten der Kohomologie). Gegeben ein topologischer Raum
X und die konstante Abbildung a : X → top haben wir

Hq(X) = Hqa∗a
∗Ztop

Das Zurückholen unter einer stetigen Abbildung f : X → Y auf der Garben-
kohomologie können wir beschreiben als eine Konsequenz der Einheit der Ad-
junktion id ⇒ f∗f

∗ mit der Notation b : Y → top für die konstante Abbildung
vermittels des kommutativen Diagramms

Hqb∗b
∗Ztop

//Hqb∗f∗f
∗b∗Ztop

∼ //Hqa∗a
∗Ztop

Hq(Y ) // Hq(X)

In der de-Rham-Theorie kann es nach 19.5.4.10 durch das Zurückholen glatter
Differentialformen beschrieben werden. Im Spezialfall einer eigentlichen sepa-
rierten étalen Abbildung alias endlichen Überlagerung f können wir auch ein
Vorschieben alias eine Summation über die Fasern auf der Kohomologie er-
klären, indem wir f! = f∗ beachten und unsere Isotransformation f ! ∼⇒ f ∗ aus
21.5.7.3 erinnern und mit der Koeinheit der Adjunktion f!f

! ⇒ id unser Vor-
schieben erklären vermittels des kommutativen Diagramms

Hqa∗a
∗Ztop

∼ //Hqb∗f!f
!b∗Ztop

//Hqb∗b
∗Ztop

Hq(X) // Hq(Y )

Gegeben allgemeiner eine eigentliche d-mannigfaltige und orientierte Abbildung
f : X → Y liefert dieselbe Konstruktion mit 21.6.3.8 analog einen ausgezeichne-
ten Morphismus

Hq(X)→ Hq−d(Y )
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Er heißt die Integration über die Fasern, da er in der de-Rham-Theorie durch In-
tegration über die Fasern im Sinne von ?? berechnet werden kann. Noch allgemei-
ner haben wir für eine beliebige stetige Abbildung das Zurückholen Hq(Y ;G)→
Hq(X; f ∗G) und für eine beliebige eigentliche d-mannigfaltige Abbildung eine
Integration über die Fasern Hq(X; f ∗G ⊗ orf )→ Hq−d(Y ;G).

21.6.3.10 (Funktorialitäten der kompakten Kohomologie). Sei X ein lokal
kompakter Hausdorffraum. Die kompakte Kohomologie von X ist

Hq
! (X) = Hqa!a

∗Ztop

Gegeben f : X → Y eine abgeschlossene Einbettung oder allgemeiner eine ei-
gentliche Abbildung von lokal kompakten Hausdorffräumen erhalten wir wegen
f! = f∗ aus der Einheit der Adjunktion id ⇒ f∗f

∗ das abgeschlossene oder all-
gemeiner eigentliche Zurückholen

Hqb!b
∗Ztop

//Hqb!f!f
∗b∗Ztop

∼ //Hqa!a
∗Ztop

Hq
! (Y ) // Hq

! (X)

In der de-Rham-Theorie kann es nach 19.5.4.20 durch das Zurückholen glatter
kompakt getragener Differentialformen beschrieben werden. Gegeben f : X →
Y eine offene Einbettung oder allgemeiner eine étale Abbildung von lokal kom-
pakten Hausdorffräumen liefert dahingegen unsere ausgezeichnete Isotransforma-
tion f ! ∼⇒ f ∗ aus 21.5.7.3 zusammen mit der Koeinheit der Adjunktion f!f

! ⇒ id
die Ausdehnung durch Null und allgemeiner Summation über die Fasern

Hqa!a
∗Ztop

∼ //Hqb!f!f
∗b∗Ztop

//Hqb!b
∗Ztop

Hq
! (X) // Hq

! (Y )

Gegeben allgemeiner eine d-mannigfaltige und orientierte Abbildung f : X → Y
liefert dieselbe Konstruktion mit 21.6.3.8 analog einen ausgezeichneten Morphis-
mus

Hq
! (X)→ Hq−d

! (Y )

Er heißt die Integration über die Fasern, da er in der de-Rham-Theorie durch
Integration über die Fasern im Sinne von ?? berechnet werden kann. Noch all-
gemeiner haben wir für eine eigentliche stetige Abbildung von lokal kompak-
ten Hausdorffräumen das Zurückholen Hq

! (Y ;G) → Hq
! (X; f ∗G) und für jede

d-mannigfaltige Abbildung eine Integration über die Fasern Hq
! (X; f ∗G ⊗ orf )→

Hq−d
! (Y ;G).
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21.6.3.11 (Funktorialitäten der lokalendlichen Homologie). Sei X ein lesb-
Raum. Die lokalendliche Homologie von X erhalten wir als

H!
q(X) = H−qa∗a!Ztop

Gegeben eine abgeschlossene Einbettung oder allgemeiner eine eigentliche lesb-
Abbildung f : X → Y in einen weiteren derartigen Raum erhalten wir das ei-
gentliche Vorschieben für die lokalendliche Homologie aus der Koeinheit der
Adjunktion f!f

! ⇒ id mit f! = f∗ als die Komposition

H−qa∗a!Ztop
∼ //H−qb∗f∗f !b!Ztop

//H−qb∗b!Ztop

H!
q(X) // H!

q(Y )

Gegeben eine offene Einbettung oder allgemeiner eine étale Abbildung f liefert
dahingegen unsere ausgezeichnete Isotransformation f ! ∼⇒ f ∗ aus 21.5.7.3 zu-
sammen mit der Einheit der Adjunktion id ⇒ f∗f

∗ das étale Zurückholen auf
der lokalendlichen Homologie als die Komposition

H−qb∗b!Ztop
//H−qb∗f∗f !b!Ztop

∼ //H−qa∗a!Ztop

H!
q(Y ) // H!

q(X)

Ist allgemeiner f eine d-mannigfaltige orientierte Abbildung, so daß wir einen
ausgezeichneten Isomorphismus f ! ∼⇒ f ∗[d] zur Verfügung haben, so ergibt sich
in derselben Weise für die lokalendliche Homologie das mannigfaltige Zurück-
holen

H!
q(Y )→ H!

q+d(X)

Ist A ⊂∧ Y eine orientierte Mannigfaltigkeit, so bildet es etwa das Bild zA ∈
H!
q(Y ) des Fundamentalzykels von A auf das Bild zf−1(A) ∈ H!

q+d(X) des Fun-
damentalzykels von f−1(A) ab, das wir dazu mit der durch die Orientierungen
von f und A bestimmten Verknüpfungsorientierung 21.6.2.9 zu versehen haben,
vergleiche 21.6.3.13.

21.6.3.12 (Funktorialitäten der Homologie). SeiX ein lesb-Raum und a : X →
top die konstante Abbildung. Die Homologie von X wird in der Garbenkohomo-
logie erklärt als

Hq(X) = H−qa!a
!Ztop
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Gegeben eine abgeschlossene Einbettung oder allgemeiner eine eigentliche lesb-
Abbildung f : X → Y in einen weiteren derartigen Raum erklären wir das Vor-
schieben unter f mit Hilfe der Koeinheit der Adjunktion f!f

! ⇒ id als die Kom-
position

H−qa!a
!Ztop

∼ //H−qb!f!f
!b!Ztop

//H−qb!b
!Ztop

Hq(X) // Hq(Y )

Im Spezialfall einer eigentlichen separierten étalen Abbildung alias endlichen
Überlagerung f können wir auch ein eigentliches étales Zurückholen auf der
Homologie erklären, indem wir f! = f∗ beachten und von unserer ausgezeichne-
ten Isotransformation f ! ∼⇒ f ∗ nach 21.5.7.3 ausgehen und mit der Einheit der
Adjunktion id ⇒ f∗f

∗ unser Zurückholen erklären vermittels des kommutativen
Diagramms

H−qb!b
!Ztop

//H−qb!f!f
!b!Ztop

∼ //H−qa!a
!Ztop

Hq(Y ) // Hq(X)

Wir kennen diese Abbildungen in der singulären Theorie bereits aus 17.1.3.16
und hatten sie dort „Transferabbildungen“ genannt. Ist allgemeiner f eine eigent-
liche d-mannigfaltige orientierte Abbildung, so daß wir einen ausgezeichneten
Isomorphismus f ! ∼⇒ f ∗[d] zur Verfügung haben, so erhalten wir ebenso für die
Homologie das eigentliche mannigfaltige Zurückholen

Hq(Y )→ Hq+d(X)

Gegeben eine kompakte orientierte q-Mannigfaltigkeit A ⊂∧ Y bildet es etwa das
Bild ihres Fundamentalzykels ωA ∈ Hq(Y ) ab auf das Bild des Fundamentalzy-
kels ωf−1(A) ∈ Hq+d(X) ihres Urbilds f−1(A) ⊂∧ X , das wir dazu mit der durch
die Orientierungen von f und A bestimmten Verknüpfungsorientierung 21.6.2.9
zu versehen haben, vergleiche 21.6.3.14.

Übungen

Übung 21.6.3.13. (Ich habe sie noch nicht gemacht.) Gegeben ein kartesisches
Quadrat

W

g
��

p // X

f
��

Z
q // Y
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alias fp = qg von lesb-Räumen mit d-mannigfaltigem orientiertem f und der zu-
rückgezogenen Orientierung 21.6.2.10 auf g und p, q eigentliche lesb-Abbildungen
kommutiert das Diagramm

H!
n+dW // H!

n+dX

H!
nZ

OO

// H!
nY

OO

mit dem mannigfaltigen Zurückholen in den Vertikalen und dem eigentlichen Vor-
schieben in den Horizontalen. Ebenso kommutiert das Diagramm

Hn
! W

��

Hn
! Xoo

��

Hn−d
! Z Hn−d

! Yoo

mit dem eigentlichen Zurückholen in den Horizontalen und der Integration über
die Fasern in den Vertikalen.

Übung 21.6.3.14. (Ich habe sie noch nicht gemacht.) Gegeben ein kartesisches
Quadrat

W

g
��

p // X

f
��

Z
q // Y

alias fp = qg von lesb-Räumen mit eigentlichem d-mannigfaltigen orientierten f
und der zurückgezogenen Orientierung 21.6.2.10 auf g und p, q kommutiert das
Diagramm

Hn+dW // Hn+dX

HnZ

OO

// HnY

OO

mit dem eigentlichen mannigfaltigen Zurückholen in den Vertikalen und dem Vor-
schieben in den Horizontalen. Ebenso kommutiert das Diagramm

HnW

��

HnXoo

��

Hn−dZ Hn−dYoo

mit dem Zurückholen in den Horizontalen und der Integration über die Fasern in
den Vertikalen.
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Übung 21.6.3.15. Gegeben X = U ∪ Z ein lokal kompakter Hausdorffraum mit
einer Zerlegung in eine offene und eine abgeschlossene Teilmenge konstruiere
man die lange exakte Sequenz der lokalendlichen Homologie

. . .→ H!
q(Z)→ H!

q(X)→ H!
q(U)→ H!

q−1(Z)→ . . .

21.6.4 Schnittpaarung und Poincarédualität
21.6.4.1 (Poincarédualität als Verdierdualität). Gegeben eine orientierte m-
Mannigfaltigkeit X erinnere ich an den Poincaré-Isomorphismus

P = PX = P ~X : HqX
∼→ Hm−q

! X

für die singuläre Homologie aus 17.7.4.3. Im Rahmen der sechs Funktoren erhal-
ten wir ihn, diesmal für die Garbenhomologie und kompakte Garbenkohomolo-
gie, indem wir vom Dualisierungsisomorphismus pX : c!Ztop

∼→ orX [m] nach
21.6.1.15 ausgehen und durch Nachschalten der Orientierung orX

∼→ ZX den ori-
entierten Dualisierungsisomorphismus p ~X : c!Ztop

∼→ ZX [m] bilden, den wir
im folgenden auch kurz als Dualisierungsisomorphismus ansprechen und pX
notieren. Er induziert dann den gewünschten Isomorphismus

HqX = H−qc!c
!Ztop

∼→ H−qc!ZX [m] = Hm−q
! X

von der Homologie zur kompakten Kohomologie. Ein Student mag mir einmal
ausschreiben, warum er unter den Vergleichsisomorphismen 21.6.7.27 und 21.6.7.6
unserem Poincaré-Isomorphismus aus der singulären Homologietheorie 17.7.4.5
entspricht.
21.6.4.2 (Dualisierte Poincaré-Isomorphismen). Gegeben eine orientierte Man-
nigfaltigkeit X der Dimension m erhalten wir in derselben Weise mit c∗ statt c!

Isomorphismen
P! = P!

X : H!
qX

∼→ Hm−qX

Wir nennen sie die dualisierten Poincaré-Isomorphismen, da sie im Fall von
Körperkoeffizienten durch Übergang zur transponierten Abbildung auf den Dual-
räumen und Vertauschen von q mit m − q aus den gewöhnlichen Poincaré-Iso-
morphismen entstehen. Wir verstehen dabei die lokalendliche Homologie links im
garbentheoretischen Sinne. Die meiner Anschauung besser zugängliche lokalend-
liche singuläre Homologie stimmt nicht für allgemeine Mannigfaltigkeiten, aber
nach 21.6.7.27 und 21.6.1.4 doch zumindest für abzählbar basierte Mannigfaltig-
keiten mit der lokalendlichen garbentheoretischen Homologie überein. Die singu-
läre Kohomologie stimmt nach 21.6.7.2 für beliebige Mannigfaltigkeiten mit der
Garbenkohomologie überein. Ich habe die Konstruktion der dualisierten Poinca-
ré-Isomorphismen in der singulären Homologietheorie nicht ausgeführt, deshalb
bleibt es uns in diesem Fall erspart, etwaige Rückwärtskompatibilitäten zu prüfen.
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21.6.4.3. Für kompakte orientierte Mannigfaltigkeiten X gilt PX = P!
X .

Proposition 21.6.4.4 (Freiheit der Homologie bei Mannigfaltigkeiten). Gege-
ben eine abzählbar basierte orientierbare m-Mannigfaltigkeit X is Hm−1X eine
freie abelsche Gruppe.

Beweis. Es reicht, das für X zusammenhängend zu zeigen. Für X kompakt wis-
sen wir es bereits aus 17.5.5.9. Es reicht also, es für X zusammenhängend nicht-
kompakt zu zeigen. In dem Fall haben wir H!

0(X;G) = 0 für jede abelsche Grup-
pe G nach 17.7.3.6 und damit Hm(X;G) = 0 nach den dualisierten Poincaré-
Isomorphismen 21.6.4.2 mit Koeffizienten G und damit Ext(Hm−1X,G) = 0 für
jede abelsche Gruppe G nach dem universellen Koeffiziententheorem der Koho-
mologie 17.6.7.2. Die Proposition folgt.

21.6.4.5. Gegeben eine orientierte m-Mannigfaltigkeit X definieren wir wie in
17.7.4.9 angekündigt das Schnittprodukt oder genauer cup-Schnittprodukt als
die vom cup-Produkt ∪ : HpX×HqX → Hp+qX unter den dualisierten Poincaré-
Isomorphismen induzierte bilineare Abbildung

H!
m−pX × H!

m−qX → H!
m−p−qX

Wir notieren es (α, β) 7→ α · β. Im folgenden zeigen wir, daß es in der Tat die
in 17.7.4.9 angekündigten Eigenschaften hat, die dann auch eigentlich erst die
Bezeichnung als Schnittprodukt rechtfertigen.

21.6.4.6 (Funktorialität der dualisierten Poincaré-Isomorphismen). Gegeben
eine eigentliche Abbildung f : X → Y von orientierten Mannigfaltigkeiten der
Dimensionen m,n erhalten wir ein kommutatives Diagramm

H!
qX

f!

��

P!
X

∼
// Hm−qX

��
H!
qY

P!
Y

∼
// Hn−qY

mit der rechten Vertikale, die für c : X → top und d : Y → top mit fd = c
entsteht aus der Verknüpfung

f∗ZX [m]
∼→ f!ZX [m]

∼→ f!c
!Ztop

∼→ f!f
!d!Ztop → d!Ztop

∼→ ZY [n]

von Morphismen gegeben durch die Isotransformation f!
∼⇒ f∗, den Dualisie-

rungsisomorphismus p ~X , die Identifikation c! ∼⇒ f !d!, die Koeinheit der Adjunk-
tion (f!, f

!) und den Dualisierungsisomorphismus p~Y .
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21.6.4.7. Für den Fall, daß unsere eigentliche Abbildung aus 21.6.4.6 die Ein-
bettung einer orientierten Untermannigfaltigkeit X ⊂∧ Y der Kodimension p :=
n−m in eine orientierte Mannigfaltigkeit Y ist, notieren wir sie i : X → Y , ver-
einbaren wir für die Bilder von 1 ∈ H0X unter den verschiedenen Pfeilen unseres
Diagramms und ihren Inversen die Notationen

[X]! ∈ H!
mX

i!
��

P!
X

∼
// H0X 3 1

��
[X]! ∈ H!

mY
P!
Y

∼
// HpY 3 τX

Wir nennen [X]! den Fundamentalzykel von X . Ist X abzählbar basiert oder
stärker kompakt, so entspricht er unter unseren Vergleichsisomorphismen mit der
singulären Homologie dem Fundamentalzykel aus 17.7.3.13 beziehungsweise 17.4.3.2.
Wir nennen τX den Fundamentalkozykel von X .

21.6.4.8 (Anschauung für den Fundamentalkozykel). Man mag sich den Fun-
damentalkozykel von A in X salopp gesprochen denken als ein Etwas, daß jedem
Zykel inX komplementärer Dimension seine Schnittmultiplizität mitA zuordnet.

21.6.4.9. Gegeben A ⊂∧ X ein topologischer Raum mit einer abgeschlossenen
Teilmenge mit Einbettungsabbildung i : A ↪→ X undF ∈ Ab/X und a : A→ top
erinnern wir aus 21.5.3.8 den Isomorphismus

Hpa∗i
!F ∼→ Hp

A(X;F)

Im Rahmen der sechs Funktoren nehmen wir die linke Seite direkt als Definition
der rechten Seite. In jedem Fall liefern unsere Konstruktionen auch Isomorphis-
men

Der/X(i!ZA[−p],F)
∼→ Der/A(ZA, i!F [p])

∼→ Hp
A(X;F)

21.6.4.10 (Fundamentalkozykel als Element der lokalen Kohomologie). Seien
weiter X ⊂∧ Y eine abgeschlossene orientierte Untermannigfaltigkeit einer orien-
tierten Mannigfaltigkeit der Kodimension p und i : X ↪→ Y die Einbettung. Die
rechte Vertikale in unserem Diagramm 21.6.4.7 ist, wie in 21.6.4.6 erklärt, der
Effekt einer Verknüpfung

i∗ZX = i!ZX
∼→ i!i

!ZY [p]→ ZY [p]

von Homomorphismen in Der(Ab/Y ) auf der Hyperkohomologie. Nach 21.5.3.8
haben wir H0(Y ; i!i

!ZY [p]) = Hp
X(Y ). Die rechte Vertikale unseres Diagramms

faktorisiert mithin als Isomorphismus HqX
∼→ Hp+q

X (Y ) → Hp+q(Y ) in die lo-
kale Kohomologie gefolgt von Delokalisieren. Wir nennen das Bild unter dieser
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Faktorisierung von 1 ∈ H0X den lokalen Fundamentalkozykel und notieren ihn
wie den ursprünglichen Fundamentalkozykel

τX ∈ Hp
X(Y )

Beispiel 21.6.4.11. Gegeben (Y, ω) eine orientierte n-Mannigfaltigkeit und y ∈
Y ein Punkt ist der lokale Fundamentalkozykel τ{y} ∈ Hn

{y}(Y ) = Hn(Y, Y \y)
dasjenige Element, das unter der Kroneckerpaarung mit der lokalen Orientierung
ωy ∈ Hn(Y, Y \y) zu 1 paart.

21.6.4.12 (Cup-Produkt der lokalen Kohomologie). Gegeben ein topologischer
Raum X und Einbettungen abgeschlossener Teilmengen i : A ↪→ X sowie j :
B ↪→ X und k : A ∩B ↪→ X haben wir einen offensichtlichen Isomorphismus

k!ZA∩B
∼→ i!ZA ⊗ j!ZB

Wir diskutieren im Anschluß in 21.6.4.13, wie er im Rahmen der sechs Funktoren
erhalten werden kann. Er induziert eine bilineare Abbildung

Hp
A(X)× Hq

B(X)→ Hp+q
A∩B(X)

durch die Vorschrift (α, β) 7→ α ⊗ β in der Interpretation der lokalen Kohomo-
logieklassen als Morphismen α : i!ZA → ZX [p] und β : j!ZB → ZX [q] der
derivierten Kategorie Der/X .

21.6.4.13 (Ausdehnung durch Null und Tensorieren). Gegeben ein topologi-
scher Raum X und Einbettungen lokal abgeschlossener Teilmengen i : A ↪→ X
sowie j : B ↪→ X und Objekte F ∈ Der(Ab/A) sowie G ∈ Der(Ab/B) liefert
Basiswechsel im kartesischen Diagramm

A ∩B //

k
��

AfB

ifj
��

X // X fX

der Trennkategorie mit den Notationen k : A ∩B ↪→ X und a : A ∩B ↪→ A und
b : A ∩B ↪→ B für die jeweiligen Einbettungen Isomorphismen

k!(a
∗F ⊗ b∗G)

∼→ i!F ⊗ j!G

Für F = G = ZX erhalten wir so den in 21.6.4.12 als offensichtlich deklarier-
ten Isomorphismus k!ZA∩B

∼→ i!ZA ⊗ j!ZB sogar im Fall lokal abgeschlossener
Einbettungen.
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21.6.4.14 (Verschwinden von cup-Produkten). Gegeben seien ein topologischer
Raum X und abgeschlossene Teilmengen A ⊂∧ X sowie B ⊂∧ X . In Übung
21.6.4.35 werden Sie die Funktorialität der lokalen Kohomologie diskutieren und
werden insbesondere sehen, daß unser cup-Produkt der lokalen Kohomologie das
gewöhnliche cup-Produkt verallgemeinert. Wir erhalten also mit den bekannten
Vertikalen ein kommutatives Diagramm

Hp
A(X)× Hq

B(X) → Hp+q
A∩B(X)

↓ ↓
Hp(X)× Hq(X) → Hp+q(X)

Das Analogon dieser Abbildung in der singulären Kohomologie kennen wir be-
reits aus 18.4.2.10, allerdings heißt unsere lokale Kohomologie dort die relative
Kohomologie Hp(X,X\A). In jedem Fall gilt Hn

∅ (X) = 0 für alle n. Das bedeu-
tet insbesondere für Elemente α, β des Kohomologierings, die von Elementen der
lokalen Kohomologie in Bezug auf abgeschlossene Teilmengen A,B mit leerem
Schnitt A ∩ B = ∅ herkommen, im vollen Kohomologiering von X das Ver-
schwinden des cup-Produkts

α ∪ β = 0

Beispiel 21.6.4.15 (Verschwindende Schnittprodukte und erzwungene Schnit-
te). Gegeben eine orientierte Mannigfaltigkeit X und orientierte abgeschlossene
Untermannigfaltigkeiten A,B ⊂∧ X gilt

A ∩B = ∅ ⇒ [A]! · [B]! = 0

In der Tat ist das Verschwinden des Schnittprodukts per definitionem gleichbe-
deutend zu τA ∪ τB = 0 und das folgt im Fall A∩B = ∅ aus 21.6.4.12, da unsere
Fundamentalkozykel nach 21.6.4.10 bereits von der jeweiligen lokalen Kohomo-
logie herkommen. Umgekehrt gilt dann natürlich auch

[A]! · [B]! 6= 0 ⇒ A ∩B 6= ∅

In Worten wird also durch das Nichtverschwinden des Schnittprodukts bereits die
Existenz von Schnittpunkten erzwungen. Bei dieser Argumentation fällt einem
die Notation schon fast auf die Füße. Es bezeichnet darin A∩B einen Schnitt von
Mengen, τA ∪ τB jedoch ein cup-Produkt von Kohomologieklassen.

21.6.4.16 (Beschreibung der lokalen Kohomologie mit Lokalgarben). Gege-
ben A ⊂∧ X eine abgeschlossenene Teilmenge in einem topologischen Raum mit
ihrer Einbettungsabbildung i : A ↪→ X erinnern wir aus 21.5.3.8 die Isomorphis-
men Hq

A(X)
∼→ Hq(X; i∗i

!ZX). Wir nennen

LA = LA⊂X := i∗i
!ZX



21.6. ANWENDUNGEN UND VERGLEICHSSÄTZE 3671

die Lokalgarbe von A in X und erhalten Isomorphismen Hq
A(X)

∼→ Hq(X;LA).
Der Isomorphismus der relativen Verdierdualität 21.4.7.8 liefert für A ⊂∧ X und
i : A ↪→ X die Einbettung eine Beschreibung der Lokalgarbe als Homgarbe

LA = i∗i
!ZX

∼→ (i!ZAVZX)

Gegeben u : U ↪→ X die Einbettung einer offenen Teilmenge liefert die relative
Verdierdualität 21.4.7.8 zusammen mit dem durch die Adjunktion (u!, u

∗) gege-
benen Isomorphismus u∗ ∼→ u! Isomorphismen u∗LA⊂X

∼→ L(A∩U)⊂U .
21.6.4.17 (Beschreibung des cup-Produkts mit Lokalgarben). Seien X ein to-
pologischer Raum, A,B ⊂∧ X abgeschlossene Teilmengen, i, j deren Einbet-
tungsabbildungen und k : A∩B ↪→ X die Einbettung ihres Schnitts. Unter diesen
Annahmen liefert unser Isomorphismus k!ZA∩B

∼→ i!ZA⊗ j!ZB aus 21.6.4.12 un-
ter (VZX) einen Morphismus

LA ⊗ LB → LA∩B
vom derivierten Tensorprodukt der Lokalgarben in die Lokalgarbe des Schnitts.
Wir nennen sie die Lokalgarbenpaarung. Das zugehörige cup-Produkt mit Ko-
effizienten paßt dann offensichtlich in ein kommutatives Diagramm

Hp
A(X)× Hq

B(X) → Hp+q
A∩B(X)

↓ o o ↓
Hp(X;LA)×Hq(X;LB) → Hp+q(X;LA∩B)

mit den Isomorphismen aus 21.6.4.16 in den Vertikalen.
21.6.4.18 (Lokalität der Lokalgarbenpaarung). SeienX ein topologischer Raum
und A,B ⊂∧ X abgeschlossene Teilmengen. Für U ⊂◦ X mit Einbettungsabbil-
dung u : U ↪→ X erhalten wir dann ein kommutatives Diagramm

u∗LA ⊗ u∗LB → u∗LA∩B
↓ o o ↓

LA∩U ⊗ LB∩U → LA∩B∩U
mit den Vertikalen aus 21.6.4.16 und der zurückgezogenen Lokalgarbenpaarung
beziehungsweise der Lokalgarbenpaarung der eingeschränkten Situation in den
Horizontalen.
Beispiel 21.6.4.19 (Lokalgarbe einer Untermannigaltigkeit). Gegeben A ⊂∧ X
eine orientierte Mannigfaltigkeit mit einer orientierten abgeschlossenen Unter-
mannigfaltigkeit der Kodimension p haben wir bereits in 21.6.4.10 einen Isomor-
phismus i∗ZA[−p] ∼→ i∗i

!ZX [p] angegeben, der in unserer neuen Terminologie
interpretiert werden kann als eine Beschreibung der Lokalgarbe durch einen Iso-
morphismus

i∗ZA[−p] ∼→ LA⊂X
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Beispiel 21.6.4.20 (Multiplizität von Schnitten). Seien X eine orientierbare n-
Mannigfaltigkeit und A,B ⊂ X abgeschlossene Teilmengen, die ihrerseits orien-
tierbare Mannigfaltigkeiten der Kodimensionen p, q sind. Zusätzlich nehmen wir
an, daß auch ihr Schnitt A ∩ B eine orientierbare Mannigfaltigkeit der Kodimen-
sion p + q in X sein möge. Wählen wir jeweils Orientierungen auf X,A,B und
A∩B, so wird unter diesen Wahlen unsere LokalgarbenpaarungLA⊗LB → LA∩B
aus 21.6.4.17 für i, j, k die jeweiligen Einbettungen mit den Isomorphismen aus
21.6.4.19 zu einem Morphismus

i∗ZA[−p]⊗ j∗ZB[−q]→ k∗ZA∩B[−p− q]

Nach Wegkürzen der Graduierungsverschiebungen und Vorschalten des Inversen
des offensichtlichen Isomorphismus i∗ZA ⊗ j∗ZB

∼→ k∗ZA∩B erhalten wir einen
Morphismus k∗ZA∩B → k∗ZA∩B und unter der Adjunktion eine lokal konstante
Funktion

S = SX;A,B : A ∩B → Z
Den Wert unserer Funktion an einer Stelle x ∈ A ∩ B nennen wir die lokale
Schnittmultiplizität und finden damit für das cup-Produkt der Fundamentalko-
zykel in Hp+q

A∩B(X) alias das Schnittprodukt der Fundamentalzykel unter der zu-
sätzlichen Annahme, daß der Schnitt A ∩ B nur endlich viele Zusammenhangs-
komponenten hat, die Darstellung

τA∪τB =
∑

Z∈Zus(A∩B)

SX;A,B(Z)τZ alias [A]!·[B]! =
∑

Z∈Zus(A∩B)

SX;A,B(Z)[Z]!

als Summe über die Zusammenhangskomponenten Z von A ∩B. Hat der Schnitt
unendlich viele Zusammenhangskomponenten,so gilt das immer noch, wenn wir
die unendliche Summe im Sinne der Trägerzerlegung 19.4.4.16 der lokalen Ko-
homologie als ein Tupel interpretieren. Ist weiter U ⊂◦ X eine offene Teilmenge,
so haben wir nach der Lokalität der Lokalgarbenpaarung 21.6.4.18 zusätzlich

SU ;A∩U,B∩U = SX;A,B|A∩B∩U

Unsere lokale Schnittmultiplizität an einer Stelle x ∈ A∩B ändert sich also nicht,
wenn wir X durch eine offene Umgebung U ⊂◦ X von x ersetzen.

Vorschau 21.6.4.21. Jetzt diskutieren wir erst einmal Schnitte von Kurven in der
Ebene. Dann zeigen wir in ?? im Fall von „transversalem Schnitt“, daß unsere
Schnittmultiplizitäten±1 sind mit einem durch die Orientierungen beschriebenen
Vorzeichen.

Lemma 21.6.4.22. Gegeben eine abgeschlossene zusammenhängende nichtkom-
pakte Einsmannigfaltigkeit Z ⊂∧ R2 besteht ihr Komplement aus zwei Komponen-
ten, deren höhere Garbenkohomologie jeweils verschwindet.
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Erster Beweis. Alexanderdualität 19.5.1.22.

Zweiter Beweis. Wir schreiben X := R2 und U := X\Z und notieren i, j die
Einbettungen von Z,U . Nach 15.1.8.5 gilt Z ∼= R. Das ausgezeichnete Dreieck
i!i

!ZX → ZX → j∗j
∗ZX → [1] aus 21.5.3.3 liefert wegen i!ZX ∼= orZ⊂X [−1] ∼=

ZZ [−1] nach 21.9.10.4 eine kurze exakte Sequenz

H0(X) ↪→ H0(U)� H0(Z)

und wir sehen, daß U genau zwei Zusammenhangskomponenten hat. Die anderen
Hq(U) sind in einer exakten Sequenz zwischen Nullen eingequetscht und müssen
folglich verschwinden.

Proposition 21.6.4.23 (Lokale Schnittmultiplizität von Kurven in der Ebene).
Seien A,B ⊂∧ R2 zwei abgeschlossene nichtkompakte zusammenhängende Eins-
mannigfaltigkeiten in der Ebene X := R2, die sich in genau einem Punkt x ∈ X
treffen. Trifft jede Komponente von X\A jede Komponente von X\B, so liefert
das cup-Produkt der lokalen Kohomologie einen Isomorphismus

H1
A(X)⊗ H1

B(X)
∼→ H2

{x}(X)

Andernfalls ist diese Abbildung Null. Insbesondere ist unter den gegebenen Vor-
aussetzungen die lokale Schnittmultiplizität unserer beiden ebenen Kurven bei be-
liebiger Wahl der Orientierungen stets±1 im ersten Fall und Null im zweiten Fall.

Beweis. Bezeichne U := X\A das Komplement vonA. Nach 21.6.4.22 hat U ge-
nau zwei Komponenten U1, U2 und deren höhere Garbenkohomologie verschwin-
det. Unsere allgemeine Erkenntnis 19.4.9.15 liefert eine kurze exakte Sequenz

ZU⊂X ↪→ ZX � ZA⊂X

von abelschen Garben auf X und zeigt, wenn wir dazu die lange exakte Sequenz
der Morphismen in die ZX [q] bilden, schon einmal Hq

A(X) ∼= Z für q = 1 und
Null sonst. In anderen Worten liefert unsere kurze exakte Sequenz einen Quasi-
isomorphismus (ZU⊂X → ZX [0]) →̆ ZA⊂X [0], der nach der Beschreibung von
Extq(ZU⊂X ,F) aus 19.4.9.32 und dem Vergleich von Morphismen in Hot und
Der aus 20.2.7.18 eine Bijektion

HotAb/X

(
(ZU⊂X → ZX [0]),ZX [1]

) ∼→ DerAb/X (ZA⊂X ,ZX [1])

induziert. Das Symbol [0] verwenden wir hier, um bei einem Komplex den Term
im Grad Null anzuzeigen. Wir erhalten offensichtlich einen Erzeuger von

HotAb/X

(
(ZU⊂X → ZX [0]),ZX [1]

)
= H0

(
(ZU⊂X → ZX [0])VHotZX [1]

)
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durch einen Morphismus ZU⊂X → ZX , der unter der offensichtlichen Zerle-
gung ZU1⊂X ⊕ ZU2⊂X

∼→ ZU⊂X zu einem Erzeuger des Raums der Morphismen
ZU1⊂X → ZX beziehungsweise zum Nullmorphismus ZU2⊂X → ZX einschränkt.
Ebenso hat auch V := X\B genau zwei Komponenten V1, V2. Nach 19.4.10.28
hat weiter das Komplement vonA∪B genau vier Komponenten. Sind alle Schnitte
Ui ∩ Vj nicht leer, so müssen diese Schnitte genau unsere vier Komponenten sein.
Wählt man nun analog einen Repräsentanten in der Homotopiekategorie für einen
Erzeuger der lokalen Kohomologie H1

B(X) und bildet das Tensorprodukt in der
Homotopiekategorie, so kann man wieder in der Homotopiekategorie unschwer
prüfen, daß wir einen Repräsentanten eines Erzeugers von H2

{x}(X) erhalten. An-
dernfalls haben wir nach eventueller Umnummerierung ohne Beschränkung der
Allgemeinheit U1 ∩ V1 = ∅ und dann ist das cup-Produkt der entsprechenden
Erzeuger in der Homotopiekategorie in der Tat der Nullmorphismus.

Beispiel 21.6.4.24 (Schnitte in einem Torus). Seien A,B ⊂∧ T := S1 × S1 die
zwei Kreislinien S1 × {1} und {1} × S1 im Torus T . Sie schneiden sich in genau
einem Punkt, nämlich dem Punkt x := (1, 1), und ihre Schnittmultiplizität ist dort
nach der lokalen Beschreibung 21.6.4.23 offensichtlich ±1 mit einem von den
gewählten Orientierungen abhängigem Vorzeichen. Wir finden so

[A]! · [B]! = ±[x]! 6= 0

Das bedeutet unter anderem, daß für beliebige abgeschlossene Untermannigfaltig-
keiten X, Y ⊂∧ T mit [X]! = [A]! und [Y ]! = [B]! ebenso gilt [X]! · [Y ]! 6= 0 und
damit insbesondereX∩Y 6= ∅. Wir können also salopp gesprochen durch Verbie-
gen und Verschieben unserer beiden Kreislinien A und B niemals erreichen, daß
diese beiden Untermannigfaltigkeiten zueinander disjunkt werden. Da T kompakt
ist, hätten wir hier auch auf die Ausrufezeichen verzichten können.

Beispiel 21.6.4.25 (Schnitte in der Ebene). Seien A,B ⊂∧ X := R2 die bei-
den Koordinatenachsen. Sie schneiden sich in genau einem Punkt, nämlich dem
Ursprung x := (0, 0), und ihre Schnittmultiplizität ist dort nach der lokalen Be-
schreibung 21.6.4.23 offensichtlich±1 mit einem von den gewählten Orientierun-
gen abhängigen Vorzeichen. Wir finden so wieder

[A]! · [B]! = ±[x]!

Das ist jedoch weniger interessant, da in der lokalendlichen Homologie alle die
beteiligten Klassen Null sind. Wir können salopp gesprochen durch Verbiegen und
Verschieben vonA undB auch leicht erreichen, daß diese beiden Untermannigfal-
tigkeiten zueinander disjunkt werden, aber das führt aufgrund des Verschwindens
all unserer Klassen nicht zum Widerspruch.
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Beispiel 21.6.4.26 (Schnitte in der punktierten Ebene). Seien A,B ⊂∧ X :=
R2\0 die positive x-Achse und der Graph der Funktion f : (0,∞) → R gegeben
durch f(x) = (x−1)2−1. Sie schneiden sich in genau einem Punkt, nämlich dem
Punkt x := (2, 0), und ihre Schnittmultiplizität dort ist nach der lokalen Beschrei-
bung 21.6.4.23 offensichtlich ±1 mit einem von den gewählten Orientierungen
abhängigem Vorzeichen. Wir finden so wieder

[A]! · [B]! = ±[x]!

Das ist jedoch weniger interessant, da in diesem Fall die Klasse [x]! eines jeden
Punktes Null ist in der lokalendlichen Homologie. Wir können salopp gesprochen
durch Verbiegen und Verschieben von A und B auch leicht erreichen, daß unsere
beiden Untermannigfaltigkeiten zueinander disjunkt werden, aber das führt nicht
zum Widerspruch.

Beispiel 21.6.4.27 (Schnitte in der punktierten Ebene, halbkompakte Varian-
te). Seien A,B ⊂∧ X := R2\0 der Einheitskreis und die positive x-Achse. In
diesem Fall gilt bereits [A]! = 0 und die Identität

[A]! · [B]! = ±[x]!

liefert erst recht keine interessanten Aussagen. Es ist jedoch nicht klar, ob wir
durch Verbiegen und Verschieben von A und B erreichen können, daß unsere
beiden Untermannigfaltigkeiten zueinander disjunkt werden. In der Tat ist das
unmöglich und folgt aus der Variante [A] · [B]! = ±[x] 6= 0 unserer Formel,
die im Fall von kompaktem B in der gewöhnlichen Homologie gilt und deren
Diskussion wir uns jetzt zuwenden.

21.6.4.28. Gegeben eine orientierte m-Mannigfaltigkeit X definieren wir wie in
17.7.4.9 angekündigt das cap-Schnittprodukt als die von der Modulstruktur Hp

!X×
HqX → Hp+q

! X nach 21.4.7.15 unter den Poincaré-Isomorphismen und dualisier-
ten Poincaré-Isomorphismen induzierte bilineare Abbildung

Hm−pX × H!
m−qX → Hm−p−qX

Wir notieren sie auch (α, β) 7→ α · β. Gegeben ein topologischer Raum X und
abgeschlossene Teilmengen A ⊂∧ X sowie B ⊂∧ X mit A kompakt erhalten mit
den bekannten Vertikalen in diesem Fall ein kommutatives Diagramm

Hp
A(X)× Hq

B(X) → Hp+q
A∩B(X)

↓ ↓
Hp

! (X)× Hq(X) → Hp+q
! (X)

mit der durch die Struktur der kompakten Kohomologie als Modul über dem Ko-
homologiering nach 21.4.7.15 gegebenen unteren Horizontale. Bezeichne für A
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kompakt nun τ!A ∈ Hp
! (X) das Bild des Fundamentalkozykels τA ∈ Hp

A(X). Wir
finden dann für A kompakt unter denselben Annahmen wie in 21.6.4.20 und mit
denselben lokalen Schnittmultiplizitäten die Identität

τ!A∪τB =
∑

Z∈Zus(A∩B)

SX;A,B(Z)τ!Z alias [A]·[B]! =
∑

Z∈Zus(A∩B)

SX;A,B(Z)[Z]

in der kompakten Kohomologie beziehungsweise in der Homologie von X .

Beispiel 21.6.4.29 (Schnitte in der punktierten Ebene, halbkompakte Varian-
te). Seien A,B ⊂∧ X := R2\0 der Einheitskreis und die positive x-Achse. Da
A kompakt ist, können wir das cap-Schnittprodukt betrachten und erhalten die
Identität

[A] · [B]! = ±[x] 6= 0

in der gewöhnlichen Homologie H0(R2\0). Es folgt sowohl [A] 6= 0 in H1(R2\0)
als auch [B]! 6= 0 in H!

1(R2\0) und weiter, daß wir salopp gesprochen durch Ver-
biegen und Verschieben von A und B nicht erreichen können, daß unsere beiden
Untermannigfaltigkeiten zueinander disjunkt werden.

21.6.4.30 (Lokale Schnittmultiplizitäten bei transversalem Schnitt). Seien X
eine orientierte n-Mannigfaltigkeit und A,B ⊂∧ X abgeschlossene orientierte Un-
termannigfaltigkeiten der Kodimensionen p, q, die sich transversal schneiden in
dem Sinne, daß jeder Punkt x ∈ A∩B eine offene Umgebung U ⊂◦ X besitzt mit-
samt einem Homöomorphismus U ∼→ E zu einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum, unter dem A ∩ U und B ∩ U bijektiv auf Untervektorräume der Ko-
dimensionen p beziehungsweise q abgebildet werden, die zusammen E erzeugen.
Wir nennen so einen Homöomorphismus eine Schnittplättung. Unter diesen An-
nahmen ist auch A∩B eine Mannigfaltigkeit und wir können darauf die Schnitt-
orientierung erklären durch die Vorschrift, daß sie unter jeder Schnittplättung der
Schnittorientierung entspricht, wie wir sie in 21.6.6.11 im Fall von Untervektor-
räumen eingeführt haben. Mit dieser Schnittorientierung auf A ∩ B gilt dann mit
derselben Argumentation in der lokalendlichen Homologie von X die Identität

[A]! · [B]! = [A ∩B]! =
∑

Z∈Zus(A∩B)

[Z]!

In Worten ist also im Fall eines transversalen Schnitts das Schnittprodukt der Fun-
damentalzykel der Fundamentalzykel des Schnitts. Ebenso erhalten wir im Fall
von kompaktem A zusätzlich in der gewöhnlichen Homologie die feinere Identi-
tät

[A] · [B]! = [A ∩B] =
∑

Z∈Zus(A∩B)

[Z]
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21.6.4.31. Gegeben eine orientierte n-MannigfaltigkeitX liefert unser cap-Schnitt-
produkt gefolgt von der Augmentation eine bilineare Abbildung

Hq(X)× H!
n−q(X) → Z

( α , β ) 7→ α� β

Sie heißt die Schnittpaarung. Gegeben abgeschlossene orientierte sich transver-
sal schneidende UntermannigfaltigkeitenA,B ⊂∧ X der Dimensionen q, n−q mit
A kompakt liefert 21.9.10.13 insbesondere die Formel

[A]� [B]! = ε([A ∩B])

Hier ist A ∩B eine endliche Menge alias kompakte Nullmannigfaltigkeit und die
Schnittorientierung darauf ist eine Abbildung η : A ∩ B → {1,−1} und die
Augmentation des zugehörigen Fundamentalzykels ergibt sich zu

ε([A ∩B]) =
∑

x∈A∩B

η(x)

Satz 21.6.4.32 (Eigenschaften der Schnittpaarung). Gegeben eine orientierte
n-Mannigfaltigkeit X induziert die Schnittpaarung Hq(X)×H!

n−q(X)→ Z stets
eine Surjektion H!

n−q(X)� Hom(Hq(X),Z) und im Fall von freiem Hq−1(X) ist
diese Surjektion sogar ein Isomorphismus.

Beweis. Schalten wir unserer cap-Schnittpaarung im zweiten Eintrag den Inver-
sen des dualisierten Poincaré-Isomorphismus P! : H!

n−q(X)
∼→ Hq(X) vor, so

erhalten wir die Kroneckerpaarung Hq(X) × Hq(X) → Z. Nach dem universel-
len Koeffiziententheorem 21.6.3.7 haben wir jedoch eine kurze exakte Sequenz

Ext(Hq−1(X),Z) ↪→ Hq(X)� Hom(Hq(X),Z)

21.6.4.33. Analoges gilt mit Koeffizienten in einem beliebigen noetherschen Kring
endlicher homologischer Dimension. Im Fall eines Krings der Charakteristik Zwei
brauchen wir noch nicht einmal irgendwelche Orientierbarkeiten vorauszusetzen.
Mit Koeffizienten in einem Körper k etwa ist die totale Homologie immer frei und
dann induziert unsere Schnittpaarung einen Isomorphismus

H!
n−q(X; k)

∼→ Homk(Hq(X; k), k)

und im Fall eines Körpers der Charakteristik Zwei brauchen wir noch nicht einmal
X orientiert vorauszusetzen.

Beispiel 21.6.4.34 (Ebene ohne abgeschlossene diskrete Teilmenge). Im Fall
der Zweimannigfaltigkeit X := C\Z ist die erste Homologie H1(X) eine freie
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abelsche Gruppe mit kleinen Zykeln um die ganzen Zahlen als Repräsentanten
einer Basis, denn schreiben wir unseren Raum als aufsteigende Vereinigung im-
mer größerer offener Teilmengen, so ist die Homologie der Kolimes. Weiter ist
H0(X) ∼= Z frei und nach 21.6.4.32 liefert damit die Schnittpaarung einen Iso-
morphismus H!

1(X)
∼→ Hom(H1(X),Z). Folglich ist H!

1(X) isomorph zu einem
Produkt von abzählbar vielen Kopien von Z und man erhält Repräsentanten für
die Elemente der ersten lokalendlichen Homologie zum Beispiel, indem man die
Fundamentalzykel von vertikalen Halbgeraden betrachtet, die von Punkten n ∈ Z
nach oben ins Unendliche laufen, und von ihnen geeignet definierte „unendliche
Linearkombinationen“ nimmt.

Übungen

Übung 21.6.4.35 (Funktorialität des cup-Produkts der lokalen Kohomologie).
Für eine beliebige stetige Abbildung f : X → Y und C,D ⊂∧ Y mit der Ei-
genschaft f−1(C) ⊂ A und f−1(D) ⊂ B erhalten wir für das cup-Produkt der
lokalen Kohomologie 21.6.4.12 ein kommutatives Diagramm

Hp
C(Y )× Hq

D(Y ) → Hp+q
C∩D(Y )

↓ ↓
Hp
A(X)× Hq

B(X) → Hp+q
A∩B(X)

Übung 21.6.4.36 (Fundamentalkozykel einer Untervarietät). Seien X eine n-
Mannigfaltigkeit und A ⊂∧ X eine abgeschlossene Teilmenge, die eine Filtrierung
der Gestalt

A = A≤a ⊃ A≤a−1 ⊃ . . . ⊃ A≤0 ⊃ ∅ = A≤−1

durch abgeschlossene Teilmengen (A≤n)n∈Z besitzt derart, daß das Komplement
A≤q\A≤q−1 jeweils eine q-Mannigfaltigkeit ist. Man zeige HpLA≤q = 0 für p +
q < n und zeige unter der zusätzlichen Annahme, daß sogar A◦ := A\A≤a−2 eine
a-Mannigfaltigkeit ist, daß der natürliche Morphismus einen Isomorphismus

Hn−aLA
∼→ Hn−aLA◦

liefert. Sind schließlich Orientierungen auf X und A◦ gewählt, so erhält man wei-
ter wie in 21.9.10.5 ausgezeichnete Isomorphismen LA◦

∼→ j∗ZA◦ [a − n] für
j : A◦ ↪→ X die Einbettung und damit einen ausgezeichneten globalen Schnitt
1 ∈ ΓHn−aLA◦ und dann auch in ΓHn−aLA. Weil wir bereits wissen, daß gilt
HqLA = 0 für q < n − a, ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphis-
mus ΓHn−aLA

∼→ Hn−a(X;LA) und wir erhalten ein ausgezeichnetes Element
der lokalen Kohomologie, das wir wieder den Fundamentalkozykel von A in X
nennen und

τA = τA⊂X ∈ Hn−a
A (X)
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notieren. Er hängt von den gewählten Orientierungen ab. Man zeigt unschwer, daß
er im Fall einer Mannigfaltigkeit A mit dem Fundamentalkozykel aus 21.9.10.5
übereinstimmt und daß für U ⊂◦ X offen und u : U ↪→ X die Einbettung in
Hn−a
A∩U(U) gilt u∗τA = τA∩U . Ein typisches Beispiel für eine Situation der hier be-

schriebenen Art ist der Fall einer glatten komplexen algebraischen Varietät V mit
einer abgeschlossenen Untervarietät W ⊂∧ V und den zugehörigen topologischen
Räumen W (C) ⊂∧ V (C) mit der analytischen Topologie als A ⊂∧ X , vergleiche
19.4.10.25.

Übung 21.6.4.37 (Berechnung lokaler Schnittmultiplizitäten). Seien A,B ab-
geschlossene Teilmengen von X := Rn und a, b ∈ N und τA ∈ Hn−a

A (X) sowie
τB ∈ Hn−b

B (X) lokale Kohomologieklassen. Wir nehmen an, der Schnitt A∩B =
{x} sei ein einziger Punkt, und wollen τA ∪ τB ∈ Hn

x(X) bestimmen. Gegeben
eine kompakte Kugel K ⊂ X mit x ∈ K ist der Rückzug ein Isomorphismus
Hn
x(X)

∼→ Hn
K(X). Wir können damit τA ersetzen durch sein Bild in Hn−a

A∪K(X)
und τB durch sein Bild in Hn−b

B∪K(X). Die Homotopieinvarianz der lokalen Koho-
mologie 19.4.5.16 zeigt nun, daß jede Abbildung ϕ : (X,K) → (X,K), die als
Abbildung von Raumpaaren homotop ist zur Identität im Sinne von 17.2.1.10 und
die außerhalb von K die Identität ist, die Klasse τB ∈ Hn−b

B∪K(X) festhält. Diese
Klasse ist damit auch das Bild von ϕ∗(τB) ∈ Hn−b

ϕ−1(B)(X). Bei geschickter Wahl
von ϕ kann nun

τA ∪ ϕ∗(τB) ∈ Hn
K(X)

leichter zu berechnen sein. Wenn wir etwa ein ϕ finden können, für das gilt
A ∩ ϕ−1(B) = ∅, so folgern wir sofort τA ∪ τB = τA ∪ ϕ∗(τB) = 0. Im Fall
der Fundamentalkozykel von Untervarietäten und ähnlich gelagerten Fällen wie
in 21.6.4.36 dahingegen gilt es salopp gesprochen, mit ϕ „unser B ein bißchen zu
verschieben, so daß aus dem einem Schnittpunkt x mehrere Schnittpunkte mit
transversalem Schnitt werden, und diese Schnittpunkte müssen wir dann nach
21.6.4.30 nur noch mit geeigneten Vorzeichen zählen“. Im Fall von Untervarie-
täten einer glatten komplexen Varietät weiß man sogar zusätzlich, daß dann alle
diese Vorzeichen +1 sein müssen.

Übung 21.6.4.38 (Zurückholen der lokalen Kohomologie mit sechs Funkto-
ren). GegebenA ⊂∧ X eine abgeschlossene Teilmenge eines topologischen Raums
und F ∈ Ab/X und i : A ↪→ X die Einbettung und c = cA : A → top die kon-
stante Abbildung kennen wir aus 21.5.3.8 einen ausgezeichneten Isomorphismus

HqcA∗i
!F ∼→ Hq

A(X;F)

Gegeben B ⊂∧ Y eine weitere abgeschlossene Teilmenge eines topologischen
Raums und j : B ↪→ Y die Einbettung f : X → Y eine stetige Abbildung
mit f−1(B) ⊂ A und φ : F → G ein Morphismus in Der�f (F ,G) alias ein
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Morphismus G → f∗F in Der(Ab/X) konstruieren wir einen Morphismus

φ~ : cB∗j
!G → cA∗i

!F

in Der(Ab) oder ganz pedantisch Der(Ab/top) unter Betrachtung des Diagramms

f−1(B) �
� u //

fB
��

A �
� i // X

f
��

B �
� j // Y

als die Komposition

cB∗j
!G → cB∗j

!f∗F
∼→ cB∗fB∗u

!i!F ∼→ cA∗u∗u
!i!F ∼→ cA∗u!u

!i!F ∼→ cA∗i
!F

eines von φ induzierten Morphismus mit Basiswechsel, der Isotransformation
u!

∼⇒ u∗ und der Koeinheit der Adjunktion. Man zeige, daß dieser Morphismus
φ~ im Fall von gewöhnlichen abelschen Garben F ,G unser Zurückholen auf der
lokalen Kohomologie aus 19.4.4.7 induziert, in Formeln also die Kommutativität
des Diagramms

HqcB∗j
!G ∼ //

φ~

��

Hq
B(Y ;G)

��
HqcA∗i

!F ∼ // Hq
A(X;F)

Man zeige weiter für verknüpfbare Komorphismen φ~ ◦ ψ~ = (ψ ◦ φ)~ und der
Vollständigkeit halber auch id~ = id.

Übung 21.6.4.39 (Vorschub der relativen Homologie mit sechs Funktoren).
Sind in den Notationen der vorhergehenden Übung 21.6.4.38 alle beteiligten to-
pologischen Räume lesb, so konstruiert man in derselben Weise für jeden Mor-
phismus ϕ : f!F → G in Der(Ab/Y ) einen Morphismus

ϕ~ : cA!i
∗F → cB!j

∗G

in Der(Ab) oder ganz pedantisch Der(Ab/top) und zeigt ψ~ ◦ ϕ~ = (ψ ◦ ϕ)~
und der Vollständigkeit halber auch id~ = id. Man beachte, daß ein Morphismus
ϕ : f!F → G nicht einem eigentlichen Opkomorphismus entspricht.

Beispiel 21.6.4.40. Ist f : X → Y eine stetige Abbildung von Mannigfaltig-
keiten derselben Dimension n mit diskreten Fasern, so ist f(!) nach eigentlichem
Basiswechsel ein exakter Funktor und induziert einen Morphismus f!ωX → ωY
oder auch einfacher einen Morphismus ϕ : f! orX → orY . Gegeben A ⊂∧ X und
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B ⊂∧ Y mit f−1(B) ⊂ A entspricht die zugehörige Abbildung ϕ~ : Γ!(A; orX)→
Γ!(B; orY ) unter unserem Isomorphismus 17.4.3.5 dem Vorschub

Hn(X,X\A)→ Hn(Y, Y \B)

Das ist seinerseits ein Spezialfall der Natürlichkeit des Vergleichsisomorphismus
der relativen Homologie 21.6.7.29.

21.6.5 Schnittpaarung und Poincarédualität, ERWEITERT
21.6.5.1 (Starke dualisierte Poincaré-Isomorphismen). Seien i : A ↪→ X die
Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge einer m-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit und G eine abelsche Gruppe und a : A → top sowie c : X → top die
konstanten Abbildungen. Unter diesen Annahmen haben wir in der Garbenkoho-
mologie Isomorphismen

H!
q(A;G) = H−qa∗a!Gtop nach Definition 21.6.3.1

∼→ H−qa∗i!c!Gtop mit c ◦ i = a,
∼→ H−qa∗i! orX(G)[m] mit 21.6.1.15,
∼→ Hm−q

A (X; orX(G)) mit 21.5.3.8.

Ist zusätzlich X orientierbar und ein Isomorphismus GX
∼→ orX(G) alias eine

Orientierung ausgezeichnet, so können wir das nach 21.6.3.4 verlängern zu einem
Isomorphismus, der starken dualisierten Poincaré-Dualität

H!
q(A;G)garb

∼→ Hm−q
A (X;G)garb

∼→ Hm−q(X,X\A;G)sing

Ist A auch noch kompakt, so haben wir zusätzlich Hq(A;G)garb
∼→ H!

q(A;G)garb.
Im FallA = X erhalten wir die dualisierten Poincaré-Isomorphismen aus 21.9.10.10.

21.6.5.2 (Starke Poincaré-Isomorphismen). Seien i : A ↪→ X die Einbettung
einer abgeschlossenen Teilmenge einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit und G
eine abelsche Gruppe und a : A→ top sowie c : X → top die konstanten Abbil-
dungen. Unter diesen Annahmen haben wir in der Garbenkohomologie natürliche
Isomorphismen

Hq
! (A; orX(G)) = Hqa!i

∗ orX(G) nach den Definitionen,
∼→ Hqa!i

∗c!Gtop[−n] mit 21.6.1.15,
∼→ Hn−q(X,X\A;G)sing mit 21.6.3.4.

Im Fall A = X erhalten wir unsere Poincaré-Isomorphismen aus 21.9.10.10. Im
Fall X = Rn erhalten wir die Alexander-Dualität aus 19.5.1.22. Gegeben eine
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n-Mannigfaltigkeit X mit einer abgeschlossenen Teilmenge A ⊂∧ X konstruieren
wir in 21.6.7.28 diesmal nur der Einfachkeit der Notation halber ohne Koeffizien-
ten sogar ein kommutatives Diagramm von langen exakten Sequenzen

. . .→ Hq
! (X\A; orX) → Hq

! (X; orX) → Hq
! (A; orX) → . . .

↓ o ↓ o ↓ o
. . .→ Hn−q(X\A) → Hn−qX → Hn−q(X,X\A) → . . .

mit den gewöhnlichen Poincaré-Isomorphismen in den beiden linken Vertikalen
und dem starken Poincaré-Isomorphismus in der rechten Vertikalen. Im Fall q = 0
spezialisiert er zu unserem Satz 17.4.3.5 über hohe Homologie von Mannigfaltig-
keiten. Ebenso unmittelbar erhalten wir Proposition 17.3.3.9 über das Verschwin-
den der reduzierten Homologie des Komplements Sn\A eines Hyperkubus A in
einer Sphäre. Der Rückzug liefert ja offensichtlich Surjektionen Hq

! S
n � Hq

!A
für alle q, n und diese sind Isomorphismen im Fall q 6= n und haben im Fall q = n
als Kern eine freie abelsche Gruppe vom Rang Eins. Es folgt Hq(S

n\A) = 0 für
q 6= 0 und H0(Sn\A) ∼= Z und folglich H̃q(S

n\A) = 0 für alle q.

21.6.6 Wohin damit?
21.6.6.1 (Trennkategorien von Raumpaaren). Um unseren Trennfunktor der
relativen singulären Kohomologie relativ zu einer offenen Teilmenge

H∗sing : Top⊂◦ → sgAbopp

aus 18.4.2.10 in der Garbenkohomologie wiederzufinden, führen wir eine Variante
Top⊃

∧
unserer Trennkategorie Top⊂◦ aus 18.4.1.16 ein. Objekte sind Paare (X,A)

mit A ⊂∧ X . Trennungen (X,A) → (Y1, B1) f . . . f (Yr, Br) sind Tupel von
stetigen Abbildungen fi : X → Yi mit A ⊃ f−1

1 (B1) ∩ . . . ∩ f−1
r (Br). Das

Bilden des Komplements (X,U) 7→ (X,X\U) ist dann ein Isomorphismus von
Trennkategorien

Top⊂◦
∼→ Top⊃

∧

Wir drehen in der Notation das Inklusionszeichen um, weil Top⊃
∧

im Gegensatz
zu Top⊂◦ keine volle Untertrennkategorie der in 18.4.1.16 erklärten Trennkategorie
Top⊂ der Raumpaare ist, sondern vielmehr eine volle Untertrennkategorie ihrer in
offensichtlicher Weise erklärten Variante Top⊃.
21.6.6.2 (Lokale Kohomologie als Hyperkohomologie der Lokalgarbe). Un-
sere Beschreibung 19.4.4.5 der lokalen Kohomologie als Erweiterungsgruppe zu-
sammen mit der Beschreibung 21.2.8.18 einer Erweiterungsgruppe als die Hyper-
kohomologie des entsprechenden Homkomplexes liefern für A ⊂∧ X abgeschlos-
sen und i : A ↪→ X die Einbettung Isomorphismen

Hq
A(X;Z)

∼→ ExtqAb/X
(ZA⊂X ,ZX)

∼→ Hq(X;Z∨A⊂X)
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Wir vereinbaren die Notation LA⊂X := Z∨A⊂X , nennen diesen Komplex die Lo-
kalgarbe von A in X und erhalten Isomorphismen

Hq
A(X;Z)

∼→ Hq(X;LA⊂X)

21.6.6.3. Wir erinnern die Garbenoptrennfaserung Ab�Top → fTop aus 21.1.2.9
und betrachten die dazu oppinverse Trennfaserung nach 21.1.6.4 und notieren sie

Ab/Top := (Ab�Top)otf → fTop

TrennungenF → G1f. . .fGr in Ab/Top über einer Trennung (f1, . . . , fr) : X →
Y1 f . . . f Yr in fTop sind per definitionem Homomorphismen F → f ∗1G1 ⊗
. . . ⊗ f ∗r Gr in Ab/X . Wir betrachten nun den Trennfunktor Top⊃

∧
→ Ab/Top mit

(X,A) 7→ ZX . Die Bilder der Trennungen in der Basis unter diesem Trennfunktor
steigen ab zu Trennungen zwischen den Quotienten

ZA⊂X := i∗ZA = i∗i
∗ZX

der Garben ZX mit i : A ↪→ X der Einbettung und wir erhalten so einen weiteren
Trennfunktor Top⊃

∧
→ Ab/Top mit (X,A) 7→ ZA⊂X . Die zugehörigen Morphis-

men
ZA⊂X → f ∗1ZB1⊂Y1 ⊗ . . .⊗ f ∗rZBr⊂Yr

sind dieselben in Ab/X und Der/X , da alle beteiligten Garben freie Halme haben,
und wir erhalten so einen Trennfunktor Top⊃

∧
→ (Der�Top)otf . Wir erinnern nun

unsere Lokalgarben

LA⊂X := (ZA⊂X)∨ = (ZA⊂XVZX) ∈ Der(Ab/X)

aus 22.5.5.10. Dualisieren wir unseren Morphismus von eben und schalten davor
die natürlichen Morphismen 18.1.4.21 vom Tensorprodukt der Dualen zum Dua-
len des Tensorprodukts und die natürlichen Morphismen 21.1.5.13 vom Rückzug
des Dualen zum Dualen des Rückzugs, so erhalten wir in Der(Ab/X) einen Mor-
phismus

f ∗1LB1⊂Y1 ⊗ . . .⊗ f ∗rLBr⊂Yr → LA⊂X
alias eine Trennung LA⊂X → LB1⊂Y1 f . . .fLBr⊂Yr in Der�Top. Wir erhalten so
einigermaßen offensichtlich einen Trennfunktor Top⊃

∧
→ Der�Top. Formal und in

der angemessenen Allgemeinheit steht das in 21.1.6.9. Durch Nachschalten von
H und unsere Isomorphismen Hq

A(X)
∼→ Hq(X;LA⊂X) nach 22.5.5.10 erhalten

wir daraus einen Trennfunktor

Top⊃
∧
→ sgAbopp
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mit (X,A) 7→ H∗A(X). Wir nennen ihn den Trennfunktor der lokalen Kohomo-
logie. Sein Analogon in der singulären Theorie kennen bereits aus 18.4.2.10. Er
beinhaltet das cup-Produkt der lokalen Kohomologie

∪ : H∗A(X)⊗ H∗B(X)→ H∗A∩B(X)

und die bereits aus 19.4.4.7 bekannten Rückzüge H∗f : H∗B(Y ) → H∗A(X) für
f : X → Y stetig mit A ⊃ f−1(B) sowie das externe Produkt der lokalen
Kohomologie

× : Hp
A(X)× Hq

B(Y )→ Hp+q
A×B(X × Y )

Er beinhaltet außerdem verschiedene Verträglichkeiten zwischen diesen Konstruk-
tionen. Quasi per definitionem ist H∗X(X) = H∗(X) die übliche Garbenkohomo-
logie und wir haben H∗∅(X) = 0. Das zeigt zum Beispiel, daß das cup-Produkt
von zwei Klassen in H∗(X) verschwinden muß, wenn unsere Klassen von lokalen
Kohomologiegruppen Hp

A(X) und Hq
B(X) herkommen mit A ∩B = ∅.

21.6.6.4. Nach 19.4.8.16 haben wir für jeden topologischen Raum X natürliche
Isomorphismen colfK Hq

K(X;F)
∼→ Hq

! (X;F) mit dem Kolimes über alle ab-
geschlossenen Kompakta K ⊂∧ X . Insbesondere macht unser cup-Produkt der
lokalen Kohomologie die kompakte Kohomologie von X zu einem Modul über
dem Kohomologiering. Wir notieren auch diese Operation ∪ und bezeichnen die
zugehörige Abbildung Hp(X)× Hq

! (X)→ Hp+q
! (X) als cup-Produkt.

21.6.6.5. Im Formalismus der zwei Funktoren liefert für jeden topologischen Raum
X und alle F ∈ Der(Ab/X) der ausgezeichnete Isomorphismus F ⊗ ZX

∼→ F
Morphismen Der/X(ZX ,ZX [q]) → Der/X(F ,F [q]) und so eine Operation von
H∗X auf H∗(X;F) und H∗! (X;F).

Übungen

Übung 21.6.6.6. Unser Schmelzfunktor der topologischen Orientierungsmenge

ortop : (gModfR)× → Par

aus 18.4.1.17 vom banalen Schmelzgruppoid der endlichdimensionalen reellen
Vektorräume in die Schmelzkategorie der erweiterten Paritäten, der jedem end-
lichdimensionalen reellen Vektorraum V die Parität seiner Dimension erweitert
um die Menge der beiden Erzeuger der totalen relativen singulären Homologie
H(V, V \0) zuordnet, ist isomorph durch Übergang zur jeweiligen Koordinaten-
funktion gefolgt von den Isomorphismen H∗(V, V \0)

∼→ H∗{0}(V )
∼→ H∗! (V )

aus 19.5.1.20 und 19.4.8.16 zum vielleicht noch natürlicheren Schmelzfunktor,
der V die Parität seiner Dimension erweitert um die Menge der beiden Erzeu-
ger von H∗! (V ) zuordnet. Von nun an betrachten wir diesen Schmelzfunktor als
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unsere „Hauptinkarnation“ der topologischen Orientierungmenge und nennen
die Menge der beiden Erzeuger von H∗! (V ) im folgenden oft kürzer die Orientie-
rungsmenge ortop(V ) eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums V . Wir
erklären ein ausgezeichnetes Element

τ ∈ ortop(R)

alias einen ausgezeichneten Erzeuger τ ∈ H1
! (R) als dasjenige Element, das un-

ter der Komposition von natürlichen Isomorphismen von Garbenkohomologien
H0(R\0)/H0(R)

∼→ H1
{0}(R)

∼→ H1
! (R) herkommt vom Schnitt mit Wert Eins auf

R>0 und Wert Null auf R<0 der konstanten Garbe Z auf R\0. Das ist auch genau
unser τ 1 aus 19.4.9.19. Wenn ich richtig gerechnet habe, ist das auch das Bild
unseres ausgezeichneten Erzeugers τ ∈ H1(R,R\0) aus 18.4.1.17 unter den obi-
gen natürlichen Isomorphismen und dem Anwenden des Vergleichsisomorphis-
mus von der singulären Kohomologie zur Garbenkohomologie.

Übung 21.6.6.7. Gegeben topologische Räume X, Y zusammen mit der Einbet-
tung i : A ↪→ X einer abgeschlossenen Teilmenge liefert jeder Morphismus
α : i!ZA → ZX [p] durch Rückzug längs der Projektion einen Morphismus αY :
i!ZA×Y → ZX×Y [p]. Ist j : B ↪→ Y auch eine abgeschlossene Teilmenge, so lie-
fern die Konstruktionen aus 21.6.4.12 angewandt auf αY und βX eine Abbildung

Hp
A(X)× Hq

B(Y )→ Hp+q
A×B(X × Y )

Wir nennen sie das externe Produkt der lokalen Kohomologie und notieren un-
sere Abbildung×. Im Fall A = X undB = Y spezialisiert sie zum Kreuzprodukt
der Garbenkohomologie ?? und im Fall X = Y erhalten wir durch Nachschal-
ten des Rückzugs auf die Diagonale unser Cup-Produkt der lokalen Kohomologie
21.6.4.12.

Übung 21.6.6.8. Gegeben topologische Räume mit abgeschlossenen Teilmengen
A,B ⊂∧ X und C,D ⊂∧ Y zeige man die Kommutativität bis auf das Vorzeichen
(−1)qr des Diagramms

Hp
A(X)× Hq

B(X)× Hr
C(Y )× Hs

D(Y ) → Hp+q
A∩B(X)× Hr+s

C∩D(Y )
↓ ↓

Hp+r
A×C(X × Y )× Hq+s

B×D(X × Y ) → Hp+q+r+s
(A∩B)×(C∩D)(X × Y )

aus externen und internen Produkten der lokalen Kohomologie.

Übung 21.6.6.9. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum E und
Teilräume A,B ⊂ E der Kodimensionen p, q mit A + B = E liefert das cup-
Produkt der lokalen Kohomologie einen Isomorphismus

Hp
A(E)⊗ Hq

B(E)
∼→ Hp+q

A∩B(E)
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Hinweis: Man ziehe sich mit Hilfe von Übung 21.6.6.8 auf den Fall dimE = 1
zurück.

Übung 21.6.6.10. Gegeben endlichdimensionale reelle Vektorräume A ⊂ E mit
jeweils einer topologischen Orientierung erklären wir wie in 18.2.1.22 oder 3.6.5.17
die Quotientenorientierung auf dem Quotienten E/A. Für p = codim(A ⊂ E)
liefert der zugehörige Erzeuger von Hp

! (E/A) durch Übergang unter Hp
! (E/A)

∼←
Hp
{0}(E/A) und Rückzug dann einen ausgezeichneten Erzeuger von Hp

A(E). Wir
nennen ihn den durch die Orientierungen von A und E bestimmten Erzeuger.
Für A = Rn−p × 0p ⊂ E = Rn mit den Standardorientierungen τ×(n−p) be-
ziehungsweise τ×n entspricht die Quotientenorientierung unter dem hoffentlich
offensichtlichen Isomorphismus E/A ∼→ Rp der durch τ×p gegebenen Standard-
orientierung auf Rp und unser ausgezeichneter Erzeuger von Hp

A(E) ergibt sich
zu 1×(n−p) × τ×p für 1 ∈ H0

R(R) = H0(R) der Standarderzeuger.

Übung 21.6.6.11. Gegeben ein endlichdimensionaler orientierter reeller Vektor-
raum E und darin ein angeordnetes Paar (A,B) aus zwei orientierten Teilräumen
A,B ⊂ E mit A + B = E erklären wir auf ihrem Schnitt A ∩ B die Schnitt-
orientierung dadurch, daß wir die Quotientenorientierung aus E/A aus 3.6.5.17
vermittels des IsomorphismusB/(A∩B)

∼→ E/A auf den Definitionsbereich die-
ses Isomorphismus übertragen und dann in Bezug auf die kurze exakte Sequenz

A ∩B ↪→ B � B/(A ∩B)

die im Sinne von 3.6.5.17 mit den beiden auf dem zweiten und dritten Raum be-
reits gegebenen Orientierungen verträgliche Orientierung auf A ∩ B wählen. Ist
etwa E = Rn und sind A = Rn−p × 0p sowie B = 0q × Rn−q jeweils mit den
Standardorientierungen versehen, so ist die Schnittorientierung die Standardori-
entierung auf 0q × Rn−p−q × 0p.

Übung 21.6.6.12 (Schnittorientierung und Geometrie). Gegeben ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum E und Teilräume A,B ⊂ E der Kodimensionen
p, q mit A + B = E und liefern Orientierungen auf A,B und E nach 21.6.6.10
ausgezeichnete Erzeuger von Hp

A(E) und Hq
B(E) und somit als deren cup-Produkt

einen ausgezeichneten Erzeuger von Hp+q
A∩B(E), der seinerseits zu einer ausge-

zeichneten Orientierung von A ∩ B gehört. Wir behaupten, daß das genau die
Schnittorientierung aus 21.6.6.11 ist. Diese Behauptung müssen wir nur in ge-
nügend Beispielen prüfen. Ist E = Rn und sind A = Rn−p × 0p sowie B =
0q×Rn−q jeweils mit den Standardorientierungen versehen, so werden unsere Er-
zeuger nach 21.6.6.10 gegeben durch 1×(n−p)×τ×p sowie (−1)q(n−q)τ×q×1×(n−q)

und wir erhalten nach 21.6.6.8 als Produkt

(−1)q(n−q)(−1)pq τ×q × 1×(n−p−q) × τ×p
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Zur Standardorientierung von A∩B = 0q×Rn−p−q×0p gehört andererseits nach
21.6.6.10 der Erzeuger (−1)q(n−p−q)τ×q × 1×(n−p−q) × τ×p der lokalen Kohomo-
logie, und der stimmt mit dem eben berechneten Produkt überein. Das aber war
gerade zu zeigen.

21.6.7 Vergleich mit der singulären Theorie
21.6.7.1 (Singuläre Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben ein topo-
logischer Raum X besteht sein Kogrenzkomplex G∗X aus welken Garben und ist
offensichtlich beschränkt gegen die Pfeile. Die offensichtlichen Quasiisomorphis-
men S∗X →̆ DKet(SX) ←̆ DKet(GX) liefern mithin Isomorphismen

Hq(X)sing
∼→ Hq(X;G∗X)

21.6.7.2 (Singuläre Kohomologie als Garbenkohomologie). Gegeben ein lo-
kal singulärazyklischer topologischer Raum X induziert die Augmentation einen
Quasiisomorphismus ZX →̆ G∗X . Die Isomorphismen aus 21.6.7.1 liefern für lokal
singulärazyklisches X mithin Isomorphismen

Hq(X)sing
∼→ Hq(X;ZX)

zwischen der singulären Kohomologie und der Garbenkohomologie.

21.6.7.3 (Relative singuläre Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben
ein topologischer Raum mit einer offenen Teilmene U ⊂◦ X betrachten wir das
kommutative Diagramm

S∗X →̆ DKet(SX) ←̆ DKet(GX)
↓ ↓ ↓

S∗U →̆ DKet(SU) ←̆ DKet(GU)

mit vertikalen Surjektionen und horizontalen Quasiisomorphismen. Für C :=
X\U erhalten wir auf den Kernen der Vertikalen eine Sequenz von Quasiisomor-
phismen

S∗(X,X\C) →̆ DKet(S(X,X\C)) ←̆ ΓCG∗X
Durch Übergang zur Kohomologie erhalten wir, da welke Garben nach 19.4.4.12
entfaltet sind für ΓC , Isomorphismen

Hq(X,X\C)sing
∼→ Hq

C(X;G∗X)

21.6.7.4 (Relative singuläre Kohomologie als Garbenkohomologie). Gegeben
ein lokal singulärazyklischer topologischer Raum X induziert die Augmentation
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einen Quasiisomorphismus ZX →̆ G∗X . Die Isomorphismen aus 21.6.7.3 liefern
für C ⊂∧ X mithin Isomorphismen

Hq(X,X\C)sing
∼→ Hq

C(X;ZX)

zwischen der relativen singulären Kohomologie und der Garbenkohomologie mit
Träger in C.

21.6.7.5 (Singuläre kompakte Kohomologie als Hyperkohomologie). Gegeben
ein Hausdorffraum X ist jedes Kompaktum K ⊂ X abgeschlossen und durch
Übergang zum filtrierenden Kolimes über alle Kompakta in 21.6.7.3 erhalten wir
Quasiisomorphismen

S∗!X →̆ colfK DKet(S(X,X\K)) ←̆ Γ!G∗X

Die Exaktheit filtrierender Kolimites zeigt mit 19.4.4.12 auch, daß welke Garben
auf Hausdorffräumen Γ!-entfaltet sind. Unsere Quasiisomorphismen induzieren
also für jeden Hausdorffraum X einen Isomorphismus

Hq
! (X)sing

∼→ Hq
! (X;G∗X)

21.6.7.6 (Singuläre kompakte Kohomologie als Garbenkohomologie). Gege-
ben ein lokal singulärazyklischer topologischer Raum X induziert die Augmenta-
tion einen Quasiisomorphismus ZX →̆ G∗X . Ist unser Raum zusätzlich Hausdorff,
so liefern die Isomorphismen aus 21.6.7.3 mithin einen Isomorphismus

Hq
! (X)sing

∼→ Hq
! (X;ZX)

zwischen der singulären kompakten Kohomologie und der kompakten Garbenko-
homologie.

21.6.7.7. Um Vergleichsisomorphismen zwischen der singulären Homologie und
ihren garbenkohomologischen Analoga zu konstruieren, holen wir weiter aus und
konstruieren eine Realisierung der dualisierenden Garbe als „Grenzkomplex“. Ge-
geben ein Raumpaar (X,A) erklären wir zunächst den Komplex der relativen
Grenzketten G(X,A) in Verallgemeinerung von 19.5.1.8 als den Kolimes in Be-
zug auf die Unterteilungsoperatoren

G(X,A) := colf
(
S(X,A)

U→ S(X,A)
U→ . . .

)
Die Exaktheit filtrierender Kolimites liefert eine kurze exakte Sequenz von Ket-
tenkomplexen

G(A) ↪→ G(X)� G(X,A)
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Satz 21.6.7.8 (Ausschneidung für Grenzketten). Seien (X,A) ein Raumpaar
und L ⊂ A eine Teilmenge, deren Abschluß im Inneren von A liegt, in Formeln
L̄ ⊂ A◦. So liefert die Einbettung (X\L,A\L) ↪→ (X,A) Isomorphismen auf
den Komplexen von relativen Grenzketten

G(X\L,A\L)
∼→ G(X,A)

21.6.7.9. Ein Vorteil der Grenzketten besteht darin, daß die Ausschneidungsiso-
morphismen hier bereits auf Kettenniveau existieren und nicht erst in der Homo-
logie. Die Arbeit mit Grenzketten benötigt jedoch mehr Kenntnisse in homolo-
gischer Algebra, da ich nicht weiß, ob sie einen Komplex von freien abelschen
Gruppen bilden. Ich erwarte eher das Gegenteil.

Beweis. Wie beim Beweis der Ausschneidung 17.2.4.10 betrachten wir die Über-
deckung X = A ∪ (X\L), geben ihr den Namen V und bilden ein kommutatives
Diagramm von Kettenkomplexen der Gestalt

S(A\L) ↪→ SA⊕ S(X\L) � SVX
↓ ↓ ↓

S(X\L) ↪→ SX ⊕ S(X\L) � SX
↓ ↓ ↓

S(X\L,A\L) → S(X,A) → SX/SVX

Hier ist zu verstehen, daß die beiden oberen horizontalen Inklusionen die „diago-
nalen“ Einbettungen z 7→ (z, z) sein sollen, und die folgenden Surjektionen die
Differenzen (x, y) 7→ x − y. Nach dem Neunerlemma ist die untere Horizontale
dann auch exakt. Jetzt gehen wir zum filtrierenden Kolimes unter den Untertei-
lungsoperatoren über und müssen nur zeigen, daß dieser Kolimes bei SX/SVX
verschwindet. Das aber haben wir bereits in 19.5.1.10 gezeigt.

21.6.7.10. Für jeden topologischen RaumX erklären wir in Anlehnung an 17.7.3.9
den Komplex der lokalendlichen Grenzketten als den inversen Limes über alle
Kompakta K ⊂ X der Grenzketten relativ zu ihrem Komplement

G!X := limf
K

G(X,X\K)

Gegeben ein Hausdorffraum mit einer offenen Teilmenge U ⊂◦ X induzieren die
Ausschneidungsisomorphismen G(U,U\K)

∼→ G(X,X\K) für Grenzketten im
Fall K ⊂ U kompakt, die wir in 21.6.7.8 hergeleitet hatten, Homomorphismen
G!X → G!U vom „längeren Limes zum kürzeren Limes“. Wir nennen sie die
Restriktionsabbildungen.
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Definition 21.6.7.11. Unter einer lokalen Prägarbe auf einem topologischen
Raum X verstehen wir eine Prägarbe von Mengen C derart, daß für jede Familie
U von offenen Teilmengen von X mit Vereinigung V =

⋃
U∈U U die Restrikti-

onsabbildungen eine Injektion

C(V ) ↪→
∏
U∈U

C(U)

liefern, daß also „Schnitte durch ihre Einschränkungen auf die Mengen einer of-
fenen Überdeckung bereits eindeutig festgelegt werden“. Setzen wir U = ∅, so
erkennen wir insbesondere, daß für jede abelsche lokale Prägarbe gilt C(∅) = 0.

Proposition 21.6.7.12 (Lokalendliche Grenzketten als Garbe). Auf einem lokal
kompakten Hausdorffraum X bilden für jedes q die lokalendlichen Grenzketten
U 7→ G!

q(U) für U ⊂◦ X mit den in 21.6.7.10 erklärten Restriktionsabbildungen
eine Garbe.

Beweis. Wir beginnen mit endlich vielen offenen Teilmengen V1, . . . , Vr eines be-
liebigen Raums X und bilden die in folgender Darstellung vertikal notierte kurze
exakte Sequenz von Komplexen

S (
⋂
Vi) ↪→

⊕
i SVi →

⊕
i<j SV(Vi ∪ Vj) → . . .

↓ ↓ ↓
SX ↪→

⊕
i SX →

⊕
i<j SX → . . .

↓ ↓ ↓
S(X,

⋂
Vi) ↪→

⊕
i S(X, Vi) →

⊕
i<j SX/SV(Vi ∪ Vj) → . . .

mit der Notation V für die Überdeckung durch die Vi und SV die entsprechenden
feinen Ketten. Beide oberen Zeilen sind exakt, also gilt dasselbe auch für die un-
tere Zeile. Gegeben ein offene Überdeckung V einer Teilmenge A ⊂ X zeigt nun
die kurze exakte Sequenz SA/SVA ↪→ SX/SVA � SX/SA mit 19.5.1.10, daß
die zweite Abbildung im Kolimes unter iterierter Unterteilung zu einem Isomor-
phismus colf SX/SVA

∼→ colf SX/SA wird. So erhalten wir aus der Exaktheit
der unteren Zeile unseres Diagramms im Kolimes unter iterierter Unterteilung die
Exaktheit der Sequenz von relativen Grenzketten

G (X,
⋂
Vi) ↪→

⊕
i G(X, Vi)→

⊕
i<j G(X, Vi ∪ Vj)→ . . .

Sei nun X Hausdorff. Gegeben endlich viele Kompakta K1, . . . , Kr ⊂ X mit
Vereinigung K folgt, daß wir mit den natürlichen Abbildungen eine linksexakte
Sequenz

G(X,X\K) ↪→
⊕

i G(X,X\Ki)→
⊕

i<j G(X,X\(Ki ∩Kj))
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erhalten. Sei nun X =
⋃
U∈U U eine offene Überdeckung. Ist a ∈ G!X von

Null verschieden, so gibt es K ⊂ X kompakt derart, daß das Bild von a in
G(X,X\K) nicht Null ist. Weiter gibt es U1, . . . , Ur ∈ U , die K überdecken,
und nach 17.7.2.7 gibt es für X lokal kompakt auch Kompakta Ki ⊂ Ui mit Ver-
einigungsmengeK. Nach unserer linksexakten Sequenz kann a auch nicht in allen
G(Ui, Ui\Ki)

∼→ G(X,X\Ki) auf Null abgebildet werden, also erst recht nicht
in allen G!Ui. Das zeigt bereits, daß die Prägarbe der lokalendlichen Grenzketten
lokal ist. Nun gilt es noch, eine Familie von zusammenpassenden aU ∈ G!U für
U ∈ U zu einem a ∈ G!X zu verkleben. Sie läßt sich aber nach dem Vorher-
gehenden für jedes Kompaktum K ⊂ X jeweils auf genau eine Weise zu einem
Element von G(X,X\K) verkleben und diese Elemente bilden dann zusammen
die gesuchte Verklebung im inversen Limes.

21.6.7.13 (Umindizierung der Grenzkettengarben). Die Garbe der lokalend-
lichen Grenzketten vom Grad q auf einem lokal kompakten Hausdorffraum X
nenne ich die q-te Grenzkettengarbe

G !
q,X : U 7→ G!

q(U)

Das Differential geht dabei vom Grad q zum Grad q − 1 und die Grade werden
als untere Indizes notiert. Es ist für das folgende günstiger, die Grade als obere
Indizes zu notieren und mit (−1) zu multiplizieren, also Gq,!X := G !

−q,X zu setzen.
So erhalten wir einen Komplex mit Differentialen in Richtung wachsender oberer
Indizes, der aus dem Negativen kommt und im Grad Null endet. Den Komplex
dieser Garben nenne ich den Komplex der Grenzkettengarben oder kurz den
Grenzkomplex und notiere ihn

G !
X

Unsere Konstruktionen liefern für jede offene Einbettung j : U ↪→ X einen Iso-
morphismus G !

U
∼→ j(∗)G !

X .

Lemma 21.6.7.14. Die Grenzkettengarben lokal kompakter Hausdorffräume sind
kompaktweich.

Beweis. Jeder Schnitt einer abelschen Garbe auf einem relativ Hausdorffschen
Kompaktum K ⊂ X läßt sich auf eine offene Umgebung U ⊂◦ X desselben
fortsetzen. Wir finden ein Kompaktum L mit K ⊂ L◦ ⊂ L ⊂ U und unsere
Fortsetzung liefert ein s ∈ G(U,U\L), für das wir einen Repräsentanten s̃ ∈ GU
finden. Dieser hinwiederum liefert uns dann die gewünschte globale Fortsetzung
unseres auf K definierten Schnittes.

21.6.7.15 (Lokalendliche singuläre Homologie durch Grenzketten). Ich erin-
nere an die lokalendliche Homologie aus 17.7.3.2. Gegeben ein abzählbar ba-
sierter lokal kompakter Hausdorffraum X können wir in der Menge aller seiner
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Kompakta eine konfinale Folge alias ein konfinales abzählbares Teilsystem finden.
Nach 17.7.1.52 induzieren dann die offensichtlichen natürlichen Kettenabbildun-
gen S!X → G!X auf der Homologie Isomorphismen

H!
q(X)sing = HqS

!X
∼→ HqG

!X

Um 17.7.1.52 anzuwenden zu dürfen, bemerken wir, daß für Kompakta K ⊂ L ⊂
X die natürlichen Abbildungen Surjektionen Sq(X,X\L) � Sq(X,X\K) und
dann auch Surjektionen Gq(X,X\L)� Gq(X,X\K) liefern.
21.6.7.16 (Offener Rückzug der lokalendlichen singulären Homologie). Ge-
geben j : U ↪→ Y eine offene Einbettung abzählbar basierter lokal kompakter
Hausdorffräume induzieren die Restriktionsabbildungen 21.6.7.10 für lokalendli-
che Grenzketten vermittels der in 21.6.7.15 erklärten Isomorphismen Abbildun-
gen, den offenen Rückzug

H!
q(X)sing → H!

q(U)sing

21.6.7.17 (Lokalendliche singuläre Homologie als Hyperkohomologie). Gege-
ben ein abzählbar basierter lokal kompakter Hausdorffraum X mit Γ : Ab/X →
Ab von endlicher homologischer Dimension konstruieren wir nun einen Isomor-
phismus

H!
q(X)sing

∼→ H−q(X;G !
X)

zwischen seiner singulären lokalendlichen Homologie und der Hyperkohomolo-
gie des Grenzkomplexes. Wir erinnern dazu den Isomorphismus H!

q(X)sing
∼→

H−qΓ(X;G !
X) aus 21.6.7.15. Da der Grenzkomplex G !

X nach 21.6.7.14 aus kom-
paktweichen und damit nach 21.6.1.3 sogar aus weichen Garben besteht, liefert
die Annahme endlicher homologischer Dimension mit 20.3.6.4 einen Isomor-
phismusH−qΓ(X;G !

X)
∼→ H−q(X;G !

X). Der gesuchte Isomorphismus ergibt sich
als deren Verknüpfung. Ist zusätzlich j : U ↪→ X eine offene Einbettung mit
j∗ : Ab/U → Ab/X von endlicher homologischer Dimension, so kommutiert of-
fensichtlich das Diagramm

H!
q(X)sing

��

// H−q(X;G !
X)

��
H!
q(U)sing

// H−q(U ;G !
U)

mit den von unseren Vergleichsisomorphismen induzierten Horizontalen und dem
offenen Rückzug 21.6.7.16 in der linken Vertikale und der vom Isomorphismus
G !
U
∼→ j∗G !

X aus 21.6.7.13 vermittels der Sequenz von ansonsten offensichtlichen
Morphismen in der derivierten Kategorie

finX∗ G !
X → finX∗ j∗j

∗G !
X → finX∗ j∗G !

U
∼→ finU∗ G !

U
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durch Anwenden vonHq induzierten rechten Vertikalen.

Lemma 21.6.7.18 (Kompakte Schnitte von Grenzkettengarben). Gegeben ein
lokal kompakter Hausdorffraum X liefern die offensichtlichen Abbildungen einen
Isomorphismus

GX
∼→ Γ!(X;G !

X)

zwischen dem Komplex seiner Grenzketten und dem Komplex der Schnitte mit
kompaktem Träger seiner Grenzkettengarben.

Beweis. Die Injektivität unserer Abbildung scheint mir offensichtlich. Es bleibt,
deren Surjektivität zu zeigen. Ein Schnitt s ∈ Γ(X;G !

X) mit Träger in einem Kom-
paktum L ⊂ X ist nun per definitionem eine verträgliche Familie von Elementen
sK ∈ G(X,X\K) für K ⊂ X kompakt mit sK = 0 falls K ∩L = ∅. Für unser L
finden wir nun sicher A,B,C ⊂ X kompakt mit L ⊂ A◦ ⊂ A ⊂ B◦ ⊂ B ⊂ C◦

und dann für unser s einen Repräsentanten s̃C ∈ G(X) von sC ∈ G(X,X\C).
Da nun gilt s̃C 7→ sR = 0 für R := B\A◦, finden wir eine Darstellung s̃C = t+ r
mit t ∈ G(A◦) und r ∈ G(X\B). Es reicht nun zu zeigen, daß gilt t 7→ sK für
alle K ⊂ X kompakt. Das ist richtig für K = K1 ⊂ B◦ nach Konstruktion. Es ist
auch richtig für K = K2 mit der Eigenschaft K ∩ A = ∅, dann liefern beide Sei-
ten eben Null. Gilt es für Kompakta K1 und K2, so folgt es für deren Vereinigung
wegen der kurzen exakten Sequenz

G(X,X\(K1 ∪K2)) ↪→ G(X,X\K1)⊕G(X,X\K2)� G(X,X\(K1 ∩K2))

Da sich aber nun jedes Kompaktum K ⊂ X schreiben läßt als K1 ∪ K2 mit
K1 ⊂ B◦ und K2 ⊂ X\A, folgt die Behauptung.

21.6.7.19 (Singuläre Homologie als Hyperkohomologie). Gegeben ein lesb-
Raum X konstruieren wir nun einen Isomorphismus

Hq(X)sing
∼→ H−q! (X;G !

X)

zwischen seiner singulären Homologie und der kompakten Hyperkohomologie
seines Grenzkomplexes. Wir finden Isomorphismen

GX
∼→Ket Γ!(X;G !

X)
∼→Ket finX,(!) G !

X
∼→Der finX,! G !

X

mit Lemma 21.6.7.18 und unseren Erkenntnissen zum unbeschränkten Derivieren
linksexakter Funktoren endlicher homologischer Dimension 20.3.6.4 . Wenden
wir daraufH−q an, so ergibt sich der gesuchte Isomorphismus.

21.6.7.20 (Morphismen aus Schreivorschüben kompaktweicher Garben). Ge-
geben eine stetige Abbildung f : X → Y von lokal kompakten Hausdorffräumen
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und eine kompaktweiche Garbe F ∈ Ab/X ist auch f(!)F kompaktweich nach
21.5.2.8 und für V ⊂◦ Y liefert Basiswechsel 21.4.1.16 einen ausgezeichneten
Isomorphismus Γ!(V ; f(!)F)

∼→ Γ!(f
−1(V );F). Ein Morphismus ϕ : f(!)F → G

in eine Garbe G ∈ Ab/Y ist also nach 19.4.8.23 dasselbe wie die Vorgabe einer
Familie von Gruppenhomomorphismen

ϕV : Γ!(f
−1(V );F)→ Γ!(V ;G)

für V ⊂◦ Y , die verträglich sind mit den Ausdehnungen durch Null. Man beach-
te, daß wir hier nicht unsere eigentlichen Opkomorphismen alias Schreimorphis-
men über f aus 19.6.4.4 beschreiben, die ja vielmehr Garbenhomomorphismen
G → f(!)F entsprechen. Ein Student mag prüfen, daß wir für kompaktweiche
Garben auf lokal kompakten Hausdorffräumen die oppinvertierte Kofaserung zur
Eigopkofaserung beschrieben haben, die wir im Fall étaler separierter Morphis-
men bereits in 19.8.4.9 mit der Garbenfaserung identifiziert hatten.

21.6.7.21 (Grenzkomplexvorschub). Gegeben eine stetige Abbildung f : X →
Y von lokal kompakten Hausdorffräumen erklären wir einen ausgezeichneten
Morphismus von Komplexen

gkv = gkvf : f(!)G !
X → G!

Y

durch die Vorschrift, daß er unter der Beschreibung von Morphismen durch kom-
pakte Schnitte aus 21.6.7.20 und der Beschreibung der kompakten Schnitte unse-
rer Grenzkettengarben aus 21.6.7.18 der Gesamtheit der offensichtlichen Abbil-
dungen G(f−1(V ))→ G(V ) für V ⊂◦ Y entspricht. Wir nennen diesen Morphis-
mus den Grenzkomplexvorschub. Sind unsere Räume zusätzlich homologisch
kompaktendlich oder ist auch nur f(!) von endlicher homologischer Dimension,
so induziert unser Morphismus einen Morphismus

gkv = gkvf : f!G !
X →Der G !

Y

Ist f eine offene Einbettung, so prüft man leicht, daß das genau der Morphismus
ist, der unter der Adjunktion unserem Isomorphismus G !

X
∼→ f (∗)G !

Y aus 21.6.7.13
entspricht.

21.6.7.22 (Natürlichkeit des Homologie-Hyperkohomologie-Vergleichs). Ge-
geben eine stetige Abbildung f : X → Y von lokal kompakten homologisch
kompaktendlichen Hausdorffräumen erhalten wir ein kommutatives Diagramm

G(X)
∼→Ket Γ!(X;G !

X)
∼→Ket finX,(!) G !

X
∼→Der finX,! G !

X

↓ o ↓ o
↓ finY,(!) f(!)G !

X
∼→Der finY,! f!G !

X

↓ ↓
G(Y )

∼→Ket Γ!(Y ;G !
Y )

∼→Ket finY,(!) G !
Y

∼→Der finY,! G !
Y
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mit von unserem Grenzkomplexvorschub gkv aus 21.6.7.21 induzierten Vertika-
len im Quadrat unten rechts und der offensichtlichen Vertikale links. Unter un-
serem Isomorphismus 21.6.7.19 entspricht also der Vorschub auf der singulären
Homologie dem von gkv auf der Hyperkohomologie des Grenzkomplexes indu-
zierten Morphismus und wir erhalten die Kommutativität der Diagramme

Hq(X)sing
∼→ H−q! (X;G !

X)
↓ ↓

Hq(Y )sing
∼→ H−q! (Y ;G !

Y )

mit unseren Vergleichsisomorphismen in den Horizontalen und dem Vorschub auf
der Homologie in der linken Vertikalen und der von unserem Grenzkomplexvor-
schub gkv aus 21.6.7.21 induzierten rechten Vertikale.
21.6.7.23 (Natürlichkeit des !-Homologie-Hyperkohomologie-Vergleichs). Ge-
geben f : X → Y eine eigentliche lesb-Abbildung von abzählbar basierten lokal
kompakten Hausdorffräumen mit Γ : Ab/X → Ab und Γ : Ab/Y → Ab von
endlicher homologischer Dimension kommutiert das Diagramm

H!
q(X)sing

∼→ H−q(X;G !
X)

↓ ↓
H!
q(Y )sing

∼→ H−q(Y ;G !
Y )

mit unseren Vergleichsisomorphismen 21.6.7.17 in den Horizontalen und dem ei-
gentlichen Vorschub der singulären Theorie 17.7.3.10 in der linken Vertikalen und
der vom Grenzkomplexvorschub gkv : f!G !

X → G !
Y vermittels der Identifikation

f!
∼→ f∗ von der Komposition finX∗ G !

X
∼→ finY ∗ f∗G !

X → finY ∗ G !
Y induzierten

rechten Vertikale. Das folgt ziemlich direkt aus den Definitionen und soll hier
nicht weiter ausgearbeitet werden.
21.6.7.24 (Verdierdual des Grenzkomplexes). Gegeben ein lokal kompakter Haus-
dorffraum X bilden unsere Grenzkettengarben nach 21.6.7.14 einen Komplex G !

X

kompaktweicher Garben. Ist unser Raum sogar lesb, so liefert 21.5.7.22 einen Iso-
morphismus zwischen dem Garbenkomplex mit den SchnittkomplexenDKetΓ!(U ;G !

X)
und dem Verdierdual des Grenzkomplexes, nach 21.6.7.18 also einen Isomorphis-
mus

dX : DXG !
X
∼→Der G∗X

Ich behaupte für diese Isomorphismen und jede stetige Abbildung f : X → Y
von lesb-Räumen die Kommutativität in der derivierten Kategorie des Diagramms

DY G !
Y

dY
∼

//

D gkv
��

G∗Y

��
DY f!G !

X
∼ // f∗DXG !

X

f∗dX
∼
// f∗G∗X
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mit den hoffentlich offensichtlichen übrigen Pfeilen und insbesondere der durch
Rückzug von Koketten gegebenen rechten Vertikale. Das folgt unmittelbar aus der
durch 21.5.7.27 gegebenen Beschreibung des Isomorphismus unten links und den
Definitionen. Dualisieren wir unser Diagramm und ergänzen es geeignet, so ergibt
sich ein kommutatives Diagramm

G !
Y

ev // D2
Y G !

Y DY G∗Y
DdY
∼

oo

D2
Y f!G !

X

D2 gkv

OO

DY f∗DXG !
X

∼oo DY f∗G∗X

OO

Df∗dX
∼
oo

f!G !
X

f! ev //

ev
::uuuuuuuuu

gkv

OO

f!D2
XG !

X

OO

f!DXG∗X

OO

f!DdX
∼

oo

Sind zusätzlich X und Y lokal singulärazyklisch, so liefern die Augmentationen
Isomorphismen aX : ZX

∼→Der G∗X und aYZY
∼→Der G∗Y und der Morphismus der

rechten Vertikale entspricht darunter der Verknüpfung ZY → f∗f
∗ZY

∼→ f∗ZX
der Einheit der Adjunktion mit dem natürlichen Isomorphismus. Mit 21.4.7.14
sehen wir, daß die rechte Vertikale in unserem Diagramm unter unseren Isomor-
phismus dem Morphismus f!ωX → ωY entspricht, den wir als die Komposition
f!ωX

∼→ f!f
!ωY → ωY erhalten mit der Koeinheit der Adjunktion an zweiter

Stelle und dem Bild unter f! des natürlichen Morphismus ωX = fin!
X Ztop

∼→
f !(fin!

Y Ztop) = f !ωY an erster Stelle. Wir erhalten mit unseren Morphismen dann
also ein kommutatives Diagramm

G !
Y

// ωY

f!G !
X

gkv

OO

// f!ωX

OO

mit gY := (DY (aY ))−1 ◦ (DY (dY ))−1 ◦ ev : G !
Y → ωY in der oberen Horizontalen

und f!gX in der unteren Horizontalen.

Proposition 21.6.7.25 (Bidual des Grenzkomplexes). Gegeben ein lokal poly-
ederähnlicher lesb-Raum X ist der Grenzkomplex G !

X verdierselbstdual, die ka-
nonische Abbildung ist also ein Isomorphismus

G !
X
∼→Der DXDXG !

X

21.6.7.26. Insbesondere ist dann der zum Schluß von 21.6.7.24 betrachtete Mor-
phismus ein Isomorphismus gX : G !

X
∼→ ωX zwischen dem Grenzkomplex und

der dualisierenden Garbe.
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Beweis. Wir kürzen im folgenden stets D = DKet ab. Unser Komplex von Grenz-
kokettengarben hat über U ⊂◦ X die Schnitte G∗X(U) = DGU . Gegeben ein
Kompaktum K ⊂ U liefert die kurze exakte Sequenz der relativen Grenzketten
G(U\K) ↪→ G(U) � G(U,U\K) eine kurze exakte Sequenz von Kettenkom-
plexen

DG(U,U\K) ↪→ DG(U)� DG(U\K)

Im Kolimes über alle Kompakta K ⊂ U ergeben sich daraus Isomorphismen
colfK DG(U,U\K)

∼→ Γ!(U ;G∗U) und dann durch Dualisieren

DΓ!(U ;G∗X)
∼→ limfK DDG(U,U\K)

In ?? haben wir unter den Bedingungen des Satzes einen ausgezeichneten Iso-
morphismus der dualisierenden Garbe mit dem durch die Schnittkomplexe auf
der rechten Seite gegebenen Garbenkomplex konstruiert. Andererseits gibt es für
jede offene Teilmenge U ⊂◦ X einen natürlichen Morphismus

G !
X(U) = limfK G(U,U\K)→ limfK DDG(U,U\K)

Um den Beweis zu beenden müssen wir nur zeigen, daß jeder Punkt eine offe-
ne Umgebung U besitzt, für die er ein Quasiisomorphismus ist. Wir zeigen das
sogar für jede polyederähnliche offene Teilmenge U ⊂◦ X . Dann gibt es ja eine
konfinale Folge von Kompakta von Kn ⊂ U mit Hq(U,U\Kn) endlich erzeugt
für alle q, n. Damit sind aber die natürlichen Abbildungen Quasiisomorphismen
G(U,U\Kn) →̆ DDG(U,U\Kn) und dann liefern sie nach 17.7.1.52 auch im
inversen Limes Quasiisomorphismen.

21.6.7.27 (Singuläre Homologien als Garbenkohomologien). Für jeden lokal
polyederähnlichen lokal singulärazyklischen lesb-RaumX liefert unsere Beschrei-
bung 21.6.7.19 der Homologie als kompakte Hyperkohomologie des Grenzkom-
plexes zusammen mit dem Isomorphismus 21.6.7.26 zwischen dem Grenzkom-
plex und der dualisierenden Garbe einen Isomorphismus

Hq(X)sing
∼→ Hq(X)garb

Ist X darüberhinaus abzählbar basiert und Γ : Ab/X → Ab von endlicher homo-
logischer Dimension, so liefert unsere Beschreibung 21.6.7.17 der Homologie als
Hyperkohomologie des Grenzkomplexes analog einen Isomorphismus

H!
q(X)sing

∼→ H!
q(X)garb

Aus dem zum Schluß von 21.6.7.24 gefundenen kommutativen Diagramm folgt
mit 21.6.7.22 beziehungsweise 21.6.7.23 beziehungsweise 21.6.7.17 schließlich
die Verträglichkeit dieser Vergleichsisomorphismen mit dem Vorschub der Ho-
mologie, dem eigentlichen Vorschub der lokalendlichen Homologie sowie dem
offenen Rückzug der lokalendlichen Homologie.
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21.6.7.28 (Relative singuläre Homologie als Garbenkohomologie). Seien X
ein lokal polyederähnlicher lokal singulärazyklischer lesb-Raum und j : U ↪→ X
die Einbettung einer offenen Teilmenge und i : A ↪→ X die Einbettung ihres
Komplements. Wir erhalten mit der Einheit und der Koeinheit der Adjunktion
nach 19.4.9.15 eine kurze exakte Sequenz

j!j
!G !
X ↪→ G !

X � i∗i
∗G !

X

von Garbenkomplexen und nach 19.4.8.11 und 19.4.8.13 bestehen sie alle aus
kompaktweichen abelschen Garben. Nach 19.4.8.13 bilden dann die kompak-
ten globalen Schnitte eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen und mit
21.6.7.18 erhalten wir ein kommutatives Diagramm

GU ↪→ GX � G(X,U)
↓ o ↓ o ↓ o

Γ!G !
U ↪→ Γ!G !

X � Γ!i
∗G !

X

Die letzte Vertikale liefert zusammen mit dem Isomorphismus vom Grenzkomplex
in die dualisierende Garbe 21.6.7.26 einen ausgezeichneten Isomorphismus

H−q! (A;ωX)
∼→ Hq(X,X\A)sing

Der Rest des Diagramms zeigt dann auch noch, daß die lange exakte Homologie-
sequenz darunter der langen exakten Hyperkohomologiesequenz des ersten aus-
gezeichneten Dreiecks nach 21.5.3.3 der dualisierenden Garbe ωX zur gegebenen
Zerlegung von X in eine offene und eine abgeschlossene Teilmenge entspricht.
Wir haben also mit unseren Vergleichsisomorphismen zur singulären Homologie
in den Vertikalen ein kommutatives Diagramm

. . .→ H−q! j!j
!ωX → H−q! ωX → H−q! i∗i

∗ωX → H−q+1
! j!j

!ωX → . . .
↓ o ↓ o ↓ o ↓ o

. . .→ HqU → HqX → Hq(X,U) → Hq−1U → . . .

21.6.7.29 (Natürlichkeit des Vergleichsisomorphismus nach Hq(X,A)). Wir
erinnern 21.6.4.39. Seien f : X → Y eine stetige Abbildung von lesb-Räumen
sowie A ⊂∧ X,B ⊂∧ Y abgeschlossene Teilmengen mit f−1(B) ⊂ A. Gegeben
F ∈ Ab/X und G ∈ Ab/Y und ein Morphismus ϕ : f!F → G in Der(Ab/Y )
hatten wir dort einen ausgezeichneten Morphismus ϕ~ konstruiert, der unterH−q
ausgezeichnete Morphismen

ϕ~ : H−q! (A;F)→ H−q! (B;G)

liefert. Spezialisieren wir ihn zu dem aus dem offensichtlichen Isomorphismus
ωX

∼→ f !ωY hervorgehenden Morphismus f!ωX → ωY , so sollten wir unter den
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zusätzlichen Annahmen an X und Y aus 21.6.7.28 mit unseren Vergleichsisomor-
phismen in den Horizontalen und dem Vorschub auf der singulären Homologie in
der rechten Vertikalen ein kommutatives Diagramm

H−q! (A;ωX)
∼→ Hq(X,X\A)sing

↓ ↓
H−q! (B;ωY )

∼→ Hq(Y, Y \B)sing

erhalten. Ich würde mich freuen, wenn ein Student mir das einmal ausarbeiten
könnte.
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21.7 Äquivariante derivierte Kategorie

21.7.1 Ergänzungen zu äquivarianten Garben

21.7.2 Äquivariante Objekte (VERLEGEN!)
21.7.2.1 (Kartesischer Schnitt als Schmelzfunktor). Gegeben eine Trennfase-
rung M → N ist nach 21.1.2.5 jeder kartesische Lift einer stabil universellen
Trennung in N eine stabil universelle Trennung in M . Insbesondere macht unse-
re Trennfaserung stabil universelle Trennungen zu stabil universellen Trennungen
und hat N stabil universelle Trennungen, so auch M . Unter dieser Annahme
induziert unser Trennfunktor nach 18.1.6.12 folglich einen Trennschmelzfunktor

M → N

zwischen den jeweiligen Erweiterungen zu Trennschmelzkategorien. Hat darüber
hinaus die Basis N eindeutige Leertrennungen, so macht der kartesische Schnitt
N → M , X 7→ X aus 21.1.4.4 nach 21.1.2.5 stabil universelle Trennungen zu
stabil universellen Trennungen und induziert folglich einen Trennschmelzfunktor

N →M

Per definitionem ist die Verknüpfung unserer beiden Trennschmelzfunktoren die
Identität auf N . Jeder Schmelzfunktor macht nun Monoidobjekte zu Monoidob-
jekten und insbesondere macht der kartesische Schnitt aus jedem Monoidobjekt
G von N ein Monoidobjekt G von M .

Definition 21.7.2.2. Gegeben eine Trennfaserung M → N über einer Trennka-
tegorie mit stabil universellen Trennungen und eindeutigen Leertrennungen und
ein Monoidobjekt G ∈ N nennt man ein Objekt F der Schmelzkategorie M mit
G-Operation ein G-äquivariantes Objekt von M .

21.7.2.3. Gehört ein G-äquivariantes Objekt F zur Faser MX über X ∈ N , so
induziert die G-Operation auf F eine G-Operation auf X in N . Dies Objekt mit
G-Operation in der Basis notieren wir G%X . Die G-äquivarianten Objekte von
M über G%X bilden selber in offensichtlicher Weise eine Kategorie

MG%X

Beispiel 21.7.2.4. Sei speziell M → fT eine Trennfaserung über der banalen
Trennkategorie fT einer Kategorie T mit endlichen Produkten und finalem Ob-
jekt pt. Ein Monoidobjekt G von T ist dann per definitionem dasselbe wie ein
Monoidobjekt der zur Trennschmelzkategorie fT gehörigen Schmelzkategorie
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und ein G-äquivariantes Objekt von M ist per definitionem ein Objekt zusammen
mit einem Morphismus

α : G� F → F

in M derart, daß die Diagramme

(G�G)� F //

��

G� F // F pt� F //

((QQQQQQQQQQQQQQQ
G� F

��
G� (G� F) // G� F // F F

mit den in offensichtlicher Weise erklärten Morphismen kommutieren. Manchen
Lesern mag eine Variante dieser Beschreibung vertrauter vorkommen, bei der man
pr∗1F schreibt statt G� F und so weiter, für pr1 : G×X → X und F ∈M/X .

Ergänzung 21.7.2.5. Mit Hilfe unseres natürlichen Isomorphismus X � F ∼→
pr†Y F aus 21.1.5.22 für prY : X×Y → Y können wir unsere Definition 21.7.2.1
äquivarianter Objekte oder vielmehr ihre für banale Trennkategorien ausbuchsta-
bierte Fassung 21.7.2.4 in einer Weise fassen, in der sie für eine gewöhnliche
Faserung M → T über einer Kategorie mit endlichen Produkten sinnvoll bleibt.
Sei dazu G%X ein Objekt mit der Operation eines Monoids (G,m, e) in der Ba-
sis. Ein G-äquivariantes Objekt über X ist dann ein Datum (F , α) bestehend
aus einem Objekt F ∈MX über X und einem Morphismus α : pr†F → F über
der Operation a : G × X → X derart, daß die beiden im folgenden erklärten
Diagramme

prr†F γ // pr†F α // F F ι //

NNNNNNNNNNNNNNN

NNNNNNNNNNNNNNN pr†F
α

��
prr†F β // pr†F α // F F

kommutieren. Für das Rechte betrachten wir die Zerlegung X → G × X → X
von idX = pr ◦ e für e gegeben durch das neutrale Element unseres Monoids G
und darüber die Zerlegung der Identität idF = τ ◦ ι mit τ : pr†F → F dem
Transportmorphismus. So erhalten wir einen wohlbestimmten Morphismus ι über
e und das rechte Diagramm fordert die Identität α ◦ ι = idF . Wegen a ◦ e = idX
ist das schon mal eine sinnvolle Forderung. Im linken Diagramm bezeichne γ
denjenigen Morphismus γ : prr†F → pr†F über dem Morphismus (idG×a) :
G×G×X → G×X in der Basis mit τ ◦γ = α◦τ ◦c für die Transportmorphismen
τ : pr†F → F beziehungsweise τ : pr†23(pr†F) → pr†F für pr23 : G × G ×
X → G × X die Projektion auf die beiden hinteren Faktoren und c : prr†

∼⇒
pr†23 ◦ pr† der Identifikation zu prr = pr ◦pr23. Weiter bezeichne β : prr†F →
pr†F denjenigen Morphismus über dem Morphismus m × idX in der Basis, der
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beim Nachschalten des Transportmorphismus τ den Transportmorphismus von
prr†F liefert. Die zweite Eigenschaft, die wir fordern, ist dann die Gleichheit
α ◦ β = α ◦ γ der mit im vorhergehenden erklärten Morphismen prr†F → F
über dem durch zweimaliges Anwenden der Operation gegebenen Morphismus
G×G×X → X in der Basis.

Beispiel 21.7.2.6 (Äquivariante Objekte der Familientrennfaserung). Im Fall
der Familienfaserung C/Ens → Ens nach 19.6.2.24 zu einer Kategorie C ist ein
Objekt F ∈ C/X eine Familie (Fx)x∈X von Objekten. Operiert dann ein Monoid
G auf X , so besteht eine äquivariante Struktur aus der Vorgabe von Morphismen
s(g, x) : Fx → Fgx mit s(1, x) = id sowie s(h, gx)s(g, x) = s(hg, x) für alle
g, h ∈ G und x ∈ X .

Beispiel 21.7.2.7. Sie mögen zur Übung zeigen, daß die in Bezug auf die Gar-
benfaserungen Ens/Top → Top und Ab/Top → Top im Sinne von 21.7.2.5 äqui-
varianten Objekte über einem topologischen Raum genau unsere äquivarianten
Garben aus 19.7.1.1 beziehungsweise unsere äquivarianten abelschen Garben aus
19.7.1.4 sind.

Beispiel 21.7.2.8 (Äquivariante Mengengarben, Variante). Seien G%X ein to-
pologischer Raum mit der Operation a : G × X → X eines topologischen Mo-
noids. Im Fall der Mengengarbenoptrennfaserung Ens�Top → Top nach ?? be-
steht eine G-äquivariante Mengengarbe auf X aus dem Datum einer Mengengar-
be F ∈ Ens�X auf X und eines Opkomorphismus α ∈ Ens�a(G � F ,F) mit
gewissen Eigenschaften. Sind speziell G und X diskret, so ist solch ein α nach
21.1.6.8 eine Familie von Abbildungen α(g, x) : Fgx → Fx und die geforderten
Verträglichkeiten bedeuten α(g, x)α(h, gx) = α(hg, x) sowie α(1, x) = id. Das
ist also dasselbe wie ein äquivariantes Objekt der Familienfaserung der Katego-
rie Ensopp. Bilden wir die zu G%X gehörige Wirkungskategorie XG mit den
Punkten x ∈ X als Objekten und den Mengen

XG(x, y) := {g ∈ G | gx = y}

als Morphismenmengen, paarweise disjunkt gemacht durch Darankreuzen des
Paares (x, y), so haben wir natürliche Isomorphismen von Kategorien Ens/G%X

∼→
Cat(XG,Ens) und Ens�G%X

∼→ Cat(XG,Ensopp) in Verallgemeinerung unserer
Erkenntnisse für Mengengarben aus 19.6.2.13.

21.7.2.9. Operiert eine diskrete Gruppe G und nicht nur ein Monoid auf einem
diskreten Raum X , so ist die Wirkungskategorie XG ein Gruppoid und das In-
vertieren von Morphismen zusammen mit der Identität auf Objekten liefert einen
Isomorphismus XG

∼→ (XG)opp. Mit 21.7.2.8 erhalten wir Isomorphismen von
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Kategorien

Ens/G%X
(
Ens�G%X

)opp

o↓ ↑ o
Cat(XG,Ens)

∼→ Cat((XG)opp,Ensopp)opp ∼→ Cat(XG,Ensopp)opp

21.7.2.10 (Der Strukturmorphismus jeder Gruppenoperation ist kartesisch).
Gegeben eine Trennfaserung M → fT über der banalen Trennkategorie einer
Kategorie mit endlichen Produkten und G%X ein Objekt mit Gruppenoperation
a : G × X → X der Basis und (F , α) ∈ MG%X ein G-äquivariantes Objekt
über X ist der Morphismus α ∈ Ma(G � F ,F) stets kartesisch. Um das zu
sehen, betrachten wir in der Basis mit der Notation ā(g, x) := g−1x oder besser
ā := a ◦ (inv× id) das kommutative Diagramm

G×X
(inv,id)×id

''OOOOOOOOOOO

id× id

��

(pr1,a) // G×X
inv× id

yyrrrrrrrrrr

(pr1,ā)

��

G×G×X id×a //

m×id

��

pr23

''OOOOOOOOOOO G×X

a

��

pr2

{{wwwwwwwww

G×X a // X

G×X a // X

G×X

1×id
77ooooooooooo

id× id // G×X

pr2

eeLLLLLLLLLL

Ziehen wir das kommutative Rechteck in M über dem inneren Rechteck, das die
Assoziativität der Operation zum Ausdruck bringt, zurück auf das äußere Recht-
eck, so bleibt es kommutativ. Aus offensichtlichen Gründen liefert der Rückzug
nach links die Identität aufG�F . Aufgrund der bei der Definition eines äquivari-
anten Objekts geforderten Trivialität der Operation der Eins liefert auch der Rück-
zug nach unten die Identität auf G�F . Der Rückzug von id�α : G�G�F →
G � F nach oben stimmt überein mit dem Rückzug des Strukturmorphismus
α von der Mitte nach ganz oben. Dieser Rückzug hat also ein Linksinverses,
nämlich den Rückzug des Strukturmorphismus auf die rechte Vertikale. Genauso
zeigt man, daß er auch ein Rechtsinverses besitzt und folglich ein Isomorphismus
G�F ∼→ G�F über (pr2, a) : G×X → G×X sein muß. Mithin ist dieser Rück-
zug kartesisch. Seine Verknüpfung mit der offensichtlichen TrennungG�F → F
über pr2 : G×X → X ist dann als Verknüpfung kartesischer Morphismen wieder
kartesisch, und diese Verknüpfung ist gerade unser Strukturmorphismus α.
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Ergänzung 21.7.2.11. Ich wüßte gerne, ob das Vorhergehende genauso gilt für
eine beliebige Trennfaserung M → N in eine Trennkategorie mit stabil univer-
sellen Trennungen, wenn wir äquivariante Objekte in Bezug auf Hopfobjekte der
Basis betrachten, wie sie in 18.3.3.6 erklärt wurden. Das könnte eine Arbeit für
einen Studenten abgeben.

21.7.2.12 (Trennfaserung der äquivarianten Objekte). Gegeben eine Kategorie
T mit endlichen Produkten bilden wir die Kategorie moT aller „Objekte mit
Operation eines Monoidobjekts“. Morphismen G%X → H%Y sind dabei Paare
bestehend aus einem Homomorphismus G→ H von Monoidobjekten und einem
gewöhnlichen MorphismusX → Y derart, daß die offensichtliche Verträglichkeit
erfüllt ist. Auch moT hat dann endliche Produkte. Gegeben eine Trennfaserung
M → fT erhalten wir eine weitere Trennfaserung

mofM → fmoT

mit Faser MG%X über G%X und den hoffentlich offensichtlichen Trennungen.
Die Schmelzkategorien der opponierten Fasern notieren wir unseren allgemeinen
Konventionen folgend

M/G%X

Die Restriktion unserer Trennfaserung auf die banale Trennkategorie der vollen
Unterkategorie der Räume mit Gruppenoperation notieren wir

gofM → fgoT

In diesem Fall werden ja wohl, wenn die Fasern von M → fT Multihom haben,
auch die Fasern von gofM → fgoT Multihom haben. Das mag einmal ein
Student ausarbeiten, gerne auch zusammen mit 21.7.2.11.

21.7.2.13 (Äquivariante Objekte oppinverser Trennfaserungen). Gegeben ei-
ne Trennfaserung M → fT über der banalen Trennkategorie einer Kategorie
mit endlichen Produkten und G%X ein Objekt mit Gruppenoperation in der Basis
ist nach 21.7.2.10 der Strukturmorphismus kartesisch. Gegeben F ∈ MX ent-
sprechen die Strukturmorphismen, dieF zu einem äquivarianten ObjektF ∈MX

machen, also eineindeutig den Strukturmorphismen, dieF zu einem äquivarianten
ObjektF ∈M opi

X für die oppinvertierte Trennfaserung M opi → N nach 21.1.6.3
machen. Aus unserer Erkenntnis 21.7.2.10 über die Kartesianität des Struktur-
morphismus bei unter Gruppen äquivarianten Objekten folgt, daß wir so einen
Isomorphismus

(gofM )opi ∼→ gof(M opi)

von Trennfaserungen über der banalen Trennkategorie fgoT der Objekte mit
Gruppenoperation in der Basis erhalten.
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Beispiel 21.7.2.14. Die unter Gruppenoperationen äquivarianten Objekte der Men-
gengarbentrennfaserung und der Mengengarbenoptrennfaserung bilden zueinan-
der oppinverse Trennfaserungen. Einen Schatten dieser Tatsache haben wir bereits
in 21.7.2.9 gesehen, wo wir im diskreten Fall einen Isomorphismus zwischen der
Faser der einen und der opponierten Faser der anderen Trennfaserung konstruiert
hatten.

21.7.2.15 (Äquivariante Objekte auf dem Produkt mit einer Gruppe). Gege-
ben eine Trennfaserung M → fT über der banalen Trennkategorie einer Kate-
gorie mit endlichen Produkten und G ein Gruppenobjekt der Basis erhalten wir
eine Äquivalenz

G� : Mpt
≈→MG%G

Genauer behaupten wir, daß wir sogar im Fall eines Monoidobjekts der Basis ein
adjungiertes Paar (G�, 1†) von Funktoren zwischen den fraglichen Kategorien er-
halten, indem wir den offensichtlichen IsomorphismusF ∼→ 1†(G�F) als Einheit
der Adjunktion nehmen und als Koeinheit die KompositionG�1†E → G�E → E
von Morphismen über der Komposition G → G × G → G von g 7→ (g, 1) ge-
folgt von der Verknüpfung unseres Monoids. Im Fall eines Gruppenobjekts ist
nach 21.7.2.10 der Strukturmorphismus kartesisch und deshalb ist auch unsere
Koeinheit kartesisch über der Identität, also ein Isomorphismus. Mithin liefert un-
ser adjungiertes Paar wie behauptet eine Äquivalenz von Kategorien. Dieselben
Argumente liefern für jedes Objekt X der Basis eine Äquivalenz von Kategorien

G� : MX
≈→MG%(G×X)

Übungen

Übung 21.7.2.16. Gegeben G%X ein topologischer Raum mit einer topologisch
freien Operationen einer diskreten Gruppe und k ein Kring und χ : G → k×

ein Gruppenhomomorphismus bezeichne P := G\X den Bahnenraum und P χ

die nach ?? zugehörige lokal konstante Garbe von k-Moduln auf P . Gegeben
G%X undH%Y topologische Räume mit topologisch freien Operationen diskreter
Gruppen und R := H\Y betrachten wir in der Familienkategorie von fmoTop
das kommutative Diagramm

P ×R → P fR
↑ ↑

(G×H)%(X × Y ) → (G%X)f (H%Y )
↓ ↓

(G×H)%top → (G%top)f (H%top)
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Da die Rückzüge längs der oberen Vertikalen nach 19.7.1.10 Äquivalenzen sind,
liefert unser Diagramm ausgezeichnete Isomorphismen

P χ �Rξ
∼→ P ×Rχ⊗ξ

Übung 21.7.2.17. Ist X topologische Gruppe und G ⊂ X eine diskrete zentrale
Untergruppe, so operiert G nach 15.2.1.25 topologisch frei auf X und ein ähnli-
ches Diagramm wie zuvor liefert für jeden Gruppenhomomorphismus χ : G →
k× einen kartesischen Morphismus P × P χ⊗χ → P χ über der Multiplikation der
Quotientengruppe P := G\X . Zusammen mit dem Isomorphismus aus 21.7.2.16
liefert das einen kartesischen Morphismus

P χ � P χ → P χ

über der Multiplikation von P . Man zeige, daß er P χ zu einem Gruppenobjekt
in Garben von k-Moduln über topologischen Räumen macht. Objekte mit einer
Operation dieses Gruppenobjekts heißen X-χ-monodrome Garben.
21.7.2.18. Ich erinnere an die Definitionen und ersten Resultate zu äquivarianten
Garben aus 19.7.1.1 folgende. Die im Anschluß bewiesene Aussage hatten wir in
19.7.1.10 nur im Fall der Operation einer diskreten Gruppe diskutiert.

Satz 21.7.2.19 (Quotientenäquivalenz). Gegeben eine topologische Gruppe G
und ein topologisch freier G-Raum X ist der äquivariante Rückzug unter φ%f für
f : X � G\X und φ : G� 1 eine Äquivalenz

Ens/G\X
≈→ EnsG%X

Beweis. Nach einigen Vorbereitungen zeigen wir eine noch allgemeineren Aus-
sage in 21.7.2.25.

Lemma 21.7.2.20 (Freie Quotienten äquivarianter Abbildungen). Seien G ei-
ne topologische Gruppe und X → Y eine stetige G-äquivariante Abbildung von
G-Räumen. Ist Y topologisch frei, so ist auch X topologisch frei und die offen-
sichtlichen Abbildungen liefern ein kartesisches Diagramm

X //

��

Y

��
X/G // Y/G

Ergänzung 21.7.2.21. Man zeigt unschwer auch eine noch allgemeinere Version:
Ist zusätzlich H ⊂ G eine Untergruppe, so liefern die offensichtlichen Abbildun-
gen sogar ein kartesisches Diagramm

X/H //

��

Y/H

��
X/G // Y/G
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Dazu geht man wie beim Beweis des Lemmas vor, ergänzt am Schluß das Dia-
gramm entsprechend, und muß einen Homöomorphismus X/H ∼→ G/H ×X/G
nachweisen. Das ist aber klar, da G×X/G � G/H ×X/G final ist, vergleiche
15.2.2.4. Ich bin ganz verblüfft, daß man hierfür anscheinend noch nicht einmal
voraussetzen muß, daß G topologisch frei ist als H-Raum.

Beweis. Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit Y = G ×W anneh-
men. Dann entsteht mit dem pull-back ein kommutatives Diagramm der Gestalt

X //

$$IIIIIIIIII G×X/G

��

// G×W

��
X/G //W

Wir betrachten nun die Abbildung µ : X → G, die durch die Komposition der
oberen Horizontale mit der Projektion auf G gegeben wird. Sicher gilt µ(gx) =
gµ(x). Folglich ist die Abbildung X → X gegeben durch x 7→ µ(x)−1x konstant
auf G-Bahnen und faktorisiert demnach über eine stetige Abbildung ν : X/G →
X . Man prüft leicht, daß die stetige Abbildung G ×X/G → X , (g, x̄) 7→ gν(x̄)
invers ist zur linken oberen Horizontale X → G×X/G, x 7→ (µ(x), x̄).

Korollar 21.7.2.22. Seien G eine topologische Gruppe und X → Y eine ste-
tige Abbildung von topologisch freien G-Räumen, die einen Homöomorphismus
X/G

∼→ Y/G induziert. So ist unsere Abbildung bereits selbst ein Homöomor-
phismus.

Beweis. Das folgt aus 21.7.2.20 aus der allgemeinen Erkenntnis 16.2.3.4, daß der
pull-back eines Isomorphismus stets wieder ein Isomorphismus ist.

Korollar 21.7.2.23 (Quotienten étaler Abbildungen sind étale). Ist G eine to-
pologische Gruppe und X → Y eine étale Abbildung von G-Räumen und Y ein
topologisch freier G-Raum, so ist auch X/G→ Y/G étale.

21.7.2.24. Die Abbildung R2 → R2/Z2 ist étale, nicht aber ihr Quotient nach
der Operation durch Addition einer Gerade G ⊂ R2 mit irrationaler Steigung.
Es ist also wesentlich, daß die Operation nicht nur abstrakt frei, sondern sogar
topologisch frei ist.

Beweis. Ist Y topologisch frei als G-Raum, so besitzt jeder Punkt von Y/G eine
offene Umgebung W ⊂◦ Y/G, auf der die Quotientenabbildung gespalten wer-
den kann durch ein stetiges s : W → Y . Wir können also unser kartesisches
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Diagramm aus dem Lemma, das wir nun auf der Seite liegend dargestellt haben,
ergänzen durch ein kartesisches Quadrat

V //

��

X //

��

X/G

��
W // Y // Y/G

mit der Eigenschaft, daß die Kompositionen in den Horizontalen offene Einbet-
tungen sind. Ist insbesondere X → Y étale, so auch X/G→ Y/G.

Satz 21.7.2.25 (Verallgemeinerte Quotientenäquivalenz). Operiert eine topo-
logische Gruppe G auf einem Raum X und ist N ⊂ G ein Normalteiler, der
sowohl auf G als auch auf X topologisch frei operiert, so induziert das Zurückho-
len mit der Quotientenabbildung G%X → (N\G)%(N\X) eine Äquivalenz von
Kategorien

Ens/(N\G)%(N\X)
≈→ Ens/G%X

Beweis. Wir beginnen mit dem in 21.7.2.19 beschriebenen Fall G = N und
definieren einen Funktor in die Gegenrichtung mithilfe der étalen Räume, in-
dem wir jeder äquivarianten Garbe F̄ → X die nach 21.7.2.23 étale Abbildung
G\F̄ → G\X zuordnen. Dann zeigen wir, daß er linksadjungiert ist zum Zu-
rückholen. Und schließlich prüfen wir, daß beide Adjunktionsabbildungen stets
Isomorphismen sind. Das ist nur lokal zu prüfen, also für X = G×Y , und in die-
sem Fall ist es leicht zu sehen. Für das simultane Wegteilen ergänzen wir unsere
Argumentation in der offensichtlichen Weise.

Satz 21.7.2.26 (Induktionsäquivalenz). Seien G eine topologische Gruppe und
H ⊂ G eine Untergruppe, die topologisch frei auf G operiert, und Y ein H-
Raum. So liefert das Zurückholen längs H%Y → G%(G×/H Y ) eine Äquivalenz
von Kategorien

Ens/G%(G×/HY )
≈→ Ens/H%Y

21.7.2.27. Ein quasiinverser Funktor kann in der Sprache der étalen Räume expli-
zit beschrieben werden durch die Vorschrift F̄ 7→ G×/H F̄ .

Beweis. Wir betrachten zusätzlich (G×H)%(G× Y ) mit der Operation gegeben
durch (g, h)(x, y) := (gxh−1, hy) und erhalten ein kommutatives Diagramm

(G×H)%(G× Y )

))SSSSSSSSSSSSSS

��

H%Yoo

��uukkkkkkkkkkkkkkkkk

H%Y G%(G×/H Y )
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mit der oberen Horizontale gegeben durch h 7→ (h, h) und y 7→ (1, y). Die
Rückzüge in die obere linke Ecke sind verallgemeinerte Quotientenäquivalenzen
21.7.2.25. Es folgt, daß erst der Rückzug längs der oberen Horizontale und dann
der Rückzug längs der rechten Vertikale auch Äquivalenzen sind.

Beispiel 21.7.2.28 (Äquivariante Garben auf homogenen Räumen). Im Spe-
zialfall Y = top erhalten wir aus dem Zusammenspiel der Beschreibung 19.7.1.2
äquivarianter Garben auf einem Punkt und der Induktionsäquivalenz 21.7.2.26 für
jede topologisch frei operierende lokal zusammenhängende Untergruppe H ⊂ G
einer topologischen Gruppe G eine Äquivalenz

(H/H◦) -Ens
≈→ Ens/G%(G/H)

zwischen der Kategorie der Mengen mit einer Operation der Komponentengruppe
von H und der Kategorie der G-äquivarianten Garben auf dem homogenen Raum
G/H . Insbesondere sind in diesem Fall alle äquivarianten Garben lokal konstant.

Beispiel 21.7.2.29. Die Garbe der stetigen reellwertigen Funktionen auf der topo-
logischen Gruppe R nicht mit der Struktur einer R-äquivarianten Garbe in unse-
rem Sinne versehen werden, da sie nicht lokal konstant ist, da aber nach 21.7.2.28
in dieser Situation jede R-äquivariante Garbe lokal konstant ist.

Proposition 21.7.2.30 (Volltreues Einschränken). IstG eine topologische Grup-
pe undϕ : H → G ein Gruppenhomomorphimus mitG/ϕ(H) zusammenhängend,
so ist für jeden G-Raum X die Restriktion ein volltreuer Funktor

Ens/G%X
∼
↪→ Ens/H%X

Beweis. In der Tat müssen wir nur für jeden H-äquivarianten Garbenhomomor-
phismus von G-äquivarianten Garben ϕ : F → G und alle x ∈ X und g ∈ G
zeigen, daß das Diagramm

Fx → Gx
↓ ↓
Fgx → Ggx

kommutiert. Es reicht, wenn wir das zeigen für die vermittels G → X , g 7→ gx
auf G zurückgezogenen Garben. Wir dürfen also ohne Beschränkung der Allge-
meinheit X = G und x = e annehmen. Dann liefert jedoch die Operation von
G für alle y ∈ Fe eine Fortsetzung zu einem globalen Schnitt von F , dessen
Bild offen ist in F̄ als Bild einer étalen Abbildung. Mithin oder auch direkt nach
21.7.2.26 mit Y = top und H = 1 ist F̄ → G und ebenso auch Ḡ → G eine
triviale Überlagerung. Die Mengen der g ∈ G, an denen zwei unter ϕ(H) äquiva-
riante Decktransformationen übereinstimmen beziehungsweise verschieden sind,
sind nach dem Satz über die Eindeutigkeit von Lifts bei Überlagerungen 16.3.4.10
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offen in G und sind offensichtlich invariant unter ϕ(H). Ist nun G/ϕ(H) zusam-
menhängend, so ist die einzige Möglichkeit einer derartigen Zerlegung von G in
zwei offene Teilmengen die Zerlegung in ganz G und die leere Menge. Das zeigt,
daß alle unter ϕ(H) äquivarianten Garbenhomomorphismen zwischen G-äquiva-
rianten Garben auf G bereits G-äquivariant sein müssen.

21.7.2.31. Ist G eine topologische Gruppe und f : X → Y ein Morphismus
von G-Räumen und F ∈ Ens/G%X eine äquivariante Garbe, so erbt der Vorschub
f∗F ∈ Ens/Y in offensichtlicher Weise eine Wirkung vonG als abstrakte Gruppe,
die auch mit der Wirkung vonG auf Y verträglich ist. Um jedoch zu zeigen, daßG
auch mit seiner richtigen Topologie stetig auf dem étalen Raum von f∗F operiert,
brauchen wir stärkere Voraussetzungen.

Beispiel 21.7.2.32 (Schwierigkeiten mit äquivariantem Vorschub). Daß es im
Allgemeinen nicht ganz einfach sein wird, einen Vorschub für äquivariante Gar-
ben zu erklären, zeigt das folgende Beispiel. Auf der topologischen GruppeQ be-
trachte man die konstante Garbe ZQ. Ihr Vorschub unter der Projektion auf einen
Punkt ist die abelsche Gruppe der globalen Schnitte Γ(ZQ). Dieser Gruppe ent-
spricht jedoch unter der offensichtlichen Operation keine Q-äquivariante Garbe,
da die fragliche Operation nicht stetig ist für die diskrete Topologie auf Γ(ZQ).
Ist zum Beispiel s ∈ Γ(ZQ) Null auf allen q ∈ Q mit q2 < 2 und Eins auf allen
q ∈ Q mit q2 > 2, so gibt es keine Umgebung der Null in Q, die diesen Schnitt
festhält.

Beispiel 21.7.2.33 (Alternative Beschreibung äquivarianter Garben). Seien G
eine topologische Gruppe und X ein G-Raum. Bezeichne m, p : G × X → X
die Operation von G beziehungsweise die Projektion auf X . Für jede äquivariante
Garbe F ∈ Ens/G%X erklären wir einen Garbenisomorphismus

s : p∗F ∼→ m∗F

Man bezeichne dazu mit q : G×X → G die Projektion und betrachte die Abbil-
dung (q,m) : (g, x) 7→ (g, gx) und beachte zunächst m = p ◦ (q,m), so daß es
gleichbedeutend gilt, einen Isomorphimus p∗F ∼→ (q,m)∗(p∗F) zu konstruieren.
Wir haben nun aber einen natürlichen Isomorphismus ét(p∗F)

∼→ G × F̄ . Das
pull-back-Diagramm

G× F̄ → G× F̄
↓ ↓

G×X (q,m)→ G×X

mit (g, f) 7→ (g, gf) in der oberen Horizontalen liefert dann den gesuchten Iso-
morphismus. Im Halm an der Stelle (g, x) wird unser Isomorphismus s beschrie-
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ben durch ein kommutatives Diagramm

(p∗F)(g,x)
s→ (m∗F)(g,x)

↓ o o ↓
Fx

g→ Fgx

mit den offensichtlichen vertikalen Identifikationen. Ist umgekehrt ein Garbenho-
momorphismus s : p∗F → m∗F gegeben, so erhalten wir eine stetige Abbildung
G× F̄ → F̄ aus dem Diagramm

G× F̄ ∼→ ét(p∗F)
s→ ét(m∗F) → F̄

↓ ↓ ↓ ↓
G×X = G×X = G×X m→ X

Hierin können die nicht explizit benannten Abbildungen hoffentlich vom Leser
erschlossen werden. Kommt s bereits von einer äquivarianten Struktur auf F̄ her,
so erhalten wir mit dieser Konstruktion unsere äquivariante Struktur zurück.

Übungen
Übung 21.7.2.34. Seien G eine zusammenhängende topologische Gruppe und X
ein G-Raum. Bezeichne m, p : G ×X → X die Operation beziehungsweise die
Projektion auf X und sei F eine Garbe auf X . Gibt es einen Garbenhomomor-
phismus s : p∗F ∼→ m∗F , der auf {e} × X zur Identität einschränkt, so besitzt
F̄ genau eine stetige G-Operation, die F zu einer G-äquivarianten Garbe macht.
Hinweis: Man verwende 21.7.2.33 und ziehe sich auf den Fall X = G zurück.

Übung 21.7.2.35. Es operiere eine topologische Gruppe G auf einem Raum X
und es sei N ⊂ G ein Normalteiler, der auf G topologisch frei operiert. Genau
dann ist die Operation von G auf X topologisch frei, wenn die Operationen von
N auf X und von G/N auf N\X topologisch frei sind.

21.7.3 Äquivariante derivierte Kategorie
21.7.3.1. Gegeben ein topologischer Raum X bezeichne Der(X) := Der(Ab/X)
die derivierte Kategorie der abelschen Kategorie aller abelschen Garben auf X .

21.7.3.2. Ich erinnere aus 21.3.1.2 daran, daß eine stetige Abbildung topologi-
scher Räume f : X → Y garbenazyklisch heißt, wenn für jeden Komplex
F ∈ Der(Ab/Y ) die Einheit der Adjunktion einen Isomorphismus

F ∼→ f∗f
∗F
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liefert. Sie heißt bagazyklisch, wenn sie unter jedem Basiswechsel eine garbena-
zyklische Abbildung liefert. Ein topologischer RaumX heißt bagazyklisch, wenn
die konstante Abbildung X → top die entsprechende Eigenschaft hat.

21.7.3.3 (Produkte mit freien G-Räumen sind frei). Sei G eine topologische
Gruppe und seien P,X zweiG-Räume. Ist P topologisch frei, so ist auch das Pro-
dukt P ×X mit der diagonalen G-Operation topologisch frei. In der Tat reicht es
aus, das unter der zusätzlichen Annahme P = G×W zu zeigen, mit der Operation
von G nur auf dem ersten Faktor. Dann aber erhalten wir einen Homöomorphis-
mus G×W ×X ∼→ G×W ×X durch die Vorschrift (g, w, x) 7→ (g, w, gx), und
unter diesem Homöomorphismus entspricht die G-Operation nur auf dem ersten
Faktor der diagonalen G-Operation auf dem ersten und letzten Faktor.

21.7.3.4. Gegeben ein eine topologische Gruppe G und ein G-Raum X verstehen
wir unter einer Auflösung von X einen G-äquivarianten Morphismus p : P → X
von einem topologisch freien G-Raum nach X .

21.7.3.5 (Äquivariante derivierte Kategorie zu einer Auflösung). Gegeben ei-
ne topologische Gruppe G und ein G-Raum X und eine bagazyklische Auflösung
p : P → X erklären wir die G-äquivariante derivierte Kategorie von X zu P
als die volle Unterkategorie

DerG%(X;P ) ⊂ Der(G\P )

aller Komplexe, deren Rückzug unter quot : P � G\P isomorph ist zum Rück-
zug eines Komplexes aus Der(X) unter p : P → X . In Formeln setzen wir also

DerG%(X;P ) := {F ∈ Der(G\P ) | ∃G ∈ Der(X) mit p∗G ∼= quot∗F}

Vorschau 21.7.3.6. Im folgenden werden wir zeigen, daß DerG%(X;P ) in einem
noch zu präzisierenden sehr starken Sinne von der bagazyklischen Auflösung P
gar nicht abhängt, so daß wir P ohne Schaden aus der Notation entfernen dürfen.
Jetzt aber versuchen wir erst einmal, die Sinnhaftigkeit unserer Definition durch
Beispiele zu illustrieren.

Beispiel 21.7.3.7 (Bezug zur äquivarianten Kohomologie). Gegeben eine to-
pologische Gruppe G und ein G-Raum X und eine bagazyklische Auflösung
p : P → X gehört für jede abelsche Gruppe M die konstante Garbe auf G\P
mit Faser M zu unserer äquivarianten derivierten Kategorie. Wir notieren dies
Objekt MX = MX;P ∈ DerG%(X;P ). Es ist auch klar, daß DerG%(X;P ) stabil
ist unter den homologischen Verschiebungen [q]. Wir erhalten nun mit der offen-
sichtlichen Verallemeinerung von 19.7.2.5 auf bagazyklische stetige Abbildungen
im letzten Schritt natürliche Isomorphismen

DerG%(X;P )(MX ,MX [q])
∼→ Hq(G\P ;M)

∼→ Hq
G(P ;M)

∼← Hq
G(X;M)
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Der Raum der Morphismen vonMX zuMX [q] in unserer äquivarianten derivierten
Kategorie ist mithin natürlich isomorph zur q-ten äquivarianten Kohomologie von
X mit Koeffizienten in M .

Beispiel 21.7.3.8 (Äquivariante derivierte Kategorien zur Gruppe Z). Im Fall
der Gruppe G = Z können wir E = R nehmen und erhalten für jeden Z-Raum X
die bagazyklische Auflösung P = R ×X → X . Der Quotient Z\P = R ×/Z X
ist dann ein Faserbündel über der Kreislinie R/Z mit Faser X , die „verdrillt ist
mit dem durch die Operation von 1 ∈ Z gegebenen Automorphismus von X“.
Die äquivariante derivierte Kategorie hinwiederum ist in diesem Fall eine volle
Unterkategorie der derivierten Kategorie zur Kategorie aller abelschen Garben
auf diesem Faserbündel.

Beispiel 21.7.3.9 (Äquivariante derivierte Kategorien zur Gruppe R). Im Fall
der Gruppe G = R können wir auch E = R nehmen und erhalten für einen R-
Raum X die bagazyklische Auflösung P = R ×X → X . Der Quotient R\P =
R×/RX ist dann eine Faserung über dem Punkt R/Rmit Faser X und kanonisch
isomorph zu X selber. Die äquivariante derivierte Kategorie ist in diesem Fall
eine volle Unterkategorie der derivierten Kategorie zur Kategorie aller abelschen
Garben auf X . Dasselbe gilt für jede zusammenziehbare topologische Gruppe G.

21.7.3.10 (Triangulierung der äquivarianten derivierten Kategorien). Für je-
den G-Raum X mit bagazyklischer Auflösung p : P → X ist äquivariante deri-
vierte Kategorie DerG%(X;P ) eine triangulierte Unterkategorie von Der(G\P ).
In der Tat induziert für G ∈ Der(X) die Einheit der Adjunktion einen Isomorphis-
mus

G ∼→ p∗p
∗G

Die Bedingung, daß es G gibt mit quo∗F ∼= p∗G, ist also gleichbedeutend zur
Bedingung, daß die Koeinheit der Adjunktion für quo∗F einen Isomorphismus
p∗p∗ quo∗F ∼→ quo∗F induziert. Man sieht auch leicht, daß die Abschneide-
funktoren τ≤n und τ≥n zu Der(G\P ) aus 20.2.7.4 die äquivariante derivierte Ka-
tegorie erhalten.

Proposition 21.7.3.11 (Äquivariante Garben als gewöhnliche Garben). Seien
G eine topologische Gruppe und X ein G-Raum und p : P → X eine Auflösung
von X , die basisfest final ist mit zusammenhängenden Fasern. So erhalten wir
eine Äquivalenz von Kategorien

Ens/G%X
≈→ {F ∈ EnsG\P | ∃G ∈ Ens/X mit p∗G ∼= quo∗F}

für quo : P → G\P der Quotient durch die Vorschrift Ē 7→ G\(P ×X Ē) auf den
étalen Räumen.
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Beweis. Zunächst prüfen wir, daß unser Funktor überhaupt sinnvoll definiert ist.
Nach 21.7.2.23 ist mit P ×X Ē → P auch G\(P ×X Ē) → G\P étale. Al-
so ist unser Funktor sinnvoll definiert. Einen quasiinversen Funktor erhält man,
indem man bemerkt, daß nach 19.4.3.23 die Einheit der Adjunktion eine Isotrans-
formation id

∼⇒ p∗p
∗ ist und wir folglich G aus F zurückgewinnen können als

G = p∗ quo∗F . Das zeigt, daß Ḡ zumindest genau eine stetige Operation von Gdis

trägt, die unter Rückzug die Operation von G auf quot∗F ∼= P ×X Ḡ als Garbe
auf P wird. Da aber die zurückgeholte Operation stetig ist als Operation von G,
muß auch die Operation auf Ḡ selbst stetig sein, denn sie paßt in ein kommutatives
Diagramm

G× (P ×X Ḡ) → P ×X Ḡ
↓ ↓

G× Ḡ → Ḡ
und die linke Vertikale ist aufgrund unserer Annahmen an p final.

21.7.3.12 (Äquivariante Garben und äquivariante derivierte Kategorie). Sei
G eine topologische Gruppe und X ein G-Raum. Gegeben eine bagazyklische
Auflösung P → X , die außerdem basisfest final ist mit zusammenhängenden Fa-
sern, liefern unsere Proposition 21.7.3.11 eine Äquivalenz zwischen der Kategorie
der äquivarianten abelschen Garben auf einem G-Raum X im anschaulichen Sin-
ne 19.7.1.4 und der vollen Unterkategorie aller Komplexe F ∈ DerG%(X;P ) der
äquivarianten derivierten Kategorie, die exakt sind außerhalb vom Grad Null, alias
eine Äquivalenz

Ab/G%X
≈→ {F ∈ DerG%(X;P ) | HiF 6= 0 ⇒ i = 0}

Unsere Konstruktion liefert sogar einen triangulierten Funktor Der(Ab/G%X) →
DerG%(X;P ). Dieser Funktor ist nur in Ausnahmefällen eine Äquivalenz von Ka-
tegorien. Ein solcher Ausnahmefall ist der Fall der trivialen Gruppe G = 1. In
diesem Fall induziert der Rückzug unter pr : P → X offensichtlich eine Äquiva-
lenz von triangulierten Kategorien

Der(Ab/X)
≈→ Der1%(X;P )

In 21.7.3.13 zeigen wir, daß es stets bagazyklische Auflösungen gibt, die auch
basisfest final sind mit zusammenhängenden Fasern.

21.7.3.13 (Bagazyklische Auflösung mit der Milnor-Konstruktion). Die Milnor-
Konstruktion 19.7.3.5 liefert zu einer beliebigen topologischen Gruppe G einen
topologisch freien zusammenziehbarenG-Raum EG, den abzählbaren Join EG =
∗i∈NG mit seiner Milnor-Topologie. Insbesondere ist EG nach 21.3.1.4 basisfest
azyklisch im Sinne von 21.3.1.2. Man nennt EG auch den „Totalraum des klassi-
fizierenden Bündels“ aus Gründen, die hier nicht diskutiert werden sollen. Diese
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Konstruktion ist sogar funktoriell in dem Sinne, daß jeder stetige Homomorphis-
mus von topologischen Gruppen φ : G→ H einen Morphismus von Räumen mit
Operation φ%Eφ : EG → EH induziert. Gegeben ein G-Raum X ist dann die
Projektion EG × X → X mit der diagonalen G-Operation vorne offensichtlich
eine bagazyklische Auflösung und darüber hinaus basisfest final mit zusammen-
hängenden Fasern.

Definition 21.7.3.14. Gegeben eine topologische Gruppe G und ein G-Raum
X erklären wir die G-äquivariante derivierte Kategorie von X mithilfe der
Milnor-Konstruktion 19.7.3.5 eines universellen Bündels EG als die äquivarian-
te derivierte Kategorie zur bagazyklischen Auflösung prX : EG × X → X und
setzen also in Formeln
DerG%(X) := DerG%(X; EG×X)

= {F ∈ Der(EG×/G X) | ∃G ∈ Der(X) mit pr∗XG ∼= quot∗F}
Lemma 21.7.3.15 (Freie Quotienten und Rückzug). Seien G eine topologische
Gruppe und X → Y eine stetige bagazyklische G-äquivariante Abbildung von
topologisch freien G-Räumen. So gilt:

1. Die induzierte Abbildung X/G→ Y/G ist bagazyklisch;

2. Ein Objekt F ∈ Der(X/G) kommt von Y/G her genau dann, wenn sein
Rückzug nach X von Y herkommt.

Beweis. Nach Annahme besitzt jeder Punkt von Y/G eine offene UmgebungW ⊂◦
Y/G, auf der die Projektion eine stetige Spaltung W ↪→ Y besitzt. Mit dem ent-
sprechenden Faserprodukt F erhalten wir ein Diagramm

X/G

��

X

��

oo F

��

oo

Y/G Yoo Woo

In diesem Diagramm ist nach 21.7.2.20 auch das linke Quadrat kartesisch. Folg-
lich ist auch das einhüllende Rechteck kartesisch und seine Horizontalen sind of-
fene Einbettungen. Die Eigenschaft bagazyklisch ist nun lokal in der Basis und
das zeigt die erste Aussage. Weiter zeigt in der Situation von Teil 2 Rückzug auf
die rechte Vertikale, daß unser F lokal von unten herkommt. Damit aber kommt
es nach 21.3.1.7 auch global von unten her.

Lemma 21.7.3.16 (Unabhängigkeit von der Wahl der Auflösung). Gegeben ei-
ne topologische Gruppe G und ein G-Raum X und ein Morphismus a : P → Q
von bagazyklischen Auflösungen ist der Rückzug auf unseren derivierten Katego-
rien eine Äquivalenz

DerG%(X;Q)
≈→ DerG%(X;P )
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21.7.3.17. Gegeben eine topologische Gruppe G und ein G-Raum X und eine
bagazyklische Auflösung p : P → X liefern insbesondere die Rückzüge längs
der Projektionen Äquivalenzen von Kategorien

DerG%(X)
≈→ DerG%(X; EG×X P )

≈← DerG%(X;P )

Beweis. Gegeben bagazyklische Auflösungen P,Q ist offensichtlich auch ihr Pro-
dukt P ×X Q mit der diagonalen G-Wirkung eine bagazyklische Auflösung. Wir
beginnen damit, das Lemma im Fall der Projektion P ×X Q → Q zu zeigen. Im
Diagramm

G\(P ×X Q)

��

P ×X Qoo

��

// X

G\Q Qoo // X

sind dann die Vertikalen garbenazyklisch. Damit ist der Rückzug längs jeder Ver-
tikale schon mal ein volltreuer Funktor. Es gilt zu zeigen, daß der Rückzug längs
der linken Vertikale auch essentiell surjektiv ist auf den entsprechenden Kategori-
en. Ein Objekt von DerG%(X;P ×X Q) ist charakterisiert durch die Eigenschaft,
daß sein Rückzug nach P ×X Q von X herkommt. A forteriori kommt dieser
Rückzug dann auch von Q her, und dann zeigt Lemma 21.7.3.15 über freie Quoti-
enten und Rückzug, daß unser Objekt bereits selbst von DerG%(X;Q) herkommen
muß. Damit ist das Lemma für den durch die Projektion gegebenen Morphismus
von bagazyklischen Auflösungen prQ : P ×X Q→ Q gezeigt. Ist a : P → Q ein
beliebiger Morphismus von bagazyklischen Auflösungen, so können wir den Mor-
phismus von bagazyklischen Auflösungen (id, a) : P → P ×X Q betrachten und
wegen prP ◦(id, a) = id muß dann auch der Rückzug mit (id, a) eine Äquivalenz
von Kategorien DerG%(X;P ×X Q)

≈→ DerG%(X;P ) sein. Mit prQ ◦(id, a) = a
folgt das Lemma im allgemeinen.

21.7.3.18 (Übergang zu Standardauflösungen). Ist G%X → H%Y ein Mor-
phismus von Räumen mit Gruppenoperation undG%P → H%Q ein Lift zu einem
Morphismus von bagazyklischen Auflösungen und G%P ′ → H%Q′ ein weiterer
derartiger Lift, so erhalten wir ein Diagramm aus Rückzügen und Isotransforma-
tionen

DerG%(X;P )
≈ // DerG%(X;P ×X P ′) DerG%(X;P ′)

≈oo

DerH%(Y ;Q)

OO

≈ // DerH%(Y ;Q×X Q′)

OO
∼

em SSSSSSSSSSSSSS

SSSSSSSSSSSSSS
∼

19kkkkkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkkkkk
DerH%(Y ;Q′)

OO

≈oo

mit Äquivalenzen in den Horizontalen und Rückzügen in den Vertikalen. So sehen
wir zum Beispiel, daß wenn wir einen Lift unseres Morphismus zu einem Mor-
phismus von bagazyklischen Auflösungen so finden können, der Rückzug eine
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Äquivalenz DerH%(Y ;Q)
≈→ DerG%(X;P ) induziert, daß er dann für jeden der-

artigen Lift eine Äquivalenz induziert und damit insbesondere eine Äquivalenz
DerH%(Y )

≈→ DerG%(X) für die mit den Milnorkonstruktionen erklärten äquiva-
rianten derivierten Kategorien.

21.7.3.19 (Äquivariante derivierte Kategorien für die triviale Gruppe). Unse-
re Äquivalenz zwischen äquivarianten Garben für die triviale Gruppe und gewöhn-
lichen Garben auf einem Raum X erhalten wir nocheinmal als die Verknüpfung

Der(X)
∼→ Der1%(X;X)

≈→ Der1%(X)

mit dem Rückzug unter dem Morphismus E1 × X → X von bagazyklischen
Auflösungen als zweitem Funktor und dem offensichtlichen ersten Funktor.

21.7.3.20. Wir definieren die Kategorie Topoga aller Tripel (P,G,X) bestehend
aus einem Raum mit Gruppenoperation G%X und einer Auflösung P von X .
Morphismen (P,G,X) → (Q,H, Y ) sind Tripel (a, φ, f) mit a : P → Q und
f : X → Y stetig und φ : G → H einem stetigen Gruppenhomomorphismus
derart, daß φ%f sowie φ%a Morphismen von Räumen mit Operation sind. Der
Rückzug von Garben liefert dann in offensichtlicher Weise eine Trennfaserung
über der banalen Trennkategorie unserer Kategorie Topoga mit der opponierten
Kategorie zu DerG%(X;P ) als Faser über (P,G,X). Lassen wir als Schreimor-
phismen nur Tripel (a, id, f) zu mit f einer les-Abbildung und so, daß der Mor-
phismus a von Auflösungen zusammen mit f ein kartesisches Diagramm liefert,
und notieren diese Unterkategorie Topogales, so erhalten wir eine verflochtene
Trennaustauschsituation

(Der−�Topoga → Topoga ⊃ Topogales ← Der−!
�Topogales ,Topogaes)

. Lassen wir als Schreimorphismen nur Tripel (a, id, f) zu mit f einer lesb-Abbildung,
die wir Topogalesb notieren, so erhalten wir sogar für die unbeschränkten derivier-
ten Kategorien eine verflochtene Trennaustauschsituation

(Der�Topoga → Topoga ⊃ Topogalesb ← Der!
�Topogalesb ,Topogaesb)

21.7.3.21 (Äquivarianter Drei-Funktor-Formalismus). Bezeichne nun Topog
die Kategorie der topologischen Räume mit Operation einer topologischen Grup-
pe. Unsere Trennfaserung Der�Top → Top aus 21.7.3.20 ?????????? restringiert
zu einer Trennfaserung

Der�Topog → Topog

mit der opponierten Kategorie zur äquivarianten derivierten Kategorie DerG%(X)
als Faser über G%X . Wir können also Objekte der äquivarianten derivierten Kate-
gorien tensorieren und zurückziehen sowohl unter stetigen Abbildungen als auch
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unter stetigen Gruppenhomomorphismen, und diese ganzen Konstruktionen sind
miteinander verträglich. Den Rückzug unter einem stetigen Gruppenhomomor-
phismus φ : H → G notieren wir

φ∗ = resHG : DerG%(X)→ DerH%(X)

Des weiteren ist für jede unter einer topologischen Gruppe G äquivariante lo-
kal eigentliche separierte Abbildung f : X → Y auch die induzierte Abbildung
EG×/G X → EG×/G Y lokal eigentlich separiert und lokal eigentlicher Basis-
wechsel zeigt, daß der Schreivorschub mit dieser Abbildung einen Funktor

f! : DerG%(X)→ DerG%(Y )

induziert, wenn f sogar eine lesb-Abbildung ist, und sonst immer noch einen
Funktor

f! : Der+
G%(X)→ Der+

G%(Y )

Insbesondere erhalten wir so für eine beliebige aber feste topologische Gruppe G-
äquivariante Analoga Der−�G%Top und Der�G%Top unserer in ?? und ?? betrachteten
verflochtenen Trennaustauschsituationen. Das alles ist jedoch zusätzlich noch ver-
träglich mit dem Rückzug unter stetigen Gruppenhomomorphismen und ist formal
eine verflochtene Trennaustauschsituation

(Der−�Topog → Topog ⊃ Topogles ← Der−!
�Topogles ,Topoges)

mit der Maßgabe, daß wir in Topogles nur lokal eigentliche separierte äquiva-
riante Abbildungen zwischen Räumen mit Gruppenoperation zulassen, bei de-
nen der entsprechende Gruppenhomomorphismus ein Isomorphismus ist, und bei
Topoges nur eigentliche derartige Abbildungen. Ebenso erhalten wir eine ver-
flochtene Trennaustauschsituation

(Der�Topog → Topog ⊃ Topogles ← Der!
�Topoglesb ,Topogesb)

mit unbeschränkten äquivarianten derivierten Kategorien als Fasern, wenn wir in
Topoglesb nur lesb-Abbildungen zulassen und ebenso bei Topogesb nur eigentliche
lesb-Abbildungen. Salopp gesprochen kann man also mit (f ∗,⊗, f!) äquivariant
so rechnen, als gebe es die Gruppenoperation gar nicht, und kann dabei die Grup-
penoperation zurückziehen unter stetigen Gruppenhomomorphismen resHG = φ∗,
ohne daß das die restlichen Formeln beeinflußt.

21.7.3.22. Insbesondere liefert der Rückzug auf die triviale Gruppe gefolgt von
einem Quasiinversen der Äquivalenz 21.7.3.12 alias dem Vorschub unter E1 ×
X → X einen triangulierten Funktor

DerG%(X)→ Der(X)
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Wir nennen ihn das Vergessen der Gruppenoperation. Die Konstruktion zeigt,
daß ein Objekt, daß beim Vergessen der Gruppenoperation zu Null wird, be-
reits Null gewesen sein muß. Mithin müssen auch Morphismen, die beim Ver-
gessen der Gruppenoperation Isomorphismen werden, bereits Isomorphismen ge-
wesen sein. Das Vergessen der Gruppenoperation ist in offensichtlicher Weise
verträglich mit unseren Funktoren (f ∗,⊗, f!). Formal ist diese Aussage für die
Restriktion DerG%(X) → Der1%(X) auf die triviale Gruppe Teil des äquivarian-
ten Drei-Funktor-Formalismus 21.7.3.21 und für die Äquivalenzen Der(X)

≈→
Der1%(X) Teil des mit Auflösungen angereicherten äquivarianten Drei-Funktor-
Formalismus 21.7.3.20 zusammen mit der Unabhängigkeit 21.7.3.16 von der Auf-
lösung.

21.7.4 Äquivariante Varianten der Adjungierten
21.7.4.1. Um die Existenz der Adjungierten (f∗,V, f !) zu (f ∗,⊗, f!) im äqui-
varianten Kontext zeigen, benötigen wir zusätzliche Voraussetzungen an unsere
Gruppe. Wir werden zeigen, daß es diese Adjungierten im Fall von Liegruppen
stets gibt und daß sie in diesen Fällen auch mit dem Zurückziehen der Operati-
on verträglich sind. Die Frage der Existenz von Adjungierten zur Restriktion der
Gruppenwirkung diskutieren wir im anschließenden Abschitt.

Lemma 21.7.4.2 (Vertauschen von Rückzug und internem Hom). Gegeben
ein Faserbündel f : X → Y mit offenlokal bagazyklischer Faser ist für alle
F ,G ∈ Der(Ab/Y ) der natürliche Morphismus aus 21.1.5.11 ein Isomorphismus

f ∗(FVG)
∼→ (f ∗FVf ∗G)

Beweis. Mit unserem Verschwindungskriterium 21.2.3.20 können wir uns darauf
beschränken, zu zeigen, daß für f : X → Y garbenazyklisch der obige Morphis-
mus einen Isomorphismus f∗f ∗(FVG)

∼→ f∗(f
∗FVf ∗G) induziert. Da jedoch

die Einheit der Adjunktion in diesem Fall eine Isotransformation id
∼⇒ f∗f

∗ ist,
reicht es zu zeigen, daß das Diagramm

f∗f
∗(FVG) // f∗(f

∗FVf ∗G)

(FVG) ∼ //

o

OO

(FVf∗f ∗G)

o

OO

kommutiert mit der rechten Vertikale aus 21.1.5.9. Um das zu sehen, dürfen wir
die Adjunktion anwenden und statt beiden f∗ in der oberen Horizontale vor bei-
de Ausdrück der unteren Horizontale ein f ∗ davorschreiben. Dann steht in der
linken Vertikale die Identität und die Kommutativität folgt aus der Definition der
beteiligten Morphismen.
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Satz 21.7.4.3 (Äquivarianter Vorschub und internes Hom). Gegeben eine of-
fenlokal zusammenziehbare Gruppe G gilt:

1. Für jeden G-Raum X ist DerG%(X) ⊂ Der(EG×/G X) stabil unter inter-
nem HomV und insbesondere hat die Schmelzkategorie DerG%(X) internes
Hom;

2. Für jede stetige G-äquivariante Abbildung f : X → Y von G-Räumen
bildet der Vorschub (id×/Gf)∗ die Kategorie DerG%(X) nach DerG%(Y )
ab und liefert mithin einen Rechtsadjungierten f∗ von f ∗.

Beweis. Die erste Aussage folgt mit dem Vertauschen von Rückzug und internem
Hom 21.7.4.2 aus der Erkenntnis 19.7.3.8, daß mit G auch EG offenlokal zusam-
menziehbar ist. Die zweite Aussage folgt genauso mit gefasertem Basiswechsel
21.3.2.2.

21.7.4.4. Gegeben ein stetiger Homomorphismus von offenlokal zusammenzieh-
baren Gruppen G → H liefert die Restriktion resGH f

∗f∗ ⇒ resGH der Koeinheit
der Adjunktion zunächst f ∗ resGH f∗ ⇒ resGH und dann resGH f∗ ⇒ f∗ resGH . Ich
behaupte, daß diese letzte Transformation eine Isotransformation

resGH f∗
∼⇒ f∗ resGH

ist. Da unter Restriktion nur Isomorphismen zu Isomorphismen werden, müssen
wir unsere Behauptung nur für die triviale Gruppe G = 1 prüfen. Dazu betrachten
wir das Diagramm

E1×X → EH ×X → EH ×/H X
↓ ↓ ↓

E1× Y → EH × Y → EH ×/H Y

Es gilt zu zeigen, daß für F ∈ Der%H(X) ⊂ Der(EH ×/H X) der Basiswechsel
zur derivierten Garbenopfaserung im einhüllenden Rechteck einen Isomorphis-
mus liefert. Im rechten Teilrechteck gilt das schon mal nach gefasertem Basis-
wechsel. Im Diagramm

E1×X → EH ×X → X
↓ ↓ ↓

E1× Y → EH × Y → Y

liefert der Basiswechsel zur derivierten Garbenopfaserung sowohl im einhüllen-
den Rechteck als auch im rechten Teilrechteck einen Isomorphismus, wieder nach
gefasertem Basiswechsel. Also induziert er im linken Teilrechteck einen Isomor-
phismus für alle Objekte, die durch Rückzug vonX herkommen. Setzen wir diese
Erkenntnis oben ein, so folgt die Behauptung.
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21.7.4.5. Gegeben ein stetiger Homomorphismus von offenlokal zusammenzieh-
baren Gruppen G→ H liefert die Komposition

(resGH F)⊗ resGH(FVH)
∼→ resGH(F ⊗ (FVH))→ resGH H

durch das Herüberschaffen von resGH F einen natürlichen Morphismus, von dem
ich behaupte, daß er ein Isomorphismus

resGH(FVH)
∼→ (resGH F)V(resGH H)

ist. Da unter Restriktion nur Isomorphismen zu Isomorphismen werden, müssen
wir unsere Behauptung nur für die triviale Gruppe G = 1 prüfen. Das geht analog
wie in 21.7.4.4, nur einfacher.

Lemma 21.7.4.6. Ist E ein offenlokal bagazyklischer Raum und f : X → Y lesb,
so ist die offensichtliche Transformation eine Isotransformation

pr∗X f
! ∼⇒ (id×f)! pr∗Y

Beweis. Nach unserem Verschwindungskriterium 21.2.3.23 reicht es zu zeigen,
daß für E bagazyklisch unsere Transformation unter prX∗ eine Isotransformation
wird. Das folgt jedoch unmittelbar aus lokal eigentlichem Basiswechsel.

Satz 21.7.4.7 (Äquivarianter Eigrückzug). Gegeben eine Liegruppe G und eine
G-äquivariante lesb-Abbildung f : X → Y vonG-Räumen bildet der Eigrückzug
(id×/Gf)! die Kategorie DerG%(Y ) nach DerG%(X) ab und liefert mithin einen
Rechtsadjungierten f ! von f!.

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

EG×/G X
id×/Gf
��

EG×XquoXoo

id×f
��

prX // X

f

��
EG×/G Y EG× YquoYoo prY // Y

Die horizontalen Abbildungen nach links sind d-mannigfaltig für d = dimG
und jede Wahl einer äquivarianten Orientierung von G liefert eine Trivialisie-
rung ihrer relativen Orientierungsgarbe und damit liefern unsere Erkenntnisse
21.6.2.8 zum mannigfaltigen Rückzug Isotransformationen quo∗Y

∼⇒ quo!
Y [−d]

und quo∗X
∼⇒ quo!

X [−d]. So folgt quo∗X(id×/Gf)!F ∼= (id×f)! quo∗Y F für al-
le F ∈ Der(EG ×/G Y ) und aus quo∗Y F ∼= pr∗Y G folgt mit unserem Lemma
21.7.4.6 unmittelbar

quo∗X(id×/Gf)!F ∼= (id×f)! quo∗Y F ∼= (id×f)! pr∗Y G ∼= pr∗X f
!G
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21.7.4.8. Gegeben ein stetiger Homomorphismus G → H von mannigfaltigen
Gruppen liefert die Restriktion der Koeinheit der Adjunktion resGH f!f

! ⇒ resGH
zunächst f! resGH f

! ⇒ resGH und dann resGH f
! ⇒ f ! resGH . Ich behaupte, daß diese

letzte Transformation eine Isotransformation

resGH f
! ∼⇒ f ! resGH

ist. Da unter Restriktion nur Isomorphismen zu Isomorphismen werden, müssen
wir unsere Behauptung nur für die triviale Gruppe G = 1 prüfen. Das geht analog
wie wir es in 21.7.4.4 im Fall des Vorschubs ausgeführt hatten.

21.7.5 Äquivalenzen mit Gruppenwechsel
Satz 21.7.5.1 (Quotientenäquivalenz). Operiert eine topologische Gruppe G to-
pologisch frei auf einem topologischen Raum X , so ist der äquivariante Rückzug
eine Äquivalenz

Der1%(G\X)
≈→ DerG%(X)

Beweis. Aufgrund der Unabhängigkeit 21.7.3.16 von der Wahl der bagazykli-
schen Auflösung reicht es zu zeigen, daß der äquivariante Rückzug eine Äqui-
valenz

Der1%(G\X;G\X)
≈→ DerG%(X)

induziert. Dazu betrachten wir das kommutative Diagramm

EG×/G X

��

EG×Xoo

��

// X

G\X Xoo // X

Da G topologisch frei auf X operiert, ist die linke Vertikale ein Faserbündel mit
Faser EG und ist insbesondere garbenazyklisch. Wir müssen also nur zeigen, daß
jedes Objekt links oben, dessen Rückzug in die Mitte von unten herkommt, bereits
selbst von unten herkommt. Das aber folgt aus unserem Lemma 21.7.3.15 über
freie Quotienten und Rückzug.

Satz 21.7.5.2 (Verfeinerte Quotientenäquivalenz). Operiert eine topologische
Gruppe G auf einem Raum X und ist H ⊂ G ein Normalteiler, der sowohl auf G
als auch auf X topologisch frei operiert, so induziert der Rückzug mit der Quo-
tientenabbildung G%X → (H\G)%(H\X) eine Äquivalenz

Der(H\G)%(H\X)
≈→ DerG%(X)
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Beweis. Wir setzen P := EG ×X → X . Nach 21.7.2.20 erhalten wir ein karte-
sisches Diagramm

P //

��

X

��
H\P // H\X

Hier ist auch die untere Horizontale bagazyklisch, da sie sich lokal in der Basis
als Rückzug der oberen Horizontale beschreiben läßt. Es ist leicht zu sehen, daß
H\P topologisch frei ist als (H\G)-Raum und daß die offensichtliche Abbildung
einen Homöomorphismus c : G\P ∼→ (H\G)\(H\P ) induziert. Wir betrachten
nun das Diagramm

P
q

zzvvvvvvvvv
p

""EEEEEEEEE

H\P
r

{{wwwwwwww
p̄

##GGGGGGGGG
X

q̄

}}zzzzzzzzz

G\P H\X

und behaupten, daß das Zurückholen mit c eine Äquivalenz

Der(H\G)%(H\X;H\P )
≈→ DerG%(X;P )

induziert. In der Tat, gibt es für F ∈ Der(G\P ) ein G ∈ Der(H\X) mit r∗F ∼=
p̄∗G, so folgt (r ◦ q)∗F ∼= p∗(q̄∗G) und folglich F ∈ DerG%(X;P ). Gibt es umge-
kehrt G ′ ∈ Der(X) mit (r ◦ q)∗F ∼= p∗G ′, so gibt es nach Lemma 21.7.3.15 über
freie Quotienten und Rückzug ein G ∈ Der(H\X) mit r∗F ∼= p̄∗G. Der Satz folgt
mit 21.7.3.18.

Satz 21.7.5.3 (Induktionsäquivalenz). Gegeben H ⊂ G eine Untergruppe, die
topologisch frei auf G operiert, und Y ein H-Raum liefert das Zurückholen längs
des offensichtlichen Morphismus H%Y → G%(G ×/H Y ) eine Äquivalenz von
Kategorien

DerG%(G×/H Y )
≈→ DerH%(Y )

Beweis. Wir betrachten zusätzlich (G×H)%(G× Y ) mit der Operation gegeben
durch (g, h)(x, y) := (gxh−1, hy) und erhalten ein kommutatives Diagramm

(G×H)%(G× Y )

))SSSSSSSSSSSSSS

��

H%Yoo

��uukkkkkkkkkkkkkkkkk

H%Y G%(G×/H Y )
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mit der oberen Horizontale gegeben durch h 7→ (h, h) und y 7→ (1, y). Die Rück-
züge in die obere linke Ecke sind verallgemeinerte Quotientenäquivalenzen. Es
folgt, daß erst der Rückzug längs der oberen Horizontale und dann der Rückzug
längs der rechten Vertikale auch Äquivalenzen sind.

21.7.6 Vernachlässigen zusammenziehbarer Anteile
Satz 21.7.6.1 (Operationen zusammenziehbarer Gruppen). Operiert eine zu-
sammenziehbare topologische Gruppe N auf einem topologischen Raum X , so
ist das Vergessen der Gruppenoperation für m, pr : N ×X → X die Operation
beziehungsweise die Projektion eine Äquivalenz

DerN%(X)
≈→ {F ∈ Der(X) | m∗F ∼= pr∗F}

Beweis. Per definitionem ist DerN%(X;N ×X) die Kategorie

{F ∈ Der(N ×/N X) | ∃G ∈ Der(X) mit quo∗F ∼= pr∗ G}

Die Multiplikation induziert hier einen Homöomorphismus m̄ : N ×/N X
∼→ X

mit m̄ ◦ quo = m. Jetzt müssen wir nur noch bemerken, daß aus m∗F ∼= pr∗ G
mit der Einschränkung unter X → N ×X mit x 7→ (1, x) folgt F ∼= G.

Proposition 21.7.6.2 (Volltreues Einschränken). SeienG eine topologische Grup-
pe und H ⊂ G eine Untergruppe, die auf G topologisch frei operiert. Ist G/H
bagazyklisch, so ist für jeden G-Raum X die Restriktion ein volltreuer Funktor

DerG%(X)
∼
↪→ DerH%(X)

21.7.6.3. Den Fall H = 1 haben wir bereits in 21.7.6.1 behandelt. Ich wundere
mich, daß die analoge Aussage in 21.7.2.30 so viel schwächere Voraussetzungen
braucht. Ich wüßte zum Beispiel gerne, ob das Einschränken unter surjektiven
Gruppenhomomorphismen volltreu ist, etwa für die Identität auf der Kreislinie,
einmal mit der diskreten und einmal mit der üblichen Topologie versehen.

Beweis. Die Projektion EG ×/H X → EG ×/G X ist eine Faserung mit Faser
G/H und damit nach 21.3.1.5 garbenazyklisch. Das Zurückholen darunter liefert
mithin einen volltreuen Funktor Der(EG ×/G X)

∼
↪→ Der(EG ×/H X) und a

forteriori auch einen volltreuen Funktor

DerG%(X)
∼
↪→ DerH%(X; EG×X).

Mit dem Übergang zu Standardauflösungen 21.7.3.18 folgt die Behauptung.
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Satz 21.7.6.4 (Irrelevante Operationen). SeienG eine topologische Gruppe und
X ein G-Raum und N ⊂ G ein zusammenziehbarer Normalteiler, der trivial auf
X und topologisch frei auf G operiert. So ist der Rückzug eine Äquivalenz

Der(N\G)%(X)
≈→ DerG%(X)

Beweis. Jede Auflösung P → X können wir faktorisieren als P → N\P → X .
Die Komposition ist bagazyklisch und die erste Abbildung desgleichen, also ist
auch die zweite Abbildung bagazyklisch und somit eine (N\G)-Auflösung von
X . Wir betrachten nun das kommutative Diagramm

G\P
o
��

Poo

��

// X

��
(N\G)\(N\P ) N\Poo // X

Da die mittlere Vertikale garbenazyklisch ist, müssen zwei Objekte unten, deren
Rückzüge oben isomorph sind, bereits unten isomorph gewesen sein. Der Satz
folgt.

Korollar 21.7.6.5 (Quotienten nach zusammenziehbaren Gruppen). Seien G
eine topologische Gruppe undX einG-Raum undN ⊂ G ein zusammenziehbarer
Normalteiler, der topologisch frei auf X und G operiert. So ist der Rückzug eine
Äquivalenz

DerG%(N\X)
≈→ DerG%(X)

Beweis. Die Verknüpfung von Rückzügen

Der(N\G)%(N\X)
≈→ DerG%(N\X)→ DerG%(X)

ist unsere verallgemeinerte Quotientenäquivalenz und der Erste unserer Funktoren
ist eine Äquivalenz nach 21.7.6.4. Das Korollar folgt.

21.7.7 Danksagung
21.7.7.1. Eine wesentliche Quelle und Motivation waren für mich die Lecture
Notes von Bernstein und Lunts [BL94].
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21.8 Schrotthalde
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21.9 Wohin? Hier unnötig.

21.9.1 Relativ angereicherte Schmelz- und Trennkategorien
21.9.1.1. Ähnlich wie im Fall angereicherter Schmelzkategorien in 18.2.4.1 fol-
gende besprechen wir zunächst „relative additive Strukturen“ und „relative (S, v)-
Strukturen“, bevor wir das allgemeine Konzept einer relativen S-Trennkategorie
einführen.

21.9.1.2. Gegeben ein Trennfunktor p : M → N erklären wir eine relative
additive Struktur als die Vorgabe einer Verknüpfung auf der Menge

Mf (F ,G1 f . . .f Gr)

der Trennungen über einer festen Trennung f : pF → pG1 f . . . f pGr der
Basis für beliebige Objekte F ,G1, . . . ,Gr ∈ M derart, daß unsere Mengen mit
diesen Verknüpfungen abelsche Gruppen werden und unsere Multiverknüpfungen
für diese Gruppenstrukturen multiadditiv.

Beispiel 21.9.1.3 (Relative additive Struktur der Garbenoptrennfaserung).
Bei unserer Garbenoptrennfaserung Ab�Top → fTop ist für jede feste Trennung
der Basis f = (f1, . . . , fr) alias jedes Tupel stetiger Abbildungen fi : X → Yi
und abelsche Garben F ,Gi auf X, Yi die Menge Ab�f (F ,G1 f . . . f Gr) von
Multiopkomorphismen eine abelsche Gruppe in offensichtlicher Weise und wir
erhalten so eine relative additive Struktur.

Beispiel 21.9.1.4. Eine Trennfaserung p : M → N mit additiven Fasern, deren
Trennrückzüge additiv sind in jeder Variablen, besitzt genau eine relative additive
Struktur, die die eindeutig bestimmten additiven Strukturen auf den Fasern fort-
setzt. Wir erhalten unsere relative additive Struktur der Garbenoptrennfaserung als
Spezialfall ein weiteres Mal.

Beispiel 21.9.1.5 (Relative additive Struktur durch Leerfaktorisierung). Ge-
geben eine Trennfaserung über einer banalen Trennkategorie M → fT mit Mul-
tihom in den opponierten Fasern und eine Faktorisierung Lopp = v ◦ A des op-
ponierten Leertrennungsfunktors über v : Ab → kEns erhalten wir eine relative
additive Struktur auf unserer Trennfaserung, indem wir Additionen auf den Ver-
schmelzungsmengen dadurch festlegen, daß die durch unsere Daten gegebenen
Bijektionen Mf (F ,B)

∼→ vA(f ∗BVF) Isomorphismen von abelschen Gruppen
sein sollen.

21.9.1.6. Gegeben ein Trennfunktor p : M → N und ein treuer Schmelzfunktor
v : S → kEns verstehen wir unter einer relativen (S, v)-Struktur die Vorgabe
einer (S, v)-Struktur auf der Menge

Mf (F ,G1 f . . .f Gr)
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der Trennungen über einer festen Trennung f : pF → pG1 f . . . f pGr der Basis
für beliebige Objekte F ,G1, . . . ,Gr ∈M derart, daß die Multiverknüpfungen mit
den jeweiligen (S, v)-Strukturen verträglich sind.

Beispiel 21.9.1.7. Die relativen additiven Strukturen in Bezug auf einen vorgege-
benen Trennfunktor entsprechen in offensichtlicher Weise eineindeutig den rela-
tiven (Ab, v)-Strukturen.

21.9.1.8. Gegeben sei eine Trennfaserung M → fT mit Adjungierten über einer
banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt. Hat die Schmelzkategorie M/pt

einen treuen Leerverschmelzungsfunktor, so erhalten wir auf unserer Trennfase-
rung eine relative (M/pt,L)-Struktur vermittels der Bijektionen

Mf (F ,B)
∼→MX(F , f †B)

∼→M/X(g, f ∗BVF)
∼→M/pt(g, finX∗(f

∗BVF))

Wir nennen sie die relative Finalstruktur.

Beispiel 21.9.1.9 (Relative Finalstruktur der Garbenoptrennfaserung). Die
als relative Finalstruktur nach 21.9.1.8 gegebene relative (Ab/pt,L)-Struktur auf
der Garbenoptrennfaserung Ab�Top → fTop wird unter der offensichtlichen
Schmelzäquivalenz Ab/pt

≈→ Ab zu einer (Ab, v)-Struktur, die unter unseren
Konstruktionen aus 21.9.1.7 hinwiederum der relativen additiven Struktur aus
21.9.1.3 entspricht.

21.9.1.10. Gegeben eine Schmelzkategorie S und eine Trennkategorie N er-
klären wir eine S-Trennkategorie M über N als ein Datum aus einer Menge M
von Objekten, einer Abbildung p : M → N und für Objekte F ,G1, . . . ,Gr ∈M
und jede Trennung f : pF → pG1 f . . .f pGr der Basis ein Trennobjekt

Mf (F ,G1 f . . .f Gr) ∈ S

sowie Multiverknüpfungen, die Verschmelzungen in S sind derart, daß das of-
fensichtliche Analogon der Assoziativitätsbedingung aus unserer Definition einer
Schmelzkategorie erfüllt ist und daß es für jede Einsfamilie F eine Leertrennung
idF ∈ S(g,Mid(F∗,F)) in das Trennobjekt über idpF gibt, das die Analoga un-
serer Forderungen an Identitätsverschmelzungen aus 18.2.4.14 erfüllt. Als wieder
andere Sprechweise sagen wir, M sei angereichert in S über N und schreiben
M /S → N oder M /(S,N ).

Beispiele 21.9.1.11. Sei N eine Trennkategorie. Ein Trennfunktor M → N
ist dasselbe wie eine kEns-Trennkategorie M über N . Eine Ab-Trennkategorie
M /Ab → N ist dasselbe wie ein Trennfunktor M → N mit einer relativen
additiven Struktur.

Beispiel 21.9.1.12. Sei v : S → kEns ein treuer Schmelzfunktor. Wir erinnern
aus 18.1.6.18 die Schmelzkategorie kEns(S,v) der Mengen mit (S, v)-Struktur. Ein
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Trennfunktor M → N mit relativer (S, v)-Struktur ist eine kEns(S,v)-Trennka-
tegorie M / kEns(S,v) → N über N . Es ist auch im wesentlichen dasselbe wie
eine S-Trennkategorie M /S → N über N , wie in 21.9.1.15 ausgeführt wird.
21.9.1.13. Gegeben ein Schmelzfunktor ϕ : S → T und eine Trennkategorie
N und angereicherte Trennfunktoren L /S → N sowie M /T → N erklären
wir einen angereicherten Trennfunktor F über ϕ relativ zu N ein Datum aus
einer Abbildung auf den Objekten F : L → M über N zusammen mit T -
Morphismen

F : ϕ(Lf (F ,B))→Mf (FF , FB)

für jede Trennung f der Basis N , die mit Multiverknüpfungen verträglich sind
und Identitäten auf Identitäten werfen in der offensichtlichen Weise. Wir notie-
ren so einen relativ angereicherten Trennfunktor F auch ausführlicher F/ϕ oder
F/(ϕ,N ). Einigen Spezialfällen geben wir eigene Namen.

1. Relativ angereicherte Trennfunktoren, die die Identität auf den Objektmen-
gen sind, nennen wir objektfest;

2. Relativ angereicherte Trennfunktoren, bei denen die induzierten T -Morphismen
sämtlich Isomorphismen F : ϕ(Lf (F ,B))

∼→Mf (FF , FB) sind, nennen
wir ϕ-volltreu;

3. Relativ angereicherte Trennfunktoren von relativen S-Trennkategorien über
ϕ = id : S → S nennen wir relative S-Trennfunktoren.

21.9.1.14 (Relatives Umstrukturieren). Gegeben eine relative S-Trennkategorie
M /(S,N ) und ein Schmelzfunktor ϕ : S → T erklären wir eine T -Trennkate-
gorie ϕ(M )/(T ,N ), indem wir ϕ auf alle Trennobjekte und Multiverknüpfun-
gen von M anwenden. Wir sagen, ϕ(M ) entstehe durch relatives Umstrukturie-
ren von M mit ϕ. Die Identität auf den Objekten zusammen mit den Identitäten
auf den Bildern unter ϕ der Trennungsobjekte ist dann ein objektfester angerei-
cherter Trennfunktor

U/(ϕ,N ) : M /(S,N )→ ϕ(M )/(T ,N )

21.9.1.15. Gegeben ein treuer Schmelzfunktor v : S → kEns macht das Umstruk-
turieren mit der Schmelzäquivalenz v : S ≈→ kEns(S,v) jede relative S-Trennka-
tegorie M /(S,N ) zu einer Schmelzkategorie M → N mit relativer (S, v)-
Struktur. Ist unsere Schmelzäquivalenz ein Isomorphismus v : S ∼→ kEns(S,v), so
können wir diese Konstruktion auch rückgängig machen.
21.9.1.16 (Relative Selbstanreicherung). Gegeben eine Trennfaserung M →
fT mit Adjungierten über einer banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt
konstruieren wir eine M/pt-Trennkategorie M sa über fT mit Trennobjekten

M sa
f (F ,B) := finX∗(f

∗BVF)
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und Multiverknüpfungen, statt derer ich der Einfachkeit halber nur die einfachen
Verknüpfungen ausschreibe. Gegeben f : X → Y und g : Y → Z in der Basis
und F ,G,H Objekte der jeweiligen Fasern gilt es, eine Verschmelzung

finY ∗(g
∗HVG)g finX∗(f

∗GVF)→ finX∗((gf)∗HVF)

anzugeben. Dazu bilden wir mit der Einheit der Adjunktion (f ∗, f∗) und dem He-
reinziehen eines Rückzugs in das interne Hom 21.1.5.11 die Komposition

finY ∗(g
∗HVG)→ finY ∗ f∗f

∗(g∗HVG)→ finX∗((gf)∗HVf ∗G)

Nach diesem Morphismus im Term ganz links unserer zu erklärenden Verschmel-
zung verwenden wir den ausgezeichneten Morphismus 21.1.5.17 vom Tensorpro-
dukt von Vorschüben zum Vorschub eines Tensorprodukts und die Komposition
von internem Hom in der Schmelzkategorie M/X . Jetzt gilt es, dasselbe für Mul-
tiverknüpfungen auszuschreiben und alles so übersichtlich zu strukturieren, daß
klar wird, daß wir so in der Tat eine relativ angereicherte M/pt-Trennkategorie

M sa/(M/pt,fT )

über fT erhalten. Das möchte ich einem Studenten überlassen. Ebenso möchte
ich es einem Studenten überlassen zu zeigen, daß wir einen objektfesten Isomor-
phismus

L(M sa)
∼→M

der Umstrukturierung der automatischen Selbstanreicherung mit dem Leerver-
schmelzungsfunktor von M/pt zu unserer ursprünglichen Trennfaserung erhalten,
indem wir alle die Bijektionen

L(M sa
f (F ,B)) = M/pt(g, finX∗(f

∗BVF))
∼→ M/X(g, f ∗BVF)
∼→ M/X(f ∗B,F)
∼→ MX(F , f †B)
∼→ Mf (F ,B)

zusammenfassen. Hier kommt der Isomorphismus der zweiten Zeile von 21.1.5.29
her, wo wir allgemein Bijektionen M opp(g,H)

∼→M/pt(g, fin∗H) konstruieren.

Beispiel 21.9.1.17. Gegeben eine Trennfaserung M → fT mit Adjungierten
über einer banalen Trennkategorie mit finalem Objekt pt derart, daß M/pt einen
treuen Leerverschmelzungsfunktor hat, liefert der objektfeste Isomorphismus L(M sa)

∼→
M aus 21.9.1.16 die relative (M/pt,L)-Struktur auf M aus 21.9.1.8. Im Fall der
Garbenoptrennfaserung Ab�Top → fTop erhalten wir mit 21.9.1.9 unsere ur-
sprüngliche relative additive Struktur zurück.
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21.9.1.18. Die hier für Trennkategorien eingeführten Begriffsbildungen verwen-
den wir analog auch für Schmelzkatgorien und betrachten sie auch als eingeführt
für gewöhnliche Kategorien.

21.9.1.19 (Lokalisierung relativer additiver Strukturen). Sei ein Funktor p :
C → B mit einer relativen additiven Struktur nach 21.9.1.2 gegeben und sei S
ein globales Rechtsoresystem in C über den Identitäten von B. So gibt auf pS :
S−1C → B genau eine relative additive Struktur, für dieQ : C → S−1C ein Ab-
Funktor über B ist im Sinne von 21.9.1.13. In der Tat können wir Rechtsbrüche
addieren, indem wir sie auf einen Hauptnenner bringen, und erhalten so aus der
vorgegebenen (Ab, v)-Strukturen auf Cf (F ,G) über einem Morphismus f : X →
Y der Basis eine wohldefinierte (Ab, v)-Struktur auf (S−1C )f (F ,G). Daß diese
(Ab, v)-Strukturen eine relative additive Struktur bilden und auch die einzige mit
den geforderten Eigenschaften, mag der Leser selber prüfen. Dasselbe gilt für
Linksoresysteme.

21.9.2 Homotopie für unbequeme Schmelzkategorien*
21.9.2.1. Die in 21.2.7.1 folgende diskutierten Konstruktionen gelingen auch noch
in größerer Allgemeinheit, aber es fällt mit schwer, dabei die Vorzeichen im Zaum
zu halten. Dieser Abschnitt bleibt deshalb eine Skizze.

21.9.2.2. Gegeben eine Ab-SchmelzkategorieM/Ab können wir etwa eine sgAb-
Schmelzkategorie

sgaM = sgaM/sgAb

dadurch erklären, daß die Schreibanordnung für die homogenen Komponenten der
Verschmelzungsobjekte Isomorphismen von abelschen Gruppen

sgaM(X1 g . . .gXr, Y )n
∼→

∏
i1+...+ir+n=j

M(X i1
1 g . . .gX

ir
r , Y

j)

liefert und daß die Multiverknüpfung die offensichtliche ist bis auf Vorzeichen.
Ich führe die Vorzeichen nur in einem Beispiel aus. Gegeben ObjekteXij, Yj, Z ∈
sgM gilt es, eine Verknüpfungsverschmelzung von

sgaM(X11 gX21, Y1)g sgaM(X12, Y2)g sgaM(Y1 g Y2, Z)

nach sgaM(X11gX21gX12, Z) anzugeben. Unter Beachtung der Schreibanord-
nung der drei Faktoren bedeutet das, multiadditive Abbildungen von

sgaM(X11 gX21, Y1)r × sgaM(X12, Y2)s × sgaM(Y1 g Y2, Z)t

nach sgaM(X11 g X21 g X12, Z)r+s+t anzugeben. Wir haben also gewisse Tu-
pel von Verschmelzungen gegeben und wollen ein Tupel von Verschmelzungen
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erhalten, in dem ein Eintrag h zu M(X i
11 g Xj

21 g Xk
12, Z

i+j+k+r+s+t) gehört.
Zur Verfügung haben wir Verschmelzungen f1 ∈ M(X i

11 g Xj
21, Y

i+j+r
1 ) und

f2 ∈M(Xk
12, Y

k+s
2 ) und g ∈M(Y i+j+r

1 g Y k+s
2 , Zi+j+k+r+s+t). Wir werden

h = ±g ◦ (f1 g f2)

nehmen wollen und es bleibt nur noch, das richtige Vorzeichen anzugeben. Dazu
schreiben wir symbolisch

h(x11, x21, x12) = g ◦ (f1 g f2)(x11, x21, x12)

und da wir „zum Einsetzen x11 und x21 an f2 vorbeiziehen müßten“, nehmen wir
das Vorzeichen (−1)is+js. Nun haben wir an verschiedenen Stellen Anordnun-
gen gewählt, um Verschmelzungen supergraduierter Objekte mit gewöhnlichen
Verschmelzungen zu identifizieren. Eine andere Wahl dieser Anordnungen ändert
diese Identifikationen um Vorzeichen. Um die behauptete sgAb-Anreicherung zu
erhalten, gilt es zu prüfen, daß unsere Verknüpfungsverschmelzungen von die-
sen Wahlen nicht abhängen. Das ist klar, wenn wir in der supergraduierten Ver-
sion Multihom zur Verfügung haben. Es folgt im allgemeinen, da es ja ausreicht,
die fraglichen Vorzeichenverträglichkeiten im Fall der Schmelzkategorie der abel-
schen Gruppen zu prüfen und da wir in sgAb Multihom zur Verfügung haben.

21.9.2.3 (Relative Darstellungen als angereicherte Schmelzkategorie). Gege-
ben eine Trennschmelzkategorie S und ein kokommutatives Hopfobjekt Ω ∈ S
und eine angereicherte SchmelzkategorieM/S können wir die Ω-Moduln inM,
wie sie in 18.3.1.24 eingeführt wurden, zu einer Schmelzkategorie

(M/S)Ω%

über der äquivarianten Schmelzkategorie SΩ% machen, indem wir die Operation
von Ω auf einem VerschmelzungsobjektM(X1g . . .gXr, Y ) erklären wie folgt:
Per definitionem haben wir auf diesem Verschmelzungsobjekt paarweise kommu-
tierende Operationen derM(Xρ) von rechts sowie vonM(Y ) von links alias eine
Linksoperation von

M(X1)opp ⊗ . . .⊗M(Xr)
opp ⊗M(Y )

Dieser Linksoperation schalten wir die iterierte Komultiplikation Ω → Ω⊗r+1

vor gefolgt vom Tensorprodukt der Monoidhomomorphismen µρ ◦ S : Ω →
M(Xρ)

opp mit S der Antipode von Ω und µ : Ω → M(Y ). Daß die Verk-
nüpfungsverschmelzungen dann in der Tat Ω-äquivariant sind, mag der Leser zur
Übung selber prüfen.
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21.9.2.4 (Komplexe in Ab-Schmelzkategorien). Gegeben eine Ab-Schmelzka-
tegorieM erklären wir einen Komplex ausM als eine relative Darstellung X ∈
sgaM des Hopfbiabmonoids der Differentiale D ∈ sgAb aus 18.3.3.9. Die-
se Komplexe bilden nach unseren allgemeinen Überlegungen zu Darstellungen
21.9.2.3 ihrerseits eine über dgAb angereicherte Schmelzkategorie

dgM = dgM/dgAb = (sgM/sgAb)D%

Indem wir sie mit den Schmelzfunktoren Z0,H0 : dgAb → Ab der Nullzy-
kel beziehungsweise der nullten Homologie umstrukturieren, erhalten wir Ab-
Schmelzkategorien, die wir

Ket(M) = KetM und Hot(M) = HotM

notieren und die wir als die Schmelzkategorien der Komplexe inM beziehungs-
weise der Homotopiekomplexe inM ansprechen. Insbesondere haben wir also
für jeden Komplex X in dgM einen Leerverschmelzungskomplex

dgM(g, X) ∈ dgAb

von abelschen Gruppen und erhalten für Leerverschmelzungen zu Komplexen be-
ziehungsweise Homotopiekomplexen die Beschreibung

KetM(g, X) = Z0dgM(g, X) und HotM(g, X) = H0dgM(g, X).

Man kann weiter zeigen, daß KetM und HotM stabil universelle Verschmelzun-
gen besitzen, wenn M stabil universelle Verschmelzungen besitzt und die zu-
grundeliegende einfache Kategorie abzählbare Koprodukte und daß der Funktor
KetM → HotM dann stabil universelle Verschmelzungen erhält. Ebenso kann
zeigen, daß KetM und HotM Multihom besitzen, wennMMultihom besitzt und
die zugrundeliegende einfache Kategorie abzählbare Produkte hat und daß der
Funktor KetM → HotM dann Multihom erhält. Ich führe das nicht aus.

21.9.3 Versuch
21.9.3.1 (Relatives Supergraduieren). Gegeben ein Trennfunktor mit relativer
additiver Struktur M /Ab → N im Sinne von 21.9.1.2 konstruieren wir einen
Trennfunktor

sgM /sgAb→ N

mit relativer sgAb-Struktur. Als Objekte von sgM nehmen wir mit Z indizierte
FamilienX = (X i)i∈Z von ObjektenX i ∈M . Um die Trennobjekte sgMf (X,B)
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über einer vorgegebenen Trennung f der Basis N anzugeben, betrachten wir Vor-
schriften, die jeder Anordnung ω der Zielfamilie B ein Tupel von Trennungen
über f der Komponenten

ωϕ
j1,...,jr
i ∈Mf (X

i, Y j1
1 g . . .g Y

jr
r )

zuordnen und zwar so, daß sich bei einer Änderung der Anordung das Vorzei-
chen ändert um das Signum der induzierten Permutation der ungeraden jρ. Die
Menge aller Tupel derartiger Vorschriften mit j1 + . . . + jr = j notieren wir
sgMf (X,B)(i,j) und setzen

sgMf (X,B)n :=
∏
i

sgMf (X,B)(i,i+n)

Die Z-graduierte abelsche Gruppe sgMf (X,B) mit diesen homogenen Kompo-
nenten nehmen wir als unser Trennobjekt. Die Multiverknüpfung von Trennungen
ist in Bezug auf verträgliche Anordnungen die von M induzierte und man prüft
wie im Fall des Twistens 18.2.1.8 oder des Supergraduierens 18.2.1.14, daß das
wohldefiniert ist und daß wir so einen Trennfunktor sgM /sgAb → N mit rela-
tiver sgAb-Struktur erhalten.

21.9.3.2. Gegeben ein Trennfunktor L /sgAb→ N mit relativer sgAb-Struktur
verstehen wir unter einem relativen Shift eineZ-Operation auf jeder Faser, notiert
X 7→ X[n], zusammen mit Isomorphismen

sgLf (X[n], B)
∼→ sgLf (X,B)[−n]

für jede Trennung f der Basis, die ihrerseits verträglich sind mit dem Nachschal-
ten weiterer Trennungen in der hoffentlich offensichtlichen Weise.

21.9.3.3. Gegeben ein Trennfunktor mit relativer additiver Struktur M /Ab→ N
im Sinne von 21.9.1.2 ist für seine relative Supergraduierung sgM /sgAb → N
die Operation der Gruppe Z auf jeder Faser durch Graduierungsverschiebung ein
relativer Shift in offensichtlicher Weise.

21.9.3.4. Wir erinnern das Hopfobjekt der DifferentialeD von sgAb. Gegeben ein
Trennfunktor L /sgAb→ N mit relativer sgAb-Struktur konstruieren wir einen
Trennfunktor

(L /sgAb)D% → N

mit relativer sgAbD%-Struktur alias dgAb-Struktur, indem wir wie in 21.9.2.3 Ob-
jekte von (L /sgAb) mit D-Operation als neue Objekte nehmen und die Mor-
phismenobjekte mit der induzierten D-Operation versehen. Ein relativer Shift in-
duziert einen relativen Shift auf den Objekten mit D-Operation.
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21.9.3.5 (Relatives differentielles Graduieren). Gegeben ein Trennfunktor mit
relativer additiver Struktur M /Ab→ N im Sinne von 21.9.1.2 konstruieren wir
einen Trennfunktor

dgM /dgAb→ N

mit relativer dgAb-Struktur, indem wir in Spezialisierung von 21.9.3.4 zu Ob-
jekten von sgM /sgAb mit D-Operation übergehen. Objekte von dgM sind al-
so Komplexe aus M , Morphismenobjekte über einfachen Morphismen der Basis
entsprechende Hom-Komplexe und Trennungsobjekte über allgemeineren Tren-
nungen der Basis gewisse Multihom-Komplexe. Der relative Shift überträgt sich
auf differentielle graduierte Objekte.

21.9.3.6 (Relative Komplexe und Homotopiekomplexe). Gegeben ein Trenn-
funktor mit relativer additiver Struktur M /Ab→ N im Sinne von 21.9.1.2 kon-
struieren wir weitere Trennfunktoren mit relativer additiver Struktur, indem wir
mit 21.9.3.5 den Trennfunktor dgM /dgAb → N mit relativer dg-Struktur und
relativem Shift bilden und ihn mit den Schmelzfunktoren Z0,H0 : dgAb → Ab
der Nullzykel beziehungsweise der nullten Homologie umstrukturieren. Wir no-
tieren die so konstruierten Trennfunktoren

Ket(M )/Ab→ N beziehungsweise Hot(M )/Ab→ N

und sprechen vom Trennfunktor der Komplexe beziehungsweise Homotopie-
komplexe. Ihre Fasern über X ∈ N sind die Kategorien der Komplexe bezie-
hungsweise Homotopiekomplexe von Objekten der Faser, in Formeln

Ket(M )X = Ket(MX) beziehungsweise Hot(M )X = Hot(MX).

21.9.3.7. Wir erinnern aus 19.2.5.4, daß wir eine abelsche Kategorie erklärt hatten
als eine Kategorie mit additiver Struktur, die präabelsch ist und endliche Produkte
besitzt. Einen Trennfunktor mit relativer additiver Struktur M /Ab→ N , dessen
Fasern MX über allen Objekten X ∈ N abelsch (Sollte noch Verträglichkeiten
der Trennungen beachten) sind, nennen wir einen Trennfunktor mit abelschen
Fasern.

21.9.3.8. Wir erinnern aus 19.6.2.17 die Bifaserung Ab�Top → Top, die wir die
Garbenopfaserung genannt hatten und deren Fasern Ab�X opponiert sind zu den
üblichen Kategorien Ab/X von abelschen Garben aufX . Wir hatten sogar ihre Er-
weiterung zu einer Trennfaserung in 21.9.1.3 mit einer relativen additiven Struktur
versehen. Hier betrachten wir erst einmal nur die zugehörige gewöhnliche Fase-
rung mit ihrer relativen additiven Struktur

Ab�Top /Ab→ Top
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und konstruieren nach 21.9.3.5 ihre differentiell graduierte Version

dg(Ab�Top)/ dgAb→ Top

Relatives Umstrukturieren 21.9.1.14 mit dem SchmelzfunktorH : dgAb→ sgAb
der totalen Homologie macht daraus einen in sgAb relativ angereicherten Funktor

H(dgAb�Top)/ sgAb→ Top

Dazu bilden wir Funktoren Ket(Ab�Top) → Top und Hot(Ab�Top) → Top mit
Fasern Ket(Ab�X) beziehungsweise Hot(Ab�X). Beide kommen mit einem aus-
gezeichneten Automorphismus [1] über der Identität in der Basis, der auf den Fa-
sern zu dem durch Verschiebung der Graduierung und Negativieren der Differen-
tiale gegebenen Funktor aus 20.2.3.1 einschränkt.

21.9.3.9. Unter einem Automorphismus eines Kategorienwinkels verstehen wir
ein Tripel von verträglichen Automorphismen der drei beteiligten Kategorien. Un-
ter einem Automorphismus eines Winkelfunktors C → B verstehen wir einen
Automorphismus des Kategorienwinkels C über der Identität auf B. Unter ei-
nem Automorphismus einer präverflochtenen Winkelfaserung verstehen wir
einen Automorphismus des zugrundeliegenden Winkelfunktors, der bijektiv ist
auf Verflechtungsquadraten. Die Automorphismen [1] der Homotopiekategorien
aus 20.2.1.1 bilden in ihrer Gesamtheit einen Automorphismus der oben bespro-
chenen verflochtenen Winkelfaserungen von Homotopiekomplexen. Sie stabili-
sieren das System der Quasiisomorphismen und induzieren folglich einen Auto-
morphismus der lokalisierten verflochtenen Winkelfaserung nach 21.5.4.6.

Lemma 21.9.3.10. Gegeben eine flache abelsche Garbe F besteht auch ihre Go-
dementauflösung aus flachen abelschen Garben.

Beweis. Im Fall abelscher Gruppen ist flach äquivalent zu torsionsfrei und diese
Eigenschaft ist stabil unter Produkten und filtrierenden Kolimites. Daraus folgt,
daß mit einer abelschen Garbe F auch die Garbe ihrer unstetigen Schnitte GF
flache Halme hat. Da die von der Einbettung F ↪→ GF auf den Halmen indu-
zierten Einbettungen Fx ↪→ (GF)x sämtlich spalten, hat auch der Kokern flache
Halme. Das Lemma folgt induktiv.
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21.9.4 Abstract in English
21.9.4.1. Let B ⊃ B¡ ⊃ Be be a category with two subcategories containing
both all objects. We call it the base.

Example 21.9.4.2. We might think of topological spaces, locally proper separated
maps and proper separated maps. Locally proper separated maps are maps which
can be written as composition of an open immersion and a proper separated map.

21.9.4.3. Let C be a set of objects with two structures of a category, whose
morphism sets will be called C (F ,G) and C ¡(F ,G), along with a fibre functor
C → B and a cofibre functor C ¡ → B¡ which agree on Be or, more generally,
we are given an isomorphism i : C ¡|Be ∼→ C |Be as categories over Be of their
restrictions fixing the objects. We call this the fibre and denote f † the pullback of
the fibration and f¡ the pushforward along the cofibration.

Example 21.9.4.4. One might think of C as abelian sheaves on topological spaces,
C (F ,G) as comorphisms G → F over a continous map in the base and C ¡(F ,G)
as „proper comorphisms of abelian sheaves“, which are to be defined as comor-
phisms with special properties, so that the composition f!F → f∗F → F will be
a proper-cocartesian comorphism for any locally proper separated map f .

21.9.4.5. A regulation of the base is a collection of squares in B with B¡-Morphisms
as vertical morphisms, stable under gluing along equal horizontals or equal verti-
cals and containing all commutative squares with the identity as both vertical or
both horizontal morphisms.

Example 21.9.4.6. We might think of cartesian squares with locally proper sepa-
rated vertical morphisms.

21.9.4.7. A weak exchange datum is a collection of diagrams over regulation
squares of the base, called exchange squares, with objects of C in the corners
and cartesian C -morphisms in the horizontals and C ¡-morphisms in the verticals
satisfying the following conditions:

1. Our collection is stable under gluing along equal verticals and along equal
horizontals.

2. Our collection contains all commutative diagrams with cartesian horizon-
tals over regulation squares in the base with morphisms from Be in both
horizontals or both verticals.

3. The left vertical in the fibre is uniquely determined and determinable by the
regulation diagram in the base and its other morphisms the fibres.

An exchange datum is a weak exchange datum such that this pulled-back left
vertical is cocartesian whenever the right vertical was cocartesian.
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Example 21.9.4.8. In our example, all commutative diagrams of comorphisms
between abelian sheaves with cartesian horizontals and proper comorphisms in
the verticals over a regulation square of topological spaces would do. In general,
commutativity of diagrams of objects from C with different sorts of morphisms
cannot be asked, since C -morphisms and C ¡-morphisms cannot be composed.

Example 21.9.4.9. For the same base with its regulation, we could work with
homotopy categories of complexes of abelien sheaves in the fibres. We can also
work with commutatively ringed spaces in the base.

21.9.4.10. Base change in this language is obtained from the fact that for every
regulated square of the base as drawn on the left

W

g

���
�
�
�
�
�
�
�

q // X

f

���
�
�
�
�
�
�
� q†F

���
�
�

// F

���
�
�
�
�
�
�
�

g¡q
†F

��
Z

p // Y p†f¡F // f¡F

and any object F ∈ CX of the fibre and the pullbacks and pushforwards with their
transport morphisms there is by assumption a unique morphism g¡q

†F → p†f¡F in
the fibre over Z such that the right square with the composition as its left vertical
is an exchange square.

21.9.4.11. Now we suppose given a set of morphisms S in C over identities of the
base. Under suitable conditions, formally inverting the morphisms from S again
leads to an exchange datum or even makes a weak exchange datum strong. First
let us discuss the localization of cofibrations.

21.9.4.12. Let C → B be a cofibre functor. A full subcofibration is a full subca-
tegory D ⊂ C such that the objects of D admit pushforwards with respect to the
cofibration C → B which again belong to D .

21.9.4.13. Let C → B be a cofibre functor and S a fibrewise left Ore system in
C . A full subcofibration D ⊂ C is called a left adaptation for S, if (1) the set T of
all S-morphisms in D is fibrewise an Ore system and (2) pushforward functors f†
for objects of D can be chosen that stabilize T and (3) for any C ∈ C there exists
an S-morphism D → C with D ∈ D .

Example 21.9.4.14. The base B might be finite sets, the objects of the fibres C
families of modules over a fixed commutative ring k indexed by finite sets, the
morphisms in the fibre of our cofibration families of multilinear maps indexed by
points of the set the map in the base goes to, the pushforward constructing an
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apropriate family of tensor products. If we go to homotopy complexes bounded
from above and want to localize quasiisomorphisms, complexes of flat modules
would be a left adaptation.

21.9.4.15. If a left adaptation exists, S−1C → B is again a cofibre functor. In
addition, the obvious functor is an equivalence T−1D

≈→ S−1C and cocartesian
morphisms between objects of D stay cocartesian in T−1D .

Example 21.9.4.16. We might take same as above but sheaves of modules over
a fixed topological space instead of just modules over a commutative ring. Then
complexes of flat module sheaves still are a left adaptation, so we obtain derived
tensor products of bounded complexes of module sheaves with all their compati-
bilities.

21.9.4.17. Now let (C → B ⊃ B¡ ← C ¡,Be) be as before. Let furthermore
S be a fibrewise Ore system in C . By a leftright adaptation we understand a pair
(L ,R) consisting of a left adaptation L for the cofibration C ¡ → B¡ and in
the opposed way a right adaptation R for the fibration C → B such that (1) to
every object of R goes an S-morphism from an object of R ∩L and (2) given
q : W → X in the base and F ∈ CX there exist S-morphisms F ← F¡ → F†¡
with F¡ ∈ LX and q†F ← q†F¡ in S and F†¡ ∈ RX ∩LX .

Example 21.9.4.18. We let B be finite families of topological spaces and mor-
phisms families of continous maps over a map of the indexing set in the other
direction. To introduce notation, q = (q1, q2) : W → X1 fX2 for qi : W → Xi

would be such a morphism in the base. We let B¡ be tupels of locally proper
separated morphisms, say f = (f1 f f2) : X1 f X2 → Y1 f Y2. We regulate
the base by cartesian squares. To introduce an example for fibre categories, we
fix a commutative ring k and in the fibres take homotopy complexes of modu-
le sheaves, say F1 f F2. Morphisms in the fibres are multilinear comorphisms
F1 f F2 → H consisting of k-bilinear maps F1(U1) × F2(U2) → H(V ) whe-
never fi(V ) ⊂ Ui, compatible with restrictions. Morphisms in C ¡ are tupels of
proper opcomorphisms of finite cohomological dimension for f! of sheaves of
k-modules. This might be denoted(

Hotk�Top → fTop ⊃ Toplps ← Hot!
k�Toplpsf ,Toppsf

)
As a leftright adaptation for S quasiisomorphisms we could take quisflat alias
K-flat complexes as right adaptation for the fibration (since now our fibres are op-
posed to categories of sheaves) and complexes of c-soft sheaves as left adaptation
for the cofibration and the needed compatiblities amount to the fact that the map-
ping cone of a Godement resolution will always be stalkwise split, so the tensor
product with any complex of sheaves will be an exact complex.
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Example 21.9.4.19. The projection formula is base change over the square

X

f
��

(idX ,f) // X f Y

ffidY
��

Y
(idY ,idY ) // Y f Y

in the base. There is some additional part of the formalism for this special type
of base asking that regulation squares as well as exchange squares should be also
stable under „taking tuples“. I don’t spell this out here and give only an example.
Let us extend our diagram to

X

f
��

(idX ,f) // X f Y

ffidY
��

(idX ,f)fidY // X f Y f Y

ffidY f idY
��

Y
(idY ,idY ) // Y f Y

(idY ,idY )fidY // Y f Y f Y

so that on the right we have tupled the square on the left with a square of identities
on Y . Another way to obtain the big rectangle is the gluing

X

f
��

(idX ,f) // X f Y

ffidY
��

idX f(idY ,idY ) // X f Y f Y

ffidY f idY
��

Y
(idY ,idY ) // Y f Y

idY f(idY ,idY ) // Y f Y f Y

Then the fact that gluing two exchange squares over this is again an exchange
square leads to an equality of two morphisms

f!(F ⊗ f ∗G ⊗ f ∗H)→ f!F ⊗ G ⊗H

coming from applying the projection formula for G⊗H or applying the projection
formula first for G and then for H, along with using associators and the compati-
bility of pullback with tensor.

21.9.4.20. Let (C → B ⊃ B¡ ← C ¡,Be) be as before and let S be a fibre-
wise Ore system in C and suppose there exists a leftright adaptation. Suppose
furthermore given a weak exchange datum and for every exchange square

W
q //

g

���
�
� X

f
���
�
� E //

���
�
� F

���
�
�

Z
p // Y H // G

in C over the regulated square in the base drawn on the left such that QF → QG
is proper-cocartesian in the localized cofibration and the horizontals QE → QF
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and QH → QG are cartesian in the localized fibration, that for such a square of
the waek exchange the left vertical QE → QH is also proper-cocartesian in the
localized cofibration. Then there is a unique exchange in the localized situation
containing all images under the localization functor Q of such weak exchange
squares.

Example 21.9.4.21. We can apply this to the homotopy case before and get an
exchange for(

Derk�Top → fTop ⊃ Toplps ← Der!
k�Toplpsf ,Toppsf

)
There is also a variant for commutatively ringed spaces. In this case we allow as
B¡-morphisms only locally proper separated maps which induce flat ring mor-
phisms on the stalks of the ring sheaves.

21.9.4.22. Then you may ask for adjoints, but there are no additional problems
with the coherence of the formalism. I propose another new notation though, na-
mely for internal Hom to use

V

21.9.5 Trennrückzug-Schreivorschub für Modulgarben, ALT
Vorschau 21.9.5.1. Wir beginnen mit dem Fall abelscher Garben und erweitern
anschließend die Argumentation auf Modulgarben.

21.9.5.2 (Trennverflechtung für abelsche Garben). Die zur Garbenoptrennfa-
serung Ab�Top → fTop gebildete banale Prätrennaustauschsituation mit Präver-
flechtung liefert durch Einschränken nach ?? eine Trennaustauschsituation mit
Präverflechtung(

Ab�Top → fTop ⊃ Toples ← Ab!
�Toples ,Topes

)
Durch Übergang zu den Homotopiekategorien erhalten wir für ] ∈ {+,−, b, }
eine jede der vier üblichen Beschränkungsbedingungen eine Trennaustauschsitua-
tion mit Präverflechtung(

Hot](Ab�Top)→ fTop ⊃ Toples ← Hot](Ab!
�Toples),Topes

)
Beispiel 21.9.5.3 (Trennverflechtung für halbseitig derivierte abelsche Gar-
ben). Die letzte Trennaustauschsituation mit Präverflechtung aus 21.9.5.2 mit
] = − läßt sich nach ?? nach Quasiisomorphismen lokalisieren zur verflochte-
nen Trennaustauschsituation der halbseitig derivierten abelschen Garben(

Der−�Top → fTop ⊃ Toples ← Der!−
�Toples ,Topes

)
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In der Tat finden wir eine Rechtslinksanpassung (R,L ) mit L allen Komplexen
aus flachen abelschen Garben und R allen Komplexen aus schwach kompaktwei-
chen abelschen Garben. Daß das jeweils für sich genommen Anpassungen sind,
wissen wir bereits aus 21.9.9.2 und 21.5.2.4. Daß es zu jedem Objekt von L
einen S-Morphismus von einem Objekt von R ∩ L gibt, zeigt die Godemen-
tauflösung L →̆ G�L, die ja nach 21.9.3.10 aus flachen Garben besteht, wenn L
ein Komplex flacher Garben ist. Genauer gilt es, die Godementauflösung in den
opponierten Kategorien als Morphismus in die Gegenrichtung zu betrachten. Die
zweite Bedingung an eine Rechtslinksentfaltung ?? schließlich zeigt man wie in
21.5.5.7 ausgeführt wird, nur nimmt man elementarer als L einen Komplex fla-
cher abelscher Garben zusammen mit einem Quasiisomorphismus von L nach F .
Um ?? anwenden zu können, müssen wir nur noch prüfen, daß alle naiven Ver-
flechtungsquadrate über elementaren kartesischen Trennquadraten der Basis mit
les-Vertikalen voll kokartesisch sind. Im Fall von kartesischen Trennquadraten mit
Einstrennungen in den Horizontalen haben wir das bereits in ?? geprüft. Im Fall
von kartesischen Trennquadraten mit Leertrennungen in den Horizontalen ist es
offensichtlich. Im Fall von Projektionsformelquadraten schließlich folgt es unmit-
telbar aus der Projektionsformel 21.4.3.9.

Beispiel 21.9.5.4 (Verflechtung für beidseitig derivierte abelsche Garben). Die
letzte Trennaustauschsituation mit Präverflechtung aus 21.9.5.2 mit ] der lee-
ren Beschränkungsbedingung läßt sich, wenn wir nur lesb-Abbildungen als les-
Morphismen erlauben, wieder nach ?? nach Quasiisomorphismen lokalisieren zur
verflochtenen Trennaustauschsituation der beidseitig derivierten abelschen Gar-
ben (

Der�Top → fTop ⊃ Toplesb ← Der!
�Toplesb ,Topesb

)
Die Argumente sind dieselben wie im halbseitig beschränkten Fall 21.9.5.3 mit
dem einzigen Unterschied, daß für lesb-Abbildungen f beliebige Komplexe schwach
kompaktweicher abelscher Garben Qf(!)-entfaltet sind.

21.9.5.5 (Verflechtung für derivierte Modulgarben, Vorbereitung). Die Trenn-
faserung der Modulgarben auf gekringten Räumen Ab�Gek → fGek aus 21.1.3.11
liefert nach ?? eine banale Prätrennaustauschsituation

(Ab�Gek → fGek ⊃ Gek← Ab�Gek,Gek)

mit banaler Präverflechtung. Nach Übung 21.4.4.19 bilden die eigentlichen Opko-
morphismen aus Übung 21.1.3.13 darin ein fasertrennrückzugstabiles multiplika-
tives System Ab!

�Gek. Per definitionem sind über jedem auf den zugrundeliegen-
den topologischen Räumen eigentlichen Morphismus der Basis alle Opkomor-
phismen von Modulgarben eigentlich. Das multiplikative System der topologisch
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eigentlichen Morphismen der Basis notieren wir Geke und erhalten so durch Ein-
schränken ?? eine weitere Prätrennaustauschsituation

(Ab�Gek → fGek ⊃ Gek← Ab!
�Gek,Geke)

mit Präverflechtung. Schränken wir weiter ein zu topologisch separierten Abbil-
dungen Geks ⊂ Gek , so wird Ab!

�Geks → Geks sogar eine Kofaserung mit den
topologischen f(!) zusammen mit der entsprechenden Restriktion der Modulstruk-
tur oder vielmehr dem auf den opponierten Kategorien induzierten Funktor als
Vorschub und erhalten eine Austauschsituation mit Präverflechtung

(Ab�Gek → fGek ⊃ Geks ← Ab!
�Geks ,Gekes)

Durch Übergang zu den Homotopiekategorien wird daraus eine Trennaustausch-
situation mit Präverflechtung(

Hot(Ab�Gek)→ fGek ⊃ Geks ← Hot(Ab!
�Geks),Gekes

)
Um durch Lokalisieren nach Quasiisomorphismen eine Verflechtung zu erhalten,
schränken wir weiter ein und erlauben als les-Morphismen nur solche Morphis-
men von gekringten Räumen (X,A) → (Y,B), bei denen f : X → Y lesb
ist und Ax flach über Bf(x) für alle x ∈ X und notieren Geklesbf ⊃ Gekesbf

das multiplikative System dieser Morphismen beziehungsweise seiner Elemen-
te, die außerdem eigentlich sind. Wir nennen einen Morphismus von gekringten
Räumen einen lesb-Morphismus, wenn die zugrundeliegende stetige Abbildung
lesb ist. Daß diese Systeme trennrückzugstabil sind, mag man etwa mit Hilfe von
21.4.4.12 folgern. So erhalten wir schließlich eine Trennaustauschsituation mit
Präverflechtung(

Hot(Ab�Gek)→ fGek ⊃ Geklesbf ← Hot(Ab!
�Geklesbf ),Gekesbf

)
Ergänzung 21.9.5.6. Wir verzichten mit unserer Definition eines lesb-Morphismus
auf die erwartbare größere Allgemeinheit aller les-Abbildungen, bei denen die ho-
mologische Dimension des Schreivorschubs nur auf auf Modulgarben statt wie bei
uns auf allen abelschen Garben beschränkt ist.

Satz 21.9.5.7 (Trennverflechtung für beidseitig derivierte Modulgarben). Die
letzte der in 21.9.5.5 angegebenen Trennaustauschsituationen mit Präverflechtung
läßt sich nach Quasiisomorphismen lokalisieren im Sinne von ?? zu einer ver-
flochtenen Trennaustauschsituation(

Der(Ab�Gek)→ fGek ⊃ Geklesbf ← Der(Ab!
�Geklesbf ),Gekesbf

)
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21.9.5.8. Einen höheren Zugang zu noch allgemeineren und stärkeren Aussagen
in dieser Richtung kann man in der Dissertation von Recktenwald [?] finden, die
ihrerseits auf dem Formalismus von Hörmann [?] aufbaut.

Beweis. Eine Rechtslinksanpassung ist das Paar (R,L ) mit L allen quisflachen
Komplexen von Modulgarben und R allen Komplexen schwach kompaktweicher
Modulgarben, wie aus den in 21.5.5.7 diskutierten Eigenschaften von Godemen-
tauflösungen leicht folgt. Nach ?? bleibt damit nur noch zu zeigen, daß alle naiven
Verflechtungsquadrate der lokalisierten Trennaustauschsituation über elementaren
Trennquadraten der Basis voll kokartesich sind. Im Fall eines kartesischen Trenn-
quadrats mit Leertrennungen in den Horizontalen ist das eh klar. Im Fall kar-
tesischer Trennquadrate mit Einstrennungen in den Horizontalen bemerken wir
zunächst, daß jeder Morphismus (X,A)→ (Y,B) von gekringten Räumen fakto-
risiert als (X,A) → (X, f ∗B) → (Y,B). Jedes derartige Trennquadrat läßt sich
mithin erhalten als Verklebung der vier Trennquadrate

(W, g∗C ⊗v∗B q∗A) //

��

(W, q∗A)

��

q // (X,A)

��
(W, g∗C)

g

��

// (W, v∗B)

g

��

q // (X, f ∗B)

f
��

(Z, C) // (Z, p∗B)
p // (Y,B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Rückzüge von
Kringgarben. Unter unseren Annahmen ist aber nach ?? und ?? die Menge der
voll kokartesischen naiven Verflechtungsquadrate stabil unter Verkleben. Es reicht
also, für jedes dieser vier kartesischen Quadrate zu prüfen, daß darüber jedes nai-
ve Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Im Quadrat oben links geht es nur
um Beziehungen zwischen Restriktion und Erweiterung von Skalaren, da folgt
die Behauptung aus der Voraussetzung der Flachheit der Ax über Bf(x), die dazu
führt, daß jeder quisflache Komplex von A-Modulgarben zu einem quisflachen
Komplex von B-Modulgarben restringiert. Im Quadrat oben rechts ist die Aussa-
ge auch leicht zu sehen, dort geht es nur um die Verträglichkeit des gewöhnlichen
Rückzugs mit einer Restriktion der Skalare. Unten rechts haben wir lokal eigent-
lichen Basiswechsel wie wir ihn kennen, nur daß zusätzlich noch Kringgarben
operieren. Es bleibt zu zeigen, daß auch über dem Trennquadrat unten links je-
des naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Das stellen wir zurück und
behandeln zunächst den auch noch ausstehenden Fall der Projektionsformelqua-
drate zu einem lesbf-Morphismus f : (X,A) → (Y,B). Wie zuvor können wir
ihn faktorisieren in (X,A)→ (X, f ∗B)→ (Y,B) und dürfen die beiden Faktoren
getrennt betrachten. Im Fall (X,A)→ (X, f ∗B) reicht es zu zeigen, daß für jeden
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quisflachen Komplex G von f ∗B-Moduln und jeden Komplex F von A-Moduln
der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(resf
∗B
A F)⊗f∗B G

∼→ resf
∗B
A (F ⊗A (A⊗f∗B G))

ist. Das ist sogar ohne alle Annahmen an G offensichtlich. Im zweiten Fall er-
innern wir, daß wir nach 21.2.5.20 zu jedem Komplex von Modulgarben einen
Quasiisomorphismus von einem quisflachen Komplex flacher Modulgarben fin-
den können. Es reicht deshalb zu zeigen, daß für jeden Komplex F von schwach
kompaktweichen f ∗B-Moduln und jeden quisflachen Komplex G von flachen B-
Moduln der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(f(!)F)⊗B G
∼→ f(!)(F ⊗f∗B f ∗G)

ist und F ⊗f∗B f ∗G aus f -kompaktweichen Garben besteht. In der Tat ist dann
τ f id : F f G → f(!)F f G mit dem Transportmorphismus vorne ein Morphis-
mus von unter den jeweiligen Rückzügen entfalteten Objekten, der kokartesisch
wird in der Lokalisierung und ein voll kokartesisches naives Verflechtungsquadrat
liefert. Unter diesen Annahmen kommt unser Morphismus aber nach der Projek-
tionsformel 21.4.3.9 sogar von einem Isomorphismus von Doppelkomplexen aus
f -kompaktweichen Garben her. Schließlich kümmern wir uns noch um das karte-
sische Trennquadrat mit Einsmorphismen in den Horizontalen in unserem großen
Diagramm unten links, dessen Behandlung wir zurückgestellt hatten. Mit einigen
Vereinfachungen der Notation hat es die Gestalt

(W, g∗C)
g

��

// (W, g∗B)

g

��
(Z, C) // (Z,B)

Sei also F ein quisflacher Komplex aus kompaktweichen g∗B-Moduln. Das zu-
gehörige naive Verflechtungsquadrat hat dann diesselbe linke Vertikale wie das
naive Verflechtungsquadrat zu F f C über dem Projektionsformelquadrat „mit
Raumwechsel ohne Ringwechsel“, von dem wir bereits wissen, daß es voll kokar-
tesisch ist. Das beendet den Beweis.

21.9.5.9 (Trennverflechtung für halbseitig derivierte Modulgarben). Der vor-
herige Satz gilt analog für halbseitig derivierte Modulgarben. Wir dürfen dann
beliebige les-Abbildungen zulassen und müssen uns nicht auf lesb-Abbildungen
beschränken, dürfen aber stattdessen nur gekringte Räume (X,A) endlicher Tor-
Dimension zulassen.
Ergänzung 21.9.5.10. Will man Schreivorschübe mit nicht notwendig flachen Kringgar-
benkomorphismen zulassen, so wird man allgemeiner mit differentiellen graduier-
ten Kringgarben arbeiten müssen.
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21.9.5.11. Alternativ ist auch die volle Unterkategorie (Hflfl�Gek)f ⊂ Hot(Ab�Gek)f

aller Tupel von quisflachen Komplexen aus flachen Modulgarben eine Rechtsan-
passung.

21.9.6 Das muß hinter die Diskussion des Formalismus!
Satz 21.9.6.1 (Trennverflechtung für beidseitig derivierte Modulgarben). Die
letzte der in 21.9.5.5 angegebenen Trennaustauschsituationen mit Präverflechtung
läßt sich nach Quasiisomorphismen lokalisieren im Sinne von ?? zu einer ver-
flochtenen Trennaustauschsituation(

Der(Ab�Gek)→ fGek ⊃ Geklesbf ← Der(Ab!
�Geklesbf ),Gekesbf

)
Beweis. Eine Rechtslinksanpassung ist das Paar (R,L ) mit L allen quisflachen
Komplexen von Modulgarben und R allen Komplexen schwach kompaktweicher
Modulgarben, wie aus den in 21.5.5.7 diskutierten Eigenschaften von Godemen-
tauflösungen leicht folgt. Nach ?? bleibt damit nur noch zu zeigen, daß alle naiven
Verflechtungsquadrate der lokalisierten Trennaustauschsituation über elementaren
Trennquadraten der Basis voll kokartesich sind. Im Fall eines kartesischen Trenn-
quadrats mit Leertrennungen in den Horizontalen ist das eh klar. Im Fall kar-
tesischer Trennquadrate mit Einstrennungen in den Horizontalen bemerken wir
zunächst, daß jeder Morphismus (X,A)→ (Y,B) von gekringten Räumen fakto-
risiert als (X,A) → (X, f ∗B) → (Y,B). Jedes derartige Trennquadrat läßt sich
mithin erhalten als Verklebung der vier Trennquadrate

(W, g∗C ⊗v∗B q∗A) //

��

(W, q∗A)

��

q // (X,A)

��
(W, g∗C)

g

��

// (W, v∗B)

g

��

q // (X, f ∗B)

f
��

(Z, C) // (Z, p∗B)
p // (Y,B)

Hier schreiben wir v = pg = fq und die Sternchen meinen Rückzüge von
Kringgarben. Unter unseren Annahmen ist aber nach ?? und ?? die Menge der
voll kokartesischen naiven Verflechtungsquadrate stabil unter Verkleben. Es reicht
also, für jedes dieser vier kartesischen Quadrate zu prüfen, daß darüber jedes nai-
ve Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Im Quadrat oben links geht es nur
um Beziehungen zwischen Restriktion und Erweiterung von Skalaren, da folgt
die Behauptung aus der Voraussetzung der Flachheit der Ax über Bf(x), die dazu
führt, daß jeder quisflache Komplex von A-Modulgarben zu einem quisflachen
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Komplex von B-Modulgarben restringiert. Im Quadrat oben rechts ist die Aussa-
ge auch leicht zu sehen, dort geht es nur um die Verträglichkeit des gewöhnlichen
Rückzugs mit einer Restriktion der Skalare. Unten rechts haben wir lokal eigent-
lichen Basiswechsel wie wir ihn kennen, nur daß zusätzlich noch Kringgarben
operieren. Es bleibt zu zeigen, daß auch über dem Trennquadrat unten links je-
des naive Verflechtungsquadrat voll kokartesisch ist. Das stellen wir zurück und
behandeln zunächst den auch noch ausstehenden Fall der Projektionsformelqua-
drate zu einem lesbf-Morphismus f : (X,A) → (Y,B). Wie zuvor können wir
ihn faktorisieren in (X,A)→ (X, f ∗B)→ (Y,B) und dürfen die beiden Faktoren
getrennt betrachten. Im Fall (X,A)→ (X, f ∗B) reicht es zu zeigen, daß für jeden
quisflachen Komplex G von f ∗B-Moduln und jeden Komplex F von A-Moduln
der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(resf
∗B
A F)⊗f∗B G

∼→ resf
∗B
A (F ⊗A (A⊗f∗B G))

ist. Das ist sogar ohne alle Annahmen an G offensichtlich. Im zweiten Fall er-
innern wir, daß wir nach 21.2.5.20 zu jedem Komplex von Modulgarben einen
Quasiisomorphismus von einem quisflachen Komplex flacher Modulgarben fin-
den können. Es reicht deshalb zu zeigen, daß für jeden Komplex F von schwach
kompaktweichen f ∗B-Moduln und jeden quisflachen Komplex G von flachen B-
Moduln der offensichtliche Morphismus ein Quasiisomorphismus

(f(!)F)⊗B G
∼→ f(!)(F ⊗f∗B f ∗G)

ist und F ⊗f∗B f ∗G aus f -kompaktweichen Garben besteht. In der Tat ist dann
τ f id : F f G → f(!)F f G mit dem Transportmorphismus vorne ein Morphis-
mus von unter den jeweiligen Rückzügen entfalteten Objekten, der kokartesisch
wird in der Lokalisierung und ein voll kokartesisches naives Verflechtungsquadrat
liefert. Unter diesen Annahmen kommt unser Morphismus aber nach der Projek-
tionsformel 21.4.3.9 sogar von einem Isomorphismus von Doppelkomplexen aus
f -kompaktweichen Garben her. Schließlich kümmern wir uns noch um das karte-
sische Trennquadrat mit Einsmorphismen in den Horizontalen in unserem großen
Diagramm unten links, dessen Behandlung wir zurückgestellt hatten. Mit einigen
Vereinfachungen der Notation hat es die Gestalt

(W, g∗C)
g

��

// (W, g∗B)

g

��
(Z, C) // (Z,B)

Sei also F ein quisflacher Komplex aus kompaktweichen g∗B-Moduln. Das zu-
gehörige naive Verflechtungsquadrat hat dann diesselbe linke Vertikale wie das
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naive Verflechtungsquadrat zu F f C über dem Projektionsformelquadrat „mit
Raumwechsel ohne Ringwechsel“, von dem wir bereits wissen, daß es voll kokar-
tesisch ist. Das beendet den Beweis.

21.9.6.2 (Trennverflechtung für halbseitig derivierte Modulgarben). Der vor-
herige Satz gilt analog für halbseitig derivierte Modulgarben. Wir dürfen dann
beliebige les-Abbildungen zulassen und müssen uns nicht auf lesb-Abbildungen
beschränken, dürfen aber stattdessen nur gekringte Räume (X,A) endlicher Tor-
Dimension zulassen.

21.9.7 Trennrückzug eigentlicher Opkomorphismen, ALT
21.9.7.1. Sei p : C → B eine Faserung und sei in der Basis B ein multiplikati-
ves SystemR ausgezeichnet. Unter einem faserrückzugstabilen multiplikativen
System S über R verstehen wir ein multiplikatives System S in C über R mit der
Eigenschaft, daß für jede Hochhebung nach C eines kartesischen Quadrats in B
mit vertikalen R-Pfeilen zu einem kommutativen Quadrat

���
�
� //

��//

in C mit den Pfeilen nach rechts kartesisch und dem durchgezogenen Pfeil nach
unten einem S-Morphismus auch der induzierte gestrichelte Pfeil nach unten ein
S-Morphismus ist.

Beispiel 21.9.7.2 (Rückzug eigentlicher Opkomorphismen). In unserer Garben-
opfaserung Ab�Top → Top aus 19.6.2.17 bilden die eigentlichen Opkomorphis-
men über stetigen Abbildungen nach Übung 19.6.4.31 ein faserrückzugstabiles
multiplikatives System.

Beispiel 21.9.7.3 (Rückzug eigentlicher Opkomorphismen, Variante). In un-
serer Garbenopfaserung Ab�Gek → Gek aus 19.6.2.17 bilden die eigentlichen
Opkomorphismen über beliebigen Morphismen nach Übung 21.4.4.19 ein faser-
rückzugstabiles multiplikatives System.

Beispiel 21.9.7.4 (Rückzug eigkokartesischer Opkomorphismen). In der Gar-
benopfaserung Ab�Top → Top aus 19.6.2.12 bilden die eigkokartesischen Op-
komorphismen nach lokal eigentlichem Basiswechsel 21.4.1.16 ein faserrückzug-
stabiles multiplikatives System über dem multiplikativen System des les-Morphis-
men.

21.9.7.5. Gegeben eine Kategorie T verstehen wir unter einem Trennquadrat in
T ein kommutatives Diagramm der Familienkategorie T f ihrer banalen Trenn-
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kategorie fT der Gestalt

W

g

��

(q1,...,qr) // X1 f . . .fXr

f1f...ffr
��

Z
(p1,...,pr) // Y1 f . . .f Yr

21.9.7.6 (Erzeuger für kartesische Trennquadrate). Sei T eine Kategorie mit
endlichen Faserprodukten. In der Familienkategorie T f ihrer banalen Trennka-
tegorie fT sei eine Menge von kartesischen Trennquadraten gegeben. Unsere
Menge sei stabil unter dem Vertupeln sowie unter dem Verkleben längs gleicher
vertikaler oder horizontaler Kanten und enthalte die elementaren Trennquadra-
te, eine neue Bezeichnung, unter der wir zusammenfassen:

1. Alle kartesischen Quadrate mit Einstrennungen oder Leertrennungen in den
Horizontalen;

2. Alle Projektionsformel-Quadrate alias Quadrate der Gestalt

X

f
��

(idX ,f) // X f Y

ffidY
��

Y
(idY ,idY ) // Y f Y

So enthält unsere Menge alle kartesischen Trennquadrate der Familienkategorie.
Um das einzusehen, betrachten wir für beliebige Morphismen f : X → Y und g :
Z → Y das aus kartesischen Quadraten mit den offensichtlichen Tupeln einfacher
Morphismen in den Vertikalen bestehende Diagramm

X ×Y Z

��

// X f (X ×Y Z)

��

// X f Z

��
X

��

// X fX // X f Y

��
Y // Y f Y

Es zeigt, daß jedes kartesische Trenquadrat mit einer diagonalen Zweitrennung in
der unteren Horizontalen zu unserer Menge gehören muß. Jeder Morphismus der
Familienkategorie einer banalen Trennkategorie entsteht jedoch nach 18.1.2.22
durch Vertupeln und Verknüpfen aus Leertrennungen, Einstrennungen und Dia-
gonalzweitrennungen. So folgt dann die Behauptung.



3750 KAPITEL 21. GROTHENDIECK’S SECHS FUNKTOREN

21.9.7.7 (Erzeuger für kartesische Trennquadrate, Variante). Eine Menge R
von Morphismen einer Kategorie T heiße rückzugstabil, wenn das Faserpro-
dukt für alle Winkel mit einemR-Morphismus existiert und in jedem kartesischen
Quadrat mit einem R-Morphismus im Ausgangswinkel der gegenüberliegende
Morphismus aus dem Faserprodukt auch wieder ein R-Morphismus ist. Gege-
ben T ⊃ T ! eine Kategorie mit einem rückzugstabilen multiplikativen System
von Morphismen gilt das Vorhergehende analog für kartesische Trennquadrate
der Familienkategorie T f mit Tupeln von T !-Morphismen in den Vertikalen der
Ausgangswinkel: Jedes derartige kartesische Trennquadrat hat T !-Morphismen
in allen Vertikalen und eine Menge von derartigen Trennquadraten, die stabil ist
unter dem Vertupeln und Verkleben und die alle kartesischen Quadrate mit einer
Leertrennung oder einer Einstrennung in den Horizontalen enthält und darüber
hinaus alle Projektionsformelquadrate zu Morphismen aus R, muß bereits alle
kartesischen Trennquadrate mit Tupeln von Morphismen aus R in den Vertikalen
des Ausgangswinkels enthalten. Wir nennen in dieser Situation unsere Erzeuger,
also alle kartesischen Quadrate mit einer Leertrennung oder einer Einstrennung in
den Horizontalen und Vertikalen aus R sowie alle Projektionsformelquadrate zu
Morphismen aus R, die elementaren kartesischen Trennquadrate zu R.

21.9.7.8. Seien T eine Kategorie und T ! darin ein multiplikatives System. Ge-
geben eine Trennfaserung G → fT nennen wir ein multiplikatives System G !

über T ! fasertrennrückzugstabil, wenn das System G !q aller Tupel von G !-
Morphismen faserrückzugstabil ist über T !q in der Familienkategorie.

Lemma 21.9.7.9 (Trennrückzug eigentlicher Opkomorphismen). In der Gar-
benoptrennfaserung Ab�Top → fTop bilden die eigentlichen Opkomorphismen
ein fasertrennrückzugstabiles multiplikatives System über dem multiplikativen Sys-
tem aller stetigen Abbildungen.

21.9.7.10. Das fasertrennrückzugstabile multiplikative System aller Tupel eigent-
licher Opkomorphismen aus dem vorhergehenden Lemma notieren wir Ab!

�Top.

Beweis. Jeder Morphismus der Familienkategorie einer banalen Trennkategorie
entsteht nach 18.1.2.22 durch Vertupeln und Verknüpfen aus Leertrennungen,
Einstrennungen und Diagonalzweitrennungen. Es reicht also zu zeigen, daß der
Rückzug von Tupeln eigentlicher Opkomorphismen mit jedem Morphismus die-
ser drei Typen wieder ein eigentlicher Opkomorphismus ist. Im Fall einer Leer-
trennung ist das die einigermaßen banale Erkenntnis, daß für jeden topologischen
Raum X der identische Opkomorphismus ZX → ZX über id : X → X eigentlich
ist alias daß die natürliche Einbettung eine Gleichheit id! ZX = id∗ ZX ist. Im Fall
von Einstrennungen ist das unsere Übung 19.6.4.31. Im Fall einer Diagonalzwei-
trennung betrachten wir in der Familienkategorie der Basis zu f : X → Y und
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g : Z → Y das aus kartesischen Quadraten bestehende Diagramm

X ×Y Z

��

// X f (X ×Y Z)

��

// X f Z

��
X

��

// X fX // X f Y

��
Y // Y f Y

Gegeben je ein eigentlicher Opkomorphismus φ : F → G über f und ψ : E → H
über g gilt es zu zeigen, auch der induzierte Opkomorphismus pr∗X F ⊗ pr∗Z E →
G ⊗ H über der linken Vertikale eigentlich ist. Da jeder Opkomorphismus über
einer Identität eigentlich ist, reicht es, in jedem der drei kartesischen Quadrate zu
zeigen, daß der Rückzug eines eigentlichen Opkomorphismus eigentlich ist. Im
Quadrat rechts oben folgt das aus dem bereits behandelten Fall des Rückzugs un-
ter einem einfachen Morphismus der Basis. In den beiden anderen Quadraten geht
es jeweils darum zu zeigen, daß der Rückzug unter einer Diagonalzweitrennung
eines Zweitupels von eigentlichen Opkomorphismen der Gestalt ϕ f id wieder
eigentlich ist. Das hinwiederum läuft auf den Nachweis hinaus, daß für jede abel-
sche Garbe C auf Y der Garbenhomomorphismus G ⊗ C → f∗(F ⊗ f ∗C), der für
V ⊂◦ Y und g ∈ G(V ) und c ∈ C(V ) gegeben wird durch g ⊗ c 7→ ϕ(g)⊗ c, über
f!(G ⊗ f ∗C) faktorisiert. Da nun der Vorschub von den ϕ(g) ⊗ c erzeugt wird,
reicht es zu zeigen, daß diese Tensoren zu f!(F ⊗ f ∗C) gehören. Es ist aber klar,
daß der Träger in f−1(V ) unseres Tensors ϕ(g)⊗ c eine abgeschlossene Teilmen-
ge von supp(ϕ(g)) ist und folglich, wenn ϕ eigentlich ist, auch eigentlich nach V
abgebildet wird.

Lemma 21.9.7.11 (Trennrückzug eigkokartesischer Opkomorphismen). In der
auf Tupel flacher Garben eingeschränkten Garbenoptrennfaserung

flAb�Top → fTop

bilden die eigkokartesischen Opkomorphismen über les-Abbildungen ein faser-
trennrückzugstabiles multiplikatives System.

Beweis. Wir argumentieren wie beim Beweis unseres Lemmas zum Trennrück-
zug eigentlicher Opkomorphismen 21.4.4.9. Es reicht nach 18.1.2.22 zu zeigen,
daß der Rückzug von Tupeln eigkokartesischer Opkomorphismen flacher Gar-
ben über les-Abbildungen mit jeder Leertrennung, Einstrennung und Diagonal-
zweitrennung wieder ein eigkokartesischer Opkomorphismus ist. Im Fall einer
Leertrennung ist das die einigermaßen banale Erkenntnis, daß für jeden topolo-
gischen Raum X der identische Opkomorphismus ZX → ZX über der Identi-
tät id : X → X eigkokartesisch ist. Im Fall einer Einstrennung ist das lokal
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eigentlicher Basiswechsel 21.4.1.16. Im Fall einer Diagonalzweitrennung gehen
wir vor wie beim Beweis unseres Lemmas zum Trennrückzug eigentlicher Opko-
morphismen 21.4.4.9. Mit der Erkenntnis, daß direkte Bilder und eigentliche Vor-
schübe flacher alias torsionsfreier abelscher Garben wieder flach sind, ziehen wir
uns wie bei diesem Beweis darauf zurück, zu zeigen, daß für jede les-Abbildung
f : X → Y und jeden eigkokartesischen Opkomorphismus ϕ : F → G über f
und jede flache abelsche Garbe C ∈ Ab/Y auch der induzierte Opkomorphismus
F ⊗ f ∗C → G ⊗ C über f eigkokartesisch ist. Das hinwiederum läuft auf den
Nachweis hinaus, daß der aus der Eigentlichkeit des Trennrückzugs nach 21.4.4.9
entstehende Garbenhomomorphismus ein Isomorphismus f!F⊗C

∼→ f!(F⊗f ∗C)
ist, und das schließlich ist genau die Aussage der Projektionsformel 21.4.3.9.

21.9.7.12 (Eine flache Modulgarbe mit nicht flachem Schnittemodul). Gege-
ben eine flache Modulgarbe auf einem Kompaktum muß die Garbe der globalen
Schnitte keineswegs flach sein. So gibt es etwa auf S1 bis auf Isomorphismus
genau eine lokal, aber nicht global triviale Garbe von Z/4Z-Moduln und deren
globale Schnitte sind als Modul isomorph zum Ideal 2Z/4Z ⊂ Z/4Z.

Übungen

Übung 21.9.7.13. Die eigentlichen Opkomorphismen von Modulgarben über ge-
kringten Räumen aus 21.1.3.13 bilden ein fasertrennrückzustabiles multiplikati-
ves System über dem System aller Morphismen gekringter Räume. Hinweis: Man
mag sich auf den Fall abelscher Garben stützen, den wir bereits in 21.4.4.9 behan-
delt haben, sowie den Fall des einfachen Rückzugs aus Übung 21.1.3.13.

21.9.8 Weiterer underivierter Schrott

21.9.9 Schrott zu derivierten Schmelzkategorien

21.9.9.1. Wir erinnern aus 21.1.2.10 die Garbenoptrennfaserung Ab�Top → fTop
über der banalen Trennkategorie der topologischen Räume. Wir erinnern weiter
unsere allgemeinen Erkenntnisse zu Trennfunktoren zu banalen Trennkategorien
21.1.5.2 und insbesondere, wie auf den Fasern in diesem Fall selbst die Struktur
einer Trennkategorie induziert wird, die im Fall einer Trennfaserung nach 21.1.5.4
ihrerseits stabil universelle Trennungen besitzt. Indem wir erst zu Komplexen und
dann zu Homotopiekomplexen übergehen, erhalten wir in offensichtlicher Wei-
se weitere Trennfaserungen, für die ich die Notationen Ket(Ab�Top) → fTop
und Hot(Ab�Top) → fTop verwende. Die Lokalisierung letzterer Trennkate-
gorie nach allen denjenigen Einstrennungen über Identitäten, die Quasiisomor-
phismen sind, notiere ich Der�Top := Hot(Ab�Top)qqis. Wir erhalten so einen
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Trennfunktor
Der�Top → fTop

Satz 21.9.9.2 (Rückzug und Tensorprodukt). 1. Der soeben in 21.9.9.1 er-
klärte Trennfunktor Der�Top → fTop ist eine Trennfaserung;

2. Jede für Hot(Ab�Top)→ fTop kartesische Trennung zwischen Komplexen
flacher abelscher Garben liefert eine für Der�Top → fTop kartesische
Trennung;

3. Für jeden topologischen Raum X sind die offensichtlichen Funktoren Iso-
morphismen von Trennkategorien

Hot(Ab�X)qqis
∼→ (Der�Top)X

zwischen der Lokalisierung der Faser über X als Trennkategorie und der
Faser überX der globalen Lokalisierung mit ihrer offensichtlichen Struktur
als Trennkategorie.

21.9.9.3. Insbesondere werden im vorliegenden Fall die Fasern, für die wir von
nun an die abkürzende Notation Der�X verwenden, selbst zu Trennkategorien und
unser Satz liefert ausgezeichnete Isomorphismen

(Der/X)opp ∼→ Der�X

der Opponierten unserer Schmelzkategorien der derivierten abelschen Garben auf
X aus 21.9.9.19 mit den Fasern unserer Trennfaserung. Wir verwenden hier unser
Notationsschema 21.1.5.4 und notieren f † die Rückzüge unserer Trennfaserung
zu einer stetigen Abbildung f : X → Y und f ∗ := (f †)opp : Der/Y → Der/X die
auf den opponierten Fasern induzierten Funktoren. Ebenso halten wir es mit den
Vorschüben f∗ = (f†)

opp und haben also Adjunktionen (f ∗, f∗).

21.9.9.4 (Analoge Aussagen für Modulgarben). Der Satz und sein Beweis gel-
ten analog für Garben von k-Moduln über einem beliebigen Kring k. Man muß
nur feiner mit quisflachen Garbenkomplexen nach 21.2.5.20 arbeiten und bemer-
ken, daß deren Rückzüge stets wieder quisflach sind. Das ist jedoch klar, da ein
Garbenkomplex genau dann quisflach ist, wenn an jedem Punkt des zugrundelie-
genden topologischen Raums der Komplex der Halme quisflach ist. Wir besprechn
im nächsten Abschnitt sogar den noch allgemeineren Fall von Modulgarben über
Kringgarben.

21.9.9.5 (Garbenkohomologie als Trennfunktor). Unser Schmelzfunktor 21.1.5.29
des Vorschubs auf das finale Objekt spezialisiert in dieser Situation zu einem
Schmelzfunktor

fin∗ : Deropp
�Top → Der/pt
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Zusammen mit den Isomorphismen Der/pt
∼→ Der(Ab/pt)

∼→ Der(Ab) von
Schmelzkategorien aus dem vorhergehenden Satz und den Definitionen erhalten
wir einen Schmelzfunktor

fin∗ : Deropp
�Top → Der(Ab)

Halten wir noch den Schmelzfunktor H : Der(Ab) → sgAb der Homologie aus
21.2.8.19 dahinter, so erhalten wir den Schmelzfunktor (X,F) 7→ H∗(X;F) der
totalen Hyperkohomologie, den wir bisher in 21.2.4.7 nur als einfachen Funktor
kennengelernt hatten. Halten wir zusätzlich den Opponierten des eindeutigen kar-
tesischen Trennschnitts davor, erhalten wir einen Schmelzfunktor gTopopp →
sgAb, der jedem Raum X die supergraduierte abelsche Gruppe H∗(X;Z)garb

zuordnet und jedem Tupel von von X ausgehenden stetigen Abbildungen die
multiadditive Abbildung „cup-Produkt des Rückzugs der Kohomologieklassen“.
Er ist eine garbenkohomologische Variante des entsprechenden Schmelzfunktors
gTopopp → sgAb der singulären Kohomologie, den wir in 18.4.2.3 als Trenn-
funktor fTop→ sgAbopp besprochen hatten.

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 21.2.5.11 und 21.2.5.12 zur Lokalisierung
von Kofaserfunktoren durch Linksanpassung oder genauer die daraus durch Über-
gang zu den opponierten Kategorien entstehenden Aussagen zur Lokalisierung
von Faserfunktoren durch Rechtsanpassung an auf den auf den Familienkategori-
en induzierten Funktor

Hot(Ab�Top)f → Topf

Er ist ein Faserfunktor. Genauer ist für stetige Abbildungen fi : X → Yi und
Gi ∈ Hot(Ab�Yi) die tautologische Trennung

f ∗1G1 ⊗ . . .⊗ f ∗nGn → G1 f . . .f Gn

über (f1, . . . , fn) kartesisch. Wie beim Beweis des Spezialfalls 21.9.9.19, nur jetzt
in der opponierten Situation, bilden die Tupel von Quasiisomorphismen über Iden-
titäten nach 20.2.5.3 ein faserweises Rechtsoresystem, ja sogar ein faserweises
Oresystem. Für dieses faserweise Rechtsoresystem der Quasiisomorphismen ist
nun wie beim Beweis des Spezialfalls 21.9.9.19 die Unterkategorie Hot(flAb�Top)f

aller Tupel von Homotopiekomplexen flacher abelscher Garben über topologi-
schen Räumen eine Rechtsanpassung, denn Tensorprodukt wie Rückzug machen
aus flachen Garben flache Garben, Tensorprodukt wie Rückzug von Quasiisomor-
phismen zwischen Komplexen flacher abelscher Garben sind wieder Quasiiso-
morphismen, und nach 20.3.6.8 finden wir für jeden Komplex abelscher Garben
einen Quasiisomorphismus von einem Komplex flacher abelscher Garben dorthin,
der dann in der opponierten Kategorie entsprechend von dort ausgeht.



21.9. WOHIN? HIER UNNÖTIG. 3755

Satz 21.9.9.6 (Schmelzkategorie der derivierten Modulgarben). Gegeben ein
topologischer Raum X und ein Kring k gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus

(E Hot(k -Mod/X))qis
∼→ E(Hot(k -Mod/X)qqis)

Die so erhaltene Schmelzkategorie notieren wir Der/(X,k).

2. Die Schmelzkategorie Der/(X,k) der derivierten k-Modulgarben besitzt sta-
bil universelle Verschmelzungen, wir notieren sie ⊗L

k , und jede universelle
Verschmelzung in der Homotopiekategorie Hot(Ab/(X,k)) zwischen Kom-
plexen von k-Modulgarben, von denen höchstens einer nicht quisflach ist,
bleibt darin universell;

3. Die übliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der/(X,k) ist intern;

4. Die Schmelzkategorie Der/(X,k) besitzt internes Hom.

Beweis. Mutatis mutandis derselbe Beweis wie im Fall abelscher Garben. Quis-
rechtsentfaltungen von k-Modulgarben haben wir in 21.2.3.6 bereitgestellt.

21.9.9.7. Wie im Fall abelscher Garben 21.9.9.21 konstruieren wir auch für einen
beliebigen Kring k und einen beliebigen topologischen Raum X und einen belie-
bigen Komplex von k-Modulgarben eine ausgezeichnete Bijektion

Der/(X,k)(g,F)
∼→ H0(X;F)

Definition 21.9.9.8. Sei k ein Ring. Ein Komplex von k-Modulgarben heißt quis-
flach, wenn das Darantensorieren von unserem Komplex aus jedem exakten Kom-
plex von k-Rechtsmodulgarben einen exakten Komplex von abelschen Garben
macht. Allgemeiner vereinbaren wir dieselbe Terminologie auch für Garben von
Moduln über einer Garbe A von Ringen. Gegeben ein geringter Raum (X,A)
notieren wir

HflAb�(X,A) ⊂ Hot(Ab�(X,A))

die volle triangulierte Unterkategorie der quisflachen Komplexe von Modulgar-
ben.

Beispiel 21.9.9.9 (Schmelzkatgorie derivierter abelscher Garben). Die abel-
schen Garben auf einem topologischen Raum X bilden offensichtlich eine beque-
me abelsche Schmelzkategorie Ab/X . Sie ist entfaltbar im Sinn von 21.2.8.5. In
der Tat besitzt jeder Komplex abelscher Garben eine Quisrechtsentfaltung nach
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21.2.3.2 und die Komplexe flacher abelscher Garben bilden eine Quisschmelzan-
passung, denn das Tensorprodukt macht aus flachen Garben flache Garben, das
Darantensorieren eines Komplexes flacher Garben macht Quasiisomorphismen
zu Quasiisomorphismen nach 20.3.8.12 sowie 20.3.8.15 und nach 21.1.1.12 und
20.3.6.7 finden wir für jeden Komplex abelscher Garben einen Quasiisomorphis-
mus von einem Komplex flacher abelscher Garben dorthin. Die allgemeine Theo-
rie aus 21.2.8.7 liefert uns damit die Schmelzkategorie der derivierten abel-
schen Garben auf X , die wir

Der/X := Der(Ab/X)

notieren, und einen Isomorphismus der zugrundeliegenden einfachen Katgorie mit
der gewöhnlichen derivierten Kategorie der abelschen Garben auf X . In Ab/X
hatten wir einen Isomorphismus L

∼⇒ Γ des Leerverschmelzungsfunktor mit dem
Funktor der globalen Schnitte angegeben. Mit 21.2.8.9 liefert er natürliche Iso-
morphismen

Der/X(g,F)
∼→ H0(X;F)

zwischen der abelschen Gruppe der Leerverschmelzungen in einen Garbenkom-
plex und seiner Hyperkohomologie im Grad Null.

Lemma 21.9.9.10. Sei wie eben (F p,q)q≤0 eine Cartan-Eilenberg-Untenauflösung
durch flache Garben eines Komplexes von k-Modulgarben. Besteht die Godemen-
tauflösung jedes F p,q aus flachen Garben, so ist auch das Summentotal des Tri-
pelkoplexes Gr(F p,q)q≤0,r≥0 ein homtopieflacher Komplex aus flachen Garben.

21.9.9.11. So kriegen wir, tja, was genau? Irgendwie Quasiisomorphismen mit
quisflachem Komplex aus schwach kompaktweichen flachen Garben.

Beweis. Sei E ein exakter Komplex von Garben von k-Rechtsmoduln. Wir wis-
sen aus 21.2.5.20, daß tot⊕(Es ⊗k F p,q)q≤0 exakt ist. Wenn wir zeigen können,
daß tot⊕(Es ⊗k Gr(F p,q))q≤0,r≥−1 exakt ist mit G−1(F p,q) := F p,q, so folgt die
Behauptung. Aufgrund der Funktorialität der Godement-Auflösung haben für fes-
tes r die Doppelkomplexe Gr(F p,q)q≤0 maximal spaltende p-Zeilen, folglich ist
für festes r, q das Summentotal tot⊕p,s(E

s ⊗k Gr(F p,q)) exakt und dann wegen
q ≤ 0 auch für alle r das Summentotal tot⊕p,q,s(E

s ⊗k Gr(F p,q)). Da aber diese
Doppelkomplexe exakte r-Zeilen haben und verschwinden für r < −1, haben sie
ihrerseits ein exaktes Summentotal.

21.9.9.12 (Leerverschmelzungen in Homotopiekategorien). Gegeben eine be-
queme abelsche SchmelzkategorieM erhalten wir eine Transformation LHot ⇒
LM ◦ H0 von Schmelzfunktoren HotM → Ab, indem wir den linksexakten Leer-
verschmelzungsfunktor vonM mit L := LM abkürzen und LHot = H0 ◦ Hot(L)
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aus 21.2.7.5 erinnern und jedem Komplex (X, d) den durch die rechte Vertikale
des Diagramms

im(L d−1) ↪→ ker(L d0) � H0 Hot(L)
↓ ↓o ↓

L im(d−1) ↪→ L ker(d0) → LH0

induzierten Morphismus zuordnen. Ist zusätzlich der Leerverschmelzungsfunktor
vonM exakt, so ist unsere Transformation eine Isotransformation

LHot
∼⇒ LM ◦ H0

21.9.9.13 (Anreicherung derivierter Schmelzkategorien). Gegeben eine ent-
faltbare bequeme abelsche SchmelzkategorieM erhalten wir aus τ : Q◦Hot(LM)⇒
R(LM) ◦Q nach 20.3.4.1 undH0 ◦Hot(LM)⇒ LM ◦ H0 nach 21.9.9.12 Trans-
formationen

H0 ◦ R(LM) ◦Q ⇐ Q ◦ H0 ◦ Hot(LM) ⇒ LM ◦ H0 ◦Q

Ist der Leerverschmelzungsfunktor LM exakt, so sind sie beide Isotransformatio-
nen und induzieren eine Isotransformation H0 ◦ R(LM)

∼⇒ LM ◦ H0 von Funk-
toren auf der derivierten Kategorie, in anderen Worten eine Faktorisierung ihres
Leerverschmelzungsfunktors als

LDer
∼⇒ LM ◦ H0

für H0 : DerM → M. Nach 21.2.8.7 ist nun DerM eine Schmelzkategorie mit
Multihom und nach 18.2.4.23 können wir die Selbstanreicherung Dersa

M /DerM
bilden und können diese mit jedem Schmelzfunktor ϕ : DerM → S zu einer
in S angereicherten Schmelzkategorie umstrukturieren im Sinne von 18.2.4.21.
Strukturieren wir zum Beispiel um mit H0 : DerM →M, so erhalten wir eine in
M angereicherte SchmelzkategorieH0(Dersa

M)/M, die wir vereinfacht

DerM /M

notieren. Strukturieren wir sie weiter um mit dem Leerverschmelzungsfunktor von
M und nehmen an, dieser Leerverschmelzungsfunktor sei exakt, so erhalten wir
nach 18.2.4.23 einen objektfesten Isomorphismus von Schmelzkategorien

LM(DerM /M)
∼→ DerM

Satz 21.9.9.14 (Schmelzkategorie der derivierten abelschen Gruppen). Für
die Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe Hot(Ab) = Hot aus 18.2.5.3 und
ihre Lokalisierung nach Quasiisomorphismen Der(Ab) := Hot(Ab)qqis gilt:
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1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus

(E Hot(Ab))qis
∼→ E(Hot(Ab)qqis)

2. Die Schmelzkategorie Der(Ab) besitzt stabil universelle Verschmelzungen
und jede universelle Verschmelzung in Hot(Ab), bei der höchstens einer
der Ausgangskomplexe nicht aus flachen abelschen Gruppen besteht, bleibt
universell in Der(Ab);

3. Die Schmelzkategorie Der(Ab) besitzt internes Hom und ist A ein Komplex
aus freien abelschen Gruppen oder B ein Komplex aus injektiven abelschen
Gruppen, so stimmt das in der derivierten Kategorie gebildete Homobjekt
AVB mit dem in der Homotopiekategorie gebildeten Homobjekt überein;

4. Die übliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der(Ab) ist intern im Sinne von 20.2.3.4.

21.9.9.15 (Additive Struktur auf Der(Ab)). Der SchmelzfunktorH0 : Hot(Ab)→
Ab macht Quasiisomorphismen zu Isomorphismen und induziert folglich einen
SchmelzfunktorH0 : Der(Ab)→ Ab. Unsere Überlegungen 21.2.6.4 liefern eine
Isotransformation v ◦ H0 ∼⇒ L zum Leerverschmelzungsfunktor von Der(Ab).
Sie versieht unsere Schmelzkategorie Der(Ab) nach 18.2.4.7 mit einer additiven
Struktur, die nach 21.2.6.7 auch die einzig mögliche additive Struktur auf diesr
Schmelzkategorie ist.

21.9.9.16 (Totale Homologie als Schmelzfunktor). Wir erinnern den Schmelz-
funktor der totalen Homologie H : Hot(Ab) → sgAb von der Schmelzkategorie
der Homotopiekomplexe in die Schmelzkategorie der supergraduierten abelschen
Gruppen aus 18.2.5.13. Er faktorisiert offensichtlich über die Lokalisierung nach
Quasiisomorphismen und induziert so einen Schmelzfunktor

H : Der(Ab)→ sgAb

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 21.2.5.11 und 21.2.5.12 zur Lokalisierung
durch Linksanpassung an auf den Indexfunktor p : Hot(Ab)g → Ensf. Er ist
ein Kofaserfunktor, da die fraglichen Homotopiekomplexe nach 18.2.5.3 stabil
universelle Verschmelzungen haben. Für diesen Funktor bilden die Tupel von
Quasiisomorphismen über Identitäten nach 20.2.5.3 ein faserweises Oresystem.
Für dieses faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen ist nun die Unterkate-
gorie Hot(flAb)g aller Tupel von Homotopiekomplexen flacher abelscher Grup-
pen eine Linksanpassung, denn die Tupel von Quasiisomorphismen über Identi-
täten bilden darin, immer noch nach 20.2.5.3, weiter ein faserweises Oresystem,
das Tensorprodukt macht aus flachen abelschen Gruppen flache abelsche Grup-
pen, das Tensorprodukt von Quasiisomorphismen zwischen Komplexen flacher
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abelscher Gruppen ist nach 20.3.8.17 wieder ein Quasiisomorphismus, und nach
20.3.6.7 finden wir für jeden Komplex abelscher Gruppen einen Quasiisomor-
phismus von einem Komplex flacher abelscher Gruppen dorthin. Das Tensorpro-
dukt mit einem Komplex flacher abelscher Gruppen macht nach 20.3.8.17 so-
gar einen beliebigen Quasiisomorphismus in Ket(Ab) zu einem Quasiisomor-
phismus. Wir sehen so, daß der Funktor X⊗Der(Ab) des Darantensorierens in
der Schmelzkategorie Der(Ab) isomorph ist zu unserem derivierten Tensorieren
L(X⊗) : Der(Ab) → Der(Ab) aus 20.3.8.17, von dem wir bereits aus 20.3.8.22
wissen, daß er einen Rechtsadjungierten besitzt und wie dieser Rechtsadjungierte
beschrieben werden kann.

Satz 21.9.9.17 (Schmelzkategorie der derivierten Kringmoduln). Gegeben ein
Kring k und die Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe Hot(Modk) von k-
Moduln aus 18.2.5.12 und ihre Lokalisierung Der(Modk) := Hot(Modk)qqis nach
Quasiisomorphismen gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus

(E Hot(Modk))qis
∼→ E(Hot(Modk)qqis)

2. Die Schmelzkategorie Der(Modk) besitzt stabil universelle Verschmelzun-
gen. Des weiteren bleibt jede universelle Verschmelzung in Hot(Modk), bei
der höchstens einer der Ausgangskomplexe nicht quisflach ist, universell in
Der(Modk);

3. Die Schmelzkategorie Der(Modk) besitzt internes Hom und ist X ein quis-
linksentfalteter oder Y ein quisrechtsentfalteter Komplex, so stimmt das in
der derivierten Kategorie gebildete Homobjekt XVY mit dem in der Ho-
motopiekategorie gebildeten Homobjekt überein;

4. Die übliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der(Modk) ist intern im Sinne von 20.2.3.4.

Beweis. Wir wenden unsere Korollare 21.2.5.11 und 21.2.5.12 zur Lokalisierung
durch Linksanpassung an auf den Indexfunktor p : Hot(Modk)

g → Ensf. Er
ist ein Kofaserfunktor, da die fraglichen Homotopiekomplexe nach 18.2.5.3 sta-
bil universelle Verschmelzungen haben. Für diesen Funktor bilden die Tupel von
Quasiisomorphismen über Identitäten nach 20.2.5.3 ein faserweises Oresystem.
Für dieses faserweise Oresystem der Quasiisomorphismen ist nun die Unterka-
tegorie hflHot(Modk)

g aller Tupel von quisflachen Komplexen eine Linksan-
passung, denn die Tupel von Quasiisomorphismen über Identitäten bilden darin,
immer noch nach 20.2.5.3, weiter ein faserweises Oresystem, das Tensorprodukt
macht aus quisflachen Komplexen quisflache Komplexe, das Tensorprodukt von
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Quasiisomorphismen zwischen quisflachen Komplexen ist nach 20.3.8.17 wieder
ein Quasiisomorphismus, und nach 20.3.8.15 und 20.3.8.8 finden wir für jeden
Komplex von Moduln einen Quasiisomorphismus von einem quisflachen Kom-
plex dorthin. Wir sehen so, daß der Funktor X⊗Der(Modk) des Darantensorie-
rens in der Schmelzkategorie Der(Modk) isomorph ist zur Variante L(X⊗k) :
Der(Modk) → Der(Modk) unseres derivierten Tensorierens für beliebige Ringe
aus 20.3.8.17, von dem wir bereits aus 20.3.8.22 wissen, daß er einen Rechtsad-
jungierten besitzt und wie dieser Rechtsadjungierte beschrieben werden kann.

21.9.9.18 (Schmelzkategorie der Homotopiekomplexe abelscher Garben). Wie
bereits in 21.2.8.6 erwähnt bilden die abelschen Garben auf einem beliebigen
topologischen Raum X eine bequeme abelsche Schmelzkategorie Ab/X . Spezi-
ell erhalten wir so für jeden topologischen Raum X die Ab-Schmelzkategorien
Ket(Ab/X) und Hot(Ab/X) mit stabil universellen Verschmelzungen und inter-
nem Hom und die übliche triangulierte Struktur auf Hot(Ab/X) ist intern im Sin-
ne von 20.2.3.4, vergleiche 21.2.7.8. In Ab/X hatten wir einen Isomorphismus
L

∼⇒ Γ des Leerverschmelzungsfunktor mit dem Funktor der globalen Schnitte
erhalten. In Ket(Ab/X) sind die Leerverschmelzungen in einen Komplex folglich
die Nullzykel des Komplexes der globalen Schnitte und in Hot(Ab/X) die Ele-
mente der nullten Kohomologie des Komplexes der globalen Schnitte. Das Ein-
sobjekt ist jeweils die konstante Garbe ZX im Grad Null, genauer der Komplex
ZX [0] mit dem globalen Schnitt 1X beziehungsweise dessen Kohomologieklasse
als universeller Leerverschmelzung.

Satz 21.9.9.19 (Schmelzkategorie derivierter abelscher Garben). Für die Schmelz-
kategorie der Homotopiekomplexe Hot(Ab/X) auf einem topologischen Raum X
und ihre Lokalisierung nach Quasiisomorphismen Der(Ab/X) := Hot(Ab/X)qqis

gilt:

1. Der offensichtliche Funktor ist ein Isomorphismus

(E Hot(Ab/X))qis
∼→ E(Hot(Ab/X)qqis)

2. Die Schmelzkategorie Der(Ab/X) besitzt stabil universelle Verschmelzun-
gen und jede universelle Verschmelzung in Hot(Ab/X) zwischen Komple-
xen abelscher Garben, von denen höchstens einer nicht aus flachen Garben
besteht, bleibt darin universell;

3. Die Schmelzkategorie Der(Ab/X) besitzt internes Hom;

4. Die übliche Struktur einer triangulierten Kategorie auf unserer Schmelzka-
tegorie Der(Ab/X) ist intern.
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21.9.9.20. Wir verwenden für einen topologischen Raum X auch die abkürzende
Notation Der/X := Der(Ab/X).

21.9.9.21 (Leerverschmelzungen als Hyperkohomologie). Ich konstruiere für
jeden topologischen Raum X und jeden Komplex F von abelschen Garben auf X
einen Isomorphismus von abelschen Gruppen

Der/X(g,F)
∼→ H0(X;F)

Die universelle Leerverschmelzung in den Homotopiekomplex ZX [0] bleibt nach
Teil 2 universell in Der(Ab/X). Wir erhalten so für jeden Garbenkomplex F ∈
Der(Ab/X) eine Bijektion Der/X(g,F)

∼→ Der/X(ZX [0],F). Da jeder Garben-
komplex quisrechtsentfaltbar ist, erhalten wir mithilfe der Beschreibung 20.3.2.20
von Morphismen in Lokalisierungen als faktorierten Funktoren, der Definition der
Homotopiekategorie und unseren Erkenntnissen 20.3.2.21 zur Faktorierung einer
Verknüpfung ausgezeichnete Bijektionen

Der/X(ZX [0],F)
∼→ R(Hot/X(ZX [0], ))(F)

∼→ R(H0Γ)(F)
∼→ H0(RΓ)(F)

Mit unserer Definition Hq(X;F) := Hq(RΓ)(F) der Hyperkohomologie aus
20.3.4.17 liefert das schließlich Bijektionen Der/X(g,F)

∼→ H0(X;F) wie ge-
wünscht.

21.9.10 Reste Schnittpaarung
Übung 21.9.10.1. Auf einem abzählbar basierten lokal kompakten Hausdorffraum
X ist jede kompaktweiche GarbeF globale-Schnitte-entfaltet. Hinweis: Man schrei-
be unseren Hausdorffraum als aufsteigende Vereinigung einer Folge von Kom-
pakta X =

⋃
Kn und wähle eine welke Auflösung F ↪→ I�. Dann sind die Se-

quenzen Γ(Kn;F) ↪→ Γ(Kn; I�) exakt und im Limes nach dem Mittag-Leffler-
Kriterium auch die Sequenzen ΓF ↪→ ΓI�.

Übung 21.9.10.2. Gegeben eine abzählbar basierte n-Mannigfaltigkeit X hat der
Funktor Γ : Ab/X → Ab der globalen Schnitte höchstens die homologische
Dimension n. Hinweis: Gegeben eine kompaktweiche Auflösung F ↪→ G� ist
im(Gn−1 → Gn) kompaktweich nach 21.5.7.14 und 19.4.10.2. Dann verwende
man 21.9.10.1.

21.9.10.3 (Lokale Kohomologie als Hyperkohomologie von Lokalgarben). Ge-
geben A ⊂ X eine lokal abgeschlossenene Teilmenge in einem topologischen
Raum erklären wir ihre Lokalgarbe LA ∈ Der(Ab/X) durch die Vorschrift

LA = LA⊂X := (i!ZAVZX)



3762 KAPITEL 21. GROTHENDIECK’S SECHS FUNKTOREN

mit der Notation i für die Inklusionsabbildung. Unsere Isomorphismen 18.1.4.2
zwischen Einsverschmelzungen und Leerverschmelzungen in das Homobjekt spe-
zialisieren in diesem Fall zu Isomorphismen

Extp(i!ZA,ZX)
∼→ Hp(X;LA)

Der Isomorphismus der relativen Verdierdualität 21.4.7.8 liefert weiter einen Iso-
morphismus i∗i!ZX

∼→ LA und damit IsomorphismenHp(A; i!ZX)
∼→ Hp(X;LA).

Schließlich liefert für A ⊂∧ X abgeschlossen Übung 21.5.3.8 Isomorphismen zur
lokalen KohomologieHp(A; i!ZX)

∼→ Hp
A(X). Insgesamt erhalten wir fürA ⊂∧ X

also Isomorphismen

Extp(i!ZA,ZX)
∼→ Hp(X;LA)

∼← Hp(A; i!ZX)
∼→ Hp

A(X)

Beispiel 21.9.10.4 (Lokalgarbe einer Untermannigfaltigkeit). Ist X eine n-
Mannigfaltigkeit, so liefert unser Isomorphismus ωX

∼→ orX [n] aus 21.6.1.15
einen Isomorphismus (orXVωX)[−n]

∼→ ZX . Ist A eine a-Mannigfaltigkeit und
i : A ↪→ X eine Einbettung als abgeschlossene Teilmenge i(A) ⊂∧ X , so finden
wir mit relativer Verdierdualität 21.4.7.8 Isomorphismen

i!ZX
∼→ i!(orXVωX)[−n]
∼→ (i∗orXVi!ωX)[−n]
∼→ (i∗orXVωA)[−n]
∼→ (i∗orXVorA)[a− n]
∼→ orA⊂X [a− n]

mit der Notation orA⊂X := (i∗orXVorA) für die relative Orientierungsgarbe
von A in X , einen lokal freien ZA-Modul vom Rang Eins. Wir erhalten weiter
Isomorphismen

LA = LA⊂X = i∗i
!ZX

∼→ i∗orA⊂X [a− n]

Sind unsere n-Mannigfaltigkeit X und ihre abgeschlossene a-Untermannigfaltig-
keitA ⊂∧ X beide orientierbar, so liefert die Wahl jeweils einer Orientierung einen
Isomorphismus

LA
∼→ i∗ZA[a− n]

Beispiel 21.9.10.5 (Fundamentalkozykel einer Untermannigfaltigkeit). Seien
X eine orientierte n-Mannigfaltigkeit und A eine orientierte a-Mannigfaltigkeit
und i : A ↪→ X eine Einbettung als abgeschlossene Teilmenge i(A) ⊂∧ X . Wir
bezeichnen mit

p := n− a
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die Kodimension von A in X . So liefert der Isomorphismus LA
∼→ i∗ZA[−p] aus

21.9.10.4 durch Übergang zur Hyperkohomologie mit 21.9.10.3 Isomorphismen

IA = IA⊂X = I ~A⊂ ~X : Hq
A(X)

∼→ Hq(X;LA)
∼→ Hq−p(A)

Das Urbild von 1 ∈ H0(A) unter der Verknüpfung dieser Isomorphismen nennen
wir den Fundamentalkozykel von A in X und notieren ihn

τA = τA⊂X = τ ~A⊂ ~X = I−1
~A⊂ ~X

(1) ∈ Hp
A(X)

Der Fundamentalkozykel hängt von der Wahl je einer Orientierung auf X und A
ab. Der Fundamentalkozykel von X ⊂ X in Bezug auf ein- und dieselbe Orien-
tierung ist die Eins τX⊂X = 1 ∈ H0(X) des Kohomologierings.
Beispiel 21.9.10.6 (Erzwungene Schnitte, Variante ohne Orientierung). Gege-
ben eine MannigfaltigkeitX und abgeschlossene UntermannigfaltigkeitenA,B ⊂∧
X gilt

τA ∪ τB 6= 0 ⇒ A ∩B 6= ∅
Hier meinen wir mit τA, τB die Bilder der Fundamentalkozykel mit Koeffizienten
in Z/2Z im Kohomologiering H∗(X;Z/2Z).
21.9.10.7 (Poincarédualität als Verdierdualität). Gegeben eine m-Mannigfal-
tigkeitX und eine abelsche GruppeG erinnere ich an den Poincaré-Isomorphismus

P = PX : Hq(X;G)
∼→ Hm−q

! (X; orX(G))

für die singuläre Homologie aus 17.7.4.3. Im Rahmen der sechs Funktoren erhal-
ten wir ihn, diesmal für die Garbenhomologie und Garbenkohomologie, als den
vom Dualisierungsisomorphismus pX : c!Gtop

∼→ orX(G)[m] der Mannigfaltig-
keit X aus 21.6.1.15 induzierten Isomorphismus

Hq(X;G) = H−qc!c
!Gtop

∼→ H−qc! orX(G)[m] = Hm−q
! (X; orX(G))

Genau genommen konstruieren wir den Dualisierungsisomorphismus in 21.6.1.15
nur für G = Z, aber mit 21.6.2.8 erweitert man ihn unmittelbar durch ⊗ZG auf
den allgemeinen Fall.
21.9.10.8 (Funktorialität der Poincaré-Isomorphismen). Die Poincaré-Isomor-
phismen sind funktoriell in dem Sinne, daß für eine stetige Abbildung von Man-
nigfaltigkeiten f : X → Y mit m = dimX und n = dimY das Diagramm

Hq(X;G)
∼→ Hm−q

! (X; orX(G))
↓ ↓

Hq(Y ;G)
∼→ Hn−q

! (Y ; orY (G))

kommutiert mit der rechten Vertikalen, die von dem von ωX(G)
∼→ f !ωY (G)

induzierten Morphismus f! orX(G)→ orY (G)[n−m] herkommt.
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Korollar 21.9.10.9. Gegeben eine orientierbare n-MannigfaltigkeitM ist Hn−1M
frei.

Beweis. GESCHEITERT! Ich will mich auf das universelle Koeffiziententheorem
der Kohomologie 17.6.7.2 stützen, also auf die kurze exakte Sequenz

Ext(Hn−1M,G) ↪→ Hn(M ;G)� Hom(HnM,G)

Es reicht zu zeigen, daß darin die rechte Abbildung für jede abelsche Gruppe G
ein Isomorphismus ist. Dazu gehen wir von der relativen Verdierdualität aus, die
uns für c : M → top einen Isomorphismus

c∗(ZMVc!Gtop)
∼→ (c!ZMVGtop)

liefert. Wenden wir darauf H0 an, erhalten wir mithilfe des in 21.6.2.8 konstru-
ierten Isomorphismus c!Ztop ⊗ c∗Gtop

∼→ c!Gtop und des durch die Orientierung
gegebenen Isomorphismus c!Ztop

∼→ ZM[n] einen Isomorphismus der linken Seite
mit Hn(M ;G). Andererseits erhalten wir einen Isomorphismus der rechten Seite
mit Der/top(c!ZM , Gtop) und DA KOMMT NUR NOCHMAL DAS UNIVER-
SELLE KOEFFIZIENTENTHEOREM RAUS!

21.9.10.10 (Dualisierte Poincaré-Isomorphismen). Ersetzen wir oben c! durch
c∗, so erhalten wir in derselben Weise Isomorphismen

P! = P!
X : H!

q(X;G)
∼→ Hm−q(X; orX(G))

Wir nennen sie die dualisierten Poincaré-Isomorphismen, da sie sich im Fall
von Körperkoeffizienten durch Dualisieren aus den gewöhnlichen Poincaré-Iso-
morphismen erhalten lassen. Sie gelten für allgemeine Mannigfaltigkeiten, wenn
wir die lokalendliche Homologie links im garbentheoretischen Sinne verstehen.
Andernfalls benötigen wir für den entsprechenden Vergleichssatz und auch für die
Beschreibung 17.7.3.28 als dualisierte kompakte Kohomologie die Eigenschaft
„abzählbar basiert“. Unsere dualisierten Poincaré-Isomorphismen P! haben ana-
loge Funktorialitätseigenschaften wie die Poincaré-Isomorphismen, diesmal aber
nur für eigentliches f : X → Y . Wir erhalten also in Formeln ein kommutatives
Diagramm

H!
q(X;G)

∼→ Hm−q(X; orX(G))
↓ ↓

H!
q(Y ;G)

∼→ Hn−q(Y ; orY (G))

Im Fall von kompaktem X schließlich haben wir P!
X = PX .
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Bemerkung 21.9.10.11 (Versuch einer Klärung). Jetzt ist also im Fall einer ori-
entierten Mannigfaltigkeit [X] genau, was nach 1 geht. Wie wird die Eins links
abgebildet? Fange mal an mit

H!
mA

∼→ H0A
↓ ↓

H!
mX

∼→ HpX

für m = dimA und p die Kodimension von A in X . Dann [A] 7→ 1 unter der obe-
ren Horizontale definiert [A]. Die rechte Vertikale gehört zu pA : ωA

∼→ orA[m]
und pX : ωX

∼→ orX [n] zu einem Isomorphismus i∗ZA → ZX [p] gegeben durch
blah. Eben als

H0A = H0a∗ZA
∼→ H0c∗i∗ZA → H0c∗ZX [p] = HpX

Faktorisiere als i!ZA = i!i
!ZX [p]→ ZX [p]. Liefert Faktorisierung über lokale

Kohomologie Hp
A(X). Das Bild der 1 notieren wir τA. Die Lokalgarbe ist LA =

LA⊂X := (i!ZAVZX).

21.9.10.12. Gegeben eine orientierte Mannigfaltigkeit X der Dimension n ist un-
ter dem dualisierten Poincaré-Isomorphismus P!

X : H!
qX

∼→ Hn−qX aus 21.9.10.10
der Erzeuger 1 ∈ H0X das Bild eines eines wohlbestimmten Elements

ω!
X ∈ H!

nX

Dies Element heißt der Fundamentalzykel von X . Sie mögen sich zur Übung
überlegen, warum dies Element im kompakten beziehungsweise abzählbar ba-
sierten Fall unter dem entsprechenden Vergleichsisomorphismus unserem Funda-
mentalzykel der singulären Theorie aus 17.4.3.2 beziehungsweise 17.7.3.13 ent-
spricht.

21.9.10.13. Gegeben eine orientierte n-Mannigfaltigkeit X mit einer abgeschlos-
senen orientierten Untermannigfaltigkeit A ⊂∧ X der Kodimension p liefert die
Funktorialität 21.9.10.10 des dualisierten Poincaré-Isomorphismus P!, wenn wir
mit ω!

A das Bild des Fundamentalzykels von A in H!
n−p(X) notieren, in Hp(X)

die Identität
P!
X(ω!

A) = τA⊂X

In Worten bildet der dualisierte Poincaré-Isomorphismus von X also den Funda-
mentalzykel von A auf den Fundamentalkozykel von A in X aus 21.9.10.5 ab. Im
Fall, daß A zusätzlich kompakt ist, bezeichnen wir analog mit ωA ∈ Hn−p(X) das
Bild des Fundamentalzykels von A in der Homologie von X und erhalten ebenso
in Hp

! (X) die Identität
PX(ωA) = τ!A⊂X
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Erklären wir nun die Schnittprodukte

H!
n−a(X)× H!

n−b(X) → H!
n−a−b(X)

H!
n−a(X)× Hn−b(X) → Hn−a−b(X)

( α , β ) 7→ α · β

mit Hilfe unserer Poincaré-Isomorphismen und des cup-Produkts durch die Vor-
schriften P!(α ·β) = P!(α)∪P!(β) beziehungsweise P(α ·β) = P!(α)∪P(β), so
liefern unsere Erkenntnisse 21.6.4.30 über das cup-Produkt der Fundamentalkozy-
kel zweier orientierter sich transversal schneidender abgeschlossener orientierter
Untermannigfaltigkeiten A,B ⊂∧ X die Identität

z!
A · z!

B = z!
A∩B

in der lokalendlichen Homologie und im Fall von kompaktem B etwas feiner die
Identität

z!
A · zB = zA∩B

in der Homologie von X . In Worten ist also bei transversalem Schnitt das Schnitt-
produkt der Fundamentalzykel der Fundamentalzykel des Schnitts, den wir uns
dabei mit der Schnittorientierung aus 21.6.4.30 versehen denken.
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22.1 Matrixliegruppen

22.1.1 Einfache Darstellungen der Drehgruppen
22.1.1.1. Zur besseren Motivation der im folgenden entwickelten Theorie bespre-
che ich zunächst die Klassifikation der endlichdimensionalen irreduziblen Dar-
stellungen der Drehgruppe. Die Beweise der im folgenden aufgestellten Behaup-
tungen werden nach etwas auf sich warten lassen, sie sollen gerade den Aufbau der
Theorie in den folgenden Abschnitten motivieren. Ich beginne mit einer Klärung
einiger Grundbegriffe der Darstellungstheorie, wie sie in 8.1.1 ausführlicher be-
sprochen werden.

Definition 22.1.1.2. Eine Darstellung, englisch und französisch representation,
einer Gruppe G über einem Körper k ist ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem k-
Vektorraum V und einem Gruppenhomomorphismus

ρ : G→ GL(V )

Oft bezeichnen wir eine Darstellung abkürzend mit demselben Symbol wie den
zugrundeliegenden Vektorraum. Gegeben eine Darstellung V einer Gruppe G be-
zeichnet oft ρV den zugehörigen Gruppenhomomorphismus ρV : G→ GL(V ).

22.1.1.3 (Herkunft der Terminologie). Im Fall V = kn ist GL(V ) = GL(n; k)
kanonisch isomorph zur Gruppe der invertierbaren (n×n)-Matrizen. Ist der Grup-
penhomomorphismus ρ : G → GL(n; k) dann auch noch injektiv, so „stellt ρ die
abstrakte Gruppe G dar als eine konkrete Gruppe von Matrizen“. Daher rührt die
Bezeichnung als „Darstellung“.

22.1.1.4 (Darstellungen als Operationen). Seien G eine Gruppe, k ein Körper
und V ein k-Vektorraum. Die Bijektion Ens(G,Ens(V, V ))

∼→ Ens(G × V, V )
des Exponentialgesetzes induziert dann eine Bijektion{

Darstellungen
G→ GL(V )

}
∼→
{
G-Operationen G× V → V
durch k-lineare Abbildungen

}
Unter einer „G-Operation durch k-lineare Abbildungen“ verstehen wir dabei eine
G-Operation G × V → V auf der Menge V mit der Eigenschaft, daß gilt g(v +
w) = gv + gw und g(λv) = λ(gv) ∀g ∈ G, λ ∈ k und v, w ∈ V . Gegeben eine
Darstellung V schreiben wir im Lichte dieser Erkenntnis statt (ρV (g))(v) meist
einfach nur gv.

Beispiel 22.1.1.5. Jeder Vektorraum V wird eine Darstellung seiner Automorphis-
mengruppeG = GL(V ) vermittels ρ = id. Diese Darstellung heißt die Standard-
darstellung von GL(V ).
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Beispiel 22.1.1.6. Jeder Vektorraum V wird eine Darstellung jeder beliebigen
Gruppe G vermittels der trivialen Operation ρ(g) = idV ∀g ∈ G. Der Körper k
mit der trivialen Operation heißt die Einsdarstellung.

Beispiel 22.1.1.7 (Darstellungen auf Funktionenräumen). Gegeben eine Men-
ge X mit einer Operation einer Gruppe G und ein Körper k wird der Funktionen-
raum V := Ens(X, k) eine Darstellung von G vermittels der Vorschrift

(gf)(x) := f(g−1x) ∀g ∈ G, x ∈ X

Zum Beispiel operiert die Drehgruppe SO(3) auf der Kugelschale S2 und der
Raum Ens(S2,R) aller reellwertigen Funktionen auf der Kugelschale wird so eine
reelle Darstellung der Drehgruppe.

Beispiel 22.1.1.8 (Darstellungen der Gruppe der ganzen Zahlen). Für jede
Gruppe G liefert das Auswerten bei 1 nach 2.2.3.31 eine Bijektion Grp(Z, G)

∼→
G zwischen der Menge der Gruppenhomomorphismen von Z nach G und der
Gruppe G selbst. Eine Darstellung (V, ρ) der Gruppe Z anzugeben bedeutet dem-
nach nichts anderes, als einen Automorphismus A ∈ GL(V ) des Vektorraums V
anzugeben, nämlich den Automorphismus A = ρ(1). Die zugehörige Darstellung
wird dann gegeben durch den Gruppenhomomorphismus ρA : Z → GL(V ) mit
n 7→ An.

Definition 22.1.1.9. Seien V,W Darstellungen einer Gruppe G über einem festen
Körper k. Ein Homomorphismus von Darstellungen oder Verflechtungsopera-
tor oder englisch intertwining operator ist eine k-lineare Abbildung f : V → W
derart, daß gilt

f(gv) = gf(v) ∀v ∈ V, g ∈ G

Ein Isomorphismus von Darstellungen ist ein bijektiver Homomorphismus. Gibt
es einen Isomorphismus zwischen zwei Darstellungen V und W , so schreiben wir
auch V ∼= W und sagen, V und W seien isomorph.

Ergänzung 22.1.1.10 (Darstellungen in der Begriffswelt der Kategorien). Zu-
sammenfassend haben wir im vorhergehenden für jede GruppeG und jeden Körper
k eine Kategorie Modk,G konstruiert, die „Kategorie aller Darstellungen der Grup-
pe G über dem Körper k“. Im Rahmen der Kategorientheorie können wir diese
Kategorie auch beschreiben als die Kategorie

Modk,G = Cat([G],Modk)

aller Funktoren von der Ein-Objekt-Kategorie [G] aus 4.7.1.6 in die Kategorie
Modk aller k-Vektorräume im Sinne von 19.5.1.21.
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Beispiel 22.1.1.11. Sind (V,A) und (W,B) Vektorräume mit Automorphismus,
so ist ein Homomorphismus der zugehörigen Darstellungen (V, ρA) und (W, ρB)
der Gruppe Z eine lineare Abbildung f : V → W derart, daß das Diagramm

V
f //

A
��

W

B
��

V
f //W

kommutiert. In der Tat folgt aus fA = Bf nämlich fAn = Bnf für alle n ∈ Z.

Definition 22.1.1.12. Sei G eine Gruppe.

1. Eine Teilmenge W ⊂ V einer Darstellung V von G heißt eine Unterdar-
stellung, wenn W ein unter G stabiler Untervektorraum ist, in Formeln
g ∈ G, w ∈ W ⇒ gw ∈ W ;

2. Eine Darstellung V von G heißt irreduzibel oder einfach, wenn sie genau
zwei Unterdarstellungen hat. Das ist gleichbedeutend dazu, daß V nicht der
Nullraum ist und daß 0 und V die einzigen Unterdarstellungen von V sind.

Beispiele 22.1.1.13. Jede eindimensionale Darstellung ist irreduzibel. Unsere Dar-
stellung Ens(S2,R) der Drehgruppe SO(3) aus 22.1.1.7 ist nicht irreduzibel, denn
die konstanten Funktionen oder auch die stetigen Funktionen bilden jeweils eine
echte und von Null verschiedene Unterdarstellung.

Satz 22.1.1.14 (Einfache Darstellungen der Kreisgruppe). Jede einfache end-
lichdimensionale stetige komplexe Darstellunge der Kreisgruppe S1 ist für ge-
nau ein n ∈ Z isomorph zur Darstellung (C, ρn) gegeben durch ρn(z) := zn ∈
GL(1;C) = C× für alle z ∈ S1.

22.1.1.15. Anders gesagt liefert also die Vorschrift n 7→ ρn eine Bijektion

Z ∼→


Einfache stetige endlichdimensionale

komplexe Darstellungen der Kreislinie S1,
bis auf Isomorphismus


Mit einer stetigen Darstellung (V, ρ) ist hier schlicht gemeint, daß ρ stetig sein
soll. Im Fall topologischer Vektorräume V unendlicher Dimension muß die Ste-
tigkeit einer Darstellung allerdings sorgfältiger formuliert werden.

22.1.1.16 (Einfache Darstellungen der ebenen Drehgruppe). Die einfachen
endlichdimensionalen stetigen komplexen Darstellungen der Gruppe SO(2) der
ebenen Drehungen sind damit auch klassifiziert, denn es gibt einen, ja sogar genau
zwei stetige Gruppenisomorphismen SO(2)

∼→ S1 und deren Umkehrabbildungen
sind auch stetig.



3776 KAPITEL 22. MANNIGFALTIGKEITEN UND LIEGRUPPEN

Beweis. Sei ρ : S1 → GL(V ) eine von Null verschiedene endlichdimensiona-
le komplexe Darstellung. Da die ρ(g) paarweise kommutieren, besitzen sie nach
4.3.2.18 einen simultanen Eigenvektor v ∈ V \0. Die von diesem Eigenvektor
erzeugte Gerade ist dann eine Unterdarstellung. Folglich ist jede einfache end-
lichdimensionale komplexe Darstellung unserer Gruppe, wie im übrigen jede ein-
fache endlichdimensionale komplexe Darstellung einer beliebigen kommutativen
Gruppe, eindimensional. Folglich wird sie gegeben durch einen stetigen Gruppen-
homomorphismus S1 → C×. Sein Bild muß eine kompakte Untergruppe von C×
sein und folglich in S1 liegen. Die stetigen Gruppenhomomorphismen S1 → S1

kennen wir aber bereits aus 13.2.7.13.

Satz 22.1.1.17 (Einfache Darstellungen der räumlichen Drehgruppe). Die ein-
fachen endlichdimensionalen stetigen komplexen Darstellungen der räumlichen
Drehgruppe werden klassifiziert durch ihre Dimension. Genauer liefert die Di-
mension eine Bijektion mit den ungeraden natürlichen Zahlen

Einfache endlichdimensionale stetige komplexe
Darstellungen der räumlichen Drehgruppe SO(3),

bis auf Isomorphismus

 ∼→ {1, 3, 5, . . .}

22.1.1.18. Anders gesagt ist also (1) die Dimension jeder einfachen endlichdi-
mensionalen stetigen komplexen Darstellung der räumlichen Drehgruppe SO(3)
ungerade, zu jeder ungeraden natürlichen Zahl gibt es umgekert auch (2) eine ein-
fache Darstellung dieser Dimension und je zwei einfache Darstellungen derselben
Dimension sind (3) isomorph.

22.1.1.19. Der vorhergehende Satz gilt analog auch für die einfachen stetigen reel-
len Darstellungen der räumlichen Drehgruppe. Sein Beweis kann erst nach einigen
Vorbereitungen in 22.2.3.9 gegeben werden. Er bildet eine wesentliche Motivation
für die im folgenden entwickelte Theorie.

Beispiele 22.1.1.20. Die einfache Darstellung der Dimension 1 ist die Einsdarstel-
lung. Die einfache reelle Darstellung der Dimension 3 ist die Standarddarstellung
SO(3) ↪→ GL(3;R) alias die Einbettung als Untergruppe. Die einfache komplexe
Darstellung der Dimension 3 entsteht daraus durch das Nachschalten der offen-
sichtlichen Einbettung GL(3;R) ↪→ GL(3;C). Die einfache reelle Darstellung
der Dimension 5 kann man konstruieren als den Raum aller symmetrischen reel-
len (3 × 3)-Matrizen mit Spur Null unter der durch die Konjugation gegebenen
Operation. Es ist aber nicht ganz so leicht zu sehen, daß diese Darstellung irredu-
zibel ist.

Ergänzung 22.1.1.21 (Eindimensionale Darstellungen der Drehgruppe). Ins-
besondere beinhaltet der vorhergehende Satz die Behauptung, daß jeder stetige
Gruppenhomomorphismus ρ : SO(3) → C× konstant ist. Will man das explizit
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einsehen, kann man sich überlegen, daß es für jede Drehung r ∈ SO(3) eine wei-
tere Drehung x ∈ SO(3) gibt mit r−1 = xrx−1. In der Tat sagt der Satz vom Fuß-
ball 4.1.4.14, daß jede Drehung r ∈ SO(3) eine Gerade punktweise festhält, und
als x können wir dann eine beliebige Drehung nehmen, die diese Gerade stabili-
siert aber nicht punktweise festhält. Es folgt ρ(r)−1 = ρ(r) alias ρ(r) = ±1 ∀r.
Da aber SO(3) wegzusammenhängend ist, etwa wieder nach dem Satz vom Fuß-
ball, folgt ρ(r) = 1 ∀r.

Übungen

Übung 22.1.1.22 (Rückzug von Darstellungen mit inneren Automorphismen).
Gegeben ein Gruppenhomomorphismus H → G können wir jede Darstellung V
von G zurückziehen zu einer Darstellung resHG V von H . Man zeige, daß wir beim
Zurückziehen mit einem inneren Automorphismus G → G eine zur ursprüngli-
chen Darstellung isomorphe Darstellung erhalten.
Übung 22.1.1.23. Gegeben eine Darstellung (V, ρ) einer Gruppe G über einem
Körper k erhalten wir eine Darstellung (V ∗, ρ∗) auf dem Dualraum durch die Vor-
schrift ρ∗(g) = (ρ(g−1))>. Sie heißt die kontragrediente Darstellung zur Dar-
stellung (V, ρ). Man zeige, daß eine endlichdimensionale Darstellung einfach ist
genau dann, wenn die zugehörige kontragrediente Darstellung einfach ist. Man
gebe ein Beispiel für eine eindimensionale Darstellung, die nicht zu ihrer kon-
tragredienten Darstellung isomorph ist.
Übung 22.1.1.24. Man zeige, daß die Quaternionen als reeller Vektorraum eine
irreduzible Darstellung der Gruppe {±1,± i,± j,± k} aus 6.1.4.13 bilden.
Übung 22.1.1.25 (Einfache reelle Darstellungen der Kreisgruppe). Jede einfa-
che endlichdimensionale stetige reelle Darstellunge der Kreisgruppe S1 ist entwe-
der isomorph zur EinsdarstellungR oder für genau ein n ∈ N>0 isomorph zur reell
zweidimensionalen Darstellung (C, ρn) gegeben durch ρn(z) := zn ∈ AutR(C)
für alle z ∈ S1.

22.1.2 Tangentialraum und Exponentialabbildung
22.1.2.1 (Erinnerungen an eingebettete Mannigfaltigkeiten). Ich erinnere dar-
an, daß wir die natürliche Topologie auf einem endlichdimensionalen reellen Raum
in 11.2.3.15 erklärt hatten als die metrische Topologie zu einer und jeder Norm.
Ich erinnere daran, daß wir in 12.3.2.6 und 22.1.2.8 vereinbart hatten, eine Teil-
menge M ⊂ X eines n-dimensionalen reellen affinen Raums X eine glatte k-
Mannigfaltigkeit zu nennen, wenn es um jeden Punkt p ∈ M ein lokales Kordi-
natensystem (U, g) von X gibt mit

M ∩ U = {x ∈ U | gk+1(x) = . . . = gn(x) = 0}
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Anders gesagt wird also M „lokal durch das Verschwinden der letzten k Koordi-
naten eines glatten lokalen Koordinatensystems von X beschrieben“. Eine Kar-
te von M erklären wir wie in 12.3.4.2 als ein Paar (W,ϕ) mit W ⊂◦ Rk und
ϕ : W ↪→ M offen, glatt und injektiv derart, daß die Verknüpfung mit der Ein-
bettung i ◦ ϕ : W ↪→ X an jeder Stelle injektives Differential hat. Ich erinnere
an den Tangentialraum TpM ⊂ ~X an eine eingebettete Mannigfaltigkeit M in
einem Punkt p ∈M aus 12.3.2.7, den wir definiert hatten als die Menge aller Ge-
schwindigkeitsvektoren bei p von stetig differenzierbaren Wegen durch p in M .
Insbesondere haben wir im Fall M ⊂◦ X einer offenen Teilmenge TpM = ~X für
alle p ∈M .

22.1.2.2 (Tangentialräume von Mannigfaltigkeiten in Vektorräumen). Im Fall
einer Untermannigfaltigkeit M ⊂ V eines endlichdimensionalen reellen Vektor-
raums V erinnere ich zusätzlich an unsere kanonische Identifikation

trans : V
∼→ ~V

zwischen dem zugrundeliegenden Vektorraum und dem Richtungsraum des zu-
gehörigen affinen Raums aus 3.3.1.8 durch trans : v 7→ (v+), die derart kano-
nisch ist, daß wir sie in Sprache und Notation oft so behandeln, als seien diese
beiden Vektorräume schlicht gleich. Im Fall einer offenen Teilmenge eines end-
lichdimensionalen reellen Vektorraums M ⊂◦ V haben wir in dieser Konvention
dann TpM = V . Im Fall der Zahlengeraden machen wir aber doch gerne den
Unterschied und schreiben ∂ = trans(1) ∈ ~R.

Satz 22.1.2.3 (Untergruppen als Untermannigfaltigkeiten). Jede abgeschlosse-
ne Untergruppe der Automorphismengruppe eines endlichdimensionalen reellen
Vektorraums ist eine glatte Untermannigfaltigkeit im Raum aller Endomorphis-
men unseres Vektorraums.

22.1.2.4. Bezeichne V unseren endlichdimensionalen reellen Vektorraum. Man
beachte, daß wir von unserer Gruppe G ⊂∧ AutV keineswegs fordern, daß sie ab-
geschlossen sein soll im endlichdimensionalen Vektorraum EndV . Ausgeschrie-
ben fordern wir vielmehr nur für jede Folge in G, die bezüglich irgendeiner Norm
auf EndV gegen einen Punkt von AutV konvergiert, daß dann auch dieser Punkt
bereits in G liegen soll. Eine abgeschlossene Untergruppe der Automorphismen-
gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums nennen wir eine Matrix-
Liegruppe.

Beispiele 22.1.2.5. Typische Beispiele für Matrixliegruppen sind die allgemeinen
linearen Gruppen GL(n;R) = AutRn, GL(n;C) ⊂ AutRCn und GL(n;H) ⊂
AutRHn für den SchiefkörperH der Quaternionen aus 3.5.6.4; die Gruppen SL(n;R) ⊂
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AutRn und SL(n;C) ⊂ AutCn aller reellen beziehungsweise komplexen Matri-
zen mit Determinante Eins; die Gruppen O(n) ⊂ AutRn und U(n) ⊂ AutCn al-
ler orthogonalen beziehungsweise unitären Matrizen und darin die Untergruppen
SO(n) und SU(n) aller Matrizen mit Determinante Eins; die Gruppen aller inver-
tierbaren oberen Dreiecksmatrizen, aller oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf
der Diagonalen, oder aller reellen oder komplexen Diagonalmatrizen, jeweils zu
einer fest vorgegebenen Zahl von Zeilen und Spalten.

Vorschau 22.1.2.6. Eine „Liegruppe“ oder ausführlicher und gleichbedeutend „ab-
strakten Liegruppe“ erklären wir in 22.3.2.19 ganz allgemein eine „glatte Mannig-
faltigkeit“Gmit einer Gruppenstruktur derart, daß die MultiplikationG×G→ G,
(x, y) 7→ xy und die Inversenbildung G → G, x 7→ x−1 beide glatt sind. Die
Terminologie erinnert an den Begründer der Theorie, den norwegischen Mathe-
matiker Sophus Lie (1842-1899). Hierbei verstehen wir unter Mannigfaltigkeiten
nicht nur eingebettete Mannigfaltigkeiten, sondern allgemeiner abstrakte Mannig-
faltigkeiten, wie wir sie in 22.3.2.1 diskutieren. Wir werden dort sehen, wie sich
unsere Argumente in diesem Rahmen verallgemeinern lassen. Insbesondere wird
es sich erweisen, daß jede Matrixliegruppe mit ihrer „induzierten Struktur als Ma-
nigfaltigkeit“ auch eine Liegruppe ist.

22.1.2.7. Wir zeigen obigen Satz 22.1.2.3 zusammen mit einer genaueren Aussa-
ge, die wir im folgenden formulieren. Dazu erinnern wir daran, daß wir in ?? für
jeden endlichdimensionalen reellen Vektorraum V die Exponentialabbildung

exp : EndV → AutV
X 7→

∑
ν≥0X

ν/ν!

eingeführt hatten. Sie ist eine glatte Abbildung nach ?? und ihr Differential am
Ursprung ist die Identität nach 12.1.3.26.

Definition 22.1.2.8. Eine Abbildung von einer Untermannigfaltigkeit eines end-
lichdimensionalen reellen Raums in einen endlichdimensionalen reellen Raum
heißt glatt, wenn die daraus durch Vorschalten einer beliebigen Karte unserer
Untermannigfaltigkeit entstehende Abbildung glatt ist im Sinne von 12.8.5.8.

Definition 22.1.2.9. Eine Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten endlich-
dimensionaler reeller Räume heißt glatt, wenn ihre Verknüpfung mit der Ein-
bettung der zweiten Untermannigfaltigkeit glatt ist im Sinne von 22.1.2.8. Ein
Diffeomorphismus von glatten Untermannigfaltigkeiten ist eine glatte bijektive
Abbildung mit glatter Umkehrabbildung.

22.1.2.10. Den Tangentialraum an eine Matrixliegruppe im neutralen Element
nennen wir den Einstangentialraum.
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Der besseren Anschaulichkeit halber habe ich hier den Einstangentialraum
T1S

1 = iR an die Kreislinie dargestellt als den „zum Fußpunkt 1 verschobenen“
affinen Raum 1 + T1S

1 ⊂ C. Die kleinen Pfeile deuten die
Exponentialabbildung an, genauer die Abbildung 1 + ia 7→ exp ia.
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Satz 22.1.2.11 (Tangentialraum und Exponentialabbildung). Gegeben eine Ma-
trixliegruppe G ⊂∧ GL(V ) gilt:

1. Der Einstangentialraum TeG ⊂ Richt(EndV ) unserer Matrixliegruppe
entspricht unter trans : EndV

∼→ Richt(EndV ) der Vereinigung aller
Ursprungsgeraden des Endomorphismenraums, die unter der Exponential-
abbildung in unserer Matrixliegruppe G landen;

2. Die Verknüpfung exp ◦ trans−1 : TeG→ G liefert einen Diffeomorphismus
im Sinne von 22.1.2.9 zwischen einer offenen Umgebung der Null im Eins-
tangentialraum TeG und einer offenen Umgebung des neutralen Elements
e ∈ G.

Beispiel 22.1.2.12. Der Satz gilt a forteriori auch für jeden endlichdimensionalen
komplexen oder quaternionalen Vektorraum und kann am Beispiel der Kreisgrup-
pe S1 ⊂ C× besonders gut veranschaulicht werden: In diesem Fall haben wir
T1S

1 = trans(iR).

Beweis von 22.1.2.3 und 22.1.2.11. Wir zeigen zunächst, daß die Menge

g := {X ∈ EndV | exp(RX) ⊂ G}

ein Untervektorraum des Endomorphismenraums ist. Nach dem Umkehrsatz der
Analysis 12.3.1.2 definiert ja die Exponentialabbildung EndV → AutV einen
Diffeomorphismus zwischen einer offenen Umgebung A ⊂◦ EndV der Null und
einer offenen Umgebung B ⊂◦ AutV der Identität. Jetzt brauchen wir eine For-
mel, die ich als eigenständiges Lemma formuliere.

Lemma 22.1.2.13 (Produktformel von Trotter). Ist V ein endlichdimensionaler
reeller Vektorraum, so gilt für alle X, Y ∈ EndV die Formel

exp(X + Y ) = limn→∞

(
exp

(
X

n

)
exp

(
Y

n

))n
Ergänzung 22.1.2.14. Das verallgemeinert sich mit demselben Beweis auf den
Fall eines beliebigen Banachraums V , wenn wir statt EndV nur den Teilraum der
stetigen Endomorphismen B(V ) betrachten und statt AutV die Gruppe B(V )×

der Einheiten dieses Rings.

Beweis. Für kleine t ∈ R gilt sicher

exp(tX) exp(tY ) = exp(Z(t))
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für eine wohldefinierte glatte Kurve Z : (−ε, ε) → EndV . Ein Vergleich der
Differentiale zeigt Ż(0) = X + Y und folglich Z(t) = t(X + Y ) + tη(t) für η
stetig bei Null mit Funktionswert Null. So ergibt sich(

exp(X
n

) exp(Y
n

)
)n

= exp
(
Z( 1

n
)
)n

= exp
(
nZ( 1

n
)
)

= exp
(
X + Y + η( 1

n
)
)

und das strebt für n→∞ offensichtlich gegen exp(X + Y ).

Unsere Menge g aller X ∈ EndV mit exp(RX) ⊂ G vom Beginn des Beweises
ist nun sicher für jede Untergruppe G stabil unter der Multiplikation mit reellen
Zahlen, und nach der Produktformel von Trotter 22.1.2.13 gilt im Fall einer ab-
geschlossenen Untergruppe G auch X, Y ∈ g ⇒ (X + Y ) ∈ g. Damit ist
die Menge g in der Tat ein Untervektorraum von EndV . Wir wählen nun zu die-
sem Untervektorraum ein Komplement t, also EndV = g⊕ t, und betrachten die
Abbildung

ψ : EndV → AutV
X + Y 7→ (expX)(expY )

für alle X ∈ g, Y ∈ t. Offensichtlich ist ψ−1(G) stabil unter der Addition von
Vektoren aus g. Weiter hat ψ bijektives Differential bei Null und induziert folglich
nach dem Umkehrsatz 12.3.1.2 oder besser seiner glatten Variante ?? einen Dif-
feomorphismus ψ : A

∼→ B zwischen geeigneten offenen Umgebungen der Null
in EndV beziehungsweise der Identität in AutV . Wenn wir zeigen können, daß
ψ für hinreichend kleine A und B sogar eine Bijektion

ψ : A ∩ g
∼→ B ∩G

induziert, so liefert die Umkehrabbildung vonψ eine Plättung im Sinne von 12.3.2.6
der Gruppe G um das neutrale Element. Die Umkehrabbildung von (g·)◦ψ liefert
dann auch eine Plättung um ein beliebiges Element g ∈ G und 22.1.2.3 ist bewie-
sen und 22.1.2.11 folgt aus dem Beweis gleich auch noch mit. Also müssen wir
nur noch die behauptete Eigenschaft von ψ zeigen. Da ψ−1(G) stabil ist unter der
Addition von Vektoren aus g, reicht es zu zeigen, daß die Null ein offener Punkt
von ψ−1(G)∩ t ist, daß es also eine Umgebung der Null in t gibt, die ψ−1(G) nur
in Null trifft. Nun ist aber ψ−1(G) ∩ t sicher stabil unter der Multiplikation mit
ganzen Zahlen. Wäre außerdem die Null ein Häufungspunkt von ψ−1(G) ∩ t, so
fänden wir nach dem anschließenden technischen Lemma 22.1.2.15 ein von Null
verschiedenes X ∈ t mit RX ⊂ ψ−1(G)∩ t im Widerspruch zu unserer Annahme
t ∩ g = 0.
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Die g-Linie zusammen mit den parallelen gestrichelten Linien stellen die unter
Addition mit Vektoren aus g stabile Menge ψ−1(G) dar.
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Lemma 22.1.2.15. Ist eine abgeschlossene Teilmenge eines endlichdimensiona-
len reellen Vektorraums stabil unter der Multiplikation mit allen ganzen Zahlen
und ist der Ursprung ein Häufungspunkt unserer Teilmenge, so enthält unsere
Teilmenge eine Gerade durch den Ursprung.

Beweis. Sei M unser endlichdimensionaler R-Vektorraum und C ⊂ M unsere
abgeschlossene Teilmenge. Wir wählen eine Norm | | auf M . Nach unseren An-
nahmen finden wir eine Nullfolge cn in C\0. Bezeichnet βn die kleinste ganze
Zahl über 1/|cn|, so haben wir offensichtlich limn→∞ |βncn| = 1 und nach Heine-
Borel besitzt die Folge βncn eine konvergente Teilfolge. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit dürfen wir annehmen, daß sie bereits selbst konvergiert, sagen wir
gegen ein d ∈ C, in Formeln limn→∞ βncn = d. Sicher gilt dann |d| = 1. Ist
weiter t ∈ R beliebig, so gibt es wegen limn→∞ βn = ∞ eine Folge von ganzen
Zahlen γn mit limn→∞ γn/βn = t und folglich

limn→∞ γncn = (limn→∞ γn/βn) · (limn→∞ βncn) = td

Da C abgeschlossen ist, folgt Rd ⊂ C.

Beispiel 22.1.2.16 (Einstangentialraum an GL(n) und SL(n)). Wir verwenden
hier unsere Konvention 22.1.2.2 und identifizieren also stillschweigend jeden Vek-
torraum mit dem Richtungsraum des zugehörigen affinen Raums. Der Einstangen-
tialraum an GL(n;C) ist dann Mat(n;C). Der Einstangentialraum an SL(n;R) ist
die Menge sl(n;R) aller (n× n)-Matrizen mit Spur Null. In der Tat beachte man
die Formel

det(expA) = exp(trA)

Sie ist für komplexe obere Dreiecksmatrizen offensichtlich und folgt für beliebige
komplexe Matrizen mit dem Satz über die Trigonalisierbarkeit 3.6.6.11 daraus,
daß beide Seiten konstant sind auf Konjugationsklassen, daß also beide Seiten für
alle Matrizen A und alle invertierbaren Matrizen B auf A und BAB−1 denseben
Wert annehmen. Diese Formel zeigt, daß sl(n;R) unter der Exponentialabbildung
in SL(n;R) landet, und daraus folgt bereits sl(n;R) ⊂ Te SL(n;R). Anderer-
seits umfaßt SL(n;R) keine Umgebung der Einheitsmatrix in GL(n;R), und dar-
aus folgt Te SL(n;R) 6= Mat(n;R). Beides zusammen zeigt dann die Gleichheit
sl(n;R) = Te SL(n;R). Ein besseres Argument liefert später 22.1.4.20.

Beispiel 22.1.2.17 (Einstangentialraum orthogonaler Gruppen). Der Einstan-
gentialraum der Gruppe O(n) := {A ∈ GL(n;R) | AA> = I} ist der Raum der
schiefsymmetrischen Matrizen

TI O(n) = {X ∈ Mat(n;R) | X +X> = 0}
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Illustration zum Beweis von 22.1.2.15. Die Kreislinie stellt den Einheitskreis dar,
die Kreuzchen, Kringelchen und Punkte die ersten Folgenglieder c0, c1, c2 und

ihre Vielfachen.
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Um das zu sehen, verwenden wir die exponentielle Beschreibung 22.1.2.11. In der
Tat folgt aus X + X> = 0 sofort I = exp(tX + tX>) = exp(tX) exp(tX>) =
exp(tX) exp(tX)> für alle t ∈ R, und umgekehrt folgt für X ∈ Mat(n;R) aus
exp(tX) exp(tX)> = I für alle t ∈ R durch Bilden der Ableitung nach t bei
t = 0 auch sofort X + X> = 0. Die Bestimmung des Tangentialraums liefert für
die Dimension der orthogonalen Gruppen die Formel dim O(n) = n(n− 1)/2.
22.1.2.18. Ein topologischer Raum heißt zusammenhängend, wenn er nicht leer
ist und sich nicht als disjunkte Vereinigung von zwei nichtleeren offenen Teilmen-
gen schreiben läßt. Wir werden diese Eigenschaft in 15.1.3.3 ausführlich disku-
tieren. Aus 15.1.3.15 wird folgen, daß eine Matrixliegruppe genau dann zusam-
menhängend ist, wenn sie wegzusammenhängend ist im Sinne unserer Definition
12.7.5.1.
Beispiel 22.1.2.19 (Komponenten orthogonaler Gruppen). Die spezielle ortho-
gonale Gruppe SO(n) ⊂ O(n) ist nach 12.7.5.19 zusammenhängend und als Ur-
bild von 1 unter det auch abgeschlossen. Da ihr Komplement als Urbild von (−1)
unter det ebenfalls abgeschlossenen ist, und da dies Komplement darüber hinaus
auch zusammenhängend, ja sogar homöomorph zu SO(n) ist, erhalten wir damit
eine Darstellung von O(n) als eine disjunkte Vereinigung von zwei offenen zu-
sammenhängenden Teilmengen.

Proposition 22.1.2.20. Eine zusammenhängende Matrixliegruppe wird von jeder
Umgebung ihres neutralen Elements erzeugt.

Vorschau 22.1.2.21. In 15.2.1.10 zeigen wir dieselbe Aussage allgemeiner für be-
liebige topologische Gruppen.

Beweis. Die von einer Umgebung U des neutralen Elements erzeugte Untergrup-
pe H ⊂ G ist offen in unserer Gruppe G, da für jedes h ∈ H auch seine Umge-
bung hU in H enthalten ist. Dann sind auch alle Linksnebenklassen Hg unserer
Untergruppe offen in G. Als Bahnen der Linksoperation von H auf G sind sie
aber paarweise disjunkt, und für G zusammenhängend folgt dann aus 15.1.3.15
bereits, daß es nur eine einzige Linksnebenklasse geben kann, also H = G.

Korollar 22.1.2.22 (Einstangentialraum bestimmt Einskomponente). Haben
zwei zusammenhängende abgeschlossene Untergruppen der Automorphismengrup-
pe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums denselben Einstangentialraum,
so stimmen sie überein.

Beweis. Nach Lemma 22.1.2.20 wird eine zusammenhängende Matrixliegruppe
von jeder Umgebung ihres neutralen Elements erzeugt. Wegen 22.1.2.11 umfaßt
das Bild der Exponentialabbildung stets eine Umgebung des neutralen Elements,
folglich wird eine zusammenhängende Matrixliegruppe stets vom Bild ihres Ein-
stangentialraums unter der Exponentialabbildung erzeugt.
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Beispiel 22.1.2.23 (Einstangentialraum orthogonaler Gruppen, Variante). Sind
V,W endlichdimensionale reelle Vektorräume und ist ω : V × V → W bi-
linear und G ⊂ GL(V ) die Gruppe aller g mit ω(gv, gu) = ω(v, u) für al-
le v, u ∈ V , so besteht TeG ⊂ End(V ) genau aus allen Endomorphismen X
mit ω(Xv, u) + ω(v,Xu) = 0 für alle v, u ∈ V . Das will ich nun einmal bei-
spielhaft ausarbeiten. Gegeben X mit ω(exp(tX)v, exp(tX)u) = ω(v, u) für
alle t, u, v erhalten wir durch Ableiten beider Seiten nach t bei t = 0 bereits
ω(Xv, u) + ω(v,Xu) = 0. Hier verwenden wir die Kettenregel für Differentiale
12.1.4.2 und die Formel für das Differential einer bilinearen Abbildung 12.1.6.5.
Umgekehrt finden wir exp(X⊗ id + id⊗X) = exp(X)⊗exp(X) mit der Formel
10.7.2.4 und damit folgt leicht die Gegenrichtung.

Übungen

Übung 22.1.2.24 (Zusammenhangskomponenten von Matrixliegruppen). Ge-
geben eine Matrixliegruppe G ist ihre Einskomponente alias Zusammenhangs-
komponente des neutralen Elements offen und abgeschlossen in G und insbeson-
dere selbst eine Matrixliegruppe derselben Dimension wie G.
Ergänzende Übung 22.1.2.25. Man folgere direkt aus 22.1.2.15, daß jede zusam-
menhängende abgeschlossene Untergruppe eines endlichdimensionalen reellen
Vektorraums ein Untervektorraum ist. Hinweis: Vollständige Induktion.
Übung 22.1.2.26 (Einstangentialraum an U(n)). Der Einstangentialraum der
Gruppe U(n) = {A ∈ GL(n;C) | AĀ> = I} der unitären Matrizen ist der
Raum der schiefhermiteschen Matrizen

TI U(n) = {X ∈ Mat(n;C) | X + X̄> = 0}

Hinweis: Es geht auch noch allgemeiner, vergleiche 22.1.2.23.
Übung 22.1.2.27. Ich erinnere an das Kreuzprodukt auf einem dreidimensiona-
len orientierten reellen Skalarproduktraum 4.1.9.1. Gegeben ein dreidimensiona-
ler Skalarproduktraum V liefert mit dieser Begriffsbildung die Wahl einer Orien-
tierung einen Vektorraumisomorphismus

V
∼→ TeO(V )

~v 7→ (~v×)

Der Automorphismus exp(~v×) bedeutet geometrisch eine Drehung um die Achse
R~v mit Winkel ‖~v‖ im Bogenmaß. Ist genauer B = (~v1, ~v2, ~v3) eine orientierte
Orthonormalbasis von V , so zeige man für die Matrix exp(t~v1×) in dieser Basis
die Formel

B [exp(t~v1×)]B =

1 0 0
0 cos t − sin t
0 sin t cos t
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Übung 22.1.2.28 (Beispiel für eine bijektive Exponentialabbildung). Man zei-
ge, daß die Exponentialabbildung im Fall der Gruppe aller oberen Dreiecksmatri-
zen mit Einsen auf der Diagonale ein Diffeomorphismus ist. Hinweis: Die Loga-
rithmusreihe liefert eine inverse Abbildung.

Übung 22.1.2.29 (Beispiel für eine bijektive Exponentialabbildung). Man zei-
ge, daß die Exponentialabbildung im Fall der Gruppe aller reellen invertierbaren
oberen Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonaleinträgen ein Diffeomorphismus
ist. Hinweis: Jordan-Zerlegung und 22.1.2.28 und Funktionalgleichung der Expo-
nentialfunktion.

Übung 22.1.2.30 (Beispiel für eine surjektive Exponentialabbildung). Man zei-
ge, daß die Exponentialabbildung im Fall der Gruppe aller komplexen invertier-
baren oberen Dreiecksmatrizen eine Surjektion ist. Hinweis: Jordanzerlegung und
22.1.2.28. Man folgere, daß die Exponentialabbildung im Fall der Gruppe aller
komplexen invertierbaren Matrizen eine Surjektion ist.

Übung 22.1.2.31 (Beispiel für eine nicht surjektive Exponentialabbildung). Ist
x = xs + xn die additive Jordanzerlegung einer Matrix x ∈ Mat(n;R) oder x ∈
Mat(n;C), so ist expx = (expxs)(expxn) die multiplikative Jordanzerlegung
von expx. Man folgere, daß der (2 × 2)-Jordanblock zum Eigenwert −1 nicht
zum Bild von exp : Mat(2;R) → GL(2;R) gehören kann, obwohl er durchaus
zur Zusammenhangskomponente der Einheitsmatrix gehört.

Übung 22.1.2.32. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V und
ein Vektor v ∈ V hat die Matrixliegruppe G := {g ∈ AutV | gv = v}
den Einstangentialraum TeG = {x ∈ EndV | xv = 0}. Des weiteren hat
die Matrixliegruppe G := {g ∈ AutV | gv ∈ Rv} den Einstangentialraum
TeG = {x ∈ EndV | xv ∈ Rv}.

Übung 22.1.2.33. Man zeige, daß das Zentrum der orthogonalen Gruppe O(n) aus
der Einheitsmatrix und ihrem Negativen besteht, in Formeln Z(O(n)) = {±I}.
Hinweis: Kommutieren mit diag(−1, 1 . . . , 1) bedeutet, die Gerade Re1 zu sta-
bilisieren. Man zeige, daß für das Zentrum der speziellen orthogonalen Gruppe
SO(n) gilt Z(SO(n)) = {I} für n ungerade, Z(SO(n)) = {±I} für n ≥ 4 gerade
und Z(SO(2)) = SO(2).

22.1.3 Liealgebren von Matrixliegruppen

22.1.3.1. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Im Lichte von 22.1.2.22
stellt sich die Frage, welche reellen Untervektorräume in EndV die Einstangenti-
alräume abgeschlossener Untergruppen von AutV sind. Eine notwendige Bedin-
gung liefert der folgende Satz.
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Satz 22.1.3.2 (Stabilität des Einstangentialraums unter dem Kommutator).
Für jede abgeschlossene Untergruppe G ⊂∧ AutV der Automorphismengrup-
pe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums V ist ihr Einstangentialraum
TeG ⊂ EndV stabil unter dem Bilden des Kommutators. Mit X und Y gehört
also in Formeln auch XY − Y X zu TeG.

Beweis. Für jedes g ∈ AutV betrachten wir die lineare Abbildung

intg : EndV → EndV
x 7→ gxg−1

Ihr Differential bei der Einheitsmatrix notieren wir Adg. Da intg linear ist, wird
Adg durch dieselbe Formel gegeben wie intg. Unter der zusätzlichen Vorausset-
zung g ∈ G stabilisiert intg die Menge G und induziert folglich eine Abbildung

Adg : TeG → TeG
X 7→ gXg−1

Insbesondere verläuft für alle Y ∈ TeG die Kurve t 7→ exp(tY )X exp(−tY )
ganz in TeG. Damit liegt auch ihr Geschwindigkeitsvektor bei t = 0 in TeG, und
der ist nach der Produktregel gerade der Kommutator Y X −XY .

22.1.3.3. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und G ⊂∧ AutV
eine Matrixliegruppe. Natürlich ist unsere Abbildung g 7→ intg aus dem vorher-
gehenden Beweis eine Darstellung AutV → GL(EndV ) und liefert damit auch
eine Darstellung G → GL(EndV ). Unsere Erkenntnisse aus dem Beweis lassen
sich dann auch dahingeghend formulieren, daß für diese Darstellung von G der
Teilraum TeG ⊂ EndV eine Unterdarstellung ist. Diese Unterdarstellung

Ad : G→ GL(TeG)

heißt die adjungierte Darstellung unserer Matrixliegruppe G und daher rührt die
Notation Ad. Wir werden diese Konstruktion in 22.4.1 in einer größeren Allge-
meinheit noch ausführlich besprechen. Der Kommutator wird oft notiert in der
Form

XY − Y X = [X, Y ]

und heißt auch die Lie-Klammer.

22.1.3.4. Einen Vektorraum A über einem Körper k mit einer k-bilinearen Verk-
nüpfung A×A→ A bezeichnet man ganz allgemein als eine k-Algebra, verglei-
che 4.7.9.1. Gegeben eine Matrixliegruppe G wird demnach der Einstangential-
raum TeG mit der Verknüpfung (X, Y ) 7→ [X, Y ] eine R-Algebra. Sie heißt die
Lie-Algebra von G. Wir notieren sie

LieG := TeG
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Vorschau 22.1.3.5. Unter einer partiellen Matrixliegruppe verstehen wir eine
Untermannigfaltigkeit M ⊂ Aut(V ) der Automorphismengruppe eines endlich-
dimensionalen reellen Vektorraums derart, daß (1) die Identität zu M gehört und
daß es (2) eine Umgebung U der Identität gibt mit den Eigenschaften (U∩M)(U∩
M) ⊂M und (U ∩M)−1 ⊂M . Jede offene Umgebung der Identität in einer par-
tiellen Matrixliegruppe ist natürlich auch ihrerseits eine partielle Matrixliegruppe.
Wir nennen zwei partielle Matrixliegruppen äquivalent, wenn es eine Umgebung
der Identität gibt, die mit beiden denselben Schnitt hat. Eine Äquivalenzklasse
unter dieser Äquivalenzrelation nennen wir einen Matrixliegruppenkeim. Das
Bilden des Tangentialraums beim neutralen Element liefert nun eine Bijektion{

Matrixliegruppenkeime
in Aut(V )

}
∼→
{

Unterliealgebren
von End(V )

}
Die inverse Abbildung ordnet dabei jeder Unterliealgebra g ⊂ End(V ) den Ma-
trixliegruppenkeim zu, der durch das Bild hinreichend kleiner offener Umgebun-
gen der Null in g unter der Exponentialabbildung repräsentiert wird. Wir zeigen
das erst in 22.4.3.5, es folgt aus dem sogenannten „Frobenius-Theorem“ 22.4.3.3.
22.1.3.6. Unter einer Lie-Algebra über einem Körper k versteht man eine k-Alge-
bra g, deren Verknüpfung in diesem Zusammenhang meist (x, y) 7→ [x, y] notiert
wird, derart daß gilt:

1. [x, x] = 0 ∀x ∈ g;

2.
[
x, [y, z]

]
+
[
z, [x, y]

]
+
[
y, [z, x]

]
= 0 ∀x, y, z ∈ g.

Die zweite Forderung heißt die Jacobi-Identität. Daß in unseren Algebren LieG =
TG zu Matrixliegruppen diese Formeln gelten, rechnet man mühelos nach. Daß
gerade diese Formeln einen mit der Theorie der Liegruppen aufs engste verwobe-
nen Typ von Algebra definieren, erkennt man mit der vorhergehenden Bemerkung
in Anbetracht des Satzes von Ado, nach dem sich jede endlichdimensionale kom-
plexe Liealgebra als Unterliealgebra in die Algebra End(V ) der Endomorphismen
eines endlichdimensionalen Vektorraums einbetten läßt. A forteriori gilt das dann
auch für jede endlichimensionale reelle Liealgebra.

Beispiel 22.1.3.7 (Anschauung für die Liealgebra der Drehgruppe). Man kann
die Lieklammer auf der Liealgebra einer Matrixliegruppe auch symmetrischer ver-
stehen mithilfe der Formel

[A,B] = lim
t→0

1

t2
(exp(tA) exp(tB)− exp(tB) exp(tA))

die man leicht über die Taylorentwicklung nachrechnet. Beachtet man, daß t 7→
exp(tX) ein und nach 22.1.4.5 sogar der einzige differenzierbare Gruppenhomo-
morphismus R → G mit Geschwindigkeitsvektor X beim neutralen Element
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Dieses Bild soll die zur Formel von eben äquivalente Formel

[A,B] = lim
t→0

1

t2
(exp(−tA) exp(−tB) exp(tA) exp(tB)− I)

anschaulich machen im Fall der in 22.1.3.7 behandelten Drehgruppe für B = E1

und A = E2. Die x-Achse kommt darin senkrecht aus dem Papier, und das Bild
zeigt, wie ein Punkt auf der x-Achse „in der Höhe 1 oberhalb der Papierebene“
sich bewegt, wenn wir erst ein bißchen um die x-Achse drehen–dabei bleibt er

fest–dann dasselbe bißchen um die y-Achse, dann um die x-Achse in der
Gegenrichtung und schließlich um die y-Achse in der Gegenrichtung, jeweils um
denselben kleinen Winkel, im Bild etwa 1/2 im Bogenmaß. Machen wir diesen

Winkel kleiner, so werden die Effekte des Drehens um die y-Achse in der
Aufsicht in etwa linear kleiner, genauer hat der erste vertikale Pfeil die Länge
sin t, aber der Effekt des Drehens um die x-Achse wird quadratisch kleiner,

genauer hat der krumme eher horizontale Pfeil die Länge t sin t. Ich finde, man
sieht ganz gut, daß die Differenz von Ausgangs- und Endpunkt unseres

Pfeilweges gegen eine quadratisch kleine Drehung um die z-Achse strebt, wie es
auch unsere Formel [E1, E2] = E3 vorhersagt.
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ist, so kann man diese Formel dahingehend interpretieren, daß die Lieklammer
mißt, inwieweit zwei „infinitesimale Elemente“ unserer Gruppe kommutieren.
Zum Beispiel ergibt sich die Liealgebra der Drehgruppe SO(3) mit 22.1.2.17 als
die Liealgebra so(3;R) aller reellen schiefymmetrischen (3 × 3)-Matrizen. Als
Basis mag man die drei Matrizen

E1 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , E2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , E3 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0


wählen. Deren Kommutatoren werden gegeben durch die leicht zu verifizierenden
Formeln [E1, E2] = E3, [E2, E3] = E1 und [E3, E1] = E2. Nun beschreibt

exp(tE1) =

1 0 0
0 cos t − sin t
0 sin t cos t


eine Drehung um die x-Achse mit Winkel t und exp(tE2), exp(tE3) bedeuten
ähnlich Drehungen um die y-Achse beziehungsweise die z-Achse. Um die Lie-
klammer anschaulich zu interpetieren gilt es damit einzusehen, daß „ein kleines
bißchen Drehen um die x-Achse gefolgt von einem kleinen bißchen Drehen um
die y-Achse sich vom Effekt derselben Operationen in der umgekehrten Reihen-
folge unterscheidet um ein quadratisch kleines bißchen Drehen um die z-Achse,
bis auf einen kubisch kleinen Fehler“. Diese Aussage scheint mir der Anschauung
durchaus zugänglich zu sein. Man bemerke auch, daß ei 7→ Ei einen Vektorrau-
misomorphismus ψ : R3 ∼→ so(3;R) definiert, unter dem das Kreuzprodukt der
Lieklammer entspricht. Es ist eine gute Übung zu zeigen, daß mit dieser Notation
exp(ψ(v)) die Matrix einer Drehung mit Drehachse Rv und Drehwinkel ‖v‖ ist.

Definition 22.1.3.8. Eine Unteralgebra einer Algebra ist ein unter der Verk-
nüpfung stabiler Untervektorraum. Ein Algebrenhomomorphismus ist eine li-
neare Abbildung, die mit den jeweiligen Verknüpfungen verträglich ist.

22.1.3.9. Gegeben ein Körper k und ein k-Vektorraum V wird EndV eine Lie-
algebra mit der Verknüpfung [X, Y ] = XY − Y X . Man notiert diese Liealgebra
meist gl(V ). Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V ist im all-
gemeinen keineswegs jede reelle Unterliealgebra g ⊂ gl(V ) der Tangentialraum
im neutralen Element einer Matrixliegruppe G ⊂∧ GL(V ). Das Problem ist, daß
die vom Bild der Exponentialabbildung erzeugte Untergruppe keineswegs abge-
schlossen zu sein braucht, wie zum Beispiel der Fall g = R diag(i, αi) ⊂ EndC2

für irrationales reelles α zeigt. Es gibt aber auf der fraglichen Untergruppe, auch
wenn sie in GL(V ) nicht abgeschlossen ist, stets genau eine Struktur von glatter
Mannigfaltigkeit im Sinne von 22.3.2.7 derart, daß die Einbettung differenzierbar
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ist und ihr Tangential den Tangentialraum unserer Mannigfaltigkeit mit g identifi-
ziert. Mehr dazu lernt man in der Differentialgeometrie.

22.1.3.10 (Liealgebren von Schnitten). Aus 22.1.2.11 folgt für abgeschlosse-
ne Untergruppen der Automorphismengruppe eines endlichdimensionalen reellen
Vektorraums G,H ⊂∧ AutV die Formel

Lie(G ∩H) = (LieG) ∩ (LieH)

Allgemeiner gilt für eine beliegige Familie (Gi)i∈I von abgeschlossenen Unter-
gruppen auch

Lie
⋂
i∈I

Gi =
⋂
i∈I

LieGi

Diese Bemerkung hätte auch schon direkt im Anschluß an 22.1.2.11 stehen können.
Ich habe sie nur deshalb hierher verschoben, um sie bereits mit der Bezeichnung
LieG statt TeG formulieren zu können. Mit 22.3.6.23 wird in 22.3.6.23 dasselbe
auch für abgeschlossene Untergruppen einer abstrakten Liegruppe folgen.

Übungen

Übung 22.1.3.11. IstA eine endlichdimensionaleR-Algebra undG := Alg×R(A) ⊂
GL(A) ihre Automorphismengruppe, so besteht LieG ⊂ End(A) genau aus allen
Derivationen von A, als da heißt, aus allen R-linearen Abbildungen d : A → A
mit der Eigenschaft d(ab) = (da)b + a(db) für alle a, b ∈ A. Wir bezeichnen
diesen Raum mit DerR(A) und haben also in Formeln

Lie(Alg×R(A)) = DerR(A)

Man zeige auch, daß für eine endlichdimensionale C-Algebra analog gilt

Lie(Alg×C(A)) = DerC(A)

Übung 22.1.3.12. Ist G eine Matrixliegruppe und N ⊂∧ G ein abgeschlossener
Normalteiler, so gilt für alle X ∈ LieG und Y ∈ LieN sogar [X, Y ] ∈ LieN . In
der in 24.1.4.3 eingeführten Terminologie ist also die Liealgebra eines Normaltei-
lers stets ein Ideal.

Ergänzende Übung 22.1.3.13. Man zeige, daß jeder echte abgeschlossene Nor-
malteiler der Drehgruppe SO(3) trivial ist. Hinweis: 22.1.3.12 zeigt, daß unser
Normalteiler diskret sein muß, und 15.2.1.21 zeigt weiter, daß er im Zentrum von
SO(3) liegen muß.

Übung 22.1.3.14. Man zeige, daß jede abgeschlossene Untergruppe von O(3)
konjugiert ist zu genau einer Untergruppe der folgenden Liste:
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1. Ein endliche Untergruppe, wie sie in 4.5.4.25 klassifiziert wurden;

2. Eine der Untergruppen O(3) und SO(3);

3. Eine der Gruppen {±1} ×O(2) oder {±1} × SO(2) von Blockmatrizen.

Übung 22.1.3.15. Für jede Liealgebra L und jedes Element x ∈ L ist adx eine
Derivation von L und ad(L) ⊂ Derk L ist ein Ideal. Genauer gilt sogar [δ, adx] =
ad(δx) ∀δ ∈ Derk L, x ∈ L.

22.1.4 Homomorphismen von Matrixliegruppen
Satz 22.1.4.1 (Gruppenwege in C×). Jeder stetige Gruppenhomomorphismus
ϕ : R→ C× hat die Gestalt ϕ(t) = exp(at) für genau ein a ∈ C.

22.1.4.2. Die stetigen Gruppenwege in der Kreisgruppe haben wir bereits in 10.4.5.8
bestimmt. Die Argumentation hier ist im wesentlichen dieselbe.

Beweis. Die Eindeutigkeit von a folgt aus ϕ′(0) = a. Nur die Existenz von a ist
also noch zu zeigen. Die offene Halbebene H := {z ∈ C | Re(z) > 0} hat die
Eigenschaft, daß es für jedes z ∈ H genau ein w ∈ H gibt mit w2 = z. Gegeben
ein stetiger Gruppenhomomorphismus ϕ : R→ C× finden wir nun sicher erst ein
ε > 0 mit ϕ([−ε, ε]) ⊂ H und dann ein b ∈ U mit ϕ(ε) = exp(b). Es folgt

ϕ(ε/2) =
√

exp(b) = exp(b/2)

und induktiv ϕ(ε/2n) = exp(b/2n) für alle n ∈ N und dann sogar ϕ(mε/2n) =
exp(mb/2n) für alle n ∈ N und m ∈ Z. Setzen wir a = b/ε, so gilt mithin
ϕ(t) = exp(at) für alle reellen Zahlen t der Gestalt t = mε/2n mit n ∈ N und
m ∈ Z. Da beide Seiten stetig sind, gilt das dann auch für alle t ∈ R.

Satz 22.1.4.3 (Gruppenwege in GL(V )). Ist V ein endlichdimensionaler reeller
oder auch komplexer Vektorraum, so ist jeder stetige Gruppenhomomorphismus
ϕ : R→ GL(V ) von der Gestalt ϕ(t) = exp(tA) für genau ein A ∈ EndV .

22.1.4.4. Die stetigen Gruppenhomomorphismen ϕ : R → C× haben wir gerade
eben bestimmt. Die Argumentation hier ist im wesentlichen dieselbe.

Beweis. Die Eindeutigkeit von A folgt aus ϕ′(0) = A. Nur die Existenz von A
ist also noch zu zeigen. Nach dem Umkehrsatz 12.3.1.2 gibt es in EndV eine of-
fene Umgebung U ⊂◦ EndV des Ursprungs, die unter exp homöomorph auf eine
offene TeilmengeW ⊂◦ GL(V ) der Identität abgebildet wird. Wir dürfen ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit U konvex annehmen. Das Bild H := exp((1/2)U)



22.1. MATRIXLIEGRUPPEN 3795

Das Bild eines stetigen Gruppenhomomorphismus R→ C× hat im allgemeinen
die Gestalt einer Spirale. Sie wird mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

durchlaufen, aber der Radius hängt exponentiell von der Zeit ab.
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der entsprechend um den Faktor Zwei geschrumpften Umgebung hat dann offen-
sichtlich die Eigenschaft, daß das Quadrieren g 7→ g2 einen Diffeomorphismus

H
∼→ W

induziert. Da wir U konvex angenommen hatten, gilt außerdem H ⊂ W . Folglich
besitzt jedes z ∈ H genau eine Wurzel in H . Gegeben ein stetiger Gruppenhomo-
morphismus ϕ : R→ GL(V ) finden wir nun sicher ein ε > 0 mit ϕ([−ε, ε]) ⊂ H
und ein X ∈ (1/2)U mit ϕ(ε) = exp(X). Es folgt

ϕ(ε/2) =
√

exp(X) = exp(X/2)

und induktiv ϕ(ε/2n) = exp(X/2n) für alle n ∈ N. Setzen wir A := X/ε, so gilt
mithin ϕ(t) = exp(tA) für alle t = ε/2n. Da beide Seiten Gruppenhomomorphis-
men sind, gilt es dann auch für alle t = mε/2n mit m ∈ Z. Da beide Seiten stetig
sind, folgt es schließlich für alle t ∈ R.

Satz 22.1.4.5 (Gruppenwege in Matrixliegruppen). IstG eine Matrixliegruppe,
so ist jeder stetige Gruppenhomomorphismus ϕ : R→ G von der Gestalt ϕ(t) =
exp(tA) für genau ein A ∈ LieG.

Beweis. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V und eine abge-
schlossene Untergruppe G ⊂∧ GL(V ) ist nach 22.1.4.3 jeder stetige Gruppenho-
momorphismus ϕ : R→ G jedenfalls schon mal von der Gestalt t 7→ exp(tA) für
genau ein A ∈ EndV , und nach 22.1.2.11 landet die Abbildung t 7→ exp(tA) in
der Untergruppe G genau dann, wenn A zum Tangentialraum TeG unserer Unter-
gruppe gehört.

Proposition 22.1.4.6. 1. Gegeben eine glatte Abbildung f : M → N zwi-
schen glatten Untermannigfaltigkeiten endlichdimensionaler reeller Räume
X, Y und ein Punkt p ∈ M gibt es genau eine lineare Abbildung, genannt
die Tangentialabbildung oder auch das Differential

Tpf : TpM → Tf(p)N

derart, daß für jede Karte (W,ϕ) von M mit W ⊂ Rk und w ∈ W mit
p = ϕ(w) die Gleichheit Tpf ◦dwϕ = dw(f ◦ϕ) von linearen Abbildungen
Rk → ~Y gilt;

2. Gegeben zwei differenzierbare Abbildungen f : M → N und g : N → L
von Untermannigfaltigkeiten erfüllen die Differentiale für jeden Punkt p ∈
M die Kettenregel

Tf(p)g ◦ Tpf = Tp(g ◦ f)
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3. Das Differential der Einbettung i : M ↪→ N einer offenen Teilmenge M ⊂◦
N ist an jeder Stelle die Identität Tpj = id : TpM → TpN ;

4. Gilt speziell für unsere erste Mannigfaltigkeit M ⊂◦ X und bezeichnet j :
N ↪→ Y die Inklusion, so haben wir Tpf = dp(j ◦ f) : ~X → ~Y .

22.1.4.7. Sobald der folgende Beweis zu Ende ist, ändern wir unsere Notation und
setzen auch im allgemeinen

dpf := Tpf

Für den Beweis schien es mir jedoch wichtig, zwischen den neu eingeführten
Begriffen und dem bereits Bekannten zu unterscheiden.

22.1.4.8. Etwas allgemeiner gilt die Proposition auch analog für Randfaltigkeiten
12.8.6.1 und sogar Eckfaltigkeiten 12.8.7.12, wenn wir den Tangentialraum an
einer Stelle als das Bild des Differentials einer und jeder Randkarte beziehungs-
weise Eckenkarte an besagter Stelle im Sinne von 12.1.3.19 erklären. Wir werden
das insbesondere im Fall von Abbildungen mehrpunktiger Intervalle in Mannig-
faltigkeiten verwenden.

Beweis. Per definitionem induziert für jede Karte wie in der Proposition ihr Dif-
ferential einen Isomorphismus dwϕ : Rk ∼→ TpM . Für jede Karte um p finden wir
also genau eine Abbildung

Tϕ
p f : TpM → ~Y

mit Tϕ
p f ◦ dwϕ = dw(f ◦ ϕ). Um zu zeigen, daß Tϕ

xf nicht von der Karte ϕ
abhängt, sei (V, ψ) eine weitere Karte von M und v ∈ V ein Punkt mit ψ(v) = p.
Wir dürfen annehmen, daß unsere beiden Karten dasselbe Bild haben, so daß gilt
ψ = ϕ ◦ κ für den Kartenwechsel κ : V

∼→ W . Die Kettenregel zeigt dann

Tϕ
p f ◦ dvψ = Tϕ

p f ◦ dwϕ ◦ dvκ = dw(f ◦ ϕ) ◦ dvκ = dv(f ◦ ψ) = Tψ
p f ◦ dvψ

und so Tϕ
p f = Tψ

p f . Nun zeigen wir, daß die so definierte Abbildung Tpf auch
tatsächlich in Tf(p)N landet. Hierzu verwenden wir ein an N ⊂ Y angepaßtes lo-
kales Koordinatensystem (U, h) von Y um f(p) im Sinne von 12.3.2.6 und dürfen
ϕ(W ) ⊂ U annehmen. Die Beschreibung ?? des Tangentialraums als Kern der
Differentiale df(p)hj der auf N identisch verschwindenden Koordinaten hj . Aus
hj ◦f ◦ϕ = 0 folgt dann df(p)hj ◦Tpf = 0. Damit landet Tpf in der Tat in Tf(p)N
und der erste Teil ist gezeigt. Wir geben nun die Notationen V, ψ, v wieder frei, um
sie neu in anderer Bedeutung verwenden zu können. Um den zweiten Teil zu zei-
gen, nehmen wir die nicht auf N identisch verschwindenden Koordinaten unsers
Systems (U, h). Hat N etwa die Dimension k, so bilden sie zusammen eine glatte
Abbildung h̄ := (h1, . . . , hk) : U → Rk, die eine Bijektion (N ∩ U)

∼→ V ⊂◦ Rk
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induziert, die ihrerseits die Umkehrabbildung einer Karte ψ : V → N ist. Wir
erklären v ∈ V durch ψ(v) = f(p) und bezeichnen mit j : N ∩ U ↪→ U die
Einbettung. Es folgt gfϕ = gψh̄jfϕ und so finden wir mit der Kettenregel aus
der Analysis und unseren Definitionen

dw(gfϕ) = dw(gψh̄jfϕ) = dv(gψ) ◦ df(p) h̄ ◦ dw(jfϕ)
‖ ‖

Tp(gf) ◦ dw ϕ Tf(p)g ◦ dv ψ ◦ df(p) h̄ ◦ Tpf ◦ dw ϕ
‖

Tf(p)g ◦ Tpf ◦ dw ϕ

wegen h̄jψ = idV und folglich df(p)h̄ : Tf(p) N
∼→ Rk invers zu dvψ : Rk ∼→

Tf(p) N und so Teil 2. Der Beweis von 3 und 4 bleibe dem Leser überlassen.

Beispiel 22.1.4.9. Für γ : I → M eine Abbildung von einem mehrpunktigen
reellen Intervall I ⊂ R in eine Mannigfaltigkeit M wird unsere lineare Abbil-
dung Ttγ : R → Tγ(t)M oder besser in der bereits angekündigten vereinfachten
Notation dtγ : R→ Tγ(t)M gegeben durch die Multiplikation mit einem wohlbe-
stimmten Vektor aus Tγ(t)M , den man in Anlehnung an 12.1.3.12 wieder

(dtγ)(∂) = γ′(t)

notiert für ∂ = (+1) ∈ ~R und den Geschwindigkeitsvektor nennt.

Satz 22.1.4.10 (Homomorphismen von Matrixliegruppen). Jeder stetige Ho-
momorphismus ϕ : G → H von Matrixliegruppen ist glatt und sein Differential
beim neutralen Element deϕ ist ein Homomorphismus von Liealgebren mit der
Eigenschaft exp ◦ deϕ = ϕ ◦ exp.

22.1.4.11. Etwas ausführlicher geschrieben behauptet die Formel aus dem Satz
das Kommutieren des Diagramms

LieG
deϕ //

exp
��

LieH

exp
��

G
ϕ // H

Der Satz gilt auch für abstrakte Liegruppen und wird in dieser Allgemeinheit in
22.4.1.5 formuliert. Der Beweis bleibt derselbe.
Beispiel 22.1.4.12. Man erinnere sich an die Erkenntnis aus 12.1.6.14, nach der
das Differential an die Determinante bei der Einheitsmatrix die Spur ist. Als Ko-
rollar aus unserem Satz erkennen wir damit das Kommutieren des Diagramms

Mat(n;C) tr //

exp

��

C
exp

��
GL(n;C) det // C×
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Das hatten wir in 22.1.2.16 bereits elementar gezeigt. Umgekehrt kann man aus
dem Kommutieren dieses Diagramms auch unschwer folgern, daß das Differential
an die Determinante bei der Einheitsmatrix die Spur sein muß.

Beweis. Jeder Gruppenweg in G liefert durch Nachschalten von ϕ einen Grup-
penweg in H . Aus unserer Beschreibung der Gruppenwege 22.1.4.5 folgt, daß es
eine Abbildung ϕ̃ : LieG→ LieH geben muß, die das Diagramm

LieG
ϕ̃ //

exp
��

LieH

exp
��

G
ϕ // H

zum Kommutieren bringt und die darüber hinaus mit allen Streckungen vertauscht,
in Formeln ϕ̃(sX) = sϕ̃(X) für alle s ∈ R undX ∈ LieG. Wenden wir ϕ auf bei-
de Seiten von Trotter’s Produktformel 22.1.2.13 an, so folgt weiter ϕ̃(X + Y ) =
ϕ̃(X) + ϕ̃(Y ) und damit die Linearität von ϕ̃. Da im Diagramm beide Verti-
kalen Diffeomorphismen zwischen einer offenen Umgebung der Null in der je-
weiligen Liealgebra und einer offenen Umgebung des neutralen Elements in der
jeweiligen Gruppe liefern, können wir folgern, daß ϕ auf einer offenen Umge-
bung des neutralen Elements von G glatt ist mit Differential deϕ = ϕ̃. Wegen
ϕ = (ϕ(g)·) ◦ ϕ ◦ (g−1·) ist dann ϕ auch für jedes andere Gruppenelement g ∈ G
glatt in einer Umgebung desselben und damit eine glatte Abbildung. Um schließ-
lich zu zeigen, daß deϕ ein Homomorphismus von Liealgebren ist, gehen wir aus
vom kommutativen Diagramm von Mannigfaltigkeiten

G
ϕ //

intx
��

H

intϕ(x)
��

G
ϕ // H

Indem man darin zu den Differentialen an den neutralen Elementen übergeht und
die Kettenregel 22.1.4.6 beachtet, erhält man das kommutative Diagramm von
reellen Vektorräumen

TeG

Adx
��

deϕ // TeH

Adϕ(x)
��

TeG
deϕ // TeH

Gegeben X, Y ∈ LieG mit Bildern X̄, Ȳ ∈ LieH erhalten wir nach dem bereits
Bewiesenen ϕ(exp(tX)) = exp(tX̄) für alle t ∈ R. Damit folgt

deϕ : Ad(exp(tX))(Y ) 7→ Ad(exp(tX̄))(Ȳ )
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nach dem vorhergehenden kommutativen Diagramm mit x = exp(tX), ange-
wandt auf Y ∈ TeG. Dann muß aber nach der Kettenregel deϕ = d0(deϕ) auch
den Geschwindigkeitsvektor bei t = 0 der Kurve t 7→ Ad(exp(tX))(Y ) auf den
Geschwindigkeitsvektor bei t = 0 der Kurve t 7→ Ad(exp(tX̄))(Ȳ ) abbilden,
und nach 22.1.3.2 oder besser seinem Beweis läßt sich diese Erkenntnis in der Tat
schreiben als die behauptete Verträglichkeit des Differentials unseres Gruppenho-
momorphismus mit der Lieklammer

deϕ : [X, Y ] 7→ [X̄, Ȳ ]

Übungen

Übung 22.1.4.13. Eine Karte einer glatten Untermannigfaltigkeit ohne Rand eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums im Sinne von 12.3.4.2 ist nichts ande-
res als ein Diffeomorphismus zwischen einer offenen Teilmenge eines Rk und
einer offenen Teilmenge unserer Mannigfaltigkeit.

Übung 22.1.4.14. Gegeben eine Untermannigfaltigkeit M ⊂ X eines endlich-
dimensionalen reellen Raums und ein Punkt p ∈ M und eine glatte Funktion
f : M → R heißt der Wert des Differentials dpf : TpM → R auf einem Tan-
gentialvektor v ∈ TpM auch die Richtungsableitung von f bei p in Richtung v
und wird notiert als

(dpf)(v) = Dv(f)

Das große D steht je nach Geschmack für „directional derivative“ oder „Derivati-
on“.

Übung 22.1.4.15. Man zeige, daß für n ∈ Z das Differential beim neutralen Ele-
ment des Potenzierens auf der Kreislinie S1 → S1, z 7→ zn die Multiplikation mit
n auf dem Tangentialraum ist.

Übung 22.1.4.16. Man konstruiere eine Bijektion GrpTop((S1)m, (S1)n)
∼→ Mat(n×

m;Z) zwischen der Menge aller stetigen Gruppenhomomorphismen (S1)m →
(S1)n und der Menge aller (n×m)-Matrizen mit ganzzahligen Einträgen.

Übung 22.1.4.17. Man zeige, daß jeder nicht konstante stetige Gruppenhomo-
morphismus SO(3)→ SO(3) von der Gestalt (int g) ist für genau ein g ∈ SO(3).
Hinweis: Man erinnere sich, daß die Liealgebra von SO(3) identifiziert werden
kann mit dem R3 mit Kreuzprodukt, und diskutiere, welche linearen Abbildungen
R3 → R3 mit dem Kreuzprodukt verträglich sind.

Übung 22.1.4.18. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum. Ist M ⊂ X
eine glatte Untermannigfaltigkeit, so ist das Tangentialbündel TM ⊂ X × ~X
aus 12.6.5.2 nach 12.6.5.3 eine glatte Untermannigfaltigkeit. Man zeige: Für jede
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glatte Abbildung f : M → N in eine weitere glatte eingebettete Mannigfaltig-
keit liefern auch die Differentiale dpf : TpM → Tf(p)N eine glatte Abbildung
df : TM → TN . Hinweis: 12.3.4.1.
Übung 22.1.4.19. Das Differential des Invertierens inv : G → G auf einer Ma-
trixliegruppe beim neutralen Element ist die Punktspiegelung am Ursprung auf
dem Tangentialraum, in Formeln de inv = ((−1)·) : TeG→ TeG.
Übung 22.1.4.20 (Liealgebra eines Kerns). Gegeben ein glatter Homomorphis-
mus von Matrixliegruppen ϕ : G → H zeige man mit 22.1.2.11 die Formel
Lie(kerϕ) = ker(deϕ) und allgemeiner für K ⊂ H eine abgeschlossene Unter-
gruppe

Lie(ϕ−1(K)) = {x ∈ LieG | (deϕ)(x) ∈ LieK}
Daraus folgt im Übrigen mit 12.1.6.14 auch sofort die in 22.1.2.16 bereits elemen-
tar gezeigte Beziehung Lie(SL(n;R)) = sl(n;R). Mit 22.3.6.23 wird dasselbe
auch allgemeiner für abstrakte Liegruppen folgen.
22.1.4.21. Die wichtigsten Methoden zur Berechnung von Liealgebren sind für
uns die Verträglichkeit der Liealgebrenbildung mit Schnitten von abgeschlossenen
Untergruppen 22.1.3.10, mit dem Bilden des Urbilds einer abgeschlossenen Un-
tergruppe unter einem Homomorphismus 22.1.4.20, sowie die Formel 22.2.1.13
für die Liealgebra der Standgruppe eines Vektors in einer glatten Darstellung und
ihrer Projektivisierung.
Übung 22.1.4.22 (Liealgebra einer Gruppe von Fixpunkten). Gegeben G eine
Matrixliegruppe und ϕ : G

∼→ G ein glatter Automorphismus von G ist die Lie-
algebra der Gruppe der Fixpunkte Gϕ := {g ∈ G | ϕ(g) = g} von ϕ genau die
Menge der Fixpunkte des Differentials deϕ in der Liealgebra, in Formeln

Lie(Gϕ) = (LieG)deϕ

Mit 22.3.6.23 wird dasselbe auch allgemeiner für abstrakte Liegruppen folgen,
vergleiche etwa 22.3.6.25. Hinweis: Man mag entweder ein direktes Argument
geben oder 22.1.4.20 auf (id, ϕ) : G → G × G und die diagonale Untergruppe
anwenden.
Übung 22.1.4.23 (Komplexe Matrizen und Relativitätstheorie). Man betrachte
für SL(2;C) die vierdimensionale reelle DarstellungL := ker

(∧2
R(C2)�

∧2
C(C2)

)
.

Man zeige, daß SL(2;C) trivial auf
∧4
R(C2) operiert, etwa mit 3.6.4.14. Man zei-

ge weiter, daß die durch ∧ und eine geeignete von Null verschiedene reelle Volu-
menform

∧4
R(C2)

∼→ R gegebene symmetrische Bilinearform auf unserem Kern
L nichtausgeartet vom Typ (3, 1) ist. Man zeige die Existenz einer kurzen exakten
Sequenz

{± id} ↪→ SL(2;C)� SO(3, 1)+

Hier bezeichnet SO(3, 1)+ wie in 15.2.2.22 die Einskomponente von O(3, 1).
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22.1.5 Drehgruppe und Spingruppe
22.1.5.1. Wir erinnern aus 12.7.5.19 oder 15.2.2.12, daß SU(2) und SO(3), ja
sogar SU(n) und SO(n) zusmmenhängend sind. Man kann das auch leicht „zu
Fuß“ einsehen.

Proposition 22.1.5.2 (Drehgruppe und Spingruppe). Es gibt einen stetigen sur-
jektiven Gruppenhomomorphismus SU(2)� SO(3) mit Kern {± id}.

Beweis. Sozusagen zu Fuß haben Sie das eventuell bereits in 4.1.11.26 gezeigt.
Hier soll nun ein mehr konzeptionelles Argument erklärt werden. Wir betrach-
ten die adjungierte Darstellung 22.1.3.3 der Spingruppe SU(2) auf dem Raum
der schiefhermiteschen Matrizen mit Spur Null Lie SU(2). Sie ist eine dreidimen-
sionale reelle Unterdarstellung der Darstellung von SU(2) auf Mat(2;C) durch
Konjugation, und die Elemente dieser Unterdarstellung erzeugen zusammen mit
der Einheitsmatrix ganz Mat(2;C) als komplexen Vektorraum. Der Kern unserer
adjungierten Darstellung besteht folglich genau aus den Matrizen aus SU(2), die
mit allen Matrizen von Mat(2;C) kommutieren, und das ist eben der Schnitt der
Menge CI aller Vielfachen der Einheitsmatrix mit unserer Gruppe SU(2) alias die
Untergruppe {± id}. Auf dem Raum su(2) := Lie SU(2) aller schiefhermiteschen
Matrizen mit Spur Null definiert aber nun die Vorschrift (A,B) 7→ tr(AB) eine
negativ definite symmetrische Bilinearform, wie man leicht nachrechnet, die of-
fensichtlich unter allen Konjugationen mit unitären Matrizen invariant ist. Verse-
hen wir su(2) mit dem Negativen dieser Bilinearform als Skalarprodukt, so liefert
die adjungierte Darstellung also einen Gruppenhomomorphismus

Ad : SU(2)→ O(su(2))

mit Kern {± id}. Da SU(2) zusammenhängend ist, muß dieser Gruppenhomo-
morphismus bereits in SO(su(2)) landen, und da der Kern diskret ist, muß unser
Gruppenhomomorphismus nach 22.1.4.20 eine injektive Abbildung auf den Lie-
Algebren induzieren. Nach Dimensionsvergleich muß diese injektive Abbildung
dann sogar ein Isomorphismus sein, so daß nach 22.1.4.10 das Bild von Ad ei-
ne Umgebung des neutralen Elements umfaßt. Da aber SO(su(2)) nach 4.1.11.24
oder 15.2.2.12 zusammenhängend ist, muß folglich Ad ganz SO(su(2)) als Bild
haben.

Übungen

Übung 22.1.5.3. Man zeige, daß jeder nicht konstante stetige Gruppenhomomor-
phismus SU(2) → SU(2) von der Gestalt (int g) ist für ein g ∈ SU(2). Hinweis:
22.1.4.17.
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Übung 22.1.5.4. Folgern Sie aus 22.1.5.2, daß jeder stetige Gruppenhomomor-
phismus SU(2)→ SO(3) konstant oder surjektiv ist, und daß es für je zwei stetige
surjektive Gruppenhomomorphismen φ, ψ ein g ∈ SO(3) gibt mit φ = (int g)◦ψ.

22.1.6 Quaternionale Gruppen
22.1.6.1 (Erinnerungen zu Quaternionen). Die Behauptungen des vorhergehen-
den Abschnitts kann man alternativ auch im Bild der Quaternionen verstehen. Wir
erinnern an den Schiefkörper der Quaternionen

H = R⊕ R i⊕R j⊕R k

aus 3.5.6.4 mit den Rechenregeln i2 = j2 = k2 = i j k = −1 und insbesondere an
die quaternionale Konjugation

a+ b i +c j +d k := a− b i−c j−d k

mit der Eigenschaft qw = w̄q̄. Man setzt |q| :=
√
qq =

√
a2 + b2 + c2 + d2 und

Re(q) := (q + q̄)/2, also Re(a+ b i +c j +d k) = a.

22.1.6.2 (Kugelschalen als Liegruppen). Alle Kugelschalen Sn = {x ∈ Rn+1 |
‖x‖ = 1} sind glatte Mannigfaltigkeiten. Auf S0, S1 und S3 induziert die Multi-
plikation in R, den komplexen Zahlen C ∼= R2 beziehungsweise den Quaternio-
nen H ∼= R4 aus 3.5.6.4 sogar die Struktur einer Liegruppe. Für das Modell des
Schiefkörpers der Quaternionen aus dem Beweis von 3.5.6.3 stimmt die Grup-
pe S3 der Quaternionen der Länge Eins überein mit der Gruppe SU(2) und wir
erhalten so einen Isomorrphismus

SU(2)
∼→ S3

Es scheint mir anschaulich klar und ist auch formal nicht schwer nachzurechnen,
daß der Tangentialraum beim neutralen Element T1S

3 genau der Raum der rein
imaginären Quaternionen Q = R i⊕R j⊕R k = {w ∈ H | w̄ = −w} ist. Die
adjungierte Darstellung der S3 darauf geschieht wie immer durch Konjugation,
ein invariantes Skalarprodukt können wir in diesem Fall leicht explizit angeben
durch die Vorschrift 〈v, w〉 = Re(v̄w), und dafür bilden i, j, k dann eine Ortho-
normalbasis.

Definition 22.1.6.3. Wir erinnern den Schiefkörper H der Quaternionen mit sei-
nem Antiautomorphismus q 7→ q̄. Gegeben ein H-Rechtsmodul V erklären wir
eine quaternional-hermitesche Form auf V als eine biadditive Abbildung

V × V → H
(v, w) 7→ 〈v, w〉
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mit 〈v, w〉 = 〈w, v〉 und 〈v, wµ〉 = 〈v, w〉µ für alle v, w ∈ V und µ ∈ H.
quaternionales Skalarprodukt erklären wir als eine quaternional-hermitesche
Form mit 〈v, v〉 ≤ 0⇒ v = 0.

22.1.6.4. Die Abbildung Hn × Hn → H, (x, y) 7→
∑
x̄iyi ist ein quaterniona-

les Skalarprodukt auf dem H-Rechtsmodul Hn. Die Gruppe der Automorphismen
unseres H-Rechtsmoduls, die dieses quaternionale Skalarprodukt invariant las-
sen, heißt die kompakte symplektische Gruppe und wird Sp(n) notiert. Den
Ursprung dieser Terminologie diskutieren wir in 22.1.6.6.

Übungen

Übung 22.1.6.5. Seien VC ein komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt s = 〈 , 〉
und VR seine Reellifizierung. Dann ist Re ◦s ein Skalarprodukt auf VR und Im ◦s
eine symplektische Form auf VR und wir erhalten in GL(VR) die drei Untergrup-
pen GL(VC), O(VR; Re s) und Sp(VR; Im s). Man zeige, daß der Schnitt von je
Zweien dieser Untergruppen bereits der Schnitt von allen Dreien ist. Insbesonde-
re erhalten wir damit im Diagramm

GL(2n;R)

GL(n;C)
* 


77ppppppppppp
O(2n)
?�

OO

Sp(n;R)
4 T

ffNNNNNNNNNNN

U(n)
* 


88ppppppppppp?�

OO

4 T

ggNNNNNNNNNNN

die Untergruppe ganz unten als Schnitt von je Zwei der Untergruppen in der Mitte.

Übung 22.1.6.6 (Kompakte symplektische Gruppe und Quaternionen). Jedes
Quaternion q ∈ H können wir eindeutig schreiben als q = x+jy mit x, y ∈ C. Wir
setzen x := Com(q) und y := Qua(q) und nennen das den komplexen und den
quaternionalen Anteil unseres Quaternions. So vertauschen Com und Qua mit
der Rechtsoperation vonC. Weiter gilt q̄ = x̄−jy und folglich Com(q̄) = Com(q)
sowie Qua(q̄) = −Qua(q). Sei nun VH ein H-Rechtsmodul mit quaternionalem
Skalarprodukt s = 〈 , 〉 und VC seine Restriktion zu einem komplexen Vektor-
raum. Dann ist Com ◦s ein Skalarprodukt auf VC und Quat ◦s eine symplekti-
sche Form auf VC und wir erhalten in GL(VC) die drei Untergruppen GL(VH),
U(VC; Com s) und Sp(VC; Qua s). Man zeige, daß der Schnitt von je Zweien die-
ser Untergruppen bereits der Schnitt von allen Dreien ist. Insbesondere erhalten
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wir damit im Diagramm

GL(2n;C)

GL(n;H)
* 


77ppppppppppp
U(2n)
?�

OO

Sp(n;C)
4 T

ffNNNNNNNNNNN

Sp(n)
* 


88ppppppppppp?�

OO

4 T

ggNNNNNNNNNNN

die Untergruppe ganz unten als Schnitt von je Zwei der Untergruppen in der Mitte.

22.1.6.7. Seien V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum und ω, η sym-
plektische Formen. Stimmen die Automorphismengruppen G unserer beiden For-
men überein, so unterscheiden sich unsere Formen höchstens um einen komplexen
Skalar. In der Tat ist die Darstellung V der symplektischen Gruppe irreduzibel,
und damit ist HomG

C(V, V ∗) höchstens eindimensional.

22.1.6.8. Der Normalisator von Sp(n) in U(2n) ist Sp(n)(U(1) id). In der Tat
ist Sp(n;C) der Zariski-Abschluß von Sp(n). Aus g Sp(n)g−1 = Sp(n) folgt al-
so g Sp(n;C)g−1 = Sp(n;C). Daraus folgt hinwiederum, daß die symplektische
Form ω und die symplektische Form ω ◦ (g×g) dieselbe Automorphismengruppe
haben, nach 22.1.6.7 gilt demnach ω ◦ (g × g) = λω mit λ ∈ C×. Die Abbildung
g 7→ λ ist nun ein Gruppenhomomorphismus von unserem Normalisator nach C×
und ihre Restriktion auf den Normalisator in U(2n) muß folglich in der Kreis-
gruppe U(1) landen. Wählen wir schließlich α mit α2λ = 1, so folgt α ∈ U(1)
und (α id)g ∈ Sp(n;C).

Übung 22.1.6.9. Die Lösungsmenge der Gleichung X2 = −1 in den Quaternio-
nen ist genau die Kugelschale aller Quaternionen vom Betrag Eins mit Realteil
Null.

Übung 22.1.6.10. Wir haben in 10.2.4.3 gesehen, daß jeder Automorphismus des
Körpers R die Identität ist, und in 3.2.7.5, daß jeder stetige Automorphismus des
Körpers C die Identität oder die komplexe Konjugation ist. Man zeige nun, daß
jeder stetige Automorphismus des Schiefkörpers H durch die Konjugation mit
einem invertierbaren Körperelement gegeben wird und konstruiere eine Identifi-
kation besagter Automorphismengruppe mit der SO(3).

Übung 22.1.6.11 (Iwasawa-Zerlegung quaternionaler Matrizen). Gegeben ei-
ne Basis v1, . . . , vn eines H-Rechtsmoduls von endlichem Rang V finden wir, in-
dem wir das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren verallgemeinern,
eindeutig bestimmte λij ∈ H für i ≤ j mit λii > 0 derart, daß ~w1 := ~v1λ11, ~w2 :=
~v2λ22 + ~v1λ12, . . . eine Orthonormalbasis von V bilden. Man folgere, daß für
N ⊂ GL(n;H) die Gruppe aller oberen Dreiecksmatrizen mit reellen positiven
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Diagonaleinträgen die Multiplikation eine Bijektion Sp(n)×N ∼→ GL(n;H) lie-
fert.

Übung 22.1.6.12. Die Operation der Quaternionen der Länge Eins auf dem Qua-
ternionenraum durch Rechts- und Linksmultiplikation liefert eine Surjektion

S3 × S3 � SO(H) ∼= SO(4)

gegeben in Formeln durch (q, w) 7→ (x 7→ (qxw̄)) mit zweielementigem Kern
{(1, 1), (−1,−1)}. Das Skalarprodukt auf H ist dabei 〈x, y〉 := Re(x̄y).
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22.2 Endlichdimensionale Darstellungen

22.2.1 Darstellungen und ihre Ableitungen
22.2.1.1. In diesem Abschnitt mag der Leser unter einer Liegruppe je nach Kennt-
nisstand eine Matrixliegruppe oder auch eine abstrakte Liegruppe verstehen. Un-
ter einer reellen beziehungsweise komplexen endlichdimensionalen Darstellung
einer Liegruppe G verstehen wir stets eine stetige Darstellung im Sinne von
22.1.1, also ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem endlichdimensionalen reellen be-
ziehungsweise komplexen Vektorraum V mit einem stetigen Gruppenhomomor-
phismus ρ : G → GL(V ). Statt ρ(g)(v) schreiben wir auch oft abkürzend gv.
Wollen wir die bei Liegruppen meist implizit zugrundegelegte Annahme der Ste-
tigkeit besonders betonen, so reden wir auch von stetigen endlichdimensionalen
Darstellungen.

Beispiel 22.2.1.2. Der Rn ist in offensichtlicher Weise eine Darstellung der Lie-
gruppe GL(n;R). Dasselbe gilt für die Räume R[x1, . . . , xn](m) aller Polynom-
fumktionen auf Rn, die homogen sind vom Grad m, für die Operation gegeben
durch das „Verschieben von Funktionen“, in Formeln (gf)(p) = f(g−1p) für alle
g ∈ GL(n;R), p ∈ Rn und f ∈ R[x1, . . . , xn]. Dasselbe gilt mit C statt R und
wir erhalten die komplexe Darstellung C[X1, . . . , Xn] von GL(n;C), bei der ich
die Variablen groß geschrieben habe, weil sie hier keine Koordinaten im reellen
Sinne mehr sind.

Definition 22.2.1.3. Sei k ein Körper. Eine Darstellung einer Liealgebra g über
k ist ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem k-Vektorraum V und einem Homomor-
phismus von Liealgebren ρ : g→ gl(V ).

Beispiel 22.2.1.4 (Ableiten einer Liegruppendarstellung). Ist G eine Liegrup-
pe und ρ : G → GL(V ) eine stetige Darstellung durch Automorphismen eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums, so wird V nach 22.1.4.10 eine Dar-
stellung der Liealgebra LieG vermittels des Differentials beim neutralen Element,
das wir oft abkürzen zu

dρ = deρ : LieG→ gl(V )

Diese Darstellung der Liealgebra LieG heißt die abgeleitete Darstellung zur
Darstellung unserer Liegruppe G.

Beispiel 22.2.1.5. Die Darstellung ρn : S1 → C×, z 7→ zn der Kreislinie hat das
Differential deρn : λ 7→ nλ für λ ∈ T1S

1 = iR ⊂ C = T1C×.

Definition 22.2.1.6. Sei k ein Körper. Eine Operation einer Liealgebra g über k
auf einem k-Vektorraum V ist eine bilineare Abbildung g×V → V , (x, v) 7→ xv
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mit der Eigenschaft

x(yv)− y(xv) = [x, y]v ∀x, y ∈ g, v ∈ V

Wir werden in diesem Zusammenhang die Klammern oft weglassen und x(yv)
mit xyv abkürzen.

22.2.1.7. Seien k ein Körper, g eine k-Liealgebra und V ein k-Vektorraum. So
induziert die Identifikation Ens(g × V, V )

∼→ Ens(g,Ens(V, V )) aus dem Expo-
nentialgesetz 2.1.6.5 eine Bijektion{

Operationen von g
auf dem Vektorraum V

}
∼→
{

Liealgebrenhomomorphismen
g→ gl(V )

}
Ein Vektorraum mit der Operation einer Liealgebra ist also im wesentlichen das-
selbe wie eine Darstellung besagter Liealgebra.

22.2.1.8 (Berechnung der abgeleiteten Darstellung). Gegeben eine stetige end-
lichdimensionale Darstellung ρ : G → GL(V ) einer Liegruppe und x ∈ LieG
und v ∈ V berechnet man xv ∈ V zweckmäßig, indem man unserem ρ das Aus-
werten av : GL(V ) → V nachschaltet. Als Restriktion einer linearen Abbildung
av : End(V ) → V ist av sein eigenes Differential, in Formeln dav = av oder
ganz pedantisch dav ◦ trans = trans ◦av. So ergibt sich für die Operation eines
Elements x der Liealgebra auf einem Vektor v die Formel

xv = (de(av ◦ ρ))(x)

für das Bild von x unter dem Differential beim neutralen Element der Abbildung
av ◦ ρ : G→ V , also der Abbildung g 7→ gv. Halten wir noch eine Kurve R→ G
mit Geschwindigkeit x bei t = 0 davor, zum Beispiel die Kurve t 7→ exp(tx),
ergibt sich für die Operation eines Elements x der Liealgebra auf einem Vektor v
einer Darstellung die Formel

xv = lim
t→0

(exp tx)v − v
t

Beispiel 22.2.1.9 (Abgeleitete Darstellung auf Funktionenräumen). Wir be-
rechnen die Ableitung der Darstellung von GL(n;R) auf R[x1, . . . , xn](m) aus
22.2.1.2. Gegeben A ∈ gl(n;R) und ein Polynom f finden wir für die zugehörige
Operation von A auf f gefolgt vom Auswerten an einer Stelle p ∈ Rn sofort

(Af)(p) = lim
t→0

f(exp(−tA)p)− f(p)

t
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(exp(−tA)p) = (D−Apf)(p)
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alias die Richtungsableitung von f bei p in der Richtung −Ap. Nun kann die
Richtungsableitung in Richtung v = (v1, . . . , vn) geschrieben werden als v1∂1 +
. . .+ vn∂n und wir haben folglich (Af)(p) = −

∑
i,j aijxj(p)(∂if)(p) alias

Af = −
∑
i,j

aijxj∂if

Betrachten wir etwa die eindimensionale Untergruppe aller Vielfachen der Ein-
heitsmatrix, die ja durch Streckungen auf Rn operiert, so operiert die Einheitsma-
trix als Element der Liealgebra durch das radiale Vektorfeld −

∑
i xi∂i.

Beispiel 22.2.1.10 (Abgeleitete Darstellung auf Funktionenräumen, Variante).
Wir berechnen die Ableitung der Darstellung von GL(n;C) aufC[X1, . . . , Xn](m)

aus 22.2.1.2. Gegeben A ∈ gl(n;C) und ein Polynom f finden wir für die zu-
gehörige Operation von A auf f gefolgt vom Auswerten an einer Stelle p ∈ Cn
sofort

(Af)(p) = lim
t→0

f(exp(−tA)p)− f(p)

t
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(exp(−tA)p) = (D−Apf)(p)

alias die Richtungsableitung von f bei p in der Richtung −Ap. Ich behaupte nun,
daß die Richtungsableitung in Richtung v = (v1, . . . , vn) einer polynomialen
Funktion auch in diesem Fall geschrieben werden kann als v1∂1 + . . . + vn∂n
mit diesmal rein formal-algebraisch zu verstehenden partiellen Ableitungen un-
serer komplexen Polynome. Das ist aber klar für die Variablen Xi, und da beide
Ausdrücke die Leibnizregel erfüllen, folgt es für beliebige Polynome. Wir haben
folglich wie zuvor (Af)(p) = −

∑
i,j aijXj(p)(∂if)(p) alias

Af = −
∑
i,j

aijXj∂if

Beispiel 22.2.1.11. Sei g eine Liealgebra. Die triviale Operation xv = 0 für alle
x ∈ g und v ∈ V macht jeden Vektorraum V zu einer Darstellung von g. Der
Grundkörper k versehen mit der trivialen Operation heißt die Einsdarstellung,
den Nullvektorraum versehen mit der trivialen Operation die Nulldarstellung un-
serer Liealgebra. Ist V eine endlichdimensionaler reeller Vektorraum und lassen
wir eine Liegruppe derart darauf operieren, daß jedes Gruppenelement als die
Identität operiert, so erhalten wir als Ableitung die triviale Operation von LieG
auf V .

Beispiel 22.2.1.12. Sei g eine Liealgebra. Für x ∈ g erkläre man (adx) : g → g
durch die Vorschrift (adx) : y 7→ [x, y]. Die Jacobi-Identität besagt dann, daß ad :
g → gl(g) ein Homomorphismus von Liealgebren ist. Er heißt die adjungierte
Darstellung unserer Liealgebra. Ist nun speziell G eine Matrixliegruppe und Ad :
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G→ GL(LieG) ihre adjungierte Darstellung, so ist deren abgeleitete Darstellung
der Liealgebra gerade unsere adjungierte Darstellung der Liealgebra ad : LieG→
GL(LieG). In der Tat finden wir mit 22.2.1.8 mühelos

((de Ad)(X))(Y ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(exp(tX))Y (exp(−tX)) = [X, Y ] = (ad(X))(Y )

Übungen

Übung 22.2.1.13 (Liealgebra einer Standgruppe). Ist ρ : G → GL(V ) eine
stetige endlichdimensionale Darstellung einer Liegruppe und v ∈ V ein Vektor,
so gilt für die Liealgebra der Standgruppe

Lie(Gv) = {x ∈ LieG | xv = 0}

Hinweis: Man mag 22.1.2.32 anwenden.
Übung 22.2.1.14. Sei V ein Vektorraum. Die offensichtliche Operation macht V
zu einer Darstellung von gl(V ), der Standarddarstellung von gl(V ). Im Fall ei-
nes endlichdimensionalen reellen Vektorraums zeige man, daß sie die Ableitung
der offensichtlichen Darstellung der Matrixliegruppe G = GL(V ) durch Auto-
morphismen von V ist.
Übung 22.2.1.15. Gegeben zwei Darstellungen (V, ρ) und (W,σ) einer Gruppe
G über einem Körper k wird der Raum Homk(V,W ) aller k-linearen Homomor-
phismen zu einer Darstellung vermittels der Vorschrift, daß für f : V → W linear
und g ∈ G der Morphismus gf gegeben sein soll durch gf = σ(g) ◦ f ◦ ρ(g)−1

alias
(gf)(v) = g(f(g−1v)) ∀v ∈ V

Wir nennen diese Operation auf dem Raum aller Homomorphismen die Opera-
tion durch Konjugation. Man zeige: Gegeben zwei stetige endlichdimensionale
Darstellungen V,W einer Liegruppe G ist auch die Operation durch Konjugation
von G auf HomR(V,W ) stetig, und die abgeleitete Operation der Liealgebra wird
für x ∈ LieG und f ∈ HomR(V,W ) dadurch gegeben, daß für alle v ∈ V gilt

(xf)(v) = x(f(v))− f(xv)

Ergänzende Übung 22.2.1.16. Gegeben zwei Darstellungen (V, ρ) und (W,σ) ei-
ner Gruppe G über einem Körper k wird der Raum V ⊗k W zu einer Darstellung
vermittels der Vorschrift g(v ⊗ w) := gv ⊗ gw. Wir nennen diese Darstellung
die Tensor-Darstellung. Man zeige: Gegeben zwei stetige endlichdimensionale
Darstellungen V,W einer Liegrupe G ist auch die Tensordarstellung stetig, und
die abgeleitete Operation der Liealgebra wird für x ∈ LieG gegeben durch

x(v ⊗ w) = xv ⊗ w + v ⊗ xw
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Ergänzende Übung 22.2.1.17. Gegeben eine Darstellung (V, ρ) einer Gruppe G
über einem Körper k werden ihre äußeren Potenzen

∧i V zu Darstellungen in der
offensichtlichen Weise. Gegeben eine stetige endlichdimensionale Darstellungen
V einer Liegrupe G sind auch ihre äußeren Potenzen stetig. Man beschreibe die
abgeleitete Operation der Liealgebra.

22.2.2 Homomorphismen von Darstellungen
22.2.2.1. Ich erinnere daran, daß wir in 22.1.1.9 einen Homomorphismus von
Darstellungen V,W einer Gruppe G über einem Körper k definiert hatten als eine
k-lineare Abbildung ϕ : V → W mit der Eigenschaft ϕ(gv) = gϕ(v) ∀v ∈ V ,
g ∈ G. Wir notieren die Menge aller solchen Homomorphismen ModG(V,W )
oder, wenn wir den Grundkörper explizit machen wollen, Modk,G(V,W ). Noch
allgemeiner erklären wir für Darstellungen V1, . . . , Vr,W mit r ≥ 0 eine Ver-
schmelzung als eine G-äquivariante multilineare Abbildung V1 × . . .× Vr → W
und notieren die Menge aller derartigen Verschmelzungen

Modk,G(V1 g . . .g Vr,W )

Im Spezialfall r = 0 verstehen wir das leere Produkt als die einpunktige Men-
ge {∗} mit der trivialen G-Operation und das Auswerten auf deren einzigem
Element ∗ ist eine Bijektion Modk,G(g,W )

∼→ WG zwischen der Menge der
Leerverschmelzungen nach W und der Menge der G-invarianten Vektoren. Ver-
schmelzungen lassen sich in der offensichtlichen Weise „multiverknüpfen“ und
wir erhalten so eine „Schmelzkategorie“ im Sinne von 18.1.1.4, aber so weit will
ich hier nicht gehen. Ich will jedoch gegeben k-Vektorräume V1, . . . , Vr,W mit
r ≥ 0 für die Menge der multilinearen Abbildungen von nun an auch die Notation
Modk(V1 g . . .g Vr,W ) verwenden.

Definition 22.2.2.2. Ein Homomorphismus von Darstellungen oder auch Ver-
flechtungsoperator zwischen zwei Darstellungen V,W einer Liealgebra g über
einem Körper k ist eine lineare Abbildung ϕ : V → W derart, daß gilt ϕ(xv) =
xϕ(v) ∀v ∈ V , x ∈ g. Wir notieren die Menge aller solchen Homomorphismen
Modg(V,W ) oder auch Modk,g(V,W ), wenn wir den Grundkörper explizit ma-
chen wollen. Allgemeiner erklären wir für Darstellungen V1, . . . , Vr,W mit r ≥ 0
eine Verschmelzung als eine multilineare Abbildung V1 × . . .× Vr → W mit

ϕ(xv1, . . . , vr) + . . .+ ϕ(v1, . . . , xvr) = xϕ(v1, . . . , vr) ∀vi ∈ Vi, x ∈ g

und notieren die Menge aller derartigen Verschmelzungen

Modk,g(V1 g . . .g Vr,W )
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Im Spezialfall r = 0 verstehen wir die leere Summe als die Null von W und das
leere Produkt als die einpunktige Menge {∗} und das Auswerten auf dem einzigen
Element ∗ der einunktigen Menge ist eine Bijektion Modk,g(g,W )

∼→ W g zwi-
schen der Menge der Leerverschmelzungen nach W und der Menge der Vektoren
von W , die von allen Elementen der Liealgebra zu Null gemacht werden. Ver-
schmelzungen lassen sich in der offensichtlichen Weise „multiverknüpfen“ und
wir erhalten so eine „Schmelzkategorie“ 18.1.1.4, aber so weit will ich hier nicht
gehen.

Satz 22.2.2.3 (Verschmelzungen unter Liegruppen und Liealgebren). Gege-
ben r ≥ 0 und endlichdimensionale stetige reelle Darstellungen V1, . . . , Vr,W
einer Liegruppe G sind alle Verschmelzungen unserer Darstellungen auch Ver-
schmelzungen zwischen den abgeleiteten Darstellungen der Liealgebra g, in For-
meln

ModR,G(V1 g . . .g Vr,W ) ⊂ ModR,g(V1 g . . .g Vr,W )

Ist G zusammenhängend, so ist diese Inklusion sogar eine Gleichheit.

Vorschau 22.2.2.4 (Darstellungen als Schmelzkategorie). In der in 18.1.3.2 ein-
geführten Terminologie kann man die vorhergehenden Bemerkungen dahinge-
hend zusammenfassen, daß die endlichdimensionalen stetigen reellen Darstellun-
gen einer Liegruppe eine Schmelzkategorie ModfdGR mit universellen Verschmel-
zungen und Multihom bilden, daß die Darstellungen einer Liealgebra g desglei-
chen eine Schmelzkategorie Modg

R mit universellen Verschmelzungen und Mul-
tihom bilden, und daß das Ableiten ein mit universellen Verschmelzungen und
Multihom verträglicher Schmelzfunktor

ModfdR,G → ModR,g

ist, der im Fall einer zusammenhängenden Liegruppe sogar ein volltreuer Schmelz-
funktor ModfdR,G

∼
↪→ ModR,g ist.

22.2.2.5 (Invarianten von Liegruppen und Liealgebren). Gegeben eine Dar-
stellung V einer Gruppe G verwenden wir wie in 4.5.1.7 die Notation

V G := {v ∈ V | gv = v ∀g ∈ G}

für die Menge der G-invarianten Vektoren von V . Für eine Darstellung V einer
Liealgebra g setzen wir

V g := {v ∈ V | xv = 0 ∀x ∈ g}

und nennen die Elemente von V g die g-invarianten Vektoren von V . Ist G ei-
ne Liegruppe mit Liealgebra g und V eine stetige Darstellung von G in einem
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endlichdimensionalen reellen Vektorraum, so sind nach dem Spezialfall r = 0 un-
seres Satzes alle unter der Gruppe invarianten Vektoren auch invariant unter ihrer
Liealgebra, in Formeln V G ⊂ V g, und für zusammenhängendes G gilt sogar

V G = V g

22.2.2.6. Zwei Darstellungen heißen isomorph, wenn es zwischen ihnen einen
Homomorphismus gibt, der ein Isomorphismus von Vektorräumen ist. Die Um-
kehrabbildung dieses Isomorphismus ist dann notwendig auch ein Homomorphis-
mus von Darstellungen. Spezialisieren wir unseren Satz zum Fall r = 1, so sehen
wir insbesondere, daß zwei endlichdimensionale stetige reelle Darstellungen ei-
ner zusammenhängenden Liegruppe, die isomorphe Darstellungen der Liealgebra
liefern, bereits als Darstellungen der Gruppe isomorph gewesen sein müssen.

Beweis. Für alle x ∈ g und jede Verschmelzung ϕ von G-Darstellungen und alle
t ∈ R gilt

ϕ(exp(tx)v1, . . . , exp(tx)vr) = exp(tx)ϕ(v1, . . . , vr)

Die Kettenregel und unsere Regel für das Differential multilinearer Abbildungen
liefern dann durch Vergleich der beiden Ausdrücke für die Geschwindigkeit im
Ursprung dieses Weges zum Zeitpunkt Null die gewünschte Identität

ϕ(xv1, . . . , vr) + . . .+ ϕ(v1, . . . , xvr) = xϕ(v1, . . . , vr)

Andererseits liefert das Vorschalten von x an den verschiedenen Stellen paarwei-
se kommutierende Endomorphismen des Raums ModR(V1 g . . . g Vr,W ) aller
multilinearen Abbildungen, folglich ist das Exponential ihrer Summe das Produkt
ihrer Exponentiale und aus unserer letzten Gleichung folgt umgekehrt

ϕ(exp(x)v1, . . . , exp(x)vr) = exp(x)ϕ(v1, . . . , vr) ∀x ∈ g

Ist zusätzlich G zusammenhängend, so wird G von exp g erzeugt und wir erhalten
die behauptete Gleichheit von Räumen von Verschmelzungen.

Definition 22.2.2.7. Ein Untervektorraum U einer Darstellung V einer Liealgebra
g heißt eine Unterdarstellung, wenn gilt xv ∈ U ∀x ∈ g, v ∈ U . Wir sagen
in diesem Zusammenhang auch, U sei stabil unter g. Eine von V verschiedene
Unterdarstellung U ( V heißt eine echte Unterdarstellung von V .

Beispiele 22.2.2.8. Gegeben eine Darstellung V sind ganz V und der Nullraum
Unterdarstellungen. Ist ϕ : V → W ein Homomorphismus von Darstellungen, so
ist das Bild jeder Unterdarstellung von V eine Unterdarstellung von W und das
Urbild jeder Unterdarstellung von W eine Unterdarstellung von V . Insbesondere
ist kerϕ eine Unterdarstellung von V und imϕ eine Unterdarstellung von W .



3814 KAPITEL 22. MANNIGFALTIGKEITEN UND LIEGRUPPEN

Satz 22.2.2.9 (Unterdarstellungen zu Liegruppen und Liealgebren). Ein Un-
tervektorraum einer stetigen endlichdimensionalen reellen oder komplexen Dar-
stellung einer zusammenhängenden Liegruppe ist stabil unter unserer Liegruppe
genau dann, wenn er stabil ist unter ihrer Liealgebra.

Ergänzung 22.2.2.10. In der Sprache der Kategorientheorie sagt das im Fall reeller
Darstellungen, daß für eine zusammenhängende Liegruppe G das essentielle Bild
des volltreuen Funktors des Differenzierens ModfdGR

∼
↪→ Modg

R stabil ist unter
dem Bilden von Unterdarstellungen.

Beweis. Sei G unsere zusammenhängende Liegruppe, LieG = g ihre Liealge-
bra und V unsere Darstellung. Jeder G-stabile Teilraum ist offensichtlich auch
g-stabil. Jeder unter einem Endomorphismus x ∈ EndV stabilte Teilraum ist
auch unter exp(x) stabil, da er abgeschlossen ist. Jeder g-stabile Teilraum ist da-
mit auch (exp g)-stabil wegen der Kommutativität des Diagramms in 22.1.4.10.
Damit ist er dann auch G-stabil, denn jede zusammenhängende Liegruppe wird
vom Bild ihrer Exponentialabbildung erzeugt nach 22.1.2.20 oder ausführlicher
nach dem Beweis von 22.1.2.22.

Definition 22.2.2.11. Eine Darstellung einer Liealgebra heißt einfach oder gleich-
bedeutend irreduzibel, wenn sie nicht Null ist und ihre einzige echte Unterdar-
stellung die Nulldarstellung ist.

Korollar 22.2.2.12. Gegeben jede zusammenhängende Liegruppe liefert das Ab-
leiten von Darstellungen eine Einbettung auf Isomorphieklassen

Einfache endlichdimensionale
stetige reelle Darstellungen

unserer Liegruppe

 ↪→
{

Einfache Darstellungen
ihrer Liealgebra

}

Beweis. Einfache Darstellungen bleiben einfach beim Übergang zur Liealgebra
nach 22.2.2.9, nichtisomorphe bleiben nichtisomorph nach 22.2.2.3.

22.2.2.13. Gegeben ein R-Vektorraum V gibt es auf der Menge V ×V genau eine
Struktur als C-Vektorraum derart, daß die Einbettung in die erste Komponente
can : V → V × V , v 7→ (v, 0) reell-linear ist und daß für die Multiplikation mit
i ∈ C gilt i(v, 0) = (0, v). Wir bezeichnen diesen C-Vektorraum mit

V C

und nennen ihn die Komplexifizierung des R-Vektorraums V . Weiter kürzen wir
meist (v, 0) = v ab und können dann jedes Element von V C eindeutig schreiben in
der Form v+iwmit v, w ∈ V . Das Vorschalten unserer Einbettung can : V ↪→ V C
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liefert für jeden C-Vektorraum eine Bijektion HomC(V C,W )
∼→ HomR(V,W )

und allgemeiner auch auf Räumen multilinearer Abbildungen Bijektionen

ModC(V C1 g . . .g V
C
r ,W )

∼→ HomR(V1 g . . .g Vr,W )

Die Abbildung c : V C → V C gegeben durch (v + iw) 7→ (v − iw) für beliebige
v, w ∈ V ist schieflinear, als da heißt, sie erfüllt die Regel c(za) = z̄c(a) für
alle z ∈ C und a ∈ V C, und für jeden c-stabilen komplexen Teilraum W ⊂ V C

entspricht die reell-lineare Einbettung W c ↪→ V C der Fixpunkte von c in W nach
V C unter obiger Bijektion einem Isomorphismus (W c)C

∼→ W . Noch allgemeiner
liefert sogar für jeden komplexen Vektorraum W mit einer schieflinearen Invo-
lution c die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus (W c)C

∼→ W von
komplexen Vektorräumen.

Ergänzung 22.2.2.14. Eine alternative und besser verallgemeinerbare Konstruk-
tion der Komplexifizierung wird in 4.6.1.42 besprochen. Ist genauer V ein reel-
ler Vektorraum, so ist der mithilfe des Tensorprodukts konstruierte Vektorraum
C ⊗R V kanonisch isomorph zur hier sozusagen zu Fuß konstruierten Komplexi-
fizierung von V .

22.2.2.15. Für jede reelle Algebra A ist ihre Komplexifizierung AC mit der in-
duzierten Verknüpfung eine komplexe Algebra und die Komplexifizierung jeder
reellen Liealgebra ist offensichtlich eine komplexe Liealgebra. Ist schließlich B
eine komplexe Algebra und A→ B ein Morphismus von reellen Algebren, so ist
die induzierte komplexlineare Abbildung AC → B nach dem Vorhergehenden ein
Morphismus von komplexen Algebren.

Korollar 22.2.2.16. Für jede zusammenhängende Liegruppe liefert das Differen-
zieren gefolgt von der kanonischen Erweiterung auf die Komplexifizierung der
Liealgebra eine Einbettung von Isomorphieklassen

Einfache endlichdimensionale
stetige komplexe Darstellungen

unserer Liegruppe

 ↪→


Einfache Darstellungen
ihrer komplexifizierten

Liealgebra


Beweis. Ist G eine Liegruppe und ρ : G→ GL(V ) eine stetige Darstellung durch
Automorphismen eines endlichdimensionalen komplexen Vektorraums, so liefert
das Differential beim neutralen Element einen Homomorphismus von reellen Lie-
algebren dρ : LieG → EndC(V ). Vermittels der universellen Eigenschaft der
Komplexifizierung können wir diesen Homomorphismus auf genau eine Weise zu
einer komplexlinearen Abbildung

(LieG)C → EndC(V )
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fortsetzen, die dann offensichtlich ein Homomorphismus von komplexen Liealge-
bren alias eine Darstellung der komplexen Liealgebra (LieG)C sein muß. Das ist
die Darstellung von (LieG)C, die im Korollar gemeint ist. Natürlich ist ein kom-
plexer Teilraum W ⊂ V stabil unter LieG genau dann, wenn er stabil ist unter
(LieG)C. Zusammen mit 22.2.2.9 folgt das Korollar.

Übungen

Übung 22.2.2.17. Sind V,W Darstellungen einer Gruppe über einem Körper k,
so sind die Verflechtungsoperatoren genau die Invarianten im Raum aller linearen
Abbildungen unter der Operation durch Konjugation, in Formeln gilt also

Modk,G(V,W ) = Homk(V,W )G

Übung 22.2.2.18. Sind V,W Darstellungen einer Liealgebra g über einem Körper
k, so wird der Homomorphismenraum Homk(V,W ) eine Darstellung von g durch
die Vorschrift (xf)(v) = x(f(v))−f(xv) ∀x ∈ g, v ∈ V und f ∈ Homk(V,W ),
und mit dieser Operation von g auf dem Homomorphismenraum gilt

Modk,g(V,W ) = Homk(V,W )g

Die Sinnhaftigkeit der hier auf Homk(V,W ) erklärten g-Operation wird durch
22.2.1.15 belegt.

Vorschau 22.2.2.19. Diese Übungen erweisen sich beide als Spezialfälle der na-
türlichen Bijektion M(V,W )

∼→ M(g, VVW ) in einer Schmelzkategorie M
mit internem Hom und, wenn wir statt einer Bijektion sogar einen Vektorraumi-
somorphismus erhalten wollen, einer k-linearen Schmelzkategorie mit internem
Hom.

22.2.3 Einfache Darstellungen der Spingruppe

22.2.3.1. Jetzt können wir auch unser Versprechen einlösen und die Klassifikation
22.1.1.17 der einfachen Darstellungen der Drehgruppe herleiten. Wir beginnen
dem einfacheren Fall der Spingruppe SU(2).

Satz 22.2.3.2 (Einfache Darstellungen der Spingruppe). Bis auf Isomorphis-
mus gibt es in jeder Dimension genau eine irreduzible stetige komplexe Darstel-
lung der Spingruppe, die Dimension liefert mithin eine Bijektion{

Einfache endlichdimensionale komplexe
Darstellungen der Spingruppe SU(2)

}
∼→ {1, 2, 3, . . .}
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22.2.3.3. Ich meine hier auf der linken Seite genauer Darstellungen bis auf Iso-
morphismus und habe das nur nicht explizit dazugeschrieben, um die Notation
nicht zu überladen. Dieser Satz gilt im Gegensatz zum entsprechenden Satz im
Fall der Drehgruppe SO(3) nicht analog für reelle Darstellungen. Zum Beispiel
besitzt die Spingruppe keine reelle stetige irreduzible Darstellung der Dimension
Zwei, wie Sie in der folgenden Übung 22.2.3.10 zeigen sollen.

Beweis. Natürlich operiert GL(2;C) auf der komplexen EbeneC2. Damit operiert
unsere Gruppe auch auf dem Raum Ens(C2,C) aller Abbildungen P : C2 → C,
der so eine unendlichdimensionale komplexe Darstellung wird. In Formeln wird
diese Operation gegeben durch die Formel

(gP )(v) = P (g−1v) ∀v ∈ C2, g ∈ GL(2;C)

Sie ist äquivalent zur vielleicht anschaulicheren Bedingung (gP )(gv) = P (v).
Der Teilraum L(m) := C[X, Y ]m ⊂ C[X, Y ] aller polynomialen Abbildungen,
die homogen sind vom Grad m, ist in diesem Abbildungsraum eine Unterdarstel-
lung der Dimension (m + 1) mit der Basis Y m, XY m−1, . . . , Xm. Die Operati-
on von GL(2;C) auf dieser Unterdarstellung ist offensichtlich stetig. Wir wollen
nachweisen, sie eine irreduzible Darstellung von SU(2) ist. Dazu erinnern wir,
daß die abgeleitete Operation einer Elements A der Liealgebra nach 22.2.1.10 ge-
geben wird durch das Anwenden des formal-algebraischen Differentialoperators

(−a11X − a12Y )∂x + (−a21X − a22Y )∂y

Diese Formeln liefern also eine Operation der Liealgebra gl(2;C) auf dem Po-
lynomring C[X, Y ]. Diese Operation ist offensichtlich sogar komplexlinear und
macht insbesondere den komplexen Vektorraum C[X, Y ] zu einer Darstellung der
komplexen Liealgebra gl(2;C). Wir müssen nach 22.2.2.9 nur nachweisen, daß
L(m) in Bezug auf diese Operation keinen echten unter su(2) = Lie(SU(2))
stabilen komplexen Untervektorraum hat außer dem Nullraum. Gleichbedeutend
reicht es zu zeigen, daß L(m) eine irreduzible Darstellung der komplexen Unter-
liealgebra 〈su(2)〉C ⊂ gl(2;C) ist. Nun erinnern wir

su(2) = {A ∈ Mat(2;C) | trA = 0, Ā = −A>}

und beachten su(2)∩i su(2) = 0 und folgern mit Dimensionsvergleich 〈su(2)〉C =
sl(2;C). Wir müssen also zeigen, daß L(m) eine irreduzible Darstellung von
sl(2;C) ist. Unter unserer Operation wirken, wie oben ausgerechnet, die Elemente

h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
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von sl(2;C) wie die Differentialoperatoren −X∂x + Y ∂y,−Y ∂x und −X∂y. Ins-
besondere bilden die Vektoren Y m, XY m−1, . . . , Xm eine Basis von L(m) aus
Eigenvektoren von h zu den Eigenwerten m,m − 2, . . . ,−m und e und f in-
duzieren Isomorphismen zwischen Eigenräumen zu benachbarten Eigenwerten.
Die Darstellung L(m) von sl(2;C) ist damit in der Tat irreduzibel, denn jede von
Null verschiedene Unterdarstellung muß nach 3.6.6.19 einen Eigenvektor von h
enthalten und damit bereits die ganze Darstellung sein. Um zu zeigen, daß un-
sere Gruppe keine anderen irreduziblen komplexen Darstellungen besitzt, reicht
es nach 22.2.2.16, dasselbe für ihre komplexifizierte Liealgebra zu prüfen. Nun
ist wegen su(2) ∩ i su(2) = 0 der von der Einbettung su(2) ↪→ sl(2;C) indu-
zierte Homomorphismus von komplexen Liealgebren sogar ein Isomorphismus
su(2)C

∼→ sl(2;C) und wir zeigen gleich anschließend als Satz 22.2.3.5, daß
sl(2;C) nicht noch weitere irreduzible endlichdimensionale Darstellungen hat.
Damit ist dann auch unser Beweis hier zu Ende.

Ergänzung 22.2.3.4. In der Physik lernt man die hier mit e und f bezeichneten
Elemente auch als Leiteroperatoren oder Kletteroperatoren kennen. Die aus
der Physik vertrauten weniger übersichtlichen Formeln werden Sie jedoch erst
in 22.2.5.22 sehen, wenn wir ein invariantes Skalarprodukt wählen und zu einer
Orthonormalbasis übergehen. In der Physik rechnet man auch oft mit den soge-
nannten Pauli-Matrizen

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
die eine C-Basis von sl(2;C) und eine R-Basis von isu(2) bilden.

Satz 22.2.3.5 (Einfache Darstellungen von sl(2;C)). 1. Zu jeder positiven
endlichen Dimension gibt es bis auf Isomorphismus genau eine einfache
Darstellung der Liealgebra sl(2;C);

2. Ist e, h, f eine Basis von sl(2;C) mit [h, e] = 2e und [h, f ] = −2f und
[e, f ] = h, so zerfällt jede einfache Darstellung L der Dimension m + 1
unter h in eindimensionale Eigenräume

L = Lm ⊕ Lm−2 ⊕ . . .⊕ L2−m ⊕ L−m

zu den ganzzahligen Eigenwerten m,m− 2, . . . , 2−m,−m, und aus Lj 6=
0 6= Lj+2 folgt f : Lj+2

∼→ Lj sowie e : Lj
∼→ Lj+2.

22.2.3.6. Die einfachen Darstellungen der Dimensionen 1, 2 und 3 sind die trivia-
le Darstellung C, die Standarddarstellung C2 und die „adjungierte Darstellung“,
die wir in 22.2.1.12 eingeführt haben. Eine explizite Beschreibung der anderen
einfachen Darstellungen wird im Beweis gegeben.



22.2. ENDLICHDIMENSIONALE DARSTELLUNGEN 3819

Ergänzung 22.2.3.7. Der Satz gilt mit demselben Beweis allgemeiner über je-
dem algebraisch abgeschlossenen Körper der Charakteristik Null und er folgt dar-
aus ohne Schwierigkeiten über jedem Körper der Charakteristik Null. In positiver
Charakteristik sind die Verhältnisse jedoch komplizierter.

Beweis. Daß es zu jeder endlichen Dimension eine einfache Darstellung L(m)
mit den versprochenen Eigenschaften gibt, wissen wir bereits aus dem Beweis
von 22.2.3.2. Explizit läßt sich eine derartige Darstellung auch mit etwas weniger
Vorzeichen angeben. Die Liealgebra sl(2;C) hat ja die Basis

e =

0 1
0 0

, h =

(
1 0
0 −1

)
, f =

(
0 0
1 0

)
,

und die Lie-Klammern zwischen den Elementen dieser Basis sind [h, e] = 2e,
[h, f ] = −2f , [e, f ] = h. Mithilfe der Produktregel für formale partielle Ablei-
tungen prüft man leicht explizit, daß die Abbildung ρ : sl(2;C) → gl(C[X, Y ])
gegeben durch die Vorschrift

ρ(e) = X∂y
ρ(f) = Y ∂x
ρ(h) = X∂x − Y ∂y

eine Darstellung der Liealgebra sl(2;C) ist, daß die homogenen Polynome von
festem Totalgrad m eine Unterdarstellung L(m) = C[X, Y ]m der Dimension d =
m + 1 mit Basis wi = Y iXm−i für i = 0, . . . ,m bilden. In dieser Basis wird die
Operation von sl(2;C) auf L(m) beschrieben durch die Formeln

ewi = iwi−1

fwi = (m− i)wi+1

hwi = (m− 2i)wi

wo wir w−1 = wm+1 = 0 verstehen. Die Darstellungen L(m) sind einfach, denn
jede von Null verschiedene Unterdarstellung 0 6= U ⊂ L(m) enthält notwendig
einen Eigenvektor zu h, also eines der wi, und daraus folgt sofort U = L(m).
Damit haben wir nun auch in etwas übersichtlicherer Weise zu jeder endlichen
Dimension eine einfache Darstellung gefunden. Wir müssen jedoch noch zei-
gen, daß je zwei einfache Darstellungen derselben endlichen Dimension isomorph
sind. Sei dazu zunächst ρ : sl(2;C) → gl(V ) irgendeine Darstellung. Bezeichne
Vµ = ker(ρ(h)− µ) den Eigenraum von ρ(h) zum Eigenwert µ ∈ C. So gilt

eVµ ⊂ Vµ+2 und fVµ ⊂ Vµ−2

denn aus hv = µv folgt hev = ehv + [h, e]v = eµv + 2ev = (µ + 2)ev und der
zweite Fall ergibt sich ähnlich aus [h, f ] = −2f . Ist V endlichdimensional und
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Die einfachen endlichdimensionalen Darstellungen von sl(2;C) in zwei Basen.
Die nach rechts weisenden Pfeile stellen jeweils die Operation von e dar, die

nach links weisenden Pfeile die Operation von f und die Schlaufen die Operation
von h.

Die Operation auf dem von den vi = f iv aufgespannten Teilraum, in derselben
Weise zu interpretieren wie die obenstehenden Darstellungen.
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V 6= 0, so gibt es sicher λ ∈ C mit Vλ 6= 0 aber Vλ+2 = 0. Für v ∈ Vλ folgt dann
ev = 0 und hv = λv. Wir schreiben f iv für den Vektor, der aus v durch i-maliges
Anwenden von f entsteht. Man prüft per Induktion die Formeln

hf iv = (λ− 2i)f iv für alle i ≥ 0,
ef iv = i(λ− i+ 1)f i−1v für alle i ≥ 1.

Die erste folgt unmittelbar aus unserer Erkenntnis fVµ ⊂ Vµ−2, für die zweite
muß etwas mehr gerechnet werden. Insbesondere ist nach diesen Formeln der von
den f iv mit i ≥ 0 aufgespannte Teilraum eine Unterdarstellung. Ist V zusätzlich
einfach und v 6= 0, so müssen die f iv demnach ganz V aufspannen. Gilt f iv 6= 0,
so sind v, fv . . . , f iv Eigenvektoren von h zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten und damit linear unabhängig. Da wir V endlichdimensional angenommen
hatten, gibt es folglich d ≥ 1 mit fdv = 0. Wählen wir d kleinstmöglich, so ist
v, fv, . . ., fd−1v eine Basis von V , also d = dimV . Weiter folgt aus fdv = 0
auch 0 = efdv = d(λ− d + 1)fd−1v und mithin λ = d− 1, da wir ja d 6= 0 und
fd−1v 6= 0 vorausgesetzt hatten. Damit haben wir gezeigt, daß je zwei einfache
Darstellungen von sl(2;C) derselben endlichen Dimension d isomorph sind, da
nämlich die Matrizen von ρ(e), ρ(f) und ρ(h) in der Basis v, fv, . . . , fd−1v nur
von d abhängen.

22.2.3.8. Die expliziten Formeln für die einfachen endlichdimensionalen Darstel-
lungen der sl(2;C) gefallen mir noch besser bei Parametrisierung der Basis nach
den Eigenwerten von h. Setzen wir genauer wi = um−2i, so erhalten wir für L(m)
eine Basis bestehend aus um, um−2, . . . , u−m und die Operation unserer Liealge-
bra wird gegeben durch die Formeln

euj = ((m− j)/2)uj+2

fuj = ((m+ j)/2)uj−2

huj = juj

Satz 22.2.3.9 (Einfache Darstellungen der räumlichen Drehgruppe). Die ein-
fachen endlichdimensionalen stetigen komplexen Darstellungen der Drehgruppe
werden klassifiziert durch ihre Dimension. Genauer liefert die Dimension eine
Bijektion{

Einfache endlichdimensionale komplexe
Darstellungen der Drehgruppe SO(3)

}
∼→ {1, 3, 5, . . .}

Beweis von 22.2.3.9. Wir erinnern uns an die stetige Surjektion SU(2) � SO(3)
mit Kern {+1,−1} aus 22.1.6.2. Das Zurückholen mit dieser Surjektion liefert
nach der universellen Eigenschaft surjektiver Gruppenhomomorphismen 4.4.2.1
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eine Bijektion zwischen Isomorphieklassen einfacher Darstellungen der Dreh-
gruppe und denjenigen Isomorphieklassen einfacher Darstellungen der Spingrup-
pe, auf denen das Negative der Einheitsmatrix trivial operiert. Nach 11.3.2.17 ali-
as, in der angemessenen Terminologie gesagt, da nach ?? eine stetige Surjektion
von einem Kompaktum auf einen Hausdorffraum stets final ist, liefert diese Bijek-
tion auch eine Bijektion zwischen den entsprechenden Isomorphieklassen einfa-
cher stetiger Darstellungen. Das sind aber nach dem vorhergehenden offensicht-
lich genau die Darstellungen L(m) = C[X, Y ]m für gerades m alias die einfachen
stetigen Darstellungen ungerader Dimension der Spingruppe.

Übungen

Übung 22.2.3.10. Man zeige, daß die Spingruppe keine reelle stetige irreduzible
Darstellung der Dimension Zwei besitzt. Hinweis: Man zeige zunächst, daß jede
kompakte zusammenhängende Untergruppe von GL(R;n) in SL(R;n) enthalten
sein muß, und argumentiere dann mit der Dimension.

Ergänzende Übung 22.2.3.11. Eine endlichdimensionale Darstellung V von sl(2;C)
derart, daß weder Null noch Eins Eigenwerte von h = diag(1,−1) sind, in For-
meln V0 = V1 = 0, kann nur die Nulldarstellung V = 0 sein.

Übung 22.2.3.12. Man zeige: Ist ẽ, h̃, f̃ eine Basis von sl(2;C) mit [h̃, ẽ] = 2ẽ
und [h̃, f̃ ] = −2f̃ , so gilt [ẽ, f̃ ] = ch̃ für einen Skalar c 6= 0.

Ergänzende Übung 22.2.3.13. Die Räume LR(m) = R[X, Y ]m aller homogenen
Polynomfunktionen auf R2 vom Grad m sind unter der von der offensichtlichen
Wirkung von SL(2;R) aufR2 induzierten Operation einfache reelle Darstellungen
der Gruppe SL(2;R) und jede stetige einfache endlichdimensionale Darstellung
von SL(2;R) ist isomorph zu genau einer dieser Darstellungen. Hinweis: 22.2.3.6.

Ergänzende Übung 22.2.3.14. Gegeben ein beliebiger Körper k und eine Darstel-
lung ρ : sl(2; k)→ gl(V ) der Lie-Algebra sl(2; k) mit ihrer Standardbasis e, h, f
mit Kommutatoren [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f , [e, f ] = h liefert der in der assozia-
tiven Algebra Endk(V ) zu interpretierende Ausdruck

4ρ(f)ρ(e) + ρ(h)(ρ(h) + 2)

einen mit der Operation unserer Liealgebra verträglichen Endomorphismus von
V . Im Fall der einfachen (m+1)-dimensionalen Darstellung L(m) der Liealgebra
sl(2;C) ist dieser Endomorphismus die Multiplikation mit dem Skalar m(m+ 2).
Hinweis: Tapfer rechnen. Dieser Operator ist im übrigen das einfachste Beispiel
eines sogenannten Casimir-Operators, vergleiche 24.2.1.17.

Ergänzende Übung 22.2.3.15. Man betrachte die Lie-Algebra sl(2; k) mit ihrer
Standardbasis e, h, f und Kommutatoren [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f , [e, f ] = h.
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Man prüfe per Induktion, daß allgemeiner als im Beweis von Satz 22.2.3.5 für
jeden Vektor v einer Darstellung besagter Liealgebra mit ev = 0 gilt

hf iv = f i(h− 2i)v für alle i ≥ 0,
ef iv = if i−1(h− i+ 1)v für alle i ≥ 1.

Ergänzende Übung 22.2.3.16. Man zeige, daß jede endlichdimensionale Darstel-
lung V der Lie-Algebra sl(2;C) eine direkte Summe von einfachen Unterdarstel-
lungen ist. Hinweis: Man zerlege besagte Darstellung zunächst in die Haupträume
des in 22.2.3.14 eingeführten Casimiroperators und ziehe sich so auf den Fall
zurück, daß die einfachen Subquotienten unserer Darstellung V paarweise iso-
morph sind, sagen wir zu L(m). Dann zeige man, daß fm einen Isomorphismus
Hau(h;m)

∼→ Hau(h;−m) zwischen den Haupträumen von h zu den entspre-
chenden Eigenwerten liefert. Schließlich folgere man aus 22.2.3.15 unter Verwen-
dung von fm+1v = 0, daß h auf Hau(h;m) diagonal operiert, und argumentiere
von da ausgehend. Man zeige dasselbe Resultat auch im Fall reeller Koeffizien-
ten und, wenn man in Algebra bewandert ist, über einem beliebigen Grundkörper
der Charakteristik Null. Eine Verallgemeinerung des Resultats auf allgemeinere,
sogenannte „halbeinfache“ Liealgebren wird in 24.2.1.6 gezeigt.

Ergänzende Übung 22.2.3.17. Jede endlichdimensionale Darstellung der Liegrup-
pen SU(2) und SO(3) und SL(2;R) ist eine direkte Summe einfacher Unterdar-
stellungen. Hinweis: 22.2.3.16. Im Fall der beiden ersten Gruppen wird 22.2.4.12
einen alternativen Zugang liefern.

Übung 22.2.3.18. Man betrachte die Darstellung von GL(n;R) auf dem reellen
Vektorraum R[X1, . . . , Xn](d) der homogenen Polynome vom Grad d durch

(gP )(x) = P (g−1x) ∀x ∈ Rn, g ∈ GL(n;R)

und zeige, daß in der abgeleiteten Darstellung der Liealgebra die Basismatrix Eij
mit einer Eins in der i-ten Zeile und j-ten Spalte und Null sonst wie der Differen-
tialoperator −Xj∂i operiert. Es scheint mir nun offensichtlich, daß wir mit diesen
Operatoren jedes von Null verschiedene homogene Polynom in ein von Null ver-
schiedenes homogenes Monom überführen können, und ein solches Monom in
jedes andere vom selben Grad. Man folgere, daß diese Darstellungen sämtlich
irreduzibel sind.

Ergänzende Übung 22.2.3.19. Für alle n ≥ 1 bilden die homogenen Polynome
vom Grad d eine irreduzible Darstellung

Od(Cn) = C[X1, . . . , Xn](d)

der Gruppe GL(n;C) sowie ihrer Untergruppen GL(n;R) und U(n). Für n ≥ 2
bleiben sie irreduzibel unter SL(n;C), SL(n;R) und SU(n). In der Tat besteht
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Lie SU(n) aus den Fixpunkten einer schieflinearen Involution auf Lie SL(n;C)
und die Einbettung liefert folglich einen Isomorphismus

LieC SU(n)
∼→ Lie SL(n;C)

Auf diese Weise können wir uns auf SL(n;C) und dann sogar GL(n;C) zurück-
ziehen. Nun überlegt man sich wie in 22.2.3.18, daß die Standardmatrizen Eij der
Lie-Algebra gl(n;C) als die Differentialoperatoren−Xj∂i wirken. Es scheint mir
nun offensichtlich, daß wir mit diesen Operatoren jedes von Null verschiedene ho-
mogene Polynom in ein von Null verschiedenes homogenes Monom überführen
können, und ein solches Monom in jedes andere vom selben Grad.

22.2.4 Haarmaß für Matrixliegruppen
Definition 22.2.4.1. Eine stetige positive Dichte auf einer Mannigfaltigkeit ist
ein Borelmaß, dessen Restriktion auf jede Karte durch das Produkt des Lebesgue-
Maßes mit einer stetigen positiven Funktion dargestellt werden kann.

22.2.4.2. Gegeben ein Diffeomorphismus von Mannigfaltigkeiten ϕ : M
∼→ N ist

das Bildmaß ϕ∗µ einer stetigen positiven Dichte auf M offensichtlich eine stetige
positive Dichte auf N .

Beispiel 22.2.4.3. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum X und
eine k-Mannigfaltigkeit M ⊂ X und eine stetige k-Form ω : M → Altk( ~X) gibt
es genau eine stetige positive Dichte |ω| auf M mit der Eigenschaft, daß für jede
Karte ϕ : W →M ihre Restriktion auf die Karte gegeben wird durch das Produkt
des Lebesgue-Maßes mit der Funktion |(ϕ∗ω)(e1, . . . , ek)| auf W . Man sieht das
leicht vermittels unserer Regel für das Verkleben von Maßen 13.1.1.42 und der
Transformationsformel 12.4.2.8 und der Formel 12.8.2.16 für den Rückzug von
Volumenformen.

Definition 22.2.4.4. Ein Haar’sches Maß, genauer ein linksinvariantes Haar’sches
Maß und kurz ein Haarmaß auf einer Matrixliegruppe G ist eine stetige positive
Dichte µ auf G im Sinne von 22.2.4.1 mit µ(xA) = µ(A) für alle x ∈ G und alle
Borelmengen A ⊂ G.

Vorschau 22.2.4.5. Ganz allgemein definiert man ein Haarmaß auf einer topo-
logischen Gruppe als ein von Null verschiedenes nichtnegatives linksinvariantes
„Radonmaß“ und zeigt seine Existenz und Eindeutigkeit bis auf eine multiplikati-
ve Konstante für beliebige lokal kompakte Hausdorff’sche topologische Gruppen,
vergleiche 15.4.3.2 und 15.4.3.3. In unserem speziellen Fall entsprechen nun nach
dem Riesz’schen Darstellungssatz 15.4.2.4 Radonmaße eineindeutig Borelmaßen,
weshalb unser Haarmaß hier auch im Sinne der allgemeinen Definition ein Haar-
maß ist.
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Satz 22.2.4.6 (Existenz und Eindeutigkeit Haar’scher Maße). Auf jeder Ma-
trixliegruppe gibt es ein Haarmaß im Sinne einer linksinvarianten positiven Dich-
te, und je zwei derartige Dichten unterscheiden sich höchstens um einen positiven
konstanten reellen Faktor.

22.2.4.7. Die hier behauptete und bewiesene Eindeutigkeitsaussage ist schwächer
als in 15.4.3.3, da wir die Eindeutigkeit nur unter stärkeren Annahmen zeigen. Sie
werden aber sehen, daß man auch mit dieser schwächeren Aussage schon recht
weit kommen kann. Den Fall allgemeiner Liegruppen diskutieren wir in 22.5.9.23.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, da sich je zwei stetige positive Dichten offen-
sichtlich nur um das Produkt mit einer stetigen positiven Funktion unterscheiden,
die im Fall von zwei Haarmaßen ebenfalls linksinvariant und damit konstant sein
muß. Um die Existenz zu zeigen, erinnern wir die Einbettung G ⊂∧ Aut(V ) unse-
rer Matrixliegruppe. Sei k die Dimension von G. Sicher gibt es eine alternierende
k-Multilinearform ωe ∈ Altk(EndV ) mit der Eigenschaft, daß ihre Restriktion
ωe ∈ Altk(TeG) nicht verschwindet. Wir wählen sie beliebig aber fest und er-
klären eine k-Form oder genauer ein Feld von k-Formen ω auf Aut(V ) durch die
Vorschrift

ωg = (g−1·)>ωe

in der Notation aus 12.8.1.13. So erhalten wir eine stetige k-Form ω auf Aut(V )
mit der Eigenschaft (h·)∗ω = ω alias (h·) : ω ; ω für alle h ∈ Aut(V ). Das in
22.2.4.3 erklärte zugehörige Maß |ω| auf der eingebetteten k-Mannigfaltigkeit G
ist dann die gesuchte positive stetige linksinvariante Dichte.

Beispiel 22.2.4.8. Wir erhalten ein Haarmaß auf GL(n;R), indem wir das ge-
wöhnliche Lebesgue-Maß von Mat(n;R) einschränken und mit der FunktionA 7→
| detA|−n multiplizieren. Speziell ist |x|−1 dx ein Haarmaß auf der multiplikati-
ven Gruppe R×.

22.2.4.9. Auf einer kompakten MatrixliegruppeG ist jedes Haarmaß µ auch rechts-
invariant, in Formeln µ(Ag) = µ(A) für alle g ∈ G. In der Tat ist für jedes feste
g ∈ G mit µ auch die Vorschrift A 7→ µ(Ag) ein linksinvariantes Haarmaß, al-
so gibt es nach 22.2.4.6 eine Konstante cg mit µ(A) = cgµ(Ag) für alle A. Für
kompaktes G gilt aber 0 < µ(G) < ∞. Setzen wir also in der vorhergehenden
Gleichung A = G, so folgt wie gewünscht cg = 1.

Lemma 22.2.4.10. Auf jeder endlichdimensionalen stetigen reellen oder komple-
xen Darstellung einer kompakten Matrixliegruppe gibt es ein invariantes Skalar-
produkt.
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22.2.4.11. Dieselbe Aussage folgt für jede endlichdimensionale stetige reelle oder
komplexe Darstellung einer beliebigen „kompakten topologischen Gruppe“ im
Sinne von 15.2.1.4, da deren Bild in der Automorphismengruppe besagter Dar-
stellung ja nach 22.1.2.3 und 15.1.5 eine kompakte Matrixliegruppe sein muß.

Beweis. Bezeichne K unsere kompakte Matrixliegruppe und V unsere Darstel-
lung. Nach 22.2.4.6 gibt es ein Haarmaß µ auf K. Da K kompakt ist, ist nach
13.1.6.15 jede stetige Funktion integrierbar. Ist nun b : V × V → C irgendein
Skalarprodukt, so liefert die Formel

(v, w) :=

∫
K

b(gv, gw) µ〈g〉

ein K-invariantes Skalarprodukt, es gilt also (gv, gw) = (v, w) ∀g ∈ K. Damit
das richtig ist, muß a priori µ ein rechtsinvariantes Haarmaß sein. Im kompakten
Fall wissen wir aber bereits, daß linksinvariante Haarmaße auch rechtsinvariant
sind und umgekehrt.

Satz 22.2.4.12 (Vollständige Reduzibilität). Jede stetige Darstellung endlicher
Dimension einer kompakten Matrixliegruppe ist eine direkte Summe von einfachen
Unterdarstellungen.

Ergänzung 22.2.4.13. Für diejenigen Leser, die den Begriff einer topologischen
Gruppe kennen, ist die Verallgemeinerung dieses Satzes auf kompakte topolo-
gische Gruppen offensichtlich, da deren Bild in der Automorphismengruppe des
Darstellungsraums nach 22.1.2.3 bereits eine Matrixliegruppe sein muß. Eine Ver-
allgemeinerung auf unendlichdimensionale Darstellungen wird in ?? diskutiert.

22.2.4.14. Die Frage, inwieweit eine derartige Zerlegung in eine direkte Summe
einfacher Unterdarstellungen eindeutig ist, wird im kommenden Abschnitt und
dort insbesondere in 22.2.5.7 und 22.2.5.10 diskutiert.

Beweis. Nach dem im folgenden bewiesenen Lemma 22.2.4.10 finden wir auf un-
serer Darstellung stets ein unter der Gruppenoperation invariantes Skalarprodukt.
Nun argumentieren wir durch Induktion über die Dimension unserer Darstellung.
Ist sie Null, so ist nichts zu zeigen. Sonst besitzt sie eine einfache Unterdarstel-
lung, und deren orthogonales Komplement ist auch eine Unterdarstellung, auf die
wir dann nur noch die Induktionsannahme anzuwenden brauchen.

22.2.4.15. Unser Satz 22.2.4.12 über die vollständige Reduzibilität gilt sowohl für
reelle wie auch für komplexe Darstellungen. Im Fall der einelementigen Gruppe
besagt der Satz schlicht, daß sich jeder endlichdimensionale Vektorraum als eine
direkte Summe von eindimensionalen Teilräumen schreiben läßt. Ein rein alge-
braischer Beweis für eine analoge Aussage im Fall von Darstellungen der Lie-
algebra sl(2;C) wird in Übung 22.2.3.16 erklärt. Wenn wir diese algebraische
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Aussage aus dem vorhergehenden Satz 22.2.4.12 ableiten wollen, muß jedoch
der Satz zur Verfügung stehen, nach dem jede endlichdimensionale Darstellung
der Liealgebra su(2) zu einer Darstellung der Liegruppe SU(2) integriert werden
kann.

Beispiel 22.2.4.16. Die offensichtliche zweidimensionale Darstellung von

G =

{(
1 t
0 1

)∣∣∣∣ t ∈ R}
aufR2 läßt sich nicht als direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen schrei-
ben, denn sie hat nur eine einzige eindimensionale Unterdarstellung, die Gerade
R e1. Die Kompaktheit der dargestellten Gruppe ist also für unseren Satz 22.2.4.12
wesentlich.

Übungen

Übung 22.2.4.17. Man gebe auf C× und allgemeiner auf GL(n;C) ein Haarmaß
an.

Übung 22.2.4.18. Es gibt eine linksinvariante Differentialform ω auf SL(2;R), de-
ren Restriktion auf die offene Teilmenge U aller Matrizen

(
x y
z t

)
mit Determinante

Eins und x 6= 0 gegeben wird durch die Formel ω|U = 1
x
dx ∧ dy ∧ dz.

Übung 22.2.4.19. Man zeige: U(n) ⊂ GL(n;C) ist eine maximale kompakte
Untergruppe und gegeben eine beliebige kompakte Untergruppe K ⊂ GL(n;C)
gibt es stets g ∈ GL(n;C) mit gKg−1 ⊂ U(n). Man zeige auch die analoge
Aussage im Fall O(n) ⊂ GL(n;R). Hinweis: 22.2.4.10. Man zeige auch die ana-
loge Aussage im Fall Ū(n) ⊂ PGL(n;C) mit PGL(n;C) := GL(n;C)/C× und
Ū(n) dem Bild von U(n) darin. Hier mag die endliche Überlagerung SL(n;C)�
PGL(n;C) helfen.

Übung 22.2.4.20. Gegeben eine stetige Darstellung ρ : S1 → GL(V ) der Kreis-
linie S1 durch Automorphismen eines endlichdimensionalen komplexen Vektor-
raums V zerfällt unser Raum als eine direkte Summe von Teilräumen

V =
⊕
n∈Z

Vn

mit Vn = {v ∈ V | ρ(z)v = znv ∀z ∈ S1}. Hierbei werden dann natürlich fast
alle der Vn nur aus dem Nullvektor bestehen und die direkte Summe ist im Sinne
von 4.7.8.1 zu interpretieren. Einen alternativen Zugang, der mit sehr viel weni-
ger Analysis auskommt und stattdessen von der Jordan’schen Normalform aus-
geht, wird in 4.3.3.21 skizziert. Eine Verallgemeinerung auf Tori wird in 22.2.5.9
besprochen.



3828 KAPITEL 22. MANNIGFALTIGKEITEN UND LIEGRUPPEN

22.2.5 Vollständig reduzible Darstellungen
Lemma 22.2.5.1. Jeder Verflechtungsoperator zwischen einfachen Darstellungen
ist entweder die Nullabbildung oder ein Isomorphismus.

22.2.5.2. Sind insbesondere L 6∼= M nichtisomorphe einfache Darstellungen ei-
ner Gruppe G, so folgt HomG(L,M) = 0. Sind L und M dahingegen isomorphe
einfache Darstellungen und ist ϕ : L

∼→ M ein Isomorphismus, so liefert das
Nachschalten von ϕ eine Bijektion EndG(L)

∼→ HomG(L,M) und das Vorschal-
ten von ϕ eine Bijektion EndG(M)

∼→ HomG(L,M).

Beweis. Für einen Verflechtungsoperator ϕ : L→M ist das Bild stets eine Unter-
darstellung imϕ ⊂M . Aus ϕ 6= 0 undM einfach folgt also ϕ surjektiv. Für einen
Verflechtungsoperator ϕ : L→ M ist weiter der Kern stets eine Unterdarstellung
kerϕ ⊂ L. Aus ϕ 6= 0 und L einfach folgt also kerϕ = 0 und damit ϕ injektiv.
Sind also M und L beide einfach und ist ϕ nicht Null, so ist ϕ bijektiv.

Lemma 22.2.5.3 (von Schur). Die einzigen Verflechtungsoperatoren zwischen
einer einfachen komplexen endlichdimensionalen Darstellung und ihr selbst sind
die skalaren Vielfachen der Identität.

Beweis. Jeder Eigenraum eines Endomorphismus einer Darstellung muß eine Un-
terdarstellung sein. Jeder Eigenraum eines Endomorhismus einer einfachen Dar-
stellung ist also der ganze Raum oder der Nullraum. Da jeder Endomorphismus
eines von Null verschiedenen endlichdimensionalen Raums über C mindestens
einen Eigenwert hat, folgt das Lemma.

22.2.5.4. Für jede komplexe endlichdimensionale einfache Darstellung L einer
Gruppe G liefert unser Schur’sches Lemma in Formeln einen Isomorphismus

C ∼→ EndC,G L

vermittels λ 7→ λ idL. Eine allgemeinere Variante des Schur’schen Lemmas fin-
det man in 8.3.2.6. Es ist hierbei wesentlich, mit komplexen Darstellungen oder
allgemeiner Darstellungen über einem algebraisch abgeschlossenen Körper zu
arbeiten: Für die durch die Einbettung S1 ↪→ C× gegebene Darstellung von
S1 auf C etwa hätten wir EndR,S1C ∼= C, für die Einsdarstellung dahingegen
EndR,S1 R ∼= R.
22.2.5.5. Wie bereits der Fall der trivialen Gruppe zeigt, sind die bei einer Zerle-
gung einer Darstellung in eine direkte Summe einfacher Unterdarstellungen auf-
tretenden Unterdarstellungen im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt: Ein end-
lichdimensionaler Vektorraum etwa kann auf viele verschiedene Arten als direkte
Summe eindimensionaler Teilräume dargestellt werden. Die folgenden Bemer-
kungen erläutern, was im Allgemeinen bei der Zerlegung in eine direkte Summe
irreduzibler Unterdarstellungen an Eindeutigkeit noch zu retten ist.
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Definition 22.2.5.6. Eine Darstellung einer Gruppe heißt vollständig reduzibel
oder auch halbeinfach, wenn sie eine direkte Summe von einfachen Unterdarstel-
lungen ist.

22.2.5.7 (Isotypische Zerlegung). Ist V eine endlichdimensionale halbeinfache
komplexe Darstellung einer Gruppe G und sind V = L1 ⊕ . . . ⊕ Lm und V =
L′1⊕ . . .⊕L′m′ zwei Zerlegungen in eine direkte Summe von einfachen Unterdar-
stellungen, so gilt m = m′ und es gibt eine Permutation σ ∈ Sm mit L′i ∼= Lσ(i)

für alle i. In der Tat läßt sich nach 22.2.5.1 und 22.2.5.3 die Vielfachheit einer ein-
fachen Darstellung L als Unterdarstellung in einer solchen Zerlegung darstellen
als die Dimension des Raums von Verflechtungsoperatoren dimC HomC,G(L, V ).
Weiter gilt für jede einfache Darstellung L von G in unserer Darstellung V die
Gleichheit von Untervektorräumen⊕

Li∼=L

Li =
⊕
L′j
∼=L

L′j

In der Tat lassen sich diese Untervektorräume wieder nach 22.2.5.1 beschreiben
als das Erzeugnis der Bilder aller Verflechtungsoperatoren L → V von unserer
einfachen Darstellung L zur gegebenen Darstellung. Wir bezeichnen diesen Un-
tervektorraum mit VL ⊂ V . Er heißt die isotypische Komponente in V vom Typ
L. Natürlich erhalten wir dann für V die Zerlegung in isotypische Komponenten

V =
⊕
L∈irrG

VL

wo sich die Summe über die Menge irrG aller Isomorphieklassen von einfachen
endlichdimensionalen komplexen Darstellungen von G erstreckt. Im Fall einer
unitären Darstellung stehen die isotypischen Komponenten paarweise senkrecht
aufeinander nach 22.2.5.18.
Ergänzung 22.2.5.8. Analoge Aussagen gelten auch für nicht notwendig endlich-
dimensionale halbeinfache Darstellungen über beliebigen Körpern, ja sogar für
halbeinfache Moduln über beliebigen Ringen, vergleiche 8.2.3.
Beispiel 22.2.5.9 (Isotypische Zerlegung für Tori). Dies Beispiel verallgemei-
nert 22.2.4.20. Ist T eine kompakte abelsche Matrixliegruppe und V eine endlich-
dimensionale stetige komplexe Darstellung von T , so hat die isotypische Zerle-
gung die Gestalt

V =
⊕

χ∈X(T )

Vχ

wobei χ wie angedeutet über alle Charaktere von T alias alle stetigen Gruppen-
homomorphismen T → C× läuft und Vχ beschrieben werden kann als

Vχ := {v ∈ V | tv = χ(t)v ∀t ∈ T}
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Insbesondere im Fall eines Torus T heißen die χ ∈ X(T ) mit Vχ 6= 0 die Gewichte
von T in V und werden nach französisch poids auch notiert in der Form

P(V ) = PT (V ) := {χ ∈ X(T ) | Vχ 6= 0}

Die isotypischen Komponenten Vχ ihrerseits heißen, immer noch im Fall der Dar-
stellungen einer kompakten abelschen Liegruppe, die Gewichtsräume unserer
Darstellung.

Satz 22.2.5.10 (Kanonische Zerlegung). Seien K eine kompakte Matrixiegrup-
pe und irrK ein Repräsentantensystem für die Isomorphieklassen komplexer ein-
facher Darstellungen von K. So liefert für jede komplexe endlichdimensionale
Darstellung V von K das Auswerten einen Isomorphismus⊕

L∈irrK

L⊗C HomC,K(L, V )
∼→ V

22.2.5.11. Unter diesem Isomorphismus entspricht L ⊗C HomC,K(L, V ) gerade
der L-isotypischen Komponente VL von V aus 22.2.5.7.

Beweis. Gilt der Satz für zwei Darstellungen V und W , so offensichtlich auch für
ihre Summe V ⊕W . Da nach 22.2.4.12 unsere Darstellung in eine direkte Summe
einfacher Unterdarstellungen zerfällt, müssen wir ihn damit nur noch für V ein-
fach zeigen. In diesem Fall folgt er aber aus der Schur’schen Lemma 22.2.5.1.

Satz 22.2.5.12 (Äußere Algebra und orthogonale Gruppe). Gegeben ein eukli-
discher Vektorraum V gilt:

1. Alle von Null verschiedenen äußeren Potenzen
∧i V sind irreduzibel als

Darstellungen von O(V ), ja sogar ihre Komplexifizierungen
∧i V C sind es;

2. Im Fall dimV 6= 2i sind die
∧i V C auch irreduzibel als Darstellungen von

SO(V ). Im Fall dimV = 2i > 0 dahingegen ist
∧i V C eine direkte Summe

von zwei irreduziblen Darstellungen von SO(V ).

Beweis. Sei v1, . . . , vn eine Orthonormalbasis. Schränken wir die Operation der
orthogonalen Gruppe ein auf die Untergruppe {1,−1}×n der Vorzeichenwechsel
der Basisvektoren, so sind die simultanen Eigenräume in

∧
V C die von den vI für

I ⊂ {1, . . . , n} erzeugten Geraden. Jede von Null verschiedene Unterdarstellung
enthält also einen dieser Vektoren und ist folglich eines der

∧i V C. Operiert nur
SO(V ), so haben wir nur die Gruppe der Wechsel einer geraden Zahl von Vor-
zeichen zur Verfügung und die simultanen Eigenräume in

∧
V C sind die von den

vI und vĪ für I ⊂ {1, . . . , n} erzeugten Ebenen. Diese Erkenntnis erledigt bereits
den Fall dimV 6= 2i. Im Fall dimV = 2i schließlich liegen für |I| = i sowohl vI
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als auch vĪ in
∧i V C und der Hodgeoperator 22.2.5.13 stabilisiert die von diesen

beiden „komplementären“ Dachprodukten aufgespannte Ebene und operiert dar-
auf mit zwei verschiednenen Eigenwerten. Jede irreduzible Unterdarstellung muß
folglich mindestens einen Hodge-Eigenraum in mindestens einer dieser Ebenen
umfassen und dann sieht man leicht, daß sie bereits mit diesem Hodge-Eigenraum
in
∧i V C übereinstimmt.

22.2.5.13 (Hodgeoperator). Seien V ein pseudoeuklidischer reeller Vektorraum
der Dimension n und L seine Längengerade und GO(V ) := R×O(V ) die Gruppe
seiner linearen Ähnlichkeiten. Die kanonische symmetrische Bilinearform ist eine
nichtausgeartete Paarung V × V → L⊗2 und liefert einen Isomorphismus V ∼→
V ∗⊗L⊗2. Das Dachprodukt liefert nichtausgeartete Paarungen

∧i V ×
∧n−i V →∧n V . In 4.6.4.12 haben wir einen natürlichen Isomorphismus

∧n V
∼→ orR(V )⊗

L⊗n angegeben. Zusammen mit der Vertauschung von äußerer Potenz und Duali-
sieren aus 4.6.5.6 erhalten wir so unter der zusätzlichen Annahme V 6= 0 ausge-
zeichnete Isomorphismen∧i V

∼→ (
∧n−i V )∗ ⊗

∧n V
∼→
∧n−i V ⊗ L⊗(2i−n) ⊗ orR(V )

oder gleichbedeutend
∧p V⊗L⊗(−p) ∼→

∧q V⊗L⊗(−q)⊗orR(V ) für p+q = n. Das
sind Isomorphismen von Darstellungen von GO(V ). Halten wir eine Längenein-
heit und eine Orientierung fest, so spezialisieren sie zu Isomorphismen

∧p V
∼→∧q V von Darstellungen von SO(V ), immer noch für p + q = n. Diese Isomor-

phismen werden ∗ notiert und heißen der Hodge-∗-Operator oder kurz Hodge-
operator.

Übungen

Übung 22.2.5.14. Man verallgemeinere 22.2.5.12 auf den Fall pseudoeuklidischer
Vektorräume. Hinweis: 22.2.2.9.

Übung 22.2.5.15. Für je zwei komplexe endlichdimensionale einfache Darstel-
lung L,M einer Gruppe G gilt dimC HomC,G(L,M) ≤ 1.

Übung 22.2.5.16 (Eindeutigkeit invarianter Skalarprodukte im Komplexen).
Je zwei invariante Skalarprodukte auf einer irreduziblen endlichdimensionalen
komplexen Darstellung einer Gruppe unterscheiden sich höchstens um einen po-
sitiven Skalar, ja je zwei invariante Sesquilinearformen auf einer irreduziblen end-
lichdimensionalen komplexen Darstellung unterscheiden sich höchstens um einen
komplexen Skalar. Hinweis: Man beachte für einen komplexen Vektorraum mit
der Notation Ses(V ) für die Menge der Sesquilinearformen s : V × V → C die
Identifikation

Ses(V )
∼→ Hom(V , V ∗)
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mit s 7→ fs und fs gegeben durch fs(v̄) : w 7→ s(v, w) mit V dem komplex
konjugierten Vektorraum nach 4.1.12.33. Dann wende man 22.2.5.15 an.

Übung 22.2.5.17 (Eindeutigkeit invarianter Skalarprodukte im Reellen). Ge-
geben ein invariantes Skalarprodukt auf einer irreduziblen endlichdimensionalen
reellen Darstellung einer Gruppe ist jede weitere invariante symmetrische Biline-
arform ein Vielfaches. Hinweis: Hauptachsentransformation ??.

Übung 22.2.5.18. Unter einer unitären Darstellung einer Gruppe versteht man
eine Darstellung durch unitäre Automorphismen eines endlichdimensionalen uni-
tären Vektorraums oder allgemeiner eines Hilbertraums. Man zeige: Sind U, V
zwei nichtisomorphe endlichdimensionale einfache Unterdarstellungen einer uni-
tären Darstellung, so stehen U und V aufeinander senkrecht. Hinweis: Orthogo-
nale Projektion 4.1.3.18.

Übung 22.2.5.19. Jede endlichdimensionale komplexe einfache Darstellung der
Drehgruppe hat unter der Einschränkung auf die Gruppe der Drehungen um ei-
ne feste Achse isotypische Komponenten der Dimension höchstens Eins, und die
zu den Komponenten der Dimension Eins gehörigen Parameter bilden in Z ein
Intervall mit Zentrum im Ursprung, in Formeln

dimC HomC,S1(χn,L(m)) =

{
1 |n| ≤ m/2;
0 sonst.

Übung 22.2.5.20. Gegeben eine endlichdimensionale unitäre Darstellung V einer
Liegruppe G gilt für die abgeleitete Darstellung der Liealgebra g die Identität

〈xv, w〉+ 〈v, xw〉 = 0 ∀x ∈ g, v, w ∈ V

Ergänzende Übung 22.2.5.21. Man zeige, daß in einer endlichdimensionalen uni-
tären Darstellung einer Liegruppe jedes Element der Liealgebra als diagonali-
sierbare Matrix mit rein imaginären Eigenwerten operiert. Man folgere, daß jede
endlichdimensionale unitäre Darstellung (V, ρ) der Gruppe SL(2;R) konstant ist,
in Formeln ρ(g) = id ∀g ∈ SL(2;R). Hinweis: Jede unitäre endlichdimensio-
nale Darstellung dieser Gruppe entsteht durch Restriktion einer Darstellung von
SL(2;C) und besitzt jedenfalls ein invariantes Skalarprodukt unter der Restrik-
tion auf SU(2), so daß auch su(2) ⊂ sl(2;C) mit rein imaginären Eigenwerten
operieren muß.

Ergänzende Übung 22.2.5.22. Wir erinnern an unsere (m + 1)-dimensionale ir-
reduzible Darstellung C[X, Y ]m = L(m) der Spingruppe SU(2) aus dem Beweis
von 22.2.3.2 mit ihrer Basis wν := Y νXm−ν für 0 ≤ ν ≤ m. Man wähle darauf
jeweils ein invariantes Skalarprodukt. Man mag es normalisieren durch die Be-
dingung ‖wm‖ = 1, aber auf darauf kommt es im folgenden gar nicht an. In der
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Physik verwendet man statt m als Parameter lieber m
2

= j ∈ 1
2
N und bezeichnet

die auf Länge Eins normierten Vektoren wν mit

|j, j − ν〉 := wν/‖wν‖

Damit bilden dann die Vektoren |j, µ〉 für µ = j, j − 1, . . . ,−(j − 1),−j eine
Orthonormalbasis von L(m). Schließlich schreibt man J+ := e, J− := f und
Jz := h/2. Man prüfe in dieser Notation die Formeln

Jz |j, µ〉 = µ |j, µ〉
J± |j, µ〉 =

√
j(j + 1)− µ(µ± 1) |j, µ± 1〉

=
√

(j ± µ+ 1)(j ∓ µ) |j, µ± 1〉

Hinweis: Beim Rechnen in mathematischer Terminologie mag man davon aus-
gehen, daß e − f zu su(2;C) gehört, so daß nach 22.2.5.20 für jedes invariante
Skalarprodukt gelten muß 〈(e− f)wν , wν+1〉+ 〈wν , (e− f)wν+1〉 = 0.

22.2.6 Kugelfunktionen*
22.2.6.1 (Zerlegung von Funktionen auf der Kreislinie). In der unitären Dar-
stellung der Kreislinie S1 ∼= SO(2) auf dem Raum L2(S1) der quadratintegrier-
baren Funktionen auf der Kreislinie durch Verschieben von Funktionen tritt jede
endlichdimensionale einfache Darstellung der Kreislinie genau einmal als Unter-
darstellung auf, in Formeln

dimC HomC,S1

(
χn,L

2(S1)
)

= 1 für alle n ∈ Z.

Des weiteren ist die Summe all dieser endlichdimensionalen Unterdarstellungen
ein dichter Teilraum des Hilbertraums L2(S1), in dem sie im übrigen nach 22.2.5.18
paarweise senkrecht stehen. Mit χn meinen wir hier den Vektorraum C mit der-
jenigen S1-Operation, unter der z durch Multiplikation mit χn(z) = zn operiert.
Diese ganzen Aussagen sind nur eine Umformulierung von Satz 13.2.6.5, nach
dem die Charaktere χn : S1 → C× eine Hilbertbasis von L2(S1) bilden. Mit
unserer Hilbertsumme aus 13.2.5.11 können wir unsere Erkenntnisse auch um-
schreiben zu einem Isomorphismus⊕̂

n∈Z

(C, χn)
∼→ L2(S1)

von unitären S1-Darstellungen, der gegeben wird durch das Bilden der Fourierrei-
he (an) 7→

∑
n anz

n.
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Satz 22.2.6.2 (Zerlegung von Funktionen auf der Kugelschale). In der uni-
tären Darstellung durch Verschieben von Funktionen der Drehgruppe SO(3) auf
dem Raum L2(S2) der quadratintegrierbaren Funktionen auf der Kugelschale tritt
jede endlichdimensionale einfache Darstellung der Drehgruppe genau einmal als
Unterdarstellung auf, in Formeln

dimC HomC,SO(3)

(
L(2l),L2(S2)

)
= 1 für l ∈ N.

Weiter ist die Summe all dieser Unterdarstellungen ein dichter Teilraum des Hil-
bertraums L2(S2), in dem sie nach 22.2.5.18 paarweise aufeinander senkrecht
stehen.

22.2.6.3. Insbesondere erhalten wir eine Hilbertbasis unseres Raums L2(S2), in-
dem wir in jeder unserer einfachen Unterdarstellungen eine Orthonormalbasis
wählen und alle diese Basen zusammenfassen. Wieder anders gesagt existiert ein
Isomorphismus ⊕̂

l∈N

L(2l)
∼→ L2(S2)

von unitären Darstellungen der Gruppe SO(3). Wir erklären in 22.2.6.6 folgen-
de, wie man diese Basisvektoren und damit auch diesen Isomorphismus nach
Wahl einer festen gerichteten Achse besonders geschickt wählen kann: Die so
ausgezeichneten Funktionen heißen dann die Kugelfunktionen oder auch Kugel-
flächenfunktionen.

22.2.6.4. Im Anschluß zeigen wir zusätzlich, daß der Raum der unter allen Ro-
tationen um die z-Achse invarianten Funktionen aus der einfachen Unterdarstel-
lung Hl ⊂ L2(S2) der Dimension 2l + 1 erzeugt wird vom sogenannten „l-ten
Legendre-Polynom“ Pl(z), aufgefaßt als Funktion der z-Koordinate auf der Ku-
gelschale. Die Wahl der BezeichnungHl für unsere einfachen Unterdarstellungen
geht auf das Wort „harmonisch“ zurück, das sich die fraglichen Funktionenräume
hinwiederum verdienen als Eigenräume des „Laplace-Operators auf der Kugel-
schale“, aber darauf will ich hier noch nicht eingehen.

Ergänzung 22.2.6.5. Man kann auch für die höherdimensionalen Sphären Sn mit
n ≥ 1 zeigen, daß in L2(Sn) die irreduziblen Darstellungen von SO(n + 1) je-
weils höchstens einmal vorkommen. Ganz allgemein nennt man einen homogenen
Raum „sphärisch“, wenn er die Eigenschaft hat, daß in geeigneten Funktionen-
räumen keine einfachen Darstellungen mit höheren Multiplizitäten auftreten.

Beweis. Wir betrachten die Räume homogener Polynome in drei Veränderlichen
C[X, Y, Z]l. Eine Polynomfunktion P , die homogen ist vom Grad d, erfüllt die
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Gleichung P (λv) = λlP (v) für alle v ∈ R3 und λ ∈ R. Mithin definiert die
Einschränkung für alle d ≥ 0 eine Einbettung

C[X, Y, Z]l ↪→ C(S2)

wobei die Polynome von geradem beziehungsweise ungeradem Grad in den Räum-
en aller unter der Punktspiegelung am Ursprung geraden beziehungsweise ungera-
den Funktionen C(S2)+ beziehungsweise C(S2)− landen. Bezeichnet Cl das Bild
von C[X, Y, Z]l in C(S2), so haben wir

C0 ⊂ C2 ⊂ C4 ⊂ . . . ⊂ C(S2)+

C1 ⊂ C3 ⊂ C5 ⊂ . . . ⊂ C(S2)−

da ja ein Polynom P ∈ C[X, Y, Z]l dieselbe Einschränkung auf die Sphäre hat
wie das Polynom (X2 + Y 2 + Z2)P ∈ C[X, Y, Z]l+2. Die Dimensionen ergeben
sich leicht zu

dim Cl = dimC[X, Y, Z]l

= dimC[X, Y ]≤l

= 1 + 2 + . . .+ l + (l + 1)
= (l + 1)(l + 2)/2

Nun sind alle Cl offensichtlich stabil unter der Drehgruppe SO(3) und die kon-
stanten Funktionen C0 beziehungsweise die linearen Funktionen C1 bilden irre-
duzible Darstellungen der Dimensionen Eins beziehungsweise Drei. Wir zeigen
als nächstes, daß für l ≥ 2 das orthogonale Komplement Hl von Cl−2 in Cl eine
irreduzible Darstellung der Dimension 2l+ 1 ist. Die Dimension ergibt sich durch
direkte Rechnung und besonders anschaulich durch die Betrachtung geeigneter
Treppenbilder. Die Irreduzibilität folgern wir induktiv mithilfe unserer Erkennt-
nisse über die Struktur irreduzibler Darstellungen der Drehgruppe aus 22.2.3.9
und 22.2.5.19. Zunächst beachten wir dazu für S1 ⊂ SO(3) die Gruppe der Dre-
hungen um die z-Achse und χn die entsprechende einfache Darstellung von S1,
daß χl in Cl vorkommt, in Formeln

HomC,S1(χl, Cl) 6= 0

In der Tat ist (x+iy)l eine Funktion, die sich entsprechend unter S1 transformiert.
Per Induktion beziehungsweise expliziter Betrachtung im Fall l = 0, 1 wissen wir
nach 22.1.1.14 auch, daß dieses Gewicht von S1 in Cl−2 nicht vorkommt. Folglich
muß es in Hl vorkommen, und aus Dimensionsbetrachtungen folgt dann, daß Hl

irreduzibel ist. Die Dichtheit des Raums der Polynomfunktionen im Raum aller
stetigen Funktionen folgt mit Stone-Weierstrass 11.3.2.9, die Dichtheit von C(S2)
in L2(S2) mit 13.2.6.1. Vereinbaren wir noch die Bezeichnungen H0 = C0 und
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H1 = C1, so bildet demnach die Summe allerHl einen dichten Teilraum⊕
l∈N

Hl ⊂ L2(S2)

Bezeichne nun prl : L2(S2) � Hl die orthogonale Projektion. Sie ist sicher ein
Homomorphismus von Darstellungen. Ist L(m) eine irreduzible endlichdimensio-
nale Darstellung der Drehgruppe und ϕ : L(m)→ L2(S2) ein Homomorphismus
von Darstellungen, so folgt prl ◦ϕ = 0 für m 6= 2l nach 22.2.5.3, und gilt auch
noch prl ◦ϕ = 0 für m = 2l, so folgt ϕ = 0, weil dann das Bild von ϕ auf allen
Vektoren eines dichten Teilraums senkrecht steht. Mithin liefert für alle l ∈ N das
Verknüpfen mit prl eine Einbettung und dann sogar einen Isomorphismus

HomC,SO(3)

(
L(2l),L2(S2)

) ∼→ HomC,SO(3)

(
L(2l),Hl

)
und damit folgt unser Satz aus dem Schur’schen Lemma 22.2.5.1.

22.2.6.6. Nach unseren Erkenntnissen über einfache Darstellungen der Drehgrup-
pe bilden in jedem Hl die unter allen Drehungen um die z-Achse S1 ⊂ SO(3)
invarianten Funktionen einen eindimensionalen Teilraum (Hl)S

1 . Um Erzeuger
dieser Teilräume zu finden, gehen wir aus von der offensichtlichen Einbettung

C[z] ↪→ C(S2)S
1

unter der sicher Polynome vom Grad ≤ d in H0 ⊕ . . . ⊕ Hl landen. Unser Ska-
larprodukt auf L2(S2) schränkt nach 12.4.6.9 ein zu dem Skalarprodukt auf C[z],
das gegeben wird durch die Formel

〈g, f〉 = 2π

∫ 1

−1

ḡ(z)f(z) dz

Mithin finden wir Erzeuger von (Hl)S
1 , wenn wir auf die durch Potenzen von z

gegebene angeordnete Basis z0, z1, z2, . . . des PolynomringsC[z] in Bezug auf be-
sagtes Skalarprodukt das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren 4.1.11.6
anwenden. Die so entstehenden Polynome sind bis auf einen konstanten Faktor
die sogenannten Legendre-Polynome (Pl)l≥0. Der Faktor wird hierbei üblicher-
weise so gewählt, daß gilt Pl(1) = 1. Mit dieser Normalisierung können besagte
Polynome dann auch durch die explizite Formel

Pl(z) =
1

2ll!

dl

dzl
(z2 − 1)l

beschrieben und durch die Rekursion (l+ 1)Pl+1 = (2l+ 1)zPl−Pl−1 berechnet
werden. Ihre Quadratnorm ergibt sich aus den Formeln

〈Pk, Pl〉 =
4π

2l + 1
δk,l
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Diese Formeln mag der Leser zur Übung selbst prüfen. Die ersten Legendre-
Polynome sind P0 = 1, P1 = z, P2 = (3z2 − 1)/2. Ausführliche Tafelwerke
findet man in Bibliotheken und im Netz.
22.2.6.7. In der Liealgebra der räumlichen Drehgruppe haben wir in 22.1.3.7 eine
Basis E1, E2, E3 ausgezeichnet, deren Kommutatoren durch [E1, E2] = E3 und
die beiden durch zyklische Vertauschung der Indizes entstehenden Formeln ge-
geben werden. In der komplexifizierten Liealgebra so(3)C liefern dann die Aus-
drücke h = 2iE3, e = E2 − iE1 und f = −E2 − iE1 eine Basis, in der die
Klammern die Form [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f , [e, f ] = h haben. Nach 22.2.3.18
wirkt E3 als der Differentialoperator y∂x − x∂y und annulliert insbesondere alle
Polynome, die nur von z abhängen. Wir erhalten also in L2(S2) ein Orthogonal-
system mit dichtem Erzeugnis, wenn wir zu den Legendre-Polynomen Pl noch
alle emPl und fmPl für 0 < m ≤ l dazunehmen, und normieren wir alle diese
Funktionen auf die Länge Eins, indem wir sie durch ihre Norm teilen, so erhalten
wir eine Hilbertbasis L2(S2) bestehend aus den sogenannten Kugelfunktionen

Yl,m :=


emPl/‖emPl‖ 0 < m ≤ l;

Pl/‖Pl‖ m = 0;

f−mPl/‖f−mPl‖ 0 > m ≥ −l.
Um zu einer expliziteren Beschreibung zu kommen, bemerken wir, daß nach
22.2.3.18 unser e auf komplexwertigen Polynomen wirkt wie der Differentialope-
rator z(−i∂y−∂x)+(x+iy)∂z. Dann prüfen wir (i∂y+∂x)(x+iy) = 0 und erhal-
ten folglich emPl = (x+ iy)m∂mz Pl. Ähnlich ergibt sich auch die Formel fmPl =
(−(x−iy))m∂mz Pl. Nebenbei bemerkt ist emPl komplex konjugiert zu (−1)mfmPl
und so finden wir auch eine Hilbertbasis aus reellwertigen Funktionen. In Ku-
gelkoordinaten (cosϕ sinϑ, sinϕ sinϑ, cosϑ) nach 12.3.2.3 haben wir x + iy =
eiϕ sinϑ. Bis auf einen Normierungsfaktor werden unsere Kugelfunktionen also
in Kugelkoordinaten gegeben durch den Ausdruck eimϕ(sinm ϑ)P

(m)
l (cosϑ). Um

den Normierungsfaktor auch noch zu bestimmen, gehen wir von unserer Formel
für die Norm eines Legendre-Polynoms aus, die schon einmal

Yl,0 =

√
2l + 1

4π
Pl(cosϑ)

liefert. Nun zeigen die Formeln in 22.2.5.22, daß das Anwenden von e auf Ỹl,m
die Norm um den Faktor

√
(l +m+ 1)(l −m) ändert, wohingegen das Anwen-

den von f auf Ỹl,m die Norm um den Faktor
√

(l −m+ 1)(l +m) ändert. Das
zeigt induktiv, daß unsere Kugelfunktionen beschrieben werden können durch die
Formel

Yl,m =

√
2l + 1

4π
· (l −m)!

(l +m)!
eimϕ(sinm ϑ)P

(m)
l (cosϑ)
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Unser Casimir-Operator 4ρ(f)ρ(e) + ρ(h)(ρ(h) + 2) aus 22.2.3.14 schreibt sich
in unserer alten Basis der Liealgebra −4(ρ(E1)2 + ρ(E2)2 + ρ(E3)2). Eine kurze
Rechnung zeigt, daß dieser Ausdruck ohne den Vorfaktor 4 auf Polynomfunktio-
nen auf R3 wirkt als der Differentialoperator

2(x∂x + y∂y + z∂z)
2 − 2(x2 + y2 + z2)(∂2

x + ∂2
y + ∂2

z )

Nach unseren Erkenntnissen aus 22.2.3.14 müssen die Kugelfunktionen Yl,m, wenn
wir sie etwa als homogene Funktionen vom Grad l auf R3 auffassen, Eigenfunk-
tionen dieses Differentialoperators sein zum Eigenwert l(l + 1). Mit etwas Rech-
nung folgt, daß dieser Differentialoperator der „Laplace-Operator auf der Sphäre“
ist und unsere Kugelfunktionen heißen als Eigenfunktionen dieses „sphärischen
Laplace-Operators“ auf Englisch auch spherical harmonics.

Übungen

Übung 22.2.6.8. Jede endlichdimensionale Unterdarstellung von L2(S1) ist stetig.
Hinweis: Fourierentwicklung.
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Die Intervalle zwischen je zwei Zweierpotenzen müssen für ein Haarmaß auf der
multiplikativen Gruppe der von Null verschiedenen reellen Zahlen jeweils
dasselbe Maß haben. Man sieht so zumindest qualitativ recht gut, daß die

Massebelegung gegen den Ursprung hin immer dichter werden muß.
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22.3 Mannigfaltigkeiten
In diesem Abschnitt geht es um abstrakte, als da heißt nicht notwendig einge-
bettete differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Ich definiere sie als spezielle geringte
Räume. Das hat den Vorteil, daß man mit diesem Formalismus auch ihre alge-
braischen Verwandten, die algebraischen Varietäten, effizient behandeln kann. Ich
denke aber davon abgesehen auch, daß dieser Zugang nicht weniger anschaulich
und technisch wenn nicht einfacher, so doch eleganter ist als die übliche Vorge-
hensweise: In der Tat sind in dieser Sprache Untermannigfaltigkeiten gerade die
Teilmengen, die mit der induzierten Struktur eines geringten Raums zu Mannig-
faltigkeiten werden, und die finale Struktur eines geringten Raums auf Quotienten
liefert unmittelbar die Struktur besagter Quotienten als Mannigfaltigkeit mitsamt
der zugehörigen universellen Eigenschaft.

22.3.1 Geringte Räume
Definition 22.3.1.1. Sei k ein Körper. Ein k-geringter Raum X = (X,O) ist
ein topologischer Raum X = (X, T ) mitsamt einer Vorschrift O, die jeder of-
fenen Teilmenge U ⊂◦ X eine k-Teilringalgebra O(U) ⊂ Ens(U, k) in der k-
Ringalgebra aller Abbildungen von U nach k zuordnet, deren Elemente wir struk-
turierende Funktionen auf U nennen und von denen wir fordern:

Ist U ein System offener Teilmengen von X und V :=
⋃
U∈U U seine

Vereinigung, so ist eine Abbildung f : V → k strukturierend genau
dann, wenn ihre Restriktionen auf alle U ∈ U strukturierend sind.

22.3.1.2. Eine Teilringalgebra muß nach unseren Definitionen stets das Einsele-
ment der ursprünglichen Ringalgebra enthalten. Unter anderem impliziert unsere
Definition damit, daß alle konstanten Funktionen strukturierend sind, daß also für
jedes U ⊂◦ X die konstanten Abbildungen von U nach k in O(U) liegen.

Vorschau 22.3.1.3. Im Zusammenhang mit Schemata und Supermannigfaltigkei-
ten wird eine noch allgemeinere Definition des Konzepts eines geringten Raums
benötigt. Wenn wir betonen wollen, daß wir den hier erklärten einfacheren Begriff
meinen, reden wir genauer von einem durch Funktionen k-geringten Raum. In
der Sprache der Garbentheorie, die ich hier noch vermeiden will, könnte man
unser O als eine „k-Ringalgebren-Untergarbe der k-Ringalgebren-Garbe aller k-
wertigen Funktionen auf X“ charakterisieren.

Beispiel 22.3.1.4. Fundamental für uns sind die R-geringten Räume (Rn, C1), die
entstehen, wenn wirRn mit seiner natürlichen Topologie versehen und als struktu-
rierende Funktionen auf einer offenen Teilmenge U ⊂◦ Rn alle stetig differenzier-
baren Funktionen nehmen. Etwas allgemeiner können wir auch die R-geringten
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Räume (Rn, Ck) betrachten, bei denen wir als strukturierende Funktionen auf ei-
ner offenen Teilmenge U ⊂◦ Rn alle k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
nehmen.

Vorschau 22.3.1.5. Fundamental für die algebraische Geometrie ist ein anderer
Fall. Man geht dabei aus von einem algebraisch abgeschlossenen Körper k = k̄
und versieht kn mit der sogenannten „Zariski-Topologie“, deren abgeschlosse-
ne Mengen genau alle Schnitte von Nullstellenmengen von Polynomen sind. Als
strukturierende Funktionen nimmt man diejenigen Funktionen, die lokal als Quo-
tienten von Polynomen dargestellt werden können. Auch jede abgeschlossene ali-
as algebraische Teilmenge X ⊂∧ kn wird dann zu einem k-geringten Raum, in-
dem man sie mit der induzierten Topologie versieht und als strukturierende Funk-
tionen wieder diejenigen Funktionen nimmt, die lokal als Quotienten von Poly-
nomen dargestellt werden können. Unwesentlich allgemeiner wird jede affine k-
Varietät ein k-geringter Raum, wenn wir sie mit ihrer Zariski-Topologie versehen
und strukturierende Funktionen auf offenen Teilmengen erklären wie in 7.4.4.3.

Definition 22.3.1.6. Seien k-geringte Räume (X,OX) und (Y,OY ) gegeben. Eine
Abbildung ϕ : X → Y heißt ein Morphismus von k-geringten Räumen, wenn
sie stetig ist und wenn das Vorschalten unserer Abbildung strukturierende Funk-
tionen zu strukturierenden Funktionen macht, wenn also in Formeln aus U ⊂◦ Y
und f ∈ OY (U) folgt f ◦ ϕ ∈ OX(ϕ−1(U)). Die Menge aller Morphismen von
X nach Y bezeichnen wir mit Gerk(X, Y ) oder auch kurz Ger(X, Y ). Ein Iso-
morphismus von k-geringten Räumen ist ein bijektiver Morphismus, dessen
Umkehrabbildung auch ein Morphismus ist.

Beispiel 22.3.1.7. Morphismen R-geringter Räume von (Rn, C1) nach (Rm, C1)
sind genau die C1-Abbildungen. In der Tat ist jede C1-Abbildung offensichtlich ein
Morphismus und umgekehrt sind für jeden Morphismus ϕ die ϕj := xj◦ϕ : Rn →
R für 1 ≤ j ≤ m notwendig C1-Funktionen, als da heißt, jeder Morphismus ist
auch umgekehrt eine C1-Abbildung.

22.3.1.8 (Schnitt von Strukturen als k-geringter Raum). Sind auf ein und der-
selben Menge X mehrere Strukturen als k-geringter Raum gegeben, so bilden wir
ihren Schnitt, indem wir diejenigen Mengen offen nennen, die in jeder unserer
Strukturen offen sind, und diejenigen Funktion strukturierend, die in jeder unse-
rer Strukturen strukturierend sind. Dieser Schnitt ist dann offensichtlich auch eine
Struktur als k-geringter Raum auf X .

22.3.1.9 (Strukturen als k-geringter Raum als teilgeordnete Menge). Gegeben
zwei Strukturen als k-geringter Raum auf derselben Menge X nennen wir die
eine größergleich als die andere, wenn ihr Schnitt die andere Struktur ist. Salopp
gesprochen sind also größere Strukturen solche „mit mehr offenen Mengen oder
mehr strukturierenden Funktionen oder beidem“. Auf diese Weise erhalten wir
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eine Teilordnung auf der Menge aller Strukturen als k-geringter Raum auf einer
vorgegebenen Menge X .

Definition 22.3.1.10. Eine Familie (ϕi : Xi → Y )i∈I von Morphismen k-geringter
Räume heißt gesamthaft final, wenn für jeden weiteren k-geringten RaumW und
jede Abbildung ψ : Y → W gilt

(ψϕi Morphismus ∀i)⇒ (ψ Morphismus)

Lemma 22.3.1.11. Gegeben k-geringte Räume (Xi)i∈I , eine Menge Y und Ab-
bildungen ϕi : Xi → Y gibt es genau eine Struktur als k-geringter Raum auf Y
derart, daß unsere Familie gesamthaft final wird. Sie heißt die finale Struktur zu
unserer Familie.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sind (T1,O1) und (S2,O2) zwei
derartige Strukturen auf Y , jeweils bestehend aus einer Topologie und einer Vor-
gabe strukturierender Funktionen, für die unsere Familie gesamthaft final wird,
so ist id : (Y, Ti,Oi) → (Y, Tj,Oj) für beliebige i, j ∈ {1, 2} ein Morphisms.
Das zeigt die Eindeutigkeit. Nun zeigen wir noch, daß für die größte Struktur
auf Y , für die alle die ϕi Morphismen werden, die von einer gesamthaft finalen
Struktur geforderte Eigenschaft erfüllt ist. Diese größte Struktur kann ja explizit
dadurch beschrieben werden, daß ihre Topologie die Finaltopologie T = {V ⊂
Y | ϕ−1

i (V ) ⊂◦ Xi ∀i} ist und die strukturierenden Funktionen gegeben werden
durch

O(V ) = {f : V → k | f ◦ ϕi ∈ O(ϕ−1
i (V )) ∀i}

Damit ist klar, daß diese Struktur die von einer gesamthaft finalen Struktur gefor-
derte Eigenschaft erfüllt.

22.3.1.12 (Transitivität gesamthaft finaler Familien). Seien eij : Wij → Xi

und fi : Xi → Y Familien von k-geringten Räumen und Morphismen. Ist die
Familie der fieij gesamthaft final, so auch die Familie der fi. Ist die Familie der
eij gesamthaft final für alle i und die Familie der fi gesamthaft final, so ist auch die
Familie der fieij gesamthaft final. Das alles folgt unmittelbar aus der Definition.

22.3.1.13. Ein Morphismus f : X → Y von k-geringten Räumen heißt final,
wenn Y die finale Struktur in Bezug auf die einelementige Familie f trägt. Zum
Beispiel ist die Identität auf einem k-geringten Raum stets final.

22.3.1.14 (Disjunkte Vereinigung k-geringter Räume). Gegeben eine Familie
k-geringter Räume (Xi) versehen wir ihre disjunkte Vereinigung

⊔
Xi mit der

finalen Struktur bezüglich der Inklusionen, wenn nichts anderes gesagt wird. Wir
erhalten so ein Koprodukt in der Kategorie Gerk.
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Definition 22.3.1.15. Eine Familie (ϕi : X → Yi)i∈I von Morphismen k-geringter
Räume heißt gesamthaft initial, wenn für jeden weiteren k-geringten Raum W
und jede Abbildung ψ : W → X gilt

(ϕiψ Morphismus ∀i)⇒ (ψ Morphismus)

22.3.1.16. Ganz allgemein nennen wir einen Morphismus f : X → Y initi-
al, wenn er als einelementige Familie gesamthaft initial ist. Zum Beispiel ist die
Identität auf einem k-geringten Raum stets initial. Ist ψ : X ↪→ Y ein injektiver
Morphismus von k-geringten Räumen und trägt X die initiale Struktur, so nennen
wir ψ eine Einbettung von k-geringten Räumen.

22.3.1.17 (Diskussion der Terminologie). In der algebraischen Geometrie ist für
unsere Einbettungen auch die Bezeichnung Immersion gebräuchlich. In der Dif-
ferentialgeometrie versteht man jedoch unter einer Immersion stattdessen meist
wie in 22.3.3.14 einen nicht notwendig injektiven Morphismus mit injektivem
Differential an jedem Punkt.

22.3.1.18. Besonders oft werden uns offene Einbettungen und abgeschlosse-
ne Einbettungen begegnen, bei denen zusätzlich gefordert wird, daß sie als Ab-
bildungen topologischer Räume offen beziehungsweise abgeschlossen sind, oder
gleichbedeutend, daß ihr Bild offen beziehungsweise abgeschlossen ist.

Lemma 22.3.1.19. Gegeben k-geringte Räume (Yi)i∈I , eine Menge X und Ab-
bildungen ϕi : X → Yi gibt es genau eine Struktur als k-geringter Raum auf X
derart, daß unsere Familie gesamthaft initial wird. Sie heißt die initiale Struktur
zu unserer Familie.

Beweis. Die Eindeutigkeit zeigt man wie im Fall gesamthaft finaler Strukturen in
22.3.1.11. Für den Nachweis der die Existenz zeigen wir genauer, daß die kleinste
Struktur I eines k-geringten Raums auf X , für die alle unsere ϕi Morphismen
werden, die geforderte universelle Eigenschaft hat. Ist in der Tat ψ : W → X eine
Abbildung mit der Eigenschaft, daß alle ϕiψ Morphismen sind, so muß ja die
finale Struktur T auf X in Bezug auf ψ größergleich unserer kleinsten Struktur I
sein. Das zeigt, daß ψ auch in Bezug auf I ein Morphismus ist.

22.3.1.20. IstX ⊂ Y eine Teilmenge eines k-geringten Raums, so nennen wir die
initiale Struktur zur Inklusion die induzierte Struktur eines k-geringten Raums
auf X und notieren sie (X,OY |X). Explizit kann man die induzierte Struktur be-
schreiben wie folgt: Als Topologie auf X erhält man die von Y induzierte Topo-
logie, und eine Funktion g auf U ⊂◦ X ist strukturierend genau dann, wenn es für
alle x ∈ U eine offene Umgebung V ⊂◦ Y von x in Y gibt und eine Funktion
f ∈ OY (V ) mit g|U∩V = f |U∩V .
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22.3.1.21 (Transitivität gesamthaft initialer Familien). Seien ϕi : X → Yi und
ψji : Yi → Zji Familien von k-geringten Räumen und Morphismen. Trägt X die
initiale Struktur für die ϕi und tragen die Yi die initialen Strukturen für die ψji, so
trägt X auch die initiale Struktur für die ψjiϕi. Trägt andererseits X die initiale
Struktur für die ψjiϕi, so trägt X auch die initiale Struktur bezüglich der ϕi. All
das folgt direkt aus den Definitionen.

22.3.1.22. Bemerkung 22.3.1.21 besagt unter anderem, daß die Verknüpfung von
zwei initialen Morphismen stets initial ist, und daß Verknüpfung ψϕ von zwei
Morphismen nur dann initial sein kann, wenn ϕ initial ist. Insbesondere ist jeder
Morphismus initial, zu dem es einen linksinversen Morphismus gibt. Weiter ist
die Verknüpfung von zwei Einbettungen stets wieder eine Einbettung.

Ergänzung 22.3.1.23. Diese Aussagen und ihr Beweis sind ebenso wie die Aussa-
gen zur Transitivität finaler Familien völlig analog zum Beweis der entsprechen-
den Aussagen 15.1.6.14, 15.1.7.5 im Kontext topologischer Räume. Sie wären
noch allgemeiner sinnvoll und richtig für eine beliebige Kategorie mit einem treu-
en Funktor in die Kategorie der Mengen, ja mit etwas mehr Mühe bei der Formu-
lierung sogar für einen beliebigen treuen Funktor.

Übungen

Übung 22.3.1.24. Für m ≤ n ist die Projektion auf die ersten Koordinaten Rn →
Rm final in Bezug auf die in 22.3.1.4 erklärten C1-Strukturen R-geringter Räume.

Übung 22.3.1.25. Man folgere aus 22.3.1.12: Die Verknüpfung von zwei finalen
Morphismen ist stets final. Ist die Verknüpfung ϕ ◦ψ von zwei Morphismen final,
so ist ϕ final. Insbesondere ist jeder Morphismus final, der ein Rechtsinverses alias
einen Schnitt besitzt, für den es also einen Morphismus s gibt mit fs = id.

Übung 22.3.1.26 (Finalität offener Überdeckungen). Ist (Ui)i∈I eine offene Über-
deckung eines k-geringten Raums X , so trägt X die finale Struktur in Bezug auf
die Einbettungen Ui ↪→ X . Eine AbbildungX → Y in einen weiteren k-geringten
Raum ist also genau dann ein Morphismus, wenn ihre Restriktionen auf alle Ui
Morphismen sind.

Übung 22.3.1.27 (Finalität ist lokal in der Basis). Ist ein Morphismus von k-ge-
ringten Räumen ϕ : X → Y final, so ist auch für jede offene Teilmenge V ⊂◦ Y
die induzierte Abbildung ϕ−1(V ) → V final für die induzierten Strukturen. Ist
umgekehrt ϕ : X → Y ein Morphismus von k-geringten Räumen und besitzt Y
eine offene Überdeckung V derart, daß ϕ : ϕ−1(V )→ V für alle V ∈ V final ist,
so ist unser Morphismus bereits selbst final.



22.3. MANNIGFALTIGKEITEN 3845

22.3.2 Mannigfaltigkeiten und Eckfaltigkeiten

Definition 22.3.2.1. Sei k ein Kring undM eine Menge von k-geringten Räumen.
Unter einem geringten Raum mit ModellenM verstehen wir einen k-geringten
Raum derart, daß jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt, die als k-geringter
Raum isomorph ist zu einer offenen Teilmenge eines unserer Modelle aus M.
EineM-Mannigfaltigkeit ist ein geringter Raum mit ModellenM, der zusätzlich
Hausdorff ist. Ein Morphismus von Mannigfaltigkeiten ist ein Morphismus der
zugrundeliegenden k-geringten Räume.

22.3.2.2. Die Forderung „Hausdorff“ schließt Beispiele aus wie die „Zahlengera-
de mit verdoppeltem Nullpunkt“ aus 15.1.4.8. Sie ist nötig für Satz 15.1.8.2, nach
dem jede eindimensionale kompakte zusammenhängende topologische Mannig-
faltigkeit isomorph ist zur Kreislinie. Viele grundlegende Teile der Theorie funk-
tionieren aber auch ohne diese Annahme. In diesen Vorlesungen benötgen wir
die Hausdorff-Eigenschaft zum ersten Mal beim Beweis des Satzes von Picard-
Lindelöf für Mannigfaltigkeiten 22.3.6.2, nach dem jedes glatte Vektorfeld auf
einer glatten Mannigfaltigkeit zu jedem Anfangswert einen eindeutig bestimmten
größten Flußweg hat. Dieser Satz ist ohne Annahme der Hausdorff-Eigenschaft
offensichtlich falsch.

22.3.2.3 (Diskussion der Terminologie). Die meisten Autoren fordern von einer
Mannigfaltigkeit zusätzlich, daß der zugrundeliegende topologische Raum „para-
kompakt“ sein soll oder sogar abzählbar basiert im Sinne von 13.1.4.21. Alle diese
Bedingungen sind jedoch erst später von Belang, ich fordere sie deshalb lieber im
Bedarfsfall jeweils explizit. Ein Beispiel für eine nicht abzählbar basierte Man-
nigfaltigkeit ist jede überabzählbare Menge mit der diskreten Topologie, auf der
alle Funktionen „strukturierend“ sind. Ein Beispiel für eine nicht parakompakte
Mannigfaltigkeit findet man etwa in 6.5.4.2.

Beispiele 22.3.2.4. Die folgende Tabelle liefert die gebräuchlichsten Varianten
von Mannigfaltigkeiten. Das Symbol Cp für p ∈ Nt{∞}t{ω} steht im Fall p ∈
N≥1 für die Struktur von R-geringtem Raum, in der genau die p-mal stetig partiell
differenzierbaren Funktionen strukturierend sind. Bei p = 0 vereinbaren wir, daß
das genau die stetigen Funktionen sein mögen, bei p =∞ die glatten Funktionen
und bei p = ω die analytischen Funktionen. Dahingegen steht (C,Oan) für den C-
geringten Raum, für den genau die holomorphen Funktionen strukturierend sind.
Bei (Cd,Oan) sind allgemeiner die komplex-analytischen Funktionen gemeint.
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ModelleM Übliche Bezeichnung fürM-Mannigfaltigkeiten

(Rd, C0) topologische d-Mannigfaltigkeiten
(Rd, Cp) d-dimensionale Cp-Mannigfaltigkeiten
(C,Oan) eindimensionale holomorphe Mannigfaltigkeiten
(Cd,Oan)d∈N komplex-analytische Mannigfaltigkeiten
(Rd, Cp)d∈N Cp-Mannigfaltigkeiten variabler Dimension
(R≤0 × Rd, Cp) (d+ 1)-dimensionale Cp-Randfaltigkeiten
((R≤0)d, Cp) d-dimensionale Cp-Eckfaltigkeiten

Für Morphismen in den jeweiligen Kategorien schreiben wir auch oft das Symbol
für den fraglichen Typ von Funktionen. Eine zusammenhängende eindimensiona-
le holomorphe Mannigfaltigkeit heißt eine Riemann’sche Fläche. Für die Men-
ge aller Morphismen von einer Riemann’schen Fläche X in eine Riemann’sche
Fläche Y schreiben wir also etwa Oan(X, Y ).

22.3.2.5. Eine offene Einbettung von einer offenen Teilmenge eines Modells in
eine derartige Mannigfaltigkeit nennen wir eine Karte. Ein Atlas einer Mannig-
faltigkeit ist eine Familie von Karten, deren Bilder die ganze Mannigfaltigkeit
überdecken. Nach 22.3.1.26 trägt eine Mannigfaltigkeit in Bezug auf jeden Atlas
die finale Struktur.

Beispiel 22.3.2.6 (Ursprung der Terminologie). Die auf den Seiten eines At-
lanten aus dem Bücherschrank abgebildeten schmutzigen Karten identifizieren je-
weils einen Teil der Erdoberfläche mit einem Teil der entsprechenden Papierebe-
ne, die hinwiederum mit etwas gutem Willen als Teilmenge eines R2 aufgefaßt
werden kann. Das motiviert die eben für allgemeine Mannigfaltigkeiten einge-
führte Terminologie.

22.3.2.7. Wir konzentrieren uns im folgenden auf den Fall von C∞-Mannigfaltig-
keiten und nennen sie glatte Mannigfaltigkeiten. Soweit möglich gebe ich grund-
legende Definitionen allgemeiner für glatte Eckfaltigkeiten. Das hat insbesondere
den Vorteil, daß alle reellen Intervalle zu einem Teil des allgemeinen Formalismus
werden.

Beispiel 22.3.2.8 (Affine Räume als Mannigfaltigkeiten). Jeden endlichdimen-
sionalen reellen affinen Raum X können wir mit der Struktur einer glatten Man-
nigfaltigkeit versehen, indem wir einen Isomorphismus von reellen affinen Räum-
en ϕ : Rn ∼→ X wählen und die finale Struktur zur offensichtlichen Struktur auf
Rn in Bezug auf diese Bijektion nehmen. Man sieht nun leicht, daß diese Struktur
auf X vom gewählten Isomorphismus gar nicht abhängt. Die so auf X erklärte
Struktur als glatte Mannigfaltigkeit nennen wir die natürliche glatte Struktur.
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Eine Mannigfaltigkeit mit zwei Karten und dem zugehörigen Kartenwechsel
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Die zugrundeliegende Topologie ist im übrigen unsere natürliche Topologie aus
12.1.2.6.

22.3.2.9. Die R-Kringalgebra der Cp-Funktionen auf einer Cp-Mannigfaltigkeit
M notieren wir Cp(M) oder Cp(M,R), wenn wir besonders betonen wollen, daß
reellwertige Funktionen gemeint sind. Manchmal verwenden wir nämlich die No-
tation Cp(M) auch für die komplexwertigen Cp-Funktionen auf M . Das gilt es
jeweils aus dem Kontext zu erschließen.

Ergänzung 22.3.2.10. Gegeben p ≥ q scheint es mir klar, daß man jede Cp-
Mannigfaltigkeit auf genau eine Weise so mit der Struktur einer Cq-Mannigfaltigkeit
versehen kann, daß Karten Karten bleiben. Für diejenigen Leser, die mit der Spra-
che der Kategorien und Funktoren vertraut sind, will ich das auch noch in vol-
ler Allgemeinheit formulieren: Gegeben zwei Mengen von ModellenM undM′

und ein Funktor F von der Kategorie aller offenen Teilmengen von Modellen
ausM in die Kategorie derM′-Mannigfaltigkeiten, der auf den zugrundeliegen-
den Mengen die Identität ist und die Struktur als geringter Raum höchstens ver-
größert im Sinne von 22.3.1.9, in Formel F : (U,OU) 7→ (U,O′U) und genauer
F : (U, TU ,OU) 7→ (U, T ′U ,O′U), weil sich ja auch die Topologie verfeinern darf,
erhalten wir ganz allgemein einen Funktor

F :

{
Geringte Räume
mit ModellenM

}
→
{

Geringte Räume
mit ModellenM′

}
Er kann dadurch charakterisiert werden, daß er die zugrundeliegende Menge nicht
ändert, also F : (X, T ,OX) 7→ (X, T ′,O′X), und daß für jede Karte U → X
von X die induzierte Abbildung FU → FX eine offene Einbettung in den neu
konstruierten geringten Raum FX ist. Zum Beispiel können wir so jede Rie-
mann’sche Fläche als eine zweidimensionale reelle C∞-Mannigfaltigkeit auffas-
sen und jede separierte glatte komplexe algebraische Varietät als eine komplex-
analytische Mannigfaltigkeit.

Lemma 22.3.2.11 (Projektive Räume als Mannigfaltigkeiten). Die projektiven
Räume PnK für K = R,C,H werden glatte Mannigfaltigkeiten, wenn wir erst
Kn+1 mit der natürlichen glatten Struktur nach 22.3.2.8 versehen, dann Kn+1\0
mit der induzierten Struktur und schließlich PnK mit der finalen Struktur.

22.3.2.12. Ich formuliere das auch noch aus. Eine Teilmenge U ⊂ PnK soll of-
fen sein, wenn ihr Urbild in π−1(U) ⊂ Kn+1\0 unter einem und jedem Isomor-
phismus ϕ : Rm ∼→ Kn+1 von reellen Vektorräumen einer offenen Teilmenge
ϕ−1(π−1(U)) ⊂◦ Rm entspricht. Eine reellwertige Funktion f : U → R soll struk-
turierend alias glatt sein, wenn f ◦ π ◦ ϕ : ϕ−1(π−1(U)) → R glatt ist im Sinne
der Analysis.
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22.3.2.13. Dasselbe gilt für die reell-analytischen und im FallK = C oderK = H
auch für die komplex-analytischen Strukturen. Im Fall P1C kann man die Struk-
tur als Riemann’sche Fläche alternativ erklären als die finale Struktur zu den bei-
den Abbildungen C ↪→ P1C gegeben durch z 7→ 〈z, 1〉 und z 7→ 〈1, z〉 mit
〈a, b〉 = 〈(a, b)〉 dem vom Vektor (a, b) erzeugten Teilraum. Das ist insofern ein-
facher, als diese Beschreibung ohne den Begriff komplexanalytischer Funktionen
in mehreren Veränderlichen auskommt.

Beweis. Wir wissen nach 15.2.3.7 bereits, daß unsere Räume Hausdorff sind. So-
mit müssen wir nur noch um jeden Punkt eine Karte finden. Sei dazu v ∈ Kn+1\0
ein Repräsentant unseres Punktes, H ⊂ Kn+1 eine lineare K-Hyperebene mit
v 6∈ H und U ⊂◦ PnK die Menge aller nicht in H enthaltenen Geraden. Im kom-
mutativen Diagramm

w ∈ Kn+1\H � U
↓ ↓ ‖

(wK) ∩ (v +H) ∈ (v +H) → U

ist dann die obere Horizontale final nach der Lokalität von Finalität in der Basis
22.3.1.27 und die linke Vertikale glatt, wie man durch explizite Rechnung prüft.
Damit ist auch die untere Horizontale final nach 22.3.1.25 und als bijektive finale
Abbildung muß sie dann ein Homöomorphismus sein.

Proposition 22.3.2.14 (über Untermannigfaltigkeiten). Für eine Teilmenge des
Rn oder allgemeiner eines endlichdimensionalen reellen affinen Raums sind gleich-
bedeutend:

1. Unsere Teilmenge ist eine d-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit im Sin-
ne der Definition 12.3.2.6, ist also lokal C1-plättbar;

2. Unsere Teilmenge ist mit ihrer von (Rn, C1) induzierten Struktur eines R-
geringten Raums eine d-Mannigfaltigkeit im Sinne der vorstehenden Defi-
nition 22.3.2.1.

22.3.2.15. Analoges gilt mit demselben Beweis auch für Ck-Mannigfaltigkeiten
mit 0 ≤ k ≤ ∞ sowie für Eckfaltigkeiten.

Beweis. Die einzige Richtung, die einen Beweis verdient, ist 2⇒1. Wir geben
dazu unserer Teilmenge den Namen M . Ist M mit seiner induzierten Struktur
eine d-Mannigfaltigkeit im Sinne von 22.3.2.1, so gibt es insbesondere für jeden
Punkt p ∈M einen Isomorphismus von geringten Räumen

ϕ : W → ϕ(W ) ⊂◦M
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Illustration zum Beweis von 22.3.2.11
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mit p ∈ ϕ(W ) und W ⊂◦ Rk. Proposition 12.3.4.1 zeigt dann, daß M eine einge-
bettete Mannigfaltigkeit ist, wenn wir nur zeigen können, daß ϕ als Abbildung in
den Rn stetig differenzierbar ist mit injektivem Differential an jeder Stelle vonW .
Daß hier ϕ stetig differenzierbar ist, folgt aus einer offensichtlichen Verallgemei-
nerung von 22.3.1.7: Auch für W ⊂◦ Rd sind die Morphismen von R-geringten
Räumen (W, C1) → (Rn, C1) genau die stetig differenzierbaren Abbildungen
ϕ : W → Rn. Daß sein Differential überall injektiv ist, erkennt man, indem man
die Koordinatenfunktionen x1, . . . , xd aufW als Funktionen auf ϕ(W ) betrachtet.
Nach Definition der induzierten Struktur lassen sich alle diese Koordinatenfunk-
tionen stetig differenzierbar auf eine offene Umgebung von p in Rn ausdehnen.
Ist q ∈ W der Punkt mit ϕ(q) = p, so sind die Bilder unter dqϕ der Standardbasis
des Rd gewisse Vektoren in Rn derart, daß die Richtungsableitungen in Richtung
dieser Vektoren unserer Ausdehnungen f1, . . . , fd jeweils Eins sind auf der Aus-
dehnung der entsprechenden Koordinate und Null auf den Ausdehnungen aller
anderen Koordinaten, in Formeln

((dqϕ)∂i)(fj) = (∂i(fj ◦ ϕ))(q) = (∂i(xj))(q) = δij

Das zeigt die Injektivität des Differentials.

Proposition 22.3.2.16 (Produkt von Mannigfaltigkeiten). Gegeben glatte Man-
nigfaltigkeiten M,N kann ihr Produkt

M ×N

auf genau eine Weise mit der Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit versehen
werden derart, daß eine Abbildung f : X → M × N von einer glatten Mannig-
faltigkeit in unser Produkt glatt ist genau dann, wenn pr1 ◦f und pr2 ◦f es sind.

22.3.2.17. Versehen mit dieser Struktur nennen wir M ×N das Produkt der glat-
ten Mannigfaltigkeiten M und N . Das ist per definitionem dann auch das Produkt
in der Kategorie der Mannigfaltigkeiten im Sinne der Kategorientheorie 4.7.7.1.
Der Beweis zeigt im übrigen, daß die Produktmannigfaltigkeit die Produkttopolo-
gie trägt. Das Produkt von Rm mit Rn ist offensichtlich Rm+n mit seiner üblichen
Struktur als glatte Mannigfaltigkeit. Die Proposition gilt analog auch für Mannig-
faltigkeiten mit anderen Differenzierbarkeitsannahmen und sogar für solche mit
Ecken, nicht aber für „Mannigfaltigkeiten mit Rand“. Betrachten wir speziell für
f die Identität auf M ×N , so erkennen wir, daß die Projektionen eines Produkts
auf seine Faktoren glatt sind.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar. Die Existenz zeigen wir, indem wir M × N
mit der finalen Struktur in Bezug auf alle Abbildungen

(ϕ× ψ) : V ×W →M ×N
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versehen, für ϕ : V → M und ψ : W → N Karten von M beziehungsweise
von N . Ist M eine m-Mannigfaltigkeit und N eine n-Mannigfaltigkeit, so haben
wir hier V ⊂◦ Rm und W ⊂◦ Rn und denken uns V ×W ⊂◦ Rm+n versehen mit
seiner von (Rm+n, C∞) induzierten Struktur eines R-geringten Raums. Aus der
Beschreibung 22.3.2.24 einer Mannigfaltigkeit durch einen verträglichen Atlas
folgt, daß M × N mit dieser Struktur eines R-geringten Raums in der Tat eine
glatte Mannigfaltigkeit wird, die die gewünschten Eigenschaften hat.

22.3.2.18. Jedes Produkt von Einbettungen ist wieder eine Einbettung. Sind also
in Formeln X ↪→ M und Y ↪→ N Einbettungen von glatten Mannigfaltigkeiten,
so ist auch X × Y ↪→ M × N ein Einbettung. Das folgert man mühelos aus den
universellen Eigenschaften.

Definition 22.3.2.19. Eine Liegruppe ist eine Gruppe G mit einer Struktur als
glatte Mannigfaltigkeit derart, daß die Multiplikation G×G→ G und die Inver-
senbildung G→ G glatt sind.

22.3.2.20 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur wird von einer Lie-
gruppe meist zusätzlich gefordert, daß sie eine abzählbare Basis der Topologie
besitzen soll. Wir werden diese Bedingung stets explizit erwähnen, wenn wir sie
brauchen, und dann von einer abzählbar basierten Liegruppe reden.

Beispiel 22.3.2.21. Die vorhergehende Bemerkung 22.3.2.18 zeigt, daß unsere
Matrixliegruppen aus 22.1.2.4 tatsächlich Liegruppen in diesem abstrakten Sinne
sind.

Satz* 22.3.2.22 (Kompakte Liegruppen sind Matrixliegruppen). Jede kom-
pakte Liegruppe besitzt eine endlichdimensionale treue Darstellung, ist also iso-
morph zu einer Matrixliegruppe.

Beweis. Gegeben zwei verschiedene Elemente unserer Gruppe gibt es nach dem
Satz von Peter-Weyl 15.4.7.7 stets eine stetige darstellende Funktion, die an ih-
nen verschiedene Werte annimmt. Für jedes vom neutralen Element verschiedene
Gruppenelement gibt es folglich eine stetige endlichdimensionale Darstellung, auf
der besagtes Element nicht als die Identität operiert. Ist nun G unsere kompakte
Liegruppe und ρ : G→ GL(V ) eine stetige endlichdimensionale Darstellung, die
nicht treu ist, in Formeln ker ρ 6= 1, so finden wir ein Element x 6= 1 in ker ρ und
eine stetige endlichdimensionale Darstellung W , auf der x nicht als Identität ope-
riert. Die Summe V1 = V ⊕W liefert dann eine Darstellung ρ1 : G→ GL(V1) mit
ker ρ ) ker ρ1. Besäße G keine treue endlichdimensionale Darstellung, so könn-
ten wir auf diese Weise in G eine unendliche echt absteigende Folge kompakter
Untergruppen konstruieren. Das ist jedoch absurd, da in jedem Schritt entweder
die Dimension abnehmen muß oder, wenn diese gleich bleibt, die Zahl der Zu-
sammenhangskomponenten.
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Übungen

Ergänzende Übung 22.3.2.23. Gegeben eine kompakte Liegruppe K trifft der
Abschluß ihrer derivierten Gruppe (K,K), also der von allen Kommutatoren
(a, b) := aba−1b−1 mit a, b ∈ K erzeugten Untergruppe, das Zentrum in einer
endlichen Untergruppe, in Formeln

|(K,K) ∩ Z(K)| <∞

Hinweis: Man findet eine treue endlichdimensionale Darstellung V , darauf ein
invariantes Skalarprodukt und eine Zerlegung V = L ⊕ . . . ⊕M in irreduzible
Unterdarstellungen. Dann landet das Zentrum in C× idL× . . . × C× idM und der
Abschluß der derivierten Gruppe in SU(L)× . . .× SU(M). In 22.5.7.11 werden
wir im übrigen sehen, daß die derivierte Gruppe (K,K) bereits selbst abgeschlos-
sen sein muß.

Übung 22.3.2.24 (Kriterium für Atlanten). Gegeben ModelleM und eine Men-
ge X ist eine vorgegebene Familie (Wλ, ϕλ)λ∈Λ mit Wλ offen in Modellen aus
M und ϕλ : Wλ ↪→ X jeweils einer Injektion ein Atlas für die Struktur ei-
ner M-Mannigfaltigkeit auf X genau dann, wenn (1) die Finaltopologie auf X
in Bezug auf die ϕλ Hausdorff ist, wenn (2) für alle λ, µ ∈ Λ die Mengen
Wλµ = ϕ−1

λ (ϕµ(Wµ)) offen sind in Wλ und wenn (3) die Kartenwechsel

ϕµλ : Wλµ → Wµλ

Morphismen von geringten Räumen sind. Wegen ϕλµ ◦ ϕµλ = id sind sie dann
sogar Isomorphismen.

Ergänzende Übung 22.3.2.25. Man konstruiere einen Diffeomorphismus SO(3) ∼=
P3R von glatten Mannigfaltigkeiten. Hinweis: Man betrachte geeignete finale
Morphismen von S3 auf beide Seiten. Hierzu mag die in 22.1.6.2 diskutierte Spin-
gruppe helfen.

Übung 22.3.2.26. Gegeben zwei LiegruppenG,H ist auch ihr ProduktG×H mit
der komponentenweisen Verknüpfung eine Liegruppe.

Übung 22.3.2.27. Die Quotientengruppe Rn/Zn wird mit der finalen Struktur zur
kanonischen Projektion eine Liegruppe, die isomorph ist zu (S1)n.

Übung 22.3.2.28. Eine stetige Abbildung p : X → Y heißt wie in 16.3.1.10
étale, wenn jeder Punkt x ∈ X eine offene Umgebung U ⊂◦ X besitzt, die von
p homöomorph auf eine offene Teilmenge p(U) ⊂◦ Y abgebildet wird. Sei X →
Y eine étale Abbildung von Hausdorffräumen. Gegeben eine Struktur als M-
Mannigfaltigkeit auf Y betrachten wir die kleinste Struktur als geringter Raum
auf X , für die p ein Morphismus ist und für die alle offenen Teilmengen von X
offen sind. Man zeige, daß solch eine kleinste Struktur in der Tat existiert, daß
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sie die Topologie auf X zu einer Struktur alsM-Mannigfaltigkeit erweitert, und
daß für alle U ⊂◦ X , für die p einen Homöomorphismus p : U

∼→ p(U) induziert,
dieser Homöomorphismus auch ein Isomorphismus von Mannigfaltigkeiten ist.
Ich nenne diese Struktur die étale induzierte Struktur.

Weiterführende Übung 22.3.2.29. Jede zusammenhängende Überlagerung einer
Liegruppe wird mit der durch die Wahl eines Urbilds des neutralen Elements ge-
gebenen stetigen Verknüpfung aus ?? und der étale induzierten C∞-Struktur im
Sinne von 22.3.2.28 selbst eine Liegruppe.

Übung 22.3.2.30. Jede zusammenhängende Liegruppe ist abzählbar basiert. Hin-
weis: 16.1.2.31.

22.3.3 Tangentialräume
22.3.3.1 (Keime von Mannigfaltigkeiten). Seien (M, p) und (N, q) bepunkte-
te Mannigfaltigkeiten. Unter einem Morphismenkeim ϕ : (M, p) → (N, q)
verstehen wir eine Äquivalenzklasse von Paaren (U,ϕ) mit p ∈ U ⊂◦ M und
ϕ : (U, p) → (N, q) einem Morphismus bepunkteter Mannigfaltigkeiten mit der
Maßgabe, daß (U,ϕ) und (U ′, ϕ′) äquivalent sind, wenn sie auf einer Umgebung
U ′′ ⊂◦ (U ∩ U ′) von p übereinstimmen. Es ist klar, wie wir Morphismenkeine
zu verknüpfen haben. Wir erhalten so eine Kategorie und vereinbaren dafür die
Notation

C1 -Mgfκ

und nennen sie die Kategorie der Keime von Mannigfaltigkeiten, obwohl nur die
Morphismen Keime sind und die Objekte ganz gewöhnliche bepunktete Mannig-
faltigkeiten.

22.3.3.2 (Keime affiner Räume). Seien (X, p) und (Y, q) bepunktete endlichdi-
mensionale reelle affine Räume. Unter einem Morphismenkeim ϕ : (X, p) →
(Y, q) verstehen wir eine Äquivalenzklasse von Paaren (U,ϕ) mit p ∈ U ⊂◦ X und
ϕ : (U, p)→ (Y, q) einer C1-Abbildung mit der Maßgabe, daß (U,ϕ) und (U ′, ϕ′)
äquivalent sind, wenn sie auf einer Umgebung U ′′ ⊂◦ (U ∩U ′) von p übereinstim-
men. Es ist klar, wie wir Morphismenkeine zu verknüpfen haben. Wir erhalten so
die Kategorie der C1-Keime von affinen Räumen

C1 -Affκ

22.3.3.3 (Tangentialraum). Der offensichtliche Funktor ist eine Äquivalenz von
Kategorien

j : C1 -Affκ
≈→ C1 -Mgfκ

Wir erklären nun den Differential-Funktor Diff : C1 -Affκ → R -Mod durch die
Vorschrift, daß er jedem bepunkteten affinen Raums (X, p) den Richtungsraum
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~X zuordnet und jedem Morphismenkeim ϕ : (X, p) → (Y, q) das Differential
dpϕ : ~X → ~Y aus der Analysis 12.1.3.1. Ein Tangentialraumfunktor ist ein
Paar (T, τ) aus einem Funktor

T : C1 -Mgfκ → R -Mod

und einer Isotransformation τ : T ◦ j ∼⇒ Diff. Da j eine Äquivalenz ist, gibt es
Tangentialraumfunktoren und sie sind eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus in der Weise, daß es für jeden weiteren Tangentialraumfunktor (T ′, τ ′) genau
eine Transformation η : T ⇒ T ′ gibt mit (ηj) ◦ τ = τ ′. Der Tangentialraumfunk-
tor verdient deshalb die Ansprache mit bestimmtem Artikel und eine Notation.
Man verwendet meist die Notation (M, p) 7→ TpM für seinen Effekt auf Objek-
ten. Den Effekt auf Morphismen notiere ich vorerst ϕ 7→ Tpϕ und erlaube mir
die übliche Notation dpϕ erst, wenn wir uns etwas an den neuen Formalismus
gewöhnt haben und klar ist, daß das nicht zu Widersprüchen führt. Man nennt

TpM

den Tangentialraum an M bei p und Tpϕ das Differential von ϕ bei p. Die
Funktorialität Tϕ(p)ψ ◦ Tpϕ = Tp(ψ ◦ ϕ) heißt auch in dieser Allgemeinheit die
Kettenregel. Die Transformation τ wird selten notiert aber oft implizit verwendet.

22.3.3.4 (Differential und Jacobimatrix). Gegeben x ∈ U ⊂◦ Rn notieren wir
∂1, . . . , ∂n ∈ TxU diejenigen Vektoren des Tangentialraums, die unter τ und trans
der Standardbasis des Rn entsprechen. Sie bilden eine Basis des besagten Tangen-
tialraums. Im Fall n = 1 verwenden wir auch die Abkürzung ∂ = ∂1 und nennen
dies Element den kanonischen Erzeuger von TxR. Ist ϕ : U ↪→ M eine Kar-
te einer Mannigfaltigkeit mit ϕ(x) = p, so notieren wir ∂ϕi ∈ TpM die Bilder
unserer ∂i unter dem Differential Txϕ der Karte. Sie bilden eine Basis des Tan-
gentialraums TpM . Ist ebenso ψ : V ↪→ N eine Karte und y ∈ V und ψ(y) = q
und f : M → N ein C1-Morphismus mit f(p) = q, so wird die lineare Abbildung

Tpf : TpM → TqN

in den Basen ∂ϕi und ∂ψj gegeben durch die Jacobimatrix [dp(ψ
−1fϕ)] für die

Verknüpfung geeignet eingeschränkter Abbildungen, wie man unmittelbar aus den
Definitionen. folgert. In Formeln gilt also

(∂ψj )[Tpf ](∂ϕi ) = [dp(ψ
−1fϕ)]

22.3.3.5 (Tangentialräume eingebetteter Mannigfaltigkeiten). Analog wie in
22.3.3.1 erklären wir die Kategorie Mgf⊂κ der Keime eingebetteter Mannigfal-
tigkeiten und erhalten Äquivalenzen

C1 -Affκ
≈→ Mgf⊂κ

≈→ Mgfκ
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Wir notieren sie j⊂ und i. Die erste Äquivalenz j⊂ ist hier sogar die Einbettung
einer vollen Unterkategorie und in 22.1.4.6 hatten wir bereits einen Funktor

T⊂ : Mgf⊂κ → R -Mod

konstruiert, der auf der vollen Unterkategorie C1 -Affκ mit dem Differentialfunk-
tor übereinstimmt, T⊂ ◦ j⊂ = Diff. Aus dem vorhergehenden folgt, daß es genau
eine Isotransformation η : T ◦i ∼⇒ T⊂ gibt mit (ηj⊂) = τ : T

∼⇒ Diff. In diesem
Sinne verallgemeinert unsere neue Konstruktion also unseren Tangentialraum für
eingebettete Manigfaltigkeiten aus 22.1.4.6. Speziell erhalten wir für jede bepunk-
tete offene Teilmenge eines affinen Raums p ∈ U ⊂◦ X einen ausgezeichneten
Isomorphismus

η : TpU
∼→ ~X

und für jede bepunktete offene Teilmenge eines Vektorraums p ∈ U ⊂◦ V durch
Nachschalten von trans−1 einen ausgezeichneten Isomorphismus

trans−1 ◦η : TpU
∼→ V

Wir nennen beide kanonische Isomorphismen.

22.3.3.6 (Tangentialraum von Produkten). Der Tangentialraumfunktor ist ver-
träglich mit endlichen Produkten. Der Beweis kann dem Leser überlassen bleiben.
Gegeben C1-Mannigfaltigkeiten X, Y und Punkte x ∈ X sowie y ∈ Y induzieren
mithin die Differentiale der Projektionen einen Vektorraumisomorphismus

(T(x,y) pr1,T(x,y) pr2)> : T(x,y)(X × Y )
∼→ TxX × TyY

In der Notation lehne ich mich hier an die in 7.2.1.17 vereinbarten Konventionen
an: Vektoren aus direkten Summen werden als Spalten mit Einträgen in den Sum-
manden aufgefaßt und der obere Index > in obiger Formel transponiert die gege-
bene Zeilenmatrix von Homomorphismen zu einer Spaltenmatrix. Der behauptete
Isomorphismus folgt sofort aus der expliziten Beschreibung der Produktmannig-
faltigkeit durch Karten. Die inverse Abbildung kann entsprechend geschrieben
werden als (Tx(idX , y),Ty(x, idY )), wobei das erste y beziehungsweise das zwei-
te x jeweils die entsprechende konstante Abbildung meinen. Formal ist weiter der
Tangentialraum des einpunktigen Raums der Nullraum, aber das ist auch direkt
klar. Aus der Kettenregel folgt, daß jede konstante Abbildung das Differential
Null hat.

22.3.3.7 (Tangentialraum für Eckfaltigkeiten). In derselben Weise erklären wir
auch den Tangentialraumfunktor für Keime von Eckfaltigkeiten

T : C1 -Eckfκ → R-Mod
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und verwenden dafür dieselbe Notation. Die Rolle von C1 -Affκ lassen wir in die-
sem Fall der Einfachkeit halber von der Kategorie C1-(Rn≤0)κ aller Keime von
bepunkteten Kopien irgendwelcher Rn≤0 spielen, auf der uns ein offensichtliches
Analogon des Differentialfunktors zur Verfügung steht. Auch im Fall von Eckfal-
tigkeiten ist der Tangentialraumfunktor verträglich mit endlichen Produkten.

22.3.3.8. In der Literatur ist es üblich, die Begrifflichkeit der Kategorientheorie
bei der Diskussion des Tangentialraums zu vermeiden und stattdessen explizite
Konstruktionen für Tangentialraumfunktoren C1 -Mgfκ → R-Mod anzugeben. Ich
beschreibe nun zwei besonders gängige Konstruktionen dieser Art.

22.3.3.9 (Tangentialraum durch Wegekeime). Besonders beliebt ist eine Kon-
struktion, bei der man eine Variante Tgeom

p M des Tangentialraums erklärt als die
Menge aller Äquivalenzklassen von C1-Wegen γ : (I, 0) → (M, p) mit I ⊂◦ R
einer offenen Umgebung des Ursprungs unter der Äquivalenzrelation, daß γ ∼ κ
gleichbedeutend sein soll zu (ϕ−1γ)′(0) = (ϕ−1κ)′(0) für jede Karte ϕ um p.
Diese Konstruktion funktioniert allerdings nur für Mannigfaltigkeiten und nicht
für Eckfaltigkeiten und es ist auch nicht unmittelbar klar, wie die fragliche Menge
mit der Struktur eines reellen Vektorraums zu versehen ist. Die Isotransformati-
on τ zu unserem Differentialfunktor auf punktierten affinen Räumen (X, p) wird
gegeben durch die Abbildungen τX : Tgeom

p X
∼→ ~X mit [γ] 7→ γ′(0).

22.3.3.10 (Ableitung eines Weges). Gegeben γ : I →M eine C1-Abbildung von
einem mehrpunktigen reellen Intervall in eine C1-Mannigfaltigkeit oder sogar eine
C1-Eckfaltigkeit und t ∈ I setzen wir

γ′(t) = (Ttγ)(∂) ∈ Tγ(t)M

Der Leser wird leicht einsehen, daß wir so im Fall von eingebetteten Mannigfal-
tigkeiten unseren Geschwindigkeitsvektor erhalten, wie er früher als Grenzwert
von Differentialquotienten eingeführt wurde.

22.3.3.11 (Tangentialraum durch Derivationen). Seien (X,OX) ein k-geringter
Raum und x ∈ X ein Punkt. Die k-Ringalgebra OX,x der Keime strukturieren-
der Funktionen bei x ist definiert durch die Vorschrift

OX,x := {(U, f) | U offene Umgebung von x und f ∈ O(U) strukturierend} / ∼

mit der Äquivalenzrelation∼ erklärt durch die Vorschrift, daß gilt (U, f) ∼ (V, g)
genau dann, wenn die Funktionen f und g auf einer hinreichend kleinen in U ∩ V
enthaltenen UmgebungW von x übereinstimmen. Für jeden Homomorphismus k-
geringter Räume ϕ : X → Y induziert das Zurückholen von Funktionen k-lineare
Ringhomomorphismen

(◦ϕ) : OY,ϕ(x) → OX,x
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auf den Funktionskeimen in der Gegenrichtung. Für offene Einbettungen sind die-
se Homomorphismen offensichtlich Isomorphismen. Jetzt mag man für (M, p) ei-
ne reelle bepunkete C1-Mannigfaltigkeit Talg

p M ⊂ O∗M,p erklären als den Raum
derjenigen Linearformen auf OM,p, die unter einer und jeder Karte einer Rich-
tungsableitung entsprechen. Im Fall einer glatten, ja einer C2-Mannigfaltigkeit
kann man besagte Linearformen D : OM,p → R auch alternativ dadurch charak-
terisieren, daß sie die Leibnizregel D(fg) = D(f)g(p) + f(p)D(g) erfüllen. Die
Isotransformation τ zu unserem Differentialfunktor auf punktierten affinen Räum-
en (X, p) wird gegeben durch Umkehrung der Isomorphismen ~X

∼→ Talg
p X , die

jedem Richtungsvektor ~v ∈ ~X die Richtungsableitung D~v bei p zuordnen.

22.3.3.12 (Richtungsableitung nach Tangentialvektor). Gegeben (M, p) eine
bepunktete C1-Mannigfaltigkeit und v ∈ TpM ein Tangentialvektor und f : M →
R eine C1-Funktion alias reguläre Funktion erklären wir ihre Richtungsableitung
bei p in Richtung v als die reelle Zahl

Dv(f) := ((Tpf)(v))/∂

Wir wenden also das Differential Tpf : TpM → Tf(p)R an auf v und erhalten ein
Vielfaches des kanonischen Erzeugers ∂ ∈ Tf(p)R und der Vorfaktor ist unsere
Richtungsableitung. Allgemeiner erklären wir die Richtungsableitung Dvf einer
C1-Funktion f : M → X mit Werten in einem endlichdimensionalen reellen
affinen Raum X durch

Dvf := τX((Tpf)(v)) ∈ ~X

Ist X = W bereits selbst ein Vektorraum, so halten wir oft noch implizit trans−1

dahinter und haben so Dvf ∈ W .

22.3.3.13. Im weiteren gebe ich nun die Notation Tpϕ wieder auf und verwende
stattdessen die übliche Notation dpϕ auch für das Differential einer Abbildung
von Mannigfaltigkeiten.

Definition 22.3.3.14. Eine C1-Abbildung von C1- Mannigfaltigkeiten heiße diffe-
rentialinjektiv, wenn ihr Differential an jeder Stelle injektiv ist.

22.3.3.15 (Diskussion der Terminologie). In der Differentialgeometrie nennt man
eine differentialinjektive Abbildung auch eine Immersion. Ich möchte jedoch
den Begriff der Immersion wie in der algebraischen Geometrie reservieren für
Morphismen in Kategorien mit einem ausgezeichneten Mengenfunktor, die un-
ter besagtem Mengenfunktor zu Injektionen werden. Manche Quellen, zum Bei-
spiel [War83], verwenden den Begriff einer Untermannigfaltigkeit als Synonym
für das, was wir eine „differentialinjektive Injektion“ nennen würden. Ich mag
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Zwei glatte injektive Immersionen mit demselben Bild, die besagtes Bild in zwei
verschiedenen Weisen mit der Struktur einer Untermannigfaltigkeit im Sinne von

Warner versehen.
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die in [War83] verwendete Terminologie nicht, da in dieser Terminologie ein- und
dieselbe Teilmenge einer Mannigfaltigkeit verschiedene Strukturen als Unterman-
nigfaltigkeit tragen kann.

Beispiel 22.3.3.16 (Differential einer Verknüpfung beim neutralen Element).
Gegeben eine Liegruppe G mit neutralem Element e ∈ G und Verknüpfung m :
G×G→ G kommutiert das Diagramm

T(e,e)(G×G)
d(e,e)m //

can o
��

TeG

TeG× TeG
+ // TeG

Salopp gesprochen ist also „das Differential der Verknüpfung die Summe“. Um
das zu sehen muß man nur bemerken, daß d(e,e)m linear ist und daß die Inverse
der Vertikale links (A, 0) abbildet auf can−1(A, 0) = (de(id, e))(A). Nun ist die
Verknüpfung

G
(id,e)→ G×G m→ G

die Identität. Daraus folgt (d(e,e)m) can−1(A, 0) = A durch Übergang zu den
Differentialen. Ebenso zeigen wir (d(e,e)m) can−1(0, B) = B und vermittels der
Linearität folgt dann wie behauptet

(d(e,e)m) can−1(A,B) = A+B

Beispiel 22.3.3.17 (Differential des Invertierens). Das Differential beim neutra-
len Element der Inversenabbildung auf einer Liegruppe ist die Multiplikation mit
(−1), in Formeln

(de inv)(A) = −A

In der Tat ist die Verknüpfung G
(id,inv)−→ G × G

m−→ G konstant und ihr Dif-
ferential folglich Null. Andereseits läßt es sich mit der Kettenregel 22.3.3.3 und
unter Verwendung des vorhergehenden Beispiels 22.3.3.16 auch darstellen als die
Verknüpfung

TeG
de(id,inv)−→ Te(G×G)

dem−→ TeG
‖ can ↓ ‖

TeG
(id,deinv)−→ TeG× TeG

+−→ TeG

Aus der Tatsache, daß diese Verknüpfung Null ist, folgt sofort unsere Behauptung.

Satz 22.3.3.18 (Gruppenwege in Liegruppen). Stetige Gruppenhomomorphis-
men γ : R → G von der additiven Gruppe der reellen Zahlen in eine Liegruppe
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G sind notwendig glatt, und ordnen wir jedem stetigen Gruppenhomomorphismus
γ : R→ G seine Geschwindigkeit γ′(0) bei Null zu, so erhalten wir eine Bijektion

{Stetige Gruppenhomomorphismen γ : R→ G} ∼→ TeG

γ 7→ γ′(0)

22.3.3.19. Der Beweis des Satzes braucht einige Vorbereitungen, genauer wird
er sich als Konsequenz der präziseren Aussage 22.3.6.4 ergeben. Zunächst disku-
tieren wir nun Tangentialbündel und Vektorfelder sowie deren Flüsse auf Man-
nigfaltigkeiten. Dann konstruieren wir im Satz die Umkehrabbildung, indem wir
jeden Tangentialvektor am neutralen Element unserer Liegruppe durch Verschie-
bung vermittels der Linksmultiplikation mit Gruppenelementen zu einem glatten
Vektorfeld auf der ganzen Gruppe ausdehnen und diejenigen Integralkurven dieser
Vektorfelder betrachten, die zum Zeitpunkt Null durchs neutrale Element laufen.
Wir werden in diesem Zusammenhang auch sehen, daß stetige Gruppenhomomor-
phismen zwischen Liegruppen immer glatt sind.

Übungen

Übung 22.3.3.20. Man bestimme für p ∈ Kn+1\0 den Kern des Differentials bei
p der kanonischen Projektion auf den projektiven Raum PnK.
Übung 22.3.3.21. Eine stetige Abbildung p : X → Y heißt eine Überlagerung,
wenn es für jeden Punkt y ∈ Y eine offene Umgebung U gibt und eine Zerlegung
p−1(U) =

⊔
i∈I Vi ihres Urbilds in paarweise disjunkte offene Teilmengen von

X derart, daß p für alle i einen Homöomorphismus p : Vi
∼→ U induziert. Man

zeige, daß jeder Homomorphismus von Liegruppen mit bijektivem Differential
beim neutralen Element eine Überlagerung ist.
Übung 22.3.3.22. Eine glatte Abbildung von glatten Mannigfaltigkeiten heißt eine
Submersion, wenn ihr Differential an jeder Stelle surjektiv ist. Man zeige, daß je-
de surjektive Submersion final ist. Man zeige, daß das Produkt von Submersionen
eine Submersion ist.
Übung 22.3.3.23 (Faserprodukt mit Submersion). Seien X, Y, Z Mannigfaltig-
keiten. Sei f : X → Y eine Submersion und g : Z → Y eine glatte Abbildung.
Man zeige, daß dann X ×Y Z := {(x, z) ∈ Y × Z | f(x) = g(z)} eine Unter-
mannigfaltigkeit von X × Z ist.
Übung 22.3.3.24. Gegeben Abbildungen f : Z → X und g : Z → Y von
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten und z ∈ Z haben wir

can ◦ dz(f, g) = (dzf, dzg) : TzZ → TxX × TyY

Übung 22.3.3.25. Sei G eine Liegruppe. Man bestimme das Differential am neu-
tralen Element der Abbildung G→ G, g 7→ gn für n ∈ Z.
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22.3.4 Tangentialbündel
Lemma 22.3.4.1 (Das Tangentialbündel als Mannigfaltigkeit). Gegeben eine
glatte n-Mannigfaltigkeit X gibt es auf der disjunkten Vereinigung

TX =
⊔
x∈X

TxX

ihrer Tangentialräume genau eine Struktur als glatte 2n-Mannigfaltigkeit derart,
daß wir für jede Karte ϕ : W ↪→ X von X eine Karte von TX erhalten, indem
wir auf Ŵ := W × Rn ⊂◦ R2n die Abbildung ϕ̂ : Ŵ → TX erklären durch die
Vorschrift

ϕ̂ : (p, v) 7→ (dpϕ)(v) ∈ TpX ⊂ TX

22.3.4.2. Die so definierte glatte Mannigfaltigkeit TX wird in der Folge sogar mit
der noch feineren Struktur eines „glatten Vektorraumbündels auf X“ versehen.
Mit dieser Struktur heißt sie dann das Tangentialbündel von X . Ist X eine Ck-
Mannigfaltigkeit für k ≥ 1, so wird TX in derselben Weise eine Ck−1-Mannigfal-
tigkeit. Analoges gilt für Eckfaltigkeiten.

Beweis. Nach 22.3.2.24 müssen wir nur zeigen, daß (1) die Finaltopologie in Be-
zug auf alle unsere ϕ̂ Hausdorff ist und daß (2) die zugehörigen Kartenwech-
sel glatt sind. (1) sei dem Leser überlassen, (2) erkennt man wie folgt: Sind
(Wλ, ϕλ) und (Wµ, ϕµ) Karten von X , so ist ϕ̂−1

λ (ϕ̂µ(Ŵµ)) = Wλµ × Rn of-
fen in Ŵλ und die zugehörigen Kartenwechsel lassen sich in den Notationen von
22.3.2.24 mithilfe der Kartenwechsel ϕµλ vonX beschreiben durch die Vorschrift
ϕ̂µλ : (p, v) 7→ (ϕµλ(p), (dpϕµλ)(v)) und sind in der Tat Morphismen von gering-
ten Räumen.

Definition 22.3.4.3. Sei X eine glatte Eckfaltigkeit.

1. Ein glattes Präbündel von reellen Vektorräumen oder kurz ein Präbündel
E = (E, p) = (p : E → X) aufX ist ein Datum bestehend aus einer glatten
Eckfaltigkeit E, seinem Totalraum, einer glatten Abbildung p : E → X ,
seiner Fußpunktprojektion, sowie einer R-Vektorraumstruktur auf jeder
Faser Ex := p−1(x) der Fußpunktprojektion;

2. Ein Morphismus von einem Präbündel (E, p) in ein weiteres (F, q) ist eine
glatte Abbildung h : E → F mit qh = p derart, daß für alle x ∈ X die auf
den Fasern der Fußpunktprojektionen induzierte Abbildung h : Ex → Fx
linear ist;

3. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V heißt der Raum
X×V mit seiner offensichtlichen Struktur als Präbündel das triviale Bündel
auf X mit Faser V ;
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4. Ein n-dimensionales reelles Vektorraumbündel auf X ist ein Präbündel
(E, p), bei dem jeder Punkt x ∈ X eine offene Umgebung U ⊂◦ X be-
sitzt derart, daß das davon auf U induzierte Präbündel (p : p−1(U) → U)
isomorph ist zum trivialen R-Bündel U × Rn auf U . Ein solcher Isomor-
phismus oder etwas allgemeiner auch ein Isomorphismus mit einem Bündel
der Gestalt U×V für einen beliebigen n-dimensionalen reellen Vektorraum
V heißt dann eine Bündelkarte.

Eine Abbildung U × V → E, die in obigem Sinne eine Bündelkarte auf ihr Bild
liefert, nennen wir kurzerhand auch eine Bündelkarte. Statt von reellen glatten
Vektorraumbündeln reden wir oft kürzer von Vektorraumbündeln oder Vektor-
bündeln oder ganz kurz Bündeln und machen deren Dimension nicht notwendig
explizit.

Beispiel 22.3.4.4 (Das Tangentialbündel). Unser Tangentialbündel besitzt offen-
sichtlich genau eine Struktur als glattes Vektorbündel derart, daß wir für jede Kar-
te ϕ : W ↪→ X mit ϕ̂ wie in 22.3.4.1 eine Bündelkarte erhalten durch das Bilden
der Komposition

ϕ(W )× Rn ϕ−1×id−→ W × Rn ϕ̂−→ TX

Ergänzung 22.3.4.5 (Kategorielle Charakterisierung des Tangentialbündels).
Wie für den Tangentialraum gibt es auch für das Tangentialbündel alternative Kon-
struktionen. Ich will im folgenden analog zu 22.3.3.3 in der Sprache der Kategori-
entheorie formulieren, worauf es wirklich ankommt. Zunächst einmal definieren
wir dazu eine Kategorie

Vekb

von „Vektorbündeln auf Mannigfaltigkeiten“. Objekte sind Paare (X,E) mit X
einer glatten Mannigfaltigkeit und E einem endlichdimensionalen glatten reellen
Vektorbündel auf X , Morphismen (X,E) → (Y, F ) sind Paare (g, g̃) mit g :
X → Y glatt und g̃ : E → F einer glatten Abbildung, mit πF ◦ g̃ = g ◦ πE , die
lineare Abbildungen g̃ : Ex → Fg(x) zwischen den Fasern der Bündelprojektionen
induziert. Das Vergessen des Bündels liefert einen Funktor

B : Vekb→ Mgf

in die Kategorie der glatten Mannigfaltigkeiten. Weiter erklären wir die Katego-
rie C∞ -Aff⊃◦ aller offenen Teilmengen von endlichdimensionalen reellen affinen
Räumen mit glatten Abbildungen als Morphismen und erklären den Differential-
funktor

Diff : C∞ -Aff⊃◦ → Vekb
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dadurch, daß er jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ X das Vektorbündel U × ~X auf U
zuordnet und jeder glatten Abbildung ϕ : U → V mit V ⊂◦ Y den Morphismus

U × ~X → V × ~Y
(x,~v) 7→ (ϕ(x), dx(~v))

Unter einem Tangentialbündelfunktor verstehen wir nun ein Paar (T, τ) beste-
hend aus einem Funktor T : Mgf → Vekb mitB◦T = id, der offene Einbettungen
zu offenen Einbettungen macht, und einer Isotransformation

τ : Tj
∼⇒ Diff

zwischen der Restriktion unseres Funktors unter j : C∞ -Aff⊃◦ → Mgf und unse-
rem Differentialfunktor. Solch ein Paar ist wieder im wesentlichen eindeutig be-
stimmt in derselben Weise, wie wir das für den Tangentialraumfunktor in 22.3.3.3
ausformuliert hatten. Die vorhergehenden Teile dieses Abschnitts haben in diesem
Licht betrachtet im wesentlichen den Inhalt, ein mögliches Paar (T, τ) explizit an-
zugeben.

Definition 22.3.4.6. Gegeben eine Abbildung p : Y → X von Mengen versteht
man unter einem Schnitt von p eine Abbildung s : X → Y mit p ◦ s = idX . Ein
glatter Schnitt eines glatten Vektorbündels p : E → X ist insbesondere eine glatte
Abbildung s : X → E mit p ◦ s = idX . Wir notieren die Menge aller derartigen
glatten Schnitte

C∞X (X,E)

Ein Schnitt des Tangentialbündels einer Mannigfaltigkeit heißt ein Vektorfeld auf
besagter Mannigfaltigkeit.

Beispiel 22.3.4.7. Gegeben ein glattes Vektorraumbündel E → X erhalten wir
stets eine glatten Schnitt in Gestalt des Nullschnitts, der jedem Punkt x ∈ X die
Null 0 ∈ Ex in der Faser über x zuordnet. Mithilfe von 22.3.4.13 identifiziert man
die Vektorfelder auf offenen Teilmengen affiner Räume im Sinne von 12.7.1.1 mit
den Vektorfeldern im hier erklärten Sinn.

22.3.4.8 (Nichttriviale Vektorbündel). Ein Vektorraumbündel muß keineswegs
global, als da heißt als Bündel auf ganz X , isomorph sein zu einem trivialen
Bündel, es kann vielmehr „verdrillt“ sein: Man stelle sich etwa auf der Kreislinie
S1 das „möbiusbandartige“ Geradenbündel vor, dessen Totalraum man erhält als
den Bahnenraum R2/Z für die Operation von Z auf R2 vermittels der Vorschrift

n ∗ (x, y) = (x+ n, (−1)ny)

Auch Tangentialbündel werden im allgemeinen „verdrillt“ sein. So besagt etwa
der Satz von Igel 16.1.4.4, daß es auf der Kugelschale S2 kein stetiges Vektorfeld
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Versuch der graphischen Darstellung eines „möbiusbandartig verdrehten“
Geradenbündels auf der Kreislinie. Das entsprechend „doppelt verdrehte“

Geradenbündel wäre übrigends isomorph zum trivialen Bündel.
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ohne Nullstelle gibt. Das scheint mir auch anschaulich zumindest einleuchtend
und impliziert insbesondere, daß das Tangentialbündel TS2 an die Kugelscha-
le nicht isomorph sein kann zum trivialen Bündel S2 × R2. Ist das Tangential-
bündel einer Mannigfaltigkeit isomorph zum trivialen Bündel der entsprechenden
Dimension, gilt also in Formeln TX ∼= X × Rd mit d = dimX , so heißt unsere
Mannigfaltigkeit parallelisierbar.

Satz 22.3.4.9 (Parallelisierung des Tangentialbündels von Liegruppen). Für
jede Liegruppe G liefert das Verschieben von Tangentialvektoren am neutralen
Element mit Linksmultiplikationen einen Isomorphismus von Vektorraumbündeln

G× TeG
∼→ TG

(g , B) 7→ (de(g·))(B)

Analoges gilt für das Verschieben mit Rechtsmultiplikationen.

22.3.4.10. Insbesondere ist also jede Liegruppe parallelisierbar und damit auch
die dreidimensionale Sphäre S3 ∼= SU(2). Außer S0, S1, S3 gibt es nebenbei be-
merkt nur noch eine einzige weitere parallelisierbare Sphäre, nämlich die S7. De-
ren Parallelisierbakeit hängt eng mit der Existenz der sogenannten „Oktaven“ zu-
sammen, einer reell achtdimensionalen sogenannten „Kompositionsalgebra“, ver-
gleiche 6.3.12.4.

Beweis. Unsere Abbildung aus dem Satz ist glatt als Einschränkung der Verknüp-
fung TG × TG

∼→ T(G × G) → TG der kanonischen Identifikation mit dem
Differential der Multiplikation unserer Gruppe. In der Tat bildet die erste dieser
Abbildungen nach 22.3.3.6 ja (0, B) ∈ TgG × TeG ab auf de(g, id)(B), und
unter dm wird das weiter abbgebildet auf (d(g,e)m ◦ de(g, id))(B). Wegen m ◦
(g, id) = (g·) ist das aber nichts anderes als de(g·)(B). Bezeichnet π : TG →
G die Fußpunktprojektion unseres Bündels, so erhalten wir ähnlich eine inverse
Abbildung, indem wir die Komposition

TG
(π,id)−→ G× TG ↪→ TG× TG→ T(G×G)

dϕ−→ TG

betrachten mit ϕ : G×G→ G, (g, h) 7→ g−1h. Unter ihr geht nämlich A ∈ TgG
auf (dg(g

−1·))(A) ∈ TeG.

Übungen

Übung 22.3.4.11. Für jede glatte Abbildung φ : X → Y von glatten Mannigfal-
tigkeiten liefern die Differentiale eine glatte Abbildung

dφ : TX → TY

Ist φ eine Einbettung im Sinne von 22.3.1.16, so auch dφ.
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Übung 22.3.4.12 (Tangentialbündel eines Produkts). Gegeben glatte Mannig-
faltigkeiten X, Y liefern die Differentiale der Projektionen des Produkts X × Y
auf die Faktoren einen Diffeomorphismus T(X × Y )

∼→ TX × TY .

Übung 22.3.4.13 (Tangentialbündel eines affinen Raums). Gegeben E ein end-
lichdimensionaler reller Raum und X ⊂◦ E eine offene Teilmenge erhalten wir
einen Diffeomorphismus

can : X × ~E
∼→ TX

durch die Vorschrift, daß jedem Paar (x, v) dasjenige Element von TxX zugeord-
net wird, das durch die Richtungsableitung bei x in Richtung v gegeben wird, also
durch f 7→ (Dvf)(x) für alle Funktionskeime f ∈ OX,x. Ist F ein weiterer end-
lichdimensionaler reller Raum und Y ⊂◦ F eine offene Teilmenge und φ : X → Y
glatt, so kommutiert mit den eben erklärten kanonischen Isomorphismen in den
Vertikalen das Diagramm

TX
dφ //

��

TY

��

X × ~E // Y × ~F

mit der durch (p, v) 7→ (φ(p), (dpφ)(v)) gegebenen unteren Horizontalen. Dabei
verwenden wir sowohl das Differential dpψ : ~E → ~F im Sinne der Analysis
12.1.3.1 für ψ : U → V eine Abbildung von offenen Teilmengen reeller Räume
U ⊂◦ E und V ⊂◦ F , als auch das Differential dxϕ : TxX → Tϕ(x)Y nach
22.3.3.3.

Übung 22.3.4.14 (Tangentialbündel eingebetteter Mannigfaltigkeiten). Ist E
ein endlichdimensionaler reeller Raum und X ⊂ E eine Untermannigfaltigkeit
und bezeichnet T⊂X ⊂ X × ~E das Tangentialbündel, wie es speziell für Un-
termannigfaltigkeiten in 12.6.5.2 erklärt wurde, so liefern unsere Identifikationen
T⊂xX

∼→ TxX aus ?? auch einen Diffeomorphismus

T⊂X
∼→ TX

mit dem hier in voller Allgemeinheit für abstrakte Mannigfaltigkeiten erklärten
Tangentialbündel TX .

Übung 22.3.4.15. Sei U ⊂◦ Rn eine offene Teilmenge und V ein endlichdimensio-
naler R-Vektorraum und ϕ : U → End(V ) eine glatte Abbildung derart, daß der
Rang von ϕ(x) unabhängig ist von x ∈ U . Man zeige, daß

⋃
x∈U{x} × kerϕ(x)

eine Untermannigfaltigkeit von U × V ist.

Übung 22.3.4.16. Sei n ∈ N fest gewählt. Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und
p : E → X eine Abbildung. Sei weiter eine Familie von Tripeln (Vα, Uα, ϕα) ge-
geben mit Vα einem n-dimensionalen reellen Vektorraum, Uα ⊂◦ X einer offenen
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Teilmenge und ϕα : Uα×Vα
∼→ p−1(Uα) einer Bijektion, die mit den offensichtli-

chen Projektionen beider Seiten auf Uα verträglich ist. Nehmen wir zusätzlich an,
daß (1) für alle α, β die Verknüpfung

ϕ−1
β ϕα : (Uα ∩ Uβ)× Vα

∼→ (Uα ∩ Uβ)× Vβ

ein Isomorphismus von Vektorbündeln ist und daß (2) die Uα unsere Mannigfal-
tigkeit X überdecken, so gibt es auf (E, p) genau eine Struktur als Vektorbündel,
für die alle unsere ϕα Bündelkarten sind.

22.3.5 Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten
22.3.5.1. Ein Vektorfeld A auf einer glatten Mannigfaltigkeit X hatten wir bereits
in 22.3.4.6 erklärt als einen Schnitt des Tangentialbündels. In Formeln ist ein Vek-
torfeld also eine Abbildung A : X → TX mit π ◦ A = idX für π : TX → X
die Fußpunktprojektion. Meist betrachten wir glatte Vektorfelder, für die also A
eine glatte Abbildung ist. Wir schreiben oft Ax für den Wert des Vektorfelds A an
der Stelle x ∈ X , so daß stets gilt Ax ∈ TxX .

Definition 22.3.5.2. Gegeben ein Vektorfeld A auf einer Mannigfaltigkeit X und
eine glatte Funktion f : X → R erklären wir eine weitere Funktion (Af) : X →
R durch die Vorschrift

(Af)(x) := Ax(fx)

Hier meint fx ∈ OX,x den Funktionskeim von f an der Stelle x ∈ X . Wir sagen
dann, die Funktion Af entstehe durch Ableiten der Funktion f in Richtung
des Vektorfelds A. Des weiteren können wir auch das Vektorfeld fA bilden, das
durch Multiplikation des Vektorfelds A mit der Funktion f entsteht.

Definition 22.3.5.3. Gegeben eine glatte Abbildung φ : X → Y von Mannigfal-
tigkeiten und Vektorfelder A auf X und B auf Y sagen wir, unsere Vektorfelder
seien φ-verwandt und schreiben

φ : A; B

wenn (dxφ)(Ax) = Bφ(x) ∀x ∈ X . Ebenso sagen wir, Funktionen g : X → R und
f : Y → R seien φ-verwandt und schreiben auch schon mal φ : g ; f wenn gilt
g = f ◦ φ. In diagrammatischer Schreibweise ist die Verwandtschaft φ : A ; B
von Vektorfeldern gleichbedeutend zur Kommutativität des Diagramms

X
φ //

A
��

Y

B
��

TX
dφ // TY
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22.3.5.4 (Anwenden verwandter Vektorfelder auf verwandte Funktionen).
Verwandte glatte Funktionen haben in Bezug auf verwandte Vektorfelder ver-
wandte Ableitungen. Ist also in Formeln φ : X → Y glatt und gilt φ : A  B
für Vektorfelder und φ : g ; f für Funktionen, so folgt φ : Ag ; Bf . Anders
formuliert gilt für jede glatte Funktion f : Y → R die Identität

A(f ◦ φ) = (Bf) ◦ φ

Ebenso haben wir unter denselben Vorausetzungen auch die Verwandtschaft von
Vektorfeldern φ : gA; fB.

22.3.5.5 (Vektorfelder in Koordinaten). Will man ein Vektorfeld A auf einer
Mannigfaltigkeit X explizit angeben, so wird man einen Atlas wählen und für
jede Karte ϕλ : Wλ → X dasjenige Vektorfeld

∑d
i=1 ai∂i auf Wλ ⊂◦ Rd hinschrei-

ben, das ϕλ-verwandt ist zu A. Hier sind die ai dann Funktionen ai : Wλ → R.
Sind umgekehrt Vektorfelder auf den Definitionsbereichen der Karten eines At-
las gegeben, so kommen sie in dieser Weise von einem Vektorfeld auf unserer
Mannigfaltigkeit her genau dann, wenn für je zwei Karten ihre entsprechenden
Einschränkungen unter dem Kartenwechsel verwandt sind.

Beispiel 22.3.5.6 (Vektorfelder auf der Kreislinie). Die Kreislinie S1 = {p ∈
R2 | ‖p‖2 = 1} kann überdeckt werden durch die beiden Karten ϕ± : R → S1,
deren Inverse man durch stereographische Projektion 10.3.2.29 von den Polen
(0,±1) erklärt. Nach 10.5.8.20 werden sie gegeben durch

ϕ±(x) =

(
2x

1 + x2
,±1− x2

1 + x2

)
Der Übersichtlichkeit halber schreiben wir die Koordinaten zur Karte ϕ+ nun u.
Als Kartenwechsel ergibt sich mit direkter Rechnung oder allgemeinen Erkennt-
nissen zu Möbiustransformationen 5.2.5.10 und 5.2.5.9 das Invertieren

ϕ+− : x 7→ u−1

Ein Vektorfeld auf der Kreislinie anzugeben bedeutet damit, Funktionen a−(x)
und a+(u) auf ganz R hinzuschreiben, für die gilt ϕ+− : a−(x)∂x ; a+(u)∂u.
Erinnern wir 12.7.2.21, so läuft das hinaus auf die Identität

a−(u−1)(−u2)∂u = a+(u)∂u

alias a+(u) = −u2a−(u−1) für alle u ∈ R\0. Ein stetiges Vektorfeld auf der
Kreislinie anzugeben meint also, eine stetige Funktion a− : R → R hinzuschrei-
ben mit der Eigenschaft, daß −u2a−(u−1) einen Grenzwert hat für u → 0, daß
also vage gesprochen a− nicht gar zu schlimm wächst für u→∞.
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Beispiel 22.3.5.7 (Vektorfelder auf der Kugelschale). Zur Abschreckung hier
auch noch das Beispiel der Kugelschale oder Sphäre S2 = {p ∈ R3 | ‖p‖2 = 1}.
Sie kann überdeckt werden durch die beiden Karten ϕ± : R2 → S2, deren Inverse
man durch stereographische Projektion 10.3.2.29 von den Polen (0, 0,±1) erklärt.
Nach 10.5.8.20 werden sie gegeben durch

ϕ±(x, y) =

(
2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
,±1− x2 − y2

1 + x2 + y2

)
Als Kartenwechsel ergibt sich mit direkter Rechnung oder allgemeinen Erkennt-
nissen zu Möbiustransformationen 5.2.5.10 und 5.2.5.9 die Inversion am Einheits-
kreis

ϕ+− : (x, y) 7→ (x2 + y2)−1(x, y)

Der Übersichtlichkeit halber schreiben wir die Koordinaten zur Karte ϕ+ nun
(u, v). Ein Vektorfeld auf der Sphäre anzugeben bedeutet in diesen Koordina-
ten also, Funktionen e(u, v), f(u, v) auf R2 hinzuschreiben, für die gilt ϕ+− :
a(x, y)∂x+b(x, y)∂y  e(u, v)∂u+f(u, v)∂v. Erinnern wir schließlich 12.7.2.21,
so läuft das hinaus auf die Identität

a(u/(u2 + v2), v/(u2 + v2))((v2 − u2)∂u − 2uv∂v)
+b(u/(u2 + v2), v/(u2 + v2))((u2 − v2)∂v − 2uv∂u) = e(u, v)∂u + f(u, v)∂v

alias mit der Abkürzung r2 = u2 + v2 die Gleichungen

e(u, v) = (v2 − u2)a(u/r2, v/r2)− 2uvb(u/r2, v/r2)
f(u, v) = (u2 − v2)b(u/r2, v/r2)− 2uva(u/r2, v/r2)

für alle (u, v) ∈ R2\(0, 0). Ein stetiges Vektorfeld auf der Sphäre anzugeben
meint also, stetige Funktionen a, b : R2 → R so hinzuschreiben, daß die rechte
Seite der Ausdrücke in den beiden vorhergehenden Gleichungen jeweils einen
Grenzwert hat für (u, v)→ (0, 0).

Definition 22.3.5.8. Ein Vektorfeld auf einer Liegruppe heißt linksinvariant,
wenn es unter allen Linksmultiplikationen zu sich selbst verwandt ist. Analog
erklärt man rechtsinvariante Vektorfelder. Ist G unsere Liegruppe, so ist also in
Formeln ein Vektorfeld A : G → TG linksinvariant genau dann, wenn gilt (g·) :
A ; A für alle g ∈ G, und rechtsinvariant genau dann, wenn gilt (·g) : A ; A
für alle g ∈ G.

Beispiel 22.3.5.9. Die linksinvarianten Vektorfelder auf der additiven Gruppe ei-
nes endlichdimensionalen reellen Vektorraums V sind genau diejenigen Vektor-
felder, die wir in unserer ursprünglichen Begrifflichkeit konstant genannt hätten,
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die also konstanten Abbildungen V → V entsprechen. Ein Vektorfeld auf der Lie-
gruppe C× ist linksinvariant genau dann, wenn es anschaulich betrachtet invariant
ist unter allen Drehstreckungen der komplexen Zahlenebene. Die linksinvarianten
Vektorfelder auf R× sind genau die Vektorfelder cx∂x mit c ∈ R.

Satz 22.3.5.10 (Invariante Vektorfelder auf Liegruppen). Alle linksinvarianten
Vektorfelder auf einer Liegruppe G sind glatt und das Auswerten beim neutralen
Element liefert eine Bijektion{

linksinvariante Vektorfelder
G→ TG

}
∼→ TeG

Dasselbe gilt analog auch für rechtsinvariante Vektorfelder.

22.3.5.11. Wir vereinbaren die Notation X 7→ X̀ für die Fortsetzung von X ∈
TeG zu einem linksinvarianten Vektorfeld.

Beweis. Wir geben die inverse Abbildung explizit an, indem wir zu Ae ∈ TeG
das Vektorfeld A : G → TG bilden, das jedem g ∈ G den Wert des Differentials
an die Multiplikation TG× TG

∼→ T(G×G)→ TG auf (g, Ae) zuordnet.

Übungen

Übung 22.3.5.12. Für welche Funktionen f(x, y) und g(x, y) ist f∂x + g∂y ein
linksinvariantes Vektorfeld aufC×, wo x den Realteil und y den Imaginärteil einer
komplexen Zahl bedeuten mögen?

Übung 22.3.5.13. Für welche Funktionen f(a, b) und g(a, b) ist f∂a + g∂b ein
linksinvariantes Vektorfeld auf der Gruppe aller oberen Dreiecksmatrizen mit zwei
Zeilen und Spalten und Determinante Eins, wo a und b die beiden Einträge der
ersten Zeile bedeuten mögen?

22.3.6 Flußwege und Flüsse
Definition 22.3.6.1. Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und A : X → TX ein
Vektorfeld. Ein Flußweg unseres Vektorfelds ist eine differenzierbare Abbildung
γ : I → X von einem mehrpunktigen Intervall I ⊂ R nach X mit

γ̇(t) = A(γ(t)) ∀t ∈ I

Ein maximaler Flußweg ist ein Flußweg, die nicht zu einem auf einem echt
größeren reellen Intervall definierten Flußweg erweitert werden kann. Ist p ∈ X
gegeben, so verstehen wir unter einem Flußweg mit Anfangswert p oder kurz
einem Flußweg zu p einen Flußweg (γ, I) mit 0 ∈ I und γ(0) = p.
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Ein linksinvariantes Vektorfeld auf der Kreislinie. Alle Pfeile sind gleich lang
gemeint. Da die Kreislinie eine kommutative Liegruppe ist, stimmen hier links-

und rechtsinvariante Vektorfelder überein.



22.3. MANNIGFALTIGKEITEN 3873

Satz 22.3.6.2 (Picard-Lindelöf auf Mannigfaltigkeiten). Gegeben ein glattes
Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit gibt es zu jedem Anfangswert einen
größte Flußweg, und dieser hat als Definitionsbereich ein offenes Intervall. Ver-
läuft unser größter Flußweg in einem Kompaktum, so ist sein Definitionsbereich
die ganze Zahlengerade.

Ergänzung 22.3.6.3. Die weitergehenden Aussagen von 12.5.4.9 übertragen sich
entsprechend, aber die Übertragung ihres Beweises benötigt Hilfsmittel, die uns
hier noch nicht zur Verfügung stehen.

Beweis. Das folgt ohne Schwierigkeiten in derselben Weise wie bei der Her-
leitung des Satzes über die globale Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen
12.5.4.9 aus der lokalen Existenz und Eindeutigkeit 12.5.4.4, wenn man beach-
tet, daß jeder Punkt unserer Mannigfaltigkeit ja im Bild einer Karte liegt. Beim
Nachweis der Eindeutigkeit eines maximalen Flußwegs mit vorgegebenem An-
fangswert benötigen wir im Übrigen zum ersten Mal die Hausdorff-Eigenschaft
unserer Mannigfaltigkeiten, und zwar an der Stelle, an der wir bemerken, daß
die Menge der Parameter, an denen zwei vorgegebene Flußwege mit demselben
Definitionsbereich übereinstimmen, abgeschlossen ist in dem fraglichen Definiti-
onsbereich.

Satz 22.3.6.4 (Flußwege linksinvarianter Vektorfelder). Gegeben eine Liegrup-
pe G und darauf ein linksinvariantes Vektorfeld A ist der maximale Flußweg
γ = γA unseres Vektorfelds mit Anfangswert γ(0) = e für alle Zeiten definiert
und kann charakterisiert werden als der eindeutig bestimmte glatte Gruppenho-
momorphismus γ : R→ G mit γ̇(0) = Ae.

22.3.6.5. Dieser Satz liefert die in 22.3.3.18 behauptete Klassifikation der glatten
Gruppenwege in einer Liegruppe.

Beweis. Mit γ ist auch t 7→ gγ(t) ein Flußweg unseres linksinvarianten Vek-
torfelds A, für alle g ∈ G. Ebenso sind auch alle „zeitverschobenen“ Flußwege
wieder Flußwege, das gilt ja bei jedem zeitunabhängigen Vektorfeld. Wäre nun
γ : (a, b) → G der maximale Flußweg mit Anfangswert γ(0) = e und wäre
etwa b 6= ∞, so wäre t 7→ γ(b/2)γ(t − b/2) ebenfalls ein Flußweg, der auf
(a + b/2, b + b/2) definiert wäre und auf dem gemeinsamen Definitionsbereich
mit γ übereinstimmte. Also könnte γ doch nicht maximal gewesen sein, und die-
ser Widerspruch zeigt, daß die maximalen Flußwege linksinvarianter Vektorfel-
der für alle Zeiten definiert sein müssen. Dasselbe Argument zeigt dann γ(t) =
γ(s)γ(t−s) für alle reellen s, t und damit sind unsere maximalen Flußwege Grup-
penhomomorphismen. Umgekehrt gilt für jeden glatten Gruppenhomomorphis-
mus γ : R→ G die Identität γ(t+s) = γ(t)γ(s) und damit γ̇(t) = de(γ(t)·)γ̇(0),
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was ja gerade bedeutet, daß γ ein Flußweg des linksinvarianten Vektorfelds A ist,
der den Ursprung mit der Geschwindigkeit γ̇(0) = Ae durchläuft.

Definition 22.3.6.6. Wir definieren für jede Liegruppe G ihre Exponentialabbil-
dung exp : TeG→ G durch die Vorschrift

exp : TeG → G
A 7→ γA(1)

für γA : R→ G den glatten Gruppenweg mit γ̇A(0) = A.

22.3.6.7. Das s-fache eines Vektorfelds hat offensichtlich als Flußwege die mit s-
facher Geschwindigkeit durchlaufenen Flußwege des ursprünglichen Vektorfelds.
In Formeln gilt für alle s ∈ R also γsA(t) = γA(st) und damit exp(sA) = γA(s)
für alle s ∈ R, A ∈ TeG.

Satz 22.3.6.8 (Eigenschaften der Exponentialabbildung für Liegruppen). Für
jede Liegruppe G ist die Exponentialabbildung exp : TeG→ G glatt und ihr Dif-
ferential am Ursprung entspricht unter den üblichen Identifikationen der Identität
auf TeG.

22.3.6.9. Ganz präzise formuliert behauptet also unser Satz, daß die Komposition
TeG

∼→ T0(TeG) → TeG der kanonischen Abbildung aus ?? mit d0(exp) die
Identität ist. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird im Anschluß an
22.3.6.13 gegeben.

22.3.6.10. Da das Differential der Exponentialabbildung bei Null bijektiv ist, lie-
fert exp : TeG→ G einen Diffeomorphismus zwischen einer offenen Umgebung
der Null im Tangentialraum TeG und einer offenen Umgebung des neutralen Ele-
ments e in unserer Gruppe G.

22.3.6.11. Mit 22.1.4.5 folgt, daß die hier definierte Exponentialabbildung im Fall
von Matrixliegruppen unter den entsprechenden Identifikationen mit der Expo-
nentialabbildung für Matrizen zusammenfällt.

Definition 22.3.6.12. Ein glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit X
besitzt nach 22.3.6.2 zu jedem Anfangswert q ∈ X einen größten Flußweg γq :
Iq → X . Wir erklären seinen Fluß als die Abbildung

Φ : (t, q) 7→ γq(t)

von der Menge X̃ = {(t, q) ∈ R × X | t ∈ Iq}, dem sogenannten Defini-
tionsbereich des Flusses, in unsere Mannigfaltigkeit.

Satz 22.3.6.13 (Flüsse von Vektorfeldern auf Mannigfaltigkeiten). Gegeben
ein glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit hat sein Fluß einen offe-
nen Definitionsbereich und ist ebenfalls glatt.
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Beweis. Das folgt ohne Schwierigkeiten aus dem in 12.5.6.2 behandelten Fall, daß
unsere glatte Mannigfaltigkeit eine offene Teilmenge eines reellen affinen Raums
ist.

Beweis von Satz 22.3.6.8 zu Eigenschaften der Exponentialabbildung. Wir betrach-
ten die Abbildung R× TeG→ G gegeben durch (t, A) 7→ γA(t) und zeigen, daß
sie glatt ist. Dazu reicht es sicher zu zeigen, daß die Abbildung R×G× TeG→
G × TeG gegeben durch (t, g, A) 7→ (gγA(t), A) glatt ist. Diese Abbildung ist
jedoch glatt als der Fluß eines glatten Vektorfelds auf X = G×TeG, nämlich des
Vektorfelds (g, A) 7→ (de(g·)A, 0), wobei rechts die Null von TA(TeG) gemeint
ist und wir genau genommen eigentlich die Verknüpfung unseres Vektorfelds mit
den kanonischen Identifikationen T(g,A)X

∼→ TgG × TA(TeG) beschrieben ha-
ben. Damit wissen wir schon mal, daß unsere Exponentialabbildung glatt ist. Ihr
Differential beim Ursprung von TeGmuß bis auf die üblichen Identifikationen die
Identität sein, da ja für alle A ∈ TeG der Weg t 7→ tA in TeG mit Geschwindig-
keitsvektor A bei t = 0 unter exp zum Weg t 7→ exp(tA) = γA(t) wird, der per
definitionem auch den Geschwindigkeitsvektor A bei t = 0 hat.

Satz 22.3.6.14 (Homomorphismen von Liegruppen). Jeder stetige Homomor-
phismus ϕ : G → H von Liegruppen ist glatt und für sein Differential dϕ beim
neutralen Element gilt exp ◦ dϕ = ϕ ◦ exp.

22.3.6.15. Etwas ausführlicher geschrieben behauptet die Formel aus dem Satz
ein kommutatives Diagramm

TeG
dϕ //

exp

��

TeH

exp

��
G

ϕ // H

Beweis. Das wurde im Fall von Matrixliegruppen bereits in 22.1.4.10 gezeigt. Der
Beweis im allgemeinen ist derselbe.

Korollar 22.3.6.16. Auf einer topologischen Gruppe gibt es höchstens eine Struk-
tur als glatte Mannigfaltigkeit, die sie zu einer Liegruppe macht.

Beweis. Gegeben zwei derartige Strukturen ist die Identität nach 22.3.6.14 ein
Diffeomorphismus zwischen unserer Gruppe mit der einen Struktur und unserer
Gruppe mit der anderen Struktur.

Korollar 22.3.6.17. Ein stetiger Gruppenhomomorphismus von einer zusammen-
hängenden Liegruppe in eine weitere Liegruppe wird bereits durch sein Differen-
tial beim neutralen Element eindeutig festgelegt.
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Beweis. Nach 22.3.6.14 und 22.3.6.8 wird unser Gruppenhomomorphismus durch
sein Differential zumindest in einer Umgebung des neutralen Elements eindeutig
festgelegt. Eine zusammenhängende Liegruppe wird aber nach 15.2.1.10 bereits
von jeder Umgebung ihres neutralen Elements erzeugt.

Übungen

Übung 22.3.6.18. Verwandte Vektorfelder haben verwandte Flußwege. Ist genau-
er φ : X → Y eine glatte Abbildung glatter Mannigfaltigkeiten und ist A ein
Vektorfeld auf X und B ein dazu unter φ verwandtes Vektorfeld auf Y , so ist für
jeden Flußweg γ von A auch φ ◦ γ ein Flußweg von B.

Übung 22.3.6.19. Man beschreibe die Exponentialabbildung der Liegruppe (R,+).
Man beschreibe die Exponentialabbildung für einen endlichdimensionalen reellen
Vektorraum, aufgefaßt als Liegruppe.

Übung 22.3.6.20. In jeder Liegruppe gibt es eine Umgebung des neutralen Ele-
ments, die keine Untergruppe außer der einpunktigen Untergruppe umfaßt.

Übung 22.3.6.21. Zwei abgeschlossene zusammenhängende Untergruppen einer
Liegruppe, die dieselbe Liealgebra haben, stimmen überein.

Übung 22.3.6.22 (Fluß eines linksinvarianten Vektorfelds). Man zeige, daß der
Fluß eines linksinvarianten VektorfeldsX auf einer LiegruppeG durch die Formel
X tg = g exp(tXe) beschrieben werden kann. Man beschreibe in ähnlicher Weise
auch den Fluß eines rechtsinvarianten Vektorfelds.

Übung 22.3.6.23 (Liealgebren von Schnitten). Gegeben eine Liegruppe G mit
einer abgeschlossenen Untergruppe H gilt LieH = {X ∈ LieG | exp(RX) ⊂
H}. Gegeben abgeschlossene Untergruppen einer Liegruppe H,K ⊂∧ G folgere
man die Formel

Lie(H ∩K) = (LieH) ∩ (LieK)

In derselben Weise folgt sogar für eine beliebige Familie (Gi)i∈I von abgeschlos-
senen Untergruppen einer Liegruppe

Lie
⋂
i∈I

Gi =
⋂
i∈I

LieGi

Übung 22.3.6.24 (Liealgebra einer Standgruppe). Gegeben eine glatte Operati-
on G×X → X einer Liegruppe G auf einer Mannigfaltigkeit X und x ∈ X ein
Punkt und Gx seine Standgruppe gilt TeGx = ker de(·x) für (·x) die Abbildung
G→ X , g 7→ gx. Hinweis: Man überlege sich, daß gegeben A ∈ TeG die Kurve
t 7→ exp(tA)x entweder für alle t die Geschwindigkeit Null hat oder für kein t.
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Übung 22.3.6.25 (Liealgebra einer Gruppe von Fixpunkten). Gegeben G eine
Liegruppe und ϕ : G

∼→ G ein glatter Automorphismus von G ist die Liealgebra
der Gruppe der Fixpunkte Gϕ = {g ∈ G | ϕ(g) = g} von ϕ genau die Menge der
Fixpunkte des Differentials deϕ in der Liealgebra, in Formeln

Lie(Gϕ) = (LieG)deϕ

22.3.7 Lieklammer von Vektorfeldern
Lemma 22.3.7.1. Gegeben differenzierbare VektorfelderA,B : U → ~X auf einer
offenen Teilmenge U ⊂◦ X eines endlichdimensionalen reellen Raums X gibt es
genau ein Vektorfeld [A,B] : U → ~X mit der Eigenschaft

[A,B]f = A(Bf)−B(Af) ∀f ∈ C∞(U,R)

22.3.7.2. Dieses Feld [A,B] heißt die Lie-Klammer oder der Kommutator der
Felder A und B. Seine anschauliche Bedeutung wird in 22.3.7.8 und 22.3.7.13
diskutiert. Differenzierbarkeit ist im Sinne von 12.1.3.1 gemeint. Der folgende
Beweis wird zeigen, daß die fragliche Gleichung sogar für alle C2-Funktionen f
gilt.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeineit dürfen wir X = Rn annehmen.
Unsere beiden Felder haben dann die Gestalt

A = a1∂1 + . . .+ an∂n

B = b1∂1 + . . .+ bn∂n

mit ai, bi : U → R differenzierbar und wir finden

ABf =
∑

ai∂i
∑

bj∂jf =
∑

ai(∂ibj)∂jf + aibj∂i∂jf

BAf =
∑

bj∂j
∑

ai∂if =
∑

bj(∂jai)∂if + bjai∂j∂if

und damit schließlich ABf −BAf = Cf für

C =
∑
j

(∑
i

ai(∂ibj)− bi(∂iaj)

)
∂j

Damit haben wir gleichzeitig sogar eine explizite Formel für den Kommutator
zweier Vektorfelder auf U ⊂◦ Rn erhalten.

Lemma 22.3.7.3. Gegeben glatte Vektorfelder A,B : X → TX auf einer glatten
MannigfaltigkeitX gibt es genau ein glattes Vektorfeld [A,B] : X → TX mit der
Eigenschaft

[A,B]f = A(Bf)−B(Af) ∀f ∈ C∞(X,R)
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Beweis. Das folgt leicht aus dem in 22.3.7.1 behandelten Fall von Vektorfeldern
auf offenen Teilmengen affiner Räume und der in 22.3.5.5 besprochenen Darstel-
lung von Vektorfeldern in Karten.

Definition 22.3.7.4. Das Feld [A,B] aus Lemma 22.3.7.3 heißt die Lieklammer
oder der Kommutator der Felder A und B. Die anschauliche Bedeutung dieser
Konstruktion wird in 22.3.7.8 erklärt.

22.3.7.5. Der reelle Vektorraum aller glatten Vektorfelder auf einer glatten Man-
nigfaltigkeit wird mit der Lieklammer aus der vorhergehenden Definition zu einer
Liealgebra im Sinne von 22.1.3.6, genauer zu einer Unter-Liealgebra der Lieal-
gebra aller Endomorphismen des Vektorraums der glatten Funktionen auf unserer
Mannigfaltigkeit.

22.3.7.6 (Spezielle höhere Ableitungen). Gegeben eine Mannigfaltigkeit X , ein
mehrpunktiges Intervall I ⊂ R, eine C2-Abbildung γ : I → X und ein Punkt
t ∈ I mit γ′(t) = 0 und γ(t) = x können wir einen Tangentialvektor

γ′′(t) ∈ TxX

erklären durch die Vorschrift f 7→ (f ◦ γ)′′(t) für alle Funktionskeime f ∈ OX,x.
Diese Linearform entspricht in der Tat unter jeder Karte einer Richtungsableitung,
wie man aus Satz 12.2.3.6 über das Rechnen mit Approximationen unschwer fol-
gert. Ist zusätzlich ϕ : X → Y glatt, so gilt offensichtlich

dxϕ : γ′′(t) 7→ (ϕ ◦ γ)′′(t)

Im Fall einer eingebetteten MannigfaltigkeitX ⊂ E in einem endlichdimensiona-
len affinen Raum E entspricht unsere Linearform schlicht der Richtungsableitung
in Richtung γ′′(t) und γ′′(t) kann berechnet werden als der Grenzwert

lim
h→0

2

h2
(γ(t+ h)− γ(t))

Wir erlauben uns diese Notation manchmal auch auf abstrakten Mannigfaltigkei-
ten, obwohl sie dort eigentlich sinnlos ist, denn die Differenz zweier Punkte kann
man in dieser Allgemeinheit partout nicht bilden.

22.3.7.7. Gegeben ein glattes Vektorfeld A auf einer Mannigfaltigkeit M schrei-
ben wir im folgenden

Atq

für die Stelle Atq ∈M , an der der Punkt q landet, wenn er sich für die Zeitspanne
t mit dem Fluß des Vektorfeldes A treiben läßt.
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In der Situation und den Notationen von 12.7.2.20 finden wir
[∂x, ∂ϑ] = [∂x,−y∂x + x∂y] = ∂y. Die zugehörigen Flüsse sind Verschiebung in
x-Richtung und Rotation um den Ursprung. Setzen wir genauer A = ∂x und

B = ∂ϑ, gilt At(p1, p2) = (p1 + t, p2) und
Bt(p1, p2) = ((cos t)p1 − (sin t)p2, (sin t)p1 + (cos t)p2). Mit diesen Formeln ist
der Kommutator der Flüsse schnell berechnet, und das Ergebnis scheint mir auch

der Anschauung gut zugänglich zu sein.
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Proposition 22.3.7.8 (Anschauliche Bedeutung der Lieklammer). Gegeben glat-
te Vektorfelder A,B auf einer Mannigfaltigkeit M kann ihre Lieklammer an jeder
Stelle p ∈M mithilfe einer höheren Ableitung im Sinne von 22.3.7.6 beschrieben
werden durch die Gleichung

[A,B]p = lim
t→0

1

t2
(B−tA−tBtAtp− p)

22.3.7.9. Anschaulich gesprochen mißt die Lieklammer zweier Vektorfelder im
Lichte dieser Proposition, inwieweit die zugehörigen Flüsse vertauschen oder la-
teinisierend „kommutieren“, als da heißt, welchen Unterschied es macht, ob sich
ein gegebener Punkt für ein festes kleines Zeitintervall erst mit dem einen und
dann mit dem anderen Vektorfeld treiben läßt oder umgekehrt. Ein alternativer
Beweis der Proposition unter Verwendung der Lie-Ableitung wird in ?? disku-
tiert.

Beweis. Wir setzen Φ(x, y, z, w) = B−xA−yBzAwp und betrachten erst mal den
Fall einer offenen Teilmenge M ⊂◦ Rn. Die partiellen Ableitungen von Φ am Ur-
sprung ergeben sich dann zu Φx = −Bp,Φy = −Ap,Φz = Bp,Φw = Ap. Ich
kann nur hoffen, daß die Bedeutung des unteren Index mal als partielle Ablei-
tung und dann wieder als Auswerten eines Vektorfeldes an einer Stelle den Leser
nicht allzusehr verwirrt. Jetzt folgt für γ(t) := Φ(t, t, t, t) sofort γ′(0) = 0. Durch
Rechnung in einer Karte um p folgt dasselbe auch für eine beliebige Mannig-
faltigkeit. Damit ist insbesondere die höhere Ableitung γ′′(0) nach 22.3.7.6 auch
für eine beliebige Mannigfaltigkeit wohldefiniert. Um sie zu berechnen, dürfen
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit wieder annehmen, daß wir eine offene
Teilmenge M ⊂◦ Rn vor uns haben. Wir können also unsere Erkenntnisse 12.2.3.6
über das Rechnen mit Approximationen verwenden. Für die partiellen Ableitun-
gen zweiter Ordnung von Φ am Ursprung erhalten wir wegen Φ(x, 0, z, 0) =
Φ(x − z, 0, 0, 0) = Φ(0, 0, z − x, 0) sofort Φxx = −Φxz = −Φzx = Φzz und
ebenso Φyy = −Φyw = −Φwy = Φww. Damit kürzt sich der Einfluß dieser Ter-
me auf γ′′(0) weg. Weiter haben wir per definitionem Φz(0, 0, 0, w) = B(Awp),
wobei wir den Auswertungspunkt des Vektorfelds B diesmal in Klammern dahin-
terschreiben, um Subindizes zu vermeiden. Nun ist w 7→ Awp ein Weg durch p
mit Geschwindigkeit Ap bei w = 0. Setzen wir B =

∑
bi∂i und A =

∑
aj∂j

mit glatten reellwertigen Funktionen bi, aj , so ergibt sich für Φ = (Φ1, . . . ,Φn)
folglich

Φi
xy = −Φi

xw = Φi
zw = Ap(bi) =

∑
j

aj(p) · (∂jbi)(p)

und mit einer ähnlichen Rechnung

Φi
yz = −Bp(ai) =

∑
j

bj(p) · (∂jai)(p)
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Hier muß ich wieder hoffen, daß die inkonsistente Notation Φ = (Φ1, . . . ,Φn)
mit oberen Indizes für die Koordinaten den Leser nicht allzusehr verwirrt. Die
unteren Indexplätze sind leider bereits für die Notation partieller Ableitungen ver-
geben. Nach unseren Formeln für das Rechnen mit Approximationen 12.2.3.6 ist
also γ′′(0)/2 der Vektor des Rn mit den Einträgen Ap(bi)−Bp(ai), und diese Be-
schreibung stimmt mit unserer Beschreibung der Lieklammer in Koordinaten aus
dem Beweis von 22.3.7.1 überein.

Proposition 22.3.7.10 (über kommutierende Vektorfelder). Zwei glatte Vektor-
felderA,B auf einer Mannigfaltigkeit kommutieren genau dann, wenn ihre Flüsse
lokal kommutieren, wenn es also in Formeln für jeden Punkt p ∈ U ein ε > 0 gibt
mit

AtBsp = BsAtp ∀s, t ∈ (−ε, ε)

22.3.7.11. Diese Proposition sagt insbesondere: Wenn die Flüsse zweier glatter
Vektorfelder an jeder Stelle „kommutieren bis auf einen Fehler von mindestens
dritter Ordnung“ in dem Sinne, daß der Grenzwert in 22.3.7.8 verschwindet, so
kommutieren sie bereits ohne jeglichen Fehler.

Beweis. Kommutieren die Flüsse, so auch die Vektorfelder nach 22.3.7.8. Kom-
mutieren umgekehrt die Vektorfelder und hat das erste Feld bei p keine Nullstelle,
so wählen wir mit 12.5.6.6 lokale Koordinaten derart, daß das erste Vektorfeld
gerade ∂

∂x1
wird. Dann hat das zweite Vektorfeld die Gestalt

a2
∂

∂x2

+ . . .+ an
∂

∂xn

wobei a2, . . . , an konstant sind in x1. Der Fluß des zweiten Feldes ist also invariant
unter Verschiebung in die x1-Richtung, d.h. unter dem Fluss des ersten Feldes,
und die Behauptung folgt. Verschwinden beide Felder bei p, ist die Behauptung
eh klar.

Übungen

Übung 22.3.7.12 (Verträglichkeit von Verwandtschaft und Lieklammer). Ver-
wandte Vektorfelder haben verwandte Lieklammern. Sind genauer und in Formeln
X und Y Mannigfaltigkeiten und ist φ : U → V eine glatte Abbildung und sind
A,B glatte Vektorfelder auf U und Ã, B̃ glatte Vektorfelder auf V , so gilt

(φ : A; Ã und φ : B ; B̃) ⇒ φ : [A,B] ; [Ã, B̃]
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Illustration zur Formel [∂y, y∂x] = ∂x. Gezeichnet ist das Bild von (0, 1/2) unter
den Flüssen dieser Felder für Zeiten 1, 1/2 und 1/4, und zwar „erst mit ∂y, dann
mit y∂x, dann mit −∂y, dann mit −y∂x“. Man sieht zumindest qualitativ, wie der
Abstand des Endpunkts vom Ausgangspunkt mit der Zeit von zweiter Ordnung

klein wird, und daß der Differenzvektor geteilt durch das Quadrat der „Zeit“
gegen den Kommutator alias die Lie-Klammer ∂x strebt.
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Übung 22.3.7.13 (Lieklammer durch Vergleich von Flüssen). Sind A,B glatte
Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge U eines endlichdimensionalen reellen
Raums X , so gelten im Richtungsraum ~X für alle p ∈ U die Gleichungen

[A,B]p = lim
t→0

1

t2
(
BtAtp− AtBtp

)
= lim

t→0

1

t2
(
A−tBtAtp−Btp

)
Übung 22.3.7.14. Gegeben glatte paarweise kommutierende Vektorfelder, die an
einer gegebenen Stelle linear unabhängig sind, finden wir stets lokale Koordinaten
x1, . . . , xn um diese Stelle, in der unsere Vektorfelder die Gestalt ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xr
haben.
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22.4 Liegruppen und Liealgebren

22.4.1 Lieklammer und adjungierte Darstellung
22.4.1.1. Die linksinvarianten Vektorfelder auf einer Liegruppe bilden wegen der
Verträglichkeit von Lieklammern mit Verwandtschaft 22.3.7.12 einen unter der
Lieklammer stabilen Teilraum im Raum aller glatten Vektorfelder. Dasselbe gilt
für die rechtsinvarianten Vektorfelder.

Definition 22.4.1.2. Gegeben eine LiegruppeG versehen wir den Tangentialraum
im neutralen Element TeG mit derjenigen Struktur einer Liealgebra, für die das
Fortsetzen zu einem linksinvarianten Vektorfeld ein Liealgebrenhomomorphismus
in die Liealgebra der glatten Vektorfelder auf G ist. Den Raum TeG mit dieser
Struktur einer Liealgebra nennen wir die Liealgebra der Liegruppe G und no-
tieren ihn

LieG

22.4.1.3. Daß wir hier die linksinvarianten Vektorfelder bevorzugen, hängt damit
zusammen, daß wir auch die allgemeinen linearen Gruppen GL(V ) und die En-
domorphismenringe EndV stets in der Weise definieren, daß sie von links auf
V operieren. Unsere Konventionen passen dann in der in 22.4.1.4 erklärten Wei-
se so zusammen, daß dem Kommutator von linksinvarianten Vektorfeldern der
Kommutator von Endomorphismen entspricht. Die Beziehung zur entsprechen-
den Konstruktion mit rechtsinvarianten Vektorfeldern klärt 22.4.1.18.

Satz 22.4.1.4 (Die Lieklammer der allgemeinen linearen Gruppe). Gegeben
ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V ist die durch trans−1 gegebene
kanonische Identifikation Te GL(V )

∼→ EndV ein Isomorphismus von Liealge-
bren

Lie(GL(V ))
∼→ gl(V )

für die Liealgebrenstruktur „durch den Kommutator der linksinvariant fortge-
setzten Vektorfelder“ links und die Liealgebrenstruktur „durch den Kommutator
im Matrizenring“ rechts.

Beweis. Für die Einheitsmatrix verwenden wir die beiden Notationen e = I je
nachdem, ob wir sie eher als einen Punkt oder eher als eine Matrix auffassen.
Für jede von Null verschiedene Linearform µ : V → k liefert die sogenannte
Matrixkoeffizientenabbildung eine Einbettung c = cµ : V ↪→ C∞(GL(V ),R)
durch cµ(v) := cµ,v mit cµ,v(x) := µ(xv). Die Vorschrift (v, µ) 7→ cµ,v ist dann
ein Homomorphismus

V � V ∗ → C∞(GL(V ),R)
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von Darstellungen von G × Gopp für G = GL(V ). Gegeben X ∈ Te GL(V ) no-
tieren wir X̄ ∈ gl(V ) sein Urbild unter der kanonischen Identifikation trans :
gl(V )

∼→ Te GL(V ) und X̀ seine linksinvariante Fortsetzung. Gegeben f ∈
C∞(GL(V ),R) haben wir einerseits per definitionem

X(f) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(I + tX̄)

Speziell ergibt sich für unsere Matrixkoeffizienten X(cµ,v) = µ(X̄v). Anderer-
seits gilt für die linksreguläre Darstellung alias die Wirkung von Gopp die Formel
g◦cµ,v = cg◦µ,v und wir folgern

(X̀cµ,v)(g) = (g◦(X̀cµ,v))(e) = (X̀(g◦cµ,v))(e) = X(cg◦µ,v) = cµ,X̄v(g)

alias X̀cµ,v = cµ,X̄v alias X̀c(v) = c(X̄v) alias X̀c = cX̄ . Es folgt [X̀, Ỳ ]c =

c[X̄, Ȳ ] und für das Z ∈ Te GL(V ) mit Z̀ = [X̀, Ỳ ] gilt folglich

cZ̄ = Z̀c = [X̀, Ỳ ]c = c[X̄, Ȳ ]

Wegen der Injektivität von c folgt schließlich Z̄ = [X̄, Ȳ ] in gl(V ).

Satz 22.4.1.5. Das Differential beim neutralen Element eines stetigen Homomor-
phismus von Liegruppen ϕ : G→ H ist ein Homomorphismus von Liealgebren

deϕ : LieG→ LieH

22.4.1.6. Wir kürzen diesen Homomorphismus oft zu deϕ = dϕ ab.

Beweis. Der größte Teil dieses Satzes wurde bereits in 22.3.6.14 gezeigt. Offen
ist nur noch, daß das fragliche Differential mit dem Kommutator verträglich ist.
Man sieht jedoch leicht ein, daß das linksinvariante Vektorfeld zu A ∈ TeG unter
ϕ verwandt ist zum linksinvarianten Vektorfeld zu (deϕ)(A) ∈ TeH auf H . Die
Behauptung folgt nun, da das Bilden des Kommutators nach 22.3.7.12 Verwandt-
schaft respektiert.

22.4.1.7. Die Exponentialabbildung einer Lieguppe G schreiben wir von nun an
meist exp : LieG → G und unser kommutatives Diagramm aus 22.3.6.15 erhält
damit die Gestalt

LieG
dϕ //

exp
��

LieH

exp
��

G
ϕ // H
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22.4.1.8. Gegeben ein endlichdimensionaler R-Vektorraum V und eine Liegrup-
pe G und ein stetiger Gruppenhomomorphismus ρ : G → GL(V ) notieren wir
die Verknüpfung deρ : TeG → Te GL(V ) mit der kanonischen Identifikation
Te GL(V )

∼→ EndV = gl(V ) auch

dρ = deρ : LieG→ gl(V )

Nach 22.4.1.5 und 22.4.1.4 ist diese Abbildung auch ein Homomorphismus von
Liealgebren. Wir nennen ihn das Differential der Darstellung ρ.

22.4.1.9. Gegeben eine Gruppe G definiert jedes Element x ∈ G einen Gruppen-
homomorphismus

intx : G → G
y 7→ xyx−1

Er heißt die Konjugation mit x oder auch der durch x definierte innere Auto-
morphismus, auf Englisch interior automorphism, daher die Notation. Mehr
dazu findet man in 4.5.3.1. Ist G eine Liegruppe, so ist intx für jedes x ∈ G eine
glatte Abbildung G→ G.

Lemma 22.4.1.10 (Adjungierte Darstellung). Ist G eine Liegruppe und ordnen
wir jedem Gruppenelement x ∈ G das Differential am neutralen Element der
Konjugation mit x zu und setzen Ad(x) := de(intx) : TeG → TeG, so erhalten
wir einen Homomorphismus von Liegruppen

Ad : G 7→ Aut(TeG)
x 7→ Adx

Ist weiter ϕ : G → H ein Homomorphismus von Liegruppen, so kommutiert für
alle x ∈ G das Diagramm

TeG

Adx
��

deϕ // TeH

Adϕ(x)
��

TeG
deϕ // TeH

Beispiel 22.4.1.11. Für G = GL(n;K) oder allgemeiner G = AutV mit V ei-
nem endlichdimensionalenK-Vektorraum ist intx die Einschränkung einer linea-
ren Abbildung auf Mat(n;K) beziehungsweise EndV , die durch dieselbe Formel
gegeben wird. Das Differential einer linearen Abbildung ist aber an jeder Stelle
schlicht die Abbildung selber, unter der kanonischen Identifikation des Tangenti-
alraums mit dem Raum selber, so daß wir erhalten

(Adx)(A) = xAx−1
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22.4.1.12. Vermittels des Differentials der Konjugation Ad wird nach 22.4.1.10
also der Tangentialraum einer Liegruppe beim neutralen Element eine Darstellung
unserer Liegruppe. Diese Darstellung heißt die adjungierte Darstellung unserer
Liegruppe, und diese Terminologie motiviert auch erst recht eigentlich die Nota-
tion Ad.

Beweis. Zunächst einmal zeigen wir, daß Ad ein Gruppenhomomorphismus ist.
Nun gilt aber offensichtlich int(xz) = int(x) ◦ int(z) und nach der Kettenregel
folgt daraus de int(xz) = de(intx)◦de(int z) alias in unserer Notation Ad(xz) =
Ad(x) ◦ Ad(z) für alle x, z ∈ G. Dann zeigen wir, daß Ad eine glatte Abbildung
ist. Dazu gehen wir aus von der glatten Abbildung G×G→ G, (x, y) 7→ xyx−1,
die nach 22.3.4.11 eine glatte Abbildung auf den Tangentialbündeln T(G×G)→
TG liefert. Mit einigen kanonischen Identifikationen und Einbettungen liefert das
ein kommutatives Diagramm

G× TG �
� // TG× TG ∼ // T(G×G) // TG

G× TeG //
?�

OO

TeG
?�

OO

dessen untere Zeile (x, v) 7→ (Adx)(v) dann auch eine glatte Abbildung sein
muß. Das zeigt, daß Ad : G→ Aut TeG glatt ist. Das kommutative Diagramm im
letzten Teil unseres Lemmas ergibt sich schließlich, indem man im kommutativen
Diagramm

G
ϕ //

intx
��

H

intϕ(x)
��

G
ϕ // H

zu den Differentialen an den neutralen Elementen übergeht.

Definition 22.4.1.13. Das Differential im Sinne von 22.4.1.8 der adjungierten
Darstellung Ad : G→ Aut(TeG) wird notiert als

ad := de Ad : LieG→ gl(TeG)

Beispiel 22.4.1.14 (Adjungierte Darstellung der GL(n;K)). Im Fall der Grup-
pen G = GL(n;K) oder allgemeiner der Automorphismengruppen G = AutV
endlichdimensionaler reeller Vektorräume haben wir (adA)(B) = AB − BA.
In der Tat ist das Auswerten an B ∈ EndV eine lineare Abbildung ausB :
End(EndV ) → EndV , es gilt also de(ausB ◦Ad) = ausB ◦ ad. Nun gilt of-
fensichtlich weiter auch (ausB ◦Ad)(x) = (Ad x)(B) = xBx−1. Um das Diffe-
rential dieser Abbildung zu berechnen, schreiben wir sie als Verknüpfung

AutV → EndV × EndV → EndV
x 7→ (x, x−1) (y, z) 7→ yBz
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Hier ist nun das Differential der ersten Abbildung beim neutralen Element nach
22.3.3.17 gegeben durch A 7→ (A,−A) und das Differential der Zweiten beim
Bild des neutralen Elements nach 12.1.6.5 durch (C,D) 7→ (CB + BD) und das
Differential der Verknüpfung ist folglich gegeben durch A 7→ AB − BA. Damit
erhalten wir schließlich (adA)(B) = AB −BA = [A,B] wie gewünscht.

Proposition 22.4.1.15 (Differential der adjungierten Darstellung). Gegeben ei-
ne Liegruppe G gilt für alle X, Y ∈ LieG die Formel

(adX)(Y ) = [X, Y ]

22.4.1.16. Rechts steht hier der Kommutator der beiden Vektorfelder, die durch
linksinvariante Fortsetzung zweier Tangentialvektoren am neutralen Element ent-
stehen, oder vielmehr der Wert dieses Kommutatorfeldes am neutralen Element.
Links dahingegegen steht salopp gesprochen das Differential der von der Operati-
on durch Konjugation unserer Liegruppe auf sich selbst induzierten Operation auf
dem Tangentialraum beim neutralen Element. Wir geben für die Proposition zwei
Beweise.

Erster Beweis. Wir verwenden im folgenden meist dieselbe Notation für linksin-
variante Vektorfelder und ihre Werte beim neutralen Element, und deuten nur in
Ausnahmefällen den Unterschied durch einen Index e an. Der Fluß eines linksin-
varianten Feldes X wird nach 22.3.6.22 gegeben durch

X tg = g exp(tX)

für alle g ∈ G und t ∈ R. Bezeichne log die Umkehrung von exp in einer kleinen
Umgebung des neutralen Elements. Da die Lieklammer Verwandschaft respektiert
und da das Differential des Logarithmus bis auf kanonische Identifikationen die
Identität ist, liefert die Darstellung 22.3.7.13 des Kommutators zweier Vektorfel-
der die Relation

[X, Y ]e = limt→0
1
t2

(log(X−tY tX te)− log(Y te))

= limt→0
1
t2

(
log(etX etY e−tX)− log(etY )

)
= limt→0

1
t2

(Ad(etX)(tY )− tY )

= limt→0
1
t
(Ad(etX)(Y )− Y )

= (adX)(Y )

Zweiter Beweis. Dieser Beweis ist zwar etwas länger, dafür aber unabhängig von
unseren Erkenntnissen 22.3.7.13 über den Zusammenhang zwischen der Lieklam-
mer von Vektorfeldern und dem Kommutieren der zugehörigen Flüsse. Um Klam-
mern zu sparen, kürzen wir ad(X) = adX ab. Es reicht, für jede glatte Funktion
f : G→ R zu zeigen

[X, Y ]f = (adX Y )f
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Dazu beachten wir zunächst adX Y = ∂t(Ad etX)(Y ), wobei wir hier und im Rest
des Beweises alle partiellen Ableitungen als ausgewertet bei Null verstehen. Das
Anwenden auf eine glatte Funktion f gefolgt vom Auswerten δg an einem Grup-
penelement g ist eine Linearform auf dem Raum aller glatten Vektorfelder und
damit auch auf dem Raum aller linksinvarianten Vektorfelder, wir haben demnach
auch

δg(adX Y )f = ∂t δg((Ad etX)(Y ))f

Jetzt beachten wir die Verwandtschaften

(inth) : Y  (Adh)(Y )
(inth) : f ◦ (inth)  f

woraus sofort folgt (inth) : Y (f ◦ inth) ((Adh)(Y ))(f) alias

(Y (f ◦ inth)) ◦ (inth)−1 = ((Adh)(Y ))(f)

und damit

δg(adX Y )f = ∂t δg((Ad etX)(Y ))f

= ∂t (Y (f ◦ int etX)(e−tX g etX)

= ∂t∂s (f ◦ int etX)(e−tX g etX e−sY )

= ∂t∂s f(g etX esY e−tX)

= ∂t∂s f(g etX esY )− ∂t∂s f(g esY etX)

= (X(Y f))(g)− (Y (Xf))(g)

Dieser Beweis verwendet die Exponentialabbildung nicht wirklich: Statt etX und
esY könnten wir darin ebenso irgendwelche anderen glatten Wege verwenden, die
zum Zeitpunkt t = 0 beziehungsweise s = 0 mit der Geschwindigkeit X bezie-
hungsweise Y durch das neutrale Element fahren.

22.4.1.17. Gegeben eine Liegruppe G folgt aus der Beschreibung 22.1.4.20 der
Liealgebra des Kerns eines Liegruppenhomomorphismus unmittelbar die Identität
Lie(ker Ad) = {X ∈ g | [X, Y ] = 0 ∀Y ∈ g}. Dieser Teilraum heißt im übrigen
für eine beliebige Liealgebra g das Zentrum der Liealgebra g.
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Übungen

Ergänzende Übung 22.4.1.18. Sei G eine Liegruppe. Wir betrachten das Dia-
gramm {

glatte Vektorfelder auf G
}

↗ ↖{
glatte linksinvariante
Vektorfelder auf G

} {
glatte rechtsinvariante

Vektorfelder auf G

}
↘ ↙{
Tangentialraum von G
am neutralen Element

}
wo die beiden unteren Pfeile durch das Auswerten am neutralen Element definiert
werden. Die obere Hälfte unseres Diagramms besteht aus Lie-Algebren und Lie-
Algebren-Homomorphismen. Die beiden unteren Pfeile sind Isomorphismen und
versehen den Tangentialraum am neutralen Element TeG mit zwei Lie-Algebra-
Strukturen. Der Leser möge als Übung zeigen, daß hier die Lieklammer für die ei-
ne Struktur auf TeG gerade das Negative der Lieklammer für die andere Struktur
ist. Hinweis: Man fasse die Inversenabbildung G ∼→ Gopp auf als Homomorphis-
mus in die Gruppe mit der opponierten Multiplikation.
Übung 22.4.1.19. Das linksinvariante Vektorfeld auf der Gruppe G = GL(2;R),
dessen Wert beim neutralen Element durch die Matrix A ∈ Mat(2;R) gegeben
wird, muß sich als Linearkombination der partiellen Ableitungen nach den Matri-
xeinträgen

∑
fij∂ij mit gewissen glatten Funktionen fij als Koeffizienten schrei-

ben lassen. Man berechne diese Funktionen und prüfe explizit, daß die linksinvari-
ante Fortsetzung in diesem Fall ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist, wenn
wir Mat(2;R) mit der durch den üblichen Kommtator gegebenen Struktur einer
Liealgebra versehen. Mutige rechnen dasselbe allgemeiner fürG = GL(n;R) und
auch für rechtsinvariante Felder, beachten dabei jedoch die vorhergehende Übung
22.4.1.18.
Übung 22.4.1.20 (Derivierte Liegruppen und Liealgebren). Gegeben eine Grup-
pe G bezeichne (G,G) die von allen Kommutatoren aba−1b−1 erzeugte Unter-
gruppe, die sogenannte derivierte Gruppe. Gegeben eine Liealgebra g bezeichne
[g, g] den von allen Kommutatoren [X, Y ] erzeugten Untervektorraum. Er ist, wie
man leicht einsieht, wieder eine Liealgebra, die sogenannte derivierte Liealge-
bra. Gegeben eine zusammenhängende Liegruppe G mit Liealgebra g zeige man
nun, daß aus [g, g] = g bereits folgt (G,G) = G. Hinweis: Zunächst zeige man,
daß die (Ad g)(X) − X für g ∈ G und X ∈ g bereits ganz g als Vektorraum
erzeugen. Dann verwende man den Umkehrsatz um zu zeigen, daß (G,G) eine
Umgebung des neutralen Elements umfaßt.
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Übung 22.4.1.21 (Liealgebra einer Gruppe von Fixpunkten, Variante). Ge-
geben G eine Liegruppe und Φ ⊂ GrpTop×G eine Menge von Automorphis-
men von G ist die Liealgebra der abgeschlossenen Untergruppe GΦ = {g ∈ G |
ϕ(g) = g ∀ϕ ∈ Φ} der Fixpunkte von Φ genau die Menge der Fixpunkte in der
Liealgebra, in Formeln

Lie(GΦ) = (LieG)Φ

Hier ist rechts die abgeleitete Operation gemeint, ausgeschrieben hätten wir also
Lie(GΦ) = {X ∈ LieG | (deϕ)(X) = X ∀ϕ ∈ Φ}. Hinweis: Man kombiniere
22.3.6.25 und 22.3.6.23.

Übung 22.4.1.22 (Liealgebra eines Zentralisators). Gegeben eine Liegruppe G
und ein Element h ∈ G gilt stets Lie ZG(h) = {X ∈ LieG | (Adh)(X) = X}.
Gegeben eine Liegruppe G und eine Teilmenge H ⊂ G gilt stets LieZG(H) =
{X ∈ LieG | (Adh)(X) = X ∀h ∈ H}. Hinweis: Man wende 22.3.6.25 an auf
φ = inth beziehungsweise 22.4.1.21 auf Φ = {inth | h ∈ H}.
Übung 22.4.1.23. Gegeben eine endlichdimensionale stetige Darstellung G →
GL(V ) einer Liegruppe mit der abgleiteten Darstellung ihrer Liealgebra zeige
man die Formel

g(X(g−1v)) = ((Ad g)(X))v ∀g ∈ G, X ∈ LieG, v ∈ V

Übung 22.4.1.24. Man zeige, daß gegeben eine Liegruppe G für jedes Gruppen-
element g ∈ G die Abbildung Ad(g) ein Liealgebrenhomomorphismus ist.

Übung 22.4.1.25. Gegeben eine zusammenhängende Liegruppe G fällt ihr Zen-
trum stets zusammen mit dem Kern der adjungierten Darstellung, in Formeln
Z(G) = ker(Ad).

Übung 22.4.1.26. Man zeige: Gegeben eine Liegruppe G und eine abelsche Un-
teralgebra h ⊂ LieG ist exp : h → G ein Gruppenhomomorphismus von der
additiven Gruppe des Vektorraums h in unsere Liegruppe G. Hinweis: Kommu-
tierende Vektorfelder haben kommutierende Flüsse.

Übung 22.4.1.27. Auf einer Liegruppe ist die Lieklammer eines linksinvarianten
Vektorfeldes mit einem rechtinvarianten Vektorfeld stets das Nullfeld.

22.4.2 Kompakte Liealgebren
Definition 22.4.2.1. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra über einem Körper
k. Die Killingform von g ist die Bilinearform κ = κg : g × g → k auf unserer
Liealgebra, die gegeben wird durch die Vorschrift

κ(X, Y ) := tr((adX)(adY ))
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Definition 22.4.2.2. Eine reelle Liealgebra heißt kompakt, wenn sie endlichdi-
mensional ist mit negativ definiter Killing-Form.

Proposition 22.4.2.3. Jede zusammenhängende kompakte Liegruppe mit endli-
chem Zentrum hat eine kompakte Liealgebra.

Beweis. Sei K unsere kompakte Liegruppe und k = LieK ihre Liealgebra. Das
Bild der adjungierten Darstellung ist eine kompakte Matrixliegruppe und nach
22.2.4.10 gibt es damit auf k ein (AdK)-invariantes Skalarprodukt. Bezüglich
einer Orthonormalbasis werden mithin alle Ad g für g ∈ K durch orthogonale
Matrizen dargestellt und alle adX für X ∈ k dementsprechend durch schiefsym-
metrische Matrizen. Alle Eigenwerte dieser adX sind insbesondere rein imaginär,
und das zeigt

tr((adX)(adX)) < 0

falls adX 6= 0. Hat unsere Gruppe zusätzlich endliches Zentrum und ist zusam-
menhängend, so gilt auch z(k) = 0, mithin (adX = 0) ⇒ (X = 0), und ihre
Liealgebra ist in der Tat kompakt.

Satz 22.4.2.4 (Kompakte Liegruppen mit trivalem Zentrum). Das Bilden der
Liealgebra und das Bilden der Einskomponente der Automorphismengruppe lie-
fern zueinander inverse Bijektionen auf Isomorphieklassen{

zusammenhängende kompakte
Liegruppen mit trivialem Zentrum

}
∼→

{
kompakte

Liealgebren

}
K 7→ LieK

(Aut k)◦ ←[ k

Beweis. Es gilt zu zeigen, daß die im Satz gegebene Abbidungsvorschrift in der
Gegenrichtung eine Umkehrabbildung liefert. Ist k eine kompakte Liealgebra,
so ist A := (Aut k)◦ als abgeschlossene Untergruppe der orthogonalen Grup-
pe zur Killingform eine kompakte Liegruppe und wir erhalten Isomorphismen
k
∼→ DerR k

∼← LieA mit 22.4.2.5 und 22.1.2.23 oder 22.1.3.11. Die Komposi-
tion dieser Isomorphismen ist sogar ein Isomorphismus von Darstellungen von
A, wenn man auf k die offensichtliche Darstellung betrachtet und auf LieA die
adjungierte Darstellung. Damit zeigt 22.4.1.25, daß unser A triviales Zentrum
hat und wir haben eine Abbildung k 7→ Kk := A = (Aut k)◦ in die Gegen-
richtung konstruiert und auch schon einen Isomorphismus k

∼→ LieKk angege-
ben. Ist andererseits K eine zusammenhängende kompakte Liegruppe mit trivia-
lem Zentrum, so liefert die adjungierte Darstellung nach 22.4.1.25 eine Injektion
Ad : K ↪→ (Aut k)◦ und damit einen Homöomorphismus auf das Bild dieser In-
jektion, das eine abgeschlossene zusammenhängende Untergruppe mit Liealgebra
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ad k sein muß. Nach 22.4.2.5 und 22.1.3.11 hat dies Bild damit dieselbe Liealge-
bra wie (Aut k)◦ und nach 22.1.2.22 ist unsere Injektion damit erst ein Isomorphis-
mus von abstrakten Gruppen, dann aber nach 15.1.5.13 auch ein Isomorphismus
von topologischen Gruppen, und dann nach 22.3.6.16 sogar ein Isomorphismus
von Liegruppen.

Lemma 22.4.2.5. Für jede kompakte Liealgebra k liefert ad einen Isomorphismus
von Liealgebren ad : k

∼→ DerR k.

22.4.2.6. Dieser Beweis verwendet zwei Aussagen aus der allgemeinen Theorie
der Lie-Algebren, die der Leser aber auch ohne alle Theorie leicht prüfen kann:
Nach 24.1.7.11 ist die Restriktion der Killingform einer endlichdimensionalen
Liealgebra auf ein Ideal die Killingform des besagten Ideals, und nach 24.1.6.10
ist das orthogonale Komplement eines Ideals unter der Killingform stets wieder
ein Ideal.

Beweis. In der Tat ist ad im Fall einer kompakten Liealgebra sicher injektiv. Das
einzige Problem ist nachzuweisen, daß diese Abbildung surjektiv ist. Da k ∼= ad k
kompakt ist, kann die Restriktion der Killingform κD von D := DerR k auf ad k
nicht entarten. Ist also I ⊂ D das orthogonale Komplement von ad k unter der
Killingform κD, so gilt I ∩ ad k = 0 und folglich D = I ⊕ ad k mit Dimensi-
onsbetrachtungen. Da nach 22.1.3.15 beide Ideale sind, folgt [I, ad k] = 0, also
[δ, adx] = ad(δx) = 0 ∀δ ∈ I , x ∈ k, also δx = 0 ∀δ ∈ I, x ∈ k und damit I = 0
wie gewünscht.

Übungen

Übung 22.4.2.7. Man zeige: Gegeben eine Liegruppe ist die Killingform auf ihrer
Lie-Algebra invariant unter der adjungierten Darstellung.
Übung 22.4.2.8. Man erkläre, wie die adjungierte Darstellung von SL(2;R) zu
einem Isomorphismus SL(2;R)/(± id)

∼→ SO(2, 1)+ führt.
Übung 22.4.2.9. Man zeige: Gegeben eine kompakte Liegruppe K zerfällt ihre
Liealgebra k in die direkte Summe k = [k, k] ⊕ z(k) der derivierten Liealgebra
mit dem Zentrum. Hinweis: Unter der adjungierten Darstellung zerfällt k nach
22.2.4.12 in eine direkte Summe einfacher Unterdarstellungen.

22.4.3 Von Liealgebren zu Liegruppen
Definition 22.4.3.1. Seien X ein endlichdimensionaler reeller affiner Raum und
U ⊂◦ X eine offene Teilmenge. Eine d-dimensionale Distribution D auf U ist
eine Zuordnung, die jedem Punkt p ∈ U einen d-dimensionalen Teilraum

D(p) ⊂ ~X
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zuordnet. Eine derartige Distribution heißt glatt, wenn es um jeden Punkt q ∈ U
eine offene Umgebung V ⊂◦ U und glatte Vektorfelder auf V gibt, deren Werte
an jedem Punkt p ∈ V den Raum D(p) aufspannen. Eine glatte Distribution heißt
involutiv, wenn diejenigen glatten Vektorfelder auf U , die an jeder Stelle p Werte
in unserem Teilraum D(p) annehmen, im Raum aller glatten Vektorfelder auf U
eine Unter-Liealgebra bilden, wenn also in Formeln für je zwei glatte Vektorfelder
A,B : U → ~X mit Ap, Bp ∈ D(p) ∀p ∈ U gilt [A,B]p ∈ D(p) ∀p ∈ U .

22.4.3.2 (Diskussion der Terminologie). Die Bezeichnung „Distribution“ wird
auch für gewisse verallgemeinerte Funktionen oder genauer verallgemeinerte Ma-
ße verwendet. Man lasse sich hierdurch nicht verwirren.

Satz 22.4.3.3 (von Frobenius). Seien X ein endlichdimensionaler reeller affiner
Raum, U ⊂◦ X eine offene Teilmenge und D eine glatte d-dimensionale Distribu-
tion auf U . Genau dann ist D involutiv, wenn man für jeden Punkt q ∈ U eine
offene Umgebung V ⊂◦ U und darauf Koordinaten y1, . . . , yn so finden kann, daß
für alle p ∈ V gilt

D(p) = 〈(∂/∂y1)p, . . . , (∂/∂yd)p〉R

Beweis. Die einzige Schwierigkeit besteht darin, aus der Involutivität der Distri-
bution die Existenz der fraglichen lokalen Koordinatensysteme zu folgern. Indem
wir U notfalls verkleinern, dürfen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daß es glatte Vektorfelder A1, . . . , Ad : U → ~X gibt, deren Werte an
jeder Stelle p ∈ U den Raum D(p) aufspannen. Insbesondere hat dann A1 keine
Nullstelle und wir finden nach Satz 12.5.6.6 über die Normalform eines Vektor-
felds ohne Nullstelle, wenn wir U notfalls noch weiter verkleinern, Koordinaten
x1, . . . , xn auf U mit A1 = ∂/∂x1. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen
wir weiter annehmen, daß unsere Vektorfelder Ai für i ≥ 2 keinen ∂/∂x1-Anteil
haben alias in der Gestalt

Ai = ai2∂/∂x2 + . . .+ ain∂/∂xn

geschrieben werden können mit aij ∈ C∞(U,R). Zu den Feldern Ai für 2 ≤ i ≤
n gibt es unter dieser Annahme jeweils genau ein verwandtes Feld Bi auf der
Hyperfläche W := {p ∈ U | x1(p) = x1(q)}. Da nach 22.3.7.12 verwandte
Felder verwandte Lieklammern haben, erzeugen die Bi eine involutive (d − 1)-
Distribution auf W . Wenn wir W noch etwas verkleinern, so gibt es nach Induk-
tionsannahme auf W Koordinaten y2, . . . , yn mit

〈B2
p , . . . , B

d
p〉 = 〈(∂/∂y2)p, . . . , (∂/∂yd)p〉 ∀p ∈ W

Verkleinern wir U hinreichend weiter, so liefert das Vergessen der ersten Koor-
dinate eine glatte Abbildung π : U → W , vermittels derer wir die Koordinaten
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y2, . . . , yn zu Funktionen auf U zurückziehen können, die dann zusammen mit
y1 := x1 ein Koordinatensystem einer Umgebung von q in U bilden. Das Vektor-
feld A1 = (∂/∂x1) bezüglich (x1, . . . , xn) ist dann auch das Vektorfeld (∂/∂y1)
bezüglich (y1, . . . , yn). Es reicht nun zu zeigen, daß auf einer Umgebung von q das
Anwenden jedes unserer Felder Ai auf jede der Funktionen yj mit d+ 1 ≤ j ≤ n
die Nullfunktion liefert, denn dann tauchen in der Darstellung

Ai = bi1(∂/∂y1) + bi2(∂/∂y2) + . . .+ bin(∂/∂yn)

nur die ∂/∂yj für 1 ≤ j ≤ d mit von Null verschiedenen Koeffizienten auf.
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit zeigen wir das nur für j = n und nehmen
d < n an. Für i = 1 ist die Aussage eh klar, aber dieser Fall kann auch ohne
Schaden im folgenden Argument noch mitlaufen. Aus der Involutivität unserer
Distribution folgt [A1, Ai] =

∑
cikA

k für geeignete glatte Funktionen cik, und das
liefert hinwiederum für die (Ai(yn)) das System von Differentialgleichungen

∂

∂y1

(Ai(yn)) =
d∑

k=1

cikA
k(yn)

Schränken wir diese Identitäten von glatten Funktionen ein auf die Fasern von
π : U → W , so bedeuten sie homogene lineare Systeme von Differentialglei-
chungen von Funktionen in y1. Wählen wir U so klein, daß alle Fasern von π
zusammenhängend sind, so gibt es zu jedem Anfangswert nach 12.5.5.1 genau
eine Lösung auf jeder Faser. Bei Punkten p ∈ W ist aber nach Konstruktion der
Koordinaten yi der fragliche Wert (Ai(yn))(p) = (Bi(yn))(p) = 0, folglich bilden
unsere FunktionenAi(yn) auf jeder Faser die Null-Lösung und verschwinden also
auf ganz U .

Ergänzung 22.4.3.4. Unter einer partiellen Unter-Liegruppe einer Liegruppe
verstehen wir wie in 22.1.3.5 eine Untermannigfaltigkeit M ⊂ G derart, daß (1)
die Identität zu M gehört und daß es (2) eine Umgebung U der Identität gibt mit
den Eigenschaften (U ∩M)(U ∩M) ⊂M und (U ∩M)−1 ⊂M .

Lemma 22.4.3.5 (Unter-Liealgebren und partielle Unter-Liegruppen). Ist G
eine Liegruppe und h ⊂ LieG eine Lie-Unteralgebra, so ist für eine hinreichend
kleine Umgebung V ⊂◦ h des Ursprungs das BildM = exp(V ) ⊂ G eine partielle
Unter-Liegruppe.

Beweis. Ist h ⊂ TeG ein Untervektorraum, so ist für eine hinreichend kleine
Umgebung V ⊂◦ h des Ursprungs das BildM = exp(V ) ⊂ G nach 22.3.6.8 schon
mal eine Untermannigfaltigkeit und die linksinvarianten Vektorfelder auf G zu
Elementen von h erzeugen eine (dim h)-dimensionale linksinvariante Distribution
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Dh auf G. Ist h ⊂ TeG eine Lie-Unteralgebra, so erkennt man leicht, daß diese
Distribution auch involutiv und rechtsinvariant sein muß. Nun finden wir mithilfe
des Frobenius-Theorems 22.4.3.3 eine offene Umgebung W ⊂◦ G des neutralen
Elements und darauf ein Koordinatensystem (x1, . . . , xn) : W

∼→ (−1, 1)n derart,
daß das neutrale Element dem Nullvektor entspricht und daß für d = dim h gilt

Dh(p) = 〈(∂/∂x1)p, . . . , (∂/∂xd)〉 ∀p ∈ W

Ist dann V ⊂◦ h eine konvexe Umgebung des neutralen Elements mit der Eigen-
schaft exp(V ) exp(V ) ⊂ W , so behaupte ich

exp(V ) exp(V ) ⊂ {p ∈ W | xd+1(p) = . . . = xn(p) = 0}

In der Tat, gehen wir fürX, Y ∈ V erst mit dem Weg t 7→ exp(tX) vom neutralen
Element nach expX und dann mit dem Weg s 7→ exp(X) exp(sY ) weiter nach
exp(X) exp(Y ), so liegen die Geschwindigkeitsvektoren beider Wege an jeder
Stelle in unserer Distribution Dh, was die Behauptung zeigt. Andererseits gibt es
eine offene Umgebung A ⊂◦ W des neutralen Elements mit exp(V ) ∩ A = {p ∈
A | xd+1(p) = . . . = xn(p) = 0}. Wählen wir U ⊂◦ A hinreichend klein, so
können wir sicher erreichen, daß gilt (exp(V ) ∩ U)(exp(V ) ∩ U) ⊂ A und damit
nach dem vorhergehenden (exp(V ) ∩ U)(exp(V ) ∩ U) ⊂ exp(V ). Man erkennt
damit, daß exp(V ) ⊂ G in der Tat eine partielle Lie-Untergruppe ist.

Satz 22.4.3.6 (Unter-Liegruppen zu Unter-Liealgebren). Gegeben eine Lie-
gruppe G und eine Unter-Liealgebra h ⊂ LieG gibt es auf der von (exp h)
erzeugten Untergruppe H = 〈exp h〉 ⊂ G genau eine Struktur als Liegruppe
derart, daß die Injektion H ↪→ G ein glatter Gruppenhomomorphismus ist und
ihr Differential beim neutralen Element einen Isomorphismus von Lie-Algebren
LieH

∼→ h induziert.

22.4.3.7. Man beachte, daß wir keineswegs fordern, daß H die von G induzierte
Topologie trägt. Das typische Gegenbeispiel in eine Gerade, die sich mit dichtem
Bild und injektiv um einen zweidimensionalen Torus windet.

Beweis. Wir finden eine offene konvexe Umgebung des Ursprungs V ⊂◦ h wie in
22.4.3.5, so daß also exp(V ) exp(V ) in einer Umgebung W des neutralen Ele-
ments mit der Distribution Dh angepaßten Koordinaten (x1, . . . , xn) : W

∼→
(−1, 1)n landet. Dann versehen wir H mit der finalen Struktur eines R-geringten
Raums zur Familie der Abbildungen

(h·) ◦ exp : V → H

für h ∈ H . Der Rest des Arguments kann dem Leser überlassen bleiben.
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22.4.3.8. Ein topologischer Raum heißt einfach zusammenhängend, wenn er
nicht leer ist und jede zusammenhängende Überlagerung unseres Raums im Sinne
von 22.3.3.21 bereits ein Homöomorphismus ist. In ?? wird gezeigt, daß eine
Mannigfaltigkeit genau dann einfach zusammenhängend ist, wenn sie wegweise
einfach zusammenhängend ist im Sinne von 12.7.7.6.

Satz 22.4.3.9 (Integration von Liealgebrenhomomorphismen). Sind G,H Lie-
gruppen und ist G einfach zusammenhängend, so liefert das Differenzieren eine
Bijektion

GrpTop(G,H)
∼→ LalgR(LieG,LieH)

zwischen der Menge aller stetigen Gruppenhomomorphismen von G nach H und
der Menge aller Homomorphismen von reellen Liealgebren von LieG nach LieH .

22.4.3.10. Die inverse Abbildung zur Bijektion in unserem Satz nennt man auch
das Integrieren. Man würde etwa sagen, daß unter gewissen Umständen ein Ho-
momorphismus von Liealgebren zu einem Homomorphismus von Liegruppen in-
tegriert werden kann. Den Spezialfall der Gruppe G = R haben wir bereits in
22.3.3.18 kennengelernt. Der Fall G = S1, H = R zeigt, daß die Bedingung
G einfach zusammenhängend für die Surjektivität im zweiten Teil unseres Satzes
notwendig ist.

22.4.3.11. Der Satz impliziert insbesondere, daß zwei einfach zusammenhängen-
de Liegruppen mit isomorphen Liealgebren bereits isomorph sein müssen: In der
Tat läßt sich sogar jeder Isomorphismus ihrer Liealgebren zu einem Isomorphis-
mus der Liegruppen selber integrieren.

Beweis. Daß das Differenzieren im Fall einer zusammenhängenden Liegruppe G
stets eine Injektion liefert, haben wir bereits als Korollar 22.3.6.17 gezeigt. Es
bleibt, die Surjektivität zu zeigen. Der Graph unseres Liealgebrenhomomorphis-
mus ist offensichtlich eine Unterlieagebra l ⊂ LieG × LieH . Nach 22.4.3.6 gilt
es auf der Untergruppe L := 〈exp l〉 ⊂ G×H eine Struktur als Liegruppe derart,
daß die die Injektion L ↪→ G × H ein glatter Gruppenhomomorphismus ist und
daß ihr Differential am neutralen Element einen Isomorphismus LieL

∼→ l indu-
ziert. Die Projektion L → G ist also auch glatt und ihr Differential am neutralen
Element induziert einen Isomorphismus LieL

∼→ LieG. Damit aber muß L→ G
nach 22.3.3.21 eine Überlagerung sein und, wenn G bereits einfach zusammen-
hängend ist, ein Homöomorphismus von topologischen Räumen und dann auch
sofort ein Isomorphismus von Liegruppen. Das Inverse dieses Isomorphismus ge-
folgt von der Projektion von L aufH ist dann der gesuchte Homomorphismus von
Liegruppen G→ H mit vorgegebenem Differential beim neutralen Element.

Ergänzung 22.4.3.12. Ich sollte diskutieren, unter welchen Umständen sich ein
Liealgebrenhomomorphismus von der Liealgebra einer Liegruppe in die glatten
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Vektorfelder einer Mannigfaltigkeit zu einer Gruppenoperation integrieren läßt.
Das sollte doch wohl möglich sein, wenn alle Integralkurven der Vektorfelder
aus dem Bild auf ganz R definiert sind und außerdem unsere Liegruppe einfach
zusammenhängend ist.

Ergänzung 22.4.3.13 (Liegruppen mit vorgegebener Liealgebra). Man kann
zeigen, daß sogar jede endlichdimensionale reelle Liealgebra zur Liealgebra einer
einfach zusammenhängenden Liegruppe isomorph ist, vergleiche etwa [HN91].
Dieser Satz ist für uns jedoch im folgenden nicht relevant. Der Beweis geht aus
von Satz ??, der besagt, daß jede endlichdimensionale reelle Liealgebra zu einer
Unteralgebra einer Liealgebra gl(n;R) isomorph ist. Dann nimmt man schlicht
die nach 22.4.3.6 zugehörige Untergruppe mit ihrer Struktur einer Liegruppe von
ebendort und deren universelle Überlagerung 16.3.6.3 und macht sie mit 22.3.2.29
wieder zu einer Liegruppe.

Ergänzung 22.4.3.14 (Integration als Linksadjungierter der Differentiation).
Leser, die mit der Begrifflichkeit adjungierter Funktoren vertraut sind, mögen Satz
22.4.3.9 über die Beziehung von Liegruppen zu endlichdimensionalen Liealge-
bren zusammen mit Bemerkung 22.4.3.13 auffassen als die Beschreibung eines
Linksadjungierten desjenigen Funktors, der jeder Liegruppe ihre Liealgebra zu-
ordnet: Dieser Linksadjungierte ordnet jeder endlichdimensionalen Liealgebra g
die einfach zusammenhängende Liegruppe G mit LieG = g zu.

22.4.4 Quotienten und homogene Räume

Satz 22.4.4.1. Jede abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe ist bereits eine
Untermannigfaltigkeit und damit selbst eine Liegruppe.

Beweis. Mutatis mutandis wie im Fall 22.1.2.3 von Matrixliegruppen.

22.4.4.2. Die Liealgebra einer abgeschlossenen Untergruppe einer LiegruppeH ⊂∧
G besteht nach 22.3.6.23 genau aus allen Tangentialvektoren am neutralen Ele-
ment der ursprünglichen Liegruppe derart, daß der zugehörige Gruppenweg ganz
in unserer Untergruppe verläuft. In Formeln gilt also

LieH = {X ∈ LieG | exp(RX) ⊂ H}

Satz 22.4.4.3 (Quotientenkonstruktion). Seien G eine Liegruppe und H ⊂∧ G
eine abgeschlossene Untergruppe. So gilt:

1. Versehen mit der finalen Struktur eines R-geringten Raums bezüglich der
Projektion π : G� G/H ist G/H eine glatte Mannigfaltigkeit;
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2. Jeder Punkt von G/H besitzt eine offene Umgebung U ⊂◦ G/H derart, daß
π über U einen glatten Schnitt besitzt, und für jeden solchen glatten Schnitt
s : U → G ist die Abbildung U × H → G, (x, h) 7→ s(x)h eine offene
Einbettung von glatten Mannigfaltigkeiten.

22.4.4.4. Die zweite Eigenschaft des Quotienten besagt insbesondere, daß die
ProjektionG� G/H eine glatte Submersion im Sinne von 22.3.3.22 sein muß. In
der Terminologie der Hauptfaserbündel, die wir in ?? einführen, besagt die zweite
Eigenschaft genauer, daß G mit seiner H-Rechtsoperation und der offensichtli-
chen Projektion auf den Quotienten ein glattes H-Hauptfaserbündel auf G/H ist.
Wir erinnern Teil zwei auch in der Sprechweise, die Quotientenabbildung sei
lokal trivial.

Ergänzung 22.4.4.5 (Motivation für abstrakte Mannigfaltigkeiten). In meinen
Augen ist eine der wesentlichen Motivationen für die Entwicklung der Begrifflich-
keit abstrakter Mannigfaltigkeiten, daß es diese Sprache erlaubt, die Methoden der
Analysis auf Quotientenräume der hier betrachteten Art auszudehnen. Stetigkeits-
betrachtungen für Quotienten gelingen bereits mit dem Formalismus der topologi-
schen Räume, Differenzierbarkeitsbetrachtungen aber erst mit dem Formalismus
der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. In diesem Sinne beginnt also hier die
Belohnung für die Arbeit, die wir seit dem Beginn dieses Abschnitts in die Ent-
wicklung der Theorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten gesteckt haben.
Sie kulminiert im Beweis der Weyl’schen Charakterformel, bei dem Analysis auf
Quotientenräumen maßgeblich eingeht.

Beweis. Nach 15.2.2.10 ist der Quotient mit seiner Quotiententopologie schon
einmal Hausdorff. Wir wählen nun ein Vektorraumkomplement V ⊂ LieG von
LieH und betrachten die Abbildung

ϕ : V ×H → G
(X, h) 7→ (expX)h

Nach Wahl von V ist ihr Differential in (0, 1) bijektiv, folglich gibt es offene
Umgebungen A ⊂◦ V von Null und B ⊂◦ H von 1 derart, daß ϕ eine offene
Einbettung von glatten Mannigfaltigkeiten

ϕ : A×B ↪→ G

induziert. Ich will nun zeigen, daß A so zu einer offenen Umgebung D ⊂◦ V von
Null verkleinert werden kann, daß ϕ sogar eine Injektion

ϕ : D ×H ↪→ G
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Illustration zum Beweis des Satzes über Quotientenmannigfaltigkeiten. Hier ist
etwa G ∼= R2 die Papierebene, das neutrale Element ist als fetter Punkt

eingezeichnet, und H ∼= R× Z bestünde aus lauter horizontalen Linien.
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induziert. Ganz allgemein ist ϕ(X, h) = ϕ(Y, k) gleichbedeutend zur Identität
exp(Y )−1 exp(X) = kh−1. Da H eine Mannigfaltigkeit ist für die induzierte
Topologie, gibt es U ⊂◦ G mit U ∩ H = B. Sicher können wir A so verklei-
nern zu D, daß für X, Y ∈ D stets gilt exp(Y )−1 exp(X) ∈ U . Dann folgt aus
ϕ(X, h) = ϕ(Y, k) mit X, Y ∈ D jedoch erst

exp(Y )−1 exp(X) = kh−1 ∈ U ∩H = B

und dann exp(X) = exp(Y )kh−1 und daraus wegen der Injektivität von ϕ restrin-
giert auf A×B wieder (X, 1) = (Y, kh−1) alias (X, h) = (Y, k). Mithin induziert
ϕ für unser so verkleinertes D eine Injektion ϕ : D × H ↪→ G. Mit Rechtsver-
schiebung durch h ∈ H erkennen wir, daß ihr Differential an jeder Stelle bijektiv
ist. Folglich ist diese Injektion eine offene Einbettung von glatten Mannigfaltig-
keiten und liefert wegen 22.3.1.27 auch eine offene Einbettung von R-geringten
Räumen D ↪→ G/H . Verknüpfen wir diese Einbettung mit den Automorphismen
(g·) : G/H → G/H , so erkennen wir, daß G/H in der Tat eine glatte Mannigfal-
tigkeit ist, und folgern auch die zweite Aussage des Satzes sofort.

22.4.4.6. Gegeben ein homogener Raum X einer Liegruppe G alias eine transiti-
ve G-Menge derart, daß die Standgruppe eines Punktes abgeschlossen ist, gibt es
nach unserer Quotientenkonstruktion 22.4.4.3 genau eine Struktur als Mannigfal-
tigkeit auf X derart, daß für jeden Punkt x ∈ X das Anwenden G→ X , g 7→ gx
eine finale Abbildung ist.

22.4.4.7. Wichtige Mannigfaltigkeiten dieser Bauart sind die reellen und die kom-
plexen Graßmann-Mannigfaltigkeiten

Gr(m;V ) := {W ⊂ V | dimW = m}

für einen endlichdimensionalen reellen oder komplexen Vektorraum V sowie die
reellen und die komplexen Stiefel-Mannigfaltigkeiten Vq(W ) aller angeordne-
ten Orthonormalsysteme mit q Vektoren in einem vorgegebenen reellen Skalar-
produktraum W . Auf allen diesen Mannigfaltigkeiten, sofern sie nicht leer sind,
operiert eine kompakte Gruppe transitiv. Mithin sind sie alle auch selbst kompakt.

Proposition 22.4.4.8. Ist G eine Liegruppe und H ⊂ G eine abgeschlossene
Untergruppe, so ist die Operation G×G/H → G/H glatt.

Erster Beweis. Das Produkt von Submersionen ist eine Submersion, das Produkt
von Surjektionen ist eine Surjektion, und surjektive Submersionen sind final nach
22.3.3.22. Mithin ist G × G � G × G/H final und damit ist die Multiplikation
G×G/H → G/H glatt.
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Zweiter Beweis. Da Finalität lokal ist in der Basis nach 22.3.1.27, und da die Pro-
jektionen eines Produkts von Mannigfaltigkeiten auf seine Faktoren final sind,
folgt aus der lokalen Trivialität des Quotientenmorphismus nach 22.4.4.3 un-
mittelbar, daß auch G × G � G × G/H final und damit die Multiplikation
G×G/H → G/H glatt ist.

Definition 22.4.4.9. Eine Mannigfaltigkeit X mit einer transitiven Operation ei-
ner Liegruppe G derart, daß für jeden Punkt x ∈ X die Operation einen Diffeo-
morphismus G/Gx

∼→ X induziert, heißt auch ein homogener Raum für unse-
re Liegruppe G. Zum Beispiel ist die Kugelschale ein homogener Raum für die
Drehgruppe.

Proposition 22.4.4.10. Eine Mannigfaltigkeit mit einer transitiven Operation ei-
ner Liegruppe ist stets ein homogener Raum für besagte Liegruppe.

22.4.4.11. Beim Beweis dieser Proposition geht wesentlich ein, daß wir bei unse-
rer Definition einer Liegruppe in 22.3.2.19 mit gefordert hatten, daß ihre Topolo-
gie abzählbar basiert sein soll.

Beweis. Sei G × X → X unser homogener Raum. Gegeben x ∈ X liefert das
Anwenden auf x wegen der universellen Eigenschaft des Quotienten eine glatte
bijektive Abbildung G/Gx → X vom Quotienten nach der Standgruppe von x in
unseren homogenen Raum. Nach Übung 22.3.6.24 ist deren Differential injektiv
beim Bild des neutralen Elements in G/Gx, und mit Verschieben folgt, daß es
überall injektiv sein muß. Wir sind fertig, wenn wir zeigen können, daß es überall
bijektiv sein muß. In allen Anwendungen, die mir einfallen, ist nun die Identität

dimG = dimX + dimGx

eh klar und der Rest des Beweises damit überflüssig. Auch diese Identität kann
man jedoch aus unseren Annahmen folgern, wenn man sich erinnert, daß wir ja
von unseren Liegruppen fordern, daß ihre Topologie abzählbar basiert ist. Gälte
nun unsere Identität nicht, so hätten ja die Tangentialräume von G/Gx eine Di-
mension k < dimX := n und nach Übergang zu Karten würde folgen, daß
es eine offene Teilmenge W ⊂◦ Rn gäbe und eine abzählbare Familie (Uν , ϕν)
mit Uν ⊂◦ Rk und ϕν : Uν → W stetig differenzierbar derart, daß die Bilder
ϕν(Uν) bereits ganz W überdecken. Das ist jedoch unmöglich, da diese Bilder
nach 13.1.8.5 alle Lebesgue-Nullmengen sind.

Ergänzung 22.4.4.12. Mit etwas mehr Mühe kann man im vorhergehenden Be-
weis von 22.4.4.10 die Argumentation mit dem Lebesgue-Integral auch durch eine
Argumentation mit dem dem Baire’schen Kategoriensatz 13.4.2.5 ersetzen.
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Beispiel 22.4.4.13. Versieht manRmit der diskreten Topologie, so erhält man eine
„nicht abzählbar basierte nulldimensionale Liegruppe“ Rδ. Die Identität Rδ → R
ist dann ein bijektiver stetiger Gruppenhomomorphismus, aber kein Isomorphis-
mus von Mannigfaltigkeiten.

Vorschau 22.4.4.14. Die offensichtliche Operation von SO(n+ 1) auf der Sphäre
Sn ist transitiv für n ≥ 1 und die Standgruppe des ersten Vektors der Standardba-
sis ist offensichtlich die Gruppe von Blockmatrizen diag(1, SO(n)). Wir identifi-
zieren sie kurzerhand mit SO(n) und erhalten dann nach 22.4.4.10 einen Isomor-
phismus

SO(n+ 1)/ SO(n)
∼→ Sn

Die lange exakte Homotopiesequenz ?? dieses Faserbündels liefert uns dann für
n ≥ 3 Isomorphismen π1(SO(n))

∼→ π1(SO(n + 1)). Nach 22.1.6.2 wissen wir
bereits, daß SO(3) durch die Sphäre S3 zweifach überlagert wird. Da diese Sphäre
einfach zusammenhängend ist, folgt mit 16.4.5.11 unmittelbar π1(SO(3)) = Z/2Z
und induktiv π1(SO(n)) = Z/2Z für n ≥ 3. Nach 16.5.2.5 besitzt die universelle
Überlagerung von SO(n) zu vorgegebenem Urbild des neutralen Elements genau
eine stetige Verknüpfung mit diesem Element als neutralem Element, für die die
Überlagerungsabbildung ein Homomorphismus von Magmas ist, und die univer-
selle Überlagerung wird so selbst eine topologische Gruppe. Man sieht leicht, daß
diese Struktur zur Struktur einer Liegruppe erweitert werden kann, und daß es nur
genau eine derartige Erweiterung gibt, für die die Überlagerungsabbildung glatt
ist. Für n ≥ 3 heißt die universelle Überlagerung von SO(n) mit dieser Struktur
einer Liegruppe die Spin-Gruppe Spin(n). Wir geben eine konkrete Konstruktion
dieser Gruppe in 24.4.7.21.

Vorschau 22.4.4.15. Die offensichtliche Operation von SU(n+ 1) auf der Sphäre
S2n+1 ist transitiv für n ≥ 1 und die Standgruppe des ersten Vektors der Stan-
dardbasis ist offensichtlich die Gruppe von Blockmatrizen diag(1, SU(n)). Wir
identifizieren sie kurzerhand mit SU(n) und erhalten nach 22.4.4.10 einen Iso-
morphismus

SU(n+ 1)/ SU(n)
∼→ S2n+1

Die lange exakte Homotopiesequenz ?? dieses Faserbündels liefert uns dann für
n ≥ 1 Isomorphismen π1(SU(n))

∼→ π1(SU(n + 1)). Das zeigt induktiv, daß die
Gruppen SU(n) alle einfach zusammenhängend sind. Mit der Iwasawa-Zerlegung
4.1.11.29 folgt, daß auch die Gruppen SL(n;C) einfach zusammenhängend sind.

22.4.4.16 (Ebene Geometrien). Unter einer ebenen Geometrie verstehen wir
eine zusammenhängende zweidimensionale Mannigfaltigkeit E mit einer ausge-
zeichneten Gruppe von Automorphismen K genannt Kongruenzen derart, daß es
für je zwei Paare (x, S) und (y, T ) bestehend aus einem Punkt und einem Strahl
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seines Tangentialraums genau zwei Kongruenzen gibt, die das eine Paar in das an-
dere Paar überführen. Wir zeigen, daß es bis auf Isomorphismus genau drei ebene
Geometrien gibt: Die euklidische Ebene, die Kugelschale alias shpärische Geo-
metrie S2 = O(3)/O(2), und das Hyperboloid alias die hyperbolische Geome-
trie O(2, 1)+/O(2). Dazu betrachten wir das Strahlbündel T1E von E alias den
Quotient des Komplements des Nullschnitts im Tangentialbündel nach R>0. Of-
fensichtlich ist es eine Mannigfaltigkeit, auf der die Untergruppe K+ ⊂ K der
orientierungserhaltenden Kongruenzen frei und transitiv operiert. Man kann nun
zeigen, daß die so von K+ geerbte Struktur einer Mannigfaltigkeit unser K+ zu
einer Liegruppe macht. Dann ist alsoG := K+ eine dreidimensionale zusammen-
hängende Liegruppe mit SO(2) als abgeschlossener Unterguppe und wir erhalten
E ∼= G/SO(2). Die Liealgebra g := LieG ist dann eine dreidimensionale reelle
Liealgebra mit einer Operation von S1 ∼= SO(2), die als reelle Darstellung von S1

isomorph ist zur Summe R⊕C der Einsdarstellung mit der offensichtlichen Dar-
stellung. Wir finden also eine Basis h, x, y von g mit [h, x] = y und [h, y] = −x
und dann notwendig [x, y] = αh mit α ∈ R. Durch Umskalieren können wir
α ∈ {1, 0,−1} erreichen. Dann erhalten wir g ∼= sl(2;R), g ∼= R n R2 bezie-
hungsweise g ∼= so(3;R) und landen nach einiger weiterer Argumentation bei
unseren drei ebenen Geometrien.

Übungen

Übung 22.4.4.17. Ist G eine Liegruppe und N ⊂ G ein abgeschlossener Normal-
teiler, so ist auch G/N eine Liegruppe. Hinweis: Man orientiere sich an 22.4.4.8.

Übung 22.4.4.18. Sind G ⊃ H ⊃ K eine Liegruppe mit abgeschlossenen Unter-
gruppen, so ist die offensichtliche Abbildung G/K � G/H eine glatte Submer-
sion. Ist K ein Normalteiler in H , so trägt G/K zusätzlich eine glatte Rechtsope-
ration von H/K. Später wird klar sein, daß wir so ein (H/K)-Hauptfaserbündel
erhalten.

Übung 22.4.4.19. Man zeige für einen R-Vektorraum V der Dimension n, daß
die Dimension der Graßmann’schen seiner m-dimensionalen Teilräume gegeben
wird durch die Formel

dim(Gr(m;V )) = m(n−m)

Übung 22.4.4.20. Ist ϕ : G → H ein stetiger Homomorphismus von Liegruppen
mit abgeschlossenem Bild, so induziert ϕ einen Isomorphismus von Liegruppen
(G/ kerϕ)

∼→ imϕ. Hinweis: 22.4.4.10. Auch hier ist wesentlich, daß G abzähl-
bar basiert ist.

Ergänzende Übung 22.4.4.21. Gegeben G ⊃ K eine Liegruppe mit einer kom-
pakten Untergruppe zeige man, daß die Abbildung G� G/K eigentlich ist.
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Übung 22.4.4.22. Gegeben ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum V
und ein Liegruppenhomomorphismus G → PGL(V ) erhalten wir durch Bilden
des Faserprodukts mit SL(V ) → PGL(V ) eine Hochhebung zu einem Liegrup-
penhomomorphismus G̃→ SL(V ) für eine Überlagerung G̃� G.

22.4.5 Abelsche Liegruppen
Lemma 22.4.5.1 (Charakterisierungen abelscher Liegruppen). Für eine zu-
sammenhängende Liegruppe sind gleichbedeutend:

1. Unsere Liegruppe ist abelsch;

2. Ihre Liealgebra ist abelsch;

3. Die Exponentialabbildung definiert einen Gruppenhomomorphismus von
der additiven Gruppe der Liealgebra in unsere Liegruppe;

4. Die Exponentialabbildung definiert einen surjektiven Gruppenhomomor-
phismus von der additiven Gruppe der Liealgebra in unsere Liegruppe.

Beweis. SeiG unsere Liegruppe. Wir erinnern das Korollar 22.3.6.17, wonach ein
Homomorphismus von einer zusammenhängenden Liegruppe in eine weitere Lie-
gruppe bereits durch sein Differential beim neutralen Element eindeutig festgelegt
wird. Wir beginnen mit (1) ⇔ (2) und bemerken dazu, daß für jede zusammen-
hängende Liegruppe gilt

G abelsch ⇔ Int g = id : G→ G ∀ g ∈ G
⇔ Ad g = id : LieG→ LieG ∀ g ∈ G
⇔ adX = 0 : LieG→ LieG ∀ X ∈ LieG
⇔ [X, Y ] = 0 ∀ X, Y ∈ LieG

Hier haben wir zweimal das Korollar 22.3.6.17 angewendet. Zum Nachweis der
Implikation (1) ⇒ (3) bemerken wir, daß für abelsches G und X, Y ∈ LieG
beliebig ja auch t 7→ exp(tX) exp(tY ) ein Gruppenhomomorphismus R → G
ist. Berechnen wir seine Geschwindigkeit bei t = 0, so folgt exp(tX) exp(tY ) =
exp(t(X +Y )) für alle t ∈ R und damit exp(X +Y ) = exp(X) exp(Y ). Die Ex-
ponentialabbildung ist also ein Gruppenhomomorphismus. Ihr Bild exp(LieG) ist
dann eine Untergruppe vonG, die offen ist, da sie eine offene Umgebung des neu-
tralen Elements umfaßt. Wegen G zusammenhängend folgt daraus exp surjektiv,
und das zeigt (3)⇒ (4). Schließlich ist (4)⇒ (1) offensichtlich.

Proposition 22.4.5.2 (Abelsche Liegruppen). Jede zusammenhängende abel-
sche Liegruppe ist isomorph zu genau einer Gruppe der Gestalt

S1 × . . .× S1 × R× . . .× R
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Beweis. Sei G unsere Liegruppe. Nach 22.4.4.20 und 22.4.5.1 induziert die Ex-
ponentialabbildung einen Diffeomorphismus LieG/ ker(exp)

∼→ G und der Kern
ker(exp) ⊂ LieG ist eine diskrete Untergruppe. Nun kann man die Klassifika-
tion 22.4.5.5 diskreter Untergruppen endlichdimensionaler reeller Vektorräume
anwenden, die im Anschluß diskutiert wird.

Ergänzung 22.4.5.3. Wir hätten diesen Satz auch für Matrixliegruppen bereits for-
mulieren und beweisen können. Dennoch sind dieser Satz und sein Beweis in
meinen Augen eine gute Illustration für die Kraft unserer neuen abstrakteren Me-
thoden.

22.4.5.4. Eine Untergruppe einer topologischen Gruppe ist diskret genau dann,
wenn es eine Umgebung des neutralen Elements gibt, die unsere Untergruppe nur
im neutralen Element trifft. Eine diskrete Untergruppe der additiven Gruppe eines
endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist abgeschlossen, da für eine beliebig
vorgegebene Norm jede Cauchy-Folge in unserer diskreten Untergruppe bis auf
endlich viele Glieder konstant sein muß.

Satz 22.4.5.5 (Diskrete Untergruppen reeller Vektorräume). Eine Untergrup-
pe der additiven Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist dis-
kret genau dann, wenn sie als Untergruppe von einer linear unabhängigen Teil-
menge unseres Vektorraums erzeugt wird.

Beweis. Das Gruppenerzeugnis einer linear unabhängigen Teilmenge ist offen-
sichtlich diskret. Um auch die andere Implikation zu zeigen, versehen wir unse-
ren endlichdimensionalen reellen Vektorraum V mit einem Skalarprodukt ( , )
und argumentieren durch Induktion über die Dimension. Nach 15.1.5.6 trifft un-
sere diskrete Untergruppe L ⊂ V jedes Kompaktum in einer endlichen Menge.
Ist L trivial, so ist der Satz klar. Sonst finden wir in L\0 einen Vektor v kürzester
Länge. Wir bezeichnen dann mit p : V � v⊥ die orthogonale Projektion auf das
orthogonale Komplement von v und behaupten, daß auch p(L) diskret ist. Sonst
finden wir nämlich in p(L)\0 Vektoren beliebig kleiner Länge. Gegeben a ∈ p(L)
hat jedoch sein Urbild in L die Gestalt

p−1(a) ∩ L = a+ cv + Zv mit |c| ≤ 1/2

Insbesondere hat a+ cv die quadrierte Länge ‖a+ cv‖2 ≤ ‖a‖2 + 1
4
‖v‖2, und für

0 < ‖a‖ < 1
2

erhielten wir Vektoren in L\0, die noch kürzer wären als v. Dieser
Widerspruch zeigt, daß p(L) diskret liegen muß. Nach Induktionsannahme finden
wir also linear unabhängige v̄1, . . . , v̄r ∈ v⊥, die p(L) erzeugen. Sind dann vi ∈ L
Urbilder der v̄i, so sind v, v1, . . . , vr linear unabhängig in V und erzeugen L.
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Die fetten Punkte stellen Elemente einer diskreten Untergruppe der
Verschiebungsgruppe der Papierebene dar, bezüglich des durch einen Kringel
markierten Ursprungs. Die Kreuzchen stellen Elemente der Projektion p(L)

unseres Gitters L auf den als gestrichelte Linie eingezeichneten Teilraum v⊥.
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Definition 22.4.5.6. Eine topologische Gruppe heißt ein Torus oder präziser ein
kompakter Torus genau dann, wenn sie isomorph ist zu einem Produkt von end-
lich vielen Kopien der Kreislinie S1. Die Zahl der benötigten Kopien ist nach
22.3.6.16 wohlbestimmt und heißt der Rang unseres Torus.

22.4.5.7. Nach der Klassifikation in 22.4.5.2 zusammenhängender abelscher Lie-
gruppen kann man Tori charakterisieren als abelsche kompakte zusammenhängen-
de Liegruppen.

Definition 22.4.5.8. Eine topologische Gruppe heißt topologisch zyklisch genau
dann, wenn es ein Element darin gibt, dessen Erzeugnis dicht liegt. Solch ein
Element heißt dann ein topologischer Erzeuger.

22.4.5.9. Nach 15.2.1.13 ist jede topologisch zyklische topologische Gruppe kom-
mutativ, da sie eben eine dichte kommutative Untergruppe hat.

Proposition 22.4.5.10. Jeder kompakte Torus ist topologisch zyklisch.

22.4.5.11. In 22.4.5.13 geben wir sogar die vollständige Klassifikation aller topo-
logisch zyklischen Liegruppen, aber für den weiteren Fortgang der Theorie ist das
nicht mehr von Belang.

Beweis. Wir zeigen genauer, daß für a = (a1, . . . , ak) ∈ Rk gleichbedeutend
sind:

(1) ā ∈ Rk/Zk ist kein topologischer Erzeuger;

(2) Die Elemente 1, a1, . . . , ak sind linear abhängig über Q;

(3) Es gibt einen surjektiven stetigen Homomorphismus von Liegruppen ϕ :
Rk/Zk � R/Z mit ϕ(ā) = 0̄.

Hier ist (3)⇒ (1) offensichtlich und (1)⇒ (3) ergibt sich, da der Quotient nach
dem Abschluß des Erzeugnisses von ā ja nach 22.4.5.2 ein nichttrivialer Torus
sein muß. Weiter muß jeder Morphismus wie in (3) die Gestalt

(b1, . . . , bk) 7→ n1b1 + . . .+ nkbk

haben für geeignete n1, . . . , nk ∈ Z, nicht alle Null wegen der Surjektivität, und
ϕ(ā) = 0̄ bedeutet dann n1a1 + . . . + nkak = n0 für ein n0 ∈ Z und damit
(2). Dasselbe Argument zeigt aber auch (2) ⇒ (3). Folglich ist in der Tat jeder
kompakte Torus topologisch zyklisch.

Ergänzung 22.4.5.12. Im Verlauf des vorhergehenden Beweises haben wir unter
anderem gezeigt, daß für a = (a1, . . . , ak) ∈ Rk genau dann Za + Zk in Rk
dicht liegt, wenn 1, a1, . . . , ak linear unabhängig sind über Q. Der Beweis dieser
Aussage im Rahmen der Lie-Theorie scheint mir besonders transparent.
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Lemma 22.4.5.13 (Topologisch zyklische kompakte Liegruppen). Eine kom-
pakte Liegruppe ist topologisch zyklisch genau dann, wenn sie abelsch ist mit
zyklischer Komponentengruppe.

22.4.5.14. Das Lemma wird in 22.5.5.11 noch gebraucht, wo wir zeigen, daß
der Zentralisator eines Torus in einer zusammenhängenden kompakten Liegrup-
pe stets zusammenhängend ist. Stärkere Aussagen, die im folgenden nicht mehr
gebraucht werden, faßt dann der anschließende Satz 22.4.5.15 zusammen.

Beweis. Jede topologisch zyklische Gruppe ist abelsch nach 15.2.1.13 und jeder
Quotient einer topologisch zyklischen Gruppe ist offensichtlich auch topologisch
zyklisch. Es bleibt zu zeigen, daß jede kompakte abelsche Liegruppe mit zykli-
scher Komponentengruppe topologisch zyklisch ist. Sei dazu G unsere Gruppe
und g ∈ G ein Repräsentant eines Erzeugers der Komponentengruppe G/G◦.
Diese Komponentengruppe ist endlich, sagen wir von der Ordnung |G/G◦| = m.
Es folgt gm ∈ G◦, und da G◦ ein Torus ist, finden wir a ∈ T mit am = gm. Indem
wir g durch a−1g ersetzen, dürfen wir also gm = 1 annehmen, und dann erhalten
wir einen Isomorphismus G◦× (G/G◦)

∼→ G vermittels der Abbildungsvorschrift
(b, ḡn) 7→ bgn. Ein topologischer Erzeuger dieses Produkts ist aber offensichtlich
jedes Paar (c, ḡ), bei dem wir c so wählen, daß cm ein topologischer Erzeuger von
G◦ wird. Das schließlich ist nach 22.4.5.10 stets möglich.

Satz 22.4.5.15 (Klassifikation topologisch zyklischer Liegruppen). Jede topo-
logisch zyklische Liegruppe ist entweder isomorph zu Z oder aber isomorph zu
S1 × . . . × S1 × Z/mZ für eine wohlbestimmte Zahl r ≥ 0 von Kopien von S1

und ein wohlbestimmtes m ≥ 1.

Beweis. Der kompakte Fall wurde bereits im Beweis von Lemma 22.4.5.13 voll-
ständig geklärt. Es bleibt zu zeigen, daß jede nichtkompakte topologisch zykli-
sche Liegruppe isomorph ist zu Z. Nach Übung 22.4.5.20 ist unsere Gruppe ja
isomorph zum Produkt ihrer Komponentengruppe mit ihrer Einskomponente. Die
Einskomponente muß ein kompakter Torus sein, da unsere Gruppe sonst einen
surjektiven Gruppenhomomorphismus auf die nicht topologisch zyklische Gruppe
R hätte. Desgleichen muß die Komponentengruppe zyklisch sein, und im nicht-
kompakten Fall muß die Komponentengruppe dann natürlich unendlich zyklisch
sein. Es ist jedoch leicht zu sehen, daß das Produkt eines nichttrivialen kompakten
Torus mit Z nicht topologisch zyklisch sein kann.

Übungen

Übung 22.4.5.16. Eine diskrete Untergruppe einer Hausdorffgruppe ist stets ab-
geschlossen. Hinweis: Sonst gäbe es einen Punkt außerhalb unserer Untergruppe
derart, daß jede seiner Umgebungen Punkte aus besagter Untergruppe enthält.
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Übung 22.4.5.17. Man bestimme alle stetigen Gruppenhomomorphismen zwi-
schen zwei beliebigen zusammenhängenden abelschen Liegruppen.

Ergänzende Übung 22.4.5.18 (Untergruppen reeller Vektorräume). Eine Un-
tergruppeL der additiven Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums
V ist abgeschlossen genau dann, wenn es in V eine linear unabhängige Familie
von Vektoren v1, . . . , vn gibt und ein k mit 0 ≤ k ≤ n und

L = Rv1 + . . .+ Rvk + Zvk+1 + . . .+ Zvn

Hinweis: Eine abgeschlossene Untergruppe ist stets glatt und ihre Einskomponen-
te L◦ ist abgeschlossen. Da V/L◦ die Quotiententopologie trägt, ist das Bild von
L darin auch abgeschlossen. Man mag auch elementar ohne alle Lietheorie mit
22.1.2.25 und 22.4.5.5 argumentieren.

Ergänzende Übung 22.4.5.19. Die diskreten Untergruppen von C× sind genau die
Gruppen, die von einer Einheitswurzel oder einer invertierbaren komplexen Zahl
außerhalb des Einheitskreises oder je einem Element dieser beiden Arten erzeugt
werden.

Übung 22.4.5.20 (Struktur abelscher Liegruppen). Man zeige, daß jede abel-
sche Liegruppe G isomorph ist zum Produkt ihrer Einskomponente G◦ mit ihrer
Komponentengruppe G/G◦, einer diskreten Gruppe. Hinweis: Man beschränke
sich der Einfachkeit halber auf den Fall, daß die Komponentengruppe endlich er-
zeugt ist. Wenn die entsprechenden Vorkenntnisse vorhanden sind, kann man sehr
elegant mit 17.6.6.5 und 17.6.5.6 argumentieren: Die exakte SequenzG◦ ↪→ G�
G/G◦ muß spalten, da G◦ divisibel und mithin eine injektive abelsche Gruppe ist.

22.4.6 Morphismen von Tori
22.4.6.1. Die Menge der stetigen Gruppenhomomorphismen von einer topologi-
schen Gruppe G nach S1 notieren wir

X(G) := GrpTop(G,S1)

und versehen sie wie in 13.3.10.21 mit der kompakt-offenen Topologie. Offen-
sichtlich bildet X(G) eine Untergruppe der Einheitengruppe des Rings C(G) mit
seiner punktweisen Verknüpfung. Wir notieren jedoch die Verknüpfung in X(G)
additiv in der Hoffnung, daß das anschaulicher wirkt. Elemente λ ∈ X(G) schrei-
ben wir in der Form eλ, wenn wir sie als komplexwertige Funktionen auffassen
und insbesondere, wenn wir sie als komplexwertige Funktionen addieren wollen,
so daß also im Ring C(G) gilt eλ+µ = eλ eµ. Gegeben ein stetiger Homomor-
phismus topologischer Gruppen ϕ : G → H induziert das Vorschalten von ϕ
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in der Gegenrichtung einen stetigen Homomorphismus abelscher topologischer
Gruppen

(◦ϕ) : X(H)→ X(G)

22.4.6.2. Ist G eine Liegruppe, so liefert für jeden stetigen Gruppenhomomor-
phismus χ : G → S1, ja sogar für jeden stetigen Gruppenhomomorphismus
χ : G → C×, das Differential gefolgt von der offensichtlichen Identifikation
T1C×

∼→ C eine R-lineare Abbildung deχ : LieG → C. Dann liefert er mit der
universellen Eigenschaft der Komplexifizierung auch eine C-lineare Abbildung
deχ : LieCG → C, also ein Element deχ ∈ (LieCG)∗ des Dualraums. Nach der
Produktregel ist χ 7→ deχ ein Gruppenhomomorphismus X(G)→ (LieCG)∗, und
man sieht auch leicht, daß er natürlich ist in G, daß also für jeden Homomorphis-
mus von Liegruppen ϕ : G→ H das Diagramm

X(H) → (LieCH)∗

↓ ↓
X(G) → (LieCG)∗

kommutiert, mit (◦ϕ) und dem Transponierten des komplexifizierten Differentials
(dϕ)> in den Vertikalen. Ist G zusammenhängend, so liefert die Vorschrift χ 7→
deχ sogar eine Injektion

X(G) ↪→ (LieCG)∗

Es ist dann üblich, diese Injektion schlicht als Einbettung einer Teilmenge zu den-
ken und zu schreiben und insbesondere deχ auch schlicht χ zu notieren.

Ergänzung 22.4.6.3. In der Fouriertheorie hatten wir für verschiedene kommu-
tative topologische Gruppen auch die Notation GrpTop(G,S1) = Ĝ eingeführt
und diese Menge als die Menge der unitären Charaktere von G bezeichnet. Im
nichtkommutativen Fall meint Ĝ jedoch meist die Menge der Isomorphieklassen
irreduzibler unitärer Darstellungen, und im Fall nichtkommutativer Gruppen sind
diese keineswegs alle eindimensional.

Lemma 22.4.6.4. Ist G eine topologische Gruppe und T ein Torus, so induziert
die offensichtliche Abbildung eine Bijektion zwischen den stetigen Gruppenhomo-
morphismen vonG→ T und den Morphismen abelscher Gruppen X(T )→ X(G)
in die Gegenrichtung, in Formeln eine Bijektion

X : GrpTop(G, T )
∼→ Ab(X(T ),X(G))

Beweis. Gilt die Aussage für zwei Tori T1 und T2, so auch für ihr Produkt T :=
T1 × T2. Es reicht also, den Fall T = S1 zu prüfen, und der ist evident.
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Ergänzung 22.4.6.5. Sind G und H abelsche lokal kompakte Hausdorff’sche to-
pologische Gruppen, so erhalten wir in derselben Weise eine Bijektion

GrpTop(G,H)
∼→ GrpTop(Ĥ, Ĝ)

mit Ĝ = X(G) der „Pontrjagin-dualen“ Gruppe.

Übungen

Übung 22.4.6.6 (Kompakte abelsche Liegruppen). Der Funktor X liefert sogar
eine Äquivalenz von Kategorien{

Kompakte abelsche
Liegruppen

}
∼→

{
Endlich erzeugte abelsche

diskrete Gruppen

}opp

Z 7→ X(Z)

Um das zu sehen, zeige man die Aussage des Lemmas 22.4.6.4 allgemeiner für
H eine nicht notwendig zusammenhängende kompakte abelsche Liegruppe. Hin-
weis: 22.4.5.20. Des weiteren prüfe man für jede zyklische, ja für jede endliche
kommutative GruppeE, daß es IsomorphismenE ∼= X(E) gibt. Diese sind jedoch
im allgemeinen unkanonisch.

Übung 22.4.6.7. Man zeige, daß eine Sequenz von kompakten abelschen Grup-
pen T ′ → T → T ′′ exakt ist genau dann, wenn die auf den Charaktergruppen
induzierte Sequenz X(T ′′)→ X(T )→ X(T ′) exakt ist. Hinweis: 22.4.6.6.
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22.5 Struktur kompakter Liegruppen

22.5.1 Maximale Tori in kompakten Liegruppen

Lemma 22.5.1.1. Seien K ⊃ N eine kompakte Liegruppe und eine abgeschlos-
sene normale Untergruppe. Sind N und K/N Tori, so ist auch K ein Torus.

22.5.1.2. Diese Aussage hätten wir auch schon viel früher zeigen können. Ich habe
sie hierher gestellt, weil sie erst hier beim Beweis des Satzes 22.5.1.7 über maxi-
male Tori gebraucht werden wird. Eine analoge Aussage gilt im nichtkompakten
Fall nicht mehr: Zum Beispiel finden wir in der Gruppe der unipotenten oberen
Dreiecksmatrizen mit drei Zeilen und Spalten einen Normalteiler, der isomorph
ist zur Liegruppe R, so daß der Quotient danach isomorph ist zur Liegruppe R2.
Dennoch ist unsere Gruppe von oberen Dreiecksmatrizen nicht kommutativ.

Beweis. Wäre K nicht zusammenhängend, so könnte auch K/N nicht zusam-
menhängend sein, etwa nach 15.2.2.11. Also ist K zusammenhängend und wir
müssen nach 22.4.5.1 und 22.4.5.7 nur zeigen, daß seine Liealgebra abelsch ist.
Nach 22.2.4.10 finden wir auf LieK ein (AdK)-invariantes Skalarprodukt. Das
liefert eine Zerlegung von LieK in ein Produkt von (AdK)-stabilen und damit
auch ad(LieK)-stabilen Teilräumen alias Idealen

LieK = LieN ⊕ (LieN)⊥

Die Projektion definiert nun aber offensichtlich einen Isomorphismus von Lieal-
gebren (LieN)⊥

∼→ Lie(K/N), woraus folgt, daß LieK abelsch ist.

Definition 22.5.1.3. Unter einem Torus in einer topologischen Gruppe versteht
man eine Untergruppe, die mit der induzierten Topologie ein Torus ist, genauer ein
kompakter Torus im Sinne von 22.4.5.6. Unter einem maximalen Torus versteht
man einen Torus, der nicht in einem anderen Torus echt enthalten ist.

Definition 22.5.1.4. Gegeben eine Gruppe G und darin eine Teilmenge T ⊂ G
setzen wir

ZG(T ) := {g ∈ G | gtg−1 = t ∀t ∈ T}

und nennen diese Untergruppe den Zentralisator von T in G.

Lemma 22.5.1.5. Der Zentralisator eines maximalen Torus T in einer kompakten
LiegruppeK hat als Einskomponente genau den besagten Torus selbst, in Formeln

ZK(T )◦ = T
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Vorschau 22.5.1.6. In 22.5.5.11 zeigen wir, daß in einer kompakten zusammen-
hängenden Liegruppe der Zentralisator eines Torus stets zusammenhängend sein
muß, so daß für K zusammenhängend sogar gilt ZK(T ) = T . Der Beweis die-
ses Resultats basiert jedoch auf dem Satz über maximale Tori 22.5.1.7, und unser
Lemma hinwiederum wird beim Beweis dieses Satzes gebraucht.

Beweis. Sei K unsere kompakte Liegruppe und T ⊂ K ein maximaler Torus.
In Formeln behauptet die Proposition ZK(T )◦ = T . Nach 22.3.6.21 reicht es,
Lie ZK(T ) = LieT zu zeigen. Für jedes x ∈ Lie ZK(T ) ist aber R × T → K,
(a, t) 7→ exp(ax)t ein Gruppenhomomorphismus, und hätten wir x 6∈ LieT , so
wäre das Bild dieses Gruppenhomomorphismus eine zusammenhängende abel-
sche Untergruppe von K, die T echt umfaßt. Der Abschluß dieses Bildes wäre
dann zusätzlich kompakt und immer noch abelsch und damit nach 22.4.5.2 ein
Torus. Dieser Torus müßte T echt umfassen, und dann könnte T nicht maximal
gewesen sein.

Satz 22.5.1.7 (über maximale Tori). In einer kompakten zusammenhängenden
Liegruppe gehört jedes Element zu einem maximalen Torus und je zwei maximale
Tori sind konjugiert.

Beispiel 22.5.1.8. In der Gruppe U(n) bilden die unitären Diagonalmatrizen einen
maximalen Torus, und man zeigt leicht direkt, daß in diesem Fall je zwei maxi-
male Tori konjugiert sind: Das Argument geht davon aus, daß eine Menge von
paarweise kommutierenden diagonalisierbaren Matrizen stets simultan diagonali-
sierbar ist nach Übung 4.7.8.10. Wenn wir eine Basis aus simultanen Eigenvek-
toren wählen, liegt unsere Untergruppe in der Menge der bezüglich dieser Basis
diagonalen Matrizen.

Beweis. Sei K unsere zusammenhängende kompakte Liegruppe. Aus Dimensi-
onsgründen gibt es in K einen maximalen Torus T . Wir zeigen im folgenden

K =
⋃
g∈K

gTg−1

Der Satz folgt, denn ist dann S ⊂ K ein weiterer maximaler Torus, so finden wir
nach 22.4.5.10 einen topologischen Erzeuger s ∈ S und ein g ∈ K mit s ∈ gTg−1

und damit S ⊂ gTg−1 und so S = gTg−1. Es bleibt also wie oben in Formel-
sprache behauptet zu zeigen, daß die Konjugierten eines festen maximalen Torus
bereits die ganze Gruppe überdecken. Das zeigen wir durch vollständige Indukti-
on über die Dimension unserer Gruppe. Der Fall einer nulldimensionalen Gruppe
ist klar. Ist ganz allgemein Z ⊂ K das Zentrum und Z◦ seine Einskomponente,
so ist TZ◦ nach 22.4.5.7 ein Torus und es folgt T ⊃ Z◦. Nach 22.5.1.1 ist dann
auch T/Z◦ ⊂ K/Z◦ ein maximaler Torus, und ist Z◦ nicht trivial, so folgt unsere
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Dies Bild soll illustrieren, daß in der Gruppe SO(3) aller Drehungen des Raums
je zwei maximale Tori konjugiert sind. In der Tat ist in dieser Gruppe jeder

maximale Torus eindimensional und besteht aus den Drehungen zu einer festen
Drehachse. Je zwei maximale Tori sind dann konjugiert, da eben je zwei

Drehachsen ihrerseits durch eine Drehung ineinander überführt werden können,
wie im Bild durch den gestrichelten Pfeil angedeutet.
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Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung. Wir dürfen also Z◦ trivial alias Z
diskret und damit endlich annehmen und dürfen auch annehmen, daß K positive
Dimension hat, also nicht nur aus einem Punkt besteht. Unter diesen Vorausset-
zungen behaupten wir nun zunächst⋃

g∈K

g(T\Z)g−1 = K\Z (∗)

Haben wir das gezeigt, so gehen wir auf beiden Seiten zum Abschluß in K über.
Der Abschluß der rechten Seite ist sicher K. Der Abschluß von T\Z ist T , da in
einer kompakten Gruppe positiver Dimension auch jeder maximale Torus positive
Dimension haben muß, was man etwa daran erkennt, daß der Abschluß des Bil-
des jeder Einparameteruntergruppe ein Torus ist. Der Abschluß der linken Seite
umfaßt also

⋃
g∈K gTg

−1. Er muß aber sogar mit dieser Vereinigung zusammen-
fallen, da sie abgeschlossen ist als Bild einer stetigen Abbildung K × T → K
von einem Kompaktum in einen Hausdorffraum. Es reicht also, wenn wir aus der
Induktionsvoraussetzung unsere Behauptung (∗) folgern unter der zusätzlichen
Annahme, daß K endliches Zentrum hat und nicht nur aus einem Punkt besteht.
Nach 22.4.5.1 hat dann K mindestens die Dimension zwei und insbesondere ist
nach 15.1.4.13 mit K auch K\Z zusammenhängend. Es reicht also, wenn wir
zeigen, daß ⋃

g∈K

g(T\Z)g−1

sowohl offen als auch abgeschlossen ist inK\Z. Daß es abgeschlossen ist inK\Z
folgt aus der Identität

⋃
g∈K

g(T\Z)g−1 =

(⋃
g∈K

gTg−1

)
\Z

zusammen mit unserer Erkenntnis von eben, daß die Vereinigung auf der rechten
Seite abgeschlossen ist in K. Um zu zeigen, daß es auch offen ist, müssen wir
nur für jeden Punkt t ∈ T\Z nachweisen, daß eine ganze Umgebung von t zu⋃
g∈K g(T\Z)g−1 gehört. Da t nicht im Zentrum von K liegt, dürfen wir auf die

Einskomponente seines Zentralisators H := ZK(t)◦ die Induktionsvoraussetzung
anwenden und finden erstH =

⋃
g∈H gTg

−1 und als Folgerung dann auchH\Z =⋃
g∈H g(T\Z)g−1. Nun betrachten wir die Abbildung

K × (H\Z) → K
(g , h) 7→ ghg−1

und sind fertig mit dem Umkehrsatz, wenn wir nur zeigen können, daß sie an der
Stelle (1, t) surjektives Differential hat. Gleichbedeutend können wir natürlich
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zeigen, daß die Abbildung K ×H → K, (g, h) 7→ t−1gthg−1 an der Stelle (1, 1)
surjektives Differential hat. Nun ist aber dieses Differential gerade die Abbildung

LieK × LieH → LieK
(x , y) 7→ (Ad t−1)(x) + y − x

und nach 22.4.1.21 wissen wir um die Gleichung

LieH = ker(Ad t− id) = ker(Ad t−1 − id)

Andererseits ist Ad t diagonalisierbar über C nach 22.2.4.10, es muß ja auch auf
der Restriktion der adjungierten Darstellung von K auf T ein T -invariantes Ska-
larprodukt geben, und bezüglich dieses Skalarprodukts ist Ad t dann sogar unitär.
Ebenso ist auch (Ad t)−1− id über C diagonalisierbar. Für jeden diagonalisierba-
ren Endomorphismus f eines endlichdimensionalen reellen oder komplexen Vek-
torraums V gilt aber V = ker f ⊕ im f . Diese Identität wenden wir an auf die
Komplexifizierung V = LieCK der Liealgebra von K mit f = (Ad t)−1− id und
folgern die Surjektivität unseres Differentials zunächst nach Komplexifizierung,
aber damit dann auch schon auf LieK selbst.

Korollar 22.5.1.9. In einer kompakten zusammenhängenden Liegruppe ist das
Zentrum der Schnitt aller maximalen Tori.

Beweis. Jedes Element des Zentrums liegt in einem maximalen Torus, also in
jedem dazu konjugierten Torus, also in jedem maximalen Torus. Liegt umgekehrt
ein Element in jedem maximalen Torus, so kommutiert es mit jedem Element
jedes maximalen Torus.

Übungen

Übung 22.5.1.10. Die maximalen abelschen Unteralgebren der Liealgebra einer
kompakten Liegruppe sind genau die Liealgebren der maximalen Tori.
Übung 22.5.1.11. Eine maximale abelsche Unteralgebra einer Liealgebra liefert
eine maximale abelsche Unteralgebra unter jeder Erweiterung des Grundkörpers.

22.5.2 Klassifikation im Rang Eins
Satz 22.5.2.1 (Kompakte Liegruppen vom Rang Eins). Jede zusammenhängen-
de kompakte Liegruppe mit eindimensionalen maximalen Tori ist isomorph zu ge-
nau einer der drei Liegruppen SO(3), SU(2) oder S1.

22.5.2.2. Die nach 22.5.1.7 wohldefinierte Dimension eines maximalen Torus in
einer kompakten Liegruppe heißt auch der Rang unserer kompakten Liegruppe,
daher der Name des Satzes. Im folgenden notieren wir für jede Liegruppe G ihre
komplexifizierte Liealgebra im Sinne von 22.2.2.13 mit LieCG.
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Beweis. Sei K unsere Gruppe. Wir nehmen dimK > 1 an und müssen zeigen,
daßK isomorph ist zu SO(3) oder zu SU(2). Wir zeigen zunächst dimK = 3. Sei
dazu T ⊂ K ein maximaler Torus und g := LieCK die komplexifizierte Liealge-
bra. Die komplexe Konjugation induziert eine schieflineare Involution c : g → g,
deren Invarianten in natürlicher Weise mit der ursprünglichen Liealgebra LieK
selbst identifiziert werden können. Jetzt zerlegen wir g unter der adjungierten
Operation des maximalen Torus wie in 22.2.5.9 in Gewichtsräume

g =
⊕

α∈X(T )

gα

In Formeln haben wir also gα = {X ∈ g | (Ad t)(X) = α(t)X ∀t ∈ T}. Hier
gilt [gα, gβ] ⊂ gα+β , wie der Leser unschwer nachrechnet. Weiter gilt die Formel
c(gα) = g−α, denn für X ∈ gα und alle t ∈ T haben wir notwendig

(Ad t)(c(X)) = c(Ad t)X
= c(α(t)X)
= α(t)−1c(X)

Hier verwenden wir, daß α(t) stets eine komplexe Zahl auf dem Einheitskreis
ist, und für diese fällt das Inverse mit dem komplex Konjugierten zusammen. Da
unser maximaler Torus nach 22.5.1.5 zumindest die Einszusammenhangskompo-
nente seines eigenen Zentralisators ist – daß unser maximaler Torus sogar genau
sein eigener Zentralisator ist, zeigen wir erst später – folgt mit 22.4.1.22 zunächst
LieT = Lie ZK(T ) = {X ∈ LieK | (Ad t)(X) = X ∀t ∈ T} und dann auch
in der Komplexifizierung g0 = LieC T . Ist die Dimension unserer Gruppe größer
als Eins, so gibt es folglich mindestens ein α ∈ X(T )\0 mit gα 6= 0 6= g−α.
Jetzt wählen wir einen Erzeuger γ der Charaktergruppe X(T ) unseres maxima-
len Torus und m > 0 kleinstmöglich mit gmγ 6= 0. Wählen wir dann X ∈ gmγ
von Null verschieden, so haben wir [X, c(X)] 6= 0, da sonst die c-Invarianten in
CX ⊕ Cc(X) eine zweidimensionale abelsche Unteralgebra von LieK bildeten,
im Widerspruch zu 22.5.1.10. Also ist [X, c(X)] eine Basis von g0. Jetzt betrach-
ten wir in g den Untervektorraum

V = Cc(X)⊕
⊕
n≥0

gnγ

Er ist offensichtlich stabil unter adX und ad c(X), folglich hat der Kommutator
[adX, ad c(X)] = ad[X, c(X)] Spur Null auf V , und damit auch ad(H) für alle
H ∈ LieC T . Bezeichnen wir der Einfachheit halber das Differential von γ auch
mit γ : LieT → C, so erhalten wir für alle H ∈ LieT nach 22.4.6.2 die Identität

0 = tr(adH : V → V ) = −mγ(H) +
∑
n≥m

nγ(H) dimC(gnγ)
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Versuch einer graphischen Darstellung dessen, was wir über g ⊃ V in der Mitte
des Beweises von 22.5.2.1 wissen. Die fetten Punkte stellen Basisvektoren von g
dar, die fetten Punkte in einer Vertikalen Basisvektoren eines Gewichtsraums gα.
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Daraus folgt sofort dim gmγ = 1 und dim gnγ = 0 für n > m. Wenden wir
dieselbe Überlegung mit −γ an statt mit γ, oder beachten wir alternativ unsere
Symmetrie c, so erhalten wir dimC g = 3 wie gewünscht. Andererseits wissen
wir, daß LieK triviales Zentrum hat, da ja nach 22.5.1.10 jede maximale abelsche
Unteralgebra von LieK eindimensional ist, so daß also die maximalen abelschen
Unteralgebren von LieK genau die eindimensionalen Teilräume sind. Die adjun-
gierte Darstellung

K → GL(LieK)

hat nach 22.4.1.17 also injektives Tangential. Wählen wir mithilfe von 22.2.4.10
ein K-invariantes Skalarprodukt auf LieK, so hat durch Dimensionsvergleich der
induzierte Homomorphismus

K → SO(LieK)

bijektives Tangential beim neutralen Element und ist folglich eine stetige Surjek-
tion mit diskretem, also endlichem Kern. Ist diese Surjektion ein Isomorphismus,
so gilt K ∼= SO(3) und wir sind fertig. Sonst wenden wir das im Anschluß bewie-
sene Lemma 22.5.2.3 an und sind auch fertig.

Lemma 22.5.2.3. Sei K eine kompakte zusammenhängende Liegruppe. Gibt es
einen surjektiven stetigen Homomorphismus mit endlichem Kern ϕ : K � SO(3),
so gilt K ∼= SU(2) oder K ∼= SO(3).

22.5.2.4. Ich gebe drei verschiedene Beweise. Der erste baut nur auf in dieser Vor-
lesung bereits bewiesenen Resultaten auf, die anderen setzen jeweils verschiedene
zusätzliche Kenntnisse voraus.

Erster Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

LieK ∼ //

exp

��

Lie SO(3)

exp

��
K

ϕ // // SO(3)

Die Exponentialabbildung ist für zusammenhängende kompakte Liegruppen nach
22.5.1.7 stets surjektiv. Aus der expliziten Beschreibung der Exponentialabbildung
der Drehgruppe in 22.1.2.27 erkennt man, daß das Urbild exp−1(id) ⊂ Lie SO(3)
bezüglich eines geeigneten Skalarprodukts eine disjunkte Vereinigung von kon-
zentrischen Kugelschalen S0 ∪ S1 ∪ S2 ∪ . . . der Radien 0, 1, 2, . . . ist, wobei S0

nur aus dem Ursprung besteht, aber doch noch als „entartete Kugelschale“ durch-
gehen mag. Unter exp : LieK → K müssen alle diese Kugelschalen oder genauer
deren Urbilder Sg

n ⊂ LieK jeweils auf einen einzigen Punkt der diskreten Unter-
gruppe kerϕ abgebildet werden, und die Vereinigung dieser Bilder ist auch ganz
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kerϕ. Insbesondere geht die Kugelschale Sg
1 mit Radius Eins auf einen einzigen

Punkt z ∈ K. Durch diesen Punkt z laufen notwendig alle nichtkonstanten Ein-
parameteruntergruppen γ von K, ja es gibt für jedes derartige nichtkonstante γ
sogar ein t mit γ(t) = z = γ(−t), und das zeigt sofort z2 = e. Induktiv folgt
exp(Sg

n) = zn. Die einzig möglichen Fälle sind also | kerϕ| = 1 und | kerϕ| = 2.
Im ersten Fall ist ϕ ein Isomorphismus. In jedem Fall mag man einen surjektiven
stetigen Gruppenhomomorphismus φ : SU(2)� SO(3) wählen und die Liegrup-
pe H = {(g, s) ∈ K×SU(2) | ϕ(g) = φ(s)} betrachten mitsamt dem offensicht-
lichen stetigen Gruppenhomomorphismus H → SO(3). Die Einskomponente H◦

von H paßt in ein kommutatives Diagramm von Liegruppen der Gestalt

H◦

||xxxxxxxxx

$$JJJJJJJJJJ

��

K

""EEEEEEEEE SU(2)

zzuuuuuuuuu

SO(3)

Auf den Liealgebren induzieren alle Morphismen dieses Diagramms Isomorphis-
men, folglich sind alle Morphismen dieses Diagramms surjektiv. Da aber der Kern
der Vertikale H◦ → SO(3) nach unseren bisherigen Erkenntnissen, nun ange-
wandt auf H◦ statt auf K, auch höchstens zwei Elemente haben kann, müssen im
zweiten Fall die oberen schrägen Pfeile beide Isomorphismen sein. Wir folgern
K ∼= H◦ ∼= SU(2).

Zweiter Beweis. Dieser Beweis setzt Kenntnisse in Überlagerungstheorie voraus.
Da die Sphäre SU(2) ∼= S3 einfach wegzusammenhängend ist nach 16.1.2.23,
und da K � SO(3) sicher eine Überlagerung ist, existiert nach 16.3.4.13 ein
Lift von s : SU(2) → SO(3) zu einer stetigen Abbildung s̃ : SU(2) → K
mit 1 7→ 1. Wir zeigen, daß dieser Lift ein Gruppenhomomorphismus ist. In der
Tat sind aber sowohl m ◦ (s̃ × s̃) als auch s̃ ◦ m Lifts der Abbildung s ◦ m :
SU(2) × SU(2) → SO(3) mit (1, 1) 7→ 1 und stimmen folglich überein. Da der
Kern eines und jedes surjektiven Gruppenhomomorphismus SU(2)→ SO(3) aus
zwei Elementen besteht, muß in der Sequenz SU(2) � K � SO(3) einer der
beiden Pfeile ein Isomorphismus sein.

Dritter Beweis. Dieser Beweis setzt zusätzliche Kenntnisse über Darstellungs-
theorie voraus, genauer die Tatsache, daß nach 15.4.7.7 außer dem Neutralen je-
des Element einer kompakten topologischen Gruppe auch auf mindestens einer
stetigen endlichdimensionalen Darstellung nichttrivial operiert. Ist unsere Surjek-
tion K � SO(3) kein Isomorphismus, so hat K nach 15.4.7.7 auch irreduzible
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Darstellungen, die nicht von irreduziblen Darstellungen von SO(3) herkommen.
Wegen der Klassifikation der Darstellungen der Liealgebra hat K also eine ir-
reduzible Darstellung gerader Dimension. Darin ist die von exp(LieK) erzeugte
Untergruppe aber nach 22.1.3.13 isomorph zu SU(2) und wir erhalten so einen ste-
tigen Gruppenhomomorphismus K → SU(2). Dieser muß bijektiv sein, da sonst
K nach 15.4.7.7 auch irreduzible Darstellungen besitzen müßte, die nicht von irre-
duziblen Darstellungen von SU(2) herkommen. Die einfachen Darstellungen der
SU(2) liefern jedoch bereits alle einfachen endlichdimensionalen Darstellungen
seiner komplexifizierten Liealgebra.

22.5.3 Weylgruppen kompakter Liegruppen
Satz 22.5.3.1 (Starrheit kompakter Tori). Seien S und T kompakte Tori und sei
ϕ : Z → GrpTop(S, T ) eine durch einen zusammenhängenden topologischen
Raum Z parametrisierte Familie stetiger Gruppenhomomorphismen S → T , die
stetig vom Parameter z ∈ Z abhängt in dem Sinne, daß die induzierte Abbildung
Z × S → T stetig ist. So ist unsere Familie ϕ konstant.

22.5.3.2. Der Satz gilt mit demselben Beweis für beliebige kompakte abelsche
Liegruppen, aber der Fall von Tori ist für das Weitere besonders wichtig. Eine
gewisse Intuition mag 13.2.7.29 geben.

Beweis. Gegeben z ∈ Z bezeichnen wir den zugehörigen Homomorphismus mit
ϕz : S → T . Für beliebige s ∈ S, t ∈ T ist

Zs,t := {z ∈ Z | ϕz(s) = t}

abgeschlossen in Z. Für n ≥ 1 betrachten wir nun in einer beliebigen Gruppe
G die Teilmenge G[n] := {g ∈ G | gn = 1} aller Elemente, deren Ordnung
n teilt. In unserem Fall sind S[n] und T [n] endlich und jeder Gruppenhomomor-
phismus schickt sicher S[n] nach T [n]. Für s ∈ S[n] haben wir also eine endliche
Zerlegung in abgeschlossene Teilmengen

Z =
⋃

t∈T [n]

Zs,t

Da Z zusammenhängend ist, muß für s ∈ S von endlicher Ordnung also ϕz(s)
unabhängig sein von z. Da jedoch die Elemente endlicher Ordnung in unserem
Torus S dicht liegen, folgt daraus, daß ϕz unabhängig ist von z.

Definition 22.5.3.3. Der Normalisator einer Untergruppe H in einer Gruppe G
ist definiert als die Untergruppe NG(H) := {g ∈ G | gHg−1 = H} von G.
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Proposition 22.5.3.4. Gegeben S ⊂ G ein Torus in einer topologischen Gruppe
liegt die Einszusammenhangskomponente seines Normalisators bereits in seinem
Zentralisator, in Formeln

(NGS)◦ ⊂ ZGS

Beweis. Wir wenden Proposition 22.5.3.1 über die Starrheit von Tori an auf die
Abbildung ϕ : (NGS)◦ → GrpTop(S, S), g 7→ int g und folgern int g konstant,
also int g = int e = idS für alle g ∈ (NGS)◦.

Definition 22.5.3.5. Die Weylgruppe W = W(K,T ) einer kompakten Liegrup-
pe, genauer eines PaarsK ⊃ T bestehend aus einer kompakten Liegruppe mitsamt
einem maximalen Torus, ist der Quotient des Normalisators unseres Torus nach
dem Torus selbst, in Formeln

W = (NKT )/T

Beispiel 22.5.3.6. Der Normalisator des maximalen Torus T aller Diagonalma-
trizen in der unitären Gruppe U(n) besteht genau aus allen Matrizen, die die si-
multanen Eigenräume C eν unserer Diagonalmatrizen permutieren, als da heißt
aus allen unitären Matrizen, die in jeder Zeile und Spalte genau einen von Null
verschiedenen Eintrag haben. In diesem Fall bilden die Permutationsmatrizen ein
Repräsentantensystem für die Weylgruppe.
Beispiel 22.5.3.7. Im Fall der Drehgruppe SO(3) besteht ein maximaler Torus aus
allen Drehungen um eine feste Achse und sein Normalisator aus allen Drehungen,
die besagte Achse in sich selber überführen, aber nicht notwendig punktweise
festhalten. Die Weylgruppe besteht aus zwei Elementen, und Repräsentanten des
nicht neutralen Elements sind alle Drehungen, die besagte Achse „auf den Kopf
stellen“.

Korollar 22.5.3.8. Ist K eine kompakte Liegruppe und T ⊂ K ein maximaler
Torus, so ist die Weylgruppe W = (NKT )/T endlich.

Bweis. Wir haben (NKT )◦ = (ZKT )◦ = T nach 22.5.3.4 und 22.5.1.5, folglich
ist (NKT )/T diskret als topologischer Raum. Dieser Raum ist jedoch auch kom-
pakt und folglich endlich.

Übungen

Übung 22.5.3.9. Gegeben eine endlichdimensionale stetige Darstellung V einer
Liegruppe G und ein Torus T ⊂ G induziert die Operation seines Normalisators
NGT durch Konjugation auf T natürlich eine Operation von NGT auf der Cha-
raktergruppe X(T ). Man zeige für die Gewichtsräume von V unter T aus 22.2.5.9
die Formel

nVχ = Vnχ für alle n ∈ NG(T ) und χ ∈ X(T ).
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22.5.4 Gitterspiegelungsgruppen
Definition 22.5.4.1. Eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe X nennen wir
ein Gitter. Unter einer Gitterspiegelung oder kurz Spiegelung verstehen wir
einen Automorphismus eines Gitters s : X

∼→ X derart, daß sein Quadrat die
Identität ist und die Untergruppe der Elemente, die auf ihr Negatives gehen, un-
endlich zyklisch, in Formeln s2 = idX und X−s ∼= Z. Unter einer Wurzel zu
einer Gitterspiegelung verstehen wir ein Element unseres Gitters α ∈ X derart,
daß sich jeder Punkt unseres Gitters von seinem Spiegelbild um ein ganzzahliges
Vielfaches des besagten Elements unterscheidet, in Formeln sλ−λ ∈ Zα ∀λ ∈ X .

22.5.4.2 (Gitterspiegelungen, Wurzeln und Kowurzeln). Ist X ein Gitter und
s : X → X eine Gitterspiegelung und α ∈ X eine Wurzel zu s, so gibt es genau
einen Gruppenhomomorphismus α∨ : X → Z, sprich „Alpha Tschek“, mit

sλ = λ− 〈λ, α∨〉α ∀λ ∈ X

Hier verwenden wir für das Auswerten von χ ∈ X∗ = Hom(X,Z) auf λ ∈ X
die symmetrischere Notation χ(λ) = 〈λ, χ〉. Unser α∨ heißt die Kowurzel zur
Wurzel α der Spiegelung s. Wegen sα = −α gilt stets 〈α, α∨〉 = 2. Umgekehrt
ist auch für jedes Paar (α, α∨) mit α ∈ X und α∨ ∈ X∗ und 〈α, α∨〉 = 2 die
Abbildung sα,α∨ : λ 7→ λ − 〈λ, α∨〉α eine Gitterspiegelung. Das Negative einer
Wurzel zu einer Gitterspiegelung ist stets wieder eine Wurzel zu derselben Git-
terspiegelung. Zu jeder Gitterspiegelung s gibt es mindestens zwei und höchstens
vier Wurzeln: Genauer sind die beiden Erzeuger der unendlich zyklischen Gruppe
X−s aller Vektoren λ ∈ X mit sλ = −λ stets mögliche Wurzeln, und nehmen die
zugehörigen Kowurzeln auf X nur gerade Werte an, so sind die Doppelten besag-
ter Erzeuger auch noch mögliche Wurzeln. Damit sind dann aber auch bereits alle
Möglichkeiten ausgeschöpft.

Definition 22.5.4.3. Eine endliche Gitterspiegelungsgruppe ist eine endliche
Gruppe von Automorphismen eines Gitters, die von Spiegelungen erzeugt wird.
Eine stabile Wurzelwahl für eine endliche Gitterspiegelungsgruppe ist eine Teil-
menge des zugrundeliegenden Gitters, die (1) stabil ist unter der Spiegelungsgrup-
pe, die (2) aus Wurzeln zu Spiegelungen der Spiegelungsgruppe besteht und die
(3) zu jeder Spiegelung der Spiegelungsgruppe genau zwei Wurzeln enthält, von
denen die Eine dann natürlich die Negative der Anderen sein muß.

Ergänzung 22.5.4.4. In der Literatur trifft man statt endlichen Gitterspiegelungs-
gruppen mit stabiler Wurzelwahl meist das äquivalente Konzept eines Wurzelda-
tums an. Darunter versteht man ein Datum

(X,R,X∨, R∨, φ, τ)
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Eine Gitterspiegelung, zu der es vier Wurzeln gibt.

Eine Gitterspiegelung, zu der es nur zwei Wurzeln gibt.
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bestehend aus zwei Gittern X,X∨, einer bilinearen Abbildung φ : X ×X∨ → Z,
die das eine Gitter mit dem Dualen des Anderen identifiziert und üblicherweise
(λ, ν) 7→ 〈λ, ν〉 notiert wird, sowie endlichen Teilmengen R ⊂ X und R∨ ⊂ X∨

mitsamt einer Bijektion τ : R
∼→ R∨, die üblicherweise α 7→ α∨ notiert wird, so

daß gilt 〈α, α∨〉 = 2 ∀α ∈ R und β ∈ R ⇒ β − 〈β, α∨〉α ∈ R und β∨ ∈ R∨ ⇒
β∨ − 〈α, β∨〉α∨ ∈ R∨ und α ∈ R⇒ 2α 6∈ R und α∨ ∈ R∨ ⇒ 2α∨ 6∈ R∨. Diese
Begrifflichkeit hat den Vorteil, eine zusätzliche Symmetrie sichtbar zu machen in
dem Sinne, daß unmittelbar klar wird, was unter dem dualen Wurzeldatum zu
verstehen ist. Jedes derartige Wurzeldatum liefert eine Gitterspiegelungsgruppe
auf dem GitterX mit Spiegelungen λ 7→ λ−〈λ, α∨〉α und stabiler WurzelwahlR,
und umgekehrt können wir aus den Spiegelungen und Wurzeln R auch unschwer
unser Wurzeldatum zurückgewinnen.

Ergänzung 22.5.4.5. Ein minimalistischer Zugang besteht darin, ein Wurzeldatum
zu erklären als ein Tripel (X,R, τ) bestehend aus einer endlich erzeugten freien
abelschen Gruppe X , einer Teilmenge R ⊂ X und einer Injektion τ : R ↪→ X∨

in die duale Gruppe derart, daß die offensichlichen Eigenschaften erfüllt sind.

Übungen

Übung 22.5.4.6. Die Transponierte einer Gitterspiegelung ist stets eine Gitter-
spiegelung des dualen Gitters und jedes Paar von Wurzel und Kowurzel zu einer
Gitterspiegelung ist ein Paar von Kowurzel und Wurzel zu ihrer Transponierten.

22.5.5 Struktur der kompakten Liegruppen
Definition 22.5.5.1. Gegeben K ⊃ T eine kompakte Liegruppe mit einem maxi-
malen Torus erklärt man das zugehörige Wurzelsystem

R(K,T ) ⊂ X(T )

als die Menge R(K,T ) := PT (LieCK)\0 aller von Null verschiedenen Gewichte
der komplexifizierten Liealgebra von K unter der adjungierten Operation von T .

Beispiel 22.5.5.2 (Wurzelsystem der unitären Gruppen). Wir besprechen den
Fall der unitären Gruppen K = U(n). Als maximalen Torus T können wir nach
22.5.1.8 etwa die unitären Diagonalmatrizen nehmen. Eine Basis des Charakter-
gitters X(T ) über Z bilden die εi : T → S1, die jeder unitären diagonalen Matrix
ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnen, für 1 ≤ i ≤ n. Die Operation der Weyl-
gruppe auf dem Charaktergitter identifiziert unsere Weylgruppe nach 22.5.3.6 mit
der Gruppe aller Permutationen der εi und wir erhalten so einen kanonischen Iso-
morphismus W ∼→ Sn. Die Einbettung Lie U(n) ↪→ Mat(n;C) führt zu einem
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Die Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl zu U(2). In diesem Fall
haben wir zwei Wurzeln, die als Pfeile eingezeichnet sind, und die

Gitterspiegelungsgruppe besteht aus dem neutralen Element und der anschaulich
orthogonalen Spiegelung an der zu den Wurzeln senkrechten Geraden durch den

Ursprung.
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Isomorphismus LieC U(n)
∼→ Mat(n;C) von Liealgebren, etwa nach 22.2.2.13,

da ja Lie U(n) die Fixpunktmenge einer schieflinearen Involution auf Mat(n;C)
ist. Als Wurzelsystem ergibt sich so die Menge

R(U(n), T ) = {εi − εj | i 6= j}

Der zur Wurzel α = εi − εj gehörende Wurzelraum (LieC U(n))α entspricht un-
ter unserer Identifikation mit den quadratischen Matrizen der Gerade CEij aller
Matrizen, denen nur in Zeile i und Spalte j ein von Null verschiedener Eintrag
erlaubt ist.

Satz 22.5.5.3 (Klassifikation der zusammenhängenden kompakten Liegrup-
pen). Ordnen wir jeder zusammenhängenden kompakten Liegruppe die Charak-
tergruppe eines maximalen Torus zu mitsamt der Operation der zugehörigen Weyl-
gruppe und dem zugehörigen Wurzelsystem, so erhalten wir eine Bijektion auf
Isomorphieklassen{

Zusammenhängende
kompakte Liegruppen

}
∼→

{
Endliche Gitterspiegelungsgruppen

mit stabiler Wurzelwahl

}
K 7→ W(K,T )# X(T ) ⊃ R(K,T )

22.5.5.4. Eine zusammenhängende kompakte Liegruppe mit einem ausgezeich-
neten maximalen Torus nennen wir eine torierte zusammenhängende kompakte
Liegruppe. Die zugehörige Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl nen-
nen wir ihr Gitterdatum.

22.5.5.5. Da nach 22.5.1.7 je zwei maximale Tori einer kompakten Liegruppe
zueinander konjugiert sind, hängt unsere Abbildung nicht von der Wahl eines ma-
ximalen Torus ab. Im folgenden zeigen wir zunächst nur, daß die im Satz erklärte
Abbildungsvorschrift in der Tat eine Abbildung zwischen den angegebenen Men-
gen liefert, und auch das steht verstreut an verschiedenen Stellen. Wendet man
22.5.3.9 auf die adjungierte Darstellung an, so folgt schon einmal, daß die Weyl-
gruppe die Wurzeln permutiert. Demnächst zeigen wir als Proposition 22.5.5.14,
daß jede Wurzel des Wurzelsystems durch genau eine Spiegelung aus Weylgruppe
negativ gemacht wird. Dann zeigen wir in 22.5.6.9, daß die Spiegelungen zu Wur-
zeln die Weylgruppe erzeugen und daß keine anderen Elemente der Weylgruppe
als Gitterspiegelungen auf der Charaktergruppe des maximalen Torus operieren.
Alles zusammen zeigt dann, daß die im Satz erklärte Abbildungsvorschrift in der
Tat eine Abbildung zwischen den angegebenen Mengen liefert. Daß diese Abbil-
dung tatsächlich eine Bijektion ist, zeigen wir in 22.5.7. Dazu benötigen wir Me-
thoden und Ergebnisse der Überlagerungstheorie und der Theorie halbeinfacher
komplexer Liealgebren und ihrer Darstellungen, die über den Rahmen dieser Vor-
lesung hinausgehen.
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Das Gitterdatum zu S1. In diesem Fall ist die Menge der Wurzeln leer und die
Gitterspiegelungsgruppe besteht nur aus dem neutralen Element.

Die Gitterdaten zu SU(2) und SO(3). In diesen Fällen haben wir zwei Wurzeln,
die als Pfeile eingezeichnet sind, und die Gitterspiegelungsgruppe besteht aus
dem neutralen Element und der Punktspiegelung am Ursprung. Das Gitter zu

SU(2) kann man als Quotient des Gitters zu U(2) verstehen, das Gitter zu SO(3)
als Untergitter des Gitters zu SU(2).
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Beispiel 22.5.5.6 (Gitterdatum der unitären Gruppen). Wir setzen die in 22.5.5.2
begonnene Diskussion des FallsK = U(n) fort. Die Spiegelung zur Wurzel εi−εj
entspricht unter der offensichtlichen Identifikation W

∼→ Sn der Transposition
(i, j), und in der Tat erzeugen diese Transpositionen die symmetrische Gruppe.
Die zugehörige Kowurzel entspricht der Abbildung S1 → T gegeben durch

z 7→ diag(1, . . . , z, . . . , z−1, . . . , 1)

mit einem z an der i-ten Stelle, einem z−1 an der j-ten Stelle und Einsen sonst.
In der Notation ε∗i : z 7→ diag(1, . . . , z, . . . , 1) mit einem z an der i-ten Stelle hat
die Kowurzel zur Wurzel α = εi − εj also die Gestalt α∨ = ε∗i − ε∗j .
Proposition 22.5.5.7 (Bilder von Tori). Gegeben ein Homomorphismus von kom-
pakten Liegruppen sind die maximalen Tori des Bildes die Bilder der maximalen
Tori.

Beweis. Weil wir eh nur am Bild unseres Homomorphismus interessiert sind,
dürfen wir ihn auch gleich als surjektiv annehmen. Sei also ϕ : K � H ein
surjektiver Homomorphismus von kompakten Liegruppen. Ist S ⊂ H ein ma-
ximaler Torus, so finden wir dazu nach 22.4.5.13 einen topologischen Erzeuger
s ∈ S und finden dazu nach 15.2.2.23 ein Urbild in der Einszusammenhangskom-
ponente t ∈ K◦ und darüber nach 22.5.1.7 einen maximalen Torus T ⊂ K mit
t ∈ T . Dann haben wir offensichtlich ϕ(T ) = S. Da je zwei maximale Tori in K
konjugiert sind, ist dann auch umgekehrt das Bild jedes maximalen Torus von K
ein maximaler Torus von H .

Proposition 22.5.5.8 (Homomorphismen und Weylgruppen). Unter einem
surjektiven Homomorphismus mit zentralem Kern von zusammenhängenden kom-
pakten Liegruppen ist das Urbild jedes maximalen Torus ein maximaler Torus und
das Urbild seines Normalisators der Normalisator seines Urbilds und wir erhal-
ten so einen Isomorphismus zwischen den zugehörigen Weylgruppen.

22.5.5.9. In der Situation der Proposition ist auch das Urbild des Zentrums das
Zentrum. In der Tat liegt nach der Proposition das Urbild des Zentrums im Zentra-
lisator jedes maximalen Torus, und eine zusammenhängende kompakte Liegruppe
wird ja bereits von ihren maximalen Tori überdeckt.

Beweis. Sei ϕ : K � H unser surjektiver Homomorphismus. Da K zusam-
menhängend ist, liegt nach 22.5.1.9 sein Zentrum in jedem maximalen Torus
T ⊂ K. Nach Annahme haben wir dann erst recht kerϕ ⊂ T und folglich
T = ϕ−1(ϕ(T )). Da wir bereits nach 22.5.5.7 wissen, daß jeder maximale To-
rus in H das Bild eines maximalen Torus in K ist, folgt die erste Behauptung. Die
beiden weiteren Behauptungen folgen nun ohne weitere Schwierigkeiten. Für ei-
ne formale Argumentation scheint mir das Neunerlemma 4.4.7.5 besonders über-
sichtlich. Die benötigten Rechnungen macht 22.5.5.10 explizit.
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22.5.5.10. Gegeben ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ϕ : G � H und
TeilmengenA,B ⊂ H gilt ϕ−1(AB) = ϕ−1(A)ϕ−1(B). Gegeben eine Teilmenge
S ⊂ H und ein Element g ∈ G gilt mit der ad hoc erfundenen der Situation
angepaßten nur hier gültigen Notation ā für das Inverse eines Gruppenelements a
des weiteren die Äquivalenz gϕ−1(S)ḡ ⊂ ϕ−1(S) ⇔ ϕ(g)Sϕ(g) ⊂ S. Das alles
kann der Leser leicht selbst prüfen.

Proposition 22.5.5.11. In einer kompakten zusammenhängenden Liegruppe ist
der Zentralisator eines Torus stets zusammenhängend.

22.5.5.12. Diese Proposition dient vorerst nur dazu, im folgenden Beweis die No-
tation zu vereinfachen und uns zu erlauben, dort stets ZK(S) statt ZK(S)◦ zu
schreiben. Ihr Korollar 22.5.6.7 wird jedoch zum Abschluß des folgenden Ab-
schnitts noch eine entscheidende Rolle spielen.

Beweis. Seien K unsere Gruppe, S ⊂ K unser Torus und x ∈ ZK(S) ein Ele-
ment seines Zentralisators. Sicher ist B = 〈x, S〉 abelsch und kompakt und B/B◦

ist topologisch erzeugt von x̄ und mithin zyklisch. Damit ist aber B topologisch
zyklisch nach 22.4.5.13 und liegt folglich in einem maximalen Torus von K. Wir
folgern, daß ZK(S) die Vereinigung aller der maximalen Tori vonK ist, die S um-
fassen. Nach 15.1.3.17 ist ZK(S) dann zusammenhängend als Vereinigung einer
Familie zusammenhängender Teilmengen mit nichtleerem Schnitt.

Korollar 22.5.5.13. In einer kompakten zusammenhängenden Liegruppe ist jeder
maximale Torus sein eigener Zentralisator.

Beweis. In jeder kompakten Liegruppe ist jeder maximale Torus die Einzusam-
menhangskomponente seines Zentralisators nach 22.5.1.5, und ist unsere Liegrup-
pe zusammenhängend, so ist der Zentralisator unseres Torus bereits zusammen-
hängend nach 22.5.5.11.

Proposition 22.5.5.14 (Wurzeln und ihre Spiegelungen). Seien K ⊃ T eine
zusammenhängende kompakte Liegruppe mit einem maximalem Torus, X = X(T )
das Charaktergitter, R = R(K,T ) ⊂ X das Wurzelsystem und W = W(K,T )
die Weylgruppe. So gilt für jede Wurzel α ∈ R :

1. Der Wurzelraum (LieCK)α ist eindimensional und kein positives Vielfaches
von α ist auch positives Vielfaches einer anderen Wurzel β, so daß in For-
meln für β ∈ R gilt (α 6= β)⇒ (Nα ∩ Nβ = 0);

2. Es gibt genau ein Element der Weylgruppe sα ∈ W , das auf X als Spiege-
lung operiert und die Eigenschaft sα(α) = −α hat;

3. Es gibt genau ein α∨ : X→ Z mit sα(λ) = λ− 〈λ, α∨〉α ∀λ ∈ X.
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Beweis. 1. Wir betrachten die Einskomponente des Kerns von α : T → S1, den
Torus S := (kerα)◦ ⊂ T , und bilden das kommutative Diagramm

T //

����

ZK(S)

����
T/S // ZK(S)/S

Ein Beispiel für diese Konstruktion wird in 22.5.5.15 skizziert. Die obere Horizon-
tale ist offensichtlich die Einbettung eines maximalen Torus, und wegen 22.5.5.7
gilt dasselbe für die untere Horizontale. Die obere und damit auch die untere Ho-
rizontale ist weiter wegen

(LieCK)α ⊂ (LieCK)kerα = LieC ZK(kerα) ⊂ LieC ZK(S)

keine Bijektion. Aus Dimensionsgründen haben wir T/S ∼= S1. Nach der Klas-
sifikation der Gruppen vom Rang Eins 22.5.2.1 ist folglich ZK(S)/S dreidimen-
sional und das Wurzelsystem dieser Gruppe in Bezug auf den Torus T/S ent-
hält α ∈ X(T/S) ⊂ X(T ) und es folgt R(ZK(S)/S, T/S) = {α,−α}. Es folgt
R(ZK(S), T ) = {α,−α}. Andererseits kann die komplexifizierte Liealgebra des
Zentralisators mithilfe von 22.4.1.22 und 22.2.2.5 auch dargestellt werden als

LieC ZK(S) = (LieCK)Ad(S) = (LieCK)ad(LieS) =
⊕

ker dβ⊃ker dα

(LieCK)β

Hier verwenden wir im zweiten Schritt, daß S zusammenhängend ist, und im
Dritten die Formel LieS = ker dα. Aus dem Vergleich dieser beiden Beschrei-
bungen von LieC ZK(S) als Darstellung von T folgt sofort Teil 1. Weiter folgt
Lie ZK(kerα)

∼→ Lie ZK(S), was wir später noch brauchen werden.

2. Nach 22.5.5.11 wissen wir, daß ZK(S) zusammenhängend ist. Wenn wir das
nicht wüßten, könnten wir im Übrigen den Beweis in derselben Weise führen und
müßten nur stets statt ZK(S) seine Einskomponente betrachten. Ein mögliches
s ∈ W erhält man, indem man das nichttriviale Element der Weylgruppe von
ZK(S)/S bezüglich T/S mithilfe von 22.5.5.8 unter unserem Homomorphismus
ZK(S) � ZK(S)/S in die Weylgruppe W(ZK(S), T ) von ZK(S) bezüglich T
zurückholt, die ja offensichtlich als Untergruppe von W(K,T ) aufgefaßt werden
kann. Nun haben wir nach 22.4.6.7 eine kurze exakte Sequenz

X(T/S) ↪→ X(T )� X(S)

Unser s operiert per definitionem vorne durch −1, und da es einen Repräsentan-
ten in ZK(S) hat, muß es hinten als die Identität operieren. Sein Quadrat operiert
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auf X(T ) also durch einen Automorphismus, der unipotent ist, also den einzigen
Eigenwert Eins hat, und der darüber hinaus endliche Ordnung hat, da die Weyl-
gruppe endlich ist. Damit muß dies Quadrat nach 4.3.3.18 auf X(T ) die Identität
sein. Das zeigt, daß s als Gitterspiegelung auf X(T ) operiert. Die Eindeutigkeit
folgt ähnlich, da das Produkt von zwei möglichen Wahlen s, t ∈ W durch einen
unipotenten Automorphismus von endlicher Ordnung auf X(T ) operieren muß.

3. Die Surjektion α : T � S1 induziert eine kurze exakte Sequenz kerα ↪→
T � S1 und damit nach 22.4.6.7 in der Gegenrichtung eine kurze exakte Sequenz
X(S1) ↪→ X(T )� X(kerα) alias

Zα ↪→ X(T )� X(kerα)

Die Operation von s induziert natürlich die Multiplikation mit (−1) auf Zα. Sie
induziert jedoch zusätzlich die Identität auf X(kerα), da ZK(kerα) nach der Be-
merkung zu Schluß des Beweises von Teil 1 dieselbe Liealgebra hat wie die a
priori größere Gruppe ZK(S) und folglich s in ZK(kerα) = ZK(S) repräsentiert
wird. Die Abbildung X(T )→ X(T ), λ 7→ (λ−sλ) faktorisiert somit über Zα und
liefert daher einen Gruppenhomomorphismus α∨ : X(T ) → Z mit 〈α, α∨〉 = 2
und α∨ ◦s = −α∨. Die Abbildung λ 7→ λ−〈λ, α∨〉α ist also auf Zα die Multipli-
kation mit (−1) und auf der Fixpunktmenge von s die Identität und muß folglich
mit s übereinstimmen.

22.5.5.15 (Beispiele zum vorhergehenden Beweis bei unitären Gruppen). Im
FallK = U(n) und T den Diagonalmatrizen und α = εi−εj wird S = (kerα)◦ =
kerα die Gruppe der unitären Diagonalmatrizen, die an der i-ten Stelle denselben
Eintrag haben wie an der j-ten Stelle. Der Zentralisator dieser Untergruppe besteht
aus allen unitären Matrizen, die höchstens auf der Diagonalen und an den Stellen
mit Indizes (i, j) oder (j, i) von Null verschiedene Einträge haben. Man kann
damit leicht einen Isomorphismus SU(2)/{± id} ∼→ ZK(S)/S angeben.

Übungen

Übung 22.5.5.16. Man zeichne das Gitterdatum für die kompakten zusammen-
hängenden Liegruppen SU(3) und SO(4).

Übung 22.5.5.17. Ein Element eines maximalen Torus in einer kompakten Lie-
gruppe liegt in keinem anderen maximalen Torus genau dann, wenn es im Kern
keiner Wurzel liegt.

Übung 22.5.5.18. Ein Element eines maximalen Torus in einer zusammenhängen-
den kompakten Liegruppe liegt im Zentrum genau dann, wenn es im Kern jeder
Wurzel liegt.
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Übung 22.5.5.19. Gegeben ein Torus T faktorisiert das Ableiten von Charak-
teren X(T ) → HomR(Lie(T ),C) über HomR(Lie(T ), iC). Ist T ein maximaler
Torus einer kompakten Liegruppe mit endlichem Zentrum, so ist die Killing-
form nach 22.4.2.3 negativ definit auf Lie(T ) und entspricht so unter dem durch
die Killingform gegebenen Isomorphismus einer negativ definiten Bilinearform
auf dem Dualraum Lie(T )∗. Auf dem Erzeugnis der Differentiale der Wurzeln
〈R〉R ⊂ LieC(T )∗ ist diese Bilinearform folglich positiv definit.

22.5.6 Spiegelungen in der Weylgruppe
22.5.6.1 (Bestimmung des Zentrums aus den Gitterdaten). Seien K ⊃ T ei-
ne zusammenhängende kompakte Liegruppe mit einem maximalen Torus. Die
vorhergehende Übung 22.5.5.18 liefert uns schon mal eine linksexakte Sequenz
Z(K) ↪→ T →

∏
α∈R S

1 mit dem Auswerten aller Wurzeln als rechtem Pfeil.
Gehen wir zu den Charaktergruppen über, so erhalten wir mit 22.4.6.7 eine exakte
Sequenz

〈R〉 ↪→ X(T )� X(Z(K))

Genau dann hat also unsere Gruppe K triviales Zentrum, wenn die Wurzeln die
Charaktergruppe des maximalen Torus erzeugen, und genau dann ist das Zentrum
diskret, wenn das von den Wurzeln erzeugte Gitter endlichen Index in der Cha-
raktergruppe hat.

Ergänzung 22.5.6.2 (Rang-Eins-Untergruppen zu Wurzeln). Ist K ⊃ T eine
zusammenhängende kompakte Liegruppe mit einem maximalem Torus, so gibt es
für jede Wurzel α ∈ R(K,T ) genau eine zusammenhängende abgeschlossene Un-
tergruppe Kα vom Rang Eins mit LieC(Kα) ⊃ (LieCK)α. Wir zeigen zunächst
die Eindeutigkeit. Gegeben so ein Kα ist sicher LieC(Kα) stabil unter der kom-
plexen Konjugation und muß folglich mit (LieCK)α auch (LieCK)−α umfassen
und damit die von diesen beiden Wurzelräumen erzeugte Unteralgebra, die wir
mit gαC bezeichnen. Diese Unteralgebra ist nach 22.5.5.14.1 von der Dimension
höchstens drei und sie muß surjektiv und folglich vermittels eines Isomorphismus
in den Notationen des vorhergehenden Beweises von 22.5.5.14 mit S = (kerα)◦

auf LieC ZK(S)/S gehen. Unsere Unteralgebra ist offensichtlich auch stabil unter
der komplexen Konjugation, folglich schneidet sie Lie ZK(S) in einer Unteralge-
bra gα, die unter der Projektion isomorph auf Lie ZK(S)/S alias su(2) abgebildet
wird. Invertieren wir diesen Isomorphismus, so erhalten wir einen Homomorphis-
mus von Liealgebren

su(2) ↪→ Lie ZK(S)

mit Bild gα, der sich nach 22.4.3.9 integrieren läßt zu einem Homomorphismus
von Liegruppen

SU(2)→ ZK(S)
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Das Bild dieses Homomorphismus ist dann eine Untergruppe Kα mit den ge-
wünschten Eigenschaften. Unser α∨ entspricht in diesem Bild der von unserem
Homomorphismus induzierten Abbildung eines geeigneten maximalen Torus von
SU(2) nach T . In 22.5.7.11 zeigen wir im übrigen, daß Kα genau die derivierte
Gruppe von ZK(S) ist.

Definition 22.5.6.3. Ein Automorphismus eines Vektorraums über einem Körper
einer von Zwei verschiedenen Charakteristik heißt eine Spiegelung, wenn er eine
Hyperebene punktweise festhält und einen Vektor außerhalb dieses Spiegels auf
sein Negatives wirft.

22.5.6.4. Seien K ⊃ T eine zusammenhängende kompakte Liegruppe mit einem
maximalen Torus. Die Weylgruppe W(K,T ) operiert auch auf dem reellen Vek-
torraum LieT . Die Spiegelung sα zu einer Wurzel α ∈ R(K,T ) nach 22.5.5.14
hält darin die Hyperebene ker(dα) punktweise fest und operiert folglich auch auf
LieT als Spiegelung mit dem Spiegel ker(dα). Die Zusammenhangskomponen-
ten des Komplements

LieT \
⋃
α∈R

ker(dα)

der Vereinigung aller Spiegel zu Spiegelungen sα heißen Alkoven. Die Menge
aller Alkoven bezeichnen wir mit A ⊂ P(LieT ). Sicher permutiert die Weyl-
gruppe W die Spiegel ker(dα) ⊂ LieT , folglich erhalten wir auch eine Operation
der Weylgruppe auf der Menge A aller Alkoven.

Proposition 22.5.6.5 (Spiegelungen in der Weylgruppe). Seien K ⊃ T eine
zusammenhängende kompakte Liegruppe mit einem maximalen Torus. So gilt:

1. Die Weylgruppe W = W(K,T ) wird von den Spiegelungen sα zu Wurzeln
α ∈ R(K,T ) erzeugt;

2. Außer den Spiegelungen zu Wurzeln operieren keine weiteren Elemente der
Weylgruppe als Spiegelungen auf LieT ;

3. Die Weylgruppe operiert frei und transitiv auf der Menge der Alkoven in
LieT . In Formeln liefert also für jeden Alkoven A das Anwenden eine Bi-
jektion W ∼→ A, w 7→ wA.

Ergänzung 22.5.6.6. Teile des anschließenden Beweises werden wir später im
Rahmen der allgemeinen Theorie endlicher Spiegelungsgruppen 23.1.6.1 noch
besser verstehen können. Insbesondere kann man ganz allgemein zeigen, daß jede
endliche von Spiegelungen erzeugte Gruppe von Automorphismen eines endli-
chen reellen Vektorraums frei und transitiv auf der Menge ihrer Alkoven operiert,
ud daß jede Spiegelung einer derartigen Gruppe konjugiert ist zu einer der erzeu-
genden Spiegelungen.
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Beweis. Wir zeigen etwas technischer die beiden folgenden Aussagen:

1. Die Operation der Weylgruppe auf der Menge aller Alkoven ist frei;

2. Die Operation der von allen Spiegelungen sα an Wurzeln α erzeugten Un-
tergruppe auf der Menge aller Alkoven ist transitiv.

Hier und im folgenden meinen wir mit Alkoven stets die Zusammenhangskompo-
nenten des Komplements der Vereinigung aller Spiegel von Spiegelungen sα ∈ W
zu Wurzeln α ∈ R. Erst im nachhinein wird klar werden, daß das auch die Verei-
nigung aller Spiegel zu Spiegelungen aus W ist. Zusammen liefern unsere beiden
technischen Aussagen sofort, daß die Weylgruppe frei und transitiv auf der Menge
aller Alkoven operiert und von den Spiegelungen an Wurzeln erzeugt wird, also
die Aussagen 1 und 3 der Proposition. Um auch die zweite Aussage der Propo-
sition abzuleiten, beachten wir, daß es nach 22.2.4.10 oder einfacher 8.4.1.4 auf
LieT ein W -invariantes Skalarprodukt gibt, so daß eine Spiegelung aus W durch
ihren Spiegel bereits eindeutig festgelegt wird. Hätten wir zusätzlich zu den sα
noch eine weitere Spiegelung s in W , so müßte deren Spiegel ganz offensichtlich
und formal nach 6.3.10.1 einen Alkoven A treffen und es folgte sA = A im Wi-
derspruch zur Freiheit der Operation. Es reicht folglich, wenn wir unsere beiden
technischen Aussagen zeigen.

Wir beginnen mit der Ersten. Es gilt zu zeigen, daß ein Element der Weylgrup-
pe, das einen Alkoven festhält, bereits die Identität sein muß. Aber bildet ein
Element der Weylgruppe einen Alkoven auf sich selber ab, so hat es in diesem
Alkoven auch einen Fixpunkt, sagen wir den Schwerpunkt einer Bahn der Unter-
gruppe, die von besagtem Element erzeugt wird. Unser Element der Weylgrup-
pe wird also repräsentiert im Zentralisator eines Elements X ∈ LieT , auf dem
das Differential keiner Wurzel verschwindet. Für jeden Punkt X ∈ LieT , der
vom Differential keiner Wurzel annulliert wird, gilt aber LieC ZK(X) = LieC T
und damit Lie ZK(X) = LieT . Weil nun nach dem im Anschluß bewiesenen
Lemma 22.5.6.7 der Zentralisator eines Elements der Liealgebra stets zusamm-
menhängend ist, folgt ZK(X) = T und unser Element der Weylgruppe war die
Identität.

Nun zeigen wir die Zweite unserer technischen Aussagen. Bezeichne W ′ ⊂ W
die von den Wurzelspiegelungen erzeugte Untergruppe. Wir wählen wieder ein
W -invariantes Skalarprodukt auf LieT und finden wir für beliebige Vektoren
v, w ∈ LieT ein x ∈ W ′ derart, daß der Abstand ‖v − xw‖ kleinstmöglich wird.
Dann können v und xw durch keinen Spiegel einer Wurzelspiegelung mehr ge-
trennt werden, da ja sonst aus elementargeometrischen Gründen für sα die Spiege-
lung an besagtem Spiegel v und sαxw noch näher aneinander wären. Also liegen v
und xw für jeden Spiegel einer Wurzelspiegelung in demselben abgeschlossenen
Halbraum und damit im Abschluß desselben Alkoven.
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Lemma 22.5.6.7. In einer zusammenhängenden kompakten Liegruppe ist der Zen-
tralisator eines Elements der Liealgebra stets zusammenhängend.

Beweis. Der Zentralisator eines Elements der Liealgebra fällt zusammen mit dem
Zentralisator der Gerade durch besagtes Element, dann auch mit dem Zentralisa-
tor ihres Bildes unter der Exponentialabbildung, und dann schließlich auch mit
dem Zentralisator des Abschlusses dieses Bildes. Dieser Abschluß aber ist eine
zusammenhängende kompakte abelsche Liegruppe, als da heißt ein Torus, und
der Zentralisator eines Torus in einer kompakten zusammenhängenden Liegruppe
ist nach 22.5.5.11 auch zusammenhängend.

22.5.6.8 (Liealgebra und Charaktergitter). Gegeben eine abelsche kompakte
Liegruppe T liefert das Ableiten eine Abbildung

X(T ) → HomR(LieT, iR)

α 7→ dα

Im Fall eines Torus ist sie sogar injektiv. Hierbei fassen wir den Charakter α als
Gruppenhomomorphismus α : T → S1 auf und S1 als Untergruppe S1 ⊂ C×
mit Liealgebra LieS1 = iR ⊂ LieC× = C. Man sieht nun leicht ein, daß diese
Einbettung einen Isomorphismus von reellen Vektorräumen

HomZ(X(T ), iR)
∼→ LieT

induziert, der auch natürlich ist in T in dem Sinne, daß jeder Homomorphismus
in eine weitere abelsche kompakte Liegruppe ϕ : T → S ein kommutatives Dia-
gramm liefert der Gestalt

HomZ(X(T ), iR)

��

∼ // LieT

dϕ

��
HomZ(X(S), iR) ∼ // LieS

Gegeben K ⊃ T eine kompakte zusammenhängende Liegruppe mit einem maxi-
malen Torus wirkt also insbesondere ein Element der Weylgruppe W(K,T ) auf
LieT als Spiegelung genau dann, wenn es auf X(T ) als Gitterspiegelung wirkt.

22.5.6.9. Außer den Spiegelungen zu Wurzeln operieren keine weiteren Elemente
der Weylgruppe einer kompakten zusammenhängenden Liegruppe als Gitterspie-
gelungen auf dem Charaktergitter des zugehörigen maximalen Torus. In der Tat
müßten diese Elemente 22.5.6.8 als Spiegelungen auf der Liealgebra unseres ma-
ximalen Torus wirken, und das tun nach 22.5.6.5 außer den Wurzelspiegelungen
keine weiteren Elemente der Weylgruppe.
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22.5.7 Klassifikation der kompakten Liegruppen*
22.5.7.1. In diesem Abschnitt brauchen wir Grundkenntnisse über Überlagerun-
gen und die Fundamentalgruppe, wie sie etwa in 16.3.1.1 folgende erklärt werden.
Weiter müssen wir die Klassifikation der kompakten Liegruppen mit trivialem
Zentrum durch Wurzelsysteme voraussetzen, die wir in 24.3.5.21 im Rahmen der
Theorie der halbeinfachen Liealgebren zeigen und gleich in 22.5.7.8 wiederholen.
Schließlich müssen wir aus dieser Theorie auch noch wissen, daß jedes ganze Ge-
wicht des Wurzelsystems einer halbeinfachen komplexen Liealgebren als Gewicht
einer endlichdimensionalen Darstellung besagter Liealgebra auftritt, was etwa aus
der Klassifikation durch das höchste Gewicht 24.4.1.4 unmittelbar folgt.

Lemma 22.5.7.2 (Erweiterung von Gittern zu Vektorräumen). Sei k ein Körper.

1. Gegeben eine abelsche Gruppe X gibt es ein Paar (Xk, canX) bestehend
aus einem k-Vektorraum Xk und einem Gruppenhomomorphismus canX :
X → Xk derart, daß für jeden k-Vektorraum W das Vorschalten von can
eine Bijektion Homk(Xk,W )

∼→ Ab(X,W ) liefert;

2. Unser Paar ist eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Ist genauer
(V, κ) ein weiteres derartiges Paar, so ist der eindeutig bestimmte Vektor-
raumhomomorphismus ϕ : Xk → V mit ϕ ◦ canX = κ ein Isomorphismus;

3. Für jeden Homomorphismus ϕ : X → Y von abelschen Gruppen gibt es
genau eine lineare Abbildung ϕk : Xk → Yk mit ϕk ◦ canX = canY ◦ϕ.

22.5.7.3. Man sagt in diesem Zusammenhang, der Vektorraum Xk entstehe aus
der abelschen GruppeX durch Erweiterung der Skalare. Da das Paar (Xk, canX)
eindeutig ist bis auf eindeutigen Isomorphismus, erlauben wir uns den bestimmten
Artikel. In der Sprache der Kategorientheorie ist X 7→ Xk der Linksadjungierte
des Vergißfunktors von der Kategorie der k-Vektorräume in die Kategorie der
abelschen Gruppen.

Beispiel 22.5.7.4. Für X = Zn ist die Erweiterung der Skalare offensichtlich der
Vektorraum Xk = kn zusammen mit dem offensichtlichen Gruppenhomomor-
phismus canX : Zn → kn. Damit haben wir bereits erkannt, wie für jedes Gitter
X eine Erweiterung der Skalare Xk konstruiert werden kann. Mehr brauchen wir
im folgenden gar nicht zu wissen.

Beweis. Im allgemeinen erhält man eine Erweiterung der Skalare mithilfe des
Tensorprodukts 7.2.8.7 alsXk := X⊗Zk. Ich gehe nicht näher darauf ein, weil wir
die Erweiterung der Skalare hier nur im Fall eines Gitters X brauchen werden. In
diesem Fall und allgemeiner für endlich erzeugte abelsche GruppenX können wir
die Erweiterung der Skalare alternativ auch als den Dualraum Xk = Ab(X, k)∗
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des Raums der Gruppenhomomorphismen X → k mit der durch das Auswerten
gegebenen Abbildung X → Xk konstruieren.

22.5.7.5. Schreiben wir VC, so muß der Leser von nun an aus dem Kontext er-
schließen, ob die Komplexifizierung eines reellen Vektorraums V oder vielmehr
die Erweiterung einer endlich erzeugten abelschen Gruppe V zu einem C-Vektor-
raum gemeint ist.

Beispiel 22.5.7.6. Mit unseren neuen Notationen liefert etwa das Ableiten wie in
22.5.6.8 für jede kompakte abelsche Liegruppe T einen Isomorphismus von re-
ellen Vektorräumen X(T )R

∼→ HomR(LieT, iR) und einen Isomorphismus von
komplexen Vektorräumen X(T )C

∼→ (LieC T )∗ der zu einem C-Vektorraum er-
weiterten Charaktergruppe mit dem Dualraum der komplexifizierten Liealgebra.

22.5.7.7. Gegeben eine endliche Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl
W # X ⊃ R wie in 22.5.4.3 ist im von R erzeugten Q-Vektorraum 〈R〉Q ⊂ XQ
die Teilmenge R ein abstraktes Wurzelsystem im Sinne von 23.2.1.2. Kommt un-
sere endliche Gitterspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl von einer zusam-
menhängenden kompakten Liegruppe K mit maximalem Torus T her, so nennen
wir dies abstrakte Wurzelsystem das Wurzelsystem von (K,T ) und notieren es
R(K,T ). Es hängt bis auf Isomorphismus nicht von T ab und heißt je nach Kon-
text auch das Wurzelsystem von K.

22.5.7.8 (Kompakte Liegruppen mit trivialem Zentrum). Ordnen wir jeder
kompakten Liegruppe ihr Wurzelsystem zu, so erhalten wir eine Bijektion auf
Isomorphieklassen{

zusammenhängende kompakte
Liegruppen mit trivialem Zentrum

}
∼→
{

abstrakte
Wurzelsysteme

}
Das wurde bereits in 24.3.5.21 bewiesen. Dem Wurzelsystem An−1 entspricht
etwa der Quotient U(n)/Z der unitären Gruppe U(n) nach ihrem Zentrum, das
im übrigen als Z = S1 id explizit angegeben werden kann. Die Klassifikation
abstrakter Wurzelsysteme wird in 23.2.3.9 besprochen. Will man die Aussage
noch elementarer formulieren, mag man beachten, daß kompakte Liegruppen nach
22.3.2.22 stets Matrixliegruppen sind und stetige Homomorphismen von Matrix-
liegruppen nach 22.1.4.10 glatt. Folglich erhalten wir mit obigen Argumenten so-
gar eine Bijektion auf Isomorphieklassen{

zusammenhängende kompakte
Matrixliegruppen mit trivialem Zentrum

}
∼→
{

abstrakte
Wurzelsysteme

}
Satz 22.5.7.9 (Überlagerungen kompakter Liegruppen). 1. Gegeben eine zu-

sammenhängende kompakte Liegruppe mit endlichem Zentrum ist auch ihre
universelle Überlagerung kompakt;
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2. Genau dann ist eine zusammenhängende kompakte Liegruppe einfach zu-
sammenhängend, wenn die Kowurzeln eines und jedes maximalen Torus T
bereits das volle duale Gitter X(T )∗ := Ab(X(T ),Z) zum Charaktergitter
X(T ) erzeugen.

Beweis. 1. Seien K eine zusammenhängende Liegruppe und p : K̂ � K eine zu-
sammenhängende Überlagerung. Nach 16.5.2.2 kann K̂ so mit einer Verknüpfung
versehen werden, daß es zu einer topologischen Gruppe wird und K̂ � K zu
einem Gruppenhomomorphismus. Immer noch nach 16.5.2.2 ist der Kern die-
ses Gruppenhomomorphismus dann zentral. Mit der im Sinne von 22.3.2.28 éta-
le induzierten Struktur als C∞-Mannigfaltigkeit ist dann nach 22.3.2.29 auch K̂
eine Liegruppe. Ist unsere Überlagerung endlich und K kompakt, so ist offen-
sichtlich auch K̂ kompakte Liegruppe. Formal zeigen die Resultate 15.2.4.4 und
15.2.4.15 und 15.2.4.16 zu eigentlichen Abbildungen sogar ganz allgemein, daß
jede Überlagerung eines Kompaktums mit endlichen Fasern wieder kompakt ist.
Nach 22.5.5.8 ist dann für T ⊂ K ein maximaler Torus auch sein Urbild T̂ ⊂ K̂
ein maximaler Torus und wir haben eine kurze exakte Sequenz ker p ↪→ T̂ � T
und dual eine kurze exakte Sequenz X(T ) ↪→ X(T̂ ) � X(ker p). Hat unsere
kompakte Liegruppe K zusätzlich endliches Zentrum, so hat nach 22.5.6.1 die
von den Wurzeln erzeugte Untergruppe 〈R〉 ⊂ X(T ) endlichen Index. Damit ist
notwendig

X := {λ ∈ X(T )Q | 〈λ, α∨〉 ∈ Z ∀α ∈ R}
ein Gitter, das „Gitter der ganzen Gewichte unseres Wurzelsystems“, und X(T )
hat darin endlichen Index. Nun induziert die Einbettung einen Isomorphismus
X(T )Q

∼→ X(T̂ )Q, und unter dessen Inversem muß auch X(T̂ ) im Gitter der
ganzen Gewichte X landen. Mit | ker p| = |X(ker p)| folgern wir für alle zu-
sammenhängenden endlichen Überlagerungen von K dieselbe endliche Schranke
| ker p| ≤ |X/X(T )| ihrer Blätterzahl. Wenn die universelle Überlagerung

π : K̃ � K

unendliche Fasern hat, kann es aber solch eine universelle Schranke nicht geben.
In der Tat ist die Fundamentalgruppe π1(K; 1) als Fundamentalgruppe einer kom-
pakten Mannigfaltigkeit endlich erzeugt nach 16.1.2.30 und als Fundamentalgrup-
pe einer lokal zusammenziehbaren topologischen Gruppe abelsch nach 16.5.2.2
oder 16.1.2.29, und die Operation der Fundamentalgruppe auf der Faser über dem
neutralen Element liefert nach 16.5.2.2 einen Gruppenisomorphismus

c : π1(K; 1)
∼→ kerπ

Als endlich erzeugte unendliche abelsche Gruppe hätte diese Gruppe Untergrup-
pen Γ von beliebig großem endlichen Index. Dann aber wären die K̃/Γ� K end-
liche Überlagerungen mit beliebig großer Blätterzahl im Widerspruch zu Existenz
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einer universellen Schranke.

2. Erzeugen die Kowurzeln eines maximalen Torus bereits das volle duale Gitter,
so gilt in den Notationen aus dem Beweis des ersten Teils X = X(T ) und unsere
Gruppe hat endliches Zentrum nach 22.5.6.1 und besagte universelle Schranke ist
Eins. Dann folgt wie im Beweis des ersten Teils, daß jede universelle Überlage-
rung ein Isomorphismus sein muß. Erzeugen die Kowurzeln eines maximalen To-
rus nicht das volle duale Gitter, so unterscheiden wir zwei Fälle: Erzeugen unsere
Kowurzeln noch nicht einmal eine Untergruppe von endlichem Index, so hat nach
22.5.6.1 das Zentrum vonK positive Dimension und damit auch das Zentrum z(k)
der Liealgebra von K. Die Zerlegung k = [k, k] ⊕ z(k) aus 22.4.2.9 zeigt, daß je-
de Linearform z(k) → C zu einem Homomorphismus von Liealgebren k → C
fortgesetzt werden kann. Wäre K einfach zusammenhängend, so müßte also nach
22.4.3.9 das Differenzieren eine Surjektion X(Z(K)) � HomR(z(k),C) liefern.
Das aber kann offensichtlich nicht sein, da die rechte Seite nicht endlich erzeugt
ist als abelsche Gruppe. Also erzeugen unsere Kowurzeln notwendig eine Unter-
gruppe von endlichem Index, und nach 22.5.6.1 ist das Zentrum von K endlich.
Nun ist kC nach 24.1.7.9 eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit Cartan’scher
h := LieC T . Sei R = R(kC, h) das Wurzelsystem und X ⊂ h∗ das Gitter der
ganzen Gewichte. Mit 24.4.1.4 finden wir eine endlichdimensionale komplexe
Darstellung V der halbeinfachen Liealgebra kC, deren Gewichte das Gitter der
ganzen Gewichte erzeugen. Ist K einfach zusammenhängend, so muß sich die k-
Operation auf V nach 22.4.3.9 zu einer K-Operation integrieren lassen, und diese
zeigt unmittelbar X(T ) = X .

Korollar 22.5.7.10. Jede zusammenhängende Liegruppe mit kompakter Liealge-
bra ist kompakt.

Beweis. SeiG unsere Liegruppe. Die adjungierte Darstellung Ad : G→ (Aut g)◦

induziert nach 22.4.2.5 einen Isomorphismus ad : g
∼→ DerR g auf den jeweiligen

Liealgebren und muß also nach 22.3.3.21 eine Überlagerung sein. Wir wissen aber
schon aus 22.4.2.4, daß (Aut g)◦ für eine kompakte Liealgebra g eine kompakte
Liegruppe mit trivialem Zentrum ist. Damit folgt das Korollar aus Satz 22.5.7.9,
nach dem jede zusammenhängende Überlagerung einer kompakten Liegruppe mit
endlichem Zentrum kompakt ist.

Lemma 22.5.7.11 (Zentrum und derivierte Gruppe kompakter Liegruppen).
Gegeben eine zusammenhängende kompakte LiegruppeK ist die derivierte Grup-
pe eine abgeschlossene Untergruppe (K,K) ⊂∧ K, deren Schnitt mit dem Zentrum
Z(K) ist endlich, und die Multiplikation ist ein surjektiver Liegruppenhomomor-
phismus mit endlichem Kern

(K,K)× Z(K)◦ � K
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Beweis. Gegeben eine kompakte Liegruppe K zerfällt ihre Liealgebra k nach
22.4.2.9 als k = [k, k]⊕ z(k). Dann ist [k, k] ∼= Lie(K/Z(K)) eine kompakte Lieal-
gebra und nach 22.4.3.6 gibt es eine zusammenhängende Liegruppe L und einen
Liegruppenhomomorphismus L ↪→ K, der einen Isomorphismus LieL

∼→ [k, k]
induziert. Nach 22.5.7.10 ist L kompakt und geht folglich isomorph auf eine ab-
geschlossene Untergruppe L ⊂∧ K, die wir der Einfachkeit halber mit demselben
Buchstaben bezeichnen. Die Betrachtung des Differentials zeigt, daß die Multi-
plikation eine Surjektion

L× Z(K)◦ � K

mit diskretem und dann sogar endlichem Kern induziert. Es bleibt also nur noch,
die Identität L = (K,K) zu zeigen. Aber wir wissen ja aus 22.4.1.20 um die
Identität (L,L) = L, und daraus folgt die Behauptung mit unserer Surjektion
sofort.

22.5.7.12 (Kompakte Liegruppen mit fixiertem Zentrumsquotienten). Gege-
ben eine zusammenhängende kompakte Liegruppe L mit trivialem Zentrum be-
trachten wir die Kategorie

Liezk
L

aller Paare (K, p) bestehend aus einer zusammenhängenden kompakten Liegrup-
pe K und einem surjektiven Homomorphismus mit zentralem Kern p : K � L.
Gegeben ein weiteres derartiges Paar (H, q) erklären wir einen Morphismus in
Liezk

L als einen Morphismus von Liegruppen ϕ : H → K mit p ◦ ϕ = q. Man
beachte, daß für jedes unserer Paare (K, p) das Differential der Projektion einen
Isomorphismus dp : Lie(K,K)

∼→ LieL induziert.

22.5.7.13 (Gitterdaten mit fixiertem Wurzelsystem). Gegeben ein rationales
Wurzelsystem R betrachten wir die Kategorie

GittSpiegR

aller Paare bestehend aus einer Gitterspiegelungsgruppe (X " W ) mit einer Ein-
bettung c : R ↪→ X , die sich zu einer Z-linearen Einbettung c : 〈R〉Z ↪→ X
fortsetzen läßt und deren Bild w(R) eine stabile Wurzelwahl ist. Für α ∈ R be-
zeichnen wir das Element sc(α) ∈ W dann kurz als sα. Morphismen von (c : R ↪→
X " W ) nach (c′ : R ↪→ X ′ " W ′) erklären wir als Gruppenhomomorphismen
φ : X → X ′ mit c′ = φ ◦ c und sα ◦ φ = φ ◦ sα für alle α ∈ R. Insbesondere
müssen Fixvektoren unter W auf Fixvektoren unter W ′ abgebildet werden.

Proposition 22.5.7.14 (Zentrale Erweiterungen bei kompakten Liegruppen).
Gegeben L eine zusammenhängende kompakte Liegruppe mit trivialem Zentrum
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und darin ein maximaler Torus S mit Wurzelsystem R := R(L, S) erhalten wir
eine Äquivalenz von Kategorien

Liezk
L

≈→ (GittSpiegR)opp

durch die Vorschrift (K, p) 7→ (X(p−1S) " W(K, (p−1S))) mit der durch X(p)
induzierten Einbettung c : R ↪→ X(p−1S).

22.5.7.15. Diese Proposition zeigt insbesondere unseren Satz 22.5.5.3, nach dem
kompakte zusammenhängende Liegruppen durch ihr Gitterdatum klassifiziert wer-
den.

Beweis. Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1. Unser Funktor ist sicher treu, denn je zwei Morphismen ϕ, ψ : H → K in
Liezk

L , die dieselbe Abbildung auf den Charaktergittern derjenigen maximalen To-
ri induzieren, die wir als Urbilder von S erhalten, müssen auf diesen maximalen
Tori schon mal übereinstimmen. Andererseits müssen sie aber auch dieselbe Ab-
bildung, ja denselben Isomorphismus Lie(H,H)

∼→ Lie(K,K) induzieren, da die
Projektionen q, p Isomorphismen beider Seiten mit LieL induzieren. Damit aber
sind unsere Morphismen ϕ, ψ notwendig gleich.

2. Im Fall der universellen Überlagerung H = L̃ von L ist unser Funktor sogar
volltreu für von L̃ ausgehende Morphismen. In der Tat bestehen dann die fragli-
chen Morphismenräume alle aus genau einem Morphismus: Auf der Gruppenseite
muß jeder Morphismus L̃ → K über (K,K) faktorisieren, und da (K,K) → L
eine überlagerung ist, gibt es genau einen Morphismus L̃ → (K,K) über L. Auf
der Gitterseite muß unser Morphismus X(p−1S) → X(q−1S) alle W -Invarianten
auf Null werfen, und der Quotient nach diesen Invarianten besitzt nach jeweils
genau einen wurzelverträglichen Morphismus in das größtmögliche Gitter zu un-
serem Wurzelsystem, als da heißt das duale Gitter zum Erzeugnis der Kowurzeln.
Nach 22.5.7.9 ist das auch genau das Charaktergitter unserer universellen Überla-
gerung.

3. Im Fall des Produkts H = T × L̃ der universellen Überlagerung mit einem
Torus ist unser Funktor auch volltreu für von H ausgehende Morphismen. In der
Tat ist ein Morphismus über L dann festgelegt und festlegbar durch den induzier-
ten Morphismus T → Z(K) alias die Angabe eines Gruppenhomomorphismus
X(p−1S) → X(T ), unter dem alle Wurzeln nach Null abgebildet werden. Umge-
kehrt liefert das auch genau alle möglichen Morphismen auf der Gitterseite.

4. Im Fall eines Quotienten H = (T × L̃)/Γ nach einer endlichen zentralen Un-
tergruppe schließlich besteht das Gitterdatum aus dem Teilgitter der auf Γ ver-
schwindenden Charaktere von T×L̃ und der Morphismenraum auf der Gitterseite
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ist die Teilmenge derjenigen Morphismen, die bereits in diesem Teilgitter landen.
Sie entsprechen auf der Gruppenseite genau den Homomorphismen, die auf Γ tri-
vial sind. Lemma 22.5.7.11 zeigt, daß das bereits der allgemeine Fall ist. Unser
Funktor ist also volltreu.

5. Es bleibt nur noch zu zeigen, daß er surjektiv ist auf Isomorphieklassen. Gege-
ben ein DatumR ⊂ X " W haben wir sicher eine ZerlegungXQ = 〈R〉Q⊕XW

Q .
Jetzt betrachten wir die Bilder R̄ ⊂ X̄ ⊂ 〈R〉Q von R und X unter der Projektion
von XQ auf den ersten Summanden. Dann ist R̄ ⊂ 〈R〉Q ein Wurzelsystem und
X̄ liegt im Gitter P̄ ⊂ 〈R〉Q der ganzen Gewichte des Wurzelsystems R̄ ⊂ 〈R〉Q.
Bezeichne andererseits Ȳ das Bild von X unter der Projektion auf den zweiten
Summanden. So erhalten wir eine Einbettung X ↪→ X̄ ⊕ Ȳ als Untergitter von
endlichem Index, und das zeigt die Surjektivität unseres Funktors auf Isomorphie-
klassen.

Ergänzung 22.5.7.16 (Wie es besser gemacht werden sollte). Betrachten wir
allgemeiner die Kategorie

KonTorLie

Als Objekte nehmen wir alle Paare (K,T ) bestehend aus einer zusammenhängen-
den kompakten Liegruppe mit einem maximalen Torus. Gegeben ein weiteres Ob-
jekt (L, S) nehmen wir als Morphismen (K,T ) → (L, S) alle S-Konjugations-
klassen von stetigen Gruppenhomomorphismen (Oder T -Konjugationsklassen?
Oder kommt das eh nicht drauf an?), die den ausgezeichneten Torus in den aus-
gezeichneten Torus abbilden und eine Surjektion (K,K) � (L,L) auf den deri-
vierten Gruppen induzieren. Betrachten wir andererseits die Kategorie

GittSpieg

Als Objekte nehmen wir alle Gitterspiegelungsgruppen mit stabiler Wurzelwahl
(W # X ⊃ R). Als Morphismen nehmen wir alle Homomorphismen abelscher
Gruppen ϕ : X → X ′ mit ϕ(R) ⊂ R′ und sϕ(α) ◦ ϕ = ϕ ◦ sα ∀α ∈ R und
sβ ◦ ϕ = ϕ ∀β ∈ R′\ϕ(R). So erhalten wir mit unseren Konstruktionen einen
Funktor und vermutlich sogar eine Äquivalenz von Kategorien

KonTorLie
≈→ GittSpieg

Das mag einmal ein Student ausarbeiten.

Übungen

Übung 22.5.7.17. Gegeben eine exakte Sequenz X ′ → X → X ′′ von abelschen
Gruppen ist auch die durch Erweiterung der Skalare zu Q entstehende Sequenz
X ′Q → XQ → X ′′Q exakt. Diese Aussage ist im übrigen ein Spezialfall der „Exakt-
heit der Lokalisierung“ 7.4.3.11.
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22.5.8 Einfache Darstellungen kompakter Liegruppen
Definition 22.5.8.1. Seien (K,T ) eine zusammenhängende torierte kompakte Lie-
gruppe und R ⊂ X(T ) ihr Wurzelsystem. Eine Teilmenge R+ ⊂ R heißt ein Sys-
tem positiver Wurzeln, wenn es eine Linearform X(T )→ Z gibt, die auf keiner
Wurzel verschwindet und genau auf den Wurzeln aus R+ positiv ist. Gegeben ein
System positiver Wurzeln erklären wir eine Teilordnung ≤ auf X(T ) durch die
Vorschrift

λ ≤ µ⇔ µ ∈ λ+ |R+〉
Hier bezeichnet |R+〉 das von den positiven Wurzeln erzeugte Monoid, also die
Menge aller endlichen Summen von positiven Wurzeln unter Einbeziehung der
leeren Summe 0.

Beispiel 22.5.8.2. Im Fall der Gruppe K = U(n) ist R+ := {εi − εj|i < j} in
unserer Notation aus 22.5.5.2 ein System positiver Wurzeln.

Proposition 22.5.8.3. Seien (K,T ) eine zusammenhängende torierte kompakte
Liegruppe und R+ ⊂ R(K,T ) ein System positiver Wurzeln. So gilt:

1. Gegeben eine endlichdimensionale irreduzible komplexe Darstellung L von
K gibt es in der Menge PT (L) ⊂ X(T ) ihrer Gewichte aus 22.2.5.9 ein
größtes Element für die Ordnung 22.5.8.1. Es heißt das höchste Gewicht
unserer Darstellung. Der zugehörige Gewichtsraum ist eindimensional.

2. Haben zwei irreduzible Darstellungen von K dasselbe höchste Gewicht, so
sind sie isomorph.

Beweis. 1. Sicher gibt es in jeder endlichdimensionalen Darstellung ein maxima-
les Gewicht λ. Sei vλ ∈ Vλ ein Gewichtsvektor von diesem Gewicht. Gegeben
α ∈ R und xα ∈ (LieCK)α gilt für jeden Gewichtsraum xαVµ ⊂ Vµ+α, denn die
Operation der komplexifizierten Liealgebra ist stets ein Homomorphismus

(LieCK)⊗C V → V

von Darstellungen. Es folgt xαvλ = 0 ∀α ∈ R+. Ich behaupte, daß wir eine K-
Unterdarstellung erhalten, wenn wir auf unseren maximalen Gewichtsvektor in
irgendeiner Reihenfolge irgendwelche Wurzelvektoren zu negativen Wurzeln an-
wenden und von den so erhaltenen Vektoren das Vektorraumerzeugnis nehmen. In
der Tat ist es sicher stabil unter T und unter dem Anwenden von Wurzelvektoren
zu negativen Wurzeln. Wendet man aber einen Wurzelvektor zu einer positiven
Wurzel xα an auf einen Ausdruck xβ(1) . . . xβ(n)vλ mit negativen Wurzeln β(i), so
ergibt sich

xαxβ(1)xβ(2) . . . xβ(n)vλ = xβ(1)xαxβ(2) . . . xβ(n)vλ + [xα, xβ(1)]xβ(2) . . . xβ(n)vλ



3946 KAPITEL 22. MANNIGFALTIGKEITEN UND LIEGRUPPEN

und unabhängig davon, ob α + β(1) eine positive Wurzel, eine negative Wurzel
oder gar keine Wurzel ist, kommen wir mit einer Induktion ans Ziel. War nun
V = L irreduzibel und haben wir vλ 6= 0, so muß unsere Unterdarstellung bereits
ganz L gewesen sein und Teil 1 folgt.

2. Seien L und L′ unsere einfachen Darstellungen und sei λ ihr gemeinsames
höchstes Gewicht. Wir wählen von Null verschiedene Vektoren vλ ∈ Lλ und v′λ ∈
L′λ, betrachten in V := L ⊕ L′ die von (vλ, v

′
λ) erzeugte Unterdarstellung W ,

und zeigen zunächst, daß auch W einfach ist. Wie wir beim Beweis von Teil 1
gesehen haben, ist der Gewichtsraum Wλ genau die Gerade durch (vλ, v

′
λ). Jede

echte Unterdarstellung U ( W liegt damit notwendig in
⊕

µ 6=λWµ. Damit folgt
für jede echte Unterdarstellung U ⊂ W schon pr1(U) 6= L, pr2(U) 6= L′. Da
aber L und L′ einfach sind, folgt pr1(U) = 0, pr2(U) = 0 und damit U = 0.
Mithin istW einfach, und die von Null verschiedenen Abbildungen pr1 : W → L,
pr2 : W → L′ müssen Isomorphismen sein, denn bei beiden Abbildungen sind ja
Bild und Kern Unterdarstellungen der einfachen Darstellungen W,L,L′. Daraus
folgt dann L ' W ' L′ wie gewünscht.

22.5.8.4. Seien (K,T ) eine zusammenhängende torierte kompakte Liegruppe und
R+ ⊂ R(K,T ) ein System von positiven Wurzeln. So setzen wir

X(T )+ := {λ ∈ X(T ) | 〈λ, α∨〉 ≥ 0 ∀α ∈ R+}

und nennen die Elemente dieser Menge die dominanten Gewichte. Diese Menge
hängt natürlich von der Wahl eines Systems positiver Wurzeln R+ ab.

Satz 22.5.8.5 (Klassifikation der einfachen Darstellungen). Gegeben (K,T )
eine torierte zusammenhängende kompakte Liegruppe und R+ ⊂ R(K,T ) ein
System positiver Wurzeln liefert die Vorschrift, die jeder einfachen Darstellung
ihr höchstes Gewicht zuordnet, eine Bijektion

Einfache endlichdimensionale
stetige komplexe

Darstellungen von K

 ∼→ X(T )+

L 7→ (Das höchste Gewicht von L)

22.5.8.6. Man betrachte in der Reellifizierung X(T )R = X(T ) ⊗Z R unseres
Charaktergitters das Komplement der Vereinigung der Fixpunkthyperebenen al-
ler Spiegelungen der Weylgruppe. Seine maximalen konvexen Teilmengen heißen
Alkoven oder Weylkammern. Diese Alkoven entsprechen nach 23.2.2.6 einein-
deutig Systemen von positiven Wurzeln unter der Zuordnung, die einem System
R+ die konvexe Menge

C(R+) := {λ ∈ X(T )R | 〈λ, α∨〉 > 0 ∀α ∈ R+}
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zuordnet. Per definitionem ist dann die Menge der dominanten Gewichte der
Schnitt des Charaktergitters mit dem Abschluß der Weylkammer zu R+, in For-
meln

X(T )+ = X(T ) ∩ C(R+)

Beweis. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V von K ist die Menge
PT (V ) ihrer Gewichte offensichtlich stabil unter der Weylgruppe W , genauer gilt
ẇVλ = Vwλ für jeden Repräsentanten ẇ ∈ NK(T ) eines Elements w ∈ W . Ist
nun ein Gewicht λ ∈ X(T ) einer Darstellung von K nicht dominant, so existiert
α ∈ R+ mit 〈λ, α∨〉 < 0 und folglich sα(λ) > λ und λ kann kein maximales
Gewicht gewesen sein. Das höchste Gewicht einer einfachen Darstellung ist also
stets dominant. Damit ist die Abbildung aus unserem Satz schon mal sinnvoll de-
finiert. Nach 22.5.8.3 ist sie schon mal injektiv. Es bleibt zu zeigen, daß sie auch
surjektiv ist, daß also zu jedem dominanten Gewicht auch eine einfache Darstel-
lung mit diesem höchsten Gewicht existiert. Das verschieben wir auf Abschnitt
22.5.10.

22.5.9 Differentialformen und Integration
22.5.9.1. Wir verallgemeinern nun den Formalismus der Differentialformen, wie
er in 12.8.2 folgende entwickelt wurde, auf abstrakte Mannigfaltigkeiten. Gleich-
zeitig besprechen wir auch allgemeinere Felder. Wir verwenden im folgenden die
Sprache der Kategorientheorie 4.7.1.1.
22.5.9.2. Sei A : ModfR → Modfopp

R ein Opfunktor von der Kategorie der end-
lichdimensionalen reellen Vektorräume in sich selbst. Solch ein OpfunktorA heißt
glatt, wenn die Abbildungen A : Hom(V,W ) → Hom(A(W ), A(V )) glatt sind.
Ausführlicher reden wir dann von einem reellen glatten Opfunktor.
22.5.9.3. Ausformuliert ist solch ein Opfunktor eine Zuordnung, die jedem end-
lichdimensionalen R-Vektorraum V einen endlichdimensionalen R-Vektorraum
A(V ) zuordnet und jedem Vektorraumhomomorphismus f : V → W einen Vek-
torraumhomomorphismus A(f) : A(W )

∼→ A(V ) in die Gegenrichtung derart,
daß für jeden endlichdimensionalen R-Vektorraum V gilt A(idV ) = idA(V ) und,
wann immer f, g verknüpfbare Homomorphismen sind, A(f ◦ g) = A(g) ◦A(f).
Beispiele 22.5.9.4. Für jede natürliche Zahl n ∈ N ist die Vorschrift V 7→ V ∗,
f 7→ f>, die jedem endlichdimensionalen Raum seinen Dualraum zuordnet und
jedem Isomorphismus die transponierte Abbildung, ein glatter Opfunktor. Allge-
meiner ist für r ≥ 0 die Vorschrift V 7→ Altr V aus 12.8.1.1 oder auch 4.6.5.3
mit der Vorschrift f 7→ f> auf Morphismen in der Notation 12.8.1.13 ein glatter
Opfunktor. Auch die Vorschriften Bil und SBil, die jedem Vektorraum den Raum
seiner Bilinearformen beziehungsweise symmetrischen Bilinearformen zuordnen,
sind glatte Opfunktoren.
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22.5.9.5 (Anwenden glatter Opfunktoren auf Vektorbündel). Gegeben eine
glatte Mannigfaltigkeit M und ein glatter Opfunktor A und ein glattes Vektor-
bündel p : E →M im Sinne von 22.3.4.3.4 gibt es auf der disjunkten Vereinigung

A(E) :=
⊔
x∈M

A(Ex)

genau eine Struktur als glattes Vektorbündel auf M derart, daß für jede Bündel-
karte f : U × V → E mit U ⊂◦ M und V ein reeller Vektorraum der entspre-
chenden Dimension die Abbildung U × A(V ) ↪→ A(E) gegeben durch (x, v) 7→
(A(fx)

−1)(v) eine Bündelkarte von A(E) ist. Hierbei verstehen wir fx als den
Isomorphismus fx : V

∼→ Ex gegeben durch f : (x, v) 7→ fx(v). Um das einzu-
sehen, muß man nur prüfen, daß die Kartenwechsel der so erklärten Bündelkarten
glatt sind, und das folgt unmittelbar aus der Glattheit des Opfunktors A. Offen-
sichtlich ist diesA : E 7→ A(E) dann ein Opfunktor von der Kategorie der glatten
Vektorbündel auf M in sich selbst und für endlichdimensionale Vektorräume V
haben wir natürliche Bündelisomorphimen M × A(V )

∼→ A(M × V ).

Ergänzung 22.5.9.6. Zum Anwenden auf Vektorbündel wäre es natürlicher ge-
wesen, statt mit „glatten Opfunktoren“ mit „glatten Funktoren von der Isomor-
phismenkategorie der endlichdimensionalen reellen Vektorräume in sich selber“
zu arbeiten. Der Kontext der Opfunktoren erlaubt jedoch das Zurückziehen der
zugehörigen Felder unter beliebigen glatten Abbildungen und ist deshalb der Dis-
kussion von Differentialformen besonders gut angepaßt.

22.5.9.7. Wir können zu jedem glatten Vektorraumbündel E insbesondere durch
Anwenden des Dualraumfunktors das duale BündelE∗ und allgemeiner die Bündel
Altr(E) bilden.

22.5.9.8. SeienM eine glatte Mannigfaltigkeit undA ein glatter Opfunktor. Unter
einem A-Feld auf M verstehen wir einen Schnitt σ : M → A(TM) des Bündels
A(TM) und schreiben meist σ(x) = σx. Ist unsere Mannigfaltigkeit eine offene
Teilmenge M ⊂◦ X eines reellen affinen Raums, so haben wir einen natürlichen
Isomorphismus M × ~X

∼→ TM von glatten Vektorbündeln und damit auch einen
natürlichen IsomorphismusA(TM)

∼→M×A( ~X). Unter diesem Isomorphismus
entspricht ein A-Feld σ einer Abbildung

σ : M → A( ~X)

Wenn wir den glatten Opfunktor nicht explizit machen wollen, reden wir von ei-
nem Opfunktorfeld.

22.5.9.9. Das duale Bündel des Tangentialbündels einer glatten Mannigfaltigkeit
M heißt das Kotangentialbündel T∗M . Die Schnitte des Kotangentialbündels
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heißen Kovektorfelder. Auf einer offenen Teilmenge M ⊂◦ X eines reellen affi-
nen Raums X können wir insbesondere ein Kovektorfeld identifizieren mit einer
Abbildung M → ~X∗ und unser neuer Begriff erweitert unseren Begriff eines Ko-
vektorfelds aus 12.7.1.5.
22.5.9.10. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Schnitte des Bündels Altr(TM)
zum Opfunktor Altr der alternierenden r-Multilinearformen heißen r-Formen
und, wenn man r im Unbestimmten lassen will, Differentialformen auf M . Ei-
ne n-Form auf einer n-Mannigfaltigkeit heißt auch eine Volumenform. Auf einer
offenen Teilmenge M ⊂◦ X eines reellen affinen Raums X können wir insbeson-
dere eine r-Form identifizieren mit einer Abbildung M → Altr( ~X). Unser neuer
Begriff erweitert damit unseren Begriff von Differentialform aus ??. Den Raum
der glatten r-Formen auf M notieren wir Ωr(M).
22.5.9.11 (Dachprodukt). Gegeben Differentialformen ω, η auf einer Mannig-
faltigkeit M erklären wir ihr Dachprodukt punktweise, in Formeln (ω ∧ η)x :=
ωx ∧ ηx für alle x ∈ M . Man erkennt mühelos, daß das Dachprodukt glatter For-
men wieder glatt ist.
22.5.9.12 (Bezug zu den Differentialformen aus der Analysis). Eine relative
Differentialform im Sinne von 12.8.2 auf einer UntermannigfaltigkeitM ⊂ X po-
sitiver Kodimension alias eine AbbildungM → Altr ~X ist nicht dasselbe wie eine
Differentialform im hier erklärten Sinne: Salopp gesprochen liegt der Unterschied
darin, daß unsere r-Formen hier an jeder Stelle p ∈M nur je r Tangentialvektoren
aus TpM eine Zahl zuordnen, im Gegensatz zu unseren relativen Differentialfor-
men im Sinne von 12.8.2, die sogar je r beliebigen Vektoren des Richtungsraums
~X des umgebenden affinen Raums X eine Zahl zuordneten. Allerdings liefert je-
de relative Differentialform auf einer Untermannigfaltigkeit durch Einschränkung
auch eine „absolute“ Differentialform auf besagter Untermannigfaltigkeit. Hier
ist vielleicht auch der richtige Moment für das Eingeständnis, daß das Konzept
einer relativen Differentialform vom höheren Standpunkt aus gesehen ziemlich
sinnlos ist und nur als Etappe beim didaktischen Aufbau der Theorie eine gewisse
Berechtigung haben mag.

Definition 22.5.9.13 (Verwandtschaft von Opfunktorfeldern). Seien φ : M →
N eine glatte Abbildung von Mannigfaltigkeiten und A ein glatter Opfunktor.
Zwei A-Felder σ : M → A(TM) und τ : N → A(TN) heißen verwandt unter
φ und wir schreiben φ : σ ; τ , wenn für alle x ∈M in Vektorraum A(TxM) gilt

σx = (A(dxφ))(τφ(x))

22.5.9.14. Natürlich hat jedes Opfunktorfeld genau einen Rückwärtsverwandten.
Ist unsere Abbildung ein Diffeomorphismus, so hat es auch genau einen Vor-
wärtsverwandten. Verwandtschaft von Opfunktorfeldern ist transitiv im Sinne von
12.7.2.18.
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22.5.9.15. Nach 22.5.9.14 liefert jede glatte Abbildung φ : M → N von Man-
nigfaltigkeiten lineare Abbildungen φ∗ : Ωr(N)→ Ωr(M) in die Gegenrichtung,
die man das Zurückholen von Differentialformen nennt. Sie verallgemeinern
unseren Rückzug von Differentialformen aus 12.8.2.9, erfüllen die bei Verwandt-
schaftsbeziehungen üblichen Identitäten id∗(ω) = ω und φ∗ ◦ ψ∗ = (ψ ◦ φ)∗, und
sind verträglich mit dem Dachprodukt, in Formeln

φ∗(ω ∧ η) = (φ∗ω) ∧ (φ∗η)

Um eine Differentialform auf einer Mannigfaltigkeit anzugeben, reicht es aus,
einen Atlas zu wählen und den Rückzug unserer Form unter jeder Karte anzuge-
ben. Haben wir umgekehrt Differentialformen auf den Definitionsbereichen aller
Karten gegeben und passen diese zusammen unter dem Rückzug längs Karten-
wechseln, so kommen sie von einer wohlbestimmten Differentialform auf unserer
Mannigfaltigkeit her.

Lemma 22.5.9.16 (Äußere Ableitung). Gegeben eine Mannigfaltigkeit M gibt
es genau eine Abbildung

d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

mit der Eigenschaft, daß für jede Karte ϕ : W → M und alle ω ∈ Ωk(M) gilt
ϕ∗(dω) = d(ϕ∗ω) mit unserer äußeren Ableitung aus 12.8.5.4 auf der rechten
Seite.

Vorschau 22.5.9.17. Diese Abbildung heißt wieder die äußere Ableitung. Eine
koordinatenfreie Beschreibung der äußeren Ableitung wird in ?? gegeben.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich, da unsere Mannigfaltigkeit ja durch
Bilder von Karten überdeckt wird. Die Existenz folgt aus 12.8.5.11, das uns sagt,
daß es nicht darauf ankommt, in welcher Karte wir lokal die äußere Ableitung
unserer Differentialform berechnen.

22.5.9.18 (Differentiale von Funktionen). Auch auf Mannigfaltigkeiten sind Null-
formen Funktionen und Einsformen Kovektorfelder. Jeder glatten Funktion f :
M → R auf einer Mannigfaltigkeit ordnet die äußere Ableitung nach 22.5.9.16
also ein Kovektorfeld df zu. Dieses Kovektorfeld ist dadurch definiert, daß für
jede Karte ϕ : W → M gilt ϕ∗(df) = d(f ◦ ϕ). Es kann aber alternativ auch
wie folgt beschrieben werden: Eine differenzierbare Abbildung f : M → R hat
ja in jedem Punkt p ∈ M nach 22.3.3.3 ein Differential dpf : TpM → Tf(p)R.
Mithilfe der natürlichen Identifikation Tf(p)R

∼→ R können wir unser Differential
mithin als Linearform auf dem Dualraum dpf ∈ T∗pM auffassen und die Zuord-
nung M → T∗M , p 7→ dpf als ein Kovektorfeld. Dieses Kovektorfeld notieren
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wir auch df und überlassen dem Leser den Nachweis, daß es mit unserem ver-
mittels 22.5.9.16 erklärten Kovektorfeld df übereinstimmt. In diesem Fall kommt
es also nicht darauf an, ob wir das gerade d oder das kursive d verwenden. Wir
nennen dieses Kovektorfeld df das Differential von f .

Satz 22.5.9.19 (Rechnen mit der äußeren Ableitung). Gegeben eine glatte Man-
nigfaltigkeit M gilt:

1. Die äußere Ableitung d : Ωr(M) → Ωr+1(M), ω 7→ dω ist R-linear für
alle r ∈ N;

2. Für Nullformen alias Funktionen f gilt df = df ;

3. Für das Differential eines Dach-Produkts glatter Differentialformen gilt die
Leibniz-Regel

d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)|ω|ω ∧ dη

4. Gegeben ein glatter Morphismus φ : M → N von Mannigfaltigkeiten ha-
ben wir die Verwandtschaftsverträglichkeit der äußeren Ableitung

d(φ∗ω) = φ∗(dω)

5. Für jede Differentialform auf M gilt d(dω) = 0.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Definition der äußeren Ableitung in 22.5.9.16
und ihren bereits bewiesenen Analoga 12.8.5.11 im Fall offener Teilmengen end-
lichdimensionaler reeller Räume.

22.5.9.20. Die Existenz einer äußeren Ableitung von Differentialformen mit den
im Satz formulierten bemerkenswerten Eigenschaften ist eine Besonderheit, die
für allgemeinere Felder keine Entsprechung hat. Der Kalkül der Differentialfor-
men wird dadurch ein außerordentlich bequemer und nützlicher Formalismus.
22.5.9.21. Gegeben eine Mannigfaltigkeit M und k ≥ 0 bezeichne C!Ω

k(M) den
reellen Vektorraum aller stetigen k-Formen auf M mit kompaktem Träger. Den
Begriff der Orientierung einer abstrakten Mannigfaltigkeit definieren wir wie im
eingebetteten Fall in 12.8.3.3.

Satz 22.5.9.22 (Integration von Volumenformen). Für jede orientierte k-Man-
nigfaltigkeit M gibt es genau eine Linearform

∫
: C!Ω

k(M) → R mit der Ei-
genschaft, daß für jede Karte ϕ : W → M der Orientierung ε und jede kom-
pakt getragene Volumenform ω ∈ C!Ω

k(M) mit Träger im Bild dieser Karte
suppω ⊂ ϕ(W ) gilt ∫

~M

ω = ε

∫
W

(ϕ∗ω)(e1, . . . , ek)
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Beweis. Das geht genau wie der einfache Teil des Beweises von 12.8.4.3. Man
wählt eine Überdeckung des Trägers der Volumenform durch die Bilder endlich
vieler orientierter Karten und dazu eine Teilung der Eins genau wie in 12.4.2.14
und schreibt so unsere Volumenform als Summe von Formen, die jeweils nur
Träger im Bild einer Karte haben. Damit ist dann die Eindeutigkeit bereits ge-
zeigt. Um die Existenz zu zeigen, muß man nur nachweisen, daß das Ergebnis
dieser Konstruktion von allen Wahlen unabhängig ist, und das folgert man aus der
Transformationsformel.

22.5.9.23 (Invariante Volumenformen auf Liegruppen). Für jede Liegruppe G
und jeden glatten Opfunktor A liefert unser in 22.3.4.9 konstruierter Isomorphis-
mus von Vektorbündeln G × TeG

∼→ TG gegeben durch (g,B) 7→ (de(g·))(B)
einen Isomorphismus

A(TG)
∼→ G× A(TeG)

Es ist leicht zu sehen, daß für ω ∈ A(TeG) der zugehörige konstante Schnitt
p 7→ (p, ω) rechts einem A-Feld links entspricht, daß unter allen Linkstranslatio-
nen zu sich selbst verwandt ist. Insbesondere finden wir auf jeder Liegruppe eine
von Null verschiedene unter allen Linkstranslationen zu sich selbst verwandte ste-
tige Volumenform ωG. Mit |ωG| finden wir dann auch eine unter allen Linkstrans-
lationen zu sich selbst verwandte stetige positive Dichte alias ein Haarmaß oder
genauer ein linksinvariantes Haar’sches Borelmaß im Sinne von 15.4.3.13.

Übungen

Übung 22.5.9.24. Seien H ⊂∧ G Liegruppen. Jede H-invariante Volumenform auf
T1̄(G/H) läßt sich auf genau eine Weise zu einerG-invarianten Volumenform auf
G/H fortsetzen, und diese Fortsetzung ist stetig, ja sogar glatt.
Übung 22.5.9.25. Gegeben eine nirgends verschwindende stetige Volumenform
ω auf einer Mannigfaltigkeit X erhalten wir eine Orientierung auf X , indem wir
jeder angeordneten Basis (v1, . . . , vn) eines Tangentialraums TxX das Vorzeichen
der von Null verschiedenen reellen Zahl ωx(v1, . . . , vn) zuordnen. Notieren wir ~X
unsere Mannigfaltigkeit mit dieser Orientierung, so gilt für jede stetige Funktion
f : X → R≥0 mit kompaktem Träger

( ∫
~X
fω
)
≥ 0, und gilt zusätzlich f 6= 0, so

ist unser Integral positiv.
Übung 22.5.9.26. Jede Liegruppe ist orientierbar. Jeder Quotient einer Liegruppe
nach einer zusammenhängenden Untergruppe ist orientierbar.

22.5.10 Die Weyl’schen Formeln
Satz 22.5.10.1. Seien K ⊃ T eine zusammenhängende kompakte Liegruppe und
ein maximaler Torus. Für t ∈ T bezeichne AdK/T (t) die von der adjungierten
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Darstellung auf dem Quotienten LieK/LieT induzierte Abbildung. So gilt für
alle stetigen Klassenfunktionen f : K → C die Weyl’sche Integrationsformel∫

K

f(g) 〈g〉K =
1

|W |

∫
T

j(t)f(t) 〈t〉T

mit j(t) := det(id−AdK/T (t)) für t ∈ T .

22.5.10.2. Hier bezeichnet W die Weylgruppe und 〈g〉K sowie 〈t〉T deuten die
Integrationen über die normalisierten Haarmaße unserer kompakten Gruppen an.
Der Beweis der Integrationsformel wird erst zu Ende dieses Abschnitts gegeben.
Daß eine Formel dieser Art gelten könnte, wirkt zumindest plausibel, wenn man
sich daran erinnert, daß jeder maximale Torus jede Konjugationsklasse trifft.

22.5.10.3. Wir schreiben die Gruppenstruktur des Charaktergitters X = X(T )
additiv in der Hoffnung, daß das der Anschauung hilft. Fassen wir Elemente λ ∈
X(T ) dahingegen als konkrete Funktionen T → C oder auch als Elemente des
Gruppenrings Z[X(T )] auf, so schreiben wir eλ, so daß also gilt eλ eµ = eλ+µ 6=
eλ + eµ für λ, µ ∈ X(T ). Unsere Funktion j erhält in diesen Notationen, da ja die
Zahl der Wurzeln gerade ist, die Gestalt

j =
∏
α∈R

(1− eα) =
∏
α∈R

(eα−1)

22.5.10.4. Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V eines Torus T gilt für
ihren Charakter in unseren Notationen offensichtlich χV =

∑
ν∈X(T ) dimVν eν .

Insbesondere haben wir χV ∈ Z[X(T )] ⊂ C(T ).

22.5.10.5. Seien (K,T ) eine torierte zusammenhängende kompakte Liegruppe
mit GitterdatumW # X ⊃ R und seiR+ ⊂ R ein System positiver Wurzeln. Wir
wählen nun ein System positiver Wurzeln R+ im Sinne von 22.5.8.1 und betrach-
ten im halbierten Gewichtegitter X/2 := (1/2)X(T ) ⊂ X(T )Q die Halbsumme
der positiven Wurzeln alias den Weylvektor

ρ = ρ(R+) :=
1

2

∑
α∈R+

α

Satz 22.5.10.6 (Weyl’sche Charakterformel). Seien (K,T ) eine torierte zusam-
menhängende kompakte Liegruppe, W # X ⊃ R ihr Gitterdatum und R+ ⊂ R
ein System positiver Wurzeln. So gilt für den Charakter einer irreduziblen Darstel-
lung L(λ) von K mit höchstem Gewicht λ im Gruppenring Z[X/2] des halbierten
Gewichtegitters die Formel

χL(λ)|T =

∑
w∈W det(w) ew(λ+ρ)∑
w∈W det(w) ewρ
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22.5.10.7. Der Gruppenring Z[Γ] eines Gitters Γ ∼= Zn ist ein Ring von Laurent-
polynomen in endlich vielen Veränderlichen und damit ein Integritätsbereich und
sogar ein faktorieller Ring. Unsere Formel ist im Quotientenkörper dieses fakto-
riellen Rings zu verstehen. Mit detw = ±1 ist die Determinante des durch w
gegebenen Endomorphismus des Charaktergitters gemeint.

22.5.10.8. Aus der Weyl’schen Charakterformel folgt die Weyl’sche Dimensi-
onsformel

dimL(λ) =

∏
α∈R+〈λ+ ρ, α∨〉∏
α∈R+〈ρ, α∨〉

Wir geben den Beweis der Dimensionsformel und weitere kombinatorische Identi-
täten für Charaktere im Kontext der Darstellungstheorie von Liealgebren in 24.4.6.2
folgende. Es handelt sich im wesentlichen um eine geschickte Auswertung der
Weyl’schen Charakterformel am neutralen Element mit Hilfe der Regel von de
l’Hospital.

22.5.10.9. Der hier gegebene Beweis der Weyl’schen Charakterformel stützt sich
auf die Integrationsformel 22.5.10.1 und die Weyl’sche Nennerformel 22.5.10.10.
Sie sagt uns, wie wir im Gruppenring Z [X/2] des halbierten Wurzelgitters eine
Art „Quadratwurzel von j“ auch als alternierende Summe schreiben können.

Lemma 22.5.10.10 (Weyl’sche Nennerformel). GegebenW # X ⊃ R eine Git-
terspiegelungsgruppe mit stabiler Wurzelwahl und R+ ⊂ R ein System positiver
Wurzeln mit Halbsumme ρ gelten in Z[X/2] die Identitäten

eρ
∏
α∈R+

(1− e−α) =
∏
α∈R+

(eα/2− e−α/2) =
∑
w∈W

det(w) ewρ

22.5.10.11. Multiplizieren wir die linke Seite dieser Gleichung mit e−ρ, so ergibt
sich das Produkt der Terme zu negativen Wurzeln aus unserer Produktdarstellung
der Funktion j. Die Funktion j selber ist also das Quadrat der Norm der linken
und dann natürlich auch der rechten Seite unserer Gleichung.

Beweis der Nennerformel. Die erste Gleichung ist evident. Zum Beweis der zwei-
ten Gleichung brauchen wir einiges zu Spiegelungsgruppen und Wurzelsystemen.
Ich erinnere daran, daß wir in 23.2.2.6 zu einem System von positiven WurzelnR+

die Teilmenge Π ⊂ R+ der einfachen Wurzeln erklärt hatten als die Menge aller
positiven Wurzeln, die sich nicht als Summe über eine Multimenge von zwei oder
mehr Elementen des besagten Systems schreiben lassen, also die kleinste Teilmen-
ge Π ⊂ R+ mitR+ ⊂ |Π〉. In 23.2.2.6 hatten wir auch gezeigt, daß die Spiegelun-
gen zu einfachen Wurzeln vonR+, auch genannt die einfachen Spiegelungen, ge-
nau die Spiegelungen an den Wänden des R+ zugeordneten Alkoven sind. Damit
erzeugen sie nach 23.1.6.1 oder auch 23.2.2.12 bereits die Weylgruppe und nach
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23.2.2.7 gilt für jede einfache Wurzel α ∈ Π die Formel sαR+ = (R+\α)∪{−α}
und insbesondere sα(ρ) = ρ − α und folglich 〈ρ, α∨〉 = 1. Anschaulich bedeu-
tet das, daß ein Alkoven unter der Spiegelung an einer seiner Wände in einen
Alkoven übergeht, der vom ursprünglichen Alkoven nur durch diese eine Wand
getrennt wird. Damit ist klar, daß in unserer Nennerformel beide Seiten bei An-
wendung einer einfachen Spiegelung nur ihr Vorzeichen ändern. Die linke Seite
setzt sich nun zusammen aus Summanden eλ mit λ ∈ ρ− |R+〉, wo wir mit |R+〉
das Monoid-Erzeugnis meinen. Es reicht also zu zeigen, daß von diesen λ nur ρ
selbst im Inneren der dominanten Weylkammer liegt. Für alle von Null verschie-
denen µ ∈ |R+〉 gibt es nun eine einfache Wurzel α ∈ Π, deren Kowurzel darauf
positiv ist, denn wo alle einfachen Kowurzeln nichtpositiv sind, ist der Abschluß
des Negativen unserer Weylkammer C(R+). So folgt 〈ρ− µ, α∨〉 ≤ 0 und ρ− µ
liegt nicht im Inneren der dominanten Weylkammer.

Beweis der Charakterformel 22.5.10.6. Wir betrachten die zum Fixpunkt (−ρ) ∈
X/2 verschobene sogenannte dot-Operation der Weylgruppe auf X/2, gegeben
in Formeln durch w · λ := w(λ + ρ) − ρ. Wegen ρ − sαρ = α für jede einfache
Wurzel α stabilisiert sie das Untergitter X. Wir bilden für jedes Gewicht λ ∈ X
im Gruppenring des Gewichtegitters die alternierende Summe

A(λ) :=
∑
w∈W

det(w) ew·λ

Die Weyl’sche Nennerformel 22.5.10.10 besagt

A(0) =
∏
α∈R+

(1− e−α)

Die 1 − e−α für α ∈ R+ sind darin paarweise teilerfremd, wie der Leser selbst
prüfen mag. Die Identität

(1− eα)(1 + eα + . . .+ enα) = (1− e(n+1)α)

zeigt dann, daßA(0) bereits im Gruppenring des Charaktergitters Z[X] jedesA(λ)
teilt, denn ew·λ− esαw·λ ist stets ein Vielfaches von einem Ausdruck der Gestalt
(1−e(n+1)α). Wir können mithin für alle dominanten ganzen Gewichte λ im Grup-
penring des Charaktergitters den Quotienten

χλ = A(λ)/A(0) ∈ Z[X]

bilden. Er ist invariant unter der Weylgruppe, denn rechnen wir im vergrößerten
Gruppenring Z[X/2] und erweitern unseren Bruch mit eρ, so wechseln Nenner
und Zähler unter jeder Spiegelung aus der Weylgruppe nur ihr Vorzeichen und
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der Bruch bleibt gleich. Wir interpretieren unseren Quotienten nun als eine unter
der Weylgruppe invariante Funktionen auf T und dehnen sie aus zu einer Klas-
senfunktion χλ auf K. So erhalten wir ein Orthonormalsystem von Klassenfunk-
tionen, denn mit der Weyl’schen Integrationsformel 22.5.10.1 und der offensich-
lichen Formel

∫
T

eµ = δ0µ ergibt sich∫
K

χ̄λχν =

∫
T

A(λ)A(ν)

A(0)A(0)

j

|W |
=

1

|W |

∫
T

A(λ)A(ν) = δλν

Andererseits gilt A(0) eµ = eµ +
∑

ν<µ cν eν , als da heißt, die Multiplikation mit
A(0) ändert nicht die Koeffizienten der „Leitterme“. Folglich hat χλ = A(λ)/A(0)
wie A(λ) den einzigen Leitterm eλ alias die Gestalt

χλ = eλ +
∑
ν<µ

cν eν

Daraus folgern wir nun, daß diese Funktionen χλ genau die irreduziblen Charak-
tere von K sein müssen. In der Tat bilden sie sicher eine Z-Basis des Teilrings
Z[X]W . Ist V eine endlichdimensionale Darstellung von K, so liegt die Restrikti-
on ihres Charakters auf T in diesem Teilring und wir können sie mithin darstellen
als eine endliche Linearkombination mit ganzzahligen Koeffizienten

χV =
∑
ν

nνχν

Ist nun V irreduzibel, so gilt zusätzlich 〈χV , χV 〉 = 1. Daraus folgt sofort χV =
χλ für ein wohlbestimmtes dominantes ganzes Gewicht λ, das dann natürlich das
höchste Gewicht von V sein muß, und wir erhalten für V = L(λ) auch gleich die
Weyl’sche Charakterformel

χL(λ)|T =

∑
w∈W det(w) ew·λ∑
w∈W det(w) ew·0

=

∑
w∈W det(w) ew(λ+ρ)∑
w∈W det(w) ewρ

Das zeigt ein zweites Mal, daß je zwei einfache Darstellungen mit demselben
höchsten Gewicht isomorph sind. Da weiter die Charaktere dicht liegen müssen im
Raum der Klassenfunktionen, zeigt es auch, daß es zu jedem dominanten Gewicht
eine einfache Darstellung gibt, die dies höchste Gewicht hat.

Lemma 22.5.10.12 (Konjugationsklassen in kompakten Liegruppen). Gege-
ben eine zusammenhängende kompakte Liegruppe K und ein maximaler Torus
T ⊂ K induziert die Einbettung unseres Torus einen Homöomorphismus zwi-
schen dem Raum der Bahnen der Weylgruppe auf dem Torus und dem Raum der
Konjugationsklassen in unserer Gruppe

T/W
∼→ K/ int(K)
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22.5.10.13. Besonders anschaulich scheint mir die Aussage des Lemmas im Fall
der Drehgruppe SO(3) und besonders leicht prüft man es im Fall U(n). Das nor-
mierte Haarmaß auf K hat ein Bildmaß auf dem Raum der Konjugationsklassen
K/ int(K) und dem entspricht notwendig ein nichtnegatives Borelmaß auf T/W .
Man kann sich mit etwas Mühe auch formal klarmachen, daß dieses und überhaupt
jedes Borelmaß auf T/W das direkte Bild eines wohldefinierten W -invarianten
Borelmaßes auf T sein muß. Die Weyl’sche Integrationsformel 22.5.10.1 gibt das
besagte W -invariante Borelmaß auf T explizit an.

Beweis. Die Surjektivität unserer Abbildung folgt aus der Erkenntnis 22.5.1.7,
daß jedes Element zu einem maximalen Torus gehört. Um die Injektivität zu zei-
gen, nehmen wir an, es gebe t, s ∈ T und g ∈ K mit gtg−1 = s. Dann sind
T und gTg−1 zwei maximale Tori in ZK(s), also gibt es wieder nach 22.5.1.7
ein Element h ∈ ZK(s) mit T = hgTg−1h−1 und wir haben y = hg ∈ NK(T )
gefunden mit yty−1 = s. Um schließlich zu zeigen, daß unsere Abbildung ein Ho-
möomorphismus ist, müssen wir nach 15.1.5.13 nur nachweisen, daß die Konju-
gationsklassen in einer kompakten Hausdorffgruppe einen Hausdorffraum bilden.
Das folgt jedoch aus 15.2.2.14.

Beweis der Weyl’schen Integrationsformel. Wir interessieren uns für die Abbil-
dung

K/T × T ϕ→ K
(gT , t) 7→ gtg−1

Ihre anschauliche Bedeutung im Fall K = SO(3) diskutieren wir im Anschluß.
Der homogene Raum K/T heißt die Fahnenmannigfaltigkeit. Unsere Abbil-
dung ist äquivariant für dieK-Operation von links auf dem Definitionsbereich und
die K-Operation durch Konjugation auf dem Wertebereich. Unsere Abbildung ist
auch äquivariant für die damit kommutierende Operation der Weylgruppe durch
w(gT, t) := (gw−1T,wt) auf dem Definitionsbereich und die triviale Operation
auf dem Wertebereich. Jetzt betrachten wir

Treg := {t ∈ T | α(t) 6= 1 ∀α ∈ R} ⊂◦ T

Ihre Elemente heißen die regulären Elemente unseres maximalen Torus T . Diese
Menge ist offensichtlich W -stabil. Gegeben t ∈ Treg erkennt man in der Lie-
Algebra, daß T die Einskomponente seines Zentralisators ist, so daß der ganze
Zentralisator in NK(T ) enthalten sein muß. Bezeichnen wir mit Kreg ⊂ K die
Menge aller zu einem Punkt in Treg konjugierten Elemente, also aller Elemente
g ∈ K mit ZK(g)◦ ein maximaler Torus, so sind die Fasern von

ϕreg : K/T × Treg → Kreg
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folglich Bahnen unter der Weylgruppe W . Das Komplement von Kreg ist die Ver-
einigung der Bilder ϕ(K/T × kerα) für α ∈ R und damit abgeschlossen und
eine Nullmenge für das Haarmaß. Die Menge der regulären Punkte ist folglich
eine offene Teilmenge Kreg ⊂◦ K. Wir werden bald sehen, daß ϕreg an jeder
Stelle bijektives Differential hat und daß W frei auf allen seinen Fasern ope-
riert, aber alles der Reihe nach. Jetzt wählen wir erst einmal beliebige nirgends
verschwindende glatte Volumenformen ωK/T , ωT und ωK auf K/T, T und K.
Das geht nach den Übungen 22.5.9.25 und 22.5.9.26. Wir verwenden die No-
tation ωK/T � ωT := pr∗1 ω

K/T ∧ pr∗2 ω
T . Sicher gibt es eine glatte Funktion

c : K/T × T → R mit
ϕ∗ωK = c ωK/T � ωT

Nun haben wir ja ϕ ◦ (h·) = (inth) ◦ ϕ für alle h ∈ K. Falls ωK invariant ist
unter Links- und Rechtstranslation und ωK/T invariant unter Linkstranslation, was
wir von jetzt an beides annehmen wollen und nach 22.5.9.23 und 22.5.9.24 auch
annehmen dürfen, so hängt offensichtlich c nur von der zweiten Koordinate ab
und kann geschrieben werden als c(gT, t) = c(t). Jetzt nehmen wir zusätzlich ωT

auch noch invariant unter Linkstranslation an und betrachten für gegebenes t ∈ T
die Verknüpfung

K/T × T → K/T × T ϕ→ K → K

(ḡ, τ) 7→ (ḡ, tτ) 7→ gtτg−1 7→ t−1gtτg−1

Tē(K/T )× TeT → Tē(K/T )× TtT → TtK → TeK

Um c(t) bis auf einen konstanten Faktor zu berechnen, müssen wir nur irgendei-
nen Vektorraumisomorphismus TeK

∼→ Tē(K/T ) × TeT nachschalten und die
Determinante der Komposition bestimmen. Das Differential Tē(K/T )× TeT →
TeK unserer Verknüpfung ist gegeben durch (X̄, Y ) 7→ Ad(t−1)X̄ + Y − X̄
für X̄ ∈ Tē(K/T ). Wählen wir irgendein lineares Linksinverses TeK � TeT
zur offensichtlichen Einbettung, so erhalten wir einen für unsere Zwecke beson-
ders praktischen Isomorphismus TeK

∼→ Tē(K/T )×TeT . Die Determinante der
Verknüpfung ergibt sich aus der allgemeinen Regel für Determinanten von Block-
Dreiecksmatrizen zu det(AdK/T (t−1)− id). Für notfalls mit einer multiplikativen
Konstante angepaßte Wahlen von ωK , ωT und ωK/T erhalten wir so

c(t) = det(AdK/T (t−1)− id)

Da AdK/T (t) auf dem reellen Vektorraum LieK/LieT für ein geeignetes Ska-
larprodukt eine orthogonale Abbildung ist und offensichtlich in der Einskompo-
nente von O(LieK/LieT ) liegt, hat es die Determinante Eins und wir folgern
c(t) = j(t). Insbesondere ist das Differential von ϕreg an jeder Stelle ein Iso-
morphismus ist. Hätte eine Faser von ϕreg weniger als |W | Punkte, so folgte das
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mit unserer W -Operation auch für alle Fasern in einer offenen Umgebung. Weil
aber in jeder nichtleeren offenen Teilmenge von T offensichtlich Punkte liegen,
die von keinem Element der Weylgruppe festgehalten werden, kann W auch kei-
ne Fixpunkte in Treg haben. In der Sprache der Topologie wäre ϕreg ein Beispiel
für eine |W |-blättrige Überlagerung. Die Wirkung von W erhält des weiteren die
Orientierung, denn betrachten wir die adjungierte Operation von ẇ ∈ NK(T ) auf
LieT ↪→ LieK � LieK/LieT , so muß sie in der Mitte orientierungserhaltend
sein als Einschränkung der Wirkung einer zusammenhängenden Gruppe und folg-
lich links und rechts denselben Effekt auf den Orientierungen haben. Wählen wir
nun Orientierungen auf K, T und K/T , so erhalten wir für f : K → C stetig eine
Kette von Gleichheiten „bis auf von f unabhängige multiplikative Konstanten“
der Gestalt ∫

K

f(g)
.
=

∫
~K

fωK
.
=

∫
−−→
K/T×~T

ϕ∗(fωK)

Der Punkt über den Gleichheitszeichen deutet dabei an, daß unsere Gleichungen
nur bis auf von f unabhängige von Null verschiedene multiplikative Konstanten
gelten. Für die zweite Gleichung argumentieren wir, daß es ausreicht, Funktionen
mit Träger in Kreg zu betrachten, und dann sogar Funktionen mit Träger in einer
offenen Teilmenge U ⊂◦ Kreg derart, daß ϕ−1

reg(U) eine disjunkte Vereinigung von
|W | offenen Mengen ist, die jeweils diffeomorph und orientierungserhaltend auf
U abgebildet werden. Für f eine Klassenfunktion erhalten wir weiter

.
=

∫
~T

cfωT
.
=

∫
T

c(t)f(t)
.
=

∫
T

j(t)f(t)

Damit ist bereits gezeigt, daß die Weyl’sche Integrationsformel gilt bis auf eine
von der zu integrierenden Funktion f unabhängige multiplikative Konstante C.
Um diese Konstante C auch noch zu bestimmen, testen wir auf der konstanten
Funktion f = 1 und müssen damit nur noch

∫
T
j(t) = |W | zeigen. Dazu erinnern

wir uns daran, daß wir ja bereits im Anschluß an die Weyl’sche Nennerformel in
22.5.10.11 eine Identität diskutiert hatten, die auch j(t) = A(0)A(0) geschrieben
werden kann.

22.5.10.14. Als Folgerung des Beweises sehen wir, daß gegeben eine zusammen-
hängende torierte kompakte Liegruppe (K,T ) der Zentralisator von jedem Punkt
aus Treg := T\

⋃
α∈R kerα gerade T selbst ist.

Beispiel 22.5.10.15. Im Fall K = SO(3) induziert die Operation auf S2 einen
Isomorphismus K/T ∼→ S2 und man kann sich die Abbildung K/T × T → K
gut vorstellen: Gegeben ein Punkt auf der Sphäre und ein Winkel nehmen wir
die Achse durch den entsprechenden Punkt und drehen um diese Achse mit dem
entsprechenden Winkel. So kriegen wir jede nichttriviale Drehung genau zweimal,
die triviale Drehung aber mit jeder Achse.
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Beispiel 22.5.10.16. Im Fall K = SU(2) induziert die Operation auf P1C einen
Isomorphismus K/T ∼→ P1C und man kann sich die Abbildung K/T × T → K
noch in etwa vorstellen. In diesem Fall haben wir im quaternionalen Bild Kreg =
K\{±1} und ebenso Treg = T\{±1} für jeden maximalen Torus. Die Tori sind
gerade die Großkreise auf der Einheitssphäre in den Quaternionen, die durch 1
und −1 laufen.
Ergänzung 22.5.10.17. Man kann ganz allgemein zeigen, daß für ϕ : M → N
eine glatte Abbildung zusammenhängender kompakter orientierter Mannigfaltig-
keiten gleicher Dimension stets eine Konstante g existiert mit∫

~M

ϕ∗ω = g

∫
~N

ω

für alle stetigen Volumenformen ω auf N . Diese Konstante g ist sogar stets ei-
ne ganze Zahl und heißt der „Abbildungsgrad von ϕ“. Wir besprechen ihn in
17.4.3.13 im topologischen Kontext. Die Interpretation über Differentialformen
kann man dann mit dem „Satz von de Rham“ 19.5.5.7 und der zugehörigen Funk-
torialitätsaussage 19.5.4.10 folgern. Man kann aber auch im Rahmen der de-Rham-
Kohomologie argumentieren. In unserem Fall hätte ϕ : K/T ×T → K bei geeig-
neter Wahl der Orientierungen den Abbildungsgrad |W |.

22.5.11 Der Hamilton’sche Formalismus*
22.5.11.1. In diesem Abschnitt wird die Bedeutung des Kotangentialbündels für
die klassische Mechanik erklärt. Ich habe diesen Abschnitt nur deshalb hier ange-
fügt, weil wir gerade Kovektorfelder und das Kotangentialbündel kennengelernt
haben.
22.5.11.2. Auf dem Kotangentialbündel T∗M einer Mannigfaltigkeit M erklärt
man das kanonische Kovektorfeld oder auch Liouville’sche Kovektorfeld ϑ
durch die Vorschrift

ϑξ := ξ ◦ dξπ

für ξ ∈ T∗xM und π : T∗M → M die Bündelprojektion mit π(ξ) = x und dξπ :
Tξ(T

∗M)→ TxM deren Differential. Sind q1, . . . , qn lokale Koordinaten auf M ,
so sind dq1, . . . , dqn Schnitte in T∗M , die an jeder Stelle linear unabhängig sind.
Wir erhalten also lokale Koordinaten (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) auf T∗M , indem wir
die Funktionen pi : T∗M → R dadurch erklären, daß die Restriktion auf die
Fasern pi : T∗xM → R an jeder Stelle x ∈ M die i-te Koordinate bezüglich
der durch die dxqi gegebenen Basis von T∗xM sein soll. Die pi heißen die zu
unseren Ortskoordinaten qi gehörigen Impulskoordinaten. In diesen Koordinaten
hat unser kanonisches Kovektorfeld die Gestalt

ϑ =
∑

pidqi



22.5. STRUKTUR KOMPAKTER LIEGRUPPEN 3961

Insbesondere ist das kanonische Kovektorfeld stets glatt.

22.5.11.3. Auf dem Kotangentialbündel T∗M einer Mannigfaltigkeit M erklärt
man die kanonische symplektische Form ω als das Negative der äußeren Ablei-
tung des kanonischen Kovektorfelds

ω := −dϑ

Gegeben Ortskoordinaten qi und die zugehörigen Impulskoordinaten pi hat die
kanonische symplektische Form mithin die Gestalt

ω =
∑

dqi ∧ dpi

Insbesondere zeigt diese Darstellung, daß unsere 2-Form ω an jeder Stelle nicht-
ausgeartet ist, was dann auch recht eigentlich erst die Bezeichnung als symplekti-
sche Form rechtfertigt.

Ergänzung 22.5.11.4. Arnold arbeitet stattdessen mit ω := dϑ =
∑
dpi∧dqi, aber

durch seine auch um ein Vorzeichen abweichende Definition des symplektischen
Gradienten kürzt sich dieses Vorzeichen wieder heraus und man erhält dieselben
Bewegungsgleichungen.

22.5.11.5. Eine symplektische Mannigfaltigkeit ist ein Paar (P, ω) bestehend
aus einer Mannigfaltigkeit P und einer geschlossenen Zweiform ω auf P , die an
jeder Stelle nicht ausgeartet ist alias eine symplektische Form auf dem Tangential-
raum. Geschlossen meint hier die Forderung dω = 0. Gegeben eine Mannigfaltig-
keit M ist ihr Kotangentialbündel P = T∗M mit seiner kanonischen symplekti-
schen Form nach dem vorhergehenden stets eine symplektische Mannigfaltigkeit.

22.5.11.6. Gegeben eine symplektische Mannigfaltigkeit (P, ω) und eine glatte
Funktion H : P → R erklärt man ihren symplektischen Gradienten als das
Vektorfeld

gradωH := can−1
ω (dH)

Ausgeschrieben wird diese Vektorfeld dadurch charakterisiert, daß für jeden Punkt
p ∈ P und jeden Tangentialvektor v ∈ TpP gilt

ωp
(
(gradωH)(p), v

)
= (dpH)(v)

22.5.11.7 (Bezug zu Systemen mit Zwangsbedingungen). Ich will diskutie-
ren, inwiefern man die Lösungen der Bewegungsgleichungen eines Systems von
Massepunkten mit Zwangsbedingungen in einem Potentialfeld erhalten kann, in-
dem man auf dem Kotangentialraum des Konfigurationsraums eine ausgezeich-
nete glatte Funktion, die „Hamilton-Funktion“, betrachtet und die Flußwege von
deren symplektischem Gradienten auf den Konfigurationsraum projiziert. Ich er-
innere dazu an unsere Beschreibung 12.6.7.11 der Lösungen der Newton’schen
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Gleichungen mit Zwangsbedingungen. Seien X ein endlichdimensionaler reeller
affiner Raum und 〈 , 〉 ein Skalarprodukt auf seinem Richtungsraum und M ⊂ X
eine glatte eingebettete Mannigfaltigkeit. In physikalischen Anwendungen war
X = EN der Raum aller a priori und ohne Zwangsbedingungen denkbaren Orts-
bestimmungen für N Massepunkte, 〈 , 〉 das massebehaftete Skalarprodukt und
M der Konfigurationsraum, der die Zwangsbedingungen beinhaltet. Der Diffeo-
morphismus TM

∼→ T∗M , der von der Restriktion des Skalarprodukts auf TM
induziert wird, ist die Komposition in der unteren Horizontale eines kommutativen
Diagramms von Mannigfaltigkeiten

X × ~X
id×κ
∼

// X × ~X∗

TM �
� //

?�

OO

M × ~X∗
?�

OO

// // T∗M

Die anderen Pfeile dieses Diagramms sind die hoffentlich offensichtlichen Ab-
bildungen. Die kanonischen Kovektorfelder auf X × ~X∗ und T∗M sind offen-
sichtlich verwandt zu demselben Kovektorfeld auf M × ~X∗. Dasselbe folgt für
die kanonischen symplektischen Formen. Mithin ist die durch Zurückholen der
kanonischen symplektischen Form auf X × ~X∗ erklärte symplektische Form η̄
auf TM , mit der wir in 12.6.7.11 gearbeitet hatten, unter unserem Diffeomor-
phismus TM

∼→ T∗M verwandt zur kanonischen symplektischen Form ω auf
T∗M . Ist nun V : X → R eine Potentialfunktion und E : TM → R die zum
Potential V wie in 12.6.7.11 gebildete Gesamtenergie, so heißt die dazu unter
unserem Diffeomorphismus verwandte Funktion H : T∗M → R auf dem Ko-
tangentialbündel die Hamiltonfunktion. Offensichtlich haben dann auch die je-
weiligen symplektischen Gradienten gradη̄ E und gradωH verwandte Flußwege.
In 12.6.7.11 hatten wir die Lösungen der Bewegungsgleichungen beschrieben als
die Fußpunktprojektionen auf M der Flußwege des symplektischen Gradienten
gradη̄ E der Gesamtenergie E : TM → R. Nach dem vorhergehenden können
wir sie genausogut beschreiben als die Fußpunktprojektionen auf M der Flußwe-
ge des symplektischen Gradienten gradωH der HamiltonfunktionH : T∗M → R
in Bezug auf die kanonische symplektische Form ω auf dem Kotangentialbündel.
Das hat den Vorteil, daß die gesamte Komplexität des physikalischen Problems
in der Hamiltonfunktion H zusammengefaßt wird, statt sich auf die unktion E
der Gesamtenergie und die durch die Massen der beteiligten Massepunkte und die
Geometrie des Raums bestimmte symplektische Form η̄ zu verteilen.

22.5.11.8. Ich will noch erwähnen, daß die Verwendung des Buchstabens H in
diesem Zusammenhang zum ersten Mal in der „Mécanique Analytique“ von La-
grange auftaucht, die im Jahre 1811 erschien, und vermutlich den Nachnamen von
Christiaan Huygens abkürzt. Jedenfalls hat sie Nichts mit Hamilton zu tun, der im
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Jahre 1811 erst sechs Jahre alt wurde. Mehr dazu mag man bei Patrick Iglesias in
der Schrift „Symétries et Moment“ nachlesen.

22.5.11.9 (Die Hamilton’schen Gleichungen). Die vorhergehenden Überlegun-
gen legen die Frage nahe, wie denn die Integralkurven des symplektischen Gra-
dienten einer glatten Funktion auf einem Kotangentialbündel beschrieben werden
können. Seien dazu M eine Mannigfaltigkeit und U ⊂◦M eine offene Teilmenge.
Ist q1, . . . , qr ein Koordinatensystem auf U , so erhalten wir ein Koordinatensys-
tem auf T∗U durch die sogenannten Ortskoordinaten qi = π ◦qi und die zugehöri-
gen Impulskoordinaten pi, gegeben in Formeln durch w =

∑r
i=1 pi(x,w) dxqi für

x ∈ U und w ∈ T∗xM . Die zu diesem Koordinatensystem gehörigen Vektorfelder
auf der offenen Teilmenge T∗U des Kotangentialbündels notieren wir ∂qi , ∂

p
i . Für

die kanonische symplektische Form ω = − dϑ =
∑
dqi ∧ dpi erhalten wir dann

die Identität
ω(∂qi , ∂

p
j ) = δij

Das Differential der Hamiltonfunktion ist dH =
∑

∂H
∂pi

dpi + ∂H
∂qi

dqi und führt in
diesen Koordinaten zum symplektischen Gradienten

gradωH =
r∑
i=1

∂H

∂pi
∂qi −

∂H

∂qi
∂pi

Die Koordinaten der Integralkurven β unseres symplektischen Gradienten sind
folglich genau die Lösungen des Systems von Differentialgleichungen

d

dt
(qi(β(t))) =

∂H

∂pi
(β(t)) und

d

dt
(pi(β(t))) = −∂H

∂qi
(β(t)) für 1 ≤ i ≤ r.

Man nennt sie die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen und schreibt sie meist
abkürzend in der Form

q̇i =
∂H

∂pi
ṗi = −∂H

∂qi

22.5.11.10 (Kanonische Koordinaten). Ist (X,ω) eine symplektische Mannig-
faltigkeit, so nennt man ein System von zu Paaren zusammengefaßten lokalen
Koordinaten (qi, pi) ganz allgemein kanonisch, wenn gilt ω =

∑
dqi ∧ dpi. Die

obige Rechnung zeigt, daß gegeben eine glatte Funktion H : X → R auf einer
beliebigen symplektischen Mannigfaltigkeit die Integralkurven ihres symplekti-
schen Gradienten in jedem System von kanonischen Koordinaten durch die Ha-
milton’schen Bewegungsgleichungen beschrieben werden. Im übrigen kann man
auch zeigen, daß eine symplektische Mannigfaltigkeit um jeden Punkt ein System
von kanonischen Koordinaten besitzt.
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22.5.11.11 (Die Hamilton’schen Gleichungen mit Einheiten). Ergänzen wir die
jeweiligen Einheiten, so liefert das massebehaftete Skalarprodukt einen Diffeo-
morphismus

TM ⊗ 〈〈1/s〉〉 ∼→ T∗M ⊗ 〈〈gm2/s〉〉
zwischen dem sogenannten Geschwindigkeitsphasenraum links und dem so-
genannten Impulsphasenraum rechts. Die kanonische 〈〈gm2/s〉〉-wertige sym-
plektische Form ω rechts ist verwandt zur 〈〈gm2/s〉〉-wertigen symplektischen
Form η̄ links, wie wir sie in 12.6.7.11 betrachtet hatten. Die Gesamtenergie E :
TM ⊗ 〈〈1/s〉〉 → 〈〈gm2/s2〉〉 auf dem Geschwindigkeitsphasenraum ist verwandt
zur Hamiltonfunktion H : T∗M ⊗ 〈〈gm2/s〉〉 → 〈〈gm2/s2〉〉 auf dem Impulspha-
senraum. Ist U ⊂◦M eine offene Teilmenge und q1, . . . , qr ein Koordinatensystem
auf U , möglicherweise mit Werten in eindimensionalen Räumen L1, . . . , Lr, so
erhalten wir ein Koordinatensystem auf T∗U ⊗ 〈〈gm2/s〉〉 durch die Funktionen
qi = π ◦ qi und die Funktionen pi mit Werten in ~L∗i ⊗ 〈〈gm2/s〉〉 gegeben durch

w =
r∑
i=1

pi(x,w) dxqi für x ∈ U und w ∈ T∗xM ⊗ 〈〈gm2/s〉〉.

Die pi heißen die zu unseren Ortskoordinaten qi gehörigen Impulskoordinaten.
Wie zuvor landen wir bei den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

q̇i =
∂H

∂pi
und ṗi = −∂H

∂qi

Beachten wir die Einheiten, so steht rechts eine Gleichheit in ~L∗i ⊗〈〈gm2/s2〉〉 und
links eine Gleichheit in ~Li ⊗ 〈〈1/s〉〉.
22.5.11.12 (Bedeutung des Kotangentialbündels). Rückblickend mag man sich
die Frage stellen, ob das mit dem Kotangentialbündel wirklich nötig war und wir
nicht unsere kanonischen Koordinaten qi, pi einfach auf dem Tangentialbündel
hätten einführen können. Das wäre in der Tat durchaus möglich gewesen, und
ich vermute fast, daß Hamilton diese Frage als Spitzfindigkeit abgetan hätte. Die
Verwendung des Kotangentialbündels hat den Vorteil, daß in diesem Rahmen ein
großer Teil unserer Überlegungen sehr elegant in großer Allgemeinheit und un-
abhängig vom zugrundeliegenden physikalischen System durchgeführt werden
kann. Man bezahlt dafür allerdings mit einem gewissen Verlust an Anschaulich-
keit.

Beispiel 22.5.11.13 (Bewegung einer Töpferscheibe). Wir betrachten eine Töpfer-
scheibe mit Zentrum in p ∈ E. Wir denken sie uns zusammengesetzt aus Mas-
sepunkten r1, . . . , rN der Massen m1, . . . ,mN . Der Konfigurationsraum M ist
eine Kreislinie. Als lokale Koordinate wählen wir den Drehwinkel im Bogen-
maß q1 = q, wobei wir den Nullwinkel willkürlich festlegen. Bezeichne ∂q das
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zugehörige Vektorfeld und q̇ die zugehörige Koordinate auf TM gegeben durch
q̇ : (q, a∂q) 7→ a. Unter dem massenbehafteten Skalarprodukt haben wir dann

〈∂q, ∂q〉g = J :=
∑
‖ri − p‖2mi

Dieser Wert J ∈ 〈〈g2m〉〉 heißt das Trägheitsmoment unserer Töpferscheibe. Nun
finden wir (q, ∂q) 7→ (q, Jdq) unter unserem Isomorphismus TM

∼→ T∗M . Die
Impulskoordinate zu q ist also q = Jq̇, sie heißt in dieser Situation der Drehim-
puls. Die Hamiltonfunktion ist H(q, q̇) = Jq̇2/2 alias H(q, p) = p2/2J und die
Hamilton’schen Bewegungsgleichungen spezialisieren zu den Gleichungen

q̇ = p/J und ṗ = 0.

Also ist der Drehimpuls p konstant und q̇ ist auch konstant und unsere Töpfer-
scheibe dreht sich ohne Einwirkung äußerer Kräfte bis in alle Ewigkeit mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit.

22.5.11.14. Gegeben eine symplektische Mannigfaltigkeit (P, ω) und eine glatte
Funtion H : P → R und eine weitere glatte Funktion f : P → R erhalten
wir für die Änderung von f zum Zeitpunkt t = t0 längs eines Flußwegs α des
symplektischen Gradienten gradωH mit der Notation x = α(t0) unmittelbar

d
dt

∣∣
t=t0

f(α(t)) = 〈dα(t0)f, α̇(t0)〉
= 〈dxf, (gradωH)(x)〉
= ωx

(
(gradω f)(x), (gradωH)(x)

)
:= {f,H}(x)

mit der durch letztere Gleichung für beliebige glatte Funktionen f, g ∈ C∞(P ;R)
auf einer beliebigen symplektischen Mannigfaltigkeit (P, ω) erklärten Poisson-
Klammer {f, g} ∈ C∞(P ;R). Die Formeln aus 22.5.11.9 zeigen, daß sie in ka-
nonischen Koordinaten gegeben wird durch die Formel

{f, g} =
∑ ∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

Offensichtlich verschwindet die Poissonklammer einer Funktion mit sich selber.
Die Hamiltonfunktion ist folglich eine Invariante der Bewegung. Physikalisch be-
deutet das die Energieerhaltung.

22.5.11.15. Sei (P, ω) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit einer glatten Ha-
miltonfunktion H . Ist x ∈ P ein kritischer Punkt von H , so ist der konstant bei
x verweilende Weg ein Flußweg des symplektischen Gradienten von H alias eine
Lösung der Bewegungsgleichungen.
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Übungen

Übung 22.5.11.16. Fassen wir ein glattes Kovektorfeld α auf einer Mannigfaltig-
keit M auf als eine glatte Abbildung α : M → T∗M in das Kotangentialbündel
und holen das kanonische Kovektorfeld unter dieser Abbildung zurück, so erhal-
ten wir gerade α selber, in Formeln α∗(ϑ) = α oder in einer anderen Notation
α : α; ϑ.
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Dieser Abschnitt ist motiviert durch Anwendungen bei der Klassifikation der
kompakten zusammenhängenden Liegruppen 22.5.5.3 und, mehr oder weniger
gleichbedeutend, der Klassifikation der halbeinfachen komplexen Liealgebren 24.1.1.20.
Er scheint mir jedoch auch ohne äußere Motivation ein interessantes Kapitel der
Geometrie und Gruppentheorie und gut geeignet für die Behandlung im Rahmen
eines Proseminars.
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23.1 Spiegelungsgruppen

23.1.1 Endliche euklidische Spiegelungsgruppen

23.1.1.1. Einen euklidischen Vektorraum haben wir in 4.1.5.1 erklärt als einen re-
ellen Vektorraum mit einer ausgezeichneten R>0-Bahn von Skalarprodukten, sei-
ner „euklidischen Struktur“. Einen euklidischen Raum haben wir erklärt als einen
reellen affinen Raum mit einer euklidischen Struktur auf seinem Richtungsraum.
Einen orthogonalen Automorphismus eines euklidischen Vektorraums haben wir
erklärt als einen Vektorraumautomorphismus, der ein und jedes Skalarprodukt der
euklidischen Struktur erhält. Einen orthogonalaffinen Automorphismus eines eu-
klidischen Raums haben wir erklärt als eine Affinität, deren linearer Anteil orho-
gonal ist. Im folgenden verwenden wir dieselben Bezeichnungen etwas allgemei-
ner auch im Fall eines beliebigen angeordneten Grundkörpers.

23.1.1.2. Uner einer Hyperebene in einem affinen Raum verstehen wir wie in
3.3.2.10 einen echten affinen Teilraum, der zusammen mit einem einzigen weite-
ren Punkt den ganzen Raum affin erzeugt.

Definition 23.1.1.3. Unter einer Spiegelung oder orthogonalen Spiegelung ver-
stehen wir einen orthogonalaffinen Automorphismus eines euklidischen Raums,
dessen Fixpunktmenge eine Hyperebene ist. Wir nennen die Fixpunktmenge ei-
ner Spiegelung ihre Spiegelhyperebene oder ihren Spiegel.

23.1.1.4 (Formelhafte Darstellung orthogonaler linearer Spiegelungen). Sei-
en V ein euklidischer Vektorraum und ( , ) ein Skalarprodukt seiner euklidischen
Struktur und s : V → V eine lineare orthogonale Spiegelung und V s ihr Spiegel.
Gegeben v ∈ V \V s ist v− sv ∈ V −s = Eig(s;−1) von Null verschieden und wir
haben offensichtlich V = V s ⊕ V −s sowie V s ⊥ V −s. Für jeden Erzeuger α von
V −s zeigen wir nun

s(λ) = λ− 2(λ, α)

(α, α)
∀λ ∈ V

In der Tat sind beide Seiten linear und nehmen offensichtlich auf λ = α und
auf jedem λ ∈ V s denselben Wert an. Eine orthogonale Spiegelung in einem
euklidischen Vektorraum wird insbesondere durch ihren Spiegel bereits eindeutig
festgelegt. Dasselbe folgt im Affinen.

Definition 23.1.1.5. Unter einer endlichen euklidischen Spiegelungsgruppe ver-
stehen wir eine endliche Gruppe von Automorphismen eines euklidischen Raums,
die von Spiegelungen erzeugt wird.
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Eine orthogonale Spiegelung

Die vier Spiegel der Diedergruppe D4. Die acht „Kuchenstücke“, jeweils ohne
ihren Rand, sind die zugehörigen „Alkoven“ oder „Weylkammern“, und man

überlegt sich leicht, daß je zwei Alkoven durch genau ein Element unserer
Spiegelungsgruppe ineinander überführt werden.
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Beispiel 23.1.1.6. Wir betrachten in der euklidischen Ebene r Geraden durch
einen festen Punkt derart, daß je zwei von ihnen durch eine Drehung um einen
Winkel der Gestalt nπ/r mit n ∈ Z auseinander hervorgehen. Diese r Geraden
sind die Spiegel einer endlichen euklidischen Spiegelungsgruppe, der sogenann-
ten Diedergruppe Dr. Sie besteht aus den r Spiegelungen an unseren r Geraden
sowie den r Drehungen um die Winkel 2πν/r für ν = 0, 1, . . . , r − 1. Im Fall
r = 4 ist das die „Bierdeckelgruppe“ aller acht Symmetrien eines Bierdeckels.
Im allgemeinen wäre es die Gruppe aller 2r Symmetrien eines „Bierdeckels mit r
Ecken“.
Beispiel 23.1.1.7 (Die symmetrische Gruppe als Spiegelungsgruppe). Wir be-
trachten in Rn für 1 ≤ i < j ≤ n die Hyperebenen Hi,j := {(x1, . . . , xn) | xi =
xj}. Die Spiegelung s an der Hyperebene Hi,j kann auch beschrieben werden
als die Vertauschung der i-ten und der j-ten Koordinate, s(. . . , xi, . . . , xj, . . .) =
(. . . , xj, . . . , xi, . . .), denn besagte Vertauschung ist orthogonal und Hi,j ist die
Menge ihrer Fixpunkte. Diese Spiegelungen erzeugen eine endliche Spiegelungs-
gruppe, die in offensichtlicher Weise isomorph ist zur symmetrischen Gruppe Sn.
Beispiel 23.1.1.8 (Die Tetraedergruppe als Spiegelungsgruppe). Die Spiege-
lungen an denjenigen Ebenen des Raums, die senkrecht stehen auf den Kanten-
mitten eines Tetraeders, erzeugen eine endliche euklidische Spiegelungsgruppe,
die isomorph ist zur Gruppe aller 24 Permutationen der vier Ecken unseres Te-
traeders. Im übrigen kann man dieses Beispiel aus dem vorhergehenden erhalten,
indem man als Ecken des Tetraeders die Standardbasisvektoren desR4 nimmt und
als „Raum“ ihr affines Erzeugnis betrachtet.
Beispiel 23.1.1.9. Die Spiegelungen an den Koordinatenebenen des Rn erzeugen
eine endliche euklidische Spiegelungsgruppe mit 2n Elementen.
23.1.1.10. Ich erinnere daran, daß nach 3.3.5.2 eine Teilmenge eines Vektorraums
oder auch affinen Raums über einem angeordneten Körper konvex heißt, wenn sie
mit je zwei Punkten auch das ganze dazwischenliegende Geradensegment enthält.

Definition 23.1.1.11. Seien E ein euklidischer Raum und W ⊂ Oaff(E) eine
endliche euklidische Spiegelungsgruppe. Die maximalen konvexen Teilmengen
im Komplement der Vereinigung aller Spiegel

E \
⋃

s∈W ist
Spiegelung

Es

heißen die Weylkammern oder Alkoven unserer Spiegelungsgruppe.

Ergänzung 23.1.1.12. Im Fall k = R und dimR(E) <∞ können wir die Alkoven,
wenn wir unseren endlichdimensionalen reellen Raum mit seiner natürlichen To-
pologie versehen, auch als die Zusammenhangskomponenten von besagtem Kom-
plement beschreiben.
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23.1.1.13 (Operation auf den Alkoven). Wir wollen als nächstes zeigen, daß
jede endliche euklidische Spiegelungsgruppe frei und transitiv auf der Menge ih-
rer Alkoven operiert. Die Transitivität ist schnell bewiesen: Für beliebige Punk-
te v, w ∈ E finden wir sicher ein x ∈ W derart, daß der Abstand ‖v − xw‖
kleinstmöglich wird. Dann können v und xw durch keine Spiegel mehr getrennt
sein, da für s die Spiegelung an besagtem Spiegel sonst aus elementargeometri-
schen Gründen v und sxw noch näher aneinander wären. Also liegen v und xw
in Bezug auf jeden Spiegel in demselben abgeschlossenen Halbraum und damit
im Abschluß desselben Alkoven. Die Freiheit der Operation scheint mir weniger
offensichtlich. Um bei ihrem Beweis inhaltsreichere Bilder malen zu können, wer-
den wir sie gleich in der etwas allgemeineren Situation affiner Spiegelungsgrup-
pen zeigen. Wir führen diesen Begriff im übernächsten Abschnitt ein. Zunächst
treffen wir jedoch geometrische Vorbereitungen.

Übungen

Übung 23.1.1.14 (Symmetriegruppe eines Hyperkubus). Man zeige: Die von
allen orthogonalen Spiegelungen in Rn an den Hyperebenen xi = xj für i 6=
j und den Hyperebenen xi = 0 erzeugte Gruppe ist eine endliche euklidische
Spiegelungsgruppe. Sie ist die Symmetriegruppe des Hyperkubus, in Formeln die
Gruppe aller der Automorphismen von Rn, die die Menge{

n∑
i=1

(−1)r(i)ei | r : {1, . . . , n} → {0, 1}

}
der Ecken des Hyperkubus stabilisiert. Diese Gruppe hat n!2n Elemente und kann
als semidirektes Produkt (Z/2Z)noSn im Sinne von 6.1.2.10 alias als Kranzpro-
dukt Z/2Z o Sn im Sinne von 6.1.2.11 realisiert werden.
Übung 23.1.1.15. Ein Schnitt von zwei endlichen euklidischen Spiegelungsgrup-
pen in der Automorphismengruppe ein- und desselben euklidischen Raums muß
keineswegs wieder eine endliche euklidische Spiegelungsgruppe sein. Selbst im
zweidimensionalen Fall findet man leicht Gegenbeispiele und selbst dann, wenn
unsere beiden endlichen euklidischen Spiegelungsgruppen in einer gemeinsamen
endlichen euklidischen Spiegelungsgruppe enthalten sind. Aus 23.1.7.5 wird je-
doch leicht folgen, daß gegeben endliche euklidische Spiegelungsgruppen W ′ ⊂
W ⊂ Oaff(E) und λ ∈ E auch W ′

λ = Wλ ∩W ′ eine endliche euklidische Spiege-
lungsgruppe ist.

23.1.2 Endliche lineare Spiegelungsgruppen
23.1.2.1. In den Anwendungen trifft man Spiegelungsgruppen oft im Kontext
nicht-euklidischer Vektorräume an. Im folgenden bauen wir für diese Situation
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einen begrifflichen Rahmen. Weil wir uns damit eh von der Anschauung der eu-
klidischen Ebene entfernen und weil der affine Fall später eh noch ausführlich
behandelt wird, beschränken uns dabei auf den Fall von endlicher Spiegelungs-
gruppen in der Automorphismengruppe von Vektorräumen.

Definition 23.1.2.2. Eine lineare Abbildung von einem Vektorraum in sich selbst
heißt eine Spiegelung oder noch präziser eine lineare Spiegelung, wenn ihr Qua-
drat die Identität ist und ihre Fixpunktmenge eine Hyperebene und wir uns nicht
in Charakteristik Zwei befinden. Wir nennen die Fixpunktmenge einer Spiegelung
auch ihre Spiegelhyperebene oder abkürzend ihren Spiegel.

23.1.2.3 (Formelhafte Darstellung von linearen Spiegelungen). Seien k ein
Körper einer Charakteristik char k 6= 2 und V ein k-Vektorraum und s : V → V
eine lineare Spiegelung. Ihren Spiegel notieren wir V s. Wegen unserer Annahme
char k 6= 2 hat jedes v ∈ V die Zerlegung v = (v+ sv)/2 + (v− sv)/2. Wir fol-
gern die Zerlegung V = V s⊕V −s von V in Eigenräume von s zu den Eigenwerten
±1. Insbesondere ist der Eigenraum zum Eigenwert −1 unserer Spiegelung stets
eine Gerade, in Formeln dimk V

−s = 1. Ist V ein Vektorraum und V ∗ sein Dual-
raum, so schreiben wir für den Wert f(λ) von f ∈ V ∗ an einer Stelle λ ∈ V
im folgenden symmetrischer 〈f, λ〉 oder sogar 〈λ, f〉. Wählen wir nun in V erst
einen Eigenvektor α unserer Spiegelung s zum Eigenwert −1 und dann diejenige
Linearform α∨ ∈ V ∗ mit kerα∨ = V s und 〈α, α∨〉 = 2, so gilt

s(λ) = λ− 〈λ, α∨〉α

für alle λ in V = kα⊕V s. Umgekehrt erhalten wir für beliebige α ∈ V , α∨ ∈ V ∗
mit 〈α, α∨〉 = 2 eine Spiegelung sα,α∨ durch die Vorschrift

sα,α∨ : V → V
λ 7→ λ− 〈λ, α∨〉α

23.1.2.4 (Orthogonale Spiegelungen). Ist V ein Vektorraum über einem ange-
ordneten Körper und ist die Spiegelung s = sα,α∨ : λ 7→ λ−〈λ, α∨〉α orthogonal
bezüglich eines Skalarprodukts ( , ) auf V , also (sλ, sµ) = (λ, µ) ∀λ, µ ∈ V ,
so gilt offensichtlich V s = α⊥ = {v ∈ V | (v, α) = 0} und wir haben

〈λ, α∨〉 =
2(λ, α)

(α, α)
∀λ ∈ V

In der Tat nehmen beide Seiten offensichtlich auf λ = α und auf jedem λ ∈
α⊥ denselben Wert an. In anderen Worten bildet der zu unserem Skalarprodukt
gehörige Isomorphismus V ∼→ V ∗, λ 7→ (λ, ) den Vektor 2α/(α, α) auf α∨

ab. Dasselbe gilt allgemeiner, wenn wir über einem beliebigen Körper einer von
Zwei verschiedenen Charakteristik arbeiten und ( , ) eine unter sα,α∨ invariante
symmetrische Bilinearform ist mit der Eigenschaft (α, α) 6= 0.
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Eine Spiegelung, die nicht orthogonal wäre für ein übliches Skalarprodukt auf
der Papierebene.

Eine Spiegelung, die orthogonal ist für jedes übliche Skalarprodukt auf der
Papierebene.
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Definition 23.1.2.5. Unter einer endlichen linearen Spiegelungsgruppe verste-
hen wir eine endliche Gruppe von Automorphismen eines Vektorraums über ei-
nem angeordneten Körper, die von Spiegelungen erzeugt wird.

Lemma 23.1.2.6. Gegeben eine endliche Gruppe von Automorphismen eines Vek-
torraums über einem angeordneten Körper gibt es auf unserem Vektorraum stets
ein unter dieser Gruppe invariantes Skalarprodukt.

23.1.2.7. Wir sind also nie wirklich weit von unseren euklidischen Spiegelungs-
gruppen entfernt. Allerdings wird solch ein invariantes Skalarprodukt im allge-
meinen keineswegs eindeutig sein.

Beweis. Sei k unser angeordneter Körper und V unser Vektorraum und G unsere
endliche Gruppe von Automorphismen von V . Sei b : V × V → k irgendein
Skalarprodukt. Wir erhalten ein G-invariantes Skalarprodukt durch die Vorschrift
i(v, w) =

∑
g∈G b(gv, gw).

Lemma 23.1.2.8. Haben zwei Spiegelungen einer endlichen linearen Spiegelungs-
gruppe denselben Spiegel, so stimmen sie überein.

Erster Beweis. Sei V ein Vektorraum über einem angeordneten Körper und W ⊂
GL(V ) unsere endliche lineare Spiegelungsgruppe. Seien s, t ∈ W zwei Spiege-
lungen und H = V s = V t der gemeinsame Spiegel. Nach 23.1.2.6 gibt es ein
W -invariantes Skalarprodukt auf V . Für jedes W -invariante Skalarprodukt auf V
gilt dann V = H ⊕H⊥, und sowohl s als auch t operieren als die Identität auf H
und als −1 auf H⊥.

Zweiter Beweis. Sind s, t unsere Spiegelungen, so haben wir s(λ) = λ−〈λ, α∨〉α
und t(λ) = λ−〈λ, α∨〉β mit 〈α, α∨〉 = 2 = 〈β, α∨〉. Es folgt mit kurzer Rechnung
t(s(λ)) = λ+〈λ, α∨〉(β−α) und damit (ts)n : λ 7→ λ+n〈λ, α∨〉(β−α). Hat der
Grundkörper Charakteristik Null, kann also (ts) nur dann von endlicher Ordnung
sein, wenn gilt t = s.

Übungen

Übung 23.1.2.9 (Transponierte einer Spiegelung). Man zeige, daß die trans-
ponierte Abbildung zu einer Spiegelung s = sα,α∨ : V → V die Spiegelung
s> = sα∨,α : V ∗ → V ∗ ist, wobei wir in der zweiten Identität unter α das durch
Auswerten an α definierte Element des Bidualraums V ∗∗ verstehen.
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23.1.3 Alkovengeometrie
23.1.3.1. Im folgenden arbeiten wir mit affinen Räumen über angeordneten Körpern.
Wir setzen nicht voraus, daß unsere affinen Räume von endlicher Dimension sein
müssen. In Anwendungen wird das jedoch meist der Fall sein.

Definition 23.1.3.2. Sei E ein affiner Raum über einem angeordneten Körper.
Gegeben x, y ∈ E setzen wir

[x, y] := {x+ t(y − x) | 0 ≤ t ≤ 1}
[x, y) := {x+ t(y − x) | 0 ≤ t < 1}
(x, y] := {x+ t(y − x) | 0 < t ≤ 1}
(x, y) := {x+ t(y − x) | 0 < t < 1}

Mengen dieser Gestalt mit x 6= y nennen wir Geradensegmente, und zwar abge-
schlossene Geradensegmente, wenn beide Endpunkte x, y dazugehören, und of-
fene Geradensegmente, wenn keiner der beiden Endpunkte dazugehört. Im Fall
eines endlichdimensionalen reellen affinen Raums mit seiner natürlichen Topolo-
gie sind zwar abgeschlossene Geradensegmente abgeschlossene Teilmengen des
ganzen Raums, offene Geradensegmente jedoch nur offene Teilmengen in der von
ihnen erzeugten affinen Gerade.

Definition 23.1.3.3. Ein System von Hyperebenen in einem affinen Raum über
einem angeordneten Körper heißt lokal endlich, wenn jedes Geradensegment in
unserem Raum höchstens endlich viele Hyperebenen unseres Systems trifft.

Lemma 23.1.3.4. Ein affiner Raum über einem angeordneten Körper kann nicht
durch ein lokal endliches System von Hyperebenen überdeckt werden.

Beweis. In 6.3.10.1 hatten wir bereits gezeigt, daß ein affiner Raum über ei-
nem unendlichen Körper nicht von endlich vielen Hyperebenen überdeckt werden
kann. Jeder Punkt x unseres affinen Raums hier liegt jedoch auf höchstens end-
lich vielen Hyperebenen unseres lokal endlichen Systems. Wenn wir nun mithilfe
von 6.3.10.1 einen weiteren Punkt y außerhalb dieser endlich vielen Hyperebenen
wählen, so ist das Segment [x, y] in keiner unserer Hyperebenen enthalten. Da
es unendlich viele Punkte hat, aber nur endlich viele unserer Hyperebenen trifft
und zwar in jeweils nur einem Punkt, gibt es auf [x, y] notwendig Punkte, die auf
keiner unserer Hyperebenen liegen.

23.1.3.5. Ich erinnere daran, daß eine Teilmenge eines affinen Raums über ei-
nem angeordneten Körper konvex heißt, wenn sie mit je zwei Punkten auch das
ganze dazwischenliegende Geradensegment enthält. Ich erinnere daran, daß jede
Hyperebene in einem affinen Raum die Nullstellenmenge einer affinen Funktion
ist.
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Der H-Halbraum H+
A einer nichtleeren konvexen Teilmenge A, die die

Hyperebene H nicht trifft. Per definitionem gehört H selbst nicht zu H+
A dazu.
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23.1.3.6. Sei E ein affiner Raum über einem angeordneten Körper. Für jede Hy-
perebene H ⊂ E gibt es in E\H genau zwei maximale konvexe Teilmengen,
die wir die Halbräume zu H oder die H-Halbräume nennen. Ist A ⊂ E eine
nichtleere konvexe Teilmenge und gilt A ∩ H = ∅, so liegt A in genau einem
Halbraum zu H . Diesen Halbraum bezeichnen wir mit H+

A und nennen ihn den
H-Halbraum von A. Seine Vereinigung mit der Hyperebene selbst notieren wir
H̄+
A = H+

A ∪H und nennen sie den abgeschlossenen H-Halbraum von A.

Definition 23.1.3.7. Für jede Hyperebene in einem affinen Raum über einem an-
geordneten Körper betrachten wir die dreiteilige Partition unseres Raums in die
zwei Halbräume und die Hyperebene selbst und nennen sie die zugehörige Hy-
perebenenpartition. Gegeben ein lokal endliches System von Hyperebenen be-
trachten wir die gröbste Partition unseres affinen Raums, die feiner ist als diese
Hyperebenenpartition für jede der Hyperebenen unseres Systems. Die Stücke der
so erklärten Partition heißen die Facetten zu unserem lokal endlichen System
von Hyperebenen. Als Schnitte konvexer Teilmengen sind sie konvex und nach
der Definition einer Partition sind sie nie leer.

23.1.3.8. Wollen wir das in algebraischer statt in geometrischer Sprechweise for-
mulieren, so müssen wir statt unserem System von Hyperebenen eine Menge
Λ von affinen Abbildungen λ : E → k betrachten, die jeweils eine Gleichung
für jede unserer Hyperebenen enthält. Für jede Dreiteilung dieses Systems Λ =
Λ+ t Λ0 t Λ− ist dann die Mengev ∈ E

∣∣∣∣∣∣
λ(v) = 0 ∀λ ∈ Λ0

λ(v) > 0 ∀λ ∈ Λ+

λ(v) < 0 ∀λ ∈ Λ−


entweder leer oder eine Facette. Die „lokale Endlichkeit“ unseres Systems von
Hyperebenen übersetzt sich in dieser Formulierung in die Bedingung, daß auf je-
dem Geradensegment höchstens endlich viele λ ∈ Λ eine Nullstelle haben dürfen.

Definition 23.1.3.9. Gegeben ein affiner RaumE über einem angeordneten Körper
nennen wir eine TeilmengeA ⊂ E ganz allgemein eine Facette, wenn es ein lokal
endliches System von Hyperebenen gibt, zu dem unser A eine Facette im Sinne
von 23.1.3.7 ist. Wir sagen dann auch, daß besagtes System von Hyperebenen
„unsere Facette ausschneidet“.

23.1.3.10. Die mathematische Terminologie ist, was den Begriff einer Facette an-
geht, uneinheitlich. Vielfach heißt das eine Facette, was bei uns „der Abschluß
einer Wandfacette eines Alkoven“ heißt, vergleiche 23.1.3.28.
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Die drei dargestellten Geraden liefern eine Partition der Papierebene in 19
Facetten, als da wären 3 einpunktige Facetten, 3 offene Geradensegmente, von

denen ich eines versucht habe durch ein Klammerpaar anzudeuten, 6 offene
Halbgeraden, von denen ich eine versucht habe durch eine Klammer anzudeuten,
und 7 sogenannte Alkoven, von denen ich Zwei schraffiert habe. Der Abschluß
des dreieckigen Alkoven in der Mitte ist die abgeschlossene Dreiecksfläche, er
ist in unserem Fall die Vereinigung von 7 unserer Facetten, nämlich von den 3

Punkten, den 3 offenen Geradensegmenten und der offenen Dreiecksfläche
selber.
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23.1.3.11 (Intrinsische Natur der Definition einer Facette). Ein- und diesel-
be Facette kann im allgemeinen durch verschiedene lokal endliche Systeme von
Hyperebenen ausgeschnitten werden. Insbesondere müssen verschiedene Facet-
ten keineswegs disjunkt sein. Eine Grundprinzip des im folgenden gegebenen
Zugangs zur Alkovengeometrie ist die Erkenntnis, daß sich gewisse Aspekte der
Geometrie unserer Facetten unabhängig von einem sie ausschneidenden System
von Hyperebenen formulieren lassen.

Definition 23.1.3.12. Seien E ein affiner Raum über einem angeordneten Körper
und A ⊂ E eine Facette. Wir erklären den Abschluß Ā von A als die Menge aller
Punkte x ∈ E derart, daß für mindestens einen Punkt y ∈ A die Menge (x, y]
ganz in A enthalten ist.

Beispiele 23.1.3.13. Wegen (x, x] = {x} liegt jede Facette in ihrem Abschluß. In
einem eindimensionalen affinen Raum über einem angeordneten Körper sind die
Facetten genau die Punkte, die offenen Geradensegmente, die offenen Halbgera-
den und der ganze Raum. In R sind die Facetten genau die nichtleeren offenen In-
tervalle, aber in Q ist das so nicht richtig. In einem endlichdimensionalen affinen
Raum über einem angeordneten Körper ist jeder nichtleere affine Teilraum und
insbesondere jede einelementige Teilmenge eine Facette. Im allgemeinen ist jeder
Halbraum eine Facette und sein Abschluß als Halbraum im Sinne von 23.1.3.6
fällt mit seinem Abschluß als Facette zusammen.
23.1.3.14 (Abschluß einer Facette, Hyperebenen-Beschreibung). Ist E ein af-
finer Raum über einem angeordneten Körper und A ⊂ E eine Facette und H ein
lokal endliches System von Hyperebenen, das sie ausschneidet, so haben wir

A =
⋂

A⊂H∈H

H ∩
⋂

A 6⊂H∈H

H+
A

Der Abschluß unserer Facette wird dann gegeben durch die Formel

Ā =
⋂

A⊂H∈H

H ∩
⋂

H∈H, A∩H=∅

H̄+
A

Insbesondere gilt für jeden Punkt y ∈ A offensichtlich Ā = {x ∈ E | (x, y] ⊂ A}.
Ergänzung 23.1.3.15 (Abschluß einer Facette, topologische Beschreibung). Ha-
ben wir k = R und ist unser affiner Raum endlichdimensional und versehen wir
ihn mit seiner natürlichen Topologie, so stimmt der Abschluß einer Facette übe-
rein mit ihrem Abschluß im Sinne der Topologie.
23.1.3.16 (Geradensegmente in Facetten). Umfaßt eine Facette ein abgeschlos-
senes Geradensegment, so umfaßt sie auch ein offenes Geradensegment, das sei-
nerseits dieses abgeschlossene Geradensegment umfaßt. Das folgt direkt aus der
Definition 23.1.3.9.
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23.1.3.17 (Facetten in abgeschlossenen Halbräumen). Ist eine Facette in einem
abgeschlossenen Halbraum zu einer Hyperebene enthalten, so liegt sie entweder
bereits im entsprechenden offenen Halbraum oder aber in der fraglichen Hyper-
ebene. Das folgt direkt aus unseren Erkenntnissen zu Geradensegmenten in Facet-
ten 23.1.3.16 und der Konvexität.

Definition 23.1.3.18. Die bezüglich der Inklusionsrelation maximalen Facetten
im Abschluß einer gegebenen Facette heißen ihre Randfacetten. Diejenigen Rand-
facetten, die von der gegebenen Facette verschiedenen sind, nennen wir ihre ech-
ten Randfacetten.

Beispiel 23.1.3.19. In R sind die Facetten genau die nichtleeren offenen Intervalle
und ihr Abschluß fällt mt dem topologischen Abschluß zusammen. Jede Facette
in R hat also nur einpunktige echte Randfacetten, und zwar höchstens zwei. Letz-
teres gilt allgemeiner über jedem angeordneten Körper.

Lemma 23.1.3.20 (Hyperebenenbeschreibung von Randfacetten). Wird eine
Facette A durch ein lokal endliches System von Hyperebenen H ausgeschnitten,
so schneidet dieses System auch alle ihre Randfacetten aus, und diese sind genau
alle nichtleeren Schnitte B der Gestalt

B =
⋂

A⊂H∈H

H ∩
⋂
H∈R

H ∩
⋂

A 6⊂H 6∈R

H+
A

für beliebige TeilmengenR ⊂ {H ∈ H | A 6⊂ H}.

Beweis. In der Tat ist jeder solche nichtleere Schnitt offensichtlich eine Facette
im Abschluß von A. Ist umgekehrt eine Facette im Abschluß von A gegeben,
so liegt sie sicher auf allen Hyperebenen, auf denen A liegt, und nach unseren
Erkenntnissen 23.1.3.17 zu Facetten in abgeschlossenen Halbräumen liegt sie in
Bezug auf alle Hyperebenen aus einem A ausschneidenden System entweder auf
der Hyperebene selbst oder in demselben Halbraum wie A. Folglich liegt jede im
Abschluß von A enthaltene Facette in einem unserer Schnitte.

23.1.3.21 (Teilordnung auf der Menge der Randfacetten). Auf der MengeF(A)
aller Randfacetten einer Facette A erhalten wir eine Teilordnung durch die Vor-
schrift B ≤ C ⇔ B ⊂ C̄ und für jede Facette C ∈ F(A) folgt aus der Hy-
perebenenbeschreibung von Randfacetten 23.1.3.20 unschwer F(C) ⊂ F(A). In
Worten ist also jede Randfacette einer Randfacette einer Facette A auch bereits
selbst eine Randfacette von A.

23.1.3.22 (Abschluß als Vereinigung der Randfacetten). Nach der Hyperebe-
nenbeschreibung von Randfacetten 23.1.3.20 ist der Abschluß einer Facette stets
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die disjunkte Vereinigung über alle maximalen in besagtem Abschluß enthaltenen
Facetten, in Formeln

Ā =
⊔

B∈F(A)

B

Definition 23.1.3.23. Der von einer Facette erzeugte affine Teilraum heißt der
Träger unserer Facette. Er kann auch beschrieben werden als der Schnitt aller
derjenigen Hyperebenen eines sie ausschneidenden lokal endlichen Systems, die
die fragliche Facette enthalten. Eine Facette, deren Träger der ganze Raum ist,
heißt ein Alkoven oder auch eine Kammer.

Ergänzung 23.1.3.24. Unter der Dimension einer Facette versteht man die Di-
mension ihres Trägers. Sie kann bei uns auch durchaus unendlich sein. Unter der
Kodimension einer Facette versteht man die Kodimension ihres Trägers. Sie ist
nach unseren Definitionen stets endlich.

Lemma 23.1.3.25 (Überdeckung durch Alkovenabschlüsse). Gegeben ein lo-
kal endliches System von Hyperebenen H in einem affinen Raum E über einem
angeordneten Körper überdecken die Abschlüsse der zugehörigen Alkoven ganz
E. Bezeichnet A(H) die Menge aller Alkoven zuH, so gilt also in Formeln

E =
⋃

A∈A(H)

Ā

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit habeE mehr als nur einen Punkt.
Für p ∈ E finden wir nach Lemma 23.1.3.4 eine affine Gerade durch p, die in
keiner unserer HyperebenenH ∈ H enthalten ist. Dann gibt es auch einen Punkt q
auf unserer Gerade derart, daß das halboffene Geradensegment (p, q] keine unserer
Hyperebenen H ∈ H trifft. Damit liegt aber per definitionem der Punkt p im
Abschluß des Alkoven von q.

Definition 23.1.3.26. Unter einer Wand eines Alkoven verstehen wir eine Hyper-
ebene, die der Träger einer seiner Randfacetten ist.

23.1.3.27. Nach der Hyperebenenbeschreibung von Randfacetten 23.1.3.20 gehört
jede Wand eines Alkoven zu jedem lokal endlichen System von Hyperebenen, das
besagten Alkoven ausschneidet. Die Menge der Wände eines Alkoven A notieren
wir HA. Eine Randfacette der Kodimension Eins eines Alkoven nennen wir eine
Wandfacette unseres Alkoven.

23.1.3.28 (Diskussion der Terminologie). Mit der hier eingeführten Termino-
logie halten wir uns an Bourbaki. Für deren Erweiterung in 23.1.3.9 weiß ich
nicht, ob sie bereits in der Literatur verwendet wird. Jeder Polyeder im Sinne von
3.3.5.18 ist in unserer Terminologie der Abschluß einer wohlbestimmten Facette,



3986 KAPITEL 23. SPIEGELUNGSGRUPPEN UND WURZELSYSTEME

die man sein „Inneres“ nennen mag. Die Bezeichnung „Facette eines Polyeders“
wird aber oft auch abweichend verwendet für das, was wir in der hier und im fol-
genden eingeführten Terminologie den „Abschluß einer Wandfacette des Inneren
eines Polyeders“ zu nennen hätten.

Lemma 23.1.3.29 (Wände als eindeutige Berührende). Gegeben ein Alkoven
und ein ihn ausschneidendes System von HyperebenenH ist eine HyperebeneH ∈
H eine Wand unseres Alkoven genau dann, wenn es auf H einen Punkt aus dem
Abschluß unseres Alkoven gibt, der auf keiner anderen Hyperebene ausH liegt.

23.1.3.30. Anschaulich gesprochen in also unsere Wand für mindestens einen
Punkt aus dem Abschluß unseres Alkoven die einzige Hyperebene, die den Al-
koven „in diesem Punkt berührt“.

Beweis. Ist unsere Hyperebene die einzige Hyperebene aus H durch besagten
Punkt, die den Alkoven nicht trifft, so muß besagter Punkt nach unserer Hyper-
ebenenbeschreibung von Randfacetten 23.1.3.20 zu einer Randfacette gehören,
die unsere Hyperebene erzeugt. Folglich ist dann unsere Hyperebene eine Wand
des besagten Alkoven. Ist umgekehrt unsere Hyperebene eine Wand des besagten
Alkoven, so ist sie Träger einer Randfacette, und jeder Punkt dieser Randfacet-
te hat besagte Eigenschaft, wieder nach unserer Hyperebenenbeschreibung von
Randfacetten 23.1.3.20.

Satz 23.1.3.31 (Begrenzung eines Alkoven durch seine Wände). Jeder Alko-
ven ist der Schnitt über die ihn umfassenden Halbräume zu seinen Wänden. In
Formeln gilt für jeden Alkoven A also

A =
⋂

H∈HA

H+
A

Beweis. Es gilt zu zeigen, daß jedes Segment [x, y] mit x ∈ A und y 6∈ A mindes-
tens eine Wand von A trifft. Per definitionem gibt es ein lokal endliches System
H von Hyperebenen, das den Alkoven A ausschneidet. Lassen wir aus diesem
System eine Hyperebene weg, die keine Wand von A ist, so erhalten wir nach
der Beschreibung der Wände als eindeutige Berührende 23.1.3.29 wieder ein lo-
kal endliches System von Hyperebenen, das den Alkoven A ausschneidet. Trifft
unser Segment also keine Wand von A, so können wir die endlich vielen Hyper-
ebenen aus H, die es trifft, aus H herausnehmen und erhalten wieder ein System
von Hyperebenen, das den Alkoven A ausschneidet. Daraus folgt jedoch y ∈ A
im Widerspruch zu unserer Annahme.
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Ein System von Hyperebenen, ein zugehöriger Alkoven als schraffierte
Dreiecksfläche, und seine drei Wände als fett eingezeichnete affine Geraden.
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Lemma 23.1.3.32 (Jede Hyperebene ist Wand eines Alkoven). Ist H ein lokal
endliches System von Hyperebenen in einem affinen Raum über einem angeord-
neten Körper, so ist jede Hyperebene H ∈ H Wand mindestens eines der durch
dieses System definierten Alkoven, in Formeln

H =
⋃
A∈A

HA

Beweis. Für H ∈ H finden wir nach 23.1.3.4 einen Punkt q ∈ H , der auf keiner
anderen Hyperebene aus H liegt. Er liegt nach der Überdeckung durch Alkoven-
abschlüsse 23.1.3.25 im Abschluß eines Alkoven, und unsere Hyperebene ist dann
nach der Beschreibung der Wände als eindeutige Berührende 23.1.3.29 eine Wand
dieses Alkoven.

Ergänzung 23.1.3.33 (Algebraische Beschreibung der Wände eines Alkoven).
Sei A ein Alkoven zu einem lokal endlichen System von Hyperebenen H. Wählt
man für jede Hyperebene H ∈ H eine affine Abbildung αH : E → k mit
αH |A > 0, so sind die Wände von A genau diejenigen H ∈ H mit Ā ∩ H 6= ∅,
für die sich αH nicht als positive Linearkombination gewisser αL mit L 6= H
schreiben läßt. Daß für jede Wand H von A diese Bedingung erfüllt ist, ist eh
klar. Daß nur Wände unsere Bedingung erfüllen, ergibt sich als eine Konsequenz
des Hauptsatzes über lineare Ungleichungen 3.3.5.8: Ist nämlich H keine Wand
und x ∈ Ā ∩ H , so gibt es nach der Beschreibung der Wände als eindeutige
Berührende 23.1.3.29 noch mindestens eine weitere Hyperebene aus H durch x,
aber auch höchstens endlich viele derartige Hyperebenen L, . . . ,M ∈ H. Ließe
sich αH nicht als positive Linearkombination aus ihnen schreiben, so gäbe es nach
dem Hauptsatz über lineare Ungleichungen 3.3.5.8 einen Punkt y mit αH(y) < 0
aber αL(y) ≥ 0, . . . , αM(y) ≥ 0. Das Segment [x, y] trifft nun höchstens endlich
viele Hyperebenen aus H. Indem wir y notfalls durch einen geeigneten anderen
Punkt von (x, y] ersetzen, dürfen wir annehmen, daß (x, y] außer H selbst keine
Hyperebene aus H trifft. Für beliebiges z ∈ A trifft dann (y, z) die Hyperebene
H aber keine andere unserer Hyperebenen aus H. Damit wäre aber H nach der
Beschreibung der Wände als eindeutige Berührende 23.1.3.29 doch eine Wand
gewesen.

Übungen

Übung 23.1.3.34. Ist der Schnitt zweier Facetten nicht leer, so ist er wieder eine
Facette, deren Abschluß als der Schnitt der Abschlüsse der ursprünglichen Facet-
ten beschrieben werden kann.

Übung 23.1.3.35. Trennt eine Hyperebene H zwei Facetten A und B, so gilt stets
Ā ∩ B̄ ⊂ H .
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Übung 23.1.3.36. Sei E ein affiner Raum über einem angeordneten Körper k.
Gegeben eine Facette F ⊂ E und ein Richtungsvektor ~v ∈ E\0 sind gleichbe-
deutend:

1. F umfaßt eine Gerade mit Richtungsvektor ~v;

2. F = λ~v + F ∀λ ∈ k;

3. Es gibt ein F ausschneidendes System von Hyperebenen derart, daß ~v zum
Richtungsraum jeder dieser Hyperebenen gehört;

4. Für jede Hyperebene in E, die F nicht trifft, liegt ~v im Richtungsraum be-
sagter Hyperebene.

Übung 23.1.3.37. Gegeben eine Facette A gehören zwei verschiedene Punkte aus
ihrem Abschluß x, y ∈ Ā zu derselben maximalen Facette B ⊂ Ā genau dann,
wenn es ein offenes ganz in Ā enthaltenes Geradensegment gibt, das unsere beiden
Punkte enthält.

Übung 23.1.3.38. Gegeben ein lokal endliches System von Hyperebenen in einem
affinen Raum über einem angeordneten Körper sind die zugehörigen Alkoven ge-
nau die maximalen konvexen Teilmengen des Komplements der Vereinigung al-
ler Hyperebenen unseres Systems, und jede nichtleere konvexe Teilmenge von
E \

⋃
H∈HH liegt in genau einem Alkoven.

Übung 23.1.3.39. Gegeben ein beliebiges System von Hyperebenen H in einem
affinen RaumE über einem angeordneten Körper ist das Komplement der Vereini-
gung aller Hyperebenen unseres Systems E \

⋃
H∈HH die disjunkte Vereinigung

seiner maximalen konvexen Teilmengen, und jede nichtleere konvexe Teilmenge
ist in genau einer dieser maximalen konvexen Teilmengen enthalten.

Übung 23.1.3.40. Ein Alkoven in einem affinen Raum über einem angeordneten
Körper kann nicht durch ein lokal endliches System von Hyperebenen überdeckt
werden.

23.1.4 Facettenabschluß als konvexe Hülle*
Satz 23.1.4.1 (Facettenabschluß als Hülle der einpunktigen Randfacetten).
Umfaßt eine Facette in einem endlichdimensionalen affinen Raum über einem an-
geordneten Körper keine Halbgerade, so ist ihr Abschluß die konvexe Hülle der
Vereinigung aller einpunktigen Randfacetten besagter Facette.

Beweis. Umfaßt unsere Facette keine Halbgerade, so kann auch keine ihrer Rand-
facetten eine Halbgerade umfassen, denn so eine Halbgerade könnten wir parallel
in unsere ursprüngliche Facette hineinschieben. Sei nun A unsere Facette. Jeder
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Punkt x ∈ Ā gehört zu genau einer Randfacette C ∈ F(A) von A und diese ent-
hält nach unserer Vorüberlegung auch keine Halbgerade. Im Fall C 6= A beendet
vollständige Induktion über die Dimension unserer Facette den Beweis. Ist A nur
ein Punkt, ist die Behauptung eh klar. Ist schließlich C = A alias x ∈ A aber
A 6= {x}, so umfaßt A ein ganzes offenes Geradensegment um unseren Punkt.
Die zugehörige Gerade schneidet dann Ā in einem Segment [y, z] mit y, z 6∈ A,
diese liegen in Randfacetten von A echt kleinerer Dimension, und vollständige
Induktion beendet wieder den Beweis.

Proposition 23.1.4.2 (Facettenabschluß als Hülle der echten Randfacetten).
Sei E ein endlichdimensionaler affiner Raum über einem angeordneten Körper k
und sei F ⊂ E eine Facette der Dimension dimF ≥ 2. Umfaßt F keine Gerade,
so ist F̄ die konvexe Hülle von F̄\F .

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei F ein Alkoven. Wir argumen-
tieren mit Induktion über die Dimension. Im ebenen Fall dimF = 2 gibt es in
einem F ausschneidenden System nach 23.1.3.36 zwei Hyperebenen alias Gera-
den H und G, die nicht parallel sind. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sind
das die beiden Koordinatenachsen in k2. Es gibt folglich einen Richtungsvektor
~v ∈ ~E\0 derart, daß für alle p ∈ F die Gerade p + k~v die Facette F nur in ei-
nem endlichen Segment trifft, in Formeln p + λ~v 6∈ F für λ � 0 und auch für
λ � 0. Also gibt es auch µ, ν > 0 mit p + µ~v, p − ν~v ∈ F̄\F und der ebene
Fall ist erledigt. Um im allgemeinen zu sehen, daß jeder Punkt p ∈ F in besag-
ter konvexer Hülle liegt, müssen wir nur eine Hyperebene durch p legen und die
Induktionsannahme auf den Schnitt unserer Facette F mit besagter Hyperebene
anwenden.

Korollar 23.1.4.3 (Facettenabschluß als Hülle kleiner Randfacetten). Seien
E ein endlichdimensionaler affiner Raum über einem angeordneten Körper und
F ⊂ E eine Facette, die keine Gerade umfaßt. So ist F̄ die konvexe Hülle der
Vereinigung aller Randfacetten der Dimension ≤ 1 von F .

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Proposition 23.1.4.2.

23.1.4.4 (Konvexe Hüllen als Abschlüsse von Facetten). In einem endlichdi-
mensionalen Vektorraum über einem angeordneten Körper ist nach dem Hauptsatz
über lineare Ungleichungen 3.3.5.8 jeder endlich erzeugte Kegel der Abschluß ei-
ner Facette. Ebenso ist in einem endlichdimensionalen affinen Raum über einem
angeordneten Körper nach dem Hauptsatz über affine Ungleichungen 3.3.5.16 die
konvexe Hülle einer endlichen nichtleeren Teilmenge stets der Abschluß einer Fa-
cette.
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Ergänzung 23.1.4.5. Die Vermutung von Hirsch besagt, daß man in einem be-
schränkten Alkoven aus Rd mit n Wänden zwischen je zwei seiner Ecken einen
Weg aus höchstens n − d seiner Kanten finden sollte. Hier meinen Ecken null-
dimensionale und Kanten eindimensionale Randfacetten unseres Alkoven. Einen
Übersichtsartikel zu dieser Vermutung findet man etwa in [KS10], in der der Zwei-
tautor als „note added in press“ ein Gegenbeispiel ankündigt. Der Abschluß eines
beschränkten Alkoven aus Rd heißt im übrigen auch ein Polytop.

Übungen

Übung 23.1.4.6. Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem ange-
ordneten Körper. Sei A ⊂ E eine Facette und m = min{dimB | B ∈ F(A)}
die kleinstmögliche Dimension für eine Randfacette von A. So ist A die konvexe
Hülle der Vereinigung seiner Randfacetten der Dimension ≤ d+ 1.
Ergänzende Übung 23.1.4.7. Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum über
einem angeordneten Körper. So ist die konvexe Hülle einer endlichen Vereinigung
von Facettenabschlüssen wieder ein Facettenabschluß. Ich habe mir die Lösung
nicht überlegt und kann auf die Schnelle nicht abschätzen, wie schwer das zu
zeigen ist.
Übung 23.1.4.8. Gegeben H ein lokal endliches System von Hyperebenen in ei-
nem affinen Raum über einem angeordneten Körper und Alkoven A,B bezeichne
d(A,B) die Zahl von Hyperebenen aus H, die A und B trennen. Man zeige, daß
es stets eine Abbildung ϕ : A → {0, 1} von der Menge der Alkoven in die zwei-
elementige Menge {0, 1} gibt mit d(A,B) ≡ ϕ(A)−ϕ(B) (mod 2) für beliebige
Alkoven A,B.

23.1.5 Affine Spiegelungsgruppen
Definition 23.1.5.1. Eine affine Abbildung von einem affinen Raum in sich selbst
heißt eine Spiegelung oder noch präziser eine affine Spiegelung, wenn ihr Qua-
drat die Identität ist und ihre Fixpunktmenge eine Hyperebene. Wir nennen diese
Fixpunktmenge dann den Spiegel oder genauer die Spiegelhyperebene unserer
Spiegelung. Wir werden Spiegelungen nur in affinen Räumen über Körpern einer
von Zwei verschiedenen Charakteristik betrachten.

Definition 23.1.5.2. Unter einer affinen Spiegelungsgruppe verstehen wir ei-
ne Gruppe von Automorphismen eines affinen Raums über einem angeordneten
Körper, die (1) von Spiegelungen erzeugt wird, für die (2) die Spiegel ihrer Spie-
gelungen ein lokal endliches System von Hyperebenen bilden, und so daß (3) die
linearen Anteile der Elemente unserer Gruppe eine endliche Gruppe von Auto-
morphismen des Richtungsraums bilden.
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Dieses Bild zeigt die Spiegelhyperebenen von vier ebenen affinen reellen
Spiegelungsgruppen. Das sind auch bis auf Konjugation mit Automorphismen

der affinen Ebene alle Möglichkeiten für ebene affine reelle Spiegelungsgruppen,
die „essentiell“ sind in dem Sinne, daß die darin enthaltenen Verschiebungen den
Richtungsraum aufspannen. Die Bilder sind so gezeichnet, daß die Spiegelungen

an einer Hyperebene in der jeweiligen affinen Spiegelungsgruppe den
Spiegelungen auf der Papierebene im Sinne der Schulgeometrie entsprechen.



23.1. SPIEGELUNGSGRUPPEN 3993

23.1.5.3. Wenn wir von einer affinen Spiegelungsgruppe (W,E) reden, so ist mit
E der zugrundeliegende affine Raum gemeint und mit W die Gruppe selbst. Zwei
affine Spiegelungsgruppen (W,E) und (W ′, E ′) über demselben Körper heißen
isomorph, wenn es einen Isomorphismus von affinen Räumen ϕ : E

∼→ E ′ gibt
mit W = ϕ−1W ′ϕ.

Vorschau 23.1.5.4. Der Rest dieses Abschnitts kann als eine vollständige Klassi-
fikation der reellen affinen Spiegelungsgruppen in endlichdimensionalen Räumen
gelesen werden, wie im folgenden ausgeführt werden soll. Dieses Ziel ist auch der
Grund, aus dem wir es bei den Definitionen stets vermeiden, in der euklidischen
Situation zu arbeiten. Die endlichen reellen Spiegelungsgruppen werden bereits
in 23.1.9.7 im Verbund mit 23.1.9.5 durch ihre „Coxeter-Graphen“ zusammen mit
der Dimension des Raums ihrer Fixpunkte klassifiziert. Nach 23.1.12.4 zerfällt
jede affine reelle Spiegelungsgruppe in einen endlichen und einen „essentiellen“
Faktor und die Isomorphieklassen dieser Faktoren sind eindeutig bestimmt. Satz
23.2.4.3 gibt dann eine Klassifikation der „essentiellen“ affinen Spiegelungsgrup-
pen durch sogenannte „Wurzelsysteme“, die hinwiederum nach 23.2.2.14 eindeu-
tig in unzerlegbare Wurzelsysteme zerfallen. Die unzerlegbaren Wurzelsysteme
schließlich werden in 23.2.3.7 durch ihre „Dynkin-Diagramme“ klassifiziert. Der
Fall unendlicher Dimension unterscheidet sich nur um einen trivialen Faktor von
dem hier beschriebenen endlichdimensionalen Fall.

Beispiel 23.1.5.5. Betrachten wir in einer reellen affinen Ebene zwei verschiedene
aber parallele Geraden und wählen zu jeder dieser Geraden eine Spiegelung, die
sie festhält, so erzeugen diese beiden Spiegelungen eine Gruppe von Automor-
phismen der affinen Ebene. Diese Gruppe ist jedoch nur dann eine affine Spiege-
lungsgruppe im Sinne unserer Definition 23.1.5.2, wenn die linearen Anteile der
beiden erzeugenden Spiegelungen übereinstimmen.

Definition 23.1.5.6. Unter einem affinen euklidischen Raum verstehen wir hier
und im folgenden einen affinen Raum über einem angeordneten Körper, dessen
Raum von Richtungsvektoren mit einer euklidischen Struktur alias einem bis auf
einen positiven Faktor wohlbestimmten Skalarprodukt versehen ist. Eine affine
Abbildung zwischen affinen euklidischen Räumen heißt orthogonal, wenn ihr
linearer Anteil orthogonal ist. Eine Spiegelung oder präziser eine affine orthogo-
nale Spiegelung auf einem affinen euklidischen Raum ist eine orthogonale Ab-
bildung, deren Fixpunktmenge eine Hyperebene ist. Unter einer affinen euklidi-
schen Spiegelungsgruppe verstehen wir eine affine Spiegelungsgruppe, die aus
orthogonalen Automorphismen eines affinen euklidischen Raums besteht.

Ergänzung 23.1.5.7. Gegeben eine Gruppe von orthogonalen Automorphismen
eines endlichdimensionalen euklidischen affinen Raums, die die Bedingungen (1)
und (2) aus 23.1.5.2 an eine affine Spiegelungsgruppe erfüllt, ist Bedingung (3)
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von ebendort automatisch erfüllt, als da heißt, die Gruppe aller linearen Anteile
ist endlich. Um das zu sehen, reicht es zu zeigen, daß die Menge aller Norma-
lenvektoren auf Spiegeln endlich ist. In der Tat operiert nämlich unsere Gruppe
linearer Anteile treu auf dieser Menge, da sie ja deren orthogonales Komplement
punktweise festhalten muß. Im Reellen können wir nun argumentieren wie folgt:
Wäre unsere Menge von Normalenvektoren nicht endlich, so gäbe es wegen der
Kompaktheit der Einheitssphäre Spiegel, die beliebig kleine positive Winkel ein-
schließen. Wir zeigen, daß damit auch zwischen den Wänden eines und jedes
Alkoven beliebig kleine positive Winkel vorkämen, im Widerspruch zu 23.1.12.8.
In der Tat: Für zwei Spiegel, die sich treffen, gibt es nur endlich viele Spiegel,
die die Schnittgerade umfassen. Auf dieser Schnittgeraden finden wir Punkte, die
in keinem zusätzlichen Spiegel enthalten sind. Solch ein Punkt liegt dann im Ab-
schluß eines Alkoven, und zwei Wände dieses Alkoven, die den besagten Punkt
enthalten, schließen dann höchstens denselben Winkel ein wie die beiden Spiegel,
von denen wir ausgegangen waren. Sind wir nicht im Reellen, so können wir ar-
gumentieren wie folgt: Unterteilen wir die Oberfläche eines Einheitswürfels um
den Nullpunkt in noch so kleine Schachfelder, so müßten doch zwei verschiedene
Normalengeraden auf Spiegeln durch dasselbe Feld gehen. Der Rest des Argu-
ments bleibt dem Leser überlassen.

Lemma 23.1.5.8. In einer affinen Spiegelungsgruppe haben verschiedene Spiege-
lungen auch verschiedene Spiegel.

Erster Beweis. Wir finden ja nach 23.1.2.6 ein Skalarprodukt auf dem Richtungs-
raum, das unter den linearen Anteilen der Elemente unserer affinen Spiegelungs-
gruppe invariant ist. Bezüglich jedes solchen Skalarprodukts muß eine Spiegelung
dann die orthogonale Spiegelung zu ihrem Spiegel sein.

Zweiter Beweis. Gegeben zwei Spiegelungen s, t mit demselben Spiegel hat st
mindestens einen Fixpunkt und es reicht mithin zu zeigen, daß der lineare Anteil
von st die Identität ist. Man sieht jedoch unmittelbar, daß der lineare Anteil von
(st) unipotent ist, und wäre er nicht die Identität, so hätte er folglich unendliche
Ordnung. Das steht jedoch im Widerspruch zu unserer letzten Forderung an eine
affine Spiegelungsgruppe.

23.1.5.9 (Konjugierte einer Spiegelung). Gegeben eine affine Spiegelungsgrup-
pe (W,E) und eine Spiegelung s ∈ W mit Spiegel Es = H schreiben wir die
zugehörige Spiegelung auch

s = sH : E → E

Für beliebiges w ∈ W gilt dann swH = wsHw
−1, denn beide Seiten sind Spiege-

lungen aus W mit demselben Spiegel.
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23.1.5.10. Gegeben ein affiner euklidischer Raum E und eine affine Hyperebene
H ⊂ E schreiben wir die orthogonale Spiegelung an der Hyperebene H , wenn
es sie denn gibt, auch sH : E → E. Für eine beliebige orthogonale Abbildung
w : E → E gilt dann swH = wsHw

−1, denn beide Seiten sind orthogonale
Spiegelungen mit demselben Spiegel.

Ergänzung 23.1.5.11. Es kann nur im Fall unendlicher Dimension Vorsicht pas-
sieren, daß das orthogonale Komplement einer linearen Hyperebene nur aus dem
Nullvektor besteht und es somit dazu keine orthogonale Spiegelung gibt. So-
gar das orthogonale Komplement des Raums aller differenzierbaren Funktionen
[0, 1] → R im Raum aller stetigen Funktionen bezüglich des üblichen Skalarpro-
dukts 〈f, g〉 =

∫
fg ist ja schon der Nullraum.

Beispiel 23.1.5.12. Wir betrachten die Menge H aller derjenigen Geraden in R2,
die parallel sind zu einer der Koordinatenachsen und durch einen Punkt mit ganz-
zahligen Koordinaten gehen. Offensichtlich ist H die Menge aller Spiegel einer
affinen euklidischen Spiegelungsgruppe und die Alkoven sind gerade die „Fel-
der dieses Rechenpapiers“. Allgemeiner können wir natürlich auch die Menge
H aller derjenigen Hyperebenen in Rn betrachten, die parallel sind zu einer der
Koordinaten-Hyperebenen und die einen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten ent-
halten. Im Fall n = 1 sind die Alkoven die offenen Segmente (i, i + 1), im Fall
n = 3 haben sie die Gestalt von Würfeln.

23.1.5.13. Eine endliche Gruppe von Bewegungen eines affinen Raums über ei-
nem Körper der Charakteristik Null hat stets einen Fixpunkt, genauer ist der
Schwerpunkt jeder Bahn ein Fixpunkt.

Übungen

Übung 23.1.5.14. Jede von Spiegelungen erzeugte Untergruppe einer affinen Spie-
gelungsgruppe ist auch selbst eine affine Spiegelungsgruppe.

23.1.6 Transitivität auf der Menge der Alkoven
Satz 23.1.6.1 (Geometrie affiner Spiegelungsgruppen). Sei H ein lokal endli-
ches System von Hyperebenen in einem euklidischen affinen Raum E endlicher
Dimension über einem angeordneten Körper, das unter allen orthogonalen Spie-
gelungen an seinen Hyperebenen stabil ist. So gilt:

1. Unser SystemH ist das System aller Spiegel einer affinen euklidischen Spie-
gelungsgruppe;

2. Für jeden festen Alkoven in Bezug auf H erzeugen die Spiegelungen an
seinen Wänden bereits die gesamte Spiegelungsgruppe;
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3. Ist A ein fester Alkoven und w = s1 . . . sr eine kürzestmögliche Darstellung
eines Elements w unserer Spiegelungsgruppe als Produkt von Spiegelungen
si an den Wänden von A, so ist die Länge r dieser Darstellung genau die
Zahl der Spiegel H ∈ H, die wA von A trennen;

4. Unsere Spiegelungsgruppe operiert frei und transitiv auf der Menge ihrer
Alkoven.

Beweis. Bezeichne A die Menge aller Alkoven zu H und W die von den ortho-
gonalen Spiegelungen sH mit H ∈ H erzeugte Gruppe von affinen Selbstabbil-
dungen von E. DaßH in der Tat die Menge aller Spiegel zu Spiegelungen aus W
ist, wird sich erst am Ende des Beweises herausstellen. Wir wählen einen festen
Alkoven A ∈ A und bezeichnen mit

W ′ := 〈sH | H ∈ HA〉

die von den Spiegelungen an seinen Wänden erzeugte Untergruppe W ′ ⊂ W . Wir
zeigen als erstes, daß W ′ transitiv auf A operiert. Dazu benutzen wir:

Lemma 23.1.6.2. Ist A ∈ A ein Alkoven und H eine Wand von A, so ist H die
einzige Hyperebene, die A von sHA trennt.

Beweis des Lemmas. Ist H eine Wand von A, so gibt es nach 23.1.3.29 einen
Punkt p ∈ Ā∩H , der auf keiner anderen Hyperebene liegt, die A vermeidet. Eine
Hyperebene, die die zwei Facetten trennt, muß jedoch nach 23.1.3.35 den Schnitt
ihrer Abschlüsse umfassen. Jede Hyperebene, die A von sHA trennt, muß also p
enthalten und A vermeiden und fällt folglich mit H zusammen.

Sei nun C ∈ A ein Alkoven. Wir wählen w ∈ W ′ derart, daß die Zahl der Hy-
perebenen H ∈ H, die A von wC trennen, so klein wie möglich wird. Gälte nicht
A = wC, so gäbe es nach 23.1.3.31 eine Wand H ∈ HA von A, die A von wC
trennt. Dann würden aber sHA und wC und ebenso A und sHwC von noch weni-
ger Hyperebenen ausH getrennt als A und wC, im Widerspruch zur Wahl von w.
Es gilt also A = wC und W ′ operiert transitiv auf A. Nach dieser Vorbemerkung
zeigen wir die Behauptungen des Satzes in der Reihenfolge 2–3–4–1.

2. Jede Hyperebene H ∈ H ist nach 23.1.3.32 Wand eines geeigneten Alkoven
C ∈ A, in Formeln H ∈ HC . Nach dem Vorhergehenden finden wir w ∈ W ′

mit wC = A. Offensichtlich gilt weiter wHC = HA und wir folgern sH =
w−1swHw ∈ W ′ und damit W = W ′.

3. Sei w = s1 . . . sr eine kürzestmögliche Darstellung eines Elements w ∈ W
als Produkt von Spiegelungen an Wänden H1, . . . , Hr von A. Für zwei Alkoven
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Wir hätten hier die Darstellung w = stsrtsts aber nur sechs Hyperebenen
trennen A von wA. Die Hyperebene H wird auch von unserer Folge von Alkoven

zweimal gekreuzt, und das führt zur kürzeren Darstellung
w = stŝrtstŝ = strtst, die nun bereits aus der kleinstmöglichen Zahl von sechs
Spiegelungen an Wänden von A besteht, und die ich durch Pünktchen angedeutet

habe.
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B,C ∈ A bezeichne d(B,C) die Zahl der Hyperebenen ausH, die B und C tren-
nen. Es gilt zu zeigen r = d(A,wA). Wir betrachten dazu die Folge von Alkoven
A, s1A, s1s2A, . . . , wA und notieren sie der Einfachkeit halber

A[i] := s1 . . . siA

Zwei aufeinanderfolgende Alkoven A[i−1] und A[i] unserer Folge werden nach
23.1.6.2 nur durch die Hyperebene H[i] := s1 . . . si−1Hi getrennt, die dann auch
die einzige gemeinsame Wand dieser beiden Alkoven ist. Es folgt schon r ≥
d(A,wA). Wäre r > d(A,wA), so müßte unsere Folge von Alkoven eine Hy-
perebene H ∈ H zweimal kreuzen, wir hätten also H[i] = H[j] mit r ≥ j > i ≥ 1.
Daraus folgte aber Hi = si . . . sj−1Hj , mithin si = si . . . sj−1sjsj−1 . . . si oder
si+1 . . . sj−1 = si . . . sj und unsere Darstellung wäre nicht kürzestmöglich.

4. Wir haben bereits gezeigt, daßW transitiv aufA operiert. Nach 3 folgt aber aus
wA = A schon w = id, also operiert W auch frei.

1. Für eine Spiegelung aus W , deren Spiegel nicht zuH gehörte, könnte ihr Spie-
gel nach 23.1.3.4 nicht enthalten sein in der Vereinigung der Hyperebenen aus H
und müßte deshalb einen Alkoven aus A treffen. Dann müßte unsere Spiegelung
diesen Alkoven auf sich selbst abbilden. Nach 4 ist aber die Identität das einzi-
ge Element von W , das einen Alkoven festhält. Also besteht H bereits aus allen
Spiegeln zu Spiegelungen von W .

Korollar 23.1.6.3. Erzeugt eine Menge von affinen Spiegelungen eine affine Spie-
gelungsgruppe, so ist jede Spiegelung dieser Spiegelungsgruppe konjugiert zu ei-
ner Spiegelung aus besagter Menge.

Beweis. Sei S unsere Menge von Spiegelungen, W die davon erzeugte affine
Spiegelungsgruppe, und T ⊂ W die Menge aller Konjugierten zu Elementen von
S. Wir müssen nur ein unter den linearen Anteilen der Elemente von W invari-
antes Skalarprodukt auf dem Richtungsraum wählen und 23.1.6.1 auf das System
H der Spiegel zu Spiegelungen aus T anwenden, um zu sehen, daß T bereits
die Menge aller Spiegelungen aus der von T erzeugten Untergruppe von W sein
muß.

Definition 23.1.6.4. Seien W eine affine Spiegelungsgruppe, A ein fester Alko-
ven und S ⊂ W die Menge aller Spiegelungen an Wänden von A. Eine kürzest-
mögliche Darstellung von w ∈ W als Produkt von Elementen von S nennt man
reduzierte Darstellung von w durch Spiegelungen aus S, und die Länge einer
reduzierten Darstellung heißt die Länge l(w) = lS(w) = lA(w) von w.

23.1.6.5. In diesen Notationen haben wir in 23.1.6.1 also unter anderem gezeigt,
daß gilt lA(w) = d(A,wA). Weiter haben wir beim Beweis von 23.1.6.1 gezeigt,
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daß gegeben s1, . . . , sr ∈ S Spiegelungen an Wänden Hi von A mit Produkt
w = s1 . . . sr und L ein Spiegel von W , der A und wA trennt, es notwendig
ein i gibt mit L = s1 . . . si−1Hi und folglich sLs1 . . . sr = s1 . . . ŝi . . . sr. Ist
unsere Darstellung von w reduziert, in Formeln r = l(w), so sind immer nach
dem Beweis von 23.1.6.1 die s1 . . . si−1Hi sogar genau die r Spiegel, die A und
wA trennen.
23.1.6.6. Nach dem Vorhergehenden ist d(A,wA) genau dann gerade, wennw ein
orientierungserhaltender Automorphismus unseres endlichdimensionalen affinen
Raums ist. Insbesondere gilt stets d(A, sLB) 6= d(A,B), ja beide Seiten können
noch nicht einmal dieselbe Parität haben. Statt mit der Orientierung kann man hier
auch mit der Schwarz-Weiß-Färbung der Alkoven nach 23.1.4.8 argumentieren.

Proposition* 23.1.6.7. Seien A, B Alkoven und L ein Spiegel zu einer affinen
Spiegelungsgruppe. Genau dann trennt L unsere beiden Alkoven, wenn A und
sLB durch weniger Spiegel getrennt werden als A und B. In Formeln gilt also

(L trennt A und B) ⇔ d(A, sLB) < d(A,B)

Beweis. Es reicht⇒ zu zeigen, die andere Implikation folgt dann durch Anwen-
den der einen Implikation auf sLB statt auf B, da wir d(A, sLB) 6= d(A,B) aus
23.1.6.6 wissen. Wir finden nun Spiegelungen s1, . . . , sr an Wänden von A mit
r = d(A,B) und B = s1 . . . srA. Da L unsere beiden Alkoven trennt, gibt es
nach der vorhergehenden Bemerkung 23.1.6.5 einen Index i mit sLs1 . . . sr =
s1 . . . ŝi . . . sr. Damit folgt wie gewünscht d(A, sLB) < r.

Satz* 23.1.6.8 (Austauschlemma). Seien W eine affine Spiegelungsgruppe, A
ein Alkoven, S die Menge der Spiegelungen an Wänden von A und l = lA die
zugehörige Länge. Seien weiter s1, . . . , sr ∈ S. Ist t eine Spiegelung aus W mit
l(ts1 . . . sr) < l(s1 . . . sr), so gibt es einen Index i ∈ [1, r] mit

ts1 . . . si . . . sr = s1 . . . ŝi . . . sr

Gilt hier r = l(s1 . . . sr), so ist dieser Index i sogar eindeutig bestimmt.

23.1.6.9. Die letzte Gleichung kann auch zu s1 . . . si . . . sr = ts1 . . . ŝi . . . sr um-
geschrieben werden. Wir können also in Worten eine einfache Spiegelung si in
der Mitte austauschen gegen die Spiegelung t ganz vorne ohne das Produkt zu
ändern, wenn (und im Fall einer reduzierten Darstellung genau dann, wenn) die
Multiplikation mit t die Länge verkleinert.

Beweis. Sei t = sL und B = s1s2 . . . srA. Aus der Annahme folgt mit 23.1.6.7,
daß der Spiegel L die Alkoven A und s1s2 . . . srA trennt. Daraus folgt dann mit
23.1.6.5 sofort ts1 . . . sr = s1 . . . ŝi . . . sr. Der Beweis der letzten Aussage bleibe
dem Leser zur Übung überlassen.
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Illustration zum Austauschlemma. Die Spiegelung an der gezackelten
Spiegelhyperebene stellt t dar, s1 . . . siA ist der Alkoven mit der Nummer i und
s1 . . . ŝ6 . . . siA der Alkoven mit der Nummer i′. Im vorliegenden Fall hätten wir

ts1 . . . s11 = s1 . . . ŝ6 . . . s11.
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Übungen

Übung 23.1.6.10. Seien W eine endliche Spiegelungsgruppe, A ein fester Alko-
ven und l = lA die zugehörige Länge. So gibt es in W genau ein Element wA
maximaler Länge, und diese Länge ist die Zahl der Spiegelungen in W .

Übung 23.1.6.11. Jede nichtreduzierte Darstellung eines Elements einer affinen
Spiegelungsgruppe in Bezug auf einen festen Alkoven kann durch Streichen von
Faktoren zu einer reduzierten Darstellung desselben Elements gemacht werden.

Übung 23.1.6.12. Sei V ein endlichdimensionaler Q-Vektorraum und Q ⊂ V ein
Gitter alias der Z-Spann einer Basis und ( , ) ein Skalarprodukt auf V mit und
( , ) : Q × Q → Z. Man zeige, daß die orthogonalen Spiegelungen an den or-
thogonalen Komplementen aller Vektoren v ∈ Q mit (v, v) = 2 die Spiegelungen
einer endlichen Spiegelungsgruppe sind.

23.1.7 Fundamentalbereiche
Notation 23.1.7.1. Seien für diesen Abschnitts E ein affiner Raum über einem
angeordneten Körper, W ⊂ AutE eine affine Spiegelungsgruppe, H die Menge
ihrer Spiegel und A die Menge der zugehörigen Alkoven.

Definition 23.1.7.2. Es operiere eine Gruppe G auf einer Menge X . Eine Teil-
menge Y ⊂ X heißt ein Fundamentalbereich oder genauer mengentheoreti-
scher Fundamentalbereich, wenn Y die Bahn Gp jedes Punktes p ∈ X in genau
einem Punkt trifft, in Formeln |Gp ∩ Y | = 1 ∀p ∈ X .

Vorschau 23.1.7.3. Operiert eine Gruppe G auf einem topologischen Raum X , so
mag man unter einem topologischen Fundamentalbereich eine abgeschlossene
Teilmenge Y ⊂∧ X verstehen derart, daß die gY ◦ für g ∈ G paarweise disjunkt
sind und daß die gY unser X überdecken. Operiert eine Gruppe G auf einer Man-
nigfaltigkeit oder allgemeiner Eckfaltigkeit X , so mag man einen topologischen
Fundamentalbereich, der mit der von X induzierten Struktur eines R-geringten
Raums eine Eckfaltigkeit ist, einen eckfaltigen Fundamentalbereich nennen.
Im Fall einer affinen Spiegelungsgruppe in einem endlichdimensionalen reellen
Raum sind unsere Alkovenabschlüsse auch eckfaltige Fundamentalbereiche.

Satz 23.1.7.4 (Alkovenabschlüsse als Fundamentalbereiche). Für die natür-
liche Operation einer affinen Spiegelungsgruppe auf ihrem affinen Raum ist der
Abschluß eines jeden Alkoven ein Fundamentalbereich.

Beweis. Wir beginnen den Beweis des Satzes mit einer Proposition.

Proposition 23.1.7.5 (Standgruppen in affinen Spiegelungsgruppen). Sei A ⊂
E ein fester Alkoven und p ∈ Ā ein Punkt aus dem Abschluß von A. So gilt:
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1. Die Standgruppe Wp von p wird erzeugt von den Spiegelungen an allen
Wänden von A, die p enthalten. In Formeln gilt also

Wp = 〈sH | H ∈ HA, p ∈ H〉

2. Die Standgruppe Wp von p operiert frei und transitiv auf der Menge Ap
aller Alkoven, deren Abschluß p enthält. In Formeln liefert also w 7→ wA
eine Bijektion

Wp
∼→ Ap := {B ∈ A | p ∈ B̄}

23.1.7.6. Insbesondere wird also bei einer affinen Spiegelungsgruppe auch die
Standgruppe jedes Punktes von Spiegelungen erzeugt.

Beweis der Proposition. Wir setzen W ′
p = 〈sH | H ∈ HA, p ∈ H〉 und zeigen

zunächst, daß W ′
p transitiv auf Ap operiert, in Formeln W ′

pA = Ap. Für C ∈ Ap
müssen wir dazuw ∈ W ′

p finden derart, daß giltC = wA. Wieder machen wir eine
Induktion über die Zahl d(A,C) der Spiegel, die A und C trennen. Ist A 6= C, so
gibt es nach Satz 23.1.3.31 eine WandH vonA, dieA vonC trennt. Aus p ∈ Ā∩C̄
folgt p ∈ H . Jetzt ist wieder d(A, sHC) = d(sHA,C) = d(A,C) − 1 und mit
Induktion finden wir w ∈ W ′

p so daß gilt wA = sHC, also sHwA = C. Es folgt
wie behauptet W ′

pA = Ap. Nun ist unsere Abbildung Wp → A, w 7→ wA injektiv
nach Satz 23.1.6.1 und offensichtlich liegt ihr Bild in Ap. Wir haben aber eben
bewiesen, daß die Verknüpfung der beiden Injektionen W ′

p ↪→ Wp ↪→ Ap eine
Surjektion ist. Also sind diese Injektionen beide Bijektionen und die Proposition
folgt.

Jetzt können wir den Beweis des Satzes zu Ende führen. Sei A ⊂ E ein Alkoven
und p ∈ E ein Punkt unseres affinen Raums. Es gilt zu zeigen, daß die Bahn Wp
von p den Abschluß Ā von A in genau einem Punkt trifft, in Formeln

|Wp ∩ Ā| = 1

Jeder Punkt p liegt nach 23.1.3.25 im Abschluß mindestens eines Alkoven, und
nach 23.1.6.1 trifft die Bahn von p den Abschluß Ā jedes Alkoven A, in Formeln
Wp ∩ Ā 6= ∅. Wir müssen nur noch zeigen, daß für A ∈ A, p ∈ Ā und x ∈ W
aus xp ∈ Ā folgt xp = p. Sicher folgt schon mal xp ∈ xA, also A, xA ∈ Axp,
und nach der vorhergehenden Proposition gilt dann x ∈ Wxp, also xxp = xp, also
xp = p.

23.1.7.7. Gegeben eine affine euklidische Spiegelungsgruppe W auf einem affi-
nen euklidischen Raum E wird für beliebige v, w ∈ E der Abstand ‖v − zw‖
minimal genau für die z ∈ W , für die v und zw im Abschluß desselben Alko-
ven liegen: Werden v und zw nämlich durch eine Wand getrennt, so gilt für die
Spiegelung s an dieser Wand notwendig ‖v − zw‖ > ‖v − szw‖.
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Drei Bahnen unter einer affinen Spiegelungsgruppe. Jede hat, wie Satz 23.1.7.4
ganz allgemein behauptet, genau einen Vertreter in dem schraffiert

eingezeichneten Alkoven.
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Ergänzung 23.1.7.8. Hier scheint es sinnvoll zu zeigen, daß für die durch A defi-
nierte Länge l und Sp die Menge der Spiegelungen an Wänden von A durch den
Punkt p und W p die Menge aller w ∈ W mit l(sw) > l(w) für alle s ∈ Sp die
Multiplikation eine Bijektion Wp ×W p ∼→ W definiert und l(uv) = l(u) + l(v)
gilt für u ∈ Wp, v ∈ W p. Man sollte sogar zeigen, daß wir stets genau einen
Doppelnebenklassenrepräsentanten kleinster Länge und bei zwei endlichen „pa-
rabolischen“ Untergruppen auch genau einen Doppelnebenklassenrepräsentanten
größter Länge haben.

Übungen

Übung 23.1.7.9. Diejenigen Elemente einer affinen Spiegelungsgruppe, die eine
vorgegebene Teilmenge des zugrundeliegenden affinen Raums punktweise fest-
halten, bilden selber eine Spiegelungsgruppe.

23.1.8 Alkoven einer endlichen Spiegelungsgruppe
23.1.8.1. Gegeben zwei von Null verschiedene Vektoren eines euklidischen Vek-
torraums sagen wir, sie schließen einen schwach stumpfen Winkel beziehungs-
weise einen schwach spitzen Winkel ein, wenn ihr Skalarprodukt für jedes Ska-
larprodukt der euklidischen Struktur nichtpositiv beziehungsweise nichtnegativ
ist.

Ergänzung 23.1.8.2. Sind v, w unsere Vektoren, so bedeutet in unserer Termino-
logie aus 4.1.8.3 schwach stumpfer Winkel gerade π/2 ≤ Rad(∠(v, w)) ≤ π und
schwach spitzer Winkel 0 ≤ Rad(∠(v, w)) ≤ π/2. Die Terminologie „schwach
stumpf“ und „schwach spitz“ ist nicht gebräuchlich. Ich habe sie gewählt, um
nicht in Widerspruch zur Terminologie aus der Elementargeometrie zu geraten,
in der man einen rechten Winkel weder spitz noch stumpf nennen würde. Wenn
ich betonen will, daß das Konzept aus der Elementargeometrie gemeint ist, re-
de ich von echt stumpfen beziehungsweise echt spitzen Winkeln. Das bedeutet
dann in Formeln, daß das Skalarprodukt negativ beziehungsweise positiv ist alias
π/2 < Rad(∠(v, w)) ≤ π beziehungsweise 0 ≤ Rad(∠(v, w)) < π/2.

Lemma 23.1.8.3 (Winkel zwischen Wänden eines Alkoven). Gegeben verschie-
dene Wände eines Alkoven einer affinen euklidischen Spiegelungsgruppe schlie-
ßen auf diesen Wänden jeweils senkrecht stehende Vektoren, die in Richtung un-
seres Alkoven zeigen, stets schwach stumpfe Winkel ein.

23.1.8.4. Anschaulich gesprochen schließen also je zwei Wände eines Alkoven ei-
ner affinen euklidischen Spiegelungsgruppe besagten Alkoven „in einem schwach
spitzen Winkel ein“.
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Illustration zum Beweis von Lemma 23.1.8.3. Schraffiert eingezeichnet ein
Alkoven mit zwei ihn nicht in einem schwach spitzen Winkel einschließenden
Wänden H und L. Gestrichelt eingezeichnet die Gerade sLH , die zeigt, daß es
sich nicht um den Alkoven eines Systems von Hyperebenen handeln kann, das

aus allen Spiegeln einer affinen euklidischen Spiegelungsgruppe besteht.
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Beweis. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit unsere Spiegelungsgruppe er-
zeugt von den orthogonalen Spiegelungen an besagten WändenH undL und seien
α und β von Null verschiedene Vektoren, die auf diesen Wänden senkrecht ste-
hen und in Richtung unseres Alkoven zeigen. In Formeln behauptet unser Lemma
dann (α, β) ≤ 0. Sind unsere Wände parallel, so ist die Behauptung eh klar. Sonst
können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß unser affiner
euklidischer Raum ein euklidischer Vektorraum ist und beide Spiegelungen line-
ar. Sicher finden wir nun v ∈ H mit (β, v) < 0, also (β, sLv) > 0. Aus (α, β) > 0
folgte

(α, sLv) = (sLα, v) =

(
α− 2(α, β)

(β, β)
β, v

)
> 0

und damit läge sLv gleichzeitig auf dem Spiegel sLH und in unserem Alkoven.
Das kann aber nicht sein, also gilt (α, β) ≤ 0.

23.1.8.5. Dieses Lemma wäre auch ein natürlicher erster Schritt zur Klassifikation
derjenigen Spiegelungsgruppen, die von zwei Spiegelungen erzeugt werden.

Proposition 23.1.8.6. Wählen wir für jede Wand eines festen Alkoven einer endli-
chen linearen Spiegelungsgruppe eine lineare Gleichung, so sind diese Gleichun-
gen linear unabhängig als Elemente des Dualraums.

Beweis. Wir wählen zunächst einmal ein invariantes Skalarprodukt. Seien nun
H1, . . . , Hn die Wände unseres Alkoven und seien αi ∈ V auf Hi senkrechte
Vektoren, die jeweils auf derselben Seite der Hyperebene Hi liegen wie unser
Alkoven. Es reicht zu zeigen, daß die αi linear unabhängig sind. Nach 23.1.8.3
schließen diese Vektoren jedoch paarweise schwach stumpfe Winkel ein, in For-
meln (αi, αj) ≤ 0 falls i 6= j, und wählen wir γ ∈ A, so gilt (αi, γ) > 0 für alle
i. Die lineare Unabhängigkeit der αi folgt damit aus dem anschließenden Lemma
23.1.8.7.

Lemma 23.1.8.7 (Lineare Unabhängigkeit bei schwach stumpfen Winkeln).
Liegen Vektoren eines Skalarproduktraums alle in demselben offenen Halbraum
zu einer Hyperebene durch den Nullpunkt und schließen sie paarweise schwach
stumpfe Winkel ein, so sind sie linear unabhängig.

23.1.8.8. Schließen insbesondere (n + 1) Vektoren eines n-dimensionalen eukli-
dischen Vektorraums paarweise schwach stumpfe Winkel ein, so können sie nicht
alle in demselben offenen Halbraum zu einer Hyperebene durch den Nullpunkt
liegen. Eine etwas stärkere Aussage zeigen wir in 23.1.10.1.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir von einer endlichen
Familie von Vektoren α1, . . . , αn ausgehen. Unsere Forderungen sagen in For-
meln, daß es einen Vektor γ gibt mit (αi, γ) > 0 für alle i und daß gilt (αi, αj) ≤ 0
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Liegen Vektoren eines euklidischen Vektorraums alle in demselben offenen
Halbraum zu einer Hyperebene durch den Nullpunkt und schließen sie nicht
paarweise schwach stumpfe Winkel ein, so brauchen sie keineswegs linear
unabhängig zu sein. Schließen Vektoren eines euklidischen Vektorraums

paarweise schwach stumpfe Winkel ein, liegen aber nicht alle in demselben
offenen Halbraum zu einer Hyperebene durch den Nullpunkt, so brauchen sie

ebensowenig linear unabhängig zu sein.
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für i 6= j. Sei nun
∑n

i=1 ciαi = 0 eine verschwindende Linearkombination der αi.
Es folgt ∑

i∈I

ciαi =
∑
i∈J

−ciαi

mit I = {i | ci ≥ 0} und J = {i | ci < 0}. Das Skalarprodukt der linken
mit der rechten Seite der Gleichung ist nichtpositiv, da unsere Vektoren paarweise
schwach stumpfe Winkel einschließen. Also steht auf beiden Seiten der Gleichung
der Nullvektor. Wir bilden nun unabhängig das Skalarprodukt beider Seiten mit γ
und folgern, daß alle ci verschwinden.

23.1.9 Coxetergraphen und Klassifikation

Definition 23.1.9.1. Seien E ein affiner Raum über einem angeordneten Körper k
undW ⊂ AutE eine affine Spiegelungsgruppe. Seien A ein Alkoven und S ⊂ W
die Menge der Spiegelungen an den Wänden von A. Wir definieren zu diesen
Daten eine symmetrische S × S-Matrix m : S × S → N ∪ {∞}, die sogenannte
Coxetermatrix unserer Spiegelungsgruppe, durch die Vorschrift, daß der Ma-
trixeintrag in Zeile s und Spalte t die Ordnung von st sein soll, in Formeln

ms,t = m(s, t) := ord(st)

Ergänzung 23.1.9.2. Auf der Diagonalen unserer Matrix stehen natürlich nur Ein-
sen und außerhalb sind alle Einträge ≥ 2. Unsere Matrix ist unabhängig von der
Wahl des Alkoven A. Etwas formaler könnten wir in A × H die Teilmenge S
aller Paare (A,H) betrachten, bei denen der Spiegel H eine Wand des Alkoven
A ist, für S den Bahnenraum S := S/W nehmen, und in offensichtlicher Weise
eine Matrix m : S × S → N ∪ {∞} erklären, die dann in der Tat von keinerlei
Wahlen mehr abhängt. Gegeben eine endliche Menge S verstehen wir ganz all-
gemein unter einer Coxetermatrix mit durch S indizierten Zeilen und Spalten
eine Abbildung m : S × S → N ∪ {∞} mit m(s, t) = m(t, s) ∀s, t ∈ S und
m(s, s) = 1 ∀s ∈ S und m(s, t) ≥ 2 falls s 6= t.

23.1.9.3. Die Coxetermatrizen der affinen Spiegelungsgruppen haben üblicher-
weise nur sehr wenige von Zwei verschiedene Einträge und fast keine Einträge
> 3. Weiter sind die Einträge auf der Diagonalen eh bekannt. Besonders über-
sichtlich kann man die in diesen Coxetermatrizen enthaltene Information deshalb
in der Form des sogenannten Coxetergraphen darstellen: Man malt einen dicken
Punkt, genannt Knoten, für jedes Element von S, sowie einen Strich, genannt
Kante, zwischen je zwei Knoten s, t ∈ S mit m(s, t) ≥ 3, und schreibt an diese
Kante zusätzlich noch die Zahl m(s, t) im Fall m(s, t) > 3.
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Beispiel 23.1.9.4. Die affine Spiegelungsgruppe, deren Alkoven ein Schachbrett-
muster bilden, hat den Coxetergraphen

• ∞ • • ∞ •

Nehmen wir für jedes Schachfeld noch seine beiden Diagonalen als Spiegel hinzu,
so hat der Coxetergraph dieser größeren Spiegelungsgruppe die Gestalt

• 4 • 4 •

Proposition 23.1.9.5 (Charakterisierung durch Coxetergraphen). Seien V1, V2

reelle euklidische Vektorräume und seien W1 ⊂ GL(V1), W2 ⊂ GL(V2) endliche
orthogonale Spiegelungsgruppen ohne Fixpunkte außerhalb des Nullpunkts. Ge-
nau dann haben W1 und W2 denselben Coxetergraphen, wenn es eine lineare
Isometrie ϕ : V1

∼→ V2 gibt mit W2 = ϕW1ϕ
−1.

23.1.9.6. Noch präziser formuliert zeigen wir: Ist Ai ⊂ Vi jeweils ein Alkoven
und Si ⊂ Wi jeweils die Menge von Spiegelungen an den Wänden des Alkoven
Ai und ist eine Bijektion ξ : S1

∼→ S2 gegeben mit ord(st) = ord(ξ(s)ξ(t)) für
alle s, t ∈ S1, so gibt es eine lineare Isometrie ϕ : V1

∼→ V2 mit ϕ(A1) = A2 und
ξ(s) = ϕsϕ−1 für alle s ∈ S1.

Beweis. Wir wählen in V = Vi jeweils einen festen Alkoven A = Ai und be-
trachten zu jeder Wand von A den Normalenvektor, der in Richtung von A zeigt.
Wir erhalten so eine Familie (es)s∈S von Einheitsvektoren in V . Offensichtlich
schließen es und et gerade den Winkel π − π/ord(st) ein, folglich haben wir

(es, et) = − cos(π/ord(st))

Nach 23.1.8.6 sind unsere es linear unabhängig, und da die Spiegelungen an ih-
ren orthogonalen Komplementen nach 23.1.6.1 die fraglichen Gruppen erzeugen
und diese fixpunktfrei operieren, besteht der Schnitt der fraglichen orthogonalen
Komplemente nur aus dem Nullvektor und unsere es bilden sogar eine Basis. Je-
de Identifikation unserer beiden Coxetergraphen zusammen mit der Wahl eines
Alkoven in beiden Räumen liefert folglich eine Isometrie ϕ zwischen unseren
Vektorräumen, unter der die Wände des in V1 gewählten Alkoven in die Wände
des in V2 gewählten Alkoven übergehen. Da die orthogonalen Spiegelungen an
diesen Wänden aber nach 23.1.6.1 bereits die fraglichen Gruppen erzeugen, folgt
W2 = ϕW1ϕ

−1.

Satz 23.1.9.7 (Klassifikation der endlichen Spiegelungsgruppen). Genau dann
gehört ein vorgegebener Coxetergraph zu einer endlichen reellen Spiegelungs-
gruppe, wenn alle seine Zusammenhangskomponenten in der nebenstehenden Lis-
te zu finden sind.
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Beweis. Das folgt sofort aus den beiden anschließenden Propositionen, die wir in
diesem und dem darauffolgenden Abschnitt beweisen.

Ergänzung 23.1.9.8 (Bezug zur Klassifikation kompakter Liegruppen). Weyl-
gruppen kompakter Liegruppen operieren nach 22.5.6.4 als endliche reelle Spie-
gelungsgruppen auf der Liealgebra eines maximalen Torus. Der zugehörige Co-
xetergraph entsteht nach 23.2.1.21 aus dem Dynkindiagramm, indem man Dop-
pelkanten durch Kanten der Wertigkeit 4 und Dreifachkanten durch Kanten der
Wertigkeit 6 ersetzt. Unser Satz 23.1.9.7 zeigt somit unter anderem auch, daß
sämtliche Zusammenhangskomponenten des Dynkindiagramms einer kompakten
Liegruppe bereits unter den dort aufgelisteten Diagrammen zu finden sein müssen.
Daß sich allerdings alle diese Diagramme auch tatsächlich als Dynkindiagramme
kompakter Liegruppen realisieren lassen, haben wir damit noch nicht gezeigt, und
inwieweit eine kompakte Liegruppe durch ihr Dynkindiagramm charakterisiert
wird, werden wir noch ausführlich diskutieren müssen.

23.1.9.9. Gegeben eine Coxetermatrix (ms,t)s,t∈S erklären wir ihre Cosinusma-
trix als die reelle Matrix (− cos(π/ms,t))s,t∈S . Für den Fallms,t =∞ vereinbaren
wir dabei die Interpretation π/∞ = 0.

Proposition 23.1.9.10 (Coxetermatrizen endlicher Spiegelungsgruppen). Ge-
nau dann gehört eine Coxetermatrix (ms,t)s,t∈S zu einer endlichen reellen Spiege-
lungsgruppe, wenn ihre Cosinusmatrix (− cos(π/ms,t))s,t∈S positiv definit ist.

23.1.9.11. Wir verwenden im folgenden eine abkürzende Terminologie und nen-
nen einen Coxetergraphen positiv definit, wenn er endlich ist und seine Cosinus-
matrix (− cos(π/ms,t))s,t∈S positiv definit ist. Nach der vorhergehenden Proposi-
tion 23.1.9.10 sind das genau die Coxetergraphen zu endlichen Spiegelungsgrup-
pen.

Proposition 23.1.9.12 (Positiv definite Coxetergraphen). Die zusammenhängen-
den Coxetergraphen, deren Cosinusmatrix (− cos(π/ms,t))s,t∈S positiv definit ist,
sind genau die Graphen der nebenstehenden Liste.

23.1.9.13. Diese Aussage wird erst später als Proposition 23.1.11.1 bewiesen.

Beweis von 23.1.9.10. Wir zeigen zunächst, daß der Coxetergraph einer endlichen
Spiegelungsgruppe stets positiv definit ist. Wir wählen dazu einen Alkoven A und
ein invariantes Skalarprodukt ( , ) und betrachten zu jeder Wand von A den
Normalenvektor, der in Richtung vonA zeigt. Wir erhalten so eine Familie (es)s∈S
von Einheitsvektoren. Offensichtlich schließen es und et gerade den Winkel π −
π/ms,t ein, folglich haben wir

(es, et) = − cos(π/ms,t)
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Dieses Bild zeigt alle zusammenhängenden Coxetergraphen, die zu endlichen
reellen Spiegelungsgruppen gehören, als da heißt, für die die Matrix

(− cos(π/ms,t))s,t∈S positiv definit ist. Hier meint n jeweils die Zahl der Knoten,
und die unteren Schranken an n dienen nur dazu, Verdopplungen zu vermeiden.
So wäre etwa I2(3) = A2, I2(4) = B2, und I2(5) = H2. Die Auslassungen im

Alphabet rühren daher, daß die in 23.2.3.7 gegebene Klassifikation der
Wurzelsysteme alias der einfachen komplexen Liealgebren zuerst gefunden

wurde und manche dieser Wurzelsysteme dieselbe endliche Spiegelungsgruppe
als Weylgruppe haben. Es ist eine nette Übung, sich zu überlegen, daß H3

realisiert werden kann als die Gruppe aller 120 nicht notwendig
orientierungserhaltenden Isometrien des R3, die einen Ikosaeder in sich

überführen.



4012 KAPITEL 23. SPIEGELUNGSGRUPPEN UND WURZELSYSTEME

Mithin kann ein Coxetergraph nur dann zu einer endlichen reellen Spiegelungs-
gruppe gehören, wenn seine Cosinusmatrix (− cos(π/ms,t))s,t∈S positiv definit
ist. Wir zeigen nun umgekehrt, daß jeder Coxetergraph mit positiv definiter Co-
sinusmatrix auch in der Tat zu einer endlichen Spiegelungsgruppe gehört. Über
unserer Menge S von Knoten bilden wir dazu den freien Vektorraum E := RS
mit seiner kanonischen Basis (es)s∈S und erklären darauf eine symmetrische Bi-
linearform ( , ) durch die Vorschrift (es, et) = − cos(π/ms,t). Nach Annahme
sie positiv definit alias ein Skalarprodukt. Nun betrachten wir die Untergruppe
W ⊂ GL(E), die erzeugt wird von den orthogonalen Spiegelungen an den auf
unseren Basisvektoren senkrechten Hyperebenen Hs := e⊥s . Wir bezeichnen die-
se Spiegelungen kurzerhand mit demselben Buchstaben swie den entsprechenden
Knoten unseres Coxetergraphen und erklären die Länge l(w) eines Elements von
W als die Länge einer kürzestmöglichen Darstellung von w als Produkt solcher
Spiegelungen s. Dann gilt sicher detw = (−1)l(w) und folglich l(w) 6= l(ws)
für jede Spiegelung s. Weiter setzen wir H+

s := {p ∈ E | (p, es) > 0} und
A+ :=

⋂
s∈S H

+
s und behaupten

l(ws) > l(w) ⇔ wH+
s ⊃ A+

Kennen wir die Implikation ⇒, so erhalten wir automatisch l(ws) < l(w) ⇒
wH+

s ∩ A+ = ∅ und damit die Äquivalenz. Die Implikation⇒ zeigen wir durch
Induktion über l(w) gleichzeitig für alle s. Der Fall l(w) = 0 ist offensichtlich.
Gilt l(w) > 0, so finden wir natürlich t ∈ S mit l(wt) < l(w) und haben not-
wendig t 6= s. Indem wir so lange s oder t von rechts an w dranmultiplizieren,
wie wir die Länge damit kleiner kriegen, finden wir eine Darstellung w = vu
mit u ∈ 〈s, t〉, l(vs) > l(v), l(vt) > l(v) und l(w) = l(v) + l(u). Mit Indukti-
onsannahme erhalten wir vH+

s ⊃ A+ und vH+
t ⊃ A+ alias H+

s ∩H+
t ⊃ v−1A+.

Andererseits folgt aus unseren Annahmen auch l(us) > l(u). Falls nun gilt u 6= w,
so können wir die Induktionsannahme auf u anwenden und erhalten uH+

s ⊃ A+.
Wegen H+

s ∩H+
t = (Hs ∩Ht) + A+ und (Hs ∩Ht) ⊂ uHs folgt dann

uH+
s ⊃ H+

s ∩H+
t

und zusammen in der Tat uH+
s ⊃ (H+

s ∩ H+
t ) ⊃ v−1A+ alias wH+

s ⊃ A+. Es
bleibt nur noch, den Fall u = w zu behandeln, so daß wir haben w = tsts . . . t
oder w = sts . . . t mit jeweils l(w) Faktoren und l(w) < l(ws) und folglich
l(w) < ord(st). In dem Fall aber zeigt explizite Inspektion bereits wH+

s ⊃
(H+

s ∩H+
t ) ⊃ A+. Damit ist unsere Behauptung l(ws) > l(w) ⇔ wH+

s ⊃ A+

gezeigt. Wir folgern nun die Proposition. Die Ebenen wHs für w ∈ W und s ∈ S
bilden ein W -stabiles System von Hyperebenen H in E, und unsere Behauptung
zeigt insbesondere, daß keine dieser Hyperebenen unser A+ trifft. Insbesondere
A+ eine maximale konvexe Teilmenge im Komplement der Vereinigung aller Hy-
perebenen aus H. Je zwei verschiedene derartige maximale konvexe Teilmengen



23.1. SPIEGELUNGSGRUPPEN 4013

sind disjunkt nach 23.1.3.39 und mit A+ ist auch wA+ solch eine maximale kon-
vexe Teilmenge für alle w ∈ W . Schließlich folgt aus wA+ = A+ mit unserer
Behauptung sofort l(ws) > l(w) für alle s ∈ S alias w = id. Folglich sind die
wA+ mit w ∈ W paarweise disjunkt. Nun können wir aber in unserem endlichdi-
mensionalen reellen euklidischen Vektorraum E jeder offenen Teilmenge U ⊂◦ E
ein Volumen volU ∈ [0,∞] zuordnen, und jede nichtleere offene Teilmenge hat
positives Volumen. Ist K ⊂ E die offene Einheitskugel, so ist sicher K ∩ A+

offen und nicht leer. Insbesondere ist vol(K)/ vol(K ∩ A+) eine obere Schran-
ke für die Kardinalität von W und wir folgern |W | < ∞. Damit ist wiederum
H endlich und wir folgern mit 23.1.6.1, daß A+ ein Alkoven ist für die endliche
Spiegelungsgruppe W ⊂ GL(E). Aus den Definitionen folgt dann schließlich,
daß der Coxetergraph von W genau der Coxetergraph ist, von dem wir ausgegan-
gen waren.

Ergänzung 23.1.9.14 (Allgemeinere angeordnete Grundkörper). Im vorherge-
henden Beweis könnten wir auch über einem beliebigen angeordneten Körper ar-
beiten, solange wir darüber einen euklidischen Vektorraum der Dimension |S| und
ein System von Hyperebenen (Hs)s∈S mit ausgezeichneten Halbräumen H+

s fin-
den können derart, daß für s 6= t die orthogonalen Spiegelungen an Hs und Ht

jeweils eine Diedergruppe der Ordnung 2ms,t erzeugen, für die H+
s ∩H+

t ein Al-
koven ist. Ganz am Schluß des Beweises können wir dann natürlich nicht mehr mit
dem Volumen argumentieren, aber der Einsatz von Lebesguemaß und Transforma-
tionsformel ist an dieser Stelle eh ein Stilbruch und man kann auch einfacher mit
der Erkenntnis argumentieren, daß in einem euklidischen Vektorraum über einem
angeordneten Körper in einen Ball mit ganzzahligem Radius höchstens endlich
viele Bälle vom Radius Eins in paarweise disjunkter Weise hineingepackt werden
können.

Ergänzung 23.1.9.15 (Existenz der Ikosaedergruppe). Betrachten wir für die
dreielementige Menge S = {r, s, t} die Coxetermatrix mit mr,s = 3, ms,t = 5
und mr,t = 2, so erhalten wir nach 23.1.9.10 eine endliche orthogonale Spiege-
lungsgruppe im dreidimensionalen Raum. Die Untergruppe der darin enthaltenen
Drehungen enthält Elemente der Ordnungen 5 und 3 und wir folgern damit auf
andere Weise die in 4.5.4.2 besprochene Existenz einer endlichen Drehgruppe mit
Elementen dieser Ordnungen.

Übungen

Ergänzende Übung 23.1.9.16 (Die Symmetrien des Ikosaeders). Wir erhalten
eine Surjektion der nichtorientierten Ikosaedergruppe alias Coxetergruppe vom
Typ H3 mit Erzeugern r, s, t und Relationen r2 = s2 = t2 = (rs)2 = (st)3 =
(rt)5 = 1 auf die alternierende Gruppe A5 ⊂ S5 vermittels der Vorschrift r 7→
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(13)(24), s 7→ (12)(34) und t 7→ (12)(45). Diese Surjektion induziert einen Iso-
morphismus I ∼→ A5 zwischen der Ikosaedergruppe und der fünften alternieren-
den Gruppe.

23.1.10 Ergänzungen zu Skalarprodukten
Satz 23.1.10.1 (über Familien von Vektoren mit schwach stumpfen Winkeln).
Sei in einem Skalarproduktraum eine Familie von Vektoren gegeben, von denen je
Zwei mit verschiedenem Index nichtpositives Skalarprodukt haben. Es gebe keine
Zerlegung unserer Familie in zwei echte Teilfamilien, die zwei zueinander ortho-
gonale Teilräume erzeugen. So gilt:

1. Jede echte Teilfamilie unserer Familie von Vektoren ist linear unabhängig;

2. Bei jeder nichttrivialen linearen Relation unserer Vektoren sind die Koeffi-
zienten entweder alle positiv oder alle negativ.

23.1.10.2. Das verallgemeinert Lemma 23.1.8.7 über die lineare Unabhängigkeit
von Vektoren mit schwach stumpfen Winkeln, die alle in demselben offenen Halb-
raum zu einer linearen Hyperebene liegen. Genauer können wir unser Lemma
23.1.8.7 ableiten, indem wir zu unseren Vektoren noch einen von Null verschie-
denen Vektor mit hinzunehmen, der auf der fraglichen Hyperebene senkrecht steht
und nicht im fraglichen offenen Halbraum liegt. Die Familie mit nur einem Index,
die nur aus dem Nullvektor besteht, erfüllt unsere Bedingungen und ist in unserem
Satz erlaubt. Familien mit mehr als einem Index, die unsere Bedingungen erfüllen,
können jedoch nie den Nullvektor enthalten.

Beweis. Jede lineare Relation
∑

i∈I aivi = 0 unserer Vektoren können wir um-
schreiben zu einer Identität der Gestalt∑

ai>0

aivi =
∑
aj<0

(−aj)vj

Da das Skalarprodukt dieses Vektors mit sich selbst nichtpositiv ist, muß es Null
sein. Auf beiden Seiten unserer Gleichung steht also der Nullvektor. Nun setzen
wir I>0 = {i ∈ I | ai > 0}. Gibt es j ∈ I\I>0 mit 〈vj, vi〉 6= 0 für ein i ∈ I>0, so
folgt aus

0 =

〈
vj,
∑
ai>0

aivi

〉
=
∑
ai>0

ai〈vj, vi〉

sofort ein Widerspruch. Also gilt entweder I>0 = I oder I>0 = ∅. Bei jeder
nichttrivialen Relation

∑
i∈I aivi = 0 sind mithin entweder alle ai positiv oder

alle ai nichtpositiv und dann folgt durch Multiplikation mit (−1), daß sie sogar
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alle negativ sein müssen. Insbesondere ist dabei kein Koeffizient Null, und das
zeigt die lineare Unabhängigkeit jeder echten Teilfamilie.

Definition 23.1.10.3. Eine Matrix (aij)
n
i,j=1 heißt unzerlegbar, wenn gilt n ≥ 1

und es keine Zerlegung {1, . . . , n} = I t J gibt mit I 6= ∅ 6= J und aij = aji =
0 ∀i ∈ I, j ∈ J .

Proposition 23.1.10.4 (Definitheitskriterium für Bilinearformen). Sei V ein
Vektorraum über einem angeordneten Körper mit einer symmetrischen Bilinear-
form 〈 , 〉 und seien Erzeuger v1, . . . , vn von V gegeben mit v1 + . . .+ vn = 0. So
gilt:

1. Hat die Matrix der 〈vi, vj〉 nichtpositive Einträge außerhalb der Diagona-
len, in Formeln i 6= j ⇒ 〈vi, vj〉 ≤ 0, so ist unsere Bilinearform positiv
semidefinit;

2. Ist die Matrix der 〈vi, vj〉 zusätzlich unzerlegbar, so ist unsere Bilinearform
positiv definit.

Beweis. Wir finden unter der Annahme der Symmetrie und der Annahme, daß
unsere Erzeuger sich zu Null summieren, ohne weitere Schwierigkeiten

〈
∑
αivi,

∑
αjvj〉 =

∑
i 6=j
αiαj〈vi, vj〉+

∑
i

α2
i 〈vi, vi〉

=
∑
i 6=j

(αiαj − α2
i )〈vi, vj〉

= −
∑
i<j

(αi − αj)2〈vi, vj〉

Die Proposition folgt unmittelbar.

Korollar* 23.1.10.5 (Vektoren mit vorgegebenen Skalarprodukten). Gegeben
eine reelle symmetrische unzerlegbare (n × n)-Matrix (aij) mit nichtpositiven
Einträgen außerhalb der Diagonalen gibt es stets einen Skalarproduktraum V
und ein Erzeugendensystem aus Vektoren v1, . . . , vn ∈ V mit v1 + . . . + vn = 0
und mit den Skalarprodukten

〈vi, vj〉 = aij für i 6= j.

Ergänzung 23.1.10.6. Die Aussage und ihr Beweis gelten ebenso über jedem an-
geordneten Körper. Ist v′1, . . . , v

′
n ∈ V ′ eine zweite Lösung, so gibt es im übrigen

genau einen orthogonalen Isomorphismus B : V
∼→ V ′ mit Bvi = v′i. Das folgt,

da nach dem Satz über Familien von Vektoren mit schwach stumpfen Winkeln
23.1.10.1 in unseren beiden Familien jede echte Teilfamilie linear unabhängig ist.
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Beweis. Wir dürfen, indem wir die Diagonaleinträge anpassen, ohne Beschränkung
der Allgemeinheit annehmen, daß in unserer Matrix alle Spaltensummen Null
sind. Dann liefert unsere Matrix eine symmetrische Bilinearform auf Rn und, da
der Vektor (1, . . . , 1) in deren Radikal liegt, auch eine symmetrische Bilinearform
auf V := Rn/R(1, . . . , 1). Bezeichnet vi ∈ V das Bild des i-ten Vektors der Stan-
dardbasis, so zeigt das Definitheitskriterium 23.1.10.4, daß diese symmetrische
Bilinearform auf V ein Skalarprodukt sein muß.

Korollar 23.1.10.7 (Definitheit durch Ausartung). Sei A eine reelle symme-
trische unzerlegbare (n × n)-Matrix mit nichtpositiven Einträgen außerhalb der
Diagonalen. So sind gleichbedeutend:

1. Es gibt einen von Null verschiedenen Vektor x ∈ (R≥0)n mit Ax = 0;

2. Der Kern von A wird von einem Vektor x ∈ (R>0)n aufgespannt;

3. Die Matrix A ist positiv semidefinit aber ausgeartet;

4. Es gibt einen Vektor x ∈ (R>0)n mit Ax = 0.

Für Matrizen A mit diesen äquivalenten Eigenschaften ist weiter jede Unterma-
trix, die durch das Streichen je einer Zeile und Spalte zum selben Index entsteht,
positiv definit. Dasselbe gilt über jedem angeordneten Grundkörper.

Beweis. (3 ⇒ 2) Wir fassen A auf als eine Bilinearform auf dem Rn, bilden
ihr Radikal K := {x ∈ Rn | Ax = 0} und betrachten den Quotientenraum
V := Rn/K mit dem darauf induzierten Skalarprodukt. Die Bilder ēi ∈ V der
Vektoren der Standardbasis schließen nach Annahme paarweise schwach stumpfe
Winkel ein und wir folgern aus dem Satz über Familien von Vektoren mit schwach
stumpfen Winkeln 23.1.10.1, daß je (n − 1) dieser Vektoren linear unabhängig
sein müssen. Es folgt dimK = 1, und ist

∑
xi ei ein Erzeuger von K, so folgt

aus demselben Satz, daß die Koeffizienten xi entweder alle positiv oder alle nega-
tiv sein müssen.

(2 ⇒ 3) In V := Rn/Rx betrachten wir die Vektoren vi := xi ei +Rx. Die sym-
metrische Bilinearform 〈v, w〉 = v>Aw auf Rn induziert dann eine symmetrische
Bilinearform auf V , die nach dem Definitheitskriterium 23.1.10.4 positiv definit
sein muß.

(1 ⇒ 2) Haben wir aij 6= 0, so folgt mit
∑
aiνxν = 0 und allen xν ≥ 0 bereits

(xj 6= 0 ⇒ xi 6= 0). In der Tat kann im einzig relevanten Fall i 6= j ein negati-
ver Beitrag aijxj zur Summe nur durch einen positiven Beitrag aiixi ausgeglichen
werden.

(2⇒ 4⇒ 1) Das ist klar.
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Die letzte Aussage schließlich folgt wieder aus Satz 23.1.10.1 über Familien von
Vektoren mit schwach stumpfen Winkeln: Lassen wir aus der Familie unserer
ēi ∈ V einen Vektor weg, so wird sie eine Basis, und die entsprechende Streichma-
trix ist die Matrix unseres Skalarprodukts auf V , ausgedrückt in dieser Basis.

23.1.11 Positiv definite Coxetergraphen

Proposition 23.1.11.1 (Positiv definite Coxetergraphen). Die zusammenhängen-
den Coxetergraphen, deren Cosinusmatrix (− cos(π/ms,t))s,t∈S positiv definit ist,
sind genau die Graphen der Liste nach 23.1.9.7.

Beweis. Zunächst gilt es zu zeigen, daß alle Coxetergraphen der Liste nach 23.1.9.7
in der Tat positiv definit sind. In den meisten Fällen folgt das aus unseren Erkennt-
nissen zur Definitheit durch Ausartung 23.1.10.7 und der gleich folgenden Liste:
Diese Liste von Coxetergraphen mit Zahlen an ihren Punkten besteht nämlich aus
zusammenhängenden Coxetergraphen nebst einem von Null verschiedenen Ele-
ment des Kerns der zugehörigen Cosinusmatrix, dargestellt durch besagte Zah-
len an den Punkten, wie der Leser leicht nachprüfen kann. Wie man auf diese
Zahlen kommt, wird in 23.2.5.14 erklärt, man kann sie aber auch einfach vom
Himmel fallen lassen. Da unsere Cosinusmatrizen stets nichtpositive Einträge au-
ßerhalb der Diagonalen haben und im Fall eines zusammenhängenden Coxeter-
graphen auch unzerlegbar sind, muß nach unseren Erkenntnissen zur Definitheit
durch Ausartung 23.1.10.7 jeder echte Teilgraph eine positiv definite Cosinusma-
trix haben. Das erledigt alle Fälle mit Ausnahme der Fälle Hn und I2(m). Dort
hilft das Hauptminoren-Kriterium 4.2.3.25 und Induktion: So sehen wir, daß wir
in diesen Fällen nur zu zeigen brauchen, daß die zugehörigen Cosinusmatrizen
positive Determinante haben, was wieder leicht nachzurechnen ist. Also sind in
der Tat alle Coxetergraphen der Liste nach 23.1.9.7 positiv definit. Anschließend
gilt es zu zeigen, daß es keine anderen positiv definiten zusammenhängenden Co-
xetergraphen gibt. Für die Coxetergraphen in der Liste nach 23.1.11.1 wissen wir
bereits nach dem Vorhergehenden, daß die zugehörigen Cosinusmatrizen Deter-
minante Null haben. Für die Coxetergraphen der Liste nach 23.1.11.3 kann der
Leser leicht prüfen, daß die zugehörigen Cosinusmatrizen negative Determinante
haben. Nun unterbrechen wir den Beweis durch zwei Lemmata.

Lemma 23.1.11.2. Lassen wir bei einem positiv definiten Coxetergraphen einen
Knoten mit allen dahin führenden Kanten weg, so bleibt er positiv definit.

Beweis. Das ist klar, da die Einschränkung eines Skalarprodukts auf einen Teil-
raum stets auch ein Skalarprodukt ist.
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Eine Liste zusammenhängender Coxetergraphen mit jeweils einem Vektor im
Kern der Cosinusmatrix des entsprechenden Coxetergraphen, dargestellt durch

die Zahlen an den Punkten. Das zu prüfen, ist jeweils eine leichte Rechnung: Für
den Graphen Ẽ6 etwa läuft es hinaus auf die Identität

3 · 12 + 3 · 22 + 32 − 3 · (1 · 2)− 3 · (2 · 3) = 0

Nach unserem Korollar 23.1.10.7 über Definitheit durch Ausartung erhalten wir
stets positiv definite Diagramme, wenn wir in einem Diagramm dieser Liste

einen Knoten mit allen zu ihm führenden Kanten streichen.
In ?? wird erklärt, warum das auch genau die Liste aller zusammenhängenden

Coxetergraphen zu essentiellen reellen affinen Spiegelungsgruppen im Sinne von
23.1.12.1 ist. Die Notation kommt daher, daß der Graph der „dualen affinen

Weylgruppe eines Wurzelsystems vom Typ Z“ stets Z̃ notiert wird. Der Index ist
insbesondere jeweils um eins kleiner als die Knotenzahl.
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Lemma 23.1.11.3. Verringern wir bei einem positiv definiten Coxetergraphen den
Koeffizienten einer Kante, so bleibt er positiv definit.

Beweis. Die CosinusmatrixA der (− cos(π/ms,t)s,t hat Einsen auf der Diagonale,
aber sonst nur Einträge ≤ 0. Verringern wir den Koeffizienten einer Kante, so
erhalten wir eine Matrix A′ mit Einträgen aii = a′ii = 1 und aij ≤ a′ij ≤ 0
falls i 6= j. Wäre sie nicht positiv definit, so fänden wir einen Vektor x 6= 0
mit 0 ≥ x>A′ x. Ausgeschrieben führt das zu 0 ≥

∑
a′ijxixj . Ersetzen wir die

Einträge von x durch ihre Beträge, so gilt das erst recht und wir folgern

0 ≥
∑

a′ij|xi||xj| ≥
∑

aij|xi||xj|

im Widerspruch zu unserer Annahme, A sei positiv definit.

Wir erhalten sofort, daß ein positiv definiter Coxetergraph keinen Zykel enthalten
darf, weil wir ja sonst von ihm aus durch das Weglassen von Knoten und Ver-
ringern von Koeffizienten zu einem Graph der Gestalt Ãn mit n ≥ 2 gelangen
könnten, der nun einmal nicht positiv definit ist. Weiter verbieten C̃n beziehungs-
weise B̃2 den Fall von zwei oder mehr Kanten „höherer Wertigkeit“, womit hier
und im Folgenden eine Wertigkeit≥ 4 gemeint sei. Wir gehen nun erst einmal die
Möglichkeiten für zusammenhängende positiv definite Coxetergraphen ohne Ver-
zweigungspunkt durch. Im Fall von einem Knoten ist eh nur A1 möglich. Im Fall
von zwei Knoten verbietet Ã1 den Koeffizienten ∞ und alle anderen Fälle sind
bereits in unserer Liste positiv definiter Graphen zu finden. Weiter sagt uns F̃4,
daß bei fünf oder mehr Knoten eine Kante höherer Wertigkeit nur am Ende vor-
kommen kann. Wegen Z5 kommen deshalb als unverzweigte zusammenhängende
Graphen mit fünf oder mehr Knoten nur An und Bn in Betracht. Im Fall von drei
oder vier Knoten kommen bei einer höheren Wertigkeit einer Randkante wegen
G̃2 zusätzlich nur H3 und H4 in Betracht, und bei einer höheren Wertigkeit ei-
ner Mittelkante wegen Z4 nur F4. Damit ist gezeigt, daß wir in unserer Liste der
positiv definiten zusammenhängenden Coxetergraphen keine unverzweigten Gra-
phen vergessen haben. Was die verzweigten Graphen angeht, zeigt D̃n mit n ≥ 5,
daß ein positiv definiter Coxetergraph höchstens einen Verzweigungspunkt haben
kann. Dann zeigt D̃4, daß er sich daselbst nicht in mehr als drei Äste verzweigen
kann. Dann zeigt B̃n, daß darin überhaupt keine Kante höherer Wertigkeit vor-
kommen kann. Dann zeigt Ẽ6, daß notwendig einer der drei Äste nur aus einer
Kante besteht, und Ẽ7, daß ein zweiter der drei Äste aus höchstens zwei Kan-
ten besteht, und Ẽ8, daß im Fall eines Astes mit einer und eines Astes mit zwei
Kanten der dritte Ast höchstens aus vier Kanten bestehen darf. Damit kommen
im verzweigten Fall in der Tat nur Dn und E6, E7, E8 in Frage, und wir haben
gezeigt, daß wir in unserer Liste der positiv definiten zusammenhängenden Coxe-
tergraphen auch keine verzweigten Graphen vergessen haben.
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Zwei indefinite Graphen, die in der Diskussion auch eine Rolle spielen.



23.1. SPIEGELUNGSGRUPPEN 4021

23.1.11.4. Ich finde an diesem Beweis äußerst bemerkenswert, in welchem Ma-
ße er durch die Verwendung unmathematischer Sprache an Klarheit gewinnt, ja
recht eigentlich erst verständlich wird. Stellen Sie sich bloß einmal vor, die Co-
xetergraphen wären noch nicht erfunden und Sie sollten denselben Beweis in der
äquivalenten und a priori deutlich präziseren Sprache der Coxetermatrizen führen,
ja noch schlimmer, verstehen!
Ergänzung 23.1.11.5. Unter einer komplexen Spiegelung versteht man einen Au-
tomorphismus eines komplexen Vektorraums, dessen Fixpunktmenge eine Hy-
perebene ist. Eine komplexe Spiegelungsgruppe ist eine endliche Untergruppe
der Automorphismengruppe eines komplexen Vektorraums, die von komplexen
Spiegelungen erzeugt wird. Typische Beispiele sind die Gruppen G(a, b, n) ⊂
GL(n;C) für a, b ∈ N≥1 mit b|a aller Matrizen mit genau einem von Null ver-
schiedenen Eintrag in jeder Zeile und Spalte und der Eigenschaft, daß alle Ein-
träge a-te Einheitswurzeln sind und ihr Produkt eine b-te Einheitswurzel. In al-
len diesen Beispielen mit den einzigen Ausnahmen G(1, 1, n) für n ≥ 2 ist Cn
eine irreduzible Darstellung von G(a, b, n), und in besagten Ausnahmefällen ist
{(x1, . . . , xn) ∈ Cn | x1 + . . . + xn = 0} eine irreduzible treue Unterdarstellung
von G(1, 1, n) ∼= Sn. Bis auf Isomorphismus und die 34 exzeptionellen kom-
plexen Spiegelungsgruppen G4, . . . , G37 erhalten wir so alle komplexen Spiege-
lungsgruppen mit irreduzibler definierender Darstellung.
Ergänzung 23.1.11.6. Natürlich ist es terminologisch unglücklich, daß nun der
Begriff einer komplexen Spiegelung auf zwei Arten verstanden werden kann: Ei-
nerseits im Sinne von 23.1.11.5, und andererseits im Sinne von 23.1.2.2 für den
Spezialfall des Grundkörpers C. Was im Einzelfall gemeint ist, gilt es aus dem
Kontext zu erschließen.

23.1.12 Struktur affiner Spiegelungsgruppen*
Definition 23.1.12.1. Eine affine Spiegelungsgruppe heißt essentiell, wenn ihre
Translationen den Raum aller Richtungsvektoren aufspannen.

Definition 23.1.12.2. Zwei affine Spiegelungsgruppen (W,E) und (W ′, E ′) hei-
ßen isomorph, wenn es einen affinen Isomorphismus ϕ : E

∼→ E ′ gibt, unter dem
sich W und W ′ entsprechen, in Formeln W ′ = ϕ ◦W ◦ ϕ−1.

23.1.12.3. Gegeben affine Spiegelungsgruppen (W1, E1) und (W2, E2) ist auch
ihr Produkt (W1, E1)× (W2, E2) := (W1×W2, E1×E2) eine affine Spiegelungs-
gruppe in offensichtlicher Weise.

Satz 23.1.12.4 (Abspalten eines maximalen endlichen Faktors). Jede affine
Spiegelungsgruppe (W,E) ist isomorph zu einem Produkt

(W,E) ∼= (Wa, Ea)× (Wf , Ef )
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Die Spiegel einer nicht essentiellen affinen Spiegelungsgruppe

Die Spiegel von zwei isomorphen affinen Spiegelungsgruppen



23.1. SPIEGELUNGSGRUPPEN 4023

einer essentiellen affinen Spiegelungsgruppe (Wa, Ea) mit einer endlichen Spie-
gelungsgruppe (Wf , Ef ). Darüber hinaus sind die Isomorphieklassen derartiger
Faktoren durch (W,E) bereits eindeutig bestimmt.

Vorschau 23.1.12.5. In 23.1.9.7 haben wir bereits die endlichen Spiegelungsgrup-
pen in endlichdimensionalen reellen Vektorräumen klassifiziert. Um eine Klassifi-
kation aller affinen Spiegelungsgruppen in endlichdimensionalen reellen Räumen
zu erreichen, dürfen wir uns nach dem Satz also auf die Klassifikation der es-
sentiellen reellen affinen Spiegelungsgruppen beschränken. Diese Klassifikation
wird im nächste Abschnitt besprochen. Mehr dazu findet man in seiner Vorrede
23.2.1.1.

Beweis. Wir dürfen nach 23.1.2.6 annehmen, daß unsere affine Spiegelungsgrup-
pe orthogonal ist für ein geeignetes Skalarprodukt. Bezeichnet T ⊂ W die Un-
tergruppe aller Translationen aus W , so bildet der lineare Anteil jeder Spiegelung
das Vektorraumerzeugnis L := 〈T 〉 von T auf sich selbst ab. Folglich liegt der
(−1)-Eigenraum jeder linearisierten Spiegelung entweder in L oder in L⊥. Nen-
nen wir Wa das Erzeugnis der ersteren Spiegelungen und Wf das Erzeugnis der
letzteren, so liefert die Multiplikation offensichtlich einen Isomorphismus

Wa ×Wf
∼→ W

Wählen wir e ∈ E beliebig und setzen Ea = e+ L und Ef = e+ L⊥, so operiert
Wf als translationsfreie affine Spiegelungsgruppe auf Ef und ist mithin endlich.
Der Satz ist bewiesen.

Lemma 23.1.12.6 (Mengen von Vektoren mit schwach stumpfen Winkeln). In
einem endlichdimensionalen Skalarproduktraum ist eine Menge von Vektoren, die
paarweise schwach stumpfe Winkel einschließen, stets endlich.

Beweis. Induktion über die Dimension. Ist unser Raum n-dimensional und v ein
von Null verschiedener Vektor unserer Teilmenge, so schließen nach 23.1.8.7
höchstens n unserer Vektoren einen echt stumpfen Winkel mit v ein. Nach der
Induktionsvoraussetzung stehen weiter höchstens endlich viele Vektoren unserer
Teilmenge auf v senkrecht.

Ergänzung 23.1.12.7. Aus 23.1.10.1 folgt genauer, daß in einem n-dimensiona-
len euklidischen Raum eine Menge von Vektoren, die paarweise schwach stumpfe
Winkel einschließen, höchstens aus 2n+1 Vektoren bestehen kann. Diese Schran-
ke wird auch wirklich erreicht, zum Beispiel wenn man die Vektoren einer Or-
thonormalbasis sowie ihre Negativen betrachtet und dann noch den Nullvektor
hinzunimmt.
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Lemma 23.1.12.8. Jeder Alkoven einer affinen Spiegelungsgruppe hat nur endlich
viele Wände.

Beweis. Zunächst einmal finden wir nach 23.1.2.6 ein invariantes Skalarprodukt
auf dem Richtungsraum. Gegeben ein Alkoven wählen wir dann zu jeder seiner
Wände einen darauf senkrechten Richtungsvektor, der in Richtung des Alkoven
zeigt. Nach 23.1.8.3 schließen diese Vektoren paarweise schwach stumpfe Win-
kel ein. Nach 23.1.12.4 dürfen wir auch ohne Beschränkung der Allgemeinheit
annehmen, daß der fragliche Raum endlichdimensional ist. Nach 23.1.12.6 bilden
unsere Richtungsvektoren folglich eine endliche Menge.
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23.2 Wurzelsysteme

23.2.1 Wurzelsysteme und ihre Weylgruppen

23.2.1.1 (Vorrede). Wurzelsysteme spielen in der Lietheorie eine wichtige Rol-
le. In diesem Skript erkläre ich nur, wie sie zu einer vollständigen Klassifikation
der affinen reellen Spiegelungsgruppen führen. Das geschieht in den folgenden
Abschnitten und ich will es hier als Vorschau kurz zusammenfassen. In 23.1.9.7
hatten wir bereits die endlichen reellen Spiegelungsgruppen klassifiziert. Nach
23.1.12.4 dürfen wir uns damit auf die Klassifikation der essentiellen affinen re-
ellen Spiegelungsgruppen beschränken. In 23.2.4.3 konstruieren wir über jedem
angeordneten Körper eine Bijektion zwischen der Menge aller Isomorphieklas-
sen essentieller affiner Spiegelungsgruppen und der Menge aller Isomorphieklas-
sen von sogenannten „Wurzelsystemen“, wie sie im kommenden Abschnitt ein-
geführt werden. Nach einigen weiteren Vorarbeiten gelingt dann schließlich in
23.2.3.7 die vollständige Klassifikation der Wurzelsysteme und wird zeigen, daß
diese Klassifikation vom Grundkörper im wesentlichen unabhängig ist.

Definition 23.2.1.2. Ein Wurzelsystem oder genauer reduziertes Wurzelsystem
ist ein Paar (R, V ) bestehend aus einem Vektorraum V über einem Körper der
Charakteristik Null und einer Teilmenge R ⊂ V , deren Elemente wir in diesem
Kontext als Wurzeln ansprechen, derart, daß die folgenden Bedingungen erfüllt
sind:

1. Unsere Menge R von Wurzeln ist endlich, erzeugt V und enthält nicht den
Nullvektor;

2. Für jede Wurzel α ∈ R gibt es eine lineare Abbildung s : V → V mit
s(α) = −α, s(R) ⊂ R und s(β)− β ∈ Zα ∀β ∈ R;

3. Außer dem Negativen ist kein Vielfaches einer Wurzel wieder eine Wurzel.

Lassen wir die letzte Bedingung fallen, so sprechen wir von einem nicht notwen-
dig reduzierten Wurzelsystem.

Definition 23.2.1.3. Ein Morphismus von Wurzelsystemen über ein- und dem-
selben Körper ist eine lineare Abbildung zwischen den jeweiligen Vektorräumen,
die jede Wurzel auf eine Wurzel oder auf Null abbildet.

23.2.1.4. Die Dimension des von einem Wurzelsystem aufgespannten Vektor-
raums heißt der Rang des Wurzelsystems. Die leere Menge ist ein Wurzelsystem
im Nullvektorraum.
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Das Bild zeigt eine Liste von Wurzelsystemen im Raum der Richtungsvektoren
der Papierebene derart, daß jedes Wurzelsystem in einem reellen

zweidimensionalen Raum zu genau einem der vier Systeme dieser Liste
isomorph ist. Die Bilder sind darüber hinaus so gewählt, daß die Spiegelung zu

jeder Wurzel in der Sprache der Schulgeometrie gerade die orthogonale
Spiegelung an der auf besagter Wurzel senkrechten Geraden durch den Ursprung

ist. Wir werden die Vollständigkeit dieser Liste zum Schluß dieses Abschnitts
rechtfertigen. Im oben links dargestellten Fall dürften die beiden horizontalen

Wurzeln auch eine andere Länge haben als die beiden vertikalen Wurzeln.
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23.2.1.5 (Diskussion der Terminologie). In der Lie-Theorie konstruiert man zu
den verschiedensten Ausgangsdaten von kompakten Liegruppen bis zu halbein-
fachen Liealgebren das zugehörige „Wurzelsystem“, das oft ein Wurzelsystem
im Sinne der obigen Definition ist. In solchen Zusammenhängen nennen wir ein
Wurzelsystem im Sinne der obigen Definition auch ein abstraktes Wurzelsys-
tem. Ein Wurzelsystem in einem Vektorraum über Q,R oder C nennen wir ein
rationales, reelles beziehungsweise komplexes Wurzelsystem. Wir werden in
23.2.1.16 zeigen, daß die Erweiterung der Skalare k⊗Q eine Äquivalenz von Ka-
tegorien induziert zwischen der Kategorie der rationalen Wurzelsysteme und der
Kategorie der Wurzelsysteme über einem beliebigen fest vorgegebenen Körper k
der Charakteristik Null.
23.2.1.6 (Diskussion von verwandter Begrifflichkeiten). Ich habe mich in der
vorhergehenden Definition an die Terminologie von Bourbaki [Bou81] gehal-
ten. In anderen Quellen fordert man von einem Wurzelsystem schwächer als in
23.2.1.2 formuliert nicht s(β) − β ∈ Zα und bezeichnet diejenigen Wurzelsys-
teme, die diese Bedingung doch erfüllen, als kristallographisch. Oft bezeich-
net man in der Literatur, insbesondere der angelsächsischen, als „Wurzelsysteme“
auch Teilmengen von reellen Skalarprodukträumen, die Teile unserer Bedingun-
gen aus 23.2.1.2 erfüllen und die Eigenschaft haben, daß die orthogonale Spiege-
lung an der auf einer Wurzel senkrechten Hyperebene stets unser System in sich
selber überführt. Wir werden derartige Systeme, jedenfalls wenn sie zusätzlich im
eben erwähnten Sinne kristallographisch sind, euklidische Wurzelsysteme nen-
nen.

Vorschau 23.2.1.7 (Beziehung zu Liegruppen). In 22.5.7.8 konstruieren wir eine
Bijektion auf Isomorphieklassen{

zusammenhängende kompakte
Liegruppen mit trivialem Zentrum

}
∼→
{

rationale
Wurzelsysteme

}
Unter einer kompakten Liegruppe dürfen wir dabei eine mit einer Topologie ver-
sehene kompakte Gruppe verstehen, die als abgeschlossene Untergruppe in eine
GL(n;R) eingebettet werden kann, und unter einem Isomorphismus von kompak-
ten Liegruppen einen Gruppenisomorphismus, der stetig ist mit stetiger Umkehr-
abbildung.
Vorschau 23.2.1.8 (Beziehung zu Liealgebren). In 24.2.3.21 konstruieren wir
eine Bijektion auf Isomorphieklassen{

halbeinfache komplexe
Liealgebren

}
∼→
{

komplexe
Wurzelsysteme

}
Die vier sogenannten „klassischen“ Beispiele für Wurzelsysteme werden etwa in
24.2.3.11, 24.2.3.31, 24.2.3.32 und 24.2.3.33 beschrieben. Sehr viel ausführliche-
re Informationen und übersichtliche Tafeln findet man bei Bourbaki [Bou81].
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Beispiel für das Auswerten einer Kowurzel auf einer Wurzel
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23.2.1.9 (Wurzelspiegelungen und Kowurzeln). Sei R ⊂ V ein Wurzelsys-
tem. Für die lineare Abbildung s aus dem zweiten Teil der Definition 23.2.1.2 hat
(s−id) als Bild die Gerade 〈α〉. Mithin ist der Kern von (s−id) alias die Fixpunkt-
menge von s eine Hyperebene. Zusammen mit der Bedingung s(α) = −α zeigt
das, daß unser s stets eine Spiegelung im Sinne von 23.1.2.2 sein muß. Weiter ist
unser s durch die Wurzel α eindeutig bestimmt, denn wäre t eine zweite Abbil-
dung mit den im zweiten Teil geforderten Eigenschaften, so müßte st sowohl auf
〈α〉 als auch auf V/〈α〉 die Identität induzieren und wäre folglich unipotent. Wäre
nun st nicht die Identität, so hätte es nach 4.3.3.18 unendliche Ordnung im Wider-
spruch zur Tatsache, daß es das endliche ErzeugendensystemR von V stabilisiert.
Also ist s durch α eindeutig bestimmt. Wir schreiben von nun an s = sα und nen-
nen diese lineare Abbildung eine Wurzelspiegelung und genauer die Spiegelung
zur Wurzel α. Dann erklären wir zu jeder Wurzel α die Linearform α∨ ∈ V ∗

durch die Eigenschaft

sα(v) = v − 〈v, α∨〉α für alle v ∈ V.

Diese Linearform heißt die Kowurzel zur Wurzel α. Das Symbol α∨ wird „al-
fa tscheck“ gesprochen. Per definitionem nehmen Kowurzeln auf Wurzeln stets
ganzzahlige Werte an, in Formeln 〈β, α∨〉 ∈ Z für alle α, β ∈ R.

23.2.1.10 (Rationale Form eines Wurzelsystems). Gegeben ein Wurzelsystem
R ⊂ V in einem Vektorraum über einem Körper k der Charakteristik Null setzen
wir

VQ := 〈R〉Q

Offensichtlich ist dann auch R ⊂ VQ ein Wurzelsystem, die Spiegelung sα : V →
V stabilisiert VQ und induziert die Spiegelung sα : VQ → VQ des Wurzelsystems
R ⊂ VQ und die Kowurzeln α∨ von R ⊂ V nehmen auf VQ nur Werte aus Q an
und restringieren so zu den Kowurzeln α∨Q ∈ V ∗Q des Wurzelsystems R ⊂ VQ. Wir
nennen R ⊂ VQ die rationale Form unseres Wurzelsystems R ⊂ V .

Lemma 23.2.1.11. Gegeben ein WurzelsystemR ⊂ V über einem Körper k span-
nen die Kowurzeln den Dualraum auf und die rationale Form hat denselben Rang
wie das ursprüngliche Wurzelsystem, in Formeln dimQ VQ = dimk V .

Beweis. Auf VQ finden wir mithilfe von 23.1.2.6 ein unter der endlichen Gruppe
{g ∈ GL(VQ) | g(R) ⊂ R} invariantes Skalarprodukt ( , ). In Bezug auf so ein
Skalarprodukt muß sα auf VQ die orthogonale Spiegelung an der zu α orthogo-
nalen Hyperebene sein und wird damit nach 23.1.1.4 gegeben durch die Abbil-
dungsvorschrift sα(v) = v − 2((v, α)/α, α))α. Das hinwiederum zeigt α∨(v) =
(v, α)/(α, α) für alle v ∈ VQ und insbesondere 〈α∨Q | α ∈ R〉 = V ∗Q . Wählen wir
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eine Basis α1, . . . , αn von VQ aus Wurzeln und eine Basis β∨1,Q, . . . , β
∨
n,Q von V ∗Q

aus restringierten Kowurzeln, so ist folglich die Matrix der

〈αi, β∨j,Q〉

invertierbar. Das ist aber auch die Matrix der 〈αi, β∨j 〉 und damit sind α1, . . . , αn
beziehungsweise β∨1 , . . . , β

∨
n auch k-linear unabhängig in V beziehungsweise V ∗.

Der offensichtliche Dimensionsvergleich dimQ VQ ≥ dimk V zeigt so, daß jede
Q-Basis α1, . . . , αn von VQ aus Wurzeln auch eine k-Basis von V sein muß. Das
hinwiederum zeigt dimQ VQ = dimk V und 〈R∨〉 = V ∗.

23.2.1.12 (Kowurzeln als Vielfache von Wurzeln). Gegeben ein Wurzelsystem
R ⊂ V gibt es Isomorphismen V

∼→ V ∗ des zugrundeliegenden Vektorraums
mit seinem Dualraum, unter denen alle Wurzeln positiven Vielfachen ihrer Ko-
wurzeln entsprechen. Um das zu sehen, dürfen wir uns ohne Beschränkung der
Allgemeinheit auf rationale Wurzelsysteme beschränken. Für diese hatten wir das
jedoch bereits beim Beweis von Lemma 23.2.1.11 gesehen.

Definition 23.2.1.13. Gegeben ein Wurzelsystem R ⊂ V heißt die von den Wur-
zelspiegelungen erzeugte Untergruppe W = W(R ⊂ V ) ⊂ GL(V ) seine Weyl-
gruppe.

23.2.1.14. Gegeben ein Wurzelsystem R ⊂ V ist der Nullvektor der einzige Vek-
tor von V , der von der Weylgruppe festgehalten wird. In der Tat erzeugen die
Kowurzeln den Dualraum, folglich ist der Schnitt ihrer Kerne Null.

23.2.1.15. Gegeben ein Wurzelsystem R ⊂ V liefert Einschränkung von Elemen-
ten der Weylgruppe auf den Q-Spann der Wurzeln VQ eine natürliche Einbettung
W ⊂ AutVQ. Diese Einbettung identifiziert die Weylgruppe mit der Weylgruppe
der rationalen Form R ⊂ VQ, einer endlichen Spiegelungsgruppe im Sinne von
23.1.2.5. Die Alkoven in VQ heißen in diesem Zusammenhang meist Weylkam-
mern.

23.2.1.16 (Wurzelsysteme über verschiedenen Körpern). Gegeben ein Wur-
zelsystem R ⊂ V über einem Körper k ist die offensichtliche Abbildung nach
23.2.1.11 ein Isomorphismus VQ ⊗Q k

∼→ V und das k-lineare Fortsetzen Q-
linearer Abbildungen induziert eine Bijektion auf den Kowurzeln sowie einen
Isomorphimus W(R ⊂ VQ)

∼→ W(R ⊂ V ) auf den Weylgruppen. Im weiteren
Verlauf werden wir jedem Wurzelsystem R ⊂ V das „Gitter der ganzen Gewich-
te“

X(R ⊂ V ) := {v ∈ V | 〈v, α∨〉 ∈ Z ∀α ∈ R}
zuordnen und eben gezeigten Verträglichkeiten zeigen, daß dann die Einbettung
VQ ↪→ V auch eine Bijektion X(R ⊂ VQ)

∼→ X(R ⊂ V ) induziert. Das Git-
ter der ganzen Gewichte spielt in der Lietheorie eine wichtige Rolle, vergleiche
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24.4.1.3. Der Funktor, der jedem Wurzelsystem über einem festen Körper k seine
rationale Form zuordnet, ist auch offensichtlich eine Äquivalenz von Kategorien
zwischen Wurzelsystemen über k und rationalen Wurzelsystemen. Beim Studium
von Wurzelsystemen dürfen wir uns deshalb weitestgehend auf den Fall rationaler
Wurzelsysteme beschränken.

Satz 23.2.1.17 (Duales Wurzelsystem). Gegeben ein Wurzelsystem R ⊂ V ist
die Menge R∨ := {α∨ | α ∈ R} aller Kowurzeln ein Wurzelsystem im Dualraum
V ∗ und für die Auswertungsabbildung V → (V ∗)∗ gilt α 7→ (α∨)∨. Ist unser
Wurzelsystem reduziert, so ist auch das duale Wurzelsystem reduziert.

Beweis. Nach 23.2.1.11 ist R∨ ein endliches Erzeugendensystem von V ∗. Ha-
ben wir nun irgendeinen Isomorphismus von Vektorräumen ϕ : V

∼→ U und ist
R ⊂ V ein Wurzelsystem, so ist natürlich auch ϕ(R) ⊂ U ein Wurzelsystem und
gegeben β ∈ R gilt ϕ(β)∨ = (ϕ>)−1(β∨) für ϕ> : U∗ → V ∗ die zu ϕ trans-
ponierte Abbildung. Gegeben α ∈ R ist schließlich die transponierte Abbildung
zur Spiegelung sα = sα,α∨ : V → V nach Übung 23.1.2.9 stets die Spiegelung
s>α = sα∨,α : V ∗ → V ∗. Für ϕ = sα erhalten wir insbesondere

(sαβ)∨ = s>α (β∨) = β∨ − 〈α, β∨〉α∨

Wir erkennen so, daß s>α die Bedingungen erfüllt, die von einer Spiegelung zu α∨

als Element des Wurzelsystems in spe R∨ gefordert werden, und das zeigt auch
gleich noch α 7→ (α∨)∨. Liegen schließlich zwei Wurzeln auf derselben Gerade,
so haben sie offensichtlich dieselbe Wurzelspiegelung und damit liegen auch ihre
Kowurzeln auf derselben Gerade. Da jede Wurzel mit ihrer Kowurzel zu Zwei
paart, folgt die letzte Aussage.

Beispiel 23.2.1.18 (Wurzelsysteme vom Typ A). Die Menge aller Differenzen
R := {ei− ej | i 6= j} zwischen zwei verschiedenen Vektoren der Standardbasis
des Qn ist ein Wurzelsystem in V := {(a1, . . . , an) ∈ Qn | a1 + . . . + an = 0}.
Wegen dimV = n−1 heißt dies WurzelsystemAn−1. Wir bezeichnen mit εi ∈ V ∗
die durch εi(a1, . . . , an) = ai gegebene Linearform. Für α = ei− ej ist dann
die Kowurzel α∨ = εi − εj und die Spiegelung sα vertauscht die i-te mit der
j-ten Koordinate. Insbesondere besteht W(R) ∼= Sn aus den Permutationen der
Koordinaten.

Lemma 23.2.1.19. Jede Spiegelung in der Weylgruppe eines Wurzelsystems ist
eine Spiegelung zu einer Wurzel.

Beweis. Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit R ein Wurzelsystem in ei-
nem Vektorraum über Q. Nach 23.1.6.3 ist jede Spiegelung einer endlichen von
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In diesem Bild habe ich für verschiedene Wurzelsysteme des Richtungsraums ~P
der Papierebene auch noch die Bilder der dualen Wurzeln unter dem durch ein

jeweils willkürlich gewähltes weylgruppeninvariantes Skalarprodukt vermittelten
Isomorphismus ~P ∗ ∼→ ~P eingezeichnet. Wie in 23.2.1.12 diskutiert sind diese

Bilder positive Vielfache der entsprechenden Wurzeln. Ich Fall oben links habe
ich dabei ein weylgruppeninvariantes Skalarprodukt gewählt, das nicht unter

allen anschaulichen Bewegungen der Papierebene invariant ist.
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Spiegelungen erzeugten Untergruppe der Automorphismengruppe eines endlich-
dimensionalen Vektorraums über einem angeordneten Körper bereits konjugiert
zu einer der erzeugenden Spiegelungen. Insbesondere ist jede Spiegelung s aus
der Weylgruppe schon mal konjugiert zu einer Spiegelung zu einer Wurzel β ∈ R.
Wir folgern s = wsβw

−1 = swβ = sα mit α = wβ ∈ R.

Lemma 23.2.1.20 (Paare von Wurzeln). Für je zwei nichtproportionale Wurzeln
α, β eines Wurzelsystems gilt 0 ≤ 〈α, β∨〉〈β, α∨〉 < 4 und je zwei nichtorthogo-
nale Wurzeln haben das Längenverhältnis

‖α‖2

‖β‖2
=
〈α, β∨〉
〈β, α∨〉

23.2.1.21. Im Fall eines reellen Wurzelsystems wird genauer der Winkel zwischen
je zwei Wurzeln α und β bezüglich jedes weylgruppeninvarianten Skalarprodukts
( , ) auf 〈R〉R gegeben durch 4 cos2(∠(α, β)) = 〈α, β∨〉〈β, α∨〉 ∈ {0, 1, 2, 3}.

Beweis. Beides folgt sofort aus unserer Formel 〈α, β∨〉 = 2(α, β)/(β, β).

Übungen

Übung 23.2.1.22. Wie in 23.1.6.12 sei V ein endlichdimensionalerQ-Vektorraum
und Q ⊂ V ein Gitter alias der Z-Spann einer Basis und 〈 , 〉 ein Skalarprodukt
auf V mit 〈 , 〉 : Q×Q→ Z. Man zeige, daß die Vektoren v ∈ Q mit 〈v, v〉 = 2
ein Wurzelsystem in dem von ihnen erzeugten Untervektorraum von V bilden.

Übung 23.2.1.23 (Das WurzelsystemE8). Im VektorraumQ8 ist die MengeQ al-
ler Vektoren a = (a1, . . . , a8) ∈ Z8t ((1

2
, 1

2
, . . . , 1

2
)+Z8) mit Koordinatensumme

a1 + a2 + . . . + a8 ∈ 2Z eine Untergruppe, die den Vektorraum Q8 erzeugt. Das
Standardskalarprodukt auf Q8 induziert eine bilineare Abbildung Q × Q → Z.
Mit dieser bilinearen Abbildung heißt Q das E8-Gitter. Es gilt 〈q, q〉 ∈ 2Z für
alle q ∈ Q und die 240 Elemente q ∈ Q mit 〈q, q〉 = 2 bilden ein Wurzelsystem,
das unser Gitter Q aufspannt und auch den Namen E8 trägt. Sein Schnitt mit Z8

ist auch ein Wurzelsystem, das den NamenD8 trägt und zur kompakten Liegruppe
SO(16) gehört.

Übung 23.2.1.24. Gegeben ein WurzelsystemR und darin nichtproportionale Wur-
zeln α, β ∈ R gilt 〈β, α∨〉 > 0⇒ β − α ∈ R und dann natürlich auch 〈β, α∨〉 <
0 ⇒ β + α ∈ R. Hinweis: Aus 〈α, β∨〉 > 0 folgt mit Lemma 23.2.1.20, daß gilt
〈β, α∨〉 = 1 oder 〈α, β∨〉 = 1.

23.2.1.25 (Wurzelketten). Gegeben ein Wurzelsystem R und darin nichtpropor-
tionale Wurzeln α, β ∈ R ist I := {i ∈ Z | β + iα ∈ R} ein Intervall in Z.
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Dies Bild illustriert alle möglichen Lagen für Paare von Wurzeln in einem
Wurzelsystem.
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Das erkennt man unschwer durch Inspektion der Fälle vom Rang Zwei. Alter-
nativ kann man durch Widerspruch argumentieren: Wären s < r Zahlen aus I
mit Abstand Zwei oder mehr, zwischen denen kein Element von I läge, so folg-
te aus 23.2.1.24 leicht 〈β + sα, α∨〉 ≥ 0 und 〈β + rα, α∨〉 ≤ 0 und zusammen
〈(r − s)α, α∨〉 ≤ 0 im Widerspruch zu r < s.

23.2.2 Basen von Wurzelsystemen

Definition 23.2.2.1. Eine Teilmenge Π ⊂ R eines Wurzelsystems R ⊂ V heißt
eine Basis des Wurzelsystems, wenn sie die folgenden beiden Bedingungen er-
füllt:

1. Π ist eine Basis des zugrundeliegenden Vektorraums V ;

2. Schreiben wir eine Wurzel β ∈ R als Linearkombination β =
∑

α∈Π nαα
der Elemente von Π, so liegen die Koeffizienten nα entweder alle in Z≥0

oder alle in Z≤0.

Definition 23.2.2.2. Eine Teilmenge R+ ⊂ R eines Wurzelsystems heißt ein Sys-
tem positiver Wurzeln, wenn sie die folgenden beiden Bedingungen erfüllt:

1. Das Wurzelsystem läßt sich schreiben als die disjunkte Vereinigung R =
R+ t (−R+), für jede Wurzel α ∈ R gilt also α ∈ R+ ⇔ (−α) 6∈ R+;

2. Aus α1, . . . , αn ∈ R+ und α1 + . . .+ αn ∈ R folgt α1 + . . .+ αn ∈ R+.

23.2.2.3. Jedes Wurzelsystem R besitzt ein System positiver Wurzeln. In der Tat,
wählen wir einen Isomorphismus 〈R〉Q

∼→ Qn von Q-Vektorräumen, so bilden
offensichtlich alle Wurzeln, deren Bild in Qn in der lexikographischen Ordnung
größer ist als Null, ein System positiver Wurzeln.

23.2.2.4. Gegeben ein Wurzelsystem R gehört jede Wurzel α zu mindestens einer
Basis des Wurzelsystems. In der Tat, wählen wir einen Isomorphismus 〈R〉Q

∼→
Qn von Q-Vektorräumen mit α 7→ (0, . . . , 0, 1) und betrachten das positive Sys-
tem alle Wurzeln, deren Bild in Qn in der lexikographischen Ordnung größer ist
als Null, so gehört α offensichtlich zur zugehörigen Basis.

Beispiel 23.2.2.5 (Das Wurzelsystem An). Wir erinnern aus 23.2.1.18 das Wur-
zelsystem R := {ei− ej | i 6= j} aller Differenzen zwischen zwei verschiedenen
Vektoren der Standardbasis des Qn im Vektorraum V := {(a1, . . . an) ∈ Qn |
a1 + . . . + an = 0}. Ein System positiver Wurzeln wäre R+ := {ei− ej | i < j}
und die zugehörige Basis Π(R+) = {ei− ei+1}.
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Ein Wurzelsystem mit einer Weylkammer, dem zugehörigen System positiver
Wurzeln, bestehend aus den drei Wurzeln „in der Niere“ und der zugehörigen

Basis, bestehend aus den beiden Wurzeln α und β.
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Satz 23.2.2.6 (Weylkammern, Basen, Systeme positiver Wurzeln). Gegeben
ein Wurzelsystem R ⊂ V erhalten wir ein kommutatives Diagramm von Bijektio-
nen

{Weylkammern in 〈R〉∗Q}
6→ {Weylkammern in 〈R〉Q}

4∨ ↑↓ 3∨ 4 ↑↓ 3

{Basen von R} 5→ {Basen von R∨}
2 ↑↓ 1 2∨ ↑↓ 1∨

{Systeme positiver Wurzeln in R} 5→ {Systeme positiver Wurzeln in R∨}

vermittels der Abbildungen, die wir im folgenden genauer beschreiben:

1. Jeder Basis Π ⊂ R ordnet man als positives System die Menge R+(Π) aller
Wurzeln zu, die sich schreiben lassen als nichtnegative Linearkombination
der Basiselemente;

2. Jedem System positiver Wurzeln R+ ⊂ R ordnet man als Basis Π(R+) die
Menge aller derjenigen Elemente des Systems zu, die sich nicht als Summe
über eine Multimenge von zwei oder mehr Elementen des besagten Systems
schreiben lassen;

3. Jeder Weylkammer im rationalen Spann der Wurzeln ordnet man als Basis
des dualen Wurzelsystems die Menge derjenigen Kowurzeln zu, die Glei-
chungen von Wänden unserer Kammer sind und die auf der Kammer posi-
tive Werte annehmen;

4. Jeder Basis des dualen Wurzelsystems ordnet man als Kammer den Schnitt
derjenigen Halbräume zu, auf denen alle Elemente besagter Basis positive
Werte annehmen;

5. Jeder Menge von Wurzeln ordnen die beiden unteren horizontalen Pfeile die
Menge der zugehörigen Kowurzeln zu;

6. Jeder Kammer in 〈R〉∗Q ordnet die obere Horizontale ihr Bild unter einem
und jedem Isomorphismus 〈R〉∗Q

∼→ 〈R〉Q zu, der von einem weylgruppenin-
varianten Skalarprodukt induziert wird.

Beweis. Nur bei den Abbildungen 1 und 6 scheint mir a priori klar, daß sie über-
haupt im behaupteten Wertebereich landen. Als nächstes überlegen wir uns das
für die in 3 gegebene Abbildung und zeigen dabei insbesondere, daß jedes Wur-
zelsystem überhaupt Basen besitzt. Wir geben unserer Abbildung den Namen Φ,
in Formeln gilt für jede Weylkammer A ⊂ 〈R〉Q also

Φ(A) = {α∨ ∈ R∨ | (kerα∨) ∈ HA, 〈A,α∨〉 ⊂ Q>0}
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Nach 23.1.8.6 ist Φ(A) eine linear unabhängige Teilmenge von 〈R〉∗Q und dann
nach 23.2.1.17.23.2.1.11 auch von V ∗. Nach 23.1.6.1 erzeugen weiter die Spiege-
lungen sα an den Wänden einer Kammer die gesamte Weylgruppe, nach 23.2.1.14
ist demnach der Schnitt dieser Wände alias der Schnitt der Kerne der zugehöri-
gen Kowurzeln der Nullraum, folglich bilden die fraglichen Kowurzeln sogar eine
Basis von V ∗ und Φ(A) erfüllt die erste Bedingung an eine Basis eines Wurzel-
systems. Stellen wir nun β∨ ∈ R∨ dar als Linearkombination

β∨ =
∑

α∈Φ(A)

nαβα
∨

so liegen sicher alle nαβ in Q und haben sogar alle dasselbe Vorzeichen, da un-
sere Kowurzel β∨ auf dem Abschluß der Kammer Ā und insbesondere auf den
Vektoren der zu Φ(A) dualen Basis des Vektorraums 〈R〉Q keine Werte mit ver-
schiedenen Vorzeichen annehmen darf. Es bleibt damit nur noch zu zeigen, daß
hier alle nαβ in Z liegen. Da aber alle Alkoven in 〈R〉Q konjugiert sind zu A unter
W , ist auch jeder Spiegel konjugiert zu einer Wand von A und damit jede Ko-
wurzel zu einer Kowurzel aus Φ(A), in Formeln R∨ = WΦ(A). Die von Φ(A) in
〈R∨〉Q erzeugte Untergruppe 〈Φ(A)〉Z ist aber offensichtlich stabil unter W und
wir folgern R∨ ⊂ 〈Φ(A)〉Z. Unser Φ(A) ist also tatsächlich eine Basis von R∨.
Wir geben nun der Abbildung 4 in die andere Richtung den Namen C, in Formeln
gilt für eine Basis Π∨ von R∨ also

C(Π∨) = {λ ∈ 〈R〉Q | 〈λ, α∨〉 > 0 ∀α∨ ∈ Π∨}

Hier ist C(Π∨) eine Weylkammer als ein Schnitt von Halbräumen zu Spiegeln,
der von keinem Spiegel getroffen wird, und das hinwiederum folgt, da Π∨ eine
Basis von R∨ ist. Wir zeigen schließlich, daß unsere beiden Abbildungen C und
Φ zueinander invers sind. Für jede Kammer A folgt aus Satz 23.1.3.31 über die
Begrenzung eines Alkoven durch sein Wände sofortC(Φ(A)) = A. Ist umgekehrt
Π∨ ⊂ R∨ eine Basis, so sind die bezüglich Π∨ positiven Kowurzeln genau die Ko-
wurzeln, die auf der Kammer C(Π∨) positive Werte annehmen, und alle Wurzeln
aus Φ(C(Π∨)) sind insbesondere positive Wurzeln für Π∨. Nun ist aber Π∨ of-
fensichtlich die einzige Basis von R∨, die aus bezüglich Π∨ positiven Kowurzeln
besteht. Also haben wir auch Φ(C(Π∨)) = Π∨. Damit ist gezeigt, daß die in 3
und 4 angegebenen Abbildungen in der Tat zueinander inverse Bijektionen lie-
fern. Weiter ist offensichtlich, daß wir eine Basis aus ihrem System von positiven
Wurzeln zurückgewinnen können durch die in 2 beschriebene Konstruktion. Es
ist also klar, daß 1 und 2 zueinander inverse Isomorphismen sind, sobald wir zei-
gen, daß 1 surjektiv ist, daß also jedes System positiver Wurzeln von einer Basis
herkommt. Um das zu zeigen beachten wir:
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Lemma 23.2.2.7. Ist R ein Wurzelsystem, Π ⊂ R eine Basis von R und R+ =
R+(Π) das zugehörige System positiver Wurzeln, so gilt für alle Wurzeln aus un-
serer Basis α ∈ Π die Formel

sαR
+ = (R+\α) ∪ {−α}

Beweis. Formal sieht man dies Lemma leicht ein, denn aus der Definition folgt
für α eine Wurzel von Π schon (R+ + Zα) ∩ R = R+ ∪ {−α}. Anschaulich
bedeutet das Lemma, daß das Bild einer Weylkammer unter der Spiegelung an
einer ihrer Wände nur durch diesen Spiegel von der ursprünglichen Weylkammer
getrennt wird.

Sei nun P+ ein System positiver Wurzeln und Π eine Basis von R derart, daß
P+ ∩ R+(Π) soviel Elemente hat wie möglich. Wäre P+ 6= R+(Π), so gäbe
es α ∈ Π mit α 6∈ P+. Aber dann hätte P+ ∩ R+(sαΠ) noch mehr Elemente
als P+ ∩ R+(Π), im Widerspruch zur Wahl von Π. Also kommt jedes System
positiver Wurzeln in der Tat von einer Basis her und die in 1 und 2 angegebenen
Abbildungen liefern zueinander inverse Bijektionen. Wir wählen schließlich ein
weylgruppeninvariantes Skalarprodukt auf 〈R〉Q und betrachten den zugehörigen
Isomorphismus can : 〈R〉∗Q → 〈R〉Q. Gehört eine Basis Π von R zum Alkoven
A ⊂ 〈R〉∗Q, so gehört offensichtlich Π∨ zum Alkoven can(A) ⊂ 〈R〉Q. Damit ist
der Satz bewiesen bis auf die Kommutativität des Diagramms, deren Nachweis
wir dem Leser überlassen.

23.2.2.8. Unsere in 23.2.2.4 gezeigte Aussage, daß jede Wurzel eines Wurzel-
systems zu mindestens einer Basis gehört folgt nun auch mit 23.2.2.6 aus der
Erkenntnis 23.1.3.32, daß jeder Spiegel Wand von mindestens einer Weylkammer
ist.

Korollar 23.2.2.9. 1. Gegeben zwei Basen eines Wurzelsystems gibt es genau
ein Element der Weylgruppe, das die eine Basis in die andere Basis über-
führt;

2. Gegeben zwei Systeme positiver Wurzeln eines Wurzelsystems gibt es genau
ein Element der Weylgruppe, das das eine System in das andere überführt.

Beweis. Das folgt aus der eineindeutigen Entsprechung zwischen Basen, Syste-
men positiver Wurzeln und Weylkammern nach 23.2.2.6, da jede endliche Spie-
gelungsgruppe nach 23.1.6.1 frei und transitiv auf der Menge ihrer Weylkammern
operiert.

Definition 23.2.2.10. Ein Wurzelsystem mit einer ausgezeichneten Basis nennen
wir ein basiertes Wurzelsystem. In einem basierten Wurzelsystem nennt man
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die Elemente der Basis einfache Wurzeln, die zugehörigen Kowurzeln einfache
Kowurzeln, die zugehörigen Spiegelungen einfache Spiegelungen und die zu-
gehörige Weylkammer die dominante Weylkammer.

Ergänzung 23.2.2.11. Jedes basierte Wurzelsystem besitzt eine kanonische Invo-
lution, die gegeben wird durch die Vorschrift v 7→ −w◦v für w◦ das in Bezug auf
die ausgezeichnete Basis längste Element der Weylgruppe nach 23.1.6.10. Die-
se Involution macht einfache Wurzeln zu einfachen Wurzeln. Wir nennen sie den
prinzipalen Automorphismus unseres basierten Wurzelsystems.

23.2.2.12. Gegeben ein basiertes Wurzelsystem erzeugen die einfachen Spiege-
lungen die Weylgruppe, jede Spiegelung ist in der Weylgruppe konjugiert zu ei-
ner einfachen Spiegelung, und jede Wurzel ist konjugiert unter der Weylgruppe
zu einer einfachen Wurzel. Das alles sind Spezialisierungen von Aussagen aus
der allgemeinen Theorie von Spiegelungsgruppen 23.1.6.1: Jede endliche Spie-
gelungsgruppe wird von den Spiegelungen an einem festen Alkoven erzeugt und
jede ihrer Spiegelungen ist konjugiert zu einer Spiegelung an unserem festen Al-
koven.

Definition 23.2.2.13. Gegeben R1 ⊂ V1 und R2 ⊂ V2 Wurzelsysteme über dem-
selben Körper erklären wir ihre Summe R1 ⊕R2 ⊂ V1 ⊕ V2 als

R1 ⊕R2 := (R1 × {0}) ∪ ({0} ×R2)

Die Summe zweier Wurzelsysteme ist natürlich wieder ein Wurzelsystem. Ein
Wurzelsystem heißt unzerlegbar, falls es weder leer ist noch isomorph zu einer
Summe von zwei nichtleeren Wurzelsystemen.

Proposition 23.2.2.14. Gegeben ein Wurzelsystem R ⊂ V gibt es genau eine
PartitionR = R1t. . .tRn derart, daßRi jeweils ein unzerlegbares Wurzelsystem
in dem von ihm erzeugten Untervektorraum Vi ⊂ V ist und daß die Addition einen
Isomorphismus V1 ⊕ . . .⊕ Vn

∼→ V liefert mit

R1 ⊕ . . .⊕Rn
∼→ R

Beweis. Sei ' die kleinste Äquivalenzrelation auf der Menge R mit der Eigen-
schaft 〈α, β∨〉 6= 0 ⇒ α ' β. Unter dieser Äquivalenzrelation zerlegt man nun
R in Äquivalenzklassen R = R1 t . . . t Rn. Der Rest des Beweises bleibt dem
Leser überlassen.

Übungen

Übung 23.2.2.15. Ist R+ ein System positiver Wurzeln eines Wurzelsystems und
l : W → N die zu den zugehörigen einfachen Spiegelungen gebildete Länge,
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so stimmt die Länge eines Elements w ∈ W überein mit der Zahl der positi-
ven Wurzeln, die es zu negativen Wurzeln macht. In Formeln gilt also l(w) =
|w(R+)\R+|. Hinweis: 23.1.6.1.3.

Übung 23.2.2.16. Sei Π ⊂ R ⊂ V ein basiertes Wurzelsystem. Bezeichne ρ ∈ V
die Halbsumme der positiven Wurzeln, in Formeln

ρ =
1

2

∑
α∈R+

α

Man zeige mit 23.2.2.7 für alle einfachen Wurzeln α die Formel sαρ = ρ − α
und folgere 〈ρ, α∨〉 = 1 für alle einfachen Wurzeln α. Man zeige weiter, daß
xρ − ρ für alle x aus der Weylgruppe im Wurzelgitter liegt, in Formeln gilt also
xρ− ρ ∈ 〈R〉 ∀x ∈ W .

Übung 23.2.2.17 (Wurzelsysteme der Typen Bn, Cn, Dn). Bezeichne ε1, . . . , εn
die Vektoren der Standardbasis vonQn, die in anderen Zusammenhängen meist ei
notiert werden. Man zeige:

Typ Cn: Die Menge R := {±εi ± εj | 1 ≤ i, j ≤ n}\0 ist ein Wurzelsystem in
Qn. Man bestimme eine Basis sowie die Weylgruppe.

Typ Dn: Die Menge R := {±εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ n} ist ein Wurzelsystem
in Qn für n ≥ 2. Man bestimme eine Basis sowie die Weylgruppe. Man
bestimme das längste Element der Weylgruppe und zeige, daß der prinzi-
pale Automorphismus 23.2.2.11 trivial ist für gerades n und nichttrivial für
ungerades n. Auflösung in 24.4.2.10.

Typ Bn: Die Menge R := {±εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±εi | 1 ≤ i ≤ n} ist
ein Wurzelsystem in Qn. Man bestimme eine Basis sowie die Weylgruppe.
Auflösung in 24.4.2.11.

Duale Systeme: Man zeige, daß die Wurzelsysteme Bn und Cn zueinander dual
sind, wohingegen die Wurzelsysteme An und Dn jeweils zu ihren dualen
Systemen isomorph sind.

Als Systeme positiver Wurzeln wähle man stets alle Wurzeln, bei denen der ers-
te von Null verschiedene Koeffizient bei der Darstellung durch die angeordnete
Basis der εi positiv ist. Das Standardskalarprodukt ist in diesen Fällen jeweils
invariant unter der Weylgruppe.

23.2.3 Klassifikation von Wurzelsystemen
23.2.3.1. Will man diesen Abschnitt vom vorhergehenden unabhängig machen,
so reicht es, eine andere unserer äquivalenten Bedingungen zur Definition der
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Basis eines Wurzelsystems zu machen. Genauer heiße dazu im folgenden eine
Teilmenge Π ⊂ R eines Wurzelsystems R ⊂ V in einem Vektorraum über einem
angeordneten Körper eine Basis, wenn sie linear unabhängig ist und die Menge
{v ∈ V | 〈v, α∨〉 > 0 ∀α ∈ Π} eine Weylkammer von R ist.

Definition 23.2.3.2. Gegeben ein Wurzelsystem R mit Basis Π definiert man sei-
ne Cartan-Matrix als die (Π × Π)-Matrix mit ganzzahligen Einträgen alias die
Abbildung (Π× Π)→ Z gegeben durch

C(R) = (〈α, β∨〉)α,β∈Π

Diese Matrix hängt, da nach 23.2.2.8 oder 23.2.3.1, 23.1.1.13 je zwei Basen durch
genau ein Element der Weylgruppe ineinander überführt werden, im wesentlichen
nicht von der Wahl unserer Basis ab.

Ergänzung 23.2.3.3. Genauer kann man die Menge B aller Basen des Wurzelsys-
tems R betrachten, dann im Produkt B × R die Teilmenge T aller Paare (Π, α)
bestehend aus einer Basis Π und einer Wurzel α ∈ Π, und schließlich die Menge

Π(R) := W\T

der Bahnen der Weylgruppe auf T . Diese Menge Π(R) hängt dann von keinerlei
Wahlen mehr ab, man mag sie die universelle Basis des WurzelsystemsR nennen,
und wir können damit die Cartan-Matrix C(R) auffassen als eine von keinerlei
Wahlen mehr abhängige (Π(R)× Π(R))-Matrix.

23.2.3.4. Die Cartan-Matrizen zu Wurzelsystemen haben typischerweise nur sehr
wenige von Null verschiedene Einträge. Darüber hinaus stehen auf der Diagonalen
nur Zweier, außerhalb der Diagonalen sind alle Einträge nichtpositiv, und es gilt

0 ≤ 〈α, β∨〉〈β, α∨〉 < 4

sowie 〈α, β∨〉 = 0 ⇔ 〈β, α∨〉 = 0. Es ist deshalb möglich, die in der Cartan-
Matrix eines Wurzelsystems enthaltene Information sehr übersichtlich graphisch
darzustellen durch das sogenannte Dynkin-Diagramm, das wie folgt gebildet
wird: Man malt zunächst für jede einfache Wurzel α ∈ Π einen dicken Punkt;
dann verbindet man je zwei Punkte α 6= β durch einen (〈α, β∨〉〈β, α∨〉)-fachen
Strich beziehungsweise gar nicht, falls gilt (〈α, β∨〉〈β, α∨〉) = 0; und schließ-
lich versieht man die 2-fachen und 3-fachen Striche mit einem Pfeil in Richtung
der Wurzel α mit 〈α, β∨〉 = −1, als da heißt in Richtung der kürzeren Wurzel
bezüglich eines und damit jedes weylgruppeninvarianten Skalarprodukts.

Lemma 23.2.3.5. Ein Wurzelsystem über einem gegebenen Körper wird durch
sein Dynkindiagramm eindeutig festgelegt bis auf Isomorphismus.
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Beweis. Man kann ein Wurzelsystem bis auf Isomorphismus aus seinem Dynkin-
diagramm rekonstruieren wie folgt: Man bildet den freien Vektorraum V über den
Knoten des Diagramms, nennt die zu den Knoten gehörigen Vektoren „einfache
Wurzeln“, erklärt dann zu jeder einfachen Wurzel α eine „einfache Spiegelung“
mithilfe der in unserem Diagramm enthaltenen Information gewisser ganzer Zah-
len 〈β, α∨〉 auf den einfachen Wurzeln durch

sα : β 7→ β − 〈β, α∨〉α

und durch lineare Fortsetzung auf ganz V , und erhält das Wurzelsystem zurück als
die Vereinigung der Bahnen der einfachen Wurzeln unter der von den einfachen
Spiegelungen erzeugten „Weylgruppe“.

Lemma 23.2.3.6. Ein Wurzelsystem ist unzerlegbar genau dann, wenn sein Dyn-
kindiagramm zusammenhängend ist.

Beweis. Daß jede Zerlegung eines Wurzelsystems eine Zerlegung seines Dyn-
kindiagramms induziert, scheint mir offensichtlich. Zerfällt umgekehrt das Dyn-
kindiagramm eines Wurzelsystems in zwei untereinander unverbundene Teile, so
kommutieren alle einfachen Spiegelungen zum einen Teil mit allen einfachen
Spiegelungen zum anderen Teil, und wir erhalten erst eine Zerlegung der Weyl-
gruppe in ein Produkt zweier miteinander kommutierender Untergruppen und dar-
aus dann auch eine Zerlegung unseres Wurzelsystems.

Proposition 23.2.3.7 (Klassifikation unzerlegbarer Wurzelsysteme). Das Bil-
den des Dynkindiagramms liefert eine Bijektion

Unzerlegbare abstrakte
Wurzelsysteme,

bis auf Isomorphismus

 ∼→


Endliche Diagramme,

die in nebenstehender Liste
aufgeführt sind


23.2.3.8. Ich verzichte darauf, genauer zu präzisieren, was unter so einem Dia-
gramm genau zu verstehen sein soll, und wann zwei Diagramme als gleich anzu-
sehen sind.

Beweis. Das Dynkin-Diagramm jedes unzerlegbaren Wurzelsystems muß nach
23.2.3.6 zusammenhängend sein. Weiter muß die Weylgruppe eines Wurzelsys-
tems auf dem Q-Spann der Wurzeln als endliche Spiegelungsgruppe operieren.
Damit landet die Abbildung aus unserer Proposition zumindest in zusammen-
hängenden Diagrammen. Der zu einem Dynkindiagramm gehörige Coxetergraph
entsteht nach 23.2.1.20 aus dem Dynkindiagramm, indem man Doppelkanten als
Kanten der Wertigkeit 4 interpretiert und Dreifachkanten als Kanten der Wer-
tigkeit 6. Ein kurzer Blick auf die Liste nach 23.1.9.7 zeigt dann, daß nur die



4044 KAPITEL 23. SPIEGELUNGSGRUPPEN UND WURZELSYSTEME

Dieses Bild zeigt alle Dynkindiagramme unzerlegbarer Wurzelsysteme. Die Zahl
n meint wie dort jeweils die Zahl der Knoten.
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Diagramme unserer nebenstehenden Liste als Dynkin-Diagramme unzerlegba-
rer Wurzelsysteme in Frage kommen, so daß die Abbildung aus der Propsition
wirklich in der angegebenen Menge landet. Ihre Injektivität haben wir bereits
als Lemma 23.2.3.5 gezeigt. Es bleibt, ihre Surjektivität nachzuweisen. Das kann
man zeigen, indem man das Argument aus dem Beweis von diesem Lemma um-
kehrt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir als Grundkörper R an-
nehmen. Gehen wir von einem der Diagramm unserer Liste aus und bilden dazu
den zugehörigen Coxetergraphen, so gehört dazu nach der Klassifikation endli-
cher Spiegelungsgruppen eine endliche Spiegelungsgruppe W mit einem ausge-
zeichneten Alkoven, dessen Wände in natürlicher Bijektion zu den Knoten unseres
Diagramms stehen. Nun wählen wir zu jeder Wand einen von Null verschiedenen
Vektor, der darauf senkrecht steht und in Richtung unseres Alkoven zeigt, und
können diese Wahlen so treffen, daß die Längenverhältnisse zwischen unseren
Vektoren 1 oder

√
2 oder

√
3 sind je nachdem, wie es unser Dynkindiagramm im

Lichte von 23.2.1.20 vorschreibt. Für die Gesamtheit Π dieser Vektoren und je-
de Spiegelung s an einer der Wände unseres Alkoven gilt dann sΠ ⊂ 〈Π〉Z und
es folgt WΠ ⊂ 〈Π〉Z. Damit ist klar, daß WΠ alle Eigenschaften eines Wurzel-
systems erfüllt mit Ausnahme der Letzten: Unklar bleibt, warum auf jeder Ur-
sprungsgerade nicht mehr als zwei Elemente dieser Vereinigung liegen können
sollten. Wegen unserer Ganzheitseigenschaften müßte dann jedoch in dieser Ver-
einigung ein Vektor und sein Doppeltes liegen. Unter unserem invarianten Skalar-
produkt ist aber das Längenverhältnis zwischen zwei Elementen von Π, das man
ja am Dynkindiagramm ablesen kann, nie Eins zu Zwei, und dieser Widerspruch
beendet den Beweis.

Korollar 23.2.3.9 (Klassifikation beliebiger Wurzelsysteme). Das Bilden des
Dynkindiagramms liefert eine Bijektion

{
Abstrakte Wurzelsysteme,

bis auf Isomorphismus

}
∼→


Endliche Diagramme, deren

Zusammenhangskomponenten
alle in nebenstehender Liste

aufgeführt sind


Beweis. Das folgt leicht aus dem Vorhergehenden. Ich verzichte darauf, genauer
zu präzisieren, was auf der rechten Seite mit einer Zusammenhangskomponente
eines Diagramms gemeint sein soll und wann zwei Diagramme als gleich anzuse-
hen sind.

Proposition 23.2.3.10 (Wurzelwege zu einer positiven Wurzel). SeiR ⊃ R+ ⊃
Π ein Wurzelsystem mit einem System positiver Wurzeln und der zugehörigen Ba-
sis. Gegeben eine positive Wurzel β ∈ R+ gibt es eine Folge von einfachen Wur-
zeln α1, . . . , αn mit β = α1 + . . .+ αn derart, daß jede Teilsumme α1 + . . .+ αi
auch eine Wurzel ist.
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23.2.3.11. Eine feinere Aussage macht die anschließende Proposition 23.2.3.12.
Wir nennen eine Folge von Teilsummen wie in der Proposition, die in jedem
Schritt nur um eine einfache Wurzel weitergeht, einen Wurzelweg zu unserer
positiven Wurzel.

Beweis. Gibt es eine einfache Wurzel α 6= β mit 〈β, α∨〉 > 0, so ist auch sαβ =
β − 〈β, α∨〉α eine positive Wurzel und wir haben gewonnen mit Induktion und
unseren Erkenntnissen zu Wurzelketten 23.2.1.25. Ist β einfach, so ist nichts zu
zeigen. Ist sonst β nicht einfach und gilt 〈β, α∨〉 ≤ 0 für alle einfachen Wurzeln,
so müßten die einfachen Wurzeln zusammen mit β linear unabhängig sein nach
unserem Lemma 23.1.8.7 über Vektoren mit schwach stumpfen Winkeln. Das aber
ist unmöglich.

Proposition* 23.2.3.12 (Wurzelwege zwischen positiven Wurzeln). Gegeben
ein Wurzelsystem mit einem System positiver Wurzeln und der zugehörigen Basis
Π ⊂ R+ ⊂ R und positive Wurzeln α, β ∈ R+ mit β ∈ α + |R+〉 gibt es eine
Folge von einfachen Wurzeln α1, . . . , αn mit β = α + α1 + . . . + αn derart, daß
jede Teilsumme α + α1 + . . .+ αi auch eine Wurzel ist.

Beweis. In der Tat, seien die si die Spiegelungen zu den einfachen Wurzeln αi,
die man benötigt, um β − α als Summe einfacher Wurzeln zu schreiben. Sie er-
zeugen eine Untergruppe der Weylgruppe, und da die Kerne der α∨i bereits Wände
zu einer Kammer der ganzen Weylgruppe sind, müssen sie erst recht Wände zu
einer Kammer dieser von Spiegelungen erzeugten Untergruppe sein. Gibt es ein
si mit siβ ∈ β + Z<0αi, so können wir mit unseren Erkenntnissen 23.2.1.25
zu Wurzelketten und Induktion über n argumentieren. Sonst liegt β im „Ab-
schluß der antidominanten Kammer zu den si“, ausgeschrieben also in der Menge
{λ ∈ 〈R〉Q | 〈λ, α∨i 〉 ≤ 0}. Ähnlich können wir ohne Beschränkung der Allge-
meinheit auch annehmen, daß α im „Abschluß der dominanten Kammer zu den
si“ liegt. Dann aber müßten beide Wurzeln im Schnitt dieser Kammerabschlüsse
liegen, also von allen si festgehalten werden, und das kann nur sein, wenn sie
gleich sind.

Übungen

Übung 23.2.3.13. Gegeben ein unzerlegbares Wurzelsystem R ⊂ V ist V eine ir-
reduzible Darstellung der Weylgruppe, besitzt also außer 0 und V keine unter der
Weylgruppe stabilen Teilräume. Hinweis: Gegeben ein invarianter Teilraum gibt
es einen invarianten komplementären Teilraum und jede Spiegelung der Weyl-
gruppe hält einen von beiden punktweise fest.

Übung 23.2.3.14 (Lange und kurze Wurzeln). Gegeben ein unzerlegbares Wur-
zelsystem gibt es unter der Weylgruppe höchstens zwei Bahnen von Wurzeln, und
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diese sind auch jeweils selbst Wurzelsysteme. Genauer sind in einem unzerlegba-
ren Wurzelsystem über einem angeordneten Körper je zwei Wurzeln, die unter ei-
nem und gleichbedeutend jedem weylgruppeninvarianten Skalarprodukt dieselbe
Länge haben, konjugiert unter der Weylgruppe. Des weiteren hängt das Längen-
verhältnis nicht von der Wahl eines weylgruppeninvarianten Skalarprodukts ab.
Hinweis: Man beachte die Irreduzibilität der Standarddarstellung 23.2.3.13 und
unsere Erkenntnisse zu nichtorthogonalen Wurzeln gleicher Länge 23.2.1.20.
Übung 23.2.3.15. Ein Wurzelsystem, in dessen Dynkindiagramm keine mehrfa-
chen Striche auftauchen, heißt einfach geschnürt oder englisch simply laced.
Man zeige: Gleichbedeutend ist, daß es ein weylgruppeninvariantes Skalarpro-
dukt gibt, unter dem alle Wurzeln dieselbe Länge haben, und gleichbedeutend ist
weiter, daß gilt |〈α, β∨〉| ≤ 1 für alle Wurzeln α, β mit α 6= ±β.

23.2.4 Affine Spiegelungsgruppen und Wurzelsysteme*
23.2.4.1. Gegeben ein Wurzelsystem in einem Vektorraum über einem Körper der
Charakteristik Null nennen wir die von seiner Weylgruppe und den Verschiebun-
gen um Wurzeln erzeugte Gruppe von Affinitäten unseres Vektorraums die affi-
ne Weylgruppe unseres Wurzelsystems und sprechen von der endlichen Weyl-
gruppe, wenn wir besonders betonen wollen, daß nicht diese affine Weylgrup-
pe gemeint ist. Ist R ⊂ V unser Wurzelsystem, so bezeichnen wir seine affi-
ne Weylgruppe mit W = W(R). Bezeichnet W die endliche Weylgruppe und
〈R〉 ⊂ V das Wurzelgitter, so haben wir demnach eine kurze exakte Sequenz
〈R〉 ↪→ W � W , wobei die Surjektion jeder affinen Bewegung aus W ihren
linearen Anteil zuordnet.
23.2.4.2 (Terminologie bei affinen Weylgruppen). Diese Terminologie weicht
von der in der Literatur üblichen Terminologie ab. Bourbaki etwa definiert die
affine Weylgruppe eines Wurzelsystems R ⊂ V als diejenige affine Spiegelungs-
gruppe Wa(R) ⊂ Aff×(V ∗), die wir die affine Spiegelungsgruppe des dualen
Wurzelsystems nennen und W(R∨) notieren. Ich will Bourbaki’s Konventionen
nicht folgen, weil im folgenden bei der Darstellung einer halbeinfachen Gruppe
oder Liealgebra mit Wurzelsystem R die GruppeW(R) die größere Rolle spielen
wird. Ich nenneW(R∨) die duale affine Weylgruppe von R.

Satz 23.2.4.3 (Affine Spiegelungsgruppen und Wurzelsysteme). Das Bilden
der affinen Weylgruppe liefert über jedem angeordneten Körper eine Bijektion auf
Isomorphieklassen

{Wurzelsysteme} ∼→ {essentielle affine Spiegelungsgruppen}

23.2.4.4. Ich breche den Beweis in eine Reihe von Lemmata auf. Genauer zei-
gen wir in 23.2.4.5, daß die affine Weylgruppe eines Wurzelsystems in der Tat
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eine essentielle affine Spiegelungsgruppe ist, und konstruieren in 23.2.4.9 und
seinem Beweis eine inverse Abbildung. Die Wurzelsysteme selbst wurden bereits
in 23.2.3.7 klassifiziert.

Lemma 23.2.4.5 (Affine Weylgruppen als affine Spiegelungsgruppen). Die af-
fine Weylgruppe eines Wurzelsystems R über einem angeordneten Körper ist eine
affine Spiegelungsgruppe mit den affinen Ebenen Hα,n := {v | 〈v, α∨〉 = n} für
α ∈ R und n ∈ Z als Spiegel.

Beweis. Wir betrachten die Menge H := {Hα,n | α ∈ R, n ∈ Z} von Hy-
perebenen. Die Spiegelungen sα,n mit Fixpunktmenge Hα,n und linearem Anteil
sα stabilisieren H, und da H auch lokal endlich ist, muß H nach 23.1.6.1 gera-
de die Menge aller Spiegel der von den sα,n erzeugten affinen Spiegelungsgruppe
W ′ sein. Offensichtlich gilt W ′ ⊂ W , aber da sα,1sα,0 gerade die Verschiebung
λ 7→ λ + α um die Wurzel α ∈ R ist, gilt auch umgekehrtW ⊂ W ′ und mithin
W =W ′.

Definition 23.2.4.6. Gegeben eine affine Spiegelungsgruppe heißt ein Punkt des
zugrundeliegenden affinen Raums ein spezieller Punkt, wenn es für jeden Spiegel
unserer Gruppe einen parallelen Spiegel unserer Gruppe gibt, die durch besagten
Punkt geht.

Beispiel 23.2.4.7. Die speziellen Punkte der affinen Weylgruppe eines Wurzelsys-
tems R ⊂ V über einem angeordneten Körper sind genau die Punkte, an denen
alle Kowurzeln ganzzahlige Werte annehmen. Sie heißen die ganzen Gewichte
unseres Wurzelsystems. Die Menge aller ganzen Gewichte von R notieren wir

X = X(R ⊂ V ) := {v ∈ V | 〈v, α∨〉 ∈ Z ∀α ∈ R}

Lemma 23.2.4.8 (Existenz spezieller Punkte). Für jede affine Spiegelungsgrup-
pe gibt es mindestens einen speziellen Punkt.

Beweis. Betrachten wir einen Alkoven der Spiegelungsgruppe aller linearen An-
teile unserer affinen Spiegelungsgruppe und wählen für jede Wand dieses Alkoven
einen darauf senkrechten Vektor, so sind besagte Vektoren linear unabhängig nach
23.1.8.6. Wählen wir zu jeder Spiegelung an einer dieser Wände ein Urbild in der
affinen Spiegelungsgruppe, so haben die zugehörigen Spiegel folglich nichtleeren
Schnitt. Wir behaupten, daß jeder Punkt aus diesem Schnitt ein spezieller Punkt
ist. In der Tat erzeugen ja unsere Urbilder eine Untergruppe unserer affinen Spie-
gelungsgruppe, die besagten Punkt festhält und die surjektiv auf die Gruppe aller
linearen Anteile unserer affinen Gruppe geht.

Lemma 23.2.4.9 (Essentielle affine Spiegelungsgruppen). Jede essentielle affi-
ne Spiegelungsgruppe ist isomorph zur affinen Weylgruppe eines Wurzelsystems.
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Die acht Vektoren eines Wurzelsystems vom Typ B2 in der Papierebene und die
Spiegel seiner affinen Weylgruppe.



4050 KAPITEL 23. SPIEGELUNGSGRUPPEN UND WURZELSYSTEME

Beweis. Sei (W,E) unsere Spiegelungsgruppe. Wir wählen ein invariantes Ska-
larprodukt auf dem Richtungsraum. Die Parallelität ist eine Äquivalenzrelation
auf der Menge aller ihrer Spiegel, und jede Parallelenklasse von Spiegeln ist of-
fensichtlich von der Gestalt

{H + nv}n∈Z
für einen Spiegel H und einen darauf senkrechten Richtungsvektor v. Die Ver-
schiebung um α = 2v gehört notwendig zu W als die Verknüpfung sH+v ◦ sH .
Bezeichnet nun R die Menge aller so konstruierten Vektoren α und ist e ∈ E
ein spezieller Punkt und We seine Standgruppe, so schränkt die Verknüpfung in
unserer Gruppe ein zu einer Bijektion

We × 〈R〉
∼→ W

In der Tat liegen nämlich alle Spiegelungen bereits im Bild dieser Abbildung und
die Injektivität ist eh klar. Ist W essentiell, so spannt folglich R den Raum der
Richtungsvektoren auf. Weiter ist mit e auch α + e ein spezieller Punkt für alle
α ∈ R, und das zeigt umgehend, daß R ein Wurzelsystem ist und W seine affine
Weylgruppe.

23.2.4.10 (Kristallographische endliche Spiegelungsgruppen). Ist eine endli-
che lineare reelle Spiegelungsgruppe kristallographisch und ist der Ursprung ihr
einziger Fixpunkt, so ist sie die Standgruppe des Ursprungs in einer essentiellen
affinen Spiegelungsgruppe. In der Tat besitzt jeder Spiegel dann eine Gleichung,
die auf dem Gitter nur ganzzahlige Werte annimmt. Alle Parallelen durch Gitter-
punkte zu Spiegeln bilden deshalb ein lokal endliches System von Hyperebenen
und nach 23.1.6.1 ist dieses System das Sytem aller Spiegel einer affinen Spiege-
lungsgruppe, von der man leicht sieht, daß sie essentiell sein muß.
23.2.4.11 (Klassifikation der affinen reellen Spiegelungsgruppen). Wir haben
damit die affinen reellen Spiegelungsgruppen vollständig klassifiziert: Nach 23.1.12.4
zerfällt jede affine reelle Spiegelungsgruppe in einen endlichen und einen essenti-
ellen Faktor, deren Isomorphieklassen eindeutig bestimmt sind. Nun gibt 23.1.9.7
im Verbund mit 23.1.9.5 eine Klassifikation der endlichen Spiegelungsgruppen
durch ihre Coxeter-Graphen zusammen mit der Dimension ihrer Fixpunktmenge,
und 23.2.4.3 gibt eine Klassifikation der essentiellen affinen Spiegelungsgruppen
durch Wurzelsysteme, die hinwiederum nach 23.2.2.14 eindeutig in unzerlegbare
Wurzelsysteme zerfallen. Diese unzerlegbaren Wurzelsysteme schließlich haben
wir in 23.2.3.7 durch ihre Dynkin-Diagramme klassifiziert.

Übungen

Übung 23.2.4.12. Gegeben ein Wurzelsystem R mit einem System positiver Wur-
zeln R+ gibt es für seine affine Weylgruppe genau einen Alkoven, der in der do-
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Eine affine Spiegelungsgruppe, die genau genommen nicht orthogonal ist für die
Standardmetrik der Papierebene. Eingezeichnet ein spezieller Punkt e, doppelt
schraffiert ein Alkoven mit e im Abschluß. Das Sechseck darum besteht aus

zwölf Alkoven, die die Bahn des doppelt schraffierten Alkoven unter der
Standgruppe We bilden. Durch Verschieben dieses Sechsecks mit den Vektoren

des Wurzelgitters erhalten wir „eine überlappungsfreie Überdeckung der Ebene“.
Das illustriert unsere Erkenntnis

We × 〈R〉
∼→ W

aus dem Beweis von Lemma 23.2.4.9.
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minanten Kammer enthalten ist und in dessen Abschluß der Ursprung liegt. Er
heißt der fundamentale dominante Alkoven. Alle Wände der dominanten Weyl-
kammer sind auch Wände des fundamentalen dominanten Alkoven.

23.2.5 Höchste Wurzel und fundamentaler Alkoven*
Lemma 23.2.5.1. Seien (V, s) ein Skalarproduktraum und v1, . . . , vn eine Basis
von V aus Vektoren, die paarweise schwach stumpfe Winkel einschließen. Sei A
der von den vν erzeugte Kegel. So gilt

{w ∈ V | s(v, w) ≥ 0 ∀v ∈ A} ⊂ A

23.2.5.2 (Geometrie von Wurzeln und Weylkammern). Gegeben V ⊃ R ⊃ R+

ein Vektorraum über einem angeordneten Körper mit einem Wurzelsystem und ei-
nem System positiver Wurzeln können wir ein weylgruppeninvariantes Skalarpro-
dukt s wählen und die einfachen Wurzeln αν ∈ V betrachten sowie die Urbilder
vν := 2αν/s(αν , αν) ihrer Kowurzeln unter dem zugehörigen Paarmorphismus
paars : V

∼→ V ∗. In dieser Situation besagt unser Lemma, daß der von den posi-
tiven Wurzeln erzeugte Kegel die dominante Weylkammer umfaßt.

Beweis. Wir erklären wν ∈ V durch s(wν , vµ) = δνµ und zeigen wν ∈ A ∀ν. Wir
beschränken uns auf ν = 1 und schreiben w1 = a1v1 + . . . + anvn und müssen
zeigen aν ≥ 0 für alle ν. Als Erstes bemerken wir a1 = s(w1, w1) > 0. Bringen
wir nun alle Summanden mit ai ≥ 0 auf die andere Seite, so ergibt sich

w1 −
∑
ai≥0

aivi =
∑
aj<0

ajvj

Das Skalarprodukt der rechten Seite mit der linken Seite ist ≤ 0, da wie bereits
gezeigt gilt a1 ≥ 0. Also sind beide Seiten Null.

23.2.5.3 (Alkovenabschlüsse endlicher Spiegelungsgruppen). Gegeben ein end-
lichdimensionaler Vektorraum V über einem angeordneten Körper und eine end-
liche Spiegelungsgruppe W ⊂ GL(V ) und ein Alkoven C ⊂ V hat nach 23.1.7.4
die Bahn Wv jedes Vektors v ∈ V genau einen Repräsentanten v̂ im Abschluß
C̄ unseres Alkoven. Wählen wir ein W -invariantes Skalarprodukt auf V und Vek-
toren α1, . . . , αr, die senkrecht auf den Wänden H1, . . . , Hr von C stehen und
jeweils auf derselben Seite von Hi liegen wie C, und bezeichnen mit K :=
k≥0α1 + . . . + k≥0αr den von den αi erzeugten Kegel, so kann v̂ charakterisiert
werden als das einzige Element der Bahn Wv mit

(v̂ +K) ∩Wv = {v̂}
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In der Tat ist quasi per definitionem das Skalarprodukt von einem Vektor aus C̄
mit einem Vektor aus dem Kegel K nie negativ, so daß die Addition eines von
Null verschiedenen Vektors w aus diesem Kegel unser v̂ länger machen muß und
die Summe v̂ + w nicht in derselben Bahn liegen kann wie v̂. Liegt andererseits
v nicht in C̄, so wird es durch einen der Spiegel Hi von C getrennt und dann gilt
siv ∈ v + k>0αi und folglich v 6= siv ∈ v +K. so erkennen wir zusätzlich, daß v̂
auch charakterisiert werden kann als das einzige Element der Bahn Wv mit

(v̂ + k>0αi) ∩Wv = {v̂} ∀i

Definition 23.2.5.4. Gegeben V ⊃ R ⊃ Π ein Vektorraum mit einem basierten
Wurzelsystem erklären wir eine Teilordnung ≥ auf V durch die Vorschrift µ ≥ λ
wenn gilt µ ∈ λ + |Π〉 für |Π〉 das von Π erzeugte Untermonoid von V . Es ist
üblich, größte Elemente von Teilmengen von V in Bezug auf diese Ordnung als
deren höchste Elemente zu bezeichnen.

Proposition 23.2.5.5 (Höchste Elemente ganzer Weylbahnen). Gegeben R ⊃
Π ein unzerlegbares basiertes Wurzelsystem und Wλ ⊂ X eine ganze Weylgrup-
penbahn ist ihr Repräsentant λ̂ ∈ Wλ ∩ C̄ im Abschluß der dominanten Weyl-
kammer stets das höchste Element von Wλ.

Beweis. Der eindeutig bestimmte Repräsentant λ̂ ∈ Wλ ∩ C̄ unserer Bahn im
Abschluß der dominanten Weylkammer muß nach unseren Erkenntnissen 23.2.5.3
über Alkovenabschlüsse endlicher Spiegelungsgruppen maximal sein in Bezug
auf die in 23.2.5.4 erklärte Teilordnung. Für jeden anderen Repräsentanten µ ∈
Wλ gibt es dahingegen einen Spiegel und sogar eine Wand von C, die ihn von C
trennt, und damit eine einfache Wurzel α ∈ Π mit 〈µ, α∨〉 < 0. Dieser Wert ist
dann eine ganze Zahl n mit sα(µ) = µ+ nα und zeigt, daß µ nicht maximal sein
kann in seiner W -Bahn in Bezug auf die in 23.2.5.4 erklärte Teilordnung.

Proposition 23.2.5.6. In jedem unzerlegbaren basierten Wurzelsystem R ⊃ Π
gibt es eine höchste Wurzel. Sie ist die einzige positive Wurzel γ ∈ R+ mit
γ + α 6∈ R für jede einfache Wurzel α ∈ Π. Gibt es in unserem System Wurzeln
verschiedener Länge, so ist die höchste Wurzel eine lange Wurzel.

23.2.5.7 (Kowurzel der höchsten Wurzel). Nach 23.2.5.5 und dem anschließen-
den Beweis sind im Fall eines unzerlegbaren basierten Wurzelsystems die höchste
Wurzel beziehungsweise die höchste Wurzel und die höchste kurze Wurzel die
einzigen Wurzeln im Abschluß der dominanten Weylkammer. Mit 23.2.1.12 folgt,
daß die Kowurzel der höchsten Wurzel im Fall eines einfach geschnürten Systems
die höchste Kowurzel ist und sonst die höchste kurze Kowurzel. Die Kowurzel der
höchsten kurzen Wurzel dahingegen ist dann die höchste Kowurzel.
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Die Koeffizienten an jedem Knoten in diesem Bild sind die Koeffizienten der
entsprechenden einfachen Wurzel bei einer Darstellung der höchsten Wurzel als
Linearkombination der einfachen Wurzeln. Es mag eine gute Übung sein, diese

Tafel zu überprüfen.
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Beweis. In jedem basierten Wurzelsystem besitzt nach 23.2.5.5 jede Weylgrup-
penbahn von Wurzeln Wβ ⊂ R ein höchstes Element β̂. Ist unser Wurzelsystem
R unzerlegbar, so gibt es nach 23.2.3.14 in R entweder nur eine Weylgruppen-
bahn oder Wurzeln von verschiedener Länge und zwei Weylgruppenbahnen, die
Bahn der langen Wurzeln und die Bahn der kurzen Wurzeln. Im letzteren Fall
gibt es wieder nach 23.2.3.14 in R eine höchste kurze Wurzel sowie eine höchs-
te lange Wurzel. Ein kurzer Blick auf die möglichen Lagen von Wurzelpaaren
23.2.1.20 zeigt dann, daß eine kurze Wurzel nie in R maximal sein kann in Bezug
auf unsere Teilordnung 23.2.5.4, so daß die höchste lange Wurzel stets auch die
höchste Wurzel überhaupt sein muß. Die alternative Charakterisierung der höchs-
ten Wurzel folgt damit unmittelbar aus unseren Erkenntnissen zu Wurzelketten
23.2.1.25.

23.2.5.8 (Weiteres zur höchsten kurzen Wurzel). Sprechen wir im Fall eines
einfach geschnürten unzerlegbaren basierten Wurzelsystems von der höchsten
kurzen Wurzel, so meinen wir schlicht die höchste Wurzel. Diese Konvention
erlaubt im folgenden einfachere Formulierungen. Schreiben wir die höchste Wur-
zel eines unzerlegbaren basierten Wurzelsystems als Summe einfacher Wurzeln,
so muß dabei jede einfache Wurzel mit positivem Koeffizienten auftauchen. In der
Tat können wir ja nach 23.2.5.6 sogar von jeder positiven Wurzel durch Additi-
on einfacher Wurzeln zur höchsten Wurzel kommen. Schreiben wir die höchste
kurze Wurzel eines unzerlegbaren basierten Wurzelsystems als Summe einfacher
Wurzeln, so muß immer noch jede einfache Wurzel mit positivem Koeffizienten
auftauchen. Das folgt durch Übergang zum dualen System.

Satz 23.2.5.9 (Wände des fundamentalen dominanten Alkoven). Gegeben ein
unzerlegbares basiertes Wurzelsystem hat der fundamentale dominante Alkoven
seiner affinen Weylgruppe außer den Wänden der dominanten Weylkammer nur
noch eine weitere Wand. Sie besteht aus den Punkten, auf denen die höchste Ko-
wurzel den Wert Eins annimmt.

Beweis. Die Spiegel der affinen Weylgruppe sind ja gerade die Hyperebenen, auf
denen eine Kowurzel einen ganzzahligen Wert annimmt. Nehmen an einer Stelle
alle einfachen Kowurzeln positive Werte an und die höchste Kowurzel einen Wert
kleiner als Eins, so nehmen dort alle Kowurzeln einen Wert zwischen Null und
Eins an. Diese Bedingung beschreibt mithin einen Alkoven in der dominanten
Weylkammer, und es ist klar, daß der Ursprung in ihrem Abschluß liegt und es
sich folglich um den fundamentalen dominanten Alkoven handeln muß.

23.2.5.10. Die Bilder auf der Liste nach 23.1.11.1 zeigen die Coxetergraphen der
affinen Weylgruppen aller unzerlegbaren Wurzelsysteme.
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Ergänzung 23.2.5.11. Gegeben eine nichttriviale endliche Spiegelungsgruppe be-
zeichnet man den Quotienten

2(Zahl der Spiegelungen)/(Zahl der Wände eines Alkoven)

als die Coxeterzahl unserer endlichen Spiegelungsgruppe. Sie ist eine natürliche
Zahl, genauer kann sie auch beschrieben als die Ordnung des Produkts aller Spie-
gelungen an den Wänden eines festen Alkoven: Alle derartigen Produkte, in be-
liebiger Reihenfolge und für beliebige Alkoven, bilden eine Konjugationsklasse,
so daß es hier auf Wahlen nicht ankommt.

Ergänzung 23.2.5.12. Gegeben ein unzerlegbares Wurzelsystem R erklärt man
seine duale Coxeterzahl als 〈ρ, γ∨〉 + 1 für ρ die Halbsumme der Wurzeln aus
einem System positiver Wurzeln und γ die höchste Wurzel dieses Systems.

23.2.5.13 (Klassifikation von Wurzelsystemen nach Vogan). Sei R ein unzer-
legbares Wurzelsystem und α1, . . . , αr eine Basis und α0 := −κ das Negative der
höchsten kurzen Wurzel κ. So gilt eine Relation der Gestalt

α0 + n1α1 + . . .+ nrαr = 0

und alle ni sind darin nach 23.2.5.8 positive natürliche Zahlen ni ≥ 1 und es gilt
〈α0, α

∨
i 〉 ≤ 0 für 1 ≤ i ≤ r. Sicher gilt für 0 ≤ j ≤ r die Identität

〈α0, α
∨
j 〉+ n1〈α1, α

∨
j 〉+ . . .+ nr〈αr, α∨j 〉 = 0

Nun nehmen wir erst einmal zusätzlich an, unser Wurzelsystem sei einfach ge-
schnürt, also |〈α, β∨〉| ≤ 1 für alle α, β ∈ R mit α 6= ±β, und es habe mehr
als zwei Wurzeln, also α0 6= −αi für 1 ≤ i ≤ r. Es folgt 〈αi, α∨j 〉 ∈ {0,−1}
falls i 6= j. Malen wir dann das sogenannte „erweiterte Dynkindiagramm“, also
je einen fetten Punkt alias Knoten für das Negative der höchsten kurzen Wur-
zel und jede der einfachen Wurzeln α0, α1, . . . , αr und dazwischen jeweils einen
Verbindungsstrich falls 〈αi, α∨j 〉 = −1, und schreiben den Wert ni an den Kno-
ten αi und den Wert 1 an den Knoten α0, so bedeutet obige Relation in Worten:
An jedem Knoten ist die Summe der Werte der Nachbarknoten das Doppelte des
Wertes unseres Knotens selber. Malen wir im folgenden der besseren Übersicht-
lichkeit halber für α0 einen Stern statt einem fetten Punkt, so können wir leicht
sehen, welche Möglichkeiten das läßt. Der geneigte Leser sollte die Argumen-
tation anhand des nebenstehenden Bildes unschwer nachvollziehen können. Als
Endresultate bleiben nur die Diagramme Ãn für n ≥ 2 und D̃n für n ≥ 4 sowie
Ẽn für n = 6, 7, 8 aus nebenstehendem Diagramm mit jeweils n + 1 Knoten und
n einfachen Wurzeln. Nun gehen wir noch die Klassifikation der nicht einfach
geschnürten unzerlegbaren Systeme an. Wir wissen bereits aus 23.2.3.14, daß es
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darin genau zwei Wurzellängen gibt. Mithin gibt es außer Kanten höchstens eine
Sorte von mehrfachen Pfeilen. Es ist klar, daß wir bei einem einfach geschnürten
Diagramm mit einem Automorphismus der Ordnung Zwei oder Drei landen, wenn
wir der Teil unseres Diagramms aus langen Wurzeln je nach dem Längenverhält-
nis der langen und kurzen Wurzeln durch zwei oder drei disjunkte Kopien ersetzen
und unsere mehrfachen bepfeilten Kanten von langen zu kurzen Wurzeln durch je
eine einfache Kante von jeder der Kopien. So erhalten wir eine eineindeutige Ent-
sprechung zwischen bewerteten erweiterten Dynkindiagrammen mit mehrfachen
Pfeilen und einfach geschnürten bewerteten erweiterten Dynkindiagrammen mit
einem Automorphismus der Ordnung Zwei oder Drei, bei dem es keine Kanten
zwischen verschiedenen Punkten ein- und derselben Bahn gibt und unter dem der
ausgezeichnete Punkt fest bleibt. So erhalten wir die zusätzlichen Möglichkeiten,
die in nebenstehendem Bild dargestellt sind. Ich habe mir nicht überlegt, ob man
beim Nachweis der Existenz von Wurzelsystemen mit diesen erweiterten Dynkin-
diagrammen noch Teile der Argumentation weiter vereinfachen kann. Die ihrer-
seits leicht zu zeigende Proposition 23.1.10.4 zeigt sofort, daß unsere erweiterten
Dynkindiagramme alle durch Vektoren in Skalarprodukträumen realisiert werden
können. Dann muß man nur verwenden, daß das Gruppenerzeugnis der einfachen
Wurzeln weylgruppenstabil ist und jeweils nur endlich viele Vektoren gegebener
Länge enthält, so daß die Weylgruppe selber endlich sein muß.

23.2.5.14 (Coxetergrapen affiner Spiegelungsgruppen). Wir bestimmen nun
die Coxetergraphen der affinen Weylgruppen unserer Wurzelsysteme. Es reicht,
das für unzerlegbare Wurzelsysteme zu leisten. Der Weg ist durch 23.2.5.9 vorge-
zeichnet. Gegeben ein unzerlegbares Wurzelsystem R mit Basis Π ⊂ R bestim-
men wir zunächst die höchste kurze Wurzel κ ∈ R. Dann bilden wir die Matrix
der 〈α, β∨〉 mit α, β ∈ Π t {−κ} und stellen diese Information wie in 23.2.3.4
in Form eines Diagramms dar, das wir in diesem Fall das erweiterte Dynkin-
diagramm unseres Wurzelsystems nennen. Wir notieren dabei den einzigen zu-
sätzlich möglichen Fall 〈α, β∨〉 = −2 = 〈β, α∨〉 durch einen Doppelstrich mit
Pfeilen in beide Richtungen. Außerdem schreiben wir an jeden Knoten α ∈ Π
seinen Koeffizienten nα in der Darstellung

κ =
∑
α∈Π

nαα

unserer Wurzel κ, so daß nur der zusätzliche Knoten keinen Koeffizienten hat.
Die so entstehenden erweiterten Dynkindiagramme sind in nebenstehendem Bild
aufgelistet. Die Coxeterdiagramme der affinen Weylgruppen liest man daraus ab,
indem man wie bei den normalen Dynkindiagrammen vorgeht und zusätzlich et-
waige doppelt bepfeilte Doppelkanten in mit∞ bezeichnete Kanten umwandelt.
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Die erweiterten Dynkindiagramme. Die Koeffizienten an jedem Knoten in
diesem Bild sind die Koeffizienten der entsprechenden einfachen Wurzel bei

einer Darstellung der Wurzel mit der höchsten Kowurzel als Linearkombination
der einfachen Wurzeln. Es mag eine gute Übung sein, diese Tafel zu überprüfen.

Ich schlage die Notation Ẑ für das erweiterte Dynkindiagramm zu einem
Dynkindiagramm Z vor, da die Notation Z̃ bereits für das dual erweiterte

Diagramm vergeben ist.
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Die zugehörigen Cosinusmatrizen haben nach 23.2.1.20 die Einträge

‖α‖−1‖β‖〈α, β∨〉/2

und entstehen also aus der „erweiterten Cartanmatrix“ der 〈α, β∨〉 bis auf den
Faktor 2 durch Konjugation mit der Diagonalmatrix der Längen unserer Wurzeln.
Natürlich gilt

0 = 〈−κ, β∨〉+
∑

nα〈α, β∨〉

für alle β und wir erhalten so einen von Null verschiedenen Vektor mit nichtne-
gativen Einträgen im Kern der „erweiterten Cartanmatrix“ und dann durch Multi-
plikation mit unserer Diagonalmatrix auch einen von Null verschiedenen Vektor
mit nichtnegativen Einträgen im Kern der Cosinusmatrix der affinen Weylgruppe.
Das ist genau der Vektor, den wir beim Beweis von 23.1.11.1 haben vom Himmel
fallen lassen.

Ergänzung 23.2.5.15 (Terminologisches zu erweiterten Dynkindiagrammen).
Der graphe de Dynkin complété alias das „vervollständigte Dynkindiagramm“
im Sinne von Bourbaki ist zu unserem erweiterten Dynkindiagramm dual in dem
Sinne, daß die Konstruktion unseres erweiterten Dynkindiagramms beschrieben
werden kann als die Verkettung „drehe alle Pfeile um, bilde dann das vervoll-
ständigte Dynkindiagramm und drehe wieder alle Pfeile um“. Man erhält in an-
deren Worten das vervollständigte Diagramm, indem man dieselbe Konstruktion
mit Π t {−γ} für γ die höchste Wurzel durchführt, die mit Π t {−κ} für κ die
höchste kurze Wurzel unser erweitertes Dynkindiagramm geliefert hat. Ich nenne
es das „vervollständigte Dynkindiagramm“ auch das dual erweiterte Dynkindia-
gramm.

23.2.5.16. Ein ganzes Gewicht λ eines Wurzelsystems heißt minuscul, wenn gilt
0 ≤ 〈λ, α∨〉 ≤ 1 ∀α ∈ R+. Manche Autoren nennen abweichend nur die von
Null verschiedenen derartigen Gewichte minuscul. Geometrisch bedeutet unsere
Bedingung, daß das Gewicht λ im Abschluß des fundamentalen dominanten Al-
koven zur affinen Weylgruppe liegt. Offensichtlich ist jedes minuscule Gewicht λ
das kleinste Element seiner Nebenklasse λ + 〈R〉 im Abschluß der dominanten
Weylkammer, für die übliche Teilordnung der Gewichte.

23.2.5.17 (Irreduzible Darstellungen mit minusculem höchsten Gewicht). Die
Vereinigung der Bilder des Abschlusses des fundamentalen dominanten Alkoven
unter der Weylgruppe kann aufgrund der Transitivität der Weylgruppe auf den
Weylkammern beschrieben werden als

WCl(A+) = {λ | −1 ≤ 〈λ, α∨〉 ≤ 1 ∀α ∈ R}

Insbesondere ist diese Menge konvex. Das bedeutet, daß für λ minuscul die kon-
vexe Hülle seiner WeylgruppenbahnWλ seine Nebenklasse λ+〈R〉 genau inWλ
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Eine Liste aller zusammenhängenden Coxetergraphen zu essentiellen reellen
affinen Spiegelungsgruppen. Die Notation kommt daher, daß der Graph der

dualen affinen Weylgruppe eines Wurzelsystems vom Typ Z stets Z̃ notiert wird.
Der Index ist insbesondere jeweils um eins kleiner als die Knotenzahl. Die

Zahlen an den Punkten bilden jeweils einen Vektor im Kern der Cosinusmatrix
des entsprechenden Coxetergraphen.
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schneidet, in FormelnWλ = konv(Wλ)∩(λ+〈R〉). Insbesondere folgt damit für
jede einfache Darstellung mit minusculem höchsten Gewicht λ die Beschreibung

P(L(λ)) = Wλ

der Menge seiner Gewichte. Diese Eigenschaft charakterisiert auch die minuscu-
len Gewichte, denn gibt es eine positive Wurzel α ∈ R+ mit r = 〈λ, α∨〉 ≥ 2,
so zeigt die Darstellungstheorie der sl(2), daß auch alle λ, λ− α, . . . , λ− rα Ge-
wichte von L(λ) sein müssen, und von diesen gehören nur λ und λ − rα = sαλ
zu Wλ.

Ergänzung 23.2.5.18. Eine irreduzible Darstellung einer halbeinfachen Liealge-
bra heißt quasiminuscul, wenn sie nicht minuscul ist, aber alle Gewichte außer
dem Nullgewicht eine Bahn unter der Weylgruppe bilden. Offensichtlich ist für
jede einfache Liealgebra die einfache Darstellung mit der höchsten kurzen Wur-
zel als höchstem Gewicht quasiminuscul. Weiter ist das im Fall einer einfachen
Liealgebra auch die einzige quasiminuscule Darstellung. In der Tat müs auf dem
höchsten Gewicht jede Kowurzel einen Wert in {0, 1} annehmen, es sei denn,
unser Gewicht ist selbst eine Wurzel und die fragliche Kowurzel seine Kowurzel.

Übungen

Übung 23.2.5.19 (Höchste Wurzeln und Kowurzeln). Wir übernehmen die No-
tationen aus 23.2.2.17. Man zeige:

Typ Bn: Die höchste Wurzel ist ε1 + ε2, die höchste Kowurzel die Kowurzel zur
Wurzel ε1;

Typ Dn: Die höchste Wurzel ist ε1 + ε2;

Typ Cn: Die höchste Wurzel ist 2ε1, die höchste Kowurzel die Kowurzel zur Wur-
zel ε1 + ε2.
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23.3 Coxetergruppen als Spiegelungsgruppen

23.3.1 Spiegelungsgruppen zu Coxetermatrizen
23.3.1.1. Gegeben eine endliche Menge S verstehen wir wie in 23.1.9.2 unter ei-
ner Coxetermatrix mit durch S indizierten Zeilen und Spalten eine Abbildung
m : S × S → N t {∞} mit m(s, t) = m(t, s) ∀s, t ∈ S und m(s, s) = 1 ∀s ∈ S
und m(s, t) ≥ 2 falls s 6= t.

23.3.1.2. Für eine endliche Menge S und eine symmetrische (S × S)-Matrix
m : S × S → {1, 2, . . . ,∞} bilden wir den freien Vektorraum V := RS über
S mit seiner kanonischen Basis (es)s∈S und erklären darauf eine symmetrische
Bilinearform ( , ) durch die Vorschrift (es, et) := − cos(π/m(s, t)) mit der Kon-
vention π/∞ = 0. Die Fundamentalmatrix unserer Bilinearform in Bezug auf
die kanonische Basis ist also die Cosinusmatrix zu unserer Coxetermatrix. Wegen
m(s, s) = 1 6= 2 können wir weiter in GL(V ) die lineare Abbildung mit Fix-
punktmenge {v ∈ V | (es, v) = 0} und (−1)-Eigenraum Res betrachten. Diese
lineare Abbildung notieren wir ŝ oder s und nennen sie die einfache Spiegelung
zum Index s ∈ S oder kürzer die einfache Spiegelung s ∈ S. Die von den
einfachen Spiegelungen erzeugte Untergruppe

W ⊂ GL(V )

nenne ich die Spiegelungsgruppe zur Coxetermatrix m. Die Länge l(w) eines
Elements von W erklären wir als die Länge einer kürzestmöglichen Darstellung
von w als Produkt einfacher Spiegelungen. Dann gilt sicher detw = (−1)l(w)

und folglich l(w) 6= l(ws) für jede einfache Spiegelung s. Eine kürzestmögliche
Darstellung eines Elements w ∈ W als Produkt einfacher Spiegelungen heißt eine
reduzierte Darstellung von w.

23.3.1.3. Ich schlage für die so entstehende Darstellung unserer Spiegelungsgrup-
peW die Bezeichnung als wurzlige Darstellung vor, da in ihr alle einfachen Spie-
gelungen verschiedene (−1)-Eigenräume haben und da diese (−1)-Eigenräume
im Fall der Weylgruppe eines Wurzelsystems gerade die durch die Wurzeln er-
zeugten Geraden sind.

23.3.1.4. Gegeben eine Coxetermatrix betrachten wir zu ihrer Spiegelungsgruppe
W ⊂ GL(V ) auch die kontragrediente Operation von W auf dem Dualraum V ∗,
für die ich die Bezeichnung als alkovische Darstellung vorschlage. In V ∗ ist die
Fixpunktmenge einer erzeugenden Spiegelung s die Hyperebene Hs aller Linear-
formen, die auf es verschwinden, und s vertauscht beide Halbräume zu dieser Hy-
perebene. Negativ gemacht wird jede lineare Gleichung der Fixpunktmenge von
s in der wurzligen Darstellung. Gemeinsame Verallgemeinerungen dieser beiden
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Die wurzlige Darstellung im Fall der unendlichen Diedergruppe. in diesem Fall
haben wir (es, et) = −1 und folglich t es = es +2 et und entsprechend

s et = et +2 es. Die Fixpunktmengen beider erzeugenden Spiegelungen fallen
zusammen und bilden eine Gerade mit Richtungsvektor et + es, die ich

gestrichelt eingezeichnet habe und die unter allen Elementen von W punktweise
fest bleibt. Die Gruppe W besteht aus allen Wörtern in s und t, bei denen sich

die Buchstaben abwechseln, und je zwei derartige Wörter liefern auch
verschiedene Gruppenelemente.
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Die wurzliche Darstellung der Diedergruppe im Sinne von 23.3.2.9 anzureichert.
Wir denken uns dazu dort einen zusätzlichen Basisvektor δ, der senkrecht auch

der Papierebene kommt, indem wir in der dortigen Notation zum Beispiel
〈δ, e∨t 〉 = 〈δ, e∨t 〉 = 1 setzen. Auf der affinen Ebene δ + R es +R et operiert

unsere Coxetergruppe in der Weise, daß die Spiegel paarweise parallele Geraden
sind, ihre Eigenvektoren aber „nach außen zu immer steiler werden“, wie in

obigem Bild angedeutet.
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Die alkovische Darstellung im Fall der unendlichen Diedergruppe. Eingezeichnet
sind die Vektoren der dualen Basis und die Fixpunktmengen der „Spiegelungen“
s, t, sts und tst als gestrichelte Geraden. Die Wirkung von s und t ist durch

gepunktelte Doppelpfeile angedeutet, die jeweils Paare von Punkten verbinden,
die vertauscht werden. Vereinigen wir den abgeschlossenen positiven Quadranten

mit allen seinen Bildern unter der W -Operation, so erhalten wir die offene
Halbebene {a e∗s +b e∗t | a+ b > 0} vereinigt mit dem Ursprung. Zeichnen wir
alle Spiegel ein, so entsteht in dieser offenen Halbebene eine Art „geöffnetes
Buch von der Seite betrachtet“, aber natürlich mit unendlich vielen Blättern.
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Die alkovische Darstellung zur Coxetermatrix mit zwei Indizes s, t und
Einträgen m(s, t) =∞ in einer anderen Basis, in der der fundamentale Alkoven

etwas spitzer aussieht und dafür mehr Alkoven einigermaßen übersichtlich
eingezeichnet werden können als im vorhergehenden Bild. Die Vereinigung aller

Alkoven alias der Titskegel ist eine offene Halbebene vereinigt mit dem
Ursprung. Es entsteht so eine Art „geöffnetes Buch mit unendlich vielen

Blättern“. Jede Parallele zur gestrichelt eingezeichneten Achse ist stabil unter
unserer Spiegelungsgruppe, und mit Ausnahme der gestrichelt eingezeichneten

Achse selber operiert unsere Spiegelungsgruppe dort als eine affine
Spiegelungsgruppe im Sinne von 23.1.5.2.



23.3. COXETERGRUPPEN ALS SPIEGELUNGSGRUPPEN 4069

Typen von Darstellungen, die insbesondere in der Darstellungstheorie der soge-
nannten „Kac-Moody-Algebren“ von Bedeutung sind, diskutieren wir in 23.3.2.9.

Beispiel 23.3.1.5. Im Fall S := {s, t} zwei erzeugender einfacher Spiegelungen
mit m(s, t) := ∞ nennen wir die zugehörige Spiegelungsgruppe die unendliche
Diedergruppe. Ihre alkovische Darstellung heißt das „geöffnete Buch“.

Beispiel 23.3.1.6. Im Fall der affinen Spiegelungsgruppe (W,E) zu einem unzer-
legbaren Wurzelsystem ist die alkovische Darstellung der Spiegelungsgruppe zu
ihrer Coxetermatrix isomorph zur Linearisierung V := Lin(E) des affinen Raums
E im Sinne von 5.1.4.23 mit der offensichtlichen Fortsetzung der Operation von
W durch Affinitäten vonE zu einer Operation durch Vektorraumautomorphismen
von V .

Beispiel 23.3.1.7. Eine allgemeine affine Spiegelungsgruppe können wir aus der
alkovischen Darstellung der Spiegelungsgruppe ihrer Coxetermatrix zurückge-
winnen, indem wir darin den affinen Teilraum betrachten, der nur aus Linear-
formen besteht, die auf dem Radikal unserer Bilinearform ( , ) zu einer geeignet
vorgegebenen festen Linearform einschränken. Im Fall einer affinen Spiegelungs-
gruppe (W,E) zu einem unzerlegbaren Wurzelsystem reicht es zu fordern, daß
diese feste Linearform nicht Null sein soll. Im allgemeinen muß das „für jeden
unzerlegbaren essentiellen affinen Summanden“ gefordert werden.

Beispiel 23.3.1.8 (Modulare Gruppe in hyperbolischer Spiegelungsgruppe).
Hat unsere Bilinearform alias Cosinusmatrix im Sinne von 4.2.3.24 den Typ (n, 1, 0),
so gilt dasselbe für die auf der alkovischen Darstellung induzierte Bilinearform.
Die Vektoren, die darunter mit sich selbst zu (−1) paaren, bilden dann in der in
?? erklärten Weise eine riemannsche Mannigfaltigkeit, den n-dimensionalen hy-
perbolischen Raum, und unsere Spiegelungen operieren dort als „hyperbolische
Spiegelungen“. Im Spezialfall der hyperbolischen Ebene alias oberen Halbebene
H aus 5.2.3.7 operiert die von der „modularen Gruppe“ und der Spiegelung τγ
an der imaginären Achse erzeugt Gruppe SL(2;Z)〈τγ〉 als hyperbolische Spiege-
lungsgruppe auf der hyperbolischen Ebene. Der zugehörige Coxetergraph hat drei
Punkte in einer Reihe, der erste verbunden mit dem zweiten durch eine∞-Kante,
der zweite mit dem dritten durch eine 3-Kante alias eine Kante ohne Zahl.

Satz 23.3.1.9 (Geometrie der alkovischen Darstellung). In der alkovischen Dar-
stellung V ∗ der Spiegelungsgruppe W zu einer Coxetermatrix mit Indexmenge S
betrachten wir die Halbräume H+

s := {p ∈ V ∗ | 〈p, es〉 > 0} und den Alkoven
A+ :=

⋂
s∈S H

+
s . So gilt:

1. Die BilderwA+ des AlkovenA+ unter Elementen unserer Spiegelungsgrup-
pe w ∈ W sind paarweise disjunkt. Wir nennen sie die Alkoven unserer
alkovischen Darstellung;
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2. Die Vereinigung C :=
⋃
w∈W wĀ+ der Bilder des Abschlusses von A+ ist

eine konvexe und unter der Multiplikation mit nichtnegativen Skalaren sta-
bile Teilmenge von V ∗, der sogenannte Tits-Kegel;

3. Die Elemente unserer Spiegelungsgruppe W , die auf der alkovischen Dar-
stellung als Spiegelungen operieren, haben paarweise verschiedene Spie-
gel, und die Menge aller dieser Spiegel ist die Menge von Hyperebenen
H := {wHs | w ∈ W, s ∈ S};

4. Die Alkoven wA+ sind die maximalen konvexen Teilmengen des Komple-
ments C\

⋃
H∈HH der Vereinigung aller Spiegel im Titskegel;

5. Für alle einfachen Spiegelungen s ∈ S und alle w ∈ W gilt die Äquivalenz
l(ws) > l(w) ⇔ wH+

s ⊃ A+.

Beispiel 23.3.1.10. Im Fall 23.3.1.5 der unendlichen Diedergruppe ist der Tits-
kegel eine offene Halbebene vereinigt mit dem Ursprung. Im Fall 23.3.1.6 der
Linearisierung einer affinen Spiegelungsgruppe zu einem unzerlegbaren Wurzel-
system ist der Titskegel ein offener Halbraum vereinigt mit dem Ursprung.

Beweis. 5. Wir argumentieren wie beim Beweis von 23.1.9.10. Kennen wir die
Implikation⇒, so erhalten wir automatisch l(ws) < l(w)⇒ wH+

s ∩A+ = ∅ und
damit die Äquivalenz. Die Implikation ⇒ zeigen wir durch Induktion über l(w)
gleichzeitig für alle s. Der Fall l(w) = 0 ist offensichtlich. Gilt l(w) > 0, so finden
wir natürlich t ∈ S mit l(wt) < l(w) und haben notwendig t 6= s. Indem wir so
lange s oder t von rechts an w dranmultiplizieren, wie wir die Länge damit kleiner
kriegen, finden wir eine Darstellung w = vu mit u ∈ 〈s, t〉, l(vs) > l(v), l(vt) >
l(v) und l(w) = l(v)+ l(u). Mit Induktionsannahme erhalten wir vH+

s ⊃ A+ und
vH+

t ⊃ A+ alias H+
s ∩H+

t ⊃ v−1A+. Andererseits folgt aus unseren Annahmen
auch l(us) > l(u). Falls nun gilt u 6= w, so können wir die Induktionsannahme
auf u anwenden und erhalten uH+

s ⊃ A+. Wegen H+
s ∩H+

t = (Hs ∩Ht) + A+

und (Hs ∩Ht) ⊂ uHs folgt dann

uH+
s ⊃ H+

s ∩H+
t

und zusammen in der Tat uH+
s ⊃ (H+

s ∩ H+
t ) ⊃ v−1A+ alias wH+

s ⊃ A+. Es
bleibt nur noch, den Fall u = w zu behandeln, so daß wir haben w = tsts . . . t
oder w = sts . . . t mit jeweils l(w) Faktoren und l(w) < l(ws) und folglich
l(w) < ord(st). In dem Fall aber zeigt explizite Inspektion bereits wH+

s ⊃
(H+

s ∩H+
t ) ⊃ A+. Damit ist unsere Behauptung l(ws) > l(w) ⇔ wH+

s ⊃ A+

gezeigt. Anschaulich gesprochen wissen wir per Induktion, daß alle Spiegel xHr

mit l(x) < l(w) und r einer einfachen Spiegelung unser A+ nicht treffen. Es muß
aber im Fall w 6= 1 notwendig eine von s verschiedene einfache Spiegelung t
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geben mit wt < w. Die beiden Spiegelungen s, t erzeugen eine Diedergruppe und
die zugehörigen Spiegel schneiden unseren Raum auf in eine Art Kuchenstücke.
Per Induktion wissen wir, daß A+ sogar ganz in so einem mit w verschobenen
Kuchenstück liegen muß, und dann liefern die Annahmen und etwas Sorgfalt wei-
ter, daß dieses Kuchenstück selbst hinwiederum in der Halbebene wH+

s enthalten
sein muß.

1. Die Ebenen wHs für w ∈ W und s ∈ S bilden ein W -stabiles System von Hy-
perebenen H in V ∗, und Teil 5 zeigt insbesondere, daß keine dieser Hyperebenen
unser A+ trifft. Insbesondere ist A+ eine maximale konvexe Teilmenge im Kom-
plement der Vereinigung aller Hyperebenen ausH. Je zwei verschiedene derartige
maximale konvexe Teilmengen sind disjunkt nach 23.1.3.39 und mit A+ ist auch
wA+ solch eine maximale konvexe Teilmenge für alle w ∈ W . Schließlich folgt
aus wA+ = A+ mit unserer Behauptung sofort l(ws) > l(w) für alle s ∈ S alias
w = id. Mithin sind die wA+ mit w ∈ W paarweise disjunkt.

2. Induktion über die Länge von w ∈ W zeigt unmittelbar, daß für p ∈ A+ und
q ∈ wA+ das Segment [p, q] genau l(w) Hyperebenen aus H trifft und ganz in
C verläuft und nur Alkovenabschlüsse xĀ+ mit l(x) ≤ l(w) trifft. Wenn wir nun
p̄ ∈ Ā+ und q̄ ∈ wĀ+ nehmen, so muß folglich das Segment [p̄, q̄] in der Vereini-
gung der xĀ+ mit l(x) ≤ l(w) enthalten sein.

3. Der Titskegel C kann nie ganz in einem abgeschlossenen Halbraum zu einem
Spiegel H einer Spiegelung aus W liegen. Dann aber finden wir auch Punkte aus
dem Inneren von Alkoven auf beiden Seiten unseres SpiegelsH , sagen wir Punkte
aus den Alkoven A und B. Wir können sie verbinden durch eine endliche Folge
von Alkoven A = A0, A1, . . . , Ar = B, die sich jeweils längs einer Wand be-
rühren. Ist H keine dieser Wände, so muß H einen dieser Alkoven treffen, der
dann unter der entsprechenden Spiegelung auf sich selber ginge: Widerspruch!

4. Beim Beweis von Teil 1 wurde bereits gezeigt, daß die wA+ maximale konve-
xe Teilmengen im Komplement V ∗\

⋃
H∈HH der Vereinigung aller Spiegel sind.

Daß sie genau die maximalen konvexen Teilmengen von C\
⋃
H∈HH sind, ist

damit auch klar.

23.3.1.11 (Trennende Spiegel und Austauschlemma). Auch für die Spiegelungs-
gruppe einer beliebigen Coxetermatrix gilt

d(A+, wA+) = l(w)

für d(A,B) die Zahl der Hyperebenen aus H, die gegebene Alkoven A und B
trennen, wie wir bereits beim Beweis von Teil 2 aus 23.3.1.9 bemerkt hatten.
Auch in dieser Allgemeinheit gilt für Alkoven A,B und einen Spiegel L ∈ H
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Die alkovische Darstellung zur Coxetermatrix mit drei Indizes r, s, t und
Einträgen m(r, s) = m(s, t) = 3 und m(r, t) = 4. Genauer haben wir hier den

Schnitt des Titskegels mit einer affinen Ebene H im dreidimensionalen Raum mit
der Basis e∗r, e

∗
s, e
∗
t eingezeichnet. Die Schnitte der Koordinatenebenen mit

unserer affinen Ebene sind die drei Wände eines festen Dreiecks. Die Alkoven
schneiden unsere Ebene H in den offenen Dreiecksflächen, von denen es

unendlich viele gibt, die ich nicht alle einzeichnen konnte. Der Titskegel selbst
schneidet in diesem Fall unsere affine Ebene H in einer offenen Kreisscheibe.
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Die alkovische Darstellung zur Coxetermatrix mit drei Indizes r, s, t und
Einträgen m(r, s) = m(s, t) =∞ und m(r, t) = 2. Genauer haben wir hier den

Schnitt des Titskegels mit einer affinen Ebene H im dreidimensionalen Raum mit
der Basis e∗r, e

∗
s, e
∗
t eingezeichnet. Die Schnitte der Koordinatenebenen mit

unserer affinen Ebene sind die drei Wände eines festen Dreiecks. Die Alkoven
schneiden unsere Ebene H in den offenen Dreiecksflächen, von denen es

unendlich viele gibt, die ich nicht alle einzeichnen konnte. Der Titskegel selbst
schneidet in diesem Fall unsere affine Ebene H in einer Kreisscheibe mit

zusätzlichen Punkten auf dem Rand. In unserem Fall handelt es sich dabei genau
um die Punkte exp(2πi(1

8
+ 1

4·3n ) mit n ∈ N. Um jeden dieser Punkte „sieht
unser Bild aus wie ein geöffnetes Buch mit unendlich vielen Seiten“.
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die Äquivalenz

(L trennt A und B) ⇔ d(A, sLB) < d(A,B)

mit demselben Beweis wie 23.1.6.7. Auch in dieser Allgemeinheit folgt wie in
23.1.6.8 das Austauschlemma: Gegeben s1, . . . , sr ∈ S und eine Spiegelung t ∈
W mit l(ts1 . . . sr) < l(s1 . . . sr) gibt es einen Index i ∈ [1, r] mit

ts1 . . . si . . . sr = s1 . . . ŝi . . . sr

23.3.1.12 (Fundamentalbereiche und Standgruppen). Auch für die Spiege-
lungsgruppe einer beliebigen Coxetermatrix ist die Standgruppe jedes Punktes
aus dem Titskegel erzeugt von den Spiegelungen an allen Wänden eines festen
Alkoven, der unseren Punkt in seinem Abschluß hat; die fragliche Standgruppe
operiert frei und transitiv auf der Menge aller Alkoven, die unseren Punkt in ih-
rem Abschluß haben; und jeder Alkovenabschluß ein Fundamentalbereich für die
Operation unserer Spiegelungsgruppe auf dem Titskegel. Die Beweise sind iden-
tisch zu den Beweisen im affinen Fall 23.1.7.4 und 23.1.7.5.

23.3.1.13. Auch für die Spiegelungsgruppe W einer beliebigen Coxetermatrix
operieren genau diejenigen Elemente als Spiegelungen in der wurzligen oder gleich-
bedeutend in der alkovischen Darstellung, die in W konjugiert sind zu einfachen
Spiegelungen. Das ist im wesentlichen die Aussage des dritten Teils unseres Sat-
zes 23.3.1.9 über die Geometrie der alkovischen Darstellung.

23.3.2 Erzeuger und Relationen für Spiegelungsgruppen
Definition 23.3.2.1. Ein Coxetersystem ist ein Paar (W,S) bestehend aus einer
Gruppe W und einer Teilmenge S ⊂ W von W derart, daß W erzeugt wird
von S mit den Relationen s2 = e ∀s ∈ S und (st)ord(st) = e für alle s, t ∈ S
mit st von endlicher Ordnung ord(st) < ∞. Die Elemente von S heißen die
einfachen Spiegelungen vonW . Wir erklären die Länge l(w) eines Elements von
W als die Länge einer kürzestmöglichen Darstellung von w als Produkt einfacher
Spiegelungen s ∈ S.

23.3.2.2. Die Relation (st)ord(st) = e kann unter der Bedingung s2 = t2 = e auch
geschrieben werden in einer der Formen

sts . . . t = tst . . . s beziehungsweise st . . . s = ts . . . t

für ord(st) gerade beziehungsweise ungerade, mit jeweils ord(st) sich abwech-
selnden Faktoren auf beiden Seiten. Diese Relationen hinwiederum heißen, auch
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wenn die Bedingung s2 = t2 = e nicht erfüllt ist, die Zopfrelationen nach
der Darstellung der sogenannten „Zopfgruppe“ durch Erzeuger und Relationen
in 16.5.1.4.

Satz 23.3.2.3 (Spiegelungsgruppen und Coxetersysteme). Ist W die Spiege-
lungsgruppe zu einer Coxetermatrix m : S × S → N t {∞} und S ⊂ W die
Menge ihrer einfachen Spiegelungen, so ist (W,S) ein Coxetersystem mit den Re-
lationen ord(st) = m(s, t) ∀s, t ∈ S.

Beweis. Das folgt sofort aus der präziseren Proposition 23.3.2.5, die wir im An-
schluß beweisen.

Korollar 23.3.2.4 (Affine Spiegelungsgruppen und Coxetersysteme). IstW ei-
ne affine Spiegelungsgruppe und S ⊂ W die Menge der Spiegelungen an den
Wänden eines festen Alkoven, so ist (W,S) ein Coxetersystem.

Beweis. Das kann man als Korollar des vorhergehenden Satzes zeigen mithilfe
von 23.3.1.7. Alternativ kann man auch den Beweis der anschließenden Proposi-
tion 23.3.2.5 unschwer auf diesen Fall übertragen.

Proposition 23.3.2.5 (Übergang zu reduzierter Darstellung). Sei W die Spie-
gelungsgruppe zu einer Coxetermatrix m : S × S → N t {∞} und seien zwei
Darstellungen desselben Elements w ∈ W als Produkt von einfachen Spiegelun-
gen

s1s2 . . . sn = w = t1t2 . . . tl

gegeben. Ist die zweite Darstellung reduziert, in Formeln l(w) = l, so können
wir von der ersten Darstellung zur zweiten gelangen in endlich vielen Schritten,
von denen jeder einzelne entweder im Anwenden einer Zopfrelation zu unserer
Coxetermatrix besteht oder im Weglassen zweier gleicher aufeinanderfolgender
Faktoren.

23.3.2.6. Beim ersten unserer Schritte bleibt die Zahl der Faktoren gleich, beim
zweiten nimmt sie um Zwei ab. Insbesondere kann man also zwischen je zwei
reduzierten Darstellungen ein- und desselben Elements „mit Zopfrelationen hin-
und hergehen“.
23.3.2.7 (Veranschaulichung des folgenden Beweises). Eine graphische Dar-
stellung gelingt besonders gut im Fall von drei einfachen Spiegelungen und eindi-
mensionalem Radikal unserer Bilinearform, indem wir von der alkovischen Dar-
stellung nur den zweidimensionalen W -stabilen affinen Teilraum derjenigen Li-
nearformen zeichnen, die auf dem Radikal zu einer fest vorgegebenen von Null
verschiedenen Linearform einschränken. Auf diesem affinen Teilraum operiert W
dann durch Affinitäten und man muß zur Linearisierung übergehen, um in der Si-
tuation des anschließenden Beweises zu landen. Dafür kann man aussagekräftige
Bilder zeichnen.
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Alkoven und Subalkoven bei einem Übergang zu einer reduzierten Darstellung
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Beweis. Gegeben x ∈ W und p ∈ A+ und q ∈ xA+ derart, daß das Segment [p, q]
keine zwei Spiegel in ein- und demselben Punkt trifft, erhalten wir offensichtlich
eine reduzierte Darstellung red(p, q) von x durch die Vorschrift x = r1r2 . . . rl(x)

mit
A+, r1A

+, r1r2A
+, . . . , xA+

der Folge von Alkoven im Titskegel, die unser Segment [p, q] der Reihe nach trifft.
Wir sagen dann, red(p, q) sei sinnvoll definiert. So einen Punkt q können wir zu
vorgegebenem p stets finden, denn gegeben zwei verschiedene Spiegel, die A+

von xA+ trennen, ist ihr Schnitt ein Untervektorraum der Kodimension Zwei und
zusammen mit p erzeugt er eine lineare Hyperebene und endlich viele lineare Hy-
perebenen können nicht ganz xA+ überdecken. Nun können wir p ∈ A+ sogar so
wählen, daß die von p und einem Schnitt trennender Spiegel erzeugten linearen
Hyperebenen für paarweise verschiedene Spiegelschnitte paarweise verschieden
sind. In der Tat umfaßt so eine lineare Hyperebene einen anderen Spiegelschnitt
nur dann, wenn das Vektorraumerzeugnis unserer beiden Spiegelschnitte Kodi-
mension Eins hat und p enthält und um das zu vermeiden, müssen wir mit p nur
endlich viele Hyperebenen vermeiden. Wir nennen ein p ∈ A+ außerhalb dieser
endlich vielen Hyperebenen gut für xA+. Für das weitere wählen wir ein p ∈ A+,
das gut ist für alle s1A

+, s1s2A
+, . . . , wA+, t1A

+, . . . , t1t2A
+, . . . , wA+. Dann

betrachten wir alle Hyperebenen, die Wände von einem dieser Alkoven sind, so-
wie alle Hyperebenen, die von p und einem Schnitt von zwei verschiedenen Spie-
geln erzeugt werden, die A+ von einer dieser Alkoven trennen. Die Alkoven zum
Komplement der Vereinigung all dieser Hyperebenen, die in einer der Alkoven
unserer Liste enthalten sind, nennen wir verfeinerte Alkoven. Gegeben ein ver-
feinerter AlkovenB und q ∈ B ist red(p, q) sinnvoll definiert und unabhängig von
q ∈ B. Wir vereinbaren die Notation red(p,B) für dieses Wort. Es ist eine redu-
zierte Darstellung für das x ∈ W mit B ⊂ xA+. Nun finden wir sicher eine Folge
verfeinerter Alkoven B1, . . . , Bm mit B1 ⊂ s1A

+ und Bm ⊂ wA+ derart, daß je
zwei benachbarte verallgemeinerte Alkoven genau eine gemeinsame Wand haben
und daß es eine monoton wachsende Funktion h gibt mit Bi ⊂ s1 . . . sh(i)A

+.
Dann ist red(p,Bi) eine reduzierte Darstellung von s1 . . . sh(i) und red(p,Bi+1)
unterscheidet sich im Fall h(i) = h(i + 1) höchstens um eine Zopfrelation von
red(p,Bi). Im Fall h(i) < h(i+ 1) schließlich haben wir

red(p,Bi+1) = red(p,Bi)sh(i+1) falls l(s1 . . . sh(i)) < l(s1 . . . sh(i+1));
red(p,Bi+1)sh(i+1) = red(p,Bi) andernfalls.

Alle Worte red(p,Bi)sh(i)+1 . . . sn−1sn sind dann Darstellungen von w, je zwei
benachbarte Worte dieser Folge unterscheiden sich höchstens um eine Zopfre-
lation oder um das Anwenden einer Relation s2 = 1 für eine einfache Spie-
gelung s und unsere Folge beginnt mit dem Wort s1s2 . . . sn und endet mit der
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reduzierten Darstellung red(p,Bm) von w. Konstruieren wir in derselben Weise
eine Folge verfeinerter Alkoven C1, . . . , Cr für t1 . . . tl mit Cr = Bm, so sind
die entsprechenden Worte der analog gebildeten Folge red(p, Cj)tk(j)+1 . . . tl−1tl
sämtlich reduzierte Darstellungen von w, je zwei benachbarte Worte dieser Folge
unterscheiden sich höchstens um eine Zopfrelation und unsere Folge beginnt mit
t1 . . . tl und endet mit derselben reduzierten Darstellung red(p, Cr) = red(p,Bm)
von w wie die zuvor konstruierte Folge. Das zeigt die Behauptung.

23.3.2.8 (Längen in Teilsystemen). Genau wie für affine Spiegelungsgruppen
in 23.1.6.11 folgt für jede nichtreduzierte Darstellung eines Elements der Co-
xetergruppe eines beliebigen Coxetersystems (W,S) mit dem Austauschlemma
23.3.1.11, daß sie durch Streichen von Faktoren zu einer reduzierten Darstellung
desselben Elements gemacht werden kann. Ist insbesondere Sp ⊂ S eine Teil-
menge und Wp ⊂ W ihr Gruppenerzeugnis und lp : Wp → N die Längenfunktion
des Coxetersystems (Wp, Sp), so gilt lp(w) = l(w) ∀w ∈ Wp und jede reduzierte
Darstellung von w ∈ Wp in Bezug auf (W,S) besteht bereits aus Spiegelungen
aus Sp.

Übungen

Übung 23.3.2.9 (Weitere natürliche Darstellungen von Coxetergruppen). Ge-
geben sei eine endliche Menge S und eine Coxetermatrix mit Indexmenge S der
Gestalt (ms,t)s,t∈S und ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V . Gegeben
seien weiter Vektoren (es)s∈S in V und Linearformen (e∨s )s∈S auf V derart, daß
gilt

〈et, e∨s 〉 = −2 cos(π/ms,t) ∀s, t ∈ S

So liefert die Vorschrift ρ(s)(v) := v − 〈v, e∨s 〉es eine Darstellung ρ : W →
GL(V ) unserer Coxetergruppe. Sind die (es)s∈S eine Basis von V , so ist das un-
sere wurzlige Darstellung. Sind die (e∨s )s∈S eine Basis des Dualraums V ∗, so ist
das unsere alkovische Darstellung. Sind die Vektoren (es)s∈S linear unabhängig,
so erzeugen sie eine zur wurzligen Darstellung isomorphe Unterdarstellung. Sind
die Linearformen (e∨s )s∈S linear unabhängig, so ist der Schnitt ihrer Kerne eine
Unterdarstellung und der Quotient danach ist isomorph zur alkovischen Darstel-
lung.

23.3.3 Bruhat-Teilordnung
23.3.3.1. Sei (W,S) ein Coxetersystem. Die zu einfachen Spiegelungen konju-
gierten Elemente von W heißen die Spiegelungen von W . Die Menge aller Spie-
gelungen notieren wir T . Nach 23.3.1.9 sind das genau die Elemente, die in der
Spiegelungsgruppe der zugehörigen Coxetermatrix zu Spiegelungen werden.
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Definition 23.3.3.2. Sei (W,S) ein Coxetersystem. Die Bruhat-Teilordnung ist
die kleinste reflexive transitive Relation ≤ auf W derart, daß gilt

x ≤ xt für alle x ∈ W und alle Spiegelungen t ∈ W mit l(x) < l(xt).

23.3.3.3. Wir fordern, das sei hier nocheinmal besonders betont, in der Definition
der Bruhat-Teilordnung 23.3.3.2 nicht t ∈ S. In der Tat würde diese Forderung im
allgemeinen zu einer echt stärkeren Teilordnung führen.

23.3.3.4. Sei (W,S) ein Coxetersystem. Offensichtlich gilt x < y ⇒ l(x) <
l(y). Insbesondere ist ≤ tatsächlich eine Teilordnung auf W . Offensichtlich ist
das neutrale Element e ∈ W das kleinste Element. Unschwer erkennt man weiter
x ≤ y ⇔ x−1 ≤ y−1. Eine explizitere Beschreibung der Bruhat-Teilordnung gibt
uns 23.3.3.6.

23.3.3.5 (Bruhat-Teilordnung im affinen Fall). Seien W eine affine Spiege-
lungsgruppe und A ein ausgezeichneter Alkoven. Nach 23.3.2.4 ist dann für S =
SA ⊂ W die Menge der Spiegelungen an den Wänden von A das Paar (W,S) ein
Coxetersystem. Betrachten wir dann die Bijektion W ∼→ A, w 7→ wA, so indu-
ziert die durchA gegebene Bruhat-Teilordnung aufW eine Ordnung aufA. Diese
Teilordnung ist nach 23.1.6.7 die kleinste reflexive transitive Relation auf A der-
art, daß gilt B ≤ sLB wann immer B ∈ A ein Alkoven ist und L ein Spiegel, der
B nicht von A trennt. Ist insbesondere W endlich und operiert zur Vereinfachung
der Notation durch lineare Automorphsmen auf einem Vektorraum über einem
angeordneten Körper, so induziert die Multiplikation mit (−1) eine W -äquivari-
ante Bijektion neg : A ∼→ A. Da −A und A durch alle Spiegel getrennt werden,
kehrt die davon auf W induzierte Operation neg : W

∼→ W die Bruhatordnung
um. Gegeben ein Coxetersystem (W,S) mit |W | < ∞ gibt es also genau ein
bruhatmaximales Element w◦ ∈ W und für beliebige x, y ∈ W gilt dann

x ≤ y ⇔ xw◦ ≥ yw◦

Satz 23.3.3.6 (Bruhat-Teilordnung über Teilausdrücke). Sei (W,S) ein Coxe-
tersystem. Ist w = s1 . . . sl(w) eine reduzierte Darstellung von w ∈ W , so gilt

{x ∈ W | x ≤ w} = {si1 . . . sik | 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ l(w)}

Insbesondere hängt die rechte Seite nicht von der Wahl der reduzierten Darstel-
lung von w ab.

Beweis. Wir erinnern daran, daß wirW nach 23.3.2.3 stets als Spiegelungsgruppe
seiner Coxetermatrix treu darstellen können. Die Inklusion ⊂ folgt mühelos aus
dem Austauschlemma 23.3.1.11. Für die andere Inklusion ⊃ müssen wir wieder
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Die Bruhat-Teilordnung auf einer Diedergruppe
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nach dem Austauschlemma 23.3.1.11 nur für reduzierte Teilausdrücke zeigen, daß
sie Elemente≤ w liefern. Mit Induktion über die Länge von w brauchen wir sogar
nur Teilausdrücke zu untersuchen mit i1 = 1. Dann folgt die Behauptung jedoch
mit Induktion aus dem anschließenden Lemma.

Lemma 23.3.3.7 (Eigenschaft Z von Deodhar). Sei (W,S) ein Coxetersystem.
Gegeben x, y ∈ W und s ∈ S eine erzeugende Spiegelung gelten entweder min-
destens drei oder keine der vier Ungleichungen

x ≤ y x ≤ sy
sx ≤ y sx ≤ sy

23.3.3.8. Stellen wir Ungleichungen durch Pfeile zum größeren Element dar, so
impliziert also unter der Annahme der beiden horizontalen Ungleichungen y < sy
und x < sx jede der drei weiteren Ungleichungen im Diagramm

y → sy
↑ ↗ ↑
x → sx

die beiden anderen. Wegen dieser graphischen Interpretation, und weil der Schluß
von der Diagonale auf die beiden Vertikalen die eigentliche Aussage darstellt,
wird die Aussage unseres Lemmas als die „Eigenschaft Z von Deodhar“ zitiert.
Man kann diese Eigenschaft ohne Schwierigkeiten aus Satz 23.3.3.6 zur Bruhat-
Ordnung durch Teilausdrücke folgern, sie geht jedoch bei uns in den Beweis die-
ses Satzes bereits ein.
23.3.3.9. Ich gebe noch eine andere Formulierung der Eigenschaft Z, die für
induktive Argumente besonders geschickt ist. Seien (W,S) ein Coxetersystem
und x, y ∈ W sowie s ∈ S gegeben. Wir setzen {x1, x2} := {x, sx} und
{y1, y2} := {y, sy}. Gibt es in dieser Situation i, j mit xi ≤ yj , so gilt entwe-
der x1 ≤ y1 und x2 ≤ y2 oder x1 ≤ y2 und x2 ≤ y1.
23.3.3.10 (Anschauliche Bedeutung der Eigenschaft Z). Sei eine affine Spiege-
lungsgruppe mit einem ausgezeichneten Alkoven gegeben, der der fundamentale
Alkoven heißen möge. Steigt ein Alkoven B durch eine Folge von Spiegelungen
zu einem anderen Alkoven C auf in dem Sinne, daß die zugehörigen Elemente
der Spiegelungsgruppe dabei immer länger werden, so steigt mit derselben Folge
auch das ungeordnete Paar von benachbarten Alkoven {B,Bs} zum ungeordne-
ten Paar von benachbarten Alkoven {C,Cs} auf. Das tut es sogar mit der Folge
von Spiegelungen, die wir erhalten, wenn wir aus unserer ursprünglichen Folge
von Spiegelungen alle diejenigen weglassen, die nur die Bilder des Paares (B,Bs)
untereinander vertauschen. Mit dieser Folge von Spiegelungen steigt dann entwe-
der B zu C auf und Bs zu Cs oder B zu Cs und Bs zu C. Die „Eigenschaft Z“
formalisiert diese Anschauung.
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Graphische Darstellung der Eigenschaft Z von Deodhar im Sinne von 23.3.3.10.
Der geschwärzte Alkoven stellt das neutrale Element dar, die nummerierten

Alkoven gehen jeweils durch eine verlängernde Spiegelung auseinander hervor.
Die „Dominos“ bestehen jeweils aus einem Paar (B,Bs) mit s einer festen

einfachen Spiegelung.
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Ergänzung 23.3.3.11 (Bedeutung der Eigenschaft Z für Weylgruppen). Ha-
ben wir die Weylgruppe einer algebraischen Gruppe vor uns, so folgt das Lem-
ma leicht aus der Tatsache, daß der Abschluß der Bahn einer parabolischen Un-
tergruppe auf der Fahnenmannigfaltigkeit eine Vereinigung von Bahnen besagter
parabolischer Untergruppe ist.

Beweis. Wenn wir mal von der Formulierung 23.3.3.9 ausgehen, dürfen wir ohne
Beschränkung der Allgemeinheit x < y = xt annehmen für eine Spiegelung
t. Dann sind wir in einem von vier Fällen, die wir jetzt gleich der Reihe nach
abhandeln.

sx < x, sy > y : Dann gelten sogar alle vier Ungleichungen;
sx < x, sy < y : Dann haben wir l(sx) < l(sy) und sxt = sy und

damit notwendig sx < sy und a forteriori sx < y;
sx > x, sy > y : Dann können wir dasselbe Argument anwenden

wie beim vorhergehenden Fall;
sx > x, sy < y : Dann haben wir sxt < xt und argumentieren so:

Wir sind fertig, wenn wir sx ≤ sy alias l(sx) ≤ l(sy) zeigen können. Gilt aber
sonst l(sx) > l(sy) alias l(sx) > l(sxt) und ist s1 . . . sr eine reduzierte Dar-
stellung von x, so ist ss1 . . . sr eine reduzierte Darstellung von sx und nach dem
Austauschlemma 23.3.1.11 können wir in sxt den Faktor t kürzen gegen eine
einfache Spiegelung in der reduzierten Darstellung von sx, ohne das Produkt zu
ändern. Wegen x < xt muß diese einfache Spiegelung die Erste sein und wir ha-
ben x = sxt = sy. In diesem Fall gilt zwar nicht sx ≤ sy, aber eben x ≤ sy
sowie sx ≤ y und das tut es auch. In der Anschauung entspricht dieser Fall im
übrigen der Spiegelung eines „Dominos an einem Spiegel, die unser Domino hal-
biert“.

Proposition 23.3.3.12 (Obere Schranken endlicher Teilmengen). Gegeben ein
Coxetersystem (W,S) und Elemente x, y ∈ W gibt es w ∈ W mit w ≥ x und
w ≥ y.

Beweis. Seien x = t1 . . . ta und y = s1 . . . sb reduzierte Darstellungen. Wir setzen
x = x0 und konstruieren induktiv eine Folge x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xb durch die
Vorschrift xj = xj−1sj falls xj−1 ≤ xj−1sj und xj = xj−1 sonst. Wir zeigen
induktiv, daß xj eine reduzierte Darstellung

xj = t(j)s1 . . . sj

besitzt mit t(j) einem Teilausdruck von t(j−1) und t(0) der ursprünglichen reduzier-
ten Darstellung von x0. Für x0 ist das klar. Für x1 ist es klar im Fall x0 ≤ x0s1.
Im Fall x0 ≥ x0s1 sagt uns das Austauschlemma, daß es einen Index i gibt mit
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x0s1 = t1 . . . t̂i . . . ta und das ist dann sogar ein reduzierter Teilausdruck mit
x0s1 = t(1) und dann ist x0 = t(1)s1 die gesuchte reduzierte Darstellung. All-
gemeiner gehen wir von

xj−1 = t(j−1)s1 . . . sj−1

aus. Wird das länger unter (·sj), nehmen wir t(j) = t(j−1). Wird das kürzer un-
ter (·sj), so können wir eine Spiegelung unseres reduzierten Ausdrucks xj−1 =
t(j−1)s1 . . . sj−1 finden, deren Weglassen denselben Effekt hat wie (·sj). Diese
kann keine der s-Spiegelungen sein, da wir unsere Darstellung von y reduziert
angenommen hatten. Sie muß also eine der t-Spiegelungen sein und unsere In-
duktion läuft.

Proposition 23.3.3.13 (Kleinste Nebenklassenrepräsentanten). Seien (W,S)
ein Coxtersystem und Sp ⊂ S eine Teilmenge und Wp ⊂ W ihr Gruppener-
zeugnis. Ist x ∈ W minimal in seiner Nebenklasse Wpx, so gilt für alle w ∈ Wp

die Formel
l(wx) = l(w) + l(x)

23.3.3.14. In einer spezielleren Situation hatten wir das bereits in 25.2.6.12 ge-
zeigt. Daß es im Fall |Wp| <∞ dann auch in jeder Nebenklasse genau ein maxi-
males Element gibt, folgt unmittelbar aus 23.3.3.6.

Beweis. Wir argumentieren mit Induktion über die Länge von w und erinnern aus
23.3.2.8, daß es unerheblich ist, ob wir diese Länge in Bezug auf (W,S) oder
in Bezug auf (Wp, Sp) betrachten. Sei nun w ∈ Wp ein Gegenbeispiel kleins-
ter Länge für die behauptete Identität. Da w nicht trivial sein kann, können wir
w = sv schreiben mit v < w und s ∈ Wp. Per Induktionsannahme gilt l(vx) =
l(v) + l(x) und nach Annahme gilt l(svx) = l(wx) < l(vx). Wir erhalten nach
dem Austauschlemma also svx, indem wir aus einer beliebigen reduzierten Dar-
stellung von vx einen Faktor weglassen. So eine Darstellung erhalten wir nach
Induktionsannahme, indem wir eine reduzierte Darstellung von v und eine redu-
zierte Darstellung von x hintereinanderschreiben. Wird der fragliche Faktor in v
weggelassen, so haben wir sv = w < v im Widerspruch zu unseren Annahmen.
Wird der fragliche Faktor in x weggelassen, so war x nicht minimal in seiner
Nebenklasse im Widerspruch zu unseren Annahmen.

Proposition 23.3.3.15 (Bruhatordnung und Nebenklassen). Seien (W,S) ein
Coxtersystem und Sp ⊂ S eine Teilmenge und Wp ⊂ W ihr Gruppenerzeugnis.
Gegeben x, y ∈ W und x̄, ȳ die kleinsten Repräsentanten ihrer Wp-Nebenklassen
nach 23.3.3.13 gilt

x ≥ y ⇒ x̄ ≥ ȳ

und für alle v, w ∈ Wp haben wir vx̄ ≥ wx̄ ⇔ v ≥ w.
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23.3.3.16. In einer spezielleren Situation hatten wir das bereits in 25.2.6.12 ge-
zeigt. Sind x̄, ȳ die kleinsten Repräsentanten ihrer Wp-Nebenklassen und gilt x̄ ≥
ȳ, so folgt für beliebige v, w ∈ Wp mit v ≥ w aus der Beschreibung 23.3.3.6
der Bruhatteilordnung durch Teilausdrücke auch umgekehrt vx̄ ≥ wȳ. Ist insbe-
sondere Wp endlich und wp ∈ Wp das größte Element, so folgt aus x̄ ≥ ȳ auch
wpx̄ ≥ wpȳ für die größten Nebenklassenrepräsentanten wpx̄ beziehungsweise
wpȳ.

Beweis. Wir schreiben x = wx̄ mit w ∈ Wp. Aus x ≥ y folgt x = wx̄ ≥ ȳ.
Wählen wir reduzierte Darstellungen von w und von x̄ und schreiben sie hin-
tereinander, so erhalten wir nach 23.3.3.13 eine reduzierte Darstellung von wx̄.
Davon muß ȳ ein Teilausdruck sein. Da aber gilt sȳ > ȳ für alle s ∈ Sp, dürfen
bei diesem Teilausdruck keine Faktoren von w stehengeblieben sein und es folgt
x̄ ≥ ȳ. In dieser Situation gilt v ≥ w ⇒ vx̄ ≥ wx̄ aufgrund der Erkenntnis
l(vx̄) = l(v) + l(x̄) nach 23.3.3.13. Wählen wir umgekehrt reduzierte Darstel-
lungen von v und von x̄ und betrachten die durch Verkettung daraus entstehende
reduzierte Darstellung von vx̄ und davon einen Teilausdruck, so wird er entweder
zu einer Nebenklasse Wpȳ mit minimalem Repräsenanten ȳ < x̄ gehören, wenn
wir nämlich auch von den Faktoren von x̄ welche weglassen, oder aber die Gestalt
wx̄ haben mit v ≥ w. Das zeigt die zweite Aussage.

Proposition 23.3.3.17 (Bruhatordnung und Doppelnebenklassen). Seien (W,S)
ein Coxetersystem und Sp ⊂ S ⊃ Sq zwei Teilmengen mit Erzeugnissen Wp und
Wq. Betrachten wir zu x ∈ W das kleinste Element x̄ seiner Linksnebenklasse
Wpx und dann das kleinste Element ¯̄x von dessen Rechtsnebenklasse x̄Wq, so
erhalten wir das kleinste Element ¯̄x der Doppelnebenklasse WpxWq.

23.3.3.18. Insbesondere folgt x ≥ y ⇒ x̄ ≥ ȳ ⇒ ¯̄x ≥ ¯̄y. Gegeben zwei Ele-
mente aus derselben Doppelnebenklasse liegt also auch jedes Element zwischen
den beiden in dieser Doppelnebenklasse. Weiter folgt, daß ein Element x, das so-
wohl minimal in Wpx als auch minimal in xWq ist, bereits minimal in WpxWq

sein muß.

Beweis. Zunächst zeigen wir, daß ¯̄x zumindest das kleinste Element von Wp ¯̄x ist.
Dazu reicht es, s¯̄x > ¯̄x zu zeigen für alle s ∈ Sp. Ist aber v ∈ Wq gegeben durch
x̄ = ¯̄xv, so gilt nach 23.3.3.15 notwendig l(x̄) = l(¯̄x) + l(v) und dann impliziert
s¯̄x < ¯̄x bereits sx̄ = s¯̄xv < ¯̄xv = x̄ im Widerspruch zu unseren Annahmen.
Ein beliebiges Element y ∈ WpxWq schreiben wir nun als y = wȳ mit w ∈ Wp

und finden u ∈ Wq mit ¯̄xu ∈ Wpȳ alias ¯̄xu = vȳ für v ∈ Wp. Es folgt ¯̄x ≤
vȳ und reduzierte Darstellungen von v und ȳ verketten nach 23.3.3.15 zu einer
reduzierten Darstellung von vȳ. Von dieser muß ¯̄x nach 23.3.3.6 ein Teilausdruck
sein. Nach unseren Erkenntnissen vom Beginn des Beweises muß dann aber ¯̄x
sogar ein Teilausdruck von ȳ sein und es folgt ¯̄x ≤ ȳ ≤ y.
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23.3.3.19 (Struktur der Doppelnebenklassen zu parabolischen Untergrup-
pen). Ist x ∈ WpxWq das kleinste Element seiner Doppelnebenklasse, so gilt für
t ∈ Sq notwendig l(xt) = l(x) + 1 = l(xtx−1x). Wir folgern xSqx−1 ∩Wp ⊂ Sp.
Nennen wir diesen Schnitt Sp,x, so ist für w ∈ Wp das Element wx minimal in
wxWq genau dann, wenn w minimal ist in w〈Sp,x〉. Jedes Element von WpxWq

besitzt also eine eindeutige Darstellung wxv mit w ∈ Wp minimal in w〈Sp,x〉 und
v ∈ Wq beliebig und dann gilt l(wxv) = l(w) + l(x) + l(v). Sind insbesondere
Wp und Wq endlich, so besitzt jede Doppelnebenklasse WpxWq auch genau ein
größtes Element. Diese Aussage scheint auf Masato Kobayashi zurückzugehen.
Im Fall von Weylgruppen ist sie ziemlich offensichtlich, da ja jede Doppelne-
benklasse unter zwei parabolischen Untergruppen in einer zusammenhängenden
reduktiven algebraischen Gruppe über einem algebraisch abgeschlossenen Körper
offensichtlich irreduzibel ist. Ich habe gelesen, daß es im Fall der symmetrischen
Gruppe S5 Doppelnebenklassen gibt, die als teilgeordnete Menge nicht zu ihrer
eigenen opponierten teilgeordneten Menge isomorph sind.

Übungen

Übung 23.3.3.20. Seien (W,S) ein Coxtersystem und Sp ⊂ S eine Teilmenge
und Wp ⊂ W ihr Gruppenerzeugnis. Gegeben eine Spiegelung t ∈ W\Wp und
x ∈ Wp gilt tx > x. Hinweis: Bruhat-Ordnung über Teilausdrücke 23.3.3.6.

Übung 23.3.3.21. Gegeben x < y in der Bruhatteilordnung gibt es z mit x < z ≤
y in der Bruhat-Teilordnung und l(z) = l(x) + 1.

Übung 23.3.3.22. Sei (W,S) ein Coxetersystem und x ∈ W ein Element und
x = s1 . . . sr eine reduzierte Darstellung. So liefern die um eins kürzeren Teil-
ausdrücke paarweise verschiedene Elemente von W . Hinweis: Man mag im Al-
kovenbild argumentieren.

Übung 23.3.3.23. Gegeben x < y in der Bruhatteilordnung mit l(y) = l(x) + 2
gibt es genau zwei Elemente z mit x < z < y. Hinweis: 23.3.3.22.
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Die ersten beiden Kapitel dieses Textes setzen ausschließlich Kenntnisse der
linearen Algebra voraus, wie sie in den Grundvorlesungen [LA1] und [LA2] ent-
wickelt wurden. Zur Motivation der grundlegenden Definitionen und Fragestel-
lungen ist es jedoch wichtig, auch etwas über Lie-Gruppen zu wissen oder zu
lernen, wie es etwa in [ML] dargestellt wird.
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24.1 Allgemeine Theorie von Liealgebren

24.1.1 Definitionen und Beispiele
24.1.1.1. Im folgenden stelle ich nur die formalen Grundlagen der Theorie zusam-
men. Für die Motivation verweise ich auf die Vorlesung über Lie-Theorie 22.1.3.

Definition 24.1.1.2. Eine Lie-Algebra über einem Körper k ist ein k-Vektorraum
g mitsamt einer k-bilinearen Abbildung, der Lie-Klammer

g× g → g
(x, y) 7→ [x, y]

derart, daß die beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind:

Antisymmetrie: [x, x] = 0 ∀x ∈ g;

Jacobi-Identität:
[
x, [y, z]

]
+
[
z, [x, y]

]
+
[
y, [z, x]

]
= 0 ∀x, y, z ∈ g.

24.1.1.3. Unsere Bedingung [x, x] = 0 ∀x impliziert, wie in 3.6.3.2 ausgeführt,
bereits die Identität [x, y] = −[y, x] ∀x, y. Im Fall eines Grundkörpers einer von
zwei verschiedenen Charakteristik impliziert umgekehrt [x, x] = −[x, x] auch
[x, x] = 0.
24.1.1.4. Eine Liealgebra ist ein spezieller Typ von Algebra, benannt nach dem
Mathematiker Sophus Lie (1842–1899). Ganz allgemein bezeichnet man wie in
4.7.9.1 einen k-VektorraumAmit einer bilinearen VerknüpfungA×A→ A als ei-
ne k-Algebra und versteht unter einem Algebrenhomomorphismus in eine wei-
tere k-Algebra eine k-lineare Abbildung, die mit den jeweiligen Verknüpfungen
verträglich ist. Gegeben zwei k-Algebren A,B bezeichnen wir mit Algk(A,B)
die Menge der Algebrenhomomorphismen von A nach B. Sind A,B Liealgebren,
so schreiben wir stattdessen auch Lalgk(A,B). Das hat den Vorteil, uns daran zu
erinnern, womit wir es zu tun haben. Andere Typen von Algebren werden für uns
auch eine wichtige Rolle spielen. Ist die Verknüpfung einer Algebra assoziativ,
so spricht man von einer assoziativen Algebra. Gibt es für diese Verknüpfung
ein neutrales Element, so spricht man von einer unitären Algebra und nennt das
fragliche Element das Eins-Element. Eine Algebra ist also genau dann assozia-
tiv und unitär, wenn die zugrundeliegende Menge mit der Vektorraum-Addition
als Addition und der bilinearen Verknüpfung als Multiplikation ein Ring ist. Ich
schlage deshalb vor, derartige Algebren Ringalgebren und im Fall, daß sie auch
noch kommutativ sind, Kringalgebren zu nennen. Unter einem Homomorphis-
mus von Ringalgebren verstehen wir dann einen Algebrenhomomorphismus, der
auch ein Ringhomomorphismus ist. Wir können diese Abbildungen sowohl cha-
rakterisieren als Algebrenhomomorphismen, die das Einselement auf das Eins-
element werfen, als auch als Ringhomomorphismen, die über dem Grundkörper
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linear sind. Wir vereinbaren für die Menge der Ringalgebrenhomomorphismen
von einer k-Ringalgebra A in eine k-Ringalgebra B die Notation Ralgk(A,B).
Wenn man von einem Algebrenhomomorphismus zwischen zwei Ringalgebren
spricht, so meint man fast immer einen Ringalgebrenhomomorphismus und hat
nur vergessen, das explizit dazuzusagen.

24.1.1.5. Seien g, h zwei Liealgebren. Nach dem Vorhergehenden ist insbesondere
ein Liealgebren-Homomorphismus ϕ : g→ h ist eine lineare Abbildung ϕ mit

ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)] ∀x, y ∈ g

Beispiele 24.1.1.6. Der Polynomring k[X1, . . . , Xn] ist eine assoziative, kommu-
tative und unitäre k-Algebra, in unserer Terminologie also eine Kringalgebra. Ist
V ein k-Vektorraum, so ist sein Endomorphismenring A = EndV mit der Verk-
nüpfung (f, g) 7→ f ◦ g eine assoziative unitäre k-Algebra, in unserer Termino-
logie also eine Ringalgebra. Die quadratischen (n× n)-Matrizen mit der Matrix-
Multiplikation bilden für jedes n ≥ 0 eine k-Ringalgebra Mat(n; k).

Definition 24.1.1.7. Gegeben Algebren A1, . . . , An definiert man ihr Produkt als
die Algebra A1× . . .×An mit der komponentweisen Verknüpfung. Jedes Produkt
von Liealgebren ist wieder eine Liealgebra. Jedes Produkt von Ringalgebren ist
wieder eine Ringalgebra.

Beispiele 24.1.1.8 (Assoziative Algebren als Liealgebren). IstA eine assoziative
Algebra unter der Verknüpfung (x, y) 7→ x · y, so wird A eine Liealgebra

AL

unter der Verknüpfung (x, y) 7→ [x, y] := x · y − y · x, wie man leicht nachrech-
net. Man nennt deshalb die Lie-Klammer auch oft den Kommutator. Faßt man
EndV für einen Vektorraum V beziehungsweise Mat(n; k) in dieser Weise als
Liealgebren auf, so bezeichnet man sie meist mit gl(V ) beziehungsweise gl(n; k)
für general linear Lie algebra.

Definition 24.1.1.9. Eine Unteralgebra einer Algebra A ist ein Untervektorraum
U ⊂ A derart, daß gilt x, y ∈ U ⇒ x · y ∈ U für die Verknüpfung (x, y) 7→ x · y
unserer Algebra.

24.1.1.10. Eine Unteralgebra einer Algebra ist mit der induzierten Verknüpfung
selbst eine Algebra. Jeder Schnitt von Unteralgebren ist selbst eine Unteralgebra.

24.1.1.11 (Unterringalgebren versus Unteralgebren). Von einer Unterringalge-
bra einer Ringalgebra fordert man zusätzlich, daß sie die Eins der großen Ringal-
gebra enthält. Bei einer Ringalgebra ist also im allgemeinen nicht jede Unter-
algebra auch eine Unterringalgebra. Zum Beispiel ist k[X] ⊂ k[X, Y ] ist eine
Unterringalgebra und Xk[X] ⊂ k[X, Y ] nur eine Unteralgebra.
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Beispiel 24.1.1.12. Gegeben eine quadratische Matrix A bezeichne trA ∈ k ihre
Spur 3.2.6.16. Man definiert die spezielle lineare Liealgebra als

sl(n; k) := {A ∈ gl(n; k) | trA = 0}

Dieser Raum ist in der Tat eine Unteralgebra, genauer eine Unter-Liealgebra von
gl(n; k), ja die Formel tr[x, y] = tr(xy−yx) = 0 gilt sogar für alle x, y ∈ gl(n; k).
Natürlich ist unser sl(n; k) für n ≥ 2 keine Unteralgebra der assoziativen Algebra
Mat(n; k).
Beispiel 24.1.1.13. Sind V,W ein Vektorräume und ist f : V × V → W eine
bilineare Abbildung, so wird

o(V, f) = {x ∈ gl(V ) | f(xu, v) + f(u, xv) = 0 ∀u, v ∈ V }

eine Unteralgebra von gl(V ), wie man leicht nachrechnet.
Beispiel 24.1.1.14. Ist speziell V = k2n und f : V × V → k die Bilinearform,
die gegeben wird durch die Matrix ( 0

−I
I
0) mit I der (n×n)-Einheitsmatrix, so be-

zeichnet man o(V, f) mit sp(2n; k) und nennt das die symplektische Liealgebra.
Jede nichtausgeartete schiefsymmetrische Bilinearform auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum hat in einer geeigneten Basis die obige Matrix, siehe 4.2.5.2.
Beispiel 24.1.1.15. Ist V = kn und f : V × V → k die Bilinearform gege-
ben durch die Einheitsmatrix, so bezeichnet man o(V, f) mit so(n; k) und nennt
das die orthogonale Liealgebra. Diese Liealgebra besteht also genau aus allen
schiefsymmetrischen Matrizen. Über C oder allgemeiner einem algebraisch abge-
schlossenen Körper einer von Zwei verschiedenen Charakteristik hat jede nicht-
ausgeartete symmetrische Bilinearform in einer geeigneten Basis diese Matrix,
siehe 4.2.3.14. Für spätere Rechnungen ist jedoch eine andere Darstellung beque-
mer, in der die Bilinearform, je nachdem ob n gerade oder ungerade ist, gegeben
wird durch die Matrizen(

0 I
I 0

)
beziehungsweise

 1 0 0
0 0 I
0 I 0


Beispiel 24.1.1.16. Die oberen Dreiecksmatrizen, die echten oberen Dreiecksma-
trizen, und die Diagonalmatrizen bilden Unteralgebren von gl(n; k).
Beispiel 24.1.1.17. Eine Liealgebra g heißt abelsch, wenn all ihre Kommutatoren
verschwinden, in Formeln [x, y] = 0 ∀x, y ∈ g. Jeder Vektorraum g wird so eine
Liealgebra. Die Diagonalmatrizen bilden eine abelsche Unteralgebra von gl(n; k).

Definition 24.1.1.18. Wir nennen eine Liealgebra irreduzibel, wenn sie nicht
Null ist und wenn zusätzlich jeder von Null verschiedene Liealgebren-Homomor-
phismus von besagter Liealgebra in eine weitere Liealgebra injektiv ist. Eine Lie-
algebra g heißt einfach, wenn sie irreduzibel ist, aber nicht abelsch.
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24.1.1.19 (Diskussion der Terminologie). Eine Liealgebra ist in anderen Wor-
ten irreduzibel genau dann, wenn sie keinen „echten Quotienten“ im Sinne von
24.1.4.6 besitzt alias wenn das Nullideal ihr einziges „echtes Ideal“ ist, und jede
irreduzible Liealgebra ist entweder einfach oder aber abelsch und eindimensio-
nal. Die Terminologie „einfache Liealgebra“ ist allgemein üblich, die Termino-
logie „irreduzible Liealgebra“ jedoch nicht. Ein wichtiges Ziel der Vorlesung ist
die gleich folgende Klassifikation der einfachen endlichdimensionalen komplexen
Liealgebren.

Satz 24.1.1.20 (Killing-Klassifikation). Jede einfache endlichdimensionale kom-
plexe Liealgebra ist isomorph zu genau einer der Liealgebren

sl(n+ 1;C) n ≥ 1
so(2n+ 1;C) n ≥ 2
sp(2n;C) n ≥ 3
so(2n;C) n ≥ 4

oder einer der fünf Ausnahmealgebren e6, e7, e8, f4, g2, die nicht so leicht explizit
anzugeben sind. Umgekehrt sind auch alle hier aufgezählten Liealgebren einfach.

24.1.1.21. Der Beweis wird in 24.3.4.12 gegeben. Der Satz gilt mit demselben
Beweis allgemeiner über einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Grund-
körper der Charakteristik Null, wie im übrigen auch alle anderen in dieser Vorle-
sung für komplexe Liealgebren formulierten Sätze.
24.1.1.22. Es wird erst später klar werden, warum wir die Liealgebren so(n;C)
in zwei Serien für gerades und ungerades n aufteilen. Die Liealgebren der ersten
vier Serien heißen klassisch, die anderen fünf die Ausnahmealgebren. Die Ein-
schränkungen an n haben als Grund die sogenannten Ausnahme-Isomorphismen
so(3) ∼= sp(2) = sl(2), sp(4) ∼= so(5), so(2) ∼= C ist abelsch, so(4) ∼= sl(2) ×
sl(2) ist auch nicht einfach, und so(6) ∼= sl(4).
Ergänzung 24.1.1.23 (Beziehung zu kompakten Lie-Gruppen). Eine endlich-
dimensionale Liealgebra, die isomorph ist zu einem endlichen Produkt einfacher
Liealgebren, heißt „halbeinfach“. Das Bilden der komplexifizierten Liealgebra lie-
fert nun eine Bijektion auf Isomorphieklassen

zusammenhängende
kompakte Lie-Gruppen
mit trivialem Zentrum

 ∼→
{

halbeinfache
komplexe Liealgebren

}

K 7→ LieCK

Diese Aussage ergibt sich aus dem Zusammenspiel von 22.4.2.4, wonach kom-
pakte Liegruppen mit trivialem Zentrum eineindeutig kompakten reellen Liealge-
bren entsprechen, und 24.3.5.21, wonach die kompakten reellen Liealgebren unter
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der durch Komplexifizierung gegebenen Abbildung eineindeutig den halbeinfa-
chen komplexen Liealgebren entsprechen. Insbesondere ist die Killing-Klassifi-
kation ein wesentlicher Schritt zur Klassifikation der zusammenhängenden kom-
pakten Lie-Gruppen. Sie ist im übrigen auch ein wesentlicher Schritt zur Klassifi-
kation der einfachen endlichen Gruppen.

24.1.1.24. Sei ganz allgemein F die Fundamentalmatrix einer Bilinearform f auf
kn, es gelte also f(x, y) = x>Fy wenn wir Elemente von kn als Spaltenvektoren
auffassen. So liegt M ∈ gl(n; k) in so(kn, f) genau dann, wenn gilt (Mx)>Fy =
−x>F (My) für alle x, y in kn alias M>F = −FM .

Beispiel 24.1.1.25. Wir bestimmen die Dimension von sp(2n; k). Hier nehmen
wir F = ( 0

−I
I
0) in 24.1.1.24. Eine Matrix M = (AC

B
D) liegt folglich in sp(2n; k)

genau dann, wenn gilt(
A> C>

B> D>

) (
0 −I
I 0

)
= −

(
0 −I
I 0

) (
A B
C D

)
Das können wir umschreiben zur Bedingung(

C> −A>
D> −B>

)
=

(
C D
−A −B

)
Diese Bedingung hinwiederum ist äquivalent zu den Bedingungen C> = C,
B> = B und −A> = D. Die Dimension der symplektischen Liealgebra ist damit
dimk sp(2n; k) = n(n+ 1) + n2 = 2n2 + n.

Ergänzung 24.1.1.26. Der Ausnahmeisomorphismus sl(2) ∼= sp(2) folgt aus der
offensichtlichen Relation sl(2) ⊃ sp(2) mit Dimensionsargumenten.

Ergänzung 24.1.1.27. Der Ausnahmeisomorphismus sl(2) ∼= so(3) ensteht durch
explizite Rechnung in Koordinaten oder konzeptueller, wenn wir die adjungierte
Darstellung der sl(2) mit ihrer Killingform betrachten.

Ergänzung 24.1.1.28. Einen Isomorphismus sl(4) ∼= so(6) kann man konstruieren
wie folgt: Ist V ein vierdimensionaler komplexer Vektorraum, so ist

∧2 V sechs-
dimensional und das Dachprodukt gefolgt von einem beliebigen Isomorphismus∧4 V

∼→ C definiert eine symmetrische nichtausgeartete Paarung
∧2 V ×

∧2 V →
C. Die Operation von SL(V ) auf

∧2 V landet nun offensichtlich in den für die so
konstruierte Bilinearform orthogonalen Selbstabbildungen von

∧2 V . Das Diffe-
rential dieses Homomorphismus SL(4;C) → O(6;C) von Lie-Gruppen ist dann
der gesuchte Isomorphismus von Liealgebren.

Ergänzung 24.1.1.29. Um einen Isomorphismus so(4) ∼= sl(2) × sl(2) zu erhal-
ten, betrachtet man in der Situation aus 24.1.1.28 auf unserem vierdimensionalen
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komplexen Vektorraum V zusätzlich eine nichtausgeartete symmetrische Biline-
arform, deren Stabilisator wir als unser O(4;C) nehmen. Sie induziert Isomor-
phismen V

∼→ V ∗ und damit
∧2 V

∼→
∧2(V ∗). Andererseits induziert unsere

Paarung von oben zusammen mit der Wahl eines Erzeugers von
∧4 V auch einen

mit der Operation von SO(4;C) verträglichen Isomorphismus
∧2 V

∼→ (
∧2 V )∗.

Verwenden wir nun noch die kanonische Identifikation (
∧2 V )∗

∼→
∧2(V ∗) aus

4.6.5.9, so erhalten wir insgesamt einen bis auf einen Skalar eindeutig bestimm-
ten Automorphismus von

∧2 V , der diesen Raum zerlegt in zwei dreidimensiona-
le Teilräume, nämlich seine Eigenräume. Da das alles kanonisch ist, liefert diese
Konstruktion einen Homomorphismus SO(4;C) → O(3;C) × O(3;C), dessen
Differential dann mithilfe von 24.1.1.27 der gesuchte Isomorphismus ist. Arbeiten
wir über R und wählen eine Orientierung auf V , so können wir eine Identifikation∧4 V

∼→ R auszeichnen durch die Vorschrift, daß sie das geordnete Dachprodukt
einer und jeder positiv orientierten Orthonormalbasis auf 1 werfen soll. In diesem
Fall sind die fraglichen Eigenwerte±1 und unser Automorphismus ist der Hodge-
∗-Operator aus ??. Zum Beispiel erhält man als Basen der beiden Summanden in∧2C4 die Ausdrücke e1∧e2±e3∧e4, e1∧e4±e2∧e3 und e1∧e3∓e2∧e4 für jeweils
die obere beziehungsweise untere Wahl des Vorzeichens für die beiden Summan-
den. Hier haben wir auf C4 die Bilinearform zugrundegelegt mit Orthonormalba-
sis e1, e2, e3, e4, so daß also die Liealgebra schlicht aus allen schiefsymmetrischen
Matrizen besteht, und dann kann man die Stabilität unserer beiden Summanden
auch sehr explizit überprüfen.

Ergänzung 24.1.1.30. Um einen Isomorphismus sp(4) ∼= so(5) zu erhalten, be-
trachtet man in der Situation aus 24.1.1.28 zusätzlich auf V die nichtentartete
schiefsymmetrische Bilinearform, deren Stabilisator eben gerade unser Sp(4;C)
ist. Sie induziert eine Surjektion

∧2 V
∼→ C, deren Kern ein fünfdimensionaler

unter Sp(4;C) stabiler Teilraum ist, auf dem unsere symmetrische Bilinearform
nicht ausartet. So erhalten wir einen Homomorphismus Sp(4;C)→ O(5;C), des-
sen Differential der gesuchte Isomorphismus ist.

Definition 24.1.1.31. Sei k ein Körper. Gegeben eine nicht notwendig assoziative
k-Algebra (A, ·) heißt eine lineare Abbildung δ : A → A eine Derivation, wenn
sie die Leibniz-Regel δ(a ·b) = (δa) ·b+a ·(δb) ∀a, b ∈ A erfüllt. Wir bezeichnen
mit Derk A ⊂ Endk A den Untervektorraum der Derivationen von A.

Übungen

Übung 24.1.1.32. Ist g eine Liealgebra, so erhalten wir einen Homomorphismus
von Liealgebren ad : g→ gl(g) vermittels der Vorschrift (adx)(y) := [x, y].
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Ergänzende Übung 24.1.1.33. Ein Element x einer endlichdimensionalen Lieal-
gebra g heißt regulär, wenn gilt

dim(ker ad x) ≤ dim(ker ad y) ∀y ∈ g

Man zeige, daß die regulären Elemente einer reellen oder komplexen Liealge-
bra stets eine offene nichtleere Teilmenge bilden. Leser mit Grundkenntnissen
in algebraischer Geometrie mögen auch zeigen, daß sie stets eine Zariski-offene
Teilmenge bilden.

Übung 24.1.1.34. Man finde für die Liealgebra sl(2;C) eine Basis e, h, f derart,
daß gilt [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f und [e, f ] = h. Man zeige, daß die Liealgebra
sl(2;C) einfach ist.

Übung 24.1.1.35. Man zeige, daß die Derivationen einer Algebra A eine Unteral-
gebra der Liealgebra gl(A) der Endomorphismen des k-Vektorraums A bilden.

Übung 24.1.1.36. Seien k ein Körper, (A, ·) eine nicht notwendige assoziative
k-Algebra, D : A → A eine Derivation von A, und Aλ := Hau(D;λ) der
Hauptraum von D zum Eigenwert λ. So gilt Aλ · Aµ ⊂ Aλ+µ. Hinweis: Man
kann bei 9.3.3.9 spickeln.

Übung 24.1.1.37. Man zeige, daß es bis auf Isomorphismus genau zwei zweidi-
mensionale komplexe Liealgebren gibt.

Übung 24.1.1.38. Gegeben ein Körper k und eine assoziative k-Algebra A mit
zugehöriger Liealgebra AL gilt stets Derk(A) ⊂ Derk(AL).

24.1.2 Darstellungen von Liealgebren
24.1.2.1. In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Begriffsbildungen for-
mal eingeführt, die im Zusammenhang mit Matrixliegruppen in 22.2.1 ausführli-
cher motiviert werden.

Definition 24.1.2.2. Sei k ein Körper. Eine Darstellung einer Liealgebra g über
k ist ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem k-Vektorraum V und einem Homomor-
phismus von Liealgebren ρ : g→ gl(V ).

Definition 24.1.2.3. Sei k ein Körper. Eine Operation einer Liealgebra g über k
auf einem k-Vektorraum V ist eine bilineare Abbildung g×V → V , (x, v) 7→ xv
mit der Eigenschaft

x(yv)− y(xv) = [x, y]v ∀x, y ∈ g, v ∈ V

Wir werden in diesem Zusammenhang die Klammern oft weglassen und x(yv)
mit xyv abkürzen.
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24.1.2.4 (Darstellungen als Operationen). Sei k ein Körper und g eine Liealge-
bra über k und V ein k-Vektorraum. So induziert die Bijektion Ens(g× V, V )

∼→
Ens(g,Ens(V, V )) aus dem Exponentialgesetz 2.1.6.5 eine Bijektion{

Operationen von g
auf dem Vektorraum V

}
∼→
{

Liealgebrenhomomorphismen
g→ gl(V )

}
Eine Operation ist also im wesentlichen dasselbe wie eine Darstellung. Ich ver-
wende auch gleichbedeutend die Bezeichnung als g-Modul und verwende die Be-
griffe Unterdarstellung, Quotient, einfache alias irreduzible Darstellung, halbein-
fache Darstellung, isotypische Komponente, Länge und dergleichen, die wir für
Moduln über beliebigen Ringen, ja Moduln über beliebigen Mengen in 8.2.2 fol-
gende eingeführt hatten.

Beispiel 24.1.2.5. Sei V ein Vektorraum. Die offensichtliche Operation macht V
zu einer Darstellung von gl(V ), der Standarddarstellung von gl(V ). Im Fall ei-
nes endlichdimensionalen reellen Vektorraums ist sie im übrigen auch das Diffe-
rential der offensichtlichen Darstellung der Matrix-Liegruppe G = GL(V ) durch
Automorphismen von V .

Beispiel 24.1.2.6. Sei g eine Liealgebra. Die triviale Operation xv = 0 für alle
x ∈ g und v ∈ V macht jeden Vektorraum V zu einer Darstellung von g. Den
Grundkörper k versehen mit der trivialen Operation nennt man die Einsdarstel-
lung, den Nullvektorraum versehen mit der trivialen Operation die Nulldarstel-
lung unserer Liealgebra.

Definition 24.1.2.7. Für eine Darstellung V einer Liealgebra g setzen wir

V g := {v ∈ V | xv = 0 ∀x ∈ g}

und nennen die Elemente von V g die g-invarianten Vektoren von V .

Vorschau 24.1.2.8. Gegeben eine stetige endlichdimensionale Darstellung V einer
zusammenhängenden Liegruppe G mit Liealgebra g gilt für die Ableitung von V
zu einer Darstellung der Liealgebra stets V G = V g für V G der Raum der Invari-
anten unter der Gruppenoperation V G := {v ∈ V | gv = v ∀g ∈ G}. Daher rührt
die Bezeichnung als „Invarianten“ im Fall einer allgemeinen Liealgebrendarstel-
lung.

Definition 24.1.2.9. Eine lineare Abbildung ϕ : V → W zwischen zwei Darstel-
lungen einer Liealgebra g heißt ein Homomorphismus von Darstellungen, wenn
gilt ϕ(xv) = xϕ(v) ∀v ∈ V , x ∈ g. Wir notieren die Menge aller solchen Ho-
momorphismen Modg(V,W ) oder, wenn wir den Grundkörper explizit machen
wollen,

Modk,g(V,W )
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Zwei Darstellungen heißen isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Homomor-
phismus gibt, der ein Isomorphismus von Vektorräumen ist.

24.1.2.10. Die Darstellungen einer Liealgebra g über einem Körper k bilden damit
eine Kategorie. Wir verwenden für diese Kategorie die beiden Notationen

g -Mod = Modg

Stärker bilden die Darstellungen einer Liealgebra g sogar eine „Schmelzkatego-
rie“, wie in 24.1.3.3 ausgeführt wird.

Definition 24.1.2.11. Ein Untervektorraum U einer Darstellung V einer Liealge-
bra g heißt eine Unterdarstellung, wenn gilt xv ∈ U ∀x ∈ g, v ∈ U . Wir sagen in
diesem Zusammenhang auch, U sei stabil unter g. Eine von ganz V verschiedene
Unterdarstellung U ( V heißt eine echte Unterdarstellung von V .

24.1.2.12. Gegeben eine Darstellung V sind natürlich ganz V und der Nullraum
Unterdarstellungen. Ist ϕ : V → W ein Homomorphismus von Darstellungen, so
ist das Bild einer Unterdarstellung von V eine Unterdarstellung von W und das
Urbild einer Unterdarstellung von W eine Unterdarstellung von V . Insbesondere
ist kerϕ eine Unterdarstellung von V und imϕ eine Unterdarstellung von W .

Definition 24.1.2.13. Eine Darstellung einer Liealgebra heißt einfach oder gleich-
bedeutend irreduzibel genau dann, wenn sie nicht Null ist und ihre einzige echte
Unterdarstellung die Nulldarstellung ist.

Satz 24.1.2.14 (Einfache Darstellungen von sl(2; k)). Sei k ein Körper der Cha-
rakteristik Null.

1. Zu jeder positiven endlichen Dimension gibt es bis auf Isomorphismus ge-
nau eine einfache Darstellung der Liealgebra sl(2; k) von besagter Dimen-
sion;

2. Ist e, h, f eine Basis von sl(2;C) mit [h, e] = 2e und [h, f ] = −2f und
[e, f ] = h, so zerfällt jede einfache Darstellung L der Dimension m + 1
unter h in eindimensionale Eigenräume

L = Lm ⊕ Lm−2 ⊕ . . .⊕ L2−m ⊕ L−m

zu den ganzzahligen Eigenwerten m,m−2, . . . , 2−m,−m, und zusätzlich
folgt aus Lj 6= 0 6= Lj+2 bereits f : Lj+2

∼→ Lj sowie e : Lj
∼→ Lj+2.

24.1.2.15. Die einfachen Darstellungen der Dimensionen 1, 2 und 3 sind die tri-
viale Darstellung k, die Standarddarstellung k2 und die „adjungierte Darstellung“,
die wir in 24.1.1.32 eingeführt haben.
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Ergänzung 24.1.2.16. In positiver Charakteristik können die einfachen endlichdi-
mensionalen Darstellungen der Liealgebra sl(2; k) nicht mehr durch ihre Dimen-
sion klassifiziert werden.

Ergänzung 24.1.2.17. In 22.2.3.16 wird ein elementarer Beweis skizziert für die
Tatsache, daß jede endlichdimensionale Darstellung der Liealgebra sl(2;C) eine
direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen ist. In dieser Vorlesung wird das
in größerer Allgemeinheit in 24.2.1.6 gezeigt.

Beweis. Wir behandeln nur den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grund-
körpers k und überlassen die Verallgemeinerung auf beliebige Grundkörper der
Charakteristik Null dem Leser. Wir müssen (1) zu jeder endlichen Dimension ei-
ne einfache Darstellung konstruieren und (2) zeigen, daß je zwei einfache Darstel-
lungen derselben endlichen Dimension isomorph sind. Wir beginnen mit (2). Die
Liealgebra sl(2; k) hat die Basis

e =

0 1
0 0

, h =

(
1 0
0 −1

)
, f =

(
0 0
1 0

)
,

und die Lie-Klammern zwischen den Elementen dieser Basis sind [h, e] = 2e,
[h, f ] = −2f , [e, f ] = h. Die Elemente e und f heißen manchmal auch Erzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatoren aus physikalischen Gründen, die hier nicht
ausgeführt werden sollen. Sei nun ρ : sl(2; k) → gl(V ) irgendeine Darstellung.
Bezeichne Vµ = ker(ρ(h) − µ) den Eigenraum von ρ(h) zum Eigenwert µ ∈ k.
So gilt

eVµ ⊂ Vµ+2 und fVµ ⊂ Vµ−2,

denn aus hv = µv folgt hev = ehv + [h, e]v = eµv + 2ev = (µ + 2)ev und der
zweite Fall folgt ähnlich aus [h, f ] = −2f . Ist V endlichdimensional und V 6= 0,
so gibt es sicher λ ∈ k mit Vλ 6= 0 aber Vλ+2 = 0. Für v ∈ Vλ gilt dann ev = 0
und hv = λv. Man prüft per Induktion, daß folgt

hf iv = (λ− 2i)f iv für alle i ≥ 0,
ef iv = i(λ− i+ 1)f i−1v für alle i ≥ 1.

Insbesondere ist der von den f iv mit i ≥ 0 aufgespannte Teilraum eine Unterdar-
stellung. Ist V zusätzlich einfach und v 6= 0, so müssen die f iv demnach ganz
V aufspannen. Gilt f iv 6= 0, so sind v, fv, . . . , f iv Eigenvektoren von h zu paar-
weise verschiedenen Eigenwerten und damit linear unabhängig. Da wir V end-
lichdimensional angenommen hatten, gibt es folglich d ≥ 1 mit fdv = 0. Wählen
wir d kleinstmöglich, so ist v, fv, . . . , fd−1v eine Basis von V , also d = dimV .
Weiter folgt aus fdv = 0 auch 0 = efdv = d(λ − d + 1)fd−1v und mithin
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λ = d − 1, da wir ja d 6= 0 und fd−1v 6= 0 vorausgesetzt hatten. Damit ha-
ben wir gezeigt, daß je zwei einfache Darstellungen von sl(2; k) derselben end-
lichen Dimension d isomorph sind, da nämlich die Matrizen von ρ(e), ρ(f) und
ρ(h) in der Basis v, fv, . . ., fd−1v nur von d abhängen. Um nun (1) die Exis-
tenz einer irreduziblen Darstellung von sl(2; k) in jeder Dimension zu zeigen,
brauchen wir nur zu prüfen, daß die im Eindeutigkeitsbeweis hergeleiteten For-
meln in der Tat eine Darstellung liefern, daß also für jedes d der Vektorraum
mit der Basis v0, v1, . . . , vd−1 und der Operation gegeben durch fvi = vi+1 be-
ziehungsweise fvd−1 = 0, evi = i(d − i)vi−1 beziehungsweise ev0 = 0 und
hvi = (d − 1 − 2i)vi eine einfache Darstellung der Liealgebra sl(2; k) ist. Diese
Rechnung scheint mir jedoch unerfreulich und wenig nahrhaft. Etwas eleganter
prüft man mithilfe der Produktregel für formale partielle Ableitungen leicht, daß
die Abbildung ρ : sl(2; k)→ gl(k[X, Y ]) gegeben durch die Vorschrift

ρ(e) = X∂y
ρ(f) = Y ∂x
ρ(h) = X∂x − Y ∂y

eine Darstellung der Liealgebra sl(2; k) ist. Diese Darstellung ist nicht einfach, die
Polynome von festem Totalgradm bilden vielmehr eine Unterdarstellung L(m) =
k[X, Y ]m der Dimension d = m + 1 mit Basis wi = Y iXm−i für i = 0, . . . ,m.
In dieser Basis wird die Operation von sl(2; k) auf L(m) beschrieben durch die
Formeln

ewi = iwi−1

fwi = (m− i)wi+1

hwi = (m− 2i)wi

wo wir w−1 = wm+1 = 0 verstehen. Die Darstellungen L(m) sind einfach, denn
jede von Null verschiedene Unterdarstellung 0 6= U ⊂ L(m) enthält notwendig
einen Eigenvektor zu h, also eines der wi, und daraus folgt sofort U = L(m).
Damit haben wir nun auch in etwas übersichtlicherer Weise zu jeder endlichen
Dimension eine einfache Darstellung gefunden. Die expliziten Formeln gefallen
mir noch besser bei Parametrisierung der Basis nach den Eigenwerten von h. Set-
zen wir genauer wi = um−2i, so erhalten wir für L(m) eine Basis bestehend aus
um, um−2, . . . , u−m und die Operation unserer Liealgebra wird gegeben durch die
Formeln

euj = ((m− j)/2)uj+2

fuj = ((m+ j)/2)uj−2

huj = juj

Der Satz folgt.

24.1.2.18 (Endlichdimensionale Darstellungen von Produkten). Die einfachen
endlichdimensionalen Darstellungen des Produkts zweier Liealgebren über einem
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Die einfachen endlichdimensionalen Darstellungen von sl(2; k) in zwei Basen.
Die nach rechts weisenden Pfeile stellen jeweils die Operation von e dar, die

nach links weisenden Pfeile die Operation von f und die Schlaufen die Operation
von h.

Die Operation auf dem von den vi = f iv aufgespannten Teilraum, in derselben
Weise zu interpretieren wie die obenstehenden Darstellungen.
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algebraisch abgeschlossenen Körper sind gerade die Tensorprodukte von einfa-
chen Darstellungen der Faktoren. Man folgert das leicht aus 8.3.4.3, etwa indem
man Darstellungen von Liealgebren als spezielle Mengenmoduln auffaßt. So lie-
fern die im vorhergehenden besprochenen Resultate auch eine Klassifikation der
endlichdimensionalen Darstellungen der Liealgebren sl(2;C)×r.

Vorschau 24.1.2.19 (Beliebige Darstellungen von Produkten). Für einfache Dar-
stellungen unendlicher Dimension gilt nichts Vergleichbares mehr. So kann man
etwa diejenigen Darstellungen von sl(2;C)×2, die von den Casimiroperatoren zu
beiden Faktoren annulliert werden, nach dem Lokalisierungssatz mit sogenannten
D-Moduln auf P1C × P1C identifizieren, und für i : ∆ ↪→ P1C × P1C die dia-
gonale Einbettung entspricht der D-Modul i+O∆ einer irreduziblen Darstellung,
die sich nicht als ein Tensorprodukt von irreduziblen Darstellungen der beiden
Faktoren erhalten läßt. Man könnte das einmal im Rahmen einer Bachelorarbeit
ausführen lassen.

Übungen

Übung 24.1.2.20. Ist V eine endlichdimensionale Darstellung von sl(2; k), so sind
alle Eigenwerte von h := diag(1,−1) auf V ganze Zahlen, und ist weder Null
noch Eins ein Eigenwert von h, so folgt bereits V = 0.

Übung 24.1.2.21. Man zeige: Ist ẽ, h̃, f̃ eine Basis von sl(2; k) mit [h̃, ẽ] = 2ẽ und
[h̃, f̃ ] = −2f̃ , so gilt [ẽ, f̃ ] = ch̃ für einen Skalar c 6= 0.

Übung 24.1.2.22 (Quotientendarstellung). Gegeben U ⊂ V eine Darstellung
einer Liealgebra mit einer Unterdarstellung gibt es genau eine Operation besagter
Liealgebra auf dem Quotienten V/U derart, daß die kanonische Projektion V �
V/U ein Homomorphismus von Darstellungen wird.

Übung 24.1.2.23. Sei k ein Körper. Man zeige: Für alle n ≥ 1 bilden die homo-
genen Polynome vom Grad d eine Darstellung

k[X1, . . . , Xn](d)

der Liealgebra gl(n; k), wenn man die Standardmatrizen Eij als die Differential-
operatoren −Xj∂i wirken läßt, und für char k > d ist diese Darstellung irredu-
zibel. Im Fall k = R ist diese Darstellung im übrigen die Ableitung der offen-
sichtlichen Darstellung von GL(n;R) auf R[X1, . . . , Xn](d) ⊂ Ens(Rn,R), wie
in 22.2.3.19 ausgeführt wird.

Ergänzende Übung 24.1.2.24. Gegeben eine Darstellung von sl(2;C), auf der h
diagonalisierbar operiert und e, f lokal nilpotent, liegt jeder Vektor in einer end-
lichdimensionalen Unterdarstellung. Stimmt das auch ohne die Forderung, daß h
diagonalisierbar operiert? Ich habe mir das selbst gar nicht so genau überlegt.
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24.1.3 Verschmelzung von Darstellungen*
24.1.3.1. Seien V,W zwei Darstellungen einer Liealgebra g. Durch die Vorschrift
x(v ⊗ w) := xv ⊗ w + v ⊗ xw ∀x ∈ g wird V ⊗W zu einer Darstellung von g,
der sogenannten Tensor-Darstellung. Man prüft das durch stures Nachrechnen.

24.1.3.2. Die Motivation für obige Definition der Tensordarstellung kommt aus
der Darstellungstheorie der Liegruppen. In 22.2.1.16 finden wir, daß gegeben zwei
endlichdimensionale stetige Darstellungen V,W einer Liegruppe G die abgeleite-
te Operation zur Tensordarstellung von G auf V ⊗W mit g(v ⊗ w) := gv ⊗ gw
gerade gegeben wird durch die Formel x(v ⊗ w) = xv ⊗ w + v ⊗ xw für alle
x ∈ LieG, so daß also mit unserer obigen Definition die abgeleitete Darstellung
zu einem Tensorprodukt genau das Tensorprodukt der abgeleiteten Darstellungen
ist.

24.1.3.3. Im folgenden besprechen die zur Tensordarstellung gehörigen universel-
len Eigenschaften. Gegeben r ≥ 0 und Darstellungen V1, . . . , Vr,W einer Lielge-
bra g über einem Körper k verstehen wir unter einer Verschmelzung von Dar-
stellungen eine multilineare Abbildung f : V1 × . . .× Vr → W mit

f(xv1, v2, . . . , vr) + . . .+ f(v1, v2, . . . , xvr) = xf(v1, v2, . . . , vr) ∀ . . .

Im Fall r = 0 verstehen wir das speziell als die Forderung xf(∗) = 0 für alle
x ∈ g. Wir verwenden für die Gesamtheit aller derartigen Abbildungen wie in
4.6.2.2 die beiden Notationen

Modk,g(V1 g . . .g Vr,W ) = Hom
(r)
k,g(V1 × . . .× Vr,W )

Unsere Multiverknüpfung multilinearer Abbildungen 4.6.2.3 induziert eine Multi-
verknüpfung von Verschmelzungen von Darstellungen von g. Unsere universellen
multilinearen Abbildungen

τ : V1 × . . .× Vr → V1 ⊗ . . .⊗ Vr

aus 4.6.1.1 sind Verschmelzungen für diejenige g-Operation auf dem Tensorpro-
dukt, die für x ∈ g gegeben wird durch

x(v1 ⊗ . . .⊗ vr) := xv1 ⊗ . . .⊗ vr + . . .+ v1 ⊗ . . .⊗ xvr

im Fall r ≥ 1 und durch die Nulloperation auf dem leeren Tensorprodukt k im Fall
r = 0. Es ist dann klar, daß unsere universellen multilinearen Abbildungen auch
universelle Verschmelzungen von Darstellungen sind, daß also das Vorschalten
von τ für jede weitere Darstellung V eine Bijektion

Modk,g(V1 ⊗ . . .⊗ Vr,W )
∼→ Modk,g(V1 g . . .g Vr,W )
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liefert. Im Fall r = 0 ist die fragliche Bijektion

Modk,g(k,W )
∼→ Modk,g(g,W )

verträglich mit der Bijektion von beiden Seiten nach V g vermittels des Auswer-
tens bei 1 ∈ k beziehungsweise am einzigen Element ∗ des leeren Produkts. Sind
U, V,W Darstellungen von g über k und erklären wir eine Operation von g auf
Homk(V,W ) durch die Vorschrift (xf)(v) := x(f(v)) − f(xv), so induziert die
offensichtliche Bijektion Modk(U g V,W )

∼→ Modk(U,Homk(V,W )) eine Bi-
jektion

Modk,g(U g V,W )
∼→ Modk,g(U,Homk(V,W ))

Vorschau 24.1.3.4 (Darstellungen als Schmelzkategorie). In der in 18.1.1 ein-
geführten Terminologie kann man die vorhergehenden Bemerkungen dahinge-
hend zusammenfassen, daß die Darstellungen einer Liealgebra zusammen mit un-
seren Verschmelzungen von Darstellungen und deren Multiverknüpfungen eine
Schmelzkategorie Modg

k bilden, die stabil universelle Verschmelzungen hat im
Sinne von 18.1.3.2 und die im Sinne von 18.1.4.3 internes Hom hat. Zusam-
men mit obiger Bijektion ist genauer Homk(V,W ) = (VVW ) das interne Hom
nach 18.1.4.3 der Schmelzkategorie der Darstellungen von g. Die definitorische
Gleichheit Modk,g(V,W ) = Homk(V,W )g von Homomorphismen von Darstel-
lungen und g-Invarianten in der Darstellung auf dem Raum aller linearen Abbil-
dungen kann man dann auch verstehen als Spezialfall der natürlichen Bijektion
M(B,Z)

∼→M(g, BVZ) aus 18.1.4.2 für eine beliebige Schmelzkategorie mit
MultihomM.

Übungen

Übung 24.1.3.5. Gegeben eine Darstellung V einer Liealgebra g ist die Operation
g ⊗ V → V , x ⊗ v 7→ xv ein Homomorphismus von Darstellungen. Weiter ist
auch der Liealgebren-Homomorphismus g→ Endk V ein Homomorphismus von
Darstellungen, für die adjungierte Operation auf g und die durch 24.1.3.4 erklärte
Operation auf Endk V .

Übung 24.1.3.6. Diejenigen Vektoren einer Darstellung V einer Liealgebra a,
die in einem endlichdimensionalen a-stabilen Teilraum liegen, heißen auch die
a-endlichen Vektoren von V . Man zeige: Ist V eine Darstellung einer endlichdi-
mensionalen Liealgebra g und a ⊂ g eine Unteralgebra, so bilden die a-endlichen
Vektoren von V einen g-stabilen Teilraum Va ⊂ V . Statt g endlichdimensional
brauchen wir sogar schwächer nur annehmen, daß g für die adjungierte Darstel-
lung aus a-endlichen Vektoren besteht.
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Übung 24.1.3.7. Sind U, V,W Darstellungen einer Liealgebra g, so sind die ka-
nonischen Isomorphismen von Vektorräumen

Hom(U,Hom(V,W ))
∼→ Hom(U ⊗ V,W )

U ⊗ (V ⊗W )
∼→ (U ⊗ V )⊗W

Isomorphismen von Darstellungen. Nimmt man im ersten Isomorphismus auf bei-
den Seiten die g-Invarianten, so folgen unmittelbar die „Adjunktionsisomorphis-
men“ Modg(U,Hom(V,W ))

∼→ Modg(U ⊗ V,W ). Aus diesen Isomorphismen
folgert man die Verträglichkeit der Liealgebrenoperation mit vielen anderen ka-
nonischen Abbildungen. Zum Beispiel sind für U, V,W,X Darstellungen einer
Liealgebra g die kanonischen Abbildungen „Verknüpfen von Abbildungen“ und
„Tensorieren von Abbildungen“

Hom(U, V )⊗ Hom(V,W ) → Hom(U,W )

Hom(U, V )⊗ Hom(W,X) → Hom(U ⊗W,V ⊗X)

stets Homomorphismen von Darstellungen.

Übung 24.1.3.8 (Clebsch-Gordan). Man zeige im Fall der Liealgebra sl(2;C),
daß die Darstellungen L(m)⊗ L(n) und Hom(L(m),L(n)) isomorph sind zu

L(m+ n)⊕ L(m+ n− 2)⊕ . . .⊕ L(|m− n|)

Hinweis: Man betrachte die Dimensionen der h-Eigenräume.

Beispiel 24.1.3.9. Man kann L(2) erhalten, indem man von der Standarddarstel-
lung E = R3 der Drehgruppe SO(3) ausgeht und diese ableitet und komplexifi-
ziert zu einer Darstellung EC der komplexifizierten Liealgebra so(3;C), die ja be-
kanntlich isomorph ist zu sl(2;C). Die vorherige Übung zusammen mit 22.2.2.3
sagt, daß die Räume von SO(3)-Verflechtungsoperatoren EC ⊗ EC → EC und
EC ⊗ EC → C jeweils eindimensional sind. Daraus folgt leicht, daß auch die
Räume von Verflechtungsoperatoren E ⊗ E → E und E ⊗ E → R jeweils ein-
dimensional sein müssen. In der Tat wissen wir aus 4.1.9.6 und 4.1.6.9, daß das
Kreuzprodukt und das Skalarprodukt Erzeuger der jeweiligen Räume von Ver-
flechtungsoperatoren sind.

Übung 24.1.3.10. Ist g eine Liealgebra und Ω ∈ g ⊗ g ein g-invarianter Tensor,
so definiert Ω für beliebige Darstellungen M,N von g einen Endomorphismus
Ω ∈ Endg(M ⊗N).

Ergänzende Übung 24.1.3.11. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Auf
EndV haben wir die Spurform (x, y) 7→ tr(xy). Der in der vorherigen Übung
24.1.3.10 erklärte Operator ΩV ∈ EndV ⊗ EndV liefert als Endomorphismus
von V ⊗ V gerade die Vertauschung der Tensorfaktoren.
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Ergänzende Übung 24.1.3.12. Gegeben eine Darstellung V einer Liealgebra und
r ≥ 0 gibt es genau eine Operation der Liealgebra auf der äußeren Potenz

∧r V
derart, daß die Projektion V ⊗r �

∧r V ein Homomorphismus von Darstellun-
gen ist. Gegeben eine Darstellung V einer Liealgebra und r ≥ 0 gibt es genau
eine Operation der Liealgebra auf der symmetrischen Potenz SrV derart, daß die
Projektion V ⊗r � SrV ein Homomorphismus von Darstellungen ist.

Übung 24.1.3.13. Gegeben p, q ∈ N setze man so(p, q) := o(Rp+q, Jp,q) für die
durch die Diagonalmatrix mit p Einsen und q Minus-Einsen gegebene Bilinear-
form Jp,q. Man konstruiere einen Isomorphismus

so(3, 1)
∼→ sl(2;C)

von reellen Liealgebren. Hinweis: Man suche nicht nach einem Isomorphismus
von reellen Vektorräumen R3+1 ∼= C2, der solch einen Isomorphismus von Lieal-
gebren induzieren könnte, denn die Endomorphismenringe dieser Darstellungen
sind verschieden. Stattdessen untersuche man die vierdimensionale reelle Darstel-
lung ker

(∧2
R(C2)�

∧2
C(C2)

)
von sl(2;C) und die darauf durch ∧ und eine von

Null verschiedene reelle Volumenform gegebene Bilinearform.

24.1.4 Nilpotente und auflösbare Liealgebren
Satz 24.1.4.1 (Liealgebren aus nilpotenten Endomorphismen). Seien V ein
Vektorraum über einem beliebigen Körper k und g ⊂ gl(V ) eine endlichdimen-
sionale Unteralgebra, die aus nilpotenten Endomorphismen von V besteht. So
gilt:

1. Ist V 6= 0, so gibt es in V einen Vektor v 6= 0 mit gv = 0;

2. Es gibt in V eine Fahne 0 = V 0 ⊂ V 1 ⊂ . . . ⊂ V r = V von Unterräumen
mit gV i ⊂ V i−1 für i = 1, . . . , r;

3. Ist V endlichdimensional, so gibt es in V eine Fahne von Unterräumen
0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vd = V mit dimVi = i und gVi ⊂ Vi−1 für
i = 1, . . . , d;

4. Ist V endlichdimensional, so besitzt V eine Basis, bezüglich derer die Ma-
trizen aller Elemente unserer Liealgebra g echte obere Dreiecksmatrizen
sind.

24.1.4.2. Bei [Rad87] findet man ein sehr elegantes Argument für eine allgemei-
nere Aussage unter der Annahme dimV < ∞. Ich wüßte gerne, inwieweit sie
sich auf den hier behandelten Fall verallgemeinern läßt. Das könnte eine nettes
Thema für einen Studenten sein.
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Beweis. 1. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Ist x ∈ End(V ) ein nilpoten-
ter Endomorphismus von V , so ist auch adx ∈ End(End(V )) = End(gl(V ))
nilpotent. In der Tat ist (adx)n(y) für alle y ∈ gl(V ) eine Linearkombinati-
on von Ausdrücken der Gestalt xiyxn−i. Aus xn = 0 folgt also (adx)2n = 0.
Wir zeigen nun den ersten Teil durch Induktion über die Dimension von g. Sei
dim g ≥ 1 und sei L ( g maximal unter allen echten Unteralgebren. Unter der ad-
jungierten Operation von L auf g ist L ⊂ g eine Unterdarstellung. Wir bilden die
Quotientendarstellung g/L und erhalten so einen Liealgebren-Homomorphismus
ad : L → gl(g/L). Nach unserer Vorbemerkung besteht adL aus nilpotenten
Endomorphismen von g/L, es gibt also nach Induktionsannahme ein x̄ ∈ g/L,
x̄ 6= 0 mit (adL)(x̄) = 0, oder in anderen Worten ein x ∈ g\L mit [L, x] ⊂ L.
Das bedeutet hinwiederum, daß L + kx eine Unteralgebra von g ist, die L echt
umfaßt. Da L als maximal angenommen war, gilt notwendig L + kx = g. Nun
betrachten wir W := {v ∈ V | Lv = 0}, benutzen die Induktionsannahme ein
zweites Mal und folgern W 6= 0. Aus [L, x] ⊂ L folgt weiter xW ⊂ W , und da
x nach Annahme nilpotent ist, gibt es v ∈ W mit v 6= 0 aber xv = 0 und damit
gv = 0.

2. Nach dem Beweis des ersten Teils können wir g = L + kx schreiben für eine
Unterliealgebra L ⊂ g der Kodimension Eins. Mit Induktion über die Dimension
von g sehen wir, daß die Filtrierung durch die Teilräume V (L, i) aller von Pro-
dukten der Länge i aus Elementen von L anullierten Vektoren endlich ist, als da
heißt, es gibt s mit V (L, s) = V . Andererseits stabilisiert x diese Filtrierung und
ist nilpotent. Das zeigt, daß wir unsere Filtrierung verfeinern können zu einer Fil-
trierung mit der gewünschten Eigenschaft.

3. Sei allgemeiner ρ : g→ gl(V ) eine endlichdimensionale Darstellung einer be-
liebigen Liealgebra durch nilpotente Endomorphismen. Wir zeigen durch Induk-
tion über die Dimension von V , daß es eine Kette 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vd = V
von Unterräumen gibt mit dimVi = i und gVi ⊂ Vi−1 für i = 1, . . . , d. Im
Fall V = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir einen Vektor v ∈ V , v 6= 0
mit ρ(g)v = 0. Wir setzen V1 = kv und betrachten die Quotientendarstellung
V ′ = V/V1 und die kanonische Projektion can : V � V/V1. Mit Induktion finden
wir dort eine Kette 0 = V ′0 ⊂ V ′1 ⊂ . . . ⊂ V ′d−1 = V ′ wie gewünscht. Dann setzen
wir Vi = can−1(V ′i−1) für i ≥ 1 und V0 = 0 und sind fertig.

4. Das ist nur eine Formulierung von Teil 3 in Koordinaten.

Definition 24.1.4.3. Seien k ein Körper undA eine k-Algebra unter einer (x, y) 7→
x · y notierten Verknüpfung. Ein Ideal von A ist ein Untervektorraum I ⊂ A mit
A · I ⊂ I und I · A ⊂ I .

24.1.4.4. Jedes Ideal ist eine Unteralgebra. Null und A sind stets Ideale von A.
Die Summe von Idealen ist ein Ideal. Der Schnitt von Idealen ist ein Ideal. Das
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von einer Teilmenge T ⊂ A erzeugte Ideal ist definiert als das kleinste Ideal, das
T enthält, also als der Schnitt aller Ideale, die T enthalten. Die Ideale in einem
Produkt A1 × . . . × An von Algebren sind genau die Produkte I1 × . . . × In von
Idealen der Faktoren.

24.1.4.5. Ein Ideal I ⊂ A einer Ringalgebra mit I 6= A ist keine Unterringalgebra,
da in ihm das neutrale Element der Multiplikation, wenn es überhaupt eines geben
sollte, jedenfalls nicht dasselbe ist wie in A.

Lemma 24.1.4.6 (Quotienten von Algebren nach einem Ideal). 1. Ist I ⊂ A
ein Ideal in einer Algebra, so gibt es auf dem Quotientenvektorraum A/I
genau eine bilineare Verknüpfung derart, daß die kanonische Projektion
can : A→ A/I ein Homomorphismus von Algebren ist;

2. Der Kern eines Algebrenhomomorphismus ist stets ein Ideal;

3. Ist ϕ : A → B ein Algebrenhomomorphismus und I ⊂ A ein Ideal mit
ϕ(I) = 0, so gibt es genau einen Algebrenhomomorphismus ϕ̃ : A/I → B
mit ϕ̃ ◦ can = ϕ.

Beweis. Standard.

24.1.4.7. Die Ideale einer Liealgebra g sind genau die Unterdarstellungen der ad-
jungierten Darstellung. Eine Liealgebra ist also irreduzibel genau dann, wenn ihre
adjungierte Darstellung irreduzibel ist. Beim Begriff „einfach“ passen die Defini-
tionen leider nicht so gut zusammen.

24.1.4.8. Der Kern von adg ist z(g) = {x ∈ g | [x, y] = 0 ∀y ∈ g} und heißt
das Zentrum von g. Natürlich ist z(g) ein Ideal von g.

Definition 24.1.4.9. Für zwei Untervektorräume U, V einer Liealgebra g bezeich-
ne [U, V ] ⊂ g den Untervektorraum, der von allen Kommutatoren [x, y] mit
x ∈ U , y ∈ V aufgespannt wird.

24.1.4.10 (Diskussion der Terminologie). Diese Notation verletzt unsere allge-
meinen Konventionen 2.2.1.3, nach denen [U, V ] eigentlich die Menge aller Kom-
mutatoren [x, y] mit x ∈ U , y ∈ V bezeichnen müßte. Für diese Menge brauchen
wir jedoch in der Lietheorie keine eigene Notation, weshalb wir die allgemein
vereinbarte Schreibweise 〈[U, V ]〉k zu [U, V ] abkürzen.

24.1.4.11. Sind I, J Ideale einer Liealgebra, so ist auch [I, J ] ein Ideal, wie man
nachrechnet unter Verwendung der Jacobi-Identität. Für jede Liealgebra g ist ins-
besondere [g, g] ⊂ g stets ein Ideal. Es heißt die derivierte Liealgebra und ist
das kleinste Ideal I ⊂ g derart, daß der Quotient g/I abelsch ist.
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Definition 24.1.4.12. Man erklärt für jede Liealgebra g induktiv zwei Folgen von
Idealen wie folgt:

1. die absteigende Zentralreihe g0 = g, g1 = [g, g], . . . , gi+1 = [g, gi];

2. die abgeleitete Reihe g(0) = g, g(1) = [g, g], . . . , g(i+1) = [g(i), g(i)].

Definition 24.1.4.13. Sei g eine Liealgebra.

1. g heißt nilpotent, wenn gilt gi = 0 für i� 0;

2. g heißt auflösbar, wenn gilt g(i) = 0 für i� 0.

24.1.4.14. Natürlich gilt g(i) ⊂ gi, jede nilpotente Liealgebra ist also auflösbar.
Jede Unteralgebra und jeder Quotient einer nilpotenten beziehungsweise auflösba-
ren Liealgebra ist nilpotent beziehungsweise auflösbar. Ist genauer ϕ : g→ g′ ein
Homomorphismus von Liealgebren, so erkennt man induktiv ϕ(gi) = (ϕ(g))i und
ϕ(g(i)) = (ϕ(g))(i) für alle i.

24.1.4.15. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V ist jede Unteralge-
bra g ⊂ gl(V ), die aus nilpotenten Endomorphismen von V besteht, bereits nil-
potent als Liealgebra, da sie sich nämlich nach 24.1.4.1 identifizieren läßt mit
einer Unteralgebra der Liealgebra der echten oberen (d×d)-Dreiecksmatrizen für
d = dimV .

24.1.4.16 (Herkunft der Terminologie). Der Begriff „auflösbar“ kommt her von
einem analogen Begriff für Gruppen, der hinwiederum seinen Ursprung in der
Galoistheorie hat, genauer in der Frage nach der Auflösbarkeit von polynomialen
Gleichungen durch „Ausdrücke in höheren Wurzeln“.

Definition 24.1.4.17. Ein Element x einer Liealgebra heißt ad-nilpotent, wenn
adx als Endomorphismus unserer Liealgebra nilpotent ist.

Satz 24.1.4.18 (von Engel). Eine endlichdimensionale Liealgebra ist nilpotent
genau dann, wenn jedes ihrer Elemente ad-nilpotent ist.

Beweis. ⇒ bleibt dem Leser überlassen. Wir zeigen⇐. Bezeichne g unsere Lieal-
gebra. Bemerkung 24.1.4.15 sagt uns schon mal, daß ad g ⊂ gl(g) eine nilpotente
Liealgebra ist. Dann folgern wir 0 = (ad g)i = ad(gi) ⇒ gi ⊂ ker(ad) =
z(g) ⇒ gi+1 = 0.

Übungen

Übung 24.1.4.19. Das Urbild eines Ideals unter einem Algebrenhomomorphismus
ist wieder ein Ideal. Das Bild eines Ideal unter einem surjektiven Algebrenhomo-
morphismus ist wieder ein Ideal.
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Übung 24.1.4.20. Sei g eine Liealgebra über einem Körper k. Eine Linearform
auf g, die ein Homomorphismus in die Liealgebra gl(1; k) ist, heißt auch ein Cha-
rakter von g. Man zeige, daß genau die Linearformen Charaktere sind, die auf
der derivierten Liealgebra [g, g] verschwinden.

Übung 24.1.4.21. Die echten oberen Dreiecksmatrizen bilden eine nilpotente Lie-
algebra, die oberen Dreiecksmatrizen eine auflösbare Liealgebra.

Übung 24.1.4.22. Seien V eine zweidimensionale Darstellung einer nilpotenten
Liealgebra und U ⊂ V eine eindimensionale Unterdarstellung. Man zeige: Sind
U und V/U als Darstellungen nicht isomorph, so ist V isomorph zu U ⊕ V/U .
Hinweis: Man überlege sich, daß eine nilpotente Liealgebra von oberen (2 × 2)-
Dreiecksmatrizen bereits abelsch sein muß.

Übung 24.1.4.23. SeiA eine assoziative Algebra. Man zeige für alle x, y ∈ A und
n ∈ N die Formel (adx)n(y) =

∑
i

(
n
i

)
(−1)n−ixiyxn−i.

Übung 24.1.4.24. (1) Gegeben ein Homomorphismus ϕ : g→ g′ von Liealgebren
ist g auflösbar genau dann, wenn kerϕ und imϕ auflösbar sind. (2) Sind I, J
zwei auflösbare Ideale in einer Liealgebra g, so ist auch ihre Summe I + J ⊂ g
ein auflösbares Ideal. Man betrachte dazu zum Beispiel die Surjektion I + J �
(I+J)/J . (3) Ist g eine endlichdimensionale Liealgebra, so gibt es in g ein größtes
auflösbares Ideal, das Radikal rad g von g.

Übung 24.1.4.25. (char k = 0). Man zeige, daß die Liealgebra sl(n; k) einfach
ist. Hinweis: Besteht ein Ideal von gl(n; k) nicht aus Diagonalmatrizen, so umfaßt
es sl(n; k). In der Tat muß es sicher ein Eij mit i 6= j enthalten, wie man erkennt
durch Anwenden der ad(Ekk). Dann enthält es auch [Eij, Eji] = Eii − Ejj und
dann alle Eik = [Eii − Ejj, Eik] für k 6= i, j sowie alle Ekj für k 6= i, j. Dann
enthält es aber in derselben Weise auch alle Ekl für k 6= l und alle Ekk−Ell. Man
zeige, daß die Liealgebra sl(2; k) in Charakteristik 2 dahingegen nicht einfach ist.

Übung 24.1.4.26. Für jede Liealgebra L und jedes Element x ∈ L ist adx eine
Derivation von L und die Menge ad(L) ⊂ Derk L ist ein Lie-Ideal. Genauer gilt
sogar [δ, adx] = ad(δx) ∀δ ∈ Derk L, x ∈ L.

Übung 24.1.4.27 (Satz von Jacobson-Engel). Gegeben eine assoziative Algebra
A mit einer endlichdimensionalen Lie-Unteralgebra g ⊂ AL, die aus nilpotenten
Elementen von A besteht, gibt es ein r derart, daß in A alle Produkte von r Fakto-
ren aus g verschwinden. Hinweis: Man wende den Satz 24.1.4.1 über Liealgebren
aus nilpotenten Endomorphismen auf V = A an.

24.1.5 Satz von Lie
Satz 24.1.5.1 (von Lie, abstrakte Form). Jede einfache endlichdimensionale
Darstellung einer komplexen auflösbaren Liealgebra ist eindimensional.
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Satz 24.1.5.2 (von Lie, konkrete Form). Ist V ein von Null verschiedener end-
lichdimensionaler komplexer Vektorraum und g ⊂ gl(V ) eine auflösbare Unter-
algebra, so gibt es einen simultanen Eigenvektor v für alle Endomorphismen aus
g, in Formeln ein v ∈ V mit v 6= 0 und gv ⊂ Cv.

24.1.5.3. Beide Sätze gelten mit demselben Beweis über jedem algebraisch ab-
geschlossenen Grundkörper der Charakteristik Null. In von Null verschiedener
Charakteristik sind sie jedoch im allgemeinen falsch. Zum Beispiel ist die Lieal-
gebra sl(2) in Charakteristik Zwei auflösbar, ja sogar nilpotent, und dennoch ist
ihre Standarddarstellung k2 einfach. Des weiteren ist die Bedingung endlicher Di-
mension wichtig: So bilden etwa das Ableiten ∂, der Multiplikationsoperator (X·)
und die Identität id eine Basis einer auflösbaren Unter-Liealgebra von gl(C[X])
und der Polynomring C[X] ist eine einfache Darstellung dieser dreidimensiona-
len auflösbaren Liealgebra. Für eine endlichdimensionale komplexe abelsche Lie-
algebra dahingegen ist jede einfache Darstellung bereits endlichdimensional und
damit eindimensional: Diese Aussage ist eng verwandt zum Hilbert’schen Null-
stellensatz und folgt etwa aus 7.1.6.9.

Beweis. Die beiden Sätze sind sicher äquivalent. Wir zeigen hier die konkrete
Form und führen den Beweis durch Induktion über dim g. Der Fall dim g = 0 ist
klar. Gilt dim g > 0, so gibt es in g ein Ideal I ⊂ g der Kodimension 1: In der
Tat ist g/[g, g] eine abelsche Liealgebra, jeder Teilraum darin ist also ein Ideal.
Aus dim g > 0 und g auflösbar folgt aber g 6= [g, g], folglich gibt es in g/[g, g]
einen Teilraum der Kodimension 1 und das Urbild in g eines solchen Teilraums
ist dann unser gesuchtes Ideal I . Nach Induktionsnahme finden wir v ∈ V mit
v 6= 0 und Iv ⊂ Cv. Man sieht leicht, daß die Funktion λ : I → C gegeben
durch xv = λ(x)v linear sein muß. Wir betrachten den zugehörigen simultanen
Eigenraum Vλ = {w ∈ V | xw = λ(x)w ∀x ∈ I}, der v enthält und deshalb
von Null verschieden ist. Nach dem anschließenden allgemeinen Lemma 24.1.5.4
gilt gVλ ⊂ Vλ. Jetzt wählen wir y ∈ g mit g = I +Cy. Jeder Eigenvektor v von y
in Vλ muß dann simultaner Eigenvektor aller Endomorphismen aus g sein.

Lemma 24.1.5.4. (char k = 0) Gegeben eine endlichdimensionale Darstellung V
einer k-Liealgebra g und I ⊂ g ein Ideal ist für alle Linearformen λ ∈ I∗ der
simultane Eigenraum Vλ := {w ∈ V | xw = λ(x)w ∀x ∈ I} eine Unterdarstel-
lung.

Ergänzung 24.1.5.5. Das gilt mit demselben Beweis auch über einem beliebigen
Grundkörper k einer Charakteristik char k > dimV . Ein Gegenbeispiel ist die
Standarddarstellung k2 der Liealgebra sl(2; k) in Charakteristik Zwei mit dem
Ideal der oberen Dreiecksmatrizen.
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Beweis. In Formeln gilt es zu zeigen, daß gilt xyw = λ(x)(yw) ∀x ∈ I , y ∈ g,
w ∈ Vλ. Sicher gilt stets

xyw = yxw + [x, y]w
= y(λ(x)w) + λ([x, y])w
= λ(x)(yw) + λ([x, y])w

Die Behauptung folgt, wenn wir aus Vλ 6= 0 folgern können, daß gilt λ([x, y]) =
0 ∀x ∈ I , y ∈ g. Gegeben y ∈ g und w ∈ Vλ nicht Null sei dazu n ≥ 0 die größte
Zahl derart, daß die Vektoren w, yw, y2w, . . . , ynw linear unabhängig sind. Sei W
der vonw, yw, . . . , ynw aufgespannte Teilraum von V . Sicher istW stabil unter y.
Außerdem istW auch stabil unter I , genauer zeigt man durch Induktion über i aus
xyiw = y(xyi−1w) + [x, y]yi−1w für x ∈ I , daß alle Wi = span(w, yw, . . . , yiw)
unter I stabil sind. Dann folgert man aus derselben Formel mit einer nochmaligen
Induktion für x ∈ I sogar

xyiw ∈ yixw +Wi−1

Für alle x ∈ I ist also die Matrix von x : W → W in der Basis der yiw eine obere
Dreiecksmatrix mit lauter Einträgen λ(x) auf der Diagonalen und hat folglich die
Spur tr(x|W ) = (dimW )λ(x). Wenden wir diese Erkenntnis an auf [x, y] und er-
innern, daß die Spur des Kommutators von zwei linearen Selbstabbildungen eines
endlichdimensionalen Raums wie etwa unseres Raums W stets verschwindet, so
folgt (dimW )λ([x, y]) = tr([x, y]|W ) = 0. Da nach unseren Annahmen W nicht
der Nullraum ist, folgt λ([x, y]) = 0 für alle x ∈ I .

Korollar 24.1.5.6 (Darstellungen auflösbarer Liealgebren). Sei V eine endlich-
dimensionale Darstellung einer komplexen auflösbaren Liealgebrag. So gilt:

1. Es gibt in V eine Kette 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vd = V von Unterdarstellun-
gen mit dimVi = i;

2. Es gibt eine Basis von V , bezüglich derer die Matrizen von Elementen aus
g alle obere Dreiecksmatrizen sind.

Ergänzung 24.1.5.7. Das gilt mit demselben Beweis über jedem algebraisch ab-
geschlossenen Grundkörper der Charakteristik Null.

Beweis. Man argumentiert ausgehend vom Satz von Lie 24.1.5.2 analog wie für
die Aussagen 2 und 3 von Satz 24.1.4.1 über Liealgebren aus nilpotenten Endo-
morphismen.

Korollar 24.1.5.8. Die derivierte Liealgebra einer endlichdimensionalen auflös-
baren komplexen Liealgebra ist nilpotent.
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Ergänzung 24.1.5.9. Das gilt allgemeiner über jedem Grundkörper der Charak-
teristik Null, von dem man sich durch Erweiterung der Skalare leicht in den Fall
eines algebraisch abgeschlossenen Grundkörpers retten kann, in dem dann wieder
der hier gegebene Beweis funktioniert.

Beweis. Sei g unsere auflösbare Liealgebra. Nach dem vorhergehenden Korollar
besteht bezüglich einer geeigneten Basis von g die Unteralgebra ad g ⊂ gl(g)
aus oberen Dreiecksmatrizen, mithin besteht [ad g, ad g] = ad([g, g]) aus echten
oberen Dreiecksmatrizen und ist nilpotent. Da der Kern von ad : [g, g] → gl(g)
im Zentrum von [g, g] liegt, ist damit auch [g, g] selbst nilpotent.

Übungen

Übung 24.1.5.10 (Darstellungen von nilpotenten Liealgebren). Sei k = k̄ ein
algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik char k = 0. Man zeige:
Jede endlichdimensionale Darstellung einer nilpotenten Liealgebra über k zer-
fällt in eine direkte Summe von Unterdarstellungen, die Haupträume für alle von
der Operation herkommenden Endomorphismen sind. Hinweis: Man kombiniere
das Korollar 24.1.5.6 zum Satz von Lie und 24.1.4.22, um durch Umarrangie-
ren einer Kompositionsreihe jeden simultanen Hauptraum als Unterdarstellung zu
entlarven und zu zeigen, daß deren Dimensionen sich zur Dimension der ganzen
Darstellung aufaddieren. Alternative: Man zeige mit Induktion über n, daß jedes
Element y mit (adx)n(y) = 0 den Nullhauptraum von x, ja jeden Hauptraum von
x stabilisiert. Die fraglichen simultanen Eigenwerte sind dann Linearformen auf
unserer Liealgebra und heißen die Gewichte unserer Darstellung, die zugehörigen
simultanen Eigenräume nennen wir die Gewichtsräume, und die zugehörigen si-
multanen Haupträume die verallgemeinerten Gewichtsräume.

Ergänzende Übung 24.1.5.11. Eine Darstellung einer Liealgebra heißt lokal end-
lich, wenn jeder Vektor in einer endlichdimensionalen Unterdarstellung liegt. Man
zeige, daß auch jede lokal endliche Darstellung einer nilpotenten Liealgebra über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper k = k̄ der Charakteristik char k = 0
in die direkte Summe ihrer verallgemeinerten Gewichtsräume zerfällt.

Übung 24.1.5.12. Diese Übung dient nur der Auffrischung Ihrer Kenntnisse in
linearer Algebra. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem alge-
braisch abgeschlossenen Körper k. Sei f : V → V ein Endomorphismus und
seien λ, µ, . . . , ν dessen Eigenwerte. Man zeige, daß für jeden Untervektorraum
W ⊂ V mit f(W ) ⊂ W gilt

W = (W ∩ Hau(f |V ;λ))⊕ (W ∩ Hau(f |V ;µ))⊕ . . .⊕ (W ∩ Hau(f |V ; ν))

Man formuliere auch die Verallgemeinerung auf den Fall eines lokal endlichen
Endomorphismus f eines beliebigen Vektorraums V .
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24.1.6 Auflösbarkeitskriterium von Cartan
Satz 24.1.6.1 (Auflösbarkeitskriterium von Cartan). Seien V ein endlichdimen-
sionaler komplexer Vektorraum und g ⊂ gl(V ) eine Unteralgebra. Genau dann
ist g auflösbar, wenn gilt tr(xy) = 0 ∀x ∈ [g, g], y ∈ g.

24.1.6.2. Ist g auflösbar, so liegt es nach Korollar 24.1.5.6 zum Satz von Lie bei
geeigneter Basiswahl bereits in den oberen Dreiecksmatrizen. Das zeigt die eine
Richtung. Der Beweis der anderen Richtung braucht einige Vorbereitungen und
wird erst am Ende dieses Abschnitts direkt vor 24.1.6.7 gegeben.

Ergänzung 24.1.6.3. Das Auflösbarkeitskriterium gilt allgemeiner auch über je-
dem Grundkörper der Charakteristik Null: Durch Erweiterung der Skalare rettet
man sich in den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Grundkörpers der Cha-
rakteristik Null, in dem dann wieder der hier gegebene Beweis funktioniert.

Lemma 24.1.6.4. Sei V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum. Ist x =
xs + xn die Jordan-Zerlegung von x ∈ EndV , so ist adx = ad(xs) + ad(xn) die
Jordan-Zerlegung von adx ∈ End(gl(V )). In Formeln gilt also

ad(xs) = (ad x)s und ad(xn) = (ad x)n

Beweis. Sicher gilt [adxs, adxn] = ad[xs, xn] = 0. Außerdem ist adxn nilpo-
tent nach dem Beginn des Beweises von 24.1.4.1. Wir müssen damit nur noch
zeigen, daß adxs diagonalisierbar ist. Aber identifizieren wir EndV mit einer
Algebra von quadratischen Matrizen vermittels einer Basis v1, . . . , vn aus Eigen-
vektoren von xs, sagen wir xsvi = λivi, so werden die Standardmatrizen Eij mit
einer Eins in der i-ten Zeile und j-ten Spalte Eigenvektoren zu adxs, genauer gilt
(adxs)(Eij) = (λj − λi)Eij . Folglich ist mit xs auch adxs diagonalisierbar.

Lemma 24.1.6.5. Sei V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum. Seien
zwei Teilräume seines Endomorphismenraums EndV ⊃ B ⊃ A gegeben und sei
T := {x ∈ EndV | (adx)(B) ⊂ A}. Erfüllt ein x ∈ T die Bedingung tr(xz) = 0
für alle z ∈ T , so ist x nilpotent.

24.1.6.6. Der Beweis des Auflösbarkeitskriteriums beruht auf diesem technischen
Lemma. Ich gebe für dies Lemma zwei Beweise. Der erste ist zwar etwas schnel-
ler, hinterläßt aber bei mir einen schalen Nachgeschmack, da er nicht für einen
beliebigen algebraisch abgeschlossenen Grundkörper k der Charakteristik Null
funktioniert. Deshalb die Alternative.

Beweis. Sei x = xs +xn die Jordan-Zerlegung von x. So ist adx = adxs + ad xn

die Jordan-Zerlegung von adx und aus (adx)(B) ⊂ A folgt mit Übung 4.3.3.13
zum Bild des halbeinfachen Anteils die Inklusion (adxs)B ⊂ A. In anderen Wor-
ten liegen alle Eigenräume von (adxs) : B → B zu von Null verschiedenen
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Eigenwerten bereits in A.

Rest des Beweises im komplexen Fall. Wählen wir in V eine Basis aus Eigen-
vektoren von xs und definieren z ∈ EndV durch die Bedingung, daß seine
Matrix in dieser Basis komplex konjugiert ist zur Matrix von xs, so haben wir
Eig(ad z;λ) = Eig(adxs; λ̄) für alle λ ∈ C und mithin auch (ad z)(B) ⊂ A. Aus
tr(xz) = 0 folgt dann aber sofort xs = 0.

Rest des Beweises im Allgemeinen. Sei v1, . . . , vn eine Basis von V aus Eigen-
vektoren von xs, sagen wir xsvi = λivi für geeignete λi ∈ k. Sei E ⊂ k
der von den λi aufgespannte Q-Untervektorraum. Es gilt zu zeigen E = 0. Sei
sonst f : E → Q eine nicht-verschwindende Q-lineare Abbildung. Wir betrach-
ten den Endomorphismus z von V , der definiert wird durch zvi = f(λi)vi für
i = 1, . . . , n. Zunächst zeigen wir z ∈ T . Natürlich haben wir

(ad z)(Eij) = (f(λi)− f(λj))Eij
= f(λi − λj)Eij

für alle i und j, also Eig(ad z;µ) =
⊕

f(λ)=µ Eig(adxs;λ) und insbesondere
(ad z)(B) ⊂ A. Nun ist offensichtlich tr(xz) =

∑n
i=1 λif(λi). Aus der Annahme

tr(xz) = 0 folgt mithin f(tr(xz)) =
∑n

i=0 f(λi)
2 = 0 und damit f(λi) = 0 ∀i

im Widerspruch zu unserer Annahme f 6= 0.

Beweis des Cartan’schen Auflösbarkeitskriteriums. Wir zeigen nun die schwieri-
ge Implikation aus dem Cartan’schen Auflösbarkeitskriterium 24.1.6.1. Es reicht
zu zeigen, daß [g, g] nilpotent ist. Mit 24.1.4.1 reicht es sogar zu zeigen, daß al-
le Elemente x ∈ [g, g] nilpotent sind als Endomorphismen von V . Nach Lemma
24.1.6.5 müssen wir dazu nur zeigen, daß gilt tr(xz) = 0 für alle z ∈ EndV mit
[z, g] ⊂ [g, g]. Schreiben wir aber x =

∑
[ci, di], so ist

tr(xz) =
∑

tr([ci, di]z) =
∑

tr(ci[di, z]) = 0

nach Annahme, da ja gilt ci ∈ g und [di, z] ∈ [g, g] für alle i. Hier haben wir ver-
wendet, daß für drei Endomorphismen x, y, z eines endlichdimensionalen Vektor-
raums stets gilt tr(xyz) = tr(zxy) = tr(yzx), also tr([x, y]z) = tr(x[y, z]).

Definition 24.1.6.7. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra über einem Körper
k. Die Killingform von g ist die Bilinearform κ = κg : g × g → k auf unserer
Liealgebra, die gegeben wird durch die Vorschrift

κ(x, y) := tr((adx)(ad y))

24.1.6.8. Die Killingform ist ein Spezialfall unserer Spurform, wie wir sie in
8.3.6.7 für eine beliebige endlichdimensionale Algebra erklärt hatten.
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24.1.6.9. Sicher ist κ symmetrisch, κ(x, y) = κ(y, x). Weiter gilt offensichtlich
κ([x, y], z) = κ(x, [y, z]) ∀x, y, z ∈ g. Letztere Eigenschaft ist so wichtig, daß sie
einen eigenen Namen hat.

Definition 24.1.6.10. Eine Bilinearform b : g × g → k auf einer Liealgebra g
heißt invariant, wenn gilt b([x, y], z) = b(x, [y, z]) ∀x, y, z ∈ g.

Ergänzung 24.1.6.11. Man nennt diese Eigenschaft manchmal auch die „Asso-
ziativität“ von b. Sie hat jedoch nur oberflächlich mit Assoziativität im üblichen
Sinne zu tun. Vielmehr werden wir später sehen, daß unsere Eigenschaft bedeutet,
daß das Element b ∈ (g ⊗ g)∗ invariant ist unter der natürlichen Operation der
Liealgebra g auf diesem Raum.

Korollar 24.1.6.12 (Auflösbarkeitskriterium). Eine endlichdimensionale Lieal-
gebra g über einem Körper der Charakteristik Null ist auflösbar genau dann,
wenn für die Killing-Form gilt g ⊥ [g, g] alias κ(x, [y, z]) = 0 ∀x, y, z ∈ g.

Beweis. Das Cartan-Kriterium 24.1.6.1 zeigt, daß unsere Bedingung gleichbedeu-
tend ist zur Auflösbarkeit von ad g. Die kurze exakte Sequenz z(g) ↪→ g � ad g
zeigt dann, daß sie auch gleichbedeutend ist zur Auflösbarkeit von g.

Übungen

Übung 24.1.6.13. Man zeige: Die Killingform einer endlichdimensionalen nilpo-
tenten Liealgebra ist Null.

24.1.7 Reduktive und halbeinfache Liealgebren
24.1.7.1. Ich erinnere daran, daß nach 24.1.1.18 eine Liealgebra irreduzibel heißt,
wenn sie genau zwei Ideale besitzt, nämlich sich selber und Null, und einfach,
wenn sie außerdem nicht abelsch ist.

Definition 24.1.7.2. Eine Liealgebra heißt halbeinfach, wenn sie isomorph ist zu
einem endlichen Produkt von endlichdimensionalen einfachen Liealgebren. Eine
Liealgebra heißt reduktiv, wenn sie isomorph ist zu einem endlichen Produkt von
endlichdimensionalen irreduziblen Liealgebren.

24.1.7.3 (Diskussion der Terminologie). In diesem Text wie im überwiegen-
den Teil der Literatur werden halbeinfache oder reduktive Liealgebren nur über
Körpern der Charakteristik Null betrachtet. Wenn Sie diese Bedingung irgendwo
vermissen, habe ich vermutlich nur versäumt, sie explizit dazuzuschreiben. Da wir
bei einer halbeinfachen Liealgebra zusätzlich fordern, daß sie endlichdimensional
sein soll, ist in unserer Terminologie nicht jede einfache Liealgebra halbeinfach.
In diesem Licht ist die Terminologie unschön, aber so hat sie sich nun einmal
eingebürgert.
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Beispiele 24.1.7.4. Die Liealgebra g = 0 ist halbeinfach. Eine von Null verschie-
dene abelsche Liealgebra ist jedoch nicht halbeinfach, sondern nur reduktiv. Erste
substanzielle Beispiele liefert 24.2.1.15.

Definition 24.1.7.5. Eine Darstellung heißt wie in 8.2.3.1 halbeinfach, wenn sie
eine direkte Summe einfacher Unterdarstellungen ist, wenn also für besagte Dar-
stellung V in Formeln gilt V =

⊕
i∈I Vi mit Vi ⊂ V einfachen Unterdarstellun-

gen. Die Nulldarstellung V = 0 ist halbeinfach als die „leere Summe“.

Ergänzung 24.1.7.6. Ganz genauso wie in 8.2.3 für Moduln über Ringen zeigt
man, daß für eine Darstellung V gleichbedeutend sind: (1) V ist halbeinfach, (2)
V ist eine nicht notwendig direkte Summe von einfachen Unterdarstellungen, und
(3) jede Unterdarstellung von V besitzt ein Komplement. Ebenso zeigt man auch,
daß jede Unterdarstellung und jeder Quotient einer halbeinfachen Darstellung hal-
beinfach sind. All das wird der Leser im endlichdimensionalen Fall unschwer als
Übung selbst zeigen können. Im allgemeinen Fall benötigt man jedoch zusätzliche
Ideen und kommt nicht ohne das Zorn’sche Lemma aus.

Beispiel 24.1.7.7. Die Darstellung C → gl(C2), 1 7→ (0
0

1
0) der abelschen Lieal-

gebra C ist nicht halbeinfach. Ganz allgemein ist für einen k-Vektorraum V und
a ∈ End(V ) die Darstellung k → gl(V ), 1 7→ a der abelschen Liealgebra k halb-
einfach genau dann, wenn a diagonalisierbar ist über dem algebraischen Abschluß
k̄, wenn also a halbeinfach ist im Sinne von 4.3.3.4.

24.1.7.8. Per definitionem ist eine Liealgebra reduktiv genau dann, wenn ihre ad-
jungierte Darstellung halbeinfach ist im Sinne von 24.1.7.5 alias die Summe ihrer
einfachen Unterdarstellungen. Insbesondere ist die Liealgebra einer kompakten
Liegruppe stets reduktiv nach 22.2.4.12 und 22.2.2.5.

Satz 24.1.7.9 (Charakterisierung halbeinfacher Liealgebren). Für eine end-
lichdimensionale Liealgebra über einem Körper der Charakteristik Null sind gleich-
bedeutend:

1. Unsere Liealgebra besitzt kein von Null verschiedenes abelsches Ideal;

2. Unsere Liealgebra besitzt kein von Null verschiedenes auflösbares Ideal;

3. Unsere Liealgebra ist halbeinfach;

4. Unsere Liealgebra ist die direkte Summe ihrer einfachen Ideale;

5. Unsere Liealgebra hat eine nicht ausgeartete Killingform.

24.1.7.10. Gegeben eine Liealgebra g und Unteralgebren g1, . . . , gn sagen wir,
die Liealgebra g zerfalle in das Produkt der gi und schreiben g = g1× . . .× gn,
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wenn die durch die Addition gegebene Abbildung von der rechten Seite in die
linke Seite ein Isomorphismus von Liealgebren ist. Gleichbedeutend dazu ist, daß
alle gi Ideale von g sind und unsere Abbildung von der rechten Seite in die linke
Seite ein Isomorphismus von Vektorräumen ist. Bezeichnen etwa b ⊂ gl(n) die
oberen Dreiecksmatrizen und n ⊂ gl(n) die echten unteren Dreiecksmatrizen, so
hätten wir eine Zerlegung gl(n) = b ⊕ n als Vektorräume, aber das wäre keine
Zerlegung in ein Produkt von Liealgebren. Wir schicken dem Beweis des Satzes
eine Ergänzung zur Killingform voraus.

Lemma 24.1.7.11 (Restriktion der Killingform auf ein Ideal). Die Killingform
eines Ideals einer endlichdimensionalen Liealgebra stimmt stets überein mit der
Einschränkung der Killingform der ganzen Liealgebra auf besagtes Ideal.

24.1.7.12. Dasselbe gilt für die Spurform jeder endlichdimensionalen Algebra,
vergleiche Übung 8.3.6.18. Der Beweis bleibt derselbe.

Beweis. Ist g unsere Liealgebra und I ⊂ g unser Ideal, so behauptet dies Lemma
die Formel

κI = κg|I
Sind ganz allgemein I ⊂ g Vektorräume und ist a : g→ g eine lineare Abbildung
mit a(g) ⊂ I , so gilt tr(a) = tr(a|I) für a|I die Einschränkung a|I : I → I von a
auf I . Das Lemma ergibt sich mit a = (adx)(ad y) für x, y ∈ I .

Beweis von 24.1.7.9. 4⇒ 3⇒ 2⇔ 1 bieten keine Schwierigkeiten.

2⇒ 5. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Das Radikal der Killingform
κ = κg bezeichnen wir mit

radκ = {x ∈ g | κ(x, y) = 0 ∀y ∈ g}

Da κ invariant ist, muß radκ ⊂ g ein Ideal sein. Offensichtlich verschwindet κ
auf radκ. Mit 24.1.7.11 folgt, daß die Killingform von radκ verschwindet, nach
dem Auflösbarkeitskriterium 24.1.6.12 ist damit radκ auflösbar. Gibt es also kein
von Null verschiedenes auflösbares Ideal, so folgt radκ = 0 und die Killingform
ist nicht ausgeartet.

5 ⇒ 1. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra. Gegeben ein abelsches Ideal
I ⊂ g gilt ((adx)(ad y))2 = 0 für alle x ∈ g und y ∈ I . Folglich ist ((adx)(ad y))
nilpotent, also κ(x, y) = tr((adx)(ad y)) = 0 für alle x ∈ g und y ∈ I . Damit
gilt I ⊂ radκ.

2 ⇒ 4. Sei g eine endlichdimensionale Liealgebra ohne von Null verschiedene
auflösbare Ideale. Ist I ⊂ g ein Ideal, so ist auch I⊥ = {y ∈ g | κ(y, I) = 0}
ein Ideal, da die Killingform invariant ist. Auf dem Ideal I ∩ I⊥ verschwindet nun
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die Killingform, mithin ist dies Ideal nach dem Auflösbarkeitskriterium 24.1.6.12
auflösbar. Aus unserer Annahme folgt so I ∩ I⊥ = 0 und erst recht [I, I⊥] = 0.
Mit Dimensionsbetrachtungen folgt dann sogar I ⊕ I⊥ = g. Jedes Ideal von I
beziehungsweise I⊥ ist damit ein Ideal von g, also besitzen auch I und I⊥ keine
von Null verschiedenen auflösbaren Ideale. Mit Induktion sehen wir so, daß sich
g schreiben läßt als g = I1⊕ . . .⊕ Ir, wobei die Iν einfache Ideale von g sind. Ist
nun I ⊂ g ein weiteres einfaches Ideal, so folgt I = [I, g] = [I, I1]⊕ . . .⊕ [I, Ir]
und damit I = [I, Iν ] = Iν für ein ν.

Übungen

Übung 24.1.7.13. Gegeben eine reduktive Liealgebra sind die isotypischen Kom-
ponenten im Sinne von 8.2.3.7 ihrer adjungierten Darstellung genau die einfachen
Ideale sowie, als isotypische Komponente zur Einsdarstellung, das Zentrum. Je-
de reduktive Liealgebra zerfällt mithin in die Summe ihrer einfachen Ideale und
ihres Zentrums. Des weiteren ist jedes Ideal einer reduktiven Liealgebra die direk-
te Summe eines Teils der einfachen Ideale mit einem Untervektorraum des Zen-
trums. Im endlichdimensionalen Fall können diese Aussagen auch ohne Rückgriff
auf die allgemeine Theorie leicht bewiesen werden, wie in der folgenden Übung
angedeutet wird.

Übung 24.1.7.14. Gegeben paarweise verschiedene einfache Ideale I1, . . . , Ir ei-
ner Liealgebra g sowie ein abelsches Ideal A ⊂ g zeige man, daß die Addition
eine Injektion I1⊕ . . .⊕ Ir ⊕A ↪→ g induziert. Des weiteren zeige man unter der
zusätzlichen Annahme I1 ⊕ . . .⊕ Ir ⊕ A

∼→ g, daß jedes Ideal von g die Summe
eines Teils der Iν mit einem Untervektorraum von A ist.

Vorschau 24.1.7.15. Eine endlichdimensionale Liealgebra über einem Körper der
Charakteristik Null ist reduktiv genau dann, wenn jedes auflösbare Ideal bereits in
ihrem Zentrum liegt. Das werden wir in 24.2.1.13 aus dem Satz von Weyl folgern.

Übung 24.1.7.16. Jedes Ideal einer halbeinfachen Liealgebra ist eine Summe von
einfachen Idealen. Jeder Quotient einer halbeinfachen Liealgebra ist eine halbein-
fache Liealgebra.

Übung 24.1.7.17. Jede halbeinfache Liealgebra g ist ihre eigene derivierte Lieal-
gebra, in Formeln g = [g, g].

Übung 24.1.7.18. Jede reduktive Liealgebra läßt sich auf genau eine Weise zerle-
gen in das Produkt einer halbeinfachen Liealgebra und einer abelschen Liealgebra,
nämlich als g = [g, g]× z mit z dem Zentrum von g.
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24.2 Komplexe halbeinfache Liealgebren

24.2.1 Satz von Weyl
24.2.1.1. Für zwei Darstellungen V,W einer Liealgebra g bezeichnen wir den
Raum aller Homomorphismen von Darstellungen mit Homg(V,W ) = Modg(V,W )
und den Raum aller Endomorphismen der Darstellung V mit Endg(V ) = Homg(V, V ).

Lemma 24.2.1.2 (Lemma von Schur). Die einzigen Endomorphismen einer ein-
fachen endlichdimensionalen Darstellung einer komplexen Liealgebra sind die
Multiplikationen mit Skalaren. Ist g unsere Liealgebra und L unsere einfache end-
lichdimensionale Darstellung, so gilt demnach in Formeln

Endg L = C idL

Ergänzung 24.2.1.3. Das Lemma gilt mit demselben Beweis über einem beliebi-
gen algebraisch abgeschlossenen Grundkörper.

Beweis. Sei ϕ ∈ EndL ein Endomorphismus des Vektorraums L. Da eine einfa-
che Darstellung per definitionem nicht Null ist, hat ϕ mindestens einen Eigenwert
λ. Aus ϕ ∈ Endg L folgt zusätzlich, daß der zugehörige Eigenraum Lλ eine Un-
terdarstellung von L ist. Falls L einfach ist, folgt sofort Lλ = L und damit erhalten
wir dann wie gewünscht ϕ = λ id.

Ergänzung 24.2.1.4. Die Folgerung des Lemmas gilt auch, wenn wir statt dimL <
∞ voraussetzen, daß L abzählbare Dimension hat. Um das zu sehen beachte man,
daß dann E = Endg L ein Schiefkörper abzählbarer Dimension über C ist. Der
einzige derartige Schiefkörper ist aber C selber, denn gäbe es ϕ ∈ E\C, so könn-
te ϕ nicht algebraisch sein über C, also hätten wir eine Einbettung C(X) ↪→ E,
X 7→ ϕ des Körpers der gebrochen rationalen Funktionen über C nach E. Da
aber C(X) überabzählbare Dimension hat über C, die (X − λ)−1 für λ ∈ C sind
nämlich linear unabhängig über C, kann das nicht sein. Die Folgerung des Lem-
mas gilt des weiteren auch, wenn wir unsere Liealgebra endlichdimensional an-
nehmen und mit Koeffizienten in einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen
Körper arbeiten, vergleiche 24.2.7.1.

24.2.1.5. Das Lemma gilt nicht, wenn wir C durch R ersetzen. Ein Gegenbeispiel
ist die einfache Darstellung von g = R im reellen Vektorraum L = C, bei der
λ ∈ g auf L operiert als die Multiplikation mit λ i. Wir haben nämlich in diesem
Fall Endg L = C id 6= R id.

Satz 24.2.1.6 (von Weyl). Jede endlichdimensionale Darstellung einer komple-
xen halbeinfachen Liealgebra ist halbeinfach.
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24.2.1.7. Der Beweis braucht einige Vorbereitungen und wird erst zu Ende dieses
Abschnitts gegeben. Der Spezialfall sl(2; k) wurde bereits in 22.2.3.16 sozusagen
„zu Fuß“ behandelt. Wir zeigen die Aussage allgemeiner über jedem Grundkörper
der Charakteristik Null, vergleiche 24.2.1.12.

24.2.1.8 (Verallgemeinerte Casimir-Operatoren). Seien g eine endlichdimen-
sionale Liealgebra und b : g × g → k eine nichtausgeartete invariante Bilinear-
form. Für jede Darstellung V von g erklären wir dann eine lineare Abbildung

Cb = CV
b : V → V

wie folgt: Wir wählen eine Basis x1, . . . , xn von g, bezeichnen mit x1, . . . , xn die
bezüglich b duale Basis, charakterisiert durch b(xi, xj) = δij , und setzen

Cb(v) :=
n∑
i=1

xix
iv

Die Abbildung Cb hängt nicht von der Wahl der Basis unserer Liealgebra g ab,
aber das wird im Folgenden nicht verwendet und der Beweis dieser Tatsache bleibt
dem Leser überlassen.

Lemma 24.2.1.9. Die Abbildung Cb vertauscht mit der Operation von g, in For-
meln gilt also Cb ∈ Endg V .

Beweis. Das kann man in Koordinaten nachrechnen wie folgt: Entwickeln wir für
y ∈ g die Kommutatoren mit Elementen unserer Basen in der Form [xi, y] =∑
aijxj und [y, xj] =

∑
bjix

i, so folgt aus der Invarianz unserer Bilinearform
b([xi, y], xj) = b(xi, [y, x

j]) sofort aij = bji und damit

yCb(v)− Cb(yv) =
∑

[y, xi]x
iv +

∑
xi[y, x

i]v
=

∑
−aijxjxiv +

∑
bijxix

jv
= 0

Koordinatenfreier Beweis zum Casimir-Operator. Wir können den Casimir-Ope-
rator Cb zu einer invarianten nicht ausgearteten Bilinearform b auf unserer Lieal-
gebra auch schreiben als die Verknüpfung von Homomorphismen von Darstellun-
gen

V → g⊗ g∗ ⊗ V → g⊗ g⊗ V → V

Die einzelnen Abbildungen sind dabei wie folgt erklärt: Die erste Abbildung wird
induziert von k → Endk(g) ∼= g ⊗ g∗, 1 7→ id 7→

∑
xi ⊗ x∗i , falls x∗1, . . . , x

∗
n

die duale Basis ist zu einer Basis x1, . . . , xn von g. Die zweite Abbildung wird
induziert von der inversen Abbildung zu g→ g∗, y 7→ b( , y), xi 7→ x∗i . Da unsere
Bilinearform invariant ist, muß diese Abbildung auch ein Homomorphismus von
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Darstellungen sein. Die dritte Abbildung entsteht durch zweimaliges Anwenden
der Operation g⊗V → V , x⊗ v 7→ xv. Als Verknüpfung von Homomorphismen
von Darstellungen muß dann auch Cb ein Homomorphismus von Darstellungen
sein.

Lemma 24.2.1.10. 1. Gegeben V ein endlichdimensionaler Vektorraum über
einem Körper der Charakteristik Null und g ⊂ gl(V ) eine halbeinfache
Unteralgebra ist (x, y) 7→ tr(xy) eine nichtausgeartete invariante symme-
trische Bilinearform b = bV auf g;

2. Für die zugehörige Casimir-Abbildung C = CV
b gilt trC = dim g.

Beweis. Sicher ist unsere Bilinarform symmetrisch und invariant, insbesondere
ist ihr Radikal ein Ideal. Nach dem Cartan-Kriterium 24.1.6.1 oder 24.1.6.3 im
Fall eines allgemeinen Grundkörpers der Charakteristik Null ist ihr Radikal sogar
ein auflösbares Ideal in g, also Null. Teil 2 folgt sofort aus den Definitionen.

Lemma 24.2.1.11. Für jede endlichdimensionale Darstellung V einer komplexen
halbeinfachen Liealgebra g gilt V = V g ⊕ gV .

24.2.1.12. Mit gV meinen wir hier den von allen Xv mit X ∈ g und v ∈ V er-
zeugten Teilraum und V g bezeichnet wie immer den Raum der g-Invarianten. Dies
Lemma gilt allgemeiner über jedem Grundkörper der Charakteristik Null: Durch
Erweiterung der Skalare rettet man sich in den Fall eines algebraisch abgeschlos-
senen Grundkörpers, in dem dann wieder der hier gegebene Beweis funktioniert.

Beweis. Durch Induktion über dimV . Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit
V 6= V g. Betrachten wir den zu unserer Darstellung gehörigen Liealgebrenho-
momorphismus ρ : g → gl(V ), so ist also ρ(g) 6= 0. Wir betrachten nun die zur
halbeinfachen Unteralgebra ρ(g) ⊂ gl(V ) gehörige Abbildung C : V → V wie in
Lemma 24.2.1.10. Natürlich zerfällt V in eine direkte Summe von Haupträumen
unterC, und wegenC ∈ Endg V sind alle Haupträume vonC Unterdarstellungen.
HätteC mehr als einen Eigenwert auf V , so könnten wir V als direkte Summe von
zwei Unterdarstellungen echt kleinerer Dimension schreiben und wären fertig mit
Induktion. Wir dürfen also annehmen, daß C nur einen Eigenwert hat. Da gilt
tr(C) = dim ρ(g) 6= 0 nach Lemma 24.2.1.10, kann dieser Eigenwert nicht Null
sein. Also gilt V = CV und V g = 0 und a forteriori V = gV = V g ⊕ gV .

Beweis des Satzes von Weyl 24.2.1.6. Es gilt zu zeigen, daß jede endlichdimen-
sionale Darstellung V einer halbeinfachen Liealgebra halbeinfach ist. Ist U ⊂ V
eine Unterdarstellung, so liefert die Restriktion von Abbildungen eine Surjektion
Hom(V, U) � Hom(U,U) von Darstellungen. Nach Lemma 24.2.1.11 induziert
diese Surjektion eine Surjektion auf den invarianten Vektoren Hom(V, U)g �
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Hom(U,U)g. Für jedes Urbild f ∈ Hom(V, U)g von idU ∈ Hom(U,U)g gilt dann
V = U ⊕ kerf . Eine offensichtliche Induktion beendet den Beweis.

Proposition 24.2.1.13. Eine endlichdimensionale komplexe Liealgebra ist reduk-
tiv genau dann, wenn jedes auflösbare Ideal bereits in ihrem Zentrum liegt.

24.2.1.14. Mit Erweiterung des Grundkörpers folgt das für jede endlichdimensio-
nale Liealgebra über einem Körper der Charakteristik Null.

Beweis. Nach 24.1.7.8 ist unsere Liealgebra g genau dann reduktiv, wenn ihre
adjungierte Darstellung halbeinfach ist. Daraus folgt einerseits, daß jedes Ideal
eine Summe von irreduziblen Idealen ist, und andererseits, daß jedes Ideal ein
Vektorraumkomplement besitzt, das auch ein Ideal ist. Folglich liegt jedes ein-
dimensionalen Ideal im Zentrum und jedes auflösbare Ideal ist eine Summe von
eindimensionalen Idealen und mithin zentral. Liegt umgekehrt jedes auflösbare
Ideal im Zentrum, so ist ad g ⊂ gl(g) eine halbeinfache Unteralgebra und nach
dem Satz von Weyl 24.2.1.6 ist g eine halbeinfache Darstellung von ad g, also ist
die adjungierte Darstellung von g halbeinfach, also ist g reduktiv.

Satz 24.2.1.15 (Kriterium für Halbeinfachkeit). 1. Besitzt eine komplexe Lie-
algebra eine treue einfache endlichdimensionale Darstellung, so ist unsere
Liealgebra reduktiv und ihr Zentrum ist höchstens eindimensional;

2. Operiert unsere Liealgebra außerdem auf besagter Darstellung nur durch
Endomorphismen der Spur Null, so ist unsere Liealgebra halbeinfach.

24.2.1.16. Insbesondere ist gl(n;C) reduktiv und sl(n;C) halbeinfach. Wollen
wir nur den zweiten Teil des Satzes zeigen, so können wir im anschließenden
Beweis sogar I abelsch annehmen und auf diese Weise ohne den Satz von Lie
auskommen. Der Satz gilt mit demselben Beweis über jedem algebraisch abge-
schlossenen Grundkörper der Charakteristik Null.

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung reduktiver Liealgebren aus Übung
24.2.1.13 und müssen also zeigen, daß jedes auflösbare Ideal bereits im Zentrum
liegt. Sei dazu g unsere Liealgebra und I ⊂ g ein auflösbares Ideal und V un-
sere einfache treue Darstellung. Nach dem Satz von Lie 24.1.5.2 gibt es v ∈ V ,
v 6= 0 mit Iv ⊂ Cv. Natürlich finden wir λ ∈ I∗ mit Xv = λ(X)v ∀X ∈ I .
Nach 24.1.5.4 ist dann Vλ eine Unterdarstellung von V , und da sie nicht null ist,
folgt V = Vλ. Das Bild eines auflösbaren Ideals I ⊂ g unter einer einfachen
Darstellung ρ : g → EndC V in einem endlichdimensionalen Raum V liegt al-
so stets in der Menge aller Vielfachen der Einheitsmatrix. Ist unsere Darstellung
auch noch treu, so folgt dim I ≤ 1 und [I, g] = 0 und im Fall tr(ρ(I)|V ) = 0
sogar I = 0.
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Übungen

Übung 24.2.1.17. Für V eine Darstellung einer halbeinfache Liealgebra g versteht
man unter dem Casimir-Operator mit einem bestimmten Artikel meist unserCκ :
V → V aus 24.2.1.8 für κ die Killingform. Man zeige als Übung, daß der Casimir-
Operator der Liealgebra sl(2;C) in einer Basis e, h, f wie in 24.1.1.34 gegeben
wird durch den Ausdruck (ef+fe)/4+h2/8 = fe/2+h(h+2)/8. Auf der (n+1)-
dimensionalen einfachen Darstellung operiert er durch den Skalar n(n+2)/8, wie
man auf den extremen Gewichtsräumen leicht nachrechnet.

Übung 24.2.1.18. Der Casimir-Operator einer endlichdimensionalen halbeinfa-
chen Liealgebra über einem Körper der Charakteristik Null operiert als die Iden-
tität auf der adjungierten Darstellung.

24.2.2 Jordanzerlegung in halbeinfachen Liealgebren
24.2.2.1. In diesem Abschnitt wird die Jordanzerlegung in halbeinfachen Lieal-
gebren eingeführt. Gilt es Verwechslungen zu vermeiden, so nennen wir sie die
„absolute Jordanzerlegung“ im Gegensatz zur „konkreten Jordanzerlegung“ von
Endomorphismen endlichdimensionaler Vektorräume, wie wir sie in 4.3.3.1 be-
trachtet hatten. Im folgenden bezeichnet x = xs + xn stets diese konkrete Jordan-
zerlegung von x ∈ EndV .

Satz 24.2.2.2 (Jordanzerlegung in halbeinfachen Liealgebren). Sei g eine hal-
beinfache komplexe Liealgebra.

1. Jedes x ∈ g besitzt genau eine Zerlegung x = s + n mit ad(s) diagona-
lisierbar, ad(n) nilpotent und [s, n] = 0. Diese Zerlegung nennen wir im
folgenden die absolute Jordanzerlegung von x in g;

2. Ist ρ : g→ gl(V ) eine endlichdimensionale Darstellung und x = s+ n die
absolute Jordanzerlegung von x in g, so ist ρ(x) = ρ(s)+ρ(n) die konkrete
Jordanzerlegung von ρ(x) in EndV . In Formeln gilt mithin ρ(s) = ρ(x)s

und ρ(n) = ρ(x)n;

3. Ist φ : g → g′ ein Homomorphismus von g in eine weitere halbeinfache
Liealgebra g′ und x = s+n die absolute Jordanzerlegung von x in g, so ist
φ(x) = φ(s) + φ(n) die absolute Jordanzerlegung von φ(x) in g′.

24.2.2.3. Teil 2 des vorhergehenden Satzes besagt, daß die absolute und die kon-
krete Jordanzerlegung in allen Zweifelsfällen übereinstimmen. Sobald der Satz
bewiesen ist, dürfen wir es uns also erlauben, ohne weitere Spezifizierung einfach
von der Jordanzerlegung zu reden. Im folgenden Beweis sind die Begriffe „hal-
beinfach“ und „nilpotent“ und „halbeinfacher Anteil“ sowie „nilpotenter Anteil“
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stets im konkreten Sinne zu verstehen, also im Sinne von Endomorphismen end-
lichdimensionaler Vektorräume. Ihre auf Elemente abstrakter Liealgebren übert-
ragene Bedeutung wird erst im Anschluß eingeführt. Dem eigentlichen Beweis
des Satzes schicken wir zwei Lemmata voraus.

Lemma 24.2.2.4. Jedes halbeinfache Ideal einer endlichdimensionalen komple-
xen Liealgebra besitzt ein Vektorraumkomplement, das auch ein Ideal ist.

24.2.2.5. Unter einem halbeinfachen Ideal einer Liealgebra verstehen wir hierbei
ein Ideal, das als Liealgebra halbeinfach ist.

Beweis. Sei D unsere Liealgebra und g ⊂ D unser halbeinfaches Ideal. Wir be-
trachten bezüglich der Killing-Form κ von D das orthogonale Komplement I von
g, also den Kern der Abbildung D → g∗, x 7→ κ(x, ). So ist I ⊂ D ein Ideal und
die Killing-Form von D verschwindet identisch auf g ∩ I . Da g ∩ I ein Ideal von
g ist, muß es nach 24.1.7.16 halbeinfach sein und mit 24.1.7.9 folgt g ∩ I = 0.
Dann erhalten wir jedoch mit Dimensionsbetrachtungen sofort D = g⊕ I .

Ergänzung 24.2.2.6 (Derivationen halbeinfacher Liealgebren). Jede Derivation
einer halbeinfachen Liealgebra g über einem Körper k der Charakteristik char k =
0 ist eine innere Derivation. In der Tat sieht man leicht, daß für jede Liealgebra g
das Bild der adjungierten Darstellung ein Ideal ad g ⊂ Derk g ist. Nach 24.2.2.4
besitzt unter unseren Annahmen ad g ein Vektorraumkomplement I ⊂ Derk g,
das sogar ein Ideal ist. Es folgt ad(d(X)) = [adX, d] = 0 ∀X ∈ g, d ∈ I und so
d(X) = 0 ∀X ∈ g, d ∈ I alias I = 0 und

ad g = Derk g

Ergänzung 24.2.2.7 (Derivationen reduktiver Liealgebren). Jede Derivation ei-
ner reduktiven Liealgebra über einem Körper k der Charakteristik char k = 0 in
ihrer Darstellung g = [g, g]× z nach 24.1.7.18 ist von der Gestalt

(adX)× L

für X ∈ [g, g] und L ∈ Endk z beliebig. In der Tat besitzt wie in 24.2.2.6 das
Bild der adjungierten Darstellung ad g ⊂ Derk g ein Vektorraumkomplement I ⊂
Derk g, das sogar ein Ideal ist. Es folgt ad(d(X)) = [adX, d] = 0 ∀X ∈ g, d ∈ I
und so d(X) ∈ z ∀X ∈ g, d ∈ I und damit d([X, Y ]) = 0 ∀X, Y ∈ g.

Ergänzung 24.2.2.8 (Derivationen von Endomorphismenalgebren). Gegeben
ein Körper k der Charakteristik char k = 0 und ein endlichdimensionaler k-Vek-
torraum V erhalten wir einen Isomorphismus

sl(V )
∼→ Derk(Endk(V ))
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vermittels der AbbildungsvorschriftX 7→ ad(X). In der Tat spezialisiert 24.1.1.38
zur recht banalen Erkenntnis Derk(Endk(V )) ⊂ Derk(gl(V )) und 24.2.2.7 liefert
unter Verwendung der offensichtlichen Zerlegung sl(V )×kid

∼→ gl(V ) einen Iso-
morphismus ad×mult : sl(V )× k ∼→ Derk(sl(V )× kid). Da aber Derivationen
der Ringalgebra Endk(V ) auf id verschwinden, folgt die Behauptung. Sie kann
auch als infinitesimale Version von 24.4.7.2 verstanden und davon ausgehend be-
wiesen werden.

Vorschau 24.2.2.9. Gegeben ein endlichdimensionaler Vektorraum V über einem
Körper k sind auch ohne weitere Voraussetzungen alle Derivationen des Endomor-
phismenrings Endk V innere Derivationen. Wir geben ein Argument in 19.3.3.8.
Man kann die Aussage in vielen Fällen auch als Konsequenz der Beschreibung
der Automorphismengruppe des Endomorphismenrings nach 8.3.5.12 verstehen.
Diesen Zugang finde ich besonders transparent.

Lemma 24.2.2.10. Seien V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum und
g ⊂ gl(V ) eine halbeinfache Unteralgebra. Für die halbeinfachen und nilpoten-
ten Anteile der konkreten Jordanzerlegung x = xs + xn eines Elements x ∈ g gilt
stets xs, xn ∈ g.

Beweis. Wir betrachten in gl(V ) den Teilraum D := {y ∈ gl(V ) | Es gilt [y, g] ⊂
g und für jede g-Unterdarstellung W ⊂ V gilt yW ⊂ W sowie tr(y|W ) = 0}.
Nach Lemma 24.1.6.4 über die Jordanzerlegung von adx und der Funktorialität
der Jordanzerlegung 4.3.3.8 folgt aus y ∈ D schon ys, yn ∈ D. Es reicht also,
D = g zu zeigen. Offensichtlich ist D eine Unteralgebra von gl(V ). Wegen g =
[g, g] und da die Spur eines Kommutators stets verschwindet gilt g ⊂ D, und
wegen der ersten Bedingung an Elemente von D ist g ⊂ D sogar ein Ideal. Nach
24.2.2.4 finden wir dann ein Ideal I ⊂ D mit D = g ⊕ I und insbesondere
[g, I] = 0. Also operiert y ∈ I auf jeder g-Unterdarstellung W ⊂ V durch einen
g-Endomorphismus. Für W einfach ist also y|W ein Skalar, und mit tr(y|W ) = 0
folgt y|W = 0. Da V nach dem Satz von Weyl 24.2.1.6 direkte Summe einfacher
g-Unterdarstellungen ist, folgt weiter y = 0, mithin I = 0 und D = g.

Beweis von 24.2.2.2. 1. Man betrachte die konkrete Jordanzerlegung adx = (adx)s+
(adx)n von adx in End g. Nach Lemma 24.2.2.10 angewandt auf ad g ⊂ gl(g)
gibt es s, n ∈ g mit ad s = (adx)s, adn = (adx)n. Das liefert die Existenz einer
absoluten Jordanzerlegung x = s + n. Ist andererseits x = s + n eine absolute
Jordanzerlegung von x in g, so ist notwendig adx = ad s + adn die konkrete
Jordanzerlegung von adx in Endg. Das zeigt die Eindeutigkeit.

2. Sei ρ : g → gl(V ) eine endlichdimensionale Darstellung. Sicher kommutiert
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das Diagramm
g // //

adg x

��

ρ(g)

adρ(g) ρ(x)

��

� � // gl(V )

adgl ρ(x)

��
g // // ρ(g) �

� // gl(V )

Nach der Funktorialität der konkreten Jordanzerlegung 4.3.3.7 bleibt dies Dia-
gramm kommutativ, wenn wir von allen Vertikalen den halbeinfachen Anteil neh-
men im Sinne der konkreten Jordanzerlegung. Ebenso bleibt es natürlich kom-
mutativ, wenn wir überall statt x unser s aus seiner absoluten Jordanzerlegung
x = s + n einsetzen. Die beiden so entstehenden Diagramme haben per defini-
tionem dieselbe linke Vertikale (adg x)s = adg s und damit auch dieselbe mittlere
Vertikale. Das liefert die erste Gleichung einer Gleichungskette

adρ(g) ρ(s) = (adρ(g) ρ(x))s = adρ(g)(ρ(x)s)

Um die zweite Gleichung zu zeigen, bemerken wir für die konkrete Jordanzerle-
gung die Identitäten ad(xs) = (adx)s und ad(xn) = (adx)n, die für jeden Endo-
morphismus x eines endlichdimensionalen komplexen Vektorraums aus unseren
allgemeinen Überlegungen in 24.1.6.4 folgen. Wenden wir sie auf ρ(x) ∈ gl(V )
an und schränken das Resultat auf ρ(g) ein, ergibt sich die zweite Gleichung. Da
schließlich adρ(g) : ρ(g) ↪→ gl(ρ(g)) eine Injektion ist, folgt aus unserer Glei-
chungskette dann wie gewünscht ρ(s) = ρ(x)s.

3. Sei φ : g → g′ ein Homomorphismus von halbeinfachen Liealgebren und sei
x ∈ g gegeben mit Jordanzerlegung x = s + n. Betrachten wir die adjungierte
Darstellung adg′ : g′ → gl(g′) von g′, so folgt aus 2 angewandt auf ρ = adg′ ◦φ
schon adg′ φ(s) halbeinfach sowie adg′ φ(n) nilpotent. Die anderen Bedingungen
φ(x) = φ(s) + φ(n) und [φ(s), φ(n)] = 0 für die Jordanzerlegung sind aber of-
fensichtlich ebenfalls erfüllt.

Definition 24.2.2.11. Ein Element x einer Liealgebra g heißt ad-halbeinfach
beziehungsweise ad-nilpotent, wenn adx ∈ Endg halbeinfach beziehungswei-
se nilpotent ist. Bei halbeinfachen Liealgebren nennen wir diese Elemente auch
oft kürzer nur halbeinfach beziehungsweise nilpotent. Bei der Jordanzerlegung
x = s + n in einer halbeinfachen Liealgebra nennt man s den halbeinfachen
Anteil und n den nilpotenten Anteil von x.

24.2.2.12. Wie man schon im Fall g = sl(n;C) sieht, sind „die meisten“ Elemen-
te einer halbeinfachen Liealgebra halbeinfach. Die nilpotenten Elemente ihrerseits
bilden eine abgeschlossene Teilmenge hoher Kodimension, den sogenannten nil-
potenten Kegel. Wir werden die äußerst interessante Geometrie des nilpotenten
Kegels später noch ausführlich studieren.
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Übungen

Übung 24.2.2.13. Sei g eine halbeinfache komplexe Liealgebra. Gegeben Elemen-
te x, y ∈ g mit [x, y] = 0 gilt (x+ y)s = xs + ys und (x+ y)n = xn + yn.
Übung 24.2.2.14. Man zeige, daß jede halbeinfache komplexe Liealgebra auch re-
guläre halbeinfache Elemente besitzt. Hinweis: 24.1.1.33. Leser mit Grundkennt-
nissen in algebraischer Geometrie zeigen das allgemeiner über jedem algebraisch
abgeschlossenen Körper der Charakteristik Null.

24.2.3 Wurzelraumzerlegung
24.2.3.1. Ich erinnere an die simultane Eigenraumzerlegung aus 4.7.8.10. Seien
genauer V ein Vektorraum und T ⊂ EndV ein endlichdimensionaler Untervek-
torraum seines Endomorphismenraums, der aus diagonalisierbaren und paarweise
kommutierenden Abbildungen besteht. So besitzt V unter T eine simultane Ei-
genraumzerlegung

V =
⊕
λ∈T ∗

Vλ

in die simultanen Eigenräume Vλ := {v ∈ V | xv = λ(x)v ∀x ∈ T}. Diese
Aussage gilt offensichtlich analog, wenn wir allgemeiner eine lineare Abbildung
T → EndV betrachten, deren Bild die entsprechenden Eigenschaften hat. Die
Menge P(V ) := {λ ∈ T ∗ | Vλ 6= 0} heißt dann die Menge der Gewichte von
V und Vλ heißt der Gewichtsraum zu λ. Die Wahl des Buchstabens P geht auf
französisch poids zurück.
Beispiel 24.2.3.2. Wir betrachten in der Liealgebra g = gl(n; k) die Unteralgebra
h ⊂ g aller Diagonalmatrizen. So ist das Bild von adg : h → End g ein Unter-
vektorraum von paarweise kommutierenden diagonalisierbaren Endomorphismen
von g und simultane Diagonalisierbarkeit 24.2.3.1 liefert eine Zerlegung

g =
⊕
λ∈h∗

gλ mit gλ = {x ∈ g | [h, x] = λ(h)x ∀h ∈ h}

Für h = diag(h1, . . . , hn) in h und Eij die Standardmatrix mit einer 1 in der i-
ten Zeile und j-ten Spalte und Nullen sonst haben wir offensichtlich [h,Eij] =
(hi− hj)Eij . Erklären wir also εi ∈ h∗ als diejenige Linearform, die einer Diago-
nalmatrix ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnet, so ergibt sich

[h,Eij] =
(
(εi − εj)(h)

)
Eij

und damit P(g) = {εi − εj | 1 ≤ i, j ≤ n} als Menge von Gewichten. Wir haben
also g0 = h und unter der Annahme char k 6= 2 sind die anderen Gewichtsräume
die Geraden kEij mit i 6= j. In Charakteristik Zwei sind dahingegen die anderen
Gewichtsräume die zweidimensionalen Unterräume mit Basis Eij, Eji für i < j.
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Definition 24.2.3.3. Eine Unteralgebra h ⊂ g einer komplexen halbeinfachen
Liealgebra g heißt eine Cartan’sche Unteralgebra, wenn h erstens abelsch ist,
zweitens nur aus halbeinfachen Elementen von g besteht, und wenn es drittens
maximal ist bezüglich Inklusion unter allen Unteralgebren von g, die die beiden
ersten Eigenschaften haben.

Beispiel 24.2.3.4. In der Liealgebra sl(n;C) bilden die Diagonalmatrizen eine
Cartan’sche Unteralgebra.

Ergänzung 24.2.3.5. Im Fall einer halbeinfachen komplexen Liealgebra ist eine
Cartan’sche Unteralgebra eine „algebraische Version“ des Begriffs eines maxi-
malen Torus im Fall einer algebraischen Gruppe, vergleiche 24.2.6.5, oder einer
kompakten Liegruppe, vergleiche 22.5.1.10.

Ergänzung 24.2.3.6. Im allgemeinen versteht man unter einer Cartan’schen Un-
teralgebra einer beliebigen endlichdimensionalen Liealgebra eine nilpotente Un-
teralgebra, die ihr eigener „Normalisator“ ist. Mehr dazu wird in 24.2.5 diskutiert.
Insbesondere besprechen wir dort, warum diese Bedingung im halbeinfachen Fall
zu der hier gegebenen Definition äquivalent ist.

Ergänzung 24.2.3.7. Eine Liealgebra, die nur aus ad-halbeinfachen Elementen be-
steht, ist stets abelsch: Sonst gäbe es nämlich x mit adx 6= 0, also gäbe es y 6= 0
und λ 6= 0 mit (adx)(y) = λy, es folgte (ad y)(x) 6= 0 aber (ad y)2(x) = 0, und
dann könnte y nicht ad-halbeinfach sein. In 24.2.3.3 war mithin die erste Bedin-
gung überflüssig. Ich habe sie nur aus didaktischen Gründen mit dazugenommen.

Definition 24.2.3.8 (Wurzelraumzerlegung). Seien g eine komplexe halbeinfa-
che Liealgebra und h ⊂ g eine Cartan’sche Unteralgebra. Wir benutzen die in
unserer Theorie übliche Notation λ(h) = 〈λ, h〉 für λ ∈ h∗, h ∈ h. Nach 24.2.3.1
gilt g =

⊕
λ∈h∗ gλ mit gλ = {x ∈ g | [h, x] = 〈λ, h〉x ∀h ∈ h}. Wir setzen

R(g, h) := {α ∈ h∗ | α 6= 0 und gα 6= 0} = P(g)\0

und haben also eine Zerlegung

g = g0 ⊕
⊕

α∈R(g,h)

gα

Die endliche Teilmenge R(g, h) ⊂ h∗ heißt das Wurzelsystem von g bezüglich
h, seine Elemente heißen die Wurzeln, und die simultanen Eigenräume gα heißen
die Wurzelräume.

Ergänzung 24.2.3.9. Die Terminologie rührt daher, daß die Eigenwerte eines En-
domorphismus die Wurzeln seines charakteristischen Polynoms sind. Auf fran-
zösisch heißt das Wurzelsystem système de racines, daher der Buchstabe R.
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24.2.3.10. Insbesondere ist hier g0 genau der Zentralisator g0 = zg(h) = {x ∈ g |
[h, x] = 0 ∀h ∈ h} unserer Cartan’schen h in g.

Beispiel 24.2.3.11 (Das Wurzelsystem im Typ An). Ist g die Liealgebra g =
sl(n;C) und h ⊂ g die Unteralgebra aller Diagonalmatrizen mit Spur Null und
bezeichnet weiter εi : h→ C die Linearform, die einer Diagonalmatrix ihren i-ten
Diagonaleintrag zuordnet, so haben wir R(g, h) = {εi − εj | i 6= j} und g0 = h
und gα = CEij für α = εi−εj . Man beachte jedoch, daß die ε1, . . . , εn nicht linear
unabhängig sind in h∗, denn die Cartan’sche h besteht ja nur aus Diagonalmatrizen
mit Spur Null und hat mithin die Dimension dim h = n − 1. Die Bezeichnung
An ist die Standardbezeichnung für dieses „Wurzelsystem“ in der „Theorie der
Wurzelsysteme“.

Satz 24.2.3.12 (über die Wurzelraumzerlegung). Seien g eine halbeinfache kom-
plexe Liealgebra, h ⊂ g eine Cartan’sche und R := R(g, h) ⊂ h∗ das Wurzelsys-
tem. Gegeben λ ∈ h∗ verwenden wir wie zuvor für den zugehörigen Gewichtsraum
die Notation gλ = {x ∈ g | [h, x] = 〈λ, h〉x ∀h ∈ h}. So gilt:

1. Unsere Cartan’sche ist ihr eigener Zentralisator, in Formeln g0 = h;

2. Alle Wurzelräume sind eindimensional und es gibt sogar für jede Wurzel
α ∈ R einen injektiven Homomorphismus sl(2;C) ↪→ g von Liealgebren
mit

C(0
0

1
0)

∼→ gα, C(0
1

0
0)

∼→ g−α und C(1
0

0
−1)

∼→ [gα, g−α] ⊂ h;

3. Das Negative einer Wurzel ist stets eine Wurzel, aber kein anderes Vielfa-
ches einer Wurzel ist wieder eine Wurzel. In Formeln gilt für jede Wurzel
α ∈ R demnach Cα ∩R = {α,−α};

4. Für je zwei Wurzeln α, β ∈ R mit α + β ∈ R gilt [gα, gβ] = gα+β .

24.2.3.13. Wir zeigen die verschiedenen Teile dieses Satzes der Reihe nach, unter-
brochen durch einige Lemmata. Teil 4 wird im Beweis von 24.2.3.19 mit erledigt.

Lemma 24.2.3.14. 1. Es gilt [gλ, gµ] ⊂ gλ+µ ∀λ, µ ∈ h∗;

2. Für die Killing-Form κ von g gilt κ(gλ, gµ) = 0 falls λ 6= −µ;

3. Die Einschränkung der Killingform κ auf g0 ist nicht ausgeartet;

4. Für alle Gewichte λ ∈ h∗ induziert die Killingform eine nichtausgeartete
Paarung κ : gλ × g−λ → C;
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Beweis. Aus [h, x] = λ(h)x und [h, y] = µ(h)y folgt mit der Jacobi-Identität
[h, [x, y]] = (λ(h) + µ(h))[x, y]. Das zeigt Teil 1. Aus x ∈ gλ, y ∈ gµ folgt für
jedes ν ∈ h∗ nach dem ersten Teil ((adx)(ad y))(gν) ⊂ gν+λ+µ. Falls λ + µ 6= 0
ist also ((adx)(ad y)) nilpotent und es folgt tr((adx)(ad y)) = κ(x, y) = 0 und
damit Teil 2. Für z ∈ g0 gilt schließlich schon mal κ(z, gα) = 0 ∀α ∈ R nach
Teil 2. Gilt auch noch κ(z, g0) = 0, so folgt κ(z, g) = 0 und damit z = 0, da
nach 24.1.7.9 die Killingform einer halbeinfachen Liealgebra nicht ausgeartet ist.
Für z ∈ gλ gilt allgemeiner κ(z, gµ) = 0 ∀µ 6= −λ nach Teil 2. Gilt auch noch
κ(z, g−λ) = 0, so folgt κ(z, g) = 0 und damit z = 0 nach 24.1.7.9.

Beweis von 24.2.3.12.1. Gegeben x ∈ g0 verschwindet sicher adx auf h. Ist
x = s + n seine Jordanzerlegung in g, so verschinden nach der Funktorialität der
Jordanzerlegung 4.3.3.7 auch adg s = (adg x)s und adg n = (adg x)n auf h. Folg-
lich enthält g0 mit x auch die halbeinfachen und nilpotenten Anteile s und n von
x. Aufgrund der Maximalität von h und da die Summe zweier kommutierender
halbeinfacher Elemente auch selbst wieder halbeinfach ist, liegt der halbeinfache
Anteil s jedes Elements x aus dem Zentralisator g0 von h sogar schon selbst in h.
Damit ist g0 nilpotent, denn für jedes x ∈ g0 ist adx = adn : g0 → g0 nilpotent
auf g0 und wir können den Satz von Engel 24.1.4.18 auf die Liealgebra g0 an-
wenden. Mit dem Satz von Lie oder genauer seinem Korollar 24.1.5.6 folgt, daß
in einer geeigneten Basis von g alle adg x für x ∈ g0 durch obere Dreiecksma-
trizen gegeben werden. Ist nun z ∈ g0 gegeben mit adg z nilpotent, so muß adg z
in dieser Basis sogar eine echte obere Dreiecksmatrix sein. Es folgt κ(z, g0) = 0
und damit z = 0 nach Lemma 24.2.3.14. Also besteht g0 aus adg-halbeinfachen
Elementen, und wir wissen ja bereits seit dem Anfang des Beweises, daß alle adg-
halbeinfachen Elemente von g0 bereits in h liegen.

Lemma 24.2.3.15. Für jede Wurzel α ∈ R gilt dim[gα, g−α] = 1 und α ver-
schwindet nicht auf der Gerade [gα, g−α] ⊂ h.

Beweis. Seien x ∈ gα, y ∈ g−α und h ∈ h. So gilt

κ(h, [x, y]) = κ([h, x], y) = α(h)κ(x, y)

oder anders ausgedrückt [gα, g−α]⊥ ⊃ kerα, wo das orthogonale Komplement
bezüglich der Restriktion der Killing-Form auf h zu verstehen ist. Da diese Re-
striktion nach 24.2.3.14 nicht ausgeartet ist, folgt dim[gα, g−α] ≤ 1. Können wir
zusätzlich zeigen, daß es x ∈ gα und y ∈ g−α gibt mit α([x, y]) 6= 0, so sind wir
fertig. Andernfalls aber würden x, y und [x, y] stets eine nilpotente, mithin auf-
lösbare Unteralgebra von g aufspannen. In einer geeigneten Basis von g würden
nach dem Satz von Lie 24.1.5.6 also adg x und adg y durch obere Dreiecksma-
trizen dargestellt, ja sogar durch echte obere Dreiecksmatrizen, da sie nilpotent
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sind. Es folgte κ(x, y) = 0 für alle x ∈ gα und y ∈ g−α im Widerspruch zu
24.2.3.14.

Definition 24.2.3.16. Seien g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und h ⊂ g
eine Cartan’sche. Wir erklären für jede Wurzel α ∈ R(g, h) ein Element

α∨ ∈ h

durch die beiden Bedingungen α∨ ∈ [gα, g−α] und 〈α, α∨〉 = 2.

Vorschau 24.2.3.17. Wir werden bald lernen, daß das Bild von unserem α∨ unter
dem Bidualitätsisomorphismus h ∼→ h∗∗ die Bedingungen erfüllt, die im „abstrak-
ten Wurzelsystem“ R(g, h) ⊂ h∗ die „Kowurzel zur Wurzel α“ charakterisieren.

Beweis von 24.2.3.12.2&3. Aus der Definition folgt sofort (−α)∨ = −α∨. Natür-
lich finden wir stets x ∈ gα, y ∈ g−α mit [x, y] = α∨, und dann gilt [α∨, x] = 2x
und [α∨, y] = −2y, da ja ganz allgemein gilt [h, x] = α(h)x = 〈α, h〉x für
alle h ∈ h und ähnlich für y. Somit spannen x, α∨, y eine zu sl(2;C) isomor-
phe Unteralgebra gα von g auf, ja es gibt einen Isomorphismus von Liealgebren
sl(2;C)

∼→ gα mit

(0
0

1
0) 7→ x, (0

1
0
0) 7→ y und (1

0
0
−1) 7→ α∨.

Vermittels adg wird g eine endlichdimensionale Darstellung von gα. Nach der
Definition von α∨ ist Cα∨ ⊕

⊕
t6=0 gtα darin eine Unterdarstellung und diese zer-

fällt nach dem Satz von Weyl 24.2.1.6 in gα und ein Komplement V . Da α∨ auf
V ⊂

⊕
t6=0 gtα durch eine invertierbare Abbildung operiert, da in anderen Worten

der Null-Eigenraum von α∨ in V verschwindet, folgt mit unserem Satz 24.1.2.14
über einfache Darstellungen der Liealgebra sl(2;C) aus V 6= 0 schon, daß der
Eins-Eigenraum von α∨ nicht verschwindet, in Formeln gα/2 6= 0 alias α/2 ∈ R.
Für alle Wurzeln α mit der Eigenschaft α/2 6∈ R gelten also 2 und 3, und damit
gelten sie notwendig für alle Wurzeln.

24.2.3.18. Sei V ein Vektorraum über einem Körper k der Charakteristik Null.
Eine Teilmenge R ⊂ V heißt wie in 23.2.1.2 ein abstraktes reduziertes Wurzel-
system oder kurz ein abstraktes Wurzelsystem, wenn die folgenden drei Bedin-
gungen erfüllt sind:

1. Die Menge R ist endlich, erzeugt V und enthält nicht den Nullvektor;

2. Für jede Wurzel α ∈ R gibt es eine lineare Abbildung s : V → V mit
s(α) = −α, s(R) ⊂ R und s(β)− β ∈ Zα ∀β ∈ R;

3. Außer dem Negativen ist kein Vielfaches einer Wurzel wieder eine Wurzel.
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Lassen wir die letzte Bedingung fallen, so sprechen wir von einem nicht notwen-
dig reduzierten Wurzelsystem. Die Abbildung s im zweiten Teil ist wohldefi-
niert, denn ist t eine weitere Möglichkeit, so folgt erst im(ts− id) ⊂ kα und dann
(ts − id)2 = 0 und damit ist ts unipotent. Andererseits aber permutiert ts die
Wurzeln und hat folglich endliche Ordnung, und beides zusammen zeigt ts = id
und speziell s2 = id und dann s = t. Wir schreiben dann s = sα und nennen sα
die Wurzelspiegelung zu α. Das Element α∨ ∈ V ∗ mit sα(λ) = λ − 〈λ, α∨〉α
heißt die Kowurzel zu α. Die Fixpunktmenge einer Wurzelspiegelung sα alias
der Kern der zugehörigen Kowurzel heißt der Spiegel unserer Wurzelspiegelung.
Die von den Wurzelspiegelungen erzeugte Untergruppe W ⊂ GL(V ) heißt die
Weylgruppe unseres Wurzelsystems.

Satz 24.2.3.19 (Wurzelsystem einer halbeinfachen Liealgebra). Gegeben h ⊂
g eine halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen ist

R(g, h) ⊂ h∗

ein reduziertes abstraktes Wurzelsystem im Sinne unserer Definition 24.2.3.18 und
für alle Wurzeln α bildet der Bidualitätsisomorphismus h

∼→ h∗∗ unser α∨ aus
24.2.3.16 auf die Kowurzel zu α im Sinne abstrakter Wurzelsysteme 24.2.3.18 ab.

Beweis. Zunächst einmal zeigen wir, daß R := R(g, h) ganz h∗ erzeugt. Da-
zu reicht es zu zeigen, daß gilt

⋂
α∈R kerα = 0. Sei also h ∈ h gegeben mit

α(h) = 0 ∀α ∈ R. So gilt [h, gα] = 0 für alle α ∈ R, und da eh gilt [h, h] = 0,
ergibt sich h ∈ z(g) und damit h = 0, da das Zentrum einer halbeinfachen Lie-
algebra Null ist. Nun betrachten wir für jede von einer vorgegebenen Wurzel α
linear unabhängige Wurzel β 6= ±α den Teilraum T :=

⊕
i∈Z gβ+iα von g. Er

ist eine gα-Unterdarstellung von g, alle Eigenräume gβ+iα von α∨ sind höchstens
eindimensional nach 24.2.3.12.2, und α∨ operiert auf gβ+iα durch den Eigenwert
〈β, α∨〉 + 2i. Aus der Darstellungstheorie von sl(2;C) ∼= gα wissen wir nach
24.1.2.14 aber schon, daß h = (1

0
0
−1) alias unser α∨ aus 24.2.3.16 auf einer end-

lichdimensionalen Darstellung nur ganzzahlige Eigenwerte haben kann und daß
mit n auch −n ein Eigenwert sein muß. Insbesondere ist 〈β, α∨〉 ganzzahlig und
der Eigenwert −〈β, α∨〉 kommt auch vor, als da heißt, der Wurzelraum gβ+iα mit
i = −〈β, α∨〉 ist nicht Null. Erklären wir also sα durch sα(λ) := λ−〈λ, α∨〉α, so
hat sα alle von einer Wurzelspiegelung geforderten Eigenschaften und wir folgern,
daß in der Tat R ein abstraktes Wurzelystem ist und α∨ unter dem Bidualitätsiso-
morphismus der Kowurzel zu α entspricht. Daß dies Wurzelsystem reduziert ist,
wissen wir bereits aus 24.2.3.12.3.

Beweis von 24.2.3.12.4. Da alle Eigenräume von α∨ in unserem T aus dem Be-
weis von eben eindimensional sind und da die Eigenwerte entweder alle gera-
de oder alle ungerade sind, muß T sogar eine einfache Darstellung von gα ∼=
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Die Wurzelspiegelung zu einer Wurzel
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sl(2;C) sein. Aus unserer expliziten Beschreibung dieser einfachen Darstellun-
gen in 24.1.2.14 folgt dann [gα, gβ] = gα+β falls gilt α, β, α + β ∈ R und damit
24.2.3.12.4.

24.2.3.20. Unter einem Morphismus von Wurzelsystemen über einem vorge-
gebenen Körper versteht man eine lineare Abbildung zwischen den zugehörigen
Vektorräumen, unter der jede Wurzel auf eine Wurzel oder auf Null abgebildet
wird.

Satz 24.2.3.21 (Klassifikation der halbeinfachen Liealgebren). Ordnen wir je-
der komplexen halbeinfachen Liealgebra g den Dualraum einer Cartan’schen
h ⊂ g mitsamt dem zugehörigen Wurzelsystem R(g, h) ⊂ h∗ zu, so erhalten wir
eine Bijektion auf Isomorphieklassen{

Komplexe halbeinfache
Liealgebren

}
∼→
{

Komplexe reduzierte
Wurzelsysteme

}
g 7→ R(g, h) ⊂ h∗

24.2.3.22. Der Beweis wird uns eine Weile beschäftigen. Zunächst zeigen wir in
24.2.4.5, daß die Abbildung im Satz insoweit wohldefiniert ist, als je zwei Car-
tan’sche zu isomorphen Wurzelsystemen führen. Die Injektivität und Surjektivität
werden erst in 24.3.4.12 als Korollar von 24.3.4.4 gezeigt werden.

24.2.3.23. Derselbe Satz gilt mit demselben Beweis, wenn wir statt über den kom-
plexen Zahlen über einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen Grundkörper
der Charakteristik Null arbeiten.

Vorschau 24.2.3.24. In 23.2.1.16 zeigen wir, daß für jeden Körper k der Charak-
teristik Null die Erweiterung der Skalare k⊗Q eine Äquivalenz von Kategorien
induziert zwischen der Kategorie de Wurzelsysteme über Q und der Kategorie de
Wurzelsysteme über k.

Übungen

Übung 24.2.3.25. Sei g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und h ⊂ g eine
Cartan’sche. Man zeige: Die Kowurzeln α∨ spannen h auf. Bezeichnet hQ den von
den Kowurzeln über Q aufgespannten Teilraum von h, so gilt dimQ hQ = dimC h.
Bezeichnet (h∗)Q den von den Wurzeln über Q aufgespannten Teilraum von h∗,
so gilt dimQ(h∗)Q = dimC h

∗ und das Einschränken identifiziert (h∗)Q mit dem
Dualraum (hQ)∗ von hQ, so daß wir ohne Mehrdeutigkeiten fürchten zu müssen
schlicht h∗Q schreiben dürfen. Hinweis: 24.2.3.28.

Übung 24.2.3.26 (Rationalität und Positivität der Killingform). Sei g eine halb-
einfache komplexe Liealgebra und h ⊂ g eine Cartan’sche. Bezeichne hQ den von
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allen Kowurzeln über Q aufgespannten Teilraum von h. Man zeige, daß für h, t ∈
hQ gilt κ(h, t) ∈ Q und daß κ positiv definit ist auf hQ, also κ(h, h) ≤ 0⇒ h = 0.
Einen alternativen Beweis der Positivität im Fall der komplexifizierten Liealgebra
einer kompakten Liegruppe mit der komplexifizierten Liealgebra eines maximalen
Torus als Cartan’scher findet man in 22.5.5.19.

Ergänzung 24.2.3.27. Seien g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und h ⊂ g
eine Cartan’sche und α ∈ h∗ eine Wurzel. Für xα ∈ gα und yα ∈ g−α mit
[xα, yα] = α∨ folgt aus dem Beginn des Beweises von 24.2.3.15 leicht κ(xα, yα) =
κ(α∨, α∨)/2. Da hier die rechte Seite positiv und rational ist nach 24.2.3.26, gilt
für beliebige x ∈ gα und y ∈ g−α immer noch [x, y] ∈ κ(x, y)Q>0α

∨.

Übung 24.2.3.28. Seien k ⊂ K Körper. Sei V ein K-Vektorraum, R ⊂ V ein
endliches Erzeugendensystem von V und L ⊂ V ∗ ein endliches Erzeugendensys-
tem seines Dualraums. Gilt 〈λ, α〉 ∈ k für alle λ ∈ L und α ∈ R, so haben wir
dimk〈R〉k = dimK V = dimk〈L〉k für die Erzeugnisse von R beziehungsweise L
über k und die Einschränkung identifiziert 〈L〉k mit dem Dualraum von 〈R〉k.

Übung 24.2.3.29. Die bezüglich Inklusion maximalen auflösbaren Unteralgebren
einer Liealgebra heißen ihre Borel’schen Unteralgebren oder Borel’schen. Sei
g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und h ⊂ g eine Cartan’sche und R(g, h)
das Wurzelsystem. Man zeige, daß wir eine Bijektion{

Systeme R+ ⊂ R(g, h) von
positiven Wurzeln

}
∼→
{

Borelsche Unteralgebren,
die h umfassen

}
erhalten durch die Vorschrift R+ 7→ b = h⊕

⊕
α∈R+ gα.

Übung 24.2.3.30 (Wurzelketten). Sei R = R(g, h) das Wurzelsystem einer kom-
plexen halbeinfachen Liealgebra. Man zeige: Für Wurzeln α, β ∈ R mit α 6= ±β
ist {i ∈ Z | β + iα ∈ R} ein Intervall in Z.

Übung 24.2.3.31 (Wurzelsystem vom TypCn). Die Liealgebra sp(2n;C) besteht
nach 24.1.1.25 aus allen Blockmatrizen(

A B
C D

)
mit A> = −D, B> = B und C> = C. Darin bilden die Diagonalmatrixen
diag(h1, . . . , hn,−h1, . . . ,−hn) eine Cartan’sche h. Bezeichnet εi : h → C die
Abbildung, die einer Matrix ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnet, so bilden die εi
für 1 ≤ i ≤ n eine Basis von h∗ und wir erhalten als Wurzelsystem

R = {±εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±2εi | 1 ≤ i ≤ n}

Erzeuger der Wurzelräume sind die Matrizen mit A = −D> = Eij für i 6= j und
B = C = 0, mit B = Eij +Eji und C = A = D = 0 sowie analog mit C statt B.



24.2. KOMPLEXE HALBEINFACHE LIEALGEBREN 4139

Übung 24.2.3.32 (Wurzelsystem vom Typ Dn). Die Liealgebra so(2n;C) aus
24.1.1.15 besteht aus allen Blockmatrizen derselben Gestalt wie in der vorher-
gehenden Übung mit A> = −D, B> = −B und C> = −C. Darin bilden die
Diagonalmatrixen diag(h1, . . . , hn,−h1, . . . ,−hn) eine Cartan’sche h. Bezeich-
net εi : h → C die Abbildung, die einer Matrix ihren i-ten Diagonaleintrag zu-
ordnet, so bilden die εi für 1 ≤ i ≤ n eine Basis von h∗ und wir erhalten als
Wurzelsystem

R = {±εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ n}
Erzeuger der Wurzelräume sind die Matrizen mit A = −D> = Eij für i 6= j
und B = C = 0, mit B = Eij − Eji und C = A = D = 0 sowie analog mit
C statt B. Man zeige, daß die Weylgruppe aus allen Permutationen der εi gefolgt
von der Änderung einer geraden Zahl von Vorzeichen besteht. Mehr zu diesem
Wurzelsystem wird in 24.4.2.10 und 23.2.2.17 diskutiert.
Übung 24.2.3.33 (Wurzelsystem vom TypBn). Die Liealgebra so(2n+1;C) aus
24.1.1.15 besteht aus allen Blockmatrizena u v

w A B
s C D


mit a = 0, u> = −s, v> = −w, A> = −D, B> = −B und C> = −C. Ei-
ne Cartan’sche h bilden die Diagonalmatrizen diag(0, h1, . . . , hn,−h1, . . . ,−hn).
Erklären wir Linearformen εi : h → C durch die Vorschrift, daß sie einer Matrix
ihren (i + 1)-ten Diagonaleintrag zuordnen, so bilden die εi für 1 ≤ i ≤ n eine
Basis von h∗ und wir erhalten als Wurzelsystem

R = {±εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±εi | 1 ≤ i ≤ n}

Man zeige, daß die Weylgruppe aus allen Permutationen der εi gefolgt von einer
beliebigen Änderung der Vorzeichen besteht. Mehr zu diesem Wurzelsystem wird
in 24.4.2.11 und 23.2.2.17 diskutiert.

Ergänzende Übung 24.2.3.34 (Unterliealgebren zu Unterwurzelsystemen). Sei-
en g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen und
R ⊂ h∗ das Wurzelsystem und R′ ⊂ R eine Teilmenge, die in ihrem Erzeug-
nis selbst ein Wurzelsystem ist und die Eigenschaft hat, daß die Summe von
zwei Wurzeln aus R′, wenn sie denn in R liegt, bereits in R′ liegen muß. So ist
g′ :=

∑
α∈R′(gα + Cα∨) eine halbeinfache Unteralgebra von g mit Cartan’scher

h′ :=
∑

α∈R′ Cα∨ und die Restriktion von Linearformen auf h′ ⊂ h induziert eine
Bijektion R′ ∼→ R(g′, h′). Hinweis: Man zerlege R′ mit 23.2.2.14 in unzerlegba-
re Wurzelsysteme und zeige mithilfe der Existenz höchster Wurzeln 23.2.5.6 und
von Wurzelwegen dorthin im Sinne von 23.2.3.10, daß unzerlegbare Wurzelsys-
teme einfache Liealgebren liefern.
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Hier wurde jeder halbeinfachen Liealgebra ein Wurzelsystem zugeordnet, wenn
auch die Bijektivität auf Isomorphieklassen dieser Zuordnung 24.2.3.21 noch

nicht fertig bewiesen ist. In 23.2.3.7 wird andererseits eine Bijektion auf
Isomorphieklassen zwischen Wurzelsystemen und sogenannten

Dynkindiagrammen konstruiert. Obiges Bild stellt die Verknüpfung dieser
beidem Bijektionen im Spezialfall der klassischen Liealgebren dar und zeigt, wie

naheliegend in diesem Rahmen unsere Ausnahme-Isomorphismen sind. Unter
„triality“ versteht man eine Operation der symmetrischen Gruppe S3 auf der

Liealgebra so(8;C). Sie wird erst im Rahmen der Konstruktion der Liealgebra zu
einem Wurzelsystem durch Erzeuger und Relationen 24.3.4.4 offensichtlich

werden.
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24.2.4 Konjugiertheit von Cartan’schen
Definition 24.2.4.1. Ein Endomorphismus δ einer abelschen Gruppe V heißt lo-
kal nilpotent, wenn es für jedes v ∈ V ein N ∈ N gibt mit δNv = 0. Ist V
ein Vektorraum über einem Körper der Charakteristik Null, so definieren wir für
δ : V → V linear lokal nilpotent eine lineare Abbildung exp δ : V → V durch
die Exponentialreihe

(exp δ)(v) :=
∑
n≥0

δnv

n!
= v + δv +

δ2v

2
+
δ3v

3!
+ . . .

Lemma 24.2.4.2 (Exponential lokal nilpotenter Endomorphismen). Seien Vek-
torräume V,W über einem Körper der Charakteristik Null gegeben.

1. Für 0 ∈ EndV haben wir stets exp(0) = id. Sind weiter δ und δ′ kommu-
tierende lokal nilpotente Endomorphismen von V , so ist auch δ + δ′ lokal
nilpotent und es gilt exp(δ+δ′) = (exp δ)◦(exp δ′). Insbesondere gilt dann
exp(−δ) = (exp δ)−1;

2. Ein kommutatives Diagramm

V
f //

δ
��

W

δ′

��
V

f //W

mit lokal nilpotenten Vertikalen bleibt kommutativ, wenn wir auf beide Ver-
tikalen exp anwenden. Insbesondere haben wir für f invertierbar die Iden-
tität exp(fδf−1) = f(exp δ)f−1;

3. Ist δ : V → V nilpotent, so ist auch die zugehörige transponierte Abbildung
δ> : V ∗ → V ∗ nilpotent und es gilt exp(δ>) = (exp δ)>.

Beweis. Bleibt dem Leser überlassen. Man benutze für die erste Aussage die Iden-
tität exp(x + y) = (expx)(exp y) im Ring der formalen Potenzreihen in zwei
Veränderlichen mit Koeffizienten in Q. Man beachte auch, daß die letzte Aussage
für nur lokal nilpotentes δ nicht mehr gilt.

Lemma 24.2.4.3 (Exponential lokal nilpotenter Derivationen). Gegeben ein
Körper k der Charakteristik Null, eine k-Algebra A und eine lokal nilpotente
Derivation δ : A→ A von A ist exp(δ) ein Algebrenautomorphismus von A.

24.2.4.4. Gegeben ein ad-nilpotentes Element x einer endlichdimensionalen Lie-
algebra über einem Körper der Charakteristik Null ist insbesondere exp(adx)
stets ein Liealgebren-Automorphismus.
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Beweis mit Tensorprodukt. Bezeichne m : A ⊗ A → A die Multiplikation in
unserer Algebra. Ist δ eine Derivation, so kommutiert das Diagramm

A⊗ A m−−−→ A

δ⊗id + id⊗δ
y yδ

A⊗ A m−−−→ A

Ist δ lokal nilpotent, so auch δ ⊗ id + id⊗ δ. Unser Diagramm kommutiert dann
auch noch, wenn wir exp auf beide vertikalen Abbildungen anwenden. Da δ ⊗ id
und id⊗δ kommutieren, folgt exp(δ⊗ id + id⊗δ) = exp(δ⊗ id) ◦ exp(id⊗δ) =
exp δ ⊗ exp δ.

Beweis ohne Tensorprodukt. Aus δ(ab) = δ(a)b + aδ(b) folgt induktiv wie beim
Beweis der binomischen Formel erst δn(ab) =

∑
i

(
n
i

)
δi(a)δn−i(b) und dann

(exp δ)(ab) =
∑
i,j

δi(a)

i!

δj(b)

j!
= (exp δ)(a) (exp δ)(b)

Satz 24.2.4.5 (Konjugiertheit von Cartan’schen). Gegeben eine halbeinfache
komplexe Liealgebra g mit zwei Cartan’schen h, k ⊂ g gibt es stets einen Auto-
morphismus σ ∈ Aut g mit σ(h) = k.

Ergänzung 24.2.4.6. Der Beweis zeigt sogar, daß je zwei Cartan’sche konjugiert
sind unter der Untergruppe G ⊂ Aut g in der Automorphismengruppe unserer
Liealgebra, die von den exp(adx) mit x ∈ g ad-nilpotent erzeugt wird.
24.2.4.7. Wir geben für diesen Satz zwei Beweise. Der Erste funktioniert über
jedem algebraisch abgeschlossenen Grundkörper der Charakteristik Null, setzt
aber Kenntnisse in algebraischer Geometrie voraus. Der Zweite funktioniert funk-
tioniert nur über dem Körper der komplexen Zahlen und ist weniger übersicht-
lich, benötigt aber weniger Vorkenntnisse. Ein noch allgemeinerer Satz über Car-
tan’schen in beliebigen endlichdimensionalen Liealgebren wird in 24.2.5.6 bewie-
sen.

Beweis mit algebraischer Geometrie. Das Komplement der Kerne aller Wurzeln
in einer Cartan’schen h heißt der „reguläre Anteil“ der besagten Cartan’schen und
wird notiert als

hreg := h\
⋃

α∈R(g,h)

kerα

Sicher ist hreg Zariski-offen in h. Offensichtlich gilt h = ker(adh : g → g) für
alle h ∈ hreg. Die Abbildung

gα × . . .× gβ × hreg → g
(x, . . . , y, h) 7→ exp(adx) . . . exp(ad y)h
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mit dem Produkt über alle Wurzeln in einer beliebigen, aber für die Dauer dieses
Beweises fest gewählten Reihenfolge hat nun surjektives, ja bijektives Differential
an allen Tupeln der Gestalt (0, . . . , 0, h). Nach dem differentiellen Dominanzkri-
terium, das wir in 24.2.4.8 in der hier benötigten Form zitieren, umfaßt folglich
das Bild unserer Abbildung eine Zariski-offene nichtleere Teilmenge von g. Ana-
loges gilt für unsere zweite Cartan’sche k. Folglich treffen sich die zugehörigen
Bilder und wir finden h ∈ hreg, k ∈ kreg und σ, τ ∈ G mit σ(h) = τ(k) alias
τ−1σ : h 7→ k. Daraus folgt aber sofort (τ−1σ)(h) = k.

Beweis im Komplexen ohne algebraische Geometrie. Sei g unsere halbeinfache
komplexe Liealgebra und

r := min{dimC(ker(adx)) | x ∈ g}

Nach Übung 12.7.5.22 zu Nullstellen polynomialer Funktionen und 3.6.4.13 ist
greg := {x ∈ g | dimC(ker(adx)) = r} offen und dicht in g, diesmal für die
analytische Topologie. Wie bei unserem ersten Beweis sehen wir, diesmal mit
dem Umkehrsatz 12.3.1.2, daß andererseits für jede Cartan’sche h ⊂ g die Menge
Ghreg offen ist in g. Mithin trifft greg eine Konjugierte jeder Cartan’schen und
damit dann auch jede Cartan’sche h. Es folgt sofort r = dimC h und greg∩h = hreg.
Nun ist das charakteristische Polynom χ(adx) ∈ C[T ] für alle x ∈ g durch T r

teilbar. Die Diskriminante D nach 6.2.9.13 des Quotienten χ(adx)/T r−1 ist dann
eine polynomiale Funktion auf g, die bei h ∈ h genau dann von Null verschieden
ist, wenn die Werte der Wurzeln α(h) für α ∈ R paarweise verschieden und alle
nicht Null sind. Diese Funktion D ist also nicht identisch Null auf g. Andererseits
folgt aus D(x) 6= 0 schon x = xs, denn die Eigenräume von xs zu von Null
verschiedenen Eigenwerten sind für derartige x eindimensional und aus x 6= xs

folgte ker(adx) ( (ker(adxs)) im Widerspruch zu dim(ker(adxs)) = r. Das
Komplement der Nullstellenmenge von D ist demnach die Vereinigung über alle
Cartan’schen h der Mengen

hpv
reg := {h ∈ hreg | Die Werte der Wurzeln auf h sind paarweise verschieden}

Derselbe Beweis wie zuvor zeigt nun, daß auch Ghpv
reg stets offen ist in g. Gegeben

zwei Cartan’sche h, k mit Ghpv
reg ∩ Gkpv

reg 6= ∅ folgern wir jedoch wie bei unserem
ersten Beweis, daß es σ ∈ G gibt mit σh = k und daß insbesondere gilt Ghpv

reg =
Gkpv

reg. Mithin zerfällt {x ∈ g | D(x) 6= 0} als die disjunkte Vereinigung der
offenen Teilmengen Ghpv

reg, wenn wir h über ein Repräsentantensystem für die G-
Konjugationsklassen von Cartan’schen laufen lassen Da aber das Komplement der
Nullstellenmenge von D nach 12.7.5.22 zusammenhängend ist, kann es nur eine
derartige Konjugationsklasse geben.
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24.2.4.8. Sei ϕ : Cn → Cm eine polynomiale Abbildung. Ist das Differential dp ϕ
an mindestens einer Stelle p ∈ Cn surjektiv, so umfaßt das Bild jeder nichtleeren
Zariski-offenen Menge in Cn eine nichtleere Zariski-offene Menge in Cm. Das
ist ein Spezialfall des differentiellen Dominanzkriteriums 7.7.4.23 und wird hier
nicht bewiesen.

Übungen

Ergänzende Übung 24.2.4.9 (Reguläre Elemente in Cartan’schen). Sei g ei-
ne halbeinfache Liealgebra über einem algebraisch abgeschlossenen Grundkörper
der Charakteristik Null, h ⊂ g eine Cartan’sche und R := R(g, h) ⊂ h∗ das Wur-
zelsystem. Man zeige, daß die Elemente von h, die im Sinne von 24.1.1.33 regulär
sind in g, genau die Elemente von h sind, auf denen keine Wurzel verschwindet.
Hinweis: 24.2.2.14. Man zeige weiter, daß die regulären halbeinfachen Elemente
eine Zariski-offene Teilmenge von g bilden.

24.2.5 Cartan’sche in allgemeinen Liealgebren**
24.2.5.1. Seien g ⊃ h eine Liealgebra mit einer Unteralgebra. Der Normalisator
von h in g ist die Unteralgebra

Ng(h) := {x ∈ g | [x, h] ⊂ h}

Natürlich ist der Normalisator wieder eine Unteralgebra und per definitionem ist
h ein Ideal in Ng(h). Genauer ist der Normalisator von h die größte Unteralgebra
von g, die h als Ideal umfaßt.

Definition 24.2.5.2. Sei g eine Liealgebra. Eine Unteralgebra h ⊂ g heißt eine
Cartan’sche, wenn sie nilpotent und selbstnormalisierend alias ihr eigener Nor-
malisator ist.

Ergänzung 24.2.5.3 (Cartan’sche und Erweiterungen des Grundkörpers). Bei-
de Eigenschaften nilpotent und selbstnormalisierend gelten genau dann, wenn sie
nach einer beliebigen festen Erweiterung des Grundkörpers gelten. Ist also k ⊂ K
eine Körpererweiterung und g eine Liealgebra über k und h ⊂ g ein Untervektor-
raum, so ist h ⊂ g eine Cartan’sche genau dann, wenn h ⊗k K ⊂ g ⊗k K eine
Cartan’sche ist.
24.2.5.4. Sei g endlichdimensionale Liealgebra. Wir setzen

r = rang(g) := min{dim ker(ad x) | x ∈ g}

und nennen diese Zahl der Rang unserer Liealgebra. Die Elemente x ∈ g, an
denen das Minimum angenommen wird, heißen seit 24.1.1.33 regulär. Die regu-
lären Elemente bilden stets eine Zariski-offene Teilmenge greg ⊂◦ g.
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24.2.5.5. Sei g endlichdimensionale Liealgebra. Wir setzen

s = s(g) := min{dim Hau(adx; 0) | x ∈ g}

Diejenigen Elemente x ∈ g, an denen das Minimum angenommen wird, heißen
generisch. Die generischen Elemente bilden stets eine Zariski-offene Teilmenge
ggen ⊂◦ g. Sie bilden sogar das Komplement der Nullstellenmenge einer von Null
verschiedenen polynomialen Funktion, nämlich derjenigen Funktion, die jedem
x ∈ g den Koeffizienten von T s des charakteristischen Polynoms von adx zuord-
net.

Satz 24.2.5.6 (Existenz und Eindeutigkeit von Cartan’schen). 1. Jede end-
lichdimensionale Liealgebra g über einem Körper der Charakteristik Null
besitzt Cartan’sche Unteralgebren, und diese sind genau die Haupträume
zum Eigenwert Null Hau(adx; 0) für generische x ∈ g;

2. In einer endlichdimensionalen Liealgebra über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper der Charakteristik Null sind je zwei Cartan’sche kon-
jugiert unter ihrer Automorphismengruppe, ja unter der von den exp(ad c)
für Elemente c mit nilpotentem ad c erzeugten UntergruppeG der Automor-
phismengruppe.

Beweis. 1. Wir kürzen Hau(adx;λ) = : gxλ ab und zeigen zunächst, daß im
Fall eines Grundkörpers k der Charakteristik Null der Hauptraum zum Eigenwert
Null gx0 für jedes generische Element x eine Cartan’sche ist. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit dürfen wir uns auf den Fall eines algebraisch abgeschlossenen
Grundkörpers k zurückziehen. Für alle λ, µ gilt nach 24.1.1.36 sicher [gxλ, g

x
µ] ⊂

gxλ+µ. Also ist unser Hauptraum zum Eigenwert Null eine Unteralgebra. Sein Nor-
malisator muß auch in Haupträume unter adx zerfallen und besteht offensichtlich
nur aus gx0 selber. Nun zeigen wir, daß gx0 auch noch eine nilpotente Liealgebra
ist. Sei nämlich n ⊂ gx0 unter allen nilpotenten Unteralgebren, die x enthalten,
eine Unteralgebra maximal möglicher Dimension. So verfeinert die simultane
Hauptraumzerlegung zu adg n aus 24.1.5.10 die Hauptraumzerlegung von adx.
Hätten wir dabei

Hau(adg n; 0) ( gx0

und wären λ1, . . . , λr ∈ n∗ die von Null verschiedenen simultanen Eigenwerte
alias Gewichte von g unter der adjungierten Operation von n, so fänden wir y ∈ n
mit λ1(y) 6= 0, . . . , λr(y) 6= 0 und es folgte

dim Hau(ad y; 0) < dim Hau(ad x; 0)

im Widerspruch zu unserer Annahme x generisch. Mithin operiert n durch nilpo-
tente Endomorphismen auf gx0/n. Ist dieser Raum nicht Null, so gibt es nach Satz
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24.1.4.1 über Liealgebren aus nilpotenten Endomorphismen ein Element z ∈ gx0
mit z 6∈ n aber [z, n] ⊂ n. Also ist m := kz + n eine auflösbare Liealgebra.
Seien nun µ0, . . . , µt ∈ m∗ die Charaktere der einfachen Subquotienten von g
als Darstellung der auflösbaren Liealgebra m ⊂ gx0 . Wir listen sie nicht mit ihrer
Vielfachheit, die µj seien also paarweise verschieden. Wegen [z, z] = 0 kommt
der Nullcharakter vor, wir dürfen also µ0 = 0 annehmen. Sicher gibt es y ∈ m
mit µ1(y) 6= 0, . . . , µt(y) 6= 0. Wegen x ∈ m hat ad y dann keinen Eigenwert
Null auf gxλ für λ 6= 0. Hätte es also einen Eigenwert ungleich Null auf gx0 , so
gälte dim Hau(ad y; 0) < dim Hau(adx; 0) im Widerspruch zu unserer Annah-
me x generisch. Mithin ist auch m eine nilpotente Liealgebra, im Widerspruch
zur Maximalität von n. Die verbleibende Aussage von Teil 1, daß umgekehrt auch
jede Cartan’sche ein Hauptraum der beschriebenen Art ist, wird erst im Anschluß
an den Beweis von Teil 2 gezeigt.

2. Sei h ⊂ g eine Cartan’sche. Sicher zerfällt g unter der adjungierten Operation
von h in simultane Eigenräume. Seien α, . . . , β ∈ h∗ die von Null verschiedenen
simultanen Eigenwerte. Wir setzen

hgen := {h ∈ h | α(h) 6= 0, . . . , β(h) 6= 0}

Sicher ist das eine Zariski-offene nichtleere Teilmenge von h und für alle h ∈ hgen

gilt gh0 = h. Jetzt betrachten wir die Abbildung

gα × . . .× gβ × hgen → g
(x, . . . , y, h) 7→ exp(adx) . . . exp(ad y)h

mit dem Produkt über alle von Null verschiedenen Eigenwerte in einer beliebigen,
aber für diesen Beweis fest gewählten Reihenfolge. Sie hat surjektives, ja bijek-
tives Differential an allen Tupeln der Gestalt (0, . . . , 0, h). Nach dem differen-
tiellen Dominanzkriterium 7.7.4.23 umfaßt folglich das Bild unserer Abbildung
eine Zariski-offene nichtleere Teilmenge von g. Da die Dimension des (ad z)-
Hauptraums zum Eigenwert Null für alle Elemente z dieser Teilmenge dieselbe
sein muß, besteht sie notwendig aus generischen Elementen. Insbesondere be-
steht hgen aus generischen Elementen. Ist k ⊂ g eine weitere Cartan’sche, so folgt
ebenso, daß Gkgen Zariski-offen ist. Folglich haben Gkgen und Ghgen nichtleeren
Schnitt. Mithin gibt es h ∈ hgen und σ ∈ G mit gh ∈ kgen. Dann folgt aber
σ(Hau(adh; 0)) = (Hau(adσ(h); 0)) alias σh = k.

Nun können wir auch den Beweis von Teil 1 zu Ende bringen: Jede Cartan’sche
h besitzt nämlich generische Elemente x, wie man durch Übergang zu einem al-
gebraischen Abschluß und Herunterschneiden auf die ursprüngliche Cartan’sche
nunmehr leicht einsieht. Dann aber gilt notwendig h = gx0 .
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24.2.6 Bezug zu algebraischen Gruppen*
Satz 24.2.6.1 (Adjungierte Gruppe einer halbeinfachen Liealgebra). Gegeben
eine halbeinfache Liealgebra g über einem algebraisch abgeschlossenen Körper
k = k̄ der Charakteristik char k = 0 ist die Einskomponente ihrer Automorphis-
mengruppe

(Alg×k (g))◦ ⊂ GL(g)

die eindeutig bestimmte zusammenhängende abgeschlossene Untergruppe mit Lie-
algebra ad(g). Sie wird erzeugt von den Automorphismen exp(adx) mit nilpoten-
ten x ∈ g.

24.2.6.2. Gegeben eine halbeinfache Liealgebra g über einem algebraisch abge-
schlossenen Körper k = k̄ der Charakteristik char k = 0 heißt die Einskompo-
nente (Alg×k (g))◦ ihrer Automorphismengruppe auch die adjungierte Gruppe.
Im Allgemeinen definiert man die „adjungierte Gruppe“ einer Liealgebra als die
größte zusammenhängende abgeschlossene Untergruppe G ⊂ GL(g), deren Lie-
algebra in ad(g) enthalten ist.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar nach 9.3.7.1, da wir ja in Charakteristik Null
sind. Nach Übung 9.3.2.35 besteht die Liealgebra der Automorphismengruppe ei-
ner endlichdimensionalen Algebra stets aus Derivationen, und da nach 24.2.2.6 im
Falle einer halbeinfachen Liealgebra alle diese Derivationen innere Derivationen
sind, gilt weiter Lie(Alg×k (g)) ⊂ Derk g = ad(g). Andererseits erzeugen die Au-
tomorphismen exp(adx) mit nilpotenten x ∈ g aber nach dem Satz 9.2.2.5 über
irreduzibles Erzeugen eine zusammenhängende abgeschlossene Untergruppe von
Alg×k (g), die nach 24.2.3.15 und 24.2.3.25 bereits die richtige Liealgebra haben
muß.

Beispiel 24.2.6.3. Sei k ein Körper der Charakteristik char k = 0. Gegeben eine
Matrix x ∈ gl(n; k) haben wir adx = (x·)− (·x), und da die Linksmultiplikation
kommutiert mit der Rechtsmultiplikation, folgt für nilpotentes x und beliebiges y
sofort

(exp(adx))(y) = (exp x)y(expx)−1

Man überlegt sich nun ohne große Schwierigkeiten, daß die expx für x ∈ sl(n; k)
nilpotent die Gruppe SL(n; k) ⊂ GL(n; k) erzeugen, ja diese Gruppe wird sogar
schon erzeugt von allen exp(aEij) mit a ∈ k und i 6= j. Die adjungierte Gruppe
der Liealgebra g = sl(n; k) ist mithin das Bild des Gruppenhomomorphismus
Ad : SL(n; k) → GL(sl(n; k)), der einer Matrix A ∈ SL(n; k) die Konjugation
mit A zuordnet, als da heißt die Abbildung Ad(A) : g→ g, y 7→ AyA−1.

Ergänzung 24.2.6.4 (Halbeinfachkeit von Gruppen und ihren Liealgebren).
Die adjungierte Gruppe einer halbeinfachen Liealgebra über einem algebraisch
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abgeschlossenen Körper k = k̄ der Charakteristik char k = 0 ist halbeinfach im
Sinne von 9.4.8.2. In der Tat hätte sie sonst einen nichttrivialen zusammenhängen-
den abelschen Normalteiler und dessen Liealgebra wäre nach 9.3.3.14 ein nichttri-
viales abelsches Ideal von ad g. Wir folgern, daß jede affine algebraische Gruppe
G mit halbeinfacher Liealgebra g bereits selbst halbeinfach sein muß, denn ih-
re adjungierte Darstellung induziert einen Homomorphismus Ad : G → Aut g,
dessen Differential beim neutralen Element bijektiv ist.

Ergänzung 24.2.6.5 (Maximale Tori und Cartan’sche Unteralgebren). Gege-
ben eine halbeinfache affine algebraische Gruppe G über einem algebraisch ab-
geschlossenen Körper der Charakteristik Null induziert das Bilden der Liealgebra
eine Bijektion

{Maximale Tori in G} ∼→ {Cartan’sche in LieG}

In der Tat besteht die Liealgebra eines maximalen Torus sich aus halbeinfachen
und paarweise kommutierenden Elementen und ist ihr eigener Zentralisator, also
maximal mit diesen Eigenschaften. Unsere Abbildung landet also schon mal, wo
sie soll. Da beide Seiten aus einer einzigen G-Bahn bestehen, muß sie surjektiv
sein. Da schließlich in Charakteristik Null zusammenhängenden Untergruppen
nach 9.3.7.1 bereits durch ihre Liealgebra eindeutig bestimmt werden, folgt auch
die Injetivität.

Ergänzung 24.2.6.6. GegebenG ⊃ T eine halbeinfache affine algebraische Grup-
pe über einem algebraisch abgeschlossenen Körper der Charakteristik Null mit
einem maximalen Torus und g ⊃ h ihre Liealgebren induziert die adjungier-
te Darstellung Ad : G → Aut g einen Isomorphismus auf den Weylgruppen
W(G, T )

∼→W(R(g, h)) ⊂ GL(h∗), wie man etwa aus 9.4.11.12 leicht folgert.

Satz 24.2.6.7 (Darstellungen reduktiver Gruppen). (k = k̄). Jede rationa-
le Darstellung einer reduktiven algebraischen Gruppe in Charakteristik Null ist
halbeinfach.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall, daß unsere Gruppe zusammenhängend ist.
Dann wird sie erzeugt von ihrem Zentrum, einer diagonalisierbaren Gruppe, und
ihrer derivierten Gruppe, einer halbeinfachen Gruppe. Unter dem Zentrum zerfällt
unsere Darstellung in simultane Eigenräume, die ihrerseits unter der derivierten
Gruppe stabil sind. Es reicht also, den Fall einer halbeinfachen Gruppe zu be-
trachten. Nun sind aber nach 9.4.6.23 die Unterdarstellungen unter der Gruppe
dieselben wie die Unterdarstellungen unter ihrer Liealgebra, diese Liealgebra ist
halbeinfach nach 24.2.6.4, und dann sind auch ihre endlichdimensionalen Dar-
stellungen halbeinfach nach dem Satz von Weyl 24.2.1.6. Ist unsere Gruppe G
reduktiv aber nicht zusammenhängend, so finden wir zunächst nach dem bereits
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behandelten Fall in jeder endlichdimensionalen Darstellung V genau ein unter
der Einskomponente E := G◦ stabiles Komplement des Teilraums V E der E-
Invarianten. Diese Zerlegung ist notwendig G-stabil, und in V E finden wir nach
dem Satz von Maschke 8.4.1.1 angewandt auf die endliche Gruppe G/E auch ein
G-stabiles Komplement des Teilraums V G der G-Invarianten. Nun können wir
argumentieren wie bei der Herleitung des Satzes von Weyl in 24.2.1.11.

Korollar 24.2.6.8 (Peter-Weyl für reduktive Gruppen). (k = k̄). Gegeben eine
reduktive algebraische Gruppe G in Charakteristik Null induzieren die Matrixko-
effizientenabbildungen einen Isomorphismus von Darstellungen⊕

L∈irr(G)

L⊗ L∗ ∼→ O(G)

von G × Gopp mit der über alle irreduziblen rationalen Darstellungen von G bis
auf Isomorphie zu bildenden direkten Summe.

Beweis. Gegeben ein beliebiges algebraisches Monoid G und rationale Darstel-
lungen V,W von G liefert das Auswerten einen Homomorphismus

V ⊗k Homk(V,W )G → W

von Darstellungen, wobei auf dem Tensorprodukt die G-Operation gemeint ist,
die nur den ersten Faktor bewegt. Ist V = L irreduzibel, so ist dieser Homomor-
phismus eine Injektion nach dem Schur’schen Lemma und ihr Bild ist genau die
L-isotypische Komponente von W . Nehmen wir speziell W = O(G) mit der G-
Operation durch (gf)(x) := f(xg) für x ∈ G, so ist unser Homomorphismus
äquivariant für die Rechtsoperation gegeben durch (fg)(x) := f(gx) auf O(G)
und durch die davon abgeleitete Rechtsoperation auf unserem Tensorprodukt, die
nur den zweiten Tensor bewegt. Schließlich beachte man, daß das Nachschalten
des Auswertens beim neutralen Element einen mit den G-Rechtsoperationen ver-
träglichen Isomorphismus L∗ ∼→ Homk(L,O(G))G induziert.

24.2.7 Lemma von Schur für Liealgebren*
Satz 24.2.7.1 (Lemma von Schur). Der Endomorphismenring einer irreduziblen
Darstellung einer endlichdimensionalen Liealgebra über einem algebraisch ab-
geschlossenen Körper besteht nur aus den skalaren Vielfachen der Identität.

24.2.7.2. Ist unser Körper überabzählbar, insbesondere also im Fall der komple-
xen Zahlen, kann man das direkt und einfacher aus 8.3.2.6 folgern. Man erhält
dann die Aussage sogar noch allgemeiner für Liealgebren abzählbarer Dimensi-
on, vergleiche 24.2.1.4. Die hier als Satz 24.2.7.1 formulierte Version wird auch
als Lemma von Quillen zitiert.
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Beweis. Sei k = k̄ unser algebraisch abgeschlossener Körper, g unsere Liealge-
bra und V unsere irreduzible Darstellung. Gegeben ein Endomorphismus unserer
Darstellung a ∈ Endg

k V gilt es zu zeigen a ∈ k idV . Da wir k algebraisch abge-
schlossen angenommen hatten, reicht es zu zeigen, daß a algebraisch ist über k.
Nun können wir V nach 24.4.3.7 zu einem Modul über k[X] ⊗k U(g) machen,
indem wir X als a operieren lassen. Gegeben ein von Null verschiedener Vektor
v ∈ V betrachten wir die Filtrierung von V durch die

V ≤r :=
(
k[X]⊗k U(g)≤r

)
v

Offensichtlich ist dann der assoziierte graduierte Vektorraum grV ein zyklischer
graduierter Modul über dem Ring R := k[X] ⊗k S(g), versehen mit der Gradu-
ierung, bei der S(g) die übliche Graduierung trägt, k[X] aber ganz im Grad Null
konzentriert ist. In anderen Worten ist grV ein Quotient unseres Rings nach ei-
nem geeigneten homogenen Ideal I . Nun wissen wir nach 7.6.6.16, daß der Ring
R/I eine endliche Filtrierung durch homogene Ideale besitzt, deren Subquotien-
ten jeweils bis auf Verschieben der Graduierung isomorph sind zu gewissen R/pi
für homogene Primideale pi ⊂ R. Gehen wir zu einem geometrischen Bild über,
so entsprechen die Primideale pi ⊂ R irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen

Yi ⊂∧ MaxR
∼→ k × g∗

Die Projektion jeder dieser irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen auf die erste
Koordinate besteht nun entweder nur aus einem Punkt, oder aber sie ist dicht. Ist
f ∈ k[X] ein von Null verschiedenes Polynom, das an allen Stellen verschwindet,
an denen eines unserer Yi in der Faser enthalten ist, so operiert k[X, f−1] torsi-
onsfrei auf allen Lokalisierungen (R/pi)f . Damit sind unsere (R/pi)f sogar freie
k[X, f−1]-Moduln, da ihre homogenen Komponenten jeweils endlich erzeugt sind
über dem Hauptidealring k[X, f−1]. Dann ist auch (grV )f = (R/I)f ein freier
k[X, f−1]-Modul und damit schließlich sogar auf Vf . Würde nun f nicht durch
Null auf V operieren, so müßte es auf dieser einfachen Darstellung durch einen
Automorphismus operieren und wir hätten Vf = V und das wäre ein von Null ver-
schiedener freier Modul über k[X, f−1] im Widerspruch dazu, daß alle Elemente
dieses Rings durch Automorphismen auf der einfachen Darstellung V operieren
müssen. Folglich operiert f durch Null auf V , als da heißt, es gilt f(a) = 0 und a
ist algebraisch über k.
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24.3 Konstruktion der halbeinfachen Liealgebren

24.3.1 Freie Liealgebren
24.3.1.1. Wir notieren die Kategorie der Liealgebren über einem Körper k als
Lalgk.

Definition 24.3.1.2. Gegeben eine Menge I und ein Körper k definiert man eine
freie k-Liealgebra über I als ein Paar (L, can) bestehend aus einer k-Liealgebra
L und einer Abbildung can : I → L derart, daß für jede k-Liealgebra g das
Vorschalten von can eine Bijektion

Lalgk(L, g)
∼→ Ens(I, g)

zwischen Homomorphismen von Liealgebren und Abbildungen von Mengen in-
duziert. Diese Bedingung nennt man auch die universelle Eigenschaft der freien
k-Liealgebra über I .

24.3.1.3 (Eindeutigkeit freier Liealgebren). Sind can : I → L und can′ :
I → L′ zwei freie Liealgebren über derselben Menge I , so gibt es genau einen
Liealgebren-Homomorphismus ϕ : L → L′ mit ϕ ◦ can = can′, und der ist ein
Isomorphismus, was ich anhand des folgenden Diagramms erklären will.

I

wwoooooooooooooo

����������

��???????

''OOOOOOOOOOOOOOO

L′

id=ϕψ

;;
ψ // L

id=ψϕ

::
ϕ // L′

ψ // L

In der Tat gibt es ja nach universellen Eigenschaften von can′ : I → L′ auch genau
einen Liealgebren-Homomorphismus ψ : L′ → L mit ψ ◦ can′ = can. Weiter
gibt es aus demselben Grund auch genau einen Liealgebren-Homomorphismus
ζ : L → L mit ζ ◦ can = can. Da sowohl ζ = id als auch ζ = ψϕ diese
Eigenschaft haben, folgt id = ψϕ. Analog folgt auch id = ϕψ, so daß ϕ und ψ
zueinander invers sein müssen.

Proposition 24.3.1.4. Gegeben ein Körper k und eine Menge I existiert stets eine
freie k-Liealgebra über I .

24.3.1.5. Wir notieren im Sinne unserer allgemeinen Konventionen 16.4.8.10 die
freie k Liealgebra über einer Menge I als

Lalg0
k I
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24.3.1.6. Wir geben zwei Beweise für diese Aussage. Der Erste geht „über unnötig
viele Pässe, aber auf bekannten Wegen“. Besonders unschön an diesem ersten
Beweis ist, daß er den Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt benötigt, dessen Beweis
ja beim besten Willen kein Selbstläufer war. Der zweite Beweis ist recht direkt,
benutzt aber Argumente, die Ihnen weniger vertraut sein mögen und die erst im
anschließenden Abschnitt ausgeführt werden.

Erster Beweis. Wir betrachten den „Polynomring über k in durch I indizierten
nicht-kommutierenden Variablen Xi für i ∈ I“ wie in 8.3.7.1 oder auch im zwei-
ten Beweis von 24.4.3.19, in unseren verschiedenen Notationen also die k-Ring-
algebra

kb′Xi | i ∈ Ic = kb′!Ic = Ralg0
k I = k〈Mon0 I〉

Dann betrachten wir darin die von besagten Variablen erzeugte Unter-Liealgebra

L ⊂ (Ralg0
k I)L

Um zu sehen, daß sie die geforderte universelle Eigenschaft hat, betrachten wir
das Diagramm

Ens(I, g) // Ens(I,U(g))

Lalgk(L, g)
?�

OO

Ralgk(Ralg0
k I,U(g))

o

OO

Es gilt zu zeigen, daß die linke Vertikale ein Isomorphismus ist. Dazu konstruieren
wir eine rechtsinverse Abbildung. Sicher induziert für ϕ : I → g der zugehörige
Homomorphismus von Ringalgebren ϕ̃ : Ralg0

k I → U(g) einen Homomorphis-
mus von Liealgebren ϕ̂ : L → g, denn nach Poincaré-Birkhoff-Witt 24.4.3.11 ist
die kanonische Abbildung eine Injektion g ↪→ U(g). Die Zuordnung ϕ 7→ ϕ̂ ist
dann offensichtlich die gesuchte Rechtsinverse unserer linken Vertikale.

Zweiter Beweis. Eine alternative und in meinen Augen natürlichere Konstruktion
geht aus von der „freien Algebra Alg0

k I über der Menge I“, wie sie in 24.3.3.9
konstruiert wird, einer Art „Polynomring über k in nicht-kommutierenden nicht-
assoziativen durch i ∈ I indizierten Variablen ohne Konstanten“. Wir notieren
ihre Verknüpfung (a, b) 7→ a · b. Teilen wir das zweiseitige Ideal R heraus, das
von allen Elementen (a ·a) und (a · (b ·c))+(b · (c ·a))+(c · (a ·b)) mit a, b, a ∈ A
erzeugt wird, so ergibt sich offensichtlich eine Liealgebra. Daß das die gesuchte
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freie Liealgebra über I ist, will ich anhand des folgenden Diagramms erläutern.

I
can

xxqqqqqqqqqqqq
ϕ

$$JJJJJJJJJJJJ

Alg0
k I

ϕ̂ //___________

&& &&LLLLLLLLLL
g

(Alg0
k I/R)

ϕ̃

::v
v

v
v

v
v

Sei also g eine Liealgebra. Zunächst läßt sich jede Abbildung ϕ : I → g auf
genau eine Weise zu einem Algebrenhomomorphismus ϕ̂ : Alg0

k I → g fortsetzen
aufgrund der universellen Eigenschaft der freien Algebra. Für diese Fortsetzung
gilt nun ϕ̂(R) = 0, da g eine Liealgebra ist. Nach der universellen Eigenschaft des
Quotienten faktorisiert sie damit in eindeutiger Weise über den Quotienten nach
R und wir erhalten das gesuchte ϕ̃.

Ergänzung 24.3.1.7. Gegeben eine angeordnete Menge I versteht man unter ei-
nem Lyndon-Wort im Alphabet I der Länge n ein n-Tupel von Elementen von
I derart, daß für jede Trennung unseres Wortes in zwei Teilwörter der erste Teil le-
xikographisch echt kleiner ist als der zweite Teil. Man kann zeigen, daß die “von
hinten beginnend zusammengeklammerten Lyndonwörter” eine Basis der freien
Liealgebra über I bilden.

24.3.2 Die Hausdorff-Formel*
24.3.2.1. Seien A eine Q-Ringalgebra und NA ⊂ A die Menge ihrer nilpotenten
Elemente. So liefern die Exponentialreihe und die Reihe von log(1+x) zueinander
inverse Bijektionen

NA

exp−→∼←−
log

1 +NA

Ist weiter ϕ : A → B ein Homomorphismus von Q-Ringalgebren, so kommutie-
ren die Diagramme

NA
exp

∼
//

ϕ

��

1 +NA
log

∼
//

ϕ

��

NA

ϕ

��
NB

exp

∼
// 1 +NB

log

∼
// NB

Sind schließlich Nilpotente u, v ∈ NA gegeben mit uv = vu, so gelten die For-
meln exp(u+v) = exp(u) exp(v) und log((1+u)(1+v)) = log(1+u)+log(1+v).
All das folgt, indem man Identitäten aus der Analysis in Identitäten für formale
Potenzreihen übersetzt, vergleiche 10.6.3.10 und 12.2.3.12.
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Definition 24.3.2.2. Sei k ein Körper. Unter einem Lie-artigen Polynom in Va-
riablen X1, . . . , Xr mit Koeffizienten in k verstehen wir ein Element der in der
freien k-Ringalgebra kb′X1, . . . , Xrc von den Variablen erzeugten Unterliealge-
bra. Die unfertigen Klammern deuten hier an, daß nicht-kommutierende Variablen
gemeint sind.

Ergänzung 24.3.2.3. Sei k ein Körper. Ein Element der freien k-Liealgebra mit
Erzeugern X1, . . . , Xr nach 24.3.1.2 nennen wir auch ein Lie-Polynom in den
Variablen X1, . . . , Xr mit Koeffizienten in k. Der Satz von Poincaré-Birkhoff-
Witt 24.4.3.11 zeigt, daß der offensichtliche Liealgebrenhomomorphismus von
der Liealgebra der Lie-Polynome in die Liealgebra der Lie-artigen Polynome ein
Isomorphismus ist, vergleiche 24.4.3.41. Dasselbe gilt mit 24.4.3.14 sogar über
einem beliebigen Kring k. All das ist für uns in diesem Zusammenhang aber un-
erheblich.

24.3.2.4. Gegeben ein nichtnegativ graduierter Ring A =
⊕

i≥0A
i denken wir

uns im folgenden die Teilmenge A≤n ⊂ A stets mit der Ringstruktur versehen,
für die die offensichtliche Surjektion A � A≤n ein Ringhomomorphismus ist.
Ist unser graduierter Ring A sogar eine Q-Ringalgebra, so bezeichne exp≤n und
log≤n unsere zueinander inversen Abbildungen exp und log aus 24.3.2.1 im Spe-
zialfall der Q-Ringalgebra A≤n.

Satz 24.3.2.5. Für alle n ∈ N ist der in der Q-Ringalgebra QbX, Y c≤n be-
rechnete Ausdruck log≤n((exp≤nX)(exp≤n Y )) ∈ QbX, Y c≤n als Element von
QbX, Y c aufgefaßt ein Lie-artiges Polynom.

24.3.2.6. Der homogene Anteil vom Grad n des Lie-artigen Polynoms aus 24.3.2.5
heißt das n-te Hausdorff-Polynom hn. Zur Übung prüfe man die Formeln

h1(X, Y ) = X + Y
h2(X, Y ) = [X, Y ]/2
h3(X, Y ) = [[X, Y ], Y ]/12 + [[Y,X], X]/12

Offensichtlich gilt sogar hn ∈ Z[(n!)−1]bX, Y c. Andererseits ist nach 24.4.3.41
die Einbettung Lalg0

k I → Ralg0
k I für I = {X, Y } und k ⊂ Q ein Teilring

spaltend als Einbettung von k-Moduln, und offensichtlich wird sie unter der Er-
weiterung der Skalare zu Q zur entsprechenden Einbettung über Q. Zusammen
zeigt das Lalg0

Q I ∩ Ralg0
k I = Lalg0

k I . Mithin kann hn auch als Liepolynom mit
Koeffizienten in Z[(n!)−1] geschrieben werden.

Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus von Q-Ringalgebren

∆ : QbX, Y c → QbX, Y c ⊗Q QbX, Y c



24.3. KONSTRUKTION DER HALBEINFACHEN LIEALGEBREN 4155

mit X 7→ X ⊗ 1 + 1 ⊗ X und Y 7→ Y ⊗ 1 + 1 ⊗ Y . Nach dem Satz von
Friedrichs 24.4.3.39 ist a ∈ QbX, Y c genau dann ein Lie-artiges Polynom, wenn
gilt ∆(a) = a⊗1+1⊗a. Nun ist ∆ homogen vom Grad Null. Für den induzierten
Homomorphismus

∆̄ : QbX, Y c≤n → (QbX, Y c ⊗Q QbX, Y c)≤n

ist also auch a ∈ QbX, Y c≤n genau dann ein Lie-artiges Polynom, wenn gilt
∆̄(a) = a ⊗ 1 + 1 ⊗ a. Es gilt also, für a := log≤n(exp≤nXexp≤nY ) die-
se Bedingung zu prüfen. Das Queren steht im folgenden für die Restklasse in
(QbX, Y c⊗QQbX, Y c)≤n eines Elements von QbX, Y c≤n⊗QQbX, Y c≤n, aber
wir schleppen den zusätzlichen Index≤ n bei exp und log nicht mit. Jetzt rechnen
wir einfach

∆̄a = ∆̄ log(expXexpY )

= log(exp∆̄(X)exp∆̄(Y ))

= log((expX ⊗ expX)(expY ⊗ expY ))

= log(expXexpY ⊗ expXexpY )

= log((expXexpY )⊗ 1) + log(1⊗ (expXexpY ))

= (log(expXexpY ))⊗ 1 + 1⊗ (log(expXexpY ))

= a⊗ 1 + 1⊗ a

Damit ist der Beweis fertig.

24.3.3 Freie Algebren*

24.3.3.1. Ich erinnere daran, daß wir nach 2.2.3.2 unter einem Magma eine Menge
mit einer Verknüpfung verstehen, von der weiter keine zusätzlichen Eigenschaften
gefordert werden.

Definition 24.3.3.2. Gegeben eine Menge I verstehen wir unter einem freien
Magma über I ein Paar (M, can) bestehend aus einem Magma M und einer
Abbildung can : I →M derart, dass für jedes weitere Magma N das Vorschalten
von can eine Bijektion

Mag(M,N)
∼→ Ens(I,N)

zwischen Morphismen von Magmas und Abbildungen von Mengen induziert.

Satz 24.3.3.3. Über jeder Menge I existiert ein freies Magma (M, can).
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24.3.3.4. Mit denselben Argumenten wie in 24.3.1.3 ist eine freies Magma über
einer Menge im wesentlichen eindeutig bestimmt, wenn es denn existiert. Wir
gönnen ihm deshalb den bestimmten Artikel und sprechen von dem freien Magma
über einer gegebenen Menge. Wir notieren Mag die Kategorie der Magmas und
folgerichtig Mag0 I das freie Magma über einer Menge I .

24.3.3.5. Das freie Magma über einer Menge mit einm Element hatten wir bereits
in 2.2.3.19 ansatzweise diskutiert, mit M bezeichnet, und in Beziehung zu den
sogenannten Catalan-Zahlen gesetzt.

Beweis. Wir betrachten die disjunkte Vereinigung I t { 〉, 〈 } der Menge I mit
der Menge bestehend aus zwei weiteren Symbolen 〈 und 〉 und bilden über dieser
Vereinigung wie in 16.2.5.2 das freie Monoid

Mon0
(
I t { 〉, 〈 }

)
alias die Menge aller Wörter einer Länge ≥ 0 in diesen Buchstaben mit dem Hin-
tereinanderschreiben als Verknüpfung. Auf dieser Menge von Wörtern erklären
wir eine neue, nun nicht mehr assoziative Verknüpfung durch die Vorschrift

(a, b) 7→ 〈ab〉

mit der Notation ab für das Hintereinanderschreiben. Schließlich betrachten wir
die kleinste unter unserer neuen Verknüpfung abgeschlossene Teilmenge M , die
alle nur aus genau einem Buchstaben bestehenden Wörter enthält. Ein Element
dieser Teilmenge M wäre etwa das Wort 〈〈x〈yz〉〉w〉 für beliebige x, y, z, w ∈ I .
Als kanonische Abbildung betrachten wir die Abbildung can : I →M , die jedem
Element x ∈ I das Wort mit dem einzigen Buchstaben x zuordnet. Es ist nun
leicht einzusehen, dass can : I → M die von einem freien Magma geforderte
Eigenschaft besitzt.

24.3.3.6. Ich erinnere daran, daß wir für einen Körper k unter einer k-Algebra
einen k-Vektorraum A mit einer bilinearen Verknüpfung A × A → A, (x, y) 7→
x ·y verstehen, von der weiter keine zusätzlichen Eigenschaften gefordert werden.

Definition 24.3.3.7. Gegeben eine Menge I und ein Körper k verstehen wir unter
einer freien k-Algebra über I ein Paar (A, can) bestehend aus einer k-Algebra
A und einer Abbildung can : I → A derart, daß für jede weitere k-Algebra B das
Vorschalten von can eine Bijektion

Algk(A,B)
∼→ Ens(I, B)

induziert zwischen Homomorphismen von k-Algebren und Abbildungen von Men-
gen.



24.3. KONSTRUKTION DER HALBEINFACHEN LIEALGEBREN 4157

24.3.3.8. Sei k ein Körper. Mit denselben Argumenten wie in 24.3.1.3 ist ei-
ne freie k-Algebra über einer Menge im wesentlichen eindeutig bestimmt. Wir
gönnen ihr deshalb den bestimmten Artikel und sprechen von der freien k-Algebra
über einer gegebenen Menge. Wir notieren Algk die Kategorie der k-Algebren und
folgerichtig Alg0

k I die freie k-Algebra über einer Menge I .

Satz 24.3.3.9. Gegeben eine Menge I und ein Körper k existiert stets eine freie
k-Algebra A über I .

24.3.3.10. Wir notieren die Kategorie der Algebren über einem Körper k als Algk
und notieren dann im Sinne unserer allgemeinen Konventionen 16.4.8.10 die freie
k-Algebra über einer Menge I als

Alg0
k I

24.3.3.11. Salopp gesprochen kann die freie k-Algebra über einer Menge I be-
schrieben werden als „der Polynomring über k in nicht-kommutierenden nicht-
assoziativen durch i ∈ I indizierten Variablen, ohne Konstanten“. Bei „nicht-
assoziativen Variablen“ soll man sich denken, daß hier in Monomen stets „alle
Klammern zu setzen sind“. Da aber derartiges Geschwafel nicht als Definition
durchgehen kann, erkläre ich die Konstruktion auch noch auf einem etwas forma-
leren Weg.

Beweis. Wir konstruieren A als den freien k-Vektorraum über dem freien Magma
über I , in Formeln

A := k〈Mag0 I〉 = Mod0
k(Mag0 I)

Die Verknüpfung auf A erklären wir durch bilineare Fortsetzung der Verknüpfung
auf dem freien Magma. Der Nachweis, daß die so konstruierte Algebra die gefor-
derte Eigenschaft besitzt, kann dem Leser überlassen bleiben.

24.3.4 Präsentation halbeinfacher Liealgebren
24.3.4.1. Im folgenden brauchen wir den Begriff der Basis eines Wurzelsystems.
Gegeben ein Wurzelsystem R ⊂ V versteht man darunter eine Teilmenge Π ⊂ R,
die eine Basis von V ist und die zusätzliche Eigenschaft hat, daß jede Wurzel
entweder eine Linearkombination mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten
oder eine Linearkombination mit nichtpositiven ganzzahligen Koeffizienten von
Elementen von Π ist. In 23.2.2.9 zeigen wir, daß jedes Wurzelsystem eine Basis
besitzt und daß je zwei Basen durch ein Element der Weylgruppe unseres Wurzel-
systems ineinander überführt werden können.
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24.3.4.2. Gegeben ein Körper k und eine Menge I und eine Teilmenge T ⊂
Lalg0

k I der freien k-Liealgebra über I verstehen wir unter der Liealgebra mit
Erzeugern I und Relationen T den Quotienten (Lalg0

k I)/〈T 〉L der freien Lieal-
gebra über k nach dem von T erzeugten Lie-Ideal, für das ich die Notation 〈T 〉L
vorschlage.
24.3.4.3. Gegeben ein Körper k und eine Liealgebra g und eine Teilmenge I ⊂ g
sowie eine Teilmenge T ⊂ Lalg0

k I der freien k-Liealgebra über I sagen wir, die
Liealgebra g werde präsentiert durch die Erzeuger I mit den Relationen T ,
wenn der durch die Einbettung I ↪→ g induzierte Homomorphismus Lalg0

k I → g
über den Quotienten nach dem von T erzeugten Ideal 〈T 〉L faktorisiert vermittels
eines Isomorphismus

(Lalg0
k I)/〈T 〉L

∼→ g

Satz 24.3.4.4 (Präsentation durch Erzeugende und Relationen). 1. Seien g ⊃
h eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer Cartan’schen und Π ⊂
R := R(g, h) eine Basis des zugehörigen Wurzelsystems. Wählen wir für
jede einfache Wurzel α ∈ Π einen Erzeuger xα ∈ gα des Wurzelraums, so
gibt es Elemente yα ∈ g−α mit [xα, yα] = α∨ und diese Elemente mitsamt
den hα := α∨ erfüllen die Relationen

[xα, yα] = hα ∀α;
[xα, yβ] = 0 falls α 6= β;
[hα, hβ] = 0 ∀α, β;
[hα, xβ] = 〈β, α∨〉xβ ∀α, β;
[hα, yβ] = −〈β, α∨〉yβ ∀α, β;

(adxα)1−〈β,α∨〉(xβ) = 0 falls α 6= β;
(ad yα)1−〈β,α∨〉(yβ) = 0 falls α 6= β.

Genauer wird die Liealgebra g sogar präsentiert durch die so gewählten
Erzeuger (xα, hα, yα)α∈Π mit den angegebenen Relationen.

2. Gegeben R ⊃ Π ein komplexes Wurzelsystem mit einer Basis ist die kom-
plexe Liealgebra g = gR,Π erzeugt von den Symbolen (xα, hα, yα)α∈Π mit
den obigen Relationen eine halbeinfache Liealgebra. Die Bilder der Er-
zeuger hα bilden darin die Basis einer Cartan’schen h und die Vorschrift
β 7→ (hα 7→ 〈β, α∨〉) liefert einen Isomorphismus von komplexen Wurzel-
systemen R ∼→ R(g, h).

Vorschau 24.3.4.5. In 23.2.1.16 zeigen wir, daß für jeden Körper k der Charak-
teristik Null die Erweiterung der Skalare k⊗Q eine Äquivalenz von Kategorien
induziert zwischen der Kategorie de Wurzelsysteme über Q und der Kategorie
de Wurzelsysteme über k. Salopp gesprochen kommt es also bei Wurzelsystemen
nicht auf den Grundkörper an.
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24.3.4.6. Zwei einfache Wurzeln α, β ∈ Π stehen stets in einem stumpfen Winkel
zueinander, die 〈β, α∨〉 in unserem Satz sind also stets nichtpositive ganze Zahlen.
In der Tat wäre sonst sαβ = β − 〈β, α∨〉α eine Wurzel, bei deren Darstellung in
besagter Basis positive und negtive Koeffizienten vorkommen, und das stünde im
Widerspruch zu unserer Definition einer Basis.

24.3.4.7. Daß wir zu unseren Erzeugern die hα mit hinzunehmen, hat nur den
Grund, daß die Relationen dann übersichtlicher geschrieben werden können. Der
Satz geht auf Serre zurück. Die obigen Relationen, insbesondere die letzten bei-
den, werden oft als Serre-Relationen bezeichnet.

24.3.4.8. Der zweite Teil des Satzes gilt mit demselben Beweis allgemeiner für die
über einem beliebigen Körper k der Charakteristik Null von besagten Erzeugern
und Relationen erzeugte Liealgebra.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis des ersten Teils. Daß wir zu jedem xα ein
zugehöriges yα finden können, folgt aus unserer Definition von α∨ in 24.2.3.16 als
spezieller Erzeuger des nach 24.2.3.15 eindimensionalen Raums [gα, g−α]. Daß
für diese Elemente xα, yα und hα := α∨ alle Relationen aus unserem Satz erfüllt
sind, ergibt sich unmittelbar daraus, daß für einfache Wurzeln α, β weder α − β
noch sα(β) + α Wurzeln sind, wobei letztere Erkenntnis durch Anwenden von sα
aus ersterer Erkenntnis folgt. Mit unserer Notation aus Teil 2 gibt es also schon
mal einen Homomorphismus

gR,Π → g

Wir müssen nun noch zeigen, daß er ein Isomorphismus ist. Zunächst zeigen wir
nur, daß er surjektiv ist, daß also unsere halbeinfache Liealgebra g erzeugt wird
von den Wurzelräumen zu den einfachen Wurzeln und ihren Negativen. Dazu er-
innern wir aus 24.2.3.12.4, daß für je zwei Wurzeln α, β ∈ R mit α + β ∈ R
gilt [gα, gβ] = gα+β . Weiter erinnern wir aus 23.2.3.10, daß jede positive Wurzel
aus einer einfachen Wurzel erreicht werden kann durch eine Folge von Wurzeln,
bei der jedes Glied aus dem Vorhergehenden durch die Addition einer einfachen
Wurzel hervorgeht. Zusammen zeigt das, daß unsere Abbildung eine Surjektion
gR,Π � g sein muß. Können wir Teil 2 zeigen, so muß diese Surjektion offen-
sichtlich ein Isomorphismus sein. Also machen wir uns nun an den Beweis von
Teil 2. Er ist etwas umständlich und wird in mehrere Teilschritte zerlegt.

1. Gegeben eine Halbgruppe Γ versteht man unter einer Γ-Graduierung einer Al-
gebra A eine Zerlegung als direkte Summe A =

⊕
γ∈ΓAγ derart, daß die Verk-

nüpfungAγ×Aµ nachAγ+µ abbildet. Beide Konstruktionen der freien Liealgebra
über einer Menge I zeigen, daß diese eine eindeutig bestimmte Graduierung durch
die freie abelsche Gruppe Z〈I〉 besitzt, für die der Erzeuger xi jeweils den Grad
i hat. Durch Vergröberung dieser Graduierung erhalten wir eine Graduierung der
freien Liealgebra in Erzeugern (xα, yα, hα)α∈Π nach dem Wurzelgitter 〈R〉mit xα
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homogen vom Grad α, yα homogen vom Grad −α und hα homogen vom Grad 0.

2. Wir untersuchen nun zunächst die Liealgebra g̃ = g̃R,Π mit denselben Erzeu-
gern aber nur den ersten fünf Relationen. Alle unsere Relationen sind homogen
für unsere 〈R〉-Graduierung, folglich induziert sie eine 〈R〉-Graduierung auf dem
Quotienten g̃R,Π.

3. Wir zeigen nun, daß die Bilder {x̃α, h̃α, ỹα | α ∈ Π} unserer Erzeuger in g̃
linear unabhängig sind. Dazu betrachten wir die freie k-Ringalgebra T mit Erzeu-
gern (ŷα)α∈Π alias den „nichtkommutativen Polynomring in diesen Variablen“. Er
besitzt eine natürliche 〈R〉-Graduierung T =

⊕
Tλ mit ŷα homogen vom Grad

(−α). Nun machen wir T zu einer Darstellung von g̃ wie folgt:

h̃α operiere auf Tλ durch den Skalar 〈λ, α∨〉;

ỹα operiere auf T durch Multiplikation von links mit ŷα;

x̃α mache die 1 ∈ T zu Null. Seine Operation auf einem beliebigen anderen
Monom ŷβw mit einem beliebigen Monom w sei induktiv erklärt durch die
Formel x̃α(ŷβw) = δαβh̃αw+ ỹβ(x̃αw). Es ist leicht zu sehen, daß wir so in
der Tat eine Darstellung T von g̃ erhalten.

Da die h̃α durch linear unabhängige Endomorphismen auf T operieren, müssen
sie bereits in g̃ linear unabhängig gewesen sein. Da die ỹα auf T nicht durch Null
operieren, müssen sie bereits in g̃ von Null verschieden sein. Dasselbe gilt für die
x̃α. Die lineare Unabhängigkeit der Menge {x̃α, h̃α, ỹα | α ∈ Π} folgt dann aus
der 〈R〉-Graduierung.

4. BezeichnetX,H, Y die von den x̃α, beziehungsweise den h̃α, beziehungsweise
den ỹα in g̃ erzeugten Unteralgebren, so gilt

g̃ = X ⊕H ⊕ Y

In der Tat ist der Untervektorraum X +H + Y offensichtlich stabil ist unter allen
ad x̃α, ad ỹα und ad h̃α und ist mithin eine Unteralgebra, die die Erzeuger enthält.
Um zu sehen, daß unsere Summe direkt ist, reicht es zu bemerken, daß X nur
homogene Komponenten zu Graden aus |Π〉\0 hat, Y zu Graden aus |−Π〉\0, und
H zum Grad Null. Insbesondere bilden also die h̃α für α ∈ Π eine Basis von H .

5. Die Abbildung κ : R → H∗ mit κ(β)(h̃α) := 〈β, α∨〉 ist eine Injektion und
ihr Bild ist ein Wurzelystem κ(R) ⊂ H∗, für das die Bilder der h̃α unter dem
Auswertungsisomorphismus H ∼→ H∗∗ ein System von einfachen Kowurzeln bil-
den. Weiter besitzt κ genau eine Fortsetzung zu einem Gruppenhomomorphismus
κ : 〈R〉 → H∗ und für alle x ∈ g̃γ mit γ ∈ 〈R〉 und h ∈ H gilt die Identität
[h, x] = (κ(γ)(h))x. Unsere von der Graduierung durch das abstrakte Wurzelgit-
ter 〈R〉 gegebenen homogenen Komponenten g̃γ fallen also zusammen mit den
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κ(γ)-Gewichtsräumen g̃κ(γ) für die adjungierte Operation von H auf g̃. Wir fas-
sen im folgenden meist die durch κ gegebene Identifikation als Identität auf und
notieren sie nicht mehr explizit.

6. Gegeben α 6= β setzen wir nun

x̃αβ := (ad x̃α)1−〈β,α∨〉x̃β
ỹαβ := (ad ỹα)1−〈β,α∨〉ỹβ

und behaupten in g̃ die Identität [x̃γ, ỹαβ] = 0 für alle γ. Hier sind verschiedene
Fälle getrennt zu betrachten. Im Fall γ 6= α vertauscht (ad x̃γ) mit (ad ỹα). Ist
außerdem γ 6= β, so folgt die Behauptung aus [x̃γ, ỹβ] = 0. Ist γ = β, so rechnen
wir

[x̃β, x̃αβ] = (ad ỹα)1−〈β,α∨〉[x̃β, ỹβ] = (ad ỹα)−〈β,α
∨〉(〈α, β∨〉ỹα)

und das ist Null im Fall 〈α, β∨〉 = 0 und auch Null im Fall 〈α, β∨〉 6= 0, da dann
notwendig auch gilt 〈β, α∨〉 6= 0. Ist schließlich γ = α, so rechnen wir

[x̃α, ỹβα] = (ad x̃α)(ad ỹα)1−〈β,α∨〉(ỹβ)

Nun aber gilt (ad x̃α)(ỹβ) = 0 und (ad h̃α)(ỹβ) = −〈β, α∨〉ỹβ und folglich
ist die von ỹβ erzeugte Unterdarstellung unter der adjungierten Darstellung von
〈x̃α, h̃α, ỹα〉 ∼= sl(2;C) auf g̃ ein höchster Gewichtsmodul mit höchstem Ge-
wichtsvektor ỹβ . Damit folgt unsere Behauptung in diesem Fall aus unserer Kennt-
nis der Struktur dieser Darstellungen der sl(2;C), genauer der Formel ef iv =
i(λ − i + 1)f i−1v für einen Vektor v einer Darstellung mit hv = λv und ev = 0
aus dem Beweis von 24.1.2.14. Analog folgt [ỹγ, x̃αβ] = 0 für alle γ.

7. Sei nun K ⊂ g̃ das von allen x̃αβ und ỹαβ erzeugte Ideal, so daß nach unseren
Definitionen gilt gR,Π = g̃/K. Wir behaupten zunächst, daß das von den x̃αβ in
der Unteralgebra X erzeugte Ideal I ⊂ X bereits ein Ideal von g̃ ist. In der Tat
ist es stabil unter allen (ad h̃γ) und nach dem Vorhergehenden auch unter allen
(ad ỹγ). Ebenso ist das von allen ỹαβ in Y erzeugte Ideal J ⊂ Y bereits ein Ideal
von g̃. Daraus folgt unmittelbarK = I+J und g = X/I⊕g0⊕Y/J undH ∼→ g0.

8. Es ist nach dem vorhergehenden klar, daß die Familie {x̄α, h̄α, ȳα | α ∈ Π} der
Bilder unserer Erzeuger in g auch linear unabhängig ist. Ebenso ist klar, daß für
jede Unteralgebra gα := 〈x̄α, h̄α, ȳα〉 ∼= sl2 jeder unserer Erzeuger x̄β, h̄β, ȳβ in
einem endlichdimensionalen (ad gα)-stabilen Teilraum von g liegt. Für jede Un-
teralgebra gα = 〈x̄α, h̄α, ȳα〉 ∼= sl2 ist also g die Vereinigung seiner endlichdimen-
sionalen (ad gα)-stabilen Teilräume, denn gegeben endlichdimensionale (ad gα)-
stabile Teilräume V,W ist auch [V,W ] nach der Jacobi-Identität ein endlichdi-
mensionaler (ad gα)-stabiler Teilraum.

9. Da g die Vereinigung seiner endlichdimensionalen (ad gα)-stabilen Teilräume
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ist, muß für alle λ ∈ 〈R〉 mit n := 〈λ, α∨〉 > 0 die adjungierte Operation von
ȳα einen Isomorphismus (ad ȳα)n : gλ

∼→ gλ−nα liefern. Wegen λ − nα = sα(λ)
folgt dim gλ = dim gwλ für jedes λ ∈ 〈R〉 und jedes Element w ∈ W der Weyl-
gruppe unseres Wurzelsystems. Insbesondere folgt dim gγ = 1 für alle γ ∈ R, da
für α ∈ Π ja gα das Erzeugnis von x̄α sein muß.

10. Nun soll gezeigt werden, daß gilt gλ = 0 für λ 6∈ R t {0}. Dazu unterschei-
den wir zwei Fälle. Sei zunächst λ = nγ ein Vielfaches einer Wurzel γ ∈ R
mit n ≥ 2. Wäre gλ 6= 0, so hätten wir auch gnα 6= 0 für eine einfache Wurzel
α ∈ Π. Die Darstellungstheorie von gα ∼= sl2 liefert dann aber dim gα > 1 im
Widerspruch zu dem, was wir bereits wissen. Ist andererseits λ kein ganzzahliges
Vielfaches einer Wurzel, so zeigt das folgende Lemma 24.3.4.9, daß notwendig
gilt gλ = 0. Wir haben also

g = g0 ⊕
⊕
γ∈R

gγ

und die h̄α für einfache Wurzeln α ∈ Π bilden eine Basis von g0.

11. Nun zeigen wir, daß g halbeinfach ist. Jedes Ideal von g ist ja stabil unter
(ad g0), also die direkte Summe seiner homogenen Anteile. Jetzt sagt uns die Dar-
stellungstheorie von gα ∼= sl2, daß für alle α ∈ Π und γ ∈ R gilt [gγ, gα] = gγ+α

falls γ + α ∈ R und [gγ, g−α] = gγ−α falls γ − α ∈ R. Umfaßt ein Ideal einen
Wurzelraum gγ für γ ∈ R+, so umfaßt es mithin nach 23.2.3.10 auch einen Wur-
zelraum gα für eine einfache Wurzel α ∈ Π. Umfaßt ein Ideal einen Wurzelraum
gγ für γ ∈ R−, so zeigen wir analog, daß es auch einen Wurzelraum g−α umfaßt
für α ∈ Π eine einfache Wurzel. Umfaßte ein Ideal I keinen Wurzelraum, so läge
es in g0, und wäre es nicht Null, so gäbe es α ∈ Π mit α(I) 6= 0 und folglich
umfaßte I doch einen Wurzelraum, nämlich gα = [I, gα]. Mithin umfaßt jedes
Ideal, das nicht Null ist, für mindestens eine einfache Wurzel α entweder gα oder
g−α. Dann aber umfaßt es offensichtlich auch gα ∼= sl2 und kann nicht abelsch
sein. Folglich ist unsere Liealgebra g halbeinfach.

12. Es ist nun offensichtlich, daß h := g0 eine Cartan’sche von g ist und daß wir
einen Isomorphismus von Wurzelsystemen

R
∼→ R(g, h)

erhalten durch die Vorschrift α 7→ (h̄β 7→ 〈α, β∨〉).

Lemma 24.3.4.9. Seien R ⊂ V ein Wurzelsystem, R+ ⊂ R ein System positiver
Wurzeln und W die Weylgruppe. Jedes Element des Wurzelgitters λ ∈ 〈R〉 mit
Wλ ⊂ |R+〉 ∪ |−R+〉 ist ein ganzzahliges Vielfaches einer Wurzel.

Beweis. Ist λ kein ganzzahliges Vielfaches einer Wurzel, so gibt es h ∈ 〈R〉∗Q
mit 〈λ, h〉 = 0 aber 〈α, h〉 6= 0 für jede Wurzel α ∈ R. Dann finden wir sicher
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w ∈ W mit 〈α,wh〉 > 0 für alle α ∈ R+. Aus 〈wλ,wh〉 = 0 folgt nun, daß in der
Darstellung wλ =

∑
α∈Π nαα von wλ als Linearkombination einfacher Wurzeln

negative und positive Koeffizienten vorkommen müssen.

Satz 24.3.4.10 (Klassifikation der halbeinfachen Liealgebren). Ordnen wir je-
der komplexen halbeinfachen Liealgebra g den Dualraum einer Cartan’schen
h ⊂ g zu mitsamt dem zugehörigen Wurzelsystem R(g, h) ⊂ h∗, so erhalten wir
eine Bijektion auf Isomorphieklassen{

Komplexe
halbeinfache Liealgebren

}
∼→
{

Komplexe reduzierte
Wurzelsysteme

}
g 7→ R(g, h) ⊂ h∗

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz 24.3.4.4 über die Präsentation
halbeinfacher Liealgebren.

24.3.4.11. Dasselbe folgt mit demselben Beweis über einem beliebigen algebra-
isch abgeschlossenen Körper der Charakteristik Null. Die Klassifikation der Wur-
zelsysteme wird in 23.2.3.9 besprochen.

Satz 24.3.4.12 (Klassifikation der einfachen Liealgebren). Ordnen wir jeder
komplexen einfachen Liealgebra g den Dualraum einer Cartan’schen h ⊂ g zu
mitsamt dem zugehörigen Wurzelsystem R(g, h) ⊂ h∗, so erhalten wir eine Bijek-
tion auf Isomorphieklassen{

Komplexe endlichdimensionale
einfache Liealgebren

}
∼→

{
Komplexe reduzierte

unzerlegbare Wurzelsysteme

}
g 7→ R(g, h) ⊂ h∗

24.3.4.13. Dasselbe folgt mit demselben Beweis über einem beliebigen algebra-
isch abgeschlossenen Körper der Charakteristik Null.

24.3.4.14. Die Killing-Klassifikation 24.1.1.20 folgt unmittelbar aus dem Zusam-
menspiel dieses Satzes mit der Klassifikation unzerlegbarer Wurzelsysteme in
23.2.3.7.

Beweis. Hier muß über 24.3.4.12 hinaus nur noch gezeigt werden, daß eine hal-
beinfache komplexe Liealgebra genau dann einfach ist, wenn ihr Wurzelsystem
unzerlegbar ist. Nun, jede Zerlegung des Wurzelsystems führt offensichtlich zu
einer Zerlegung der zugehörigen Liealgebra in eine direkte Summe von Idealen.
Umgekehrt führt jede Zerlegung einer halbeinfachen Liealgebra in eine direkte
Summe von Idealen offensichtlich zu einer Zerlegung ihres Wurzelsystems.
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Bemerkung 24.3.4.15. Jede einfache endlichdimensionale komplexe Liealgebra g
ist auch als reelle Liealgebra einfach. In der Tat, ist a ⊂ g ein reelles Ideal, so sind
a ∩ ia und a + ia komplexe Ideale, sind also jeweils Null oder ganz g. Aus a 6= g
folgt damit sofort g = a⊕ ia. Insbesondere wäre a eine einfache reelle Liealgebra.
Dann aber müßte a trivial operieren auf g/a, Widerspruch.

Übungen

Übung 24.3.4.16 (Invarianten in einfachen Liealgebren). Gegeben (R,Π) ein
irreduzibles Wurzelsystem mit einer Basis operiert die Gruppe S aller Automor-
phismen von R, die unsere Basis stabilisieren, offensichtlich auf der einfachen
Liealgebra g := gR,Π. Im folgenden bezeichnen wir einfache Liealgebren durch
das Symbol ihres Wurzelsystems. Man zeige ES2

6
∼= F4 und DS3

4
∼= G2 und

DS2
n
∼= Bn−1 für n ≥ 4 und AS2

2n−1
∼= Cn für n ≥ 2. Hinweis: Seien α, β die

beiden Wurzeln nach der Verzweigung am Ende in Typ Dn. So liefert sαsβ eine
Spiegelung zu einer einfachen Wurzel in DS2

n . Hinweis: Man suche eine Wurzel-
raumzerlegung für die Invarianten in der Cartan’schen.

Übung 24.3.4.17 (Deligne’s exzeptionelle Serie). Es gibt Inklusionen von halb-
einfachen Liealgebren A1 ⊂ A2 ⊂ G2 ⊂ D4 ⊂ F4 ⊂ E6 ⊂ E7 ⊂ E8. Man könnte
zwischen G2 ⊂ D4 noch so(7) alias B3 einfügen, vergleiche 24.4.6.41. Der Punkt
ist aber, daß es so, wie sie dasteht, viele über unsere ganze Serie homogene For-
meln gibt.

24.3.5 Reelle halbeinfache Liealgebren*
Definition 24.3.5.1. Eine reelle Form eines komplexen Vektorraums V ist ein
reeller Untervektorraum VR ⊂ V derart, daß die Multiplikation einen Isomorphis-
mus C⊗R VR

∼→ V liefert. Gleichbedeutend ist die Forderung, daß VR ganz V als
C-Vektorraum erzeugt und daß jede überR linear unabhängige Teilmenge unseres
Untervektorraums VR auch über C linear unabhängig ist in ganz V .

24.3.5.2 (Reelle Formen und schieflineare Involutionen). Gegeben ein komple-
xer Vektorraum V erhalten wir zueinander inverse Bijektionen{

reelle Formen
VR ⊂ V

}
∼↔
{

schieflineare Involutionen
θ : V → V

}
wie folgt: Jeder reellen Form VR ⊂ V ordnen wir diejenige schieflineare Involu-
tion zu, die durch die Vorschrift θ : a ⊗ v 7→ ā ⊗ v ∀a ∈ C, v ∈ VR gegeben ist.
Jeder schieflinearen Involution θ : V → V ordnen wir umgekehrt ihre Fixpunkt-
menge VR := V θ zu.
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Definition 24.3.5.3. Wenn für zwei reelle Formen eines komplexen Vektorraums
die zugehörigen schieflinearen Involutionen kommutieren, sagen wir auch kurz,
die Formen kommutieren.

24.3.5.4 (Kommutierende reelle Formen und reelle Involutionen). Gegeben
ein komplexer Vektorraum V mit einer reellen Form VR ⊂ V und zugehöriger
schieflinearer Involution θ : V → V erhalten wir zueinander inverse Bijektionen{

R-lineare Involutionen
σ : VR → VR

}
∼↔
{

schieflineare Involutionen
γ : V → V mit θγ = γθ

}
wie folgt: Jedem σ werde die schieflineare Involution a⊗v 7→ ā⊗σ(v) zugeordnet
und jedem γ seine Restriktion auf V θ = VR.

Definition 24.3.5.5. Seien V ⊃ VR ein komplexer Vektorraum mit einer reellen
Form. Ein komplexer Untervektorraum W ⊂ V heiße definiert über R, wenn es
einen reellen Untervektorraum WR ⊂ VR gibt derart, daß die Multiplikation einen
Isomorphismus C⊗RWR

∼→ W liefert.

24.3.5.6. Seien V ⊃ VR ein komplexer Vektorraum mit einer reellen Form und
sei θ : V → V die zugehörige schieflineare Involution. Offensichtlich ist ein
komplexer Teilraum W ⊂ V genau dann definiert über R, wenn er unter θ stabil
ist, wenn also in Formeln gilt θ(W ) ⊂ W oder gleichbedeutend θ(W ) = W .

Definition 24.3.5.7. Eine reelle Form einer C-Algebra A ist eine reelle Form
AR ⊂ A des Vektorraums A, die gleichzeitig eine reelle Unteralgebra von A ist.
Gegeben eine C-Algebra A liefern die Bijektionen aus 24.3.5.2 auch zueinander
inverse Bijektionen

reelle Formen
AR ⊂ A

der Algebra A

 ∼↔


schieflineare Involutionen

θ : A→ A
der Algebra A


Hier fordern wir von Involutionen einer Algebra zusätzlich, daß sie mit der Verk-
nüpfung in unserer Algebra verträglich sein sollen.

Definition 24.3.5.8. Sei g0 eine halbeinfache reelle Liealgebra. Eine Cartan’sche
h0 ⊂ g0 heißt eine spaltende Cartan’sche, wenn für alle H ∈ h0 die Abbildung
ad(H) : g0 → g0 diagonalisierbar ist. Eine halbeinfache reelle Liealgebra heißt
spaltend, wenn sie eine spaltende Cartan’sche besitzt.

24.3.5.9. Eine Cartan’sche h0 ⊂ g0 einer halbeinfachen reellen Liealgebra ist
genau dann spaltend, wenn mit den Notationen h = C ⊗R h0 und g = C ⊗R g0

alle Wurzeln des Wurzelsystems R(h, g) auf h0 reelle Werte annehmen.
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24.3.5.10. Eine reelle Liealgebra heißt kompakt, wenn sie endlichdimensional
ist mit negativ definiter Killing-Form. Die Herkunft dieser Terminologie wird in
22.4.2.4 erklärt: Dort zeigen wir, daß die kompakten Liealgebren genau die Lie-
algebren kompakter Liegruppen mit endlichem Zentrum sind. Nach 24.1.7.9 ist
jede kompakte reelle Liealgebra halbeinfach, denn ihre Killingform ist per defini-
tionem nicht ausgeartet.

Proposition 24.3.5.11 (Spezielle reelle Formen halbeinfacher Liealgebren).
Jede halbeinfache komplexe Liealgebra besitzt eine spaltende reelle Form und
eine kompakte reelle Form.

Beweis. Die Existenz spaltender reeller Formen folgt aus der Beschreibung durch
Erzeuger und Relationen 24.3.4.4 und 24.3.4.8. Um die Existenz kompakter re-
eller Formen zu zeigen, müssen wir mehr arbeiten. Gegeben ein Wurzelsystem
mit Basis R ⊃ Π gibt es, wie die Beschreibung durch Erzeuger und Relatio-
nen 24.3.4.4 zeigt, genau einen Automorphismus der zugehörigen halbeinfachen
komplexen Liealgebra

τ : gR,Π
∼→ gR,Π

mit τ : hα 7→ −hα und τ : xα 7→ −yα und τ : yα 7→ −xα in den dortigen
Notationen. Er heißt die Chevalley-Involution und stabilisiert die reelle Unterlie-
algebra gR ⊂ g := gR,Π, die von den (xα, hα, yα)α∈Π erzeugt wird. Die Einbettung
dieser reellen Unteralgebra induziert nun offensichtlich einen Isomorphismus von
komplexen Liealgebren

C⊗R gR
∼→ g

Durch Transport von θ : a ⊗ v 7→ ā ⊗ v erhalten wir eine schieflineare Involuti-
on θ auf g, die mit unserer Chevalley-Involution τ kommutiert. Per definitionem
entspricht θ der reellen Form gR von g. Dann aber entspricht θτ = τθ auch einer
reellen Form gτθ = : k ⊂ g. Wir zeigen nun, daß die Killingform von k nega-
tiv definit ist. Nach 24.2.3.26 ist sie schon mal negativ definit auf hθτ = 〈ihα |
α ∈ Π〉R. Da nach 24.2.3.27 und in der dortigen Notation für alle einfachen Wur-
zeln α ∈ Π gilt κ(xα, yα) ∈ Q>0 und da eh gilt κ(xα, xα) = 0 = κ(yα, yα),
ist die Killingform auch für alle einfachen Wurzeln α ∈ Π negativ definit auf
(gα ⊕ g−α)θτ = 〈xα − yα, ixα + iyα〉R. Kennen wir bereits die Existenz einer
Chevalley-Basis 24.3.5.12, so können wir dasselbe Argument ebenso für die Wur-
zelräume zu nicht notwendig einfachen Wurzeln verwenden und sind fertig. Alter-
nativ können wir auch wie folgt argumentieren: Anhand der Wirkung von θτ auf
h sieht man leicht, daß (gγ ⊕ g−γ) für jede Wurzel γ unter θτ stabil ist. Es bleibt
nur noch zu zeigen, daß die Killingform für jede Wurzel γ ∈ R negativ definit ist
auf (gγ ⊕ g−γ)

θτ . Dazu erinneren wir aus ?? die elementare Identität

exp

(
0 π/2
−π/2 0

)
=

(
0 −1
1 0

)
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Sie impliziert für die adjungierte Darstellung der Liegruppe SU(2) die Formel

exp

(
ad

(
0 π/2
−π/2 0

))
= Ad

(
0 −1
1 0

)
:

(
1 0
0 −1

)
7→
(
−1 0
0 1

)
Da es nun einen Homomorphismus von Liealgebren sl(2;C) → g gibt mit e 7→
xα, h 7→ hα und f 7→ yα, folgern wir für alle einfachen Wurzeln α ∈ Π unmittel-
bar

exp(ad(π
2
(xα − yα))) : hα 7→ −hα

Offensichtlich ist dieser Automorphismus von g auch die Identität auf kerα ⊂ h.
Mithin stabilisiert unser Automorphismus die Unteralgebra h und operiert dort
wie die Wurzelspiegelung sα der Weylgruppe. Das zeigt, daß unser Automorphis-
mus gγ in gsαγ überführt. Andererseits ist π

2
(xα−yα) invariant unter θτ und unser

Automorphismus identifiziert folglich (gγ ⊕ g−γ)
θτ mit (gsαγ ⊕ g−sαγ)

θτ . Da die
einfachen Spiegelungen die Weylgruppe erzeugen und da die Weylgruppenbahn
jeder Wurzel mindestens eine einfache Wurzel enthält, muß die Killingform damit
negativ definit sein auf (gγ⊕g−γ)

θτ für jede Wurzel γ ∈ R und die Existenz einer
kompakten reellen Form ist gezeigt.

Ergänzung 24.3.5.12 (Chevalley-Basis). Gegeben g ⊃ h eine komplexe halb-
einfache Liealgebra mit einer Cartan’schen und τ : g → g ein involutiver Au-
tomorphismus mit τ(h) = −h für alle h ∈ h, zum Beispiel unsere Chevalley-
Involution aus dem Beweis von 24.3.5.11, prüft man leicht, daß man jeder Wurzel
γ ∈ R einen Wurzelvektor xγ ∈ gγ so zuordnen kann, daß für alle Wurzeln gilt
τ(xγ) = −x−γ und [xγ, x−γ] = γ∨. Weiter prüft man leicht, daß diese Wahl durch
τ eindeutig bestimmt wird bis auf Vorzeichen: Genauer gibt es für jede weitere
Wahl x′γ eine Abbildung s : R → {1,−1} mit x′γ = s(γ)xγ und s(γ) = s(−γ)
für alle γ ∈ R. Wir behaupten nun, daß mit so gewählten Wurzelvektoren für
beliebige Wurzeln α, β ∈ R mit α + β ∈ R gilt

[xα, xβ] ∈ Zxα+β

Ergänzen wir also unsere Wurzelvektoren durch Kowurzeln zu einer Basis von
g, so sind alle die Koeffizienten ganzzahlig, die wir brauchen, um die Lieklam-
mer zweier Basiselemente als Linearkombination unserer Basiselemente auszu-
drücken. Um unsere Behauptung zu zeigen, setzen wir [xα, xβ] = Nα,βxα+β für
beliebige Wurzeln α, β ∈ R mit α + β ∈ R. Die Darstellungstheorie der sl(2;C)
liefert

N−α,α+βNα,β = (q + 1)p

für p, q definiert durch die Eigenschaft, daß die α-Wurzelkette durch β genau von
β − qα bis β + pα reicht. Man sieht das besonders gut an der Realisierung der
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einfachen Darstellungen von sl(2;C) durch homogene Polynome in zwei Varia-
blen aus dem Beweis des Klassifikationssatzes 24.1.2.14. Bis hierher haben wir
nur verwendet, daß (xα, α

∨, x−α) die Relationen der Standarbasis von sl(2;C)
erfüllen. In unserer Situation gilt nun weiter die höchst absonderliche Formel

‖α + β‖2

‖β‖2
=
q + 1

p

für ein beliebiges weylgruppeninvariantes Skalarprodukt auf dem Q-Spann des
Wurzelgitters. Ich kenne dafür keinen besseren Beweis als das Durchgehen aller
Wurzelsysteme vom Rang zwei mit der Formel ‖γ‖2/‖β‖2 = 〈γ, β∨〉/〈β, γ∨〉 aus
23.2.1.20. Mit der Invarianz κ([xα, xβ], x−α−β) = −κ(xβ, [xα, x−α−β]) der Kil-
lingform und der Identität κ(γ∨, γ∨) = 1/‖γ‖2 für ein geeignetes weylgruppen-
invariantes Skalarprodukt auf dem Q-Spann des Wurzelgitters ergibt sich weiter
sofort

Nα,β

‖α + β‖2
= −Nα,−α−β

‖β‖2

Zusammen liefern die drei letzten herausgehobenen Formeln unschwer die Iden-
tität Nα,−α−βN−α,α+β = −p2. Wenden wir nun unsere Annahme τ(xγ) = −x−γ
an, so folgt leicht Nα,−α−β = −N−α,α+β = ±p und Nα,β = ±(q + 1) und das
sind ganze Zahlen.
Ergänzung 24.3.5.13 (Chevalley-Gruppen). Sei g ⊃ h eine komplexe halbein-
fache Liealgebra mit einer Cartan’schen und einer Chevalley-Involution τ mit
τ(h) = −h ∀h ∈ h und R = R(g, h) und (xγ)γ∈R Elemente der Wurzelräume
mit τ(xγ) = −x−γ und [xγ, x−γ] = γ∨. Wir hatten in 24.3.5.12 gesehen, daß es
solche xγ gibt, daß sie bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmt sind, und daß gilt
[xα, xβ] = ±(q + 1) für q definiert durch die Eigenschaft, daß in R die α-Kette
durch β bei β − qα beginnt. Bezeichne

gZ := 〈xγ, γ∨ | γ ∈ R〉Z

den durch (g, h, τ) wohlbestimmten Z-Spann der Kowurzeln und der ±xγ . Er ist
offensichtlich stabil unter der Lieklammer. Für jeden Kring A setzen wir gA :=
A ⊗Z gZ. Man prüft, daß auch die Automorphismen exp(adxα) von gQ die Un-
tergruppe gZ ⊂ gQ stabilisieren, ja daß für eine zusätzliche Variable t die Auto-
morphismen exp(ad txα) von gQ[t] die Untergruppe gZ[t] ⊂ gQ[t] stabilisieren. Der
einzige nichttriviale Fall ist der Nachweis von

exp(ad txα)(xβ) ∈ gZ[t]

im Fall α 6= ±β. Beginnt die α-Kette durch β bei β − qα, so finden wir mit der
Konvention xφ = 0 für φ 6∈ R erst [xα, xβ] = ±(q + 1)xα+β und dann induktiv

(ad txα)i(xβ) = ±(q + 1)(q + 2) . . . (q + i)tixiα+β
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und die Behauptung folgt aus der Erkenntnis, daß (q + 1)(q + 2) . . . (q + i)/i! ein
Binomialkoeffizient und folglich eine natürliche Zahl ist. Ist nun K ein Körper,
so erhalten wir für jedes λ ∈ K einen Automorphismus von gK , indem wir den
Isomorphismus gK

∼→ K ⊗Z[t] gZ[t] mit Z[t] → K gegeben durch t 7→ λ be-
achten. Die von allen diesen Automorphismen erzeugte Untergruppe von Aut gK
heißt die Chevalley-Gruppe zum Wurzelsystem R und Körper K und wir no-
tieren sie R(K). Ist R ein unzerlegbares Wurzelsystem, so ist R(K) eine einfache
Gruppe mit Ausnahme der vier Fälle A1(F2),A1(F3),B2(F2),G2(F2). Das soll
hier allerdings nicht gezeigt werden. Indem wir für K endliche Körper einsetzen,
erhalten wir dann eine Vielzahl endlicher einfacher Gruppen.

Definition 24.3.5.14. Eine Involution ϑ einer reellen halbeinfachen Liealgebra g0

heißt eine Cartan-Involution, wenn die Fixpunktmenge der schieflinearen Invo-
lution ϑc := ϑ⊗ c : g0 ⊗R C→ g0 ⊗R C eine kompakte Liealgebra ist.

Beispiel 24.3.5.15. Unsere Chevalley-Involution aus dem Beweis der Existenz
kompakter reeller Formen 24.3.5.11 ist, wenn wir sie auf die spaltende reelle Form
gR von ebendort einschränken, eine Cartan-Involution der halbeinfachen reellen
Liealgebra g0 = gR.

24.3.5.16 (Definitheitskriterium für Cartan-Involutionen). Man überlegt sich
leicht, daß eine Involution ϑ einer reellen halbeinfachen Liealgebra g0 genau dann
eine Cartan-Involution ist, wenn die Bilinearform

κϑ(x, y) := κ(x, ϑy)

negativ definit ist. In der Tat ist κϑ symmetrisch und ist genau dann negativ defi-
nit, wenn die Sesquilinearform (x, y) 7→ κ(x, ϑcy) negativ definit ist auf g0⊗RC,
und das ist genau dann der Fall, wenn die Killingform negativ definit ist auf der
Fixpunktmenge von ϑc. Wir verwenden hier die Notation κ sowohl für die Kil-
lingform der komplexen Liealgebra g0 ⊗R C als auch für die Killingformen ihrer
reellen Formen, was aber wegen 4.6.1.43 unproblematisch ist.

Satz 24.3.5.17 (Cartan-Involution und andere Involutionen). Gegeben eine re-
elle halbeinfache Liealgebra g0 mit einer Cartan-Involution ϑ und einer weiteren
Involution σ gibt es ein Element der Einskomponente der Automorphismengruppe
ϕ ∈ (Aut g0)◦ derart, daß ϕϑϕ−1 mit σ kommutiert.

Beweis. Man prüft leicht, daß σϑ stets selbstadjungiert ist für die Bilinearform κϑ
aus 24.3.5.16. Insbesondere ist σϑ diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten nach
dem Spektralsatz 4.1.12.15. Die zugehörige Eigenraumzerlegung muß eine R×-
Graduierung der Liealgebra g0 sein. Also ist ρ := (σϑ)2 ein diagonalisierbarer
Automorphismus von g0 mit positiven Eigenwerten. Dasselbe folgt für alle ρα mit
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α ∈ R, das ja dieselben Eigenräume hat, wobei sich die Eigenwerte nur um den
festen Automorphismus λ 7→ λα von R>0 unterscheiden. Weiter kommutiert

g0
ϑ //

(σϑ)−1

��

g0

σϑ
��

g0
ϑ // g0

und insbesondere gilt ρϑ = ϑρ−1. Dasselbe folgt wieder für alle ρα mit α ∈ R.
Wir behaupten nun für α = 1/4 die Identität

(ραϑρ−α)σ = σ(ραϑρ−α)

In der Tat gelangen wir durch ραϑ = ϑρ−α rasch zur äquivalenten Gleichung

ρ2αϑσ = σϑρ−2α

Da nun σϑ mit ρ und dann auch mit allen Potenzen von ρ kommutiert, gelangen
wir weiter zur äquivalenten Gleichung ρ4αϑσ = σϑ, die schließlich ihrerseits
sofort aus den Definitionen folgt.

Satz 24.3.5.18 (Cartan-Involutionen, Existenz und Eindeutigkeit). Jede halb-
einfache reelle Liealgebra besitzt eine Cartan-Involution und je zwei Cartan-
Involutionen sind zueinander konjugiert unter einem Automorphismus aus der
Einskomponente der Automorphismengruppe unserer Liealgebra.

Beweis. Jede halbeinfache komplexe Liealgebra g besitzt nach 24.3.5.11 eine
schieflineare Involution ϑ : g → g mit einer kompakten Liealgebra von Fix-
punkten gϑ. Dann ist aber ϑ notwendig eine Cartan-Involution der Reellifizierung
gR von g, wie man an der Formel κgR = 2 Reκg für die Killingform der Reel-
lifizierung erkennt, die ihrerseits aus 3.2.6.17 folgt. Ist σ eine weitere Involuti-
on von gR, so gibt es nach 24.3.5.17 angewandt auf gR einen Automorphismus
ϕ ∈ (Aut gR)◦ derart, daß ϕϑϕ−1 mit σ kommutiert. Nun sind (Aut gR)◦ und
(Aut g)◦ beide die eindeutig bestimmte zusammenhängende abgeschlossene Un-
tergruppe von GL(gR) mit Liealgebra ad g, folglich stimmen diese beiden Grup-
pen überein. Also ist ϕϑϕ−1 auch eine schieflineare Involution von g mit einer
kompakten Liealgebra von Fixpunkten. Ist nun speziell g0 eine halbeinfache reelle
Liealgebra und g := g0⊗RC ihre Komplexifizierung und σ = id⊗c die zugehöri-
ge schieflineare Involution, so muß ϕϑϕ−1 eine Cartan-Involution auf der reellen
Liealgebra g0

∼= gσ induzieren. Das zeigt die Existenz. Gegeben zwei Cartan-
Involutionen auf derselben reellen Liealgebra g0 gibt es wieder nach 24.3.5.17 ein
Element der Einskomponente der Automorphismengruppe ϕ ∈ (Aut g0)◦ derart,
daß ϕϑϕ−1 mit σ kommutiert. Nach dem anschließenden Lemma 24.3.5.19 sind
aber kommutierende Cartan-Involutionen gleich.
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Lemma 24.3.5.19 (Kommutierende Cartan-Involutionen). Zwei miteinander
kommutierende Cartan-Involutionen auf ein und derselben halbeinfachen reellen
Liealgebra sind gleich.

Beweis. Seien ϑ, θ : g0 → g0 unsere beiden Cartan-Involutionen. Wir betrachten
die simultane Eigenraumzerlegung. Wären unsere Involutionen verschieden, so
gäbe es X ∈ g0 mit X 6= 0 und θX = −ϑX . Es folgte κ(X, θX) = −κ(X,ϑX),
und hier könnten nicht beide Seiten negativ sein. Widerspruch!

Korollar 24.3.5.20 (Konjugiertheit kompakter reeller Formen). Je zwei kom-
pakte reelle Formen einer halbeinfachen komplexen Liealgebra sind konjugiert
unter der adjungierten Gruppe unserer komplexen Liealgebra.

Beweis. Ist g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und ϑ : g→ g eine schiefli-
neare Involution mit kompakter Fixpunktliealgebra gϑ, so ist wie im Beweis von
24.3.5.18 ϑ eine Cartan-Involution der Reellifizierung gR von g. Wieder nach dem
Beweis von 24.3.5.18 fällt die Einskomponente der Automorphismengruppe un-
serer komplexen Liealgebra mit der Einskomponente der Automorphismengruppe
ihrer Reellifizierung zusammen, und unter dieser Gruppe sind nach 24.3.5.18 je
zwei Cartan-Involution der Reellifizierung und damit auch je zwei kompakte re-
elle Formen unserer Liealgebra zueinander konjugiert.

24.3.5.21 (Kompakte Liegruppen mit trivialem Zentrum). Zusammenfassend
erhalten wir Bijektionen zwischen Isomorphieklassen{

zusammenhängende kompakte
Liegruppen mit trivialem Zentrum

}
∼→

{
kompakte

Liealgebren

}
↓ o{

abstrakte
Wurzelsysteme

}
∼←

{
halbeinfache

komplexe Liealgebren

}
Hier ist die obere Horizontale das Bilden der Liealgebra 22.4.2.4, die rechte Verti-
kale die Komplexifizierung, die eine nach 24.3.5.11 surjektive und nach 24.3.5.20
injektive Abbildung zwischen den durch den vertikalen Pfeil verbundenen Men-
gen liefert, und die untere Horizontale die Teilaussage 24.3.4.10 aus dem Beweis
der Killing-Klassifikation. Der Weg von kompakten Liealgebren direkt zu Wurzel-
systemen ist sogar noch etwas einfacher, weil in kompakten Liealgebren die Car-
tan’schen genau die maximalen abelschen Unteralgebren sind. Der Leser mag zur
Übung prüfen, daß die Verknüpfung unserer Bijektionen beschrieben werden kann
als die Zuordnung, die jeder kompakten Liegruppe K mit trivialem Zentrum das
durch Wahl eines maximalem Torus T bestimmte und bis auf Isomorphismus dann
doch davon unabhängige Wurzelsystem R(K,T ) ⊂ X(T ) ⊗Z C aus 22.5.5.1 zu-
ordnet, das wir mithilfe des kanonischen Isomorphismus X(T )⊗ZC

∼→ (LieC T )∗
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auch als Teilmenge des Dualraums der komplexifizierten Liealgebra des maxima-
len Torus auffassen können.

Ergänzung 24.3.5.22. Die zusammenhängende kompakte Liegruppe vom Typ G2

ist die Automorphismengruppe der nicht-assoziativen R-Algebra der sogenannten
Oktaven aus 6.3.12.4. Ich habe das allerdings nie selber nachgerechnet.

24.3.6 Nilpotente Liealgebren
Lemma 24.3.6.1. Gegeben eine Zerlegung g = a ⊕ b einer Liealgebra in die
direkte Summe eine Ideals a und einer Unteralgebra b wird U(a) eine Darstellung
ρ von g, indem wir für u ∈ U(a) ⊂ U(b) setzen

ρ(a)(u) = au ∀a ∈ a
ρ(b)(u) = bu− ub ∀b ∈ b

Beweis. Die Identität [ρ(a), ρ(b)] = ρ([a, b]) ist klar für a, b ∈ a und für a, b ∈ b.
Es bleibt, sie für a ∈ a und b ∈ b zu prüfen, also die Identität

a(bu− ub)− (bau− aub) = [a, b]u

für alle u ∈ U(a). Das aber ist offensichtlich.

Proposition 24.3.6.2. Jede endlichdimensionale nilpotente Liealgebra ist isomorph
zu einer Unteralgebra einer Liealgebra von echten oberen Dreiecksmatrizen.

Beweis. Ist unsere Liealgebra n abelsch, so ist das offensichtlich. Sonst gibt es
ein Ideal a ⊂ n der Kodimension Eins, das das Zentrum von n umfaßt. Mit In-
duktion finden wir einen endlichdimensionalen Vektorraum V und einen injekti-
ven Liealgebrenhomomorphismus ρ : a ↪→ gl(V ), dessen Bild aus nilpotenten
Endomorphismen von V besteht. Seien ρ : U(a)→ EndV der induzierte Ringal-
gebrenhomomorphismus und I ⊂ U(a) sein Kern. Nach 24.1.4.1 operiert jedes
Produkt von dimV Elementen von a durch Null auf V , also gilt für das von allen
derartigen Produkten erzeugte zweiseitige Ideal J notwendig J ⊂ I . Wählen wir
eine Gerade b ⊂ n mit a ⊕ b = n und machen U(a) zu einer Darstellung von n
wie in 24.3.6.1, so ist das zweiseitige Ideal J ⊂ U(a) eine Unterdarstellung. Auf
U(a)/J operiert dann b durch nilpotente Endomorphismen, da es bereits auf a
durch nilpotente Endomorphismen operiert, und a operiert durch nilpotente Endo-
morphismen nach Konstruktion von J . Nach Übung 24.3.6.3 operiert dann ganz
n durch nilpotente Endomorphismen auf U(a)/J . Andererseits operiert a nach
Konstruktion treu U(a)/I und operiert a forteriori treu auf U(a)/J und erst recht
operiert das das Zentrum von n treu auf U(a)/J . Die Summe von U(a)/J mit
der adjungierten Darstellung von n ist mithin eine treue Darstellung von n durch
nilpotente Endomorphismen eines endlichdimensionalen Vektorraums.
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Übungen

Übung 24.3.6.3. Sei n = a⊕ b eine Zerlegung einer Liealgebra in ein Ideal a und
ein Vektorraumkomplement b von a. Operieren auf einer endlichdimensionalen
Darstellung (V, ρ) von n sowohl a als auch b durch nilpotente Endomorphismen,
so operiert ganz n durch nilpotente Endomorphismen. Hinweis: Man betrachte die
zu Null absteigende Filtrierung von V durch die Teilräume

〈ρ(a)iV 〉 = 〈ρ(a1)ρ(a2) . . . ρ(ai)v | aν ∈ a, v ∈ V 〉
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24.4 Einfache endlichdimensionale Darstellungen

24.4.1 Klassifikation durch das höchste Gewicht
24.4.1.1. Ich erinnere an Terminologie aus 24.2.3.1. Sei h eine abelsche Lieal-
gebra. Die Elemente des Dualraums h∗ heißen Gewichte. Für jede Darstellung
M von h und jedes Gewicht λ ∈ h∗ erklärt man den Gewichtsraum Mλ zum
Gewicht λ als den Untervektorraum

Mλ := {v ∈M | Hv = λ(H)v ∀H ∈ h}

Gilt Mλ 6= 0, so heißt λ ein Gewicht von M . Die Menge aller Gewichte einer
Darstellung M einer abelschen Liealgebra h notieren wir

P(M) = Ph(M) := {λ ∈ h∗ |Mλ 6= 0}

Der Buchstabe P steht für die französische Bezeichnung „poids“.

Beispiel 24.4.1.2. Seien g ⊃ h eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer
Cartan’schen Unteralgebra. Fassen wir g auf als eine Darstellung von h vermittels
der adjungierten Operation, so bilden die von Null verschiedenen Gewichte unser
Wurzelsystem R aus 24.2.3.8, in Formeln

R = R(g, h) = Ph(g)\0

Der zu α ∈ R(g, h) gehörige Gewichtsraum ist unser Wurzelraum gα. Des wei-
teren ist die Teilmenge R ⊂ h∗ nach 24.2.3.19 ein abstraktes reduziertes Wurzel-
system im Sinne unserer Definition 24.2.3.18 oder besser 23.2.1.2.
24.4.1.3. Seien R ⊂ V ein Wurzelsystem und VQ := 〈R〉Q seine rationale Form.
Die maximalen konvexen Teilmengen des Komplements VQ\

⋃
α∈R kerα∨ der

Vereinigung der Spiegel der Wurzelspiegelungen nennen wir Weylkammern oder
ausführlicher rationale Weylkammern, wenn V bereits ein Vektorraum über ei-
nem angeordneten Körper war und der Begriff „Weylkammer“ auch einen Alko-
ven der endlichen Spiegelungsgruppe W in V selbst bedeuten könnte. Gegeben
eine Weylkammer C ⊂ VQ setzen wir

R+(C) := {α ∈ R | 〈λ, α∨〉 > 0 ∀λ ∈ C}

und nennen die Elemente dieser Menge die positiven Wurzeln zu C. Weiter set-
zen wir C̄ := {λ ∈ VQ | 〈λ, α∨〉 ≥ 0 ∀α ∈ R+(C)} und nennen diese Menge
den Abschluß unserer Weylkammer C. Schließlich setzen wir

X = X(R ⊂ V ) := {λ ∈ V | 〈λ, α∨〉 ∈ Z ∀α ∈ R}

und nennen diese Untergruppe von V das Gitter der ganzen Gewichte unseres
Wurzelsystems und seine Elemente ganze Gewichte. Nach 23.2.1.11 erzeugen die
Kowurzeln den Dualraum V ∗. Es folgt unschwer X ⊂ VQ, vergleiche 23.2.1.16.
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Ein Wurzelsystem R aus sechs Wurzeln mit einer Weylkammer, ihrem System
positiver Wurzeln R+ = {α, β, α + β} und den Elementen der Menge X ∩ C̄ als

fetten Punkten. Darüber hinaus eingezeichnet sind die zugehörigen einfachen
Wurzeln α, β sowie die beiden fundamentalen dominanten Gewichte $α, $β

nach 24.4.2.3.
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Satz 24.4.1.4 (Klassifikation durch das höchste Gewicht). Seien g ⊃ h eine
halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer Cartan’schen und C ⊂ 〈R〉Q eine
Weylkammer. So erhalten wir eine Bijektion{

irreduzible endlichdimensionale
Darstellungen von g bis auf Isomorphismus

}
∼→ X ∩ C̄

durch die Vorschrift, daß wir jeder irreduziblen Darstellung L das eindeutig be-
stimmte Gewicht λ von L zuordnen mit λ+ α 6∈ P(L) ∀α ∈ R+(C).

24.4.1.5. Wir zeigen in 24.4.1.16, daß jede einfache endlichdimensionale Dar-
stellung genau ein Gewicht mit der behaupteten Eigenschaft hat und daß es in
Bezug auf eine geeignete Teilordnung auf h∗ das größte oder, wie man in diesem
Kontext meist sagt, das „höchste“ Gewicht unserer Darstellung ist. Wir zeigen
in 24.4.1.16 weiter, daß je zwei einfache Darstellungen mit demselben höchsten
Gewicht isomorph sind. Wir zeigen zusätzlich in 24.4.1.21, daß das höchste Ge-
wicht einer einfachen endlichdimensionalen Darstellung stets in X∩C̄ liegt. Damit
bleibt nur noch zu zeigen, daß die im Satz behauptete Bijektion surjektiv ist. Das
benötigt stärkere Hilfsmittel und wird sich im weiteren Verlauf als Konsequenz
aus 24.4.4.7 und 24.4.4.10 ergeben.
24.4.1.6. Gegeben ein Wurzelsystem R ⊂ V mit einer ausgezeichneten Weyl-
kammer C setzen wir X+ = X+(C) := X ∩ C̄ und nennen die Elemente dieser
Menge die dominanten Gewichte.
Ergänzung 24.4.1.7. Der vorstehende Satz ist eine algebraisierte Fassung der Klas-
sifikation der einfachen Darstellungen zusammenhängender kompakter Liegrup-
pen, die wir in 22.5.8.5 besprechen. Diese Klassifikation hinwiederum ergibt sich
in natürlicher Weise, wenn man weiß, daß die irreduziblen Charaktere einer kom-
pakten topologischen Gruppe eine Hilbertbasis des Raums der quadratintegrierba-
ren Klassenfunktionen bilden müssen. Das wissen wir im Fall endlicher Gruppen
aus 8.4.2.10 und im Allgemeinen aus 15.4.9.15.
Beispiel 24.4.1.8. Im Fall g = sl(2;C) mit R+ = {α} ist mα/2 das höchste
Gewicht der m-dimensionalen einfachen Darstellung L(m) aus 24.1.2.14 und das
Gitter der ganzen Gewichte ist die von α/2 erzeugte freie abelsche Gruppe.
Vorschau 24.4.1.9. Ist g eine einfache endlichdimensionale Liealgebra, h ⊂ g
eine Cartan’sche und R+ ⊂ R(g, h) ein System positiver Wurzeln, so besitzt nach
24.4.1.4 insbesondere die adjungierte Darstellung ein höchstes Gewicht β ∈ R+.
Es heißt die höchste Wurzel und kann beschrieben werden als die einzige Wurzel
β ∈ R+ derart, daß für alle α ∈ R+ die Summe α + β keine Wurzel mehr ist. Im
Rahmen der abstrakten Theorie der Wurzelsysteme wird sie in 23.2.5.6 diskutiert.
Ergänzung 24.4.1.10. In einem Skript von Henning Haahr Andersen kann man
eine Argumentation finden, die von da ausgehend zeigt, daß eine halbeinfache
Liealgebra schon durch ihr Wurzelsystem eindeutig bestimmt ist.
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Lemma 24.4.1.11 (Gewichtsverschiebung durch Wurzelräume). Seien g ⊃ h
eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer Cartan’schen. Gegeben eine
Darstellung M von g gilt

gαMλ ⊂Mλ+α ∀α ∈ R(g, h), λ ∈ h∗

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Definition eines Gewichtsraums und der
Formel HXv = [H,X]v +XHv ∀H ∈ h, X ∈ g, v ∈M .

Lemma 24.4.1.12. Sei eine Liealgebra a als Vektorraum die Summe von zwei
Unteralgebren a = b + c. Seien V eine Darstellung von a und U ⊂ V eine b-
Unterdarstellung. So ist die von U erzeugte c-Unterdarstellung von V sogar eine
a-Unterdarstellung.

Vorschau 24.4.1.13. Im Rahmen unserer Untersuchung der universellen Einhüllen-
den werden wir dies Lemma nocheinmal vom höheren Standpunkt verstehen und
beweisen können, vergleiche 24.4.3.35.

Beweis. Bezeichne W die von U erzeugte c-Unterdarstellung von V . Wir müssen
zeigen, daß gilt XW ⊂ W für alle X ∈ b. Wir betrachten dazu für festes r ∈ N
den Raum

W (r) = 〈Y1 . . . Yiv | i ≤ r, Yν ∈ c〉
Sicher gilt W =

⋃
W (r). Es reicht zu zeigen XW (r) ⊂ W (r) für alle r und

X ∈ b. Dazu argumentieren wir mit Induktion über r. Die Induktionsbasis bil-
det unsere Voraussetzung, daß W (0) = U eine b-Unterdarstellung ist. Für den
Induktionsschritt benutzen wir die Gleichung

XY1 . . . Yrv = Y1XY2 . . . Yrv + [X, Y1]Y2 . . . Yrv

Auf den ersten Summanden wenden wir die Induktionsvoraussetzung an. Im zwei-
ten Summanden schreiben wir [X, Y1] = X̃ + Ỹ mit X̃ ∈ b, Ỹ ∈ c und benutzen
nochmals die Induktionsvoraussetzung.

24.4.1.14 (Konsequenzen aus der Theorie der Wurzelsysteme). Bei der Ent-
wicklung der Theorie abstrakter Wurzelsysteme 23.2.2.2 haben wir vereinbart,
welche Teilmengen eines Wurzelsystems Systeme positiver Wurzeln heißen.
Nach 23.2.2.6 erhalten wir für jedes Wurzelsystem R eine Bijektion zwischen
der Menge aller Systeme positiver Wurzeln und der Menge aller Weylkammern
durch die Vorschrift

R+ 7→ C(R+) := {λ ∈ 〈R〉Q | 〈λ, α∨〉 > 0 ∀α ∈ R+}

Darübrhinaus ist diese Bijektion die Umkehrabbildung unserer Abbildung C 7→
R+(C) aus 24.4.1.3. Die Weylkammer C(R+) heißt die dominante Weylkam-
mer zu unserem System von positiven Wurzeln R+. Der Buchstabe C steht für
„chambre“.
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24.4.1.15. Sei R ⊂ V ein Wurzelsystem. Für jedes System positiver Wurzeln
R+ ⊂ R erklären wir eine Teilordnung auf V durch die Vorschrift

λ ≥ µ⇔ λ ∈ µ+ |R+〉

Hier bezeichnet |R+〉 getreu unserer allgemeinen Konvention 6.3.5.1 das von R+

in V erzeugte Untermonoid, also die Menge aller endlichen Summen positiver
Wurzeln einschließlich der leeren Summe alias der Null.

Proposition 24.4.1.16. Seien g ⊃ h eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit
einer Cartan’schen und seiR+ ⊂ R(g, h) ein System positiver Wurzeln. Bezeichne
≤ die zugehörige Teilordnung auf h∗. So gilt:

1. Ist M eine Darstellung von g und λ ∈ h∗ ein Gewicht und vλ ∈ Mλ ein
Vektor mit gαvλ = 0 ∀α ∈ R+, so gilt für die von vλ erzeugte g-Unterdar-
stellung N ⊂M stets N ⊂

⊕
µ≤λMµ und Nλ = Cvλ;

2. Jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung von g hat ein ≤-größtes
alias in der in diesem Kontext üblichen Sprechweise höchstes Gewicht;

3. Haben zwei irreduzible Darstellungen von g dasselbe höchste Gewicht, so
sind sie isomorph.

24.4.1.17. Der hier gegebene Beweis ist noch ziemlich „zu Fuß“. Mithilfe der
universellen Einhüllenden geben wir einen besseren Beweis in 24.4.4.7.

24.4.1.18. Seien g ⊃ h eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer Car-
tan’schen Unteralgebra und R+ ⊂ R(g, h) ein System positiver Wurzeln. Es gibt
durchaus von Null verschiedene unendlichdimensionale Darstellungen von g, die
überhaupt keine h-Gewichte haben, in Formeln M 6= 0 aber Ph(M) = ∅. Ein ers-
tes Beispiel werden wir in Gestalt der „Einhüllenden Algebra“ kennenlernen. Es
gibt auch durchaus irreduzible Darstellungen mit dieser Eigenschaft. Ebenso kann
es auch bei irreduziblen Darstellungen vorkommen, daß Ph(M) zwar nicht leer ist,
aber kein größtes Element hat. Irreduzible endlichdimensionale Darstellungen ha-
ben jedoch stets ein höchstes Gewicht werden sogar durch dieses höchste Gewicht
klassifiziert.

Beweis. Wir beginnen mit Teil 1 und betrachten die Zerlegung g = b⊕ n mit

b := h⊕
⊕
α∈R+

gα und n :=
⊕
α∈R+

g−α

Offensichtlich sind b und n Unteralgebren. Die Unteralgebra b wird sich später als
eine „Borel’sche Unteralgebra“ erweisen und die Unteralgebra n ist nilpotent, da-
her die Bezeichnungen. Unter unseren Annahmen istCvλ eine b-Unterdarstellung.
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Nach Lemma 24.4.1.12 ist dann die von vλ erzeugte n-Unterdarstellung N ⊂ M
schon eine g-Unterdarstellung. Teil 1 folgt so aus Lemma 24.4.1.11 zur Gewichts-
verschiebung durch Wurzelräume. Insbesondere muß jedes maximale Gewicht ei-
ner irreduziblen Darstellung L alias jedes in Bezug auf ≤ maximale Element von
P(L) bereits ihr höchstes Gewicht sein. Das zeigt Teil 2. Seien schließlich L und
L′ irreduzible Darstellungen mit demselben höchsten Gewicht λ. Wir wählen von
Null verschiedene Vektoren v ∈ Lλ und v′ ∈ L′λ, betrachten in L ⊕ L′ die von
(v, v′) erzeugte Unterdarstellung N . Wir zeigen zunächst, daß auch N irreduzi-
bel ist. Nach Teil 1 ist N die direkte Summe seiner Gewichtsräume und der Ge-
wichtsraum Nλ ist die Gerade Nλ = C(v, v′). Jede Unterdarstellung von N ist
natürlich stabil unter der Cartan’schen und ist damit auch die direkte Summe ihrer
Gewichtsräume. Für jede echte Unterdarstellung vonA ( N gilt damit notwendig

A ⊂
⊕
µ6=λ

Nµ

Damit folgt pr1(A) 6= L und pr2(A) 6= L′. Da aber L und L′ irreduzibel sind, folgt
pr1(A) = 0, pr2(A) = 0 und damit A = 0. Mithin ist N irreduzibel und die von
Null verschiedenen Homomorphismen pr1 : N → L und pr2 : N → L′ müssen
Isomorphismen sein. Daraus folgt schließlich L ∼= N ∼= L′ wie gewünscht.

24.4.1.19 (Die Weylgruppe eines Wurzelsystems). Gegeben R ⊂ V ein Wur-
zelsystem in einem Vektorraum über einem Körper der Charakteristik Null im
Sinne unserer Definition 24.2.3.18 liefert uns 24.2.3.19 oder alternativ die Theo-
rie abstrakter Wurzelsysteme 23.2.1.13 zu jeder Wurzel α eine Kowurzel α∨ ∈ V ∗
sowie eine Wurzelspiegelung sα : V → V gegeben durch λ 7→ λ− 〈λ, α∨〉α. Die
durch diese Spiegelungen sα erzeugte Gruppe heißt die Weylgruppe

W = W(R) = Weyl(R) ⊂ GL(V )

Alle Wurzelspiegelungen stabilisieren nach 24.2.3.19 unser Wurzelsystem R, und
da die Wurzeln wieder nach 24.2.3.19 auch V aufspannen, muß die Weylgrup-
pe endlich sein. Sie operiert mithin als endliche Spiegelungsgruppe im Sinne von
23.1.2.5 auf dem Q-Spann 〈R〉Q der Wurzeln. Die Theorie der Spiegelungsgrup-
pen 23.1.6.1 zeigt, daß die Weylgruppe frei und transitiv auf der Menge der Weyl-
kammern operiert. Offensichtlich stabilisiert die Weylgruppe auch das Gitter X
der ganzen Gewichte.

Lemma 24.4.1.20 (Stabilität der Gewichte unter der Weylgruppe). Seien g ⊃
h eine halbeinfache komplexe Liealgebra mit einer Cartan’schen. Ist E eine end-
lichdimensionale Darstellung von g, so sind alle Gewichte von E in h∗ ganz und
die Menge der Gewichte ist stabil unter der Weylgruppe W = W (R(g, h)), in
Formeln

P(E) ⊂ X und WP(E) = P(E)
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24.4.1.21. Ist ein Gewicht λ ∈ P(E) nicht dominant, gibt es also eine positive
Wurzel α ∈ R+ mit 〈λ, α∨〉 < 0, so liegt auch sα(λ) = λ − 〈λ, α∨〉α in P(E)
und erfüllt sα(λ) > λ. Die maximalen Gewichte einer endlichdimensionalen Dar-
stellung E sind mithin sämtlich dominant. A forteriori gilt das für das höchste
Gewicht einer einfachen endlichdimensionalen Darstellung.

Beweis. Wir erinnern für α ∈ R die zu sl(2; k) isomorphe Unteralgebra gα :=
gα⊕kα∨⊕g−α von g. Die Kowurzel α∨ hat hierbei nach 24.2.3.12 und 24.2.3.16
die Eigenschaft, daß ein Isomorphismus sl(2; k)

∼→ gα mit h 7→ α∨ existiert für
h := (1

0
0
−1). Aus der in 24.1.2.14 entwickelten Darstellungstheorie der sl(2; k)

folgt, daß die Eigenwerte von h auf endlichdimensionalen Darstellungen von
sl(2; k) stets ganze Zahlen sind. Damit folgt für alle λ ∈ P(E) sofort 〈λ, α∨〉 ∈ Z.
Ist weiter 0 6= v ∈ Eλ, m = 〈λ, α∨〉 und kxα = gα, kyα = g−α, so folgt aus der
Darstellungstheorie von sl(2; k) auch ymα v 6= 0 falls m ≥ 0 beziehungsweise
x−mα v 6= 0 falls m ≤ 0. Insbesondere gilt in jedem Fall Eλ−mα 6= 0 und damit
sα(λ) = λ− 〈λ, α∨〉α ∈ P(E).

Übungen

Übung 24.4.1.22. Gegeben eine Darstellung M einer abelschen Liealgebra h und
ein Gewicht λ ∈ h∗ liefert das Auswerten bei 1 ∈ kλ stets einen Isomorphismus
Modk,h(kλ,M)

∼→Mλ.

24.4.2 Dominante Gewichte
24.4.2.1. Bei der Entwicklung der Theorie abstrakter Wurzelsysteme haben wir in
23.2.2.1 vereinbart, welche Teilmengen eines Wurzelsystems Basen des Wurzel-
systems heißen. Nach 23.2.2.6 und 23.2.3.10 erhalten wir für jedes Wurzelsystem
R eine Bijektion zwischen der Menge aller seiner Systeme positiver Wurzeln und
der Menge aller seiner Basen durch die Vorschrift

R+ 7→ Π(R+) := {α ∈ R+ | α 6= β + γ ∀β, γ ∈ R+}

Die Elemente von Π(R+) heißen die einfachen Wurzeln zu unserem System po-
sitiver Wurzeln und die Wurzelspiegelungen sα zu den einfachen Wurzeln α ∈
Π(R+) heißen die einfachen Spiegelungen. Sie sind anschaulich gesprochen ge-
nau die Spiegelungen an den „Wänden“ der dominanten Kammer C(R+) und er-
zeugen nach 23.2.2.12 die Weylgruppe. Die anschauliche geometrische Erkennt-
nis, daß das Bild einer Kammer unter einer Spiegelung an einer ihrer Wände nur
durch besagte Wand von ihrem Spiegelbild getrennt wird, übersetzt sich in die
Erkenntnis 23.2.2.7, daß für jede einfache Wurzel α ∈ Π(R+) gilt

sα(R+) = (R+\α) ∪ {−α}
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Im Rahmen der Theorie der Spiegelungsgruppen [SPW] werden diese Anschau-
ungen formalisiert und ausgearbeitet.

Beispiel 24.4.2.2. Wir betrachten das Wurzelsystem R = {εi − εj | i 6= j} von
sl(n;C) in Bezug auf die Cartan’sche h der Diagonalmatrizen mit Spur Null mit
der Notation εi ∈ h∗ für die Linearform, die jeder Diagonalmatrix der Spur Null
ihren i-ten Diagonaleintrag zuordnet. Darin ist R+ = {εi−εj | i < j} ein System
positiver Wurzeln und Π(R+) = {εi − εi+1 | 1 ≤ i < n} das zugehörige System
von einfachen Wurzeln. Die Wurzelspiegelung zu α = εi − εj vertauscht εi mit
εj und hält alle anderen εk fest. Die Weylgruppe stabilisiert die Menge der εi und
ihre Operation auf dieser Menge induziert einen Isomorphismus W ∼→ Sn der
Weylgruppe mit der symmetrischen Gruppe.

24.4.2.3. Ist R+ ⊂ R ⊂ V ein Wurzelsystem mit einem System von positiven
Wurzeln und Π = Π(R+) = {α1, . . . , αr} die in R+ enthaltene Basis des Wurzel-
systems R, so bilden die Kowurzeln α∨1 , . . . , α

∨
r eine Basis des Vektorraums V ∗.

Die Elemente der zur Basis der Kowurzeln dualen Basis von V notiert man

$1, . . . , $r

mit $ dem π der griechischen Schreibschrift. Sie heißen die fundamentalen do-
minanten Gewichte und werden charakterisiert durch 〈$i, α

∨
j 〉 = δij . Natürlich

bilden die fundamentalen dominanten Gewichte $1, . . . , $r eine Z-Basis für das
Gitter X der ganzen Gewichte und die Menge der dominanten Gewichte hat die
alternative Beschreibung

X+ = N$1 + . . .+ N$r

Formeln für die Darstellung der fundamentalen dominanten Gewichte durch die
einfachen Wurzeln findet man am Ende von [Bou81].

Lemma 24.4.2.4 (Geometrie der Weylkammer). Gegeben R+ ⊂ R ⊂ V ein
abstraktes Wurzelsystem mit einem ausgezeichneten System positiver Wurzeln ist
der Abschluß der dominanten Weylkammer enthalten in dem von den positiven
Wurzeln erzeugten Kegel |Q≥0R

+〉.

24.4.2.5. Hier bezeichnet Q≥0R
+ die Menge aller Produkte aα mit a ∈ Q≥0 und

einer positiven Wurzel α ∈ R+. Weiter bezeichnet |Q≥0R
+〉 6.3.5.1 das davon in

V erzeugte additive Untermonoid.

Beweis. Seien α1, . . . , αr die einfachen Wurzeln und$1, . . . , $r die zugehörigen
fundamentalen dominanten Gewichte. Wir schreiben $1 = a1α1 + . . .+ arαr mit
ai ∈ Q und müssen zeigen ai ≥ 0 für i = 1, . . . , r. Wählen wir ein unter der
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Eine Basis eines Wurzelsystems vom Typ A2 mit den zugehörigen
fundamentalen dominanten Gewichten.
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Weylgruppe invariantes Skalarprodukt ( , ) auf dem rationalen Span VQ der Wur-
zeln, so gilt 〈λ, α∨〉 = 2(λ, α)/(α, α) für λ ∈ VQ und folglich 0 < ($1, $1) =
($1, a1α1) = a1(α1, α1)/2 und damit erhalten wir bereits a1 > 0. Bringen wir
nun alle Summanden mit ai ≥ 0 auf die andere Seite, so ergibt sich

$1 −
∑
ai≥0

aiαi =
∑
aj<0

ajαj

und das Skalarprodukt der rechten Seite mit der linken Seite ist≤ 0, da rechts das
α1 nicht auftreten kann. Also sind beide Seiten Null.

24.4.2.6. Gegeben ein Gewicht λ ∈ 〈R〉Q ist die Menge der Gewichte µ ∈
|Q≥0R

+〉 aus dem von den positiven Wurzeln erzeugten Kegel mit µ ≤ λ offen-
sichtlich endlich. Nach Lemma 24.4.2.4 gilt dasselbe a forteriori für die Menge
der Gewichte aus dem Abschluß der dominanten Weylkammer mit µ ≤ λ.

24.4.2.7. Zwei fundamentale dominante Gewichte schließen in Bezug auf ein
weylgruppeninvariantes Skalarprodukt stets einen schwach spitzen Winkel ein.
In den Notationen des vorhergehenden Beweises unseres Lemmas 24.4.2.4 zur
Geometrie der Weylkammer gilt nämlich

($2, $1) = a2($2, α2) = a2(α2, α2)/2 ≥ 0

24.4.2.8 (Darstellungen mit fundamentalem Höchstgewicht für sl(n + 1;C)).
Zum Beweis der Klassifikation durch das höchste Gewicht 24.4.1.4 fehlt uns nun
nur noch der Nachweis der Surjektivität, also der Nachweis, daß es zu jedem do-
minanten Gewicht auch tatsächlich eine endlichdimensionale einfache Darstel-
lung mit diesem höchsten Gewicht gibt. Dafür ist mir im allgemeinen kein Argu-
ment eingefallen, das ohne die universelle Einhüllende auskommt. Im Fall g =
sl(n + 1;C) können wir die Surjektivität jedoch auch hier schon zeigen: Dazu
beachte man, daß die Darstellung

∧iCn+1 gerade das höchste Gewicht $i =
ε1 + . . . + εi hat, mit zugehörigem höchsten Gewichtsvektor e1 ∧ . . . ∧ ei. Hier
verstehen wir implizit die übliche Cartan’sche und die übliche Basis des Wurzel-
systems gegeben durch die αi := εi−εi+1. Zu jedem dominanten Gewicht λ ∈ X+

konstruiert man nun eine Darstellung mit höchstem Gewicht λ, indem man geeig-
nete Tensorprodukte der

∧iCn+1 bildet, und ein geeigneter einfacher Summand
des entsprechenden Tensorprodukts muß dann die gesuchte einfache Darstellung
mit höchstem Gewicht λ sein.

Übungen

Übung 24.4.2.9. Im Fall des Wurzelsystems G2 mit einer ausgeeichneten Basis
zeige man, daß das Fundamentalgewicht zur kurzen einfachen Wurzel die höchste
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kurze Wurzel ist und das Fundamentalgewicht zur langen einfachen Wurzel die
höchste Wurzel.

Übung 24.4.2.10 (Ganze Gewichte fürDn). Wir erinnern für n ≥ 2 aus 24.2.3.32
das Wurzelsystem R = {±εi± εj | 1 ≤ i < j ≤ n} mit der Bezeichnung Dn von
so(2n). Wir erinnern, daß die Weylgruppe aus allen Permutationen der εi gefolgt
von der Änderung einer geraden Zahl von Vorzeichen besteht. Wir erinnern aus
Übung 23.2.2.17 seine Basis αi = εi − εi+1 für 1 ≤ i < n zusammen mit αn =
εn−1 + εn. Man zeige für das Gitter der ganzen Gewichte

X = 〈ε1, . . . , εn〉Z + Z(ε1 + . . .+ εn)/2

Man zeige, daß ε1 + . . . + εi für 1 ≤ i < n − 1 die fundamentalen dominan-
ten Gewichte $i sind, wohingegen gilt $n−1 = (ε1 + . . . + εn)/2 und $n =
(ε1+. . .+εn−1−εn)/2. Aus 22.2.5.12 folgt, daß für 1 ≤ i < n die äußeren Poten-
zen irreduzible Darstellungen sind, und man erkennt unschwer

∧i(C2n) = L($i)
für 1 ≤ i < n− 1 und

∧n−1(C2n) = L($n−1 + $n). Weiter folgt aus 22.2.5.12,
daß

∧n(C2n) eine Summe von zwei irreduziblen Darstellungen ist, und man zeigt
unschwer

∧n(C2n) ∼= L(2$n−1) ⊕ L(2$n). Irreduzible Darstellungen zu den
höchsten Gewichten $n−1 und $n liefert die sogenannte Clifford-Algebra, ver-
gleiche 24.4.7.17.

Übung 24.4.2.11 (Ganze Gewichte fürBn). Wir erinnern aus 24.2.3.33 das Wur-
zelsystem R = {±εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±εi | 1 ≤ i ≤ n} mit der Be-
zeichnung Bn von so(2n + 1), und daß die Weylgruppe aus allen Permutationen
der εi gefolgt von einer beliebigen Änderung der Vorzeichen besteht. Wir erinnern
aus Übung 23.2.2.17 seine Basis αi = εi − εi+1 für 1 ≤ i < n zusammen mit
αn = εn. Man zeige für das Gitter der ganzen Gewichte

X = 〈ε1, . . . , εn〉Z + Z(ε1 + . . .+ εn)/2

Man zeige, daß die fundamentalen dominanten Gewichte gegeben werden durch
$i = ε1 + . . . + εi für 1 ≤ i < n und $n = (ε1 + . . . + εn)/2. In diesem
Fall folgt aus 22.2.5.12, daß alle äußeren Potenzen der Standarddarstellung ir-
reduzibel sind, und man prüft leicht

∧iC2n+1 = L($i) für 1 ≤ i < n und∧nC2n+1 = L(2$n). Eine irreduzible Darstellung zum höchsten Gewicht $n

liefert die sogenannte Clifford-Algebra, vergleiche 24.4.7.17.

Übung 24.4.2.12. Man erinnere die Daten zu so(2n) aus 24.4.2.10 und zeige, daß
wir, wenn wir von einem der beiden letzten Fundamentalgewichte $n−1 oder $n

eine positive Wurzel abziehen, aus der abgeschlossenen dominanten Weylkam-
mer herausfallen. Man folgere, daß alle Gewichte von L($n−1) und L($n) ex-
treme Gewichte sein müssen, also die Punkte der Weylgruppenbahn des höchsten
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Gewichts. Man zeige, daß diese Weylgruppenbahn genau aus den 2n−1 Gewich-
ten (±ε1 . . . ± εn)/2 besteht, bei denen die Vorzeichen beide mit einer geraden
beziehungsweise ungeraden Vielfachheit auftreten.

Übung 24.4.2.13. Man erinnere die Daten zu so(2n + 1) aus 24.4.2.11 und zei-
ge, daß wir, wenn wir vom letzten Fundamentalgewicht $n eine positive Wurzel
abziehen, aus der abgeschlossenen dominanten Weylkammer herausfallen. Man
folgere, daß alle Gewichte von L($n) extreme Gewichte sein müssen, also die
Punkte der Weylgruppenbahn des höchsten Gewichts. Man zeige, daß diese Weyl-
gruppenbahn genau aus den 2n Gewichten (±ε1 . . .± εn)/2 besteht.

24.4.3 Die universelle einhüllende Algebra

24.4.3.1. Ich erinnere an unsere NotationAL aus 24.1.1.8 für die aus einer assozia-
tiven Algebra A mit dem Kommutator als Verknüpfung entstehende Liealgebra.

Definition 24.4.3.2. Seien k ein Körper und g eine Liealgebra über k. Eine uni-
verselle einhüllende Algebra von g oder kurz Einhüllende ist ein Paar (U, can)
bestehend aus einer k-Ringalgebra U und einem Liealgebrenhomomorphismus
can : g → UL derart, daß für jede k-Ringalgebra A das Vorschalten von can eine
Bijektion

(◦ can) : Ralgk(U,A)
∼→ Lalgk(g, AL)

induziert. Gegeben eine k-Ringalgebra A und ein Homomorphismus ϕ : g→ AL

von k-Liealgebren soll es anders ausgedrückt genau einen Homomorphismus von
k-Ringalgebren geben ϕ̃ : U → A mit ϕ = ϕ̃ ◦ can, als Diagramm geschrieben

g

ϕ
��>>>>>>>>

can // U

∃! ϕ̃
���
�
�

A

24.4.3.3 (Einhüllende als adjungierter Funktor). In der Sprache der Kategori-
entheorie ist das Bilden der universellen Einhüllenden, von der wir bald zeigen
werden, daß sie immer existiert, der linksadjungierte Funktor zum Funktor A 7→
AL von der Kategorie der k-Ringalgebren in die Kategorie der k-Liealgebren.

Beispiele 24.4.3.4. Ist g = 0, so ist U = k eine Einhüllende. Ist g eine eindimen-
sionale Liealgebra mit Basis X ∈ g, so ist der Polynomring in einer Veränderli-
chen U = k[X] eine Einhüllende, mit can der offensichtlichen Abbildung

can : g → k[X]
aX 7→ aX
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24.4.3.5 (Eindeutigkeit der Einhüllenden). Ist (U1, can1) eine zweite Einhüllen-
de von g, so muß mit den üblichen Argumenten die Abbildung ˜can1 : U → U1 ein
Isomorphismus sein. Eine Liealgebra besitzt also bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus höchstens eine Einhüllende. Wir werden aus diesem Grund oft den bestimm-
ten Artikel verwenden und von der Einhüllenden reden.

24.4.3.6 (Erzeugung der Einhüllenden als Ringalgebra). Eine universelle Ein-
hüllende U einer Liealgebra g über einem Körper k wird als k-Ringalgebra stets
vom Bild von g erzeugt. Von der vom Bild von g erzeugten Unterringalgebra
kbgc ⊂ U sieht man nämlich leicht ein, daß sie auch bereits die von einer Ein-
hüllenden geforderte universelle Eigenschaft hat.

Lemma 24.4.3.7 (Darstellungen als Moduln). Seien V eine abelsche Gruppe, g
eine Liealgebra über einem Körper k und can : g → U eine Einhüllende von g.
So gilt:

1. Die Einschränkung vermittels can zusammen mit der Einschränkung ver-
mittels der Einbettung k ↪→ U , a 7→ a1 liefern eine Bijektion{

Strukturen auf V als
Modul über dem Ring U

}
∼→

{
Strukturen auf V als Darstellung

der k-Liealgebra g

}
2. Diese Konstruktion liefert einen Isomorphismus von Kategorien

U -Mod
∼→ g -Mod

Beweis. Eine Struktur auf V als U -Modul ist ja per definitionem ein Ringhomo-
morphismus ϕ : U → EndV . Die Einschränkung von ϕ auf k ⊂ U macht V zu
einem k-Vektorraum, und für diese Struktur induziert ϕ erst einen Homomorphis-
mus von k-Ringalgebren ϕ : U → Endk V , dann einen Homomorphismus von
Liealgebren ϕ : UL → gl(V ), und schließlich einen Homomorphismus von Lieal-
gebren ϕ ◦ can : g→ gl(V ). Die Einschränkungen liefern also auf V die Struktur
einer Darstellung über k. Um zu zeigen, daß diese Zuordnung bijektiv ist, ge-
ben wir die inverse Abbildung an. Eine Darstellung der Liealgebra g über k ist ja
per definitionem ein Paar (V, ρ) bestehend aus einem k-Vektorraum V und einem
Homomorphismus ρ : g → (Endk V )L von Liealgebren über k. Diesen Homo-
morphismus können wir aber nach der Definition der universellen Einhüllenden
auf genau eine Weise erweitern zu einem Homomorphismus von k-Ringalgebren
ρ̃ : U → Endk V , und damit haben wir auf V die gesuchte U -Modulstruktur
konstruiert. Wir überlassen dem Leser den Nachweis, daß diese beiden Konstruk-
tionen zueinander invers sind.

24.4.3.8. Im folgenden bezeichnen wir für ein Element X einer Liealgebra g sein
Bild can(X) in einer Einhüllenden meist kurz auch mit X .
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24.4.3.9. Unter einem augmentierten Ring versteht man ganz allgemein einen
Ring mitsamt einem ausgezeichneten Ideal, dem Augmentationsideal, das manch-
mal auch nur als einseitiges Ideal angenommen wird. Die Bezeichnung kommt
wohl daher, daß hier die Ringstrukur durch ein zusätzliches Datum erweitert wird.
Die Abbildung auf den Quotienten nach besagtem Ideal heißt dann die Augmen-
tation.

24.4.3.10. Jede Liealgebra g besitzt die Einsdarstellung k. Diese führt nach dem
Vorhergehenden zu einem Homomorphismus von k-Ringalgebren ε : U(g) → k
mit ε(X) = 0 ∀X ∈ g. Den Kern von ε bezeichnen wir manchmal mit ker ε =
: U+ und machen so unsere Einhüllende zu einem augmentierten Ring mit Aug-
mentation ε.

Satz 24.4.3.11 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Jede Liealgebra besitzt eine universel-
le Einhüllende. Ist g eine Liealgebra über einem Körper k und (Xλ)λ∈Λ eine Basis
von g und≤ eine totale Ordnung auf Λ, so bilden die geordneten Monome, d.h. die
Monome Xλ(1) . . . Xλ(r) mit λ(1) ≤ λ(2) . . . ≤ λ(r) eine Basis der Einhüllenden
U(g) über k.

24.4.3.12. Der erste Aussage wird in einer präzisierten Form als 24.4.3.21 bewie-
sen, die Zweite im Anschluß daran.

24.4.3.13. Bei der Formulierung haben wir die Konvention benutzt, nach der das
„leere“ Monom, als da heißt das Monom mit r = 0, die Einheit 1 ∈ U(g) darstellt.
Ist X1, . . . , Xd eine Basis von g, so bilden nach unserem Satz insbesondere die
Monome Xn1

1 . . . Xnd
d mit ni ≥ 0 eine Basis von U(g).

Ergänzung 24.4.3.14. Arbeiten wir nicht über einem Körper k, sondern vielmehr
über einem Kring, so gilt der Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt 24.4.3.11 analog
immer noch und mit demselben Beweis. Allerdings kann er nur angewendet wer-
den, wenn unsere Liealgebra auch eine Basis als k-Modul besitzt.

Definition 24.4.3.15. Sei V ein Vektorraum über einem Körper k. Eine freie
Ringalgebra über V ist ein Paar (T, can) bestehend aus einer k-Ringalgebra
V und einer linearen Abbildung c : V → T derart, daß folgende universelle
Eigenschaft erfüllt ist: Gegeben eine k-Ringalgebra A und eine lineare Abbil-
dung ϕ : V → A gibt es genau einen Homomorphismus von k-Ringalgebren
ϕ̃ : T → A mit ϕ = ϕ̃ ◦ c, im Diagramm

V

ϕ ��@@@@@@@@
c // U

ϕ̃
���
�
�

A
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24.4.3.16. Hier noch eine Umformulierung der Definition. Sei V ein Vektorraum
über einem Körper k. Eine freie Ringalgebra über V ist ein Paar (T, c) bestehend
aus einer k-Ringalgebra T und einer linearen Abbildung c : V → T derart, daß
für jede k-Ringalgebra A das Vorschalten von c eine Bijektion

Ralgk(T,A)
∼→ Homk(V,A)

zwischen Homomorphismen von Ringalgebren und Homomorphismen von Vek-
torräumen induziert.

24.4.3.17. Mit denselben Argumenten wie im Fall der Einhüllenden zeigt man,
daß solch eine freie Ringalgebra im wesentlichen eindeutig ist, wenn sie existiert.

Ergänzung 24.4.3.18. In der Sprache der Kategorientheorie ist das Bilden der
freien Ringalgebra, von der wir bald zeigen werden, daß sie immer existiert,
der linksadjungierte Funktor zum vergeßlichen Funktor von der Kategorie der k-
Ringalgebren in die Kategorie der k-Vektorräume.

Lemma 24.4.3.19. Gegeben ein Vektorraum V über einem Körper k existiert stets
eine freie Ringalgebra T(V ) = TkV über V .

24.4.3.20. Ich gebe für diese Behauptung zwei Beweise. Der erste Beweis ist in
gewisser Weise sauberer. Er gibt eine explizite Konstruktion, die vom vorgegebe-
nen Vektorraum ausgeht und keine weiteren Wahlen benötigt. Er benötigt jedoch
das Tensorprodukt, das erfahrungsgemäß viele Studenten sehr lange als ein sehr
abstraktes Konstrukt empfinden. Der zweite Beweis benötigt die Wahl einer Basis,
hat aber den Vorteil, eine konkretere Konstruktion zu liefern.

Beweis mit multilinearer Algebra. Ich erinnere an die Konstruktion der Tensoral-
gebra in 4.7.9.7 und ihre universelle Eigenschaft. Sei V ein Vektorraum über ei-
nem Körper k. Die Tensoralgebra über V ist die k-Ringalgebra

Ten(V ) = T(V ) = TkV =
⊕
r≥0

V ⊗r = k ⊕ V ⊕ (V ⊗ V )⊕ (V ⊗ V ⊗ V )⊕ . . .

mit der k-bilinearen Multiplikation, die eindeutig festgelegt wird durch die Vor-
schrift (v1 ⊗ . . . ⊗ vr) · (w1 ⊗ . . . ⊗ wt) = (v1 ⊗ . . . vr ⊗ w1 ⊗ . . . wt). Die
Einbettung „als zweiter Summand“ c : V ↪→ T(V ) hat dann offensichtlich die
gesuchte universelle Eigenschaft.

Beweis mit Polynomen in nichtkommutierenden Variablen. Wir wählen eine Ba-
sis B ⊂ V und das freie Monoid Mon0 B über B im Sinne von 16.2.5.2 alias
die „Menge aller Wörter endlicher Länge in Buchstaben B, einschließlich des
leeren Wortes, mit dem Hintereinanderschreiben von Wörtern als Verknüpfung“.
Dann bilden wir den freien k-Vektorraum T := k〈Mon↑B〉 über dieser Menge
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oder präziser den Monoidring über diesem Monoid im Sinne von 8.1.2.5 alias den
„Polynomring über k in den nichtkommutierenden Variablen B“, vergleiche auch
8.3.7.1. Die offensichtliche Einbettung „als Variablen“ B ↪→ T besitzt genau eine
Fortsetzung zu einer linearen Abbildung c : V → T und ich behaupte, daß wir
auf diese Weise auch eine freie Ringalgebra über V erhalten. In der Tat folgt das
daraus, daß wir für jede k-Ringalgebra A im kommutativen Diagramm

Ralgk(k〈Mon↑B〉, A) //

o
��

Homk(V,A)

o
��

Mon(Mon↑B,A) ∼ // Ens(B,A)

mit den durch die offensichtlichen Vorschaltungen gegebenen Abbildungen aus
den universellen Eigenschaften des freien Monoids und des Monoidrings bereits
wissen, daß die untere Horizontale und die linke Vertikale Bijektionen sind. Eben-
so wissen wir aus der linearen Algebra, daß die rechte Vertikale eine Bijektion ist.
Damit folgt dasselbe für die obere Horizontale, was zu zeigen war.

Proposition 24.4.3.21. Sei g eine Liealgebra über einem Körper k. Betrachten
wir das Ideal I = I(g) ⊂ T(g), das von allen (x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y]) mit
x, y ∈ g erzeugt wird, so ist die Ringalgebra U(g) := T(g)/I mit der Abbildung
can : g ↪→ T(g)� U(g) eine Einhüllende von g.

Beweis. Für diesen Beweis bezeichne p : T(g) → U(g) die Projektion und c :
g → T(g) die kanonische Abbildung, wir haben also can = p ◦ c. Sicher ist can
ein Homomorphismus von Liealgebren, denn wir haben

can[x, y] (canx)(can y)− (can y)(canx) = [canx, can y]
‖ ‖

p[x, y] = p(x⊗ y − y ⊗ x)

da nach Konstruktion gilt x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y] ∈ I = ker p. Nach Konstruk-
tion wird U(g) als k-Ringalgebra von g erzeugt, eine Abbildung von g in eine
k-Ringalgebra A läßt sich also auf höchstens eine Weise zu einem Homomorphis-
mus von Ringalgebren U(g) → A fortsetzen. Um die folgende Argumentation
übersichtlich zu machen, arbeiten wir mit dem Diagramm

g //

!!BBBBBBBBB T(g) //

��

U(g)

{{wwwwwwwww

A

Sei also ϕ : g→ A ein Liealgebren-Homomorphismus von g in eine k-Ringalge-
bra A. Selbst wenn ϕ nur linear ist, erweitert es auf genau eine Weise zu einem
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Homomorphismus von Ringalgebren ϕ̂ : T(g) −→ A. Ist ϕ zusätzlich ein Homo-
morphismus von Liealgebren, so folgt sofort ϕ̂(x⊗ y − y ⊗ x− [x, y]) = 0, also
ϕ̂(I) = 0. Damit faktorisiert dann ϕ̂ wie gewünscht über einen Homomorphismus
von k-Ringalgebren ϕ̃ : U(g)→ A.

Beweis, daß die geordneten Monome aus 24.4.3.11 die Einhüllende aufspannen.
Wir betrachten in U = U(g) den Teilraum Ur, der von allen Monomen der Länge
höchstens r aufgespannt wird, also das Bild von

⊕
0≤s≤r g

⊗s in U(g), und zei-
gen durch Induktion, daß Ur schon von den geordneten Monomen der Länge ≤ r
aufgespannt wird. Denn sei Xλ(1) . . . Xλ(r) ein Monom. Wir wissen ja, daß gilt

Xλ(i)Xλ(i+1) = Xλ(i+1)Xλ(i) + [Xλ(i), Xλ(i+1)]

Hier können wir den Kommutator entwickeln als (endliche) Linearkombination∑
ajXκ, mithin hängt die Nebenklasse eines Monoms der Länge r in Ur/Ur−1

nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab. Mit Induktion über r sehen wir so, daß
Ur von den geordneten Monomen der Länge ≤ r aufgespannt wird.

24.4.3.22 (Poincaré-Birkhoff-Witt für die Liealgebra einer Liegruppe). Ist g
die Liealgebra einer Lie-Gruppe, so kann man die lineare Unabhängigkeit über R
der aufsteigenden Monome besonders leicht zeigen: Man wählt dazu in einer offe-
nen Umgebung V des neutralen Elements e von G lokale Koordinaten x1, . . . , xr,
die bei e verschwinden, und so, daß das Vektorfeld ∂

∂xi
am neutralen Element mit

Xi übereinstimmt, für 1 ≤ i ≤ r. Durch das Anwenden von linksinvarianten
Vektorfeldern auf Funktionen wird C∞(V ) ein U(g)-Modul. Lassen wir die auf-
steigenden Monome aus U(g) operieren auf Monomen in den lokalen Koordinaten
und werten das Resultat am neutralen Element aus, so erhalten wir unter Verwen-
dung der üblichen Multiindex-Schreibweise (Xαxα)(e) 6= 0, aber (Xαxβ)(e) = 0
falls gilt α 6= β und |α| ≤ |β|. Daraus folgt dann die lineare Unabhängigkeit der
Xα. Im Übrigen kann man die universelle Einhüllende der Liealgebra einer Lie-
gruppe mit dem Raum der Distributionen mit Träger im neutralen Element ver-
stehen, mit der „Konvolution“ als Multiplikation. Dasselbe gilt für die universelle
Einhüllende der Liealgebra einer algebraischen Gruppe in Charakteristik Null und
algebraische Distributionen im Sinne von 9.3.11.8.

Beweis, daß die geordneten Monome aus 24.4.3.11 linear unabhängig sind. Wir be-
trachten den Vektorraum S mit einer Basis indiziert durch alle endlichen mono-
ton wachsenden Folgen aus Λ und versuchen, ihn zu einer Darstellung unserer
Liealgebra zu machen, und zwar so, als ob er schon die Einhüllende mit einer
Poincaré-Birkhoff-Witt-Basis wäre. Sei genauer S = k[χ̂]χ∈Λ der Polynomring in
den Variablen χ̂, die ich deshalb nicht wie zuvor X̂χ schreibe, damit nicht alles
Wesentliche in Indizes verschwindet, und wo ich deshalb χ statt λ schreibe, damit
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der Akzent besser darüberpaßt. Mit demselben Hintergedanken schreiben wir von
nun an auch χ́ := Xχ für das durch χ ∈ Λ indizierte Basiselement von g. Nun
behaupten wir:

Lemma 24.4.3.23. Seien k ein Körper, g eine Liealgebra über k, (χ́)χ∈Λ eine Ba-
sis von g und ≤ eine Anordnung von Λ. Sei weiter S = k[χ̂]χ∈Λ der Polynomring
in Variablen χ̂ für χ ∈ Λ. So gibt es gibt eine Operation g×S → S der Liealgebra
g auf dem Vektorraum S mit der Eigenschaft

χ́χ̂1χ̂2 . . . χ̂r = χ̂χ̂1χ̂2 . . . χ̂r wann immer gilt χ ≤ χ1 ≤ . . . ≤ χr.

Im Anschluß beweisen wir sogar noch die präzisere Aussage 24.4.3.25. Um die
lineare Unabhängigkeit der geordneten Monome in 24.4.3.11 abzuleiten, betrach-
ten wir S als Modul über U = U(g) wie in 24.4.3.7. Ist χ́1 . . . χ́r ein aufsteigendes
Monom in U(g), so gilt

χ́1 . . . χ́r1S = χ̂1 . . . χ̂r

für 1S ∈ S das neutrale Element. Da nun aber die aufsteigenden Monome linear
unabhängig sind in S, müssen sie auch in U linear unabhängig gewesen sein.

24.4.3.24. Um schließlich Lemma 24.4.3.23 zu beweisen, führen wir zusätzliche
Notationen ein. Für einen Multiindex σ = (χ1, . . . , χr) ∈ Λr bezeichne σ̂ das
Monom σ̂ = χ̂1 . . . χ̂r. Für χ ∈ Λ soll χ ≤ σ = (χ1, . . . , χr) bedeuten χ ≤ χi
für 1 ≤ i ≤ r. Wir nennen einen Multiindex monoton genau dann, wenn gilt
χ1 ≤ . . . ≤ χr. Die Länge r von σ bezeichnen wir mit |σ|. Nach Konvention gibt
es genau einen Multiindex der Länge Null, er ist monoton, größer als jedes χ ∈ Λ,
und das zugehörige Monom ist das Eins-Element 1S ∈ S. Die σ̂ für monotone
σ bilden eine Basis von S. Der von den Monomen der Länge r aufgespannte
Teilraum heiße Sr, es ist also S0 = k, S =

⊕∞
r=0 Sr, und SrSs ⊂ Sr+s ∀r, s ∈

N. Wir schreiben S≤r :=
⊕

0≤i≤r Si und setzen S≤r = 0 für r < 0. Mit diesen
Notationen zeigen wir sogar eine genauere Aussage.

Lemma 24.4.3.25. Es gibt genau eine durch r ∈ Z indizierte Familie von bili-
nearen Abbildungen ϕr : g× S≤r → S≤r+1, (x, p) 7→ xp derart, daß gilt:

1. ϕr setzt ϕr−1 fort;

2. χ́σ̂ = χ̂σ̂ für χ ∈ Λ, σ ∈ Λr mit χ ≤ σ;

3. χ́σ̂ ∈ χ̂σ̂ + S≤r ∀χ ∈ Λ, σ ∈ Λr;

4. χ́(ν́p)− ν́(χ́p) = [χ́, ν́]p ∀χ, ν ∈ Λ, p ∈ S≤r−1.
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Beweis. Sicher haben wir solche Abbildungen ϕr für r < 0. Es reicht also, wenn
wir zeigen: Ist ϕr bereits konstruiert mit den Eigenschaften 1–4, so gibt es genau
eine Möglichkeit, ϕr zu einer Abbildung ϕr+1 mit den Eigenschaften 1–4 auszu-
dehnen. Sei also ϕr gegeben. Es gilt, für alle χ ∈ Λ und monotones σ der Länge
|σ| = r + 1 das Bild ϕr+1(χ́, σ̂) = χ́σ̂ ∈ S anzugeben. Im Fall χ ≤ σ definieren
wir χ́σ̂ = χ̂σ̂, damit 2 erfüllt ist. Sonst schreiben wir σ = (ν, τ) mit ν ∈ Λ,
τ ∈ Λr, und da χ 6≤ σ haben wir χ > ν. Wenn 1–4 erfüllt sein sollen, so muß
gelten

χ́σ̂ = χ́ν́τ̂ da ν ≤ τ,
= ν́χ́τ̂ + [χ́, ν́]τ̂ nach 4,
= ν́χ̂τ̂ + ν́q + [χ́, ν́]τ̂ für q = χ́τ̂ − χ̂τ̂,
= ν̂χ̂τ̂ + ν́q + [χ́, ν́]τ̂ da ν ≤ χ, ν ≤ τ.

Nach Induktion gilt nun q ∈ S≤r, also sind rechts unten alle Terme schon induktiv
definiert, und wir können und werden unsere Gleichung als eine induktive Defi-
nition von χ́σ̂ = ϕr+1(χ́, σ̂) im Fall χ 6≤ σ auffassen. Die von ϕr+1 geforderten
Eigenschaften sind offensichtlich mit Ausnahme von 4. Nach Induktionsannahme
gilt es noch zu zeigen

χ́ν́τ̂ − ν́χ́τ̂ = [χ́, ν́]τ̂

für alle χ, ν ∈ Λ und τ ∈ Λr. Wir geben dieser Aussage den Namen (χ, ν, τ).
Offensichtlich gilt (χ, ν, τ) für χ = ν, nach Definitionen von ϕr+1 gilt (χ, ν, τ)
unter der Voraussetzung χ > ν ≤ τ , und da die Lieklammer schiefsymmetrisch
ist, folgt die Gültigkeit von (χ, ν, τ) auch für den Fall ν > χ ≤ τ . Es bleibt also
nur noch, (χ, ν, τ) zu zeigen im Fall χ 6≤ τ , ν 6≤ τ . In diesem Fall schreiben wir
τ = (µ, ω) mit µ ∈ Λ, ω ∈ Λr−1 und haben also µ < χ, µ < ν und µ ≤ ω. Jetzt
entwickeln wir

χ́ν́τ̂ = χ́ν́µ́ω̂
= χ́[ν́, µ́]ω̂ + χ́µ́ν́ω̂
= χ́[ν́, µ́]ω̂ + [χ́, µ́]ν́ω̂ + µ́χ́ν́ω̂

Hier folgt die zweite Gleichung per Induktion und die dritte aus schon bekannten
Fällen, indem wir schreiben ν́ω̂ = ν̂ω̂ + q mit q ∈ S≤r−2 und beachten, daß gilt
µ < ν und µ ≤ ω. Dasselbe gilt, wenn wir χ und ν vertauschen, und indem wir
auch noch τ̂ = µ́ω̂ entwickeln, erhalten wir die drei Gleichungen

χ́ν́τ̂ = χ́[ν́, µ́]ω̂ + µ́χ́ν́ω̂ + [χ́, µ́]ν́ω̂
ν́χ́τ̂ = ν́[χ́, µ́]ω̂ + µ́ν́χ́ω̂ + [ν́, µ́]χ́ω̂

[χ́, ν́]τ̂ = [χ́, ν́]µ́ω̂

Unser Ziel ist, noch in unserem speziellen Fall die Formel

χ́ν́τ̂ − ν́χ́τ̂ = [χ́, ν́]τ̂
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zu zeigen. Aber ziehen wir bei unseren drei Gleichungen von eben die beiden
unteren von der oberen ab, so ergibt sich für χ́ν́τ̂ − ν́χ́τ̂ − [χ́, ν́]τ̂ nach kurzer
Rechnung mit Hilfe der Jacobi-Identität

[χ́, [ν́, µ́]]ω̂ + [[χ́, µ́], ν́]ω̂ + µ́[χ́, ν́]ω̂ − [χ́, ν́]µ́ω̂ =

= ([[χ́, [ν́, µ́]] + [ν́, [µ́, χ́]] + [µ́, [χ́, ν́]])ω̂ = 0

Definition 24.4.3.26. Die opponierte Algebra Aopp zu einer k-Algebra A wird
erklärt dadurch, daß man auf dem Vektorraum A die opponierte Verknüpfung be-
trachtet, die gegeben wird durch a◦ ∗ b◦ := (b · a)◦.

24.4.3.27. Ist g eine Liealgebra, so ist auch gopp eine Liealgebra und die Multipli-
kation mit (−1) ist ein Algebrenhomomorphismus g ∼→ gopp.

24.4.3.28. Ist g→ U eine Einhüllende, so auch dieselbe Abbildung gopp → Uopp.
Insbesondere setzt sich die Multiplikation mit (−1) : g

∼→ gopp fort zu einem
Isomorphismus assoziativer Algebren S : U

∼→ Uopp, den wir den prinzipalen
Antiautomorphismus von U nennen und u 7→ ut notieren. Ist V eine Darstellung
von g und u ∈ U , so haben wir für die kontragrediente Darstellung V ∗ die Formel
(uf)(v) = f(utv) für alle f ∈ V ∗, v ∈ V und u ∈ U .

24.4.3.29. Im folgenden verwende ich Grundlagen der Theorie der filtrierten und
graduierten Ringe, wie sie etwa in 7.7.1 entwickelt werden. Die Tensoralgebra
T(V ) über einem Vektorraum V trägt eine offensichtliche Graduierung. Definie-
ren wir wie in 7.3.5.1 die symmetrische Algebra

Sym(V ) := S(V ) := T(V )/〈x⊗ y − y ⊗ x〉

als die Einhüllende der abelschen Liealgebra V , so erbt S(V ) eine Graduierung
von T(V ). Ist g eine Liealgebra, so erbt U = U(g) zumindest noch die Filtrierung
von T(g) und wird so eine filtrierte Ringalgebra 0 = U≤−1 ⊂ U≤0 ⊂ U≤1 ⊂
U≤2 ⊂ . . . mit U≤0 = k, U≤1 = k ⊕ g.

Satz* 24.4.3.30 (Poincaré-Birkhoff-Witt ohne Koordinaten). Sei g eine Lieal-
gebra. Die beiden Surjektionen T(g) � S(g) und T(g)

∼→ gr T(g) � grU(g)
haben denselben Kern und definieren folglich einen Isomorphismus von graduier-
ten k-Ringalgebren

gr U(g)
∼→ S(g)

Beweis. Das mag der Leser zur Übung selbst aus dem Satz von Poincaré, Birkhoff
und Witt 24.4.3.11 folgern.

Korollar 24.4.3.31. Die Einhüllende einer Liealgebra ist stets ein Integritätsring.
Die Einhüllende einer endlichdimensionalen Liealgebra ist stets noethersch.
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Beweis. Das folgt sofort aus den Lemmata 7.7.2.9 und 7.7.2.10, nach denen ein
Ring mit einer bei Null beginnenden auschöpfenden Filtrierung ein Integritätsring
beziehungsweise noethersch sein muß, wenn das für den assoziierten graduierten
Ring gilt. Da nun aber über Körpern Polynomringe Integritätsringe sind und Po-
lynomringe in endlich vielen Variablen noethersch nach dem Hilbert’schen Basis-
satz, folgt das Korollar.

Übungen

Übung 24.4.3.32. Sei e, f, h die übliche Basis von sl(2;C) mit [h, e] = 2e, [h, f ] =
−2f , [e, f ] = h. Man schreibe f 2he in der Einhüllenden von sl(2;C) als Linear-
kombination geordneter Monome für die Ordnung e, h, f .
Übung 24.4.3.33. Gegeben eine bilineare Verknüpfung b auf einem Vektorraum
g über einem Körper k kann man stets in der Tensoralgebra T(g) das von allen
x⊗ y − y ⊗ x− b(x, y) mit x, y ∈ g erzeugte Ideal I = I(g) ⊂ T(g) betrachten
und den Quotientenring U := T(g)/I bilden. Man zeige, daß die Verknüpfung
g ↪→ T(g) � U genau dann injektiv ist, wenn b antisymmetrisch ist und die
Jacobi-Identität erfüllt.
Übung 24.4.3.34. Jeder Homomorphismus von Liealgebren läßt sich auf genau
eine Weise ausdehnen zu einem Homomorphismus zwischen ihren Einhüllenden.
Übung 24.4.3.35. Ist eine Liealgebra a über einem Körper k als k-Vektorraum die
Summe von zwei Unteralgebren a = b + c, so induziert die Multiplikation eine
Surjektion

U(c)⊗k U(b)� U(a)

Man leite aus dieser Erkenntnis einen neuen Beweis von Lemma 24.4.1.12 ab.
Diejenigen Leser, die mit allgemeinen Tensorprodukten vertraut sind, mögen gleich
zeigen, daß die Multiplikation einen Isomorphismus U(c) ⊗U(c∩b) U(b) � U(a)
induziert, und damit bereits eine Verallgemeinerung der anschließenden Übung.
Übung 24.4.3.36. Ist a = b⊕ c eine Zerlegung als k-Vektorraum einer Liealgebra
über einem Körper k in die direkte Summe von zwei Unteralgebren, so induziert
die Multiplikation einen Isomorphismus von Vektorräumen

U(c)⊗k U(b)
∼→ U(a)

Übung 24.4.3.37 (Casimir-Operator in der Einhüllenden). Sei g eine endlich-
dimensionale Liealgebra und b : g × g → k eine nichtausgeartete invariante
Bilinearform. Wir wählen eine Basis x1, . . . , xn von g, bezeichnen mit x1, . . . , xn

die bezüglich b duale Basis, charakterisiert durch b(xi, xj) = δij , und setzen

C = Cb :=
n∑
i=1

xix
i
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So hängt Cb ∈ U(g) nicht von der Wahl der Basis unserer Liealgebra g ab und
liegt im Zentrum der Einhüllenden, in Formeln uC = Cu ∀u ∈ U(g).

Ergänzende Übung 24.4.3.38 (Die Einhüllende als Hopf-Algebra). Gegeben ei-
ne Liealgebra g über einem Körper k mit Einhüllender U läßt sich die Abbildung
g → U ⊗k U gegeben durch x 7→ x ⊗ 1 + 1 ⊗ x auf genau eine Weise zu einem
Homomorphismus von Ringalgebren

∆ : U → U ⊗k U

fortsetzen, und wir erhalten so eine Hopfalgebra im Sinne von 18.3.3.6 mit dem
prinzipalen Antiautomorphismus als Antipode.

Ergänzende Übung 24.4.3.39 (Satz von Friedrichs). Gegeben eine Liealgebra
über einem Körper k der Charakteristik Null sind die primitiven Elemente ih-
rer Einhüllenden, als da heißt die Elemente a mit ∆a = a ⊗ 1 + 1 ⊗ a, genau
die Bilder der Elemente der Liealgebra. Hinweis: Die Komultiplikation ist mit
der Filtrierung verträglich und die auf der assoziierten Graduierten induzierte Ko-
multiplikation ist die Komultiplikation der symmetrischen Algebra nach 18.3.3.6.
Deren primitive Elemente aber kennen wir aus 9.1.2.12.

Ergänzende Übung 24.4.3.40. Ist V ein Vektorraum über einem Körper einer Cha-
rakteristik p > 0 und bezeichnet A[p] ∈ EndV die p-te Potenz eines Endomor-
phismus A ∈ EndV und Ap ∈ U(gl(V )) die p-te Potenz von A in U(gl(V )),
so gehören die Elemente Ap − A[p] zum Zentrum von U(gl(V )). Hinweis: Man
bemerke A(·p) · X − X · A(·p) = ((A·) − (·A))p(X) für Elemente A,X einer
beliebigen assoziativen k-Algebra mit Multiplikation ·, was hinwiederum aus der
binomischen Formel folgt.

Ergänzende Übung 24.4.3.41. Gegeben ein Körper oder allgemeiner ein Kring k
und eine Menge I zeige man, daß die kanonische Abbildung Lalg0

k I → Ralg0
k I

der freien Liealgebra in die freie Ringalgebra die von einer universellen Einhüllen-
den geforderte universelle Eigenschaft hat. Insbesondere ist sie als Abbildung von
k-Moduln nach dem Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt 24.4.3.14 eine spaltende
Injektion. Hat unser Körper k die Charakteristik Null, so kann insbesondere nach
dem Satz von Friedrichs 24.4.3.39 das Bild dieser Abbildung beschrieben werden
als die Menge aller x ∈ R := Ralg0

k I mit ∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x für den Ringal-
gebrenhomomorphismus ∆ : R → R ⊗k R gegeben durch ∆(i) = i ⊗ 1 + 1 ⊗ i
für alle i ∈ I .

24.4.4 Konstruktion von Moduln mit höchstem Gewicht
24.4.4.1. Bei der Untersuchung der einfachen endlichdimensionalen Darstellun-
gen einer halbeinfachen Liealgebra g mußten wir die Frage offenlassen, ob jedes
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Dieses Bild soll die Struktur des Vermamoduls ∆(λ) für die Liealgebra sl(3) mit
höchstem Gewicht λ veranschaulichen. Die Papierebene ist dazu in geeigneter
Weise mit dem reell-affinen Teilraum λ+ 〈R〉R im Dualraum der Cartan’schen

zu identifizieren. Die fetten Punkte sind dann die Gewichte der von Null
verschiedenen Gewichtsräume, n Kringel deuten an, daß der entsprechende

Gewichtsraum die Dimension n+ 1 hat.
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dominante Gewicht in der Tat das höchste Gewicht einer einfachen endlichdi-
mensionalen Darstellung ist. Unter Zuhilfenahme der universellen Einhüllenden
können wir diese Frage nun beantworten.

Definition 24.4.4.2. Seien g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer
Cartan’schen und R+ ⊂ R(g, h) ein System positiver Wurzeln. Für jedes Gewicht
λ ∈ h∗ betrachten wir in U(g) das Linksideal Iλ, das erzeugt wird von allen
X ∈ gα mit α ∈ R+ und allen H − λ(H) mit H ∈ h. Der Quotient

∆(λ) = ∆(λ,R+) := U(g)/Iλ

nach diesem Linksideal heißt der Verma-Modul zum höchsten Gewicht λ. Die
Nebenklasse von 1 ∈ U(g) bezeichnen wir mit vλ ∈ ∆(λ) und nennen sie den
kanonischen Erzeuger des Vermamoduls ∆(λ).

Proposition 24.4.4.3 (Struktur von Vermamoduln). Seien g ⊃ h eine komplexe
halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen und R+ ⊂ R(g, h) ein System
positiver Wurzeln. Für jedes Gewicht λ ∈ h∗ gilt:

1. Sind α, . . . , β ∈ R+ die positiven Wurzeln in einer fest gewählten Reihen-
folge und yα ∈ g−α Erzeuger der Wurzelräume der negativen Wurzeln, so
bilden die Vektoren ym(α)

α . . . y
m(β)
β vλ mitm ∈ Ens(R+,N) eineC-Basis des

Vermamoduls ∆(λ);

2. Der Verma-Modul ∆(λ) besitzt eine Gewichtsraumzerlegung der Gestalt

∆(λ) =
⊕
µ≤λ

∆(λ)µ

und sein höchster Gewichtsraum ∆(λ)λ ist eindimensional mit Basis vλ;

3. BezeichnetP : h∗ → N die Kostant’sche Partitionsfunktion, die zählt, auf
wieviele verschiedene Weisen sich ein Gewicht zerlegen läßt in eine Summe
positiver Wurzeln, so erhalten wir für die Dimensionen der Gewichtsräume
unserer Vermamoduln feiner die Formel

dimk ∆(λ)µ = P(λ− µ)

Ergänzung 24.4.4.4. Betrachten wir in g die Unteralgebra n :=
⊕

α∈R+ g−α, so
ist ∆(λ) in anderen Worten ein freier U(n)-Modul vom Rang Eins mit Basis vλ. In
Formeln ausgedrückt liefert also die Multiplikation eine Bijektion U(n)

∼→ ∆(λ),
u 7→ uvλ. All das sind Umformulierungen der ersten Aussage der Proposition. In
dieser Form aber gelten sie in größerer Allgemeinheit, vergleiche etwa 24.4.5.5.
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Dieses Bild zeigt ein Wurzelsystem in der Papierebene, aufgefaßt als Vektorraum
mit Ursprung im Ausgangspunkt aller Pfeile. Die drei Wurzeln innerhalb des

nierenförmigen Bereichs bilden darin ein System positiver Wurzeln. Die
zugehörige Kostant’sche Partitionsfunktion nimmt nur an den fett

eingezeichneten Punkten von Null verschiedene Werte an, und zwar den Wert
Eins bei einfachen Punkten, den Wert Eins bei einfachen fetten Punkten, den

Wert Zwei bei einmal umkringelten fetten Punkten etc. Zum Beispiel hätten wir
P(2α + 3β) = 3.
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24.4.4.5 (Kostant’sche Partitionsfunktion). Bei der Definition der Kostant’schen
Partitionsfunktion werden Zerlegungen, die sich nur in der Reihenfolge unter-
scheiden, als gleich betrachtet. Im Extremfall µ = 0 vereinbaren wir P(0) = 1,
in der Tat läßt sich ja die Null auf genau eine Weise als Summe positiver Wurzeln
schreiben, indem wir nämlich die Summe von überhaupt keiner positiven Wurzel
nehmen. In Formeln können wir die Kostant’sche Partitionsfunktion schreiben als

P(λ) := card
{
m ∈ Ens(R+,N) | λ =

∑
α∈R+ m(α)α

}
Beweis. Wir betrachten den PolynomringC[H1, . . . , Hr] in r Veränderlichen. Ge-
geben Skalare λ1, . . . , λr ∈ k sieht man leicht ein, daß die Familie aller Polynome
der Gestalt (H1 − λ1)n(1) . . . (Hr − λr)n(r) für Multiindizes n : {1, . . . , r} → N
eine C-Basis unseres Polynomrings bildet. Bilden speziell H1, . . . , Hr eine Basis
unserer Cartan’schen h und sind α, . . . , β ∈ R+ unsere positiven Wurzeln in einer
fest gewählten Reihenfolge und xα ∈ gα sowie yα ∈ g−α Basisvektoren, so folgt
aus Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt 24.4.3.11 zusammen mit dieser Erkenntnis,
daß auch die Produkte

ym(α)
α . . . y

m(β)
β (H1 − λ1)n(1) . . . (Hr − λr)n(r)xl(α)

α . . . x
l(β)
β

für m, l : R+ → N und n : {1, . . . , r} → N eine C-Basis der Einhüllenden U(g)
bilden. Bezeichnet b ⊂ g die Unteralgebra h ⊕

⊕
α∈R+ gα aus 24.4.1.16, so gilt

Analoges für U(b), wenn wir die Faktoren yα weglassen. Nun haben wir Homo-
morphismen b� h→ C von Liealgebren, wo der Erste die Injektion h ↪→ b spal-
tet und alle Wurzelvektoren zu Null macht und der Zweite unsere Linearform λ ist.
Sie induzieren einen Ringalgebrenhomomorphismus U(b)→ C, dessen Kern ge-
nau aus allen nichttrivialen Monomen unserer Basis besteht. Diese bilden folglich
ein Ideal in U(b). Multiplizieren wir noch beliebige Elemente unserer Basis von
U(g) davor, so erhalten wir ein Erzeugendensystem über C eines Linksideals von
U(g). Damit ist offensichtlich, daß unser Linksideal Iλ beschrieben werden kann,
indem wir obige Basis der Einhüllenden U(g) bilden mit λi := λ(Hi) und dann
darin das Erzeugnis der Basisvektoren mit n 6= 0 oder l 6= 0 betrachten. Folg-
lich bilden die Nebenklassen der ym(α)

α . . . y
m(β)
β für m : R+ → N eine C-Basis

des Vermamoduls ∆(λ). Per definitionem gilt Hvλ = λ(H)vλ für alle H ∈ h. In
anderen Worten ist vλ ein Gewichtsvektor zum Gewicht λ ist. Daraus folgen die
beiden anderen Teile der Proposition unmittelbar.

Lemma 24.4.4.6 (Universelle Eigenschaft von Verma-Moduln). Seien g ⊃ h
eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen undR+ ⊂ R(g, h)
ein System positiver Wurzeln. So liefert für jede Darstellung M von g und jedes
Gewicht λ ∈ h∗ das Auswerten ϕ 7→ ϕ(vλ) am kanonischen Erzeuger vλ ∈ ∆(λ)
eine Bijektion

Homg(∆(λ),M)
∼→ {v ∈Mλ | gαv = 0 ∀α ∈ R+}
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Beweis. Wir erinnern, daß für jeden Modul M über einem Ring R das Auswerten
beim neutralen Element 1R eine Bijektion HomR(R,M)

∼→M induziert. Die uni-
verselle Eigenschaft von Quotienten 7.1.3.10 zeigt dann, daß für jedes Linksideal
I ⊂ R das Auswerten an 1R + I eine Bijektion

HomR(R/I,M)
∼→ {m ∈M | Im = 0}

induziert. Da in unserer Situation nach Annahme gilt Iλv = 0, folgt die Behaup-
tung.

Satz 24.4.4.7 (Klassifikation einfacher Höchstgewichtsmoduln). Seien g ⊃ h
eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen undR+ ⊂ R(g, h)
ein System positiver Wurzeln. So gilt:

1. Für jedes Gewicht λ ∈ h∗ besitzt der Vermamodul ∆(λ) = ∆(λ,R+) einen
größten echten Untermodul rad ∆(λ);

2. Der Quotient L(λ,R+) = L(λ) := ∆(λ)/ rad ∆(λ) ist eine einfache Dar-
stellung und wir erhalten so eine Bijektion

h∗
∼→
{

Einfache Darstellungen von g mit einem
R+-höchsten Gewicht, bis auf Isomorphismus

}
λ 7→ L(λ)

3. Besitzt eine einfache Darstellung ein maximales Gewicht, so ist dies Ge-
wicht bereits ihr höchstes Gewicht.

24.4.4.8 (Terminologisches zu Radikalen). Gegeben ein Modul M über einem
Ring R erklärt man ganz allgemein das Radikal radM von M als den Schnitt al-
ler Homomorphismen von M zu einfachen R-Moduln. Im Fall des Ringes selbst,
betrachtet als R-Linksmodul, ist das genau unser Jacobson-Radikal aus 8.3.6.1.
Dahingegen versteht man unter dem Radikal eines Ideals im allgemeinen wie in
7.1.6.14 etwas völlig anderes als sein Radikal als Modul. Wenn es nötig sein soll-
te, werde ich unterscheiden zwischen dem Modulradikal und dem Potenzradikal
eines Ideals in einem Ring.

Beispiel 24.4.4.9. Im allgemeinen bezeichnet meist ρ die Halbsumme der positi-
ven Wurzeln. Im Fall g = sl(2;C) und R+ = {α} setzen wir dieser Konvention
vorgreifend bereits hier ρ := α/2. Damit ist also unsere einfache Darstellung
L(m) der Dimension (m+ 1) aus 24.1.2.14 in unserer Notation hier die einfache
Darstellung L(mρ) mit höchstem Gewicht mρ.
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Beweis. Mit ∆(λ) zerfällt nach 3.6.6.19 jeder h-Untermodul N ⊂ ∆(λ) auch in
Gewichtsräume N =

⊕
µ∈h∗ Nµ. Ist N ein g-Untermodul, so folgt aus Nλ 6= 0

schonN = ∆(λ). IstN ein echter g-Untermodul, so gilt mithinN ⊂
⊕

µ 6=λ ∆(λ)µ.
Die Summe von allen echten Untermoduln ist also selbst immer noch ein echter
Untermodul. Der Quotient L(λ) = ∆(λ)/ rad ∆(λ) ist natürlich eine einfache
Darstellung mit höchstem Gewicht λ. Umgekehrt ist nach der universellen Eigen-
schaft von Vermamoduln 24.4.4.6 jede einfache Darstellung mit höchstem Ge-
wicht λ ein Quotient von ∆(λ), und der Kern einer solchen Surjektion muß der
größte Untermodul von ∆(λ) sein. Damit ist der Satz bewiesen.

Proposition 24.4.4.10. Seien g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit
einer Cartan’schen und R+ ⊂ R(g, h) ein System positiver Wurzeln. Für ein Ge-
wicht λ ∈ h∗ sind gleichbedeutend:

1. Der einfache Modul L(λ) mit höchstem Gewicht λ ist endlichdimensional,
in Formeln dim L(λ) <∞;

2. Das Gewicht λ ist dominant, in Formeln λ ∈ X+.

24.4.4.11. (1) ⇒ (2) hatten wir schon als 24.4.1.20 bewiesen. Zum Beweis der
anderen Richtung holen wir im Hinblick auf spätere Anwendungen etwas weiter
aus. Wir erinnern an die Halbsumme ρ der positiven Wurzeln und die Formel
sαρ = ρ− α für α eine einfache positive Wurzel, siehe 23.2.2.16.

Definition 24.4.4.12. Bezeichne wie üblich ρ die Halbsumme der positiven Wur-
zeln. Wir definieren die „zum Fixpunkt −ρ verschobene“ Operation von W auf
h∗, die sogenannte dot-Operation, durch die Formel

x · λ := x(λ+ ρ)− ρ

Lemma 24.4.4.13. Seien g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer
Cartan’schen und R+ ⊂ R(g, h) ein System positiver Wurzeln. Für jede einfache
Wurzel α und jedes Gewicht λ ∈ h∗ mit 〈λ+ρ, α∨〉 ∈ N gibt es eine Injektion von
g-Moduln

∆(sα · λ) ↪→ ∆(λ)

Ergänzung 24.4.4.14. Wir werden später zeigen, daß dieselbe Aussage allgemei-
ner für jede positive Wurzel α ∈ R+ gilt.

Beweis. Für eine einfache Wurzel α gilt 〈ρ, α∨〉 = 1 nach 23.2.2.16, folglich
ist 〈λ + ρ, α∨〉 ∈ N gleichbedeutend zu n := 〈λ, α∨〉 ∈ Z≥−1 und wir haben
sα ·λ = λ−(n+1)α. Sei nun zunächst α ∈ R+ beliebig mit n = 〈λ, α∨〉 ∈ Z≥−1.
Für xα ∈ gα und yα ∈ g−α behaupten wir dann

xαy
n+1
α vλ = 0
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Illustration für Lemma 24.4.4.13. Sie ist nur insofern unzutreffend, als darin β
die Rolle der einfachen Wurzel spielt, die im Lemma α heißt. Der Vermamodul

mit höchstem Gewicht sβ · λ umfaßt nur in der obersten Zeile die vollen
Gewichtsräumen zu den fetten Punkten im kleinen gestrichelt umrandeten

Bereich.
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Im Fall n = −1 ist das eh klar. Im Fall n ∈ N kann man das entweder durch
Rechnung prüfen, indem man unter der Zusatzvoraussetzung [xα, yα] = α∨ in-
duktiv für alle i ≥ 1 die Formel xαyiαvλ = i(n − i + 1)yi−1

α vλ herleitet ganz
analog dazu, wie wir es aus im Beweis von 24.1.2.14 bereits kennen. Man kann
sich aber einfacher auch überlegen, daß die yiαvλ eine Basis eines Vermamoduls
von gα = g−α⊕kα∨⊕gα ∼= sl2 mit höchstem Gewichtsvektor vλ bilden, und ope-
riert α∨ alias h auf diesem höchsten Gewichtsvektor durch einen nichtnegativen
ganzzahligen Eigenwert, so gibt es auch eine einfache (n+ 1)-dimensionale Dar-
stellung von sl2 mit diesem höchsten Gewicht, die nach 24.4.4.7 notwendig ein
Quotient unseres sl2-Vermamoduls sein muß. Der Kern der Quotientenabbildung
ist offensichtlich gerade das Erzeugnis der yiαvλ mit i > n, folglich bilden diese
einen Untermodul, und damit erkennen wir xαyn+1

α vλ = 0, ohne die Rechnung aus
dem Beweis von 24.1.2.14 wiederholen zu müssen. Ist nun zusätzlich α eine ein-
fache Wurzel, so gilt sogar xβyiαvλ = 0 für alle β ∈ R+\α und i ∈ N, denn iα−β
ist dann nie eine Summe positiver Wurzeln. Da aber gilt sα · λ = λ − (n + 1)α
, folgern wir 0 6= yn+1

α vλ ∈ ∆(λ)sα·λ und erhalten nach der Definition unserer
Verma-Moduln wie im Beweis von 24.4.4.7.3 aus ihrer universellen Eigenschaft
als koinduzierte Darstellungen einen von Null verschiedenen Homomorphismus
∆(sα ·λ)→ ∆(λ), der den kanonischen Erzeuger von ∆(sα ·λ) auf yn+1

α vλ abbil-
det. Da alle Vermamoduln frei sind vom Rang Eins über dem Integritätsring U(n)
nach 24.4.3.31, muß dieser Homomorphismus sogar eine Injektion sein.

Beweis von (2)⇐(1) in 24.4.4.10. Das Lemma zeigt, daß für λ ∈ h∗ und α ∈ R+

einfach mit 〈λ, α∨〉 ganz und nichtnegativ ein höchster Gewichtsvektor von L(λ)
stets eine endlichdimensionale gα-Unterdarstellung erzeugt. Nun ist in jeder Dar-
stellung V von g die SummeW aller endlichdimensionalen gα-Unterdarstellungen
für beliebiges festes α ∈ R eine g-Unterdarstellung von V , wie man zum Beispiel
aus Übung 24.1.3.6 folgert. Gilt nun 〈λ, α∨〉 ∈ N für jede einfache Wurzel α,
so ist also L(λ) für jede einfache Wurzel α die Summe seiner endlichdimensio-
nalen gα-Unterdarstellungen. Aus deren expliziter Beschreibung in 24.1.2.14 und
24.4.1.11 folgt dann sαP(L(λ)) = P(L(λ)) für jede einfache Spiegelung sα ∈ W .
Dann ist aber notwendig P(L(λ)) stabil unter der Weylgruppe, nach 24.4.2.6 also
endlich, und da auch alle Gewichtsräume von L(λ) endlichdimensional sind, folgt
dimC L(λ) <∞.

Übungen

Übung 24.4.4.15. Man zeige, daß im Fall g = sl(2;C) ein Vermamodul ∆(λ) ge-
nau dann einfach ist, wenn er keinen endlichdimensionalen Quotienten hat, wenn
also sein höchstes Gewicht auf der positiven Wurzel als Wert keine natürliche Zahl
annimmt, in Formeln 〈λ, α∨〉 6∈ N für α die positive Wurzel.
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Übung 24.4.4.16. Gegeben λ dominant ist die Summe über alle einfachen Wur-
zeln α der Bilder der Inklusionen ∆(sα · λ) ↪→ ∆(λ) nach 24.4.4.13 der größte
echte Untermodul von des Vermamoduls ∆(λ). Hinweis: Man variiere den Be-
weis der Rückrichtung von 24.4.4.10. Man zeige auch die Variante, nach der für λ
dominant die Vektoren y〈λ,α

∨〉+1
α vλ für α ∈ Π einfache Wurzeln den größten Un-

termodul des Vermamoduls ∆(λ) erzeugen, ja sogar bereits als U(n)-Untermodul
erzeugen.

Übung 24.4.4.17. Gibt es in einer einfachen Darstellung einer halbeinfachen Lie-
algebra einen von Null verschiedenen Vektor, der von allen Wurzelvektoren zu
einem System positiver Wurzeln aus dem Wurzelsystem zu einer Cartan’schen
anulliert wird, so ist der fragliche Vektor bereits ein höchster Gewichtsvektor un-
serer Darstellung.

Übung 24.4.4.18. Man zeige: Die Darstellung
∧iCn+1 von sl(n+1;C) ist einfach

für 1 ≤ i ≤ n+ 1 und hat das höchste Gewicht $i = ε1 + . . .+ εi.

24.4.5 Induktion und Koinduktion bei Liealgebren*
24.4.5.1. Viele Konstruktionen und Resultate des vorhergehenden Abschnitts sind
Spezialfälle sehr allgemeiner Konstruktionen und Prinzipien, die in 7.2.8.1 er-
läutert werden und eine gewisse Erfahrung im Umgang mit allgemeinen Tensor-
produkten und der Sprache der Kategorien voraussetzen. Das soll im folgenden
für diejenigen Leser, die mit diesen Konzepten vertraut sind, beleuchtet werden.

Definition 24.4.5.2. Jeder Liealgebren-Homomorphismus b → g induziert einen
Ringhomomorphismus U(b) → U(g) und unsere Kategorien von Darstellungen
identifizieren sich mit den Kategorien aller Moduln über diesen Ringen. Der Re-
striktionsfunktor

resbg : g -Mod→ b -Mod

hat nach 7.2.8.5 folglich einen Rechtsadjungierten indg
b und nach 7.2.8.7 einen

Linksadjungierten prodg
b, die Induktion und die Koinduktion oder Produktion

von Darstellungen von Liealgebren, die explizit beschrieben werden können durch
die Formeln

indg
bM := HomU(b)(U(g),M) prodg

bM := U(g)⊗U(b) M

Bemerkung 24.4.5.3 (Diskussion der Terminologie). Beim Studium der Litera-
tur ist Vorsicht geboten: Bei Darstellungen von Lie-Gruppen und algebraischen
Gruppen bezeichnet Induktion in der Literatur stets den Rechtsadjungierten der
Restriktion wie hier. Bei Darstellungen von Liealgebren jedoch wird in der Litera-
tur als Induktion meist abweichend der Linksadjungierte der Restriktion bezeich-
net, den wir hier Produktion genannt haben. Die Idee dazu kommt aus [Vog81],
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wo allerdings die Begriffe Induktion und Produktion im Vergleich zu unseren Be-
griffen hier vertauscht definiert werden.

Ergänzung 24.4.5.4. Bei Darstellungen endlicher Gruppen bezeichnet man als In-
duzieren zwar meist die Erweiterung der Skalare, also den Linksadjungierten der
Restriktion, aber dieser ist glücklicherweise kanonisch isomorph zum Rechtsad-
jungierten der Restriktion. Der Begriff der „Produktion“ ist überhaupt nicht ge-
bräuchlich.

24.4.5.5. Ist b ⊂ g sogar eine Unteralgebra, so ist U(g) nach Poincaré-Birkhoff-
Witt frei als Rechtsmodul und als Linksmodul über U(b), so daß die Induktion
und Koinduktion nach 7.2.1.4 und 7.2.5.11 beide exakte Funktoren werden. Ist
zusätzlich n ⊂ g eine Unteralgebra mit n⊕ b = g als Vektorräume über unserem
Grundkörper k, so liefert nach 24.4.3.36 die Multiplikation einen Isomorphismus
U(n) ⊗k U(b)

∼→ U(g) von U(n)-U(b)-Bimoduln und wir erhalten mit 7.2.6.15
einen kanonischen Isomorphismus von U(n)-Moduln

U(n)⊗k M
∼→ prodg

bM

Ebenso liefert die Multiplikation auch einen Isomorphismus U(b) ⊗k U(n)
∼→

U(g) von U(b)-U(n)-Bimoduln und wir erhalten einen kanonischen Isomorphis-
mus von U(n)-Moduln

Homk(U(n),M)
∼→ indg

bM

Ergänzung 24.4.5.6. Ist b � g eine Surjektion und bezeichnet c ihren Kern, so
ist indg

bM = M c der Teilraum der c-Invarianten aus 24.1.2.7 und prodg
bM heißt

der Raum der c-Koinvarianten und wird prodg
bM = Mc notiert. Diese beiden

Funktoren sind im allgemeinen alles andere als exakt.

24.4.5.7 (Vermamoduln als koinduzierte Darstellungen). Seien nun g eine halb-
einfache komplexe Liealgebra, h ⊂ g eine Cartan’sche Unteralgebra,R = R(g, h)
das Wurzelsystem, R+ ⊂ R ein System von positiven Wurzeln, und ≤ die zu-
gehörige Teilordnung auf h∗. Wir betrachten in g die Unteralgebra

b := h⊕
⊕
α∈R+

gα

Dehnen wir unser Gewicht λ aus zu einer Linearform auf b durch die Vorschrift
λ(gα) = 0 ∀α ∈ R+, so erhalten wir offensichtlich einen Charakter λ : b →
C, d.h. eine eindimensionale Darstellung Cλ der Liealgebra b. Diese Darstellung
können wir auffassen als einen Homomorphismus von Ringalgebren λ̃ : U(b) →
C. Bezeichnen wir seinen Kern mit Jλ := ker λ̃, so erhalten wir eine kurze exakte
Sequenz

Jλ ↪→ U(b)� C
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Per definitionem liegen alle X ∈ gα mit α ∈ R+ und alle H − λ(H) mit H ∈ h
in Jλ, ja unser Kern ist genau das von diesen Elementen in U(b) erzeugte Links-
ideal, denn modulo diesem Linksideal ist offensichtlich jedes Element von U(b)
kongruent zu einem Skalar aus C. Wir können unsere kurze exakte Sequenz auch
lesen als eine kurze exakte Sequenz Jλ ↪→ U(b) � Cλ von Darstellungen von b.
Anwenden von prodg

b = U(g)⊗U(b) liefert eine rechtsexakte Sequenz

U(g)⊗U(b) Jλ → U(g)� U(g)⊗U(b) Cλ

Hier ist die linke Abbildung die Multiplikationsabbildung, ihr Bild also das von
Jλ in U(g) erzeugte Linksideal Iλ, und wir erhalten so einen Isomorphismus von
Darstellungen

∆(λ) = U(g)/Iλ
∼→ prodg

bCλ = U(g)⊗U(b) Cλ

mit vλ 7→ 1 ⊗ 1. Die universelle Eigenschaft 24.4.4.6 von Verma-Moduln folgt
dann aus der universellen Eigenschaft der Koinduktion: Für jede Darstellung L
von g liefert die Restriktion auf Cλ danach eine Bijektion

Homg(∆(λ), L)
∼→ Homb(Cλ, L)

Falls λ maximal ist unter den Gewichten von L, identifiziert das Auswerten bei 1
hier zusätzlich die rechte Seite mit dem Gewichtsraum Lλ.

24.4.6 Charakterformeln
Notation 24.4.6.1. Seien g eine halbeinfache komplexe Liealgebra, h ⊂ g eine
Cartan’sche Unteralgebra, R = R(g, h) das Wurzelsystem, R+ ⊂ R ein System
positiver Wurzeln, ρ ∈ h∗ die Halbsumme der positiven Wurzeln, X das Gitter
der ganzen Gewichte und X+ ⊂ X die Menge der in Bezug auf R+ dominanten
Gewichte.

Satz 24.4.6.2 (Weyl’sche Dimensionsformel). Für jedes dominante Gewicht λ ∈
X+ wird die Dimension der einfachen Darstellung L(λ) mit höchstem Gewicht λ
gegeben durch die Formel

dim L(λ) =

∏
α∈R+〈λ+ ρ, α∨〉∏
α∈R+〈ρ, α∨〉

24.4.6.3. Der Beweis wird im Anschluß an 24.4.6.30 gegeben. Auf dem Weg da-
hin werden wir sogar Formeln für die Dimensionen dimk L(λ)µ aller Gewichts-
räume von endlichdimensionalen einfachen Darstellungen angeben. Obiger For-
mel kann ich mit bloßem Auge noch nicht einmal ansehen, warum sie immer
natürliche Zahlen liefern sollte. Im Spezialfall λ = nρ ergibt sich dim L(nρ) =
(n+ 1)|R|/2.
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Einige dominante Gewichte zur sl(3;C) mit den zugehörigen irreduziblen
Darstellungen oder zumidest deren Dimensionen. Die Kanten werden in

22.2.3.19 gerechtfertigt. Sind α1, α2 die einfachen Wurzeln, so ist die einzige
weitere positive Wurzel α1 + α2 und in diesem Fall gilt auch

(α1 + α2)∨ = α∨1 + α∨2 . Sind $1, $2 die fundamentalen dominanten Gewichte,
so gilt per Definitionem 〈$i, α

∨
j 〉 = δij und nach 23.2.2.16 haben wir

ρ = $1 +$2. Der Nenner in der Weyl’schen Dimensionsformel ist also
〈$1 +$2, α

∨
1 + α∨2 〉 = 2. Setzen wir λ = λ1$1 + λ2$2, so ergibt sich der Zähler

zu (λ1 + 1)(λ2 + 1)(λ1 + λ2 + 2) und wir erhalten

dim L(λ) = (λ1 + 1)(λ2 + 1)(λ1 + λ2 + 2)/2
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Die Gewichte der 7-dimensionalen irreduziblen Darstellung von G2.



24.4. EINFACHE ENDLICHDIMENSIONALE DARSTELLUNGEN 4209

24.4.6.4. Wir betrachten den Gruppenring Zh∗ der additiven Gruppe h∗. Fassen
wir λ ∈ h∗ als ein Element dieses Gruppenrings auf, so schreiben wir eλ statt λ,
da sonst λ + µ zweideutig wäre. Die eλ für λ ∈ h∗ bilden also eine Z-Basis von
Zh∗ und es gilt eλ eµ = eλ+µ.

24.4.6.5. Der Ring Zh∗ ist ein Integritätsring. In der Tat liegen je zwei Elemente
stets in einem Teilring der Gestalt ZE für E ⊂ h∗ eine endlich erzeugte Unter-
gruppe, und da E notwendig eine freie abelsche Gruppe ist, muß ZE isomorph
sein zu einem Ring von Laurent-Polynomen in mehreren Veränderlichen.

Definition 24.4.6.6. Für jede endlichdimensionale Darstellung V von g definieren
wir ihren Charakter chV ∈ Zh∗ durch die Vorschrift

chV =
∑
µ

(dimVµ) eµ

24.4.6.7. Der Charakter einer endlichdimensionalen Darstellung ist stabil unter
der Weylgruppe. In der Tat folgt aus der Darstellungstheorie der sl(2; k) nach
24.1.2.14, daß geeignete Potenzen von Erzeugern von gα und g−α Isomorphismen
zwischen den Gewichtsräumen zu λ und sαλ liefern.

Satz 24.4.6.8 (Weyl’sche Charakterformel). Für jedes dominante Gewicht λ ∈
X+ gilt in Quot(Zh∗) für den Charakter der endlichdimensionalen einfachen Dar-
stellung mit höchstem Gewicht λ die Formel

ch L(λ) =

∑
w∈W (−1)l(w) ew(λ+ρ)∑
w∈W (−1)l(w) ewρ

24.4.6.9. Der Beweis wird im Anschluß an den Beweis von 24.4.6.29 gegeben.
Die Formel selbst ist insbesondere für theoretische Überlegungen nützlich, für
praktische Berechnungen scheint mir 24.4.6.27 sehr viel besser, und es gibt sogar
noch bessere Verfahren. Das Vorzeichen (−1)l(w) ist übrigends gerade die Deter-
minante von w. In 22.5.10.6 erklären wir, inwiefern diese Formel die Charaktere
der Darstellungen kompakter Liegruppen liefert.

Beispiel 24.4.6.10. Man prüft sofort, daß sich korrekt ch L(0) = e0 ergibt. Im Fall
g = sl(2; k) haben wir ρ = α/2 und X+ = Nρ und es ergibt sich für alle n ∈ N
korrekt

ch L(nρ) =
e(n+1)ρ− e−(n+1)ρ

eρ− e−ρ
= enρ + e(n−2)ρ + . . .+ e−nρ

24.4.6.11. Ist g einfach und β ∈ R+ die höchste Wurzel, so ist L(β) die ad-
jungierte Darstellung und die Weyl’sche Charakterformel spezialisiert zu einer
bemerkenswerten kombinatorischen Identität, die der Leser selbst ausschreiben
mag.
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24.4.6.12. Wir erweitern nun unseren Charakterring so, daß wir auch mit Charak-
teren von Verma-Moduln rechnen können.

Definition 24.4.6.13. Ganz allgemein können wir die Menge Ens(h∗,Z) aller Ab-
bildungen von h∗ nach Z betrachten. Wir schreiben solche Abbildungen f : h∗ →
Z als unendliche formale Ausdrücke f =

∑
f(λ) eλ und ordnen jeder Darstel-

lung V von g oder sogar von h mit endlichdimensionalen Gewichtsräumen ihren
Charakter chV ∈ Ens(h∗,Z) zu vermittels der Vorschrift

chV =
∑

(dimVµ) eµ

24.4.6.14. Offensichtlich bilden die Charaktere aller Vermamoduln eine linear un-
abhängige Familie in Ens(h∗,Z) und dasselbe gilt für die Charaktere aller einfa-
chen höchsten Gewichtsmoduln. Ich wüßte aber nicht, wie man die Multiplikation
in Zh∗ sinnvoll auf ganz Ens(h∗,Z) ausdehnen könnte. Um dennoch mit Charak-
teren von Vermamoduln rechnen zu können, arbeiten wir mit einer geeigneten
Untergruppe.

Definition 24.4.6.15 (Erweiterter Charakterring). Bezeichne

Zqh∗ ⊂ Ens(h∗,Z)

die Menge aller Abbildungen von h∗ nach Z, deren Träger in einer Vereinigung
von endlich vielen Mengen der Form λ − |R+〉 enthalten ist, in anderen Formeln
also Mengen der Form {λ−

∑
nαα | n ∈ Ens(R+,N)}.

24.4.6.16. Wir fassen Zh∗ ⊂ Zqh∗ als die Teilmenge aller Funktionen mit end-
lichem Träger auf und können die Multiplikation in Zh∗ zu einer assoziativen
kommutativen Multiplikation auf Zqh∗ fortsetzen durch die Vorschrift (fg)(ν) =∑

λ+µ=ν f(λ)g(µ). Unsere Trägerbedingung stellt dabei sicher, daß in diesen Sum-
men nur endlich viele Terme nicht verschwinden. Man kann sich überlegen, daß
dieser erweiterte Charakterring auch ein Integritätsring ist, aber wir werden das
nicht benötigen. Als Beispiel für die Nützlichkeit unseres erweiterten Charakter-
rings zeigen wir gleich ein Lemma.

24.4.6.17. SindM,N zwei h-Moduln mit endlichdimensionalen Gewichtsräumen
derart, daß beide die Summe ihrer Gewichtsräume sind und daß ihre Charaktere
beide zu Zqh∗ gehören, so gilt ch(M ⊗N) = (chM)(chN).

Lemma 24.4.6.18. Der Charakter eines Vermamoduls wird gegeben durch die
Formel ch ∆(λ) = eλ

∏
α∈R+(1+e−α + e−2α + . . .). Insbesondere gilt in Zqh∗ die

Formel ( ∏
α∈R+

(1− e−α)

)
ch ∆(λ) = eλ
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Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten. Die erste Aussage drückt
unsere Erkenntnisse über Vermamoduln aus 24.4.4.3 in unserem neuen Formalis-
mus aus, da ja offensichtlich gilt

∏
α∈R+(1 + e−α + e−2α + . . .) =

∑
µP(µ) e−µ.

24.4.6.19. Wir interessieren uns nun für den Eigenwert des Casimiroperators auf
einem Vermamodul. Bezeichne κ̄ : h → h∗ den von der Killingform κ indu-
zierten Isomorphismus, charakterisiert durch 〈κ̄(h), h′〉 = κ(h, h′) ∀h, h′ ∈ h.
Bezeichne

( , )

die Bilinarform auf h∗, die unter dem Isomorphismus κ̄ der Killingform auf h
entspricht. Haben wir κ̄ : h 7→ λ, so folgt für alle µ ∈ h∗ auch µ(h) = (λ, µ).
Nach 24.2.3.26 ist unsere Bilinearform positiv definit auf dem von den Wurzeln
aufgespannten Q-Untervektorraum 〈R〉Q. Nach dem anschließenden Lemma ist
unsere Bilinearform invariant unter der Weylgruppe.

Lemma 24.4.6.20. Die Restriktion der Killingform einer komplexen halbeinfa-
chen Liealgebra auf eine Cartan’sche ist invariant unter der Weylgruppe.

Erster Beweis. Für x, y ∈ h und w ∈ W rechnen wir

κ(x, y) = tr(ad x ad y) =
∑

α∈R〈α, x〉〈α, y〉
κ(wx,wy) =

∑
α∈R〈α,wx〉〈α,wy〉 =

∑
α∈R〈w−1α, x〉〈w−1α, y〉

Zweiter Beweis. Natürlich ist die Killingform einer endlichdimensionalen Lieal-
gebra invariant unter jedem Automorphismus τ unserer Liealgebra, in Formeln
κ(τx, τy) = κ(x, y) für alle x, y. Die Elemente der Weylgruppe operieren aber
nach 24.2.6.6 auf der Cartan’schen wie die Elemente des Normalisators unserer
Cartan’schen in der adjungierten Gruppe, wenn man denn weiß, was alle diese
Begriffe bedeuten.

Lemma 24.4.6.21. Jeder Endomorphismus eines Vermamoduls ist die Multipli-
kation mit einem Skalar.

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen k ↪→ Endg ∆(λ) ↪→ Endk(∆(λ)λ). Die
Zweite ist injektiv, da ∆(λ)λ nach 24.4.4.3 schon ∆(λ) erzeugt. Die Verknüpfung
ist eine Bijektion, da ja nach 24.4.4.3 der höchste Gewichtsraum eines Vemamo-
duls eindimensional ist. Also sind unsere Abbildungen alle drei Bijektionen.

Lemma 24.4.6.22 (Eigenwert des Casimir auf Vermamoduln). Der Casimir-
operator C = Cκ aus 24.2.1.17 operiert auf dem Verma-Modul ∆(λ) durch den
Skalar cλ = (λ+ ρ, λ+ ρ)− (ρ, ρ) in den Notationen aus 24.4.6.19.
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24.4.6.23. Dies Lemma gilt unverändert, wenn wir die Killingform ersetzen durch
eine beliebige invariante nichtausgeartete symmetrische Bilinearform auf unserer
halbeinfachen Liealgebra. Es zeigt im Übrigen in Verbindung mit 24.4.4.13 auch
(λ, λ) = (wλ,wλ) zumindest für alle ganzen Gewichte λ und alle w ∈ W .

Beweis. Nach 24.4.3.37 können wir den Casimiroperator C als Element des Zen-
trums der universellen Einhüllenden auffassen. Wir müssen nach 24.4.6.21 nur
ausrechnen, durch welchen Skalar er auf dem höchsten Gewichtsraum ∆(λ)λ ope-
riert. Dazu wählen wir für α ∈ R+ Wurzelvektoren xα ∈ gα und yα ∈ g−α mit
κ(xα, yα) = 1, wählen des weiteren eine Orthonormalbasis h1, . . . , hn von h unter
der Killing-Form κ und erhalten

C =
∑

α∈R+ yαxα + xαyα +
∑n

i=1 h
2
i

=
∑

α∈R+ 2yαxα + [xα, yα] +
∑n

i=1 h
2
i

Dieser Ausdruck operiert auf ∆(λ)λ wegen xα∆(λ)λ = 0 durch den Skalar

cλ =
∑
α∈R+

λ([xα, yα]) +
n∑
i=1

λ(hi)
2

Schreiben wir λ = κ̄(h), so liest sich unser Skalar als

cλ =
∑
α∈R+

κ(h, [xα, yα]) +
n∑
i=1

κ(h, hi)
2

Wegen κ(h, [xα, yα]) = κ([h, xα], yα) = α(h)κ(xα, yα) = α(h) ergibt sich schließ-
lich für unseren Skalar die Formel

cλ = 2ρ(h) + κ(h, h)
= (2ρ, λ) + (λ, λ)
= (λ+ ρ, λ+ ρ)− (ρ, ρ)

Ergänzung 24.4.6.24 (Formel von Freudenthal). Der Beweis von 24.4.6.22 lie-
fert bereits eine Formel zur induktiven Berechnung irreduzibler Charaktere. Ist
L = L(mρ) die (m + 1)-dimensionale einfache Darstellung von sl(2;C) und ist
e, h, f die Standardbasis von sl(2;C) wie in 24.1.2.14, so liefern die Formeln aus
dem Beweis dort, daß die Operation von fe auf jedem von Null verschiedenen
Gewichtsraum L(mρ)mρ−iα geschieht durch den Skalar (m− i+ 1)i, den wir mit
µ := mρ− iα auch schreiben können als

(m− i+ 1)i =
∑
j≥1

(dim L(mρ)µ+jα)〈µ+ jα, α∨〉



24.4. EINFACHE ENDLICHDIMENSIONALE DARSTELLUNGEN 4213

Die rechte Seite wird nun zusätzlich Null für alle Gewichte µ mit L(mρ)µ = 0
und das zeigt, daß für alle endlichdimensionalen Darstellungen V der Liealgebra
sl(2;C) und alle Gewichte µ gilt

tr(fe|Vµ) =
∑
j≥1

(dimVµ+jα)〈µ+ jα, α∨〉

Gegeben x ∈ gα und y ∈ g−α mit [x, y] = α∨ folgt aus der Formel κ(h, [x, y]) =
α(h)κ(x, y) vom Beginn des Beweises von 24.2.3.15 sofort

κ(α∨, α∨) = 2κ(x, y)

Gegeben xα ∈ gα und yα ∈ g−α mit κ(xα, yα) = 1 folgt umgekehrt dann auch,
daß xα, α

∨ und (κ(α∨, α∨)/2)yα ein sl2-Tripel (e, h, f) bilden. Für λ ∈ 〈R〉Q
kürzen wir nun

√
(λ, λ) = |λ| ab. Für die Spur des Casimir auf dem Gewichts-

raum L(λ)µ ergeben sich mit 24.4.6.22 und den Formeln aus dem Beweis dieses
Lemmas die beiden Gleichungen

tr(C|L(λ)µ) = (dim L(λ)µ) (|λ+ ρ|2 − |ρ|2)

tr(C|L(λ)µ) =
∑

α∈R+(2/κ(α∨, α∨))
∑

j≥1(dim L(λ)µ+jα) 〈µ+ jα, α∨〉
+ (dim L(λ)µ) (|µ+ ρ|2 − |ρ|2)

Aus dem Vergleich dieser beiden Formeln zusammen mit der Erkenntnis κ̄(α∨) =
2α/(α, α) ergibt sich dann schließlich Freudenthal’s Formel

(dim L(λ)µ) (|λ+ ρ|2 − |µ+ ρ|2) = 2
∑
α∈R+

∑
j≥1

(dim L(λ)µ+jα) (µ+ jα, α)

Sie erlaubt es, induktiv die Dimension eines Gewichtsraums in einer einfachen
Darstellung aus den Dimensionen der Gewichtsräume zu höheren Gewichten zu
berechnen.

Lemma 24.4.6.25 (Kompositionsreihen von Vermamoduln). Jeder Vermamo-
dul ∆(λ) hat endliche Länge und jeder einfache Subquotient von ∆(λ) ist ein ein-
facher höchster Gewichtsmodul L(µ) mit µ ≤ λ und (µ+ρ, µ+ρ) = (λ+ρ, λ+ρ).

Beweis. Die zweite Aussage folgt aus 24.4.4.7.3 und 24.4.6.22, da der Casimir-
Operator auf jedem Subquotienten von ∆(λ) auch durch den Skalar cλ operieren
muß. Wir folgern daraus zunächst einmal, daß es überhaupt nur endlich viele µ
gibt, die als höchste Gewichte einfacher Subquotienten unseres Vermamoduls in
Frage kommen. Aus µ ≤ λ folgt ja unter anderem µ = λ + ν mit ν ∈ 〈R〉.
Nun gibt es aber nur endlich viele Elemente des Wurzelgitters ν ∈ 〈R〉 mit
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(λ + ρ, λ + ρ) = (λ + ν + ρ, λ + ν + ρ). Für λ ∈ 〈R〉R ist das leicht zu se-
hen, denn unsere Bilinearform ( , ) ist nach 24.2.3.26 positiv definit auf 〈R〉R
und jede diskrete kompakte Menge ist endlich. Für λ beliebig mag man bemer-
ken, daß unsere Gleichung gleichbedeutend ist zu (ν, ν) + 2(λ + ρ, ν) = 0 und
daß alle Lösungen damit bereits im Teilraum A := {ν ∈ 〈R〉Q | (λ, ν) ∈ Q}
liegen müssen. Nun finden wir λ′ ∈ 〈R〉Q mit (λ′, ν) = (λ, ν) ∀ν ∈ A und indem
wir λ durch λ ersetzen, können wir uns auf den bereits behandelten Fall zurück-
ziehen. Das zeigt, daß es überhaupt nur endlich viele µ gibt, die als höchste Ge-
wichte einfacher Subquotienten unseres Vermamoduls in Frage kommen. Weiter
hat jeder von Null verschiedene Subquotient S von ∆(λ) selbst einen einfachen
Subquotienten, ganz allgemein besitzt ja nach 7.4.7.25 jeder von Null verschie-
dene Modul über einem Ring einen einfachen Subquotienten. Damit gibt es al-
so für jeden von Null verschiedenen Subquotienten S von ∆(λ) ein Gewicht µ
mit (µ + ρ, µ + ρ) = (λ + ρ, λ + ρ) und Sµ 6= 0. Wir können dann die Länge
l(∆(λ)) einer in jedem Schritt echt absteigenden Filtrierung der Darstellung ∆(λ)
abschätzen durch

l(∆(λ)) ≤
∑

dimk ∆(λ)µ

mit der Summe über alle µ ≤ λ mit (µ+ ρ, µ+ ρ) = (λ+ ρ, λ+ ρ).

24.4.6.26. Wir erinnern an die „zum Fixpunkt −ρ verschobene“ Operation von
W auf h∗, gegeben durch die Formel w · λ = w(λ+ ρ)− ρ.

Satz 24.4.6.27 (Kostant’sche Charakterformel). Gegeben λ ∈ X+ ein dominan-
tes Gewicht ist der Charakter der einfachen Darstellung mit höchstem Gewicht λ
die alternierende Summe über die Charaktere der Vermamoduln mit höchstem
Gewicht in der Bahn von λ unter der dot-Operation der Weylgruppe, in Formeln

ch L(λ) =
∑
w∈W

(−1)l(w) ch ∆(w · λ)

Beispiel 24.4.6.28. Im Fall der Liealgebra sl(2) liefert die Einbettung von Verma-
moduln aus 24.4.4.13 offensichtlich für alle m ∈ N eine kurze exakte Sequenz
∆((−m− 2)ρ) ↪→ ∆(mρ)� L(mρ), die die obige Formel direkt liefert.

Beweis. Für λ ∈ 〈R〉Q kürzen wir
√

(λ, λ) = |λ| ab. Lemma 24.4.6.25 sagt uns,
daß wir den Charakter von ∆(λ) schreiben können in der Form

ch ∆(λ) =
∑
µ≤λ

|µ+ρ|=|λ+ρ|

aµλ ch L(µ)
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für geeignete aµλ ∈ N mit aλλ = 1. Da sich eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen
auf der Diagonalen stets invertieren läßt, können wir umgekehrt auch den Charak-
ter von L(λ) schreiben in der Form

ch L(λ) =
∑
µ≤λ

|µ+ρ|=|λ+ρ|

bµλ ch ∆(µ)

für geeignete bµλ ∈ Zmit bλλ = 1. Insoweit gilt alles für beliebige λ ∈ h∗Q und wenn
wir die Notation |µ| vermeiden sogar für beliebige λ ∈ h∗. Ist λ nun dominant,
so hat L(λ) endliche Dimension nach 24.4.4.10 und ch L(λ) ist nach 24.4.1.20
invariant unter der Weylgruppe W . Wir multiplizieren dann beide Seiten unserer
Gleichung mit ∏

α∈R+

(eα/2− e−α/2) = eρ
∏
α∈R+

(1− e−α)

und erhalten mit der Abkürzung dν = bν−ρλ und 24.4.6.18 die Formel( ∏
α∈R+

eα/2− e−α/2

)
ch L(λ) =

∑
µ

bµλ eµ+ρ =
∑
ν

dν eν

mit der zusätzlichen Information dλ+ρ = 1 und dν = 0 falls |ν| 6= |λ + ρ| oder
ν 6≤ λ+ ρ. Nach 23.2.2.7 ändert die linke Seite ihr Vorzeichen, wenn man darauf
eine einfache Spiegelung sβ anwendet. Dasselbe muß dann auch für die rechte
Seite gelten und wir folgern dν = (−1)l(w)dwν für alle w ∈ W . Insbesondere
haben wir damit sogar dν = 0 falls nicht |ν| = |λ + ρ| und wν ≤ λ + ρ für
alle w ∈ W . Mit dem anschließenden Lemma 24.4.6.29 folgt dν = 0 falls nicht
gilt ν ∈ W (λ + ρ), und mit unserer zusätzlichen Information dλ+ρ = 1 und
Zurückparametrisieren folgt die Kostant’sche Charakterformel.

Lemma 24.4.6.29. Sei µ ∈ X+ ein dominantes Gewicht und ν ∈ X ein ganzes
Gewicht. Aus |ν| = |µ| und wν ≤ µ für alle w ∈ W folgt ν ∈ Wµ.

Beweis. Jedes ganze Gewicht läßt sich mitW nach X+ konjugieren, und sein „Be-
trag“ ändert sich nach 24.4.6.23 dabei nicht. Wir dürfen also ohne Beschränkung
der Allgemeinheit ν ∈ X+ annehmen und müssen nur für µ, ν ∈ X+ aus ν ≤ µ
und |ν| = |µ| folgern ν = µ. Nun ist ja per definitionem das Skalarprodukt eines
Vektors aus der dominanten Weylkammer mit einer positiven Wurzel stets nicht-
negativ, als da heißt, unter unseren Voraussetzungen schließen µ− ν und ν einen
stumpfen Winkel ein. Dann aber muß die Summe mindestens genauso lang sein
wie jeder der beiden Summanden, und Gleichheit der Längen ist nur möglich,
wenn der entsprechende Summand mit der Summe übereinstimmt.
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Illustration zu Lemma 24.4.6.29. Fett eingezeichnet sind alle dominanten
Gewichte ν ∈ X+ mit ν ≤ µ. Als magere Punkte eingezeichnet sind die anderen
ganzen Gewichte ν ∈ X mit ν ≤ µ, soweit sie eben ins Bild passen. Die Grenzen

des Bereichs, in dem Gewichte ≤ µ zu finden sind, stehen senkrecht auf den
Wänden des dominanten Alkoven. Man erkennt, daß alle von µ verschiedenen

fetten Punkte näher am Ursprung liegen.
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Beweis der Weyl’schen Charakterformel 24.4.6.8. Wir teilen die Formel( ∏
α∈R+

eα/2− e−α/2

)
ch L(λ) =

∑
w∈W

(−1)l(w) ew(λ+ρ)

aus dem Beweis der Kostant’schen Charakterformel 24.4.6.27 durch ihre Spezia-
lisierung an λ = 0.

24.4.6.30. Die Spezialisierung obiger Formel bei λ = 0 ist auch für sich genom-
men eine bemerkenswerte kombinatorische Identität, die sogenannte Weyl’sche
Nennerformel

eρ
∏
α∈R+

(1− e−α) =
∏
α∈R+

(eα/2− e−α/2) =
∑
w∈W

(−1)l(w) ewρ

Einen direkten Beweis der Weyl’schen Nennerformel geben wir in 22.5.10.10.

Beweis der Weyl’schen Dimensionsformel 24.4.6.2. Es liegt nahe, den Ringhomo-
morphismus a : Zh∗ → Z zu betrachten mit a(eλ) = 1 ∀λ ∈ h∗. Wir be-
zeichnen ihn mit a, da seine Einschränkung auf ZX entspricht unter dem Iso-
morphismus CX ∼→ O(TC) unseres Gruppenrings mit dem Ring der regulären
Funktionen auf einem geeigneten algebraischen Torus TC dem Auswerten am
neutralen Element entspricht. Nun gilt natürlich dim L(λ) = a(ch L(λ)), nur
führt uns die Weyl’sche Charakterformel zunächst auf die wenig hilfreiche Re-
lation 0 · dim L(λ) = 0. Um hier weiterzukommen benutzen wir eine abstrakte
Version der Regel von de l’Hospital. Dazu bilden wir in unserem Gruppenring
Zh∗ den Teilring ZX und betrachten für α ∈ R+ den Gruppenhomomorphis-
mus ∂α : ZX → ZX mit ∂α(eµ) = 〈µ, α∨〉 eµ. Man prüft mühelos, daß ∂α eine
Derivation ist und daß die ∂α für verschiedene α kommutieren. Unter unserem
Isomorphismus CX ∼→ O(TC) entspricht ∂α im übrigen dem Anwenden des inva-
rianten Vektorfeldes zu α∨ ∈ LieTC. Ist D =

∏
α∈R+ ∂α ∈ EndZX das Produkt

der ∂α, so gilt offensichtlich aD eµ =
∏

α∈R+〈µ, α∨〉. Mit 23.2.2.7 folgt daraus
aD ewµ = (−1)l(w)aD eµ zuerst für w eine einfache Spiegelung und dann für
beliebige w ∈ W . Unter der Übersetzung in O(TC) ist diese Formel im übrigen
auch ohne weitere Rechnung evident. Betrachten wir nun die aus der Kombination
der Weyl’schen Charakterformel und der Weyl’schen Nennerformel entstehende
Gleichung (

eρ
∏
α∈R+

(1− e−α)

)
ch L(λ) =

∑
w∈W

(−1)l(w) ew(λ+ρ)
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und wenden auf beide Seiten aD an, so ergibt sich

aD

(
eρ
∏
α∈R+

(1− e−α)

)
a(ch L(λ)) = |W |

∏
α∈R+

〈λ+ ρ, α∨〉

denn „kriegt einer der Faktoren 1 − e−α keine Derivation ab, so verschwindet er
unter a“. Setzen wir hier a(ch L(λ)) = dimC L(λ) ein und teilen unsere Gleichung
durch ihre Spezialisierung an λ = 0, so ergibt sich die Weyl’sche Dimensionsfor-
mel 24.4.6.2.

24.4.6.31. Die Gewichte maximaler Länge in einer einfachen endlichdimensio-
nalen Darstellung nennen wir ihre extremen Gewichte. Die extremen Gewichte
von L(ν) sind nach 24.4.6.29 gerade die Weylgruppenkonjugierten des höchsten
Gewichts, als da heißt, die Elemente von Wν.

Satz* 24.4.6.32 (Formel von Klimyk). Gegeben λ, µ, ν ∈ X+ dominante Ge-
wichte gelten für die Vielfachheit [L(µ)⊗L(ν) : L(λ)] von L(λ) als Summand der
Tensordarstellung die Formeln

[L(µ)⊗ L(ν) : L(λ)] =
∑

y∈W (−1)l(y) dim L(µ)λ−y·ν ≤ dim L(µ)λ−ν

24.4.6.33. Ist µ klein im Vergleich zu ν in dem Sinne, daß für alle einfachen
Wurzeln α und alle z ∈ W gilt 〈ν + zµ, α∨〉 ≥ −1, so haben wir in der obigen
Formel sogar ganz rechts Gleichheit für alle λ. Auch im allgemeinen zeigt unsere
Formel [L(µ) ⊗ L(ν) : L(λ)] 6= 0 ⇒ |λ − ν| ≤ |µ| bezüglich jedes unter der
Weylgruppe invarianten Skalarprodukts auf 〈R〉Q.

Beweis. Ist E irgendeine endlichdimensionale Darstellung und Pµ(E) die Multi-
menge ihrer Gewichte im Sinne von 2.1.6.8, wobei jedes Gewicht mit der Dimen-
sion des zugehörigen Gewichtsraums gewichtet wird und der „Multimengenan-
zeiger“ µ nicht mit dem Gewicht µ zu verwechseln ist, so liefert die Kostant’sche
Charakterformel 24.4.6.27

ch(E ⊗ L(ν)) =
∑

y∈W, τ∈Pµ(E)

(−1)l(y) ch ∆(y · ν + τ)

Um die Vielfachheit von L(λ) in E⊗L(ν) zu bestimmen, müssen wir nur auf der
rechten Seite die Summanden ∆(λ) zählen und erhalten die Gleichung aus der
Formel von Klimyk in der Gestalt

[E ⊗ L(ν) : L(λ)] =
∑

y∈W,τ∈Pµ(E)
y·ν+τ=λ

(−1)l(y) =
∑
y∈W

(−1)l(y) dimEλ−y·ν

Ebenso finden wir auch ch(E ⊗∆(ν)) =
∑

τ∈Pµ(E) ch ∆(ν + τ) und damit sofort
[E⊗∆(ν) : L(λ)] = dimEλ−ν . Das liefert dann auch die Ungleichung in obigem
Satz.
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24.4.6.34. Haben wir nun wieder E = L(µ), so können wir die Kostant’sche Cha-
rakterformel auch mit der Kostant’schen Partitionsfunktion aus 24.4.4.3 schreiben
in der Gestalt

dim L(µ)η =
∑
x∈W

(−1)l(x)P(x · µ− η)

Setzen wir das in die Formel von Klimyk 24.4.6.32 ein, so ergibt sich die Formel
von Steinberg

[L(µ)⊗ L(ν) : L(λ)] =
∑
x,y∈W

(−1)l(xy)P(x · µ+ y · ν − λ)

24.4.6.35. Sei T ⊂ GL(n,C) die Gruppe der invertierbaren Diagonalmatrizen
und εi : T → C× die Projektion auf den i-ten Diagonaleintrag. Die Charakter-
gruppe X(T ) ist die freie abelsche Gruppe über den εi und ihr Gruppenring ist
der Ring Z[Xi, X

−1
i ] der Laurentpolynome in Veränderlichen X1, . . . , Xn, wo wir

eεi = Xi abgekürzt haben, d.h. Xi ist εi aufgefaßt als Element des Gruppenrings.
Der Charakter definiert einen Ringisomorphismus

Grothendieckgruppe der
endlichdimensionalen polynomialen

Darstellungen von GL(n;C)

 ∼→ Z[X1, . . . , Xn]Sn

des Darstellungsrings der polynomialen Darstellungen mit dem Ring der symme-
trischen Polynome. Die irreduziblen Darstellungen entsprechen hierbei den so-
genannten Schur-Polynomen. Gegeben natürliche Zahlen λ1 ≥ . . . ≥ λn ≥ 0
gehört genauer zur irreduziblen Darstellung L(λ) mit höchstem Gewicht λ1ε1 +
. . .+ λnεn das Schurpolynom Sλ mit der kombinatorischen Definition

Sλ = det(Xλi+n−i
j )/ det(Xn−i

j )

In der Tat folgt das aus der Weyl’schen Charakterformel und der Erkenntnis, daß
wir eine Identität haben der Gestalt

Xn−1
1 Xn−2

2 . . . X2
n−2X

1
n−1X

0
n = eρ+κ

mit κ einem Gewicht, das invariant ist unter der Weylgruppe. Etwas Vorsicht ist
jedoch geboten, denn weder ρ noch κ gehören zu X(T ).

Proposition* 24.4.6.36 (Konvexität von Gewichtsmengen). Die Menge der Ge-
wichte einer einfachen endlichdimensionalen Darstellung einer komplexen reduk-
tiven Liealgebra ist der Schnitt des um das höchste Gewicht verschobenen Wur-
zelgitters mit der konvexen Hülle der Bahn des höchsten Gewichts unter der Weyl-
gruppe, in Formeln

P(L(λ)) = Conv(Wλ) ∩ (λ+ 〈R〉)
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Illustration von Proposition 24.4.6.36 über die Gewichte einer irreduziblen
Darstellung. Im Bild stellen die fetten Punkte ganze Gewichte dar und die

eingekreisten fetten Punkte die Gewichte einer speziellen irreduziblen
Darstellung. Über die Dimension der zugehörigen Gewichtsräume wird hier
keine Aussage gemacht, nur daß das eben genau die Gewichte mit von Null

verschiedenen Gewichtsräumen in unserer Darstellung sind.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, daß beide Seiten mit dem Abschluß C̄+ der domi-
nanten Weylkammer denselben Schnitt haben. Aber seiK− der von den negativen
Wurzeln erzeugte Kegel. Man sieht leicht

Conv(Wλ) ⊂ λ+K−

und wir behaupten zunächst, daß hier beide Seiten denselben Schnitt mit C̄+ ha-
ben. Man kann ja wohl zeigen, daß für zwei endlich erzeugte Kegel, die durch
eine Hyperebene getrennt werden in dem Sinne, daß sie abgesehen vom Ursprung
ganz im einen beziehungsweise im anderen offenen Halbraum liegen, der Schnitt
des Einen mit dem verschobenen Anderen die konvexe Hülle der Menge aller
einelementigen Schnitte von Facetten unserer beiden Kegel ist. Unser Schnitt
C̄+ ∩ (λ + K−) hat nun als extreme Punkte gerade die Punkte, die man erhält,
wenn man λ senkrecht bezüglich eines unter der Weylgruppe invarianten Skalar-
produkts auf den Träger einer Facette von C̄+ projiziert. Diese Punkte liegen aber
auch in Conv(Wλ) als die Schwerpunkte der Bahnen WFλ für WF die Stand-
gruppe der fraglichen Facette. Damit folgt schon mal

Conv(Wλ) ∩ C̄+ = (λ+K−) ∩ C̄+

Schneiden wir aber die rechte Seite mit dem um λ verschobenen Wurzelgitter
λ+ 〈R〉, so sollte sl2-Theorie zeigen, daß wir gerade P(L(λ))∩ C̄+ erhalten.

Ergänzung 24.4.6.37. Jetzt betrachten wir die Menge

D :=

{
ρ−

∑
α∈R+

tαα

∣∣∣∣∣ 0 ≤ tα ≤ 1

}
Sie kann auch beschrieben werden als die konvexe Hülle D = Conv(Wρ), denn
beide Seiten dieser Gleichung sind invariant unter der Weylgruppe und haben den-
selben Schnitt mit dem Abschluß der dominanten Weylkammer. Nun zeigen wir
für alle Gewichte µ, ν aus dem Abschluß der dominanten Weylkammer die Inklu-
sion

µ+ Conv(Wν) ⊂ Conv(W (µ+ ν))

Um das zu sehen, brauchen wir ja nur µ + Wν ⊂ Conv(W (µ + ν)) zu zeigen.
Wir behaupten sogar allgemeinerWµ+Wν ⊂ Conv(W (µ+ν)). Das hinwieder-
um scheint mir klar, da man die Punkte aus Wν beziehungsweise Wµ alle durch
geeignete Spiegelfolgen „immer über eine Wand“ kriegen kann und das Ende ei-
ner solchen Spiegelfolge für einen Punkt aus µ + Wν jeweils in der konvexen
Hülle der entsprechenden Spiegelfolge aus Wµ liegen muß. Daraus folgt, wenn
wir µ = λ − mρ und ν = mρ nehmen, was mich Steen gefragt hatte: Gege-
ben λ dominant und m das Minimum der Werte aller positiven Kowurzeln darauf
gehören die λ −

∑
α∈R+ nαα für 0 ≤ nα ≤ m alle zur Menge der Gewichte von

L(λ).



4222 KAPITEL 24. HALBEINFACHE LIEALGEBREN

Übungen

Übung 24.4.6.38. Man zeige mithilfe einer Streckung der Nennerformel 24.4.6.30
für eine beliebige halbeinfache Liealgebra die Formel

ch L(nρ) = enρ
∏
α∈R+

(1 + e−α + . . .+ e−nα)

Übung 24.4.6.39. Man folgere aus der Dimensionsformel, daß die symmetrischen
Potenzen SrCn+1 stets irreduzible Darstellungen von sl(n+ 1;C) sind. Sie haben
im übrigen das höchste Gewicht r$1. Wer Rechenzeit sparen will, sollte sich zu-
mindest den Fall n = 2 überlegen. Alternativ und vielleicht einfacher kann man
die Irreduzibilität auch wie in 24.1.2.23 begründen.

Übung 24.4.6.40. Ich sollte wohl einmal als Übung die fundamentale Darstellung
der Dimension 27 der Liealgebra vom Typ E6 diskutieren lassen.

Übung 24.4.6.41. Wir erinnern aus 24.4.2.9, daß die fundamentalen Gewichte
zu G2 die höchste Wurzel und die höchste kurze Wurzel sind. Die Darstellung
zur höchsten Wurzel ist natürlich die adjungierte Darstellung. Man zeige, daß die
Darstellungen zur höchsten kurzen Wurzel eine irreduzible Darstellung L der Di-
mension 7 ist mit den kurzen Wurzeln sowie der Null als Gewichten und eindi-
mensionalen Gewichtsräumen. Gegeben ein Gewicht λ und eine Wurzel α mit
Lλ 6= 0 6= Lλ+α zeige man xα : Lλ

∼→ Lλ+α für jeden von Null verschiedenen
Wurzelvektor xα. Jede von Null verschiedene invariante Bilinearform auf L ist
symmetrisch und liefert so eine Einbettung unserer Liealgebra vom Typ G2 in die
so(7).

Übung 24.4.6.42. Betrachtet man die Abbildung χ : Z[X] → Z[X]W , die jedem
eλ den Ausdruck

∑
w∈W (−1)l(w) ew(λ+ρ) zuordnet, so gilt χ(BA) = Bχ(A) für

alle B ∈ Z[X]W und A ∈ Z[X]. Das ist recht nahe an der Tensoridentität 25.2.4.1
und der Steinberg’schen Formel, man sieht es auch durch explizite Rechnung.

24.4.7 Cliffordalgebra und Spingruppe

24.4.7.1. Sei n ≥ 3. Nach 22.4.4.14 gilt dann |π1(SO(n))| = 2. Nach 16.5.2.5
gibt es also ein bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmtes Paar
(K,ϕ) bestehend aus einer einfach zusammenhängenden kompakten Liegruppe
K und einem stetigen Gruppenhomomorphismus ϕ : K → SO(n) mit zweiele-
mentigem Kern. Wir nennen diese einfach zusammenhängende Überlagerung K
der speziellen unitären Gruppe SO(n) die n-te Spin-Gruppe und notieren sie

Spin(n)
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Im folgenden wollen wir eine alternative Konstruktion dieser Gruppe angeben
und gleichzeitig diejenigen ihrer irreduziblen Darstellungen konstruieren, die in
der in 24.4.2.10 und 24.4.2.11 besprochenen allgemeinen Theorie zu fundamen-
talen höchsten Gewichten gehören und sich nicht als äußere Potenzen der Stan-
darddarstellung beschreiben lassen, also in der dortigen Notation die Darstellung
zum höchsten Gewicht $n und im Fall von geradem n zusätzlich die Darstellung
zum höchsten Gewicht $n−1. Das Grundprinzip unserer Konstruktionen ist in der
folgenden Bemerkung 24.4.7.2 enthalten. Wir werden sie auf den Fall der Cliffor-
dalgebra mit ihrer Operation von SO(n) anwenden und müssen dafür im weiteren
Verlauf erst einmal die Cliffordalgebra selbst besprechen.
24.4.7.2 (Automorphismen von Endomorphismenringen). Seien k ein Körper
und S ein endlichdimensionaler k-Vektorraum. Nach 8.3.5.12 liefert die Operati-
on durch Konjugation einen Gruppenisomorphismus

PGL(S)
∼→ RAlg×k (Endk(S))

zwischen der projektivisierten linearen Gruppe von S und der Gruppe der Ringal-
gebrenautomorphismen des Endomorphismenrings von S. Salopp gesprochen lie-
fert also jede Operation einer Gruppe G auf dem Endomorphismenring Endk(S)
eines endlichdimensionalen Vektorraums S durch Ringalgebrenautomorphismen
eine „projektive Operation“ derselben Gruppe G auf dem Vektorraum S.
24.4.7.3. Gegeben ein Körper k und ein k-Vektorraum V versteht man unter ei-
ner quadratischen Form auf V eine Abbildung q : V → k derart, daß es eine
Bilinearform b : V × V → k gibt mit q(v) = b(v, v).

Definition 24.4.7.4. Gegeben ein Körper k und ein k-Vektorraum V mit einer
quadratischen Form q : V → k erklärt man die Clifford-Algebra

Cliff(V ) = Cliffq(V )

als den Quotienten der Tensoralgebra TV nach dem Ideal, das von den Relatio-
nen v ⊗ v = q(v) mit v ∈ V erzeugt wird. Da dies Ideal homogen ist für die von
der offensichtlichen Z-Graduierung abgeleitete Z/2Z-Graduierung der Tensoral-
gebra, besitzt die Cliffordalgebra eine natürliche Z/2Z-Graduierung

Cliff(V ) = Cliff 0̄(V )⊕ Cliff 1̄(V )

Wir nennen die homogenen Elemente vom Grad 0̄ gerade und die homogenen
Elemente vom Grad 1̄ ungerade.

24.4.7.5. Gegeben ein Vektorraum V mit einer Bilinearform b vereinbaren wir
die Notation Cliffb(V ) := Cliffq(V ) für die Clifford-Algebra zur quadratischen
Form q = qb mit q(v) = b(v, v). In der Literatur findet man auch eine andere
Konvention, bei der man stattdessen mit q(v) = −b(v, v) arbeitet.
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24.4.7.6 (Die Cliffordalgebra durch Erzeuger und Relationen). Gegeben ein
Vektorraum V mit einer Bilinearform b und eine Basis (vi)i∈I von V mag man
die Cliffordalgebra Cliffb(V ) auch beschreiben als die Ringalgebra, die von den
Symbolen vi mit den Relationen v2

i = b(vi, vi) sowie vivj + vjvi = b(vi, vj) +
b(vj, vi) für alle i, j ∈ I erzeugt wird.

24.4.7.7. Gegeben Vektorräume mit quadratischen Formen (V, q) und (W, p) ist
die Abbildung (v, w) 7→ q(v) + p(w) eine quadratische Form auf V ⊕ W . Wir
notieren sie q ⊕ p. Die Vorschrift (v, w) 7→ v⊗̄w liefert einen Isomorphismus

Cliffq⊕p(V ⊕W )
∼→ Cliffq(V )⊗̄Cliffp(W )

für ⊗̄ das Supertensorprodukt von Z/2Z-graduierten Algebren aus 18.3.1.32, also
das übliche Tensorprodukt von Vektorräumen mit einer um das übliche Vorzei-
chen abgeänderten Multiplikation.

24.4.7.8 (Die Cliffordalgebra zur Standardform). Gegeben ein Körper k heiße
die quadratische Form q : kn → k gegeben durch q(x1, . . . , xn) = x2

1 + . . . + x2
n

die Standardform q = std. Die zugehörige Cliffordalgebra kürzen wir ab mit

Cliffn := Cliffstd(kn)

Man prüft explizit Cliff1
∼= k[τ ] mit τ 2 = 1 und mit der Graduierung, die τ den

Grad Eins gibt. Unter der Annahme char(k) 6= 2 und der Annahme der Existenz
einer Wurzel i aus (−1) erhalten wir einen Isomorphismus Cliff2

∼→ End(k1|1)
von Superringalgebren im Sinne von 18.3.1.10 und 18.3.1.33 mit der Notation ka|b

für Supervektorräume aus 18.2.1.18 durch e1 7→ (0
1

1
0) und e2 7→ (0

−i
i
0). Wegen

der Identität End(ka|b)⊗̄End(kc|d) ∼= End(kac+bd|ad+bc) aus 18.3.1.33 folgt mit
24.4.7.7 induktiv die Beschreibung Cliff2m

∼= End(k2m−1|2m−1
) der Cliffordal-

gebra als Superalgebra und nach Vergessen der Graduierung erhalten wir einen
Isomorphismus von Ringalgebren

Cliff2m
∼= Mat(2m; k)

Weiter erhalten wir, immer noch unter der Annahme char(k) 6= 2 und der Annah-
me der Existenz einer Wurzel i aus (−1), einen Isomorphismen von Superalgebren

Cliff2m+1
∼= End(k2m−1|2m−1

)⊗̄k[τ ]

für τ 2 = 1. Nun kann jede Superalgebra A als Algebra mit Operation der zwei-
elementigen Gruppe verstanden werden, deren nichttriviales Element durch 1 auf
den graden Elementen operiert und durch (−1) auf den ungeraden, und A⊗̄k[τ ]
als der vertwistete Gruppenring, dessen Modulkategorie äquivalent ist zur Kate-
gorie der äquivarianten alias graduierten A-Moduln. Die irreduziblen Cliff2m+1-
Moduln entsprechen so den graduiert irreduziblen graduierten Cliff2m-Moduln,
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und von denen gibt es offensichtlich genau Zwei, nämlich den Modul k2m−1|2m−1

und denselben Modul mit der vertauschten Graduierung. Damit besitzt Cliff2m+1

bis auf Isomorphismus genau zwei irreduzible Moduln, die beide die Dimension
2m haben, und mithilfe eines Dimensionsvergleichs liefert die Operation einen
Isomorphismus von k-Ringalgebren

Cliff2m+1
∼= Mat(2m; k)×Mat(2m; k)

Insbesondere ist im Fall char(k) = 0 die Cliffordalgebra zu einer nichtausgearte-
ten Bilinearform auf einem endlichdimensionalen Vektorraum stets halbeinfach,
da sie nämlich unter einer geeigneten Körpererweiterung halbeinfach wird, ver-
gleiche 8.3.6.13.

24.4.7.9 (Operation der orthogonalen Gruppe auf der Cliffordalgebra). Ist V
ein Vektorraum über einem Körper k und q : V → k eine quadratische Form,
so operiert die Standgruppe O(V, q) unserer quadratischen Form offensichtlich
durch Ringalgebrenautomorphismen auf der zugehörigen Cliffordalgebra und wir
erhalten einen Gruppenhomomorphismus

O(V, q)→ RAlg×k (Cliffq(V ))

Genauso offensichtlich läßt sich, wenn wir zur Vereinfachung char k 6= 2 anneh-
men und die eindeutig bestimmte symmetrische Bilinearform b mit b(v, v) = q(v)
betrachten, die offensichtliche Operation der Standliealgebra o(V, b) unserer Bili-
nearform zu einer Operation durch Derivationen auf der Cliffordalgebra fortsetzen
und wir erhalten einen Liealgebrenhomomorphismus

can : o(V, b)→ Derk(Cliffb(V ))

24.4.7.10. Gegeben ein Körper k und eine k-Ringalgebra A haben wir stets einen
Homomorphismus von Liealgebren

ad : AL → Derk(A)

Sein Kern ist das Zentrum Z(A) von A. Ist insbesondere A = End(S) der En-
domorphismenring eines endlichdimensionalen k-Vektorraums S, so besteht das
Zentrum aus den skalaren Matrizen und unter der Annahme char(k) = 0 erhalten
wir eine Injektion

ad : sl(S) ↪→ Derk(End(S))

Ist allgemeiner A eine halbeinfache endlichdimensionale k-Ringalgebra und be-
zeichnet A(1)

L ⊂ AL den von den Kommutatoren erzeugten Untervektorraum, so
erhalten wir in derselben Weise eine Injektion

ad : A
(1)
L ↪→ Derk(A)
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In der Tat folgt das leicht für Ringalgebren A, die endliche Produkte von Matrix-
ringen sind. Da beide Seiten verträglich sind mit Körpererweiterungen, folgt es
dann mit 8.3.5.6 und 8.3.6.13 sogar für beliebige endlichdimensionale halbeinfa-
che Ringalgebren über einem Körper der Charakteristik Null.

Ergänzung 24.4.7.11 (Derivationen von Endomorphismenringen). Das folgen-
de ist eine infinitesimale Version von 24.4.7.2. Seien k ein Körper der Charakte-
ristik char k = 0 und S ein endlichdimensionaler k-Vektorraum. Nach 24.2.2.8
liefert die adjungierte Operation einen Isomorphismus von Liealgebren

ad : sl(S)
∼→ Derk(Endk(S))

Wir ordnen hier X ∈ Endk(S)L die Derivation (adX) : Y 7→ XY − Y X der
assoziativen Algebra Endk(S) zu und schränken diese Abbildung auf die Unter-
liealgebra der spurfreien Endomorphismen ein. Ist also in anderen Worten A eine
k-Ringalgebra, die isomorph ist zum Endomorphismenring eines endlichdimen-
sionalen k-Vektorraums, so liefert die adjungierte Operation einen Isomorphismus
von Liealgebren

ad : A
(1)
L

∼→ Derk(A)

zwischen der derivierten Liealgebra A(1)
L von AL alias dem von den Kommutato-

ren aufgespannten Teilraum und der Liealgebra der Derivationen von A. In dieser
Formulierung gilt es dann offensichtlich auch für Ringalgebren A, die endliche
Produkte von Matrixringen sind. Da beide Seiten verträglich sind mit Körperer-
weiterungen, folgt es dann mit 8.3.5.6 und 8.3.6.13 sogar für beliebige endlich-
dimensionale halbeinfache Ringalgebren über einem Körper der Charakteristik
Null.

24.4.7.12 (Die Spindarstellung). Gegeben (V, b) ein endlichdimensionaler Vek-
torraum mit einer symmetrischen und nichtausgearteten Bilinearform und q(v) =
b(v, v) betrachen wir den Isomorphismus ϕ : V ⊗ V ∼→ End(V ) gegeben durch
(ϕ(v ⊗ w))(u) = b(w, u)v. Außerdem betrachten wir das Aufmultiplizieren ψ :
V ⊗ V → Cliffq(V ) und finden für jeden Tensor T ∈ V ⊗ V und alle u ∈ V in
der Cliffordalgebra mit der Notation τ : V ⊗ V ∼→ V ⊗ V für die Vertauschung
die Identität

ψ(T )u− uψ(T ) = ϕ(T − τT )(u)

Weiter ist ϕ(T ) ∈ o(V, b) alias b(ϕ(T )x, u) + b(x, ϕ(T )u) = 0 offensichtlich
gleichbedeutend zu τT = −T . Erklären wir also α : o(V, b) → Cliffq(V ) durch
α(X) := ψ(ϕ−1(X)), so gilt in der Cliffordalgebra für alle u ∈ V die Identität
α(X)u− uα(X) = 2X(u) und wir haben

ad(α(X)) = can(2X) ∈ Der(Cliffq(V ))
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Andererseits gehört ψ(T − τT ) offensichtlich stets zur derivierten Liealgebra
Cliffq(V )

(1)
L alias dem von den Kommutatoren aufgespannten Teilraum. Nehmen

wir also zusätzlich an, daß wir über einem Körper der Charakteristik char(k) = 0
arbeiten, und setzen β(X) := α(X)/2, so folgt aus der Kommutativität des Dia-
gramms

o(V, b)

can

��

β

vvmmmmmmmmmmmm

Cliffq(V )
(1)
L
� � // Derk(Cliffq(V ))

zusammen mit der Erkenntnis 24.4.7.8, daß die Cliffordalgebra halbeinfach ist
und folglich die untere Horizontale nach 24.4.7.10 wie im Diagramm bereits an-
gedeutet injektiv sein muß, daß auch β ein Homomorphismus von Liealgebren ist.
Jeder Modul über der Cliffordalgebra wird damit eine Darstellung der orthogona-
len Liealgebra. Die direkte Summe aller einfachen Moduln bis auf Isomorphismus
der Cliffordalgebra heißt die Spin-Darstellung der entsprechenden orthogonalen
Liealgebra. Im folgenden besprechen wir, welche expliziten Formeln sich hinter
dieser allgemeinen Theorie verstecken.

24.4.7.13. Seien k ein Körper und V ein k-Vektorraum. Wir erinnern aus 4.6.5.21
für λ ∈ V ∗ das partielle Auswerten iλ :

∧n V →
∧n−1 V und die Identitäten

i2λ = 0 sowie im Ring der Endomorphismen der äußeren Algebra die für uns im
folgenden besonders bedeutsame Identität(

(v∧) + iλ
)2

= (v∧) ◦ iλ + iλ ◦ (v∧) = (λ(v)·)

24.4.7.14 (Die Spindarstellung zur Evaluationsform). Seien k ein Körper und
P,Q zwei k-Vektorräume. Jede bilineare Abbildung b : P ×Q→ k kann als eine
quadratische Form b : P ⊕Q→ k aufgefaßt werden. Wir erhalten in diesem Fall
nach 24.4.7.13 sogar einen Algebrenhomomorphismus

j : Cliffb(P ⊕Q)→ Endk(
∧
P )

durch j(p, q) = (p∧) + ib( ,q). Ist unsere Paarung eine nichtausgeartete Paarung
endlichdimensionaler Vektorräume, so können wir gleich von der Evaluationspaa-
rung ev mit dem Dualraum ausgehen. Auf diese Weise wird

∧
P offensichtlich

sogar ein einfacher Modul über Cliffev(P ⊕ P ∗). Dieser Modul bleibt einfach bei
jeder Erweiterung der Skalare zu einer Körpererweiterung von k und nach dem
Satz von Wedderburn 8.3.3.6 induziert die Operation damit einen surjektiven und
dann aus Dimensionsgründen sogar bijektiven Ringalgebrenhomomorphismus

Cliffev(P ⊕ P ∗) ∼→ Endk (
∧
P )
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Insbesondere besitzt auch für die Evaluationsform die Cliffordalgebra nur einen
einzigen einfachen Modul. Er fällt natürlich mit dem einzigen einfachen Modul
aus 24.4.7.8 zusammen, wenn die Evaluationsform isomorph ist zu einer Stan-
dardform und die Voraussetzungen aus 24.4.7.8 erfüllt sind.

Satz 24.4.7.15 (Basis der Cliffordalgebra). Seien k ein Körper und (V, q) ein k-
Vektorraum mit einer quadratischen Form und (vi)i∈I eine k-Basis von V und ≤
eine Anordnung von I . So bilden die streng monotonen Monome vi(1)vi(2) . . . vi(r)
mit i(1) < i(2) < . . . < i(r) und r ≥ 0 eine k-Basis der Cliffordalgebra.

Beweis in speziellen Fällen. Ist unser Raum endlichdimensional und die Charak-
teristik nicht Zwei, so folgt der Satz unmittelbar aus der vorhergehenden Bemer-
kung 24.4.7.7, aus Satz 4.2.3.11 über die Existenz einer Orthogonalbasis und
aus der Darstellbarkeit quadratischer Formen durch symmetrische Bilinearfor-
men.

Beweis im Allgemeinen. Gegeben v, w ∈ V gilt in der Cliffordalgebra die Identi-
tät (v + w)2 = v2 + vw + wv + w2 und folglich vw ∈ k1− wv. Das zeigt schon
mal, daß unsere streng monotonen Monome ein Erzeugendensystem bilden. Be-
trachten wir genauer eine Bilinearform b : V ×V → k mit b(v, v) = q(v) ∀v ∈ V ,
so finden wir in der Cliffordalgebra

vw + wv = b(v, w) + b(w, v)

Um die lineare Unabhängigkeit zu zeigen, konstruieren wir auf
∧
V eine Struktur

als Modul über der Cliffordalgebra. Dazu betrachten wir für jeden Vektor v ∈ V
die Linearform b(v, ) und den Endomorphismus

J(v) := (v∧ ) + ib(v, )

der äußeren Algebra und folgern mit unserer Vorüberlegung 24.4.7.13 sofort J(v)2 =
b(v, v). Das zeigt, daß die Vorschrift v 7→ J(v) zu einem Ringalgebrenhomomor-
phismus

J : Cliffq(V )→ End (
∧
V )

ausgedehnt werden kann. So wird
∧
V ein Cliffq(V )-Modul. Lassen wir ein Mo-

nom v1v2 . . . vr der Cliffordalgebra auf 1 ∈
∧
V operieren, so erhalten wir einen

Vektor in v1 ∧ . . . ∧ vr +
∧<r V . Die lineare Unabhängigkeit unserer streng mo-

notonen Monome folgt damit aus der Tatsache 4.6.5.6, daß die entsprechenden
Monome vi(1) ∧ . . . ∧ vi(r) linear unabhängig sind in der äußeren Algebra. Sie
bilden nach 4.6.5.6 sogar eine Basis der äußeren Algebra, mithin induziert das
Anwenden auf 1 ∈

∧
V eine Bijektion

Cliffq(V )
∼→
∧
V
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In anderen Worten ist unser Modul frei vom Rang Eins über der Cliffordalgebra
mit Erzeuger 1 ∈

∧
V .

24.4.7.16 (Gewichte für Dn). Wir erinnern für n ≥ 2 aus 24.2.3.32 das Wurzel-
system R = {±εi ± εj | 1 ≤ i < j ≤ n} mit der Bezeichnung Dn von so(2n).
Wir erinnern, daß die Weylgruppe aus allen Permutationen der εi gefolgt von der
Änderung einer geraden Zahl von Vorzeichen besteht. Wir erinnern aus Übung
23.2.2.17 seine Basis αi = εi−εi+1 für 1 ≤ i < n zusammen mit αn = εn−1 +εn.
Wir erinnern aus Übung 24.4.2.10 die zu dieser Basis gehörigen fundamentalen
dominanten Gewichte

$i = ε1 + . . .+ εi für 1 ≤ i < n− 1,
$n−1 = (ε1 + . . .+ εn)/2,
$n = (ε1 + . . .+ εn−1 − εn)/2.

Aus 22.2.5.12 folgt, daß für 1 ≤ i < n die äußeren Potenzen irreduzible Dar-
stellungen sind. Man erkennt unschwer

∧i(C2n) = L($i) für 1 ≤ i < n − 1
und

∧n−1(C2n) = L($n−1 + $n). Weiter folgt aus 22.2.5.12, daß
∧n(C2n) ei-

ne Summe von zwei irreduziblen Darstellungen ist. Man zeigt auch unschwer∧n(C2n) ∼= L(2$n−1)⊕ L(2$n). Irreduzible Darstellungen zu den höchsten Ge-
wichten $n−1 und $n liefert die sogenannte Clifford-Algebra, wie wir im An-
schluß besprechen.

24.4.7.17 (Konstruktion der Spindarstellung im geraden Fall). Wir betrachten
die komplexifizierte Cliffordalgebra Cliff2n des R2n mit seinem Standardskalar-
produkt. Sie trägt eine offensichtliche Operation der orthogonalen Gruppe O(2n).
Nach 24.4.7.15 hat diese Cliffordalgebra in unseren Konventionen aus 24.4.2.10
als Gewichte alle Summen über Teilmengen der 2n-elementigen Menge

{ε1, . . . , εn,−ε1, . . . ,−εn}

Nun besitzt sie nach 24.4.7.14 bis auf Isomorphismus genau einen einfachen
Cliffordmodul S und ist isomorph zur Ringalgebra EndC(S) der linearen Endo-
morphismen dieses Moduls. Halten wir einen solchen einfachen Modul S fest,
so erhalten wir erst mit 24.4.7.2 einen Liegruppenhomomorphismus SO(2n) →
PGL(S) und dann mit 22.4.4.22 für n ≥ 2, was wir ab jetzt stets annehmen wol-
len, einen Liegruppenhomomorphismus

Spin(2n)→ SL(S)

In anderen Worten kann demnach S so zu einer Darstellung der universellen Über-
lagerung von SO(2n) gemacht werden, daß die induzierte Operation auf EndC(S)
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von der bereits bekannten Operation von SO(2n) herkommt. Der prinzipale Auto-
morphismus unseres Wurzelsystems operiert auf dem Charaktergitter als die Iden-
tität bei geradem n und als die Vertauschung der beiden letzten fundamentalen
Gewichte $n−1 und $n bei ungeradem n. Ist

b$n−1 + c$n +
∑
i≤n−2

ai$i

Höchstgewicht einer irreduziblen Komponente der so(2n)-Darstellung S, so ist
c$n−1 + b$n +

∑
i≤n−2 ai$i Höchstgewicht einer irreduziblen Komponente von

S∗ und die Summe dieser beiden Höchstgewichte muß ein Gewicht von EndC(S)
sein. Wir folgern, daß alle ai Null sein müssen, da ε1 in keinem Gewicht von
EndC(S) mit einem Koeffizienten > 1 auftritt. In derselben Weise folgern wir
b + c ≤ 1. Als Höchstgewichte der irreduziblen Komponenten von S kommen
also nur $n−1, $n und 0 in Frage. Es kann aber nicht nur die Null als Höchst-
gewicht vorkommen. Also ist auch die Null ausgeschlossen, da kein εi in einem
Gewicht von EndC(S) mit einem Koeffizienten außerhalb von Z auftritt, und als
Höchstgewichte kommen nur $n−1 und $n in Frage. Beide müssen dann genauer
genau einmal vorkommen, sonst würden uns Gewichte von Endk(S) fehlen oder
hätten eine zu hohe Multiplizität. Für die Darstellung S von Spin(2n) folgern wir
einen Isomorphismus

S ∼= L($n)⊕ L($n−1)

24.4.7.18 (Konstruktion der Spindarstellung im ungeraden Fall). Jetzt be-
trachten wir die komplexifizierte Cliffordalgebra Cliff2n+1 des R2n+1 mit seinem
Standard-Skalarprodukt. Sie trägt eine offensichtliche Operation von O(2n + 1).
Nach 24.4.7.8 besitzt Cliff2n+1 bis auf Isomorphismus genau zwei irreduzible Mo-
duln V und W , die beide die Dimension 2n haben, und die Operation liefert einen
Isomorphismus von C-Ringalgebren

Cliff2n+1
∼→ EndC(V )× EndC(W )

Die beiden Faktoren sind eindeutig bestimmt und unsere Operation der orthogo-
nalen Gruppe O(2n+ 1) induziert eine Operation von SO(2n+ 1) auf jedem von
ihnen. Wie zuvor in 24.4.7.17 versehen wir dann V und W mit der Struktur einer
Darstellung der Spin-Gruppe Spin(2n+ 1). Nun sind die Gewichte der Standard-
darstellung der SO(2n + 1) nach 24.2.3.33 in der dortigen Notation die Null und
±εi für 1 ≤ i ≤ n. Die Cliffordalgebra hat also ε1 + . . .+εn als höchstes Gewicht
und der zugehörige Gewichtsraum ist zweidimensional. Nach 24.4.2.11 ist das ge-
rade das Doppelte 2$n des Fundamentalgewichts zur kurzen einfachen Wurzel.
Sowohl V als auch W müssen also höchstes Gewicht $n = (ε1 + . . .+ εn)/2 ha-
ben. Nun hat L($n) offensichtlich 2n extreme Gewichte (±ε1 ± . . .± εn)/2. Ein
Vergleich der Dimensionen zeigt, daß das auch schon alle Gewichte von L($n)
sein müssen und daß gilt V ∼= W ∼= L($n) als Darstellungen von Spin(2n+ 1).
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24.4.7.19. Die Operation der jeweiligen Liealgebren auf den Spindarstellungen
kann man nun an den allgemeinen Überlegungen aus 24.4.7.12 ablesen. Jedem
Element der Liealgebra ordnet man dabei einen Kommutator in der Cliffordalge-
bra zu, und die Multiplikation mit diesem Kommutator ist dann die Operation des
jeweiligen Elements. Ich schreibe die Formeln nicht weiter aus.

Ergänzung 24.4.7.20. Wir prüfen hier durch explizite Rechnung, daß unsere Ab-
bildung β aus 24.4.7.12 sogar unter der schwächeren Annahme, daß wir über ei-
nem Körper einer Charakteristik char(k) 6= 2 arbeiten, ein Homomorphismus
von Liealgebren ist. Die von EndV unter ϕ auf V ⊗ V induzierte Lieklammer ist
[w⊗z, y⊗x] = w⊗b(z, y)x−y⊗b(x,w)z. Für die antisymmetrischen Ausdrücke
finden wir dann wegen 2(w ∧ z) = w ⊗ z − z ⊗ w die Formel

4[w ∧ z, y ∧ x] = [w ⊗ z − z ⊗ w, y ⊗ x− x⊗ y]

= w ⊗ b(z, y)x− w ⊗ b(z, x)y

−z ⊗ b(w, y)x+ z ⊗ b(w, x)y

−y ⊗ b(x,w)z + y ⊗ b(x, z)w
+x⊗ b(y, w)z − x⊗ b(y, z)w

= 〈z, y〉w ∧ x− 〈z, x〉w ∧ y + 〈y, w〉x ∧ z − 〈x,w〉y ∧ z

mit 〈 , 〉 = 2b. Andererseits gilt hinwiederum in unserer Cliffordalgebra die
Identität (v+w)2 = v2 + vw+wv+w2 alias vw+wv = 〈v, w〉 und wir erhalten
durch Umformen in angeordnete Monome für die alphabetische Reihung

[wz, yx] = wzyx− yxwz
= w〈y, z〉x− wyzx− y〈x,w〉z + ywxz

= 〈y, z〉wx− wy〈z, x〉+ wyxz − 〈x,w〉yz + 〈y, w〉xz − wyxz
= 〈y, z〉wx− 〈z, x〉wy + 〈y, x〉wz − wxyz
−〈x,w〉yz + 〈y, w〉xz − 〈y, x〉wvz + wxyz

= 〈y, z〉wx− 〈z, x〉wy − 〈x,w〉yz + 〈y, w〉xz

Dann ist [wz − zw, yx − xy] = [2wz − 〈w, z〉, 2yx − 〈y, x〉] eben das Vierfache
und wir erhalten

[wz − zw, yx− xy] = 2〈y, z〉2wx− 2〈z, x〉2wy − 2〈x,w〉2yz + 2〈y, w〉2xz
= 2〈y, z〉(wx− xw)− 2〈z, x〉(wy − yw)
−2〈x,w〉(yz − zy) + 2〈y, w〉(xz − zx)

Es folgt, daß die durch 8(y ∧ x) 7→ yx − xy gegebene Abbildung in der Tat mit
der Lieklammer verträglich ist.
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24.4.7.21 (Explizite Konstruktion einer Überlagerung von SO(n)). Ist V ein
reeller Skalarproduktraum, so prüft man leicht für alle v, w ∈ V mit ‖v‖ = 1 in
der Cliffordalgebra die Formel

−vwv−1 = w − 2〈v, w〉v

In Worten stabilisiert also die Konjugation mit v den Teilraum V ⊂ Cliff(V )
der Cliffordalgebra und ihr Negatives operiert dort als die Spiegelung an der zu
v orthogonalen Hyperebene, so daß die Konjugation mit v selbst als eine Art
„Spiegelung an der von v erzeugten Gerade“ operiert. Nun setzt sich die Mul-
tiplikation mit (−1) auf V offensichtlich fort zu einem wohlbestimmten Auto-
morphismus sgn der Cliffordalgebra, der die Identität ist auf geraden Elementen
und (−1) auf ungeraden Elementen. Die Vektoren der Länge Eins von V gehören
damit zur Untergruppe U ⊂ Cliff× derjenigen Einheiten c der Cliffordalgebra
mit sgn(c)wc−1 ∈ V ∀w ∈ V und w 7→ sgn(c)wc−1 orthogonal. Sind weiter
u, v ∈ V orthogonal von der Länge Eins, so gehören alle cos t + (sin t)uv =
((cos t)v+ (sin t)u)v auch zu dieser Untergruppe U . Unter dem durch c 7→ (w 7→
(sgn c)wc−1)) gegebenen Gruppenhomomorphismus

ϕ : U → O(V )

wird unser Element operieren durch eine Spiegelung an der von v erzeugten Gera-
de gefolgt von einer Spiegelung an der von (cos t)v + (sin t)u erzeugten Gerade,
mithin als eine Drehung um den Winkel 2t mit v 7→ (cos 2t)v + (sin 2t)u und
u 7→ (cos 2t)u − (sin 2t)v in der Ebene Ru + Rv und als Identität auf deren or-
thogonalem Komplement. Wegen uv = −vu ist andererseits t 7→ cos t+(sin t)uv
eine Einparameteruntergruppe von U . Da die orthogonale Gruppe nach 4.1.11.28
durch Spiegelungen an Hyperebenen erzeugt wird, ist unsere Abbildung eine Sur-
jektion ϕ : U � O(V ). Um ihren Kern auszurechnen, bestimmen wir alle c ∈
Cliff mit sgn(c)v = vc ∀v ∈ V . Gegeben eine Orthonormalbasis v1, . . . , vn und c
ein streng monotones Monom in den vi finden wir nach kurzer Rechnung

sgn(c)vj − vjc =

{
0 vj kommt in unserem Monom nicht vor;
−2vjc vj kommt in unserem Monom vor.

Weiter ist im zweiten Fall vjc bis auf Vorzeichen gerade unser um den Faktor vj
erleichtertes Monom. Das zeigt kerϕ = R×. Nun besitzt unsere Cliffordalgebra
offensichtlich auch genau einen Antiautomorphismus α, der auf V die Identität
ist, und dieser Antiautomorphismus kommutiert mit dem Automorphismus sgn.
Insbesondere können wir in U die Untergruppe

Pin(V ) := {c ∈ U | α(c)c = 1}
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betrachten. Sie umfaßt immer noch V und wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

{±1} ↪→ Pin(V )� O(V )

Andererseits liegt nach obiger Rechnung (−1) im Fall dimV ≥ 2 in der Einskom-
ponente von Pin(V ). Sie heißt auch die Spin-Guppe Spin(V ) und ϕ induziert
eine zusammenhängende zweiblättrige Überlagerung

{±1} ↪→ Spin(V )� SO(V )

Übungen

Übung 24.4.7.22 (Ausreduzieren der äußeren Algebra unter so(2n + 1)). Be-
zeichne S = L($n) die Spindarstellung von so(2n + 1). Man schätze mit der
Formel von Klimyk 24.4.6.32 die Multiplizitäten der irreduziblen Summanden in
S ⊗ S ab und folgere aus S ⊗ S ∼=

∧
C2n+1 ein weiteres Mal die Irreduzibilität

der
∧iC2n.

Übung 24.4.7.23 (Ausreduzieren der äußeren Algebra unter so(2n)). Bezeich-
ne S = L($n−1) ⊕ L($n) die Spindarstellung von so(2n). Man schätze mit der
Formel von Klimyk 24.4.6.32 die Multiplizitäten der irreduziblen Summanden in
S ⊗ S ab und folgere aus S ⊗ S ∼=

∧
C2n ein weiteres Mal die Irreduzibilität der∧iC2n für i 6= n sowie die Zerlegung
∧nC2n ∼= L(2$n)⊕ L(2$n−1).
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25.1 Infinitesimale zentrale Charaktere

25.1.1 Motivation
25.1.1.1 (Bezug zu Darstellungen von Gruppen). Die Frage nach den Multi-
plizitäten [∆(λ) : L(ν)] der einfachen Subquotienten in Jordan-Hölder-Reihen
von Vermamoduln hat sich als ebenso schwierig wie fruchtbar erwiesen. Sie ist
auch für Darstellungen von Gruppen relevant. Zum Beispiel werden wir in ??
zeigen, daß für die Wirkung der topologischen Gruppe SL(n;C) auf der kom-
plexen Fahnenmannigfaltigkeit Fn = F die teilgeordnete Menge der SL(n;C)-
invarianten unter der Norm der gleichmäßigen Konvergenz abgeschlossenen Un-
tervektorräume des Raums C(F) := Top(F ,C) der stetigen komplexwertigen
Funktionen F → C isomorph ist zur Opponierten der partiell geordneten Menge
der Untermoduln des Vermamoduls ∆(0) der halbeinfachen Liealgebra sl(n;C).
Allgemeiner werden wir zeigen, daß die anderen Vermamoduln in einer analo-
gen Beziehung zu den Räumen stetiger Schnitte anderer äquivarianter komplexer
Geradenbündel auf der Fahnenmannigfaltigkeit stehen. Um ein etwas leicher zu
erreichendes motivierendes Ziel vor Augen zu haben, formulieren wir bereits hier
ein erstes Hauptresultat.

Satz 25.1.1.2 (Einfache Vermamoduln). Seien g ⊃ h eine halbeinfache kom-
plexe Liealgebra mit einer Cartan’schen und sei R+ ⊂ R(g, h) ein System von
positiven Wurzeln und . Genau dann ist der Vermamodul ∆(λ) einfach, wenn gilt
〈λ+ ρ, α∨〉 6∈ {1, 2, . . .} ∀α ∈ R+ mit ρ der Halbsumme der positiven Wurzeln.

25.1.1.3. Um das einzusehen, müssen wir zunächst das Zentrum der Einhüllenden
Algebra verstehen. Daß unsere Bedingungen hinreichend sind, wird dann zu Ende
des Abschnitts in 25.1.6.12 bewiesen. Daß sie auch notwendig sind, wird erst in
25.2.6.2 klar werden.

25.1.2 Das Zentrum der universellen Einhüllenden
Definition 25.1.2.1. Das Zentrum Z(R) eines Rings R ist definiert als der Teil-
ring derjenigen Elemente, die mit allen anderen Elementen unseres Rings kom-
mutieren, in Formeln

Z(R) := {z ∈ R | zr = rz ∀r ∈ R}

25.1.2.2. Gegeben eine Lie-Algebra g bezeichne Z(g) := Z(U(g)) das Zentrum
ihrer Einhüllenden U(g). Im Fall einer halbeinfachen komplexen Liealgebra hat-
ten wir in 24.4.3.37 bereits den Casimiroperator C ∈ Z(g) kennengelernt. Im
folgenden wollen wir uns einen Überblick über das ganze Zentrum verschaffen.
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25.1.2.3. Seien g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra mit einer Car-
tan’schen und R+ ⊂ R(g, h) ein System positiver Wurzeln. Nach 24.4.6.21 ope-
riert jedes Element des Zentrums Z := Z(g) der Einhüllenden auf jedem Verma-
modul durch einen Skalar. Wir vereinbaren die Bezeichnung 〈z, λ〉 für den kom-
plexen Skalar, mit dem z ∈ Z auf dem Verma-Modul ∆(λ) = ∆(λ,R+) operiert,
in Formeln zv = 〈z, λ〉v für alle v ∈ ∆(λ). Wir erhalten so einen C-linearen
Ringhomomorphismus von Z in den Ring aller C-wertigen Funktionen auf dem
Dualraum der Cartan’schen

ξ = ξR+ : Z → Ens(h∗,C)
z 7→ 〈z, 〉

Satz 25.1.2.4 (Harish-Chandra-Isomorphismus). Seien g ⊃ h eine halbein-
fache komplexe Lie-Algebra mit einer Cartan’schen und sei R+ ⊂ R(g, h) ein
System positiver Wurzeln. So liefert der eben erklärte Homomorphismus ξ einen
Isomorphismus zwischen dem Zentrum Z der Einhüllenden von g und dem Ring
der unter der dot-Operation der Weylgruppe invarianten polynomialen Funktio-
nen auf h∗, in Formeln

ξ : Z(g)
∼→ O(h∗)(W ·)

25.1.2.5. Für einen komplexen Vektorraum V bezeichnen wir ganz allgemein
mit O(V ) ⊂ Ens(V,C) diejenige Unterringalgebra der Algebra aller C-wertigen
Funktionen auf V , die von den linearen Funktionen erzeugt wird, und nennen ihre
Elemente die polynomialen Funktionen auf V . Die universelle Eigenschaft der
symmetrischen Algebra S(V ∗) liefert einen Homomorphismus S(V ∗) → O(V ),
der in unserem Fall und allgemeiner im Fall eines beliebigen unendlichen Grund-
körpers ein Isomorphismus ist.

25.1.2.6. Ist f : V → V ′ eine lineare oder affine Abbildung, so liefert das „Vor-
schalten von f“ einen Homomorphismus in die Gegenrichtung f ] : O(V ′) →
O(V ), ϕ 7→ ϕ ◦ f . Operiert insbesondere eine Gruppe G auf V durch lineare
oder affine Transformationen, so operiert G auch aufO(V ). Die unter G invarian-
ten polynomialen Funktionen auf V heißen dann die G-Invarianten und werden
O(V )G notiert.

25.1.2.7. Natürlich induziert die Abbildung (−ρ) : h∗ → h∗ einen Isomorphismus
zwischen den Invarianten für die dot-Operation der Weylgruppe und den Invari-
anten für die lineare Opration

(−ρ)] : O(h∗)(W ·) ∼→ O(h∗)W

Man zeigt unschwer, daß die Verknüpfung (−ρ)] ◦ ξ : Z
∼→ O(h∗)W nicht mehr

von der Wahl eines Systems positiver Wurzeln abhängt. Meist nennt man diese
Verknüpfung dann den Harish-Chandra-Isomorphismus.
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25.1.2.8. Ich ziehe eine andere Sichtweise vor. Gegeben eine halbeinfache kom-
plexe Liealgebra g heißt die EinskomponenteG ihrer Automorphismengruppe die
adjungierte Gruppe unserer halbeinfachen komplexen Liealgebra. Nun wissen
wir aus 24.2.6.1 und 24.2.4.5, daß die adjungierte Gruppe je zwei Cartan’sche
ineinander konjugiert, und wir wissen aus 24.2.6.6 oder besser 25.1.3.6, daß sie
sogar je zwei Paare (h, R+) bestehend aus einer Cartan’schen und einem System
positiver Wurzeln in ihrem Dualraum ineinander konjugiert. So ein Paar (h, R+)
wird damit durch unsere halbeinfache Liealgebra g eindeutig bestimmt bis auf
eindeutigen Isomorphismus. Wir nennen es die absolute Cartan’sche von g und
notieren es

(habs, R
+
abs)

Der Weylvektor ist dann ein wohlbestimmtes Element ρabs ∈ h∗abs und der Harish-
Chandra-Homomorphismus ein wohlbestimmter Isomorphismus

Z(g)
∼→ O(h∗abs)

(W ·)

Beweis. Zunächst einmal zeigen wir, daß ξ(Z) wirklich aus polynomialen Funk-
tionen auf h∗ besteht; danach, daß ξ sogar in den (W ·)-invarianten polynomialen
Funktionen landet; und zum Schluß, daß die damit erst recht eigentlich etablierte
Abbildung aus unserem Satz injektiv und surjektiv ist. Bezeichne

πλ : ∆(λ)→ ∆(λ)λ

diejenige Projektion eines Verma-Moduls auf seinen höchsten Gewichtsraum, die
alle anderen Gewichtsräume ∆(λ)µ annulliert. Wir betrachten die Zerlegung g =
n⊕h⊕n+, wobei n beziehungsweise n+ die direkten Summen der Wurzelräume zu
den negativen beziehungsweise positiven Wurzeln meint. Der Satz von Poincaré-
Birkhoff-Witt liefert dann für die Einhüllende U := U(g) eine Vektorraumzerle-
gung U = U(h)⊕ 〈nU + Un+〉 und wir notieren

η : U � U(h) = S(h)

die Projektion längs dieser Zerlegung. Diese Projektion ist kein Algebrenhomo-
morphismus, sondern nur eine lineare Abbildung. Für die Operation auf dem ka-
nonischen Erzeuger vλ ∈ ∆(λ) eines Verma-Moduls gilt jedoch offensichtlich
πλ(uvλ) = η(u)vλ. Für z ∈ Z ist sogar die Projektion πλ überflüssig und wir
haben

zvλ = η(z)vλ ∀λ ∈ h∗

Nun ist hoffentlich klar, daß für u ∈ U(h) gilt uvλ = δλ(c(u))vλ für c die Kom-
position U(h) = S(h)

∼→ O(h∗) ⊂ Ens(h∗,C) und δλ das Auswerten bei λ. Wir
finden also 〈z, λ〉 = δλ(c(η(z))) für alle λ alias ξ(z) = c(η(z)). Also ist ξ(z)
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schon einmal polynomial für alle z ∈ Z. Als nächstes zeigen wir, daß ξ sogar
in den (W ·)-Invarianten landet. Wir wissen nach 7.1.1.24, daß zwei Polynom-
funktionen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum über einem Körper der
Charakteristik Null, die auf der von einer Basis erzeugten Untergruppe überein-
stimmen, schon gleich sind. Es reicht also für alle z ∈ Z und w ∈ W zu zeigen,
daß ξ(z) und ξ(z) ◦ (w·) auf dem Gitter X der ganzen Gewichte dieselben Werte
annehmen. Da die einfachen Spiegelungen die Weylgruppe erzeugen, müssen wir
nur zeigen, daß gilt

〈z, λ〉 = 〈z, sα · λ〉 ∀α ∈ Π, λ ∈ X

Wir kennen jedoch schon aus 24.4.4.13 für alle λ ∈ h∗ mit 〈λ + ρ, α∨〉 ∈ N
eine Einbettung ∆(sα · λ) ↪→ ∆(λ) oder einfacher einen von Null verschiede-
nen Homomorphismus. Da das Zentrum der universellen Einhüllenden dann auf
diesen beiden Moduln durch denselben Skalar operieren muß, ergibt sich die Be-
hauptung. Wir wissen damit, daß unser ξ tatsächlich in den (W ·)-invarianten Po-
lynomfunktionen landet. Daß ξ einen Isomorphismus des Zentrums mit diesem
Ring induziert, wird erst nach einigen Vorbereitungen in den folgenden Abschnit-
ten im Anschluß an 25.1.4.4 gezeigt werden.

Ergänzung 25.1.2.9. Unter dem Harish-Chandra-Isomorphismus Z ∼→ O(h∗)W

entspricht dem durch den prinzipalen Antiautomorphismus gegebenen Automor-
phismus z 7→ z> von Z die durch die Multiplikation mit (−1) : h∗ → h∗ indu-
zierte Abbildung links. Um das zu sehen geht man aus von der Erkenntnis, daß
für dominante Gewichte λ ∈ X+ gilt L(λ)∗ ∼= L(−w0λ), und folgert

〈z>, λ〉 = 〈z,−w0λ〉 = 〈z, w0 · (−w0λ)〉 = 〈z,−λ− 2ρ〉

erst für alle λ ∈ X+, und da diese Zariski-dicht liegen dann für alle λ ∈ h∗. Unter
dem nichtnormalisierten Isomorphismus Z ∼→ O(h∗)(W ·) entspricht der prinzipale
Antiautomorphismus links also dem Automorphismus rechts, der von der Punkt-
spiegelung h∗ → h∗ mit Zentrum −ρ erzeugt wird. Identifiziert man die Punkte
aus dem Abschluß der dominanten Weylkammer mit gewissen maximalen Idea-
len des Zentrums, so ist unser prinzipaler Antiautomorphismus verträglich mit
der Involution λ 7→ −w◦λ dieser Kammer, sowohl im verschobenen als auch im
unverschobenen Fall.

25.1.3 Der Chevalley-Isomorphismus
Satz 25.1.3.1 (Chevalley-Isomorphismus). Seien g ⊃ h eine halbeinfache kom-
plexe Liealgebra mit einer Cartan’schen und sei G ⊂ Aut(g) die adjungierte
Gruppe nach 24.2.6.1. So induziert die Restriktion von FunktionenO(g)� O(h)
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einen Isomorphismus zwischen den G-Invarianten inO(g) und den Weylgruppen-
invarianten in O(h), in Formeln

Res : O(g)G
∼→ O(h)W

Ergänzung 25.1.3.2. Dieser Isomorphismus ist ein algebraischer Verwandter un-
seres Homöomorphismus T/W ∼→ K/(intK) für eine zusammenhängende to-
rierte kompakte Liegruppe (K,T ) aus 22.5.10.12. In der Sprache der geometri-
schen Invariantentheorie 7.9.6.22 besagt unser Satz, daß die Einbettung h ↪→ g
einen Isomorphismus h/W

∼→ g�G zwischen den algebraischen Quotienten in-
duziert, von denen der erste sogar ein geometrischer Quotient ist.
Beispiel 25.1.3.3. Wir besprechen den Fall g = sl(n;C) und zeigen dazu eine ana-
loge Aussage für g = gl(n;C) mit h dem Unterraum der Diagonalmatrizen, die
zwar streng genommen nicht durch den vorstehenden Satz abgedeckt wird, deren
Beweis mir jedoch besonders instruktiv scheint. Unser Invariantenring O(g)G ist
in diesem Fall die Menge aller Polynome in den Matrixeinträgen, die konstant sind
auf allen Konjugationsklassen. Ist x = xs + xn die (konkrete) Jordan-Zerlegung
von x ∈ gl(n;C), so gehört xs + εxn für alle ε 6= 0 zur selben Konjugationsklasse
wie x. Für f ∈ O(g)G ist also ε 7→ f(xs + εxn) eine polynomiale Funktion in ε,
die konstant ist außerhalb von ε = 0. Es folgt sofort f(x) = f(xs), und da jede
halbeinfache Konjugationsklasse die Menge h der Diagonalmatrizen trifft, defi-
niert die Restriktion eine Injektion O(g)G ↪→ O(h). Nun sind je zwei Diagonal-
matrizen konjugiert, deren Einträge sich nur in ihrer Reihenfolge unterscheiden.
Folglich landet unsere Injektion in den symmetrischen Polynomen in den Matri-
xeinträgen, als da heißt inO(h)W . Weiter wissen wir aber, daß die symmetrischen
Polynome ihrerseits Polynome sind in den elementarsymmetrischen Polynomen,
und für diese finden wir als Urbilder in O(g)G die Funktionen, die jeder Matrix
einen geeigneten Koeffizienten ihres charakteristischen Polynoms zuordnen. Also
ist unsere Restriktion für g = gl(n;C) und h die Diagonalmatrizen eine Bijektion
O(g)G

∼→ O(h)W . Dasselbe folgt leicht für g = sl(n;C).
Beispiel 25.1.3.4. Im Fall der Gruppe G = SO(2n;C) besteht die Lie-Algebra g
aus allen schiefsymmetrischen Matrizen und eine interessante invariante polyno-
miale Funktion aus O(g)G ist die Pfaff’sche Determinante 4.2.5.8.
25.1.3.5. Der Beweis wird in eine Folge von Teilresultaten aufgebrochen. Lem-
ma 25.1.3.6 zeigt, daß unsere Restriktion die G-Invarianten wirklich in die W -
Invarianten abbildet. Bemerkung 25.1.3.7 zeigt, daß die Einschränkung der Re-
striktionsabbildung auf O(g)G injektiv ist. Im Anschluß daran zeigen wir dann
noch die Surjektivität, indem wir hinreichend vieleG-invariante polynomiale Funk-
tionen auf g explizit angeben.

Lemma 25.1.3.6 (Realisierung der Weylgruppe in der adjungierten Gruppe).
Sei g eine halbeinfache Liealgebra. Ist h ⊂ g eine Cartan’sche Unteralgebra und
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w ∈ W ein Element der Weylgruppe, so gibt es ein Element der adjungierten
Gruppe ẇ ∈ G mit ẇ(h) ⊂ h und

ẇ = w : h→ h

Beweis. Es reicht, ein mögliches ṡα für jede Wurzel α ∈ R anzugeben. Dazu
wählen wir xα ∈ gα, yα ∈ g−α mit [xα, yα] = α∨ und versuchen unser Glück mit

ṡα = exp(adxα) exp(ad(−yα)) exp(adxα)

Für h ∈ kerα ⊂ h gilt offensichtlich [xα, h] = 0 = [yα, h], folglich halten
exp(adxα), exp(ad yα) und schließlich auch ṡα jedes h ∈ kerα fest. Dann be-
rechnen wir noch mit Gewalt

ṡα(α∨) = exp(adxα) exp(ad(−yα))(α∨ − 2xα)
= exp(adxα)(α∨ − 2xα − 2yα − 2α∨ + 2yα)
= −α∨ − 2xα + 2xα
= −α∨

und das Lemma ist gezeigt.

25.1.3.7. Seien g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Car-
tan’schen und sei G ⊂ GL(g) die adjungierte Gruppe. So liegt Gh Zariski-dicht
in g. Das haben wir bereits beim Beweis der Konjugiertheit von Cartan’schen
24.2.4.5 gezeigt. Will man das differentielle Dominanzkriterium 24.2.4.8 hier ver-
meiden, kann man auch einfacher argumentieren mit der Erkenntnis, daß jede
nichtleere in der metrischen Topologie des Cn offene Teilmenge bereits Zariski-
dicht liegt.

Beweis der Surjektivität in 25.1.3.1. Dazu müssen wir genügendG-invariante po-
lynomiale Funktionen auf g konstruieren. Ist ρ : g → EndV eine endlichdimen-
sionale Darstellung von g und p ∈ N, so behaupten wir, daß x 7→ tr(ρ(x)p) zu
O(g)G gehört. In der Tat kommutiert für alle y ∈ g das Diagramm

g⊗ V −−−→ V

(ad y)⊗id + id⊗ρ(y)

y yρ(y)

g⊗ V −−−→ V

Wenn man y als nilpotent annimmt und von beiden vertikalen Abbildungen exp
nimmt und das enstehende kommutative Diagramm auf x⊗ v auswertet, folgt

ρ
(
(exp(ad y))(x)

)
(exp ρ(y)) v = (exp ρ(y)) (ρ(x)v)
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Mit den Abkürzung g := exp(ad y) und b := exp ρ(y) finden wir ρ(gx)bv =
bρ(x)v alias ρ(gx) = bρ(x)b−1 ist konjugiert zu ρ(x) für g := exp(ad y) und
dann natürlich für alle g ∈ G. Wir erhalten also als invariante Funktionen schon
mal die Funktionen C(V, p) ∈ O(g)G gegeben durch C(V, p)(x) = tr(ρV (x)p).
Nun beachte man, daß O(h) als C-Vektorraum von allen Potenzen λn mit λ ∈ X
ein ganzes Gewicht erzeugt wird. Betrachten wir also die „Symmetrisierung“

sym : O(h) → O(h)W

f 7→
∑

w∈W wf

so erzeugen die sym(λp) für λ ∈ X+ schon O(h)W als C-Vektorraum. Es ist aber
klar, daß die Restriktionen auf h der bereits konstruierten Invarianten die Gestalt

C(L(λ), p) =
∑

µ∈X+, µ≤λ

aµ sym(µp)

haben mit aλ 6= 0, genauer gilt für h ∈ h offensichtlich

C(L(λ), p)(h) =
∑
ν∈X

(dimL(λ)ν)ν(h)p

Eine kurze Induktion zeigt dann, daß unsere Restriktion in der Tat eine Surjektion
O(g)G � O(h)W liefert.

25.1.4 Herleitung des Harish-Chandra-Isomorphismus
25.1.4.1. Ist V ein Vektorraum und x : V → V eine lineare Abbildung, so gibt es
offensichtlich genau eine Fortsetzung x̂ : TV → TV von x zu einer Derivation
auf der Tensoralgebra, und diese induziert eine Derivation x̂ : SV → SV auf der
symmetrischen Algebra. Ist V endlichdimensional und der Grundkörper algebra-
isch abgeschlossen, so haben wir einen natürlichen Isomorphismus SV

∼→ O(V ∗),
unter dem unser x̂ dem Anwenden des durch y 7→ (y ◦ x) auf V ∗ gegebenen Vek-
torfelds entspricht.

25.1.4.2. Ist g eine Liealgebra und x : g→ g eine Derivation, so induziert unsere
Derivation x̂ : Tg → Tg aus 25.1.4.1 eine Derivation x̂ : Ug → Ug auf der
einhüllenden Algebra. Ist speziell x = ad y für y ∈ g, so finden wir

x̂(u) = yu− uy

In der Tat sind beide Seiten Derivationen von Ug, die auf allen u ∈ g übereinstim-
men. Folglich müssen sie gleich sein.
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25.1.4.3. Ist g eine komplexe Lie-Algebra und V eine Darstellung von g, so ope-
riert g auf den Tensorpotenzen V ⊗n und auch auf der ganzen Tensoralgebra TV .
Diese Operation geschieht offensichtlich durch Derivationen, d.h. wir haben einen
Lie-Algebren-Homomorphismus

g→ DerC TV

Weiter ist die symmetrische Algebra SV eine Quotientendarstellung von TV und
man sieht ohne Schwierigkeiten, daß wir so auch eine Operation durch Derivatio-
nen g→ DerC SV erhalten.

25.1.4.4. Sei g eine komplexe Lie-Algebra. Die adjungierte Darstellung führt nach
unseren allgemeinen Überlegungen zu Beginn dieses Abschnitts zu einer g-Opera-
tion durch Derivationen auf der Tensoralgebra und auf der symmetrischen Algebra
und auch zu einer g-Operation durch Derivationen auf der universellen Einhüllen-
den Algebra

g→ DerC Tg
g→ DerC Sg
g→ DerC Ug

Auf der universellen Einhüllenden U := Ug notieren wir adx die Derivation
zu x und prüfen leicht (adx)(u) = xu − ux, da beide Seiten Derivationen der
Einhüllenden sind, die auf u ∈ g ⊂ U denselben Effekt haben. Insbesondere
können wir das Zentrum der Einhüllenden auch beschreiben als die g-Invarianten
unter der adjungierten Operation, in Formeln

Z = U g

25.1.4.5. Ist V = g∗ die koadjungierte Darstellung und ist unsere Lie-Algebra
endlichdimensional, so erhalten wir speziell eine Operation durch Derivationen
g → DerCO(g). Geometrisch können wir diese Operation verstehen, indem wir
ein x ∈ g auffassen als das algebraische Vektorfeld y 7→ [x, y] auf dem Raum
g. Ist g die Lie-Algebra einer Liegruppe G, so wird unsere Operation induziert
von der adjungierten Operation von G auf g, die eine Operation von G auf O(g)
liefert, die dann differenziert werden kann.

Proposition 25.1.4.6. Ist g eine komplexe halbeinfache Liealgebra und G ihre
adjungierte Gruppe, so haben wir O(g)g = O(g)G.

Beweis mit Lie-Theorie. Für jedes r ≥ 0 bilden die polynomialen Funktionen
vom Grad≤ r eine stetige Darstellung der adjungierten Gruppe G und die Opera-
tion von g ist offensichtlich die zugehörige abgeleitete Operation der Liealgebra.
Die Proposition folgt damit aus 22.2.2.5. Im Rahmen algebraischer Gruppen kann
man auch mit 9.4.6.23 argumentieren.
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Beweis. Wir wählen Bezeichnungen für unsere beiden Operationen und notieren
sie

ρ : g → DerCO(g)
ψ : G → AutCO(g)

Jetzt behaupten wir für y ∈ g nilpotent in AutCO(g) die Gleichung

exp ρ(y) = ψ(exp(ad y))

Da beiden Seiten Automorphismen von C-Ringalgebren sind, reicht es zu zeigen,
daß ihre Einschränkungen auf den Raum g∗ ⊂ O(g) der linearen Funktionen
übereinstimmen. Zu zeigen ist also nur

exp(ad∗ y) = (exp(ad y)>)−1

und das folgt sofort aus ad∗ y = (− ad y)>. Aus unserer ersten Gleichung erhalten
schon einmalO(g)g ⊂ O(g)G. Da andererseits die Lie-Algebra g von ihren nilpo-
tenten Elementen erzeugt wird, kann man O(g)g auch beschreiben als die Menge
aller f ∈ O(g) mit ρ(y)f = 0 für alle nilpotenten y ∈ g. Mit dem anschließenden
Lemma 25.1.4.7 folgt so umgekehrt auch O(g)G ⊂ O(g)g.

Lemma 25.1.4.7. Sei x : V → V ein lokal nilpotenter Endomorphismus eines
Q-Vektorraums. Bezeichne exp(Qx) ⊂ GL(V ) die Untergruppe aller exp tx mit
t ∈ Q. So besteht der Kern von x genau aus den Invarianten von exp(Qx), in
Formeln

kerx = V expQx

Beweis. Die Inklusion ⊂ ist evident. Die andere Inklusion ⊃ folgt aus der Tatsa-
che, daß auch eine vektorwertige polynomiale Funktion v0 +v1t+ . . .+vnt

n einer
Variablen t aus einem unendlichen Körper nur konstant sein kann, wenn sie keine
Terme höherer Ordnung hat, v1 = . . . = vn = 0. Betrachten wir nun speziell für
v ∈ V die Abbildung Q → V , t 7→ exp(tx)v, so ist unsere Abbildung konstant
genau dann, wenn gilt xv = 0.

Herleitung des Harish-Chandra-Isomorphismus. Wir betrachten dazu mit den No-
tationen aus dem ersten Teil des Beweises von 25.1.2.4 das kommutative Dia-
gramm

U(g)
η→ S(h)

∪ ∪
Z(g)

ξ→ S(h)(W ·)

Die Abbildung η in der oberen Zeile ist verträglich mit den Standardfiltrierungen
24.4.3.29 auf den jeweiligen Räumen. Die Abbildung ξ in der unteren Zeile ist
folglich verträglich mit den jeweils induzierten Filtrierungen. Induziert ξ : Z →
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S(h)(W ·) einen Isomorphismus nach Übergang zu den assoziierten graduierten
Räumen, so ist es nach 7.7.1.16 bereits selbst ein Isomorphismus. Machen wir
nun diesen Übergang, so erhalten wir das innere Rechteck eines kommutativen
Diagramms der Gestalt

O(g) res // O(h)

S(g∗)

ddIIIIIIIII
// S(h∗)

99sssssssss

S(g)

OO

// S(h)

OO

gr U(g)

∼
ddJJJJJJJJJ

// gr S(h)

∼
88qqqqqqqqqqq

gr Z(g)

zzuuuuuuuuuu

OO

// gr S(h)(W ·)

OO

∼

&&MMMMMMMMMM

S(g)g

��

?�

OO

// S(h)W

��

?�

OO

S(g∗)g

zzuuuuuuuuu
// S(h∗)W

%%JJJJJJJJJ

O(g)G
?�

OO

∼ // O(h)W
?�

OO

Die Bedeutung der anderen Pfeile wird im folgenden erläutert: Mit den beiden in-
neren oberen nach außen weisenden Pfeilen sind die Identifikationen gr(U(g))

∼→
S(g) und gr(S(h))

∼→ S(h) aus dem Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt 24.4.3.30
gemeint, mit dem inneren nach außen weisenden Pfeil unten rechts die hoffent-
lich offensichtliche Identifikation gr(S(h)(W ·))

∼→ S(h)W . Der innere nach au-
ßen weisende Pfeil unten links meint die Identifikation gr(Z(g)) = gr(U(g)g)

∼→
(gr U(g))g

∼→ S(g)g mit dem ersten Pfeil wie im anschließenden Lemma 25.1.4.9.
Die obere mittlere Horizontale sei induziert von der Projektion g � h, die alle
Wurzelräume zu Null macht, die mittleren Vertikalen seien die offensichtlichen
Inklusionen, und die untere mittlere Horizontale sei definiert durch die Kommu-
tativität der darüberliegenden Zelle unseres Diagramms. Aus der Kommutativität
der anderen Zellen, deren Nachweis dem Leser überlassen bleiben kann, folgt
dann die Kommutativität des mittleren Rechtecks. Betrachten wir nun die Killing-
form oder allgemeiner irgendeine nichtausgearteten invariante Bilinearform auf g



4246 KAPITEL 25. KATEGORIE O

und betrachten die davon induzierten Isomorphismen g
∼→ g∗ und h

∼→ h∗, so
identifiziert sich das mittlere Rechteck mit dem äußeren Rechteck, worin wir die
obere Horizontale als die Restriktion von Funktionen verstehen. In diesem Dia-
gramm ist die untere Horizontale aber ein Isomorphismus, eben der Chevalley-
Isomorphismus aus 25.1.3.1.

Lemma 25.1.4.8 (Invarianten und assoziierte Graduierte). Ist V eine Darstel-
lung einer endlichen Gruppe W über einem Körper k und ist auf V eine Filtrie-
rung durch Unterdarstellungen gegeben und teilt die Charakteristik von k nicht
die Gruppenordnung, so liefert die Einbettung einen Isomorphismus zwischen
dem assoziierten Graduierten der Invarianten und den Invarianten des assozi-
ierten Graduierten

gr(V W )
∼→ (grV )W

Beweis. Nach dem Satz von Maschke 8.4.1.1 ist unter unseren Annahmen jede
Darstellung unserer Gruppe über besagtem Körper halbeinfach als Modul über
dem Gruppenring, nach 8.2.3.4 besitzt also jede Unterdarstellung ein Komplement
und insbesondere auch die Unterdarstellungen V ≤n−1 ⊂ V ≤n. Das Lemma folgt.

Lemma 25.1.4.9. Gegeben eine eine Liealgebra g über einem Körper der Cha-
rakteristik Null ist die Standardfiltrierung auf U = U(g) stets (ad g)-stabil und
die von der Einbettung U g ⊂ U induzierte Einbettung gr(U g) ⊂ grU induziert
einen Isomorphismus

gr(U g)
∼→ (grU)g

Beweis. Ist V ein Vektorraum, so operiert die symmetrische Gruppe Sn auf V ⊗n

durch Vertauschung der Faktoren. Im Fall char k = 0 induziert die Surjektion
V ⊗n � SnV einen Isomorphismus

(V ⊗n)Sn
∼→ SnV

von den „symmetrischen“ Tensoren der Stufe n auf die n-te homogene Kompo-
nente der symmetrischen Algebra, vergleiche 7.3.5.4. Wir bezeichnen mit TSV ⊂
TV die Summe über alle (V ⊗n)Sn und haben damit einen Isomorphismus

TSV
∼→ SV

von Vektorräumen konstruiert, der allerdings mit der Multiplikation im Allgemei-
nen nicht verträglich sein wird. Ist V eine Darstellung einer Lie-Algebra g, so
operiert g auch durch Derivationen auf TV und SV , unser TSV ist eine Unterdar-
stellung von TV und unsere Abbildung TSV

∼→ SV ist ein Isomorphismus von
Darstellungen. Ist g eine Lie-Algebra und U := U(g) ihre Einhüllende, so erhal-
ten wir in derselben Weise einen Isomorphismus von Darstellungen TSg

∼→ U,
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der einen Isomorphismus gr TSg
∼→ grU induziert. Damit paßt der Morphismus

aus dem Lemma in ein kommutatives Diagramm

gr((TSg)g) → (gr(TSg))g

↓ ↓
gr(U g) → (grU)g

Hier sind die Vertikalen und obere Horizontale Isomorphismen, also auch die un-
tere Horizontale.

Übungen

Übung 25.1.4.10. Das Zentrum von U(gl(n;C)) ist der Polynomring, der erzeugt
wird von den Elementen c1, . . . , cn mit

ci =
∑

ν: Z/iZ→{1,...,n}

Eν(0)ν(1)Eν(1)ν(2) . . . Eν(i−1)ν(i)

Speziell wird c1 = E11 + E22 + . . . + Enn die Einheitsmatrix in gl(n;C) und c2

ist der Casimiroperator zu einer geeigneten Bilinearform auf gl(n;C).

25.1.5 Zentrale Charaktere
25.1.5.1. Gegeben ein kommutativer RingA bezeichne MaxA die Menge der ma-
ximalen Ideale von A. Ist A eine ringendlicher C-Kring, so liefert die Abbildung
ϕ 7→ kerϕ nach der körpertheoretischen Form des Hilbert’schen Nullstellensatzes
und genauer 7.1.6.24 eine Bijektion

KringC(A,C)
∼→ MaxA

Wir haben also zum Beispiel eine kanonische Bijektion MaxC[X1, . . . , Xn]
∼→

Cn und koordinatenfrei für jeden endlichdimensionalen komplexen Vektorraum
V eine kanonische Bijektion MaxO(V )

∼→ V . Weiter liefert jeder Homomor-
phismus f : A → B von C-Kringen in einen weiteren ringendlichen C-Kring B
eine Abbildung in der Gegenrichtung

MaxB → MaxA
χ 7→ f−1(χ)

Satz 25.1.5.2 (Maximale Ideale von Invariantenringen). Sei A ein ringendli-
cher C-Kring mit einer Operation einer endlichen Gruppe W durch Automor-
phismen. So induziert die von der Einbettung AW ⊂ A induzierte Abbildung
MaxA→ Max(AW ) eine Bijektion

(MaxA)/W
∼→ Max(AW )
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und für alle m ∈ Max(AW ) liefert die Einbettung von C einen Isomorphismus
C ∼→ AW/m.

Ergänzung 25.1.5.3. In 7.5.3.3 zeigen wir dieselbe Aussage über einem beliebigen
algebraisch abgeschlossenen Grundkörper und zeigen zusätzlich, daß auch AW

ringendlich ist über dem Grundkörper.

Beweis. Wir beginnen mit der Surjektivität. Sei m ⊂ AW ein maximales Ideal
und 〈Am〉 das von m in A erzeugte Ideal. Ich behaupte 〈Am〉 6= A. Es reicht zu
zeigen, daß für ein beliebiges Ideal m ⊂ AW aus 〈Am〉 = A folgt m = AW . Aber
〈Am〉 = A impliziert eine Gleichung

a1m1 + . . .+ armr = 1 mit ai ∈ A, mi ∈ m.

Summieren wir alle Transformierten dieser Gleichung unter den verschiedenen
x ∈ W auf, so ergibt sich eine Gleichung der Gestalt

b1m1 + . . .+ brmr = |W |

mit bi ∈ AW und es folgt m = AW . Für m ∈ Max(AW ) gibt es also m̃ ∈ MaxA
mit m̃ ⊃ Am, und dann haben wir notwendig m̃ ∩ AW = m. Das zeigt die Sur-
jektivität der Abbildung in unserem Satz und zeigt auch, daß die offensichtliche
Abbildung eine Injektion AW/m ↪→ A/m̃ ist und mithin die Einbettung von C
in den ersten Ring auch ein Isomorphismus. Es bleibt nur noch die Injektivität
der ersten Abbildung im Satz zu zeigen. Sind aber λ, µ ∈ MaxA gegeben mit
λ 6∈ Wµ, so gibt es ein a ∈ A, das „verschwindet an der Stelle λ aber bei keinem
der xµ“, in Formeln a ∈ λ, a 6∈ xµ ∀x ∈ W . Bilden wir dann das Produkt aller
xa mit x ∈ W , so erhalten wir eine Invariante f ∈ AW mit f ∈ λ, f 6∈ µ. Das
zeigt die Injektivität.

Definition 25.1.5.4. Sei g eine komplexe Lie-Algebra und Z := Z(g) das Zen-
trum ihrer Einhüllenden. Ein Homomorphismus von C-Kringen Z → C heißt ein
zentraler Charakter von g. Ist Z endlich erzeugt als C-Algebra, so können und
werden wir die Menge aller zentralen Charaktere identifizieren mit MaxZ.

Proposition 25.1.5.5. Seien g eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, h eine
Cartan’sche und R+ ein ausgezeichnetes System positiver Wurzeln. Die von unse-
rem Harish-Chandra-Homomorphismus induzierte Abbildung ξ : h∗ → MaxZ,
λ 7→ AnnZ ∆(λ) induziert eine Bijektion

h∗/(W ·) ∼→ MaxZ

Bemerkung 25.1.5.6. Ich hoffe, daß der Leser aus dem Kontext erschließen kann,
wann ξ eine Abbildung Z → O(h∗) meint und wann wie hier die induzierte Ab-
bildung h∗ → MaxZ.
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Beweis. Wir betten unsere Abbildung ein in ein Diagramm

h∗/(W ·) → MaxZ
o ↓ ↑ o

(MaxO(h∗))/(W ·) → Max
(
O(h∗)(W ·))

wo die linke Vertikale induziert wird von der kanonischen Identifikation h∗
∼→

MaxO(h∗), die rechte Vertikale von ξ : Z
∼→ O(h∗)(W ·) und die untere Ho-

rizontale von der Einbettung O(h∗)(W ·) ↪→ O(h∗). Der Leser mag prüfen, daß
dies Diagramm kommutiert. Die rechte Vertikale ist bijektiv nach dem Satz von
Harish-Chandra. Die untere Horizontale ist bijektiv nach dem vorhergehenden all-
gemeinen Satz 25.1.5.2. Die Proposition folgt.

Lemma 25.1.5.7. Jeder einfache Subquotient eines Vermamoduls ∆(λ) ist iso-
morph zu einem L(x · λ) für x ∈ W .

Beweis. Das folgt sofort aus Proposition 25.1.5.5, da jeder Subquotient von dem-
selben maximalen Ideal des Zentrums der Einhüllenden annulliert werden muß
wie der ganze Vermamodul.

25.1.6 Die ganzzahlige Weylgruppe eines Gewichts
25.1.6.1. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper der
Charakteristik Null, R ⊂ V ein Wurzelsystem 23.2.1.2 und Λ ∈ V/〈R〉 eine Ne-
benklasse unter dem Wurzelgitter. Wir bezeichnen mitW die Weylgruppe unseres
Wurzelsystems und mit WΛ ⊂ W die Standgruppe der Nebenklasse Λ. Weiter de-
finieren wir das System der auf Λ ganzzahligen Wurzeln durch

RΛ := {α ∈ R | 〈λ, α∨〉 ∈ Z ∀λ ∈ Λ}

Man sieht leicht ein, daß RΛ ein Wurzelsystem ist in dem von ihm aufgespannten
Teilraum von V . Gegeben ein System positiver Wurzeln R+ ⊂ R ist sicher auch
R+ ∩ RΛ ein System positiver Wurzeln in RΛ. Die zugehörige Menge von einfa-
chen Wurzeln notieren wir ΠΛ ⊂ R+∩RΛ. Offensichtlich gilt stets Π∩RΛ ⊂ ΠΛ.

25.1.6.2. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper der
Charakteristik Null und R ⊂ V ein Wurzelsystem. Ist λ ∈ V gegeben, so be-
zeichnen wir mit λ̄ seine Nebenklasse modulo dem Wurzelgitter und nennen die
Standgruppe Wλ̄ dieser Nebenklasse die ganzzahlige Weylgruppe von λ, nicht
zu verwechseln mit der Standgruppe Wλ von λ selbst. Ebenso nennen wir Rλ̄

das ganzzahlige Wurzelsystem von λ. Bei genauerem Hinsehen erkennt man un-
schwer, daß diese Bildungen sogar nur von der Nebenklasse von λ modulo dem
Gitter X der ganzzahligen Gewichte abhängen.
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Die Spiegelebenen der affinen Weylgruppe eines Wurzelsystems, das im Bild
neben 23.2.4.5 eingezeichnet war. Hier habe ich ein Gewicht λ eingezeichnet und

als fette Punkte den Nullpunkt sowie die Elemente seiner Nebenklasse λ̄ unter
dem Wurzelgitter. Die Spiegelungen an den beiden fett eingezeichneten Linien

erzeugen die ganzzahlige Weylgruppe Wλ̄ von λ. Die Spiegelungen an den
durchgezogenen Linien erzeugen den Stabilisator in der affinen Weylgruppe

seiner Nebenklasse modulo dem Wurzelgitter.
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Proposition 25.1.6.3 (zur ganzzahligen Weylgruppe eines Gewichts). Seien V
ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper der Charakteristik Null,
R ⊂ V ein Wurzelsystem, W die Weylgruppe und Λ ∈ V/〈R〉 eine Nebenklasse
des Wurzelgitters. So wird die Standgruppe WΛ von Λ erzeugt von den Spiegelun-
gen an den auf Λ ganzzahligen Wurzeln, in Formeln

WΛ = 〈sα | α ∈ RΛ〉

Beweis. Sei λ ∈ Λ ein Repräsentant. Das anschließende Lemma 25.1.6.4 zeigt,
daß die StandgruppeWλ von λ in der affinen WeylgruppeW unseres Wurzelsys-
tems R von Spiegelungen erzeugt wird. Damit wird auch WΛ von Spiegelungen
erzeugt, denn WΛ ist gerade das Bild vonWλ unter dem Bilden des linearen An-
teils W � W . Die Spiegelungen aus WΛ sind aber per definitionem gerade die
Spiegelungen zu Wurzeln aus RΛ.

Lemma 25.1.6.4. Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem an-
geordneten Körper k und W ⊂ Aff× V eine affine Spiegelungsgruppe im Sin-
ne von 23.1.5.2. Ist K ⊃ k eine Körpererweiterung, so wird auch für jedes
λ ∈ K ⊗k V seine StandgruppeWλ ⊂ W erzeugt von Spiegelungen.

Beweis. Wir ergänzen e0 = 1 ∈ k zu einer k-Basis (ei)i∈I von K und erhalten
eine Zerlegung K ⊗k V =

⊕
(ei⊗V ). Nach geeigneter Umbenennung von I

können wir dann λ darstellen in der Form

λ = λ0 + e1⊗λ1 + . . .+ en⊗λn

mit λi ∈ V . Bezeichnet w̄ ∈ GL(V ) den linearen Anteil von w ∈ W , so haben
wir offensichtlich

wλ = wλ0 + e1⊗ w̄λ1 + . . .+ en⊗w̄λn

Die Standgruppe von λ können wir demnach so beschreiben: Wir nehmen erst die
Standgruppe von λ0, eine endliche affine Spiegelungsgruppe nach 23.1.7.5. Die-
se identifizieren mit der endlichen Spiegelungsgruppe ihrer linearen Anteile und
nehmen dann darin die Standgruppe von λ1, darin hinwiederum die Standgruppe
von λ2 etcetera. In jedem Schritt wird aber nach 23.1.7.5 aus einer Spiegelungs-
gruppe wieder eine Spiegelungsgruppe.

Definition 25.1.6.5. Seien V ⊃ R ⊃ R+ ein endlichdimensionaler Vektorraum
über einem Körper der Charakteristik Null, ein Wurzelsystem und ein System
positiver Wurzeln. Gegeben Λ ∈ V/〈R〉 eine Nebenklasse des Wurzelgitters be-
zeichnen wir die durch RΛ ∩ R+ gegebene Länge auf der Standgruppe WΛ mit
lΛ : WΛ → N und bezeichnen mit wΛ ∈ WΛ das bezüglich lΛ längste Element.



4252 KAPITEL 25. KATEGORIE O

25.1.6.6. Sei ganz allgemein (W,E) eine endliche affine Spiegelungsgruppe und
A einer ihrer Alkoven. Wir betrachten im Raum der Richtungsvektoren ~E die
Menge A∗ aller nichtnegativen Linearkombinationen von Vektoren, die (−1)-
Eigenvektoren von Spiegelungen sind und in Richtung von A zeigen. Nun führen
wir auf E zwei Teilordnungen ein:

1. λ 6 µ möge bedeuten µ ∈ λ + A∗. Wir verwenden das Symbol 6, um den
Unterschied zur Relation ≤ aus 25.1.6.8 anzudeuten;

2. λ � µ möge bedeuten, daß es eine Folge t1, t2, . . . , tr von Spiegelungen
gibt mit λ 6 t1λ 6 t2t1λ 6 . . . 6 tr . . . t2t1λ = µ.

Offensichtlich ist die zweite Relation stärker als die Erste. Offensichtlich ist weiter
in jeder W -Bahn auf E der Repräsentant aus Ā das größte Element für beide
Teilordnungen und der Repräsentant aus wAĀ = −Ā das Kleinste.

Ergänzung 25.1.6.7. Im Übrigen ist für λ ∈ A und x, y ∈ W auch xλ � yλ
gleichbedeutend dazu, daß gilt x ≥ y in der Bruhat-Teilordnung aufW aus 23.3.3.

Definition 25.1.6.8. Seien V ⊃ R ⊃ R+ ein Vektorraum mit einem Wurzel-
system und einem ausgezeichneten System positiver Wurzeln. Wir führen zwei
Teilordnungen auf V ein:

1. λ ≤ µ möge wie in 24.4.1.15 bedeuten µ ∈ λ+ |R+〉;

2. λ ↑ µ möge bedeuten, daß es eine Folge t1, t2, . . . , tr von Spiegelungen gibt
mit λ ≤ t1 · λ ≤ (t2t1) · λ ≤ . . . ≤ (tr . . . t1) · λ = µ.

Beispiel 25.1.6.9. Auch auf der Weylbahn eines ganzen Gewichts ist die zweite
Relation im allgemeinen echt stärker. Zum Beispiel mag man das Wurzelsystem
{ei−ej | i 6= j} in {(x1, . . . x4) ∈ R4 | x1 + . . .+x4 = 0} aus 23.2.1.18 vom Typ
A3 betrachten mit dem üblichen System positiver WurzelnR+ = {ei−ej | i < j}.
Für die Gewichte λ = λ′ − ρ und µ = µ′ − ρ mit µ′ = 3ε1 + 2ε2 + 4ε3 + ε4 und
λ′ = ε1 + 4ε2 + 2ε3 + 3ε4 in den Notationen 23.2.1.18, also mit εi(ej) = δij , gilt
dann µ = λ + 2(ε1 − ε3) + 2(ε3 − ε4) und damit λ ≤ µ in Bezug auf das duale
Wurzelsystem. Wir haben auch W ·λ = W ·µ, aber dennoch gilt nicht λ ↑ µ, wie
man unschwer einsieht.

Definition 25.1.6.10. Seien V ein Vektorraum über einem Körper der Charakte-
ristik Null und R+ ⊂ R ⊂ V ein Wurzelsystem im Sinne von 23.2.1.2 mit einem
ausgezeichneten System positiver Wurzeln. Dann bilden wir die Halbsumme der
positiven Wurzeln ρ = ρ(R+) und betrachten die Menge

Vdom :=
{
λ ∈ V | 〈λ+ ρ, α∨〉 6∈ {−1,−2, . . .} ∀α ∈ R+

}



25.1. INFINITESIMALE ZENTRALE CHARAKTERE 4253

und nennen ihre Elemente die ρ-dominanten Vektoren von V . Sind wir in einer
der in der Darstellungstheorie üblichen Situationen, daß unser Vektorraum etwa
der Dualraum einer Cartan’schen ist, so daß seine Elemente üblicherweise als Ge-
wichte bezeichnet werden, so sprechen wir entsprechend von ρ-dominanten Ge-
wichten. Die dominanten Gewichte in h∗ erhalten wir mithin aus den ρ-dominanten
ganzen Gewichten durch die Addition von ρ.

Korollar 25.1.6.11. Seien V ⊃ R ⊃ R+ ein Vektorraum über einem Körper der
Charakteristik Null mit einem Wurzelsystem und einem ausgezeichneten System
positiver Wurzeln. So haben wir:

1. Für alle λ ∈ V gilt λ̄ ∩ (W · λ) = Wλ̄ · λ;

2. Für jedes λ ∈ V besitzt seine Bahn unter seiner ganzzahligen Weylgruppe,
kurz seine ganzzahlige Bahn Wλ̄ · λ, ein größtes und ein kleinstes Element
bezüglich ↑ und a forteriori auch bezüglich ≤;

3. Ein Gewicht λ ∈ V ist ρ-dominant genau dann, wenn es das größte Element
seiner ganzzahligen Bahn Wλ̄ · λ ist. Das kleinste Element besagter Bahn
ist dann wλ̄ · λ.

Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus den Definitionen. Die anderen ergeben
sich, wenn wir Bemerkung 25.1.6.6 anwenden auf die dot-Operation der ganz-
zahligen WeylgruppeWλ̄ auf dem affinen Raum λ+〈R〉Q über dem angeordneten
Körper Q.

Proposition 25.1.6.12 (Einfache Vermamoduln). Der Vermamodul ∆(λ) ein-
fach, wenn gilt 〈λ + ρ, α∨〉 6∈ {1, 2, . . .} ∀α ∈ R+, wo ρ die Halbsumme der
positiven Wurzeln bezeichnet.

Vorschau 25.1.6.13. Die in dieser Proposition formulierte hinreichende Bedin-
gung für die Einfachkeit eines Vermamoduls aus obigem Satz ist auch notwendig,
wie aus unserer Beschreibung aller Homomorphismen zwischen Vermamoduln
25.2.6.2 unmittelbar folgen wird.

Beweis. Wir wissen nach 25.1.5.7, daß nur die einfachen Höchstgewichtsmoduln
L(x · λ) mit x ∈ W und x · λ ∈ λ − |R+〉 als einfache Subquotienten in Frage
kommen. Nach 25.1.6.11 gehört x dann zur ganzen Weylgruppe Wλ̄ und ist λ das
≤-kleinste Element von Wλ̄ · λ, so muß ∆(λ) einfach sein. Dies ≤-kleinste Ele-
ment ist aber nach 25.1.6.11 auch das ↑-kleinste und kann deshalb charakterisiert
werden durch die Eigenschaft 〈λ+ ρ, α∨〉 6∈ {1, 2, . . . } für alle α ∈ R+.



4254 KAPITEL 25. KATEGORIE O

Beispiel 25.1.6.14. Im Kontext von 25.1.6.5 muß die Bruhat-Teilordnung auf W
nicht notwendig die Bruhat-Teilordnung auf WΛ induzieren. Ist etwa R das Wur-
zelsystem vom Typ G2 mit Basis {α, β} und 〈β, α∨〉 = −3, und erklären wir λ
durch 〈λ, α∨〉 = 1/2 und 〈λ, β∨〉 = 1 und Λ als seine Nebenklasse, so ist RΛ vom
Typ A1 × A1, aber die Bruhat-Teilordnung auf W induziert eine totale Ordnung
auf WΛ.
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25.2 Multiplizitäten von Vermamoduln
Die KategorieO wurde eingeführt in einer Arbeit von Bernstein-Gelfand-Gelfand
[BGG76] als natürlicher Rahmen für das Studium der Jordan-Hölder-Multiplizitäten
von Vermamoduln. Die Bezeichnung geht auf das russische Wort osnovnoy für
„grundlegend“ zurück. In obiger Arbeit zeigen die Autoren eine Analogie im Kon-
text unendlichdimensionalen Darstellungen komplexer halbeinfacher Liealgebren
zur sogenannten „Brauer-Nesbitt-Reziprozität“ [?] aus der modularen Darstel-
lungstheorie endlicher Gruppen. Für derartige Phänomene hat sich mittlerweile
die Bezeichnung „BGG-Reziprozität“ durchgesetzt.

25.2.1 Kategorie O
Definition 25.2.1.1. Gegeben g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit
einer Cartan’schen und ein System R+ positiver Wurzeln setzen wir b := h ⊕⊕

α∈R+ gα und definieren die Kategorie O als diejenige volle Unterkategorie in
der Kategorie aller Darstellungen der Liealgebra g, die gegeben wird durch die
Bedingungen

O = O(g, h, R+) :=

M ∈ g -Mod

∣∣∣∣∣∣
M ist endlich erzeugt über g
M ist lokal endlich über b
M ist halbeinfach über h


Die zweite Bedingung meint ausgeschrieben, daß jeder Vektor unserer Darstel-
lung in einem endlichdimensionalen b-stabilen Teilraum enthalten ist. Die dritte
Bedingung bedeutet, daß alle H ∈ h auf unserer Darstellung durch diagonalisier-
bare Endomorphismen operieren, daß also gilt M =

⊕
λ∈h∗Mλ mit

Mλ := {m ∈M | Hm = λ(H)m ∀H ∈ h}

dem Gewichtsraum zum Gewicht λ.

25.2.1.2. Die Terminologie „halbeinfach“ ist an dieser Stelle aus der Theorie der
Moduln über Ringen entnommen: Wie in 8.2.3.1 nennen wir auch Darstellungen
von Liealgebren „halbeinfach“, wenn sie das Erzeugnis ihrer einfachen Unterdar-
stellungen sind. Durch 7.1.2.2 ist der Begriff „halbeinfach“ ja sogar für Moduln
über beliebigen Mengen erklärt.

Ergänzung 25.2.1.3. Ist g eine halbeinfache komplexe Liealgebra und h ⊂ g eine
Cartan’sche und R(g, h) das Wurzelsystem, so erhalten wir nach Übung 24.2.3.29
eine Bijektion{

Systeme R+ ⊂ R(g, h) von
positiven Wurzeln

}
∼→
{

Borelsche Unteralgebren,
die h umfassen

}
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durch die Vorschrift R+ 7→ b = h ⊕
⊕

α∈R+ gα. Im Rahmen der Theorie der
algebraischen Gruppen 9.4.6.28 sieht man ohne große Schwierigkeiten, daß je
zwei Borel’sche Unteralgebren einer endlichdimensionalen reduktiven komple-
xen Liealgebra konjugiert sind unter einem Automorphismus der Liealgebra, so
daß insbesondere jede Borel’sche einer halbeinfachen Liealgebra von der oben an-
gegebenen Gestalt ist. Weiter hängt unsere Kategorie O(g, h, R+) ⊂ g -Mod von
der Wahl von h gar nicht ab, sondern nur von der Borel’schen b, und wir hätten
sie durchaus O(g, b) notieren können: In der Tat kann die dritte Bedingung um-
formuliert werden zur Forderung, daß für jeden b-Untermodul N ⊂ M unserer
Darstellung der Quotient N/[b, b]N ein halbeinfacher b-Modul ist. Ich schrei-
be dennoch O(g, h, R+), weil sich so die Theorie der Borel’schen Unteralgebren
ausklammern läßt.

25.2.1.4. Gegeben g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Car-
tan’schen und sei R+ ein System positiver Wurzeln. So ist für die zugehörige
Borel’sche b die Surjektion b� h mit den Wurzelräumen im Kern ein Homomor-
phismus von Liealgebren und jedes Gewicht λ ∈ h∗ liefert durch Vorschalten be-
sagter Surjektion einen Charakter λ : b→ C. Wir erinnern an die Verma-Moduln
∆(λ) = ∆(λ, b) = U(g)⊗U(b)Cλ = prodg

bCλ aus 24.4.4.2. Eine endliche Filtrie-
rung eines g-Moduls durch Unterdarstellungen, deren sukzessive Subquotienten
sämtlich Vermamoduln zu einer festen Borel’schen sind, nennt man eine Verma-
Fahne.

Lemma 25.2.1.5 (Erste Eigenschaften der Kategorie O). Seien g ⊃ h eine
komplexe halbeinfache Liealgebra mit Cartan’scher und R+ ein System positiver
Wurzeln mit der zugehörigen Kategorie O. So gilt:

1. Alle Vermamoduln ∆(λ) = ∆(λ, b) liegen in O. Ist allgemeiner V eine
endlichdimensionale Darstellung von b, die halbeinfach ist über h, so be-
sitzt prodg

b V = U(g)⊗U(b) V eine Vermafahne und gehört zu O;

2. Alle Subquotienten von Darstellungen aus O liegen wieder in O, und jedes
Objekt von O ist Quotient eines Objekts von O mit einer Vermafahne;

3. Jede Darstellung aus O ist ein U(g)-Modul endlicher Länge;

4. Alle Gewichtsräume von Darstellungen aus O sind endlichdimensional, ja
für alle M ∈ O und ν ∈ h∗ ist sogar der Raum

⊕
µ≥0Mν+µ endlichdimen-

sional;

5. Gehören bei einer kurzen exakten Sequenz von Darstellungen von g die En-
den zu O und ist die Mitte halbeinfach unter unserer Cartan’schen h, so
gehört auch die Mitte zu O;
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6. Die Kategorie der Darstellungen aus O ist stabil unter dem Tensorieren
mit endlichdimensionalen Darstellungen von g, in Formeln haben wir also
(dimE <∞ und M ∈ O)⇒ E ⊗M ∈ O;

7. Die einfachen Darstellungen aus O sind genau die einfachen Höchstge-
wichtsmoduln. Bezeichnet genauer L(λ) den nach 24.4.4.7 eindeutig be-
stimmten einfachen Quotienten von ∆(λ), so haben wir eine Bijektion

h∗
∼→ irrO

λ 7→ L(λ)

25.2.1.6. Im letzten Punkt bezeichnet irrO die Menge der Isomorphieklassen von
einfachen Objekten aus O. Dieselbe Notation verwenden wir für beliebige „abel-
sche Kategorien“.

Beweis. 1. Vermamoduln sind endlich erzeugt, ja sogar zyklisch. Weiter zerfallen
sie nach 24.4.4.3 in Gewichtsräume, genauer haben sie die Zerlegung ∆(λ) =⊕

ν∈λ−|R+〉∆(λ)ν mit der Notation |R+〉 für das von R+ erzeugte Untermonoid
von h∗. Da alle diese Gewichtsräume wieder nach 24.4.4.3 von endlicher Dimen-
sion sind und da gilt

U(b)∆(λ)ν ⊂
⊕
µ∈|R+〉

∆(λ)ν+µ

und da überdies (ν + |R+〉)∩ (λ− |R+〉) stets endlich ist, hat die rechte Seite un-
serer Inklusion endliche Dimension und unser Vermamodul ist auch lokal endlich
über b. Allgemeiner ist das Produzieren alias Koinduzieren

U(g)⊗U(b) = prodg
b : b -Mod→ g -Mod

nach 24.4.5.5 ein exakter Funktor und macht h-halbeinfache Moduln zu h-halb-
einfachen Moduln. Da b auflösbar ist, besitzt V nach dem Satz von Lie oder viel-
mehr seinem Korollar 24.1.5.6 oder auch einfacheren expliziten Überlegungen in
unserer speziellen Situation eine Filtrierung

0 = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vr = V

mit eindimensionalen Subquotienten Vi/Vi−1
∼= Cλi für geeignete λi ∈ h∗. Wir

erhalten so auf prodg
b V eine Filtrierung durch die prodg

b Vi mit Subquotienten
prodg

bCλi = ∆(λi). Daß prodg
b V lokal endlich ist über b, folgert man ganz ana-

log wie bei Vermamoduln.

2. Daß Quotienten von Objekten aus O wieder in O liegen ist offensichtlich. Um
es für Untermoduln zu erhalten müssen wir nur bemerken, daß jeder Untermo-
dul eines endlich erzeugten U(g)-Moduls endlich erzeugt ist, da nämlich U(g)
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noethersch ist nach 24.4.3.31. Um schließlich ein beliebiges Objekt M ∈ O als
Quotient eines Objekts mit Vermafahne zu schreiben, suchen wir uns einen end-
lichdimensionalen erzeugenden Teilraum V ⊂ M , den wir ohne Beschränkung
der Allgemeinheit b-stabil annehmen dürfen, und erhalten eine Surjektion prodg

b V �
M .

3. Das folgt sofort aus Teil 2, da nach 24.4.6.25 jeder Vermamodul endliche Länge
hat.

4. Das folgt sofort aus dem bereits bewiesenen Teil 2 des Lemmas.

5. Das einzige Problem ist zu zeigen, daß die Mitte auch lokal endlich ist unter b.
Das folgt jedoch mit Teil 4, wenn wir beachten, daß mit Anfang und Ende unserer
Sequenz auch ihre Mitte die in Teil 4 beschriebene Endlichkeitseigenschaft haben
muß.

6. Sind Darstellungen E und M lokal endlich über b beziehungsweise halbein-
fach über h, so gilt offensichtlich dasselbe für ihr Tensorprodukt. Sind weiter E
und M Darstellungen einer Liealgebra und wird M als Darstellung erzeugt von
einem Teilraum V ⊂ M , so wird offensichtlich E ⊗M erzeugt von E ⊗ V . Ist
insbesondere M endlich erzeugt und E endlichdimensional, so ist auch E ⊗M
endlich erzeugt.

7. Das folgt aus Teil 2. Nach 24.4.6.25 wissen wir nämlich bereits, daß alle Kom-
positionsfaktoren von Vermamoduln einfache höchste Gewichtsmoduln sind.

Beispiel 25.2.1.7 (Die Kategorie O im Fall sl(2;C)). Wir untersuchen die Kate-
gorie O im Fall g = sl(2;C). Wir arbeiten mit der üblichen Basis e, h, f wie in
24.1.2.14 und mit h = Ch und b = Ch ⊕ Ce. Da alle h-Eigenräume jedes Ob-
jekts M ∈ O endlichdimensional sind, operiert der Casimiroperator C = Cκ
darauf lokal endlich und M zerfällt in die direkte Summe seiner Haupträume
M =

⊕
a∈C Hau(C|M ; a). Wir setzen

aO := {M ∈ O | (C − a) operiert lokal nilpotent auf M}

Wir wissen nach 24.4.6.22, daß der Casimiroperator auf zwei einfachen Moduln
L(λ) und L(µ) genau dann durch denselben Skalar a operiert, wenn gilt λ = µ
oder λ = s · µ für s das einzige nichttriviale Element der Weylgruppe. Wir unter-
scheiden drei Fälle.

Singulärer zentraler Charakter. Der Fixpunkt −ρ von (s·) ist das einzige λ ∈
h∗ mit (C − a)∆(λ) = 0. In diesem Fall gibt es in aO nur ein einfaches Objekt
L(−ρ) = ∆(−ρ) und ein beliebiges Objekt M ∈ aO ist isomorph zu einer di-
rekten Summe von Kopien dieses einfachen Objekts und der von der universellen
Eigenschaft induzierte Morphismus ist ein Isomorphismus prodg

b(M−ρ)
∼→M ;
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Regulärer nicht ganzer zentraler Charakter. Es gibt zwei Gewichte λ 6= µ mit
(C − a)∆(λ) = (C − a)∆(µ) = 0, aber wir haben λ − µ 6∈ 〈R〉. In diesem Fall
gibt es in aO genau zwei einfache Objekte L(λ) = ∆(λ) und L(µ) = ∆(µ) ein
beliebiges Objekt M ∈ aO ist isomorph zu einer direkten Summe von Kopien
dieser beiden einfachen Objekte, genauer sind die Gewichtsräume Mλ und Mµ

stabil unter b und die universelle Eigenschaft koinduzierter Darstellungen liefert
einen Isomorphismus prodg

b(Mλ ⊕Mµ)
∼→M ;

Regulärer ganzer zentraler Charakter. Es gibt zwei Gewichte λ 6= µ mit
(C − a)∆(λ) = (C − a)∆(µ) = 0 und λ− µ ∈ 〈R〉. Dann finden wir n ∈ N mit
{λ, µ} = {nρ,−(n+ 2)ρ}. In diesem Fall gibt es in aO genau zwei einfache Ob-
jekte, die einfache endlichdimensionale Darstellung L(nρ) der Dimension n + 1
und den einfachen Vermamodul L(−(n + 2)ρ) = ∆(−(n + 2)ρ). Wir werden in
25.2.5.12 Äquivalenzen zwischen je zwei dieser Kategorien aO konstruieren und
konzentrieren uns im folgenden auf den Fall a = 0. Dann hat 0O als einfache
Objekte nur die Einsdarstellung L(0) = C und den Vermamodul ∆(−2ρ) und wir
erhalten eine Äquivalenz

0O
≈→ {V ∈ Car(q � p,C -Modf) | (Vq → Vp → Vq) = 0}

mit der besagten Kategorie aller Darstellungen des oben angedeuteten Köchers
mit zwei Ecken p, q und zwei Pfeilen, indem wir dem Objekt M ∈ 0O das Dia-
gramm

M0

f
�
e
M−2ρ

zuordnen. Der quasiinverse Funktor wird dann dadurch gegeben, daß man M0 ⊕
M−2ρ als b-Modul auffaßt und aus U(g) ⊗U(b) (M0 ⊕M−2ρ) den von allen Aus-
drücken f⊗(v, 0)−1⊗(0, fv) erzeugten g-Untermodul herausteilt. Man überzeugt
sich im Köcherbild leicht, daß unsere Kategorie bis auf Isomorphismus genau fünf
unzerlegbare Objekte besitzt: Die ersten vier mag man schematisch schreiben als
C � 0, 0 � C, C → C und C ← C, wo wir in den letzten beiden Fällen nur
den von Null verschiedenen Pfeil notiert haben. Das Fünfte dieser unzerlegbaren
Objekte ist C � C2 mit in1 und pr2 als Morphismen. In 0O entsprechen diese
fünf Objekte der Reihe nach den Darstellungen L(0), L(−2ρ) = ∆(−2ρ), ∆(0),
einem noch nicht besprochenen Objekt ∇(0) und L(1) ⊗ ∆(−ρ). Ein Möglich-
keit,∇(0) hier schon zu beschreiben, ist als der Kokern eines und jedes injektiven
Morphismus ∆(−2ρ) ↪→ L(1)⊗∆(−ρ).

Übungen

Übung 25.2.1.8. Der Raum der Homomorphismen zwischen Darstellungen ausO
ist stets endlichdimensional.
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Übung 25.2.1.9 (Dualität auf O). Seien g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Lie-
algebra mit einer Cartan’schen und R+ ein System positiver Wurzeln. Man er-
innere aus dem Beweis von 24.3.5.11, daß es einen Liealgebrenautomorphismus
τ : g

∼→ g gibt mit τ 2 = id und τ(h) = −h ∀h ∈ h, und daß derartige Lieal-
gebrenautomorphismen Chevalley-Involutionen heißen. Man zeige, daß wir für
jede Chevalley-Involution zu g ⊃ h eine Äquivalenz von Kategorien

d = dτ : O ≈→ Oopp

erhalten durch die Vorschrift dM := (M∗)τh alias den Raum der h-endlichen Vek-
toren der kontragredienten Darstellung mit der durch τ getwisteten g-Operation,
in Formeln xf := −f ◦ (τx). Weiter zeige man, daß die kanonische Abbildung
in den Bidualraum für alle M ∈ O einen Isomorphismus M ∼→ ddM indu-
ziert. Man zeige, daß der natürliche Homomorphismus E∗ ⊗M∗ → (E ⊗M)∗

für M ∈ O und E eine endlichdimensionale Darstellung einen Isomorphismus
E∗τ ⊗ dM ∼→ d(E ⊗M) induziert. Im übrigen ist auch E∗τ isomorph zu E, aber
das Auszeichnen eines Isomorphismus bedeutet eine unkanonische Wahl. Man
zeige weiter dimC(dM)λ = dimC(M)λ und folgere dL(λ) ∼= L(λ).
Ergänzende Übung 25.2.1.10 (∇-Moduln und ihre universelle Eigenschaft).
Seien g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Liealgebra mit einer Cartan’schen und
R+ ein System positiver Wurzeln. Gegeben λ ∈ h∗ und eine Chevalley-Involution
τ setzen wir

∇(λ) = ∇τ (λ) := dτ∆(λ)

und erklären den kanonischen Erzeuger v>λ ∈ ∇(λ)λ des höchsten Gewichtsraums
durch v>λ (vλ) = 1 für vλ ∈ ∆(λ)λ den bereits in 24.4.4.2 erklärten kanonischen
Erzeuger. Für alleM ∈ O folgere man aus 24.4.4.6, daß wir einen Isomorphismus

Homg(M,∇(λ))
∼→M∗τ

λ /
∑

α∈R+ g−αM
∗τ
λ+α

erhalten, indem wir jeden Homomorphismus auf den λ-Gewichtsraum einschränken
und den durch v>λ gegebenen Isomorphismus∇(λ)λ

∼→ C nachschalten. Dadurch
ist das Paar (∇(λ), v>λ ) eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus
und hängt insbesondere nicht von der Wahl der Chevalley-Involution τ ab.

25.2.2 Zerlegungen der Kategorie O
25.2.2.1. Ich erinnere an unsere allgemeine Terminologie 8.7.3.1 zur Blockzerle-
gung.

Lemma 25.2.2.2 (Zerlegung nach der Nebenklasse der Gewichte). Für Λ ⊂ h∗

setze man OΛ := {M ∈ O |Mλ 6= 0⇒ λ ∈ Λ}. So haben wir die Zerlegung

O =
⊕

Λ ∈ h∗/〈R〉

OΛ
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Beweis. Gegeben ein Objekt M ∈ O und eine Nebenklasse unter dem Wurzelgit-
ter Λ ∈ h∗/〈R〉 setzen wir MΛ =

⊕
λ∈Λ Mλ. Natürlich sind die MΛ Unterdarstel-

lungen von M und es gilt M =
⊕

Λ MΛ. Den Rest des Beweises überlassen wir
dem Leser.

25.2.2.3. Wir erinnern an das Zentrum Z der universellen Einhüllenden Algebra
U(g), an die Menge MaxZ aller maximalen Ideale von Z und an die Abbildung
ξ : h∗ → MaxZ, λ 7→ AnnZ ∆(λ), deren Fasern nach 25.1.5.5 gerade die Bahnen
unter der dot-Operation der Weylgruppe sind.

Lemma 25.2.2.4 (Zerlegung nach zentralem Charakter). Für χ ∈ MaxZ setze
man χO := {M ∈ O | χnM = 0 für n� 0}. So haben wir die Zerlegung

O =
⊕

χ∈MaxZ

χO

Beweis. Nach 25.2.1.5.3 hat jedes M ∈ O endliche Länge und alle seine einfa-
chen Subquotienten sind einfache höchste Gewichtsmoduln. Auf diesen operiert
jedoch das Zentrum durch Skalare. Damit ergibt sich unser Satz als Spezialfall
aus dem Satz über die verallgemeinerte Hauptraumzerlegung von Moduln über
kommutativen Ringen 7.4.8.1.

Satz 25.2.2.5 (Blockzerlegung von O). Gegeben ein Gewicht λ ∈ h∗ mit Neben-
klasse λ̄ = λ+〈R〉 unter dem Wurzelgitter bezeichneOλ = ξ(λ)O∩Oλ̄ den Schnitt
der zugehörigen Unterkategorien aus beiden vorhergehenden Lemmata 25.2.2.2
und 25.2.2.4. So haben wir die Zerlegung

O =
⊕
λ∈h∗dom

Oλ

25.2.2.6. Aus unserer Beschreibung 25.2.6.2 aller Homomorphismen zwischen
Vermamoduln wird unmittelbar folgen, daß sich die Oλ nicht mehr weiter in di-
rekte Summen von nichttrivialen Unterkategorien zerlegen lassen. Das rechtfertigt
dann auch recht eigentlich erst die Bezeichnung unserer Zerlegung als Blockzer-
legung. Den Block O0, der die Einsdarstellung enthält, bezeichnet man auch als
den Hauptblock von O.

Beweis. Die einfachen Isomorphieklassen in ξ(λ)O werden repräsentiert von den
L(µ) mit µ ∈ W · λ, der Bahn von λ unter der zum Fixpunkt −ρ verschobenen
Operation der Weylgruppe nach ??, und die einfachen Isomorphieklassen in Oλ̄
werden repräsentiert von den L(µ) mit µ ∈ λ̄. Es reicht demnach zu zeigen, daß
für alle λ ∈ h∗ der Schnitt von W · λ und λ̄ genau ein ρ-dominantes Gewicht
enthält. Dazu dienen die Überlegungen zur Geometrie von Spiegelungsgruppen.
Die Aussage selber ergibt sich als Korollar 25.1.6.11.
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Korollar 25.2.2.7. Seien g eine halbeinfache komplexe Liealgebra, h ⊂ g eine
Cartan’sche, R+ ⊂ R(g, h) ein System positiver Wurzeln und λ ∈ h∗dom ein ρ-
dominantes Gewicht.

1. Die einfachen Objekte von Oλ werden parametrisiert durch die dot-Bahn
des Gewichts λ unter seiner ganzzahligen Weylgruppe, genauer haben wir
eine Bijektion Wλ̄ · λ

∼→ irrOλ durch die Vorschrift µ 7→ L(µ);

2. Der Vermamodul ∆(wλ̄ · λ) ist einfach.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der ersten Aussage von 25.1.6.11. Zum Nach-
weis der Zweiten bemerken wir, daß für λ ∈ h∗dom ein ρ-dominantes Gewicht und
x ∈ Wλ̄ beliebig nach 25.1.6.11 gilt

wλ̄ · λ ≤ x · λ ≤ λ

Jeder einfache Subquotient von ∆(wλ̄ · λ) gehört nun aber zu Oλ und ist daher
nach unseren Resultaten zur Blockzerlegung 25.2.2.5 ein einfacher höchster Ge-
wichtsmodul der Gestalt L(x · λ) mit x ∈ Wλ̄. Bei ∆(wλ̄ · λ) kommt nun als
einfacher Untermodul nur L(wλ̄ · λ) in Frage, als da heißt, jeder einfache Unter-
modul unseres Vermamoduls ist bereits der Vermamodul selber.

Übungen

Übung 25.2.2.8. Man zeige, daß für jede Chevalley-Involution die zugehörige
Dualität auf O die Blockzerlegung erhält, in Formeln M ∈ Oλ ⇒ dM ∈ Oλ.

25.2.3 Projektive Objekte von O
25.2.3.1. Wir haben mittlerweile bewiesen, daß „fast alle“ Vermamoduln einfach
sind. Unser Leitproblem für die nächsten Abschnitte ist es, die Kompositionsfak-
toren der übrigen Vermamoduln zu bestimmen. Dazu wird sich ein vertieftes Ver-
ständnis der Projektiven von O als außerordentlich hilfreich erweisen. Darunter
verstehen wir projektive Objekte der abelschen Kategorie O, d.h. Darstellungen
P ∈ O derart, daß jeder surjektive Homomorphismus M � N zwischen Darstel-
lungen M,N ∈ O eine Surjektion O(P,M)� O(P,N) induziert. Hier erinnere
ich unsere allgemeine Konvention, nach der wir für eine Kategorie C und Objekte
M,N ∈ C mit C(M,N) die Menge der Morphismen von M nach N bezeichnen.

Satz 25.2.3.2 (Projektive Vermamoduln). Seien g eine halbeinfache komplexe
Liealgebra, h ⊂ g eine Cartan’sche und R+ ⊂ R(g, h) ein System positiver Wur-
zeln. So ist für jedes ρ-dominante Gewicht λ ∈ h∗dom der Vermamodul ∆(λ) ein
projektives Objekt der Kategorie O.
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Vorschau 25.2.3.3. Diese hinreichende Bedingung für die Projektivität eines Ver-
mamoduls aus obigem Satz ist auch notwendig. Wir zeigen das in ??.

Beweis. Es reicht zu zeigen, daß ∆(λ) projektiv ist in Oλ, denn der Projektions-
funktor prλ : O → Oλ ist exakt und wir haben

O(∆(λ),M) = Oλ(∆(λ), prλM)

für alle M ∈ O. Nach unseren Erkenntnissen über die ganzzahlige Weylgruppe
aus 25.1.6.11 und über die Irreduziblen inOλ aus 25.2.2.7 haben wir für M ∈ Oλ
jedoch Mν 6= 0 ⇒ ν ≤ λ. Nach 24.4.4.7.24.4.4.6 liefert also für M ∈ Oλ
das Auswerten auf dem kanonischen Erzeuger vλ ∈ ∆(λ) einen Isomorphismus
Oλ(∆(λ),M)

∼→ Mλ. Da jedoch das Bilden des λ-Gewichtsraums ein exakter
Funktor ist, folgt aus diesem Isomorphismus die Projektivität von ∆(λ).

Satz 25.2.3.4. Es gibt inO genügend projektive Objekte und jedes projektive Ob-
jekt von O besitzt eine Vermafahne.

Beweis. Das folgt sofort aus den zwei präziseren Aussagen 25.2.3.5 und 25.2.3.6,
die wir gleich im Anschluß beweisen.

Proposition 25.2.3.5. Jeder Vermamodul kann eingefügt werden in eine kurze
exakte Sequenz N ↪→ P � ∆(λ), bei der P projektiv ist in O und N eine Ver-
mafahne besitzt, in der nur Subquotienten ∆(µ) mit µ > λ vorkommen.

Beweis. Gegeben γ ∈ h∗ und M ein b-Modul betrachten wir in M den Untervek-
torrraum

τ≤γM =
⊕
µ≤γ

Mµ

Sicher ist die Summe aller Gewichtsräume eine Unterdarstellung von M und
τ≤γM ist hinwiederum ein Quotient dieser Unterdarstellung nach einem b-stabilen
Teilraum und damit auch ein b-Modul. Wir betrachten nun den Projektionsfunktor
prλ : O → Oλ und bilden für ν ∈ |R+〉 in O die Darstellungen

P≤λ+ν = prλ prodg
b τ≤λ+ν prodb

hCλ

Zusammen mit den natürlichen Surjektionen bilden sie ein durch die Menge |R+〉
indiziertes projektives System, das mit ∆(λ) endet. Wir behaupten, daß P≤λ+ν für
ν hinreichend groß nicht mehr von ν abhängt und daß das dann ein projektives
Objekt P der gewünschten Gestalt ist. Genauer stabilisiert unser System bereits,
wenn λ + ν größer ist als jedes Gewicht aus (W · λ) ∩ (λ + 〈R〉), denn die
Kerne der Surjektionen im projektiven System vor Anwenden von prλ haben stets
Vermafahnen und werden unter dieser Bedingung von prλ annulliert. Weiter folgt
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unter dieser Bedingung an ν für jedes N ∈ Oλ aus Nµ 6= 0 schon µ ≤ λ+ ν. Für
beliebiges M ∈ O folgern wir damit kanonische Isomorphismen

Modg(P≤λ+ν ,M)
∼→ Modg(P≤λ+ν , prλM)
∼→ Modb(τ≤λ+ν prodb

hCλ, prλM)
∼→ Modb(prodb

hCλ, prλM)
∼→ Modh(Cλ, prλM)
∼→ (prλM)λ

und erkennen so die Projektivität von P≤λ+ν . Die übrigen in der Proposition be-
haupteten Eigenschaften sind leicht einzusehen.

Proposition 25.2.3.6. Seien M ′,M ′′ ∈ O. Genau dann besitzt M ′ ⊕ M ′′ eine
Vermafahne, wenn sowohl M ′ als auch M ′′ eine Vermafahne besitzen.

Beweis. Daß eine direkte Summe von zwei Moduln mit Vermafahne auch eine
Vermafahne besitzt ist offensichtlich. Um die andere Implikation zu zeigen begin-
nen wir mit einem Lemma.

Lemma 25.2.3.7. Besitzt M ∈ O eine Vermafahne und ist λ ein maximales Ge-
wicht von M und v ∈ Mλ ein von Null verschiedener Gewichtsvektor, so ist die
Abbildung ∆(λ) → M , vλ 7→ v eine Injektion und M/∆(λ) besitzt auch eine
Vermafahne.

Beweis des Lemmas. Besitzt M eine Vermafahne, so ist M offensichtlich frei als
U(n)-Modul. Das zeigt, daß unsere Abbildung ∆(λ) → M eine Injektion sein
muß. Ihr Bild ist offensichtlich U(g)v. Gegeben eine Vermafahne

M = Mn ⊃ . . . ⊃Mi ⊃Mi−1 ⊃M0 = 0

von M sei nun i der Index mit v ∈ Mi aber v 6∈ Mi−1. Da λ ein maximales
Gewicht vonM war, haben wir notwendig U(g)v

∼→Mi/Mi−1 und damit U(g)v∩
Mi−1 = 0. Also hat M = M/U(g)v die Vermafahne

M = Mn ⊃ . . . ⊃M i = M i−1 ⊃ . . . ⊃M0 = 0

Um nun die Proposition zu zeigen, wählen wir einen von Null verschiedenen Vek-
tor v zu einem maximalen Gewicht aus einem der beiden Summanden, sagen wir
aus M ′. Dann haben wir offensichtlich M ′ ⊕M ′′ = M ′ ⊕ M ′′ und Induktion
über die kleinstmögliche Länge einer Vermafahne von M beendet den Beweis der
Proposition.
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25.2.3.8. Wir bezeichnen mit P(λ) eine projektive Decke von L(λ) in O, als da
heißt, ein unzerlegbares projektives Objekt mit Quotient L(λ). Nach 25.2.3.4 exis-
tiert stets solch ein Objekt. Nach 8.7.1.27 ist es eindeutig bis auf nichteindeutigen
Isomorphismus und wir haben

dimC Homg(P(λ),L(µ)) = δλµ

Weiter hat der Kern der offensichtlichen Surjektion P(λ) � ∆(λ) nach 25.2.3.5
und 25.2.3.6 eine Vermafahne, in der nur Subquotienten ∆(µ) mit µ > λ auftre-
ten.

Satz 25.2.3.9 (Reziprozitätsformel). Die Vielfachheit eines Vermamoduls als Sub-
quotient in einer Vermafahne eines unzerlegbaren Projektiven der Kategorie O
stimmt überein mit der Vielfachheit des einfachen Quotienten von besagtem Pro-
jektiven als Subquotient einer Kompositionsreihe von besagtem Vermamodul, in
Formeln

[P(λ) : ∆(µ)]∆ = [∆(µ) : L(λ)] ∀λ, µ ∈ h∗

25.2.3.10. Die Reziprozitätsformel wurde in diesem Kontext zuerst von Bern-
stein, Gelfand und Gelfand bewiesen und wird deshalb meist BGG-Reziprozität
genannt. Daß die Subquotienten in einer Vermafahne eines Objekts von Katego-
rie bis auf Reihenfolge wohldefiniert sind, kann man entweder aus dem gleich
folgenden Beweis ableiten oder auch einfacher aus 25.2.5.10.

Beweis. Nach 25.2.3.8 haben wir dimC Homg(P(λ),L(µ)) = δλµ und damit

dimCO(P(λ),M) = [M : L(λ)]

für alle Objekte M ∈ O. Wegen [∆(µ) : L(λ)] = [∇(µ) : L(λ)] reicht es also, für
alle λ, µ die Gleichheit [P(λ) : ∆(µ)]∆ = dimCO(P(λ),∇(µ)) zu zeigen, und
dafür müssen wir nur für alle projektiven Objekte P von O und alle Gewichte µ
die Gleichheit

[P : ∆(µ)]∆ = dimCO(P,∇(µ))

zeigen. Wir zeigen diese Gleichheit allgemeiner für alle Objekte P mit Vermafah-
ne, und zwar durch vollständige Induktion über die Länge einer Vermafahne. Sei
dazu Q ↪→ P � ∆(λ) eine kurze exakte Sequenz in O. Es reicht zu zeigen, daß
sie eine kurze exakte Sequenz

O(∆(λ),∇(µ)) ↪→ O(P,∇(µ))� O(Q,∇(µ))

induziert, als da heißt, daß die rechte Abbildung hier wie bereits angedeutet ei-
ne Surjektion sein muß. Um das zu sehen, zeigen wir zunächst, daß jede kurze
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exakte Sequenz ∇(µ) ↪→ E � ∆(λ) in O spaltet. Gilt hier nicht λ < µ, so
liefert die universelle Eigenschaft von Vermamoduln unmittelbar eine Spaltung.
Gilt dahingegen λ < µ, so dualisieren wir und sind auch wieder fertig. Für die
mit den langen exakten Ext-Sequenzen vertrauten Leser ist der Beweis damit zu
Ende. Die anderen müssen sich noch überlegen, daß wir durch Bilden des Pushout
E := cok((i,−ϕ)> : Q ↪→ (P ⊕ ∇(µ)) zur Einbettung i : Q ↪→ P und irgend-
einem Morphismus ϕ : Q → ∇(µ) ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen

Q ↪→ P � ∆(λ)
↓ ↓ ‖
∇(µ) ↪→ E � ∆(λ)

erhalten. Da die untere Zeile spaltet, läßt sich unser Morphismus ϕ : Q → ∇(µ)
in der Tat zu einem Morphismus P → ∇(µ) ausdehnen.

Übungen

Übung 25.2.3.11. Ist P ein projektives Objekt von O und E eine endlichdimen-
sionale Darstellung, so ist auch E ⊗ P ein projektives Objekt von O.

25.2.4 Die Tensoridentität*

Proposition 25.2.4.1 (Die Tensoridentität und ihre Verwandten). Sei b→ g ein
Homomorphismus von Liealgebren über einem Körper k. Gegeben Darstellungen
M ∈ b -Mod und E ∈ g -Mod haben wir kanonische Isomorphismen von g-
Moduln

prodg
b(E ⊗k M)

∼→ E ⊗k (prodg
bM)

indg
b Homk(E,M)

∼→ Homk(E, indg
bM)

indg
b Homk(M,E)

∼→ Homk(prodg
bM,E)

Ergänzung 25.2.4.2. Eine Variante dieser Aussagen für Mengen mit Gruppenope-
ration wird in 16.4.8.26 ausformuliert.

Beweis. Ganz allgemein ist nach 16.4.8.22 der Adjungierte einer Verknüpfung
von Funktoren die Verknüpfung der Adjungierten, wenn sie existieren. Diese Er-
kenntnis gilt es nun anzuwenden auf die kommutativen Diagramme von Funktoren

g -Mod
E⊗−→ g -Mod

↓ ↓
b -Mod

E⊗−→ b -Mod

g -Mod
Hom(E, )−→ g -Mod

↓ ↓
b -Mod

Hom(E, )−→ b -Mod
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g -Mod
Hom( ,E)−→ g -Modopp

↓ ↓
b -Mod

Hom( ,E)−→ b -Modopp

mit den Restriktionen als Vertikalen und der Adjunktion (E⊗,Hom(E, )) bezie-
hungsweise der Tatsache, daß der Rechtsadjungierte der Horizontalen Hom( , E)
im Diagramm ganz rechts wieder Hom( , E) ist, nur diesmal aufgefaßt als Funktor
in der Gegenrichtung.

25.2.4.3. Nehmen wir im letzten unserer Isomorphismen speziellE = k, so ergibt
sich ein kanonischer Isomorphismus (prodg

bN)∗
∼→ indg

b(N
∗).

Übungen

Übung 25.2.4.4. Der erste unserer drei Isomorphismen wird unter der Identifi-
kation prodg

bM = U(g) ⊗U(b) M auf Elementen gegeben durch die Vorschrift
u⊗ (e⊗m) 7→ u(e⊗ (1⊗m)).

Übung 25.2.4.5. Gegeben eine weitere Darstellung F ∈ g -Mod kommutiert das
Diagramm

prodg
b(E ⊗ F ⊗M) //

��

(E ⊗ F )⊗ prodg
bM

��
E ⊗ prodg

b(F ⊗M) // E ⊗ (F ⊗ prodg
bM)

25.2.5 Verschiebungsfunktoren
25.2.5.1. Wir erinnern an die Zerlegung O =

⊕
λ∈hdom

Oλ aus 25.2.2.5, in der λ
über alle ρ-dominanten Gewichte läuft. Zu dieser Zerlegung gehören Projektions-
funktoren prλ : O → Oλ und Einbettungsfunktoren inλ : Oλ ↪→ O.

Definition 25.2.5.2. Gegeben λ, µ zwei ρ-dominante Gewichte mit ganzer Diffe-
renz µ− λ ∈ X betrachten wir eine einfache endlichdimensionale Darstellung E
mit extremem Gewicht µ−λ und einem ausgezeichnetem Erzeuger des zugehöri-
gen Gewichtsraums und definieren den Verschiebungsfunktor von λ nach µ, auf
englisch und französisch translation functor, als den Funktor

Tµ
λ : Oλ → Oµ

M 7→ prµ(E ⊗M)

25.2.5.3. Die Wahl eines ausgezeichneten Erzeugers des zugehörigen Gewichts-
raums ist nur eine von vielen Möglichkeiten, unseren Funktor bis auf eindeutigen
Isomorphismus festzulegen. Alternativ könnte man auch E = L(ν) nehmen für
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{ν} = W (µ− λ)∩X+, aber mit dieser Wahl erreicht man bei den nun folgenden
Konstruktionen nur schwer denselben Grad von Eindeutigkeit.

Lemma 25.2.5.4 (Erste Eigenschaften der Verschiebungsfunktoren). Seien λ, µ
zwei ρ-dominante Gewichte mit ganzer Differenz. So gilt:

1. Der Verschiebungsfunktor Tµ
λ ist exakt;

2. Es gibt Adjunktionen (Tλ
µ,T

µ
λ);

3. Die Verschiebungsfunktoren vertauschen mit der Dualität, wir geben im
Beweis sogar genauer für jede Chevalley-Involution eine ausgezeichnete
Isotransformation Tµ

λ ◦ d
∼⇒ d ◦ Tµ

λ an;

4. Unter unseren Verschiebungsfunktoren Tµ
λ werden Projektive zu Projekti-

ven.

Beweis. 1. Der Verschiebungsfunktor Tµ
λ ist exakt als Komposition der exakten

Funktoren Tµ
λ = prµ ◦(E⊗) ◦ inλ;

2. Wir haben natürliche Adjunktionen (inλ, prλ), (E⊗, E∗⊗) und (prµ, inµ). Wei-
ter haben wir Tλ

µ = prλ ◦(E∗⊗) ◦ inµ, wobei wir in E∗ den Gewichtsvektor aus-
zeichnen, der auf dem in E ausgezeichneten Gewichtsvektor den Wert Eins an-
nimmt. So erhalten wir eine Adjunktion von Funktoren (Tµ

λ,T
λ
µ);

3. Wir denken uns hier eine Chevalley-Involution τ fest gewählt und verstehen
d = dτ . Wir haben kanonische Isomorphismen (E ⊗ M)∗

∼→ E∗ ⊗ M∗ we-
gen dimE < ∞ und dann auch d(E ⊗M)

∼→ dE ⊗ dM . Weiter erklären wir
kanonische Isomorphismen dE ∼→ E dadurch, daß wir den eben erklärten ausge-
zeichneten extremen Gewichtsvektor von E∗ mit dem ausgezeichneten extremen
Gewichtsvektor von E identifizieren. Mit der offensichtlichen Isotransformation
prµ ◦d

∼⇒ d ◦ prµ erhalten wir dann kanonische Isomorphismen

Tµ
λdM = prµ(E ⊗ dM)

∼→ prµ(dE ⊗ dM)
∼→ prµ d(E ⊗M)
∼→ d prµ(E ⊗M) = d(Tµ

λM)

Das zeigt die Behauptung.

4. Ist in der Tat P projektiv in Oλ, so ist Oλ(P, ) ◦ Tλ
µ
∼= Oµ(Tµ

λP, ) exakt als
Verknüpfung exakter Funktoren und somit ist Tµ

λP projektiv in Oµ.

25.2.5.5. Wir bezeichnen von nun an mitWλ die Standgruppe von λ bezüglich der
dot-Operation und Wλ̄ die ganzzahlige Weylgruppe von λ nach 25.1.6.2. Bei der
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ganzzahligen Weylgruppe kommt es noch nicht einmal darauf an, ob wir diesen
Begriff in Bezug auf die lineare Operation oder in Bezug auf die dot-Operation
verstehen.

Proposition 25.2.5.6 (Verschieben von Vermamoduln). Seien λ, µ zwei ρ-domi-
nante Gewichte mit ganzer Differenz λ − µ ∈ X. So besitzt für alle Elemente der
ganzzahligen Weygruppe x ∈ Wλ̄ der verschobene Vermamodul Tµ

λ∆(x · λ) eine
Vermafahne, in der jeder Vermamodul ∆(xy · µ) mit y ∈ Wλ/(Wλ ∩Wµ) genau
einmal als Subquotient auftritt.

25.2.5.7. Zwei Spezialfälle verdienen besondere Beachtung: Im Fall Wλ ⊂ Wµ

der sogenannten Verschiebung auf Wände werden Vermamoduln zu Vermamo-
duln, genauer gilt Tµ

λ∆(x · λ) ∼= ∆(x · µ). Im Fall Wλ ⊃ Wµ der sogenannten
Verschiebung aus Wänden hat Tµ

λ∆(x · λ) eine Filtrierung mit Subquotienten
∆(xy · µ) für y ∈ Wλ/Wµ.

Beweis. Wir haben nach der Definition Tµ
λ∆(x · λ) = prµ(E ⊗ ∆(x · λ)) für

E ∼= L(ν) mit {ν} = W (µ− λ) ∩ X+. Jetzt brauchen wir ein Lemma.

Lemma 25.2.5.8. Sei E eine endlichdimensionale Darstellung von g. So hat die
TensordarstellungE⊗∆(λ) eine Verma-Fahne mit Subquotienten ∆(λ+η),wobei
η über die Multimenge Pµ(E) der Gewichte von E mit ihren Multiplizitäten läuft.

Beweis. Die Tensoridentität 25.2.4.1 liefert uns einen kanonischen Isomorphis-
mus E ⊗C prodg

bCλ
∼→ prodg

b(E ⊗C Cλ), und jede Filtrierung des b-Moduls E
mit eindimensionalen Subquotienten induziert eine ∆-Fahne der gewünschten Art
auf E ⊗∆(λ).

Insbesondere hat in unserem FallE⊗∆(x·λ) eine Vermafahne mit Subquotienten
∆(x · λ + η), wo η die Multimenge Pµ(E) der Gewichte von E durchläuft. Wir
müssen demnach nur für alle η ∈ Pµ(E) die drei Implikationen

prµ ∆(x · λ+ η) 6= 0 ⇔ ∃ y ∈ Wλ mit x · λ+ η = xy · µ
⇓

dimEη = 1

zeigen. ⇐ und ⇓ sind evident. Wir zeigen nun ⇒. Gegeben eine beliebige affi-
ne Spiegelungsgruppe W auf einem affinen euklidischen Raum E wird für be-
liebige v, w ∈ E nach 23.1.7.7 der Abstand ‖v − zw‖ minimal genau für die
z ∈ W , für die v und zw im Abschluß desselben Alkoven liegen. Lassen wir
speziell W = Wλ̄ = Wµ̄ operieren vermittels der dot-Operation als affine Spie-
gelungsgruppe auf dem affinen euklidischen Raum E = λ + 〈R〉Q über dem
angeordneten Körper Q, so liegen λ und µ im Abschluß desselben Alkoven, da
sie beide ρ-dominant sind. Andererseits sind aber die Gewichte maximaler Länge
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Illustration zur Verschiebung aus der Wand: In diesem Fall ergibt sich eine kurze
exakte Sequenz

∆(µ) ↪→ Tµ
λ∆(λ)� ∆(y · µ)



25.2. MULTIPLIZITÄTEN VON VERMAMODULN 4271

von E nach 24.4.6.31 genau die extremen Gewichte, d.h. die Gewichte auf dem
Weylgruppenorbit W (µ − λ). Nur dann kann also ein Gewicht η ∈ Pµ(E) den
Abstand zwischen einem Element aus Wλ̄ ·λ und einem Element aus Wλ̄ ·µ über-
brücken, wenn unser Gewicht η extrem ist und die beiden fraglichen Punkte im
Abschluß desselben Alkoven liegen. Genau dann liegen nun aber x · λ und xy · µ
im Abschluß desselben Alkoven, wenn es ein z aus der Standgruppe von λ gibt
mit y · µ = z · µ, und dann wird ihre Differenz auch in der Tat gerade überbrückt
durch ein extremes Gewicht von E, nämlich durch das Gewicht xz(µ− λ).

25.2.5.9. Ich erinnere an die Grothendieckgruppe einer abelschen Kategorie ??
und an den von einem exakten Funktor induzierten Gruppenhomomorphismus
8.7.4.5.

Proposition 25.2.5.10. Die einfachen Moduln, die Vermamoduln und die unzer-
legbaren Projektiven liefern jeweils eine Z-Basis der Grothendieckgruppe von O.

Beweis. Es reicht, die analoge Aussage für die Kategorien χO zu zeigen. Die
Einfachen bilden für jede längenendliche Kategorie eine Basis der Grothendieck-
Gruppe, siehe 8.7.4.3. Die Einfachen von χO sind genau die L(λ) mit λ aus einer
geeigneten endlichen Menge S, genauer der Menge S = ξ−1(χ). Die quadratische
Matrix der [∆(λ) : L(µ)] mit λ, µ ∈ S hat Einsen auf der Diagonalen und obere
Dreiecksgestalt bei geeigneter Nummerierung von S. Mithin ist diese Matrix in-
vertierbar und das zeigt, daß auch die [∆(λ)] mit λ ∈ S eine Z-Basis von [χO]
bilden. Für die unzerlegbaren Projektiven argumentiert man genauso, auch die
Matrix [P(λ) : ∆(µ)]∆ mit λ, µ ∈ S hat nach 25.2.3.8 Einsen auf der Diagonalen
und obere Dreiecksgestalt bei geeigneter Nummerierung von S.

Korollar 25.2.5.11. Seien λ, µ ∈ h∗dom zwei ρ-dominante Gewichte mit ganzer
Differenz. Gilt Wλ ⊂ Wµ, so induziert Tµ

λTλ
µ auf der Grothendieckgruppe [Oµ]

die Multiplikation mit der natürlichen Zahl |Wµ/Wλ|. Insbesondere wird unter
der Verschiebung Tλ

µ aus der Wand kein von Null verschiedener Modul zu Null.

Beweis. Die Vermamoduln aus Oµ bilden eine Basis der Grothendieckgruppe
[Oµ]. Das Korollar folgt damit aus 25.2.5.6.

Satz 25.2.5.12. Gegeben ρ-dominante Gewichte λ, µmit ganzer Differenz λ−µ ∈
X und mit derselben Standgruppe Wλ = Wµ unter der dot-Operation liefert der
Verschiebungsfunktor eine Äquivalenz von Kategorien

Tµ
λ : Oλ

≈→ Oµ

Beweis. Es reicht zu zeigen, die vermittels einer Adjunktion α erklärten Abbil-
dungen Isomorphismen

α̂M : M
∼→ Tλ

µTµ
λM und α̌N : Tµ

λTλ
µN

∼→ N
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sind für alle M ∈ Oλ, N ∈ Oµ. Wir führen das nur für die Erste unserer beiden
Abbildungen aus. Per defintionem ist α̂M das Bild der Identität auf Tµ

λM unter
dem durch die Adjunktion gegebenen Isomorphismus

Oµ(Tµ
λM,Tµ

λM)
∼→ Oλ(M,Tλ

µTµ
λM)

Aus Tµ
λM 6= 0 folgt also α̂M 6= 0. Da die Endomorphismen von Vermamoduln

genau die skalaren Vielfachen der Identität sind, ist nach 25.2.5.6 mithin α̂M ein
Isomorphismus für jeden VermamodulM = ∆(x ·λ) ∈ Oλ. Dann ist α̂M auch ein
Isomorphismus für jeden Modul M mit Vermafahne, nach dem Fünferlemma und
Induktion. Nach 25.2.1.5.2 ist aber jedes Objekt vonO Quotient eines Objekts mit
Vermafahne. Damit ist natürlich auch jedes Objekt vonOλ Quotient eines Objekts
von Oλ mit Vermafahne. Für beliebiges M folgt dann die Behauptung vermittels
einer Zwei-Schritte-Auflösung durch Objekte mit Vermafahne und erneuter An-
wendung des Fünferlemmas.

Korollar 25.2.5.13. Seien λ, µ ∈ h∗dom mit λ− µ ∈ X und Wλ = Wµ. So gilt für
alle x, y ∈ Wλ̄ = Wµ̄ die Identität von Jordan-Hölder-Multiplizitäten

[∆(x · λ) : L(y · λ)] = [∆(x · µ) : L(y · µ)]

Beweis. Wir haben eine Äquivalenz von Kategorien, die ∆(x · λ) auf ∆(x · µ)
abbildet und damit natürlich auch den eindeutigen einfachen Quotienten auf den
eindeutigen einfachen Quotienten.

25.2.6 Homomorphismen zwischen Vermamoduln
25.2.6.1. Seien g ⊃ h eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra mit einer Car-
tan’schen und sei R+ ein System von positiven Wurzeln.

Satz 25.2.6.2 (Homomorphismen zwischen Vermamoduln). 1. Jeder von Null
verschiedene Homomorphismus zwischen zwei Vermamoduln ist injektiv;

2. Jeder Vermamodul hat genau einen einfachen Untermodul, und dieser ein-
fache Untermodul ist auch selbst wieder ein Vermamodul;

3. Der Raum der Homomorphismen zwischen zwei Vermamoduln hat höch-
stens die Dimension Eins;

4. Bezeichne ↑ die stärkste reflexive transitive Relation auf h∗ derart, daß gilt
(sα ·λ) ↑ λ für alle λ ∈ h∗ und α ∈ R+ mit (sα ·λ) ≤ λ alias 〈λ+ρ, α∨〉 ∈
N. Andererseits stehe ∆(λ) ⊂ ∆(µ) für die Aussage, daß sich ∆(λ) als
Untermodul in ∆(µ) einbetten läßt. So haben wir

∆(λ) ⊂ ∆(µ) ⇔ λ ↑ µ
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25.2.6.3. Bezeichne n+ ⊂ g die Summe der Wurzelräume zu positiven Wurzeln.
Unser Satz kann auch aufgefaßt werden als eine Beschreibung des h-Moduls der
n+-Invarianten in einem beliebigen Vermamodul.

Beweis. 1. Ist A ein Ring, so ist jeder Homomorphismus des A-Linksmoduls A
in sich selber die Multiplikation mit einem Element von A von rechts. Ist A ein
Integritätsring, so ist folglich jeder von Null verschiedene Homomorphismus des
A-Linksmoduls A in sich selber injektiv. Bezeichne n ⊂ g die Summe der Wur-
zelräume zu nichtpositiven Wurzeln. Wenden wir unsere Erkenntnis an auf die
Einhüllende A = U(n) und beachten, daß Vermamoduln als Moduln über U(n)
isomorph sind zu U(n) selber, so ergibt sich die Behauptung.

2. Jeder Vermamodul ist frei über dem Integritätsring U(n) und damit auch tor-
sionsfrei. Für u ∈ U(n), v ∈ ∆(λ) folgt aus u · v = 0 also schon u = 0 oder
v = 0. Ein einfacher Modul L(λ) kann aber nur dann torsionsfrei sein über U(n),
wenn er schon selbst ein Vermamodul ist, L(λ) = ∆(λ). Insbesondere ist jeder
einfache Untermodul eines Vermamoduls selbst wieder ein Vermamodul. Für eine
endlichdimensionale Lie-Algebra n kann es nun aber keine Einbettung

U(n)⊕ U(n) ↪→ U(n)

von U(n)-Linksmoduln geben, denn die Bilder von (1, 0) und (0, 1) unter so einer
Einbettung müßten für geeignetes n ∈ N in U≤n(n) liegen und wir hätten damit
Einbettungen

U≤i(n)⊕ U≤i(n) ↪→ U≤n+i(n)

für alle i ∈ N im Widerspruch dazu, daß dim U≤i(n) nach Poincaré-Birkhoff-Witt
gegeben wird durch ein Polynom in i, genauer dim U≤i(n) =

(
i+d
d

)
für d = dim n.

Ein Vermamodul kann damit nicht zwei verschiedene einfache Untermoduln be-
sitzen, denn beide müssten Vermamoduln sein und Schnitt Null haben im Wider-
spruch zu unseren Betrachtungen zu Moduln über U(n).

3. Bezeichne soc ∆(λ) den einfachen Untermodul von ∆(λ), d.h. seinen Sockel.
Da nach Teil 1 jeder von Null verschiedene Homomorphismus von Vermamoduln
injektiv ist, verschwindet er auch nicht auf dem Sockel des Ausgangsmoduls. Ge-
geben Vermamoduln ∆(λ) und ∆(µ) folgern wir die dritte Behauptung nun aus
den Inklusionen

O(∆(λ),∆(µ)) ↪→ O(soc ∆(λ),∆(µ)) = O(soc ∆(λ), soc ∆(µ))

4. Der Beweis dieser Aussage kann erst nach einigen Vorbereitungen im Anschluß
an 25.2.6.19 gegeben werden.
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Definition 25.2.6.4. Sei s ∈ S eine einfache Spiegelung. Eine Verschiebung
durch die s-Wand ist ein Funktor

θs : O0 → O0

der Gestalt θs = T0
µTµ

0 für ein µ ∈ h∗dom ∩X auf der s-Wand, d.h. mit Wµ = 〈s〉.

Vorschau 25.2.6.5. Wir werden uns später überlegen, daß so eine Verschiebung
durch die Wand bis auf natürliche Äquivalenz nicht von der Wahl der Stelle µ auf
der Wand abhängt. Die möglichen µ sind übrigends genau alle ganzzahligen Li-
nearkombinationen von fundamentalen dominanten Gewichten, in denen das fun-
damentale dominante Gewicht zu unserer einfachen Spiegelung den Koeffizienten
−1 hat und alle anderen Koeffizienten nichtnegativ sind.

Lemma 25.2.6.6 (Eigenschaften von Verschiebungen durch Wände). Sei s ei-
ne einfache Spiegelung in Bezug auf unser System von positiven Wurzeln R+. So
gilt:

1. Jede Verschiebung θs durch die s-Wand ist ein exakter und selbstadjungier-
ter Funktor, der mit jeder Dualität vertauscht;

2. Die von unseren Adjunktionen α : (Tµ
0 ,T

0
µ) und ω : (T0

µ,T
µ
0) induzierten

Transformationen α̂ : id → θs beziehungsweise ω̌ : θs → id liefern ge-
nau dann von Null verschiedene Abbildungen M → θsM beziehungsweise
θsM →M, wenn gilt θsM 6= 0;

3. Wir haben dimO(∆, θs∆) = dimO(θs∆,∆) = 1 für jeden Vermamodul
∆ aus O0;

4. Wir haben θs∆(x · 0) ∼= θs∆(xs · 0) für alle x ∈ W , und nehmen wir
zusätzlich x < xs an, so gibt es eine kurze exakte Sequenz

∆(x · 0) ↪→ θs∆(x · 0)� ∆(xs · 0)

Vorschau 25.2.6.7. Wir werden gleich zeigen können, daß die kurze exakte Se-
quenz aus 4 nicht spaltet: Sobald wir die Einbettung ∆(x · 0) ⊂ ∆(xs · 0) kennen,
liefert die Annahme einer Spaltung nämlich einen Widerspruch zur Aussage von
Teil 3.

Beweis. 1. Die entsprechenden Aussagen über Verschiebungsfunktoren aus 25.2.5.4
liefern sofort eine natürliche Äquivalenz θs ◦d

∼⇒ d ◦ θs und die Existenz von Ad-
junktionen (θs, θs).

2. Unsere Adjunktionen liefern von Null verschiedene Abbildungen M → θsM
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beziehungsweise θsM →M genau dann, wenn gilt Tµ
0M 6= 0. In der Tat kommen

sie ja her von der Identität auf Tµ
0M vermittels der Adjunktionsisomorphismen

Hom(Tµ
0M,Tµ

0M)
∼→ Hom(M,T0

µTµ
0M)

Hom(Tµ
0M,Tµ

0M)
∼→ Hom(T0

µTµ
0M,M)

Schließlich liefert jedoch die Verschiebung aus der Wand T0
µ eine Injektion auf

der Grothendieckgruppe nach 25.2.5.11, und die dort bewiesene Aussage zeigt
genauer θsM 6= 0⇔ Tµ

0M 6= 0.

3. Das folgt mit den Adjunktionen (Tµ
0 ,T

0
µ) und (T0

µ,T
µ
0) daraus, daß Vermamo-

duln auf die Wand gerückt Vermamoduln bleiben.

4. Als aus der Wand gerückter Vermamodul hat θs∆(x · 0) = T0
µ∆(x · µ) nach

25.2.5.6 eine Vermafahne mit Subquotienten ∆(x · 0) und ∆(xs · 0). Diese Ver-
mafahne läßt sich tatsächlich in der behaupteten Weise anordnen, da sie sonst nach
24.4.4.6 spalten müßte und sich dann eben umsortieren ließe.

25.2.6.8. Ich erinnere an die Bruhat-Teilordnung 23.3.3.2 auf der Weylgruppe.
Sie kann dadurch charakterisiert werden, daß gegeben eine kürzestmögliche Dar-
stellung w = s1 . . . sr eines Elements als Produkt von einfachen Spiegelungen die
Menge {x ∈ W | x ≤ w} mit der Menge aller Produkte von Teilausdrücken x =
si(1) . . . si(s) zusammenfällt, für ss ≥ 0 und i : {1, . . . , s} → {1, . . . , r} streng
monoton wachsend. Daß jedoch diese Menge nicht von der Wahl der kürzest-
möglichen Darstellung abhängt und daß wir so in der Tat eine partielle Ordnung
erhalten, muß erst einmal bewiesen werden. Aus 23.1.6.11 folgt sogar, daß jedes
x ≤ w unter den reduzierten Teilausdrücken unserer gegebenen kürzestmöglichen
Darstellung zu finden ist.

Proposition 25.2.6.9. Bezeichne ≤ die Bruhat-Teilordnung auf der Weylgruppe.
So haben wir für alle x, y ∈ W

∆(x · 0) ⊂ ∆(y · 0)⇔ x ≥ y

Beweis. Für diesen Beweis kürzen wir ∆(x · 0) = ∆(x) ab und haben insbeson-
dere ∆(0) = ∆(e) für e ∈ W das neutrale Element. Wir zeigen zunächst die
Implikation⇐ und gehen dazu in mehreren Schritten vor.

1. Nach 24.4.4.13 gilt ∆(s) ⊂ ∆(e) für alle einfachen Spiegelungen s ∈ S.

2. Für x, y ∈ W und s ∈ S mit x < xs, y < ys gilt

∆(x) ⊂ ∆(y) ⇒ ∆(xs) ⊂ ∆(ys)
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Um das zu sehen, wenden wir auf die linke Inklusion den Funktor θs an und
erhalten mithilfe von 25.2.6.6 ein kommutatives Diagramm

∆(x) ↪→ θs∆(x) � ∆(xs)
↓ ↓ ↓

∆(y) ↪→ θs∆(y) � ∆(ys)

Wäre hier die rechts induzierte Vertikale die Nullabbildung, so müßte die mittlere
Vertikale über ∆(y) faktorisieren. Da θs exakt ist, ist jedoch die mittlere Vertikale
injektiv, und wir erhielten auf diese Weise eine Injektion θs∆(x) ↪→ ∆(y) und da-
mit eine Injektion von U(n)-Linksmoduln U(n) ⊕ U(n) ↪→ U(n). Die aber kann
es nicht geben, wie wir bereits im Beweis von 25.2.6.2 gesehen hatten.

3. Für alle x ∈ W gilt ∆(x) ⊂ ∆(e). Das folgt aus den ersten beiden Schritten
mit Induktion über die Länge von x. Man kann das aber auch zeigen, ohne Punkt
2 zu verwenden, indem man die volle Kraft von 24.4.4.13 ausnutzt, die ja auch
sx > x ⇒ ∆(sx) ⊂ ∆(x) liefert für alle einfachen Spiegelungen s ∈ S.

4. Wir zeigen als Zwischenschritt für jeden Vermamodul ∆ ausO0, daß jede Kom-
position von Abbildungen ∆ → θs∆ → ∆ verschwindet. Nach dem vorherge-
henden Punkt, und da diese Morphismenräume eh höchstens eindimensional sind,
dürfen wir uns hierbei auf den Fall ∆ = ∆(e) beschränken. Unsere Adjunktionen
zeigen in diesem Fall, daß die Homomorphismenräume von ∆(e) oder ∆(s) nach
θs∆(e) ∼= θs∆(s) eindimensional sind, und die Homomorphismenräume in der
umgekehrten Richtung desgleichen. Die kanonische Abbildung θs∆(e) → ∆(e)
faktorisiert also über die Einbettung ∆(s) ⊂ ∆(e) und die Komposition von ka-
nonischen Abbildungen ∆(e) ↪→ θs∆(e)→ ∆(e) ist folglich in der Tat Null.

5. Wir zeigen für alle x ∈ W und s ∈ S, daß gilt

xs > x ⇒ ∆(xs) ⊂ ∆(x)

Nach dem vorhergehenden Punkt faktorisiert nämlich die von Null verschiedene
kanonische Abbildung ∆(xs)→ θs∆(xs) über den Kern der kanonischen Abbil-
dung θs∆(xs)→ ∆(xs), als da heißt über ∆(x).

6. Ist x = s1s2 . . . sl eine reduzierte Darstellung von x und haben wir y mit y ≤ x,
so gibt es nach unserer Charakterisierung der Bruhatteilordnung 25.2.6.8 geeig-
nete ti ∈ {si, e} mit y = t1t2 . . . tl und sogar so, daß die vom neutralen Element
e verschiedenen ti eine reduzierte Darstellung von y bilden. Mit 2 und 5 folgern
wir nun induktiv ∆(s1s2 . . . si) ⊂ ∆(t1t2 . . . ti) für alle i.

7. Die andere Implikation ∆(x) ⊂ ∆(y) ⇒ x ≥ y folgt sofort aus dem anschlie-
ßenden Lemma.

Lemma 25.2.6.10. Seien x, y ∈ W . So gilt [∆(y · 0) : L(x · 0)] 6= 0⇔ x ≥ y.
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Beweis. Wir kürzen stärker ∆(x · 0) = ∆(x) = ∆x ab und ähnlich P(x · 0) = Px

sowie L(x · 0) = Lx. Die Implikation⇐ folgt aus der Implikation⇐ in 25.2.6.9
alias der Inklusion ∆x ⊂ ∆y für x ≥ y, die ja bereits bewiesen ist. Es gilt noch
⇒ zu zeigen. Gegeben x ∈ W und s ∈ S mit x < xs bemerken wir zunächst
[θsLxs : Lx] 6= 0. In der Tat haben wir nämlich

O(∆x, θsLxs) = O(θs∆x,Lxs) ⊃ O(∆xs,Lxs) 6= 0

mit dem letzten Teil von 25.2.6.6. Ist also x = s . . . t eine reduzierte Darstellung
von x als Produkt einfacher Spiegelungen, so folgern wir der Reihe nach

[θs . . . θtLx : Le] 6= 0 ⇒ O(∆e, θs . . . θtLx) 6= 0
⇒ O(θt . . . θs∆e,Lx) 6= 0
⇒ Px ist Summand von θt . . . θs∆e

⇒ ([Px : ∆y] 6= 0⇒ [θt . . . θs∆e : ∆y] 6= 0)
⇒ ([Px : ∆y] 6= 0⇒ y ≤ x)

In der Tat hat ja θt . . . θs∆e eine Vermafahne mit Subquotienten ∆z, wo z über die
Multimenge aller Teilausdrücke des Worts s . . . t läuft. Aus [Px : ∆y] 6= 0 folgt
also x ≥ y, und die Reziprozitätsformel 25.2.3.9 liefert die Behauptung.

25.2.6.11. Damit ist 25.2.6.9 vollständig bewiesen, als da heißt, im Hauptblock
O0 werden die Homomorphismen zwischen Vermamoduln vollständig kontrolliert
durch die Bruhat-Teilordnung auf der Weylgruppe. Als nächstes behandeln wir
allgemeiner Blöcke mit ganzem Parameter und müssen einige kombinatorische
Vorbereitungen treffen.

Lemma 25.2.6.12. Seien R ⊃ R+ ein Wurzelsystem mit einem System positiver
Wurzeln, (W,S) seine Weylgruppe mit den einfachen Spiegelungen, Sι ⊂ S eine
Teilmenge der Menge der einfachen Spiegelungen und Wι ⊂ W das Erzeugnis
von Sι. So haben wir:

1. In jeder Nebenklasse ausW/Wι gibt es genau einen Repräsentanten kleins-
ter Länge und genau einen Repräsentanten größter Länge. Sie sind auch für
die Bruhat-Teilordnung die kleinsten beziehungsweise größten Elemente ih-
rer Nebenklasse.

2. Bezeichnet W ι ⊂ W die Menge der kürzesten Repräsentanten, so gilt für
alle x ∈ W ι und y ∈ Wι die Formel l(xy) = l(x) + l(y).

Ergänzung 25.2.6.13. Dasselbe gilt analog für jedes Coxetersystem (W,S), ver-
gleiche 23.3.3.13 und 23.3.3.15.
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Beweis. Bezeichne Rι ⊂ R die Menge aller derjenigen Wurzeln, die sich aus
den einfachen Wurzeln zu Spiegelungen aus Sι linear kombinieren lassen. Sicher
ist Rι ein Wurzelsystem in dem von ihm aufgespannten Teilraum. Offensichtlich
stabilisiert jedes s ∈ Sι die Menge R+\Rι. Gegeben w ∈ W ist nun Rι ∩ (wR+)
ein System positiver Wurzeln in Rι und es gibt folglich genau ein v ∈ Wι mit
v(Rι∩(wR+)) = Rι∩R+. Da die Länge eines Elements nach 23.2.2.15 genau die
Zahl der positiven Wurzeln ist, die von ihm negativ gemacht werden, ist x = vw
notwendig das kürzeste Element der Linksnebenklasse Wιw und für alle y ∈ Wι

gilt l(yx) = l(y)+l(x). Das zeigt die analoge Aussage für Linksnebenklassen. Die
im Lemma behauptete Aussage für Rechtsnebenklassen folgt durch Invertieren.

Proposition 25.2.6.14. Gegeben µ ∈ h∗dom ∩X ein ganzes ρ-dominantes Gewicht
und x, y ∈ W µ kürzeste Repräsentanten von Nebenklassen aus W/Wµ gilt

∆(x · µ) ⊂ ∆(y · µ)⇔ x ≥ y

Beweis. Um die Implikation⇐ zu zeigen, rückt man die Einbettung ∆(x · 0) ⊂
∆(y · 0) mit Tµ

0 an die Stelle µ. Um die andere Implikation⇒ zu zeigen, folgern
wir aus ∆(x · µ) ⊂ ∆(y · µ) der Reihe nach

Hom(Tµ
0∆(x · 0),∆(y · µ)) 6= 0 wegen Tµ

0∆(x · 0) ∼= ∆(x · µ),
Hom(∆(x · 0),T0

µ∆(y · µ)) 6= 0 wegen der Adjunktion (Tµ
0 ,T

0
µ), und

Hom(∆(x · 0),∆(yu · 0)) 6= 0 für ein u ∈ Wµ wegen 25.2.5.6.

Mit dem Hauptblock-Fall 25.2.6.9 folgt dann x ≥ yu ≥ y.

25.2.6.15. Gegeben λ ∈ h∗dom ist Wλ̄ kanonisch isomorph zur Weylgruppe des
Wurzelsystems Rλ̄. Das System positiver Wurzeln R+ ∩ Rλ̄ definiert folglich ei-
ne Teilordnung auf Wλ̄, die wir „die Bruhatteilordnung auf Wλ̄“ nennen und ≥λ̄
notieren.

Satz 25.2.6.16. Gegeben λ ∈ h∗dom und x, y ∈ Wλ̄ kürzeste Repräsentanten von
Nebenklassen aus Wλ̄/Wλ gilt mit ≥λ̄ der Bruhat-Teilordnung auf Wλ̄ die Regel

∆(x · λ) ⊂ ∆(y · λ) ⇔ x ≥λ̄ y

Beweis. Ganz genauso wie der Beweis für den bisher behandelten Spezialfall
λ ∈ h∗dom ∩ X mit zwei Ausnahmen: Erstens sollten wir uns klarmachen, daß
es für jede einfache Spiegelung s ∈ Wλ̄ tatsächlich ein µ ∈ h∗dom ∩ (λ + X) gibt
mit Wµ = 〈s〉. Das überlassen wir dem Leser. Zweitens benötigen wir für jede
einfache Spiegelung s ∈ Wλ̄ eine Einbettung ∆(s · λ) ⊂ ∆(λ). Das leistet die
anschließende Proposition 25.2.6.17.
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Proposition 25.2.6.17. Gegeben λ ∈ h∗ beliebig und s ∈ W eine Spiegelung mit
(s · λ) ≤ λ gilt ∆(s · λ) ⊂ ∆(λ).

Beweis. Zunächst einmal zeigen wir das für λ ganz und regulär. In diesem Fall
haben wir ja λ = z · µ für eindeutig bestimmte z ∈ W und µ ∈ X ∩ h∗dom und
es gilt, aus (sz · µ) ≤ (z · µ) zu folgern sz ≥ z in der Bruhat-Teilordnung. Nun
bedeutet unsere Ungleichung (sz · µ) ≤ (z · µ) aber geometrisch gerade, daß die
Spiegelebene L von s den Alkoven B von (z · µ) und den Alkoven A von µ nicht
trennt. Mit 23.1.6.7 folgt erst l(sz) > l(z) und dann sz ≥ z wie gewünscht. Jetzt
behandeln wir den allgemeinen Fall. Hier beruht das Argument auf dem folgenden
Lemma, das wir im Anschluß beweisen.

Lemma 25.2.6.18. Für jedes ganze Gewicht ν ∈ X ist die Menge

{τ ∈ h∗ | ∆(τ + ν) ⊂ ∆(τ)}

abgeschlossen in h∗ für die Zariski-Topologie.

Daraus folgt dann die Proposition, denn ist sagen wir α die Wurzel zu s und setzen
wir 〈λ+ρ, α∨〉 = n, betrachten die HyperebeneH aller τ ∈ h∗ mit 〈τ+ρ, α∨〉 = n
und nehmen ν = −nα, so gilt (s · τ) = τ + ν für alle τ ∈ H und nach dem schon
Bewiesenen haben wir ∆(τ + ν) ⊂ ∆(τ) für alle regulären τ ∈ X ∩ H . Da
diese jedoch in H Zariski-dicht liegen, folgt diese Inklusion mit 25.2.6.18 für alle
τ ∈ H und insbesondere für λ.

Beweis von Lemma 25.2.6.18. Gegeben Vektorräume V,W endlicher Dimension
ist die Menge aller Injektionen sicher Zariski-offen in Hom(V,W ) und die Menge
der Nicht-Injektionen folglich Zariski-abgeschlossen. Identifizieren wir alle ∆(λ)
mit dem festen Vektorraum U(n) vermittels ihres kanonischen Erzeugers vλ und
ist ν ∈ X fest gewählt, so wird für α ∈ R die Operation eines Elements xα ∈ gα
eine von λ abhängige lineare Abbildung

ϕα(λ) : U(n)ν → U(n)ν+α

Man überzeugt sich ohne Schwierigkeiten, daß wir auf diese Weise eine algebrai-
sche Abbildung ϕα : h∗ → Hom(U(n)ν ,U(n)ν+α) erhalten. Die λmit ∆(λ+ν) ⊂
∆(λ) können nun beschrieben werden als das Urbild der Nicht-Injektionen unter
der algebraischen Abbildung h∗ 7→ Hom

(
U(n)ν ,

⊕
α∈R+ U(n)ν+α

)
, die jedem

λ ∈ h∗ die Spaltenmatrix der ϕα(λ) zuordnet.

25.2.6.19. Wir haben nun Satz 25.2.6.16 vollständig bewiesen und damit die Ho-
momorphismen zwischen Vermamoduln sogar noch expliziter beschrieben als im
eingangs formulierten Satz 25.2.6.2. Der Vollständigkeit halber müssen wir je-
doch auch noch die dort gegebene Beschreibung ableiten.
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Beweis von 25.2.6.2.4. Wir zeigen also noch

∆(λ) ⊂ ∆(µ) ⇔ λ ↑ µ

Die Implikation ⇐ ist schon klar nach 25.2.6.17. Zum Nachweis der anderen
Implikation schreiben wir λ = x ·τ und µ = y ·τ mit τ ∈ h∗dom und x, y ∈ Wτ̄ und
es reicht, aus x ≥τ̄ y zu folgern (x ·τ) ↑ (y ·τ). Zu zeigen ist also nur, daß für eine
Spiegelung s ∈ Wτ̄ mit lτ̄ (sy) > lτ̄ (y) gilt (sy · τ) ↑ (y · τ). Das folgt jedoch aus
23.1.6.7, angewandt auf die affine Spiegelungsgruppe Wτ̄ ⊂ Aff(τ + 〈Rτ̄ 〉Q).

Satz 25.2.6.20. Es gilt [∆(λ) : L(µ)] 6= 0⇔ λ ↑ µ.

Beweis. Die Implikation ⇐ folgt sofort aus der eben bewiesenen Inklusion von
Vermamoduln ∆(λ) ⊂ ∆(µ). Die andere Implikation zeigt man wie ihren Spezi-
alfall 25.2.6.10.

Satz 25.2.6.21 (Verschieben einfacher Moduln auf Wände). Seien gegeben Ge-
wichte λ, µ ∈ h∗dom mit ganzer Differenz und Wλ ⊂ Wµ. Sei x ∈ Wλ̄ der größte
Repräsentant aus seiner Nebenklasse in Wλ̄/Wλ. So haben wir

Tµ
λ L(x · λ) ∼=


L(x · µ) falls x auch der größte Repräsentant

aus seiner Nebenklasse in Wµ̄/Wµ ist;

0 sonst.

25.2.6.22. Man kann die Bedingung in Satz 25.2.6.21 auch geometrischer fassen
wie folgt: Für jede Spiegelung auf einem affinen Raum über einem angeordneten
Körper betrachtet man die dreiteilige Partition in die zwei offenen Halbräume und
die Spiegelhyperebene. Gegeben eine affine Spiegelungsgruppe betrachtet man
die gröbste Partition des affinen Raums, die feiner ist als diese Partition für jede
der Spiegelebenen. Die Stücke dieser Partition heißen die Facetten unserer affinen
Spiegelungsgruppe. Ist unsere Spiegelungsgruppe endlich und zeichnen wir einen
Alkoven A als dominant aus, so definieren wir zu einer Facette F ihren oberen
Abschluß F̂ als

F̂ =
⋂
H⊃F

H ∩
⋂

H+
A⊃F

H+
A ∩

⋂
H−A⊃F

H̄−A

wo der Schnitt über alle Spiegelhyperebenen H läuft. Dann haben wir für beliebi-
ge x ∈ Wλ̄ in der Situation des Satzes Tµ

λ L(x · λ) = L(x · µ) genau dann, wenn
x ·µ im oberen Abschluß der Facette von x ·λ liegt, für die Operation von Wλ̄ auf
λ+ 〈Rλ̄〉Q. Andernfalls gilt Tµ

λ L(x · λ) = 0.

Beweis. Schiebt man einen einfachen Modul auf Wände, so erhält man einen ein-
fachen Modul oder Null. In der Tat ist jeder einfache Modul das Bild eines Ho-
momorphismus von einem Vermamodul in einen Nablamodul und umgekehrt hat
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Die eingekringelten Punkte aus der Bahn von λ unter der dot-Operation der
Weylgruppe zeigen die Gewichte x · λ mit Tµ

λ L(x · λ) = 0, bei denen eben „von
der Seite der positiven Weylkammer her auf die Wand gerückt wird“. Die Pfeile
deuten dahingegen an, auf welche Einfachen in der Wand die anderen Einfachen

außerhalb der Wand geschoben werden.
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jeder von Null verschiedene derartige Homomorphismus einfaches Bild. Folglich
kommen für Tµ

λ L(x ·λ) überhaupt nur die Alternativen L(x ·µ) und 0 in Betracht.
Ist x nicht der größte Repräsentant seiner Nebenklasse aus Wµ̄/Wµ, so finden wir
in dieser Nebenklasse ein y, das noch größer ist. Da x maximal war in seiner Ne-
benklasse aus Wλ̄/Wλ, folgt (y · λ) 6= (x · λ) und L(x · λ) ist ein Quotient des
Kokerns der Inklusion ∆(y · λ) ↪→ ∆(x · λ). Beim Verschieben auf die Wände
wird diese Inklusion jedoch nach 25.2.5.6 eine Inklusion von einem Vermamodul
in sich selber, folglich muß ihr Kokern bei diesem Verschieben sterben. Es bleibt
damit nur zu zeigen, daß diejenigen einfachen Moduln, denen das vorhergehen-
de Argument eine Überlebenschance einräumt, auch tatsächlich die Verschiebung
auf die Wand überleben. Mithilfe der Vermamoduln erkennt man jedoch, daß das
Verschieben eine Surjektion Tµ

λ : [Oλ] � [Oµ] auf den Grothendieckgruppen
liefert. Das zeigt, daß in der Tat die übrigen Einfachen alle am Leben bleiben
müssen.

Korollar 25.2.6.23. Seien λ, µ ∈ h∗dom mit λ− µ ∈ X und Wλ ⊂ Wµ. So gilt für
alle x, y ∈ Wλ̄ = Wµ̄ mit y maximal in seiner Nebenklasse yWµ die Identität von
Jordan-Hölder-Multiplizitäten

[∆(x · λ) : L(y · λ)] = [∆(x · µ) : L(y · µ)]

Beweis. Der Verschiebungsfunktor Tµ
λ ist ein exakter Funktor, der ∆(x · λ) auf

∆(x ·µ) abbildet, einfache Objekte auf einfache Objekte oder auf Null, das Objekt
L(y · λ) auf L(y · µ), und kein nicht zu L(y · λ) isomorphes einfaches Objekt von
O auf L(y · µ).

25.2.6.24. Wir sehen insbesondere, daß wir aus den Multiplizitäten der Verma-
moduln im Hauptblock bereits die Multiplizitäten aller Vermamoduln mit ganzem
höchsten Gewicht herleiten können.

25.2.6.25 (Multiplizitäten im subgenerischen Fall). Sei λ ∈ h∗dom gegeben
derart, daß seine ganzzahlige Weylgruppe genau zwei Elemente hat, sagen wir
Wλ̄ = {e, s}, und die Standgruppe von λ trivial ist, in Formeln s · λ 6= λ. So
haben wir nach 25.2.6.2 eine kurze exakte Sequenz

∆(s · λ) ↪→ ∆(λ)� L(λ)

Wegen ∆(s · λ) = L(s · λ) nach 25.1.6.12 liefert diese Sequenz bereits alle Mul-
tiplizitäten von Vermamoduln im Block Oλ.

25.2.6.26 (Einige weitere Multiplizitäten). Wir erinnern unsere Notation ∆x =
∆(x · 0) und betrachten den Isomorphismus ∆ : ZW ∼→ [O0], der gegeben wird
durch x 7→ [∆x] für x ∈ W . Unsere Formeln 25.2.6.6 für die Verschiebung von
Vermamoduln durch die Wand zeigen θs ◦ ∆ = ∆ ◦ (·(1 + s)) für jede einfache
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Spiegelung s ∈ W . Wir erklären nun Cx ∈ ZW durch die Vorschrift ∆(Cx) =
[Px] alias

Cx :=
∑
y∈W

[Px : ∆y]∆ y

Aus der Reziprozitätsformel und unseren Erkenntnissen über Homomorphismen
von Vermamoduln folgt [Px : ∆e]∆ ≥ 1 und [Px : ∆x]∆ = 1. Wir wissen,
daß θsPx projektiv ist, also θsPx ∼=

⊕
z∈W P

⊕m(z)
z für geeignete Vielfachheiten

m(z) ≥ 0. Es folgt Cx(1 + s) =
∑

z∈W m(z)Cz mit m(z) ≥ 0. Besitzt nun W
genau zwei einfache Spiegelungen s und t, so betrachten wir im Gruppenring die
Elemente Dx :=

∑
y≤x y und finden durch elementare Rechnung

Dx(1 + s) =


2Dx falls xs < x;
Dxs +Dxt falls xs > x und x 6= e;
Dxs falls x = e oder x = t.

Im Fall sts = tst alias g = sl(3;C) überzeugt man sich nun leicht, daß wir
notwendig Cx = Dx erhalten und damit

[∆x : Ly] =

{
1 falls y ≥ x;
0 sonst.

In derselben Weise erhält man im Fall einer beliebigen halbeinfachen Liealgebra
für ein ρ-dominantes Gewicht λ mit |Wλ̄| ≤ 6 und beliebige µ, ν ∈ Wλ̄ · λ die
Multiplizitäten

[∆(µ) : L(ν)] =

{
1 falls ν ↑ µ;
0 sonst.

Im allgemeinen liegen die Verhältnisse jedoch nicht so einfach, wie im weiteren
ausgeführt werden soll.
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25.3 Kazhdan-Lusztig-Theorie

25.3.1 Iwahori-Hecke-Algebra

25.3.1.1. Gegeben G ⊃ B eine Gruppe mit einer endlichen Untergruppe können
wir im Gruppenring ZGmit der Konvolution ∗ als Multiplikation die additive Un-
tergruppe H(G,B) der B-Biinvarianten betrachten. Eine Z-Basis dieser Unter-
gruppe bilden die charakteristischen Funktionen der B-Doppelnebenklassen. Die
Untergruppe H(G,B) ⊂ ZG ist zwar abgeschlossen unter der Konvolution, be-
sitzt jedoch im allgemeinen in Bezug auf diese Multiplikation kein Einselement.
Um das zu korrigieren führen wir aufH(G,B) eine neue Multiplikation ein durch
die Vorschrift

f ∗B g :=
1

|B|
(f ∗ g)

und erhalten so einen Ring mit der charakteristischen Funktion von B als Einsele-
ment, die sogenannte Hecke-Algebra zu G ⊃ B.

25.3.1.2 (Ursprung der Terminologie). In ?? werde ich diskutieren, wie man
diese Konstruktion auf den Fall einer beliebigen Untergruppe B verallgemei-
nern kann, und inwiefern gewisse Erzeuger der Hecke-Algebra zu GL(2;R) ⊃
GL(2;Z) dann gerade den Operatoren entsprechen, die Hecke in die Theorie der
Modulformen eingeführt hat und denen unsere Hecke-Algebra ihren Namen ver-
dankt.

25.3.1.3. Bezeichne Fq den endlichen Körper mit q Elementen. Wir interessieren
uns für den Fall der endlichen Gruppe G = GL(n;Fq) mit der Untergruppe B
der oberen Dreiecksmatrizen. Nach 4.5.6.1 ist G die disjunkte Vereinigung der
B-Doppelnebenklassen zu Permutationsmatrizen, in Formeln

GL(n;Fq) =
⊔
w∈Sn

BwB

Die charakteristischen Funktionen Tx der Doppelnebenklassen BxB für x ∈ Sn
bilden folglich eine Z-Basis der Hecke-Algebra H = H(G,B). Bezeichne l(x)
die Zahl der Fehlstände alias die Länge der Permutation x in Bezug auf die Men-
ge S der Transpositionen benachbarter Elemente, die genau die einfachen Spie-
gelungen sind in Bezug auf das durch B gegebene System positiver Wurzeln. Wir
behaupten für die Multiplikation ∗B in dieser Heckealgebra, die wir von nun an
einfach durch Hintereinanderschreiben notieren, die Formeln

TxTy = Txy falls l(x) + l(y) = l(xy);

T 2
s = qTe + (q − 1)Ts für s von der Länge l(s) = 1.
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Die Untergruppe B tBsB im Fall der Transposition benachbarter Elemente
s = (2, 3) in der GL(6).
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In der Tat kennen wir aus Übung 4.5.2.7 für die Kardinalitäten der Doppelneben-
klassen die Formel |BxB| = ql(x)|B|. Für x, y mit l(x) + l(y) = l(xy) liefert
die Multiplikation BxB ×B ByB → G sicher eine Abbildung, deren Bild BxyB
umfaßt. Ein Vergleich der Kardinalitäten zeigt dann, daß sie sogar eine Bijektion
mit BxyB liefern muß, und das zeigt die erste Formel. Ist s ∈ Sn von der Länge
l(s) = 1, also die Vertauschung zweier benachbarter Elemente von {1, . . . , n}, so
erkennt man leicht, daß B t BsB eine Untergruppe ist, nämlich die Untergrup-
pe aller invertierbaren Block-obere-Dreiecksmatrizen mit lauter (1 × 1)-Blöcken
aber einem (2 × 2)-Block auf der Diagonalen, und daß diese Untergruppe genau
(q+ 1)|B| Elemente hat. Es folgt (Ts +Te)∗ (Ts +Te) = (q+ 1)|B|(Ts +Te) und
in der Hecke-Algebra mit dem neutralen Element 1 = Te gilt folglich (Ts + 1)2 =
(q + 1)(Ts + 1) alias T 2

s = (q − 1)Ts + q.

Vorschau 25.3.1.4. Haben wir allgemeiner eine zusammenhängende reduktive al-
gebraische Gruppe über dem endlichen q-elementigen Körper Fq mit einer Bo-
rel’schen und bezeichnet G ⊃ B die zugehörigen endlichen Gruppen Fq-wertiger
Punkte, so gilt das Vorhergehende entsprechend, sobald wir in unserer Borel’schen
eine Cartan’sche wählen und statt mit Sn allgemeiner mit der zugehörigen Weyl-
gruppeW und der darauf durch die Borel’sche festgelegten Längenfunktion arbei-
ten. Die Elemente der Länge Eins heißen in dieser Allgemeinheit die „einfachen
Spiegelungen“.

Lemma 25.3.1.5 (Universelle Strukturkonstanten). Für die symmetrische Grup-
peW := Sn mit dem System einfacher Spiegelungen S := {(i, i+1) | 1 ≤ i < n}
gibt es eindeutig bestimmte Polynome czx,y im Polynomring Z[q] derart, daß bei
Einsetzen einer beliebigen echten Primzahlpotenz für q in unserer Hecke-Algebra
aus 25.3.1.3 gilt

TxTy =
∑
z

czx,y(q)Tz

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar und nur die Existenz ist noch zu zeigen. Ist
y = s eine einfache Spiegelung, so haben wir TxTs = Txs falls xs > x und
TxTs = TxsT

2
s = qTxs + (q − 1)Tx falls xs < x und die Existenz ist auch

klar. Im allgemeinen schreibe man Ty = Ts . . . Tr für y = s . . . r eine reduzierte
Darstellung.

Satz 25.3.1.6 (Iwahori-Hecke-Algebra für Sn). Für die symmetrische Gruppe
W := Sn mit dem System einfacher Spiegelungen S := {(i, i + 1) | 1 ≤ i < n}
gibt es auf dem freien Modul

⊕
x∈W Z[q]Tx über dem Polynomring Z[q] zur Basis

W genau eine assoziative Z[q]-bilineare Verknüpfung derart, daß gilt

TxTy = Txy falls l(x) + l(y) = l(xy);

T 2
s = qTe + (q − 1)Ts für s ∈ S.
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Beweis. Die Eindeutigkeit scheint mir offensichtlich. Um die Existenz einer der-
artigen Verknüpfung zu zeigen, mag man schlicht eine Verknüpfung definieren
durch die im vorhergehenden Lemma 25.3.1.5 eingeführten Polynome czx,y ver-
mittels der Vorschrift

TxTy =
∑
z

czx,yTz

Das einzige Problem ist der Nachweis der Assoziativität der so erklärten Verk-
nüpfung. Unser freier Z[q]-Modul mit Verknüpfung läßt sich jedoch durch Spe-
zialisieren von q zu allen echten Primzahlpotenzen einbetten in das Produkt aller
zuvor betrachteten konkreten Hecke-Algebren aus 25.3.1.3. In der Tat ist das Pro-
dukt dieser Spezialisierungsabbildungen injektiv, da jedes Polynom nur endlich
viele Nullstellen hat. Da alle konkreten Hecke-Algebren assoziativ sind, muß das
auch für unsere Iwahori-Hecke-Algebra gelten.

Satz 25.3.1.7 (Iwahori-Hecke-Algebra eines Coxetersystems). Gegeben ein Co-
xetersystem (W,S) gibt es auf dem freien Modul

⊕
x∈W Z[q]Tx über dem Po-

lynomring Z[q] zur Basis W genau eine assoziative Z[q]-bilineare Verknüpfung
derart, daß gilt

TxTy = Txy falls l(x) + l(y) = l(xy);

T 2
s = qTe + (q − 1)Ts für s ∈ S.

25.3.1.8. Die durch unseren Satz erklärteZ[q]-Ringalgebra heißt die Hecke-Algebra
oder ausführlicher Iwahori-Hecke-Algeba unseres Coxetersystems. Wir verwen-
den dafür die Notation

H(W,S) =
⊕
x∈W

Z[q]Tx

Beweis. Diese Verallgemeinerung von 25.3.1.6 zeigt man im Fall einer Dieder-
gruppe S = {s, t}, indem man auf dem freien Z[q]-Modul

⊕
x∈W Z[q]Tx Endo-

morphismen (Ts·) und (Tt·) sowie (·Ts) und (·Tt) erklärt durch

(Ts·) : Tx 7→

{
Tsx falls sx > x;

qTsx + (q − 1)Tx falls sx < x,

und analoge Regeln in den drei anderen Fällen. Dann prüft man durch explizite
Rechnung, daß (Ts·) und (Tt·) mit (·Ts) und (·Tt) jeweils kommutieren. Die En-
domorphismen unseres freien Z[q]-Moduls, die mit (·Ts) und (·Tt) kommutieren,
bilden dann offensichtlich eine Ringalgebra mit den behaupteten Eigenschaften.
Im allgemeinen betrachtet man die von den in derselben Weise definierten En-
domorphismen (Ts·) von

⊕
x∈W Z[q]Tx und folgert aus dem bereits behandelten
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Diederfall, daß sie die Zopfrelationen erfüllen. Da man nun nach 23.3.2.5 zwi-
schen je zwei reduzierten Darstellungen ein und desselben Elements einer Coxe-
tergruppe mit Zopfrelationen hin- und hergehen kann, folgert man leicht, daß die
von diesen Endomorphismen erzeugte Unterringalgebra die behaupteten Eigen-
schaften besitzt.

Ergänzung 25.3.1.9. Gegeben ein Coxetersystem (W,S) und ein Kring R und
eine Abbildung S → R, s 7→ qs mit der Eigenschaft, daß gilt qs = qt falls ts
ungerade Ordnung hat, gibt es auf dem freien Modul

⊕
x∈W RTx über dem Kring

R zur Basis W genau eine assoziative R-bilineare Verknüpfung derart, daß gilt

TxTy = Txy falls l(x) + l(y) = l(xy);

T 2
s = qsTe + (qs − 1)Ts für s ∈ S.

Der Beweis bleibt mutatis mutandis derselbe. Meist wählt man R = Z[Q, q] und
spricht dann von Hecke-Algebren mit verschiedenen Parametern.

25.3.1.10 (Varianten der Hecke-Algebra). Vielfach betrachtet man statt der im
vorhergehenden Satz erklärten Hecke-Algebra

H = H(W,S) =
⊕
x∈W

Z[q]Tx

Varianten mit nach Z[q, q−1] oder sogar nach Z[q1/2, q−1/2] erweiterten Skalaren
und bezeichnet diese Algebren mit demselben Buchstaben H. Der Ausdruck q1/2

meint in diesem Zusammenhang nur ein formales Symbol, dessen Quadrat q sein
soll. Wir führen stattdessen ein neues Symbol v ein mit v−2 = q und bezeich-
nen den Ring der Laurentpolynome in v mit L = Z[v, v−1] und arbeiten also in
Formeln ausgedrückt meist mit der Algebra

H = H(W,S) =
⊕
x∈W

Z[v, v−1]Tx = Z[v, v−1]⊗Z[q]

(⊕
x∈W

Z[q]Tx

)

Das Tensorieren ist dabei bezüglich der Einbettung Z[q] ↪→ Z[v, v−1] mit q 7→ v−2

gemeint und ganz rechts steht unsere Hecke-Algebra aus 25.3.1.7.

25.3.1.11 (Beschreibung der Hecke-Algebra durch Erzeuger und Relationen).
Die Hecke-Algebra H(W,S) zu einem Coxetersystem (W,S) vom Schluß der
vorhergehenden Bemerkung 25.3.1.10 kann mit der Abkürzung q = v−2 und
der Terminologie aus 8.3.7.2 auch beschrieben werden als die L-Ringalgebra mit
den Erzeugern {Ts}s∈S , den quadratischen Relationen (Ts + 1)(Ts − q) = 0 so-
wie den sogenannten Zopf-Relationen TsTt . . . Ts = TtTs . . . Tt beziehungswei-
se TsTtTs . . . Tt = TtTsTt . . . Ts wenn gilt st . . . s = ts . . . t beziehungsweise
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sts . . . t = tst . . . s für s, t ∈ S. Das folgt ohne Schwierigkeiten aus der Er-
kenntnis 23.3.2.5, daß man zwischen je zwei reduzierten Darstellungen ein und
desselben Elements einer Coxetergruppe mit Zopfrelationen hin- und hergehen
kann.

25.3.2 Kanonische Basis der Hecke-Algebra
25.3.2.1. Seien (W,S) ein Coxetersystem, l : W → N die zugehörige Längen-
funktion und ≤ die Bruhat-Teilordnung auf W . Insbesondere bedeutet x < y also
x ≤ y, x 6= y. Bezeichne L = Z[v, v−1] den Ring der Laurentpolynome über Z in
einer Variablen v. Auf dem freien L-Modul

H = H(W,S) =
⊕
x∈W

LTx

über W gibt es nach 25.3.1.11 genau eine Struktur einer assoziativen L-Algebra
mit TxTy = Txy falls l(x) + l(y) = l(xy) und T 2

s = v−2Te + (v−2 − 1)Ts für alle
s ∈ S. Diese assoziative AlgebraH nennen wir im folgenden die Hecke-Algebra
von (W,S). Sie ist unitär mit Eins-Element Te, wir schreiben auch oft Te = 1.

25.3.2.2. Die Hecke-Algebra kann in leichter Abwandlung von 25.3.1.11 auch be-
schrieben werden als die unitäre assoziativeL-Algebra mit den Erzeugern {Hs}s∈S
für Hs = vTs, den quadratischen Relationen

(Hs + v)(Hs − v−1) = 0 alias H2
s = 1 + (v−1 − v)Hs

sowie den sogenannten Zopf-Relationen HsHt . . . Hs = HtHs . . . Ht beziehungs-
weise HsHtHs . . . Ht = HtHsHt . . . Hs wenn gilt st . . . s = ts . . . t beziehungs-
weise sts . . . t = tst . . . s für s, t ∈ S. Alle Hs sind invertierbar, genauer prüft
man leicht die Formel

H−1
s = Hs + (v − v−1)

25.3.2.3. Wir arbeiten von nun an mitHx = vl(x)Tx. Sicher gilt auchHxHy = Hxy

falls l(x) + l(y) = l(xy). Mit den Hs sind also auch alle Hx Einheiten in H.
Wir können involutive alias selbstinverse Ringautomorphismen a, b : H → H
definieren durch die Regeln

a(v) = −v, a(Hy) = (−1)l(y)Hy,
b(v) = −v−1, b(Hx) = Hx.

Wir können weiter involutive Ringantiautomorphismen δ, i : H → H erklären
durch die Regeln

δ(v) = v−1, δ(Hx) = H−1
x ,

i(v) = v, i(Hx) = Hx−1 .
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Diese vier Involutionen kommutieren paarweise und definieren mithin eine Ope-
ration von (Z/2Z)4 aufH, die für nichtkommutatives W sogar treu ist. Insbeson-
dere ist d = iδ : H → H ein involutiver Automorphismus von H, die sogenannte
Dualität. Indem man Hx als ein Produkt von Hs mit s ∈ S schreibt, prüft man
leicht

d(Hx) ∈ Hx +
∑
y<x

LHy

Die Dualität d spielt in der Theorie der Kazhdan-Lusztig-Polynome eine funda-
mentale Rolle. Wir schreiben oft d(H) = H , es gilt also v = v−1 und Hx =
(Hx−1)−1. Wir nennen H ∈ H selbstdual, wenn gilt H = H .

Satz 25.3.2.4. Sei (W,S) ein Coxetersystem. Für alle x ∈ W gibt es genau ein
selbstduales Hx ∈ H mit der Eigenschaft

Hx ∈ Hx +
∑
y

vZ[v]Hy

25.3.2.5. In [KL79] wird unser Hx mit C ′x bezeichnet. Kazhdan und Lusztig ar-
beiten mit der Variablen q = v−2 und mit der L-Basis der Tx. Wir werden gleich
sehen, daß die Hx eine L-Basis der Heckealgebra bilden. Sie heißt die kanoni-
sche selbstduale Basis oder kurz kanonische Basis.

25.3.2.6 (Die Kazhdan-Lusztig-Vermutungen). Seien g ⊃ h eine halbeinfache
komplexe Liealgebra und R+ ein System positiver Wurzeln. Ebenfalls in [KL79]
wird die Vermutung ausgesprochen, daß unsere Elemente

Cx :=
∑
y∈W

[Px : ∆y]∆ y =
∑
y∈W

[∆y : Lx]∆ y

des Gruppenrings ZW aus 25.2.6.26, die die Jordan-Hölder-Multiplizitäten der
Vermamoduln beschreiben, die Bilder der kanonischen Basis der Heckealgebra
unter dem durch v 7→ 1 gegebenen Ringhomomorphismus H → ZW sind, in
Formeln Hx 7→ Cx bei v 7→ 1. Das ist mittlerweile bewiesen und ich will im
weiteren Verlauf dieser Vorlesungen einen Beweis vorstellen.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit folgen sofort aus den beiden anschlie-
ßenden Lemmata 25.3.2.7 und 25.3.2.8. Alternativ kann man das Theorem auch
aus der sehr allgemeinen Proposition ?? folgern.

Lemma 25.3.2.7. Es gibt für alle x ∈ W ein selbstduales Hx ∈ H mit Hx ∈
Hx +

∑
y<x vZ[v]Hy.
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Beweis. Wir wissen ja schon, daß gilt Hs = H−1
s = Hs + (v − v−1) für alle

s ∈ S. Insbesondere ist Hs + v selbstdual, und sobald wir die Eindeutigkeit der
Hx gezeigt haben, können und werden wir Hs + v mit Hs abkürzen. Die Rechts-
multiplikation von (Hs + v) aufH wird beschrieben durch die Formeln

Hx(Hs + v) =

{
Hxs + vHx falls xs > x;

Hxs + v−1Hx falls xs < x.

Wir zeigen nun das Lemma durch Induktion über die Bruhat-Teilordnung. Sicher
können wir die Induktion mit He = He = 1 beginnen. Sei nun x ∈ W gegeben
und sei die Existenz von Hy bekannt für alle y < x. Falls x 6= e finden wir s ∈ S
mit xs < x und nach Induktionsvoraussetzung gilt

Hxs(Hs + v) = Hx +
∑
y<x

hyHy

für geeignete hy ∈ Z[v]. Wir bilden

Hx = Hxs(Hs + v)−
∑
y<x

hy(0)Hy

und unsere Induktion läuft.

Lemma 25.3.2.8. Für H ∈
∑

y vZ[v]Hy folgt aus H = H schon H = 0.

Beweis. Sicher giltHx ∈ Hx+
∑

y<x LHy fürHx wie in der schon gezeigten Be-
hauptung 25.3.2.7 und folglich Hx ∈ Hx +

∑
y<x LHy für alle x ∈ W . Schreiben

wir nun H =
∑
hyHy und wählen z maximal mit hz 6= 0, so folgt aus H = H

schon hz = hz im Widerspruch zu hz ∈ vZ[v]. Das zeigt die Behauptung und das
Lemma ist bewiesen.

Definition 25.3.2.9. In einer abelschen Gruppe E mit Involution d bezeichne
E+ ⊂ E die Untergruppe der selbstdualen Elemente E+ := {e ∈ E | de = e}.

Proposition 25.3.2.10. Die selbstdualen Elemente der Hecke-Algebra bilden einen
freien Modul H+ über L+ = Z[(v + v−1)] mit Basis Hx mit x ∈ W . Als Algebra
über L+ wirdH+ erzeugt von den Hs mit s ∈ S.

Beweis. Offensichtlich bilden dieHx eineL-Basis vonH, und
∑
hxHx ist selbst-

dual genau dann, wenn alle hx es sind. Die induktive Konstruktion der Hx zeigt
sogar, daß alle Hx in der Z-Unteralgebra vonH liegen, die von den Hs mit s ∈ S
erzeugt wird.
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[Kac90, 11.3.a] gelernt.



Teil F

Prüfungsfragen

4293





Kapitel 26

Typische Prüfungsfragen

4295



4296 KAPITEL 26. TYPISCHE PRÜFUNGSFRAGEN

26.1 Lineare Algebra
1. Was ist ein Körper? Wie leitet man die Regel für das Addieren von Brüchen

aus den Körperaxiomen ab?

2. Was ist eine Basis eines Vektorraums? Könnte es passieren, daß ich in dem-
selben Vektorraum eine Basis mit 13 Elementen und eine mit 17 Elementen
finde? Was ist die Dimension eines Vektorraums? Hat jeder Vektorraum ei-
ne Basis? Was ist überhaupt ein Vektorraum? Wie leitet man 0v = 0 aus
den Vektorraumaxiomen ab?

3. Warum ist jedes unverkürzbare Erzeugendensystem eine Basis? Warum ist
jede unverlängerbare linear unabhängige Teilmenge eine Basis?

4. Wie versieht man die Menge der Homomorphismen von einem Vektorraum
zu einem anderen mit der Struktur eines Vektorraums? Wie berechnet man
die Dimension eines derartigen Raums von Homomorphismen?

5. Was ist die Matrix einer ebenen Drehung um 45◦? Was ist ihre Determinan-
te? Ihre Eigenwerte?

6. Geben Sie eine (3× 3)-Matrix vom Rang . . . ohne Nullen an. Was ist deren
Determinante? Was ist die Lösungsmenge des zugehörigen Gleichungssys-
tems? Was sind die Eigenwerte?

7. Was ist die Determinante einer Matrix? Wie rechnet man sie aus? Warum
hat die transponierte Matrix dieselbe Determinante? Warum ist jede Matrix
mit von Null verschiedener Determinante invertierbar?

8. Besitzt jede Matrix einen Eigenwert? Ist jede Matrix diagonalisierbar? Bei-
spiel? Gegenbeispiel? Ist jede relle symmetrische Matrix diagonalisierbar?
Beweis?

9. Was ist ein Eigenwert einer linearen Abbildung? Welche Eigenwerte hat
das Ableiten, aufgefaßt als lineare Abbildung vom Raum der beliebig oft
differenzierbaren reellen Funktionen auf der reellen Zahlengeraden C∞R (R)
in sich selbst? Welche Eigenwerte hat das Ableiten aufgefaßt als lineare
Abildung vom Raum der Polynome in sich selbst? Was sind die Eigen-
räume? Und wenn man Koeffizienten in einem Körper der Charakteristik
. . . nimmt?

10. Wieviele Untervektorräume hat ein . . .-dimensionaler Vektorraum über dem
Körper mit . . . Elementen?



26.2. ALGEBRA 4297

11. Wieviele angeordnete Basen hat ein . . .-dimensionaler Vektorraum über dem
Körper mit . . . Elementen?

12. Nimmt die quadratische Form . . . positive und negative Werte an? Wie fin-
det man so etwas im allgemeinen heraus?

13. Berechnen Sie die inverse Matrix zu . . .

14. Was versteht man unter dem Rang einer Matrix? Warum stimmen Zeilen-
rang und Spaltenrang stets überein?

15. Wie hängen die Eigenwerte einer invertierbaren Matrix zusammen mit den
Eigenwerten ihrer Inversen? Wie hängt die Jordan’sche Normalform einer
invertierbaren Matrix zusammen mit der Jordan’schen Normalform ihrer
Inversen?

26.2 Algebra
1. Gibt es eine Gruppe mit . . . Elementen? Gibt es eine abelsche Gruppe mit
. . . Elementen? Wie konstruiert man überhaupt so eine Restklassengruppe?
Was ist das Inverse zu . . . in Z/aZ? Wieviele paarweise nicht isomorphe
abelsche Gruppen gibt es mit . . . Elementen? Welche?

2. Wieviele Gruppenhomomorphismen gibt es von Z/4Z nach Z/6Z?

3. Wieviele Elemente hat GL(3;F7)? Wie größ ist die 7-Sylow darin? Können
Sie eine 7-Sylow angeben?

4. Hat jedes Polynom eine Nullstelle? Kann man den Grundkörper so ver-
größern, daß es eine kriegt? Wie geht das?

5. Gegeben sei das Polynom . . . Was ist die Summe seiner komplexen Null-
stellen? Die Summe der Quadrate seiner komplexen Nullstellen?

6. Ist das Polynom . . . irreduzibel? Was ist ein irreduzibles Polynom? Inwie-
weit ist die Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Faktoren eindeutig?
Warum? Welche Grade können irreduzible Polynome in R[X] haben? Zer-
legen Sie X4 + 2 in R[X] in Linearfaktoren.

7. Wieviele Nullstellen kann das Polynom . . . höchstens haben? Warum? Gibt
es zu vorgegebenen Nullstellen stets ein Polynom, das genau diese Nullstel-
len hat? Warum-warum nicht?
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8. Gibt es einen Körper mit . . . Elementen? Wie zeigt man das? Wann istZ/aZ
ein Körper? Warum ist Z/10Z kein Körper? Wie rechnet man in diesem
Ring? Besitzt . . . darin ein multiplikatives Inverses? Und zwar welches?
Welche abelsche Gruppe erhält man als Einheitengruppe? Welche abelsche
Gruppe ist die multiplikative Gruppe des Körpers mit . . . Elementen? Wel-
che Kardinalität kann ein endlicher Körper haben? Warum? Sind je zwei
Körper mit . . . Elementen isomorph? Warum?

9. Was ist die Automorphismengruppe des Körpers mit . . . Elementen? Wie
zeigt man das?

10. Ist das regelmäßige . . .-Eck konstruierbar mit Zirkel und Lineal? Warum
oder warum nicht? Welche regelmäßigen n-Ecke sind eigentlich konstruier-
bar? Warum-warum nicht?

11. Warum hat in einem Körper jedes Element höchstens zwei Quadratwurzeln?
Warum in Charakteristik Zwei höchstens eine Quadratwurzel?

12. Kann die reelle Zahl 3
√

2 Nullstelle eines quadratischen Polynoms mit ratio-
nalen Koeffizienten sein?

26.3 Analysis
1. Wie bestimmt man die Ableitung des Arcustangens? Was ist überhaupt die

Ableitung? Was bedeutet darin das Symbol lim−→? Wie entwickelt man arctg
in eine Potenzreihe? Warum ist diese Rechnung erlaubt?...

2. Was ist limx→∞
x+ex

log x+ex
? Was bedeutet limx→∞ g(x) = b? Wie ist die Ex-

ponentialfunktion definiert? Kennen Sie andere Funktionen, die ihre eigene
Ableitung sind? Sind das alle? Warum?

3. Warum ist jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall beschränkt?

4. Berechnen Sie den Schwerpunkt eines Kuchenstücks: Stellen Sie es auf die
Spitze und integrieren die Höhe y über das entsprechende Gebiet. Wie lau-
tet allgemein die Formel zur Transformation von Mehrfachintegralen auf
krummlinige Koordinaten? Was ist die Beziehung zur Substitutionsregel?

5. Finden Sie eine Stammfunktion für den Arcustangens,
∫

arctan; wie ist
überhaupt das Integral definiert? Warum kann es mittels Stammfunktionen
berechnet werden?
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6. Was bedeutet limn→∞ an = a? Schreiben Sie es mit den zugehörigen „für
alle“ und „es gibt“ einmal auf. Wie folgt limn→∞ 1/n = 0?

7. Wie ist die Exponentialfunktion definiert? Warum konvergiert diese Reihe?
Wie zeigt man das Quotientenkriterium? Das Majorantenkriterium?

8. (Falls es dran war) Kennen Sie eine Funktion, die ihre eigene dritte Ab-
leitung ist, f“ ′ = f? Können Sie alle derartigen Funktionen f : R → C
angeben? Können Sie alle derartigen Funktionen f : R→ R angeben?

9. Wie ist das Integral
∫ b
a
f(x) dx für f : [a, b] → R stetig definiert? Welche

Probleme können für f unstetig auftreten? Was bedeutet gleichmäßig stetig?

10. Wie ist der Logarithmus definiert? Warum wird jede positive reelle Zahl
als Wert der Exponentialfunktion angenommen? Was ist die Ableitung des
Logarithmus? Seine Potenzreihenentwicklung? Das Integral? Die Potenz-
reihenentwicklung um den Punkt p = 5? Der Konvergenzradius daselbst?

11. Was ist das höherdimensionale Analogon der Ableitung? Wie hängt das to-
tale Differential mit den partiellen Ableitungen zusammen? Wie lautet in
dieser Allgemeinheit die Kettenregel? Wie zeigt man sie?

12. Was ist das Lebesgue-Maß? Wie ist das Lebesgue-Integral definiert? Was
ist seine Beziehung zu absoluter Konvergenz von Reihen?

13. Was ist ein Hilbert-Raum?

14. Was ist die Fourier-Transformation?

26.4 Funktionentheorie

1. Besitzt jede stetige Abbildung f : C→ C eine Stammfunktion, gibt es also
stets F : C→ C holomorph mit F ′ = f?

2. Besitzt jede holomorphe Funktion f : C → C eine Stammfunktion, gibt es
also stets F : C→ C holomorph mit F ′ = f?

3. Besitzt jede holomorphe Funktion eine Stammfunktion?
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26.5 Algebraische Geometrie (Staatsexamen)
1. Zwei Polynome inC[X, Y ] haben dieselben Nullstellen. Sind sie dann gleich?

Teilt eins das andere? Und wenn eines irreduzibel ist? Und wenn unsere bei-
den Polynome nur unendlich viele gemeinsame Nullstellen haben (für die
letzte Teilfrage brauche Dimensionstheorie).

2. Kann es sein, daß zwei nichtkonstante Polynome f, g ∈ C[X, Y ] überhaupt
keine gemeinsame Nullstelle haben? Und wenn wir zum projektiven Raum
übergehen?

3. Warum bilden die Nullstellenmengen endlicher Familien von Polynomen
die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf Cn?

4. Was ist eine reguläre Funktion auf einer affinen Varietät? Sind zwei affine
Varietäten bereits isomorph, wenn die C-Kringe ihrer regulären Funktio-
nen isomorph sind? Kann C[X]/〈X2〉 der Ring der regulären Funktionen
auf einer affinen Varietät sein? Welche C-Kringe sind Ringe von regulären
Funktionen auf affinen Varietäten?

5. Was ist ein maximales Ideal? Warum ist der Quotient nach einem maxima-
len Ideal stets ein Körper? Was sind die maximalen Ideale von C[X, Y ]?

26.6 Algebraische Gruppen
1. Was ist eine (affine) algebraische Gruppe? Warum ist jede affine algebrai-

sche Gruppe linear?

2. Was sind die algebraischen Gruppenhomomorphismen (C,+)→ (C×, ·)?

3. Was sind die irreduziblen algebraischen Darstellungen von (Cn,+)?

4. Welche eindimensionalen algebraischen Gruppen gibt es?

5. Was ist eine Borel’sche Untergruppe?

6. Wie konstruiert man Quotientenvarietäten?

7. Was ist eine diagonalisierbare algebraische Gruppe?

8. Ist eine Gruppe, deren Elemente sämtlich halbeinfach sind, diagonalisier-
bar? Und wenn sie zusammenhängend ist?
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9. Was ist die Jordanzerlegung eines Elements von Z/10Z, aufgefaßt als alge-
braische Gruppe über einem Körper der Charakteristik 5?

10. Warum sind je zwei Borel’sche Untergruppen konjugiert?
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V Hom-Komplex
bei Kettenkomplexen, 2784

VMultihomobjekt, 3004
VX internes Hom in Faser, 3508
VM Multihomobjekt inM, 3004
C0X freies Objekt von C überX , 2734
99K partiell definierte lineare Abbil-

dung, 2335
99K fast überall definierte Abbildung,

2193
99K rationaler Morphismus, 1133
↪→ Injektion, 47, 1567
p∼p→ Homotopieäquivalenz, 2783
; verwandt

Differentialformen, 2072
Funktionen, 2017, 3868
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Vektorfelder, 2019, 3868
Wege, 2017
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2708
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→Der Morphismus in Der, 3403
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〈 〉 Erzeugnis physikalischer Einheit,
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〈〈 〉〉 Erzeugnis als Normalteiler, 2679
{ }Mengenklammern, 31, 1555
{f, g} Poisson-Klammer, 3965
µ{ }Multimenge, 54
| | Absolutbetrag, 1588
| | Kardinalität, 32, 1556
| | Polyeder eines Simplizialkomple-

xes, 2665
|α| Betrag des Winkels α, 373
|ω| Grad der Form ω, 2066
(A,B) Kommutatorenerzeugnis, 1402
( ) Erzeugung als Körper, 786
( a
n
) Jacobi-Symbol, 860

(a
p
) Legendre-Symbol, 855

(a, b) = aba−1b−1 Kommutator, 1402
(x|y) Notation für Paare, 37, 1560
K(′X) Funktionenkörper, 779
K(X) Funktionenkörper, 287
C(X) := C(X,X), 577
k(X) rationale Funktionen aufX , 1025,

1105(
n
k

)
Binomialkoeffizient, 13, 1550

R((X)) formale Laurentreihen, 280
〈T 〉 Ideal-Erzeugnis, 732
〈T 〉 Untermodul-Erzeugnis, 927
〈T 〉Untervektorraum-Erzeugnis, 130
〈T 〉R Untermodul-Erzeugnis, 927
〈T 〉R Unterrechtsmodul-Erzeugnis, 948
〈λ, v〉Auswerten einer Linearform, 202
〈~u,~v, ~w〉 Spatprodukt, 384
〈~v, ~w〉 Skalarprodukt, 350
〈~v|~w〉 Skalarprodukt, 351
〈x0, x1, . . . , xn〉 Punkt des PnK, 667
〈 〉 Erzeugung als Gruppe oder Mo-

dul, 786
〈 〉 = 〈 〉∆ trianguliertes Erzeugnis,
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〈 〉 = 〈 〉∆	 Verdier-Erzeugnis, 3398
| 〉 Erzeugung als Monoid, 786
R〈T 〉 Untermodul-Erzeugnis, 927
R〈T 〉R Ideal-Erzeugnis, 733
R[′X1, . . . , Xn] Polynomring, 736
R[X] Polynomring, 271
R[X1, . . . , Xn] Polynomring, 278, 736
R[a1, . . . , an] Teilring, 735
[1] verschobener Komplex, 2899
[A] charakteristische Funktion, 2153
[L : K]s Separabilitätsgrad, 815
[M : L] Vielfachheit, 1039, 1242
[M ] Einobjektkategorie, 577
[ ] Erzeugung als Kring, 786
[Ω] Einpunktköcher, 599
[~v, ~w] Vektorprodukt, 383
[f ] Matrix von f , 165
k[G] Monoidring, 1232
k[X] Polynomfunktionen auf X , 975
kJT K formale Potenzreihen, 280
R|Ic freier Ring, 1271
b c Erzeugung als Ring, 786
Xδ Menge X mit der diskreten To-

pologie, 3314
C∧ Funktorkategorie, 615, 2732
↔ als oberer Index

Vertauschen von Rechts- und Links-
operation, 2589

Ms Schmelzanteil vonM, 3009
Mt Trennanteil vonM, 3009
φ~

Zurückholen von Schnitten, 3680
f ′ Ableitung, 1698
f ∗ Eigrückzug

der Homologie, 2777
X2 = X ×X , 37, 1560
K̄ algebraischer Abschluß, 821
M̄ Abschluß von M , 920, 1807
z̄ komplexe Konjugation, 84, 1584
X̌ Funktor C(X, ), 613
γ̇ physikalische Geschwindigkeit, 1979

⊗̂ vervollständigtes Tensorprodukt, 2210
V konjugierter Vektorraum, 409, 1315
v Vektor als Element von V , 409−→
AB Richtungsvektor, 205
K̃ Pfadkategorie von K, 3355
S−1 Lokalisierung

S−1M eines Moduls, 1011
S−1R eines Integritätsbereichs, 287
S−1C einer Kategorie, 3356

f−1 Kehrwertfunktion, 1619
f−1 Umkehrabbildung, 50, 1570
f−1 Urbild von Menge, 46
f−1 inverser Morphismus, 580, 2623
A∗ adjungierter Operator, 2224
b∗ Vektoren der dualen Basis, 195
f ∗ Rückzug

f (∗) underivierter, 3444
derivierter, 3444
von Mengengarbe, 3182

f ∗ transponierte Abbildung, 197
G◦ Einskomponente, 1399, 2524
M◦ Inneres von M , 2485
X◦ Inneres von X , 1933
f ◦ in opponierter Struktur

Menge mit Verknüpfung, 79
opponierter Morphismus, 582, 2640

A† adjungierter Operator, 2224
T⊥ Orthogonalraum von T , 352, 430
N⊥ linksentfaltete Objekte, 3402
N⊥ rechtsentfaltete Objekte, 3402
⊥N linksentfaltete Objekte, 3402
tA transponierte Matrix, 170
tf transponierte Abbildung, 197
ϕ] Komorphismus, 977
b(!) Schnitte mit Träger, 3274
f ! Schreirückzug

auf derivierten Kategorien, 3638
von abelschen Garben, 3274

f ! eigentlicher Rückzug
Schnitte mit Träger, 3638

A> transponierte Matrix, 170
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b> Vektoren der dualen Basis, 195
f> transponierte Abbildung, 197
M∨ duales Objekt

in Schmelzkategorie, 3008
X∨ Funktor C(X, ), 613
C∨ Funktorkategorie, 613, 2731
AL Kommutator-Liealgebra, 1422, 4093
ϕ~

Ausdehnen durch Null von Schnit-
ten, 3213

kx Auswertungsmodul, 925
X Einsobjekt, 3507
X konstantes Objekt, 3505
f∗ Vorschub

f(∗) underivierter, 3444
derivierter, 3444
singuläre Homologie, 2773
von Filter, 2546
von Garben und Prägarben, 3180
von globalem Schnitt, 3180

f] Vorschub
von Fundamentalgruppe, 2608

f ! eigentliches Zurückholen
in der singulären Theorie, 2950

f!

eigentlicher Vorschub, 2959
f! Ausdehnung durch Null

in der singulären Theorie, 2949
f! Schreivorschub, 3272
f! eigentlicher Vorschub

Ausdehnung durch Null, 3213
f[!] Linksadjungierter des étalen Rück-

zugs von Mengengarben, 3268
f¡

eigentlicher Vorschub
opponierter, 3272

= Gleichheitszeichen, 32, 1555
∼= homöomorph, 2598
a Adjunktion, 2712, 2734

von Schmelzfunktoren, 3017
=: wird definiert als, 9, 1548

‖ gleich oder parallel, 636
:= ist definiert durch, 9, 1548
⊥ orthogonal

in Skalarproduktraum, 351
' homotop, 2048, 2366
∗ Faltung

in Gruppenring, 1232
von Maßen, 2252

∗ Juxtaposition, 595
∗ Torsionsprodukt, 2883
∗ einziges Element von ens, 124
◦ Verknüpfung

Matrixprodukt, 166
von Abbildungen, 46, 1569
von Morphismen, 574, 2619

g Trenner
bei Multiabbildungen, 53
bei multilinearen Abbildungen, 307

gC banale Schmelzkategorie, 2994
fC banale Trennkategorie, 2996
� Schnittpaarung, 2868, 2972, 3677
⊕ direkte Summe⊕

Summe von Familie, 607
von komplementären Untervek-

torräumen, 608
von Vektorräumen, 125

⊗ Tensorprodukt, 540
⊗̄ Supertensorprodukt, 3028, 3052
⊗X relatives in Trennfaserung, 3507
in Schmelzkategorie, 3000
kategorielles, 973
von Linearformen, 2027
von Mengenmoduln, 965

⊗ Produkt-σ-Algebra, 2166
− Differenz von Mengen, 37, 1559
RΛ freier R-Modul über Λ, 943
C0X freies Objekt von C überX , 2734
nK ganze Zahl in Körper K, 83
p− q bei affinem Raum, 205
GX konstante Garbe, 3102
Mp Lokalisierung bei p, 1015
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Mf Lokalisierung nach f , 1015
Va Raum der a-endlichen Vektoren,

4106
Xf Nichtnullstellen von f , 1103
FZ bei Garben, 3275
Fx Halm

einer Prägarbe, 3115
FZ⊂X bei Garben, 3275
CS Lokalisierung einer Kategorie, 3356
C⊂X Monos nach X in C, 3128
FU⊂X Ausdehnung durch Null, 3642
CU Rückzug von Kategorie, 3262
PX Verteilung von X , 2152
V R Reellifizierung von V , 142
V gr konstantes Wort V , 3000
XM Fixpunkte von M in X , 505
Xn für n-Tupel in X , 124
X×n für n-Tupel in X , 124
Y X

statt C(X, Y ), 2516
statt Ens(X, Y ), 53

EX Ausdehnung durch Null, 3273
ak Potenz, 14, 1551
ax allgemeine Potenz, 1658
BA Funktorkategorie, 593, 2710
≥,>,≤,< bei Ordnungsrelation, 126,

1586
/ Normalteiler in, 472d

Produkt
in Kategorie, 604
von Mengen, 603
von Vektorräumen, 607∏

Produkt, 65
von Zahlen, 12, 1549∑

Summe
von Zahlen, 11, 1548

∧ Dachprodukt, 565, 2065∧r äußere Potenz, 564∧max maximale Potenz, 567
Vektorprodukt, 383
äußeres Dachprodukt, 2068

∩ Schnitt, 35, 1559⋂
von Mengenfamilie, 1791⋂
von Mengensystem, 131

∩ cap-Produkt, 2920
⊂∧ abgeschlossen in

metrischem Raum, 1803
topologischem Raum, 920, 2483

⊂◦ offen in
metrischem Raum, 1804
topologischem Raum, 920, 1791,

2481
⊂ Teilmenge, 37, 1560
] disjunkte Vereinigung, 606
~t Vereigentlichung, 3575
·∪ disjunkte Vereinigung, 606
∪ Vereinigung, 35, 1559⋃

von Mengenfamilie, 1791⋃
von Mengensystem, 131

∪ cup-Produkt, 3082
t Koprodukt, 2641⊔

von Familie, 2641
disjunkte Vereinigung, 606

t disjunkte Vereinigung⊔
von Mengenfamilie, 605

von Teilmengen, 606
M× invertierbare Elemente

eines Monoids M , 69
C× Isomorphismen in C, 579
M× Schmelzgruppoid vonM, 3009
o semidirektes Produkt, 710
×

kartesisches Produkt, 37, 1559
Kartesisches Produkt von Abbil-

dungen, 122
Produkt von Kategorien, 583

× Kreuzprodukt
der Homologie, 2896
der Kohomologie, 2910

× Produkt
in Kategorie, 604

× externes Produkt
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der lokalen Kohomologie, 3684,
3685

×B Faserprodukt
affiner Varietäten, 993

×Y Faserprodukt, 2643
×/H balanciertes Produkt, 2737
C× Isomorphismenkategorie, 579
� äußeres Produkt

in Trennfaserung, 3511
von σ-Algebren, 2146
von Differentialformen, 2068
von Funktionen, 552, 2255
von Maßen, 2166
von Moduln, 1258

+ Verschieben von Punkt um Rich-
tungsvektor, 204, 1811, 1843

u Summe in Charaktergruppen, 1387
−a Negatives von a, 69
a− b bei Gruppe, 70
(x|y) Notation für Paare, 37, 1560
G(x)|ba := G(b)−G(a), 1721
µ|A Restriktion eines Maßes, 2131
f |X Einschränkung auf X , 47, 1569
f |X Einschränkung auf X , 47, 1569

A(I) Primideale über I , 1029
Gab Abelisierung, 2631
Ab

G -Ab für topologisches Monoid
G, 3291

Ab abelsche Gruppen
Kategorie, 576
Schmelzkategorie, 3002

Ab C abelsche Gruppenobjekte von C,
1367

AbΓ Schmelzkategorie der Γ-graduierten
abelschen Gruppen, 3004

Abk
/X konstante belsche Garben, 3122

Ablk
/X lokal konstante abelsche Gar-

ben, 3293

Ab/G%X äquivariante abelschen Gar-
ben auf X , 3291

Abk
/G%X konstante äquivariante abel-

sche Garben, 3293
Ablk

/G%X lokal konstante äquivariante
abelsche Garben, 3293

Ab/X abelsche Garben auf X , 3113
Ab-Funktor, 3130
Ab-Kategorie, 3130
Abb, 53
Abbildung, 43, 1565

einwertige, 46
identische, 45, 1567
inverse, 50, 1570
konstante, 46
Projektionsabbildung, 121
überall definierte, 2193
Umkehrabbildung, 50, 1570

Abbildungsgrad, 3226
allgemein, 2866
bei Kreislinie, 2633
lokaler, 2866

Abbildungskegel
in triangulierter Kategorie, 3384
simultaner, 2848
von Kettenabbildung, 2914
von stetiger Abbildung, 2842

ABC-Vermutung, 257
Abel’scher Grenzwertsatz, 1761
Abelisierung, 2631
abelsch

Garbe, 3113
Gruppe, 67, 1575
Kategorie, 3131
Körpererweiterung, 862
Liealgebra, 4094
Prägarbe, 3101
Verknüpfung, 61, 1573

abelsche Garben
Schmelzkategorie, 3494

abgeleitete Darstellung
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der Liealgebra, 3807
abgeleitete Reihe, 4111
abgeschlossen, 920

Abbildung, 2498
Abbildung topologischer Räume,

2504
algebraisch, 275
Einbettung geringter Räume, 1096,

3843
Halbraum, 3981
in metrischem Raum, 1803
Operator, unbeschränkter, 2337
produktfest, 2535
topologisch, 2483
universell, 2535
unter Verknüpfung, 61

Ableitung
n-te Ableitung, 1748
allgemeiner Potenzen, 1704
als Funktion, 1702
bei fester Stelle, 1698
Exponentialfunktion, 1703
formale, 805
höhere, koordinatenfrei, 2088
komplexe, 2343
linksseitige, rechtsseitige, 1701
logarithmische, 2353, 2415
Logarithmus, 1704
nach Vektorfeld, 2016
partielle, 1840
partielle, mit Einheiten, 1857
Richtungs-, 1845
vektorwertige, 1763
von Brüchen, reell, 1703
von Umkehrfunktion

reell, 1704
Abmon C abelsche Monoidobjekte von

C, 1367
Abmonoid, 64

in Schmelzkategorie, 3047
Abschluß

algebraischer, von Körper, 821
ganzer, bei Ringen, 1047
in metrischem Raum, 1804
topologischer, 920, 1807, 2485
von Facette, 3983

Abschneidefunktoren, 3413
absolut konvergente Reihe, 1645
Absolutbetrag, 1588
Absorptionsgesetz, 86
Abspalten von Linearfaktoren, 274
Abständezahl, 529
Abstand, 351, 387

in uniformem Raum, 2556
Abtastsatz, 2251
abzählbar, 1602
abzählbar basiert, 2147
abzählbar unendlich, 1602
Abzählbarkeitsaxiom, zweites, 2148
Abzählbarkeitsaxiom

erstes, 2489
achsenparalleles Rechteck, 2363
Achsenspiegelung, 369
Acht als natürliche Zahl, 246
action, 1367
ad adjungierte Darstellung, 1431, 4097

Differential von Ad, 1432
Ad adjungierte Darstellung

von algebraischer Gruppe, 1431
von Liegruppe, 3886
von Matrixliegruppe, 3789

ad-halbeinfach, 4129
ad-nilpotent, 4111, 4129
Addition

in Ring, 260
natürlicher Zahlen, 243
von Ordinalzahlen, 881

Additionsformeln
für sin und cos, 1675

additiv
σ-additiv

auf Mengenring, 2132
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Struktur auf Schmelzkategorie, 3037
Abbildung, 1343
Funktor, 2874, 3131
Kategorie, 3131
Struktur, 3130

additive Struktur
auf Kategorie, 2874
relative, 3727

adf Morphismen aus Identifikationen
und Adjunktionen, 3509

adjungiert
bei Charakterpaarung, 2248
Darstellung, 1431

von Liealgebra, 3809
von Liegruppe, 3887
von Matrixliegruppe, 3789

Funktor, 2734
Gruppe, 4147, 4238
lineare Abbildung, 400
Operator, 2224
partiell definierte Abbildung, 2335

adjunkte Matrix, 313
Adjunktion

einer Nullstelle, 795
opponierte, 2715
partielle, 3435
von Funktoren, 2712
von Schmelzfunktoren, 3017

Adjunktionsdatum, 3063
Adjunktionsformel

für cup und cap, 2921, 3085
ähnlich

Dreiecke, 349
Ähnlichkeit, 348, 363, 443

lineare, 597
Ähnlichkeitsabbildung, 363

lineare, 363, 441
äqui-d-dimensional, 1003
äquidimensional, 1003
äquidistante Unterteilung, 1692
äquivalent

Normen, 1814
Äquivalenz

von Funktoren, 590, 2709
von Kategorien, 584, 2708
von Schmelzkategorien, 3012

Äquivalenzklasse, 249
Äquivalenzrelation

auf einer Menge, 248
erzeugt von Relation, 250

äquivariant, 594
Abbildung, 2688
derivierte Kategorie, 3712, 3715
Garbe, 3290
Kohomologie, 3297

mit Koeffizienten, 3300
Objekt, 3700, 3701
Torsor, 3170

äußere Ableitung, 2086
aif Mannigfaltigkeiten, 3950

äußere Algebra, 611
äußere Potenz, 564
äußeres Maß, 2135
äußeres Normalenfeld, 2097
äußeres Produkt

von σ-Algebren, 2146
von Funktionen, 2255
von Moduln, 1258

Aff Kategorie der affinen Räume, 581
Aff affine Abbildungen, 207
Aff× Affinitäten, 207
affin

k-Kring, 984, 1360
Abbildung, 207, 1812, 1844
Morphismus, 1194
Raum, 204, 1810, 1842
Raum, normierter, 1813
Raum, über Vektorraum, 204, 1812
Teilraum, 209
unabhängig, 2661

als Familie, 219
als Teilmenge, 219
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Varietät, 1094
naive, 981, 1358

Weylgruppe, 4047
Weylgruppe, duale, 4047

Affinität, 207
Affinitätskriterium, 1194
Alembert’sches Prinzip, 1991
Alexander

gehörnte Sphäre, 2599, 2841
Alexander-Dualität, 3235
Alexander-Whitney

Transformation, 2891
Alexander-Whitney-Abbildung, 2905
Alexander-Whitney-Äquivalenz, 2891
Alexander-Whitney-Transformation

in Homotopiekategorien, 3072
Alexandroff’sche Halbgerade, 887
Alexandroff, Satz von, 443
Alexandroff-Topologie, 2484
Alg Algebrenhomomorphismen, 610
Alg Kategorie der Algebren, 576
Algebra, 610, 1827, 4092

σ-Algebra, 2124
assoziative Z-Algebra, 260
Erzeuger und Relationen, 1270
über Körper, 3789
über Kring, 934

algebraisch
k×-Operation, 1201
abgeschlossen, Körper, 275
abhängig, 1067
abhängig, über Ring, 1057
Abschluß, 821
Darstellung, 1374
Gruppe, 1368
Gruppe, affine, 1362
Gruppe, lineare, 1372
in Körpererweiterung, 780
Körpererweiterung, 802
komplexe Zahl, 780
Monoid, affines, 1362

Quotientenvarietät, 1210
reelle Zahl, 1622
Teilmenge von kn, 917
unabhängig

über Körper, 1067
unabhängig, über Ring, 736, 1057
Vektorfeld, 1423

Algebrenhomomorphismus, 261, 610,
3792, 4092

Alkoven
bei kompakten Liegruppen, 1527,

3935
fundamentaler dominanter, 4052
in alkovischer Darstellung, 4069
zu endlicher Spiegelungsgruppe,

3974
zu System von Hyperebenen, 3985

alkovische Darstellung, 4064
allgemeine Gleichung, 835
allgemeine lineare Gruppe, 151, 173
allgemeine Potenzen, 1658
Allgemeines Ausdehnbarkeitskriteri-

um, 800
Alphabet, griechisches, 23
alt Alternator, 2063
Alt alternierende Formen, 563, 2063
Altn(V ) alternierende Multilinearfor-

men, 308
Altn(V,W ) alternierende multilinea-

re Abbildungen, 308
Alternator, 568, 2086
alternierend

bilineare Abbildung, 306
Matrix, 416
multilineare Abbildung, 307
Tensor, 568

alternierende p-Form, 2063
alternierende Gruppe, 299, 706, 725
alternierende harmonische Reihe, 1645
amalgamiertes Produkt, 2661
Amplitude, 137, 1781
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analytisch
auf R, 1752
auf Rn, 2044
banachwertige Funktion, 2303

Aneinanderhängung
von Wegen, 2603

Anfangspunkt, 3355
von Pfeil in Köcher, 598

Anfangspunkt, von Pfeil in Köcher,
1346

Anfangsstück, 879
Anfangswert

von Flußweg, 1945, 1946, 3871
Anfangswertisomorphismus, 1777, 1782,

1968, 1969
bei reeller Schwingungsgleichung,

1778
bei Schwingungsgleichung, 1780

angeordnet
Čech-Komplex, 3108
Ring, 1587

angereichert
relativ, 3728

Ankleben einer Zelle, 2842
Anklebesequenz, 2842

Variante, 2848
Ann Annullator, 948
anneau, 260
Annullator, 948
Anordnung, 126, 1586

einer abelschen Gruppe, 1163
Anreicherungsfunktor, 3041
anschaulich, 117
Anschauungsraum, 1978
antiausgezeichnet, 3382

Dreieck, 3387
antiholomorph, 2353
antikausal, 440
antikonstant

Multiabbildung, 3025
Antipode, 1369, 3060

Antisymmetrie, 1422, 4092
antisymmetrisch

bilineare Abbildung, 307
Polynom, 768
Relation, 126, 1586
Zweitensor, 2031

Approximation
eines Quotientenfunktors, 3379
partielle, 3380

Approximationspolynom, 1753
Arbeit gegen Kraftfeld, 2041
arccot Arcuscotangens, 1679
archimedisch

angeordnet, 1598
arctan Arcustangens, 1679
Arcuscosinus, 1676
Arcuscotangens, 1679
Arcussinus, 1676
Arcustangens, 1679
Area Cosinus hyperbolicus, 1732
Area Sinus hyperbolicus, 1732
arithmetisches Mittel, 1639
arrow of quiver, 599
Artin’s Problem, 950
Artin, Vermutung von, 493
artinsch

Kring, 1042
Modul, 1042, 1244
Objekt, 1336

Arzela-Ascoli, 2575
ass Assoziator, 3001
assoziativ, 61, 1366, 1573
Assoziativgesetz

bei Vektorraum, 116
Assoziativität

bei Gruppenoperation, 504
Assoziativmodul, 924, 3049

Ω/S-Assoziativmodul, 3050
Assoziativobjekt, 3031

in Schmelzkategorie, 3047
Assoziator, 3001
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assoziiert
Garbe, 3317
graduierte Gruppe, 1137
graduierter Ring, 1138

Atlas, 3846
auf der s-Wand, 4274
aufgespannt

Untervektorraum, 130
auflösbar, 4111

Gruppe, 712, 867
Auflösbarkeit von Gleichungen, 868
Auflösbarkeitskriterium von Cartan,

4116
Auflösung

in abelscher Kategorie, 3142
aufsteigende Vereinigung, 149
Augmentation, 2837, 3660, 4187

G-Augmentation, 3150
bei singulären Ketten, 2769

Augmentationsideal, 4187
augmentiert

Komplex, 2836
Linksderivierter, 3150

augmentierten Ring, 4187
Augmentierung

von Simplizialkomplex, 2668
Augpunkt

einer Zentralprojektion, 654
Ausartungsraum, 424
Ausdehnung, 799
Ausdehnung durch Null, 3273

in der singulären Theorie, 2949
Ausgangskategorie, 581, 2622
ausgeartet

Bilinearform, 424
Paarung, 429

ausgezeichnet
Dreieck, 3381, 3385

Ausnahme-Isomorphismus, 4095
Ausnahmealgebra, 4095
Ausschneidung, 2810, 2817

Kohomologie, 2917
Ausschneidung für Grenzketten, 3689
ausschöpfend

Filtrierung, 1135
Austauschlemma, 4074
Auswahlaxiom, 147
Auswahlaxiom, Variante, 147
Auswahlfunktion, 147
auswerten

Kovektorfeld auf Vektorfeld, 2011
Auswerten, 43, 1565

in Schmelzkategorie, 3007
Auswertungsabbildung, 55, 196
Auswertungsmodul, 925, 1416
Automorphismengruppe

eines Vektorraums, 151
Automorphismus

einer Gruppe, 516
eines Körpers, 829
eines Vektorraums, 151
in Kategorie, 579
interner

von Schmelzkategorie, 3393
von affinem Raum, 207

avf Morphismen, die aus Adjunktio-
nen, Verflechtungen und Iden-
tifikationen entstehen, 3600

azyklisch
n-rechtsazyklisch, 3159
für Funktor, 3160
für singuläre Homologie, 2894
Garbe für Überdeckung, 3201
Überdeckung für Garbe, 3201

azyklische Modelle, 2894

B(V,W ) beschränkte Operatoren, 1817
BR(V,W ) beschränkte Operatoren, 1817
BG Fahnenmannigfaltigkeit, 1503
B(x;A) Ball in uniformer Struktur,

2557
B(x; ε) Ball in metrischem Raum, 1795
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B∗-Algebra, 2553
BqK Simplizialränder, 2758
BqX singuläre Ränder, 2768
Bachelor, 1215
Baer-Specker-Gruppe, 944
bagazyklisch, 3553, 3712

schach, 3285
Bahn, 506

ganzzahlige, 4253
Bahnenmorphismus, 1199

produktfester, 1200
Bahnenraum, 511, 1199

als k-geringter Raum, 1195
topologischer, 2525

Bahnenvarietät, 1199
Bahnformel, 515
Bahnpolordnungsabbildung, 525
Bahnschlußmorphismus, 1207
Bahnschlußraum, 1207
Bahnschlußvarietät, 1208
Baire’scher Kategoriensatz, 2292
balanciert

bei Moduln, 964
balanciertes Produkt, 516, 2737

topologisches, 3296
Ball, 1795

in uniformer Struktur, 2557
bang(C) banale Schmelzkategorie, 2994
banf(C) banale Trennkategorie, 2996
Banach’scher Fixpunktsatz, 1884
Banach-Algebra, 2297
Banach-Ringalgebra, 2297
Banach-Steinhaus, 2294
Banach-Tarski-Paradoxon, 2130
Banachringalgebra, 2552
banal

Schmelzkategorie, 2994
Trennkategorie, 2996
Trennschmelzkategorie

einer additiven Kategorie, 3010
banale Struktur

einer Schmelzkategorie, 2994
einer Trennkategorie, 2996

Bar-Komplex
nicht normalisierter, 3155

baryzentrisch
Koordinaten, 221

baryzentrische Unterteilung, 2832
Baryzentrum, 218
basiertes Wurzelsystem, 4039
Basis, 133

als Familie
von Modul, 943

als Teilmenge
von Modul, 943

angeordnete, 133
von Modul, 943

duale, 196
einer Trennaustauschsituation, 3594
eines Wurzelsystems, 4035, 4042
indizierte, 133
universelle, 4042
unverträglich orientierte, 316
verträglich orientierte, 316
von Faserbündel, 2728
von Modul, 943
von Überlagerung, 2683
von Vektorraum, 133

Basis einer Topologie, 2147, 2501
Basis eines Funktors, 2894
Basisexistenzsatz, 135
basisfest

garbenazyklisch, 3553
Basismatrix, 174
Basispunkt, 497, 2605, 2622
Basissatz, Hilbert’scher, 930
Basiswechsel

étaler
für Mengengarben, 3269

eigentlicher
für Mengengarben, 3269

für Untergruppen, 2647
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für Zurückholen mit p, 2643
mengentheoretischer, 2646

Basiswechselmatrix, 182
Basiswechselmorphismus, 3266
Bel, 1662
Benford’s Gesetz, 2142
Beppo Levi, 2165
bepunktete Menge, 497
bepunkteter Raum, 2605
Berührungspunkt, 1803, 2486
berandet

Teilmenge, 2094
Bernoulli-Ungleichung, 1590
Bernoulli-Zahlen, 2440
Beschleunigung, 1979

absolute, 1979
vektorielle, 1979

beschränkt
gleichmäßig, 2294
Menge reeller Zahlen, 1636
Operator, 1817
uniform, 2294

beschränkt in Richtung der Differen-
tiale, 2914

Bessel’sche Ungleichung, 356
bestimmte Divergenz, 1630
Betafunktion, Euler’sche, 2447
Betrag, 1588

bei Quaternionen, 294
eines Winkels, 373

Betragsabstand, 1795
Betragswurzel

aus reellem Vektorraum, 363
Betti-Zahl, 2828
Bewegung, 366, 518
Bewegungsgruppe, 518

affine, 365
Bewegungsraum, 366
Bewertung, 755, 1163

diskrete, 1163
von meromorpher Funktion, 2414

bewertungsverträglich, 1177
Bézout

Satz von, 1127
Schranke von, 769

BGG-Reziprozität, 4265
Biabmonoid, 3034
biadditiv, 476, 2234

Abbildung, 2878
Funktor, 963

Bialgebra, 3059
Bidualraum, 200
Bierdeckelgruppe, 519
Bifaserfunktor, 3261
Bifaserung, 3261
biholomorph

Einbettung, 2351
Identifikation, 2448

Bijektion, 47, 1567
bijektiv

Abbildung, 47, 1567
Bikommutator, 1256
Bil Bilinearformen, 414, 2027
Bil(V ) Bilinearformen auf V , 163
Bild, 43, 1565

einer Teilmenge, 45
essentielles, 3185
in abelscher Kategorie, 3126
von σ-Algebra, 2145
von linearer Abbildung, 156

Bildebene
einer Zentralprojektion, 654

Bildfilter, 2546
Bildmaß, 2150, 2240
bilinear

bei Vektorräumen, 163
Bilinearform, 163, 348

nichtausgeartete, 424
Bilinearformen, 414
Bimenge, 2998
Bimodul, 963

in Schmelzkategorie, 3049
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Bimonoid, 3058
Bimorphismus, 2234
Binärdarstellung, 247
binärer Logarithmus, 1660
Binet-Cauchy-Identität, 1278
Binom, 1613
Binomialkoeffizienten, 13, 1550

quantisierte, 762
binomische Formel, 14, 1551
Binomische Reihe, 1750
biquadratisch, 844
birational

äquivalent, 1156
Morphismus, 1156

Biringalgebra, 3059
Blätterzahl, 2685
Block

einer längenendlichen Kategorie,
1342

eines Rings, 947
von Kring, 993

Block-Zerlegung
eines Rings, 947

Bochner, Satz von, 2249
Bockstein-Homomorphismen, 2878,

2913
Bogenlänge, 1763

parametrisiert nach, 1773
Bogenmaß, 377
Bolzano-Weierstraß, 1637
Boole’sche Algebra, 85
Borel(X) Borelmengen vonX , 2127
Borel’sch

Meßraum, 2547
Borel’sche Unteralgebra, 4138
Borel-Moore-Homologie

singuläre, 2953
borelierter Torus, 1504
Borelmaß, 2127, 2559
Borelmenge, 2127
Borelraum, 2547

borelsche σ-Algebra, 2127
Borromäische Ringe, 1894
Borsuk-Ulam, 2637
Bouquet von Kreislinien, 2680
Boxprodukt, 3511

von Moduln, 1258
braid group, 2739
Brechungsgesetz, 1708
Brennpunkt

einer Ellipse, 411
Brouwer, Fixpunktsatz

allgemeiner, 2814
für die Kreisscheibe, 2613

Bruchzahlen, 32, 1555
Brüche, 3367
Bruhat-Teilordnung, 4079
Bruhat-Zerlegung

in der GL(n;R), 536
Bündel, 3099, 3863

triviales, 3862
Bündelatlas, 2728
Bündelkarte, 2728, 3863
Bündelprojektion, 1992
Butterbrot mit Schinken

Satz vom, 2637
bw Basiswechselmorphismus, 3266

c∗(V ) totale Chern’sche Klasse, 3570
Cn Catalan-Zahl, 63
Cn zyklische Gruppe, 477
C komplexe Zahlen, 186
C(X) stetige komplexwertige Funk-

tionen auf X , 1832
C(X, Y ) Raum stetiger Abbildungen,

1823, 2277, 2516
C(X,R) stetige reellwertige Funktio-

nen auf X , 1817
C1-Abbildung, 1882
C1-Diffeomorphismus, 1882
C∞-Abbildung

zwischen affinen Räumen, 2088
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Ck-Abbildung
zwischen affinen Räumen, 2088

C∞X (X,E) glatte Schnitte vonE, 3864
C!(X,R) stetige Funktionen mit kom-

paktem Träger, 1916
Cc(X,R) stetige Funktionen mit kom-

paktem Träger, 1916
Čq
< angeordnete Čech-Koketten, 3108
Cp(M) reelle oder komplexe Cp-Funktionen,

3848
Cp(M,R) reelle Cp-Funktionen, 3848
C(W ) Kegel über projektiver Varie-

tät, 1109
C∗-Algebra, 2553
C∗-Kringalgebra, 2553
C∗-Ringalgebra, 2553
c-mou, 3206
c-soft, 3206
Cantor’sches Diagonalverfahren, 1602
Cantor-Menge, 2142
cap-Produkt, 2920

abstraktes, 3053
in der Homotopiekategorie, 2920

Car, 1346
Car Kategorie der Köcher, 599
Car(Q, C), 601
Caratheodory, Satz von

im Affinen, 228
lineare Version, 223

card, 32, 1556
Cardano’sche Formeln, 870
carquois, 599, 1346
Cartan’sche

absolute, 4238
Unteralgebra, 4131
Untergruppe, 1497

Cartan’sche Unteralgebra, 4144
Cartan-Eilenberg-Auflösung

durch Injektive, 3341
Cartan-Eilenberg-Obenauflösung, 3341
Cartan-Eilenberg-Untenauflösung, 3341

Cartan-Involution, 4169
Cartan-Matrix, 4042
Cartan-Zerlegung, 405
Casimir-Operator, 4126

für sl(2), 3822
casus irreducibilis, 875
Cat, 2648
Cat(A,B), 2710
Cat(A,B), 593
Catalan-Zahl, 63
Catalan-Zahlen

Herleitung der Formel, 1759
Cauchy

Satz von, 514, 716
Cauchy’scher Integralsatz

Umlaufzahlversion, 2792
Cauchy-Abschätzung, 2397
Cauchy-Binet-Formel, 572
Cauchy-Folge, 1637
Cauchy-Riemann’sche Differentialglei-

chungen, 2348
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung, 354
Cavalieri, 2171
Cayley’sche Zahlen, 828
Cayley-Hamilton, 327
Čech-azyklisch, 3230
Čech-Eins-Kozykel, 3092
Čech-Kohomologie

mit Koeffizienten in Gruppe, 3096
von abelscher Prägarbe, 3103
von Prägarbe von Gruppen, 3109

Čech-Kokette, 3103
Čech-Koketten

angeordnete, 3108
Čech-Komplex

vergarbter, 3200
chV Charakter

bei Liealgebra, 4209, 4210
char Charakteristik, 269
char charakteristisches Polynom, 324
Charakter, 2590
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bei Liealgebra, 4210
Darstellung von Liealgebra, 4209
einer Darstellung, 1283
einfacher, 1283
multiplikativer komplexer, 2464
unitärer, 2214
von Liealgebra, 4112
von topologischer Gruppe, 2214

Charakter-Projektor-Formel, 1284
Charakterformel, Weyl’sche, 4209
Charakterfunktor, 1387
Charaktergruppe, 2214, 2464

einer algebraischen Gruppe, 1387
Charakteristik, 777

eines Rings, 269
charakteristisch

Homomorphismus, 3299
charakteristische Funktion

einer Menge, 2153
eines Maßes, 2246

charakteristisches Polynom, 322
von Endomorphismus, 324

Charakterpaarung
duale, 2234
von Fouriergruppen, 2234

Charakterraum, 2238
Charakterring

erweiterter, 4210
Charaktertafel, 1288
Chern’sche Klasse, 3570

totale, 3570
Chern’schen Klasse

von komplexer Darstellung, 3301
Chevalley-Involution, 4166
χ(X) Eulercharakteristik vonX , 2828
χ(X; k) Eulercharakteristik, 2828
χA charakteristische Funktion, 2153
χA charakteristisches Polynom, 322
χV Charakter von V , 1283
χf charakteristisches Polynom, 324
Chinesischer Restsatz, 478

abstrakter, 737
Cholesky-Zerlegung, 395
ClX(M) Abschluß vonM , 1804, 1807,

2485
Clebsch-Gordan, 4107
Cliff Cliffordalgebra, 4223
Cliffordalgebra, 4223
clivage, 3324
closure, 2485
codim Kodimension

bei affinen Räumen, 213
eines Untervektorraums, 496

coim
Kobild in Kategorie, 3126

cok Kokern
bei abelschen Gruppen, 498, 2928
in Kategorie, 3126

col Kolimes, 2937
côl Kolimes in Funktorkategorie, 3422
colf filtrierender Kolimes, 2940
côl filtrierender Kolimes in Funktor-

kategorie, 3422
colim Kolimes, 2939
cone

englisch für Kegel, 232
strongly convex, 232

continue, 1609
continuous, 1609
corps, 79
corps gauche, 293
cos Cosinus

komplexer, 1681
cosa analytischer Cosinus, 375
cosg geometrischer Cosinus, 375
Cosecans, 1675
Cosecans hyperbolicus, 1734
cosh Cosinus hyperbolicus, 1732
Cosinus, 374, 1673

analytischer, 375
geometrischer, 375

Cosinus hyperbolicus, 1732
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Cosinus-Satz, 381
Cosinusmatrix, 4010
Cosinustransformation, 2232
Cotangens, 1676
Coxetergraph, 4008
Coxetermatrix, 4008
Coxetersystem, 4074
Coxeterzahl, 4056

duale, 4056
Cramer’sche Regel, 313
cup-Produkt, 2912, 3082

der lokalen Kohomologie, 3684
garbentheoretisches, 3406
Operation auf kompakter Koho-

mologie, 3684
CW-Komplex, 2512
cyclotomic polynomial, 761

δ in Xδ Menge X mit der diskreten
Topologie, 3314

δ(A) für lokalen noetherschen Kring
A, 1145

δ ∈ H0(top), 2769
δw ∈ H0X , 2769
δx Auswerten bei x, 981, 1358
df Differential von f , 2014
d Differential

algebraisches, 1437
∂M = ∂XM

topologischer Rand vonM ⊂ X ,
2485

∂T Rand von T , 1933
∂(r) dividierte Ableitung, 1474
∂i Vektorfeld, 2016
∂x Vektorfeld, 2017
D(f) Definitionsbereich von f , 287
∆ Diagonale, 122
∆(K) topologische Realisierung ei-

nes Simplizialkomplexes, 2665
D, genauer DKet, 3231
DG derivierte Gruppe, 1479

D(f) Definitionsbereich von f , 1025
Dv Richtungsableitung

auf eingebetteter Mannigfaltigkeit,
3800

Dv konstantes Vektorfeld, 2016
D~v Richtungsableitung, 1845
déployé, 3428
dérivable, 3430
dAb differentielle abelsche Gruppen,

3009
Dachprodukt, 565, 2065
darstellbarer Funktor, 614, 615, 2731,

2732
darstellende Matrix, 165, 179

bei Moduln, 949
Darstellung, 3035

adjungierte, 1431
von Liealgebra, 3809

algebraische, 1374
einer Menge, 1271
eines Köchers, 599
einfache, 1228, 3775
irreduzible, 1228, 3775
komplex konjugierte, 1316
kontragradiente, von Gruppe, 1289
kontragrediente, 1377
polynomiale, 1374
unitäre, 3832

von R, 2284
unzerlegbare, 1228
von Gruppe, 1225, 3773
von Köcher, 1346
von Köcher mit Relationen, 1349
von Liealgebra, 3807, 4098
von Liegruppe, 3807
von Monoid, 1225
zyklische, 1229

Darstellung durch Radikale, 866
dcc, 1042, 1244
de Morgan’sche Regeln, 39, 1561, 1799
de-Rham-Kohomologie, 3245
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kompakte, 3248
de-Rham-Komplex, 3245

äquivarianter, 3305
Deckbewegung, 2694
Decktransformation, 2694
Dedekind’scher Schnitt, 1595
Dedekind-Ring, 1169
Definition, 11, 1548
Definitionsbereich, 45, 287, 1566

einer rationalen Funktion, 1025
von rationalem Morphismus, 1133
von rationaler Funktion, 1105

degré, 273
degree, 273
Deli’sches Problem, 792
Deodhar

Eigenschaft Z von, 4081
Der, 3403
Der(]) für ] ∈ {+,−, b}, 3412
Derk(A,M) Modul der Derivation, 1413
Derk A := Derk(A,A), 1413
Der/X , 3761
DerA = Der(A -Mod), 3403
Der�Gek, 3550
Der�Top, 3753
Der(Ab/X)

als Schmelzkategorie, 3760
Derivation, 4097

auf Algebra, 1422
einer R-Algebra, 3793
modulwertige, 1413

deriviert
Gruppe, 713
Liealgebra, 4110

derivierte abelsche Gruppen
als Schmelzkategorie, 3757

derivierte Gruppe, 1402, 1479, 2632
derivierte Kategorie, 3403
derivierte Moduln

als Schmelzkategorie, 3759
derivierter Funktor RqF , 3439

derivierter Funktor RF , 3438
Derivierter gefaserter Basiswechsel,

3314, 3555
Derivierter gefaserter Basiswechsel in

gekringten Räumen, 3560
DerM

als Schmelzkategorie, 3545
Desargues-Eigenschaft

affine, 636
descending chain condition, 1042, 1244
det Determinante

einer Matrix, 300
von Endomorphismus, 312

detK Determinante
von Endomorphismus, 312

Determinante
einer Matrix, 300
von Endomorphismus, 312

dévissage, 3398
Dezibel, 1662
Dezimaldarstellung, 247
Dezimalsystem, 247
dg-Gruppe, 2774
dg-Ringoid, 3473
dg-Ringoidbimodul, 3479
dg-Ringoidkategorie, 3473
dg-Ringoidmodul, 3474
dg-Ringoidrechtsmodul, 3474
dgHot, 2926
dgMod, 2774
diag(λ1, . . . , λn) Diagonalmatrix, 175
Diagonale, 122

dicke, 1509
diagonalisierbar

algebraische Gruppe, 1386
Endomorphismus, 326
Matrix, 325

Diagonalmatrix, 175
Diagonaltrennung, 3033
Diagonalzweitrennung, 2998
Diagramm
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in Kategorie, 599, 2939
Diagrammjagd, 502
Diagrammschema, 599
dicht

definiert, 2335
Teilmenge, 922, 1828, 2486

Dichte
stetige positive, 3824

Dichtesatz
von Jacobson, 1256

Dichtesatz von Jacobson, 1256
dicke Diagonale, 1509
dicke Zelle

in der GL(n;K), 537
Diedergruppe, 518, 3974
Diffeomorphismus
C1-Diffeomorphismus, 1882
zwischen Untermannigfaltigkeiten,

3779
Differential, 1845, 3009

algebraisches, 1416, 1437
auf Tangentialraum, 3855
bei eingebetteten Mannigfaltigkei-

ten, 3796
einer Darstellung, 3886
von exp auf Matrizen, 1871
von bilinearer Abbildung, 1860
von Funktion

als Kovektorfeld, 3951
differential equation

ordinary, 1943
partial, 1943

Differential-Funktor, 3854
Differentiale

Modul der, 1437
relative, 1441

Differentialform, 2068, 3949
erster Ordnung, 2011
relative, 2068

Differentialgleichung
gewöhnliche, 1943

partielle, 1943
differentialinjektiv, 3858
differentiell

abelsche Gruppe, 2774
graduierte abelsche Gruppe, 2774
graduiertes Ringoid, 3473

differentielle abelsche Gruppe, 3328
Differenz

von Mengen, 37, 1559
differenzierbar

auf eingebetteter Mannigfaltigkeit,
1906

beliebig, 2088
in einer Veränderlichen, 1698
mehrere Veränderliche, 1845
reell-komplex, 1740
total, 1845
Vektor, 2289
vektorwertige Funktion, 1763

differenzierbares K-Bündel, 3100
Differenzieren unter dem Integral, 1869
Differenzraum, von affinem Raum, 204
Diffie-Hellman, 268
Diffie-Hellman-Problem, 268
Dilogarithmus, 2402
dim Dimension eines Vektorraums,

139
dim Dimension alias Rang eines frei-

en Moduls, 950
Dimension

einer Varietät, 1102
einer Facette, 3985
eines affinen Raums, 204, 1811,

1843
eines Vektorraums, 139, 883
homologische

einer Kategorie, 3408
eines Rings, 3412

physikalische, 139
von Mannigfaltigkeit, 1892
von Modul, 950
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Dimensionsformel
für lineare Abbildungen, 157
Weyl’sche, für Darstellungen, 3954,

4206
Dini, Satz von, 1822, 1916
Dirac’sche δ-Distribution

algebraische, 1475
Dirac-Maß, 2126

durch Trennfunktor, 3019
directional derivative, 1845
direkte Summe, 1227, 1245, 1342

von Moduln, 942
von Vektorräumen, 125, 607

direktes Bild, 3180
von Radonmaßen, 2583

Dirichlet
-Charakter, 2463

Dirichlet-Reihen, 2466
Dirichletcharakter

primitiver, 2466
Dis Diskriminante, 1185
discrete

valuation, 1163
disjunkt, 37, 723, 1560
disjunkte Vereinigung, 605
Diskn Diskriminante, 813
diskret

Bewertung, 1163
Bewertungsring, 1165
Kategorie, 578
Logarithmus, 268
Meßraum, 2547
Teilmenge von topologischem Raum,

2044, 2493
Topologie, 1799, 2482

Diskretisierung
von Kategorie, 3320

Diskriminante, 767
von Elementen, 1185

Diskriminantenideal, 1185
distingué

triangle, 3385
distinguished

triangle, 3385
distinguished triangle, 3381
Distribution

d-dimensionale, 3893
algebraische, 1474
temperierte, 2246, 2269

Distributivgesetz, 260
bei Körper, 80, 106
bei Ring, 1579
bei Vektorraum, 116

Divergenz, 2102, 2113
dividierte Potenz, 997
dividierte Potenzen, 3056
divisibel

abelsche Gruppe, 2930
Divisionsring, 293
Dodekaeder, 519
dominant

Gewicht, 4176
Morphismus von affinen Varietäten,

992
Morphismus von Varietäten, 1158

ρ-dominant, 4253
Dominanz-Teilordnung, 1303
dominierte Konvergenz, 2163
Doppeldreizykel, 726
Doppelkomplex, 3196

mit antikommutierenden Differen-
tialen, 3196

Doppelkomplex im ersten Quadran-
ten, 3197

Doppelkomplex in der oberen Halb-
ebene, 3197

Doppelkomplex in der rechten Halb-
ebene, 3197

Doppeltransposition, 300, 726
Doppelverhältnis, 672
dot-Operation, 3955, 4201
Drehachse, 365
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von linearer Drehung, 365
Drehgruppe, 520
Drehimpuls, 1985, 2001, 3965
Drehsinn

als Funktor, 2633
zu einer Orientierung, 2633

Drehspiegelgruppe, 370
Drehspiegelung, 388
Drehung, 364

lineare, 364
Drehungsgruppe, 367, 370
Drei als natürliche Zahl, 246
Dreieck, 3381, 3384

ausgezeichnetes, 3381, 3385
in Inzidenzgeometrie, 622

Dreiecksungleichung
bei metrischen Räumen, 1795
für Absolutbetrag eines angeord-

neten Körpers, 1589
für komplexen Absolutbetrag, 190,

1668
in euklidischem Vektorraum, 354

Dreispiegelungssatz, 390
dual

Basis, 196
Inzidenzstruktur, 677

duale Abbildung, 197
duale Partition, 720
duale Zahlen, 945
duale Zelle, 2974
dualer Kegel, 233
Duales

in Schmelzkategorie, 3008
duales Paar, 1259
dualisierbar, 3008
dualisierendes Objekt, 3601
Dualisierungsisomorphismus, 3653

orientierter, 3666
Dualität

der Heckealgebra, 4290
Dualitätssatz

der linearen Optimierung, 237
Dualraum, 193, 2009
Dualsystem, 247
Durchschnitt

zweier Mengen, 35, 1559
Durchschnittssatz von Krull, 1036
Dynkin-Diagramm, 4042
Dynkindiagramm

dual erweitertes, 4061
erweitertes, 4058

E8 Wurzelsystem, 4033
E8-Gitter, 4033
E∞ bei Spektralsequenz, 3331
Eij Basismatrizen, 174
E Anschauungsraum, 205, 1978
E(X) Erwartungswert der Zufallsva-

riable X , 2161
E(M) einfache Kategorie

zu SchmelzkategorieM, 2989
Ebene

affine, 204, 209
erweiterte, 678

ebene Quadriken, 1734
echt

Ideal, 747
Teilmenge, 33, 1556
Unterdarstellung, 3813, 4100

Ecke
eines Dreiecks, 379
von Graph, 530
von Köcher, 598, 1346

Ecken, 2663, 3355
Eckenkarte, 2104
Eckenreduktion, 2675
Eckenzahl, 2675
Eckfaltigkeit, 2103
eckig berandet, 2104
edge of quiver, 599
Egalisator, 2939
Ehrenfest
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Urnenmodell, 1911
Eig Eigenraum, 321, 449
Eigenfrequenzen, 1999
Eigenraum, 321, 449

von quadratischer Form
auf Skalarproduktraum, 419

Eigenschaft, 2516
Eigenschwingungen, 1784
eigentlich

Gruppenwirkung, 2536
Komorphismus, 3271
Komorphismus von Modulgarben,

3577
lokal, 3573
Morphismus von Varietäten, 1134
stetige Abbildung, 2535
Vorschub, 2959

eigentlich diskontinuierlich, 2691
Eigenvektor, 321
Eigenwert, 321

von quadratischer Form
auf Skalarproduktraum, 419
auf Rn, 400

Eigmorphismus
in Kategorienwinkel, 3589
in Trennaustauschsituation, 3594

Eilenberg-Zilber, 2891
Transformation, 2891

Eilenberg-Zilber, Variante, 3072
Eilenberg-Zilber-Äquivalenz, 2891
Ein-Objekt-Kategorie, 577
Ein-Punkt-Kompaktifizierung, 2500
Einbettung, 588, 2494

k-geringter Räume, 1095, 3843
v-Einbettung, 2494
abgeschlossene, 1361

für naive affine Varietäten, 988
abgeschlossene, geringter Räume,

1096, 3843
einer Teilmenge, 47, 1569
kanonische unitäre, 2287

offene, geringter Räume, 1096, 3843
topologische, 2494, 2501
von Inzidenzgeometrien, 664

Einbettungsdimension, 1144
einfach

algebraische Gruppe, 1513
Charakter, 1283
Darstellung, Gruppe, 1228, 3775
Darstellung, Liealgebra, 3814, 4100
geschnürt, 4047
Gruppe, 706
Körpererweiterung, 782
Liealgebra, 4094
Modul, 1037, 1240
Objekt, 1331
Ring, 1260
wegzusammenhängend, 2051, 2606
zusammenhängend, 3897

einfach zusammenhängend
in Funktionentheorie, 2370

einfache Kategorie
zu Schmelzkategorie, 2989

Einheit
in Schmelzkategorie, 3067
von Ring, 266

Einheitsmatrix, 165
Einheitswurzel

eines Körpers, 489
in C, 760, 1679

Einhüllende, 4185
einhüllende Gruppe, 250
Einparameteruntergruppe, 2214

von topologischer Gruppe, 2523
Einpunktköcher, 599
Einpunktkompaktifizierung, 2500
Einpunktverbindung, 2641
Eins

Einsobjekt von Schmelzkategorie,
3001

in Magma
von Schmelzkategorie, 3047
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von Abmonoid, 3031
Eins als natürliche Zahl, 246
Eins in N, 242
Eins-Element, 64, 1574

einer Algebra, 610, 1827, 4092
in Ring, 260

Eins-Form, 2011
Einsbedingung, 3001
Einschluß-Ausschluß-Formel, 262
Einschränkung, 47, 1569

von Garbe, 3119
Einschränkungsabbildung, 3102
Einsdarstellung, 1226, 3774

von Liealgebra, 3809, 4099
einsetzen

Vektorfeld in Kovektorfeld, 2011
Einsetzen, 43, 1565
Einsetzungshomomorphismus, 272, 572
Einsfamilie, 2986, 2988
Einsform, 2011
Einskomponente, 2283

einer algebraischen Gruppe, 1399
einer topologischen Gruppe, 2524

Einsobjekt, 3001
Einstangentialraum, 3779
Einsverschmelzung, 2987
Einszusammenhangskomponente

einer topologischen Gruppe, 2524
Eintrag von Matrix, 112
einwertige Abbildung, 46
Eisensteinkriterium, 761
Element, 31, 1554

primitives, 782
zufälliges, 2145
zyklisches, 1229

Elementabbildung, 54
elementar

kartesisches Trennquadrat, 3750
Elementar-Ereignis, 2126
Elementargebiet, 2405
Elementarmatrix, 175

spezielle, 175
elementarsymmetrische Polynome, 763
Elementarteiler, 485
Elementarteilersatz

graduierte Version, 1115
über dem Grundring Z, 484
über Hauptidealringen, 951

Ellipse, 1734
Brennpunkt, 411

elliptisch
Element von SL(2;R), 1491

elt Elementabbildung, 54
emx

Morphismus aus finalem Objekt,
580

Einbettung des Punktes x, 3181
eMorphismus

e-Morphismus, 3589
End

Endomorphismenring
von abelscher Gruppe, 261

End(X) = EndM(X) Endomorphis-
menobjekt, 3052

Endk
Endomorphismenring

von k-Vektorraum, 261
endlich

Köcher, 599
Körpererweiterung, 783
Kringerweiterung, 933
Maß, 2233
Menge, 32, 239, 881, 1556
Morphismus von Varietäten, 1195
präsentiert, Modul, 1017
Torsionsdimension, 3456

endlich erzeugbar, 130
endlich erzeugt

Modul, 927
Vektorraum, 130

endliche Gitterspiegelungsgruppe, 1517,
3924
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endliche Körper, 793
endliche Primkörper, 267
endlicher Typ

Kringerweiterung, 933
Endomorphismen

in Kategorie, 577
Endomorphismenobjekt, 3052
Endomorphismenring

von abelscher Gruppe, 261, 923
von Vektorraum, 261

Endomorphismus, 926
von abelscher Gruppe, 261
von Vektorräumen, 151

Endpunkt, 3355
von Pfeil in Köcher, 599

Endpunkt, von Pfeil in Köcher, 1346
Energie, 2041

kinetische, 2003
Engel, Satz von, 4111
ens einelementige Menge, 124, 580
ens/X finale Mengengarbe, 3122
G -Ens Kategorie derG-Mengen, 3290
Ens Kategorie der Mengen, 576, 2620
Ens(X, Y ) AbbildungenX → Y , 53,

2620
Ens(X, Y ) Abbildungsmenge, 112
Ens(Z) Selbstabbildungen der Men-

ge Z, 60
Ens∗ bepunktete Mengen, 576
Ens×(Z) Bijektionen Z ∼→ Z, 69
Ens×(Z) Bijektionen Z ∼→ Z, 2721
Ensb beschränkte Abbildungen, 1801
Ensk

/X konstante Garben, 3121
Enslk

/X lokal konstante Garben, 3293
Ensk

/G%X konstante äquivariante Gar-
ben, 3293

Enslk
/G%X lokal konstante äquivarian-

te Garben, 3293
Ens/X Garben von Mengen auf X ,

3113

ensemble, 53
Ensf Kategorie der endlichen Men-

gen, 3425
Ensk

/X konstante Garben aufX , 3124
entfaltbar

bequeme abelsche Schmelzkate-
gorie, 3544

épaisse
souscatégorie, 3397

Epi, 3127
Epimorphismus, 3127
erblich

abelsche Kategorie, 3408
erblich parakompakt, 3241
erblicher Ring, 2935
Erdbeschleunigung, 1981
Ereignis, 2126
Ereignisse, 438
Ergänzungssatz

für Jacobi-Symbole, 860
zum Reziprozitätsgesetz, 858

erlaubt
Basisquadrat, 3590

Ersetzung, 3467
erste Čech-Kohomologie, 3109
erste Chern’sche Klasse, 3240
Erwartungswert

einer Zufallsvariable, 2161
erweiterte reelle Zahlen, 1607
Erweiterter Charakterring, 4210
Erweiterung

höhere, 3145
von abelschen Gruppen

abstrakte, 2928
konkrete, 2927

Erweiterung der Skalare
bei Moduln, 972
bei Vektorräumen, 550

erweiterungsisomorph, 2927
Erweiterungskörper, 778
erzeugende Funktion
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der Catalan-Zahlen, 1759
der Fibonacci-Folge, 290

Erzeugendensystem, 130
von uniformer Struktur, 2558
von affinem Raum, 210

Erzeuger
infinitesimaler, 2289

Erzeugnis
in Vektorraum, 130

erzeugt
σ-Algebra, 2126
Äquivalenzrelation, 250
affiner Teilraum, 209
Ideal, 4110
Mengenalgebra, 2141
Mengenring, 2141
Teilring, 735
Topologie, 2501
Untergruppe, 252
Untervektorraum, 130
Verdiersystem, 3398

erzeugt, endlich
Vektorraum, 130

Erzeugungsoperator, 4101
essentiell

affine Spiegelungsgruppe, 4021
Bild, 3185
Supremum, 2199

essentiell konstant, 3424
essentiell surjektiv

Funktor, 584
étale

induzierte Struktur, 3854
modulendlich, 1184
Raum, 3114
stetige Abbildung, 2685, 3114, 3853

étale Überlagerung, 1184
Étalisierung, 3121
éts Étalisierung, 3121
étTopX étale Räume über X , 3119,

3121

Euk Kategorie der euklidischen Vek-
torräume, 581

Euklid
Lemma von, 256

euklidisch, 747
Abbildung, 363
affiner Raum

über angeordnetem Körper, 3993
Ebene, 361
Element, 747
Raum, 361

über angeordnetem Körper, 3972
Ring, 744
Struktur, 361
Vektorraum, 351, 361
Wurzelsystem, 4027

euklidische Struktur
induzierte, 363

Euler, 1645
Euler’sche Gleichung, 1673
Euler’sche Kongruenz, 851
Euler’sche Winkel, 397
Euler’sche Zahl, 1650
Euler’scher Polyedersatz, 2829
Euler, Satz von, 492
Euler-Faktor, 2453
Euler-Formel, 535
Euler-Konstante, 2445
Euler-Lagrange-Gleichungen, 1997
Euler-Mascheroni-Konstante, 2445
Eulercharakteristik

eines Kettenkomplexes, 2829
eines topologischen Raums, 2828

Eulerformel, 534
Eulerklasse, 3564
ev Evaluationspaarung, 550
ev Auswertungsabbildung, 55
ev Evaluation, 200
Evaluationsabbildung, 55, 200
Evaluationspaarung, 550
Evaluieren
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in Schmelzkategorie, 3007
ex Expansion der Identität, 551
exakt, 3129
exakt Sequenz

von Köcherdarstellungen, 2941
exakte Sequenz

in präabelscher Kategorie, 3129
von bepunkteten Mengen, 498

Exp(t) := exp(2πit), 2610
Expansion der Identität, 551
explizit

gewöhnliche Differentialgleichung,
1943

Exponent, 489
Exponentialabbildung, 3874
Exponentialfunktion, 1649
Exponentialgesetz

für Mengen, 53
topologisch, 2277
topologisches, 2519
topologisches schwaches, 2517

Ext
in abelscher Kategorie

mit genug Injektiven, 3148
Extq Erweiterungen, 3145
ExtqA(A,B) Erweiterungen

ohne genug Injektive, 3405
Ext-Sequenz

im ersten Eintrag, 2933
im zweiten Eintrag, 2928

extension, 2928
externes Produkt

der lokalen Kohomologie, 3684,
3685

Extrema
bei einer Veränderlichen, 1712
in mehreren Veränderlichen, 1876
unter Nebenbedingungen, 1908

extremen Gewichte, 4218

ϕ, Euler’sche ϕ-Funktion, 850

F(b) Fundamentalmatrix, 414
Facette

Teilmenge von affinem Raum, 3981
von Spiegelungsgruppe, 4280
zu System von Hyperebenen, 3981

Fahne, 1461
vollständige, 1461, 1496, 2533

Fahnenmannigfaltigkeit, 1461, 1496,
2533

einer affinen algebraischen Grup-
pe, 1504

Fahnenvarietät, 1496
faisceau, 3112
faithful, 832
Fakofaserung, 3320
Faktor, 121
Faktoren, 12, 1549
faktoriell, 740
Faktorierter Funktor, 3429
Faktorisierungssatz, 1061
Faktorring, 732
Fakultät, 12, 1549
Faltung, 2274, 2579

Multiplikation eines Monoidrings,
1232

von Maßen, 2252
Familie, 133, 1627
Familienfaserung, 3262
Familienkategorie, 2988
Familientrennfunktor, 3516
Familienwinkelfaserung, 3595
Farkas, Lemma von, 225
Farkas, Satz von, 233
Faser

einer Abbildung, 46
eines Funktors, 3257
von Trennfunktor, 3506

Faserbündel, 2728
faserdual

Kofaserung, 3323
Faserfunktor, 3259
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bei Überlagerung, 2721
Faserprodukt

affiner Varietäten, 993
in Kategorie, 2643
von Kategorien, 3519

Faserring, 1056
faserrückzugstabil

über anderem System, 3583, 3748
fasertrennrückzugstabil, 3583, 3750
Faserung

Funktor, 3259
faserweise kompaktweich, 3581
Faserwirkungsvergleich, 2722
fast alle

Menge, 1629
fast überall

auf Maßraum, 2193
Fast-Mannigfaltigkeit, 1934
Fast-Moduln, 3378
fasteuklidisch

Geometrie, 623
Fastfaltigkeit, 1934
Fehlstand, 296
feine Ketten, 2816
feiner

Topologie, 2500
Feit-Thompson

Satz von, 706
Feld, 3948
Fermat’sche Kongruenz, 478
Fermat’sche Zahlen, 851
festgehalten

Teilmenge unter Selbstabbildung,
54

punktweise, 54
Fibonacci-Folge, 16
fibré principal, 3097
fidèle, 832
field, 79
filAb filtrierte abelsche Gruppen, 1136
Filter, 2543

echter, 2543
filterstetig, 2546
filtrierend

Kategorie, 2940
Kolimes, 2940

filtriert
Algebra, 1138
Modul, 1138
Ringalgebra, 1138
Vektorraum, 1138

Filtrierung, 3130
Z-Filtrierung, 1135
angeordnete, 3522
auf abelscher Gruppe, 1135
auf Ring, 1138
ausschöpfende, 1135
endliche, 1135, 1353
finale, 1136
Hausdorff’sche, 1135
initiale, 1136
separierte, 1135
voll endende, 1135
von Null kommende, 1135

fin Morphismus zum finalen Objekt,
580

fin(C) finales Objekt, 580
final, 589

Morphismus
geringter Räume, 1095, 3842

Objekt, 579
produktfest final, 2525
stetige Abbildung, 2153, 2506
Struktur, 589

finale Struktur, 1094, 3842
Finalstruktur, relative, 3728
Finaltopologie, 2146, 2485, 2506
Fitting-Zerlegung

in abelschen Kategorien, 1334
von Vektorräumen, 452

Fixator, 505, 506
mengenweiser, 506
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punktweiser, 506
Fixkörper, 830
Fixpunkt, 154, 1883

von Gruppenwirkung, 505
Fixpunktsatz

simplizialer, 2831
Fixpunktsatz von Brouwer

allgemeiner, 2814
für die Kreisscheibe, 2613

Fixvektor, 154
Flächenwort, 2671
flabby, 3175
flach

abelsche Garbe, 3495
abelsche Gruppe, 962
Kringhomomorphismus, 968
Modul, 962
Modulgarbe, 3537
Morphismus

von affinen Varietäten, 1064
Morphismus von Varietäten, 1407

Fläche, 1894, 1935, 1939
affine, 1003
nichtorientierbare, 2601
orientierbare, 2601

Flächengerade, 560
Flächenintegral, 1927
Flächenmaß, 2183
Flaggenvarietät, 1461, 1496
flasque, 3175
Flechtbasiswechsel, 3591
Fluchtpunkt, 654
Fluß

eines Vektorfelds durch eine Hy-
perfläche, 2083

von Vektorfeld, 1972
auf Mannigfaltigkeit, 3874

Flußdichte, 2069
Flußweg, 1945, 2005, 2019, 3871

größter, 1945
maximaler, 1945, 3871

Folge, 1627
geometrische, 1643

folgenabgeschlossen, 2488
folgenkompakt, 1820, 1913
force, 1980
Form

1-Form, 2011
allgemein, 195
innere, 901
quadratische, 494
quadratische homogene, 417
von Algebra, 899
von Vektorraum, 896

Formen
kommutierende, 4165

Fortsetzung
lineare, 161

Fototransformation, 656
vervollständigte, 670

Fouriergruppe, 2216
Fourierreihe, 1825
Fouriertransformation

diskrete, 1282
kanonische, 2247
mathematisch standardisierte, 2227
physikalisch standardisierte, 2226
stochastisch standardisierte, 2227
zu Charakterpaarung, 2235

Frac Quotientenkörper, 286
fraction field, 286
Fréchet-differenzierbar, 1845
Fredholm-Operator, 2578
frei

abelsche Garbe, 3125
abelsche Gruppe, 2809
abelsche Prägarbe, 3125
Algebra, 4156
Funktor, 2894
Gruppenwirkung, 506
Modul, 943
Objekt über Menge, 2734



INDEX 4339

Operation, 2691
Produkt von Gruppen, 2660
Ringalgebra, 4187, 4188
Ringoidmodul, 3472
Untergruppe, 2889
Vektorraum, 161
Wirkung eines Monoids, 506

frei homotop, 2376
frei zyklisch

Modul, 943
freie Liealgebra, 4151
freien Magma über I , 4155
Freiheitsstrichlein, 786
Frequenz, 319
Frequenzmaß, 2287
Fresnel’sches Prinzip, 1708
Freudenthal’s Formel, 4213
Frobenius, 829

Satz von, 3894
Frobenius-Algebra, 1236
Frobenius-Homomorphismus, 270
Frobenius-Morphismus

von affiner Varietät, 986
von Varietät, 1104

Frobenius-Reziprozität
allgemeine, 972
bei Gruppen, 1323

Frobenius-spaltend, 1104
Frobenius-Twist

von naiver affiner Varietät, 986
von Varietät, 1104

Frobeniushomomorphismus, 829
Frolik-Tychonoff, 2536
Fubini, 2172
Führer

von Dirichletcharakter, 2466
Fünf als natürliche Zahl, 246
Fünferlemma, 2807
Fundamentalbereich

eckfaltiger, 4001
mengentheoretischer, 4001

topolologischer, 4001
Fundamentalform, erste, 2029
Fundamentalgruppe, 2606

basispunktfreie, 2632
Fundamentalgruppe der Kreislinie, 2609
Fundamentalklasse, 2860
Fundamentalkozykel, 3668, 3763

lokaler, 3669
von Untervarietät, 3678

Fundamentalmatrix, 414
Fundamentalsatz der Algebra, 275, 1686
Fundamentalzykel, 2860, 3668, 3765

in der lokalendliche Homologie,
2959

k-Fundamentalzykel, 2875
Funktion, 1605

ganze, 2389, 2413
gebrochenrationale, 1618
meromorphe, 2409
polynomiale, 975, 4237
rationale, 287, 1618
reguläre

auf affiner Varietät, 981, 1358
auf Varietät, 1100

strukturierende, 981, 1093, 1358,
3840

Umkehrfunktion, 50, 1570
Funktionaldeterminante, 1920
Funktionalgleichung

der ζ-Funktion, 2454
der Gammafunktion, 2444
des Logarithmus, 1658

Funktionalkalkül, 2320
Funktionenkörper, 287
Funktionskeim

längs Y
regulärer, 1024

regulärer, 1023
Funktionskeime, 1022, 3118

reguläre, 1102
Funktor, 581, 2621
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additiver, 2874
darstellbarer, 614, 615, 2731, 2732
kodarstellbarer, 615
kontravarianter, 583
laxer 2-Funktor, 3325
linksadjungierter, 2734
partiell definierter, 2734
quasiinverser, 596, 2711
rechtsadjungierter, 2734

Funktorkategorie, 592, 2710
Fußball, Satz vom, 360
Fußpunktprojektion, 3862

gα die sl(2) zur Wurzel α, 4134
g Erdbeschleunigung, 1981
Γ Schnitt

der Orientierungsgarbe, 2860
einer Garbe, 3119

Γ-Funktion, 2444
Γ(f) Graph von f , 45, 1566
ΓZ Schnitte mit Träger in Z, 3275
Γ! Schnitte mit kompaktem Träger,

3204
der Orientierungsgarbe, 2860

Γ!(A;F) := Γ!(A;F |A), 3205
ΓCF globale Schnitte mit Träger in

C, 3188
Γc Schnitte mit kompaktem Träger, 3205
galois

Überlagerung, 2696
Galoiserweiterung, 830
Galoisgruppe, 829

eines Polynoms, 833
Galoiskorrespondenz, 841
galoislinear

Operation, abstrakte, 896
Operation, stetige, 896

Gammafunktion, 2444
Ganghöhe, 2611
ganz

Element von Kringerweiterung, 933,
1046

Funktion, 2389
Kringerweiterung, 1046
Kringhomomorphismus, 1046

ganz abgeschlossen, 1073
ganz über dem Ideal a, 1080
ganze Funktion, 2413
ganze Zahlen, 31, 251, 1555
ganzer Abschluß, 1047
Ganzheitsring, 859
ganzwertig

Polynom, 285
Ganzzahlenring, 859
ganzzahlige Weylgruppe von λ, 4249
ganzzahlige Wurzelsystem von λ, 4249
Garbe, 3112

äquivariant zurückgezogene, 3292
der Schnitte mit Träger in Teil-

menge, 3275
Garbe der lokalen singulären q-Koketten,

3228
Garbe der Schnitte, 3113
Garbe der unstetigen Schnitte, 3625
garbenazyklisch

basisfest, 3553
schwach, 3313
stetige Abbildung, 3553, 3711
topologischer Raum, 3554

Garbenkohomologie
reduzierte, 3186

Garbenmorphismus
über stetiger Abbildung, 3257

Garbenopfaserung, 3261
derivierte, 3528

Garbenoptrennfaserung, 3498
Garbenschreikofaserung, 3273
garbentheoretischer Kohomologiering,

3406
Garbifizierung, 3119

verallgemeinerte, 3122
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Gauß
Glockenkurve, 2180
Integralsatz von, 2102

Gauß’sche Glockenkurve, 2180
Gauß’sche Zahl, 744
Gauß, Lemma von, 756
Gauß-Algorithmus, 110
Gebiet, 2405
gebrochenes Ideal, 1172
Gedämpfte Schwingungen, 1778
Gefaserter Basiswechsel, 3312
gegensinnig

Kongruenz, 340
gehörnte Sphäre, 2599, 2841
Gek gekringte Räume, 3500
Geklesbf , 3632
gekreuzte Homomorphismen, 3167
gekringter Raum, 3500
Gelfand-Naimark, 2553
ggen, 4145
general linear group, 151, 173
general linear Lie algebra, 1422, 4093
generalisierte Kraft, 1994
generisch

in Liealgebra, 4145
generischer Punkt, 1031
Generisieren, 1025, 3115
geometrische Folge, 1643
Geometrische Invariantentheorie, 1219
Geometrische Reihe, 1642
geometrisches Mittel, 1639
geordnet

induktiv, 144
streng induktiv, 144

Gerk Morphismen geringter Räume,
3841

gerade
Funktion, 1729
Permutation, 296, 300
Zahl, 264

Gerade

affine, 204, 209
erweiterte, 678
projektive, 658
von Inzidenzgeometrie, 622

Geradengruppe, 2286
Geradensegment, 221, 3979
Gerfk Kategorie k-geringter Räume,

1094
geringter Raum, 3500
k-geringter Raum

durch Funktionen, 1093, 3840
gesättigt

k-geringter Raum, 1097
multiplikatives System, 3371
offene Überdeckungl, 3096
Produkt, 1129

gesamthaft final
stetige Abbildungen, 2506

gesamthaft initial
stetige Abbildungen, 2501, 2502

Geschlecht, 2601
geschlossen

Differentialform, 2087
Kovektorfeld, 2051
Weg, 2603

geschlossene Fläche, 2599
geschlossene kombinatorische Fläche,

2666
geschlossene Mannigfaltigkeit, 2599
Geschwindigkeit

absolute, 545, 1763, 1979
vektorielle, 207, 1848, 1979

Geschwindigkeitsfeld, 1983
Geschwindigkeitsphasenraum, 1983,

2002, 2007, 3964
unter Zwangsbedingungen, 1994

Geschwindigkeitsvektor, 3798
geshuffelt

partielles Einsetzen, 3055
gestreckter Winkel, 374
getwistete Verdopplung
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einer Schmelzkategorie, 3023
Gewicht, 1391, 4130

ρ-dominantes, 4253
Darstellung, 4115
fundamentales dominantes, 4181

Gewicht, höchstes, 4178
Gewichte, 3830, 4174

ganze, 4174
Gewichtsprozent, 120
Gewichtsraum, 1391, 3830, 4174, 4255

verallgemeinerter, 4115
Gilmer

Satz von, 836
GIT-Quotient, 1216
Gitter, 1235, 1515, 3924

Z-Gitter in Q-Vektorraum, 493
Gitterdatum, 3928
Gitterpunktsatz, 2182
Gitterspiegelung, 1515, 3924
gkv Grenzkomplexvorschub, 3694
GL(2;C)〈γ〉, 687
GL(V ) allgemeine lineare Gruppe, 151
GL(n;K) allgemeine lineare Grup-

pe, 173
glatt, 1926, 2098

q-Kette, 3250
q-Simplex, 3250
Abbildung

koordinatenfrei, 2088
zwischen Untermannigfaltigkei-

ten, 3779
Abbildung nach Rm, 2088
algebraische Teilmenge bei Punkt,

1147
Distribution, 3894
Kringhomomorphismus, 1154
Mannigfaltigkeit, 3846
Opfunktor, 3947
Punkt von Varietät, 1150
Varietät, 1151

gleichgradig stetig, 2575

gleichmächtig, 882
gleichmäßig beschränkt, 2294
gleichmäßig stetig

Abbildung uniformer Räume, 2557
bei metrischen Räumen, 1810
reelle Funktion einer Variablen,

1687
gleichmäßige Beschränktheit, Prinzip

der, 2294
gleichsinnig

Kongruenz, 340
Gleichungssystem, 108

lineares, 108
Gleitspiegelung, 388
globaler Schnitt

von Garbe, 3119
Glockenkurve, 2180
GO(p, q), 2528
GOaff(E) Ähnlichkeiten, 443
Godement-Auflösung, 3626
Godementmonomorphismus, 3625
Going-down, 1073
Going-up, 1052
Goldbach-Vermutung, 254
goldener Schnitt, 18
Goldie-Rang, 1264
Goldie-Schiefkörper, 1264
Gon als Winkelmaß, 377
Goursat

Satz von, 2389
gpEns/X = Ens/X Garben auf X ,

3119
graA graduierter Ring

zu Filtrierung durch an, 1139
Gr Graßmann’sche, 1459
grad

Grad
einer projektiven Hyperfläche,

1119
eines Polynoms, 273

Gradient, 1841



INDEX 4343

gradK(α) Grad von α über K, 783
gradω f symplektischer Gradient, 2002
gradg Gradient zu Metrik g, 2029
Grad

bei der Winkelmessung, 377
einer Körpererweiterung, 783
einer polynomialen Abbildung, 1874
einer projektiven Hyperfläche, 1119
eines Polynoms, 273

in mehreren Veränderlichen, 769,
1872

von Element in Körpererweiterung,
783

Gradformel, 1180
Gradient, 1841, 2025

symplektischer, 2002
graduiert

abelsche Gruppe, 1111, 2774
Algebra, 1112
Modul, 1112
Ring, 1112
Vektorraum, 1112
Vektorraum, Ω-graduierter, 1391

Graduierung
auf abelscher Gruppe, 1111
auf Ring, 1112

graduierungsverträglich
multilineare Abbildung, 1111

Gram’sche Determinante, 429
Gram’sche Matrix, 429, 1928
Gram-Schmidt, 392

Orthogonalisierungsverfahren, 393
Gramm, 1978
Graph

einer Abbildung, 45, 1566
kombinatorischer, 530

Graß Graßmann’sche, 1459
Graßmann’sche, 1459
Graßmann-Algebra, 611
Graßmann-Mannigfaltigkeit, 3901
Gravitationsfeld, 1980

Green’sche Formel, 2109
Grenzkette, 3229
Grenzketten

relative, 3688
Grenzketten als welke Čech-azyklische

Kogarbe, 3230
Grenzkettengarbe, 3691
Grenzkomplex, 3691
Grenzkomplexvorschub, 3694
Grenzwert

linksseitiger Grenzwert, 1634
rechtsseitiger Grenzwert, 1634
von Folge, 1629

in metrischem Raum, 1801
von Funktion, 1626, 2488

griechisches Alphabet, 23
grober Modulraum, 2734
gröber

Topologie, 2500
größergleich

Struktur als k-geringter Raum, 1094,
3841

Topologie, 2500
größte Fortsetzung

von Prämaß, 2135
größter gemeinsamer Teiler, 255
größtes Element, 128, 143, 1590
Gronwall

Lemma von, 1957
großen Diagonale, 2739
Grothendieckgruppe, 1342
groupe de tresses, 2739
Grp

Gruppenhomomorphismen, 73
Grp Kategorie der Gruppen, 576
Grp C Gruppenobjekte von C, 1367
Grp0 X freie Gruppe über X , 2654
Grp×(G) Automorphismen vonG, 516
GrpVar Homomorphismen von affi-

nen algebraischen Gruppen,
1363
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Grundkörper, 116, 778
Gruppe, 67, 1575

einfache, 706
einhüllende, 250
Erzeugende und Relationen, 2679
freie, 2654
opponierte, 79
proendliche, 3426
topologische, 2213

Gruppe der Einheiten, 266
Gruppengarbe, 3112
Gruppenhommorphismus, 1577
Gruppenhomomorphismus, 73
Gruppenkohomologie, 3164

als Garbenkohomologie, 3318
nichtabelsche, 3170

Gruppenobjekt, 1367
Gruppenring, 1232
Gruppenschema, 1368

affines, 1368
Gruppentafel, 74, 704
Gruppenweg, 2214

in C×, 3794
in R, 1634
in R×, 1660
in GL(n;R), 3794
in normiertem Vektorraum, 1817
in topologischer Gruppe, 2523

Gruppenwege
in Liegruppe, 3860

Gruppoid, 578, 2621
fundamentales, 2621

H Homologie
von differentieller abelscher Grup-

pe, 2775
H, Hecke-Algebra, 4289
H Hyperkohomologie, 3529
H obere Halbebene, 690
Hq Hyperkohomologie, 3443
Hq
A Hyperkohomologie mit Träger, 3444

Hq
! kompakte Hyperkohomologie, 3444
Hq Homologie eines Komplexes, 2775
H(W,S) Hecke-Algebra des Coxe-

tersystems (W,S), 4287
H1(G;A) Gruppenkohomologie

nichtabelsche, 3170
Hq(G;A) Gruppenkohomologie, 3165
Hq(Z;F) := Hq(Z;F |Z), 3156
Hq

garb Garbenkohomologie, 3156
Hq

! kompakte Kohomologie, 3204
Hq(G;A) Gruppenhomologie, 3165
H̃q reduzierte Homologiegruppen, 2837
Hess(f) Hesse-Matrix, 1880
Hq
C(X;F) lokale Kohomologie, 3188

Hsing
q singuläre Homologie, 2768

Hq
! (X;G)sing kompakte Kohomologie,

2949
Hq

! (X) kompakte Kohomologie, 3205
Hq

! (X;M)garb kompakte Kohomolo-
gie, 3205

Hq
! Kohomologie mit kompaktem Träger,

2949
Hq
c kompakte Kohomologie, 2949

Hq
c Kohomologie mit kompaktem Träger,

3205
Hq simpliziale Homologie, 2758
Hq(X)garb garbentheoretische Homo-

logie, 3657
H!
q(X)garb garbentheoretische lokalend-

liche Homologie, 3657
Hq singuläre Homologie, 2768
Haar’sches Maß

auf Matrixliegruppe, 3824
Haar-Maß

auf Fouriergruppe, 2216
auf topologischer Gruppe, 2564
Haar’sches Borelmaß, 2569
normiertes, 2564

Haarmaß, 3824
duales, 2266

Häufungspunkt, 1624
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von topologischem Raum, 2487
Hakenlänge, 1309
Hakenlängenformel, 1309
Halb

Halbgruppenhomomorphismen, 76
Halbdichte, 2270
Halbebene

bei Inzidenzgeometrie, 626
Halbebenenalkove

bei Inzidenzgeometrie, 626
halbeinfach, 3829

abelsche Kategorie, 3408
algebraische Gruppe, 1508
Anteil

in algebraischer Gruppe, 1380
Automorphismus von algbraischer

Gruppe, 1463
Darstellung, 4119
Element von Liealgebra, 4129
Endomorphismus, 455
in abelscher Kategorie, 1336
in algebraischer Gruppe, 1380
Liealgebra, 4118
Modul, 1245
Ring, 1260

halbeinfachen Rang, 1513
halbeinfacher Anteil

eines Endomorphismus, 455
in Liealgebra, 4129

Halbgerade, 338
Halbgruppe, 76
Halbmetrik, 2260
Halbnorm, 1812, 2260
halboffen

in reellem affinen Raum, 1851,
2346

Teilmenge von R, 1698
Halbordnung, 126, 1586
Halbraum, 3981
Halbraumfahne

fastvollständige, 370

vollständige, 370
Halm

geometrischer, 1037
Halm, zu Prägarbe, 3115
Hamilton

Bewegungsgleichung, 3963, 3964
Hamilton’sche Gleichungen, 2001
Hamilton’sche Zahlen, 293
Hamilton-Funktion, 2000
Harish-Chandra-Isomorphismus, 4237
harmonics

spherical, 3838
harmonisch

Funktion auf euklidischer Ebene,
2430

Harmonische Analysis, 2236
harmonische Reihe, 1643
Hau Hauptraum, 449
Hauptachse

von quadratischer Form
auf Skalarproduktraum, 419

von quadratischer Form
auf Rn, 400

Hauptblock
von O, 4261

Hauptfaserbündel, 3097
glattes, 3097

Hauptideal, 733
Hauptidealring, 741
Hauptlemma

der homologischen Algebra
für Moduln, 2892
in abelscher Kategorie, 3143

Hauptminoren-Kriterium, 427
Hauptraum, 449
Hauptsatz

über lineare Ungleichungen, 223
Hauptteil, 2413, 2438
Hauptvektor, 449
Hauptzweig des Logarithmus, 1738
Hausdorff, 2487
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lokaler Ring, 1159
Hausdorff’sch

Filtrierung, 1135
Hausdorff, relativ, 2537
Hausdorff-Polynom, 4154
Hausdorffgruppe, 2213, 2522
hdim homologische Dimension, 3408
hebbare Singularität, 2408
Hecke-Algebra, 4284

eines Coxetersystems, 4287
Heine-Borel, 1809
Heisenberg-Gruppe, 1329
Hellinger-Toeplitz, 2291
Helmholtz’sches Raumproblem, 371
Henkelelimination, 2677
Hermite-Lindemann, 1679
hermitesch, 350, 402

quaternional, 1320
Hertz, 319
Hesse-Matrix, 1880
Hexadezimalsystem, 247
HflAb�(X,A) quisflache Komplexe von

Modulgarben, 3755
Hilbert

Basissatz, 930
Hilbert’s Satz 90, 898
Hilbert’sche Probleme, 1604

Nummer 1, 1604
Nummer 12, 861
Nummer 14, 1070
Nummer 18, 520
Nummer 8, 1645

Hilbert’scher Nullstellensatz, 917, 939
Hilbert-Dimension, 1122, 1140
Hilbert-Polynom, 1122
Hilbertbasis, 2203
Hilbertpolynom, 1121
Hilbertraum

endlichdimensionaler, 351
Hilbertsumme, 2210
Hinterseite eines Simplex, 2905

Hirsch
Vermutung von, 3991

Hochhebung, 2610, 2692
Hochschild-Kohomologie, 3152
hocol Homotopiekolimes, 3365
Hodge-Filtrierung, 3448
Hodgeoperator, 3831
höchste kurze Wurzel, 4055

einfach geschnürter Fall, 4055
höchste Wurzel, 4053, 4176
höchstes Element, 4053
Höhe

von Primideal, 1081
Hölder-Ungleichung, 2198
holomorph, 1739

banachwertige Funktion, 2302
Funktion, 2343

holomorphe Funktion
mit Singularitäten, 2408

Hom ohne Index, 926
Hom(2) bilineare Abbildungen, 163
Hom(n) multilineare Abbildungen, 307
Hom−R, 949
HomR, 926
HomR Hom-Komplex, 2890
HomA Hom-Komplex, 2890
Homk,G Verflechtungsoperatoren, 3811
Hom Hom-Garbe, 3495
Hom Hom-Garbe, 3495
Hom-Funktor, 3006
Hom-Garbe, 3495
Hom-Hom-Adjunktion, 972
Hom-Komplex, 2784
Homobjekt, 3005
homöomorph, 1902, 2484

für Teilmengen des Rn, 2598
Homöomorphismus, 922, 1902, 2484

für Teilmengen des Rn, 2598
homogen, 1408

Koordinatenring, 1117
Polynom, 765
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Untergruppe, 1112
homogen, homogenisieren

lineares Gleichungssystem, 108
homogene Komponente

von Polynom, 765
homogener Raum, 506, 3902

von topologischer Gruppe, 2526
Homogenisierung, 1120
Homologie

einer Gruppe, 3165
eines Kettenkomplexes, 2775
eines Punktes, 2769
konvexer Mengen, 2770
lokale, 2813
mit Koeffizienten, 2874
reduzierte

mit Koeffizienten, 2874
singuläre, 2768
totale, 3046
von PnR, 2877
von differentieller abelscher Grup-

pe, 2775
zelluläre, 2850

Homologiegruppe
der Sphären, 2811
relative, 2801
simpliziale, 2758
singuläre, 2768

Homologieklasse, 2768
in Kettenkomplex, 2775

Homologiesequenz
abstrakte, 2804
eines ausgezeichneten Dreiecks,

3383
eines Raumpaares, 2806
eines Raumtripels, 2808

homologische Dimension, 3408
eines Rings, 3412
endliche, 3408

homologische Rechtsdimension
endliche, 3161

Homomorphismus
charakteristischer, 3299
über Grundkring, 933
über Grundring, 798
von Körpererweiterungen, 799
von Spektralsequenzen, 3330
von A-Kringen, 933
von K-Kringen, 798
von Abmonoiden, 3030
von Darstellungen, 1227, 3774
von Garben, 3112
von Gruppen, 73
von Koabmonoiden, 3032
von Magmas, 72
von Monoiden, 72
von Monoidobjekten, 3047
von Ringalgebren, 610, 4092
von Sequenzen, 498
von Vektorräumen, 151

Homomorphismus von Darstellungen,
1375

Homothetie, 208, 643
homotop, 2048, 2366, 2617, 2783

bei Doppelkomplexen, 3338
frei homotop, 2789
horizontal, 3338
mit festen Endpunkten, 2366
mit festen Randpunkten, 2048, 2604,

2617
Wege, 2048, 2366

Homotopie
bei Raumpaaren, 2803
horizontale, 3338
Liftung von, 2749
relative, 2617
vertikale, 3338
von Abbildungen, 2617
von Wegen, 2048, 2366

Homotopie-Invarianz
der Homologie, 2777

Homotopieäquivalenz
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algebraische, 2783
topologische, 2621

homotopiefrei
dg-Ringoidmodul, 3477
dg-Ringoidrechtsmodul, 3477

Homotopiekategorie
algebraische, 2783
einer , 3143
topologische bepunktete, 2623

Homotopieklasse, 2618
Homotopiekolimes, 3365
Homotopiekomplexe

Schmelzkategorie, 3043
Homotopielift, 3143
Hopf-Algebra

kommutative, 1369
Hopf-Faserung, 2531
Hopf-Invariante, 2915
Hopf-Objekt, 3059
Hopfalgebra, 3060
Hopfbiabmonoid, 3060
Hospital, Regeln von, 1716
Hot

Hot+, 3404
Hot+,Hot−,Hotb, 3412
HotR, 2783
HotA, 3143
Homotopiekategorie, 2783

Hot Homotopiekomplexe, 3043
ht Höhe von Primideal, 1081
hTop Homotopiekategorie

hTop∗ topologische bepunktete,
2623

topologische, 2618
Hülle

injektive, 1332, 1336
konvexe, 221
lineare, 130

Hurewicz-Isomorphismus, 2785
Hurwitz-Kriterium, 427
Hyperbel, 1734

hyperbolisch
Element von SL(2;R), 1491

hyperbolische Ebene, 691, 694
Hyperebene

affine, 211, 921, 3972
erweiterte, 694
lineare, 132
projektive, 664, 1119

Hyperebenenpartition, 3981
Hyperfläche, 1008

in affinem Raum, 1895
projektive, 1119

Hyperfunktion, 3347
Hyperkohomologie, 3443, 3529

i Wurzel aus −1 in C, 186
iA Injektive von A, 3415
iA Injektive von A, 3142
C |U Rückzug von Kategorie, 3262
I(X) Verschwindungsideal von X ,

918
I = In Einheitsmatrix, 165
id, 45, 1567
Id Identitätsfunktor, 582
Ideal

echtes, 747
erzeugt von, 732
gebrochenes, 1172
maximales, 748
von Algebra, 4109
von Ring, 731

Idempotent
in Magma, 160

Idempotentes
zentrales primitives, 1264

Identifikation, 3264
identische Transformation, 592, 2710
Identität auf X , 574, 2619
Identität, 45, 1567
Identitätsfunktor, 582
Identitätsverschmelzung, 2989
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idf Identifikation, 3264
Igel, Satz vom, 2615
Ikosaeder, 519
Ikosaedergruppe, 519
im

Bild in Kategorie, 3126
Bild von Abbildung, 46
Bild von linearer Abbildung, 156

image, 156
Imaginärkoordinate, 2264
Imaginärteil

bei komplexen Zahlen, 188, 1663
Immersion, 1096

in algebraischer Geometrie, 1095,
3843

in der Differentialgeometrie, 3858
implizit

gewöhnliche Differentialgleichung,
1943

Impulse
kanonische, 1999

Impulskoordinaten, 3960, 3964
Impulsphasenraum, 3964
in, Morphismus in Koprodukt, 608,

942
ini

Injektionen bei Summen, 153
ind Induktion, 971
ind(C) Ind-Objekte, 3423
Ind-Objekt, 3423
indefinit, 426, 1879
Index

einer Untergruppe, 470
Fredholm-Operator, 2578
von Bilinearform, 426

Indexfunktor, 2988
Indikatorfunktion, 2153
Indkolimes, 3422
Induktion

algebraischer Darstellungen, 1395
bei Liealgebrendarstellungen, 4204

von Darstellungen, 1323
von Klassenfunktionen, 1327
von Moduln, 971

Induktion, vollständige, 8, 1546
Induktionsannahme, 8, 1546
Induktionsbasis, 8, 1546
Induktionsschritt, 8, 1546
Induktionsvoraussetzung, 8, 1546

Induktionsäquivalenz, 3708, 3723
induziert

Darstellung, 1323
Klassenfunktion, 1327
Maßraum, 2131
Struktur, 588
Struktur einer Varietät, 1359

induzierte Metrik, 1795
induzierte Orientierung, 2097
induzierte Struktur

einer affinen Varietät, 987
eines geringten Raums, 1096, 3843

induzierte Topologie, 920, 1793, 2482
inf, Infimum, 1592
Infimum, 1592
infinitesimaler Erzeuger, 2289
ini(C) initiales Objekt, 580
initial

Morphismus, 1095, 3843
Objekt, 579
stetige Abbildung, 2501
Struktur, 588

initiale Struktur, 1096, 3843
initiale Struktur

gesättigte, 1098
Initialtopologie, 2146, 2502
Injektion, 47, 1567

kanonische, 153
injektiv

Abbildung, 47, 1567
abelsche Gruppe, 2929
Modul, 2929
Modul, Existenz, 3145
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Objekt, 1331, 3142
injektive Auflösung, 3142
Inklusion, 47, 1569
InnX(M) Inneres von M , 2485
InnX(T ) Inneres von T , 1933
innere Derivation, 3153
innere Form, 901
innerer Automorphismus

einer Gruppe, 516, 3886
eines Monoids, 1231

innerer Punkt einer Teilmenge
eines metrischen Raums, 2292
eines topologischen Raums, 2486

Inneres, in topologischem Raum, 1933,
2485

inseparabel
rein, Körpererweiterung, 814

insertion homomorphism, 572
intx Konjugation mit x, 516
Integral

erstes, einer Differentialgleichung,
1947

nichtnegative meßbare Funktion
über Maßraum, 2154

stetige reelle Funktion
über kompakten Quader, 1865
über kompaktes Intervall, 1690

stetige vektorwertige Funktion
über kompaktes Intervall, 1958,

2354
von vektorwertiger Funktion

über Maßraum, 2191
Integralkurve, 1946
Integrallogarithmus, 1723
Integralsatzes von Cauchy

Umlaufzahlversion, 2792
Integration

partielle, 1727, 2174
Integrationskarte, 1933
Integrationsweg, 2046

Funktionentheorie, 2358

integrierbar, 2160
Riemann-integrierbar, 1698
vektorwertige Funktion, 2191

Integrieren
von Liealgebrenhomomorphismen,

3897
Integritätsbereich, 266, 740
Integritätskring, 266
Integritätsring, 266, 740
interior, 2485
interior automorphism, 3886
interior automorphisms, 516
intern

triangulierte Struktur auf Schmelz-
kategorie, 3393

intertwining operator, 3774
Intervall, 1607

mehrpunktiges, 1608
Intervallschachtelungsprinzip, 1639
Intervallumgebung, 1608
invariant

Bilinearform, 4118
Vektor unter Gruppe, 3812
Vektor unter Liealgebra, 3812, 4099

Invariante
von Gruppenwirkung, 505

Invarianten, 4237
in abelscher Kategorie, 3288
von Gruppe, 1323, 3164
von Liealgebra, 4205

Invariantenring, 763
Invariantentheorie, 1207

Geometrische, 1219
Invarianz von Gebieten, 2841
invers

in Monoid, 66, 1575
Matrix, 173
Morphismus, 580, 2623

Inverse
Matrix, 173

Inversion, 190, 678, 695, 1667, 1863



INDEX 4351

invertierbar, 67, 1575
in Ring, 266
Matrix, 173

Invertieren
von Faserung oder Kofaserung,

3322
von Schmelzkategorie, 3010
von Trennkategorie, 3010

invertiert
Schmelzkofaserung, 3515
Trennfaserung, 3515

Involution, 476
auf C-Algebra, 2553

involutiv, 3894
inz, 1235
Inzidenzebene

affine konkrete, 635
über Schiefkörper, 635

Inzidenzgeometrie, 622
angeordnete, 623

Inzidenzstruktur, 675, 918
irk Irreduziblenklassen, 754, 1021
irr(k,G) irreduzible Darstellungen, 1228
Irr(α,K) Minimalpolynom, 781
irra einfache Darstellungen höchstens

abzählbarer Dimension, 1317
irreduzibel

k-irreduzibel, Polynom, 745
Charakter, kompakte Liegruppe,

2591
Darstellung, Gruppe, 1228, 3775
Darstellung, Liealgebra, 3814, 4100
Element eines Krings, 740
Komponente von topologischen

Raum, 999
Liealgebra, 4094
Modul, 1240
Polynom, 745
topologischer Raum, 999

Irreduziblenklasse, 754, 1021

irrfk(A) einfache endlichdimensiona-
le Moduln, 1258

Iso
in Kategorie, 578, 2620

Isobimodul von dg-Ringen, 3418
isoliert

Nullstelle, 2399
isolierte Singularität, 2408
isolierter Punkt, 1624
isoliertes lokales Maximum, 1712
isoliertes lokales Minimum, 1712
Isometrie, 386

partielle, 407
Isometriesymmetrien, 533
isometrisch, 386

lineare Abbildung, 432
Isomorphismus, 386

isomorph
affine Spiegelungsgruppen, 4021
Darstellungen, 1227, 3774, 4100
Funktoren, 590, 2709
Graphen, 530
Gruppen, 73, 704
in Kategorie, 578, 2621
Moduln, 926
Vektorräume, 151

Isomorphieklasse, 579
Isomorphiesatz, 474

Noether’scher, 474
Isomorphismenkategorie, 579
Isomorphismus, 73

in Kategorie, 578, 2620
isometrischer, 386
von affinen Räumen, 207
von Darstellungen, 1227, 3774
von Funktoren, 590, 2709
von geringten Räumen, 3841
von Graphen, 530
von Kategorien, 584, 2708
von Körpererweiterungen, 799
von Kongruenzebenen, 347
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von Moduln, 926
von Schmelzkategorien, 3012
von Sequenzen, 499
von teilgeordneten Mengen, 879
von Vektorräumen, 151

isotop
Verschlingungen, 1894

Isotransformation, 590, 601, 2709
Isotropiegruppe

für Standgruppe, 505
isotypisch

Anteil, 1246
Komponente von Darstellung, 3829

isotypische Komponente, 1247
isotypischer Anteil, 1327
Iwahori-Hecke-Algebra

eines Coxetersystems, 4287
Iwasawa-Zerlegung

für GL(n;C), 394
für GL(n;R), 394
für SL(n;C), 397

J(R) Jacobson-Radikal, 1264
J(r) nilpotenter Jordan-Block, 459
J(r;λ) Jordan-Block, 460
Jac(R) Jacobson-Radikal, 1264
Jacobi-Identität, 1422, 3790, 4092
Jacobi-Matrix, 1846
Jacobi-Symbol, 860
Jacobson’s Dichtesatz, 1256
Jacobson-Morozov, 466, 1353
Jacobson-Radikal, 941, 1264
Jägerzaunformel, 301
Jensen’sche Ungleichung

diskrete, 1590
kontinuierliche, 2166

Join, 3301
Jordan’sche Normalform, 462, 956
Jordan’scher Kurvensatz, 2841
Jordan-Basis, 462, 467
Jordan-Block, 462

nilpotenter, 459
Jordan-Brouwer

Satz von, 2836, 3224
Jordan-Hölder

für endliche Gruppen, 709
für Gruppen, 710
für Moduln, 1039, 1242

Jordan-Zelegung
in algebraischen Gruppen, 1380

Jordan-Zerlegung
additive, 455
in der Lie-Algebra eines affinen

algebraischen Monoids, 1434
multiplikative, 458

Jordanzerlegung
in halbeinfachen Liealgebren, 4126
multiplikative, 1379

Jucys-Murphy-Element, 1312
Juxtaposition, 595

κ̄ Isomorphismus zu Killingform, 4211
κ = κg Killing-Form, 3891, 4117
kC kartesische Schmelzkategorie zu

C, 2996
Kα die Rang-Eins-Untergruppe zur

Wurzel α, 3934
K<q angeordnete q-Simplizes, 2756
K(f) Abbildungskegel von f , 2842
k-Skelett, 2826
Kähler-Differentiale, 1437
Kammer, 3985
Kan-Erweiterung, 3463, 3464
kanonisch

Abbildung, 591, 2710
Injektion, 153
Isomorphismus, 591, 2710
Koordinate, 3963

kanonische Basis
der Heckealgebra, 4290

kanonische Einbettung, 2296
kanonische Norm
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auf Banachringalgebra, 2298
kanonischer Erzeuger, 4197

der nullten Homologie des Punkt-
raums, 2769

Garbenkohomologie, 3156
Kante

von Coxetergraph, 4008
von Graph, 530

Kantenabbildung, 2765
Kaplansky

Nullteilervermutung, 1236
Kardinalität, 32, 244, 883, 1556

einer endlichen Menge, 882
einer Multimenge, 54

Kardinalzahl, 883
Karoubi-Eigenschaft, 3134
kart(C) kartesische Schmelzkatego-

rie zu C, 2996
Karte, 1902, 3846

auf dem Rand induzierte, 2095
Kartenwechsel, 1905, 2094, 3853
kartesisch

Diagramm, 2642
Garbenmorphismus, 3292
Morphismus, 3258
Produkt

endlich vieler Mengen, 121
von beliebig vielen Mengen, 603
von zwei Mengen, 37, 1559

Schmelzkategorie, 2996
stark, Morphismus, 3261
Verschmelzung, 3496

kartesischer Schnitt
einer Trennfaserung, 3505

Kategorie, 574, 2618
U-Kategorie, 585
U⊂-~V∈-Kategorie, 3356
~V∈-Kategorie, 2730
U⊂-~V∈-Kategorie, 2730
diskrete, 578
triangulierte, 3384

Kategorie O, 4255
Kategorienfaserung, 3326
Kategorienkofaserung, 3324
kausal, 440
kdim Krulldimension, 1001
kdimxX Krulldimension

lokale, 1001
Keg(f) Abbildungskegel von f , 2914
Keg(f) Abbildungskegel von f , 2842
Kegel, 232

dualer, 233
im R3, 1734
spitzer, 232
über projektiver Varietät, 1109

Kegelschnitt, 1734
Keime strukturierender Funktionen, 3857
kEns kartesische Schmelzkategorie der

Mengen, 2992
ker

Kern von Ringhomomorphismus,
731

ker
Kern in Kategorie, 3126
Kern von linearer Abbildung, 157

Kern
in Kategorie, 3126
von Gruppenhomomorphismus, 77
von linearer Abbildung, 157

Ket Kettenkomplexe, 2774
KetA Kettenkomplexe, 3143
Ketdg

P dg-Kategorie der Komplexe, 3476
Kette

in teilgeordneter Menge, 144
Simplizialkette, 2756
simplizialsinguläre, 2823

ordnungsverträgliche, 2825
singuläre, 2765

Kettenabbildung, 2774
kettenhomotop, 2783
Kettenkomplex, 2774
Kettenlängenring, 1078
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Kettenlinie, 1732
Kettenregel

bei Mannigfaltigkeiten
eingebetteten, 3796

höhere, 1757
in einer Veränderlichen

reell, 1702
in mehreren Veränderlichen, 1854

kgV kleinstes gemeinsames Vielfaches,
257

Killing-Klassifikation, 4095
Killingform, 3891, 4117
kinetische Energie, 1984
kkRing, 3499
Klasse

charakteristische, 3299
Klassenfunktion, 1282, 2590
Klassengleichung, 711
Klassifikation, 420

abelsche Gruppen, 483
der endlichen Gruppen, 704
Moduln über Hauptidealringen, 953

Klassifikationsprobleme, 579
klassisch, 4095
Klein’sche Flasche, 2599
Klein’sche Vierergruppe, 74, 704
Klein’sches Modell, 694
kleines o von xn, 1757
Kleinfamilie, 2986
kleinstes

Element, 128, 1590
kleinstes gemeinsames Vielfaches, 257
Kletteroperatoren, 3818
Klimyk, Formel von, 4218
Klumpentopologie, 1799, 2482
Knoten, 1894

von Coxetergraph, 4008
Ko-Eins, 1369
Ko-Yoneda-Einbettung, 615
Koabmonoid, 3048
Koaugmentation, 3151

koaugmentiert
Rechtsderivierter, 3151

Kobild
in abelscher Kategorie, 3126

kodarstellbarer Funktor, 615
Kodimension

bei affinen Räumen, 213
einer Facette, 3985
einer Untermannigfaltigkeit, 1895,

2743
eines Untervektorraums, 496

Köcher, 598, 1346, 3355
U⊂-~V∈-Köcher, 3356
Darstellung von, 1346
mit Verknüpfung, 599

Koeffizient, 108
von Polynom, 271

Koeffizientenmatrix, 110
erweiterte, 110

Koeinheit, 3049
Koeins

von Komonoid, 3032
koendliche Topologie, 2484
Körper, 79, 106, 1579

vollkommener, 809
körperendlich, 779
Körpererweiterung, 778

abelsche, 862
algebraische, 802
echte, 778
einfache, 782
endliche, 783
im verallgemeinerten Sinne, 799
normale, 802
primitive, 782
quadratische, 784
separable, 808
zyklische, 862

Körperhomomorphismus, 83
Körperisomorphismus, 83
Kof, 3325
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Kofaserfunktor, 3260
Kofaserung, 3260
kofiltrierend

Kategorie, 2940
Limes, 2940

kofinal
Objekt, 579

kofinal
in filtrierender Kategorie, 2942

Kogarbe
abelsche, 3220

Kogrenzkomplex, 3232
kohomolog, 3095, 3172

Čech-1-Kozykel, 3109
Kohomologie

äquivariante, 3297
einer Gruppe, 3165
eines Komplexes, 3139
eines Punktes, 2907
kompakte, 2949, 3204
lokale, 3188
mit Koeffizienten, 2907
mit kompaktem Träger, 3204
relative, 2917
simpliziale, 2918
singuläre, 3081

mit kompaktem Träger, 2949
Kohomologiegarbe

lokale, 3275
Kohomologiegruppen, 2907
Kohomologiering, 2912, 3082

garbentheoretischer, 3406
Koinduktion

bei Liealgebrendarstellungen, 4204
von Darstellungen, 1323
von Moduln, 972

koinduziert
G-Menge, 2737
Struktur, 589

Koinvarianten
von Gruppe, 1323, 3164

von Liealgebra, 4205
kokartesisch

Diagramm, 2645
Morphismus, 3260
Verschmelzung, 3496

Kokern
bei abelschen Gruppen, 498, 2928
in Kategorie, 3126
stabiler, 3543

Kokette vom Grad q, 2908
Koketten

relative, 2917
singuläre kompakte, 2950

Kolimes, 2937
filtrierender, 2940

kollinear, 209, 622
Kollineation, 636
Kolmogoroff, Existenzsatz von, 2548
kombinatorische Fläche, 2666
kombinatorische Fläche ohne Rand,

2666
kommutativ

Diagramm, 501
Rechteck, 201
Ring, 260
Verknüpfung, 61, 1573
Verknüpfung auf Objekt, 1366

Kommutator, 4093
als Lieklammer, 1422
einer Teilmenge, 1256
in Gruppe, 713, 2632
von Vektorfeldern

auf affinen Räumen, 3877
auf Mannigfaltigkeiten, 3878

kommutieren, 272
Elemente, 61

Komodul, 3050
banaler, 3050

Komonoidkomodul, 3050
Komonoidmodul, 3033
Komorphismus, 977
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von abelschen Gruppen, 3169
von Prägarben, 3180

kompakt
erzeugt, 2520
Intervall in R̄, 1608
Kohomologie, 3204
konvergent, 2395
Lie-Algebra, 3892
Liealgebra, 4166
metrischer Raum, 1808
Operator, 2573, 2577
relativ, 2497
Schnitt von abelscher Garbe, 3204
Teilmenge von R̄n, 1685
topologischer Raum, 1820, 1913,

2497
kompakt getragen

Maß, 2251
projektorwertiges Maß, 2314

kompakt-offene Topologie, 2277, 2516
kompaktrelativ homologisch q-endlich,

2961
Kompaktum, 1685, 1808
kompaktweich, 3206

f -kompaktweich, 3581
faserweise, 3581
schwach, 3606

Komplement, 37, 1245, 1559
orthogonales, 353

komplementär, 1245
Untermoduln, 943
Untervektorräume, 158

Komplementmenge, 37, 1559
Komplettierung

von glatter Kurve, 1193
komplex

Maß, 2233
Spiegelung, 4021
Spiegelungsgruppe, 4021

Komplex, 2774
komplex differenzierbar, 2343

komplex konjugiert
Vektorraum, 409

komplexe Exponentialfunktion, 1670
komplexe Konjugation, 84, 1584
komplexe Zahlen, 84, 186, 1584

vergeßliche, 187
komplexer Anteil

von Quaternion, 3804
komplexer Typ, 1314
Komplexifizierung, 551, 3814
Komponente

eines Tupels, 121
irreduzible von topologischen Raum,

999
isotypische von Darstellung, 3829
Wegzusammenhangskomponente,

2045, 2492
Komponentengruppe, 2528
komponentenweise Verknüpfung, 60
Kompositionsalgebra, 828
Kompositionsfaktor

von Gruppe, 709
von Modul, 1039, 1242

Kompositionslänge, 1039, 1241
Kompositionsreihe

einer Gruppe, 709
eines Moduls, 1039, 1241

Kompositum, 865
Komultiplikation, 3049

in Hopf-Algebra, 1369
Konfigurationsraum, 1991, 2007
konfinal

in filtrierender Kategorie, 2942
konfluent, 622
konform

Abbildung, 1863
kongruent

angeordnete Dreiecke, 381
Dreiecke, 339

kongruent modulo, 263
Kongruenz, 338, 623
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Kongruenzebene, 338
Kongruenzgruppe

affine, 338
Konjugation, 516
Konjugation mit x, 3886
Konjugationsklasse, 516
Konjugationsklassen

von Untergruppen, 2689
konjugiert

Darstellung
komplexe, 1316

Exponenten, 2198
Untergruppen, 714
Vektorraum, komplexer, 409, 1315

konjugierte Exponenten, 2199
konjugierte komplexe Zahl, 188, 1666
konkave Funktion, 1713
konservativ

Funktor, 586
konstant

Abbildung, 46
abelsche Garbe, 3122
Garbe, 3121
Objekt, 3505
Polynom, 271
Weg, 2603

konstante Abbildung, 1567
konstruierbare Zahlen, 787

aus Teilmenge, 793
Konstruierbarkeit, 787, 792
Konstruierbarkeit regelmäßiger n-Ecke,

850
konstruktibel

Teilmenge, 1062
Kontinuumshypothese, 1604
kontragredient

Darstellung von Gruppe, 1231, 3777
kontragrediente Darstellung, 1377
kontrahierend

Abbildung metrischer Räume, 1883

algebraische Operation von k×,
1204

kontravariant, 2009
Funktor, 583

konv konvexe Hülle, 236
konv(T ) konvexe Hülle von T , 221
konvergent

reelle Reihe, 1642
Konvergenz

gleichmäßige
reeller Funktionen, 1744
von Abbildungen in metrischen

Raum, 1801
normale, 2395
punktweise

reeller Funktionen, 1744
von Abbildungen in metrischen

Raum, 1801
Spektralsequenz

graduierte, 3337
ungraduierte, 3333, 3334

von Filtern, 2543
von Folge in metrischem Raum,

1801
von Folgen

in R̄d, 1629
von reellen Reihen, 1642

Konvergenzdatum
für Spektralsequenz

graduierte, 3337
ungraduierte, 3332, 3334

Konvergenzradius
im Komplexen, 2394
im Reellen, 1743

konvex
Funktion, 1590, 1615, 1713
in Rn, 1766
in affinem Raum, 221
in Inzidenzgeometrie, 626

konvexe Hülle, 221
Konvexkegel, 232
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erzeugt von, 233
polyedrischer, 233

Konvolution, 2579
Multiplikation eines Monoidrings,

1232
von Maßen, 2252

Kooperation, 3050
Koordinaten, 195, 1890

affine, 210
lokale, 1904

Koordinatenfunktionen, 195
Koordinatenring

homogener, 1117
Koordinatenschiefkörper, 647
Koordinatensystem

lokales
angepaßt an Mannigfaltigkeit,

1891
affines, 210
lokales, 1889

Koprodukt, 605, 2641
von affinen Varietäten, 993

Korand, 2907
Korandoperator, 2908
Korrespondenz, 126, 1586
Kostant’sche Charakterformel, 4214
Koszul-Komplex, 3150
kovariant, 2011
Kovektor, 193, 1438
Kovektorfeld, 1440, 2009, 3949

algebraisches, 1440
kanonisches, 3960
Liouville’sches, 3960
relatives, 2009
vektorwertige, 2383
vektorwertiges, 2040

Koverknüpfung
von Komonoid, 3032

Kowinkel, 2646
Kowinkeldiagramm, 2646
Kowurzel, 1515, 1524, 3924, 4029

einfache, 4040
in Wurzelsystem, 4135

Kozykel, 2907
nichtkommutativer erster

Čech, 3109
Gruppenkohomologie, 3171

Kraftfeld, 1980
Kralg

Kategorie der Ringalgebren, 576
Kringalgebrenhomomorphismen,

610
Kranzprodukt, 710
Kreis

echter, 678
verallgemeinerter, 192, 678

Kreisgruppe, 190, 1667, 2214
Kreiskette, 685
Kreisraum, 2706
Kreisspiegelung, 678
Kreisteilungskörper, 847
Kreisteilungspolynom, 761
Kreuzhaube, 668, 2508, 2678
Kreuzprodukt, 383

der Garbenkohomologie, 3556
der Homologie, 2896
der Kohomologie, 2910
der relativen Homologie, 2900
geometrisches, 562

Kring
k-Kring, 933
angeordneter, 1587
kommutativer Ring, 260, 917

K-Kring, 798
Kring Kategorie der Kringe, 576
KringA, 933
KringK , 798
Kringalgebra, 610, 4092

über Kring, 934
Kringanordnung, 1587
Kringerweiterung, 932
Kringo opponierte Kringe, 3504
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Kristall
im Raum, 519

Kristallklasse, 520
kristallographisch, 1231

Wurzelsystem, 4027
Kristallsystem, 520
kritische Stelle, 1877
Kronecker-Konstruktion, 794
Kronecker-Paarung, 2908, 3082
Kronecker-Produkt, 546
Kronecker-Weber, Satz von, 861
Kroneckerdelta, 166
Kroneckerpaarungen

relative, 2919
Krull, Durchschnittssatz, 1036
Krull-Schmidt, 1340
Krull-Topologie, 895
Krulldimension, 1001, 1007

lokale, 1001
Krullkodimension, 1001
Kubik

affine, 921
projektive, 1119

kubisch
Polynom, 273

kubische Gleichung, 870
Künneth-Formel, 2899

mit Körperkoeffizienten, 2898
Künnethformel

der kompakten Kohomologie, 3637
kürzbar, 61, 266
Kürzen, 3367
Kürzen in Ringen, 266
Kugel, 1795
Kugelflächenfunktionen, 3834
Kugelfunktionen, 3834, 3837
Kugelkoordinaten, 1890
Kugelschale, 2598
Kugelvolumen, 1942
Kummer-Erweiterung

durch n-te Wurzeln, 901

Kummergruppe, 902
Kummerpaarung, 902
Kurve

affine, 1003
algebraische, 1102
algebraische Varietät, 1187
ebene projektive, 1109
in reellem Raum, 1894
projektive, 1109, 1187

Kurvenintegral, 1773
kurze exakte Sequenz, 498

λ, λn Lebesguemaß auf Rn, 2128
λp Vorderseite eines Simplex, 2905
l(M) Länge von M , 1038, 1240
l(σ) Länge von Permutation, 296
l2(I), 2203
AL Kommutator-Liealgebra, 4093
L, Laurentpolynome, 4289
L1(X;µ), 2191
L1
V (X;µ), 2191
L1
R(X;µ), 2160
L Längengerade, 1978
L2(I) quadratintegrierbare Funktionen,

2203
L(γ) Länge eines Weges, 1763
L = LM Leerverschmelzungsfunk-

tor, 3015
L = LT Leertrennungsfunktor, 3015
LF voller Linksfaktorierter, 3433
LF = uLF universeller Linksderi-

vierter, 3464
L-Reihe, 2462
Längeneinheit

relativistische, 442
Laplace-Transformierte, 2456
Länge(M) Länge vonM , 1039, 1240
Länge, 364, 442, 1763

eines Moduls, 1038, 1240
eines Weges, 1763
in Spiegelungsgruppe, 3998
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von Permutation, 296
längenendlich

abelsche Kategorie, 1335
Längengerade, 364, 442

von euklidischem Raum, 364
Lagrange

Satz von, 470
Lagrange’sche Multiplikatoren, 1908
Lagrangefunktion, 1997
Lalg Kategorie der Liealgebren, 4151
Lalg Liealgebrenhomomorphismen, 4092
lange exakte Sequenz

der Garbenkohomologie, 3159
der Homologie, abstrakte, 2804
der Homologie, kategorielle, 3139
der Kohomologie, 2917
derivierter Funktoren, 3158

Laplace-Transformierte, 2231
Laplaceoperator

im Rn, 2114, 2430
Laspp, 579
Laufindex, 11, 1548
Laurententwicklung

algebraische, 288
Laurentpolynom, 1021
Laurentreihe

formale, 280
lb, 1660
Lebesgue-Mengen, 2144
Lebesgue-meßbar, 2150
Lebesgue-meßbaren, 2144
leer

Familie, 133, 1627
Menge, 31, 1555

leerlinear, 2986
Leertrennungsfunktor, 3015
Leerverschmelzung, 2987
Leerverschmelzungsfunktor, 3015

additiv angereicherter, 3038
angereicherter, 3041

Legendre

Verdopplungsformel, 2448
Legendre-Polynome, 3836
Legendre-Symbol, 855
Leibniz’sches Konvergenzkriterium, 1648
Leibniz-Formel, 301
Leibniz-Regel

bei Definition einer Derivation, 1422
bei Definition einer Derivation, 4097
für Differentialformen, 2089, 3951
für reelle Funktionen, 1702

Leiteroperatoren, 3818
Leitkoeffizient, 273
Lemma, 63
Lemma von Nakayama, 1033
Lemma von Nakayama, Variante, 1034
Leray-Hirsch, 3559

Variante, 3559
les lokal eigentlich separiert, 3574
les-Abbildung, 3574
lesb, 3607

Abbildung, 3607
Morphismus gekringter Räume,

3743
Raum, 3609

lesb-Abbildung, 3610
lesb-Morphismus, 3610
lexikographische Ordnung, 764
lExt

in abelscher Kategorie
mit genug Projektiven, 3148

lg = log10, 1658
Lin(z) n-Logarithmus, 2402
lichtartig, 440

kausal, 440
lichtartige Vektoren, 422
Lichtkegel, 422
L̀ıeG Lie-Algebra der linksinvarian-

ten Vektorfelder, 1424
Lie, Satz von, 4113
Lie-Algebra, 1422, 3790, 4092

einer Liegruppe, 3884
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einer Matrixliegruppe, 3789
Lie-artiges Polynom, 4154
Lie-Klammer

abstrakt, 1422, 4092
bei Matrixliegruppe, 3789
von Vektorfeldern

auf affinen Räumen, 3877
Lie-Polynom, 4154
Liealgebra

derivierte, 4110
durch Erzeuger und Relationen,

4158
eines affinen algebraischen Mo-

noids, 1425
orthogonale, 4094
restringierte, 1468
spezielle lineare, 4094
symplektische, 4094

Liealgebrenzentralisator, 1462
Liegruppe, 1367, 3852

Matrixliegruppe, 3778
Lieklammer

von Vektorfeldern
auf Mannigfaltigkeiten, 3878

Lift, 2610, 2692, 3143
Liftbarkeitskriterium, 2725
Liften

von Homotopien, 2749
limg(x)→z, 2230
limn→∞ Grenzwert von Folge

in R̄d, 1629
in metrischem Raum, 1801

limx↗p linksseitiger Grenzwert, 1634
limx↘p rechtsseitiger Grenzwert, 1634
limx→p Grenzwert von Abbildung, 2488

von Teilmengen von R̄n, 1626
ľım Limes in Funktorkategorie, 3422
l̂ım−→Kolimes in Funktorkategorie, 3422
lim sup limes superior

einer Mengenfolge, 2131
“lim−→”, 3422

“lim←−”, 3422
Limes, 2937

direkter, 2939
in Kategorie, 2937
induktiver, 2939
inverser, 2939
kofiltrierender, 2940
projektiver, 2939
von Folge, 1629
von Funktion, 1626, 2488

limes superior
einer Mengenfolge, 2131

Limeszahl, 881
ľımf kofiltrierender Limes in Funk-

torkategorie, 3422
limf kofiltrierender Limes, 2940
lin Spann, 130
linear

Abbildung, 151
algebraische Gruppe, 1372
Funktion, 153
Gruppe, 1371
Polynom, 273

linear abhängig
Familie, 133
Teilmenge, 132

linear unabhängig, 943
Familie, 133
Teilmenge, 132, 136

lineare Abbildung
schulische Konvention, 207

lineare algebraische Gruppe, 1357
lineare Anteil, 207, 1812, 1844
lineare Fortsetzung, 2755
lineare Gruppe

allgemeine, 151
spezielle, 358

lineare Hülle, 130
Linearfaktor, 274
Linearfaktoren

Zerlegung in, 275
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Linearform, 193
Linearisierung

von affinem Raum, 669
Linearkombination, 130
Links-Ore-System, 3367
linksadjungierter Funktor, 2734
Linksanpassung, 3531
Linksapproximation, 3464

finale, 3464
linksartinsch

Ring, 1043, 1253
Linksauflösung, 3147
Linksderivierten, 3147
Linksderivierter

augmentierter, 3150
universeller, 3464

Linkseinsetzung
einer Bilinearform, 2028

linksentfaltet
N -linksentfaltet, 3402
für Funktor, 3361
für Morphismenmenge, 3362

Linksentfaltung
für Funktor, 3362

linksexakt, 928, 3129
Linksfaktorierter

voller, 3433
zahmer, 3433

Linksideal, 927
linksinvariant

Vektorfeld, 3870
Linksinverses, 203

in Kategorie, 580
linkskürzbar, 61, 266
Linksmodul

in Schmelzkategorie, 3049
Linksnebenklasse, 263, 468
linksnoethersch, 929
Linksoresystem

faserweises, 3518
linksseitig stetig, 2134

linksspaltend
Gruppenhomomorphismus, 475
Morphismus, 580

Linksteiler, 61, 265
Liouville

Kovektorfeld, 3960
Satz von, 2389

Lipschitz-Konstante, 1883
Lipschitz-stetig, 1883
lipschitzstetig

lokal, 1961
partiell, 1963

ln logarithmus naturalis, 1658
Lösungsmenge, 108
Lösungsraum

einer linearen Diferentialgleichung,
1782

einer linearen Differentialgleichung
allgemeiner Fall, 1968

einer Schwingungsgleichung, 1778,
1779

lineare Differentialgleichung
konstante Koeffizienten, 1777

log Logarithmus, 1656
logarithme népérien, 1656
logarithmische Ableitung, 2353, 2415

formale, 812
Logarithmus

n-Logarithmus, 2402
binärer, 1660
diskreter, 268
Hauptzweig des komplexen, 1738
komplexer, 2352
natürlicher, 1656

lokal
frei vom Rang Eins

abelsche Garbe, 3495
Homologie, 2813
Modul, 1010
Prägarbe, 3690
Ring, 1035, 1338
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Ring bei Punkt, 1102
Ringhomomorphismus, 1179

lokal (E), bei topologischem Raum,
2516

lokal abgeschlossen
Teilmenge, 1101

lokal eigentlich, 3573
lokal endlich, 453, 1379

Darstellung, 4115
Mengensystem, 2509
Mengensystem in topologischem

Raum, 3241
Simplizialkomplex, 2668, 2952

lokal endliche Homologie
simpliziale , 2955

lokal frei
Modul, 1018

lokal integrierbar, 2244
lokal kompakt, 2516

topologischer Raum, 2188
lokal konstant

Garbe, 3293
lokal nilpotent, 450, 1379, 4141
lokal unipotent, 458, 1379
lokale Beschränktheit, Prinzip der, 2292
lokalendlich

singuläre Kette, 2953
lokalendliche Homologie

singuläre, 2953
lokales Koordinatensystem

von Mannigfaltigkeit, 1903
Lokalgarbe, 3671, 3683, 3761
Lokalgarbenpaarung, 3671
Lokalisierung

einer Kategorie, 3356
Lokalisierungsfunktor, 3357
Lokalisierungssequenz, 3209
Lorentzmetrik, 422
Lot, 629
LR-Zerlegung, 537
LU-Zerlegung, 537

Lusternik-Schnirelmann, 2638
Lyndon-Wort, 4153

m Meter, 1978
µ{ }Multimenge, 54
M(X) rationale Funktionen auf X

affiner Fall, 1025
Man meromorphe Funktionen, 2410
M(G) Schwartzmaße, 2266
M(X) rationale Funktionen auf X ,

1105
M(X) komplexe Maße auf X , 2233
M(X; [0,∞)) endliche Maße, 2233
M(X; [0,∞]) Maße, 2233
M(X;R) reelle Maße, 2233
Mbor Borelmaße, 2559
Mrad(X) Radonmaße auf X , 2583
M(f) Matrix von f , 165
Mrad(X; [0,∞)) nichtnegative Radon-

maße, 2559
Mrad

! Radonmaße mit kompaktem Träger,
2584

Mackey
Lemma von, 429

Mackey-Formel, 1325
Mächtigkeit, 32, 1556
Mag(X, Y ) Homomorphismen von Mag-

mas, 72
Magma, 72, 1572

in Kategorie, 1366
in Schmelzkategorie, 3047

Magmahommorphismus, 1577
Magmaobjekt

in Schmelzkategorie, 3047
Magmaoid, 599
Majorante, 1646
Majorantenkriterium, 1646
majorisierte Konvergenz, 2163
mannigfaltig

stetige Abbildung, 3655
Mannigfaltigkeit
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G-Mannigfaltigkeit, 1367
abstrakte, 3845
berandete Untermannigfaltigkeit

von affinem Raum, 2093
eingebettete, 1891
glatte, 3846
topologische, 2496, 2853
Untermannigfaltigkeit von affinem

Raum, 1893
Mantelfläche, 1942, 2186
Markov-Kette, 1910
Markov-Ungleichung, 2166
Markovkette, 1910
Maschke, Satz von, 1276
MaßR reele Maßräume, 3513
Maß, 2125

äußeres, 2135
endliches, 2233
komplexes, 2233
nichtnegatives, 2125
projektorwertiges, 2313
reelles, 2233
teilraumwertiges, 2313
topologisches, 2127

Masse, 1978, 1981
schwere, 1980
träge, 1980

Maßraum, 2126
Mat Matrixkategorie, 577, 2708
Mat Matrixmultikategorie, 3013
Mat(n×m;Z) Matrizenmenge, 112
Matrix, 112

quadratische, 112
Matrixkategorie, 577, 2708
Matrixkoeffizient, 1294, 2571
Matrixkoeffizientenabbildung, 1294
Matrixliegruppe, 3778

partielle, 3790
Matrixliegruppenkeim, 3790
Matrixmultiplikation, 166∧max maximale äußere Potenz, 567

max, 126, 1587
Max Maximalspektrum, 989
MaxA Menge der maximalen Ideale

von A, 937
maximal

echtes Ideal, 747
Element, 128, 1590
Flußweg, 1945, 3871
Ideal, 748, 937
Torus, 3913

maximaler Torus, 1482
Maximalspektrum, 989
Maximum, 1712

isoliertes lokales, 1877
lokales, 1877

Maximumsnorm, 1813
Maximumsprinzip, 2400

schwache Form, 2392
Mayer-Vietoris-Sequenz

der Garbenkohomologie, 3176
der Homologie, 2819
der Kohomologie, 2918
der kompakten Kohomologie, 2950
für H∗! , 2950
relative, 2821
relative, der Kohomologie, 2918

mechanisches System, 1991
mehrfache Nullstelle, 805
mehrpunktiges Intervall, 1608
Mellin-Transformation, 2232
Menge, 31, 1554

M -Menge, 504
im Sinne der Logik, 617
leere Menge, 31, 1555
Potenzmenge, 34, 1557
Teilmenge, 33, 1556

Mengel, 617
Mengenabbildung, 54
Mengenalgebra, 2123

erzeugt von Mengensystem, 2141
Mengenanzeiger, 786
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Mengenfunktor, 613, 2730
Mengengarbe, 3112
Mengengarbenoptrennfaserung, 3497
Mengengarbentrennfaserung, 3497
Mengenklammern, 31, 1555
Mengenmodul, 923, 1238
Mengenoperade, 2991
Mengenring, 2131

erzeugt von Mengensystem, 2141
Mengensystem, 2123
meromorph

Funktion, 2409
Meß Kategorie der Meßräume, 3020
meßbar

α-meßbar, Menge, 2137
µ-meßbar, Funktion, 2150
Abbildung, 2145
fast überall definierte Funktion,

2194
Menge, 2124

Meßmonoid, 2252
Meßraum, 2124

Borel’scher, 2547
diskreter, 2547

Meter, 1978
Metrik, 1794

der gleichmäßigen Konvergenz, 1801
zu Norm, 1813

metrische Topologie, 1799, 2481
metrischer Raum, 1794
Milnor-Konstruktion, 3301
Milnor-Topologie, 3302
min, 60, 1572
min, 126, 1587
minimal

Primideal, 1028
minimaler Zerfällungskörper, 797
minimales

Element, 128, 1590
Minimalpolynom, 747, 781
Minimum, 1712

isoliertes lokales, 1877
lokales, 1877

Minkowski
Gitterpunktsatz, 2182

Minor einer Matrix, 314, 485
minuscul

Gewicht, 4061
Mittag-Leffler

Bedingung von, 2946
Mittelwertsatz, 1710

der Integralrechnung, 1698
in mehreren Veränderlichen, 1768
verallgemeinerter, 1718

MModΩ = Ω -MMod Kategorie der
Ω-Mengenmoduln, 925

Mod Schmelzkategorie der Moduln,
3005

ModK Vektorräume über K, 576
ModK(U g V,W ) bilineare Abbil-

dungen, 163
ModR = R -Mod Kategorie der R-

Moduln, 926
Modg

k Schmelzkategorie der Darstel-
lungen, 4106

Mod−R = Mod-R Rechtsmoduln,
949

Modg = g -Mod Darstellungskate-
gorie von Liealgebra, 4100

Modk,G Verflechtungsoperatoren, 3811
Modk,g Verflechtungsoperatoren, 3811
ModΓ

k Schmelzkategorie der gradu-
ierten Moduln, 3004

ModRing Kategorie, 3261
ModfK Vektorräume, endlich erzeug-

te, 584
Modfk Vektorräume, endlich erzeug-

te, 2708
Modul

Ω-Modul, 3051
äquivarianter

für Monoidoperation, 1273
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einer Gruppe, 3164
einfacher, 1037, 1240
filtrierter, 1138
frei zyklischer, 943
freier, 943
graduierter, 1112
halbeinfacher, 1245
in Schmelzkategorie, 3049
in Schmelzktegorie, 3031
irreduzibler, 1240
über einem Ring, 923
über Körper, 577

modular
Verband, 159

modulare Funktion, 2569
modulendlich, 783

Kringerweiterung, 933
Morphismus von Varietäten, 1195

modulfrei
Kringerweiterung, 1064

Modulgarbe, 3501
Modulhomomorphismus, 925, 1238
Modulradikal, 940, 4200
Modulraum

grober, 2734
modulspaltend

Kringerweiterung, 1064
Möbiusband, 2507
Möbiusfunktion

allgemeine, 192
der Zahlentheorie, 193

Möbiusgeometrie, 678, 694
Möbiusgruppe, 695
Möbiustranformation

orientierungserhaltende, 689
orientierungsumkehrende, 689

Möbiustransformation, 683, 695
mol, 267
Mmon Monotonisierung, 2991
pmon Monotonisierung von p, 3014
Mon

Monoidhomomorphismen, 72
Mon Kategorie der Monoide, 576
Mon C Monoidobjekte von C, 1367
Mon0X freies Monoid über X , 2653
Monade, 3048
monic polynomial, 273
Mono, 3127
monodrom

Garbe, 3706
Monoid, 64, 1574

additiv notiertes, 64, 1574
freies, 2653
in Schmelzkategorie, 3047
multiplikativ notiertes, 64, 1574
topologische, 2213

Monoidhommorphismus, 1577
Monoidhomomorphismus, 72

in Schmelzkategorie, 3047
Monoidideal, 932
Monoidmodul, 1238, 3031, 3050

in Schmelzkategorie, 3049
Monoidobjekt, 1367

in Schmelzkategorie, 3047
Monoidring, 1232

vertwistet, 1274
Monom, 1613
Monomorphismus, 3127
monoton, 1615, 4191

Schmelzkategorie, 2991
monotone Konvergenz, 2155
Monotonisierung, 2991

von Schmelzfunktor, 3014
Mon%Top topologische Räume mit

Operation, 3291
MonVar Homomorphismen von affi-

nen algebraischen Monoiden,
1363

Mor(C) Menge der Morphismen von
C, 575

Morita-Äquivalenz
abstrakte, 1344
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Erste Beispiele, 951
Spezialfall, 971
verallgemeinerte, 3380

Morphismen über f , 3258
Morphismen über X , 2642
Morphismen unter X , 2643
Morphismenbimodul, 3418
Morphismenfunktor, 3466
Morphismus, 3099, 3862

G-Morphismus, 2688
†-Morphismus, 3589
e-Morphismus, 3589
¡-Morphismus, 3589
dominanter, 1158
in Kategorie, 574, 2619
rationaler, 1133
von affinen Varietäten, 982, 1358
von euklidischen Räumen, 363
von geringten Räumen, 1094, 3500,

3841
von Mannigfaltigkeiten, 3845
von Monoiden, 72
von Raumpaaren, 2801
von Schmelzkategorie, 2989
von teilgeordneten Mengen, 879

Morphismus von Dreiecken, 3384
Morphismus von Prägarben, 3101
mou, 3244
MProj Varietät zu graduiertem k-Kring,

1204
mscat finale monotone Schmelzkate-

gorie, 3051
MSCat Gesamtheit aller monotonen

Schmelzkategorien, 3051
multx(X) lokale Multiplizität, 1142
mult Multiplizität, 1123, 1142
mult Vielfachheit einer Nullstelle, 1155
multd Multiplizität, 1123
multdq Multiplizität, 1142
Multk multilineare Abbildungen, 2088

Multi-Hom-Objekt, 3004
Multiabbildung, 122, 2992

2-Multiabbildung, 53
äquivariante, 3034

multiadditiv
Abbildung, 2878

multiäquivariant, 2997
Schmelzkategorie, 2997
Trennkategorie, 2998

Multihom
angereichertes, 3045

Multiindex, 1872
Multikategorie, 2991
multilinear, 307
Multilinearform, 308
Multimatrix, 417, 3013
Multimenge, 54
Multimodul, 3049
Multimorphismus, 2992
Multinomialkoeffizient, 51, 1571
Multiplikation

in Ring, 260
Multiplikationssatz

der Mengenlehre, 886
multiplikativ

in Kategorie, 3366
multiplikativ abgeschlossen, 1011
multiplikatives System

in Kategorie, 3366
Multiplikativität

des Grades, 785
Multiplizität, 1123

von lokalem Kring, 1142
von Modul, 1142
von Varietät an Punkt, 1142

multiunitärassoziativ, 2987
Multiverknüpfung

im angereicherten Fall, 3039
von multiadditiven Abbildungen,

2881
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von multilinearen Abbildungen,
553

von Verschmelzungen, 2986

N natürliche Zahlen, 31, 1555
N0, 32, 1555
NG(H) Normalisator, 846
népérien, logarithme, 1656
Nabla-Operator, 2108
Nachfolger, 240, 879
Nachschalten von Abbildung, 47, 1569
Nakayama, 1033, 1034
Nakayama, Lemma von

kommutatives, 1033
nichtkommutatives, 1265

natürlich
Topologie, 2481

natürliche Topologie
auf endlichdimensionalem reellen

Raum, 1843
auf reellen Raum, 1816

natürliche Zahlen, 31, 239, 240, 1555
Nebenklasse, 468
Nebenklassengruppe, 474
negaiv semidefinit, 1879
negativ, 1587

Vektor, 317
negativ definit, 426, 1879
negativ semidefinit, 426
Negatives, 69, 1576
Neil’sche Parabel, 978
Nennerformel, Weyl’sche, 4217
Neugrad, 377
Neumann

Lemma, 819
Neun als natürliche Zahl, 246
Neunerlemma, 501, 2808
neutrales Element, 64, 1366, 1573
Newton’schen Bewegungsgleichung,

1980
Newton-Verfahren, 1641

nichtausgeartet
Bilinearform, 424
Paarung, 429
quadratische Form, 418

nichteuklidisch
Geometrie, 691

nichtkürzbar, 61, 266
nichtleere endliche Schnitte, 2500
nichtnegativ, 1587, 2310

Linearform auf C!(X,R), 2559
Vektor, 317

nichtoffen
Punkt, 2487

nichtpositiv, 1587
Nikolov, 895
Nilfaser, 1215
Nilfaseralgebra, 1215
Nilkegel, 1215
nilpotent, 4111

Element, 261
Element von Liealgebra, 4129
Endomorphismus, 183
Gruppe, 712
Köcher mit Relationen, 1349
lokal, 450, 4141

nilpotenter Anteil
eines Endomorphismus, 455
in Liealgebra, 4129

nilpotenter Kegel, 4129
nilpotentfrei, 977
Nilpotenzgrad, 1479
Nilradikal, 1028
nodale Kubik, 978
Noether’scher Isomorphiesatz, 474
noethersch

Modul, 929, 1244
Objekt, 1336
Ring, 929
topologischer Raum, 999

noethersche Induktion, 1001
Norm, 336
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auf abelscher Gruppe, 1885
auf reellem Vektorraum, 1812
einer Körpererweiterung, 1173
einer komplexen Zahl, 188, 1666
eines Vektors, 344
von multilinearer Abbildung, 1818

normal
Endomorphismus, 453
homogener Raum, 2689
Körpererweiterung, 802
Kring, 1073
normale Hülle, 804
Operator, 2333, 2554
topologischer Raum, 2540
Überlagerung, 2696
Untergruppe, 472
Varietät, 1104

affine, 1079
Vektor, 351

normal konvergent, 2395
normale Hülle, 826
Normalenfeld

orientiertes, 2082
Normalisator

von Liealgebra, 4144
von Untergruppe, 846, 2689, 3922

Normalteiler, 472
Normalteiler erzeugt von, 2679
Normalverteilung, 2256
normiert

größtgradiger gemeinsamer Tei-
ler, 806

Polynom, 273
Raum, 1813
Vektorraum, 1812
Weg, 2048

Normierung, 2128
Null, 240
null-cone, 1215
Null-Element, 64, 1574
Nulldarstellung, 3809

von Liealgebra, 4099
Nullfaser, 1218
Nullfolge, 1629
nullhomolog, 2785
nullhomotop, 2621

Kettenabbildung, 2783
Komplex, 2783

nullhomotope, 2926
Nullkategorie, 3408
Nullkegel, 441
Nullkomplex, 2774
Nullmenge, 2143
Nullmorphismus, 3126
Nullobjekt, 3126
Nullring, 261
Nullschnitt, 2858
Nullschnitts, 3864
Nullstelle, 273

isolierte, 2399
mehrfache, 805
nichtisolierte, 2399

Nullstellen, 917
Nullstellenmenge, 917
Nullstellenordnung

an glattem Punkt von Kurve, 1168
Nullstellensatz

körpertheoretischer, 934
Nullstellensatz, Hilbert’scher, 917, 939
Nullsystem, 3397
Nullteiler, 266
Nullteilervermutung, 1236
Nullvektor, 117
Nullvektorraum, 120
Nullwinkel, 374
numerisch

Polynom, 285

o(V, f) orthogonale Liealgebra, 4094
ωF Differentialform zu Vektorfeld, 2083
⊗ bei Leerverschmelzungen, 3000



4370 INDEX

⊗ für Morphismen der Familienkate-
gorie, 3000

⊗X Verschmelzung in Faser, 3595
Ωr(M) glatte r-Formen auf M , 3949
ΩA/k Modul der Differentiale, 1437
O polynomiale Funktionen, 975
O|X induzierte Struktur, 1096, 3843
Oan holomorphe Funktionen, 2402
Oan(X, Y ), 3846
O(U)

U offen in affiner VarietätX , 1023
O∗(W ) homogener Koordinatenring

von W , 1117
OX,Y reguläre Funktionskeime

längs einer Untervarietät, 1024
OX,x Funktionskeime

bei k-geringten Räumen, 1102
OX,x reguläre Funktionskeime

bei affinen Varietäten, 1023
O(V ) orthogonale Automorphismen,

358
O(n) orthogonale Matrizen, 359
O(p, 1)+, 2528
O(p, q), 698, 2528
Oaff(E) orthogonalaffine Gruppe, 443
O(V, S) orthogonale Gruppe, 362
Oaff(E, S) Gruppe der orthogonalaf-

finen Automorphismen, 362
oBdA ohne Beschränkung der Allge-

meinheit, 57
oberen Abschluß, 4280
Oberkörper, 778
Obersumme, 1694
Objekt einer Kategorie, 574, 2618
Objekten, 2986
objektfest, 3040, 3729

Funktor, 3322
Objektkleinfamilie, 2986
Objektmodul

Ω/S-Objektmodul, 3051

ODE ordinary differential equation,
1943

oder, 55
offen, 920

Abbildung, 2296
Abbildung topologischer Räume,

2504
in R, 1706
in Rn, 1766
in der komplexen Zahlenebene,

1739
in topologischem Raum, 1791, 2481
Kern, 1933, 2485
metrisch, 1803
reelles Intervall, 1608

offene Überdeckung, 1820, 1913, 2484
offenes Bild, Satz von, 2296
offenfinal, 1195
offenlokal, 3312
Oktaeder, 519
Oktaederaxiom, 3385
Oktaven, 828
Oktonionen, 828
Operad

gefärbtes, 2991
Operade

Mengenoperade, 2991
Mengenoperade, monotone, 2991

Operation
auf Objekt, 3049
durch Konjugation, 1277
durch Nachschalten, 1277
durch stetige Abbildungen, 2525
durch Vorschalten, 1277
eines Gruppenobjekts, 1367
eines Monoidobjekts, 1367
eines Monoids, 504
stetige, 2525
triviale

von Gruppe, 504
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von Grundkörper auf Vektorraum,
116

von Liealgebra, 3807, 4098
von Menge auf Menge, 504

Operation durch Konjugation, 3810
Operator

beschränkter, 1817
stetiger, 1817
unbeschränkter, 2335

Operatornorm, 1816
Operatortopologie

starke, 2284
Opfunktorfeld, 3948
Opkofaserung

der C-Garben, 3260
Opkomorphismus, 3260
F opp für Funktor F , 583
Xopp Menge X mit opponierter Ver-

knüpfung, 78
opp opponierte Schmelzkategorie zu

einer Trennkategorie, 2996
opp opponierte Trennkategorie zu ei-

ner Schmelzkategorie, 2996
oppinvers, 3323
oppinvertiert

Faserfunktor oder Kofaserfunktor,
3322, 3323

Schmelzkategorie, 3011
Trennkategorie, 3011

opponiert
Adjunktion, 2715
Algebra, 4193
Borel’sche, 1536
Gruppe, 79
Kategorie, 582, 2640
Ring, 948
Trennschmelzkategorie, 3010
triangulierte Kategorie, 3391
Verknüpfung, 78, 3052

or(V ) Orientierungsmenge
eines Vektorraums, 316

orM(G) Orientierungsgarbe mit Ko-
effizienten, 2875

oralg algebraische Orientierungsmen-
ge, 316

orbit, 506
ord g Ordnung von g, 476
Ord Kategorie der geordneten Men-

gen, 576
Ordinalzahl, 880
Ordnung, 126, 1586

für Teilordnung, 126, 1586
einer gewöhnlichen Differential-

gleichung, 1943
einer Gruppe, 477
einer Nullstelle, 275, 2399
lineare, 126, 1586
partielle, 126, 1586
totale, 126, 1586
von Gruppenelement, 476

ordnungsisomorph, 880
Ordnungsisomorphismus, 879
Ordnungsrelation, 126, 1586
Ordnungstopologie, 2484
Ore-Bedingung, 3367
Ore-System, 3367
Orelokalisierung, 3372
Oresystem

faserweises, 3518
faserweises gesättigtes, 3518

orientierbar, 3221
Mannigfaltigkeit, topologische, 2856
Fastfaltigkeit, 2076
Fläche, 2601
mannigfaltige Abbildung, 3656,

3661
Sphärenbündel, 3562

k-orientierbar, 2875
orientiert

Mannigfaltigkeit, topologische, 2856
Fastfaltigkeit, 2075

Orientierung
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allgemeiner Mannigfaltigkeiten, 3951
analytische, 2854
lokale, 2854
tautologische, 2858, 3224
topologische, 3221
von affinem Raum

durch Erzeugendensystem, 321
von Fastfaltigkeit, 2075
von mannigfaltiger Abbildung, 3656,

3661
von Mannigfaltigkeit, 2075
von Sphärenbündel, 3562
von topologischer Mannigfaltig-

keit, 2854
von Vektorraum, 315, 2075
zurückgezogene, 3657

k-Orientierung, 2875
Orientierungmenge

topologische, 3685
Orientierungsdarstellung, 2858
Orientierungsgarbe, 2856, 3221

mit Koeffizienten, 2875, 3221
relative, 3349, 3656, 3762

Orientierungsgerade
eines Vektorraums, 559

Orientierungsmenge
algebraische, 316
eines Vektorraums, 316

Orientierungsüberlagerung, 2858, 3223
orientierungsverträglich, 2076
orthogonal, 341, 442

affine Abbildung, 3993
Affinität, 443
Automorphismus, 362
Komplement, 353
lineare Abbildung, 357
Matrix, 359
Teilräume, 353
Vektoren, 351

orthogonalaffine Gruppe, 443
Orthogonalbasis, 423

orthogonale Gruppe, 337, 362
orthogonale Projektion, 353
Orthogonalraum, 352
Orthonormalbasis, 352
Orthonormalsystem, 352, 2203

vollständiges, 2203
ortop(V ) Orientierungsmenge von V ,

3685
Ortskoordinaten, 3964
Ω(X, x, y) Menge von Wegen, 2603

π Kreiszahl, 1621
π0 Wegzusammenhangskomponenten

als Menge, 2605
π1(X, x, y) Homotopieklassen von We-

gen, 2605
π1(X)ab basispunktfreie Fundamen-

talgruppe, 2632
π1(X, x) Fundamentalgruppe, 2606
π0 Wegzusammenhangskomponenten

als Funktor, 2623
π1(f) = f], 2608
pM Dualisierungsisomorphismus, 3653
PV projektiver Raum zu V , 658
PW projektiver Raum zu W , 1105
PnK projektiver Raum, 661
ΠΛ Basis des Systems der Λ-ganzen

Wurzeln, 4249
P(X) Potenzmenge, 34, 1557
P1(X) einelementige Teilmengen von

X , 54
PX Poincaré-Isomorphismus, 3666, 3763
P!
X dualisierter Poincaré-Isomorphis-

mus, 3666, 3764∏
Produkt, 65
von Zahlen, 12, 1549

Pµ(E) Multimenge der Gewichte von
E, 4218

P(V ) Gewichte von V , 4130
P(V ) Gewichte von V , 3830
p-Gruppe, 711
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Paar
angeordnetes, 37, 1560
ungeordnetes, 54

Paarung
bilineare, 429
kanonische, 196
nichtausgeartete, 429

paarweise nicht erweiternd, 3484
pAb/X abelsche Prägarben aufX , 3101
Pappos-Eigenschaft

affine, 647
Papposebene, 647
Par erweiterte Paritäten, 3025
Parabel, 1734
parabolisch, 1491

Element von SL(2;R), 1491
parakompakt, 3241

erblich parakompakt, 3241
parallel

affine Teilräume, 211
in Inzidenzebene, 635
in Inzidenzgeometrie, 624

Parallelenaxiom, 624
parallelisierbar, 3866
Parallelogrammregel, 343
Parallelprojektion, 654
Parametersystem von lokalem Ring,

1146
parfait, corps, 809
Paritätssignum, 3022
Partialbruchzerlegung, 288
Partialsumme, 1642
partiell

Ableitung, 1840
Ableitung, mit Einheiten, 1857
Ableitung, virtuelle, 1851
Adjunktion, 3435
definiert, lineare Abbildung, 2335
differenzierbar, 1840
Fahnenmannigfaltigkeit, 1461
Flaggenvarietät, 1461

Integration, 1727, 2174
Matrixliegruppe, 3790
Ordnung, 126, 1586
Unter-Liegruppe, 3895

partiell definiert
Funktor, 2734

Partition
einer Menge, 509
einer Zahl, 719

Partitionsfunktion, Kostant’sche, 4197
Pascal’sches Dreieck, 15, 1552
Pauli-Matrizen, 3818
PDE partial differential equation, 1943
perfect field, 809
Periode, 1825
Permutation, 69
Permutationsdarstellung, 1226
Permutationsmatrix, 178
Peter-Weyl

topologisch, 2580
Pfad

in Köcher, 3355
Pfadkategorie, 3355
Pfaff’sche Determinante, 435
Pfaff’sche Form, 2011
Pfeile, 598, 1346, 3355

beschränkt gegen, 3412
beschränkt mit, 3412

PGL(2; k), 1460
PGL(r;K) projektive Gruppe, 670
Phase, 137, 1781
Phasenraum, 1983, 2002, 2006

Geschwindigkeitsphasenraum
unter Zwangsbedingungen, 1994

phytagoreische Zahlentripel, 1730
Pin(V ), 4232
Plancherel-Maß, 2266
platonisch

Eckenmenge, 525
Körper, 525

Plücker-Einbettung, 1459
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Plücker-Koordinaten, 1465
Plücker-Relationen, 1466
poids, 3830, 4130
Poincaré

obere Halbebene, 693
Poincaré-Dualität

starke dualisierte, 3681
Poincaré-Isomorphismus, 2966

dualisierter, 2971
Poincaré-Lemma, 3246
Poincaré-Vermutung, 2608
Poincaré-Birkhoff-Witt, 4187
Poincaré-Dualität

allgemeine, 2966
für kompakte Mannigfaltigkeiten,

2923
Poisson-Kern, 2435
Poisson-Klammer, 3965
Poisson-Verteilung, 1655
Polarenmenge, 233
Polarisierung, 2118
Polarisierungsidentität, 385
Polarkoordinaten, 1883

Gradient in, 2027
Polarkoordinatenabbildung, 1849
Polarzerlegung, 405

eines Endomorphismus, 407
in Hilbertraum, 2309

Polordnung, 522
in Funktionentheorie, 2408

Polstelle
in Funktionentheorie, 2408
von rationaler Funktion, 287

Polstellenordnung, 287
an glattem Punkt von Kurve, 1168

Polyeder
konvexer, 232

polyederähnlich, 3659
Polylogarithmus, 2402
Polynom, 1872

antisymmetrisches, 768

ganzwertiges, 285
konstantes, 271
numerisches, 285
symmetrisches, 763
trigonometrisches, 1832

Polynomfunktion, 1613
polynomial

Abbildung, 976
Abbildung Rm → Rn, 1874
Darstellung, 1374
Funktion, 975

polynomiale Funktion, 4237
Polynominterpolation, 738
Polynomring, 271
Polytabloid, 1306
Polytop, 3991

konvexes, 232
Pontrjagin-Dualität

diskret-kompakte, 2581
Pontrjagin-Klasse, 3572
poset, 126, 1586
positiv, 1587

Vektor, 317
positiv definit, 336, 425, 1879

Bilinearform, 348
Coxetergraph, 4010
Endomorphismus, 407
hermitesche Matrix, 405
symmetrische Matrix, 394

positiv semidefinit, 425, 1879
Endomorphismus, 407
hermitesche Matrix, 405
Operator, 2308
symmetrische Matrix, 394

positivlinear, 236
Pot(X) Potenzmenge, 34, 1557
Potential, 1997

eines Kraftfelds, 2041
im Anschauungsraum, 1984

potentielle Energie, 1984
Potenz
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p-Potenz, 483
dividierte, 997
formale, 1468
in Monoid, 246
Primpotenz, 483
Primzahlpotenz, 483
symmetrische, 997, 3003

Potenzmenge, 34, 131, 1557, 2123
Potenzradikal, 940, 4200
Potenzreihe, 1743, 2394

formale, 280
pr Projektion aus Produkt, 604
pr, Projektion aus Produkt, 608, 942
prX

Projektion, 45, 1567
pri

Projektion, 121
prä-additive Kategorie, 3130
präabelsch, 3128
Prägarbe, 3101

der stetigenG-wertigen Funktio-
nen, 3102

erlaubt das Verkleben von Schnit-
ten, 3254

lokale, 3690
Prägarbe der differenzierbarenG-wertigen

Funktionen, 3103
Prägarbe der lokal konstantenG-wertigen

Funktionen, 3102
Prägarbe der singulären q-Koketten,

3228
Prägarbe der stetigen komplexwerti-

gen Funktionen, 3102
Prähilbertraum, 351, 2202
Prämaß, 2132
Prävarietät, 1100
Präverflechtung

von Trennaustauschsituation, 3595
prefaisceau, 3101
presX×yv Projektionsrestriktion von

v, 1431

presheaf, 3101
prim, 747

Restklasse, 265
Primelement, 747, 1005
Primfaktorzerlegung

Existenz, 254
Primideal

in beliebigem Ring, 1005
in Kring, 1005
minimales, 1028

primitiv
Dirichletcharakter, 2466
Element von Körpererweiterung,

782
in Hopfalgebra, 1371
Körpererweiterung, 782
Polynom, 756
zentrales Idempotentes, 1264

primitive Einheitswurzel, 847
Primitives Ausdehnbarkeitskriterium,

800
primitives Element, 818
Primitivwurzel, 492
Primkörper, 267, 777
Primpotenz, 483

in faktoriellem Ring, 953
Primspektrum, 1005
Primzahl, 253
Primzahlpotenz, 483

echte, 483
Primzahlsatz, 2453
Primzahlzwillinge, 254, 2462
principal bundle, 3097
Prinzip von Cavalieri, 2171
prinzipalen Antiautomorphismus, 4193
prinzipalen Automorphismus, 4040
prinzipaler homogener G-Raum, 506
Prismen-Operator, 2770
pro(C) Pro-Objekte, 3423
Pro-Objekt, 3423
produit extérieur, 565
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Produkt
äußeres

von Moduln, 1258
balanciertes, 516, 2737
gesättigtes, 1129
in derivierter Kategorie, 3462
in Kategorie

von Familie, 603
von zwei Objekten, 602, 2640

von Ordinalzahlen, 881
von affinen Varietäten, 990
von Algebren, 4093
von Gruppen, 71

semidirektes, 710, 1365
von Idealen, 737
von Kategorien, 583, 1342
von Mannigfaltigkeiten, 3851
von Matrizen, 166
von Mengen, 603
von Meßräumen, 2546
von Moduln, 942
von Reihen, 1653, 1655
von Ringen, 736
von Schmelzkategorien, 2996
von Sequenzen, 499
von Vektorräumen, 607

endliches, 125
Produkt-σ-Algebra, 2146
Produktentwicklung, 2442
produktfest

final, 2525
produktfest (E), Morphismus, 1133

Produktion, 972
bei Liealgebrendarstellungen, 4204

Produktmetrik, 1797
Produktmorphismus, 602, 2640
Produktnorm, 1813
Produktorientierung, 320, 2902
Produktregel

für reelle Funktionen, 1702
Produktring, 736

Produktsummentotal, 3451
Produkttopologie, 2147, 2503
Produkttotal, 3451

eines Tripelkomplexes, 3454
proendliche Gruppe, 3426
Projektion, 664, 3099

bei zwei Mengen, 45, 1567
in Kategorie, 602, 603, 2640
längs Teilraum, 160
projektive, 665
von Hauptfaserbündel, 3097
von kartesischem Produkt, 121
von Torsor, 3097

Projektionsformel, 3599
der singulären Homologie, 2921
flache, 3582
für Modulgarben, 3582

Projektionsformel-Quadrat, 3585, 3749
Projektionszweitrennung, 2998
projektiv

Gruppe, 670
Hyperfläche, 1119
Modul, 2892
Objekt, 1331, 3147
Varietät, 1109

projektive Auflösung, 3147
projektive Decke, 1332
projektive Kurve, 1187
projektive Nullstellenmenge, 1117
projektive Vervollständigung, 661
projektiver Raum

als algebraische Varietät, 1105
als glatte Mannigfaltigkeit, 3848
als Menge, 1105
gewichteter, 1206
topologisch, 2529

Projektivisierung, 658
Projektivität, 670
Projektor, 1283

in kompakter Hausdorffgruppe, 2590
Prolimes, 3422
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propre, 2535
pseudoeuklidisch, 442

orientiert, 442
Pseudofunktor, 3325
Pseudokoordinaten, 1152
Pseudometrik, 2209
pseudometrischer Raum, 2209
PSL(2; k) als algebraische Gruppe, 1370
pt = pt(C) finales Objekt von C, 580
Puiseux

Satz von, 824
Puiseux-Reihe, 824
pull-back-Diagramm, 2642
Punkt, 31, 1554

innerer, 2292
unendlich ferner, 661
von affinem Raum, 204
von Köcher, 598, 1346

Punktgruppe, 520
punktierter Raum, 2605
Punktspiegelung, 208, 386

räumliche, 390
punktweich, 3177
push-out-Diagramm, 2645
Pythagoras, Satz von, 351
Pythagoreische Zahlen, 899
pythagoreische Zahlentripel, 284
pZF freie abelsche Prägarbe, 3125

Q( n
√

1) Kreisteilungskörper, 847
Q rationale Zahlen, 31, 1555
qr Ausdehnen von Derivation auf Lo-

kalisierung, 1415
QR-Zerlegung, 394
Quader, 1865
Quaderumgebung

in R̄n, 1609
quadratfrei, 921
quadratintegrierbar

Funktion, 2192
quadratisch

Körpererweiterung, 784
Matrix, 112, 173
Polynom, 273
Zahlkörper, 1172

quadratische Form, 494
homogene, 417

auf Rn, 398
inhomogene, 431
reelle, 1878

quadratischer Rest, 852
Quadrattrivialisierung, 3495
Quadratwurzelabschluß, 877
Quadrik

affine, 921
projektive, 1119

Quantor, 56
Quartik

affine, 921
projektive, 1119

quasiaffin
k-Varietät, 1101

Quasibasis, 3418
quasiinverser Funktor, 596, 2711, 2714
Quasiisomorphismus, 2914

von dg-Ringen, 3418
von Komplexen, 3231

quasikompakt, 1820, 1913, 2497
quasiminuscul, 4063
quasiprojektiv

k-Varietät, 1109
quaternional-hermitesche Form, 3803
quaternionaler Anteil, 3804
quaternionaler Typ, 1314
Quaternionen, 293
Quaternionengruppe, 294
Quaternionenring, 294
Quelldichte, 2102
Quersumme, 265
Quillen

Lemma von, 4149
Quintik
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affine, 921
projektive, 1119

quisendentfaltet, 3482
quisflach

in bequemer abelscher Schmelz-
kategorie, 3544

Komplex von Modulgarben, 3537,
3755

Komplex von Moduln, 3456
Linksauflösung, 3544

quislinksentfaltet, 3404, 3458
quisrechtsentfaltbar, 3432

F -quisrechtsentfaltbar, 3439
in abelscher Kategorie, 3439

quisrechtsentfaltet, 3404
Objekt, 3439

quiver, 599, 1346
Quot Quotientenkörper, 285
Quotient, 263, 589, 732, 1207

von abelscher Kategorie, 3374
von affinem Raum, 497
von Gruppe, 474

Quotientendarstellung, 1376
Quotientenfiltrierung, 1136, 3328
Quotientenfunktor

exakter, 3374
triangulierter, 3399

Quotientenisomorphismus, 3298
Quotientenkategorie, 3375
Quotientenkörper, 285
Quotientenkriterium, 1646
Quotientenmodul, 927
Quotientenmorphismus, 1210
Quotientennorm, 2304
Quotientenorientierung, 320, 3029
Quotientenregel, 1703
Quotientenring, 732
Quotiententopologie, 2507
Quotientenvektorraum, 495

ρq Hinterseite eines Simplex, 2905

R reelle Zahlen, 1598
R(K,T ) Wurzelsystem, 3926
R(g, h) Wurzelsystem, 4131
RF Rechtsfaktorierter, 3427
RF Rechtsderivierter von F , 3438
RF = uRF universeller Rechtsderi-

vierter, 3464
rad

rad Radikal einer algebraischen
Gruppe, 1513

Radian, 1675
raduG unipotentes Radikal von G,

1513
Rad Radian

für orientierten Winkel, 378
Radian, 377, 378
Radikal

einer algebraischen Gruppe, 1512
einer Bilinearform, 424
einer Liealgebra, 4112
eines Ideals, 940
Jacobson-Radikal, 1264
Modulradikal, 940, 4200
Potenzradikal, 940, 4200
von Modul, 4200

Radikalabschluß
in Körpererweiterung, 877

Radikalerweiterung
eines Körpers, 866

Radikalideal, 940
Radonmaß, 2564
Radonmaß

komplexes, 2583
nichtnegatives, 2559
reelles, 2560

Raleigh-Quotient, 403
Ralg

Kategorie der Ringalgebren, 576
Ringalgebren, 2549
Ringalgebrenhomomorphismen, 610,

4093
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ramification index, 1177
Rand, 1933

in Kettenkomplex, 2775
simplizialer, 2758
singulärer, 2768
topologischer, 2485
von Eckfaltigkeit, 2104
von Randfaltigkeit, 2095

Randfacette, 3984
echte, 3984

Randintegral, 2363
Randkante, 2666
Randkarte, 2094
Randoperator, 2757

der langen exakten Homologie-
sequenz, 2804

Randpunkt, 2486
Randweg, 2363
rang Rang einer Liealgebra, 4144
rang Rang einer abelschen Gruppe,

483
Rang

einer abelschen Gruppe, 483
einer algebraischen Gruppe, 1508
einer Bilinearform, 424
einer kompakten Liegruppe, 3917
einer linearen Abbildung, 178
einer Matrix, 177
eines kompakten Torus, 3908
eines Wurzelsystems, 4025
Goldie-Rang, 1264
von freier Gruppe, 2658
von Liealgebra, 4144
von Modul, 950

rank, 177
rational

Darstellung, 1374
Varietät, 1158

rationale Funktion, 287
auf Varietät, 1105

rationale Funktionen

im affinen Fall, 1025
rationale Zahlen, 31, 1555
rationaler Morphismus, 1133
Raum, 31, 1554

affiner, 204, 1810, 1842
euklidischer

über angeordnetem Körper, 3993
normierter, 1813
reeller, 204, 1812
uniformer, 2556

Raum-Zeit-Punkte, 438
raumartig

Vektor, 440
Raumpaar, 2800
Raumzeit, 438
Realisierung

eines Diagrammschemas, 599
eines Simplizialkomplexes, 2665

Realisierungsfunktor, 581
Realteil

bei komplexen Zahlen, 188, 1663
bei Quaternionen, 294

Rechteck, 1866, 2363
rechter Winkel, 374
Rechts-Ore-System, 3366
rechtsadjungiert

global, 2734
maximal partiell, 2734

rechtsadjungierter Funktor, 2734
Rechtsanpassung, 3531
Rechtsapproximation, 3463
Rechtsauflösung

in abelscher Kategorie, 3142
rechtsazyklisch

F -rechtsazyklisch, 3159
Objekt, 3439

Rechtsbrüche, 3367
Rechtsderiviert

in mehreren Variablen, 3459
rechtsderivierte Funktoren, 3143
Rechtsderivierter
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koaugmentierter, 3151
universeller, 3464

Rechtsdimension
homologische, 3448

eines Funktors, 3161
Rechtseinsetzung

einer Bilinearform, 2028
rechtsendlich

homologisch, 3448
rechtsentfaltbar, 3428

S-rechtsentfaltbar, 3428
rechtsentfaltet, 3427
N -rechtsentfaltet, 3402
für Funktor, 3361
für Morphismenmenge, 3362

Rechtsentfaltung
S-Rechtsentfaltung, 3362
für Funktor, 3362

rechtsexakt, 928, 961, 3129
Rechtsfaktorierter, 3427
Rechtsideal, 948
rechtsinvariant

Vektorfeld, 3870
Rechtsinverses, 147, 203

in Kategorie, 580
rechtskürzbar, 61, 266
Rechtslinksanpassung, 3616
Rechtsmenge, 512
Rechtsmodul, 948

in Schmelzkategorie, 3049
Rechtsnebenklasse, 468
rechtsnoethersch, 929
Rechtsoperation, 512
Rechtsoresystem

faserweises, 3518
globales, 3518

rechtsspaltend
Gruppenhomomorphismus, 475
Modulhomomorphismus, 946
Morphismus, 580

Rechtsteiler, 61, 265

Rechtstorsor, 512
reduktiv

algebraische Gruppe, 1513
Liealgebra, 4118
linear reduktiv, 1208

redundant, 132
reduzibel, 3829

topologischer Raum, 999
reduziert

Garbenkohomologie, 3186
Köcher mit Relationen, 1349
Kring, 977

reduzierte Darstellung, 4064
in Spiegelungsgruppe, 3998

reduzierte Homologiegruppen, 2837
reell

Maß, 2233
Raum, 204, 1812
Vektorraum, 1812

reell konvergent, 1630
reelle Form

von komplexem Vektorraum, 413,
4164

von komplexer Algebra, 4165
reelle Zahl, 1598
reellen Banachringalgebra, 2297
reeller Typ, 1314
reeller Vektorraum, 22
Reellifizierung, 142
Rees-Ring, 1036
reflexiv

Relation, 126, 1586
greg, 4144
Regeln von de l’Hospital, 1716
regulär

G-regulärer Punkt, 1412
Abbildung Rm → Rn, 1874
Abbildung in Vektorraum, 1395
Borelmaß, 2189
Funktion

auf affiner Varietät, 981, 1358
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auf Varietät, 1100
Funktionen, 3500
Funktionskeim, 1023

längs Y , 1024
in Liealgebra, 4098, 4144
lokaler Kring, 1148
Matrix, 173
Parametersystem, 1148
Punkt von Fastfaltigkeit, 2075
Punkt von Varietät, 1150
Überlagerung, 2696

reguläre Funktion
auf offener Teilmenge

einer affinen Varietät, 1023
Regulierung, 3589

kartesisch-tensorielle, 3629
kartesische, 3589
kommutative, 3589

Reihenglieder, 1642
rein inseparabel, 814
Relation

auf einer Menge, 126, 248, 1586
in einem Köcher, 1348
mehrstellige, 126, 1586
zwischen zwei Mengen, 126, 1586

relativ
kompakt, 2497

relativ Hausdorff, 2537
relative q-Ränder, 2801
relative Homologiegruppen, 2801
relative Ketten, 2800
relative Kohomologie, 2917
relative Koketten, 2917
Relativitätstheorie, 438
Repräsentant, 249, 263, 468
Repräsentantensystem, 249, 263
representation, 3773
res Restriktion der Skalare, 924, 971
Resn,m Resultante, 775
Residuum, 2418
Reskalierung

von Translationen, 1811, 1843
Resonanz, 1787
Resonanzkatastrophe, 1787
Restglied

Integraldarstellung, 1755
Lagrange’sche Form, 1755

Restklasse, 263
prime, 265

Restklassenring, 732
Restriktion

der Skalare, 924, 971
restringiert

Liealgebra, 1468
Resultante, 773
Retraktion, 2613
Reynolds-Operator, 3288
Reziprozitätsgesetz

für Jacobi-Symbole, 860
quadratisches, 855

RF , 3429
RFrei−R freie endlich erzeugte Rin-

goidmoduln, 3472
rg Rang einer Matrix, 177
RHom(A,D) derivierter Homkom-

plex, 3547
RHot, 3475
Richt Richtungsraum, 204
Richtungsableitung, 1845

auf eingebetteter Mannigfaltigkeit,
1906

auf eingebetteter Mannigfaltigkeit,
3800

vektorwertig, auf Mgf, 3858
Richtungsanteil, 207
Richtungsraum, 204, 1811, 1843

eines affinen Teilraums, 209
schmutziger, 117

Richtungsvektor, 204, 1811, 1843
Riemann

ζ-Funktion, 1645, 2453
Riemann’sche Fläche, 3846
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Riemann’sche Vermutung, 1645,
2455

riemannsche Metrik, 2027
Riemann’sche Fläche

von Funktionskeim, 3118
Riemann’sche Zahlenkugel, 667, 695
Riemann-integrierbar, 1698
Riemannsumme

für Funktion auf Mannigfaltigkeit,
1928

für Funktion auf Rechteck, 1866
für Integral einer Volumenform,

2079
für Integral nach Maß, 2165
für reelle Funktion, 1692, 1696
für vektorwertige Funktion, 1958,

2354
für Wegintegrale, 2033

Riesz’scher Darstellungssatz
bei Hilbertraum, 2223
Maßtheorie

auf affinem Raum, 2310
im allgemeinen Fall, 2559

Ring, 260, 730, 1579
einfacher, 1260
lokaler, 1035, 1338
opponierter, 948
von endlicher Länge, 1041, 1253

Ring Kategorie der Ringe, 576
Ring Ringhomomorphismen, 261
Ring(R, S) Ringhomomorphismen, 730
Ring der ganzen Zahlen, 1170
Ringalgebra, 610, 1827, 4092

freie, 1269
über Kring, 934, 1093

ringendlich
Kringerweiterung, 933

Ringfiltrierung, 1138
Ringgarbe, 3112
Ringhomomorphismus, 261, 730, 1582
Ringmodul, 923, 1238

Ringoid, 3130, 3471
differentielles graduiertes, 3473

Ringoidbimodul, 3472
Ringoidkategorie, 3471
Ringoidmodul, 3471
Ringoidrechtsmodul, 3471
RMod Ringoidmodul, 3471
RModdg dg-Ringoidmoduln, 3474
Rng Kategorie der nicht unitären Rin-

ge, 576
Robinson-Schensted-Algorithmus, 1310
Rolle, 1708
Rotation, 2054

skalare, 2054
Rotationskörper, 1942, 2186
Rouché, Satz von, 2423
RSA-Verfahren, 481
Rückzüge, 2777
Rückzug, 3263

eigentlicher, 3638
starker, 3264
von Funktionen, 2020
von Funktor, 3262, 3519
von Kovektorfeld, 2020
von Mengengarben, 3182

rückzugstabil, 3584, 3750
Runge-Lenz-Vektor, 1988
Russell’sches Paradoxon, 41, 1563

Xs relativ stabile Punkte, 1217
Ms Schmelzanteil vonM, 3009
σ-Algebra

erzeugt von Mengensystem, 2126
σ-endlich, 2141
σ(E) von E erzeugte σ-Algebra, 2126
S1 Einheitskreis, 190, 1667
S1 versus U(1), 190
Sn die n-Sphäre, 1895, 2598
Σn symmetrische Gruppe, 296
c
∫ d
c

Wegintegral, 2038
S Garbe von Schnitten, 3113
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Sn symmetrische Gruppe, 296∫
Integral, 1690
S(G) Schwartzraum, 2265
S(n) Standardbasis des Kn, 134∑

Reihe, 1642∑
Summe
von Zahlen, 11, 1548

c
∫

Wegintegral, 2032
S(X) Schnitt der Primideale aus X ,

1029
S(V ) symmetrische Algebra, 4193
S∗!K kompakte Simplizialkoketten, 2952
S∗X singuläre Ketten, 2775
SkV symmetrische Algebra, 995
SqK Simplizialkette, 2756
SqX singuläre q-Ketten, 2765
σ-Subadditivität, 2135
sAb superisierte abelsche Gruppen,

3027
σ-additiv

auf Mengenring, 2132
Sättigung, 1098
σ-Algebra, 2124
Sampling Theorem, 2251
Sard

Satz von, 2180
scat terminale Schmelzkategorie, 3015
SCat Gesamtheit aller Schmelzkate-

gorien, 3013
SCat(M,N ) Menge von Schmelz-

funktoren, 3012
SCatϕ angereicherte Schmelzfunkto-

ren, 3043
SCatS angereicherte Schmelzfunkto-

ren, 3043
Schanuel

Vermutung, 1071
scheinflach, 1066
Schema, 615

G-Schema, 1368
schiefadjungiert, 2290

Schiefkörper, 106, 292
Goldie-Schiefkörper, 1264

schieflinear, 350, 687
Schlangenlemma, 3140
schleifenfüllend, 2051, 2368, 2606
Schleifenraum, 2605
Schmelzäquivalenz, 3012
Schmelzfunktor, 3012
S-Schmelzfunktor, 3041
monotoner, 3014

Schmelzgruppoid, 3009
Schmelzkategorie, 2986
S-Schmelzkategorie, 3039
abelsche, 3543
angereicherte, 3040
mit Vorzeichen, 3023
monotone, 2991
multiäquivariante, 2997
terminale, 3015
triviale, 2994

Schmelzkern, 3543
Schmelzkofaserung, 3496

invertierte, 3515
Schmelzlokalisierung, 3539
Schmelzunterkategorie, 2994
schmelzverträglich

Äquivalenzrelation, 2995
Schmelzvorschub, 3496
Schmiegeparabel, 1753
schmutzig

für umgangssprachlich, 89
Schnitt, 147

der Orientierungsgarbe, 2860
in Vektorraumbündel, 3864
mit kompaktem Träger, 3204
stetiger, 2507
über einer Menge von Garbe, 3118
von Abbildung, 3864
von abelscher Prägarbe, 3102
von Mengenfamilie, 1791
von Mengensystem, 131
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von Morphismus, 580
zweier Mengen, 35, 1559

Schnittmultiplizität, 1125
lokale, 3672

Schnittorientierung, 3676, 3686
Schnittpaarung, 3677
Schnittplättung, 3676
Schnittprodukt, 3667, 3766

cap-Schnittprodukt, 2972, 3675
cup-Schnittprodukt, 2971, 3667

schnittstabil
für zweischnittstabil, 2141

Schnittzahl, 2870, 2974
Schönflies

Satz von, 2599, 2841
Schottky-Gruppe, 2659
Schranke

größte untere, 1592
kleinste obere, 1592
obere, 1592
untere, 1592

Schrankensatz, 1766
Schreikofaserung

der Homotopiekomplexe, 3603
für Modulgarben, 3577

schreikokartesisch, 3272
im Abstrakten, 3594

Schreimonomorphismus, 3599
Schreimorphismus, 3271, 3589, 3594
Schreiobjekt, 3601
Schreirückzug, 3274, 3596, 3638
Schreivorschub, 3272
Schröder-Bernstein, 883
Schur, Lemma von, 1254, 1255, 3828

bei Liealgebren, 4149
bei Liealgebren, dim <∞, 4122

Schurpolynom, 4219
schwach

Varietät mit Operation, 1403
schwach homogen, 1408
schwach kompaktweich, 3606

schwach spitzer Winkel, 4004
schwach stumpfer Winkel, 4004
Schwartzmaß, 2266
Schwartzraum, 2229, 2265
Schwarz’sches Lemma, 2400
Schwarz’sches Spiegelungsprinzip, 2392
schwere Masse, 1980
Schwerpunkt, 218
scindage, 3324
Secans, 1675
Secans hyperbolicus, 1734
Sechs als natürliche Zahl, 246
Sechs-Funktor-Formalismus, 3596
Segre-Einbettung, 1131
Seifert-van Kampen, 2648
Seifert-van Kampen für das fundamen-

tale Gruppoid, 2650
Sekante, 1698
Sekunde, 319
Selbstabbildung, 60
selbstadjungiert, 401, 2289
Selbsterweiterungen, 3406
semidirektes Produkt, 710, 1365
semistabil, 1217, 1219
semistabiler Punkt, 1219
σ-endlich, 2134
senkrecht, 341

Geraden, 629
senkrechter Kernkomplex, 3197
separabel

Körpererweiterung, 808
Element von, 808

metrischer Raum, 2148
Polynom, 808
Ringalgebra, 3154

separabel, topologischer Raum, 2148
Separabilitätsgrad, 815
separabler Abschluß

eines Körpers, 821
in Körpererweiterung, 814

Separation der Variablen, 1953
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Separator, 1344
separiert

Filtrierung, 1135
stetige Abbildung, 2536
topologischer Raum, 2487
Varietät, 1131

Sequenz
kurze exakte, 498, 3129

Serre’sche Unterkategorie, 3374
Serre-Relationen, 4159
Sesquilinearform, 350

quaternionale, 1320
Sextik

projektive, 1119
sgnu Paritätssignum, 3022
sheaf, 3112
Shift

relativer, 3734
Shuffle, 2065
Sieb des Eratosthenes, 253
Sieben als natürliche Zahl, 246
sign(a) Vorzeichen von a, 315
Signatur, 426
Signum, 300
Signum einer Permutation, 296
Signumsautomorphismus, 3393
Signumseinheit, 3067, 3393
Simplex

angeordneter kombinatorischer, 2756
kombinatorischer

von Simplizialkomplex, 2663
singulärer, 2765
voller, 2661
von Simplizialkomplex, 2663

simplizial
Abbildung, 2666
Homologiegruppe, 2758
Kohomologie, 2918
Teilordnung, 2668, 2825

simpliziale Approximation, 2834
simpliziale Teilordnung

natürliche, 2832
Simplizialkette, 2756

lokalendliche, 2955
Simplizialkokette, 2918

kompakte, 2952
Simplizialkomplex, 2663

maximaler, 2663
Simplizialrand, 2758
simplizialsingulär

Kette, 2823
ordnungsverträgliche, 2825

simplizialstetig, 2773
Simplizialzykel, 2758
simply laced, 4047
sin Sinus

komplexer, 1681
sina analytischer Sinus, 375
sing geometrischer Sinus, 375
singulär

q-Kette, 2765
q-Simplex, 2765
Homologie, 2768
Kokette mit Koeffizienten, 2908
kompakte Koketten, 2950
Punkt

von algebraischer Varietät, 1150
singulär-azyklisch, 3228
singuläre Kette

lokalendliche, 2953
singulären Homologie

mit Koeffizienten, 2768
Singulärwert

einer Abbildung, 428
einer Matrix, 428

Singulärwertzerlegung, 428
Singularität

in Funktionentheorie
hebbare, 2408
isolierte, 2408
wesentliche, 2408

sinh Sinus hyperbolicus, 1732
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Sinus, 374, 1673
analytischer, 375
geometrischer, 375

Sinus hyperbolicus, 1732
Sinus-Satz, 381
Sinuskurve des Topologen, 2494
Sinustransformation, 2232
Skalar, 116
skalare Rotation

eines ebenen Vektorfeldes, 2054
Skalarprodukt, 336, 348

auf komplexem Vektorraum, 350
geometrisches, 560
massebehaftetes, 1990, 1991
quaternionales, 1320, 3804

Skalarproduktnorm, 351, 1763
Skalarproduktraum, 336, 351

affiner, 386
skalarproduktverträglich, 357
Skelett, 2513
Skelett von Simplizialkomplex, 2826
skew field, 293
SL(V ) spezielle lineare Gruppe, 358
SL(n;K) spezielle lineare Gruppe, 358
Slater-Determinante, 569
Smashprodukt

der Ringtheorie, 1275
Smith-Normalform, 175, 182
Smith-Zerlegung, 490
sModk Supervektorräume, 3027
SO(V ) spezielle orthogonale Auto-

morphismen, 358
SO(n) spezielle orthogonale Matri-

zen, 359
SO(p, 1)+, 2528
SO(p, q), 2528
soc Sockel, 1247
soc(M) Sockel, 1336
Sockel, 1247, 1336
soft, 3244
soluble, 712

solvable, 712
Sp(n) kompakte symplektische Grup-

pe, 3804
spaltend

Cartan’sche, 4165
injektiver Gruppenhomomorphis-

mus, 2808
kurze exakte Sequenz, 499, 946
maximal, Komplex, 3163
reelle Liealgebra, 4165
surjektiver Gruppenhomomorphis-

mus, 2808
spaltende Idempotente, 3134
Spaltenindex, 112
Spaltenkomplex, 3197
Spaltenrang, 177
Spaltung

bei Gruppen, 475
bei abelschen Gruppen, 946
bei Gruppen, 475
eines Kofaserfunktors, 3324
von Modulhomomorphismus, 946
von Morphismus, 580

Spaltungskörper
einer endlichen Gruppe, 1279

span Spann, 130
Spann

in Vektorraum, 130
Spat, 384
Spatprodukt, 384

geometrisches, 559
SpecR

als Menge, 1005
Specht-Modul, 1306
Specht-Vektor, 1306
SpecmAMenge der maximalen Idea-

le von A, 937
SpecmaxAMenge der maximalen Idea-

le von A, 937
Spek, 2549
Spektralmaß
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eines Vektors, 2296
Spektralprojektor

einer unitären Darstellung, 2324
Spektralradius, 2301

endlichdimensionaler Fall, 457
Spektralsequenz, 3328

ausgeartete, 3197, 3332
ausgeartete unbeschränkte, 3452
graduierte, 3335
ungraduierte, 3329

Spektrum, 2554
bei Banachalgebren, 2298
einer C-Ringalgebra, 2549
eines Krings, 1005

speziellen Relativitätstheorie, 440
spezieller Punkt, 4048
Sphäre, 2598

echte, 694
verallgemeinerte, 694

Sphärenbündel, 3562
spherical harmonics, 3838
Spiegel, 1527, 3935, 3972, 3976, 3991

einer Wurzelspiegelung, 4135
Spiegelhyperebene, 3972, 3976, 3991
Spiegelung, 386

affine, 3991
affine orthogonale, 3993
an Kreis, 678
an Sphäre, 694
bei Gitter, 1515, 3924
einfache, 4040

in Coxetersystem, 4074
in Coxetersystem, 4078
komplexe, 4021
lineare, 3976
orthogonale, 365, 395, 3972
reelle lineare, 1527, 3935

Spiegelungsformel
der Γ-Funktion, 2445

Spiegelungsgruppe
affine, 3991

affine euklidische, 3993
endliche lineare, 3978
euklidische endliche, 3972
komplexe, 4021
zu Coxetermatrix, 4064

Spiegelungsprinzip
Funktionentheorie, 2392

Spin(V ), 4233
Spin(n) Spin-Gruppe, 3903
Spin-Darstellung, 4227
Spin-Gruppe, 3903, 4222
Spin-Guppe, 4233
Spingruppe, 359, 3802
spitz

echt, Winkel, 4004
Spur, 3282

auf freiem Modul, 1183
auf projektivem Modul, 1183
einer Körpererweiterung, 1173
einer Matrix, 183
eines Endomorphismus, 183

endlichen Ranges, 184
in Schmelzkategorie, 3066

Spurabbildung, 836
Spurform, 837, 1184, 1266

bei Körpern, 1175
Spurkriterium, 1267
Spurmorphismus, 3282
Spurtopologie, 920, 1793, 2482
Xss semistabile Punkte, 1217
Xstab absolut stabile Punkte, 1212
Stab Stabilisator, 1404
stabil

a-stabil, Filtrierung, 1141
absolut, 1212
absolut, Punkt, 1212
Punkt, 1219
relativ, Punkt, 1217
Teilmenge unter Abbildung, 450
Teilmenge unter Selbstabbildung,

54
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unter aufsteigenden Vereinigun-
gen, 149

unter Liealgebra, 3813, 4100
unter Monoid, 506

stabil universell
Verschmelzung

angereichert, 3044
stabil universell, 2999
stabile Wurzelwahl, 1517, 3924
Stabilisator, 505, 506, 1404
stabilisiert, 54
Stammfunktion, 1721, 1961, 2355
Standard-Monome, 1468
Standard-Skalarprodukt, 336, 350
Standardauflösung, 2883
Standardauflösung, 3166
Standardbasis, 134

der Zariskitopologie eines Spek-
trums, 1032

Standarddarstellung, 1226, 3810, 4099
von GL(V ), 3773

Standarderzeuger
in der Homologietheorie, 2813
von Hn(Rn,Rn\0), 2854

Standardform, 4224
standardglatt

Kringhomomorphismus, 1153
Standardgraduierung, 1113
Standardmetrik

auf Rn, 2027
Standardorientierung, 316

der komplexen Zahlenebene, 372
des Standardsimplex, 3251
von pseudoeuklidischer Struktur,

442
Standardorientierung des Nullraums,

316
Standardsimplex, 2765
Standardskalarprodukt

auf komplexem Gruppenring, 1286
Standardtableau, 1299

Standardtransformation, 2852, 3078
or⇒ dreh, 2633

Standgruppe
für Isotropiegruppe, 505

starke Operatortopologie, 2284
starr

in Schmelzkategorie, 3063
Morphismus gekringter Räume,

3560
Starrheitsdatum, 3063
std Standardtransformation, 3078
Steigung, 1698
Steinberg, Formel von, 4219
stereographische Projektion, 698
Stern, offener, 2832
stetig

Abbildung bei Punkt, 2487
bei topologischen Räumen, 2482
für metrische Räume, 1797
für topologische Räume, 920, 1792
gleichmäßig

bei metrischen Räumen, 1810
bei uniformen Räumen, 2557
reelle Funktion, 1687

linksseitig, 2134
Operation, 2525

stetig differenzierbar
in mehreren Variablen, 1862

Stiefel-Mannigfaltigkeit, 3901
Stiefel-Whitney-Klasse

von reeller Darstellung, 3301
Stieltjes-Maß, 2139
stimmen überein bis zur Ordnung, 1757,

1874
Stokes

Integralsatz von
allgemeiner, 2098
klassischer, 2108
mit Ecken, 2105

Stone
Satz von, 2545
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Stone-Raum, 2545
Stone-Weierstraß, 1828
str Superspur, 2831
Strahl, 343
Streckung, 208
Streichmatrix, 312
strikt verträglich mit den Filtrierun-

gen, 3130
Struktur

(S, v)-Struktur, 586
k-Struktur

auf Schmelzkategorie, 3038
additive

auf Schmelzkategorie, 3037
bilineare

auf reellem Vektorraum, 441
(S, w)-Struktur

auf Objekt, 3016
Strukturgarbe, 3500
strukturierend

Funktion, 981, 1093, 1358, 3840
strukturverträglich

Abbildung, 441
Stufenfunktion, 2153
stumpf

echt, Winkel, 4004
SU(V ) spezielle unitäre Automorphis-

men, 358
SU(n) spezielle unitäre Matrizen, 359
Subbasis, 2501
Submersion

in der Differentialgeometrie, 3861
Subquotient, 927, 1039, 1241

einer Kompositionsreihe, 709
Subquotientenfiltrierung, 3328
Substitutionsregel, 1723
Summand

von Modul, 943
Summanden, 11, 1548
Summe, 942

topologische, 2507

von Idealen, 737
von Untermoduln, 943
von Untervektorräumen, 608
von Vektorräumen, 607
von Wurzelsystemen, 4040

Summenprodukttotal, 3451
Summenregel, 1702, 1860
Summentotal, 3451

eines Tripelkomplexes, 3454
summierbar

Familie in normiertem Vektorraum,
1826, 2193

Familie reeller Zahlen, 1647
sup, Supremum, 1592
superisiert

abelsche Gruppe, 3027
superkommutativ, 3048
Superspur, 1269, 2831, 3067
Supertensorprodukt, 3028
Supervektorraum, 1269, 3027
supp Träger, 1916

von Radonmaß, 2584
von Schnitt

einer abelschen Garbe, 3187
supp(M) Träger eines Moduls, 1033
supp(m) Träger eines Elements ei-

nes Moduls, 1033
support, 1916
support, siehe Träger, 3187
Supremum, 1592
Supremumsnorm, 1813
Surjektion, 47, 1567
surjektiv

Abbildung, 47, 1567
transfinit surjektives System, 2946

Suspension, 2846
Sylow, 713
Sylowsätze, 714
Sylowuntergruppe, 713
Sylvester

Trägheitssatz, 426
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Sylvesterdeterminante, 776
Sym(V ) symmetrische Algebra, 4193
SymkV symmetrische Algebra, 995
Symmetrie, 706

für Relation, 249
Symmetriebewegung, 518
Symmetriegruppe, 506, 706
Symmetrisator, 996
symmetrisch

Algebra, 995, 4193
bilineare Abbildung, 306
Bilinearform, 348
Matrix, 394
Polynom, 763
Zweitensor, 2031

symmetrische Gruppe, 296
symmetrische Polynome, 764
symmetrische Potenz, 997, 3003

in Schmelzkategorie, 3003
symmetrischer Tensor, 996
Symmetrisierung, 996
symplektisch

Gradient, 2002
Gradienten, 3961
Mannigfaltigkeit, 3961
Vektorraumautomorphismus, 435

symplektische Form, 434
ganzzahlige, 974
kanonische, 3961

symplektische Gruppe
kompakte, 3804

symplektischer Vektorraum, 434
Symu symmetrische Multilinearfor-

men, 997
système de racines, 4131
System

in Kategorie, 2939
trianguliertes, 3397

System der auf Λ ganzzahligen Wur-
zeln, 4249

System positiver Wurzeln, 1529, 4035

System von Hyperebenen, 3979
System von Teilmengen, 131, 1791,

2123, 2481
System von Transzendenzerzeugern,

1067

Mt Trennanteil vonM, 3009
τ = 2π, 378
τ≤n, τ<n, τ≥n, τ>n Abschneidefunk-

toren, 3413
τf = τf,G : GY → GX , 3180
τq ∈ Sq(∆q) tautologischer Simplex,

2781
T Zeit, 206, 319, 1978
T (X) algebraische Vektorfelder auf

X , 1423
TG Varietät der borelierten Tori, 1504
T(V ) Tensoralgebra, 4188
TM , siehe Tangentialbündel
TX Tangentialbündel

von Varietät, 1446
T⊂pM Tangentialraum

im eingebetteten Fall, 1894
TKV Tensoralgebra, 612
Tableau, 1299
Tabloide, 1306
Tangens, 1676
Tangens hyperbolicus, 1734
Tangente, 1700, 1753
Tangentialabbildung, 3796
Tangentialbündel, 3862

im eingebetteten Fall, 1992
von Varietät, 1447

Tangentialbündelfunktor, 3864
Tangentialkegel, 1891
Tangentialraum, 1892, 3855

an Varietät, 1416
Tangentialraumfunktor, 3855
Tangentialvektor, 1892
Tannaka-Krein-Dualität, 1396
Tate-Twist von Z, 2416, 2609
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Tauber-Bedingung, 1762
tautologischer Simplex, 2781
Taylorentwicklung

in einer Veränderlichen, 1753
in mehreren Veränderlichen, 1871

Taylorreihe
in der Funktionentheorie, 2396
in einer Veränderlichen, 1749, 1751

tcat terminale Trennkategorie, 3016
Teilen in Polynomringen, 274
Teiler, 255, 265
teilerfremd, 807

Elemente eines Krings, 266
ganze Zahlen, 255

Teilfolge, 1631
teilgeordnet

induktiv, 144
streng induktiv, 144

Teilmenge, 33, 1556
echte, 33, 1556

Teilobjekt
v-Teilobjekt, 2494

Teilordnung, 126, 1586
simpliziale, 2825

Teilraum, 128
Teilring, 262, 735
Teilsystem, 1791, 2481
teilt, 255, 265
Teilüberdeckung, 1818, 1913
Teilung der Eins, 1924, 3243
Teilung der Identität, 2313
Teleskopsumme, 1642
temperiert

Distribution, 2246, 2269
Ten(V ) Tensoralgebra, 4188
TenKV Tensoralgebra, 612
Tensor

physikalisch, ko-kontravariant, 556,
557

physikalisch, kontravariant, 554,
556

physikalisch, kovariant, 555
symmetrischer, 996
Zweitensor, 2027

Tensoralgebra, 612, 4188
Tensorfiltrierung, 1136
Tensor-Hom-Adjunktion, 970
Tensoridentität, 4266

für algebraische Darstellungen, 1396
tensorierbar

universell, 3063
Tensorieren

von internen Homomorphismen
in Schmelzkatgorie, 3008

Tensorkomplex, 2882
Tensorpotenz

in Schmelzkategorie, 3001
Tensorprodukt

graduierter Moduln, 2926
in Schmelzkategorie, 3000
vervollständigtes, 2210
von Darstellungen, 3810
von Darstellungen von Liealge-

bra, 4105
von Gruppenhomomorphismen, 2881
von Komplexen, 2882
von linearen Abbildungen, 543
von Linearformen, 2027
von Vektorräumen, 540, 2879

Tensorproduktgarbe, 3494
Tetraeder, 519
Tetraedergruppe, 518
Tietze’s Erweiterungslemma, 2540
Titskegel, 4070
Tonelli, Satz von, 2168
top einelementiger Raum, 580
Top topologische Räume, 576
Top(X, Y ) stetige Abbildungen, 2277,

2516
Top∗ bepunktete topologische Räume,

576
Top⊂ Raumpaare, 2803
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Top⊂ Trennschmelzkategorie der Raum-
paare, 3077

Top∆, 2773
Topaz Kategorie der abzählbar basier-

ten topologischen Räume, 3020
Topog Räume mit Gruppenoperati-

on, 3568, 3717
Topologie, 920, 1791, 2481

als homogener Raum, 2526
erzeugt von Mengensystem, 2127
feiner, 2500
gröber, 2500
größergleich, 2500
induzierte, 920, 1793, 2482
natürliche, 1816, 2481
schwache, auf U(H), 2524
starke, auf U(H), 2524
uniforme, 2557

Topologie als homogener Raum
feinste, 2526

topologisch
Abbildung, 2484
Erzeuger, 3908
frei, Operation, 3097

von diskreter Gruppe, 2691
Gruppe, 1367, 2522
Magma, 2522
Mannigfaltigkeit, 2496, 2853
Maß, 2127
meßbar, 2127
Monoid, 2213, 2522
Schiefkörper, 2524
zyklisch

topologische Gruppe, 3908
topologische Gruppe, 2213
topologische Realisierung

eines Simplizialkomplexes, 2665
von simplizialer Abbildung, 2666

topologischer Raum, 920, 1791, 2481
Tops topologische Räume mit nur se-

parierten Abbildungen, 3273

Ator Torsionsuntergruppe vonA, 479
Torq, 3149
Torsionsdimension, 3456
Torsionselement

von Modul, 1021
torsionsfrei

abelsche Gruppe, 962, 2883
Gruppe, 479
Modul, 953, 962

Torsionsgruppe, 3149
Torsionsprodukt, 2883
Torsionssequenz, 2884
Torsionsuntergruppe, 479
Torsor, 509

auf topologischem Raum, 3097
Rechtstorsor, 512
von links, 506

Torus
algebraische Gruppe, 1386
Fläche, 2599
kompakter, 3908
maximaler, 1482

in topologischer Gruppe, 3913
tot Totalkomplex, 3196
total beschränkt, 2575
total unzusammenhängend, 2492
Totalgrad, 769, 1872
Totalität

für Relation, 126, 1586
Totalkomplex, 3196, 3451
Totalraum, 3097, 3099, 3862

von Überlagerung, 2683
tr Spur

trK bei Grundkörper K, 183
einer Matrix, 183
eines Endomorphismus, 183

trace, deutsch Spur, 183
träge Masse, 1980
Träger

bei Simplizialkomplex, 2831
einer Facette, 3985
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einer Funktion, 1916
eines Elements eines Moduls, 1033
eines Moduls, 1033
von Radonmaß, 2584
von Schnitt

der Orientierungsgarbe, 2860
einer abelschen Garbe, 3187

Trägerzerlegung, 3615
Trägheitsgruppe, 1182
Trägheitsmoment, 1998, 3965
Trägheitssatz

Sylvester’scher, 426
trans, 205, 1811, 1844
Trans Transformationen, 593, 601, 2711
TransZ verträgliche Transformationen,

3397
Transformation

Schmelzfunktoren
monotone, 3014

verträgliche
von Z-Funktoren, 3396

von Funktoren, 590, 2709
von Köchermorphismen, 599
von Schmelzfunktoren, 3013

Transformationsformel
bei kompaktem Träger, 1918
für das Lebesgueintegral, 2178

transitiv
Gruppenwirkung, 506
Relation, 126, 1586

Transitivität
der Induktion, 972

Translation
von affinem Raum, 204, 1811, 1843

translation functor, 4267
translationsinvariant, 2128
Translationssatz der Galoistheorie

allgemeiner Fall, 894
endlicher Fall, 865

transponiert
Abbildung, 2067

bei Vektorräumen, 197
Matrix, 170

Transport durch Wegeliften, 2719
Transporteur, 1403
Transportmorphismus, 3263
Transposition, 296, 723
transversaler Schnitt, 3676
transzendent

in Körpererweiterung, 780
komplexe Zahl, 780
reelle Zahl, 1622

Transzendenzbasis, 1067
Transzendenzgrad, 1069
Trennaustauschsituation, 3594

verflochtene
mit Adjungierten, 3596

Trennfaserung, 3496
invertierte, 3515
mit Vorschub, 3507

Trennfunktor, 3012
S-Trennfunktor

relativer, 3729
Trennkategorie, 2995

monotone, 2995
multiäquivariante, 2998
terminale, 3016

Trennquadrat
elementares, 3749
elementares kartesisches, 3585

Trennrückzug, 3496
Trennschmelzfakofaserung, 3514
Trennschmelzfunktor, 3014
Trennschmelzkategorie, 3009
Trennschnitt, 3504

kartesischer, 3504
trennt die Punkte, 1827
Trennung, 2995

stabil universelle, 3001
universelle, 3001

treu
bei Schmelzkategorien, 3012



4394 INDEX

Funktor, 584, 2708
Gruppenwirkung, 832
Modul, 1047

treuflach
Modul, 962

triangle
distingué, 3381, 3385
distinguished, 3381, 3385

trianguliert
Funktor, 3397
Kategorie, 3384
Kategorie, opponierte, 3391
System, 3397

triangulierter Quotient, 3399
Triangulierung, 2668
tribu, 2124
trigonalisierbar, 324
Trigonometrie, 1673
trigonometrisches Polynom, 1832
Tripel, 121
Tripelkomplex, 3454
trivial

Operation
von Gruppe, 504
von Liealgebra, 4099

Operation von Monoid, 1226
Überlagerung, 2683

Trivialisierung
von Überlagerung, 2683, 3092

Tupel
angeordnete, 121

Twist
einer Schmelzkategorie, 3023

Tychonoff, 2544
Typ

von reeller quadratischer Form,
426

Typ einer Darstellung, 1314⊔
Koprodukt, 605

U Einheiten von Schmelzkategorie,
3030

U(V ) unitäre Automorphismen, 358
U(n) unitäre Matrizen, 359
U(1) versus S1, 190
U(f) Standardasis der Topologie ei-

nes Spektrums, 1032
U-objektkleine Kategorie, 3423
überabzählbar, 1602
überall definiert

Abbildung, 2193
überauflösbar, 713
Überdeckung, 1818, 1913

einer Teilmenge, 1821, 1915
überdeckungskompakt, 1820, 1913
Übergangsfunktionen

zwischen Trivialisierungen, 3095
Übergangswahrscheinlichkeit, 1910
Überlagerung, 2683, 3861

triviale, 2683
unverzweigte, 2683

überlagerungstrivial, 2686
UEns Mengen X ∈ U, 575, 2620
U-Kategorie, 585
Ultrafilter, 2543
Um für Umlaufzahl, 2416
Umgebung

ε-Umgebung, 1795
eines Punktes von R̄n, 1610
in metrischem Raum, 1795
in topologischem Raum, 1792, 2486

Umgebungsbasis
in topologischem Raum, 2489

Umgebungsfilter, 2543
umgekehrt

Weg, 2603
Umin, 197
Umindizierung, 2989
Umkehrfunktion, 50, 1570
Umkehrsatz, 1882
Umlaufzahl
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eines Weges
auf der Kreislinie, 2609
in der Zahlenebene, 2416, 2626

eines Zykels, 2791
UModK , 576
UModK Vektorräume V ∈ U, 577
Umordnungssatz, 1646
Umstrukturieren, 3729

von angereicherter Schmelzkate-
gorie, 3041

unbeschränkt
Operator, 2335

unbestimmt divergent, 1630
unendlich

Menge, 239, 881
unendlich fern

Punkt, 661
unendlicher Dezimalausdruck, 1599
Unendlichkeitsaxiom, 239, 881
ungerade

Funktion, 1729
Permutation, 296, 300
Zahl, 264

Unif Kategorie der uniformen Räume,
2559

uniform
beschränkt, 2294
Raum, 2556
Struktur, 2556
Topologie, 2557

Uniformisierende, 1167
unipotent

algebraische Gruppe, 1384
Anteil

in algebraischer Gruppe, 1380
Element

in algebraischer Gruppe, 1380
Endomorphismus, 458
lokal unipotent, 458
Radikal

einer algebraischen Gruppe, 1513

unirational
Varietät, 1158

unitär, 2205
Darstellung, 3832

von R, 2284
lineare Abbildung, 357
Matrix, 359
Raum, 351

unitärassoziativ, 66
Magmaoid, 599

Unitärassoziativität, 504
universell

alternierende Abbildung, 564
multiadditive Abbildung, 2879
multilineare Abbildung, 540
stabil, 2999
Verschmelzung, 2999

im angereicherten Fall, 3044
Universelle Eigenschaft

des Raums der Äquivalenzklas-
sen, 249

universelle einhüllende Algebra, 4185
Universelles Koeffiziententheorem

der Homologie, 2887
der Kohomologie, 2934

Universum, 617
Unt(X) Unterobjekte von X , 3128
Unter-, 76, 3128
Unter-Liegruppe

partielle, 3895
Unteralgebra, 611, 1827

von allgemeiner Algebra, 3792,
4093

Unterdarstellung, 1374, 3813, 4100
abstrakte, 1228, 3775
unitäre, 2287

Untergruppe, 74, 251
erzeugt von Teilmenge, 252
triviale, 76, 252

Untergruppenfiltrierung, 1136, 3328
Unterintegral, 2155
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Unterkategorie, 579
Unterkörper, 777

erzeugt von Teilmenge, 777
Unterkofaserung

volle, 3531
Untermannigfaltigkeit, 3858
Untermengenmodul, 1239
Untermodul, 926

erzeugt von Teilmenge, 927, 948
Untermonoid, 74
Unterobjekt

(S, v)-Unterobjekt, 588
v-Unterobjekt, 2494
kategorisches, 3128

Unterrechtsmodul, 948
Unterringalgebra, 611, 1827
Untersumme, 1694
Unterteilung

von Intervall, 1696
Unterteilungsoperator, 2814
Untervarietät, 1101
Untervektorraum, 128

definiert über, 897, 4165
unverkürzbar

Erzeugendensystem, 135
unverlängerbar

linear unabhängige Teilmenge, 135
unverzweigt, 1179

Körperhomomorphismus, 1177
unzerlegbar

Darstellung, 1228
Matrix, 4015
Objekt, 1331
Wurzelsystem, 4040

Urbild
von σ-Algebra, 2145
von Kategorie, 3262
von Menge, 46

Urebene, 656
Urkilogramm, 1978
Urnenmodell, 1911

Urysohn’s Lemma, 2540
UTop topologische Räume X ∈ U,

2619

g für Verschmelzungen, 2991
g leere Objektfamilie

einer Schmelzkategorie, 2990
V(E) Nullstellenmenge von E, 917
valuation, 755

discrete, 1163
van-de-Ven-Diagramm, 37, 1560
Vandermonde-Determinante, 314
Var Morphismen von Varietäten, 982,

1358
Vark Varietäten über k, 1100
Varaffk affine k-Varietäten, 982, 1358
Variable

von Polynom, 271
Variablentrennung, 1953
Variation

eines Maßes, 2239
Variation der Konstanten, 1785, 1970
Variationsnorm, 2239
Varietät, 1100

G-Varietät, 1368
affine, 1094
bepunktete, 1417
mit Monoidoperation, 1403
projektive eingebettete, 1109

Vekb Vektorbündel auf Mannigfaltig-
keiten, 3863

Vektor
Element eines Vektorraums, 116
zyklischer in Darstellung, 1229

Vektorbündel, 3863
Vektorfeld

auf affinem Raum, 1945
auf eingebetteter Mannigfaltigkeit,

2005
auf Mannigfaltigkeit, 3864
glattes, 3868
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relatives, 2009
Vektorprodukt, 383
Vektorraum, 116

komplex konjugierter, 409
reeller, 1812

Vektorraumbündel, 3863
vektorwertig

Kovektorfeld, 2040, 2383
verallgemeinerte Sphäre, 694
verallgemeinerter Kreis, 678
verallgemeinerter Mittelwertsatz, 1718
Verband, 86

modularer, 159
Verdierdualität

relative, 3600
Verdiersystem, 3397
Vereigentlichung, 3575
Vereinigung, 35, 1559

aufsteigende, 149
von Mengenfamilie, 1791
von Mengensystem, 131

Verfeinerung, 3241
von Wahrscheinlichkeitsraum, 2152

Verflechtung
von Trennaustauschsituation, 3595

Verflechtungsoperator, 2325, 3774, 3811
Verflechtungsquadrat

r-Verflechtungsquadrat, 3595
vergeßliche komplexe Zahlen, 187
Vergiß-Funktor, 583
Vergleichsisomorphismus

der de-Rham-Kohomologie, 3246
Verjüngung von Tensoren, 549
Verkleben von Punkten, 1104

bei affinen Varietäten, 1099
bei naiven affinen Varietäten, 1054
bei Varietäten, 1103

Verklebung
von topologischer Fläche, 2669

Verklebungsbedingung, 3112, 3113
Verklebungsfunktionen, 3092

Verknüpfung
auf einer Menge, 58, 1571
auf Köcher, 599
auf Objekt einer Kategorie, 1366
in monotoner Schmelzkategorie,

3047
induzierte, 77
koinduzierte, 78, 602
komponentenweise, 60
von Abbildungen, 46, 1569
von Abmonoid, 3031
von Morphismen, 574, 2619
von Wegen, 2603

Verknüpfungsorientierung, 3657
Verknüpfungstafel, 59, 1572
verkürzbar

Erzeugendensystem, 135
verlängerbar

linear unabhängige Teilmenge, 135
Verma-Modul, 4197
Vermafahne, 4256
Vernichtungsoperator, 4101
Veronese-Einbettung, 1111
Verschiebung, 630, 641, 4267

auf Wände, 4269
aus Wänden, 4269
durch Wand, 4274

Verschlingung, 1894
Verschlingungszahl, 2841
Verschlüsselung

Diffie-Hellman, 268
RSA-Verfahren, 481

Verschmelzung
(S, w)-Verschmelzung, 3016
r-Verschmelzung, 2987
stabil universelle

angereicherte, 3044
universelle

im angereicherten Fall, 3044
von Darstellungen, 1272, 4105

von Gruppen, 3811
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von Liealgebren, 3811
Verschmelzung von Darstellungen, 1375
Verschmelzungen, 2986
Verschmelzungsidentitäten, 2177
Verschmelzungsobjekt, 3039
Verschraubung, 388
Verschwindungsideal, 918

homogenes, 1117
lokales, 1125

Vertauschen
von partiellen Ableitungen, 1868
von partiellen Integrationen, 1867

Vertauschungsisomorphismus, 960
Verteilung

einer Zufallsvariable, 2152
geometrische, 2152

Verteilungsfunktion
eines Wahrscheinlichkeitsmaßes,

2140
von Zufallsvariable, 2152

vertex of quiver, 599
verträglich

Orientierungen, 320
Transformation vonZ-Funktoren,

3396
verträglich mit internem Hom

Schmelzfunktor, 3017
verträglich mit Produkten

Funktor, 2641
verträglich mit universellen Verschmel-

zungen
Schmelzfunktor, 3014

verträgliche Adjunktion, 3397
Vertupeln, 2988
g-Vertupeln, 2988

vertwistet
Monoidring, 1274

Vervollständigung
projektive, 661
von glatter Kurve, 1193
von Maßraum, 2144

von metrischem Raum, 2208
von metrischem Raum, eine, 2207
von normiertem Vektorraum, 2209
von pseudometrischem Raum, 2209

verwandt
Differentialformen, 2072
Funktionen, 2017, 3868
Kovektorfelder, 2019
Maße, 2152
Opfunktorfelder, 3949
Radonmaße, 2583
Vektorfelder, 1424, 2019, 3868
Wege, 2017
Zweitensoren, 2029

Verzweigungsgrad, 1177, 1179
vf Verflechtung, 3591
Vieleck, 2669
Vielfachheit

einer Nullstelle, 275
von Schnittpunkt, 1125

Vier als natürliche Zahl, 246
vol(v1| . . . |vk) 1928
voll

Funktor, 584
Rang, 177
Schmelzunterkategorie, 2994
Simplex, 2669
Unterkategorie, 579

volldicht
Funktor, 3360

vollkommen
Körper, 809

Vollkugel, 2598
vollprim

Ideal, 1005
vollständig

angeordneter Körper, 1639
Boole’sche Algebra, 2546
Filtrierung, 1135
lokaler Ring, 1159
Maßraum, 2143
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Varietät, 1488
vollständig reduzibel, 1276
vollständige Induktion, 240
volltreu

ϕ-volltreu, 3041, 3729
bei Schmelzkategorien, 3012

volltreu, Funktor, 584, 2708
Volumen, 1928
Volumenform, 3949

geometrische, 559
Volumenprozent, 120
Vorderseite eines Simplex, 2905
Vorgänger, 879
Vorschalten von Abbildung, 47, 1569
Vorschieben

eigentliches, 3663
in singulärer Homologie, 2773

Vorschub, 3180, 3264, 3596
eigentlicher, 2959
starker, 3264
zu Trennfaserung, 3507

Vorzeicheninvolution, 3027
vorzeichenverträglich

Schmelzfunktor, 3026
vp Bewertung, 2414

W̄Winkelmenge, 372
WWinkelgruppe, 372
W(R) Weylgruppe

von abstraktem Wurzelsystem, 4030
W(R) Weylgruppe von R, 4179
Wahrheitstafel, 60, 1573
Wahrscheinlichkeitsraum, 2126
Wallis’sche Produktformel, 2441
Wand

eines Alkoven, 3985
Wandfacette, 3985
Wedderburn, 1258
wedge-product, 565
Weg, 2032, 2366

geschlossener, 2050, 2368

kompakter, 2032, 2366
konstanter, 2603
normierter, 2032, 2048, 2366
stückweise linearer, 2042
umgekehrter, 2603
zusammenziehbarer, 2050, 2368

Wegealgebra, 1348
Wegeliftungsoperation, 2721
Wegeraum, 2605
wegetrivial, 2687, 2705
Wegintegral, 2032

für Kovektorfeld, 2032
für Vektorfeld, 2035
komplexes, längs beliebigem Weg,

2373
komplexes, längs Integrationsweg,

2358
vektorwertiges, 2040, 2385

wegzusammenhängend
einfach, 2051, 2606

Wegzusammenhang, 2042, 2490
Wegzusammenhangskomponente, 2045,

2492
weich, Garbe, 3244
Weierstraß

Approximationssatz, 1828
welk, 3230
welk, Garbe, 3175
Wert, 43, 1565
Wertebereich, 45, 1566
wesentlich

Epimorphismus, 1332
Monomorphismus, 1332
Singularität, 2408

Weyl
Charakterformel, 3953
Dimensionsformel, 3954, 4206
Integrationsformel, 3953
Satz über Reduzibilität, 4122

Weyl(R) Weylgruppe von R, 4179
Weylgruppe
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affine, 4047
duale affine, 4047
von abstraktem Wurzelsystem, 4030
von algebraischer Gruppe, 1505
von halbeinfacher Liealgebra, 4179
von kompakter Liegruppe, 3923

Weylkammer
dominante, 4040
einer Spiegelungsgruppe, 3974
eines Wurzelsystems, 4030
rationale, 4174

Weylvektor, 3953
Whitehead

Vermutung von, 2933
Whitney

Summenformel, 3570
Wilder, Satz von, 2872

lokale Variante, 2963
Wilson

Satz von, 271
Windungszahl, 2416
Winkel, 371, 372, 375, 378

echt spitzer, 4004
echt stumpfer, 395, 4004
gerichteter, 372
gestreckter, 374
negativ, 371
positiv, 371
rechter, 374
schwach spitzer, 4004
schwach stumpfer, 4004
spezielles Diagramm, 2643

Winkelalkoven, 629
Winkeldiagramm, 2643
Winkelfeld, 2056
Winkelgeschwindigkeit, 1781
Winkelgruppe

abstrakte, 372
konkrete, 371

Winkelmaß, 377
Winkelmenge

abstrakte, 372
Wirbeldichte, 2054
Wirkung

eines Gruppenobjekts, 1367
eines Monoidobjekts, 1367
eines Monoids, 504

Wirkungskategorie, 3702
Wirtinger-Ableitung, 2386
Witt, Satz von, 432
wohldefiniert, 249
Wohlordnung, 879
Wolkenkratzer, 3103
Würfel, 519

Zeichnung, 395
Würfelgruppe, 518
Würfelverdopplung, 792
Wurzel

n-te Wurzel, 1619
einfache, 4040
kurze, 4047
lange, 4047
provisorische, 1522
von algebraischer Gruppe, 1518,

1522
von Liealgebra, 4131
von Polynom, 273
von Wurzelsystem, 4025
zu Gitterspiegelung, 1515, 3924

Wurzeldatum, 1517, 3924
duales, 1517, 3926

Wurzelgruppe, 1533
Wurzelkriterium, 1661
Wurzelraum, 4131
Wurzelspiegelung, 1524, 4029
Wurzelsystem, 1518, 1522

abstraktes, 4025, 4027, 4134
abstraktes reduziertes, 4025
euklidisches, 4027
komplexes, 4027
nicht notwendig reduziertes, 4025,

4135



INDEX 4401

rationales, 4027
reelles, 4027
von kompakter Liegruppe, 3926
von Liealgebra, 4131

Wurzelweg, 4046
wurzlige Darstellung, 4064

X(G) Charaktere
von abstrakter Gruppe, 2464
von algebraischer Gruppe, 1386

Yl,m Kugelfunktionen, 3837
Yoneda-Einbettung, 613
Yoneda-Produkt, 3405
Young’sche Ungleichung, 1716, 2197
Young-Diagramm, 720, 1298
Young-Symmetrisator, 1301

Zn zyklische Gruppe, 477
Z ganze Zahlen, 31, 251, 1555
Z(1) Tate-Twist von Z, 2416, 2609
Zn zyklische Gruppe, 477
ZU⊂X := i!ZU , 3639
ZU⊂X , 3176
ζ-Funktion

Riemann’sche, 1645, 2453
Z(E) Nullstellenmenge von E, 917
ZqX singuläre Zykel, 2768
Z(G) Zentrum der Gruppe G, 710
ZqK Simplizialzykel, 2758
ZG(g) Zentralisator von g in G, 711
Z, Eigenschaft von Deodhar, 4081
Z-Form

einer Darstellung, 1231
Z-Funktor, 3396
Z-Kategorie, 3384
Z-Struktur, 3396
Zählerideal, 1026
Zählmaß, 2126
Zahl

ganze, 31, 1555
gerade, 264

Hamilton’sche, 293
komplexe, 186
natürliche, 31, 1555
rationale, 31, 1555
reelle, 1598
ungerade, 264

Zahldarstellungen, 247
Zahlenebene, 188
Zahlenkugel, 667, 695
Zahlkörper, 859, 1170

quadratischer, 1172
Zariski

Hauptsatz
für affine Varietäten, 1409, 1453

Zariskitopologie
auf dem Spektrum eines Rings,

1030
auf affiner Varietät, 987
auf einem kn, 920

Zehn als natürliche Zahl, 247
Zeilenindex, 112
Zeilenkomplex, 3197
Zeilenrang, 177
Zeilenstufenform, 110
Zeilenvektor, 170
Zeit, 319, 1978
zeitartig

Vektor, 440
Zeiteinheit

nichtrelativistische, 319
relativistische, 442

Zeitpunkt, 206
Zeitspanne, 206, 319
Zelle

von CW-Komplex, 2512
zentraler Charakter, 4248
zentraler Grenzwertsatz, 2256
Zentralfeld, 1985
Zentralisator, 1404, 1462

von Element, 711
von Teilmenge, 3913
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Zentralprojektion, 654
Zentralreihe

absteigende, 713
Zentralreihe, absteigende, 4111
Zentrum

einer Gruppe, 710
einer Liealgebra, 3889, 4110
eines Rings, 946, 4236

Zerfällung, 3324
Zerfällungserweiterung

eines Polynoms, 797
Zerfällungskörper

einer Menge von Polynomen, 826
eines Polynoms, 797

Zerleger, in der Maßtheorie, 2137
Zerlegungsgruppe, 1182
Zerschneidung, 2669
Zetafunktion

Riemann’sche, 2453
Zielkategorie, 581, 2622
Zirkulation, 2035
Zopfgruppe, 2739

abstrakte, 2742
Zopfrelation, 2739
Zopfrelationen, 4075
Zorn’sches Lemma, 148
zufälliges Element, 2145
Zufallsvariable, 2145
Zurückholen

der singulären Kohomologie, 3081
Morphismus, 2643
von Differentialformen, 3950

zurückziehbar
stark, 3263

Zus(X) Menge der Zusammenhangs-
komponenten von X , 2527

zusammenhängend
Graph, 530
Gruppoid, 2651
topologischer Raum, 2044, 2490,

3786

wegweise, 2042
Zusammenhangskomponente

eines Graphen, 530
eines topologischen Raums, 2492
von GL(n;R), 2534

zusammenziehbar
geschlossener Weg, 2050, 2368
topologischer Raum, 2621
Weg, 2604

Zustand
bei Markovkette, 1910

Zwei als natürliche Zahl, 246
Zwei-aus-Drei-Eigenschaft, 3371
Zweige des Logarithmus, 2352
zweischnittstabil, 2141
Zweistrahl, 371

angeordneter, 371
Zweiverschmelzung, 2987
zwischenäquivalent, 632
Zwischenrelation, 622
Zwischenwertsatz, 1618
Zykel

in Kettenkomplex, 2775
in Permutationsgruppe, 723
simplizialer, 2758
singulärer, 2768

zykelexakt, 3341
Zykellängenabbildung, 722
Zykelschreibweise, 723
zyklisch

Anordnung, 51
Darstellung, 1229
Element, 1229
Gruppe, 476
Körpererweiterung, 862
Modul, 927
Vektor

eines Endomorphismus, 958
in abstrakter Darstellung, 1229
in unitärer Darstellung, 2287

zyklotomisches Polynom, 761
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Zylinder, 3469
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