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1 MabB und Integral

Es mag nahe liegen zu versuchen, jeder Teilmenge des R” ein ,, Volumen* in [0, 00|
so zuordnen, dal} (1) das Verschieben oder Verdrehen von Mengen ihr Volumen
nicht dndert, da3 (2) bei beliebigen disjunkten Vereinigungen das Volumen der
Vereinigung die Summe der Volumina ist, und daB (3) dem Einheitswiirfel [0, 1]
das Volumen Eins zugeordnet wird. Kurzes Nachdenken zeigt jedoch, da3 das un-
moglich gelingen kann: Fiir solch ein Volumen miifite ndmlich jeder Punkt Volu-
men Null haben, da ja unendlich viele Punkte im Einheitswiirfel liegen, und dann
miiflte auch der ganze Einheitswiirfel Volumen Null haben als disjunkte Vereini-
gung einpunktiger Teilmengen. Um diesen Widerspruch zu vermeiden, mag man
etwas schwicher statt (2) nur noch bei abzdhlbaren oder noch schwicher endli-
chen disjunkten Vereinigungen fordern wollen, da3 das Volumen der Vereinigung
die Summe der Volumina ist, aber auch solch einen Volumenbegriff kann es fiir be-
liebige Teilmengen des R™ nicht geben, wie im abzihlbaren Fall in 1.1.31 bereits
fiir n = 1 ausgefiihrt wird und im endlichen Fall fiir n > 3 aus dem sogenannten
,,Banach-Tarski-Paradoxon® 1.1.32 oder auch schon aus seinem Vorldufer, dem
sogenannten ,,Hausdorff-Paradoxon* folgt. Hausdorff zeigte in seinem Buch iiber
Mengenlehre aus dem Jahre 1914 auch, daf es in den Dimensionen n < 2 durch-
aus endlich additive Volumenbegriffe der oben beschriebenen Art gibt, aber diese
haben in der Mathematik wenig Relevanz. Es ist jedoch moglich, fiir beliebiges
n € N gewisse Teilmengen des R" als ,,meBbar* auszuzeichnen derart, daf} alle
,einigermaflen verniinftigen* Teilmengen mefBbar sind, und jeder dieser mel3baren
Mengen ein Volumen so zuzuordnen, daf3 Bedingung (1), die abzédhlbare Variante
von (2) sowie (3) entsprechend gelten. Im folgenden will ich das ausfiihren und
auch zeigen, wie davon ausgehend eine sehr allgemeine Integrationstheorie ent-
wickelt werden kann, die sich sowohl in der weiteren Entwicklung der Analysis
als auch bei der mathematischen Modellierung der Wahrscheinlichkeit als auf3er-
ordentlich niitzlich erweisen wird: Das Lebesgue-Integral.

1.1 MaBraume und MaBe

1.1.1. Gegeben eine Menge X erinnere ich daran, dal wir nach [GR] die
Menge aller ihrer Teilmengen bilden diirfen, und dall diese Menge die Potenz-
menge P(X) von X heifit. Weiter erinnere ich daran, daf in diesem Text aus rein
didaktischen Erwégungen heraus Teilmengen der Potenzmenge P(.X) einer Men-
ge X vorzugsweise als ,,Systeme von Teilmengen von X oder ,,Mengensysteme*
angesprochen werden.

Definition 1.1.2. Ein System von Teilmengen A C P(X) einer Menge X heif3t
eine Mengenalgebra, wenn gilt:



1. 0 e A;
2. ABe A = (AUB) e A;
3.Ae A = (X\A) € A

In Worten ist ein System von Teilmengen einer Menge X also eine Mengenalgebra
genau dann, wenn es stabil ist unter dem Bilden von endlichen Vereinigungen und
unter dem Bilden von Komplementen beziiglich X.

1.1.3. Ich will kurz diskutieren, warum unsere Definition in Formeln zu unserer
Definition in Worten gleichbedeutend ist. Bei der Definition in Worten ist mitge-
meint, da} eine Mengenalgebra die leere Menge enthalten soll als ,,die Vereini-
gung iiber iiberhaupt keine Teilmenge von X *, vergleiche [ ] . Bei der
Definition in Formeln folgt umgekehrt die Stabilitét von A unter endlichen Verei-
nigungen von mehr als zwei Mengen induktiv.

1.1.4. Eine Mengenalgebra ist nach den de Morgan’schen Regeln [GR]
auch stabil unter dem Bilden von endlichen Schnitten und von Differenzmengen.

Definition 1.1.5. Eine Mengenalgebra, die sogar stabil ist unter abzihlbaren Ver-
einigungen, heibt eine o-Algebra, franzosisch tribu. Ein Paar (X, M) bestehend
aus einer Menge X und einer o-Algebra M C P(X) heiit ein MeBraum. Die
Mengen aus M heifien dann die meBbaren Mengen von (X, M) oder kurz die
mebBbaren Teilmengen von X.

1.1.6. In Formeln ist eine o-Algebra also eine Mengenalgebra M C P(X) derart,
daB fiir jede Folge (A, )neny mit A, € M Vn € Ngilt |, .y An € M. Gegeben
ein Mefiraum (X, M) ist natiirlich auch ganz X meBbar und abzihlbare Schnitte
meBbarer Mengen sind wieder mef3bar nach den de Morgan’schen Regeln in ihrer
etwas allgemeineren Form aus [ ]

Beispiel 1.1.7. In jeder Menge bilden die endlichen Teilmengen mitsamt ihren
Komplementen eine Mengenalgebra, die jedoch nur dann eine o-Algebra ist, wenn
wir unsere Konstruktion in einer endlichen Menge durchfiihren. In jeder Menge
bilden die abzihlbaren Teilmengen mitsamt ihren Komplementen eine o-Algebra.

Beispiel 1.1.8. Alle endlichen Vereinigungen von Intervallen bilden eine Men-
genalgebra von Teilmengen von R. Die abzédhlbaren Vereinigungen von Interval-
len bilden keine o-Algebra von Teilmengen von R, da dieses Mengensystem nicht
unter dem Bilden von Komplementen stabil ist: Zum Beispiel ist die Menge der
rationalen Zahlen Q C R eine abzidhlbare Vereinigung von Intervallen, genau-
er von einpunktigen Intervallen, aber ihr Komplement R\Q ist keine abzihlbare
Vereinigung von Intervallen.



Definition 1.1.9. Sei X = (X, M) ein MeBraum. Ein MaB} oder genauer ein
nichtnegatives Maf} auf X ist eine Abbildung 1 : M — [0, oo] derart, daB gilt

p(0) = 0und
2 (U An) = ZN(An)

neN neN

fiir jede Folge (A,,)nen von paarweise disjunkten meBbaren Mengen, in Formeln
Mengen mit A; N A; = () fiir ¢ # j. Obige Gleichheit ist in [0, co] zu verstehen.
Die Summe auf der rechten Seite ist zu verstehen als das Supremum {iiber alle
endlichen Teilsummen.

1.1.10. Ich benutze gerne wie in [ ] erklart statt U das Symbol LI, wenn
ich andeuten will, daf die zu vereinigenden Teilmengen paarweise disjunkt sein
sollen. Mit dieser Vereinbarung hitten wir etwa schon bei der Definition eines

MalfBes tibersichtlicher
H (l_J14n> ::jngia4n)

neN neN

schreiben konnen. Unsere beiden Bedingungen an ein Mafl kann man auch zu-
sammenfassen, indem man fiir jede abzihlbare Familie (A,),cn von paarweise
disjunkten meBbaren Mengen die Formel 11 (| ],cy An) = Y.,.cn #(A,) fordert.
Die Bedingung /() = 0 erweist sich in unseren Konventionen dann als der Spe-
zialfall der leeren Familie.

Definition 1.1.11. Ein MaBraum ist ein Tripel X = (X, M, u) bestehend aus
einer Menge X, einer o-Algebra M C P(X) und einem MaB p : M — [0, oo].

Ergdnzung 1.1.12. Ein Maliraum, bei dem die ganze Menge Mal} Eins hat, heif3t
ein Wahrscheinlichkeitsraum. Mit diesem Wort geht meist eine vollig andere
Motivation, Intuition und Buchstabenwahl einher: Das Ziel ist nun nicht mehr
ein begrifflicher Rahmen zur Berechnung von Volumina und dergleichen, also
die explizite Berechnung von Maflen vorgegebener Mengen, sondern die mathe-
matische Modellierung des Zufalls. Man notiert Wahrscheinlichkeitsrdume statt
(X, M, ) meist (2, A, P), denkt sich dabei (2 als eine vollig unstrukturierte und
von der speziell untersuchten Fragestellung unabhingige Menge von ,,sich paar-
weise ausschlieBenden Moglichkeiten®, und P(A) mit P wie ,,Probability* als
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten einer Moglichkeit aus A. Die mefbaren
Teilmengen von (2 heilen auch Ereignisse. Ist jede einelementige Teilmenge von
(2 meBbar, so mag man die Elemente der Menge €2 auch Elementar-Ereignisse
nennen.

Beispiele 1.1.13. Einfache Beispiele fiir Ma3e auf der gesamten Potenzmenge ei-
ner beliebigen Menge X sind das Dirac-MaB 0, an einem Punkt x € X, gegeben
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durch
1 x € A,

0x(A4) = {0 sonst,

und das ZahlmaB ((A) = |A| € NU {oco}, das jeder Teilmenge die Zahl ihrer
Elemente zuordnet. Allgemeiner kann man fiir jede Menge X und jede Abbildung
f X — [0,00] wieder auf der gesamten Potenzmenge von X das Ma} A +—
> zea f(z) betrachten, bei dem in gewisser Weise ,,jeder Punkt z € X mit dem
Faktor f(x) gewichtet wird“. Das vielleicht wichtigste Beispiel fiir ein MaB ist das
,Lebesgue-MaB‘ auf den ,,topologisch meBBbaren Mengen* oder ,,Borelmengen*
des R", dessen Konstruktion noch aussteht.

1.1.14. Sei X eine feste Menge. Sind M, N C P(X) zwei o-Algebren, so ist
auch ihr Schnitt M N N eine o-Algebra. Sogar ein beliebiger Schnitt von o-
Algebren in X ist wieder eine o-Algebra in X.

Definition 1.1.15. Ist A C P(X) irgendein System von Teilmengen einer Menge
X, so betrachten wir den Schnitt aller o-Algebren, die A enthalten. Dieser Schnitt
ist sicher die kleinste o-Algebra auf X, die .4 enthilt. Er heif3it die von .4 erzeugte
o-Algebra und wird o(.A) notiert.

1.1.16 (Diskussion des Konzepts einer oc-Algebra). Eine explizite Beschreibung
fiir die von einem Mengensystem erzeugte o-Algebra zu geben, ist nicht ganz ein-
fach, aber fiir uns im weiteren Verlauf dieser Vorlesung auch nicht relevant. Um
Ihnen die Schwierigkeiten einer expliziten Beschreibung zu zeigen, will ich erst
einmal andeuten, wie es nicht geht. Man konnte versucht sein, unser Mengen-
system zunéchst einmal zu erginzen durch das Hinzunehmen aller abzédhlbaren
Vereinigungen. Dann durch Hinzunehmen aller Komplementmengen. Dann wie-
der durch Hinzunehmen aller abzihlbaren Vereinigungen, und immer so weiter.
Kriegt man so jede Menge der von unserem Mengensystem erzeugten o-Algebra
in endlich vielen Schritten? Eben nicht: Denn nun muf3 man auch noch die Ver-
einigungsmengen aller Mengenfolgen dazunehmen, bei denen die erste Menge
nach einem Schritt erhalten wurde, die zweite nach zwei Schritten und so wei-
ter. Um die ganze o-Algebra zu beschreiben, mufl man stattdessen mit transfiniter
Induktion arbeiten, wie etwa im Beweis von Lemma [AL] ausgefiihrt wird.

1.1.17. Gegeben eine Menge X und eine Mengensystem & C P(X) gibt es auch
stets eine kleinste Topologie 7 C P(X), die £ umfalt, namlich den Schnitt aller
Topologien, die £ umfassen. Dieser Schnitt heifit die von £ erzeugte Topologie.
Man kann diese Topologie explizit beschreiben, indem man erst die Gesamtheit S
aller endlichen Schnitte von Mengen aus & betrachtet und dann beliebige Vereini-
gungen von Mengen aus S bildet. In der Tat ist das so entstehende Mengensystem
schon automatisch stabil unter endlichen Schnitten und beliebigen Vereinigungen.



1.1.18. Man beachte den Kontrast zwischen der von einem Mengensystem er-
zeugten Topologie, die recht explizit angegeben werden kann, und der von einem
Mengensystem erzeugten o-Algebra. Der Ursprung dieser Diskrepanz liegt darin,
daf} die Potenzmenge einer endlichen Menge stets wieder endlich ist, die Potenz-
menge einer abzdhlbaren Menge aber im allgemeinen nicht abzihlbar. Man konn-
te aber das kleinste Mengensystem, das ein Gegebenes umfal3t und stabil ist unter
abzihlbaren Schnitten und beliebigen Vereinigungen, ebenso explizit angeben wie
die von einem Mengensystem erzeugte Topolohgie.

Definition 1.1.19. Die von den offenen Mengen eines metrischen oder allgemei-
ner eines topologischen Raums X erzeugte o-Algebra nennen wir die o-Algebra
der topologisch meBbaren Teilmengen oder auch der Borelmengen von X oder
auch die borelsche o-Algebra und notieren sie

Borel(X)

Unter einem topologischen MaB verstehen wir ein Mal auf der o-Algebra aller
topologisch meBbaren Mengen eines topologischen Raums. Ein BorelmalB3 auf
einem topologischen Raum definieren wir als ein topologisches Mal3, das auf allen
abgeschlossenen Kompakta endliche Werte annimmt.

Vorschau 1.1.20. Wir werden in 1.8.8 zeigen, daf} in einem Hausdorffraum jedes
Kompaktum abgeschlossen ist.

1.1.21 (Diskussion der Terminologie). Das Zihlmal} auf R etwa ist in unserem
Sinne ein topologisches Mal3, aber kein Borelmal3. Fiir den Begriff einer Borel-
menge und eines Borelmalles sind jedoch leider auch viele andere Bedeutungen
in der Literatur verbreitet.

Ergdnzung 1.1.22. Auch ohne die Kontinuumshypothese vorauszusetzen kann
man zeigen, da} jede liberabzidhlbare Borelmenge bereits in Bijektion zu ganz
R ist. Wie das genau geht, konnen Sie etwa in der Mengenlehre lernen.

1.1.23. Natiirlich sind mit unserer Definition auch alle abgeschlossenen Mengen
topologisch mef3bar, und fiir jede Borelmenge A C R” und beliebiges a € R" ist
auch die verschobene Menge a + A eine Borelmenge.

Definition 1.1.24. Ein topologisches Mal} auf dem R" heif3t translationsinvari-

ant genau dann, wenn fiir beliebiges a € R” und jede Borelmenge A C R" gilt
AMa+ A) = AA).

Satz 1.1.25 (Charakterisierung des LebesguemabBes). Es gibt auf dem R" genau
ein translationsinvariantes topologisches Maf3 )\, das dem Einheitswiirfel das Maf
Eins zuordnet, fiir das also in Formeln gilt \([0,1]") = 1.



1.1.26. Dieses MalB3 )\ heiflit das Lebesgue-MaB auf dem R". Wenn wir zum
Ausdruck bringen wollen, welches n gemeint ist, notieren wir es auch A\". Die
zweite Bedingung an unser Lebesguemall nennen wir seine Normierung. In die-
ser Terminologie konnen wir also das Lebesguemal} charakterisieren als das ein-
deutig bestimmte normierte translationsinvariante Mal} auf den Borelmengen des
R™. Anschaulich ordnet A jeder Borelmenge A C R” ihr Volumen oder Maf}
A(A) € [0,00] zu. Der Nachweis der Eindeutigkeit wird dem Leser als Ubung
1.2.34 und 1.2.35 tiberlassen. Die Existenz zeigen wir fiir n = 1 im folgenden
Abschnitt in Bemerkung 1.2.12 und fiir beliebiges n in 1.7.3.

1.1.27 (Diskussion der Terminologie). Viele Autoren verstehen unter dem Le-
besguemal} abweichend die ,,Vervollstindigung* im Sinne von 1.3.2 des hier be-
schriebenen Malles. Wenn es auf derlei Feinheiten ankommt, mag man das in Satz
1.1.25 beschriebene Mal} genauer das ,,LLebesguemall auf den Borelmengen‘ nen-
nen.

Satz 1.1.28 (Regularitiit des LebesguemaBes). Fiir das Lebesguemaf3 \ auf dem
R"™ und jede Borelmenge A C R"™ gilt

AMA)= inf ANU)= sup AK)

UDA
U offen in R™ K Ilfogn‘?)akt

1.1.29. Dieser Satz wird in 1.9.4 gezeigt. Er deutet eine mogliche Konstruktion
des Lebesgue-Malles A auf dem R"™ an: Um das Lebesguemal3 einer Borelmenge
A C R” zu bestimmen konnen wir beginnen mit dem Fall endlicher disjunk-
ter Vereinigungen von Produkten von Intervallen. Solche ,,Quadermengen* haben
noch ein anschauliches Volumen. Dann wird fiir U offen der Wert A\(U) definiert
als das Supremum iiber die Volumina aller in U enthaltenen Quadermengen, und
schlieBlich erhdlt man das MaB A(A) einer beliebigen Borelmenge A C R" als
Infimum von A(U) iiber alle offenen U, die A umfassen. Diese Beschreibung von
A(A) dhnelt unserer definitiven Konstruktion des LebesguemaBes. Die wesentli-
che Schwierigkeit ist, zu zeigen, daB} die so konstruierte Abbildung von den Borel-
mengen in die um oo erweiterten nichtnegativen reellen Zahlen auch tatsdchlich
ein Ma@ ist.

1.1.30. Wir wollen uns zur besseren Motivation sofort iiberlegen, daf} es schon im
Fall n = 1 keinen verniinftigen Volumenbegriff fiir beliebige Teilmengen des R”
geben kann.

Lemma 1.1.31. Es gibt kein Maf3 \ : P(R) — [0, 00| auf der o-Algebra aller
Teilmengen von R, das translationsinvariant und normiert ist.

Erster Beweis, mit viel Algebra, schon iibersichtlich. Solch ein Mall konnten wir
auf Teilmengen von (0, 1] einschrénken und erhielten vermittels der von der Pro-
jektion induzierten Bijektion (0, 1] = R/Z auf die Nebenklassengruppe ein Maf}
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w: P(R/Z) — [0, co] mit der Gesamtmasse Eins und der Eigenschaft y(z+ A) =
w(A) fir alle z € R/Z und A C R/Z. Jede irrationale Zahl ¢ € R\Q erzeugt nun
eine unendliche zyklische Untergruppe Zq = Z C R/Z, und ist A C R/Z ein
Reprisentantensystem fiir die Nebenklassen von Z, das es nach dem Auswahlaxi-
om geben muB, so hat die Zerlegung von R/Z in die disjunkte Vereinigung der
Nebenklassen von Z die Gestalt

R/Z=| |ng+ A
neL
Aus unserer Definition eines Maf3es folgt dann

1= n(R/Z) =Y png + A) = 3 p(A)

nez ne”L

Daraus folgt aber erst 1(A) = 0 und dann der Widerspruch 1 = 0. [

Zweiter Beweis, mit wenig Algebra. Wir werden eine Teilmenge A C R und Fol-
gen 7, und g, reeller Zahlen konstruieren derart, daf3 gilt:

1. Die Mengen r,, + A sind paarweise disjunkt und alle in [0, 3] enthalten.

2. Die Mengen ¢,, + A tiberdecken R.
Fiir unsere Menge A miifite also gleichzeitig gelten
SO AA) = T A+ A) < A(0,3) < 3A(0, 1)) = 3
Yoo MA) =220 M +A) = AR) = 302, A(2n +[0,1]) = o0

und dieser Widerspruch zeigt dann das Lemma. Um unsere Menge A zu kon-
struieren, wiahlen wir mithilfe von [ ] eine Teilmenge I C R derart,
daB {1} U I eine Q-Basis von R ist, und betrachten den von [ erzeugten Q-
Untervektorraum (I)g C R und die Menge A = (I)g N [0, 2]. Fiir jede Folge
r, von paarweise verschiedenen rationalen Zahlen aus [0, 1] sind dann die r,, + A
paarweise disjunkt und in [0, 3] enthalten. Andererseits finden wir auch fiir alle
n € Zeinb, € (I)gN[n—1,n],esfolgt (I)g = |Jb, + A und dann

R= || q¢+b.+A4 O

q€Q, n€Z

Erginzung 1.1.32. Es kommt sogar noch schlimmer: Nach Banach und Tarski ist
es moglich, die abgeschlossene Einheitskugel im R? so in sechs paarweise dis-
junkte Teilmengen zu zerlegen, daf} sich diese Teilmengen geeignet verschoben
und im Raum gedreht ohne Uberlappungen zu zwei Einheitskugeln zusammen-
fiigen lassen. Das ist das sogenannte Banach-Tarski-Paradoxon. Die fraglichen
sechs Teilmengen sind dann natiirlich nicht alle mef3bar.

10



Ubungen

Ubung 1.1.33. Man zeige, daB die offenen Intervalle mit rationalen Endpunkten
die o-Algebra aller Borelmengen der reellen Zahlengeraden erzeugen.

Ubung 1.1.34. Gegeben ein MaBraum und darin eine aufsteigende Folge meBbarer
Mengen Ay C A; C ... zeige man

Hinweis: Man schreibe die fragliche Vereinigung als die disjunkte Vereinigung
der A, 11\ A,.

Ubung 1.1.35. Gegeben ein MaBraum und darin eine absteigende Folge meBbarer
Mengen endlichen MaBles Ay D A; D ... zeige man

o()2) = s
n=0

Man zeige auch durch ein Gegenbeispiel, dal das nicht mehr gelten muf3, wenn
alle Mengen unserer Folge unendliches Mal3 haben.

Ubung 1.1.36 (Vorbereitung zum Beweis des Satzes von Fubini). Sei X eine
Menge und M C P(X) eine Mengenalgebra. Man zeige: (1) Genau dann ist
M eine o-Algebra, wenn M stabil ist unter abzidhlbaren disjunkten Vereinigun-
gen. (2) Genau dann ist M eine o-Algebra, wenn M stabil ist unter abzdhlbaren
aufsteigenden Vereinigungen im Sinne von 1.2.19.

Ubung 1.1.37. Konstruieren Sie in R eine offene dichte Teilmenge von endlichem
Lebesguemal.

Ubung 1.1.38 (Restriktion von MaBen). Ist (X, M, ;1) ein MaBraum und A C
X eine meBbare Teilmenge, so bilden die in A enthaltenen mefBbaren Mengen
von X eine o-Algebra M|, C P(A) und die Einschrinkung von p ist ein Maf}
o Ml|a — [0,00], das wir je nach Kontext auch ausfithrlicher |4 oder p|A
notieren. Wir nennen (A, M| 4, 11 4) den induzierten MaBiraum.

Ubung 1.1.39 (Verkleben von MaBen). Sei ein MeBraum X die Vereinigung
einer Folge X,, meBbarer Teilmengen. Sei auf jeder unserer Teilmengen X, ein
MaB 1, gegeben derart, daB gilt 1, [( X, N X,) = p|(X N X, fiir alle m, n.
Man zeige, dal es dann genau ein Maf} i auf X gibt mit p,, = u| X, fiir alle n.

Ergiinzende Ubung 1.1.40. Sei X ein MeBraum und ; eine Folge von endlichen
Maflen derart, daf fiir jedes meBbare A C X die Folge der y;(A) monoton wach-
send und beschrinkt ist. So wird durch die Formel p(A) := lim; o 1;(A) ein
weiteres Mal} auf X erklirt.
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Ergiinzende Ubung 1.1.41 (Gitterpunkte und Volumen). Gegeben eine kompak-
te konvexe Teilmenge K C R" zeige man

AMK) =lim " K 012" = limI*|{g € 1Z" | K0 (¢ +[0,1]") # O}

In Worten hiangt das Maf} von K also eng zusammen mit der Zahl der Gitterpunkte
in K, und je feiner das Gitter wird, desto besser wird diese Approximation. Hin-
weis: Liegt K nicht in einem echten affinen Teilraum von R", so umfalit es einen
offenen Ball, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit einen offenen Ball um den
Ursprung. Dann versuche man, K auf Rechenpapier zu zeichnen und zwischen
K und eine gestreckte Kopie (1 + ¢)K eine Vereinigung von Rechenkistchen
einzuschachteln.

1.2 Konstruktion des Lebesguemales auf R

Definition 1.2.1. Ein System von Teilmengen einer gegebenen Menge heilit ein
Mengenring, wenn es stabil ist unter dem Bilden von endlichen Vereinigungen
und von Differenzmengen. In Formeln ausgedriickt ist ein System von Teilmengen
A C P(X) einer Menge X also ein Mengenring, wenn gilt:

1. 0 e A;
2. AABe A = (AUB) € A
3.AAOBe A = (B\A) € A

1.2.2. DaB unsere Definition in Worten und unsere Definition in Formeln gleich-
bedeutend sind, erkennt man wie in 1.1.3. Ein Mengensystem .4 C P(X) ist eine
Mengenalgebra genau dann, wenn .4 ein Mengenring ist und wenn zusitzlich gilt
X e A

1.2.3 (Diskussion der Terminologie). Identifiziert man P(X) mit der Menge
Ens(X,IFy) aller Abbildungen von X in den zweielementigen Korper, indem man
jeder Menge ihre Indikatorfunktion zuordnet, so entsprechen unsere Mengenringe
A C P(X) genau den ,,nicht-unitiren Teilringen* oder in unserer Terminologie
den Unteralgebren von Ens(X,Fs) unter der punktweisen Addition und Multi-
plikation, und unsere Mengenalgebren entsprechen den ,,unitdren Teilringen®, die
wir in unserer Terminologie [AL] schlicht Teilringe nennen. Wir kommen
nicht umhin, hier einen Unfall kollidierender Begriffswelten zu konstatieren.

Definition 1.2.4. Seien X eine Menge und A C P(X) ein Mengenring. Eine Ab-
bildung i : A — [0, oo] heifit ein PrimaB auf A oder gleichbedeutend o-additiv,
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wenn gilt 1() = 0 und wenn fiir jede Folge (A, ),en paarweise disjunkter Men-
gen aus unserem Mengenring mit der Eigenschaft, dal deren Vereinigung wieder
zu unserem Mengenring gehort, gilt

neN neN

1.2.5 (Alternative Definition der o-Additivitit). Unsere Forderungen an ein
Priamal} sind gleichbedeutend zur Bedingung, daf} fiir jede abzédhlbare Familie
(An)nen von paarweise disjunkten Mengen aus A, deren Vereinigung wieder zu

A gehort, gilt

neN neN

In der Tat enthilt diese Bedingung iiber den Fall N = () nach unseren Konven-
tionen [GR] auch die Forderung 1()) = 0. Das zeigt, wie natiirlich es ist,
diese Forderung bei der Definition der Begriffe Mal}, Primal} und o-Additivitét
mit hinzuzunehmen. Mir scheint diese Definition des Begriffs der o-Additivitét
eigentlich natiirlicher. Das Arbeiten Folgen hat aber den Vorteil, da3 das Symbol
N auf den ersten Blick klar macht, da3 es um ein abzihlbar unendliche Index-
menge geht, wihrend diese in der ganzen Theorie oft wesentliche Information bei
anders notierten abzihlbaren Indexmengen leicht im Flie3text untergeht.

Lemma 1.2.6 (Ein PramaB zum LebesguemaB). Auf dem Mengenring 7 C
P(R) aller endlichen Vereinigungen von beschriinkten Intervallen gibt es genau
ein Pramaf} \ derart, dafs fiir jedes nichtleere beschrinkte Intervall I C R gilt

A[I)=supl —inf[]

Beweis. Gegeben A € T betrachten wir die bis auf Reihenfolge eindeutige Dar-
stellung A = [; U ... U I, von A als disjunkte Vereinigung der maximalen in A
enthaltenen Intervalle und miissen setzen

MA) = A1L) + ...+ M)
Das zeigt die Eindeutigkeit. Es gilt nur noch zu zeigen, daB fir A := | | A,
eine disjunkte Vereinigung mit A, A,, € 7 gilt

AA) =) AA)

neN

Offensichtlich gilt schon einmal A\(BUC) = \(B)+ A(C) fur B, C € Z disjunkt.
Wir setzen nun B,, = A\(4AoLl...UA,). Dann gilt B,, € Zund By D B; D ...
sowie ﬂneN B,, = (). Es reicht, wenn wir folgern

lim A(B,) =0
n—oo

13



Sei dazu € > 0 beliebig. Wir finden fiir jedes n ein kompaktes C,, € Z mit
C, C B,,und
AN B,\Cp) <27

Jetzt betrachten wir D, = Cy N ... N C,. Auch die D,, sind kompakt, es gilt
D, c C, C B, und zusitzlich haben wir nach Konstruktion Dy D Dy D Ds...
Wir zeigen nun \(B,\D,,) < 2¢ fiir alle n. In der Tat gilt ja

k=0 k=0

und folglich
ABa\Dn) <) AMB\Cy) <> 27 < 2e
k=0 k=0

Nun folgt aber aus ﬂneN D,, = () und der Kompaktheit der D,, und [ ]
schon Dy = () fiir ein N, und damit ergibt sich \(B,,) < 2¢ fiirn > N. L]

1.2.7. Eine Funktion f : R — R heif3t linksseitig stetig, wenn fiir alle z € R gilt

Lemma 1.2.8 (Stieltjes-PrimaBe). Sei f : R — R monoton wachsend und
linksseitig stetig. So gibt es auf dem Mengenring L aller endlichen Vereinigun-
gen beschrinkter Intervalle der Gestalt [a,b) genau ein Primaff A = df mit

Mla, b)) = f(b) — f(a) fiir alle a,b € R mit a < b.

Beweis. Wir konnen den Beweis des vorhergehenden Lemmas 1.2.6 im wesent-
lichen iibernehmen. Statt Kompakta C,, € Z, von denen es im hier betrachteten
Mengenring ja nur eines gibt, suchen wir nun Elemente C,, € Z mit C,, C B,
und A\(B,\C,) < 27"e. Wir finden solche C,, aufgrund unserer Annahme, daf f
linksseitig stetig sein soll. Dann argumentieren wir wie zuvor und folgern Dy = ()
fiir hinreichend groBes N aus (), .y C» = 0, die C,, sind ja schlieBlich kompakt
und wir konnen wieder [ ] anwenden. O

Definition 1.2.9. Eine Teilmenge eines Raums mit Pramal} heift o-endlich ge-
nau dann, wenn sie sich durch eine Folge von Mengen endlichen Malles aus dem
entsprechenden Mengenring iiberdecken 148t. Ein Pramal heifit o-endlich genau
dann, wenn der ganze Raum in diesem Sinne o-endlich ist.

Satz 1.2.10 (MaBfortsetzungssatz von Caratheodory). Gegeben eine Menge X,
ein Mengenring A C P(X) und ein o-endliches Primaf3 j : A — [0, o] existiert
genau eine Fortsetzung von [ zu einem Maf3 auf der von A erzeugten o-Algebra

o(A).
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1.2.11. Sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit von Mallfortsetzungen un-
ter den gegebenen Voraussetzungen sind zentrale Aussagen der Maf3theorie. Der
Beweis des MaBfortsetzungssatzes wird nach einigen Vorbereitungen direkt vor
1.3.1 gefiihrt werden.

1.2.12 (Lebesguemafl auf R). In 1.2.6 haben wir auf dem Mengenring aller
endlichen Vereinigungen beschrénkter reeller Intervalle ein translationsinvarian-
tes Pramal konstruiert, das dem abgeschlossenen Einheitsintervall den Wert Eins
zuweist. Mit dem Satz tiber MaBfortsetzungen 1.2.10 folgt sofort die in 1.1.25 be-
hauptete Existenz eines normierten translationsinvarianten topologischen Mal3es
auf der reellen Zahlengeraden. Den Nachweis der Eindeutigkeit in 1.1.25 iiberlas-
sen wir dem Leser als Ubung 1.2.34.

1.2.13. Gegeben zwei MaBe p, v auf demselben Mefiraum (X, M) sagen wir,
sei groBergleich v und schreiben p > v, wenn gilt u(M) > v(M) VM € M.

Proposition 1.2.14 (Konstruktion einer grofiten MaBfortsetzung). Gegeben ei-
ne Menge X, ein Mengenring A C P(X) und ein Pramaf$ pn : A — [0, o0]
existiert eine grofite Fortsetzung von p zu einem Mafs 1v* auf der von A erzeug-
ten o-Algebra o(A), und der Wert dieser grifiten MafSfortsetzung wird fiir alle
M € o(A) gegeben durch

(M) = inf { > ()

(Ap)nen ist eine Folge in A mit M C U An}

1.2.15. Ich erinnere hier an unsere Konvention, nach der das Infimum der leeren
Menge als oo zu verstehen ist. Der Beweis der Proposition wird im Anschluf3 an
den Beweis des Zerlegerlemmas 1.2.25 gegeben. Wir zeigen nur noch, daf die
Formel in der Proposition auch wirklich eine MaBfortsetzung liefert. Dal} diese
Maffortsetzung die grofite MaBfortsetzung sein mul, ist dann eh klar.

1.2.16. Ist unser PramaB nicht o-endlich, so muf} die grof3te MaBfortsetzung nicht
die einzige MafBfortsetzung sein. Als erstes Beispiel betrachte man in einer nicht-
leeren Menge den Mengenring, der nur aus der leeren Menge besteht. Als etwas
feineres Beispiel betrachte man den Mengenring aller endlichen Teilmengen von
R und darauf das Primal, das jeder endlichen Menge die Null zuordnet. Die von
unserem Mengenring erzeugte o-Algebra besteht aus allen Teilmengen von R, die
entweder abzihlbar sind oder abzihlbares Komplement haben, und die moglichen
Fortsetzungen unseres Pramalles sind alle die Abbildungen, die allen abzihlbaren
Mengen die Null zuordnen und allen Komplementen abzéhlbarer Mengen ein be-
liebiges aber festes Element von [0, oo]. Die groBte Fortsetzung kann im iibrigen
auch charakterisiert werden als die eindeutig bestimmte Fortsetzung, die allen den
Mengen von o(.A) das Mall Unendlich zuordnet, die nicht in einer abzéhlbaren
Vereinigung von Mengen endlichen Maf3es aus A enthalten sind.

15



Definition 1.2.17. Sei X eine Menge und ' C P(X) eine o-Algebra. Ein duBe-
res MaB auf A\ ist eine Abbildung o : N — [0, 0o] derart, daB aus Y C Z folgt
a(Y) < a(Z) und daB gilt a(()) = 0 und daB fiir jede Folge (Y},)nen von Mengen
aus unserer o-Algebra N gilt

a (U Yn> <> a(Yn)

neN neN

Die erste Bedingung nennen wir die Monotonie, die Zweite die o-Subadditivitiit.

1.2.18. Wir werden in diesem Text duere Malle fast nur auf der gesamten Po-
tenzmenge einer vorgegebenen Menge betrachten.

1.2.19 (Jedes Ma8 ist ein duBeres MaB}). Gegeben ein Mafiraum (X, M, p) gilt
fiir beliebige meBbare A, B € M stets A C B = u(A) < p(B), es gilt ja
sogar genauer j(B) = p(A) + p(B\A). Ist weiter (A, )nen eine Folge meBbarer
Mengen, so konnen wir ihre Vereinigung A := J;7, A, auch als die disjunkte
Vereinigung A = | |7, B,, der kleineren Mengen B,, := A,\(A4,—1 U ... U A)
schreiben und erhalten so die Abschitzung

M (U An) < ZU(An)

Lemma 1.2.20 (Konstruktion duBlerer MaBe). Gegeben eine Menge X, ein
Mengensystem A C P(X) mit ) € A und eine Abbildung 1 : A — [0,00]
mit ;1(0) = 0 erhalten wir ein duferes Maf3 p* auf P(X) durch die Vorschrift

p'(Y) = inf { S Ay

€N

(A;)ien ist Folge in AmitY C U Ai}

1.2.21. Die Bedingungen () € A und x(()) = 0 sind unnatiirlich und kénnten un-
terdriickt werden, wenn wir statt mit Folgen allgemeiner mit abzdhlbaren Familien
arbeiten wiirden, was ja nach unseren Konventionen die leere Familie einschlief3t.
Mir schien aber hier das Arbeiten mit Folgen vom didaktischen Standpunkt aus
so viel giinstiger, da3 ich diese Unnatiirlichkeit der Darstellung dafiir in Kauf ge-
nommen habe.

Beweis. Esistklar, da3 ;* die von einem @uf3eren Mal} geforderte Monotonie hat.
Es bleibt, die o-Subadditivitdt zu zeigen. Dafiir reicht es, die fragliche Abschiit-
zung fiir jede Folge (Y},),en von Teilmengen Y,, C X mit p*(Y,,) < oo Vn € N
nachzuweisen. Sei dazu € > 0 beliebig. Wir finden fiir jedes n € N eine Folge
(AL)ien in Amit Y, C |,y A% und

(Y)Y (A S p(Ya) +e/2"

1€EN
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Dann gilt aber |J Y, C |, ,, A}, und aus der Definition von y* folgern wir

p (UYa) < 2omA) < D (v) +20

neN
Da das nun gilt fiir alle ¢ > 0, ist ©* auch subadditiv. [

Lemma 1.2.22 (Ausdehnen von PramaB zu duBBerem MaB). Gegeben eine Men-
ge X, ein Mengenring A C P(X) und ein Primaf3 i1 : A — [0, 00| stimmt das in
1.2.20 konstruierte dufsere Mafs jv* auf dem vorgegebenen Mengenring A mit dem
vorgegebenen Primaf3 p iiberein, in Formeln p*(A) = n(A) VA € A

Beweis. Die Ungleichung p*(A) < p(A) ist offensichtlich. Wir miissen also nur
noch p(A) < p*(A) zeigen. Dazu reicht es, wenn wir zeigen u(A) < p*(A) +
e Ve > 0. Fiir jedes ¢ > 0 finden wir aber eine Folge A,, in A mit A C |J A,, und
Yoe o (Ay) < p*(A)+e, und indem wir A, verkleinern zu A, \ (4,1 U...UA)
diirfen wir hier sogar die Fogenglieder paarweise disjunkt annehmen. Wegen A =
| |(AN A,) erhalten wir dann wie gewiinscht

pA) = ANA,) <Y u(An) < pt(A) +¢ O

1.2.23. Gegeben eine feste Menge X und eine Teilmenge A C X verwenden wir
im folgenden fiir das Komplement von A die Abkiirzung A¢ := X\ A.

Definition 1.2.24. Sei X eine Menge und « ein duBeres Mal auf P(X). Eine
Teilmenge A C X heilit a-meBbar oder auch ein a-Zerleger genau dann, wenn
fiir jede Teilmenge Y C X gilt

aY)=a(Y NA) +a(Y NAY

Lemma 1.2.25 (Zerleger-Lemma). Gegeben eine Menge X und ein dufleres Maf3
« auf der Potenzmenge P(X ) von X ist das System Z C P(X) aller a-Zerleger
eine o-Algebra und « ist ein Maf3 auf Z.

Ergdnzung 1.2.26. Ist allgemeiner X eine Menge und « ein duleres Maf} auf einer
o-Algebra N' C P(X), so definieren wir analog das System Z C N der NV-a-
Zerleger, und derselbe Beweis zeigt, da} auch diese Zerleger eine o-Algebra bil-
den und daf unser duBeres MaBl zu einem MaB auf dieser o-Algebra einschrinkt.

Beweis. Zunichst einmal zeigen wir, dal Z eine Mengenalgebra ist. Sicher gilt
) € Z,und aus A € Z folgt A° € Z. Wir miissen nur noch zeigen, daB aus
A, B e Zfolgt AN B € Z.Seidazu Y C X beliebig. Es gilt, fiir a-Zerleger A
und B zu zeigen

aY)=a(YN(ANB))+a(Y N (AN B)°)
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Da A und B schon a-Zerleger sind, finden wir aber in der Tat

aYN(ANB))+a(YNANB) = a(YN(ANB)*NA)
+a(Y N (AN B) N A9
+a(YNANB)
= a(YNB°NA)
+a(Y N A°)
+a(Y NANB)

= a(YNA) +aYNnA®) =a)
Also ist Z schon mal eine Mengenalgebra. Als nichstes zeigen wir, dal Z auch

stabil ist unter abzihlbaren disjunkten Vereinigungen und damit eine o-Algebra.
Sind zunidchst einmal A, B € Z disjunkt, so gilt

aYN(AUB))=a(YNA)+a(Y NB)

fiir beliebiges Y C X, denn unter der Voraussetzung A N B = () kénnen wir
schreiben Y NA=Y N(AUB)NAundY NB =Y N (AU B) N A°. Induktiv
folgt fiir Ay, ..., A, € Z paarweise disjunkt und Y C X beliebig die Gleichheit

n

aY N(AgU...UA))=> aYNA,)

v=0

Haben wir also eine Folge (A, ) von paarweise disjunkten Zerlegern mit Vereini-
gung A := | | .y A, gegeben, so gilt fiir jede Teilmenge Y C X aufgrund der
Monotonie unseres dgufleren MaB3es die Abschitzung
aY) = aYN(AgU...UA))+a(YN(AgU...UA))
> aYNAY)+> 7" a(YNA)

Im Grenzwert n — oo ergibt sich so die erste Ungleichung der Ungleichungskette
aY) > a(Y N A9 —i—Zoz YNA) > aYNA)+a(YNA) > o)
v=0

Die anderen beiden Ungleichungen folgen aus der o-Subadditivitiit unseres dul3e-
ren MaBles. Damit haben wir iiberall Gleichheit und A ist auch ein Zerleger und
Z eine o-Algebra. Setzen wir in unserer Ungleichungskette Y = A, so folgt hin-
wiederum die o-Additivitit von o : Z — [0, 1]. Also ist « in der Tat ein Maf auf
der o-Algebra Z aller Zerleger. [
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Beweis von Proposition 1.2.14 iiber die grofite Maffortsetzung. Seien A ein Men-
genring, i : A — [0, 0o] ein PramaB auf A und p* : P(X) — [0, 00 dasin 1.2.22
konstruierte duBere MaBl. Um Proposition 1.2.14 zur Konstruktion der groften
Mabfortsetzung aus dem Zerlegerlemma 1.2.25 abzuleiten, miissen wir nur noch
zeigen, daBB A aus p*-Zerlegern besteht. Fiir jedes duBere MaBl auf P(X) und
beliebige A, Y C X gilt per definitionem

W(Y) < (Y N A) 4 (Y 0A°)

Wir miissen fir A € A und beliebiges Y C X auch die andere Ungleichung
zeigen. Das ist nur im Fall (YY) < oo problematisch. Unter dieser Voraussetzung
finden wir aber fiir beliebiges ¢ > 0 eine Folge (B,,) in AmitY C |J,, B, und

2 neo 1(By)
S (B MA) + (B, N A°)
> (Y NA)+ p (Y N A

pwY)+e

AVARAY)

Da das fiir alle £ > 0 gilt, folgt die andere Ungleichung
pwr(Y) Z pr (Y 0 A) + (Y N A%

und damit die Gleichheit. Also besteht .4 in der Tat aus ;*-meflbaren Mengen und
die Proposition 1.2.14 ist bewiesen. [

Beweis des Maffortsetzungssatzes von Caratheodory 1.2.10. Die Existenz einer
Mabfortsetzung haben wir bereits als Proposition 1.2.14 gezeigt und nur die Ein-
deutigkeit ist noch zu zeigen. Sei dazu v eine zweite Fortsetzung. Es gilt zu zeigen
u(C) = v(C) fur alle C' € M. Aus der Konstruktion von 4 in 1.2.14 folgt be-
reits v(C') < u(C'). Da wir unser Praimaf} o-endlich angenommen hatten, gibt es
jedoch eine aufsteigende Folge Ag C A; C Ay C ...in Amit|JA, = X und
w(A,) < oo Vn. Wir miissen nur fiir alle n die Gleichungen

pw(CNA,) =v(CnA,)

zeigen, dann ergibt sich 4(C') = v(C') im Grenzwert n — oco. Wie bereits erwihnt
gilt jedoch v(C' N A,,) < u(C N A,) und ganz genauso auch v(C° N A,) <
u(C° N A,), und da die Summe dieser Ungleichungen die Gleichung v(A,,) =
1(Ay,) liefert, miissen unsere Ungleichungen beide schon Gleichungen gewesen
sein. ]
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Proposition 1.2.27 (MaBe und ihre Integrale). Wir erhalten eine Bijektion

Monoton wachsende

{Borelmafie auf R} = linksseitig stetige Funktionen
f:R — Rmit f(0) =0
. pl0,x) falls x > 0;
a ~ (f“ e { —ulz,0) fallsx <O0.

1.2.28. Die Umkehrabbildung zur Bijektion aus unserer Proposition notieren wir
f— df. Das MaB df heiflit auch das Stieltjes-MaB zu f.

Beweis. Man priift leicht, dal unsere Abbildungsvorschrift ;1 — f,, in der Tat ei-
ne Abbildung zwischen den im Satz beschriebenen Mengen liefert. Es gilt, eine
Umkehrabbildung zu konstruieren. Dazu betrachten wir zu f monoton wachsend
linksseitig stetig das in 1.2.8 konstruierte Prima8l d f und erweitern es mit dem
MaBfortsetzungssatz zu einem MaB d f auf den Borelmengen. Das so konstruierte
MaB 1o = iy hat offensichtlich die Eigenschaft f = f, + f(0). Gehen wir an-
dererseits von p aus, so stimmt das MaB d f,, auf einem erzeugenden Mengenring
der borelschen o-Algebra mit £ {iberein und wir haben folglich i = d f,,. [

1.2.29. Es gibt also fiir jede linksseitig stetige monoton wachsende Funktion f :
R — R genau ein topologisches MaB d f auf R mit (df)([a,b)) = f(b) — f(a)
fiir beliebige a,b € R mit a < b. Unser Lebesguemall kann man in dieser No-
tation auch schreiben als das Mal} dz, mit z als alternativer Bezeichnung fiir die
Identitit idg : R — R, x +— z auf der reellen Zahlengeraden. Etwas allgemeiner
kann man so auch fiir jeden orientierten eindimensionalen reellen affinen Raum
X und jede linksseitig stetige monoton wachsende Funktion f : X — R in natiir-
licher Weise ein topologisches Mal3 d f auf X erklidren. Die Beziehung zu unseren
Kovektorfeldern d f fiir differenzierbare Funktionen f diskutieren wir in 1.5.28.

Korollar 1.2.30 (WahrscheinlichkeitsmaBle und Verteilungsfunktionen). Wir
erhalten eine Bijektion

Monoton wachsende
linksseitig stetige Funktionen
VR — [0,1] mit
inf V(R) =0 undsup V(R) =1

{Wahrscheinlichkeitsmafie auf R} —

I — (Vi :z— p(—o0,x))
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Ergdnzung 1.2.31. Im Fall von WahrscheinlichkeitsmaBen x auf R mit seiner o-
Algebra der topologisch mebaren Mengen ist es iiblich, eine Variante der Kon-
struktion aus Satz 1.2.27 zu betrachten und die Verteilungsfunktion des Wahr-
scheinlichkeitsmaBes /1 zu definieren durch die Vorschrift V),(z) = p(—o0, ) und
allgemeiner V,(x1,...,2,) = p((—00,21) X ... x (—00,z,)) fiir Wahrschein-
lichkeitsmaBle auf R". Damit erhalten wir dann eine eineindeutige Entsprechung
zwischen der Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaf3e auf R und der Menge aller
linksseitig stetigen monoton wachsenden Funktionen V' : R — R mit Infimum
Null und Supremum Eins, in Formeln inf(V'(R)) = 0 und sup(V(R)) = 1, oder
allgemeiner zwischen der Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf R™ und der
Menge aller in jeder Variablen linksseitig stetigen monoton wachsenden Funktio-
nen V' : R” — R mit Infimum Null und Supremum Eins. Andere Quellen erklédren
die Verteilungsfunktion abweichend als F),(x) = u(—oo, x| und erhalten dann
analog eine eineindeutige Entsprechung zwischen der Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmaBle auf R und der Menge aller rechtsseitig stetigen monoton wachsen-
den Funktionen £’ : R — R mit Infimum Null und Supremum Eins.

Ubungen

Ubung 1.2.32. Gegeben Mengen X und Y sowie Mengenringe A C P(X) und
B C P(X) ist auch das System aller endlichen Vereinigungen von paarweise dis-
junkten Mengen der Gestalt A x B mit A € 4 und B € B ein Mengenring in
P(X x Y). Diese Ubung ist wichtig zur Vorbereitung der Diskussion von Pro-
duktmalen.

Ubung 1.2.33. Man zeige, da3 zwei MaB3e auf ein- und derselben o-Algebra iiber-
einstimmen, sobald sie auf einem schnittstabilen Erzeugendensystem unserer o-
Algebra iibereinstimmen, das dariiber hinaus o-endlich ist in dem Sinne, daf3
die ganze Menge durch eine Folge von Mengen endlichen Malles aus besag-
tem Erzeugendensystem iiberdeckt werden kann. Hierbei heilit ein Mengensystem
S C P(X) schnittstabil genau dann, wenn gilt A, B S = AN B € S.

Ubung 1.2.34. Zeigen Sie, daB es hichstens ein normiertes translationsinvari-
antes topologisches MaB3 A auf R geben kann. Hinweis: Zeigen Sie zunichst
A({a}) = 0 fur alle a« € R; Zeigen Sie anschlieBend, daB fiir alle n € N gilt:
A([0,1/n]) = 1/n. Erweitern Sie als nichstes die Aussage auf Intervalle mit ra-
tionalen Endpunkten und schlieflich auf beliebige Intervalle. Wenden Sie dann
den Satz iiber MaBfortsetzungen an.

Ubung 1.2.35. Zeigen Sie, daB es hochstens ein normiertes translationsinvariantes
topologisches Mal} A auf R™ geben kann. Hinweis: 1.2.34.

Ubung 1.2.36 (Mengenring erzeugt von Mengensystem). Ist A C P(X) ein
System von Teilmengen einer Menge X, so heil3t der Schnitt aller Mengenal-
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gebren, die A umfassen, die von A erzeugte Mengenalgebra. Weiter heilit der
Schnitt aller Mengenringe, die .A umfassen, der von .4 erzeugte Mengenring.
Man zeige: Die von einem endlichen System (A, ) ca von Teilmengen einer gege-
benen Menge X erzeugte Mengenalgebra kann beschrieben werden als das Sys-
tem aller Mengen, die man erhélt, wenn man erst fiir alle / C A die paarweise
disjunkten Mengen

Aqy = ﬂAA N ﬂ(X\AA) = mAA\UAA

el T Ml 2T

bildet und dann Vereinigungen derartiger A ;) nimmt. Nimmt man Vereinigungen
derartiger A(;y mit I # (), so ergibt sich der von den A, erzeugte Mengenring.
Die von einem beliebigen System von Teilmengen einer gegebenen Menge er-
zeugte Mengenalgebra ist die Vereinigung der von allen endlichen Teilsystemen
erzeugten Mengenalgebren. Der von einem beliebigen System von Teilmengen
einer gegebenen Menge erzeugte Mengenring ist die Vereinigung der von allen
endlichen Teilsystemen erzeugten Mengenringe.

Ergiinzende Ubung 1.2.37 (Benford’s Gesetz). Zeigen Sie, daB es auf jedem
nichtleeren kompakten Intervall I = [a, b] genau ein topologisches Mal 1 gibt,
das dem ganzen Intervall das MaB3 Eins zuweist und das ,,partiell translationsin-
variant® ist in dem Sinne, dal3 fiir jede Borelmenge A C I und jedes a € R mit
a+ A C I gilt u(A) = p(a + A). Zeigen Sie, daB es auf jedem nichtleeren
kompakten Intervall I = [a, §] C R, genau ein topologisches MaB p gibt, das
dem ganzen Intervall das Mal3 Eins zuweist und das ,,partiell skaleninvariant* ist
in dem Sinne, dal fiir jede Borelmenge A C [ und jedes ¢ € Roy mitcA C [
gilt u(A) = u(cA). Zeigen Sie weiter, dafl dieses Maf}, wenn unser Intervall nicht
nur aus einem Punkt besteht, von der Gestalt az~'dz ist mit @ > 0. Gegeben
ein derartiges MaBl und / so groB3, da3 gilt 5 > 10"« fiir n > 1, wird dann fiir
jede Ziffer i € {1,...,9} das MaB der Menge M, aller x € I, die als Dezi-
malbruch mit erster von Null verschiedener Ziffer ¢+ geschrieben werden konnen,
von (log(i + 1) — log(7))/log(10) um weniger als 1/(n + 1) abweichen. Diese
Verteilung der Anfangsziffern ,,zufilliger* Zahlenreihen tritt in der Wirklichkeit
hiufig auf und heiflt Benford’s Gesetz. Benford fand es beim Nachdenken iiber
die Tatsache, daf3 bei gut gebrauchten Biichern mit Logarithmentafeln die Seiten
mit den Logarithmen zu kleinen Anfangsziffern am Rand viel schwirzer sind als
die Seiten mit den Logarithmen zu grolen Anfangsziffern. Benford’s Gesetz wird
unter anderem eingesetzt, um Steuerbetrug zu entlarven, da von Menschen will-
kiirlich hingeschriebene Zahlenreihen typischerweise eine andere Verteilung von
Anfangsziffern haben.

Erginzende Ubung 1.2.38 (Gleichverteilung im Folgenraum). Man zeige: Auf
dem Raum Ens(N, {W, Z}) aller Folgen in der zweielementigen Menge {IV, Z}
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mit der in [ ] erkliarten Metrik gibt es genau ein Borelmal, das fiir je-
den n-gliedrigen Folgenanfang der Menge aller Folgen mit diesem Anfang das
MalB 27" zuordnet. Man zeige weiter, dafl die durch die dyadische Entwicklung
gegebene Surjektion Ens(N, {W, Z}) — [0, 1] stetig ist und daf} hier das Maf des
Urbilds einer Borelmenge gerade das Lebesguemal} der urspriinglichen Menge ist.
Hinweis: Man mag eine Teilmenge unseres Folgenraums ,,n-verniinftig* nennen
genau dann, wenn sie mit einer Folge auch alle anderen Folgen enthilt, die sich
von dieser frithestens im n-ten Folgenglied unterscheiden. Man mag eine Teilmen-
ge unseres Folgenraums ,,verniinftig* nennen genau dann, wenn sie n-verniinftig
ist fiir mindestens ein n. Man mag von der Erkenntnis ausgehen, daf} die verniinfti-
gen Teilmengen einen Mengenring bilden, und verwenden, daf alle verniinftigen
Teilmengen sowohl offen als auch abgeschlossen und damit nach [ ]
kompakt sind. Jede Uberdeckung einer verniinftigen Teilmenge durch verniinfti-
ge Teilmengen besitzt folglich eine endliche Teiliiberdeckung.

Ergiinzende Ubung 1.2.39. Wir betrachten die Cantor-Menge C, die aus dem
Einheitsintervall Cy = [0, 1] entsteht, indem wir das mittlere Drittel (1/3,2/3)
herausnehmen, dann aus den beiden so entstehenden kompakten Intervallen wie-
der jeweils das offene mittlere Drittel und so weiter, und schlieBlich als C' den
Schnitt iiber alle Mengen C;, nehmen, die wir in dieser Weise in n Schritten erhal-
ten. Man zeige, daB die Cantor-Menge das Lebesguemal A\(C') = 0 Null hat und
iiberabzihlbar ist. Hinweis: Man kann die Cantor-Menge auch beschreiben als die
Menge aller Zahlen, die sich in der Basis Drei mit einer Null vor dem Komma und
ohne die Ziffer Eins ausdriicken lassen, in Formeln

C= {i a137i
i=1

Ergiinzende Ubung 1.2.40. Die Menge aller reellen Zahlen, die sich darstellen las-
sen durch einen unendlichen Dezimalbruch, in dem die Ziffer 6 nicht vorkommit,
bilden eine abgeschlossene Teilmenge von R vom Lebesguemal3 Null.

a; € {0, 2}}

1.3 Vervollstindigung von MaBraumen*

Definition 1.3.1. Eine Teilmenge eines MalBraums, die in einer meBbaren Menge
vom Maf} Null enthalten ist, heiit eine Nullmenge unseres Maflraums. Ein Maf3-
raum X = (X, M, 1) heiBt vollstiindig, wenn jede Nullmenge bereits meBbar ist,
d.h. zu M gehort.

Proposition 1.3.2 (Vervollstindigung von MaBriaumen). Gegeben ein Maf3-
raum (X, M, 1) gibt es genau eine Fortsetzung von i zu einem Maf3 p* auf der
von M und den p-Nullmengen erzeugten o-Algebra M*, und der so entstehende
Mafraum (X, M*, u*) ist vollstéiindig.
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Beweis. Erweitern wir p zu einem duferen Mal p* auf P(X) wie in Lemma
1.2.22 und wenden auf dieses du3ere Mal} das Zerleger-Lemma 1.2.25 an, so folgt,
daB alle p-Nullmengen bereits p*-mefB3bar sind und daB3 mithin p* ein MaB ist auf
M. Das zeigt die Existenz von p*. Fiir die Eindeutigkeit priift man, da AM*
genau aus allen Teilmengen £ C X besteht derart, daB3 es A, B € M gibt mit
A C E C Bund u(B\A) = 0. In der Tat bilden namlich alle diese E eine
o-Algebra. Jedes erweiterte Mall * nimmt aber auf einer solchen Teilmenge F
notwendig den Wert p*(E) = p(A) an. O

1.3.3. Der MaBiraum (X, M*, 1*) heiit die Vervollstindigung des MafBraums
(X, M, u). Die beziiglich der Vervollstindigung des Lebesguemales meBbaren
Teilmengen von R oder auch R™ nennt man die Lebesgue-meB3baren Teilmengen
oder kurz Lebesgue-Mengen. Es ist nicht ganz einfach, eine Lebesgue-Menge in
R explizit anzugeben, die nicht topologisch mef3bar ist. Genauer gesagt wiillte ich
selber nicht, wie ich das machen sollte, und mii3te einen Logiker um Hilfe bitten.
Man kann jedoch zeigen, da} es im Sinne der Mengenlehre ,,mehr Lebesgue-
Mengen in R gibt als topologisch mefbare Teilmengen, vergleiche etwa [Al]

Ubungen

Ubung 1.3.4. Man arbeite den SchluB des Beweises von 1.3.2 aus und zeige, daB
gegeben ein MaBiraum (X, M, 1) das Mengensystem aller £ C X derart, daB} es
A, Be Mgibtmit AC E C Bund u(B\A) =0, eine o-Algebra ist.

Ubung 1.3.5. Zeigen Sie, daB es in R Teilmengen gibt, die nicht Borel-meBbar
und noch nicht einmal Lebesgue-mefbar sind. Hinweis: 1.1.31.

Ubung 1.3.6. Man zeige: Eine Teilmenge der reellen Zahlengeraden ist eine Null-
menge in Bezug auf das Lebesguemal} genau dann, wenn sie sich fiir jedes € > 0
durch eine Folge von kompakten Intervallen [a,, b,] tiberdecken 148t derart, daB
gilt >~ (b, — a,) < . Hinweis: 1.2.10 und 1.2.14.

1.4 MeBbare Abbildungen

1.4.1. Bis jetzt haben wir uns nur mit dem Messen von Mengen beschiftigt. Wir
haben gesehen, da3 das Messen ganz beliebiger Teilmengen der reellen Zahlenge-
rade problematisch ist, konnten jedoch gewisse Mengen als mef3bar auszeichnen
und solchen Mengen sinnvoll ein Mafl zuordnen. Nun wollen wir reellwertigen
Funktionen auf Mafriumen ein Integral zuordnen. Wieder ist das fiir ganz belie-
bige Funktionen problematisch, und wieder konnen wir gewisse Funktionen als
,meBbar* auszeichnen und zumindest allen nichtnegativen mef3baren Funktionen
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sinnvoll ein Integral zuordnen. In einem zweiten Schritt geben wir dann auch ei-
ne Definition fiir das Integral beliebiger meBbarer reellwertiger Funktionen, wann
immer ihr Betrag ein endliches Integral hat.

Definition 1.4.2. Seien (X, M) und (Y, ') MeBrdume. Eine Abbildung f : X —
Y heifit meBbar, wenn das Urbild jeder me3baren Menge mefbar ist, in Formeln

VeNs=fYV)eM.

1.4.3. Nach Ubung 1.3.5 sind nicht alle Teilmengen von R borelmeBbar, und dann
konnen natiirlich auch nicht alle Abbildungen R — R borelmeBbar sein.

Erginzung 1.4.4. Eine mefbare Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) in einen MeBraum heifit auch eine Zufallsvariable auf unserem Wahr-
scheinlichkeitsraum mit Werten in besagtem MeBraum oder ein zufilliges Ele-
ment von besagtem MefBraum. So wiirde etwa ein gerechter Wiirfel modelliert
durch eine Abbildung W : Q — {1,...,6} mit W ~'() meBbarund P(W~1(;)) =
1/6 fur 1 < i < 6. Das Interesse konzentriert sich in diesem Zusammenhang auf
das Studium der Beziehungen zwischen derartigen Zufallsvariablen.

Lemma 1.4.5. Jede Verkniipfung mefbarer Abbildungen ist mef3bar.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Definition mit demselben Argument wie
wir es in [ ] fiir die Stetigkeit der Verkniipfung gesehen hatten. [

1.4.6. Wenn nichts anderes gesagt ist, denken wir uns metrische oder allgemei-
ner topologische Riume stets mit der durch die Borel’sche o-Algebra gegebenen
Struktur eines MeBraums versehen. Wir machen unsere erweiterten reellen Zah-

len R = [—00, 00| zu einem MeBraum, indem wir darauf die von allen Intervallen
erzeugte o-Algebra betrachten. Fiir die natiirliche Topologie auf R im Sinne von
[ ] ist das auch genau die Borel’sche o-Algebra.

Proposition 1.4.7. Alle stetigen Abbildungen sind mef3bar.

Beweis. Da die Urbilder offener Mengen unter stetigen Abbildungen nach [ ]
offen sind, folgt das aus dem anschlieBenden Lemma 1.4.9. 0

Definition 1.4.8. Sei f : X — Y eine Abbildung.

1. Ist M C P(X) eine o-Algebra, so ist offensichtlich auch das Mengensys-
tem f,M :={V CY | f7Y(V) € M} eine o-Algebra. Es heiBt das Bild
unter f der o-Algebra M;

2. Ist NV C P(Y) eine o-Algebra, so ist offensichtlich auch das Mengensystem
N ={f"Y(V) |V € N} eine o-Algebra. Sie heiBt das Urbild unter f
der o-Algebra N
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3. Ist speziell ¢ : B — Y die Einbettung einer Teilmenge B C Y eines
MeBraums (Y, ), so setzen wir i*N = N|p und nennen das die auf B
induzierte o-Algebra N . Sie besteht also gerade aus allen Schnitten mit
B von meBbaren Mengen in Y, in Formeln M| :={ZNB | Z € N'}.

Lemma 1.4.9. Seien (X, M) und (Y, N') zwei Mefiriiume und sei die o-Algebra
N erzeugt von einem Teilsystem S C N. Genau dann ist f : X — Y mefbar,
wenn die Urbilder aller Mengen aus S mef3bar sind, wenn also in Formeln gilt

VeS=f1V)eM

Beweis. Wir verwenden unsere Notation f, M fiir das Bild einer o-Algebra und
insbesondere die Erkenntnis, da} das wieder eine o-Algebra ist. Aus S C f,.M
folgt damit o(S) C f..M, und wegen unserer Annahme o(S) = N bedeutet das
gerade die MeBbarkeit von f. 0

1.4.10. Weil die Beweise vollstindig analog sind und die Terminologie sich als
niitzlich erweisen wird, formulieren wir auch gleich noch die Analoga dieser Aus-
sagen fiir topologische Rdume.

Definition 1.4.11. Sei f : X — Y eine Abbildung.

1. Ist 7 C P(X) eine Topologie, so ist offensichtlich auch das Mengensystem
LT :={V cY| f1(V) e T} eine Topologie, die Finaltopologie;

2. Ist S C P(Y) eine Topologie, so ist offensichtlich auch das Mengensystem
[*S:={f"Y(V) |V € S8} eine Topologie auf X, die Initialtopologie;

Beispiel 1.4.12. Ist7 : B — Y die Einbettung einer Teilmenge in einen topolo-
gischen Raum, so ist die Initialtopologie unsere induzierte Topologie aus [ ]

Lemma 1.4.13. Seien (X, T) und (Y,S) zwei topologische Réiume und sei die
Topologie S erzeugt von einem Teilsystem £ C S. Genau dann ist f : X — Y
stetig, wenn die Urbilder aller Mengen aus £ offen sind, wenn also in Formeln gilt

VeE=fV)eT
Beweis. Vollstindig analog zum Beweis von 1.4.9. [

Definition 1.4.14. Gegeben MeBriume (X, M) und (Y, \') heiBit die von allen
Produkten A x B mit A € M und B € N erzeugte o-Algebra M X N C
P(X xY) die Produkt-o-Algebra.
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1.4.15. Die Projektionen eines Produkts von Mefrdumen auf seine Faktoren sind
mefBbar nach 1.4.9. Mit 1.4.9 sieht man auch leicht, dafl wir so ein Produkt im
Sinne von [ ] in der Kategorie der MeBrdume mit den meBBbaren Abbil-
dungen als Morphismen erhalten. Sind also X, Y, Z MefBrdume und f : 7 — X
sowie g : Z — Y Abbildungen, so sind f und g meBbar genau dann, wenn
(f,9) : Z — X x Y meBbar ist.

Definition 1.4.16. Gegeben topologische Raume X, Y erklart man auf X x Y die
Produkttopologie als die Topologie, die erzeugt wird von allen U x V mit U @ X
und V @ Y.

1.4.17. Die Projektionen eines Produkts topologischer Riume auf seine Faktoren
sind stetig nach 1.4.13. Mit 1.4.13 sieht man auch leicht, da wir so ein Produkt
in der Kategorie der topologischen Rdaume im Sinne von [ ] erhalten.
Sind also XY, Z topologische Réaume und f : 7 — X sowieg : 7 — Y
Abbildungen, so sind f und g stetig genau dann, wenn (f,g) : Z — X x Y stetig
ist. Ebenso sieht man leicht ein, dafl gegeben zwei metrische Rdume die Topologie
zur Produktmetrik mit der Produkttopologie zusammenfillt.

Definition 1.4.18. Gegeben ein topologischer Raum X heilit ein Mengensystem
€ C P(X) eine Basis der Topologie, wenn die offenen Mengen unseres topo-
logischen Raums X alle beliebigen Vereinigungen von Mengen aus &£ sind. Ein
topologischer Raum heif3t abzihlbar basiert, wenn er eine abzéhlbare Basis der
Topologie besitzt.

Beispiel 1.4.19. Gegeben topologische Rdume X, Y bilden die Produkte U x V'
mit U@ X und V@Y eine Basis der Produkttopologie. In der Tat ist das System all
dieser Produkte stabil unter endlichen Schnitten, und nun miissen wir nur unsere
explizite Beschreibung 1.1.17 der von einem Mengensystem erzeugten Topologie
erinnern.

Beispiel 1.4.20. Gegeben topologische Rdume X, Y und &, F jeweils eine Basis
der Topologie bilden die Produkte U x V mit U € £ und V € F eine Basis der
Produkttopologie. In der Tat folgt das sofort aus dem vorhergehenden Beispiel.

Beispiel 1.4.21. Ein iliberabzdhlbarer diskreter Raum ist nicht abzédhlbar basiert.
Der R" ist abzahlbar basiert, wie man leicht einsieht und auch aus der anschlieBen-
den Bemerkung folgern kann. Jede Teilmenge eines abzidhlbar basierten Raums ist
abzdhlbar basiert in Bezug auf ihre Spurtopologie.

Beispiel 1.4.22. Ein metrischer Raum ist genau dann abzéhlbar basiert, wenn er
eine abzédhlbare dichte Teilmenge besitzt. In der Tat, wihlen wir aus jeder Menge
einer Basis der Topologie einen Punkt aus, so erhalten wir sicher eine dichte Teil-
menge, und ist umgekehrt (z,,),en dicht in einem metrischen Raum, so bilden die
offenen Bille B(z,,; 1/m) eine Basis der Topologie. Man nennt metrische Rédume,
die eine abzihlbare dichte Teilmenge besitzen, auch separabel.
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1.4.23 (Diskussion der Terminologie). Statt ,,abzédhlbar basiert” sagt man in der
Literatur meist, der Raum ,,besitze eine abzihlbare Basis* oder er ,,gehorche dem
zweiten Abzihlbarkeitsaxiom*. Weiter nennen viele Autoren auch einen allgemei-
nen topologischen Raum ,,separabel, wenn er eine abzihlbare dichte Teilmenge
besitzt. Das gefillt mir nicht, da dies Konzept meines Erachtens in dieser Allge-
meinheit nicht relevant genug ist, um eine eigene Bezeichnung zu verdienen. Im
Buch von Halmos zur MaBtheorie wird der Begriff ,,separabel* auch fiir allge-
meine topologische Rdume als Synonym fiir unser ,,abzéhlbar basiert* verwendet,
aber damit steht er alleine da.

1.4.24. Besitzt ein topologischer Raum eine abzihlbare Basis der Topologie, so
erzeugen die offenen Mengen aus dieser Basis die Borel’sche o-Algebra.

Proposition 1.4.25. Gegeben abzdhlbar basierte topologische Ridume X,Y ist
die Borel’sche o-Algebra ihres Produkts die Produkt-o-Algebra der Borel’schen
o-Algebren der Faktoren, in Formeln

Borel(X) X Borel(Y') = Borel(X x Y)

Beweis. Die Projektionen auf die Faktoren sind stetig, also sind die Urbilder von
Borelmengen wieder Borelmengen. Gegeben A € Borel(X) und B € Borel(Y)
folgt so A x Y, X x B € Borel(X x Y). Dann gilt aber auch fiir den Schnitt
A x B € Borel(X x Y') und so folgt Borel(X) X Borel(Y) C Borel(X x Y).
Um die Gegenrichtung zu zeigen, wihlen wir zu X und Y jeweils eine abzédhlbare
Basis £, F der Topologie. Nach 1.4.20 bilden dann die Produkte U x V mitU € &
und V' € F eine Basis der Produkttopologie. Nach 1.4.24 erzeugen aber diese
Produkte bereits die Borel’sche o-Algebra von X xY', und so folgt die umgekehrte
Inklusion Borel(X') X Borel(Y) D Borel(X x Y). N

Korollar 1.4.26. Die Summe und das Produkt reellwertiger mefsbarer Funktionen
sind wieder mefsbar.

Beweis. Sei X ein MeBraum und seien f, g : X — R meBbare Funktionen. Nach
1.4.15 ist dann (f,g) : X — R? meBbar in Bezug auf die Produkt-c-Algebra
Borel(R) X Borel(R) in R?. Andererseits sind Addition und ebenso die Multipli-
kation R? — R stetig und folglich meBbar fiir die o-Algebra Borel(R?). Da R
abzdhlbar basiert ist, stimmen diese o-Algebren nach 1.4.25 iiberein und folglich
sind auch f + g und fg als Verkniipfungen meBbarer Abbildungen auch selbst
meBbar. [

Satz 1.4.27 (MeBbarkeit von Grenzwerten von Funktionenfolgen). Sei ein
Mefraum (X, M) gegeben.

1. Eine Funktion f : X — R ist genau dann mefbar, wenn fiir jedes a € R
die Menge {z | f(z) > a} = f~'(a, 0] mefbar ist in X;

29



2. Fiir jede Folge mef3barer Funktionen f, : X — R sind auch ihr Supremum
und ihr Infimum s;i : X — R, s(z) = sup f,(x) bzw. i(z) = inf f,(x)
meflbar;

3. Konvergiert eine Folge mefibarer Funktionen fn : X — R punktweise ge-
gen [ : X — R, soist auch f mefsbar.

Beweis. 1. Die Intervalle der Form (a, oo] erzeugen die o-Algebra der Borel-
Mengen in R und wir konnen 1.4.9 anwenden.

2. Bs gilt s7*(a, 00] = U2, fo ' (a, 00 und i H—o0,a) = s fn =00, a).

3. Nach 2 sind auch die Funktionen sy (z) = sup,sy f.(2) meBibar, und dann
auch die Funktion g : X — R, g(z) = infy sy(z). Diese Funktion bezeichnet
man auch mit ¢ = limsup f,. Falls die f,, punktweise gegen eine Grenzfunk-
tion f konvergieren, so gilt insbesondere f = lim sup f,,, mithin ist dann auch f
mefBbar. ]

Lemma 1.4.28. Ist X ein Mefsraum und Y ein metrischer Raum und konvergiert
eine Folge mef3barer Funktionen f, : X — Y punktweise gegen eine Grenzfunk-
tion f: X =Y, so ist auch die Grenzfunktion f mefibar.

1.4.29. Wir konnen den dritten Teil von Satz 1.4.27 auch als Spezialfall dieses
Lemmas erhalten, wenn wir etwa beachten, dal unsere Topologie auf R auch als
eine metrische Topologie erhalten werden kann. Das Lemma gilt im {ibrigen mit
demselben Beweis fiir einen beliebigen Hausdorffraum mit der Eigenschaft, daf3
jede seiner abgeschlossenen Mengen als der Schnitt einer abzédhlbaren Familie
offener Mengen geschrieben werden kann.

Beweis. Nach 1.4.9 reicht es, fiir alle abgeschlossenen Teilmengen A & Y zu zei-
gen, daf} ihr Urbild unter f mefBbar ist. Nun gibt es jedoch eine absteigende Folge
offener Mengen Uy D U; D ... mit Schnitt A. Dannist f(z) € A gleichbedeutend
dazu, daB es fiir jedes i € Nein N = N(z, i) gibt mit f,,(z) € U; firn > N(z,1).
Damit kénnen wir f~!(A) wie folgt beschreiben: Wir bilden zunéchst fiir jedes i
die Menge

Vii={r e X |INmitn > N = fu(z) €U} = | [) £ (U)

N>0n>N

und erhalten f~'(A) = (5, Vi. Diese Darstellung zeigt, daB mit den f,*(U;)
auch f~!(A) meBbar sein muB. O

Ergdnzung 1.4.30. Eine Funktion auf einem MaBraum (X, M, 1), die meBbar ist
auf dem in Bezug auf das MaB i vervollstindigten Mafiraum (X, M*, 1*), nennen
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wir si-meBbar. Insbesondere heifit eine Abbildung R — R Lebesgue-meBbar
genau dann, wenn sie A-meBbar ist fiir A das Lebesguemall. Wir werden nach
Moglichkeit versuchen, ohne diese Begrifflichkeit auszukommen. Die Beziehung
dieses Begriffs zur Mefbarkeit in Bezug auf M klirt 1.5.18.

1.4.31. Geht man von diskreten Mengen zu allgemeineren ,,Riumen* {iber, so gibt
es zwei besonders natiirliche Verallgemeinerungen fiir das Konzept einer Funkti-
on: Funktionen und MaBe. Gegeben eine Abbildung X — Y konnen Funktionen
auf Y zu Funktionen auf X zuriickgezogen werden, Mal3e auf X jedoch liefern in
der Gegenrichtung BildmaBe auf Y. Diese zugegebenermallen vagen Andeutung-
en werden im folgenden in speziellen Situationen ausgefiihrt.

Definition 1.4.32. Gegeben eine meBbare Abbildung ¢ : X — Y von MeBriu-
men und ein Mal} i auf X erkldart man das BildmaB ¢, auf Y dadurch, daf3 man
fiir jede mebare Menge A C Y setzt

(Gut)(A) 1= p(¢ " A)

1.4.33. Offensichtlich liefert diese Vorschrift in der Tat ein Maf} auf Y. Zusitzlich
gilt fiir jede weitere meBbare Abbildung ) : Y — Z von MefBriaumen die Formel
Vi (¢spt) = (¢ 0 @), und fiir die Identitdt auf X die Formel id, p = p.

Beispiel 1.4.34. Das Bildma@ des Dirac-Malfles auf einer einpunktigen Menge un-
ter einer mefbaren Abbildung in einen MefBraum ist das Dirac-Mafl am Bildpunkt.

1.4.35. Ist (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so heifit das Bildmaf des Wahr-
scheinlichkeitsmaBes unter einer Zufallsvariable X : () — Y die Verteilung der
Zufallsvariable und wird PX := X, P notiert. Im Fall einer reellwertigen Zu-
fallsvariable Y = R ist also P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf R. Seine Vertei-
lungsfunktion im Sinne von 1.2.31 heiflt die Verteilungsfunktion oder priziser
die kumulative Verteilungsfunktion unserer Zufallsvariablen.

Beispiel 1.4.36. Die geometrische Verteilung mit Parameter p € [0, 1) auf N>,
ist das MaB p = 1, auf N>q mit p(2) = p*~!(1 — p). Die Wahrscheinlichkeit, mit
einem gerechten Wiirfel beim i-ten Wurf zum ersten Mal eine Sechs zu wiirfeln,
ist zum Beispiel ju5/6(¢) = (5/6)""" - (1/6).

1.4.37. Manchmal scheint mir die dquivalente Terminologie der ,,Verwandtschaft*
transparenter, die ich nun einfiihre. Gegeben eine meB3bare Abbildung ¢ : X — Y
von MeBriumen und ein Mal} i auf X und ein MaB3 v auf Y heillen die beiden
MaBe ¢-verwandt und wir schreiben ¢ : p ~» v, wenn gilt v(A) = pu(¢'A) fiir
jede meBbare Teilmenge A C Y. Gleichbedeutend ist per definitionem v = ¢, .
Jedes Mal} hat also unter jeder meB3baren Abbildung genau einen ,,Vorwirtsver-
wandten®. Das mag den konzeptionellen Unterschied zwischen MaBen und Funk-
tionen deutlich machen, die im Gegensatz dazu stets genau einen ,,Riickwérts-
verwandten‘ haben. Die Verwandtschaft von Mafen erfiillt offensichtlich die fiir
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Versuch der graphischen Darstellung eines BildmaBes. Das Maf einer Teilmenge
ist hier so in etwa zu verstehen als die Zahl der Strichle in besagter Teilmenge.
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Verwandtschaften gewohnten Regeln, daf3 giltid : 4~ pund daB3 aus ¥ : A~ p
und ¢ : p~ v und folgt (po 1)) : A~ v,

1.4.38. Unter einer Verfeinerung eines Wahrscheinlichkeitsraums (§2, A, P) ver-
stehe ich eine meBbare Abbildung )" — (2 von einem weiteren Wahrscheinlich-
keitsraum (€', A’, P’) nach () derart, daB P das BildmaB von P’ ist. Ganz allge-
mein interessieren in der Wahrscheinlichkeitstheorie nur diejenigen Konstruktio-
nen und Definitionen, die vetrdglich sind mit dem Zuriickholen unter einer belie-
bigen Verfeinerung. Im Fall eines Wiirfels konnte {2 etwa aus den sechs moglichen
Ausgingen eines Wiirfelexperiments bestehen, es konnte jedoch auch viel groer
sein und etwa aus allen moglichen Ausgédngen eines einmaligen Wiirfelns mit hun-
dert Wiirfeln bestehen, von denen unser Wiirfel nur einer ist, oder aus allen Paaren
in{1,...,6} x {an, aus} bestehen, bei denen der zweite Eintrag erinnert, ob das
Licht in dem Raum, in dem gewiirfelt wurde, nun an oder aus war. Man beachte,
daB} bei Verfeinerungen neue Ereignisse hinzukommen kénnen und Elementar-
Ereignisse im allgemeinen keine Elementar-Ereignisse bleiben werden. Insofern
ist der Begriff eines Elementar-Ereignisses der Wahrscheinlichkeitstheorie fremd.

Ubungen

Ubung 1.4.39. Man zeige, daB jede linksseitig stetige Funktion f : R — R meB-
bar ist. Hinweis: Man schreibe f als punktweisen Grenzwert stiickweise konstan-
ter Funktionen. Man zeige, daf} jede in jeder Variablen monoton wachsende und
linksseitig stetige Funktion f : R” — R mefBbar ist.

Ubung 1.4.40. Alle monotonen Abbildungen R — R sind meBbar.
Ergiinzende Ubung 1.4.41. Jeder kompakte metrische Raum ist separabel.

Ubung 1.4.42. Jede offene Uberdeckung eines abziihlbar basierten Raums besitzt
eine abzdhlbare Teiliiberdeckung. In einem abzihlbar basierten Raum ist jede dis-
krete Teilmenge abzihlbar.

Ubung 1.4.43. Eine stetige Abbildung f : X — Y heiBt final, wenn Y die Fi-
naltopologie in Bezug auf f triagt. Man zeige: Gegeben f : X — Y final und ein
weiterer topologischer Raum Z ist eine Abbildung ¢ : Y — Z genau dann stetig,
wenn g o f stetig ist.

1.5 Das Integral von nichtnegativen Funktionen

Definition 1.5.1. Eine Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt, nenne ich
eine Stufenfunktion.

1.5.2. Ist X eine Menge und A C X eine Teilmenge, so ist die charakteristische
Funktion y 4 = [A] : X — {0, 1} von A eine Stufenfunktion. Ich erinnere daran,
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daB sie definiert wird durch die Vorschrift

A ={ o g4

Sie heiflt auch die Indikatorfunktion von A und wird oft alternativ 1, notiert.
Ich ziehe jedoch in der Linie meines allgemeinen Kampfes gegen den Index die
Notation [A] vor.

Beispiele 1.5.3. Ist (X, M) ein MeBraum, so ist jede reellwertige meBbare Stu-
fenfunktion s : X — R von der Form

s = Z cilAil
i=1
fiir eine Zerlegung X = | |’ , A; von X in endlich viele paarweise disjunkte
meBbare Teilmengen und geeignete ¢; € R. Offensichtlich bilden dann auch die
reellwertigen meBbaren Stufenfunktionen einen Untervektorraum im Raum aller
reellwertigen Funktionen auf X.

Definition 1.5.4 (Integral nichtnegativer reeller Stufenfunktionen). Gegeben
ein MaBraum (X, M, ) und eine meBbare reellwertige nichtnegative Stufenfunk-
tion s : X — [0, 00) erkldrt man das Integral [s = [, s = [, su € [0,00] von
s iiber X durch die Formel

[on= 3 culse)

ces(X)\0

1.5.5. Ich habe in dieser Formel den Summanden fiir c = 0 weggelassen, um den
Ausdruck 0 - oo zu vermeiden. Im folgenden erweist es sich jedoch als bequemer,
diesen Summanden zuzulassen und mit der Konvention 0 - oo = 0 zu arbeiten.
Weiter habe ich nur ¢ € s(X) statt ¢ € R geschrieben, um eine endliche Summe
zu erhalten. Da aber die Summanden fiir ¢ ¢ s(X') eh Null sind, hétten wir, ohne
etwas am Resultat zu dndern, auch iiber alle ¢ € R summieren konnen.

1.5.6 (Eigenschaften des Integrals reeller meBbarer Stufenfunktionen). Na-
tiirlich gilt [as = a [s, Va € (0,00), und ist ¢ : X — [0,00) eine zweite
meBbare Stufenfunktion, so gilt

/s—l—t:/s—l—/t

und mithin auch s <t = [s < [t Inder Tat, schreiben wir X, := s~ '(a) N
t=1(b), so ergibt sich mit der Additivitit des MaBes unmittelbar

[s+t =X .con (Uc:a-‘rb Xavb) = Za,b(a +0) - (Xap)
s =2 au(Uy Xap) = ap @ 1 Xap)
Jt =301 (U, Xap) =D ap b 1 Xap)
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Fir s := )" ¢[A;] mit ¢; € [0, 00) wird also das Integral gegeben durch die
Formel [ s =", c;u(A;).

Definition 1.5.7 (Integral nichtnegativer Funktionen). Gegeben ein Mafiraum
X = (X, M, u) und eine meBbare Abbildung f : X — [0, 00| definieren wir
ein Element [ f1 aus [0, 0o, das Integral von f iiber X, als das Supremum der
Integrale aller reellwertigen nichtnegativen mefbaren Stufenfunktionen s : X —
[0,00) mit s(z) < f(z) fir alle x € X, in Formeln

[ sm=smp [

1.5.8. Ist f bereits selbst eine reelle Stufenfunktion, so wird das fragliche Supre-
mum offensichtlich bei s = f angenommen und wir erhalten unser Integral von
Stufenfunktionen 1.5.4 fiir s = f.

1.5.9. Wir verwenden fiir dies Integral auch die Notationen

[r- /X fu = /X F(@)l)

Die eckigen Klammern sollen andeuten, da mit ;(x) nicht der Wert einer etwai-
gen Funktion p an einer Stelle x gemeint ist. Vielmehr wird dieser Ausdruck erst
in Verbindung mit dem Integralzeichen sinnvoll.

1.5.10 (Diskussion der Notation). In der Literatur findet man meist die Notation
/ + Jdp. Diese leider allgemein iibliche Notation scheint mir jedoch im Lichte der
urspriinglichen Bedeutung des Symbols d unter dem Integralzeichen vollig abwe-
gig, um nicht zu sagen irrefithrend: Das Differential d macht aus einer Funktion
ein Mal3, wie etwa in 1.2.8 erklirt, aber wo bereits ein Mal} steht, hat es nichts
mehr zu suchen. Neuerdings sieht man vielfach auch die Notation [ f(z)u(dz),
die mich aber im Fall allgemeiner Mallrdume auch nicht iiberzeugt: Man denke
etwa an das ZdhlmaB auf einem diskreten Raum.

Erginzung 1.5.11 (Bedeutung der MeBbarkeit). Unsere Definition des Integrals
1.5.7 ist sogar fiir ganz beliebige, nicht notwendig mef3bare Funktionen f : X —
[0, oo] sinnvoll. Das Supremum heifit dann das Unterintegral von f. Der Beweis
des folgenden Satzes iiber monotone Konvergenz zeigt, welche Rolle die MeB3bar-
keit von f spielt. Der Beweis des gleich anschlieenden Satzes 1.5.14 zeigt dann
weiter, wie die MeBbarkeit in den Beweis der Formel [ f+¢ = [ f+ [ g eingeht,
die fiir nicht meBbare Funktionen f und g im Allgemeinen nicht mehr gilt.

Satz 1.5.12 (iiber monotone Konvergenz). Ist (X, M, i) ein Mafsraum und ( f,,)
eine monoton wachsende Folge mefbarer Funktionen f,, : X — [0, 0], gilt also
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in Formeln 0 < fy < f1 < ..., so ist auch der punktweise Grenzwert f : X —
[0,00], f(z) :=limy, o fn(z) der f, mefSbar und es gilt

L/fuzhm Jutt
X n—oo X

1.5.13. Das Bild zu [ ] zeigt eine Folge stetiger Funktionen, die punkt-
weise gegen die Nullfunktion konvergieren, ohne daf} ihre Integrale gegen Null
streben. Die Annahme der Monotonie unserer Folge ist also wesentlich.

Beweis. Die MefBbarkeit von f folgt aus 1.4.27. Die Abschitzung > ist evident.
Es gilt, < zu zeigen. Dafiir reicht es, wenn wir fiir jede meBbare Stufenfunktion
s: X — [0,00) mits < fund jedesn € (0,1) die Abschitzung

n/s§1m1 In

n—oo

r

zeigen. Nun haben wirja s = > |_ ¢;[A;] fur geeignete paarweise disjunkte mef-
bare Mengen A; und ¢; € (0,00). Setzen wir A} = {x € A; | fu(x) > ne;}, so
sind auch die A7 meBbar und es gilt AY C A} C A? C ... sowie |JA? = A,.
Nach 1.1.34 gilt

lim p(A2) = j(Ay)

n—o0

Betrachten wir die Stufenfunktionen s,, = > . n¢;[A?], so gilt mithin

lim/sn:n/s
n—oo

Andererseits haben wir aber nach Konstruktion s,, < f,, und folglich f Sy <
[ fu- Bilden wir nun auf beiden Seiten den Grenzwert fiir n — oo, so ergibt sich
zusammenfassend 7 [ s < lim,,_, [ f, wie gewiinscht. O

Satz 1.5.14 (Eigenschaften des Integrals nichtnegativer Funktionen). Gege-
ben nichtnegative mefibare Funktionen f, g mit Werten in [0, co| auf einem Maj3-
raum gilt

L f<g=[f<[g
2. [ef=c[f Vee (0,00);
3 [f+g=[Ff+]g

Beweis. Nur der dritte Punkt braucht einen Beweis. Sind f und g reelle Stufen-
funktionen, so haben wir die Behauptung schon in 1.5.6 gezeigt. Um den allge-
meinen Fall daraus abzuleiten, brauchen wir ein Lemma.
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Die ersten Glieder unserer monotonen Folge von nichtnegativen
Stufenfunktionen, die punktweise gegen eine gegebene nichtnegative Funktion
konvergieren.
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Lemma 1.5.15. Sei (X, M) ein Mefiraum und f : X — [0, 00| eine mef3bare
Funktion. So gibt es eine monotone Folge 0 < o < 1 < ... von mefibaren
Stufenfunktionen mit Werten in [0, 00), die punktweise gegen [ konvergiert.

Beweis. Wir konstruieren ¢,, zum Beispiel wie folgt: Sei 0 = a9 < a1 < ... <
a, = n die dquidistante Einteilung von [0, n] in Stiicke der Linge 27", also
r = n2" und a; = i27". Wir setzen A; = f[a;,a;1) fir 0 < i < r sowie
A, = f7'[n,00] und bilden ¢, = > ;a;[A]. Es ist offensichtlich, daB wir
so eine monotone Folge von Stufenfunktionen erhalten, die punktweise gegen f
konvergiert. 0

Jetzt schreiben wir f und ¢ als punktweise Grenzwerte von monotonen Folgen
meBbarer Stufenfunktionen, 0 < ¢y < ;3 < ...und 0 < Yy < ¢y < ..., und
folgern mit dem Satz 1.5.12 iiber monotone Konvergenz

/f—l—g—hm/gon+2/1n—11m/g0n+11m/¢n /f—l—/g N

1.5.16 (Integrale iiber Restriktionen von MafBen). Ist (X, M, 1) ein Mairaum
und A C X eine meBbare Teilmenge und (A, M| 4, i) der induzierte MaBraum
nach 1.1.38, so notieren wir Integrale in Bezug auf diesen Mallraum gerne f A S
oder auch [ 1 f Ist f o X — [0, oo] meBbar, so haben wir offensichtlich

fr= fwr

Hier ist links das Integral der Restriktion von f auf A gemeint und rechts das
Integral des Produkts von f mit der charakteristischen Funktion von A, gebildet
mit der Konvention 0 - oo = 0.

Ergdnzung 1.5.17. Ich habe nicht durchdacht, ob fiir j : A — X eine injektive
meBbare Abbildung von MefBriumen mit der Eigenschaft, da3 die Bilder meBbarer
Mengen wieder meBbar sind, die Notation j's fiir das vermittels j eingeschriinkte
MaB sinnvoll sein konnte. Es ist ja schon so, daf} derartige Abbildungen das meB3-
bare Analogon von étalen Abbildungen sind, und in kartesischen Diagrammen in
der Kategorie der MeBriume gilt durchaus v, j'jt = i' ¢, .

Ergdnzung 1.5.18. Sei (X, M, u) ein MaBraum. Fiir jede y-meBbare Funktion
f: X — Rim Sinne von 1.4.30 gibt es eine meBbare Funktion f X — R, die
auBerhalb einer p-Nullmenge mit f tibereinstimmt. In der Tat kénnen wir f nach
1.5.15 schreiben als punktweisen Grenzwert einer Folge von p-meBbaren Stufen-
funktionen f(x) = lim s,,(). Dann verkleinern wir die Grundfléchen aller Stufen
von von Null verschiedener Hohe zu meB3baren Mengen so, dal} sich das Maf} der
Stufen nicht dndert, und erhalten eine Folge von mefbaren Stufenfunktionen s,,,
die auBlerhalb einer mefBbaren Nullmenge A punktweise gegen f konvergiert, und
betrachten den punktweisen Grenzwert f(z) = lim,,_,..[A](x)3, ().

38



Ubungen

Ubung 1.5.19 (Vertriglichkeit des Integrals mit Verwandtschaft). Sei ¢ : X —
Y eine meBbare Abbildung von MeBrdaumen. Seien p und v unter ¢ verwandte
MaBe auf X beziehungsweise Y, in Formeln ¢ : ;1 ~ v, und seien f und g unter
¢ verwandte meBbare Funktionen nach [0, o], in Formeln ¢ : f ~ g. So gilt

/Xfuz/ygv

Ist gleichbedeutend in unserer alternativen Terminologie x ein MaB3 auf X und
g:Y — [0, 00] meBbar, so gilt [\ (g0 d)u= [, g(d.p).

Ubung 1.5.20. Sei (X, M) ein MeBraum. Man zeige: Die Summe zweier MaBe
i, v auf M ist wieder ein MaBl i + v auf M und fiir jede meBbare Funktion

foX = [0,00]gilt [ f(p+v)=[fu+ [fv
Ubung 1.5.21. Sei (N, i) ein MaBraum mit dem NullmaB ;(N) = 0. So ver-
schwindet fiir jede meBbare Funktion f : N — [0, co] das Integral, in Formeln

/Nfu=0

Ubung 1.5.22. Sei (X, M, j1) ein MaBraum und X = | |, _y X, eine Zerlegung in
abzihlbar viele paarweise disjunkte mef3bare Teilmengen. So gilt fiir jede mefBbare
Funktion f : X — [0, oo] die Formel

/Xf:neZN an

Ubung 1.5.23. Gegeben eine meBbare nichtnegative Funktion g auf einem MaB-
raum (X, M, p) mit [, gy < oo gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein @ = o > 0 derart,
dab fur alle A € M gilt

pAd) <a = /gu<£
A

Hinweis: Es gibt sicher eine meBbare Stufenfunktion i : X — [0, 00) mit h < g
und [ gp < [ hp +¢/2.

Ubung 1.5.24. Gegeben eine meBbare nichtnegative Funktion g auf einem MaB-
raum (X, M, p) mit [, gy < oo gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein § = 3. > 0 mit

/inf(g,ﬁ)u <e

Hinweis: Es gibt sicher eine meBbare Stufenfunktion 4 : X — [0,00) mith < g
und [ gp < [hp +¢/2.
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Ubung 1.5.25. Man zeige: Gegeben ein MaBraum X und eine Folge ( f,,) nichtne-
gativer meBbarer Funktionen f,, : X — [0, 0o] ist auch ihre Summe ) f,, meBbar

und es gilt
[X6n=%n

Ubung 1.5.26 (Produkte von MaBen mit Funktionen). Ist (X, 1) ein MaBraum
und g : X — [0, cc| meBbar, so erhalten wir ein neues MaB gy auf X durch die
Vorschrift (gu)(A) = [, gi und fiir jede weitere mefibare Funktion f : X —
[0, 00] gilt mit der Konvention 0 - co = 0 = oo - 0 die Identitit von MaBen
flgp) = (fg)p. Ist dhnlich f : X — R gegeben, so ist f integrierbar in Bezug
auf (gu) genau dann, wenn unter der Konvention 0 - oo = 0 die Funktion fg
integrierbar ist in Bezug auf 4, und unter diesen Voraussetzungen gilt

/(fg) = /f (g911)

Ubung 1.5.27. Ist (X, i) ein o-endlicher MaBraum und sind f,g : X — [0, oq]
meBbar, so gilt die Gleichheit von MaBlen fu = gu genau dann, wenn f und
g auBlerhalb einer meBbaren Menge vom Maf} Null iibereinstimmen. Man gebe
auch ein Gegenbeispiel im Fall nicht o-endlicher Mafirdume. Hinweis: Man ziehe
sich auf den Fall p(X) < oo zuriick und betrachte dann zunichst die Mengen
{z|n> f(z) > g(x)+1/n}.

Ergiinzende Ubung 1.5.28. Nach 1.2.27 gibt es fiir jede linksseitig stetige mono-
ton wachsende Funktion f : R — R genau ein topologisches MafB} d f auf R mit
(df)([a,b)) = f(b) — f(a) fir beliebige a,b € R mit a < b. Man zeige: Ist un-
ser f zusitzlich stetig differenzierbar, so stimmt d f tiberein mit dem Vielfachen
f'(x)dz des LebesguemalBes im Sinne von 1.5.26.

1.6 Integrierbare Funktionen und ihr Integral

Definition 1.6.1. Gegeben ein MaBraum X = (X, M, u) heiBt eine Funktion f :
X — Rintegrierbar, wenn sie meBbar ist und wenn zusitzlich gilt [ | f| < oo im
Sinne des Integrals nichtnegativer Funktionen 1.5.7. Wir definieren das Integral
| f € R einer integrierbaren Funktion f : X — R durch die Vorschrift

[r=[r-]s

Hier bezeichnet f*, f~ : X — [0, 00) den positiven beziehungsweise negativen
Anteil von f, der gegeben wird durch f*(z) = sup(+f(z),0). Die Menge aller
integrierbaren Funktionen f : X — R notieren wir je nach der gewiinschten
Prizision £}(X) = LL(X;p) = LL(X; M, p).
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1.6.2 (Beziehung unserer beiden Varianten des Integralbegriffs). Wir haben
nun genau genommen fiir jeden MaBraum (X, M, 1) zwei Integrale definiert: Ein
Integral fiir meBbare nichtnegative Funktionen mit Werten in [0, oo, das Werte
in [0, co] annimmt, und ein Integral fiir integrierbare reellwertige Funktionen, das
reelle Werte annimmt. Offensichtlich stimmen im Fall einer nichtnegativen reell-
wertigen integrierbaren Funktion diese beiden Integrale iiberein, auf dem Schnitt
ihrer Definitionsbereiche liefern unsere beiden Varianten des Integralbegriffs in
anderen Worten dasselbe. Es ist deshalb sinnvoll, fiir beide Konzepte dasselbe
Symbol zu verwenden.

Erginzung 1.6.3 (Erweiterungen des Integralbegriffs). Man kann in einer ge-
meinsamen Verallgemeinerung unserer beiden Varianten des Integralbegriffs auch
beliebigen meBbaren Funktionen mit Werten in (—oo, co] und integrierbarem Ne-
gativteil f_ noch sinnvoll ein Integral in (—o00, 0| zuordnen. In dieser Allgemein-
heit werde ich jedoch das Integral nie verwenden.

Erginzung 1.6.4 (Erweiterungen des Begriffs der Integrierbarkeit). Der Be-
griff der Integrierbarkeit wird in der Literatur oft weiter gefalt als in diesem Text,
um alle Funktionen einzuschlieen, denen man ,,noch irgendwie in sinnvoller Wei-
se ein Integral zuordnen kann*. Eine so abgeénderte Terminologie entspricht mog-
licherweise besser unserem Sprachempfinden, sie schien mir jedoch fiir die prizi-
se Formulierung der Theorie ungeschickt. Hier will ich die verschiedenen in der
Literatur gingigen Begriffsvarianten Revue passieren lassen. Zundchst mag man
auch solche Funktionen f : X — R noch ,,integrierbar nennen wollen, die im
Sinne der vorhergehenden Definition integrierbar sind in Bezug auf den vervoll-
standigten MafBraum. In einer anderen Richtung mag man auch solche Funktionen
f:X - R noch »integrierbar nennen wollen, fiir die die Stellen, an denen sie
einen der Werte 0o annimmt, eine Nullmenge bilden, auf deren Komplement sie
in dann unserem Sinne integrierbar sind. Weiter kann man diese beiden Erweite-
rungen natiirlich auch kombinieren. Und schlieBlich versteht man oft unter einer
»integrierbaren Funktion* gewisse Objekte, die im Sinne der Mengenlehre streng
genommen gar keine Funktionen mehr sind und die wir in 2.2.17 als ,,integrier-
bare fast liberall definierte Funktionen* einfiihren werden. Diese Objekte hiingen
dann nicht mehr davon ab, mit Hilfe welcher der obigen Begriffsvarianten wir sie
konstruieren.

Ergdnzung 1.6.5. Gegeben eine reellwertige integrierbare Zufallsvariable X auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) heift ihr Integral der Erwartungswert
der Zufallsvariable und wird E(X) := [, X (w)P(w) notiert.

Beispiel 1.6.6 (Integrierbarkeit und absolute Konvergenz). Ist / eine abzahl-
bare Menge, so ist eine Funktion f : I — R integrierbar fiir das Zdhlmal} ge-
nau dann, wenn fiir eine oder gleichbedeutend jede ,,Abzidhlung* von I die Reihe
> icr /(i) absolut konvergiert. Das Integral unserer Funktion ist in diesem Fall
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genau der Grenzwert der Reihe. Ist I eine beliebige Menge, so ist eine Funktion
f : I — R integrierbar fiir das ZdhlmaB genau dann, wenn die Familie der f(7)
summierbar ist im Sinne von [ ] , was ja nach [ ] auch im
Wesentlichen absolute Konvergenz bedeutet.

1.6.7. Aus der Definition erhalten wir fiir f, g integrierbar sofort | [ f| < [|f]
und f <g=[f<[g.

Satz 1.6.8 (Linearitiit des Integrals). Sei (X, M, 1) ein Mafraum. Der Raum
LL(X) aller integrierbaren Funktionen ist ein Untervektorraum im Raum aller
Funktionen X — R, und das Integral ist eine lineare Abbildung

/L%Qﬁ%R

Beweis. Wir iiberlassen den Nachweis der ersten Aussage dem Leser und zeigen
nur die Linearitit des Integrals. Man kann sie direkt aus Ubung [ ] ?? fol-
gern, und im folgenden schreiben wir nur eine Losung dieser Ubung in unserem
Spezialfall aus. Zunichst zeigen wir die Additivitéit

/f+g=/f+/g

Seien f = ft— f~, g=¢g" —g und f + g = h = ht — h™ die Zerlegungen in
den positiven und negativen Anteil. Wir folgern durch Einsetzen f™ + g™ +h™ =
f~+g +hTund mit 1.5.14 ergibtsich [ f*+ [gt+ [h™ = [f~+[g +[Rh",
woraus mit der Definition dann wieder [ f+ [ g = [ f + ¢ folgt. Nun zeigen wir
noch die Vertriglichkeit mit der Multiplikation mit Skalaren

fm]

Fiir ¢ = —1 folgt das aus den Definitionen, fiir ¢ > 0 folgt es aus 1.5.14, und der
allgemeine Fall ergibt sich aus diesen beiden Spezialfillen. [

Satz 1.6.9 (iiber dominierte Konvergenz). Seien (X, M, 1) ein Mafiraum und
fn : X — Reine Folge mef3barer Funktionen, die punktweise gegen eine Funktion
f X — R konvergiert. Gibt es eine integrierbare Funktion g : X — R mit
|ful < g fiir alle n, so sind alle f, und auch f integrierbar und es gilt

/ f=1lim [ f,

n—o0
1.6.10. Eine eher unwesentliche Verallgemeinerung erhilt man, wenn man all-
gemeiner nur eine Domination der Konvergenz durch eine meBbare Funktion
g: X — [0,00] mit [ g < oo voraussetzt: Aus dieser Annahme folgt néimlich,

daB g auBerhalb einer Nullmenge doch wieder reelle Werte annehmen muf3, und
so finden wir uns dann unmittelbar in der Situation des Satzes wieder.
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Ergdnzung 1.6.11. Andere Quellen sprechen gleichbedeutend vom Satz iiber ma-
Jjorisierte Konvergenz. Verschirfungen dieses Satzes zeigen wir in [?] ??, dort
fordern wir statt punktweiser Konvergenz nur ,,stochastische Konvergenz*, und
noch weitergehend in [?] ??, dort fordern wir aulerdem statt der Dominiertheit
nur noch die ,,gleichgradige Integrierbarkeit*.

Beweis. Aus unseren Annahmen folgt [ |f,| < [g¢ < oo, also sind die f, in-
tegrierbar. Weiter ist f auch meBbar als punktweiser Grenzwert meB3barer Funk-
tionen und dann ist mit demselben Argument auch f integrierbar. Um die Ver-
tauschbarkeit des Grenzwerts mit dem Integral zu zeigen, betrachten wir nun die
Funktionenfolgen

@n(x) = inf{fn(x)vfn-&-l(x)v"'}
sn(z) = sup{fu(2), fus1(x),...}

Sie bestehen aus meBbaren Funktionen, beide Folgen konvergieren punktweise
gegen f,und es gilt

<< <...<f<.<51<s5<yg

Mit dem Satz iiber monotone Konvergenz erhalten wir also lim,, f g+, =
Jg+ fundlim, .o [g— s, = [g— f,also

lim [¢,= [ f=1lm [ s,
n—o0 n—o0

Da aber nach Definition gilt 7, < f, < s,, folgt die Behauptung aus dem
Quetschlemma [ ]1?2. O

Korollar 1.6.12 (Riemann-Integral als Lebesgue-Integral). Jede stetige reell-
wertige Funktion auf einem kompakten reellen Intervall ist integrierbar im Sinne
der vorhergehenden Definition 1.6.1 und ihr Riemann-Integral stimmt mit ihrem
Lebesgue-Integral iiberein.

Beweis. Jede stetige reellwertige Funktion f auf einem kompakten reellen Inter-
vall [a, b] ist meBbar und beschriinkt. Aus |f| < M folgt dann sofort [|f] <
M (b — a) < oo und damit die Integrierbarkeit von f. Bilden wir Stufenfunktio-
nen f,, indem wir [a, b] d4quidistant unterteilen durch Zwischenpunkte a = ay <
a; < ... < a, = bund f, auf [a;_1,a;) konstant den Wert f(a;) geben und bei
b den Wert f(b), so konvergieren die f. wegen der gleichméBigen Stetigkeit von
f punktweise gegen f. Andererseits sind ihre Integrale offensichtlich genau un-

sere Riemannsummen S”(f) aus [AN1] , in Formeln S”(f) = [ f,, und fiir
r — oo strebt die linke Seite nach [ ] gegen das Riemannintegral und
die Rechte nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz 1.6.9 gegen das Lebes-
gueintegral von f. ]
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Eine Folge integrierbarer Funktionen auf der reellen Zahlengeraden, die zwar
punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert, deren Integrale jedoch keine
Nullfolge bilden. In diesem Fall konnen wir auch offensichtlich keine alle
Funktionen unserer Folge dominierende integrierbare Funktion ¢ finden.
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Ubungen

Ubung 1.6.13. Auf einem topologischen Raum mit einem BorelmaB ist jede ste-
tige reellwertige Funktion mit kompaktem Trédger integrierbar.

Ubung 1.6.14. Man zeige, daB fiir jede integrierbare Funktion die Menge der
Punkte, auf denen sie nicht den Wert Null annimmt, o-endlich sein muf3.

Ubung 1.6.15 (Vertauschen von Integration und Ableitung). Sei (X, ) ein
MaBraum und / C R halboffen und f : X x I — R eine Abbildung derart, daf3
x +— f(x,t) integrierbar ist fir alle ¢ € [ und ¢t — f(x,t) differenzierbar fiir alle
x € X. Existiert eine integrierbare Abbildung g : X — R mit g(x) > |0, f(z, )]
fiir alle x und ¢, so ist x — 0, f(z, t) integrierbar fiir alle ¢ und es gilt

o [ fa.t) nto) = [ auf(ant) uia)

Hinweis: Dominierte Konvergenz 1.6.9 und Mittelwertsatz.

Ubung 1.6.16 (Integrale unter BildmaBen). Man folgere aus 1.5.19, daBl das
Integral auch in dieser Situation Verwandschaft respektiert. Sind genauer ¢ : X —
Y eine mefbare Abbildung von MeBraumen, x4 ein Mall auf X und g : ¥ — R
eine mefbare Abbildung, so ist X : Y — R integrierbar in Bezug auf ¢, genau
dann, wenn f o ¢ integrierbar ist in Bezug auf p, und unter dieser Voraussetzung

/Yg(@u):/y(gw)u

Ubung 1.6.17 (Satz von Beppo Levi). Sei f,, eine monoton wachsende Folge in-
tegrierbarer Funktionen. Ist die Folge ihrer Integrale beschrinkt, so ist die Menge
N aller z € X mit lim,, o, f,(z) = co meBbar vom MaB Null und die Funktion
f=1lim, o fn : (X\N) — Rist integrierbar mit Integral [ f = lim,, , [ f5.

Ubung 1.6.18. Sei Q = [a, b] x [c, d] C R? ein nichtleerer kompakter zweidimen-
sionaler Quader und f : R? — R eine stetige Funktion mit Triger in Q). Sei weiter
p ein BorelmaR auf R2. Fiir » > 1 definieren wir dann die r-te Riemannsumme
S”(f; ) von f wie folgt: Wir betrachten die dquidistanten Unterteilungen

a=a <1 <...<aq,=0b

c=c<c¢g<..<c¢=d
der Kanten unseres Rechtecks, erhalten auf diese Weise 72 klitzekleine halboffene

Rechtecke Q; ; = [a;, aiy1) X [cj, ¢j41) und setzen

r—1

S'(fim) =Y flac)m@s,)

2,7=0
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Man zeige, daBl unter unseren Annahmen diese Riemannsummen gegen das Inte-
gral streben, in Formeln

/fu = lim S"(f; )
Q r—00

Ubung 1.6.19. Ist (X, ;1) ein MaBraum und g : X — [0, co] meBbar und gu
das in 1.5.26 konstruierte MaB, so zeige man fiir f : X — R mefBbar, da} f
integrierbar ist in Bezug auf (gu) genau dann, wenn unter der iiblichen Konvention
0 - oo = 0 die Funktion fg integrierbar ist in Bezug auf ;, und daf} unter diesen

Voraussetzungen gilt
/(fg) p= /f (gn)

Ubung 1.6.20. Seien I C R ein Intervall und (2, i) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und f : () — [ integrierbar. Man zeige, dafl dann auch fQ fuin I liegt.

Ubung 1.6.21. Seien I C R ein Intervall und ¢ : I — R konvex, also nach [ ]
stetig im Inneren von /. Seien weiter (€2, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und f : €2 — [ integrierbar. So gilt die Jensen’sche Ungleichung

¢(/qu>§/g(¢0f)u

Auf der rechten Seite ist die Formulierung etwas sorglos, man moge genauer

Jo(@ o f)~ < oo zeigen und die rechte Seite als [,(¢o )T p— [(do f)” p
verstehen. Hinweis: Ist ¢ := fQ f v ein Randpunkt von 7, so muB3 f aulerhalb ei-

ner Nullmenge konstant sein. Sonst liegt der Graph von ¢ oberhalb einer Geraden
durch (¢, ¢()), es gibt also in Formeln ¢ € R mit ¢(s) > ¢(t) + ¢(s — t) fiir alle
s € I. Nun setze man s = f(w) ein und integriere. Einen diskreten Spezialfall
kennen Sie im tiibrigen bereits aus [ ]

Ubung 1.6.22. Besitzt die nichtnegative reelle Zufallsvariable X einen Erwar-
tungswert E(X), so gilt fiir alle ¢ > 0 die Markov-Ungleichung

P(X >¢) < e 'E(X)

1.7 Integration auf Produktriumen

Satz 1.7.1 (ProduktmaB). Fiir o-endliche Maf3réiume (X, M, ) und (Y, N, v)
gibt es auf der Produkt-o-Algebra M RN genau ein Maf3 ;. X v derart, daf fiir
alle A € Mund B € N gilt

(X v)(A X B) = u(A)v(B)
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1.7.2. Die Produkte rechts sind im Sinne unsere Konvention 0 - co = o0 -0 = 0
zu verstehen. In der Literatur wird fiir die Produkt-o-Algebra und Produktmalle
meist das Symbol ® verwendet, aber mir gefillt das Symbol X hier besser, da es
sich beim Produkt von MaBlen eher um eine Art ,,dueres Produkt* und jedenfalls
nicht um ein Tensorprodukt handelt.

1.7.3. Mit diesem Satz und 1.4.25 konnen wir durch Induktion iiber n das Le-
besguemal} auf dem R” aus dem Lebesguemal} auf R konstruieren und so dessen
Existenz 1.1.25 im allgemeinen zeigen.

Ergdnzung 1.7.4. Sind unsere Malrdume nicht o-endlich, so wird das Produktmal3
durch die im Satz angegebene Bedingung noch nicht eindeutig festgelegt. Wir
verstehen in diesem Fall das Produktmal ;X v als die groBite Mallfortsetzung
nach 1.2.14 des im folgenden Beweis beschriebenen Priamalies.

Beweis. Wir machen zunidchst noch keinerlei Annahmen tiber die o-Endlichkeit
unserer Mal3e. Die Gesamtheit aller endlichen disjunkten Vereinigungen von Qua-
dern A x Bmit A € M und B € N bildet nach Ubung 1.2.32 einen Mengenring,
ja sie bildet offensichtlich sogar eine Mengenalgebra, die wir [M x A/] notieren.
Wir zeigen, daB es auf dieser Mengenalgebra [M x N genau ein PrimaB ;1 X v
gibt mit (1 x v)(Ax B) = u(A)v(B). Dessen Eindeutigkeit ist klar. Um die Exis-
tenz zu zeigen, bemerken wir, daB fiir C € [M x N und beliebiges y € Y die
Abbildung = — [C](z,y) eine meBbare Stufenfunktion X — {0, 1} ist und daB
wir weiter mit y — [,.[C](z, y)u(z) eine meBbare Stufenfunktion Y — [0, oo}
erhalten. Wir kénnen also fiir C' € [M x N in [0, oo] das Element

wx(©)= [ ([ i) v

bilden. Die o-Additivitit von i X v folgt dann aus der Additivitit der Integrale
1.5.14 zusammen mit dem Satz iiber monotone Konvergenz 1.5.12. Unser Satz
zum Produktmal folgt dann, und erst hier wird die o-Endlichkeit der beteiligten
Male benotigt, aus dem MaBfortsetzungssatz 1.2.10. 0

1.7.5. Bezeichnet 7 : X x Y — Y x X das Vertauschen der Komponenten in
einem Produkt beliebiger Malrdume, so haben wir offensichtlich eine Verwand-
schaft von MaBlen 7 : p X v ~ v X p.

Satz 1.7.6 (positiver Fubini). Gegeben o-endliche Mafiriume (X, p) und (Y, v)
sowie eine mefbare Funktion f : X xY — [0, 00| ist x — f(x,y) fiiralley € Y
eine mefSbare Funktion X — [0, 0] und das partielle Integral y — [ f(z,y)u(z)
ist eine mefSbare Funktion Y — [0, co] und es gilt

) o) = [ ([ famnta) v

XxY
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[P

[lustration der Tatsache, daf die Vereinigung zweier Quader auch als die
disjunkte Vereinigung von sieben Quadern geschrieben werden kann.
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1.7.7. Unser Satz impliziert insbesondere, da3 unter den gegebenen Vorausset-
zungen die partiellen Integrale vertauscht werden diirfen. Bezeichnet in der Tat
7: X xY — Y x X das Vertauschen, so haben wir die Verwandschaft 7 :
X v~ v X von MaBlen und die Verwandschaft 7 : f ~» f von Funktionen mit

f(y,z) = f(z,y) und damit unmittelbar und formal nach 1.5.19 die Gleichheit

fla,y) (WRv){z,y) = Fly,z) (v R p)(y, )

XxY Y xX

1.7.8. Dieser Satz und verschiedene seiner Varianten werden auch oft als Satz
von Tonelli zitiert. Daf} die partiellen Integrale bei nicht notwendig o-endlichen
MaBrdumen im allgemeinen nicht mehr vertauscht werden diirfen, zeigt das fol-
gende Beispiel: Sei X =Y = [0, 1] versehen mit der borelschen o-Algebra 3 und
dem Lebesguemall \ beziehungsweise dem Zdhlmaf} (. Die Diagonale A ist dann
meBbar, fiir ihre charakteristische Funktion [A] gilt jedoch

L(/}([A](z,y)M@) (ly)y =0#1 :/X (/Y[A](g;,y)qy)) M)

Fiir das Produktmal} 1.7.4 hitte unsere Diagonale im iibrigen das Mal} oo und wire
noch nicht einmal o-endlich. Das ist auch besser so, denn fiir mef3bare Abbildun-
gen X x Y — [0, 00], die auBerhalb einer o-endlichen Menge verschwinden, gilt
der Satz analog und kann leicht aus dem oben formulierten Fall abgeleitet werden.

Beweis. Fiir jedes y € Y ist die y-Horizontale X — X x Y, z +— (x,y) meBbar
nach Lemma 1.4.9, da die Urbilder von Erzeugern der o-Algebra der meB3baren
Mengen des Produkts meBbar sind. Also ist auch x — f(z,y) meBbar auf X
als die Verkniipfung von f mit der y-Horizontalen. Um die anderen Aussagen
des Satzes zu zeigen, miissen wir weiter ausholen. Zunéchst einmal diirfen wir
annehmen, dafl X und Y endliches Maf} haben: Sonst schreiben wir X bzw. Y als
aufsteigende Vereinigungen von Teilmengen X, bzw. Y,, endlichen Maf3es und
erhalten die Mefbarkeit des partiellen Integrals iiber X, und

/anym fla,y) (nBv)(z,y) = /m ( . f(x,y),u(x)) v(y)

Im Grenzwert n — oo ergibt sich dann auf der linken Seite nach dem Satz 1.5.12
iiber monotone Konvergenz [y ;- f(x,y) (#®v)(z,y), und auf der rechten stre-
ben die meBbaren Funktionen y — [ v, f(x,y)pu(z) punktweise monoton gegen
y — [y f(z,y)p(x). Mithin ist diese Funktion auch meBbar und hat das Integral

/ym (/X f(x’y)“@@) viy) = Jim | < . f(fr,y)Mx)) v(y)
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Bilden wir dann schlieBlich den Grenzwert fiir m — oo, so folgt wie gewliinscht
Jx.v [ = Jy [ f- Wir diirfen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vor-
aussetzen, dal X und Y endliches Mal} haben. Wir zeigen nun den Satz zunéchst
fiir Funktionen der Gestalt f = [C] mit C' € M K A. Dazu brauchen wir einen
neuen Begriff.

Definition 1.7.9. Sei Z eine Menge. Ein System A C P(Z) von Teilmengen von
Z heil3t monoton, wenn die beiden folgenden Aussagen gelten:

1. Esgilt ) € Aundliegen Ay C A; C Ay C ... allein A, so auch | Ay;
2. Esgilt Z € Aund liegen By D B; D By D ... allein A, so auch () B,,.

In Worten fordern wir also, daf} die Vereinigung und der Schnitt iiber jedes abzihl-
bare angeordnete Teilsystem wieder zu unserem Mengensystem gehoren sollen.

Lemma 1.7.10 (iiber monotone Systeme). Ist Z eine Menge und R C P(Z) eine
Mengenalgebra, so kann die von R erzeugte o-Algebra o(R) auch beschrieben
werden als das kleinste monotone System A C P(Z), das R umfaf3t, alias als der
Schnitt aller monotonen Systeme, die R umfassen.

Beweis. Offensichtlich gilt R C A C ¢(R). Wir miissen also nur zeigen, daf A
eine o-Algebra ist. Dazu reicht es nach 1.1.36 zu zeigen, daB A eine Mengenalge-
bra ist. Zunichst zeigen wir, dafl A stabil ist unter dem Bilden von Komplementen.
Bezeichne fiir Y C Z wieder Y := Z\Y sein Komplement. Gegeben ein Men-
gensystem 7 setzen wir 7¢ := {T° | T € T }. Ist nun R ein beliebiges System
von Teilmengen von Z und 4 D R das kleinste monotone System iiber R, so
ist offensichtlich A° D R¢ das kleinste monotone System iiber R¢. Insbesondere
folgt aus R = R€ sofort A = A°. Ahnlich ist fiir jede Teilmenge Y C Z mit A
auch Ay := {A € A|] ANY € A} ein monotones System. Fiir Y € R gilt, da
unser R ja eine Mengenalgebra ist, natiirlich R C Ay, und daraus folgt mit der
Minimalitdt von A sofort A = Ay . Damit haben wir gezeigt:

AcAundY e R=ANY € A.

Mit dieser Erkenntnis lassen wir nun dasselbe Argument nocheinmal laufen: Fiir
X € A wissen wir damit nimlich, daB gilt R C Ay, und daraus folgt A C Ay,
also A = Ax. Damit haben wir gezeigt

AcAund X e A= ANX € A

Also ist A eine Mengenalgebra, und da es auch stabil ist unter abzidhlbaren aufstei-
genden Vereinigungen, ist es dann wie bereits erwihnt sogar eine o-Algebra. []
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Mit dem Lemma iiber monotone Systeme konnen wir nun den Satz im Fall f =
[C] fir C € M XN zeigen: Da wir uns nimlich bereits auf den Fall 1(X) < oo,
v(Y) < oo zuriickgezogen haben, ist die konstante Funktion 1 integrierbar auf
X x Y, und natiirlich dominiert diese Funktion die charakteristischen Funktionen
aller Teilmengen von X x Y. Aus dem Satz liber dominierte Konvergenz 1.6.9
folgt also, daB das System aller der C' € M X N, fiir deren charakteristische
Funktion der Satz gilt, ein monotones System ist. Dies monotone System enthélt
aber offensichtlich alle C' € [M x N, mithin besteht es nach dem Lemma aus
allen meBbaren Mengen C' € M X N. Damit ist der Satz nun auch fiir meBba-
re Stufenfunktion f : X x Y — [0, 00) klar. Fiir beliebiges mefbares f folgert
man die Aussage dann, indem man f mithilfe von 1.5.15 als punktweisen Grenz-
wert einer monoton wachsenden Folge meBbarer Stufenfunktionen schreibt und
beachtet, dal nach dem Satz iiber monotone Konvergenz 1.5.12 auf beiden Seiten
Integral und Grenzwert vertauscht werden diirfen. 0

1.7.11. Nimmt man im vorherigen Satz fiir f die charakteristische Funktion einer
o-endlichen meBbaren Menge C' € M X N, so ergibt sich, daB fiir C, = i, '(C)
das Urbild von C unter der z-Vertikalen 7, : ¥ — X XY,y — (x,y) die
Abbildung X — [0, o], 2 — p(C,) meBbar ist und daB gilt

WB(C) = [ VCoula)
b's
Kippen wir das in unserer Vorstellung, so folgt das Prinzip von Cavalieri, nach
dem zwei Borelmengen C', D C R3 dasselbe Volumen haben, wenn ihre horizon-
talen Schnitte in jeder Hohe dieselbe Fliche haben, in Formeln
N@EHC) =X NG (D) VzeR = N(0) =X (D)

mit 7, : R? — R3 gegeben durch i, : (z,y) — (z,y,2). Weiter kénnen wir so
beweisen, da3 das Integral einer nichtnegativen meBbaren Funktion auf R tatsdch-
lich die zwischen ihrem Graphen und der x-Achse eingeschlossene Fliche ist, wie
im folgenden Korollar ausgefiihrt wird.

Korollar 1.7.12 (Integral als Fliche unter dem Graphen). Seien (X, 1) ein o-
endlicher Maf$raum und f : X — [0, 00| eine mefibare Funktion. So ist auch die
Teilmenge M C X X R gegeben durch die Vorschrift M := {(x,y) | 0 < y <

f(x)} mefbar und es gilt (1 RAN)(M) = [ fu.

Beweis. Um zu zeigen, daB M meBbar ist, schreiben wir M als abzidhlbare Ver-
einigung von Quadern M = J o, f~'([g;o¢]) x [0, q). Die Formel fiir das
Volumen von M folgt sofort aus dem Prinzip von Cavalieri 1.7.11. [l
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Ergdnzung 1.7.13. Im Riickblick konnten wir das Integral auch auf diesem Wege
einfiilhren, miiflten dazu aber bei der Konstruktion des Produktmafes auf den Satz
iiber monotone Konvergenz verzichten. Das wire nun nicht weiter schlimm, wir
brauchen ihn da nur fiir meBbare Stufenfunktionen, fiir die er besonders leicht zu
zeigen ist. Ich habe diesen Zugang dennoch nicht gewihlt, weil mir die direkte
Konstruktion des Integrals, die schnell einen Kontakt zu bekannten Konzepten
herstellt, didaktisch geschickter schien.

Erginzung 1.7.14. Man findet bei Lebesgue und auch in vielen anderen Texten
die Bemerkung, das Lebesgue-Integral unterscheide sich vom Riemann-Integral
dadurch, daf} die Fliche unter dem Graphen der Funktion in horizontale statt in
vertikale Streifen aufgeschnitten werde, deren Flachen man dann addiert. Ich kann
das nur bedingt nachvollziehen, nach Cavalieri liefert ja beides dasselbe Integral.
Der wesentliche Schritt ist meines Erachtens vielmehr der Ubergang vom Messen
reeller Intervalle zum Messen beliebiger ,,meBbarer Mengen®. Ich gebe aber zu,
daB die horizontalen Streifen im Gegensatz zu den vertikalen Streifen eben keine
Intervalle und dadurch néher an allgemeinen mef3baren Mengen sind.

Beispiel 1.7.15. Es folgt sofort, daB fiir k& < n die Teilmenge R* C R" ei-
ne Nullmenge ist. Es folgt weiter mit [ ] , daB das Lebesguemal} einer
Kreisscheibe D vom Radius 7 in der Tat gegeben wird durch \?(D) = 7r?. Ist
schlieBlich / C R ein Intervall oder allgemeiner eine meB3bare Teilmenge und
f 1 — [0,00] stetig oder allgemeiner mefbar, so folgt fiir das Volumen des
Rotationskérpers R = {(z,y,2) € R® | z € I, 2% + y* < f(2)?} die Formel

N(R) = 7 /I F(2)2dz

Satz 1.7.16 (Fubini). Gegeben o-endliche Mafrciume (X, 1) und (Y, v) und eine
integrierbare Funktion f : X XY — R ist die Menge N aller y € Y, fiir die
x > f(x,y) nicht integrierbar ist, mefibar vom Maf3 v(N) = 0, und die Funktion
Y\N = R,y [, f(x,y)p(x) ist integrierbar mit Integral

/Y\N (/X flz, ?J)N(@) v{y) = . f@,y) (R v)(z,y)

1.7.17. Will man diesen Satz in der Praxis anwenden, so wird man in der Regel
zuerst den positiven Fubini 1.7.6 benutzen, um die Integrierbarkeit von f nachzu-
weisen.

Beweis. Ist f nichtnegativ, so folgt die Behauptung aus dem positiven Fubini
1.7.6, denn aus [, ([ f(z,y)u(z)) v{y) < oo folgt, daB die Menge N aller
y € Ymit [, f(z,y)u{x) = oo MaB Null hat. Im allgemeinen folgt die Behaup-
tung dann mit der Zerlegung f = f+ — f~. N
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Beispiel 1.7.18. Die Funktion f : R? — R, die auBerhalb der x-Achse verschwin-
det und auf der z-Achse bei (z,0) jeweils den Wert = annimmt, ist integrierbar
auf R2. Jedoch ist x — f(x,y) nur integrierbar fiir y # 0.

Beispiel 1.7.19. Unser Satz sagt insbesondere, daf} wir unter gewissen Umstinden
,»die Integrationsreihenfolge vertauschen diirfen*. Das folgende Beispiel zeigt,
welche Probleme beim Vertauschen der Integrationsreihenfolge im allgemeinen
auftreten konnen. Sei ( das Zdhlmall auf N. Wir betrachten die Funktion f :
N x N — R mit Trédger in der ,.treppenformigen” Menge {(i,7) | 0 <i—j <1}
mit f(i,7) = (—1)*7. Die beiden partiellen Integrale von f existieren und sind
integrierbar. Thre Integrale sind jedoch verschieden, genauer gilt

J ([ rmmica) com =0 % 1= [ [ smmicim ) con

Indem wir unsere Funktion etwas ,,verschmieren* erhalten wir auch eine stetige
Funktion auf R? mit entsprechenden Eigenschaften, und durch geeignete Trans-
formation sogar eine stetige reellwertige Funktion auf dem offenen Einheitsqua-
drat derart, daB3 die partiellen Integrale existieren und selbst wieder integrierbar
sind, das Endresultat jedoch von der Integrationsreihenfolge abhingt.

Beispiel 1.7.20. Wir integrieren die Funktion y iiber die durch eine Parabel und
die Gerade y = 0 begrenzte Fliche P = {(z,y) | 0 < y <1 — 2%} und erhalten

oo [ ) [

1

/11 2+x4d x :L‘3+:U5 1 2+1 8
12 2 2 3 10]_, 3 15
Teilen wir noch durch die Gesamtflache
1 31
2 4
/1:/(1—x2)da::x—x— =2—-==
p _1 31, 3 3

so ergibt sich die Hohe des Schwerpunkts unserer abgeschnittenen Parabelfliche
zu 2/5. Hier haben wir den Satz von Fubini, und zwar die positive Variante, an-
gewandt auf das Produkt der Funktion y mit der charakteristischen Funktion [P]
unserer Flidche P. Die Funktion y ist meBbar, weil sie stetig ist, die Funktion [P] ist
meBbar als charakteristische Funktion einer meB3baren da abgeschlossenen Men-
ge, und das Produkt dieser beiden mefbaren Funktionen ist damit auch mef3bar
nach 1.4.26.
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A1 |-

Eine meBbare Funktion auf R? wie in 1.7.19 derart, daB die partiellen Integrale
existieren und selbst wieder integrierbar sind, das Endresultat jedoch von der
Integrationsreihenfolge abhéngt. Der ,,positive Fubini‘ greift hier nicht, da
unsere Funktion auch negative Werte annimmt, der ,,Fubini‘ greift nicht, da
unsere Funktion nicht integrierbar ist.

Illustration zur Anwendung des Satzes von Fubini in 1.7.20.
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Proposition 1.7.21 (Partielle Integration). Gegeben reelle Zahlen a < b und
integrierbare Funktionen f, g : [a, b] — R mit ,,Stammfunktionen“ F, G : [a,b] —
R gegeben durch F(y) = [V f(z)dz und G(z) = [ g(y)dy gilt

b b
/Fg_FG|’;—/ fG

Dieselbe Formel gilt auch allgemeiner, wenn wir F' oder G jeweils noch um eine
additive Konstante abdndern.

Beweis. Die zweite Aussage folgt leicht aus der ersten. Um die erste Aussage
zu zeigen, berechnen wir das Integral der Funktion f(z)g(y) iiber das Quadrat
[a,b)? und finden mit Fubini F(b)G(b). Andererseits konnen wir dies Integral
auch schreiben als das Integral tiber das dreieckige Gebiet unterhalb der Diagona-
len plus das Integral iiber das dreieckige Gebiet oberhalb der Diagonalen. Diese
Integrale ergeben sich aber wieder mit Fubini leicht zu f; Fgund fab fG. O

Ubungen

Ergiinzende Ubung 1.7.22. Gegeben zwei Mengen X, Y erhalten wir eine Bijek-
tion
Ens(X,P(Y)) > P(X xY)

durch die Vorschrift f — {(z,y) | y € f(z)}. Die Gesamtheit aller Abbildungen,
die nur abzéhlbar viele Werte annehmen, entspricht dann sicher einer o-Algebra
A C P(X xY). Diese fillt zusammen mit der von allen Produkten A x B mit
AC Xund B CYinP(X xY) erzeugten o-Algebra. Fiir zwei tiberabzéhlbare
diskrete metrische Ridume ist also das Produkt der borelschen o-Algebren eine
echte Teilmenge der borelschen o-Algebra des Produkts.

Ubung 1.7.23. Gegeben meBbare Abbildungen f : X — X’ und g : Y — Y ist
auch ihr Produkt f x g : X x Y — X’ x Y’ meBbar. Sind zusitzlich ¢ ein Maf
auf X und v ein MaB auf Y, so ist das BildmaB} ihres Produkts das Produkt der
Bildmalle, in Formeln

(f X g)(pWv) = (fopr) ® (guv)
In der Formelsprache der Verwandtschaft ausgedriickt gilt fiir also
(fip~pundg:v~v)= (fxg):pRy~ g KV

Ubung 1.7.24. Das Produkt von MeBridumen mit der Produkt-o-Algebra ist ein
Produkt in der Kategorie der MeBraume. Gegeben Mafriaume (X, ), (Y, u), (Z,v)
gilt weiter unter der offensichtlichen Bijektiona : (X xY) x Z = X x (Y x Z)
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die Verwandtschaft von Malen ¢ : (A X p) K v ~ AX (u X v). Das zu beiden
verwandte Maf3 auf X x Y x Z notieren wir

AR Xy

Analog bilden wir Produktmale auf Produkten von endlich vielen Mallriumen
und verstehen darunter im Fall des leeren Produkts das Diracmall ¢ auf dem
einpunktigen MeBraum pt. Dafiir gilt dann 6 X © ~» p unter der Projektion
pt xX = X.

Vorschau 1.7.25 (Der Schmelzfunktor der MaBe). Die Funktorialititen id,u =
pund (gf)«p = gi(feps), die Formel 7,.(u X v) = v X p fiir die Vertauschung
zweier Faktoren sowie die Formeln (f; X fo). (1 X po) = frepn X foupo und
pry, (0 X pu) = p fir Bilder von ProduktmafBen konnen in der in [TS] ein-
gefiihrten Terminologie zusammengefafit werden zu der Aussage, da3 wir einen
»Schmelzfunktor von der kartesischen Schmelzkategorie der MeBrdume in die
kartesische Schmelzkategorie der Mengen erhalten, indem wir jedem MeBraum
die Menge seiner Mafle zuordnen und fiir MeBrdume X;,..., X, Y und eine
meBbare Abbildung f : X; x ... x X, — Y jeder Familie von Mallen y; auf
den X; das BildmaB ihres ProduktmaBes f.(u; X ... X p,.)“. Eine Variante mit
endlichen MalBlen wird in [TS] diskutiert.

Ergiinzende Ubung 1.7.26. Gegeben ein endlichdimensionaler Raum X induziert
das Bilden des Produkts mit dem Lebesguemal eine Bijektion zwischen der Men-
ge aller Borelmafle auf X und der Menge derjenigen Borelmale auf X x R, die
invariant sind unter allen Translationen in der zweiten Komponente. Hinweis: Ge-
geben ein in dieser Weise translationsinvariantes Borelmal} i, auf X x R beachte
man, daB fir A C X mit kompaktem Abschluss die Vorschrift B — p(A x B)
ein translationsinvariantes BorelmaB auf R definiert.

Ubung 1.7.27. Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten Quader im
R™ ist integrierbar und ihr Riemann-Integral nach [ ] stimmt mit ihrem
Lebesgue-Integral iiberein. Hinweis: 1.6.12.

Ubung 1.7.28. Zeige: Die Menge {xr € R" | 0 < x; < ... < x,, < 1} hat das
Volumen (n!)~!.

Ubung 1.7.29. Man diskutiere den Zusammenhang zwischen dem Satz von Fubini
und dem Satz iiber das Produkt von Reihen [ ]

Ubung 1.7.30 (Partielle Integration, Variante). Die vorhergehende Proposition
gilt sogar noch etwas allgemeiner: Ist G : [a,b] — R monoton wachsend und
linksseitig stetig und dG das zugehorige MaB auf [a, b) nach 1.2.8 und f : [a, b) —
R integrierbar nach dem Lebesguemall A und F' eine Stammfunktion wie in der

Proposition, so gilt
b
/ FdG = FG|Z—/ fGA
[a,b) a
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Dieselbe Formel gilt auch allgemeiner, wenn wir £’ noch um eine additive Kon-
stante abandern. Hinweis: Man berechne f[a w2 f (2)(AXdG)(x,y) auf zwei Wei-
sen wie im Beweis der Proposition.

1.8 Kompakte Riume

1.8.1. In diesen Vorlesungen haben wir bis hierher vom Begriff der Kompaktheit
allgemeiner topologischer Rdume wenig mehr als die Definition [ ] ken-
nengelernt. Um aber im folgenden den Satz iiber die Regularitit von Borelmafen
1.9.4 in der ihm angemessenen Allgemeinheit zeigen zu kdnnen, miissen wir nun
etwas mehr tiber dieses Konzept lernen. Der Begriff der Kompaktheit mit seinen
Eigenschaften ist ein zentrales Konzept der Mathematik. Er wird Thnen im weite-
ren Verlauf des Studiums noch oft begegnen. Ich beginne mit einer Wiederholung
der Definition.

Definition 1.8.2. Ein topologischer Raum heit kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung unseres Raums eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

1.8.3. Ist X unser topologischer Raum, so fordern wir also in Formeln ausge-
driickt, daB es fiir jedes System & C P(X) von offenen Teilmengen von X mit
X = Jyey U ein endliches Teilsystem £ C U gibt mit X = (J,,.. U.

1.8.4 (Diskussion der Terminologie). Die Konventionen sind, was den Begriff
der Kompaktheit angeht, nicht ganz einheitlich. Die hier gewihlte Konvention
ist im englischen Sprachraum weit verbreitet. Bourbaki und mit ihm die meis-
ten franzosischen und auch viele andere Autoren nennen die in unserem Sinne
kompakten Rdume nur quasikompakt und fordern von kompakten Riumen zu-
sdtzlich die Hausdorff-Eigenschaft. Eine Teilmenge eines topologischen Raums,
deren Abschlufl kompakt ist, nennt man relativ kompakt.

Beispiel 1.8.5 (Kompaktheit metrischer Riume). Nach [ ] ist ein me-
trischer Raum ,.folgenkompakt®, als da heiflt kompakt im Sinne von [ ]
genau dann, wenn er fiir seine metrische Topologie kompakt ist im Sinne unserer
abstrakten Definition 1.8.2.

Beispiele 1.8.6. Eine Menge mit der diskreten Topologie ist kompakt genau dann,
wenn sie endlich ist. Eine Menge mit der Klumpentopologie ist stets kompakt.

1.8.7 (Ausformulierung der Kompaktheit fiir die Spurtopologie). Sei X ein
topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. So sind gleichbedeutend nach
unseren Definitionen (1) A ist kompakt mit der induzierten Topologie und (2) fiir
jedes System U/ C P(X) von offenen Teilmengen von X mit A C |J;,, U finden
wir ein endliches Teilsystem & C U mit A C | J ¢ U.
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Lemma 1.8.8. Eine kompakte Teilmenge eines Hausdorffraums ist stets abge-
schlossen.

Beweis. Durch Widerspruch. Sei X unser Hausdorffraum und A C X eine kom-
pakte Teilmenge. Ist A nicht abgeschlossen, so gibt es # € A\ A. Fiir jedes a € A
finden wir dann in X disjunkte offene Umgebungen U, und V, von a und z.
Natiirlich gilt A C J .4 U, also gibt es auch endlich viele a,...,b € A mit
A C U, U...UU,. Als endlicher Schnitt offener Mengen ist dann jedoch auch
V,N...NV, offen und nach Konstruktion gilt ANV, N...NV;, = () im Widerspruch
zu unserer Annahme z € A. [

Lemma 1.8.9. Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raums ist stets
kompakt.

Beweis. Sei X unser kompakter Raum und A C X abgeschlossen. Ist I/ ein Sys-
tem von offenen Teilmengen von X, deren Vereinigung A umfaft, so schlieBen

WIr
ACUUGUU = X:<X\A>UUUGUU
= X=X\A)UU,U...UUy
= AcU;U...UU;

fiir geeignete Uy, ..., U, € U. O

Satz 1.8.10. Das Bild eines kompakten Raums unter einer stetigen Abbildung ist
stets kompakt.

Beweis. Sei f: X — Y stetig und X kompakt. Es gilt zu zeigen, dal auch f(X)
kompakt ist. Sei dazu U/ ein System von offenen Teilmengen von Y. So gilt

fX) cUpear U = X =Upeu f1(U)
= X=fYU)u...Uf ()
= f(X)CU,U...Ul,

fiir geeignete Uy, ..., U, € U. O

Definition 1.8.11. Eine nicht notwendig stetige Abbildung von topologischen
Réaumen heiflt abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Menge wie-
der abgeschlossen ist.

Satz 1.8.12. Eine stetige Abbildung von einem kompakten Raum in einen Haus-
dorffraum ist stets abgeschlossen. Eine stetige surjektive Abbildung von einem
kompakten Raum auf einen Hausdorffraum ist stets final. Eine stetige bijektive
Abbildung von einem kompakten Raum auf einen Hausdorffraum ist stets ein Ho-
moomorphismus.
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Beweis. Sei X kompakt, Y Hausdorff und f : X — Y stetig und bijektiv. Es
reicht zu zeigen, da3 f abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen ab-
bildet. Aber in der Tat gilt ja A& X = A kompakt = f(A) kompakt = f(A)AY
nach 1.8.9 und 1.8.10 und 1.8.8. ]

1.8.13 (Hausdorff-Eigenschaft versus Kompaktheit). Die Hausdorff-Eigenschaft
und die Kompaktheit sind Antagonisten: Die Hausdorff-Eigenschaft verlangt nach
vielen offenen Mengen und die Kompaktheit nach wenigen. Ist beides gleichzei-
tig erfiillt, so kann man nach dem vorhergehenden Satz 1.8.12 keine zusitzlichen
Mengen als offen deklarieren, ohne die Kompaktheit zu verlieren, und nicht we-
niger Mengen als offen deklarieren, ohne die Hausdorft-Eigenschaft zu verlieren.

Satz 1.8.14 (Extrema auf Kompakta). Eine stetige reellwertige Funktion auf
einem nichtleeren kompakten Raum ist beschrinkt und nimmt ihr Maximum und
ihr Minimum an.

Beweis. Ist X kompakt und f : X — R stetig, so ist f(X) C R auch kom-
pakt, also beschrinkt und abgeschlossen. Haben wir zusitzlich X # (), so folgt

sup f(X), inf f(X) € f(X). O

Vorschau 1.8.15. Aus der Analysis vertraute Kriterien fiir Abgeschlossenheit, Ste-
tigkeit, Kompaktheit und dergleichen iiber Eigenschaften von Folgen iibertragen
sich erst auf beliebige topologische Raume, wenn man den Begriff der Folge zu
dem des Filters verallgemeinert. Wir stellen die Diskussion dieses Begriffs zuriick
bis zum Beweis des Satzes von Tychonoff [TM] . Dal} ,,folgenabgeschlos-
sen* keineswegs ,,abgeschlossen‘ impliziert, zeigt das Beispiel [TM]

Ubungen

Ubung 1.8.16. Man sagt, ein System .A C P(X) von Teilmengen einer Menge X
habe nichtleere endliche Schnitte, wenn fiir jedes endliche Teilsystem £ C A der
Schnitt (), A nicht leer ist. Man zeige: Ein topologischer Raum X ist kompakt
genau dann, wenn fiir jedes System .4 C P(X) von abgeschlossenen Teilmengen
von X mit nichtleeren endlichen Schnitten auch der gesamte Schnitt nicht leer ist,
in Formeln (1, 4 A # 0.

Ubung 1.8.17. Sind A und B disjunkte kompakte Teilmengen eines Hausdorff-
raums X, so gibt es disjunkte offene Mengen U,V @ X mit A C Uund B C V.
Hinweis: Man beginne mit dem Fall, da3 A nur aus einem Punkt besteht.

Ubung 1.8.18. In einem kompakten Hausdorffraum 148t sich jede Umgebung ei-
nes Punktes zu einer abgeschlossenen Umgebung desselben Punktes verkleinern.
Hinweis: 1.8.17.
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Ubung 1.8.19. Die Abbildung (0,27) — C, t — exp(it) ist ein Homdomorphis-
mus auf ihr Bild.

Ubung 1.8.20. Man zeige, da3 das Produkt von zwei kompakten Ridumen stets
wieder kompakt ist.

1.9 Regularitit von Borelmafien

1.9.1. Ein topologischer Raum heifit lokal kompakt, wenn sich fiir jeden Punkt
jede Umgebung zu einer kompakten Umgebung desselben Punktes verkleinern
148t.

1.9.2 (Diskussion der Terminologie). Diese Terminologie ist nicht unumstritten.
Viele Autoren schreiben auch lokalkompakt zusammen und definieren diesen Be-
griff als das, was wir ,,Jokal kompakt und Hausdorff** nennen.

Beispiel 1.9.3. Der R" ist lokal kompakt. Jede abgeschlossene Teilmenge eines
lokal kompakten Raums ist lokal kompakt. Jede offene Teilmenge eines lokal
kompakten Raums ist lokal kompakt.

Satz 1.9.4 (Regularitit von BorelmaBlen). Gegeben ein Borelmafs \ auf einem
abzdhlbar basierten lokal kompakten Hausdorffraum X gelten fiir jede Borelmen-
ge M C X die Identitditen

AM)= inf ANU)= sup A(K)

UDM
U offenin X K I]igmj\gakt

1.9.5. Das ,,umgekehrte* Approximieren durch Kompakta von auflen oder durch
offene Mengen von innen ist nicht moglich, wie bereits die Fille der Mengen M
aller rationalen beziehungsweise aller irrationalen Punkte in [0, 1] zeigen.

Erginzung 1.9.6. Ein Borelmal} auf einem Hausdorffraum heif3t reguldr, wenn
das MaB jeder offenen Menge das Supremum iiber die MaB3e der in ihr enthaltenen
Kompakta ist und das Maf jeder me3baren Menge das Infimum iiber die MaBle der
sie umfassenden offenen Mengen. Der Beweis unseres Satzes 1.9.4 zeigt auch, da3
dann das MaB jeder o-endlichen meBbaren Menge das Supremum iiber die Mal3e
der in ihr enthaltenen Kompakta sein muB3. In dieser Terminologie zeigt der Satz
also, daf} auf einem abzihlbar basierten lokal kompakten Hausdorffraum jedes
BorelmaB reguldr ist.

Beweis. Der von den Kompakta eines topologischen Raums erzeugte Mengenring
Q 148t sich nun nach Ubung 1.2.36 beschreiben als das Mengensystem aller end-
lichen disjunkten Vereinigungen von Komplementen eines Kompaktums in einem
anderen. In einem abzihlbar basierten lokal kompakten Hausdorffraum ist jede
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offene Menge die Vereinigung einer aufsteigenden Folge von Kompakta. Ande-
rerseits liegt jede kompakte Menge in einer offenen Menge mit kompaktem Ab-
schluB}. Damit erkennt durch Bilden von Komplementen, daf auch jede kompakte
Menge als Schnitt einer absteigenden Folge offener Mengen mit kompaktem Ab-
schuf3 geschrieben werden kann. A forteriori gilt letzteres auch fiir das Komple-
ment eines Kompaktums in einem anderen alias den Schnitt eines Kompaktums
mit einer offenen Menge. In einem lokal kompakten Hausdorffraum kann also
jedes ) € Q als Schnitt einer absteigenden Folge offener Mengen mit kompak-
tem Abschuf} geschrieben werden. Gegeben ein Borelmal3 A existiert nach 1.1.35
also fiir jedes ) € Q und jedes ¢ > 0 eine offene Obermenge U DO () mit
AMQ) < AU) < AMQ) + €. Nun erzeugt der Mengenring @ C P(X) in unse-
rem Fall sicher die borelsche o-Algebra. Indem wir die Beschreibung der grofiten
MabBfortsetzung 1.2.14 in Verbindung mit der Eindeutigkeitsaussage aus dem Satz
von Caratheodory 1.2.10 auf diesen Mengenring anwenden, erhalten wir fiir jede
Borelmenge M C X die Identitit

AM) = inf (i A<@V>)

Das Infimum wird dabei gebildet iiber alle Folgen (), in Q mit M C |J, Q,. Fiir
jedes € > 0 finden wir demnach eine Folge (), in Q mit

AOD) < STA@) < AM) + ¢

Weiter finden wir fiir jeden dieser Quader (), eine offene Obermenge U, mit
AMQy) < A(U,) < X(Q,) + 277¢. Fiir die offene Menge U = J,, U, folgt dann

AM) SAW) £ SN < SUA@)) +27% < A(M) + 3¢

Da das fiir alle e > 0 gilt, ist das MaB3 von M in der Tat das Infimum tiber die Malle
aller offenen Mengen, die M umfassen. Um die zweite Behauptung zu zeigen,
wihlen wir eine Folge Lo C L; C Ly C ... kompakter Teilmengen von X
mit | JL; = X. Nach Ubung 1.1.34 gilt A\(M) = lim; ;oo A\(M N L;) und es
reicht folglich, die zweite Gleichung fiir alle M N L; zu zeigen. In anderen Worten
diirfen wir annehmen, daf} es ein Kompaktum L gibt mit A/ C L. Nach dem schon
bewiesenen Teil gilt nun a forteriori

AML\M) = Ué%{M AU) = Alél]fw | AL\A) = Klrclg‘w AL\K)
U offen in L A abgeschlossen in L K kompakt
Wegen \(L\M) = A\(L) — A(M) und \(L\K) = A(L) — M\(K) folgt die Behaup-
tung. [

61



Ubungen

Ubung 1.9.7. Eine Teilmenge eines R" ist eine Nullmenge in Bezug auf das Le-
besguemal} genau dann, wenn sie sich fiir jedes £ > 0 durch eine Folge von kom-
pakten Quadern (), iiberdecken 18t mit Y~ vol @, < €.

1.10 Rechnen mit dem Lebesgue-Integral

Satz 1.10.1 (Transformationsformel). Seien U,V @ R" offene Teilmengen und
¢ : U — V ein Ct-Diffeomorphismus. So gilt fiir jede mef3bare Funktion f : V —
[0, 0] in [0, 00| die Gleichheit

/VfZ/U(focb) det dg|

Ist stattdessen [ : 'V — R eine integrierbare Funktion, so ist auch die Funktion
(f o) |detde| : U — R integrierbar und dieselbe Formel gilt in R.

1.10.2. Wir kennen unsere Formel aus [ ] bereits fiir stetige Funktionen
f mit kompaktem Triger.

1.10.3. Steht x fiir eine Verdanderliche des R", so benutzen wir die Notation f flz)d"z
auch fiir Integrale beziiglich des Lebesguemalies. In diesem Zusammenhang hat
also d"z dieselbe Bedeutung wie \"(x). Wir konnen die Aussage des Satzes mit
dieser Notation auch interpretieren als die Verwandtschaft von MaBlen

¢ : |det do|d"z ~ d"y

Lemma 1.10.4. Ist W @ R" eine offene Teilmenge, so gibt es eine monoton wach-
sende Folge von stetigen, ja sogar von glatten nichtnegativen Funktionen mit kom-
paktem Tréiger, die punktweise gegen die charakteristische Funktion [W| von W
strebt.

Beweis. Man schreibe W als Vereinigung einer Folge offener Quader (); mit
kompaktem Abschluf}, wihle etwa mithilfe von [ ] fiir jedes )y eine
glatte Funktion g, auf R”, die auf (), positiv ist und aulerhalb von (), verschwin-
det, und betrachte die Folge der Funktionen f;, = ¢g; + ... + gx. Des weiteren
wihle man eine Folge von monoton wachsenden glatten Funktionen A, : R — R
derart, daB hy unterhalb von 1/(k 4 1) verschwindet und oberhalb von 1/k kon-
stant den Wert 1 annimmt. Die Ay, o f; bilden dann eine Folge von Funktionen der
gewiinschten Art. [

Beweis der Transformationsformel 1.10.1. Es gilt, die Gleichheit von Maflen

¢«(|det dg|d"z) = d"y
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zu zeigen. Mit Lemma 1.10.4 folgt unsere Transformationsformel schon einmal
fiir die charakteristischen Funktionen f = [WW] von offenen Teilmengen W @ V,
indem wir [WW] als punktweisen Grenzwert einer monoton wachsenden Folge aus
Ci(V, [0, 00]) schreiben und den Satz tiber monotone Konvergenz 1.5.12 verwen-
den und erinnern, da3 wir die Transformationsformel fiir stetige Funktionen mit
kompaktem Triger bereits als [ ] gezeigt haben. Folglich nehmen un-
sere beiden Mal3e auf allen offenen Mengen dieselben Werte an. Andererseits sind
unsere Malle beide Borelmalle und damit nach 1.9.4 regulédr. Damit miissen unsere
beiden Malle dann auf allen Borelmengen dieselben Werte annehmen. 0

Proposition 1.10.5 (Niitzliche Nullmengen). Gegeben U G R* offen, k < n und
¢ : U — R" stetig differenzierbar ist o(U) eine Nullmenge in R™.

Ergdnzung 1.10.6. Der Satz von Sard besagt, da3 auch fiir £ > n und ¢ mindes-
tens (k—n+1)-mal stetig partiell differenzierbar auf U das Bild unter ¢ der Menge
aller Stellen p € U, an denen d, ¢ nicht surjektiv ist, eine Lebesgue-Nullmenge
sein mufl. Wir werden das nicht zeigen.

Beweis. Nach Ubung 1.4.42 kénnen wir U schreiben als abzihlbare Vereinigung
iiber eine Folge von offenen Quadern ), mit ), kompakt und Q,, C U. Folglich
diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB U selbst ein
kompakter Quader ist und daf} |d¢| beschrinkt ist auf U. Nach einer affinen Ko-
ordinatentransformation diirfen wir zusétzlich sogar U = (0, 1)* annehmen. Wir
arbeiten wie immer mit der Maximumsnorm auf R” und R, die Bille B(x, §) sind
also offene Wiirfel und ihre Abschliisse B(x; §) abgeschlossene Wiirfel. Ist C eine
Schranke fiir [d¢|, so gilt nach dem Schrankensatz (U NB(z;0)) C B(p(x); CH)
fir alle v € U. Fir r € N, r > 1 finden wir nun eine Uberdeckung von
(0,1)* durch r* abgeschlossene Wiirfelchen der Gestalt B(x;1/7), also finden
wir eine Uberdeckung von o(U) durch 7% abgeschlossene Wiirfelchen der Ge-
stalt B(y; C//r) mit Gesamtvolumen r*(2C' /r)". Dies Gesamtvolumen strebt aber
gegen Null fiir » — 0o, mithin ist p(U) eine Nullmenge. O

Satz 1.10.7 (Flache unter der Gauf3’schen Glockenkurve). Fiir die Fliche un-
ter der Gauf3’schen Glockenkurve gilt die Formel [ fooo exp(—z?)dr = /7.

Vorschau 1.10.8. Die Gaul3’sche Glockenkurve spielt eine zentrale Rolle in der
Wahrscheinlichkeitstheorie, wie in 3.7.9 ausgefiihrt wird.

Beweis. Wir rechnen das Integral iiber die Ebene der nichtnegativen Funktion
exp(—(z? + y?)) auf zwei Weisen aus, einmal direkt mit Fubini und ein zwei-
tes Mal, indem wir mithilfe von 1.10.5 die Ebene lings der negativen z-Achse

63



Skizze der GauB’schen Glockenkurve alias dem Graphen von z + exp(—z?) mit
zusitzlich eingezeichnetem Kloppel.

64



aufschneiden und mit 1.10.1 zu Polarkoordinaten iibergehen. Ein Vergleich der
Resultate liefert die Behauptung. Genauer rechnen wir

Jeexp(=(2* +9%) = [; Jpexp(—2?) exp(—y®)dzdy
— (f_oooo exp(—xQ)dx>2

Jir (=22 42) = i repece) EXP(— (22 + 1) dady
f(O,oo)X(—Wﬂr) exp(—r?) rdrdf

= fooo ffﬂ exp(—r?) rdrdd

= —mexp(—r?)[F

=7 O]

Ubungen

Ubung 1.10.9. Sei A @& R" eine abgeschlossene Teilmenge. Man zeige: Liefern
zwei Borelmafle auf A dasselbe Integral fiir alle stetigen Funktionen auf A mit
kompaktem Tréger, so stimmen sie iiberein. Hinweis: Man verwende 1.10.4 und
die Regularitit 1.9.4.

Ubung 1.10.10. Sei W @ R" eine offene Teilmenge. Man zeige: Liefern zwei
Borelmalle auf W dasselbe Integral fiir alle glatten Funktionen auf W mit kom-
paktem Trédger, so stimmen sie iiberein. Hinweis: Man verwende 1.10.4 und die
Regularitit 1.9.4.

Ubung 1.10.11. Man zeige: Gegeben eine meBbare Teilmenge A C R" undc € R
gilt \(cA) = |c|"A(A). Zum Beispiel hat eine Kugel vom doppelten Radius das
achtfache Volumen.

Ubung 1.10.12. Gegeben ein Polynom P € R[zy,...,z,] mit P # 0 hat seine
Nullstellenmenge P~ (0) C R™ LebesguemaB Null. Hinweis: Induktion iiber den
Grad des Polynoms. AuBerhalb der kritischen Stellen ist P~*(0) eine Unterman-
nigfaltigkeit.

Ubung 1.10.13. Jede konvexe Teilmenge K eines R" ist Lebesgue-mefbar, ge-
nauer ist X'\ K° eine Nullmenge. Hinweis: Man zeige zunichst, daB K entweder
in einem echten affinen Teilraum von R™ enthalten ist oder aber einen inneren
Punkt besitzt. Weiter zeige man im Fall, da3 die Null ein innerer Punkt von K ist,
daB gilt K C MK fiir alle A > 1. SchlieBlich ziehe man sich auf den Fall von
beschrinkten K zuriick.

Ubung 1.10.14 (Gitterpunktsatz von Minkowski). Fiir jede offene konvexe Teil-
menge K eines R" mitz € K = (—x) € K und Lebesguemall A\(K') > 1 enthilt
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2K auBler dem Ursprung noch weitere Punkte aus Z". Hinweis: Wir schreiben K
als disjunkte Vereinigung der K N (z + [0, 1)") fir z € Z". Aus Volumengriinden
gibtesz £y € Z"mitx+KNy+ K # (,alsok,h € K mitk—h =z —y, also
(x —y) € 2K. Die Bedingung K offen ist hier sogar unnétig nach 1.10.13. Ist K
kompakt, so reicht sogar die Annahme A(K’) > 1, denn dann ist das Bild von K
in R™/Z" abgeschlossen.

1.11 FlichenmaB

1.11.1. Ich erinnere aus [ ] an die Begriffe einer Fastfaltigkeit und einer
Integrationskarte.

Satz 1.11.2. Auf jeder k-Fastfaltigkeit M C R"™ gibt es genau ein topologisches
Mafs 0 = oy derart, dap fiir jede Integrationskarte ¢ : () — M und jede topolo-
gisch mef3bare Menge A C ¢(Q) gilt

o) = [ AT ) d
e H(A)

mit dem Lebesgue-Integral iiber p~'(A) C Q C R¥ auf der rechten Seite. Dieses
Map heifit das FlachenmaB von M. Es ist ein Borelmays.

1.11.3. Nach 1.4.42 und 1.4.21 existiert eine Folge von Integrationskarten (Q,,, ©»),
deren Bilder unsere Fastfaltigkeit iiberdecken. Insbesondere ist jede Fastfitigkeit
Borel-mefbar. Im Fall n = k einer n-Fastfaltigkeit M/ C R™ mogen Sie zur Ubung
zeigen, daB} unser Flichenmal3 mit der Einschrinkung auf M des Lebesguemalies
von R" iibereinstimmt. Man kriegt also dasselbe Kugelvolumen heraus, egal ob
man wie in [ ] eine Integrationskarte zu Hilfe nimmt, oder ob man viel-
mehr mit dem Prinzip von Cavalieri 1.7.11 arbeitet.

1.11.4. Die hinter dieser Definition stehende Anschauung wurde bereits in [ ]

diskutiert. Man sieht leicht ein, dal} das dort fiir stetige Funktionen mit kom-
paktem Tréger erklérte Integral mit ihrem Lebesgue-Integral in Bezug auf das hier
erklirte Flachenmal ibereinstimmen muf3. Der Buchstabe o steht fiir englisch und
franzosisch ,,surface. Die Bezeichnung suggeriert zwar die Vorstellung zweidi-
mensionaler Fastfaltigkeiten, aber wir benutzen sie auch im allgemeinen. Gegeben
eine integrierbare Funktion f : M — R notieren wir ihr Integral beziiglich des

Flachenmales
[ 1= so= | @ ot

In der Literatur ist es iiblich, do hinter das Integral zu schreiben, und man findet
auch die Notationen dS und in der deutschen Literatur dw oder dO mit w oder O
wie ,,Oberflache*.
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Skizze zum Gitterpunktsatz einer konvexen zum Ursprung punktsymmetrischen
Teilmenge der Ebene, die fast die Fldche 4 hat und dennoch auB3er dem Ursprung
keinen Punkt des Gitters Z? trifft. Der Gitterpunktsatz besagt, da das ab einer
Flache > 4 nicht mehr moglich ist.

67



Beweis von Satz 1.11.2. Nach 1.4.42 und 1.4.21 existiert eine Folge von Integrati-
onskarten (Q),,, ¢, ), deren Bilder unsere Fastfaltigkeit iiberdecken. Auf dem Bild
jeder dieser Integrationskarten liefert unsere Vorschrift ein topologisches Mal3.
Wir wollen diese MaRe mit Hilfe von Ubung 1.1.39 verkleben. Wir miissen dazu
nur zeigen, dafl gegeben zwei Integrationskarten (), ¢) und (P, ) von M und
A C ¢(Q) Ny(P) meBbar gilt

/ vol(dyp)dFa = / vol(d,)d"y

e 1(4) P=1(A)

Im Fall A C ¢(Q°) N(P°) folgt das wie Fall der Integration iiber Mannigfal-
tigkeiten [ ] aus der Transformationsformel 1.10.1, angewandt auf den
Kartenwechsel. Es reicht also, im Fall A = (o(Q) N ¥(P))\(¢(Q°) N (P°)) zu
zeigen, daf beide Seiten Null werden. Es reicht weiter, das fiir die linke Seite zu
zeigen, und dafiir reicht es zu zeigen, daB fiir die Restriktion ¢, : )° < M von ¢
das Urbild o, (1) (OP)) eine Nullmenge ist. Nach [ ] angewandt auf die
Mannigfaltigkeit ¢(Q°) ist aber (o 1ov)) : ™1 (p(Q°)) — Q° stetig differenzier-
bar und nach 1.10.5 wird darunter ¢) ! (o(Q°)) NI P in der Tat auf eine Nullmenge
abgebildet. DaBl schlieBlich unser Flichenmal} endlich ist auf Kompakta, scheint
mir offensichtlich. U

Ubungen

Ubung 1.11.5. Sei M C R" eine k-Fastfaltigkeit. Man zeige: Ist K C R*~! ein
kompakter Quader und ¢ : K — R” stetig differenzierbar mit Bild p(K) C M,
so ist ¢(K) fiir das Flichenmal von M eine Nullmenge.

Ubung 1.11.6. Sei I C R ein mehrpunktiges Intervall und f : I — (0, 00) ste-
tig differenzierbar. So ist die Mantelfliche M = {(z,y,2) € R? | 2% + ¢* =
(f(2))?} eine zweidimensionale Randfaltigkeit im R3. Man zeige man fiir das
Bildmal} des Oberflichenmalles unter der orthogonalen Projektion p : M — [
unserer Mantelfldche auf die z-Achse die Formel p,.o = 27 f(2)+/1 + (f'(z))?dz.
Ist speziell M die Einheitskugel, so zeige man p.o = 2rdz und berechne noch-
mals die Oberfliche der Einheitskugel.

Ubung 1.11.7 (Zwiebelformel). Ist S"' = {z € R" | |lz| = 1} die Ein-
heitssphire mit ihrem Flichenmall o, so ist unter der Multiplikationsabbildung

~

mult : Rog x S"~1 = R™\0 das ProduktmaB r"~'dr X o verwandt zum Lebes-
guemal auf R™\0, in Formeln

mult : " ldr Ko~ A"

Hinweis: Man rechne mit einer beliebigen Karte von S™~! und erweitere sie zu ei-
ner Karte von R™\ 0. Man beachte, daf fiir eine differenzierbare Kurve, die ganz in
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der Einheitssphire verlduft, der Geschwindigkeitsvektor stets auf dem Ortsvektor
senkrecht steht.

Ubung 1.11.8. Genau dann ist die Funktion R" — [0, 00], z + ||z||* fiir gege-
benes o € R integrierbar auf dem Komplement eines und jedes offenen Balls um
den Ursprung, wenn gilt « < (—n). Hinweis: Zwiebelformel 1.11.7.

Ubung 1.11.9. Sei I' C R" ein Gitter, als da heiBt das Gruppenerzeugnis einer
Basis von R" als R-Vektorraum. Genau dann konvergiert 3 o [[w[|*, wenn
gilt o < (—n). Hinweis: 1.11.8.

69



2 Funktionenraume und Fourierreihen

2.1 Lebesgue-Integral vektorwertiger Funktionen

2.1.1. Sei (X, M, 1) ein MaBiraum und V' ein endlichdimensionaler reeller Vek-
torraum. Eine Abbildung f : X — V heilit integrierbar, wenn sie mef3bar ist und
fiir eine und jede Norm auf V' gilt [ || f|| < occ. Unter diesen Umstidnden erkliren
wir das Integral unserer Funktion f als den eindeutig bestimmten Vektor

o= 1= /X ot

mit der Eigenschaft L(v) = [ L(f(x))u(z) fiir jede Linearform L : V' — R. Um
die Existenz und Eindeutigkeit von v zu zeigen, konnen wir etwa V' = R" anneh-
men und miissen nur priifen, dal dann das komponentenweise Integral den einzig
moglichen Vektor v mit den angefiihrten Eigenschaften liefert. Das ist leicht zu
sehen.

2.1.2. In[ ] hatten wir eine andere Verallgemeinerung des Integrations-
begriffs zu einem Integral fiir stetige Funktionen auf kompakten reellen Interval-
len mit Werten in Banachrdumen besprochen. Auf ihrem gemeinsamen Defini-
tionsbereich, also fiir stetige Funktionen auf kompakten reellen Intervallen mit
Werten in endlichdimensionalen Banachriumen, liefern unsere beiden Verallge-
meinerungen offensichtlich dasselbe Integral. Eine weitere Verallgemeinerung des
Integarlbegriffs wird in ?? besprochen.

Ubungen

Ubung 2.1.3. Unsere Siitze iiber dominierte Konvergenz und Integration auf Pro-
duktriumen gelten unveridndert auch fiir Funktionen mit Werten in endlichdimen-
sionalen reellen Vektorrdumen. Fiir jede lineare Abbildung A : V. — W in
einen weiteren endlichdimensionalen reellen Vektorraum gilt weiter die Formel

J(Ao f)y=A([f).

Ubung 2.1.4. Sei (X, ;1) ein MaBraum. Nimmt eine integrierbare Abbildung f :
X — V mit Werten in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum nur end-
lich viele Werte an, so haben wir

/X Fayule) = 3 ulf~(0) v

v#0

Ubung 2.1.5. Sei (X, M, 1) ein MaBraum. Gegeben eine integrierbare Abbildung
f X — V mit Werten in einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum gilt
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fiir jede Norm auf V' die Abschitzung

|[7]< [un

Hinweis: Man zeige das zunichst fiir mefbare Stufenfunktionen und argumentiere
dann mit dem Satz iber dominierte Konvergenz.

Ergdnzung 2.1.6. Im Fall komplexwertiger Funktionen und der Standardnorm auf
C kann man die Abschitzung | [ f| < [|f| aus 2.1.5 auch einfacher zeigen,
indem man A € C wihlt mit [A| = 1und A [ f > 0, woraus dann folgt

[il=rf 1= [ar=[reon< [nr=[is

2.2 Fourierreihen quadratintegrierbarer Funktionen

2.2.1. Sei (X, M, p) ein MaBraum. Eine Funktion f : X — C heiBt quadratin-
tegrierbar, wenn sie mefbar ist und ihr Betragsquadrat integrierbar ist, in For-
meln [ |f|* < co. Die Menge £* = £?(X, u1) aller quadratintegrierbaren Funk-
tionen f : X — C ist ein Untervektorraum im C-Vektorraum aller meB3baren
komplexwertigen Funktionen auf X, denn wir haben 2|f| - |g| < |f]* + |g|* und
[f + g < [fIP+2[f] - |g] + |g]* < 2(|f]* + |g[*). Dieselben Abschiitzungen
zeigen auch, da3 die Abbildung

(,): £2xL? — C B
(f.9) = (fro9)=[1fg

wohldefiniert ist und schieflinear im ersten Eintrag sowie linear im zweiten. Es gilt
auch offensichtlich (f, f) > 0 fiir alle f € £2. Dennoch liefert unsere Paarung
im Allgemeinen kein Skalarprodukt auf £? im Sinne von [ ] , da aus
(f, f) = Onicht notwendig folgt f = 0. Um einen Skalarproduktraum zu erhalten,
betrachten wir den Untervektorraum R := {f € L% | (f,g) = 0 Vg € £?}, das
sogenannte Radikal. Unsere hermitesche Form induziert dann offensichtlich ein
Skalarprodukt auf dem Quotientenvektorraum

L2(X,p) = L*/R

2.2.2. Ich erinnere an den Begriff der Summierbarkeit von Familien [ ]
Gegeben ein normierter Vektorraum V' nennt man eine Familie (v;);c; von Vekto-
ren aus V' summierbar mit Summe s € V' und schreibt

E Vi = S

icl
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genau dann, wenn es fiir jede Umgebung U von s eine endliche Teilmenge I;; C [
gibt derart, daB fiir jede endliche Obermenge J von Iy in [ gilt

ZUZ'EU

i€

Satz 2.2.3 (Fourierreihen quadratintegrierbarer Funktionen). Sei das Inter-
vall [0, 27| mit dem auf Gesamtmaf3 Eins normierten Lebesguemaf 1 == dt /27
versehen und 7. mit dem Zihlmaf3 (. So erhalten wir einen Isomorphismus von
Skalarproduktrdumen

L(Z,¢) = L*([0, 2x], p)

durch die Vorschrift (c,)nez = Y _nez Cn '™, Insbesondere ist also fiir jede Fami-
lie (¢,)nez von komplexen Zahlen mit Y |c,|*> < oo die Familie der Funktionen
cn €™ im Skalarproduktraum 1*([0, 27], i) summierbar.

2.2.4. Den Beweis dieses Satzes miissen wir zuriickstellen, bis wir die Theorie
weiter ausgebaut haben. Er wird dann im Anschlu3 an 2.6.3 gegeben werden.
Im folgenden geben wir alternative Beschreibungen unserer Riume L*(X, 1), die
eine bessere Anschauung dafiir geben mogen und sich auch sonst als niitzlich
erweisen werden.

Definition 2.2.5. Sei (X, M, ) ein MaBraum und Y eine Menge. Auf der Menge
Ens(X,Y") aller Abbildungen von unserem Mafiraum X in die Menge Y konnen
wir eine Aquivalenzrelation ~,, erkldren durch die Vorschrift

f~u,9< {3N € Mmity(N)=0und f(z) = g(x) Vo € X\N}

In Worten sind also Abbildungen f, g genau dann dquivalent, wenn sie au3erhalb
von einer Nullmenge iibereinstimmen. Die Aquivalenzklassen von ~,, heiBen -
fast iiberall definierte Abbildungen von X nach Y. Wir notieren fast iiberall
definierte Abbildungen

f:X--2Y

Wenn wir betonen wollen, daf} eine Abbildung im urspriinglichen Sinne zu verste-
hen ist, sprechen wir von einer iiberall definierten Abbildung. Die Menge aller
fast tiberall definierte Abbildungen von X nach Y notieren wir

Ens,(X,Y) :=Ens(X,Y)/ ~,

2.2.6. Sei (X, M, 1) ein MaBraum. Gilt eine Aussage fiir alle € X auferhalb
einer Nullmenge, so sagt man auch, die Aussage gelte fast iiberall oder genauer
p-fast iiberall.
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2.2.7. Sei (X, M, ) ein MaBraum. Ist K ein Korper, so bildet im Vektorraum
Ens(X, K) der K-wertigen Funktionen auf X die Teilmenge

N:={f:X > K|fn~,0}

der fast iiberall verschwindenden Funktionen einen Untervektorraum. Offensicht-
lich ist dann f ~, g¢ gleichbedeutend zu (f — g) € N. Folglich induziert die
kanonische Surjektion Ens(.X, K') — Ens, (X, K) eine Bijektion

Ens(X, K)/N = Ens, (X, K)

So wird die Menge Ens, (X, K) der fast iiberall definierten /& -wertigen Funktio-
nen zu einem K -Vektorraum.

2.2.8 (Diskussion der Terminologie). Den Begriff fast iiberall verwenden wir
ungliicklicherweise in zwei Bedeutungen: Auf einem Mafraum X als Abkiirzung
fiir ,,die Ausnahmen bilden eine Nullmenge®, auf einer beliebigen Menge X als
Abkiirzung fiir ,,die Ausnahmen bilden eine endliche Menge*. Mir ist keine grif-
fige Terminologie eingefallen, die diese Unschirfe ausrdumt. Ich kann nur hoffen,
daB aus dem Kontext erschlossen werden kann, welche Bedeutung im Einzelfall
gemeint ist.

2.2.9 (Operationen mit fast iiberall definierten Funktionen). Man kann reell-
wertige oder auch komplexwertige fast iberall definierte Funktionen addieren und
multiplizieren, man darf beim Rechnen mit fast iiberall definierten Funktionen so-
gar auch dann noch den Quotienten f/g bilden, falls g nur fast iiberall von Null
verschieden ist. Es ist sinnvoll, von einer Folge fast iiberall definierter Funktionen
zu sagen, daB sie fast iiberall punktweise gegen eine weitere fast {iberall definierte
Funktion konvergiert. Man kann die Verkniipfung g o f einer fast iiberall definier-
ten Funktion f mit einer tiberall definierten Funktion ¢ bilden und erhélt so wieder
eine fast iiberall definierte Funktion. Nicht sinnvoll ist das Auswerten einer fast
iiberall definierten Funktion an einem Punkt, es sei denn, der fragliche Punkt habe
positives Maf3.

Definition 2.2.10. Sei (X, M, u) ein Mafiraum und Y ein MeBraum. Eine fast
tiberall definierte Abbildung f : X --» Y heillit meBbar, wenn sie einen mefba-
ren Repréisentanten hat.

2.2.11. Ist unser MafBraum nicht vollstindig, so kann eine mefbare fast iiberall
definierte Abbildung durchaus auch nicht-mef3bare Reprisentanten haben.

Definition 2.2.12. Sei (X, M, 1) ein MaBraum. Unter einer L'-Funktion auf X
versteht man eine fast iiberall definierte Funktion X --» C, die einen integrierba-
ren Reprisentanten besitzt.
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2.2.13. Es ist etwas ungliicklich, daB eine L'-Funktion damit genau genommen
gar keine Funktion ist, sondern vielmehr eine Aquivalenzklasse von Funktionen.
Der Buchstabe L steht in diesem Zusammenhang fiir ,,Lebesgue®. Die Menge aller
L!-Funktionen notiert man

LX) = LY(X; p)

Lemma 2.2.14. Sei (X, M, u) ein Maf3raum und h : X — [0, oo| mefSbar. Genau
dann gilt f h = 0, wenn h auflerhalb einer Nullmenge verschwindet.

Beweis. Verschwindet h auflerhalb von einer Nullmenge, so gilt offensichtlich
| h = 0. Gilt umgekehrt [ h = 0, so hat A~*([1/n, co]) MaB Null fiir alle n, und
damit hat auch h=1((0, 00]) MaB Null als abzéhlbare Vereinigung von Mengen
vom Maf3 Null. O

Satz 2.2.15. Gegeben ein Mafraum (X, M, ) ist L'(X) C Ens, (X, C) ein Un-
tervektorraum des Raums der fast iiberall definierten Funktionen und die Vor-
schrift ||g||1 == [ |g| definiert darauf eine Norm.

Beweis. Wir iiberlassen alles dem Leser bis auf den Nachweis der Implikation
lglli = 0 = g = 0. Per definitionem haben wir ||g||; = | |g| fiir einen und jeden
integrierbaren Reprisentanten g : X — C von g. Aus ||g|l; = [|g| = 0 folgt
nun erst |§| ~, 0 nach 2.2.14 und dann § ~, 0 und dann aus den Definitionen
g =0. ]

Definition 2.2.16. Sei (X, M, ;1) ein MaBraum. Unter einer L*>-Funktion auf X
versteht man eine fast iiberall definierte Funktion X --» C, die einen quadrat-
integrierbaren Représentanten besitzt.

2.2.17. Wieder ist es etwas ungliicklich, daB eine L*-Funktion damit genau ge-
nommen gar keine Funktion ist, sondern vielmehr eine Aquivalenzklasse von
Funktionen. Die Menge aller L?>-Funktionen notiert man

LA(X) = L*(X; )

Satz 2.2.18. Gegeben ein Mafraum (X, M, 1) ist L*(X; ) C Ens,(X,C) ein
Untervektorraum des Raums der fast iiberall definierten Funktionen und die Vor-
schrift (f,g) := [ fg definiert darauf ein Skalarprodukt.

Beweis. Dem Leser iiberlassen. ]

Lemma 2.2.19. Gegeben ein Maf3raum (X, M, ) induziert die offensichtliche
Abbildung L*(X, 1) — Ens, (X, C) einen Isomorphismus

L2(X, p) = L2(X; o)
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zwischen unserem in 2.2.1 als Quotient L*(X, 1) := L*(X, 1) /R erkldirten Raum,
den wir zur Unterscheidung mit einem Komma notieren, und unserem gerade eben
in 2.2.17 als Untervektorraum 1*(X; i) C Ens, (X, C) erklirten Raum, den wir
mit einem Semikolon notieren.

Beweis. Esreicht zu zeigen, daB das Radikal R = {f € L*| (f,g) = 0 Vg € L?}
aus 2.2.1 auch beschrieben werden kann als die Menge R = £? N N der fast
iiberall verschwindenden Funktionen aus £2. In der Tat ist O offensichtlich und
C folgt aus der Kette von Implikationen

fER = UJ>=0:¢(/VF=0 S [P0 = f 0

Die dritte Implikation kommt dabei von 2.2.14 her. [

Ubungen

Ubung 2.2.20. Man gebe eine quadratintegrierbare Funktion f : R — R an, die
nicht integrierbar ist. Man gebe eine integrierbare Funktion f : R — R an, die
nicht quadratintegrierbar ist. Man zeige, dal jede quadratintegrierbare Funktion
f + R — R mit kompaktem Tréiger integrierbar ist.

Ubung 2.2.21. Sind f,g : R® — C fast iiberall gleich und stetig bei p € R, so
gilt f(p) = g(p).

Ubung 2.2.22. Man berechne die Fourierkoeffizienten der Ségezahnfunktion ¢
|t| fur ¢ € [—m, ] und der Funktion ¢ — exp(exp(2it)).

Ergiinzende Ubung 2.2.23. Sei f : R — R von der Periode 27 und integrierbar
auf [0,27] und sei @ € R gegeben. Lassen sich die Restriktionen f|(_ ) und
[l(a,00) auf die jeweiligen abgeschlossenen reellen Intervalle fortsetzen zu bei a
differenzierbaren Funktionen, so konvergiert die Fourierreihe von f an der Stelle
a, genauer die Folge der Partialsummen Zlvl <nCv eV gegen den Wert

L/ .
§Q%ﬂw+gg@)
Hinweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt « = 0 und f ist gerade und
stetig bei Null mit f(0) = 0. Nun setze man P, = Y ___e" und priife P,(f) =
cos(nt) + cot(t/2) sin(nt). Dann zeige man (f, P,) — 0.

Ubung 2.2.24. Man zeige fiir f,g € L? die sogenannte Holder-Ungleichung
Ifglli < llfll2llgll2- Hinweis: Man wende die Cauchy-Schwartz’sche Unglei-
chung auf die Betrdge unserer Funktionen an.
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Anschaulich und unprizise gesprochen ist die Quadratintegrierbarkeit im
Vergleich zur Integrierbarkeit fiir Funktionen f : R — R eine schwéchere
Bedingung an das Abfallen fiir  — 400, aber eine stirkere Bedingung an die
Natur moglicher Polstellen.
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2.3 Riume integrierbarer Funktionen

2.3.1. Um unsere Riume integrierbarer und quadratintegrierbarer fast iiberall de-
finierter Funktionen simultan behandeln zu konnen, fithren wir eine gemeinsame
Verallgemeinerung ein, die sogenannten L”-Rdume. Im Rahmen dieser Vorlesung
konnte man im Folgenden stets mit p € {1,2} arbeiten und so die Diskussion
allgemeiner L”-Rdume vermeiden. In anderen Zusammenhingen scheinen jedoch
auch die L”-Rdume fiir andere p von Bedeutung zu sein.

Definition 2.3.2. Gegeben ein Mafiraum (X, M, ) und p € [1, 00) erklidrt man
LP(X) =LP(X;p) = LP(X; M, i) C Ens, (X, C) als die Menge der fast iiberall
definierten meBbaren Funktionen f : X --+ C mit

e

Beispiel 2.3.3. Fiir p = 1 und p = 2 erhalten wir die bereits in 2.2 ausfiihrlich
diskutierten Raume L'(X) und L*(X).

Definition 2.3.4. Gegeben ein Mafiraum (X, M, ;1) notiert man die Menge aller
fast tiberall definierten mefbaren Funktionen f : X --» C mit mindestens einem
betragsmifig beschriankten Reprisentanten

L7(X) = L®(X; p) = L™(X5 M, p) C Ens, (X, C)

2.3.5. Sei (X, M, p) ein Mafiraum. Ein Element der Menge L”(X; ;1) heif3t eine
L?-Funktion. Eine meBbare Funktion f : X — C, die ein Element von L”(X; 1)
reprasentiert, heifit eine £P-Funktion.

Proposition 2.3.6. Gegeben ein Mafiraum (X, 1) ist die Menge der 1.°°-Funk-
tionen ein Untervektorraum L™ (X ; 1) C Ens, (X, C) im Raum der fast iiberall
definierten Funktionen und wir erhalten darauf eine Norm, indem wir fiir ||g||oo
das Minimum der Supremumsnormen aller betragsmdflig beschrinkten Reprdsen-
tanten g von g nehmen oder dquivalent setzen

Iglloe == sup{e > 0] u (57 {z | |2] > c}) > 0}
fiir einen und jeden Reprdsentanten g von g.

2.3.7 (Diskussion der Notation). Leider hat nun das Symbol || f || zwei Bedeu-
tungen: Einmal fiir eine beschrinkte komplexwertige Funktion auf einer belie-
bigen Menge als Supremum der Betrige aller Funktionswerte bzw. Null fiir die
einzige Funktion auf der leeren Menge, ein andermal als das eben definierte, so
genannte essentielle Supremum einer fast iiberall definierten Funktion auf einem
MaBraum. Welche Bedeutung im Einzelfall gemeint ist, muf3 der Leser meist aus
dem Kontext erschlieen. Wenn ich explizit auf dem essentiellen Supremum be-
stehen will schreibe ich || ]|

oo ¢
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Proposition 2.3.8. Gegeben ein Mafiraum (X, i) und p € [1,00) ist die Menge
der LP-Funktionen LP(X; u) C Ens, (X, C) ein Untervektorraum im Raum aller
fast tiberall definierten Funktionen, und wir erhalten darauf eine Norm durch die

Vorschrift )
1/p
1= ([ 177)

2.3.9. Wir erinnern aus | ] und [ ] zwei niitzliche Unglei-
chungen: Gegeben reelle Zahlen a,b > 0 und p,q > 1 mit ; + . = 1 folgt die
Young’sche Ungleichung ab < p~'a? + ¢~ b7 aus der Konvexitit der Exponenti-
alfunktion. Weiter folgt, sogar fiir p > 1, die Ungleichung (a+b)? < 2P~1(aP+bP)
aus der Konvexitit der Funktion [0, 00) — R, z +— z?.

Beweis. Sicher gilt ||af]|, = |a]||f]|, und aus || f||, = 0 folgt f = 0 fast iiberall
mit 2.2.14. Um zu sehen, dafl L” stabil ist unter der Addition, gehen wir von 2.3.9
aus und folgern

[f+ gl < (1f1+ gD < 227 f P + 1gI7)

Um schlieBlich zu zeigen, da8 || ||, ein Norm auf L? ist, miissen wir weiter aus-
holen. Den Fall p = 1 haben wir bereits behandelt, wir diirfen also p € (1,00)
annehmen und finden dann ¢ € (1, 00) mit % + é = 1 alias p + g = pq. Solche
p, q heilen konjugierte Exponenten. Nach 2.3.9 gilt fiir reelle a, b > 0 dann

a?  b?

ab< —+ —
p q

Aus f € L? und g € L? folgt mithin fg € L'. Wir behaupten unter diesen
Annahmen sogar stirker die Holder-Ungleichung

1fglle < [/ llpllgllq

Auch das folgt im Fall ||f]|, = |lg|l, = 1 sofort aus unserer obigen Unglei-
chung und im allgemeinen durch Reskalierung. Gegeben f,g € L zeigen wir
nun schlieBlich || f + g, < [|f]l, + ||g]|,- Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit
diirfen wir f und ¢ nichtnegativ und von Null verschieden annehmen. Setzen wir
h = (f + g)P~1, so ergibt sich h? = (f + g)P. Es folgt h € L und wir erhalten

1F+gly = 1+ 9)hlls < IRl +llghlls < [[fll[1P14 + [lgllplifllg

Beachten wir nun ||A]|, = ||f + ¢/”/? und teilen das auf beiden Seiten weg, so

ergibt sich die Behauptung. 0
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2.3.10. Man bezeichnet etwas allgemeiner als im vorherigen Beweis eingefiihrt
auch 1 und co als konjugierte Exponenten. Ist nun (X, ;) ein MaBraum und
sind p, ¢ € [1, oo] konjugierte Exponenten, so folgt aus f € L” und g € L9 stets
fg € L' und |[fglli < |Ifl,llglly- Fiir p,q € (1,00) hatten wir das bereits im
vorhergehenden Beweis gesehen. Im verbleibenden Fall ist es eh klar.

Satz 2.3.11 (Vollstiandigkeit der L”-Raume). Fiir jeden Mafiraum X und alle
p € [1, 00] sind die normierten Vektorrdume 1P (X)) vollstindig. Jede konvergente
Folge in einem dieser Rdume besitzt des weiteren eine Teilfolge, die fast iiberall
punktweise gegen die Grenzfunktion konvergiert.

Beispiel 2.3.12. Die charakteristischen Funktionen der Intervalle [0, 1], [0, 1/2],
[1/2,1],[0,1/4],[1/4,2/4],[2/4,3/4],[3/4,1],[0,1/8],[1/8,2/8], ... bilden eine
Nullfolge im Raum der L'-Funktionen auf dem Einheitsintervall, die nicht fast
iiberall punktweise gegen Null konvergiert.

Beweis. Wir iiberlassen den Fall p = co dem Leser zur Ubung und fiihren den
Beweis nur im Fall p < co. Es gilt zu zeigen, daB jede Cauchy-Folge in L”(X)
konvergiert. Seien die f, : X — C meBbare Reprisentanten der Glieder einer
Cauchy-Folge in L”(X). Indem wir falls n6tig zu einer Teilfolge iibergehen, diir-
fen wir annehmen, daf gilt || f,, — fo41]l, < 27". Wir betrachten nun die Funktio-
nen gi, g : X — [0, 00] gegeben durch

k [eS)
gk:Z|fn_fn+1| und g:Z|fn_fn+1|
n=0 n=0

Aus unseren Annahmen folgt ||gx||, < 2 fiir alle &, und da die Funktion g” der
monotone punktweise Grenzwert der g}, ist, erhalten wir mit dem Satz von Lebes-
gue iiber monotone Konvergenz | g” < 2. Insbesondere gilt also g(z) < oo fast
tiberall auf X'. Sicher gilt aber auch

k

fo=forr = (fa = far1)

n=0

und diese Reihe konvergiert absolut an allen Stellen x € X mit g(z) < oo, als
da heif3t fast iiberall. Mithin konvergiert auch die Folge der f; fast tiberall, und
wir erhalten als ihren punktweisen Grenzwert eine fast iiberall definierte mef3bare
Funktion f. Wir miissen nur noch zeigen, da3 f in L” liegt und daf3 die Folge
der fr auch in der L.”-Norm gegen f konvergiert. Offensichtlich sind aber die
Funktionen |fy — fi| fast tiberall beschrinkt durch g, folglich ist |fy — f]| fast
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Die ersten Glieder der Nullfolge in L' aus 2.3.12, die nicht fast iiberall
punktweise gegen Null konvergiert. Die graphische Darstellung ist etwas
fragwiirdig, da Graphen von Funktionen keine senkrechten Linien enthalten
diirfen, aber wir vereinbaren einfach, daf} in diesem Fall stets der oberste
mogliche Wert gemeint ist.

80



iiberall beschrinkt durch g, also gehort fo — f zu L?, und dann gehort auch f zu
LP. Weiter konnen wir mit 2.3.9 abschitzen

|f = ful? <2270 = fol” + | fo — ful?) < 279"

Damit folgt dann limy,_¢ || f— fx||, = 0 aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz,
angewandt auf die Funktionenfolge |f — fi|F. O

Ubungen

Ubung 2.3.13. Ist (X, ) ein MaBraum und £ C X eine meRbare Teilmenge
endlichen MaBes, so liefert fiir alle p € [1, o] die Einschrinkung von Funktionen
eine stetige Abbildung L?(X) — L'(E).

Ubung 2.3.14. Gegeben ein MafBraum liegen fiir 1 < p < oo die integrierbaren
Stufenfunktionen auf unserem Raum dicht im Raum der L”-Funktionen. Hinweis:
Man verwende Lemma 1.5.15.

Ubung 2.3.15. Gegeben eine Menge X und ein PrimaB y auf einem Mengenring
A C P(X) erzeugen fiir 1 < p < oo die charakteristischen Funktionen der Men-
gen endlichen MaBles aus A einen dichten Teilraum im Raum der L”-Funktionen
in Bezug auf die grofite MaBfortsetzung auf der von A erzeugten o-Algebra. Hin-
weis: Man verwende die vorhergehende Ubung 2.3.14 und die Konstruktion der
groften MaBfortsetzung 1.2.14.

Ubung 2.3.16. Gegeben MaBriume (X, 1) und (Y, v) erzeugen fiir alle p € [1, 00)
die charakteristischen Funktionen [A x B] fir A C X und B C Y meBbar von
endlichem MaB einen dichten Teilraum von L”(X x Y'; u X v). Speziell erzeugen
die Funktionen mit ( fXg)(x,y) := f(z)g(y) mit f € L*(X; ) und g € L*(Y;v)
einen dichten Teilraum von L*(X x Y; X v). Hinweis: 2.3.15.

Ubung 2.3.17. Gegeben ein BorelmaB 1 auf R und 1 < p < oo ist der Raum
L?(R; 1) endlichdimensional genau dann, wenn p eine endliche Linearkombina-
tion von Diracmalen ist. Hinweis: Man betrachte die Variante 1.2.27 der Vertei-
lungsfunktion unseres Maf3es.

2.4 Hilbertraume und Hilbertbasen

Definition 2.4.1. Ein Hilbertraum ist ein komplexer, seltener auch reeller Ska-
larproduktraum, der vollstindig ist fiir die von diesem Skalarprodukt induzierte
Metrik. Bezeichnet ( , ) unser Skalarprodukt, so wird die davon induzierte Metrik
gegeben durch die Vorschrift d(z,y) = ||z — yl|o mit ||v||2 = \/ (v, v), vergleiche
[ ] . Einen reellen oder komplexen Skalarproduktraum bezeichnet man
insbesondere dann, wenn unser Raum nicht vollstindig ist, auch als Prihilber-
traum.
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2.4.2 (Diskussion der Terminologie). Manche Quellen fordern von einem Hil-
bertraum zusétzlich noch, daf er eine abzéhlbare dichte Teilmenge besitzen moge.
Wir schlieBen uns dieser Konvention nicht an und nennen derartige Hilbertriume
,»separabel®, da es sich dabei offensichtlich genau um die Hilbertriume handelt,
die als metrische Rdume separabel sind im Sinne von 1.4.18.

Beispiel 2.4.3. Nach 2.3.11 ist fiir jeden Mafiraum X = (X, M, u) der Raum
L?(X) der fast iiberall definierten quadratintegrierbaren Funktionen auf X ein
Hilbertraum. Wir werden im Folgenden zeigen, dal} es keine wesentlich anderen
Beispiele fiir Hilbertriume gibt, ja sogar, da3 jeder Hilbertraum bereits isomorph
ist zum Raum der quadratintegrierbaren Funktionen auf einer mit dem Zahlmaf
versehenen Menge. Dazu miissen wir jedoch zunichst etwas mehr Theorie entwi-
ckeln.

2.4.4. Ich erinnere daran, daf3 nach [ ] eine Familie von Vektoren (e;);cs
eines Skalarproduktraums ein Orthonormalsystem heift, wenn gilt (e;, e;) = d;;
mit dem Kroneckerdelta aus [ ]

Definition 2.4.5. Eine Hilbertbasis eines Hilbertraums oder gleichbedeutend ein
vollstiindiges Orthonormalsystem ist ein Orthonormalsystem, dessen Vektor-
raumerzeugnis dicht ist in unserem Hilbertraum.

2.4.6. Eine Hilbertbasis ist im allgemeinen keine Basis unseres Hilbertraums im
Sinne der linearen Algebra. Genauer gilt das nur fiir endlichdimensionale Hilber-
trdume, und fiir diese ist eine Hilbertbasis dasselbe wie eine Orthonormalbasis.
Man vergleiche dazu auch Ubung 2.4.19.

Definition 2.4.7. Fiir eine Menge I bezeichne L?(I) den Raum der in Bezug auf
das ZihlmaB quadratintegrierbaren Funktionen / — C und y; € L*(I) die cha-
rakteristische Funktion der einelementigen Menge {i}. In der Literatur wird unser
L2(I) auch oft (1) notiert.

2.4.8. Nach 2.3.14 bilden die y; eine Hilbertbasis von L?(1). Nach [AN1]
ist jede quadratintegrierbare Funktion / — C im iibrigen hochstens auf einer
abzihlbaren Teilmenge von [/ verschieden von Null.

2.4.9. Wir erinnern, da} wir nach [ ] eine Familie (v;);c; von Vektoren
eines normierten Vektorraums V summierbar mit Summe s € V nennen und

E Vi, = S
icl

schreiben als Abkiirzung fiir die Aussage, dal} es fiir jede Umgebung U von s eine
endliche Teilmenge [;; C I gibt derart, dal} fiir jede endliche Obermenge J von
IyinIgilt) . v €U.
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Satz 2.4.10 (iiber Hilbertbasen).  [. Ist (e;);c; ein Orthonormalsystem in ei-
nem Hilbertraum H, so gibt es genau eine stetige lineare Abbildung ¢ :
L2(I) — H mit x; + e; fiir alle i € I, und diese Abbildung erhdlt das
Skalarprodukt;

2. Ist (e;);es sogar eine Hilbertbasis, so ist besagte Abbildung ein Isomorphis-
mus von Hilbertriumen 1*(I) = H und ihre Inverse H = L*(I), v +— 0
wird gegeben durch v(i) = (e;,v);

3. Gegeben eine Hilbertbasis (e;);cs in einem Hilbertraum H gilt fiir jeden
Vektor v € ‘H im Sinne von 2.4.9 die Darstellung

v = Z<€i77}>€i

icl

2.4.11. Wir schicken dem Beweis zwei Lemmata voraus.

Lemma 2.4.12 (Stetige Fortsetzung von dichten Teilmengen). Seien XY me-
trische Raume und A C X eine dichte Teilmenge. So gilt:

1. Jede Abbildung g : A — Y besitzt hochstens eine Fortsetzung zu einer
stetigen Abbildung g : X — Y

2. Ist g : A — Y gleichmdfig stetig und Y vollstindig, besitzt g genau eine
Fortsetzung zu einer stetigen Abbildung g : X — Y.

2.4.13. Im Wesentlichen haben Sie das Lemma bereits als Ubung [ ]
gezeigt. Die Abbildung (0,1) — R, x — (1/x) ist stetig, aber nicht gleichmi-
Big stetig, und 14Bt sich nicht stetig auf die Vervollstindigung [0, 1] des offenen
Intervalls (0, 1) fortsetzen.

Vorschau2.4.14. In[TM] wird erklért, unter welchen Voraussetzungen sich
die erste Aussage auf den Fall topologischer Raume verallgemeinern 1a6t. Die
zweite Aussage 148t sich allgemeiner fiir sogenannte ,,uniforme Raume* zeigen,
wie sie in [ T'M] eingefithrt werden. Wir gehen hier darauf nicht niher ein.

Beweis. Gegeben x € X finden wir eine Folge a,, in A mit lim,, ,,, a, = =.
Natiirlich muB fiir jede stetige Erweiterung g von g gelten

lim g(an) = g(z)

n—o0

und das zeigt auch schon die Eindeutigkeit von g. Ist ¢ nun gleichmiBig stetig,
so ist mit a,, auch g(a,) eine Cauchy-Folge, und ist Y vollstindig, so muB g(a,,)
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konvergieren. Haben weiter zwei Folgen a,,, b, in A denselben Grenzwert x, so
strebt auch die Folge c,, mit den Gliedern aq, b1, as, bo, . .. gegen z. Wir folgern

lim g(an) = lim g(cn) = lim g(bn)
n—oo n—oo n—oo
und konnen also definieren g(x) = lim,_,, g(a,) fir eine und jede Folge a,
aus A, die gegen x strebt. Wir miissen nur noch zeigen, dal} g stetig ist. Sei da-
zu fir ¢ > 0 ein § > 0 gegeben mit d(a,b) < § = d(g(a),g(b)) < e. Wir
zeigen d(z,z) < §/2 = d(g(x),g(z)) < e fur alle z,z € X. In der Tat,
ist x = lim, .o a, und z = lim,,_., b,, so folgt aus der Dreiecksungleichung
d(an,b,) < ¢ fiir fast alle n und damit d(g(a,), g(b,)) < ¢ fiir fast alle n und
dann im Grenzwert auch d(g(x),§(z)) < e mithilfe der Stetigkeit der Metrik
d:Y xY — Rnach [ ] . [

2.4.15. Wir erinnern daran, dal3 nach [ ] eine lineare Abbildung zwi-
schen zwei Skalarproduktraumen L : H — H’ unitir heifit genau dann, wenn sie
das Skalarprodukt erhilt, wenn also in Formeln gilt (Lv, Lw) = (v, w) Yv,w €

H.

2.4.16. Eine unitdre Einbettung von einem Hilbertraum in einen Prihilbertraum
und allgemeiner eine normerhaltende Einbettung von einem Banachraum in einen
weiteren normierten Vektorraum hat stets abgeschlossenes Bild. In der Tat ist nach
[ ] eine vollstindige Teilmenge eines metrischem Raums stets abge-
schlossen.

Lemma 2.4.17. Seien X,Y normierte Vektorrdume, A C X ein dichter Teilraum
und g : X — Y eine stetige Abbildung. Ist die Einschréinkung g|a : A — Y linear,
so ist auch g linear. Sind X,Y Skalarproduktriume und ist die Einschrinkung
gla : A = Y unitdr, so ist auch g unitdr.

Beweis. Die Abbildung X x X — Y, (v, w) — g(v)+ g(w) ist stetig und stimmt
auf der dichten Teilmenge A x A mit der stetigen Abbildung (v, w) — g(v + w)
iiberein. Also sind diese Abbildungen gleich und es gilt g(v + w) = g(v) 4+ g(w)
fiir alle v,w € X. Mit dhnlichen Argumenten beendet man den Nachweis der
Linearitidt von g und zeigt die Vertriglichkeit mit dem Skalarprodukt. 0

Beweis von Satz 2.4.10 iiber Hilbertbasen. Bezeichne CI C L*(I) den Raum al-
ler Abbildungen / — C, die nur an endlich vielen Stellen von Null verschieden
sind. Natiirlich bilden die y; eine Basis von CI und wir erhalten eine lineare Ab-
bildung CI — H mit y; — e;. Da sowohl die yx; als auch die e; Orthonormalsys-
teme sind, ist unsere Abbildung mit den Skalarprodukten vertriglich, insbeson-
dere erhilt sie Abstinde. Da H vollstindig ist und CI dicht liegt in L*(1), 148t
sich unsere Abbildung nach Lemma 2.4.12 auf genau eine Weise zu einer stetigen
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Abbildung ¢ : L*(I) — H ausdehnen, und nach 2.4.17 ist diese Ausdehnung
sogar unitdr. Damit ist Teil 1 bewiesen. Nach 2.4.16 ist das Bild unserer unitér-
en Abbildung notwendig abgeschlossen, und im Fall einer Hilbertbasis folgt ihre
Surjektivitat. Um die inverse Abbildung zu beschreiben, rechnen wir

0(2) = (X0 0) = (@(xi), () = (ei, v)

Mit der Notation aus 2.4.9 kann die im Beweis konstruierte Abbildung ¢ : L*(1) —
‘H auch suggestiver geschrieben werden in der Form

oY [l

iel

In der Tat gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein endliches I. C I mit )., [f(i)]* < €7,
und fiir J endlich mit /. C J C I und der Notation 4 fiir die charakteristische
Funktionen einer Teilmenge A C [ folgt f = x;f + (1 — x)f und zusitzlich
(1 — xs)fll2 < &, mithin ||¢(f) — @(xsf)|l2 < €. Daraus folgt unmittelbar der
letzte Teil des Satzes. ]

Ubungen

Ubung 2.4.18. Eine Familie (v;)ier von paarweise orthogonalen Vektoren eines
Hilbertraums ist summierbar im Sinne von 2.4.9 genau dann, wenn gilt > ., [|v;[|* <
00, und in diesem Fall haben wir

S

iel

2
= > lluill?

i€l

Ubung 2.4.19. Man zeige, daB ein unendlichdimensionaler Hilbertraum keine Or-
thonormalbasis im Sinne der linearen Algebra besitzen kann.

Erginzende Ubung 2.4.20. Gegeben ein MaBraum (X, 1) und ein abzéhlbar ba-
sierter alias separabler Hilbertraum H bilden die mef3baren fast tiberall definierten
Funktionen f : X — H, fiir die || ||* o f : X — R integrierbar ist, mit dem Ska-
larprodukt (f, g) = [(f(x), g(x)) selbst einen Hilbertraum

L*(X, H) = L*(X, H; )

und die meBbaren Stufenfunktionen mit Tridger von endlichem Maf bilden darin
einen dichten Teilraum. Hinweis: Man verallgemeinere den Beweis von 2.3.11.
Die Bedingung der Separabilitidt von H ist notig wegen 1.4.25, da im allgemei-
nen (f(z), g(x)) nicht meBbar sein miifite, etwa wenn X endliches Maf} hat und
f jedem Punkt von X den durch diesen Punkt indizierten Vektor einer durch X
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indizierten Orthonormalbasis zuordnet. Die Aussage gilt aber entsprechend fiir
beliebige Hilbertriume H, wenn wir L?(X, #) feiner erkliren als die Menge al-
ler meBbaren fast iiberall definierten Funktionen f : X --» 7, deren Bild in
einem separablen Teilraum von H enthalten ist und fiir die || [0 f : X --» R
integrierbar ist.

Ergiinzende Ubung 2.4.21. Gegeben ein MaBraum (X, M, 1) und eine Menge
Z notieren wir die Menge der fast iiberall definierten Abbildungen von X nach
Z als Ens, (X, Z). Gegeben zwei o-endliche MaBirdume X,Y und eine Menge
Z induziert die offensichtliche Bijektion zwischen den entsprechenden Rdumen
iberall definierter Abbildungen aus [GR] nach Fubini eine Bijektion

Ens, (X xY,Z) = Ens, (X, Ens,(Y, Z))

Man zeige, dall diese Abbildung im Spezialfall X = Y = R, Z = C einen
Isomorphismus L*(R x R) = L*(R, L*(R)) induziert. Hinweis: Geeignete Stu-
fenfunktionen bilden auf beiden Seiten dichte Teilrdume, die als Prihilbertraume
unter unserer Abbildung identifiziert werden. Dann benutze man, da3 punktwei-
se Konvergenz fast iiberall unter unserer Abbildung punktweise Konvergenz fast
tiberall wird, und schliee mit 2.3.11.

2.5 Vervollstindigung metrischer Riume*

2.5.1. Dieser Abschnitt ist fiir den weiteren Fortgang der Vorlesung nicht unmit-
telbar relevant. Es stellt sich jedoch heraus, daf viele unserer Funktionenrdume
auch als Vervollstandigungen einfacherer Funktionenrdume konstruiert werden
konnen, und so mag dieser alternative Zugang zum Verstidndnis beitragen. In vie-
len Zusammenhéngen spielen auch direkte Summen von unendlichen Familien
von Hilbertrdumen eine wichtige Rolle, die bequem als Vervollstandigungen kon-
struiert werden konnen. Wir erinnern aus [ ] , daB3 eine Abbildung von
metrischen Rdumen isometrisch heiflt genau dann, wenn sie alle Abstinde unver-
dndert 14Bt. Sind (X, d) und (X', d') unsere metrischen Rdume, so heift also in
Formeln eine Abbildung f : X — X’ isometrisch genau dann, wenn gilt

d(f(x), f(y)) = d(z,y) Vo,yeX

Definition 2.5.2. Eine isometrische Abbildung mit dichtem Bild von einem me-
trischen Raum in einen vollstindigen metrischen Raum heif3t eine Vervollstéindi-
gung des Ausgangsraums.

Satz 2.5.3 (Vervollstindigung).  [. Fiir jeden metrischen Raum X existiert
eine isometrische Abbildung mit dichtem Bild a : X — Y in einen voll-
stdndigen metrischen Raum 'Y ;
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2. Istb : X — Z eine weitere isometrische Abbildung mit dichtem Bild in
einen vollstidndigen metrischen Raum Z, so existiert genau eine stetige Ab-
bildung f 1Y — Z mit f o a = b, und diese Abbildung f ist isometrisch
und bijektiv.

2.5.4. Der vollstindige metrische Raum Y oder genauer das Paar (Y, a) ist also
durch X eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus von metrischen
Rdumen. Wir génnen ihm deshalb den bestimmten Artikel und nennen (Y, a) oder
auch einfach den Raum Y selbst die Vervollstindigung von X .

Beweis. 2. Nach 2.4.12 kann man jede gleichmiBig stetige Abbildung von ei-
ner dichten Teilmenge eines metrischen Raums in einen vollstdndigen metrischen
Raum auf genau eine Weise stetig fortsetzen. Sind alsoa : X — Y und b : X —
Z Vervollstindigungen eines metrischen Raums X, so gibt es genau eine stetige
Abbildung f : Y — Z mit fa = b und genau eine stetige Abbildung g : 7 — Y
mit gb = a und wegen gfa = aund fgb = b gilt gf = id und fg = id. Weiter
priift man leicht, daf auch f und g Isometrien sein miissen.

1. Zu jedem metrischen Raum (X, d) kann man wie folgt eine Vervollstdndigung
can : X — X konstruieren: Auf der Menge C aller Cauchy-Folgen in X betrachte
man die Aquivalenzrelation ~ gegeben durch
a~b < lim d(a,,b,) =0
n—oo

und erklire X als die Menge aller Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen in X
unter dieser Aquivalenzrelation, in Formeln

X=C/~

Gegeben eine Cauchyfolge a € C bezeichne [a] € X ihre Aquivalenzklasse. Der
Leser mag selbst priifen, dal es genau eine Abbildung d : XxX >R gibt mit
der Eigenschaft
d([a], [b]) = nh_)IIOlO d(an,by) Va,beC

und daf3 diese Abbildung eine Metrik auf X ist. Die Abbildung can : X — X, die
jedem Punkt z € X die Klasse der konstant bei x verweilenden Folge zuordnet,
hei3t die kanonische Einbettung. Sie ist offensichtlich isometrisch mit dichtem
Bild. Es bleibt nur zu zeigen, daf} jede Cauchy-Folge in X konvergiert. Seien dazu
ag, ay, ... € C Reprdsentanten fiir die Glieder einer Cauchy-Folge in X. Jedes a;
ist also eine Cauchy-Folge in X alias eine Abbildung a; : N — X, und wir
notieren die Glieder dieser Folge a;(0), a;(1), ... Man zeigt nun miihelos, daf} die
,diagonale“ Folge [ : N — X mit i — a;(7) eine Cauchy-Folge in X ist und dal3
die Klasse [I] € X von [ der Limes in X der Folge der [a,] ist. O
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2.5.5 (Produkt von Vervollstindigungen). Das Produkt zweier Vervollstiandi-
gungen ist wieder eine Vervollstandigung. Sind also in Formeln X — V und
Y — W Vervollstindigungen, so ist auch X x Y — V x W eine Vervollstiandi-
gung. In der Tat ist V' x W nach [ ] wieder vollstidndig. Nach der Ein-
deutigkeit von Vervollstandigungen 2.5.4 existiert also fiir metrische Rdume XY
stets genau eine Isometrie zwischen dem Produkt ihrer Vervollstindigungen und
der Vervollstindigung ihres Produkts, die als untere Horizontale das Diagramm

X xY = X xY

R \
XXY & (X xY)N

zum Kommutieren bringt, mit dem Produkt der kanonischen Einbettungen bzw.
der kanonischen Einbettung des Produkts als vertikalen Abbildungen.

Definition 2.5.6. Gegeben ein normierter Vektorraum (V|| ||) bildet man einen
weiteren normierten Vektorraum ( Y , ), seine Vervollstindigung, indem man
auf dem vervollstdndigten metrischen Raum V die Addition, Multiplikation mit
Skalaren und Norm ,,durch stetige Fortsetzung nach 2.4.12 erklart. So erhilt man
etwa die Addition als stetige Fortsetzung auf V xVvoncanoadd: V xV =V,
und so weiter. Die Axiome eines normierten Vektorraums folgen dann aus der
Eindeutigkeit der stetigen Fortsetzungen nach 2.4.12.

Ergdnzung 2.5.7. Eine Pseudometrik auf einer Menge X ist eine Abbildung
d: X x X — Ry, die alle Eigenschaften einer Metrik [ ] hat mit Aus-
nahme der Eigenschaft, da3 verschiedene Punkte positiven Abstand haben miis-
sen. Ein pseudometrischer Raum ist eine Menge mit einer Pseudometrik. Eine
isometrische Abbildung mit dichtem Bild von einem pseudometrischen Raum in
einen vollstandigen metrischen Raum heift wieder eine Vervollstindigung des
Ausgangsraums. Alle oben gezeigten Eigenschaften libertragen sich auf den pseu-
dometrischen Fall, in dem nur die kanonische Abbildung X — X in die Vervoll-
standigung eben nicht mehr injektiv zu sein braucht.

Ergdnzung 2.5.8 (Alternativer Zugang zur Integrationstheorie). Man konn-
te das Konzept der Vervollstindigung dazu benutzen, sich eine Weile alle Mai3-
theorie zu sparen und etwa L”(R™) schlicht definieren als die Vervollstindigung
des Raums der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger in Bezug auf die L”-
Norm, fiir p € [0, 00). Mithilfe einer Variante von 2.3.11 identifiziert man dann
Elemente dieser Vervollstindigungen mit gewissen fast iiberall definierten Funk-
tionen, wobei Nullmengen ohne Riickgriff auf das Lebesgue-Mal erkldrt werden
als solche Mengen, die von einer Folge von Quadern mit beliebig kleinem Ge-
samtvolumen iiberdeckt werden konnen. Im Fall n = 1 erkldrt man dann das
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Integral | : L' — C als die stetige Fortsetzung des Riemann-Integrals, und er-
klart schlieflich Lebesgue-Mengen endlichen Mafles als solche Teilmengen des
R™, deren charakteristische Funktion integrierbar ist, und das Mall der Menge
eben als besagtes Integral. Dieser Zugang scheint mir recht elegant, da sich das
Konzept eines MaBles und eines Mefraums natiirlich ergibt und nicht willkiirlich
vorgegeben werden mul3. Ich habe dennoch den maftheoretischen Zugang vorge-
zogen, da er mit sehr viel weniger Vorkenntnissen verstanden werden kann und
die grundlegenden Resultate direkt in der Allgemeinheit liefert, in der sie auch in
der Wahrscheinlichkeitstheorie gebraucht werden.

Ubungen

Ubung 2.5.9. Die Vervollstindigung eines Prihilbertraums besitzt genau eine Struk-
tur als Hilbertraum derart, dal die kanonische Einbettung unitir ist. Hinweis: Man
dehne zuerst das Skalarprodukt mit einem festen Vektor auf die Vervollstdndigung
aus.

Ubung 2.5.10. Gegeben eine dichte Teilmenge A eines vollstindigen metrischen
Raums X liefert 2.4.12 eine isometrische Bijektion A 5 X. Insbesondere erhal-
ten wir so fiir jede offene Teilmenge (2 @ R" einen Isomorphismus von Hilber-
traumen C ()" = L*(£2), wo die Komplettierung des Prihilbertraums C,(2) der
stetigen Funktionen mit kompaktem Triger f : @ — C beziiglich der L?-Norm
1£]l2 == (f /12)"/2 gemeint ist

Ubung 2.5.11. Gegeben eine Familie von Hilbertrdumen (H;);c; erkldren wir auf
der direkten Summe €, _; H; der zugrundeliegenden Vektorrdume ein Skalarpro-
dukt durch die Vorschrift ((v;), (w;)) := >, (vs, w;). Die Vervollstindigung die-
ses Préhilbertraums im Sinne von 2.5.9 heifit die Hilbertsumme unserer Hilber-
traume und wird

~

D

notiert. Man zeige, daf} sich die Hilbertsumme auch beschreiben 146t als der Teil-
raum ihres Produkts aller Tupel (v;) mit der Eigenschaft >, _; [lv;]|*> < oo, mit
dem Skalarprodukt ((v;), (w;)) 1= >,/ (vi, w;). Ist speziell B; C H,; jeweils ei-
ne Hilbertbasis, so ist die disjunkte Vereinigung | |,., in;(B;) eine Hilbertbasis
unserer Hilbertsumme.

Ubung 2.5.12. Man erinnere die Konstruktion L*(X, ) aus 2.4.20. Gegeben ein
o-endlicher Maflraum und eine abzédhlbare Familie H; von separablen Hilbert-
rdumen liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus

@ L*(X, H;) & L? (X, EBH)
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Ergiinzende Ubung 2.5.13. Gegeben zwei Hilbertriume H und £ definiert man
ihr vervollstindigtes Tensorprodukt
HRL

als die Vervollstandigung ihres algebraischen Tensorprodukts mit seiner offen-
sichtlichen Struktur als Prihilbertraum. Man zeige, daf fiir (v;) eine Hilbertbasis
von # und (w,) eine Hilbertbasis von £ die Tensoren (v; ® w;) eine Hilbertbasis
von H®L bilden. Gegeben MaBriume (X, 1) und (Y,v) zeige man allgemei-
ner: Fiir das Produktmall ;« X v nach 1.7.4 liefert die von f ® g — f X g mit
(f ®g)(x,y) == f(x)g(y) induzierte Abbildung einen Hilbertraumisomorphis-
mus

LA(X; )@l (Y;v) S LA(X x Y uKv)
Hinweis: Das Bild ist dicht nach 2.3.16.

2.6 Fourierreihen quadratintegrierbarer Funktionen

Satz 2.6.1 (Approximation durch glatte Funktionen). Ist U G R" eine offe-
ne Teilmenge und | ein Borelmafs auf U, so liegen die glatten Funktionen mit
kompaktem in U enthaltenen Triiger fiir alle p € [1,00) dicht im Raum der LP-
Funktionen auf U, in Formeln

C(0) = L' (U; 1)
2.6.2. Diese Aussage ist im Fall p = oo nicht mehr richtig. So kann man etwa
auf R mit dem Lebesguemal} die konstante Funktion 1 in L.°° nicht als Grenzwert
einer Folge von Funktionen mit kompaktem Triger erhalten.

Beweis. Natiirlich ist C7°(U) C LP(U; u) ein Untervektorraum. Wir zeigen nun
fur immer groBere Funktionenklassen, daf sie zu Cp°(U) gehoren.

1.Ist A@ U offen von endlichem MaB 11(A) < oo, so gehort die charakteristische
Funktion [A] von A zu Cf°(U). Das folgt mit dem Satz iiber monotone Konvergenz
sofort aus Lemma 1.10.4, nach dem eine Folge nichtnegativer glatter Funktionen
mit kompaktem, in A enthaltenem Triger monoton gegen die charakteristische
Funktion von A konvergiert.

2.Ist B C U mefBbar von endlichem MaB 1(B) < oo, so gehort [B] zu C°(U). In
der Tat, fiir jedes ¢ > 0 finden wir aufgrund der Regularitit unseres Malles nach
1.9.4 eine offene Teilmenge A @ U mit B C A und u(B) < u(A) < u(B) +¢.
Fiir deren charakteristische Funktion gilt dann ||[B] — [A]||, < £'/P. Also ist [B]
Grenzwert einer Folge aus C°(U) und gehort mithin selbst zu C°(U).

3. Fiir jeden MafBiraum liegen die integrierbaren Stufenfunktionen fiir alle p €
[1,00) dicht im Raum der L”-Funktionen, siehe 2.3.14. N
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Vorschau 2.6.3. Ist (X, pt) ein abzihlbar basierter lokal kompakter Hausdorffraum
mit einem BorelmaB, so liegen fiir p € [1, 00) die stetigen Funktionen mit kom-
paktem Trager dicht im Raum der L”-Funktionen. Das zeigen wir hier nicht.

Satz 2.6.4 (Fourierreihen fiir L>-Funktionen). Sei das Intervall [0, 27] mit dem
auf Gesamtmafs Eins normierten Lebesgue-Maf3 p = dt/2m versehen und 7
mit dem Zihlmaf3 . So liefert die Fourierentwicklung f — [ gegeben durch
fA(n) = OZW f(t)e ™ u(t) einen Isomorphismus von Hilbertriumen
L2([0, 27]; i) = L(Z;€)

Beweis. Wir miissen nach 2.4.10 nur zeigen, daB die Funktionen (e), o7 im
Sinne von 2.4.5 eine Hilbertbasis von L?([0, 27; 1) bilden. Wir haben schon im
Beweis von [ ] gesehen, daf} sie ein Orthonormalsystem bilden. Aus
[ ] wissen wir weiter, daf} sich jede stetige Funktion der Periode 27
beliebig gut gleichmiBig durch trigonometrische Polynome approximieren 146t.
Da hinwiederum die stetigen, ja sogar die glatten Funktionen auf [0, 27| mit Trd-
ger im offenen Intervall (0, 27) nach 2.6.1 ihrerseits dicht in L? liegen, liegen auch
die trigonometrischen Polynome dicht in L?. [

Ubungen

Ubung 2.6.5 (Fourierreihen in mehreren Veriinderlichen). Man zeige, daB die
Funktionen x + e*™¢ fiir ¢ € Z" eine Hilbertbasis des Raums L*([0, 1]™; \)
der in Bezug auf das Lebesgue-Mal} quadratintegrierbaren Funktionen auf dem
n-dimensionalen Einheitswiirfel bilden.

Ubung 2.6.6. Gegeben y € R" und p € [1, 00) bezeichne 7, : LP(R") — LP(R")
die Verschiebung, in Formeln (7, f)(z) = f(z — y). Man zeige die Stetigkeit der
Abbildung R" x LP(R™) — LP(R"), (y, f) + 7, f. Hinweis: Man zeige zunéchst
die Stetigkeit von y +— 7, f fiir f € C/(R"). Der Buchstabe 7 seht fir das Wort
,,Translation®.

Ergiinzende Ubung 2.6.7. Hier diirfen Sie zeigen, daB fiir A, B C R™ meBbar
von positivem Mal} die Menge A + B eine nichtleere offene Teilmenge umfaft.
Man folgere zunichst aus 2.6.6, da fiir alle ¢ € L'(R™; \) die Funktion y +
[ f(y — x)[B](x) M) stetig sein muB. Dann beachte man, da diese Funktion
im Fall f = [A] mit A meBbar von positivem endlichen Maf} nichtnegativ ist und
positives Integral hat. Man folgere, daf} jede meBbare echte Untergruppe von R"
Maf Null haben muf3. Man folgere, dal jeder mebare Gruppenhomomorphismus
R™ — Z" konstant sein muf3.

Ergiinzende Ubung 2.6.8. Ist U @ R" eine offene Teilmenge und p darauf ein
Borelmal3, so gibt es fiir jede beschrinkte meB3bare Funktion f : U — C eine
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Folge f,, in C°(U) mit || fullco < || f|loo fiir alle n und f,,(z) — f(z) fiir fast alle
x € U. Hinweis: Da unser MaB3 notwendig o-endlich ist, findet man ein endliches
MaB mit denselben Nullmengen, fiir das dann f integrierbar ist. Nun verwende
man 2.3.11.

2.7 Fourierreihen und Charaktere

2.7.1. Seine natiirlichste Form erhilt unser Satz iiber Fourierreihen, wenn man
das Intervall [0, 27] zur Kreislinie S! := {z € C | |z| = 1} zusammenbiegt. Das
soll im folgenden ausgefiihrt werden.

Definition 2.7.2. Eine topologisches Monoid ist ein Monoid G mit einer Topolo-
gie derart, daf die Verkniipfung G x G — G stetig ist fiir die Produkttopologie auf
G x G. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G mit einer Topologie derart,
dal die Verkniipfung G x G — G und die Inversenabbildung G — G stetig sind.
Eine Hausdorffsche topologische Gruppe nenne ich auch eine Hausdorffgruppe.

2.7.3. Die topologischen Gruppen bilden mit stetigen Gruppenhomomorphismen
als Morphismen eine Kategorie, die ich GrpTop notiere. Gegeben topologische
Gruppen G, H bezeichnet insbesondere GrpTop(G, H) die Menge aller stetigen
Gruppenhomomorphismen von G nach H.

Beispiele 2.7.4. Die additive Gruppe eines endlichdimensionalen reellen Vektor-
raums ist eine topologische Gruppe. Die additive Gruppe jedes normierten reel-
len Vektorraums ist eine topologische Gruppe. Die multiplikative Gruppe C* des
Korpers der komplexen Zahlen ist eine topologische Gruppe. Die Gruppe S* aller
komplexen Zahlen der Norm Eins ist mit der von C induzierten Topologie eine
topologische Gruppe, die Kreisgruppe. Jede Gruppe ist mit der diskreten Topo-
logie eine topologische Gruppe. In der Zahlentheorie sind auch die topologischen
Gruppen der sogenannten ,,p-adischen Zahlen* und ,,Adele* von grofler Bedeu-
tung.

Definition 2.7.5. Gegeben eine topologische Gruppe G nennen wir die stetigen
Gruppenhomomorphismen von der additiven Gruppe (R, +) nach G alias die Ele-
mente von GrpTop(R, GG) die Gruppenwege in G.

2.7.6 (Diskussion der Terminologie). Unsere Gruppenwege heiflen in der Li-
teratur meist Einparameteruntergruppen. Diese Terminologie schien mir aber
ungeschickt, da es sich dabei ja nicht um Untergruppen, sondern vielmehr um
Wege in einer Gruppe handelt.

Satz 2.7.7 (Gruppenwege in C*). Jeder stetige Gruppenhomomorphismus ¢ :
R — C* hat die Gestalt p(t) = exp(at) fiir genau ein a € C.
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Das Bild eines stetigen Gruppenhomomorphismus R — C* hat im allgemeinen
die Gestalt einer Spirale. Sie wird mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
durchlaufen, aber der Radius hingt exponentiell von der Zeit ab.
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Vorschau 2.7.8. Allgemeinere Aussagen dieser Art konnen Sie zum Beispiel in
[ML] oder 4.1.18 kennenlernen.

Beweis. Die Eindeutigkeit von a folgt aus ¢'(0) = a. Nur die Existenz von a ist
also noch zu zeigen. Die offene Halbebene H := {z € C | Re(z) > 0} hat die
Eigenschaft, daB es fiir jedes z € H genau ein w € H gibt mit w? = 2. Gegeben
ein stetiger Gruppenhomomorphismus ¢ : R — C* finden wir nun sicher erst ein
e > 0 mit p([—¢,e]) C W und dann ein b € U mit p(e) = exp(b). Es folgt

p(e/2) = V/exp(b) = exp(b/2)

und induktiv ¢(e/2") = exp(b/2") fiir alle n € N und dann sogar ¢(me/2") =
exp(mb/2™) fir alle n € N und m € Z. Setzen wir a = b/e, so gilt mithin
©(t) = exp(at) fiir alle reellen Zahlen ¢ der Gestalt t = me/2" mit n € N und
m € Z. Da beide Seiten stetig sind, gilt das dann auch fiir alle ¢ € R. 0

Definition 2.7.9. Die stetigen Gruppenhomomorphismen von einer topologischen
Gruppe G in die Kreisgruppe heiflen ganz allgemein die Charaktere oder genauer
die unitiren multiplikativen Charaktere von G.

2.7.10. Sei G eine topologische Gruppe. Die Menge der Charaktere von G bildet
mit der Verkniipfung (x + ¢)(g) := x(9)¥(g) eine abelsche Gruppe

G = X(G) := GrpTop(G, SY)

Diese Gruppe heif3t die Charaktergruppe von G. Ihre Verkniipfung notiert man
additiv, wenn man sich die Charaktere als Elemente einer abstrakten abelschen
Gruppe denkt, und multiplikativ, wenn man sie sich als konkrete Funktionen denkt.
Fiir jeden unitdren Charakter y ist sein Negatives alias Inverses in der Charakter-
gruppe der komplex konjugierte Charakter y, denn fiir jede komplexe Zahl z vom
Betrag Eins gilt 2z = 1.

Beispiel 2.7.11 (Charaktere der Zahlengeraden). Unser Satz 2.7.7 iiber die
Gruppenwege in C* beschreibt auch die Charaktere der additiven Gruppe R. Ge-
nauer erhalten wir durch die Abbildungsvorschrift y +— (z + €'“¥) einen Grup-
penisomorphismus

R = X(R)
Dies Beispiel wird bei der Fouriertransformation wichtig werden.

Beispiel 2.7.12 (Charaktere zyklischer Gruppen). Das Auswerten eines Cha-
rakters auf der Eins liefert nach der universellen Eigenschaft [GR] von Z
einen Gruppenisomorphismus

X(z) > st
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Gegeben m € N liefert das Auswerten eines Charakters auf der Nebenklasse der
Eins nach der universellen Eigenschaft [ ] des Quotienten weiter einen
Gruppenisomorphismus

X(Z/mE) S i = {C € S| " = 1)

der Charaktergruppe von Z/mZ mit der Gruppe i, der m-ten Einheitswurzeln.
Wir konnen das Auswerten auch als Paarung y,, x Z/mZ — S*, ((,n) — ("
lesen. Diese Paarung liefert dann auch umgekehrt einen Gruppenisomorphismus

Z)mZ = X(pm)

Lemma 2.7.13 (Charaktere der Kreisgruppe). Jeder stetige Gruppenhomomor-
phismus y : S* — S ist von der Form x = x,, : z +— 2" fiir genau einn € 7 und
die Abbildung n — x,, ist ein Gruppenisomorphismus

7Z = X(SY

Beweis. Das einzige Problem ist nachzuweisen, daf} es au3er den Y, keine wei-
teren stetigen Gruppenhomomorphismen y : S* — S* gibt. Ist aber x solch ein
Gruppenhomomorphismus, so ist ¢ : ¢ — x(exp(it)) ein Gruppenweg in C*.
Nach 2.7.7 gibt es folglich a € C mit y(exp(it)) = exp(at). Wegen (1) = 1
folgt erst exp(27a) = 1 und dann 27a € 27iZ und so a = in mit n € Z und dann
schlieBlich x(exp(it)) = (exp(it))™ alias x = Xx. O

Zweiter Beweis. Die Algebra zeigt, dall das Auswerten an der Restklasse von 1
fiir jede Gruppe G eine Bijektion Grp(Z/nZ,G) = {g € G | g" = e} liefert.
Jeder Gruppenhomomorphismus y : S' — S! induziert nun auf den 2°-ten Ein-
heitswurzeln einen Gruppenhomomorphismus, der nach dem Vorhergehenden die
Gestalt x(z) = 2"*) haben muB. Hier wird n(s) durch die zusitzlichen Bedingung
—2571 < n(s) < 257! eindeutig festgelegt. Ist x stetig, so liegt fiir hinreichend
grofBes s das Bild von exp(27i/2°) in der Halbebene aller komplexen Zahlen mit
positivem Realteil, und dann gilt sogar —2°72 < n(s) < 2°~2. Dann zeigt aber die
Riickwirtskompatibilitit n(s) = n(s+ 1) (mod 2°), daB unsere Folge stagnieren
mulB, und ein Dichtheitsargument beendet den Beweis. O

Definition 2.7.14. Unter einer Fourier-Gruppe verstehen wir eine topologische
Gruppe, die isomorph ist zum Produkt einer endlich erzeugten diskreten abelschen
Gruppe mit endlich vielen Kopien der Kreisgruppe und endlich vielen Kopien der
additiven Gruppe R.

2.7.15 (Diskussion der Terminologie). Die Terminologie ,,Fouriergruppe* ist
nicht gebrduchlich. Fiir diese topologischen Gruppen la6t sich jedoch die Theorie
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der allgemeinen Fouriertransformation sehr viel leichter entwickeln als fiir allge-
meine abelsche lokal kompakte Hausdorffgruppen. Deshalb wollte ich mich hier
auf diesen Fall beschrinken, und dafiir brauchte er einen griffigen Namen. In der

iblichen Terminologie, wie sie in [M1] eingefiithrt wird, sind unsere Fou-
riergruppen genau die ,,abelschen Liegruppen mit endlich erzeugter Komponen-
tengruppe®, vergleiche [V ] und [M1_]

Beispiel 2.7.16. Die multiplikativen Gruppen C* und R* sind Fouriergruppen.
Jeder endlichdimensionale reelle Vektorraum ist eine Fouriergruppe.

Definition 2.7.17. Ein Haar-MaB auf einer Fouriergruppe G ist ein von Null
verschiedenes BorelmaB 1 mit ;1(gA) = pu(A) fiir jede Borelmenge A C G und
alle g € G.

Beispiele 2.7.18. Ein erstes Beispiel fiir ein Haarmal ist das Lebesgue-MaB, viel-
leicht sogar noch davor kommt das Zahlmalf} auf einer beliebigen diskreten Grup-
pe, bald danach das Haarmal} auf einem endlichdimensionalen reellen Vektor-
raum, das man durch Wahl eines Isomorphismus mit einem R" konstruiert.

Vorschau 2.7.19. Allgemeiner betrachtet man ,,Haarmafe* auf beliebigen lokal
kompakten Hausdorffgruppen G und versteht darunter von Null verschiedene re-
gulidre BorelmaBe p mit u(gA) = u(A) fir jede Borelmenge A C G und alle
g € G. Die Regularitdt muflten wir im Fall von Fouriergruppen in unserer Defini-
tion nicht extra fordern, da sie in diesem Fall bereits aus Satz 1.9.4 iiber die Regu-
laritdt von BorelmaBen folgt. Fiir Matrix-Liegruppen diskutieren wir HaarmaBe in
[ML] , fir allgemeine Liegruppen in ??, in der Allgemeinheit abzéihlbar ba-
sierter lokal kompakter Hausdorffgruppen in [M1.] ??, und in der Allgemeinheit
beliebiger lokal kompakter Hausdorffgruppen als Radonmale in [M1.] 2?.

Satz 2.7.20 (HaarmaBe auf Fouriergruppen, Existenz und Eindeutigkeit). Auf
jeder Fouriergruppe existiert ein Haarmaf; und je zwei Haarmafie unterscheiden
sich hochstens um eine positive multiplikative Konstante.

Beweis. Im Fall G = R hatten wir das Lebesguemal} bereits dadurch definiert,
daf} es das einzige HaarmaB ist, das dem Einheitsintervall den Wert Eins zuord-
net. In diesem Fall zeigt also der Beweis der Existenz des Lebesguemalles auch
unseren Satz. Den Fall der Kreisgruppe kann der Leser leicht ableiten. Im Fall ei-
ner endlich erzeugten abelschen Gruppe sind offensichlich das ZdhlmaB und seine
Vielfachen die einzigen HaarmaBe. Im allgemeinen kénnen wir die Existenz eines
Haarmales zeigen, indem wir Produkte dieser HaarmaBe bilden. Fiir die Eindeu-
tigkeit reicht es zu zeigen, dal3 gegeben zwei Fouriergruppen GG, H mit einem
jeweils bis auf eine positive multiplikative Konstante eindeutigen Haarmalf} jedes
HaarmaB v auf dem Produkt das Produktmall zu Haarmafen auf den Faktoren ist.
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lustration zum Beweis der Eindeutigkeit von HaarmaBen fiir Fouriergruppen.
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Sicher gibt es in G x H ein Kompaktum von positivem MaB. Dessen Projektionen
sind dann Kompakta X' C G und L C H mitv(K x L) > 0. Durch Multiplikation
mit einer Konstante diirfen wir sogar v(K x L) = 1 annehmen. Dann erhalten wir
offensichtlich ein HaarmaB \ auf G durch die Vorschrift A(A) := v(A x L) und
ein HaarmaB o auf H durch die Vorschrift u(B) := v(K x B). Ist A enthalten
in einem Kompaktum, so liefert weiter die Vorschrift p4(B) := v(A x B) ein
Haarmall oder das Nullmafl auf H. Also gibt es nach Annahme eine nur von A
abhingende Konstante ¢4 > 0 mit ps(B) = cau(B) und durch Einsetzen von
B = L ergibt sich

A(A) = v(A x L) = pua(L) = ean(L) = eq

Das zeigt fiir alle meSbaren Mengen A C Gund B C H mit A enthalten in einem
Kompaktum die Identitit

V(A X B) = pa(B) = cap(B) = MA)u(B)

Da aber jede Fouriergruppe als abzihlbare Vereinigung von Kompakta geschrie-
ben werden kann, folgt das fiir beliebige meBbare Mengen A, B, und dann folgt
mit dem Satz von Caratheodory v = A X p. [

Definition 2.7.21. Ein Haarmaf heif}t normiert, wenn es der ganzen Gruppe das
MaB Eins zuordnet.

Satz 2.7.22 (Fourierreihen und Charaktere). Jede kompakte Fouriergruppe K
besitzt genau ein normiertes Haarmaf; p und ihre Charaktere bilden eine Hilbert-
basis des Raums L* (K ; j1) der fiir das normierte Haarmaf i quadratintegrierbaren
Funktionen auf K.

Vorschau 2.7.23. Der Satz gilt allgemeiner fiir jede abelsche kompakte Hausdorff-
gruppe. Fiir den Beweis dieses Satzes in dieser Allgemeinheit verweise ich auf
[ML] 22.

Beispiel 2.7.24 (Der Fall einer Kreisgruppe). Im Fall der Kreisgruppe liefert die
Abbildung E : t +— exp(it) einen Isomorphismus ([0, 27), dt/27) = (S, i) von
MaBrdaumen und folglich einen Isomorphismus von Hilbertraumen

L2([0,2m); dt/27) = L*(S%; p)

Die Charaktere y, : z + 2" bilden also genau dann eine Hilbertbasis von
L2(S'; 1), wenn die Funktionen x,, o E : t +— exp(int) eine Hilbertbasis von
L2([0,2); dt/27) oder gleichbedeutend von L?([0, 27]; dt/2n) bilden. So sehen
wir, da} unser Satz 2.7.22 in diesem Fall nur eine Umformulierung des Satzes
2.6.4 uiber die Fourierreihe ist.
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Beispiel 2.7.25 (Der Fall einer endlichen Gruppe). Unser Satz ist bereits im
Fall einer endlichen Gruppe durchaus relevant, wenn er auch in diesem Fall bes-
ser in eine Algebra-Vorlesung paflit. Im Spezialfall einer zyklischen Gruppe von
Einheitswurzeln y,,, := {( € C | ("™ = 1} = Z/mZ etwa sind die Charaktere
genau alle Abbildungen x,, : ( — (" fiirn = 0,1,...,m — 1 und der in unserem
Satz versteckte Hilbertraumisomorphismus

L2(K;¢) = L*(K; )
heif3t die diskrete Fouriertransformation. Die diskrete Fouriertransformation ist

fiir konkrete Anwendungen von besonderer Bedeutung, da in der Praxis ja stets
nur endlich viele Messungen durchgefiihrt werden konnen.

Vorschau 2.7.26. In der Algebra werden wir dieses Beispiel in [ ] auf
den Fall allgemeinerer Grundkorper verallgemeinern und in [ ] auf den
Fall endlicher nicht notwendig kommutativer Gruppen. In ?? schlieBlich fithren
wir im Fall komplexer Koeffizienten diese Verallgemeinerungen in verschiedene
Richtungen wieder zusammen unter dem Dach einer ,,Fouriertransformation fiir
kompakte Liegruppen®, die iibrigends mutatis mutandis auchnoch allgemeiner fiir
beliebige kompakte Hausdorffgruppen gilt.

Beweis des Satzes iiber Fourierreihen und Charaktere. Die Existenz und Eindeu-
tigkeit normierter HaarmaBe fiir kompakte Fouriergruppen folgt unmittelbar aus
Satz 2.7.20 zur Existenz und Eindeutigkeit von Haarmaf3en auf beliebigen Fourier-
gruppen Gegeben ein Haarmal} 1 gilt fiir jedes Element g € K per definitionem
(g-)«pt = p1. Gegeben ein Charakter y : K — S gilt damit

/xu / /(XO(Q')) o= /X(g)xuzx(g)/xu

Ist insbesondere  ein nichttrivialer Charakter von K, gibt es in anderen Worten
g € K mit x(g) # 1, so folgt [ xu = 0. Gegeben zwei Charaktere x, gilt in
L2(K; ) also

(x, ) = /W = 0Oy

Damit haben wir gesehen, da3 die Charaktere ein Orthonormalsystem bilden. Es
bleibt zu zeigen, daf es vollstindig ist. Wir wissen das bereits fiir & endlich zy-
klisch durch Dimensionsvergleich und fiir i die Kreisgruppe aus der Theorie der
Fouriereihen. Im allgemeinen folgt es dann aus 2.3.16. [

Ubungen

Ubung 2.7.27. Man konstruiere eine Bijektion zwischen der Menge aller stetigen
Gruppenhomomorphismen (S')™ — (S')" und der Menge Mat(n x m;Z) aller
(n x m)-Matrizen mit ganzzahligen Eintrdgen. Hinweis: 2.7.13.
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Ergiinzende Ubung 2.7.28. Gegeben A € C und € € {0, 1} betrachten wir den
Gruppenhomomorphismus py. : R* — C* mit py.(z) = |z|*(sgn(z))s. Man
zeige, dal wir so genau alle stetigen Gruppenhomomorphismen R* — C* er-
halten. Hinweis: Man beachte R x {1, -1} = R.q x {1, —1} = R* vermittels
(exp x id) bzw. der Multiplikation und wende 2.7.7 an.

Ubung 2.7.29 (Charaktere von Produkten). Gegeben topologische Gruppen G, H
zeige man, daB die durch x — (y o1,y o j) gegebene Abbildung ein Gruppeniso-
morphismus

X(Gx H) = X(G) x X(H)

ist, mti:G—>GxH,g— (g,1)undj: H— G x H,hw— (1,h).

Ubung 2.7.30 (MeBbare Gruppenhomomorphismen von Fouriergruppen). Man
zeige, daB jeder meBbare Gruppenhomomorphismus von Fouriergruppen stetig
ist. Hier darf meBbar sogar in Bezug auf die Vervollstindigung der Borel’schen
o-Algebra nach dem Haar-Mal} verstanden werden. Hinweis: Man zeigt wie in
2.6.6 fiir jede Fouriergruppe G, daB die Abbildung G x L*(G) — L*(G) gegeben
durch (w, f) — (f o (w-)) stetig ist. Man folgere, daB} fiir kompaktes G jeder
meBbare Gruppenhomomorphismus G — S stetig ist. Wie in 2.6.7 zeigt man,
daB fiir jede Fouriergruppe G jeder meB3bare Gruppenhomomorphismus G — I’
in eine diskrete Fouriergruppe stetig ist. Damit kann man sich dann durchtricksen.

2.8 Orthogonale Projektionen in Hilbertridumen

2.8.1. Wir holen den Beweis nach fiir unsere Behauptung, daf jeder Hilbertraum
eine Hilbertbasis besitzt. Dem liegt der folgende allgemeine Satz zugrunde.

Satz 2.8.2 (Hilbertraumkomplemente). Fiir jede Teilmenge U eines Hilbert-
raums H ist der Orthogonalraum U+ = {v € H | (u,v) =0 Yu € U} ein
abgeschlossener Teilraum. Ist U bereits selbst ein abgeschlossener Teilraum, so
definiert die Addition eine Bijektion

UxU+ 5 H

Satz 2.8.3 (Prihilbertraumkomplemente). Fiir jeden vollstindigen Teilraum U
eines Prdhilbertraums H ist der Orthogonalraum U~ ein abgeschlossener Teil-
raum und die Addition liefert eine Bijektion

UxU+r 5 H

2.8.4. Im Fall eines Hilbertraums sind nach [ ] und [ ] die
vollstandigen Teilraume genau die abgeschlossenen Teilrdume, der zweite Satz
ist also stédrker. Wir zeigen gleich den zweiten Satz.
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Beweis. Sicher ist fiir alle z € H die Abbildung H — C, v — (z,v) stetig und
linear. Das Urbild 2+ von 0 € C unter dieser Abbildung ist also ein abgeschlos-
sener Untervektorraum von H, und dann muf} auch fiir beliebiges U C H die
Menge
Ut={veH|{z,v)=0 VeeU}=[)a"
zeU

ein abgeschlossener Untervektorraum von H sein. Offensichtlich gilt zusétzlich
U N U+ = 0, damit ist unsere Additionsabbildung injektiv. Um fiir U einen voll-
standigen Teilraum ihre Surjektivitidt zu zeigen, wihlen wir ein v € H und setzen
d = d(v,U) = inf ey ||v — u/|. Sicher gibt es eine Folge u,, von Vektoren aus
U mit lim,,_, ||v — uy,|| = d. Wir erinnern nun die Parallelogrammregel [I.A2]

, nach der die Summe der Quadrate der vier Seiten eines Parallelogramms
gleich ist zur Summe der Quadrate der beiden Diagonalen. Ist also eine Diagonale
fast so lang wie der halbe Umfang, so muf} die andere Diagonale sehr kurz sein.
In Formeln erhalten wir

200 = unl* + 20lv = um[* = fun = um|* + 120 = un — m]|?
= lun = wmll* + 4l = (un + um) /2]

Da aber (u,, + u,,)/2 auch in U liegt, folgt
200 — wnll* + 2[|v = um* — 44 > Jup — upl|?

Aus dieser Abschitzung erkennt man, daf die w«,, eine Cauchyfolge bilden. Da U
vollstdndig ist, gibt es © € H mit lim, ., v, = w. Da die Norm stetig ist, gilt
weiter d = ||v — ul|. Wir behaupten (v — u) € U+, In der Tat, fiir alle h € U
nimmt die Funktion

ts v —u+th]]* = ||v — ul* + 2t Re{v — u, h) + t*||h|?

bei ¢ = 0 ein Minimum an, folglich verschwindet dort ihre Ableitung, und wir
erhalten Re{(v—wu, h) = 0 fiiralle &~ € U. Damit haben wir die gesuchte Zerlegung
v=u+ (v —u)mitu € Uund (v —u) € U+ gefunden. O

Korollar 2.8.5 (Riesz’scher Darstellungssatz fiir Hilbertraume). Jede steti-
ge Linearform auf einem Hilbertraum kann beschrieben werden als das Bilden
des Skalarprodukts mit einem durch die besagte Linearform eindeutig bestimmten
Vektor.

Beweis. Sei ‘H unser Hilbertraum und [ : H — C unsere Linearform. Der Kern
ker! C H ist ein abgeschlossener Teilraum und die Linearform [ induziert eine
Injektion (ker!)* < C.Im Fall [ = 0 ist z = 0 das gesuchte Element von .
Sonst finden wir genau ein z € (kerl)* = C mit (z,v) = l(v) Vv € (kerl)*,
und da diese Gleichung eh gilt fiir alle v € ker [, folgt sie fiir alle v € H. ]
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[lustration zum Beweis des Satzes iiber das orthogonale Komplement: Ist in
einem Parallelogramm eine Diagonale, hier etwa die gestrichelt eingezeichnete,
fast so lang wie der halbe Umfang, so muf} die andere Diagonale sehr kurz sein.
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Definition 2.8.6. Sei A : H — H’ eine lineare Abbildung von Hilbertraumen und
B : H' — H eine lineare Abbildung in die Gegenrichtung. Die beiden Abbildun-
gen A und B heiflen adjungiert, wenn gilt

(Av,w) = (v, Bw) YveH, weH

2.8.7. Wir werden in 4.2.1 zeigen, dal} eine lineare Abbildung zwischen Hilbert-
rdumen genau dann stetig ist, wenn sie eine adjungierte Abbildung besitzt. In der
folgenden Ubung sollen Sie von dieser Aussage die einfache Richtung zeigen.

Korollar 2.8.8. Jeder Hilbertraum besitzt eine Hilbertbasis.

Beweis. Nach dem Zorn’schen Lemma finden wir ein beziiglich Inklusion maxi-
males Orthonormalsystem. Wire der Abschluf} seines Erzeugnisses nicht der gan-
ze Raum, so konnten wir unser Orthonormalsystem nach 2.8.2 doch noch vergro-
Bern durch Hinzunahme eines Vektors der Lange Eins aus seinem orthogonalen
Komplement, im Widerspruch zur Maximalitét. 0

2.8.9. Damit ist insbesondere gezeigt, da3 sich jeder Hilbertraum schreiben 1463t
als ein Raum von quadratintegrierbaren Funktionen, und das sogar auf einer Men-
ge mit Zdhlmal.

Erginzung 2.8.10 (Keele-Vermutung). Gegeben eine abgeschlossene beschrink-
te nichtleere Teilmenge eines Hilbertraums wird vermutet, daf es zu jedem Punkt
unseres Hilbertraums nur einen ndchsten Punkt in unserer Teilmenge gibt genau
dann, wenn unsere Teilmenge konvex ist. Das ist derzeit (2004) meines Wissens
nur fiir endlichdimensionale Riaume bewiesen.

Beispiel 2.8.11. Der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum muB keine abzihlbare Hilbertbasis besitzen. Um ein Beispiel
dafiir anzugeben, muf} ich jedoch mehr Wissen voraussetzen. Betrachten wir den
Raum X = Ens(7, {1, —1}) aller Abbildungen von einer beliebigen Menge I in
die zweielementige Menge {1, —1}. Mit der Produkttopologie zur diskreten To-
pologie auf {1, —1} ist X kompakt nach dem Satz von Tychonov [MI.] ??. Jetzt
liefert eine analoge Argumentation wie in 1.2.38 ein wohlbestimmtes Borelmal3
auf X, das jedem Urbild eines Punktes unter der Projektion auf einen der Fak-
toren das MaB 1/2 zuordnet. Die Projektionen auf die Faktoren bilden dann ein
Orthonormalsystem in L*(X).

Ubungen

Ubung 2.8.12. Jede stetige lineare Abbildung von Hilbertriumen hat genau ei-
ne adjungierte Abbildung, und diese ist auch stetig. Man notiert die adjungier-
te Abbildung zu A in der mathematischen Literatur meist A*, in der physika-
lischen Literatur dahingegen meist A". Man zeige nun weiter (A*)* = A und
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(AB)* = B*A* und (AA)* = M\A* fir A € C und || A|| = ||A*|| sowie || A*A|| =
|| A||? fiir die Operatornorm. Hinweis: Zuerst mag der Riesz’sche Darstellungssatz
helfen, angewandt auf v +— (Av,w) fiir festes w, dann die Erkenntnis [|A| =
sup{(Av,v") | ||[v|]| = [|v'|]] = 1} im Fall, daB keiner unserer beiden Raume der
Nullraum ist.

Ubung 2.8.13. Die orthogonalen Projektionen auf abgeschlossene Teilriume eines
Hilbertraums sind genau die idempotenten selbstadjungierten Operatoren, als da
heiBt die stetigen linearen Selbstabbildungen P unseres Hilbertraums mit P? = P
und P* = P.

Ubung 2.8.14. Eine stetige lineare Abbildung zwischen Hilbertriumen hat dichtes
Bild genau dann, wenn die adjungierte Abbildung injektiv ist. Allgemeiner zeige
man, daf das orthogonale Komplement des Bildes der Kern der adjungierten Ab-
bildung ist.

Ubung 2.8.15. Es gibt ein elegantes direktes Argument, das fiir jeden selbstadjun-
gierten Operator 71" auf einem Hilbertraum die Identitét

1T = sup{[(Tz,z)| | [l«] <1}

zeigt: Bezeichnet M die rechte Seite, so ist ||T'|| > M eh klar. Fiir die andere
Ungleichung betrachte man fiir z von der Lange Eins mit 7'z # 0 sein auf Linge
Eins normiertes Bild y = T'z/||Tz||. Dann gilt | Tz| = (Tx,y) = (z,Ty) und
man erhilt von der Mitte ausgehend

AM = M(|z+yll* + llz—ylI*) > (T(z+y), 2 +y) —(T(z —y),z —y) = 4| T=||

Erginzende Ubung 2.8.16. Man zeige: Gegeben eine stetige beschriinkte Abbil-
dung von einem topologischen Raum in einen Hilbertraum f : X — 7 und ein
komplexes MaBl € M(X) gibt es genau einen Vektor [ f(z) p(x) in H mit
Eigenschaft

(u [ 1) i)} = [ s} uto) Ve n

Man zeige weiter, daB dieses Integral [ f(z) p(x) linear ist in f und z. Hinweis:
2.8.5.

Ubung 2.8.17. Man zeige, daB jeder abgeschlossene Teilraum von L?(S'), der
unter dem Vorschalten aller Multiplikationen (z-) fiir z € S stabil ist, der Ab-
schlu des Erzeugnisses der in ihm enthaltenen Charaktere sein muf3. Hinweis:
Man betrachte die linearen Abbildungen p,, : L?(S") — L?(S') mit

o) = [ " pnt)

und iiberlege sich etwa mit 2.8.16, daB sie auch unsere abgeschlossenen Teilrdume
von oben in sich iiberfithren miissen.
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Ubung 2.8.18. Man zeige: Genau dann besitzt ein Hilbertraum eine abzihlbare
dichte Teilmenge, wenn er eine abzihlbare Hilbertbasis besitzt.
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3 Fouriertransformation

3.1 Definition und erste Eigenschaften

3.1.1 (Motivation). Ich will am akustischen Beispiel ausfiihren, welche konkre-
ten Inhalte man mit der Fouriertransformation verbinden mag. In diesem Bei-
spiel bedeutet diese Transformation, ein zeitabhingiges Signal nach seinen Fre-
quenzanteilen zu zerlegen und in der umgekehrten Richtung eine Vorgabe von
Frequenzanteilen mit ihren jeweiligen Stirken zu einem zeitabhidngigen Signal
zusammenzufassen. Letztere Operation leistet etwa ein Klavier und Erstere unser
Ohr, so daB3 man fast Lust hitte, statt von Fouriertransformationen und ihren In-
versen von ,,Klaviertransformationen® und ,,Hortransformationen‘ zu reden. Mich
verbliifft immer wieder, daf} diese Transformationen beide im Wesentlichen durch
dieselbe mathematische Formel beschrieben werden. Aber genug geredet, her mit
den Formeln!

Definition 3.1.2. Gegeben eine integrierbare Funktion f € £!(R™) erkliren wir
ihre Fouriertransformierte als die Funktion /" : R"” — C, die gegeben wird
durch die Vorschrift

)= faye
Rn

Hier bezeichnet = - y € R das Standard-Skalarprodukt der Vektoren x,y € R".
Wenn ich auf der in diese Formeln eingearbeiteten Standardisierung bestehen will,
rede ich von der physikalisch standardisierten Fouriertransformierten. Of-
fensichtlich liefert die Abbildungsvorschrift f — f” eine C-lineare Abbildung
F : LYR™) — Ens(R", C) von zumindest im Fall n > 1 unendlichdimensiona-
len komplexen Vektorraumen, die Fouriertransformation oder genauer Fourier-
transformation auf integrierbaren Funktionen.

3.1.3. Natiirlich kann man die Fouriertransformierte auch berechnen, wenn man
eine integrierbare Funktion nur fast iiberall kennt. In diesem Sinne ist die Fourier-
transformation also eine lineare Abbildung

F : LY(R") — Ens(R"™, C)

Das Vorzeichen im Exponenten kommt her vom Vorzeichen aus unserer Formel
fiir die Koeffizienten der Fourierreihe am Ende des Beweises von [ ]

und verbessert die Vertriglichkeit beider Formalismen. Es gibt noch verschiede-
ne andere gingige Standardisierungen. Fiir das Losen von Differentialgleichun-
gen besonders beliebt ist die Variante f(y) := (2m)™"/? [¢,, f(z) e7 ¥ d"z. Ich
nenne sie die mathematisch standardisierte Fouriertransformation. In der Sto-
chastik arbeitet man meist mit der Variante f(y) := [, f(x)¢*¥ d"z. Ich nenne
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sie die stochastisch standardisierte Fouriertransformation, ohne implizieren
zu wollen, dal} die Stochastik kein Teil der Mathematik sei. Normalisierungsfra-
gen werden wir spéter noch ausfiihrlicher besprechen. In jeder unserer Normali-
sierungen werden wieder andere Formeln besonders einfach. Ich ziehe die phy-
sikalische Standardisierung vor, weil sie meiner Vorstellung am besten angepal3t
ist. Wenn nichts anderes gesagt ist, ist im folgenden stets die physikalische Stan-
dardisierung gemeint.

Beispiel 3.1.4. Wir berechnen die Fouriertransformierte der Funktion f : R — C,
x — el und erhalten

A _ —|z| ,—27iz
fMy) = [elelem2moy dqy
_ —(27iy+1)z —(27iy—1)z
= [Te rda 4 [0 *dx
= (-t 1
- 2miy+1 2miy—1
_ 2
4m2y2 41

Satz 3.1.5 (Formeln fiir die Fouriertransformation). Sei f € £'(R") eine in-
tegrierbare Funktion. So gilt:

1. Die Fouriertransformierte f" von [ ist stetig und beschrdnkt, genauer gilt
fMy) < |IfIh fiir alle y € R

Fiir g(x f(x) e*™" mit o« € R™ haben wir g"(y) = [y — a);

f(x —b) mit b € R™ haben wir g"(y) = f"(y) e~ 2™y,

f(x) haben wir g"(y) = f(—=y);
fle

Fiir g(x

(z) :=
Fiir g(x) :
() :
(z) :

Fiir g(x x) mit ¢ € R* haben wir g"(y) = |c|™" f"(y/c);

SN A D

Ist fiir ein v mit 1 < v < n die Funktion g mit g(x) = x,f(z) auch
integrierbar, so ist f" partiell differenzierbar nach der v-ten Variablen und

es gilt g"(y) = — 5= 5= (y);

7. Ist fiir ein v mit 1 < v < n die Funktion f stetig partiell differenzierbar

nach der v-ten Variablen und ist h(z) := %(m) auch integrierbar, so gilt

" (y) = 2miy, [ (y).

Vorschau 3.1.6. In 3.1.15 zeigen wir stérker als in Teil 1, da} die Fouriertransfor-
mierte f” einer integrierbaren Funktion f fiir ||y|| — oo stets gegen Null strebt.

Beweis. Per definitionem ist die Fouriertransformierte von f beschrinkt durch
I f]|1- Nach der Charakterisierung der Stetigkeit bei metrischen Rdumen als Fol-
genstetigkeit aus [ ] reicht es zum Nachweis der Stetigkeit (1), wenn wir
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fiir jede konvergente Folge y, — y zeigen, daB gilt f"(y,) — f"(y). Das folgt
jedoch leicht aus dem Satz tiber dominierte Konvergenz 1.6.9. Die Behauptungen
(2) bis (5) ergeben sich durch miihelose Rechnungen. Um (6) zu zeigen, wen-
den wir unsere Erkenntnisse zum Differenzieren unter dem Integral aus 1.6.15 an.
Formal ist das allerdings etwas miithsam, da wir dort noch keine vektorwertigen
Funktionen betrachtet hatten und hier zumindest mit komplexwertigen Funktio-
nen arbeiten miissen, so daf3 es mir das Einfachste scheint, den Beweis nochmal
in unserem Fall mit den entsprechenden Variationen auszufiihren. Dazu bezeich-
nen wir mit ¢, € R™ den v-ten Einheitsvektor und rechnen

A t 1/ —27r1tzl, -1
f (y+ € /f 72mzy . D L

Jetzt beachten wir die Abschiitzung |e®™® —1| < |ta|. Der Integrand ist damit be-
schrinkt durch die integrierbare Funktion |27z, f(x)|. Nach dem Satz iiber domi-
nierte Konvergenz gilt also fiir jede Folge t, aus R* mit ¢, — 0 notwendig

A t 1/
lim [y tire /f e MY 27ix, )d"r = —27ig" (y)

r—00 t
Die Behauptung folgt damit aus Ubung [ ] tiber den Zusammenhang
zwischen Grenzwerten von Funktionen und Folgen. Um (7) zu zeigen beginnen
wir mit dem Fall n = 1 und rechnen

b
My) = /f'(x) e 2™ 4 = lim f/(z)e ™™ dg

r—00
Qar

fiir beliebige Folgen a,, b, mit a, — —oco und b, — oco. Mit einer partiellen
Integration diirfen wir das umschreiben zu

f//\(y) — lim (f( —27r1:cy | / f 27T1y —2mixy dﬂf)

r—00

Da f integrierbar ist, konnen wir unsere Folgen a,., b, sogar so wihlen, daf3 gilt
lim, o f(a,) = lim,_,o f(b,) = 0, und auf diese Weise sehen wir

f(y) = 2miy f"(y)
Fiir beliebiges n folgt unsere Behauptung dann mit dem Satz von Fubini. [l
3.1.7. Bezeichnet F : L'(R") — C(R") die Fouriertransformation und 7, die

Verschiebung wie in 2.6.6, also (7, f)(z) = f(x — a), so bedeuten die Formeln 2
und 3 der Proposition 3.1.5 kommutative Diagramme

LY(R") —~C(R") L'(R") —C(R")
LYR") L= C(R") LYR") —L>C(R)
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Steht hier neben einem vertikalen Pfeil eine Funktion, so ist die durch Multiplika-
tion mit besagter Funktion gegebene Abbildung gemeint.

Definition 3.1.8. Der Schwartzraum S = S(R") ist der Raum aller glatten Funk-
tionen f : R — C derart, daf3 fiir alle Multiindizes «, f € N" die Funktion
0P f beschrinkt ist. Hier verwenden wir die Multiindexschreibweise aus [ ]

. Im Fall einer Veridnderlichen bedeutet unsere Forderung also in Worten,
daB alle Ableitungen unserer Funktion multipliziert mit beliebigen Polynomfunk-
tionen beschrinkt bleiben.

3.1.9. Im Schwartzraum liegen insbesondere alle glatten Funktionen mit kompak-
tem Trager. Offensichtlich ist der Schwartzraum stabil unter Multiplikationen mit
beliebigen x* und unter allen partiellen Ableitungen 9°. Offensichtlich sind alle
Funktionen des Schwartzraums integrierbar.

Beispiel 3.1.10. Die Funktion x +—> e liegt im Schwartzraum.

Lemma 3.1.11. Die Fouriertransformation fiihrt den Schwartzraum in sich selber
iiber.

Beweis. Fiir eine Funktion aus dem Schwartzraum f € S finden wir nach 3.1.9
und Proposition 3.1.5 induktiv, daB f” beliebig stetig partiell differenzierbar ist
und daB fiir alle Multiindizes «, (3 gilt

(8P ) = (2i) 11l y P g

Die Fouriertransformierten integrierbarer Funktionen sind aber nach 3.1.5.1 stets
beschrinkt, und damit gehort /" auch zum Schwartzraum. O]

3.1.12. Bezeichnet 7 : & — § die Fouriertransformation auf dem Schwartz-
raum und bezeichnet 7, die Verschiebung wie in 2.6.6, in Formeln gegeben durch
(1of)(x) = f(x — a), so liefert die Proposition 3.1.5 uns vier kommutative Dia-
gramme

S-—I-8 S-—I-8
o] e e
S-2-8 S-2-8
S-—I-8 S-—I-8
[
S-—2-8 S-—I-8

Steht hier neben einem vertikalen Pfeil eine Funktion, so ist die durch Multipli-
kation mit besagter Funktion gegebene Abbildung S — S gemeint, im Fall des
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vertikalen Pfeils links unten also die Abbildung f — =z, f, wobei z, f die Funk-
tion meint mit den Werten (x, f)(z1,...,z,) = x,f(z1,...,x,). Die Fourier-
transformation verwandelt nach den unteren Diagrammen insbesondere partielles
Ableiten in algebraische Operationen. Eine beliebte Anwendung ist denn auch das
Losen von Differentialgleichungen. Im Ubrigen wird die Inversionsformel 3.3.20
zwei unserer vier Diagramme iiberfliissig machen.

Ergdnzung 3.1.13. Hitten wir hier statt mit unseren Konventionen mit der mathe-
matischen Standardisierung (F f)(y) := (2m)™"/2 [, f(z) e” ¥ d"x gearbeitet,
so wiirden sich obige Diagramme dahingehend vereinfachen, dal3 alle Faktoren 27
darin wegfallen. Der Vorfaktor (277) /2 bei der mathematischen Standardisierung
ist an dieser Stelle noch irrelevant.

3.1.14. Seien f : X — Y und g : X — Z Abbildungen von topologischen
Réaumen. Manchmal schreibt man

lim f(z) =y
g(z)—z
als Abkiirzung fiir die Aussage, daf} es fiir jede Umgebung U von y eine Umge-
bung U’ von z gibt mit g(x) € U’ = f(x) € U. Wir erlauben uns das nur, wenn
Y Hausdorff ist und z ¢ g(X') aber wenn g(.X') jede Umgebung von z trifft.

3.1.15 (Werte von Fouriertransformierten fern vom Ursprung). Fiir alle inte-
grierbaren Funktionen f € £!(R™) gilt mit der Notation 3.1.14 sogar die Formel
lim f"(y) =0
llyll—o0
Fiir f € C/* folgt das bereits aus unserer Erkenntnis 3.1.11, daf3 die Fouriertrans-
formation den Schwartzraum in sich selber iiberfiihrt. Fiir beliebiges f € £! und
beliebiges ¢ > 0 finden wir nach 2.6.1 ein g € C®° mit ||f — g||1 < ¢ und da-
mit folgt dann sofort | " (y) — ¢"(y)| < & V y. So erhalten wir unsere Aussage
fiir beliebiges integrierbares f. Anschaulich mag man das etwa im Fall n = 1
wie folgt verstehen: Ist |y| sehr groB, so beschreibt x + e~?™%¥ eine Funktion,
die sehr schnell oszilliert. Andert sich f nicht ganz so schnell, so wird sich beim

Integrieren von f(z)e~2™2¥ sehr viel wegheben, so daB das Integral sehr klein
wird.

Ubungen

Ubung 3.1.16 (Fouriertransformierte der Glockenkurve). Die Gaul3’sche Glo-
ckenkurve ist fiir die mathematisch standardisierte Fouriertransformation 3.1.3 ih-
re eigene Fouriertransformierte, in Formeln gilt fiir die Funktion g(z) = e /2
also g(y) = e~¥*/2_ Hinweis: g erfiillt die Differentialgleichung ¢’ (x) = —xg(x).
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Auch ohne den Eindeutigkeitssatz iiber Losungen von Differentialgleichungen zu
bemiihen, kann man durch Ableiten von f(z)/(e~*"/2) zeigen, daB diese Differen-
tialgleichung bis auf konstante Faktoren keine anderen Losungen f hat. Jetzt zeige
man, daB g dieselbe Differentialgleichung 16st. So folgt ¢ = cg. Die Konstante ¢
schlieBlich ergibt sich aus 1.10.7.

Ubung 3.1.17. Gegeben integrierbare Funktionen fi, ..., f, einer reellen Verin-
derlichen ist die Fouriertransformierte von f(z) = fi(z1) ... fu(x,) das Produkt
() = fMyr) ... f2(yn). Das gilt fiir alle drei Standardisierungen. Speziell ist
die Funktion g(z) = e~*%/2 auf R™ fiir die mathematische Standardisierung ihre
eigene Fouriertransformierte g = g.

Ubung 3.1.18. Man berechne die Fouriertransformierte der Rechtecksfunktion f,
die gegeben wird durch die Vorschrift f(x) = 1 fiir || < 1/2 und Null sonst,
und zeige f"(y) = (sinmy)/my. Man berechne auch die Fouriertransformierten
der Produkte f(x)sin(az) fir @ € R und diskutiere den Zusammenhang mit dem
Horen von Akkorden.

Weiterfiihrende Ubung 3.1.19. Fiir g € L'(R) mit 9| (=0,0) = 0 gibt es eine holo-
morphe Funktion ¢ auf der komplexen unteren Halbebene Im z < 0, die die
auf R = {z | Imz = 0} definierte Fouriertransformierte g" stetig fortsetzt.
Im iibrigen kann man im Rahmen der Funktionentheorie [ ] zeigen,
dafB} diese stetige Fortsetzung sogar eindeutig ist. Die auf der rechten Halbebe-
ne {z | Re(z) > 0} definierte Funktion ¢ — ¢”(—it) nennt man die Laplace-
Transformierte von g, vergleiche auch [F11]

Erginzende Ubung 3.1.20. Wir betrachten in dieser Ubung der Einfachkeit halber
nur Funktionen auf der reellen Zahlengeraden. Man zeige: Die Fouriertransfor-
mierte einer geraden Funktion ist gerade; die Fouriertransformierte einer ungera-
den Funktion ist ungerade. Die Fouriertransformierte einer geraden reellwertigen
Funktion ist reellwertig; die Fouriertransformierte einer ungeraden reellwertigen
Funktion nimmt nur rein imagindre Werte an. Schreiben wir eine integrierbare
Funktion f als Summe f = g + u ihres geraden und ihres ungeraden Anteils,
so gilt g"\( ~! [ f(z) cos(zy)dz und iu” Y[ f(z)sin(zy)da
fiir die mathematlsche Fouriertransformation. Dlese belden Integrale, aufgefal3t
als Funktionen von y, sind auch bekannt als die Cosinustransformation und die
Sinustransformation von f. Sie haben den Vorteil, reelle Funktionen wieder zu
reellen Funktionen zu machen. Thre diskreten Analoga sind von groBer technischer
Bedeutung.

3.2 Fouriertransformation ohne Koordinaten

3.2.1. Um die Beziehung zwischen Fouriertransformationen und Fourierreihen
herauszuarbeiten, um die verschiedenen Standardisierungen zu vereinheitlichen,
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und insbesondere um der wahren Natur unserer Konstruktionen naher zu kommen,
diskutiere ich nun einen allgemeineren Formalismus.

Definition 3.2.2. Sei (X, M) ein MeBraum. Ein nichtnegatives MaB auf X heif3t
endlich, wenn es den Wert oo nicht annimmt. Ein komplexes MaB} auf X ist
eine Abbildung i1 : M — C, die sich schreiben 148t als eine endliche Linear-
kombination mit komplexen Koeffizienten von endlichen nichtnegativen Mallen
M — [0,00). Ein komplexes MaB, das nur reelle Werte annimmt, nennen wir
ein reelles MaB. Wir verwenden fiir die Rdume aller komplexen, reellen, endli-
chen nichtnegativen und beliebigen nichtnegativen Mafle auf einem vorgegebenen
MeBraum X die Bezeichnungen

M(X) D M(X;R) D> M(X:[0,00)) C M(X;[0,0])

Manchmal schreiben wir statt M(.X) auch ausfiihrlicher Maf(.X') und erweitern
unsere anderen Notationen entsprechend. Mehr zu komplexen MafBlen diskutieren
wir in den Ubungen.

3.2.3. Sei (X, M) ein MeBraum. Jede Abbildung von M(X; [0, c0)) in einen reel-
len Vektorraum V/, die vertrdglich ist mit der Addition von Maf3en und der Multi-
plikation mit nichtnegativen reellen Skalaren, 148t sich auf genau eine Weise fort-
setzen zu einer R-linearen Abbildung M(X; R) — V. Das scheint mir evident und
kann auch als Spezialfall von Ubung [ ] 2? verstanden werden. Jede R-lineare
Abbildung von M(X; R) in einen komplexen Vektorraum 1 146t sich weiter of-
fensichtlich auf genau eine Weise zu einer C-linearen Abbildung M(X) — W
fortsetzen.

3.2.4 (Integration iiber komplexe MafBie). Gegeben ein MeBraum (X, M) und
ein komplexes MaB ;1 € M(X) und eine beschrinkte mebare Funktion f : X —
C erhalten wir in dieser Weise eine komplexe Zahl [, f(z)u(z). Die zugehorige
Abbildung (f, ) — [ fu kann dadurch charakterisiert werden, daB sie biline-
ar ist und fiir nichtnegative Maf3e mit dem bereits in 2.1.1 konstruierten Integral
iibereinstimmt.

3.2.5. Gegeben ein MaBraum (X, \) und f € L'(X; \) erhalten wir ein komple-
xes Mal f\ auf X durch die Vorschrift (fA)(A4) := [, f(z)\(z).

Definition 3.2.6. Unter einer Paarung von topologischen Gruppen G, H verste-
hen wir einen stetigen Gruppenhomomorpismus s : G x H — S! ihres Pro-
dukts in die Kreisgruppe. Wir notieren solch eine Paarung meist in der Form
s : (g,h) — (g, h). Unter der dualen Paarung verstehen wir dann die Paarung
5: H x G — S! gegeben durch

(h,g) :== (g, h)
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Definition 3.2.7. Eine Paarung G x H — S* von Fouriergruppen heiBe exakt,
wenn sie sowohl eine Bijektion G = H, g (g, ) als auch eine Bijektion
H = G, h— (,h) induziert.

Vorschau 3.2.8. Wir zeigen in 3.4.13, daB fiir jede Fouriergruppe im Wesentlichen
nur eine exakte Paarung mit einer weiteren Fouriergruppe existiert, ihrer ,,Charak-
tergruppe®, und dal} von unseren beiden Bedingungen jeweils die Eine bereits die
Andere induziert. Vorerst will ich das jedoch hintanstellen und erst einmal die
Bedeutung exakter Paarungen herausarbeiten.

Beispiele 3.2.9. Exakte Paarungen von Fouriergruppen sind die Abbildungen
ZxS' — S|

RxR — St (z,
R"xR* — S'
VEx Vo = St

Im letzten Beispiel bezeichnet V' einen endlichdimensionalen reellen Vektorraum
V und V* seinen Dualraum.

Definition 3.2.10 (Fouriertransformation zu einer Paarung). Gegeben eine
Paarung von topologischen Gruppen s : G x H — S' und ein MaB p € M(G)
erkldren wir seine Fouriertransformierte 1 : H — C als die Funktion, die bei
h € H den Wert

W) = /G (g, Bulg)

annimmt. Wir erklidren die zu unserer Paarung s gehorige Fouriertransformation
als die durch F : y — p” gegebene lineare Abbildung

F =Fs: M(G) — Ens(H,C)

vom Raum der komplexen Mafle auf GG in den Raum der komplexwertigen Funk-
tionen auf H.

Beispiel 3.2.11 (Physikalische Standardisierung). Betrachtet man die exakte
Paarung p : R" x R" — S! gegeben durch p : (z,y) — e ?™%¥ und die durch
f + f(z)d"x gegebene Einbettung L' (R") «— M(R"), so ist die Verkniipfung

LY(R") 2 M(R?) -2~ Ens(R", C)

der abstrakten Fouriertransformation zur Paarung p mit der Einbettung des Raums
der integrierbaren Funktionen in den Raum der komplexen MaBle unsere physika-
lisch standardisierte Fouriertransformation aus 3.1.2.
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Beispiel 3.2.12 (Mathematische Standardisierung). Betrachtet man die exakte
Paarung s : R" x R" — S! gegeben durch s : (x,y) — e ¥ und die durch
[~ (2m) ™2 f(2)d"x gegebene Einbettung L' (R") — M(R"), so ist die Ver-
kniipfung

(2m)~"/2d"x

LY(R") M(R") —*~ Ens(R", C)

der abstrakten Fouriertransformation zur Paarung s mit einer entsprechend res-
kalierten Einbettung des Raums der integrierbaren Funktionen in den Raum der

komplexen MaBle unsere mathematisch standardisierte Fouriertransformation aus
3.1.3.

Beispiel 3.2.13 (Entwicklung in eine Fourierreihe). Betrachtet man die exakte
Paarung p : S' x Z — S! gegeben durch p : (2,n) — 27", so konnen wir die
Abbildung, die jeder integrierbaren periodischen Funktion mit der Periode 27 ihre
Fourierkoeffizienten zuordnet, schreiben als die Komposition

LY([0, 2]) 222 M ([0, 2]) —Z5- M(SY) —2- Ens(Z, C)

der abstrakten Fouriertransformation zur Paarung p mit einer entsprechend res-
kalierten Einbettung des Raums der integrierbaren Funktionen in den Raum der
komplexen MaBe gefolgt vom Bilden des Bildmalles unter der ,,Aufwickelabbil-
dung“ E : [0,27] = S gegeben durch ¢ — e,

Beispiel 3.2.14 (Aufsummieren einer Fourierreihe). Das Aufsummieren einer
Fourierreihe kann als abstrakte Fouriertransformation zu der zur Paarung p aus
dem vorhergehenden Beispiel dualen Paarung p : Z x S' — S! mit der Abbil-
dungsvorschrift (n, z) — 2™ geschrieben werden, genauer als die Komposition

¢ Fp

LY(Z) M(Z) Ens(S',C) —=Z- Ens(R, C)
der Multiplikation einer absolut summierbaren Familie mit dem ZihlmaB ( ge-
folgt von der abstrakten Fouriertransformation zu p gefolgt Vorschalten der Ab-

bildung F : R — S! gegeben durch ¢ + e,

Beispiel 3.2.15 (Diskrete Fouriertransformation). Unsere diskrete Fouriertrans-
formation aus 2.7.25 kann als abstrakte Fouriertransformation zur Paarung s :
Z/mZ x Z/mZ — S* mit der Abbildungsvorschrift (a, b) + e>™%*/™ geschrie-
ben werden, genauer als die Komposition

LA(Z/mZ: ¢) <™ M(Z/mZ) —L2> Ens(Z,/mZ, C) —— L2(Z,/mZ;C)

3.2.16 (Eigenschaften der Fouriertransformierten von MaBien). Sei eine Paa-
rung von topologischen Gruppen s : G x H — S! gegeben. Wir zeigen, daB die
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Fouriertransformierte 1" eines komplexen MaBes notwendig folgenstetig und be-
schrinkt ist. Es reicht, das fiir endliche nichtnegative Malle 1« zu zeigen. Fiir diese
folgt die Folgenstetigkeit von " aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz, und
die Beschrinktheit ergibt sich aus der Schranke

G<g,h>u<g>' < [Hamnto) = [ 1t9) = (@

Fallen fiir H die stetigen Funktionen mit den folgenstetigen Funktionen zusam-
men, etwa im Fall einer Fouriergruppe oder einer diskreten Gruppe H, so ist un-
sere Fouriertransformation zur Paarung s mithin eine Abbildung F : M(G) —

C(H).

3.2.17 (Anschauliche Bedeutung der Fouriertransformation). Wir betrachten
die exakte Paarung T x T* — S! des Vektorraums der Zeitspannen mit seinem
Dualraum, dem Raum der Frequenzen, die gegeben wird durch (¢, w) — e™2m,
Wird auf einer Orgel ein Akkord gespielt, so ist der Luftdruck in der Kirche eine
Funktion der Zeit, die wir als die Fouriertransformierte einer Summe der Dirac-
mafle zu denjenigen Frequenzen auffassen konnen, die zu den heruntergedriickten
Tasten gehoren. Wenn wir diese Funktion auf ein im Vergleich zum Inversen der
Frequenz jedes einzelnen Tons grofes Zeitintervall einschrinken, durch Null aus-
dehnen, und dann die Fouriertransformation zur dualen Paarung anwenden, so
erhalten wir wieder eine Funktion auf dem Raum aller moglichen Tonhohen ali-
as Frequenzen, die in der Nihe der angeschlagenen Tonhohen sehr grole Werte
annimmt und sonst nur sehr kleine Werte, vergleiche 3.1.18. In diesem Sinne ist
sowohl das Verwandeln eines durch die beteiligten Frequenzen bestimmten Ak-
kordes in eine Funktion der Zeit als auch das Auflosen dieser Funktion der Zeit in
einzelne Tone eine Fouriertransformation, und diese ,,Orgeltransformation® von
MafBen auf dem Frequenzraum in Funktionen auf der Zeitachse und ,,Hortrans-
formation* von MaBlen auf der Zeitachse in Funktionen auf dem Frequenzraum
sind sogar zueinander invers in dem Sinne, in dem es die ,,Inversionsformel* 3.3.5
prézisieren wird. Wenn man es ganz genau nimmt, mufl man noch beachten, daf3
imagindre Zahlen in unserem Beispiel eigentlich nicht vorkommen sollten und
daB man auf der Orgel auch keine Tasten zu negativen Frequenzen hat, so dal wir
eher eine Cosinustransformation im Sinne von 3.1.20 vor uns haben, aber so ge-
nau will ich es hier nicht nehmen. Die Fouriertheorie ist der Ausgangspunkt eines
Teilgebiets der Mathematik, das man als Harmonische Analysis bezeichnet.

" ()] =

3.2.18. Die Frage nach einer Verallgemeinerung des Schwartzraums in dieser All-
gemeinheit stellen wir zuriick und entwickeln im néachsten Abschnitt erst einmal
die konkrete Theorie weiter.
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Ubungen

3.2.19. Gegeben ein komplexes MaB p auf einem MeBraum (X, M) erklédrt man
ein nichtnegatives reelles MaB |x|, seine Variation, durch die Vorschrift

l(A) = sup Y |u(A,)|

mit dem Supremum iiber alle Zerlegungen A = | | A, von A in eine disjunkte
Vereinigung einer abzédhlbaren Familie von mefbaren Teilmengen.

Ubung 3.2.20. Man zeige fiir unsere Fouriertransformation zu einer Paarung die
Verallgemeinerungen ((a-).p)"(h) = {(a,h)p”(h) und ({g,b)u)"(h) = p*(bh)
unserer Formeln 3.1.5.2 und 3.1.5.3.

Ubung 3.2.21. Man zeige fiir die stochastische Fouriertransformierte eines Ma-
Bes 1 € M(R), daB unter der Voraussetzung, dafl z integrierbar ist nach p, die
Fouriertransformierte differenzierbar ist mit der Ableitung (p")'(y) = i(xp)”.

Ubung 3.2.22. Gegeben ein komplexes MaB p auf einem MeBraum (X, M) nimmt
seine in 3.2.19 erklérte Variation || Werte in [0, 00) an und ist ein MaB auf M.
Weiter ist i1 — ||u|| = |p]|(X) eine Norm auf dem Raum M(X) der komplexen
Male auf X, die Variationsnorm. Jedes komplexe Mal} 1 auf einem MeBraum
146t sich darstellen als Linearkombination von vier nichtnegativen reellen Ma3en
in der Form

po= 1 — pg i — i
und so, daf} zusitzlich gilt i, < |u fir 1 < r < 4 als da heiit p,.(A) < |p|(A)

fiir jede meBbare Menge A C X. Hinweis: Im Fall eines rellen Malles mag man
etwa mit /1y = (|p] + 1)/2 beginnen.

Ubung 3.2.23 (Integration nach komplexen MaBen). Gegeben ein komplexes
MaB ;i auf einem MeRraum (X, M) gibt es genau eine Linearform L' (X; |u|) —

C,
frs [ g

mit der Eigenschaft [ fu= [ fu1 — [ fpo +1 [ fus —1 [ fpa fiir eine und jede
Darstellung von p wie in 3.2.22. Man zeige weiter die Abschitzung | [ fu| <
J 1f1|12]- Hinweis: Man beginne mit dem Fall, daB f eine Stufenfunktion ist.

Ubung 3.2.24 (Produkte komplexer MaBe mit Funktionen). Gegeben ein kom-
plexes MaB ;i auf einem MeBraum (X, M) und eine Funktion f € L'(X;|u|)
erhalten wir ein weiteres komplexes MaB3 fp auf X durch die Vorschrift

(fu)(A) = /[A}f p  fiir alle meBbaren A C X
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Dieses Maf hat dann die Variation | f | = | f||p|- Hinweis: Man beginne mit dem
Fall, da} f eine Stufenfunktion ist. Ist g : X — C eine weitere mefbare Funktion,
so gilt g € L'(X; |fu|) genau dann, wenn fg zu L'(X; |u|) gehort, und in diesem
Fall haben wir die Gleichheit komplexer Malle

g(fu) = (gf)n

Ubung 3.2.25. Sei (X, i) ein MaBraum und f € L'(X;p) integrierbar. Ist das
MaB f1 Null, so war f bereits die Null von L' (X; ).

3.2.26 (ProduktmaB fiir komplexe MaBe). Bezeichnet X x Y das Produkt zwei-
er MeBrdume, versehen mit der Produkt-o-Algebra aus 1.7.1, so liefert das Bilden
des ProduktmaBles mit zweimaligem Anwenden von 3.2.3 eine bilineare Abbil-
dung auf den zugehorigen Rdumen komplexwertiger Malle

M(X) x M(Y) — M(X x Y)
(u, v) > pu Xy

3.2.27 (BildmaBe komplexer MaBe). Gegeben eine mellbare Abbildung f :
X — Y von MeBrdumen und ein komplexes Maf} ;1 auf X erkldrt man wie in
1.4.32 das BildmaB f, ;. auf Y dadurch, dal man fiir jede meB3bare Menge A C Y

setzt

(fer)(A) = u(f71(A4))
Offensichtlich gilt wieder id, i = p und fiir verkniipfbare Abbildungen haben wir
(fog)* = [+ 0 s

Vorschau 3.2.28. In der in [TS] 5.4 eingefiihrten Terminologie erhalten wir einen
Schmelzfunktor von der kartesischen Schmelzkategorie der MeBrdume in die Schmelz-
kategorie der C-Vektorrdume, indem wir jedem MeBraum X den Raum M(X)
seiner komplexen Mafle zuordnen und gegeben Mefirdaume X1, ..., X, Y und ei-

ne meBbare Abbildung f : X; x ... x X, — Y jeder Familie von MaBlen p; auf
den X; das BildmaB ihres ProduktmaBes f,(u; X ... X p,.) als MaB auf Y. Diese
Aussage falit verschiedene mehr oder weniger offensichtliche Vertriglichkeiten
zwischen Produktmafen und Bildmafen zusammen.

Ubung 3.2.29 (Integration iiber BildmaBe). Gegeben eine meBbare Abbildung
f X — Y von MefBrdaumen und ein komplexes Maf} ¢ auf X ist die Variation des
BildmafBes nach oben beschriankt durch das BildmaB der Variation, in Formeln

| fept] < [l

Gehort fiir eine meBbare Funktion  : Y — C die Verkniipfung ho f zu L' (X; |
so ist h integrierbar nach | f, | und es gilt

[ntmw= [ mon
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Ubung 3.2.30 (Bilder von ProduktmaBen). Gegeben meBbare Abbildungen f :
X —=-X'undg:Y — Y'und p € M(X) und v € M(Y') komplexe MaBe, so ist
das BildmaB ihres Produkts das Produkt der Bildmafe, in Formeln

(f x @)e(pRv) = (fop) X (gsv)

3.3 Poissonformel und Inversionsformel

3.3.1. In diesem Abschnitt treiben wir wieder die konkrete Theorie voran, be-
vor wir in den anschlieBenden Abschnitten ihre koordinatenfreie Bedeutung und
Verallgemeinerungen diskutieren.

Satz 3.3.2 (Poisson’sche Summationsformel). Seien f € S(R) eine Schwartz-
funktion und [ ihre physikalisch standardisierte Fouriertransformierte gegeben

durch f"(y) := [ f(z)e *™" dz. So gilt

Y f)y=) )

neL nez

3.3.3. In R? zeigt man die analoge Aussage analog. In 3.6.15 werden wir lernen,
wie man sie aus allgemeinen Prinzipien herleiten kann.

Beweis. Wir betrachten die glatte Funktion g(t) := > _, f(t-+n) mit der Periode
Eins. Ihre Entwicklung in eine Fourierreihe hat die Form g(t) = >, _, axe®™*
mit a;, = fol g(t)e 2"t dt. Die Summe ist hierbei zu verstehen im Sinne gleich-
mifBiger Konvergenz. Damit finden wir

Z f(n) = 9(0) = Z ap = Z/O g(t)e—QTFitkdt _ Z /OO f(t)e—zmtk:dt

nez kEZ kEZ kezZ ¥

2mitk _ ,—27i(t—n)k

Im letzten Schritt haben wir die Identitéit e~ e verwendet. L]

3.3.4 (Fouriertransformation und Fourierreihe). Gegeben f € £!(R) konver-
giert die Reihe g(t) := ", _, f(t-+n) fiir fastalle ¢ € [0, 1] absolut, die so erklarte
fast {iberall definierte Funktion g : [0,1] --» R gehort zu L*([0, 1]), und fiir ihre
Fourierkoeffizienten gilt

1 oo
/ g(t) e—27rint dt — / f(t) e—27Tint dt
0 —00

Das alles folgt unmittelbar mit Fubini 1.7.16 aus der Bemerkung, daf} die Ad-
dition Z x [0,1) — R einen Isomorphismus von Mafriumen induziert, wenn
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man links das Produkt von Zihlmall und Lebesguemal} betrachtet. Bei geeigne-
ter Normalisierung sind also die Fourierkoeffizienten von g genau die Werte der
Fouriertransformierten von f auf den ganzen Zahlen, was wir ja auch unter et-
was stirkeren Voraussetzungen bereits beim Beweis der Poisson-Formel gesehen
hatten.

Satz 3.3.5 (Inversionsformel). Ist f € S(R) eine Schwartzfunktion, so gilt fiir die
zweimal fouriertransformierte Funktion f" an jeder Stelle x € R die Identitiit

[ (@) = f(=x)

3.3.6. In R? folgt dieselbe Aussage analog. Die Aussage gilt auch fiir unsere ma-
thematische Fouriertransformation aus 3.1.3, und genau um das zu erreichen wird
bei dieser Normalisierung der merkwiirdige Vorfaktor (27)~%2 mit dazugenom-
men.

Beweis. Unsere Formeln 3.1.5.2 und 3.1.5.3 zeigen 7,(f"") = (7_of)"". Es
reicht also, die Identitdt f*"(0) = f(0) zu zeigen. Die Poisson’sche Summati-
onsformel 3.3.2 liefert durch Umnormieren fiir alle b > 0 die Identitit

S ) = 5 37 £ )

neL ne”

Die linke Seite strebt fiir b — oo gegen f(0), da f eine Schwarzfunktion ist.
Andererseits ist dann auch g := f” eine Schwartzfunktion und damit strebt, wie
wir uns gleich iiberlegen, die rechte Seite gegen [ f* = f*"(0). Um uns das noch
zu iiberlegen, spezialisieren wir der Einfachkeit halber zu b = 2" und betrachten
den Grenzwert fiir N — oo. Gegeben ¢ > 0 gibt es sicher X' € N mit | f:(f gl <e
und | [ g| < ¢ und |%Zn/b§_Kg(n/b)| < € und |%Zn/b21{9(”/b>| < e.Da
aber auf dem Intervall [— K, K| die Riemannsummen von g gegen das Integral
von g streben, folgt die Behauptung. [

Alternativer Beweis ohne Poissonformel. Wir arbeiten bei diesem Beweis mit der
mathematischen Normalisierung 3.1.3 und betrachten zunichst im Schwartzraum
eine beliebige weitere Funktion g € S und behaupten

[ P ey = [ @)@

In der Tat ist das nach unseren Definitionen und Fubini gleichbedeutend zu

//f(@ eix'yg(y)d"xd”y://f(x) e g(y)dyd
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und damit offensichtlich. Ist etwas allgemeiner h € S eine Funktion aus dem
Schwartzraum und betrachten wir fiir » > 0 die Funktion g = h, = h(y/r), so
erhalten wir mit 3.1.5.5 sofort ¢" = h” = r"h”(rx) und damit

/fA h(y/r) = /f VR (@ /f )" (rar) = /fa:/rhA

Hier haben wir im letzten Schritt die Transformationsformel [ ] ange-
wandt. Fiir » — oo folgt dann aus dem Satz {iber dominierte Konvergenz

[ wno) = [ rom ()

Wenn wir (27)~™/2 davormultiplizieren und integrieren, ergibt sich

f7(0) - 1(0) = £(0) - 1""(0)

Setzen wir hier speziell fiir h das Produkt von Gauss’schen Glockenkurven e~
ein, so folgt aus 3.1.16 sofort, daB} fiir jede Schwartzfunktion ihre zweimal Fou-
riertransformierte am Ursprung denselben Wert hat wie die Funktion selbst. Dann
kann man wie im anderen Beweis zu Ende argumentieren. [

z-x/2

Satz 3.3.7 (Fouriertransformation von L?-Funktionen). Die physikalisch stan-
dardisierte Fouriertransformation nach 3.1.2 ldfit sich auf genau eine Weise vom
Schwartzraum fortsetzen zu einem unitdren Isomorphismus von Hilbertrdumen

F:LA(R") 5 L*(R™)

Beweis. Bezeichne ¢ : R" — R™ die Multiplikation mit (—1) und fr = f o .
Natiirlich gilt dann (f")c = (f¢)" und unsere Inversionsformel sagt f = (f¢)"".
Als néchstes priifen wir, daB die Abbildungen f — f" und g — (g¢)" fiir die
Lo-Skalarprodukte auf unseren Schwartzraumen zueinander adjungiert sind. In
Formeln behaupten wir also (", g) = (f, (g¢)") oder ausgeschrieben

/ f(@)g(—y)e >™¥d zd"y = / f(z)e2mayg(y)d zd™y

Das war auch schon der Beweis fiir die behauptete Adjunktion. Fiir jede Schwartz-
funktion f folgt daraus

(2 =)™ = (f. )

mit der Inversionsformel 3.3.5 im zweiten Schritt. Nach 2.6.1 liegt jedoch der
Schwartzraum dicht im Raum der quadratintegrierbaren Funktionen. Unser Satz
folgt damit aus dem Lemma iiber die Existenz stetiger Fortsezungen 2.4.12 und
dem Lemma iiber die Linearitdt und Unitaritit stetiger Fortsetzungen 2.4.17. [
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Proposition 3.3.8. Fiir Funktionen f € L'(R™) N L*(R") stimmt die durch un-
sere explizite Formel 3.1.2 gegebene Fouriertransformierte iiberein mit der durch
stetige Fortsetzung vom Schwartzraum 3.3.7 Erhaltenen.

Beweis. Wir bezeichnen nur fiir diesen Beweis unsere durch stetige Fortsetzung
vom Schwartzraum 3.3.7 konstruierte Fouriertransformation mit /5. Nun bilden
wir den algebraischen Dualraum &* des Schwartzraums, also den Raum

S§* := Home(S, C)

aller Linearformen auf dem Schwartzraum. Das ,,Daranmultiplizieren und Inte-
grieren” liefert fiir alle p € [1, oo] eine lineare Abbildung int : LP(R") — S*,
die in Formeln durch die Vorschrift f +— (g — f f g) gegeben wird. Mit der zu
unserer Fouriertransformation auf dem Schwartzraum transponierten Abbildung
FT:8* — S* erhalten wir, wie wir gleich priifen, kommutative Diagramme

L'(R") —F- L (R") LA(R") —2~ LA(R")
int \L lint inti lint
S I g ST g

Die Kommutativitit des Linken zeigt dieselbe Rechnung, wie wir sie bereits im
Beweis der Inversionsformel durchgefiihrt haben, wenn man darin das komple-
xe Konjugieren wegliflt. Die Kommutativitit des Rechten folgt, wenn man statt
quadratintegrierbarer Funktionen oben nur Schwartzfunktionen betrachtet. Fiir
beliebige Schwartzfunktionen f, g gilt also (int f)(g) = (int(Ff))(Fg) alias
(f,9) = (Ff, Fg) mit unserem L>-Skalarprodukt. Aus Stetigkeitsgriinden gilt
das dann fiir beliebige L2-Funktionen f, und das zeigt dann die Kommutativitiit
des rechten Diagramms. Im folgenden konstruieren wir einen Raum L (R™) von
fast iiberall definierten meBbaren Funktionen, der alle L”(R™) umfafit, nebst einer
linearen Abbildung int : L — S*, die alle unsere vorherigen Abbildungen int
fortsetzt. Zusitzlich zeigen wir noch, daB3 diese Abbildung injektiv ist. Dann ist
der Beweis zu Ende und wir konnen unsere Notation J» wieder stornieren. O

Ergéinzung 3.3.9. Man kann allgemeiner zeigen, daB unter F ' fiir konjugierte
Exponenten p,q mit 1 < p < 2 Funktionen aus .’ C &* in Funktionen aus
L7 C S* iibergehen, vergleiche etwa [ ].

Definition 3.3.10. Eine fast iiberall definierte Funktion f : R™ --» C heif3t lo-
kal integrierbar, wenn jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt derart, daf die
Einschrinkung unserer Funktion auf besagte Umgebung integrierbar ist in Bezug
auf das Lebesgue-MaB. Wir bezeichnen den Raum aller reellwertigen bzw. kom-
plexwertigen lokal integrierbaren Funktionen auf dem R” mit

Lioe(R",R) C Lj,o(R")
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Lemma 3.3.11. Zwei lokal integrierbare Funktionen auf dem R", deren Produkt
mit jeder kompakt getragenen glatten Funktion dasselbe Integral hat, stimmen
bereits als fast iiberall definierte Funktionen iiberein.

Beweis. In Formeln ausgedriickt miissen wir zeigen, dafl die Abbildung

L (R") —  CP(R")*
f = (9~ [ fg)

von unserem Raum lokal integrierbarer Funktionen in den Dualraum des Raums
aller glatten Funktionen mit kompaktem Triger eine Injektion ist. Sicher reicht es,
wenn wir zeigen, dal dieselbe Abbildungsvorschrift im Fall reellwertiger Funk-
tionen eine Injektion
Lioe(R™, R) < C*(R", R)”

liefert. Sicher reicht es sogar zu zeigen, dal} die Restriktion dieser Abbildung auf
die Teilmenge Ly, .(R™, R~() aller nichtnegativen lokal integrierbaren Funktionen
injektiv ist. Diese Restriktion jedoch konnen wir schreiben als die Verkniipfung

von Injektionen
Llloc(Rna R>g) < {Borelmafe auf R"} — C*(R",R)*

wo die erste Abbildung jeder Funktion f das Borelmall f(x)d"z zuordnet und die
zweite Abbildung jedem Borelmal3 das Integrieren nach diesem MaB. Hier ist die
erste Abbildung injektiv nach 1.5.27 und die Zweite injektiv nach 1.10.10 und das
Lemma ist bewiesen. 0

3.3.12. Etwas feiner betrachten wir den Raum L} (R") aller meBbaren fast iiber-
all definierten Funktionen f : R™ --» C mit der Eigenschaft, daf} ihr Produkt
mit jeder Schwartzfunktion integrierbar ist. Offensichtlich erhalten wir so einen
Untervektorraum

LE(R") C L, (R")

und ebenso offensichtlich liegen alle L”-Funktionen, ja sogar alle meBbaren Funk-
tionen von hochstens polynomialem Wachstum bereits in diesem Teilraum. Nach
3.3.11 erhalten wir aber durch die Vorschrift f — (g = [ f g) erst recht eine
Inklusion

int : Lg(R") < S*

3.3.13 (Berechnung der Fouriertransformierten einer L>-Funktion). Es ist
nicht ganz leicht, eine explizite Formel fiir die Fourier-Transformierte einer L*-
Funktion f : R --» C anzugeben. In der Tat kann man ja nicht erwarten, daf} das
Integral 3.1.2 fiir alle y konvergiert. Das wire sogar beunruhigend, da es uns unter
Verwendung der Inversionsformel erlauben wiirde, zu jeder quadratintegrierbaren
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Funktion einen wohlbestimmten ,,iiberall definierten Reprasentanten* auszuzeich-
nen. Stattdessen konnen wir wie folgt vorgehen: Wir wihlen reelle Folgen a,,, b,
mit a,, - —oo und b,, — co und betrachten die integrierbaren Funktionen f,,, die
durch Restriktion von f auf das kompakte Intervall [a,,, b,| und Ausdehnen durch
Null entstehen. Dann gilt f,, — f im L-Sinne und folglich auch F(f,,) — F(f)
im L?-Sinne. Da die f, integrierbar sind, kann nach Proposition 3.3.8 nun aber
F(fn) = f mit unserer Formel 3.1.2 jedenfalls im Prinzip ausgerechnet werden.
Die so gebildeten fast iiberall definierten Funktionen f/ streben demnach im L*-
Sinne gegen F(f). Gelingt es uns also zum Beispiel, Folgen a,,, b, so geschickt
zu wihlen, daB die Folge der Fouriertransformierten f; fast iiberall punktweise
konvergiert, so ist dieser punktweise Grenzwert nach 2.3.11 notwendig bereits
quadratintegrierbar und ist unsere gesuchte Fouriertransformierte F( f).

Proposition 3.3.14. Die Fouriertransformation von Maflen ist injektiv, als da
heifst, nur das Nullmaf liefert die Nullfunktion.

3.3.15. Das rechtfertigt die in der Stochastik iibliche Bezeichnung der Fourier-
transformierten eines Wahrscheinlichkeitsmafes auf R als dessen charakteristi-
sche Funktion. Man beachte jedoch, dal man in der Stochastik iiblicherweise mit
der Paarung R x R — S gegeben durch (z,y) — e arbeitet.

Beweis. Nach 1.10.10 ist, wie bereits im vorhergehenden Beweis bemerkt, auch
int : M(R") — S* gegeben durch y — (f — [ fu) eine Injektion. Mit derselben
Rechnung wie zuvor erhalten wir auch ein kommutatives Diagramm

M(R") —L= L®(R")

intl iint

S —F s

Das zeigt, daB verschiedene reelle MaBe in M(IR") auch verschiedene Fourier-
transformierte haben. O]

Vorschau 3.3.16. Bezeichne \ das Lebesguemal} auf dem R”. Motiviert durch die
vorhergehenden Uberlegungen definiert man den Raum

S cs

aller temperierten Distributionen als den kleinsten Untervektorraum des vol-
len Dualraums S* des Raums der Schwartzfunktionen, der (1) alle Linearfor-
men umfaBt, die die Gestalt ¢ — [ fo) haben fiir f : R* — C stetig von
hochstens polynomialem Wachstum, und der (2) stabil ist unter den Transpo-
nierten 9] : S* — S* der partiellen Ableitungen 9, : S — S. Man iiberlegt
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sich ohne grofle Schwierigkeiten, dafl die Transponierte der Fouriertransformati-
on F' : 8* 5 S* einen Vektorraumisomorphismus

Fr.85s

auf den temperierten Distributionen induziert, und daf sich alle L”-Funktionen f
als temperierte Distributionen auffassen lassen, ja dafl das Bild unserer Einbettng
int : Lg(R") < S* aus 3.3.12 gegeben durch die Vorschrift ¢ — [ fp) aus tem-
perierten Distributionen besteht, in Formeln L? C L§(R") C S'. Dariiberhinaus
lassen sich auch alle endlichen Borelmalle ;4 als die temperierte Distributionen
auffassen vermittels der immergleichen Vorschrift ¢ — [ ¢u, und alle bisher be-
trachteten Varianten der Fouriertransformation konnen als Einschriankung unserer
Transformation ' : S’ = S’ verstanden werden. Welche Vorteile die temperier-
ten Distributionen gegeniiber allgemeinen Linearformen auf dem Schwartzraum
bieten, und wie allgemeiner beliebige, nicht notwendig temperierte Distributionen
erkldrt werden, mogen Sie in Vorlesungen zur Funktionalanalysis oder in 4.13.12
lernen.

Satz* 3.3.17 (Abtast-Satz). Sei h : R — C die physikalisch normalisierte Fou-
riertransformierte einer quadratintegrierbaren Funktion mit Triger im kompak-
ten Intervall [—1/2,1/2]. So wird die Funktion h bereits durch ihre Werte an den
ganzzahligen Stellen festgelegt vermittels der Entwicklung

ht)y =Y h(n)m

Tt —n
nez ( )
als Summe einer im Hilbertraum der 1.>-Funktionen summierbaren Familie.

3.3.18. Dieser Satz ist wichtig in der Signalverarbeitung. Fiir die weitere Entwick-
lung der Theorie in dieser Vorlesung ist er eher nicht relevant. Eine Funktion auf
dem Richtungsraum der Zeitachse T heif3t in diesem Zusammenhang ein ,,Signal*
und eine Funktion, die durch Fouriertransformation aus einem komplexen Maf3
auf einem Intervall im Raum der Frequenzen entsteht, ein ,,auf ein Frequenzband
beschrinktes Signal“. Genau genommen wird diese Anwendung noch besser mo-
delliert durch reellwertige Funktionen auf der Zeitachse und die Beschrinkung auf
nichtnegative Frequenzen, aber dabei verliert die mathematische Beschreibung an
Transparenz. Auf Englisch heif3t unser Satz das Sampling Theorem und wird
Shannon und Nyquist zugeschrieben, neuerdings auch Kotelnikow. Mathematisch
betrachtet werden wir den Abtastsatz in 3.6.15 als eine offensichtliche und unmit-
telbare Konsequenz der Natiirlichkeit der Fouriertransformation verstehen lernen,
und sogar fiir die Fouriertransformierten der Ausdehnungen durch Null von Ma-
Ben in M([—1/2,1/2)) zeigen, aber die praktische Bedeutung muBte eben auch
erkannt werden.
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Beweis. Sei h = f” fir f quadratintegrierbar mit Tréger in [—1/2,1/2]. Dann
wird f bereits festgelegt durch die Koeffizienten seiner Fourierreihe, nach 3.3.4
also durch die Werte h(n) der Fouriertransformierten von h an allen ganzzahligen
Stellen n € Z. Genauer haben wir in L?([—1/2,1/2]) die Darstellung f(w) =
> ez h(n) €™ als Summe einer im Hilbertraum der L°-Funktionen summier-
baren Familie. Dehnen wir diese Funktion f durch Null aus auf die ganze Zah-
lengerade R und wenden die L?-Fouriertransformation an, so ergibt sich mit der
Fouriertransformation 3.1.18 von Rechtecksfunktionen und der Beziehung 3.1.5.2
die Entwicklung

sinm(t —n)
(t —n)

h(t) = h(n)F(e™™) =" h(n)

nez neL

als Summe einer im Hilbertraum der I.?-Funktionen summierbaren Familie. [

Ubungen

Ubung 3.3.19. Jede LP-Funktion auf R" fiir p € [, 00] ist lokal integrierbar.
Genau dann ist eine fast iiberall definierte Funktion lokal integrierbar, wenn ih-
re Einschrinkung auf jedes Kompaktum integrierbar ist. Jede lokal integrierbare
Funktion ist mefbar.

Ubung 3.3.20. Ist die Fouriertransformierte einer integrierbaren Funktion f € £!
wieder integrierbar, so gilt f*"(z) = f(—=x) fiir fast alle . Insbesondere besitzt
jede L'-Funktion mit einer integrierbaren Fouriertransformierten einen stetigen
Reprisentanten.

Ergiinzende Ubung 3.3.21. Ist y ein topologisches Maf auf einem topologischen
Raum X, so nennen wir eine p-fast iiberall definierte Funktion f : X — C lokal
integrierbar in Bezug auf ;1 genau dann, wenn jeder Punkt eine offene Umge-
bung besitzt derart, dal die Einschrinkung unserer Funktion auf besagte Umge-
bung integrierbar ist in Bezug auf x. Diesen Funktionenraum notieren wir dann
Li.(X; ). Gegeben U @ R™ und ein BorelmaB i auf U zeige man, daB lokal in-
tegrierbare Funktionen aus L. (U; 1) genau dann fast iiberall iibereineinstimmen,
wenn ihr Produkt mit jeder Funktion aus C°(U) in Bezug auf i dasselbe Integral

hat.
3.4 Die Topologie der Charaktergruppe

3.4.1. In diesem Abschnitt soll besprochen werden, warum und in welcher Weise
es zu jeder Fouriergruppe im Wesentlichen genau eine exakte Paarung gibt.
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Definition 3.4.2. Gegeben topologische Riume X, Y bezeichne Top(X,Y") die
Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y. Gegeben Teilmengen K C X
und U C Y bezeichne

O(K,U) C Top(X,Y)

die Menge aller stetigen Abbildungen f : X — Y mit f(K) C U. Die auf
Top(X,Y’) von den Mengen O(K,U) fur K C X kompakt und U @ Y offen
erzeugte Topologie heifit die kompakt-offene Topologie. Wir denken uns Réu-
me stetiger Abbildungen im Zweifelsfall stets mit dieser Topologie versehen und
verwenden fiir den so entstehenden topologischen Raum die Notation

C(X,Y)

Lemma 3.4.3 (Funktorialititen der kompakt-offenen Topologie). Gegeben ste-
tige Abbildungen f : X' — X und g : Y — Y’ sind auch die induzierten Abbil-
dungen (of) : C(X,Y) = C(X',Y) und (go) : C(X,Y) — C(X,Y") stetig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus (o f)1O(K',U) = O(f(K"),U), da das
Bild f(K") eines Kompaktums K’ nach 1.8.10 wieder kompakt ist. Die zweite
Behauptung folgt aus (go) 'O(K,U’) = O(K, g ' (U")), da das Urbild g~ (U")
einer offenen Menge U’ wieder offen ist. [

Lemma 3.4.4 (Sehr schwaches Exponentialgesetz). Gegeben topologische Rdiu-
me X,Y, 7 und eine stetige Abbildung f : X XY — Z ist auch die induzierte
Abbildung F : X — C(Y, Z) stetig.

Vorschau 3.4.5. Wir werden in [TM] zeigen, dal} wir so fiir Y lokal kom-
pakt sogar eine Bijektion Top(X x Y, Z) = Top(X,C(Y, 7)) und fiir X und Y’
lokal kompakt einen Homdomorphismus C(X x Y, Z) = C(X,C(Y, Z)) erhal-
ten. Diese Aussagen nennen wir dann das ,,schwache Exponentialgesetz* und das
,Exponentialgesetz‘‘.

Beweis. Gegeben K C Y kompakt und V' @ Z offen und z € X mit F(z) €
O(K,V) gilt es, eine Umgebung U @ X von z zu finden mit F(U) C O(K,V).
Nun sagen unsere Annahmen f(z x K) C V. Fiir jedes y € K gibt es nach der
Definition der Produkttopologie eine Umgebung U, @ X von x und eine Umge-
bung W, @ Y von y mit f(U, x W,) C V. Endlich viele der W, tiberdecken
das Kompaktum K, sagen wir die W, fir y € £ mit &/ C K endlich. Dann ist
U:= ﬂye g Uy die gesuchte Umgebung U von z. U

Lemma 3.4.6. Gegeben topologische Ridaume X,Y, Z liefert die offensichtliche
Abbildung einen Homoomorphismus

C(X,Y x Z) 3 C(X,Y) x C(X, Z)
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Illustration zum Beweis von Satz 3.4.4. Das Bild kommt von dem Beweis des
Spezialfalls [ ] . Das p im Bild heil3t in unserem Beweis x, das n im Bild
ist so gewihlt, da3 der n-Ball um z alias p in V' enthalten wiire.

127



3.4.7. In kategorieller Sprache ausgedriickt besagt unser Lemma, daf} der Funktor
C(X, ) : Top — Top vertréglich ist mit endlichen Produkten.

Beweis. Per definitionem ist unsere Abbildung eine Bijektion von Mengen. Fiir
K C X kompaktund U @ Y offen induziert unsere Abbildung sicher eine Bijek-
tion O(K,U x Z) = O(K,U)xC(X, Z). Fur K C X kompaktund V' @ Z offen
induziert sie ebenso eine Bijektion O(K,Y x V) = C(X,Y) x O(K,V). Diese
Mengen erzeugen aber die jeweiligen Topologien. 0

Lemma 3.4.8. Gegeben ein topologischer Raum X und eine topologische Grup-
pe G ist auch C(X, G) mit seiner kompakt-offenen Topologie eine topologische
Gruppe.

Beweis. Die Verkniipfung von C(X, G) ist stetig als die Komposition
C(X, Q) x C(X,G) 3 C(X,G x Q) — C(X,G)

unserer Produktvertriglichkeit 3.4.6 mit dem Nachschalten der Verkniipfung G x
G — G. Die Inversenbildung ist stetig als das Nachschalten der Inversenbildung
in G. -

Beispiel 3.4.9 (Topologie der Charaktergruppe). Gegeben eine topologische
Gruppe G wird ihre Charaktergruppe G = X(G) C C(G,S') mit der von der
kompakt-offenen Topologie induzierten Topologie eine topologische Gruppe und
jeder stetige Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H induziert durch Vorschalten
einen stetigen Gruppenhomomorphismus ¢ : H—G.

Beispiel 3.4.10 (Charaktergruppe von R). Die Abbildung R x R — S! gegeben
durch (z,y) — exp(izy) induziert einen Homdomorphismus

R = X(R)

In der Tat ist diese Abbildung bijektiv aufgrund unserer Beschreibung 2.7.7 der
Einparameteruntergruppen von C*. Sie ist stetig, da die urspriingliche Abbildung
R x R — S! stetig war. SchlieBlich ist das Bild des offenen Intervalls (—a, a) die
offene Menge O(|—n/2a, 7/2a], H) aller Abbildungen, die besagtes Kompaktum
in die offene Halbebene H := {z | Re(z) > 0} abbilden. Durch Verschieben
sehen wir, daB alle offenen Intervalle ¢ + (—a,a) = (¢ — a,c + a) auf offene
Mengen abgebildet werden. Damit ist unsere Abbildung auch offen.

Beispiel 3.4.11 (Weitere Charaktergruppen). Die Topologie auf der Charakter-
gruppe der Kreisgruppe ist die diskrete Topologie, da der stetige surjektive Grup-
penhomomorphismus exp : Ri — S eine stetige Einbettung X(S') — X(Ri) mit
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dem diskreten Bild 27iZ induziert. Die stetige Abbildung S* x Z — S* gegeben
durch (z,n) — 2" liefert weiter einen Homdomorphismus

St X(7Z)

Die Stetigkeit ist wieder klar, und da dann Kompakta auf Kompakta gehen miis-
sen, gehen nach 1.8.8 auch abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen,
wenn X (Z) Hausdorff ist. Sogar fiir eine beliebige topologische Gruppe G folgt
aber die Hausdorff-Eigenschaft von X(G) unmittelbar aus den Definitionen. Fiir
jede endliche Gruppe schlieBlich ist die Charaktergruppe offensichtlich diskret.

Lemma 3.4.12 (Produktvertriglichkeit der Charaktergruppe). Gegeben topo-
logische Gruppen G, H ist die vom Riickzug lings der Einbettungen ing : G —
GxH,g— (9,1) unding : H — G x H,h — (1, h) induzierte Abbildung ein
Homdoomorphismus

(X(ing), X(ing)) : X(G x H) = %(G) x X(H)

Beweis. Sie haben bereits in 2.7.29 gepriift, da3 diese Abbildung bijektiv ist. Die
Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit von X(ing) und X(ing ). Andererseits betrach-
ten wir die stetigen Abbildungen X(pr.) : X(G) — X(G x H) und X(pry) :
X(H) — X(G x H). Die Abbildung

(+) o (X(prg) x X(pry)) - X(G) x X(H) = X(G x H)

ist dann stetig als Verkniipfung stetiger Abbildungen. Man sieht aber leicht, daf3
sie zur Abbildung aus unserem Lemma invers ist. [

Satz 3.4.13 (Pontrjagin-Dualitiit fiir Fouriergruppen). Ist G eine Fouriergrup-
pe, so ist auch die zugehdrige Charaktergruppe X(G) eine Fouriergruppe und das
Auswerten induziert eine exakte Paarung

a:GxX(G) = S

Ist umgekehrt G x H — St eine exakte Paarung von Fouriergruppen, so sind die
davon induzierten Bijektionen Homdomorphismen G = X(H) und H = X(Q).

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB a : G x X(G) — S! eine exakte Paarung ist.
Fiir GG die reelle Zahlengerade, die Kreisgruppe oder eine diskrete zyklische Grup-
pe hatten wir das schon in den vorangehenden Beispielen gesehen. Der Fall einer
beliebigen Fouriergruppe folgt mit der Produktvertriglichkeit der Charaktergrup-
pe 3.4.12. Ist umgekehrt G x H — S eine exakte Paarung von Fouriergruppen,
so folgt die Stetigkeit der induzierten Bijektion H = X(G) leicht aus dem sehr
schwachen Exponentialgesetz 3.4.4. Wir sind fertig, sobald wir zeigen, dal} jeder
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stetige bijektive Homomorphismus von Fouriergruppen bereits ein Homdomor-
phismus ist. Das ist aber klar, denn die Bilder von Kompakta sind kompakt und
in einer Fouriergruppe ist eine Teilmenge genau dann abgeschlossen, wenn ihr
Schnitt mit jedem Kompaktum kompakt ist. Also sind auch Bilder abgeschlosse-
ner Mengen abgeschlossen. ]

Ubungen

Ubung 3.4.14. Die Charaktergruppe V eines endlichdimensionalen reellen Vek-
torraums V' wird selbst ein reeller Vektorraum, indem man fiir jeden Charakter x
und jeden Skalar o € R den Charakter oy erklért durch die Vorschrift

(ax)(v) == x(av)

Ich rede dann auch vom Charakterraum. Der Charakterraum hat dieselbe Di-
mension wie der urspriingliche Raum. Jede lineare Abbildung L : V' — W von
endlichdimensionalen reellen Vektorrdumen liefert durch Vorschalten eine lineare
Abbildung L:W — Vindie Gegenrichtung auf den Charakterrdumen.

Ubung 3.4.15. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum V liefert das
Nachschalten der Exponentialabbildung einen Isomorphismus von reellen Vektor-
raumen

~

Homg(V,iR) = V
0] > expog
Dessen Inverse kann durch die Formel y +— dgx beschrieben werden, wobei man

X € V als Abbildung y : V' — C auffalit und beachtet, dal deren Differential im
Ursprung doy : V' — C nur rein imaginidre Werte annehmen kann.

3.5 Natiirlichkeit der Fouriertransformation

3.5.1. Ist G eine topologische Gruppe und G ihre Charaktergruppe, so ist das
Auswerten eines Charakters auf einem Gruppenelement @ : (g, x) — x(g) stets
eine Paarung

a:GxG— 5!
Die zugehorige Fouriertransformation JF, bezeichnen wir meist ohne Index als F.
Wir notieren sie i — p” und nennen sie die kanonische Fouriertransformation

F : M(G) — Ens(G, C)

3.5.2. Die kanonische Fouriertransformation ist insofern besonders kanonisch, als
sie nur von der topologischen Gruppe GG und von sonst gar nichts abhingt. Sie
ist auch von besonderer Bedeutung, da jede Paarung von topologischen Gruppen
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s: Gx H — S' eine Abbildung é : H — G induziert und die zugehdrige Fourier-
transformation F als die Komposition F; = (03) o F der kanonischen Fourier-
transformation mit dem Vorschalten von s dargestellt werden kann. Die Notation
Fs wird damit in gewisser Weise liberfliissig. Sie schien mir jedoch besonders
gut geeignet, die Symmetrie zwischen einer Gruppe und ihrer Charaktergruppe
transparent zu machen.

3.5.3 (Natiirlichkeit der Fouriertransformation). Fiir jeden stetigen Homomor-
phismus ¢ : G — H von topologischen Gruppen ist das Vorwirtsdriicken von
MabBen eine Abbildung ¢, : M(G) — M(H ). Umgekehrt liefert das Vorschalten
von ¢ eine Abbildung ¢ : H — @ auf den Charakteren in die Gegenrichtung.
Nach 1.6.16 kommutiert mit unseren kanonischen Fouriertransformationen in den
Horizontalen das Diagramm

M(G) —Z= Ens(G, C)

%i |o2

M(H) —~ Ens(H,C)

Lemma 3.5.4. Die Fouriertransformierte eines komplexen Mafies auf einer Fou-
riergruppe ist eine beschrdnkte stetige Funktion auf der Charaktergruppe.

3.5.5. Wir hatten bereits die Folgenstetigkeit gezeigt, aus der im Fall von Fourier-
gruppen auch die Stetigkeit folgt. Der hier gegebene Beweis ist aber natiirlicher.

Beweis. Sei G unsere Fouriergruppe. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei
ein endliches nichtnegatives MafB3. Dann ist seine Fouriertransformierte beschrinkt

durch p(G), denn es gilt
/xu S/Ixmz/lu:u(G)
G € €

Weiter gibt es, da GG als die Vereinigung einer Folge von Kompakta geschrieben
werden kann, fiir jedes ¢ > 0 ein Kompaktum K C G mit u(K) < u(G) <
u(K) + e. Gilt dann |y — 9| < ¢ auf diesem Kompaktum, so folgt die Abschit-
zung |p(x) — p N (¥)] < e(u(G) + 2). Also ist p” stetig fiir die kompakt-offene
Topologie. 0

" (x)| =

3.5.6. Fiir jeden stetigen Homomorphismus ¢ : G — H von Fouriergruppen
erhalten wir, indem wir 3.5.3 und 3.5.4 zusammenfiihren, mit den kanonischen
Fouriertransformationen in den Horizontalen ein kommutatives Diagramm

~

M(G) —==C(G)

%l |o»

M(H) —L>C(H)
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Beispiel 3.5.7 (Fouriertransformation und Koordinatenwechsel). Wir betrach-
ten den Gruppenisomorphismus ¢ = A : R” = R" gegeben durch x — Az mit
A € GL(n;R) und die Paarung b : R" x R® — S* mit (z,y) — e 2™Y, Fiir die
von dieser Paarung induzierte Abbildung b:R" — R" priift man ¢ o b=bo AT
mit AT : R® — R" der Multiplikation mit der transponierten Matrix. Mit dieser
Erkenntnis und der Natiirlichkeit der Fouriertransformation 3.5.3 erhalten wir ein
kommutatives Diagramm

L'(R") -5 M(R") —7~ C(R") —2- C(R")

detAl(oAl)l go*l io@ ioAT

LR -2 MR —L > C(R?) —2- C(R™)

mit unseren standardisierten Fouriertransformierten als Verkniipfung in den Ho-
rizontalen. Diese Vertrédglichkeit priift man auch leicht durch explizite Rechnung,
mit der Transformationsformel ergibt sich fiir alle y € R eben

/‘det A|71f(A71x>ef27rim'ydnx — /f(x)GZﬂ'ixTATydnx

Das verallgemeinert unsere Formel 3.1.5.5 fiir die Fouriertransformierte einer ,,ge-
streckten* Funktion und zeigt, dal unsere Fouriertransformationen mit orthogo-
nalen Abbildungen A vertridglich sind.

Ergdnzung 3.5.8. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Der Satz
von Bochner beschreibt das Bild der durch die Fouriertransformation gegebenen
Einbettung F : M(V;[0, 00)) < Cp(V) des Raums der nichtnegativen endlichen
BorelmaBle in den Raum der beschrinkten stetigen Funktionen auf der Charak-
tergruppe als die Menge aller beschrinkten stetigen Funktionen ¢ : V — C,
die ,,positiv semidefinit* sind in dem Sinne, daf} fiir beliebiges n und beliebige
paarweise verschiedene xi,..., X, € V die quadratische Matrix mit Eintrdgen
®(xi — x;) positiv semidefinit ist. DaB} unsere Abbildung in den positiv semide-
finiten Funktionen landet, mag der Leser zur Ubung selbst priifen. DaB auch alle
beschridnkten positiv semidefiniten Funktionen im Bild liegen, ist nicht so leicht
zu sehen.
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Ubungen

Ubung 3.5.9 (Fouriertransformation und #uBeres Produkt). Gegeben abziihl-
bar basierte topologische Gruppen G und H kommutiert das Diagramm

M(G) x M(H) I C(G) x C(H)

M(G x H) —L—~C(X(G x H)) <—2—C(G x H)

mit dem von der offensichtlichen exakten Paarung induzierten Fouriertransforma-
tion unten. Sind in Formeln komplexe Male € M(G), v € M(H) gegeben,
so entspricht die Fouriertransformierte des Produktmalies ¢ X v € M(G x H)
unter dem Isomorphismus der Produktvertraglichkeit der Charaktergruppen p :
X(G x H) & X(G) x X(H) dem duBeren Produkt der Fouriertransformierten
unserer beiden Maf3e. In Formeln gilt mithin

p: (nRv) ~ p RN

Gegeben ein Ring £ und Mengen X,Y und Abbildungen f : X — £k sowie
g 'Y — k notieren wir hier f X g die Funktion X x Y — k gegeben durch
(fXg): (z,y) = f(z)g(y). Wir nennen f X g das dubBere Produkt der beiden
Funktionen f und g.

3.6 Die Inversionsformel fiir Fouriergruppen®

3.6.1. Wir beginnen mit der Konstruktion des Schwartzraums fiir allgemeine Fou-
riergruppen und verallgemeinern dazu unsere Formeln 3.1.5.7 und 3.1.5.6 fiir die
Beziehung zwischen partiellen Ableitungen und der Fouriertransformation.

Definition 3.6.2. Gegeben ein Gruppenweg £ : R — G in einer Fouriergruppe
und eine Abbildung f : G — C sagen wir, f besitze bei g € G eine Richtungs-
ableitung in Richtung &, wenn ¢ — f(£(t)g) bei ¢t = 0 differenzierbar ist. Die
Ableitung dieser Abbildung bei ¢ = 0 notieren wir dann

(9ef)(9)

Existiert sie fiir alle g € (G, so nennen wir f differenzierbar nach ¢ und notieren
die entsprechende Funktion auf unserer Gruppe 0k f.

Proposition 3.6.3. Seien G eine Fouriergruppe, i ein Haarmaf3 und € : R — G
ein Gruppenweg. Ist f € L'(G, ) differenzierbar nach & mit 9¢ f € L*(G, p), so
gilt

F((Oef)m) = —iEF(fn)
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ﬂirf .G — R die Verkniipfung von é : G = R mit dem Inversen des Isomorphis-
mus R = R, y — (x> el?¥).

Beweis. Wir betrachten die Funktion G x R — C, (g,t) — f(£(t)g). An jeder
Stelle (g,t) € G x R ist sie differenzierbar nach ¢ mit der Ableitung h(g,t) =
(Ocf)(&(t)g). Also gilt fur festes g € G und @ € R nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integrationsrechnung

/0 “hig t)dt = f(€(a)g) — ()

Nach unseren Annahmen ist £ fiir festes a > 0 integrierbar auf G x [0, a] und wir
erhalten fiir jeden Charakter x € G die Identitét

XE(—a))(Ffuw)(x) — (Ffu)x) //

a

t)dt X p

= | [ -0 @eno nmat

= (FOSI)x >i / X(E(-1)dr

Nun ist unsere Definition von ¢ gleichbedeutend zur Identitiit x (£(t)) = €00,
Im Grenzwert a — 0 strebt aber (e~'9€(X) — 1) /a gegen —i€(y). O

Definition 3.6.4. Gegeben eine Fouriergruppe G erkliaren wir zu jedem stetigen
Gruppenhomomorphismus ¢ : G — R eine Einparameteruntergruppe R —
G als die Verkniipfung von 1& . R — G mit unserer Identifikation R — R,
Y (r— e®),

Proposition 3.6.5. Seien G eine Fouriergruppe, | ein Haarmaf3 und i) : G — R
ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Gegeben | € LYHG; p)mity f € LYG; )
ist F(fu) partiell differenzierbar nach v und es gilt

Ffu) = —10(F fun)

Beweis. Wir rechnen

HIRIN =IO 2  ((9,5(000 - 0.0) Fonto)

Nun gilt per definitionem (g, 1(t)) = ¢*®@* und damit strebt der Bruch gegen
iY(g) fur t — 0. Die Proposition folgt so aus dem Satz iiber dominierte Konver-
genz. [
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Definition 3.6.6. Der Schwartzraum S(G) einer Fouriergruppe GG bestehe aus
allen Funktionen f : G — C derart, daf fiir beliebige Einparameteruntergruppen
&1,...,& + R — G die iterierten partiellen Ableitungen O, ... 0, [ existieren
und daB fiir beliebige stetige Gruppenhomomorphismen vy, ...,; : G — R die
Produkte 9 ... 10, ... O, f betragsmiBig beschriinkt bleiben.

Beispiel 3.6.7. Im Fall der Fouriergruppe Z ist der Schwartzraum der Raum S(Z) C
Ens(Z, C) aller Abbildungen (a,,)nez mit Y, ., [n'a,| < oo fiiralle I € N.

Beispiel 3.6.8. Im Fall der Kreisgruppe S* besteht der Schwartzraum S(S') aus
allen Funktionen f : ST — C, fiir die t — f(e') eine glatte Funktion R — C ist.

Lemma 3.6.9. Gegeben eine Fouriergruppe G ist fiir jede Schwartzfunktion f und
jedes Haarmaf3 \ auch die Fouriertransformierte von f\ eine Schwartzfunktion,
in Formeln

A

FeSG) = F(fA) e SG)

Beweis. Man priift unschwer J¢ (¢ f) = (0¢t0) f + 1¥(0¢ f) und Og¢) ist eine Kon-
stante. O]

3.6.10. Der Raum der SchwartzmaBe M(G) C M(G) einer Fouriergruppe G
bestehe aus allen Maflen, die Vielfache eines Haarmafes mit einer Schwarzfunk-
tion sind. Die Multiplikation mit jedem Haarmal} A von G induziert folglich einen
Isomorphismus

(-A) : S(G) > M(G)

Satz 3.6.11 (Inversionsformel fiir Fouriergruppen). Sei p : G x H — S! eine
exakte Paarung von Fouriergruppen mit ihrer dualen Paarung p - H x G — S*.
So gilt:
1. Es gibt fiir jedes Haarmaf3 \ auf G' genau ein Haarmaf3 | auf H mit der
Eigenschaft, dafs im Diagramm

Fp

M(G) "~ S(H)
;(L> T Mtr)

mit den Fouriertransformationen zu unseren Paarungen 3.2.10 in den Hori-
zontalen das ,, Einmal-im-Kreis-Herumgehen an jeder Stelle die Identitdit
liefert. Man nennt 1 das Plancherel-MaB zu \ und notiert es |1 = \;

2. Fiir \ ein Haarmaf} und p das zugehorige Plancherelmaf; erhalten die zwi-
schen den Schwartzrdumen induzierten Isomorphismen F,  und Fj,, die
L2-Norm und induzieren zueinander inverse Hilbertraumisomorphismen

L*(G;A) «— L*(H; )
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Beweis. Im Fall G = R sind das genau unsere Inversionsformeln 3.3.5 und 3.3.7.
Im Fall der Kreisgruppe G = S! ist das Ubung [ ] und 2.7.22, 2.7.25.
Der Fall der Gruppe Z ist damit auch abgedeckt. Im Fall einer endlichen abelschen
Gruppe ist die Aussage in 2.7.22, 2.7.25 enthalten, das Plancherelmall zum nor-
mierten Haarmal ist das ZdhlmaB. Es bleibt nur noch zu zeigen, daBl unser Satz fiir
das Produkt G = GG; x G5 zweier Fouriergruppen folgt, wenn wir ihn fiir die Fak-
toren kennen. Seien A\; und A, Haarmalle. Das Erzeugnis von dufleren Produkten
fiX fo mit f; € S(G1) und f, € S(G5) liegt sicher dicht in L?(G x Ga; A\ K \y).
Stetige Fortsetzung zeigt, da3 es genau einen Isomorphismus von Hilbertraumen

LQ(Gl X Gg;)\l X )\2) :> L2(G1 X 02;5\1 X 5\2)

glbt mit fl X fg — f(f1)\1) X F(fg)\g) fiir alle f1 € S(Gl), fg € S(GQ) Da
wir das fiir die Schwartzfunktionen auf (G; und G, bereits wissen, folgt auch hier,
dal der zur dualen Paarung in derselben Weise konstruierte Isomorphismus die
inverse Abbildung sein muf. Da schlieBlich beide Transformationen Schwartz-
funktionen zu Schwartzfunktionen machen, folgt auch unsere Inversionsformel
fiir Schwartzfunktionen auf beliebigen Fouriergruppen. 0

Erginzung 3.6.12 (Fouriertransformation von Halbdichten). Ich will kurz er-
klaren, wie man die Inversionsformel von der Wahl Haar’scher Malle befreien
kann. Gegeben eine Fouriergruppe G erkldrt man dazu den Vektorraum H(G)
der Schwartz-Halbdichten auf -, indem man ausgeht von der Menge aller Paa-
re (f, \) bestehend aus einer Schwartzfunktion f € S(G) und einem Haarmaf3
A, modulo der Aquivalenzrelation gegeben durch (f,a)\) ~ (y/af,)) fiir alle
a € R.,. Die Aquivalenzklasse von (f, \) notieren wir f VA und die Aquiva-
lenzklasse von (1, \) abkiirzend v/). Es ist klar, wie wir Schwartzhalbdichten mit
Schwartzfunktionen zu multiplizieren haben, und dal fiir jedes Haarmall )\ das
Multiplizieren mit v/\ eine Bijektion

(-VA) : 8(G) = H(G)

induziert. Weiter ist klar, daB} es auf H(G) genau eine Struktur als C-Vektorraum
gibt, unter der alle diese Bijektionen Vektorraumisomorphismen werden. Schlief3-
lich ist auch klar, daf} wir fiir jedes Haarmal3 A\ einen Vektorraumisomorphismus

(-VA) : H(G) = M(G)

erkldren konnen durch die Vorschrift, dafl er nach Vorschalten mit dem zuvor
erkldrten Isomorphismus den offensichtlichen Isomorphismus (-\) : S(G) =
M (@) liefert. Der Sinn dieser Konstruktion besteht nun darin, daf fiir eine exakte
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Paarung p : G x H — S* von Fouriergruppen und ein HaarmaB )\ auf G mit
zugehorigem Plancherelmal3 X auf H die Komposition
HE) 25 M(@) T () YA ()

von der Wahl von A gar nicht mehr abhidngt und dal} die duale Paarung die inverse
Abbildung liefert. Weiter konnen wir auf #(G) ein Skalarprodukt erkldren durch
die Vorschrift (f VA, gx/X} = [ fg fiir ein und jedes HaarmaB \ und unsere
Fouriertransformation von Halbdichten wird dann ein Isomorphismus von Skalar-
produktrdumen. Die Vervollstindigung des Skalarproduktraums H(G) zu einem
Hilbertraum notieren wir L*(G) und beachten, daB dieser Hilbertraum von kei-
nerlei Wahlen mehr abhéngt und da8 die Fouriertransformation zu jeder exakten

Paarung p : G x H — S' von Fouriergruppen einen vollstindig kanonischen
Hilbertraumisomorphismus

F, L*(G) = L*(H)

mit Inversem J, induziert. Die Elemente von L*(G) nennen wir quadratinte-
grierbare Halbdichten auf G.

3.6.13 (Injektivitiit der Fouriertransformation auf MaBen). Gegeben eine Fou-
riergruppe G erhalten wir durch die Vorschrift f — (u = [ f ,u) eine Inklusion
int : L°(G) < M(G)* und durch die Vorschrift y +— (f +— [ fu) eine Inklu-
sion int : M(G) — S(G)* und mit diesen Vertikalen und der Transponierten der
Fouriertransformation F = F, zur Paarung @ : G x G — S, (x,9) — x(g) in
der unteren Horizontalen ein kommutatives Diagramm

~

M(G) —L=L=(G)

intl iint

S(GQ) L= M(G)

Es zeigt, dal unsere Fouriertransformation von komplexen MafB3en nur das Mal}
Null zur Nullfunktion macht. Die behaupteten Injektivitidten zeigt man wie im
Fall G = R™ in 3.3.11 folgende.

3.6.14 (Vertriglichkeit der Transformation von MafBlen und L2-Funktionen).
Gegeben eine Fouriergruppe G betrachten wir den Raum L% (G) aller meBbaren
fast tiberall definierten Funktionen f : G --» C mit der Eigenschaft, daf} ihr
Produkt mit jeder Schwartzfunktion nach jedem HaarmaB integrierbar ist. Offen-
sichtlich liegen fiir alle p € [1, co] alle LP-Funktionen in Bezug auf ein Haarmaf}
in diesem Teilraum. Halten wir ein HaarmaB ) fest, so erhalten wir durch die Vor-
schrift f — (g [ fg)) eine Inklusion inty : Ls(G) — S(G)*. Mit diesen
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Abbildungen erhalten wir nun kommutative Diagramme

LY(G; \) —2> M(G) —Z=L=(G) L3(G;\) —I= L2<(; x>
S(G) —4- S(G) I M(G)* S(G)* iw\/l(é)

mit derselben Abbildung F ' wie in 3.6.13 und der Fouriertransformation fiir L?-
Funktionen oben rechts. Man zeigt das wie im Fall von R" beim Beweis von 3.3.8,
ich fithre das hier nicht mehr so genau aus. Es folgt wieder, da3 die durch direk-
tes Integrieren auf L'-Funktionen erklirte Transformation und die durch stetige
Fortsetzung vom Schwartzraum auf L2-Funktionen erklirte Transformation auf
dem Schnitt L'(G; \) N L?(G; \) iibereinstimmen. Ebenso folgt auch, daB uns fiir
L'-Funktionen f mit nach HaarmaBen integrierbarer Fouriertransformierten eine
nochmalige Transformation ihres Produkts mit dem Plancherelmal} die urspriing-
liche Funktion zuriickgibt, in Formeln F(F fA)\ = f.

Beispiel 3.6.15 (Abtastsatz, Poisson-Formel und Natiirlichkeit). Wir betrach-
ten den Gruppenhomomorphismus ¢ : R — S! gegeben durch ¢t — 2™ sowie
die Paarungen b : R x R — S' mit (t,w) — ¢ und p : S* x Z — S" mit
(z,n) = 27" Fiir die von diesen Paarungen induzierten Abbildungen b:R—R
und p : Z — S* priift man ¢ o p = boifiiri:Z — R die Einbettung. Mit dieser
Erkenntnis und der Natiirlichkeit der Fouriertransformation 3.5.3 erhalten wir ein
kommutatives Diagramm

M(R) —Z~ C(R) —2~C(R)

w*l |o2 l

M(SY) - c(8Y) —L-C(2)

Die Eindeutigkeitsaussage im Abtastsatz 3.3.17 folgt, sobald wir gezeigt haben,
daB unsere Fouriertransformation eine Injektion M(S?) < C(S') induziert. In
der Tat ist die Restriktion von ¢, auf M(|—1/2,1/2)) sicher ein Isomorphismus
und damit injektiv, und dann muf3 auch die Komposition lings der oberen und
rechten Kante eine Injektion M([—1/2,1/2)) — C(Z) sein. Spezialisieren wir
unser Diagramm auf die Schwartzrdaume und gehen in der unteren Horizontalen
zur Inversen iiber, so erhalten wir das obere rechte Quadrat eines kommutativen
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Diagramms

S(SY) <1 M(z)

mit ; dem normierten Haarmalf} auf der Kreisgruppe und o : f — g gegeben durch
G(p(t)) ==,z f(t +n) und ¢ dem Zihlmal auf Z. Fiillen wir oben links eine
Schwartzfunktion ein und lassen sie auf beiden Wegen nach unten in die Mitte
laufen und werten das Resultat bei Null aus, so ergibt sich die Poissonformel.

Definition 3.6.16. Wir sagen, ein topologisches Mal} auf einem topologischen
Raum sei kompakt getragen, wenn es in unserem Raum ein Kompaktum gibt,
dessen Komplement eine Nullmenge ist.

3.6.17 (Fouriertransformierte kompakt getragener MaBe). Die Fouriertrans-
formierte eines von Null verschiedenen kompakt getragenen Males A € M(R)
kann nie kompakten Trager haben. In der Tat finden wir zu solch einem Maf} mit-
hilfe der Natiirlichkeit 3.5.3 auch ein von Null verschiedenes MaB3 auf der Kreis-
gruppe ;1 € M(S?), das allen Teilmengen des ,,oberen Halbkreises* Null zuordnet,
und dessen Fouriertransformierte dennoch nur auf endlich vielen Elementen von
S 2 7 von Null verschiedene Werte annéhme. Wegen der Injektivitit der Fou-
riertransformation M(S?!) < Ens(Z, C) muB aber dann p das Produkt von einem
HaarmalB mit einem Laurentpolynom in C[z, z~!] sein, und ein von Null verschie-
denes Laurentpolynom kann unmdoglich auf dem oberen Halbkreis verschwinden.

Vorschau 3.6.18. Sei G eine Fouriergruppe mit Haarmaf} p. Wie in 3.3.16 mag
man wieder den Raum
S cs

aller temperierten Distributionen als den kleinsten Untervektorraum des vollen
Dualraums S* des Raums der Schwartzfunktionen erkldren, der (1) alle Linear-
formen umfaft, die die Gestalt ¢ — [ fopu haben fir f : G — C stetig und
betragsmifBig beschrinkt durch ein Vielfaches eines Produkts von stetigen Grup-
penhomomorphismen G — R, und der (2) stabil ist unter den Transponierten
8§T : & — &* der partiellen Ableitungen 0 : & — S nach Gruppenwegen
¢ : R — (G. Man uiberlegt sich ohne gro3e Schwierigkeiten, daf} die Transponierte
der Fouriertransformation F' : $* = S* einen Vektorraumisomorphismus

Fl.8&x5s8
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auf den temperierten Distributionen induziert, und daB sich alle L”-Funktionen f
als temperierte Distributionen auffassen lassen. Dariiberhinaus lassen sich auch
alle endlichen BorelmaBle p als die temperierte Distributionen auffassen vermit-
tels der immergleichen Vorschrift ¢ — [ ¢, und alle bisher betrachteten Varian-
ten der Fouriertransformation kénnen als Einschrinkung unserer Transformation
FT :8 = & verstanden werden. Es sollte nun weiter so sein, daB es fiir Fou-
riergruppen GG, H und temperierte Distributionen A auf G und I' auf H genau eine
temperierte Distribution AXT" auf G x H gibt mit (AKT)(fXg) = A(f)I'(g) und
daf} die Fouriertransformation von temperierten Distributionen mit X vertrdglich
ist. Das habe ich mir aber nicht so genau iiberlegt.

Beispiel 3.6.19. Zum Beispiel sollte die Dirac’sche -Distribution §; auf S! der
konstanten Funktion auf Z entsprechen, so dal wir sie formal als »_ _, 2" zu
entwickeln hitten.

Ubungen

Ubung 3.6.20 (Poisson’sche Summationsformel, koordinatenfreie Variante).
Seien s : V x W — S1 eine exakte Paarung endlichdimensionaler reeller Vektor-
rdume und I' := Zv das Gruppenerzeugnis einer Basis vy, ..., v, und A das durch
A" [0,1]v;) = 1 normalisierte HaarmaB auf V. Sei weiter

M={weW|(y,w)y=1VyeT}

dAaS sogenannte ,,duale Gitter”. Ist dann f € S(V') eine Schwartzfunktion und
f = Fs(f)) die Fouriertransformierte des MaBes f ), so gilt

Y= fw)

vyel rEDN

3.7 Faltung von MaBen

Definition 3.7.1. Gegeben o-endliche Malle p, v auf einem abzihlbar basierten
topologischen Monoid G erkldren wir ein Mal} i x v auf GG, die Faltung oder
Konvolution unserer beiden Male, als das Bildmaf} unter der Multiplikationsab-
bildung mult : G x G — G des Produktmafes ;X v, in Formeln

ok vi=mult, (u X v)

3.7.2. Der Begriff der Faltung scheint auf eine Arbeit aus dem Jahre 1923 von
Gustav Doetsch mit dem Titel ,,Die Integrodifferentialgleichungen vom Faltungs-
typus zuriickzugehen. Gustav Doetsch begriindete tibrigends den Gebrauch der
Laplace-Transformation in den Ingenieurwissenschatten und wurde 1931 Profes-
sor in Freiburg.
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3.7.3 (Faltung komplexer MaBe). Die Faltung zweier o-endlicher Mafle lie-
fert nicht notwendig wieder ein o-endliches MaB: So ist etwa die Faltung des
Lebesgue-Malles auf der reellen Zahlengeraden mit sich selbst das MaB, das jeder
meBbaren Nullmenge den Wert Null zuordnet und jeder anderen mef3baren Menge
den Wert Unendlich. Die Faltung zweier endlicher MaB3e liefert jedoch notwen-
dig wieder ein endliches Mal}. Deshalb konnen wir durch bilineare Fortsetzung
auch die Faltung reeller beziehungsweise komplexer Mafle erklidren und erhalten
so wieder reelle beziehungsweise komplexe Mal3e.

Beispiele 3.7.4. Die Faltung des Dirac-Malles bei ¢ € G mit dem Dirac-Maf}
bei h € G ist das Dirac-MaB bei gh, in Formeln ¢, * §;, = d4,. Die Faltung
eines beliebigen komplexen MaBles 1 mit dem Dirac-Mal bei g € G ist das ,,um g
verschobene Maf} 1., in Formeln 6 %t = (g-). 1. Insbesondere gilt stets d1 % = pu.

Lemma 3.7.5. Die Faltung von komplexen Maflen auf einem abzdhlbar basier-
ten topologischen Monoid ist assoziativ und im Fall eines kommutativen Monoids
auch kommutativ.

3.7.6. Sei G unser abzihlbar basiertes topologisches Monoid. Da wir bereits wis-

sen, da} die Faltung bilinear ist und das Dirac-Mal} beim neutralen Element ein
Einselement, ist M(G) mit der Konvolution als Multiplikation dann eine C-Ringalgebra.
Fir G = N mit der diskreten Topologie liefert etwa die Vorschrift > a, X" +—

> a,0, einen Homomorphismus von Ringalgebren C[X] < M(N) und dieselbe
Vorschrift liefert auch einen Homomorphismus von Ringalgebren C[X, X '] —
M(Z).

Beweis. Sei GG unser abzihlbar basiertes topologisches Monoid. Wir zeigen nur
die Assoziativitit und iiberlassen den Beweis der iibrigen Aussagen dem Leser
zur Ubung. Wir gehen aus vom kommutativen Diagramm

Gx(GxG) ™M _Gx@

ib -

GxGxG—mt 4

I T -

(GxG)x G0N G x @
Gegeben komplexe MaBe p, v, A sind die Malie p X (v X ) und (¢ X v) X A

nach 1.7.24 unter den offensichtlichen Identifikationen in der linken Vertikalen
verwandt zu ein- und demselben Mal3 auf G' x G x G, das wir X v X X notieren.
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Mit 1.7.23 und folgt

px (vxA) = mult,(pXmult, (v X N))
= mult,(ids(p) X mult, (v K X))
= mult,(id x mult),(x X (v X X))
= multt, (u X v K \)

Fiir (p * v) % A erhilt man analog dieselbe Darstellung. [

Satz 3.7.7 (Fouriertransformation und Faltung). Die Fouriertransformierte der
Faltung zweier komplexer Mafie auf einer Fouriergruppe ist das punktweise Pro-
dukt der Fouriertransformierten unserer beiden Mafe, in Formeln

(s v) =" v"

Beispiel 3.7.8. Im Fall eines Diracmalles 1 = ¢, erhalten wir insbesondere in
Verallgemeinerung von 3.1.5.3 die Formel ((a-).v)"(x) = x(a)v"(x). Im Fall
der Gruppe Z ist die Verkniipfung

C[X, XY < M(Z) — C(Z) = C(SY)

fir den durch unsere Paarung p : St x Z — S mit (2,n) — 2" gegebenen Iso-
morphismus Z = S! schlicht das Einsetzen der durch die Einbettung gegebenen
Funktion z : S* < C in ein Laurentpolynom.

Beweis. Sei G unsere Fouriergruppe und seien p, v € M(G) komplexe MaBe.
Da in der Behauptung beide Seiten bilinear sind, diirfen wir unsere Malie endlich
und nichtnegativ annehmen. Gegeben y € G gilt es zu zeigen (p * v)"(x) =

1" (x)v"(x) alias

[ 0 Genta) = ([ xonn)) ([ xowm)

Mit Hilfe der Beschreibung 1.6.16 von Integralen unter BildmaBen und der Defi-
nition der Faltung konnen wir die linke Seite umformen zu

/G o mult) (k) (B V) (0. F) = /G () () )

Wegen x (hk) = x(h)x (k) folgt die Behauptung so aus dem Satz von Fubini. []

Beweisvariante. Wir notieren die Verkniipfung m : G x G — G. Die Komposi-
tion X(G) — X(G x G) = X(G) x X(G) des Komorphismus zur Verkniipfung
m mit dem Isomorphismus p der Produktvertriglichkeit der Charaktergruppe ist
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offensichtlich die diagonale Einbettung, in Formeln p o i = Ag - G— GxG.
Unsere Formeln liefern fiir die Fouriertransformierte einer Faltung also

(m, (,u X v))" nach Definition der Faltung,
( ,u v)" o m nach der Natiirlichkeit 3.5.3,
(n"

X ") o p o nach der Produktvertréglichkeit 3.5.9,
A

(b v)"

= p" v wegenpom = Ag. ]
Satz 3.7.9 (Abstrakter zentraler Grenzwertsatz). Ist ;1 ein Wahrscheinlich-
keitsmaf3 auf R, unter dem x und x* integrierbar sind mit [ zp(x) = 0 und
[ 2?u{x) = 1, so konvergiert die Folge der jeweils um den Faktor \/n gestauchten
iterierten Faltungen 11" gegen die Standard-Normalverteilung e /2 dy /21
im Sinne einer gleichmdyfligen Konvergenz der Verteilungsfunktionen. In Formeln
haben wir also gleichmdfig in a € R die Konvergenz

Vna a ,—x2/2
o = |

Ergdnzung 3.7.10. In der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie hort sich unser
zentraler Grenzwertsatz 3.7.9 dann so an: Gegeben eine Folge identisch verteil-
ter stochastisch unabhéngiger reeller Zufallsvariablen X, X, ... mit Erwartungs-
wert Null und Varianz Eins konvergiert die Folge der Zufallsvariablen

x fiir n — oc.

%(X1+...+Xn)

in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung.

Beweis. Unsere Bedingungen liefern, daf} die Fouriertransformierte alias die cha-
rakteristische Funktion p” von y im Sinne von 3.3.15 zweimal stetig differen-
zierbar ist, und ihre Taylorentwicklung um den Nullpunkt liefert mithilfe einer
offensichtlichen Verallgemeinerung von 3.1.5.6 eine Darstellung

2

y
= +y’e(y)

Wy =1-5

fiir ¢ stetig mit Funktionswert Null bei Null. Nach 3.7.7 ist nun die Fouriertrans-
formierte der Faltung das Produkt der Fouriertransformierten, und verwenden wir
zusitzlich 3.1.5.5 oder besser 3.2.21, so ergibt sich fiir die charakteristische Funk-
tion der um den Faktor /n gestauchten n-fach iterierten Faltung die Darstellung

() = (1- 5+ 5 e(25))
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|| |

/4,:4/;&4]:- 4/154/1,- /u’

lJ,L I’l

g =Yy 8y e B8+ YeS1e (@"')r /a. */w
R

Moo (S &)+ Ve (E145) ) e
~ +3s4, \d *

In der linken Spalte sind die erste, zweite und vierte Faltungspotenz desjenigen
WahrscheinlichkeitsmaBes ;. darsgestellt, das die Summe der Hélfte der
DiracmaBe an den Stellen 1/4 und —1/4 ist. Diese Faltungspotenzen sind wieder
Summen von DiracmaBen, und das MaB eines Punktes entspricht der Lénge des
an der entsprechenden Stelle angehefteten vertikalen Strichleins. In der rechten
Spalte sind entsprechend fiir n = 1, 2,4 die um den Faktor \/n in z-Richtung
gestauchten MafBle dagestellt. Die untere Zeile schlielich entsteht aus der rechten
Spalte, indem wir jedes Strichlein durch ein Tiirmchen ersetzen, dessen Flache
gerade die Linge unseres Strichleins ist. Der zentrale Grenzwertsatz bedeutet in
obigem Spezialfall anschaulich, daf auf jedem kompakten Intervall die
Treppenfunktionen der unteren Zeile gleichmiéBig gegen eine entsprechend
normalisierte Gauss’sche Glockenkurve streben.
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Hier steht (n~'/2), fiir das BildmaR im Sinne von 1.4.32 unter der durch die Multi-
plikation mit n~'/? gegebenen Abbildung R — R. Unsere Funktionenfolge strebt
nun nach [ ] punktweise gegen die Funktion e~¥*/2 und all ihre Glieder
sind als charakteristische Funktionen von WahrscheinlichkeitsmaB3en betragsmi-
Big beschrinkt durch Eins. Aus dem Satz tiber dominierte Konvergenz folgt damit
fiir jede Funktion f des Schwartzraums

[ @) @) s = [ si)ay

bei n — oo. Nach 3.1.16 ist die Funktion e~¥*/2 die charakteristische Funktion im
Sinne von 3.3.15 des MaBes e—%"/2 dx/\/ﬁ, so daf} wir wie im Beweis von 3.3.14
mit der Erkenntnis, daB die Fouriertransformation im Wesentlichen ihre eigene
Transponierte ist, folgern konnen, daf fiir alle Funktionen g des Schwarzraums
gilt

—x2/2
—1/2 *n €
z) ((n . T) — T dx
[ 5@ (@2 @) [ o) =
bei n — oo. Das anschlieBende Lemma 3.7.11 beendet dann den Beweis. L]

Lemma 3.7.11. Sei (p,,)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf R und
w ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 mit einer stetigen Verteilungsfunktion V- =V,,. Gilt

[s@mmte) > [gomta) bein oo

fiir jede Funktion g des Schwartzraums, so streben die Verteilungsfunktionen V,,
der ., gleichmdiflig gegen die Verteilungsfunktion V von L.

Beweis. Alle unsere Verteilungsfunktionen streben gegen Null fiir b — —oo und
gegen FEins fiir b — oo und wachsen monoton. Die Funktion g ist stetig und
sogar gleichmiBig stetig nach [ ] . Es ist damit nicht schwer einzusehen,
daB aus der punktweisen Konvergenz V,,(b) — V(b) bereits die gleichméBige
Konvergenz folgt. Gegeben I C J C R beschrinkte Intervalle derart, da3 der
AbschluB des Ersten im Inneren des Zweiten enthalten ist, in Formeln [ C J°,
finden wir eine glatte Funktion ¢g : R — [0, 1], die auf / Eins ist und die auBerhalb
von J verschwindet. Sicher gilt dann

u(1) < [ glalute) < ul)
und ebenso fiir alle y,,. Wir finden folglich fiir alle ¢ > 0 ein N mit

pn(I) < p(J) +e;
”EN;‘{ w(I) < )+
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Sind also I C J C K C R beschrinkte Intervalle, von denen jeweils der Ab-
schluf} des einen im Inneren des néchsten liegt, so folgt

pl) =& < pn(J) < p(K) +

fiir hinreichend groBes n. Da wir die Verteilungsfunktion von p stetig angenom-
men hatten, konnen wir fiir ein gegebenes beschrinktes Intervall J C R und belie-
biges ¢ > 0 auch beschrinkte Intervalle /, K wie oben finden mit p(K) — u(1) <
€. Zusammen folgt so fiir jedes beschrinkte Intervall J C R bereits
Jim pin (J) = u(J)

SchlieBlich finden wir fiir jedes ¢ > 0 ein Intervall [a, b) mit ([a, b)) > 1 —c und
folglich p((—o00,a)) < e. Fiir hinreichend groBes n gilt dann y,,([a, b)) < 1 — 2¢
und damit p,,((—00,a)) < 2¢. Fiir x < a gilt bereits fiir diese n die Abschitzung
|pu((—00, ) — pn((—o0, x))| < 3e. Fiir x > a miissen wir zusitzlich n noch so

groB wihlen, daB |u([a, z)) — wn([a, x))| < e, und dann folgt fiir derart groBe n
offensichtlich

1((—00,2)) — pn((~00,2))| < 4

alias die punktweise Konvergenz der Verteilungsfunktionen. 0

3.8 Translationsinvariante Teilraume®*

3.8.1. In diesem Abschnitt wird erkléart, wie man mithilfe der Fouriertheorie die
abgeschlossenen translationsinvarianten Teilriume des Raums der quadratinte-
grierbaren Funktionen auf einem endlichdimensionalen reellen Vektorraum be-
stimmen kann. Wir werden das Resultat nicht benétigen, es wird spiter durch die
Theorie der unitdren Darstellungen von Vektorrdumen iiberholt. Jedoch mag es
fiir manche Vorlesung einen netten Abschluf} liefern.

Definition 3.8.2. Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Ein Teil-
raum M C L?*(V) heifit translationsinvariant genau dann, wenn er fiir alle
a € V invariant ist unter der Translation 7, : L*(V) — L*(V) gegeben durch
(1.f)(z) = f(x — a), wenn also in Formeln gilt

feM = r,feM YaecV

Beispiel 3.8.3. Fiir E C V Borel-meBbar ist das Bild von xzL?(V) = L?(E) un-
ter der Fouriertransformation nach 3.7.8 ein translationsinvarianter Teilraum von
L*(V), und nach [ ] ist dieser Teilraum auch abgeschlossen. Wir zeigen
nun, daf} diese Konstruktion bereits alle Beispiele fiir abgeschlossene translations-
invariante Teilrdume liefert.
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Satz 3.8.4 (Translationsinvariante Teilriiume in L?(V)). Sei V ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum. So gilt:

1. Jeder translationsinvariante abgeschlossene Teilraum M C L*(V) ist von
der Form M = L*(E)" fiir eine Borelmenge E C V.

2. Gegeben eine weitere Borelmenge F C V gilt L*(E)" = L*(F)" genau
dann, wenn E\F und F\E in Bezug auf ein und jedes Haarmaf} Nullmen-
gen sind.

3.8.5. Im Fall einer Verdnderlichen mag man die Aussage dieses Satzes dahin-
gegehend zusammenfassen, dal die translationsinvarianten abgeschlossenen Teil-
rdume durch die Vorgabe gewisser ,.erlaubter Frequenzanteile* beschrieben wer-
den konnen, also umgangssprachlich durch die Angabe des ,.erlaubten Tonum-
fangs*.

Beweis. Die zweite Behauptung ist klar. Fiir die Erste wihlen wir ein Haarmal3
A und bemerken, daB ein Teilraum von L*(V'; \) nach 3.7.8 invariant ist unter
allen Translationen genau dann, wenn sein Bild unter der Fouriertransformation
invariant ist unter allen Multiplikationen mit Charakteren. Damit folgt unser Satz
aus der anschlieBenden Proposition 3.8.6. [

Proposition 3.8.6. Seien W ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und p
ein Borelmaf3 auf W. So hat jeder unter der Multiplikation mit allen unitiren Cha-
rakteren von W invariante abgeschlossene Teilraum M C L*(W; 1) die Gestalt
M = 1*(E) fiir eine Borelmenge in E C W.

Beweis. Sei P : L*(W; ) — M der orthogonale Projektor. Natiirlich gilt

(Pf,g9) = (Pf,Pg)=(f, Pg)

fiir alle f, g € L?(W; ). Fiir jeden Charakter y € W gilt offensichtlich P(x f) =
X(Pf). Wir folgern (P f, xg) = (f, xPg) fur alle Y € W oder ausgeschrieben

/P_f~xg=/f-ng

Nach 3.3.14 haben aber zwei kompexe Malle nur dann dieselbe Fouriertransfor-
mierte, wenn sie iibereinstimmen. Damit folgt die Gleichheit von Maf3en

(Pf)gu = f(Pg)u

Wir wiihlen nun g € £2 BorelmeBbar und quadratintegrierbar mit g(y) > 0 fiir
alle y € W und setzen p(y) = (Pg)(y)/g(y). Dann folgt aus unserer Gleichheit
von MaBen mit 3.2.25 die Gleichheit (P f)(y) = ¢(y) f(y) fiir fast alle y. Da aber
gilt P? = P, nimmt o(y) fast iiberall nur die Werte 0 und 1 an. Also gibt es eine
Borelmenge £ C W mit Pf = [E]f. Nun gilt aber f = [E]f < f € L*(E) und
es folgt M = L*(E). O
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3.9 Faltung von MaBen und Funktionen*

Definition 3.9.1 (Faltung von MaBen mit stetigen Funktionen). Ist V' ein end-
lichdimensionaler reeller Vektorraum, . € M(V') ein komplexes MaB auf V' und
f 'V — C stetig und beschrinkt, so erkldren wir eine weitere stetige beschréinkte
Funktion i * f auf V' durch die Vorschrift

W*ﬁ@w:/f@—wu@>

Es reicht hier, die Stetigkeit der Funktion p * f im Fall positiver endlicher Malle
1 zu zeigen, in dem sie leicht aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz folgt.

Beispiel 3.9.2 (Faltung mit DiracmaBien). Ist I ein endlichdimensionaler reeller
Vektorraum, £ C V eine endliche Teilmenge und p = ) JeE a,0, eine Linear-
kombination von Diracmafen mit komplexen Koeffizienten, so haben wir

,U*fzzay(Tyf)

yeE

fir 7,f die um y verschobene Funktion gegeben durch (7,f)(z) = f(z — y).
Ahnliches gilt allgemeiner fiir abzihlbare Linearkominationen von DiracmaBen
mit einer absolut konvergenten Familie von Koeffizienten.

Lemma 3.9.3 (Faltung von MaBen mit L”-Funktionen). Sei V' ein endlichdi-
mensionaler reeller Vektorraum, (1 € M(V; [0, 00)) ein endliches Maf} auf V' und
f 'V — C eine LP-Funktion in Bezug auf ein Haar-Maf3 \ fiir 1 < p < oo.
So ist die Funktion y — f(x — y) fiir alle v € V auferhalb einer \-Nullmenge
integrierbar in Bezug auf 1w und die fast iiberall definierte Funktion

xa/}w—mu@

ist wieder eine LP-Funktion. Sie heifst die Faltung (y * f)(x) des MaBes y mit
der Funktion f und erfiillt die Abschéitzung || * f|l, < (V)| f|l,-

3.9.4. Wir erkldren die Faltung von beliebigen komplexen Maflen mit L”-Funk-
tionen M (V') x LP(V') — LP(V), (i, f) — p * f dann durch lineare Fortsetzung.
Im Riickblick wird sich die Konvolution von Maflen mit stetigen Funktionen oder
auch mit L”-Funktionen als Spezialfall der allgemeinen Konstruktion einer ,,Ope-
ration von MaBen auf Darstellungen® erweisen, wie sie in 4.10.3 in einem anderen
Spezialfall und in ?? in vergleichsweise groB3er Allgemeinheit diskutiert wird.
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Ein Quader () und sein Bild S(Q) unter der Scherung S : R? — R? gegeben
durch (z,y) — (z — y,y). Berechnen wir die MaBe unter A X y fiir A ein
Haarmal und p ein beliebiges o-endliches MaB3, indem wir erst horizontal nach x

und dann vertikal nach y integrieren, so erkennen wir unmittelbar, dafl ) und
S(Q) dasselbe Maf} haben.
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Beweis. Der Satz von Fubini zeigt, dal} fiir jedes Haar-Maf3 A\ das Produktmal}
A X g unter der Scherung S : V x V — V x V, (z,y) — (x — y,y) invariant ist,
in Formeln S : A X p ~ A X u. Wir behandeln nun zunéchst den Fall p = 1. Fiir
f € LY(V; \) bilden wir die Funktion (f o pr,) : (z,%) + f(x) und nach Fubini
gilt
(fopry) € LYV x V; AR p)

Daraus folgt, daB auch (f o pr;oS) : (x,y) — f(z — y) integrierbar ist unter
dem Produktmal, und der Satz von Fubini zeigt dann die Behauptung. Im Fall
von beliebigem p konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit f nichtnega-
tiv annehmen. Dann konnen wir unsere bis hier gewonnenen Erkenntnisse auf die
Funktion f? anwenden und erhalten so, daB y — f(x — y)? fiir alle = auBerhalb
einer \-Nullmenge nach ;(y) integriert werden kann. Bemerkung 2.3.10 aus dem
Kontext der Holderungleichung angewandt auf die Funktion h,(y) = f(z — y)
aus L”(V; i) und die konstante Funktion 1 aus LY(V; 1) zeigt dann, daB fiir alle
x auferhalb derselben A\-Nullmenge die Funktion %, nach p(y) integrierbar ist.
Bezeichnen wir dies Integral wie im Satz mit (u * f)(x), so zeigt die Holderun-
gleichung 2.3.10 weiter

|(x F)(@)] < Nlhalle < gl el

fiir alle x auBBerhalb unserer A-Nullmenge. Schreiben wir andererseits f als punkt-
weisen Grenzwert einer monoton wachsenden Folge nichtnegativer integrierbarer
Funktionen, so zeigt der bereits behandelte Fall p = 1 auch, daB = — (uxf)(z) als
fast iiberall definierte Funktion mef3bar sein muf3. Bilden wir nun auf beiden Seiten
die p-te Potenz und integrieren iiber A(x), so ergibt sich wegen |1, = u(V)'/4
sofort

Sl H@P M) < p(VIP([ Iz = )P AR p)(,5))
p(V)PI I = (VI
und damit ist o * f wieder eine LP-Funktion mit ||x * f1|, < (V)| f]l,- O

3.9.5 (Faltung von integrierbaren Funktionen). Sei \ ein Haar-Mal auf einem
endlichdimensionalen reellen Vektorraum V. Gegeben integrierbare Funktionen
f,g € LY(V;\) erkliren wir ihre Faltung, eine weitere integrierbare Funktion,
durch die Vorschrift

fong = (N *g
oder explizit (f *\ g)(z) = [ g(x — y)f(y)\(y). Die durch Multiplikation mit

dem MaB A nach 3.2.25 induzierte Einbettung L'(V; \) < M(V') ist nach 3.9.7
vertraglich mit den jeweiligen Konvolutionen, in Formeln

(fxx g)A = (FA) * (92)
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Insbesondere ist also auch die Faltung ), von integrierbaren Funktionen assozia-
tiv und kommutativ. Unsere mathematische Fouriertransformation aus 3.1.2 ver-
trdagt sich jedoch nicht so gut mit der Faltung von Funktionen wie die abstrakte
Fouriertransformation mit der Faltung von Mal3en, genauer gilt fiir integrierbare
Funktionen f, g auf R™ und Faltung in Bezug auf das Lebesgue-MaB die Formel

(f xg)" = @) (f" - g")

Der Vorfaktor riihrt daher, da3 wir ja die mathematische Fouriertransformierte ei-
ner Funktion f € L'(R"; d"x) erklirt hatten als die Fouriertransformierte des Ma-
Bes (27)~™2 fd"z. In diesem Zusammenhang erweist sich die in 3.1.3 erwihnte
alternative Fouriertransformation als giinstiger, die jedoch hinwiederum in 3.1.5
Komplikationen verursacht.

Ubungen

Ubung 3.9.6. Sind V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, 1, v € M(V)
komplexe MaBie auf V und f : V' — C stetig und beschrinkt, so gilt

px (s f) = (uev)sf

Ubung 3.9.7. Gegeben ein Haarma3 \ auf einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum V und f € L'(V;)) zeige man fiir jedes weitere komplexe Maf
p € M(V) die Gleichheit von MaBen (% f)A = pu* (fA).

Ubung 3.9.8. Fiir die fiir v > 0 um den Faktor /v verzerrten und auf Integral
Eins normierten Gauss’schen Glockenkurven G, (z) := —2— exp(—2?/2v) wird

V2mu
die Faltung in Bezug auf das Lebesgue-Mal} gegeben durch

Gu * Gv = Gu+v

Ubung 3.9.9. Man priife fiir die Standard-Normalverteilung 1 = e /2 dy /\2m
die Formel [ 2?u(x) = 1. Weiter priife man fiir das G, aus 3.9.8 auch die Formel
J 2*G,(x)dz = v. In der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie hat also eine
reelle Zufallsvariable mit der Verteilung G, (z)dx Varianz v und Standardabwei-

chung /v.
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4 Spektraltheorie in Hilbertraumen*

4.1 Unitiare Darstellungen von R

Definition 4.1.1. Die unitidren Automorphismen eines Hilbertraums 7 bilden eine
Gruppe U(#). Eine unitire Darstellung von R ist ein Paar (H, p) bestehend
aus einem Hilbertraum  und einem Gruppenhomomorphismus p : R — U(H)
derart, daf die zugehorige Operation R x H — H, (t,v) — (p(t))(v) stetig ist fiir
die Produktmetrik auf R x H. Gleichbedeutend reden wir auch von einer unitéiren
Operation von R auf H.

4.1.2. In Formeln fordern wir von unserer Abbildung p also
p(s+t)=p(s)op(t) Vs, teR

Unitédre Darstellungen von R sind in der Quantenmechanik von grundlegender Be-
deutung, da die zeitliche Entwicklung jedes quantenmechanischen Systems durch
eine unitdare Operation von R oder noch priziser von der dazu isomorphen Grup-
pe T der Zeitspannen auf dem Hilbertraum H seiner Zustdnde modelliert wird.
Als erstes Beispiel betrachten wir auf R das Lebesgue-Mal3 d¢ und die unitére
Darstellung von R auf # = L*(R;dt) durch das Verschieben von Funktionen
p(t)f = 7.f, deren Stetigkeit in 2.6.6 gezeigt wurde. Der folgende Satz 4.1.4 soll
als Leitbild fiir die Entwicklung der Spektraltheorie dienen, die wir anschlieBend
in Angriff nehmen werden. Er stellt gleichzeitig eine groB3e Klasse von Beispielen
bereit und wirft Licht auf die allgemeine Struktur.

Vorschau 4.1.3. Man kann U(#) so mit der Struktur einer topologischen Gruppe
versehen, dall unsere unitiren Darstellungen gerade die Gruppenwege in U(H)
sind: Das leistet die sogenannte ,,starke Operatortopologie®, die definiert ist als
die ,,Initialtopologie* zu allen Auswertungen an Vektoren U(?H) — H, vergleiche

[TM]

Satz 4.1.4 (Lokale Struktur unitirer Darstellungen von R). Ist H ein Hilbert-
raum und p : R — U(H) eine unitdire Darstellung von R und v € H ein Vektor,
so gibt es genau ein Paar (u, ) bestehend aus einem endlichen nichtnegativen
Borelmaf ;1 = ji, auf R und einer unitéiren Einbettung ¢ : L*(R; ) < H derart,
dap gilt (1) = v und

ptyop=po(e) VteR

4.1.5. Das Symbol zx ist hier in dem Sinne zu verstehen, dal Elemente [ €
L?(R; 1) durch Funktionen f(x) reprisentiert werden. Fiir jedes feste t € R ist
also mit (e** ) die Abbildung (™ -) : L*(R; ) — L*(R; ;1) gemeint ist, die ein
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Tlustration zur Operation von R auf L?(R; z1). Den Graph einer Funktion R — C
mag man sich als Teilmenge von R? vorstellen, die eingezeichneten Kreise sind
jeweils als S' C C zu verstehen und die Multiplikation mit e fiir festes ¢
bedeutet das Drehen um geeignet von x abhéngende Winkel in den jeweiligen
Ebenen {z} x C, anschaulich also ein Verdrillen des Graphen.
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f € L*(R; u) auf diejenige fast iiberall definierte Funktion abbildet, die an der
Stelle z € R den Wert ¢ f(z) annimmt. Die 1 meint die konstante Funktion 1
auf R, die ja in Bezug auf jedes endliche Borelmal} quadratintegrierbar ist. Das
Wortchen ,,lokal* spielt darauf an, daf die Darstellung in gewisser Weise nur ,,lo-
kal um den Vektor v* beschrieben wird. Eine globale Beschreibung werden wir
als ,,Spektralzerlegung* in 4.9.1 kennenlernen, und aus dieser Spektralzerlegung
leiten wir dann auch erst den obigen Satz iiber die lokale Struktur her. Der besse-
ren Ubersichtlichkeit halber stelle ich die Abbildungen dieses Satzes auch noch in
einem kommutativen Diagramm dar:

(@ f(x) e LXRp) < H

1 (et ) | 4 olt)
(x> e flz)) e LXRip) <  H
1 —> v

4.1.6. Ich formuliere diesen Satz auch noch im unwesentlich allgemeineren Fall
einer Geradengruppe, als da heifit der additiven Gruppe G eines eindimensiona-
len reellen Vektorraums. Diese Allgemeinheit scheint mir aus mehreren Griinden
sinnvoll: Erstens hoffe ich, da3 selbst im Fall G = R die Aussage iibersichtli-
cher wird, wenn in der Notation die drei verschiedenen Bedeutungen von R als
(1) dargestellte Gruppe, (2) deren Charaktergruppe und (3) auf dem Hilbertraum
operierender Korper getrennt werden. Zweitens sind Operationen von Geraden-
gruppen auf Hilbertraumen in der Quantenmechanik besonders natiirlich, da die
zeitliche Entwicklung jedes quantenmechanischen Systems ja eigentlich durch ei-
ne unitdre Operation der Gruppe G = T aller Zeitspannen auf dem Hilbertraum H
aller Zustinde des Systems modelliert wird. Und drittens gilt unser Satz in dieser
Gestalt unverédndert fiir die additive Gruppe jedes endlichdimensionalen reellen
Vektorraums G, etwa auch die Gruppe E der Translationen des Anschauungs-
raums, und mutatis mutandis fiir G eine beliebige kommutative ,,lokal kompakte
Hausdorft’sche topologische Gruppe®. Bezeichne G = Grpto(G, S') den Cha-
rakterraum unserer Geradengruppe im Sinne von 3.4.14, also die Menge aller ste-
tigen Gruppenhomomorphismen von G in die Kreislinie S C C*. Auf diesem
Charakterraum haben wir in 3.4.14 die Struktur eines reellen Vektorraums erklirt
und haben gezeigt, dal er im Fall einer Geradengruppe die Dimension Eins hat.

Satz 4.1.7 (Lokale Struktur unitirer Darstellungen von Geradengruppen).
Ist G eine Geradengruppe, H ein Hilbertraum, p : G — U(H) eine unitéiire
Darstellung und v € H ein Vektor, so gibt es genau ein Paar (A/VL, ) bestehend aus

einem endlichen Borelmaf$ ju = ., auf der Charaktergruppe G und einer unitiiren
Einbettung o : L*(G; 1) < H derart, daf3 gilt (1) = v und

plg)op=¢pol(g) Vgel
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4.1.8. Hier ist (g-) zu verstehen als die Multiplikation mit der durch das Auswer-
ten an der Stelle g definierten Funktion G — C auf der Charaktergruppe. Der
besseren Ubersichtlichkeit halber stellen wir die Abbildungen dieses Satzes auch
noch in einem kommutativen Diagramm dar:

(x — f(x)) <é, p oS H
l )Ai 1 n(9)

(x = x(9)f(x) LGip) & H

1 — v

Hierbei meint y € G einen variablen Charakter und f (x) sowie x(g) sind nur nur
etwas ausfiihrlichere Darstellungen einer Funktion f : G — C bzw. der durch
das Auswerten bei ¢ € G gegebenen Funktion G — C.Ich schlage vor, dies
Mal ;1 das FrequenzmaB des Vektors v zu nennen. Es mif3t in gewisser und im
endlichdimensionalen Fall in 4.1.13 prizisierter Weise, ,,wie stark verschiedene
Frequenzanteile in v vorkommen®. Die Abbildung ¢ nenne ich die kanonische
Einbettung zu unserem Vektor v.

4.1.9. Eine Unterdarstellung einer unitiren Darstellung (7, p) ist ein abgeschlos-
senener Teilraum von #, der unter allen p(¢) in sich selber @iberfithrt wird. Ein
Vektor v € H einer Darstellung heifit ein zyklischer Vektor unserer Darstel-
lung genau dann, wenn es auller H selbst keine Unterdarstellung gibt, die unseren
Vektor enthilt. Ist im vorhergehenden Satz v ein zyklischer Vektor, so ist ¢ ein
Isomorphismus und liefert sogar eine explizite Beschreibung der ,,globalen Struk-
tur® unserer Darstellung. Umgekehrt zeigt unser Satz auch, dal} fiir jedes Borel-
maB ;o auf R die unitire Darstellung L*(R; 1) nach 4.1.23 zyklische Vektoren
besitzt, ja sogar, daf fiir jedes endliche Borelmal} ;2 auf R die konstante Funktion
1 € L*(R; p) ein zyklischer Vektor ist: Andernfalls liige ja 1 in einer echten Unter-
darstellung 7 C L*(R; z1) und wir finden dazu neben dem Paar (p, id) noch ein
weiteres mogliches Paar (v, ¢), bei dem ¢ tiber H faktorisiert, im Widerspruch zur
behaupteten Eindeutigkeit. Im allgemeinen gibt es zwar keinen zyklischen Vek-
tor, aber in jedem Fall ist unser Raum die ,,Hilbertsumme* von abgeschlossenen
Unterdarstellungen, die jeweils einen zyklischen Vektor besitzen. Natiirlich kann
es viele verschiedene derartige Zerlegungen geben und im Fall der Existenz ei-
nes zyklischen Vektors auch noch viele andere zyklische Vektoren. Die dadurch
erzeugten Mehrdeutigkeiten werden wir in spiteren Abschnitten noch sorgfiltig
studieren. Jetzt diskutieren wir zunichst einmal beispielhaft den endlichdimensio-
nalen Fall.

Proposition 4.1.10 (Endlichdimensionale unitire Darstellungen von R). Ist
p : R — U(H) eine unitire Darstellung von R durch Operatoren auf einem
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Hilbertraum H endlicher Dimension, so gibt es eine Orthonormalbasis vy, . . . , v,
von H und reelle Zahlen x+, . . ., x, mit

p(t)v, = exp(iz,t)v, fiirallet € Rund1 <v <n.

4.1.11. In anderen Worten operiert also beziiglich einer Orthonormalbasis B jedes
t € R durch die diagonale Matrix

slp(t)]s = diag(e™, ..., ™)

Beweis. Nach [ ] ist jede unitdre Matrix diagonalisierbar und hat nur Ei-
genwerte der Linge Eins. Insbesondere trifft das also auf alle p(¢) zu. Nach [ ]

ist weiter jede Familie von paarweise kommutierenden diagonalisierbaren
Matrizen simultan diagonalisierbar, wir finden also eine Basis ey, ..., e, von ‘H
aus simultanen Eigenvektoren aller p(¢). In Bezug auf diese Basis werden alle p(t)
durch Diagonalmatrizen dargestellt. Die diagonalen Matrixeintrige sind dann ste-
tige Gruppenhomomorphismen p,, : R — S' und damit nach 2.7.7 von der
Gestalt p,,(t) = exp(iz,t) fir wohlbestimmte x, € R. Da die Eigenrdume der
unitiren Automorphismen p(t) jeweils paarweise aufeinander senkrecht stehen,
gilt

x, #x,=>e€, Le,

Indem wir jeweils im Erzeugnis der e, zu festem x = z, eine Orthonormalbasis
wihlen, erhalten wir also eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von ‘H mit p(t)v, =
exp(iz,t)v, firalle t € R. O

Vorschau 4.1.12. Mit den Methoden der Lie-Theorie geht das auch schneller:
Nach [ML] und [ML] ist jeder stetige Gruppenhomomorphismus
p : R — U(H) von der Gestalt p : t — exp(tA) fiir genau ein schiefhermi-
tisches alias schiefadjungiertes A € Endc(H), und damit folgt die Behauptung
unmittelbar aus dem Spektralsatz [ ] fiir selbstadjungierte Abbildun-
gen, angewandt auf die selbstadjungierte Abbildung iA.

Beispiel 4.1.13 (Frequenzmaf} im Fall endlicher Dimension). Gegeben ein Vek-
tor v = Y a,v, mit seiner Zerlegung in simultane Eigenvektoren in unserer in der
obigen Proposition 4.1.10 diskutierten endlichdimensionalen Darstellung erhalten
wir ein mogliches Paar (u, ) zu Satz 4.1.4, indem wir als BorelmaB ;. die Line-
arkombination von Diracmallen

K= |a1|259&1 +...+ |O‘n|25ﬂcn

nehmen und als unitire Einbettung ¢ : L*(R; ) — H die Abbildung ¢ : f
> f(x,)a,v,. Der Nachweis, daB das in diesem Fall auch das einzige mogliche
derartige Paar ist, sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
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Beispiel 4.1.14 (Frequenzmal in einem Fall unendlicher Dimension). Wir be-
trachten auf R das Lebesgue-Mal} d¢ und die unitidre Darstellung von R auf ‘H =
L*(R; dt) durch das Verschieben von Funktionen, p(t)f = 7, f, deren Stetigkeit
in 2.6.6 gezeigt wurde. Eine entsprechend normalisierte Variante der Fouriertrans-
formation induziert in diesem Fall einen unitdren Isomorphismus von Hilbertrdu-
men

F: L*(R;dx/27) = L*(R; dt)

Durch stetige Fortsetzung von 3.1.5.2 erkennt man, dal} auch fiir quadratintegrier-
bare Funktionen f gilt F(e! -h) = p(t)(Fh). Betrachten wir nun als ¢ die Ver-
kniipfung dieser Fouriertransformation mit der unitiren Einbettung

(") LA(R; (| S /2m)dz) = L*(R; dw/2r)

so ergibt sich zum Vektor ¢ = (f”")", also der Funktion ¢ : = +— f(—x), ein
mogliches Paar (1, p) mit g = (| f"(z)|*/27)dx als FrequenzmaB von g. DaB es
auch das einzig mogliche Paar ist, muf} jedoch erst noch gezeigt werden.

4.1.15. Um die eben vorgestellten Sitze zu beweisen gilt es, die Theorie weiter zu
entwickeln. Ist (p, H) eine unitdre Darstellung von R, so nennen wir einen Vektor
v € H differenzierbar genau dann, wenn der Grenzwert

Sv = lim p(t)v——v
t—0 t

existiert. Sicher bilden die differenzierbaren Vektoren einen Teilraum H! C H
und S = S, : H' — H ist eine C-lineare Abbildung. Ich will bereits verra-
ten, dal} diese lineare Abbildung der infinitesimale Erzeuger unserer Darstellung
heif3t, obwohl wir noch nicht wissen, in welcher Weise diese Abbildung denn nun
unsere Darstellung erzeugt. Man beachte jedoch, daB3 weder der Teilraum der dif-

ferenzierbaren Vektoren abgeschlossen zu sein braucht noch unser infinitesimaler
Erzeuger stetig.

Definition 4.1.16. Eine lineare Selbstabbildung eines Hilbertraums heif3t selbst-
adjungiert genau dann, wenn sie ihre eigene Adjungierte ist. Ist in Formeln H
unser Hilbertraum und A : H — H unsere lineare Abbildung, so heifit in Formeln
ausgedriickt A selbstadjungiert genau dann, wenn gilt

(Av,w) = (v, Aw) Yv,w e H

4.1.17. Eine lineare Selbstabbildung eines Hilbertraums heif3t schiefadjungiert
genau dann, wenn sie das Negative ihrer Adjungierten ist. Eine lineare Abbildung
S ist demnach schiefadjungiert genau dann, wenn iS' selbstadjungiert ist.

157



Proposition 4.1.18. Ist (p,H) eine unitire Darstellung von R, in der simtli-
che Vektoren differenzierbar sind, so ist ihr infinitesimaler Erzeuger S stetig und
schiefadjungiert und fiir alle t € R mit der Exponentialfunktion von Operatoren
aus [ ] gilt

p(t) = exp(tS)

Beweis. Sicher gilt ganz allgemein fiir alle differenzierbaren Vektoren v, w unse-
rer Darstellung die Formel

(Sv, w) = lim<p(t)v+v,w> = lim <v, p(_t)#> = —(v, Sw)

t—0 t—0

Sind alle Vektoren von H differenzierbar, in Formeln H'! = #, so ist demnach
S : H — H eine schiefadjungierte lineare Abbildung. Die Stetigkeit von S folgt
damit aus der im Anschlufl bewiesenen Proposition 4.2.1, nach der schlicht alle
selbstadjungierten und damit natiirlich auch alle schiefadjungierten Selbstabbil-
dungen eines Hilbertraums stetig sind. Damit folgt dann, daB fiir alle v € H
die Abbildung t — exp(—tS)p(t)v differenzierbar ist und die Ableitung Null
hat, wie der Leser in der anschlieBenden Ubung 4.1.21 selbst ausarbeiten mag.
Nach [ ] ist diese Abbildung also konstant und die Proposition ist be-
wiesen. [

4.1.19. Um unitdre Darstellungen von Geradengruppen zu verstehen, gilt es al-
so, schiefadjungierte oder dquivalent selbstadjungierte Operatoren zu studieren.
Damit werden wir uns nun zunichst beschéiftigen.

Ubungen

Ubung 4.1.20. Besitzt jede endlichdimensionale unitire Darstellung von R einen
zyklischen Vektor? Man finde eine dreidimensionale unitidre Darstellung von R
mit zyklischem Vektor.

Ubung 4.1.21. Gegeben ein Hilbertraum #, eine stetige lineare Abbildung S :
‘H — H und eine differenzierbare Abbildung f : R — H zeige man, daf auch die
Abbildung t — exp(tS) f (t) differenzierbar ist mit der Ableitung S exp(tS) f (¢)+
exp(tS) f'(t). Hinweis: Man beachte dazu die Differenzierbarkeit von R — B(#H),
t — tS, von exp : B(H) — B(H) bei Null nach [AN2] und von der Ope-
ration B(H) x H — H nach [AN2]

Ubung 4.1.22. Man zeige, daB fiir jedes Kompaktum K C R der translations-
invariante Teilraum H# = L*(K;dz)" C L*(R;dt) aller Fouriertransformierten
quadratintegrierbarer Funktionen mit Trédger in /K in Bezug auf die Darstellung
von R durch Translationen vollstindig aus differenzierbaren Vektoren besteht und
daB der infinitesimale Erzeuger S in diesem Fall schlicht das negative Ableiten —0
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ist. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Gleichung exp(—t0)f = 7.f
und der Taylorentwicklung?

Ubung 4.1.23. Gegeben ein BorelmaB ;. auf R zeige man, daB die Abbildung
p: R — ULAR; ) mit (p(t)f)(z) = ™ f(x) fir f € L*(R; i) eine unitire
Darstellung ist, dafl jedoch p als Abbildung von R in den Raum der Operatoren
auf unserem Hilbertraum mit seiner Operatornorm im allgemeinen nicht stetig ist:
Ist 1 das Lebesguemalf, so gilt sogar s # t = ||p(t) — p(s)|| = 2.

Ubung 4.1.24. Man zeige unter der Annahme der Giiltigkeit von 4.1.4: Betrachten
wir zu einem BorelmaB 1 auf R den Raum L?(R; z1) als unitire Darstellung von
R wie in 4.1.23, so wird fiir f € L?(R; ) das zugehorige MaB p 7 gegeben durch
die Formel up = | f[*p.

Ubung 4.1.25. Man zeige: Ein Vektor aus einer unitiren Darstellung von R ist
differenzierbar im Sinne von 4.1.15 genau dann, wenn die Funktion x in Bezug
auf sein FrequenzmaR quadratintegrierbar ist. Ist weiter ¢ : L*(R; u) — H die
kanonische Einbettung im Sinne von 4.1.8 zu solch einem Vektor v, so gilt

Sv = p(iz)

4.2 Selbstadjungierte Operatoren

Proposition 4.2.1 (Hellinger-Toeplitz). Jede lineare Abbildung von einem Hil-
bertraum in einen weiteren Hilbertraum, die eine Adjungierte besitzt, ist stetig.

Beweis. Sei A : H — H' unsere lineare Abbildung und B : H' — H ihre
Adjungierte, es gelte also (Av, w) = (v, Bw) fiir alle v € H und w € H'. Die
schieflinearen Abbildungen

Ty :v— (Av,w)

sind stetig, da sie auch als v — (v, Bw) geschrieben werden konnen. Die Wer-
te der stetigen linearen Abbildungen 73, mit ||w| = 1 sind auf jedem Vektor
v € H beschrinkt durch c¢(v) = ||A(v)]|. Nach dem Prinzip der gleichméBigen
Beschrinktheit 4.2.10, das wir gleich im Anschluf} diskutieren, gibt es also C' mit
|Tw|| < C fiir alle w der Lénge Eins alias mit

{(Av, w) < Cfjolfjwl]

fiir alle v € H und w € H'. Das hinwiederum zeigt || Av||?* < C|v]|||Av|| und
damit || Av|| < C||v|| fur alle v € H. Als auf dem Einheitsball beschrinkte lineare
Abbildung ist damit A stetig nach [ ] . ]
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4.2.2. Wir beginnen die Diskussion des ,,Prinzips der gleichméBigen Beschréankt-
heit* mit einem etwas schwicheren, aber allgemeineren und anschaulicheren Lem-
ma.

Lemma 4.2.3 (Prinzip der lokalen Beschrinktheit). Gegeben ein vollstindiger
nichtleerer metrischer Raum X und eine Menge F C C(X,R) stetiger reellwer-
tiger Funktionen auf X, deren Werte an jedem Punkt nach oben beschrdnkt sind,
in Formeln sup{f(z) | f € F} < oo Vo € X, gibt es eine nichtleere offene
Teilmenge U @ X, auf der unsere Funktionen gleichmdfig beschrdankt sind, in
Formeln

sup{f(z) | fe F,x e U} <

Beweis. Wir betrachten in X die abgeschlossenen Teilmengen
X, ={xeX|f(x)<n VfeF}

Nach Voraussetzung ist X die Vereinigung aller X,, und nach dem Satz von Baire
4.2.5, den wir im Anschluf3 beweisen, besitzt folglich mindestens eines der X,
einen inneren Punkt. [

Definition 4.2.4. Sei X ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge. Ein
Element z € A heift ein innerer Punkt von A oder genauer ein ,,innerer Punkt
von A in Bezug auf X*“ genau dann, wenn A eine Umgebung von x in X ist.

Satz 4.2.5 (Baire’scher Kategoriensatz). In einem vollstindigen metrischen Raum
hat jede abzihlbare Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen ohne innere
Punkte auch selbst keine inneren Punkte.

4.2.6. Die Bezeichnung ,,Baire’scher Kategoriensatz* kommt daher, daf} Baire ei-
ne Teilmenge ,,von erster Kategorie* nennt, wenn sie eine abzihlbare Vereinigung
ist von Mengen, deren Abschluf} jeweils keinen inneren Punkt enthélt. Mit dieser
Terminologie kann man den Satz umformulieren zu der Aussage, daB ,,in jedem
vollstindigen metrischen Raum das Komplement einer Menge von erster Katego-
rie dicht liegt®.

Erginzung 4.2.77. Der Baire’sche Kategoriensatz gilt mit fast demselben Beweis
fiir jeden lokal kompakten Hausdorff-Raum. Statt der Vollstandigkeit benutzt man
beim Beweis dann [ ]

Beweis. Sei X unser vollstindiger Raum und seien A;, As, ... abgeschlossene
Teilmengen. Wir argumentieren durch Widerspruch. Unter einem Ball verstehen
wir stets einen Ball mit positivem Radius. Hitte die Vereinigung A = | J A; einen
inneren Punkt, so enthielte sie einen abgeschlossenen Ball Bj. Da A; keinen in-
neren Punkt hat, kann der zugehorige offene Ball nicht in A; enthalten sein, und
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Die Bild soll illustrieren, wie mit der Methode aus dem Beweis des Satzes von
Baire 4.2.5 die Annahme, die Papierebene sei eine abzidhlbare Vereinigung
abgeschlossener Teilmengen ohne innere Punkte, zum Widerspruch gefiihrt

werden kann. Die abgeschlossenen Bille B; sollen hier die Kreisscheiben sein,

von denen ich der besseren Ubersichtlichkeit halber nur die Rénder
eingezeichnet habe.
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es gibt folglich einen abgeschlossenen Ball B; C By mit B; N A; = (). Wir diir-
fen dabei sogar annehmen, dafl der Radius von B; kleiner als 1 ist. Da auch A,
keinen inneren Punkt hat, gibt es weiter einen abgeschlossenen Ball By C B; mit
B; N Ay = () und wir diirfen sogar annehmen, daR der Radius von B kleiner als
1/2 ist. Indem wir immer so weitermachen, finden wir eine absteigende Folge von
abgeschlossenen Billen By D By D B; D ..., deren Radien gegen Null streben
und deren Schnitt die Menge A nicht trifft. Wegen A O By muf} der Schnitt dann
leer sein. Die Zentren unserer Bille bilden jedoch eine Cauchy-Folge, und de-
ren Grenzwert liegt notwendig im Schnitt aller unserer Bélle. Dieser Widerspruch
beendet den Beweis. [

Definition 4.2.8. Wir nennen eine Menge von stetigen Operatoren zwischen nor-
mierten Vektorraumen gleichmiaBig beschrinkt oder lateinisierend uniform be-
schrinkt genau dann, wenn die Menge ihrer Operatornormen eine reelle obere
Schranke besitzt.

4.2.9. Es wird hierbei nicht vorausgesetzt, dal unsere Operatoren alle von demsel-
ben Raum ausgehen oder in demselben Raum landen. Wir denken also in Formeln
an eine Menge von stetigen Operatoren 7 : V; — W,.

Satz 4.2.10 (Prinzip der gleichméiBigen Beschrinktheit). Eine Familie stetiger
Operatoren von einem festen Banachraum in weitere normierte Vektorrdume ist
gleichmdfig beschrdnkt genau dann, wenn fiir jeden Vektor des Ausgangsraums
die Normen seiner Bilder unter unseren Operatoren eine beschrdinkte Menge bil-
den.

4.2.11. Dieses Resultat wird auch als Satz von Banach-Steinhaus zitiert. Eine
alternative dquivalente Formulierung lautet: Eine Menge stetiger Operatoren von
einem festen Banachraum in weitere normierte Vektorraume ist gleichméBig be-
schrinkt genau dann, wenn fiir jede Gerade in unserem Ausgangsraum die Menge
der Restriktionen unserer Operatoren auf diese Gerade gleichméBig beschriankt
ist.

Beweis. Wir zeigen nur die nichttriviale Implikation. Sei V' unser Ausgangsraum
und 7 unsere Menge von stetigen Operatoren. Es gilt also, die Implikation

(Sup |Tv]] < oo Yo € V) = sup ||T|| < o0
TeT TeT

zu zeigen. Dazu betrachten wir in V' die abgeschlossenen Teilmengen
Vo={veV||Tv]|<n VT €T}

Nach Voraussetzung ist V' die Vereinigung aller V;, und nach dem Satz von Baire
4.2.5 besitzt folglich mindestens eines der V, einen inneren Punkt. Natiirlich gilt
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V,, = nV}, also hat dann auch V) einen inneren Punkt und wegen V| + V; C V5 ist
damit der Ursprung ein innerer Punkt von V5. Folglich gibtes ¢ > 0 mit B(0;¢) C
V5 und das zeigt ||v]| < e = ||[Tv|| <2VT € T alias |T|| <2/eVT € T. O

Ergdnzung 4.2.12. Hier noch eine witzige wenn auch unwesentliche Anwendung.
Es gibt ja eine Funktion f : R — R, die an allen irrationalen Stellen stetig ist und
an allen rationalen Stellen unstetig, zum Beispiel

fay=17, "L
1/q = = p/q unkiirzbarer Bruch mit ¢ > 1.

Es gibt jedoch keine Funktion f : R — R, die an allen rationalen Stellen stetig
ist und an allen irrationalen Stellen unstetig: Fiir jede Funktion f : R — R ist
nidmlich

Un:{xER

es gibt eine Umgebung V' von z mit }
[f(y) = f() < 1/n Yy, 2 €V

offen in R, und (), U, ist genau die Menge der Stetigkeitsstellen von f. Also
sind die Komplemente A, = R\U, abgeschlossen und | J -, A, ist die Men-
ge der Unstetigkeitsstellen. Wire diese Vereinigung R\Q, so wire die Vereini-
gung ;2 A,UU,cq{g} ganz R und nach dem Baire’schen Kategoriensatz 4.2.5
miifite dann ein A,, oder ein {¢} einen inneren Punkt haben, im Widerspruch zu
A, CR\Q.

4.2.13. Ist p ein kompakt getragenes Borelmal3 auf R und 7' die Multiplikation
(z-) : L*(R; ) — L*(R; ) mit der Identitit auf IR, so ist 7" selbstadjungiert.

Satz 4.2.14 (Lokale Struktur selbstadjungierter Operatoren). Ist H ein Hil-
bertraum, T' : H — H ein selbstadjungierter Operator und v € H ein Vektor,
so gibt es genau ein Paar (i, ) = (y, p.,) bestehend aus einem kompakt getra-
genen Borelmaf3 ;i auf R und einer unitiiren Einbettung ¢ : L*(R,; ) — H mit

p(1) = vund p(xf) = T(p(f)) Vf € LA(R; p).

4.2.15. Der Beweis wird im Anschluf} an 4.5.8 gegeben. Wir stellen die Aussage
dieses Satzes graphisch dar im Diagramm

LP(Rip) < H
(@) 4 LT
LPRip) <= H

1 — v

Hier meint 1 € L*(R; z1) die konstante Funktion Eins und (z-) das Multiplizieren
mit der Funktion R — R, x — =z. Ich nenne ¢, im folgenden die kanonische
Einbettung zu v und x, das Spektralmal von v.
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4.2.16. In der Quantenmechanik modelliert man ein ,,physikalisches System* als
einen Hilbertraum, einen ,,Zustand* des Systems als einen von Null verschiedenen
Vektor und die Messung eines reellen Parameters als einen moglicherweise unbe-
schrinkten selbstadjungierten Operator mit der Mal3gabe, dafl die Wahrscheinlich-
keitsverteilung fiir das Melergebnis bei einem gegebenen Zustand gerade das auf
Gesamtmasse Eins normierte Spektralmal} unseres Zustands sein soll. Den Fall
unbeschrinkter selbstadjungierter Operatoren besprechen wir allerdings erst in
4.12.5. Messungen mit Werten in allgemeineren MefBrdumen werden modelliert
als Teilungen ® der Identitdt im Sinne von 4.7.3 und die Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir das MefBergebnis bei einem gegebenen Zustand v ist dann das auf
Gesamtmasse Eins normierte MaB (v, ®v).

Beispiel 4.2.17 (Spektralmal} im endlichdimensionalen Fall). Gegeben ein end-
lichdimensionaler Hilbertraum #H mit einem selbstadjungierten Operator 7' und
ein Vektor v € H konnen wir wir sein Spektralmall 4+ = p, und die kanonische
Einbettung ¢ = ¢, nach 4.2.14 wie folgt erhalten: Wir schreibenv = v1+...+v,
als Summe von paarweise orthogonalen Eigenvektoren zu Eigenwerten z1, . . ., x,
und nehmen als Spektralmal} von v das Maf3

n= Hvl"Qém +...+ HUnHz(an

und als Einbettung ¢ : L*(R; ) < H die Abbildung ¢ : f — > f(x,)v,. Der
Nachweis, da} das in diesem Fall auch das einzige mogliche derartige Paar ist,
sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. Hinweis: Nach 2.3.17 kann unser Raum von
quadratintegrierbaren Funktionen nur endlichdimensional sein, wenn das Mal3 p
eine endliche Linearkombination von Diracmalen ist.

4.2.18. Eine Abbildung von topologischen Riumen heif3it offen, wenn das Bild
jeder offenen Menge offen ist.

Satz* 4.2.19 (Satz vom offenen Bild). Jede stetige surjektive lineare Abbildung
von Banachrdumen ist offen. Gegeben eine stetige bijektive lineare Abbildung von
Banachrdumen ist insbesondere auch die Umkehrabbildungen stetig.

Beweis. Sei f : V. — W unsere surjektive lineare Abbildung und A C V der
abgeschlossene Einheitsball. Sicher gilt

W= f(n4)

Nach dem Baire’schen Kategoriensatz 4.2.5 muf3 dann ein f(nA) und damit auch

f(A) selber mindestens einen inneren Punkt besitzen. Da f(A) konvex ist und
stabil unter der Multiplikation mit (—1), folgt leicht, daf auch der Nullpunkt ein
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innerer Punkt von f(A) sein muB. Sei also U @ W ein offener Ball um den Ur-
sprung mit U C f(A). Offensichtlich gilt

FOA) € f(4) + 5U

Wegen U C f(A) finden wir fiir jedes w € f(A) induktiv eine Folge von Ele-
menten w, € f(A) mitw = Y 2 "w, im Sinne der Konvergenz der Par-
tialsummen. Wihlen wir nun Urbilder v,, € A unserer w,, so gilt offensichtlich
v =32, € 2Aund f(v) = w. Es folgt f(24) D> f(A) D U, mit-
hin umfaft f(2A) eine offene Umgebung des Ursprungs. Dafl dann f eine offene
Abbildung sein muB, folgt ohne weitere Schwierigkeiten. 0

Satz* 4.2.20 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Eine lineare Abbildung von
Banachrdumen ist genau dann stetig, wenn ihr Graph abgeschlossen ist.

Beweis. Ganz allgemein hat jede stetige Abbildung von metrischen Rdumen nach
Ubung [ ] einen abgeschlossenen Graphen. Ist umgekehrt f : V' — W
unsere lineare Abbildung und ist I'( f) C V' x IV abgeschlossen, so ist I'( f) selbst
ein Banachraum mit der von der Produktnorm induzierten Norm und die Projek-
tionen auf beide Faktoren sind stetig. Die Projektion auf den ersten Faktor ist aber
sogar eine Bijektion I'(f) — V und hat damit nach 4.2.19 eine stetige Umkeh-
rung. So erhalten wir f als Verkniipfung stetiger Abbildungen V' = T'(f) —
w. ]

Ubungen

Ubung 4.2.21. In einem vollstindigen metrischen Raum ist der Schnitt einer ab-
zdhlbaren Familie offener dichter Teilmengen zumindest noch dicht.

4.3 Spektren in Banach-Ringalgebren

Definition 4.3.1. Eine Banach-Ringalgebra ist ein Banachraum A mit einer ste-
tigen bilinearen Verkniipfung A x A — A, die A zu einem Ring macht.

4.3.2. Wird nicht explizit das Gegenteil gesagt, nehmen wir C als Grundkorper an.
Meinen wir ausnahmsweise den Grundkorper R, so sprechen wir von einer reellen
Banachringalgebra. Wir verwenden in Formeln oft die Abkiirzung A1 4 = A fiir
A aus dem jeweiligen Grundkorper. In der Literatur wird diese Struktur meist als
Banach-Algebra bezeichnet.

4.3.3 (Kanonische Norm). Auf jeder Banachringalgebra A erhélt man eine Norm
|| ||, die kanonische Norm, indem man den durch Multiplikation gegebenen Ring-
homomorphismus A — B(A), a — (a-) betrachtet und die Einschrinkung der
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Operatornorm beziiglich der Ursprungsnorm || ||, nimmt. Die kanonische Norm
ist dquivalent zur Ursprungsnorm, denn es gilt ||a|| < ||ally < ||a|l|[1a]/u. Weiter

haben wir fiir die kanonische Norm offensichtlich ||ab|| < ||a]|||b]] und [[14]] < 1
mit ||14]] = 1 falls A # 0.

4.3.4. Ist A eine Banachringalgebra und gelten fiir ihr Ursprungsnorm || ||, die
Abschitzungen [|14]|, < 1 und [[ab||, < |la]|u]|b]|u fiir alle a,b € A, soist || ||,
offensichtlich bereits die kanonische Norm. Wenn nichts anderes explizit gesagt
ist, nehmen wir meist implizit an, dal eine Banachringalgebra bereits mit ihrer

kanonischen Norm versehen ist.

Beispiel 4.3.5. Alle stetigen linearen Selbstabbildungen eines vorgegebenen Ba-
nachraums bilden mit der Operatornorm eine Banachringalgebra, vergleiche [ ]
und [ ] , und diese Norm ist auch bereits ihre kanonische Norm.

Definition 4.3.6. Das Spektrum eines Elements = einer Banachringalgebra A ist
die Menge

o(z) = oa(x) :={\ € C| (X — z) ist nicht invertierbar in A}

Reden wir vom Spektrum eines Operators auf einem Banachraum alias einer ste-
tigen linearen Abbildung 7' : £ — E von besagtem Banachraum in sich selbst, so
meinen wir sein Spektrum in Bezug auf die Banachringalgebra aller stetigen linea-
ren Selbstabbildungen unseres Banachraums als da heifit die Menge aller A € C,
fir die (7" — A\id) : £ — E nicht stetig invertierbar ist.

Beispiel 4.3.7. Jede Norm auf C" liefert eine Operatornorm auf dem Matrizenring
Mat(n;C), der diesen Ring zu einer Banachringalgebra macht. Das Spektrum
einer Matrix ist in diesem Fall genau die Menge ihrer Eigenwerte.

Erginzung 4.3.8. In 4.4.4 zeigen wir, dall im Komplexen das Spektrum eines Ele-
ments einer von Null verschiedenen Banachringalgebra nie leer sein kann.

Ergdnzung 4.3.9. Das Spektrum des Schrodinger-Operators, der ein quantenme-
chanisches Elektron im elektrischen Potential eines Protons beschreibt, besitzt
viele isolierte Punkte. Sie entsprechen genau den Frequenzen, in die das Licht ei-
nes angeregten Wasserstoffgases beim Durchgang durch ein Prisma zerfillt. Unter
diesem Blickwinkel ist die von Hilbert gewéhlte Bezeichnung als ,,Spektrum‘ be-
sonders passend.

Proposition 4.3.10 (Spektrum eines Multiplikationsoperators). Gegeben ein
Mapraum (X, 1) und darauf eine L°°-Funktion f : X — C im Sinne von 2.3.2
und p € [0, 00| ist der durch Multiplikation mit unserer Funktion erkliirte Opera-
tor

(f) : LP(X5p) — LP(X; )

166



stetig. Ist unser Mafsraum o-endlich, so ist weiter die Operatornorm unseres Mul-
tiplikationsoperators das essentielle Supremum || f||o von f aus 2.3.7 und sein
Spektrum ist die Menge

o(f)={AeC|u(fHU)) > 0 fiir jede Umgebung R von \}

Beweis. Hat f einen Reprisentanten mit |f(z)| < C fir alle z € X, so folgt
|f(z)g(x)] < Clg(z)| fir alle x € X. Diese Ungleichung bleibt erhalten beim
Potenzieren mit p, Integrieren iiber X und Ziehen der p-ten Wurzel. Das zeigt
I(f) < |1 f]loo fiir p < oo. Ist andererseits 0 < a < || f]|o0, S0 gibtes A C X
meBbar von positivem MaB mit |f(x)| > a Vo € A. Ist X sogar o-endlich,
so konnen wir zusitzlich sogar ;1(A) endlich annehmen. Dann liegt die charak-
teristische Funktion [A] in L”(X; x) und ist dort nicht Null, und wir erkennen
unschwer, daB gilt || f - [A]|| > al|[A]||. Es folgt umgekehrt ||(f-)|| > a und damit
I(f) = |If]leo- Damit ist die erste Aussage gezeigt im Fall p < co. Der Fall
p = oo bleibe dem Leser iiberlassen. Fiir die Beschreibung des Spektrums reicht
es, indem wir f durch f — X ersetzen, den Fall A = 0 zu betrachten. Gibt es fiir
A = 0 eine Umgebung U mit u(f~1(U)) = 0, so kdnnen wir fiir unsere fast iiber-
all definierte Funktion f auch einen Reprisentanten f wihlen, der keine Werte
in U annimmt, und dann ist f~! beschrénkt und der zugehérige Multiplikations-
operator stetig und invers zu (f-). Also gehort in diesem Fall A = 0 nicht zum
Spektrum. Gibt es dahingegen fiir A = 0 keine Umgebung U mit p(f~1(U)) = 0,
so finden wir in jeder e-Umgebung eine Teilmenge A. endlichen positiven Maf3es,
und deren charakteristische Funktion [A.] ist ein von Null verschiedener Vektor in
LP(X; ) mit der Eigenschaft || f[A]|l, < €||[A:]]|,- Da also unser Multiplikati-
onsoperator von Null verschiedene Vektoren um beliebig grof3e Faktoren verkiirzt,
kann er unmoglich eine stetige Umkehrung besitzen: Selbst wenn er bijektiv wi-
re, miilte seine Umkehrabbildung von Null verschiedene Vektoren um beliebig
grofle Faktoren verldngern und wire mithin nie und nimmer stetig. [

Lemma 4.3.11. Gegeben eine Banachringalgebra A ist fiir jedes Element v € A
einer kanonischen Norm ||z|| < 1 die Differenz (1 — x) invertierbar in A.

Beweis. Die absolut konvergente Reihe 1+ x +22 . . . liefert nach [ ] ein
Inverses. ]

Lemma 4.3.12. Die invertierbaren Elemente einer Banachringalgebra bilden ei-
ne offene Teilmenge A* @ A.

Beweis. Nach 4.3.11 besitzt das Einselement eine Umgebung aus invertierbaren
Elementen. Andererseits ist die Multiplikation mit jeder Einheit ein Homdomor-
phismus von A auf sich selbst, der Einheiten zu Einheiten macht. Das Lemma
folgt. ]
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Eine beschrinkte stetige Funktion f : R — R und eine meBbare Funktion alias
ein Vektor g € LP(RR; \), der vom Multiplikationsoperator ( f-) sehr viel kiirzer
gemacht wird. Indem wir eine geeignete Folge derartiger Vektoren g,, nehmen,
die alle dieselbe Norm haben aber immer kleineren Triger, erkennen wir, dafl der
Multiplikationsoperator (f-) nicht stetig invertierbar sein kann, als da heiBt, daB
sein Spektrum den Nullpunkt enthilt.
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Lemma 4.3.13. Das Spektrum eines Elements einer Banachringalgebra ist stets
eine kompakte Teilmenge der komplexen Zahlenebene und ist enthalten in der
abgeschlossenen Kreisscheibe mit der kanonischen Norm unseres Elements als
Radius.

Beweis. Das Spektrum ist abgeschlossen, da sein Komplement offen ist nach
4.3.12. Es ist beschrinkt, da fiir |\| > ||z|| die Differenz A\ — xz = A\(1 — A\ 7'z)
stets invertierbar ist nach 4.3.11, und dies Argument liefert auch gleichzeitig die
behauptete Schranke. [

4.3.14. Der Spektralradius eines Elements x einer Banachringalgebra A ist de-
finiert als

p(x) = pa(x) == sup{|A[ | A € 0a(2)}

Ist das Spektrum leer, so erhalten wir folglich —oo als Spektralradius. Wir zei-
gen in 4.4.4, daf} dieser Fall nur bei der Banachringalgebra A = 0 auftritt. Das
vorhergehende Lemma 4.3.13 liefert die Abschitzung p(x) < ||z|| fiir ||z| die
kanonische Norm. Das Beispiel einer von Null verschiedenen nilpotenten Matrix
zeigt, daf} hier im Allgemeinen keine Gleichheit gilt.

Lemma 4.3.15 (Polynomialer spektraler Abbildungssatz). Gegeben ein Ele-
ment x einer Banachringalgebra A und ein Polynom P € C[X] ist das Spektrum
des Bildes von x unter P das Bild des Spektrums von x unter P, in Formeln

oa(P(2)) = P(oa(z))

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei P nicht das Nullpolynom. Ge-
geben A € C schreiben wir P(X ) — A als Produkt von Linearfaktoren P(X)—\ =
Y(X — p1) ... (X — u,). Dann sind die p; genau die Stellen, an denen unser Po-
lynom den Wert A annimmt, in Formeln P~*(\) = {p1, ..., 4, }. Setzen wir nun
x ein, so folgt P(x) — A = vy(z — p1)...(x — u,). Hier ist nun die linke Sei-
te nicht invertierbar, also A\ € o4(P(z)), genau dann, wenn einer der Faktoren
auf der rechten Seite nicht invertierbar ist, wenn also 1 € o4(x) existiert mit
P(u) = A\ O]

Ubungen

Ubung 4.3.16. Gegeben eine beschriinkte stetige Funktion f : R — C zeige
man, daf} das Spektrum des durch Multiplikation mit f erkldarten Operators auf
LP(R;dz) genau der Abschluff des Bildes f(RR) ist. Was ist die Operatornorm
dieses Operators? Hinweis: 4.3.10.
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Ubung 4.3.17. Man zeige, daB fiir a € R der durch (7,f)(z) = f(x — a) gege-
bene Verschiebungsoperator 7, : L*(R;dz) — L*(R;dz) als Spektrum die Ein-
heitskreislinie hat im Fall ¢ # 0 und die einpunktige Menge {1} im Fall a = 0.
Hinweis: 3.1.12 und 4.3.16.

Ubung 4.3.18. Man gebe einen Operator mit Spektrum {0} U [1, 2] an.

Ubung 4.3.19. Versehen wir N mit dem ZihlmaB und betrachten den Operator
T auf L*(N) mit (Tf)(n) = f(n + 1), so gehort die Null zum Spektrum von
T, ist aber kein Eigenwert von 7". Genauer zeige man, daf} das Spektrum von T’
genau die abgeschlossene Einheitskreisscheibe ist. Andererseits zeige man, etwa
mit Fouriertheorie, da das Spektrum des in derselben Weise auf L?(Z) erklirten
Operators der Einheitskreis ist. Anders als im endlichdimensionalen Fall kann
das Spektrum eines Operator also grofler werden, wenn wir ihn auf einen unter
unserem Operator stabilen Teilraum einschrinken.

Ubung 4.3.20. Man zeige: Ist z ein invertierbares Element einer Banachringalge-
bra, so gilt o(z7') = {A\7! | A € o(x)}. Hinweis: (z — \)(\x)~! = (A1 —271).

Ubung 4.3.21. Fiir jeden unitiren Automorphismus z eines Hilbertraums # ist
das Spektrum von x als Element der Banachringalgebra B(H) enthalten in der
Kreislinie S C C. Hinweis: Aus 4.3.11 folgt leicht, daB besagtes Spektrum in
der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe enthalten sein muf3. Dann beachte man,
daB dasselbe fiir das Spektrum von 2! gelten mufl und wende 4.3.20 an.

4.4 Weitere Eigenschaften des Spektrums*

4.4.1. Mit Funktionentheorie vertraute Leser konnen auch noch einige weitere
fundamentale Eigenschaften des Spektrums unschwer einsehen. Sie werden je-
doch im weiteren Verlauf dieser Vorlesung nicht benotigt.

4.4.2 (Funktionentheorie fiir banachwertige Funktionen). Grof3e Teile der Funk-
tionentheorie lassen sich ohne wesentliche Anderungen auf Funktionen auf offe-
nen Teilmengen der komplexen Zahlenebene mit Werten in komplexen Banachréu-
men verallgemeinern. Die komplex differenzierbaren Funktionen nennen wir wie-
der holomorph. Fiir stetige banachwertige Funktionen erkldren wir Wegintegrale
durch die tibliche Formel [FT1] mithilfe unseres banachwertigen Integrals
[ ] 2?. Mutatis mutandis zeigt man auch fiir holomorphe banachwertige Funk-
tionen den Integralsatz von Cauchy [F11] , die Integralformel von Cauchy
[ ] , den Satz von Liouville [ ] , sowie die Sitze iiber die Po-
tenzreihenentwicklung [ ] und Laurententwicklung [FT1] , bei de-
nen dann eben die Koeffizienten Vektoren unseres Banachraums werden. Vielfach
heiflen unsere holomorphen banachwertigen Funktionen auch analytisch oder ge-
nauer komplex-analytisch, da sie sich eben lokal in Potenzreihen entwickeln las-
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sen. Umgekehrt liefern auch alle Potenzreihen auf ihren Konvergenzbereich holo-
morphe Funktionen.

Beispiel 4.4.3. Sei A eine komplexe Banachringalgebra und = € A ein Element.
So ist die Abbildung C\c(A) — A gegeben durch A — (A — z)~! holomorph.
Halten wir in der Tat ein A fest und setzen a := A — z, so gilt

(a—2)t=(a(l-a'2) ' =a A +a 2 +a2%+..)

—1 ||71

fir |z] < ||a und das ist eine Entwicklung in eine Potenzreihe.

Satz 4.4.4 (Operatornorm und Spektralradius). In einer von Null verschiede-
nen komplexen Banachringalgebra A hat jedes Element x € A nichtleeres Spek-
trum und sein Spektralradius kann durch die kanonischen Normen seiner Potenzen

ausgedriickt werden als
p(x) = lim /[

Beweis. Fir alle n > 1 gilt p(z)" = p(z™) < ||™|| nach dem polynomialen
spektralen Abbildungssatz 4.3.15 und der allgemeinen Abschitzung 4.3.14, also
p(z) < {/||xn| fiir alle n > 1. Andererseits ist A — (A — x)~! nach 4.4.3 eine
holomorphe A-wertige Funktion C\o(z) — A. Diese Funktion 148t sich sogar
holomorph ,,durch Null nach co fortsetzen*. Konkreter und in Formeln 146t sich
die Abbildung

C\ulptea(@)}) — A

u = (=)

holomorph auf den Ursprung fortsetzen, indem man ;2 = 0 die Null aus A zu-
ordnet: Fiir hinreichend kleines 4, genauer |u| - ||z]| < 1 wird diese Abbildung
nidmlich dargestellt durch die Potenzreihe

-1 1

—2)7t = p(l - p)
= ,u+p2x+u3x2+,u4a:3+...

(w

Da diese Potenzreihe auf jeder Kreisscheibe um den Ursprung konvergieren muf3,
auf der unsere Funktion holomorph ist, ist fiir alle A > p(z) die Folge \™"||z"|
beschrinkt und wir folgern A > {/||z"|| fiir fast alle n € N. Das zeigt die noch
fehlende Abschitzung. Dal} das Spektrum nicht leer ist, folgt mit der banachwer-
tigen Variante des Satzes von Liouville: Da (A — z)~! beschrinkt ist, muB diese
Funktion, wenn sie denn fiir alle A definiert ist, bereits konstant sein. Eine Kon-
stante hat aber unter der Annahme A # 0 stets nichtleeres Spektrum. [l

171



Ubungen

Ubung 4.4.5. Gegeben ein Banachraum V und ein abgeschlossener Teilraum N @&
V wird V/N ein Banachraum mit der Quotientennorm

|lv+ N| :=inf{|lv+n| |n e N}

Gegeben eine Banachringalgebra A und ein abgeschlossenes Ideal I @& A ist auch
A/I mit der Quotientennorm eine Banachringalgebra.

Ubung 4.4.6. Jedes maximale Ideal einer Banachringalgebra ist abgeschlossen.
Hinweis: Die Einheitengruppe einer Banachringalgebra ist offen.

Ubung 4.4.7 (Gelfand-Mazur). Ist eine Banachringalgebra ein Schiefkorper, so
ist die Einbettung von C ein Isomorphismus. Hinweis: Jedes Element hat nichtlee-
res Spektrum. Insbesondere induziert fiir den Quotienten einer Banachkringalge-
bra nach einem maximalen Ideal stets die Einbettung von C einen Isomorphismus
mit C.

Ubung 4.4.8. Sei A eine Banachkringalgebra und a € A ein Element. Genau dann
gehort A € C zu Spektrum von a, wenn es einen Ringalgebrenhomomorphismus
¢+ A — C gibt mit p(a) = \. Hinweis: Man konstruiert ¢, indem man ein
maximales Ideal m tiber (a — A1) wihlt, das nach 4.4.6 abgeschlossen sein muf,
und dann folgert, da} nach Gelfand-Mazur 4.4.7 die offensichtlich Einbettung ein
Isomorphismus C = A/m sein muf.

4.5 Spektren selbstadjungierter Operatoren

Proposition 4.5.1 (Spektralradius und Operatornorm). Fiir jeden selbstadjun-
gierten Operator T auf einem von Null verschiedenen Hilbertraum stimmen Spek-
tralradius und Operatornorm iiberein, in Formeln

p(T) = |IT]|

4.5.2. Unsere Formel zeigt zumindest fiir jeden selbstadjungierten Operator auf
einem von Null verschiedenen Hilbertraum, dall sein Spektrum nicht leer sein
kann. Spiter werden wir unsere Formel allgemeiner fiir ,,normale* Operatoren
zeigen.

Beweis. SeiT' : H — H unser Operator. Gegeben ein Vektor v der Lange Eins gilt
|IT0|]* = (Tv,Tv) = (v, T?v) < [[o]||T0]| = || T*v]|. Das zeigt ||T'|* < |77
Die andere Ungleichung gilt eh, womit wir fiir jeden selbstadjungierten Operator
T folgern

ITI* = 172
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Da unser Raum 7 nicht Null ist, finden wir in H eine Folge von Einheitsvektoren
Up it im0 [|T%0, | = | T2 Wegen [|[T20,]| < |7 Tvall < 1T = (|77
folgt lim,, o || Tv,|| = ||T']| zumindest falls || T|| # 0, und im Fall ||T'|| = 0 ist
das eh klar. Wir setzen nun ¢ = ||T’|| und behaupten, daB ¢* zum Spektrum von 7
gehort. In der Tat gilt ja

I(T* = yoall® = (vn, (T* = 2¢*T% + cMyvn) = || T0a|* — 2¢%|| Tva||* + ¢*

und das strebt fiir n — oo offensichtlich gegen Null. Damit haben wir per defini-
tionem ¢? € o(T?) und es folgt ||T?|| < p(T?) und, da wir die andere Abschiit-
zung nach 4.3.14 bereits kennen, ||72|| = p(T?). Der spektrale Abbildungssatz
4.3.15 zeigt jedoch p(T?) = p(T)? und wegen ||T?|| = ||T||* folgt die Behaup-
tung. 0

Proposition 4.5.3 (Spektren selbstadjungierter Operatoren). Jeder selbstad-
jungierte Operator 'I' auf einem Hilbertraum H hat ein rein reelles Spektrum, in
Formeln o(T) C R.

Beweis. Ist T selbstadjungiert, so gilt (v,Tv) = (Tv,v) = (v,Tv) fur alle
v € H, mithin ist (v, Tv) stets reell. Fir A\ € C erhalten wir so wegen der of-
fensichtlichen Abschitzung |Im z| < |z| Vz € C von der Mitte ausgehend die
Ungleichungen

[T Al [ol* < [{(T' = Mo, o) < [[(T"= A)o| [[v]

und damit | Im A| ||v]| < [[(T" — A)v]||. Unter der Annahme A\ ¢ R ist demnach
die Abbildung (7" — \) injektiv und nach 4.5.5 hat sie sogar abgeschlossenes Bild
und ihre auf diesem Bild definierte Umkehrabbildung ist stetig. Andererseits ist
mit demselben Argument auch (T'— \)* = (T'— )) injektiv und damit hat (7" — \)
nach 2.8.14 dichtes Bild. Zusammen folgt, daB8 (7" — \) invertierbar sein muf, so
daB A nicht zum Spektrum von 7" gehoren kann. [

Lemma 4.5.4. Eine stetige lineare Abbildung von einem Banachraum in einen
normierten Vektorraum, die keinen Vektor verkiirzt, hat abgeschlossenes Bild und
ihre auf diesem Bild definierte Umkehrabbildung ist stetig.

4.5.5. Dieselbe Aussage folgt offensichtlich auch, wenn es eine positive reelle
Zahl gibt derart, dafl unsere Abbildung jeden Vektor hochstens um diesen Faktor
verkiirzt.

Beweis. Ist allgemeiner f : V' — W eine stetige lineare Abbildung von einem
Banachraum in einen normierten Vektorraum und existiert eine Konstante ¢ > 0
mit || f(v)|| > ¢|jv|]| Vv € V,soistdasBild von f abgeschlossen, denn jede kon-
vergente Folge f(vg), f(v1), ... im Bild f(V) ist Cauchy, also ist auch vy, vy, . ..
Cauchy in V' und konvergiert gegen ein v € V/, und dann muf3 f(v) der Grenzwert
der f(v;) sein, der damit auch in f(V') liegt. O
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Lemma 4.5.6 (Anwenden stetiger Funktionen auf Operatoren). Gegeben ein
selbstadjungierter Operator 1" auf einem Hilbertraum H gibt es genau einen ste-
tigen C-linearen Ringhomomorphismus

C(a(T)) — B(H)
fo= (1)

vom Ring aller stetigen komplexwertigen Funktionen auf dem Spektrum von T' in
den Ring aller beschrinkten Operatoren unseres Hilbertraums, der die Einbettung
o(T) < R auf den Operator T wirft, und dieser Ringhomomorphismus wirft
konjugierte Funktionen auf adjungierte Operatoren, in Formeln f(T) = f(T)".

4.5.7. Die Stetigkeit ist hier gemeint in Bezug auf die Norm der gleichmiBigen
Konvergenz auf C(o(7')) und die Operatornorm auf B(7). Schreiben wir im fol-
genden f(7) fiir eine stetige auf ganz R definierte Funktion, so meinen wir, daf}
der Operator 7' im Sinne des vorhergehenden Lemmas in ihre Einschrinkung
flo(r) eingesetzt werden soll. Ich habe dieser Aussage nur den Status eines Lem-
mas gegeben, da sie sich als eine direkte Konsequenz aus dem Spektralsatz 4.7.9
ergeben wird und unter diesem Blickwinkel nur ein Schritt zum Beweis dieses
zentralen Resultats ist.

Beweis. Der Teilring C[t] C C(o(T')) aller Einschrinkungen von Polynomfunk-
tionen liegt nach Weierstral3 [ ] dicht im Raum aller stetigen Funk-
tionen beziiglich der Norm der gleichméfigen Konvergenz. Gegeben ein Poly-
nom P € C[X] haben wir nach dem polynomialen spektralen Abbildungssatz
o(P(T)) = P(o(T)), und hat P reelle Koeffizienten, so ist auch P(T") selbstad-
jungiert und es folgt || P(T')[| = ||P|s(r)|| wegen der Gleichheit von Norm und
Spektralradius bei selbstadjungierten Operatoren 4.5.1 auf einem von Null ver-
schiedenen Hilbertraum. Ist P komplex, so konnen wir immer noch P = A + iB
schreiben mit reellen Polynomen A, B und folgern

1P < 1AM+ B < 1 Alolloe +[[Blowm)lloe < 2/ Ploer)lloo

Der offensichtliche Ringhomomorphismus C[X| — B(H), P — P(T) faktori-
siert also iiber einen stetigen Ringhomomorphismus C[t] — B(H), und dessen
eindeutig bestimmte stetige Ausdehnung auf C(o (7)) nach 2.4.17 ist die gesuchte
Abbildung und ist wieder ein Ringhomomorphismus aufgrund der Stetigkeit der
Multiplikationen. Ist P € C[X] ein Polynom, so ist P(7") offensichtlich adjun-
giert zu P(T). Im allgemeinen ist f(T) Grenzwert in Bezug auf die Operatornorm
gewisser P(T) und die Behauptung f(7) = f(7T)* folgt ohne weitere Schwierig-
keiten. [
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Proposition 4.5.8 (Spektraler Abbildungssatz). Ist T ein selbstadjungierter Ope-
rator auf einem Hilbertraum und [ : o(T) — C stetig, so hat f(T') das Spektrum

Beweis. Gehort A € C nicht zum Bild von f, so ist f — A invertierbar in C(o(T"))
und damit f(7") — Aid invertierbar in B(7) und wir haben A & o(f(7)). Das
zeigt von der behaupteten Gleichheit die Inklusion C. Gehort A € C zum Bild
von f, sagen wir A = f(z) fir x € o(T), so ist f der gleichmiBige Grenzwert
einer Folge Py, P, ... von Polynomen mit P,,(x) = \. Alsoist P,(7") — Aid nicht
invertierbar fiir alle n und damit auch f(7") — Aid nicht invertierbar nach 4.3.12.
Das zeigt die andere Inklusion D. 0

Beweis von 4.2.14. Gegeben ein Vektor v € H betrachten wir die C-lineare Ab-
bildung

fooe {0, (1))
Um den Riesz’schen Darstellungssatz 4.6.2 anwenden zu konnen, gilt es zu zei-
gen, dal unter dieser Abbildung nichtnegative reelle Funktionen nichtnegative re-
elle Zahlen liefern. Das ist aber klar, da jede nichtnegative reelle Funktion ein
Quadrat ist, so daB wir haben (v, f(T)v) = ||v/f(T)v||*. Es gibt nach dem Riesz’schen
Darstellungssatz 4.6.2 also ein und sogar genau ein Borelmal} i, auf R mit

/ £(8) plt) = (v, F(T)0)

fuir alle stetigen f : R — C mit kompaktem Triger. Fiir dieses Mal} p hat die
Abbildung
e: GR) —» H
foo= [T

dann die Eigenschaft ||¢(f)|> = [ |f|>4. Damit faktorisiert sie erstens iiber das
Bild der offensichtlichen Abbildung C\(R) — L*(R; z1) und 4Bt sich nach 2.4.12
zweitens von diesem Bild zu einer unitiren Einbettung ¢ : L*(R; 1) — H erwei-
tern und wir haben ein mogliches Paar (u, ¢) gefunden. Um zu sehen, daf es auch
das einzig mogliche Paar ist, miissen wir nur im Beweis einige Schritte riickwirts
gehen: Gegeben ein Paar (u, ¢) haben wir ja fiir jedes Polynom P € C[X] offen-
sichtlich p(P) = P(T)v und folglich [ Py = (v, P(T)v). Ein kompakt getra-
genes Borelmal} auf R wird jedoch nach dem Riesz’schen Darstellungssatz 4.6.2
und dem Approximationssatz von Weierstral3 [ ] durch die Kenntnis
der Integrale aller Polynome nach diesem Mal bereits eindeutig festgelegt. 0
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4.5.9. Wir konnen nun den Satz iiber die lokale Struktur unitdrer Darstellungen
der reellen Zahlengeraden 4.1.4 zeigen im Fall, daB alle Vektoren unserer Darstel-
lung (H, p) differenzierbar sind. In der Tat ist dann der infinitesimale Erzeuger S
unserer Darstellung schiefadjungiert und folglich iS' selbstadjungiert. Dann aber
finden wir nach 4.2.14 genau ein Paar (1, ¢) bestehend aus einem kompakt getra-
genen BorelmaB £ auf R und einer unitiren Einbettung ¢ : L*(R; ) — H mit
(1) = v, die das Diagramm

LX(R;p) — H
(@) 4 1is
L*(Rip) < H

zum Kommutieren bringt. Damit kommutiert das Diagramm auch, wenn wir beide
Vertikalen mit —if multiplizieren und darauf exp anwenden, und das zeigt die in
4.1.4 behauptete Existenz von (1, ) in diesem Fall. Der Nachweis der Eindeutig-
keit im vorliegenden Fall, also immer noch unter der Annahme, daf} alle Vektoren
unserer Darstellung differenzierbar sind, mag dem Leser iiberlassen bleiben.

Definition 4.5.10. Gegeben ein positiv semidefiniter selbstadjungierter Operator
T auf einem Hilbertraum erkléren wir

VT

als den positiv semidefiniten Operator, der daraus durch Anwenden der Funktion
R>¢ — R>g, x +— /x entsteht. Das ist erlaubt, da nach 4.5.13 fiir das Spektrum
gilt o(T) C R>y.

Definition 4.5.11. Gegeben ein beschrinkter Operator A auf einem Hilbertraum
ist A* A selbstadjungiert und positiv semidefinit und wir setzen

A = VA*A

Ubungen

Ubung 4.5.12. Eine stetige Abbildung von einem vollstindigen metrischen Raum
in einen weiteren metrischen Raum, die keinen Abstand verkleinert, ist injektiv
mit abgeschlossenem Bild, und die auf dem Bild definierte Umkehrabbildung ist
gleichmaBig stetig.

Ubung 4.5.13. Ein beschriinkter selbstadjungierter Operator 7" auf einem Hilber-
traum H heil3t positiv semidefinit genau dann, wenn gilt
(Tv,v) >0 Yo eH

Man zeige, da3 das Spektrum eines positiv semidefiniten Operators stets in der
nichtnegativen reellen Zahlengeraden enthalten ist. Hinweis: Man orientiere sich
am Beweis von 4.5.3.
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Ubung 4.5.14. Genau dann besteht das Spektrum eines selbstadjungierten Opera-
tors aus einem einzigen Punkt A, wenn unser Operator die Multiplikation mit dem
Skalar A\ auf einem von Null verschiedenen Hilbertraum ist. Hinweis: 4.5.1.

Ubung 4.5.15. Jeder beschriinkte Operator A auf einem Hilbertraum besitzt eine
eindeutige Darstellung als Produkt

A=DP

mit P positiv semidefinit und D einer partiellen Isometrie im Sinne von [ ]
mit ker D = (im P)~. In einer solchen Darstellung gilt stets P = | A|. Man
nennt diese Darstellung auch die Polarzerlegung von A. Ebenso besitzt er auch
eine eindeutige Darstellung als Produkt A = P’ D’ mit P’ selbstadjungiert positiv
semidefinit und D’ einer partiellen Isometrie derart, daB gilt im D’ = (ker P')*.
Hinweis: [ ]
Ubung 4.5.16. Gegeben ein MaBraum (X, ;1) und eine beschriinkte meBbare Funk-
tion g : X — R ist das Multiplizieren mit g ein selbstadjungierter Operator 7" auf
L?(X; ). Gegeben f : R — R stetig ist f(7") ist dann das Multiplizieren mit der
Funktion f o g.

Ubung 4.5.17. Gegeben ein kommutatives Diagramm von Hilbertriumen und ste-
tigen linearen Abbildungen

H—A W

1
H—=H
mit 7', 7" selbstadjungiert kommutiert fiir jede stetige Abbildung f : R — C
auch das entsprechende Diagramm mit f(7°), f(7") statt 7', 7", in Formeln AT =
T'A = Af(T) = f(T")A.
Ubung 4.5.18. Wird ein selbstadjungierter Operator 7' : H — H auf einem end-
lichdimensionalen Hilbertraum in einer geeigneten Basis gegeben durch eine Dia-

gonalmatrix diag(xy, ..., x,), so wird f(7") in derselben Basis gegeben durch die
Diagonalmatrix diag(f(z1),..., f(x,)).

Ubung 4.5.19. Gegeben ein selbstadjungierter Operator 7' auf einem Hilbertraum
‘H verschwindet das Spektralmal} 1 jedes Vektors auf dem Komplement des Spek-
trums unseres Operators, in Formeln p(R\o (7)) = 0. In anderen Worten pafit also
unsere kanonische Einbettung in ein kommutatives Diagramm

GR) — CO(T) — H
l ! H
L2(R;p) = Lo(T);p) — H

Die obere Horizontale wird dabei durch f — f(T)v gegeben.
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4.6 Der Riesz’sche Darstellungssatz

Definition 4.6.1. Seien X ein topologischer Raum und C,(X, R) der reelle Vek-
torraum aller stetigen Abbildungen f : X — R mit kompaktem Triger. Eine
Linearform A : C,(X,R) — R heifit nichtnegativ, wenn sie jeder nichtnegativen
Funktion eine nichtnegative reelle Zahl zuordnet.

Satz 4.6.2 (Darstellungssatz von Riesz). Ist X ein endlichdimensionaler reeller
affiner Raum, so liefert das Bilden des Integrals eine Bijektion

{Borelmafe auf X} = {Nichtnegative Linearformen auf C;(X,R)}
1 = (f= [ fn)

Vorschau 4.6.3. Dieser Satz gilt allgemeiner fiir jeden lokal kompakten abzédhlbar
basierten Hausdorffraum X, vergleiche ??.

4.6.4. Auf der linken Seite sind nichtnegative Borelmalle gemeint, die also durch-
aus auch den Wert oo annehmen diirfen, nur eben nicht auf Kompakta. Statt nicht-
negativen reell-linearen Abbildungen A : C;(X,R) — R mag man gleichbedeu-
tend komplexlineare Abbildungen A : C;(X) — C betrachten, die nichtnegativ
sind in dem Sinne, daf sie jeder nichtnegativen reellen Funktion eine nichtnegati-
ve reelle Zahl zuordnen.

4.6.5. Fiir jedes Kompaktum A C X in unserem endlichdimensionalen reellen
Raum X ist die Einschrinkung einer nichtnegativen Linearform A : (X, R) —
R auf den Raum Cr (X, R) aller stetigen Funktionen mit Triger in K stetig fiir die
Norm der gleichmifBigen Konvergenz. In der Tat gibt es offensichtlich eine stetige
nichtnegative Funktion & € C/(X,R), die auf unserem Kompaktum K konstant
Eins ist. Fir f € Cx(X,R) gilt dann —||f|| » < f < ||f]|oc h und Anwenden
von A liefert |[A(f)] < A(h) || f]|co-

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei X = R". Wir konstruieren
zunichst eine Abbildung in die Gegenrichtung. Sicher wird die o-Algebra der
Borelmengen von R™ x R erzeugt durch den Mengenring aller endlichen Verei-
nigungen von Produkten endlicher Intervalle. Sicher wird sie auch erzeugt durch
den Mengenring D, der daraus durch Anwenden eines beliebigen Vektorraumau-
tomorphismus von R" x R entsteht. Wihlen wir nun unseren Automorphismus so,
daB er keine der Koordinatenhyperebenen von R" x R auf eine Koordinatenhyper-
ebene abbildet, dann ist fiir D € D offensichtlich das Integral seiner charakteris-
tischen Funktion [D] nach der letzten Koordinate [[D]dy stetig mit kompaktem
Trager auf R"™ und wir konnen fiir jede nichtnegative Linearform A wie oben die
Abbildung
g=prn: D — [0, 00)

D — A(f[D]dy)
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X v

Eine Menge des Mengenrings D von Teilmengen von R x R, der durch Drehung
um 45° aus dem Mengenring aller endlichen Vereinigungen von Produkten
endlicher Intervalle entsteht.
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betrachten. Nun zeigt der Satz von Dini [ ] zusammen mit 4.6.5, dal} j
ein Primaf auf D ist. Nach dem MaBerweiterungssatz 1.2.10 besitzt dies Pramal3
genau eine Fortsetzung zu einem BorelmaB iz auf X x R. SchlieBlich erkldren wir
ein Borelmal} i = pp auf X, indem wir fiir jede Borelmenge B C X setzen

p(B) = (B x [0,1])

Damit haben wie eine Abbildung A — u in die Gegenrichtung konstruiert und
miissen nur noch zeigen, daf} unsere beiden Abbildungen zueinander invers sind.
Wir beginnen mit der Situation v — A +— [ +— p und zeigen die Gleichheit von
MaBen ;1 = v. Nach Fubini stimmen die MaB3e i und v X dy auf D {iiberein und
nach dem MaBerweiterungssatz 1.2.10 sind sie folglich gleich. Damit folgt dann
fiir jede Borelmenge B C X sofort v(B) = ji(B x [0, 1]) = u(B). Nun gehen wir
umgekehrt von A aus, betrachten also die Situation A — ji — g +— " und zeigen
die Gleichheit von Linearformen I' = A. Es reicht zu zeigen, daf} beide Seiten
auf allen nichtnegativen Funktionen f € Ci(X,R) denselben Wert I'(f) = A(f)
annehmen. Nun 16t sich jedoch das offene durch X x {0} und den Graphen von
f begrenzte Gebiet
G=A{(z,y)[0<y< f(x)}

als die Vereinigung einer aufsteigenden Folge Dy C Dy C ... von Mengen aus
D darstellen. Nach dem Satz von Dini [ ] gilt dann [ID]dy — f
gleichmiBig und folglich A( [[D,]dy) — A(f) fiir r — oc. Da fi per deﬁmtlonem
invariant ist unter Verschiebung in der letzten Koordinate, haben wir nach 1.7.26
notwendig /1 = p X dy. Also strebt A( [[D,]dy) auch gegen

A(G) = (1R dy)(G / fl r(f) m

Ubungen

Ubung 4.6.6. Sei X ein endlichdimensionaler reeller Raum und sei weiter A :
Ci(X,R) — R eine Linearform mit der Eigenschaft, daf fiir alle Kompakta K C
X ihre Restriktion auf Cj (X, R) stetig ist fiir die Norm der gleichméBigen Kon-
vergenz. So ist A die Differenz zweier nichtnegativer Linearformen. Hinweis: Fiir
f € C(X) mit f > 0 setze man

Ay (f) =sup{A(g) |0 < g < f}

und zeige, daB das endlich ist mit A, (f + h) = A, (f) + Ay (h) fur f,h >0
und A (af) = aAi(f) fir a € Rsp. Gegeben f € Ci(X) setze man A (f ) =
A (fy) — Ay (f) fur f = f, — f_ die Zerlegung in einen positiven und einen
negativen Teil wie in 1.6.1 und zeige, da A, : C,(X) — R nichtnegativ und
linear ist. SchlieBlich zeige man, daf3 auch A, — A nichtnegativ ist.
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4.7 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren

Definition 4.7.1. Seien (X, M) ein Mefiraum und # ein Hilbertraum. Ein auf X
definiertes H-teilraumwertiges MaB ist eine Abbildung E, die jeder meBbaren
Menge M € M einen abgeschlossenen Teilraum FE(M) C H zuordnet derart,
daB gilt:

1. Fiir je zwei disjunkte Mengen M, M’ aus M sind die zugehorigen Teilrdu-
me orthogonal, in Formeln M N M' =0 = E(M) L E(M');

2. Fiir jede abzéhlbare Familie (M, ),cx von meBbaren Mengen mit Vereini-
gung M ist das Erzeugnis der £(M,) ein dichter Teilraum von E(M).

4.7.2. Aus der ersten Bedingung folgt iiber den Fall M = M’ = () insbesonde-
re E(()) = 0. Das Konzept eines teilraumwertigen MaBes scheint mir besonders
gut verstindlich. Bei der expliziten Arbeit erweist sich jedoch das gleichwerti-
ge Konzept eines projektorwertigen Malles als praktischer, das wir als nichstes
diskutieren. Die Aquivalenz beider Konzepte diirfen sie als Ubung 4.7.18 selbst
ausarbeiten.

Definition 4.7.3. Sei (X, M) ein Mefiraum und H ein Hilbertraum. Eine Abbil-
dung ® : M — B(H) heift ein auf X definiertes projektorwertiges Maf genau
dann, wenn die Operatoren ® (/) alle selbstadjungiert und idempotent sind, al-
so nach 2.8.13 orthogonale Projektoren auf abgeschlossene Teilrdume, und wenn
dariiber hinaus gilt:

1. Aus M N M’ = () folgt ®(M) o ®(M') = 0;
2. Fiir jede aufsteigende Folge meBbarer Mengen M, C M; C ... mit Verei-
nigung M gilt (M,)v — ®(M)v Vv € H.

Ein projektorwertiges Maf3 mit der zusitzlichen Eigenschaft ®(.X') = ids nennen
wir eine Teilung der Identitiit von 7{.

4.7.4. Gegeben ein Mefiraum (X, M) bezeichne £~(X) den Vektorraum aller
beschriankten mefbaren Abbildungen X — C mit der Supremumsnorm. Man

erkennt leicht, daf} die mef3baren Stufenfunktionen darin einen dichten Teilraum
bilden.

Lemma 4.7.5 (Integration nach projektorwertigen MaBen). Gegeben ein Mef3-
raum (X, M), ein Hilbertraum H und ein projektorwertiges Mafs ® : M —
B(H) gibt es genau eine stetige lineare Abbildung

LX(X) — B(H)
fooo= Jre=]f2)e)
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vom Raum aller beschrinkten mef3baren Funktionen auf X in den Raum aller
beschrinkten Operatoren auf unserem Hilbertraum mit der Eigenschaft, daf3 der
charakteristischen Funktion jeder mef3baren Menge der entsprechende Projektor

zugeordnet wird, in Formeln [[M]® = ®(M) VM € M.

Beweis. Auf meBbaren Stufenfunktionen s : X — C muf} unsere Abbildung,
wenn es sie denn iiberhaupt gibt, gegeben sein durch die Formel

[so=Y = a0

zeC
Wir haben gewonnen, sobald wir zeigen konnen, da3 mit dieser Regel fiir jede
Stufenfunktion s die Abschitzung || [ s®|| < |s]/« gilt, da sich unsere Abbildung
dann nach 2.4.17 und 4.7.4 auf genau eine Weise stetig und linear vom Raum
aller Stufenfunktionen auf den Raum aller beschrinkten mefbaren Funktionen
fortsetzen ldBt. Sei also s eine mefBbare Stufenfunktion, die wir etwa als s =
c1[My] + ...+ ¢, | M,] schreiben kénnen mit M, . .., M,, paarweise disjunkt und
meBbar. Es gilt, fiir alle v € H zu zeigen

1S @) vl < Disllcllv]
oder ausgeschrieben
e ®(Mi)v+ .. 4 @ (Mo < sl ]lv]]

Nun bilden jedoch die v; = ®(M;)v zusammen mit einem weiteren w eine Zerle-
gung v = v; + ...+ v, + w von v in eine Summe von paarweise orthogonalen
Vektoren, und durch Quadrieren beider Seiten sehen wir, dal unsere Behauptung
dquivalent ist zu der offensichtlichen Aussage

levvrll® + - 4 lewval* < lsllza(lvall® + - 4 oall® + lwl?) B

Ubung 4.7.6. Seien (X, M) ein MeBraum, H ein Hilbertraum und ® : M —
B(H) ein projektorwertiges MaB. Gegeben v € H und f € L2(X) gilt

() e

fiir das in 4.7.19 definierte Maf} (v, Pv) auf (X, M).

Ubung 4.7.7 (Funktorialitiit des Integrals). Ist A : H{ — #' eine stetige lineare
Abbildung von Hilbertrdumen und sind auf einem MeBraum (X, M) projektor-
wertige Mafie @ in H und ¢’ in H’ gegeben mit der Eigenschaft A o &(M) =
®'(M)oA VM € M oder in Kurzschreibweise Ao & = &’ o A, so gilt fiir jede
beschriankte meBbare Funktion f : X — C die Identitit

MORIE
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Definition 4.7.8. Ein projektorwertiges Mal} auf den Borelmengen eines topolo-
gischen Raums hei3t kompakt getragen genau dann, wenn es Kompakta gibt,
deren Komplement der Nulloperator zugeordnet wird.

Satz 4.7.9 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren).
1. Gegeben ein Hilbertraum H erhalten wir eine Bijektion

Auf R definierte kompakt getragene ~ Selbstadjungierte
Teilungen der Identitit von ‘H Operatoren auf H

o > [ x®(x)

2. Fiir die dem selbstadjungierten Operator'l’ entsprechende Teilung der Iden-
titiit O ist das Spektrum o (T') von T das kleinste Kompaktum K C R mit
O (K) = idy.

3. Gegeben eine stetige lineare Abbildung von Hilbertriiumen A : H — H’
und selbstadjungierte Operatoren T € B(H), T' € B(H') mit AT = T'A
gilt fiir die zugehorigen projektorwertigen Mafse ®, ' und jede Borelmenge
M C R die Identitdt

Ao®(M)=d'(M)o A

4.7.10. In diesem Satz ist R mit seiner durch die Borelmengen gegebenen Struk-
tur eines MeBraums zu verstehen. Die folgende Ubung 4.7.24 zeigt, daB die durch
einen selbstadjungierten Operator definierte Teilung der Identitit die Zerlegung
in Eigenrdume [ ] verallgemeinert. Die letzte Aussage 4.7.9.3 verallge-
meinert dann unsere Erkenntnis [ ] , nach der A zumindest schon mal
Eigenrdume von 7 in Eigenrdume von 7" zum selben Eigenwert abbilden muf3.
Beispiel 4.7.11. Sei H = L*([0,1];\) und T = (2-) der Operator f + Tf
mit (T f)(z) = xf(x). So kann die zugehorige Teilung der Identitit & = D
beschrieben werden durch die Vorschrift, da ® (M) die Multiplikation mit der
charakteristischen Funktion von A/ oder besser von (M N [0, 1]) ist, in Formeln
®(M) = (([M] N [0,1])) - L*([0, 1] A) — L([0, 1]; A).

Erginzung 4.7.12. Wir werden spiter auch zeigen, daf} dieser Satz immer noch
gilt, wenn wir darin ,,selbstadjungiert* durch ,,unitidr und R durch S! ersetzen.
Noch allgemeiner werden wir ,,normale* Operatoren auf einem Hilbertraum de-
finieren als Operatoren, die mit ihrem Adjungierten kommutieren, und zeigen,
daf} der obige Satz auch dann noch gilt, wenn wir darin iiberall ,,selbstadjungiert*
durch ,,normal“ und R durch C ersetzen. Und schlieBlich will ich auch noch er-
wihnen, daB3 der erste Teil immer noch gilt, wenn man oben links die Forderung
,,kompakt getragen* fallen 148t und oben rechts auch sogenannte ,,unbeschrinkte
Operatoren* im Sinne von 4.12.5 zulafBt.
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Ergdnzung 4.7.13. Der besonders einfache Fall kompakter selbstadjungierter Ope-
ratoren wird in ?? unabhingig behandelt.

4.7.14. Der Beweis des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Operatoren wird uns
bis zum Ende des anschlieBenden Abschnitts beschiftigen. Zunéchst einmal zeigt
4.7.15 unter anderem, dal} die im Satz erkldrte Abbildung in der Tat jedem kom-
pakt getragenen projektorwertigen Mal3 auf R einen selbstadjungierten Operator
zuordnet. Dann konstruieren wir in 4.8.5 eine Abbildung 7" — @ in die Gegen-
richtung und zeigen in 4.8.7 und 4.8.9, da3 unsere beiden Konstruktionen zuein-
ander invers sind. Der zweite Teil des Satzes folgt aus 4.7.16 und der letzte Teil
aus 4.8.10 mit der in 4.8.5 gegebenen Beschreibung von ®.

Lemma 4.7.15 (Integration nach projektorwertigem MaB, Eigenschaften).
Gegeben (X, M) ein Mefsraum, f,g € L>(X) beschrinkt und mefsbar, H ein
Hilbertraum und ® : M — B(H) ein projektorwertiges Mafs gilt

L [fo=([fo)
2. [fg@=([f®)o([g®)
3SRl < | flls

Beweis. Das alles ist fiir Stufenfunktionen leicht explizit zu sehen und folgt dann
durch Grenziibergang im allgemeinen. Die Details konnen dem Leser iiberlassen
bleiben. Man beachte, daf3 in Teil 2 das Produkt der Funktionen f und g gemeint
ist, nicht etwa ihre Verkniipfung. [

Lemma 4.7.16 (Spektrum eines Integrals). Ist ® eine auf C definierte kompakt
getragene Teilung der Identitit eines Hilbertraums H und T = [ x®(x), so ist
o(T') das kleinste Kompaktum K C C mit ®(K) = idy.

Beweis. Ist K C C ein Kompaktum mit ®(K) = idy, so ist nach 4.7.15 fiir
A € K der Operator [.(x — X\)"'®(z) invers zu [,.(x — A)®(z) = T — X und
es folgt A\ & o(T). Das zeigt o(1') C K. Andererseits ist fir A ¢ o(7") der
Operator 7' — X invertierbar, folglich existiert ¢ > 0 derart, da3 7" — A\ von Null
verschiedene Vektoren hochstens um den Faktor ¢ verkiirzt. Alle von Null ver-
schiedenen Vektoren aus dem Bild von ®(B(\;¢/2)) werden jedoch von T — A
nach 4.7.15 mindestens um den Faktor ¢/2 verkiirzt, da die Funktion (z — \) auf
B(A;¢/2) eben beschrinkt ist durch ¢/2, woraus wir sofort ®(B(\;¢/2)) = 0
folgern. Damit erhalten wir dann auch leicht ®(H) = 0 fiir jedes Kompaktum
aus dem Komplement von ¢(7"). Da nun dies Komplement wie jede offene Teil-
menge der komplexen Zahleneben als eine abzihlbare Vereinigung von Kompakta
dargestellt werden kann, folgt &(C\o(T")) = 0. O
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Lemma 4.7.17 (Integral und Grenziibergang vertauschen). Seien (X, M) ein
Mefraum, H ein Hilbertraum und ® : M — B(H) ein projektorwertiges Map.
Konvergiert eine Folge f,, mef3barer und simultan beschrdinkter Funktionen punkt-
weise gegen eine Funktion f, so gilt ([ f,®) v — ([ f®) v fiir alle v € H.

Beweis. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit f = 0 annehmen. Ge-
geben € > 0 bilden dann die

X=X ={zeX||fi(x)]<e Yv>n}

eine aufsteigende Folge meBbarer Mengen mit Vereinigung X. Aus den Eigen-
schaften eines projektorwertigen MaBes folgt ®(.X,,)v — ®(X)v fiir alle v € H.

Nun schreiben wir
Xn X\ Xn

Das erste Integral liefert einen Operator der Operatornorm < ¢, und fiir C' eine
simultane Schranke der || f,, || liefert das zweite Integral einen Operator der Ope-
ratornorm < C, der mit v dasselbe tut wie mit ®(X)v — ®(X,,)v. Gegeben v sinkt
der Betrag von ([ f,®) v also fiir hinreichend groBes n unter ¢||v|| + ¢, und da
das fiir jedes positive ¢ gilt, folgt die Behauptung. [

Ubungen

Ubung 4.7.18. Sei (X, M) ein MeBraum und # ein Hilbertraum. Wir erhalten
zueinander inverse Bijektionen zwischen teilraumwertigen Maflen und projektor-
wertigen Maflen vermittels der Zuordnungen £ — ® g mit ®x(M) der orthogo-
nalen Projektion auf (M) und ® — Eg mit Eg(M) = im ®(M ) dem Bild des
Projektors ®(M).

Ubung 4.7.19. Ist (X, M) ein MeBraum, H ein Hilbertraum und ® : M — B(H)
ein projektorwertiges MaB, so ist fiir jeden Vektor v € H die Zuordnung M >
(v, ®(M)v) ein nichtnegatives endliches Maf} (v, ®v) auf (X, M), und stimmen
bei zwei projektorwertigen Mal3en fiir alle Vektoren v diese nichtnegativen Malle
iiberein, so stimmen die besagten projektorwertigen MaBle bereits selbst iiberein.
Hinweis: Gegeben ein orthogonaler Projektor alias selbstadjungierter Idempoten-
ter P auf einem Hilbertraum gilt ker P = {v | (v, Pv) = 0}.

Ubung 4.7.20. Man folgere aus dem Spektralsatz: Ist T : H — H ein selbstadjun-
gierter Operator auf einem Hilbertraum und & = ®; die zugehorige Teilung der
Identitit, so gilt fiir jede stetige Funktion f : R — C die Formel f(T) = [ f®.
Hinweis: Man beginne mit dem polynomialen Fall.

Ubung 4.7.21. Man folgere aus dem Spektralsatz: Ist z ein kompakt getragenes
BorelmaB auf R und 7" die Multiplikation mit x auf L*(RR; 1), so ist der Projektor
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& (M) der zugehorigen Teilung ® der Identitiit fiir eine Borelmenge M C R ge-
rade die Multiplikation mit der charakteristischen Funktion [M] von M und der
Operator [ f® fiir f € £(R) ist schlicht die Multiplikation (f-) : L*(R; u) —
L*(R; 11). Hinweis: Man berechne ( [ ®(x))(h) fiir h quadratintegrierbar vermit-
tels einer Approximation der Identitdt auf einem geeigneten Kompaktum von R
durch immer feinere Stufenfunktionen.

Ubung 4.7.22. Gegeben ein Hilbertraum 7 mit einer Teilung ® der Identitiit und
f beschriankt und meBbar und P € C[X] ein Polynom haben wir

P(/fcp):/(Pof)cb

Ubung 4.7.23. Seien (X, M) ein MeBraum, f € £°°(X) beschriinkt und meRbar,
H ein Hilbertraum und ® : M — B(#H) eine Teilung der Identitit. So gilt fiir alle
v € ‘H die Abschitzung

|(fs2):

Ubung 4.7.24. Man folgere aus dem Spektralsatz: Ist T’ : H — H ein selbstadjun-
gierter Operator auf einem Hilbertraum und (e;);c; eine Hilbertbasis von H aus
Eigenvektoren von 7', sagen wir mit T’e; = \;e;, so hat fiir die im Sinne von 4.7.9
zugehorige Zerlegung ® = @1 der Identitdt und jede Borelmenge M C R der
zugehorige Projektor & (/) als Bild den Abschlul der Summe aller Eigenrdume
zu Eigenwerten aus M, in Formeln

> (infaex |f(2)]) vl

im(®(M)) = (e; | N € M)
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4.8 Beweis des Spektralsatzes

4.8.1. Das folgende Diagramm fa3t den Aufbau des sogenannten ,,Funktionalkal-
kiils* in der hier gegebenen Darstellung zusammen:

C(R) °0y(R)——— L(R)

/

L2(R; )

Wir gehen aus von der Vertikale links aulen, dem Einsetzen unseres selbstadjun-
gierten Operators 7" in Polynome aus C[X]. Nach dem polynomialen spektralen
Abbildungssatz und der Gleichheit von Norm und Spektralradius faktorisiert sie
tiber den Ring C[t] aller polynomialen Funktionen auf dem Spektrum, und zwar
durch eine in Bezug auf die sup-Norm stetige Abbildung, die sich von dort mit-
hilfe des Approximationssatzes von Weierstral stetig auf den Ring C(o (7)) aller
stetigen Funktionen auf dem Spektrum fortsetzen 14B8t. Gegeben ein Vektor v € ‘H
fithrt diese Fortsetzung zu einer nichtnegativen Linearform f — (v, f(T)v) auf
Ci(R) und mit dem Riesz’schen Darstellungssatz zum sogenannten Spektralmaf}
1, unseres Vektors und wieder durch stetige Fortsetzung zur kanonischen Einbet-
tung ¢ : L*(R; u,) < H, die im Diagramm durch die Verkniipfung des mit ¢,
bezeichneten Pfeils mit dem dariiberstehenden Pfeil dargestellt ist, der eh einen
Isomorphismus darstellt. Diese kanonischen Einbettungen schlieBlich verwenden
wir dann, um auch das Einsetzen unseres Operators in mef3bare beschrédnkte Funk-
tionen f zu erkldren durch die Vorschrift f(T)v := ¢,(f), wie wir im folgenden
genauer ausfithren werden.

Definition 4.8.2 (Anwenden meBbarer Funktionen auf Operatoren). Gegeben
ein selbstadjungierter Operator 7' auf einem Hilbertraum H und eine beschrinkte
meBbare Funktion f : o(T') — C auf seinem Spektrum erklédren wir eine Abbil-
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dung
f(r):-H—-H

durch die Vorschrift f(T)v := ¢,(f) fiir ¢, : L*(R;u,) < H die kanoni-
sche Einbettung zu v im Sinne von 4.2.15. Diese Abbildung ist wohldefiniert,
da nach 4.5.19 das Spektralmal} p, jedes Vektors v € H auf dem Komplement
des Spektrums von 7" verschwindet. Schreiben wir f(7") fiir eine meBbare Abbil-
dung f : R — C, so setzen wir implizit voraus, da f|,(r) beschrinkt sein soll,
und meinen das Anwenden dieser Einschrinkung auf 7'.

4.8.3. Sobald wir den Spektralsatz zur Verfiigung haben, kénnen wir f(7) auch
als f(T') = [ f(z)®r(z) schreiben, wie in 4.8.7 ausgefiihrt wird, und dann die
Aussagen des anschliefenden Lemmas 4.8.4 aus 4.7.20,4.7.15und 4.7.17 folgern.
Das anschlieBende Lemma ist also nur fiir den Beweis des Spektralsatzes von
Bedeutung. Das Anwenden geeigneter Funktionen auf Operatoren ist auch als
Funktionalkalkiil bekannt.

Lemma 4.8.4 (Eigenschaften des Funktionalkalkiils). Sei T ein selbstadjun-
gierter Operator auf einem Hilbertraum H und sei f : o(T) — C mefbar und
beschrdnkt. So gilt:

1. Ist f stetig, so stimmt unser eben in 4.8.2 definiertes f(T') mit unserem in
4.5.6 durch polynomiale Approximation definierten f(T) iiberein;

2. Die Abbildung f(T) ist linear und stetig und fiir ihre Operatornorm gilt
IF )< [ f oo

3. Die adjungierte Abbildung zu f(T) ist f(T)* = f(T);

4. Ist g : o(T) — C eine weitere mefibare und beschrinkte Abbildung, so
haben wir (f - )(T) = (T) o g(T);

5. Konvergiert eine Folge f, mefsbarer und simultan beschrinkter Funktionen
punktweise gegen f, so gilt f,(T)v — f(T)v fiir alle v € H.

Beweis. 1. Das folgt sofort aus den Definitionen, wir hatten ja unsere kanoni-
sche Einbettung ¢ gerade konstruiert als die stetige Fortsetzung der Abbildung
C(R) » Hmit f — f(T)v.

2. Die Abschitzung || f(T)v|| < || f]lo||v|| folgt auch sofort aus den Definitionen,
aber die Linearitit unserer Abbildung f(7") muB noch gezeigt werden. Klar ist im-
merhin, da gegeben eine Folge f,, beschriankter meBbarer Funktionen auf o(7T'),
die fiir das SpektralmaB 1 eines Vektors v im Hilbertraum L* (o (T'); ;1) gegen eine
weitere beschriankte mefbare Funktion auf o (7") konvergiert, notwendig gilt

Sn(T)v = f(T)v
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Um nun die Additivitit f(7)(v +w) = f(T)v + f(T)w zu zeigen, suchen wir
eine Folge f,, € C(o(T)) stetiger Funktionen mit || f,,|lcc < ||f]|c0, die fast tiber-
all punktweise gegen f konvergiert, und zwar fast iiberall beziiglich der Summe
der Spektralmalle der Vektoren v, w und v + w. Die Behauptung folgt dann im
Grenzwert aus der Linearitét der f,,(7") fiir die stetigen Funktionen f,,. In dersel-

ben Weise zeigen wir f(7")(Av) = Af(T)(v) und damit die Linearitét von f(7").

3. Es gilt fiir je zwei Vektoren v, w zu zeigen (f(T)v,w) = (v, f(T)w). Fiir
stetige [ wissen wir das bereits aus 4.5.6. Um es im allgemeinen zu zeigen, su-
chen wir eine Folge f,, € C(o(T)) stetiger Funktionen mit || f,,||cc < || f]c0, die
fast tiberall punktweise gegen f konvergiert, und zwar beziiglich der Summe der
SpektralmaBe von v und w. Es folgt {f,(T)v,w) = (v, f,(T)w) fiir alle n und
fn(T)v — f(T)v sowie f,(T)w — f(T)w und damit die Behauptung.

4. Es reicht, fiir alle v,w € H die Formel {(f - ¢)(T)v,w) = (g(T)v, f(T)w)
zu zeigen. Fiir stetige f, g folgt das aus 4.5.6. Um es im allgemeinen zu zeigen,
suchen wir Folgen f,,, g, € C(o(T")) von stetigen Funktionen mit || f,||oc < [|f]lc0
und ||gn|loo < ||g/co» die fast iiberall punktweise gegen f bzw. g konvergiert, und

zwar beziiglich der Summe der Spektralmafle von v und w, und gehen zum Grenz-
wert iiber.

5. Das folgt mit dem Satz tiber dominierte Konvergenz aus den Definitionen. [

Lemma 4.8.5 (Identitiitsteilung zu einem selbstadjungierten Operator). Ge-
geben ein Hilbertraum H mit einem selbstadjungierten Operator T sind die Ope-
ratoren [M|(T) fiir Borelmengen M C R die Projektoren einer kompakt getrage-
nen Teilung ®r der Identitdt von H.

4.8.6. Hier meint [M] : R — C die charakteristische Funktion der Borelmenge
M C R und [M](T') den Operator auf H, der daraus im Rahmen unseres Funk-
tionalkalkiils durch Anwenden auf 7" entsteht.

Beweis. Die charakteristische Funktion [M] von M ist reellwertig und idempo-
tent, in Formeln [M]?> = [M], folglich ist [M](T) selbstadjungiert und idem-
potent. Aus M N M' = () folgt weiter [M] - [M'] = 0 und nach 4.8.4 damit
[M](T) o [M'|(T) = 0. Als néchstes bemerken wir, da nach 4.8.4.5 fiir jede auf-
steigende Folge M, C M; C ... von meBbaren Mengen mit Vereinigung M und
fiir alle v € H die Folge der [M,](T)v gegen [M](T)v konvergiert. Schlieflich
bemerken wir noch, da die Definition 4.8.2 fiir die konstante Funktion 1 auf dem
Spektrum die Gleichung [0(7)](T") = id liefert und sind fertig. O

Lemma 4.8.7 (Rekonstruktion eines Operators aus seiner Identititsteilung).
Gegeben ein Hilbertraum H mit einem selbstadjungierten Operator I' und zuge-
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horiger Teilung der Identitit 1 im Sinne von 4.8.5 haben wir stets

T / 2B ()

4.8.8. Der Beweis zeigt sogar allgemeiner fiir jede meBbare beschrinkte Funktion
f:o(T) — C die Identitit

1@) = [ $@)eriz)

Sobald der Spektralsatz also einmal bewiesen ist, wird das Anwenden mefBbarer
Funktionen auf selbstadjungierte Operatoren sehr einfach.

Beweis. Es reicht zu zeigen, da3 beide Seiten auf jedem Vektor v € ‘H denselben
Wert annehmen. Ist ¢ : L?(R; ) — H die kanonische Einbettung zu v, so folgt
aus den Definitionen die Gleichung

o) = ( [ staerta)) w

erst fiir die charakteristische Funktion s jeder Borelmenge, dann fiir jede mef3ba-
re Stufenfunktion und dann wegen der Stetigkeit beider Seiten in Bezug auf die
Supremumsnorm fiir jede beschrinkte meBbare Funktion auf o(7"), insbesondere
auch fiir die Funktion s(z) = z. O

Lemma 4.8.9. Gegeben ein Hilbertraum H mit einer kompakt getragenen auf R
definierten Teilung ® der Identitdt und zugehorigem selbstadjungierten Operator
T = [ x®(x) haben wir stets

d=Pr

Beweis. Es gilt zu zeigen [M]|(T) = ®(M) fiir jede Borelmenge M C R. Da hier
beide Seiten orthogonale Projektionen sind, reicht es zu zeigen

(v, [M](T')v) = (v, ®(M)v)

fiir alle v € ‘H. Hier sind nun aber beide Seiten kompakt getragene Borelmale,
weshalb wir nach 4.6.2 und 4.6.5 und [ ] nur zeigen miissen, dal} sie
fiir jede Polynomfunktion P dasselbe Integral liefern. Die linke Seite ist per defi-
nitionem das Spektralmal} 1 des Vektors v fiir den Operator 7', fiir 1 das Maf3 auf
der linken Seite haben wir also

/ P(t)ult) = (v, P(T)0)
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Das Maf v auf der rechten Seite hinwiederum hat die Eigenschaft

/P(t)y(t) = <v, (/ pcp) v>

erst einmal fiir jede meBbare Stufenfunktion P aber dann wegen der Stetigkeit
beider Seiten unter der Norm gleichméBiger Konvergenz in P sogar fiir jede be-
schriankte meBbare Funktion P und damit auch fiir jede Polynomfunktion P. Da-
mit folgt die Behauptung dann aus 4.7.22. [

Ubungen

Ubung 4.8.10 (Funktorialitiit des Funktionalkalkiils). Gegeben ein kommuta-
tives Diagramm von Hilbertrdumen und stetigen linearen Abbildungen

H—2H

R

H—2H

mit 7,T" selbstadjungiert kommutiert fiir jede beschrankte mef3bare Abbildung
f : R — C auch das entsprechende Diagramm mit f(7"), f(7") statt T, 7", in
Formeln AT =T'A = Af(T) = f(1")A. Hinweis: Man erinnere sich an 4.5.17
und finde fiir v € H eine Folge stetiger durch || f|| beschrinkter Funktionen, die
beziiglich der Summe der Spektralmalle von v und Av fast iiberall gegen f strebt.

Ubung 4.8.11. (Vorbereitung fiir 4.11.7.) Gegeben ein selbstadjungierter Operator
T' auf einem Hilbertraum H mit zugehoriger Teilung der Identitédt @, kann fiir jede
abgeschlossene Teilmenge C'&R das Bild des zugehorigen Projektors beschrieben
werden als

im &1 (C) {veH |infree (T — Nv|| = 0}

= {veH|um@®R\C) =0 fir u, das SpektralmaB von v}

4.9 Spektralzerlegung unitirer Darstellungen

Satz 4.9.1 (Spektralzerlegung unitiirer Darstellungen). Gegeben ein Hilber-
traum H haben wir eine Bijektion

der Identitit von H von Rin H

) > (p:t— [e' d(x))

{ Auf R definierte Teilungen } ~ { Unitdre Darstellungen }
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4.9.2. Gegeben eine unitire Darstellung (7, p) von R gibt es also genau eine
Teilung ® = @, der Identitit von H auf R mit

p(t) = / e & (x) vieR
z€R

Diese Teilung der Identitit nennen wir das zu unserer Darstellung gehorige pro-
jektorwertige MaB und die zugehorigen ® (M) nennen wir Spektralprojekto-
ren. In der Hoffnung, dadurch die zugrundeliegende Struktur deutlicher zu ma-
chen, formuliere ich auch noch eine koordinatenfreie Variante des Satzes, deren
Beweis dem Leser iiberlassen sei: Gegeben eine Geradengruppe GG mit Charakter-
gruppe G und ein Hilbertraum 7 haben wir eine Bijektion

Auf G definierte Teilungen ~ Unitédre Darstellungen
der Identitdt von ‘H von GG in ‘H

® = (prg= [x(9)2(0)
Diese Aussage gilt auch fiir die additive Gruppe eines beliebigen endlichdimen-
sionalen reellen Vektorraums, ja sogar fiir die Gruppen S*, Z und in voller All-
gemeinheit fiir jede ,,abzéhlbar basierte lokal kompakte Hausdorff’sche kommu-
tative topologische Gruppe®, aber in dieser Allgemeinheit werden wir sie nicht
beweisen.

Beweis. Wir beginnen mit dem Nachweis der Surjektivitit. Sind alle Vektoren
unserer Darstellung differenzierbar, so existiert nach 4.1.18 ein selbstadjungierter
Operator T' : ‘H — H mit p(t) = exp(tiT) fiir alle ¢ € R. Ist & = & die nach
4.7.9 zu T gehorige Teilung der Identitét, in Formeln 7' = [ 2®(x), so folgt mit
4.7.20 angewandt auf f(x) = exp(itx) sofort

p(t) = exp(tiT) = /eim O (x)

und wir haben bereits ein mogliches ® gefunden. Im allgemeinen finden wir mit
4.10.2 und dem Bilden sukzessiver orthogonaler Komplemente in unserer Dar-
stellung eine Familie (,, p,),c; von paarweise orthogonalen Unterdarstellungen,
deren Summe dicht liegt und in denen jeweils jeder Vektor differenzierbar ist. Fiir
jedes ¢ € I finden wir dann nach dem bereits Bewiesenen eine auf R definierte
Teilung @, der Identitédt von H, mit

p(®) = [ )

Die Summe dieser teilraumwertigen MaBle im Sinne von 4.9.3 ist dann eine Tei-
lung ® der Identitédt von H mit

oty = (/ it CI><$>) v
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erst fiir alle v aus einem der H,, aber dann wegen der Linearitit und Stetigkeit
beider Seiten sogar fiir alle v € H. Das zeigt die Surjektivitit. Um die Eindeu-
tigkeit von ® zu zeigen, beachten wir zunéchst, dal die in 4.7.19 erklidrten Ma-
Be (Pv,v) fir v € H unser ® bereits eindeutig festlegen. Nach 4.7.6 entspricht
aber die Fouriertransformierte des MaBes (®v, v) unter der Identifikation R = R,
t — (z > €''*) gerade der Funktion ¢ — (p(t)v,w), und nach 3.3.14 wird ein
reelles Mal} durch seine Fouriertransformierte bereits eindeutig festgelegt. [

Lemma 4.9.3. Gegeben ein Hilbertraum H, eine Familie (H,),c; von paarweise
orthogonalen Teilrdumen mit dichter Summe und Teilungen ®, der Identitdiit auf
jedem H, erhalten wir eine Teilung der Identitdit auf H durch die Vorschrift

im®(M) = im®,(M)

el

Beweis. Dem Leser iiberlassen. Man nutze 4.7.18. O]

Definition 4.9.4. Ein Homomorphismus zwischen Darstellungen (#, p) und (H', p'),
auch genannt ein Verflechtungsoperator, ist eine stetige lineare Abbildung A :
H — H' mit Ap(t) = p'(t)A fiir alle Elemente ¢ der dargestellten Gruppe.

Satz 4.9.5 (Funktorialitit der Spektralzerlegung). Gegeben unitdire Darstel-
lungen von R in Hilbertriumen H bzw. H' sind die Verflechtungsoperatoren A :
H — H' genau die stetigen linearen Abbildungen mit der Eigenschaft, daf fiir die
zugehdrigen projektorwertigen Mafse ®, ' und jede Borelmenge M C R gilt

Aod(M)=d'(M)o A

Beweis. DalB alle stetigen linearen Abbildungen mit dieser Eigenschaft Verflech-
tungsoperatoren sind, scheint mir offensichtlich. Sei nun umgekehrt A ein Ver-
flechtungsoperator und M C R eine Borelmenge. Natiirlich reicht es, Ao® (M) =
O’'(M) o A auf einem dichten Teilraum von H zu zeigen. Mithilfe von 4.10.2
konnen wir uns also auf den Fall beschrinken, da3 unsere beiden Darstellungen
jeweils ganz aus differenzierbaren Vektoren bestehen. Dann gilt jedoch fiir die in-
finitesimalen Erzeuger S, S’ offensichtlich A o S = S’ o A und die Behauptung
folgt aus der Funktorialitit des Spektralmal3es im Fall selbstadjungierter Operato-
ren 4.7.9.3. ]

Beweis von Satz 4.1.4 zur lokalen Struktur unitirer Darstellungen. Gegeben eine
unitdre Darstellung (p, ) von R betrachten wir die zugehorige Teilung ¢ der
Identitit und zu jedem Vektor v € #H das MaB 1 = (Pv, v) nach 4.7.19 und die
Abbildung
p: L2R) — H
f — ( |/ fCI)) v
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Nach 4.7.6 gilt hier ||¢(f)||> = [ |f[*n. Folglich faktorisiert ¢ iiber das Bild
von £2(R) — L*(R; x) und I4Bt sich nach 2.4.17 von diesem Bild stetig zu ei-
ner unitiren Einbettung ¢ : L?(R; ) < H ausdehnen. Die Formel ¢(e!** - f) =
p(t)(¢(f)) folgt fiir alle Funktionen f mit beschranktem mefBbaren Reprisentan-
ten aus 4.7.15.2 und dann auf ganz L*(R; ) durch stetige Fortsetzung. Damit
haben wir die Existenz eines Paars (u, ) mit den in 4.1.4 behaupteten Eigen-
schaften nachgewiesen. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, gehen wir von einem
moglichen Paar (u, ) aus. Aus 4.9.5 und 4.9.6 folgt

O(M)oyp=go([M])

und durch Anwenden beider Seiten auf die konstante Funktion 1 und Bilden des
Skalarprodukts mit v weiter (v, ®(M)v) = pu(M), womit die Eindeutigkeit von
 bereits gezeigt wire. Andererseits zeigt die vorige Gleichung auch ¢([M]) =
®(M)v, und das legt ¢ wegen der Linearitit auf meBbaren Stufenfunktionen und
dann wegen der Stetigkeit auf allen quadratintegrierbaren Funktionen fest. [

Ubungen

Ubung 4.9.6. Gegeben ein BorelmaB £ auf R und die unitire Darstellung von R
durch Automorphismen von L*(R; 11), bei der t € R durch Multiplikation mit
e'® operiert, ist fiir das zugehorige projektorwertige MaB ® der einer Borelmenge
M C R zugeordnete Projektor (M) gerade die Multiplikation mit der charakte-
ristischen Funktion [M] von M.

Ubung 4.9.7. Betrachten wir auf R das Lebesguemal dt und die unitire Darstel-
lung von R auf % = L?*(R;dt) durch das Verschieben von Funktionen, p(t)f =
7+ f, deren Stetigkeit in 2.6.6 gezeigt wurde, so hat fiir das zugehorige projektor-
wertige MaB ® der einer Borelmenge M C R zugeordnete Projektor ® (M) die
Gestalt F o ([M]-) o F~! fiir F die wie in 3.1.2 normalisierte Fouriertransforma-
tion.

4.10 Operationen von MaBlen auf Darstellungen

4.10.1. Sei H ein Hilbertraum und ¢ eine auf R definierte Teilung der Identitéit
vonH und p : ¢t — [ € ®(z) die dazu wie in 4.9.1 gebildete unitire Darstellung
von R in H. Wenn wir einmal von unserem Satz 4.9.1 ausgehen, so kann man
leicht sehen, dal} fiir A/ C R beschrinkt und meBbar das Bild des zugehdrigen
Projektors (im ®(M)) C H jeweils ganz aus differenzierbaren Funktionen besteht
und daB der infinitesimale Erzeuger dort durch das Integral [ it®(t) beschrieben
werden kann. Wir werden nun fiir jede unitdare Darstellung der Gruppe R oder
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allgemeiner einer Geradengruppe G in einem Hilbertraum 7 und jedes komplexe
MabB i € M(R) bzw. 1 € M(G) einen beschrinkten Operator

px: H —H

einfiihren, die ,,Operation durch Konvolution®, von der wir spiter die Formel
px = [ p"(z)®(x) zeigen werden. Die Konvolution mit p wird also mit dem
Integral seiner Fouriertransformierten 1 € CP(IR) nach dem zu unserer Darstel-
lung gehorigen projektorwertigen Mal} iibereinstimmen. Obwohl das alles noch
nicht bewiesen ist, zeigt es uns doch schon eine Moglichkeit, auch ohne die Exis-
tenz von ¢ zu kennen, gewisse Teilrdume ,,mit Frequenzbeschriankungen* zu de-
finieren. Beim Beweis des folgenden technischen Lemmas, das wir bei unserer
Herleitung der Spektralzerlegung unitérer Darstellungen von R gebraucht und be-
reits im Vorgriff verwendet haben, ist dann der wesentliche Punkte der Nachweis,
dal} diese Teilrdume aus differenzierbaren Vektoren bestehen und daf} ihre Verei-
nigung dicht liegt.

Lemma 4.10.2. Es ist moglich, simultan in jeder unitdiren Darstellung H von
R eine aufsteigende Folge von unitidren Unterdarstellungen Hy C Hy C ... so
zu wdahlen, daf3 (1) in jedem H,; jeder Vektor differenzierbar ist, daf3 (2) deren
Vereinigung dicht liegt, und dafs (3) jeder Verflechtungsoperator H — H' auch
H; nach H; abbildet.

Beweis. In 4.10.9 werden wir zu jeder abgeschlossenen Teilmenge C' & R eine
unitire Unterdarstellung Ho C H erkldren und zwar derart, dal aus C C D
folgt Ho C Hp und daB jeder Verflechtungsoperator H — H’ auch H¢ in Hy,
abbildet. In 4.10.12 zeigen wir, daB} fiir C' kompakt H aus differenzierbaren Vek-
toren besteht. Aus 4.10.13 folgt schlieBlich, dal die Vereinigung der besagten
Unterdarstellungen zu den kompakten Intervallen [—n,n] dicht liegt in unserer
urspriinglichen Darstellung. 0

Definition 4.10.3 (Operationen von MaBen auf Darstellungen). Gegeben eine
unitire Darstellung (#, p) einer Geradengruppe G erklidren wir fiir jedes komple-
xe MaBl 1 € M(G) eine lineare Abbildung px : H — H, v — p * v durch die
Vorschrift

pro = / p(t)o ult)

wobei das Integral im Sinne von 2.8.16 zu verstehen ist, also charakterisiert wird
durch (w, p* v) = [(w, p(t)v) p(t) firallew € H.

Vorschau 4.10.4. Wir werden in ?? sogar die Integration von Funktionen mit Wer-
ten in Banachrdumen und in noch allgemeineren Raumen diskutieren und dann
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erkennen, daf} die Faltung von Mallen mit Funktionen aus 3.9.1 und 3.9.3 jeden-
falls fiir kompakt getragene Malle gerade die analoge Operation von Maflen auf
den nun nicht mehr unitiren Darstellungen von R durch Verschiebung auf den
Funktionenrdumen C(R) bzw. L”(R) ist.

Beispiele 4.10.5. Ist u = §; ein DiracmaB, so gilt % v = p(t)(v). Durch diese
Gleichheit motiviert vereinfachen wir unsere Notation und schreiben kurz

p(t)(v) =t*v
Ist i = a1041) + ... + a,dyn) eine Linearkombination von Diracmal3en, so gilt

mit dieser Notation p * v = a1t(1) * v + ... + a,t(n) * v. In der Tat ist unsere
Operation von MaBlen sicher eine bilineare Abbildung M(G) x H — H.

Lemma 4.10.6 (Stetigkeit der Konvolution). Gegeben eine unitire Darstellung
H einer Geradengruppe G gilt fiir jedes komplexe Mafi n € M(G) und jeden
Vektor v € H die Abschdtzung

g+ wll < flell - [l
mit ||p|| der Variationsnorm unseres Mafles aus 3.2.22.

Beweis. Fiir alle w € H haben wir

Mmu*wh{/ww*wu@ s/umtwmnmwsnm-muwmr

Setzen wir hier w = pu * v, so ergibt sich die Behauptung sofort. [

Lemma 4.10.7 (Assoziativitit der Konvolution). Gegeben eine unitire Darstel-
lung H einer Geradengruppe G und Mafle i,v € M(G) und ein Vektor v € H
gilt stets

jox (v xw) = (e v) x o
Beweis. Es reicht zu zeigen, daf} beide Seiten mit jedem Vektor w € ‘H dasselbe
Skalarprodukt haben. Wir finden nun nach den Definitionen

s o)) = [t (o) ult)

— [ttt s wreo) ule)

- [(Jioswscons) ut
(i xw) o) = [ o)usr)io)

= [t s+ 0 <o) @B

und die Behauptung folgt so aus dem Satz von Fubini. [
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Lemma 4.10.8. Sei H eine unitire Darstellung einer Geradengruppe G und i, €
M(QG) eine Folge von nichtnegativen Maf3en mit y1,,(G) = 1 und der Eigenschaft,
dap fiir jede offene Umgebung U des neutralen Elements 0 € G fast alle unserer
Mape auf G \ U verschwinden. So gilt fiir jeden Vektor v € H die Formel

lim p, xv="v

n—oo
Beweis. Fiir alle ¢ > 0 gibt es eine offene Umgebung U des neutralen Elements
mit ||t xv—v| < efurallet € U. Falls n so grof ist, daf gilt x,,(G\ U), so haben
wir demnach

a0 — )] = ]/<w,t*v—v> un<t>] < [ twst0 =)l nlt) < el
]

Definition 4.10.9. Gegeben eine Geradengruppe G notieren wir die Inverse der
abstrakten Fouriertransformation M(G) = S(G) von den Schwartzmafen in die
Schwartzfunktionen aus ?? als h — h". Gegeben eine unitire Darstellung H von

G und eine abgeschlossene Teilmenge C' & G setzen wir
He={veH|h xv=0firalle h € S(G) mit h|c = 0}

Nach 4.10.6 ist das ein abgeschlossener Teilraum und wegen der Kommutativitét
der Konvolution ist er sogar eine Unterdarstellung. Offensichtlich folgt aus C' C
D auch Heo C Hp.

4.10.10. Im folgenden will ich versuchen klar zu machen, da3 man sich diesen
Raum denken kann als die Menge aller Vektoren, die ,.keine spektralen Anteile zu
Charakteren auB3erhalb von C besitzen*.

Beispiel 4.10.11. Gegeben f € S(G) mit Triiger in C gilt f¥ * H C He. In der

Tat haben wir ja hY  (f¥ xv) = (b x f¥)xv = (h- f)Vxv = O fiiralle h € S(G)
mit h - f = 0.

Lemma 4.10.12. Fiir jede unitire Darstellung H einer Geradengruppe G und
jedes Kompaktum C' C G besteht H aus differenzierbaren Vektoren.

Beweis. Wir behaupten zunichst fiir alle v € He und ¢ € S(G) mit | = 1 die
Formel
' xv =10

Aus den Definitionen folgt schon mal, daB fiir jede weitere derartige Funktion
¢ gilt ¢V *x v = " * v. Es reicht demnach, unsere Formel fiir ein derartiges ¢
zu zeigen, das wir konstant Eins auf einem C' und den Ursprung umfassenden
Intervall annehmen diirfen, so daB insbesondere fiir 7 > 1 auch ¢, = p o (r~1.)
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auf C' konstant Eins ist. Damit hingt also ¢,” * v gar nicht von r > 1 ab. Unsere
Formel ist mithin gezeigt, sobald wir nachweisen, daB (¢, * v, w) fiir alle w bei
r — oo gegen (v, w) strebt. Ist nun \ ein HaarmaB auf G und ¢ = 9\, so haben
wir ¢ = r(¢ o (r+))\ und

(w0, 6) % v) = / (w, £ 0 (rt) Mt) = / (1, (/) % 0)1p() Mu)

und das strebt nach dem Satz liber dominierte Konvergenz bei r — oo gegen
(v, w). Damit ist die oben behauptete Formel bewiesen. Um nun zu zeigen, da}
v € ‘H differenzierbar ist, beschrinken wir uns auf den Fall G = R. Fiir jede
Funktion 1 aus dem Schwartzraum strebt dann (710 — 1)/t fiir t — 0 in der L'-
Norm gegen ¢’ und damit ist ¢)A * v differenzierbar nach 4.10.6 mit Ableitung
P\ x . O

Lemma 4.10.13. Gegeben eine unitéire Darstellung H einer Geradengruppe G
liegt die Vereinigung der H ¢ iiber alle Kompakta C' C G dicht in H.

Beweis. Nach 4.10.8 liegt M(G)*H dicht in 7. Nach 4.10.14 liegt C7°(G) ¥ dicht

in M(Q) fiir die Variationsnorm. Nach 4.10.6 liegt dann auch C/°(G)" * H dicht
in H. ]

Lemma 4.10.14. Die Fouriertransformierten glatter Funktionen mit kompaktem
Triiger auf der reellen Zahlengeraden bilden einen dichten Teilraum im Raum
aller integrierbaren Funktionen auf der reellen Zahlengeraden.

Beweis. Zunichst einmal liegt der Schwartzraum dicht im Raum aller integrier-
baren Funktionen, es reicht also fiir jede Funktion des Schwartzraums f € S eine
Folge g, € C°(R) anzugeben mit lim,, . ||g) — f||1 = 0. Dazu schreiben wir
f = ¢" mit g € S und wihlen € C*(R) mit h|_; ;) = 1 und betrachten die
Funktionen h,, mit h,(z) = h(z/n) und setzen g,, = h,g. Jetzt behaupte ich
(gn)" — g%

in der L?>-Norm fiir i = 0, 1, 2, also fiir die Funktionen selbst und fiir ihre erste
und zweite Ableitung. Sobald das gezeigt ist, folgern wir y’g/ — y'¢” in der L*-
Norm fiir i = 0, 1,2 und damit (1 +y?)g” — (1+y*)g" in der L?>-Norm. Da aber
(1 + y?)~! selbst quadratintegrierbar ist, folgt mit 4.10.15 sofort g/ — ¢” in der
L'-Norm. Warum aber gilt (h,,g)® — ¢ in der L>-Norm? Nun, wir finden eine
Schranke C fiir |h — 1| und eine Schranke M mit |g(z)] < Mz 2 fiir x > 1 und
folgern |h,g — g| = |h, — 1| - |g| < MCz~2 fiir x > 1. Fiir || < n verschwindet
andererseits diese Differenz identisch, und so folgt

oo

|hng — gll2 < 2]\/[0/ r2dx

und das strebt fiir n — oo gegen Null. Die Behauptung fiir die hoheren Ableitun-
gen zeigt man dhnlich. [
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Ubungen

Ubung 4.10.15. Gegeben ein MaBraum X definiert fiir jede quadratintegrierbare
Funktion g € L?(X) das Multiplizieren mit g eine stetige lineare Abbildung (g-)
L?(X) — L'(X) mit der Operatornorm ||g||s.

Ubung 4.10.16. Gegeben unitiire Darstellungen (H, p) und (H/', p') einer Gera-
dengruppe G und ein Verflechtungsoperator A : H — H’ zeige man fiir jedes
komplexe MaB 1 € M(G) und alle v € ‘H die Formel p % (Av) = A(p * v).

4.11 Variationen zum Spektralsatz

Satz 4.11.1 (Simultane Spektralzerlegung). Gegeben ein Hilbertraum H haben
wir eine Bijektion

Kompakt getragene auf n-Tupel (11, ...,T,) von
R"™ definierte Teilungen = paarweise kommutierenden
D der Identitdt von H selbstadjungierten Operatoren auf H
P — (fxlcb,...,fan))

Gegeben eine stetige lineare Abbildung A : H — H’' von Hilbertriumen und
paarweise kommutierende selbstadjungierte Operatoren Ty, ..., T, € B(H) so-
wie T7,...,T) € B(H') mit AT,, = T, A fiir 1 < v < n haben wir fiir die
zugehorigen projektorwertigen Mafle ®, ' und jede Borelmenge M C R™ weiter
die Identitdt

Aod(M)=d'(M)o A

4.11.2. Der Beweis variiert den Beweis des Spektralsatzes 4.7.9 und wird uns bis
zum Ende dieses Abschnitts beschiftigen. Wir beginnen mit einer sehr groben
Abschitzung fiir die Operatornorm eines polynomialen Ausdrucks in paarweise
kommutierenden selbstadjungierten Operatoren.

Lemma 4.11.3. Gegeben ein Hilbertraum H, darauf paarweise kommutierende
selbstadjungierte Operatoren Ty, . .., T, und ein kompaktes Intervall [a,b] C R
mit o(T,) C (a,b) fiir 1 < v < n gilt fiir jedes Polynom P € C[X,...,X,]| die
Abschditzung

I1P(T1, ., To)l < sup{P(A1, ..., An) | Ay € [a, 0] Vi/}

Beweis. Bezeichne ®, die nach dem Spektralsatz 4.7.9 durch 7, definierte Tei-
lung der Identitdt von H. Wir bilden fiir jedes r die dquidistante Unterteilung
a=ag<a; <...<a, =bund betrachten die Intervalle I; = (a;_1, a;] und die
Operatoren

i=1
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Nach dem Spektralsatz gilt in der Operatornorm .S}, — 7, fiir » — oo und daraus
ergibt sich sofort ebenfalls in der Operatornorm

P(Sy,...,S))— P(Ty,...,T,) firr — oo

Der Operator P(S7,...,S;) kann hinwiederum wie folgt beschrieben werden:
Man betrachte fiir jedes n-Tupel (i(1),4(2),...i(n)) von Indizes aus {1,...,r}
den Projektor 4 (/;(1))o. ..0®,,(I;(»)). Die Bilder dieser 7" Projektoren bilden eine
Zerlegung unseres Hilbertraums H in 7" paarweise orthogonale abgeschlossene
Teilrdaume und unser Operator P(S7,...,S!) operiert auf dem entsprechenden
Teilraum als der Skalar P(a;(1, @i(2), - - -, Gi(n)). Im Fall n = 2 etwa ist das genau
der Wert, den unser Polynom an der oberen linken Ecke des Rechtecks ;1) X I;(2)
annimmt. Damit ist klar, da die Norm von P(S7,...,S) in der behaupteten
Weise abgeschitzt werden kann, und dasselbe ergibt sich im Grenzwert auch fiir
die Norm von P(Ty,...,T,). O

Beweis von 4.11.1. Wir konstruieren zunéchst eine Abbildung in die Gegenrich-
tung. Seien 773,...,7T, paarweise kommutierende selbstadjungierte Operatoren
auf einem Hilbertraum . Lemma 4.11.3 zeigt, daf es ein Kompaktum K C R"
gibt derart, daB fiir jedes Polynom P € C[ X1, ..., X,] gilt

I1P(Th, ... To)ll < [[Plill

Daraus folgern wir die Existenz und Eindeutigkeit der durch gestrichelte Pfeile
angedeuteten stetigen Ringhomomorphismen im Diagramm

C[Xl, . ,Xn] ‘»C[l’l, ce 71’”](—)6(}()

| -
~
| e

B(H)

und haben so bereits das Anwenden einer stetigen Funktion auf einen selbstadjun-
gierten Operator verallgemeinert zum Anwenden einer stetigen Funktion R" — C
auf ein n-Tupel von paarweise kommutierenden selbstadjungierten Operatoren.
Wie beim Beweis von 4.2.14 im Anschluf} an 4.5.8 folgern wir, dal} es fiir jeden
Vektor v € H genau ein Paar (u, @) gibt bestehend aus einem kompakt getrage-
nen BorelmaB p auf R” und einer unitiren Einbettung ¢ : L*(R™; 1) < H mit
o(l) =vund po (x;:) = Ty o p fiir 1 < i < n. Wie in 4.8.2 folgende zeigen
wir dann, da} es fiir f : R — C mefBbar und beschrinkt genau einen Operator
f(1y,...,T,) gibt mit f(T1,...,T,)v = @(f) fir ¢ die kanonische Einbettung
zu v wie eben, und daB} wir so eine Teilung der Identitit mit den gewiinschten
Eigenschaften erhalten. Der Rest des Beweises ist vollstindig analog zum Beweis
des Spektralsatzes aus 4.8 und mag dem Leser iiberlassen bleiben. [
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Korollar 4.11.4 (Spektralsatz fiir unitire Operatoren). Gegeben ein Hilbert-
raum H haben wir eine Bijektion

Auf der Kreislinie S* definierte -~ Unitdre Automorphismen
Teilungen ® der Identitdit von 'H des Hilbertraums H

o o Jo1 2®(2)

Beweis. Nach 4.7.15 liefert fiir jede Teilung der Identitit auf der Kreislinie be-
sagtes Integral einen unitdren Automorphismus unseres Hilbertraums. Dal} diese
Konstruktion eine Bijektion liefert, folgt mit mit 4.3.21 aus dem etwas allgemei-
neren Fall 4.11.6 sogenannter ,,normaler* Operatoren. U

Definition 4.11.5. Ein Operator auf einem Hilbertraum heif3t normal genau dann,
wenn er mit seinem Adjungierten vertauscht. In Formeln ist also ein Operator
N € B(#) normal genau dann, wenn gilt NN* = N*N. Insbesondere ist jeder
selbstadjungierte und jeder unitdre Operator normal. Ein Endomorphismus eines
endlichdimensionalen Hilbertraums ist normal genau dann, wenn er diagonali-
sierbar ist mit paarweise aufeinander senkrecht stehenden Eigenrdumen, und fiir
jedes projektorwertige Mal} @ auf einem Mef3raum und jede beschrinkte me3bare
komplexwertige Funktion f auf besagtem Raum ist [ f® normal.

Korollar 4.11.6 (Spektralsatz fiir normale Operatoren).

1. Gegeben ein Hilbertraum H erhalten wir eine Bijektion

Auf C definierte kompakt getragene ~ Normale
Teilungen der Identitdit von H Operatoren auf H

P > [ 2®(z)

2. Fiir die einem normalen Operator N entsprechende Teilung der Identitdt
Oy ist das Spektrum o(N) von N das kleinste Kompaktum K C C mit
O (K) = idy und der adjungierte Operator wird gegeben durch das Inte-
gral

N~ :/z<I>N(z>

3. Gegeben eine stetige lineare Abbildung von Hilbertriumen A : H — H'
und normale Operatoren N € B(H), N' € B(H') mit AN = N'A gilt fiir
die zugehorigen projektorwertigen Maf3e ®,®" und M C C eine beliebige
Borelmenge

Ao®(M)=d'(M)o A
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Beweis. Jeder normale Operator N 148t sich in eindeutiger Weise darstellen als
N =R+il

mit kommutierenden selbstadjungierten Operatoren R und /, nimlich mit R =
(N + N*)/2und I = (N — N*)/2i. Betrachten wir zu R und I die simultane
Spektralzerlegung, d.h. die auf R? definierte kompakt getragene Teilung @ der
Identitédt von ‘H mit

R:/m(l)<x,y> und I:/y¢><x,y>

Wir erhalten unter der Identifikation R? = C, (z,y) + x + iy eine Teilung ® der

Identitéit auf C mit
N = / 2®(z)

Der Rest des Beweises kann dem Leser iiberlassen bleiben, fiir Teil 3 benutze man
das anschlieBende Lemma 4.11.7. O

Lemma 4.11.7. Gegeben N : H — H und N’ : H' — H' normale Operatoren
auf Hilbertriumen und A : H — H' eine stetige lineare Abbildung mit AN =
N'A gilt auch fiir ihre Adjungierten AN* = N™ A.

Beweis. Seien @, @, die zugehorigen Teilungen der Identitit auf C. Zunéchst
einmal gilt es, 4.8.11 auf den Fall normaler Operatoren zu verallgemeinern. Das
zeigt dann AD N (C) = Pp(C)A erst fir C & C und dann durch die Betrach-
tung geeigneter Differenzmengen auch allgemeiner fiir halboffene Rechtecke der
Gestalt C' = (a, b] x i(c,d]. Jetzt schreiben wir N* und N'* als Grenzwert von
Riemannsummen wie im Beweis von 4.11.3 und das Lemma folgt. [

Ubungen

Ubung 4.11.8. Gegeben ein Hilbertraum # mit einer Teilung ® der Identitit und
f beschrénkt und meBbar und P € C[X] ein Polynom haben wir nach 4.7.22 die

Identitat
P(/fcp) :/(Pof)q>

Man zeige diese Identitéit nun fiir beliebige beschrinkte mefbare Funktionen P :
C—C.
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4.12 Unbeschriankte Operatoren

4.12.1. In der Literatur trifft man unitidre Darstellungen von R meist in einer
mehr traditionellen Tracht als sogenannte ,,unbeschrinkte selbstadjungierte Ope-
ratoren* an. Ich stelle hier dieses Konzept vor und erkldre in Satz 4.12.9 seine
Beziehung zu unitdren Darstellungen, beweise von diesem Satz jedoch nur noch
einen Teil.

Definition 4.12.2. Unter einer partiell definierten linearen Abbildung von ei-
nem Vektorraum V' in einen Vektorraum W verstehen wir ein Paar (D,T’) be-
stehend aus einem Untervektorraum D C V und einer linearen Abbildung 7' :
D — W. Wir notieren solch eine partiell definierte lineare Abbildung auch 7" :
V' --» W und schreiben D = D(T') und nennen diesen Untervektorraum den
Definitionsbereich von 7. Ist I ein normierter Vektorraum und D C V' dicht, so
sprechen wir von einer dicht definierten linearen Abbildung V' --» W.

Beispiel 4.12.3. Ein typisches Beispiel fiir eine dicht definierte lineare Abbildung
wire V = W = L*(R;dz) mit dem Teilraum D = {f € L*(R;dz) N C'(R) |
f" € L*(R;dx)} als Definitionsbereich und dem Ableiten T'f = f’ als linearer
Abbildung.

Definition 4.12.4. Gegeben 7" : H --» H’ eine dicht definierte lineare Abbildung
von Hilbertraumen erklidren wir eine weitere partiell definierte lineare Abbildung
T* : H' --» H, ihre adjungierte Abbildung, indem wir den Teilraum D(7T™*) =
{v € H' | v (v, Tv) ist stetig auf D(T")} als ihren Definitionsbereich wihlen
und dann 7™ : D(T*) — H unter Verwendung des Satzes von Riesz 2.8.5 erkliren
durch die Vorschrift

(T v) = (v, Tv) Yv e D(T),v' € D(T")

Definition 4.12.5. Ein unbeschrinkter selbstadjungierter Operator auf einem
Hilbertraum ist eine dicht definierte lineare Abbildung von unserem Hilbertraum
in sich selber, die mit ihrer Adjungierten zusammenfillt, in Formeln 7" : H --» H
mit 7™ = T". Mit gefordert wird hier implizit insbesondere auch die Gleichheit der
Definitionsbereiche D(T") = D(T™).

4.12.6. Mich befriedigt diese Terminologie nicht vollstidndig, da natiirlich auch al-
le beschrinkten selbstadjungierten Operatoren Beispiele fiir unbeschrinkte selbst-
adjungierte Operatoren sind. Stattdessen stets von ,,nicht notwendig beschrink-
ten* selbstadjungierten Operatoren zu reden, wére aber auch wieder umstéindlich.

Lemma 4.12.7. Fiir jedes nichtnegative Borelmafs 1 auf R ist das Paar (D,T)
bestehend aus dem Teilraum D = {f € L*(R;pn) | f € L*(R;u)} und der
Abbildung T : D — L*(R;p), f — xf ein unbeschrinkter selbstadjungierter
Operator auf L*(R; 11). Hierbei meint x die Identitdt auf R.
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Beweis. Per definitionem besteht D(T™) aus allen g € L*(R; ) derart, daB sich
die Abbildung f — [ gx fp stetig von D auf ganz L*(R; 1) fortsetzen l48t. Die
Inklusion D(7™) D D scheint mir damit offensichtlich. LBt sich andererseits fiir
vorgegebenes ¢ € L? unsere Abbildung stetig von D nach L? fortsetzen, so wird
diese Fortsetzung nach 2.8.5 gegeben durch das Integrieren gegen eine Funktion
h € L*(R;u) als f — [ hfp. Insbesondere gilt also fiir jede glatte Funktion f
mit kompaktem Tréger [ gofu = [ hfu und daraus folgt mit 3.3.11 dann gz = h
fast iiberall, also zg € L*(R; ) und damit D(T*) = D. O

Beispiel 4.12.8. Ich komme nocheinmal auf das Beispiel 4.12.3 zuriick. Gegeben

f, g € D gilt ja sicher
b b
/ 9f' =gf \Z—/ 7f

und wegen gf € L' finden wir Folgen a,,b, mita, — —oo, b, — oo und
(gf)(an) — 0, (gf)(b,) — 0. Daraus folgern wir

Mithin unterscheidet sich in diesem Fall der Operator (i7")* vom Operator i7’
hochstens dadurch, daBl er eventuell einen grofleren Definitionsbereich hat. Und
den hat er in unserem Fall in der Tat, zum Beispiel gehort zu besagtem Defini-
tionsbereich auch noch jede stetige Funktion, die auf (—oo, a] und [a, 00) stetig
differenzierbar ist und deren Ableitung dort jeweils quadratintegrierbar ist. Ge-
nauer erhalten wir eine Erweiterung unseres Operators zu einem selbstadjungier-
ten Operator, wenn wir ¢ statt x schreiben und den folgenden Satz 4.12.9 auf die
unitire Darstellung von R auf 1.2 (R; dt) anwenden, bei der ¢ € R durch Verschie-
bung um ¢ operiert, in Formeln p(t) = 7.

Satz 4.12.9. Gegeben ein Hilbertraum H liefert das Bilden des infinitesimalen
Erzeugers S, zu einer unitiren Darstellung p im Sinne von 4.1.15 eine Bijektion

Unitdre Darstellungen ~ Unbeschrdinkte selbstadjungierte
von R in H Operatoren auf H

p — (Hla _iSp>

Beweis. Wir zeigen hier nur, dal wir so eine Abbildung erhalten. Das einzige
Problem dabei ist zu zeigen, daB der adjungierte Operator zu iS, auch keinen
groBeren Definitionsbereich hat als . Das folgt jedoch sofort aus der lokalen
Darstellung 4.1.4 in Verbindung mit 4.12.7. Dal} die so konstruierte Abbildung
eine Bijektion ist, wird erst spiter gezeigt werden. [
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4.12.10. Gegeben ein Hilbertraum H folgern wir aus dem vorhergehenden Satz
4.12.9 in Verbindung mit dem Satz iiber die Spektralzerlegung unitédrer Darstel-
lungen 4.9.1 sogar ein kommutatives Dreieck von Bijektionen

Unitédre Darstellungen
von R in H

S ~N\

Auf R definierte Teilungen ~ Unbeschrinkte selbstadjun-
der Identitit von ‘H -gierte Operatoren auf H

P > [ x®(x)

Hier ist der fragliche Operator nur auf den v € H mit [ |z|(v, Pv) < co definiert,
fiir (v, ®v) das in 4.7.19 erklédrte MaB, und fiir diese v ist er definiert durch die

Bedingung
<w, (/ :B<I><x>) U> _ /m(w,®v> Vw € H

Weiter meint " unsere Bijektion aus dem Satz tiber die Spektralzerlegung unitérer
Darstellungen 4.9.1 und \, unsere Bijektion aus dem vorhergehenden Satz 4.12.9
und das a priori vollig unmotivierte Vorzeichen in 4.12.9 habe ich nur eingefiihrt,
damit ein kommutatives Dreieck entsteht, ohne dall wir irgendwo anders ein noch
unnatiirlicheres Vorzeichen einfiihren miiften.

4.12.11. In der Quantenmechanik modelliert man die Menge aller moglichen Zu-
stinde eines vorgegebenen physikalischen Systems als die Menge PH aller ein-
dimensionalen Teilrdume eines Hilbertraums 4. Messungen mit zwei méglichen
Resultaten — Ja oder Nein — modelliert man als abgeschlossene Teilraume 7' C H.
Wenden wir auf einen Zustand Cv € PH eine Messung 71" an, so gilt es, den
Vektor v auf den vorgegebenen Teilraum 7' C H zu projizieren vermittels des
zugehdrigen orthogonalen Projektors pry., und das Verhiltnis von || prp(v)||* zu
||v]|* wird dann interpretiert als die Wahrscheinlichkeit P(v) fiir das MeBergebnis
,Ja*, in Formeln ” W
prp(v
AT
Feinere Messungen, die als Melergebnisse etwa beliebige reelle Zahlen liefern
konnen, modelliert man als Teilungen ® der Identitit von H, die etwa auf der
reellen Zahlengeraden definiert sind, und interpretiert dann fiir jede Borelmenge
M C R den Projektor (M) in der Weise, daB ||®(M)v||?/||v]|* die Wahrschein-
lichkeit dafiir angibt, da der Zustand Cv bei unserer Messung ein Resultat aus
M liefert.
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4.12.12. Eine partiell definierte lineare Abbildung von Banachrdumen heifit ein
abgeschlossener Operator, wenn ihr Graph abgeschlossen ist im Produktraum.
Das ist nicht zu verwechseln mit dem Begriff der Abgeschlossenheit fiir Abbil-
dungen zwischen topologischen Raumen. Gleichbedeutend ist die Forderung, daf3
fiir eine konvergente Folge v,, im Definitionsbereich unseres Operators, fiir die
auch die Folge der Bilder T'v,, konvergiert, der Grenzwert v auch im Definitions-
bereich unseres Operators liegt und zusitzlich gilt T'v,, — T'v. Man kann zeigen,
daB jeder unbeschrinkte selbstadjungierte Operator abgeschlossen ist.

Ubungen

Ubung 4.12.13. Ist ® eine kompakte getragene auf R definierte Teilung der Iden-
titdt eines Hilbertraums H und 7' der zugehorige selbstadjungierte Operator, so ist
(Tw,v)/||v]|? der Erwartungswert fiir das Ergebnis, das man erhilt, wenn man die
durch ® beschriebene Messung auf den Zustand Cv anwendet. Das ist im iibri-
gen genau die Zahl, fiir die wir im Beweis von [ ] die Bezeichnung als
,Raleigh-Quotient* eingefiihrt hatten.

4.13 Distributionen und verallgemeinerte Funktionen*

4.13.1 (Algebraische Voriiberlegungen). Sei %k ein Korper und seien k-Vektor-
rdume V, V' W, W' gegeben sowie nichtausgeartete Paarungen b : V' x V' — k
und ¢ : W x W' — k. Lineare Abbildungen f : V. — W und f' : W' — V’
mogen zueinander transponiert oder priziser (b, ¢)-transponiert heien, wenn
gilt

c(f(w),w) =blv, f'(w)) YveV, weW

Sicher gibt es zu jeder linearen Abbildung f hochstens eine transponierte Ab-
bildung f’ und umgekehrt. Wir notieren die Transponierte zu f gerne f'. Die
transponierbaren linearen Abbildungen bilden jeweils einen Untervektorraum
im Raum aller fraglichen linearen Abbildungen, und das Transponieren ist ein
Vektorraumisomorphismus zwischen diesen Untervektorrdumen. Im Fall V' = W
und V' = W und b = c ist die Identitit auf V' transponiert zur Identitdt auf
V'. Sind zusitzlich Vektorrdaume U, U’ gegeben und eine nichtausgeartete Paa-
rung a : U x U" — k sowie (a, b)-transponierte Abbildungen g : U — V und
g : V' — U’, sosind auch fg und ¢’ f’ transponiert, genauer (a, ¢)-transponiert.

Beispiel 4.13.2 (Der Fall der Dualridume). Sind V' = VV* und ebenso W' = W*
jeweils der volle Dualraum und sind unsere Paarungen durch das Auswerten gege-
ben, so besitzt jede lineare Abbildung f : VV — W eine Transponierte f ' : W* —
V'*, eben das ,,Vorschalten von f*. Allerdings besitzt, sobald wir den endlichdi-
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mensionalen Fall verlassen, keineswegs jede lineare Abbildung g : W* — V*
auch umgekehrt eine Transponierte V' — V.

4.13.3 (Testdichten). Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X und ei-
ne offene Teilmenge U @ X bezeichnen wir mit

DX (U) Cc M(U)

den Teilraum aller komplexen MaBle der Gestalt g\ fiir A ein Haarmal} auf X
und g € C°(U) eine glatte Funktion mit kompaktem Tréiger auf U. Ich nenne
die Elemente von Dy°(U) glatte Dichten mit kompaktem Triger auf U oder
kurz Testdichten. Sie konnen in natiirlicher Weise mit den glatten Schnitten mit
kompaktem Tréiger des Dichtebiindels aus ?? identifiziert werden, aber das spielt
fiir uns vorerst keine Rolle. Das Integrieren liefert eine nichtausgeartete Paarung
C(U) x D*(U) — C, (f,p) — [, fiu zwischen stetigen Funktionen und Test-
dichten. Durch Restriktion erhalten wir eine Paarung mit den glatten Funktionen
C>(U) x Dy°(U) — C, die nach [AN3] immer noch nichtausgeartet ist.
SchlieBlich konnen wir auch den vollen algebraischen Dualraum

CT(U) := Home¢ (D (U), C)

betrachten. Unsere Paarung durch Integration liefert mit dieser Notation eine Ein-
bettung C(U) C C*(U). In diesem Sinne kénnte man zumindest vorerst alle Ele-
mente von CT(U) als ,,verallgemeinerte Funktionen auf U* ansehen. Wir werden
jedoch an unsere ,,verallgemeinerte Funktionen* zu gegebener Zeit noch zusétzli-
che Bedingungen stellen, die es uns insbesondere erlauben werden, fiir verallge-
meinerte Funktionen f auf U und g auf V sinnvoll ein ,,externes Produkt® f X g
als verallgemeinerte Funktion auf U x V' zu erkléren.

Ergdnzung 4.13.4. Gegeben ein endlichdimensionaler reeller Raum X und eine
offene Teilmenge U @ X kann man dhnlicher Weise auch vom Raum C*(U) der
glatten Funktionen mit kompaktem Triger alias Testfunktionen ausgehen und in
dessen algebraischem Dualraum

D*(U) := Homc(C*(U), C)

gewisse ,,verallgemeinerte BorelmaBe* auszeichnen, die dann ,,Distributionen®
heien. Die Funktorialititseigenschaften dieser ,,Distributionen* scheinen mir je-
doch weniger intuitiv, weshalb ich mich an dieser Stelle zunédchst auf verallgemei-
nerte Funktionen konzentrieren will.

4.13.5. Ist Y ein weiterer endlichdimensionaler reeller Raum und V @ Y offen, so
konnen wir fiir jede lineare Abbildung L : C*(U) — C>°(V), die eine Transpo-
nierte L™ : DX(V) — D°(U) besitzt, eine Fortsetzung Lt : CH(U) — CH(V)
erkliren duch die Vorschrift L* := LT ". Im folgenden erklire ich einige Spezial-
fille dieser Konstruktion.
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4.13.6 (Multiplikation mit glatten Funktionen). Gegeben eine glatte Funktion
@ € C*(U) besitzt die Multiplikation (¢-) : C*°(U) — C*(U) mit ¢ als Transpo-
nierte die Multiplikation mit ¢, also die Abbildung (¢-) : Dp°(U) — Dy°(U). Un-
ser Formalismus liefert uns dann eine natiirliche Fortsetzung (¢-)* : CH(U) —
CH(U) von (¢+) : C(U) — C(U). Auf diese Weise wird C*(U) ein C>(U)-
Modul, in den C(U) als Untermodul eingebettet ist.

4.13.7 (Ableiten nach glatten Vektorfeldern). Ist speziell U @ R" und ist f €
C(U) stetig partiell differenzierbar nach der i-ten Koordinate, so liefert fiir g €
Cr°(U) und X das Lebesguemaf partielle Integration

/(@f)gA = —/f(é’ig)A

Die partielle Ableitung 9; : C'(U) — C(U) ist also transponierbar und unser
Formalismus liefert uns eine natiirliche Fortsetzung 9;" : CT(U) — C*(U). Im
koordinatenfreien Fall erkldren wir analog fiir jeden Richtungsvektor v die natiir-
liche Fortsetzung der Richtungsableitung D, : C*(U) — C(U) zu einer linearen
Abbildung D} : C*T(U) — C*(U). AnschlieBend erkennen wir, daB so das An-
wenden jedes glatten Vektorfelds A : U — X als Abbildung A : C*(U) — C(U)
transponierbar ist und eine natiirliche Fortsetzung zu A* : C*(U) — C*(U) be-
sitzt. Die Lie-Klammer zweier glatter Vektorfelder operiert dann auch auf C*(U)
wie der Kommutator, in Formeln

[A,B]t = AtBT — BtA*
Des weiteren erweitert sich die Leibniz-Regel zur Formel

A(ef) = (Ap) f + w(Af)

mit o € C>®(U) beliebig, in der ich die oberen Indizes + am Vektorfeld A der
Ubersichtlichkeit halber bereits weggelassen habe, und die jetzt fiir alle f €
CH(U) gilt.

4.13.8 (Zuriickholen). Gegeben ein weiterer endlichdimensionaler reeller Raum
Y und V @ Y eine offene Teilmenge und ¢ : V' — U eine submersive glatte
Abbildung, als da hei}t, eine glatte Abbildung mit surjektivem Differential d,¢
an jeder Stelle y € V/, ist auch das Zuriickholen stetiger Funktionen transponier-
bar: Das direkte Bild von MaBlen induziert in diesem Fall ndmlich eine Abbildung
¢« : D (V) — Dpe(U), die dann auch schon die fragliche Transponierte ist. In
der Tat konnen wir uns zum Nachweis unserer Behauptung p1 € D°(V) = ¢.u €
Dp°(U) mithilfe einer Teilung der Eins und der Wahl geeigneter Koordinaten auf
den Fall zuriickziehen, daB gilt V' @ R" und U @ R mit m < n und daB} ¢ die Pro-
jektion auf die ersten m Koordinaten ist. In dem Fall aber ist unsere Behauptung
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klar. Damit erhalten wir also auch eine natiirliche Fortsetzung des Zuriickholens
stetiger Funktionen zu einer linearen Abbildung ¢* : C*(U) — C* (V). Statt
¢* f = g schreiben wir auch
p:g~f

und sprechen wie sonst auch von Verwandtschaft. Auch in dieser Allgemeinheit
ist Verwandtschaft transitiv und vertrdglich mit dem Anwenden glatter Vektor-
felder und der Multiplikation mit glatten Funktionen: Das folgt sofort aus den
entsprechenden Aussagen fiir glatte Funktionen mit unserem allgemeinen Forma-
lismus der linearen Algebra 4.13.1. Das Zuriickholen vermittels der Einbettung
einer offenen Teilmenge nennen wir auch eine Restriktion oder Einschrinkung.

4.13.9 (Verkleben). Ist X ein endlichdimensionaler reeller Raum und U @ X eine
offene Teilmenge und V eine Uberdeckung von U und ist fiir alle V' € V eine Li-
nearform Ay € C*(V') gegeben derart, daB fiir alle V, W € V die Linearformen
Ay und Ay, dieselbe Restriktion auf V' N W haben, so gibt es genau eine Linear-
form A € C*(U), deren Restriktion auf jedes V' € V mit dem dort vorgegebenen
Ay iibereinstimmt. Gegeben p € D{°(U) finden wir eine Uberdeckung des Tri-
gers K von p durch eine endliche Teilfamilie £ C V und nach [ ] eine
an diese Uberdeckung angepafte glatte Teilung der Eins durch gewisse ay fiir
V' € €. Nun wiirden wir gerne

A(p) = Av(avp)

veE

setzen und miissen nur priifen, da das wohldefiniert ist. Ist aber & C ) eine
weitere endliche Teilfamilie, die K iiberdeckt, und [y fiir W € F eine daran
angepalte glatte Teilung der Eins, so folgt aus unseren Annahmen

Ap) = Av(avBwp) =D AwlavBwp) =Y Aw(Bwn)
VW VW W

wobei stets iiber alle V' € & und W € F summiert werden soll, und wir erken-
nen so, daB A(u) in der Tat wohldefiniert ist. DaB es die einzig mégliche lineare
Abbildung mit den geforderten Eigenschaften ist, scheint mir offensichtlich.

Definition 4.13.10. Gegeben eine offene Teilmenge U @ X eines endlichdimen-
sionalen reellen Raums erklirt man eine verallgemeinerte Funktion auf U als
eine Linearform A € C*(U) alias A : D°(U) — C mit der Eigenschaft, daB je-
der Punkt x € U eine offene Umgebung V' @ U besitzt, fiir die die Restriktion von
A auf C*(V) eine endliche Summe von Linearformen ist, die jeweils durch das
Anwenden endlich vieler glatter Vektorfelder aus einer stetigen Funktion auf V'
hervorgehen. Den Vektorraum aller verallgemeinerten Funktionen auf U notieren
wir
C(U)



4.13.11. Sei U @ X eine offene Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen
Raums. Er ist offensichtlich stabil unter der Multiplikation mit glatten Funktio-
nen und dem Anwenden glatter Vektorfelder. Ebenso offensichtlich ist, da das
Einschridnken auf offene Teilmengen verallgemeinerte Funktionen wieder zu ver-
allgemeinerten Funktionen macht, und da das Verkleben verallgemeinerter Funk-
tionen wieder verallgemeinerte Funktionen liefert.

Definition 4.13.12. Gegeben eine offene Teilmenge U @ X eines endlichdimen-
sionalen reellen Raums erklirt man eine Distribution auf U als eine Linearform
A : CP°(U) — C mit der Eigenschaft, daB fiir ein und jedes HaarmaB \ auf X un-
ser A durch Vorschalten von (-A) : C;°(U) = Dy°(U) aus einer verallgemeinerten
Funktion auf U entsteht. Den Vektorraum aller Distributionen auf U notieren wir

D=(U)

Erginzung 4.13.13. in 3.3.16 hatten wir erklért, welche Linearformen auf dem
Schwartzraum S D C7°(R™) man ,,temperierte Distributionen* nennt. Es ist leicht
zu sehen, daf die Restriktion auf glatte Funktionen diesen Raum der temperierten
Distributionen in unseren Raum aller Distributionen einbettet.

Vorschau 4.13.14 (Verallgemeinerte Funktionen als Garbe). Sei X ein end-
lichdimensionaler reeller Raum. Fiir diejenigen Leser, die mit dem Begriff einer
Garbe vertraut sind, sei erginzt, daB die Zuordnung U +— C7*(U) eine abelsche
Garbe Ct auf X liefert und daB man die verallgemeinerten Funktionen charakte-
risieren kann als die Schnitte der kleinsten abelschen Untergarbe C~>° C Ct von
komplexen Vektorrdumen, die die Untergarbe C C C™ der stetigen Funktionen
umfalit und die stabil ist unter dem Anwenden beliebiger glatter Vektorfelder.

Lemma 4.13.15 (Zuriickholen verallgemeinerter Funktionen). Sind X, Y end-
lichdimensionale reelle Riume und U G X sowie V @ Y offene Teilmengen und
¢ : V. — U eine submersive glatte Abbildung, so macht das Zuriickholen ¢*
verallgemeinerte Funktionen zu verallgemeinerten Funktionen.

Erginzung 4.13.16. Es ist nicht moglich, Distributionen ,,zuriickzuholen. Da-
hingegen lassen sich Distributionen unter submersiven eigentlichen Abbildungen
nach vorne driicken alias ,,lings der Fasern integrieren®. Ich gehe darauf hier nicht
niher ein. Was geht eigentlich genau? Sollte doch wohl Distributionen mit kom-
paktem Trdger unter beliebigen glatten Abbildungen nach vorne driicken konnen!
Oder noch allgemeiner beliebige Distributionen unter beliebigen glatten Abbil-
dungen, wenn nur deren Restriktion auf den Tréiiger unserer Distribution eigentlich
ist..... Das braucht man dann zu Faltung von Distributionen.
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Beweis. Fiir das Zuriickholen unter Diffeomorphismen oder die Restriktion auf
offene Teilmengen folgt das unmittelbar aus den Definitionen. Mit dieser Erkennt-
nis und unseren Erkenntnissen zum Verkleben konnen wir uns auf den Fall zuriick-
ziehen, daf} ¢ die Projektion eines offenen Quaders auf einige seiner Koordinaten
ist, etwa ¢ : Q — W das Weglassen der Koordinaten mit Indizes > m fiir Q @ R"
und W @ R™ und n > m. Weiter konnen wir uns auf den Fall A = 0° f beschrin-
ken mit f € C(IV) und einem Multiindex o € N™. Dann aber wissen wir wegen
der Vertriglichkeit 4.13.8 von Verwandtschaft mit dem Anwenden von Vektorfel-
dern bereits ¢*A = 0%¢* f, und das beendet den Beweis. O

4.13.17. Wir erinnern [ ] 22. Gegeben ein Ring k£ und Mengen X, Y und Ab-
bildungen f : X — kund g : Y — k notieren wir f X g die Funktion X xY — k
gegeben durch (z,y) — f(x)g(y), das dubere Produkt der Funktionen f und g.

Satz 4.13.18 (AuBeres Produkt von verallgemeinerten Funktionen). Gegeben
offene Teilmengen U G X, V @ Y endlichdimensionaler reeller Rdume sowie
verallgemeinerte Funktionen A € C~°(U) und I' € C~>°(V) gibt es genau eine
verallgemeinerte Funktion

AXT eC>™(U x V)
mit A\RT : (uXv)— A(p)I(v) fiiralle n € D(U), v € D (V).

4.13.19. Die analoge Aussage fiir Elemente der vollen algebraischen Dualrdume
CH(U), C*(V) der Rdume von glatten Dichten mit kompaktem Tréger ist im
allgemeinen falsch. Das scheint mir ein wesentlicher Grund dafiir zu sein, daf}
es sinnvoll ist, im vollen Dualraum den Teilraum der verallgemeinerten Funktio-
nen auszuzeichnen. Der Beweis des Satzes beruht auf einer Beschreibung unserer
verallgemeinerten Funktionen durch Stetigkeitseigenschaften. Wir geben ihn oder
vielmehr eine Variante fiir Distributionen in 4.13.32.

Proposition 4.13.20 (BorelmaBe sind Distributionen). Gegeben ein endlichdi-
mensionaler reeller Raum X und eine offene Teilmenge U G X ist fiir jedes Bo-
relmaf3 (v auf U die Abbildung C°(U) — C, f — [ fu eine Distribution.

4.13.21. Diese Proposition wire offensichtlich, wenn wir Distributionen durch
Stetigkeitseigenschaften eingefiihrt hitten. Da wir jedoch Distributionen als for-
male Ableitungen stetiger Funktionen erklédrt haben, muf an dieser Stelle einiges
bewiesen werden.

Erginzung 4.13.22. Nach [ ] liefern verschiedene Borelmalle auch
verschiedene Distributionen, so dal wir im Lichte der Proposition Borelmalie
als spezielle Distributionen auffassen diirfen. Als Ubung mogen Sie zeigen, daf
das auch noch gilt, wenn man komplexe Malle mitbetrachtet: Zwei Elemente von
M(U) U M(U; [0, o0]) definieren genau dann dieselbe Distribution, wenn sie als
Abbildung von der o-Algebra der Borelmengen nach C U {oo} iibereinstimmen.
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Beispiel 4.13.23. Den Raum aller Borelmalle auf U kénnen wir nach 4.13.20 in
den Raum der Distributionen auf U einbetten, indem wir jedem Mal} das ,,Inte-
grieren nach besagtem Mal* zuordnen. Signierte bzw. komplexe Mafle entspre-
chen dann reellen bzw. komplexen Linearkombinationen endlicher Borelmalle im
Raum der Distributionen. Ebenso natiirlich scheint es mir jedoch, Linearkombina-
tionen beliebiger Borelmal3e zu betrachten, die als Distributionen durchaus wohl-
definiert sind und anschaulich etwa als Ladungsverteilungen gedacht werden kon-
nen, die man jedoch nicht mehr als Abbildungen vom System der Borelmengen
nach C interpretieren kann. Diese Distributionen heilen auch RadonmaBle oder
genauer signierte RadonmaBe auf U und kénnen im Raum aller Distributionen
auf U dadurch charakterisiert werden, daB sie sich auf den Raum C,(U) aller ste-
tigen komplexwertigen Funktionen mit kompaktem Triger auf U so fortsetzen
lassen, daB fiir jedes kompakte K C U die Einschrinkung auf Cy (U) stetig ist fiir
die Norm der gleichméBigen Konvergenz.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall der reellen Zahlengeraden U = R. Nach
[ ] konnen wir jedes Borelmal3 ;1 auf R darstellen als p = dg mit
g : R — R monoton wachsend und linksseitig stetig. Nach [ ] gilt fiir
jedes f € C7°(R) dann

/Rfuz/Rfdgz—/Rf’gAszf”GA

fiir A das Lebesgue-Mall und G eine ,,Stammfunktion® von g gegeben durch
G(z) = [ g(t)dt. Im wesentlichen geht also y durch zweimaliges formales Ab-
leiten aus der stetigen Funktion G hervor. Als néchstes besprechen wir den Fall
U = R und schieben dazu einige Zwischeniiberlegungen ein. [

Beispiel 4.13.24. Unsere Fouriertransformation [ ] induziert einen Iso-
morphismus zwischen dem Raum der temperierten alias beliebigen Distributionen
auf der Kreisgruppe S' und dem Raum aller Abbildungen Z — C von hdchstens
polynomialem Wachstum.

Lemma 4.13.25 (Partielles Integrieren von MaBen). Sei 1 ein Borelmaf3 auf
R", bei dem die ganze Masse im positiven Quadranten (R>()" konzentriert ist.
Sei D C R x R" die ,,Halbebene unter der Diagonalen

D :={(t,x1,...,2,) | t > 21}

und [i := p.([D](AX ) das Bildmaf; unter der Projektion auf (t, x5, . .., x,) des
Produktmafles von | mit dem Lebesguemaf3 \, multipliziert mit der charakteris-
tischen Funktion von D. So ist auch [i ein Borelmaf3 auf R", bei dem die ganze
Masse im positiven Quadranten (R>()"™ konzentriert ist. Des weiteren gilt

O fi = —p
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N\

\ N\ \ "N

Das Bilden einer ,,partiellen Stammfunktion® /i eines MaBes .. Wir haben
f(A) = (AX p)(B) fir B den kreuzweise schraffierten Bereich.
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im algebraischen Dualraum D" (R™) des Raums der Testfunktionen, und fiir die
Verteilungsfunktionen gilt Vi (1, ..., x,) = foxl Vit za, ... x,)dt.

4.13.26. Wir miissen uns hier auf Mafe beschrinken, bei denen die Masse im
positiven Quadranten konzentriert ist, da uns sonst das partielle Integrieren aus
dem Bereich der Distributionen hinausfiihrt, die durch Maf3e darstellbar sind. So
wire etwa das Integral des Lebesguemalles A auf R die Dichte £\ = zdz, die
nicht mehr als Maf, selbst nicht als signiertes Mal}, dargestellt werden kann.

Beweis. Wir miissen fiir jede Testfunktion ¢ € C/°(R") zeigen

/w = /(3190)ﬂ

Fiir ¢ := 0, haben wir jedoch in der Tat

[etmtar = - [ ([ - Bt )N ) )

= — (t,xe, ..., x0)D(t, 21, .. xn) (A p)(t, x)
RxR™

= — : W(t, xa, ... ) Gt T, ..., Tp)
Was die Verteilungsfunktionen angeht, so folgt die Behauptung miihelos mit Fu-
bini. O
Fortsetzung des Beweises von 4.13.20. Istin den Notationen unseres Lemmas 4.13.25
die Verteilungsfunktion V), partiell stetig in einigen der Variablen x;, so ist die Ver-
teilungsfunktion V; partiell stetig in denselben Variablen und zusitzlich in der Va-
riablen x;. Man folgert das unschwer aus dem Satz tiber dominierte Konvergenz.
Nun sind aber Funktionen R" — IR, die in jeder Variablen stetig und monoton
wachsend sind, notwendig bereits stetig. Wir konnen folglich jedes Borelmal} p
auf dem R" mit im positiven Quadranten konzentrierter Gesamtmasse schreiben
als
p==+0...0v
fiir ein Borelmal} v mit stetiger Verteilungsfunktion. Wenden wir ein weiteres Mal
Lemma 4.13.25 an und beachten [ ] 2?2, so erkennen wir, dall wir sogar schrei-
ben konnen
p=0!...010]...0](Gd"x)
fiir d"2 das Lebesguemall und G : R™ — R eine stetige reellwertige Funktion.
Die Fille, dafl die Masse von p nicht notwendig im positiven Quadanten konzen-
triert ist, und dall U ein beliebiger endlichdimensionaler reeller Raum ist, oder
sogar eine offene Teilmenge desselben, erreicht man von hier aus ohne weitere
Schwierigkeiten. O
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Definition 4.13.27. Fir U @ R" offen und d > 0 betrachte man auf dem Raum
Cr°(U) die Norm
p<a(f) = sup [(0°f)(2)]

zeU, |a|<d

wo das Supremum wie angedeutet iiber alle Punkte + € U und alle Multiindizes
a € N" mit |a] < d zu bilden ist. In Worten mag man das die ,,Norm der gleich-
miBigen Konvergenz der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung d* nennen.

Satz 4.13.28 (Distributionen als stetige Linearformen). Die Distributionen auf
einer offenen Teilmenge U @ R" sind genau alle Linearformen

A:CE(U) - C

mit der Eigenschaft, daf fiir jedes Kompaktum K C U ihre Einschrinkung auf
C¥(U) stetig ist in Bezug auf die Norm der gleichmdifSigen Konvergenz der parti-
ellen Ableitungen bis zu einer geeigneten Ordnung d = dy, die ihrerseits von K
abhdngen darf.

Ergdnzung 4.13.29. Man kann diese Charakterisierung wie folgt umformulieren:
Betrachtet man fiir U @ R" offen und K C U kompakt auf dem Raum C?(U) der
glatten Funktionen auf U mit Triger in K die Initialtopologie zur Familie aller
Normen p<g4, so da} also der Umgebungsfilter des Ursprungs von den p;}i(—g, £)
fir d € N und ¢ > 0 erzeugt wird, so sind unsere Distributionen genau alle
Linearformen A : C;°(U) — C mit der Eigenschaft, daf fiir jedes Kompaktum
K C U ihre Einschrinkung auf C (U) stetig ist fiir besagte Initialtopologie.

Erginzung 4.13.30 (Distributionen als Dualraum). Man kann diese Charakte-
risierung auch noch weiter umformulieren wie folgt. Betrachtet man auf C°(U)
alle Halbnormen, deren Restriktionen auf alle C3°(U) stetig sind, und versieht
dann C°(U) mit der von diesen Halbnormen erzeugten Struktur eines topologi-
schen Vektorraums, so kann man den Raum der Distributionen auf U beschrei-
ben als den Raum aller in Bezug auf diese Topologie stetigen Linearformen auf
Cr°(U). In ?? besprechen wir, daf3 das gerade der Kolimes der C5?(U) in der Ka-
tegorie der lokalkonvexen komplexen topologischen Vektorrdume ist. Gegeben
eine beziiglich dieser Topologie konvergente Folge gibt es stets ein Kompaktum
K derart, daB alle Folgenglieder Trédger in /X haben. In der Tat reicht es, das fiir
Nullfolgen zu zeigen. Wir finden eine Folge von Kompakta K, mit K,, C K,
und U = J,,c K- Wiire nun f,, eine Nullfolge, die obige Bedingung verletzt, so
konnten wir durch Ubergang zu Teilfolgen z,, € K., ,\ K,, finden mit f,,(z,) # 0.
Dann finden wir eine stetige Funktion ¢ : U — R mit |p(z,,) f(x,)| > 1 fiir alle
n und dann wire f — ||¢ ||« eine Halbnorm auf C,(U), deren Restriktionen auf
alle Cx (U) stetig ist und in der die Normen der Glieder unserer Folge f,, nicht
nach Null streben. Mehr dazu findet man zum Beispiel in [ ].
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Beweis. Der Nachweis, dal} alle unsere Distributionen die geforderte Stetigkeits-
eigenschaft haben, ist nicht schwer und bleibe dem Leser iiberlassen. Habe nun
umgekehrt eine Linearform A : C°(U) — C die geforderte Stetigkeitseigen-
schaft. Gegeben = € U gibt es sicher einen kompakten Quader () C U, der eine
Umgebung von z ist. Nach Annahme finden wir ¢ > 0 und N < 0 derart, daB fiir
feC(U)aus

|(0uf)(z)| <e VzelU Yae[0,N]"

folgt |[A(f)| < 1. Natiirlich hiingt CZ’(U) nicht von U ab, wir diirfen unsere
Notation deshalb zu C¢’ vereinfachen und uns diese Funktionen durch Null auf
ganz R" fortgesetzt denken. Wir notieren nun fiir v € N™ mit || ||<, die Norm
Iflly = suPs<, |0af |« auf diesem Raum. Ich behaupte, daB fiir 7; > 0 das
partielle Ableiten

0 (€3 1<) = (€5 ll<me)

einen in Bezug auf die angedeuteten Normen stetigen Isomorphismus auf sein
Bild liefert. Hier scheint mir die Stetigkeit ebenso wie die Injektivitit offensicht-
lich, und die Stetigkeit der Umkehrabbildung auf besagtem Bild folgt daraus, daf3
kleine Funktionen auch nur kleine Integrale haben. Wir konnen diese Umkehr-
abbildung stetig auf ganz (CZ, || [[<,—c;) ausdehnen, indem wir irgendeine glatte
Funktion A auf R mit Trdger in der ¢-ten Kante (); unseres Quaders und Integral
Eins nehmen und die Projektion f — P f von CZ’ auf das Bild von 0; vorschalten,
die gegeben wird durch

(Pf)(x1,. .., xn) == fxy, ..., 2p0) — (/_Z flzq, ... 73cn)d:vi> h(x;)

So finden wir zu A erst eine stetige Linearform A : €&l l<y—e;) — C mit
A(f) = A(0;f) fiir alle f € C¢’ und dann induktiv eine in Bezug auf die gewdhn-
liche Norm der gleichméBigen Konvergenz stetige Linearform R : (CF, || |loo) —
Cmit A = RO\ ... 0, auf C3. Bezeichnet B = (° das Innere unseres Quaders,
so kann die Restriktion von R auf C°(B) auf genau eine Weise zu einer Line-
arform auf Cy(B) ausgedehnt werden, die auf allen Cx(B) fir K C B kompakt
stetig ist. Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz [ ] in Verbindung mit
Ubung [ ] wird folglich R durch eine Linearkombination von Integra-
len gegen BorelmaBle beschrieben. Dal} diese Linearformen Distributionen sind,
wissen wir jedoch bereits aus Lemma 4.13.20. [

4.13.31. Wir erinnern [ ] 2?. Gegeben ein Ring £ und Mengen X, Y und Ab-
bildungen f : X — kund g : Y — k notieren wir f X g die Funktion X XY — k
gegeben durch (z,y) — f(z)g(y). Wir nennen f X ¢ das externe Produkt der
Funktionen f und g.
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Satz 4.13.32 (Externes Produkt von Distributionen). Gegeben offene Teilmen-
gen U @ R™, V @ R™ sowie Distributionen A € D~>°(U), I' € D=>°(V) gibt es
genau eine Distribution

ART € D~=(U x V)
mit der Eigenschaft (f X g) — A(f)[(g) fiiralle f € C*(U), g € C2(V).

4.13.33. Die analoge Aussage fiir die vollen algebraischen Dualrdume der Rdume
von glatten Funktionen mit kompaktem Triger gilt in keinster Weise. Das scheint
mir ein wesentlicher Grund dafiir zu sein, daf} es sinnvoll ist, im vollen Dualraum
den Teilraum der Distributionen auszuzeichnen.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz. Nach unseren Erkenntnissen 4.13.9
zum Verkleben von Distributionen und den Definitionen diirfen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf3 A und I' durch endlich viele parti-
elle Ableitungen aus stetigen Funktionen entstehen, etwa A = 0%\ und I' = 85 y
mit A\ = Axy,...,z,) € CU),« € N*und v = Y(y1,...,ym) € C(V),
3 € N™. Dann ist 9297 (A X ) schon mal eine Distribution auf U x V' mit der
geforderten Eigenschaft und es bleibt nur, die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien also
S, T € D=>°(U x V) zwei Distributionen mit der entsprechenden Eigenschaft.
Seien A C U und B C V kompakte Quader. Es reicht zu zeigen, da3 S und T’
auf dem Inneren A° x B° des Produkts unserer Quader iibereinstimmen. Unsere
beiden Distributionen sind per definitionem stetig auf C3, 5z = C3 5(U x V)
in Bezug auf die Norm der gleichmiBigen Konvergenz partieller Ableitungen bis
zu einer gewissen Ordnung. Man beachte nun, daf} unsere stetigen Projektionen
P von CY,  auf das Bild von 0; aus dem Beweis der Charakterisierung durch
Stetigkeitseigenschaften 4.13.28 externe Produkte glatter Funktionen auf externe
Produkte glatter Funktionen abbilden. Wir finden mit den Methoden des dorti-
gen Beweises also stetige Linearformen S und 7" auf C%, ; mit seiner Norm der
gleichmifigen Konvergenz, die auf externen Produkten glatter Funktionen iiber-
einstimmen und unter ein- und derselben Folge von partiellen Ableitungen S und
T liefern. Es reicht also, wenn wir S =T zeigen. Nach dem Satz von Stone
und Weierstral3 [ ] 2?2 liegt der von allen externen Produkten glatter Funktio-
nen erzeugte Untervektorraum unseres Funktionenraums jedoch dicht im Raum
Caxp(R™™) mit seiner Supremumsnorm: Man zeigt das, indem man den Rand
unseres Quadrats A x B zu einem Punkt identifiziert und auf diesem Identifizie-
rungsraum den Satz von Stone-Weierstral anwendet. Es folgt erst S =T als Li-
nearformen auf C;(A° x B°) und dann S = T als Distributionen auf A° x B°. []

Bemerkung 4.13.34. Man versieht den Raum der Distributionen mit der Initial-
topologie zur Familie aller Auswertungen an glatten Funktionen mit kompaktem
Tréager. Er wird dadurch offensichtlich zu einem lokal konvexen Hausdorffraum.
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Bemerkung 4.13.35. Gegeben ein komplexer Vektorraum V' und ein Teilraum F' C
V* seines Dualraums macht die Initialtopologie zur gegebenen Familie F' von
Abbildungen V' — C unseren Vektorraum V' zu einem topologischen Vektorraum.
Trennt F' die Punkte von V/, so ist diese Initialtopologie Hausdorff und fiir die
Konvergenz von Folgen in V' gilt

limv, =v < limf(v,) = f(v) VfeF

Lemma 4.13.36. Eine Distribution auf einer offenen Teilmenge eines R", deren
sdmtliche partiellen Ableitungen verschwinden, ist eine lokal konstante Funktion.

Beweis. Ist U @ R" eine nichtleere konvexe Teilmenge, so liefert eine Variante
des Poincaré-Lemmas die Exaktheit der Sequenz

Pexw) = ey LR 0
=1

Definition 4.13.37. Sei U @ R" eine offene Teilmenge und A € D(U) eine Dis-
tribution. Sicher ist die Menge V aller x € U derart, da3 A auf einer offenen
Umgebung von = verschwindet, eine offene Teilmenge V' @ U, und nach 4.13.9
erhalten wir so die groBte offene Teilmenge V' @ U, auf der unsere Distribution
verschwindet. Thr Komplement A & U heif3it der Triger der Distribution A und
wird notiert

A =suppA

Definition 4.13.38. Die Menge der Distributionen mit kompaktem Triger auf ei-
ner offenen Teilmenge U @ R" notieren wir

D(U) ¢ D(U)

Durch Verkleben mit der Null auf dem Komplement des Trégers erhalten wir fiir
jede groBere offene Teilmenge V' @ R™ mit U C V' die Fortsetzung durch Null
Di(U) — Dy(V).

Erginzung 4.13.39. Gegeben U G R" und f € C*°(U) und A € D(U) konnen wir
auch dann noch A sinnvoll auf f auswerten, wenn nur die Schnitte der jeweiligen
Triger kompakt sind. In der Tat folgt fiir b € C°(U) aus supp A Nsupph = )
sofort A(h) = 0. Fiir jedes f € C*(U) wie oben existiert aber f; € C°(U) mit
fi = f auf dem Trdger von A. Da nun nach dem vorhergehenden A( f;) nicht von
der Wahl von f, abhingt, konnen und werden wir diese Zahl auch gleich mit A(f)
bezeichnen.

4.13.40. Es wire hier wichtig, Distributionen mit Trédger in einem Punkt zu be-
sprechen. Im eindimensionalen Fall scheint das schnell erledigt: Distributionen
mit Trédger in 0 € R miissen durch n-faches Ableiten aus einer stetigen Funktion
enstehen, die auf (—oo, 0) und auf (0, co) jeweils durch ein Polynom vom Grad
< n gegeben wird.
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6 Die Vorlesung Analysis 3 im WS 15/16

Es handelte sich um eine vierstiindige Vorlesung, also 4x45 Minuten Vorlesung,
mit 2 Stunden Ubungen.

20.10 Integrale stetiger Funktionen iiber kompakte Quader, auch mit Riemann-
summen. Stetige Funktionen mit kompaktem Triger, deren Fortsetzung durch
Null, deren Integral. Formulierung der Transformationsformel fiir stetige
Funktionen mit kompaktem Trédger. Erste Beispiele.

22.10 Beweis der Transformationsformel fiir stetige Funktionen mit kompaktem
Triger. Motivation. Zerlegung der Eins.

27.10 Aquivalenz von je zwei Normen auf endlichdimensionalem reellen Vek-
torraum. Differential fiir Abbildungen einer halboffenen Teilmenge eines
endlichdimensionalen reellen affinen Raums in einen weiteren endlichdi-
mensionalen reellen affinen Raum. Untermannigfaltigkeiten iiber Plittun-
gen als Definition. Karten und Koordinatensysteme. Untermannigfaltigkei-
ten als Bilder noch ohne Beweis.

29.10 Untermannigfaltigkeiten als Bilder mit Beweis. Differenzierbarkeit der Kar-
tenwechsel. Integration von Funktionen mit kompaktem Trédger iiber in R"
eingebettete Mannigfaltigkeiten. Approximation des Integrals durch Rie-
mannsummen.

3.11 Fastfaltigkeiten, Integrationskarten, Integration iiber Fastfaltigkeiten, Ober-
flache der Kugel.

5.11 Vektorfelder und Kovektorfelder, Schreibweise, Verwandtschaft, Zuriick-
holen. Das Differential einer Funktion als Kovektorfeld. Zuriickholen ver-
tauscht mit dem Differential. Zuriickholen in Koordinaten.

10.11 Wegintegral iiber Kovektorfeld und seine Eigenschaften. Beziehung zu We-
gintegralen iiber Vektorfelder und Flufl durch eine Kurve. Am Schluf3 noch
alternierende Multilinearformen. Satz iiber das Dachprodukt formuliert, aber
noch nicht bewiesen. Satz iiber Basisformen noch nicht formuliert.

12.11 Dachprodukt, Formeln in der dufleren Algebra. Determinante und Riickzug,
Satz iiber Basisformen. Felder von p-Formen, Riickzug von p-Formen, an-
schauliche Bedeutung.

17.11 Riickzug von Volumenformen und Determinante. Orientierung von Man-
nigfaltigkeiten und Fastfaltigkeiten. Integration von Formen iiber orientierte
Fastfaltigkeiten. Beispiel der Hemisphére. Noch nicht: Beschreibung durch
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19.11

24.11

26.11

1.12

3.12

8.12

10.12

15.12

17.12

Riemann-Summen, alternative Interpretation fiir Fastfaltigkeiten kleiner Di-
mension und kleiner Kodimension.

Beschreibung des Formen-Integrals durch Riemann-Summen, alternative
Interpretation fiir Fastfaltigkeiten kleiner Dimension und kleiner Kodimen-
sion, insbesondere FluB durch Hyperfliche. AuBere Ableitung und Formel-
sammlung dazu noch ohne Beweis. Interpretation von Divergenz und Rota-
tion als dullere Ableitung.

Anschauliche Bedeutung der dufleren Ableitung. Beweis der Formeln der
Formelsammlung. Randfaltigkeiten und Beweis des Stokes’schen Integral-
satzes.

Stokes’scher Integralsatz fiir Eckfaltigkeiten. Beispiele. Green’sche Formel.
Ableitung der klassischen Sitze von Gau3 und Stokes und Wegintegral iiber
ein Feld mit Potential. Abschluf} des ersten Teils der Vorlesung.

Mengenalgebren, o-Algebren, Borelmengen, MefBrdume, Mal3e. Charakte-
risierung des Lebesgue-MaBes. Unmoglichkeit eines translationsinvariaten
Males auf der Potenzmenge der reellen Zahlengeraden, das dem Einheits-
intervall das MaB Eins zuordnet. Noch nicht dessen Regularitit.

Regularitit fiir die Anschauung, Beweis kommt viel spiter. Pramalle, Kon-
struktion des Primafes zum Lebesguemall und zu Stieljes-MaBen auf der
reellen Geraden. Mallfortsetzungssatz und Beschreibung der kanonischen
Fortsetzung noch ohne Beweis. Nichstes Mal mit der Definition eines du-
Beren Malles beginnen.

AuBere MabBe, Zerlegerlemma, Beweis des Malifortsetzungssatzes von Ca-
ratheodory. Vervollstindigung von Mafrdumen. Stieltjes-Mafe nicht be-
handelt.

Stieltjes-MaBe. MeBbarkeit. Summen, Produkte und Grenzwerte mefbarer
Funktionen. Definition des Integrals mefbarer nichtnegativer reeller Stufen-
funktionen. Noch nicht dessen Linearitét.

Integral mefBbarer nichtnegativer Funktionen und Satz tiber monotone Kon-
vergenz. Integrierbare Funktionen, deren Integral, Linearitit des Integrals,
Satz iiber dominierte Konvergenz.

Produktmal3, Sidtze von Tonelli und Fubini. Noch nichts auf3er der reinen
Theorie. Noch nicht Cavalieri, Beziehung zum Riemann-Integral.
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22.12 Cavalieri, Beziechung zum Riemann-Integral, partielle Integration. Regulari-
tit von BorelmaBen auf dem R", jedoch nicht auf abzéhlbar basierten lokal
kompakten Hausdorffraumen.

7.1 Transformationsformel. BildmaB, Integral {iber BildmalB. Produkt von Maf3
mit mefbarer nichtnegativer Funktion. Regularitdt von BorelmaBen auf of-
fenen Teilmengen des R", jedoch nicht auf abzéhlbar basierten lokal kom-
pakten Hausdorffraumen. Niitzliche Nullmengen. Fldche unter der Glocken-
kurve. Nicht Flichenmalf} von Fastfaltigkeiten, nur kurz miindlich was dazu
gesagt.

12.1 Integrierbarkeit und Integral komplexwertiger Funktionen. Rdume quadra-
tintegrierbarer Funktionen und Fouriertransformation. Rdume integrierbarer
Funktionen, fast iiberall definierte Funktionen, Raum der LP-Funktionen.
Noch nicht || ||,-Norm.

14.1 Die || ||,-Norm ist eine Norm. Die L”-Rdume sind vollstindig. Hilbertriu-
me, Hilbertbasen. Noch nicht der Satz iiber Hilbertbasen.

19.1 Satz iiber Hilbertbasen. Die differenzierbaren Funktionen mit kompakten
Triger auf einer offenen Teilmenge der R™ liegen dicht in den L? Funktio-
nen fiir p < oo. Konvergenz der Fourier-Reihe in L([0, 27]).

21.1 Einparameteruntergruppen der multiplikativen Gruppe der komplexen Zah-
len. Charaktere der Kreisgruppe. Produkttopologie. Noch nicht topologi-
sche Gruppen.

26.1 Topologische Gruppen und ihre Charaktere. Charaktere von R, Z, Z/mZ
und von der Kreisgruppe. Fouriergruppen erklirt als topologische Gruppen,
die isomorph sind zu endlichen Produkten der eben aufgezéhlten Beispie-
le. Definition, Existenz und Eindeutigkeit ihrer Haar-MaBle bewiesen. Die
Charaktere bilden eine Hilbertbasis des Raums der quadratintegrierbaren
Funktionen auf einer kompakten Fouriergruppe fiir das normierte Haarmaf.

28.1 Standardisierte Fouriertransformation. Formelsammlung. Die Fouriertrans-
formation erhilt den Schwarzraum. Fouriertransformierte integrierbarer Funk-
tionen verschwinden im Unendlichen. Abstrakte Fouriertransformation ei-
nes MaB3es und seine Beziehung zur standardisierten Fouriertransformation.
Natiirlichkeit, aber noch nicht Produktvertriglichkeit.

2.2 Paarung, duale Paarung, exakte Paarung von Fouriergruppen. Zugehorige
abstrakte Fouriertransformationen, Fourierreihe und Fouriertransformation
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4.2

9.2

11.2

als Beispiele. Abstrakte Inversionsformel, konkrete Variante fiir R, abstrak-
te und konkrete Poissonformel, Herleitung der Inversionsformel aus der
Poissonformel (bis auf letzten Schliff).

Herleitung der Inversionsformel aus der Poissonformel. Interpretation der
Poissonformel als Natiirlichkeit. Fourierisomorphismus fiir quadratintegrier-
bare Funktionen. Gleichheit der verschiedenen Varianten der Fouriertrans-
formation im Dualraum des Schwartzraums.

Falten von MaBlen. Assoziativitit. Verhalten unter Fouriertransformation.
Beweis des zentralen Grenzwertsatzes begonnen. Gekommen bis zur punkt-
weisen Konvergenz der charakteristischen Funktionen.

Beweis zentraler Grenzwertsatz beendet. Translationsinvariante abgeschlos-
sene Teilrdume des Raums der quadratintegrierbaren Funktionen auf der re-
ellen Geraden.
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14 Indikatorfunktion von A, 34 adjungiert
PX Verteilung von X, 31 Operator, 103
® vervollstindigtes Tensorprodukt, 90 partiell definierte Abbildung, 203
o-endlich, 21 duBeres MaB, 16
1 £]15* essentielles Supremum, 77 duBeres Produkt
--» partiell definierte lineare Abbildung, von Funktionen, 133
203 Algebra
--» fast {iberall definierten Abbildung, o-Algebra, 5
72 analytisch
~» verwandt banachwertige Funktion, 170
Malle, 31

[A] charakteristische Funktion von A, 34 Baire’scher Kategoriensatz, 160
A* adjungierter Operator, 103 Banach-Algebra, 165

AT adjungierter Operator, 103 Banach-Ringalgebra, 165
” Banach-Steinhaus, 162

Faltung von MaBen, 140 Banach-Tarski-Paradoxon, 10

w] , Restriktion eines MaRes, 11 Basis einer Topologie, 28
¢ Benford’s Gesetz, 22

duBeres Produkt Beppo Levi, 45

von Funktionen, 133, 216 beschrankt
von verallgemeinerten Funktionen, gleichmaBig, 162
211 uniform , 162
Produkt-o-Algebra, 27 Bild
ProduktmaB, 47 von o-Algebra, 26
BildmaB, 31, 117
Abbildung Bochner, Satz von, 132
tiberall definierte, 72 Borel(X') Borelmengen von X, 8
abgeschlossen Borelmaf, 8
Abbildung, 58 Borelmenge, 8
Operator, unbeschrinkter, 206 borelsche o-Algebra, 8

Abtast-Satz, 124
abzidhlbar basiert
topologischer Raum, 28

C(X,Y’) Raum stetiger Abbildungen, 126
C~° verallgemeinerte Funktion, 209
Cantor-Menge, 23

Abzihlbarkeitsaxiom -l
zweites, 29 Cavalieri, 51

additiv Charak.ter
o-additiv unitirer, 94

auf Mengenring, 12 von topologischer Gruppe, 94
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Charaktergruppe, 94
charakteristische Funktion

einer Menge, 33

eines Mafes, 123
Charakterraum, 130
x 4 charakteristische Funktion, 34
Cosinustransformation, 111

‘D~ Distribution, 210
Darstellung

unitire

von R, 152

dicht

definiert, 203
Dichte

glatte, 207
differenzierbar

Vektor, 157
Dirac-MaB, 6
Distribution

temperierte, 123, 139

verallgemeinerte Funktion, 210

dominierte Konvergenz, 42

E(X) Erwartungswert der Zufallsvaria-

ble X, 41

Einbettung

kanonische unitére, 155
Einparameteruntergruppe, 92
Element

zufilliges, 26
Elementar-Ereignis, 6
endlich

Maf, 112
Ereignis, 6
Erwartungswert

einer Zufallsvariable, 41
Erzeuger

infinitesimaler, 157
erzeugt

o-Algebra, 7

Mengenalgebra, 22

Mengenring, 22
essentielle

Supremum, 77
Exponentialgesetz

topologisch, sehr schwaches, 126
externes Produkt

von Funktionen, 216

Faltung, 150
von Mafen, 140
fast iiberall
auf Mafiraum, 72
final
stetige Abbildung, 33
Finaltopologie, 27
Flachenmal3, 66
Fortsetzung durch Null, 218
Fouriergruppe, 95
Fouriertransformation
kanonische, 130
mathematisch standardisierte, 106
physikalisch standardisierte, 106
stochastisch standardisierte, 107
zu Paarung, 113
Frequenzmal, 155
Fubini, 52
Funktion
verallgemeinerte, 209
Funktionalkalkiil, 188

Gaul3’sche Glockenkurve, 63

Geradengruppe, 154

Gitterpunktsatz, 66

gleichmiBig beschrinkt, 162

gleichmiBige Beschrinktheit, Prinzip der,
162

groBte Fortsetzung

von PramaB, 15

GrpTop Kategorie der topologischen Grup-

pen, 92
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Gruppe
topologische, 92
Gruppenweg, 92
in C*, 92

Haar-Maf}

auf Fouriergruppe, 96
Halbdichte, 136
Harmonische Analysis, 115
Hausdorffgruppe, 92
Hellinger-Toeplitz, 159
Hilbertbasis, 82
Hilbertsumme, 89
Holder-Ungleichung, 78
holomorph

banachwertige Funktion, 170

Indikatorfunktion, 34
induziert
MafBraum, 11
induzierte o-Algebra, 27
infinitesimaler Erzeuger, 157
Initialtopologie, 27
innerer Punkt einer Teilmenge
eines metrischen Raums, 160
Integral
nichtnegative mef3bare Funktion
tiber Mafraum, 35
von vektorwertiger Funktion
iiber Mafiraum, 70
Integration
partielle, 55
integrierbar, 40
vektorwertige Funktion, 70

Jensen’sche Ungleichung
kontinuierliche, 46

kanonische Einbettung, 163
kanonische Norm

auf Banachringalgebra, 165
kompakt

relativ, 57

topologischer Raum, 57
kompakt getragen

Ma8, 139

projektorwertiges MaB3, 183
kompakt-offene Topologie, 126
komplex

MaB, 112
konjugiert

Exponenten, 78
konjugierte Exponenten, 79
Konvolution

von Mafen, 140
Kreisgruppe, 92

A, A" Lebesguemal} auf R", 9
I1%(I), 82

L?(I) quadratintegrierbare Funktionen,

82
L?(X; M, p) Funktionenraum, 77
Laplace-Transformierte, 111
Lebesgue-Mengen, 25
Lebesgue-mefBbar, 31
Lebesgue-meBbaren, 25
Leibniz-Regel

bei verallgemeinerten Funktionen, 208

limg(x)_m 110

linksseitig stetig, 14

lokal integrierbar, 121

lokal kompakt
topologischer Raum, 60

lokale Beschrinktheit, Prinzip der, 160

M(G) SchwartzmaBe, 135

M(X) komplexe MaBe auf X, 112
M(X; [0, 00)) endliche MaBe, 112
M(X; [0, 00]) MaBe, 112
M(X;R) reelle MaBe, 112
majorisierte Konvergenz, 43
Mantelflache, 68
Markov-Ungleichung, 46
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MaB, 6
duBeres, 16
endliches, 112
komplexes, 112
nichtnegatives, 6
projektorwertiges, 181
reelles, 112
teilraumwertiges, 181
topologisches, 8
MafBraum, 6
Mengenalgebra, 4
erzeugt von Mengensystem, 22
Mengenring, 12
erzeugt von Mengensystem, 22
mefbar
a-mefbar, Menge, 17
p-meBbar, Funktion, 31
Abbildung, 26

fast iiberall definierte Funktion, 73

Menge, 5
MeBraum, 5
Minkowski
Gitterpunktsatz, 66
Monoid
topologische, 92
monotone Konvergenz, 35

nichtleere endliche Schnitte, 59
nichtnegativ, 178
normal

Operator, 201
Normalverteilung, 143
Normierung, 9
Nullmenge, 23

& Produkt-o-Algebra
externe Notation, 47
offen
Abbildung, 164
offenes Bild, Satz von, 164
Operator

unbeschrinkter, 203
Operatortopologie

starke, 152
Orthonormalsystem, 82

vollstindiges, 82

Paarung

duale, 112

exakte, 113

von topologischen Gruppen, 112
partiell

definiert, lineare Abbildung, 203

Integration, 55
Plancherel-Ma8}, 135
Polarzerlegung

in Hilbertraum, 177
positiv semidefinit

Operator, 176
Prahilbertraum, 81
Pramal, 12
Prinzip von Cavalieri, 51
Produkt-o-Algebra, 27
Produktmalf3, 47
Produkttopologie, 28
Pseudometrik, 88
pseudometrischer Raum, 88
Punkt

innerer, 160

quadratintegrierbar
Funktion, 71

quasikompakt, 57

Quotientennorm, 172

Radonmal}

signiertes, als Distribution, 212
reell

Maj, 112
reellen Banachringalgebra, 165
regulér

Borelmaf3, 60
relativ
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kompakt, 57
Riemannsumme

fiir Integral nach MaB, 45
Riesz’scher Darstellungssatz

bei Hilbertraum, 101

Maltheorie

auf affinem Raum, 178

Rotationskorper, 52

o-Algebra

erzeugt von Mengensystem, 7
o(A) von A erzeugte o-Algebra, 7
S(G) Schwartzraum, 135
o-Subadditivitit, 16
o-additiv

auf Mengenring, 12
o-Algebra, 5
Sampling Theorem, 124
Sard

Satz von, 63
schiefadjungiert, 157
schnittstabil, 21
Schwartzmaf, 135
Schwartzraum, 109, 135
selbstadjungiert, 157
o-endlich, 14
separabel

metrischer Raum, 28

topologischer Raum, 29
Sinustransformation, 111
Spektralmal3

eines Vektors, 163
Spektralprojektor

einer unitdren Darstellung, 192
Spektralradius, 169
Spektrum

bei Banachalgebren, 166
starke Operatortopologie, 152
stetig

linksseitig, 14
Stieltjes-MaB, 20

Stufenfunktion, 33
submersiv
glatte Abbildung, 208
summierbar
Familie in normiertem Vektorraum,
71
supp Triger einer Distribution, 218
Supremum
essentielles, 77

Teilung der Identitit, 181
temperiert

Distribution, 123, 139
Tensorprodukt

vervollstandigtes, 90
Testdichte, 207
Testfunktion, 207
Tonelli, Satz von, 49
Top(X,Y) stetige Abbildungen, 126
Topologie

erzeugt von Mengensystem, 7
topologisch

MaB, 8

meBbar, 8

Monoid, 92
topologische Gruppe, 92
Triager

einer Distribution, 218
Transformationsformel

fiir das Lebesgue-Integral, 62
translationsinvariant, 8
transponiert

Abbildungen, 206
tribu, 5

iiberall definiert
Abbildung, 72

unbeschrinkt
Operator, 203

uniform
beschrankt, 162
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unitir
Darstellung
von R, 152
Unterdarstellung
unitire, 155
Urbild
von o-Algebra, 26

Variation

eines Mafles, 116
Variationsnorm, 116
Verfeinerung

von Wahrscheinlichkeitsraum, 33
Verflechtungsoperator, 193
Verteilung

einer Zufallsvariable, 31

geometrische, 31
Verteilungsfunktion

Produktmal, 47
Young’sche Ungleichung, 78

ZiahlmaB, 7
zentraler Grenzwertsatz, 143
Zerleger, in der Mal3theorie, 17
zufilliges Element, 26
Zufallsvariable, 26
zyklisch
Vektor in unitidrer Darstellung, 155

eines Wahrscheinlichkeitsmafles, 21

von Zufallsvariable, 31
Vervollstindigung

von Mafraum, 25

von metrischem Raum, 87

von metrischem Raum, eine, 86

von normiertem Vektorraum, 88

von pseudometrischem Raum, 88
verwandt

Malfe, 31

verallgemeinerte Funktionen, 209

vollstindig
MaBraum, 23

Wahrscheinlichkeitsraum, 6

X
duBeres Produkt
von verallgemeinerten Funktionen,
211
X

duBeres Produkt
von Funktionen, 133, 211, 216
Produkt-o-Algebra, 27
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