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Wichtige Grundlage fiir dieses Kapitel ist Abschnitt [AlL] 2.1 aus der Algebra
iiber Restklassenringe und Teilringe. Nach und nach wird dann immer mehr aus
den anderen Abschnitten von [AL] 2 verwendet, insbesondere auch der Satz, daf3
Polynomringe iiber faktoriellen Ringen wieder faktoriell sind. Nach und nach wird
auch die Begrifflichkeit topologischer Rdiume immer wichtiger: Zunéchst gentigen
elementarste Kenntnisse, etwa im Umfang von [AN1] 6.5, spiter verwenden wir
auch weitergehende Konstruktionen im Umfang von [M1.] 3.6. Grundbegriffe der
Kategorientheorie im Umfang von [[LA2] 7 sollten vorhanden sein oder im Rah-
men dieser Vorlesung mit erlernt werden.
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1 Endliches Erzeugen und Nullstellensatz

1.1 Hilbert’scher Nullstellensatz

1.1.1. Ich erinnere daran, daf} bei mir jeder Ring eine Eins hat und daf} von jedem
Ringhomomorphismus gefordert wird, da3 er die Eins auf die Eins wirft. Ein Ideal
eines Rings ist nach [AL] eine Untergruppe seiner additiven Gruppe, die un-
ter der Multiplikation mit beliebigen Elementen unseres Rings von links wie von
rechts stabil ist. Einen kommutativen Ring nenne ich auch einen Kring. Sei % ein
Kring und k[T3, ..., T,] der Polynomring iiber k£ in n Variablen. Das Auswerten
liefert eine Abbildung
E[Ty,...,T,] x k" — k

Definition 1.1.2. Ist & ein Kring und I C k[T ...,T,] eine Teilmenge, so defi-
nieren wir die Nullstellenmenge oder kurz die Nullstellen von / als die Menge
derjenigen Punkte des £", an denen alle Polynome aus I verschwinden. Wir no-

tieren sie
Z(I)={z k™| flx)=0 Vfel}

mit Z wie ,,zeroes“. Eine andere gingige Notation ist V' (/) mit V' wie ,,Varietat™.
Im Fall I = {fy,..., f.} kiirzen wir Z({f1,..., f+}) abzu Z(f1,..., f,). Eine
Teilmenge Z C k™ heil3t algebraisch genau dann, wenn sie die Nullstellenmenge
eines Systems von Polynomen ist, wenn es also in Formeln eine Teilmenge I C
k[T ..., T,] gibtmit Z = Z(I).

1.1.3. Im ersten Teil dieser Vorlesung geht es um die Untersuchung ,,geome-
trischer Eigenschaften algebraischer Teilmengen von k" fiir algebraisch abge-
schlossene Korper £ und die entsprechenden ,,algebraischen* Aussagen der Theo-
rie kommutativer Ringe. Den tragenden Pfeiler der Briicke zwischen der ,,geome-
trischen* und der ,,algebraischen* Welt bildet der folgende Satz, dessen Beweis
mit den notigen Vorbereitungen uns bis 1.10.12 beschiftigen wird.

Satz 1.1.4 (Hilbert’scher Nullstellensatz). Seien k = k ein algebraisch abge-
schlossener Korper und I C k[T, ..., T,] ein Ideal im Polynomring iiber k in
endlich vielen Variablen. Ist f € k[T\,...,T,] ein Polynom, das auf der Null-
stellenmenge unseres Ideals verschwindet, so liegt eine Potenz unseres Polynoms
bereits selbst in besagtem Ideal. In Formeln gilt also

Z()DZU) = NelfirN>0

1.1.5. Fiir k£ nicht algebraisch abgeschlossen ist dieser Satz falsch: Als Beispiel
betrachte man fiir £ = R in R[7] das Ideal I = (T” + 1). Obwohl das konstante
Polynom f = 1 auf der Nullstellenmenge Z(I) = () unseres Ideals verschwindet,
liegt keine seiner Potenzen 1V = 1 in besagtem Ideal.
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1.1.6. Wir werden den Hilbert’schen Nullstellensatz erst im Anschlufl an Lemma
1.10.12 zeigen konnen. Manche Aussagen aus seinem Umfeld sind jedoch sehr
einfach zu haben, wie ich im folgenden ausfithren will.

Definition 1.1.7. Ist £ ein Kring und X C k" eine Teilmenge, so bilden diejenigen
Polynome, die an allen Punkten von X verschwinden, offensichtlich ein Ideal
des Polynomrings k[T, ..., T,]. Es heiit das Verschwindungsideal von X . Wir
notieren es

T(X) = {f €k[Th,....T.] | f(x) =0 Ve X}

1.1.8. Sei k ein beliebiger Kring. Offensichtlich gilt fiir ein beliebiges System 7
von Teilmengen von k[T, ..., T,] die Identitit (., Z(J) = Z (U,c, /) und
insbesondere auch

IcJ = Z(I)>Z(J)

Ebenso offensichtlich gilt fiir ein beliebiges System X’ von Teilmengen des k™ die
Identitit Z (Jycr X) = Nxer Z(X) und insbesondere auch

YCX = I(Y) D I(X)

Des weiteren gilt sicher J C Z(Z(J)) fir jede Teilmenge J C k[Ty,...,T,] und
X C Z(Z(X)) fir jede Teilmenge X C k". Es folgt Z(X) = Z(Z(Z(X))) fir
jede Teilmenge X C k", indem wir einerseits Z auf X C Z(Z(X)) anwenden
und andererseits J C Z(Z(J)) auf J = Z(X). Ebenso folgt fiir jede Teilmenge
J C k[Ty,...,T,] die Identitit Z(.J) = Z(Z(Z(J))). Insbesondere gilt fiir jede
algebraische Teilmenge X C k" die Identitit X = Z(Z(X)), die offensichtlich
auch umgekehrt algebraische Teilmengen charakterisiert.

Ergdnzung 1.1.9. Allgemeiner versteht man unter einer Inzidenzstruktur ein Tri-
pel (A, B, R) bestehend aus zwei Mengen A und B mit einer Teilmenge R C
A x B alias einer Relation zwischen A und B im Sinne von [ ] . Zum
Beispiel konnen wir die Menge A = k[T, ..., T,] der Polynome und die Menge
B = k™ der Punkte zu betrachten mit der Relation (f,z) € R genau dann, wenn
gilt f(z) = 0. Fiir eine beliebige Inzidenzstruktur kdnnen wir in derselben Weise
wie in diesem Beispiel Abbildungen Z : P(B) — P(A)und Z : P(A) — P(B)
erkldren. Auch in dieser Allgemeinheit verwandeln sich Vereinigungen in Schnit-
te, Inklusionen kehren sich um, und es gilt stets X C Z(Z(X)) sowie Z(X) =
Z(Z(Z(X))) und symmetrisch J C Z(Z(J)) sowie Z(J) = Z(Z(Z(J))).

1.1.10. Um Sie zu ermuntern, sich in Vorbereitung auf spitere Kapitel mit den
Grundbegriffen der Topologie auseinanderzusetzen, beginne ich bereits hier mit
der Diskussion der sogenannten ,,Zariski-Topologie“. Ich erinnere zunéchst an
einige grundlegende Definitionen aus der Begriffwelt der Topologie, wie sie in

6



A
W

Die Kreislinie ist die Nullstellenmenge in R? des Polynoms

X? +Y?%—1€eR[X,Y]. Das ist also eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge der
Ebene R?. Jeder Punkt (a,b) € R? ist die simultane Nullstellenmenge in R? der

Polynome X — aund Y — b aus R[.X, Y. Also ist auch jede einpunktige Menge

Zariski-abgeschlossen. Alle Zariski-abgeschlossenen Teilmengen von R? sind
offensichtlich auch metrisch abgeschlossen, also abgeschlossen in der
natiirlichen Topologie des R? aus [ ] , aber das Umgekehrte gilt nicht.
Man zeige zur Ubung, daf eine echte Zariski-abgeschlossene Teilmenge von R?
keine nichtleere metrisch offene Teilmenge von R? umfassen kann.



[ ] ausfiihrlicher eingefiihrt werden. Eine Topologie 7 auf einer Men-
ge X ist ein System von Teilmengen 7 C P(X), das stabil ist unter dem Bilden
von endlichen Schnitten und beliebigen Vereinigungen. Ein Paar (X, 7) beste-
hend aus einer Menge mit einer Topologie heiflt ein topologischer Raum. Die
Teilmengen aus 7 heillen dann die offenen Teilmengen unseres topologischen
Raums, und statt U € 7T schreibe ich auch U @ X. Die Komplemente der offe-
nen Teilmengen heilen die abgeschlossenen Teilmengen unseres topologischen
Raums, und fiir A C X schreiben wir statt (X\A) € 7 auch A ¢ X. Das
System der abgeschlossenen Teilmengen eines topologischen Raums ist stabil un-
ter endlichen Vereinigungen und beliebigen Schnitten, und jedes Mengensystem
in einer Menge X mit diesen Eigenschaften ist auch umgekehrt das System der
abgeschlossenen Teilmengen einer wohlbestimmten Topologie auf X. Gegeben
eine Teilmenge M C X eines topologischen Raums wird ihr AbschluB M er-
klart als die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M umfaf3t, alias der
Schnitt aller abgeschlossenen Teilmengen von X, die M umfassen. Eine Abbil-
dung f : X — Y von topologischen Riaumen heilt stetig genau dann, wenn
das Urbild jeder offenen Menge offen ist, oder gleichbedeutend das Urbild jeder
abgeschlossenen Menge abgeschlossen.

1.1.11. Ich erinnere [ ] : Ist X ein topologischer Raum und Y C X eine
Teilmenge, so erkliart man die induzierte Topologie oder Spurtopologie auf Y
durch die Vorschrift

UcY<dVeXmtU=VNY

In Worten ist also eine Teilmenge von Y offen fiir die induzierte Topologie genau
dann, wenn sie der Schnitt von Y mit einer offenen Teilmenge von X ist. Ab jetzt
fassen wir stillschweigend jede Teilmenge Y eines topologischen Raums X auf
als topologischen Raum mit der induzierten Topologie.

Lemma 1.1.12. Ist k ein kommutativer Integritdiitsbereich, so bilden die alge-
braischen Teilmengen von k™ die abgeschlossenen Mengen einer Topologie, der
Zariski-Topologie auf dem £".

Beweis. Daf beliebige Schnitte algebraischer Teilmengen wieder algebraisch sind,
folgt sofort aus 1.1.8. Ist & nicht der Nullring, so gilt weiter Z(1) = (), und ist k
auch noch nullteilerfrei, so gilt zusitzlich Z(1) U Z(J) = Z(IJ) mit der No-
tation IJ = {fg | f € I, g € J}. Folglich bilden die Z(I) das System der
abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf dem £™. O

1.1.13. Ist k ein kommutativer Integritdtsbereich, so folgt fiir den Abschluf} einer
beliebigen Teilmenge X C k" in Bezug auf die eben erklirte Zariskitopologie die
Formel

X = Z(1(X))
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In der Tat ist die rechte Seite eine algebraische alias abgeschlossene Menge, die
X umfaft, und fiir jede algebraische alias abgeschlossene Teilmenge A D X gilt
A=Z(Z(A) D Z(Z(X)).

1.1.14. Sei k = Fk ein algebraisch abgeschlossener Korper. Ein Element eines
faktoriellen Krings heiflt quadratfrei, wenn es von Null verschieden ist und wenn
darin kein Primfaktor mehrfach auftritt. Eine Teilmenge Z C k" fiir n > 2 heil3it
eine

Hyperebene, wenn sie Nullstellenmenge eines linearen Polynoms ist, also eines
Polynoms vom Totalgrad 1;

Quadrik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien quadratischen Polynoms
ist;

Kubik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien kubischen Polynoms ist;

Quartik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien Polynoms vom Total-
grad 4 ist;

Quintik, wenn sie Nullstellenmenge eines quadratfreien Polynoms vom Total-
grad 5 ist;

Vorschau 1.1.15. (k = k). Wir zeigen in 4.4.14, daB jedes Polynom P € k[T}, ..., T,]
auf einer algebraischen Teilmenge X & k"™ als Abbildung P : X — k aufgefalit
entweder nur endlich viele Werte annimmt oder nur endlich viele Werte nicht an-
nimmt. Ich wiilte gerne, wie man das méglichst einfach einsehen kann.

Erginzung 1.1.16. Man kann zeigen, daB fiir & = k ein algebraisch abgeschlosse-
ner Korper und n > 1 jede algebraische Teilmenge von k™ bereits als die Nullstel-
lenmenge von n Polynomen beschrieben werden kann, vergleiche etwa [ ].
Im Gegensatz dazu kann keineswegs jedes Ideal des Polynomrings von n Polyno-
men erzeugt werden.

Ubungen

Ubung 1.1.17. Ist k ein Korper, ja ein beliebiger Kring, und = € k™ ein Punkt,
so ist das Verschwindungsideal dieser einelementigen Menge das Ideal Z(z) =
<T1 — T1,y... 7Tn —ZEn> C k‘[Tl, e 7Tn]

Ubung 1.1.18. Sei k ein Korper. Man zeige, daB die von ganz k verschiedenen
algebraischen Teilmengen von k genau die endlichen Teilmengen sind. Man zei-
ge, daB die algebraischen Teilmengen von k? genau die endlichen Teilmengen,
die Vereinigungen der Nullstellenmengen einzelner Polynome mit endlichen Teil-
mengen, sowie ganz k? sind. Hinweis: Nach [A]] haben zwei teilerfremde
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Polynome in zwei Veridnderlichen hochstens endlich viele gemeinsame Nullstel-
len.

Ubung 1.1.19. Sei k ein Korper. Man zeige fiir jedes Ideal I C k[T, ..., T,] die
Abschitzung |Z(1)| < dimy k[T3,...,T,]/I. Insbesondere kann ein Ideal end-
licher Kodimension nur hochstens endlich viele simultane Nullstellen besitzen.
Hinweis: Interpolation in mehreren Variablen [Al]

Ubung 1.1.20. Unter einem Homéomorphismus versteht man eine bijektive ste-
tige Abbildung zwischen topologischen Riumen, deren Umkehrung auch stetig
ist. Man zeige: Ist v : k = k ein Korperautomorphismus, so induziert -y einen
Homdomorphismus v : k" = k", (z1,...,2,) — (y(z1),...,7(x,)) von k"
versehen mit der Zariski-Topologie auf sich selbst.

Ubung 1.1.21. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heiRt dicht genau
dann, wenn ihr Abschluf}3 der ganze Raum ist. Sei k£ ein kommutativer Integri-
tatsbereich. Man zeige: Jede unendliche Teilmenge von k ist Zariski-dicht. Sind
A C K™ und B C k™ Zariski-dicht, so gilt dasselbe fiir A x B C k™", Je-
de offene nichtleere Teilmenge von k™ ist Zariski-dicht. Je zwei offene nichtleere
Teilmengen von k™ haben nichtleeren Schnitt.

Ubung 1.1.22. Man zeige, daB jede unendliche Teilmenge der Kreislinie in der
reellen Ebene {(z,y) € R? | 22 +y* = 1} Zariski-dicht liegt in der Kreislinie mit
ihrer Spurtopologie nach 1.1.11. Hinweis: [AL]

Ubung 1.1.23. Man zeige: Verschwindet ein Polynom P € R[X, Y] auf der Kreis-
linie {(z,y) € R?* | 22 + y* = 1}, so wird es von X? + Y2 — 1 geteilt.

Ubung 1.1.24. Man folgere aus dem Hilbertschen Nullstellensatz: Haben zwei

irreduzible Polynome in C[T7,...,T,] dieselben Nullstellen, so ist das eine ein
skalares Vielfaches des anderen. Im Fall n = 1 ist das klar. In Fall n = 2 folgt
es bereits aus Korollar [AL] , nach dem zwei teilerfremde Polynome in

C[X, Y] hochstens endlich viele gemeinsame Nullstellen haben.

1.2 Moduln iiber Ringen
Definition 1.2.1. Sei R ein Ring. Ein R-Modul ist Paar bestehend aus einer abel-
schen Gruppe (M, +) und einer Abbildung

RxM — M

(r,m) — rm

derart, daB fiir alle r, s € R und m,n € M die folgenden Identititen gelten:

r(m+mn) = (rm)+ (rn)
(r+sym = (rm)+ (sm)
r(lsm) = (rs)m
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Beispiel 1.2.2. Ist R ein Korper, so nennt man einen R-Modul meist einen R-
Vektorraum. Der Ring R selbst ist in offensichtlicher Weise ein R-Modul. Das-
selbe gilt fiir R", ja gegeben eine beliebige Menge X fiir Ens(.X, R) und gegeben
zusitzlich ein beliebiger R-Modul M auch fiir die Menge Ens(X, M) aller Ab-
bildungen von X nach M. Weitere Beispiele kommen spiter.

1.2.3. Wir vereinbaren auch in diesem Kontext die Regel ,,Punkt vor Strich®. Wie
bei Vektorraumen zeigt man auch bei Moduln M iiber einem Ring R fiir alle
m € M die Formel O0m = 0, genauer 0gm = 0y, und folgert (—1)m = —m.

Erginzung 1.2.4. Arbeitet man mit der alternativen Konvention, nach der Ringe
nicht notwendig unitidr zu sein brauchen, so ist die dritte Bedingung nicht mehr
sinnvoll und wird weggelassen. Unsere Moduln wiirde man in dieser Konvention
als ,,unitdre Moduln iiber einem unitiren Ring* bezeichnen.

1.2.5. Gegeben eine abelsche Gruppe M bilden wir wie in [ ] den Ring
Ab M = End M aller Gruppenhomomorphismen ¢ : M — M, den sogenannten
Endomorphismenring von ). Seine Addition ist die Addition von Abbildun-
gen, (¢ + ¥)(m) = ¢(m) + ¥(m), seine Multiplikation die Verkniipfung von
Abbildungen, ¢ := ¢ o 1, und sein Einselement die Identitit id : M — M.

1.2.6 (Abelsche Gruppen als Z-Moduln). In obigem Sinne ist eine Struktur als
R-Modul auf einer abelschen Gruppe M ,.dasselbe wie ein Ringhomomorphis-
mus R — Ab M. Fiir jeden Ring F gibt es nun genau einen Ringhomomorphis-
mus Z — FE. Jede abelsche Gruppe M trégt also genau eine Z-Modulstruktur. Wir
konnen diese Modulstruktur auch explizit beschreiben: Fiir a € N ist notwendig
Im = m, also 2m = (1 + 1)m = m + m, induktiv (a + 1)m = am + m, und
dann auch (—a)m = (—1)am = —(am).

Ergdnzung 1.2.7. Sei () eine Menge. Unter einem {2-Modul versteht man eine
abelsche Gruppe M mitsamt einer Abbildung 2 — Ab(M) unserer Menge €2 in
den Endomorphismenring der abelschen Gruppe M. Das ist nun allerdings nichts
anderes als ein Modul in unserem bisherigen Sinne iiber dem ,,nichtkommutativen
Polynomring iiber Z in durch €2 indizierten Variablen*, den wir in der Notation
aus [1TF] etwa Ring' Q) notieren konnten. Insofern bringt uns dieses Konzept
nichts Neues und alles, was wir im folgenden zu Moduln iiber allgemeinen Ringen
zeigen, gilt a forteriori auch fiir Moduln iiber Mengen.

1.2.8. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so wird jeder S-Modul und
insbesondere auch S selbst ein R-Modul vermittels der Operation rm = (r)m.
Dies Verfahren heif3t Restriktion der Skalare, und zwar selbst dann, wenn der
Ringhomomorphismus ¢ : R — S nicht die Inklusion eines Teilrings ist. Zum
Beispiel ist fiir jedes Ideal a C R der Quotient R/a aus [Al] ein R-Modul
in natiirlicher Weise.
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Erganzung 1.2.9. Unter dem Zentrum Z(R) eines Rings R verstehen wir die
Menge derjenigen Elemente von R, die mit allen anderen Elementen kommutie-
ren, in Formeln

Z(R)={2z€ R|za=az Ya € R}

Das Zentrum ist stets ein kommutativer Teilring von R.

Ergdnzung 1.2.10. Fir jede Zerlegung A = A; & ... & A, eines Rings in eine
Summe zweiseitiger Ideale sind die Summanden A; unter der induzierten Mul-
tiplikation selber Ringe mit Eins-Element 1, fir 1 = 1; + ... + 1,, die unserer
Zerlegung entsprechende Zerlegung der Eins des Rings A. Des weiteren liefert
dann das Aufaddieren auch einen Ringisomorphismus

Al x ... xA, S A

und die 1; liegen im Zentrum von A und haben die Eigenschaft 1,1, = 4;;1;.
Haben wir umgekehrt eine Darstellung 1 = 1; + ... + 1,, mit 1; zentral und
1,1; = 0;;1;, so zerfillt A in das Produkt der Ideale A; = (1,). Wir nennen
eine solche Darstellung eine Zerlegung der Eins in paarweise orthogonale zen-
trale Idempotente. Fassen wir in einer derartigen Zerlegung einige Summanden
zusammen, so sprechen wir von einer Vergroberung unserer Zerlegung. Natiir-
lich haben je zwei derartige Zerlegungen eine gemeinsame Verfeinerung, beste-
hend aus allen Produkten von einem Idempotenten der einen Zerlegung und ei-
nem Idempotenten der anderen Zerlegung. Existiert eine feinste Zerlegung mit
von Null verschiedenen Summanden, so ist sie demnach eindeutig. Die zugehori-
ge Zerlegung des Rings heifit dann seine Block-Zerlegung A = A; x ... x A,
und die zugehorigen Faktoren A; heilen die Blocke des Rings A. Riickblickend
konnen wir festhalten, da3 bei einem Ring, der eine Zerlegung in eine endliche
direkte Summe ihrerseits nicht weiter zerlegbarer zweiseitiger Ideale besitzt, die
Summanden wohlbestimmt sind und dann eben die Blocke unseres Rings heillen.

Ubungen
Ubung 1.2.11. Gegeben eine abelsche Gruppe M und ein Ring R induziert das
Exponentialgesetz Ens(R x M, M) = Ens(R, Ens(M, M)) aus [GR] eine
Bijektion

Strukturen als R-Modul ~ Ringhomomorphismen
auf der abelschen Gruppe M R—AbM

Im Fall eines Korpers war das bereits Ubung [ ]
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Ubung 1.2.12 (k[ X]-Moduln als k-Vektorriume mit Endomorphismus). Gege-
ben eine abelsche Gruppe M und ein Korper £ haben wir natiirliche Bijektionen

{ Strukturen als k[ X]-Modul } ~ { Ringhomomorphismen }

auf der abelschen Gruppe M k[ X] — Ab M
H

Paare (1), A) bestehend aus ) [ Paare (¢, A) bestehend aus
einer k-Vektorraumstruktur einem Ringhomomorphismus

Vi ikxM— M ~ w:k— AbM
auf der abelschen Gruppe M und einem mit seinem Bild
und einem Endomorphismus kommutierenden Element

\ A € Endg (M) ) \ AeAbM )
Genauer liefert 1.2.11 die obere horizontale Bijektion und [ ] die ver-

tikale Bijektion. In diesem Sinne ist also ein k[X]-Modul ,,dasselbe” wie ein k-
Vektorraum mit einem k-linearen Endomorphismus. Fiir £ ein beliebiger Ring gilt
Analoges.

Ergdnzung 1.2.13. Gegeben Ringe Ry, ..., R, mit Produkt R = Ry x ... X R,
erhalten wir fiir jede abelsche Gruppe M eine Bijektion

Strukturen auf M ~ Zerlegungen M = M, & ... & M, mit
als R-Modul jeweils einer RR;-Modulstruktur auf M;

indem wir in R die Elemente e; = (0,...,1,...,0) mit einer 1 an der i-ten Stelle
und Nullen sonst betrachten und in M die Untergruppen M; := e; M nehmen und
sie mit der hoffentlich offensichtlichen von der R-Modulstruktur auf M induzier-
ten Struktur eines R;-Moduls versehen.

1.3 Homomorphismen, Untermoduln, Quotienten

Definition 1.3.1. Eine Abbildung f : M — N von einem R-Modul in einen
weiteren heiflt R-linear oder ein R-Modulhomomorphismus genau dann, wenn
gilt f(m+m') = f(m)+ f(m)und f(rm)=rf(m) VYVm,m € M,r € R.

Ergédnzung 1.3.2. Die Gesamtheit aller R-Moduln iiber einem vorgegebenen Ring

R bildet mit den R-Modulhomomorphismen als Morphismen eine Kategorie 2 -Mod,
und in der Sprache der Kategorientheorie ist das Vergessen der Z-Modulstruktur
ein [somorphismus von Kategorien

7Z-Mod = Ab

zwischen der Kategorie der Z-Moduln und der Kategorie der abelschen Gruppen.
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Definition 1.3.3. Die Menge aller Homomorphismen von einem R-Modul M
in einen R-Modul N schreiben wir auch Hompg(M, N). Sie bildet eine Unter-
gruppe und fiir kommutatives R sogar einen R-Untermodul von Ens(M, N). Ein
bijektiver Homomorphismus heifit ein Isomorphismus von R-Moduln. Gibt es
einen Isomorphismus zwischen zwei R-Moduln M und NN, so schreiben wir auch
M = M und sagen, M und N seien isomorph. Ein Homomorphismus von einem
Modul zu sich selbst heifit ein Endomorphismus unseres Moduls. Die Menge
aller Endomorphismen des R-Moduls M notiert man Endz(M). Sie bildet einen
Ring unter der Verkniipfung als Multiplikation.

Ergdnzung 1.3.4. Ich will das Symbol Hom ohne Index reservieren fiir Funktoren,
die aus zwei Objekten einer Kategorie ein drittes Objekt derselben Kategorie ma-
chen. Nur im Fall von Vektorrdumen oder kommutativen Ringen darf man dann,
wenn man dieser Konvention folgen will, den Grundring aus der Notation weglas-
sen. Die Morphismenmenge in einer beliebigen Kategorie C notiere ich C(X,Y).
Wenn sie mit zusétzlicher Struktur verstanden werden soll, benutze ich auch Hom,
aber dann mit ergiinzenden Indizes.

Lemma 1.3.5 (Modulhomomorphismen vom Grundring zu einem Modul).
Die R-Modulhomomorphismen von einem Ring R, aufgefaf3t als R-Modul, zu ei-
nem beliebigen weiteren R-Modul werden parametrisiert durch die Elemente des
besagten R-Moduls. Fiir jeden R-Modul M liefert genauer die Abbildungsvor-
schrift m +— (r — rm) einen Isomorphismus

M % Homg(R, M)
m (r = rm)

von abelschen Gruppen mit Inversem ¢ — ¢(1).
Beweis. Dem Leser iiberlassen. [l

Definition 1.3.6. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Eine Teilmenge N C
M hei3t ein Untermodul genau dann, wenn N eine Untergruppe ist und wenn
zusitzlich giltm € N,r € R=rm € N.

1.3.7. Die Untermoduln eines kommutativen Rings sind genau seine Ideale. Die
Untermoduln eines allgemeinen Rings heiflen seine Linksideale. Jeder Schnitt
von Untermoduln ist wieder ein Untermodul. Ist 7' C M eine Teilmenge eines
Moduls M, so heiBt der kleinste Untermodul von M, der T enthilt, auch der von
T erzeugte Untermodul und wir bezeichnen ihn mit z(7") oder wenn die genaue
Bedeutung eh aus dem Kontext hervorgeht etwas nachlissig mit (T')  oder auch
abkiirzend mit (7). Man kann den von 7" erzeugten Untermodul beschreiben als
die Menge aller Linearkombinationen

{T1t1+...rsts|820, T’Z'ER, tZET}
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Hierbei steht die leere Linearkombination mit s = 0 fiir die Null in M. Ein Mo-
dul, der von einer endlichen Teilmenge erzeugt wird, heif3t endlich erzeugt. Ein
Modul, der von einem einzigen Element erzeugt wird, heifit zyklisch.

1.3.8. Das Bild eines Untermoduls unter einem Modulhomomorphismus ist wie-
der ein Untermodul. Dasselbe gilt fiir das Urbild eines Untermoduls. Insbesondere
sind Bild und Kern eines Modulhomomorphismus stets Untermoduln.

Proposition 1.3.9 (Quotientenmoduln). Seien R ein Ring, M ein R-Modul und
N C M ein Untermodul.

1. Es gibt genau eine Struktur eines R-Moduls auf der Restklassengruppe
M/N aus [LA2] derart, daf3 die Projektion can : M — M/N ein
Homomorphismus von R-Moduln ist;

2. Jeder Homomorphismus von R-Moduln ¢ : M — M’ mit o(N) = 0 fak-
torisiert in eindeutiger Weise iiber M /N, es gibt also zu ¢ genau einen
R-Modulhomomorphismus o : M /N — M’ mit p = ¢ o can.

Beweis. Sehr dhnlich zum Beweis der entsprechenden Aussagen im Fall von Vek-
torrdumen [ ] und dem Leser iiberlassen. O

Ubungen

Ubung 1.3.10. Gegeben ein R-Modul M wird M ein Modul iiber seinem Endo-
morphismenring Endg (M) vermittels der Vorschrift fm = f(m) fir alle f €
Endg(M)und m € M.

Ubung 1.3.11. Ist R ein Ring und e € R ein idempotentes Element und M ein
R-Modul, so induziert das Auswerten bei e eine Bijektion Hompg(Re, M) = eM.

Ergiinzende Ubung 1.3.12. In einem endlich erzeugten Modul umfaBt jedes Er-
zeugendensystem ein endliches Erzeugendensystem.

Ubung 1.3.13. Sei R ein Ring und a C R ein Ideal und M ein R-Modul. Bezeich-
ne aM C M den Untermodul, der von allen Elementen am mita € aund m € M
erzeugt wird, und der bei sorgfiltigerer Notation eigentlich (aM) notiert werden
miifite. Man zeige, da3 die Operation von R auf M /aM in natiirlicher Weise fak-
torisiert iiber R/a, so daB also M /aM in natiirlicher Weise ein R/a-Modul wird.

Ubung 1.3.14. Man zeige, daB gegeben ein Ring R und ein R-Modul M fiir je-
des Linksideal / C R das Auswerten an der Nebenklasse 1i + [ eine Bijektion
Homg(R/I, M) = {m € M | Im = 0} induziert.

Ubung 1.3.15. Gegeben Moduln M iiber Ringen R; kann man das Produkt M der
M; in offensichtlicher Weise mit der Struktur eines Moduls iiber dem Produkt R
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der R; versehen. Ergibt sich in derselben Weise ein R-Modul N als das Produkt
gewisser ;-Moduln V;, so haben wir einen kanonischen Isomorphismus

Homp(M,N) = H Hompg, (M;, N;)

Ubung 1.3.16. Ich erinnere an exakte Sequenzen im Sinne von [ ] . Eine
Sequenz von Gruppen M’ — M — M" heif}t linksexakt genau dann, wenn die
erweiterte Sequenz 1 — M’ — M — M" exakt ist, wenn sie also in anderen
Worten bei M exakt ist und M’ — M injektiv ist. Wir schreiben linksexakte
Sequenzen meist M’ — M — M". Man zeige: Eine Sequenz M’ — M —
M" von Moduln tiber einem Ring R ist linkssexakt genau dann, wenn fiir jeden
weiteren 2-Modul NV die induzierte Sequenz

Hompz(N, M') — Hompg(N, M) — Hompg(N, M")

linksexakt ist.

Ubung 1.3.17. Ich erinnere an exakte Sequenzen im Sinne von [ ] . Eine
Sequenz von Gruppen M’ — M — M" heif3it rechtsexakt genau dann, wenn die
erweiterte Sequenz M’ — M — M"” — 1 exakt ist, wenn sie also in anderen
Worten bei M exakt ist und M — M" surjektiv ist. Wir schreiben rechtsexakte
Sequenzen meist M’ — M — M". Man zeige: Eine Sequenz M’ — M —
M" von Moduln iiber einem Ring R ist rechtsexakt genau dann, wenn fiir jeden
weiteren [2-Modul NV die induzierte Sequenz

Hompg(M", N) — Hompg(M, N) — Hompg(M', N)

linksexakt ist.

1.4 Summen und Produkte von Moduln

1.4.1. Die folgenden Konstruktionen verallgemeinern unsere Konstruktionen im
Fall von Vektorrdumen aus [ ]

Definition 1.4.2. Gegeben eine Familie (M) ),ca von Moduln iiber einem Ring
R bilden wir zwei neue R-Moduln, das Produkt [ [ M) und die direkte Summe
oder kurz Summe @ M, durch die Regeln

[Lea My = {(ma)rea | ma € My}

Drca My = {(ma)rea | mr € My, nur endlich viele m sind nicht null}

mit der offensichtlichen komponentenweisen Addition und Multiplikation mit Ska-
laren aus R.
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1.4.3. Fiir eine endliche Familie von Moduln M, ..., M, stimmen die direkte
Summe und das Produkt iiberein. Wir benutzen dann alternativ die Notationen

Mlx...st:Ml@...@Ms

1.4.4. Das Produkt bzw. die Summe sind das Produkt bzw. Koprodukt in der Kate-
gorie der R-Moduln im Sinne unserer allgemeinen Definitionen [ ] bzw.
[ ] . Ausformuliert bedeutet das: Die offensichtlichen Einbettungen und
Projektionen sind Homomorphismen

in,\:M,\‘—>@M,\ bzw. pl")\ZHM/\—»MA
AEA AEA

und ist M ein weiterer R-Modul, so induzieren die durch Vorschalten der iny bzw.
Nachschalten der pr, gegebenen Abbildungen Bijektionen

HOIHR(@AGA MA, M) :> H)\GA HOIHR<M)\,M)
—

f (f oiny)rea
Homp(M,[Tycx My) = Tl,en Hompg(M, M)
[ (Pryof)rea

1.4.5. Gegeben eine Familie (1)) e von Untermoduln eines Moduls M bezeich-
net man den von ihrer Vereinigung erzeugten Untermodul von M auch als ihre
Summe und notiert ihn ) |, _, M,. Diese Summe kann auch interpretiert werden
als das Bild eines natiirlichen Homomorphismus €, , M, — M von der direk-
ten Summe nach M. Ist dieser Homomorphismus injektiv, so sagen wir, die ,,Sum-
me der Untermoduln M), sei direkt” und schreiben statt ), _, My auch @, _, M,.
Zwei Untermoduln Ny, No C M heilen komplementiir genau dann, wenn ihre
Einbettungen einen Isomorphismus N; & No = M induzieren. Ein Untermodul,
der ein Komplement besitzt, hei3t ein Summand.

1.4.6. Auch bei Moduln iiber Ringen nennt man eine Familie (m)),ca linear
unabhiingig genau dann, wenn nur die triviale (endliche) Linearkombination ver-
schwindet, wenn also fiir eine Familie (7)),ca von Elementen unseres Rings mit
nur endlich vielen von Null verschiedenen Mitgliedern gilt

> ramy=0 = aller, sind null
AEA

Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem heif3t wie bei Vektorrdumen eine Ba-
sis, und wie dort erklidren wir die Begriffsvarianten einer Basis als Teilmenge,
einer Basis als Familie, und einer angeordneten Basis. Allerdings besitzen kei-
neswegs alle Moduln eine Basis, wie man das von Vektorrdumen gewohnt ist. Die
Moduln, die eine Basis besitzen, nennt man freie Moduln. Die Moduln, die eine
Basis bestehend aus genau einem Element besitzen, nenne ich frei zyklisch.
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Beispiel 1.4.7. 7/5Z ist kein freier Z-Modul, aber durchaus ein freier Modul tiber
dem Ring Z/57Z. Jede Familie von Elementen eines Moduls iiber dem Nullring,
der notwendig aus genau einem Element besteht, ist eine Basis.

Beispiel 1.4.8. Fir jede Menge A ist der Modul
RA:={f:A— R| f(\) =0 fur fast alle \}

frei, denn die Abbildungen, die an einer Stelle den Wert 1 annehmen und sonst
den Wert Null, bilden eine Basis. Wir nennen RA den freien R-Modul iiber
der Menge A. Nach unseren Definitionen ist umgekehrt eine Familie (1 )xea
in einem Modul M eine Basis genau dann, wenn die Abbildung RA — M mit
(rx) = > ramy ein [somorphismus ist.

~Y

1.4.9. Fiir beliebige Ringe R folgt aus R = R™ im allgemeinen keineswegs
n = m. Das einfachste Gegenbeispiel ist der Nullring, und das ist nach 1.5.9 auch
das einzige kommutative Gegenbeispiel. Unter den nicht kommutativen Ringen
gibt es jedoch auch interessantere Gegenbeispiele. Betrachten wir etwa zu einem
beliebigen Korper den freien Vektorraum V' iiber der Menge N, so gibt es einen
Isomorphismus V' = V @ V, und fiir den Endomorphismenring R = EndV
erhalten wir einen Isomorphismus von R-Moduln R = R? als die Verkniipfung
R=EndV =ZHom(V&V,V)=R&R.

Ergdnzung 1.4.10. Wir erhalten mit 1.4.9 auch ein Paar A C B bestehend aus
einem Ring mit einem echten Teilring und der Eigenschaft, da dennoch ein Iso-
morphismus A = B von A-Linksmoduln existiert: Betrachten wir R wie in 1.4.9
und den Teilring (R x R) C Mat(2; R) der Diagonalmatrizen, haben wir einer-
seits einen Isomorphismus (R x R)? = Mat(2; R) von (R x R)-Linksmoduln,
soviel gilt sogar fiir jeden Ring 2, und andererseits gibt es nach den vorherigen
Uberlegungen auch einen Isomorphismus (R x R) = (R x R)? von (R x R)-
Linksmoduln.

Lemma 1.4.11 (Kriterium fiir die Direktheit einer Summe). Gegeben eine Fa-
milie (V;);e; von Untergruppen einer abelschen Gruppe V' ist der natiirliche Ho-
momorphismus @,., V; — V eine Injektion genau dann, wenn fiir jede endliche
Teilmenge J C I und jedesi € I1\J gilt

Viny V=0
jed

Beweis. Ist der natiirliche Homomorphismus eine Injektion, so folgt aus i € I'\J
offensichtlich V; N > jes Vi = 0, und das sogar fiir beliebiges J C I. Ist der
natiirliche Homomorphismus keine Injektion, so liegt ein von Null verschiedenes
Element v = (v;);e; der direkten Summe in seinem Kern. Dieses Element hat
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nur in endlich vielen Summanden eine von Null verschiedene Komponente, die
Menge K := {i | v; # 0} ist also endlich und wegen v # 0 auch nicht leer. Per
definitionem gilt nun ), . v, = 0. Wiahlen wir 7 € K und nehmen .J = K\, so
folgt 0 # —v; = >,y v; und damit V; N ., V; # 0. O
Ergdnzung 1.4.12 (Die abelsche Gruppe Z[X] ist ihr eigenes Bidual). Das Pro-
dukt von abzéhlbar vielen Kopien von Z heif3t die Baer-Specker-Gruppe. Es ist
in offensichtlicher Weise isomorph zum Modul der Homomorphismen einer di-
rekten Summe von abzéhlbar vielen Kopien von Z nach Z. Wir verwenden im
folgenden die Inkarnation beider Gruppen als der Potenzreihenring und der Poly-
nomring. In Formeln ausgedriickt haben wir dann eine bilineare Abbildung

Z[X] x Z|X] = Z

gegeben durch (P, Q) +— (der Koeffizient von X in PQ), wobei Q aus () entste-
he durch Substitution von X ! fiir X. Diese Paarung liefert offensichtlich einen
Isomorphismus Z[X] = Homg(Z[X],Z). Wir wollen im folgenden die auf den
ersten Blick verbliiffende Aussage zeigen, daf sie auch einen Isomorphismus

Z[X] 5 Homy(Z[X], Z)

induziert. Um das einzusehen, zeigt man zunichst, dall es keinen von Null ver-
schiedenen Gruppenhomomorphismus f : Z[X]/Z][X] — 7Z gibt. Dafiir hinwie-
derum zu zeigen, reicht es zu zeigen, dal jedes derartige f nur gerade Zahlen
als Werte annimmt. Gegeben eine Potenzreihe ) a; X  beachten wir dazu, dafB
Do aiX 37, ungerade 3 X' stets das Doppelte einer anderen Reihe ist, und da$ der
Wert von f auf dem zweiten Summanden durch beliebige Dreierpotenzen teilbar
und damit Null ist. Jeder Gruppenhomomorphismus Z[X] — Z ist also durch
seine Restriktion auf 7Z[X | schon eindeutig festgelegt. Es bleibt zu zeigen, dal ei-
ne Linearform f : Z[X]| — Z, die nicht auf fast allen X Null ist, nicht auf Z[ X]
fortgesetzt werden kann. Ist aber f auf unendlich vielen X* nicht Null, so finden
wir eine monoton wachsende Folge «(0) < «(1) < ... von natiirlichen Zahlen
mit ¢, := [f(X)2%O) 4 4 f(X™)2¢M| = oo fiir n — oo und 2¢" TV > 2¢,
fir alle n € N. Werten wir dann unsere Linearform auf der Reihe Y 7°, 2% X!
aus, so mull das Ergebnis im Betrag mindestens c¢,, sein fiir alle n, und das ist
unmoglich.

Ubungen

Ubung 1.4.13. Man zeige: Jeder endlich erzeugte Modul iiber einem Schiefkorper
D ist isomorph zu D" fiir wohlbestimmtes n € N. Hinweis: Man kopiere die
Argumentation aus der linearen Algebra.
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Ubung 1.4.14. Sei k ein von Null verschiedener Ring. Man gebe ein minimales
alias unverkiirzbares Erzeugendensystem des Rings R := (k x k) als Linksmodul
iber sich selber an, das keine Basis ist. Man gebe eine maximale linear unabhén-
gige Teilmenge von Z als Linksmodul iiber sich selber an, die keine Basis ist.

Ubung 1.4.15. Sei k ein Ring und k[e] := k[T]/(T?) mit ¢ = T der Ring der
dualen Zahlen iiber k. Man zeige: Ein k[c]-Modul ist frei genau dann, wenn
gilt: M /eM ist ein freier k-Modul und die Multiplikation mit ¢ induziert einen

Isomorphismus
M/eM = eM

Ubung 1.4.16. Jeder Modul ist isomorph zu einem Quotient eines freien Moduls.

Ubung 1.4.17. Gegeben Moduln M, ..., M,, und Ny,..., N, iiber einem Ring
R haben wir eine natiirliche Identifikation

Homp(My & ... & My, N1 & ... & N,)) = | [ Homg(M;, ;)

1]

Wir werden die Elemente einer endlichen direkten Summe oft als Spaltenvetoren
von Elementen der Summanden auffassen und die Homomorphismen zwischen
direkten Summen als Matrizen von Homomorphismen zwischen den Summan-
den. Das erlaubt uns, die Komposition solcher Homomorphismen mit dem For-
malismus der Matrixmultiplikation zu berechnen.

Ubung 1.4.18. Gegeben eine Familie von Moduln M;; miti € I, j € J haben wir
stets eine kanonische Injektion B, (I, M;:) = [];(€D; M;:), die im allgemeinen
aber kein Isomorphismus ist.

Ubung 1.4.19. Das folgende ist eine offensichtliche Verallgemeinerung von [ ]

. Sei R ein Ring. Man nennt einen surjektiven Homomorphismus von R-
Moduln M — M" spaltend genau dann, wenn er ein Rechtsinverses besitzt, und
nennt solch ein Rechtsinverses dann eine Spaltung. Man zeige: Ist ¢ : M — M"
ein surjektiver Homomorphismus, M’ C M sein Kern und ¢ : M"” — M eine
Spaltung von ¢, so erhalten wir vermittels der Vorschrift (a’,a”) — o' + ¢(a”)
einen Isomorphismus M’ x M" = M.

Ubung 1.4.20. Sei R ein Ring. Fiir jeden surjektiven Homomorphismus f : M —»
F von einem R-Modul M auf einen freien R-Modul F' existiert eine Spaltung, als
da hei3t ein Homomorphismus s : F' — M mit fs = idp.

1.5 Rechtsmoduln und Matrizenrechnung

Definition 1.5.1. Sei R ein Ring. Ein R-Rechtsmodul ist ein Paar bestehend aus
einer abelschen Gruppe (M, +) mitsamt einer Abbildung M x R — M, (m,r) —
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myr derart, daf gilt fiir alle m,n € M undr,s € R :

(m—+n)r = mr+nr
m(r+s) = mr+ms
m(rs) = (mr)s
ml = m

1.5.2. Unsere R-Moduln aus Definition 1.2.1 nennt man manchmal auch genauer
Linksmoduln. Um den Unterschied klar zu machen, definieren wir fiir jeden Ring
R = (R,+, ) den opponierten Ring R°** = (R, +, ) als die abelsche Gruppe
R mit der ,,vertauschten‘ Multiplikation r°s° = sr fiir , s € R. Wir verwenden
dabei die Notation [GR] , insbesondere meint r° das Element r aufgefal3t
als Element des opponierten Rings. Man priift ohne Schwierigkeiten, da8§ ein R-
Rechtsmodul dasselbe ist wie ein R°PP-Linksmodul, alias eine abelsche Gruppe
M mitsamt einem Ringhomomorphimus R°?® — End M. Insbesondere braucht
man bei kommutativen Ringen zwischen Rechtsmoduln und Linksmoduln keinen
Unterschied zu machen.

Definition 1.5.3. Sei R ein Ring und M ein R-Rechtsmodul. Eine Teilmenge
N C M heiBit ein Untermodul oder ganz pedantisch Unterrechtsmodul genau
dann, wenn N eine Untergruppe ist und wenn zusétzlich giltm € N,r € R =
mr € N.

1.5.4. Die Unterrechtsmoduln eines Rings heiflen seine Rechtsideale. Jeder Schnitt
von Untermoduln ist wieder ein Untermodul. Ist 7' C M eine Teilmenge eines
Moduls M, so heifit der kleinste Untermodul von M, der T enthilt, auch der von
T erzeugte Untermodul und wir bezeichnen ihn mit (7")  oder auch abkiirzend
mit (7).

1.5.5. Fiir R-Rechtsmoduln M, N nennen wir einen Homomorphismus von abel-
schen Gruppen f : M — N mit f(mr) = f(m)r YVm € M,r € R auch einen
Homomorphismus von R-Rechtsmoduln und bezeichnen die Menge aller Ho-
momorphimen von R-Rechtsmoduln mit

Hom_g(M,N)
Genau wie bei Korpern haben wir auch bei Ringen R eine natiirliche Bijektion

Hom_g(RP,RY) — Mat(q x p; R)

f — /]
wo die Spalten der Matrix [f] = (a;;) die Bilder unter f der Vektoren ey, ..., e,
der Standardbasis des RP sind, in Formeln f(e;) = (ai;,...,an;) fir 1 < j <

p. Die inverse Abbildung ordnet jeder Matrix A die R-rechtslineare Abbildung
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x +— Ax zu, wo wir die Elemente z € RP bzw. Ax € R? als Spaltenmatrizen
auffassen. Wie bei Korpern entspricht die Matrixmultiplikation der Verkniipfung
von Abbildungen, in Formeln [f o g] = [f] o [g], und f ist ein Isomorphismus
genau dann, wenn seine Matrix [f] invertierbar ist.

1.5.6. Gegeben R-Rechtsmoduln M, N mit endlichen angeordneten Basen A, B
der Kardinalitéten p, q erhalten wir genau wie bei Korpern auch bei Ringen R eine
natiirliche Bijektion

Hom_g(M,N) = Mat(q x p; R)
f — 5lf]a

und nennen wieder z[f] 4 die darstellende Matrix der Abbildung f in Bezug
auf die Basen A und 5. Die Formel ¢[g o f]4 = c[g]s © 5[f] 4 gilt entsprechend.

1.5.7. Ich erinnere an die Definition der Determinante quadratischer Matrizen mit

Eintrigen in einem Kring durch die Leibnizformel [ ] , an die Multipli-
kationsformel det(AB) = (det A)(det B) aus [[LA1] und daran, daf eine
quadratische Matrix nach [ ] genau dann invertierbar ist, wenn ihre De-

terminante eine Einheit in fraglichen kommutativen Ring ist.

Ergdnzung 1.5.8. Die Leibnizformel ist zwar auch fiir nichtkommutative Ringe
noch sinnvoll, aber die Formel det(AB) = (det A)(det B) ist dann nicht mehr
richtig, und deshalb sind Determinanten in der Allgemeinheit nichtkommutativer
Ringe nicht mehr von Nutzen.

Proposition 1.5.9 (Wohlbestimmtheit des Rangs). Ist R ein kommutativer Ring
und nicht der Nullring, so folgt fiir m,n € N aus der Existenz eines Isomorphis-
mus von Moduln R™ = R™ bereits n = m.

1.5.10. Ein alternativer Beweis wird in Ubung 1.10.20 skizziert. Ein Gegenbei-
spiel fiir nichtkommutative Ringe erklart 1.4.9.

Beweis. Ein Isomorphismus R = R™ wird notwendig beschrieben durch Matri-
zen A und B. Wire n # m, so wiren unsere Matrizen nicht quadratisch. Hat ohne
Beschriankung der Allgemeinheit A mehr Zeilen als Spalten und ergidnzen wir un-
sere Matrizen durch Nullen zu quadratischen Matrizen A und B, so gilt immer
noch AB = I mit I der Einheitsmatrix, im Widerspruch zu det A = 0. [

1.5.11. Ist M ein endlich erzeugter freier Modul iiber einem kommutativen Ring
R # 0, so heilt die Zahl n € N mit M = R" auch der Rang von M. Das Beispiel
?? zeigt, daB3 man iiber nichtkommutativen Ringen im allgemeinen nicht mehr
sinnvoll vom Rang eines freien Moduls reden kann.

Ergdnzung 1.5.12. Es gibt Schiefkorper K C L derart, dal L iiber K endlich er-
zeugt ist als Linksmodul, nicht aber als Rechtsmodul. Die Frage nach einem sol-
chen Beispiel war lange als Artin’s Problem bekannt. Eine explizite Konstruktion
kann man in [ ] finden.
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Ubungen

Ubung 1.5.13. Gegeben ein Ring R liefert die durch Rechtsmultiplikation gege-
bene Abbildung aus 1.3.5 einen Ringisomorphismus R°°? = Endg(R) und die
durch Linksmultiplikation gegebene Abbildung einen Ringisomorphismus R —
End_R(R) .

Ubung 1.5.14. Man zeige: Gegeben ein kommutativer Ring R und n € N ist jeder
surjektive Homomorphismus R" — R bereits ein [somorphismus. Hinweis: Man
finde ein Halbinverses und rechne mit Matrizen.

Ergiinzende Ubung 1.5.15. Fiir jeden Ring R und jede natiirliche Zahl n > 1
liefert die Zuordnung M — M" eine Aquivalenz von Kategorien

R-Mod = Mat(n; R)-Mod

In anderen Worten ist jeder Modul iiber S = Mat(n; R) isomorph zu einem Mo-
dul der Gestalt M™ mit M € R-Mod und unsere Zuordnung induziert Bijek-
tionen Homp(M, N) = Homg(M™, N™). Etwas allgemeiner ist fiir jeden frei-
en R-Rechtsmodul V' mit Endomorphismenring £ = End_g (V') die Zuordnung
M — V @p M eine Aquivalenz von Kategorien R-Mod = E-Mod. Diese Aus-
sagen sind im iibrigen Spezialfille unserer allgemeinen Uberlegungen ??.

1.6 Ganzzahlige symplektische Formen**

Satz 1.6.1 (Symplektische Formen iiber Z). Gegeben eine endlich erzeugte freie
abelsche Gruppe 1" mit einer nichtausgearteten alternierenden Bilinearform w :
I' x I' — Z existiert stets eine Basis von I, beziiglich derer die Matrix unserer
Form eine Blockmatrix der Gestalt

0 D
-D 0
ist mit D = diag(dy, . ..,d,) und d; > 0 und d;|d;,, fiir alle i. Die d; sind dabei

durch die Form w eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir wihlen A\, o € T derart, daB w(\, ) = d die kleinstmdgliche posi-
tive Zahl ist, die so dargestellt werden kann. Dann behaupten wir I' = (A, ) ®
(), u)*. Aus Dimensionsgriinden gilt das iiber Q. Fiir jedes v € I' finden wir also
m € Z-g derart, dal m-y eine Darstellung

my = a\+ by + K

besitzt mit x € (), u)*. Es folgt sofort mw(vy, ) = da. Wire m kein Teiler
von a, so wire d kein Teiler von w(+y, 1) und wir konnten x,y € Z finden mit
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0 < aw(y, p) + ywA, 1) = w(xy + yA, 1) < d, im Widerspruch zur Wahl von
A, . Das kann nicht sein, folglich teilt m unser a und ebenso auch b. Dann aber
teilt m auch x und wir finden wie gewiinscht

=\ &\

Vollstindige Induktion beendet den Beweis der Existenz von D, wenn auch zu-
néchst noch ohne die Zusatzbedingung d;|d; . Es ist jedoch leicht zu sehen, daf3
im Fall, da3 d; nicht ds teilt, unser d; nicht das Kleinstmogliche gewesen sein
kann, und induktiv folgt so auch d;|d; ;. Die Eindeutigkeit der d; schlieBlich folgt,
indem wir die Eindeutigkeit im Elementarteilersatz [ ] auf den Fall der
von w induzierten Abbildung I' — I'* anwenden. [

1.7 Noethersche Moduln und Ringe

1.7.1. Dieser Abschnitt betrifft kommutative und nichtkommutative Ringe glei-
chermafien.

Definition 1.7.2. Ein Modul iiber einem Ring heif3t noethersch genau dann, wenn
alle seine Untermoduln endlich erzeugt sind.

1.7.3. Mit gemeint ist dabei die Forderung, da3 unser Modul selbst endlich er-
zeugt sein soll. Die Bezeichnung erinnert an die Mathematikerin Emmy Noether,
eine Pionierin der abstrakten Algebra, die in Goéttingen arbeitete, bis sie in die
Emigration gezwungen wurde.

Definition 1.7.4. Ein Ring heif3t linksnoethersch bzw. rechtsnoethersch genau
dann, wenn er noethersch ist als Links- bzw. Rechtsmodul iiber sich selbst, und
noethersch genau dann, wenn er linksnoethersch und rechtsnoethersch ist. In an-
deren Worten ist also etwa ein Ring linksnoethersch genau dann, wenn alle seine
Linksideale endlich erzeugt sind.

Beispiel 1.7.5. Ein Vektorraum iiber einem Korper £ ist noethersch als k-Modul
genau dann, wenn er endlichdimensional ist. Jeder Hauptidealring ist noethersch.

Beispiel 1.7.6. Der Polynomring R = Z[1},T5, .. .] in abzdhlbar vielen Variablen
ist nicht noethersch, denn das von allen 7; erzeugte Ideal ist nicht endlich erzeugt:
In der Tat bilden die (77) C (731,73) < ... eine unendliche echt aufsteigende

Folge von Idealen, deren Vereinigung (7}, T5, . . .) nicht endlich erzeugt sein kann.

Proposition 1.7.7. Jeder Quotient und jeder Untermodul eines noetherschen Mo-
duls ist noethersch. Besitzt ein Modul M einen noetherschen Untermodul M’ der-
art, dafp auch der Quotient M /M’ noethersch ist, so ist M bereits selbst noether-
sch.
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Erginzung 1.7.8. Fiir diejenigen Leser, die mit exakten Sequenzen nach [ ]

und [ ] vertraut sind, konnen wir die Proposition auch wie folgt for-
mulieren: Ist M’ — M — M" eine kurze exakte Sequenz von Moduln iiber
einem Ring, so ist M noethersch genau dann, wenn M’ und M" noethersch sind.
Leser, die noch nicht mit dieser Terminologie vertraut sind, werden ermuntert,
sich damit vertraut zu machen.

Beweis. Der erste Teil bleibt dem Leser iiberlassen. Wir miissen im zweiten Teil
zeigen, daf jeder Untermodul U C M endlich erzeugt ist. Nach Annahme ist aber
sein Bild U C M /M’ endlich erzeugt, wir finden also Elemente uy, ..., u, €
U, deren Bilder U erzeugen. Ganz genauso ist U N M’ endlich erzeugt, sagen
wir von vy, ..., vs € U, und dann sieht man leicht, da} die wq, ..., u,,vy,...,vs
zusammen ganz U erzeugen. [

Satz 1.7.9. Ein Modul iiber einem linksnoetherschen Ring ist noethersch genau
dann, wenn er endlich erzeugt ist.

Beweis. Ein noetherscher Modul ist immer endlich erzeugt. Ist umgekehrt M end-
lich erzeugt, so ist M ein Quotient von R", und fiir R linksnoethersch ist auch R"
noethersch als Modul, wie man induktiv aus 1.7.7 folgert. 0

Beispiel 1.7.10. Dieser Satz zeigt insbesondere, da3 jede Untergruppe einer end-
lich erzeugten abelschen Gruppe endlich erzeugt ist. In der Tat ist ja eine abelsche
Gruppe dasselbe wie ein Z-Modul, und Z ist ein Hauptidealring, also noethersch.
Wir hatten in diesem Fall in [ ] sogar gesehen, dal man fiir die Unter-
gruppe nicht mehr Erzeuger benotigt als fiir die ganze Gruppe. Das folgt mit dem-
selben Argument allgemein fiir Moduln iiber Ringen, in denen jedes Linksideal
ein Hauptideal ist. Im allgemeinen kann es aber durchaus vorkommen, dal man
fiir einen Untermodul mehr Erzeuger benétigt als fiir den urspriinglichen Modul.
Insbesondere kann es ja vorkommen, da3 man fiir ein Ideal mehr als einen Erzeu-
ger benotigt und damit mehr Erzeuger als fiir den Ring, der ja als Modul iiber sich
selber stets zyklisch ist.

Satz 1.7.11 (Hilbert’scher Basissatz). Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist
auch der Polynomring R[T| mit Koeffizienten in R ein linksnoetherscher Ring.
Dasselbe gilt analog fiir rechtsnoethersch und noethersch.

Beweis. Sei I C R|[T] ein Linksideal. Wir betrachten das Linksideal a C R, das
erzeugt wird von den Leitkoeffizienten aller Polynome aus /. Da R noethersch
ist, gibt es endlich viele Polynome fi,..., f; € I, deren Leitkoeffizienten das
Linksideal a C R erzeugen. Sei m das Maximum der Grade der f;. Gegeben
h € I mit deg h > m finden wir offensichtlich p; € R[T| derart, dal

h—(pufi+... +pifi)
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echt kleineren Grad hat als h. Induktiv finden wir dann sogar p; derart, daf} die-
se Differenz echt kleineren Grad hat als m. Die Polynome aus R[] vom Grad
< m und, wieder da R linksnoethersch ist, dann auch die Polynome aus / vom
Grad < m bilden aber einen endlich erzeugten R-Modul. Wihlen wir Erzeuger
g1, - - -, g, dieses R-Moduls, so erzeugen offensichtlich fi, ..., f;, g1, ..., g, unser
Linksideal [ tiber R[T]. O

1.7.12. Man erkennt induktiv, dal ein Polynomring in endlich vielen Variablen
k[Ty,...,T,] mit Koeffizienten in einem Korper k, ja mit Koeffizienten in ei-
nem beliebigen noetherschen Ring ein noetherscher Ring ist. Das zeigt insbe-
sondere, daf} jede algebraische Teilmenge X @& k™ bereits durch endlich viele
Gleichungen beschrieben werden kann, denn ihr Verschwindungsideal Z(X) C
k[Ty,...,T,] muB endlich erzeugt sein, und fiir Erzeuger fi, ..., f,. gilt dann si-
cher Z(f1,..., f) = Z2(Z(X)) = X.

Lemma 1.7.13 (Charakterisierungen noetherscher Moduln). Fiir einen Modul
sind gleichbedeutend:

1. Unser Modul ist noethersch, als da heif3t, jeder Untermodul ist endlich er-
zeugt;

2. Jedes nichtleere System von Untermoduln unseres Moduls besitzt ein maxi-
males Element;

3. Jede aufsteigende Folge My C M, C ... von Untermoduln unseres Moduls
wird stationdr alias stagniert.

1.7.14. Ein Ring ist insbesondere linksnoethersch genau dann, wenn jede aufstei-
gende Folge von Linksidealen stagniert.

1.7.15. Beim Nachweis der Implikationen (2)=-(3) und (1)=(3) kommen wir
noch ohne Auswahlaxiom aus. Die Beweise der anderen Implikationen benétigen
jedoch, soweit ich sehen kann, das Auswahlaxiom.

Beweis. (1) = (3) : Sei M unser Modul. Ist jeder Untermodul von M endlich
erzeugt, so auch die Vereinigung | J;-, M; tiber unsere aufsteigende Folge von Un-
termoduln. Es gibt also ein j derart, da3 alle Erzeuger dieser Vereinigung schon
in M; liegen, und dann gilt notwendig M; = M, = ... =J;, M;.

(3) = (1) : Ist ein Untermodul N C M nicht endlich erzeugt, so finden wir
induktiv eine Folge mg, mq,... in N derart, da} fiir jedes « > 0 das i-te Fol-
genglied m; nicht im Erzeugnis der vorhergehenden mg, m4, ..., m;_; liegt. Die
M; = (mg,mq,...,m;) bilden dann eine aufsteigende Folge von Untermoduln
von M, die nicht stagniert.
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(2) < (3) : Offensichtlich besitzt in einer partiell geordneten Menge jede nicht-
leere Teilmenge mindestens ein maximales Element genau dann, wenn jede mo-
noton wachsende Folge in unserer Menge stagniert. Diese Erkenntnis gilt es anzu-
wenden auf das System alias die Menge aller Untermoduln unseres Moduls. [

Ergdnzung 1.7.16. Ein Tensorprodukt noetherscher Ringe muf3 nicht wieder noethersch
sein. Ist etwa k ein Korper und K = Quot k[X;, X5, . ..] der Quotientenkorper

des Polynomrings tiber k in unendlich vielen Variablen, so ist K ®; K nicht
noethersch: Die Ideale ((X; —Y}), (X2 —Y2),..., (X, —Y,)) bilden eine unend-
liche aufsteigende Idealkette, mit den Abkiirzungen X; = X;®1undY; = 1®Y;.

Um das zu sehen, mag man davon ausgehen, da3 K ®; K faktoriell ist als Loka-
lisierung des faktoriellen Rings k[ X1, Y], Xo, Ya, .. ..

Ubungen

Ubung 1.7.17. Jeder Quotient eines linksnoetherschen Rings ist linksnoethersch.
Jeder Quotient eines rechtsnoetherschen Rings ist rechtsnoethersch. Jeder Quoti-
ent eines noetherschen Rings ist noethersch.

Ubung 1.7.18. Man zeige: Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist auch der Po-
tenzreihenring R[7'] mit Koeffizienten in R ein linksnoetherscher Ring. Dasselbe
gilt analog fiir rechtsnoethersch und noethersch. Hinweis: Man argumentiere wie
bei Beweis des Basissatzes, aber betrachte diesmal das von den Koeffizienten der
,»Anfangsterme‘ erzeugte Linksideal von R. Insbesondere sind nach [ ]

auch die Potenzreihenringe in mehreren Variablen R[71, . .., 7] linksnoethersch.

Ubung 1.7.19. Sei k ein Korper oder allgemeiner ein noetherscher Integrititsbe-
reich. Gegeben f € k[T4,...,T,] bezeichne Uy := {z € k" | f(z) # 0} das
Komplement der Nullstellenmenge von f. Man zeige, daf} die offenen Teilmen-
gen von k™ genau alle endlichen Vereinigungen solcher Uy sind.

1.8 Moduln iiber Hauptidealringen*

Satz 1.8.1 (Elementarteilersatz). Sei f ein Homomorphismus zwischen zwei end-
lich erzeugten freien Moduln iiber einem Hauptidealring. So gilt:

1. Es gibt angeordnete Basen A, B unserer Moduln derart, daf3 die darstel-
lende Matrix D := g[f]4 unseres Homomorphismus eine Diagomalmatrix
ist, deren vordere Diagonaleintriige jeweils die hinteren teilen, in Formeln
(1 # j = dij = 0) und dy1|dss| . . . |d,, fiir r das Minimum der Kardinalitdi-
ten beider Basen.

2. Die Diagonaleintrige d;; einer derartigen darstellenden Matrix durch die
Abbildung f wohlbestimmt bis auf Multiplikation mit Einheiten.
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Beispiele 1.8.2. Den Korperfall kennen wir bereits aus [ ] als Smith-

Normalform, den Fall des Hauptidealrings Z aus [ ] , den Fall eines
Polynomrings aus [ ] als Smith-Zerlegung.
1.8.3. Nach unserer Definition [Al ] ist ein Hauptidealring ein kommutati-

ver Integrititsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist. Wir konnen unseren
Satz auch verstehen als die Beschreibung eines Systems von Représentanten fiir
die Bahnen der offensichtlichen Wirkung der Gruppe GL(n; R) x GL(m; R) auf
der Menge Mat(n x m; R) im Fall eines Hauptidealrings R.

Beweis. Wir dirfen £ = R™ und F' = R" annehmen. Die Abbildung f wird
beschrieben durch eine Matrix A € Mat(n x m; R) und es gilt, invertierbare
Matrizen P € Mat(n x n; R) und @) € Mat(m x m; R) zu finden derart, da}
PAQ = D diagonal ist von der gewiinschten Form. Fiir eine Matrix A bezeichne
(A) C R das von den Eintrdgen von A erzeugte Ideal. Sicher gilt (X A) C (A)
fiir jede Matrix X, also (X A) = (A) fur X invertierbar. Ebenso gilt (AY) C (A)
fiir jede Matrix Y und (AY) = (A) fiir Y invertierbar. Wir geben im folgenden
ein Verfahren an, das im Fall (a;;) # (A) invertierbare Matrizen X und Y liefert
derart, dal der obere linke Eintrag von X AY ein echt groBeres Ideal erzeugt als
a11. Da unser Kring noethersch ist, oder auch mit einer elementaren Argumentati-
on wie beim Beweis von [AL] finden wir dann sogar X und Y invertierbar
derart, daf der obere linke Eintrag von X AY das Ideal (X AY) = (A) erzeugt,
d.h. daB er alle Eintriige von X AY teilt. Da nun Zeilen- und Spaltenoperationen
auch durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links bzw. rechts gege-
ben werden, finden wir dann sogar invertierbare Matrizen X , Y derart, daf} XAY
auBer einem Eintrag a;; = d;; in der oberen linken Ecke nur Nullen in der ersten
Zeile und erste Spalte stehen hat und da$ zusiitzlich gilt (dy;) = (A). Dann kon-
nen wir aber den Beweis beenden mit einer offensichtlichen Induktion. Es bleibt,
das versprochene Verfahren anzugeben. Wir unterscheiden drei Fille.

(i) Falls a;; nicht alle Elemente der ersten Zeile teilt, sagen wir a;; teilt nicht
a2, SO betrachten wir das Ideal (a1, a12) und wihlen dafiir einen Erzeuger
d. Wir konnen nun schreiben d = zay; + yaio sowie zusitzlich ay; =
d\, a15 = dp und folgern 1 = x A\ + ypu. Jetzt beachten wir

aiy G2 * r —u 0
* * Y A = *
* ‘ * 0 ‘ I * *

mit / der Einheitsmatrix und haben schon gewonnen.

(i1) Falls aq; nicht alle Elemente der ersten Spalte teilt, gehen wir analog vor.
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(iii) Teilt a1, alle Elemente der ersten Zeile und der ersten Spalte, so finden
wir schon mal invertierbare X,Y derart, daB X AY auBer einem Eintrag
aq; in der oberen linken Ecke nur Nullen in der ersten Zeile und der ersten
Spalte stehen hat. Unter der Annahme (a;;) # (A) kann aber a; nicht
alle Eintrdge von A teilen. Addieren wir nun eine geeignete Zeile zur ersten
Zeile, so landen wir im Fall (i) und haben wieder gewonnen.

Damit haben wir das versprochene Verfahren angegeben und Teil 1 ist gezeigt.

2. Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Diagonaleintrige bis auf Einheiten. Dazu
betrachten wir fiir ¢ > 1 das von allen Determinanten von (i x )-Untermatrizen
von A erzeugte Ideal J;(A). Ist X eine weitere Matrix, so gilt J;(XA) C J;(A),
denn die Zeilen von X A sind Linearkombinationen von Zeilen von A. Insbeson-
dere gilt also J;(X A) = J;(A) fir invertierbares X und ebenso J;(AY) = J;(A)
fiir invertierbares Y. Es folgt sofort, daB J;(A) das vom Produkt dy;dys - - - dy;
erzeugte Ideal ist, in Formeln J;(A) = (dj1das - - - d;;). Daraus folgt dann die Ein-
deutigkeit der d;; bis auf Einheiten. O

1.8.4. Wir geben nun zwei Formen der Klassifikation endlich erzeugter Moduln
tiber Hauptidealringen an. Wenden wir diese Klassifikationen an auf den Haupt-
idealring Z, so erhalten wir die Klassifikation der endlich erzeugten abelschen
Gruppen [ ] und [ ] vom Beginn der Vorlesung. Wenden wir
unsere Sitze an auf einen Polynomring iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper, so ergibt sich die Jordan’sche Normalform [ ] , wie als Korollar
1.8.11 ausgefiihrt wird.

Satz 1.8.5 (Klassifikation durch Idealketten). Ist M ein endlich erzeugter Mo-
dul iiber einem Hauptidealring R, so gibt es genau eine aufsteigende Kette a; C
ag C ... C as C Rvon Idealen von R mit a, # R und

M~ R/a; X ... x R/a,
Der Nullmodul wird abgedeckt durch den Fall s = .

1.8.6. Ist R ein faktorieller Ring, so nennen wir die Potenzen irreduzibler Ele-
mente von R auch die Primpotenzen von R. Jede Primpotenz ¢ hat also die Form
q = p° mit p irreduzibel und e > 1. Wir verwenden diesen Begriff bei der Dar-
stellung einer zweiten Klassifikation derselben Objekte.

Ergdnzung 1.8.7. Die Existenz ist mir auch klar fiir Kringe, in denen jedes Ideal
ein Hauptideal ist. Aber wie steht es in dieser Allgemeinheit mit der Eindeutig-
keit?
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Satz 1.8.8 (Klassifikation durch Multimengen von Primpotenzen). Ist M ein
endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R, so gibt es v € N und
Primpotenzen q1, . ..,q € R derart, daf; gilt

M=R XR/@:1Rx...x R/¢R

Hier ist r wohlbestimmt und die q; sind wohlbestimmt bis auf Einheiten und Rei-
henfolge. Der Nullmodul wird abgedeckt durch den Fall r =t = 0.

1.8.9. Der Beweis beider Sitze ist mutatis mutandis derselbe wie der Beweis ih-
rer als [ ] und [ ] diskutierten Spezialisierungen fiir den Haupt-
idealring Z der ganzen Zahlen.

1.8.10. Ein Modul heif3t torsionsfrei genau dann, wenn die Multiplikation mit
jedem von Null verchiedenen Ringelement eine injektive Abbildung von unserem
Modul in sich selber liefert. Nach dem Satz ist insbesondere jeder endlich erzeugte
torsionsfreie Modul iiber einem Hauptidealring frei.

Beweis von 1.8.5. Gegeben ein Erzeugendensystem g1, ..., g, von M erkldren
wir durch die Vorschrift (a4, ...,a,) — a1g1 + ... + a,g, einen surjektiven Mo-
dulhomomorphismus

R" —» M

Dessen Kern ist nach 1.7.9 ein endlich erzeugter R-Modul K, fiir den wir wieder
einen surjektiven Homomorphismus R™ — K finden konnen. Der Formalismus
noetherscher Ringe wird aber an dieser Stelle eigentlich noch nicht gebraucht,
man kann ebenso wie in [ ] sogar stiarker und unabhingig zeigen, daf3
man fiir jeden Untermodul eines endlich erzeugten Moduls iiber einem Haupt-
idealring hochstens soviele Erzeuger benotigt wie fiir den groSen Modul. Mit der
Komposition R™ — K — R™ als erster Abbildung entsteht so eine im Sinne von
[ ] exakte Sequenz von R-Moduln

R" - R'"— M—0

Nach 1.5.5 sind die Homomorphismen R™ — R™ genau die Multiplikationen von
links mit (n x m)-Matrizen mit Eintragen in R. Weiter iiberlegt man sich, daf auch
in dieser Situation die Verkniipfung von Homomorphismen der Multiplikation von
Matrizen entspricht. Bezeichnet nun A die Matrix unserer Abbildung R™ — R"
und wihlen wir P und () wie im Elementarteilersatz oder vielmehr dem Beginn
seines Beweises, so ergibt sich ein kommutatives Diagramm von R-Moduln

Rm _A°_ pn

QoTz Pol%

Rm&Rn
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fiir eine nicht notwendigerweise quadratische Diagonalmatrix D mit Eintrigen
di|dy|...|d, fir r = min(m,n). Bilden wir nun andererseits das Produkt der
exakten Sequenzen R % R R/{(d;) — 0fir1 < i < r mit m — r Kopien
der exakten Sequenzen R — 0 — 0 — 0 im Fall m > n bzw. n — r Kopien

id . )
der exakten Sequenzen 0 — R 5 R — 0im Fall n > m, so erhalten wir
mit [ ] die untere Horizontale in einem kommutativen Diagramm mit
exakten Zeilen

R™ A°. pr M 0

o ) |

R™ 22 R~ R/(dy) x ... x R/{d,) x R"™" —=0

Damit liefert [ ] 2?2 oder vielmehr eine offensichtliche Variante dieses Resul-
tats fiir Moduln einen Isomorphismus M — R/(d;) x ... x R/{(d,) x R"",

Lassen wir von unserer Folge d;|ds| ... |d, alle Einheiten vorne weg und ergén-
zen am Ende (n — r) Nullen und drehen die Nummerierung um, so erhalten wir
eine Folge ag| . .. |a; derart, daB die von ihren Gliedern erzeugten Ideale eine Ket-

te bilden wie im Satz 1.8.5 gefordert, und die Existenz dort ist gezeigt. Um die
Eindeutigkeit zu zeigen bemerken wir, daB} fiir jeden endlich erzeugten R-Modul
M und jedes irreduzible Element p und alle n > 1 der Quotient p™ ' M /p™ M nach
1.3.13 ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Restklassenring R/(p) ist,
der hinwiederum nach [AL] ein Korper sein muf3. Wir notieren seine Di-
mension

Dy (M) = dimpy ) (p" " M/p" M)

Man folgert unmittelbar DJ}(M x N) = D}(M) + Dy (N) fiir je zwei endlich
erzeugte R-Moduln M und N. Fiir zyklische R-Moduln M = R/aR behaupten
Wwir nun
n - 1 p"teilt a;
Dy(RfaRt) = { 0 sonst.
In der Tat ist das klar fiir a = p™, fiir a teilerfremd zu p ist es eh klar, und mit

dem chinesischen Restsatz [Al] folgt es im allgemeinen. Fiir eine Zerlegung
M = R/{dy) x ... x R/{ds) wie in 1.8.5 finden wir also

D;(M) = |{i | p" teilt d; }|

Die Zahl der Nullen unter unseren d; wird damit fiir jedes p gegeben durch die
Formel |{i | d; = 0} = lim,,o D, (M), und welche Potenz von jedem irre-
duziblen Element p in jedem von Null verschiedenen d; stecken muf3, kann man
offensichtlich an den Zahlen Dy (M) auch ablesen. Folglich hiingen die Ideale

(d;) nur von M und nicht von der gewihlten Zerlegung ab. O
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Beweis. Aus 1.8.5 folgt sofort die Existenzaussage in Satz 1.8.8, indem wir im
Fall a; # 0 einen Erzeuger d; von a; als Produkt von paarweise teilerfremden
Primpotenzen d; = ¢ ... q; schreiben und mit dem chinesischen Restsatz zerle-
gen

R/a;= R/¢1R x ... X R/qxR

Fiir die Eindeutigkeit argumentieren wir wie im vorhergehenden Beweis: Fiir
M =R X R/q:R x ... x R/qR wie in 1.8.8 finden wir diesmal

Dy(M) =1+ [{i|p" teilt ¢; }|

Wenden wir diese Erkenntnis an auf alle irreduziblen Elemente p, so folgt die im
Satz behauptete Eindeutigkeit ohne weitere Schwierigkeiten: Die Zahl der Prim-
potenzen ¢;, die bis auf eine Einheit p” sind, muf} nimlich bei jeder Zerlegung
gerade D7(M) — Dp*'(M) sein, und den Rang r des freien Anteils kénnen wir
als die auch von allen Wahlen unabhiingige Zahl r = lim,, ,o, D} (M) beschrei-
ben, fiir jedes irreduzible Element p. O]

Korollar 1.8.11 (Jordan’sche Normalform). Seien k ein algebraisch abgeschlos-
senen Korper, V ein endlichdimensionaler k-Vektorraum und A : 'V — V eine
lineare Abbildung. So gibt es eine Basis von 'V derart, daf3 die Matrix von A be-
ziiglich dieser Basis blockdiagonal ist, wobei die Blocke konstant sind auf der
Diagonale, konstant Eins auf der ersten oberen Nebendiagonale, und Null an al-
len anderen Stellen.

Bemerkung 1.8.12. Das ist genau unser Satz [ ] aus der linearen Algebra,
der hier also ein weiteres Mal bewiesen wird.

Beweis. Mithilfe von 1.2.12 fassen wir V" als Modul iiber dem Polynomring k[ X ]
auf und mit 1.8.8 finden wir einen Isomorphismus von k[ X ]-Moduln

V2 E[X]/((X = A)™) xox KX /(X = A)™)

Wihlen wir auf der rechten Seite im Summanden k[X]/{(X — \)") als angeord-
nete Basis die Nebenklassen von (X — A)"~' ..., (X — \) und 1, so erhlt man
die Matrix der Multiplikation mit X, indem man zunichst die Matrix der Mul-
tiplikation mit (X — \) berechnet und dann die Diagonalmatrix A/ addiert. So
erkennt man dann leicht, daf} die Matrix der Multiplikation mit X die gewiinschte
Form hat. [l

1.8.13. Auf dhnliche Weise erhilt man auch Normalformen fiir die Matrizen von
Endomorphismen {iiber nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Korpern,
wie in den folgenden Ubungen ausgefiihrt wird.
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Ubungen

Ubung 1.8.14. Jedes normierte Polynom P € k[X] ist bis auf Vorzeichen das cha-
rakteristische Polynom der k-linearen Abbildung (X-) : k[X]/(P) — k[X]/(P).
Hat unser Polynom die Gestalt P = X" +a,_1 X" ' + ...+ a, X + ao, so bilden
die Nebenklassen von 1, X, ..., X" ! eine angeordnete Basis des Quotienten, und
in Bezug auf diese Basis hat die durch Multiplikation mit X gegebene k-lineare
Abbildung die in nebenstehender Abbildung angegebene Matrix. Hinweis: Eine
Methode ist die explizite Berechnung mithilfe der Determinante. Alternativ mag
man k£ algebraisch abgeschlossen annehmen und sich mithilfe des chinesischen
Restsatzes auf den Fall zuriickziehen, dal P eine Potenz eines linearen Polynoms
ist.

Ubung 1.8.15 (Charakteristisches Polynom eines K'[X]-Moduls). Sei A : V —
V' ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums iiber einem Kor-
per k. Man zeige: Genau dann hat A das charakteristische Polynom P, wenn es ei-
ne Faktorisierung P = @ . . . (), gibt derart, daB der (V, A) entsprechende k[X]-
Modul isomorph ist zu

E[X]/(Q1) x ... x K[X]/(Qr)

Man nutze diese Erkenntnis, um einen alternativen Beweis des Satzes von Cayley-
Hamilton [ ] zu geben. Hinweis: Man verwende 1.8.14 und 1.8.5 oder
1.8.8. In anderen Worten kann das Aufmultiplizieren einer endlichen Multimenge
von Null verschiedener Polynome bis auf eine multiplikative Konstante aus k*
demnach geschrieben werden als die Verkniipfung

(AQ1 -, Qr} von Polynomen aus k[ X]\0
1 {

KIX)/(Q1) x ... x K[X]/(Q.) { end}j[c;?]i_il\mdzlzlsiﬁ?ale }

{ endliche Multimengen }

endlichdimensionale
(V, A) € k-Vektorrdume V'
mit Endomorphismus

XA € k’[X]

mit unserer Entsprechung M — (M, (X-)) aus 1.2.12 als mittlerem Pfeil.

Ergiinzende Ubung 1.8.16. Sei A : V — V ein Endomorphismus eines Vektor-
raums iiber einem Korper k. Man zeige: Genau dann liefert (V, A) einen k[X]-
Modul, der isomorph ist zu k[X]/(P) fiir ein Polynom P € k[X], wenn es einen
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Vektor v € V gibt derart, daB die Av den Vektorraum V' erzeugen. Ein derartiger
Vektor hei3t auch ein zyklischer Vektor.

Ergiinzende Ubung 1.8.17. Sei A : V — V ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums iiber einem Korper k. Man zeige: Kommen im cha-
rakteristischen Polynom x4 von A keine k-irreduziblen Faktoren mehrfach vor,
so liefert (V; A) einen k[X]-Modul, der isomorph ist zu k[X|/(x4).

1.9 Korpertheoretischer Nullstellensatz

Definition 1.9.1. Unter einer Kringerweiterung verstehen wir ein Paar B D A
bestehend aus einem Kring B mit einem Teilring A. Spater verstehen wir darunter
auch allgemeiner einen beliebigen injektiven Kringhomomorphismus.

Definition 1.9.2. Sei A C B eine Kringerweiterung.

1. Wir sagen, B sei von endlichem Typ iiber A oder auch ringendlich iiber
A genau dann, wenn B als Ring erzeugt werden kann von A zusammen mit
endlich vielen weiteren Elementen.

2. Wir sagen, B sei endlich iiber A oder genauer modulendlich iiber A genau
dann, wenn B als A-Modul endlich erzeugt ist.

3. Ein Element b € B heif3t ganz iiber A genau dann, wenn es Nullstelle eines
normierten Polynoms mit Koeffizienten in A ist, wenn also eine Gleichung
der Gestalt

"+ a, 0" P+ 4+ abtan=0

gilt mit n > 1 und a; € A. Im Fall einer Korpererweiterung A C B sagt
man stattdessen auch, b sei algebraisch iiber A.

Analog verwenden wir diese Begriffe auch fiir beliebige Kringhomomorphismen
A — B, die nicht notwendig Einbettungen von Teilmengen, ja noch nicht einmal
injektiv zu sein brauchen.

1.9.3. Im Fall von Korpererweiterungen reichte in Teil 3 die Forderung, dafl wir
ein von Null verschiedenes Polynom finden. Im Fall von Kringerweiterungen je-
doch ist die Forderung wesentlich, dal das Polynom in Teil 3 normiert sein soll.

Beispiel 1.9.4. Die Kringerweiterung R[T| C R[T,T~] ist nicht ganz, genauer
ist 7! nicht ganz iiber R[T fiir jeden von Null verschiedenen Kring R.

1.9.5. Ich verwende im Kommutativen die offensichtlichen Analoga der in [AL]
eingefiihrten Begriffsbildungen und Notationen: Sei A ein Kring. Unter ei-
nem A-Kring verstehen wir ein Paar (B, ) bestehend aus einem Kring B und

35



einem Kringhomomorphismus ¢ : A — B. Ist (B’, ) ein weiterer A-Kring, so
verstehen wir unter einem Homomorphismus von A-Kringen B — B’ einen
Kringhomomorphismus ) : B — B’ mit ¢ o ¢ = . Alternativ sprechen wir
auch von einem Homomorphismus iiber A. Die Menge aller solchen Homomor-
phismen notieren wir

Kring® (B, B')

Einen bijektiven Kringhomomorphismus iiber A nennen wir auch einen Isomor-
phismus von A-Kringen oder einen Isomorphismus iiber A.

Ergiinzung 1.9.6. Unser Kring” ist ebenso wie seine nichtkommutative Variante
Ring” ein Speziallfall der allgemeinen kategorientheoretischen Konstruktion [TF]

der Kategorie CX der ,,Objekte unter X* zu einer Kategorie C mit einem
ausgezeichneten Objekt X.

1.9.7. Gegeben ein Kring £ verstehe ich wie in [ ] unter einer k-Algebra
einen k-Modul M mitsamt einer k-bilinearen Abbildung M x M — M. Hier
bedeutet ,,bilinear* wie im Fall eines Korpers £ die Linearitit in beiden Eintridgen.
Ublich ist in diesem Zusammenhang die Konvention, da man eine Algebra stets
als assoziativ versteht, wenn aus dem Kontext nichts anderes hervorgeht. Ist die
bilineare Verkniipfung assoziativ und besitzt M/ dazu noch ein neutrales Element,
so nenne ich M eine k-Ringalgebra, und ist sie zusétzlich auch noch kommutativ,
eine k-Kringalgebra.

1.9.8 (Diskussion der Terminologie). In der hier gewihlten Terminologie ist fiir
jeden Kring k eine k-Kringalgebra ,,dasselbe‘ wie ein k-Kring: Die Multiplikati-
on eines k-Krings (B, ¢) zusammen mit der von ¢ induzierten k-Modulstruktur
macht jeden k-Kring zu einer k-Kringalgebra, und umgekehrt wird jede k-Kring-
algebra M zu einem k-Kring durch den Kringhomomorphismus ¢ : k& — M, A —
Alys. Viele Autoren, deren Fokus mehr auf der algebraischen Geometrie und kom-
mutativen Algebra liegt, nennen letztere Struktur kurzerhand eine ,,k-Algebra®.
Ich verwende diese Terminologie nicht, da bei mir auch nicht-kommutative Alge-
bren und nicht-unitdre Algebren eine wichtige Rolle spielen. Allerdings will ich
der Konvention folgen, da} eine Algebra als assoziativ angenommen sei, wenn
aus dem Kontext nichts anderes hervorgeht.

1.9.9 (Ringendliche Erweiterungen noetherscher Kringe sind noethersch). Ist
ein Kring B ringendlich iiber einem noetherschen Kring A, so ist auch B selbst
noethersch. Man folgert das mit dem Hilbert’schen Basissatz 1.7.11 zunichst fiir
einen Polynomring in endlich vielen Variablen iiber A und dann mit 1.7.17 fiir
Quotienten solcher Polynomringe.

Satz 1.9.10 (Ringendliche Korpererweiterungen). Jede ringendliche Korperer-
weiterung ist modulendlich. In anderen Worten ist also jede Korpererweiterung,
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die endlich erzeugt ist als Ringerweiterung, bereits endlichdimensional iiber dem
Grundkorper.

1.9.11. Wegen seiner engen Verwandtschaft zum Nullstellensatz heif3t dieser Satz
in vielen Quellen der korpertheoretische Nullstellensatz. Einen alternativen Be-
weis, der auf dem Noether’schen Normalisierungslemma und Eigenschaften gan-
zer Ringerweiterungen basiert, diskutieren wir in 4.4.11.

Beweis im Fall eines iiberabzdhlbaren Grundkorpers. Sei k C L unsere Korper-
erweiterung. Ist L ein endlich erzeugter k-Ring, so ist L von abzdhlbarer Dimen-
sion iiber k. Gébe es nun ein ¢t € L\k, das transzendent ist iiber k, so hitten
wir mit 7" +— ¢ eine Einbettung k("I") — L. Der Funktionenkorper k("T") hat
aber iiberabzihlbare Dimension iiber %, da die Familie der Briiche (7" — \)~! pa-
rametrisiert durch A € k linear unabhiingig ist iiber k, vergleiche [AL] .
Widerspruch! [

Beweis im Allgemeinen. Sei k C L unsere Korpererweiterung. Seien ey, ..., e,
Erzeuger des k-Krings L, in Formeln L = kley, ..., e,]. Wir argumentieren mit

Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist unproblematisch, der Polynomring in einer
Verinderlichen ist eben kein Korper, und jeder Quotient davon nach einem von
Null verschiedenen Ideal ist endlichdimensional als k-Vektorraum. Fiir den In-
duktionsschritt diirfen wir bereits annehmen, dafl L modulendlich ist iiber K :=
k(ep). Ist e; algebraisch iiber k, so sind wir wieder fertig. Also diirfen wir e;
transzendent iiber £ annehmen, in Formeln /; = k('T). Betrachten wir nun den
Teilring A C K, der iiber k£ von e; und den Koeffizienten der Minimalpolynome
iiber K von ey, ..., e, erzeugt wird, so ist A per definitionem ringendlich iiber
k. Wir haben also unseren Funktionenkorper K; eingebettet in ein Sandwich von
Kringen
kCACK,CL

mit L modulendlich iiber A und A ringendlich iiber £ und damit nach 1.9.9 ins-
besondere A noethersch. Also muf3 auch K modulendlich sein iiber A und damit
ringendlich tiber k. Das ist nun der gesuchte Widerspruch, denn ein Funktionen-
korper K7 = k("T") kann nie ringendlich iiber k sein: Es gibt ja nach [AL]

unendlich viele irreduzible Polynome in &["7"], und nur endlich viele davon konn-
ten in den Nennern von endlich vielen hypothetischen Erzeugern des k-Krings
k("T) vorkommen. O

Ubungen

Ubung 1.9.12. Seien A C B C C Kringerweiterungen. Man zeige: Ist C modul-
endlich iiber B und B modulendlich iiber A, so ist C' bereits modulendlich iiber
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Sind A C B C C Kringe und ist C' von endlichem Typ tiber A, so muf} B
keineswegs von endlichem Typ iiber A sein. Als Gegenbeispiel betrachte man
etwa C C B C C[X, Y] mit B dem Ring aller Polynomfunktionen, deren
Einschriankung auf die y-Achse konstant ist. Eine C-Basis von B bildet dann
etwa die Eins und alle Monome XY 7 mit: > 0, und man sieht leicht, daB kein
Teilring von B von endlichem Typ iiber C alle XY enthalten kann. Dies Bild
illustriert, wie ich mir diesen Ring veranschauliche: Jedes ausgemalte Késtchen
mit unterer linker Ecke (i, j) steht fiir einen Basisvektor X*Y7 von B.
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A. Ist C ringendlich iiber B und B ringendlich iiber A, so ist C bereits ringendlich
iiber A.

Ubung 1.9.13. Man bestimme alle Elemente von Q, die ganz sind iiber Z. Sei k
ein Korper. Man bestimme alle Elemente von k(T1, ..., T,), die ganz sind iiber
dem Polynomring k[T7, ..., T,].

Ubung 1.9.14. Man zeige, daB C[X,Y]/(Y? — X3) ein Integrititsbereich ist, und
daB die iiber diesem Ring ganzen Elemente seines Quotientenkorpers selbst einen
Ring bilden, der isomorph ist zum Polynomring in einer Verdnderlichen.

Ubung 1.9.15. Wird ein A-Kring B als A-Kring erzeugt von endlich vielen iiber
A ganzen Elementen, haben wir also in Formeln B = Az, ..., z,| mit x; ganz
iiber A fir 1 < ¢ < n, so ist er bereits modulendlich iiber A. Hinweis: Man
beginne mit dem Fall eines einzigen Erzeugers und verwende dann 1.9.12.

1.10 Beweis des Hilbert’schen Nullstellensatzes

Definition 1.10.1. Ein Ideal in einem Ring heif3t ein echtes Ideal genau dann,
wenn es nicht der ganze Ring ist. Ein Ideal in einem Ring heift ein maximales
echtes Ideal genau dann, wenn es ein maximales Element der durch Inklusion
partiell geordneten Menge aller echten Ideale unseres Ringes ist. Die Menge der
maximalen echten Ideale eines Ringes A notieren wir

Max A

Es ist eine allgemeine Konvention, unsere maximalen echten Ideale abkiirzend
als maximale Ideale zu bezeichnen, obwohl sie natiirlich nicht die maximalen
Elemente der Menge aller Ideale unseres Ringes sind: Diese Menge hat nimlich
nur genau ein maximales Element, den Ring selbst. Ich werde dieser allgemeinen
Konvention folgen. Statt Max A findet man fiir die Menge der maximalen Ideale
von A auch oft Notationen wie Spec,,,. A oder Specm A, die im hier verfolgten
Aufbau der Theorie erst in 2.6.4 verstindlich werden.

Beispiele 1.10.2. Die maximalen Ideale in Z sind genau die Ideale pZ C Z fiir
p eine Primzahl. Ist k ein Korper, so ist (X — a) C k[X] ein maximales Ideal,
fiir alle @ € k, und es ist leicht zu sehen, da3 wir so im Fall eines algebraisch
abgeschlossenen Korpers bereits alle maximalen Ideale von k[X] erhalten. Der
Nullring besitzt iiberhaupt kein maximales Ideal.

1.10.3. In noetherschen Ringen ist es offensichtlich, daf sich jedes Ideal zu einem
maximalen Ideal vergrofern 14Bt: Sonst konnte man ja, aber eben auch schon mit
dem Auswahlaxiom, eine unendliche aufsteigende Folge von Idealen finden, die
nicht stagniert. In allgemeinen Ringen folgt das aus dem Zorn’schen Lemma, wie
nun gleich gezeigt werden soll.
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Satz 1.10.4 (Existenz von maximalen Idealen). In jedem von Null verschiede-
nen Ring gibt es mindestens ein maximales ldeal. Allgemeiner lif3t sich in einem
beliebigen Ring jedes ldeal, das nicht der ganze Ring ist, vergrofiern zu einem
maximalen Ideal unseres Rings.

Beweis. Sei R unser Ring und a # R unser Ideal. Wir betrachten das System aller
Ideale von R, die a umfassen und nicht ganz R sind oder, gleichbedeutend, nicht
die 1 von R enthalten. Dieses System von Teilmengen ist offensichtlich stabil un-
ter aufsteigenden Vereinigungen. Jetzt folgt der Satz aus dem Zorn’schen Lemma
in der Gestalt [ ] . O

Ergdnzung 1.10.5. In der Logik wird gezeigt, dal die Annahme, jedes Ideal eines
Krings moge sich zu einem maximalen Ideal vergrofern lassen, echt schwicher
ist als das Auswahlaxiom. Der Beweis scheint allerdings nicht ganz einfach zu
sein.

Proposition 1.10.6 (Quotienten nach maximalen Idealen). Ein Ideal in einem
Kring ist maximal genau dann, wenn der Quotientenring nach besagtem Ideal ein
Kérper ist.

Erster Beweis. Sei R unser Kring und m C R unser Ideal. Ist R/m ein Korper,
so gilt m # R und es gibt fiir jedes a € mein b € R mit ab € 1 + m. Folglich
gilt (a,m) = R fiir jedes a ¢ m und damit ist m ein maximales Ideal von R. Ist
umgekehrt m ein maximales Ideal von R, so ist R/m nicht der Nullring und fiir
jedes a & mgilt (a, m) = Rund folglich gibtes b € Rund m € m mit ab+m = 1.
Dann aber folgt ab = 1 in R/m und dieser Quotient ist ein Korper. ]

1.10.7. Wir werden diesem Beweis noch eine andere Form geben, als Konsequenz
von Teilaussagen, die auch fiir sich genommen noch gebraucht werden. Ist ¢ :
R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus, so erhalten wir eine Bijektion

{Ideale in R, die ker ¢ umfassen} — {Ideale in S}

vermittels der Abbildungen I — () fiir / C R bzw. in der Gegenrichtung J +—
o~ 1(J) fiir J C S. Insbesondere liefert das Zuriickholen mit einem surjektiven
Ringhomomorphismus eine Injektion Max S < Max R, m — ¢~ (m).

Lemma 1.10.8. Ein Kring ist ein Korper genau dann, wenn in ihm das Nullideal
ein maximales Ideal ist.

Beweis. In einem Korper ist natiirlich das Nullideal maximal. Ist umgekehrt das
Nullideal ein maximales Ideal, so gilt £ = (1) # (0) und damit 1 # 0. Weiter gilt
(a) = k fiir jedes a # 0, also gibt es fiir jedes a # 0 ein b mit ab = 1. O
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Zweiter Beweis von 1.10.6. Wenden wir die Erkenntnis 1.10.7 an auf die Surjek-
tion R — R/m fiir irgendein Ideal m von R, so folgt, daB m C R ein maximales
Ideal ist genau dann, wenn (0) C R/m ein maximales Ideal ist. Das Nullideal
in einem Kring ist aber nach Lemma 1.10.8 maximal genau dann, wenn besagter
Kring ein Korper ist. ]

1.10.9. Die nun folgenden Lemmata 1.10.10 und 1.10.12 formulieren einfache
Konsequenzen des Nullstellensatzes 1.1.4. Da wir uns jedoch beim Beweis des
Nullstellensatzes auf diese Lemmata stiitzen wollen, diirfen wir sie hier nicht aus
dem Nullstellensatz herleiten. Stattdessen folgern wir sie aus dem bereits bewie-
senen Satz iiber ringendliche Korpererweiterungen 1.9.10.

Lemma 1.10.10 (Maximale Ideale in Polynomringen). Ist k = k ein algebra-
isch abgeschlossener Korper, so sind die maximalen Ideale im Polynomring in n
Variablen k[Ty, ..., T,| genau die Verschwindungsideale von Punkten des k™. In
Formeln liefert das Bilden des Verschwindungsideals also eine Bijektion

5 Maxk[Ty,. .., T
r Z(x)

1.10.11. Da jeder Punkt des k™ abgeschlossen ist, konnen wir die inverse Abbil-
dung beschreiben durch die Abbildungsvorschrift m — Z(m).

Beweis. Ist k ein Korper und x € k™ ein Punkt, so ist ganz offensichtlich Z(x) =

(T —1,..., T, — x,) C k[T, ...,T,] ein maximales Ideal: In der Tat induziert
das Auswerten bei x einen Isomorphismus &[T}, ..., T,]/Z(x) = k. Ist umge-
kehrt m C k[T},...,T,] ein maximales Ideal, so betrachten wir den Korper L :=

k[Ty,...,T,]/m. Wir haben natiirlich einen Ringhomomorphismus ¢ : k& — L
und die Nebenklassen der 7; erzeugen L als k-Algebra. Mit dem Satz iiber ring-
endliche Korpererweiterungen 1.9.10 folgt, dal ¢ : k& — L eine algebraische
Korpererweiterung sein mufl. Aus unserer Annahme £ algebraisch abgeschlossen
folgt dann weiter, daf ¢ eine Bijektion sein muB. Ist z; € k das Urbild der Ne-
benklasse 7, € L von T} unter dieser Bijektion, so folgt T; — x; € m. Bezeichnet
x = (x1,...,,) den Punkt mit den Koordinaten x;, so folgt Z(x) C m und damit
Z(z) =m. O

Lemma 1.10.12 (Ideale ohne simultane Nullstellen). Har ein Ideal in einem
Polynomring in endlich vielen Variablen iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper keine Nullstelle, so ist besagtes ldeal schon der ganze Polynomring.
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Beweis. Bezeichnet k = k unseren Korper und I C k[T, ..., T,] unser Ideal, so
behauptet unser Lemma in Formeln

ZU) =0 = I=kT,...,T,)

Das zeigen wir durch Widerspruch: Ist ein Ideal I nicht der ganze Ring, so gibt es
ein maximales Ideal m iiber [ und wir folgern aus / C merst Z(/) D Z(m) und
dann mit 1.10.10 weiter Z(I) # (). O

1.10.13. Nun erinnern und beweisen wir den bereits in 1.1.4 angekiindigten Hil-
bert’schen Nullstellensatz.

Satz 1.10.14 (Hilbert’scher Nullstellensatz). Seien k = k ein algebraisch ab-
geschlossener Korper und I C k[T, ..., T,] ein Ideal. Ist f € k[T},...,T,] ein
Polynom, das auf der Nullstellenmenge unseres Ideals verschwindet, so liegt eine
Potenz unseres Polynoms bereits selbst in besagtem ldeal, in Formeln

Z(f)DZU) = fNelfirN >0

Beweis. Wir verwenden den sogenannten Rabinovitch-Trick und betrachten in
dem um eine Variable 7" vergroBerten Polynomring k[T, ...,T,,T| das von [
und f7T — 1 erzeugte Ideal J. Da wir Z(f) D Z(I) angenommen hatten, besitzt
dies Ideal .J iiberhaupt keine simultanen Nullstellen. Anschaulich gesprochen ent-
weicht Z(fT — 1) bei jeder Nullstelle von f in Richtung der zusitzlichen Koor-
dinate 7" ins Unendliche und die Nullstellenmenge von / im um eine Variable
groferen Polynomring ist das kartesische Produkt von Z(/) mit der zusitzlichen
Koordinatenachse: Der Schnitt dieser beiden Mengen ist dann offensichtlich leer.
Nach 1.10.12 gilt also in unserem um eine Variable vergroferten Polynomring
eine Gleichung der Gestalt

ao(fT—1)+arfi+...+anfm=1

mit f; € I und a; Elementen unseres um eine Variable vergroBerten Polynom-
rings. Nun durften wir sicher von Anfang an f # 0 annehmen. Setzen wir dann in
unserer Gleichung fiir 7' das Element f~' des Funktionenkorpers k(7, ..., T},)
ein, wenden also den Ringhomomorphismus k[T3,...,T,,T| — k(T1,...,T,)
mit 7"+~ f~! an, so ergibt sich in diesem Funktionenkdrper und sogar bereits in
seinem Teilring k[T, ..., T, f '] eine Gleichung der Gestalt

bifi+...+bpfm=1

wo die b; € k[T, ..., T,, f~'] eben aus den a; hervorgehen durch Einsetzen von
f~1 fiir T. Nach Multiplikation mit einer geeigneten Potenz f~ von f erhalten
wir schlieBlich eine Gleichung in k[T, . .., T,] der Gestalt

le1+-'~+cmfm:fN
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mit ¢; = fNb; Elementen unseres urspriinglichen Polynomrings k[T7, ..., T,].
Diese Gleichung zeigt dann f € I. [

Definition 1.10.15. Gegeben ein Ideal [ in einem Ring R definiert man sein Ra-
dikal /T durch die Vorschrift /T := {f € R | fV € I fiir N >> 0}. Ein Ideal
hei3t ein Radikalideal genau dann, wenn es sein eigenes Radikal ist.

1.10.16. In [Lie] fiihren wir den Begriff des ,,Radikals eines Moduls* ein,
und das Radikal eines Ideals im obigen Sinne ist etwas vollig anderes als sein
Radikal als Modul. Wenn es notig sein sollte, werde ich unterscheiden zwischen
dem Modulradikal und dem Potenzrradikal eines Ideals.

1.10.17 (Abgeschlossene Mengen und Radikalideale). Ist & = k ein algebra-
isch abgeschlossener Korper, so gilt fiir jedes Ideal a C k[7},...,T,] nach dem
Nullstellensatz die Formel Z(Z(a)) = /a und die Vorschriften Z und Z liefern
inverse Bijektionen zwischen der Menge aller Zariski-abgeschlossenen Teilmen-
gen des k™ und der Menge aller Radikalideale in k[T, ..., T},], in Formeln

Radikalideale % Algebraische Teilmengen
I CE[Ty, ..., T, T Y & k"

Ubungen

Ubung 1.10.18. Ist k algebraisch abgeschlossen und I C k[T},...,T,] ein Ide-
al, so induziert die Bijektion k" = Max k[T, ..., T,] aus Lemma 1.10.10 eine
Bijektion Z (1) = Max(k[T}, ..., T,]/I).

Ubung 1.10.19. Warum kann man nicht mit demselben Argument wie in 1.10.4
zeigen, dal jede Gruppe eine maximale echte Untergruppe besitzt? Man zeige
auch, daB die additive Gruppe QQ keine maximale echte Untergruppe besitzt.

Ubung 1.10.20. Gegeben ein kommutativer von Null verschiedener Ring R folgt
aus R™ = R™ schon n = m. Hinweis: Man benutze 1.3.13 und wihle mit 1.10.4
ein maximales Ideal a C R, so daB R/a nach 1.10.6 ein Korper ist. Ein alterna-
tiver Beweis, der ohne das Zorn’sche Lemma auskommt, wird in 1.5.9 gegeben.
Der hier skizzierte Beweis zeigt jedoch mit [Al] allgemeiner fiir beliebige
Mengen [, J, daB3 aus der Isomorphie von freien Moduln R/ = RJ folgt, dafl /
und J dieselbe Kardinalitédt haben.

Ubung 1.10.21. Der Schnitt aller maximalen Ideale eines Krings R kann auch
beschrieben werden als die Menge aller Elemente unseres Rings mit der Eigen-
schaft, da} die Summe eines beliebigen Vielfachen unseres Elements mit der Eins
stets eine Einheit ist, in Formeln

([l m={ac€R|(ra+1) e R*VreR}

meMax R
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Diese Menge heiflt das Jacobson-Radikal unseres Krings. Im Fall nichtkommu-
tativer Ringe versteht man unter dem Jacobson-Radikal feiner den Schnitt aller
maximalen Links- oder gleichbedeutend aller maximalen Rechtsideale.

Ubung 1.10.22. (k = k). In Erweiterung von 1.1.19 zeige man, daB ein Ideal
I C k[Th,...,T,] genau dann von endlicher Kodimension ist, wenn es hochstens
endlich viele simultane Nullstellen besitzt, in Formeln

|1Z(I)] <00 & codimg(! C k[Th,...,T,]) < oo

Erginzende Ubung 1.10.23. Noch allgemeiner als in 1.10.22 zeige man fiir einen
beliebigen Korper k, dafl ein Ideal I C k[17,...,T,] genau dann von endlicher
Kodimension ist, wenn es nur in endlich vielen maximalen Idealen enthalten ist.

Ubung 1.10.24. Man zeige, daB fiir ein Ideal I eines Krings R das Radikal v/T
wieder ein Ideal von R ist, und daf3 VT sein eigenes Radikal ist.

Ubung 1.10.25. (k = k). Ist A ein k-Kring von endlichem Typ, so liefert das
Bilden des Kerns ¢ — ker ¢ eine Bijektion Kring®(A, k) = Max A.

Ubung 1.10.26. Seien k ein Korper und A eine ringendliche k-Kringalgebra. Man
zeige: Ist der Quotient von A nach seinem Nilradikal A/ v/0 endlichdimensional
iiber k, so ist bereits A selbst endlichdimensional iiber .

44



2 Affine Varietiten

2.1 Polynomiale und regulire Funktionen

Definition 2.1.1. Seien £ ein Kring und X C k", Y C k™ Teilmengen. Ei-
ne Abbildung ¢ : X — Y heifit polynomial genau dann, wenn es Polynome
Py,...,P, €k[Ty,...,T,] gibt mit

o(z) = (Py(z),...,Pn(z)) VzeX

2.1.2 (Die Verkniipfung polynomialer Abbildungen ist polynomial). Sei £ ein
Kring und seien X C k™, Y C k™ und Z C k' Teilmengen. Sind ¢ : X — Y und
¥ 'Y — Z polynomial, so ist auch ihre Verkniipfung ) o : X — Z polynomial.

2.1.3. Gegeben Mengen X, Y notiere ich Ens(X, Y') mit Ens fiir franzosisch ,.en-
semble* die Menge aller Abbildungen von X nach Y.

2.1.4. Seien k ein Kring und X C k" eine Teilmenge. Die polynomialen Abbil-
dungen f : X — k heilen polynomiale Funktionen. Sie bilden einen Teilring

OP(X) C Ens(X, k)

im Ring aller k-wertigen Funktionen auf X. Nach dem Isomorphiesatz [ ]
liefert die Einschrinkung von Funktionen einen Isomorphismus von k-
Kringen
k[T, ..., T,]/T(X) = OP(X)

zwischen dem Restklassenring des Polynomrings nach dem Verschwindungsideal
von X und dem Ring der polynomialen Funktionen auf X.

Definition 2.1.5. Sei nun £ ein Korper. Gegeben eine Teilmenge X C k™ heil3it
eine Abbildung f : X — k eine regulidre Funktion genau dann, wenn sie sich
lokal als Quotient von zwei polynomialen Funktionen schreiben 148t. In Formeln
ausgedriickt heift das: Fiir alle x € X gibt es eine offene Umgebung U @ k" von
x und Polynome g, h € k[Ty,...,T,] mit h(y) # 0 Yy € U derart, daB fiir alle
y € UNX gilt f(y) = g(y)/h(y). Die reguldren Funktionen bilden einen Teilring

O(X) C Ens(X, k)

2.1.6 (Notationen fiir Ringe von polynomialen Funktionen). Viele Autoren
verwenden statt OP°'(X) auch die alternative Notation k[X] fiir den k-Kring
der polynomialen Funktionen auf X. Ich finde diese alternative Notation wenig
gliicklich: Die Aussage, dal die polynomialen Funktionen auf X = £ durch obi-
gen Isomorphismus mit dem Polynomring in einer Veridnderlichen 7' identifiziert
werden, schreibt sich in dieser Notation k[T] = k[k] und in unserer Notation
k[T] = OP°\(k).
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Satz 2.1.7 (Reguliire Funktionen auf algebraischen Mengen). (k = k). Ist
X @ k" eine algebraische Teilmenge, so sind die reguliren Funktionen auf X
genau die polynomialen Funktionen, in Formeln

Or(X) = O(X)

2.18. (k= /?;). Auf algebraischen Teilmengen X & k" sind insbesondere ,,lokal
polynomiale Funktionen bereits global polynomial®.

Beispiele 2.1.9 (Polynomialitit von Kehrwertfunktionen). Sei £ ein Korper.
Gegeben X C k" und eine reguldre Funktion f : X — k ohne Nullstelle ist auch
die Funktion (1/f) : X — k regulér. Gegeben X C k™ und f : X — k und eine
offene Uberdeckung X = Upey U von X ist des weiteren f genau dann regulir,
wenn alle seine Restriktionen f|;; regulér sind. Unter der Annahme k& = £ gilt das
nach unserem Satz 2.1.7 dann auch fiir polynomiale Funtionen auf algebraischen
Teilmengen X @& k. Ist insbesondere f : X — k polynomial ohne Nullstelle, so
ist auch 1/ f polynomial auf X.

Beweis. Offensichtlich gilt OP°'(X) C O(X). Zu zeigen ist die andere Inklusion.
Eine Funktion f € O(X) ist per definitionem eine Abbildung f : X — £k, die
sich lokal als Quotient von Polynomen f(z) = g;(x)/h;(x) schreiben 148t fiir
geeignete g;, h; € k[T, ..., T,]. Indem wir notfalls die Nenner vergroBern, diirfen
wir sogar annehmen, daf fiir alle 7 gilt

f(z) = gi(z)/hi(z) Vo e X mith;(x)#D0.

Endlich viele Komplemente von Nullstellenmengen solcher h; iiberdecken aber
X, sagen wir Z(hy) N...N Z(h,) N X = (0. Weiter gilt Z(h;) = Z(h?) und
aus dem Nullstellensatz folgt (h? ... h* Z(X)) = (1), also eine Relation in
k[Ty,...,T,] der Gestalt

ahi+ ... +ehi+b=1

mit b € Z(X). Es reicht nun zu zeigen, daf$ f und c1h191 + . .. + ¢,-h,.g, an jedem

Punkt x € X denselben Wert annehmen. Fiir beliebiges + € X haben wir mit
S = S(xz)={i| hiy(x) # 0} in der Tat

f(’x) = Zz 1CZ($)h- )

= YiesG(@)hi(z)f(z)

= ZZES 1(1:)]7’1 )

= Zz 1 Cl(x)h‘i )

Der Satz ist bewiesen. O]
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Proposition 2.1.10. (k = k). Fiir n > 2 liefert die Restriktion von reguliren
Funktionen eine Bijektion zwischen reguliren Funktionen auf ganz k™ und regu-
ldiren Funktionen auf dem Komplement des Ursprungs

O(k™) = O(k™\0)

Vorschau 2.1.11. Spiter wird sich diese Proposition als unmittelbare Konsequenz
von 4.8.18 erweisen.

Beweis. Ist f : k"\0 — k eine reguldre Funktion, so ist auch ihre Restriktion auf
das Komplement der i-ten Koordinatenhyperebene regulédr und wird nach 2.1.12
gegeben durch ein Element der Lokalisierung k[T%, ..., T,, T, *]. Die weiteren
Restriktionen auf die Komplemente aller Koordinatenhyperebenen stimmen aber
iberein, folglich liegt f im Schnitt der Bilder dieser Lokalisierungen im Ring
E[TF', ... T+ der Laurentpolynome. Da der Polynomring k[T1,...,T},] aber

nach [AL] faktoriell ist, folgt durch das Betrachten einer maximal gekiirz-
ten Darstellung bereits f € k[T, ..., T,]. O
Ubungen

Ubung 2.1.12 (Reguliire Funktionen auf Nullstellenkomplement). (k = k). Ist
X & k™ eine algebraische Teilmenge und h € O(X) eine reguldre Funktion auf
X, so wird der Ring der regulidren Funktionen auf X, := {z € X | h(z) # 0}
als Ring erzeugt von den Restriktionen der reguldren Funktionen auf X und der
Funktion 1/h, in Formeln

O(Xp) = O(X)[h™]

Hinweis: Man wiederholt den obigen Beweis und landet in der Mitte bei der Er-
kenntnis Z(hy) N...N Z(h,) N X C Z(h).

Ubung 2.1.13 (Stetigkeit polynomialer Abbildungen). Ich erinnere, daB nach
[ ] eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen stetig heiflt genau
dann, wenn das Urbild jeder offenen Menge wieder offen ist. Man zeige: Ist k ein
Integritétsbereich, so sind polynomiale Abbildungen stetig fiir die von der Zariski-
Topologie des k™ auf unseren Teilmengen induzierte Topologie.

Ubung 2.1.14 (Verkleben regulirer Funktionen). (k = k). Seien disjunkte und
Zariski-abgeschlossene Teilmengen A, B & k™ gegeben sowie polynomiale Funk-
tionen f : A — kund g : B — k. Man zeige, dal} es eine polynomiale Funk-
tion auf k" gibt, die auf A mit f tibereinstimmt und auf B mit g. Hinweis: Man
verwende den vorhergehenden Satz 2.1.7. Alternative: Nach dem Nullstellensatz
ist die Summe der Verschwindungsideale der ganze Polynomring. Nun verwen-
de man den abstrakten chinesischen Restsatz [AL] . Insbesondere kann man
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eine Vorgabe von endlich vielen Funktionswerten an endlich vielen Punkten stets
durch eine regulidre Funktion interpolieren, was wir aber eigentlich in diesem Fall
schon aus [AL] wissen.

Ubung 2.1.15 (Schwierigkeiten beim Verkleben reguliirer Funktionen). Gege-
ben ein algebraisch abgeschlossener Korper k = k und algebraische Teilmengen
A, B @& k™ sowie polynomiale Funktionen f : A — kund g : B — k mit
flans = g|anp muB es anders als bei stetigen Funktionen keineswegs eine poly-
nomiale Funktion » : AU B — k geben mit h|4 = f und h|p = g. Als Beispiel
untersuche man den k2 mit A dem Achsenkreuz und B einer weiteren Ursprungs-
geraden.

Ubung 2.1.16 (Zuriickholen regulirer Funktionen). Seien k ein Korper, X C
k™ und Y C k™ Teilmengen und ¢ : X — Y eine polynomiale Abbildung.
Man zeige: Gegeben eine regulidre Funktion f € O(Y") ist auch die zuriickgeholte
Funktion regulir, in Formeln (f o ¢) € O(X).

Erginzung 2.1.17 (Polynomiale Funktionen auf Produkten). Gegeben ein Kor-
per k und Teilmengen X C k™ und Y C k™ istdie durch f ® g — f X g erkldrte
Abbildung ein Isomorphismus von k-Kringen

OPN(X) @, OPN(Y) 5 OPH (X x Y)

Die Multiplikation auf der linken Seite ist dabei die offensichtliche aus [ ]

. Die Surjektivitit folgt leicht aus der offensichtlichen Surjektivitit im Fall
X = k™ Y = k" Die Injektivitit folgt aus der Injektivitit der Abbildung
Ens(X, k) ®; Ens(Y, k) — Ens(X x Y k), f ® g — f X g, die fiir beliebige
Mengen XY in [ ] diskutiert wird. Im Fall algebraischer Teilmengen
und unter der Voraussetzung k = k erhalten wir mit 2.1.7 insbesondere einen
Isomorphismus

O(X)®,0(Y) S O(X xY)

Ubung 2.1.18. (k = k). Man zeige: Gegeben kommutative nilpotentfreie k-Kringalgebren
A, B ist auch ihr Tensorprodukt A ®, B nilpotentfrei. Hinweis: 2.1.17.

Ergdnzung 2.1.19. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, so ist die Aussage der
vorhergehenden Ubung im allgemeinen falsch. Ein Gegenbeispiel steht in [AlL]

. Ist jedoch k/k separabel, so stimmt unsere Aussage doch wieder. Allge-
meiner ist fiir jede Galoiserweiterung K /k und jede k-Kringalgebra A ihre Er-
weiterung A ®; K nilpotentfrei genau dann, wenn A nilpotentfrei ist. In der Tat
ist das Nilradikal von A ®; K stabil unter der Galoisgruppe, und wire es nicht
Null, so wire nach [AL] auch sein Schnitt mit A nicht Null.

Ubung 2.1.20. (k = k). Man zeige, daB sich fir n > 2 und und £ C k" end-
lich jede regulidre Funktion auf £™\ E zu einer reguldren Funktion auf ganz k"
fortsetzen 14f3t.
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Ubung 2.1.21. (k = k). Man zeige, daB fiir jede offene Teilmenge X @ k™ der
Ring O(X) der regulidren Funktionen auf X ringendlich ist iiber k.

2.2 Riume als Ringe

Definition 2.2.1. Sei £ ein Kring. Jede polynomiale Abbildung ¢ : X — Y zwi-
schen Teilmengen X C k" und Y C k™ liefert auf den polynomialen Funktionen
einen Homomorphismus ¢* : OP°Y(Y) — OP°(X) in die Gegenrichtung, das
Vorschalten von ¢ alias Zuriickholen von Funktionen f — fo . Istk = kein
algebraisch abgeschlossener Korper und sind X & A" und Y @& k™ algebraische
Teilmengen, so stimmen polynomiale und reguldre Funktionen iiberein und die
besagte Abbildung
o OY) — 0O(X)
fo= fov
heiflit der Komorphismus zu . Er ist stets ein Homomorphismus von k-Kringen.

Definition 2.2.2. Ein Ring heil3t nilpotentfrei oder gleichbedeutend reduziert
genau dann, wenn er auBer der Null keine nilpotenten Elemente hat. Eine nil-
potentfreie ringendliche Kringalgebra iiber einem Korper £ heifit ein affiner £-
Kring.

2.2.3. Fiir die weitere Entwicklung der algebraischen Geometrie verwenden wir

die Sprache der Kategorientheorie in dem Umfang, wie sie etwa in [ ] 7 entwi-

ckelt wird, und insbesondere den Begriff einer Aquivalenz von Kategorien [ ]
. Ich erinnere weiter an die Kategorie der k-Kringe nach 1.9.5.

Satz 2.2.4 (Riume als Ringe). (k = k). Betrachten wir die algebraischen Men-
gen in irgendwelchen k™ als Objekte einer Kategorie mit polynomialen Abbil-
dungen als Morphismen, so liefert das Bilden des k-Krings der reguliren alias
polynomialen Funktionen eine Aquivalenz von Kategorien

{Algebraische Mengen

=~ . opp
in irgendwelchen k" } - {Aﬁﬁ ne k-Krmge}

X O(X)
¢l — o' 1
Y oY)

2.2.5 (Endlichdimensionale nilpotentfreie k-Kringe). (k = k). Insbesondere
liefert das Bilden des k-Krings aller k-wertigen Funktionen eine Aquivalenz von
Kategorien

{Endliche Mengen} = {Endlichdimensionale nilpotentfreie k-Kringe}°"”
—>

X Ens(X, k)
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Ein reelles Bild der sogenannten Neil’schen Parabel, der Nullstellenmenge von
2% = y? in der Ebene.

Ein reelles Bild der sogenannten nodalen Kubik, der Nullstellenmenge von
2% + 22 = y? in der Ebene.
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In diesem Fall konnen wir aber auch einfacher argumentieren. Gegeben ein end-
lichdimensionaler nilpotentfreier k£-Kring A liefert ja die Linksmultiplikation ei-
ne Einbettung A — End A, a — (a-), deren Bild nach 1.5.13 genau aus allen
Endomorphismen besteht, die mit allen Rechtsmultiplikationen (-b) fiir b € A
kommutieren. Aufgrund der Funktorialitit der Jordanzerlegung [ ] ge-
hort mit (a-) dann auch sein nilpotenter Anteil zum Bild unserer Einbettung, und
ist A nilpotentfrei, muB der nilpotente Anteil Null und (a-) diagonalisierbar sein.
Dann gibt es aber nach [ ] in A eine Basis, beziiglich derer alle (a-)
durch Diagonalmatrizen dargestellt werden, und aus Dimensionsgriinden liefert
dann unsere Einbettung A — End A einen Isomorphismus von A mit dem Ring
der Diagonalmatrizen, also mit k£ X ... x k. Das zeigt, daB unser Funktor surjektiv
ist auf Isomorphieklassen. Der Rest des Beweises bleibe dem Leser iiberlassen.

Beispiele 2.2.6. (k = k). Fiir n > m entspricht der Projektion k" — k™ durch

Weglassen der letzten Koordinaten hier die Einbettung von Polynomringen k[77, . . .

ETy,...,Tm, Tyus1, ..., T,]. Der Einbettung X < k™ einer algebraischen Teil-

) —

menge entspricht in der Gegenrichtung die Surjektion k[T, ..., T,] — k[Ty, ..., T,]/Z(X) =

O(X). Umgekehrt, und jetzt schreiben wir zur Abwechslung und zum Vermeiden
von Indizes mal X, Y fiir Variablen eines Polynomrings, entspricht die Komposi-
tion

EX,Y] = k[ X, Y]/(X3 =Y 5 (1, T%,T3,.. ) = k+ (T% C k[T

mit dem mittleren Isomorphismus gegeben durch X + T2, Y s T3 der Abbil-
dung, die die Gerade ,,geknifft“ in die Ebene legt vermittels k — k%, ¢ — (£2,3).
Weiter entspricht die Komposition

EX,Y] = kX, Y]/(X?+X? =Y 514+ (T?* - 1) C k[T

mit dem mittleren Isomorphismus gegeben durch die Vorschrift X — (T2 — 1),
Y + T(T? — 1) der Abbildung, die die Gerade ,,mit Selbstiiberschneidung* in
die Ebene legt vermittels & — k2, ¢ — (> — 1,¢(¢t* — 1)). Hier haben alle Fa-
sern hochstens einen Punkt mit Ausnahme der Faser iiber dem Ursprung, die aus
den beiden Punkten +1 € £ besteht und im Fall einer von 2 verschiedenen Cha-
rakteristik zwei Punkte hat. Man beachte, daB 1 + (7% — 1) C k[T] der Teilring
aller Polynome ist, die bei 7' = —1 und 7" = 1 jeweils denselben Wert anneh-
men. Die mittleren Isomorphismen in den letzten beiden Beispielen sind nicht
ganz offensichtlich und sollten vom Leser zur Ubung bewiesen werden. Die frag-
lichen Abbildungen & — k% gehen sogar surjektiv auf die Nullstellenmengen
der fraglichen Polynome, aber zumindest im letzten Beispiel scheint mir das mit
der uns bis jetzt zur Verfiigung stehenden Theorie gar nicht so leicht einzusehen:
Warum sollte sich denn jede Losung der Gleichung x® + 22 = y? in der Form
(z,y) = (t* = 1,t(t>* —1)) mit t € k schreiben lassen? Na gut, mit etwas Rechnen
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geht das dann schon. In 4.2.16 werden Sie es auch ohne weitere Miithen aus dem
Going-up-Theorem folgern kdnnen.

Beweis. Zunichst einmal zeigen wir, dal} es fiir jeden affinen k-Kring A eine al-
gebraische Teilmenge X C k" gibt mitsamt einem Isomorphismus von k-Kringen
O(X) = A.Sindinder Tatty, ..., t, € AErzeuger unseres k-Krings, so erhalten
wir durch die Vorschrift 7; — ¢; eine Surjektion

]{?[Th...,Tn] — A

Bezeichne a ihren Kern. Besitzt A auBer der Null keine nilpotenten Elemente, so
ist a ein Radikalideal, und ist k algebraisch abgeschlossen, so ist ein Radikalideal
im Polynomring das Verschwindungsideal seiner Nullstellenmenge, in Formeln
a = Z(Z(a)). Wir erhalten damit Isomorphismen von k-Kringen

O(Z(a)) & K[Th,..., Th]/a > A

und haben gezeigt, da A isomorph ist zum k-Kring der polynomialen Funktio-
nen der algebraischen Menge Z(a) C k™. Jetzt miissen wir noch zeigen, daB
unsere Vorschrift ¢ — ¢* Bijektionen zwischen den Morphismenriumen liefert.
Wir notieren dazu die Menge der polynomialen Abbildungen zwischen zwei alge-
braischen Mengen mit Pol(X, Y'). Homomorphismen von k-Kringen notieren wir
Kring® (A, B). Dann erinnern wir uns an die Formel Y = Z(Z(Y)) C k™ und
bilden das kommutative Diagramm

Pol(X,Y) — Kring"(O(Y), O(X))
\J 3
Pol(X, k™) — Kring®(k[T},...,Tn], O(X))

Darin seien die Horizontalen durch ¢ +— ' gegeben und die Vertikalen durch
Y C k™ bzw. k[T, ..., T,] — O(Y). Nun ist die untere Horizontale offensicht-
lich eine Bijektion, sind doch beide Seiten in natiirlicher Bijektion zur Menge
O(X)™ aller m-Tupel (¢1,...,®m) von polynomialen Funktionen auf X. Die
obere Horizontale ist dann ebenso ein Bijektion, denn dort sind nun beide Seiten
in natiirlicher Bijektion zu

{(@1,.-,0m) €OX)™ | flp1,...,0m) =0 VfeI(Y)}

Hier verwenden wir die Definition des Verschwindungsideals Z(Y") auf der lin-
ken Seite und die universelle Eigenschaft des Quotienten k[T1, ..., T,,|/Z(Y) =
O(Y') auf der rechten Seite. O
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2.3 Affine Varietiten

Definition 2.3.1. (k = k). Eine naive affine k-Varietiit oder kiirzer affine k-
Varietit ist ein Paar (X, O(X)) bestehend aus einer Menge X und einer k-
Unterringalgebra O(X) C Ens(X, k) in der Ringalgebra aller k-wertigen Funk-
tionen auf X derart, dal O(X) ringendlich ist iiber k£ und dal wir eine Bijektion

X 5 Ring"(O(X),k)
r = Oy

von X mit der Menge der k-linearen Ringhomomorphismen O(X) — k erhalten
durch die Vorschrift, die jedem Punkt x € X den durch das Auswerten bei x
gegebenen Ringhomomorphismus d, : O(X) — k, f — f(x) zuordnet. Ein
Morphismus von affinen k-Varietiten ist eine Abbildung ¢ : X — Y mit der
Eigenschaft f € O(Y) = fo ¢ € O(X). Die Elemente von O(X) heifien
die reguliren Funktionen auf X. Das Vorschalten von ¢ heifit auch in dieser
Allgemeinheit der Komorphismus von ¢ und wird notiert als ¢* : O(Y) —
O(X), f — [ o . Gegeben affine Varietiten X, Y notieren wir Var(X,Y') die
Menge aller Morphismen von X nach Y.

Vorschau 2.3.2 (Affine Varietiiten als Spezialfall allgemeiner Varietiiten). (k =
k). In 6.2.1 fithren wir in voller Allgemeinheit den Begriff einer ,,Varietiit iiber
k* ein und erkldren affine k-Varietiten als spezielle Varietiten. Es wird sich dann
erweisen, da der Funktor, der jeder affinen k-Varietit (X, Oy) im dortigen Sinne
das Paar (X, Ox (X)) zuordnet, das aus der Menge X mit dem Ring der ,,globalen
regulidren Funktionen besteht, ein Isomorphismus zwischen der dort erklirten
Kategorie der ,,affinen k-Varietiten und der hier erklarten Kategorie der naiven
affinen k-Varietiten ist. Deshalb ist es unverfanglich, die Spezifikation ,,naiv* fiir
gewohnlich wegzulassen. Wenn ich von einer affinen Varietit rede, meine ich stets

eine affine k-Varietiit iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k = k.
Beispiele 2.3.3. (k = k).
1. Jede endliche Menge X wird mit O(X) := Ens(X, k) eine affine Varietit.
2. Die Menge X = k™ wird mit O(X) := k[T, ..., T,] eine affine Varietit.
3. Gegeben eine affine Varietdt X und I C O(X) wird
Y=2()={zeX|fz)=0 Yfell

mit O(Y) := {fly | f € O(X)} eine affine Varietit. In der Tat kommt
jeder k-lineare Ringhomomorphismus O(Y) — k von einem k-linearen
Ringhomomorphismus O(X) — k her, der durch Auswerten J, an einem
Punkt x € X gegeben wird, der dann notwendig bereits zu Y gehort haben
muB.
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4. Gegeben eine affine Varietit (X, O(X)) und eine regulire Funktion f €
O(X) wird das Komplement ihrer Nullstellenmenge

Xp=X\2(f) ={z e X[ f(z) # 0}

eine affine Varietit mit O(X;) = O(X)[f™!] C Ens(Xy, k) dem von
den Restriktionen der reguldren Funktionen aus O(X) zusammen mit der
Funktion 1/ f erzeugten Teilring. In der Tat liefert dann jeder Ringalgebren-
homomorphismus O(X)[f~!] — k einen Ringalgebrenhomomorphismus
O(X) — k, der von der Auswertung an einem Punkt € X herkommt,
und von diesem Punkt hinwiederm sieht man leicht ein, dafl er bereits zu
X gehort haben muB.

2.3.4 (Auflosung der Doppeldeutigkeit der Notation O(X)). Fir X @ £" und
f € O(X) kann nun O(X;) sowohl den eben erklirten von den Restriktionen
der Elemente von O(X) und f~! erzeugten Unterring von Ens(X, k) bedeuten
als auch den in 2.1.5 erklédrten Ring der regulédren, also lokal als Quotienten von
polynomialen Funktionen darstellbaren Funktionen auf X ;. Zum Gliick stimmen
diese beiden Ringe nach 2.1.12 iiberein.

Beispiel 2.3.5. Alle Definitionen und Sétze vom Beginn dieses Abschnitts bis hier-
her wiirden auch fiir einen beliebigen Grundkorper & funktionieren. Allerdings
miiite man dann in Kauf nehmen, daf} etwa die reelle Gerade X = R mit dem
Ring von reguliren Funktionen O(X) = R[T, (T? 4 1)~!] auch eine naive affine
R-Varietit wire.

Satz 2.3.6 (iiber affine Varietiiten). (k = k). Unsere Aquivalenz von Kategorien
aus 2.2.4 ldpt sich einbetten in ein kommutatives Diagramm von Aquivalenzen
von Kategorien

{Algebrazsche Mengen } =~ { Affine k-Kringe }opp

in irgendwelchen k"

=N /‘z
{Aﬁ?ne k-Varietdten }

Der Funktor \, ordnet hier einer algebraische Menge X @ k" die affine Varie-
tit (X,0(X)) zu und der Funktor / einer affinen k-Varietit (X,O(X)) den
k-Kring O(X) ihrer globalen reguliren Funktionen.

2.3.7. In meinen Augen ist dieser Satz zentral fiir das Verstindnis sowohl der
kommutativen Algebra als auch der algebraischen Geometrie. Er stellt in diesem
Kontext die Beziehung zwischen eingebetteter Geometrie, koordinatenfreier Geo-
metrie und abstrakter Algebra her, die das ganze Gebiet pragt.
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Beweis. Gegeben X @& k™ ist O(X) ringendlich tiber k£ und die k-linearen Ring-
homomorphismen O(X) — k sind etwa nach 2.2.4 genau die Auswertungsab-
bildungen an Punkten von X. Unser Funktor “\, landet also in der Tat in unserer
Kategorie von affinen Varietiten. Daf3 unser funktorielles Diagramm kommutiert,
ist offensichtlich. Jede affine Varietidt X ist isomorph zu einer affinen Varietdt vom
Typ Z(I) & k™. In der Tat ist nach Annahme O(X) ringendlich iiber k. Bilden et-
wa die Funktionen f, ..., f, ein Erzeugendensystem, so erhalten wir eine Surjek-
tion k[Ty,...,T,] - O(X) mit T; — f;. Die Abbildung (f1,..., f,) : X — k"
induziert dann einen Isomorphismus X — Z(I) fiir I den Kern obiger Surjektion.
Das zeigt, dall ~\, eine Surjektion auf Isomorphieklassen von Objekten induziert.
Nach 2.2.4 induzieren demnach alle drei Funktoren Bijektionen auf Isomorphie-
klassen von Objekten. Um den Satz zu folgern, miissen wir nur noch zeigen, dal3
" Injektionen auf den Morphismenrdaumen induziert. Das ist aber klar. 0

Ubungen

Ubung 2.3.8. Die reguliren Funktionen auf einer affinen k-Varietidt X sind genau
die Morphismen von Varietiten X — k, in Formeln haben wir also O(X) =
Var(X, k).

Ubung 2.3.9 (Affine Riiume als affine Varietiiten). (k = k). Jeder endlichdi-
mensionale affine Raum E iiber k£ wird eine affine k-Varietit, wenn wir O(E) C
Ens(E, k) erkldren als die von allen affinen Abbildungen £ — k erzeugte k-
Unterringalgebra. Jede affine Abbildung von endlichdimensionalen affinen Riu-
men ist in Bezug auf diese Strukturen ein Morphismus von affinen Varietiten.

2.3.10 (Verschiedene Bedeutungen des Wortes ,,affin*‘ ). Ungliicklich ist in die-
sem Zusammenhang die Verwendung des Wortes ,,affin“ in zwei verschiedenen
Bedeutungen: Jeder endlichdimensionale affine Raum trigt zwar in dieser Weise
eine natiirliche Struktur als affine Varietit, aber es gibt durchaus auch noch andere
affine Varietiten, ja ,,die meisten* affinen Varietiten sind keineswegs isomorph zu
affinen Rdumen.

Ubung 2.3.11 (Reguliire Funktionen auf Vektorrdumen). (k = k). Man zeige,
daf fiir jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum V' die offensichtliche Einbet-
tung V* — Ens(V, k) einen Isomorphismus von k-Ringalgebren

S(V*) 3 O(V)

induziert von der symmetrischen Algebra nach [AL] tiber dem Dualraum V*
mit der Algebra der regulidren Funktionen auf V' in Bezug auf seine Struktur als
k-Varietit nach 2.3.9.

Ubung 2.3.12 (Automorphismen offener Teilmengen der Gerade). (k = k).
Jeder Isomorphismus von Varietiten & — k hat die Gestalt t — at + b fiir a € k>
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und b € k. Jeder Isomorphismus von Varietiten k* = £ hat die Gestalt t — at®
fira € k* und ¢ € {1,—1}. Die Varietiten k\E fir £ C k endlich mit zwei
oder mehr Elementen haben nur endlich viele Automorphismen. Hinweis: [ ]

Ubung 2.3.13 (Bijektive Morphismen miissen keine Isomorphismen sein). Es
gibt durchaus bijektive Morphismen zwischen affinen Varietiten, deren Umkehr-
abbildungen nicht polynomial sind. Als Beispiele betrachte man im Fall einer
Charakteristik char £ = p > 0 die Abbildung & — k, t — t? und im Fall char k&
beliebig die Abbildung & — Z(X? — Y?),t — (t2,13).

2.4 Erweiterung des Nullstellensatzes

2.4.1 (Rdume und Ringe als iibergreifendes Thema). Ein groBer Teil der soge-
nannten ,,kommutativen Algebra* besteht aus geometrischen Erkenntnissen, die
man unter Zuhilfenahme des vorhergehenden Satzes 2.3.6 in die Sprache der affi-
nen k-Kringe iibersetzt und von dort auf moglichst grofe Klassen von kommutati-
ven Ringen verallgemeinert. Zu jedem topologischen Raum konnen wir auch den
Ring der stetigen reellwertigen Funktionen auf unserem Raum bilden, zu jeder
C*>°-Mannigfaltigkeit den Ring der C*°-Funktionen und zu jeder Riemann’schen
Fliche den Ring der holomorphen Funktionen. Es zeigt sich, dall diese Ringe
wieder die urspriinglichen ,,strukturierten Rdume* sehr weitgehend kodieren. Fiir
kompakte Hausdorff-Rdume ist das die Aussage des Satzes ?? und in den ande-
ren und vielen weiteren Fillen gelten dhnliche Aussagen. Man kann sich deshalb
durchaus auf den Standpunkt stellen, daf3 ,,Ringe die besseren Rdume* sind. Mein
Ziel ist im folgenden, diese geometrische Intuition offenzulegen, die grolen Tei-
len der kommutativen Algebra zugrunde liegt.

Vorschau 2.4.2. Der ,,Hauptsatz von Zariski* [ ] ?? besagt, dal} in Charakte-
ristik Null die Umkehrabbildung eines bijektiven Morphismus von einer affinen
Varietit in eine ,,glatte* affine Varietit stets wieder polynomial ist. In positiver
Charakteristik mufl man zusétzlich voraussetzen, daf3 der fragliche bijektive Mor-
phismus auch in jedem Punkt bijektives Differential hat.

2.4.3. Unsere bis jetzt entwickelten Notationen und Resultate lassen sich ohne
grofle Schwierigkeiten von k™ auf beliebige affine Varietiten X verallgemeinern.
Das Auswerten liefert fiir eine beliebige Teilmenge eine Paarung

XxOX)—=k

und wir bilden fir Y C X bzw. J C O(X) das Verschwindungsideal bzw. die
Nullstellenmenge

IV)=ZIx(Y) = {f€OX) |flx)=0 VzeY}
Z()=2x(J) = {zeX |fl)=0 VfelJ}
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Wieder kehren Z bzw. Z die Inklusionen um und die Z(J) bilden eine Topologie
auf X, die wir die Zariski-Topologie auf X nennen. Jeder Morphismus ist stetig
fiir die Zariski-Topologie.

2.4.4. Gegeben eine affine Varietidt X und wird nach 2.3.3 jede abgeschlossene
Teilmenge Y & X mit O(Y) = {f|y | f € O(X)} eine affine Varietit. Wir
nennen diese Struktur die induzierte Struktur auf Y. Natiirlich induziert die Re-
striktion dann einen Isomorphismus

O(X)/Z(Y) = O(Y)

2.4.5 (Universelle Eigenschaft der induzierten Struktur). Gegeben Y & X ei-
ne abgeschlossene Teilmenge einer affinen Varietdt mit ihrer induzierten Struktur
einer affinen Varietit aus 2.3.3 ist die Einbettung offensichtlich ein Morphismus.
Ist weiter ¢ : Z — X ein Morphismus von affinen Varietiten mit ¢(Z) C Y/, so
ist offensichtlich auch die induzierte Abbildung ¢ : Z — Y ein Morphismus von
affinen Varietéten.

Satz 2.4.6 (Nullstellensatz auf affinen Varietiiten). Sei X eine affine Varietdt
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k = k.

1. Ist I C O(X) ein Ideal und verschwindet f € O(X) auf der Nullstellen-
menge von I, so liegt eine Potenz von f bereits in I. In Formeln ausgedriickt
giltalso Z(f) D Z(I) = fN €I fiir N > 0;

2. Die Zuordnungen I — Z(I) und Y — Z(Y) liefern zueinander inverse Bi-
Jektionen zwischen den Radikalidealen von O(X ) und den abgeschlossenen
Teilmengen von X;

3. Fiir jede Teilmenge Y C X ist die Nullstellenmenge ihres Verschwindungs-
ideals der Abschluf3 von'Y in X, in Formeln Z(Z(Y)) = Y, und fiir jede
Teilmenge J C O(X) ist das Verschwindungsideal ihrer Nullstellenmenge
das Radikal des von J erzeugten Ideals, in Formeln Z(Z(J)) = \/(J);

4. Die Zuordnung m — Z(m) ist eine Bijektion Max O(X) = X. Die Zuord-
nung x — Z(x) beschreibt ihre Umkehrabbildung.

Beweis. Das folgt ohne Schwierigkeiten aus den entsprechenden Aussagen im
Fall X = k", die wir als 1.10.14, 1.10.17 und 1.10.10 bereits besprochen haben.
Die Details iiberlasse ich dem Leser zur Ubung. [

2.4.7 (Das Maximalspektrum). Ganz allgemein konnen wir fiir jeden algebra-
isch abgeschlossenen Korper £ = k und jeden affinen k-Kring A eine Abbildung
A x Max A — k, (a,m) — (a, m) erkldren durch die Vorschrift, daB unter dem
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durch die Komposition ¥ — A — A/m gegebenen Isomorphismus k — A/m gilt
(a,m) — a + m. So erhalten wir einen Homomorphismus von k-Kringen

T4 : A — Ens(Max A, k)

Ist speziell X eine affine k-Varietit und A = O(X), so ist 7o(x) die Identi-
tat auf O(X). Erkldren wir fiir einen beliebigen affinen k-Kring A den Ring
O(Max A) C Ens(Max A, k) als das Bild von 74, so erhalten wir mithin stets
eine affine Varietdt. Wir nennen sie das Maximalspektrum von A. Jeder Homo-
morphismus von affinen k-Kringen A — B induziert offensichtlich einen Mor-
phismus Max B — Max A von affinen Varietiten in die Gegenrichtung, und wir
erhalten so einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der affinen k-Kringe
in die Kategorie der affinen Varietidten. Wir zeigen, daf} dieser Funktor im Sin-
ne von [[LAZ] quasiinvers ist zu unserem Funktor X +— O(X) aus 2.3.6.
Dazu reicht es zu priifen, daB} fiir jede affine k-Varietit X die bereits diskutierte
Bijektion X — Max O(X) fiir die eben auf Max O(X) konstruierte Struktur als
affine Varietit ein Isomorphismus von affinen Varietéten ist. Das ist nicht schwer
zu sehen und bleibe dem Leser zur Ubung iiberlassen.

2.4.8 (Produkt affiner Varietiiten). Gegeben affine Varietiten X, Y wird ihr Pro-
dukt X X Y zu einer affinen Varietit durch die Vorschrift

OX xY):=[fRg|feO(X)geOY)

Hier ist f X g erklédrt durch (f X g)(z,y) := f(x)g(y) und die eckigen Klammern
meinen den von all diesen Funktionen in Ens(X x Y, k) erzeugten Teilring. In der
Tat ist er sicher ringendlich iiber k. Nach [ ] induziert die Abbildung
f ® g fX g weiter eine Injektion Ens(X, k) ®; Ens(Y, k) < Ens(X x Y, k),
und das liefert uns unmittelbar einen Ringisomorphismus

O(X) 2, O(Y) > O(X x Y)

Da aber nun nach [ ] fiir zwei beliebige k-Kringalgebren A, B jeder
Ringalgebren-Homomorphismus A ®; B — k die Form a ® b — ¢(a)1(b) hat
fiir wohlbestimmte Ringalgebrenhomomorphismen ¢ : A — k, ¢ : B — k,
folgt auch die Zweite unserer Bedingungen an eine affine Varietit. Die beiden
Projektionen pry : X X Y — X und pry : X X Y — Y sind dann Morphismen
von affinen Varietiten und (X x Y, pry,pry ) ist ein Produkt in der Kategorie
der affinen Varietdten im Sinne von [ ] . Die einpunktige Varietit ist ein
finales Objekt in dieser Kategorie.

2.4.9. Fiir einen Morphismus ¢ : Y — X von affinen Varietiten sind gleichbe-
deutend:
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1. Der Morphismus ¢ ist injektiv mit abgeschlossenem Bild und induziert
einen Isomorphismus Y = ¢(Y’) auf sein Bild mit der induzierten Struktur;

2. Der Komorphismus ist eine Surjektion ¢ : O(X) — O(Y).

Der Nachweis dieser Aquivalenz bleibe dem Leser zur Ubung. Einen Morphismus
mit diesen Eigenschaften nennen wir auch eine abgeschlossene Immersion.

2.4.10. Ich will auch noch den Begriff der reguldren Funktionen auf beliebige
Teilmengen beliebiger affiner Varietidten verallgemeinern. Gegeben eine Teilmen-
ge V' C X einer affinen Varietit heifle eine Abbildung f : V' — £ eine regulére
Funktion genau dann, wenn sie sich lokal als Quotient von zwei globalen reguli-
ren Funktionen schreiben 146t. In Formeln ausgedriickt heifit das: Fiir alle x € V'
gibt es eine offene Umgebung U @ X und g,h € O(X) mit h(y) # 0 Yy € U
derart, daB fiir alley € U NV gilt f(y) = g(y)/h(y). Die reguldren Funktionen
bilden auch einen Teilring

O(V) C Ens(V, k)

Fiir gewisse Teilmengen affiner Varietdten X hatten wir schon zuvor erklart, was
reguldre Funktionen darauf sein sollen, ndmlich fiir ganz X, fiir abgeschlossene
Teilmengen von X, und fiir das Komplement der Nullstellenmenge einer regu-
laren Funktion auf ganz X. In den ersten beiden Fillen zeigt 2.1.7, daf} unsere
eben Erklirten reguldren Funktionen mit den zuvor erklérten iibereinstimmen, im
Letzten folgt es aus 2.1.12.

2.4.11 (Zuriickholen regulirer Funktionen). Seien X und Y affine Varietiten
und ¢ : X — Y ein Morphismus. Gegeben U C X und eine regulidre Funktion
f auf p(U) ist offensichtlich auch die zuriickgeholte Funktion f o ¢ eine regulire
Funktion auf U. Das verallgemeinert 2.1.16.

2.4.12 (Universelle Eigenschaft von X — X). Gegeben X eine affine Varietit
und f € O(X) eine reguldre Funktion ist die Einbettung X ; < X offensichtlich
ein Morphismus. Ist weiter ¢ : Z — X ein Morphismus von affinen Varietdten mit
©(Z) C Xy, so ist auch die induzierte Abbildung ¢ : Z — X ein Morphismus
von affinen Varietdten. In der Tat ist (f~!) o ¢ nach 2.4.11 auch eine regulire
Funktion auf Z.

Ubungen

Ubung 2.4.13. Seien X und Y affine Varietiiten. Man zeige, daB ein Morphismus
¢ : X — Y dichtes Bild hat genau dann, wenn der zugehorige Komorphismus
eine Injektion ¥ : O(Y) — O(X) induziert. Einen Morphismus mit dichtem
Bild von irreduziblen Varietdten nennt man auch einen dominanten Morphismus.
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Affine k-Varietiten X, Y Affine k-Kringe A, B Quelle
Produkt Tensorprodukt 248
X xY A®, B
Koprodukt Produkt 2.4.17
Xuy AXxXB
abgeschlossene Einbettung surjektiver Homomorphismus | 2.4.9
X =Y B— A
Einbettung Xy — X kanonischer Homomorphismus | 2.3.4
fir f € O(X) regulér A — A[f ! firein f€ A
Morphismus ¢ : X — Y injektiver Homomorphismus | 2.4.13
mit dichtem Bild B— A
Zusammenhangskomponente Block 2.4.19
abgeschlossene Radikalideal 2.4.6
Teilmenge
Punkt maximales Ideal 24.64
irreduzible Primideal 2.6.8
Teilmenge
irreduzible minimales Primideal 2.6.8
Komponente

Tabelle 1: Diese Ubersetzungstabelle faBt einige Entsprechungen zwischen Riu-
men und Ringen zusammen. Ganz rechts ist jeweils die Quelle angegeben. Das
Tensorprodukt zweier Kringalgebren ist dabei im Sinne von [

stehen.
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Ubung 2.4.14. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von affinen Varietiten. Gegeben
eine Teilmenge I C O(X) ist die Nullstellenmenge ihres Urbilds (¢*)~1(1) C
O(Y') der Abschluf3 des Bildes ihrer Nullstellenmenge, in Formeln

p(Z(1)) = Z((¢) (D))

Ubung 2.4.15. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von affinen Varietiten. Gegeben
eine Teilmenge J C O(Y') ist das Urbild ihrer Nullstellenmenge die Nullstellen-
menge ihres Bildes, in Formeln

P (2(T) = Z(¢4()))

Ubung 2.4.16. Gegeben ein Morphismus X — Y von affinen Varietiten zeige
man: Ist unter dem Komorphismus O(Y') — O(X) der Ring O(X) modulendlich
tiber O(Y'), so hat unser Morphismus endliche Fasern. Hinweis: 1.1.19 und 2.4.15.

Ubung 2.4.17 (Koprodukt affiner Varietiiten). Man zeige: Gegeben affine Va-
rietdten X, Y wird ihre disjunkte Vereinigung X U Y zu einer affinen Varietit
durch die Vorschrift

OXUY):={f: XUY = k| flx € O(X) und fly € OY)}

Die beiden Einbettungen iny : X — X UY und iny : ¥ — X UY sind dann
Morphismen von affinen Varietéiten und (X UY iny, iny ) ist ein Koprodukt in der
Kategorie der affinen Varietédten im Sinne von [ ] . Die leere Varietiit ist
ein initiales Objekt in dieser Kategorie.

Ubung 2.4.18 (Produkt mit k). (k = k). Gegeben eine affine Varietit X zei-
ge man, daB wir einen Isomorphismus O(X)[Ty,...,T,] = O(X x k™) erhal-
ten, wenn wir den Kringhomomorphismus betrachten, der auf O(X) durch das
Zuriickholen gegeben ist und unter dem der Variablen 7; die Projektion auf k"
gefolgt von der Projektion auf den i-ten Eintrag zugeordnet wird. Dieser Mor-
phismus ist so natiirlich, da8 wir ihn oft in Sprache und Notation als Gleichheit
behandeln werden.

Ubung 2.4.19. Ein Block eines Krings kann charakterisiert werden als ein unzer-
legbarer direkter Summand unseres Krings, betrachtet als Modul iiber sich selber.
Mehr zur Blockzerlegung wird in [AL] ?? erklédrt. Man konstruiere eine Bijektion
zwischen der Menge der Zusammenhangskomponenten einer affinen Varietidt X
und der Menge der Blocke ihres Rings von reguldren Funktionen O(X).

2.5 Irreduzible Komponenten

Definition 2.5.1. Ein topologischer Raum heifit noethersch genau dann, wenn
darin jede absteigende Folge von abgeschlossenen Mengen stationédr wird.
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Lemma 2.5.2. Ist k ein noetherscher Integritditsbereich, so ist k™ mit seiner Zariski-
Topologie ein noetherscher topologischer Raum.

Beweis. Nach 1.1.13 gilt unter unseren Annahmen fiir jede abgeschlossene Teil-
menge X @& k" die Formel X = Z(Z(X)). Ist nun X, D X; D ... eine abstei-
gende Folge abgeschlossener Mengen in £", so ist Z(X,) C Z(X;) C ... eine
aufsteigende Folge von Idealen im Polynomring iiber 5. Nach dem Hilbert’schen
Basissatz ist aber ein Polynomring in endlich vielen Verédnderlichen iiber einem
noetherschen Ring stets noethersch, also wird unsere Folge von Idealen stationir
und damit auch die Folge der X, = Z(Z(X,)). O

Definition 2.5.3. Ein topologischer Raum X heif3t irreduzibel genau dann, wenn
er nicht leer ist und sich nicht schreiben 148t als Vereinigung von zwei echten
abgeschlossenen Teilmengen. Ein topologischer Raum, der nicht irreduzibel ist,
heiflt reduzibel.

Bemerkung 2.5.4. Eine Teilmenge eines topologischen Raums nennen wir redu-
zibel bzw. irreduzibel genau dann, wenn sie diese Eigenschaften hat fiir die in-
duzierte Topologie. Insbesondere ist eine abgeschlossene Teilmenge eines topo-
logischen Raums irreduzibel genau dann, wenn sie nicht leer ist und sich nicht
schreiben 146t als Vereinigung von zwei echten abgeschlossenen Teilmengen.

Beispiel 2.5.5. In einer Menge mit der diskreten Topologie sind die irreduziblen
Teilmengen genau die einpunktigen Teilmengen.

Beispiel 2.5.6. Sei k ein Korper. Das Achsenkreuz Z(T,T,) C k? ist reduzibel
in der Zariski-Topologie, denn es 148t sich als die Vereinigung der beiden Achsen
schreiben.

Definition 2.5.7. Die maximalen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen eines
topologischen Raums heiflen seine irreduziblen Komponenten.

Erginzung 2.5.8. Die maximalen irreduziblen Teilmengen eines topologischen
Raums sind stets abgeschlossen, wir konnten mithin das Wort ,,abgeschlossen® in
der vorhergehenden Definition auch weglassen.

Beispiel 2.5.9. Ist k ein unendlicher Korper, so sind die irreduziblen Kompo-
nenten des Achsenkreuzes Z(7yT;) C k* genau die beiden Koordinatenachsen.
Ahnlich kann man sich die irreduziblen Komponenten von beliebigen Zariski-
abgeschlossenen Mengen in k" vorstellen. Ich rate davon ab, fiir das Konzept der
irreduziblen Komponenten auflerhalb der Zariski-Topologie nach Anschauung zu
suchen.

Satz 2.5.10 (Zerlegung in irreduzible Komponenten). Ein noetherscher topo-
logischer Raum besitzt hochstens endlich viele irreduzible Komponenten. Keine
seiner Komponenten ist in der Vereinigung der Ubrigen enthalten, und alle Kom-
ponenten zusammen iiberdecken den ganzen Raum.
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2.5.11. Wir schicken dem Beweis des Satzes zwei Lemmata voraus, von denen
das erste eine einfache Konsequenz unseres Satzes ist. Wir geben jedoch auch fiir
dies Lemma einen eigenstidndigen Beweis, damit wir uns beim Beweis des Satzes
darauf stiitzen konnen. Mit dem Zornschen Lemma kann man im iibrigen allge-
meiner zeigen, dal} jeder topologische Raum die Vereinigung seiner irreduziblen
Komponenten ist.

Lemma 2.5.12. Jede abgeschlossene Teilmenge eines noetherschen topologischen
Raums lifst sich schreiben als Vereinigung von endlich vielen irreduziblen abge-
schlossenen Teilmengen.

Beweis. Bezeichne X unseren Raum. Wir argumentieren durch Widerspruch. Nach
2.5.19 gibt es sonst eine minimale abgeschlossene Teilmenge Y @& X, die sich
nicht als endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von
X schreiben 148t. Sicher ist Y weder leer noch irreduzibel, besitzt also eine Dar-
stellung Y = YUY, mit Y; @& Y und Y; # Y. Aufgrund der Minimalitdt von Y gilt
unsere Aussage notwendig fiir Y7 und Y5 und dann auch fiir Y, im Widerspruch
zur Wahl von Y. [

Lemma 2.5.13. Sei X ein topologischer Raum und X = X, U...U X, eine Dar-
stellung von X als endliche Vereinigung von irreduziblen abgeschlossenen Teil-
mengen. Gibt es keine nichttrivialen Inklusionen zwischen unseren Teilmengen, in
Formeln X; C X; = i = j, so sind die X; genau die irreduziblen Komponenten
von X.

Beweis. Ist Y @& X eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge, so haben wir
Y=YnX)u...u(¥YnxX,

und folglich Y = YN X, alias Y C X; fiir mindestens ein 7. Also ist jede maxima-
le irreduzible Teilmenge von X eines der X;, und wire ein X; keine Komponente
von X, so fianden wir ein ¢ # j mit X; C X,. 0

Beweis von Satz 2.5.10. Nach 2.5.12 konnen wir X schreiben als endliche Verei-
nigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen

X=XjU...UX,

Indem wir tiberfliissige Teilmengen weglassen, diirfen wir weiter annehmen, daf3
kein X; ganz in der Vereinigung der X, mit j # ¢ enthalten ist. Der Satz folgt nun
aus 2.5.13. ]
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2.5.14. Das Beweisprinzip von 2.5.12 heif3t noethersche Induktion. Abstrakt 146t
es sich wie folgt fassen: Sei X ein noetherscher topologischer Raum und P eine
Eigenschaft abgeschlossener Teilmengen von X, formal also eine Abbildung

P:{Y e P(X)|Y @& X} — {wahr, falsch}

Konnen wir fiir jede abgeschlossene Teilmenge Y & X aus der Giiltigkeit von
P fiir alle echten abgeschlossenen Teilmengen von Y schon auf die Giiltigkeit
von P fiir Y schliefen, so folgt die Giiltigkeit von P fiir alle abgeschlossenen
Teilmengen von X.

Definition 2.5.15. Die Krull-Dimension kdim(X') eines topologischen Raums
X ist das Supremum aller Lingen [ von echt aufsteigenden Ketten

XoCXiC...CX,CX

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X. Mogliche Werte sind also
natiirliche Zahlen, oo und —oo. Unsere Notation kdim(.X) ist uniiblich, meist
schreibt man stattdessen schlicht dim(.X'). Etwas allgemeiner erkldren wir fiir jede
irreduzible Teilmenge Y C X die relative Krulldimension kdim(Y C X') von
Y in X als das Supremum aller Lingen [ von echt aufsteigenden Ketten

YCXoCX,C...CX,CX

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X. Im Spezialfall einer ein-
punktigen Menge Y = {z} kiirzen wir kdim({z} C X) =: kdim, X ab und
sprechen von der lokalen Krulldimension von X bei x.

2.5.16 (Diskussion der Notation). Sicher ist es fragwiirdig, das Inklusionssym-
bol als Trenner in einer Notation zu mi3brauchen. Mir schien aber die Notation
kdim(Y C X) so viel suggestiver als etwa kdim(Y, X'), daB ich meine Bedenken
hintangestellt habe.

Beispiel 2.5.17. Wir haben kdim(()) = —oo und kdim(X) = 0 fiir jeden nichtlee-
ren diskreten Raum X. Fiir einen unendlichen Korper k£ mit seiner Zariskitopolo-
gie gilt sicher kdim(k) = 1. Offensichtlich gilt auch stets

kdim(X) = sup kdim(Y)
Y@ X
irreduzibel

Hier ist zu verstehen, dafl das Supremum wie angedeutet iiber alle abgeschlosse-
nen irreduziblen Teilmengen Y von X gebildet wird.
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Die Krull-Dimension der Ebene ist Zwei, eine Kette maximaler Linge von
irreduziblen Teilmengen besteht wie angedeutet aus einem Punkt, einer
irreduziblen Kurve durch diesen Punkt, und der ganzen Ebene.
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Vorschau 2.5.18. Im weiteren Verlauf der Vorlesung soll gezeigt werden, dal} ge-
geben k = k algebraisch abgeschlossen die Krull-Dimension in Bezug auf die
Zariski-Topologie einen verniinftigen Dimensionsbegriff fiir affine Varietiten lie-
fert. Schon allein um in 4.4.4 zu zeigen, dafl die Krull-Dimension von k™ eben n
ist, miissen wir jedoch tiefer in die kommutative Algebra einsteigen. Offensicht-
lich ist nur die Abschitzung kdim(k™) > n, wie eine beliebige Folge aus jeweils
ineinander enthaltenen affinen Teilrdumen wachsender Dimension Punkt, Fliche,
..., Hyperflache, k" zeigen wird, sobald wir im nichsten Abschnitt 2.6.2 gezeigt
haben werden, daB alle %' irreduzibel sind. Ein weiteres wesentliches Ziel ist der
Nachweis der Formel

kdim Y + kdim(Y C X) = kdim X

fiir eine beliebige irreduzible affine Varietit X mit einer irreduziblen abgeschlos-
senen Teilmenge Y @& . Offensichtlich ist nur die Ungleichung <. Die andere Un-
gleichung zeigen wir in 4.6.10.

Ubungen

Ubung 2.5.19. Ein topologischer Raum ist noethersch genau dann, wenn es in
jedem nichtleeren System von abgeschlossenen Teilmengen unseres Raums ein
beziiglich Inklusion minimales Element gibt.

Ergiinzende Ubung 2.5.20. Ein topologischer Raum ist noethersch genau dann,
wenn jede seiner offenen Teilmengen kompakt ist.

Ubung 2.5.21. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Man zeige, daB die
irreduziblen algebraischen Teilmengen von %k genau die einpunktigen Teilmen-
gen sowie ganz k sind. Man zeige, dal die irreduziblen algebraischen Teilmen-
gen von k? genau die einpunktigen Teilmengen, die Nullstellenmengen einzelner
irreduzibler Polynome, sowie ganz k2 sind. Hinweis: 1.1.18 listet alle algebrai-
schen Teilmengen. [ ] besagt, dal jedes nichtkonstante Polynom in zwei
Verinderlichen iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper unendlich viele
Nullstellen hat.

Ubung 2.5.22. Das Bild eines irreduziblen Raums unter einer stetigen Abbildung
ist stets irreduzibel.

Ubung 2.5.23. Fiir einen topologischen Raum X sind gleichbedeutend: (1) X ist
irreduzibel; (2) X ist nicht leer und je zwei nichtleere offene Teilmengen von
X haben nichtleeren Schnitt; und (3) X ist nicht leer und jede offene nichtleere
Teilmenge von X ist dicht in X.

Ubung 2.5.24. Sei k = k ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Man zeige, daf
k die Krulldimension Eins hat und k? die Krulldimension Zwei. Hinweis: Die ir-
reduziblen algebraischen Teilmengen wurden in diesen Féllen in 2.5.21 bestimmt.

66



2.6 Irreduzible algebraische Mengen und Primideale

Satz 2.6.1 (Reguliire Funktionen auf irreduziblen Mengen). (k = k). Eine af-
fine k-Varietdt X ist irreduzibel genau dann, wenn ihr Ring von reguldren Funk-
tionen O(X) ein Integritiitsbereich ist.

Ergdinzung 2.6.2. Allgemeiner zeigt derselbe Beweis, dall gegeben ein beliebiger
Korper £ eine Teilmenge X C k" irreduzibel ist fiir die Zariski-Topologie genau
dann, wenn der Ring der regulidren Funktionen O(X) auf unserer Menge ein Inte-
gritdtsbereich ist. Ist k£ ein unendlicher Korper, so ist insbesondere k" irreduzibel
in der Zariski-Topologie, denn ein Polynomring iiber einem Korper ist stets ein
Integritétsbereich.

Beweis. Ist O(X) kein Integritdtsbereich, so gilt entweder O(X) = 0 und damit
ist X = () nicht irreduzibel, oder es gibt in O(X) von Null verschiedene Ele-
mente a,b mit ab = 0. Dann sind jedoch Z(a) und Z(b) echte abgeschlossene
Teilmengen von X mit Z(a) U Z(b) = X und X ist wieder nicht irreduzibel. Ist
umgekehrt X nicht irreduzibel, so ist entweder X leer und O(X) = 0 ist kein
Integrititsbereich, oder es gibt Teilmengen I, J C O(X) mit Z() U Z(J) = X
aber Z(I) # X # Z(J). Dann gibt es auch Elemente ¢ € [ und b € J mit
Z(a) # X # Z(b), und fur diese gilt erst recht Z(a) U Z(b) = X. Damit gilt
insbesondere a # 0 # b aber ab = 0, und O(X) ist wieder kein Integritiitsbe-
reich. ]

Beispiel 2.6.3 (Irreduzibilitit der Determinante). Wir zeigen, daf} die Determi-
nante det € k[X;; | 1 < 1,5 < n]fiiralle n > 1 ein irreduzibles Polynom ist. Thre
Nullstellenmenge ist sicher irreduzibel als Bild von Mat(n; k) x Mat(n; k) —
Mat(n; k) unter der polynomialen Abbildung (A, B) — Adiag(l,...,1,0)B.
Hitten wir det = fg¢ mit nichtkonstanten f und g, so miiiten demnach f und g
dieselbe Nullstellenmenge haben wie det. Wenn wir also einen Punkt D finden
mit det D = 0, an dem die partielle Ableitung nach mindestens einer unserer Va-
riablen X;; nicht verschwindet, so sind wir fertig. Das aber ist nun nicht mehr
schwierig.

Definition 2.6.4. Ein Ideal / eines Krings R heifit ein Primideal genau dann,
wenn gilt I # Rund a,b & [ = ab ¢ 1. Die Menge aller Primideale eines Krings
R heifit das Spektrum oder auch Primspektrum von R und man notiert diese
Menge

Spec R := {p C R | p ist ein Primideal von R}

2.6.5. Genau dann ist ein Ideal in einem Kring ein Primideal, wenn der Quoti-
entenring nach besagtem Ideal ein Integritétsbereich ist. Insbesondere ist jedes
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maximale Ideal in einem Kring ein Primideal, denn der Quotient nach einem ma-
ximalen Ideal ist nach 1.10.6 stets ein Korper und damit insbesondere auch ein
Integritétsbereich.

Vorschau 2.6.6. Man kann den Begriff eines Primideals auf verschiedene Arten
auf den Fall nicht notwendig kommutativer Ringe verallgemeinern. Diejenigen
Ideale, die die Bedingung der obigen Definition wortwortlich erfiillen, heilen im
nichtkommutativen Kontext vollprime Ideale. Unter einem Primideal versteht
man im nichtkommutativen Kontext ein vom ganzen Ring verschiedenes Ideal PP
mit der Eigenschaft, daB fiir beliebige Ideale /,J C Raus [J C P folgtI C P
oder J C P. Hierbei sind unter Idealen immer beidseitige Ideale zu verstehen.

Beispiele 2.6.7 (Primideale im Ring der ganzen Zahlen). Die Primideale im
Ring 7Z der ganzen Zahlen sind genau das Nullideal und die von Primzahlen er-
zeugten Hauptideale. Allgemein ist ein Element eines Krings ein Primelement
im Sinne von [AL] genau dann, wenn unser Element nicht Null ist und das
von besagtem Element erzeugte Hauptideal ein Primideal ist.

Satz 2.6.8 (Primideale und irreduzible Mengen, geometrischer Fall). Gegeben
eine affine Varietdt X liefert das Bilden des Verschwindungsideals eine Bijektion
zwischen der Menge aller irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von X und
der Menge aller Primideale von O(X ), in Formeln

{Y & X |Y irreduzibel } — SpecO(X)
Y - I(Y)

2.6.9. Natiirlich sind alle einpunktigen Teilmengen von X irreduzibel. Sie ent-
sprechen nach 2.4.6 unter unserer Bijektion genau den maximalen Idealen von
O(X). Man mag sich im Licht des Satzes also Spec O(X) vorstellen als die Men-
ge X erweitert um gewisse zusitzliche Punkte, genauer um jeweils einen zusitz-
lichen Punkt fiir jede irreduzible Teilmenge, die nicht bereits selbst nur aus einem
Punkt besteht.

Beweis. Nach 2.4.6 liefern das Bilden des Verschwindungsideals Z und das Bil-
den der Nullstellenmenge Z zueinander inverse Bijektionen zwischen den abge-
schlossenen Teilmengen von X und den Radikalidealen von O(X), und nach dem
noetherschen Isomorphiesatz liefert fiir alle Y C X die Einschrankung von Funk-
tionen einen Isomorphismus O(X)/Z(Y) = O(Y'). Nach 2.6.5 und 2.6.1 entspre-
chen also unter unseren Bijektionen die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen
genau den primen Radikalidealen alias den Primidealen. [

2.6.10 (Urbilder von Primidealen sind Primideale). Ist f : R — S ein Kring-
homomorphismus und p C S ein Primideal, so istauch f~!(p) C R ein Primideal.
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In der Tat haben wir eine Einbettung R/ f~!(p) < S/p und jeder Teilring eines
Integritédtsbereichs ist selbst ein Integrititsbereich. Jeder Kringhomomorphismus
induziert also auf den Spektren der beteiligten Kringe eine Abbildung in der Ge-
genrichtung

Spec S — Spec R

Vorschau 2.6.11. Fiir Homomorphismen beliebiger Kringe A — B induziert
die zugehorige Abbildung Spec B — Spec A im allgemeinen keine Abbildung
Max B — Max A mehr, und man kann auch nicht so einfach jedem Element
a € A eine Abbildung von Max A oder Spec A in irgendein festes k zuordnen.
Mit etwas mehr technischem Aufwand gelingt es aber dennoch, jedem Kring A
ein unser Max A verallgemeinerndes geometrisches Objekt Spec A zuzuordnen,
das ,,Spektrum von A in der Kategorie der ,,Schemata“.

2.6.12 (Primideale iiber einem Schnitt von Idealen). Aus 2.6.24 wissen wir
bereits: Gegeben Ideale ay, ..., a, eines Krings R und ein Primideal p C R mit
p D a;N...Nag, jasogar schwicher p D ay...a,, gilt notwendig p O q; fiir
mindestens ein 7. Im geometrischen Fall besagt das: Liegt eine irreduzible alge-
braische Menge in einer endlichen Vereinigung von abgeschlossenen Mengen, so
liegt sie bereits in einer der vereinigten Mengen.

Proposition 2.6.13 (Ideale in einer Vereinigung von Primidealen). Gegeben
Primideale p1, . . ., ps eines Krings R und ein Ideal a C R folgt aus der Inklusion
a C pyU...Up, bereits a C p; fiir mindestens ein j.

Beweis. Durch Widerspruch. Wir nehmen an, daf fiir alle j gilt a ¢ p;. Dann
finden wir jeweils ein g; € a\p;. Im geometrischen Fall ist das eine Funktion
g; € a, die auf Z(p;) nicht identisch verschwindet. Es gilt, ein Element g €
a\(p; U ... U p,) zu konstruieren. Im geometrischen Fall ist das eine regulire
Funktion g € a, die auf keinem der Z(p;) identisch verschwindet. Sicher diir-
fen wir dazu annehmen, daf} es zwischen den p; keine Inklusionsrelationen gibt.
Im geometrischen Fall bedeutet das, dafl es zwischen den Z(p;) keine Inklusi-
onsrelationen gibt. Dann existieren fiir ¢ # j stets Elemente f;; € p;\p,. Im
geometrischen Fall sind das Funktionen, die auf Z(p;) verschwinden, aber nicht
auf Z(p;). Das Produkt g; [, ; fi; gehort dann zu a und zu allen p; mit i # j,
gehort aber nicht zu p;. Im geometrischen Fall ist es eine Funktion aus a, die auf
allen Z(p;) mit ¢ # j identisch verschwindet, aber nicht auf Z(p,). Die Summe
dieser Produkte ist dann unser gesuchtes g. [

Definition 2.6.14. Die Krull-Dimension kdim(R) eines Krings R ist definiert als
das Supremum aller Lingen von echt aufsteigenden Ketten

PoCmS...CPHCR
vom Primidealen von R. Wir haben also kdim(R) € N LI {£o0}.
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Vorschau 2.6.15. Es gibt noethersche Kringe von unendlicher Krulldimension. Es
gibt auch kommutative noethersche Integrititsbereiche endlicher Krulldimension,
in denen sich nicht jede Primidealkette zu einer Primidealkette maximaler Lénge
verfeinern 146t. Fiir von Null verschiedene Kringe, die von endlichem Typ sind
iber einem Korper, werden wir jedoch im folgenden zeigen, daf3 die Krulldimen-
sion endlich ist, und daf} sich im nullteilerfreien Fall jede Primidealkette zu einer
Primidealkette maximaler Linge verfeinern 1463t.

Beispiel 2.6.16. Wir haben kdim(0) = —oo und kdim(%) = 0 fiir jeden Korper k&
und kdim(Z) = 1 und kdim(k[T]) = 1 fiir jeden Korper k.

2.6.17 (Krulldimension von Kringen und Varietiten). (kK = k). Ist X eine
affine algebraische Varietit, so entsprechen nach 2.6.8 die abgeschlossenen irre-
duziblen Teilmengen von X eineindeutig den Primidealen von O(X). Die Krull-
Dimension des topologischen Raums X nach 2.5.15 stimmt folglich iiberein mit
der Krull-Dimension des Krings O(X) im Sinne der vorhergehenden Definition
2.6.14, in Formeln

kdim(X) = kdim O(X)

Um jedoch mit der Krull-Dimension arbeiten zu konnen, ja allein um zu zeigen,
daB fiir k = k algebraisch abgeschlossen der k™ die Krull-Dimension n hat, miis-
sen wir tiefer in die kommutative Algebra einsteigen: Bis hierher haben wir nur
gezeigt, daB gilt kdim(k™) = kdim k[T7, . .., T,,], aber jetzt miissen wir die rech-
te Seite bestimmen. Das gelingt in 4.4.3. Zunichst aber bestimmen wir in 3.5.17
die noetherschen Kringe der Krull-Dimension Null und beginnen im folgenden
Abschnitt mit den Vorbereitungen.

Vorschau 2.6.18. In 4.5.14 zeigen wir, daf} in gewissen Situationen die a priori an-
schaulichere Krull-Dimension mit dem leichter zu berechnenden ,, Transzendenzgrad
des Korpers der rationalen Funktionen® iibereinstimmt.

Ubungen

Ubung 2.6.19 (Irreduzibilitiit der Gruppe SL,,). (k = k). Man zeige, daB SL(n; k)
stets irreduzibel ist. Hinweis: Ahnlich wie in [ ] erkennt man, daB es fiir
jedes n ein IV gibt derart, daf sich jede (n x n)-Matrix der Determinante Eins dar-
stellen 148t als Produkt von NV Faktoren, die jeweils Diagonalmatrizen der Deter-
minante Eins oder Elementarmatrizen der Determinante Eins sind. Man folgere,
daB} auch 1 — det fiir n > 1 ein irreduzibles Polynom ist. Hinweis: 2.6.3.

Ubung 2.6.20 (Irreduzibilitit von Produkten). Seien k ein Korper und X C k"
und Y C k™ irreduzibel fiir die Zariski-Topologie. Man zeige, dal3 dann auch
X xY C k™™ irreduzibel ist fiir die Zariski-Topologie. Hinweis: Man betrachte
zunichst den Fall, dafl Y nur aus einem Punkt besteht.

70



Erginzung 2.6.21 (Tensorprodukt von Integrititsbereichen). Wir zeigen, dal3
das Tensorprodukt von zwei nullteilerfreien Kringalgebren iiber einem algebra-
isch abgeschlossenen Korper k = k stets wieder nullteilerfrei ist. Ist eine un-
serer Kringalgebren Null, so ist das eh klar. Es reicht also, wenn wir Integri-
titsbereiche betrachten. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir uns
auch auf den Fall endlich erzeugter Kringalgebren zuriickziehen. Dann sind un-
sere Kringalgebren aber nach 2.2.4 isomorph zu Algebren polynomialer Funk-
tionen auf Teilmengen gewisser £". Sind unsere Kringalgebren Integrititsberei-
che, so sind besagte Teilmengen irreduzibel nach 2.6.1, damit ist ihr Produkt ir-
reduzibel nach 2.6.20, dann bilden die polynomialen Funktionen auf dem Pro-
dukt einen Integritdtsbereich nach 2.6.1, und nach 2.1.17 ist dieser Integritétsbe-
reich gerade das Tensorprodukt unserer urspriinglichen Integrititsbereiche. Die
R-Kringalgebra C @ C = C x C ist nicht nullteilerfrei, fiir Kringalgebren tiber
einem nicht algebraisch abgeschlossenen Korper gilt die Aussage also im allge-
meinen nicht.

Ubung 2.6.22 (Filtrierung durch Quotienten nach Primidealen). Jeder noe-
thersche Modul iiber einem Kring besitzt eine endliche Filtrierung durch Un-
termoduln derart, daf} alle Subquotienten isomorph sind zu Quotienten unseres
Krings nach Primidealen. Hinweis: Man zeige zunéchst, da3 man ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit den Kring noethersch annehmen kann. Weiter wihle man
mit 1.7.13 einen maximalen Untermodul, der eine Filtrierung der beschriebenen
Art besitzt. Dann zeige man mit 1.7.13, daB im Fall eines von Null verschiedenen
Moduls das System der Annullatoren aller seiner von Null verschiedenen Ele-
mente maximale Elemente besitzt, und dafl diese maximalen Elemente Primideale
sind. SchlieBlich zeige man, daB3 unser maximaler Untermodul bereits der ganze
Modul gewesen sein muf3.

Ubung 2.6.23. Ein Primideal eines Krings muB alle nilpotenten Elemente des be-
sagten Krings enthalten.

Ubung 2.6.24. Ein echtes Ideal P in einem Kring ist genau dann ein Primideal,
wenn fiir beliebige Ideale I, J C R aus [J C P folgt I C P oder J C P.

Ubung 2.6.25 (Urbilder von Primidealen im geometrischen Fall). Ist ¢ : X —
Y ein Morphismus von affinen Varietiten und * : O(Y) — O(X) der zugehdrige
Komorphismus, so kommutiert das Diagramm

~

X = MaxO(X) C SpecO(X)
0l 3 ()
Y 5 MaxO(®Y) C  SpecO(Y)

Hier ist zu verstehen, daB8 die Vertikale rechts jedem Primideal sein Urbild unter
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©* zuordnet. Hinweis: 2.4.14. Man zeige allgemeiner, daB das Diagramm

~

{Z @ X | Zirreduzibel } —  Spec O(X)

! L™
{W @ Y | Wirreduzibel } =  Spec O(Y)

kommutiert mit den durch 2.6.8 gegebenen Horizontalen und der Abbildung Z +—
©(Z) als linker Vertikale.

Ubung 2.6.26. Man zeige: Gegeben Ideale aj,...,a, eines Krings R und ein
Primideal p C R mit p = a; N ... N a, folgt bereits p = a; fiir mindestens
ein 7.

Ubung 2.6.27. Man zeige: Gegeben Ideale ay, ..., a, und Primideale p;, ..., b,

eines Krings R mit a; ¢ p; fiir alle 7, j gibt es stets f € R mit f € a; Vi aber
f & p; V5. Hinweis: Man verwende 2.6.13 und 2.6.12.

Ubung 2.6.28. Man zeige fiir jeden Korper k die Formeln kdim(k x k) = 0 und
kdim(k[T]/(T?)) = 0.

Ubung 2.6.29. Gegeben ein surjektiver Kringhomomorphismus A — B zeige
man kdim(A4) > kdim(B).
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3 Primideale und Lokalisierung

3.1 Lokalisierung von Kringen

3.1.1. Gegeben ein Monoid (M, o) und eine Teilmenge 7' C M notieren wir
T = |T,0) = (T;Mon) wie in [AL] das von 7" in M erzeugte Untermo-
noid.

3.1.2. Gegeben eine Teilmenge S eines Rings R bezeichnen wir mit |S) = |5, -)
thr Monoid-Erzeugnis beziiglich der Multiplikation, d.h. die Menge aller endli-
chen Produkte von Elementen von S, einschlieBlich der 1 als dem ,,leeren Pro-
dukt*.

Ergdnzung 3.1.3. Man beachte, daB das von S erzeugte multiplikative Monoid
|S) etwas sehr anderes ist als das von S erzeugte Ideal (S).

3.1.4. Eine Teilmenge 7" eines Rings R heil3t multiplikativ abgeschlossen genau
dann, wenn die 1 zu 7" gehort und wenn gilt s,¢ € T' = st € T. Unser |S) ist
in diesem Sinne die kleinste multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R?, die
S umfafit. Die meisten Quellen gehen bei der Definition der Lokalisierung gleich
von einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge aus, aber das schien mir fiir
das folgende ungeschickt.

Definition 3.1.5. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge S C R konstruieren
wir einen neuen Kring
ST'R

Etwas vage gesprochen soll er der Kring der ,,Briiche mit Elementen von R als
Zihlern und Produkten von Elementen von S als Nennern* werden. Ublicherweise
heiflit er die Lokalisierung von R nach S aus geometrischen Griinden, die in
3.1.9 erldutert werden. Die Konstruktion geht wie folgt: Wir betrachten die Menge
R x|S) und definieren darauf eine Relation ~ durch die Vorschrift

(a,s) ~ (b,t) genau dann, wenn es r € |S) gibt mit atr = bsr.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, wir bezeichnen die Menge der Aqui-
valenzklassen mit S~ R und die Aquivalenzklasse von (a, s) mit % oder a/s oder
as~'. Dann definieren wir auf S~ R Verkniipfungen + und - durch die Regeln

-+ -= und
S t st S

a b at+bs a b ab
t st

und iiberlassen dem Leser den Nachweis, daf diese Verkniipfungen wohldefiniert
sind und S™! R zu einem Kring machen.
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Beispiel 3.1.6. Ist unser Kring R ein Integrititsbereich und S die Menge aller
seiner von Null verschiedenen Elemente, so erhalten wir genau unseren Quotien-
tenkorper ST'R = Quot R aus [[LA1]

Satz 3.1.7 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung). Sei R ein Kring und
S C R eine Teilmenge.

1. Die Abbildung loc : R — S™'R, r — /1 ist ein Ringhomomorphismus,
unter dem jedes Element von S auf eine Einheit von S™' R abgebildet wird;

2. Ist ¢ : R — A ein Ringhomomorphismus, unter dem jedes Element von S
auf eine Einheit abgebildet wird, in Formeln ¢(S) C A%, so faktorisiert ¢
eindeutig iiber ST'R, es gibt also in Formeln genau einen Ringhomomor-
phismus ¢ : ST'R — A mit o = ¢ oloc.

Beweis. Das Inverse von s/1in S~ R ist 1/s und der Rest der ersten Behauptung
ist klar. Im zweiten Teil konnen und miissen wir ¢ definieren durch @(r/s) =
©o(r)p(s)~!, wie der Leser selbst priifen mag. O

3.1.8 (Spezialfille beim Lokalisieren). Sei R ein Kring und S C R eine Teil-
menge. Finige Spezialfille verdienen beim Lokalisieren besondere Beachtung.
Falls S keine Nullteiler enthilt, so ist die Abbildung loc : R — S~ 'R injektiv.
Ich erinnere hier an unsere Konvention [ ] , nach der die Null in jedem
Ring ein Nullteiler ist. Ist R ein Integritéitsbereich und 0 € .S, so ist auch S~ R ein
Integrititsbereich und die kanonische Einbettung S~'R < Quot R identifiziert
unsere Lokalisierung mit dem Teilring des Quotientenkorpers aller Elemente, die
sich als Bruch mit Nenner aus |S) darstellen lassen.

3.1.9 (Ursprung der Terminologie). Im Fall eines unendlichen Korpers & hatten
wir bereits in [ ] besprochen, wie man die Elemente f € k(7T') als fast
iiberall definierte k-wertige Funktionen auf & auffassen kann. Ist nun @ € £ ein
Punkt und S die Menge aller Polynome, die bei a nicht verschwinden, so konnen
wir ST'k[T] auffassen als die Menge aller rationalen Funktionen, die bei a keine
Polstelle haben. Unsere Konstruktion macht also aus dem Ring k[T’| von ,,global
auf ganz k definierten Funktionen“ den Ring S~'k[T] von Funktionen, die nur
,Jokal um «a definiert sind und die an anderen Stellen Pole haben diirfen. Ahnli-
ches gilt bei mehreren Verédnderlichen. Diese Anschauung mag erklidren, warum
auch ganz allgemein die Ringe S™'R als ,,Lokalisierungen von R‘ bezeichnet
werden.

3.1.10 (Lokalisieren nach einem einzigen Element). Besteht S = { f} nur aus
einem einzigen Element, so benutzt man fiir die Lokalisierung nach S auch die
Notationen

STR=:f'R=:R; =: R[]
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Ist R ein Kring und p C R ein Primideal, so benutzt man fiir die Lokalisierung
von R nach dem Komplement S = R\p unseres Primideals p auch die Notation

ST'R=:R,

und nennt R, die Lokalisierung von 2 an der Stelle p. Diese beiden Notationen
passen schlecht zusammen: Bei der Ersten schreibt man als unteren Index, was
zu Invertieren ist, bei der Zweiten, was nicht zu invertieren ist. Was im Einzelfall
gemeint ist, muf} der Leser aus dem Kontext erschlieBen. Sprachlich unterschei-
de ich Lokalisierung an einem Primideal oder auch bei einem Primideal von der
Lokalisierung nach irgendwelchen Elementen. Die Notation R[f~!] dahingegen
ist nicht ganz eindeutig: Es konnte auch gemeint sein, dal wir allgemeiner einen
Kringhomomorphismus R — A gegeben haben und in A ein invertierbares Ele-
ment f und in A den vom Bild von R und f~! erzeugten Teilring meinen.

3.1.11. Man beachte, da} Z, meist keine Lokalisierung von Z meint, sondern
vielmehr eine Vervollstindigung wie in 5.7.9.

3.1.12. Gegeben X ein topologischer Raum, x € X ein Punkt und k& ein Kring
definieren wir die k-Kringalgebra Ens(.X, k), der Keime k-wertiger Funktionen
bei z als die Menge aller Aquivalenzklassen von Paaren (U, f) mitz € U @ X
und f : U — k unter der Aquivalenzrelation

U.f)~ (U, f) <& IWeUNU mitz € Wund flw = f'|w.

Beispiel 3.1.13 (Elemente einer Lokalisierung als Funktionskeime). Seien £ =

k ein algebraisch abgeschlossener Korper, X eine affine Varietidt und x € X ein
Punkt. Im Ring der Funktionskeime betrachten wir den Teilring

Ox . C Ens(X, k),

aller reguliren Funktionskeime alias aller Funktionskeime mit mindestens ei-
nem im Sinne von 2.1.5 reguldren Reprisentanten. Der von der universellen Ei-
genschaft der Lokalisierung von O(X) am maximalen Ideal Z(z) herrithrende
Homomorphismus ist dann sogar ein Isomorphismus

O(X)zz) = Oxa

In der Tat ist er per definitionem surjektiv, und liefert ein Bruch f /s die Nullfunk-
tion, so mul f bereits auf einer offenen Umgebung U von x verschwinden, die
wir von der Gestalt X fiir t € O(X) mit¢(z) # 0 annehmen diirfen. Daraus folgt
f/s =tf/ts = 0 in unserer Lokalisierung.
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3.1.14. Seien X ein topologischer Raum, Y & X eine irreduzible abgeschlossene
Teilmenge und & ein Kring. So definieren wir die k-Kringalgebra Ens(X, k)y der
Keime k-wertiger Funktionen liings Y als die Menge aller Aquivalenzklassen
von Paaren (U, f) wobei U @ X eine offenen Teilmenge ist mit U N'Y # () und
f : U — k eine Abbildung, unter der Aquivalenzrelation

U, )~ (U f) & IWecUNU mitWNY % 0und flu = f|w.

Die Irreduzibilitit von Y stellt dabei sicher, dafl unsere Relation transitiv ist.

Beispiel 3.1.15 (Lokalisierung und Funktionskeime, Zugabe). (k = k). Seien
X eine affine Varietit und Y @ X irreduzibel mit Verschwindungsideal Z(Y) =
Zx(Y). Im Ring der Funktionskeime lings Y betrachten wir den Teilring

OX,Y C EHS(X, /{Z)y

aller reguliren Funktionskeime léings Y alias aller Funktionskeime langs Y mit
mindestens einem reguldren Représentanten, als da heif3t, einem Repridsentanten
(U, f) mit f € O(U). Der von der universellen Eigenschaft der Lokalisierung
von O(X) am Primideal Z(Y") herkommende Homomorphismus ist dann sogar
ein Isomorphismus

O(X)I(y) :> OX,Y

In der Tat ist er per definitionem surjektiv. Liefert andererseits ein Bruch f/s die
Nullfunktion, so muf3 f bereits auf einer offenen Teilmenge U @ X verschwinden,
die Y trifft, und die wir nach nochmaliger Verkleinerung von der Gestalt X, fiir
t € O(X)\Z(Y) annehmen diirfen. Daraus folgt aber f/s = tf/ts = 0 in unserer
Lokalisierung.

3.1.16. (k = k). Gegeben X eine irreduzible affine Varietit vereinbaren wir die
Notation

M(X) = OX,X

fiir Aquivalenzklassen von auf nichtleeren offenen Teilmengen von X erklir-
ten reguliren Funktionen und nennen solche Aquivalenzklassen auch rationale
Funktionen auf X. Der Buchstabe M soll dabei an den Begriff der ,,meromor-
phen* Funktionen erinnern, einem analogen Konzept aus der Funktionentheorie.
Ublich ist stattdessen die Notation k(X ), die aber leicht als Notation fiir den Quo-
tientenkdrper eines Polynomrings mi3verstanden werden kann. In unserer Notati-
on liefern unsere Erkenntnisse 3.1.15 insbesondere einen Isomorphismus

Quot O(X) & M(X)
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und damit eine Interpretation der Elemente des Quotientenkorpers als rationale
Funktionen. Im allgemeinen erhalten wir ein kommutatives Diagramm

O(X)7(v) —= Quot O(Y)

| |

Oxy M(Y)

mit den eben erklédrten Isomorphismen in den Vertikalen, dem Einschrinken in der
unteren Horizontalen, und der von der Restklassenabbildung induzierten oberen
Horizontalen.

3.1.17 (Lokalisierung erhilt die Eigenschaft noethersch). Jede Lokalisierung
eines noetherschen Krings ist wieder noethersch. Sei in der Tat R ein Kring, S C
R eine Teilmenge und a C R ein Ideal. Wir notieren

Sta:={a/s|aca sc|S)}CS'R

das vom Bild von a im lokalisierten Ring S~! R erzeugte Ideal. Gegeben ein Ideal
b C S~'R gilt nun offensichtlich b = S~*(loc™"(b)). Ist nun R noethersch, so
ist das Zihlerideal loc ' (b) von b endlich erzeugt, und die Bilder von Erzeugern
des Zihlerideals erzeugen dann unser Ideal b selber.

Satz 3.1.18 (Lokalisierung nach einem Element im geometrischen Fall). (£ =
k). Seien X eine affine Varietit, f € O(X) eine polynomiale Funktion auf X
und X; = {x € X | f(x) # 0} das Komplement der Nullstellenmenge un-
serer Funktion f. So ist der von der universellen Eigenschaft der Lokalisierung

herkommende Homomorphismus ein Isomorphismus
O(X); = O(Xy)

zwischen der Lokalisierung des Rings der polynomialen Funktionen auf X an f
und dem Ring der reguldiren Funktionen auf X .

3.1.19. Die Injektivitit in unserem Satz ist schnell gezeigt und mag zusitzliche
Anschauung zum Begriff der Lokalisierung geben. Die Surjektivitét ist ithrem
Wesen nach eine Aussage zum Zusammenhang zwischen lokalen und globalen
Eigenschaften von Funktionen und deutlich subtiler als die restlichen Aussagen
dieses Abschnitts. Sie wird erst in 6.2.6 benotigt werden.

Beweis. Die Injektivitit ist schnell gezeigt: Geht g/ f™ nach Null, so verschwindet
g auf Xy und folglich ist g f die Nullfunktion auf ganz X, und wir folgern g/ f" =
gf/f™ = 0in O(X),. Die Surjektivitit kennen wir bereits aus 2.1.12. O
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Proposition* 3.1.20 (Lokale Surjektivitit von Komorphismen). Sei o : X —
Y ein Morphismus von affinen Varietiiten und x € X ein Punkt mit Bild p(x) = y.
Induziert unser Morphismus eine Surjektion Oy, — Ox , auf besagten lokalen
Ringen, so gibt es regulire Funktionen u € O(X) und v € O(Y) mit u(zx) #
0 und v(y) # 0 und ¢(X,) C Y, und der Eigenschaft, daf3 p eine Surjektion
O(Y,) - O(X,) induziert.

Beweis. Seien fi, ..., f, € O(X) gegeben mit O(X) = k[f1, ..., f.]. Bezeiche
fi € Ox, die Bilder der f;. Es gibt nach Annahme h; € Oy, mit h; + f;. Dann
finden wir s € O(Y) mit s(y) # 0 derart, daB alle h; von geeigneten h; € O(Y;)
herkommen. Dann gibt es ¢ € O(X) mit t(z) # 0 und p(X;) C Y derart,
daB die h; o ¢ auf X; mit den Restriktionen der f; iibereinstimmen. Nun gibt es
P € k[Ty,...,T,) mitt = P(fi,...,f,) in O(X). In O(X,) folgt t = 70 ¢
fir r = P(hq,...,h,) € O(Ys). Mithin induziert die Restriktion eine Surjektion

Ubungen

Ubung 3.1.21. Sei R ein Kring und S C R eine Teilmenge. Genau dann ist S~ R
der Nullring, wenn das Monoid |S) die Null von R enthilt. Genau dann ist a/s
eine Einheit in S™'R, wennes b € Rund ¢ € |S) gibt mit ab = t.

Ubung 3.1.22 (Uberfliissiges Lokalisieren). Seien R ein Kring und S C R eine
Teilmenge. Genau dann ist die kanonische Abbildung ein Isomorphismus R —
S~'R, wenn S aus Einheiten von R besteht, in Formeln S C R*.

Ubung 3.1.23 (Lokalisierung von Invariantenringen). Sei A ein Kring und G
eine endliche Menge von Ringautomorphismen von A. Sei S C A® eine Teilmen-
ge des Invariantenrings. Man zeige, daB die Einbettung A“ — A einen Isomor-
phismus

STHAG) 5 (S71A)¢
zwischen der Lokalisierung des Invariantenrings und dem Invariantenring der Lo-

kalisierung induziert. Hinweis: Die Exakteit der Lokalisierung 3.3.12 mag hier
helfen.

Ubung 3.1.24 (Lokalisierung von Invariantenringen, Variante). Sei A ein noether-
scher Kring und G eine Gruppe von Ringautomorphismen von A. Sei s € A% ein
Element des Invariantenrings. Man zeige, da3 die Einbettung A — A einen
Isomorphismus

sTHAG) 5 (s71A)C
zwischen der Lokalisierung des Invariantenrings und dem Invariantenring der Lo-
kalisierung induziert. Hinweis: Die Exakteit der Lokalisierung 3.3.12 mag hier
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helfen. Weiter beachte man, daf} die Kette der Annullatoren der Potenzen s™ von
s stagnieren muf.

Ubung 3.1.25 (Wiederholtes Lokalisieren). Seien R ein Kring und S C R eine
Teilmenge. Genau dann ist loc : R — S™!'R ein Isomorphismus, wenn S aus
Einheiten von R besteht, in Formeln S C R*. Ist T' C R eine zweite Teilmenge,
so ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

(locT) ™ (S™'R) 5 (SUT) 'R

Ubung 3.1.26 (Lokalisierung vertauscht mit Restklassenbildung). Seien R ein
Kring und S, B C R zwei Teilmengen. Wir betrachten den Restklassenring nach
dem von B erzeugten Ideal R/(B) und dessen Lokalisierung nach dem Bild von
S unter can : R — R/(B), also den Ring (can S)~!(R/(B)). Wir betrachten wei-
ter die Lokalisierung S~' R und deren Restklassenring nach dem vom Bild von B
darin erzeugten Ideal (S™'R)/(S~!B). Man zeige, daB es einen Isomomorphis-
mus

(can S)"H(R/(B)) = (ST'R)/(S™'B)

gibt, der mit der kanonischen Abbildung von R in unsere beiden Ringe vertriglich
ist, und daf} dieser Isomomorphismus und seine Umkehrung jeweils die einzigen
Ringhomomorphismen zwischen besagten Ringen sind, die vertridglich sind mit
der kanonischen Abbildung von R in unsere beiden Ringe. Hinweis: Beide Seiten
teilen eine universelle Eigenschaft.

Ubung 3.1.27 (Lokalisierung nilpotentfreier Kringe). Man zeige, da jede Lo-
kalisierung eines nilpotentfreien Krings wieder nilpotentfrei ist.

Ubung 3.1.28. Gegeben ein Kring A und ein Element f € A zeige man, daB das
Einsetzen von f~! fiir T’ einen Ringisomorphismus

AT/ (fT = 1) = A[f ]

induziert. Insbesondere ist nach 3.1.27 fiir einen nilpotentfreien Kring A das Ideal
(fT —1) stets ein Radikalideal. Hinweis: Man konstruiere eine inverse Abbildung
mithilfe der universellen Eigenschaft der Lokalisierung.

Ergiinzende Ubung 3.1.29. Ist k ein Korper und R eine endlichdimensionale k-
Kringalgebra und f € R beliebig, so induziert die kanonische Abbildung in die
Lokalisierung einen Isomorphismus R/(|J, ker(f™-)) = R; zwischen dem Quo-
tient nach dem Hauptraum zum Eigenwert Null der Multiplikation mit f und der
Lokalisierung nach f.

Ubung 3.1.30. Seien k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper, X eine affine
Varietdt und x € X ein Punkt. Man zeige, daB die lokale Krulldimension von
X bei z iibereinstimmt mit der Krulldimension des lokalen Ringes, in Formeln
kdim, X = kdim Ox .
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Ubung 3.1.31. (k = k). Sei X eine irreduzible affine Varietit. Man zeige, daf
jede rationale Funktion f € M(X) einen groBten Reprisentanten (Upayx, fmax)
hat in dem Sinne, daB fiir jeden anderen Reprisentanten (Uy, f1) gilt Uy C Upax
und f; = fuax|u- Diese Menge Uy @ X notieren wir auch D( f) und nennen sie
den Definitionsbereich von f. Statt f,,.. schreiben wir dann auch kurz f.

Ubung 3.1.32. Gegeben ein Integritiitsbereich A zeige man in Quot A die Identit:t

A:ﬂAm

meMax A

Hinweis: Gegeben f € Quot A\ A kann das Ideal [ = {g € A | gf € A} nie ganz
A sein.

Ubung 3.1.33. Ist speziell f die Variable f = ¢ in einem Polynomring R|[t] iiber
einem Kring R, so schreibt man kurz R[t][t~!]| = R[t,¢™'] und nennt diesen Ring
den Ring der Laurentpolynome iiber R. Man zeige, daB} sich jedes Element von
R[t,t™"] eindeutig darstellen 146t als eine endliche Linearkombination ), _, a;t’
mit Koeffizienten a; € R, daB also die ¢’ eine Basis des R-Moduls R[t, ¢] bilden.
Man konstruiere des weiteren einen Isomorphismus R[t][t~!] = R((t)) zwischen
der Lokalisierung an der Variablen des Rings der formalen Potenzreihen und dem
Ring der formalen Laurentreihen aus [ ]

Ubung 3.1.34 (Lokalisierung faktorieller Ringe). Gegeben ein faktorieller Ring
R bezeichne
irk(R)

die Menge Irreduziblenklassen, also der ,,Aquivalenzklassen irreduzibler Ele-
mente von [ bis auf Multiplikation mit Einheiten“. Gegeben ein irreduzibles
r € R bezeichne [r] € irk(R) seine Klasse. Man zeige: Lokalisiert man einen
faktoriellen Ring R nach einer Teilmenge S, die nicht die Null enthilt, so ist auch
die Lokalisierung S—! R faktoriell und die Einbettung R < S~! R induziert eine
Bijektion
{[r] € irk(R) | 7 teiltkein s € S} = irk(S™'R)

Zum Beispiel ist also Z[d '] fiir d # 0 faktoriell und seine Primelemente sind bis
auf Einheiten genau die Primzahlen, die d nicht teilen.

Ubung 3.1.35. Gegeben ein Morphismus X — Y von affinen Varietiiten und ein
Punkt z € X mit 2 — y gibt es genau einen Ringhomomorphismus Oy, —
Ox ., der mit dem Komorphismus O(Y') — O(X) in der offensichtlichen Weise
vertrédglich ist.
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3.2 Lokalisierung und Primideale

Proposition 3.2.1 (Primideale in Lokalisierungen). Gegeben ein Kring R und
eine Teilmenge S C R liefert das Bilden des Ziihlerideals eine Bijektion

Spec(ST!R) = {pe€SpecR|pnNS =0}
p > loc™(p)

zwischen der Menge der Primideale der Lokalisierung und der Menge derjenigen
Primideale des urspriinglichen Rings, die die Teilmenge der zu invertierenden Ele-
mente nicht treffen. Die Inverse dieser Bijektion ist die Abbildung q — S~'q mit
der Notation S™'q :={q/s | q€ q, s € |5)}.

Beispiel 3.2.2. Ist R = O(X) der Ring der reguldren Funktionen auf einer affinen
Varietdt X und besteht S aus einer einzigen Funktion f, so besagt diese Propo-
sition nach 2.6.8 anschaulich, da das Herunterschneiden eine Bijektion liefert
zwischen abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X und abgeschlossenen
irreduziblen Teilmengen von X, die nicht in Z( f) enthalten sind.

Beweis. Da alle Elemente aus S bei der Lokalisierung Einheiten werden, landet
das Zuriickholen Spec(S™'R) — Spec R in der Menge der Primideale von R,
die S nicht treffen. Unsere Abbildung ist also sinnvoll definiert. Fiir jedes Ideal
b C ST'R gilt wie bereits erwihnt b = S~!(loc™*(b)). Das zeigt die Injektivitit
unserer Abbildung. Wir miissen nur noch zeigen, daf} fiir jedes Primideal q C
R, das S nicht trifft, seine Lokalisierung S~'q C S~!'R ein Primideal ist mit
Zihlerideal loc ™' (S7'q) = q. Um zu sehen, daB S~'q € S~'R ein Primideal ist,
gehen wir aus von (a/s)(b/t) = (¢/r) mit ¢ € q. Das impliziert die Existenz von
w € |S) mit urab = ustc. Nun gilt sicher q NS = ) = g N |S) = 0, folglich
impliziert urab € q bereits a € q oder b € gq. Um schlieBlich einzusehen, daf} q
das Zihlerideal von S™'q ist, beachten wir, daB aus ¢/s = a/1 mit ¢ € q folgt
tc = tsa fiir ein t € |S). Nun gilt sicher qN S = 0 = qN[S) = 0, folglich
impliziert tc = tsa bereits a € q. [

Definition 3.2.3. Die Menge aller nilpotenten Elemente eines Krings alias das
Radikal des Nullideals heiBt das Nilradikal /0 unseres Krings.

Korollar 3.2.4 (Schnitt aller Primideale). Der Schnitt aller Primideale eines
Krings ist sein Nilradikal. Der Schnitt aller Primideale eines Krings, die ein ge-
gebenes ldeal umfassen, ist das Radikal des besagten Ideals.

Bemerkung 3.2.5. Der Beweis dieser Aussage beruht im Fall nicht noether’scher
Kringe auf dem Zorn’schen Lemma.
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Beweis. Sicher liegt jedes nilpotente Element in jedem Primideal. Ist umgekehrt
R unser Ring und f € R nicht nilpotent, so ist nach 3.1.21 die Lokalisierung
R[f~!] nicht der Nullring und besitzt folglich mindestens ein Primideal, ja sogar
mindestens ein maximales Ideal. Das Urbild dieses Ideals in R ist dann das ge-
suchte Primideal, das f nicht enthilt. Ist / C R ein beliebiges Ideal, so wende
man die bereits bewiesene Aussage auf den Quotientenring R/I an. [

3.2.6. Anders als bei ,,maximalen Idealen®, worunter man ja stets ,,maximale vom
ganzen Ring verschiedene Ideale* versteht, versteht man unter einem minimalen
Primideal schlicht ein Primideal, das eben minimal ist in der durch Inklusion
geordneten Menge aller Primideale. Ein kommutativer Integrititsbereich hat ins-
besondere stets genau ein minimales Primideal, ndmlich das Nullideal.

3.2.7 (Existenz minimaler Primideale). Jedes Primideal eines Krings umfaf3t ein
minimales Primideal. In der Tat ist ein Schnitt einer Kette von Primidealen offen-
sichtlich auch selbst prim und unsere Behauptung folgt so aus dem Zorn’schen
Lemma.

Korollar 3.2.8 (Minimale Primideale und Nullteiler). . Ineinem beliebigen
Kring ist die Vereinigung der minimalen Primideale in der Menge der Null-
teiler enthalten, besteht also jedes minimale Primideal aus Nullteilern;

2. In einem nilpotentfreien Kring ist die Vereinigung der minimalen Primidea-
le genau die Menge der Nullteiler.

3.2.9. Im geometrischen Fall ist das auch anschaulich klar: Eine regulidre Funktion
auf X @ k" fiir k = k gehort zu einem minimalen Primideal genau dann, wenn
sie auf einer irreduziblen Komponente von X identisch verschwindet. Dann finden
wir aber auch eine regulire von Null verschiedene Funktion, die auf allen anderen
Komponenten verschwindet, und das Produkt dieser beiden Funktionen ist dann
eben Null.

Beweis. Lokalisieren wir unseren Kring R an unserem minimalen Primideal p zu
Ry, so erhalten wir nach 3.2.1 einen Kring mit genau einem Primideal p,. Wire ein
Element f dieses Primideals p, kein Nullteiler, so konnten wir weiter nach diesem
Element lokalisieren und erhielten nicht den Nullring, in Formeln R,[f '] # 0.
Dann aber giibe es aber in dieser Lokalisierung R,[f '] ein Primideal, im Wider-
spruch zur Minimalitéit unseres Primideals p. Das zeigt Teil 1. Umgekehrt ist nach
3.2.4 der Schnitt aller Primideale das Nilradikal. Nach 3.2.7 kann jedes Primideal
zu einem minimalen Primideal verkleinert werden, folglich ist auch der Schnitt al-
ler minimalen Primideale das Nilradikal. Ist unser Kring R nilpotentfrei, so liefert
die Diagonale also eine Einbettung von R in ein Produkt von Integritédtsbereichen

R— [ R/p

p minimal
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Jeder Nullteiler von R muf} dabei auf einen Nullteiler des Produkts abgebildet
werden und folglich bereits in einem der minimalen Primideale liegen. [

3.2.10. Gegeben ein Kring R betrachten wir die Teilmenge von R x Spec R al-
ler Paare (r,p) mit » € p. Das ist eine Inzidenzstruktur im Sinne von 1.1.9 und
liefert so Konstruktionen mit analogen Eigenschaften zu unseren Konstruktionen
Zund 7 aus 1.1.2, die wir hier .4 und S notieren und im folgenden ausfiihrlicher
diskutieren.

Definition 3.2.11. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge I C R bezeichnen
wir mit A(]) die Menge aller Primideale von R, die / umfassen, in Formeln

A(I):={p € SpecR |p DI}

Man zeigt ohne Schwierigkeiten, dafl die Mengen A(7) fiir I C R die abgeschlos-
senen Mengen einer Topologie auf dem Spektrum von R bilden, deshalb auch der
Buchstabe A. Sie heifit die Zariski-Topologie auf Spec R.

Definition 3.2.12. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge X C Spec R be-
zeichnen wir mit S(X') den Schnitt aller Primideale aus X, in Formeln

S(X):=()p

peX

3.2.13. Diese Konstruktionen A und S erfiillen dhnliche Formeln wie die ana-
logen Konstruktionen Z und Z aus 1.1.2 und 1.1.8, was nun genauer ausgefiihrt
werden soll. Sei R ein beliebiger Kring. Offensichtlich gilt fiir ein beliebiges Sys-
tem 7 von Teilmengen von R die Identitit (), ; A(J) = A (U,c; /) und ins-
besondere auch

IcJ = A(l) > A(J)

Ebenso offensichtlich gilt fiir ein beliebiges System &’ von Teilmengen des Spec R
die Identitit S (Uycy X) = Nyecr S(X) und insbesondere auch

Y CX = S(Y)DS(X)

Des weiteren gilt sicher J C S(A(J)) fiir jede Teilmenge J C R und X C
A(S(X)) fiir jede Teilmenge X C Spec R. Es folgt S(X) = S(A(S(X))) fiir je-
de Teilmenge X C Spec R, indem wir einerseits S auf X C A(S(X)) anwenden
und andererseits J C S(A(J)) auf J = S(X). Ebenso folgt fiir jede Teilmenge
J C R die Identitdt A(J) = A(S(A(J))). Insbesondere gilt fiir jede abgeschlos-
sene Teilmenge X C Spec R die Identitit X = A(S(X)), die offensichtlich auch
umgekehrt abgeschlossene Teilmengen charakterisiert.
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3.2.14 (Abgeschlossene Mengen und Radikalideale, Variante). Fiir jede Teil-
menge [ eines Krings R ist nach 3.2.4 unser S(.A(/)) das Radikal des von I
erzeugten Ideals, in Formeln S(A(I)) = /(I). Umgekehrt ist nach den Defini-
tionen fiir jede Teilmenge X C Spec R unser A(S(X)) der Abschlufl von X in
der Zariski-Topologie, in Formeln A(S(X)) = X. Insbesondere liefern .A und S
dhnlich wie in 1.10.17 zueinander inverse Bijektionen

e Radikalideale ~ Abgeschlossene Teilmengen
' ICR Y @& Spec R

3.2.15. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge I C R liefert das Bilden des
Urbilds unter der kanonischen Projektion auf den Restklassenring offensichtlich
eine Bijektion

Spec(R/(I)) = A(I)

zwischen der Menge aller Primideale des Quotienten R/(/) von R nach dem von
I erzeugten Ideal und der Menge aller Primideale von R, die / umfassen.

3.2.16. Ist R = O(X) der Ring der reguldren Funktionen auf einer affinen Varietit
X, so hatten wir fiir / C O(X) in 2.4.3 die Nullstellenmenge Z (/) C X erklart.
Unter der Komposition

X 5 Max O(X) C Spec O(X)

ist nun unser Z(/) genau das Urbild in X von A(7), und die Zariski-Topologie
auf X wird induziert von unserer Zariski-Topologie auf Spec O(X).

Proposition 3.2.17 (Primideale und irreduzible Mengen, Variante). Die irre-
duziblen abgeschlossenen Teilmengen des Spektrums eines Krings entsprechen
seinen Primidealen unter der Abbildung, die jedem Primideal die Menge aller es
umfassenden Primideale zuordnet. In Formeln ausgedriickt liefert also fiir jeden
Kring R die Abbildung p — A(p) eine Bijektion

Spec R = {Y & Spec R | Y irreduzibel }

3.2.18. Man kann A(p) auch als den Abschlu} des Punktes p in Bezug auf die
Zariski-Topologie interpretieren, so daf} also unsere Abbildung jedem Punkt sei-
nen Abschluf zuordnet. Gegeben eine irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y @&
Spec R heilit der Punkt x € Y mit £ = Y der generische Punkt von Y.

Beweis. Dal} der Abschluf eines Punktes irreduzibel sein muf, gilt sogar in einem
beliebigen topologischen Raum. Unsere Abbildungsvorschrift ist mithin sinnvoll.
Gegeben Y @& Spec R gibt es per definitionem eine Teilmenge / C R mit Y =
A(I). Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, [ sei ein Ra-
dikalideal, denn alle Primideale, die I umfassen, umfassen auch das Radikal des
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von [ erzeugten Ideals. Ich zeige nun, daf fiir Y irreduzibel unser / ein Prim-
ideal sein muB. Ist in der Tat I kein Primideal, so gibt es a,b ¢ I mit ab € 1.
Nach 3.2.4 gibt es ein Primideal iiber /, das a nicht enthilt, und ebenso ein
Primideal iiber I, das b nicht enthilt. Folglich haben wir A(a) 2 A(I) und
A(b) 2 A(I). Jedes Primideal, das ab enthilt, muB jedoch a oder b enthalten,
folglich gilt A(a) U A(b) D A(I) und A(I) war nicht irreduzibel. Ist also Y irre-
duzibel und I ein Radikalideal mit Y = A([), so ist I prim. Bezeichnen wir mit
x den durch [ gegebenen Punkt von Spec R, so gilt z = A([) = Y. Das zeigt
die Surjektivitdt unserer Abbildung. Zur Injektivitdt bemerken wir, dal y € =
gleichbedeutend ist zur Inklusion p, D p, der zugehdrigen Primideale. [

3.2.19. Ich will kurz auf die Beziehung dieses Satzes zu seinem geometrischen
Analogon 2.6.8 eingehen. Ist ein Kring R ringendlich iiber einem Korper, so kon-
nen wir obige Bijektionen erginzen zu einer Sequenz von Bijektionen

Spec R = {Y @& Spec R | Y irreduzibel } = {Z & Max R | Z irreduzibel }

wo Max R die von Spec R induzierte Topologie erhilt und die rechte Abbildung
schlicht das Schneiden mit Max R meint. Ist sogar & ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper und X eine affine k-Varietdt und beachten wir unsere Bijektion
X 5 MaxO(X), so liefert diese Verkniipfung die Inverse der in 2.6.8 disku-
tierten Bijektion

{Y & X |Y irreduzibel} = Spec O(X)

Korollar 3.2.20 (Minimale Primideale in noether’schen Kringen). In einem
noetherschen Kring gibt es nur endlich viele minimale Primideale.

Beweis. Gegeben ein noetherscher Kring ist sein Spektrum ein noetherscher to-
pologischer Raum und ist nach 2.5.10 folglich die Vereinigung von endlich vielen
irreduziblen Komponenten. Die nach 3.2.18 zu diesen Komponenten gehdrenden
Primideale sind dann die fraglichen minimalen Primideale. 0

Ubungen

Ergiinzende Ubung 3.2.21. Fiir jeden Kringhomomorphismus R — S ist die in-
duzierte Abbildung Spec S — Spec R stetig fiir die Zariski-Topologie. Ist unser
Kringhomomorphismus injektiv, so hat die induzierte Abbildung dichtes Bild.

Ubung 3.2.22. Hinweis: 3.2.20 und 3.2.4. Man zeige: Gegeben ein noetherscher
Kring mit einem Ideal / besitzt die Menge aller Primideale von R iiber / end-
lich viele minimale Elemente P, ..., P,, und deren Schnitt ist das Radikal von
besagtem Ideal, in Formeln

VIi=PnN...NP,
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Ubung 3.2.23. Man zeige: Sind in einem Kring endlich viele Primideale gege-
ben, deren Schnitt aus nilpotenten Elementen besteht, so umfal3t jedes Primideale
unseres Krings eines dieser endlich vielen Primideale.

3.3 Lokalisierung von Moduln

Definition 3.3.1 (Lokalisierung von Moduln). Analog wie die Lokalisierung
SR eines Krings R an einer Teilmenge S nach 3.1.5 erkldrt man auch die Lo-
kalisierung eines R-Moduls M zu einem S~'R-Modul S~*M. Die Konstruktion
geht wie folgt: Wir betrachten die Menge M x |S) und definieren darauf eine
Relation ~ durch die Vorschrift

(m, s) ~ (n,t) genau dann, wenn es r € |S) gibt mit rtm = rsn.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, wir bezeichnen die Menge der Aqui-
valenzklassen mit S~!R und die Aquivalenzklasse von (m, s) mit o oder m/s.
Dann definieren wir auf S—! M eine Verkniipfung + durch die Regel

m nitm—l—sn

S t st

und iiberlassen dem Leser den Nachweis, dal diese Verkniipfung wohldefiniert
ist und ST!R zu einer abelschen Gruppe macht. SchlieBlich definieren wir eine
Abbildung S™'R x S7'M — S~'M durch die Regel

a n an
s t st

und priifen, daB sie wohldefiniert ist und die abelsche Gruppe S~'M zu einem
Modul iiber S~ R macht.

3.3.2 (Auflosung der Doppeldeutigkeit von S—'q). Gegeben ein Kring R mit
einer Teilmenge S und einem Ideal ¢ C R kann S~'q nach 3.3.1 und 3.2.1 nun
zweierlei bedeuten: Einmal den S~ R-Modul, den man als die Lokalisierung des
R-Moduls q erhiilt, andererseits aber auch eine geeignete Teilmenge S~ !q des
lokalisierten Rings S~'R. In diesem Abschnitt soll a priori stets die erstere Be-
deutung gemeint sein. In 3.3.12 wird sich dann herausstellen, dall es gar nicht
darauf ankommt. Genauer liefert die Einbettung q — 2 nach 3.3.7 eine Abbil-
dung S~'q — S7!R, die aufgrund der Exaktheit der Lokalisierung 3.3.12 eine
Injektion sein muB und deren Bild offensichtlich mit unserer Teilmenge S~'q des
lokalisierten Rings aus 3.2.1 zusammenfillt.

Proposition 3.3.3 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung von Moduln).
Seien R ein Kring, S C R eine Teilmenge und M ein R-Modul. So gilt:
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1. Die Abbildung loc : M — S™'M gegeben durch m — m/1 ist ein Homo-
morphismus von R-Moduln fiir die durch Restriktion der Skalare erklcirte
Struktur auf S~'M als R-Modul;

2. Fiir jeden S~ R-Modul N liefert das Vorschalten dieser Abbildung loc eine
Bijektion

(oloc) : Homg-13(S™'M, N) = Hompg(M, N)

3.3.4. Man kann diese Aussage auch dahingehend formulieren, da$} jede R-lineare
Abbildung von einem R-Modul M in einen S~ R-Modul N in eindeutiger Weise
tiber S~' M faktorisiert.

Beweis. An dieser Proposition ist auler ihrer Formulierung nichts schwierig. Als
Umkehrabbildung in Teil 2 kann und muf3 man jedem ¢ : M — N die Abbildung
¢ : ST'M — N zuordnen, die durch p(m/s) = (1/s)(m) wohldefiniertist. [J

3.3.5. Offensichtlich besteht der Kern der kanonischen Abbildung loc : M —
S~IM genau aus allen m € M, fiir die es ein s € |\S) gibt mit sm = 0.

3.3.6 (Lokal-global-Prinzip). Gegeben ein Kring R, ein R-Modul N und ein
Primideal p C R schreibt man N, wie in 3.1.10 fiir den R,-Modul (R\p)~'N und
nennt IV, die Lokalisierung von N an der Stelle p. Die offensichtliche Abbildung
ist nun stets eine Injektion
N T[] Ma
meMax R

In der Tat, ist z € NN nicht Null, so ist sein Annullator nicht ganz R und folglich
enthalten in einem maximalen Ideal m. Dann aber kann das Bild von z in NV, nicht
Null sein.

3.3.7 (Die Lokalisierung als Funktor). Seien R ein Kring und S C R eine
Teilmenge. Wir ordnen jedem Homomorphismus von R-Moduln ¢ : M — N
den nach 3.3.3 eindeutig bestimmten Homomorphismus S~t¢ : S™'M — S7IN
von S™'R-Moduln zu mit (S~ !¢) o loc = locop : M — S™'N, der explizit
gegeben wird durch

g1, M, Plm)
Y S ~ S

So erhalten wir einen Funktor R-Mod — S~'R-Mod, wie der Leser leicht ein-
sehen wird.

Satz 3.3.8 (Lokalisierung ist vertriglich mit Koprodukten). Seien R ein Kring
und S C R eine Teilmenge. So ist der Lokalisierungsfunktor R -Mod — S™'R-Mod
gegeben durch M s S—'M vertréiglich mit Koprodukten.
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Ergdnzung 3.3.9. Die Aussage des Satzes ebenso wie ihr Beweis spezialisieren
ein allgemeines Resultat der Kategorientheorie, nach dem der Linksadjungierte
eines beliebigen Funktors stets Koprodukte und sogar beliebige Kolimites erhilt.

3.3.10. Gegeben ein Koprodukt (K, in;) einer Familie (M/;);c; von R-Moduln im
Sinne von [ ] ist also ausgeschrieben auch (S~'K, S~ in;) ein Kopro-
dukt der Familie (S™'M;);c; von S™! R-Moduln. In anderen Worten gilt

s (@ MZ»> = Psm

i€l el

unter der ,,offensichtlichen Abbildung“. Man beachte, daf} die analoge Aussage
fiir Produkte im allgemeinen nicht richtig ist: Die Lokalisierung ist nicht mit be-
liebigen Produkten vertriglich. Bereits fiir das Produkt abzéihlbar unendlich vie-
ler Kopien von Z und S = {2} ist die natiirliche Abbildung S~ (T[,.xZ) —
[Lcy S7'Z kein Isomorphismus, da das Tupel (27*);en nicht in ihrem Bild liegt.
Fiir endliche Produkte von Moduln wird die natiirliche Abbildung aber natiirlich
ein Isomorphismus sein, endliche Produkte stimmen ja mit direkten Summen alias
Koprodukten iiberein.

Beweis. Es gilt zu zeigen, daB fiir jeden S~!R-Modul N das Vorschalten aller
S~1in; eine Bijektion

Homg-1(S™' K, N) 5 | [ Homg-1p(S™' M;, N)

el

induziert. Vermittels unserer universellen Eigenschaft 3.3.3 1dauft das auf den Nach-
weis der Tatsache hinaus, daB fiir jeden S~!R-Modul N Vorschalten aller in; eine
Bijektion
Homp (K, N) 5 | [ Hompg(M;, N)
iel

induziert. Das ist jedoch klar, da K ja ein Koprodukt war. [

Beispiel 3.3.11. Die Lokalisierung nach allen von Null verschiedenen ganzen
Zahlen macht jede abelsche Gruppe alias jeden Z-Modul zu einem (Q-Modul alias
@-Vektorraum. Gegeben eine endlich erzeugte abelsche Gruppe M ist die Di-
mension dieses (Q-Vektorraums die Zahl, die wir in [ ] den Rang von M
genannt hatten.

Proposition 3.3.12 (Exaktheit der Lokalisierung). Seien R ein Kring und S C
R eine Teilmenge. Ist M' — M — M" eine exakte Sequenz von R-Moduln, so ist
auch S™*M' — S=M — S=1M" eine exakte Sequenz von S~ R-Moduln.
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3.3.13. Insbesondere konnen und werden wir fiir jeden Untermodul N C M auch
seine Lokalisierung als Untermodul des lokalisierten Moduls auffassen. In For-
meln bezeichnen wir mit S~V also sowohl die Lokalisierung von N als auch ihr
Bild S™'N C S~'M unter der offensichtlichen Einbettung und der Leser muf
aus dem Kontext erschlieBen, was genau gemeint ist.

Beweis. Gehtm /s auf Nullin M”, alsom — m” mitm”/s = 0, so gibtest € |.S)
mit ¢m” = 0. Damit gibtes n € M’ mitn — tmund n/ts — tm/ts =m/s. O

Lemma* 3.3.14 (Bild des Primspektrums unter Kringhomomorphismen). Ge-
geben eine Kringerweiterung A C B ist ein Primideal P C A der Schnitt mit A
eines Primideals p C B genau dann, wenn gilt P = AN (BP).

Beweis. Ist P der Schnitt mit A irgendeines Ideals von B, so gilt offensichtlich
P = AN (BP). Hierzu brauchen wir noch nicht einmal P prim vorauszuset-
zen. Gilt umgekehrt diese Identitdt und ist P prim und setzen wir S = A\ P und
betrachten wir die Ringerweiterung S—'A C S~!B, so folgt

STIP = (ST'A) N (STHBP))

Das folgt formal etwa aus 3.3.26. Dann ist S~'(BP) ein echtes Ideal in S™'B,
da es S~!'A in einem echten Ideal trifft, und l:#Bt sich damit vergroBern zu einem
maximalen Ideal m C S~!B. Das Urbild in A dieses maximalen Ideals trifft nicht
S und umfafit P, ist folglich P selbst. Das Urbild in B dieses maximalen Ideals
ist mithin unser gesuchtes Primideal p C Bmitp N A = P. ]

Vorschau 3.3.15. Die offensichtliche Abbildung M — S~!M induziert vermit-
tels der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts [1T5] eine Abbildung,
die man durch Abgleich der universellen Eigenschaften beider Konstruktionen
unschwer als Isomorphismus von S~!R-Moduln ST'R®z M = S~ M entlarvt.

Ergdnzung 3.3.16. Ein Modul M {iiber einem Ring R hei3t endlich prisentierbar
oder kiirzer endlich présentiert genau dann, wenn es eine exakte Sequenz R" —
R™ — M gibt mit n,m € N. Uber einem linksnoetherschen Ring ist ein Modul
genau dann endlich prisentiert, wenn er endlich erzeugt ist.

3.3.17 (Lokalisierung und Homomorphismenriume). Gegeben ein Kring R
und eine Teilmenge S C R und R-Moduln M, N mit M endlich prisentiert ist
die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus

S~ Hompg(M, N) = Homg-1z(S™'*M,S™'N)
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In der Tat kénnen wir dann eine im Sinne von 1.3.17 rechtsexakte Sequenz R" —
R™ — M finden, die hinwiederum ein kommutatives Diagramm

S~ Homp(M,N)“——— S~! Hompg(R™,N) S—1Hompg(R"™,N)

l | l

Homg_1 (S~ M,S~'N)—— Homg_1 5(S~'R™,S~'N) — Homg_1,4(S~'R",S"'N)

liefert. Die beiden rechten Vertikalen darin sind Isomorphismen, da beide Raume
jeweils mit S~'N™ und S~!N™ identifiziert werden konnen, und damit ist auch
die linke Vertikale ein Isomorphismus, wie man leicht direkt sieht und formal aus
dem Fiinferlemma folgern mag.

Beispiel 3.3.18. Gegeben ein Kring R und eine Teilmenge S C R und R-Moduln
M, N ist die offensichtliche Abbildung

S~ Hompg(M, N) — Homg-15(S™' M, S7'N)

im allgemeinen kein Isomorphismus. Im Fall der Z-Moduln M = N = Q/Z
und S = Z\0 etwa haben wir S7'(Q/Z) = Endg-1(S™'(Q/Z)) = 0, aber
die Identitit id € Endz(Q/Z) hat nach 3.3.5 ein von Null verschiedenes Bild in
S~ Endz(Q/Z).

Ergédnzung 3.3.19. Ein Modul iiber einem Kring ist projektiv und endlich erzeugt
genau dann, wenn er endlich prisentierbar und lokal frei ist, als da heil3t, seine
Lokalisierung an jedem maximalen Ideal ist frei. Die schwierige Richtung beim
Beweis geht so: Gegeben K — F' — M exakt mit /' frei von endlichem Rang
und K endlich erzeugt und M lokal frei wollen wir Hom (M, F') — Hom (M, M)
zeigen. Da wir aber Surjektivitdt nach 3.3.24 lokal priifen diirfen, folgt das aus
3.3.17.

Ubungen

Ubung 3.3.20 (Lokal-global-Prinzip, Variante). Gegeben ein Kring R, ein R-
Modul N und f € R schreibt man N; wie in 3.1.10 fiir den R¢-Modul f~'N.
Gegeben Elemente f,g,...,h € R, die als Ideal ganz R erzeugen, zeige man,
daB} die offensichtliche Abbildung eine Injektion N — Ny x Ny x ... X Nj,
induziert.

Ubung 3.3.21 (Lokalisierung und Restriktion der Skalare). Sei ¢ : A — B
ein Kringhomomorphismus, S C A eine Teilmenge und M ein B-Modul. So ist
die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus von S~!B-Moduln S~'M =
©(S)™'M zwischen der Lokalisierung nach S des zu einem B-Modul restrin-
gierten A-Moduls M und der Restriktion nach S~ B des zum ¢(S) ™! A-Modul
©(S)~t M lokalisierten A-Moduls M.
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Ubung 3.3.22 (Uberfliissige Lokalisierung von Moduln). Seien R ein Kring,
S C R eine Teilmenge und M ein R-Modul. Ist fiir alle s € S die Multiplikation
it s ein Isomorphismus (s:) : M = M, so ist die kanonische Abbildung ein
Isomorphismus von abelschen Gruppen M = S~ M.

Ubung 3.3.23. Man zeige: Jede Lokalisierung eines noetherschen Moduls iiber
einem Kring ist ein noetherscher Modul iiber dem lokalisierten Kring.

Ubung 3.3.24. Sei R ein Kring und ¢ : M — N ein Homomorphismus von
R-Moduln. Man zeige, dal ¢ genau dann surjektiv bzw. injektiv ist, wenn die
auf den Lokalisierungen induzierte Abbildung M,, — N, surjektiv bzw. injektiv
ist fiir alle maximalen Ideale m € Max RR. Hinweis: Exaktheit der Lokalisierung
3.3.12 und lokal-global-Prinzip 3.3.6. Allgemeiner zeige man, da} eine Sequenz
von Modul exakt ist genau dann, wenn ihre Lokalisierung an jedem maximalen
Ideal exakt ist.

Ubung 3.3.25 (Lokal-global-Prinzip, Variante). Gegeben seien ein Kring R, ein
R-Modul N und eine Teilmenge £ C R, die als Ideal ganz R erzeugt. Man zeige
die Exaktheit der Sequenz

0=>N=J[N = [ N

fer (f.9)€EXE

mit dem Produkt der Differenzen der natiirlichen Abbildungen Ny — Ny, und
N, — Ny, in die Lokalisierung nach dem Produkt fg an letzter Stelle. Hinweis:
Man ziehe sich auf den Fall zuriick, dal £ endlich ist.

Ubung 3.3.26. Seien R ein Kring und S C R eine Teilmenge. Gegeben ein R-
Modul M mit Untermoduln K, L C M zeige man die Identitit S~ (K N L) =
(STIK)Nn (S7LL).

Ubung 3.3.27. Sei ReinKringund S C R eine Teilmenge. Gegeben Ideale I, .J C
R zeige man die Identitdt S~ (1.J) = (S7'1)(S~'J) von Idealen von S~'R.

Ergiinzende Ubung 3.3.28. Gegeben ein endlich priisentierter Modul M iiber ei-
nem von Null verschiedenen Kring R gibt es stets ein von Null verschiedenes
Element f € R\0 mit M/ frei von endlichem Rang iiber R ;. Hinweis: Man ver-
suche, eine prisentierende Matrix in Smith-Normalform zu bringen.

3.4 Lemma von Nakayama

3.4.1. Gegeben ein Kring R und ein Ideal a C R und ein R-Modul M vereinbaren
wir die abkiirzende Bezeichnung aM statt (aM) fiir den in M von den Elementen
am mit a € aund m € M erzeugten Untermodul.
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Proposition 3.4.2 (Lemma von Nakayama). Seien R ein Kring, a C R ein Ideal
und () ein endlich erzeugter R-Modul. Gilt () = a(), so gibt es f € 1 4+ a mit

fQ=0.

3.4.3. Die Bedingung, () sei endlich erzeugt, ist an dieser Stelle wesentlich. Ge-
geben ein Korper £ ist die Folgerung des Lemmas zum Beispiel offensichtlich
falsch fiir den k[T]-Modul Q = k(7T') und das Ideal a = (T") in R = k[T].

Korollar 3.4.4 (Lemma von Nakayama, Variante). Seien R ein Kring, a C R
ein Ideal, und M ein endlich erzeugter R-Modul. Seien Elemente my,...,m, €
M gegeben derart, daf3 ihre Nebenklassen den Quotienten M /aM erzeugen. So
gibt es f € 1 + a derart, daf3 die m; auch schon M|f~1] iiber R[] erzeugen.

3.4.5. Aus unserer Variante 3.4.4 folgt unmittelbar die Aussage der Proposition
3.4.2, indem wir den Fall » = 0 betrachten. Wir werden jedoch beim Beweis
den umgekehrten Weg gehen. Ich selbst kann mir auch die Variante viel besser
merken, da ich mit ihr eine Anschauung verbinden kann, wie im néachsten Punkt
ausgefiithrt werden soll.

3.4.6 (Anschauung fiir das Lemma von Nakayama). Der Anschauung beson-
ders gut zugdnglich scheint mir die Variante 3.4.4, in dem R = O = O(X)
die Algebra der reguldren Funktionen auf einer affinen Varietdt X ist, M = O"
ein freier Modul endlichen Ranges, und a = Z(x) das Verschwindungsideal ei-
nes Punktes x € X. Unsere m; € M verstehen wir dann als Spaltenvektoren
m; = (my;, ..., my,;) mit Funktionen m;; € O als Eintrigen, und unser Lem-
ma besagt: Erzeugen die Spaltenvektoren m;(z) = (my;(z),...,my(x)) fir
1 < j <rden k", so gibt eine Funktion f € O, die bei x den Wert Eins annimmt
und mit der die m; bereits O[f~!]" erzeugen als O[f~!]-Modul. DaB solch ein
f existiert, kann man nun auch ohne viel Theorie leicht einsehen: Wenn wir erst
mal etwas allgemeiner nur ein f wie oben finden, das bei x nicht den Wert Null
annimmt, multiplizieren wir es mit dem Skalar f(z)~! und sind auch fertig. Er-
zeugen nun die m;(x) fiir 1 < j < r den £", so kann man nach Umnummerieren
annehmen, daBl m;(z), ..., m,(z) bereits eine Basis des k" bilden. Dann aber ist
die Determinante der Matrix der A = (m;;);',—; nicht Null bei z. Nehmen wir
f = det(A) als unsere Funktion, so gibt es nach der Cramer’schen Regel [ ]
eine Matrix B = f~!A* mit Eintrigen in O[f~!] und BA = I der Einheits-
matrix. Das aber zeigt, daB die m; bereits O[f~1]" als O[f~']-Modul erzeugen.

Herleitung des Korollars 3.4.4 aus der Proposition 3.4.2. Seien Elemente
mi,...,m, € M gegeben derart, da} ihre Nebenklassen den Quotienten M /aM
erzeugen. Sei N C M das Erzeugnis von my,...,m, und Q = M /N. Wir be-
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trachten das Diagramm mit exakten Spalten

NNaM — aM - aQ

+ + +
N — M — Q
3 } l

N/(NNnaM) < M/aM — Q/aQ

Seine beiden oberen Zeilen sind exakt, also nach dem Neunerlemma auch die
untere Zeile. Aus der Wahl von N folgt nun @/a@) = 0, also @ = a(, also
fQ = Ofiirein f € 1+a nach Proposition 3.4.2, also Q[f ] = 0, also N[f 1] =
M| f~'] wegen der Exaktheit des Lokalisierens 3.3.12 und wir sind fertig. O

Beweis des Lemmas von Nakayama 3.4.2. Wir miissen aus () = a() folgern f() =
0 fiir ein f € 1 + a oder gleichbedeutend S~ = 0 fiir die Lokalisierung von ()
nach der multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S = 1 + a. Aber seien sonst
qi, ..., q € Q gewihlt mit kleinstmdglichem ¢ > 1 derart, daB ihre Bilder S—1Q
als Modul iiber S™!R erzeugen. Natiirlich haben wir auch S™1Q = aS~'Q und
konnen also in S~1(Q schreiben q; = byq; +. .. +b;q mit b; € S~'a. Dann kénnen
wir auch in () schreiben sq; = a1¢q; + ... + a;q; mit a; € a, s € S und folgern
(s—a1)q1 = asqa+. ..+ a,q. Daaber gilt (s—a) € S zeigt diese Gleichung, daf}
auch ¢, . . ., g; schon S~1(Q erzeugen als Modul iiber S~!R. Widerspruch! [

Zweiter Beweis des Lemmas von Nakayama 3.4.2 ohne Lokalisierung. Seien
¢, - - -, qn Brzeuger des R-Moduls (). Wir finden a;; € a mit

Qi = a;1q1 + - - . + QinGn

was wir umschreiben kénnen zur Matrixgleichung
1 0 41 aiy - Qip 0
0 1 an Qp1  **+ Qpp qn

Ziehen wir nun beide Seiten voneinander ab und multiplizieren mit der adjungier-

ten Matrix [ ] , so erkennen wir, da fiir P das charakteristische Polynom
der Matrix der (a;;) gilt P(1)¢; = ... = P(1)g, = 0. Dies P(1) ist dann unser
gesuchtes f € 1+ a. O

Definition 3.4.7. Ein Ring heif3t lokal genau dann, wenn seine Nichteinheiten ein
Ideal bilden. Dies Ideal ist dann natiirlich das grofte echte Ideal unseres Rings.
Der Nullring ist insbesondere nicht lokal, denn die leere Menge ist kein Ideal.
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3.4.8. Mit der Sprechweise ,,Sei (A, m) ein lokaler Kring* ist gemeint, daB A ein
lokaler Kring sein soll und m sein per definitionem eindeutig bestimmtes maxi-
males Ideal.

Beispiel 3.4.9. Gegeben ein Kring R und ein Primideal p C R ist die Lokalisie-
rung IR, von R an der Stelle p nach 3.2.1 stets ein lokaler Kring mit maximalem
Ideal p,. Insbesondere sind unsere Ringe von Funktionskeimen Ox , aus 3.1.13
und allgemeiner unsere Ringe von Funktionskeimen Oy y aus 3.1.15 stets lokal.

Korollar 3.4.10 (Lemma von Nakayama fiir lokale Kringe). Sei (R, m) ein lo-
kaler Kring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Sind m., ..., m, € M gege-
ben derart, daf3 ihre Nebenklassen M /mM erzeugen, so erzeugen die m; bereits
M selbst. Inbesondere gilt

M=mM = M=0

Beweis. Inunserem lokalen Kring R besteht die Menge 1+m aus Einheiten, denn
fiir € m kann das Hauptideal (1 + z) nicht in m liegen und folglich muf} gelten
(14 x) = R. Damit folgt das Korollar sofort aus 3.4.4. O

3.4.11. Fir allgemeine Kringe gilt dies Korollar analog, wenn wir fiir m den
Schnitt aller maximalen Ideale alias das Jacobson-Radikal 1.10.21 nehmen. Der
Beweis bleibt derselbe, wir miissen nur aus 1.10.21 erinnern, daB fiir jedes Ele-
ment a des Jacobson-Radikals 1 + a eine Einheit ist. Das ist im iibrigen auch
unmittelbar klar, denn sonst miiite 1 4 a in einem maximalen Ideal liegen, und a
miiflite in demselben maximalen Ideal liegen, Widerspruch.

Proposition 3.4.12 (Durchschnittssatz). Ist R ein noetherscher Kring, J C R
sein Jacobson-Radikal und M ein noetherscher R-Modul, so gilt

("M =0

3.4.13. Auch hier meint J" M den von allen diesen Produkten erzeugten Untermo-
dul, der pedantisch eigentlich (J"M) notiert werden miifite. Besonders oft wird
die Proposition im Fall lokaler Kringe verwendet, in dem das Jacobson-Radikal
mit dem einzigen maximalen Ideal zusammenfillt. Insbesondere ist in einem lo-
kalen noetherschen Kring der Schnitt aller Potenzen des maximalen Ideals das
Nullideal.

Beispiel 3.4.14. Ist R der Ring der Keime stetiger reeller Funktionen um den
Ursprung der reellen Zahlengeraden im Sinne von 3.1.12, so ist R ein lokaler
Ring, aber fiir sein maximales Ideal J gilt J? = .J. Dies Beispiel zeigt, daB der
Durchschnittssatz fiir nicht noethersche Kringe im allgemeinen nicht mehr gilt.
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Erginzung 3.4.15 (Durchschnittssatz von Krull). Ist etwas allgemeiner R ein
noetherscher Kring und a C R ein beliebiges Ideal, so gilt fiir jeden noetherschen
R-Modul M die Identitit

ma”M:{mEM]EIaEamitam:m}

In der Tat ist D offensichtlich. Im anschlieBenden Beweis von 3.4.12 zeigen wir
aber fiir unseren Schnitt S die Identitit a.S = S. Mit dem Lemma von Nakayama
3.4.2 folgt dann sogar die Existenz von einem a € a mit (1 + a)S = 0 alias
am =m VYm € S. So folgt dann die andere Inklusion C.

Beweis. Sei zundchst a C R ein beliebiges Ideal. Im Polynomring R[X] bilden
die Polynome ) r, X™ mitr,, € a™ furalle n > 0 einen Teilring, den sogenannten
Rees-Ring. Sind aq, ..., a, Erzeuger von a, so erhalten wir eine Surjektion des
Polynomrings R[Y7,...,Y,| auf den Rees-Ring mit Y, — a, X, folglich ist mit R
auch der Rees-Ring noethersch. Des weiteren ist im in hoffentlich offensichtlicher
Weise erklirten R[X]-Modul M [X]| die Teilmenge aller > m,, X" mitm,, € a"M
fiir alle n > 0 ein Untermodul iiber dem Rees-Ring, und dieser Untermodul ist
offensichtlich endlich erzeugt iiber dem Rees-Ring, wenn M endlich erzeugt ist
iiber R. Fir S = () a™M ist weiter S[X| ein Untermodul dieses Moduls iiber dem
Rees-Ring und ist folglich endlich erzeugt, also insbesondere erzeugt von einer
Teilmenge der Gestalt S + SX + ...+ SX". Das hinwiederum zeigt aS = 5. Ist
nun a = J das Jacobson-Radikal, so folgt mit dem Lemma von Nakayama 3.4.11
sofort S = 0. [

3.5 Einfache Moduln und Kompositionsreihen

3.5.1. Dieser Abschnitt betrifft kommutative und nichtkommutative Ringe glei-
chermafien.

Definition 3.5.2. Ein Modul heifit einfach genau dann, wenn er nicht Null ist,
aber aufler sich selbst und Null keine Untermoduln hat.

Beispiele 3.5.3. Die einfachen Moduln tiber einem Korper oder allgemeiner einem
Schiefkorper sind genau die eindimensionalen Vektorrdume. Jeder Vektorraum ist
einfach als Modul iiber seinem Endomorphismenring.

3.5.4. Die einfachen Z-Moduln sind genau die zyklischen abelschen Gruppen von
Primzahlordnung. Allgemeiner sind alle einfachen Moduln iiber einem Ring iso-
morph zu einem Quotienten des besagten Rings nach einem maximalen Links-
ideal. Ist der Ring kommutativ, so kann man besagtes Linksideal aus dem Mo-
dul zuriickgewinnen als seinen Annulator. Genauer ist dann der Quotient unseres
Rings nach unserem maximalen Ideal bereits ein Korper, vergleiche 1.10.6, und
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unser einfacher Modul ist ein eindimensionaler Vektorraum iiber diesem Korper.
Bei nichtkommutativen Ringen konnen die Quotienten nach verschiedenen maxi-
malen Linksidealen jedoch durchaus als Moduln isomorph sein: Man denke etwa
an den Matrizenring Mat(r; k) mit Eintrdgen in einem Korper k& und den einfa-
chen Modul £" dieses Rings: Hier sind ja die Annullatoren verschiedener von Null
verschiedener Elemente im allgemeinen durchaus verschiedene Linksideale.

3.5.5. Der Hilbert’sche Nullstellensatz 1.9.10 besagt, daf alle einfachen Moduln
iiber einem Polynomring in endlich vielen Variablen mit Koeffizienten in einem
Korper endlichdimensional sind iiber besagtem Korper. Ist der Korper algebraisch
abgeschlossen, so sind sie sogar eindimensional.

Lemma 3.5.6 (Homomorphismen von und zu einfachen Moduln). Seien R ein
Ring, E, E' einfache R-Moduln, und M ein beliebiger R-Modul. So gilt:

1. Jeder Homomorphismus E — M ist injektiv oder Null;
2. Jeder Homomorphismus M — FE' ist surjektiv oder Null;
3. Jeder Homomorphismus E — FE' ist bijektiv oder Null;

4. Der Endomorphismenring Endg E ist ein Schiefkorper.

Beweis. ker(E — M) und im(M — E’) sind Untermoduln von E bzw. von E’
und sind folglich Null oder ganz E bzw. ganz F'. [

Korollar 3.5.7. Sei R ein kommutativer Ring, der einen algebraisch abgeschlos-
senen Korper k als Teilring hat. So ist ein einfacher R-Modul, der endlichdimen-
sional ist als k-Vektorraum, notwendig eindimensional als k-Vektorraum.

Beweis. Die Multiplikation mit einem beliebigen Element € R besitzt notwen-
dig einen Eigenwert, und der zugehorige Eigenraum ist ein von Null verschiedener
Untermodul, also der ganze Modul. Also operiert jedes » € IR durch einen Skalar,
und dann kann unser Modul nur einfach sein, wenn er eindimensional ist. OJ

Definition 3.5.8. Gegeben ein Modul M iiber einem Ring R definieren wir seine
Liange

Ir(M)=1(M) e NU{c0}
als das Supremum {iiber alle n derart, daf} es in M eine echt absteigende Kette
von Untermoduln gibt der Gestalt M = M, D M,_; 2 ... 2 My = 0, die
also salopp gesprochen in n echten Schritten vom ganzen Modul zum Nullmodul

fiihrt. Ein Ring von endlicher Linge ist ein Ring, der sowohl als Linksmodul als
auch als Rechtsmodul iiber sich selber von endlicher Léinge ist.
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Beispiel 3.5.9. Ist k ein Korper, so ist die Linge eines k-Moduls genau die Di-
mension des fraglichen k-Vektorraums.

3.5.10. Bei einer endlichen echt absteigenden Kette maximal moglicher Liange ist
natiirlich stets M;/M;_; einfach fiir 1 < ¢ < n. Offensichtlich hat ein Modul die
Lénge Null genau dann, wenn er der Nullmodul ist, und die Linge Eins genau
dann, wenn er einfach ist.

Definition 3.5.11. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Eine Kompositionsreihe
von M ist eine endliche Kette von Untermoduln

M=MD>DM,_1D>...OMy=0

derart, dal M;/M,;_, einfach ist fir 1 < ¢ < r. Der Modul M;/M;_; heifit dann
der i-te Subquotient unserer Kompositionsreihe. Gegeben ein Modul M iiber
einem Ring erklidren wir seine Kompositionslinge

Ar(M) = A(M) € NU {00}

wie folgt: Besitzt unser Modul eine Kompositionsreihe, so sei A(M) die kleinst-
mogliche Linge einer Kompositionsreihe von M. Besitzt unser Modul keine Kom-
positionsreihe, so sagen wir, seine Kompositionslidnge sei unendlich und schreiben
AMM) = 0.

Satz 3.5.12 (Jordan-Holder). Die Linge und die Kompositionslinge stimmen
fiir jeden Modul iiberein. Weiter haben je zwei Kompositionsreihen eines Moduls
dieselbe Linge und bis auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten.

3.5.13. In Formeln ausgedriickt besagt der zweite Teil: Sind M = M, D ... D
My =0und M = Ny D ... D Ny = 0 zwei Kompositionsreihen eines Mo-
duls M, so gilt r = s und es gibt eine Permutation o € S, mit N;/N; ;| =
M)/ My(iy—1 fiir alle i. Diese Subquotienten oder genauer ihre Isomorphieklas-
sen heilen die Kompositionsfaktoren unseres Moduls endlicher Lange M, und
unser Satz sagt auch, dal jeder Kompositionsfaktor mit einer wohlbestimmten
Vielfachheit auftritt. Gegeben ein einfacher Modul L notiert man die Vielfachheit
von L als Kompositionsfaktor von M meist

[M : L]

Beweis. Die erste Aussage unseres Satzes behauptet in Formeln (M) = A(M).
Offensichtlich ist a priori nur die Abschétzung [(M) > A(M ). Als nédchstes zeigen
wir nun, daf fiir jeden Modul M endlicher Kompositionsldnge und jeden von Null
verschiedenen Untermodul N C M gilt

AM/N) < A(M)
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Sei in der Tat M = M, D ... D My = 0 eine Kompositionsreihe von M und
N C M ein Untermodul. Wir betrachten den Quotienten M = M /N und die
Bilder M; der M, in M und erhalten kurze exakte Sequenzen

Mi N N/MZ',1 NN < Mi/Mifl — Mi/Mifl

durch explizites Nachdenken: Geht ein Element m + M,;_; aus der Mitte rechts

nach Null, landet es also in M;_1, so muf} es aus N + M,_; stammen und sich

mit m € M; N N darstellen lassen. Alternativ mag man das Neunerlemma [ ]
auf das kommutative Diagramm

M, NN < M,NN —» MZHN/szlmN

{ { {
M; — M; —» Mi/Mi—l
B 4 S
M’i*l — M’L - M’L'/M’L'fl

anwenden. Gilt N # 0, so kann nicht M; " N = M; ; N N gelten fiir alle 7.
Zu jeder Kompositionsreihe von M haben wir also eine echt kiirzere Komposi-
tionsreihe von M = M /N konstruiert und erkennen damit, daB in der Tat aus
AM) < oound N # 0 folgt A(M/N) < A\(M). Man sieht so, daBl die Linge ei-
ner beliebigen echt absteigenden Kette von Untermoduln eines Moduls endlicher
Kompositionslidnge M nach oben beschrinkt ist durch eben diese Kompositions-
linge \(M) und folgert sofort [(A) < A(M). Im Fall A(M) = oo ist das eh klar
und so ergibt sich schlieBlich fiir jeden Modul M die Gleichheit

I(M) = A(M)

DaB je zwei Kompositionsreihen dieselbe Linge haben, folgt sofort. Ist weiter NV
einfach, so gibt es oben genau einen Index j mit

MjﬂN:Nabeer_lﬂNZO

Fiir diesen Index haben wir M;/M; , = N und ]\7[1 /M;_; = 0, wohingegen fiir
die anderen Indizes ¢ # j gilt M;/M; 1 = M;/M; ;. Nun folgt der Rest des
Satzes mit Induktion. L]

Korollar 3.5.14 (Langenformel). Gegeben M O N ein Modul mit einem Unter-
modul gilt in N U {oo} die Gleichheit (M) = I[(M/N) + I(N).
Beweis. Fiir jeden Untermodul N C M sind die Ungleichungen

(M) > I(M/N)+I(N)

AMM) < AMM/N)+ AN)

offensichtlich. Da nach dem Satz 3.5.12 von Jordan-Holder aber die Linge und
die Kompositionslinge iibereinstimmen, folgt die Behauptung. [
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Korollar 3.5.15. Sei R ein Ring, der einen Korper k als Teilring hat. Ist R end-
lichdimensional als Linksmodul iiber k, so gibt es bis auf Isomorphismus hochs-
tens dimy, R einfache R-Moduln.

Beweis. Natiirlich ist R von endlicher Liange als R-Modul und es gilt sogar [(R) <
dimy, R. Jeder einfache R-Modul ist aber ein Quotient von R und taucht folglich
in einer und damit in jeder Kompositionsreihe von R als Subquotient auf. [l

Ergdnzung 3.5.16. Eine Variante zum hier gewihlten Zugang zum Satz von Jordan-
Holder findet man etwa in [ ]: Man zeigt, wie dort ausgefiihrt, ohne grof3e
Schwierigkeiten, daf3 je zwei endliche Filtrierungen eines Moduls durch das Ein-
fiigen geeigneter weiterer Untermoduln so verfeinert werden konnen, daf die Sub-
quotienten der beiden so enstehenden Filtrierungen bis auf Reihenfolge isomorph
sind.

Satz 3.5.17 (Noethersche Kringe der Krulldimension Null). Fiir einen vom
Nullring verschiedenen Kring sind gleichbedeutend.:

1. Unser Kring ist von endlicher Linge, als da heifst, von endlicher Linge
als Modul iiber sich selber;

2. Unser Kring ist noethersch von der Krulldimension Null.

Vorschau 3.5.18. Die Aquivalenz dieser beiden Aussagen wird sich als eine we-
sentliche Zutat beim Beweis des Hauptidealsatzes von Krull 4.8.4 erweisen, einer
der zentralen Aussagen der Dimensionstheorie.

Beweis. (2)=(1). Ist unser Kring R noethersch, so ist nach 3.2.22 sein Nilradikal
der Schnitt seiner endlich vielen minimalen Primideale m, ..., m,, und ist seine
Krull-Dimension Null, so sind das auch seine maximalen Ideale. Es gibt also n mit
(my...m,)" = 0. Fiir jedes Ideal a und jedes maximale Ideal m ist jedoch a/ma
ein R-Modul endlicher Linge, da er ja endlich erzeugt ist und die R-Operation
darauf tiber den Korper R/m faktorisiert. Die Kette von Idealen

ROomomiD...om'D>mimyD...D (my...m.)" =0

zusammen mit der Langenformel 3.5.14 zeigt dann, dal8 R endliche Linge hat.

(1)=-(2). Natiirlich ist jeder Modul von endlicher Lange auch noethersch. Weiter
kann unser Kring von endlicher Linge bis auf Isomorphismus nur endlich vie-
le einfache Moduln haben, also nur endlich viele maximale Ideale mq,...,m,.
Fiir deren Schnitt J gibt es nach 3.4.12 ein n > 1 mit J" = 0. Dieser Schnitt
liegt mithin in jedem Primideal p unseres Rings. Umfalte unser p keines der m;,
so wiirden wir mit 2.6.24 schnell bei einem Widerspruch landen. Also ist jedes
Primideal maximal und die Krulldimension ist Null. [
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Definition 3.5.19. Ein Modul heif3t artinsch nach dem Mathematiker Emil Artin
genau dann, wenn jede absteigende Folge von Untermoduln stationédr wird. Man
sagt dann auch, unser Modul ,.erfiille die absteigende Kettenbedingung*.

Ergdnzung 3.5.20. Auf Englisch spricht man von der descending chain condition
oder kurz dcc oder auch von artinian modules. Darin liegt eine gewisse Ironie
der Geschichte: Emil Artin war ndmlich armenischen Ursprungs und seine Familie
hatte ihren Familiennamen Artinian extra zu Artin eingedeutscht.

Ergdnzung 3.5.21. Man kann auch zeigen, daf ein Kring genau dann endliche
Linge hat, wenn er ein artinscher Kring alias artinsch als Modul iiber sich sel-
ber ist. Diese Erkenntnis scheint mir im Gesamtgebdude der Theorie eher neben-
sachlich und ich selber werde stets von Kringen endlicher Lange reden. Ich gebe
dennoch einen Beweis, da die Terminologie eines artinschen Krings oft verwen-
det wird. Problematisch ist nur der Nachweis, dal} jeder artinsche Kring bereits
von endlicher Léange ist. Wir zeigen dazu zunichst, dal jedes Primideal eines
artinschen Krings maximal ist. In der Tat ist der Restklassenring ein artinscher
Integritdtsbereich, und solch ein Kring muf} ein Korper sein: Wére sonst x eine
von Null verschiedene Nichteinheit, so miiste es n geben mit (z") = (z"!), also
2™y = ™" fiir eine Einheit y, und dann folgte x = y im Widerspruch zu unserer
Annahme, z sein keine Einheit. Weiter kann ein artinscher Kring nur endlich viele
maximale Ideale haben, da wir sonst aus Schnitten von immer groeren endlichen
Familien maximaler Ideale eine unendliche absteigende Folge von Idealen bilden
konnten. Nach 3.2.4 ist der Schnitt unserer maximalen Ideale das Nilradikal n un-
seres Krings. Wenn wir zeigen konnen, daf3 es ein n gibt mit n” = 0, so sind wir
fertig mit derselben Argumentation wie oben. Sicher wird die Folge der n" stabil,
sagen wir n” = n"*! = . = a.Ista # 0, so folgt a> = a # 0, und dann gibt
es auch ein minimales Ideal b C a mit ab # 0. Offensichtlich ist jedes solche
minimale b ein Hauptideal, also b = (x) mit x # 0. Andererseits gilt fiir jedes
solche minimale b auch ab = b, zusammen also az = (z). Dann gibt es aber
y € amit yr = x und damit y"x = z fiir alle r. Da aber y nilpotent ist, steht das
im Widerspruch zu x # 0.

Ergdnzung 3.5.22. Analoges gilt mit einem umfangreicheren Beweis sogar fiir be-
liebige, nicht notwendig kommutative Ringe: Jeder Ring, der als Linksmodul tiber
sich selber artinsch ist, ist als Linksmodul uiber sich selber bereits von endlicher
Linge. Solche Ringe heilen auch linksartinsch. Einen Beweis findet man zum
Beispiel in [ ].

Ubungen

Ubung 3.5.23. Man zeige: Ist ein Ring einfach als Linksmodul iiber sich selbst,
so ist unser Ring ein Schiefkorper.
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Ubung 3.5.24. In jedem Ring 4Bt sich auch jedes echte Links- bzw. Rechtsideal
vergrofern zu einem maximalen echten Links- bzw. Rechtsideal. Genau dann ist
ein Linksideal maximal, wenn der Quotient danach ein einfacher Modul ist. Jeder
von Null verschiedene Modul iiber einem Ring besitzt einen einfachen Subquo-
tienten. Insbesondere besitzt jeder von Null verschiedene Ring mindestens einen
einfachen Modul. Hinweis: 1.10.4.

Ubung 3.5.25. Jeder endlich erzeugte und von Null verschiedene Modul besitzt
einen einfachen Quotienten. Hinweis: 3.5.24. Der Z-Modul Q besitzt als Z-Modul
weder einfache Untermoduln noch einfache Quotienten. Als (Q-Modul ist QQ da-
hingegen einfach.

Ubung 3.5.26. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Korper, so ist jeder einfache
k[X]-Modul eindimensional und isomorph zu k[ X]/(X — A) fiir genau ein A € k.

Ubung 3.5.27. Der Quotient eines Moduls nach einem maximalen echten Unter-
modul ist stets ein einfacher Modul.

Ubung 3.5.28. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Korper k und eine k-
Kringalgebra A von endlichem Typ ist jeder A-Modul von endlicher Liange bereits
endlichdimensional, und seine Léange fillt mit seiner Dimension als k-Vektorraum
zusammen.

Ubung 3.5.29. Der einzige einfache Modul iiber dem Endomorphismenring ei-
nes endlichdimensionalen Vektorraums ist der besagte Vektorraum selber, bis auf
Isomorphismus.

Ubung 3.5.30. Man zeige: Ein Z-Modul M ist von endlicher Linge genau dann,
wenn er endlich ist. Seine Linge ist dann die Zahl der Primfaktoren seiner Kardi-
nalitit | M|, mit Vielfachheiten gerechnet.

Ergiinzende Ubung 3.5.31. Man zeige, daB jeder Modul endlicher Linge artinsch
ist. Ein Beispiel fiir einen artinschen Z-Modul unendlicher Linge ist der Quotient
7271 /7.

Ubung 3.5.32. Sei A ein noetherscher Kring. Man zeige: Ist der Quotient von A
nach seinem Nilradikal A/ /0 von endlicher Linge, so ist bereits A selbst von
endlicher Linge.

3.6 Hauptraumzerlegung von Moduln*

Lemma 3.6.1 (Verallgemeinerte Hauptraumzerlegung). Gegeben ein Modul
M iiber einem Kring R und ein maximales Ideal x € Max R setze man M, 1=
{m € M | x*m = 0 fiir k > 0}. Mit dieser Notation liefern die Inklusionen eine
Einbettung

@ M(X) —~ M

x€Max R
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Weiter ist das Bild dieser Einbettung die Vereinigung aller Untermoduln endlicher
Liinge.

3.6.2. Im Spezialfall eines Polynomrings in einer Verdnderlichen iiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper £ ist das die Hauptraumzerlegung [ ] ,
vergleiche auch [[LA2] . Unter der Bijektion & = Max(k[X]), A — (X —\)
entspricht genauer die Hauptraumzerlegung des durch Multiplikation mit X ge-
gebenen Endomorphismus des k-Vektorraums M genau der Zerlegung in der Pro-
position.

Beweis. Wiire die Summe der M, nicht direkt, so wire auch schon eine endliche
Teilsumme nicht direkt und wir hitten notwendig eine endliche direkte Teilsumme
My & ... ® M, die von einem weiteren M) nichttrivial geschnitten wird.
Wegen (M ® N)y = M) © Ny hiitten wir dann g # x mit M,y N M,y # 0.
Das ist aber absurd, da gilt R = xy + p,alsol = a+bdmita € x, b € u, also
fiir alle n auch 1 = (a + 0)*" = ¢+ d mitc € ", d € p™, und damit 1m = 0
fir alle m € M,y N M,,. Die Summe ist also direkt und es reicht, wenn wir fiir
M von endlicher Linge M = ) M, zeigen. Unter dieser Annahme ist klar, daf}

wir paarweise verschiedene i, ..., X, € Max R finden kdnnen und n € N mit
(X1---X#)"M =0
Der chinesische Restsatz [AL] liefert dann einen Isomorphismus

R/(x1---xe)" = R/XT X ... x R/XD

den wir benutzen konnen, um unser M aufzufassen als einen Modul iiber dem
Produktring. Die Elemente e; in diesem Produktring mit einem einzigen Eintrag
1 an der ¢-ten Stelle und Nullen sonst haben als Elemente der rechten Seite die
Eigenschaft x'e; = 0 und fiir alle m € M gehort m = e;m + ... + e, m folglich
zur Summe der M,). ]

Ubungen

Ubung 3.6.3. Man bestimme die verallgemeinerte Hauptraumzerlegung von Z/1000Z.

Ubung 3.6.4 (Hauptraumzerlegung iiber Kringen endlicher Liinge). Ist R ein
Kring und M ein R-Modul, der die Vereinigung seiner Untermoduln endlicher
Lénge ist, so sind fiir alle x € Max R die Kompositionen M) — M — M,
Isomorphismen mit der Lokalisierung nach x und fiir maximale Ideale xy # p
ist die Komposition M,y < M — M, die Nullabbildung. Insbesondere ist fiir
jeden Modul M iiber einem Kring endlicher Lange die Abbildung aus 3.3.6 ein
Isomorphismus
M5 T M

xEMax R

102



4 Ganze Kringerweiterungen und Dimension

4.1 Ganze Kringerweiterungen

4.1.1. Ich beginne mit einigen Erinnerungen. Sei A C B eine Kringerweiterung.
Ein Element b € B heifit wie in 1.9.2 ganz iiber A genau dann, wenn es Nullstelle
eines normierten Polynoms mit Koeffizienten in A ist, wenn es also n > 1 und
a; € A gibt mit

B 4 a, 0" P+ . +ab+ag=0

Definition 4.1.2. Eine Kringerweiterung A C B heilit ganz genau dann, wenn
jedes Element b € B ganz ist iiber A. Einen Kringhomomorphismus ¢ : A — B
nennen wir ganz genau dann, wenn p(A) C B eine ganze Kringerweiterung ist.

Beispiel 4.1.3. Wie bereits in 1.9.4 besprochen ist die Kringerweiterung R[7T"| C
R[T, T~'] nicht ganz, genauer ist 7! nicht ganz iiber R[T fiir jeden von Null
verschiedenen Kring R.

4.1.4 (Ganz bleibt ganz unter Quotienten und Lokalisierungen). Ist A C B
eine ganze Kringerweiterung und / C B ein Ideal, so ist auch (A/AN1I) C B/I
eine ganze Kringerweiterung. Ist A C B eine ganze Kringerweiterungund 7' C A
eine Teilmenge, so ist auch T~*A C T~! B eine ganze Kringerweiterung.

Satz 4.1.5 (Charakterisierung ganzer ringendlicher Kringerweiterungen). Fiir
eine Kringerweiterung A C B sind gleichbedeutend:

1. Der Ring B wird als Kringerweiterung von endlich vielen iiber A ganzen
Elementen erzeugt;

2. Unsere Kringerweiterung ist ganz und ringendlich;
3. Unsere Kringerweiterung ist modulendlich.

Beweis. 2=>1 ist offensichtlich und 1=-3 hatten Sie bereits als Ubung 1.9.15 aus-
gefithrt. Wir miissen nur noch 3=-2 zeigen. Seien dazu by, ..., b, Erzeuger des
A-Moduls B. Gegeben b € B finden wir dann a,; € A mit

bbl = @ilbl + ..+ ambn
was wir umschreiben kénnen zur Matrixgleichung

b 0 bl aip -+ Qip bl
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Ziehen wir nun beide Seiten voneinander ab und multiplizieren mit der adjungier-
ten Matrix [ ] , so erkennen wir, dal fiir P das charakteristische Poly-
nom der Matrix der (a;;) gilt P(b)by = ... = P(b)b, = 0. Das hinwiederum
zeigt P(b) = 0, denn wir konnen ja die Eins von B als Linearkombination der b;
schreiben. [

Ergdnzung 4.1.6. Ein Modul iiber einem Ring hei3t treu genau dann, wenn nur die
Multiplikation mit dem Nullelement des Rings darauf die Nullabbildung liefert.
Der vorhergehende Beweis zeigt allgemeiner: Ist A C B eine Kringerweiterung
und gibt es einen treuen B-Modul M, der endlich erzeugt ist als A-Modul, so ist B
ganz tiber A. Ist dariiber hinaus a C A ein Ideal und gilt bAM C aM fiireinb € B,
so erfiillt b sogar eine Ganzheitsgleichung der Gestalt b +a,,_ 1" ' +...+ay = 0
mit a; € a. Das Argument bleibt dasselbe.

4.1.7 (Anschauung fiir ganze Kringerweiterungen). Um fiir den Begriff ei-
ner ganzen Kringerweiterung eine Anschauung zu entwickeln, betrachte man den
Fall, da A = O(X) der Ring der reguliren Funktionen auf einer affinen Va-
rietdt X ist und da B nilpotentfrei ist und als A-Ring erzeugt wird von einem
einzigen Element b. Ist f € O(X)[T] = O(X x k) ein normiertes Polynom mit
f(b) = 0, so ist B der Ring der polynomialen Funktionen auf einer abgeschlos-
senen Teilmenge des Nullstellengebildes Z(f) C X x k und unsere Inklusion
A C B entspricht geometrisch der durch das Weglassen der letzten Koordinate
definierten Abbildung. Die Faser iiber z € X besteht also aus den Wurzeln des
Polynoms f(x,T") € k[T] und daB unser Polynom f normiert sein soll, bedeutet
geometrisch, daB ,,an keiner Stelle z € X eine dieser Wurzeln nach Unendlich
streben kann*.

4.1.8. Sei A C B eine Kringerweiterung. Sind Elemente x4, ...,z, € B ganz
tiber A, soist A[zy,...,x,] nach 4.1.5 ganz iiber A. Ist A C B eine Kringerwei-
terung, so bilden mithin alle iiber A ganzen Elemente von B einen Teilring von
B. Der Kring aller tiber A ganzen Elemente von B heif3t der ganze Abschluf3 von
Ain B.

4.1.9 (Transitivitit der Ganzheit von Kringerweiterungen). Sind C' > B D A
Kringe und ist C' ganz iiber B und B ganz iiber A, so ist auch C' ganz iiber A.
Ist in der Tat ¢ € C gegeben, so existiert fiir ¢ eine Ganzheitsgleichung ¢ +
b1 L+ ..+ by tiber B.Im Turm Albg, ..., b,_1,c] D Albg,...,ba1] D Aist
dann jede der beiden Ringerweiterungen modulendlich nach 4.1.5. Damit ist aber
nach 1.9.12 auch die gesamte Ringerweiterung modulendlich und nach 4.1.5 ist
folglich ¢ ganz tiber A.

Lemma 4.1.10 (Sandwich-Lemma). Gegeben ein Sandwich B D A D k von
Kringen mit B modulendlich iiber A und B ringendlich iiber k und k noethersch
ist A ringendlich iiber k.
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Y

PR

Die Erweiterung k[ X, Y]/(Y? — X)) D k[X] ist ganz.

7

Die Erweiterung k[X,Y]/((XY — 1)Y') D k[X] ist nicht ganz. Formal zeigt das
die Surjektion k[ X, Y]/{((XY — 1)Y) — k[X,Y]/((XY — 1)) = k[X, X 1]
zusammen mit Beispiel 4.1.3.

105



Bemerkung 4.1.11. Ein Spezialfall dieses Lemmas, fiir das die Theorie ganzer
Kringerweiterungen nicht in voller Stirke benotigt wird, bildet das Riickgrat des
in 1.9.10 gegebenen Beweises fiir den Hilbert’schen Nullstellensatz in seiner kor-
pertheoretischen Form. Wir werden das Sandwich-Lemma im weiteren Verlauf
insbesondere beim ,,Verkleben von Punkten* 4.2.15 benétigen.

Beweis. Wir wihlen ein endliches Erzeugendensystem by, ...,b, von B als A-
Modul, das gleichzeitig B als k-Kring erzeugt. Nach 4.1.5 finden wir fiir jedes
Element dieses Erzeugendensystems eine Ganzheitsgleichung iiber A. Bezeichnet
K C A den von allen Koeffizienten dieser Gleichungen iiber £ erzeugten Teilring,
so erhalten wir ein Sandwich

B>OADKDE

mit B modulendlich iiber K und K ringendlich iiber k. Nach dem Hilbert’schen
Basissatz 1.7.11 ist K also noethersch und damit A modulendlich iiber K und
damit A ringendlich iiber &. ]

Beispiel 4.1.12. Ist k ein Korper und B eine ringendliche k-Kringalgebra, so ist
jede Unterringalgebra A C B endlicher Kodimension auch ringendlich tiber k.
Zum Beispiel ist A = {P | P'(0) = 0} = k + (I*) C k[T] der Ring der
polynomialen Funktionen auf der Neil’schen Parabel und A = {P | P(1) =
P(=1)} = k+ (T? — 1) C k[T] der Ring der polynomialen Funktionen auf der
nodalen Kubik, vergleiche 2.2.6.

Ubungen
Ubung 4.1.13. Man zeige, daB der ganze AbschluB von C[X,Y]/(X?® — Y?) in
seinem Quotientenkorper isomorph ist zum Polynomring C[T].

Ubung 4.1.14. Man berechne die ganzen Abschliisse von Z[v/3] und Z[v/5] je-
weils in ihren Quotientenkorpern.

Ergiinzende Ubung 4.1.15. Ist A C B eine Kringerweiterung und B nullteilerfrei
und gibt es ein Ideal / C B mit B = A & I, so ist auBBer den Elementen von A
selbst kein Element von B ganz tiber A.

4.2 Going-up

Satz 4.2.1 (Ganze Kringerweiterungen und Primideale). Sei A C B eine ganze
Kringerweiterung. So gilt:

1. Jedes Primideal von A ist der Schnitt mit A eines Primideals von B. Das
Herunterschneiden von Primidealen induziert also in Formeln eine Surjek-
tion Spec B — Spec A;
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2. Fiir je zwei echt ineinander enthaltene Primideale q C p des grofien Krings
B gilt auch fiir ihre Schnitte mit dem kleinen Kring (qN A) C (pN A).

4.2.2. Der zweite Teil des Satzes impliziert insbesondere, da3 das Urbild von
Max A unter unserer Surjektion Spec B — Spec A genau Max B ist. Mit dem
Beweis dieser Aussage in 4.2.4 werden wir gleich den Beweis des Satzes begin-
nen. Ist A C B keine ganze Kringerweiterung, so mufl das Herunterschneiden
keine Surjektion auf den Primspektren liefern. Das einfachste Gegenbeispiel ist
Z C Q. Ein Gegenbeispiel im geometrischen Fall wire die Erweiterung

K[X] C k[X,Y]/(XY — 1)

die geometrisch der Projektion einer Hyperbel auf die z-Achse entspricht. Hier
liegt der Ursprung nicht im Bild. in algebraischer Sprache kann also das Primideal
(X)) nicht durch Herunterschneiden erhalten werden.

Lemma 4.2.3. Gegeben eine ganze Kringerweiterung zwischen Integritditsberei-
chen ist der eine Integritditsbereich ein Korper genau dann, wenn der andere ein
Koérper ist.

Beweis. Sei A C B unsere Kringerweiterung. Ist A ein Korper und b € B gege-
ben, so finden wir eine Gleichung

"+ a, 0" P+t ab+ag=0

mit n > 1 und a; € A, und da B ein Integritétsbereich ist, diirfen wir bei b # 0
sogar annehmen ay # (. Bringen wir nun q( auf die andere Seite, teilen durch
(—ap) und klammern b aus, so erhalten wir das Inverse zu b. Also ist mit A auch
B ein Korper. Ist umgekehrt B ein Korper, so besitzt jedes a € A ein Inverses
b € B, und multiplizieren wir eine Gleichung fiir b wie oben mit a"*, so folgt
b € A. Also ist mit B auch A ein Korper. ]

Lemma 4.2.4. Sei A C B eine ganze Kringerweiterung und p C B ein Primideal.
Genau dann ist p ein maximales Ideal in B, wenn ANy ein maximales Ideal in A
ist.

Beweis. Wir betrachten die ganze Erweiterung von Integrititsbereichen
(A/ANp) C (B/p)

und miissen nach 1.10.6 zeigen, daB der eine Integrititsbereich ein Korper ist ge-
nau dann, wenn der andere ein Korper ist. Das aber sagt gerade das vorhergehende
Lemma 4.2.3. 0
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Bemerkung 4.2.5. Der folgende Beweis fiir den ersten Teil des Satzes benétigt das
Zorn’sche Lemma, um in einer Lokalisierung eines Restklassenrings von B die
Existenz eines maximalen Ideals sicherzustellen. Arbeiten wir mit noetherschen
Kringen, so konnten wir das auch noch mit einer etwas schicheren Version des
Auswahlaxioms zeigen. Im Anschluf3 zeigen wir noch, wie man die Aussagen
des Satzes im Fall einer modulendlichen Kringerweiterung ohne das Zorn’sche
Lemma zeigen kann.

Beweis des Satzes 4.2.1 iiber ganze Kringerweiterungen. 1. Sei P C A ein Prim-
ideal. Wir lokalisieren am Komplement S := A\ P von P in A und erhalten ein
kommutatives Diagramm

B — S'B
U U
A = S71A

dessen Vertikalen ganze Ringerweiterungen sind. Nun ist S~! P das einzige ma-
ximale Ideal von S~'A und S~!B ist nicht der Nullring. Mithin besitzt S~'B
maximale Ideale, und jedes maximale Ideal m C S~!'B schneidet S~'A nach
4.2.4 im einzigen maximalen Ideal S~!P. Das Urbild von m in B ist also unser
gesuchtes Primideal p C Bmitp N A = P.

2. Betrachten wir in A die multiplikativ abgeschlossene Teilmenge S := A\p,
so ist S™'(A N p) ein maximales Ideal in S™'A. In S~'B haben wir jedoch
S~lq € S~!p. Folglich ist das Ideal S~'q nicht maximal in S—!B, folglich ist
SlgnS7'A = S71(q N A) nicht maximal in S~'A nach 4.2.4, folglich gilt
qNA#pnA. O

Erginzung 4.2.6 (Beweis ohne Zorn im modulendlichen Fall). Ist ganz allgemein
A C B eine ganze Kringerweiterung und a C A ein echtes Ideal, so ist auch
das Erzeugnis (aB) von a in B ein echtes Ideal. Das kann man aus 4.2.1 folgern,
da jedes echte Ideal zu einem maximalen Ideal vergroflert weden kann, aber wir
konnen es auch ohne Zorn zeigen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen
wir unsere Kringerweiterung dabei modulendlich annehmen, denn 148t sich die
Eins von B als Linearkombination von Elementen von a darstellen, so auch schon
die Eins des von den Koeffizienten iiber A erzeugten Teilrings. Ist by, ..., b, ein
Erzeugendensystem des A-Moduls B, so folgt aus (aB) = B die Existenz von
Gleichungen
by = apby +...4+ abn

bn = anlbl +...+ a,mbn

mit a;; € a oder in Matrixschreibweise b = Ab alias (A-1 )l; — 0. Multiplizieren
wir mit der adjungierten Matrix, so folgt erst det(A—1) = 0 und durch Auswerten
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der Determinante dann 1 € a alias a = A. Um nun auch 4.2.1 im modulendlichen
Fall ohne Zorn zu zeigen, bemerken wir, da3 das einzige maximale Ideal a =
S~1P von S~'A nach unserer Voriiberlegung ein echtes Ideal in S™! B erzeugt.
Teilen wir diese Ideale weg, so erhalten wir eine modulendliche Kringerweiterung
eines Korpers. Darin gibt es offensichtlich ein maximales Ideal, und dessen Urbild
ist notwendig ein maximales Ideal in S~ B. Nun kann der Beweis so weiterlaufen
wie Zuvor.

Korollar 4.2.7 (Going-up). Sei A C B eine ganze Kringerweiterung. Gegeben
ein Ideal b des Krings B gibt es fiir jedes Primideal P von A mit (bNA) C P ein
Primideal p von B mit b C p und p N A = P, im Diagramm

bc@cB
U U U
bNnA ¢ P Cc A

Beweis. Wir gehen zur ganzen Kringerweiterung A/(b N A) C B/b tiber und
erinnern, da nach 4.2.1 fiir jede ganze Kringerweiterung das Herunterschneiden
eine Surjektion zwischen den Mengen der Primideale der jeweiligen Ringe indu-
ziert. 0

Ergdnzung 4.2.8. Dieser Satz wurde zuerst von Wolfgang Krull fiir nullteiler-
freie Ringe bewiesen. Irvin Cohen und Abraham Seidenberg verallgemeinerten
ihn dann auf den Fall beliebiger Ringe und vereinfachten gleichzeitig den Beweis.
Wolfgang Krull begann sein Studium in Freiburg und kam auch zur Promotion
wieder nach Freiburg, wo er zwei Jahre lang als aullerordentlicher Professor titig
war.

4.2.9 (Geometrie ganzer Kringerweiterungen). Eine Abbildung von topologi-
schen Rdumen heillit ganz allgemein abgeschlossen genau dann, wenn das Bild
jeder abgeschlossenen Teilmengen wieder abgeschlossen ist. Das Korollar kann
geometrisch dahingehend formuliert werden, daf} jede ganze Kringerweiterung
A C B eine abgeschlossene Surjektion Spec B — Spec A zwischen den Spek-
tren der beteiligten Ringe induziert, die wir uns dafiir mit ihrer Zariski-Topologie
aus 3.2.11 versehen denken.

4.2.10 (Herkunft der Bezeichnungen ,,Going-up‘ und ,,Going-down*‘). Der
Name ,,Going-up* bezieht sich darauf, dal man mit diesem Korollar erkennt, dal3
wir fiir jede Primidealkette ) C P, C ... in A oder englisch ,,a chain of pri-
me ideals going up* und fiir jede Wahl eines Primideals p, im groen Kring B
mit po N A = P, eine Primidealkette py C p; C ... in B finden konnen mit
p; N A = P, fiir alle 7. Das analoge ,,Going-down-Theorem*, bei dem man statt-
dessen absteigende Primidealketten in A betrachtet, gilt nur unter wesentlich stér-
keren Voraussetzungen, vergleiche 4.6.5. Es mag merkwiirdig wirken, da8 hier die
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,kleinen* Primideale mit grolen Buchstaben bezeichnet werden und die ,,grof3en*
Primideale mit kleinen Buchstaben. Das gefiel mir nur deshalb besser, weil so die
meisten explizit notierten Primideale, wie es sich gehort, durch kleine Buchstaben
in Fraktur notiert werden.

Satz 4.2.11 (Ganze Kringerweiterungen und Krulldimension). Ist A C B eine
ganze Kringerweiterung, so haben beide beteiligten Kringe dieselbe Krulldimen-
sion, in Formeln

kdim A = kdim B

Beweis. Nach 4.2.1.2 liefert jede echt aufsteigende Primidealkette von B durch
Herunterschneiden eine echt aufsteigende Primidealkette von A. Nach dem Going-
up Theorem 4.2.7 148t sich umgekehrt jede echt aufsteigende Primidealkette von
A induktiv zu einer echt aufsteigenden Primidealkette von B hochheben. [

Satz 4.2.12 (Endlichkeitskriterium fiir die Fasern eines Morphismus). /st A C
B eine ganze Kringerweiterung und B noethersch, so hat Spec B — Spec A
endliche Fasern, d.h. das Urbild jedes Elements ist endlich.

4.2.13. Einen geometrischen Spezialfall haben wir schon in 2.4.16 gesehen. Ein
Gegenbeispiel fiir nicht noethersches B erhilt man leicht, indem man etwa fiir A
einen Korper und fiir B ein unendliches Produkt von Kopien von A nimmt. Ein
Gegenbeispiel mit einem Integrititsbereich B erhilt man, indem man etwa von
A = C[X] ausgeht und als B den ganzen Abschluf} von A in einem algebraischen
Abschlufl von C(X) nimmt: Die Fasern sind dann nach 4.6.8 die Galoisbahnen,
und man kann sich iiberlegen, daf} in diesem Fall alle Galoisbahnen von maxima-
len Idealen unendlich sind.

Beweis. Sei P € Spec A. So ist \/(PB) = (), p; nach 3.2.22 der Schnitt der
endlich vielen minimalen Primideale p; € Spec B, die (PB) enthalten. Sei nun
q € Spec BmitqN A = P. So folgt ¢ D +/(PB), also q D p; fiir ein 4, also
q = p, fiir ein ¢, denn nach Going-up 4.2.7 haben wir

q2p; = qNADp,NADP u

Beispiel 4.2.14. Der ganze AbschluB von Z in Q[v/3] ist Z[+/3]. Hinweis: Mit
a+ bV3 liegt auch a — bv/3 im ganzen AbschluB}, also 2a, woraus folgt 2a € Z
und a® — 30 € Z, also 3(2b)* € Z, also 2b € Z. Setzen wir 2a := « und 2b := (3,
so folgt weiter o — 3% € 47Z. Quadrate in Z /47 sind aber nur 0 und 1, woraus
folgt %, 3% € 47 und damit a, b € Z.

Proposition 4.2.15 (Verkleben von Punkten). (k = k). Seien X eine affine
Varietdit und ¢ : X — Y eine surjektive Abbildung von X auf eine Menge Y,
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bei der alle Fasern endlich und fast alle Fasern einelementig sind. So wird Y mit
den reguliiren Funktionen O(Y) :={f :Y = k| foe € O(X)} wieder eine
affine Varietiit.

Beweis. Offensichtlich brauchen wir nur den Fall zu betrachten, dafl es genau
zwei Punkte p, g € X gibt mit p # ¢ aber p(p) = ¢(q). In O(X) hat der Teilring
A= {f € OX) | f(p) = f(¢)} dann endliche Kodimension und ist nach
dem Sandwich-Lemma 4.1.10 insbesondere ringendlich iiber k. Andererseits ist
O(X) modulendlich iiber A. Nach unseren allgemeinen Erkenntnissen 4.2.2 iiber
ganze Ringerweiterungen liefert also der Homomorphismus A — O(X) eine
Surjektion 7 : Max O(X) — Max A. DaB hier die Faser iiber 7(p) = m(q)
genau aus den beiden Elementen p und ¢ besteht und daf} alle anderen Fasern
einelementig sind, scheint mir offensichtlich: Zu je zwei verschiedenen Punkten
z,y € X\{p,q} gibt es ja eine reguldre Funktion mit f(z) = 1 und f(y) =
f(p) = f(q) = 0. Folglich existiert eine Bijektion r : Max A = Y mitk o7 =
. Per definitionem entsprechen unter dieser Bijektion die regulidren Funktionen
auf der affinen Varietit Max A genau den Funktionen aus dem eben definierten
Teilring O(Y') C Ens(Y, k). Damit muf} dann auch (Y, O(Y)) eine affine Varietit
sein. [

Ubungen

Ubung 4.2.16. Zeigen Sie die letzte Behauptung aus 2.2.6, daB sich fiir k = k ein
algebraisch abgeschlossener Korper jede Losung der Gleichung 23 + 22 = y? in
der Form (x,y) = (t* — 1,¢(t> — 1)) mit ¢ € k schreiben 14Rt.

Ergiinzende Ubung 4.2.17. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von affinen Varieti-
ten. Ist der Komorphismus ganz, so ist ¢ abgeschlossen.

Ubung 4.2.18. Wir erhalten die nodale Kubik, wenn wir zwei verschiedene Punkte
der affinen Gerade miteinander verkleben.

4.3 Quotienten nach endlichen Gruppen*

Satz 4.3.1 (Noether). Ist A ein Kring und operiert eine endliche Gruppe G auf
A durch Ringhomomorphismen, so ist A ganz iiber dem Invariantenring A. Ist k
ein noetherscher Kring und A ringendlich iiber k und operiert G durch k-lineare
Automorphismen, so ist auch der Invariantenring AC ringendlich iiber k.

4.3.2. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch noch, wenn wir statt der End-
lichkeit von G schwicher nur fordern, daf} alle Bahnen von GG in A endlich sein
sollen. Dieser Fall tritt typisch bei der Wirkung von Galoisgruppen auf.
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Beweis. Jedes a € A ist Nullstelle des normierten Polynoms [, ., (X — b) aus
AC[X], folglich ist A ganz iiber A®. Ist A ringendlich iiber &, so ist es auch rin-
gendlich iiber AY und damit modulendlich iiber A“ nach 4.1.5. Nach dem Sand-
wichlemma 4.1.10 ist damit A“ ringendlich iiber k. [

Satz 4.3.3 (Quotienten affiner Varietiiten nach endlichen Gruppen). (k = k).
Operiert eine endliche Gruppe G auf einer affinen k-Varietdt X, so wird der Bah-
nenraum X /G mit O(X/G) == {f : X/G — k| focan € O(X)} auch eine
affine Varietiit.

4.3.4. Unter den Annahmen des Satzes liefert die kanonische Abbildung insbe-
sondere einen Isomorphismus

O(X/G) = 0(X)¢

zwischen den regulidren Funktionen auf dem Bahnenraum und den G-invarianten
regulidren Funktionen auf X.

Beweis. Nach 4.3.1 ist der Invariantenring O(X )¢ ringendlich iiber %, und nilpo-
tentfrei ist er eh. Damit entspricht er einer affinen k-Varietidt. Der von der Einbet-
tung von k-Ringalgebren O(X)¢ — (O(X) induzierte Morphismus von affinen
Varietiten  : X — Max(O(X)%) ist sicher konstant auf G-Bahnen und induziert
folglich eine Abbildung

X/G — Max(O(X)%)

Diese Abbildung ist surjektiv, da bereits X — Max(O(X)%) surjektiv ist nach
4.2.2, angewandt auf die ganze Ringerweiterung O(X)% — O(X). Wir zeigen,
dal3 sie auch injektiv und damit bijektiv ist. Nach 2.1.14 gibt fiir je zwei G-Bahnen
eine regulidre Funktion, die auf der einen Bahn verschwindet und auf der anderen
konstant den Wert Eins annimmt. Das Produkt iiber alle GG-Verschobenen einer
derartigen Funktion ist dann sogar eine invariante Funktion mit besagter Eigen-
schaft. Die Existenz einer solchen Funktion zeigt, dal unser Morphismus auf den
zugrundeliegenden Punktmengen auch injektiv ist. Per definitionem entsprechen
unter unserer Bijektion X/G = Max(O(X)®) die reguléren Funktionen auf der
affinen Varietidt Max(O(X)“) genau den Funktionen aus dem eben definierten
Teilring O(X/G) C Ens(X/G, k). Damit muf dann auch (X/G,O(X/G)) eine
affine Varietit sein. ]

Ergdnzung 4.3.5. Operiert die endliche Gruppe G auf der affinen k-Varietidt X
und ist p € X/G ein Punkt des Quotienten, so nenne ich den Restklassenring
O(X)/(m,) den Faserring bei p. In der Tat wird sich sein Spektrum als die
,»schementheoretische Faser bei p* der Projektionsabbildung erweisen. Mit (m,,)
ist hierbei das von m, C O(X/G) in O(X) erzeugte Ideal gemeint.
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Ubungen

Ubung 4.3.6. Man zeige, daB die Quotientenvarietit C?/{+id} isomorph ist zum
Kegel {(x,y,2) € C? | 22+ y? = 2?}. Idem, wenn man C durch einen beliebigen
algebraisch abgeschlossenen Korper einer von Zwei verschiedenen Charakteristik
ersetzt.

Ubung 4.3.7. (k = k). Die symmetrische Gruppe S, operiert auf der Varietit
k™ durch Vertauschen der Koordinaten. Man zeige, dal der durch die elementar-
symmetrischen Polynome (si,...,s,) : k" — k™ gegebene Morphismus einen
Isomorphismus

k" /S, = k"
induziert. Hinweis: Das ist wenig mehr als eine geometrische Formulierung des
Hauptsatzes iiber symmetrische Polynome [AL]

4.4 Noether-Normalisierung

4.4.1. Ich erinnere [Al] : Gegeben Kringe A C B heifit eine Familie
ai,...,a, von Elementen von B algebraisch unabhiingig iiber A genau dann,
wenn der Einsetzungshomomorphismus A[T73, ..., T,] — B mit T; — a; injektiv
ist. Ich schreibe dann fiir sein Bild auch A['ay, ..., a,] mit einem Freiheitsstrich-
lein an der er6ffnenden Klammer. Ist besagter Einsetzungshomomorphismus nicht
injektiv, so heiflt unsere Familie algebraisch abhiingig iiber A.

Proposition 4.4.2 (Noether-Normalisierung von Hyperflichen). Gegeben ein
Korper k und ein nichtkonstantes Polynom f € k['Xy,..., X,]\k gibt es eine
Einbettung von k-Kringen k['Y1, ..., Y, 1] — k[' X1, ..., X,.]/{f), die eine gan-
ze Kringerweiterung ist.

Beweis. Wir beginnen mit dem Fall eines unendlichen Grundkérpers k& und ha-
ben in Multiindexnotation f = > ¢, X“. Die homogene Komponente von f von
maximalem Grad im Sinne von [AL] liefert eine Funktion auf dem k", die
bei einem unendlichen Grundkorper k nicht identisch verschwinden kann und die
demnach an einer Stelle (A, ... \,) nicht Null ist. Diese Stelle kann nicht der
Ursprung sein. Machen wir eine lineare Koordinatentransformation und wihlen
in anderen Worten neue Erzeuger Y7, ...,Y,, als Linearkombinationen der alten,
so konnen wir mithin erreichen, dal die homogene Komponente von maxima-
lem Grad bei (0, ...,0,1) nicht verschwindet. Das bedeutet jedoch gerade, daf}
in den neuen Variablen f ein skalares Vielfaches eines normierten Polynoms po-
sitiven Grades aus dem Polynomring (k['Y1,...,Y,_1])[Y,] ist, also eines nor-
mierten Polynoms positiven Grades aus dem Polynomring mit Koeffizienten in
E['Y1,...,Y,_1]. Damit ist klar, daf3

KIY1, o Ya] = B[ X0, X0l /(f) = (R[Ya, - Y)Yl /()
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ein injektiver ganzer Kringhomomorphismus ist. Im Fall eines endlichen Grund-
korpers gelingt derselbe Trick, wenn man auch nichtlineare Variablentransforma-
tionen zuldft. Sei etwa /5 maximal in der lexikographischen Ordnung mit cz # 0.
Wihlen wir als neue Erzeuger V; = X; + X fiir © < nund Y,, = X,, und suchen
uns dafiir r; mit der Eigenschaft, daB gilt 517y + Boro + ... + Bn1rn1 + Bn >
arri+aere+. ..+, 17,1+, fiir alle Multiindizes o« # 8 mit ¢, # 0, so wird
wieder f bis auf einen Skalar ein normiertes Polynom in (k['Y:,..., Y, 1])[Y,]
sein und wir konnen den Beweis in derselben Weise beenden. Mogliche r; mag
man finden, indem man sie induktiv von oben so wihlt, daf fiir alle « mit ¢,, # 0,
die sich erst in der i-ten Stelle von S unterscheiden, gilt 5;r; + ... + B,_17p—1 +
Bn > ri + ...+ Qp_1Tp_1 + Q. O

Satz 4.4.3 (Krulldimension von Polynomringen). Gegeben ein Korper k ist die
Krulldimension des Polynomrings k[T1, ..., T,] genau n, in Formeln

kdim k[T}, ..., T, =n

4.4.4. Im geometrischen Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers & = k
ist insbesondere die Krulldimension des £" genau n.

Beweis. Sei k ein Korper. DaB die Krulldimension von k[T7, ..., T},]| mindestens
n ist, scheint mir offensichtlich. Die andere Abschitzung kdim &[Ty, ..., T,] <n
zeigen wir durch Induktion iiber n. Ist p ein von Null verschiedenes Primideal, so
gibt es in p ein nichtkonstantes Polynom f und dann erhalten wir

kdim(k[Ty, ..., T,]/p) < kdim(k[Ty,...,T,]/(f))
= kdimk}[Tl,...7Tn_1]

= n—1

nach der Normalisierung fiir Hyperflichen 4.4.2 und Satz 4.2.11 {iber die Inva-
rianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen. Gegeben eine Kette
von Primidealen pg C p; € ... C p;in k[T, ..., T,] erhalten wir aber im Quo-
tienten nach p := p; eine Primidealkette aus genau / Primidealen und folgern so
damit aus dem vorhergehenden [ — 1 < n — 1 alias [ < n. O

Korollar 4.4.5 (Krull’scher Hauptidealsatz fiir Polynomringe). Sei k ein Kor-
per. Gegeben nichtkonstantes Polynom f € k['Ty, ..., T;]\k hat der Restklassen-
ring nach dem von diesem Polynom erzeugten Hauptideal die Krulldimension

kdim k[ Ty, ..., T)/(f) =d — 1

4.4.6. Geometrisch gesagt hat also fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper
k = kund f € k['Ty,..., Ty ein von Null verschiedenes Polynom positiven
Grades seine Nullstellenmenge Z( f) die Krulldimension d— 1. Stirkere Aussagen
in dieser Richtung wird der Krull’sche Hauptidealsatz 4.8.4 und insbesondere sein
Korollar 4.8.8 liefern.

114



Beweis. Das folgt unmittelbar aus der Normalisierung fiir Hyperflichen 4.4.2 und
der Kenntnis der Krulldimension von Polynomringen 4.4.3 und der Invarianz der
Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen 4.2.11. O

4.4.7. Sei X ein irreduzibler topologischer Raum endlicher Krulldimension. Ist
Y @& X eine irreduzible Teilmenge von X, so nennen wir die Differenz der Di-
mensionen die Ko-Krulldimension oder auch einfacher Kodimension von Y in
X und notieren sie

kdim X — kdimY =: cokdim(Y C X)

Unter einer Hyperfliche in X, genauer einer abgeschlossenen Hyperfliche in
X verstehen wir eine abgeschlossene Teilmenge Y & X, deren irreduzible Kom-
ponenten in X alle die Kodimension Eins haben. In 4.6.11 werden wir zeigen, dal3
diese Kodimension im Fall affiner Varietiten mit unserer relativen Krulldimension
kdim(Y C X) iibereinstimmt.

Satz 4.4.8 (Noether’s Normalisierungslemma). Ist k ein Korper und A ein von
Null verschiedener ringendlicher k-Kring, so gibt es x1,...,xq € A algebraisch
unabhdngig iiber k derart, daf$ A ganz ist iiber k|'x, . .., x,).

4.4.9. Nach der Invarianz der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen
4.2.11 muB3 die Zahl der algebraisch unabhingigen Elemente d in diesem Satz
genau die Krulldimension von A sein.

4.4.10 (Noether-Normalisierung im geometrischen Fall). Wird ein von Null
verschiedener k-Kring A erzeugt von einem k-Untervektorraum V' und ist £ un-
endlich, so zeigen wir beim Beweis des Normalisierungslemmas sogar, dal} die
x1,...,xq aus V gewidhlt werden konnen. Geometrisch bedeutet das, dal wir im
Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers £ fiir jede Zariski-abgeschlossene
Teilmenge X @& k" eine lineare Abbildung k" — k¢ so finden kdnnen, daB ihre
Restriktion X — k¢ auf den reguliren Funktionen einer ganzen Ringerweiterung
O(k?) — O(X) entspricht. Hierbei muf natiirlich unsere lineare Abbildung not-
wendig eine Surjektion k" — k¢ sein und im Fall X # k" gilt d < n.

Beweis. Induktion iiber die minimal mogliche Zahl von Erzeugern unserer k-
Algebra A. Brauchen wir gar keinen Erzeuger, so folgt aus unserer Annahme
A # 0 bereits £ = A und wir sind fertig mit d = 0. Sei sonst xy,...,x, ein
Erzeugendensystem mit so wenig Elementen wie moglich. Sind sie algebraisch
unabhingig iiber k£, so sind wir schon fertig. Sonst finden wir zwischen ihnen ei-
ne nichttriviale Relation f und erhalten mit der Normalisierung fiir Hyperflichen
4.4.2 Homomorphismen von k-Kringen

K'Yy, ..., Yo ] = k[ Xy, .., X, /{f) » A
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[lustration zum Noether’schen Normalisierungslemma, genauer seiner in 4.4.10
formulierten Verfeinerung im Fall eines unendlichen Grundkorpers. Hier ist
A = k[z,y]/(zy) die Algebra der reguldren Funktionen auf einer Hyperbel. Sie
ist weder ganz iiber k[z| noch ganz iiber k[y|, aber wihlen wir eine geeignete
Linearkombination dieser Erzeuger, etwa z1 := x — y, so ist A ganz iiber k[x1].
In der Tat haben wir ja 22 — 212 = 0 und %2 + 2,y = 0. Geometrisch bedeutet
das, daf} im neu gestrichelt eingezeichneten Koordinatensystem ,,auf keinem
Zweig unserer Kurve die zweite Koordinate, etwa y; := = + y oder auch
irgendeine andere mogliche zweite Koordinate, ins Unendliche strebt, wenn wir
die Koordinate x; auf der Nebendiagonalen gegen einen Punkt im Endlichen
streben lassen®.
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derart, daf die erste Inklusion eine ganze Ringerweiterung ist. Das Bild dieser
Verkniipfung ist dann ein Teilring B C A derart, da3 A ganz ist tiber B und daf}
B iiber k bereits von n — 1 Elementen erzeugt wird. Induktion im Verein mit der
Transitivitdt der Ganzheit 4.1.9 beendet dann den Beweis. ]

4.4.11 (Alternativer Beweis des Nullstellensatzes). Der Noether’sche Norma-
lisierungssatz 4.4.8 in Verbindung mit Going-up 4.2.7 oder vielmehr dem bei
seinem Beweis bendtigten Lemma 4.2.4 eroffnet einen alternativen Zugang zum
Nullstellensatz, der mir besonders anschaulich scheint. Das einzige Problem da-
bei ist, daB} diese Anschaulichkeit erst iiber die Briicke 2.2.4 zwischen Ringen
und Riumen erreicht wird, die ihrerseits auf dem Nullstellensatz beruht. Aber
sei’s drum: Es gilt zu zeigen, daB fiir jedes maximale Ideal eines Polynomrings
m C k[Ty,...,T,] tiber einem Korper k, den sich der Leser der besseren An-
schaulichkeit halber algebraisch abgeschlossen denken mag, die offensichtliche
Abbildung eine algebraische Korpererweiterung

k< k[T1,...,T,]/m

liefert. Nach dem Normalisierungssatz konnen wir x1, ..., x4 € k[T1,...,T,]/m
finden derart, da x1, . . . , x4 algebraisch unabhingig sind iiber £ und dal} der Rest-
klassenring k[T, ..., T,|/m ganz ist iiber k[x1, ..., 24]. Nach 4.2.4 ist dann auch
klxy, ..., x4] ein Korper. Das zeigt d = 0 und damit die Behauptung.

Korollar 4.4.12. Seien k ein Korper und A C B ringendliche Integritiitsberei-
che iiber k. So gibt es t € A\O und iiber A algebraisch unabhiingige Elemente
21, ..., 29 € B mit By ganz iiber Ay['z1, . . ., zq).

4.4.13 (Faktorisierungssatz). Im geometrischen Fall £ = k bedeutet das Korol-
lar unter Verwendung von 2.4.18: Fiir jeden dominanten Morphismus ¢ : X — Y
von irreduziblen affinen Varietiten existiert ein ¢ € O(Y)\O derart, da} ¢ :
0 1(Y;) — Y, faktorisiert als

e N Y) = kKT x Y, = Y,

wobei der erste Morphismus einer ganzen Ringerweiterung entspricht, also ins-
besondere surjektiv ist, und der zweite die Projektion auf den hinteren Faktor ist.
Insbesondere nimmt eine regulire Funktion auf einer Varietit entweder nur end-
lich viele Werte an oder aber alle Werte mit hochstens endlich vielen Ausnahmen.
Ich muf3 noch dariiber nachdenken, ob es dafiir nicht auch einen einfacheren Be-
weis geben konnte.

Beweis. Zunichst sei S := A\0. Sicher ist S~'B ringendlich iiber dem Kor-
per STt A. Nach Noether’s Normalisierungslemma 4.4.8 finden wir zy,...,24 €
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S~!B mit S~ B ganz iiber ST'A['21, . .., z4). Durch Wegmultiplizieren der Nen-
ner diirfen wir sogar z1, ..., 24 € B annehmen. Nach Annahme kdnnen wir auch
ein endliches Erzeugendensystem der k-Ringalgebra B wihlen. Jetzt betrachten
wir je eine Ganzheitsgleichung iiber S™'A['zy, . . ., z,4] fiir jeden dieser Erzeuger
und nehmen als ¢t € S einen Hauptnenner fiir alle diese Ausdriicke. [

Korollar 4.4.14 (iiber Bilder von Morphismen). Gegeben ein Morphismus von
affinen Varietditen umfafit das Bild stets eine offene dichte Teilmenge seines Ab-
schlusses.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem Faktorisierungssatz 4.4.13. [

Satz* 4.4.15 (Differentielles DominanzKkriterium fiir affine Raume). Sei k = £
ein algebraisch abgeschlossener Korper und f € k[T},...,T,] ein Polynom und
X = k"\Z(f) das Komplement seiner Nullstellenmenge und ¢ : X — k™ ein
Morphismus. Induziert fiir einen Punkt v € X der Komorphismus eine Injektion
mw(x)/mi(x) — m,/m2, so umfaf3t p(X) eine offene Teilmenge von k™.

4.4.16. Dieses Kriterium ist insbesondere in der Theorie der Liealgebren oft hilf-
reich. Im weiteren Verlauf dieser Vorlesung spielt es dahingegen keine Rolle. In
der Sprache der Differentiale aus [ ] ?? besagt unserer Bedingung, daf} das
Differential bei x eine Surjektion d,¢ : T, X — T,Y sein soll. Eine Variante in
dieser Sprache und in groBerer Allgemeinheit zeigen wir in [ 1?2,

Beweis. Wir setzen y := @(x). Offensichtlich folgt aus unserer Annahme, daf3
unser Morphismus ¢ eine Injektion gr,, Oy, — gr, Ox,, der assozierten gradu-
ierten Ringe induziert. Da unsere Filtrierungen ausschopfend und Hausdorff sind,
folgt mit 5.1.15 die Injektivitit Oy, — Ox , des Komorphismus und ¢ ist domi-
nant. Unser Satz folgt damit aus Korollar 4.4.14 iiber Bilder von Morphismen. []

Ubungen

Ubung 4.4.17 (Irreduzible Hyperfléichen in k™). (k = k). Man zeige: Das Bilden
der Nullstellenmenge liefert fiir beliebiges n > 0 eine Bijektion

Irreduzible Polynome Abgeschlossene irreduzible
ink[Ty,..., Ty, = Teilmengen des k"
bis auf Einheiten der Dimension n — 1
[/f] — Z(f)

oder in der Notation 3.1.34 mit den im Vorhergehenden erklirten Begriffsbildun-
gen kiirzer irk(k[T1, ..., T,]) — {Irreduzible Hyperflichen in k" }. Diese Aussa-
ge wird sich spiter als Spezialfall von 4.8.8 erweisen.
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Ubung 4.4.18. Gegeben ein algebraisch abgeschlossener Korper k = k und zwei
nichtleere algebraische Teilmengen X @& k" und Y @& k™ zeige man die Formel
kdim(X x Y) = kdim X + kdim Y. Hinweis: Noether-Normalisierung 4.4.8.

4.5 Transzendenzgrad

4.5.1. Ich erinnere an den Satz [AL] iber algebraische Korpererweiterun-
gen und insbesondere daran, da$ fiir Kérper M D L D K mit M /L algebraisch
und L/ K algebraisch auch M /K algebraisch ist.

Definition 4.5.2. Sei K /k eine Korpererweiterung. Eine Teilmenge E2 C K heifit
algebraisch abhéngig iiber & genau dann, wenn wir paarweise verschiedene
x1,...,%Z, € E und ein von Null verschiedenes Polynom P € k[X,..., X,]\0
finden konnen mit P(zy,...,z,) = 0. Andernfalls nennen wir unsere Teilmenge
E algebraisch unabhéngig iiber £.

Definition 4.5.3. Sei K /k eine Korpererweiterung. Eine Teilmenge £ C K heif3t
ein System von Transzendenzerzeugern genau dann, wenn K algebraisch ist
iber dem von E erzeugten Teilkorper.

4.5.4. Offensichtlich ist jedes minimale System von Transzendenzerzeugern al-
gebraisch unabhiingig und jede maximale algebraisch unabhingige Teilmenge ist
ein System von Transzendenzerzeugern. Hierbei sind die Begriffe minimal und
maximal in Bezug auf die Inklusionsrelation zu verstehen.

Satz 4.5.5 (Austauschsatz). Gegeben K /k eine Korpererweiterung, E C K ein
System von Transzendenzerzeugern und A C K eine endliche iiber k algebra-
isch unabhdngige Teilmenge gibt es eine Injektion o : A — FE derart, daf auch
(E\p(A)) U A ein System von Transzendenzerzeugern ist.

4.5.6. Mit dem Zorn’schen Lemma kann man dasselbe auch zeigen, ohne A als
endlich vorauszusetzen. Man argumentiert dazu analog wie in [Al]

Beweis. Das folgt leicht induktiv aus dem Austauschlemma 4.5.7, das wir im An-
schluB3 beweisen. Es erlaubt uns namlich, die Elemente von A der Reihe nach in
F hineinzutauschen. O

Lemma 4.5.7 (Austauschlemma). Seien K /k eine Korpererweiterung und E D
B ein System von Transzendenzerzeugern mit einer iiber k algebraisch unabhdn-
gigen Teilmenge. Ist a € K\B ein Element auf3erhalb von B derart, daf auch
B U {a} iiber k algebraisch unabhdingig ist, so gibt es e € E\ B derart, daf3 auch
(E\e) U {a} ein System von Transzendenzerzeugern von K /k ist.
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Beweis. Bezeichne K’ C K den von F iiber k erzeugten Teilkorper. Da a alge-
braisch ist iiber K’, finden wir ein Polynom

P(X, X1, Xa Vi, Y))

mit Koeffizienten in k sowie by,...,b, € Bund eq,... e, € E\B derart, daB
nach Einsetzen von by, ..., b,, eq1,..., e, fiir Xq,..., X, Y],...,Y, ein von Null
verschiedenes Polynom in K’[X] entsteht, das bei X = a eine Nullstelle hat. Wir
konnen hierbei zusitzlich r kleinstmoglich annehmen und haben dennoch r > 1,
da {a} U B ja nach Annahme iiber k algebraisch unabhingig ist. Nun fassen wir
P als Polynom in Y; auf und schreiben

P:ZPMYYL
o

mit Polynomen P, = P,(X, X;,...,X,,Ys,...,Y,) in den iibrigen Variablen als
Koeffizienten. Fiir mindestens ein  ist P, (X, by, ..., by, €2,. .., €,) als Polynom
von X nicht das Nullpolynom, da ja sonst auch P(X,by,...,b,,€1,€2,...,¢,)als
Polynom von X das Nullpolynom sein miifite, im Widerspruch zu unseren Annah-
men. Fiir diese P, erhalten wir beim Einsetzen notwendig ein von Null verschie-
denes Korperelement P,(a, by, ..., by, es,...,e.) # 0, da wir ja r kleinstmdglich
gewdhlt hatten. Lassen wir also Y7 als Unbestimmte stehen, setzen ansonsten in
alle Variablen ein wie zuvor, und setzen auch a fiir X ein, so erhalten wir ein Po-
lynom in Y7, das nicht das Nullpolynom ist, weil ja der Koeffizient von Y} nicht
fiir alle ¢+ Null ist, das aber nach Einsetzen von e; fiir Y; verschwindet. Folglich
ist e, algebraisch iiber dem von (F'\e;) U {a} erzeugten Teilkorper. O

Beispiel 4.5.8. Das folgende Beispiel zeigt, vor welchen Fallen man sich beim
Beweis hiiten muB. Sei etwa K = k(S,T)und @ = T? und e; = S und ey =
T. Das Polynom P = (X — Y2)(Y? — 1) = XY? — X — Y2Y2 + Y3 ver-
schwindet zwar beim Einsetzen von ¢ = X, e; = Y; und ey = Y5, in Formeln
P(a,eq,e3) = 0, aber dennoch liefert es keine algebraische Abhingigkeit von
e; = S iiber k(a, ey) = k(T). Derartigem Arger haben wir beim obigen Beweis
durch die Forderung vorgebeugt, daf} r kleinstmoglich sein soll.

Definition 4.5.9. Eine Transzendenzbasis einer Korpererweiterung ist ein alge-
braisch unabhéngiges System von Transzendenzerzeugern.

Satz 4.5.10 (Kardinalititen von Transzendenzbasen). Jede Korpererweiterung
mit einem endlichen System von Transzendenzerzeugern besitzt eine endliche Trans-
zendenzbasis und je zwei ihrer Transzendenzbasen haben gleich viele Elemente.

Beweis. Genau wie [ ] . O
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4.5.11. Mitdem Zorn’schen Lemma zeigt man analog wie in [AL] allgemei-
ner, daB} jede Korpererweiterung eine Transzendenzbasis besitzt und daB3 je zwei
ithrer Transzendenzbasen dieselbe Kardinalitit haben.

Definition 4.5.12. Die Kardinalitit einer und jeder Transzendenzbasis einer Kor-
pererweiterung mit einem endlichen System von Transzendenzerzeugern heif3t ihr
Transzendenzgrad und wird notiert

trgr(K/k) = trgr, K

Besitzt eine Korpererweiterung kein endliches System von Transzendenzerzeu-
gern, so setzten wir trgr( K /k) = oo und ignorieren in unserer Notation im allge-
meinen die auch hier durchaus moglichen Unterscheidungen zwischen verschie-
denen unendlichen Kardinalitédten.

Korollar 4.5.13. Sei k ein Korper. Gibt es einen Isomorphismus von k-Kringen
k(X1 ..., X,) = k(Y ..., Y,), so giltm = n.

Korollar 4.5.14 (Transzendenzgrad als Krulldimension). Gegeben ein ringend-
licher Integritiitsbereich A iiber einem Korper k stimmt die Krulldimension des
Krings A iiberein mit dem Transzendenzgrad iiber k seines Quotientenkiorpers, in
Formeln

kdim A = trgr, Quot(A)

Beweis. Wir wihlen mit dem Normalisierungslemma 4.4.8 iiber £ algebraisch un-
abhingige Elemente 1, ..., x4 € A derart, da3 A ganz ist iiber dem Polynomring
kl'zy,...,x4), und finden

kdim A = kdim k['zy, ..., x4) = d = trgr, k('z1, ..., 24) = trgr, Quot(A)

mit der Invarianz 4.2.11 der Krulldimension unter ganzen Kringerweiterungen,
der Berechnung 4.4.3 der Krulldimension von Polynomringen, und der Invarianz
4.5.10 des Transzendenzgrades unter algebraischen Korpererweiterungen. 0

Ergdnzung 4.5.15. Als abstrakter Korper besitzt C eine Transzendenzbasis B iiber
Q. Wire B abzihlbar, so wire auch Q(,B) abzihlbar und damit nach [AL]

auch eine algebraische Erweiterung C. Da dem nicht so ist, muf3 B iiberabzihlbar
und insbesondere unendlich sein, und daraus folgt dann mit [AL] leicht
|B| = |Q(1B)| = |C|. Als abstrakter Korper ist C also isomorph zum algebrai-
schen Abschluf} eines Funktionenkorpers iiber QQ in iiberabzéhlbar vielen, genauer
in |C| Verdnderlichen. Insbesondere besitzt C jede Menge Korperautomorphis-
men, und es gibt auch zahllose nicht surjektive Kérperhomomorphismen C — C.
Das steht in scharfem Kontrast zum Korper R, nach [ ] gibt es ndmlich
auBer der Identitit keinen Korperhomomorphismus R — R.
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Bemerkung 4.5.16. Das vierzehnte Hilbert’sche Problem fragt, ob fiir eine end-
lich erzeugte Korpererweiterung £ C K und einen Zwischenkorper £ C K und
einen ,,Zwischenring” R C K, der als Ring iiber £ endlich erzeugt ist, auch RNE
ein iiber k£ endlich erzeugter Ring sein muf3. Nagata fand dazu das erste Gegen-
beispiel. Inzwischen sind viele weitere Gegenbeispiele bekannt, von Mukai, Win-
kelmann, Steinberg, Kuroda und anderen.

Ergdnzung 4.5.17. Gegeben o, ..., «, € C linear unabhingig tiber (Q besagt die
Vermutung von Schanuel, daf der von den «; und den Werten der Exponential-
funktion bei «; erzeugte Unterkorper der komplexen Zahlen

Q(aq, ..., an,exp(aq), ..., exp(ay))

iiber Q mindestens den Transzendenzgrad n haben sollte. Im Spezialfall algebrai-
scher «; spezialisiert er zum Satz von Hermite-Lindemann, den wir in [ 12?2
erwihnt aber nicht bewiesen haben.

Vorschau 4.5.18. Eindimensionale holomorphe Mannigfaltigkeiten heilen auch
,,Riemann’sche Flichen“, da sie erstmals von dem Mathematiker Bernhard Rie-
mann betrachtet wurden und als reelle Mannigfaltigkeiten zweidimensional sind.
Die Zuordnung, die jeder zusammenhingenden Riemann’schen Fliche X den
Korper M(X) der meromorphen Funktionen auf X zuordnet, liefert eine Bijekti-
on

kompakte endlich erzeugte
zusammenhingende = Korpererweiterungen von C
Riemann’sche Flichen vom Transzendenzgrad 1

Genauer meinen wir hier rechts Riemann’sche Flichen bis auf Isomorphie und
links Korpererweiterungen bis auf Isomorphie von Korpern tiber C. Zum Beispiel
entspricht die Riemannsche Zahlenkugel P*C unter dieser Bijektion dem Korper
der gebrochen rationalen Funktion M(P'C) = C(t¢). Man kann weiter zeigen,
daf} gegeben zwei kompakte zusammenhéngende Riemann’sche Fldchen X, Y das
Zuriickholen von meromorphen Funktionen eine Bijektion auf Isomorphieklassen

nichtkonstante holomorphe ~ e C
{ Abbildungen X — Y } = Ring"(M(Y), M(X))
liefert. In diesem Licht wird die Galoistheorie im Fall endlich erzeugter algebrai-
scher Erweiterungen des Funktionenkorpers C(¢) sehr anschaulich. In der Sprache
der Kategorientheorie haben wir eine ,,Aquivalenz von Kategorien* vor uns. Eine
algebraische Version dieser Aquivalenz werden wir in 6.9.2 herleiten.
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Ubungen

Ubung 4.5.19. Sind M D K DO k Korper, so ist der Transzendenzgrad von M
iiber k£ die Summe der Transzendenzgrade von M iiber K und von K iiber k, in
Formeln

trgr(M/k) = trgr(M/K) + trgr(K/k)

Ubung 4.5.20. Seien k C K C M Korper und sei K algebraisch iiber k. Man
zeige: Sind xq,...,x, € M algebraisch unabhéngig iiber £, so sind sie auch
algebraisch unabhingig iiber K. Hinweis: 4.5.19.

Ubung 4.5.21. Jeder Zwischenkorper in einer korperendlichen Korpererweiterung
ist auch korperendlich iiber dem kleineren Korper. Hinweis: Man beachte 4.5.19,

eventuell [AL] , und das Diagramm
L C L(zsir,...,x,) cC M
U U

k- C k(xy,...,zs) C k(z1,..., s, Tsi1y.-.,Typ)

Erginzende Ubung 4.5.22. Gegeben zwei Korpererweiterungen eines gegebenen
Korpers existiert stets eine weitere Korpererweiterung des gegebenen Korpers, in
die sie beide eingebettet werden konnen. Mutige zeigen noch allgemeiner: Gege-
ben eine Familie von Korpererweiterungen eines gegebenen Korpers existiert stets
eine weitere Korpererweiterung des gegebenen Korpers, in die sie alle eingebettet
werden konnen.

4.6 Going-Down und maximale Primidealketten

Lemma 4.6.1. Seien A C B Kringe und C C B der ganze Abschlufi von A in B.
So ist fiir jedes S C A auch S~'C der ganze Abschluf3 von S~ A in S™'B.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei S multiplikativ abgeschlos-
sen. DaB alle Elemente von S~1C' ganz sind iiber S~' A ist klar. Ist umgekehrt b/ s
mitb € B und s € S ganz iiber S!A, so gilt eine Gleichung der Gestalt

b\" N\""ta,_
O+ (2) e 2
S S Sn—1 S0

mit s; € S, a; € A. Setzen wir t = 5081 ...5,_1 und multiplizieren unsere
Gleichung mit (st)™, so zeigt sie, daB bt ganz ist tiber A. Es folgt bt € C und
be STIC. O

Definition 4.6.2. Ein kommutativer Integrititsbereich heifit ganz abgeschlossen
oder auch normal genau dann, wenn er in seinem Quotientenkorper sein eigener
ganzer AbschluB ist.
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,l,,nA = O\

Ein Gegenbeispiel zu Going-Down im Fall, daB8 B kein Integrititsbereich ist,
liefert bereits die diagonale Einbettung k[T"] C k[T'] x k fiir einen Korper k.
Geometrisch sieht man, dal der mit p bezeichnet Punkt oben, der eigentlich Z(p)
darstellt, nicht zu einer irreduziblen Teilmenge Z(q) vergroBert werden kann,
deren Bild als AbschluB die ganze Gerade Z(() unten hat.
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4.6.3. Ein Kring A heif3t normal genau dann, wenn fiir jedes Primideal p C A die
Lokalisierung A, ein ganz abgeschlossener Integrititsbereich ist. Da nach 4.6.1
jede Lokalisierung eines ganz abgeschlossenen Integrititsbereichs an einer Teil-
menge, die nicht die Null enthilt, wieder ein ganz abgeschlossenener Integritits-
bereich ist, fallen damit fiir kommutative Integritéitsbereiche die beiden Bedingun-
gen ,,ganz abgeschlossen® und ,,normal* zusammen und wir verwickeln uns mit
obigen Definitionen nicht in Widerspriiche.

Beispiel 4.6.4. Nach [ ] ist Z normal. Dasselbe gilt mit demselben Be-
weis fiir jeden faktoriellen Ring. Insbesondere ist nach [AL] auch jeder
Polynomring k[77, . .., T, mit Koeffizienten in einem Korper normal.

Satz 4.6.5 (Going-down). Sei A C B eine ganze Kringerweiterung von Integri-
titsbereichen und sei A normal. So gibt es fiir je zwei Primideale () C P von A
und jedes Primideal p C B mitp N A = P ein Primideal ¢ C BmitqN A =Q
und q C p, im Diagramm

@CpcB
U U U
Q c P c A

4.6.6. Die Herkunft der Bezeichnung ,,Going-down‘ wurde bereits in 4.2.10 dis-
kutiert. Ich gebe hier einen Beweis, der mir besonders transparent scheint, der
aber eine gewisse Vertrautheit mit Galoistheorie voraussetzt. In 4.7 gebe ich einen
alternativen Beweis, der versucht, mit einem Minimum an Galoistheorie auszu-
kommen.

Beweis im ringendlichen Fall. Wir beginnen mit dem einfacheren und fiir unse-
re Anwendungen ausreichenden Fall, da3 B ringendlich ist iiber A. Dann ist
QuotB/ QuotA eine endliche Korpererweiterung. Wir vereinbaren die Abkiir-
zung K = QuotA. VergroBern wir unsere Korpererweiterung zu einer endli-
chen normalen Erweiterung N/K wie in [AL] und betrachten den von den
Bildern der Elemente von B unter der Galoisgruppe G = Gal(N/K) erzeug-
ten Teilring C' C N, so ist auch C' ganz iiber A von endlichem Typ. Da wir P
nach Going-up als Schnitt mit B eines Primideals von C' erhalten konnen, reicht
es sicher, die Aussage von Going-Down fiir unsere Kringerweiterung A C C' zu
zeigen. Das folgt jedoch leicht aus dem anschlieenden Satz 4.6.7. [l

Satz 4.6.7 (Fasern als Galoisbahnen). Seien A ein normaler Integritditsbereich,
N/ QuotA eine normale Korpererweiterung mit endlicher Galoisgruppe und C' C
N ein Teilring, der ganz ist iiber A und stabil unter der Galoisgruppe. So sind die
Fasern der Surjektion

Spec C' — Spec A
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Ein Gegenbeispiel zu Going-Down im Fall von Integritédtsbereichen liefert die
endliche Kringerweiterung, die durch Verkleben zweier verschiedener Punkte der
affinen Ebene im Sinne von 4.2.15 entsteht: Nehmen wir in unserer Ebene eine
Gerade durch genau einen unserer Punkte, davon das Bild und dann wieder
dessen Urbild, so besteht es aus einer Gerade nebst einem Punkt. Dieser Punkt
definiert ein maximales Ideal, das sich nicht so zu einem Primideal verkleinern
1aBt, dal dessen Schnitt mit dem verklebten Ring gerade das Definitionsideal des
Bildes unserer Gerade wire, oder geometrisch gesagt: Dieser Punkt liegt auf
keiner irreduziblen abgeschlossenen echten Teilmenge unserer Ebene, die unsere
urspriingliche Gerade umfal3t. In diesem Fall ist der verklebte Ring unten nicht
normal.
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genau die Bahnen der Galoisgruppe G in Spec C' und fiir q,p € SpecC folgt
genauer aus 7(q) ¢ p V7 € G bereits (4N A) ¢ (p N A).

Ergdnzung 4.6.8. Der Satz gilt allgemeiner auch ohne Endlichkeitsannahmen an
die Galoisgruppe. Den Beweis dieser Verallgemeinerung iiberlassen wir dem Le-
ser als Ubung. Hinweis: Hierzu benotigt man die Kompaktheit der Galoisgruppe
in der Krull-Topologie und [ ]

Ergdnzung 4.6.9. Ist unter den Annahmen des Satzes m € Max C ein maxima-
les Ideal, so ist C'/m eine normale Korpererweiterung von A/A N m. In der Tat
hat fiir ¢ € C' das Minimalpolynome Irr(c, Quot A) Nullstellen in C' und damit
Koeffizienten in C' N Quot A = A und kann folglich modulo A N m reduziert
werden.

Beweis. Gilt 7(q) ¢ o(p) fir alle 7,0 € G, so folgt mit 2.6.27 die Existenz
eines f € Cmit f € 7(q) V7 € Gund f & o(p) Vo € G. Das Produkt iiber
alle Galoiskonjugierten von f ist dann ein galoisinvariantes Element g € C'¢ mit
derselben Eigenschaft, also mit g € 7(q) V7 € Gund g € o(p) Yo € G. Nun ist
NY/K rein inseparabel nach [Al] und nach [AL] liegt folglich eine
hinreichend hohe Potenz ¢¥ von ¢ sogar in K. Da aber ¢" ganz ist iiber A, folgt
g~ € A. Nach Konstruktion haben wir nun ¢V € q N A aber ¢V & p N A. O

Beweis von Going-down im allgemeinen. Ist B nicht ringendlich iiber A, so funk-
tioniert derselbe Beweis, solange sich Quot B derart zu einer normalen Korperer-
weiterung von K := Quot A vergroBern 1dBt, da die zugehorige Galoisgruppe
endlich ist. Sonst lassen wir alle Riicksichten fallen und vergroern Quot B zu
einem algebraischen AbschluB K von K, in dem wir dann den ganzen Abschluf3
A C K von A betrachten. Wieder reicht es, die Behauptung von Going-Down
fir A C A zu zeigen. Wir betrachten dazu die Menge aller Paare (L, q;) beste-
hend aus einem Zwischenkérper L von K /K und einem Primideal q;, des ganzen
Abschlusses A, C Lvon Ain L mitq;, C p N Apund q, N A = Q. Sie ist of-
fensichtlich induktiv geordnet und hat folglich ein maximales Element (M, q,;).
Wiire aber dabei M # K, so konnten wir unser Paar noch vergroBern unter Zu-
hilfenahme des bereits bewiesenen Falles endlicher Galoisgruppen, indem wir M
vergrofern zum Zerfillungskorper eines geeigneten Polynoms mit Koeffizienten
in M und beachten, dal A;; normal ist. O

Satz 4.6.10 (Geometrisch relevante Ringe sind Kettenringe). In einem iiber
einem Korper ringendlichen Integritditsbereich hat jede nicht weiter verfeinerbare
Primidealkette dieselbe Linge.

4.6.11. (k = k). Im geometrischen Fall bedeutet dieser Satz fiir beliebige irredu-
zible abgeschlossene Teilmengen Y & X @ k" die Identitit

kdimY + kdim(Y C X) = kdim X
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Unsere Kodimension cokdim(Y C X), die wir in 4.4.7 fiir beliebige irreduzi-
ble abgeschlossene Teilmengen Y & X & k" eben als die Differenz der Krull-
dimensionen definiert hatten, stimmt also fiir affine Varietiten mit der relativen
Krulldimension iiberein.

4.6.12. Die Aussage des Satzes gilt keineswegs in allen noetherschen Integritéts-
bereichen endlicher Krulldimension. Fiir ein Gegenbeispiel mag man eine Loka-
lisierung eines Polynomrings betrachten bei der alle Elemente im Komplement
der Vereinigung zweier Primideale invertiert werden. Sie gilt noch nicht einmal
in allen allen lokalen noetherschen Integrititsbereichen, hier sind Gegenbeispiele
nicht so leicht zu konstruieren. Bei lokalen noetherschen Integritétsbereichen ist
aber zumindest die Endlichkeit der Krulldimension nach 5.5.13 noch im allgemei-
nen gesichert.

4.6.13. Man bezeichnet ganz allgemein Kringe endlicher Krulldimension, in de-
nen jede nicht weiter verfeinerbare Primidealkette dieselbe endliche Linge hat,
als Kettenringe. Als Ubung zeige man, daB jede Lokalisierung eines Kettenrings
an einem Primideal und jeder Quotient eines Kettenrings nach einem Primideal
auch selbst wieder ein Kettenring ist. Fiir eine affine Varietit X ist der Ring der
reguldren Funktionen O(X) ein Kettenring genau dann, wenn alle irreduziblen
Komponenten von X dieselbe Dimension haben, wenn also X dquidimensional
ist im Sinne der gleich folgenden Definition 4.6.14.

4.6.14. Ein noetherscher topologischer Raum heif3t Aquidimensional genau dann,
wenn alle seine irreduziblen Komponenten dieselbe endliche Dimension haben.

Beweis. Seien k unser Korper und B unser Integrititsbereich. Wir argumentieren
mit Induktion iiber kdim B. Wir finden eine Noether-Normalisierung, also einen
polynomialen Unterring A = k[zy,...,x,] C B mit B ganz iiber besagtem Un-
terring. Im Fall kdim B = 0 ist nichts zu zeigen. Sonst finden wir ein Primideal
p 2 0 von B und nach Going-up gilt auch p N A D 0. Ist p minimal unter den
von Null verschiedenen Primidealen von B, so ist nach Going-down 4.6.5 auch
p N A minimal unter den von Null verschiedenen Primidealen unseres Polynom-
rings. Also ist p N A ein Hauptideal. Damit hat A/(p N A) nach 4.4.5 eine um Eins
kleinere Krulldimension und mit der Invarianz der Krulldimension unter ganzen
Kringerweiterungen folgt

kdim B/p = kdim A/(p N A) =kdimA — 1 =kdim B — 1

Nach Induktionsannahme wissen wir aber bereits, da3 jede nicht weiter verfeiner-
bare Kette von Primidealen in B/p die Lange kdim B — 1 hat. Der Satz folgt. [
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Ubungen

Ubung 4.6.15. Man zeige: Operiert eine endliche Gruppe auf einem normalen
kommutativen Integrititsbereich, so ist auch der Invariantenring normal.

4.7 Beweis von Going-Down ohne Galois-Theorie**

4.7.1. In diesem Abschnitt gebe ich einen alternativen Beweis von Going-Down,
der mit einem Minimum an Galois-Theorie auskommt. Ich kenne diesen Beweis
aus [ ]. Die Begriffsbildungen und Aussagen dieses Abschnitts dienen nur
diesem alternativen Beweis und werden im weiteren Verlauf der Vorlesung sonst
nicht mehr benotigt.

Definition 4.7.2. Seien A C B Kringe und a C A ein Ideal. Ein Element b € B
heiflt ganz iiber dem Ideal a genau dann, wenn es n > 1 und a; € a gibt mit

b”—i—an,lb"*l—i—...—l—aozo

Lemma 4.7.3. Sei A C B eine Kringerweiterung und C' C B der ganze Abschluf3
von A in B. So kann der ganze Abschluf3 von a in B beschrieben werden als das

Radikal \/(aC') des von a in C erzeugten Ideals.

Beweis. Gegeben x € B mit 2™ + a,_12" ' + ... + a9 = 0 fir a; € a gilt
sicher x € C' und 2" € (aC) und folglich z € /(aC). Gegeben z € /{aC)
gilt umgekehrt 2" = a2y + ... + a,x, mita; € aund x; € C. Dann ist M :=

Alxy,...,x,| ein endlich erzeugter A-Modul und fiir die Multiplikation mit z"
gilt

" M — aM
Mit 4.1.6 folgern wir dann, daB3 " ganz ist liber a. [l

Lemma 4.7.4. Seien A C B Integritiitsbereiche, A ganz abgeschlossen und x €
B ganz iiber einem Ideal a C A. So ist x algebraisch iiber K := QuotA und die
Koeffizienten seines Minimalpolynoms liegen in +/a.

Beweis. Sei L/K der Zerfillungskorper des Minimalpolynoms von z. Alle seine
Nullstellen gehdren zum ganzen Abschluss von a in L, und nach 4.7.3 gehdren
damit auch alle seine Koeffizienten zum ganzen Abschluf3 von a in L. Andererseits
gehoren sie auch zu K und damit zum ganzen Abschlu} von a in K, und da A
ganz abgeschlossen ist, sogar zum ganzen Abschlufl von a in A. Dieser ganze
AbschluB ist aber nach 4.7.3 genau +/a. O
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Beweis von Going-Down ohne Galois-Theorie. Wir gehen zu B, iiber und miis-
sen nur A N (QB,,) = () zeigen, um mit 3.3.14 den Satz folgern zu kénnen. Nun,
jedes = € (QB,) hat die Gestalt v = y/smity € (()B) und s € B\p. Nach 4.7.3
ist y ganz iiber () und nach 4.7.4 liegen die Koeffizienten seines Minimalpolynoms
tiber K := Quot A in ) und unser Minimalpolynom hat die Gestalt

Y+ Gy o+ o

mit ¢; € Q. Liegt nun z = y/s in A und ist nicht Null, so haben wir s = yz~!

und das Minimalpolynom von s iiber K ist
8"+ (quo1/z)s" P+ ..+ (qo/2™)

Fiir die Koeffizienten v; dieses Polynoms gilt also 2" ‘v; = ¢; € . Da aber s
ganz ist iiber A folgt v; € A wieder mit 4.7.3. Hitten wir nun x ¢ @), so hitten
wir v; € @ fiir alle ¢ und damit s € (QB) im Widerspruch zu s ¢ p. Also gilt
x € () was zu zeigen war. [

4.8 Hauptidealsatz von Krull

Definition 4.8.1. Gegeben ein Kring R und ein Primideal p C R definiert man
die Hohe von p (englisch height) als die Krulldimension der Lokalisierung an p,
in Formeln

ht(p) := kdim R, = sup{/ | Es gibt in R eine Primidealkette po C ... C p; =p}

Das Supremum soll also in Worten gebildet werden iiber die Langen aller zu p
aufsteigenden Ketten von Primidealen von R.

4.8.2. In einem Kettenring R gilt natiirlich fiir jedes Primideal p die Identitéit
ht(p) + kdim(R/p) = kdim(R). In allgemeineren Ringen kann man nur < er-
warten: Dort konnte es ja passieren, dafl alle Primidealketten maximaler Lénge
das Primideal p vermeiden.

4.8.3 (Anschauliche Bedeutung der Hohe im geometrischen Fall). Ist X eine
affine Varietdt und p C O(X) ein Primideal, so entspricht unser Primideal ei-
ner irreduziblen abgeschlossenen Teilmenge Z(p) @& X. Die Hohe von p kann
dann geometrisch beschrieben werden als relative Krulldimension im Sinne von
2.5.15, in Formeln ht(p) = kdim(Z(p) C X). Ist X auch selbst irreduzibel, so
ist O(X) nach 4.6.10 ein Kettenring und nach 4.8.2 gilt fiir Y = Z(p) zusitzlich
die Identitit kdim(Y € X) = kdim X — kdim Y.

Satz 4.8.4 (Hauptidealsatz von Krull). Gegeben ein noetherscher Kring R und
ein Element f € R gilt fiir jedes Primideal p C R, das [ enthdlt und minimal ist
unter allen Primidealen mit dieser Eigenschaft, die Abschéitzung ht(p) < 1. Ist f
kein Nullteiler, so gilt sogar ht(p) = 1.
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4.8.5. Ein unabhingiger Beweis einer Verallgemeinerung wird in 5.5.16 gegeben.
Ein Primideal eines Rings R, das ein gegebenes Element f enthilt und minimal ist
unter allen Primidealen mit dieser Eigenschaft, nennen wir ein iiber f minimales
Primideal.

4.8.6 (Bedeutung des Hauptidealsatzes im geometrischen Fall). Ist X eine af-
fine Varietit und f € O(X) eine reguldre Funktion, so sind die iiber f minimalen
Primideale genau die Verschwindungsideale der irreduziblen Komponenten der
Nullstellenmenge Z(f) C X von f. Unser Satz besagt also, daB fiir jede irredu-
zible Komponente Y von Z( f) gilt

kdim(Y C X) <1

Des weiteren ist f kein Nullteiler genau dann, wenn es auf keiner irreduziblen
Komponente von X verschwindet, und unter dieser Zusatzannahme besagt unser
Satz fiir jede irreduzible Komponente Y von Z( f) genauver kdim(Y C X) = 1.
Ist zusitzlich X auch noch dquidimensional, so konnen wir mit 4.6.13 sogar noch
einen Schritt weitergehen und folgern kdim Y = kdim X — 1.

Beweis. Die Verschirfung fiir f ein Nichtnullteiler folgt unmittelbar daraus, daf3
jedes minimale Primideal eines Krings nach 3.2.8 aus Nullteilern besteht. Indem
wir sonst zu 1z, iibergehen, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-
nehmen, daB3 p das einzige maximale Ideal von R ist. Es gilt dann, fiir jedes Prim-
ideal ¢ C R mit q # p zu zeigen, daf} q ein minimales Primideal von R ist. Nach
Annahme gilt f ¢ q. Wir betrachten nun die kanonische Abbildung A : R — R,
in die Lokalisierung und setzen q¥) := A~'(g}). Dann bilden wir in R die Kette
von Idealen

a9+ (f) 2 a®+(f) > a¥+(f) >
Da R/(f) nach Konstruktion ein noetherscher Kring der Krulldimension Null ist

und folglich nach 3.5.17 endliche Linge hat, stabilisiert diese Kette von Idealen,
sagen wir bei

q" -+ (f) = a4 (f)
So kann jedes a € q™ dargestellt werden als @ = b + rf mit b € q*Y und
r € R. Nun impliziert 7 f € q™ aber \(rf) € qy und wegen A(f) € R weiter
A(r) € gy undsor € q(™. Mithin haben wir sogar

Es folgt f(q™ /q"t) = (g™ /q»*V), und da f im einzigen maximalen Ideal
unseres Rings liegt, liefert das Lemma 3.4.10 von Nakayama q™ = g™+ und
damit q; = qg“. Wieder mit Nakayama zeigt das jedoch gy = 0 und damit ist
das maximale Ideal von R, bereits nilpotent, also etwa nach 2.6.23 ein minimales
Primideal. [
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Satz 4.8.7 (Nullstellenmenge einer polynomialen Funktion). Ist X eine irredu-
zible affine Varietiit und f € O(X) eine von Null verschiedene reguliire Funktion,
so haben alle irreduziblen Komponenten der Nullstellenmenge Z(f) C X die
Kodimension Eins in X.

Beweis. Ist f nicht Null, so gilt nach dem Krull’schen Hauptidealsatz ht(p) = 1
fiir jedes tiber f minimale Primideal p von O(X). Jede irreduzible Komponen-
te Y von Z(f) ist also maximal unter den echten irreduziblen abgeschlossenen
Teilmengen von X. Da O(X) nach 4.6.10 ein Kettenring ist, folgt kdimY =
kdim X — 1 fiir jede irreduzible Komponente Y von Z( f). O

Korollar 4.8.8 (Gleichungen fiir Hyperflichen). Sei X eine irreduzible affine
Varietiit mit einem faktoriellen Ring von reguliren Funktionen O(X). So liefert
das Bilden der Nullstellenmenge eine Bijektion

Irreduzible Elemente von ~ Abgeschlossene irreduzible Teil-
O(X), bis auf Einheiten -mengen von X der Kodimension 1

/] = Z(f)

4.8.9. Den Spezialfall X = k" sollten Sie bereits als Ubung 4.4.17 ausgearbeitet
haben. Ist O(X) nicht faktoriell, so ist die Aussage im allgemeinen nicht mehr
richtig: In diesem Fall kann die Nullstellenmenge eines irreduziblen Elements
mehrere Komponenten haben und es kann umgekehrt passieren, da$ fiir das Ver-
schwindungsideal einer irreduziblen Hyperflache mehr als ein Erzeuger benétigt
wird.

Beweis. Ist O(X) faktoriell, so ist fiir f irreduzibel das Hauptideal ( f) prim und
mithin Z(f) irreduzibel. Nach dem Hauptidealsatz gilt auBerdem kdim Z(f) =
kdim X — 1. Das zeigt, dal unsere Abbildungsvorschrift sinnvoll ist. Die Injekti-
vitdt unserer Abbildung folgt mit dem Nullstellensatz, aus Z(f) = Z(g) folgt fiir
irreduzible f, g bereits (f) = (g). Ist umgekehrt Y & X irreduzibel von der Ko-
dimension Eins, so haben wir Y # X und es gibt folglich g # 0 mit Y C Z(g).
Da jede irreduzible Komponente von Z(g) die Kodimension Eins hat, muf Y mit
einer dieser Komponenten iibereinstimmen. Diese Komponenten sind aber genau
die Z(f) fiir die irreduziblen Faktoren f von g. O

Korollar 4.8.10 (Nullstellenmengen endlich vieler Funktionen). Gegeben ei-
ne irreduzible affine Varietit X und r reguliire Funktionen fy, ..., f, € O(X)
haben alle irreduziblen Komponenten der simultanen Nullstellenmenge unserer r
Funktionen Zx(fi,. .., f.) eine Kodimension < r in X.

Beweis. Vollstandige Induktion unter Zuhilfenahme des vorhergehenden Korol-
lars 4.8.7. [
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Korollar 4.8.11 (Darstellung algebraischer Mengen durch Gleichungen). Sei
X eine irreduzible affine Varietit und Z ¢ X eine irreduzible Teilmenge der
Kodimension c. So gibtes f1, ..., f. € O(X) derart, daf} Z eine irreduzible Kom-
ponente von Z(f1, ..., f.) C X ist.

Beweis. Im Fall Z = X ist nichts zu zeigen. Sonst gibt es eine von Null verschie-
dene Funktion f; € O(X) mit Z C Z(f1) und nach Krull hat jede irreduzible
Komponente von Z( f;) eine um Eins kleinere Dimension als X. Sicher liegt Z in
einer dieser irreduziblen Komponenten. Der Beweis kann nun mit Induktion tiber
die Kodimension zu Ende gefiihrt werden. [

Korollar 4.8.12 (Kodimension von Schnittmengen). Seien X eine irreduzible
affine Varietdit und Y, Z @ X irreduzible abgeschlossene Teilmengen von X. So
gilt fiir jede irreduzible Komponente W ihres Schnitts Y N Z die Abschdtzung
kdim W > kdimY + kdim Z — kdim X alias

cokdim(W C X) < cokdim(Y C X) + cokdim(Z C X)

4.8.13. Das Korollar gilt nicht mehr, wenn wir X nur dquidimensional anneh-
men. Ist X etwa die Vereinigung zweier zweidimensionaler Untervektorrdume,
die nur einen Punkt gemeinsam haben, so haben die beiden Komponenten Di-
mension Zweli, aber jede Komponente ihres Schnitts hat die Dimension Null.

4.8.14. In meinen Augen ist dieses Korollar eine groBartige Verallgemeinerung
der Abschitzung fiir die Kodimension des Schnitts affiner Teilrdume eines affinen
Raums in [ ] zum Fall von Teilmengen, die durch kompliziertere, nicht
mehr notwendig lineare, sondern eben polynomiale Gleichungen gegeben werden.

4.8.15. Fiir das Korollar ist es wesentlich, dal wir iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper arbeiten: Zwei Sphiren im R? etwa konnen sich beriihren und
so als Schnittmenge nur einen Punkt haben. Im Komplexen aber muf3 nach unse-
rem Korollar jede Komponente des Schnitts zweier algebraischer Flichen im C3
entweder eine Kurve oder eine Fldche sein.

Beweis. Seic = cokdim(Z C X).Nach4.8.10 finden wir fi, ..., f. derart, daB Z
eine irreduzible Komponente von Z(fi, ..., f.) ist. Jede irreduzible Komponente
von Y N Z liegt dann in einer irreduziblen Komponente von 2y (f1, . .., f.). Diese
haben jedoch nach 4.8.11 hochstens die Kodimension c in Y und damit hochstens

die Kodimension ¢ + cokdim(Y C X) in X. O

Ergdnzung 4.8.16. Ein lokaler noetherscher Integritédtsbereich, dessen maximales
Ideal ein von Null verschiedenes Hauptideal ist, hat als einziges weiteres Prim-
ideal das Nullideal. Dieser Spezialfall des Krull’schen Hauptidealsatzes 4.8.4 ist
nicht schwer direkt einzusehen: Ist (A, (g)) unser lokaler Integrititsbereich und
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q C A ein Primideal mit g ¢ q, so gilt ¢ = ¢q, denn jedes a € q 148t sich dar-
stellen als @ = ¢gb mit b € A und dann notwendig b € q. Dann aber zeigt das
Nakayama-Lemma sofort q = 0.

Satz* 4.8.17 (Definitionsliicken rationaler Funktionen). Jeder normale noe-
thersche Integrititsbereich A ist als Teilmenge seines Quotientenkorpers Quot A
der Schnitt tiber alle seine Lokalisierungen nach Primidealen der Hohe Eins. In
Formeln gilt mithin die Identitdt

A= () 4

ht(q)=1

4.8.18. Im geometrischen Fall sagt uns das insbesondere: Sei X eine irreduzible
affine Varietit, deren Ring O(X') von reguldren Funktionen normal ist. Sei U G X
eine offene Teilmenge, deren Komplement mindestens die Kodimension Zwei hat.
So ist die Restriktion eine Bijektion

O(X) S OU)

zwischen dem Ring der polynomialen alias regulidren Funktionen auf ganz X und
dem Ring der regulédren Funktionen auf U. In der Tat liegt jede rationale Funktion
f € M(X) mit der Eigenschaft, da das Komplement X\ D(f) ihres Definiti-
onsbereichs aus 3.1.31 keine irreduzible Komponente der Kodimension Eins hat,
bereits im Schnitt der Ox y fiir Y & X irreduzibel von der Kodimension Eins und
liegt damit nach 3.1.15 und unserem Satz 4.8.17 in O(X). Ist X nicht normal, so
gilt die Aussage im allgemeinen nicht mehr: Fiir ein Gegenbeispiel verklebe man
zwei Punkte einer affinen Ebene im Sinne von 4.2.15.

Beweis. Fir f € (Quot A)\A ist das Ideal I := {g € A | gf € A} nicht
ganz A. Seien p = pg, p1, .. ., P, die paarweise verschiedenen iiber / minimalen
Primideale nach 3.2.22. Man zeigt leicht I, = {g € A, | gf € A,}, die analoge
Formel gélte sogar fiir eine Lokalisierung nach einer beliebigen Teilmenge. Es
folgt f & A,. Konnen wir ht(p) = 1 zeigen, so sind wir fertig. Indem wir sonst
zu A, iibergehen, das nach 4.6.1 auch ganz abgeschlossen ist, diirffen wir gleich
A = A, annehmen, also A lokal mit maximalem Ideal p und I C A ein Ideal
mit Radikal /T = p. Wir folgern p” C I fiir n > 0. Aus If C A folgt damit
insbesondere p™ f C A. Jetzt betrachten wir das kleinstmogliche [ > 0 mit p' f C
A. Sicher gilt [ > 0, und wihlen wir g € p!~1f\ A, so gilt g ¢ A aber pg C A.
Nun ist A ganz abgeschlossen, also kann ¢ nicht ganz sein iiber A. Dann kann
aber nach 4.1.6 die Multiplikation mit g auch nicht den endlich erzeugten von
Null verschiedenen A-Modul p stabilisieren, wir haben also pg ¢ p. Andererseits
wissen wir jedoch bereits, daB gilt pg C A, woraus folgt pg = A alias p = g1 A.
Nun liefert aber der Krull’sche Hauptidealsatz 4.8.4 oder sogar einfacher 4.8.16
in der Tat ht(p) = 1. O
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Ubungen

Ubung 4.8.19. Sei X eine #quidimensionale affine Varietit. Sei Z & X eine
dquidimensionale abgeschlossene Teilmenge und ¢ = kdim X — kdim Z. Stér-
ker als in 4.8.11 formuliert zeige man unter diesen Voraussetzungen: Es gibt
fi,.-., fe € O(X) derart, daBl Z eine Vereinigung von irreduziblen Komponenten
von Z(f1,..., f.) C X istund daB dariiberhinaus auch Z(f1, ..., f.) dquidimen-
sional ist.
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S Hilbert-Polynome und regulére Ringe

5.1 Filtrierungen und Graduierungen von Gruppen

Definition 5.1.1. Eine aufsteigende Filtrierung auf einer abelschen Gruppe V'
ist eine Familie von Untergruppen V=" fiir r € Z derart, daB gilt V<" C V=l
fiir alle r € Z.

Definition 5.1.2. Eine absteigende Filtrierung auf einer abelschen Gruppe V' ist
eine Familie von Untergruppen V=" fiir r € Z derart, daB gilt V=" > V=" fiir
alle r € Z.

5.1.3. Aufsteigende und absteigende Filtrierungen unterscheiden sich nur in der
Notation. In der Tat bilden offensichtlich die V=" eine aufsteigende Filtrierung
genau dann, wenn die V=" := V=" eine absteigende Filtrierung bilden.

5.1.4. 1. Eine ausschopfende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der die Ver-

einigung der filtrierenden Untergruppen die ganze filtrierte Gruppe ist, in
Formeln |, V="=V.

2. Eine voll endende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der bereits eine der
filtrierenden Untergruppen die ganze filtrierte Gruppe ist, in Formeln: 3r
mit V=" =V,

3. Eine Hausdorff’sche oder auch separierte Filtrierung ist eine Filtrie-
rung, bei der der Schnitt der filtrierenden Untergruppen Null ist, in Formeln
N,V="=0.

4. Eine von Null kommende Filtrierung ist eine Filtrierung, bei der bereits
eine der filtrierenden Untergruppen Null ist, in Formeln: Jr mit V=" = 0.

5.1.5 (Diskussion der Terminologie). Manche Autoren fordern auch ganz allge-
mein von einer Filtrierung noch zusitzlich implizit eine oder mehrere der oben
angegebenen Eigenschaften. Ich finde das jedoch ungeschickt. Eine letzte Eigen-
schaft von Filtrierungen, die oft verwendet wird, ist die Vollstindigkeit. Diese
Bedingung besagt im Fall einer Hausdorff’schen Filtrierung, dal V' vollstindig
ist fiir die Metrik

dv,w) :==inf({1} U {2" | (v —w) € V="}

und im Fall einer beliebigen Filtrierung, daB der Quotient V/ (1), V=" vollstindig
ist in der beschriebenen Weise. Kennt man die Terminologie uniformer Riume
?? und versieht V' mit der durch die Filtrierung gegebenen Struktur als unifor-
mer Raum nach ??, so ist V' vollstindig bzw. Hausdorff als topologischer Raum
genau dann, wenn unsere Filtrierung vollstidndig bzw. Hausdorff ist im Sinne der
vorhergehenden Definitionen.
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5.1.6 (Induzierte Filtrierungen). Jede Untergruppe U C V und jeder Quotient
V/U einer filtrierten abelschen Gruppe V' erben in natiirlicher Weise eine Filtrie-
rung von V. Genauer setzen wir US" = V=" N U und nehmen als (V/U)=" das
Bild von V=" unter der kanonischen Projektion.

5.1.7. Gegeben Untergruppen U C V' C IV einer filtrierten abelschen Gruppe W
stimmt die auf den Subquotienten V/U als Untergruppe des Quotienten /U von
W vererbte Filtrierung iiberein mit der auf den Subquotienten V'/U als Quotienten
der Untergruppe V' von W vererbten Filtrierung.

Ergdnzung 5.1.8. Gegeben eine Zerlegung W = U @& V einer filtrierten abelschen
Gruppe W stimmt die auf U als Untermodul induzierte Filtrierung im allgemeinen
keineswegs iiberein mit der auf U als Quotient induzierten Filtrierung.

Definition 5.1.9. Eine Graduierung auf einer abelschen Gruppe V' ist eine Fami-
lie von Untergruppen V" fiir » € Z derart, daB gilt V' = @, _, V". Die Elemente
von V" heilen dann homogen vom Grad r. Jedes Element v € V' 148t sich dem-
nach eindeutig darstellen als Summe v = »_ v, mit v, € V", wobei fast alle v,
verschwinden. Das besagte v, heilit dann die homogene Komponente von v vom
Grad r.

Ergdnzung 5.1.10. Ist etwas allgemeiner I' eine Menge, so versteht man unter
einer ['-Graduierung auf einer abelschen Gruppe V' eine Familie von Untergrup-
pen V7 fiir v € T" derart, daf} gilt V' = @ ver V7. Eine Graduierung im obigen
Sinne ist also genauer eine Z-Graduierung.

5.1.11. Fiir eine Untergruppe U C V bzw. einen Quotienten V/U einer gradu-
ierten abelschen Gruppe V' bilden die Schnitte U” = V" N U bzw. die Bilder der
V" in V/U im allgemeinen keine Graduierung von U bzw. von V/U. Das gilt nur,
wenn mit jedem v € U auch alle homogenen Komponenten von v zu U geho-
ren, wenn also fiir die U" = U N V" gilt U = @, U". Eine Untergruppe einer
graduierten abelschen Gruppe mit dieser Eigenschaft nennt man eine homogene
Untergruppe, und fiir den Quotienten einer graduierten abelschen Gruppe nach
einer homogenen Untergruppe bilden die Bilder der V" in der Tat auch eine Gra-
duierung des Quotienten V//U und wir haben dann (V/U)" = V" /U".

5.1.12. Eine Graduierung V' = €D, V" liefert eine Filtrierung durch die Vorschrift
V=" =@, ., V". Zu jeder filtrierten abelschen Gruppe konnen wir umgekehrt die
assoziierte graduierte Gruppe grV = @ __, V="/V <"1 bilden. Wir notieren
thren homogenen Teil vom Grad r auch

(g V) =g’V =V="/y=t

reZ

Kommt die Filtrierung auf V' schon von einer Graduierung her, so induzieren die
Verkniipfungen V" «— V=" — V=" /V=""1 = 1"V einen kanonischen Isomor-
phismus V = gr V.
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5.1.13. Ein Homomorphismus ¢ : V' — W von filtrierten abelschen Gruppen
heiBt mit den Filtrierungen vertriiglich genau dann, wenn gilt ¢(V=") C W="
fiir alle » € Z. Er induziert dann natiirlich einen Homomorphismus gr¢ : gr V' —
gr W zwischen den assoziierten graduierten Gruppen.

Ubungen

Ubung 5.1.14. Ist V eine filtrierte abelsche Gruppe und U C V eine Untergruppe
und betrachten wir auf U und V/U die induzierten Filtrierungen, so erhalten wir
mit dem Neunerlemma eine kurze exakte Sequenz

grlU — grV — gr(V/U)

Ubung 5.1.15. Sei ¢ : V — W ein Homomorphismus filtrierter abelscher Grup-
pen, der mit den Filtrierungen vertréglich ist. Man zeige:

1. Ist die Filtrierung auf W bei Null beginnend und ausschdpfend und ist die
assoziierte graduierte Abbildung gr¢ : grV — grWW surjektiv, so ist ¢
bereits selbst surjektiv.

2. Ist die Filtrierung auf V' Hausdorff und ausschopfend und ist die assoziierte
graduierte Abbildung gr¢ : grV — gr W injektiv, so ist ¢ bereits selbst
injektiv.

Ubung 5.1.16. Jede bei Null beginnende und ausschopfende Filtrierung auf einem
Vektorraum kommt von einer Graduierung her.

5.2 Filtrierungen und Graduierungen von Ringen

5.2.1. Benutzt man die oben eingefiihrten Begriffe fiir Ringe, so wird stets implizit
die Vertraglichkeit mit der Multiplikation gefordert. Genauer treffen wir folgende
Vereinbarungen.

Definition 5.2.2. Eine aufsteigende Filtrierung eines Rings A ist eine Filtrie-
rung der additiven Gruppe A derart, daB gilt ASTAS® C AS™ fiir alle r, s
und zusitzlich 1 € A=, Analog definiert man eine absteigende Filtrierung ei-
nes Rings. Wenn wir besonders betonen wollen, dal wir die Vertriglichkeit mit
der Ringstruktur fordern, reden wir von einer Ringfiltrierung.

5.2.3. Die Bedingung 1 € A= wird benétigt, um sicherzustellen, daB der in 5.2.9
erklirte assoziierte graduierte Ring auch in der Tat wieder ein Ring in unserem
Sinne ist, also ein Einselement hat. Sie ist auch natiirlich vom kategoriellen Stand-
punkt aus, dann liefert sie genau, was wir spiter ein ,,Monoidobjekt der Tensor-
kategorie der filtrierten abelschen Gruppen nennen werden.
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5.2.4. Sicher ist bei einem filtrierten Ring A<" ein Teilring und alle AS™ sind
Ideale von A=<°. Allgemeiner definiert man in der nun hoffentlich offensichtlichen
Weise filtrierte Moduln iiber filtrierten Ringen, und dann sind fiir jeden filtrierten
Modul M alle M=" Untermoduln fiir die Restriktion unseres filtrierten Moduls
auf den Teilring A=0,

Definition 5.2.5. Eine Graduierung eines Rings A ist eine Graduierung der ad-
ditiven Gruppe A derart, daB gilt A"A* C A""* fiir alle r, s. Ein graduierter
Modul iiber einem graduierten Ring A ist ein A-Modul M mit einer Graduierung
M = @ M’ derart, daB gilt A”M* C M fiir alle r, s.

Ergdnzung 5.2.6. Etwas allgemeiner erkldrt man dhnlich fiir jedes Monoid I' den
Begriff einer I'-Graduierung auf einem Ring und eines I'-graduierten Moduls tiber
einem ['-graduierten Ring.

5.2.7. Das Eins-Element eines graduierten Rings ist notwendig homogenen vom
Grad Null, in Formeln 1 € A°. Um das zu sehen, berechne man das Produkt der
homogenen Komponenten von 1 mit beliebigen homogenen Elementen des Rings.

5.2.8. Jeder Quotient A/I eines filtrierten Rings A nach einem Ideal [ ist fiir die
natiirliche Filtrierung wieder ein filtrierter Ring. Jeder Quotient A/ eines gradu-
ierten Rings A nach einem homogenen Ideal [ ist mit der natiirlichen Graduierung
wieder ein graduierter Ring.

5.2.9. Eine Graduierung A = @, A" eines Rings liefert eine Filtrierung durch
AS" =@, ., A”. Zu jedem filtrierten Ring kénnen wir umgekehrt den assoziier-
ten graduierten Ring

grA=@Aas /A=

reZ

bilden, die Multiplikation auf gr A wird in der naheliegenden Weise definiert und
die Existenz eines Eins-Elements in gr A folgt aus unserer Bedingung 1 € A<
an einen filtrierten Ring. Kommt die Filtrierung auf dem Ring A schon von ei-
ner Graduierung her, so haben wir einen kanonischen Isomorphismus graduierter
Ringe A = gr A.
5.2.10. Ein Ringhomomorphismus ¢ : A — B von einem filtrierten Ring A in
einen filtrierten Ring B, der mit den Filtrierungen vertriglich ist, induziert na-
tiirlich einen Homomorphismus gr¢ : gr A — gr B zwischen den assoziierten
graduierten Ringen.

5.2.11. Analog definiert man filtrierte bzw. graduierte Vektorridume und fil-
trierte bzw. graduierte Algebren. Bei der Definition einer filtrierten Ringalge-
bra fordert man zusitzlich, daf die Filtrierung auch im Sinne von 5.2.2 mit der
zugrundeliegenden Ringstruktur vertrédglich sein soll, daf also die 1 im Teilraum
zu < ( enthalten ist.
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Beispiel 5.2.12. Gegeben ein Korper £ oder auch ein beliebiger Ring besitzt der
Polynomring k[T, ...,T,] genau eine Graduierung derart, dal die homogenen
Elemente vom Grad r eben die homogenen Polynome vom Grad r aus [AL]

sind. Diese Graduierung nennen wir die Standardgraduierung auf unserem Po-
lynomring. Etwas allgemeiner besitzt er auch fiir beliebige dy, . ..,d, € Z genau
eine Graduierung derart, dal 7; jeweils homogen ist vom Grad d;.

Ergdnzung 5.2.13. Gegeben ein Vektorraum V' besitzen die Tensoralgebra TV
nach [ ] , die GraBmann-Algebra A V nach [ ] und die symme-
trische Algebra SV nach [AL] Jeweils eine natiirliche Graduierung durch die
Teilrdume, die wir im jeweiligen Kontext T"V, A"V und SV notiert hatten.

Lemma 5.2.14. Ist A ein Ring mit einer Hausdorff’schen ausschopfenden Filtrie-
rung, so gilt
(gr A) nuliteilerfrei = A nuliteilerfrei

Beweis. In der Tat, seien a,b € A\0 gegeben. Sind r, s minimal mit a € A",
b € A=*, so sind auch die Bilder a € AS"/A<""! und b € A=*/A=*"! von Null
verschieden. Ist gr A nullteilerfrei, so folgt ab # 0. Dies Produkt ist aber die
Nebenklasse von ab in AS" /A=~ und wenn schon die Nebenklasse von ab
nicht verschwindet, so ist erst recht ab selbst von Null verschieden. O]

Ergdnzung 5.2.15. Gegeben ein Z-graduierter Ring A = @, ., A’ mag es nahe-
liegend scheinen, einen weiteren Z-graduierten Ring einzufiihren als die Gruppe
A mit der Multiplikation a * b = (—1)!%’lgp fiir homogene a,b € A. Das liefert
jedoch nichts Neues, genauer gilt fiir den Gruppenisomorphismus ¢ : A = A
gegeben durch p(a) = (—1)ll71/2g fiir beliebige homogene a € A die Relation
w(ab) = p(a) * p(b), mit der Notation [|a|/2] fiir die groBte ganze Zahl kleiner-
gleich |a|/2. Ich kenne fiir die dieser Erkenntnis zugrundeliegende mit beliebigen
a, B € 7 giiltige Kongruenz

[(a+8)/2] = af + /2] + [/2]  (mod 2)
keinen besseren Beweis als den Vergleich der beiden Verkniipfungstabellen fiir
o, € ZJAL.

Erginzung 5.2.16 (Tensorprodukt filtrierter Moduln). Gegeben ein Kring &
und zwei filtrierte k&-Moduln ... € M<t ¢ M<"*! c ... C Mund ... C
N=JI c NSItl c ... C N erkldren wir auf ihrem Tensorprodukt eine Filtrierung
durch die Vorschrift

(M @, N)=":= ) ten(M= @ N¥)

i+j<n

140



wo ten : M=t @, M) — M ®;, N das Tensorprodukt der Einbettungsabbildun-
gen meint. Gegeben zwei Vektorrdume M, N iiber einem Korper k£ mit je einer
bei Null beginnenden Filtrierung liefert dann die offensichtliche Abbildung einen
Isomorphismus

(gr M) @y, (gr N) = gr(M ®j, N)

In der Tat iiberlegt man sich znéchst, dal wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit unsere Filtrierungen zusitzlich ausschopfend annehmen diirfen. Nach 5.1.16
diirfen wir in diesem Fall sogar annehmen, da3 unsere Filtrierungen bereits von
einer Graduierung herkommen. Dann ist die Behauptung jedoch offensichtlich.

Lemma* 5.2.17. Ist A ein filtrierter Ring und M ein filtrierter A-Modul mit einer
bei Null beginnenden und ausschopfenden Filtrierung, so ist mit gr M auch M
selbst endlich erzeugt und es gilt sogar

(gr M) noethersch iiber (gr A) = M noethersch iiber A

5.2.18. Esreicht nicht, die Filtrierung auf M Hausdorff anzunehmen, wie das Bei-
spiel des C[X]-Moduls C[X] zeigt, mit der Filtrierung beider Strukturen durch
die von den verschiedenen X" erzeugten Ideale.

Beweis. Ist der assoziierte graduierte Modul gr M endlich erzeugt, so finden wir
dafiir auch ein endliches Erzeugendensystem aus homogenen Elementen. Wihlen
wir Urbilder dieser Elemente in M, so erzeugen sie iiber A einen Untermodul
N C M mitgr N = gr M. Mit 5.1.14 folgt daraus hinwiederum gr(M/N) = 0
und mit unseren Voraussetzungen an die Filtrierung dann M /N = 0, als da heifit
unsere Urbilder erzeugen bereits M. Ist schlieBlich gr M noethersch, so ist fiir
jeden Untermodul N C M der assoziierte Graduierte gr N endlich erzeugt als
Untermodul von gr M, und dann ist auch V selbst endlich erzeugt nach dem, was
wir bereits bewiesen haben. [

Ubungen

Ubung 5.2.19. Das Radikal eines homogenen Ideals in einem Z-graduierten Kring
ist wieder homogen. Hinweis: Man zeige, daB fiir x,, + x,.1 + ... + x,, aus dem
Radikal mit x; homogen vom Grad ¢ auch z,, zu fraglichem Radikal gehort.

Ergiinzende Ubung 5.2.20. Man zeige, daB es auf jedem Schiefkorper nur eine
einzige Graduierung gibt, die ihn zu einem graduierten Ring macht.

Ubung 5.2.21. Ein Z-graduierter Ring ist nullteilerfrei genau dann, wenn fiir je
zwel homogene von Null verschiedene Elemente auch ihr Produkt von Null ver-
schieden ist. Ein homogenes Ideal in einem Z-graduierten Ring ist vollprim genau
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dann, wenn es nicht der ganze Ring ist und fiir je zwei homogene Elemente auf3er-
halb unseres homogenen Ideals auch ihr Produkt auferhalb unseres homogenen
Ideals liegt.

Ubung 5.2.22. Man zeige die folgende Variante zu 2.6.22: Jeder graduierte noether-
sche Modul iiber einem Z-graduierten Kring besitzt eine endliche Filtrierung durch
homogene Untermoduln derart, da3 alle Subquotienten isomorph sind zu Quoti-
enten unseres Krings nach homogenen Primidealen. Hinweis: 2.6.22 und 5.2.21.

5.3 Graduierte Variante des Elementarteilersatzes®*

Proposition 5.3.1. Gegeben ein Korper k ist jeder endlich erzeugte graduierte
Modul iiber dem Polynomring k[t| mit seiner Standardgraduierung die direkte
Summe von endlich vielen Untermoduln, die jeweils von einem homogenen Ele-
ment erzeugt werden.

Beweis. Sei M unser Modul und 7" der Untermodul seiner Torsionselemente. So
ist M /T frei und dann auch graduiert frei und die Surjektion M — M /T besitzt
eine graderhaltende Spaltung und liefert einen Isomorphismus von graduierten
Moduln M = T & M/T. Das anschlieBende Lemma 5.3.3 beendet dann den
Beweis. [

5.3.2. Wir erinnern die Notation, nach der fiir eine Z-graduierte abelsche Gruppe
M = @ M™ mit M[j] die in der Graduierung verschobene Gruppe bezeichnet
wird, genauer setzen wir (M|[j])" = M.

Lemma 5.3.3. Gegeben ein Korper k wird jeder endlichdimensionale graduier-
te und graduiert unzerlegbare k[t]-Modul M von einem homogenen Element er-
zeugt. In Formeln ausgedriickt gibt es also 1 € N, j € Z und einen graderhalten-
den Isomorphismus

M = k[t]/ () [j]

Beweis. Sei M ein von Null verschiedener endlichdimensionaler Z-graduierter
Ek[t]-Modul und m € M ein Vektor mit kleinstmdglichem Annullator, sagen wir
Ann(m) = (t**1). So ist M sogar ein Modul iiber k[t]/(t"*1) und m besitzt auch
eine homogene Komponente, die von ¢ nicht annulliert wird. Ohne Beschriinkung
der Allgemeinheit diirfen wir also m homogen annehmen, etwa vom Grad j. Dann
liefert m eine graderhaltende Einbettung

k[t /) [=g] = M

Da die linke Seite auch in der Kategorie der endlichdimensionalen Z-graduierten
Moduln iiber k[t]/(t"t1) injektiv ist, muB diese Einbettung spalten. War M gradu-
iert unzerlegbar, so ist sie also ein Isomorphismus. [
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Korollar 5.3.4 (Graduierte Variante des Elementarteilersatzes). Seien k ein
Korper und M, N endlich erzeugte graduierte graduiert freie k[t]-Moduln. So
gibt es fiir jeden graderhaltenden Homomorphismus von k[t|-Moduln

f:M— N

Basen von M und N aus homogenen Elementen, beziiglich derer die Matrix unse-
res Homomorphismus hochstens auf der Diagonalen von Null verschiedene Ein-
trdge hat.

Beweis. Das Bild von M ist graduiert frei, folglich spaltet M als M = ker f@®imf.
Wir diirfen also ohne Beschriankung der Allgemeinheit f injektiv annehmen. In-
dem wir sonst M durch ¢tM ersetzen, diirfen wir sogar M C {N annehmen.
Jetzt finden wir nach 5.3.1 homogene Elemente ny,...,n, € N derart, daf} die
n; € N/M von Null verschieden sind und N/M die direkte Summe der von den
n; erzeugten zyklischen Untermoduln ist. Sind genau die ersten s dieser zykli-
schen Moduln endlichdimensional von den Dimensionen d(1), . . ., d(s), so bilden
tdW Ly, 4o+ die gesuchte Basis von M. O

5.4 Hilbert-Polynome

5.4.1. Ich erinnere an Ubung [ ] , nach der wir fiir jeden Ring k£ den Ring
k((t)) der formalen Laurentreihen mit Koeffizienten in k der Gestalt ) | .\ a,t"
mit a,, € kund N € N bilden konnen. Ich erinnere weiter daran, da} von Null ver-
schiedene Reihen, bei denen der Koeffizient der kleinsten mit von Null verschie-
denem Koeffizienten auftauchenden Potenz von X eine Einheit in & ist, ihrerseits
Einheiten des Rings der formalen Laurentreihen sind. Unter der offensichtlichen
Einbettung k[t,t~'] < k((t)) der formalen Laurent-Polynome in die formalen
Laurentreihen wird zum Beispiel (1 —t) eine Einheit mit Inversem 1+¢ +¢2+. ..

Satz 5.4.2 (Erzeugende Funktionen zu Moduln iiber Polynomringen). Seien
k ein Korper und M = @,, M ein endlich erzeugter graduierter Modul iiber
dem Polynomring k|xy, ..., x,| mit seiner Standardgraduierung. So gibt es ge-
nau ein Laurent-Polynom fy; € Z[t,t™'] derart, daf3 im Ring Z((t)) der formalen
Laurentreihen gilt

fu()

> (dimy, MYt = G

5.4.3. Dasselbe gilt mit demselben Beweis, wenn wir fiir k£ einen Kring endlicher
Linge nehmen und statt dimy, M* die Linge [ (M?) des k-Moduls M* betrach-
ten. Man iiberlegt sich, da} auch in diesem Fall jeder endlich erzeugte graduierte

143



Modul von endlich vielen homogenen Elementen erzeugt wird, und da die ho-
mogenen Konponenten des Polynomrings k[x1, ..., x,] mit seiner Standardgra-
duierung endliche Linge haben, folgt dasselbe fiir die homogenen Komponenten
unseres endlich erzeugten Moduls M.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich, nur die Existenz bleibt zu zeigen.
Wir notieren die linke Seite P(M, ¢) und argumentieren mit vollstdndiger Indukti-
on iiber die Zahl der Variablen. Der Fall n = 0 ist offensichtlich. Sonst betrachten
wir die exakte Sequenz ker — M =X M — cok und folgern durch mehrmaliges
Anwenden der Dimensionsformel [ ] leicht

dim ker® — dim M? + dim M**! — dim cok'™ = 0

alias tP(ker,t) — tP(M,t) + P(M,t) — P(cok,t) = 0 alias (1 — t)P(M,t) =
P(cok,t) — tP(ker,t). Nun wirkt x; aber auf ker und cok durch Null. Induktion
zeigt dann, daB P(M,t) die gewiinschte Form hat. O

Satz 5.4.4 (Hilbert-Polynom). Seien k ein Korper und M = @, M" ein end-
lich erzeugter graduierter Modul iiber dem Polynomring k[z1, ..., x,]. So gibt es
Polynome Qr, Py € Q[t] derart, daps fiir alle hinreichend grofien i € N gilt

Beide Polynome sind eindeutig bestimmt. Py; heifst das Hilbert-Polynom von M.
Es hat hochstens den Grad n. Ich nenne diesen Grad die Hilbert-Dimension des
graduierten Moduls M und notiere ihn hdim(M ) := grad Py,.

5.4.5. Dasselbe gilt mit demselben Beweis, wenn wir fiir £ einen Kring endlicher
Linge nehmen und statt dimy, M* die Linge [, (M?) des k-Moduls M* betrachten.
Speziell hat der Nullmodul die Hilbertdimension —oo und Hilbertdimension Null
haben genau die graduierten Moduln, die als k-Vektorrdume eine endliche positive
Dimension bzw. als k-Moduln eine endliche positive Lange haben.

Beweis. Die Binomialreihe [ ] oder auch elementare Uberlegungen lie-
fern die Entwicklung

T > (7)o > ()

i=0 =0

in Q[¢]. Die Binomialkoeffizienten ganz rechts sind offensichtlich die Werte bei 4
des Polynoms

P(T) = (n+T—1> _ m+T—-1)n+T-2)...(T+1)

n—1 (n—1)!
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So folgt aus dem vorhergehenden Satz 5.4.2 zumindest die Existenz eines Poly-
noms (Q; vom Grad < n — 1 mit dimy, M = Qi) fiir i > 0. Nun mache man
M := @, M=" zu einem endlich erzeugten graduierten Modul iiber dem erweiter-

ten Polynomring k[x, 1, . . ., Z,], indem man x, als Einbettung M =" < M=+
operieren ldBt. Das Polynom @) ; fiir den so konstruierten Modul M ist dann das
gesuchte Polynom P;;. [

Proposition 5.4.6 (Multiplizitit). Seien k ein Korper und M ein endlich erzeug-
ter graduierter Modul iiber dem Polynomring k[ X1, ..., X,]. So gilt:

1. Hat das Hilbertpolynom die Gestalt Py (t) = agt? + ag_ 1t 4. .. +ag, so
ist das Produkt dla, eine natiirliche Zahl. Fiir d € N mit d > hdim(M ) no-
tieren wir diese Zahl mult®(M) := dlay und nennen sie die d-Multiplizitt
von M. Im Fall d > hdim(M) haben wir insbesondere mult®(M) = 0.

2. Ist N — M — Q) eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten gradu-
ierten Moduln iiber unserem Polynomring, so gilt fiir die Hilbertdimensio-
nen hdim(M) = max(hdim(N), hdim(Q)), und fiir d > hdim(M) haben
wir

mult?(M) = mult®(N) + mult?(Q)

Fiir M # 0 und d = hdim(M) heift die Zahl mult®( M) die Multiplizitit von )/
und wir notieren sie mult(M ). Die Hilbertdimension ebenso wie die Multiplizitiit
bleiben bei Verschiebungen der Graduierung unverdindert. Dasselbe gilt im Fall
eines beliebigen Krings k endlicher Liinge.

Beweis. Die erste Behauptung ist ein allgemeines Resultat fiir sogenannte ,,nume-
rische* Polynome alias Polynome, die auf hinreichend groBen natiirlichen Zahlen
ganzzahlige Werte annehmen, vergleiche [ ] . Die Zweite folgt aus der
Identitidt Py, = Px + FPg der zugehorigen Hilbertpolynome. [

Ergdnzung 5.4.7. Offensichtlich miissen sich Multiplizitit und die Hilbertdimen-
sion auch direkt an der erzeugenden Funktion aus 5.4.2 ablesen lassen. Ist genauer
M nicht Null, so ist der Grad d des Hilbertpolynoms P,; genau die Polordnung
der erzeugenden Funktion P(M,t) bei ¢t = 1 und der Leitkoeffizient des Hilbert-
polynoms P, ist der tiefste von Null verschiedene Koeffizient in der Laurentent-
wicklung der erzeugenden Funktion P(M,t) nach Potenzen von (1 — t), geteilt
durch d!. Um das zu sehen, kann man wie folgt argumentieren: Unsere rationale
Funktion P (M, t) hat keine Polstellen auBer bei ¢t = 0 und ¢ = 1. Ihre Partial-
bruchzerlegung hat also die Form

-1 -1

P(Mt)= > a,(1—t)"+ Y bt " +R()

v=—d v=—m
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mit einem Polynom R(t) € Q[t] und a,,b, € Q. Rechnen wir uns von hier aus
in den Ring Q((¢)) der formalen Laurentreihen zuriick, so erkennen wir leicht, da
der Grad des Polynoms (), aus dem vorhergehenden Beweis eins kleiner ist als
die Polordnung von P(M,t) bei t = 1 und daB gilt Q,; = 0 falls P(M,t) bei
t = 1 gar keinen Pol hat. Denken wir etwas schirfer nach oder erinnern [ ]

, so sehen wir weiter, da3 hier sogar notwendig gilt a,,b, € Z fiir alle
v sowie R € Z[t]. Zusitzlich erkennen wir, daB im Fall Qy # 0 fir d > 0
grofitmoglich mit a_; # 0 notwendig gilt a_; € 7Z und daf3 unser Polynom @)y,
den Leitkoeffizienten a_,/(d — 1)! hat. Nun beachten wir, daB ja offensichtlich
gilt P(M,t) = (1 —t)~'P(M,t) und per definitionem haben wir ja Q; = Py.
So folgt dann die Behauptung.

Ubungen

Ubung 5.4.8 (Kokerne homogener Selbstinjektionen). Seien k ein Korper und
M = @, M" ein endlich erzeugter von Null verschiedener graduierter Modul iiber
dem Polynomring k[xy, ..., z,]. Ist f : M < M ein injektiver Endomorphismus
von M und gibt es r > 0 mit f(M*) C M"*" fiir alle 7, so hat cok f im Vergleich
zu M eine um Eins kleinere Hilbert-Dimension und die r-fache Multiplizitit, in
Formeln

hdim(cok f) = hdim(M) —1 wund mult(cok f) = rmult(M).

Dasselbe gilt im Fall eines beliebigen Krings & endlicher Léinge.

5.5 Dimensionstheorie lokaler noetherscher Kringe

Definition 5.5.1. Gegeben ein Ring A und ein Ideal a C A bilden seine Potenzen
a” eine absteigende Filtrierung des Rings A, mit der Konvention a” = A fiir
n < 0. Den assoziierten graduierten Ring notieren wir

gr,A:i=Pad' /o = AJada/’ @ a’/a’ @ ...

i>0

5.5.2. Gegeben ein noetherscher Kring A und q C A ein Ideal mit ,/q maximal ist
A/q von endlicher Lange. In der Tat ist ja dann A/q ein Kring der Krulldimension
Null und wir kénnen 3.5.17 anwenden, oder auch den hier einzig relevanten Teil
des Beweises erinnern und m C A/q das Bild von /9 nehmen und beachten, dal3
die Subquotienten der Filtrierung A/q D m D m? D ... D m” endliche Linge
haben und daB gilt m" = 0 fiir » > 0.

Satz 5.5.3 (Hilbertpolynome im Fall lokaler noetherscher Kringe). Seien A
ein noetherscher lokaler Kring, ¢ C A ein Ideal mit \/q dem maximalen ldeal,
und M ein endlich erzeugter A-Modul. So gilt:
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1. Es gibt genau ein Polynom P = Py, € Q|t], das fiir grof3e i die Liinge von
M /q' M berechnet, in Formeln [(M/q'M) = P (1) fiiri > 0;

2. Der Grad dq(M) dieses Polynoms ist beschrinkt durch die Kardinalitiit je-
des Erzeugendensystems von q;

3. Fiirm = \/qdas maximale Ideal von A haben P}, und P}; denselben Grad.
Wir nennen ihn die Hilbert-Dimension von M und notieren ihn hdim M.

Ergdnzung 5.5.4. Die Hilbert-Dimension eines endlich erzeugten Moduls M iiber
einem noetherschen lokalen Kring (A, m) im Sinne des vorhergehenden Satzes
und die Hilbert-Dimension eines endlich erzeugten graduierten Moduls iiber ei-
nem Polynomring im Sinne von 5.4.4 sind also verkniipft durch die Beziehung
hdim(M) = hdim(gr,, M).

Beweis. Fir k = A/qund x4, ..., x, ein Erzeugendensystem von ¢ erhalten wir
eine Surjektion k[X7,..., X,] — gry A. Die ersten beiden Behauptungen folgen
damit aus dem Satz liber das Hilbertpolynom 5.4.4 oder noch besser seiner Er-
weiterung 5.4.5. Die dritte Aussage folgt, da es [ gibt mit m! C g und folglich
P (i) > Py(i) und Py (li) > P}, (i) firi > 0. ]

Satz 5.5.5 (Hilbert-Dimension der Kokerne injektiver Endomorphismen). Sei-
en A ein noetherscher lokaler Kring und M ein endlich erzeugter von Null ver-
schiedener A-Modul. Ist f : M — M ein injektiver Endomorphismus, so gilt

hdim(cok f) < hdim M

5.5.6. Der Beweis dieses zentralen Resultats braucht einige Vorbereitungen und
wird erst im Anschluf} an den Beweis von 5.5.10 gegeben. Man bemerke den Kon-
trast in der Schwierigkeit zwischen dieser Aussage und ihrem graduierten Analo-
gon 5.4.8, das sehr viel leichter zu zeigen ist und Ihnen als Ubung aufgegeben
war.

Definition 5.5.7. Seien A ein Ring und a C A ein Ideal. Eine Filtrierung eines A-
Moduls M heif3t a-stabil genau dann, wenn sie bei M endet, mit der Filtrierung
von A durch die a” vertriglich ist, in Formeln aM=% C M="! fiir alle 4, und
wenn es ein d gibt derart, daB fiir alle i > d sogar gilt aM=* = M=+,

Lemma 5.5.8 (Vergleich stabiler Filtrierungen). Gegeben ein Ring A und ein
Ideal a C A und ein A-Modul M sind je zwei a-stabile Filtrierungen ) und ' auf
M in der Weise vergleichbar, daf3 es c gibt mit T=" <M C Q="M fiir alle i.
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Beweis. Es reicht, das unter der Annahme zu zeigen, da} eine unserer Filtrie-
rungen die offensichtliche Filtrierung durch die a’M ist. Wir konnen also unsere
Notation vereinfachen und die andere Filtrierung M =" notieren. Nach Annahme
gibt es ein ¢ mit M = M="¢ und dann haben wir notwendig a’M C M=~ fiir
alle i. Nach Annahme gibt es aber auch ein d mit M=>4 = M =4 fiir alle i > 0
und somit M=+ C a’ M fiir alle 4. O

Proposition 5.5.9 (Von stabilen Filtrierungen induzierte Filtrierungen). Seien
A ein noetherscher Kring, a C A ein Ideal und M ein noetherscher A-Modul.
So ist die von einer a-stabilen Filtrierung von M auf einem Untermodul N C M
induzierte Filtrierung auch selbst wieder a-stabil.

Beweis. Wir erinnern aus dem Beweis von 3.4.12 die Konstruktion des Reesrings
D,,>, a" und den Nachweis, da dieser Ring im Fall eines Ideals a eines noether-
schen Krings wieder noethersch ist. Es ist leicht zu sehen, wie ®,., M=" fir
ein beliebiges d ein Modul iiber dem Reesring wird, und daB dieser Modul im
Fall einer a-stabilen Filtrierung von M sogar endlich erzeugt alias noethersch
sein muf}. Dasselbe gilt fiir den zu seinem Untermodul mit der induzierten Fil-
trierung N=" := N N M=" gebildeten Modul €p, ., N=" iiber dem Reesring.
Daraus, dafl dieser Modul fiir ein d endlich erzeugt ist, folgt dann, daf die indu-
zierte Filtrierung auch a-stabil ist: Ist genauer g der grote Grad fiir ein Element
eines homogenen Erzeugendensystems von €0, ., N=" iiber dem Reesring, so
folgt aN>* = N> fiir alle i > g¢. - O

Proposition 5.5.10 (Multiplizititen im Fall lokaler noetherscher Kringe). Sei-
en A ein noetherscher lokaler Kring, ¢ C A ein Ideal mit \/q maximal, und M
ein endlich erzeugter A-Modul. So gilt:

1. Hat das Hilbertpolynom die Gestalt Py, (t) = aqt? + aq_1t*' + ... + aq,
so ist das Produkt dla, eine natiirliche Zahl mult;l(M ), im Fall d > dy(M)
eben die Zahl Null.

2. Ist N — M — (@ eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten A-
Moduln, so gilt dy(M) = max(d4(N),dq(Q)) und fiir M # 0 und d =
dq(M) haben wir

d _ d d
multg (M) = multy (V) + multg(Q)

Fiir M # 0 und d = hdim(M) heift die Zahl mult®, (M) die Multiplizitit von
M und wir notieren sie mult(M).

Beweis. Die erste Behauptung ist ein allgemeines Resultat fiir sogenannte ,,nume-
rische* Polynome alias Polynome, die auf hinreichend grofen natiirlichen Zahlen
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ganzzahlige Werte annehmen, vergleiche [ ] . Fiir die Zweite betrachten
wir das Diagramm mit exakten Spalten

NNg'M —  gM - qQ

3 3 \
N — M —» Q
3 3 \J

N/(NNg'M) < M/qdM — Q/qQ

Seine beiden oberen Zeilen sind exakt, also nach dem Neunerlemma auch die
untere Zeile. Sie liefert die Relation

(M/q'M) =I(N/(NNg'M)) +1(Q/q'Q)

Nun bilden jedoch die N N qiM nach 5.5.9 auch eine g-stabile Filtrierung von N,
folglich gibt es ein Polynom Py (t) mit [(N/(N N q'M)) = Py(7) fiir i > 0. Es
folgt die Identitdt von Polynomen

Pu(t) = Py(t) + Polt)

Nach 5.5.8 gibt es jedoch ¢ mit Py (i +¢) > Py (i) > Py (i — c) fiir i > 0, folg-
lich haben Py und Py denselben Grad und, wenn sie nicht Null sind, denselben
Leitkoeffizienten. Daraus folgt unsere Behauptung dann unmittelbar. [

Beweis von Satz 5.5.5. Sei A ein noetherscher lokaler Ring und M ein endlich
erzeugter von Null verschiedener A-Modul. Ist f : M < M ein injektiver Ho-
momorphismus, so behauptet Satz 5.5.5 die strikte Ungleichung hdim(cok f) <
hdim M. Um das zu zeigen, betrachten wir die kurze exakte Sequenz M — M —»
cok f. Fiir d = hdim M folgt aus 5.5.10.2 sofort mult? (cok f) = 0 und damit die
Behauptung. [

Definition 5.5.11. Gegeben ein lokaler noetherscher Kring heif3t die kleinstmog-
liche Kardinalitit fiir eine Teilmenge unseres Krings, deren Ideal-Erzeugnis als
Radikal das maximale Ideal unseres Krings hat, seine Einbettungsdimension.

5.5.12 (Geometrische Bedeutung der Einbettungsdimension). Im geometri-
schen Fall des lokalen Rings Oy, einer affinen Varietit tiber k = k ist die Ein-
bettungsdimension das kleinste n derart, daf} es einen Morphismus X — k™ gibt,
fiir den x ein isolierter Punkt einer Faser ist.

Satz 5.5.13 (Hauptsatz zur Dimension lokaler noetherscher Kringe). Gegeben
ein lokaler noetherscher Kring stimmen iiberein: Seine Hilbertdimension, seine
Krulldimension, und seine Einbettungsdimension.
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5.5.14. Speziell hat jeder lokale noethersche Kring endliche Krulldimension, ja
die Zahl der fiir sein maximales Ideal ben6tigten Erzeuger ist eine obere Schranke
fiir seine Krulldimension.

Beweis. Sei A unser lokaler noetherscher Kring. Wir notieren d(A) die Einbet-
tungsdimension. Zum Beweis zeigen wir 6(A) < kdim(A) < hdim(A) < 4(A).
Die Abschitzung hdim(A) < 0(A) folgt unmittelbar aus unserem Satz 5.5.3 iiber
Hilbertpolynome lokaler noetherscher Kringe, insbesondere Teil 1 und Teil 3. Die
Abschitzung kdim(A) < hdim(A) zeigen wir durch Induktion iiber hdim(A). Im
Fall hdim(A) = 0 stagniert die Folge der Ideale m™ und nach dem Lemma von
Nakayama 3.4.10 stagniert sie bei Null. Folglich hat unser Ring endliche Léange
und nach 3.5.17 Krulldimension Null. Fiir den Induktionsschritt sei

PP S .Sl

eine Primidealkette in A. Im Integritdtsbereich A := A/p, betrachten wir das Bild
p1 C A von p; und wihlen x € p;\0. Die kurze exakte Sequenz

A8 A A A

zeigt mit 5.5.5 sofort hdim(A/Ax) < hdim A, und hdim A < hdim A ist eh
klar. Aus der Induktionsannahme folgt so, dass die Primidealkette p; C ... C p;
in A/Ax der Bilder der p; in A/ Az hichstens die Linge | — 1 < hdim A — 1
haben kann. Es bleibt §(A) < kdim A zu zeigen. Wir konstruieren dazu eine Fol-
ge Ty, %, ... in m derart, daB fiir alle 7 > 0 jedes Primideal iiber (xq,...,x;)
entweder mindestens die Hohe 7 hat oder aber mit dem maximalen Ideal m iiber-
einstimmt. Wenn das gelingt, ist der Beweis erbracht. Sobald unsere Konstruktion
beim zweiten Fall ankommt, konnen wir unsere Folge im tibrigen einfach durch
Nullen fortsetzen. Wir beginnen mit der leeren Folge. Hat m die Hohe Null, so
konnen wir bereits x1 = x5 = ... = 0 nehmen und sind fertig. Sonst sind die
minimalen Primideale von A verschieden von m. Nach 3.2.20 gibt es davon nur
endlich viele und nach 2.6.13 konnen sie m nicht iiberdecken. Es gibt also ein
Element x; € m, das in keinem minimalen Primideal enthalten ist. Sdmtliche
Primideale iiber £; haben dann mindestens die Hohe 1. Ist m das einzige Prim-
ideal liber z1, so sind wir wieder fertig. Sonst betrachten wir alle Primideale von
A, die minimal iiber z; sind, und wéhlen o € m auBerhalb ihrer Vereinigung.
Séamtliche Primideale iiber (1, x5) haben dann mindestens die Hohe 2. Indem wir
immer so weitermachen, finden wir die gesuchte Folge. [

Korollar 5.5.15. Gegeben ein noetherscher lokaler Kring A mit maximalem Ideal
m gilt stets dim 4 (m/m?) > kdim A.
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Beweis. Jedes Reprisentantensystem eines Erzeugendensystem des A /m-Vektor-
raums m/m? erzeugt nach Nakayama bereits das Ideal m als Ideal von A. Damit
erweist sich unsere Behauptung als Spezialfall der Aussage §(A) = kdim A aus
dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 5.5.13. [

Korollar 5.5.16 (Verallgemeinerter Krull’scher Hauptidealsatz). Gegeben ein
noetherscher Kring R gilt fiir die Hohe jedes Primideals p C R, das vorgegebene
Elemente f1, ..., fs von R enthdilt und minimal ist unter allen Primidealen mit
dieser Eigenschaft, die Abschditzung ht(p) < s.

Beweis. Im lokalen Kring R, mul} p, das Radikal des von fi,..., f, erzeug-
ten Ideals sein. Damit folgt unsere Behauptung aus unserer Erkenntnis §(A) =
kdim A, die ein Teilaussage des Hauptsatzes der Dimensionstheorie 5.5.13 war.

]
Definition 5.5.17. Gegeben ein lokaler noetherscher Ring A versteht man unter
einem Parametersystem von A eine Familie x1,..., 24 von d = kdim A Ele-

menten des maximalen Ideals m mit der Eigenschaft, daB das Radikal des von
ihnen erzeugten Ideals gerade das maximale Ideal m selbst ist. Die Existenz sol-
cher Parametersysteme folgt aus dem Hauptsatz der Dimensionstheorie 5.5.13.

Proposition 5.5.18 (Parametersysteme sind algebraisch unabhiingig). Besitzt
ein lokaler noetherscher Kring A mit maximalem Ideal m einen Unterkorper
k C Amitk = A/m unter der natiirlichen Abbildung, und ist i, ..., x4 ein
Parametersystem von A, so sind die x; algebraisch unabhdingig iiber k.

Beweis. Ist q das Erzeugnis der z;, so liefern die offensichtlichen Abbildungen
Homomorphismen

kX1, .., Xa] = (Afq)[ X, ..., Xg] — grg A

von graduierten Ringen. Wire die Komposition nicht injektiv, so géibe es ein
von Null verschiedenes homogenes Polynom in ihrem Kern. Dies Element konn-
te auch in der Mitte kein Nullteiler sein, da die erste Abbildung offensichtlich
von Null verschiedene Polynome auf Nichtnullteiler abbildet, und mit Ubung
5.4.8 iiber Kokerne homogener Selbstinjektionen folgte hdim A < d im Wi-
derspruch zu unseren Annahmen. Also liefert die Komposition eine Injektion
K[X1,..., X4 = gry A. Mit 5.1.15 folgt, da8 die offensichtliche Abbildung be-
reits eine Injektion k[ X7, ..., X ] — A gewesen sein muB. O

Ubungen

Ubung 5.5.19. Gegeben ein lokaler noetherscher Kring A und ein Parameter-
system x1,...,2r4 € m zeige man fiir jedes s mit 0 < s < d die Identitit
kdim(A/{z1,...,xs)) = d — s. Hinweis: Fiir jeden lokalen noetherschen Kring
B gilt kdim B = §(B).
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5.6 Regulire Punkte und regulire Kringe

5.6.1. (k = k). Eine algebraische Teilmenge X @& k" heifit glatt oder genauer
extrinsisch glatt an der Stelle x € X und z heif}t ein regulirer Punkt von X
genau dann, wennes f1,. .. f. € k[T1,...,T,] gibt derart, daB (1) eine Umgebung
U @ k™ von z existiert mit X N U = Z(fy,... f,) N U der simultanten Nullstel-
lenmenge der f; in U und daB (2) die Gradienten der f; bei x, als da heil3t die
Vektoren (grad f;)(z) := ((0f;/0T;)(x)) € k™ fur 1 < j < r linear unabhingig
sind.

5.6.2 (Diskussion der Beziehung zum Mannigfaltigkeitsbegriff). (k = k). Die
Motivation fiir diese Begiffsbildung kommt von der Beschreibung [ ]
von Untermannigfaltigkeiten des R" als Urbilder her. Die verschiedenen &dqui-
valenten Beschreibungen von Untermannigfaltigkeiten des R™ als Bilder [ ]
oder als ,,lokal plittbare Teilmengen* [ ] haben in der algebrai-
schen Geometrie kein unmittelbares Analogon, da der Satz iiber implizite Funk-
tionen keine unmittelbare Entsprechung hat: Bereits in einer Variablen besitzt ja
der Satz iiber die Umkehrabbildung kein unmittelbares Analogon mehr, wie das
Beispiel der Abbildung k& — k, z +— z? zeigt. Spiter mdgen Sie lernen, wie
es gelingt, diese Schwierigkeiten durch die Einfithrung der sogenannten ,,étalen
Topologie®, die im iibrigen im Sinne unserer Definition [ ] gar keine
Topologie ist, sozusagen ,,wegzudefinieren®.

5.6.3 (Diskussion von Varianten der Definition). (k = k). In der Literatur ist
es iiblich, eine andere Definition des Begriffs einer extrinsisch glatten Stelle zu
verwenden: Gegeben X @& k" heil3t danach eine Stelle z € X glatt genau dann,
wenn der von den Gradienten bei z der Funktionen f € Z(X), als da heifit von
den Vektoren (grad f)(z) := ((0f/0T;)(x)) € k™ aufgespannte Teilraum die Di-
mension n — kdim Ox , hat. Diese Definition ist aber zu schwach, um die Losung
der Ubung 5.6.20 zu ermoglichen, die in meinen Augen eine wichtige Briicke von
der Algebra in die Anschauung ist. Die Aquivalenz beider Definitionen zeigen wir
in5.6.11.

5.6.4 (Intrinsische Natur der Glattheit). (k& = k). Unser nichstes Ziel ist zu
zeigen, dal unsere Definition glatter Punkte in der Weise ,,intrinsisch* ist, daf3
gegeben ein Isomorphismus ¢ : X = Y in der Kategorie 2.2.4 der algebraischen
Teilmengen irgendwelcher £™ unser X glatt ist bei z € X genau dann, wenn Y
glatt ist bei p(z) € Y.

Definition 5.6.5. Ein lokaler Kring A heif3t regulir genau dann, wenn er noethersch
ist und wenn fiir sein maximales Ideal m gilt

dim 4 /m(m/m?) = kdim A
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Eine Familie von Elementen x4, ..., 2, € m, deren Nebenklassen eine Basis von
m/m? bilden, heiBt dann ein reguliires Parametersystem von A.

Beispiel 5.6.6. Fiir alle Primzahlen p ist die Lokalisierung Z,, an dem von p
erzeugten Primideal ein reguldrer lokaler Kring. Fiir jeden Korper £ und jeden
Punkt & € k" ist der lokalisierte Polynomring k{77, . .., T, ]7(,) regulir.

Satz 5.6.7 (Eigenschaften regulirer lokaler Kringe). Jeder reguldire lokale Kring
ist ein Integritdtsbereich und der assoziierte graduierte Ring zu seiner Filtrierung
durch die Potenzen des maximalen Ideals ist ein Polynomring.

Beweis. Fir jeden reguldren lokalen Kring (A, m) der Dimension d und jedes
reguldre Parametersystem z1, . . ., x4 muf} die offensichtliche durch X; — z; ge-
gebene Surjektion ein Isomorphismus

(A/m)[Xy,..., Xg) = gr, A

sein, denn sonst folgte wie beim Beweis von 5.5.18 aus Ubung 5.4.8 zu Kokernen
homogener Selbstinjektionen bereits die Abschitzung hdim A < d. Die Filtrie-
rung durch die m? ist jedoch Hausdorff nach dem Durchschnittssatz 3.4.12. Da
der assoziierte graduierte Ring nullteilerfrei ist, folgt dasselbe mit 5.2.14 fiir A
selber. 0

Satz 5.6.8 (Regulire Quotienten reguliirer lokaler Kringe). Sei (A, m) ein re-
guldrer lokaler Kring und I C A ein Ideal. So sind gleichbedeutend.:

1. Der Quotient A/I nach unserem ldeal ist ein reguliirer lokaler Kring;

2. Unser Ideal I wird von einer Teilmenge eines regulidren Parametersystems
des reguldren lokalen Krings A erzeugt.

Beweis. 1= 2.1st A/I lokal, so folgt A # I und mithin I C m. Wir vereinbaren
die Abkiirzungen A/l =: Aund m/I =: m und betrachten das Diagramm

2 -2

T

1€ m m

| D

I/(INm?)—sm/m? —=m/m?

mit exakten Zeilen und Spalten, bei dem die Exaktheit der unteren Zeile aus dem
Neunerlemma folgt. Sei d die Krulldimension von A und d die Krulldimension
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von Aund s = d — d. Wir finden sicher Elemente fi, ..., f, € I, deren Bilder den
Kern in der unteren Zeile erzeugen. Fiir den Quotienten A := A/(fy, ..., f,) nach
dem von ihnen erzeugten Ideal mit seinem maximalen Ideal m :=m/(f1,..., f5)
erhalten wir dann

kdim A < dim; w/m@* = dim 5/ ®m/m* = kdim A < kdim A

mit ersten Abschitzung nach Korollar 5.5.15 des Hauptsatzes der Dimensions-
theorie und der letzten aufgrund der Surjektion A — A. Zusammen folgt, daf
auch A regulidr ist und mithin nach 5.6.7 ein Integrititsbereich. Wire der Kern
von A — A nicht Null, so miiBlte er ein Primideal ungleich Null sein und unsere
Kringe konnten nicht dieselbe Krulldimension haben. Das zeigt A5 Aund da-

mit [ = <f1,...,f8>.

2 = 1. Sei fi1,...,fs € m ein reguldres Parametersystem. Es gilt zu zeigen,
daB fiir alle s auch A := A/(fi,..., fs) ein regulirer lokaler Kring ist. Nun lie-
fert Ubung 5.5.19 uns die Identitit kdim(A) = kdim(A) — s, und die Identitit
dim 55 (m/m?) = dimgm(m/m?) — s ist leicht zu sehen. O

Definition 5.6.9. (k = k). Eine affine algebraische Varietit X heiBt glatt oder
genauer intrinsisch glatt an der Stelle z € X und x heif3it ein regulirer Punkt
von X genau dann, wenn der Ring Ox ., der Funktionskeime bei x ein regulérer
lokaler Ring ist.

Vorschau 5.6.10. Dieselbe Definition verwenden wir fiir beliebige Varietéten.

Korollar 5.6.11 (Intrinsisch glatt ist dasselbe wie extrinsisch glatt). (k = k).
Sei X ¢ k" eine algebraische Teilmenge und x € X ein Punkt. Genau dann ist X
extrinsisch glatt bei x, wenn es dort intrinsisch glatt ist alias wenn der Ring Ox ,
der reguliren Funktionskeime bei x ein reguldrer lokaler Ring ist.

5.6.12. Mit der in der Literatur iiblichen Definition glatter Stellen, wie sie in 5.6.3
erklért wird, ist dieses Korollar fast eine Tautologie. Wie in 5.6.3 ausgefiihrt macht
es diese Definition aber miithsam, die Briicke zur Analysis und damit zur Anschau-
ung zu schlagen.

5.6.13. Gegeben eine glatte Stelle x einer algebraische Teilmenge X & k" und ein
reguldres Parametersystem fi, . .., f; ihres lokalen Rings Ox , werden die Funk-
tionen f; bereits alle in einer offenen Umgebung U @ X von z definiert sein und
folglich eine Abbildung U — k¢ liefern. Im Gegensatz zur analogen Situation
im Fall differenzierbarer Mannigfaltigkeiten wird diese Abbildung jedoch im all-
gemeinen auf keiner Zariski-offenen Umgebung U von x injektiv sein, und das
fiir jedes System lokaler Parameter. Es ist also im allgemeinen nicht mdglich, im
algebraischen Fall in der Zariski-Topologie so etwas wie ,,Jokale Koordinatensys-
teme* zu finden.
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Beweis. Wir wenden den Satz 5.6.8 iiber reguldre Quotienten reguldrer lokaler
Kringe an auf die Lokalisierung A = k[T, ..., T,], des Polynomrings nach allen
Polynomen, die bei = nicht verschwinden, und seinen Quotienten Ox, = A /1.
Ein reguldres Parametersystem des Rings A ist dasselbe wie ein System von Funk-
tionen f1,..., f, € Amit fi(z) = ... = fu(x) = 0 derart, daB ihre Gradienten
bei x eine Basis des k" bilden, denn die Abbildung f — (grad f)(x) liefert einen
Vektorraumisomorphismus m/ m? 5 k™ fiir m C A das maximale Ideal. Ist O X,z
reguldr, so kann also [ erzeugt werden von Funktionen mit linear unabhingigen
Gradienten bei z. Ist umgekehrt X glatt bei x, kann es also beschrieben werden
als simultane Nullstellenmenge von Funktionen mit linear unabhiingigen Gradien-
ten, so miissen diese Funktionen nach 5.6.8 bereits ein Primideal, also das ganze
Verschwindungsideal erzeugen, und wieder nach 5.6.8 ist dann Ox ., ein regulérer
lokaler Kring. 0

Definition 5.6.14. Eine affine Varietit X heil3t regulir bei einer Stelle x € X

genau dann, wenn der lokale Ring Ox , von X an der Stelle  regulir ist im Sinne
von 5.6.5.

Korollar 5.6.15 (Lokale Irreduzibilitiit bei glatten Stellen). (k = k). Sei X
eine affine Varietdt. Ist der lokale Ring Ox , an einer Stelle x € X reguldir, so
geht durch den Punkt x nicht mehr als eine irreduzible Komponente von X.

Beweis. Ginge mehr als nur eine irreduzible Komponente von X durch den Punkt
x, so hitte der lokale Ring Ox , mehr als nur ein minimales Primideal. Dann wiire
er kein Integritétsbereich, mithin nach 5.6.7 auch nicht regulér. U

Satz 5.6.16. Jeder reguliire lokale Kring ist normal.

Vorschau 5.6.17. Man kann sogar zeigen, dal jeder regulire lokale Kring fak-
toriell ist. Beweise findet man etwa in [Eisenbud: Commutative Algebra] oder
[Shafarevitch: Basic Algebraic Geometry] oder, sagt [Kunz], bei Kaplansky.

Beweis. Sei (A, m) unser regulirer lokaler Kring. Sei z € Quot A ganz iiber A.
Es gilt zu zeigen x € A. Dazu schreiben wir z = r/s mitr, s € Aund s # 0. Da
x ganz ist iber A, gibt es n € N mit

Alx] = A+ Az + ...+ Az"

Wir folgern s"z™ € A fiir alle m € N und damit ™ € s™ ™A fiir alle m € N.
Nehmen wir zusétzlich r # 0 an, so gibt es 7 maximal mit 7 € m’ und wir haben
0 # 7 € m’/m‘"!, Ebenso bilden wir auch den ,Leitterm* 5 € gr,, A von s
und folgern, dall s~ fiir m > n stets ein Teiler von 7™ ist in gr,, A. Da dieser

155



Ring jedoch nach 5.6.7 faktoriell ist, muf sogar 5 ein Teiler von 7 sein. In anderen
Worten gibt es ag € m**! mit

T = agS + 1o

Das gilt dann natiirlich auch ohne die Annahme r # 0. Nun ist aber z( := 7¢/s
wieder ganz iiber A und wir erhalten in derselben Weise eine Darstellung

o = a8+ 1

mit 7, € m*™2. Indem wir immer so weitermachen, folgt schlieBlich
[o.¢]
r € ﬂ As+m'
i=0

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit war s keine Einheit von A, also s € m.
Nach dem Durchschnittssatz von Krull 3.4.12, angewandt auf den Restklassenring
A/As, folgt daraus aber sofort r € As alias z € A. O]

Ubungen

Ubung 5.6.18. (k = k). Man zeige, daB die glatten Stellen einer algebraischen
Teilmenge X @& k" stets eine offene Teilmenge bilden.

Vorschau 5.6.19. Was an dieser Stelle fehlt, ist der Nachweis, dal} die glatten
Stellen sogar eine dichte offene Teilmenge bilden. Das soll in 6.6.10 diskutiert und
zumindest im Fall eines Grundkorpers der Charakteristik Null bewiesen werden.

Ubung 5.6.20 (Algebraische Teilmengen in C" als Mannigfaltigkeiten). Man
zeige, daB die glatten Stellen einer irreduziblen algebraischen Teilmenge X @ C"
eine orientierbare Untermannigfaltigkeit des C" der Dimension d = 2kdim X
von im Sinne von [ ] und [ ] bilden, genauer sogar eine glatte
Untermannigfaltigkeit im Sinne von [M 1] . Hinweis: [ ]

Ubung 5.6.21 (Erzeugung der Verschwindungsideale glatter Varietiiten). (k =

k). Sei X @& k™ glatt in jedem Punkt und seien Polynome fi,..., f, € Z(X)
gegeben derart, daB fiir alle z € X gilt

dimg((grad f1)(x), ..., (grad f,)(z))x + kdim Ox , = n

So erzeugen die f; bereits das Verschwindungsideal von X, in Formeln ausge-
driickt gilt also (fi, ..., fr) = Z(X).

Ubung 5.6.22. (k = k). Man zeige, daB die Matrizen M € Mat(3; k) vom Rang
< 1 eine irreduzible algebraische Teilmenge des k° der Dimension 5 bilden und
bestimme Erzeuger ihres Verschwindungsideals. Hinweis: 5.6.21.
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5.7 Vervollstindigung von Ringen*

Definition 5.7.1. Seien A D [ ein Ring mit einem Ideal. Die Vervollstindigung
A7 von A am Ideal [ ist der Teilring A7 C ], A/I" des Produkts von Quo-
tienten bestehend aus allen Tupeln (a,) mit a,,1 — a, fiir alle n > 0 unter
den offensichtlichen Morphismen. Die Abbildung A — A7, die jedem a € A
das Tupel der (a + I™) zuordnet, ist stets ein Ringhomomorphismus, der kano-
nische Homomorphismus in die Vervollstindigung. Er muf3 nicht injektiv sein.
Ist weiter M ein A-Modul, so erkliren wir die Vervollstindigung V[ von M
am Ideal / als die Untergruppe M} C ],y M /1" M des Produkts von Quoti-
enten bestehend aus allen Tupeln (v,,) mit v, ; — v, fiir alle n > 0 unter den
offensichtlichen Morphismen und erhalten eine offensichtliche Struktur auf A/}
als A?-Modul.

5.7.2. In der Terminologie der Limites und Kolimites [T5] kann man un-
sere Komplettierung auch kurz M} = MHGN M /1™ M schreiben.

Beispiel 5.7.3. Wir erhalten einen Isomorphismus k[X] — k[X [{x, zwischen
dem Ring der formalen Potenzreihen und der Vervollstindigung des Polynom-
rings an dem von der Variablen erzeugten Ideal, indem wir jeder formalen Po-
tenzreihe die Folge der Nebenklassen ihrer Anfangsstiicke zuordnen.

5.7.4 (Herkunft der Terminologie). Die Terminologie riihrt von einer alternati-
ven Konstruktion her: Man kann auf dem Quotienten A eine Pseudometrik d im
Sinne von [ ] erkldren durch die Vorschrift

d(a,b) :=inf{27" | (a —b) € I"}

und kann dann A} unschwer identifizieren mit der Vervollstindigung dieses pseu-
dometrischen Raums im Sinne von [ ] . Insbesondere besitzt A} eine
natiirliche Topologie.

Ergdnzung 5.7.5 (Vervollstindigung als Limes). In der Sprache der Kategorien-
theorie kann unsere Vervollstindigung auch verstanden werden als der Limes im
Sinne von [TS] des Kosystems der Quotientenringe A/I™ beziechungsweise
der Limes des Kosystems der Quotientengruppen M /1™ M.

Definition 5.7.6. Eine topologische Gruppe ist, wie auch in [M]_] erklart,
eine Gruppe G mit einer Topologie derart, daf} die Verkniipfung G x G — G und
die Inversenabbildung G — G stetig sind.

Definition 5.7.7. Ein topologischer Ring ist ein Ring k& mit einer Topologie der-
art, daf} die Addition und die Multiplikation als Abbildungen k£ x k — k stetig
sind.
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Definition 5.7.8. Ein topologischer Modul iiber einem topologischen Ring & ist
ein k-Modul M mit einer Topologie derart, da3 die Addition M x M — M und
die Multiplikation £ x M — M stetig sind. Die Kategorie aller topologischen
k-Moduln notieren wir Modtoy,.

Beispiel 5.7.9. Gegeben eine Primzahl p schreibt man Z, := Z@» und nennt
diesen Ring den Ring der ganzen p-adischen Zahlen. Seine Elemente lassen
sich eindeutig darstellen als formale Potenzreihen ), ., a,p™ mit Koeffizienten
an € {0,1,...,p— 1} und der MaBgabe, daR solch eine formale Potenzreihe ,,die
Folge der Nebenklassen ihrer bei p = p ausgewerteten Anfangsstiicke* darstellt.
Nach 5.7.14 ist der Ring Z, der ganzen p-adischen Zahlen kompakt.

5.7.10 (Funktorialitit der Vervollstindigung). Gegeben ein Ringhomomorphis-
mus ¢ : A — B sowie Ideale ] C Aund J C B mit p(/) C J erhalten wir in
offensichtlicher Weise einen stetigen Ringhomomorphismus ¢ : A} — B’. Sind
speziell I C J C A Ideale ein- und desselben Rings und gibt es n mit J" C I,
so ist besagter Homomorphismus ein Isomorphismus von topologischen Ringen
AN S AN,

5.7.11 (Vervollstandigung und Lokalisierung). Seien A O [ ein Ring mit einem
Ideal. Gegeben ein Element f € A ist sein Bild in A/I invertierbar genau dann,
wenn sein Bild in A/I? invertierbar ist. In der Tat folgt aus fg = 1 + b bereits
fg(1 —b) = 1 — b*. Induktiv folgt, daB das Bild von f in der Vervollstéindigung
A7 invertierbar sein muB. Ist speziell A kommutativ und S C A eine Teilmenge,
die in den Einheiten von A/ landet, so induziert die natiirliche Abbildung sogar
einen Isomorphismus von topologischen Ringen

AT S (ST A) gy
In der Tat sagt uns Ubung 3.3.22 zum iiberfliissigen Lokalisieren zusammen mit
der Exaktheit des Lokalisierens in diesem Fall, daB3 die offensichtlichen Abbildun-
gen Isomorphismen

AT 5 STHA™M) S (STTA) /(STH™) = (STHA) /(ST

liefern. Insbesondere faktorisiert die kanonische Abbildung in die Vervollstidn-
digung unter besagten Voraussetzungen iiber die Lokalisierung als Sequenz von
Ringhomomorphismen A — S™*A — A7}. Analoges gilt fiir Moduln.

Proposition 5.7.12 (Exaktheit von Vervollstandigungen). Ist A ein noether-
scher Kring und a C A ein Ideal und L. — M — N eine kurze exakte Sequenz
von noetherschen A-Moduln, so ist auch die induzierte Sequenz eine kurze exakte
Sequenz

L) s M) = N/
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Des weiteren ist in dieser Sequenz die erste Abbildung topologisch initial und die
zweite topologisch final.

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir L C M als Untermodul
an. Nach 5.5.9 und 5.5.8 bilden die L N a™ M eine a-stabile Filtrierung auf L und
mit [T5] oder auch etwas Nachdenken folgt, daf} die Einbettungen einen
Isomorphismus

lim L/a"L = lim L/(L N a"M)
induzieren. Dann folgt die Proposition unmittelbar aus der Exaktheit der Limites
surjektiver durch N indizierter Kosysteme abelscher Gruppen [15] . [

5.7.13 (Vervollstiindigung im geometrischen Fall). (k = k). Im geometrischen
Fall einer affinen Varietit X mit einem Punkt z € X verwendet man auch die
Abkiirzung

Og\(,r = (OX@)Q

fiir die Vervollstindigung eines lokalen Rings an seinem maximalen Ideal. Unse-
re Erkenntnisse 5.7.11 iiber die Vertriglichkeit von Vervollstindigung und Lokali-
sierung liefern uns dann einen natiirlichen Isomorphismus von topologischen Rin-
gen O(X) 9(1,) = O% .- Ich denke mir die Elemente des vervollstindigten lokalen
Rings (93}@ als ,,formale Taylorreihen um den Entwicklungspunkt 2. Nach 5.7.15
sind diese Ringe Quotienten von Potenzreihenringen in mehreren Variablen und
nach 1.7.18 sind sie damit auch noethersch. Offensichtlich sind sie genau dann
isomorph als £-Kring zu einem formalen Potenzreihenring in r Variablen, wenn x
ein regulidrer Punkt von X der lokalen Krulldimension r» = kdim, X ist.

Ubungen

Ubung 5.7.14. Man zeige: Die Multiplikation und Addition auf einem vervoll-
standigten Ring sind stetig fiir die von der Metrik induzierte Topologie. Die inver-
tierbaren Elemente bilden eine offene Teilmenge, und das Invertieren ist darauf
eine stetige Abbildung. Hinweis: [ ] . Sind alle Quotientenringe A/["
endlich, so ist die Vervollstindigung A7 kompakt. Hinweis: Satz von Tychonoff
[ML] ?? oder seine abzihlbare Variante [M1_]

Ubung 5.7.15 (Vervollstiindigungen von Quotienten). Sei A O I ein Ring mit
einem Ideal und M — N ein surjektiver Homomorphismus von A-Moduln. Man
zeige, daBl dann die induzierte Abbildung M} — N} surjektiv und final ist. Ist
weiter A — B ein surjektiver Homomorphismus von Ringen und J C B das
Bild von I, so zeige man, daf} die natiirliche Abbildung ein Isomorphismus von
topologischen A-Moduln B} = B/ ist.

Ubung 5.7.16. Man zeige: Die Vervollstindigung eines lokalen Rings im Sinne
von 3.4.7 nach seinem maximalen Ideal ist wieder ein lokaler Ring.
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Ubung 5.7.17. Man zeige: Die Vervollstindigung eines lokalen Rings im Sinne
von 3.4.7 nach seinem maximalen Ideal ist wieder ein lokaler Ring.

Ubung 5.7.18. Ist A C B eine modulendliche Kringerweiterung von noetherschen
Kringen und a C A ein Ideal, so ist die induzierte Abbildung auf den Vervollstin-
digungen eine topologisch initiale Injektion A7 — By, .

Ubung 5.7.19 (Chinesischer Restsatz fiir Vervollstiindigungen). Gegeben Idea-
le aj,...,as eines Krings R mit a;, + a; = R fiir ; # j wie beim chinesischen
Restsatz [Al] ist die offensichtliche Abbildung ein Isomorphismus von to-
pologischen Ringen

AN ~ A A
R<a1mas> — Ra1 X ..o X Ry

Ubung 5.7.20 (Vervollstindigung und Invarianten). Seien k ein noetherscher
Kring und B eine ringendliche Kringerweiterung von k. Es operiere eine endliche
Gruppe W auf dem k-Kring B. Nach 4.3.1 ist dann B" ringendlich iiber k¥ und B
modulendlich iiber BY. Man zeige: Ist die Gruppenordnung || invertierbar in
Bund ist a C BY ein Ideal des Invariantenrings, so induziert die Einbettung aus
5.7.18 einen Isomorphismus von topologischen Ringen
(BY)2 % (Blig)"

zwischen der Vervollstindigung des Invariantenrings und den Invarianten der Ver-
vollstindigung. Ich wiillite gerne, ob das auch ohne unsere Bedingung an die Grup-
penordnung gilt.

5.7.21 (Vervollstindigung und Invarianten, geometrischer Fall). (k = k). Im
geometrischen Fall einer affinen Varietidt X mit der Operation einer endlichen
Gruppe W von einer in k invertierbaren Ordnung und Quotient X := X /W und
einem Punkt z € X mit Bild # € X spezialisiert 5.7.20 zu einem Isomorphismus
von topologischen Ringen

Ok, 3 (0%)"

zwischen dem vervollstindigten lokalen Ring der Quotientenvarietit und den In-
varianten der Isotropiegruppe W, von x im vervollstindigten lokalen Ring der
urspriinglichen Varietét an einem Urbildpunkt. In der Tat gelangen wir mit 5.7.19

erst zu (Hzewx (99(72)W
Ausdruck.

und dann ohne Schwierigkeiten weiter zum behaupteten

5.8 Diskrete Bewertungsringe

Definition 5.8.1. Eine diskrete Bewertung, englisch discrete valuation, auf ei-
nem Korper K ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus v : K* — Z mit
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der Eigenschaft, daf fiir seine Ausdehnung durch v(0) := oo zu einer Abbildung
v: K — ZU{oo} gilt

v(z +y) > min(v(z),v(y)) firallex,y € K.

Der zugehorige Bewertungsring ist der Teilring aller Elemente unseres Korpers
mit nichtnegativer Bewertung.

Erginzung 5.8.2. Allgemein versteht man unter einer Anordnung einer abel-
schen Gruppe I' eine Anordnung der zugrundeliegenden Menge mit der Eigen-
schaft a < b = (a+ ¢) < (b+ ¢) fir alle a,b,c € I'. Dann erklidrt man eine
Bewertung auf einem Korper K als einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
v : K* — T in eine angeordnete abelsche Gruppe mit der Eigenschaft, daf3 fiir
seine Ausdehnung durch v(0) := oo zu einer Abbildung v : K — I' L {oo} gilt
v(z +y) > min(v(z),v(y)) firalle z,y € K.

Beispiel 5.8.3 (Bewertung von Laurentreihen). Auf dem Korper der formalen
Laurentreihen k((t)) iiber einem beliebigen Korper £ erhalten wir eine diskrete
Bewertung durch die Vorschrift

v <Z ant"> = inf{n | a, # 0}

Beispiel 5.8.4 (Bewertungen rationaler Funktionen). Auf dem Korper der ra-
tionalen Funktionen k(7") tiber einem beliebigen Korper k liefert jedes Element
p € k eine diskrete Bewertung v,, vermittels der Vorschrift

v,(f) =sup{n € Z | (T — p)~" f hat bei p keine Polstelle }

Eine positive Bewertung v,(f) > 0 bedeutet in diesem Fall also, da3 f bei p eine
Nullstelle hat; eine negative Bewertung v,(f) < 0, daB f bei p eine Polstelle
hat; und die Bewertung v,(f) = oo hat nur die Nullfunktion. Fiir die durch die
Entwicklung in eine Laurentreihe um p gegebene Einbettung C(7") < C((t)) ist
diese Bewertung v, offensichtlich gerade die Einschriinkung unserer Bewertung v
von oben. Auf dem Korper der rationalen Funktionen k(7) tiber einem beliebigen
Korper £ konnen wir zusitzlich die diskrete Bewertung v, erklidren durch die
Vorschrift

Voo (P/Q) = (grad Q) — (grad P)

fiir beliebige von Null verschiedene Polynome P, Q) € k[T] und v, (0) = oo. Im
Rahmen der algebraischen Geometrie mag man sich k(7") als Funktionen auf der
projektiven Gerade denken, und diese Bewertung v, beschreibt dann die Null-
bzw. Polstellenordnung am unendlich fernen Punkt.
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Ergdnzung 5.8.5 (Bewertungen meromorpher Funktionen). Typisch ist auch
das Beispiel [F1T1] des Korpers M®*(X) der meromorphen Funktionen
auf einer zusammenhédngenden offenen Teilmenge X @ C oder allgemeiner einer
zusammenhingenden Riemann’schen Flidche X. In diesem Fall liefert jeder Punkt
p € X eine diskrete Bewertung v, : M®**(X) — Z durch die Vorschrift

vy(f) =sup{n € Z | (2 — p) " f ist holomorph bei p}

Eine positive Bewertung v,(f) > 0 bedeutet in diesem Fall also, dal f bei p ei-
ne Nullstelle hat; eine negative Bewertung v,(f) < 0, daB f bei p eine Polstelle
hat; und die Bewertung v,(f) = oo hat nur die Nullfunktion. Fiir die durch die
Entwicklung in eine Laurentreihe um p gegebene Einbettung M®*(X) — C((t))
ist diese Bewertung v,, die Einschrinkung unserer Bewertung v aus dem vorherge-
henden Beispiel 5.8.3. Unter unserem Korperisomorphismus M**(P'C) = C(T')
aus ?? entspricht dann die Bewertung v, links, die die Pol- bzw. Nullstellenord-
nung einer meromorphen Funktion an der Stelle oo € P'C angibt, genau der
,,Grad-Bewertung® v, aus 5.8.4 auf C(7'). Im iibrigen kann man zeigen, daB
fiir jede zusammenhéingende kompakte Riemann’sche Fliche X die Zuordnung
p +— v, eine Bijektion zwischen der Menge aller Punkte von X und der Menge
aller diskreten Bewertungen des Korpers M®"(X) liefert, vergleiche etwa ??.

Beispiel 5.8.6 (Bewertungen rationaler Zahlen). Typisch ist schlieBlich das Bei-
spiel des Korpers der rationalen Zahlen Q. In diesem Fall definiert jede Primzahl
p eine diskrete Bewertung v, auf QQ durch die Vorschrift, da fiir a,b € Z\0 tei-
lerfremd zu p gilt
op(p"a/b) = n

In derselben Weise definiert jedes irreduzible Element eines faktoriellen Ringes
eine diskrete Bewertung seines Quotientenkdrpers. Im Spezialfall des Polynom-
rings C[T'] tiber C erhalten wir so genau die in 5.8.4 betrachteten diskreten Be-
wertungen auf C(7").

Ubung 5.8.7. Man zeige, daB es auf einem algebraisch abgeschlossenen Korper
keine diskrete Bewertung gibt. Man zeige, dal} es auf einem vollkommenen Kor-
per positiver Charakteristik keine diskrete Bewertung gibt. Man zeige, dal es auf
dem Korper der konstruierbaren Zahlen keine diskrete Bewertung gibt.

Definition 5.8.8. Ein diskreter Bewertungsring ist ein kommutativer Integri-
titsbereich mit der Eigenschaft, da3 es auf seinem Quotientenkorper eine diskrete
Bewertung 5.8.1 gibt, fiir die unser Integritdtsbereich gerade aus allen Elementen
mit nichtnegativer Bewertung besteht.

5.8.9. Wir werden gleich sehen, da8 die fragliche diskrete Bewertung auf dem
Quotientenkdrper in Definition 5.8.8 durch besagten Integritéitsbereich bereits ein-
deutig bestimmt ist.
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Beispiele 5.8.10. Der Ring der formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in einem
Korper ist ein diskreter Bewertungsring. Der Ring der Potenzreihen mit komple-
xen oder auch reellen Koeffizienten und positivem Kovergenzradius ist ein diskre-
ter Bewertungsring.

Satz 5.8.11 (Charakterisierungen diskreter Bewertungsringe). Fiir einen Kring
sind gleichbedeutend:

1. Unser Kring ist ein diskreter Bewertungsring;

2. Unser Kring ist ein Hauptidealring mit genau einem Primideal ungleich
Null;

3. Unser Kring ist reguldr lokal von der Krulldimension Eins;

4. Unser Kring ist normal, noethersch, und lokal von der Krulldimension Eins.

Beispiel 5.8.12. Der lokale Ring beim verklebten Punkt derjenigen komplexen al-
gebraischen Varietit, die aus C entsteht durch das Verkleben zweier verschiedener
Punkte, ist ein lokaler noetherscher Integrititsbereich der Krulldimension Eins,
aber eben nicht normal und mithin auch kein diskreter Bewertungsring. Dasselbe
gilt fiir den lokalen Ring der Neil’schen Parabel an ihrer Spitze.

Beweis. 1 = 2. Sei A unser Bewertungsring und v : Quot A — Z LI {oo} ei-
ne diskrete Bewertung mit A = {gq € Quot A | v(q) > 0}. Offensichtlich sind
dann die Einheiten genau A* = {a € A | v(a) = 0} und das Komplement
m = A\A* = {a € A | v(a) > 0} ist ein Ideal von A, notwendig das einzi-
ge maximale Ideal. Da wir v surjektiv annehmen, gibt es t € m mit v(t) = 1,
und fiir jedes solche ¢ folgt sofort m = At. Jedes derartige Element ¢ heif3t im
ibrigen eine Uniformisierende unseres diskreten Bewertungsrings. Gegeben ein
Ideal a C A ungleich Null sei a € a gegeben mit i = v(a) kleinstmoglich. Es
folgt sofort @ = At = m’ und A ist in der Tat ein Hauptidealring mit genau
einem Primideal ungleich Null. Nebenbei sehen wir auch, daB fir a € A gilt
v(a) = sup{i | @ € m'} und daB so die Bewertung v schon durch A eindeutig
festgelegt wird.

2 = 1.Nach [AL] ist unser Hauptidealring A faktoriell und hat bis auf Ein-
heiten genau ein irreduzibles Element ¢. Jede Wahl von ¢ liefert also eine Bijektion
A*xN = A\0, (u,4) — ut’ und dann auch eine Bijektion A* xZ — (Quot A)*,
gegeben durch dieselben Formel (u,7) — ut’. Eine mdgliche Bewertung wird
dann gegeben durch v(ut") = ¢ und v(0) = oo.

2 < 3. Das folgt unmittelbar aus den Definitionen.
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Hier der zugegebenermallen waghalsige Versuch, das Konzept eines diskreten
Bewertungsrings in Bilder zu fassen. Im geometrischen Fall ist eben der lokale
Ring einer affinen Varietit an einem Punkt genau dann ein diskreter
Bewertungsring, wenn nur eine Komponente der Varietit durch besagten Punkt
geht, wenn diese Komponente dariiber hinaus die Dimension Eins hat, und wenn
schlieBlich unser Punkt sogar eine glatte Stelle besagter Varietit ist.
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2 = 4. Das folgt, da jeder Hauptidealring faktoriell und damit normal ist.

4 = 3. Sei m C A das maximale Ideal. Wir zeigen zunichst, dal m ein Haupt-
ideal ist. Da die Krulldimension Eins ist, kann m nicht das Nullideal sein. Sei
nun ¢ € m mit a # 0 gewdhlt. Nach der Beschreibung 3.2.22 des Radikals ei-
nes Ideals als Schnitt der dartiberliegenden Primideale und da die Krulldimension
Eins ist, gilt \/(a) = m. Da m endlich erzeugt ist, folgt (m”) C (a) fiir n > 0.
Sei n > 1 minimal mit (m") C (a) und sei b € (m"1)\(a). So haben wir
y = b/a € (Quot A)\ A und folglich ym ¢ m, da sonst A[y] und damit y nach
4.1.6 ganz sein miifite tiber A. Andererseits gilt nach Konstruktion ym C A, also
ym = A als einziges Ideal von A, das nicht in m enthalten ist, und damit ist m das
Hauptideal erzeugt von z := y~!. Folglich ist A regulir. U

Proposition* 5.8.13 (Definitionsliicken durch Polstellen). (k = k). Sei X eine
irreduzible k-Varietit, x € X ein Punkt mit normalem lokalen Ring Ox , und
f € M(X)\Ox . eine am Punkt x nicht definierte rationale Funktion auf X. So
liegt x im Abschluf3 der Menge aller Punkte, an denen = definiert ist und den
Wert Null annimmt.

5.8.14. In gewisser Weise ist also im Fall eines normalen lokalen Rings ,.die
Nicht-Definiertheit einer rationalen Funktion stets durch das Vorliegen einer Pol-
stelle bedingt“. Um zu sehen, was im Fall eines nicht normalen lokalen Rings
passieren kann, verklebe man zwei verschiedene Punkte von C*. So entsteht eine
C-Varietdt X, bei der am verklebten Punkt z € X der lokale Ring Ox , nicht
normal ist. Die reguldre Funktion f auf C* gegeben durch f(z) = =z liegt dann
nicht in Oy ,, obwohl f ~1 auBerhalb von z iiberall definiert ist und keine Null-
stelle hat. Dies Beispiel zeigt, da man im Lemma auf die Normalitdtsbedingung
nicht verzichten kann. Salopp gesprochen ist in unserem Gegenbeispiel also die
Nicht-Definiertheit von f am Verklebepunkt x nicht durch eine ,,Polstelle® be-
dingt, sondern nur durch ,,schlechtes Zusammenpassen*.

Beweis. Wir setzen A := Ox,. Nach 4.8.17 gibt es ein Primideal q C A der
Hohe Eins mit f ¢ A,. Nach 5.8.11.4 ist A, ein diskreter Bewertungsring. Es
folgt unmittelbar f~' € q,, also f~' = g/h mit g € qund h € A\g. Nun diirfen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da3 X affin ist und daf g
und h beide auf ganz X definiert sind. Dann gibt es aber auch ein maximales Ideal
m D qN O(X) mit h € O(X)\m. Das ist dann das Verschwindungsideal eines
Punktes z € X, an dem f~! definiert ist und den Wert Null annimmit. Lige x
nicht im Abschluf3 der Menge aller derartigen Punkte z € X, so kdnnten wir den
fraglichen Abschluf3 aus X entfernen und die so entstehende Varietit als unser X
nehmen und erhielten unmittelbar einen Widerspruch. [
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Ubungen

Ubung 5.8.15 (Maximalitiit diskreter Bewertungsringe). Seien K ein Korper
und A C K ein diskreter Bewertungsring. Man zeige, da K nur genau zwei
Teilringe besitzt, die A umfassen, namlich A und K.

Ubung 5.8.16. Sei R ein noetherscher Integrititsbereich. Man zeige:

1. Fiir jedes Primideal p C R der Hohe Eins und jedes f € R\O hat der
Quotient R, /(f) der Lokalisierung R, endliche Linge.

2. Fiir jedes Primideal p C R der Hohe Eins gibt es genau einen Gruppenho-
momorphismus v, : (Quot R)* — Z mit der Eigenschaft, dal sein Wert
auf allen f € R\0 die Linge des Quotienten R,/(f) angibt, in Formeln

v (f) = LRy /(f))-

3. Ist R, reguldr, so ist dies v, gerade die Restriktion der diskreten Bewertung
auf Quot R mit Bewertungsring R,,.

5.9 Dedekind-Ringe

Definition 5.9.1. Ein Dedekind-Ring ist ein noetherscher normaler kommutativer
Integritidtsbereich der Krulldimension Eins.

Beispiele 5.9.2. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Dedekindring. Jeder dis-
krete Bewertungsring ist ein Dedekindring, ja die diskreten Bewertungsringe sind
genau die lokalen Dedekindringe. Jede Lokalisierung eines Dedekindrings an ei-
ner Teilmenge, die mindestens ein maximales Ideal nicht trifft, ist wieder ein De-
dekindring. Insbesondere ist jede Lokalisierung eines Dedekindrings an einem
maximalen Ideal ein diskreter Bewertungsring.

Proposition 5.9.3 (Dedekindringe im geometrischen Fall). (k = k). Eine affine
Varietdt X ist genau dann glatt, irreduzibel und eindimensional, wenn ihr Ring
O(X) von reguldren Funktionen ein Dedekindring ist.

Beweis. Das folgt daraus, dal nach 5.8.11 ein lokaler noetherscher Kring der
Krulldimension Eins genau dann normal ist, wenn er reguldr ist. Ist also Ox,
reguldr fiir alle x € X, so ist es auch normal fiir alle z € X. Dasselbe folgt
fir O(X) = (,cx Ox,2» Wobei der Schnitt in Quot O(X) zu verstehen ist. Ist
umgekehrt O(X) normal, so nach 4.6.1 auch seine Lokalisierungen Oy, fiir alle
r e X. [

Beispiel 5.9.4 (Ganzheitsringe sind Dedekindringe). Ein Zahlkorper ist ein
Korper K der Charakteristik Null, der endlich ist iiber seinem Primkorper, in For-
meln [K : Q] < oo. Der Ring der ganzen Zahlen oder auch Ganzheitsring
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ox C K unseres Zahlkorpers K ist per definitionem der ganze Abschluf3 von
Z in K. Nach dem Endlichkeitsresultat 5.10.8 fiir ganze Abschliisse, das wir im
nichsten Abschnitt beweisen, ist 0 ein endlich erzeugter Z-Modul, und nach der
Stabilitit der Krulldimension bei ganzen Kringerweiterungen 4.2.11 hat ox wie Z
die Krulldimension Eins. Normal ist 05 eh, also muf} unser Ganzheitsring o ein
Dedekindring sein.

Satz 5.9.5 (Bewertungen und maximale Ideale). Gegeben ein Dedekindring B
liefert die Vorschrift, die jedem maximalen Ideal wm die durch den diskreten Be-
wertungsring By, gegebene Bewertung auf Quot B zuweist, eine Bijektion

~ Diskrete Bewertungen auf Quot B,
Max B = { deren Bewertungsring B umfaf3t
m > Um

Beweis. Die Injektivitit unserer Abbildung ist klar, es bleibt die Surjektivitit zu
zeigen. Sei dazu v : Quot B — Z LI {oo} eine diskrete Bewertung mit Bewer-
tungsring A O B. Der Schnitt des maximalen Ideals m4 C A mit B kann nicht das
Nullideal sein, da sonst die Bewertung v auf (Quot B)* identisch verschwinden
miifite. Also ist der Schnitt ein maximales Ideal m C B. Natiirlich gilt B,, C A
und aus der Maximalitit diskreter Bewertungsringe 5.8.15 folgt B,, = A. [

Ubungen

Ubung 5.9.6. Gegeben eine algebraische Korpererweiterung K C L und eine
diskrete Bewertung v auf L gilt v(K ™) # 0.

Ubung 5.9.7. Sei B ein Dedekindring. Ein von Null verschiedener endlich erzeug-
ter B-Untermodul von Quot B heil3t ein gebrochenes Ideal von B. Wir erhalten
eine Bijektion

{gebrochene Ideale von B} — 7ZMax B

mit dem freien Z-Modul iiber Max B, indem wir jedem gebrochenen Ideal I die
Funktion f; zuordnen mit f;(m) = inf{v,(b) | b € I'}. Erkldren wir das Produkt
1J zweier gebrochener Ideale 7, J als das von allen Produkten ab von Elementen
a €, b € J erzeugte gebrochene Ideal, so wird diese Bijektion sogar ein Gruppe-
nisomorphismus. Natiirlich induziert sie auch eine Bijektion

{Ideale von B} = NMax B

mit der Menge aller endlichen Multimengen von maximalen Idealen. Ist speziell
k = k und X eine irreduzible glatte affine Kurve iiber k, so entsprechen die ge-
brochenen Ideale des Rings der reguldren Funktionen O(X) eineindeutig forma-
len endlichen Z-Linearkombinationen von Punkten aus X, und zwar entspricht
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> n,x gerade der Menge der rationalen Funktionen f € M(X), die an allen
Stellen x mit n, > 0 definiert sind, an allen Stellen x mit n, > 0 eine n,-fache
Nullstelle haben, und an allen Stellen mit n, < 0 entweder definiert sind oder
einen Pol der Ordnung hochstens n, haben. In Formeln ausgedriickt haben wir

also
{gebrochene Ideale von O(X)} & ZX

{feM(X) |v(f) >n, Vr € X} «— > onux

5.10 Norm, Spur, Endlichkeit ganzer Abschliisse*

Definition 5.10.1. Gegeben eine endliche Korpererweiterung L/ K definieren wir
zwei Abbildungen N, S : L. — K, die Norm und die Spur, indem wir fiira € L
die K-lineare Abbildung (a-) : L — L betrachten und setzen

Norm(a) = N(a) = N¥(a) = detg((a)|L)
Spur(a) = S(a) = SF(a) = trg((a)|L)

Fiir « € K haben wir offensichtlich N (a) = al*/! und S¥ (a) = [L : K]a. Fiir
o : L = M ein Isomorphismus von endlichen Korpererweiterungen von K gilt
offensichtlich N7 (a) = N¥;(c(a)) und S¥ (a) = S¥(o(a)).

5.10.2 (Diskussion der Terminologie). Ungliicklicherweise erhalten wir so im
Fall der Korpererweiterung C/R die Abbildung N¢ : C — R, z ~ 2Z und damit
gerade das Quadrat der Norm einer komplexen Zahl, wie wir sie in [ ]
erkldrt hatten. Was im Einzelfall genau gemeint ist, mufl der Leser jeweils aus
dem Kontext erschliefen. Ist allgemeiner D eine endlichdimensionale assoziative
K-Algebra, so findet man auch in dieser Allgemeinheit manchmal die Notation
N%(a) = det((a-)| D). Im Fall eines Schiefkorpers D wird aber die Notation N (a)
alternativ auch verwendet als Abkiirzung fiir Ng(a) (a).

Lemma 5.10.3 (Transitivitit von Norm und Spur). Sind K C L C M endliche
Korpererweiterungen, so gelten die Formeln

N% = NEoNE
Sk = SFosi

Beweis. Die zweite Formel folgt daraus, daf sich fiir eine (m x m)-Matrix von
(n x n)-Matrizen die Gesamtspur auch berechnen 146t, indem man zunichst alle
(n x n)-Blocke auf der Diagonalen aufaddiert und dann von dieser Summe die
Spur nimmt. Die erste Formel folgt daraus, da3 man nach [ ] ganz
analog auch die Determinante einer Blockmatrix mit paarweise kommutieren-
den Blocken berechnen kann als die Determinante der (n x n)-Matrix, die sich

168



als ,,Blockdeterminante* ergibt. Ist etwas genauer my, ..., m, eine L-Basis von
M, so wird die Multiplikation mit b € M gegeben durch eine (r x r)-Matrix
(a;j) € Mat(r; L). Ist weiter [y, . . ., [, eine K-Basis von L, so werden die Multi-
plikationen mit a;; dargestellt durch gewisse (s x s)-Matrizen

Aij S Mat(s, K)

Die Multiplikation mit b € M wird dann in der K-Basis von M, die aus den m;l,,
besteht, durch die Blockmatrix B = (A;;) dargestellt. O

Satz 5.10.4 (Norm und Spur iiber Galoistheorie). Sei L/K eine endliche se-
parable Korpererweiterung und M eine Vergrofierung von L zu einer normalen
Erweiterung von K. So gilt

SK(a) = Z o(a) und N¥(a)= H o(a)

o€KringX (L, M) o€KringX (L, M)

5.10.5. Ist also speziell L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe
T, so gilt S(a) = ZwEF v(a) und N(a) = HwEF v(a).

Beweis. Ist L' C L ein Unterkorper, der a enthilt, so gilt wegen der Transitivi-
tat von Norm und Spur 5.10.3 und unseren Erkenntnissen 5.10.1 fiir Norm und
Spur von Elementen des Grundkorpers offensichtlich S¥(a) = [L : L']SE (a)
und N¥(a) = (N%(a))“%]. Die rechten Seiten der behaupteten Formeln verhal-
ten sich nun in genau derselben Weise beim Ubergang von L' zu L, so daB wir
also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit L = K(a) annehmen diirfen. Dann
definiert jedoch X +— a einen Korperisomorphismus

K[X]/{Irr(a, K)) = L

Das charakteristische Polynom der K -linearen Abbildung (a-) : L — L ist folg-
lich det(Xid — (a-)) = Irr(a, K) = [[(X — o(a)). Setzen wir hier X = 0, so
ergibt sich die Formel fiir die Norm. Vergleichen wir dahingegen die Koeffizienten
der zweithochsten Potenzen von X auf beiden Seiten, so ergibt sich die Formel
fiir die Spur. U

Korollar 5.10.6 (Spur und Separabilitit). Eine endliche Korpererweiterung ist
genau dann separabel, wenn die zugehorige Spurabbildung nicht identisch ver-
schwindet.

Beweis. Ist unsere Erweiterung separabel, so kann ihre Spurabbildung nicht iden-
tisch verschwinden nach ihrer Darstellung aus 5.10.4 und dem Satz iiber die li-

neare Unabhéngigkeit von Charakteren [Al] . Ist unsere Erweiterung nicht
separabel, so iiberlassen wir das Argument dem Leser mit dem Hinweis, sich vom
Beweis von 5.10.4 inspirieren zu lassen. [
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5.10.7. Fiir jede endliche Korpererweiterung L/ K liefert die Spur eine K -biline-
are Paarung, die Spurform

LxL —» K
(z,y) — Sf(zy)

Sie ist offensichtlich invariant unter der Galoisgruppe. Fiir L/ K endlich separabel
ist diese Paarung nach 5.10.6 nicht ausgeartet.

Satz 5.10.8 (Endlichkeit ganzer Abschliisse normaler Kringe). Sei A ein nor-
maler noetherscher kommutativer Integritiitsbereich und L/ Quot A eine endli-
che separable Korpererweiterung seines Quotientenkorpers. So ist der ganze Ab-

schlufs B von A in L modulendlich iiber A.

Beweis. Nach 5.10.6 definiert fiir jede endliche separable Erweiterung die Spur
SX . L — K eine symmetrische nichtausgeartete Bilinearform

LxL — K
(z,y) = Sg(zy)

Aus der Beschreibung der Spur als Summe von Galois-Konjugierten 5.10.4 folgt,
daB ST (b) ganz ist iiber A fiir alle b € B. Also gilt nach unserer Annahme
SK(B) C A. Nun finden wir sicher by,...,b, € B, die eine Basis von L iiber
K bilden. Sie spannen in L einen freien A-Modul V' vom Rang n auf, und die
duale Basis b7, ..., b in Bezug auf unsere Bilinearform spannt in L einen weite-
ren freien A-Modul VV* vom Rang n auf, der auch beschrieben werden kann durch
die Formel

Vi={zeL|SFay)eA VyeV}

Insbesondere gilt B C V*. Aus A noethersch folgt dann sofort, dal B endlich
erzeugt ist als A-Modul. O]

Satz 5.10.9 (Endlichkeit ganzer Abschliisse im geometrischen Fall). Seien A
ein Integrititsbereich, der ringendlich ist iiber einem Korper k, und L]/QuotA
eine endliche Korpererweiterung seines Quotientenkorpers. So ist auch der ganze
Abschluf3 von A in L ringendlich iiber k und mithin modulendlich iiber A.

5.10.10. Insbesondere ist also auch der ganze Abschluf3 von A in QuotA ring-
endlich iiber k. Im Gegensatz zum vorhergehenden Satz 5.10.8 brauchen wir in
diesem ,,geometrischen‘ Fall weder A als normal noch unsere Korpererweiterung
als separabel anzunehmen.

170



Beweis. Noether’s Normalisierungslemma 4.4.8 liefert uns einen Teilring
k(wy,...,2,] C A

mit A modulendlich iiber diesem Teilring. Der ganze Abschlufl von A in L ist also
auch der ganze AbschluB von k['zy, ..., x,]in L. Ist L/k('zy, ..., x,) separabel,
so sind wir fertig mit dem Satz iiber die Endlichkeit ganzer Abschliisse im Fall
normaler Ringe 5.10.8, da ja Polynomringe normal sind. Sonst vergro3ern wir L
mit [AL] zu einer endlichen normalen Erweiterung N/k('zq, ..., x,) mit
Galoisgruppe GG und betrachten die Korperkette

k('xzy,...,2,) C N9 CN

Sie besteht nach [AL] aus einer rein inseparablen Erweiterung gefolgt von
einer separablen Erweiterung. Nach [Al] gibt es mithin eine p-Potenz ¢,
fir p > 0 die Charakteristik von k, mit f¢ € k('zy,...,x,) fir alle f € N¢,
Nehmen wir Erzeuger fi, ..., f. € N der ersten Korpererweiterung und notie-
ren h eine endliche Korpererweiterung von k, die fiir alle Koeffizienten der Zihler
und Nenner der f! jeweils ¢g-te Wurzeln enthilt, so erhalten wir eine Einbettung

NC c (2%, ..., 2/7) und kbnnen N vergroBern zu einer endlichen separablen
Erweiterung h(z}’%, ..., 2/?) C M, so daB im Diagramm
k('zy,...,x,) C N¢ C N
N N

Wl ol c M

die untere rechte Inklusion auch separabel ist. Der ganze Abschlufl des Teilrings

K[z, z,]in k(2% ..., z¥/?) ist aber offensichtlich hlz1’?, . .., z/*] und da-
mit modulendlich iiber k['xy, ..., z,]. O
Ubungen

Ergiinzende Ubung 5.10.11. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung, V' ein
endlichdimensionaler L-Vektorraum und ¢ : V' — V eine lineare Abbildung. So
gilt die Identitit detz ¢ = N (dety, ). Hinweis: [LA1] . Alternative: Man
ziehe sich durch geeignete Korpererweiterung von L auf den Fall zuriick, daf fiir
eine Basis von V' die Matrix von ¢ obere Dreiecksgestalt hat, und argumentiere
dann mit der Formel fiir die Determinante block-oberer Dreiecksmatrizen [ ]

5.11 Bewertungen und Korpererweiterungen*

Definition 5.11.1. Ein Homomorphismus von diskret bewerteten Korpern heif3t
bewertungsvertriglich genau dann, wenn seine Verkniipfung mit der Bewertung
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des Bildkorpers ein positives Vielfaches der Bewertung auf dem Ausgangskorper
ist.

5.11.2. Fiir einen bewertungsvertriglichen Homomorphismus ¢ : K — L von
diskret bewerteten Korpern gibt es demnach per definitionem genau eine positive
natiirliche Zahl d € N derart, da} das Diagramm

K57

1

Lt 7

kommutiert. Diese natiirliche Zahl d heif3t der Verzweigungsgrad unserer bewer-
tungsvertraglichen Korpererweiterung. Auf Englisch sagt man dazu ramification
index, auf Franzosisch indice de ramification. Ein bewertungsvertriglicher Ho-
momorphismus vom Verzweigungsgrad Eins heifit unverzweigt. Ein Unterkorper
eines diskret bewerteten Korpers besitzt genau dann eine vertrdgliche Bewertung,
wenn die Bewertung des grolen Korpers auf dem Unterkorper auch Werte auB3er-
halb von {0, co} annimmt.

Beispiel 5.11.3. Die Abbildung C — C, z — 2" induziert durch Vorschalten ei-
ne Einbettung in der Gegenrichtung M®*(C) — M?**(C). Gegeben p € C mit
p"™ = q ist das zum Beispiel ein bewertungsvertriglicher Kérperhomomorphismus
(M*(C),vp,) — (M*(C),v,) mit Verzweigungsgrad Eins fiir p # 0 # ¢ und
Verzweigungsgrad n fiir p = ¢ = 0. Ist allgemeiner f : X — Y ein nichtkon-
stanter Homomorphismus von zusammenhédngenden Riemann’schen Flidchen und
p € X ein Punkt mit Bild f(p) = g € Y, so liefert das Zuriickholen von mero-
morphen Funktionen einen Homomorphismus von diskret bewerteten Korpern

(MY, vg) = (M™(X), 1)

und der zugehorige Verzweigungsgrad ist genau der ,,topologische* Verzweigungs-
grad im Sinne von ??.

Beispiel 5.11.4. Die Einbettung C((7")) — C((Y")) des Korpers der Laurentreihen
tiber C in sich selber vermittels 7" — Y™ fiir ein fest vorgegebenes n > 0 ist
ein bewertungsvertriglicher Morphismus diskret bewerteter Korper vom Verzwei-
gungsgrad n.

Definition 5.11.5. Ein Homomorphismus von lokalen Ringen heif3t lokal genau
dann, wenn das Urbild des grofiten echten Ideals das grofte echte Ideal ist.

Proposition 5.11.6 (Verzweigung bei Korpern und Ringen). Das Bilden des
Teilrings aller Elemente mit nichtnegativer Bewertung liefert eine Aquivalenz von
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1

Dies Bild erinnert unsere Anschauung fiir die Abbildung z +— 2% der
Einheitskreisscheibe auf sich selbst. Es stellt diese Abbildung dar als die
Komposition einer Abbildung der Einheitskreisscheibe auf eine raumliche sich
selbst durchdringende Fliache, gegeben in etwa durch eine Formel der Gestalt
2z (2%,e(Im2)) in C x R = R3 fiir geeignetes monotones und in einer
Umgebung von Null streng monotones ¢, gefolgt von einer senkrechten
Projektion auf die ersten beiden Koordinaten. Das Zuriickholen meromorpher
Funktionen unter dieser Abbildung induziert fiir die Bewertungen nach der
Nullstellen- bzw. Polordnung am Urgggung einen Homomorphismus diskret
bewerteter Korper vom Verzweigungsgrad Zwei.



Kategorien

diskret bewertete Korper, . .
- ~ diskrete Bewertungsringe,
bewertungsvertrdgliche — . :
.. : lokale Ringhomomorphismen
Korperhomomorphismen
(K, v) — o :={x € K |v(z) >0}

Die Uniformisierenden des diskreten Bewertungsrings oy sind dabei genau die
Elemente unseres diskret bewerteten Korpers mit Bewertung Eins.

5.11.7. Man verwendet diese Entsprechung, um die Begriffe Verzweigungsgrad
und unverzweigt auf den Fall lokaler Ringhomomorphismen diskreter Bewer-
tungsringe zu iibertragen. Im Fall eines lokalen Ringhomomorphismus diskreter
Bewertungsringe (A4, m) — (B, n) ist der Verzweigungsgrad mithin das d > 1
mit Bm = n,

Beispiel 5.11.8. Sei X eine zusammenhingende Riemann’sche Flache und x € X
ein Punkt. Dem diskret bewerteten Korper M2" der ,,meromorphen Funktionskei-
me bei x* entspricht unter unserer Aquivalenz der Ring O der ,.holomorphen
Funktionskeime bei 2*“. Eine Uniformisierende wire in diesem Fall ein holomor-
pher Funktionskeim u bei z mit einer einfachen Nullstelle bei x. Per definitionem
besitzt x eine zusammenhingende offene Umgebung U @ X, auf der sich unser
Funktionskeim u realisieren 1483t und auf der u sogar einen Isomorphismus von
bepunkteten Riemann’schen Flichen

u: (U,x) = (W,0)

mit W = «(U) @ C induziert. Man sagt dann auch, die Funktion u liefere eine
,Uniformisierung der Riemann’schen Fldache X in einer Umgebung von z* und
daher riihrt die Bezeichnung ,,Uniformisierende‘ im Beweis von 5.8.11.

Beweis. Offensichtlich ist o C K ein Teilring und seine Einheitengruppe ist
or = {z € K | v(x) = 0}. Die Nichteinheiten von ox bilden also ein Ideal
my = {x € K | v(z) > 1}, das notwendig das einzige maximale Ideal sein muB.
Jedes m € K mit v(m) = 1 liefert einen Gruppenisomorphismus

o xZ = KX
(u,n) +— ur”

Dieselbe Abbildung induziert auch eine Bijektion 0 x N = o0 \0. Die Haupt-
ideale von oy sind also genau das Nullideal und die Ideale (7") fiir n € N. Das
zeigt, daB3 unser Ring o ein Hauptidealring ist und dafl 7 bis auf Einheiten sein
einziges irreduzibles Element ist. Weiter liefert jeder Korperhomomorphismus
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¢ : K — L von diskret bewerteten Korpern mit vy (¢(x)) € Nygvg(x) Ve e K
einen Ringhomomorphismus ¢ : 0 — o7 mit ¢~ (my) = mg. Damit liefert die
Vorschrift aus unserem Lemma in der Tat einen Funktor der beschriebenen Art.
Der Rest des Beweises kann dem Leser iiberlassen bleiben. ]

Satz 5.11.9 (Gradformel). Sei A C B eine modulendliche Erweiterung von De-
dekindringen. So gilt fiir jedes maximale Ideal m C A die Identitdit

[Quot B: Quot Al = Y d(Bu/Aw) - [B/n: A/m]

nNA=m

Hier ist die Summe zu bilden iiber alle n € Max B mitn N A = m und d(B,/Aw)
meint den Verzweigungsgrad im Sinne von 5.11.7.

Erginzung 5.11.10. In der Zahlentheorie schreibt man diese Identitit meist mit
anderen Symbolen. Ist genauer L/K eine Erweiterung von Zahlkorpern und p C
0k ein maximales Ideal des Ganzheitsrings von K, so liest sich unsere Formel in
der dort iiblichen Notation

[L: K] =Y e(B/p)f(B/p)

PP

5.11.11. Unsere Endlichkeitssitze von eben liefern zwei typische Situationen, in
denen dieser Satz anwendbar ist: Einerseits nach 5.10.8 fiir einen Dedekindring
A, eine endliche separable Erweiterung L/ Quot A und B den ganzen AbschluB3
von A in L. Diese Situation trifft man oft in der Zahlentheorie an. Oder nach
5.10.9 fiir einen Dedekindring A, der ringendlich ist tiber einem vorgegebenen
Grundkorper, eine beliebige endliche Korpererweiterung L/ Quot A und B den
ganzen Abschlufl von A in L. Das ist der ,,geometrische® Fall einer ,,verzweigten
Uberlagerung von algebraischen Kurven®, der fiir mich insbesondere im Fall des
Grundkorpers C der Anschauung gut zugénglich ist. Allerdings wird man im Fall
eines algebraisch abgeschlossenen Grundkdrpers in der Situation des Satzes stets
[B/n : A/m| = 1 finden, weshalb dieser Faktor meiner Anschauung schlechter
zuginglich ist. Man sieht ihn aber deutlich im Fall der Erweiterung R[7"] C CI[T].

Beweis. Nach 4.2.12 ist unsere Summe endlich. Die Lokalisierung B, von B
nach A\m ist modulendlich und torsionsfrei iiber dem Hauptidealring A,,, also
frei vom Rang [Quot B : Quot A]. Damit ist auch B := B/mB frei von demsel-
ben Rang iiber dem Korper A := A/m und nach 3.6.4 liefern die Abbildungen in
die Lokalisierungen fiir unseren Kring endlicher Linge B einen Isomorphismus
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mit it dem Bild von n in B. Da Lokalisierung nach 3.1.26 mit Restklassenbildung
vertauscht, ist die natiirliche Abbildung ein Isomorphismus B, /mB, — B;. Per
definitionem haben wir mB, = n¢ fiir d der zugehérige Verzweigungsgrad, folg-
lich hat B, /m B, die Linge alias Dimension d als Modul iiber B /n und dann eine
entsprechend vervielfachte Dimension als Vektorraum tiber A/m. ]

Ergdnzung 5.11.12. Eine Korpererweiterung K /Q vom Grad Zwei heifit ein qua-
dratischer Zahlkorper. Offensichtlich hat jeder quadratische Zahlkorper die Ge-
stalt K = Q(V/9) fiir genau ein § € Z\{0, 1} ohne mehrfachen Primfaktor. Fiir
den zugehorigen Ganzheitsring ok alias den ganzen Abschlufl von Z in K findet
man dann

[ Z+7ZVs falls 6 = 2,4  (mod 4),
K7\ Z2+2(014+V0)/2 fallsé=1 (mod 4).

Satz 5.11.13 (Galoistheorie fiir lokale und globale Erweiterungen). Sei A C B
eine modulendliche Erweiterung von Dedekindringen, die eine normale Erweite-
rung der Quotientenkorper induziert. Sei G die Galoisgruppe und n C B ein
maximales Ideal mit Bild m = n N A. So ist die auf den Restklassenkorpern indu-
zierte Abbildung A — B eine normale Korpererweiterung und die offensichtliche
Abbildung eine Surjektion

G, — Gal(B/A)

der Isotropiegruppe G, von n in der urspriinglichen Galoisgruppe, der sogenann-
ten Zerlegungsgruppe von n, auf die Galoisgruppe der Erweiterung der Rest-
klassenkorper.

5.11.14. Der Kern unseres surjektiven Homomorphismus heifit die Trigheits-
gruppe von n. Sind die beteiligten Korpererweiterungen der Quotientenkdrper
sowie der Restklassenkorper Galois, wie zum Beispiel im Fall von Zahlkorpern,
so zeigt die Gradformel zusammen mit dem folgenden Beweis, daf} die Kardina-
litdt der Trigheitsgruppe mit dem Verzweigungsindex iibereinstimmen muf.

Beweis. Die Normalitit ergibt sich als ein Spezialfall von 4.6.9, das Minimalpo-
lynom von b € B zerfillt mit Nullstellen in B und folglich mit Koeffizienten in A
und kann folglich modulo m reduziert werden. Betrachten wir nun den Invarian-
tenring der Isotropiegruppe C' := B%", so bilden nach 4.6.7 die maximalen Ideale
in B tiber [ := C' N n eine G,-Bahn, die folglich nur aus dem einzigen Punkt n
bestehen kann. Ein Vergleich der Gradformeln 5.11.9 fir C C Bund A C B
zeigt d(By/An) = d(B,/Ci) und [B/n : C/l] = [B/n : A/m|. Daraus hinwie-
derum folgt mit der Notation C' := C'/[, daB die Einbettung einen Isomorphismus
A 5 C liefert. Es reicht also zu zeigen, daB die offensichtliche Abbildung eine
Surjektion
G, — Gal(B/C)
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induziert. Nun ist ja nach [AL] der Fixkorper der Galoisgruppe von F' C B
rein inseparabel iiber C'. Andererseits gibt es nach dem Satz vom primitiven Ele-
ment ein b € B mit B = F[b]. Istb € B ein Urbild von b, so hat das Minimalpoly-
nom von b wie zu Anfang des Beweises besprochen Koeffizienten in C' und kann
folglich modulo [ reduziert werden. Die Operation von G, auf den Nullstellen
des Minimalpolynoms von b ist folglich transitiv. Das aber zeigt die behauptete
Surjektivitit. [
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6 Algebraische Varietiten

Ich will die Theorie allgemeiner algebraischer Varietiten durch einen kurzen Dia-
log motivieren.

A: Kennst Du schon diesen super Satz von Bézout, nach dem zwei Polynome
in zwei Verdnderlichen genau so viele gemeinsame Nullstellen haben, wie
das Produkt ihrer Grade angibt?

B: Ist doch offensichtlich Quatsch. Denk nur an zwei parallele Geraden in der
reellen Ebene!

A: Na ja, die schneiden sich halt im Unendlichen.

B: Hittest Du auch gleich dazusagen konnen, was da noch alles mitzuzihlen
ist! Dann denk halt an zwei Kreise, Nullstellenmengen von quadratischen
Polynomen. Die schneiden sich doch meist gar nicht, bestenfalls in zwei
und nie in vier Punkten.

A: Na ja, die anderen Schnittpunkte liegen eben im Komplexen.

B: Wird ja ziemlich komplex. Eine Ausrede nach der anderen. Aber dann denk
eben im Komplexen an den Graphen einer nichtkonstanten Polynomfunkti-
on in einer Verdnderlichen und den Schnitt dieses Graphen mit der x-Achse.
Wenn unser Polynom mehrfache Nullstellen hat . ..

A: ... dann miissen die Schnittpunkte seines Graphen mit der z-Achse natiir-
lich auch mit der entsprechenden Vielfachheit gezdhlt werden.

B: Argh! Natiirlich, selbstverstindlich. Und was wire, wenn wir schlicht zwei-
mal dasselbe Polynom in zwei Verinderlichen nihmen?

A: Oups, ich vergal}, teilerfremd miissen meine beiden Polynome schon sein.
Aber dann stimmt es auch wirklich!

B: Ich glaub vorerst gar nichts mehr. Jetzt erklidr erst mal ganz genau, was Du
mit ,,gemeinsamen Nullstellen im Unendlichen® und der ,,Vielfachheit einer
gemeinsamen Nullstelle* meinst, dann sehen wir weiter.

Nun, dieses ,,ganz genaue Erkldren* wird ein Weilchen dauern, weil ich es auch
wieder nicht minimalistisch machen will. Vielmehr erklire ich zunéchst ganz all-
gemein abstrakte algebraische Varietiten als spezielle k-geringte Rdume. Dann
wird diskutiert, inwiefern fiir k = k unsere algebraischen Teilmengen von k" ei-
ne natiirliche Struktur als algebraische Varietiten tragen, und inwiefern dasselbe
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auch fiir die projektiven Rdume P"k aus [ ] 2? gilt. In diesem Rahmen schlie$3-
lich wird das ,,ganz genaue Erkldren® dann leicht von der Hand gehen, vergleiche
6.5.4.

6.1 Geringte Riume

Definition 6.1.1. Sei & ein Kring. Unter einer k-Ringalgebra verstehen wir ein
Paar (R, @) bestehend aus einem Ring R und einem Ringhomomorphismus ¢ :
k — R, dessen Bild im Zentrum von R liegt und der meist vom Leser erra-
ten werden muf. Von einer k-Teilringalgebra fordern wir, dal sie das Bild dieses
ausgezeichneten Ringhomomorphismus umfassen soll. In [ ] hatten wir
derartige Strukturen im Fall eines Korpers £ bereits kennengelernt.

Definition 6.1.2. Sei k ein Kring. Ein k-geringter Raum X = (X, ) ist ein
topologischer Raum X mitsamt einer Vorschrift O, die jeder offenen Teilmenge
U @ X eine k-Teilringalgebra O(U) C Ens(U, k) in der k-Ringalgebra aller Ab-
bildungen von U nach k zuordnet, deren Elemente wir regulire Funktionen auf
U nennen und von denen wir fordern:

Ist ¢ ein System offener Teilmengen von X und V' := J,;, U seine
Vereinigung, so ist eine Abbildung f : V' — k regulér genau dann,
wenn ihre Restriktionen auf alle U € U regulér sind.

6.1.3. Unter anderem impliziert unsere Definition, daf alle konstanten Funktionen
regulidr sind, daB also fiir jedes U @ X die konstanten Abbildungen von U nach
k in O(U) liegen: Eine Teilringalgebra mufl namlich nach unseren Definitionen
stets das Einselement der urspriinglichen Ringalgebra enthalten.

Ergdnzung 6.1.4 (Diskussion der Terminologie). Im Zusammenhang mit ,,Sche-
mata“ und ,,Supermannigfaltigkeiten‘ wird eine noch allgemeinere Definition des
Konzepts eines geringten Raums benétigt. Wenn wir betonen wollen, dal wir den
hier erklérten einfacheren Begriff meinen, reden wir genauer von einem durch
Funktionen k-geringten Raum. In der Sprache der Garbentheorie, die ich hier
noch vermeiden will, konnte man unser O als eine ,,k-Ringalgebren-Untergarbe
der k-Ringalgebren-Garbe aller k-wertigen Funktionen auf X “ charakterisieren.

Beispiel 6.1.5 (Mannigfaltigkeiten als R-geringte Riume). Ein typisches Bei-
spiel sind die ,,Mannigfaltigkeiten*, die wir in [ML ] sogar definiert haben
gewisse R-geringten Rdume X, bei denen wir als regulidre Funktionen auf einer
offenen Teilmenge U @ X eben alle ,,glatten* Funktionen nehmen.

Beispiel 6.1.6 (Affine Varietiiten als k-geringte Riiume). (k = k). Jede affine
k-Varietit im Sinne von 2.3.1 wird ein k-geringter Raum, wenn wir sie mit ih-
rer Zariski-Topologie versehen und reguldre Funktionen auf offenen Teilmengen
erkldren wie in 2.1.5.
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Definition 6.1.7. Seien (X, Ox) und (Y, Oy) zwei k-geringte Rdume. Eine Ab-
bildung ¢ : X — Y heifit ein Morphismus von k-geringten Riumen genau
dann, wenn sie stetig ist und wenn das Davorschalten unserer Abbildung reguli-
re Funktionen zu reguldren Funktionen macht, wenn also in Formeln aus U @ Y
und f € Oy (U) folgt f o ¢ € Ox(o ' (U)). Die Menge aller Morphismen von
X nach Y bezeichnen wir mit Gery(X,Y") oder auch kurz Ger(X,Y). Ein Iso-
morphismus von k-geringten Riumen ist ein bijektiver Morphismus, dessen
Umkehrabbildung auch ein Morphismus ist.

Beispiel 6.1.8. Die Morphismen R-geringter Rdume sind im Fall von zwei Man-
nigfaltigkeiten genau alle glatten Abbildungen.

Beispiel 6.1.9. (k = k). Die Morphismen k-geringter Riume sind im Fall von
zwel affinen k-Varietiten genau alle Morphismen im Sinne von 2.3.1, vergleiche
2.1.16.

6.1.10 (Schnitt von Strukturen als k-geringter Raum). Sind auf ein und der-
selben Menge X mehrere Strukturen als k-geringter Raum gegeben, so bilden wir
thren Schnitt, indem wir diejenigen Mengen offen nennen, die in jeder unserer
Strukturen offen sind, und diejenigen Funktion regulér, die in jeder unserer Struk-
turen reguldr sind. Dieser Schnitt ist dann offensichtlich auch eine Struktur als
k-geringter Raum auf X.

6.1.11 (Vergleich von Strukturen als k-geringter Raum). Gegeben zwei Struk-
turen als k-geringter Raum auf derselben Menge X nennen wir die eine groBer-
gleich als die andere genau dann, wenn ihr Schnitt die andere Struktur ist. Salopp
gesprochen sind also groere Strukturen solche ,,mit mehr offenen Mengen oder
mehr reguldren Funktionen oder beidem®. Auf diese Weise erhalten wir eine par-
tielle Ordnung auf der Menge aller Strukturen als k-geringter Raum auf einer
vorgegebenen Menge X.

Definition 6.1.12. Seien X eine Menge, Y; beliebige k-geringte Rdume indiziert
durch i € [ und ¢; : Y; — X Abbildungen. Die groBite Struktur eines k-geringten
Raums auf X, fiir die alle ¢; Morphismen werden, heift die finale Struktur auf
X in Bezug auf unsere Familie von Abbildungen.

6.1.13 (Existenz der finalen Struktur). Wir miissen zeigen, daf} solch eine grof-
te Struktur auch tatsédchlich existiert. Dazu geben wir sie einfach explizit an: Als
Topologie nehmen wir die Finaltopologie, U C X ist also offen genau dann, wenn
seine Urbilder ¢; *(U) offen sind in Y; fiir alle 7 € I. Als regulére Funktionen auf
U @ X nehmen wir dann alle Funktionen f : U — k derart, dal f o ¢; regulir
ist auf ;' (U) fiir alle i € I. Es scheint mir nun klar, da das eine Struktur als
k-geringter Raum auf X mit den geforderten Eigenschaften ist, und dann ist es
sicher auch die grofite derartige Struktur.
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6.1.14. Ein Morphismus f : Y — X von k-geringten Rdumen heif3t final genau
dann, wenn X die finale Struktur in Bezug auf die einelementige Familie f tragt.
Zum Beispiel ist die Identitét auf einem k-geringten Raum stets final.

Satz 6.1.15 (Universelle Eigenschaft der finalen Struktur). Sei eine Familie
w; + Y; = X von Abbildungen k-geringter Rdaume Y; in eine Menge X gegeben.
Versehen wir X mit der finalen Struktur, so ist eine Abbildung 1) : X — Z in einen
weiteren k-geringten Raum Z ein Morphismus genau dann, wenn alle 1) o p; :
Y, — Z Morphismen sind.

Beweis. Das folgt direkt aus unserer expliziten Beschreibung der finalen Struktur
in 6.1.13. u

6.1.16 (Disjunkte Vereinigung k-geringter Riume). Gegeben eine Familie k-
geringter Riume (Y;) versehen wir ihre disjunkte Vereinigung | | Y; mit der finalen
Struktur beziiglich der Inklusionen, wenn nichts anderes gesagt wird.

Definition 6.1.17. Seien Y eine Menge, X; beliebige k-geringte Riume indiziert
durch 7 € [ und ¢; : Y — X, Abbildungen. Die kleinste Struktur eines k-
geringten Raums auf Y, fiir die alle unsere 1; Morphismen werden, heift die in-
itiale Struktur auf Y in Bezug auf unsere Familie von Abbildungen.

6.1.18 (Existenz der initialen Struktur). Der Schnitt aller Strukturen auf Y, fiir
die alle unsere ¢); Morphismen sind, hat sicher auch diese Eigenschaft und ist
folglich die kleinste Struktur mit dieser Eigenschaft. Das zeigt, da3 solch eine
kleinste Struktur tatséchlich existiert. Wir geben eine explizite Beschreibung im
Fall einer einelementigen Familie in 6.1.21.

Satz 6.1.19 (Universelle Eigenschaft der initialen Struktur). Sei eine Familie
V; Y — X, von Abbildungen einer Menge Y in k-geringte Ridume X; gegeben.
Versehen wir Y mit der initialen Struktur und ist Z ein k-geringter Raum und
@ : Z — Y eine Abbildung, so ist p ein Morphismus genau dann, wenn alle
V; 0 4 — X; Morphismen sind.

Beweis. Mit ¢ sind natiirlich auch alle 1); o ¢ Morphismen. Sind umgekehrt alle
1; 0 o Morphismen, so ist die finale Struktur zu ¢ auch eine Struktur auf Y, fiir die
alle 1; Morphismen sind. Folglich umfaf3t die finale Struktur zu ¢ unsere initiale
Struktur, und damit ist ¢ ein Morphismus. 0

Ergdnzung 6.1.20. Diese Aussagen und ihr Beweis sind ebenso wie die Aussagen
zur Transitivitit finaler Familien vollig analog zum Beweis der entsprechenden
Aussagen [M]] , [ML] im Kontext topologischer Rdume. Sie wi-
ren noch allgemeiner sinnvoll und richtig fiir eine beliebige Kategorie mit einem
treuen Funktor in die Kategorie der Mengen, ja mit etwas mehr Miihe bei der
Formulierung sogar fiir einen beliebigen treuen Funktor.
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6.1.21. Ist Y C X eine Teilmenge eines k-geringten Raums, so nennen wir die in-
itiale Struktur zur Einbettung die induzierte Struktur eines k-geringten Raums
auf Y und notieren sie (Y, Oly). Explizit kann man die induzierte Struktur be-
schreiben wie folgt: Als Topologie auf Y erhilt man die von X induzierte To-
pologie, und eine Funktion g auf V' @ Y ist regulidr genau dann, wenn es fiir
alle y € V eine offene Umgebung U @ X von y in X gibt und eine Funktion
f € OU) mit glyny = flunv. Ganz allgemein nennen wir einen Morphismus
f Y — X initial genau dann, wenn Y die initiale Struktur trigt. Zum Beispiel
ist die Identitét auf einem k-geringten Raum stets initial.

Definition 6.1.22. Ist ¢/ : Y — X ein injektiver Morphismus von k-geringten
Rédumen und trigt Y die initiale Struktur, so nennen wir ) eine Einbettung von
k-geringten Rdumen. Besonders oft werden uns offene Einbettungen und ab-
geschlossene Einbettungen begegnen, bei denen zusitzlich gefordert wird, daf3
sie als Abbildungen topologischer Rdume offen bzw. abgeschlossen sind, oder
gleichbedeutend, daB ihr Bild offen bzw. abgeschlossen ist.

Ergdnzung 6.1.23. In der algebraischen Geometrie ist gleichbedeutend zum Be-
griff der Einbettung auch die Bezeichnung als Immersion gebrduchlich, in der
Differentialgeometrie versteht man jedoch unter einer Immersion stattdessen meist
wie in [ML] einen nicht notwendig injektiven Morphismus mit injektivem
Differential an jedem Punkt.

Ubungen

Ubung 6.1.24 (Transitivitit finaler Familien). Seien 9ij © Zij — Y;und f; :
Y; — X Familien von k-geringten Rdumen und Morphismen. Tragen die Y; die
finalen Strukturen fiir die g;; und trdgt X die finale Struktur fiir die f;, so trigt
X auch die finale Struktur fiir die f;g;;. Trigt andererseits X die finale Struktur
beziiglich der f;g;;, so trigt X auch die finale Struktur beziiglich der f;.

6.1.25. Ubung 6.1.24 besagt unter anderem, daB die Verkniipfung von zwei finalen
Morphismen stets final ist, und daf} die Verkniipfung f o g von zwei Morphismen
nur dann final sein kann, wenn f final ist. Insbesondere ist jeder Morphismus final,
der ein Rechtsinverses alias einen Schnitt besitzt, d.h. fiir den es einen Morphis-
mus s gibt mit f o s = id.

Ubung 6.1.26 (Transitivitit initialer Familien). Seien h; : X — Y; und Gji -
Y; — Z;; Familien von k-geringten Rdumen und Morphismen. Trigt X die initiale
Struktur fiir die »; und tragen die Y; die initialen Strukturen fiir die g;;, so tragt X
auch die initiale Struktur fiir die g;;h;. Trigt andererseits X die initiale Struktur
fiir die gj;h;, so tragt X auch die initiale Struktur beziiglich der A;.
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6.1.27. Ubung 6.1.26 besagt unter anderem, daB die Verkniipfung von zwei initia-
len Morphismen stets initial ist, speziell ist die Verkniipfung von zwei Einbettun-
gen stets wieder eine Einbettung. Weiter besagt sie, dafl eine Verkniipfung g o h
von zwei Morphismen nur dann initial sein kann, wenn h initial ist. Insbesondere
ist jeder Morphismus initial, zu dem es einen linksinversen Morphismus gibt.

Ubung 6.1.28 (Finalitiit offener Uberdeckungen). Ist (U;);er eine offene Uber-
deckung eines k-geringten Raums X, so triagt X die finale Struktur in Bezug auf
die Einbettungen U; — X. Eine Abbildung X — Y in einen weiteren k-geringten
Raum ist also genau dann ein Morphismus, wenn ihre Restriktionen auf alle U;
Morphismen sind.

Ubung 6.1.29 (Finalitiit ist lokal in der Basis). Ist ein Morphismus von k-ge-
ringten Rdumen f : Y — X final, so ist auch fiir jede offene Teilmenge U @ X
die induzierte Abbildung f~'(U) — U final fiir die induzierten Strukturen. Ist
umgekehrt f : Y — X ein Morphismus von k-geringten Raumen und besitzt X
eine offene Uberdeckung U derart, daB8 f : f~1(U) — U fiir alle U € U final ist,
so ist unser Morphismus bereits selbst final.

6.2 Allgemeine Varietiten

Sei in diesem Abschnitt & = k stets ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Definition 6.2.1. 1. Eine affine k-Varietiit ist ein k-geringter Raum, der iso-
morph ist zu einer algebraischen Teilmenge eines £™ im Sinne von 1.1.2,
versehen mit der Struktur eines k-geringten Raums aus 6.1.6;

2. Eine k-Varietiit ist ein k-geringter Raum (X, Ox), der eine endliche Uber-
deckung besitzt durch offene Teilmengen U derart, daf alle (U, Ox|y) affi-
ne k-Varietiten sind;

3. Ein Morphismus von Varietiten ist ein Morphismus von geringten Riumen.
Wir erhalten so die Kategorie der Varietiten iiber k.

6.2.2 (Diskussion der Terminologie). In der Literatur ist fiir die Struktur, die wir
hier eine Varietiit genannt haben, die Bezeichnung als Privarietiit iiblich. Unter
einer ,,Varietit™ versteht man in der Literatur dann meist die Struktur, die wir in
6.8.1 als ,,separierte Varietit* einfithren. Meine Motivation fiir diese Abweichung
ist, dal man in der allgemeineren Theorie der Schemata ebenso vorgeht. Manche
Quellen fordern im iibrigen von ihren Varietiten zusitzlich noch, daB sie irredu-
zibel sein sollen.

6.2.3. Wenn wir im Folgenden von einer Varietit reden, denken wir uns stets einen
algebraisch abgeschlossenen Grundkorper fest gewihlt, iber dem sie definiert ist.

183



Die Kategorie der Varietiten iiber einem nicht algebraisch abgeschlossenen Kor-
per werden wir erst im Rahmen der allgemeinen Theorie der Schemata kennen-
lernen. Der Leser sei gewarnt, dal man eine andere und recht nutzlose Kategorie
erhilt, wenn man im Fall eines nicht algebraisch abgeschlossenen Grundkorpers
die vohergehende Definition 6.2.1 wortwortlich tibernimmt.

6.2.4. Indem wir wie in 6.1.6 jede naive affine Varietit als k-geringten Raum
mit ihrer Zariski-Topologie und den in 2.1.5 erkldrten reguldren Funktionen auf
offenen Teilmengen verstehen, erhalten wir einen Isomorphismus von Kategorien

Naive affine Varietiten ~ Affine Varietiten im Sinne
im Sinne von 2.3.1 spezieller k-geringter Rdume

(X, 0(X)) = (X, Ox)

Aus diesem Grund ist die mehrfache Verwendung des Begriffs ,,affine Varietit*
fiir auf den ersten Blick unterschiedliche Begriffsbildungen unproblematisch.

6.2.5. Wir zeigen in 6.7.13, daB es in der Kategorie der Varietiten alle endlichen
Produkte gibt und dafl Produkte affiner Varietiten wieder affin sind. Bis dahin be-
trachten wir nur Produkte affiner Varietiten und verwenden nur deren universelle
Eigenschaft in Bezug auf affine Varietiten.

6.2.6 (Komplement der Nullstellenmenge einer Funktion). Ist X eine naive
affine k-Varietit und f € O(X) eine reguldre Funktion und X ; das Komplement
der Nullstellenmenge von f mit seiner Struktur als naive affine Varietit, so ist
der zugehorige Morphismus von Varietiten X; < X offensichtlich eine offene
Einbettung von k-geringten Riumen.

6.2.7 (Abgeschlossene Teilmengen). Ist X cine naive affine k-Varietit und Y @&
X eine abgeschlossene Teilmenge mit ihrer Struktur als naive affine Varietit, so
ist der zugehorige Morphismus von Varietiten Y — X offensichtlich eine abge-
schlossene Einbettung von k-geringten Raumen.

Lemma 6.2.8. Jede offene oder abgeschlossene Teilmenge einer Varietdt ist mit
der induzierten Struktur wieder eine Varietdit.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus den beiden vorhergehenden Bemerkungen 6.2.6
und 6.2.7. Es gilt nur zu beachten, da3 jede offene Teilmenge einer affinen Varietét
X bereits eine endliche Uberdeckungen durch geeignete X ; besitzt. [

Definition 6.2.9. Eine quasiaffine k-Varietiit ist ein k-geringter Raum, der iso-
morph ist zu einer offenen Teilmenge einer affinen k-Varietit.

6.2.10. Eine Teilmenge eines topologischen Raums, die ein Schnitt einer offe-
nen mit einer abgeschlossenen Menge ist, heilit lokal abgeschlossen. Jede lokal
abgeschlossene Teilmenge einer Varietit ist selbst eine Varietit. Jede lokal abge-
schlossene Teilmenge einer quasiaffinen Varietit ist quasiaffin.
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6.2.11 (Eine quasiaffine aber nicht affine Varietiit). Das Komplement k2\0 des
Ursprungs in der Ebene ist keine affine Varietit: In der Tat liefert nach 2.1.10 die
Restriktion eine Bijektion O(k?) = O(k?\0), auf affinen Varietiten ist jedoch
O eine Aquivalenz von Kategorien. Mithin kann ein Morphismus von affinen Va-
rietdten nur dann einen Isomorphismus auf den globalen regulidren Funktionen
induzieren, wenn er bereits selbst ein Isomorphismus war.

Ergdnzung 6.2.12. Es gibt durchaus auch offene affine Teilmengen affiner Varie-
tiaten, die nicht das Komplement der Nullstellenmenge einer reguldren Funktion
sind. Die Konstruktion eines Beispiels braucht jedoch mehr Theorie, als sie uns
hier zur Verfiigung steht: Man betrachte eine elliptische Kurve ohne ihr neutra-
les Element. Das ist eine affine Varietit. Jeder Punkt dieser affinen Varietit, der
die einzige Nullstelle einer reguldren Funktion ist, mufl dann von endlicher Ord-
nung sein. Andererseits ist das Komplement in einer elliptischen Kurve von zwei
beliebigen Punkten stets affin.

6.2.13. Offensichtlich ist jede Varietiit ein noetherscher topologischer Raum.

Definition 6.2.14. Unter der Dimension einer Varietit versteht man die Krull-
Dimension des zugrundeliegenden topologischen Raums.

Proposition 6.2.15. Gegeben eine irreduzible Varietdit stimmt die Dimension jeder
nichtleeren offenen Teilmenge iiberein mit der Dimension der ganzen Varietiit.

Beweis. In der Tat, jede echt aufsteigende endliche Kette irreduzibler Mengen
enthidlt einen gemeinsamen Punkt und liefert durch Herunterschneiden auf eine
affine offene Umgebung dieses Punktes eine echt aufsteigende Kette irreduzibler
Mengen dort. Das zeigt, da3 die Krulldimension beschrinkt ist durch das Maxi-
mum der Krulldimensionen der Mengen jeder offenen affinen Uberdeckung. Jede
nichtleere offene Teilmenge ist aber auch irreduzibel, und jeder der zu unserer
Uberdeckung gehérigen affinen k-Kringe ist folglich ein Integrititsbereich und
damit ein Kettenring. Da schlieflich je zwei nichtleere offene Teilmengen nicht-
leeren Schnitt haben, folgt die Behauptung. [

Korollar 6.2.16 (Kodimension von Schnittmengen). Sind Y, Z @& X irredu-
zible abgeschlossene Teilmengen einer irreduziblen Varietit X, so gilt fiir jede
irreduzible Komponente W ihres Schnitts Y N Z die Abschdtzung kdim W >
kdimY + kdim Z — kdim X alias

codim(W C X) < codim(Y C X) + codim(Z C X)

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der entsprechenden Aussage 4.8.12 fiir affine
Varietiten. ]
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Definition 6.2.17. Gegeben ein k-geringter Raum (X, Ox) und ein Punkt z € X
erkldaren wir den Ring Oy , der Keime reguliirer k-wertiger Funktionen bei z,
auch genannt der lokale Ring von X bei z, als die Menge aller Aquivalenzklassen
von Paaren (U, f) mitz € U @ X und f € Ox(U) unter der Aquivalenzrelation

U, f)~ (U, f) <& IWeUNU mitz €W und flw = f'|w.

6.2.18 (Lokale Ringe affiner Varietiten). Im Fall einer affinen Varietit X liefert
die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus zwischen dem hier definier-
ten Ring Ox , aller Keime reguldrer Funktionen mit dem in 3.1.13 definierten
Ring Oy, aller Keime beliebiger Funktionen mit mindestens einem reguiren Re-
prasentanten.

Proposition 6.2.19 (Verkleben von Punkten). Sei X eine affine k-Varietdt und
¢ X — Y eine surjektive Abbildung von X auf eine Menge Y. Sind alle Fa-
sern von @ endlich und fast alle Fasern einelementig, so ist Y mit seiner finalen
Struktur eines k-geringten Raums auch eine affine k-Varietdit.

Beweis. In 4.2.15 hatten wir bereits gezeigt, da Y mit O(Y) := {f : Y — k|
fop € O(X)} eine naive affine Varietit wird. Da O(Y) — O(X) ganz ist,
zeigen unsere allgemeinen Erkenntnisse 4.2.9 iiber die Geometrie ganzer Ringer-
weiterungen, dall ¢ abgeschlossen und insbesondere ,,topologisch final* ist: Eine
Teilmenge von Y ist genau dann offen, wenn ihr Urbild in X es ist. Um zu zeigen,
daB ¢ eine finale Abbildung auf den zugehorigen k-geringten Riumen ist, miissen
wir noch fiir jede offene Teilmenge U @ Y zeigen, daf eine Funktion h : U — k
genau dann reguldr ist, wenn hoy regulér ist. Fiir globale Funktionen ist das offen-
sichtlich. Fiir den allgemeinen Fall reicht es, wenn wir unsere Aussage fiir offene
Teilmengen der Gestalt U = Y, = {g # 0} zeigen, mit g € O(Y"). Offensichtlich
brauchen wir nur den Fall zu betrachten, da3 es genau zwei Punkte p,q € X gibt
mit p # ¢ aber ¢(p) = ¢(q). Nun betrachten wir die kurze exakte Sequenz

OY) = O(X) — k

mit rechter Abbildung f +— f(p)— f(q). Lassen wir g € O(Y) auf dem £ in dieser
Sequenz durch Multiplikation mit seinem Wert g(p) = g(q) operieren, so besteht
sie aus Homomorphismen von O(Y')-Moduln und bleibt exakt bei Lokalisierung
nach g. Das zeigt O(Y), = O(X), im Fall g(p) = g(¢) = Ound O(Y), =
{f € OX), | flp) = f(q)} im Fall g(p) = g(q) # 0. Die Proposition ist
bewiesen. [l

Erginzung 6.2.20. Ist X eine k-Varietdt und liefern die Auswertungen an Punkten
eine Bijektion X = Ring"(O(X), k), so wiifite ich gerne, ob X affin sein muB.
Nimmt man zusitzlich an, dass O(X ) ringendlich ist iiber £ und X — Max O(X)
ein Homdomorphismus, so kann ich das wohl zeigen.
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Ergdnzung 6.2.21. Ist der k-Kring der regulidren Funktionen auf einer Varietit
stets wieder von endlichem Typ tiber £? Ich selbst weill das gerade selbst nicht.

Ubungen

Ubung 6.2.22. Man zeige: Jeder Punkt einer Varietiit liegt in einer dichten offenen
affinen Teilmenge.

Ubung 6.2.23. Gegeben eine Varietit X und f € O(X) regulir setzen wir

Xp={r e X | flz) #0}

Man zeige, daB es fiir alle h € O(Xy) ein n > 0 gibt derart, da die Fortsetzung
durch Null von f™h eine reguldre Funktion auf ganz X ist. Man folgere, daf} die
Restriktion O(X) — O(X;) einen Isomorphismus O(X); — O(X;) zwischen
der Lokalisierung von O(X) an f und dem Ring der reguldren Funktionen auf X ;
induziert.

Ubung 6.2.24. Gegeben eine Varietit X, offene affine Teilmengen U,V @ X und
ein Punkt x € U NV zeige man: Es gibt stets s € O(U) und t € O(V) mit
U, = V,und z € U, und dann natiirlich auch x € V,. Dann ist natiirlich auch
U, = V, affin. Hinweis: 6.2.23.

Ubung 6.2.25. Man zeige, daB fiir jede affine Varietit Z der von einer Verklebung
¢ : X — Y affiner Varietdten im Sinne von 6.2.19 induzierte Morphismus X x
Z — Y x Z abgeschlossen, ja selbst wieder final ist. Man gebe ein Beispiel an,
in dem diese Verklebung kein offener Morphismus ist.

Ubung 6.2.26 (Verkleben von Punkten). Seien X eine k-Varietit und ¢ : X —»
Y eine surjektive Abbildung von X auf eine Menge Y. Sind alle Fasern von ¢
endlich und fast alle Fasern einelementig, und liegen die Urbilder aller Punkte
mit nicht einelementiger Faser in einer gemeinsamen offenen affinen Teilmenge
von X, so ist Y mit seiner finalen Struktur eines k-geringten Raums auch eine k-
Varietiit. Hinweis: 6.2.19. In 6.8.16 zeigen wir im Ubrigen, daB diese Konstruktion
auch die Separabilitit erhilt.

Ubung 6.2.27. Eine auf einer offenen Teilmenge einer irreduziblen affinen Varie-
tidt definierte regulire Funktion f, die lokal als Quotient f = g/h geschrieben
werden kann, stimmt bereits auf der der Differenz ihres Definitionsbereichs und
der Nullstellenmenge von h mit g/h tiberein.

6.3 Projektive Riume

Sei in diesem Abschnitt k& = k ein algebraisch abgeschlossener Korper.
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6.3.1. Ich erinnere [ ] 2?2: Gegeben ein k-Vektorraum W bezeichnen wir die
Menge aller Geraden in W durch den Ursprung mit

PW = P,W :={V C W | V ist ein eindimensionaler Untervektorraum}

und nennen diese Menge den projektiven Raum zu V. Die kanonische Pro-
jektion 7 : W\0 — PW, w — (w), die jedem von Null verschiedenen Vektor
sein Vektorraumerzeugnis zuordnet, ist eine Surjektion, deren Fasern gerade die
Bahnen von £* sind.

Definition 6.3.2 (Projektive Ridume als k-geringte Riume). Wir erkléren fiir je-
den endlichdimensionalen k-Vektorraum W die Struktur eines k-geringten Raums
auf dem projektiven Raum P, indem wir erst auf W die natiirliche Struktur aus
2.3.9 oder besser 6.1.6 betrachten, dann auf 1\ 0 die induzierte Struktur, und dann
auf PWW die finale Struktur zur kanonischen Projektion

7w W\0 — PW

In Worten ist damit eine Teilmenge U C PW offen genau dann, wenn ihr Urbild
unter der kanonischen Projektion in 7 offen ist, und eine Funktion darauf ist regu-
lir genau dann, wenn die zuriickgezogene Funktion auf 771(U) C WW\0 reguldr
ist.

6.3.3. Speziell kiirzt man Pk =: Pk ab und schreibt Elemente darin {(zo, . .., z,)) =
: (xg, ..., 2,). Genau dann ist per definitionem U C P"k offen, wenn 7~ (U) C
k"0 offen ist, und eine Funktion f : U — k ist reguléir genau dann, wenn

die zuriickgezogene Funktion f o 7 auf 7—!(U) regulir ist, als da heift, lokal als
Quotient von Polynomen geschrieben werden kann.

Lemma 6.3.4 (Projektive Riume sind Varietiiten). Fiir jeden endlichdimensio-
nalen k-Vektorraum W ist der zugehorige projektive Raum PW mit seiner eben
erkldrten Struktur als k-geringter Raum eine Varietdit tiber k.

6.3.5 (Projektive Vervollstindigung als Varietit). Insbesondere erhilt damit
auch fiir jeden endlichdimensionalen affinen Raum £ iiber k£ seine projektive
Vervollstindigung VE = E U PE aus [ ] ?? vermittels unserer Bijektion
VE = PLin(E) aus [ ] ?? die Struktur einer Varietit. Der Leser mag zur
Ubung priifen, daB dann die Einbettung £ < VE eine offene Einbettung ist. Die
»Separiertheit” projektiver Varietidten diskutieren wir erst in 6.8.6, in unserer Ter-
minologie wird ja diese Bedingung von einer Varietit nicht automatisch gefordert.

Beweis. Wir zeigen, daB fiir jede affine Hyperebene H C W, die den Ursprung
vermeidet, die Injektion iy : H — PW gegeben durch v +— (v) eine offene
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Einbettung ist. Ist in der Tat H C W der Untervektorraum der Richtungsvektoren
unserer affinen Hyperebene H, so ist 7~ (x(H)) = W\H offen in W\0. Mit-
hin hat unsere Injektion iy : H — PW offenes Bild. Nun betrachten wir das
kommutative Diagramm

W\H
VRN
H in(H)

Der linke schrige Pfeil ordne jedem Punkt den Schnittpunkt mit /A der durch ihn
verlaufenden Ursprungsgeraden zu. Er ist ein Morphismus, denn ist in Formeln
Ay : W — k die Linearform, deren Niveaufliche zum Wert Eins gerade H ist,
so wird er gegeben durch die Formel w +— Az (w) 'w. Er ist nach 6.1.25 sogar
final, da er einen Schnitt besitzt, eben die Einbettung H — W\ﬁ . Der rechte
schrige Pfeil ist final, da diese Eigenschaft nach 6.1.29 lokal ist in der Basis.
Zusammen folgt, daB die horizontale Bijektion ein Isomorphismus H — i (H)
von k-geringten Rdumen sein muf. Damit ist PI¥ in der Tat eine Varietit. U

6.3.6 (Die Standardkarten von P"k). Speziell zeigt der vorhergehende Bewesis,
daB} wir eine offene Einbettung iy : k" < P"k erhalten durch die Vorschrift
(x1,...,2,) — (1,21,...,2,). In derselben Weise erhalten wir offene Einbet-
tungen i, : k" — P"k fiir 0 < v < n, und deren Bilder iiberdecken ganz P"k.

Proposition 6.3.7 (Globale Funktionen auf projektiven Riumen). Die einzi-
gen globalen reguliren Funktionen auf unseren projektiven Rdumen P"k sind die
konstanten Funktionen, in Formeln gilt fiir alle n > 0 also

O(P"k) = k

6.3.8. Wir zeigen gleich im Anschlufl den sehr viel stiarkeren Sats 6.3.15. Aller-
dings benotigt dessen Beweis auch sehr viel stiarkere Hilfsmittel.

Beweis. Im Fall n = 0 ist das eh klar. Fiir jedes n kann O(P"k) identifiziert
werden mit der Menge aller der reguliren Funktionen f auf A" *1\0, die auf allen
Ursprungsgeraden konstant sind. Da sich aber nach 2.1.10 unser f fiirn > 1 zu
einer regulidren Funktion auf ganz k" *! fortsetzen 14Rt, die dann natiirlich auch auf
allen Ursprungsgeraden konstant ist, mufl unsere Funktion f konstant denselben
Wert annehmen wie ihre regulire Fortsetzung auf ganz "' am Ursprung. [

Definition 6.3.9. Eine projektive k-Varietit ist ein k-geringter Raum, der iso-
morph ist zu einer abgeschlossenen Teilmenge eines P"k. Eine quasiprojektive
k-Varietiit ist ein k-geringter Raum, der isomorph ist zu einer offenen Teilmenge
einer projektiven k- Varietit.
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6.3.10 (Varianten des Begriffs einer projektiven Varietit). Der Begriff einer
projektiven Varietit wird oft auch noch in anderen Bedeutungen verwendet, ndm-
lich als Synonym fiir ,,abgeschlossene Teilmenge eines festen P"k* oder auch
als Synonym fiir ,,irreduzible abgeschlossene Teilmenge eines festen P"k*. Der
Unterschied dieser Begriffsbildungen ist erheblich, wie Sie noch zur Geniige fest-
stellen werden: Ein- und derselbe geringte Raum kann ndmlich durchaus auf sehr
verschiedene Weisen in vorgegebene projektive Riume eingebettet werden.

6.3.11. Da es eine offene Einbettung £ — P"k gibt, ist jede quasiaffine Varietét
auch quasiprojektiv.

6.3.12 (Kegelkonstruktion). Um die Topologie des P"k explizit zu beschreiben,
gehen wir aus von der Projektion 7 : (k"*!'\0) — P"k. Natiirlich erhalten wir
eine Bijektion

Teilmengen ~ k> -stabile Teilmengen von k" "1,
von Pk die den Ursprung enthalten

W - C(W) = 7= (W) L {0}

Hier heit C'(1W) auch der Kegel iiber W (englisch cone). Genau dann ist eine
Teilmenge W C P"k abgeschlossen, wenn ihr Kegel C'(W) C k™! eine abge-
schlossene Teilmenge von k™11 ist. Insbesondere ist der Kegel iiber dem AbschluB
der Abschlufl des Kegels, denn der Abschluf} einer k*-stabilen Teilmenge muf3
auch selbst wieder unter £ stabil sein.

Lemma 6.3.13. Genau dann ist eine Teilmenge W C P"k irreduzibel, wenn ihr
Kegel C(W) irreduzibel ist und nicht nur aus dem Ursprung besteht.

Beweis. Um das einzusehen, diirfen wir uns auf abgeschlossene Teilmengen W @&
P"k beschrinken. Ist W =Y U Z eine nichttriviale Zerlegung in abgeschlossene
Teilmengen, so auch C(W) = C(Y) U C(Z). Ist also W nicht irreduzibel, so ist
auch C'(W) nicht irreduzibel. Sei umgekehrt C(W) = Y, U...UY, die Zerlegung
in irreduzible Komponenten. Die Abbildung £~ x C'(W) — C(W) ist ein Mor-
phismus von Varietiten und die £* X Y; sind irreduzibel nach 2.6.20. Das zeigt,
daB ihre Bilder jeweils ganz in einer irreduziblen Komponente von C'(/) landen
miissen, und man sieht leicht, da3 dafiir nur die Komponente Y; in Frage kommt.
Also sind alle Komponenten Y; von C'(W) auch stabil unter £* und liefern, falls
W nicht leer ist, eine nichttriviale Zerlegung von . [

Satz 6.3.14 (Schnitte in projektiven Varietiten). Sind Y und Z irreduzible ab-
geschlossene Teilmengen einer irreduziblen projektiven Varietdt X und ist die
Summe ihrer Dimensionen mindestens die Dimension von X, so haben unsere
Teilmengen nichtleeren Schnitt, in Formeln

kdimY + kdimZ > kdimX = YNZ#(
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Beweis. Durch Ubergang zu den Kegeln erhalten wir nach Ubung 6.3.20 irredu-
zible abgeschlossene Teilmengen C'(Y'), C'(Z) C C(X) von jeweils um Eins gro-
Berer Dimension. Da der Ursprung in ihrem Schnitt liegt, gilt C(Y) N C(Z) # 0.
Nach 4.8.12 hat jede Komponente des Schnitts dieser Kegel mindestens die Di-
mension Eins und muf} folglich auch Punkte auBlerhalb des Ursprungs und mit-
hin eine ganze Gerade durch den Ursprung enthalten. Das zeigt hinwiederum
Y NZ#0. O

Satz 6.3.15 (Globale Funktionen auf projektiven Varietiten). Auf einer irredu-
ziblen projektiven Varietdit gibt es aufler den Konstanten keine globalen reguliren
Funktionen.

6.3.16. Dieselbe Aussage folgt sofort sogar etwas allgemeiner fiir jede zusam-
menhingende projektive Varietit.

Beweis. Hat unsere projektive Varietidt mindestens die Dimension Zwei und nimmt
eine regulidre Funktion darauf zwei verschiedene Werte an, so sind die entspre-
chenden Niveaumengen nichtleere abgeschlossene Teilmengen, deren sdmtliche
irreduzible Komponenten die Kodimension Eins haben und die nach 6.3.14 folg-
lich paarweise nichtleeren Schnitt haben miissen, Widerspruch. Hat unsere projek-
tive Varietit X & P"k die Dimension Eins, greifen wir etwas voraus und beachten,
daB ihr Produkt mit der projektiven Gerade P* nach 6.7.21 auch eine projektive
Varietit sein wird. Damit haben wir dann wieder gewonnen. [

Ubungen

Ubung 6.3.17. Man zeige, daB es keinen Morphismus von Varietiten Pk — P!k
ohne Fixpunkt gibt. Salopp gesprochen ist es also nicht moglich, ,,in algebrai-
scher Weise jeder Ursprungsgerade in k% ein Komplement zuzuordnen®. In steti-
ger Weise gelingt das etwa im Komplexen durchaus: Es reicht, ein Skalarprodukt
auszuzeichnen und jeder Gerade ihr orthogonales Komplement zuzuordnen.

Erginzende Ubung 6.3.18. Gegeben ein endlichdimensionaler k-Vektorraum 1/
und seine d-te symmetrische Potenz S?V induziert der Morphismus von Varietiten
V — S, v — v? einen Morphismus von Varietiten

PV — P(S%)
(v) = ()

Man zeige, daf dieser Morphismus fiir d > 1 eine Einbettung ist. Sie heilt die
d-te Veronese-Einbettung unseres projektiven Raums PV'.
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Ubung 6.3.19 (Automorphismen der projektiven Gerade). (k = k). Man zei-
ge, daB jeder Isomorphismus P*k — P'k von der Restriktion eines Vektorraum-
automorphismus von k? auf £?\0 induziert wird und daB wir so einen Gruppen-
isomorphismus

GL(2; k)/k* = Var*(P'k)

des besagten Quotienten mit der Automorphismengruppe der projektiven Gerade
erhalten. Hinweis: Man erinnere zunéchst die Automorphismen der Gerade k aus
2.3.12.

Ubung 6.3.20. Gegeben eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge W & Pk zeige
man kdim C(W) = kdim(W) + 1.

6.4 Rechnen in projektiven Varietiiten

6.4.1. Um die Zariski-Topologie auf P"k konkret zu beschreiben, erinnere ich an
die Begrifflichkeit graduierter Gruppen und Ringe nach 5.1. Gegeben ein Korper
k besitzt der Polynomring k[T7,...,T,] genau eine Graduierung derart, daB die
homogenen Elemente vom Grad r eben die homogenen Polynome vom Grad r
aus [AL] sind.

6.4.2. Sei k ein Korper. Gegeben eine Menge I C k[T, ..., T,| von homogenen
Polynomen ist ihre Nullstellenmenge Z(I) C k™! stets stabil unter k*.

Lemma 6.4.3. Ist k ein unendlicher Kérper und C C k™*! eine k*-stabile Teil-
menge, so ist das Verschwindungsideal Z(C') C k[T, ..., T,] ein homogenes Ide-
al.

Ergdnzung 6.4.4. Im Fall eines endlichen Korpers £ ist das nicht mehr richtig.
Im Fall |k| = ¢ < oo verschwindet zum Beispiel das Polynom X%~! — 1 auf
k>, nicht aber seine homogene Komponente vom Grad Null. Es wird in diesem
Fall auch nicht richtiger, wenn man nur k> -stabile Teilmengen betrachtet, die den
Ursprung enthalten: Das Produkt (X97! — 1)(Y? — Y) etwa verschwindet auf
beiden Koordinatenachsen, nicht aber seine homogene Komponente Y vom Grad
Eins.

Beweis. Wir betrachten fiir alle A\ € k£* die Multiplikation A : k"™ — k"1, Sie
induziert auf den polynomialen Funktionen eine Abbildung \* : k[T, ..., T,] —
k[To, ..., T,] gegeben durch die Vorschrift 7; +— AT;. Wir haben also in For-
meln P(A\z) = (A\*P)(z) fiir alle Polynome P und alle Punkte z € k"™'. Das
Verschwindungsideal einer £*-stabilen Teilmenge ist mithin stabil unter allen \*.
Die Aussage folgt nun aus dem anschliefenden Lemma 6.4.5, angewandt auf den
Z-graduierten Vektorraum V' = k[Ty, ..., T,]. O
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Lemma 6.4.5 (Graduierungen und k*-Operationen). Gegeben ein Z-gradu-
ierter Vektorraum V= @, V" iiber einem Kérper k erkliire man fiir jedes \ € k>
einen Automorphismus \* von V. durch die Vorschrift \*(v) := N\ fiir alle v €
V. Ist k unendlich, so sind die unter allen \* stabilen Teilréiiume von 'V genau die
homogenen Teilrdume.

Beweis. Dal} alle homogenen Teilrdume unter allen \* stabil sind, ist klar. Sei
umgekehrt U C V' ein unter allen \* stabiler Teilraum und v € U ein Vektor.
Sicher gibt es ein 7 € Nmitv € P, V. Da k unendlich angenommen war,

finden wir A € kX mit A", A1, ... \™" paarweise verschieden. Da U C V unter
A* stabil ist, mufl \* nach [ ] auch auf U diagonalisierbar sein. Nach
[ ] zerfillt mithin U in die direkte Summe der Eigenrdume von \*. Ins-

besondere zerfillt auch v auf genau eine Weise in eine Summe v = ) u; mit
w; € U und \*u; = \u,;. Das muB aber bereits die Zerlegung von v nach homo-
genen Komponenten in V' sein. Da folglich fiir jedes v € U auch seine homogenen
Komponenten zu U gehoren, muf3 damit U ein homogener Teilraum sein. U

6.4.6 (Homogene Ideale und /* -stabile Teilmengen). (k = k). Gegeben eine af-
fine Varietiit X betrachten wir X x k™ mit der k*-Operation \(x,v) = (x, \v) und
den offensichtlichen Isomorphismus O(X)[T, ..., T,] = O(X x k™) aus 2.4.18
und versehen die linke Seite mit der Standardgraduierung und die rechte Seite mit
der induzierten Graduierung. So ist fiir jedes homogene Ideal / C O(X x k™) die
Nullstellenmenge Z(I) stabil unter der Operation von k£*, und umgekehrt ist fiir
jede k*-stabile Teilmenge Y C X x k™ das Verschwindungsideal Z(Y') homogen
nach 6.4.5.

6.4.7. Wir verwenden im Fall eines unendlichen Grundkorpers k fiir jede Teil-
menge W C P"k die Notation
(W) := Z(C(W))

fiir das Verschwindungsideal des Kegels iiber W und nennen Z*(1/") das homoge-
ne Verschwindungsideal von . In der Tat ist Z*(WW) im Fall eines unendlichen
Grundkorpers nach 6.4.3 stets ein homogenes Ideal, ja sogar ein echtes homoge-
nes Radikalideal. Der Quotient

O (W) 1= k[T, ..., To] /T (W) = O(C(W))

wird manchmal auch der homogene Koordinatenring von 1/ genannt.

6.4.8. Umgekehrt verwenden wir sowohl fiir jede aus homogenen Elementen be-
stehende Teilmenge als auch fiir jedes homogene Ideal I C k[Ty,...,T,] die
Notation

Z*(1I) :==7n(Z(1)\0)

und nennen Z*(I) die projektive Nullstellenmenge von /.
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6.4.9. Die Abbildungen Z* und Z* kehren wieder Inklusionen um. Wir haben
stets W C Z*(Z*(1V)). Wenn wir uns auf homogene Teilmengen bzw. homogene

Ideale I C Z(0) beschrinken, die also keine von Null verschiedenen Konstanten
enthalten, so gilt auch I C Z*(Z*(1)).

Korollar 6.4.10 (Zariski-Topologie auf P und homogene Ideale). (k = k).
Ordnen wir jedem homogenen Radikalideal I C klxo,...,x,| seine projektive
Nullstellenmenge zu, so erhalten wir eine Bijektion

Zv . Homogene Radikalideale ~ Abgeschlossene Teilmengen
I CE[Ty,...,T,] Y @ Pk

6.4.11. Die inverse Abbildung ist das Bilden des homogenen Verschwindungs-
ideals Y — Z*(Y"). Nach 6.3.13 induziert unsere Bijektion auch eine Bijektion

Z+ . Homogene Primideale ~ Irreduzible abgeschlossene
' mit I C Z(0) Teilmengen Y @ Pk

Da wir im k" bereits nach 4.4.17 wissen, daf die irreduziblen Hyperflachen genau
die Nullstellenmengen der irreduziblen Polynome sind, erhalten wir weiter fiir
n > 1 eine Bijektion

2. Homogene irreduzible ~ Irreduzible
Polynome f € k[Ty,...,T,] I Hyperflichen Y @& P"k

Eine Hyperfliche in einem projektiven Raum heifit ganz allgemein eine projekti-
ve Hyperfliche. Der Grad des zu einer irreduziblen projektiven Hyperflache ge-
horigen irreduziblen homogenen Polynoms heiflt der Grad unserer irreduziblen
projektiven Hyperfliche. Wir notieren ihn

grad H

fiir H @& Pk unsere projektive Hyperflache. Die Nullstellenmenge eines einzigen
Polynoms heil3t eine Hyperebene, wenn unser Polynom linear ist, also vom Total-
grad 1; eine Quadrik, wenn unser Polynom quadratisch ist, also vom Totalgrad 2;
eine Kubik, wenn unser Polynom kubisch ist, also vom Totalgrad 3; eine Quar-
tik, wenn unser Polynom Totalgrad 4 hat; und eine Quintik, wenn unser Polynom
Totalgrad 5 hat.

Beweis. Wir erinnern die Projektion 7 : £"*1\0 — P"k. Das Bilden des Urbilds
unter 7, das Hinzufiigen des Ursprungs, und das Bilden des Verschwindungsideals
liefern Bijektionen

abgeschlossene ~ k> -stabile abgeschlossene
Teilmengen von Pk Teilmengen von k" 1\ 0
R
homogene Radikalideale ~ k> -stabile abgeschlossene
I Ck[Ty,..., T, Teilmengen X @& A" mit0 € X
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Die Zusammenfassung der ersten beiden Bijektionen hatten wir bereits in 6.3.12
als Kegelkonstruktion Y — C(Y") eingefiihrt. Beim letzten Schritt verwenden wir,
daB nach 6.4.3 und 6.4.2 unter unserer Bijektion 1.10.17 zwischen algebraischen
Teilmengen von k"' und Radikalidealen die k*-invarianten Teilmengen genau
den homogenen Radikalidealen entsprechen miissen. [

6.4.12 (Projektive Vervollstindigung ohne Koordinaten). Fiir einen koordi-
natenfreien und dadurch hoffentlich anschaulicheren Zugang mag man wie in
[ ] 2? zu jedem affinen Raum £ erst seine Linearisierung Lin(F) bilden und
dann seine projektive Vervollstandigung konstruieren als dessen Projektivisierung
VE :=PLin(F) nebst der natiirlichen Bijektion

EUPE = VE

Im endlichdimenionalen Fall iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper tra-
gen alle diese Raume die Struktur algebraischer Varietiten, & — VFE ist eine
offene Einbettung und PE < VE eine abgeschlossene Einbettung. Gegeben
X @& E bedeutet das Bilden seines Abschlusses X C VE anschaulich, daB wir
,»alle Richtungen aus PE mit hinzunehmen, in die X ins Unendliche entweicht.
Bei der Parabel 22 = y in der Ebene k? wiire das etwa die Richtung der y-Achse
und bei der Hyperbel xy = 1 die Richtungen beider Koordinatenachsen.

Ubungen

Ubung 6.4.13. (k = k). Man zeige: Gegeben W C P"k ist Z*(Z*(W)) = W der
Abschlufl von W in der Zariski-Topologie. Fiir beliebige Teilmengen I C Z(0),
die aus homogenen Elementen bestehen, sowie fiir beliebige homogene Ideale
I C Z(0) ist Z*(Z2*(I)) = /(I) das Radikal des von I erzeugten Ideals.

Ubung 6.4.14. (k = k). Man zeige: Gegeben I C k[Ty, ..., T,] ein homogenes
Ideal mit nichtleerer projektiver Nullstellenmenge Z*(I) # () alias unendlicher
Kodimension ist die Hilbertdimension des Restklassenrings genau um Eins groer
als die Krulldimension der projektiven Nullstellenmenge, in Formeln

hdim(k[Ty, ..., Tp]/I) = kdim Z*(I) + 1

Hinweis: Hauptsatz 5.5.13 zur Dimension lokaler noetherscher Kringe.

Ubung 6.4.15. Man zeige: Das Komplement einer nichtleeren Hyperfliche im
projektiven Raum ist stets eine affine Varietit.

Ubung 6.4.16 (Homogenisierung und Dehomogenisierung). (k¥ = k). Wir be-
trachten die Einbettung i, : k" — P"k gegeben durch das Hinzufiigen einer ersten
Koordinate Eins und den Ubergang zur davon erzeugten Geraden (1, ..., x,) —
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(1,24,...,x,). Wir betrachten weiter den Ringhomomorphismus aq : k[T, ..., T,] —
k[Ty,...,T,] gegeben durch Ty — 1. Man zeige, daB fiir W C P"k das Ver-
schwindungsideal seines Schnitts mit £ C P"k beschrieben werden kann durch

die Formel

Z(iy (W) = ao(Z*(W))

Sei die Homogenisierung ho(f) € k[Ty,...,T,] von f € k[Ty,...,T,] erklart
durch die Vorschrift 77(0) = 0 und auf von Null verschiedenen Polynomen durch
ho(>_ caT®) = ZCQTQTSHO“ fir d = sup{|a| | co # 0} der Totalgrad. Zum
Beispiel ist

h (XY + Y2 +4Y2X3) = Z2X?Y + 22V +4Y2°X°

wenn wir bei den wenigen Variablen statt (T, T}, T5) der Ubersichtlichkeit halber
(Z,Y, X) schreiben und die Homogenisierung statt h, lieber h, notieren, da sie
ja ,,durch die zusitzliche Variable Z* geschieht und nicht ,,durch die zusitzliche
Variable 7;*“. Man zeige, daB fiir Y C k™ das homogene Verschwindungsideal
seines Bildes in P"k beschrieben werden kann durch die Formel

Das homogene Ideal mit
T (ip(Y)) = den homogenen Elementen
Tiho(f) furn >0, feZ(Y)

Weiter zeige man fir I C k[T, ..., T,| eine aus homogenen Polynomen beste-
hende Teilmenge die Identitit

Z(ao(I)) =iy (2°(1))
und fiir J C k[T, ..., T,] eine beliebige Teilmenge die Identitt
Z*(ho(J)) = 10(2(J))

Ubung 6.4.17. (k = k). Man zeige, daB die Matrizen M € Mat(3; k) vom Rang
< 1 eine irreduzible algebraische Teilmenge des k° der Dimension 5 bilden und
bestimme Erzeuger ihres Verschwindungsideals. Hinweis: 5.6.21.

6.5 Satz von Bézout

Sei in diesem Abschnitt k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

6.5.1 (Vielfachheit gemeinsamer Nullstellen zweier Polynome). Gegeben tei-
lerfremde Polynome f,g € k[T},T5] mit einer gemeinsamen Nullstelle bei x €
k? =: X erkliren wir die Vielfachheit unserer gemeinsamen Nullstelle als die
Dimension

ix(f,9) = dimg(Ox./(f, 7))
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Diese Dimension ist stets endlich. Ich gebe dafiir zwei Argumente. Da f kein
Nullteiler ist, hat jedes Primideal iiber f nach 3.2.8 mindestens die Hohe Eins,
und da g kein Nullteiler in Ox . /(f) ist, hat jedes Primideal iiber Ox . /(f, 9)
mindestens die Hohe Zwei. Folglich ist dieser Quotient ein Kring der Krulldi-
mension Null und damit von endlicher Linge, die in diesem Fall mit seiner Di-
mension als k-Vektorraum iibereinstimmen muB. Alternative: k[T1,T5]/(f, g) ist
endlichdimensional als k-Vektorraum nach 1.10.22, da unsere beiden Polynome
hochstens endlich viele gemeinsame Nullstellen besitzen nach [AL] . Seine
Lokalisierung ist dann auch endlichdimensional als k-Vektorraum nach 3.1.29.
Insbesondere ist also unsere Vielfachheit stets endlich. Die Vielfachheit ist nun
Eins genau dann, wenn f und g bereits m, /m2 erzeugen, denn dann erzeugen sie
nach Nakayama bereits ganz m,.. In wieder anderen Worten bedeutet diese Bedin-
gung, daB die Gradienten von f und g bei x linear unabhingig sind.

6.5.2 (Vielfachheit von Schnittpunkten zweier ebener Kurven). Gegeben zwei
verschiedene irreduzible eindimensionale Untervarietiten C, D & k? =: X und
ein Punkt ihres Schnitts x € C' N D erkldren wir die Vielfachheit des Schnitt-
punkts als die Zahl

Zm(C, D) = dlmk(OX,x/(I(C)z + I(D)w»

Im Fall Z(C) = (f) und Z(D) = (g) finden wir damit i,(C, D) = i.(f,g).
Im Fall z ¢ C' N D vereinbaren wir i,(C, D) = 0. Dieselbe Definition fiir die
Vielfachheit des Schnittpunkts vereinbaren wir im Fall zweier verschiedener irre-
duzibler eindimensionale Untervarietiiten C, D & P2k der projektiven Ebene. In
diesem Fall ist dann Z(C'),, C Ox , zu verstehen als das Ideal aller Funktionskei-
me bei z, die einen Reprisentanten (U, f) besitzen, der auf U N C verschwindet.

6.5.3 (Anschauung fiir Schnittpunkte im Unendlichen). Zwei ebene Kurven,
die ,,in derselben Richtung nach unendlich gehen®, haben in dieser Richtung einen
Schnittpunkt im Unendlichen. Zum Beispiel schneiden sich die Abschliisse der
Kurven Z(y — 2?) und Z(x + 1) in dem Punkt von P2, der durch die y-Achse
reprasentiert wird.

Satz 6.5.4 (von Bézout iiber Schnitte ebener Kurven). Zwei verschiedene ir-
reduzible eindimensionale Untervarietiiten C,D @ P2k der projektiven Ebene
haben mit Vielfachheiten gerechnet genau soviele Schnittpunkte, wie das Produkt
ihrer Grade angibt, in Formeln

Z i.(C, D) = (grad C)(grad D)
xeCND

6.5.5. Mehr zur Motivation und anschaulichen Bedeutung findet man in 6. Ich
erinnere nocheinmal daran, dal wir fiir diesen Abschschnitt den Korper £ als al-
gebraisch abgeschlossen vereinbart hatten.
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Beweis. Per definitionem sind C', D die projektiven Nullstellenmengen teilerfrem-
der irreduzibler homogener Polynome f,g € k[T, T1, T3] der Grade ¢, d. Da
es mir iibersichtlicher scheint, schreibe ich von nun an statt k[Ty, T}, Ts] kiir-
zer O(K?). Nun ist f ein Nichtnullteiler in O(k*) und ¢ ein Nichtnullteiler in
O(k3)/{f). Mit 5.4.8 folgt erst hdim O(k?)/(f) = 2 sowie mult O(k3)/(f) = ¢
und dann hdim O(k®)/(f, g) = 1 sowie mult O(k?®)/(f, g) = cd. Weiter hat unser
Quotient @ := O(k3)/(f, g) nach Ubung 5.2.22 eine Filtrierung

0=QC Qi C...CQn=0Q

durch homogene Ideale, bei der sdmtliche Subquotienten (), /@, isomorph sind
zu Quotienten O(k?)/p, nach jeweils einem homogenen Primideal p,. In unse-
rem Fall kommen aus Griinden der Hilbertdimension fiir die homogenen Prim-
ideale p, nur die Verschwindungsideale von Ursprungsgeraden Z*(z) fiir z € P?k
sowie das Verschwindungsideal Z(0) des Ursprungs in Betracht. Nun gilt sicher
mult O(k%)/Z*(x) = mult O*(z) = 1. Wegen der Additivitit der Multiplizitit
5.4.6.2 tritt in unserer Filtrierung von () als Subquotient genau cd mal ein Quoti-
ent nach dem Verschwindungsideal einer Ursprungsgeraden auf, in Formeln

cd = card{a | Ir € P’k mit Q,/Q,_1 = O*(x)}
Unser Satz folgt, sobald wir fiir alle x € P2k die Identitit

i.(C, D) = card{a | Qu/Qu-1 = O*(2)}

zeigen konnen. Dazu diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit anneh-
men, daB z im Bild der offenen Einbettung iq : k*> < P2k gegeben durch
(z1,79) + (1,21, 29) liegt. Wir erkldren nun fiir jeden Modul M iiber O(k?)
den O(k?)-Modul

M = M/(Ty — )M

Ist M ein graduierter O(k?)-Modul, so ist die Multiplikation mit (7 — 1) eine
Injektion (7, — 1) : M — M, denn fiir jedes Element ungleich Null im Kern muf3
auch seine tiefste von Null verschiedene homogene Komponente verschwinden,
und das geht ja nicht. Ist N — M — () eine kurze exakte Sequenz graduierter
O(k?)-Moduln, so zeigt nun das Neunerlemma

N M —=Q

1

Ne—s M —=Q

I

N—sM—Q

199



mit der Multiplikation mit (75 — 1) als oberer Vertikale, dal auch die Sequenz
N < M —» Q@ exakt ist. Zum Beispiel wird die durch die Zeilenmatrix (f, g)
gegebene rechtsexakte Sequenz O(k*)? — O(k*) — O(k*)/(f,g) unter dem
Bilden des Kokerns von (T — 1) wieder eine rechtsexakte Sequenz O(k?)? —
O(k*) — O(k?)/{fo, g0) fiir fo, 90 € O(k?) die Polynome, die aus den homo-
genen Polynomen f, g durch Einsetzen von 7, = 1 entstehen. Fiir unser () =
O(k3)/{f, g) erhalten wir damit Q = O(k?)/{fo, go). Unsere Filtrierung von oben
liefert weiter eine Filtrierung

0=QCQiC...CQn=0

von Q = O(k?)/{fo, go) mit Subquotienten Q,/Qu_1 = Q./Q._1. Lokalisieren
wir jetzt noch an einer Stelle y € k2, kiirzen Mz, =: M, ab, und erinnern, dal
Lokalisieren exakt ist, so erhalten wir fiir Q) = O(k*)(,)/{fo, 90) () eine Filtrie-
rung mit Subquotienten (Q,/Qaq—1)(y). Diese Subquotienten sind aber eindimen-
sional fiir Q,/Qa—1 = O*(ip(y)) und Null sonst. Im Licht unserer Definition der
Schnittmultiplizitit zeigt das fiir x = ig(y) die gewiinschte Identitit

i(C, D) = dimy, O(k*) )/ fo, 9o}y = card{a | Qa/Qa—1 = O*(x)} O

Ubungen

Ubung 6.5.6. Man bestimme die Schnittpunkte in P2C der konzentrischen Kreise
22 4+ y* = 1 und 2? + y? = 2 und ihre jeweiligen Vielfachheiten.

6.6 Rationale Morphismen und Funktionen

Bezeichne in diesem Abschnitt stets k& = k einen algebaisch abgeschlossenen
Korper.

Definition 6.6.1. Seien X,Y Varietiten iiber k. Ein rationaler Morphismus
f: X --» Y ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, fi;) mit U @ X offen
dichtund fy : U — Y einem Morphimus, unter der Aquivalenzrelation der Uber-
einstimmung auf einer offenen dichten Teilmenge im Schnitt der Definitionsberei-
che. Eine rationale Funktion auf einer Varietit X ist ein rationaler Morphismus
X --» k. Die Menge aller rationalen Funktionen auf X bildet in natiirlicher Weise
eine k-Kringalgebra, die wir notieren als

M(X)

6.6.2 (Diskussion der Terminologie). Der Buchstabe M soll an den Begriff
der ,,meromorphen‘ Funktionen erinnern, einem analogen Konzept aus der Funk-
tionentheorie.
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6.6.3. (k = k). Sei X eine Varietit iiber k. Offensichtlich stimmen je zwei Re-
prisentanten (U, fi7) und (V) fy) einer rationalen Funktion f € M(X) bereits
auf U NV tberein. Jede rationale Funktion hat mithin einen eindeutig bestimmten
groBiten Reprisentanten, der eben auf der Vereinigung der Definitionsbereiche
aller Reprisentanten definiert ist. Der Definitionsbereich des grofiten Reprisen-
tanten heifit der Definitionsbereich unserer rationalen Funktion.

6.6.4. Ist X eine irreduzible Varietit, so ist M(X) ein Korper, der Korper der
rationalen Funktionen auf X, und fiir jede nichtleere offene affine Teilmenge

U @ X ist die von der universellen Eigenschaft induzierte Abbildung ein Korper-
isomorphimus Quot(O(U)) = M(X). In der Literatur ist in diesem Fall statt
M(X) die Notation k(X ) tiblich.

6.6.5 (Transzendenzgrad als Krulldimension). Gegeben eine irreduzible k- Varietét
X stimmt die Krulldimension von X {iberein mit dem Transzendenzgrad iiber £
des Korpers der rationalen Funktionen auf X, in Formeln

kdim X = trgr, M(X)

Das folgt unmittelbar aus dem affinen Fall 4.5.14, wenn wir beachten, daf die
Krulldimension von X ibereinstimmen mufl mit der Krulldimension mindestens
einer nichtleeren offenen affinen Teilmenge.

Definition 6.6.6. Zwei irreduzible k-Varietiten, deren Funktionenkorper als Kor-
pererweiterungen von k isomorph sind, heilen birational dquivalent.

6.6.7. Gegeben irreduzible k-Varietiten X, Y und ein Kérperisomorphismus M (X) =
M(Y") tiber k gibt es nichtleere offene affine Teilmengen U @ X und V' @ Y so-

wie einen Isomorphismus von k-Varietiten V' — U derart, daB die zugehdrigen
Ringhomomorphismen unseren Korperisomorphismus ergédnzen zu einem kom-
mutativen Diagramm

OU) —==O(V)

Lo

M(X) —= M(Y)

In der Tat diirfen wir X und Y affin annehmen. Bezeichne A, B ¢ M = M(Y)
die Bilder von von O(X) und O(Y). Alle Lokalisierungen dieser Integritiits-
bereiche nach von Null verschiedenen Elementen identifizieren wir stillschwei-
gend mit ihren Bildern in M. Da B ringendlich ist iiber k, gibt es f € A\0
mit A[f~!] D B. Ebenso gibt es ¢ € B\0 mit B[g~'] D A. Wir haben also
Alf~t,¢7'1=B[f ', ¢ ' und kénnen U = (X;), und V = (Y,); nehmen.

Proposition 6.6.8. Jede irreduzible k-Varietiit ist birational dquivalent zu einer
irreduziblen Hyperfliche, also zur Nullstellenmenge eines einzigen irreduziblen
Polynoms in einem k*.
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Beweis unter der Annahme char k = 0. Sei X unsere Varietdt. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit sei X affin. Wir setzen O(X) := A. Sicher finden wir
eine Noether-Normalisierung k['z1, ..., z,] C A, so daB also A ganz ist tiber die-
sem Polynomring. Gehen wir zu den Quotientenkdrpern iiber, so erhalten wir eine
endliche separable Erweiterung, und diese muf3 nach [AL] ein primitives
Element r € QuotA besitzen. Der Ring B = k[xy,...,z,,r] C QuotA hat
also denselben Quotientenkorper wie A. Andererseits ist B ein Integrititsbereich
und ein Quotient des Polynomrings in n + 1 Variablen von der Krulldimension
n, mithin nach 4.4.17 der Quotient nach dem von einem irreduziblen Polynom
erzeugten Hauptideal. ]

Beweis im Allgemeinen. Sei X unsere Varietit und M (X) ihr Funktionenkorper.
Da M(X)/k korperendlich ist und & vollkommen, gibt es nach [ ] 22 alge-
braisch unabhingige z1, . .., z, € M(X) derart, daB M (X)) endlich separabel ist
iiber k(z1, ..., x,). Nun kann der Beweis wie zuvor zu Ende gefiihrt werden. [

Definition 6.6.9. Eine Varietit X heiflt glatt an einer Stelle x € X genau dann,
wenn der lokale Ring Ox , regulér ist im Sinne von 5.6.5.

Proposition 6.6.10. Die glatten Stellen einer algebraischen Teilmenge X ¢ k"
bilden stets eine offene dichte Teilmenge. Dasselbe gilt fiir die glatten Stellen einer
beliebigen Varietdit.

6.6.11. Der Beweis basiert auf 6.6.8. Das Argument ist deshalb vorerst nur fiir
char £ = 0 vollstidndig und benotigt im allgemeinen [ 1?2,

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei X @& k" irreduzibel. Dal} die
Teilmenge der glatten Stellen offen ist, wissen wir schon aus Ubung 5.6.18. Es
bleibt zu zeigen, dal} sie nicht leer ist. Nach 6.6.8 diirfen wir auch ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, da3 X die Nullstellenmenge eines einzigen
irreduziblen Polynoms ist. Verschwinden alle partiellen Ableitungen unseres Po-
lynoms auf ganz X, so miissen sie alle Null sein. Das ist jedoch unmoglich: In
Charakteristik Null, da unser Polynom ja nicht konstant sein kann; In Charakte-
ristik p, da unser Polynom dann, wenn es nicht konstant wire, eine p-te Potenz
eines anderen Polynoms sein miiite und wieder nicht irreduzibel sein konnte. [

6.6.12 (Komplex-algebraische Mengen als verklebte Mannigfaltigkeiten). Zu-
sammen mit 5.6.18 liefert 6.6.10 induktiv, daB} jede algebraische Teilmenge X @&
C" eine Folge von Zariski-abgeschlossenen Teilmengen

X=X;0X;.1D...0Xy

besitzt derart, daB X;\ X;_; jeweils eine Untermannigfaltigkeit des C" der reellen
Dimension 2: im Sinne von [ ] ist: Wir konnen derartige Mengen in-
duktiv finden, indem wir als X;_; die Menge aller nicht reguldren Stellen von X;
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vereinigt mit allen irreduziblen Komponenten von X; einer Krulldimension < ¢
nehmen.

Ubungen

Ubung 6.6.13. Ist X eine beliebige Varietit, so ist fiir jede dichte offene affine
Teilmenge U @ X die von der universellen Eigenschaft induzierte Abbildung ein
Ringisomorphimus S~!O(U) = M(X) fir S € O(U) die Menge der Nichtnull-
teiler.

Ubung 6.6.14. Ein Morphismus von Varietiten mit dichtem Bild hei3t auch ein
dominanter Morphismus. Man zeige: Gegeben irreduzible k-Varietiten XY
und ein Korperhomomorphismus M (X) — M(Y) iiber k gibt es nichtleere offe-
ne affine Teilmengen U @ X und V @ Y sowie einen dominanten Morphismus von
k-Varietiten V' — U derart, da3 die zugehorigen Ringhomomorphismen unseren
Korperhomomorphismus ergéinzen zu einem kommutativen Diagramm

o) ——=0(V)

L

M(X) ——= M(Y)

Ubung 6.6.15 (Definitionsbereiche und lokale Ringe). (k = k). Ist X eine ir-
reduzible Varietit, so haben wir fiir jeden Punkt x € X eine natiirliche Injektion
Ox.. — M(X), die wir von nun an in Notation und Sprache oft als Einbettung
einer Teilmenge betrachten werden. Man zeige: Ein Punkt x € X gehort genau

dann zum Definitionsbereich einer rationalen Funktion f € M(X), wenn f im
lokalen Ring Ox , C M(X) liegt.

6.7 Produkte von Varietiiten

Definition 6.7.1. Sei k ein Korper. Ein k-geringter Raum X heil3t gesittigt genau
dann, wenn fiir U @ X offen und f : U — k regulér auch die Menge {z € U |
f(z) # 0} offen ist und 1/ f darauf eine regulédre Funktion.

6.7.2 (Diskussion der Terminologie). Der Begriff eines ,,gesittigten geringten
Raums* ist nicht allgemein gebriduchlich. Kempf [ ] bezeichnet solche Struk-
turen als ,,spaces with functions®. Der Begriff ist nur sinnvoll, wenn k ein Korper
ist.

6.7.3. Nach 6.7.7 und 6.7.4 sind unsere Varietiten stets gesittigte k-geringte Réau-
me.
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6.7.4. Offensichtlich ist ein beliebiger Schnitt geséttigter Strukturen wieder ge-
sattigt. Offensichtlich ist die finale Struktur zu irgendwelchen Abbildungen von
gesittigten Strukturen in eine vorgegebene Menge auch selbst gesattigt.

Definition 6.7.5. Sei k ein Korper. Seien Y eine Menge, X; beliebige k-geringte
Réiume indiziert durch ¢ € I,und ); : Y — X; Abbildungen. Die kleinste Struktur
eines gesittigten k-geringten Raums auf Y, fiir die alle unsere v); Morphismen
werden, heif3t die gesittigte initiale Struktur auf Y in Bezug auf unsere Familie
von Abbildungen.

6.7.6. Der Schnitt aller gesittigten Strukturen auf Y, fiir die alle unsere v); Mor-
phismen sind, hat sicher auch diese Eigenschaft und ist folglich die kleinste Struk-
tur mit dieser Eigenschaft. Das zeigt, daf} solch eine kleinste Struktur tatséchlich
existiert.

6.7.7. Die initiale Struktur zu einer Abbildung von einer Menge in eine gesittigte
Struktur ist offensichtlich stets wieder geséttigt. Fiir die initiale Struktur in Bezug
auf eine Familie von mehr als einer Abbildung gilt das jedoch im allgemeinen
nicht mehr, wie schon das Beispiel der Produktstruktur auf 4% bald zeigen wird.

Satz 6.7.8 (Universelle Eigenschaft der gesiittigten initialen Struktur). Sei k
ein Korper und sei eine Familie 1); : Y — X; von Abbildungen von einer Menge
Y in k-geringte Riaume X; gegeben. Versehen wir Y mit der gesdttigten initia-
len Struktur und ist Z ein gesdttigter k-geringter Raum und ¢ : Z — Y eine
Abbildung, so ist g ein Morphismus genau dann, wenn alle V; o ¢ : Z — X,
Morphismen sind.

Beweis. Mit ¢ sind natiirlich auch alle 1); o ¢ Morphismen. Sind umgekehrt alle
1; o o Morphismen, so ist die finale Struktur zu ¢ nach 6.7.4 auch eine gesittigte
Struktur auf Y, fiir die alle v); Morphismen sind. Folglich umfaf3t die finale Struk-
tur zu ¢ unsere gesittigte initiale Struktur, und damit ist ¢ ein Morphismus. [

Lemma 6.7.9 (Produkt gesittigter £-geringter Riume). Sei k ein Korper. Ge-
geben gesdittigte k-geringte Ridume X undY erhalten wir ein Produkt in der Kate-
gorie der gesdttigten k-geringten Riume, das sogenannte gesittigte Produkt von
X undY, indem wir auf der Produktmenge X XY die gesdttigte initiale Struktur
zu den Projektionen auf X und 'Y betrachten.

Beweis. Das ist mehr oder weniger tautologisch. [

6.7.10 (Der k™ als gesiittigtes Produkt). Sei &k ein Korper. Versehen wir & mit
der kleinstmoglichen Struktur (k, Oy) eines gesittigten k-geringten Raums der-
art, daB die Identitit & — £k eine reguldre Funktion auf k ist, so erhalten wir
genau unsere Struktur als k-geringter Raum auf & aus 6.1.6. Versehen wir k™ mit
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der Struktur eines gesittigten Produkts von einigen Kopien von (k, Oy,), so erhal-
ten wir genau unsere Struktur als k-geringter Raum auf k™ aus 6.1.6. In der Tat
erkennt man leicht, daf die in 6.1.6 gegebene Struktur gesittigt ist und daf die
Koordinaten in Bezug auf diese Struktur reguldre Funktionen sind. Umgekehrt
miissen aber auch in unserer kleinstmdglichen gesittigten Struktur alle Polynom-
funktionen regulir sein, dann alle Zariski-offenen Mengen offen und schlielich
alle lokalen Quotienten von Polynomfunktionen regulér.

6.7.11 (Transitivitiat gesittigter initialer Familien). Seien & ein Korper und
hi : X — Y; sowie g;; : Y; — Z;; Familien von k-geringten Rdumen und Mor-
phismen. Trigt X die gesittigte initiale Struktur fiir die /; und tragen die Y; die
gesittigten initialen Strukturen fiir die gj;, so trdgt X auch die gesiittigte initiale
Struktur fiir die g;;h,. Trigt andererseits X die gesittigte initiale Struktur fiir die
gjihs, so trigt X auch die gesittigte initiale Struktur beziiglich der h;.

Lemma 6.7.12. Sei k ein Korper. Jedes gesdittigte Produkt von initialen Morphis-
men gesdittigter k-geringter Raume ist wieder initial.

Beweis. Das folgt aus der Transitivitit geséttigter initialer Familien 6.7.11: Seien
genauer ¢ : X — Y undv : Z — W unsere initialen Morphismen. Die Definition
des Produktmorphismus ¢ X 1 liefert pr, o(¢ X 1)) = ¢opry und pry, o(p X 1)) =
wopry-. Die Definition des gesittigten Produkts X x Y liefert, daf} die Projektionen
pry, pry dafiir eine gesittigt initiale Familie bilden. Die Transitivitét gesattigter
initialer Familien 6.7.11 zeigt dann, dal auch ¢ o pry, 1) o pry- alias pr, o(¢ X ),
pry o(¢ % 1) dafiir eine gesittigt initiale Familie bilden. Die zweite Aussage in
6.7.11 impliziert dann weiter, daB auch ¢ x 1 eine gesittigte initiale Familie und
mithin nach 6.7.7 initial ist. [

Satz 6.7.13 (Produkte von Varietiten). 1. Die Kategorie der Varietdten hat
endliche Produkte und diese stimmen iiberein mit den Produkten in der Ka-
tegorie der gesdttigten k-geringten Rdaume;

2. Das in der Kategorie der Varietdten gebildete Produkt von affinen Varietd-
ten ist stets wieder affin.

Beweis. Das Produkt in der Kategorie der gesittigten k-geringten Rdume macht
nach 6.7.12 aus je zwei Einbettungen eine Einbettung und macht nach 6.7.16 auch
aus je zwel abgeschlossenen Einbettungen eine abgeschlossene Einbettung. Das
zeigt, da} unter diesem geséttigten Produkt aus je zwei affinen Varietiten wieder
eine affine Varietdt wird. Nach 6.7.16 macht das gesittigte Produkt jedoch auch
aus je zwei offenen Einbettungen eine offene Einbettung. Das zeigt, dal unter
dem gesittigten Produkt aus je zwei Varietiten eine Varietit wird. [
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6.7.14 (Irreduzibilitit von Produkten). Das Produkt von zwei irreduziblen Va-
rietdten ist stets wieder irreduzibel. Sei in der Tat X x Y = A U B Vereinigung
von zwei abgeschlossenen Teilmengen. Wir betrachten

X4 = {zeX|{z} xY CA}
Xp = {zeX|{z} xY C B}

und folgern X = X4 U Xp aus der Irreduzibilitidt von Y. Da X irreduzibel ist,
konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit X 4 dicht in X annehmen. Fiir
alley € Y giltnun X4 x{y} C Aund wegen A abgeschlossen auch X x{y} C A.
Das zeigt A = X x Y.

6.7.15 (Morphismen in affine Varietiten). Es bezeichne 7} : £ — k die j-
te Koordinate. Fiir jede Varietit, ja jeden gesittigten k-geringten Raum (X, O)
liefert das Zuriickholen von Funktionen aufgrund der universellen Eigenschaft
der Produktstruktur auf k™ eine Bijektion Gery, (X, k™) = O(X)™, ¢ + (T} o
@)L, . Ist allgemeiner Y affin, so liefert der Ubergang zu den globalen reguliren
Funktionen fiir jeden gesittigten k-geringten Raum X eine Bijektion

Cer(X,Y) = Kring"(O(Y), O(X))

Um das zu sehen, nehme man Y @& £™ an. Dann sind beide Seiten in natiirlicher
Bijektion zu

{(@1,--,00) €OX)™ | flor,--om) =0 YfeZ(Y)}

wegen der Definition des Verschwindungsideals Z(Y') und der universellen Ei-
genschaft der induzierten Struktur und wegen der universellen Eigenschaft des
Quotienten k[T, ...,T,,]/Z(Y) = O(Y).

Ubungen

Ubung 6.7.16. Seien k ein Korper und XY gesiittigte k-geringte Ridume. Sind
U @ X sowie V @ Y offene Teilmengen, so ist auch U x V offen in X X Y.
Sind weiter A & X sowie B @& Y abgeschlossene Teilmengen, so ist auch A x B
abgeschlossen in X x Y.

Ubung 6.7.17 (Rationale Funktionen auf Produkten). Gegeben Varietiten X, Y
gibt es genau eine Einbettung M(X) @ M(Y) — M(X x Y), die fiir beliebi-
ge offene dichte affine Teilmengen U @ X und V' @ Y den in 2.1.17 erklérten
Isomorphismus O(U) @ O(V) = O(U x V) fortsetzt.

Ubung 6.7.18 (Lokale Ringe von Produkten). Gegeben bepunktete Varietiten
(X,z) und (Y,y) gibt es genau einen Ringhomomorphismus Ox, ® Oy, —
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Ox xv,(z,y)» der fiir beliebige offene affine Umgebungen U von z und V' von y den
in 2.1.17 erklérten Isomorphismus O(U)®@O(V) = O(U x V) fortsetzt. Genauer
liefert die offensichtliche Abbildung einen Isomorphismus S _1((’) xz @ Oyy) 5
Oxxv,(zy) fiir S das Urbild von £ unter Ox , ® Oy,, - k® k = k.

Ubung 6.7.19. Gegeben bepunktete irreduzible Varietiten (X, z) und (Y, y) kom-
mutiert das Diagramm

OX,:E ® OY,y — OXXY,(J?,y)

{ {
MX)@MY) = MX xY)

mit den im vorhergehenden erklérten natiirlichen Abbildungen.

Ubung 6.7.20. Die Projektion von einem Produkt in der Kategorie der gesittigten
geringten Rdume auf einen der Faktoren ist stets offen.

Ubung 6.7.21. Seien m,n > 1. Man zeige, daB die von der Abbildung k" x k™ —
k™" gegeben durch (z;,y;) — (z;y;) induzierte Abbildung

Pk x P — PP

eine abgeschlossene Einbettung ist. Sie heiflit die Segre-Einbettung. Man folge-
re, dal das Produkt von zwei projektiven Varietiten wieder eine projektive Va-
rietdt ist. Hinweis: Das Bild in £™" ist die Nullstellenmenge der Gleichungen
ZijZk = ZiZkj. Dann rechne man in Koordinaten 6.3.6. Alternativ mag man auch
von 7.2.12 ausgehen.

Erginzende Ubung 6.7.22. Man zeige, daB fiir beliebige Varietiten X, Y die Ab-
bildung f ® g — f X g einen Isomorphismus

O(X)20Y) S O(X xY)

induziert. Hinweis: Fiir affine Varietidten wissen wir das bereits aus 2.1.17. Als
nichstes betrachte man den Fall, da} nur eine unserer Varietiten affin ist, und
erinnere dazu die Exakheit des Tensorprodukts.

6.8 Separierte Varietiten

Sei in diesem Abschnitt k = k stets ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Definition 6.8.1. Eine k-Varietdt X heilt separiert, wenn die Diagonale im Pro-
dukt unserer Varietit mit sich selbst eine abgeschlossene Teilmenge ist, wenn also
in Formeln gilt

AX)@ X x X
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6.8.2 (Diskussion der Terminologie). Bei den meisten Autoren meint der Begriff
einer Varietdt das, was wir eine separierte Varietit nennen. Bei manchen Autoren
meint der Begriff der Varietit auch das, was wir eine irreduzible separierte Varie-
tdt nennen.

Beispiel 6.8.3 (Eine Varietit, die nicht separiert ist). Wir betrachten die ,,Ge-
rade mit verdoppeltem Nullpunkt®“ X := k L {6} mit der finalen Struktur zu den
beiden Abbildungen v : k < X und ¢ : k — X, die gegeben werden durch
Y(x) = () = x fiir z # 0 aber ¥(0) = 0, 1)(0) = 0. Diese Varietiit ist nicht
separiert, denn die Punkte (0,0) und (0,0) aus X x X liegen beide im Abschluf
der Diagonale. In der Tat ist das Urbild jeder offenen Umgebung von (0, 0) unter
(1,1) : k — X x X eine offene Umgebung von 0 € k, folglich trifft jede offene
Umgebung von (0, 0) die Diagonale.

6.8.4 (Implikationen der Separiertheit). Zwei Morphismen ¢, : ¥ — X von
einer Varietit in eine separierte Varietit, die auf einer dichten Teilmenge iiberein-
stimmen, sind gleich. In der Tat, ist die Diagonale in X x X abgeschlossen, so
auch ihr Urbild unter dem Morphismus (¢, 1) : Y — X x X.

6.8.5 (Affine Varietiten sind separiert). Da fiir affines X die globalen reguldren
Funktionen die Punkte trennen, konnen wir die Diagonale beschreiben als die
simultane Nullstellenmenge der Funktionen f X1 — 1 X f fir f € Ox(X).
Folglich ist die Diagonale abgeschlossen in X x X.

Satz 6.8.6 (Projektive Raume sind separiert). Fiir jeden endlichdimensionalen
k-Vektorraum V' ist der zugehorige projektive Raum PV separiert.

Beweis. Wir erinnern aus dem Beweis von 6.3.4 fiir jede affine Hyperebene [ C
V', die den Ursprung vermeidet, die zugehorige offene Einbettung iy : H —
PV, v — (v) und die Linearform Ay : V — k, deren Niveaumenge zum Wert
Eins gerade H ist. Gegeben eine weitere affine Hyperebene £ C V/, die den
Ursprung vermeidet, besteht das Urbild der Diagonale unter dem Produkt iz X
ip : Hx E — PV x PV aus allen (v, w) mit Ag(w) # 0, Ag(w)'w = v,
Ag(v) # 0und Ag(v)~'v = w. Diese Bedingungen sind jedoch gleichbedeutend
zu den beiden Bedingungen w = Ay(w)v und v = Ag(v)w, die offensichtlich
eine abgeschlossene Teilmenge von H x E definieren. Das zeigt, da3 PV separiert
ist. 0

Proposition 6.8.7 (Produkte von separierten Varietiiten). Das Produkt von se-
parierten Varietditen ist separiert.

Beweis. Das folgt aus unserer Erkenntnis 6.7.16, daB in der Kategorie der gesit-
tigten k-geringten Rdume das Produkt abgeschlossener Teilmengen abgeschlos-
sen ist im Produkt besagter Rdume. [
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6.8.8. Im folgenden identifizieren wir im Fall einer irreduziblen Varietit 2 alle
lokalen Ringe und alle Ringe von reguldren Funktionen auf nichtleeren offenen
Teilmengen mit ihren Bildern in M (7).

Lemma 6.8.9 (Lokale Ringe charakterisieren Punkte). Sind x,y Punkte einer
irreduziblen separierten Varietit X, so gilt Ox, C Ox, = = =14.

Beweis. Wir zeigen das, indem wir die gegenteilige Annahme = # y zum Wider-
spruch fiihren. In der Tat liefert Ubung 6.7.18 unmittelbar Oy v (z4) C Oxx X, (2,2)-
Sind U,V @ X offene affine Umgebungen von x, y, so trifft U x V nach An-
nahme die Diagonale A in einer abgeschlossenen Teilmenge und es gibt folglich
f € OU x V) mit f(x,y) # 0 aber f(p,p) = 0 firallep € UNV. Als
rationale Funktion auf X x X ist f bei (z,y) und dann nach 6.6.15 notwendig
auch bei (x, z) definiert, da es in den entsprechenden lokalen Ringen liegt, und
mul an beiden Stellen denselben Wert annehmen. Nun verschwindet jedoch f
auf einer offenen dichten Teilmenge der Diagonale und mithin auf dem Schnitt
seines Definitionsbereichs mit der Diagonale. Wir landen so beim Widerspruch

0# flx,y) = fz,2) = 0. 0

6.8.10. Seien X, Y Varietiten iiber k. Ist Y separiert, so stimmen nach 6.8.4 je
zwei Reprisentanten (U, fiy) und (V, fy) eines rationalen Morphismus f : X --»
Y bereits auf U N V iiberein. Jeder rationale Morphismus in eine separierte Va-
rietdt hat mithin einen eindeutig bestimmten groBten Reprisentanten, der eben
auf der Vereinigung der Definitionsbereiche aller Reprisentanten definiert ist. Der
Definitionsbereich des grofiten Repriasentanten heiflit der Definitionsbereich un-
seres rationalen Morphismus.

6.8.11 (Schnitte affiner offener Teilmengen). In einer separierten Varietit X ist
der Schnitt von je zwei offenen affinen Teilmengen U, V' wieder affin. In der Tat
ist U NV isomorph zu (U x V) N Ax und Ay ist abgeschlossen in X x X
nach Annahme. Ist etwas allgemeiner ¢ : V' — X ein Morphismus einer affinen
Varietdt V' in eine separierte Varietdt X und ist U @ X offen affin, so ist auch
©~1(U) affin, denn es ist isomorph zum Urbild der Diagonale Ax unter ¢ X i :
VxU— X x X fir:: U — X die Inklusion.

Ubungen

Ubung 6.8.12 (Fixpunktmengen in separierten Varietiten). Gegeben eine se-
parierte Varietdt X und ein Morphismus ¢ : X — X ist die Menge der Fixpunkte
X¢:={z € X | ¢(x) = x} abgeschlossen. Die entsprechende Aussage fiir eine
allgemeine Varietit ist falsch: Ist zum Beispiel Y eine nicht separierte Varietit und
betrachten wir die Vertauschung der Eintrige auf X =Y x Y, so ist die Menge
der Fixpunkte nicht abgeschlossen.
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Ubung 6.8.13. Der Graph eines Morphismus von einer beliebigen Varietiit in eine
separierte Varietit ist stets abgeschlossen.

Ubung 6.8.14. Jede lokal abgeschlossene Teilmenge einer separierten Varietit ist
mit ihrer induzierten Struktur wieder separiert.

Ubung 6.8.15. Ein Morphismus von Varietiten X — Y heift stabil abgeschlos-
sen oder eigentlich genau dann, wenn fiir jede Varietit Z der induzierte Mor-
phismus X x Z — Y x Z abgeschlossen ist. Man zeige, da} es ausreicht, diese
Bedingung fiir Z affin zu priifen. Man zeige, da} gegeben ein surjektiver eigentli-
cher Morphismus X — Y mit X separiert auch Y separiert sein muf.

6.8.16 (Das Verkleben von Punkten erhélt Separiertheit). Eine Verklebung
X — Y im Sinne von 6.2.26 ist eigentlich nach 6.2.25. Ist also X separiert,
so ist nach 6.8.15 auch Y separiert.

6.9 Glatte projektive Kurven*

Sei in diesem Abschnitt k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

6.9.1. Eine eindimensionale dquidimensionale k-Varietit heifit auch eine Kurve.
Unter einer projektiven Kurve versteht man eine Kurve, fiir die eine abgeschlos-
sene Einbettung in einen projektiven Raum existiert. Das Hauptziel dieses Ab-
schnitts ist der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 6.9.2 (Korper und ihre Kurven). Das Bilden des Korpers der rationalen
Funktionen liefert eine Aquivalenz von Kategorien

opp

Glatte irreduzible Korperendliche
projektive Kurven iiber k, = Korpererweiterungen von k
nichtkonstante Morphismen vom Transzendenzgrad Eins

X — M(X)

Erginzung 6.9.3. Mir gefillt die alternative Formulierung noch besser, bei der
links die Kategorie aller glatten irreduziblen separierten ,,vollstindigen* Kurven
steht. Eine Varietit ist per definitionem ,,vollstindig® genau dann, wenn ihr Pro-
jektion auf einen Punkt eigentlich ist im Sinne von 6.8.15. Der Beweis bleibt im
wesentlichen derselbe, man muf} nur am Ende statt mit 6.9.11 mit [ 1 ?? aru-
mentieren.

Beweis. Wir bezeichnen die Kategorie von Korpererweiterungen rechts mit 7.
Wir bezeichnen die Kategorie aller glatten irreduziblen projektiven Kurven iiber k&
mit PC und die Kategorie aller glatten eindimensionalen irreduziblen Varietiten
tiber £ mit C, jeweils mit nichtkonstanten Morphismen von Varietiten als Mor-
phismen. Der Satz behauptet, daB der Funktor M : C — T°PP eine Aquivalenz
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von Kategorien M : PC 5 T°PP induziert. Um das zu zeigen, konstruieren wir
einen quasiinversen Funktor C'. Das geschieht in mehreren Schritten.

6.9.4 (Konstruktion der Mochte-Gern-Kurve C'(K') als Menge). Ich erinnere
an den Begriff einer diskreten Bewertung 5.8.1 eines Korpers. Gegeben eine end-
lich erzeugte Korpererweiterung K /k vom Transzendenzgrad Eins betrachten wir
die Menge

C=C(K):={v: K — ZU{oo} | v ist diskrete Bewertung}

Gegeben ein Homomorphismus KX < L von endlich erzeugten Korpererweite-
rungn von k£ vom Transzendenzgrad Eins und eine diskrete Bewertung v : L —
Z U {oo} gilt v(K*) # 0 nach 5.9.6. Folglich existieren eine wohlbestimmte
diskrete Bewertung w : K — 7 U {oc} und ein wohlbestimmtes d € N., mit
v|k = dw und die Vorschrift v — w liefert eine Abbildung C(L) — C'(K). Man
erkennt ohne weitere Schwierigkeiten, da3 wir so einen Mengenfunktor konstru-
iert haben.

6.9.5 (Konstruktion einer Transformation can : Vergil = C' o M). Bezeichne
Vergifl : C — Ens den offensichtlichen Funktor, der jeder Varietit die zugrunde-
liegende Menge zuordnet. Ist X eine irreduzible glatte eindimensionale Varietit
iiber k, so erhalten wir nach 5.8.11 eine kanonische Abbildung cany : X —
C(M(X)), indem wir jedem Punkt z € X die durch die Null- bzw. Polstel-
lenordnung bei = gegebene Bewertung v, : M(X) — Z U {co} zuordnen. Es
ist leicht zu sehen, dal diese kanonischen Abbildungen eine Transformation von
Funktoren bilden.

6.9.6 (Uberdeckung von C (') durch Maximalspektren). Wir zeigen, daB fiir
jede Korpererweiterung K € 7T und jede Bewertung v € C(K) ein Dedekind-
ring A C K von endlichem Typ iiber £ mit Quot A = K existiert derart, daf
v im Bild der kanonischen Abbildung can : Max A — C(K) liegt. Wir finden
sicher f € K\k mit v(f) > 0. Nach 5.8.7 gibt es auf einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper keine diskrete Bewertung, folglich haben wir v(k*) = 0.
Der Bewertungsring o, unserer Bewertung v mufl demnach k[f] und dann auch
seinen ganzen AbschluB A C K umfassen. Der Quotientenkorper dieses ganzen
Abschlusses muf3 nach 4.6.1 aber der ganze Abschlufl des Quotientenkorpers von
k[f] sein und folglich mit K zusammenfallen, in Formeln Quot A — K. Nach
5.10.9 ist A eine endlich erzeugte k-Ringalgebra, also noethersch, und nach 4.5.14
gilt kdim A = trgr, Quot A = 1. Normal ist A nach Konstruktion eh, folglich ist
A ein Dedekindring und unsere kanonische Abbildung ist nach 5.9.5 eine Inklu-
sion
can : Max A — C(K)

deren Bild aus allen Bewertungen v mit v(f) > 0 besteht. Wir folgern, dal es nur
endlich viele Bewertungen v mit v(f) > 0 geben kann, denn wegen f # 0 gibt es
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nur endlich viele maximale Ideale in A iiber f alias Nullstellen von f auf Max A.
Insbesondere ist das Komplement des Bildes unserer Einbettung endlich, besteht
es doch aus allen Bewertungen v mit v(f) < 0 alias v(f~!) > 0.

6.9.7 (Die Mochte-Gern-Kurve C'(K) als topologischer Raum). Gegeben K €
T versehen wir C(K') mit der koendlichen Topologie. Abgeschlossen sind al-
so nur ganz C'(K) und seine endlichen Teilmengen. Fiir jedes X € C ist dann
can : X — C(M(X)) stetig, denn diese Abbildung hat endliche Fasern, sie ist ja
fiir X affin sogar eine Injektion nach 5.9.5. Ist weiter K — L ein Homomorphis-
mus von Korpererweiterungen, so hat die induzierte Abbildung C'(L) — C(K)
endliche Fasern und ist mithin stetig: In der Tat gibt es fiir v € C'(K) nach dem
vorhergehenden Punkt einen Dedekindring A C K von endlichem Typ iiber £ mit
v im Bild von Max A < C(K). Der ganze Abschlul B von A in L ist dann nach
5.10.9 auch ein Dedekindring von endlichem Typ iiber k¥ mit Quot B = L, und
jede Bewertung von L, die auf A nichtnegativ ist, auch auf B nichtnegativ. Im
kommutativen Diagramm

Max B — C(L)

+ +
MaxA — C(K)

induziert also die obere Horizontale Bijektionen zwischen der Faser iiber einem
Punkt und der Faser uiber seinem Bild. Die Fasern links sind aber endlich nach
4.2.12.

6.9.8 (Die Mochte-Gern-Kurve C'(K) als Varietit iiber k). Gegeben K € T
und v € C' = C(K) eine diskrete Bewertung und K O 0, D m, der zugeho-
rige diskrete Bewertungsring mit seinem maximalem Ideal liefert nach 6.9.6 die
Einbettung des Grundkorpers einen Isomorphismus & — o, /m,,. Gegeben U @ C
erkldaren wir nun den Teilring

Oc(U) C EDS(U, ]{?)

als die Menge aller Abbildungen f : U — Kk, fiir die ein @ € K existiert derart,
daB fir alle v € U gilt v(a) > 0 und f(v) + a unter unserem Isomorphismus
k = o0,/m,. Gegeben ein Dedekindring A C K von endlichem Typ iiber & mit
QuotA = K und Max A = U induziert dann das Zuriickholen von Funktionen
vermittels der kanonischen Einbettung

MaxA S U e C

einen Isomorphismus O (U) = A, wie man aus der Beschreibung 6.6.15 von De-
finitionsbereichen rationaler Funktionen in Termen lokaler Ringe folgern kann.
Fiir U # () kommt also jedes f € O¢(U) von genau einem Element ¢ € K
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her, und wir sehen so, daB die O¢(U) unser C' zu einem k-geringten Raums
machen. Weiter sehen wir, dafl unsere Einbettungen Max A — (' sogar offene
Einbettungen von k-geringten Rdumen sind, so dal C' sogar eine Varietit liber
k ist. Das Diagramm am Ende von 6.9.7 zeigt, daB fiir jeden Homomorphismus
von Korpererweiterungen X' — L die induzierte Abbildung C(L) — C(K) ein
Morphismus von k-geringten Rdumen ist, und aus dem affinen Fall leitet man
leicht ab, daf} auch fiir alle X € C unsere kanonische Abbildung ein Morphis-
mus can : X — C(M(X)) von k-geringten Riumen ist. Umgekehrt erhalten
wir natiirliche Isomorphismen M(C(K)) = K, indem wir fiir U @ C(K) nicht-
leer jedem f € O¢(U) das eindeutig bestimmte a € K zuordnen, von dem es
herkommt.

6.9.9 (Die Kurve C'(K) ist eine projektive k-Varietit). Wir finden eine offene
Uberdeckung C' = C(K) = |J_, Y; durch affine Kurven. Seien Y; deren pro-
jektive Abschliisse. Nach 6.9.11 4Bt sich Y; < Y; eindeutig zu ¢; : C — Y;
fortsetzen. Nun betrachte man

— ﬁ}_fz
i=1

und setze Y := m Wenn wir zeigen kdnnen, dal unser ¢ einen Isomorphis-
mus C' = Y induziert, sind wir fertig. Sicher ist Y irreduzibel und  birational,
induziert also einen Isomorphismus M(Y) = M(C'). Ich behaupte, daB dieser
Isomorphismus fiir alle z € C Isomorphismen Oy 5,y — Oc,, induziert. In der
Tat liegt « in einem der Y;, und wir haben ein kommutatives Diagramm

/\
\/

Da darin das Zuriickholen ldngs aller Pfeile Injektionen auf den lokalen Ringen
bei = induziert und das Zuriickholen lings Y; — Y; eine Bijektion, muf das Zu-
riickholen lidngs aller Pfeile Bijektionen auf den lokalen Ringen bei x liefern. Jetzt
zeigen wir, da3 ¢ surjektiv ist. Jedes y € Y hat ja affine Umgebung U @ Y. Die
Einbettung O(U) — O(U)~ von O(U) in seinen ganzen Abschlu entspricht
einer Surjektion Max O(U)~ — MaxO(U), unter der unser y € Y ein Ur-
bild haben muf}. Wir sehen mit 5.9.5, da} es eine Bewertung v € C' gibt mit
v(Oy,) C [0, 00]. Wir hiitten dann aber nach Konstruktion

Ovsw) D Ovy
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und daraus folgt y = ¢(v): In der Tat folgt ja fiir je zwei Punkte p, ¢ einer irre-
duziblen Varietit Y, die in einer gemeinsamen offenen affinen Teilmenge liegen,
aus Oy, O Oy, bereits p = ¢. Da ¢ eh injektiv ist, muBl ¢ : C' — Y bijektiv sein.
Da aber ¢ Isomorphismen auf den lokalen Ringen induziert, und da ja stets gilt
OU) = N,ev Ox.2» muB damit ¢ schon ein Isomorphismus sein.

6.9.10 (Fiir X € PC haben wir can : X — C(M(X))). Es bleibt zu zeigen,
daB fiir jede glatte projektive Kurve X die kanonische Abbildung einen Isomor-
phismus X = C'(M(X)) liefert. Wir wissen bereits, daB fiir jede nichtleere of-
fene affine Teilmenge V' @ X die kanonische Abbildung eine offene Einbettung
V 5 U C(M(X)) liefert. Deren Inverse U — V' 1Bt sich nun aber nach 6.9.11
auf genau eine Weise zu einem Morphismus C'(M (X)) — X fortsetzen, der dann
offensichtlich invers sein muf} zu unserer kanonischen Abbildung.

Bis auf die Aussage 6.9.11, deren Beweis gleich nachgeholt wird, beendet das den
Beweis von Satz 6.9.2 iiber Korper und ihre Kurven. [

Satz 6.9.11 (Morphismen glatter Kurven in projektive Riaume). Sei X eine
Kurve und p € X ein reguldirer Punkt. So lifst sich jeder Morphismus ¢ : X\p —
Pk zu einem Morphismus ¢ : X — P"k fortsetzen.

6.9.12. Das gilt mit demselben Beweis genauso, wenn X eine eindimensionale
dquidimensionale Varietit ist mit Oy , regulér. Die Eindeutigkeit der Fortsetzung
folgt hierbei ohne alle Voraussetzungen aus 6.8.4. Dal} die Definitionsliicke p ein
reguldrer Punkt von X ist, ist wesentlich fiir die Existenz: Sonst konnte man ja
eine Kurve C' C P"k nehmen und X konstruieren, indem man zwei Punkte von C'
wie in 6.2.19 verklebt zu einem Punkt p von X. Dann kann das mit dem Fortset-
zen natiirlich nicht mehr funktionieren. In [ ] ?? zeigen wir dieselbe Aussage
allgemeiner fiir X eine ,,vollstandige* Varietit.

Ergédnzung 6.9.13. Fiir hoherdimensionales X stimmt die analoge Aussage nicht
mehr: Man betrachte etwa die Abbildung C?\0 — C? x P!C gegeben durch
v+ (v, (v)). Sie kann nicht iiber den Ursprung zu einem Morphismus P>C x P'C
fortgesetzt werden.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei X irreduzibel. Ohne Beschrién-
kung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, da3 das Bild von ¢ in keiner der
Hyperflichen x; = 0 enthalten ist, fiir 0 < ¢ < n, da wir sonst mit Induktion iiber
n argumentieren konnten. Die Funktionen (z;/xz;) o ¢ € O(p~{x; # 0}) defi-
nieren also rationale Funktionen ¢;; € M(X) auf X. Setzen wir v,(p;0) = 74,
so gilt v,(p;;) = r; — r; fiir alle 4, j. Ist 7o minimal unter den r;, was wir oh-
ne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen diirfen, so gilt v,(y;0) > 0 fiir
alle i. Jetzt erkldren wir @(p) als den Punkt @(p) = (poo(p), - - -, ¥no(p)). Nach
Konstruktion ist klar, daf} diese Abbildung ¢ : X — P"k ein Morphismus ist. []
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Ubungen

Ubung 6.9.14. Man zeige, daB fiir jede glatte eindimensionale irreduzible Varietit
X iiber k, in der Notation von eben also jedes Objekt X € C, und jede endlich
erzeugte Korpererweiterung /K /k vom Transzendenzgrad Eins, in der Notation
von eben also jedes Objekt K € T, das Bilden der rationalen Funktionen im
Verein mit unserer kanonischen Bijektion K — M (C(K)) eine Bijektion

Var™ (X, C(K)) 5 Kring®(K, M(X))

zwischen nichtkonstanten Morphismen und Morphismen von Korpererweiterun-
gen induziert. In kategorientheoretischer Sprache ist der Funktor M : C — 7T°PP
also ,,linksadjungiert zu unserem Funktor C' : 7°PP — (.

Ubung 6.9.15. Man zeige, daB fiir jede glatte eindimensionale irreduzible sepa-
rierte Varietit X iiber £ die natiirliche Abbildung aus 6.9.5 eine offene Einbettung
cany : X — C(M(X)) von Varietiten ist. Man nennt C'(M (X)) die Komplet-
tierung oder Vervollstindigung von X. Jede glatte eindimensionale irreduzible
separierte Varietdt X iiber k entsteht also aus ihrer Vervollstindigung durch das
Weglassen von endlich vielen Punkten.
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7 Invariantentheorie*®

7.1 Affinitit von Varietiten und Morphismen
Sei in diesem Abschnitt & = k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Proposition 7.1.1 (Affinititskriterium). Eine Varietit X ist eine affine Varietdit
genau dann, wenn es f1,. .., f. € O(X) gibt, die als Ideal ganz O(X) erzeugen
und so, daf3 {x € X | fi(x) # 0} jeweils eine affine Varietiit ist.

Beweis. Sei k unser algebraisch abgeschlossener Grundkorper. Ich behaupte zu-
nichst, da O(X) ringendlich ist iiber k. Seien dazu g;; Erzeuger des k-Krings
O({f; # 0}). Fir hinreichend groBies n lassen sich alle f/"g;; nach 6.2.23 durch
Null reguldr auf X fortsetzen und ich behaupte genauer, da3 diese Fortsetzun-
gen zusammen mit den f; ganz O(X) als k-Kring erzeugen. Sicher kann fiir jede
Funktion h € O(X) ihre Einschrinkung auf {f; # 0} als Polynom in den g;;
dargestellt werden, und fiir hinreichend groes m > 0 kann damit auch f/"h als
Funktion auf ganz X dargestellt werden als Polynom in f; mitsamt den durch Null
fortgesetzten f!'g;;. Da die f/" fiir beliebiges m > 0 als Ideal ganz O(X) erzeu-
gen, folgt die Behauptung. Jetzt betrachten wir den Morphismus X — Max O(X)
nach 6.7.15, der jedem Punkt sein Verschwindungsideal zuordnet. Fiir alle f €
O(X) istdann X := {f # 0} das Urbild der offenen Teilmenge Max(O(X)y).
Ist speziell X affin, so zeigt unsere Identitit O(X); = O(X;) aus 6.2.23, daf
unser Morphismus X — Max O(X) einen Isomorphismus X ; = (Max O(X))
induziert. Gibt es also fi, ..., f,. derart, daB die {f; # 0} affin sind und X iiber-
decken, so folgt, daB unsere Abbildung bereits selbst ein Isomorphismus X —
Max O(X) sein muB. O

Definition 7.1.2. Ein Morphismus von Varietiten heifit affin genau dann, wenn
das Urbild jeder affinen offenen Teilmenge wieder affin ist.

7.1.3. Unsere Erkenntnis 6.8.11 besagt, in dieser Terminologie ausgedriickt, daf3
jeder Morphismus von einer affinen Varietit in eine separierte Varietit affin ist.
Die Separiertheit ist hier wesentlich: Betrachten wir fiir die ,,nichtseparierte Ebene
mit verdoppeltem Ursprung X die beiden offenen Einbettungen k% — X, deren
Bilder sie iiberdecken, so ist das Urbild unter der einen vom Bild der anderen nicht
affin.

Ubungen

Ubung 7.1.4. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von Varietiten. Man zeige: Ist Y
affin und gibt es eine Uberdeckung von Y durch offene affine Teilmengen V; mit
affinen Urbildern ¢~ (V;), so ist auch X affin. Hinweis: 7.1.1.
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Ubung 7.1.5. Sei ¢ : X — Y ein Morphismus von Varietiten. Besitzt Y eine
Uberdeckung durch offene affine Untervarietiten mit affinen Urbildern, so ist ¢
ein affiner Morphismus. Hinweis: In 7.1.4 haben Sie das fiir Y affin bereits ge-
zeigt. Fiir den allgemeinen Fall nehme man 6.2.24 zu Hilfe.

Ubung 7.1.6. Jede abgeschlossene Einbettung von Varietiten ist affin. Hinweis:
7.1.5.

7.2 Quotienten nach endlichen Gruppen

Sei in diesem Abschnitt & = k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

7.2.1. Um mit Quotienten bequem arbeiten zu kdnnen, schien es mir wiinschens-
wert, einige technische Eigenschaften mitzufiihren. Gegeben eine Eigenschaft (E)
von Morphismen von k-Varietdten heile ein Morphismus ¢ : X — Y stabil
(E) oder ausfiihrlicher produktstabil (E) genau dann, wenn fiir jede weitere k-
Varietdt Z auch der Morphismus ¢ x id : X x Z — Y x Z die Eigenschaft
(E) hat. Einen Morphismus nennen wir offenfinal genau dann, wenn er offen und
final ist. Besonders oft werden wir mit Morphismen zu tun haben, die stabil of-
fenfinal sind, also stabil offen und stabil final. Es ist leicht zu sehen, daf} es in
diesem Fall reicht, unsere Bedingung fiir Z affin zu priifen: In der Tat sind die Ei-
genschaften ,,offen* und ,,final* nach 6.1.29 beide lokal in der Basis. Mir schien
die Terminologie ,,stabil (E)* bequem. Sie ist aber uniiblich.

Beispiele 7.2.2. Die Projektion eines Produkts von Varietiten auf einen der Fak-
toren ist stabil offenfinal, wenn der andere Faktor nicht leer ist, vergleiche 6.7.20.
Insbesondere ist der konstante Morphismus von einer beliebigen nichtleeren Va-
rietdt auf einen Punkt stabil offenfinal.

Definition 7.2.3. Gegeben G ¢+ X ein k-geringter Raum mit einer Operation ei-
ner Gruppe verstehen wir den Bahnenraum X /G stets mit seiner finalen Struktur
eines k-geringten Raums beziiglich der kanonischen Abbildung X — X/G.

Satz 7.2.4 (Quotienten nach endlichen Gruppen, affiner Fall). Operiert eine
endliche Gruppe G auf einer affinen Varietdit X, so ist der Bahnenraum X /G auch
eine affine Varietdt und die kanonische Abbildung ist produktstabil offenfinal und
eigentlich.

Beweis. Wir wissen bereits aus 4.3.3, da der Bahnenraum X /G mit den regu-
liren Funktionen O(X/G) = {f : X/G — k | focan € O(X)} zu einer
naiven affinen Varietit wird. Es bleibt zu zeigen, dafl die Abbildung zwischen den
zugehorigen Varietiten final, ja sogar produktstabil offenfinal ist. Nach unseren
Erkenntnissen 4.2.9 tiber die Geometrie ganzer Kringerweiterungen ist 7 : X —
Max(O(X)%) abgeschlossen und man folgert leicht, daB X /G — Max(O(X)%)
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sogar ein Homoomorphismus sein muf3. Sicher induziert dieser Homéomorphis-
mus auch einen Isomorphismus zwischen den jeweiligen Ringen von globalen
regulidren Funktionen. Um den Satz zu zeigen, miissen wir aber noch nachweisen,
daB die finale Struktur auf X /G mit der initialen Struktur von Max(O(X)%) iiber-
einstimmt. Nun, es reicht fiir jede offene Teilmenge U @ Max(O(X)%) zu zeigen,
daB gilt O(U) ={f:U = k| for € O(x~*(U))}. Wir setzen A :== O(X) und
diirfen wir uns sicher auf offene Teilmengen der Gestalt U = {h # 0} beschriin-
ken mit 4 € A%, Unsere Behauptung verwandelt sich so in die Behauptung, daf
die kanonische Abbildung ein Isomorphismus

(A9)n = (An)©

ist. Wir miissen in Worten also zeigen, dafl die Invarianten im lokalisierten Ring
mit der Lokalisierung des Invariantenrings iibereinstimmen. Das war aber gerade
Ubung 3.1.23. Die Eigenschaft ,,produktstabil offenfinal** folgt dann leicht aus

demin [[LA2] erwiihnten kanonischen Isomorphismus B®y, (A%) = (B®y,
A)Y angewandt auf B = O(Z) fiir eine weitere affine Varietit Z und A = O(X).
]

Korollar 7.2.5 (Quotienten nach endlichen Gruppen). Operiert eine endliche
Gruppe G auf einer Varietit X und besitzt X eine Uberdeckung durch unter G
stabile offene affine Untervarietdten, so ist der Bahnenraum X /G auch eine Varie-
tat und die Quotientenabbildung ist produktstabil offenfinal, eigentlich und affin.
Ist X separiert, so auch X /G.

7.2.6. In der Terminologie 7.2.8 existiert unter den Annahmen des Korollars also
der geometrische Quotient und ist produktstabil.

7.2.7 (Quotienten nach endlichen Gruppen, quasiprojektiver Fall). Fiir jede
quasiprojektive Varietdt mit einer Operation einer endlichen Gruppe ist unsere
Bedingung aus 7.2.5 erfiillt und der Quotient existiert. In der Tat gibt es fiir je-
de endliche Teilmenge eines P" mit n > 1 nach [AL] eine Hyperebene,
die unsere endliche Teilmenge nicht trifft. Wenden wir das auf eine Bahn an, so
konnen wir uns in den Fall einer quasiaffinen Varietit retten. Nach 2.1.14 gibt es
weiter fiir jede endliche Teilmenge einer quasiaffinen Varietit eine offene affine
Teilmenge, die sie umfaf3t. Insbesondere gilt das fiir jede Bahn. Nach 6.8.11 ist
dann auch der Schnitt dieser offenen affinen Teilmengen affin und das Korollar
7.2.5 darf angewendet werden.

Beweis. Das einzige Problem ist der Beweis der letzten Aussage. Man kann sie
aus 6.8.15 folgern. Will man den Begriff der Eigentlichkeit vermeiden, kann man
auch bemerken, da3 die Verkniipfung

XxX—=X/GxX —X/GxX/G
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auch selbst stabil offenfinal und insbesondere offen ist, und da das Urbild der
Diagonale unter dieser Verkniipfung offensichtlich abgeschlossen ist, muf3 auch
die Diagonale in X/G x X /G abgeschlossen sein. O

Definition 7.2.8. (k = k). Gegeben G & X eine separierte k-Varietit mit ei-
ner Operation einer Gruppe hei3t ein Morphismus von Varietiten X — Y ein
geometrischer Quotient von X nach G genau dann, wenn er die folgenden Ei-
genschaften hat:

1. Unser Morphismus ist konstant auf G-Bahnen;
2. Y ist eine separierte Varietit;

3. Der induzierte Morphismus ist ein Isomorpismus X/G = Y von unserem
Bahnenraum mit Y, a priori in der Kategorie der k-geringten Rdaume, aber
a posteriori dann auch in der Kategorie der Varietiten.

Wenn ich besonders betonen will, da3 der Morphismus X — Y und nicht etwa
nur die Varietdt Y gemeint ist, spreche ich von einem geometrischen Quotien-
tenmorphismus.

7.2.9. Ein geometrischer Quotient muf3 im allgemeinen nicht existieren. Wenn er
existiert, ist er eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.

7.2.10 (Diskussion der Terminologie). Man kann sich auf den Standpunkt stel-
len, daB3 der geometrische Quotient in der Kategorie der k-geringten Riume durch-
aus immer existiert und wir eigentlich nur fragen miifiten, inwieweit er auch eine
separierte Varietit ist. Ich wollte mich aber nicht so weit von der iiblichen Termi-
nologie entfernen.

Beispiele 7.2.11. Das einfachste Beispiel einer Situation, in der der geometrische
Quotient nicht existiert, mag die Operation durch Multiplikation von £* auf &
sein. Seine Existenz ist jedoch bekannt in den folgenden Fillen:

1. Im Fall der Operation einer endlichen Gruppe G einer durch GG-stabile offe-
ne affine Teilmengen iiberdeckten separierten Varietit 7.2.5;

2. Im Fall einer fixpunktfreien algebraischen k*-Operation auf einer affinen
Varietidt 7.3.3;

3. Im Fall der £*-Operation auf dem Komplement der Fixpunktmenge ei-
ner affinen Varietét mit einer kontrahierenden algebraischen £*-Operation
7.4.3;

4. Im Fall einer affinen algebraischen Gruppe und der Operation durch Rechts-

translation oder Linkstranslation einer abgeschlossenen Untergruppe [ ]
29
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5. Im Rahmen der sogenannten ,,geometrischen Invariantentheorie* findet man
noch viele weitere Beispiele im Fall der Operation einer ,,reduktiven affinen
algebraischen Gruppe* unter der zusitzlichen Annahme eines Grundkorpers
der Charakteristik Null, vergleiche 7.5.19 und 7.6.1.

In allen diesen Fillen wissen wir sogar zusitzlich, daB fiir jede weitere separierte
Varietit Y auch der Morphismus Y x X — Y x X/G ein geometrischer Quoti-
ent ist. Ist diese zusitzliche Eigenschaft erfiillt, so nenne ich den geometrischen
Quotienten X — X/G auch stabil oder genauer produktstabil.

Ubungen

Ubung 7.2.12. Ist ¢ : X — Y ein Morphismus von Varietiten und ist V' eine
offene Uberdeckung von Y derart, daB die induzierten Morphismen ¢~ (V) —
V fiir alle V' € V stabil offenfinal sind, so ist auch ¢ selbst stabil offenfinal.
Insbesondere ist fiir jeden endlichdimensionalen k-Vektorraum V' die Projektion
V\0 — PV stabil offenfinal, da sie ja lokal in der Basis der Projektion eines
Produkts mit £ auf einen der Faktoren entspricht. Allgemeiner ist fir X @& P"k
die Projektion C'(X)\0 — X stabil offenfinal.

Ubung 7.2.13 (Zariski-Topologie des Produkts affiner Varietiiten mit P"k).
(k = k). Gegeben eine affine Varietit X betrachten wir X x P"k. Gegeben ein
homogenes Ideal I C O(X)[Ty, ..., T,] ist seine Nullstellenmenge Z(I) g X X
k"1 stabil unter der Operation von k> nach 6.4.6. Thr Schnitt mit X x (k" *1\0) ist
nach 7.2.12 also das Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge von X xP"k, die wir
Z*(I) oder ausfiihrlicher Z% () notieren. Man zeige, daf} alle abgeschlossenen
Teilmengen Y & X x Pk die Gestalt Y = Z% (/) haben fiir ein homogenes Ideal
I. Man zeige weiter, daB Z%(I) = () genau dann gilt, wenn es ein r gibt derart,
dafl das homogene Ideal [ alle 7] enthilt.

Ubung 7.2.14. (k = k). Gegeben ein endlichdimensionaler k-Vektorraum V ist
die durch die Wirkung induzierte Abbildung GL(V') xPV — PV ein Morphismus
von Varietiten. Hinweis: 7.2.12.

Ubung 7.2.15. Der Morphismus der leeren Varietit zu einer beliebigen endlichen
Varietit ist offenfinal, aber nicht stabil offenfinal. Jeder stabil offenfinale Morphis-
mus ist surjektiv.

7.3 Quotienten nach fixpunktfreien £ *-Operationen
7.3.1. Sei in diesem Abschnitt k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Definition 7.3.2. Eine Operation von £* auf einer k-Varietidt X heif3t algebraisch
genau dann, wenn die zugehorige Abbildung £* x X — X ein Morphismus ist.
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Proposition 7.3.3 (Quotienten nach fixpunktfreien %.*-Operationen). Sei X
eine dffine k-Varietdt mit einer fixpunktfreien algebraischen Operation von k™. So
gilt:

1. Der Bahnenraum X /k* mit seiner finalen Struktur ist eine affine k-Varietit
und die Quotientenabbildung X — X /k* ist stabil offenfinal;

2. IstY & X eine abgeschlossene k* -stabile Teilmenge, so ist Y/ k™ — X /k*
eine abgeschlossene Einbettung.

7.3.4. In der Terminologie 7.2.8 existiert unter den Annahmen der Proposition
also der geometrische Quotient und ist produktstabil.

7.3.5. Wenn wir diese Proposition einmal hinnehmen, so folgt sofort, dal der
Riickzug vermittels der Projektion die reguldren Funktionen auf dem Quotienten
mit den £ -invarianten Funktionen auf X identifizieren muf, in Formeln

O(X/k*) 5 O(X)F

Insbesondere sollte also O(X)** auch ringendlich sein iiber k. Wir zeigen diese
Aussage sogar in noch groferer Allgemeinheit, bevor wir dann im Anschluf} an
7.3.10 den eigentlichen Beweis der Proposition fiihren. Wir beginnen mit einigen
Umformulierungen.

Proposition 7.3.6 (Graduierungen und %~ -Operationen). Wir erhalten fiir jede
affine k-Varietdiit X eine eineindeutige Entsprechung

{algebraische k™ -Operationen auf X} — {Z-Graduierungen auf O(X)}

dadurch, daf3 wir der Ringalgebra O(X) die Graduierung O(X) = @, O(X)’
durch die simultanen Eigenrdume der k> -Operation geben, in Formeln durch die

Teilriume O(X)" :={f € O(X) | f(ux) = p'f(x) Vo e X,u€ k*}

Beweis. Gegeben eine affine k-Varietit X und ein Morphismus £* x X — X,
(A, z) — Az liefert das Zuriickholen globaler regulirer Funktionen zusammen
mit 2.1.17 einen Homomorphismus

OX) = Ok x X) S Ok")®O(X) S k[T, T @ O(X)
Haben wir f — > T ® f;, so gilt per definitionem f(A\x) = >_ A f;(x). Ist unser

Morphismus eine Gruppenwirkung, so zeigt die von der Mitte aus zu entwickelnde
Gleichungskette

D NEfile) = F(M)x) = fF(A(pe) = D X fi(pa)
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uns, daB bei festem z und p das Laurentpolynom > (u'fi(z) — fi(uz))T* un-
endlich viele Nullstellen hat und folglich alle seine Koeffizienten verschwinden
miissen. Mithin gilt f;(uz) = p'f;(z) fir alle ¢ und z alias f; € O(X)’. Nach
Konstruktion gilt andererseits f = Y f; und wir sehen, daB unsere O(X)’ ganz
O(X) als Vektorraum erzeugen. Das Argument, daB die Summe der O(X ) direkt
ist, kann dem Leser zur Ubung iiberlassen bleiben. Das Argument, daf} wir so die
behauptete Bijektion erhalten, desgleichen. [

Lemma 7.3.7. Ist R ein noetherscher Z-graduierter Kring, so ist auch seine ho-
mogene Komponente R° vom Grad Null noethersch.

Beweis. Fiir jedes Ideal I C R gilt I = (RI) N R°. O

Lemma 7.3.8. Sei S = @, S* ein nichtnegativ graduierter Kring. Ist S noethersch,
so ist S ringendlich iiber S°.

Beweis. Sind z,, homogene Erzeuger des Ideals S>° C 9, so zeigt eine Induktion
iiber den Grad schnell, daB die x, auch S als S°-Kring erzeugen. O]

Ubung 7.3.9. Sei S = @, 5" ein nichtnegativ graduierter Kring. Ist S auch

noch noethersch, so ist fiir jedes d > 0 auch der Teilring ,., 5% ringendlich
iiber S°. -

Lemma 7.3.10. Sei K ein Korper. Ist A = @,
cher K-Kring, so ist auch A° ringendlich iiber K.

At ein Z-graduierter ringendli-

Beweis. Wir wihlen homogene Erzeuger x4, ...z, des K-Krings A und reali-
sieren A als Quotienten des Polynomrings S := K[Xi,..., X,]. Versehen wir
diesen Ring mit der (Z x 7Z)-Graduierung, in der die Erzeuger X, den Bigrad
(grad(z,), 1) haben, so ist der homogene Teil vom Grad Null in Bezug auf die
erste Graduierung S(®*) alias der ({0} x Z)-Anteil unseres bigraduierten Rings
noethersch nach 7.3.7. Damit ist er auch ringendlich iiber K nach 7.3.8. Nun in-
duziert jedoch unsere Surjektion S — A eine Surjektion S(©*) — A° So folgt,
daB auch A° ringendlich ist iiber K. O

Beweis von Proposition 7.3.3. Um nun Proposition 7.3.3 iiber Quotienten nach
fixpunktfreien k*-Operationen zu zeigen, versehen wir O(X) mit seiner durch
die k*-Operation induzierten Graduierung und wissen aus 7.3.10, daB O(X)°
ringendlich ist iiber £. Damit miissen wir im wesentlichen nur noch nachweisen,
daB der von der Einbettung O(X)? — O(X) induzierte Morphismus 7 : X —
Max O(X)° genau die k*-Bahnen von X als Fasern hat und offen und final ist.
Fiir den Nachweis, da3 7 sogar stabil offenfinal ist, diirfen wir dann Z affin an-
nehmen und brauchen nur unsere Erkenntnisse fiir O(Z) ® O(X) anzuwenden.
Jedes Ideal in O(X)° entsteht nun offensichtlich durch Herunterschneiden mit

222



dem von ihm erzeugten Ideal von O(X ). Damit entsteht auch jedes maximale Ide-
al von O(X)? durch Herunterschneiden aus einem maximalen Ideal von O(X),
als da heilt, 7 ist surjektiv. Offensichtlich ist 7 auch konstant auf k*-Bahnen.
Fiir eine k*-stabile abgeschlossene Teilmenge Y @& X ist weiter ihr Verschwin-
dungideal Z(Y) C O(X) ein homogenes Radikalideal, das O(X)° notwendig
in einem Radikalideal Z(Y)° schneidet. Jedes Ideal in O(X) entsteht nun aber
wie gesagt durch Herunterschneiden mit einem Ideal von O(.X), und insbesonde-
re entsteht auch jedes maximale Ideal iiber Z(Y)" durch Herunterschneiden aus
einem maximalen Ideal iiber Z(Y'), als da heilit, die simultane Nullstellenmenge
von Z(Y) ist genau 7(Y"). Das zeigt, daB 7(Y") abgeschlossen ist. Eine Teilmen-
ge von Max O(X)" ist mithin genau dann abgeschlossen, wenn ihr Urbild unter
7 abgeschlossen ist. Folglich trigt Max O(X)° die Quotiententopologie, und 7
ist offen als Projektion auf einen Bahnenraum unter einer Gruppenwirkung. Nun
beachten wir, da} nach 4.4.14 alle k*-Bahnen eine offene Teilmenge ihres Ab-
schlusses umfassen, und da diese Abschliisse hochstens eindimensional sind und
unsere Operation nach Annahme fixpunktfrei ist, miissen alle Bahnen abgeschlos-
sen sein. Gegeben verschiedene Bahnen Y # Z gilt also Z(Y') + Z(Z) = O(X)
und damit Z(Y)? + Z(Z)° = O(X)" und folglich 7(Y) # n(Z). Die Fasern
von 7 sind also genau die k£*-Bahnen. Es bleibt nur zu zeigen, dal Funktionen
auf offenen Teilmengen von Max O(X )° regulir sind genau dann, wenn sie unter
Zuriickholen auf X reguldr werden. Fiir globale Funktionen ist das klar. Fiir Funk-
tionen auf affinen offenen Mengen folgt es aus (s7!O(X))? = s71(O(X)?) fiir
alle s € O(X)°, und damit ist klar, daB unser Morphismus final ist. SchlieRlich
liefert unser Argument von oben fiir eine k*-stabile abgeschlossene Teilmenge
Y @ X die Exaktheit der oberen Zeile im Diagramm mit exakten Zeilen

I(Y) = OX)" — O(n(Y))

1 1 4
I(Y) <= OX) — OF)

In diesem Diagramm meinen sind alle Vertikalen schlicht die Einbettungen der
homogenen Komponenten vom Grad Null und das zeigt den behaupteten Isomor-
phismus Y/k* = 7(Y). O

7.4 Varietiten zu graduierten Kringalgebren

7.4.1. Sei in diesem Abschnitt k = k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

7.4.2. Eine algebraische Operation £* x X — X von k™ auf einer k-Varietit
X nennen wir kontrahierend genau dann, wenn sie sich fortsetzen 1a6t zu einem
Morphismus £ x X — X. Das Bild 0.X von {0} x X ist dann gerade die Fixpunkt-
menge unserer Operation, denn die Regel (Ap)x = A\(ux) fiir eine Operation mufy
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aus Stetigkeitsgriinden dann auch fiir beliebige A, u € k gelten. Unsere Operati-
on kontrahiert im allgemeinen nur auf eine Untervarietét und nicht notwendig auf
einen Punkt.

Satz 7.4.3 (Varietiiten zu nichtnegativ graduierten Kringalgebren). Sei X eine
affine k-Varietdt mit einer kontrahierenden algebraischen Operation von k™ und
sei X° @ X das Komplement der Fixpunktmenge. So gilt:

1. Mit seiner finalen Struktur ist X°/k* eine separierte k-Varietiit;
2. Die Projektion X° — X°/k* ist stabil offenfinal;

3. Ist Y — X die Einbettung einer k*-stabilen abgeschlossenen Teilmenge,
so istY° k> — X°/k* eine abgeschlossene Einbettung.

7.4.4. In der Terminologie 7.2.8 existiert unter den Annahmen des Satzes also der
geometrische Quotient und ist produktstabil. Der Beweis wird mit 7.1.5 auch zei-
gen, daf die Projektion auf den Quotienten ein affiner Morphismus ist. Umgekehrt
muf} auch das Bild jeder offenen affinen k> -stabilen Teilmenge von X ° nach 7.3.3
wieder affin sein.

7.4.5. Gegeben ein nichtnegativ Z-graduierter affiner k-Kring A verwenden wir
die Abkiirzung
MProj(A) := (Max A)° /k*

Ergdnzung 7.4.6. Die Varietit der k-wertigen Punkte des Schemas Proj(A) von
Grothendieck ist im Fall A = O(X) genau unsere Quotientenvarietit. Man kann
mit etwas mehr Aufwand sogar zeigen, daB X°/k* im Fall eines einzigen Fix-
punkts eine projektive Varietit ist.

Beispiel 7.4.7. Betrachten wir auf der Varietit X = k? die nichtkontrahierende
k*-Operation durch \(z, y) = (Az, A"'y), so ist der Bahnenraum von X° = £?\0
mit seiner finalen Struktur als k-geringter Raum genau unsere nicht-separierte
Varietit ,,Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt* aus 6.8.3. In unserer Terminologie
7.2.8 existiert der geometrische Quotient in diesem Fall nicht, da die Separiertheit
des Quotienten nicht gegeben ist.

Beweis. Sei A = O(X) mit der nach 7.3.6 durch die k£*-Operation gegebenen Z-
Graduierung versehen. Offensichtlich ist die Operation kontrahierend genau dann,
wenn gilt A* = 0 fiir i < 0, und wir haben dann Z(0X) = A~°. Fiir jedes
homogene f € Aistnun X; = X\ Z(f) eine k*-stabile affine offene Teilmenge
mit A[f~!] als Ring von reguliren Funktionen, und fiir f homogen von positivem
Grad gilt Xy C X°. Nach 7.3.3 ist fiir f homogen von positivem Grad die durch
das Herunterschneiden induzierte Abbildung

Max(A[f~"]) — Max(A[f']°)
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stabil offenfinal mit den £*-Bahnen als Fasern. Die besagten offenen Teilmen-
gen X iiberdecken aber X°. Das zeigt, daB X°/k* mit seiner finalen Struktur
eine Varietit ist und dal die Projektion stabil offenfinal ist. Ebenso folgt aus
7.3.3 die Behauptung 3 iiber abgeschlossene Einbettungen. Wir miissen nur noch
zeigen, dafl unser Quotient separiert ist. Wir finden eine homogene Surjektion
A%Zy, ..., Z,] — A von einem Polynomring nach A mit den Z, homogen von
Graden d(v) und diirfen nach Teil 3 hinfort annehmen, da3 A bereits selbst dieser
Polynomring ist. Nun betrachten wir die ganze Ringerweiterung

A Zy, ..., Z,) Cc ATy, ..., T,

mit den Z,, homogen von Graden d(v) und den 7,, homogen vom Grad Eins und
der rechten Abbildung gegeben durch Z, — 7). Die zugehorige Abbildung
auf den Maximalspektra Y — X ist abgeschlossen und surjektiv mit endlichen
Fasern und £*-dquivariant. Genauer sind die Fasern die Bahnen der Operation
einer endlichen Gruppe W von Einheitswurzeln auf Y, die mit der Operation von
k> kommutiert. Unsere Abbildung induziert abgeschlossene Abbildung Y x Y —
X x X, und das Urbild von X° x X° ist offensichtlich Y° x Y°. Nun sind im
Diagramm

YoxYe — Y°/kX xY°/k*

\ 3

X°ex X° — X°/k* x X°/k*
die Vertikalen surjektiv und die Horizontalen stabil offenfinal und insbesondere
offen. Es reicht also zu zeigen, da3 das Urbild der Diagonale unter der unteren
Horizontale abgeschlossen ist. Da wir schon wissen, dafl Y°/k* = 0X x P"k
separiert ist, ist das Urbild der Diagonale unter der oberen Horizontale schon mal
abgeschlossen. Dasselbe gilt fiir seine Vereinigung mit allen seinen Bildern unter
der W-Operation auf dem ersten Faktor. Dann aber ist das Bild dieser Vereini-
gung unter der linken Vertikale abgeschlossen, und das ist genau das Urbild der
Diagonale unter der unteren Horizontale. [

7.4.8. Im Fall eines Polynomrings A = k[Ty,...,T,], der graduiert ist durch
die Vorschrift grad(7;) = w; mit positiven natiirlichen Zahlen wy, . .., w,, heiit
die zugehorige Quotientenvarietit ein gewichteter projektiver Raum und wird
P(wy, ..., w,) notiert.

Beispéel 7.4.9. Man priift, da8 der gewichtete projektive Raum P(1, 1, 2) eine of-
fene Uberdeckung durch affine Untervarietiten P(1,1,2) = Uy U U; U U, hat
mit

Uy = MaxCly/z,z/2?] = C?

U = MaxClz/y, z/y*] = C?,

Uy, = MaxClz?/z,1y/z,y*/z] singuldr.
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Ubungen

Ergiinzende Ubung 7.4.10. Gegeben iiber einem Korper K ein Polynomring R =
K[Xjy,...,X,] mit Erzeugern der positiven Grade 0 < d; < ... < d, gilt fiir
die Dimensionen der homogenen Komponenten R’ im Korper der Laurentreihen
Q((t) die Identitat

> (dimy R = [ —t*)!
=0 v=1
Weiter zeige man, dall sowohl r als auch die Grade d, ..., d, der Erzeuger durch

diese formale Potenzreihe bereits eindeutig festgelegt werden.

7.5 Invariantenringe und algebraische Quotienten

7.5.1. Bei Operationen allgemeinerer Gruppen liegen die Verhiltnisse nicht so
einfach wie beim Satz von Noether [ ] . Grundlegend ist hier der gleich
folgende Endlichkeitssatz von Hilbert 7.5.4.

Definition 7.5.2. Eine algebraische Gruppe heilit linear reduktiv genau dann,
wenn jede rationale Darstellung unserer Gruppe im Sinne von [ ] ?2? vollstédn-
dig reduzibel ist im Sinne von [ ] , also die Summe ihrer irreduziblen
Unterdarstellungen.

Beispiele 7.5.3. Nach [ ] 2? sind diagonalisierbare Gruppen stets linear re-
duktiv, insbesondere also auch Tori. Nach dem Satz von Maschke [ ]

sind endliche Gruppen einer zur Charakteristik teilerfremden Ordnung auch li-
near reduktiv, und nach [Lie] gilt dasselbe in Charakteristik Null fiir alle
reduktiven algebraischen Gruppen, insbesondere also fiir GL(n).

Satz 7.5.4 (Hilbert). (k = k). Ist A ein ringendlicher k-Kring mit einer ratio-
nalen Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe G, so ist auch der
Invariantenring AC ringendlich iiber k.

Ergdnzung 7.5.5. Der Satz gilt mit demselben Beweis auch iiber einem beliebi-
gen Grundkorper, sobald einmal alle darin auftauchenden Begriffe in dieser All-
gemeinheit definiert sind.

Beweis. Die Projektion lings der isotypischen Zerlegung A — A ist sicher A%-
linear. Das gleich folgende Lemma 7.5.6 zeigt damit schon mal, daf der Invarian-
tenring noethersch ist. Um zu zeigen, da3 A€ sogar ringendlich ist iiber k£, wihlen
wir einen endlichdimensionalen G-stabilen Teilraum V' C A, der den k-Kring A
erzeugt, und realisieren A als Quotienten der symmetrischen Algebra S = S(V)
nach einem geeigneten G-stabilen Ideal J. Unser .S besitzt dann eine natiirliche G-
invariante Graduierung, und da S& nach dem bereits Bewiesenen noethersch sein
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muB, ist S¢ nach 7.3.8 ringendlich iiber k. Dasselbe gilt dann auch fiir S¢/J¢.
Nun haben wir ja per definitionem S/J = A. Aus der vollstindigen Reduzibilitiit
folgt dann S¢/J% = (S/J)Y = AC und wir sind fertig. O

Lemma 7.5.6. Ist ein injektiver Ringhomomorphismus B C A eine spaltende
Einbettung von B-Rechtsmoduln, so gilt fiir jedes Linksideal I C B die Formel
I = BN (AI). Ist insbesondere A linksnoethersch, so auch B.

7.5.7. Hier und im folgenden meint ( ) das Erzeugnis als abelsche Gruppe und A7
die Menge der Produkte von einem Element von A mit einem Element von I und
(AI) folgerichtig die von diesen Produkten erzeugte additive Untergruppe von A.

Beweis. Nach Annahme existiert eine Zerlegung A = B & C' von A als B-
Rechtsmodul. Sie impliziert unmittelbar eine Zerlegung (AI) = I @ (CI), und
diese Zerlegung hinwiederum impliziert unmittelbar das Lemma. 0

Definition 7.5.8. (kK = k). Sei G ¢~ X eine affine k-Varietit mit einer alge-
braischen Operation einer linear reduktiven Gruppe. Nach 7.5.4 konnen wir eine
affine Varietit X /G unter X definieren durch X /G := Max(O(X)%) und die
Kommutativitit des Diagramms

Max O(X ) — Max(O(X)%)
L

Man nennt X /G den algebraischen Quotienten von X nach der Operation von
G und den Morphismus X — X /G den Quotientenmorphismus.

Satz 7.5.9 (Geometrie algebraischer Quotienten). (k = k). Sei G 9+ X eine
affine k-Varietdt mit einer algebraischen Operation einer linear reduktiven alge-
braischen Gruppe. So gilt:

1. Der Morphismus m : X — X /G ist konstant auf G-Bahnen, und jeder
Morphismus von X in eine weitere Varietit, der konstant ist auf G-Bahnen,
faktorisiert in eindeutiger Weise iiber ;

2. Gegeben G-stabile abgeschlossene Teilmengen von X stimmt das Bild in
X //G ihres Schnittes iiberein mit dem Schnitt ihrer Bilder;

3. Gegeben eine G-stabile abgeschlossene Teilmenge Z ¢ X ist ihr Bild eine
abgeschlossene Teilmenge w(Z) & X /|G und die offensichtliche Abbildung
ist ein Isomorphismus Z |G = 7(Z);

227



4. Der Quotientenmorphismus ist stabil offenfinal und in jeder seiner Fasern
liegt genau eine abgeschlossene G-Bahn;

5. Gegeben eine offene Teilmenge U c X J/G ist U affin genau dann, wenn
7Y U) @ X affin ist, und dann ist die offensichtliche Abbildung ein Iso-
morphismus 7= (U) )G = U.

Definition 7.5.10. Gegeben G 3~ X ein topologischer Raum mit der Operation
einer Gruppe bezeichne

X)G

die Menge der Aquivalenzklassen fiir die von der Relation y € Gz erzeugte
Aquivalenzrelation auf X. Ich nenne X /G den BahnschluBraum. Ist X ein
k-geringter Raum, so denken wir uns den BahnschluBraum stets mit seiner fi-

nalen Struktur eines k-geringten Raums beziiglich der kanonischen Abbildung
X — X /G versehen.

7.5.11. Sei G 3 X ein topologischer Raum mit der Operation einer Gruppe. Liegt
im AbschluB} jeder (G-Bahn genau eine abgeschlossene (G-Bahn, so liefert die of-
fensichtliche Abbildung eine Bijektion zwischen der Menge der abgeschlossenen
G-Bahnen in X und dem Bahnschlufraum X //G.

7.5.12 (Universelle Eigenschaft des BahnschluBraums). Ist G & X ein topolo-
gischer Raum mit der Operation einer Gruppe und Y ein topologischer Raum, in
dem alle Punkte abgeschlossen sind, so faktorisiert jede auf (G-Bahnen konstante
stetige Abbildung X — Y in eindeutiger Weise iiber die kanonische Abbildung
X — X//G auf den BahnschluBraum. Dasselbe gilt analog auch fiir k-geringte
Réaume und insbesondere fiir den Fall einer k-Varietit Y.

Definition 7.5.13. (k = k). Gegeben G 3 X eine separierte k-Varietit mit einer
Operation einer Gruppe heiflt ein Morphismus von Varietiten X — Y ein guter
Quotient von X nach G oder auch ein guter Quotientenmorphismus genau
dann, wenn er die folgenden Eigenschaften hat:

1. Unser Morphismus ist konstant auf G-Bahnen;

2. Gegeben eine Faser von Y ist von allen G-Bahnen in besagter Faser genau
eine abgeschlossen;

3. Y ist eine separierte Varietit;

4. Der induzierte Morphismus ist ein Isomorpismus X /G = Y von unserem
BahnschluBBraum nach Y, a priori in der Kategorie der k-geringten Riume,
aber a posteriori dann auch in der Kategorie der Varietiten.
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7.5.14. Ein guter Quotient muf} im allgemeinen nicht existieren. Wenn er existiert,
ist er eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.

7.5.15 (Diskussion der Terminologie). Insbesondere ist jeder geometrische Quo-
tient auch ein guter Quotient. In manchen Quellen wird von einem guten Quoti-
enten zusitzlich gefordert, dafl der fragliche Morphismus X — Y affin sein soll.
Ich will mich dieser Terminologie nicht anschlie3en, weil in ihr nicht so klar wire,
inwieweit geometrische Quotienten auch gute Quotienten zu sein hitten. Stattdes-
sen mache ich diese Bedingung stets explizit und spreche dann von einem affinen
guten Quotientenmorphismus.

7.5.16. Gegeben G % X eine separierte k-Varietit mit einer Operation einer
Gruppe und ein guter Quotient 7 : X — Y istfir U @ Y auchw : 7= 3(U) — U
ein guter Quotient. Der vorhergehende Satz 7.5.9 besagt unter anderem, daf3 der
algebraische Quotient einer affinen Varietét nach einer linear reduktiven Gruppe
ein guter Quotient ist.

Beweis. 3. Fiir eine (G-stabile abgeschlossene Teilmenge Z C X ist sicher auch
ihr Verschwindungideal Z(Z) C O(X) ein G-stabiles Ideal, das den Invarianten-
ring in einem Radikalideal Z(Z)% C O(X)% schneidet. Jedes Ideal im Invari-
antenring entsteht nun aber nach 7.5.6 durch Herunterschneiden mit einem Ide-
al von O(X), und insbesondere entsteht auch jedes maximale Ideal iiber Z(Z)“
durch Herunterschneiden aus einem maximalen Ideal iiber Z(7), als da heiBt, die
simultane Nullstellenmenge von Z(Z)¢ ist genau 7(Z). Das zeigt, daB 7(Z) ab-
geschlossen ist, und liefert zusétzlich die Exaktheit der oberen Zeile im Diagramm
mit exakten Zeilen

I(Z)" < OX)Y — 0O(r(2))

| + +
I(Z2) <= OX) — 0(2)

In diesem Diagramm meinen die beiden linken Vertikalen schlicht die Einbet-
tungen der Invarianten, und weil unter unseren Voraussetzungen das Bilden der
Invarianten exakt ist, muf} auch die letzte Vertikale einen Isomorphismus auf die
Invarianten O(7(Z)) = O(Z)% induzieren, also einen Isomorphismus von Va-
rietidten Z /G = w(Z).

2. Es reicht zu zeigen, daf fiir G-stabile Ideale von O(X) der Schnitt ihrer Summe
mit dem Invariantenring iibereinstimmt mit der Summe ihrer Schnitte, in Formeln

(Z IA> NOX)? =) (IL,NnOX)%)

AEA AEA

Das gilt jedoch ganz allgemein fiir eine beliebige Familie von Unterdarstellungen
einer vollstindig reduziblen Darstellung oder noch allgemeiner fiir Untermoduln
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eines halbeinfachen Moduls, wenn man das Bilden der Invarianten verallgemei-
nert zum Bilden irgendeiner isotypischen Komponente.

4. Wenden wir 3 auf Z = X an, so folgt die Surjektivitit des Quotientenmor-
phismus. Weiter ist klar, dal unser Quotientenmorphismus auf Bahnen konstant
ist. Ein Urbild ist in anderen Worten stets (G-stabil, und eine Menge mit abge-
schlossenem Urbild muB nach 3 selbst abgeschlossen sein. Somit trigt X /G die
Quotiententopologie. Es bleibt nur zu zeigen, dal Funktionen auf offenen Teil-
mengen von X /G regulir sind genau dann, wenn sie unter Zuriickholen auf
X regulidr werden. Fiir globale Funktionen ist das klar, denn fiir eine Funktion
f: X)G — kmit for € O(X) haben wir notwendig f o 7 € O(X)% und
damit f € O(X/G). Fir Funktionen auf einer Basis der Topologie von X /G
folgt es aus s71(O(X)%) = (s71O(X))¢ fir alle s € O(X)®, was man aus
ker(s:) = ker(s?:) oder auch aus 3.1.24 folgern mag. Damit ist klar, daB unser
Morphismus eine Submersion ist. In jeder Faser liegt nun mindestens eine Bahn
kleinstmoglicher Dimension, die notwendig abgeschlossen sein muf}, da ja ihr
AbschluB3 in derselben Faser enthalten ist und beim Bilden des Abschlusses nur
Bahnen echt kleinerer Dimension hinzukommen kénnen. Es kann aber auch nicht
mehr als eine abgeschlossene Bahn in einer gegebenen Faser geben, da wir sonst
einen Widerspruch zu 2 erhalten wiirden.

1. Dal} unser Morphismus auf Bahnen konstant ist, sicht man leicht und wir haben
es auch bereits verwendet. Ist andererseits ein Morphismus X — Y konstant auf
Bahnen, so auch auf Bahnabschliissen und damit auf den Fasern des Quotienten-
morphismus. Da der Quotientenmorphismus aber nach Teil 4 final ist, folgt die
Behauptung.

5. Hier bemerken wir zunichst, dal jeder Morphismus von affinen Varietiten
affin ist, etwa nach 7.1.3. Also ist das Urbild jeder offenen affinen Untervarie-
tat unter affin. Andererseits muf} fiir jede offene Teilmenge U des Quotienten
7 : 7 (U) — U einen Isomorphismus 7= (U) /G = U des BahnschluBraums
mit U induzieren. Das zeigt, daB mit 7! (U) auch U affin ist. O

7.5.17. Sei G linear reduktiv. Jeder GG-dquivariante Morphismus von affinen G-
Varietiten X — Y induziert einen Morphismus X /G — Y //G. Eine offene
Einbettung mufl dabei jedoch keineswegs eine offene Einbettung werden, etwa
wenn wir das Komplement einer Ursprungsgerade in die Ebene einbetten und
jeweils die Operation der multiplikativen Gruppe durch Streckungen betrachten.

Definition 7.5.18. (k = k). Sei G 3 X eine affine k-Varietit mit einer alge-
braischen Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe. Die Punkte
mit abgeschlossener Bahn und endlicher Isotropiegruppe heilen affin-stabil oder
auch einfach stabil. Die Menge aller stabilen Punkte notieren wir X°®.
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Satz 7.5.19 (Stabile Punkte und geometrischer Quotient). (k = k). Sei G & X
eine dffine k-Varietdt mit einer algebraischen Operation einer linear reduktiven
algebraischen Gruppe G. So bilden die stabilen Punkte eine offene G-stabile Teil-
menge X° @ X und der Riickzug des Morphismus X — X /G auf deren Bild ist
ein affiner geometrischer Quotientenmorphismus

X = X°/G

Beweis. Im Lichte unserer Erkenntnisse aus 7.5.9 zur Geometrie algebraischer
Quotienten miissen wir nur noch zeigen, dal3 X*® offen ist. Nach [ 1?2 ist
die Menge X° aller Punkte mit endlicher Isotropiegruppe stets offen. Ihr Kom-
plement X\ X° ist also abgeschlossen und hat als G-stabile abgeschlossene Teil-
menge nach 7.5.9 auch abgeschlossenes Bild in X //G. Das Urbild dieses Bildes
aber ist per definitionem genau die Menge aller instabilen Punkte, die damit auch
abgeschlossen sein muB3. In der Tat hat eine Bahn im Abschluf} einer anderen stets
kleinere Dimension und folglich hohere Dimension der Isotropiegruppen. [

7.5.20. Ich hitte gerne einen Bachelor-Kandidaten, der mir den vorhergehenden
und den folgenden Abschnitt auf den Fall einer geometrisch reduktiven affinen
algebraischen Gruppe umschreibt. Nach Haboush haben alle reduktiven algebrai-
schen Gruppen diese Eigenschaft auch in positiver Charakteristik, und Argumente
von Nagata zeigen dann die endliche Erzeugbarkeit des Invariantenrings und der-
gleichen, vergleiche auch die Appendix von Mumford-Fogarty.

7.6 Geometrische Invariantentheorie

7.6.1 (Die allgemeine Quotientenkonstruktion). Sei C' eine affine Varietit mit
einer Operation einer linear reduktiven algebraischen Gruppe G und einer damit
kommutierenden kontrahierenden k*-Operation. Wir konstruieren dann von der
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obersten Zeile beginnend ein kommutatives Diagramm von separierten Varietiten

C—o—C ™ )G
i -
P17 (C)G) ——=(C]GY)

e b

C° /% <Y (C))G)° [k 2= (C )| G)° |k

X X5 © e XSG

j |
X o X5/G

Im folgenden will ich diese Konstruktion diskutieren und gleichzeitig die relevan-
ten Eigenschaften der beteiligten Morphismen herleiten. Der obere Index o meint
in unserem Diagramm stets das Komplement der Fixpunktmenge einer Wirkung
von k£*. Alle Inklusionspfeile in unserem Diagramm sind offene Einbettungen.
Ublicherweise geht man von einer Varietit X mit einer G-Operation aus und wihlt
eine Linearisierung der G-Varietit X. Dem entspricht bei uns die Wahl eines
moglichen C. Unsere Konstruktion heifit dann der GIT-Quotient. Das Ziel ist
die Konstruktion eines affinen guten Quotientenmorphismus « : X* — X* /G,
der unter Riickzug auf eine geeignete offene Teilmenge sogar ein geometrischer
Quotientenmorphismus « : X® — X°/G wird. Jetzt diskutiere ich erst mal den
Aufbau unseres Diagramms.

1. Der Morphismus 7 entsteht durch Riickzug vom algebraischen Quotienten
m aus 7.5.8. Dieser ist ein guter G-Quotient nach 7.5.16 und k> -dquivariant.
Folglich auch 7 ein guter G-Quotient und k*-dquivariant.

2. Die Morphismen x und (3 sind nach 7.4.3 geometrische k*-Quotienten, und
k ist nach Konstruktion aulerdem G-dquivariant.

3. Der Morphismus # erbt von x die Eigenschaft, ein (G-dquivarianter geome-
trischer £*-Quotient zu sein.

4. Der Morphismus « wird nun konstruiert mithilfe der universellen Eigen-
schaft des geometrischen k*-Quotienten .

Damit sind die oberen drei Zeilen unseres Diagramms konstruiert. Es gilt noch,
die behaupteten Eigenschaften von « zu zeigen und die unterste Zeile zu konstru-
ieren.
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Der Morphismus « ist ein guter Quotient. Um das zu einzusehen, bezeichnen
wir seinen Definitionsbereich mit X* und nennen dessen Elemente semistabile
Punkte. Per Konstruktion ist « konstant auf G-Bahnen. Fiir U @ X** offen und G-
stabil istist #~*(U) offen und (G x k*)-stabil, also 77 (<! (U)) offen und k*-stabil,
also 37(r~*(U)) = a(U) offen. Mithin ist « final als Abbildung von topologi-
schen Raumen. Sei weiter W offen im Wertebereich von v und f : W — k eine
Funktion. Ist f o v regulir, so ist f ok = f o f7 reguldr und (G x k*)-invariant,
also ist f o (8 reguldr und k*-invariant, also ist f reguldr. Mithin ist « final als
Morphismus k-geringter Rdume. Bleibt zu zeigen, daf in jeder Faser von o genau
eine in X abgeschlossene (G-Bahn liegt. Dall mindestens eine abgeschlossene
Bahn in jeder Faser liegt, ist nach [ ] 2? eh klar. Gébe es zwei abgeschlossene
Bahnen, so fianden wir jedoch auch zwei abgeschlossene Bahnen in Fasern von 7
im Widerspruch zu unserer Erkenntnis, dal 7 ein guter Quotient ist. Also ist & in
der Tat ein guter Quotient.

Der Morphismus « ist affin. Das ist leicht zu sehen: Gegeben W offen affin in
seinem Wertebereich ist &~ (a1 (W)) = 7~ 1(8~1(W)) affin aufgrund der Affi-
nitéit von 7 und von 3 nach 7.4.4, und damit ist o' (W) affin wieder nach 7.4.4.

Der induzierte geometrische Quotient auf den stabilen Punkten. Schliefjlich
konstruieren und diskutieren wir noch die unterste Zeile unseres Diagramms. Wir
erkldaren wir die Menge X® C X*®° der stabilen Punkte als die Teilmenge aller
Punkte = mit endlicher Isotropiegruppe G, deren G-Bahn in X abgeschlossen
ist, in Formeln Gx & X*®°. Diese Menge ist offen als das Bild der Menge der un-
ter (G x k*) affin-stabilen Punkte unter %, da die fraglichen affin-stabilen Punkte
janach 7.5.9 eine offene Teilmenge bilden, die sicher £*-stabil ist. Diese Menge
ist natiirlich auch G-stabil. SchlieBlich ist sie auch das Urbild ihres Bildes unter
a, in Formeln X* = a~!'(a(X?®)), da keine andere Bahn eine Bahn der Dimen-
sion kdim GG in ihrem Abschluf} haben kann. Damit induziert « in der Tat einen
geometrischen Quotienten av : X® — X°/G.

Beispiel 7.6.2 (Die Quotientenkonstruktion zu einer Darstellung). Ist hier spe-
ziell C' = V eine endlichdimensionale rationale Darstellung einer linear redukti-
ven algebraischen Gruppe GG mit der kontrahierenden Operation von £* aus der
Operation der Skalare auf dem Vektorraum V', so spezialisiert der entsprechende
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Teil dieses Diagramms zu einem Diagramm der Gestalt

Ve———V ™ V)G
o
VAO =———V\11(0) —— (V /G)\D

oo E

P(V) <—(VA\n=1(0))/k* === ((VJG)\0)/k*

R

Mit 0 ist dabei das Bild des Ursprungs 0 := 7(0) gemeint. Sein Urbild 7—1(0)
heifit die Nullfaser und besteht aus aien Punkten v € V, deren Bahnabschluf3
den Ursprung enthilt, in Formeln 0 € Gv.

Beispiel 7.6.3 (Die Quotientenkonstruktion zu einem Gruppencharakter). Sei
G % X eine affine Varietit mit einer Operation einer linear reduktiven algebrai-
schen Gruppe und sei § : G — k* ein Homomorphismus algebraischer Grup-
pen. Wir betrachten nun speziell C' := X x k mit der G-Operation g(z,\) =
(9x,0(g)\) und der damit kommutierenden kontrahierenden k*-Operation durch
Multiplikation auf dem zweiten Faktor. So haben wir O(C') = O(X) ® k[T] und

o) =Phox) T
n>0

fir O(X)%" .= {f € O(X) | f(g7 x) = 0(9)"f(z) Vz € X,g € G}. Setzen
wir X0 .= {r € X | In > 0, f € O(X)%" mit f(x) # 0}, so spezialisiert
der entsprechende Teil dieses Diagramms zu einem Diagramm der Gestalt

X x h=——o0C " )G

"

X X kX <X 5 X T (O G)°

T

X— x> L X/)Gq

Unten links haben wir dabei eine neue Notation eingefiihrt, diese Varietit X )/ e
ist sowohl der gute Quotient nach G von X?~*% unter dem horizontalen Morphis-
mus « als auch der geometrische Quotient nach k™ unter dem vertikalen Mor-
phismus 3. Die Menge X% @ X heiBt die Menge der f-semistabilen Punkte.
Gegeben f € O(X)%" mitn > 0ist X; := {z € X | f(z) # 0} das Urbild
unter « einer offenen Teilmenge. Andererseits ist X ; affin, und der offensichtliche
Morphismus ist folglich nach 7.5.16 eine offene Einbettung X; /G — X/ ‘a.
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Beispiel 7.6.4 (Die Quotientenkonstruktion fiir £ 9- k"*1). Spezialisieren wir
das vorhergehende Beispiel zu X = k"*! mit der offensichtlichen Operation von
G = k™ und betrachten den Charakter 6 : £* — k>, t — t"™, so ergibt sich

Pk furm < 0;
X//QG =< var firm = 0;
0 fiir m > 0.

Vorschau 7.6.5 (Quotienten projektiver Varietiten). Sei G linear reduktiv, X
eine projektive G-Varietdt und L — X ein GG-dquivariantes amples Geradenbiin-
del auf X. Man erkldre die Menge X der semistabilen Punkte von X in Bezug
auf L durch die Vorschrift

Es gibt einen G-invarianten globalen Schnitt
X% = X®(L) := ¢ x € X | seiner Tensorpotenz L®" von L fiir n > 0, der
bei z nicht verschwindet, in Formeln s(z) # 0

So ist X eine offene G-stabile Teilmenge von X und ihr Bahnschlufraum X* /G
ist eine projektive Varietit und X* — X /G ist ein affiner Morphsmus und
ein guter Quotient. Erkldren wir schlieBlich die Menge X® = X5(L) C X*(L)
der stabilen Punkte als die Teilmenge aller Punkte € X*° mit endlicher Iso-
tropiegruppe G, deren G-Bahn in X*° abgeschlossen ist, so ist X*° offen mit
X5 = a7 }(«(X?®)) und unser guter Quotient induziert einen geometrischen Quo-
tienten
a: X - X°/G

Das alles ist nur ein Spezialfall unserer Grundkonstruktion 7.6.1, ausgedriickt in
einer etwas feineren Sprache. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir
nach ?? ndmlich L sehr ampel annehmen. Der Raum V' der globalen Schnitte von
L ist dann nach ?? endlichdimensional und wir erhalten eine kanonische abge-
schlossene G-dquivariante Einbettung X — PV. Ohne Beschriankung der Allge-
meinheit diirfen also X & PV annehmen. Der Kegel iiber X im Sinne von 6.3.12
ist dann eine abgeschlossene Teilmenge C' = C'(X) @& V mit einer algebraischen
Operation von GG und einer damit kommutierenden kontrahierenden Operation
von k* so daB die offensichliche Abbildung einen G-dquivarianten Isomorphis-
mus C°/k* = X liefert, fiir C° das Komplement der Menge der k*-Fixpunkte.
SchlieBlich besteht 7—!(C'/G)° nach Konstruktion genau aus allen Punkten von
C, auf denen irgendeine G-invariante Funktion echt positiven Grades nicht ver-
schwindet. Ubersetzen wir diese Bedingung zuriick in die Situation des Satzes, so
ergibt sich die dort fiir X gegebene Beschreibung. Weiter wird in der Situation
unseres Satzes C' von k™ sogar auf einen einzigen Punkt kontrahiert und O(C) ist
folglich nichtnegativ graduiert mit nur Skalaren im Grad Null. Dasselbe folgt fiir
O(0)¢ = O(C))G) und zeigt, daB auch C'//G von k* auf einen einzigen Punkt
kontrahiert wird. Dann aber ist (C'//G)°/k* = X*° /G projektiv nach 7.4.6.
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Ergéinzung 7.6.6. Verkleben wir bei der Riemann’schen Zahlenkugel P'£ mit ihrer
offensichtlichen £*-Operation die beiden Fixpunkte Nord- und Siidpol im Sinne
von 6.2.26, so erhalten wir nach 6.2.25 oder expliziter Rechnung wieder eine k* -
Varietdt Z. Ist V' eine rationale Darstellung positiver endlicher Dimension von
k>, so muB} jeder k*-dquivariante Morpismus Z — PV konstant sein, denn jede
abgeschlossene k*-invariante Teilmenge Y @& PV positiver Dimension besitzt
nach [ ] 2? mindestens zwei k™ -Fixpunkte. Weiter kann auch Z offensichtlich
nicht durch offene affine unter £* invariante Teilmengen iiberdeckt werden.
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